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Предговор

Оваj рад припада области диференциjалне геометриjе коjа се на-
зива Риманова геометриjа и односи се на теориjу подмногострукости Ри-
манових многострукости, прецизниjе, у раду се проучаваjу класичне и
скориjе уведене симетриjе у диференциjалноj геометриjи подмногостру-
кости, посебно на тзв. идеалним подмногострукостима.

Глава 1 представља кратак преглед Риманове геометриjе. У њоj jе
дата дефинициjа метричког тензора, а и уведене су локалне компоненте
метричког тензорског поља. Такође, описана jе конексиjа Леви-Чивите
∇ на Римановоj многострукости (M, g). Jедно од централних места у
овоj глави представља дефинициjа и особине Риман-Кристофеловог тен-
зора кривине. Овде jе дата и његова геометриjска интерпретациjа. Ис-
товремено су уведени и поjмови скаларне кривине многострукости и сек-
ционе кривине, као и Ричиjевог (0,2)-тензора S и Веjловог (0,4)-тензора
C. Већи део Главе 1 jе посвећен симетриjама тензора кривине R. По-
моћу паралелног транспорта су описани локално симетрични простори
(∇R = 0) и семи-симетрични простори (R · R = 0). Такође, дата jе и
геометриjска интерпретациjа Тачибаниног (0,6)-тензора и као jош jедно
битно место истиче се увођење поjма псеудо-симетричних простора, коjе,
с обзиром на круциjалну улогу у њиховом проучавању, врло често на-
зивамо и псеудо-симетрични простори у смислу Дешча, односно Дешч
симетрични простори. Подмногострукости Риманових многострукости
су разматране у последњем делу Главе 1. Осим основних поjмова, овде

i



су наведене и Гаусова и Ваjнгартенова формула, као и основне jедна-
чине Гауса, Кодациjа и Ричиjа. Такође jе дат и поjам скаларне кривине
подмногострукости, као и теорема Чена и Окумуре из 1973. године.

У Глави 2 разматрамо релациjе између унутрашњих и спољашњих
величина подмногострукости дате Риманове многострукости. Jедну од
првих веза између унутрашњих и спољашњих инвариjанти на површи
у E

3 дао jе Оjлер (1760. године), кроз чувену неjеднакост K ≤ H2, где
jе K унутрашња Гаусова кривина површи у E

3, а H2 jе спољашњи ква-
драт средње кривине дате површи. Касниjа уопштења ове неjеднакости
дали су Винтген (1979. године), Руксел (1981. године) и Гвадалупе-Ро-
дригез (1983. године). Посебно место заузима уопштење Винтгенове не-
jеднакости коjе су дали Де Смет, Дилен, Вранкен и Верштрален (1999.
године) за n-димензионе подмногострукости Mn у реалним просторним
формама Rn+2(c). У њиховом раду jе дато и када важи jеднакост у
Винтгеновоj неjеднакости. Такође су формулисали и хипотезу (ДДВВ
хипотеза) да Винтгенова неjеднакост важи за све подмногострукости
Mn у реалним просторним формама M̃n+m(c). Ову хипотезу доказали
су независно jедан од других, Чои и Лу, као и Ге и Танг. Такође jе ока-
рактерисан и случаj када важи jеднакост у датоj неjеднакости, и такве
подмногострукости се називаjу Винтгеновим идеалним подмногоструко-
стима. Централни део Главе 2 заузимаjу Дешчове симетриjе Винтгено-
вих идеалних подмногострукости. Ту су дати оригинални резултати, у
коjима су описани услови под коjима jе Винтгенова идеална подмного-
струкост Mn (n ≥ 4) у реалноj просторноj форми M̃n+m(c) Дешч симе-
трична (Теорема 2.3), а такође и када jе Ричи-Дешч симетрична (Тео-
рема 2.4). У Теореми 2.5 jе показано да Винтгенова идеална подмного-
струкост има псеудо-симетричан Веjлов конформни тензор кривине C.
Jедан део Главе 2 се бави Винтгеновим идеалним подмногострукостима
коjе су Ротерови простори. Ту jе доказано да jе Винтгенова идеална под-
многострукост Mn у реалноj просторноj форми Дешч симетрична ако и
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само ако jе Mn Ротеров простор (Теорема 2.6). Последњи део Главе 2
даjе кратак приказ теориjе о Казоратиjевом оператору и Казоратиjевоj
кривини. Показано jе (Теорема 2.9) да се главни правци спољашњег Ка-
зоратиjевог оператора AC поклапаjу са главним правцима унутрашњег
Ричиjевог оператора S на Винтгеновим идеалним подмногострукостима
Mn у M̃n+m(c).

Глава 3 проучава уопштене Винтгенове идеалне подмногоструко-
сти. Ту jе уведен поjам хермитске метрике, помоћу коjе су дефинисане
хермитске многострукости, а након тога и Келерове многострукости.
Дати су и Риманов и Ричиjев тензор кривине на Келеровоj многостру-
кости. Уведен jе поjам холоморфне секционе кривине, помоћу коjе су
дефинисане комплексне просторне форме M̃(c). Дефинисане су Сасаки-
jеве просторне форме, као и Лежандрове многострукости. На Лежан-
дровим многострукостима jе дат Риманов тензор кривине, као и ска-
ларна нормална кривина. У раду J. Михаиjа jе дата неjеднакост између
нормализоване скаларне кривине ρ, нормализоване нормалне кривине
ρN и квадрата средње кривине за Лежандрове подмногострукости Mn

у Сасакиjевим просторним формама M̃2n+1(c). Такође jе дата и форма
оператора облика у случаjу када важи jеднакост у датоj неjеднакости, и
на таj начин су дефинисане уопштене Винтгенове идеалне Лежандрове
подмногострукости Mn у Сасакиjевоj просторноj форми M̃2n+1(c). Цен-
трално место Главе 3 представљаjу оригинални резултати коjи се баве
условима када jе Винтгенова идеална Лежандрова подмногострукост
Mn у Сасакиjевоj просторноj форми M̃2n+1(c) Дешч симетрична. Та-
кође jе показано да се и код ових подмногострукости Казоратиjеви и
Ричиjеви главни правци подудараjу (Теорема 3.8). Последњи део ове
главе представља доказ тврђења да су Винтгенове идеалне Лежандрове
подмногострукости Mn у Сасакиjевим просторним формама M̃2n+1(c)

Дешч симетричне ако и само ако су Ротерови простори.
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Рад на овоj тези jе био инспиративан и креативан процес, коjи
би, понекад, постаjао спор и тежак. У сваком тренутку сам имао несе-
бичну и велику подршку, и зато бих желео да изразим посебну и велику
захвалност свом ментору проф. др Мирослави Петровић-Торгашев на
дугогодишњоj сарадњи и упознавању са проблематиком овог рада, као
и на огромноj помоћи у изради ове дисертациjе. Посебну захвалност
дугуjем и проф. др Леополду Верштралену, са Католичког универзи-
тета у Лувену (Белгиjа), на свим инспиративним предавањима коjе jе
одржао и коjима сам присуствовао, и начину увођења у наjсавремениjе
токове диференциjалне геометриjе током свих ових година. Захвалио
бих се и члановима Комисиjе, проф. др Зорану Ракићу и проф. др
Мирjани Ђорић са Математичког факултета у Београду и проф. др
Емилиjи Нешовић са ПМФ-а у Крагуjевцу, коjи су своjим конструктив-
ним сугестиjама унапредили оваj рад. Овом приликом се захваљуjем
и проф. др Драгану Ђурчићу и др Ралету Николићу за помоћ у наjте-
жим тренуцима у коjима сам се налазио током израде ове тезе, као и
мр Младену Jањићу за несебичну помоћ у сређивању овог материjала и
пуно корисних инструкциjа да ова дисертациjа добиjе добар изглед. На
краjу, желим да се захвалим родитељима и брату за бескраjно поверење
и подршку, супрузи Ани и ћерки Ангелини за бескраjне сате разговора
и море љубави из ког сам црпео снагу да истраjем и заjедно савладамо
све потешкоће на коjе сам наилазио.

Април 2016. године Аутор
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Глава 1

Увод

1.1 Риманове многострукости

Нека jе M тополошки простор. Уређен пар (U, x), где jе U неки
отворен скуп на M(U ⊂ M), а x хомеоморфизам са U на X (U) ⊂ R

n се
назива координатни систем (карта). Ако запишемо x(p) = (x1(p), x2(p),

. . . , xn(p)), за свако p ∈ U , тада се одговараjуће функциjе xi називаjу
координатне функциjе и n jе димензиjа простора. За два координатна
система кажемо да се глатко преклапаjу ако су функциjе x ◦ y−1, y ◦
x−1 : Rn → R

n обе глатке. Колекциjа ових координатних система на M ,
таквих да jе свака тачка садржана у домену неког од тих система и да
се сви глатко преклапаjу, назива се атлас A на M . Кажемо да jе атлас
A на M комплетан ако садржи сваки координатни систем (карту) на M

коjа се глатко преклапа са сваким координатним системом на A. На таj
начин се сваки атлас садржи у jединственом комплетном атласу A на
M .

Глатка многострукост M jе паракомпактан, Хауздорфов простор
снадбевен комплетним атласом.

Кроз оваj рад, све многострукости коjе се проучаваjу, биће коначно
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Глава 1. Увод

димензионе, глатке и повезане, и све функциjе над тим многоструко-
стима ће такође бити глатке.

Нека jе M n-димензиона многострукост класе C∞, коjа jе покри-
вена системом координатних околина {U, xh}. Тангентни простор TpM

n

од Mn у тачки p jе дефинисан као скуп свих тангентних вектора у тачки
p. Под тангентним вектором подразумевамо било коjи вектор коjи jе у
тачки p ∈ Mn тангентан на неку криву на многострукости Mn.

Означимо са ∂i = ∂
∂xi базисне векторе на координатноj околини

{U, xh}. Ако су X и Y два векторска поља на Mn, тада у околини U

имамо да jе

X =
n∑

h=1

Xh∂h, Y =
n∑

h=1

Y h∂h,

при чему су Xh и Y h локалне компоненте векторских поља X и Y , ре-
спективно, с обзиром на природни репер ∂h. Претходне jеднакости, ко-
ристећи се Аjнштаjновом нотациjом, према коjоj исти индекс записан
jедном у горњем а други пут у доњем реду, означава сумирање по том
индексу, можемо записати у облику:

X = Xh∂h, Y = Y h∂h.

Са dxi означавамо елементе дуалне базе, дуалног простора (TpM
n)∗,

коjе дефинишемо на следећи начин:

dxi
∣∣∣
p

(
∂

∂xj

∣∣∣
p

)
= δij =

⎧⎨
⎩1, i = j,

0, i 	= j.

Билинеарна форма dxi|p ⊗ dxj|p се дефинише у облику њеног деj-
ства на базу, тj.

(
dxi|p ⊗ dxj|p

)( ∂

∂xk|p ,
∂

∂xh|p

)
= δikδ

j
h =

⎧⎨
⎩1, i = k и j = h,

0, иначе.

2



Глава 1. Увод

Метрички тензор g на многострукости Mn jе симетрично, недеге-
нерисано (0, 2)-тензорско поље на Mn константног индекса. Многостру-
кост Mn са метричким тензором g се назива семи-Риманова многостру-
кост.

Дефинициjа 1.1. Риманова метрика g на многострукости Mn jе (0, 2)-
тензорско поље (g : TpM

n×TpM
n → R) коjе задовољава следеће услове:

(1) gp(X, Y ) = gp(Y,X), за свако X, Y (симетричност);
(2) gp(X,X) > 0, за свако X 	= 0 (позитивна дефинитност);
(3) коефициjенти gij у свакоj локалноj репрезентациjи gp = gij(p)dx

i
∣∣
p
⊗

dxj
∣∣
p
су диференциjабилне функциjе (диференциjабилност).

Заjедничка вредност ν индекса gp, p ∈ M , на семи-Римановоj мно-
гострукост (Mn, g) назива се индексом многострукости M . Притом jе
0 ≤ ν ≤ n. Ако jе ν = 0, тада jе (Mn, g) Риманова многострукост; ако
jе ν = 1 и n ≥ 2, тада се (Mn, g) назива Лоренцова многострукост.

Ако jе x1, . . . , xn координатни систем од U ⊂ Mn, тада су за коорди-
натна базисна векторска поља ∂i =

∂
∂xi , компоненте метричког тензора

g на U дате са:

gij = g
(

∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
, 1 ≤ i, j ≤ n.

За било коjа два векторска поља X, Y на Mn важи:

g(X, Y ) = g(X i∂i, Y
j∂j) = gijX

iY j.

Како jе квадратна форма g(X,X) позитивно дефинитна, детерми-
нанта g = ‖gij‖, образована од локалних компоненти gij од g jе увек
позитивна и отуда постоjи систем величина gih такав да jе:

gijg
ih = δhj =

⎧⎨
⎩1, i = h,

0, i 	= h.

Чланови gih су контравариjантне, а gij ковариjантне компоненте метрич-
ког тензора g.
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1.2 Конексиjа Леви-Чивите

Нека су X и Y диференциjабилна векторска поља на Mn и
f : Mn → R диференциjабилна функциjа. Релациjом

[X, Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)),

се дефинише векторско поље [X, Y ] коjе се назива Лиjева заграда од X и
Y , или Лиjева деривациjа LXY од Y у смеру векторског поља X. Ако су
X, Y, Z векторска поља на Mn, α и β реалне константе и f, h : Mn → R

диференциjабилне функциjе, тада Лиjева заграда има следеће особине:

1) [αX + βY, Z] = α[X,Z] + β[Y, Z],
2) [X, Y ] = −[Y,X],
3) [fX, hY ] = fh[X, Y ] + f(Xh)Y − h(Y f)X,
4) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0,
5) [∂i, ∂j] = 0, за сваки координатни систем (x1, . . . , xn).

Релациjа 4) се назива Jакобиjевим идентитетом за Лиjеву за-
граду.

Афина конексиjа на многострукости Mn jе пресликавање

∇ : T (Mn)× T (Mn) → T (Mn),

коjе jе линеарно и задовољава Лаjбницово своjство, тj. важи:

(i) ∇fX+hYZ = f∇XZ + h∇YZ,
(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,
(iii) ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY .

Тензор торзиjе конексиjе∇ на многострукостиMn jе (1, 2)-тензорско
поље T дефинисано са

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ].

Теорема 1.1 ([47]). На семи-Римановоj многострукости M постоjи
jединствена афина конексиjа ∇ таква да jе:

4



Глава 1. Увод

(iv) [X, Y ] = ∇XY −∇YX,
(v) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),

за X, Y, Z ∈ T (M).

Ово jе jедан од фундаменталних резултата семи-Риманове геоме-
триjе. Афина конексиjа семи-Риманове многострукости (Mn, g) коjа за-
довољава особине (iv) и (v) назива се конексиjа Леви-Чивите. Особина
(iv) означава симетричност или непостоjање торзиjе, док своjство (v)
представља компатибилност конексиjе ∇ са метриком g.

Нека jе (U, x) координатни систем на семи-Римановоj многоструко-
сти (Mn, g). Тада су одговараjући Кристофелови симболи дефинисани
са:

∇∂i∂j =
∑
h

Γh
ij∂h = Γh

ij∂h,

g(∇∂i∂j, ∂h) = Γh,ij; Γh
ij = gkhΓk,ij.

Како jе [∂i, ∂j] = 0, то важи Γh
ij = Γh

ji. У облику компоненти ме-
тричког тензора g Кристофелови симболи прве врсте су дати са:

Γh
ij =

1

2
ghk
(
∂gik
∂xj

+
∂gjk
∂xh

− ∂gij
∂xk

)
.

За свако векторско поље Y ковариjантни извод од Y дуж вектор-
ског поља X jе одређен са:

∇xY =
∑
i,j

X i∇∂i(Y
j∂j) =

∑
i

(∑
j

Xj

(
∂Y i

∂xj
+
∑
h

Y hΓi
jh

))
.

Очигледно jе да Кристофелови симболи мере како се природна де-
ривациjа векторских поља на уопштеноj многострукости Mn разликуjе
од деривациjе по правцу у стандардном еуклидском и простору E

n.

За уопштено тензорско поље T типа (1, 2) ковариjантни извод ∇XT

дуж векторског поља X jе тензорско поље истог типа дефинисано са:

(∇XT )(Y, U) = ∇X(T (Y, U))− T (∇XY, U)− T (Y,∇XU).
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Дефинициjа 1.2. (1) Векторско поље Y jе паралелно ако jе ∇XY =

0, за свако X ∈ TpM
n.

(2) Векторско поље Y дуж регуларне криве c jе паралелно ако jе
∇c′Y = 0 (и ово не зависи од параметризациjе).

(3) Регуларна крива c jе геодезиjа ако jе ∇c′c
′ = 0, при чему jе c пара-

метризована дужином лука.

1.3 Тензор кривине

Нека jе Mn Риманова n-димензиона многострукост са метричким
тензором g и конексиjом Леви-Чивите ∇.

(1, 3)-тензорско поље

R : T (Mn)× T (Mn)× T (Mn) → T (Mn),

дефинисано са

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

се назива Риман-Кристофелов тензор кривине.

Одговараjући Риман-Кристофелов оператор кривине типа (1, 1),
R(X, Y ) : T (Mn) → T (Mn), дефинисан jе са:

R(X, Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ].

За природна координатна векторска поља ∂
∂xi , ∂

∂xj важи [ ∂
∂xi ,

∂
∂xj ] = 0. Ри-

ман-Кристофелов кривински тензор носи све локалне особине Риманове
многострукости Mn.

Преласком на локалне координате, претходне релациjе постаjу:

∇∂k∇∂jz
h −∇∂j∇∂kz

h = Rh
kjiz

i,

где су
Rh

kji = ∂kΓ
h
ji − ∂jΓ

h
ki + Γh

ktΓ
t
ji − Γh

jtΓ
t
ki
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локалне компоненте тензора кривине R.

Риман-Кристофелов тензор кривине има следеће особине:

a) R jе билинеарно, тj.
R(αX + βY, Z) = αR(X,Z) + βR(Y, Z),
R(X,αY + βZ) = αR(X, Y ) + βR(X, Y ),

b) R(X, Y ) jе линеарни оператор, тj.
R(X, Y )(αZ + βW ) = αR(X, Y )Z + βR(X, Y )W ,

c) R(X, Y ) = −R(Y,X),
d) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0,

где су X, Y, Z,W ∈ TMn, α, β ∈ C∞(Mn).

(0, 4)-Риман-Кристофелов тензор кривине се такође означава са R

и дефинисан jе придруживањем реалних функциjа

R(X, Y ;Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )

за било коjа векторска поља X, Y, Z,W ∈ TMn.

Алгебарске особине c) и d) сада, редом, имаjу следеће облике:

1) R(X, Y ;Z,W ) = −R(Y,X;Z,W ),
2) R(X, Y ;Z,W ) +R(Y, Z;X,W ) +R(Z,X;Y,W ) = 0.

Осим горе наведених, Риман-Кристофелов тензор кривине задово-
љава и следеће особине:

3) R(X, Y ;Z,W )−R(Z,W ;X, Y ) = 0,
4) R(X, Y ;Z,W ) +R(X, Y ;W,Z) = 0,
5) (∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) + (∇ZR)(X, Y ) = 0.

Особине 2) и 5) представљаjу, редом, први и други Бjанкиjев иден-
титет. У локалним координатама, релациjе 1), 2), 3), 4), 5) имаjу
следећи облик:

1.1) Rkjih +Rjkih = 0,
1.2) Rkjih +Rjikh +Rikjh = 0,
1.3) Rkjih −Rihkj = 0,
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1.4) Rkjih +Rkjhi = 0,
1.5) ∇∂lR

h
kji +∇∂kR

h
jli +∇∂jR

h
lki = 0,

где jе Rkjih = Rt
kjigth.

Како jе Риман-Кристофелов тензор кривине веома компликован,
било jе неопходно дефинисати jедноставниjе реалне функциjе, коjе би у
потпуности одредиле тензор R.

Нека су �x и �y два линеарно независна вектора у тачки p (семи-)Ри-
манове многострукости (Mn, g), n ≥ 2, и нека jе π раванска секциjа
одређена са ова два вектора. Тада jе секциона кривина од Mn у тачки
p за раванску секциjу π одређена са

K(p, π) =
R(�x, �y, �y, �x)

G(�x, �y, �y, �x)
,

при чему jе са G означен Номицу-Кулкарниjев (0, 4)-тензор.

Номицу-Кулкарниjев тензор jе дефинисан са

G(X, Y, Z,W ) = g(X,W )g(Y, Z)− g(X,Z)g(Y,W ),

тj. G = 1
2
g ∧ g, и то jе наjпростиjи (0, 4)-тензор са истим алгебарским

особинама као и тензор кривине R. Броj K(p, π) jе независан од избора
вектора �x и �y.

Такође, K(π) представља кривину у тачки p површи формиране
помоћу свих геодезиjских линиjа на M у тачки p, коjе су тангентне на
π.

Ако jе Σ2
π дводимензиона нормална секциjа подмногострукости Mn

из En+m, коjа одговара равни π, формирана као пресек одMn са афиним
(2 +m)-димензионим подпростором простора E

n+m генерисаним са π и
T⊥p Mn, где jе T⊥p Mn нормални простор од Mn у тачки p (Слика 1.1).
Тада, секциона кривина K(π) подмногострукости Mn у E

n+m, за било
коjу раванску секциjу π, у било коjоj њеноj тачки p, jеднака jе Гаусовоj
кривини у тачки p одговараjуће дводимензионе нормалне секциjе Σ2

π од
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Mn у E
n+m. Такође, било коjа секциона кривина многострукости Mn у

E
n+m jе одређена помоћу кривина од наjвише две придружене еуклидске

раванске криве [37].

Слика 1.1

За семи-Риманову многострукост (Mn, g), n ≥ 2, кажемо да jе
простор константне кривине ако jе њена секциона кривина K(π) кон-
стантна за све равни π у простору TpM

n, у свакоj тачки p ∈ Mn.

Теорема 1.2 (Шур 1886, [47]). Ако jе Mn повезана многострукост ди-
мензиjе n ≥ 3, и у свакоj тачки p ∈ Mn, секциона кривина K(π) не
зависи од π ∈ TpM

n, тада она не зависи ни од тачке p, тj. она jе
глобална константа.

Ако jе (Mn, g) простор контантне кривине c, тада jе њен тензор
кривине R дат следећом формулом

R(X, Y )Z = c(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ).

Е. Картан [3] jе показао да jе Риман-Кристофелов тензор кривине
многострукости Mn у потпуности одређен познавањем свих секционих
кривина K(p, π) многострукости Mn.
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Jедну од првих геометриjских интерпретациjа Риман-Кристофело-
вог тензора кривине дао jе Схоутен 1918. године. Нека jе p произвољна
тачка са Mn, а Σ дводимензиона површ кроз p у Mn, са координатним
линиjама x и y. Уочимо паралелограм конструисан од координатних
кривих са природним тангентним векторима у p

(
�x = ∂

∂x
(p), �y = ∂

∂y
(p)
)

(Слика 1.2). Паралелним померањем вектора �u ∈ TpM
n (ниjе неопходно

да буде тангентан на Σ) око паралелгорама добиjамо „неки нови“ вектор
�u∗ коjи jе са почетним вектором повезан релациjом:

�u∗ = �u− [R(�x, �y)�u]ΔxΔy.

Слика 1.2: Паралелно померање вектора свуда око координатног паралело-

грама.

У еуклидскоj равни, паралелним померањем вектора �u по правоу-
гаонику описаном са Декартовим координатама (x, y) вратили би се у
његов почетни, оригинални положаj без икакве промене. Наиме, дати
тангентни вектор �v у тачки p ∈ Mn се, помоћу конексиjе ∇, може транс-
портовати дуж било коjе криве α у Mn кроз p = α(0), тако да постоjи
jединствено векторско поље V дуж α такво да jе V (0) = �v и коjе jе пара-
лелно дуж криве α, тj. ∇α′V = 0. Његова вредност V (t) у тачки q = α(t)
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се назива паралелно померање вектора �v од p до q дуж криве α. За ра-
злику од еуклидске геометриjе, где jе паралелно померање вектора на
неки начин апсолутно (нема промене), у Римановоj геометриjи то ниjе
случаj. Паралелни транспорт вектора чува њихове дужине, али не и њи-
хове правце. Ову промену правца при паралелном транспорту Картан jе
назвао холономиjом. У складу са Схоутеновим резултатом, долази се до
закључка да се R(�x, �y)�u може дефинисати као мера промене правца при
паралелном транспорту вектора око координатног паралелограма. Ако
на Римановоj многострукости правци вектора након паралелног транс-
порта око координатног паралелограма остаjу непромењени, тада се ове
многострукости називаjу локално равним или локално еуклидским про-
сторима (R = 0) [35].

Видели смо да су секционе кривине веома битне скаларне изоме-
триjске инвариjанте на Римановоj многострукости. Прву геометриjску
интерпретациjу секционе кривине дали су Леви-Чивита 1917. године,
помоћу тзв. паралелограмоида. Наиме, нека су �x и �y два линеарно не-
зависна jединична вектора у тачки p ∈ Mn. Уочимо геодезиjску линиjу
кроз p, при чему jе �x њен вектор брзине, тj. тангентан jе на уочену гео-
дезиjску линиjу. На геодезиjскоj линиjи на геодезиjском растоjању A од
тачке p, уочимо тачку q. У тачки q уочавамо jединични вектор �y∗ доби-
jен паралелним померањем вектора �y дуж геодезиjске линиjе pq. Кроз
тачку q постоjи jединствена геодезиjска линиjа, чиjи jе вектор брзине
�y∗, и на њоj уочавамо тачку q̄ на геодезиjском растоjању B од тачке q.
Истовремено, кроз тачку p постоjи jединствена геодезиjска линиjа, чиjи
jе вектор брзине jеднак �y, и на њоj тачка p̄ на геодезиjском растоjању B

од тачке p (Слика 1.3).

Ако са Ā означимо дужину коjа одговара геодезиjскоj линиjи коjа
пролази кроз тачке p̄ и q̄, тада се фигура pqq̄p̄ назива паралелограмоид
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Слика 1.3: Паралелограмоид Леви-Чивите.

Леви-Чивите и притом важи

K(p, �x ∧ �y) ≈ A2 − Ā2

(AB sinϕ)2
,

где jе K(p, �x ∧ �y) секциона кривина равни одређене векторима �x и �y

у тачки p, а ϕ угао између jединичних вектора �x и �y. Простори са
константном секционом кривином су простори са наjвећим могућим сте-
пеном симетриjе, тj. ови простори изгледаjу исто у свим тачкама, и у
свакоj тачки ови простори су „искривљени“ исто у свим правцима.

1.4 Симетриjе тензора кривине R

У даљем трагању за просторима просторима са што више симе-
триjе дошло се на идеjу о паралелном транспорту било коjе тангентне
равни π = �u ∧ �v, генерисане векторима �u и �v [35]. Нека jе γ(x) крива на
Mn таква да jе γ(0) = p ∈ Mn и тангентно векторско поље X од γ(x).
Не губећи на општости, можемо претпоставити да су �u и �v ортонорми-
рани вектори (секциона кривина не зависи од базних вектора равни).
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Паралелним померањем равни π дуж криве γ(x) од тачке p до тачке q

добиjа се раван π∗ (Слика 1.4), и притом важи

K(q, π∗) = K(p, π) + [(∇γ′(0)R)(�u,�v,�v, �u)]Δx.

Слика 1.4

Дакле, на многострукости Mn секциона кривина се чува при па-
ралелном транспорту дуж криве ако и само ако jе ∇R = 0, тj. када jе
тензор кривине паралелан. Многострукости за коjе важи услов ∇R = 0

називаjу се локално симетричним просторима. Карактеризациjу ло-
кално симетричних простора дао jе Леви (1925. године). Она се геоме-
триjски може интерпретирати као чување секционе кривине при „симе-
триjи огледала“. Наиме, равни π и π∗, коjа jе добиjена при паралелном
транспорту равни дуж криве од тачке p до тачке q, могу се посматрати
као слике у хиперраванском огледалу γ⊥ управном на γ, постављеном
на средишњоj тачки између p и q.

У дводимензионом случаjу, локално симетрични простори су екви-
валентни просторима константне кривине. Код вишедимензионих много-
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струкости локално симетрични простори образуjу одговараjућу екстен-
зиjу реалних просторних форми.

Следећи корак у паралелном транспорту jе транспорт равни око
координатног паралелограма [35]. У тачки p ∈ Mn уочавамо дводимен-
зиону површ Σ са локалним координатама x и y. Нека jе на Σ констру-
исан паралелограм од координатних кривих са тангентним векторским
пољима X и Y . Ако jе π раван кроз p (ниjе неопходно да буде тангентна
на Σ) коjа jе генерисана векторима �u и �v, тj. π = �u∧�v, тада паралелним
транспортом равни π око координатног паралелограма добиjамо:

�u∗ = �u− [R(�x, �y)�u]ΔxΔy + O2(Δx,Δy),

�v∗ = �v − [R(�x, �y)�v]ΔxΔy + O2(Δx,Δy),

па jе тада

R(�u∗, �v∗, �v∗, �u∗) = R(�u,�v,�v, �u) + [(R ·R)(�u,�v,�v, �u; �x, �y)]ΔxΔy

+ O2(Δx,Δy),
(1.1)

где jе (0, 6)-тензорR·R добиjен деловањем кривинског оператораR(X, Y )

као деривациjе на (0, 4)-тензор кривине R, тj.

(R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = (R(X, Y ) ·R)(X1, X2, X3, X4) =

= −R(R(X, Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, R(X, Y )X2, X3, X4)−
−R(X1, X2, R(X, Y )X3, X4)−R(X1, X2, X3, R(X, Y )X4),

при чему су X1, X2, X3, X4, X, Y произвољна тангентна векторска поља
на Mn.

С обзиром да jе конексиjа Леви-Чивите метричка, ако посматрамо
ортонормиране векторе �u и �v, тада из релациjе (1.1) добиjамо:

K(p, π∗) = K(p, π) + [(R ·R)(�u,�v,�v, �u; �x, �y)]ΔxΔy + O2(Δx,Δy),

где jе π∗ = �u∗ ∧ �v∗ (Слика 1.5) раван генерисана векторима �u∗ и �v∗.
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Из последњег услова jе очигледно да се секциона кривина при
паралелном транспорту око координатног паралелограма неће проме-
нити jедино ако jе R · R = 0 [35]. Многострукости за коjе важи услов
R · R = 0 називаjу се семи-симетричним просторима или Сабо симе-
тричним просторима.

Слика 1.5: Паралелни пренос равни свуда око координатног паралелограма.

У периоду од 1982. године до 1984. године З. Сабо jе дао потпуну
унутрашњу класификациjу семи-симетричних Риманових многоструко-
сти [52, 53].

Сви локално симетрични простори су аутоматски и семи-симетрични.
Такође, све Риманове површи Mn су семи-симетричне, стога семи-симе-
тричност посматрамо за многострукости Mn (n ≥ 3) и сматрамо их
природним проширењем локалне симетричности.

Семи-симетрични простори се могу геометриjски интерпретирати
као комутациjа симетриjа помоћу дуплог огледала [35]. Наиме, ако у
средишњоj тачки дужи pq поставимо огледало M1, у средишту дужи qr

огледало M2, на средишту ps огледало M̄1, а у средишту sr огледало
M̄2 и посматрамо рефлексиjе у равни π кроз огледала M1 и M2, односно
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M̄1 и M̄2, тада се у тачки r добиjаjу резултуjуће равни π12 и π̄12. Код
симетричних простора секционе кривине K(r, π12) и K(r, π̄12) су jеднаке
(Слика 1.6).

Слика 1.6: Симетриjа „дуплог огледала“.

Особине (0, 6)-тензора R ·R дате су у следећоj леми.

Лема 1.1 ([35]). Тензор R ·R има следеће алгебарске особине:

i) (R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = −(R ·R)(X2, X1, X3, X4;X, Y )

= −(R ·R)(X1, X2, X4, X3;X, Y )

= (R ·R)(X3, X4, X1, X2;X, Y ),

ii) (R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) + (R ·R)(X1, X3, X4, X2;X, Y )+

+ (R ·R)(X1, X4, X2, X3;X, Y ) = 0,
iii) (R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = −(R ·R)(X1, X2, X3, X4;Y,X),
iv) (R ·R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) + (R ·R)(X3, X4, X, Y ;X1, X2)+

+ (R ·R)(X, Y,X1, X2;X3, X4) = 0.

Доказ: Особине i-iii аутоматски следе из симетриjа Риман-Кристофе-
ловог тензора кривине. Особина iv се лако доказуjе заменом сваког

16



Глава 1. Увод

вектора облика R(U, V )W , коjи учествуjе у члановима R ·R, са њиховим
разлагањем у односу на ортонормирани репер {e1, e2, . . . , en}.

1.5 Тачибана тензор Q(g,R)

Наjпростиjи (0, 6)-тензор на Римановоj многострукости Mn (n ≥ 3)

коjи има исте алгебарске особине као и тензор R · R jе тензор Q(g,R)

кога jе проучавао Тачибана (1974. године). Тачибана тензор Q(g,R) jе
дефинисан са:

Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) =

= ((X ∧g Y ) ·R)(X1, X2, X3, X4) =

= −R((X ∧g Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, (X ∧g Y )X2, X3, X4)−
−R(X1, X2, (X ∧g Y )X3, X4)−R(X1, X2, X3, (X ∧g Y )X4),

при чему jе ∧g = ∧ метрички ендоморфизам дефинисан са:

(X ∧ Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y.

Геометриjски се оваj ендоморфизам може интерпретирати на сле-
дећи начин [35]. Нека су �x, �y ∈ TpM

n ортонормирани вектори и нека
су {�e3, �e4, . . . , �en} вектори такви да jе {�x, �y,�e3, �e4, . . . , �en} ортонормирана
база од TpM

n. Тада се произвољан вектор �z ∈ TpM
n разлаже помоћу

вектора ове базе на следећи начин:

�z = g(�z, �x)�x+ g(�z, �y)�y +
n∑

i=3

g(�z,�ei)�ei.

Ротациjом проjекциjе вектора �z у равни π, коjа jе генерисана векторима
�x и �y за неки веома мали угао Δϕ, при чему држимо фиксираном про-
jекциjу од �z на (n− 2)-простор генерисан са {�e3, . . . , �en}, добиjамо нови
вектор �z∗ за коjи важи:

�z∗ = �z − [(�x ∧g �y)�z]Δϕ+ O(Δϕ).
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Слика 1.7: Геометриjска интерпретациjа ендоморфизма ∧g.

Дакле, вектор (�x ∧g �y)�z мери промену вектора �z након инфините-
зималне ротациjе од �z у равни π̄ = �x ∧ �y и тачки p (Слика 1.7).

Ако се искористи ова геометриjска интерпретациjа, онда се на при-
родан начин долази до геометриjске интерпретациjе компоненти Тачи-
бана тензора Q(g,R): ако су {�x, �y,�e3, �e4, . . . , �en} вектори ортонормиране
базе од TpM

n и нека су �u и �v ортонормирани вектори у TpM
n. Тада

инфинитезималном ротациjом вектора �u и �v у равни π̄ = �x ∧ �y добиjаjу
се вектори �u∗ и �v∗ за коjе важи:

�u∗ = �u− [(�x ∧g �y)�u]Δϕ+ O1(Δϕ),

�v∗ = �v − [(�x ∧g �y)�v]Δϕ+ O1(Δϕ),

Упоређуjући секционе кривине равни π = �u ∧ �v и π∗ = �u∗ ∧ �v∗,
добиjа се:

K(p, π∗) = K(p, π) + [Q(g, R)(�u,�v,�v, �u; �x, �y)]Δϕ+ O1(Δϕ).

Компоненте Тачибана тензора Q(g, R)(�u,�v,�v, �u; �x, �y) мере промене
секционе кривине при инфинитезималним ротациjама у односу на тачку
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Слика 1.8: Геометриjска интерпретациjа компоненти Тачибана тензора.

p (тачка p jе центар ротациjе). На неки начин ове компоненте предста-
вљаjу нормализациjу компоненти од R · R, коjе мере промену секционе
кривине након паралелног померања равни око инфинитезималног па-
ралелограма у околини тачке p.

Пропозициjа 1.1 ([30]). Риманова многострукост (Mn, g) jе простор
константне кривине ако и само ако jе Тачибана тензор Q(g, R) = 0.

1.6 Дешч-симетрични простори

Рад К. Номицуа [46] из 1968. године на класификациjи семи-си-
метирчних хиперповрши еуклидских простора био jе почетна тачка ве-
ликог броjа нових истраживања, како у унутрашњоj тако и у споља-
шњоj диференциjалноj геометриjи. Рад Б. J. Чена [7] из 1980. године
о тотално амбиличким подмногострукостима симетричних простора, од-
играо jе кључну улогу у настанку поjма псеудо-симетричности. Након
овог рада могло се видети да се псеудо-симетричност може интерпрети-

19



Глава 1. Увод

рати као природна генерализациjа семи-симетричности.

Даље ћемо, на два начина, jедан из унутрашње и други из споља-
шње геометриjе многострукости, описати како се дошло до поjма псеудо-
симетриjе у смислу Р. Дешча. Након тога ће бити дате прецизне де-
финициjе ових псеудо-симетриjа. Ова истраживања су спроводили В.
Грицак, А. Адамов, М. Хотлош, Ф. Дефевер, П. Венци, J. Микеш и
Р. Дешч.

Први резултат у настаjању поjма псеудо-симетриjе jе следећи.

Теорема 1.3 ([7]). Ако постоjи геодезиjско пресликавање са Риманове
многострукости M на семи-симетричну Риманову многострукости
M̃ , тада M мора бити псеудо-симетрична.

Следећи резултат, коjи генералише теорему Б. J. Чена на тотално
амбиличким подмногострукостима локално симетричних простора, до-
биjен jе независно од З. Олшака, и може се сматрати као прави почетак
у истраживању поjма псеудо-симетриjа.

Теорема 1.4 ([48]). Нека jе M тотално амбиличка подмногострукост
семи-симетричне Риманове многострукости M̃ . Тада jе M конформно
равна или псеудо-симетрична многострукост.

Семи-Риманова многострукост (Mn, g) jе псеудо-симетрична [18]
ако су у свакоj тачки из Mn тензори R · R и Q(g, R) линеарно зависни,
тj. ако важи:

R ·R = LRQ(g, R), (1.2)

где jе LR функциjа на скупу UR = {x ∈ M | Q(g,R)(x) 	= 0}.
С обзиром да jе наjвећи допринос увођењу и проучавању поjма

псеудо-симетриjе дао Ричард Дешч, врло често се за многострукости
коjе задовољаваjу релациjу (1.2) каже да су псеудо-симетричне у смислу
Дешча, или Дешч-симетричне подмногострукости [54].
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Jасно jе да су семи-симетричне многострукости такође псеудо-си-
метричне. Обрнуто не важи. Постоjе многе псеудо-симетричне много-
струкости коjе нису семи-симетричине. У радовима Р. Дешча jе дато
много таквих примера.

Напоменимо да су М.Ц. Чаки и М. Тарафдар такође увели известан
поjам псеудо-симетриjе, коjи jе потпуно различит од поjма псеудо-симе-
триjе коjи се разматра у овом раду.

Нека су у тачки p ∈ UR дате равни π = �v ∧ �w, π̄ = �x ∧ �y ⊂
TpM

n. Кажемо да jе раван π кривински зависна у односу на π̄ ако jе
Q(g,R)(�v, �w, �w,�v; �x, �y) 	= 0. Ова дефинициjа не зависи од избора база за
π и π̄. Сада се може дефинисати дупла секциона кривина или секциона
кривина Дешча, LR(p, π, π̄), као:

LR(p, π, π̄) =
(R ·R)(�v, �w, �w,�v; �x, �y)

Q(g,R)(�v, �w, �w,�v; �x, �y)
.

Ова дефинициjа такође не зависи од избора база тангентних равни
π и π̄ [35].

Теорема 1.5 ([35]). У свакоj тачки p ∈ UR тензор R · R Риманове
многострукости Mn jе комплетно одређен дуплом секционом кривином
LR(p, π, π̄) кривински зависних равни π, π̄ ∈ TpM

n.

Геометриjска интерпретациjа дупле секционе кривине jе дата по-
моћу паралелног транспорта око паралелограмоида Леви-Чивите и ин-
финитезималних ротациjа [35]: нека су �v и �w ортонормирани вектори у
тачки p такви да jе π = �v ∧ �w ⊂ TpM

n. Посматраjмо сквероид Леви-Чи-
вите одређен са �v и �w, стране ε (Слика 1.9). Тада jе секциона кривина
за π у тачки p дата са

K(p, π) ≈ ε2 − ε′2

ε4
,

где jе ε′ дужина геодезиjске линиjе коjа „затвара“ сквероид.
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Слика 1.9: Сквероид Леви-Чивите

Паралелним транспортом вектора �v и �w око координатног пара-
лелограма P добиjаjу се вектори �v∗ и �w∗. Конструишу се сквероиди
Леви-Чивите од вектора {�v∗, �w∗} исте геодезиjске дужине ε. Ако са ε∗′

означимо геодезиjску дужину геодезиjске линиjе коjа затвара сквероид,
тада добиjамо

(R ·R)(�v, �w, �w,�v; �x, �y) ≈ (ε∗′)2 − (ε′)2

ε4
· 1

ΔxΔy
.

Нека су даље �̃v и �̃w вектори добиjени инфинитезималном ротаци-
jом проjекциjа од �v и �w у равни π̄ = �x ∧ �y. Конструишу се сквероиди
Леви-Чивите од вектора {�v, �w} и {�̃v, �̃w}, респективно, тако да оба буду
исте дужине стране ε, а да им дужине геодезиjских линиjа коjе их „ком-
плетираjу“ буду редом ε′ и ε̃′ (Слика 1.10).

Тада важи

Q(g,R)(�v, �w, �w,�v; �x, �y) ≈ (ε̃′)2 − (ε′)2

ε4
· 1

Δϕ
.

Отуда jе секциона кривина Дешча за раван π = �v∧�w у односу на π̄ = �x∧�y
у тачки p дата са

L(p, π, π̄) ≈ (ε∗′)2 − (ε′)2

(ε̃′)2 − (ε′)2
· Δϕ

ΔxΔy
.
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Слика 1.10

Слично, као што су информациjе о свим секционим кривинама
K(p, π) неке многострукости садржане у њеном Риман-Кристофеловом
тензору R, тако су и све информациjе о дуплим секционим кривинама
L(p, π, π̄) садржане у тензору R ·R.

Теорема 1.6 ([35]). Риманова многострукост Mn (n ≥ 3) jе псеудо-
симетрична у смислу Дешча ако и само ако за сваку њену тачку p ∈ UR

све дупле секционе кривине LR(p, π, π̄) су исте, тj. за све кривински-
зависне равни π и π̄ у p, важи LR(p, π, π̄) = LR(p) за неку функциjу
LR : M → R.

Очигледно jе, да код семи-симетричних многострукости дупла
секциона кривина ишчезава, тj. LR(p, π, π̄) = 0, за свако Mn и сваки
пар кривински зависних равни π, π̄ ⊂ TpM

n.

1.7 Ричиjева и скаларна кривина

Нека су {e1, e2, . . . , en} локално ортонормирана векторска поља на
Mn. Тада прва контракциjа тензора кривине R(X, Y )Z дефинише Ри-
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чиjев (0, 2) тензор S(Z, Y ). Ричиjев оператор кривине S се дефинише
као траг линеарног пресликавања Z → R(Z,X)Y , тj.

S(Y, Z) = tr(X → R(X, Y )Z) =
n∑

i=1

g(R(ei, Y )Z, ei), (1.3)

или у локалним компонентама

Sij = Rt
tij = gtsRtijs.

Ричиjева кривина S(X) = S(X,X) тако представља средњу вред-
ност свих секционих кривина равни коjе су одређене, тj. коjе садрже
векторско поље X.

Скаларна кривина τ представља контракциjу Ричиjевог тензора,
тj.

τ =
n∑

i=1

S(ei, ei), тj.

τ = gijSij,

и она се може посматрати као средња вредност секционих кривина 2-равни
од Mn. За n = 2 важи K = τ

2
.

За (семи-)Риманову многострукост Mn кажемо да jе Аjнштаjнов
простор ако jе S = λg, за неко λ : Mn → R. За n > 2 Аjнштаjнови
простори имаjу константну скаларну кривину τ .

(0, 4)-тензор R · S се добиjа деjством оператора R(X, Y ) као дери-
вациjе на (0, 2)-симетрични Ричиjев тензор:

(R · S)(X, Y ;Z,W ) = (R(Z,W ) · S)(X, Y ) =

= −S(R(Z,W )X, Y )− S(X,R(Z,W )Y ),

за X, Y, Z,W ∈ T (Mn).

За многострукост Mn кажемо да jе Ричи семи-симетрична ако jе
R · S = 0. Свака семи-симетрична многострукост jе и Ричи семи-симе-
трична. Обрнуто не важи [27].
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Наjjедноставниjи (0, 4)-тензор на Mn коjи има исте алгебарске осо-
бине као и R · S jе Ричи Тачибана тензор Q(g, S) дефинисан са:

Q(g, S)(X, Y ;Z,W ) = ((Z ∧g W ) · S)(X, Y ) =

= −S((Z ∧g W )X, Y )− S(X, (Z ∧g W )Y ).

Лако се може видети да jе многострукост Mn Аjнштаjнова ако и
само ако jе Q(g, S) = 0.

За Риманову многострукост Mn (n ≥ 3) кажемо да jе Ричи псеудо-
симетрична у смислу Дешча ако jе у свакоj тачки из Mn:

(R · S)(p) = LS(p)Q(g, S)(p).

где jе LS функциjа на скупу Us = {x ∈ M | Q(g, S)(x) 	= 0}.

1.8 Веjлов конформни тензор кривине

На n-димензионоj Римановоj многострукостиMn, (0, 4) Веjлов кон-
формни тензор кривине C jе дат са:

C(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W ) +
1

n− 2

{
g(X,Z)S(Y,W )+

+ g(Y,W )S(X,Z)− g(X,W )S(Y, Z)− g(X,Z)S(X,W )
}
+

+
τ

(n− 1)(n− 2)

{
g(X,W )g(Y, Z)− g(X,Z)g(Y,W )

}
.

(1.4)

Многострукост Mn jе конформно равна ако и само jе C ≡ 0, (n ≥ 4)

[55].

Деjством оператора кривине R као деривациjе на (0, 4)-Веjлов кон-
формни тензор кривине C, добиjа се (0, 6)-тензор R · C дефинисан са:

(R · C)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = (R(X, Y ) · C)(X1, X2, X3, X4) =

= −C(R(X, Y )X1, X2, X3, X4)− C(X1, R(X, Y )X2, X3, X4)−
− C(X1, X2, R(X, Y )X3, X4)− C(X1, X2, X3, R(X, Y )X4).
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Тензор R · C има потпуно исте алгебарске особине као и тензор
R ·R.

Наjjедноставниjи (0, 6)-тензор на Римановоj многострукости Mn

са истим алгебарским особинама као и R · C jе Веjл-Тачибана тензор
Q(g, C), дефинисан са:

Q(g, C)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = ((X ∧g Y ) · C)(X1, X2, X3, X4) =

= −C((X ∧g Y )X1, X2, X3, X4)− C(X1, (X ∧g Y )X2, X3, X4)−
− C(X1, X2, (X ∧g Y )X3, X4)− C(X1, X2, X3, (X ∧g Y )X4).

Пропозициjа 1.2 ([38]). Риманова многострукост (Mn, g) (n ≥ 4) jе
конформно равна ако и само ако jе њен Веjл-Тачибана тензор идентички
jеднак нули.

Доказ: На основу класичних резултата Веjла, Риманова многострукост
димензиjе веће или jеднаке 4, jе конформно равна ако и само ако jе
њен конформни тензор кривине C jеднак нули. То имплицира да jе
Q(g, C) ≡ 0.

С друге стране, ако jе Q(g, C) ≡ 0, то значи да су секционе кривине
K Риманове многострукости константне, а то имплицира да jе Веjлова
секциона кривина KC = C(X, Y, Y,X) константна. Због тога jе траг од
C jеднак нули, а то значи да jе Риманова многострукост конформно
равна.

За Риманову многострукост Mn (n ≥ 4) кажемо да jе Веjл псеудо-
симетрична у смислу Дешча ако постоjи скаларна фунцкиjа LC таква
да jе:

R · C = LCQ(g, C).

Свака псеудо-симетрична многострукост аутоматски jе и Ричи-псе-
удо-симетрична и Веjл-псеудо-симетрична. Обрнуто тврђење у општем
случаjу не важи [18].
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Потпуно аналогно, можемо дефинисати (0, 6)-тензор кривине C ·C,
на следећи начин:

(C · C)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = (C(X, Y ) · C)(X1, X2, X3, X4) =

= −C(C(X, Y )X1, X2, X3, X4)− C(X1, C(X, Y )X2, X3, X4)−
− C(X1, X2, C(X, Y )X3, X4)− C(X1, X2, X3, C(X, Y )X4).

Из досад наведеног jе очигледно да локално симетрични простори
(∇R = 0) образуjу уопштење реалних просторних форми. Слично, семи-
-симетрични простори (R ·R = 0) су уопштење локално-симетричних, а
псеудо-симетрични простори (R · R = LRQ(g,R)) формираjу уопштење
семи-симетричних простора.

Слика 1.11
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Сличан ланац се може конструисати полазећи од Аjнштаjнових
многострукости (S = τ

n
g), преко Ричи-симетричних (∇S = 0), Ричи-се-

ми-симетричних простора (R · S = 0), па све до Ричи-псеудо-симетрич-
них простора (R · S = LSQ(g, S)).

И на краjу, jош jедан сличан ланац се добиjа ако се пође од кон-
формно равних простора (C = 0) и конформно-симетричних (∇C = 0),
Веjл-семи-симетричних (R · C = 0) и Веjл-псеудо-симетричних (R · C =

LCQ(g, C)).

Све то jе приказано диjаграмом (Слика 1.11), при чему стрелице
у диjаграму означаваjу праве инклузиjе. Димензиjа многострукости у
свим случаjевима jе већа од 3.

1.9 Подмногострукости Риманових

многострукости

Нека су (Mn, g) и (Nm, g̃), (m > n), Риманове многострукости и
нека jе i : Mn → Nm утапање, тада кажемо да jе i изометрична имер-
зиjа ако су метрике одMn и Nm повезане са i тако да jе g̃(i∗(X), i∗(Y )) =

g(X, Y ), за све векторе X, Y ∈ Mn, где jе са i∗ означено изводно пресли-
кавање од i. При разматрању многострукости у Римановоj геометриjи
увек претпостављамо да jе утапање изометрично.

Нека jе многострукост N покривена системом координатних око-
лина {V, uα}, а многострукостM покривена системом координатних око-
лина {u, xh}, где jе α, β, γ, · · · ∈ {1, 2, . . . ,m}, а i, j, k, h, · · · ∈ {1, 2, . . . , n}.
Тада се M може локално представити са uα = uα(xh). Очигледно jе да
се могу идентификовати векторска поља из M и њихове слике при ди-
ференциjабилном пресликавању, тj. може се идентификовати векторско
поље X (са многострукости M) са његовом сликом i∗(X), при чему jе
i имерзиjа са M у N . Ако jе X векторско поље на TpM , тада се оно
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може локално представити као X = Xh∂h, где jе ∂h = ∂
∂xh . Такође, X

има и локалну репрезентациjу облика X = Bα
hX

h∂α у N , где jе ∂α = ∂
∂uα ,

Bα
h = ∂uα

∂xh .

Ако jе X векторско поље на M , тада jе X̃ екстензиjа од X на много-
струкост N , ако jе његова рестрикциjа на подмногострукост M управо
векторско поље X. Ако jе N Риманова многострукост са Римановом ме-
триком g̃, тада jе подмногострукост M такође Риманова многострукост
са Римановом метриком g, коjа jе дефинисана са

g(X, Y ) = g̃(X, Y ),

за било коjа векторска поља X и Y на M .

Риманова метрика g се назива индукована метрика на M . Вектор
ζp ∈ TN , за коjи важи g̃(Xp, ζp) = 0 за сваки вектор X ∈ TM , се назива
нормалним вектором на M у N у тачки p. Са T⊥M означавамо вектор-
ско раслоjење свих нормалних векторских поља од M у N . Очигледно
jе да важи

TN|M = TM + T⊥M,

тj. било коjи вектор �v ∈ TpM се може на jединствен начин декомпоно-
вати као �v = �v⊥ + �v�, где jе �v� ∈ TpM , а �v⊥ ∈ T⊥p M .

Са ∇̃ означавамо конексиjу Леви-Чивите на N у односу на метрику
g̃, а са ∇ конексиjу Леви-Чивите на M у односу на индуковану метрику
g. За векторска поља X и Y на M , са X̃ и Ỹ означавамо њихове ек-
стензиjе на N . Тада jе [X̃, Ỹ ]�M = [X, Y ]. Због тога има смисла причати
о ∇̃XY као о векторском пољу у TN дуж M , па се као такво може де-
компоновати на своj тангентни и нормални део. Тангентни део од ∇̃XY

се поклапа са ∇XY , тj. (∇̃XY )� = ∇XY ∈ TM , док jе нормални део
од ∇̃XY познат као друга фундаментална форма h од M у N , тj. h jе
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тензор дефинисан са:

h : TM × TM → T⊥M,

h(X, Y ) = (∇̃XY )⊥ = ∇̃XY −∇XY.

Последња релациjа представља Гаусову формулу, тj.

∇̃XY = ∇XY + h(X, Y ). (1.5)

Подмногострукост M jе тотално геодезиjска ако jе h ≡ 0.

На сличан начин се може и декомпоновати ∇̃Xζ, ζ ∈ T⊥p M , тj.
∇̃Xζ = (∇̃ζ)�+(∇̃Xζ)

⊥. Тангентни део у овоj декомпозициjи jе (∇̃Xζ)
� =

−Aζ(X), при чему jе Aζ : TM → TM ендоморфизам од TM за коjи
важи g(Aζ(X), Y ) = g̃(h(X, Y ), ζ) и коjи се назива оператор облика од
M у смеру ζ. За одређивање нормалног дела декомпозициjе дефинише
се пресликавање ∇⊥ : TM × T⊥M → T⊥M , са:

∇⊥
Xζ = (∇̃Xζ)

⊥.

Пресликавање ∇⊥ jе мултилинеарно и задовољава Лаjбницово своj-
ство производа, и у складу jе са геометриjском структуром на N , тj.

X(g̃(ζ, η)) = g̃(∇⊥
Xζ, η) + g̃(ζ,∇⊥

Xη).

Ово пресликавање се назива нормалном конексиjом од M у N .

Тада важи и Ваjнгартенова формула:

∇̃Xζ = −Aζ(X) +∇⊥
Xζ. (1.6)

За нормално векторско поље ζ кажемо да jе паралелно у нормалноj
конексиjи када jе ∇⊥

Xζ = 0, за свако X ∈ TM .

У било коjоj тачки p ∈ M и за било коjи нормалан вектор ζp ∈
T⊥p M , Aζp се може диjагонализовати, тj. постоjи ортонормирана база
{e1, . . . , en} ∈ TpM таква да jе:

Aζp(ei) = λi(ζp)ei.

30



Глава 1. Увод

У том случаjу λi(ζp) су главне кривине, а ei главни правци у односу
на ζp. За нормалну секциjу ζ наM , ако jе Aζ свуда пропорционално иден-
тичкоj трансформациjи I, тj. A = ρI, за неку функциjу ρ, кажемо да jе
ζ амбиличка секциjа на M , тj. да jе M амбиличко у односу на ζ. Ако
jе подмногострукост амбиличка у односу на сваку локално нормалну
секциjу на M , тада jе M тотално амбиличко.

За ортонормирани репер {e1, . . . , en} ⊂ TM важи

trh =
n∑

i=1

h(ei, ei),

и тако дефинишемо вектор средње кривине са:

�H =
1

n
tr h ∈ T⊥M. (1.7)

Подмногострукост jе минимална ако jе вектор средње кривине
�H = 0. Ако постоjи функциjа λ на подмногострукости M таква да
jе g̃(h(X, Y ), �H) = λg(X, Y ), за било коjа векторска поља X, Y на M ,
тада се она назива псеудо-амбиличка подмногострукост.

1.10 Jедначине Ричиjа, Гауса и Кодациjа

Тензор кривине многострукости N jе дат са

R̃(X̃, Ỹ )Z̃ = ∇̃X̃∇̃Ỹ Z̃ − ∇̃Ỹ ∇̃X̃Z̃ − ∇̃[X̃,Ỹ ]Z̃ (1.8)

за векторска поља X̃, Ỹ , Z̃ ∈ TN . Ако су X, Y, Z ∈ TM , где jе M под-
многострукост од N , тада jе:

R̃(X, Y )Z = ∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z. (1.9)

Нека су ζ1, . . . , ζm−n ортонормирана векторска поља наM коjа чине
базу простора T⊥M и нека jе hX одговараjућа друга фундаментална
форма, тj.

h(X, Y ) = hX(X, Y )ζX ,
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при чему jе h друга фундаментална форма подмногострукости M . При-
меном Гаусове jедначине на релациjу (1.9) добиjа се:

R̃(X, Y )Z = R(X, Y )Z − {(∇Y h
X)(X,Z)− (∇Xh

X)(Y, Z)
}
ζX−

− hX(Y, Z)AX(X) + hX(X,Z)AX(Y )+

+ hX(Y, Z)∇⊥
XζX − hX(X,Z)∇⊥

Y ζX ,

(1.10)

тj. за било коjе векторско поље W ∈ TM важи:

R̃(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W )+g̃(h(X,Z), h(Y,W ))−g̃(h(X,W ), h(Y, Z)).

(1.11)

Jеднакост (1.11) се назива Гаусовом jедначином.

Из релациjе (1.10) jе очигледно да важи:

(R̃(X, Y )Z)⊥ =
{
(∇Xh

X)(Y, Z)− (∇Y h
X)(X,Z)

}
ζX+

+ hX(Y, Z)∇⊥
XζX − hX(X,Z)∇⊥

Y ζX ,
(1.12)

а ово представља Кодациjеву jедначину на подмногострукости M .

Ковариjантни извод за другу фундаменталну форму h, коjи озна-
чавамо са ∇̄Xh, jе дат са:

(∇̄Xh)(Y, Z) = ∇⊥
X(h

X(Y, Z)ζX − [hX(∇XY, Z) + hX(Y,∇XZ)]ζX

= (∇hX)(Y, Z)ζX + hX(Y, Z)∇⊥
XζX ,

(1.13)

Сада се Кодациjева jедначина (1.12) може представити као

R̃⊥(X, Y )Z = (∇̄Xh)(Y, Z)− (∇̄Y h)(X,Z). (1.14)

Нормалноj конексиjи ∇⊥ на нормалном раслоjењу T⊥M подмно-
гострукости M можемо придружити нормални тензор кривине R⊥ :

TM × TM × T⊥M → T⊥M , на следећи начин:

R⊥(X, Y )ζ = [∇⊥
X ,∇⊥

Y ]ζ −∇⊥
[X,Y ]ζ,

где су X, Y ∈ TM , а ζ ∈ T⊥M .
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Тада jе:

R̃⊥(X, Y ; ζ, η) = R⊥(X, Y ; ζη) + g([Aη, Aζ ]X, Y ), (1.15)

при чему jе R⊥(X, Y ; ζ, η) = g(R⊥(X, Y )ζ, η).

Релациjа (1.15) се назива jедначином Ричиjа.

Ако jе амбиjентни простор N простор константе секционе кривине,
тада jе

R̃(X̃, Ỹ )Z̃ = c(g̃(Z̃, Ỹ )X̃ − g̃(Z̃, X̃)Ỹ ),

за векторска поља X̃, Ỹ , Z̃ са N .

За векторска поља X, Y, Z са M , R̃(X, Y )Z jе тангентно на M , па
jедначине Гауса, Ричиjа и Кодациjа редом постаjу:

R(X, Y, Z,W ) = c(g(X,W )g(Y, Z)− g(X,Z)g(Y,W ))+

+ g̃(h(X,W ), h(Y, Z))− g̃(h(X,Z), h(Y,W )),
(1.16)

R⊥(X, Y, ζ, η) = g([Aζ , Aη]X, Y ), (1.17)

(∇̄Xh)(Y, Z) = (∇̄Y h)(X,Z). (1.18)

Сада наводимо фундаменталну теорему за подмногострукости.

Теорема 1.7 ([1]). Нека jе M просто повезана n-димензиона Риманова
многострукост, са Римановим q-равним раслоjењем E над M снадбе-
вена са другом фундаменталном формом h и одговараjућим другим фун-
даменталним тензором A. Ако M задовољава jедначине Ричиjа, Гауса
и Кодациjа, тада M може бити изометриjски утопљена у (n + q)-
димензиону просторну форму Mn+q(k) кривине k са нормалним расло-
jењем E.

Локални изрази за jедначине (1.16), (1.17) и (1.18) су дати респек-

33



Глава 1. Увод

тивно следећим jедначинама:

Rkjih = c(gkhgij − gjhgik) + (hx
khhijx − hx

jhhikx), (1.19)

∇kl
x
jy −∇jl

x
ky − hx

kth
t
jy + hx

jth
t
ky + lxkzl

z
jy − lxjzl

z
ky = 0

∇̄kh
x
ji = ∇̄jh

x
ki,

(1.20)

где jе ∇⊥
j ζy = lxjyζx, lxjy = −lyjx.

За подмногострукост Mn утопљену у Риманову многострукост Nm

константне кривине c, нека су xi локалне координате око тачке p ∈ M ,
такве да Xi = ∂i чине ортонормирану базу од TpM у тачки p. Ако
су ζX ортонормирана векторска поља од M , тада jе h(Xi, Xj) = hX

ij ζX ,
и важи hX

ij = hX
ji , па jе дужина друге фундаменталне форме дата са

‖h‖2 = hX
jih

ji
X , где jе hji

X = gjtgisXX
ts . Тада на основу Гаусове jедначине

имамо да важи:
τ = n2‖ �H‖2 − ‖h‖2 + n(n− 1)c,

где jе τ скаларна кривина, а �H вектор средње кривине.

Теорема 1.8 ([6]). Нека jеMn подмногострукост простора константне
кривине Nm(c), (m > n). Ако скаларна кривина τ задовољава неjедна-
кост

τ ≥ (n− 2)‖h‖2 + (n− 2)(n− 1)c,

у тачки p ∈ Mn, тада jе секциона кривина од Mn ненегативна у тачки
p.
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Винтгенове идеалне

подмногострукости

2.1 Неjеднакости између унутрашњих и спо-

љашњих кривина

Гаусова „Theorema egregium“ направила jе разлику између унутра-
шњих и спољашњих величина површи у тродимензионом еуклидском
простору. Унутрашња геометриjска природа ових површи садржана jе
у jедноj скаларноj инвариjанти - Гаусовоj кривини површи. Риман jе
показао да jе за општу m-димензиону многострукост неопходан Рима-
н-Кристофелов тензор кривине у одређивању унутрашње природе мно-
гострукости. 1873. године, неколико година након публиковања Ри-
манове тезе, Шалафи jе поставио хипотезу да свака n-димензиона Ри-
манова многострукост може бити локално и изометрично утопљена у
m-димензиони еуклидски простор димензиjе m = 1

2
n(n + 1). Ову хипо-

тезу су доказали М. Жанет (1926.) и Е. Картан (1927.). Димензиjа у
Картан-Жанетовоj теореми jе наjбоље могуће одабрана. Наиме, не може
свака n-димензиона Риманова многострукост M бити изометрично уто-
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пљена у E
m, где jе m < 1

2
n(n + 1), а такође, постоjе и Риманове мно-

гострукости коjе се не могу локално и изометрично утопити у неки еу-
клидски простор димензиjе m ≤ 1

2
n(n+1). Неш (1956.) jе показао да се

свака Риманова многострукост глобално и изометрично може утопити
у еуклидски простор довољно велике кодимензиjе. Сврха ових резул-
тата jе била да се проблеми коjи се односе на Риманове многострукости
пренесу на проблеме подмногострукости у еуклидским просторима. То
jе створило потребу за релациjама између унутрашњих и спољашњих
инвариjанти.

Jедну од првих таквих неjеднакости дао jе Оjлер. За површи M2

у еуклидском тродимензионом простору E
3 важи чувена Оjлерова не-

jеднакост K ≤ H2, где jе K Гаусова кривина (унутрашња инварjанта)
од M2, а H2 jе квадрат средње кривине (спољашња инвариjанта) од
M2 у E

3. Ова неjеднакост jе очигледна из чињенице да jе K = k1k2,
а H = 1

2
(k1 + k2), где су k1 и k2 главне кривине од M2 у E

3. Такође,
jеднакост у Оjлеровоj неjеднакости ће важити ако и само ако jе површ
M2 тотално амбиличка у E

3, тj. ако jе k1 = k2 у свим тачкама од M2.
То по Меjсниjевоj теореми значи да ће jеднакост у датоj неjеднакости
важити само ако jе M2 деo равни E

2 или сфере S2 у E
3.

Разматраjући сличне неjеднакости коjе укључуjу додатно и споља-
шње елементе скаларне нормалне кривине, посебно се истиче резултат
Винтгена [56] из 1979. године, у коме jе доказао да за површи M2 у 4-ди-
мензионом еуклидском простору E

4 важи тзв. Винтгенова неjеднакост

K ≤ H2 −K⊥,

где jе K (унутрашња) Гаусова кривина површи M2, H2 (спољашњи)
квадрат средње кривине и K⊥ (спољашња) нормална кривина. Такође
jе показао да jеднакост у датоj неjеднакости важи ако и само ако jе
кривинска елипса Ep круг. Ако jе M2 ориjентисана површ утопљена у
E
4 и ако jе {e1, e2} ортонормирана база од TpM , тада jе за сваку тачку
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p ∈ M кривинска елипса дефинисана са

Ep =
{
h(X,X) ∈ T⊥p M | X ∈ TpM и ‖X‖ = 1

}
,

где jе h друга фундаментална форма површи M .

Ову фундаменталну неjеднакост између наjважниjе унутрашње и
спољашњих кривина површи M2 у E

4 касниjе су уопштили Б. Руксел
[51] (1981.) и Гвадалупе-Родригез [33] (1983.) за површи у реалним
просторним формама опште кодимензиjе.

Након ове екстензиjе Винтгенове неjеднакости за подмногостру-
кости димензиjе 2 и кодимензиjе 2, у подмногострукости димензиjе 2
и произвољне кодимензиjе m ≥ 2, 1999. године су Де Смет, Дилен,
Вранкен и Верштрален [17] дошли до jош jедног уопштења Винтгенове
неjеднакости.

Нека jе Mn n-димензиона Риманова многострукост у E
m и нека jе

{e1, . . . , en} ортонормирана база од TpM
n. Тада jе нормализована ска-

ларна кривина од Mn дата са:

ρ =
2

n(n− 1)

∑
i<j

R(ei, ej, ej, ei), i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Као што смо већ видели, помоћу Ричиjеве jедначине нормални тен-
зор кривине jе дефинисан са (1.17), где jе Aζ оператор облика Ваjнгар-
теновог пресликавања од M у односу на нормално векторско поље ζ.
Тада jе нормализована нормална скаларна кривина ρ⊥ од Mn у тачки p

дефинисана са:

ρ⊥(p) =
2

n(n− 1)

√√√√ n∑
i<j=1

m−n∑
r<s=1

(
R⊥(ei, ej, ζr, ζs)

)2
,

где jе {ζ1, ζ2, . . . , ζm−n} ортонормирана база нормалног простора у тачки
p. Такође jе познато да jе ρ⊥ = 0 ако и само ако jе нормална сек-
циjа равна, што jе еквивалентно са истовременом диjагонализабилношћу
свих оператора облика (Е. Картан).
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Теорема 2.1 ([17]). Нека jе Mn n-димензиона подмногострукост у ре-
алноj просторноj форми Rn+2(c) константне секционе кривине c. Тада
у свакоj тачки p важи:

‖H‖2 ≥ ρ+ ρ⊥ − c. (2.1)

Штавише, jеднакост у датоj неjеднакости важи у некоj тачки p ∈ M

ако и само ако постоjи ортонормирана база {e1, . . . , en} тангентног
простора и ортонормирана база {ζ1, ζ2} нормалног простора тако да
важи:

Aζ1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ μ 0 · · · 0

μ λ 0 · · · 0

0 0 λ · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · λ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Aζ2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

μ 0 0 · · · 0

0 −μ 0 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

За n = 2 неjеднакост (2.1) постаjе оригинална Винтгенова неjедна-
кост и у том случаjу дефинициjа нормалне скаларне кривине сагласна
jе са дефинициjом нормалне кривине површи коjу jе дао Винтген (за
m = 4). У датом раду су аутори поставили хипотезу да дата неjедна-
кост (2.1) важи за све подмногострукости Mn у просторним формама
M̃n+m(c) контантне секционе кривине c. Ова хипотеза jе позната као
ДДВВ хипотеза, или хипотеза о Винтгеновоj неjеднакости. Ову хипо-
тезу су доказали Чои и Лу [12], као и Ге и Танг [31]. Они су такође
окарактерисали и случаj jеднакости у датоj Винтгеновоj неjеднакости
помоћу друге фундаменталне форме.

Теорема 2.2 ([12, 31]). Нека jе Mn подмногострукост од реалне про-
сторне форме M̃n+m(c). Тада важи неjеднакост

‖H‖2 ≥ ρ+ ρ⊥ − c. (2.2)

Jеднакост у неjеднакости (2.2) важи ако и само ако, у односу на по-
годно одабрану ортонормирану базу {e1, e2, . . . , en, ζ1, . . . , ζm} на Mn у
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M̃n+m(c), оператори облика ове подмногострукости имаjу облик:

Aζ1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 μ 0 · · · 0

μ λ1 0 · · · 0

0 0 λ1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · λ1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Aζ2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ2 + μ 0 0 · · · 0

0 λ2 − μ 0 · · · 0

0 0 λ2 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · λ2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Aζ3 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ3 0 0 · · · 0

0 λ3 0 · · · 0

0 0 λ3 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · λ3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A4 = A5 = · · · = Am = 0.

(∗)

Подмногострукости Mn у M̃n+m(c), за коjе важи ρ = H2 − ρ⊥ + c,
у Винтгеновоj неjеднакости (2.2), називаjу се Винтгеновим идеалним
подмногострукостима. У случаjу подмногострукости Mn у M̃n+m(c) са
равном нормалном конексиjом и, према томе, специjално, за хиперпо-
врши (m = 1) Винтгенова неjеднакост ρ ≤ H2−ρ⊥+c своди се наЧенову
неjеднакост ρ ≤ H2 + c, дату у раду [8], при чему су одговораjуће иде-
алне подмногострукости, тзв. Ченове идеалне подмногострукости M , у
ствари тотално амбиличке у M̃ и, према томе, простори константне кри-
вине. Скориjе обjављена књига Б. J. Чена [10] даjе приказ оптималних
неjеднакости између различитих спољашњих и унутрашњих карактери-
стика подмногострукости.

Мотивациjа за ову терминологиjу jе у следећем: за било коjе изо-
метриjско утапање Риманове многострукости Mn у реалну просторну
форму M̃n+m(c), помоћу неjеднакости (2.2), вредност унутрашње нор-
мализоване скаларне кривине ρ од Mn поставља „доњу границу“ за мо-
гућу вредност спољашње „тензиjе“ H2−ρ⊥+ c коjу Mn у било коjем слу-
чаjу не може превазићи као подмногострукост у амбиjентном простору
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M̃n+m(c). Са те тачке гледишта, свака Винтгенова идеална подмного-
струкост Mn реализуjе такав облик у M̃n+m(c) тако да jе оваj споља-
шњи утицаj (тензиjа) свуда теоретски наjмањи могућ, што jе одређено
вредношћу ρ. База {e1, e2, . . . , en, ζ1, . . . , ζm}, са одговараjућим операто-
рима облика датим у претходноj теореми, назива се Чои-Лу репер од
Mn у M̃n+m(c), а тангентна раван e1 ∧ e2 се назива Чои-Луова раван
Винтгенове идеалне подмногострукости.

2.2 Дешчове симетриjе Винтгенових идеал-

них подмногострукости

Дешчовим симетриjама у Винтгеновим идеалним подмногоструко-
стима, између осталих, бавили су се и Л. Верштрален, М. Петровић-Тор-
гашев, З. Шентурк, Р. Дешч. У радовима [49, 23] издваjаjу се следећи
резултати.

Теорема А ([49]). Винтгенова идеална подмногострукостM3 у реалноj
просторноj форми M̃3+m(c) jе Дешч симетрична ако и само ако:

(I) M3 jе тотално амбиличка подмногострукост са Дешчовом секци-
оном кривином L = 0 (M3 jе тада простор константне секционе
кривине K), или

(II) M3 jе минимална подмногострукост или псеудо-амбиличка прод-
многострукост са Дешчовом секционом кривином L = supK =

c+H2, или
(III) M3 jе окарактерисано са inf Ric = 2KČoi-Lu = 2 infK и Дешчова

секциона кривина jе L = infK.

Теорема Б ([49]). Винтгенова идеална подмногострукост Mn димен-
зиjе n > 3 и кодимензиjе m = 2 у реалноj просторноj форми M̃n+2(c) jе
Дешч симетрична ако и само ако:
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(I) Mn jе тотално амбиличка подмногострукост са Дешчовом секци-
оном кривном L = 0 (Mn постаjе простор константне секционе
кривине K), или

(II) Mn jе минимална подмногострукост, при чему jе Дешчова сек-
циона кривина L = c.

Теорема В ([23]). Винтгенова идеална подмногострукост Mn димен-
зиjе n > 3 и кодимензиjе 2 у реалноj просторноj форми Mn+2 jе Дешч
симетрична ако и само ако jе Ричи-Дешч симетрична.

Теорема Г ([23]). Свака Винтгенова идеална подмногострукост Mn

димензиjе n > 3 и кодимензиjе 2 у реалноj просторноj форми M̃n+2(c)

има псеудо-симетричан конформни Веjлов тензор кривине C. Винтге-
нова идеална подмногострукост Mn (n > 3), у M̃n+2(c) jе минимална
ако и само ако jе LC = n−3

(n−1)(n−2)(c− infK).

Посматраjмо сада Винтгенове идеалне подмногострукостиMn (n ≥
4) у амбиjентном простору M̃n+m(c) произвољне кодимензиjе m ≥ 3.
Нека jе {e1, . . . , en} локално ортонормирана база од TM и {ζ1, . . . , ζm}
локално ортонормирана база T⊥M . Тада су матрице друге фундамен-
талне форме, коjе одговараjу пољима ζi (i = 1, 2, . . . ,m), дате у Теореми
2.2. Знаjући Гаусову jедначину (1.16), или у локалним компонентама

Rijkl = c(δilδjk − δikδjl) +
m∑
t=1

(ht
ilh

t
jk − ht

ikh
t
jl),

а на основу датих матрица у Теореми 2.2, добиjамо да су jедине не-нула
компоненте Риман-Кристофеловог тензора кривине R од Mn облика:

R1221 = c(δ11δ22 − δ12δ21) +
m∑
t=1

(ht
11h

t
22 − ht

12h
t
21) =

= c+ λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 − 2μ2 =

= c1 − 2μ2,

(2.3)
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где jе c1 = c+ λ2
1 + λ2

2 + λ2
3,

R1kk1 = c(δ11δkk − δ1kδk1) +
m∑
t=1

(ht
11h

t
kk − ht

1kh
t
k1) =

= c+ λ2
1 + λ2(λ2 + μ) + λ2

3 =

= c1 + λ2μ, (k ≥ 3),

(2.4)

R1kk2 = c(δ12δkk − δ1kδk2) +
m∑
t=1

(ht
12h

t
kk − ht

1kh
t
k2) =

= λ1μ, (k ≥ 3),

(2.5)

R2kk2 = c(δ22δkk − δ2kδk2) +
m∑
t=1

(ht
22h

t
kk − ht

2kh
t
k2) =

= c+ λ2
1 + λ2(λ2 − μ) + λ2

3 =

= c1 − λ2μ, (k ≥ 3),

(2.6)

Rkllk = c(δkkδll − δklδlk) +
m∑
t=1

(ht
kkh

t
ll − ht

klh
t
lk) =

= c+ λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 =

= c1, (k 	= l, k, l ≥ 3).

(2.7)

У односу на дату тангентну базу {e1, . . . , en} израчунаваjу се компо-
ненте (0,6) тензора R ·R и Q(g,R). Користећи горе добиjене компоненте
Риман-Кристофеловог тензора кривине R, добиjа се да су jедине не-нула
компоненте оба тензора следеће:

1) (R ·R)(e1, e3, e3, e1; e1, e2) = −R(R121, e3, e3, e1)−R(e1, R123, e3, e1)−
−R(e1, e3, R123, e1)−R(e1, e3, e3, R121) = 2λ1μ(c1 − 2μ2),

Q(g, R)(e1, e3, e3, e1; e1, e2) = −R((e1 ∧ e2)e1, e3, e3, e1)−
−R(e1, (e1 ∧ e2)e3, e3, e1)−R(e1, e3, (e1 ∧ e2)e3, e1)−
−R(e1, e3, e3, (e1 ∧ e2)e1) = 2λ1μ,
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где смо искористили чињеницу да jе R123 = 0, R121 = R1212e2 =

−R1221e2, (e1 ∧ e2)e1 = −e2, (e1 ∧ e2)e3 = 0.

2) (R ·R)(e1, e3, e3, e2; e1, e2) = −R(R121, e3, e3, e2)−R(e1, R123, e3, e2)−
−R(e1, e3, R123, e2)−R(e1, e3, e3, R121) = 2λ2μ(c1 − 2μ2),

Q(g, R)(e1, e3, e3, e2; e1, e2) = −R((e1 ∧ e2)e1, e3, e3, e2)−
−R(e1, (e1 ∧ e2)e3, e3, e2)−R(e1, e3, (e1 ∧ e2)e3, e2)−
−R(e1, e3, e3, (e1 ∧ e2)e2) = −2λ2μ,

где смо искористили R122 = R122e1, (e1 ∧ e2)e2 = e1.

3) (R ·R)(e1, e2, e1, e3; e2, e3) = −R(R231, e2, e1, e3)−R(e1, R232, e1, e3)−
−R(e1, e2, R231, e3)−R(e1, e2, e1, R233) = λ2

1μ
2 −μ(c1 − λ2μ)(λ2 +2μ),

Q(g, R)(e1, e2, e1, e3; e2, e3) = −R((e2 ∧ e3)e1, e2, e1, e3)−
−R(e1, (e2 ∧ e3)e2, e1, e3)−R(e1, e2, (e2 ∧ e3)e1, e3)−
−R(e1, e2, e1, (e2 ∧ e3)e3) = −μ(λ2 + 2μ),

jер jе R231 = R2313e3 = R1332e3, R232 = R2323e3 = −R2332e3, R233 =

R2331e1 + R2332e2 = −R1332e1 + R2332e2, (e2 ∧ e3)e1 = 0, (e2 ∧ e3)e2 =

−e3, (e2 ∧ e3)e3 = e2.

4) (R ·R)(e1, e4, e3, e4; e1, e3) = −R(R131, e4, e3, e4)−R(e1, R134, e3, e4)−
−R(e1, e4, R133, e4)−R(e1, e4, e3, R134) = λ2

1μ
2 + λ2μ(c1 + λ2μ),

Q(g, R)(e1, e4, e3, e4; e1, e3) = −R((e1 ∧ e3)e1, e4, e3, e4)−
−R(e1, (e1 ∧ e3)e4, e3, e4)−R(e1, e4, (e1 ∧ e3)e3, e4)−
−R(e1, e4, e3, (e1 ∧ e3)e4) = λ2μ,

jер jе R133 = R1331e1 + R1332e2, (e1 ∧ e3)e1 = −e3, (e1 ∧ e3)e4 = 0,
(e1 ∧ e3)e3 = e1.
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5) (R ·R)(e1, e4, e3, e4; e2, e3) = −R(R231, e4, e3, e4)−R(e1, R234, e3, e4)−
−R(e1, e4, R233, e4)−R(e1, e4, e3, R234) = c1λ1μ,

Q(g,R)(e1, e4, e3, e4; e2, e3) = −R((e2 ∧ e3)e1, e4, e3, e4)−
−R(e1, (e2 ∧ e3)e4, e3, e4)−R(e1, e4, (e2 ∧ e3)e3, e4)−
−R(e1, e4, e3, (e2 ∧ e3)e4) = λ1μ,

jер jе R234 = 0.

6) (R ·R)(e2, e4, e3, e4; e2, e3) = −R(R232, e4, e3, e4)−R(e2, R234, e3, e4)−
−R(e2, e4, R233, e4)−R(e2, e4, e3, R234) = λ2

1μ
2 − λ2μ(c1 − λ2μ),

Q(g, R)(e2, e4, e3, e4; e2, e3) = −R((e2 ∧ e3)e2, e4, e3, e4)−
−R(e2, (e2 ∧ e3)e4, e3, e4)−R(e2, e4, (e2 ∧ e3)e3, e4)−
−R(e2, e4, e3, (e2 ∧ e3)e4) = −λ2μ,

при чему jе R232 = R2323e2 = −R2332e3.

Теорема 2.3 ([14]). Винтгенова идеална подмногострукост Mn димен-
зиjе n ≥ 4 и кодимензиjе m ≥ 2 у реалноj просторноj форми M̃n+m(c) jе
Дешч симетрична Риманова многострукост ако и само ако jе:

(i) тотално амбиличка (са L = 0), или
(ii) минимална, или
(iii) псеудо-амбиличка подмногострукост (са L = c + H2) ове про-

сторне форме M̃n+m(c).

Доказ: Дешчов услов псеудо-симетричности, R ·R = LQ(g, R), на Винт-
геновоj идеалноj подмногострукости у реалноj просторноj форми M̃n+m(c)

ће важити ако и само ако jе задовољен систем jедначина:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1μ(c1 − 2μ2) = Lλ1μ

λ2μ(c1 − 2μ2) = Lλ2μ

λ2
1μ

2 − μ(c1 − λ2μ)(λ2 + 2μ) = −Lμ(λ2 + 2μ)

λ2
1μ

2 + λ2μ(c1 + λ2μ) = Lλ2μ

c1λ1μ = Lλ1μ

λ2
1μ

2 − λ2μ(c1 − λ2μ) = −Lλ2μ

Сређивањем дати систем jедначина постаjе:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λ1μ(2μ
2 + L− c1) = 0

λ2μ(2μ
2 + L− c1) = 0

λ2
1μ

2 + μ(λ2 + 2μ)(λ2μ+ L− c1) = 0

λ2
1μ

2 + λ2μ(λ2μ− L+ c1) = 0

λ1μ(L− c1) = 0

λ2
1μ

2 + λ2μ(λ2μ+ L− c1) = 0

Последњи систем jедначина jе задовољен само у следећа два слу-
чаjа, тj. ако jе

(i) μ = 0, што значи да jе L = 0 (подмногострукост jе тотално амби-
личка), или

(ii) μ 	= 0 и λ1 = λ2 = 0, при чему jе L = c+ λ2
3.

Знаjући да jе Ричиjев (0,2) тензор S дат са (1.3), или у локалним
компонентама

Sjk =
n∑

i=1

Rijki =
n∑

i=1

{
c(δiiδjk − δikδji) +

m∑
t=1

(ht
iih

t
jk − ht

ikh
t
ji)
}
,

где су {e1, e2, . . . , en} вектори ортонормиране базе од TMn, то на основу
релациjа (2.3)–(2.7) добиjених за компоненте Риман-Кристофеловог тен-
зора кривине Винтгенових идеалних подмногострукости Mn у M̃n+m(c),
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добиjаjу се следеће нетривиjалне компоненте Ричиjевог тензора кри-
вине:

S11 =
n∑

i=1

Ri11i = R2112 + (n− 2)Rk11k =

= R1221 + (n− 2)R1kk1 = (n− 1)c1 + (n− 2)λ2μ− 2μ2,

S22 =
n∑

i=1

Ri22i = R1221 + (n− 2)R2kk2 =

= (n− 1)c1 − (n− 2)λ2μ− 2μ2,

S12 =
n∑

i=1

Ri12i = (n− 2)R1kk2 = (n− 2)λ1μ,

Skk =
n∑

i=1

Rikki = R1kk1 +R2kk2 + (n− 3)Rkllk = (n− 1)c1,

(2.8)

где jе k, l ≥ 3, k 	= l.

На исти начин, користећи се горе добиjеним компонентама, доби-
jамо уопштење Теореме В.

Теорема 2.4 ([14]). Било коjа Винтгенова идеална подмногострукост
Mn у реалноj просторноj форми M̃n+m(c) димензиjе n ≥ 3 и кодимензиjе
m ≥ 2 jе Дешч симетрична ако и само ако jе Ричи-Дешч симетрична.

Користећи нетривиjалне компоненте Ричиjевог (0,2)-тензора S, до-
биjамо израз за скаларну кривину Винтгенове идеалне подмногоструко-
сти Mn у M̃n+m(c), у бази Чои-Луа, на следећи начин:

τ =
n∑

i=1

Sii = S11 + S22 + (n− 2)Skk,

тj.
τ = n(n− 1)c1 − 4μ2.
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Користећи се не-нула компонентама Риман-Кристофеловог (0,4)-тен-
зора R и Ричиjевог (0,2)-тензора S, на Винтгеновоj идеалноj подмно-
гострукости Mn у M̃n+m(c), добиjамо да су не-нула компоненте (0,4)
Веjловог конформног тензора кривине C дате са:

C1221 = R1221 − 1

n− 2
(S11 + S22) +

τ

(n− 1)(n− 2)
=

= −2(n− 3)

n− 1
μ2,

C1kk1 = R1kk1 − 1

n− 2
(S11 + Skk) +

τ

(n− 1)(n− 2)
=

=
2(n− 3)

(n− 1)(n− 2)
μ2, (k ≥ 3)

C2kk2 = C1kk1, (k ≥ 3),

Ckllk = Rkllk − 2

n− 2
Skk +

τ

(n− 1)(n− 2)
=

= − 4

(n− 1)(n− 2)
μ2, (k 	= l, k, l ≥ 3).

(2.9)

Из матрица оператора облика (∗) из Теореме 2.2 очигледно jе да
jе свака Винтгенова идеална подмногострукост Mn у M̃n+m(c) (n ≥ 4,

m ≥ 3) конформно равна ако и само ако jе μ = 0.

Теорема 2.5 ([14]). Нека jе Mn Винтгенова идеална подмногострукост
реалне просторне форме M̃n+m(c) (n ≥ 4).

(i) Mn jе конформно равно ако и само ако jе Mn тотално амбиличка
подмногострукост у M̃n+m(c) и према томе jе Mn само за себе
реална просторна форма.

(ii) Mn увек поседуjе псеудо-симетричан Веjлов конформни тензор
кривине C, тj. C ·C = LCQ(g, C), и одговараjућа функциjа псеудо-
симетриjе jе дата са LC = 2(n−3)

(n−1)(n−2)μ
2.

Доказ: Компоненте (0,6)-тензора C · C и Q(g, C) коjе нису тривиjалне
су:
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1) (C · C)(e2, e3, e1, e2; e1, e3) = −C(C132, e3, e1, e2)− C(e3, C133, e1, e2)−
−C(e2, e3, C131, e2)− C(e2, e3, e1, C132) =

4(n−3)2
(n−1)(n−2)2μ

4,

Q(g, C)(e2, e3, e1, e2; e1, e3) = −C((e1 ∧ e3)e2, e3, e1, e2)−
−C(e2, (e1 ∧ e3)e3, e1, e2)− C(e2, e3, (e1 ∧ e3)e1, e2)−
−C(e2, e3, e1, (e1 ∧ e3)e2) =

2(n−3)
n−2 μ2,

где jе C132 = 0, C133 = C1331e1, C131 = C1313e3 = −C1331e3.

2) (C · C)(e1, e4, e3, e4; e1, e3) = −C(C131, e4, e3, e4)− C(e1, C134, e3, e4)−
−C(e1, e4, C133, e4)− C(e1, e4, e3, C134) =

4(n−3)
(n−1)(n−2)2μ

4,

Q(g, C)(e1, e4, e3, e4; e1, e3) = −C((e1 ∧ e3)e1, e4, e3, e4)−
−C(e1, (e1 ∧ e3)e4, e3, e4)− C(e1, e4, (e1 ∧ e3)e3, e4)−
−C(e1, e4, e3, (e1 ∧ e3)e4) =

2
n−2μ

2.

Услов псеудо-симетриjе C · C = LCQ(g, C) за Винтгенове идеалне
подмногострукости Mn у M̃n+m(c) (n ≥ 4, m ≥ 3) важи ако и само ако
jе испуњено:

4(n− 3)2

(n− 1)(n− 2)2
μ4 = LC

2(n− 3)

n− 2
μ2,

тj.
2(n− 3)

n− 2
μ2

(
2(n− 3)

(n− 1)(n− 2)
μ2 − LC

)
= 0.

Последња jедначина jе задовољена ако jе μ = 0 или LC = 2(n−3)
(n−1)(n−2)μ

2.

Како за посматрану Винтгенову идеалну подмногострукост Mn у
M̃n+m(c) важи:

infK = K12 = c+ λ2
1 − μ2 + λ2

2 − μ2 + λ2
3 = c1 − 2μ2
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и како jе τ = n(n− 1)c1 − 4μ2, то се добиjа да jе

μ2 =
1

2(n+ 1)(n− 2)
[τ − n(n− 1) infK],

па се функциjа псеудо-симетриjе из Теореме 2.5 може записати у облику

LC =
n− 3

(n− 1)(n+ 1)(n− 2)2
[
τ − n(n− 1) infK

]
.

2.3 Винтгенове идеалне подмногострукости

коjе су Ротерови простори

Са алгебарске тачке гледишта, Ротерови простори се могу посма-
трати као наjjедноставниjе Риманове многострукости после реалних про-
сторних форми. Према ([19, 20]), Риманова многострукости Mn (n ≥ 3)
се назива Ротеровим простором, ако се њен тензор кривине R може
представити као линеарна комбинациjа:

R = λ̃(g ∧ g) + μ̃(g ∧ S) + ν̃(S ∧ S) (�)

за неке функциjе λ̃, μ̃, ν̃ : M → R.

Очигледно jе да:

(i) су реалне просторне форме кривине c Ротерови простори при чему
jе λ̃ = c

2
и μ̃ = ν̃ = 0;

(ii) Аjнштаjнови Ротерови простори су реалне просторне форме;
(iii) Све тродимензионе Риманове многострукости и све конформно

равне Риманове многострукости димензиjе n ≥ 4 су Ротерови про-
стори за коjе jе λ̃ = τ

2(n−1)(n−2) , μ̃ = 1
n−2 , ν̃ = 0.

Аjнштаjнови простори су не-равне Риманове многострукости
(Mn, g), (n > 2), коjе задовољаваjу услов S = λg, где jе S (0,2) Ри-
чиjев тензор кривине, а λ : Mn → R. Ако за многострукост (Mn, g),
(n > 2) важи да (0,2) Ричиjев тензор ниjе идентички нула и задовољава
услов S = τ

n
g, тада jе она квази-амбиличка.
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Такође jе познато и да су квази-Аjнштаjнови Ротерови простори
димензиjе n ≥ 4 конформно равни [19]. У истом раду jе представљен
природниjи поjам Риманових многострукости Mn Ротеровог типа, тако
да су за n ≥ 4 дефинисане Риманове многострукости Mn за коjе важи
релациjа (�) на отвореном скупу U њених тачака, где jе C 	= 0 и
S 	= Φg + ψω ⊗ ω, за неке функциjе Φ, ψ и 1-форму ω на Mn. На
скупу U многострукости Ротеровог типа имаjу jединствену декомпози-
циjу тензора R на g ∧ g, g ∧ S, S ∧ S, и Ричиjев тензор S има тачно две
сопствене вредности.

У складу са дефинициjом Ротерових простора, посматрамо само
многострукости Mn (n ≥ 4), да би се избегле тривиjалне ситуациjе.

Нека jеMn Винтгенова идеална подмногострукост реалне просторне
форме M̃n+m(c), n ≥ 4. Примећуjемо да Винтгенове идеалне подмного-
струкости Mn, коjе су конформно равне (C ≡ 0) или квази-Аjншштаj-
нове (S = Φg + ψω ⊗ ω), су тотално-амбиличке у реалноj просторноj
форми M̃n+m(c), и отуда су саме по себи реалне просторне форме, а
самим тим су и псеудо-симетричне многострукости, при чему jе L = 0.
Дешч и Хотлош [22] су показали да су отворене подмногострукости U

Риманових простора Mn Ротеровог типа увек псеудо-симетричне, што
наводи на закључак да су све Винтгенове идеалне подмногострукости
Mn у реалноj просторноj форми M̃n+m(c), коjе задовољаваjу услов да
буду Ротеров простор, аутоматски и Дешч симетрични простори.

Показуjе се да важи и обрнуто тврђење. Наиме, у складу са Те-
оремом 2.1 и напред наведеним коментарима, произилази да за Дешч
симетричне Винтгенове идеалне подмногострукости Mn и M̃n+m(c), опе-
ратори облика у бази Чои-Луа су дати релациjом (∗), па jе тада или (1)
μ = 0 или (2) μ 	= 0 и λ1 = λ2 = 0. У случаjу (1), Mn jе само по себи ре-
ална просторна форма и отуда и Ротеров простор на тривиjалан начин.
У случаjу (2), произилази да су jедине не-нула компоненте (0,4)-Рима-
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н-Кристофеловог тензора R и (0,2)-Ричиjевог тензора S облика:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

R1221 = c+ λ2
3 − 2μ2,

R1kk1 = R2kk2 = Rkllk = c+ λ2
3, k 	= l, k, l ≥ 3,

S11 = S22 = (n− 1)(c+ λ2
3)− 2μ2,

Skk = (n− 1)(c+ λ2
3), k ≥ 3.

Чланови jеднакости (�) коjа карактерише Ротерове просторе су:

(S ∧ S)(X, Y, Z,W ) = 2S(X,W )S(Y, Z)− 2S(X,Z)S(Y,W ),

(g ∧ S)(X, Y, Z,W ) = g(X,W )S(Y, Z) + g(Y, Z)S(X,W )−
− g(X,Z)S(Y,W )− g(Y,W )S(X,Z),

(g ∧ g)(X, Y, Z,W ) = g(X,W )g(Y, Z)− g(X,Z)S(Y,W ).

Одавде jе очигледно да jеднакост (�) у локалним компонентама
има облик:

Rijkl = λ(gilgjk − gikgjl) + μ̃(gilSjk + gjkSil − gikSjl − gjlSik)

+ ν̃(SilSjk − SikSjl).

Из ове релациjе, а водећи рачуна о не-нула компонентама Рима-
н-Кристофеловог и Ричиjевог тензора, добиjамо следеће нетривиjалне
jеднакости:

R1221 = λ̃(g11g22 − g12g21) + μ̃(g11S22 + g22S11 − g12S21 − g21S12)+

+ 2ν̃(S11S22 − S12S21),

тj.
R1221 = λ̃+ 2μ̃S11 + 2ν̃S2

11,

односно
c+ λ2

3 − 2μ2 = λ̃+ 2μ̃((n− 1)(c+ λ2
3)− 2μ2)+

+ 2ν̃((n− 1)(c+ λ2
3)− 2μ2)2,

(2.10)
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R1kk1 = λ̃(g11gkk − g1kgk1) + μ̃(g11Skk + gkkS11 − g1kSk1 − gk1S1k)+

+ 2ν̃(S11Skk − S1kSk1),

тj.
R1kk1 = λ̃+ μ̃(S11 + Skk) + 2ν̃S11Skk,

односно

c+ λ2
3 = λ̃+ 2μ̃((n− 1)(c+ λ2

3)− 2μ2)+

+ 2ν̃(n− 1)(c+ λ2
3)((n− 1)(c+ λ2

3)− 2μ2),
(2.11)

Rkllk = λ̃(gkkgll − gklglk) + μ̃(gkkSll + gllSkk − gklSlk − glkSkl)+

+ 2ν̃(SkkSll − SklSlk),

тj.
Rkllk = λ̃+ 2μ̃Skk + 2ν̃S2

kk,

односно

c+ λ2
3 = λ̃+ 2μ̃(n− 1)(c+ λ2

3) + 2ν̃((n− 1)(c+ λ2
3))

2. (2.12)

Jедначине (2.10), (2.11) и (2.12) чине систем jедначина из ког се
добиjа jединствено решење:

λ̃ =
1

2μ2
(c+ λ2

3)(2μ
2 − (n− 1)2(c+ λ2

3)),

μ̃ =
1

2μ2
(n− 1)(c+ λ2

3),

ν̃ = − 1

4μ2
.

Из претходно изложеног очигледно jе да важи следеће тврђење.

Теорема 2.6 ([14]). Нека jе Mn Винтгенова идеална подмногострукост
димензиjе n ≥ 4 и произвољне кодимнезиjе у реалноj просторноj форми.
Тада jе Mn Дешч симетрична ако и само ако jе Mn Ротеров простор.

52



Глава 2. Винтгенове идеалне подмногострукости

2.4 Казоратиjеви и Ричиjеви главни правци

Допринос проучавању геометриjе површи M2 у E
3 дао jе и Казо-

рати (око 1890. године). Поjам Казоратиjеве кривине површи M2 у
E
3 jе имао велики утицаj на геометриjу подмногострукости. За одре-

ђивање Казоратиjеве кривине C(p) површи M2 у E
3 у тачки p, уочимо

прво мали геодезиjски круг γΔρ на M2 са центром p и полупречника Δρ

(Слика 2.1). Нека jе q било коjа тачка на γΔρ и посматраjмо геодезиj-
ску линиjу δ, параметризовану дужином лука, такву да jе p = δ(0) и
q = δ(Δρ) и где jе у тачки p тангентни вектор u = δ′(0) на M2. Нека су
η(p) и η(q) jединичне нормале на M2 у E

3 у тачкама p и q, респективно,
коjе одговараjу локално нормалном векторском пољу η на M2 у E

3 у
околини тачке p. Угао Δψu између η(p) и η(q) мери како се површ M2

у p закривљуjе у смеру u. Нека jе r тачка на геодезиjскоj линиjи δ на
растоjању Δψu од p у смеру u, тj. r = δ(Δψu). Ако за сваку тачку q на
γΔρ уочимо одговараjућу тачку r, добиjамо криву ΓΔρ.

Jасно jе, да што jе већа површина коjу ова крива захвата, то jе
површ M2 закривљениjа у E

3 у околини тачке p. Следећи идеjе Гауса и
С. Жермен, Ф. Казорати [5] jе дефинисао кривину са:

C(p) = lim
Δρ→0

A(ΓΔρ)

A(γΔρ)
,

где су A(ΓΔρ) и A(γΔρ) редом површине области на M2 обухаћене кри-
вама ΓΔρ и γΔρ. Он jе такође доказао да jе C = 1

2
(k2

1 + k2
2), где су k1 и k2

главне кривине на површи M2 ⊂ E
3.

Сада, посматрамо Риманову подмногострукост (Mn, g) одговара-
jуће многострукости (M̃n+m, g). Ако jе {e1, . . . , en} локално ортонорми-
рана база од TpM

n, видели смо да jе векторско поље средње кривине од
Mn дато са (1.7), па на основу Гаусове и Ваjнгартенове формуле доби-
jамо да jе

�H =
1

n

∑
α

(trAα)ζα,
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Слика 2.1: Казоратиjева кривина – геометриjска интерпретациjа.

где jе Aα = Aζα , α ∈ {1, . . . ,m}, и {ζ1, . . . , ζm} чине произвољан локално
ортонормиран нормалан репер на Mn у M̃n+m.

За опште n-димензионе многострукости Mn у M̃n+m уочава се
(1,1)-тензорско поље

AC =
∑
α

A2
α,

коjе jе независно од избора локално ортонормираног нормалног репера
{ζ1, . . . , ζm} многострукости Mn у M̃n+m. Оваj оператор се назива Ка-
зоратиjевим оператором. Сада, Казоратиjеву кривину C : Mn → R

подмногострукости Mn Риманове многострукости M̃n+m дефинишемо
као скаларну унутрашњу инвариjанту на следећи начин:

C =
1

n
‖h‖2 = 1

n

∑
α,i,j

hα
ij =

1

n
trAC ,

при чему су hα
ij компоненте друге фундаменталне форме у односу на

54



Глава 2. Винтгенове идеалне подмногострукости

репер {e1, . . . , en, ζ1, . . . , ζm}, при чему jе

hij = h(ei, ej) =
∑
α

hα
ijζα,

hα
ij = g̃(h(ei, ej), ζα) = g(Aα(ei), ej).

Из дефинициjе Казоратиjеве кривине jе очигледно да jе подмного-
струкост Mn у M̃n+m тотално геодезиjска (h = 0) ако и само ако jе њена
функциjа Казоратиjеве кривине jеднака нули у свим тачкама p ∈ Mn.

Ако jе пак M̃n+m(c) просторна форма, тада из Гаусове jедначине
контракциjом добиjамо да jе

S(Y, Z) = (n− 1)cg(Y, Z) + g(An 
H(Y ), Z)− g(AC(Y ), Z),

израз за (0,2)-Ричиjев тензор S.

Како jе за свако нормално векторско поље ζ на Mn у M̃n+m одгова-
раjући оператор Aζ jедно симетрично (1,1) тензорско поље на Mn, тада
на основу теореме о главним осама, у свакоj тачки p ∈ Mn, све сопствене
вредности λζ

1 ≥ · · · ≥ λζ
n од Aζ(p) су реалне и тада постоjи n ортогонал-

них сопствених вектора e1, . . . , en од Aζ(p), тj. Aζ(p)(ei) = λζ
i ei. Тангентни

правци на Mn одређени са ei, (i = 1, . . . , n), називаjу се главни правци
од Mn у M̃n+m у тачки p у односу на ζ, а броjеви λζ

i су главне нормалне
кривине од Mn у M̃n+m у p у односу на ζ.

Слично jе и Казоратиjев оператор AC од Mn у M̃n+m jе (1,1)-симе-
трично тензорско поље на Mn, па у свакоj тачки p ∈ Mn све сопствене
вредности c1 ≥ · · · ≥ cn ≥ 0 су реалне и постоjи n ортонормираних соп-
ствених вектора f1, . . . , fn од AC

p , тj. AC
p (fj) = cjfj. Тангентни правци на

Mn одређени са fj се називаjу спољашњи главни правци или Казорати-
jеви правци одMn у M̃n+m у тачки p, а броjеви cj су главне Казоратиjеве
кривине од Mn у M̃n+m. Очигледно jе да тада важи:

C(p) =
1

n

∑
j

cj,
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тj. у свакоj тачки p подмногострукости Mn у M̃n+m Казоратиjева кри-
вина од Mn jе аритметичка средина од главних Казоратиjевих кривина
c1, . . . , cn од Mn у M̃n+m у тачки p ([34]).

Из израза за Ричиjев оператор, коjи jе добиjен контракциjом Га-
усове jедначине, запажа се да за минималне, псеудо-амбиличке и под-
многострукости са равном нормалном конексиjом у просторноj форми,
унутрашњи главни правци Риманове многострукости (Mn, g), тj. соп-
ствени правци симетричног Ричиjевог (0, 2) тензора S (односно одго-
вараjућег (1,1) оператора S̃, S(X, Y ) = g(S̃(X), Y ) = g(X, S̃(Y ))) и спо-
љашњи главни правци Казоратиjевог (1, 1) оператора AC се поклапаjу
([34]).

Специjално, за хиперповрш Mn у M̃n+1, формуле Гауса и Ваjн-
гартена постаjу редом ∇̃XY = ∇XY + h(X, Y ) и ∇̃Xζ = −A(X), где
jе h вредност друге фундаменталне форме коjа одговара jединичном
нормалном векторском пољу ζ на Mn у M̃n+1, а A jе оператор облика
у односу на ζ. Главне кривине у тачки p ∈ Mn коjе одговараjу ζ(p)

се означаваjу са k1 ≥ · · · ≥ kn, тj. k1, . . . , kn су сопствене вредности
од A, коjе одговараjу ортонормираним векторима e1, . . . , en у тачки p,
тj. A(ei) = kiei. Према томе, k1, . . . , kn су екстремне вредности функ-
циjе нормалне кривине k(u) = g(A(u), u), од Mn у Mn+1 у тачки p, тj.
k : Sn−1

p (1) ⊂ TpM
n → R : u → k(u). Ако по угледу на Оjлера узмемо да

jе u =
∑

i ei cosαi, где jе cosαi = g(u, ei), тада jе:

k(u) = g(A(u), u) = g
(
A(
∑
i

ei cosαi),
∑
i

ei cosαi

)
=

=
∑
i

g(cosαiA(ei), cosαiei) =

=
∑
i

cos2 αig(kiei, ei) =
∑
i

ki cos
2 αi.

Како jе за хиперповрш Mn у M̃n+1, AC = A2, то jе очигледно да
су Оjлерови и Казоратиjеви главни правци исти. Посматраjући одгова-
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раjуће кривине, следи да jе cj = k2
j , па jе за хиперповрш Mn у M̃n+1:

C(p) = 1
n

∑
j k

2
j ([34]).

Ако се опет вратимо на општи случаj подмногострукостиMn у про-
извољноj Римановоj многострукости M̃n+m, тада на основу чињенице да
када Казоратиjеву кривину c(u) одMn у M̃n+m дефинишемо у произвољ-
ном тангентном правцу u, у тачки p, са

c(u) = g(AC
p (u), u), c : Sn−1

p (1) ⊂ TpM
n → R : u → c(u),

тада закључуjемо да су главне Казоратиjеве кривине c1, . . . , cn екстремне
вредности ове функциjе C, и да се те екстремне вредности достижу у
Казоратиjевим главним правцима f1, . . . , fn од TpM

n.

Комплетну аналогиjу са Оjлеровом формулом за нормалне кри-
вине k(u), у тангентним правцима u, изAC

p (fj) = cjfj и c(u) = g(AC
p (u), u),

узимаjући да jе

u =
∑
j

fj cos βj, cos βj = g(u, fj),

добиjамо сличну формулу за Казоратиjеве кривине c(u) у тангентним
правцима u

c(u) =
∑
j

cj cos
2 βj.

Теорема 2.7 ([34]). За сваку подмногострукост Mn у Римановом про-
стору M̃n+m (n ≥ 2,m ≥ 1) њен Казоратиjев оператор AC jе канон-
ски одређен спољашњи (1,1) тензор на Mn чиjе сопствене вредности
c1 ≥ · · · ≥ cn ≥ 0 у свакоj тачки p на Mn су екстремне вредности Ка-
зоратиjеве кривине c(u) = g(AC

p (u), u) узете у свим правцима на Mn у
p, и чиjе вредности се достижу на спољашњим Казоратиjевим глав-
ним правцима од Mn у M̃n+m, коjи су одређени помоћу n ортонормира-
них сопствених вектора f1, . . . , fn од AC у p, и Казоратиjева кривина
c(u) у p у правцу u =

∑
j fj cos βj jе дата са c(u) =

∑
j cj cos

2 βj, док jе
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Казоратиjева кривина од Mn у M̃n+m у p дата са

C(p) =
1

n
‖h‖2(p) = 1

n

∑
j

cj.

Теорема 2.8 ([34]). За подмногострукости Mn у реалноj просторноj
форми M̃n+m(c) под следећим условима спољашњи Казоратиjеви главни
правци и унутрашњи Ричиjеви главни правци се поклапаjу:

(1) Mn jе минимална у M̃n+m(c),
(2) Mn jе псеудо-амбиличка у M̃n+m(c),
(3) нормално раслоjење од Mn у M̃n+m(c) jе тривиjално.

2.5 Казоратиjеви и Ричиjеви главни правци

Винтгенових идеалних подмногоструко-

сти

Знаjући оператор облика за Винтгенове идеалне подмногоструко-
сти Mn реалних просторних форми M̃n+m и користећи се напред дефи-
нисаним поjмовима за Казоратиjеву и Ричиjеву кривину, долази се до
следећих резултата.

Теорема 2.9 ([15]). За Винтгенове идеалне подмногострукости Mn

реалне просторне форме M̃n+m(c), унутрашњи главни правци одређени
(0,2)-Ричиjевим тензором S се поклапаjу са спољашњим главним прав-
цима одређеним са (1,1)-Казоратиjевим оператором AC.

Доказ: Из Теореме 2.2, на основу посебних израза за операторе облика,
коjи су карактеристични за Винтгенове идеалне подмногострукости, лако
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се добиjа:

AC =
m∑
j=1

A2
j = A2

1 + A2
2 + A2

3 =

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

L+ 2λ2μ+ 2μ2 2λ1μ 0 · · · 0

2λ1 L− 2λ2μ+ 2μ2 0 · · · 0

0 0 L · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · L

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где jе L = λ2
1 + λ2

2 + λ2
3, λ1, λ2, λ3μ ∈ R.

Из det(A− λ̃I) = 0, λ̃ ∈ R, добиjа се

(L− λ̃)n−2
(
(L+ 2μ2 − λ̃)2 − 4μ2(λ2

1 + λ2
2)
)
= 0.

Одавде jе:

λ̃1 = L+ 2μ2 + 2μ
√

λ2
1 + λ2

2,

λ̃2 = L+ 2μ2 − 2μ
√
λ2
1 + λ2

2,

λ̃3 = λ̃4 = · · · = λ̃n = L,

и ово су сопствене вредности оператора AC .

Из релациjе (AC − λ̃I)X = 0, где jе X =

⎡
⎢⎢⎣
x1

...
xn

⎤
⎥⎥⎦ добиjамо одговара-

jуће сопствене векторе.

Претходна матрична jедначина записана у развиjеном облику гласи:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(L+ 2μ2 + 2λ2μ− λ̃)x1 + 2λ1μx2 = 0

2λ1μx1 + (L+ 2μ2 − 2λ2μ− λ̃)x2 = 0

(L− λ̃)x3 = 0
. . . ...

(L− λ̃)xn = 0

(2.13)
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За λ̃ = λ̃1 решење система (2.13) jе облика

x1 = α, x2 =
λ1

λ2 +
√

λ2
1 + λ2

2

α, x3 = · · · = xn = 0,

тj.
�e1 =

(
α,

λ1

λ2 +
√
λ2
1 + λ2

2

α, 0, . . . , 0
)
.

Како jе �e1 jединични вектор, то се добиjа да jе

α =
λ2 +

√
λ2
1 + λ2

2√
2(λ2

1 + λ2
2 + λ2

√
λ2
1 + λ2

2)
,

па jе први сопствени (главни) вектор �e1 облика:

�e1 =
( λ2 +

√
λ2
1 + λ2

2√
2(λ2

1 + λ2
2 + λ2

√
λ2
1 + λ2

2)
,

λ1√
2(λ2

1 + λ2
2 + λ2

√
λ2
1 + λ2

2)
, 0, . . . , 0

)
.

На исти начин за λ̃ = λ̃2 се добиjа други сопствени вектор:

�e2 =
( λ2 −

√
λ2
1 + λ2

2√
2(λ2

1 + λ2
2 − λ2

√
λ2
1 + λ2

2)
,

λ1√
2(λ2

1 + λ2
2 − λ2

√
λ2
1 + λ2

2)
, 0, . . . , 0

)

За λ̃ = λ̃3 = · · · = λ̃n = L, редом добиjамо сопствене векторе:

�e3 = (0, 0, 1, 0, . . . , 0),

...

�en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1).

Са друге стране, знаjући компоненте Ричиjевог (0,2)-тензора на
Винтгеновоj идеалноj подмногострукостиMn у реалноj просторноj форми
M̃n+m(c), добиjа се:

S =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(n− 1)c1 − 2μ2 + (n− 2)λ2μ (n− 2)λ1μ 0 · · · 0

(n− 2)λ1μ (n− 1)c1 − 2μ2 − (n− 2)λ2μ 0 · · · 0

0 0 (n− 1)c1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · (n− 1)c1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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где jе c1 = c+ λ2
1 + λ2

2 + λ2
3.

Из det(S − λ̄I) = 0 добиjамо:

(
(n− 1)c1 − λ̄

)n−2((
(n− 1)c1 − 2μ2 − λ̄

)2 − (n− 2)2μ2(λ2
1 + λ2

2)
)
= 0,

одакле се добиjаjу сопствене вредности Ричиjевог оператора S, тj.

λ̄1 = (n− 1)c1 − 2μ2 + (n− 2)μ
√

λ2
1 + λ2

2,

λ̄2 = (n− 1)c1 − 2μ2 − (n− 2)μ
√
λ2
1 + λ2

2,

λ̄3 = λ̄4 = · · · = λ̄n = (n− 1)c1.

Матрична jеднакост (S−λ̄I)X = 0, X =

⎡
⎢⎢⎣
x1

...
xn

⎤
⎥⎥⎦, у развиjеном облику

гласи:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
(n− 1)c1 − 2μ2 + (n− 2)λ2μ− λ̄

)
x1 + (n− 2)λ1μx2 = 0

(n− 2)λ1μx1 +
(
(n− 1)c1 − 2μ2 − (n− 2)λ2μ− λ̄

)
x2 = 0(

(n− 1)c1 − λ̄
)
x3 = 0

. . . ...(
(n− 1)c1 − λ̄

)
xn = 0

(2.14)

Стављаjући λ̄ = λ̄1 у систем (2.14) добиjамо да jе одговараjући
сопствени вектор

�f1 =
(
α,

λ1

λ2 +
√
λ2
1 + λ2

2

α, 0, . . . , 0
)
,

одакле нормирањем добиjамо

�f1 =
( λ2 +

√
λ2
1 + λ2

2

2(λ2
1 + λ2

2 + λ2

√
λ2
1 + λ2

2)
,

λ1

2(λ2
1 + λ2

2 + λ2

√
λ2
1 + λ2

2)
, 0, . . . , 0

)
.
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Слично се добиjаjу и остали сопствени вектори:

�f2 =
( λ2 −

√
λ2
1 + λ2

2

2(λ2
1 + λ2

2 − λ2

√
λ2
1 + λ2

2)
,

λ1

2(λ2
1 + λ2

2 − λ2

√
λ2
1 + λ2

2)
, 0, . . . , 0

)
,

�f3 = (0, 0, 1, 0, . . . , 0),

...
�fn = (0, 0, 0, . . . , 0, 1).

Упоређивањем главних праваца спољашњег Казоратиjевог опера-
тора AC са главним правцима унутрашњег Ричиjевог оператора S на
Винтгеновоj идеалноj подмногострукости Mn у M̃n+m(c), очигледно jе
да се они поклапаjу.

Дакле, за минималне подмногострукости Mn у E
n+m ( �H = 0) „тен-

зиjа“ H2 = g( �H, �H) ишчезава. Код псеудо-амбиличких подмогоструко-
сти та „тензиjа“ површи не ишчезава, али како су ове подмногострукости
по дефинициjи такве да им jе оператор облика A 
H пропорционалан иден-
тичкоj трансформациjи, то се ова „тензиjа“ равномерно дистрибуира у
свим тангентним правцима на Mn, тj. �H одређуjе амбилички правац од
Mn у E

n+m. Дакле, минималне и псеудо-амбиличке подмногострукости
Mn су таквог облика у амбиjентном еуклидском простору E

n+m да успе-
ваjу да у потпуности избегну „тензиjу“ спољашњег простора, или ако jе
то немогуће избећи, да га равномерно дистрибуираjу у свим тангентним
правцима у свакоj своjоj тачки. Овде смо утврдили да за Винтгенове
идеалне подмногострукости M̃n+m(c) Казоратиjеви главни правци леже
у n тангентних ортогоналних праваца у свакоj тачки од M̃n+m(c) у коjоj
њена Ричиjева кривина, као наjприродниjа унутрашња (инвариjантна)
скаларна кривина коjа се може придружити тангентним правцима, до-
стиже екстремне вредности.
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подмногострукости

3.1 Подмногострукости хермитских многостру-

кости

Као што jе познато, комплексна структура на реалном векторском
простору V (dimV ≥ 1) jе линеарни оператор J од V такав да jе J2 =

−Id, где jе Id-идентичка трансформациjа на V .

Нека jе M̃ n-димензиона комплексна многострукост и J њена ка-
нонска скоро-комплексна структура [29]. хермитска метрика на M̃ jе
Риманова метрика g J-инвариjантна преко J , тj.

g(JX, JY ) = g(X, Y ), (X, Y ∈ TM̃).

Комплексна многострукост M̃ снадбевена хермитском метриком
g се назива хермитска многострукост. Такође jе познато да на свакоj
комплексноj многострукости важи хермитска метрика; било коjа хермит-
ска метрика на комплексноj многострукости M̃ одређуjе недегенерисану
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2-форму
ω(X, Y ) = g(JX, Y ), (X, Y ∈ TM̃),

коjа се назива фундаментална (Келерова) 2-форма. Очигледно jе да
важи

ω(JX, JY ) = ω(X, Y ).

За хермитску многострукост кажемо да jе Келерова, ако jе фунда-
ментална 2-форма ω затворена.

Ако jе M̃ Келерова многострукост и ако jе R̃ њен тензор кривине,
а S̃ њен Ричиjев тензор, тада важе следеће jеднакости:

R̃(X, Y )J = JR̃(X, Y ), R̃(JX, JY ) = R̃(X, Y )

S̃(JX, JY ) = S̃(X, Y ), S̃(X, Y ) = 1
2
trJR̃(X, JY ),

за X, Y ∈ TM̃ .

За Келерове многострукости поjам константне секционалне кри-
вине ниjе релевантан. Зато се уводи поjам холоморфне секционе кри-
вине. Нека jе M̃ Келерова многострукост и J њена скоро-комплексна
структура. Секциона кривина холоморфне раванске секциjе π (Jπ = π)

се назива холоморфна секциона кривина многострукости M̃ . Како jе
раванска секциjа J-инвариjантна, може се као база одабрати {X, JX},
при чему jе X jединични вектор. Тада jе холоморфна секциона кривина
дата са K(π) = R̃(X, JX,X, JX).

Ако jе холоморфна секциона кривина константна за произвољну
холоморфну раванску секциjу π у TpM̃ и у свим тачкама p ∈ M̃ , тада
кажемо да jе M̃ комплексна просторна форма са константне холоморфне
секционе кривине и означавамо jе са M̃(c), где jе c та константа.

Ако jе (M̃, g) m-димензиона хермитска многострукост и M n-ди-
мензиона комплексна подмногострукост, тада jе утапање f : M → M̃

холоморфно, тj. f jе комплексно аналитичко пресликавање, тако да
jе df инjективно у свакоj тачки многострукости M . Са J се такође
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означава и комплексна структура индукована на M помоћу канонске
комплексне структуре J од M̃ . Риманова метрика индукована на M jе
такође хермитска. Придружена фундаментална форма jе рестрикциjа
фундаменталне 2-форме ω на M̃ .

Комплексна подмногострукост M хермитске многострукости M̃ jе
J-инвариjантна, тj. J(TpM) = TpM , (p ∈ M). Тада jе и:

J(T⊥p M) = T⊥p M, (p ∈ M).

Такође, познато jе да комплексна подмногострукост M комплек-
сне просторне форме M̃(c) константне холоморфне секционе кривине c

jе тотално геодезиjска ако и само ако M има константну холоморфну
секциону кривину c.

3.2 Тотално реалне подмногострукости

Нека jе (M̃, J, g) m-димензиона хермитска многострукост. За
n-димензиону подмногострукост M од M̃ кажемо да jе тотално реална
подмногострукост ако jе

J(TpM) ⊂ T⊥p M, (p ∈ M).

Еквивалент дате дефинициjе jе садржан у следећоj пропозициjи.

Пропозициjа 3.1. Нека jе M подмногострукост хермитске много-
струкости M̃ . Тада jе M тотално реална подмногострукост ако и
само ако jе свака раванска секциjа од M тотално реална.

Дефинициjа 3.1. Ако jе реална димензиjа тотално реалне подмного-
струкости M jеднака комплексноj димензиjи хермитске многострукости
M̃ , тада се M назива Лагранжова подмногострукост.
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Дакле, Лагранжова подмногострукост jе тотално реална подмного-
струкост максималне димензиjе.

Б. J. Чен и К. Огие су дали низ веома лепих резултата за ове
подмногострукости.

Пропозициjа 3.2 ([11]). Нека jе M тотално реална подмногостру-
кост комплексне просторне форме M̃(c). Ако jе M тотално геодезиj-
ска, тада M има константну секциону кривину c

4
.

Пропозициjа 3.3 ([11]). Нека jе M n-димензиона минимална тотално
реална подмногострукост комплексне просторне форме M̃ . Ричиjев
тензор S и скаларна кривина τ од M задовољаваjу услове:

(i) S − 1
4
(n− 1)cg jе негативно семи-дефинитно,

(ii) τ ≤ 1
4
n(n− 1)c.

Пропозициjа 3.4 ([11]). Нека jе M n-димензиона минимална тотално
реална подмногострукост комплексне просторне форме M̃(c). Тада jе
M тотално геодезиjска ако и само ако M задовољава следеће услове:

(i) M има константну секциону кривину c
4
;

(ii) S = 1
4
(n− 1)cg;

(iii) τ = 1
4
n(n− 1)c.

Подмногострукост M Риманове многострукости (M̃, g) се назива
инвариjантном у односу на кривински оператор ако за X, Y ∈ TM

важи
R̃(X, Y )TpM ⊂ TpM, (p ∈ M).

Пропозициjа 3.5 ([11]). Нека jе M̃(c) не-равна комплексна просторна
форма. Тада подмногострукост M од M̃(c) jе инвариjантна у односу
на кривински оператор ако и само ако jе или комплексна подмногостру-
кост или jе тотално реална подмногострукост.

На оваj начин се долази до класификациjе тотално геодезиjских
подмногострукости у комплексноj просторноj форми.
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Теорема 3.1 ([57]). Било коjа тотално геодезиjска подмногострукост
не-равне комплексне просторне форме jе или комплексна подмногостру-
кост или jе тотално реална подмногострукост.

3.3 Подмногострукости у Сасакиjевим

просторним формама

За (2m + 1)-димензиону Риманову многострукост (M̃2m+1, g) ка-
жемо да jе Сасакиjева многострукост ако постоjи ендоморфизам φ ње-
ног тангентног раслоjења TM̃2m+1, векторско поље ζ и 1-форма η, тако
да важи:

φ2(X) = −X + η(X)ζ, η(ζ) = 1, φ(ζ) = 0, η(φ(X)) = 0,

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ), η(X) = g(X, ζ)

(∇̃Xφ)Y = −g(X, Y )ζ + η(Y )X, ∇̃Xζ = φ(X),

где су X и Y векторска поља на M̃2m+1, а ∇̃ jе Риманова конексиjа у
односу на g.

Раванска секциjа π на TpM̃
2m+1 се назива φ-секциjа ако jе генери-

сана са X и φX, где jе X jединични тангентни вектор ортогоналан на
ζ. Секциона кривина φ-секциjе се назива φ-секциона кривина. За Са-
сакиjеву многострукост константне φ-секционе кривине c кажемо да jе
Сасакиjева просторна форма и означавамо jе са M̃2m+1(c).

Тензор кривине R̃ Сасакиjеве просторне форме M̃2m+1(c) jе дат са

R̃(X, Y )Z =
c+ 3

4

{
g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

}
+

+
c− 1

4

{
η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X + g(X,Z)η(Y )ζ−

− g(Y, Z)(η(X)ζ + g(φY, Z)φX − g(φX,Z)φY−
− 2g(φX, Y )φZ

}
,

(3.1)
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при чему су X, Y, Z произвољна тангентна векторска поља на M̃2m+1(c)

[2].

Нека jе Mn n-димензиона подмногострукост у Сасакиjевоj простор-
ноj форми M̃2m+1(c), ∇ и h редом Риманова конексиjа од Mn и друга
фундаментална форма, а R Риманов тензор кривине од Mn, тj.

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ), (X, Y, Z,W ∈ TMn),

тада jе Гаусова jедначина дата са (1.11).

Означимо са {e1, . . . , en, en+1, . . . , e2m+1} ортонормирану базу тан-
гентног простора M̃2m+1(c), при чему су e1, . . . , en тангентни вектори на
M у тачки p, тада jе вектор средње кривине дат са (1.7).

Подмногострукост Mn, коjа jе нормална на ζ из Сасакиjеве много-
струкости, се назива C-тотално реална подмногострукост. То, у овом
случаjу, значи да φ пресликава било коjи тангентни простор од Mn у
нормалан простор, тj. φ(TpM

n) ⊂ T⊥p Mn, за свако p ∈ Mn.

Постоjе различите класе подмногострукости коjе су тангентне на
структурно векторско поље ζ. Неке од њих су:

(i) инвариjантне: подмногострукост M2n+1 тангентна на ζ jе инвари-
jантна ако φ(TpM

2n+1) ⊂ TpM
2n+1, за свако p ∈ M2n+1;

(ii) анти-инвариjантне: подмногострукост Mn тангентна на ζ jе ан-
ти-инвариjантна, ако φ(TpM

n) ⊂ T⊥p Mn, за свако p ∈ Mn;
(iii) контактно искошене: подмногострукост Mn тангентна на ζ jе

контактно искошена подмногострукост ако за било коjи вектор
X ∈ TpM

n линеарно независан са ζp, угао између φX и TpM
n

jе константан, тj. не зависи од избора тачке p ∈ Mn и вектора
X ∈ TpM

n.

Такође jе познато, да jе било коjа инвариjантна Сасакиjева много-
струкост минимална подмногострукост [44].
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3.4 Уопштене Винтгенове неjеднакости

за Лежандрове подмногострукости

Нека jе Mn C-тотално реална подмногострукост Сасакиjеве мно-
гострукости M̃2m+1(c). Ако jе n = m, тада се Mn назива Лежандрова
многострукост.

Нека jе Mn C-тотално реална подмногострукост од (2m + 1)-ди-
мензионе Сасакиjеве просторне форме M̃2m+1(c), {e1, . . . , en} ортонор-
мирани репер на Mn и {en+1, . . . , e2m, e2m+1 = ζ} ортонормирани репер
у нормалном раслоjењу T⊥Mn. Нека су h и A друга фундаментална
форма и оператор облика од Mn у M̃2m+1(c). Тада су Гаусова и Ричи-
jева jедначина дате редом са:

R(X, Y, Z,W ) =
c+ 3

4

[
g(X,Z)g(Y,W )− g(X,W )g(Y, Z)

]
+

+ g(h(X,Z), h(Y,W ))− g(h(X,W ), h(Y, Z)),
(3.2)

R⊥(X, Y, μ, ν) =
c− 1

4

[
g(φX, μ)g(φY, ν)− g(φX, ν)g(φY, μ)

]
− g([Aμ, Aν ]X, Y ),

(3.3)

за X, Y, Z,W ∈ TMn и μ, ν ∈ T⊥Mn.

Скаларна нормална кривина од Mn jе:

KN =
1

4

2m−n+1∑
r,s=1

tr[Ar, As]
2,

где jе Ar = Aen+r , r ∈ {1, . . . , 2m− n+ 1}.
Притом jе нормализована скаларна нормална кривина:

ρN =
2

n(n− 1)

√
KN .
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Ако jе Aζ = 0, добиjа се:

KN =
1

2

∑
1≤r<s≤2m−n

tr[Ar, As]
2 =

=
∑

1≤r<s≤2m−n

( ∑
1≤i<j≤n

(g([Ar, As]ei, ej))
2

)
.

Ако означимо са hr
ij = g(h(ei, ej), en+r), (i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, r ∈

{1, 2, . . . , 2m − n + 1}), компоненте друге фундаменталне форме, тада
се нормализована нормална секциона кривина може изразити помоћу
компоненти друге фундаменталне форме на следећи начин:

KN =
∑

1≤r<s≤2m−n

⎛
⎝ ∑

1≤i<j≤n

(
n∑

k=1

(hr
jkh

s
ik − hr

ikh
s
jk)

)2
⎞
⎠ .

У раду J. Михаиjа [45] jе дата неjеднакост између нормализоване
скаларне кривине ρ, нормализоване нормалне кривине ρN и квадрата
средње кривине за C-тотално реалне подмногострукости у Сасакиjевим
просторним формама.

Теорема 3.2 ([45]). Нека jе Mn n-димензиона C-тотално реална под-
многострукост у (2m + 1)-димензионоj Сасакиjевоj просторноj форми
M̃2m+1(c). Тада важи:

‖H‖2 + c+ 3

4
≥ ρ+ ρN . (3.4)

Jеднакост у датоj неjеднакости важи ако и само ако у односу на по-
годно одабран ортонормиран репер

{e1, . . . , en, en+1, en+2, . . . , e2m, e2m+1 = ζ},

оператори облика од Mn у M̃2m+1(c) имаjу облик:
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Aen+1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 μ 0 · · · 0

μ λ1 0 · · · 0

0 0 λ1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · λ1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Aen+2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ2 + μ 0 0 · · · 0

0 λ2 − μ 0 · · · 0

0 0 λ2 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · λ2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Aen+3 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ3 0 0 · · · 0

0 λ3 0 · · · 0

0 0 λ3 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · λ3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Aen+4 = · · · = Ae2m = Ae2m+1 = 0,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.5)
где су λ1, λ2, λ3, μ реалне функциjе на Mn.

За Лежандрове подмногострукости у Сасакиjевим просторним фор-
мама, у истом раду jе добиjен следећи резултат.

Теорема 3.3 ([45]). Нека jе Mn Лежандрова подмногострукост у Са-
сакиjевоj просторноj форми M̃2n+1(c). Тада jе:

(ρ⊥)2 ≤
(
‖H‖2 − ρ+

c+ 3

4

)2

+

+
4

n(n− 1)

(
ρ− c+ 3

4

)
c− 1

4
+

(c− 1)2

8n(n− 1)
.

(3.6)

Jеднакост у неjеднакости (3.6) важи ако и само ако су у односу на
погодно одабран репер оператори облика дати са (3.5).

Оваj резултат доказуjе тзв. уопштену Винтгенову неjеднакост за
Лежандрове подмногострукости у Сасакиjевим просторним формама.

Лежандрове подмногострукостиMn у Сасакиjевим просторним фор-
мама M̃2n+1(c), коjе задовољаваjу jеднакост у неjеднакости (3.4), нази-
ваjу се Винтгенове идеалне Лежандрове подмногострукости.
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Последица 3.1 ([45]). За минималну Лежандрову подмногострукост
Mn Сасакиjеве просторне форме M̃2n+1(c) важи:

ρ ≥ 1− ρ⊥.

3.5 Дешчове симетриjе Винтгенових идеал-

них Лежандрових подмногострукости

Нека jеMn n-димензиона Винтгенова идеална Лежандрова подмно-
гострукост од (2n+1)-димензионе Сасакиjеве просторне форме M̃2n+1(c).

Полазећи од Гаусове jедначине (3.2), коjа се у локалним компонен-
тама може записати као:

Rijkl =
c+ 3

4
(δikδjl − δilδjk) +

2m+1∑
t=n+1

(ht
ikh

t
jl − ht

ilh
t
jk),

лако се могу израчунати компоненте Риман-Кристофеловог тензора кри-
вине ових подмногострукости. Jедине не-нула компоненте од R су:

R1221 = 2μ2 − ( c+3
4

+ λ2
1 + λ2

2 + λ2
3) = 2μ2 − c̃,

где jе c̃ = c+3
4

+ λ2
1 + λ2

2 + λ2
3,

R1kk1 = −λ2μ− ( c+3
4

+ λ2
1 + λ2

2 + λ2
3) = −λ2μ− c̃, k ≥ 3

R1kk2 = −λ1μ, k ≥ 3,

R2kk2 = λ2μ− ( c+3
4

+ λ2
1 + λ2

2 + λ2
3) = λ2μ− c̃, k ≥ 3,

Rkllk = − c+3
4

− λ2
1 − λ2

2 − λ2
3 = −c̃, k 	= l, k, l ≥ 3.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.7)

У односу на ортонормирану базу {e1, e2, . . . , en} од TpM
n, даље се

израчунаваjу компоненте (0,6)-тензора R ·R и Q(g,R).

Jедине не-нула компоненте ових тензора су:

(1) (R ·R)(e1, e3, e3, e1; e1, e2) = 2R1221R1332 = −2λ1μ(2μ
2 − c̃),

Q(g,R)(e1, e3, e3, e1; e1, e2) = 2R1332 = −2λ1μ;
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(2) (R ·R)(e1, e3, e3, e2; e1, e2) = R1221(R2332 −R1331) = 2λ2μ(2μ
2 − c̃),

Q(g,R)(e1, e3, e3, e2; e1, e2) = R2332 −R1331 = 2λ2μ;

(3) (R ·R)(e1, e2, e1, e3; e2, e3) = R2
1332 +R2332(R1221 −R1331) =

= λ2
1μ

2 + (λ2μ− c̃)(2μ2 + λ2μ)

Q(g,R)(e1, e2, e1, e3; e2, e3) = R1221 −R1331 = 2μ2 + λ2μ;

(4) (R ·R)(e1, e4, e3, e4; e1, e3) = R1331(R1441 −R3443) +R1332R1442 =

= λ2
1μ

2 + λ2μ(λ2μ+ c̃)

Q(g, R)(e1, e4, e3, e4; e1, e3) = R1441 −R3443 = −λ2μ;

(5) (R ·R)(e1, e4, e3, e4; e2, e3) = R1332(R1441 −R1332) +R2332R1442 = λ1μc̃

Q(g, R)(e1, e4, e3, e4; e2, e3) = R1442 = −λ1μ;

(6) (R ·R)(e2, e4, e3, e4; e2, e3) = R2332(R2442 −R3443) +R1332R1442 =

= λ2
1μ

2 + λ2μ(λ2μ− c̃)

Q(g, R)(e2, e4, e3, e4; e2, e3) = R2442 −R3443 = λ2μ.

Дешчов услов псеудо-симетричности, R · R = LQ(g,R), где jе L

реална функциjа, важиће за Винтгенову идеалну Лежандрову подмно-
гострукокст Mn у Сасакиjевоj просторноj форми M̃2n+1 ако и само ако
jе задовољен следећи систем jедначина:

λ1μ(2μ
2 − c̃− L) = 0,

λ2μ(2μ
2 − c̃− L) = 0,

λ2
1μ

2 + μ(λ2 + 2μ)(λ2μ− c̃− L) = 0,

λ2
1μ

2 + λ2μ(λ2μ+ c̃+ L) = 0,

λ1μ(c̃+ L) = 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.8)
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Систем (3.8) важи ако и само ако jе:

(i) μ = 0; у том случаjу jе L = 0, или
(ii) μ 	= 0 и λ1 = λ2 = 0; у том случаjу jе L = −c̃ = − c+3

4
− λ2

3, или
(iii) μ 	= 0 и λ1 	= 0 и λ2 	= 0; у том случаjу jе

L =
2λ1(λ1 − μ)

2μ− λ1

− c̃, (λ1 	= 2μ).

Овим jе доказана следећа теорема.

Теорема 3.4 ([50]). Винтгенова идеална Лежандрова подмногостру-
кост Сасакиjеве просторне форме M̃2n+1(c), (n ≥ 4), jе Дешч симе-
трична Риманова многострукост, ако и само ако jе:

(i) тотално амбиличка (тада jе L = 0), или
(ii) минимална, или
(iii) псеудо-амбиличка подмногострукост Сасакиjеве просторне форме

M̃2n+1(c), при чему jе L = − c+3
4

−H2.

Користећи не-нула компоненте Риман-Кристофеловог тензора кри-
вине (3.7), могу се израчунати компоненте (0,2)-Ричиjевог тензора Винт-
генових идеалних Лежандрових подмногострукости Mn у Сасакиjевоj
просторноj форми M̃2n+1(c). За (0,2)-Ричиjев тензор (1.3) у локалним
копмпонентама:

Sjk =
n∑

i=1

Rijki =
n∑

i=1

{c+ 3

4
(δikδij − δiiδjk)+

+
2n+1∑
i=n+1

(ht
ikh

t
ij − ht

iih
t
jk)
}
,

где jе {e1, . . . , en} ортонормирана база од TMn, добиjамо да су jедине
не-нула компоненте Ричиjевог тензора дате са:

S11 = R1221 + (n− 2)R1kk1 = 2μ2 − (n− 1)c̃− (n− 2)λ2μ,

S22 = R1221 + (n− 2)R2kk2 = 2μ2 − (n− 1)c̃+ (n− 2)λ2μ,

S12 = (n− 2)R1kk2 = −(n− 2)λ1μ,

Skk = R1kk1 +R2kk2 + (n− 3)Rkllk = −(n− 1)c̃, k 	= l, k, l ≥ 3.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.9)
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На основу ових не-нула компоненти Ричиjевог тензора S, добиjамо
да jе скаларна кривина τ Винтгенове идеалне Лежандрове подмного-
струкости Сасакиjеве просторне форме M̃2n+1(c) дата са

τ = 4μ2 − n(n− 1)c̃.

Користећи компоненте Риман-Кристофеловог тензора (3.7) и Ричи-
jевог тензора (3.9), добиjамо да су jедине не-нула компоненте Веjловог
конформног тензора кривине C (1.4) дате са:

C1221 = R1221 − S11 + S22

n− 2
+

τ

(n− 1)(n− 2)
=

=
2(n− 3)

n− 1
μ2,

C1kk1 = R1kk1 − S11 + Skk

n− 2
+

τ

(n− 1)(n− 2)
=

=
−2(n− 3)

(n− 1)(n− 2)
μ2,

C2kk2 = C1kk1,

Ckllk = Rkllk − Skk + Sll

n− 2
+

τ

(n− 1)(n− 2)
=

=
4μ2

(n− 1)(n− 2)
, l 	= k, k, l ≥ 3.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.10)

Компоненте (0,6)-тензора C · C и Q(g, C), коjе нису аутоматски
jеднаке нули, су одређене са:

(1) (C · C)(e2, e3, e1, e2; e1, e3) = C1331(C2332 − C1221) =
4(n−3)2

(n−1)(n−2)2μ
4,

Q(g, C)(e2, e3, e1, e2; e1, e3) = C2332 − C1221 = −2(n−3)
n−2 μ2;

(2) (C · C)(e1, e4, e3, e4; e1, e3) = C1331(C1441 − C3443) =
4(n−3)

(n−1)(n−2)2μ
4,

Q(g, C)(e1, e4, e3, e4; e1, e3) = C1441 − C3443 =
−2
n−2μ

2.

Услов псеудо-симетриjе C · C = LCQ(g, C) ће у овом случаjу бити
задовољен ако и само ако важи jеднакост:

4(n− 3)2μ4

(n− 1)(n− 2)2
= −2LC(n− 3)

n− 2
μ2,

75



Глава 3. Уопштене Винтгенове идеалне подмногострукости

тj.
2μ2

n− 2

(
LC +

2(n− 3)

(n− 1)(n− 2)
μ2

)
= 0.

Последња jеднакост важи ако и само ако jе μ = 0 или

LC = − 2(n− 3)

(n− 1)(n− 2)
μ2.

Из релациjе (3.5) уочавамо да за Винтегнове идеалне Лежандрове
подмногострукости Сасакиjевих просторних форми важи:

infK = K12 = c̃− 2μ2,

одакле се добиjа да jе:

μ2 = − 1

2(n− 2)(n− 1)
(τ + n(n− 1) infK).

Теорема 3.5 ([50]). Нека jе Mn (n > 3) Винтгенова идеална Лежан-
дрова подмногострукост у Сасакиjевоj просторноj форми M̃2n+1(c). Тада
важи:

(i) Mn jе конформно равна ако и само ако jе Mn тотално амбиличка
подмногострукост у M̃2n+1(c);

(ii) Mn увек има псеудо-симетричан Веjлов конформни тензор кри-
вине C, C·C = LCQ(g, C), и одговараjућа функциjа псеудо-симетриjе
jе дата са:

Lc =
−2(n− 3)

(n− 1)(n− 2)
μ2 =

n− 3

(n− 1)(n+ 1)
(τ + n(n− 1) infK).

3.6 Казоратиjеви и Ричиjеви главни правци

Винтгенових идеалних Лежандрових

подмногострукости

Казоратиjев (1,1)-оператор на Лежандровоj подмногострукостиMn

у амбиjентном простору M̃2n+1(c) jе дефинисан са AC =
∑

γ A
2
γ, γ ∈
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{n + 1, n + 2, . . . , 2n + 1}, а одговараjућа Казоратиjева кривина jе тада
C = 1

n
trAC = 1

n
‖h‖2.

Из Теореме 3.3, а на основу посебних израза за операторе облика,
произилази да jе Казоратиjев оператор Винтгенових идеалних Лежан-
дрових подмногострукостиMn у Сасакиjевоj просторноj форми M̃2n+1(c)

дат са:

AC =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ+ 2λ2μ+ 2μ2 2λ1μ 0 · · · 0

2λ1μ λ− 2λ2μ+ 2μ2 0 · · · 0

0 0 λ · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · λ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где jе λ = λ2
1 + λ2

2 + λ2
3.

Лако се показуjе да су сопствене вредности оператора AC :

c1 = λ+ 2μ2 + 2μ
√

λ2
1 + λ2

2,

c2 = λ+ 2μ2 − 2μ
√
λ2
1 + λ2

2,

c3 = c4 = · · · = cn = λ.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(3.11)

Одговараjући сопствени вектори су облика:

F1 =
λ1

√
2
√

λ2
1 + λ2

2 + λ2

√
λ2
1 + λ2

2

e1 − λ2 +
√
λ2
1 + λ2

2√
2
√
λ2
1 + λ2

2 + λ2

√
λ2
1 + λ2

2

e2,

F2 =
λ1

√
2
√

λ2
1 + λ2

2 − λ2

√
λ2
1 + λ2

2

e1 − λ2 −
√
λ2
1 + λ2

2√
2
√
λ2
1 + λ2

2 − λ2

√
λ2
1 + λ2

2

e2,

Fk = ek, (k = 3, 4, . . . ),

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.12)
где су e1, e2, . . . , en вектори канонске базе од TpM

n.

Очигледно jе да F1 и F2 одређуjу дводимензиони сопствени пот-
простор AC коjи одговара вредностима c1 и c2, респективно. Када су
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λ1 = λ2 = 0 и μ 	= 0, Чои-Луова раван сама за себе jе дводимензиони
сопствени потпростор од AC . Када jе μ = 0 (у том случаjу су Казора-
тиjеви главни правци неодређени), AC постаjе пропорционално идентич-
ном оператору. У сваком случаjу, подпростор генерисан са e3, e4, . . . , en

од Mn jе (n− 2)-димензиони сопствени простор од AC са одговараjућом
Казоратиjевом кривином λ.

Многострукост Mn коjа има 3 главне кривине коjе имаjу ред 1, 1
и n− 1 респективно, назива се 2-квази-амбиличка многострукост.

Теорема 3.6 ([50]). Свака Винтгенова идеална Лежандрова подмно-
гострукост Mn у Сасакиjевоj просторноj форми M̃2n+1(c) jе Казорати
2-квази-амбиличка. Када Mn ниjе тотално амбиличка, тада jе орто-
гонални комплемент од њене Чои-Луове равни њен (n− 2)-димензиони
сопствени потпростор.

Ричиjев (0,2)-тензор S од Mn, као и одговараjући (1,1)-Ричиjев
оператор (такође означен са S; g(S(X), Y ) = S(X, Y )) су такође си-
метрични. Отуда постоjи ортонормирани скуп сопствених вредности
R1, R2, . . . , Rn коjи одређуjу унутрашње Ричиjеве главне правце Рима-
нове многострукости Mn и одговараjуће функциjе Ric1 , Ric2 , . . . Ricn су
Ричиjеве главне кривине, тj. S(Ri) = Rici ·Ri.

Из Теореме 3.3 закључуjемо да Ричиjев оператор S Винтгенове
идеалне Лежандрове подмногострукости Mn у Сасакиjевоj просторноj
форми M̃2n+1(c) има облик:

S =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2μ2 − (n− 1)c̃− (n− 2)λ2μ −(n− 2)λ1μ 0 · · · 0

−(n− 2)λ1μ 2μ2 − (n− 1)c̃+ (n− 2)λ2μ 0 · · · 0

0 0 −(n− 1)c̃ · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · −(n− 1)c̃

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Лако се добиjа да су сопствене вредности Ричиjевог оператора:

Ric1 = 2μ2 − (n− 1)c̃+ (n− 2)μ
√
λ2
1 + λ2

2,

Ric2 = 2μ2 − (n− 1)c̃− (n− 2)μ
√
λ2
1 + λ2

2,

Ric3 = Ric4 = · · · = Ricn = −(n− 1)c̃,

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(3.13)

док су одговараjући сопствени вектори:

R1 =
λ1

√
2
√

λ2
1 + λ2

2 + λ2

√
λ2
1 + λ2

2

e1 − λ2 +
√

λ2
1 + λ2

2√
2
√
λ2
1 + λ2

2 + λ2

√
λ2
1 + λ2

2

e2,

R2 =
λ1

√
2
√

λ2
1 + λ2

2 − λ2

√
λ2
1 + λ2

2

e1 − λ2 −
√
λ2
1 + λ2

2√
2
√
λ2
1 + λ2

2 − λ2

√
λ2
1 + λ2

2

e2,

Rk = ek, k = 3, 4, . . . , n,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.14)
где су e1, e2, . . . , en вектори канонске базе од TpM

n.

Добиjени сопствени вектори Ричиjевог оператора S, имплицираjу
следеће тврђење.

Теорема 3.7 ([50]). Свака Винтгенова идеална Лежандрова подмно-
гострукост Mn у Сасакиjевоj просторноj форми M̃2n+1(c) jе Ричи 2-
квази-амбиличка. Ако Mn ниjе тотално амбиличка, тада jе ортого-
нални комплемент од њене Чои-Луове равни, њен (n − 2)-димензиони
Ричи сопствени простор .

Познато jе да су са тачке гледишта спољашње геометриjе, Казора-
тиjеви главни правци подмногострукости Mn у Сасакиjевоj просторноj
форми M̃2n+1(c) њени наjважниjи тангентни правци, док са унутрашње
тачке гледишта за многострукост Mn наjбитниjи тангентни правци су
њени Ричиjеви главни правци.

Из израза за Казоратиjеве и Ричиjеве главне правце, дате скупо-
вима jеднакости (3.12) и (3.14), закључуjемо да важи следеће тврђење.
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Теорема 3.8 ([50]). На свакоj Винтгеновоj идеалноj Лежандровоj под-
многострукости Mn у Сасакиjевоj просторноj форми M̃2n+1(c), Казо-
ратиjеви и Ричиjеви главни правци се поклапаjу.

3.7 Ротерово своjство Винтгенових идеалних

Лежандрових подмногострукости

У Глави 2 смо видели да се Риманова многострукост (M, g) назива
Ротеровим простором, ако се њен Риман-Кристофелов тензор кривине
може представити као линеарна комбинациjа облика:

R = λ̃(g ∧ g) + μ̃(g ∧ S) + ν̃(S ∧ S) (3.15)

за неке функциjе λ̃, μ̃, ν̃ : M → R.

За Винтгенове идеалне Лежандрове подмногострукости у Сасаки-
jевоj просторноj форми важи следећа теорема.

Теорема 3.9 ([50]). Нека jе Mn Винтгенова идеална Лежандрова под-
многострукост у Сасакиjевоj просторноj форми M̃2n+1(c). Тада jе Mn

Дешч симетрична ако и само ако jе Mn Ротеров простор.

Доказ: На основу Теореме 3.3 и добиjених не-нула компоненти за
Риман-Кристофелов тензор R (3.7) и Ричиjеве тензор S (3.9) Винтгено-
вих идеалних Лежандрових подмногострукости Mn у Сасакиjевоj про-
сторноj форми M̃2n+1(c), jеднакост (3.15) ће бити нетривиjално задово-
љена у следећим случаjевима:
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R1221 = λ̃(g11g22 − g12g21) + μ̃(g11S22 + g22S11 − g12S21 − g21S12)+

+ 2ν̃(S11S22 − S12S21),

R1kk1 = λ̃(g11gkk − g1kgk1) + μ̃(g11Skk + gkkS11 − g1kSk1 − gk1S1k)+

+ 2ν̃(S11Skk − S1kSk1),

Rkllk = λ̃(gkkgll − glkgkl) + μ̃(gkkSll + gllSkk − glkSkl − gklSlk)+

+ 2ν̃(SkkSll − SlkSkl).

(3.16)

Заменом израчунатих компоненти од R (3.7) и S (3.9), претходне
три jедначине постаjу редом:

2μ2 − c̃ = λ̃+ 2μ̃(2μ2 − (n− 1)c̃)+

+ 2ν̃
[
(2μ2 − (n− 1)c̃)2 − (n− 2)2λ2

2μ
2
]
,

(3.17)

−2λ2μ− c̃ = λ̃+ μ̃(2μ2 − 2(n− 1)c̃− (n− 2)λ2μ̃)

+ 2ν̃(n− 1)c̃
(−2μ2 + (n− 1)c̃+ (n− 2)λ2μ

)
,

(3.18)

−c̃ = λ̃− 2μ̃(n− 1)c̃+ 2ν̃(n− 1)2c̃2. (3.19)

Ако jе Mn Дешч симетрична Винтгенова идеална Лежандрова под-
многострукост у Сасакиjевоj просторноj форми M̃2n+1(c), тада jе или (а)
μ = 0 или (б) μ 	= 0 и λ1 = λ2 = 0. У случаjу (а) Mn jе сама по себи ре-
ална форма па отуда и Ротеров простор. У случаjу (б) jедначине (3.17),
(3.18), (3.19) редукуjу се редом у:

2μ2 − c+ 3

4
− λ2

3 = λ̃+ 2μ̃(2μ2 − (n− 1)

(
c+ 3

4
+ λ2

3

)

+ 2ν̃

(
2μ2 − (n− 1)

(
c+ 3

4
+ λ2

3

))2

,

(3.20)
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− 2
c+ 3

4
− λ2

3 = λ̃+ 2μ̃

(
μ2 − (n− 1)

(
c+ 3

4
+ λ2

3

))

+ 2ν̃

(
c+ 3

4
+ λ2

3

)(
−2μ2 + (n− 1)

(
c+ 3

4
+ λ2

3

))
,

(3.21)

−c+ 3

4
− λ2

3 = λ̃− 2μ̃(n− 1)

(
c+ 3

4
+ λ2

3

)
+

+ 2ν̃(n− 1)2
(
c+ 3

4
+ λ2

3

)
.

(3.22)

Последњи систем jедначина даjе jединствено решење:

λ̃ =
1

2μ2

(
c+ 3

4
+ λ2

3

)(
2μ2 − (n− 1)2

(
c+ 3

4
+ λ2

3

))
,

μ̃ =
1

2μ2
(n− 1)

(
c+ 3

4
+ λ2

3

)
,

ν̃ = − 1

4μ2
.

Према томе, и у овом случаjу многострукост Mn jе Ротеров про-
стор.
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[27] F. Dillen, M. Petrović-Torgašev, L. Verstraelen, Einstein, conformally
flat and semi-symmetric submanifolds satisfying Chen’s equality, Israel
J. Math 100 (1997), 163-169.

[28] F. Dillen, L. Verstraelen, Handbook of Differential Geometry, Vol. 1,
Elsevier, North-Holland, Amsterdam, 2000.
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[49] M. Petrović-Torgašev, L. Verstraelen, On Deszcz symmetries of
Wintgen ideal submanifolds, Arch. Math. (Brno) 44 (2008), 57-67.
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Abstract. We show that for Wintgen ideal submanifolds in real space forms the (intrinsic) Ricci principal
directions and the (extrinsic) Casorati principal directions coincide.

1. Wintgen Ideal Submanifolds of Real Space Forms

Let Mn be an n-dimensional Riemannian submanifold of an (n + m)–dimensional real space form M̃n+m(c)
of constant sectional curvature c and let 1,∇ and 1̃, ∇̃ be the Riemannian metric and the corresponding Levi–
Civita connection on Mn and on M̃n+m(c), respectively. Tangent vector fields on Mn will be written as X,Y, . . .
and normal vector fields on Mn in M̃n+m(c) will be written as ξ, η, . . . . The formulae of Gauss and Weingarten,
concerning the decomposition of the vector fields ∇̃XY and ∇̃Xξ, respectively, into their tangential and
normal components along Mn in M̃n+m(c), are given by ∇̃XY = ∇XY + h(X,Y) and ∇̃Xξ = −Aξ(X) + ∇⊥Xξ,
respectively, whereby h is the second fundamental form and Aξ is the shape operator or Weingarten map of Mn

with respect to the normal vector field ξ, such that 1̃(h(X,Y), ξ) = 1(Aξ(X),Y), and ∇⊥ is the connection in the
normal bundle.

The mean curvature vector field ~H is defined by ~H = 1
n tr h and its length ‖~H‖ = H is the extrinsic mean

curvature of Mn in M̃n+m(c). A submanifold Mn in M̃n+m(c) is totally geodesic when h = 0, totally umbilical
when h = 1~H, minimal when H = 0 and pseudo–umbilical when ~H is an umbilical normal direction.

Let {E1, . . . ,En, ξ1, . . . , ξm} be any adapted orthonormal local frame field on the submanifold Mn in M̃n+m(c),
denoted for short also as {Ei, ξα}, whereby i, j, · · · ∈ {1, 2, . . . ,n} and α, β, · · · ∈ {1, 2, . . . ,m}.

By the equation of Gauss, the (0, 4) Riemann–Christoffel curvature tensor of a submanifold Mn in M̃n+m(c) is
given by R(X,Y,Z,W) = 1̃(h(Y,Z), h(X,W)) − 1̃(h(X,Z), h(Y,W)) + c

{
1(Y,Z)1(X,W) − 1(X,Z)1(Y,W)

}
.

The (0, 2) Ricci curvature tensor of Mn is defined by S(X,Y) =
∑

i R(X,Ei,Ei,Y) and the metrically corre-
sponding (1, 1) tensor or Ricci operator will also be denoted by S: 1(S(X),Y) = S(X,Y). Since S is symmetric
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ON THE ROTER TYPE
OF WINTGEN IDEAL SUBMANIFOLDS

SIMONA DECU, MIROSLAVA PETROVIĆ-TORGAŠEV,

ALEKSANDAR ŠEBEKOVIĆ and LEOPOLD VERSTRAELEN

For all submanifolds Mn of all real space forms M̃n+m(c) with constant sectional
curvature c, for all dimensions n ≥ 2 and for all co-dimensions m ≥ 1, the so-called
Wintgen inequality asserts that ρ ≤ H2−ρ⊥+c, whereby ρ is the normalised scalar
curvature of the Riemannian manifold M (which is an intrinsic invariant), and
whereby H2 and ρ⊥, are the squared mean curvature and the normalised normal

scalar curvature of M in the ambient space M̃ , respectively (which are extrinsic
invariants), and submanifolds M which satisfy the equality in this optimal general

“soft” inequality are called Wintgen ideal submanifolds of M̃ ; cf. [1]–[11]. For

Wintgen ideal submanifolds M of real space forms M̃ , in the present article (in
Sections 3 and 4), we will show some properties concerning their Deszcz symmetry
and their Roter type, herewith finalising (and in the instance of n ≥ 4 and m ≥ 3
amending) some results on which was reported before in [12]–[15]. The geometrical
notions involved being, at least in our opinion, rather basic and also rather young,
an attempt is made to present these notions with some care (in Sections 1 and 2).

AMS 2010 Subject Classification: 53B20, 53B25.

Key words: Wintgen ideal submanifolds, Deszcz spaces, Roter spaces.

1. ON RIEMANNIAN SPACES [16]–[19]

Let Mn be an n-dimensional Riemannian manifold with (positive defi-
nite) metric (0, 2) tensor g. Let R denote the (0, 4) Riemann–Christoffel curva-
ture tensor and S the (0, 2) Ricci tensor of M . Since S is symmetric, (i) all
its eigenvalues are real: the Ricci curvatures of M , and (ii) S determines
on M an orthogonal set of eigendirections: the Ricci principal directions, or,
still, the intrinsic principal directions of M . A Riemannian manifold with
constant sectional curvature K = c is called a real space form of curvature
c; for n ≥ 3, these spaces are characterised by the fact that R = c

2 g ∧ g,
whereby ∧ denotes the Kulkarni–Nomizu product (for symmetric (0, 2) ten-
sors t1 and t2: (t1 ∧ t2)(X, Y, Z,W ) = t1(X, W ) t2(Y, Z)+ t1(Y, Z) t2(X, W )−
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ON THE INTRINSIC DESZCZ SYMMETRIES AND

THE EXTRINSIC CHEN CHARACTER OF WINTGEN IDEAL

SUBMANIFOLDS

S. DECU, M. PETROVIĆ–TORGAŠEV, A. ŠEBEKOVIĆ AND L. VERSTRAELEN

Abstract. In this paper it is shown that all Wintgen ideal submanifolds in ambient

real space forms are Chen submanifolds. It is also shown that the Wintgen ideal

submanifolds of dimension > 3 in real space forms do intrinsically enjoy some

curvature symmetries in the sense of Deszcz of their Riemann–Christoffel curvature

tensor, of their Ricci curvature tensor and of their Weyl conformal curvature tensor.

1. Wintgen ideal submanifolds

Let Mn be an n−dimensional Riemannian submanifold of an (n + m)–dimen-
sional real space form M̃n+m(c) of curvature c, (n ≥ 2, m ≥ 1). Let g and ∇, and,
respectively, g̃ and ∇̃, denote the Riemannian metrics and the corresponding Levi–Civita

connections of Mn and of M̃n+m(c). The formulae of Gauss and Weingarten are then
given by

∇̃XY = ∇XY + h(X, Y ) (1)

and
∇̃Xξ = −AξX + ∇⊥

Xξ, (2)

whereby h, Aξ and ∇⊥ denote the second fundamental form, the shape operator or Wein-

garten map with respect to ξ and the normal connection of Mn in M̃n+m(c), respectively,
(X, Y , etc. stand for tangent vector fields and ξ etc. for normal vector fields on Mn in
M̃n+m(c)). From (1) and (2) it follows that

g̃(h(X, Y ), ξ) = g(Aξ(X), Y ), (3)
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