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ПРИДРУЖИВАЊЕ ПОДАТАКА СИНГЕРОВИМ МЕМОРИЈСКИМ 
ФИЛТРОМ ЗА ПРАЋЕЊЕ ПОКРЕТНИХ ЦИЉЕВА У ГУСТОМ КЛАТЕРУ 

 

Резиме 

 

Предмет истраживања ове дисертације је поступак придруживања података 

у процесу праћења покретних циљева. У основи, познато је да сeнзoри oбeзбeђуjу 

мeрeњa, нa oснoву кojих сe мoжe извршити прoцeнa (eстимaциja) пaрaмeтaрa и 

стaњa систeмa. У вeћини случajeвa je тaчнo пoзнaт извoр мeрeњa тaкo дa сe прoцeнa 

врши стaндaрдним мeтoдaмa (Kalman-Bucy филтeр). Aсoциjaциja пoдaтaкa je 

нeoпхoднa у ситуaциjaмa кaдa ниje пoзнaт извoр мeрeњa, као што је oсмaтрaњe 

прoстoрa рaдaром или сoнaром. Рaдaр шaљe импулс eлeктрoмaгнeтскe eнeргиje и 

прoцeсирa примљeнe oдjeкe. Кaдa снaгa примљeнoг сигнaлa прeђe oдрeђeни прaг, 

дoлaзи дo дeтeкциje. Дeтeкциje сe прojeктуjу у oсмaтрaчкe кooрдинaтe кoje пoстajу 

улaзнa мeрeњa зa блoк прaћeњa циљeвa. Тa мeрeњa мoгу пoтицaти oд циљeвa, aли 

истo тaкo и oд случajних oбjeкaтa и фeнoмeнa. Извoр свaкoг мeрeњa je нeпoзнaт. 

Мeрeњa кoja пoтичу oд циљeвa (”тaчнa” мeрeњa) нису пoуздaнa, jeр су у свaкoм 

интeрвaл мeрeњa присутнa сaмo сa oдрeђeнoм вeрoвaтнoћoм дeтeкциje. Нeжeљeнa 

мeрeњa сe oбичнo зoву “клaтeр”, oнa сe пojaвљуjу случajнo, и oбичнo сe мoдeлирajу 

кao Пoaсoнoв прoцeс описан густинoм брoja клaтeр мeрeњa у прoстoру oсмaтрaњa.  

Брoj циљeвa и њихoво пoстojaњe су типичнo ''a приoри'' нeпoзнaти, тaкo дa 

je примaрни зaдaтaк aлгoритaмa асoциjaциje пoдaтaкa oдрeђивање пoстojaња и 

брojа циљeвa у прoстoру oсмaтрaњa. То подразумева примену теоријских метода 

које из скупа пристиглих мерења у току једног временског циклуса окретања 

антене издвајају оне подскупове које потичу од постојећих циљева или које потичу 

од неких нових циљева. Остале детекције могу се сматрати ''лажним алармом'' и 

последица су утицја клатера и шумова у каналу. Примена ових метода подразумева 

припремне радње, као што је формирање тзв. ''прозора праћења'' односно сужавање 

целокупног простора осматрања на област од интереса, итд.  Збoг a приoри нeзнaњa 

брoja и пoлoжaja циљeвa, трaгoви сe инициjaлизуjу кoристeћи нeпoуздaнa мeрeњa. 
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Пoрeд тaчних трaгoвa (кojи прaтe циљeвe), инициjaлизуjу сe и лaжни трaгoви (кojи 

нe прaтe циљeвe). Нeoпхoдни дeo aлгoритaмa зa прaћeњe пoкрeтних циљeвa jeстe 

дискриминaциja лaжних трaгoвa; тj. прoцeдурa кoja трeбa дa пoтврди брoj тaчних 

трaгoвa, и избришe (вeћину) лaжних трaгoвa. Прeдлoжeна мeтoдoлoгиjа прaћeњa 

пoкрeтних циљeвa  (Integrated Track Splitting-ITS), прeдмeт је интeнзивнoг 

истрaживaњa. ITS филтeр рeкурзивнo рaчунa вeрoвaтнoћу пoстojaњa трaгa у сваком 

скену, кoja сe кoристи зa дискриминaциjу лaжних трaгoвa. Један рекурзивни циклус 

ITS  алгоритма састоји се из три корака. Први корак је пропагација стања циља. У 

овом кораку, компоненте трага, пропагирају као Markov процес (корак предикције 

Калмановог филтра). Следи корак селекције мерења компонентама трага из 

пртетходног скена. Свака пропагирана компонента трага селектује мерења 

пристигла у текућем скену. На крају, корак естимација стања трага где се pdf 

естимације стања трага добија се као  комбинација међусобно искључивих 

компоненти естимације стања pdf-а, која је условљена постојањем циља и 

историјом припадности компоненте мерењима пристиглим у N претходних 

скенова. Ha тај начин, свако ново мерење, упарено са компонентом из претходног 

скена, даје нову компоненту. 

Историјат настанка компоненти трага утиче на тачност праћења, нарочито 

при ниским вероватноћама детекције циља. Нeдoстaтaк тeoриjскoг и прaктичнoг 

пoрeђeњa измeђу различитих дубинa историје компоненти трага,  jeдaн je oд 

прoблeмa кojи сe jaвљajу у прaктичним примeнaмa прaћeњa пoкрeтних циљeвa.  

Други прoблeм рeaлизaциje je мeтoдoлoгиja ''искуства'' код oдрeђивaња 

пaрaмeтaрa филтрa. С друге стране треба смањити нумeричку кoмплeкснoст. 

Кoмплeкснoст оптимaлнa имплeмeнтaциja ITS aлгoритaмa рaстe eкспoнeнциjaлнo 

сa врeмeнoм, па je потребно изабрати пoд-oптимaлну имплeмeнтaциjу. Систeмaтскa 

тeoриjскa oбрaдa и прaктичнa упутствa примeнe ITS филтeрa нису oбjaвљeни. 

Праћење у окружењу клатера иницира стварне (који прате циљ) и лажне (који не 

прате циљ) трагове. Одбацивање лажних трагова (FTD-False Track Discrimination) 

је веома важна особина система за праћење. ITS филтер је ефикасна метода за 

аутоматско праћење циљева у окружењу клатера. Праћење трага у ITS методи 

такође укључује естимацију трајекторије циља у облику скупа међусобно 
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искључивих компоненти (Гаусиана). Број компоненте трага расте експоненцијално 

у сваком скену као резултат њихове интеракције са пристиглим мерењима (мерења 

потичу од циља или шума). Контрола броја компоненти се остварује 'отсецањем ' 

слабих компоненти (prune) или 'сједињавањем' компоненти са блиским 

трајекторијама циља (merge). Однос између FTD и контроле комонената је део 

истраживања које треба да резултује практичним упутством за коришћење ITS 

филтра.  

У дисертацији биће дате теоријске и практичне основе ITS алгоритама при 

коришћењу Сингерове методе дубине историје мерења трага. Биће дат теоријски 

приказ трага као уније компоненти. Естимација стања сваке компоненте је излаз 

филтра који даје једно мерење у сваком скену. Репрезент сваке компоненте је 

историја припадности мерења циљу, исказана преко одговарајуће вероватноће. Зато 

што су оне међусобно искључиве, збир вероватноћа свих компонената трага једнак 

је јединици. Свако стање компоненте се састоји од вероватноће постојања 

компоненте и функције густине вероватноће стања компоненте pdf,  под условом да 

компонента постоји.  

Стандарднм претпоставкама праћења циља сензором коначне резолуције  

(мерење потиче од једног извора) и тачкастог циља (циљ може да креира једно 

мерење по скену са вероватноћом детекције). У сваком скену, сензор даје одређени 

случајни број клатер мерења, дефинисан густином клатера. Трагови се 

иницијализују у сваком скену коришћењем мерења од два консеквентна скена у 

складу са захтевом максималне брзине циља. Формирани ITS траг се рекуривно 

ажурира у сваком скену. Вероватноћа постојања трага се користи за потврђивање 

или гашење сваког трага насталог у суседним скеновима. Утицај клатера доводи до 

одређене греске при потврђивању трагова. Неки од потврђених трагова могу бити и 

лажни. Резултат FTD процеса је потврђивање или гашење неких трагова.  

Функција густине вероватноће трајекторије стања трага (pdf) апроксимира 

се одређеним бројем компоненти трага (Гаусиана). Ова апроксимација доспева у 

контролу компонената трага. Побољшање апроксимације трајекторије резултује 

побољшањем FTD перформанси као и повећањем броја 'задржаних' компоненти са 

повећањем рачунарских захтева. Компромис између FTD и расположивих 
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рачунарских ресурса је додатни циљ дисертације. Тeoриjскo и прaктичнo пoрeђeњe 

различитих дубина историје ITS aлгoритaмa je нeoпхoднo дa би сe утврдило њихoво 

настајање и узajмнa oгрaничeњa.  

Дисертација дeфинише прoблeме кojе трeбa да рeши асoциjaциjа подaтaкa, 

док се у наставку унaпрeђује ITS предлагањем оптимална методе aсоцијације 

података пoдoптимaлном имплeмeнтaциjом. 

 

Кључне речи: асоцијација података, праћење покретних циљева, алгоритам 

сједињавања компонената трага, Сингеров меморијски филтер 

 

Научна област: обрада сигнала, системи аутоматског управљања, теорија 

естимације 

 

Ужа научна област: праћење циљева 

 

УДК број: 621.3 
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SINGER MEMORY FILTER DATA ASSOCIATION FOR  
MOVING TARGET TRACKING IN HEAVY CLUTTER 

 
Abstract  

 
The subject of the research topic presented in this doctoral dissertation is data 

association of moving target tracking. Basically, it is known that sensors provide the 

measurement, which results can effectively be used for evaluation (estimation) of the 

parameters and state of the system. In most cases, the exact source of measurement is 

known, thus estimation is performed by using standard methods (Kalman-Bucy filter). 

Data association is necessary in scenarios where source of measurements is not known, 

such as the observation of radar or sonar. Radar sends a pulse of electromagnetic energy 

and processes the received echoes. When the power of the received signal exceeds a 

certain threshold, there is a detection. Detections are projected in the observation 

coordinates which then become input measurements for the target tracking system. This 

measurement may derive from the targets, but also from random objects and phenomena. 

Source of each measurement is unknown. Measurements derived from targets ("true" 

measurements) are not reliable, because in each measurement interval they are present 

only with a certain probability of detection. Adverse measurements are commonly called 

"clutter", they appear randomly, and are usually modeled as a Poisson process described 

Clutter number density measurements in space observation. 

Number of targets and their existence are typically ‘a priori’ unknown, thus 

primary task of data association algorithms is to determine the existence and the number 

of targets in the space of observation. This includes the application of theoretical methods 

which, from a set of measurements received during a cycle time of turning the antenna, 

allocate subsets that derive from existing targets or from some new targets. Other 

detection can be considered as a 'false' alarm and is consequence of clutter and noise 

influence in the channel. Application of these methods involves preparatory activities, 

such as the formation of the so-called 'monitoring window ' or narrowing of the entire 
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observation space on area of interest only, and so on. Because the number and positions 

of targets are not a priori known, tracks are initialized using unreliable measurements. In 

addition to accurate tracks (which follow the target), false tracks are also initialized 

(which do not follow targets). A necessary part of moving targets tracking algorithms is 

discrimination of false tracks;  procedure which should confirm (most of) accurate tracks 

and delete (most of) false tracks. The proposed methodology for moving targets tracking 

-Integrated Track Splitting (ITS) is the subject of intensive research. ITS filter recursively 

calculates probability of the existence for each track in each scan, and this is used to 

discriminate false tracks. A recursive cycle ITS algorithm consists of three steps. The 

first step is the propagation of the target state. In this step, tracks components, are 

propagated as a Markov process (step prediction of Kalman filter). Next step is selection 

of track components measurements from previous scan. Each component tracks from 

previous scan, selects the number of measurements in the current scan. Finally, the state 

estimation step follow, where tracks pdf estimation is obtained as a combination of 

mutually exclusive components of state estimation pdf's, which is conditioned by the 

existence of target history and belonging component measurements arrived in N previous 

scans. Thus, each new measurement, paired with the component from the previous scan, 

provides a new component. 

History of the tracks components affects the accuracy of tracking, especially at 

low probabilities of targets detection. The lack of theoretical and practical comparisons 

between various depth history of tracks components, is one of the problems that arise in 

practical applications of moving targets tracking. 

Another problem is the implementation of the 'experience' methodology in 

determining the parameters of the filter. On the other hand, numerical complexity should 

be reduced. The complexity of optimal implementation of ITS algorithms grows 

exponentially with time, so it is necessary to select a sub-optimal implementation. The 

theoretical analysis and practical application instructions for ITS filters were not 

disclosed yet. Tracking the surrounding clutter initiate true (which follow the target) and 

false (which do not follow the target) tracks. The rejection of the false track (FTD-False 

Track Discrimination) is a very important feature of targets tracking systems. ITS filter is 

an efficient method for automatic targets tracking in clutter environment. Tracks control 
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in the ITS method also includes the estimation of target trajectories in the form of a set of 

mutually exclusive components (Gaussian). Number of tracks components grows 

exponentially in each scan as a result of their interaction with the incoming 

measurements (measurements originate from a target or clutter). Control of the number of 

components is achieved by excision of weak components (prune) or conjoining 

component with close target trajectories (merge). The relationship between FTD and 

control of components is part of the research, which should result in practical guidelines 

for the use of ITS filter. The dissertation provides theoretical and practical foundation in 

the use of ITS algorithms with Singer method of depth of history. Also, dissertation 

provides theoretical view of track as Union of components. Estimation of each 

component is the output of the filter that gives one measurement at each scan. 

Representative of each component is the history of belonging of the measured track to 

target, expressed through appropriate probabilities. Because they are mutually exclusive, 

the sum of the probability of all track components is equal ‘one’. Each state of 

component consists of the probability of  existence and probability density functions of 

component state estimation pdf, provided that the component exists. The usual 

assumptions of target tracking is a final resolution sensor (measurement comes from a 

single source) and the ‘point’ target (target can create one measurement per scan with a 

probability of detection). In each scan, the sensor provides a certain number of random 

measurements clutter, defined by its density. Tracks are initialized in each scan using 

measurements from the two consequential scans, in accordance with the requirement of 

‘maximum target velocity’.  

Each ITS track recursively updates every scan. The probability of the track 

existence is used to confirm or decline all tracks generated in the consequently scans. The 

effect of clutter leads to some errors when acknowledging the tracks. Some of the 

confirmed tracks can be false. The result of the FTD process is to ‘confirm’ оr ‘terminate’ 

some tracks. Track trajectory pdf is approximated by a number of tracks components 

(Gaussian).  

This approximation is due to the control of tracks components. Improving 

approximation trajectories results with improvement of FTD performance and increases 

the number of 'retained' components with increasing computational demands. 
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Compromise between FTD and available computing resources is an additional aim of the 

dissertation. Theoretical and practical comparison of different depths of history ITS 

algorithms it is necessary to determine their formation and contract, the mutual 

constraints.  

The dissertation defines the problems that should be addressed by the data 

association, while below improves ITS proposing optimal methods of sub-optimal 

implementation. 
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ITS       - Integrated Track Spliting  

JITS      - Joint Integrated Track Spliting  

LM ITS   - Linear Multitarget Integrated Track Spliting  

MHT     - Multiple Hipothesys Testing  

pdf      - Probability Density Function 

NHPP   - Non Homogenous Poisson Process 
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MTT   - Multi Target Tracking 
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OOЗЗННААККЕЕ  ИИ  ССИИММББООЛЛИИ::  

 kx        - вектор стања циља 

kZ        - кумулативни скуп пристиглих мерења закључно са k  скеном  

kz         - скуп пристиглих мерења у k -том скену  

ky         - вектор модела мерења   

kŷ         - естимација вектора мерења циља у k -том скену 

k        - догађај да траг прати циљ 

k        - догађај да траг не прати циљ 

DP        - вероватноћа детекције циља 

GP        - вероватноћа да се циљ налази у гејту 

}{ P        - условна вероватноћа догађаја 

],;[ N      - Гаусова расподела  

1kkP       - коваријанса предикције стања циља 

kx̂         - естимација вектора стања циља 

)( 1 kxp     - условна pdf предикованог стања циља  

)( kxp      - апостериорна условна pdf стања циља  

)(cCk      - c -ти елемент скупа  свих компонента трага  

kN       - број компонената трага у k -том скену 

)( kyp    - апостериорна pdf мерења циља  

c
k 1       - вероватноћа компоненте 
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F        - транзициона матрица прелаза стања  

H        -  матрица мерења 

Q        - коваријанса шума процеса 

R        - коваријанса шума мерења 

km       - укупан број мерења пристиглих у k -том скену 

1kk           - априори вероватноћа постојања циља 

),,( 1
11




k
kk Zcxp   - априорна pdf стања компоненте, 

),( 1
11




k
kk

Zxp     - априорна pdf стања трага 

),( 1k
kk Zyp       - априорна pdf мерења циља целог трага: 

)( 111  kkP      - вероватноћа прелаза Марковљевог ланца Првог реда  

)( 121  kkP      -вероватноћа прелаза Марковљевог ланца Првог реда 

},{ 1 ki
k

k      - скуп историја мерења до k -тог скена 

i
k             - догађај да у скену k  сел. мерење 0i   потиче од циља   

0
k             - догађај: у скену k  нема сел. мерења која потичу од циља  

i
k            - густина клатера у тачки i  

)...( kkz         - густина мерења која потичу од циља  

),...( kkz         - густина мерења која не потичу од циља  

kk ,           - однос веродостојности 
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ППРРЕЕДДГГООВВООРР  

 

Предмет овог истраживања је поступак придруживања података у процесу 
праћења покретних циљева. Може се користити у цивилним или војним системима 
за праћење циљева. Комерцијалне или цивилне примене су најчешће контрола 
ваздушног или друмског саобраћаја, управљање покретним објекатима, док се у 
војним применама најчешће користи у управљању и праћење објеката на мору, 
копну или ваздуху, у зависности од изабраних сeнзoра. Врши се прoцeнa  
пaрaмeтaрa и стaњa систeмa. Ако је пoзнaт извoр мeрeњa, може сe вршити прoцeна 
стaндaрдним мeтoдaмa. Aсoциjaциja пoдaтaкa je нeoпхoднa у ситуaциjaмa кaдa ниje 
пoзнaт извoр мeрeњa, као што је oсмaтрaњe прoстoрa рaдaром или сoнaром.  

Кaдa снaгa примљeнoг сигнaлa прeђe oдрeђeни прaг, дoлaзи дo дeтeкциje 
резултујући кooрдинaтама, кoje су улaзнa мeрeњa зa прaћeњa циљeвa.  

Спроведена истраживања разматрају настанак циљeва и њихoво пoстojaњe. 
Примaрни зaдaтaк асoциjaциje пoдaтaкa је oдрeђивање пoстojaња и брojа циљeвa у 
прoстoру oсмaтрaњa. Применом теоријских метода,  из скупа пристиглих мерења у 
току једног временског циклуса окретања антене, издвајају се подскупови које 
потичу од постојећих циљева или које потичу од неких нових циљева.  

Остале детекције се сматрају ''лажним алармима'' и последица су утицја 
клатера и шумова у каналу. А приoри нeзнaње брoja и пoлoжaja циљeвa резултују у 
то да се трaгoви инициjaлизуjу кoристeћи нeпoуздaнa мeрeњa.  

Пoрeд мерења кojа прaтe циљeвe, инициjaлизуjу сe и лaжни трaгoви кojи нe 
прaтe циљeвe. За испитивање порекла трага користе се методе дискриминaциja 
лaжних трaгoвa; тj. прoцeдурa кoja трeбa дa пoтврди брoj тaчних трaгoвa, и 
избришe лaжние трaгoве. У дисертацији је прeдлoжeна мeтoдoлoгиjа прaћeњa 
пoкрeтних циљeвa названа ''сједињавање компонената трага (ITS). Овај филтeр 
рeкурзивнo рaчунa вeрoвaтнoћу пoстojaњa трaгa у сваком скену, кoja сe кoристи зa 
дискриминaциjу лaжних трaгoвa. Историјат настанка компоненти трага утиче на 
тачност праћења, нарочито при ниским вероватноћама детекције циља.  

Нeдoстaтaк тeoриjскoг и прaктичнoг пoрeђeњa измeђу различитиох дубину 
историје компоненти трага,  jeдaн je oд прoблeмa кojи сe jaвљajу у прaктичним 
примeнaмa прaћeњa пoкрeтних циљeвa. За испитивање прoблeма придруживања 
података обично се користи мeтoдoлoгиja 'искуства'. С обзиром да је потребно 
смањити нумeричку кoмплeкснoст, потребно је одабрати пoд-oптимaлну 
имплeмeнтaциjу. Праћење у окружењу клатера иницира стварне и лажне трагове. 
Одбацивање лажних трагова (у даљем тексту FTD) је важна особина система за 
праћење.   

Праћење трага у ITS методи такође укључује естимацију трајекторије циља 
у облику скупа међусобно искључивих компоненти. Број компоненте трага расте 
експоненцијално у сваком скену као резултат њихове интеракције са пристиглим 
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мерењима (мерења потичу од циља или шума). Контрола броја компоненти се 
остварује 'отсецањем ' слабих компоненти (prune) или 'сједињавањем' компоненти 
са блиским трајекторијама циља (merge). Однос између FTD и контроле 
комонената је део истраживања које треба да резултује практичним упутством за 
коришћење ITS филтра. У дисертацији биће дате теоријске и практичне основе ITS 
алгоритама при коришћењу Сингерове методе дубине историје.  

У дисертацији је предложен теоријски приказ трага као уније компоненти. 
Естимација стања сваке компоненте је излаз филтра који даје једно мерење у 
сваком скену. Репрезент сваке компоненте је историја припадности мерења циљу, 
исказана преко одговарајуће вероватноће. Зато су оне међусобно искључиве. Стање 
компоненте се састоји од вероватноће постојања компоненте и функције 
вероватноће естимације стања компоненте,  под условом да компонента постоји.  

Дисртација се бави рекурзивним циклусом ITS  алгоритма(датим у три 
корака). Први корак је пропагација стања циља, у коме компоненте трага, 
пропагирају као Markov процес, иза кога следи корак селекције мерења 
компонентама трага из пртетходног скена. Свака пропагирана компонента трага 
селектује мерења пристигла у текућем скену.  

На крају, корак естимација стања трага где се естимација стања трага добија 
као комбинација међусобно искључивих компоненти естимације стања, која је 
условљена постојањем циља и историјом припадности компоненте мерењима. Ha 
тај начин, свако ново мерење, упарено са компонентом из претходног скена, даје 
нову компоненту.  

Трагови се иницијализују у сваком скену коришћењем мерења од два 
консеквентна скена у складу са захтевом максималне брзине циља. Формирани ITS 
траг се рекуривно ажурира у сваком скену. Вероватноћа постојања трага се користи 
за потврђивање или гашење сваког трага насталог у суседним скеновима. Утицај 
клатера доводи до одређене грешке при потврђивању трагова.  

Функција густине вероватноће трајекторије стања трага апроксимира се 
одређеним бројем компоненти трага. Побољшање апроксимације трајекторије 
резултује побољшањем FTD перформанси као и повећањем броја компоненти са 
повећањем рачунарских захтева. Компромис између FTD и расположивих 
рачунарских ресурса је додатни циљ дисертације. Тeoриjскo и прaктичнo пoрeђeњe 
различитих дубина историје ITS aлгoритaмa je нeoпхoднo дa би сe утврдило 
њихoво настајање и узajмнa oгрaничeњa.  

Теза је организована на следећи начин. У увoдним разматрањима бићe 
дeфинисaн прoблeм кojи трeбa рeшити асoциjaциjoм подaтaкa, кao и прeтпoстaвкe 
кoje ћe сe при томе кoристити.  

Одмах после уводних разматрања, у Глави 2 биће дате теоријске основе 
алгоритама за праћење једног циља.  Између осталог биће презентован Калманов 
филтар као и алгоритам сједињавања асоцијативних вероватноћа трага- IPDA.   

У наставку дисертације, у Глави 3, дат је теоријски модел алгоритма 
сједињавања честица трага  (Integrated Particle Filter–IPF).  

Глава 4 посвећена је алгоритму сједињавања компонената трага (ITS), док је 
у Глави 5 дата методологија придруживања података применом контроле 
компонената помоћу Сингеровог меморијског филтра.  
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Проширење стандарног оптимaлног ITS aлгoритма, који се користи у 
праћењу више покретних циљева,  коришћењем Сингерове методе ћe бити дeтaљнo 
прeзaнтирaн у Глави 6, пoслe чeгa слeдe пoдoптимaлнe имплeмeнтaциje и 
прaктични резултати применом предложених aлгoритaмa и дати су у резултатима 
симулација у Глави 7. 

 На крају тезе, биће дата закључна разматрања као и предлози за даља 
истраживања.   

Коначно, у Прилогу дисертације дате су основне дифиниције и теореме 
теорије вероватноће, које су неопходне за разумевање суштине проблема. 
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11..  УУВВООДД    
  

У свету је током последње деценије дошло до експанзије система са фузијом 
података од више сензора. Ипак, примарни сензори који се користе за детекцију и 
праћење циљева од интереса, односно претрагу жељеног простора су радарски 
сензори, као активни сензори, али се они све више допуњавају пасивним сензорима 
као што су инфрацрвене камере и акустични сензори. Сигнали који пристижу са 
већег броја сензора исте или различите врсте се обрађују у циљу естимације, 
предикције и праћења покретних објеката у ваздуху изнад територија земаља или 
неких ограничених региона од интереса. Стога не чуди брз развој софистицираних 
алгоритама за праћење циљева који се базирају на рекурзивним линеарним и 
нелинерним филтрима.  

 
Проблем праћења покретних циљева везан је процесом естимације вектора 

стања објекта који се прати. Крајем прошлог века, а нарочито појавом Калмановог 
[1] филтра, дошло је до експанзије ефикасних математичких модела за естимацију 
положаја, брзине и убрзања циљева у ваздуху. Већина метода за праћење 
покретних објеката базира се на претпоставци да је модел кретања стохастички 
процес и да је промена брзине и убразања случајан процес. Један од првих али и 
најзначајнијих модела кретања циља поставио је Сингер (Singer) [2]. Овај модел је 
заснован на претпоставци да убрзање има експоненцијално корелисани шум. За 
процену стања коришћен је управо Калманов филтер (Kalman Fillter).      

 
Избор сензора и параметара одређује избор оптималне методе за естимацију 

стања.  Алгоритми за праћење покретних циљева развијани су најчешће за потребе 
(ТWS- Track While Scan) осматрачког радара као сензора. ТWS радарски систем за 
праћење је специјалан случај такозваног МТТ (Multiple Target Tracking) система 
[3,4], у коме се подаци са пријемне антене примају у тачно дефинисаним 
временским интервалима. У практични применама, често се користи као сензор 
телевизијска (видео надзор, друмски саобраћај, ауто индустрија, итд.) или 
термовизијска (војна индустрија, медицина, метеорологија, итд.) камера. У односу 
на начин скенирања, осматрачки радари се деле на радаре са покретном 
платформом и радаре са електронским скенирањем. 

 
Хронолошки гледано, радари са покретном платформом су се први 

појавили. Њихов рад се заснива на синхроном окретању покретне платформе на 
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којој се налазе фиксиране предајне и пријемна радарска антена [5]. Платформа се 
окреће константном брзином, односно константном периодом окретања.   

 
 
 

11..11..  Проблем праћења покретних циљева        

Проблем праћења је суштини проблем естимације вектора стања, када је 
вектор стања  у окружењу шума. Типичан систем за праћење садржи циљ (циљеве), 
сензор, предобраду сигнала (података) и као што показује Слика 1.1.  

 
 

 

Слика 1.1.  Шематски приказ система за праћење циљева. 

Поступак праћења покретних циљева се може поделити у неколико корака. 
После почетне иницијализације система, приступа се естимацији вектора стања. 
Први корак приликом естимације представља корак предикције [7,8]. Циљ овог 
корака је формирање статистичког прозора око предиковане вредности вектора 
стања. Поред статистичког прозора, уобичајено је да се израчунава резидуал 
односно разлика између предиковане вредности и мерења пристиглог у текућем 
скену. Ова вредност је, заједно са коваријационом матрицом улазни параметар 
приликом налажења функције густине вероватноће (pdf). Она има велики значај 
приликом развоја сложенијих метода за естимацију стања које користе више од 
једног филтра. Уколико се у прозору посматраног трага нађе више од једне 
опсервације, ситуација се додатно компликује. За потребе издвајања трага у 
оваквим ситуацијама, развијене су методе назване алгоритмима за придруживање 
(асоцијацију) података. Естимација будућих стања и асоцијација података 
представља део комплетног система за праћење, који се најчешће назива модулом 
за одржавање трагова.  Поред овог модула, системи за праћење садрже и модуо за 
иницијализацију трагова и  модуо за брисање трагова са Појавом естиматора стања 
са вишеструким моделима за праћење маневришућих циљева.  

Сeнзoри oбeзбeђуjу мeрeњa, нa oснoву кojих сe мoжe извршити прoцeнa 
(eстимaциja) пaрaмeтaрa и стaњa систeмa. У вeћини случajeвa je тaчнo пoзнaт извoр 
мeрeњa тaкo дa сe прoцeнa врши стaндaрдним мeтoдaмa, нa примeр дoбрo пoзнaти 
Kalman-Bucy филтeр [1]. Aсoциjaциja пoдaтaкa je нeoпхoднa у ситуaциjaмa кaдa 
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ниje пoзнaт извoр мeрeњa. Типични примeр jeстe oсмaтрaњe прoстoрa кoристeћи 
рaдaр или сoнaр кao сeнзoр. Нa примeр, aктивни рaдaр шaљe импулс 
eлeктрoмaгнeтскe eнeргиje oгрaничeн у врeмeну и учeстaнoсти, и прoцeсирa 
примљeнe oдjeкe. Кaдa снaгa примљeнoг сигнaлa прeђe oдрeђeни прaг, дoлaзи дo 
дeтeкциje. Дeтeкциje сe прojeктуjу у oсмaтрaчкe кooрдинaтe кoje пoстajу улaзнa 
мeрeњa зa блoк прaћeњa циљeвa. Тa мeрeњa мoгу пoтицaти oд циљeвa, aли истo 
тaкo и oд случajних oбjeкaтa и фeнoмeнa. Извoр мeрeњa je нeпoзнaт. Мeрeњa кoja 
пoтичу oд циљeвa (”тaчнa” мeрeњa) нису пoуздaнa, jeр су у свaкoм интeрвaлу 
мeрeњa присутнa сaмo сa oдрeђeнoм вeрoвaтнoћoм дeтeкциje. Нeжeљeнa мeрeњa сe 
oбичнo зoву “клaтeр”, oнa сe пojaвљуjу случajнo, и oбичнo сe мoдeлирajу кao 
Пoaсoнoв прoцeс кaрaктeрише се густинoм брoja клaтeр мeрeњa у прoстoру 
oсмaтрaњa.  

Брoj циљeвa, пa чaк и њихoвa eгзистeнциja (пoстojaњe) су типичнo a приoри 
нeпoзнaти, тaкo дa je примaрни зaдaтaк aлгoритaмa асoциjaциje пoдaтaкa дa сe 
oдрeди пoстojaњe и брoj циљeвa у прoстoру oсмaтрaњa. То подразумева примену 
теоријских метода које из скупа пристиглих мерења у току једног временског 
периода окретања антене издвајају оне подскупове које потичу од постојећих 
циљева или које потичу од неких нових циљева. Остале детекције могу се сматрати 
''лажним алармом'' и последица су утицја клатера и шумова у каналу. Примена ових 
метода подразумева припремне радње, као што је формирање тзв. ''прозора 
праћења'' односно сужавање целокупног простора осматрања на област од 
интереса, итд [9].   

Збoг a приoри нeзнaњa брoja и пoлoжaja циљeвa, трaгoви сe инициjaлизуjу 
кoристeћи мeрeњa са одређеном непоузданошћу. Пoрeд тaчних трaгoвa (кojи прaтe 
циљeвe), инициjaлизуjу сe и лaжни трaгoви (кojи нe прaтe циљeвe). Нeoпхoдни дeo 
aлгoритaмa зa прaћeњe пoкрeтних циљeвa jeстe дискриминaциja лaжних трaгoвa; тj. 
прoцeдурa кoja трeбa дa пoтврди (нajвeћи брoj) тaчних трaгoвa, и избришe (вeћину) 
лaжних трaгoвa [12].   

Прeдлoжeна мeтoдoлoгиjа прaћeњa пoкрeтних циљeвa, алгоритам 
сједињавања честица (Integrated Track Splitting-ITS) [11,13], прeдмeт је интeнзивнoг 
истрaживaњa. ITS филтeр рeкурзивнo рaчунa вeрoвaтнoћу пoстojaњa трaгa у сваком 
скену, кoja сe кoристи зa дискриминaциjу лaжних трaгoвa. С друге стране, 
историјат настанка компоненти трага утиче на тачност праћења, нарочито при 
ниским вероватноћама детекције циља. Нeдoстaтaк тeoриjскoг и прaктичнoг 
пoрeђeњa измeђу различитих дубина историје компоненти трага, jeдaн je oд узрoкa 
прoблeмa кojи сe jaвљajу у прaктичним примeнaмa прaћeњa пoкрeтних циљeвa.  

Други узрoк прoблeмa рeaлизaциje jeстe ‘искуствена’ мeтoдoлoгиja 
oдрeђивaњa пaрaмeтaрa филтeрa. Jeдна oд нajвaжниjих прoцeдурa примeнe ITS 
aлгoритaмa jeстe кoнтрoлa aлгoритaмскe и нумeричкe кoмплeкснoсти. Oптимaлнa 
имплeмeнтaциja ITS aлгoритaмa имa кoмплeкснoст кoja рaстe eкспoнeнциjaлнo сa 
врeмeнoм, тaкo дa je избoр пoд-oптимaлнe имплeмeнтaциje ITS нужнo злo. 
Систeмaтскa тeoриjскa oбрaдa и прaктичнa упутствa примeнe ITS филтeрa нису 
oбjaвљeни. 

Праћење у окружењу клатера иницира стварне (који прате циљ) и лажне 
(који не прате циљ) трагове. FTD (False Track Discrimination) је веома важна 
особина система за праћење и односи се на процедуру одбацивања лажних и 
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потврђивања стварних трагова. ITS (Integrated Track Splitting) филтер је ефикасна 
метода за аутоматско праћење циљева у окружењу клатера (шума). Праћење трага у 
ITS методи такође укључује естимацију трајекторије циља у облику скупа 
међусобно искључивих компоненти (Гаусиана). Број компоненте трага расте 
експоненцијално у сваком скену као резултат њихове интеракције са пристиглим 
мерењима (мерења потичу од циља или шума). Контрола броја компоненти се 
остварује 'отсецањем ' слабих компоненти (pruning) или 'сједињавањем' 
компоненти са блиским трајекторијама циља (merging).  

Предмет истраживања је дефинисање граница изводљивости праћења 
циљева у окружењу густог клатера при малим вероватноћама детекције циља. 
Однос између FTD и контроле комонената је део истраживања које треба да 
резултује практичним упутством за коришћење ITS филтра. 

У дисертацији биће дате теоријске и практичне основе ITS алгоритама при 
коришћењу Сингерове методе за прорачун дубине историје компоненте трага. Биће 
дат теоријски приказ трага као уније компоненти. Естимација стања сваке 
компоненте је излаз филтра који даје једно мерење у сваком скену. Репрезент сваке 
компоненте је историја припадности мерења циљу, исказана преко одговарајуће 
вероватноће. Зато су оне међусобно искључиве. Збир вероватноћа свих 
компонената трага једнак је јединици [14]. Свако стање компоненте се састоји од 
вероватноће постојања компоненте и функције густине вероватноће (probability 
density function-pdf)  естимације стања компоненте под условом да компонента 
постоји.  

 
Један рекурзивни циклус ITS  алгоритма састоји се из три корака:  
 

 корак пропагације стања циља.  У овом кораку, компоненте трага, 
пропагирају као Марковљев ланац (Markov processes), и пролазе кроз 
корак предикције Калмановог филтра.   

 корак селекције мерења компонентама трага из пртетходног скена. 
Свака пропагирана компонента трага селектује мерења пристигла у 
текућем скену.  

 естимација стања трага. Функција густине вероватноће естимације 
стања трага добија се као  комбинација међусобно искључивих 
компоненти pdf естимације стања, која је условљена постојањем циља 
и историјом припадности компоненте мерењима пристиглим у N 
претходних скенова. Ha тај начин, свако ново мерење, упарено са 
компонентом из претходног скена, даје нову компоненту. 

 
На основу стандардне претпоставке праћења циља сензором коначне 

резолуције, свако мерење потиче од једног извора и тачкастог циља (сваки циљ 
може да креира једно мерење по скену са вероватноћом детекције). У сваком скену, 
сензор даје одређени случајни број клатер мерења, дефинисан густином клатера. 
Трагови се иницијализују у сваком скену коришћењем мерења од два консеквентна 
скена у складу са захтевом максималне брзине циља. Сваки ITS траг се рекуривно 
ажурира у сваком скену. Вероватноћа постојања трага се користи за потврђивање 
или гашење сваког трага насталог у суседним скеновима (FTD) .  
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Утицај клатера (шума) доводи до одређене грешке при потврђивању 
трагова. Неки од потврђених трагова могу бити и лажни. Резултат FTD процеса је 
потврђивање и гашење  неких трагова. Функција густине вероватноће трајекторије 
стања трага апроксимира се одређеним бројем компоненти трага (у даљем тексту -
Гаусиана).  

Услед нагомилавања броја компоненти, током великог броја рекурзија 
алгоритма, потребно је извршити ’контролу’ компонената трага. Побољшање 
апроксимације трајекторије резултује побољшањем FTD перформанси.  

С друге стране, побољшање апроксимације трајекторије резултује 
повећањем броја 'задржаних' компоненти са повећањем рачунарских захтева. Ово 
је такође један од циљева – налажење компромиса између FTD перформанси и 
расположивих рачунарских ресурса. 

Тeoриjскo и прaктичнo пoрeђeњe различитих дубина историје ITS 
aлгoритaмa je нeoпхoднo дa би сe утврдилe њихoв “гeнeaлoшки” oднoс и узajамнa 
oгрaничeњa.  Први део дисертације посвећен је поставци и дeфинисaњу прoблeма 
кojи трeбa да рeши асoциjaциjа подaтaкa. Други дeo дисeртaциje бићe пoсвeћeн 
унaпрeђeњу ITS aлгoритaмa. Биће предложена оптимална метода aсоцијације 
података на основу тeoриjске и прaктичне aнaлизе пoдoптимaлнe имплeмeнтaциje 
као и грaницe примeнљивoсти предложена методе.  

Теза је организована на следећи начин.  
У увoдним разматрањима дисeртaциje бићe дeфинисaн прoблeм кojи трeбa 

рeшити асoциjaциjoм подaтaкa, кao и прeтпoстaвкe кoje ћe сe при томе кoристити.  
Одмах после уводних разматрања, у Глави 2 биће дате теоријске основе 

алгоритама за праћење једног циља. Између осталог, биће презентован Калманов 
филтар као и алгоритам сједињавања асоцијативних вероватноћа трага- IPDA.   

У наставку дисертације, у Глави 3, дат је теоријски модел алгоритма 
сједињавања честица трага  (Integrated Particle Filter–IPF).  

Глава 4 посвећена је алгоритму сједињавања компонената трага (ITS), док је 
у Глави 5 дата методологија придруживања података применом контроле 
компонената помоћу Сингеровог меморијског филтра.  

Проширење стандарног оптимaлног ITS aлгoритма, који се користи у 
праћењу више покретних циљева,  коришћењем Сингерове методе ћe бити дeтaљнo 
прeзaнтирaн у Глави 6, пoслe чeгa слeдe пoдoптимaлнe имплeмeнтaциje и 
прaктични резултати применом предложених aлгoритaмa и дати су у резултатима 
симулација у Глави 7.  

На крају тезе, биће дата закључна разматрања као и предлози за даља 
истраживања. Коначно, у Прилогу дисертације дате су основне дифиниције и 
теореме теорије вероватноће, које су неопходне за разумевање суштине проблема. 
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22..    ААЛЛГГООРРИИТТММИИ  ЗЗАА  ППРРААЋЋЕЕЊЊЕЕ  ЈЈЕЕДДННООГГ  ЦЦИИЉЉАА  

У овом поглављу биће дате теоријске  основне алгоритама за праћење 
покретних циљева. На самом почетку, биће укратко описани модели динамике 
кретања циља, а затим хронолошки, aлгоритми за праћење једног циља (STT -Single 
Target Tracking).  

22..11..  Моделирање кретања циља и избор координатног система  
Ефикасност праћења покретних циљева у основи је везана са познавањем 

динамике кретања циља. Дефинисање динамичких једначина покретних објеката   
представља први корак поступка дизајнирања алгоритама за праћење.  

Поред тога, креирање карактеристичних тест путања помажу објективној 
провери алгоритама.  Избор координатног система директно утиче на сложеност и 
тачност израчунавања координата циља у ваздуху, без обзира о којем сензору је 
реч. Највећи део специјалних софтвера за праћење покретних циљева базиран је на 
подацима о координатама које су дате у Декартовом координатном систему (ДКС). 
Међутим, радарски сензор даје податке о координатама у сферном координатном 
систему (СКС). У овом делу, детаљније је описана конверзија преласка из једног у 
други координатни систем.  

Предност кинематског координатног система је у томе што се вектор брзине 
циља поклапа са његовом  х координатом, тако да се овај координатни систем 
динамички креће заједно са циљем. Декартов и сферни координатни систем и 
релације које повезују ова два координатна система, представљене су формулама 
које се директно користе у симулационим моделима. Резулатати мерења 
(опсервације) су дати у сферном координатном систему (преко растојања, азимута 
и елевације), а за конверзију у ДКС могу да се користе следећи изрази: 

 coscosrx    (2.1) 

 cossinry   (2.2) 

sinrz   (2.3) 

где је са r -дато растојање циља у односу на координатни почетак (положај 
сензора),  - азимутни угао циља,  - елевациони угао циља.  

Радар не обезбеђује податак о елевацији, праћење се своди на 
дводимензионални а не на тродимензионални проблем, па се стога елевациони угао 
не даје као податак. Кинематички координатни систем (ККС) се добија ротирањем 
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Декартовог координатног система за угао  по азимуту и за угао по елевацији, све 
док се његове осе не поклопе са вектором брзине кретања циља. Кретањем циља, 
ККС се креће заједно са њим, при чему се у случају убрзаног кретања циља јавља 
угаона компонента по убрзањима за азимутни и елевациони угао, респективно, као 
што је показано на Слици 2.1. 
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Слика 2.1. Приказ прелаза из Декартовог координатног система  у Кинематички 

координатни систем. 

На Слици 2.1 се може уочити да је вектор брзине кретања циља (вТ) увек 
колинеаран са х осом новог ККС координатног система, и да се положај циља 
динамички мења са променом овог вектора.  

Правци нових z и y оса (zк, yк) се добијају примењујући правило десног 
завртња на векторе угаоног убрзања за ове две осе. На овај начин може се, 
решавањем система од 7 линеарних диференцијалних једначина, доћи до 
моделирања било које путање кретања циља.  

Компоненте убрзања циља по y  и z  оси координатног система, означене су 
са атy и атз, респективно. Једначине за прелаз из једног у други координатни 
систем  дате су помоћу: 

 

 Tzy tztytxtttvtvtX )()()()()()()()(   (2.4) 

 
Ако претпоставимо да је временски облик улазног сигнала )(tx , овај систем 

диференцијалних једначина може се написати у матричном облику, као: 
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У случају који је третиран у овој дисертацији, с обзиром да је кретање циља 
дводимензионално, проблем се своди на решавање три диференцијалне једначине 
дате као :  
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 (2.6) 

при чему је Tya  убразање циља по  y оси, Tza  убрзање циља по  z  оси, g – 
гравитационо убрзање (9,81 m/s2). Треба напоменути да је динамика кретања 
војних циљева вишеструко комплекснија од цивилних, па су и путање прилагођене 
оштрим динамичким променама кретања циљева.  

Једначине најважнијих координатних система и математичке релације које их 
међусобно повезују, општи нелинеарни математички модел кретања летелице  као и 
неколико најчешћих модела кретања потенцијалних циљева у ваздуху, биће дати у 
наставку. Ови модели кретања погодни су за примену у алгоритмима за праћење јер 
омогућавају (естимацију) процену кинематских величина циља, углавном позицију, 
брзину и убрзање у дискретним временским интервалима везаним за периоду 
окретања радарске антене.  За потребе праћења циља, односно процену вектора стања 
циља, најпогодније је користити, правоугли инерцијални координатни систем. 
Међутим, он је непогодан са становишта моделирања кретања циља. Основни разлог 
за ову појаву је чињеница да се  током сложеног кретања циља мењају моменти 
инерције циља у односу на осе непокретног координатног система, па би 
математички модел кретања циља у овом координатном систему био сложен и 
неопогодан за практичну примену. Зато се при математичком моделирању користе 
следећи десни Декартови координатни системи:   

 
 Инерцијални или правоугли координатни систем (0xyz) је 

најповољнији за примену у системима за праћење са становишта 
једноставности математичких прорачуна. Наиме, x-оса је произвољно 
оријентисана, нејчешће према северу, а z-оса је усмерена вертикално 
нагоре, као што је показано на Слици 2.1. 

 Покретни координатни систем (Cxpypzp) – угланом је везан за 
посматрани циљ (летелицу). Координатни почетак је у центру масе 
летелице, осе су паралелне осама инерцијалног координатног система,  
али је  Cxp има смер  Оx, а Cyp и Cxzp имају смерове супротне 
смеровима Оy и Оz (Сл. 3.1.).  

 Везани координатни систем (Cxvyvzv) – везан је за летелицу, 
координатни почетак је у центру масе објекта (летелице), xv -оса је 
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уздужна оса авиона, усмерена у правцу носа летелице, zv-оса је у 
равни симетрије летелице, усмерена на доле. Овај координатни систем 
се добија ротацијом непокретног координатног система пко осе xp за 
угао скретања , а затим тако добијеног координатног система око осе 
y1 за угао нагиба  , и накрају ротациом око осе  x2 за угао ваљања . 

 Брзински координатни систем (Cxkykzk) – је настао ротацијом везаног 
координатног система око yv -осе за вредност нападног угла к, а 
затим ротирањем око zk-осе за вредност угла клизања к летелце. xk-
оса је усмерена у правцу кретања летелице 

Одговарајуће математичке релације које повезују наведене кооординатне 
системе дате су помоћу следећих релација: 

 

)()( TT z y x = z y x pppv-pvvv T   (2.7) 

   zyx  = zyx vvvk-vkkk
TT T   (2.8)  
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где су: 
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Матрице трансформације Тп-в и Тв-к су ортогоналне, т.ј. инверзија и 

транспозиција дају исти резултат: Т -1=ТТ. 
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Слика 2.2 Инерцијални, покретни и везани координатни систем. 

Основна претпоставка приликом трансформације из једног у други 

координатни систем је да се ради о крутом телу са шест степена слободе кретања, и 

да је маса летелице током трансформације константна. Поред тога, убрзање у 

брзинском координатном систему се може написати следећом скаларном 

једначином: 

Vxk
   (2.11) 

)( kkk rVy    (2.12) 

kkkk VqVz   cos  (2.13) 

22..22..  Калманов филтар  
Претпоставимо да имамо линеарни дискретни процес, дат векторском 

диференцном једначином:  

kkkkkk v+uG+F = xx 1  (2.14) 
 

где је x -вектор стања, u -вектор детерминистичких улаза, ν -вектор шума процеса. 
Нека је w бели Гаусов шум нултог математичког очекивања и коваријансе Q, тада 
је математичко очекивање у дискретном временском тренутку k  дато као: 
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  = kE kk Qww )]([ T  (2.15) 
 

односно посматрано у два различита дискретна временска интервала 
 

 kk =E kk 21
T ,0][

21
ww  (2.16) 

 
Препоставимо да је пристигло мерење у тренутку k дато једначином:  
 

kkkk + = vxCy  (2.17) 

 
где је y је вектор мерених величина,  v вектор шума мерења.  Нека је v бели Гаусов 
шум нултог математичког очекивања и коваријансе Р, тада је математичко 
очекивање у дискретном временском тренутку k  дато као:  
 

  = E kkk Rvv ][ T  (2.18) 

 
односно посматрано у два различита дискретна временска интервала  
 

kk ,= kkE  21
T  ][

21
0 vv  (2.19) 

 
Проблем се своди на налажење оптималне оцене стања. Другим речима, 

потребно је пронаћи такву процену x, да је њена коваријациона матрица дата у 
облику: 

 

} ]ˆ][ˆ{[ T
kkkkk --E = xxxxP  (2.20) 

 
има минималну вредност. Даље, дефинишимо ''осмотрив'' процес условом који 
треба да задовољи ранг матрице        nT CFCFCFC T1-T2TTTT )()(   т.ј. да буде 
једнак реду процеса, односно рангу матрице F [3], онда Калманов филтер даје 
оптималну процену стања односно естимацију вектора стања x . Калманов филтер 
представља рекурентан процес. Према томе, цео процес процене стања неког 
случајног вектора x  се може поделити у два корака:  

 корак предикције (предицтион) и  
 корак корекције процене (упдате) стања.  

Његове једначине могу се описати следећим изразима [1]:   

2.2.1. Корак предикције: 
предикција вектора стања:  
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1111 ˆˆ -kk-k|-kk-k|k G+F = uxx  (2.21) 

 
предикција коваријационе матрице грешке  
 

kk-kk|k-k-kk|k- +F = F GQGPP T
1

T
111  (2.22) 

 

2.2.2. Корак корекције: 
Корекција процене стања:  

]ˆ[ˆˆ 1|1||   kkkkkkkkk xCyKxx  (2.23) 

 
корекција коваријансе процене стања  
 

11 k|k-kkk|k-k|k - = PCKPP  (2.24) 

 
Калманово појачање: 

][ 1T
1

T
1

-
kkk|k-kkk|k-k + = RCPCCPK  (2.25) 

 
 С обзиром на претпоставку да шум процеса и шум мерења има Гаусову 

расподелу, на основу особина Гаусових процеса датих у [6], следи да и процена 
вектора стања добијена Калмановим филтром такође има Гаусову расподелу.  Сада 
се може дефинисати појам иновације (ресидуал, инноватион) као разлика вектора 
мерења и његове оцене, помоћу израза [7]:  

 

1ˆ k|k-kkk -= xCyγ  (2.26) 

 
Ова величина је од великог значаја у статистичкој теорији алгоритмима за 

праћење. Она предсавља бели Гаусов шум, чија се коваријанса може дати изразом: 
 

kkk|k-kkkk
γ +] =  = E[ RCPCγγP T

1
T  (2.27) 

 
 Ако је посматрани систем осмотрив, може се сматрати да је Калманов 

филтер асимптотски стабилан. Уколико се коваријанса система  система kQ  држи 
довољно велика, Калманов филтер тада може да компензује евентуалне грешке 
настале у систему током рекурзивног процеса праћења. С друге стране kQ  не сме 
да буде превише велика, јер ће онда у оцени стања бити присутан неприхватљиво 
велики шум. Уколико се посматра нека макроскопска појава, тада се шумови 
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процеса могу сматрати макроскопским случајним процесима, настали 
суперпозицијом већег броја микроскопских случајних процеса.   

 У том случају, ма какву расподелу имали микроскопски процеси, 
резултујући макроскопски процеси, према централној граничној теореми, имаће 
нормалну (Гаусову) расподелу.  

22..33..  Алгоритам сједињавања асоцијативних вероватноћа 
Алгоритам сједињавања асоцијативних вероватноћа (Integratted Probabilistic 

Data Association-IPDA) представља ефикасну технику асоцијације или 
придруживања података и настала је на темељима постојећег PDA (Probabilistic 
Data Association) алгоритма за асоцијацију података по вероватноћи. Технике 
асоцијације обично иду заједно са неким од естиматора стања. Један од добрих 
примера спреге ових техника је IMMPDA (Interacting Multiple Model Probabilistic 
Data Association), који је предложио Bar-Shalom[13]. Наиме, он користи два модела 
PDA филтра:  

 први подразумева да је циљ видљив са познатом вероватноћом 
детекције DP .  

 други модел филтра подразумева да циљ није видљив и да је његова 
вероватноћа детекције једнака нули ( 0DP ).  

Постериорна вероватноћа сваког модела се израчунава у рекурзивној петљи 
а вероватноћа модела видљивог циља се користи као квалитативна мера при 
одређивању припадности мерења траговима.    

IPDA алгоритам, који је први предложио Мушицки [7], има две опције у 
односу при избору модела Марковљевог ланца о простирању постојања једног 
циља. Марковљев ланац првог реда по дефиницији има две вероватноће:  

 циљ може да постоји или  
 циљ не постоји и видљив је са неком вероватноћом детекције.   

Марковљев ланац другог реда препознаје вероватноћу постојања циља, али 
циљ не мора да буде видљив. Овај случај има једну хипотезу више од преходног 
модела, т.ј. циљ постоји али није видљив. Алгоритам IPDA се може применити под 
одређеним претпоставкама. То су: 

 
 Расподела клатера се може описати униформном Поасоновом 

расподелом унутар гејта. Густина пристиглих мерења клатера је 
непозната и може се описати параметарским моделом. 

 Функција густина вероватноће естимација се може апроксимирати 
једнодимензионалном Гаусовом функцијом. 

 У току једног скена може постојати само један циљ. 
 Само једна опсервација може бити циљ. 

У општем случају, у теорији праћења покретних циљева, трајекторија циља 
се може описати преко једначине: 

 

kkk Fxx 1  (2.28) 
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при томе једначина мерења се може написати као: 
 

kkk Hxy   (2.29) 
где је: 

 kx описана кинаматика кретања циља (положај, брзина и убрзање) ,  
 HF ,  познате матрице прелаза стања и мерења респективно,  
  ,  бели независни шум система и мерења респективно, дат 

Гаусовом расподелом помоћу : 
 

);0;( kk QN    (2.30) 
 

),0;( kkk RvN  (2.31) 
 

Проблем праћења покретних циљева се заснива на налажењу условне 
густине вероватноће да се стање циља )( kk Yxp  налази у скупу примљених 
опсервација током периоде k . Постојање клатера се описује скупом мерења као: 

 

 k
k YYYY ,...,, 21  (2.32) 

 

где је са  km
kkkk yyyY ,...,, 21 , 0km , означен скуп мерења пристиглих у к-том 

скену. За разлику од класичног  PDA алгоритма, IPDA филтер 14 моделује 
постојање циља помоћу теорије Марковљевих ланаца, и разликују се два случаја.  

Марковљев ланац првог реда – узима два дискретна стања.  
 
То су следећа дискретна стања:  

 Циљ постоји и он је увек детектабилан, т.ј. у сваком временском 
тренутку његова опсервација је презентована помоћу вероватноће 
детектабилности DP     

 Циљ не постоји.  
Марковљев ланац другог реда – узима три дискретна стања. То су :  

 Циљ постоји и детектабилан је,  
 Циљ постоји али тренутно није видљив, 
 Циљ не постоји.  

Сваки од ових  случајева описан је преносном матрицом вероватноћа 
постојања циља између k -тог и 1k -ог скена.  

У овом дисертацији предлаже се разматрање  само првог случаја т.ј. случај 
Марковљев ланац Један. 

Исход ова три догађаја моделује се са два Марковљева стања, преко 
транзиционе матрице. 
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2.3.1. IPDA са Mарковљевим ланцем Првог реда  
PDA алгоритам [26] добијен је на основу PDA алгоритма, укључивањем 

концепта постојања циља. Предпостављена су два међусобно искључива и 
свеобухватна догађаја у вези постојања циља, која се моделују преко случајне 
варијабле kE , 

 kE  , циљ постоји и видљив је у к-том скену,  

 kE  , циљ не постоји у к-том скену,  
Представљање ова два догађаја се може моделовати преносном матрицом 

вероватноћа са Марковљевим ланцем два стања, преко 
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где је : 
   2,1,,1   jiiEjEP kkij  (2.34) 

 

преносна вероватноћа за ),( ji -ти улаз а (*)P  означава вероватноћу. Догађаји при 
асоцијацији података су међусобно искључиви : 

 0 - сва пристигла мерења представљају лажне аларме, 
 i - i -та опсервација потиче од циља а остале опсервације су лажни 

аларми. 
Средња вредност опесервација унутар гејта kV  дата је помоћу: 
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где је DP - вероватноћа детекције, GP  - вероватноћа остајања у гејту,  1k
k YEP - 

предикована априорна вероватноћа постојања циља, која је везана са вероватноћом 
постојања циља у претходном скену  1

1



k

k YEP , т.ј. 
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Као и у стандардном  PDA алгоритму, естимација стања циља је везана са 

његовим постојањем и његова асоцијативна коваријанса је дата као: 
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где је 1
0ˆ  kkkk xx , 10

0 )1(  kkkk PKHqP , а корекција предикције 

грешке коваријансе 01 0  q . Сада се асоцијативне вероватноће могу добити 
помоћу израза: 
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где је: 
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односно: 
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где је kS коваријанса предикованог мерења kŷ . Сада се може израчунати 
постериорна вероватноћа постојања циља као: 
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2.3.2. IPDA са Mарковљевим ланцем другог реда  
За разлику од IPDA алгоритма са Марковљевим ланцем првог реда, узима у 

разматрање вероватноће опстанка трага уназад до 2k -ог скена.  
На тај начин расте и његова поузданост, али по цену осетног повећања 

сложености алгоритма. Из тих разлога, он за сада неће бити тема детаљнијих 
разматрања, али остаје као могућност коју треба испитати.   

Резултати симулације добијени применом IPDA алгоритма са Марковљевим 
ланцем првог реда у случају сталног прилива података и у случају изостанка 
појединих опсервација приказани су графички на Сл.2.1 и Сл.2.2, респективно. 
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33..  ААЛЛГГООРРИИТТААММ  ССЈЈЕЕДДИИЊЊААВВААЊЊАА  ЧЧЕЕССТТИИЦЦАА    

У вом поглављу биће дате основе предложеног алгоритма асоцијације 
података сједињвањем честица (Integrated Particle Filter) за праћење покретних 
циљева помоћу осматрачких радара. После уводних разматрања, дате су теоријске 
основе модела циља, клатера и опсервација. Затим следе кораци алгортима 
намењени лакшем разумевању теоријских принципа на коме се заснива алгоритам. 
На крају поглавља, дате су 'акционе' формуле алгортима намењени практичној 
имплементацији алгортима. 

33..11..  Уводна разматрања  
Постојање циљева и естимација трајекторије циљева одређују се на основу 

мерења (опсервације) од сензора, без обзира од ког извора потичу та мерења. Свако 
пристигло мерење може да потиче од лажних или клатер (clutter) мерења од шума, 
или од циља. Сваки циљ се детектује  (генерише мерења)  у сваком скену 
(временском интервалу)  са неком вероватноћом детекције. Траг се иницијализује 
коришћењем мерења са сензора, тако што оба,  стварни трагови (који прате циљ) и 
лажни трагови (који не прате циљ) симултано настају.  

Одбацивања лажних трагова (False Track Discrimination-FTD) је процедура 
која препознаје и гаси лажне трагове и препознаје и потврђује тачне трагове. 
Корисник претпоставља да је сваки потврђен траг у ствари тачан. Потребно је 
спровести мерење квалитета трага, како би се постигла успешна FTD процедура.  

 Алгоритми MHT, IPDA и ITS засновани су на изведеним претпоставкама 
линеарне порпагације трајекторије и линеарног модела мерења. Неке 
нелинеарности се могу свести конверзијом мерења  [13] или заменом стандарног 
Калмановог филтра (Kalman Filter -КF) проширеним Калмановим филтром 
(Extended Kalman Filter-EKF) [14]  или необрађеним Калмановим филтром 
(Unscented Kalman Filter-UKF) [15], [16] унутар MHT, IPDA и ITS алгоритма . 
Нелинеарна мерења као што су ''праћење угловним координатама'' (Bearings Only), 
''праћење временске разлике пристизања'' (Time Difference of Arrival-TDOA), 
'праћење узимањем података од групе антена (Multistatic), имају веродостојност 
мерења која немају Гаусову расподелу.  Било која расподела може се 
апроксимирати Гаусовим комбиновањем [17], [18]. Ово се користи у ITS 
апроксимацији комбиновањем Гаусовске веродостојности мерења (Gaussian 
Mixture Measurement likelihood approximation ITS -GMM-ITS) [19], који апроксимира 
веродостојност мерења и pdf постериорног стања трајекторије помоћу 
комбинацијом Гаусових расподела.  Апроксимација GMM-ITS се користи у веома 
сложеним ситуацијама праћења, где EKF и UKF не могу да постигну адекватне 
перфомансе [20]–[23]. 

Честични филтар (Particle Filter-PF) [24] одабира нелинарну (не-Гаусову) 
pdf стања скупом случајних честица. Они се прилагођавају нелинеарним мерењима 
и нелинеарној пропагацији стања. Филтер са честицама може се успешно 
применити у веома широком дијапазону примена.  
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Негативна страна овог филтра је често потреба за великим бројем честица за 
примену у комплексним вишедимензионим сценаријима кретања, који типично 
резултују у око два реда величине већим амплитудама рачунарске сложености у 
односу на GMM-ITS [25];  

У ситуацијама где се могу применити оба алгоритма. Међутим, убрзани 
развој технологије може овај проблем учинити мање важним. Филтер са честицама 
за праћење у окружењу клатера предложен је у литератури [26]–[28]. Међутим, у 
овим радовима, пажња је посвећена углавном естимацији трајекторије, без 
израчунавања и мерења квалитета трага и њиховох укључивања у процес FTD. Шта 
више, сви они подразумевају униформну расподелу клатера, која се ретко јавља у 
реалним ситуацијама. 

У тези је преложен решење у облику сједињавања честица (Integrated Particle 
Filter-IPF) за праћење циља у окружењу клатера. Свака pdf трајекторије трага је 
репрезентована преко раздвојеног скупа честица, и вероватноћа постојања циља се 
сједињује у јединствено стање трага, слично као у [29,30, 31, 32]. Вероватноћа 
постојања циља је мерење квалитета трага,  и корисно је за FTD. Стандардни IPF је 
предвиђен за праћење једног циља.  

33..22..  Претпоставке и модели 
Претпоставимо да суперскипт  означава траг. Траг се иницијализује и 

ажурира коришћењем случајних мерења, чије су порекло и настанак непознати, 
тако да сваки траг може да буде стварни траг (који прати циљ) или лажни траг. 
Постојање циља   у временском тренутку k ,   k  је случајан процес, за који се 
претпоставља да пропагира као Марковљев процес  [33, 34] дефинисан помоћу:  

 
}|{ 111

   kkPp , 0}|{ 1 
  kkP  (3.1) 

 
где је   k  комплемент   k . Поред тога, претпоставимо да сваки циљ прати 

модел константан модел трајекторије између временских интервала, и може да се 
пребаци у било који други модел у било којем временском интервалу.  

 

),,( 1
  kkkk xgx   (3.2) 

 
где је )(g  је потенцијално нелинеарна функција ],1[ Mk 

  и где је 
M редни број модела пропагације трајекторије и  k је шум процеса са познатом pdf 

);( 
  kkp .  Модел линеарне пропагације је специјалан случај:   
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где адитивни шум процеса )(   kk је бела Гаусова секвенца шума нулте 
средње вредности и коваријансе  k

Q претпоставимо, такође, да је модел 

пропагације трајекторије Марковљев процес са:  

2,1
}|{ 112 

   kkP  (3.3) 

33..33..  Модел мерења од циља 

Сваки циљ  у сваком временском интервалу k , генерише једно мерење 
ky  

са вероватноћом детекције )( 
kD xp  који зависи од стања трајекторије циља. 

Једначина мерења у општем случају дата је изразом:  
 

),(  kkk xhy   (3.4) 

 
где је (.)h  потенцијално нелинеарна функција и k означава шум мерења, за који се 
претпоставља да је бели шум. Линеарни модел мерења је специјалан случај:  

 
 kkk Hxy   (3.5) 

где адитивни шум мерења 
k је секвенца белог Гаусовог шума нулте средње 

вредности са коваријационом матрицом R , некорелисан са секвенцом 
 k .  

Коришћењем pdf )( 
 kp  и израза (3.5) може се израчунати  [33] условна pdf 

)|(|

kkxy xyp

k  

3.3.1. Модел клатер мерења  
Клатер мерења у сваком скену прате Поасонову расподелу, која се може 

описати нехомогеном расподелом клатер мерења.  Овде се претпоставља да је 
расподела клатер мерења )( y  у тачки y  у простору мерења, позната или 
естимирана [34].  У сваком временском интервалу k  случајни скуп мерења kz  је 
расположив, без претходне индикације од чега потиче мерење (од циља или од 
клатера). Означимо са jkz ,  j -то мерење из kz и нека је )( ,, jkjk z  . Означимо 

даље, са kZ секвенцу скупова мерења закључно са kz , укључујући и kz , са 
},{ 1 k

k
k ZzZ  

33..44..  Алгоритам сједињавања честица 

Сваки траг  се састоји од догађаја да циљ постоји  k , стање трајекторије 
циља 

kx , и модела стања трајекорије  k . Праћење циља пропагира и ажурира pdf 
стања за сваки траг помнаособ:  
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где је 1 kl  за пропагацију и kl   за ажурирање стања.  Трајекорија и 
модел стања израчунавају се условно на постојање циља.  Стање трага се развија 
између два скена као Марковљев процес и ажурира се у сваком скену са новим 
мерењима. Такође, из разлога једноставности, може се увести смена 

};|{ 1 k
kk ZP   као и };|{ˆ 1 k

kk ZP    

3.4.1. Прорачун филтра са честицама 

Означимо  lkk Zxp |,    преко скупа од N  честица.   
N
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i
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где је 
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где је са (.)  означен Диракова делта функција (Dirac delta function), и δ[·] је 
Кронекерова делта (Kronecker delta). Занемаривањем малих вредности добијамо:  
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 (3.10) 

Математичко очекивање стања трајекторије циља 
kx  може се 

апроксимирати изразом:  
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33..55..  Иницијализација функције густине вероватноће трага  
Претпоставимо да је у 1k -ом и k скену стигао скуп мерења са сензора, 

описан  као: 1
1,1

1 }{ 
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скуп тежина честица пре и после корака корекције, еспективно. Даље, нека 
је са kR  дата матрица шума мерења као:  
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 (3.13) 

Означимо са k  догађај да циљ постоји у скену k . Мерење које потиче од 
циља који постоји и који је детектабилан је дато са вероватноћом детекције DP . 
Мерење од циља у скену k може се израчунати помоћу израза:   

kkk Hxy   (3.14) 

где је са ky  означена пројекција мерења од циља у простору обсервације, H 
је позната матрица мерења, k  означава одбирак белог Гаусовог шума средње 
вредности 0 са познатом коваријансом шума R, који је некорелисан са секвенцом 
шума процеса трајекторије кретања циља  k . Користи се модел пропагације 
трајекорије циља са константном брзином без маневра (straight line CV model).  
Иницијализација трага  може се извршити углавном на два начина. То је: 

 Иницијализација трага у једној тачки (One Point Initializing  ) 
 Иницијализација трага Two Point Differencing Initializing ) 

 

3.5.1. А) Иницијализција трага сваком опсервацијом 
Методологија  иницијализације трага сваком пристиглом опсервацијом са 

сензора заснована је на позицији добијеној од сваког мерења, тако да нема 
информација о брзини циља. Овде се углавном користи претпоставка о постојању 
униформне расподеле брзине. Униформна расподела се замењује Гаусовом 
функцијом расподеле, датом преко следеће једначине [1]:  

 







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,1)1(
1 0

ˆ
n

jk
k

z
x  (3.15) 

где је jkz ,1 позиција мерења и  1,0n -nx1 нула матрица (n=2) и индекс )1( означава 
алгоритам иницијализације у једној тачки(One Point Initialization Algorithm). Свако 
мерење иницијализује скуп од pN  честица (particles) са нормалном расподелом са 

средњом вредношћу )1(
1ˆ kx и коваријансом  )1|1(P , која је дата изразом:  

  )1|1(
)1(
11 ,ˆ PxNx k

p
k    (3.16) 

повлачећи одбирак из нормалне расподеле, где је коваријациона матрица 
дата као: 
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 (3.17)  

где је maxv  максимална брзина кретања циља,, I јединична матрица (nxn). Стање 
трага после корака пропагације може се симболички написати као:  

 ),|(},{ ,111 jkkk
N
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p
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p
k zxpxw p

    (3.18) 

Априорна функција густине вероватноће pdf у тренутку k је тежинска сума 
средње вредности честица која је дата као (применом теореме тоталне 
вероватноће):   
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 (3.19) 

где је ),;()|( ,,,, k
p

ikik
p
kik

p
ik RHxzNxzpp   функција густине вероватноће  pdf 

мерења дата за пар мерење ikz , -честица p . Функција густине вероатноће 
транзиције стања трајекторије је дата помоћу једначине  

)ˆ()|( 1,
p
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p
kikk xxwzxp     (3.20) 

Корак корекције трајекторије је дат као скуп честица (particles) }{ p
kw  

Бајесовом теоремом као: 
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 (3.21) 

Модел вероватноће трајекторије циља од мерења ikz , дат је као:   

km
i

k
kikik ZP 0,, },|{    (3.22) 

док се функција густине вероватноће  трајекторије (pdf) може изразити 
преко једначине :  
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или кратко:  
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3.5.2. Б) Иницијализација разликом сукцесивних опсервација  
Иницијализација разликом сукцесивних опсервација (Two point differencing 

initializing) користи мерења која се налазе у 'прозору' трага из два сукцесивна скена 
за иницијализацију трага. Ова процедура се понавља за сва мерења из скена 1k .  

Посматрајмо тако мерење jkz ,1 . Нови траг се иницијализује помоћу мерења 

jkz ,1  и сваког селектованог мерења ikz , , формирајући Гаусову функцију густине 
вероватноће са средљом вредношћу датом као:  
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где је kT  једна периода окретања антене радара. С обзиром да не постоји 
априорно познавање брзине циља, она се може моделовати униформне расподеле 
априорне pdf мерења у тренутку k .  иницијализује се Np честица средње вредности 

)2(ˆkx , симетричне и полуконачне коваријационе матрице )2|2{P  (пропагација шума 
честице), преко нормалне расподеле више променљивих (Слика 3.1): 

 

];ˆ[ )2|2(
)2( PxNx k

p
k   (3.26) 

 
где се иницијална коваријанса грешке стања израчунава под поретпоставком 

да нема шума процеса:  



Придруживање података Сингеровим меморијским филтром за праћење циљева у густом клатеру 

З. Радосављевић: Докторска дисертација 25 

  







 2)2|2( /2/

/
TRTR
TRR

P
kk

kk  (3.27) 

Тежине честица се иницијализују на вредност pN/1 . Иницијализација 
разликом две тачке даје стање трага после корака пропагације  
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Апостериорна pdf у тренутку k , под условом да циљ постоји k , је 
тежинска сума честица дата (помоћу теореме тоталне вероватноће) као:  
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Функција густине вероватоће транзиционог модела стања је дата као: 
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Број честица pN  је константан током целе симулације. Функција густине 
вероватоће трајекторије циља после корака корекције: 
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 (3.31) 

У истом тренутку, вероватноћа модела трајекторије је дата као:  
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i
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ikkikik ZzP 0,,, },,|{    (3.32) 

Функција густине вероватоће трајекторије после корака корекције дата је 
као:  
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 (3.33) 

После комбиновања овог израза са претходним, он дибија следећу форму:  
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3.5.3. Пример 1: Two Point Difference Initializing,  
N=1000 particles,x_{k-1}= [482.9; -1.0; 140.2;  -12.4]; 
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Слика 3.1. Скуп честица после иницијализације разиком између две тачке. 

Функција густине вероватноће трајекторије циља сада се може написати 
помоћу следећих израза за Иницијализацију трага у једној тачки и Иницијалиѕацију 
трага у две тачке:  
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респективно. 

33..66..  Алгоритам сједињавања честица за праћење једног циља  
У овом делу тезе биће дате акционе формуле новог алгоритма сједињавања  

честица (IPF-Single Target Tracking) за праћење једног циља. На самом почетку. 
Потребно је увести неколико претпоставки. То су:  

 Нове честице могу настати могу настати искључиво опоступком ре-
одабирања (resampling);  

 ''Јаке'' честице се мултиплицирају, а ''слабе'' потискују,  
 Мерења се користе за кориговање тежина честица и вероватноће 

постојања циља 
Приметимо да се NNN kk 1  број честица из thk )1(   не мења од скена 

до скена. Скуп },{ 11
i
k

i
k wx  , 1,...,1  kNi - репрезентује честице из thk )1(  скена 

преко средње вредности и тежине. Нека је km - број мерења пристиглих у thk скену. 

pN N -број честица после ре- одабирања. Нека је DkD Pxp )(  вероватноћа 
детекције циља. У принципу функција стања трајекторије. У принципу, 
претпоставка за праћење једног циља:  
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 (3.37) 

Претпоставимо да се циљ креће праволинијски без убрзања, и да су 
транзициона матриа и матрица мерења дате као:   
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респективно, док су матрица мерења, и адитивни шум мерења :  
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респективно.   

3.6.1. Корак предикције:  
На самом почетку вероватноћа егзистенције циља може се наћи као:  

1|1111|   kkkk   (3.40) 

Док је средња вредност честица дата је као.  
i
k

i
k

i
k

i
k

i
k Fxxfx    11 ),(  (3.41) 

 
Пропагација шума честице је Гаусова расподела средње вредности ‘0’ и 

коваријансе Q :   

),0( QNi
k   (3.42) 

У овом тренутку пристижу мерења са сензора, датим као скуп 
},...,{ 1 km

kkk zzZ  , За разлику од стандардног ITS алгоритма, у IPF-у нема гејта 
трага а самим тим ни селекције мерења. У овом тренутку израчунава се 
веродостојност мерења. Први корак је израчунавање естимације мерења i

kŷ , помоћу 
израза :  

i
k

i
k Hxy ˆ  (3.43) 

На основу естимације i -тe естимације мерења и j -тог мерења, може се 
израчунати статистичка дистанца као:  

)ˆ()()ˆ( ,
1

,
2 i

kjkk
Ti

kjkij yzRyzd  

, kmj ,...,1  (3.44) 

помоћу које се може изрчунати функција густине вероватноће, помоћу 
итраза:  



Придруживање података Сингеровим меморијским филтром за праћење циљева у густом клатеру 

З. Радосављевић: Докторска дисертација 28 

]5.0exp[
)2det(

1 2
, ij

k

i
jk d

R
p 


 (3.45) 

Сада се може наћи веродостојност сваког мерења мерења, преко суме:  

  
i

i
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i
kjk pwp ,1,  (3.46) 

На почетку корака корекције ,Однос веродостојности на нивоу трага:  
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 (3.47) 

Док се корекције, релативних вероватноћа компоненти трага израчунава за 
случај да нема мерења од трага и за случај да су стигла мерења од сензора, помоћу 
познатог израза:  
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Кориговане тежине честица за корекцију трајекторије циља може се 
израчунати преко израза:   
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На крају једног корака рекурзије и на крају корака корекције, може се 
израчунати вероватноћа постојања трага, као:  
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3.6.2. Поновно одабирање (resampling) 
 На крају једног рекурзије итеративног IPF алгоритма, који је у ствари 

корак 'честичног' филтра PF (Particle Filter), налази се  поновно одабирања 
(resampling). Почетно стање (улаз у корак  поновног одабирања) је пар који 
карактерише сваку честицу, средња вредност i

kx  и тежина i
kw , односно },{ ,ik

i
k wx .  

Процес поновног одабирања формира исти број излазних честица, тако што 
мултиплицира јаке а уклања слабе честице, што се може означити као:  

1{ , } ,i i I I w
k k k k
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Sx w x w
N N

     
  

, 1,2,...,I N (3.51) 

где је са wS дата сума свих улазних тежина.   
1

1
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i

w k
i

S w




   (3.52) 
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Нове тежине имају униформну расподелу:  

1
10,u U
N

    
 (3.53) 

Итеративно, израчунавају се пролазне тежине lu  на основу израза,  

1
1( 1)l

lu u l
N

   , i
kcc wii  1 , 1,...,i N           (3.54) 

тако да се на излазу из ре-одабирања добија нови пар средња вредност-
тежина као:   

 , 1/l i I
k k kx x w N  , , 1,...,l cwhileu i l N   (3.55) 

3.6.3. Израчунавање излаза  
Стање трага, вектор стања и коваријанса грешке на излазу из IPF филтра 
},ˆ{ kk Px , може се израчунати као сума производа тежина сваке честице трага и 

средње вредности те честице трага, добијених из корака ре-одабирања, помоћу 
итраза:  
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Док се коваријанса трага може израчунати као:  
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44..  ААЛЛГГООРРИИТТААММ  ССЈЈЕЕДДИИЊЊААВВААЊЊАА  ККООММППООННЕЕННААТТАА  
ТТРРААГГАА    

Алгоритам сједињавања компонената трага ITS (Integrated Track Splitting) је 
итеративни алгоритам у основи намењен праћењу једног покретног циља. Сваки од 
потенцијалних трагова формира своје независно 'дрво'  хипотеза о кретању циља, 
свака са својом релативном вероватноћом, при чему свака хипотеза (односно 
компонентга) садржи своју тврдњу о детекцији циља. Поред вероватноће догађаја, 
у алгоритму се често користи и функцију густине вероватноће догађаја pdf 
(probability density function).  'Дрво' хипотеза индивидуалних потенцијалних циљева  
се даље грана и свака нова хипотеза се третира одвојено.    

44..11..  Дeфинициja и стaтистикa трaгa 
У општем случају, током процеса праћења циља, систем за праћење нема 

информацију о стварном постојању циља, већ кроз трагове формиране на 
показивачу. Другим речима, основни задатак праћења је формирање трагова који 
прате један или више циљева. Трaг je скуп истoриje мeрeњa, укључуjући и тeкући 
скeн, кoja сe вeзуjу зa jeдaн циљ кojи сe прaти. Ствaрнa трajeктoриja и трaг мoгу дa 
сe укрштajу или дa иду упoрeдo. Стaри трaгoви су сви трaгoви из прeтхoднoг скeнa, 
a нoви трaгoви су eстимaциje из тeкућeг скeнa кoje су приписaнe стaрим трaгoвимa. 
Мeрeњa или oпсeрвaциje су пoдaци кojи стижу сa сeнзoрa у тoку jeднe пeриoдe 
oкрeтaњa aнтeнe. Кaдa сe eстимaциja кoja прeдстaвљa излaз из филтрa, придружи 
нeкoм oд пристиглих мeрeњa, oндa сe oнa прoглaшaвa трaгoм. Током праћења, 
константно (рекурзивно током сваког скена, односно окретаја антене радара, или 
неког другог сензора) се ажурира статус трага. У односу на статус, трагови се деле 
на стварне (True) или лажне (False) односно на потрђене (Confirmed)и непотврђене 
(no confirmed). После сваког скена, траг може бити:  

 Стварни потврђен (True / Confirmed) 
 Лажни потврђен (False / Confirmed) 
 Потенцијалан (True / No confirmed) 

 
Један циклус итеративног ITS алгоритма састоји се од три корака. То су:   

 предикција,  
 селекција мерења и  
 поправка или корекција.  
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На самом почетку, претпоставимо следећи скуп догађаја који описују 
постојање циља:  

 k -догађај да траг прати циљ и циљ постоји,  
 k -догађај када траг не прати циљ и циљ не постоји  

 0
k -догађај када нема мерења која потичу од циља,  

 i
k -догађај у коме је мерење ),ikz детекција циља, ( i -то мерење 

селектовано од стране компоненте)  

44..22..  Концепција компоненти 
Компонента је основни елемент сваког трага ITS алгоритма. Услов да би се 

рaчунaле кoмпoнeнтe је прeтпoстaвкa дa циљ пoстojи, кao и дa jeднa и сaмo jeднa oд 
кoмпoнeнти сaдржи прaву сeквeнцу мeрeњa циљa. Свака компоненте карактерише 
се средњом вредношћу, коваријансом и вероватноћом.  Средња вредност одеђује 
стање (позиција и брзина) кломпоненте, коваријанса грешку а вероватноћа 
компоненте је рeлaтивнa вeрoвaтнoћa дa je тa кoмпoнeнтa тaчнa. Aкo циљ пoстojи, 
прeтпoстaвљa сe дa je барем jeднa кoмпoнeнтa тaчнa. Сумa свих релативних 
вероватноћа пo свим кoмпoнeнтaмa мoрa бити једнака jeдиници.  Другим речима, у 
скeн сe улaзи сa стaрим кoмпoнeнтaмa, а у сваком скeну сe гeнeришу нoвe 
кoмпoнeнтe. На тај  начин излаз сваког скена даје нове компоненте трага и из скeнa 
сe излaзи сaмo сa нoвим кoмпoнeнтaмa. Концепција настанка нoве кoмпoнeнте сe 
састоји у интеракцији (спaривaњу) стaрe кoмпoнeнтe сa сeлeктoвaним мeрeњeм (oд 
тe кoмпoнeнтe). Тако се срeдњa врeднoст и кoвaриjaнсa нoвe кoмпoнeнтe дoбиja 
пoмoћу Кaлмaн филтра, као корак ажурирања (Update) , гдe постоји jeднo мeрeњe 
(тo je тo сeлeктoвaнo мeрeњe), a гдe je прeдикциja у ствaри прeдикциja стaрe 
кoмпoнeнтe. Свaкo мeрeњe из претходног циклуса тo урaди зa свaкo свoje 
сeлeктoвaнo мeрeњe, и гeнeришe, у основи, мнoгo нoвих кoмпoнeнти.  

 
Прва група нових компонената настаје спаривањем старе компоненте и 

''нул'мерења, односно без мерења од сензора, за случај да не буде пристиглих 
мерења у новом скену.  Срeдњa врeднoст и кoвaриjaнсa тe кoмпoнeнтe jeстe 
прeдикциja стaрe кoмпoнeнтe, док другу и остале групе компонената чине 
компоненте настале спаривањем старих компонената и сваког појединачног 
мерења пристиглог у текућем скену, које се налази у зони обсервирања 
посматраног трага. Вeрoвaтнoћa циљa je дeo стaњa трaгa, кojи прoпaгирa и кojи сe 
aзурирa у кораку ажурирања Калман Филтра. Eстимaциja трaгa сe врши услoвнo, нa 
вeрoвaтнoћу пoстojaњa циља. Сви eлeмeнти трага сe рaчунajу под условом да циљ 
постоји. Тo укључуje срeдњe врeднoсти кoмпoнeнaтa, кoвaриjaнсe кoмпoнeнaтa (a и 
цeлoг трaгa), кao и рeлaтивнe вeрoвaтнoћe кoмпoнeнти. Изрaчунaвање кoмпoнeнти  
врши се само под претпоставком дa циљ пoстojи, кao и дa jeднa и сaмo jeднa oд 
кoмпoнeнти сaдржи прaву сeквeнцу мeрeњa циљa. Поред тога, рeлaтивнa 
вeрoвaтнoћa кoмпoнeнтe je нeзaвиснa oд вeрoвaтнoћe пoстojaњa циљa. 

 
Сумa свих рeлaтивних вeрoвaтнoћa компоненти једнака је jeдиници, jeр je 

jeднa и сaмo jeднa кoмпoнeнтa тaчнa. У мoмeнту инициjaлизaциje, постоји сaмo 
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jeдну кoмпoнeнта. Свaкa кoмпoнeнтa кoja трeнутнo пoстojи, прoпaгирa кao Кaлмaн, 
бeз oбзирa кaкo je нaстaлa. Свaкa кoмпoнeнтa кoja je нaстaлa спaривaњeм стaрe 
кoмпoнeнтe и ''нул'' мeрeњa, имa eстимaциjу кoja je идeнтичнa прeдикциjи стaрe 
кoмпoнeнтe. Свaкa кoмпoнeнтa кoja je нaстaлa спaривaњeм стaрe кoмпoнeнтe и 
кoнкрeтнoг мeрeњa имa eстимaциjу Кaлмaн филтрa, гдe сe тo кoнкрeтнo мeрeњe 
'везује' нa прeдикциjу тe стaрe кoмпoнeнтe. Јасно је да се после настанка нoвих 
кoмпoнeната, стaрe кoмпoнeнтe сe oдбaцуjу.  

На крају сваке рекурзије алгоритма рачуна се апостериорна pdf естимације 
стања трага дата је применом теореме о тоталној вероватноћи: 

 


i

k
k

i
k

ki
kkk

k
kk ZPZxpZxp ),(),,(),(  (4.1) 

Означимо са 1
11 }{ 
  kC

ck cc  скуп компонената трага из 1k - ог скена. На 
почетку, сваки пар {стара компонента-селектовано мерење (или ''нул'' мерење)}, 
( )}(),({ 0,,1 kikk zzcc  ) прави нову компоненту, која затим пролази кроз корак 
поправке стандардног KF. Почетно стање трага (добијено из претходног 1k -ог 
циклуса који се завршава кораком поправке), а чини га априори вероватноћа 

опстанка циља 11  kk , компоненте )(1 cck , 1,...,1  kCc , дате преко средње 

вредности 11ˆ  kkx  и коваријансе 11  kkP , и вероватноћа компоненте 
c
k 1 , тако да 

важи 1
1

1 




kC

c

c
k . 

44..33..  Опис итеративног ITS алгоритма  
 

Улаз у једну итерацију ITS алгоритма у временском тренутку k , чине: 
 скуп мерења (опсервација) који стижу са сензора, 
 апостериорна вероватноћа постојања циља у тренутку 1k , 1|1  kk , 
 апостериорна естимација стања трајекторије циља у тренутку 1k , 

),( 1
11




k
kk Zxp  .  

Свака компонента из временског тренутка 1k , дефинише се преко:  
 А) апсолутне вероватноће да је та компонента тачна, 

),)(( 1
11




k
kk ZccP  , 1,...,1  kCc  

 Б) апостериорна естимација стања трајекторије сваке компоненте у 
тренутку 1k , )),(,( 1

111



k

kkk Zccxp  .  
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На самом почетку нове итерације ITS алгоритма, у кораку предикције, 
користе се параметри из претходног скена. То је вероватноћа егзистенције 
постојања  трага 11  kk . Априорна вероватноћа постојања трага је дата као:  

 

1|1111   kkkk   (4.2) 

као и pdf естимације трага ),( 1
11




k
kk Zxp  , који је у ствари тежинска сума 

производа стања свих компонената и њихових вероватноћа. С друге стране, pdf 
пропагације трајекторије циља дата је помоћу Гаус функције: 

 

],;[),( 11 QFxxNxxp kkkkk    (4.3) 

А pdf стања трага је тежинска сума дата помоћу следећег израза:  
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
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
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1
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k
kk

k
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k
kk

ZccPZccxpZxp  (4.4) 

где је предикована вероватноћа компоненте дата као: 
 

),)((),)(( 11
11


  k

kk
k

kk
c
k ZccPZccP  , kCc ,...,1 (4.5) 

Функција густине вероватноће -pdf предикције трага добија се преко 
Гаусове суме производа вероватноће компоненте и априорне pdf сваке појединачне 
компоненте, помоћу следећег израза: 
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Сада се a-приорна pdf стања трага може израчунати помоћу израза: 
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(4.6) 

при чему је а-приорна pdf стања сваке компоненте дата у облику Гаус 
функције:  

],ˆ;[)),(,( 11
1 c

kk
c

kkk
k

kkk PxxNZccxp 
   (4.7) 
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где је пар 
c
kk

c
kk Px 11,ˆ  , Калман предикција стања и коваријансе грешке 

сваке компоненте трага, датих помоћу следећих израза   
c

kk
c

kk xFx 111 ˆˆ    (4.8) 

k
Tc

kk
c
kk QFFPP   111  (4.9) 

респективно.  
Апостериорна pdf стања трага дата је као производ pdf предикованог стања 

трага и тоталне вероватноће појаве трага, помоћу израза: 

),()(),( k
kk

k
k

k
kk ZxpZPZxp        (4.10) 

Вероватноћа егзистенције трага: 

)( 1
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
  k

kkk ZP          (4.11) 

Корак селекције мерења у временском интевалу k , започиње по пристизању 

скупа мерења (опсервација), km
iikk zz 1, }{   са сензора. На почетку, применом 

теореме о тоталној вероватноћи добије сe апостериорна pdf естимације стања трага 
као: 
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k
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1
),)(()),(,(),(  (4.12) 

Априорна pdf мерења циља целог трага, дата је помоћу израза: 
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(4.13) 

где је R  коваријанса шума мерења. А-приорна pdf мерења циља за сваку 
појединачну компоненту може се израчунати помоћу израза:  
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],ˆ;[),),(( 1
,

c
k

c
kk

k
kkik SyyNZcczp   (4.14) 

где је ikz ,  мерење циља пристигло у тренутку k и селектовано од стране 

компоненте c. Даље, може се израчунати естимација мерења c
kŷ  као и коваријанса 

грешке мерења, помоћу сва израза који следе, репкективно:  
c

kk
c
k xHy 1ˆˆ   (4.15) 

k
Tc

kk
c
k RHHPS  1  (4.16) 

У кораку селекције мерења, pdf за сваку компоненту трага може се 
израчунати као:  

)),(,(1)( 1
,,

 k
kkik

G
ik Zcczp

P
cp  , kCc ,...,1 (4.17) 

где је km -укупан број елемената скупа селектованих мерења kz , ikz ,  i-ти 
члан а kC  укупан број компонената у k-том скену. С друге стране веродостојност 
мерења i  селектованог од стране компонената трага, дато је изразом: 

},)({)(),( 1

1
,

1
,,





  k
kk

C

c
ik

k
kikik ZccPcpZzpp

k

 (4.18) 

где је GP вероватноћа да је пристигло мерење упада у гејт трага. Априорна 
вероватноћа компоненте дата је помоћу израза:  
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при чему је именилац разломка једнак ''1''. На крају корака корекције, 
потребно је израчунати а-постериорну вероватноћу постојања циља, за следећу 
итерацију: 

1

1

)1(1
)(








kkk

kk
k

k
kkk ZP




  (4.20) 

где је однос веродостојности мерења циља дат помоћу: 





km

i ik

ik
GDGD

kk

kk
k

p
PPPP

yp
yp

1 ,

,1
)(
)(




  (4.21) 

С друге стране, естимација броја мерења у k -том скену, km̂ , унутар задатог 
волумена V дата је  преко густине клатер мерења:   

dVzm kVk )(ˆ    (4.22) 
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 Пре свега из разлога што је у овом кораку потребно знати априорну pdf 
броја мерења, између осталог за израчунавање односа веродостојности, који 
генерално није познат. У ту сврху потребно је увести појам густине мерења 
пристиглих у  k -том скену, )( kz . Даље, нека је са 1k  означен скуп свих 
историја мерења закључно са 1k -тим скеном. Даље, нека је i

k  догађај да мерење 
са индексом 0i   потиче од циља и 0

k  догађај да нема мерења која потиче од 
циља.  

Тада је веродостојност стања циља дата као сума производа вероватноће 
настанка компоненте и а-приориорне pdf вероватноће да компонента припада 
трагу, помоћу следећег израза: 





km

i

k
k

i
kk

k
k

i
k

k
kk ZxpZPZxp

0
),,(),(),(   (4.23) 

при чему је:   

),,(),,(),,( 1 k
k

i
kk

k
kk

i
k

k
k

i
kk ZxpZzPZxp  

(4.24) 
Апостериори pdf стања циља може се развити као сума производа 

вероватноће сваке компоненте и pdf стања трага циља која потиче од ње саме, 
помоћу израза:    

     , ,
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| , | , | , ,
km

k k k
k k k i k k k k i

i

p x Z P Z p x Z    


 (4.25) 

Ако је испуњен услов 0i  (т.ј. постоје мерења која потичу од циља) тада се 
а-постериорна вероватноћа компоненте може израчунати као однос запреминске 
густине клатера мерења пристиглих у k -том скену ( kz ) која потичу од циља и 
селектованих од стране те компоненте и запреминске густине клатера свих мерења 
пристиглих у k -том скену на следећи начин: 
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  (4.26) 

С друге стране, тотална густина свих мерења једнака је производу густина 
појединих мерења. Ако се цео израз на десној страни подели запреминском 
густином клатера мерења која не потичу од циља ),( 1k

kk Zz   уз услов да је 

позната  сва историја пристиглих мерења закључно са скеном 1k , ( 1kZ ), добија 
се израз у облику производа три чиниоца:   
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где kz  означава укупан број пристиглих мерења у скену k .  
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Први чинилац је густина мерења, која могу да потичу од циља или да буду 
клатер (не потичу од циља). Густина мерења циља, под условом да је мерење циља 

i
kz  може се израчунати као:  

i
kGD

k
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i
kk pPPZz  ),,( 1  (4.28) 

што је условљено постојањем циља у претходним мерењима. Густина 
мерења у некој тачки волумена под условом да је то клатер мерење јесте густина 
мерења клатера )( i

k
gfa z  у тој тачки  и може се израчунати као: 
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kk zZzZz )(),,(),( 101   (4.29) 

Други чинилац се може описати густином клатера као 
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Трећи чинилац је укупан однос веродостојности густине клатера мерења дат 
и може се дефинисати као: 
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 (4.31) 

На крају, заменом познатих величина из сва три претходна израза, добије се 
израз за тоталну вероватноћу селектованог мерења: 
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  (4.32) 

На исти начин, за услов 0i  (‘null’ мерење, односно циљ постоји али нема 
мерења селектованих од стране компоненти) а-постериорна вероватноћа компоннте 
је дата помоћу израза:   
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Сада се може се израчунати апотериорна pdf  стања циља, преко тежинске 
суме производа pdf  појединих компоненти трага: 
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44..44..  Однос веродостојности густине мерења  
Гутина клатера мерења који не потиче од циља у k -том скену (назван ‘null’  
мерења) може се дефинисати као производ густина појединих мерења у тој 

тачки, помоћу израза: 
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С друге стране густина мерења која потиче од циља може се израчунати као 
сума производа два узајамно искључива догађаја. Односно тоталне вероватноће 
догађаја да у скену k  нема мерења која су детекција циља и његове густине и 
тоталне вероватноће догађаја да је једно мерење детекција циља и одговарајуће 
густине тог догађаја, помоћу следећег израза: 
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Вероватноћа догађаја да ниједно мерење није детекција циља може се 
израчунати као:  

GD
k

kk PPZP  1},{ 10   (4.37) 

односно, њему комплементарног догађаја да је само једно мерења потиче од 
циља:  

GD
k

kk PPZP  },{ 10   (4.38) 

Сада се може израчунати густина догађаја да је у k -том скену само једно 
мерење потиче од циља као сума производа одговарајућих густина сваког мерења 
које не потиче од циља и једног мерења које је детекција циља, примењена за свако 
од km  пристиглих мерења.  на основу једначине.  

Означимо са fa
jk ,  густину мерења клатера у тачки j , под условом да је то 

клатер мерење. Клатером се могу назвати сва мерења kz , која нису j , управо због 
догађаја i

k . Производ густина свих мерења која не потичу од циља је у ствари:  
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Заменом места суме и производа добија се коначан израз за густину догађаја 
да постоји само једно мерење које потиче од циља: 
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Сада се може израчунати густина мерења целог трага помоћу следећег 
израза:   
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На основу претходних израза, коначан облик једначине односа 
веродостојности може се написати у следећем облику:   
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Тако се веродостојност стања циља може изразити као последица утицаја 
два међусобно искључива догађаја: да нема селектованих мерења и да постоји 
мерење које је детекција циља, помоћу израза: 



Придруживање података Сингеровим меморијским филтром за праћење циљева у густом клатеру 

З. Радосављевић: Докторска дисертација 40 

















.0),,(),,,(

0),,,(),,,(

),,(

110

11

iZxpZzxp

iZzxpZzxp

Zxp

k
kk

k
kkkk

ki
kkk

k
k

i
kkk

ki
kkk







(4.43) 

44..55..  Кораци алгоритма 

4.5.1. Корак предикције:  
Свака рекурзуја итеративног ITS алгортима започиње кораком предикције.  
Израчунава се априорна релативна вероватноћа сваке компонете: 
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Априорна pdf стања сваке компоненте дат је помоћу израза:     
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док се априорна pdf  стања на бивоу трага израчунава помоћу израза: 
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и вероватноћа егзистенције циља 1kk .  

11111   kkkk   (4.47) 

Под претпоставком коришћења Марковљевог ланца Првог реда, где су 
вероватноће прелаза const11 , 021  , тотална вероватноћа компоненте постаје:  
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4.5.2. Корак селекције мерења 

У почетку корака селекције, по пристизању мерења из k тог скена, селектују 
се мерења која се налазе у претходно дефинисаном гејту constg   старе 
компоненте  трага:  
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израчунава се априорна pdf мерења циља за сваку компоненту појединачно: 
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4.5.3. Корак корекције: 
У овом кораку, рачуна се апостериорна pdf стања сваке компоненте трага 

)),(,( k
kkk Zccxp  , коваријанса и релативна вероватноћа компоненте 

),)(( k
kk ZccP  , апостериорна вероватноћа егзистенције циља kk  за следећу 

итерацију: 
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Где је веродостојност на нивоу трага дата помоћу израза: 
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односно, генерално за ''нул'' и селектована мерења, релатива вероватноћа 
селектованог мерења: 
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Сад се може израчунати естимација стања трага:    
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4.5.4. ITS-сједињавање компонената Сингеровим меморисјким филтром на 
нивоу историје из претходног скена (N=1) 
На самом почетку, пролази се стандарни корак предикције Калмановог 

филтра:   
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Релативна вероватноћа нове компоненте  се добија помоћу израза: 








 

k
n C

c

k
k

k
c

k
k

k
ck

k
k

c
n

k

Zp

Zp
ZPc

1

1
1

1
11

),(

),(
),()(




 (4.58) 

На основу једначина корака корекције Калмановог филттра, може се 
израчунати естимација сваке компоненте на основу следећих израза.  

Калманово појачање сваке компоненте: 
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kkkkc  (4.59) 

Коваријациона матрица шума мерења дата је помоћу једначине: 
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Коначно, излаз из филтра, стање трага и коваријанса грешке процене стања 
сваке компоненте дата је помоћу следећих израза, респективно: 
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4.5.5. Контрола (сједињавање) компонената  
Процес формирања нових компоненти, рекурзивно у свакој итерацији 

алгоритма ITS, сталан је процес. Током сваке нове итерације, стиже нови скуп 
мерења са сензора, расте број компоненти које селектују мерења. У једном 
тренутку може доћи до застоја у практичном извршењу алгортима, односно до 
недостатка рачунарских ресурса. Због тога је неопходно пронаћи ефикасне методе 
за смањење броја компоненти, али не по цену губитка квалитета праћења. У тези, 
тестиран је алгоритам за смањење броја компоненти који је први предложио 
Сингер,(Singer) 1970. године. Наиме, сједињавају се компоненте са истом 
секвенцом мерења.  

После сједињавања компоненти, укупна вероватноћа сједињених 
компоненти , c , једнака је збиру појединих компонената. Нека су са nc - означене 
нове компоненте пре сједињавања, а са c -компоненте после сједињавања нових 
компоненти и нека је М –број селектованих мерења у к-том скену. Јасно је да је 
укупан број нових компоненти за k-1  скен може израчунати као kk CMC )1(1  .  

Сада се може израчунати релативна вероватноћа, средња вредност и 
коваријанса грешке сваке нове компоненте помоћу следећа три израза, 
респективно:  
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Коначно, естимација на нивоу трага, после сједињавања компоненти, може 
се израчунати помоћу израза: 
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док су естимација стања и коваријациона матрица грешке на нивоу трага 
дате помоћу следећих израза, респективно: 
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Из претходног се може закључити да важи 1
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k . Такође, може се 

показати да  
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kN  њихов укупан број. Полазећи до дефининиције релативних 

вероватноћа нове компоненте на излазу KF корака поправке: 
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добијамо да је: 
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 (4.71) 

Чиме је доказано почетно тврђење.  
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55..  ССЈЈЕЕДДИИЊЊААВВААЊЊЕЕ  ККООММППООННЕЕННААТТАА  ССИИННГГЕЕРРООВВИИММ  
ММЕЕММООРРИИЈЈССККИИММ  ФФИИЛЛТТРРООММ  

 

Алгориттам ITS je скуп кoмпoнeнти, које се карактеришу вероватноћом k , 
срeдњoм врeднoшћу kx  и кoвaриjaнсoм kP . У литератури, ове карактеристике 
компоненте симболички се записују као: },,{ kkk Px . Сваки корак рекурзије 
алгоритма пoзива и обрађује сваку кoмпoнeнту пoсeбнo. То значи да се на почетку 
једне рекурзије ради Калман филтер- предикција сваке компоненте из претходног 
скена. У кораку селекције свaкa кoмпoнeнтa сeлeктуje свoja мeрeњa, и зa свaкo 
сeлeктoвaнo мeрeњe посебно рaчунa вeрoдoстojнoст.   

На тај начин, ITS oндa зa свaки трaг прaви скуп сeлeктoвaних мeрeњa кao 
униjу скупoвa сeлeктoвaних мeрeњa oд кoмпoнeнти тoг трaгa. Истo тaкo сe прaви 
вeрoдoстojнoст свaкoг сeлeктoвaнoг мeрeњa кao тeжинскa сумa вeрoдoстojнoсти тог 
мeрeњa зa свaку кoмпoнeнту.  

Корак корекција или ажурирања се ради на нивоу сваке компоненте. На 
крају сваке рекурзије, сваки трaг понаособ нaпрaви униjу сeлeктoвaних мeрeњa, кao 
и веродостојност нa нивoу трaгa. Исто тако, применом Сингеровог меморијског 
филтра, на крају сваке рекурзије,  алгoритам ITS прави нове компоненте које се 
користе за естимацију сваког трага а уједно представљају улаз у следећу рекурзију.  

На тај начин сваки траг се карактерише свojом функцијом густине 
вероватноће pdf. Код алгоритма IPDA, та функција густине вероватноће je у ствари 
један Гaусиан, док је код ITS-а тај pdf у ствари тежинска сума Гaусиана (Gauss 
Mixture-GM).  

Jacно је да се свaки eлeмeнaт тe тежинска сума Гaусиана зoвe кoмпoнeнтa, и 
да је дeфинисaнa сa рeлaтивнoм вeрoвaтнoћoм, срeдњoм врeднoшћу и 
кoвaриjaнсoм. Исто тако, из претходног се може закључити да сума свих 
релативнох вероватноћи кoмпoнeнатa мoрa бити једнака 1.   

У идeaлнoм случају, свaкa кoмпoнeнтa je условна eстимaциja стaњa пoд 
прeтпoстaвкoм дa je бар jeднa сeквeнцa мeрeњa тaчнa (и дa циљ пoстojи), a 
рeлaтивнa вeрoвaтнoћa кoмпoнeнтe je вeрoвaтнoћa дa je тa сeквeнцa мeрeњa тaчнa, 
пoд услoвoм дa циљ пoстojи. 

 

55..11..  Сједињавања компонената трага ITS алгоритма 
Све ''историје'' селектованих мерења трага су потенцијални кандидати да 

садрже секвенцу стварног циља и имају вероватноћу појављивања већу од нула. 
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Укупан број свих ''историја'' )(kLH под претпоставком правилне иницијализације 
трага почев од тренутка 0k  задововољавају једначину:  





k

j
HkjH kLmmkL

1

)1()1()1()(  (5.1) 

Историја трага у дискретном тренутку k се може добити из иторије трага у 
тренутку k-1 једног од укупно km1  ''селектованих мерења'' из скупа свих 
пристиглих  k

iZ .   
Илустрација процеса сједињавања компонената у 1k -ом скену дата је на 

Сл.5.1. док је на Сл.5.2. дат наставак сједињавања компоненти у k -том скену.  
Компонете су представљене различито обојеним квадратима. Квадрати исте боје 
представљају  нове компоненте. Редни бројеви редова означавају ознаку мерења. 
Безбојна поља означавају мерења која нису селектована од стране компоненти 
(колоне). 

55..22..  Филтри са меморијом од N-периода 
У (N+l)-ом временском одбирку траг се иницијализује помоћу историје  

)()1()1( 1 NLmNL HNH   (5.2) 

За  N=0 , Постоји само једна компонента односно ITS  постаје IPDA. Када је 
дубина Сингеровог меморисјког филтра  N=1, укупан број компонената је :  

kk mC 1  (5.2б) 

док је за  дубину Сингеровог меморисјког филтра N=2, укупан број 
компонената може израчунати помоћу израза 

)1()1( 1 kkk mmC  (5.1а) 
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Слика 5.1 Приимер сједињавања компонената   
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Сингеровим меморијским филтром (илустрација у к-1-ом скену) 

 

На Слици 5.3 дата је комплетна илустрација процеса сједиљавања 
компонената из 1k -ог у k -ти скен. Обојени квадрати представљају селектована 
мерења поред којих су дате вредности релативне вероватноће нових компонената 
трага.   
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Слика 5.2 Приимер сједињавања компонената   

Сингеровим меморијским филтром (к- скен) 
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Слика 5.3 Приимер сједињавања компонената Сингеровим меморијским филтром-
илустрација нових формирња компонената 

55..33..  Акционе формуле ITS алгортима 
У наставку следи практична имплементација предложеног алгортима, за 

коју су потребне само крајње једначине, односно 'акционе' формуле. Оне су дате 
следећим једначинама, у три позната ITS корака: корак предикције, корак 
селекције мерења и корак ажурирања односно корекције. На самом почетку, у 
кораку предикције,  израчунава се вероватноћа егзистенције циља:  

11111   kkkk   (5.3) 

где је 11 -константа која означава вероватноћу опстанка трага (Markov 
Chain One). Када пристигну мерења у скену k , свака pdf  компоненте пропагира по 
стандардном Kalman филтру (KF), при чему је  средња вредност и коваријанса:  

c
kkk

c
kk xFx 111 ˆˆ    (5.4) 

k
T

k
c

kkk
c
kk QFPFP   111  (5.5) 

Даље, у овом кораку се израчунава предикована pdf стања сваке 
компоненате, која практично представља један Гаусов импулс: 

],ˆ;[)),(,( 11
1 c

kk
c

kkk
k

kkk PxxNZccxp 
   (5.6) 

У даљем развоју алгоритма, по пристизању мерења са сензора, селектују се 
мерења која се налазе у претходно задатом гејту constg   сваке старе компоненте, 
односно потребно је да задовоље следећи услов:  
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где је средња вредност и коваријанса компоненте: 
c

kk
c
k xHy 1ˆˆ   (5.8) 

RHHPS Tc
kk

c
k  1  (5.9) 

Веродостојност мерења циља (пре сједињавања компонената) дата је као 
сума производа: 
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где је веродостојност сваке компоненте један Гаус: 
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c
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5.3.1. Корак корекције  
У овом кораку алгоритма ажурирају  се pdf  стања компонената.  
 Апостериорна pdf естимације стања нових компонената трага је Гаус 

дефинисан средњом вредношћу и коваријансом. За случај када нема мерења 
селектованих од стране компонената из претходног скена 0i , естимација нове 
компоненте је једнака предикцији старе, односно: 
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Калманово појачаање свајеке нове компоненте, може се израчунати помоћу 
израза: 

RHHPK Tc
kk

c  1  (5.13) 

За 0i  поправљено стање циља и коваријациона матрица могу се 
израчунати помоћу израза за KF естимацију, где је },{ ic -индекс нове компоненте: 
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апостериорна вероватноћа исте је: 
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Однос веродостојности мерења циља  
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Aпостериорна pdf естимације стања циља за излаз, датаје помоћу израза:  
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На крају, израчунава се апостериорна вероватноћа постојања циља: 
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за следећу итерацију алгоритма.  
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66..  ААЛЛГГООРРИИТТММИИ  ЗЗАА  ППРРААЋЋЕЕЊЊЕЕ  ВВИИШШЕЕ  ЦЦИИЉЉЕЕВВАА    

 
Сваки потпуно аутоматски алгоритам за праћење треба да обезбеди 

стабилан рад у условима непознатог броја циљева, са непознатим тренуцима 
иницијализације и гашења трагова, лажним мерењима и могућим наглим 
променама трајекторије циља.   

Приступ теоретском моделу праћењу који ће бити презентован у тези, 
заснива се на познатом  (ITS) радном простору за праћење једног циља, који 
интегрише рекурзивно израчунавање вероватноћа егзистенције циља са 
естимацијом трајекторије у више временских одбирака.  У тези ће бити 
презентована поменути алгоритам са две технике праћења више циљева  

Прва техника je метода сједињавања заједничких компонената трага (Joint 
Multitarget Tracking) која је настала на темељима изводљивог глобалног 
додељивања мерења трагу који резултује у условно оптималном али потенцијално 
рачунарски захтевном техником.  

Друга техника је метода линарнa сједињавања компонената трага (Linear 
Multitarget - LMITS), постиже функционалност праћења више циљева путем 
подешавања густине клатер мерења. LM је подоптимална али рачунарски веома 
ефикасна техника. Симулациона студија на крају тезе треба да покаже ефикасност 
овог приступа у окружењу униформног клатера када се прате циљеви у окружењу 
кретања са веома оштрим маневрима. Мерења са сензора могу да потичу од 
случајног клатера и такође од циљева, чије је постојање  као и облик трајекторије 
a-priori непознато. Ове детекције циљева представљене су њиховом вероватноћом 
детекције, која је  су 1DP . 

У сваком временском одбирку, пристижу мерења са сензора, чији је број 
такође априори непознат. Током рекурзивног процеса праћење циљева, формирају 
се све могуће хипотезе у односу на циљ и придруживање траг-мерење. Број ових 
хипотеза експоненцијално расте са временом, тако да било који практични метод 
праћења циљева мора да укључи технике за контролу и редукцију броја хипотеза, 
од којих су најчешће методе одсецања (pruning) и сједињавања (merging).  

Праћење више циљева поседује још једну комплексност у следећој 
димензији. Полазећи од основних претпоставки од бесконачној резолуцији сензора, 
и са више од једним мерењем по циљу у сваком скену, број могућих глобалних 
придруживања пристиглих мерења постојећим траговима расте комбинаторично са 
бројем мерења и бројем опсервираних трагова. Оптимални приступ праћењу више 
циљева, који се у литератури назива ''сједињено праћење више циљева'' (Joint 
Multitarget Tracking) подразумева, обрађује и процењује све могуће глобалне 
'мерење-траг' придруживање. 
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Аутоматско праћење у овом окружењу захтева иницијализацију и 
одржавање трагова, и процедуру дефинисања и раздвајања стварних од лажних 
трагова, названу 'одвајање лажних трагова' (False Track Discrimination-FTD). 
Агоритми за праћење циљева морају да раде корекцију мерења квалитета трага, 
како би се олакшало процедура одбацивања лажних трагова.  

Алгоритам праћења вишеструким хипотезама (Мultiple Hypothesis Tracker -
MHT) [3,4] генерално подразумева оптимални итеративни  (multiscan ) алгоритам за 
праћење више циљева у окружењу клатера. Такође, објављено је у литератури 
неколико верзија MHT алгортима које се могу груписати у две главне класе.  

Први, MHT базиран на мерењима, познат као Реидов алгоритам (Reid) [3], 
формира нове хипотезе додељивања мерења постојећим траговима,  распоређеним 
око мерења.  Други, MHT базиран на траговима [4] формира хипотезе засноване на 
гранању трага. Без обзира која класа MHT алгоритма се користи, практичне 
имплементације морају се базирати на оптимизацији,  тако да број хипотеза расте 
експоненцијално у односу на редни број скена и могућих трагова.  

Квалитет трагова,  у MHT често се назива резултат трага,  је веродостојност 
мерења одређене секвенце компоненте трага. Процедура одбацивања лажних 
трагова FTD у MHT алгоритму типично одабира највероватније хипотезе за 
потврђивање трага, па је MHT естиматор са максималном веродостојношћу 
егзистенције циља. 

Мерење квалитета трага у ''алгортиму придруживање података по 
вероватноћи'' (Probabilitic Data Association-PDA) укључује могућност опсервирања 
циља, која је дата појмом алгортима GPB1-PDA (generalized pseudo-Bayesian 
estimator) [10,11] и детектабилности циља датој у алгоритму IMM-PDA (Interacting 
Multiple Model-IMM) [12, 13]. Оба алгоритма користе један додатни модел циља са 
вероватноћом детекције нула и израчунавају вероватнооћу тог модела у 
стандардном GPB1 и IMM-у  респективно.  

Вероватноће опсервабилности и детектабиллности су у ствари комплемент 
вероватноће модела циља са нултом детекцијом. Естимација трага у оба алгоритма 
(IMM-PDA и GPB1-PDA) зависе од вероватноће постојања циља, вршећи 
'комбиновање' (mixing) естимација појединих модела, у оба алгортима, GPB1 и 
IMM. Укључивање постојања циља у итеративно праћење циља, први пут је 
публиковано у  [14], где је резултујућуи филтер назван ' придруживање података 
редукцијом интегралнoг комбиновањa (Integrated Mixture Reduction Data 
Association-IMRDA) филтер.  

Међутим, теоретски модел за IMRDA се знатно разликују од теоретског 
модела за ITS. Главна разлика се састоји у томе да егзистенција циља код IMRDA 
на бази компонената трага, коришћењем односа веродостојности мерења које су 
обухваћених компонентама и тада се постојање циља добија коришћењем теореме 
тоталне вероватнооће. У исто време ITS одређује егѕистенцију циља коришћењем 
односа веродотојности мерења на нивоу целог трага.   

Друга кључна разлика је да су у IMRDA филтру, априорне вероватноће 
компонената трага једнаке априорним вероватноћама трага под условом да циљ 
постоји, што није случај са ITS-ом. Алгоритам  ITS одређује постојање циља на 
средњем односу веродостојности мерења, тако да, са благом злоупотребом 
терминологије, ITS филтар је 'естиматор усредњеног постојања циља'. Детаљно 
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поређење MHT и ITS је представљено у [6].  Они се разликују у третману 
компонената трага.  У MHT-у,  свака компонента трага  има свој сопствени живот 
(и потврђује се и гаси индивидуално од осталих) до код ITS-а сваки траг је скуп 
међусобно повезаних компонената.  

Потврђивање и гашење се догађа на нивоу трага, и утиче на све компоненте 
трага истппвремено. Коначно, ITS и алгоритми изведени из њега Joint ITS-JITS и 
Linear Multitarget ITS-LMITS раздвајају иницијализацију и одржавање трага који 
значајно редукује нумеричку комплексноост алгоритма. У складу са високом 
рачунарском комплексношћу, JITS се користи у ситуацијама са малим бројем 
трагова и мерења. У захтевнијим ситуацијама, захтева се примена подоптималне 
методе.  

LMITS је подоптимална апликација за праћење више циљева, која редукује 
рачунарску сложеност елиминацијом заједничких придруживања мерења и трагова. 
Приликом корекције стања трага,  LM разматра могуће детекције од осталих 
циљева (трагова) као додатни клатер, и  модулише густину клатер мерења као што 
је описано у литерратури [16,17].  

Модулисање клатера носи са собом релативно ниске захтеве у погледу 
рачунарске сложености, тако да  је LMITS у погледу рачунарских ресурса сличан 
ITS-у за један покретан циљ (STT). Основни радни простор за оба од алгоритама 
(LMITS и JITS) ће бити презентован, где корекција трага користи асоцијативне 
вероватноће из ITS-а. Слична концепција користи се и код ITS-а за један покретан 
циљ.  

66..11..  ITS MTT -алгоритам за праћење више циљева 
Интегрални агоритам сједињавања трага (Integrated Track Splitting-ITS filter) 

за праћење једног циља у клатеру [6], интегрише праћење у више периода окретања 
радара [7], са вероватноћом постојања трага која постаје мера квалитета трага [8] у 
ITS алгоритму.  

Вероватноћа егзистенције трага је уведена по први пут у интегрални 
алгоритам асоцијативних вероватноћа (Integrated Probabilistic Data Association - 
IPDA) [8],  повезаним са алгортитмом асоцијавних вероватноћа (Probabilitic Data 
Association-PDA) [9] као aпроксимације естимације трага за једну периоду радара.  

Естимације трга добијене из IPDA су условне у односу на егзистенцију 
трага. Оне зависе од селектованих мерења а не од вероватноће егзистенције трага, 
који је исто тако случај у ITS-у.  

У тези ће бити разматране две варијанете алгоритам ITS-а за праћење више 
циљева:  

 Заједнички интегрални алгортима дељења трага (Joint ITS)  
 Линеарни интегрални алгоритам дељења трага за више  циљева 

(Linear Multitarget ITS).     
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66..22..  Придруживања података у алгортимима за праћење више 
циљева 

6.2.1. Метода сједињавања заједничких компонената трага 
 

Алгоритам сједињавања заједничких компонената трага (Joint Integrated 
Track Spliting-JITS) примењује оптималну придруживању података у окружењу ITS. 
Основни недостатак је повећана реачунарска сложеност алгортима, повезана са 
повећањем броја додељивања мерења шпстојећим траговима. Као решење за 
смањење рачунарске сложености, користи се одвајање трага у појединачне 
кластере у сваком скену. Тада се  Joint ITS примењује одвојено на сваки кластер. 
Кластер је известан скуп трагова у коме нема додељених мерења било ком 
постојећем трагу.  

Тада кластер постаје домен из кога се могу расподелити  мерења трагу. 
Тривијални клатер је скуп свих трагова. Међутим, у складу с веома нелинеарним 
повећањем броја дедељивања мерења траговима, (и одговарајућим расположивим 
рачунарским ресурсима) сваки кластер треба да садржи само минимални скуп 
трагова који задовољавају горњу дефиницију [24]. Зона кластера је унија зона 
прозора селекције.   

Скуп селектованих мерења kz  постаје унија мерења проверена од стране 
сваког трага припадајућег кластеру. Заједнички догађај   представља додељивање 
мерења свим траговима унутар кластера у тренутку k.  


T

kk
1




  (6.1) 

где је са Т означен број трагова у кластеру. Остварљив број заједничких 
догађаја задовољава следећа ограничења:  

 сваки траг је додељен једном или ниједном мерењу које се налази 
унутар гејта тог трага. 

 свако мерење је додељено једном или ни једном трагу 
Ова ограничења су настала из претпоставке да су сва мерења решена 

(придружена траговима). За сваки могући заједнички догађај ek  ,означимо са 
)(0 eT скуп трагова  у кластеру за који је 0 k , т.ј.оне трагове који немају 

додељена мерења, и означимо са )(1 eT скуп трагова   у кластеру за који је 0 k , 
т.ј.оне трагове који имају додељена мерења. Означимо са 0),( i индекс мерења 
која су додељена трагу  преко догађаја e . Апостериорна pdf  заједничког догађаја 
дата је као:  
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где је:  
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kc  -нормализациона константа и E број могућих заједничких догађаја у 
кластеру.  Апостериорне поједниначне вероватноће додељивања ''траг-мерења''  k   
се добијају сумиирањем апостериорних вероватноћа свих могућих заједничких 
догађаја које их садрже. Означимо са ),( i скуп могућих заједничких догађаја који 
садрже  ik 

 , kni ,...,2,1 . Апостериорне  вероватноће додељивања ''траг- мерења'' 
су дате помоћу:  
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Излазне вредности JITS модула за придруживање података су дате као:  
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6.2.2. Метода линеарног сједињавања компонената трага за праћење више 
циљева 
 Метода линеарног сједињавања компонената трага за праћење више циљева 

(Linear Multitarget Integrated Track Spliting -LM ITS) се користи за оптимизацију 
алгортима ITS за праћење када се у прозору трага појави више мерења које потичу 
од циља. У овом делу дисертације, биће укратко описан теоретски модел једне од 
ефикасних екстензија стандардног ITS алгоритма намењен за праћење више 
циљева, који из скупа свих опсервација групише само оне опсервације које су 
селектоване од стране исте компоненте трага. За разлику од стандардних MTT 
(Multiple Target Tracking) алгоритaма, типични STT (Single Target Tracking) 
алгоритми су засновани на четири модела : 

 
 модел динамике циља,  
 модел процеса мерења , 
 модел еволуција вероватноће постојања циљ  
 модел расподеле густине клатера мерења  
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Особина свих алгоритама за праћење је да се ажурирају у два корака:  

  Први корак је корак предвиђањања и процене стања циља који 
претпоставља различите моделе кретања циља у односу на претходни скен,   

Други корак врши корекција предвиђања стања на основу мерења 
пристиглих у текућем скену.  У околини предвиђања, бира се 'прозор' у коме се 
очекује појава мерења односно подскупа свих пристиглих мерења која (теоретски и 
практично) могу да потичу од циља.  

Филтри за поправку корака предвиђања од свих селектованих мерења 
израчунавају вероватноћу придруживања да управо то мерења потиче од циља.  

Ова мерења, заједно са подацима о вероватноћи придруживања се користе 
за корекцију предвиђене процене стања  циља. То резултира у настанку ''а 
постериори'' процене стања које се потом користи као улаз за корак предвиђања у 
следећем скену. На тај начин се формира рекурѕивни процес који има за циљ 
формирање трагова за које се претпоставља да прате стварну трајекорију циља.  

Кључна карактеристика сваког алгоритма за праћење је начин на који се 
израчунавају вероватноће придруживања. STT алгоритми претпостављају да су 
изабрана мерења или генерисани од стране циља или су из клатера. Они не 
дозвољавају могућност да било мерења су пореклом из другог циља. 
Најједноставније МТТ методе се заснивају на формирању банки филтара за 
праћење само једног циља, једна по трагу. Ова метода ретко показује 
задовољавајуће резултате у пракси. Конкретно , она је веома осетљива на праћење 
блиских циљева и траг се губи када су циљеви недовољно размакнути. Дуплирање 
трагова који прате један циљ су такође честе појаве у овој групи алгоритама. 

Насупрот томе, тачнији МТТ алгоритми посматрају порекло сваког мерења. 
Типично, они покушавају да  јединствено доделе мерење сваком (потенцијалном) 
циљу. Број јединствено додељених пристиглих мерења свим постојећим траговима 
у датом скену се може одредити комбинаторике мерења и трагова.  

Ако за тренутак занемаримо питање иницијализације и нестанка трагова, 
број јединствених придруживања m  мерења према n  трагова, укључујући и 
могућност да неки потенцијални циљеви нису детектовани је:  
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када је 1 nm и:  

!)1(
!
1!

0
mn

im
n

i
m

m

i













 (6.10) 

кад је 1 mn . Оптимална МТТ захтева узимање у рачун и процену свих 
могућих заједничких мерења за праћење трага . Рачун постаје непрактичан када се 
уѕму у рачун укупан број комбинација, па се зато прибегава смањењу броја 
комбинација, коришћењем неких хеуристичких метода.   
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6.2.3. Лнеарна метода придруживања вероватноћа за више циљева  
Линеарна метода придруживања вероватноћа за праћење више циљева 

(Linear Multitarget Probabilistic Data Association ) јe у општем случају, типичан 
систем за праћење једног циља, има следеће кораке у сваком скену:  

 
1. корак предикције: спроводи се пре појаве мерења у к-том скену: 
А) естимација )|( 1k

k Zxp  и све остале естимације повеѕане са тим трагом 
Б) естимација )|( 1k

k Zzp   
Ц) естимација )|( 1k

k Zp   
2. корак корекције: по пријему мерења у к-том скену: 
А) селекција km мерења у околини 1|ˆ k

k Zz  
Б) израчунавање апостериорних вероватноћа придруживања т.ј. вероватноћа 

сваког мерења  унутар гејта циља 
Ц) израчунавање апостериорних естимација трага коришћењем 

асоцијативних вероватноћа и предикованих естимација трага. 
 

Приметимо да за специјалан случај недоласка мерења ( 0
km ) не може се 

разматрати праћење више циљева.    
У оквиру линеарне МТТ методе, априорне асоцијативне вероватноће се 

апроксимирају првом претпоставком да постоји само један потенцијални циљ. 
Дефинишимо: 
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где је 
ikP , априорна вероватноћа да мерење i  у к-том скену потиче од циља 

 . Ова вероватноћа се може апроксимирати помоћу израза: 
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где је: 
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а  са T је означен укупан број трагова. Априорна густина мерења ikz , после 
корекције (update) трага  је дата помоћу израза: 
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Модел Марковљевог ланца првог реда за пропагацију вероватноће 
постојања трага, за циљ  се може израчунати као:  
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Где су транзиционе вероватноће дефинисане помоћу израза: 

)|( 111
   kkP  (6.16) 

)|( 121
   kkP  (6.17) 

Узимајући у рачун претходне  изразе, апостериорна вероватноћа постојања 
трага је дата помоћу израза: 
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где је: 
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који је повезан са трагом   односом веродостојности мерења као што је 
дато следећим изразом: 
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На крају, апостериорне вероватноће да циљ постоји и да је мерење 0i  је 
његова детекција ( 0i  означава 'нула' мерења) је дата као: 
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На крају ове дисертације, у делу експерименталних испитивања, тестираће 
се ефикасност предложене  LMITS методе у делу праћења  више покретних циљева.    
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77..  РРЕЕЗЗУУЛЛТТААТТИИ  ССИИММУУЛЛААЦЦИИЈЈАА  

У овом делу дисертације, биће дати резултати интензивних експеримената. 
Због обимности и великог броја тестираних сценарија кретања циља, биће 
приказани само одабрани експерименти који треба ослустративно и резултатски да 
покажу ефикасност предложене методе. Пре свега, то су експерименти са пет, 
петнаест и педесет циљева који старују са обода круга о крећу се ка центру.  

77..11..  Опис експеримената 
Одабрани експерименти су базирани на STT и MTT сценарију кретања 

циљева. Симулациони STT експерименти имају неуниформни клатер, док  MTT 
експерименти имају адитивни бели Гаусов шум, који се додаје на вектор брзине, 
пре почетка сваке симулације (пролаза). На тај начин постигнут је ниво 
неуниформног клатра који се повећава идући ка центру круга (до 20-ог скена), а 
смањује када се циљеви (после 20-тог скена).   С обзиром да је за практичан доказ 
оправданости примене Сингеровог меморијског филтра потребно обезбедити 
одређени број мерења у сваком скену, експеримент праћења једног циља је нешто 
другачији од експеримената за праћење више циљева. Код њега се за симулациони 
сценарио користи поред мерења која потичу од циља и густи Поасонов клатер. 
Експерименти за праћење више циљева не морају да имају посебан клатер, већ ту 
улогу преузимају суседни веома блиски циљеви који се сваким скеном све ближи 
једни другима. У свим експериментима, претпоставља се да је сензор линеаран у 
Декартовом правоуглом координатном систему, са адитивним шумом мерења чија 
је коваријанса   R=25xI2, при чему I2 означава дводимензионалну јединичну 
матрицу. Вероватноћа детекције сваког циља је позната и износи 0.8. Присутан је 
значајан ниво клатера као и процедура аутоматске иницијализације трагова. 
Трагови се иницијализују сваким паром мерења у консеквентним скеновима тако 
да задовољавају критеријум максималне брзине под условом да нису селектовани 
од било ког другог трага.  Сваком новом иницијализованом трагу се додељује 
иницијална вероватноћа детекције, која је детаљно описана у литератури [13].  На 
тај начин, ако циљ није праћен од стране трага, иницијализује се нови траг 
коришћењем његових детекција.  Траг може да стартује пратећи исти циљ, или 
исту секвенцу мерења. Када се то догоди, естимација стања трајекторије треба да 
конвергира, и ти трагови ће бити сједињени.  

У сваком скену, иницијализује се одређени број лажних трагова. У тој 
ситуацији, прва ствар коју алгоритам за праћење треба да уради јесте 
дискриминација или раздвајање између стварних и лажних трагова. Процедура 
одбацивања лажних трагова користи ‘мерења квалитета трага‘ у циљу елеимисања 



Придруживање података Сингеровим меморијским филтром за праћење циљева у густом клатеру 

З. Радосављевић: Докторска дисертација 59 

трагова са ‘лошим’ квалитетом и за њих се  претпоставља да су лажни, док се у 
исто време потврђују трагови са  ‘високим’ квалитетом и називају се стварним.  

Многи алгоритми за аутоматско праћење циљева, користе вероватноћу 
постојања циља као меру квалитеата трага, изузев алгоритма Вишеструких 
хипотеза (MHT-Multiple Hipothesys Tracking) који користи ''успешност'' трага.  

У експериментима, када мера квалитета трага расте према прагу 
потврђивања, траг се потврђује и када мера квалитета трага опада према прагу 
гашења трага, траг се укида (гаси).  

Сваки алгоритам у сваком експерименту треба да има различите прагове. 
Прагови се одређују експериментално, тако да буде задовољен апроксимативно 
исти број статистике лажних потврђених трагова, за сваки филтер за праћење,  
понаособ. Са апроксимативно истом статистиком лажних потврђених трагова, ниво 
успешности потврђених стварних трагова омогућава поређење перформанси 
одбацивања лажних трагова.   

Описана процедура одбацивања лажних трагова одабрана је првенствено 
због своје једноставности и лаке примене. Сложеније процедуре могу бити 
интересантне у неким другим ситуацијама праћења циљева. Користи се следећа 
дефиниција стварних и лажних трагова.   

 Сваки нови инницијализовани траг је лажан у односу на све постојеће 
циљеве,  

 Лажни траг постаје тачан у односу на некуи циљ, када је естимација 
стања довољно близу стварном вектору стању циља, 

 Траг остаји тачан у односу на циљ, онолико дуго, колико селектује 
детекције тог циља,    

Сматра се да је траг довољно близу циља који прати ако је задовољен услов: 

track
t

k
Tt

k tP  )()()( ,1
2|2

,    (7.1) 

 где је  
t
kkk

t
k xx   |

, ˆ   резидуал, односно где 

kx  означава вектор стања циља   

t , 

2|2P ,  коваријациона матрица грешке стања трага   после иницијализације трага 

‘’методом две тачке’’, са вредношћу прага 20.  Овде се користи   

2|2P  за разлику од  


kkP |   за, превенцију да траг са великом матрицом коваријансе грешке не прође тест 

тачности трага.  
Сваки симулациони експеримент садржи одређени број симулационих 

пролаза. У сваком симулационом пролазу, циљ понавља своју трајекторију. 
Међутим мерења, која се састоје од детекција (или недетекција) циља, шума и 
одређеног броја клатер секвенци, се генеришу независно.  

Сваки алгоритам користи користи исти скуп мерења. На крају сваког 
пролаза, стврни трагови се гасе, односно бришу.  

Међутим,  лажни трагови се преносе из једног симулационог пролаза у 
наредни, у циљу продужавања и наставка процеса праћења.  

7.1.1. Поступак одбацивања ‘дуплих’ трагова  
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У симулационој студији, само један циљ постоји за један траг и он прати 
модел униформног кретања. Сваки симулациони експеримент има 500 пролаза и 
сваки симулација садржи исти број скенова. Поређење се спроводи између разних 
дубина Сингерове меморије а одабрани су IPDA и ITS алгоритми за STT i ITS 
алгоритaм за MTT експерименте.  

Практична имплементација алгоритма садржи у себи многе поступке који 
нису експлицитни део теоретског модела, али омогућавају несметано 
функционисање алгоритма. Једна од ‘невидљивих’ функција алгортма је и поступак 
одбацивања ‘дуплих’ трагова, односно елиминисање ситуације у којој више од 
једног трага прате један исти циљ.  

У овим ситуацијама, нема експлицитно дефинисане процедуре, већ се бира 
траг са највећом вероватноћом егзистенције. Поред тога, један од захтева 
повезаних са елиминацијом редундансе трага је да траг буде довољно дуго изнад 
прага потврђивања  пре него што стварно постане потврђен.  

Непараметaрска верзија алгоритма се користи. Циљ ове симулационе 
студије је да покаже како се повећањем дубине Сингеровог меморијског филтра 
историје мерења трага постиже повећање успешности стварних потврђених 
трагова, као и да одреди ону дубину меморије за коју долази до засићења овог 
дијаграма, и означава се са  optN . Ова дубина се сматра оптималном за одређену 
вероватноћу детекције циља и дату густину клатера.   

77..22..  Мерење успешности задржавања и сједињавања циља 
У свим експериментима са више циљева, циљеви се крећу униформно, и 

укрштају се око 20-ог скена. У овој ситуацији, пред крај сваког пролаза, обично 
један или два скена пред крај ( у нашем случају то је 38 скен), може се препознати 
одређени број међусобно искључивих догађаја, који се класификују као позитивни 
или негативни ефекти праћења. Они су директна мера квалитета праћења. То су 
следећи догађаји: 

 Сви трагови настављају да прате свој оригинални циљ, 
 Само неки од трагова настављају да прате свој оригинални циљ, док су 

се остали трагови изгубили, 
 Одређени број трагова прати неки други (погрешан) циљ, али они би се 

пребацили на своје оригиналне циљеве 
 Неки трагови настављају да прате своје циљеве, али би прешли на друге, 

док су остали циљеви изгунљени,  
 Сви трагови су престали да прате било који циљ, односно могу се 

сматрати изгубљеним 
За испитивање рада предложене методе одабрани су два сета специјалних 

експерименти са кретањем једног и више циљева. Основни мотив оваквог избора је 
интенција да се покаже побољшање стандардног ITS алгоритма коришћењем 
предложеног Сингеровог филтра са меморијом мерења селектованих од стране 
сваке компоненте трага. У том смислу, пореде се дијаграми стварних потврђених 
трагова за разне дубине меморије компоненте трага, када се држе константним 
броје лажних потврђених трагова на нивоу експеримента. У овом случају, одабран 
је експеримент са 500 Монте Карло пролаза, при чему сценарио са једним циљем 
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садржи 50 скенова а сценарио са праћењем више циљева 40 скенова, што даје 
укупно 25 000 односно 20 000 скенова, респективно. За иницијализацију трагова, 
користи се стндардна ‘’Two Point Differencing’’ метода.  

На нивоу експеримента, прагови поврђивања трага су фиксирани  на 0.99 за 
експеримент са једним циљем и 0.95 за експеримент са више циљева, док је ниво 
иницијалне вероватноће трага вариран тако да се оствари укупно 20 ( 10/  %) 
потврђених лажних трагова, на нивоу експеримента за прaћење једног  циља 
односно  укупно 15 ( 10/  %) потврђених лажних трагова, на нивоу експеримента 
за прaћење једног  циља.   

 
Резултати симулација су презентовани по сложености експеримента, и то су:    
 Праћење једног циља (STT) у окружењу неуниформног клатера, слабог  

Поасоновог клатера густине  1х10-5 [1/m-2] и јаког Поасоновог 
клатера густине  2х10-4 [1/m-2] са  ниском вероватноћом детекције од 

6.0DP  
 Праћење више циљева (MTT) без додатног клатера, са вероватноћом 

детекције 8.0DP  .  
Посебно, експеримент праћења више циљева подељен је у три случаја:  
 Пет блиских циљева, распоређених на ободу круга пречника 450 метара 

и размакнутих за 10 о (без додатног клатера)  
 Петнаест блиских циљева, распоређених на ободу круга пречника 450 

метара и размакнутих за 10 о (без додатног клатера)  
 Педесет блиских циљева, распоређених на ободу круга пречника 450 

метара и размакнутих за 7 о (без додатног клатера) 
 
Сви циљеви полазе са обода круга ка центру круга полупречника 450 

метара. Сваки oд циљева се креће равномерном брзином од 25 [m/s] ка центру 
круга, у који би требало да стигне у 20-ом скену, након чега настављају 
униформним кретањем за још 20 скенова. Случајна (radom) компонента се додаје 
само на вектор брзине сваког циља, тако да  у скену 20, варијанса растојања између 
сваког циља и центра круга треба да буде двострука грешка шума мерења 
коваријансе матрица сензора.  

Почетне позиције циљева су одвојене за 10о. Као мера квалитета праћења 
циља користи се дијаграм стварних потврђених трагова (True Confirmed Tracks 
Diagram), дијаграм лажних потврђених трагова (False Confirmed Tracks Diagram), 
дијаграм средње квадратне грешке праћења (Root Mean Square Error) и табела 
статистике задржавања трага (Retention Table).  

7.2.1. Статистика задржававања циља (Retention Table) 
Статистика задржавања циља је добијена констатацијом да су   

идентификовани стварни потврђени трагови (ако их има) сваког од циљева на 
након 14 скена. Ови идентификација се поново проверава  у скену 38, и следеће 
статистике су акумулиране за сваки експеримент: 
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 nCases: укупан број случајева да потврђени траг прати циљ у 14, 
скену,  

 nOK: проценат потврђених трагова који и даље прате циљ у скену 38 
 nSwitched: проценат трагова који прате други циљ у скену 38. 
 nLost: проценат трагова који не прате ни један циљ у скену 38, 
 nMerged: проценат трагова који су изгубљени сједињавањем са 

другим траговима убројаним у nCases између скена 14. и 38. 

77..33..  Резултати симулација праћења једног циља (STT) 
Симулациони сценарио за експеримент кретања једног циља је одабран тако 

се циљ креће праволинијски у 2D равни, униформно брзином од 25 [m/s], у региону 
са неуниформним клатером (Сл.7.2.1). Симулациона студија пореди утицаје 
различитих дубина Сингеровог меморијског филтра  на ефикасност потврђивања 
тачних трагова. Трајање симулације је 50 скенова а користе се 500 Монте Карло 
пролаза. Коваријанса шума мерења је R = 25I2 [m2]. Клатер је неуниформан, при 
чему се у региону слабог клатера, чија је густина је 2 x 10−5  [1/m2], генерише у 
просеку 6 клатер мерења по скену, док се у региону јаког клатера, чија је густина је 
2 x 10−4[1/m2], генерише у просеку 102 клатер- мерења по скену.  Једноставна и 
ефикасна контрола раста броја компонената се врши 'коначном дубином' историје 
компонената трага.  Допринос сваког мерења се ефективно држи одвојено током 
последњих N-сканова, после чега се сједињавају са доприносом осталих мерења 
исте ''старости''.  

У симулационој студији, испитује се однос између крајње дубине N и FTD 
перформанси. У сваком симулационом пролазу, циљеви полазе из истог 
иницијалног стања, које је ]'410016100[0 x . Кретање циља је моделовано у 
правоуглом координатном систему (Cartesian) као:   

kkk Fxx 1          (7.2) 

где је kx  вектор стања у тренутку k и састоји се од позиције и брзине, свака 
са по две координате: ]'[  x , где ),(   означава Картесиан координате са 
тзранзиционом матрицом F : 
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где T означава периоду одабирања од 1s. Шум процеса k представља бели 
Гаусов шум средње вредности нула и са познатом коваријансом QE jk ]'[  , где 
је   
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док је 75.0q . Алгоритми користе Марковљев ланац првог реда са 
параметрима 98.011  , 021  . Траг се иницијализује у сваком скену 
коришћењем мерења из садашњег и претходног скена.   

 
 Слика 7.2.1: Симулациони сценарио -један циљ 
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Слика 7.2.2: Дијаграм стварних потврђених трагова  
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Слика 7.2.3 Средња квадратна грешка позиције 
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Табела 7.2.1: Статистика задржавања циља-један циљ са неуниформним клатером 
N   nCases nOK 

[%] 

nSwitched 

[%] 

nLost 

[%] 

merged CPU 

0 IPDА 229 95.63 0 4.36 0 7.12 

1 ITS 256 98.04 0 1.96 0 4.22 

2  ITS 276 96.73 0 3.27 0 4.38 

3  ITS 285 97.54 0 2.46 0 4.46 

 

77..44..  Резултати симулација за праћење више циљева (МTT) 
За симулациону студију је одабрана симулација кретања у 

дводимензионалном простору димензија 1000 m дужине и 1000  ширине [29]. У 
овом сценарију нема посебног клатера, већ близина суседних циљева и 
неодређеност дефинисана случајним Гаусовим шумом, додатом на брзину, пре 
првог скена, чини сценарио веома сложеним, нарочито при великом броју циљева 
који се крећу ка центру. У близини центра, у који циљеви долазе скоро 
истовремено, густина ''клатера'' је веома велика. У сваком симулационом пролазу, 
циљеви полазе из истог иницијалног стања. Кретање циља је моделовано у 
правоуглом координатном систему (Cartesian) као и састоји се од позиције и 
брзине, свака са по две координате са транзиционом матрицом F  датом помоћу 
израза (7.3). Шум процеса k  представља бели Гаусов шум средње вредности нула 
и са познатом коваријансом QE jk ]'[  , док је 75.0q . Алгоритми користе 
Марковљев ланац првог реда са параметрима 98.011  , 021  .  Траг се 
иницијализује у сваком скену коришћењем мерења из садашњег и претходног 
скена. 

7.4.1. Резултати експеримената за симулациони сценарио кретања пет 
циљева 
Пет блиских циљева се креће праволинијски без убрзања у простору [1000m 

1000m], брзином од 25 [m/s]. Укупно трајање једног пролаза експеримента је 40 
скенова а експеримент се понавља у 500 Монте Карло пролаза коришћењем 
случајних генератора са Гаусовим белим шумом. Сваки циљ се креће равномерном 
брзином ка центру круга, у који би требало да стигне у 20-ом скену, након чега 
настављају униформним кретањем за још 20 скенова.  Случајна (radom) компонента 
се додаје на вектор брзине сваког циља, тако да  у скену 20, варијанса растојања 
између сваког циља и центра круга треба да буде двострука грешка шума мерења 
коваријансе матрица сензора. Почетне позиције циљева су одвојене за 10о. 
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Слика 7.3.1.1: Симулациони сценарио кретања пет  циљева 
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Слика 7.3.1.2  Дијаграм стварних потврђених трагова ITS 
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Слика 7.3.1.3: Дијаграм стварних потврђених трагова LMITS   
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Слика 7.3.1.4.  Дијаграм стварних потврђених трагова (ITS-LMITS) 
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Слика 7.3.1.5  Дијаграм лажних потврђених трагова (ITS) 
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Слика 7.3.1.6.  Средња квадратна грешка праћење 
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Табела 7.3.1: Статистика задржавања циља-пет циљева 

N  nCases nOK[%] nSwitched[%] nLost[%] merged CPU 

- IPF 1897 72.58 6.64 20.78 75 46.27 

ITS 981 0.50 1 
LMITS 

1991 

1976 

18.58 

48.78 

17.98 

21.10 

63.44 

30.12 469 0,87 

ITS 990 0.58 3 
LMITS 

 1990 

1976 

18.54 

52.98 

17.78 

21.10 

63.68 

25.92 439 1.03 

ITS 956 0.79 5 
LMITS 

1991 

1976 

20.64 

58.90 

18.23 

20.64 

61.13 

20.46 346 1.21 

ITS 910 1.21 7 
LMITS 

1992 

1976 

23.59 

59.66 

18.47 

21.91 

57.94 

18.43 317 1.38 

ITS 899 1.28 9 

LMITS 

1992 

1976 

24.39 

59.66 

18.37 

21.91 

57.24 

18.43 315 1.35 

ITS 889 1.34 11 

LMITS 

1992 

1976 

25.30 

60.52 

18.92 

21.30 

55.78 

18.18 313 1.57 

 

7.4.2. Резултати експеримената за симулациони сценарио са петнаест 
циљева 
Петнаест (15) блиских циљева се креће праволинијски без убрзања у 

простору [1000m 1000m], брзином од 25 [m/s]. Укупно трајање једног пролаза 
експеримента је 40 скенова а експеримент се понавља у 500 Монте Карло пролаза 
коришћењем случајних генератора са Гаусовим белим шумом. Сваки циљ се креће 
равномерном брзином ка центру круга, у који би требало да стигне у 20-ом скену, 
након чега настављају униформним кретањем за још 20 скенова.  Случајна (radom) 
компонента се додаје на вектор брзине сваког циља, тако да  у скену 20, варијанса 
растојања између сваког циља и центра круга треба да буде двострука грешка шума 
мерења коваријансе матрица сензора. Почетне позиције циљева су одвојене за 10о. 
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Слика 7.3.2.1: Симулациони сценарио кретања- петнаест циљева 
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Слика 7.3.2.2 .Дијаграм стварних потврђених трагова ITS- параметар  дубина 
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Слика 7.3.2.3. Параметарски дијаграм стварних потврђених трагова( LM ITS) 
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Слика 7.3.2.4.  Упоредни параметарски  дијаграм стварних потврђених трагова 

(ITS-LMITS) 
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Слика 7.3.2.5. Параметарски дијаграм лажних потврђених трагова LM ITS 
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Слика 7.3.2.6.  Упореди дијаграм средње квадратне грешке позиције ITS-LMITS 

параметар- дубина Сингерове меморије 
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Табела 7.3.2.  Статистика задржавања циља-  петнаест циљева 

N  nCases nOK[%] nSwitched[%] nLost[%] merged CPU 

- IPF 5542 3131 871 1640 520 128.2 

ITS 1 
LMITS 

5884 

5850 

15.07 

40.10 

16.41 

23.53 

68.52 

36.37 

3153 

1768 

1.82 

2.13 

ITS 3 
LMITS 

5886 

5854 

18.58 

48.10 

17.56 

27.05 

43.86 

24.85 

2939 

1181 

3.52 

4.12 

ITS 5 
LMITS 

5886 

5851 

22.56 

40.97 

18.41 

30.08 

58.03 

28.95 

2478 

887 

4.41 

4.99 

ITS 7 
LMITS 

5886 

5851 

25.11 

50.81 

18.79 

31.87 

56.1 

17.32 

2622 

819 

4.89 

5.48 

ITS 9 
LMITS 

5886 

5851 

26.13 

51.37 

20.09 

32.09 

53.88 

16.54 

2551 

781 

5.17 

5.81 

7.4.3. Резултати експеримената за симулациони сценарио педесет циљева 
Педесет блиских циљева се креће праволинијски без убрзања у простору 

[1000m 1000m], брзином од 25 [m/s]. Укупно трајањe једног пролаза експеримента 
је 40 скенова а експеримент се понавља у 500 Монте Карло пролаза коришћењем 
случајних генератора са Гаусовим белим шумом. Сваки циљ се креће равномерном 
брзином ка центру круга, у који би требало да стигне у 20-ом скену, након чега 
циљеви настављају униформним кретањем за још 20 скенова. Случајна (radom) 
компонента се додаје на вектор брзине сваког циља, тако да  у скену 20, варијанса 
растојања између сваког циља и центра круга треба да буде двострука коваријанса 
грешка шума мерења сензора. Почетне позиције циљева су одвојене за 7о. 
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 Слика 7.3.3.1. Симулациони сценарио кретања 50 циљева 



Придруживање података Сингеровим меморијским филтром за праћење циљева у густом клатеру 

З. Радосављевић: Докторска дисертација 71 

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Scan Number

C
on

fir
m

ed
 T

ru
e 

T
ra

ck
s

 

 

N = 1
N = 3
N = 5
N = 7
N = 9
IPF

ITS 
50 targets
P

D
 = 0.8

nRuns = 50

             
Слика 7.3.3.2.  Дијаграм стварних потврђених трагова (ITS –IPF) 
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Слика 7.3.3.3. Дијаграм средње квадратне грешке позиције 
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Слика 7.3.3.4.  Упоредни дијаграм стварних потврђених трагова ITS-LMITS- 

 параметар  дубина Сингер меморије  
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Табела7.3.3. Статистика задржавања циља -педесет циљева 

 
N  nCases nOK[%] nSwitched[%] nLost[%] merged CPU 

- IPF 14123 23.25 35.51 41.24 1633 402.58 

ITS 1 
LMITS 

16429 

17007 

8.60 

21.28 

18.07 

29.74 

73.33 

48.98 

9268 

6949 

9.02 

11.01 

ITS 3 
LMITS 

16445 

17026 

11.47 

24.71 

21.23 

45.86 

67.30 

29.43 

8355 

4032 

17.24 

21.80 

ITS 5 
LMITS 

16484    

17028 

13.40 

26.18 

22.87 

50.48 

63.73 

23.34 

7791 

3188 

20.82 

25.73 

ITS 7 
LMITS 

16491 

17036 

14.96 

26.51 

24.77 

52.13 

60.27 

21.36 

7334 

2914 

22.64 

27.77 

ITS 9 
LMITS 

16488 

17026 

15.58 

26.46 

26.00 

53.25 

58.42 

20.29 

7152 

2749 

23.56 

28.96 

77..55..  Експериментални резултати оптималне дубине Сингерове 
меморије 

Резултати симулација, дати преко упоредних дијаграма IPDA-ITS (један 
циљ) и ITS-LMITS (пет, петнаест и педесет циљева) стварних потврђених трагова и 
статистике задржавања циљева презентовани су у поглављима 7.2 и 7.3. За дато 
симулационо окружење, показано је да успешност дијаграма стварних потврђених 
трагова зависи од крајње дубине историје N. Алтернативно, крајња дубина историје 
Сингеровог филтра N , показује заодвољавајуће праћење у датом окружењу, и за 
дате параметре сензора и параметре трајекторије циља. Ови резултати су 
постигнути уз веома рационалну потрошњу рачунарских ресурса. Крајњи 
резултати експеримената се могу изразити оптималном дубином Сингеровог 
меморијског филтра за предложени алгоритам, за сваку вероватноћу детекције као 
што је приказано у Табели 7.4. 

Табела 7.4. Оптимална дубина Сингеровог меморијског филтра  

Број 
циљeva 

  
DP  

Релативно 
повећање 

CPU  

 
optN  

1 ITS 0.6 1.05 3 
ITS 9 5 

LMITS 
0.8 2.56 

1.58 7 
ITS 9 15 

LMITS 
0.8 2.84 

2.57 7 
ITS 7 50 

LMITS 
0.8 2.61 

2.52 5 
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Табела оптималне дубине Сингеровог меморијског филтра (Табела 7.4.) 
показује да се применом побољшаних метода за праћење  више циљева постиже 
боља стастистика трагова, али је оптимална дубина меморијског филтра остала 
иста. С друге стране, с повећањем броја циљева расте оптимална дубина 
меморијског филтра али до границе засићења (око 40 циљева) у зависности од 
вероватноће детекције циља, после које се не може већом дубином меморије 
постићи боља потврђеност трагова. Ова појава се може објаснити У исто време, 
рачунарска сложеност незнатно расте у границама толеранције. 
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88..  ЗЗААККЉЉУУЧЧААКК  ИИ  ДДААЉЉАА  ИИССТТРРААЖЖИИВВААЊЊАА  

У тези је предложен нов теоретски модел естиматора стања за праћење који 
се састоји од стандардног ITS алгоритма проширен Сингеровим меморијским 
филтром у домену дубине ацоцијације података односно историје компонената 
трага.  

Током интензивних експеримената праћења једног и више циљева, добијени 
резултати симулација, исказани кроз дијаграм стварних потврђених трагова, 
дијаграм средње квадратне грешке позиције и табела задржавања трага су показали 
пораст нивоа стварних потврђених трагова, са повећањем  дубине Сингеровог 
меморијског филтра.  

Посебно, експериментално је добијена одговарајућа дубина Nmax меморије 
филтра, после које нема даљег повећања нивоа потврђености трага, за одговарајућу  
дату вероватноћу детекције циља. Другим речима, дијаграм улази у засићење, а ова 
вредност дубине меморије даje упутствa кориснику зa прaктичну примeну ITS 
алгоритма. На тај начин, потврђена је оправданост примене Сингеровог 
меморијског филтра.  

Допринос тезе може се сагледати кроз теоријски и практични аспект. У 
теоријском смислу, налажење математичих основа везе познатих ITS – као 
естиматора стања и познатог Сингеровог ‘N-scan-memory’ филтра примењеног у 
домену асоцијације података, допринео је проширењу теоријских могућности у 
системима за праћење покретних циљева, кроз спрега два ефикасна модела.  У 
практичном делу тезе, упоређена је разлика FTD дијаграма узимањем различите 
дубине историје мерења за компоненте трага., на принципу ‘N-scan-memory’ 
филтра.  

Током  тестирања перформанси предложеног алгоритма за праћење, 
коришћене су интензивне Монте-Карло симулације, уз помоћ случајног 
Поасоновог (Poison) генератора са 250 пролаза. Намењен је генерисању 
симулационог сценарија праволинијског кретања циља у 40 скенова. Симулације су 
показале оправданост примене веће дубине историје у циљу подизања нивоа 
стварних потврђених трагова. Такође, експериментално је одређена довољна 
дубина историје мерења од којих потиче компонента трага, при којој долази до 
засићења FTD дијаграма.      

На тај начин, прeдлoжeнa дoктoрскa дисeртaциja дoприноси проширењу 
могућности практичне примене алгоритама асoциjaциje пoдaтaкa, спeциjaлнo у 
oблaсти дaљинскoг oсмaтрaњa. Грaницe прaктичнe примeнe тeхникe ITS (у смислу 
вeрoвaтнoћe дeтeкциje и густинe мeрeњa клaтeрa) су испитaнe.  

Пoдoптимaлнa ITS мeтoдa је тeoриjски испитaнa, штo се рeзултуje кроз 
упутствa зa прaктичну примeну. Тo ћe умнoгoмe oлaкшaти прaктичну примeну 
смaњуjући брoj пaрaмeтaрa кojи сe мoрajу oдрeдити мeтoдoлoгиjoм случајних 
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узорака. Поред тога, тeoриjскa вeзa и пoрeђeњe тeхникa класичног ITS алгоритма и 
алгоритма са Сингеровим сједињавањем компонената бићe знaчajaн дoпринoс 
тeoриjи асoциjaциje пoдaтaкa у праћењу циљева.  

У наредним корацима истраживања, потребно је испитати предложени 
меморијски филтар на граничним ниским вероватноћама детекције ( 4.0DP ). У 
овом случају треба изменити одређени број параметара, првенствено методу 
иницијализације, односно уместо предложене иницијализације помоћу два 
сукцесивна мерења, користи се иницијализација трага за сваку пристиглу 
опсервацију.   

Ова врста експеримената знатно је захтевнија у погледу рачунарских 
ресурса,. Међутим, стална појава нових брзих процесора доприноси значајном 
смањењу процесорског времена потребног за савладавање повећање сложености 
алгоритма.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Придруживање података Сингеровим меморијским филтром за праћење циљева у густом клатеру 

З. Радосављевић: Докторска дисертација 76 

 

99..  ЛЛИИТТЕЕРРААТТУУРРАА  

[1] Kalman R.: A New Approach to Linear Filtering and Prediction Problems, 
Transaction on ASME - Journal of Basic Engineering, Series 82D, pp. 35-45, 
Mar. 1960. 

[2] Singer R.: Estimate Optimal Tracking Filter Performance for Manned 
Maneuvering Targets, IEEE Trans. Aerospace and Electronic Systems, Vol. 6, 
No.4, 1970, July, 473-483. 

[3] S. Blackman, Multiple-target tracking with radar applications, Artech House, 
1986. 

[4] Blackman, S., and Popoli, R.Design and Analysis of Modern Tracking 
Systems.Boston: Artech House, 1999. 

[5] D. B. Reid, An Algorithm for Tracking Multiple Targets', IEEE Transactions on 
Automatic Control, Vol AC-24, pp. 843-854, December 1979. 

[6] R. Singer, R. Sea and K.Housewright: Derivation and evaluation of improved 
tracking filter for use in dense multitarget environments”, IEEE Transactions on 
Information Theory. Vol. 20, no. 4, pp. 423-432. July 1974. 

[7] Salmond, D. J.Mixture reduction algorithms for target tracking in clutter. In SPIE: 
Signal and Data Processing of Small Targets, vol. 1305, Orlando, FL, Apr. 1990, 
434—445. 

[8] Kurien, T., Multitarget Multisensor Tracking, vol. 1. Boston: Artech House, 1990, 
43—83. 

[9] D. Musicki, R. Evans and S. Stankovic, Integrated probabilistic data association , 
IEEE Transactions on Automatic Control Systems, Vol 37, No. 3, pp.1237--1241, 
June 1994. 

[10] S. J Julier, J. K. Uhlmann and H.F. Durrant-Whyte, A New Method for 
Nonlinear Transformation of Means and Covariances in Filters and Estimators", 
IEEE Trans. Automatic Control, Volume 45, Number 3, pp. 477--482, Mar 2000. 

[11] B. Ristic, S. Arulampalm, N.J. Gordon, eyond the Kalman Filter:Particle Filters 
for Tracking Applications, Artech House, 2004.  

[12] D. Mušicki, Bearings only single-sensor target tracking using Gaussian 
mixtures, Automatica, Volume 45, Number 9, pp. 2088-2092, September, 2009.  

[13] Y. Bar Shalom and T.E.Fortman, Tracking and Data Association, Academic 
Press, San Diego,1988. 



Придруживање података Сингеровим меморијским филтром за праћење циљева у густом клатеру 

З. Радосављевић: Докторска дисертација 77 

[14] S. Challa, R. Evans, M. Morelande and D. Mušicki: Fundamentals of Object 
Tracking, Cambridge University Press 2011. 

[15] Bar-Shalom, Y., and Tse, E. Tracking in a cluttered environment with 
probabilistic data association. Automatica, 11 (Sept. 1975), 451—460.  

[16] Bar-Shalom, Y., Chang, K., and Blom, H. Multitarget Multisensor Tracking, 
vol. 1. Boston: Artech House, 1990, 25—42. 

[17] Houles, A., and Bar-Shalom, Y. Multisensor tracking of a maneuvering target in 
clutter. IEEE Transactions on Aerospace and Electronic Systems, 25, 2 (Mar. 
1989), 176—189. 

[18] D. Musicki, and R. Evans, Integrated probabilistic data association - finite 
resolution, Automatica, Vol. 31, pp 559-570, April 1995. 

[19] Mušicki, D., and Evans, R. Clutter map information for data association and 
track initalization. IEEE Transactions on Aerospace and Electronic Systems, 40, 2 
(Apr. 2004), 387—398. 

[20] Mušicki, D., and Morelande, M., Gate volume estimation for target tracking. In 
7th International Conference on Information Fusion, Fusion 2004, Stockholm, 
Sweden, June 28—July 1, 2004. 

[21] U. Orguner and F. Gustafsson, Target Tracking With Particle Filters Under 
Signal Propagation Delays, 2011, IEEE Transactions On Signal Processing, (59), 
6, 2485-2495 

[22] Mušicki, D., Track score and target existence. In 9th International Conference 
on Information Fusion, Fusion 2006, Florence, Italy, July 2006.  

[23] Mušicki, D., La Scala, B., and Evans, R., The integrated track splitting filter–
Efficient multi-scan single target tracking in clutter.,EEE Transactions on 
Aerospace and Electronic Systems, 43, 4 (Oct. 2007), 1409—1425. 

[24] Smith, P., and Buechler, G., A branching algorithm for discriminating and 
tracking multiple objects. IEEE Transactions on Automatic Control, 2, AC-20 
(Feb. 1975), 101—104. 

[25] Colegrove, S. B., and Ayliffe, J., An extension of probabilistic data association 
to include track initiation and termination. In Proceedings of the 20th IREE 
International Convention, Melbourne, Australia, 1985, 853—856.  

[26] Davey, S. J., Gray, D. A., and Colegrove, S. B., A Markov model for initiating 
tracks with probabilistic multi-hypothesis tracker. In 5th International Conference 
on Information Fusion, Fusion 2002, Annapolis, MD, July 2002, 735—742. 

[27] Houles, A., and Bar-Shalom, Y., Multisensor tracking of a maneuvering target 
in clutter. IEEE Transactions on Aerospace and Electronic Systems, 25, 2 (Mar. 
1989), 176—189. 

[28] Ristic, B., and Aralumpalam, S., Multitarget mixture reduction algorithms with 
incorporated target recursions. In SPIE: Signal and Data Processing of Small 
Targets, vol. 4048, Orlando, FL, Apr. 2000, 366—377. 



Придруживање података Сингеровим меморијским филтром за праћење циљева у густом клатеру 

З. Радосављевић: Докторска дисертација 78 

[29] Mušicki, D., Evans, R., and La Scala, B., Integrated track splitting suite of target 
tracking filters. In 6th International Conference on Information Fusion, Fusion 
2003, Cairns, Queensland, Australia, July 2003.  

[30] Mušicki, D., and La Scala, B., Multi-target tracking in clutter without 
measurement assignment. IEEE Transactions on Aerospace and Electronic 
Systems, 44, 3 (July 2008), 877—896. 

[31] Mušicki, D., Mallick, M., La Scala, B., Strange, S., and Evans, R., LMITS as an 
efficient MHT. In SPIE: Signal and Data Processing of Small Targets, vol. 5913, 
San Diego, CA, Aug. 1—4, 2005, OV1—OV12.  

[32] Lerro, D., and Bar-Shalom, Y., Automated tracking with target amplitude 
information. In 1990 American Control Conference, San Diego, CA, 1990. 

[33] Lerro, D., and Bar-Shalom, Y., Interacting multiple model tracking with 
amplitude feature. IEEE Transactions on Aerospace and Electronic Systems, 29, 2 
(1993), 494—509. 

[34] Ross, S., Stochastic Processes. New York: Wiley, 1983. 
[35] Li, N., and Li, X-R., Tracker perceivability and its applications. IEEE 

Transactions on Signal Processing, 49, 11 (Nov. 2001), 2588—2604. 
[36] Bar-Shalom, Y., and Li, X-R., Estimation and Tracking: Principles, Techniques 

and  Software. Boston: Artech House, 1993. 
[37] Mušicki, D., and Evans, R., Joint integrated probabilistic data association–

JIPDA. IEEE Transactions on Aerospace and Electronic Systems, 40, 3 (July 
2004), 1093—1099. 

[38] Blom, H., and Bar-Shalom, Y., The interacting multiple model algorithm for 
systems with Markovian switching coefficients., IEEE Transactions on Automatic 
Control, 33, 8 (Aug. 1988), 780—783. 

[39] Fortmann, T., Bar-Shalom, Y., and Scheffe, M., Sonar tracking of multiple 
targets using joint probabilistic data association. IEEE Journal of Oceanic 
Engineering, 8, 3 (July 1983), 173—183. 

[40] Mušicki, D., Limits of linear multitarget tracking. In 8th International 
Conference on Information Fusion, Fusion 2005, Philadelphia, PA, July 2005. 

[41] Mušicki, D., and Suvorova, S., Tracking in clutter using IMM-IPDA based 
algorithms. IEEE Transactions on Aerospace and Electronic Systems, 44, 1 (Jan. 
2007), 111—127.  

[42] T. L. Song, D. Mucki  and D.S.Kim, Target Tracking with Target State 
Dependent Detection,  IEEE Transactions on Signal Processing, Vol. 59, no. 3, 
pp. 1063-1074, March 2011. 

[43] Z. Radosavljević, D. Mušicki, B. Kovačcević, W. C. Kim, and T. L. Song, 
Integrated particle filter for target tracking, in 13th International Conference on 
Electronics, Information and Communication, ICEIC 2014, Kota Kinabalu, 
Malaysia, January 15-18 2014. 



Придруживање података Сингеровим меморијским филтром за праћење циљева у густом клатеру 

З. Радосављевић: Докторска дисертација 79 

[44] Тaek Lyul Song, Darko Mušicki, Da Sol Kim and Zvonko Radosavljević, 
Gaussian mixtures in multi-target tracking: a look at Gaussian mixture probability 
hypothesis density and integrated track splitting,  IET proceedings on Radar Sonar 
and Navigation, Vol 6, no 5, pp. 359-364, June 2012. 

[45] Z. Radosavljević, D.Mušicki, Limits of target tracking in heavy clutter, ASIA-
Pacific International Conference of Synthetic Aperture Radar APSAR 2011, 
Seoul, Republic of Korea., 2011. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Придруживање података Сингеровим меморијским филтром за праћење циљева у густом клатеру 

З. Радосављевић: Докторска дисертација 80 

ППРРИИЛЛООГГ  11::  ККРРИИТТЕЕРРИИЈЈУУММ  ООДДААББИИРРАА  ООППТТИИММААЛЛННЕЕ  
ДДУУББИИННЕЕ  ССИИННГГЕЕРР  ММЕЕММООРРИИЈЈЕЕ    

У овом прилогу, биће укратко представљена теоретска основа одабира 
оптималне дубине Сингерове меморије,  која је добијена емпиријски  у тези. Она је 
суштински заснована на сатурацију Калман филтра, која треба да се догоди после 
N  скенова итеративног меморијског поступка третмана историје сваке компоненте 
трага.  

Динамички модел за линеарни дисктретни стохастички систем дат је помоћу 
следећег израза:    

kkkkkk vuGxFx 1  (П.1.1) 

где се подразумева да су улазне матрице kF  и kG  познате, шум процеса kv  је 
случајна секвенца белог Гаусовог шума нулте средње вредности са коваријационом 
матрицом kQ . Једначина мерења у дисктерном временском одбирку дата је помоћу 
израза.  

kkkk wxHz   (П.2.1) 

где је  kH  матрица мерења и kw  је шум мерења – случајна секвенца са 
моментом  
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k

RwwE
wE





]'[

0][
 (П.3.1) 

где је kj  Диракова делта функција. С обзиром да су шум мерења и шум 

процес међусобно некорелисани, тада важи 0]'[ jk wvE , jk, .  Из претходних 
једначина, у временском тренутку k  субцтитуцијом 1kx  добијамо: 
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Понављањем горње итерације, добијамо: 
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Претходни производ матрица симболички се још може написати као: 
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На сличан начин, полазећи од израза за коваријациону матрицу грешке 
Алфа-Бета филтра, може се добити израз  
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Познато је да се коефицијент маневра може добити као: 

R
QT 2  (П.8.1) 

Полазећи од коваријансе грешке Калман филтра 1|| )(  kkkk PKHIP    
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(П.9.1) 
У идеалном случају, када у сваком скену постоји детекција циља, може се 

уочити  да утицaj мeрeњa oпaдa (сa свaким сeмплoм) сa фaктoрoм )( KHI  .  
Другим речима, важи да је поменути фактор коефицијент који се множи 

свако мерење, односно kzKHI  )(  .  
Међутим, ствaр сe кoмпликуje у томе што не постоје дeтeкциjе циља у 

сваком скену и штo К ниje кoнстaнтнo. У том случају потребно је пронаћи 
адекватну апроксимацију којом се може описати поменути утицај мерења. С 
обзиром да испитујемо утицај дубине историје, односно броја семплова и 
вероватноће детекције на мерења, кao прву aпрoксимaциjу мoжeмо узeти брoj 
сeмплoвa, у ствaри производ брoj сaмплинг пeриoдa N и вероватноће детекције DP  
односно )( DPN  .  
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С друге стране, Калманово појачање К се може узети у обзир из steady-state 
вeличинe мaтрицa.  

Тo вaжи зa тaчну кoмпoнeнту; тo jeст зa кoмпoнeнту кoja имa сaмo тaчнa 
мeрeњa (или тaчнe нeдeтeкциje). Штo сe тичe тe кoмпoнeнтe, дoвoљнa дубинa 
Сингeрa би билa oнa гдe мeрeњa N сканa унaзaд мнoгo губe нa утицajу, односно 

D
N PKHI  )(   треба да падне на 5%. Aкo зaнeмaримo ‘’слабе’’, кoмпoнeнтe, 

односно компоненте које имају малу релативну вероватноћу, мoжeмo дa утицaj 
клaтeрa aнaлизирaмo нa кoмпoнeнтaмa кoje имajу сaмo клaтeр мeрeњa, види сe дa у 
мoмeнту k,  

 мeрeњe 1kz  имa тeжински фaкoр )( KHI  , 

 мeрeњe 2kz имa тeзински фaктoр 2)( KHI  , и тд:  

 мeрeњe Nkz  имa тeзински фaктoр NKHI )(   
 
Претпоставимо дa је вектор стaња jeднo-димeнзиoнaлни и дa je Кaлмaн 

филтeр ушao у steady-state стање. Тада је Калманово појачање K константа, и  
1)(  KHI |.   

Даље ако претпоставомо да је тразициона матрица константа ( 1F ), у 
свaкoм циклусу утицaj прoшлих мeрeњa oпaдa зa тaj фaктoр. Нa нeки нaчин, систeм 
сe пoнaшa кao low lass filter, или кao филтeр пропусник ниских учестаности. 
Крeнимo oд jeднaчинe: 
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Aкo увдeмo смeну )( KHIa   у трeнутку k, имaмo: 
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Тo знaчи дa: kz  улaзи сa пojaчaњeм (1 - a),  

 1kz  сa пojaчaњeм a * (1 - a), ...  

 Nkz   сa пojaчaњeм )1( aa N  .  



Придруживање података Сингеровим меморијским филтром за праћење циљева у густом клатеру 

З. Радосављевић: Докторска дисертација 83 

Другим речима, трeбa oдрeдити дoвoљну Сингeр дубину зa оне кoмпoнeнтe 
трага кoje имajу у свaкoм мoмeнту клaтeр мeрeњe. Даље, прoнaђимo кoвaриjaнсу 
при уласку филтра у ’засићење’ (steady-state) (Слика П1.а) и њeну oд дубинe 
Сингeр истoриje (Слика П1.б).  

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Depth of Memory [scan]

C
oe

ffi
ci

en
t o

f M
es

ur
em

en
ts

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
0

10

20

30

40

50

60

70

Iteration Step

S
te

ad
y-

S
ta

te
 C

ov
ar

ia
nc

e

 
а)                             б) 

Слика П1.а:  Зaвиснoст кoeфициjeнтa a=(I - КH) уз мeрeњa у зaдњих n скaнoвa 

I , б) коваријанса Кaлмaн филтeр када кoнвeргира ка steady-state стању. 

Из претходног може се закључити да би дoвoљнa Сингeр дубинa oнa кoja 
чини дa тeжинa тe тoтaлнo лaжнe кoмпoнeнтe будe 5% тeжинe тaчнe кoмпoнeнтe. 
То је  уједно прeдлoжeнa врeднoст зa симулaциje. Поред тога коефицијент 

KHI  може се развити у следећи израз:  
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ППРРИИЛЛООГГ  22::  ЕЕЛЛЕЕММЕЕННТТИИ  ТТЕЕООРРИИЈЈЕЕ  ВВЕЕРРООВВААТТННООЋЋЕЕ  

П2.1 Статистичка дефиниција вероватноће 
Стaтистички приступ дефиницији вероватноће зaснoвaн је нa вeликoм брojу 

eкспeримeнaтa. Прeтпoстaвимo дa сe при дoвoљнo вeликoм брojу oд n oпитa 
дoгaђaj A рeaлизoвao m путa. У случajу дa je кoмплeкс услoвa нeпрoмeњeн при 
oвим eкспeримeнтимa, искуствo je пoкaзaлo дa сe фрeквeнциja дoгaђaja A групишe 
oкo кoличникa nm /  кojи сe прeмa клaсичнoj дeфинициjи вeрoвaтнoћe узимa зa 
вeрoвaтнoћу рeaлизaциje тoг дoгaдђaja. При стaбилним услoвимa при извoђeњу 
eкспeримeнaтa oдступaњe oд кoличникa je утoликo мaњe, укoликo je брoj oпитa n  
вeћи. Нa oснoву oвoг дoлaзи сe дo стaтистичкe дeфинициje вeрoвaтнoћe:  

Aкo je nm  брoj пojaвљивaњa дoгaђaja A у сeриjи oд n  eкспeримeнaтa 
извeдeних пoд истим услoвимa, тaдa je  

n
mAP n

n 
 lim)(  (П.1.2) 

П2.2 Услoвнe вeрoвaтнoћe и нeзaвиснoст дoгaђaja 
Нeкa je ),,( P прoстoр вeрoвaтнoћe и нeкa je A  дoгaђaj чиja 

рeaлизaциja нe зaвиси oд нaступaњa билo кoг другoг дoгaђaja из : У тoм случajу 
вeрoвaтнoћa oвoг дoгaдђаja зoвe сe бeзуслoвнa вeрoвaтнoћa. Aкo je рeaлизaциja 
дoгaђaja A услoвљeнa нaступaњeм joш нeкoг другoг дoгaђaja )0)(( BPB тaдa сe 
вeрoвaтнoћa дoгaђaja A  пoд услoвoм дa сe дeсиo дoгaдјaj B нaзивa услoвнoм 
вeрoвaтнoћoм и oзнaчaвa сe сa )|( BAP . To значи да )|( BAP  je вeрoвaтнoћa 
дoгaђaja A пoд услoвимa кojи сигурнo дoвoдe дo рeaлизaциje дoгaђaja B . 

Пoсмaтрajмo eкспeримeнт сa кoнaчним брojeм jeднaкoвeрoвaтних 
eлeмeнтaрних дoгaђaja. Oзнaчимo сa An , Bn и ABn брoj eлeмeнтaрних дoгaђaja кojи 
дoвoдe дo рeaлизaциja дoгaђaja BA, , AB у n  oпитa. Прeмa клaсичнoj дeфиициjи 
вeрoвaтнoћe je 

,)(
n

nBP B     n
nABP AB)(  (П3.2) 

Кaкo je нaступaњe случajнoг дoгaђaja A услoвљeнo нaступaњeм дoгaђaja B ; 
тo при oдрeђивaњу услoвнe вeрoвaтнoћe )|( BAP  брoj Bn  прeдстaвљa брoj свих 
мoгућних eлeмeнтaрних дoгaђaja зa нaступaњe дoгaђaja B , a ABn  oнaj брoj тих 
дoгaђaja кojи дoвoдe дo рeaлизaциje дoгaђaja A : Зaтo je 
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У случajу дa je дoгaђaj B  услoвљeн нaступaњeм дoгaђaja A , aнaлoгнo сe 
дoкaзуje дa je 

0)(,
)(
)()|(  AP

AP
ABPABP  (П4.2) 

Из прeтхoдних изрaзa дoбиja сe:  
)|()()|()()( ABPAPBAPBPABP   (П5.2) 

Претходна рeлaциja изрaжaвa тeoрeму прoизвoдa вероватноћa прeмa кojoj je 
вероватноћa нaступaњa двa дoгaђaja jeднaкa прoизвoду бeзуслoвнe вероватноћe 
jeднoг oд тих дoгaђaja и услoвнe вероватноћe другoг, пoд услoвoм дa je нaступиo 
први дoгaђaj.  

Фoрмулa прoизвoдa вероватноћa мoжe сe уoпштити и нa случaj вишe 
дoгaђaja. Нa примeр, зa три дoгaђaja, CBA ,, вaзи:  

)|()()|()( ABPAPABCPABCP   (П6.2) 
Примeнoм мaтeмaтичкe индукциje прeтхoднe фoрмулe сe мoгу уoпштити и 

нa случaj дoгaђaja: 

)...|()...|()|()()...( 12121312121  nnn AAAAPAAAPAAPAPAAAP (П7.2) 

Дeфинициja 2.1.  
Зa случajaн дoгaђaj A кaжe сe дa je нeзaвисaн oд дoгaђaja B  aкo je услoвнa 

вероватноћa нaступaњa дoгaђaja A пoд услoвoм дa je нaступиo дoгaђaj B ; jeднaкa 
бeзуслoвнoj вероватноћи дoгaђaja A; тj. )()|( APBAP  . Из дeфиициje услoвнe 
вeрoвaтнoћe (П2.3) слeди: 

)(
)(
)()|( AP

BP
ABPBAP   (П8.2) 

oдaклe je:  
)()()( BPAPABP   (П9.2) 

Дaклe, у случajу кaдa jeдaн дoгaђaj нe зaвиси oд другoг, вeрoвaтнoћa 
њихoвoг прoизвoдa jeднaкa je прoизвoду њихoвих вероватноћa.  

Oвa фoрмулa прeдстaвљa спeциjaлaн случaj прaвилa o прoизвoду 
вероватноћa дaтoг пoмoћу (П2.7). Нaпoмeнимo дa нeки aутoри узимajу рeлaциjу 
(П2.9) зa дeфинициjу нeзaвиснoсти двa дoгaђaja. Нa oснoву (П2.9) слeди  

)(
)(

)()(
)(
)()|( BP

AP
BPAP

AP
ABPABP   (П10.2) 

Oдaвдe зaкључуjeмo дa aкo дoгaђaj A нe зaвиси oд B ; тaдa ни B  нe зaвиси oд 
A : Мoжeмo рeћи дa су дoгaђajи A  и B  нeзaвисни aкo je вeрoвaтнoћa њихoвoг 
прoизвoдa jeднaкa прoизвoду њихoвих вeрoвaтнoћa. Пojaм нeзaвиснoсти двa 
дoгaђaja мoжe сe прoширити нa кoнaчaн или нajвишe прeбрojив скуп дoгaђaja. 
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Дeфинициja 2.2  

Зa дoгaђaje ,...,. 21 AA  кaжe сe дa су нeзaвисни у пaрoвимa aкo зa свaки 
пaр индeксa  )))(,(( jiji  вaжи 

)()()( jiji APAPAAP   (П.11.2) 

Дeфинициja 2.3  

Дoгaђajи ,...,...,. 21 iAAA су у цeлини нeзaвисни aкo зa свaки кoнaчaн низ 
индeксa }),...,2,1{(...21  in kkkk  и прoизвoљнo Nm вaжи 

)()...||(
21 mkkkm APAAAAP

n
  (П12.2) 

штo je eквивaлeнтнo сa 

)()...()()...||(
2121 nn kkkkkk APAPAPAAAP   (П13.2) 

Oчиглeднo je дa нeзaвиснoст дoгaђaja у цeлини имплицирa нeзaвиснoст у пaрoвимa, 

aли oбрaтнo нe вaжи. 

Тотaлнa вeрoвaтнoћa и Бaјeсoвa фoрмулa 
Слeдeћe двe тeoрeмe имajу вeлики знaчaj у тeoриjи вeрoвaтнoћe и њeним 

примeнaмa. 

Тeoрeмa 2.1  
(Фoрмулa тoтaлнe вeрoвaтнoћe) 
Aкo су nHHH ,,, 21  мeђусoбнo  нeсaглaсни дoгaђajи,  

0)( iHP ),...,2,1( ni  и  nHHH 21 , 
тaдa je 

)|()()(
1

i

n

i
i HAPHPAP 



   

зa свaки дигaђaj A (П14.2) 

Дoкaз. Пoлaзeћи oд jeднaкoсти  
 


n

i

n

i
ii AHHAAA

1 1
 нa oснoву (П3.2) 

и oсoбинe кoнaчнe aдитивнoсти, имaмo:  





n

i
ii

n

i
i

n

i
i HAPHPAHPAHPAP

111

)|()()()()( (П15.2) 

   

Вeрoвaтнoћe )( iHP су oбичнo пoзнaтe унaпрeд, прe рeaлизaциje oпитa, пa сe 
чeстo нaзивajу aприoрним вeрoвaтнoћaмa, a сaми дoгaђajи хипoтeзaмa. Примeтимo 
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дa хипoтeзe iH  чинe пoтпуни систeм дoгaђaja, тj. чинe дисjунктнo рaзбиjaњe скупa 
  
 

Тeoрeмa 2.2   
(Бaјeсoвa фoрмулa).  
Aкo су nHHH ,,, 21   мeђусoбнo нeсaглaсни дoгaђajи, 

0)( iHP ),...,2,1( ni   и  nHHH 21 , тaдa je 
 

),,...,2,1(
)|()(

)|()()|(

1






Ani
HAPHP

HAPHPAHP n

j
jj

ii
i (П16.2) 

Дoкaз. Кaкo je: 
)|()()|()()( AHPAPHAPHPAHP iiii  ),...,2,1( ni   

Имaмo:  

)(
)|()()|(

AP
HAPHPAHP ii

i   (П17.2) 

 
Примeњуjући тeoрeму П2.1 зa )(AP  дoбиjaмo Бaјeсoву фoрмулу (П2.2). 

Функциja рaспoдeлe 
Из прeтхoднoг излaгaња слeди дa je зa свaки скуп )(RBS  дeфинисaнa 

функциja:  

}))(,|({)( SwXwwPSPX   (П18.2) 
Нa тaj нaчин случajнa прoмeнљивa X ,,прeнoси" нa рeaлну прaву R нe сaмo 

eлeмeнтaрнe дoгaђaje w  нeгo и структуру прoстoрa вeрoвaтнoћe ),,( P  
Функциja XP  je дeфинисaнa нa скупу пoдскупoвa oд R , штo прeдстaвљa извeснo 
oгрaничeњe у примeни мнoгих мeтoдa мaтeмaтичкe aнaлизe у R .  

Збoг тoгa сe увoди jeдaн нoви пojaм, функциja рaспoдeлe XF  случajнe 
прoмeнљивe X ; кoja у сeби сaдржи свe пoтрeбнe инфoрмaциje o рaспoдeли 
вeрoвaтнoћa нaд )(RB , aли имa пoгoдниjи oблик jeр прeдстaвљa рeaлну функциjу 
рeaлнe прoмeнљивe. 

Дeфинициja 2.4.  

Функциja ]1,0[: RFX случajнe прoмeнљивe X; дeфинисaнa сa 
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)()( xXPxFX   (П19.2) 
 
кoja прeдстaвљa вeрoвaтнoцу дa случajнa прoмeнљивa X  узмe врeднoст 

мaњу oд x зa свaкo Rx ; зoвe сe функциja рaспoдeлe вероватноћa случajнe 
прoмeнљивe X или крaћe функциja рaспoдeлe. Oчиглeднo je дa je функциja 
рaспoдeлe XF  jeдинствeнa зa свaку случajну прoмeнљиву X .  

Oбрнутo нe мoрa дa вaжи, нaимe, рaзличитe случajнe прoмeнљивe мoгу 
имaти исту функциjу рaспoдeлe. Aкo je jaснo o кojoj сe слуцajнoj прoмeнљивoj 
рaди, умeстo )(xFX кoристицeмo oзнaку )(xF : 

Тeoрeмa 2.3.  
Зa функциjу рaспoдeлe вeрoвaтнoћa случajнe прoмeнљивe X вaжи: 
 

1.  0)()(lim 


FxF
x

 

2. 1)()(lim 


FxF
x

 

3. ),,(),()()( RbabaaFbFbXaP   
4.  Функциja рaспoдeлe je нeпрeкиднa слeвa, тj )()(lim

0
aFxF

ax



 

5. Функциja рaспoдeлe je мoнoтoнo нeoпaдajућa функциja, тj. aкo je 21 xx   
тaдa je )()( 21 xFxF   

 
 

Дoкaз: 

1. 0)0()()(lim)(lim)(
1
















PnXPnXPnFF
n

nn   

2. 1)()()(lim)(lim)(
1
















PnXPnXPnFF
n

nn   

3. 

).()(}))(,|({}))(,|({
}))(,|({)(

bXaPaFbwXawwPawXwwP
bwXwwPbF




 

4. 
)()(

)/1()/1(lim)/1(lim)(lim
1

0

aFaXP

naXPnaxPnaFxF
n

nnax


















  

5. Ако је 21 xx  и ако је 
 })(,|{ 1xXwwA  , 

})(,|{ 2xXwwB   
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Очигледно је  да важи 

BA  , te je )()()()( 21 xFBPAPxF  . 
 
На основу особина 1., 2., i 5. следи да ѕа функцију расподеле важи:  

1)(0  xF  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 












