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Na sednici Nauqno-nastavnog ve�a odr�anoj 23.01.2015. godine odre�eni
smo u komisiju za pregled rukopisa

Asimetriqni pravilni tipovi

koji je predat kao doktorska disertacija Slavka Mocoǌe. Kandidat je predao
tekst, komisija je isti pregledala i podnosi Ve�u slede�i

IZVEXTAJ

1. Biografija kandidata

Slavko Mocoǌa je ro�en 11.10.1984. u Sremskoj Mitrovici, gde je zavrxio
osnovnu i sredǌu xkolu. Matematiqki fakultet u Beogradu, smer Teorijska
matematika i primene upisao je 2003. godine. Diplomirao je 2007. godine
sa proseqnom ocenom 9,85 i iste godine upisao doktorske studije. Polo�io je
ispite predvi�ene planom i programom sa proseqnom ocenom 10.

2. Spisak nauqnih radova

Radovi povezani sa doktorskom disertacijom

[1] S. Moconja, P. Tanović, Asymmetric regular types. Annals of Pure and Applied Logic,
Vol. 166/2, 2015. pp. 93–120. ISSN: 0168 0072, IF 2014: 0.548, M22 (Logic 9/21).

[2] S. Moconja, On commutativity of quasi-minimal groups, Publications de l’Institut
Mathematique, prihva�en za xtampu, DOI: 10.2298/PIM150510030M.

Ostali radovi

[3] S. Moconja, Z. Petrović, On the structure of comaximal graphs of commutative rings
with identity, Bulletin of the Australian Mathematical Society, Vol. 83/1, 2011, pp. 11–21.
ISSN 0004 9727. IF 2011: 0.545, M23.

[4] S. Moconja, Z. Petrović, On graphs associated to rings, Novi Sad Journal Of Mathe-
matics, Vol. 38/3, 2008. pp. 33–38. ISSN: 1450-5444, M51.

[5] D. Ilić, S. Moconja, P. Tanović, Groups with finitely many countable models, Pu-
blications de l’Institut Mathematique, Nouvelle serie, tome 97(111) 2015, pp.33–41. ISSN
0350-1302. IF 2014: 0.270, M23.
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3. Predmet doktorske disertacije

Vilijam Marx je 1966. godine dao prvo modelsko teoretsko uopxteǌe poj-
mova dimenzije u vektorskim prostorima i stepena transcendentnosti u poǉima.
Kao motivacija mu je poslu�ila qiǌenica da je svaki beskonaqan vektorski
prostor, kao i svako algebarski zatvoreno poǉe, u modelsko teoretskom smi-
slu minimalna struktura (svaki beskonaqan definabilan podskup ima konaqan
komplement). Dokazao je da svaka minimalna struktura nosi prirodno defini-
sanu strukturu kombinatorne predgeometrije koja indukuje pojam zavisnosti i
dimenzije, a koji se u pomenutim kontekstima podudaraju sa pojmom linearne,
odnosno algebarske zavisnosti. Predgeometrija je operator algebarskog za-
tvaraǌa koji zadovoǉava Xtajnicovu aksiomu zamene i predstavǉa beskonaqnu
verziju matroida. Posebno, u svakoj minimalnoj strukturi ovaj operator je
u potpunosti odre�en svojim generiqkim tipom, odnosno skupom svih formula
qiji je skup rexeǌa u strukturi kokonaqan.

Xelah je krajem sedamdesetih godina proxloga veka zaqeo teoriju klasifi-
kacije struktura prvog reda, qiji je osnovni zadatak da za datu klasu struktura
prvog reda odredi sistem invarijanti, ukoliko takav postoji, koji bi svaku
strukturu klase odredio do na izomorfizam. Desetak godina kasnije ovaj pro-
blem je u potpunosti rexio za klasu neprebrojivih modela date potpune teorije
prvog reda. Izme�u ostalog, dokazao je da ukoliko takav sistem postoji teorija
mora biti superstabilna. Uveo je pojam pravilnog tipa u stabilnim teorijama,
uopxtivxi u jednom smeru Marxove ideje. Dokazao je da svaki pravilan tip
indukuje odre�enu predgeometriju u modelu teorije qija je dimenzija (jedna
od) invarijanti tipa izomorfizma tog modela. Ukoliko klasa neprebrojivih
modela ima sistem invarijanti, dokazao je da taj sistem qini drvo qiji su
qvorovi oznaqeni kardinalnim brojevima koji predstavǉaju dimenzije izvesnih
pravilnih tipova.

Pojam pravilnog tipa u opxtim teorijama prvog reda uveli su Pilej i Ta-
novi� 2009. godine, a kao motivacija je poslu�ila Zilberova hipoteza koja
tvrdi da je poǉe kompleksnih brojeva sa pridodatom eksponencijalnom funkci-
jom kvaziminimalna struktura (neprebrojiva struktura u kojoj je komplement
svakog neprebrojivog, definabilnog podskupa najvixe prebrojiv). Dokazali su
da postoje dve vrste pravilnih tipova: simetriqni i asimetriqni. Simetriqni
tipovi u svakom modelu odre�uju predgeometriju qija je dimenzija invarijanta
modela, dok je za asimetriqne dokazano da potiqu iz odre�enog parcijalnog
ure�eǌa koje indukuje pravi operator algebarskog zatvaraǌa. U stabilnim te-
orijama svaki pravilan tip u ovom xirem smislu je simetriqan i pravilan u
Xelahovom smislu. Tako�e, dokazali su da u svakoj minimalnoj i kvazimini-
malnoj grupi postoji jedinstven pravilan tip pa, samim tim, postoji i podela
na asimetriqne i simetriqne (kvazi) minimalne grupe; isto va�i i za poǉa.

Predmet disertacije su asimetriqni globalni pravilni tipovi. O ǌima se,
za razliku od simetriqnih, ne zna puno i ova disertacija predstavǉa doprinos
u tom pravcu.
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4. Prikaz disertacije

Disertacija se sastoji od predgovora na 6 strana, teksta od 104 strane pode-
ǉenog u 5 poglavǉa, spiska literature od 20 bibliografskih jedinica i liste
simbola. Prva dva poglavǉa (str. 7–41) su uvodnog karaktera, a preostala tri
poglavǉa sadr�e originalne rezultate. Prvo poglavǉe sadr�i pregled osnov-
nih pojmova i tvr�eǌa koja se kasnije koriste. Drugo poglavǉe je posve�eno
pravilnim tipovima i ǌihovoj podeli na simetriqne i asimetriqne.

Tre�e poglavǉe je posve�eno kvaziminimalnim strukturama i sadr�i ori-
ginalne rezultate iz rada [2]. U teoremi 3.6 dokazano je da su za datu pot-
punu teoriju T u prebrojivom jeziku egzistencija jako pravilnog tipa (preko
x = x) i egzistencija kvaziminimalnog modela skoro ekvivalentni uslovi. Pre-
ciznije, dokazano je da egzistencija prebrojivo invarijantnog, jako pravilnog
preko x = x tipa povlaqi egzistenciju kvaziminimalnog modela teorije T , kao
i da egzistencija kvaziminimalnog modela sa definabilnim generiqkim tipom
povlaqi jaku pravilnost globalnog naslednika tog tipa. Drugi va�an rezultat
ovog poglavǉa je sadr�an u teoremi 3.13. Dokazano je da je svaka kvazimini-
malna grupa u kojoj postoji definabilno (u jeziku teorije grupa) parcijalno
ure�eǌe sa neprebrojivim lancem Abelova, qime je delimiqno potvr�ena hipo-
teza Pileja i Tanovi�a.

Qetvrto poglavǉe je centralno u disertaciji i sadr�i rezultate objavǉene
u koautorskom radu [1]. Prvo je dokazano da svaki asimetriqan, A-invarijantan,
pravilan tip p u modelu M ⊇ A odre�uje invarijantu Invp,A(M) koja je line-
arno ure�eǌe maksimalnog Morlijevog niza tipa p koji qine elementi modela
M ; dokazano je da tip izomorfizma tog ure�eǌa ne zavisi od izbora maksimal-
nog Morlijevog niza. Prema tome, asimetriqni pravilni tipovi u svakom mo-
delu kodiraju linearno ure�eǌe, sliqno kao xto simetriqni pravilni tipovi
kodiraju kardinalni broj dimp(M) koji predstavǉa dimenziju predgeometrije
indukovane na modelu M ⊃ A tipom p; svaki pravilan tip odre�uje invarijantu
modela koja je ili kardinal ili linearno ure�eǌe. Za fiksirane p, T i A
utvr�ene su mogu�nosti za Invp,A(M) kada M ⊇ A prolazi klasom (prebrojivih)
modela teorije T . Opis je zahtevao uvo�eǌe potklasa konveksnih i prostih
asimetriqnih pravilnih tipova. U teoremi 4.23 je dokazano:

1. Ako je p prost i konveksan, tada je Invp,A(M) gusto linearno ure�eǌe.
2. Ako su A i T prebrojivi, a p nije istovremeno i prost i konveksan, tada

Invp,A(M) mo�e biti ma koje prebrojivo linearno ure�eǌe.
Posledica 4.26 utvr�uje da u prebrojivom sluqaju {Invp,A(M) |M |= T, M ⊇
A, |M | = ℵ0} ima 1,3,6 ili 2ℵ0 elemenata. Zatim je ispitivana veza izme�u
invarijanti fiksiranog modela odre�enih razliqitim pravilni tipovima p i
q. Dokazano je da nikakva posebna veza ne postoji ukoliko je jedan od ǌih
simetriqan a drugi asimetriqan; drugim reqima, takvi tipovi su ortogonalni:
p ⊥ q. Zatim je analizirana veza izme�u Invp,A(M) i Invq,A(M) za asimetriqne
pravilne tipove p 6⊥ q. Uz dodatnu (pokazano je i neophodnu) pretpostavku
konveksnosti tipova dokazano je da postoje dve vrste neortogonalnosti:
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1. Ograniqena; tada su Invp,A(M) i Invq,A(M) izomorfni ili antiizomorfni;
2. Neograniqena; u tom sluqaju Invp,A(M) i Invq,A(M) su gusta ure�eǌa koja

imaju izomorfna ili antiizomorfna Dedekindova kompletiraǌa.
Peto poglavǉe sadr�i neobjavǉene rezultate dobijene u saradǌi sa mento-

rom. Tema ovog poglavǉa su linearna ure�eǌa sa pridodatim unarnim relaci-
jama i konveksnim relacijama ekvivalencije. Dokazano je da je svaki invarijan-
tan tip u potpunoj teoriji takve strukture pravilan, kao i da svaki nealgebar-
ski tip p ∈ S1(A) ima taqno dva globalna invarijantna proxireǌa pl i pr, pri
qemu su u svakom modelu Invpl,A(M) i Invpr,A(M) antiizomorfna ure�eǌa. Time
je utvr�ena familija novih primera pravilnih tipova i otvorena mogu�nost
za dubǉe razumevaǌe problema izomorfizma elementarno ekvivalentnih line-
arnih ure�eǌa.

5. Zakǉuqak

Rezultati izlo�eni u rukopisu predstavǉaju znaqajan doprinos teoriji kla-
sifikacije struktura prvog reda. Radi se o novim idejama i rezultatima koji
nisu uopxteǌa postoje�ih i qije izvo�eǌe je zahtevalo upotrebu novih metoda
i tehnika. Sama teza je odliqno napisana. Autor je naxao pravi naqin da or-
ganizuje izlagaǌe rezultata, kao i da prezentuje, inaqe tehniqki komplikovane,
dokaze.

Zbog svega navedenog, predla�emo Nastavno-nauqnom ve�u Matematiqkog fa-
kulteta da prihvati prilo�eni rukopis kao doktorsku disertaciju Slavka
Mocoǌe i da odredi komisiju za ǌenu javnu odbranu.

Beograd, 15. 7. 2015.

QLANOVI KOMISIJE

—————————————-
dr Predrag Tanovi�, docent

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

—————————————-
prof. dr Zoran Petrovi�, vanredni profesor

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

—————————————-
prof. dr Milan Bo�i�, vanredni profesor

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet
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—————————————-
dr Nebojxa Ikodinovi�, docent

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

—————————————-
Dr Hab. Krzysztof Krupinski
Univerzitet u Vroclavu
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Dear colleague Moconja  
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