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Geometrijska modifikacija Ajnxtajnove
teorije gravitacije

Rezime: Bez obzira na svoju teorijsku lepotu i mnoge fenomenoloxke

uspehe, opxta teorija relativnosti nije kompletna teorija i potrebno ju

je modifikovati. Opxta relativnost daje kosmoloxka rexe�a koja sadr�e

singularitet u poqetnom trenutku. Sa ci	em da reximo ovaj problem

kosmiqkog singulariteta bavimo se nelokalnom modifikacijom opxte teorije

relativnosti. Posebno, analiziramo dva nelokalna modela pomo�u kojih

nalazimo neka nesingularna rexe�a sa preskokom za kosmoloxki skaliraju�i

faktor.

K	uqne reqi: modifikovana gravitacija, nelokalna gravitacija, varijacioni
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Geometrical modification of the Einstein theory
of gravity

Abstract: Despite its theoretical beauty and many phenomenological evidences,

general relativity is not a complete theory and should be modified. Namely, under

rather general conditions, general relativity yields cosmological solutions with zero

size of the universe at its beginning, what means an infinite matter density. In

order to solve this problem we consider nonlocal modification of general relativity.

In particular, we analyze two nonlocal models and present their nonsingular bounce

cosmological solutions for the cosmic scale factor.

Key words: modified gravity, nonlocal gravity, variational principle, equations

of motion, nonsingular bounce cosmological solutions, power-law cosmological

solutions.

Academic discipline: Mathematics

Academic sub-discipline: Geometry

UDK number: 514.82:[514.764.2:531.5](043.3)



Uvod

Opxta relativnost je Ajnxtajnova teorija gravitacije bazirana na

jednaqini kreta�a za gravitaciono (metriqko) po	e gµν :

Rµν −
1

2
Rgµν = 8πGTµν ,

gde je Rµν Riqijev tenzor, R je skalarna krivina, gµν je metriqki tenzor, koji je

ujedno i tenzor gravitacionog po	a, G je gravitaciona konstanta, Tµν je tenzor

energije-impulsa, i brzina svetlosti je c = 1. Ova Ajnxtajnova jednaqina se

mo�e izvesti iz Ajnxtajn-Hilbertovog dejstva

S =
1

16πG

∫
R
√
−gd4x+

∫
Lm
√
−gd4x,

gde je g = det(gµν), a Lm je lagran�ijan materije. Bez obzira na svoju

teorijsku lepotu i mnoge fenomenoloxke uspehe, opxta teorija relativnosti

nije kompletna teorija i potrebno ju je modifikovati.

Motivacija za modifikaciju Ajnxtajnove teorije gravitacije je obiqno

povezana sa nekim problemima u kvantnoj gravitaciji, teoriji struna,

astrofizici i kosmologiji (videti [19, 52, 54]). Nas uglavnom zanimaju

kosmoloxki razlozi za modifikaciju Ajnxtajnove teorije gravitacije. Ako

je Ajnxtajnova teorija gravitacije primen	iva na celokupnu vasionu i ako

vasiona ima Fridman-Robertson-Vokerovu (FRW) metriku, tada postoje dva

nova vida materije: tamna materija i tamna energija. Prema ovakvom pristupu

postoje tri vida materije u svemiru sa slede�im pribli�nim procentnim

odnosom: tamna energija (68%), tamna materija (27%) i vid	iva materija

(5%) [1]. Tamna energija ima negativan pritisak i time uzrokuje ubrzano

xire�e vasione. Me�utim, tamna strana vasione (95% tamne materije i

energije) je jox uvek hipotetiqka poxto postoja�e tamne materije i tamne

energije nije eksperimentalno potvr�eno. Jox jedan kosmoloxki problem

opxte relativnosti je povezan sa singularitetom Velikog praska. Naime,

pod priliqno opxtim uslovima, opxta relativnost daje kosmoloxka rexe�a
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pri kojima je vasiona na svom poqetku veliqine nula, xto znaqi da je

gustina materije beskonaqna. Opxta relativnost mora biti modifikovana

na odgovaraju�i naqin u okolini ovog poqetnog singulariteta.

Modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije treba da predstav	a

teorijsko uopxte�e opxte teorije relativnosti i treba da bude verifikovana

barem u Sunqevom sistemu. Modifikovana Ajnxtajnova teorija gravitacije

treba da je teorijski savrxenija teorija gravitacije, da rexi problem

kosmiqkog singulariteta, da pravilno opixe dinamiku galaksija i ubrzano

xire�e vasione sa ili bez tamne materije i tamne energije. U

posled�ih petnaestak godina intenzivno se radi na raznim modifikacijama

Ajnxtajnove teorije gravitacije. Ova problematika je pogodno po	e primene

pseudo-Rimanove geometrije. Pseudo-Rimanova geometrija dozvo	ava razna

uopxtava�a Ajnxtajnove teorije gravitacije tako da �ena mogu�a teorijska

modifikacija nije jednoznaqna.

U ovom radu se bavimo nelokalnom modifikacijom Ajnxtajnove

teorije gravitacije (videti [35]). Ona obiqno sadr�i beskonaqan broj

prostorno-vremenskih izvoda u obliku stepenih redova po Dalamberovom

operatoru � = 1√
−g∂µ
√
−ggµν∂ν ili �egovom inverzu �−1, ili kombinacije

oba. Uglavnom nas zanima nelokalnost izra�ena preko analitiqke funkcije

F(�) =
∞∑
n=0

fn�
n. Me�utim, postoje tako�e modeli sa �−1R (videti literaturu

[21, 20, 56, 51, 41, 57, 36, 37, 42, 43]). Za nelokalnu gravitaciju sa �−1 videti

jox [5, 48]. Za neke druge aspekte modela nelokalne gravitacije pogledati

[11, 15, 49, 16, 30].

Motivacija za modifikaciju gravitacije na nelokalni naqin dolazi

uglavnom iz teorije struna, specijalno od lagran�ijana za p-adiqne skalarne

strune (videti [34, 32, 4]). Naime, strune su veoma mali jednodimenzioni

objekti i �ihov opis sadr�i prostorno-vremensku nelokalnost.

U Glavi 1 uvodimo osnovnu notaciju i terminologiju, zatim definixemo

pseudo-Rimanovu mnogostrukost, Riqijevu i skalarnu krivinu i integraciju

na mnogostrukostima. U Glavi 2 opisana je Ajnxtajnova teorija gravitacije,

otvoreni problemi u kosmologiji, motivacija za modifikaciju Ajnxtajnove

teorije gravitacije kao i pravci modifikacije Ajnxtajnove teorije

gravitacije. Glava 3 sadr�i originalne rezultate i u �oj izuqavamo model

nelokalne gravitacije bez materije koji je dat dejstvom oblika

S =

∫
M

(R− 2Λ

16πG
+ CH(R)F(�)G(R)

)√
−g d4x.
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Izvode se jednaqine kreta�a za ovo dejstvo. Poxto su jednaqine kreta�a

veoma slo�ene, ispitiva�e jednaqina kreta�a i pronala�e�e �ihovih rexe�a

je veoma te�ak zadatak. U Glavi 4 se nalaze originalni rezultati i u

�oj analiziramo dva nelokalna modela: model sa nelokalnim qlanom oblika

RF(�)R i model sa nelokalnim qlanom oblika R−1F(�)R. Zatim dajemo neka

�ihova kosmoloxka rexe�a.
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Glava 1

Pseudo-Rimanova geometrija

U ovoj glavi uvodimo osnovne objekte diferencijalne geometrije, kao i

notaciju koju �emo koristiti kroz qitav rad. Sadr�aj ove glave i oznake

su uglavnom zasnovane po O'Nilu [53]. Oko nekih definicija je poslu�ila

k�iga Do Karma [31].

Uopxteno govore�i, mnogostrukost je topoloxki prostor koji lokalno

liqi na euklidski prostor. Glatka mnogostrukost je mnogostrukost za koju

je ova sliqnost sa euklidskim prostorom dovo	no jaka da omogu�i uvo�e�e

parcijalnog izvoda, u stvari celog matematiqkog aparata na mnogostrukosti.

1.1 Glatka mnogostrukost

Za realno-vrednosnu funkciju f : U → R, gde je U otvoren podskup od Rn

ka�emo da je glatka (mislimo na preslikava�a klase C∞) ako ima neprekidan

parcijalni izvod bilo kog reda.

Za 0 ≤ i ≤ n − 1, neka je ui : Rn → R funkcija koja pridru�uje svakoj

taqki p = (p0, . . . , pn−1) �enu i−tu koordinatu pi, odnosno ui((p0, . . . , pn−1)) = pi.

Funkcije u0, . . . , un−1 se zovu prirodne koordinatne funkcije od Rn.

Za funkciju φ : U → Rn, gde je U otvoreni podskup od Rm ka�emo da je

glatka ako je svaka realno-vrednosna funkcija ui ◦ φ glatka ( 0 ≤ i ≤ n− 1 ).

Koordinatni sistem u topoloxkom prostoru S je homeomorfizam ξ : U → Ũ

sa otvorenog podskupa U ⊆ S na otvoren podskup Ũ = ξ(U) ⊆ Rn. Ka�emo da

je ξ dimenzije n. Mo�emo zapisati ξ(p) = (x0(p), . . . , xn−1(p)) za svako p ∈ U .
Funkcije x0, . . . , xn−1 se zovu koordinatne funkcije od ξ. Tada

ξ = (x0, . . . , xn−1) : U → Rn.
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Primetimo da va�i identitet ui ◦ ξ = xi.

Za dva n-dimenziona koordinatna sistema ξ : U → Rn i η : V → Rn u

topoloxkom prostoru S ka�emo da se glatko preklapaju ako su preslikava�a

ξ◦η−1 i η◦ξ−1 glatka ili je U∩V = ∅. Jasno, u sluqaju U∩V 6= ∅ kompozicija

η ◦ ξ−1 je definisana na otvorenom skupu ξ(U ∩V ) i slika ga na skup η(U ∩V ),

dok je ξ ◦ η−1 : η(U ∩ V )→ ξ(U ∩ V ) �ena inverzna funkcija. Kako su i domen

i kodomen ovih preslikava�a otvoreni podskupovi od Rn ovo znaqi da su η◦ξ−1

i ξ ◦ η−1 glatka preslikava�a u obiqnom euklidskom smislu (tj. glatka kao

preslikava�a n-dimenzionih realnih prostora).

Definicija 1.1. Atlas A dimenzije n na prostoru S je familija n -

dimenzionih koordinatnih sistema u S tako da va�e aksiome:

(A1) svaka taqka iz S sadr�ana je u domenu nekog koordinatnog sistema iz

atlasa A, i

(A2) svaka dva koordinatna sistema iz A se glatko preklapaju.

Za atlas C na S ka�emo da je kompletan ako C sadr�i svaki koordinatni

sistem u S koji se glatko preklapa sa svakim koordinatnim sistemom iz C.

Lema 1.1. Svaki atlas A na S sadr�an je u jedinstvenom kompletnom

atlasu.

Definicija 1.2. Glatka mnogostrukost M je Hausdorfov prostor sa

prebrojivom bazom koji je snabdeven kompletnim atlasom.

Dimenzija n = dimM glatke mnogostrukostiM (u da	em tekstu kra�e samo

"mnogostrukost") je dimenzija �enog atlasa, pri qemu se qesto koristi oznaka

Mn.

Kad ka�emo da je ξ koordinatni sistem mnogostrukostiM podrazumeva�emo

da je u pita�u koordinatni sistem iz kompletnog atlasa. Ako domen U od

ξ sadr�i taqku p ∈ M , tada se ξ zove koordinatni sistem u taqki p, a U

koordinatna okolina taqke p.

1.2 Glatka preslikava�a

Neka je f realno-vrednosna funkcija na mnogostrukosti M i ξ : U → Rn

koordinatni sistem mnogostrukostiM . Tada se kompozicija f ◦ξ−1 : ξ(U)→ R
zove koordinatna reprezentacija preslikava�a f u odnosu na ξ. Za funkciju

f : M → R ka�emo da je glatka ako je za svaki koordinatni sistem ξ

13
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mnogostrukosti M koordinatna reprezentacija f ◦ ξ−1 glatka funkcija u

obiqnom euklidskom smislu.

Neka je F(M) skup svih glatkih realno-vrednosnih funkcija na M . Ako

su f i g glatke funkcije na M onda su i �ihov zbir f + g i proizvod fg

glatke funkcije. Primetimo da je F(M) u odnosu na prethodne dve operacije

komutativan prsten.

Definicija 1.3. Neka su Mm i Nn mnogostrukosti. Ka�emo da je

preslikava�e φ : M → N glatko ako je za svaki koordinatni sistem ξ u M

i svaki koordinatni sistem η u N , preslikava�e η ◦ φ ◦ ξ−1 euklidski glatko

pri qemu je ξ(U ∩φ−1(V )) otvoren skup, gde su U i V domeni preslikava�a ξ i

η.

Poxto se svaka dva koordinatna sistema iz atlasa glatko preklapaju

dovo	no je proveriti glatko�u samo za one koordinatne sisteme koji �e

prekriti M i N .

Euklidski glatko preslikava�e φ iz otvorenog skupa U ⊆ Rm u Rn je glatko

u smislu prethodne definicije jer φ je samo sebi koordinatna reprezentacija

u odnosu na identiqke koordinatne sisteme na U i Rn. Sliqno, definicija

glatkog preslikava�a je ekvivalentna definiciji za sluqaj f : M → R.
Identiqko preslikava�e na mnogostrukosti je glatko. Kompozicija

glatkih preslikava�a je glatka. Koordinatni sistemi ξ i koordinatne

funkcije xi su glatka preslikava�a na domenu od ξ.

Za preslikava�e φ : M → N ka�emo da je glatko u taqki p ∈ M ako je

restrikcija preslikava�a φ na neku okolinu taqke p glatka. Mo�e se pokazati

da je φ glatko ako i samo ako je φ glatko u svakoj taqki mnogostrukosti M .

Vidimo da je glatko�a lokalno svojstvo, pa va�i slede�a lema koja se qesto

koristi.

Lema 1.2. Neka su Uα otvoren podskup mnogostrukosti M i φα : Uα → N

glatko preslikava�e za svaki indeks α ∈ A. Ako va�i φα = φβ na Uα ∩ Uβ za
svako α, β ∈ A, tada postoji jedinstveno glatko preslikava�e φ :

⋃
Uα → N

takvo da je φ | Uα = φα za svako α ∈ A.

Lema 1.3. Glatka preslikava�a izme�u mnogostrukosti su neprekidna.

Definicija 1.4. Difeomorfizam φ : M → N je glatko invertibilno

preslikava�e qiji je inverz tako�e glatko preslikava�e.

Identiqka preslikava�a na mnogostrukostima, kompozicije

difeomorfizama, kao i inverzi difeomorfizama su difeomorfizmi.
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Ako postoji difeomorfizam φ : M → N ka�emo da su mnogostrukosti M i N

difeomorfne preko φ. Na primer, bilo koji otvoreni interval (a, b) u R je

difeomorfan sa (−1, 1) preko podesnog linearnog preslikava�a, a (−1, 1) je

difeomorfan sa R preko φ(t) = t
1−t2 .

Za teoriju mnogostrukosti mo�emo re�i da prouqava objekte koji se quvaju

difeomorfizmima. Sa te taqke gledixta difeomorfne mnogostrukosti su

suxtinski iste.

Ako je φ bijektivno preslikava�e skupa Σ u mnogostrukost M , tada

postoji jedinstven naqin da od skupa Σ napravimo mnogostrukost (jedinstvena

topologija i kompletan atlas na Σ) tako da je φ difeomorfizam.

Poxto su glatka preslikava�a neprekidna, difeomorfizam je specijalni

homeomorfizam. Me�utim, glatki homeomorfizam u opxtem sluqaju nije

difeomorfizam jer �egov inverz ne mora biti glatko preslikava�e.

Svaki koordinatni sistem ξ je difeomorfizam iz svog domena U na ξ(U) ⊆
Rn. Va�i i obrnuto, svaki difeomorfizam φ iz otvorenog skupa V ⊆ M na

φ(V ) ⊆ Rn je koordinatni sistem mnogostrukosti M .

Nosaq supp f od f ∈ F(M) je zatvore�e skupa {p ∈ M : f(p) 6= 0}. Prema

tome M \ supp f je najve�i otvoren skup na kojem je f identiqki jednaka nuli.

1.3 Tangentni vektori

Definicija 1.5. Tangentni vektor na mnogostrukosti M u taqki p ∈ M je

realno-vrednosna funkcija X : F(M)→ R koja zadovo	ava

(1) linearnost: X(af + bg) = aX(f) + bX(g), i

(2) Lajbnicovo pravilo: X(fg) = X(f)g(p) + f(p)X(g)

za svako a, b ∈ R i svako f, g ∈ F(M).

Definicija 1.6. Skup svih tangentnih vektora na mnogostrukosti M u

taqki p ∈ M zovemo tangentni prostor mnogostrukosti M u taqki p i

obele�avamo sa TpM .

Na tangentnom prostoru mo�emo da definixemo sabira�e i mno�e�e na

standardan naqin. Ako su X, Y ∈ TpM tada va�i

(X + Y )(f) = X(f) + Y (f),

(aX)(f) = aX(f),

za svako f ∈ F(M) i svako a ∈ R. Nije texko videti da je TpM vektorski

prostor u odnosu na ove operacije.
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Da bi definisali parcijalni izvod na mnogostrukosti, potrebno je da

preslikava�e f prebacimo u euklidski prostor koriste�i neki koordinatni

sistem, a zatim da gledamo uobiqajen parcijalni izvod.

Definicija 1.7. Neka je ξ = (x0, . . . , xn−1) koordinatni sistem

mnogostrukostiM u taqki p. Za preslikava�e f ∈ F(M) i svako i = 0, . . . , n−1

definixemo
∂f

∂xi
(p) =

∂(f ◦ ξ−1)

∂ui
(ξ(p)),

gde su u0, . . . , un−1 prirodna koordinatna preslikava�a od Rn.

Mo�e se pokazati pravolinijskim raqunom da je preslikava�e

(∂i)p =
( ∂

∂xi

)
p

: F(M)→ R,

koje f ∈ F(M) slika u ∂f
∂xi

(p) jedan tangentni vektor mnogostrukostiM u taqki

p.

Lema 1.4. Neka je X ∈ TpM . Tada va�i

(1) Ako su funkcije f, g ∈ F(M) jednake na nekoj okolini taqke p, onda je

X(f) = X(g).

(2) Ako je funkcija h ∈ F(M) konstantna na nekoj okolini taqke p, tada je

X(h) = 0.

Na osovu prethodne leme vidimo da su tangentni vektori lokalni objekti.

Sledi jedna jako va�na teorema

Teorema 1.1. Neka je ξ = (x0, . . . , xn−1) koordinatni sistem mnogostrukosti

M u taqki p. Tada preslikava�a (∂0)p, . . . , (∂n−1)p qine bazu tangentnog

prostora TpM , i va�i

X =
n−1∑
i=0

X(xi)(∂i)p,

za svako X ∈ TpM .

Dakle, tangentni prostor TpM je vektorski prostor dimenzije n = dimM ,

qiju jednu bazu qine preslikava�a (∂0)p, . . . , (∂n−1)p.

1.4 Izvod preslikava�a

Osnovna ideja diferencijalnog raquna je aproksimirati glatke objekte

linearnim objektima. U prethodnoj sekciji mnogostrukost M smo
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aproksimirali u okolini svake �ene taqke p tangentnim prostorom TpM . Sada

aproksimiramo glatko preslikava�e φ : M → N u okolini svake taqke p ∈ M
linearnom transformacijom tangentnih prostora.

Primetimo najpre da ako je X ∈ TpM tada je funkcija Xφ : F(N) → R
definisana sa Xφ(g) = X(g ◦ φ) tangentni vektor mnogostrukosti N u taqki

φ(p). Poka�imo da va�i Lajbnicov uslov. Neka su f, g ∈ F(N), tada va�i:

Xφ(fg) = X((fg) ◦ φ) = X((f ◦ φ)(g ◦ φ)) = X(f ◦ φ)g(φ(p)) + f(φ(p))X(g ◦ φ)

= Xφ(f)g(φ(p)) + f(φ(p))Xφ(g).

Nije texko proveriti da je Xφ linearno preslikava�e.

Definicija 1.8. Neka je φ : M → N glatko preslikava�e. Za svaku taqku

p ∈M definixemo preslikava�e dφp : TpM → Tφ(p)N na slede�i naqin

dφp(X) = Xφ.

Preslikava�e dφp se zove izvod preslikava�a φ u taqki p.

Kako za preslikava�e dφp va�i

dφp(X)(g) = X(g ◦ φ),

za svako X ∈ TpM i g ∈ F(N), nije texko proveriti da je dφp linearno

preslikava�e.

Lema 1.5. Neka je φ : Mm → Nn glatko preslikava�e. Neka je ξ =

(x0, . . . , xn−1) koordinatni sistem mnogostrukosti M u taqki p i neka je

η = (y0, . . . , yn−1) koordinatni sistem mnogostrukosti N u taqki φ(p), tada

va�i:

dφp

( ∂

∂xj

)
p

=
n−1∑
i=0

∂(yi ◦ φ)

∂xj
(p)
( ∂

∂yi

)
φ(p)

,

za svako j = 0, . . . ,m− 1.

Matrica preslikava�a dφp u odnosu na koordinatne baze je(∂(yi ◦ φ)

∂xj
(p)
)

0≤i≤n−1, 0≤j≤m−1
.

Zovemo je Jakobijan matrica preslikava�a φ u taqki p u odnosu na koordinatne

sisteme ξ i η.
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Lema 1.6. Ako su φ : M → N i ψ : N → P glatka preslikava�a, tada za

svaku taqku p ∈M va�i

d(ψ ◦ φ)p = dψφ(p) ◦ dφp.

U teoriji mnogostrukosti teorema o inverznoj funkciji glasi

Teorema 1.2. Neka je φ : M → N glatko preslikava�e. Izvod preslikava�a

dφp u taqki p ∈ M je linearni izomorfizam ako i samo ako postoji okolina

V taqke p ∈M takva da je φ | V difeomorfizam iz V na okolinu φ(V ) taqke

φ(p) ∈ N .

Imaju�i u vidu prethodnu teoremu, glatko preslikava�e φ : M → N takvo

da je svaki dφp linearni izomorfizam zove se lokalni difeomorfizam.

1.5 Tangentno rasloje�e

Za mnogostrukost M , neka je T (M) =
⊔
p∈M

TpM . Iz formalnih razloga za

svako p ∈ M obele�imo 0 ∈ TpM sa 0p. Tada se svaki X ∈ T (M) nalazi u

jedinstvenom TpM , a projekcija π : T (M) → M slika X u p. Prema tome

π−1(p) = TpM .

Postoji prirodan naqin da T (M) postane mnogostrukost, koja se zove

tangentno rasloje�e na mnogostrukosti M . Neka je ξ koordinatni sistem na

U ⊆M . Ako je X tangentni vektor na M u taqki p ∈ U , tada je X jedinstveno

odre�en koordinatama od p i koordinatama odX u odnosu na ∂0, . . . , ∂n−1 u taqki

p. Neka je ẋi realno-vrednosna funkcija na π−1(U) ⊆M data sa ẋi(X) = X(xi).

Sada definiximo ξ̃ : π−1(U)→ R2n sa

ξ̃ = (x0 ◦ π, . . . , xn−1 ◦ π, ẋ0, . . . , ẋn−1).

Mo�e se pokazati da je T (M) mnogostrukost qiji su koordinatni sistemi sve

funkcije tipa ξ̃.

1.6 Vektorska po	a

Vektorsko po	e X na M je jedna sekcija preslikava�a π : T (M) → M ,

odnosno neprekidno preslikava�e X : M → T (M), uobiqajeno zapisano sa

p 7→ Xp, takvo da je π ◦X = idM .

18



Geometrijska modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije

Ako je X vektorsko po	e na M i f ∈ F(M), onda Xf oznaqava

realno-vrednosnu funkciju na M datu sa

(Xf)(p) = Xp(f),

za svako p ∈M .

Neka je χ(M) skup svih glatkih vektorskih po	a na mnogostrukostiM . Na

χ(M) mo�emo prirodno definisati slede�e operacije:

(X + Y )p = Xp + Yp,

(fX)(p) = f(p)Xp,

za svako f ∈ F(M) i p ∈M .

Primetimo da ako su X i Y glatka vektorska po	a, tada su vektorska po	a

X + Y i fX tako�e glatka. U odnosu na ove dve operacije χ(M) je modul nad

prstenom F(M).

Neka je ξ = (x0, . . . , xn−1) koordinatni sistem na U ⊆ M . Tada se za svako

0 ≤ i ≤ n− 1 vektorsko po	e ∂i na U koje svakoj taqki p pridru�uje (∂i)p zove

i−to koordinatno vektorsko po	e od ξ. Ova vektorska po	a su glatka jer je

∂i(f) = ∂f
∂xi

. Iz Teoreme 1.1 odmah sledi da za svako vektorsko po	e X va�i

X =
∑

X(xi)∂i,

na U .

Izvod na F(M) je funkcija D : F(M)→ F(M) za koju va�i:

(1) linearnost: D(af + bg) = aD(f) + bD(g), (a, b ∈ R) i

(2) Lajbnicov uslov: D(fg) = D(f)g + fD(g).

Na osnovu definicije tangentnog vektora vidimo da je za vektorsko po	e

X ∈ χ(M) funkcija f 7→ Xf jedan izvod na F(M). Obrnuto, svaki izvod D

na F(M) potiqe od nekog vektorskog po	a. Zapravo, za svaku taqku p ∈ M

definiximo Xp : F(M) → R sa Xp(f) = D(f)(p). Poxto va�e svojstva za

izvod (1) i (2) mo�emo zak	uqiti da je Xp tangentni vektor na mnogostrukosti

M u taqki p. Dakle, X je dobro definisano vektorsko po	e na M . Kako je

Xf = D(f) ∈ F(M) za svako f ∈ F(M) , sledi da je vektorsko po	e X glatko

i odre�uje izvod D.

Kad god nam bude bilo zgodno smatra�emo da su vektorska po	a izvodi na

F(M). Ova interpretacija nas dovodi do veoma va�ne operacije na vektorskim
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po	ima. Za X, Y ∈ χ(M) definixemo [X, Y ] = XY − Y X. U pita�u je

operator na F(M) koji preslikava�u f ∈ F(M) dode	uje X(Y (f))− Y (X(f)).

Jednostavnom proverom mo�e se pokazati da je [X, Y ] izvod na F(M), dakle u

pita�u je glatko vektorsko po	e na M . [X, Y ] se zove komutator (ili Lijeva

zagrada) vektorskih po	a X i Y .

U terminima originalne definicije vektorskog po	a, [X, Y ] svakoj taqki

p ∈M pridru�uje tangentni vektor [X, Y ]p tako da va�i

[X, Y ]p(f) = Xp(Y f)− Yp(Xf).

Lako se mogu proveriti svojstva komutatora iz slede�e leme.

Lema 1.7. Komutator na χ(M) ima slede�a svojstva:

(1) R-bilinearnost: [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z],

[Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ].

(2) antisimetriqnost: [Y,X] = −[X, Y ].

(3) Jakobijev identitet: [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0.

Iako je komutator na χ(M) R-bilinearan, on nije F(M)-bilinearan jer je

[fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X.

U dva specijalna sluqaja komutator je uvek nula. Za svako X ∈ χ(M) va�i

[X,X] = 0. To je posledica antisimetriqnosti iz prethodne leme. Za svaka

dva koordinatna vektorska po	a ∂i i ∂j u istom koordinatnom sistemu, va�i

[∂i, ∂j] = 0 xto odgovara izrazu ∂2f
∂xi∂xj

= ∂2f
∂xj∂xi

za glatka preslikava�a f .

Definicija 1.9. Neka je φ : M → N glatko preslikava�e. Ka�emo da su

vektorska po	a X na M i Y na N φ-povezana ako va�i

dφ(Xp) = Yφ(p),

za svako p ∈M .

Lema 1.8. Vektorska po	a X ∈ χ(M) i Y ∈ χ(N) su φ-povezana ako i samo

ako va�i X(g ◦ φ) = Y g ◦ φ za svako g ∈ F(N).

Lema 1.9. Ako je X1 ∈ χ(M) φ-povezano sa Y1 ∈ χ(N), a X2 ∈ χ(M) φ-povezano

sa Y2 ∈ χ(N), tada je [X1, X2] ∈ χ(M) φ-povezano sa [Y1, Y2] ∈ χ(N).

Neka je φ : M → N difeomorfizam. Tada, za svako X ∈ χ(M) postoji

jedinstveno vektorsko po	e dφ(X) ∈ χ(N) koje je φ-povezano sa X. Nemamo
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drugog izbora osim da definixemo (dφX)q = dφ(Xp) za svako q = φ(p) ∈ N .

Kako za svako g ∈ F(N) va�i (dφX)g = X(g ◦ φ) ◦ φ−1 ∈ F(N), vektorsko po	e

dφ(X) je glatko.

1.7 1-forme

1-forme na glatkoj mnogostrukosti M su objekti dualni vektorskim po	ima.

Dualni prostor TpM
∗ tangentnog prostora TpM se zove kotangentni prostor

mnogostrukosti M u taqki p. Elementi prostora TpM
∗ se ponekad zovu

kovektori, oni su linearna preslikava�a iz TpM u R.

Definicija 1.10. 1-forma θ na mnogostrukosti M je funkcija koja svakoj

taqki p pridru�uje element θp kotangentnog prostora TpM
∗.

Dakle, θ svakom tangentnom vektoru dode	uje realan broj i linearno je na

tangentnim vektorima u svakoj taqki.

Za 1-formu θ na mnogostrukosti M i vektorsko po	e X na M , oznaqimo sa

θX realno-vrednosnu funkciju naM definisanu sa (θX)(p) = θp(Xp). 1-forma

θ je glatka ako je θX glatko za svako X ∈ χ(M).

Neka je χ∗(M) skup svih (glatkih) 1-formi na M . Kao i na χ(M), i na

χ∗(M) mo�emo prirodno definisati slede�e operacije:

(θ + ω)p = θp + ωp, (fθ)p = f(p)θp,

za svako f ∈ F(M) i p ∈M . U odnosu na ove dve operacije χ∗(M) je modul nad

F(M).

Definicija 1.11. Izvod od f ∈ F(M) je 1-forma df takva da va�i (df)(X) =

X(f) za svaki tangentni vektor X na M .

Jasno, df je 1-forma poxto je za svaku taqku p funkcija (df)p : TpM → R
linearna, i za X ∈ χ(M) funkcija (df)(X) = Xf je glatka.

Neka je x0, . . . , xn−1 koordinatni sistem na U ⊆ M . Posmatrajmo

koordinatne 1-forme dx0, . . . , dxn−1 na U . One u svakoj taqki iz U qine dualnu

bazu baze koja se sastoji od koordinatnih vektorskih po	a ∂0, . . . , ∂n−1 jer va�i

dxi(∂j) = ∂xi

∂xj
= δij. Sledi da za svaku 1-formu θ va�i

θ =
∑

θ(∂i)dx
i,

na U . Ova formula odgovara teoremi (1.1) koja se odnosi na vektorska po	a.
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Specijalno, za f ∈ F(M) va�i df(∂i) = ∂f
∂xi

, pa sledi

df =
∑ ∂f

∂xi
dxi,

na U .

Lema 1.10. Izvod ima slede�a svojstva:

(1) d : F(M)→ χ∗(M) je R-linearno.
(2) Pravilo za proizvod: Ako su f, g ∈ F(M), tada va�i d(fg) = g df + f dg.

(3) Ako je f ∈ F(M) i h ∈ F(R1), tada va�i d(h(f)) = h′(f)df .

1.8 Tenzori

Slede�e definicije obuhvataju dva glavna sluqaja koja nam trebaju: modul

χ(M) nad prstenom F(M) i vektorski prostor TpM nad R.
Neka su V0, . . . , Vs−1 moduli nad prstenom K. Tada, skup V0 × . . . × Vs−1 =

{(v0, . . . , vs−1) | vi ∈ Vi, 0 ≤ i ≤ s − 1} jeste jedan modul nad K (u odnosu na

uobiqajene operacije sabira�a i mno�e�a elementom skupa K), koji se zove

direktan proizvod (ili direktan zbir, ukoliko oznaku × zamenimo sa ⊕).
Neka je W tako�e modul nad K. Za funkciju

A : V0 × . . .× Vs−1 → W

ka�emo da je K-multilinearna ako je A po svakoj promen	ivoj K-linearna. To

znaqi da je za svako 0 ≤ i ≤ s− 1 i vj ∈ Vj (j 6= i), funkcija

v 7→ A(v0, . . . , vi−1, v, vi+1, . . . , vs−1)

K-linearna.

Neka je V modul nad K. Sa V ∗ oznaqavamo skup svih K-linearnih funkcija

iz V u K. U odnosu na uobiqajene operacije sabira�a funkcija i mno�e�a

elementima skupaK, V ∗ je jedan modul nadK, koji se zove dualni modul modula

V .

Ako je Vi = V za 0 ≤ i ≤ s− 1, oznaka V0 × . . .× Vs−1 se kra�e pixe V
s.

Definicija 1.12. Za cele brojeve r ≥ 0, s ≥ 0, pri qemu r i s nisu

istovremeno jednaki nuli, K-multilinearna funkcija A : (V ∗)r × V s → K

se zove tenzor tipa (r, s) nad V . (Ovde podrazumevamo A : V s → K ako je r = 0,

i A : (V ∗)r → K ako je s = 0.)
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Skup T rs (V ) svih tenzora tipa (r, s) nad V predstav	a modul nadK, ponovo u

odnosu na uobiqajene operacije funkcionalnog sabira�a i mno�e�a elementom

skupa K. Tenzor tipa (0, 0) nad V je jednostavno element skupa K.

1.9 Tenzorska po	a

Tenzorsko po	e A na mnogostrukosti M je tenzor nad F(M)-modulom χ(M).

Dakle, ako je A tipa (r, s) onda on predstav	a F(M)-multilinearnu funkciju

A : χ∗(M)r × χ(M)s → F(M).

Dakle, za 1-forme θ0, . . . , θr−1 i vektorska po	a X0, . . . , Xs−1 dobijamo

realno-vrednosnu funkciju

f = A(θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , Xs−1) ∈ F(M).

Ovde, θi se zove i-ta kontravarijantna promen	iva, a Xj j-ta kovarijantna

promen	iva od A.

Skup T rs (M) svih tenzorskih po	a na M tipa (r, s) je modul nad F(M).

Specijalno ako je r = s = 0, tenzorsko po	e naM tipa (0, 0) je upravo funkcija

f ∈ F(M), tj. T 0
0 (M) = F(M).

Da bismo pokazali da je data funkcija A : χ∗(M)r×χ(M)s → F(M) tenzor

moramo da poka�emo da je F(M)-linearna po svakoj promen	ivoj. Aditivnost

po svakoj promen	ivoj je qesto oqigledna, tako da je glavno pita�e kada po

svakoj promen	ivoj va�i:

A(θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , fXi, . . . , Xs−1) = fA(θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , Xi, . . . , Xs−1).

Razmotrimo slede�a dva primera.

Primer 1.1. Funkcija evaluacije E : χ∗(M) × χ(M) → F(M) data sa

E(θ,X) = θX je F(M)-linearna po svakoj promen	ivoj. Dakle, E je tenzorsko

po	e na M tipa (1, 1).

Primer 1.2. Neka je ω fiksirana 1-forma takva da je ω 6= 0. Definiximo F :

χ(M)×χ(M)→ F(M) sa F (X, Y ) = X(ωY ) za svako X, Y . F je F(M)-linearna

po X, ali je samo aditivna po Y . Va�i

F (X, fY ) = Xω(fY ) = X(fωY ) = (Xf)ωY + fF (X, Y ).
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Dakle, F nije tenzorsko po	e.

Mo�emo sabirati jedino tenzore istog tipa. Za razliku od sabira�a, bilo

koja dva tenzora se mogu pomno�iti. Za A ∈ T rs (M) i B ∈ T r′s′ (M) definixemo

A⊗B : χ∗(M)r+r
′ × χ(M)s+s

′ → F(M)

sa

(A⊗B)(θ0, . . . , θr+r
′−1, X0, . . . , Xs+s′−1)

= A(θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , Xs−1)B(θr, . . . , θr+r
′−1, Xs, . . . , Xs+s′−1).

Tada je A⊗B tenzor tipa (r+r′, s+s′), koji se zove tenzorski proizvod tenzora

A i B.

Ako je r′ = s′ = 0, tada je B funkcija f ∈ F(M), pa imamo

A⊗ f = f ⊗ A = fA.

Jasno ako je A tako�e tipa (0, 0), tenzorski proizvod postaje mno�e�e u F(M).

Oqigledno tenzorski proizvod je F(M)-bilinearan, tj. va�i

(fA+ gA′)⊗B = fA⊗B + gA′ ⊗B,

pri qemu va�i sliqan identitet za B. Neposredno iz definicije sledi da je

tenzorski proizvod asocijativan. A⊗B⊗C je dobro definisan za tenzore bilo

kog tipa. Me�utim, tenzorski proizvod u opxtem sluqaju nije komutativan.

Na primer, na koordinatnoj okolini

(dx0 ⊗ dx1)(∂0, ∂1) = dx0(∂0)dx1(∂1) = 1,

(dx1 ⊗ dx0)(∂0, ∂1) = dx1(∂0)dx0(∂1) = 0,

pa je dx0 ⊗ dx1 6= dx1 ⊗ dx0. Sa druge strane, za f ∈ F(M) va�i

f(A⊗B) = fA⊗B = A⊗ fB.

1.10 Interpretacije

Ako je ω glatka 1-forma na mnogostrukosti M , tada je funkcija X 7→ ω(X)

F(M)-linearna iz χ(M) u F(M), pa predstav	a (0, 1) tenzorsko po	e. Mo�e
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se pokazati da svako (0, 1) tenzorsko po	e potiqe od jedinstvene 1-forme, tako

da mo�emo pisati T 0
1 (M) = χ∗(M).

Slede�e dve interpretacije se veoma qesto koriste.

(1) Za (glatko) vektorsko po	e X na M definiximo

X(θ) = θ(X),

za svako θ ∈ χ∗(M). Ova funkcija X : χ∗(M) → F(M) je F(M)-linearna, te

predstav	a (1, 0) tenzorsko po	e. Obrnuto, mo�e se pokazati da svako (1, 0)

tenzorsko po	e na M potiqe od jedinstvenog vektorskog po	a, pa pixemo

T 1
0 (M) = χ(M).

(2) Za F(M)-multilinearnu funkciju A : χ(M)s → χ(M), definiximo

Ā : χ∗(M)× χ(M)s → F(M) sa

Ā(θ,X0, . . . , Xs−1) = θ(A(X0, . . . , Xs−1)),

za svako θ i Xi. Oqigledno Ā je F(M)-multilinearna funkcija, pa predstav	a

(1, s) tenzorsko po	e.

Za tenzore tipa (0, s) ka�emo da su kovarijantni, dok za tenzore tipa

(r, 0) pri qemu je r ≥ 1 ka�emo da su kontravarijantni. Na primer,

realno-vrednosne funkcije i 1-forme su kovarijantni tenzori, dok su

vektorska po	a kontravarijantni tenzori. Ako su r, s 6= 0 za tenzore tipa (r, s)

ka�emo da su mexoviti. Primetimo da iz definicije tenzorskog proizvoda

sledi da za kovarijantni tenzor A i kontravarijantni tenzor B va�i A⊗B =

B ⊗ A.

1.11 Tenzori u taqki

Teorema 1.3. Neka je p ∈ M i A ∈ T rs (M). Neka su θ̄0, . . . , θ̄r−1 i θ0, . . . , θr−1

1-forme takve da va�i θ̄i|p = θi|p(0 ≤ i ≤ r − 1) i neka su X̄0, . . . , X̄s−1 i

X0, . . . , Xs−1 vektorska po	a takva da je X̄j|p = Xj|p(0 ≤ j ≤ s−1). Tada va�i

A(θ̄0, . . . , θ̄r−1, X̄0, . . . , X̄s−1)(p) = A(θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , Xs−1)(p).

Ova teorema se mo�e jednostavno dokazati pomo�u slede�e leme.

Lema 1.11. Ako bilo koja od 1-formi θ0, . . . , θr−1 ili bilo koje vektorsko po	e
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X0, . . . , Xs−1 ima vrednost nula u taqki p, tada va�i

A(θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , Xs−1)(p) = 0.

Neposredno iz Teoreme 1.3 sledi da tenzorsko po	e A ∈ T rs (M) ima vrednost

Ap u svakoj taqki p ∈M . Zapravo, funkcija

Ap : (TpM
∗)r × (TpM)s → R

je definisana na slede�i naqin. Za α0, . . . , αr−1 ∈ TpM∗ i X0, . . . , Xs−1 ∈ TpM
va�i

Ap(α
0, . . . , αr−1, X0, . . . , Xs−1) = A(θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , Xs−1)(p),

gde su θ0, . . . , θr−1 bilo koje 1-forme naM takve da va�i θi|p = αi(0 ≤ i ≤ r−1),

a X0, . . . , Xs−1 su bilo koja vektorska po	a za koja va�i Xi|p = xi(0 ≤ j ≤ s−1).

Lako se proverava da je funkcija Ap R-multilinearna, pa prema

Definiciji 1.12 Ap predstav	a (r, s) tenzor nad TpM . Prema tome A ∈ T rs (M)

mo�emo videti kao po	e koje glatko pridru�uje svakoj taqki p ∈M tenzor Ap.

Kao xto je vektorsko po	e glatka sekcija tangentnog rasloje�a T (M), tako je

po	e p 7→ Ap glatka sekcija (r, s) tenzorskog rasloje�a koje se grubo govore�i

dobija kada svaki TpM u T (M) zamenimo sa prostorom Tp(M)rs (prostorom

(r, s) tenzora nad TpM).

1.12 Komponente tenzora

Koordinatne formule X =
∑
X(xi)∂i za vektorsko po	e i θ =

∑
θ(∂i)dx

i za

1-formu mogu se proxiriti na tenzorska po	a proizvo	nog tipa.

Definicija 1.13. Neka je ξ = (x0, . . . , xn−1) koordinatni sistem na U ⊆ M .

Za A ∈ T rs (M) realno-vrednosne funkcije

A
i0...ir−1

j0...js−1
= A(dxi0 , . . . , dxir−1 , ∂j0 , . . . , ∂js−1)

na U , gde svi indeksi idu od 0 do n− 1 (n = dimM), zovu se komponente od A u

odnosu na ξ.

Oqigledno za (0, 1) tenzor, koji je u stvari 1-forma, ove komponente su

upravo komponente iz formule θ =
∑
θ(∂i)dx

i. Koriste�i interpretaciju

26



Geometrijska modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije

vektorskog po	a X kao (1, 0) tenzorskog po	a, na osnovu gor�e definicije i-ta

komponenta od X u odnosu na ξ je X(dxi), koja se tumaqi kao dxi(X) = X(xi).

Kada je (1, s) tenzorsko po	e dato u obliku A : χ(M)s → χ(M), �egove

komponente su odre�ene pomo�u jednaqine

A(∂i0 , . . . , ∂is−1) =
∑
j

Aji1...is∂j,

poxto za �egovu interpretaciju Ā ∈ T 1
s (M) va�i

Ā(dxj, ∂i0 , . . . , ∂is−1) = dxj(A(∂i0 , . . . , ∂is−1)) =
∑
k

Aki1...isdx
j(∂k) = Aji0...is−1

.

Evaluacija tenzorskog po	a na 1-formama i vektorskim po	ima mo�e se

opisati na slede�i naqin. Na primer, neka je A (1, 2) tenzor. Kako je A

F(M)-multilinearano, za proizvo	nu 1-formu θ =
∑
θkdx

k i proizvo	na

vektorska po	a X =
∑
X i∂i i Y =

∑
Y j∂j va�i

A(θ,X, Y ) =
∑
i,j,k

A(dxk, ∂i, ∂j)θkX
iY j =

∑
i,j,k

AkijθkX
iY j.

Za fiksirani koordinatni sistem, komponente sume tenzora jednake su

upravo sumi komponenata. Komponente tenzorskog proizvoda su date sa

(A⊗B)
i0...ir+r′−1

j0...js+s′−1
= A

i0...ir−1

j0...js−1
·Bir...ir+r′−1

js...js+s′−1
,

gde svi indeksi idu od 0 do n − 1 (n = dimM). Na primer, neka je A tenzor

tipa (1, 2) i B tipa (1, 1), tada je A⊗B tenzor tipa (2, 3) sa komponentama:

(A⊗B)kqijp = (A⊗B)(dxk, dxq, ∂i, ∂j, ∂p) = A(dxk, ∂i, ∂j) ·B(dxq, ∂p) = AkijB
q
p.

Neka je ξ koordinatni sistem na U ⊆ M . Tada, bax kao i vektorsko po	e

ili 1-forma, bilo koji tenzor ima jedinstveno predstav	a�e na U u terminima

�egovih komponenata u odnosu na ξ. Neka je, na primer, r = 1 i s = 2. Tada je

∂k ⊗ dxi⊗ dxj (1, 2) tenzor na U za svako 0 ≤ i, j, k ≤ n− 1. Ako je A bilo koji

(1, 2) tenzor, tada je

A =
∑

Akij∂k ⊗ dxi ⊗ dxj

na U , gde svaki indeks u sumi ide od 0 do n − 1. Poxto su obe strane

F(U)-multilinearne dovo	no je proveriti da one imaju istu vrednost na
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dxm, ∂p, ∂q za svako 0 ≤ m, p, q ≤ n− 1. Ovo odmah sledi iz

(∂k ⊗ dxi ⊗ dxj)(dxm, ∂p, ∂q) = dxm(∂k)dx
i(∂p)dx

j(∂q) = δmk δ
i
pδ
j
q .

Ovde koristimo proxireni Kronekerov delta simbol

δij = δji = δij =

{
1 ako je i = j,

0 ako je i 6= j.

Uopxteno, va�i slede�a lema:

Lema 1.12. Neka je x0, . . . , xn−1 koordinatni sistem na U ⊆ M . Ako je A

(r, s) tenzorsko po	e, tada na U va�i

A =
∑

A
i0...ir−1

j0...js−1
∂i0 ⊗ . . .⊗ ∂ir−1 ⊗ dxj0 ⊗ . . .⊗ dxjs−1 ,

gde svaki indeks u sumi ide od 0 do n− 1.

1.13 Kontrakcija

Lema 1.13. Postoji jedinstvena F(M)-linearna funkcija

C : T 1
1 (M)→ F(M), koja se zove (1, 1) kontrakcija, takva da va�i

C(X ⊗ θ) = θX za svako X ∈ χ(M) i θ ∈ χ∗(M).

Na koordinatnoj okolini U (1, 1) tenzorsko po	e A se mo�e zapisati kao∑
Aij∂i⊗ dxj. Poxto C(∂i⊗ dxj) mora biti jednako dxj(∂i) = δji , nemamo izbora

osim da definixemo

C(A) =
∑

Aii =
∑

A(dxi, ∂i).

Za ovako definisano C va�i�e zahtevana svojstva iz prethodne leme na U .

Nije texko pokazati da ova definicija ne zavisi od izbora koordinatnog

sistema. Na taj naqin smo dobili zahtevanu globalnu funkciju.

Sada �elimo da proxirimo (1, 1) kontrakciju C na tenzore vixeg tipa.

Pretpostavimo da je A ∈ T rs (M) i 0 ≤ i ≤ r − 1 i 0 ≤ j ≤ s − 1. Fiksirajmo

1-forme θ0, . . . , θr−2 i vektorska po	a X0, . . . , Xs−2. Tada je funkcija

(θ,X) 7→ A(

i-ta promen	iva

θ0, . . . ,
↓
θ, . . . , θr−2, X0, . . . , X

↓
, . . . , Xs−2

j-ta promen	iva

)
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(1, 1) tenzor koji mo�emo zapisati kao

A(θ0, . . . , ·, . . . , θr−2, X0, . . . , ·, . . . , Xs−2).

Prime�uju�i (1, 1) kontrakciju na ovaj tenzor dobijamo realno-vrednosnu

funkciju koju oznaqavamo sa

(Ci
jA)(θ0, . . . , θr−2, X0, . . . , Xs−2).

Oqigledno Ci
jA je F(M)-multilinearna po svakom argumentu. Dakle, Ci

jA

je tenzor tipa (r − 1, s− 1) koji se zove kontrakcija tenzora A preko i, j.

Na primer, ako je A (2, 3) tenzorsko po	e tada je C1
3(A) (1, 2) tenzorsko

po	e dato sa

(C1
3A)(θ,X, Y ) = C(A(·, θ,X, Y, ·)).

U odnosu na koordinatni sistem komponente od C1
3A su

(C1
3A)kij = (C1

3A)(dxk, ∂i, ∂j) = C(A(·, dxk, ∂i, ∂j, ·))

=
∑
m

A(dxm, dxk, ∂i, ∂j, ∂m) =
∑
m

Amkijm.

Ovde smo koristili koordinatnu formulu za C.

Posledica 1.1. Neka je 0 ≤ i ≤ r−1 i 0 ≤ j ≤ s−1. U odnosu na koordinatni

sistem, ako A ∈ T rs (M) ima komponente Ai1...irj1...js
, tada Ci

jA ima komponente

∑
m

A

i-ti indeks

i0...
↓
m...ir−1

j0...m
↓
...js−1

j-ti indeks

.

1.14 Kovarijantni tenzori, izvod tenzora

Definicija 1.14. Neka je φ : M → N glatko preslikava�e. Za A ∈ T 0
s (N),

pri qemu je s ≥ 1, definixemo φ∗A sa

(φ∗A)(X0, . . . , Xs−1) = A(dφX0, . . . , dφXs−1),

za svako Xi ∈ TpM, p ∈M .

U svakoj taqki p ∈ M , φ∗A daje R-multilinearnu funkciju iz Tp(M)s u

R. Dakle, u pita�u je (0, s) tenzor nad TpM . Mo�e se pokazati da je φ∗A
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glatko kovarijantno tenzorsko po	e naM . U specijalnom sluqaju (0, 0) tenzora

f ∈ F(N), φ∗(f) se definixe sa φ∗(f) = f ◦ φ ∈ F(M). Primetimo da je

φ∗(df) = d(φ∗f).

Neka je A kovarijantni ili kontravarijantni tenzor tipa barem 2. Za

tenzor A ka�emo da je simetriqan ako se zamenom bilo koja dva �egova

argumenta vrednost tenzora ne me�a. Za A ka�emo da je koso-simetriqan (ili

alterniraju�i) ako svaka takva zamena �egovih argumenata dovodi do promene

znaka u vrednosti tenzora. Funkcije, 1-forme i vektorska po	a smatramo

i simetriqnim i koso-simetriqnim tenzorima. Diferencijalna s-forma je

koso-simetriqno kovarijantno tenzorsko po	e tipa (0, s).

Neka su A i B redom k-forma i l-forma i X0, ..., Xk+l−1 ∈ TpM, p ∈M . Tada

je spo	ax�i proizvod ovih formi, u oznaci A∧B, jedna (k+ l)-forma za koju

va�i

(A ∧B)(X0, ..., Xk+l−1) =
∑

(−1)zA(Xi1 , ..., Xik)B(Xj1 , ..., Xjl),

gde je z = 1 ako je permutacija (i1, ..., ik, j1, ..., jl) brojeva (0, ..., k+ l−1) neparna,

odnosno z = 0 ako je ova permutacija parna. Ovde se jox podrazumeva ure�e�e

i1 < ... < ik, j1 < ... < jl.

Definicija 1.15. Izvod tenzora D na glatkoj mnogostrukosti M je skup

R-linearnih funkcija

D = Dr
s : T rs (M)→ T rs (M) (r, s ≥ 0)

takvih da za bilo koja dva tenzora A i B va�i:

(1) D(A⊗B) = DA⊗B + A⊗DB,
(2) D(CA) = C(DA) za svaku kontrakciju C.

Dakle, D je R-linearna, quva tip tenzora, zadovo	ava Lajbnicovo pravilo
za proizvod i komutira sa svim kontrakcijama. Za funkciju f ∈ F(M) imamo

fA = f ⊗ A, pa va�i D(fA) = (Df)A+ fDA.

U specijalnom sluqaju t = s = 0, D0
0 je izvod na T 0

0 (M) = F(M). Prema

tome, postoji jedinstveno vektorsko po	e X ∈ χ(M) takvo da

Df = Xf za svako f ∈ F(M).
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Teorema 1.4. Neka je D izvod tenzora na M . Za A ∈ T rs (M) va�i

D(A(θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , Xs−1)) = (DA)(θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , Xs−1)

+
r−1∑
i=0

A(θ0, . . . , Dθi, . . . , θr−1, X0, . . . , Xs−1)

+
s−1∑
j=0

A(θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , DXj, . . . , Xs−1).

Za (1, s) tenzor zadat kao F(M)-multilinearna funkcija A : χ(M)s → χ(M)

va�i

D(A(X0, . . . , Xs−1)) = (DA)(X0, . . . , Xs−1) +
s−1∑
i=0

A(X0, . . . , DXi, . . . , Xs−1).

1.15 Integracija na mnogostrukostima

U ovoj sekciji definixemo integral diferencijalne forme po

mnogostrukosti i formulixemo Stoksovu teoremu. Za neke deta	e videti

[14, 17].

Orijentabilnost

Iz kursa Linearne algebre znamo da dve baze e0, ..., en−1 i e′0, ..., e
′
n−1

vektorskog prostora V imaju istu orijentaciju ako va�i

detA > 0, gde je e′i =
∑

Ajiej (0 ≤ i ≤ n− 1).

One imaju suprotnu orijentaciju ako je detA < 0. Lako se proverava da je

"imati istu orijentaciju" jedna relacija ekvivalencije na skupu svih baza

vektorskog prostora V , i da postoje dve klase ekvivalencije baza, koje se

zovu orijentacije od V . Orijentaciju koja sadr�i e0, ..., en−1 oznaqimo sa

[e0, ..., en−1].

Neka je

λξ(p) = [∂0|p, ..., ∂n−1|p],

gde je ξ koordinatni sistem na U ⊆M .

Orijentacija λ mnogostrukosti M pridru�uje svakoj taqki p ∈ M

orijentaciju λ(p) od TpM i λ je glatka u smislu da za svaku p ∈ M postoji

koordinatni sistem ξ u taqki p takav da je λ = λξ na nekoj okolini od p.
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Mnogostrukost je orijentabilna ako postoji orijentacija od M .

Orijentisati mnogostrukost M znaqi izabrati pojedinaqnu orijentaciju. Na

primer, Rn je orijentabilan u smislu svoje uobiqajene orijentacije λξ, gde je

ξ prirodni koordinatni sistem.

Ka�emo da je baza v0, ..., vn−1 za TpM pozitivno orijentisana ako va�i

[v0, ..., vn−1] = λ(p). Sliqno, za koordinatni sistem ξ na U ⊆ M ka�emo da

je pozitivno orijentisan ako va�i λξ = λ na U .

Ako su ξ i η koordinatni sistemi u M koji se preklapaju, definiximo

J(ξ, η) = det(∂yj/∂xi) na Uξ ∩ Uη.

Tada va�i

λξ(p) = λη(p)⇔ J(ξ, η)(p) > 0.

Diferencijabilna particija (razbija�e) jedinice

Neka jeM glatka mnogostrukost. Za otvoreni pokrivaq mnogostrukostiM ,

tj. familiju otvorenih skupova Uα ⊆M takvih da je
⋃
α Uα = M ka�emo da je

lokalno konaqna ako svaka taqka p ∈M ima okolinuW takvu da jeW ∩Uα 6= ∅
za samo konaqan broj indeksa.

Ka�emo da je familija {fα} diferencijabilnih funkcija fα : M → R
diferencijabilna particija (razbija�e) jedinice ako je:

1. Za svako α, fα ≥ 0 i nosaq od fα je sadr�an u koordinatnoj okolini Uα

atlasa {ξα} od M (gde je ξα : Uα → Rn koordinatni sistem).

2. Familija {Uα} je lokalno konaqna.

3.
∑

α fα(p) = 1, za svako p ∈ M (ovaj uslov ima smisla jer za svako p,

fα(p) 6= 0 za samo konaqan broj indeksa).

Uobiqajeno se ka�e da je particija jedinice {fα} potqi�ena pokrivaqu {Uα}.

Teorema 1.5. Za bilo koji otvoreni pokrivaq {Uα} mnogostrukosti M

postoji diferencijabilna particija jedinice potqi�ena tom pokrivaqu.

Integral diferencijalne forme

Neka jeM orijentisana mnogostrukost dimenzije n, neka je {ξα} jedan atlas
te orijentacije (gde je ξα : Uα → Rn koordinatni sistem) i ω n-forma sa

kompaktnim nosaqem.
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Definicija 1.16. Integral forme ω po mnogostrukosti M je∫
M

ω =
∑
α

∫
Uα

ραω,

gde je
∫
Uα
ραω =

∫
Rn(ξ−1

α )∗ραω i gde {ρα} predstav	a razbija�e jedinice

potqi�eno pokrivaqu {Uα}.

Teorema 1.6. Vrednost integrala
∫
M
ω ne zavisi od izbora atlasa zadate

orijentacije ni od razbija�a jedinice.

Mnogostrukost sa krajem

Oznaqimo sa Hn = {x ∈ Rn|xn−1 ≥ 0}.

Definicija 1.17. Skup M se zove glatka mnogostrukost sa krajem ako

postoji takav atlas {ξα}, ξα : Uα → Vα, gde je Vα otvoren u Hn, tako da

ξβ ◦ ξ−1
α : Vαβ = ξα(Uα ∩ Uβ)→ Vβα = ξβ(Uα ∩ Uβ)

budu r puta neprekidno diferencijabilna preslikava�a otvorenih u Hn

skupova Vαβ, Vβα. Linearne koordinate (x0, ..., xn−1) u Rn indukuju lokalne

koordinate na Uα : xkα(p) = xk(ξα(p)).

Za taqku p ∈ M ka�emo da je unutrax�a taqka ako je xn−1
α (p) > 0, odnosno

graniqna ako je xn−1
α (p) = 0.

Definicija 1.18. Skup graniqnih taqaka u oznaci ∂M se zove kraj (rub ili

granica) mnogostrukosti.

Teorema 1.7. (Stoks) Ako je ω (n − 1)-forma sa kompaktnim nosaqem na

orijentisanoj mnogostrukosti M dimenzije n i ako je kraj ∂M snabdeven

indukovanom orijentacijom, onda va�i∫
M

dω =

∫
∂M

ω.

1.16 Skalarni proizvod

Pseudo-Rimanova geometrija uk	uquje posebnu vrstu (0, 2) tenzora na

tangentnim prostorima. Neka je V konaqno dimenzioni realni vektorski

prostor. Simetriqna bilinearna forma na V je R-bilinearno preslikava�e

B : V × V → R za koje va�i B(X, Y ) = B(Y,X) za svako X, Y ∈ V .
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Definicija 1.19. Simetriqna bilinearna forma B na V je

(1) pozitivno (negativno) definitna ako svako X 6= 0 povlaqi B(X,X) > 0

(B(X,X) < 0),

(2) pozitivno (negativno) semidefinitna ako va�i B(X,X) ≥ 0

(B(X,X) ≤ 0) za svako X ∈ V ,
(3) nedegenerisana ako B(X, Y ) = 0 za svako Y ∈ V povlaqi X = 0.

Oqigledno je da ako je B pozitivno (ili negativno) definitna onda je ona

i pozitivno (ili negativno) semidefinitna i nedegenerisana.

Neka je B simetriqna bilinearna forma na V i W ≤ V potprostor.

Restrikcija B |W= B |W×W je tako�e simetriqna bilinearna forma. Ako je B

pozitivno ili negativno definitna (semidefinitna) onda je takva i B |W .

Definicija 1.20. Indeks simetriqne bilinearne forme B na V je najve�i

ceo broj ν koji je dimenzija potprostora W ≤ V na kojem je B |W negativno

definitna.

Prema tome, 0 ≤ ν ≤ dimV , i ν = 0 ako i samo ako je B pozitivno

semidefinitna.

Funkcija q : V → R data sa q(X) = B(X,X) je pridru�ena kvadratna

forma od B. Simetriqna bilinearna forma B se polarizacijom mo�e

rekonstruisati iz kvadratne forme formulom B(X, Y ) = 1
2
(q(X +Y )− q(X)−

q(Y )).

Neka je E0, . . . , En−1 baza za V . n × n matrica (bij) = B(Ei, Ej) zove se

matrica od B u bazi E0, . . . , En−1. Poxto je B simetriqna, ova matrica je

tako�e simetriqna.

Lema 1.14. Simetriqna bilinearna forma B na V je nedegenerisana ako i

samo ako je �ena matrica u odnosu na neku (a onda i u odnosu na svaku) bazu

invertibilna.

Definicija 1.21. Skalarni proizvod g na vektorskom prostoru V je

nedegenerisana simetriqna bilinearna forma na V .

Od sada �emo podrazumevati da je V vektorski prostor snabdeven skalarnim

proizvodom g. Neka je E0, . . . , En−1 jedna baza za V . Matrica od g u odnosu na

tu bazu ima elemente gij = g(Ei, Ej). Poxto je g simetriqna i �ena matrica je

simetriqna ( gij = gji). Poxto je g bilinearno va�i

g
( n−1∑
i=0

αiEi,

n−1∑
j=0

βjEj

)
=

n−1∑
i,j=0

αiβjgij,
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tako da matrica (gij) u potpunosti odre�uje g. Kako je g nedegenerisana, na

osnovu leme (1.14) matrica (gij) je invertibilna.

Vektori X, Y ∈ V su ortogonalni, pixemo X ⊥ Y , ako va�i g(X, Y ) = 0.

Podskupovi A ⊆ V i B ⊆ V su ortogonalni, pixemo A ⊥ B, ako je X ⊥ Y za

svako X ∈ A i Y ∈ B. Za W ≤ V definixemo ortogonal sa

W⊥ = {X ∈ V : X ⊥ W}.

OrtogonalW⊥ ne mo�emo zvati ortogonalni komplement odW jerW +W⊥

u opxtem sluqaju nije jednako V . Me�utim, va�e slede�e standardne osobine:

Lema 1.15. Za potprostor W ≤ V va�i

(1) dimW + dimW⊥ = n = dimV ,

(2) (W⊥)⊥ = W .

Primetimo da je nedegenerisanost g na V ekvivalentna sa V ⊥ = 0.

Potprostor W ≤ V je nedegenerisan ako je g |W nedegenerisana. Me�utim,

kada g nije definitno uvek �e postojati degenerisani potprostori.

Kako po Grasmanovoj formuli va�i

dim(W +W⊥) + dim(W ∩W⊥) = dimW + dimW⊥,

to je po prethodnoj lemi

dim(W +W⊥) + dim(W ∩W⊥) = dimV.

Dakle, V = W +W⊥ ako i samo ako je W ∩W⊥ = 0, odnosno ako i samo ako je

potprostor W ≤ V nedegenerisan. Dokazali smo slede�u lemu

Lema 1.16. PotprostorW ≤ V je nedegenerisan ako i samo ako je V direktan

zbir od W i W⊥.

Kako je (W⊥)⊥ = W , va�i W je nedegenerisan ako i samo ako je W⊥

nedegenerisan.

Poxto q(X) = g(X,X) mo�e biti negativno, norma vektora X je ||X|| =√
|g(X,X)|. Vektor X je jediniqan ako je norme 1, tj. g(X,X) = ±1. Za skup

me�usobno ortogonalnih jediniqnih vektora ka�emo da je ortonormiran. Bilo

kojih n = dimV ortonormiranih vektora obavezno qini bazu za V .

Lema 1.17. Svaki vektorski prostor V 6= 0 sa skalarnim proizvodom g ima

ortonormiranu bazu.
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Matrica skalarnog proizvoda g u odnosu na ortonormiranu bazu

E0, . . . , En−1 za V je dijagonalna matrica jer

gij = g(Ei, Ej) = δijεj, gde je εj = g(Ej, Ej) = ±1.

Ortonormirana baza se mo�e postaviti tako da najpre idu negativni

εi = −1, za 0 ≤ i ≤ ν ′ − 1, a zatim pozitivni εi = 1, za ν ′ ≤ i ≤ n− 1.

Lema 1.18. Neka je E0, . . . , En−1 ortonormirana baza za V , sa εi = g(Ei, Ei).

Tada svaki X ∈ V ima jedinstveno predstav	a�e X =
∑
εig(X,Ei)Ei.

Neka je W ≤ V nedegenerisan potprostor od V . Ortogonalna projekcija

π prostora V na W je linearna transformacija koja W⊥ slika u 0, a svaki

vektor iz W fiksira. Ortonormirana baza E0, . . . , Ek−1 za W se uvek mo�e

proxiriti do baze za V . Prema tome va�i π(X) =
∑k−1

j=0 εjg(X,−Ej)Ej.
Uobiqajeno je da za indeks ν skalarnog proizvoda g na V ka�emo da je indeks

od V i pixemo ν = ind V .

Lema 1.19. Za bilo koju ortonormiranu bazu E0, . . . , En−1 za V broj

negativnih znakova u signaturi (ε0, . . . , εn−1) jednak je indeksu ν od V .

Mo�e se pokazati da za nedegenerisani potprostor W od V va�i ind V =

ind W + ind W⊥.

Neka su V i V snabdeveni skalarnim proizvodima g i g. Za linearnu

transformaciju T : V → V ka�emo da quva skalarne proizvode ako va�i

g(TX, TY ) = g(X, Y ) za svako X, Y ∈ V.

U ovom sluqaju T je 1− 1.

Primetimo da T quva skalarne proizvode ako i samo ako quva �ihove

pridru�ene kvadratne forme, tj.

q(TX) = q(X) za svako X ∈ V.

Linearni izomorfizam T : V → W koji quva skalarne proizvode zove se

linearna izometrija. Dakle, linearna transformacija T : V → W je linearna

izometrija ako i samo ako je dim V = dim W i T quva skalarne proizvode (ili

ekvivalentno �ihove kvadratne forme).

Lema 1.20. Vektorski prostori V i W snabdeveni skalarnim proizvodima

imaju istu dimenziju i indeks ako i samo ako postoji linearna izometrija

sa V na W .
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1.17 Pseudo-Rimanova mnogostrukost

Definicija 1.22. Metriqki tenzor g na glatkoj mnogostrukosti M

je simetriqno nedegenerisano (0, 2) tenzorsko po	e na M sa konstantnim

indeksom.

Drugim reqima, g ∈ T 0
2 (M) glatko pridru�uje svakoj taqki p ∈M skalarni

proizvod gp na tangentnom prostoru TpM , pri qemu je indeks od gp isti za svako

p ∈M .

Definicija 1.23. Pseudo-Rimanova mnogostrukost je glatka mnogostrukost

M snabdevena metriqkim tenzorom g.

Striktno govore�i, pseudo-Rimanova mnogostrukost je ure�en par (M, g).

Dva razliqita metriqka tenzora na istoj mnogostrukosti qine razliqite

pseudo-Rimanove mnogostrukosti. Ipak, qesto �emo pseudo-Rimanovu

mnogostrukost oznaqavati kao i odgovaraju�u glatku mnogostrukost M , N , . . .

Zajedniqku vrednost ν za indeks skalarnog proizvoda gp na

pseudo-Rimanovoj mnogostrukosti M zovemo indeks od M . Indeks je ceo

broj 0 ≤ ν ≤ n = dimM . Ako je ν = 0 tada M zovemo Rimanova mnogostrukost

i tada je svako gp pozitivno definitno. Ako je ν = 1 i n ≥ 2 tada M zovemo

Lorencova mnogostrukost.

Koristimo 〈, 〉 kao alternativnu oznaku za g. Dakle, g(Xp, Yp) = 〈Xp, Yp〉 ∈ R
za tangentne vektore i g(X, Y ) = 〈X, Y 〉 ∈ F(M) za vektorska po	a.

Neka je x0, . . . , xn−1 koordinatni sistem na U ⊆ M . Komponente metriqkog

tenzora g na U su gij = 〈∂i, ∂j〉 (0 ≤ i, j ≤ n − 1). Tako za vektorska po	a

X =
∑
X i∂i i Y =

∑
Y j∂j va�i g(X, Y ) = 〈X, Y 〉 =

∑
gijX

iY j.

Poxto je g nedegenerisana, u svakoj taqki p iz U matrica (gij(p)) je

invertibilna i �ena inverzna matrica se oznaqava sa (gij(p)). Iz standardne

formule za inverz matrice vidimo da su funkcije gij glatke na U .

Poxto je g simetriqna va�i gij = gji i g
ij = gji za 0 ≤ i, j ≤ n−1. Metriqki

tenzor g na U mo�e se zapisati kao g =
∑
gijdx

i ⊗ dxj.
Mo�e se pokazati da za svako p ∈ Rn postoji kanonski linearni

izomorfizam sa Rn na Tp(Rn) koji, u odnosu na prirodne koordinate, slika

X u Xp =
∑
X i∂i. Prema tome 〈Xp, Yp〉 = X ·Y =

∑
X iY i predstav	a metriqki

tenzor na Rn. Od sada u svakom geometrijskom kontekstu Rn �e oznaqavati

Rimanovu mnogostrukost koja se zove euklidski n-prostor.
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Za ceo broj ν takav da 0 ≤ ν ≤ n sa

〈Xp, Yp〉 = −
ν−1∑
i=0

X iY i +
n−1∑
j=ν

XjY j

je dat metriqki tenzor indeksa ν. Dobijeni pseudo-Euklidski prostor Rn
ν se

svodi na Rn za ν = 0. Za n ≥ 2, Rn
1 se zove n-prostor Minkovskog. Za n = 4

dobijamo najjednostavniji primer relativistiqkog prostor-vremena.

Neka je

εi =

{
−1 za 0 ≤ i ≤ ν − 1,

+1 za ν ≤ i ≤ n− 1.

Tada metriqki tenzor na Rn
ν mo�emo zapisati g =

∑
εidu

i ⊗ dui.
Geometrijsko znaqe�e indeksa pseudo-Rimanove mnogostrukosti proistiqe

iz slede�e trihotomije.

Definicija 1.24. Za tangentni vektor X mnogostrukosti M ka�emo da je

prostoran ako je 〈X,X〉 > 0 ili X = 0,

izotropan ako je 〈X,X〉 = 0 i X 6= 0,

vremenski ako je 〈X,X〉 < 0.

Definicija 1.25. Neka su M i N pseudo-Rimanove mnogostrukosti sa

metriqkim tenzorima gM i gN . Izometrija iz M u N je difeomorfizam

φ : M → N koji quva metriqke tenzore: φ∗(gN) = gM .

Eksplicitno, 〈dφ(X), dφ(Y )〉 = 〈X, Y 〉 za svako X, Y ∈ TpM i p ∈ M . Kako

je φ difeomorfizam, svaki izvod dφp je linearni izomorfizam, pa uslov za

metriku znaqi da je svaki dφp linearna izometrija.

Nije texko primetiti da je identiqko preslikava�e pseudo-Rimanove

mnogostrukosti izometrija. Kompozicija izometrija je tako�e izometrija.

Inverzno preslikava�e izometrije je izometrija.

1.18 Levi-Qivita povezanost

Definicija 1.26. Neka su u0, . . . , un−1 prirodne koordinate na Rn
ν i neka su

X i Y =
∑
Y i∂i vektorska po	a na Rn

ν . Vektorsko po	e

∇XY =
∑

X(Y i)∂i

se zove prirodni kovarijantni izvod od Y u odnosu na X.
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Definicija 1.27. Povezanost ∇ na glatkoj mnogostrukosti M je funkcija

∇ : χ(M)× χ(M)→ χ(M) takva da va�i

(D1) ∇XY je F(M)-linearna po X,

(D2) ∇XY je R-linearna po Y ,
(D3) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY za f ∈ F(M).

∇XY se zove kovarijantni izvod od Y u odnosu na X za povezanost ∇.
Prema aksiomi (D1) vidimo da je ∇XY tenzor po X. Dakle, na osnovu

teoreme (1.3) za tangentni vektor x ∈ TpM imamo dobro definisan tangentni

vektor ∇xY ∈ TpM , (∇XY )p gde je X bilo koje vektorsko po	e takvo da je

Xp = x. Sa druge strane, (D3) pokazuje da ∇XY nije tenzor po Y .

Teorema 1.8. Neka je M pseudo-Rimanova mnogostrukost. Za V ∈ χ(M),

neka je V ∗ 1-forma na M takva da

V ∗(X) = 〈V,X〉 za svako X ∈ χ(M).

Tada je preslikava�e V 7→ V ∗ jedan F(M)-linearni izomorfizam iz χ(M) u

χ∗(M).

Dakle, u pseudo-Rimanovoj geometriji mo�emo lako transformisati

vektorsko po	e u 1-formu i obrnuto. Za odgovaraju�i par V ↔ V ∗ ka�emo

da je metriqki ekvivalentan.

Teorema 1.9. Na pseudo-Rimanovoj mnogostrukosti M postoji jedinstvena

povezanost ∇ takva da va�i

(D4) [X, Y ] = ∇XY −∇YX i

(D5) X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉,
za svako X, Y, Z ∈ χ(M). ∇ se zove Levi-Qivita povezanost na M . Za �u

va�i Kozilova formula:

2〈∇XY, Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉

− 〈X, [Y, Z]〉+ 〈Y, [Z,X]〉+ 〈Z, [X, Y ]〉.

Definicija 1.28. Neka je x0, . . . , xn−1 koordinatni sistem na okolini

U za pseudo-Rimanovu mnogostrukost M . Kristofelovi simboli za ovaj

koordinatni sistem su realno-vrednosne funkcije Γkij na U takve da va�i

∇∂i∂j =
n−1∑
k=0

Γkij∂k (0 ≤ i, j ≤ n− 1).
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Kako je [∂i, ∂j] = 0, iz (D4) sledi ∇∂i∂j = ∇∂j∂i, odnosno imamo simetriju

Γkij = Γkji.

Teorema 1.10. Za koordinatni sistem x0, . . . , xn−1 na U va�i

∇∂i

(∑
Xj∂j

)
=
∑
k

(∂Xk

∂xi
+
∑
j

ΓkijX
j
)
∂k,

gde su Kristofelovi simboli dati sa

Γkij =
1

2

n−1∑
m=0

gkm
(∂gjm
∂xi

+
∂gim
∂xj

− ∂gij
∂xm

)
.

Pomo�u prve formule iz prethodne teoreme i koriste�i (D1) mo�emo

sraqunati svako ∇XY na koordinatnim okolinama, dok druga formula

koordinatno opisuje kako metriqki tenzor odre�uje Levi-Qivita povezanost.

Lema 1.21. Prirodna povezanost ∇ iz Definicije 1.26 je Levi-Qivita

povezanost na pseudo-Euklidskom prostoru Rn
ν za svako ν = 0, 1, . . . , n. U

odnosu na prirodne koordinate na Rn
ν va�i

(1) gij = δijεj, gde je εj =

{
−1 za 0 ≤ j ≤ ν − 1,

+1 za ν ≤ j ≤ n− 1.

(2) Γkij = 0, za svako 0 ≤ i, j, k ≤ n− 1.

Vektorsko po	e V je paralelno ako su �egovi kovarijantni izvodi ∇XV

jednaki nuli za svako X ∈ χ(M). Prema tome, ponixtava�e Kristofelovih

simbola u prethodnoj lemi znaqi da su prirodna koordinatna vektorska po	a

na Rn
ν paralelna. Kristofelovi simboli za neki koordinatni sistem mere

odstupa�e �egovih koordinatnih vektorskih po	a da budu paralelna.

Definicija 1.29. Neka je X vektorsko po	e na pseudo-Rimanovoj

mnogostrukosti M . (Levi-Qivita) kovarijantni izvod ∇X je jedinstven izvod

tenzora na M takav da je ∇Xf = Xf za svako f ∈ F(M) i kod koga je ∇XY

Levi-Qivita kovarijantni izvod za svako Y ∈ χ(M).

Definicija 1.30. Kovarijantni diferencijal (r, s) tenzora A naM je (r, s+

1) tenzor ∇A takav da

∇A(θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , Xs−1, V ) = ∇VA(θ0, . . . , θr−1, X0, . . . , Xs−1),

za sve V,X0, . . . , Xs−1 ∈ χ(M) i θ0, . . . , θr−1 ∈ χ∗(M).
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U specijalnom sluqaju r = s = 0 kovarijantni diferencijal funkcije f je

�en uobiqajen izvod df ∈ χ∗(M) jer

∇f(X) = ∇Xf = Xf = df(X) za svako X ∈ χ(M).

Bax kao i za vektorsko po	e, za tenzorsko po	e A ka�emo da je paralelno

ako je �egov kovarijantni diferencijal jednak nuli, tj. ako je ∇XA = 0 za

svako X ∈ χ(M). Koriste�i pravilo za proizvod, tj. teoremu (1.4) dobijamo

da je (D5) ekvivalentno sa paralelnox�u metriqkog tenzora g.

Za A ∈ T rs (M) komponente od ∇A u odnosu na koordinatni sistem oznaqimo

sa A
i0...ir−1

j0...js−1;k. U specijalnom sluqaju prirodnih koordinata na Rn
ν , poxto su

koordinatna vektorska po	a, a stoga i diferencijali du0, . . . , dun−1 paralelni

va�i A
i0...ir−1

j0...js−1;k = (∂/∂uk)A
i0...ir−1

j0...js−1
.

Za (1, 2) tenzorsko po	e A va�i slede�a formula

Aijk;l =
∂

∂xl
Aijk +

∑
m

AmjkΓ
i
ml − AimkΓmjl − AijmΓmkl.

1.19 Krivina

Lema 1.22. Neka je M pseudo-Rimanova mnogostrukost sa Levi-Qivita

povezanox�u ∇. Funkcija R : χ(M)3 → χ(M) data sa

RXYZ = [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z

je (1, 3) tenzorsko po	e na M koje se zove Rimanov tenzor krivine od M .

Operacija Lijeva zagrada na vektorskim po	ima nije tenzor, tako�e

kovarijantni izvod nije tenzor, ali �ihova kombinacija iz prethodne leme

daje tenzor R. Alternativna oznaka R(X, Y )Z za RXYZ je pogodna kada umesto

X i Y imamo komplikovanije izraze.

Za X, Y ∈ TpM linearni operator RXY : TpM → TpM koji svakom Z

pridru�uje RXYZ se zove operator krivine.

Teorema 1.11. Za X, Y, Z, V,W ∈ TpM va�i:

(1) RXY = −RY X ,

(2) 〈RXY V,W 〉 = −〈RXYW,V 〉,
(3) RXYZ +RY ZX +RZXY = 0,

(4) 〈RXY V,W 〉 = 〈RVWX, Y 〉.

41



Jelena Gruji�

Jednaqina (3) se zove prvi Bjankijev identitet (primetimo da su tu vektori

cikliqki permutovani).

Simetrije tenzora krivine R daju ma�e oqiglednu simetriju �egovog

kovarijantnog diferencijala ∇R, koja se zove drugi Bjankijev identitet.

Na osnovu definicije ∇R je (1, 4) tenzor koji qetvorki vektorskih po	a

pridru�uje (vektorsko po	e) vrednost (∇ZR)XY V = (∇ZR)(X, Y )V .

Teorema 1.12. Za X, Y, Z ∈ TpM va�i

(∇ZR)(X, Y ) + (∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) = 0.

U prethodnom identitetu sabirci su linearni operatori na TpM . On se

zove drugi Bjankijev identitet.

Lema 1.23. Na koordinatnoj okolini koordinatnog sistema x0, . . . , xn−1

va�i

R∂k∂l(∂j) =
∑
i

Ri
jkl∂i,

gde su komponente od R date sa

Ri
jkl =

∂

∂xk
Γilj −

∂

∂xl
Γikj +

∑
m

ΓikmΓmlj −
∑
m

ΓilmΓmkj.

Za kraj sekcije uvodimo sekcionu krivinu.

Rimanov tenzor krivine R je priliqno komplikovan. Sada �emo razmatrati

jednostavniju realno-vrednosnu funkciju koja u potpunosti odre�uje R.

Dvodimenzioni potprostor Π tangentnog prostora TpM se zove tangentna

ravan od M u taqki p. Za tangentne vektore X, Y definiximo

Q(X, Y ) = 〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉2.

Prema lemi (1.14) tangentna ravan Π je nedegenerisana ako i samo ako je

Q(X, Y ) 6= 0 za jednu, a onda i svaku, bazu X, Y za Π. Apsolutna vrednost

|Q(X, Y )| je jednaka kvadratu povrxine paralelograma qije su stranice X i

Y . Q(X, Y ) je pozitivno ako je g | Π definitno, a negativno ako je g | Π

indefinitno.

Lema 1.24. Neka je Π nedegenerisana tangentna ravan od M u taqki p. Broj

K(X, Y ) =
〈RXYX, Y 〉
Q(X, Y )
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ne zavisi od izbora baze X, Y za ravan Π i zove se sekciona krivina K(Π) od

Π.

Prema tome, sekciona krivina K od M je realno-vrednosna funkcija na

skupu svih nedegenerisanih tangentnih ravni od M .

Teorema 1.13. Ako je K = 0 u taqki p ∈M onda je i R = 0 u taqki p.

Eksplicitno, ako je K(Π) = 0 za svaku nedegenerisanu ravan od TpM onda

je RXYZ = 0 za svako X, Y, Z ∈ TpM .

Za pseudo-Rimanovu mnogostrukost M za koju je tenzor krivine R jednak

nuli u svakoj taqki ka�emo da je ravna. Na osnovu prethodne teoreme, M je

ravna ako i samo ako je sekciona krivinaK funkcija koja je identiqki jednaka

nuli. Na primer, svaki pseudo-Euklidski prostor Rn
ν je ravan.

Neka je F : TpM
4 → R multilinearna funkcija za koju va�e simetrije iz

Teoreme 1.11 za funkciju (V,W,X, Y ) 7→ 〈RVWX, Y 〉. K odre�uje R u slede�em

smislu:

Ako va�i

K(X, Y ) =
F (X, Y,X, Y )

〈X,X〉〈Y, Y 〉 − 〈X, Y 〉2
,

pri qemu X i Y razapi�u nedegenerisanu ravan onda je

〈RXY V,W 〉 = F (X, Y, V,W ) za svako X, Y, V,W ∈ TpM.

Pseudo-Rimanova mnogostrukost M ima konstantnu krivinu ako je �ena

sekciona krivina konstantna funkcija.

Va�i slede�a posledica:

Posledica 1.2. Ako M ima konstantnu krivinu C tada va�i

RXYZ = C
(
〈Z,X〉Y − 〈Z, Y 〉X

)
.

U Rimanovom sluqaju, prethodna formula ima jednostavno geometrijsko

znaqe�e: Ako X i Y qine ortonormiranu bazu za ravan Π tada je RXY jednako

nuli na Π⊥, a na Π predstav	a kompoziciju skalarnog mno�e�a sa C i rotacije

koja xa	e X u Y , a Y u −X.
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1.20 Metriqka kontrakcija

Neka su 0 ≤ a ≤ r − 1 i 0 ≤ b ≤ s− 1 celi brojevi. Za A ∈ T rs (M) vrednost od

↓ab A ∈ T r−1
s+1 (M) na proizvo	nim 1-formama i vektorskim po	ima je

definisana sa

(↓ab A)(θ0, . . . , θr−2, X0, . . . , Xs)

= A(θ0, . . . , X∗b , . . . , θ
r−2, X0, . . . , Xb−1, Xb+1, . . . , Xs),

gde je X∗b 1-forma metriqki ekvivalentna sa Xb. Dakle, na desnoj strani

jednakosti izbacili smo b-to vektorsko po	e, a ubacili smo �emu metriqki

ekvivalentnu 1-formu na a-to mesto izme�u 1-formi.

Na primer, neka je A (2, 2) tenzorsko po	e. Tada je B =↓1
2 A (1, 3)

tenzorsko po	e takvo da je B(θ,X, Y, Z) = A(Y ∗, θ,X, Z) za sve 1-forme θ i

vektorska po	a X, Y, Z. U koordinatama, 1-forma dualna sa ∂i je
∑
gijdx

j.

Prema tome va�i

Bi
jkl = B(dxi, ∂j, ∂k, ∂l) = A

(∑
m

gkmdx
m, dxi, ∂j, ∂l

)
=
∑
m

gkmA
mi
jl .

Operacija ↓ab : T rs (M) → T r−1
s+1 (M) se zove spuxta�e indeksa. Ona je

F(M)-linearna i jeste jedan izomorfizam, poxto postoji inverzna operacija

↑ab koja izbacuje a-tu 1-formu i ubacuje �oj metriqki ekvivalentno vektorsko

po	e na b-to mesto izme�u vektorskih po	a. U koordinatama, vektorsko po	e

metriqki ekvivalentno sa dxi je
∑
gij∂j. Ako je B (1, 3) tenzor tada je

(↑1
2 B)ijkl =

∑
q

giqBj
kql.

Operacija ↑ab se zove podiza�e indeksa.

Va�an sluqaj je kad imamo (1, s) tenzor A dat kao F(M)-multilinearna

funkcija A : χ(M)s → χ(M). Tada je

(↓1
1 A)(V,X0, . . . , Xs−1) = 〈V,A(X0, . . . , Xs−1)〉.

Leva strana prethodne jednaqine je po definiciji jednaka A(V ∗, X0, . . . , Xs−1)

qija je interpretacija upravo jednaka V ∗(A(X0, . . . , Xs−1) =

〈V,A(X0, . . . , Xs−1)〉.
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Za tenzore dobijene od datog tenzora pomo�u neke od dve prethodne operacije

ka�emo da su metriqki ekvivalentni.

Kada je tenzor krivine R : χ(M)3 → χ(M) zapisan kao funkcija od tri

vektorska po	a, imamo R(Z,X, Y ) = RXYZ. Tada su komponente (0, 4) tenzora

↓1
1 R date sa

Rijkl = (↓1
1 R)(∂i, ∂j, ∂k, ∂l) = 〈∂i, R∂k∂l(∂j)〉 =

∑
gimR

m
jkl.

Za 0 ≤ a < b ≤ s − 1 i proizvo	no r, definixemo metriqku kontrakciju

Cab : T rs (M)→ T rs−2(M) sa

(CabA)
i0...ir−1

j0...js−3
=
∑
p,q

gpqA
i0...ir−1

j0...p
↓

a-ti indeks

... q
↓
...js−3

b-ti indeks

.

Na primer, ako je A (1, 3) tenzor tada je

(C12A)ij =
∑
p,q

gpqAipqj.

Sliqno, u kontravarijantnom sluqaju, za 0 ≤ a < b ≤ r − 1 i proizvo	no s

dobijamo

Cab : T rs (M)→ T r−2
s (M),

u qijoj koordinatnoj formuli gij zame�uje g
ij. Ukoliko nije va�no ista�i

indekse, sve kontrakcije �e biti oznaqene sa C.

Lema 1.25. Kovarijantni izvodi ∇X i kovarijantni diferencijal ∇
komutiraju sa obe prethodno uvedene operacije (spuxta�e i podiza�e indeksa)

i kontrakcijom.

1.21 Riqijeva i skalarna krivina

Ortonormirana baza za tangentni prostor TpM se zove reper na M u taqki

p. Ako je n = dim M tada se skup E0, . . . , En−1 od n me�usobno ortogonalnih

jediniqnih vektorskih po	a zove po	e repera, poxto pridru�uje svakoj taqki

reper. Na primer, na Rn prirodna koordinatna vektorska po	a qine po	e

repera.

U opxtem sluqaju ne postoji po	e repera na celoj mnogostrukosti M , dok

lokalno uvek postoji. Bilo koje vektorsko po	e V se mo�e izraziti u odnosu
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na po	e repera na slede�i naqin

V =
∑

εi〈V,Ei〉Ei, gde je εi = 〈Ei, Ei〉.

Prema tome, 〈V,W 〉 =
∑
εi〈V,Ei〉〈W,Ei〉.

Razmatrajmo metriqku kontrakciju Cab od A ∈ T 0
s (M). U odnosu na po	e

repera va�i

(CabA)(X0, . . . , Xs−3) =
∑

εmA(

a-ta promen	iva

X0, . . . ,
↓
Em, . . . , Em

↓
, . . . , Xs−3

b-ta promen	iva

).

Sliqno, za (1, s) tenzorsko po	e A : χ(M)s → χ(M) imamo

(C1
bA)(X0, . . . , Xs−2) =

∑
m

εm〈Em, A(X0, . . . , Em
↓

b-ta promen	iva

, . . . , Xs−2)〉.

Sada �emo da definixemo Riqijevu i skalarnu krivinu.

Definicija 1.31. Neka je R Rimanov tenzor krivine od M . Riqijev tenzor

krivine Ric od M je kontrakcija C1
3(R) ∈ T 0

2 (M), qije su komponente u odnosu

na koordinatni sistem Rij =
∑
Rm
ijm.

Zbog simetrija od R jedine nenula kontrakcije od R su ±Ric.

Lema 1.26. Riqijev tenzor krivine Ric je simetriqan. U odnosu na po	e

repera dat je sa

Ric(X, Y ) =
∑
m

εm〈RXEmY,Em〉,

gde je εm = 〈Em, Em〉.

Za M ka�emo da je Riqi ravna ako je �en Riqijev tenzor identiqki jednak

nuli. Ravna mnogostrukost je svakako Riqi ravna, dok obrnuto ne va�i. Va�i

Ric(X, Y ) = Tr{V 7→ RXV Y }.
Poxto sekciona krivina odre�uje tenzor krivine R ona tako�e odre�uje Ric

na priliqno jednostavan naqin. Pomo�u polarizacije i skalarnog mno�e�a,

Ric se mo�e rekonstruisati u svakoj taqki p iz �egovih vrednosti Ric(u, u) na

jediniqnim vektorima u taqki p. Ako je e0, . . . , en−1 reper u taqki p takav da
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je u = e0, tada na osnovu prethodne leme va�i

Ric(u, u) =
∑

εm〈Ruem(u), em〉 = 〈u, u〉
∑

K(u, em).

Definicija 1.32. Skalarna krivina R od M je kontrakcija C(Ric) ∈ F(M)

�enog Riqijevog tenzora.

U koordinatama imamo

R =
∑

gijRij =
∑

gijRk
ijk.

Kontrakcija u odnosu na po	e repera daje

R =
∑
i 6=j

K(Ei, Ej) = 2
∑
i<j

K(Ei, Ej).

Napomenimo da neki autori operator krivine definixu sa −RXY ,

me�utim ta razlika u znaku suxtinski nixta ne me�a, ali ipak treba biti

pa�	iv.
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Glava 2

Ajnxtajnova teorija gravitacije

Teorijsku osnovu savremene kosmologije predstav	a Ajnxtajnova opxta

teorija relativnosti, koju je on formulisao 1915. godine. To je

relativistiqka teorija gravitacije koja se svodi na �utnovu teoriju

pri nerelativistiqkim brzinama tela, slabim i sporo promen	ivim

gravitacionim po	ima. Opxta teorija relativnosti nastala je proxire�em

specijalne teorije relativnosti tako da je uk	uqena gravitacija i kreta�e

u neinercijalnim sistemima referencije. Ona sadr�i dva principa: opxti

princip relativnosti i princip ekvivalencije. Opxti princip relativnosti

glasi: svi fiziqki zakoni imaju istu formu u bilo kom sistemu referencije,

tj. forma fiziqkih zakona je invarijantna u odnosu na opxte koordinatne

transformacije. Princip ekvivalencije je zasnovan na eksperimentalnoj

qi�enici da su inertna i gravitaciona masa jednake za sva tela. On se

formulixe na slede�i naqin: uvek se mo�e izabrati takav sistem referencije

da u �emu gravitaciono po	e lokalno nestaje, tj. prostor se lokalno mo�e

uqiniti euklidskim, odnosno prostorom Minkovskog. Ajnxtajn je kreta�e u

gravitacionom po	u sveo na kreta�e u prostor-vremenu sa pseudo-Rimanovom

geometrijom.

Najva�niji deo opxte teorije relativnosti su Ajnxtajnove jednaqine za

gravitaciono po	e

Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν − Λgµν , (2.1)

gde je Rµν Riqijev tenzor, R je skalarna krivina, gµν je metriqki tenzor,

koji je ujedno i tenzor gravitacionog po	a, G je gravitaciona konstanta,

c je brzina svetlosti. Na levoj strani jednaqine (2.1) nalaze se veliqine

koje karakterixu geometrijske osobine pseudo-Rimanovog prostora, a na desnoj

strani je raspodela materije data tenzorom energije-impulsa Tµν i gustina

energije vakuuma predstav	ena kosmoloxkom konstantom Λ.
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Va�no mesto u ovoj teoriji ima tenzor Gµν koji se definixe na slede�i

naqin

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν .

Tenzor Gµν se zove Ajnxtajnov tenzor.

Varijacijom Ajnxtajn-Hilbertovog dejstva sa kosmoloxkim qlanom

S =

∫ √
−gR− 2Λ

16πG
d4x+

∫ √
−gLmd4x (2.2)

u odnosu na metriku gµν dobijamo Ajnxtajnove jednaqine za gravitaciono

po	e koje se jox zovu i Ajnxtajnove jednaqine kreta�a. One opisuju

prostorno-vremensku promenu gravitacionog po	a. Kreta�e qestice u

gravitacionom po	u se opisuje jednaqinom za geodezijsku liniju. Izvo�e�e

Ajnxtajnovih jednaqina kreta�a bi�e pokazano u Glavi 3. Ovde je g = det(gµν),

a Lm je lagran�ijan materije.

Na velikim kosmiqkim rastoja�ima vasiona je homogena i izotropna.

Ova pretpostavka znaqi da se evolucija vasione mo�e predstaviti kao

familija prostornih hiperpovrxi parametrizovana vremenom, takva da su sve

hiperpovrxi homogene i izotropne.

Napomena: Dejstvo grupe G na mnogostrukost je preslikava�e iz G ×M u

M , (g, p) 7→ g · p, koje zadovo	ava

g1 · (g2 · p) = (g1g2) · p, g1, g2 ∈ G, p ∈M,

e · p = p, p ∈M.

Ka�emo da je dejstvo tranzitivno ako za svake dve taqke p, q ∈ M postoji

g ∈ G tako da va�i g · p = q.

Ako postoji glatko i tranzitivno dejstvo Lijeve grupe (izometrijama)

na pseudo-Rimanovu mnogostrukost onda ka�emo da je pseudo-Rimanova

mnogostrukost homogena.

Ako podgrupa Gp = {g ∈ G : g ·p = p} deluje tranzitivno na skup jediniqnih
vektora u TpM ka�emo da je pseudo-Rimanova mnogostrukost izotropna.

Homogenost znaqi da su fiziqka svojstva ista u svakoj taqki bilo koje

date hiperpovrxi. Izotropnost znaqi da su fiziqka svojstva identiqna u

svim pravcima kada se posmatra iz date taqke na hiperpovrxi. Izotropnost

u svakoj taqki automatski daje homogenost. Me�utim, homogenost ne povlaqi

obavezno izotropnost. Mo�emo zamisliti, na primer, homogenu, a neizotropnu
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vasionu koja se skup	a u jednom pravcu, a xiri u druga dva pravca.

Postoje samo tri tipa homogenih i izotropnih prostora sa jednostavnom

topologijom (odnosno prosto povezanih prostora):

(1) ravan prostor,

(2) trodimenziona sfera konstantne pozitivne krivine, i

(3) trodimenzioni hiperboliqki prostor konstantne negativne krivine.

Rastoja�e u homogenom i izotropnom prostor-vremenu se izra�ava

metrikom Fridmana-Robertsona-Vokera (FRW ) (pri c = 1)

ds2 = −dt2 + a2(t)
[ dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
, (2.3)

gde je a(t) kosmiqki skaliraju�i faktor koji zavisi od vremena t i opisuje

evoluciju vasione. Konstanta k karakterixe zakriv	enost prostora. Ona

mo�e da ima vrednosti:

(1) k = 0 (takav prostor se zove ravan prostor),

(2) k = +1 (zatvoren prostor konstantne pozitivne krivine) i

(3) k = −1 (otvoren prostor konstantne negativne krivine).

Lema 2.1. Koriste�i elemente metriqkog tenzora iz (2.3) dobijamo:

(1) Jedini Kristofelovi simboli koji se ne ponixtavaju su:

Γ1
01 =

ȧ

a
Γ2

02 =
ȧ

a
Γ3

03 =
ȧ

a

Γ0
11 =

aȧ

1− kr2
Γ1

11 =
kr

1− kr2
Γ2

12 = Γ3
13 =

1

r

Γ0
22 = r2aȧ Γ1

22 = r(kr2 − 1) Γ3
23 = ctg θ

Γ0
33 = r2aȧ sin2 θ Γ1

33 = r(kr2 − 1) sin2 θ Γ2
33 = − sin θ cos θ,

gde je ȧ = da
dt
.

(2) Jedine generiqke (do na simetriju) komponente tenzora krivine

razliqite od nule su:

R0110 =
aä

1− kr2
R1221 = −r

2a2(ȧ2 + k)

1− kr2

R0220 = r2aä R1331 = −r
2a2 sin2 θ(ȧ2 + k)

1− kr2

R0330 = r2aä sin2 θ R2332 = −r4a2 sin2 θ(ȧ2 + k).
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(3) Riqijev tenzor je slede�eg oblika:

Rµν =


−3ä

a
0 0 0

0 ug11 0 0

0 0 ug22 0

0 0 0 ug33

 , gde je u =
aä+ 2(ȧ2 + k)

a2
.

(4) Skalarna krivina je

R =
6(aä+ ȧ2 + k)

a2
.

(5) Ajnxtajnov tenzor je

Gµν =


3(ȧ2+k)
a2 0 0 0

0 −vg11 0 0

0 0 −vg22 0

0 0 0 −vg33

 , v =
2aä+ ȧ2 + k

a2
.

U nekim kosmoloxkim razmatra�ima Ajnxtajnovih jednaqina vasiona se

posmatra ispu�ena materijom bez kosmoloxkog qlana. Modelirajmo sada

materiju u vasioni pomo�u idealnog fluida. Idealni fluid je fluid koji je

izotropan u sistemu koji miruje. Tenzor energije-impulsa za idealni fluid

mo�e se zapisati na slede�i naqin

Tµν =


ρ 0 0 0

0 g11p 0 0

0 0 g22p 0

0 0 0 g33p

 ,

gde su ρ i p gustina energije i pritisak (respektivno) mereni u sistemu koji

miruje.

Sa jednim podignutim indeksom dobijamo podesniji oblik

T νµ = diag(−ρ, p, p, p).

Primetimo da je trag dat sa

T = T µµ = −ρ+ 3p. (2.4)

Razmotrimo nultu komponentu jednaqine oquva�a, koja je jednaqina oquva�a
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energije:

0 = ∇µT 0
µ = gµµ∇µT

0
µ = gµµ

(
∂µT

0
µ − Γ0

µµT
0
0 + Γ0

λµT
λ
µ

)
= ∂0ρ+ 3

ȧ

a
(ρ+ p). (2.5)

Potrebno je izabrati jednaqinu sta�a, odnos izme�u ρ i p. U suxtini

svi idealni fluidi relevantni za kosmologiju zadovo	avaju jednostavnu

jednaqinu sta�a

p = wρ,

gde je w konstanta nezavisna od vremena. Jednaqina oquva�a energije postaje

ρ̇

ρ
= −3 (1 + w)

ȧ

a
.

Iz prethodne jednaqine dobijamo da je ρ proporcionalno sa a−3(1+w), pixemo

ρ ∝ a−3(1+w).

Dva najpopularnija primera kosmoloxkih fluida su poznata kao praxina

i radijacija. Praxina je nerelativistiqka materija, bez me�usobnog sudara,

za koju va�i w = 0. Primeri uk	uquju obiqne zvezde i galaksije, za koje

je pritisak zanemar	iv u pore�e�u sa gustinom energije. Praxina je tako�e

poznata kao "materija", a vasione qija se gustina energije bazira na praxini

poznate su kao vasione u kojima dominira materija. Gustina energije materije

je

ρ ∝ a−3.

Ovo se jednostavno tumaqi kao sma�e�e gustine qestica dok se vasiona

xiri. Za praxinu gustina energije dominira energijom mirova�a, koja

je proporcionalna broju qestica. "Radijacija" se mo�e koristiti za opis

ili aktuelne elektromagnetne radijacije ili masivnih qestica koje se

kre�u relativnim brzinama bliskim brzini svetlosti tako da se one ne

mogu razlikovati od fotona (barem xto se tiqe jednaqine sta�a). Tenzor

energije-impulsa Tµν se mo�e izraziti pomo�u jaqine po	a kao

T µν =
1

4π
(F µλ F ν

λ −
1

4
gµνF λσ Fλσ).

Trag prethodne jednaqine je dat sa

T µµ =
1

4π
(F µλ Fµλ − F λσ Fλσ) = 0.
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Kada prethodnu jednaqinu izjednaqimo sa (2.4) dobijamo jednaqinu sta�a

p =
1

3
ρ.

Za vasionu u kojoj je ve�ina gustine energije u obliku radijacije ka�emo da je

vasiona u kojoj dominira radijacija. Gustina energije u radijaciji je

ρ ∝ a−4.

Prema tome, gustina energije u radijaciji opada malo br�e od gustine

materije. To je zbog toga xto se gustina fotona sma�uje na isti naqin

kao i gustina nerelativistiqkih qestica, ali pojedinaqni fotoni tako�e

gube energiju proporcionalno a−1 pri crvenom pomaku. Tako�e, masivne ali

relativistiqke qestice �e izgubiti energiju dok budu usporavale u sistemu

referencije koji se kre�e kao i vasiona (comoving frame). Verujemo da danas

gustina energije u vasioni dominira kroz materiju, pri qemu je ρmat
ρrad
∼ 106.

Me�utim, vasiona je u proxlosti bila mnogo ma�a i gustina energije u

radijaciji je dominirala u veoma ranim vremenima.

Postoji jedan drugi oblik energije-impulsa koji se ponekad razmatra,

naime sami vakuum. Uvo�e�e energije vakuuma je ekvivalentno sa uvo�e�em

kosmoloxke konstante. Ajnxtajnove jednaqine sa kosmoloxkom konstantom su

Gµν = 8πG Tµν − Λ gµν .

Ove jednaqine imaju isti oblik kao i jednaqine kreta�a bez kosmoloxke

konstante pri qemu je tenzor energije-impulsa za vakuum jednak

T (vac)
µν = − Λ

8πG
gµν .

Ovo je oblik savrxenog fluida za ρ = −p = Λ
8πG

.

Dakle, imamo w = −1. Gustina energije je nezavisna od a. To je ono

xto bismo oqekivali za gustinu energije vakuuma. Poxto se gustina energije

materije i radijacije sma�uje dok se vasiona xiri, ako je energija vakuuma

razliqita od nule, onda ona te�i da prevlada u du�em vremenskom periodu

(sve dok se vasiona ne poqne skup	ati). Ako se to desi, vasiona postaje vasiona

u kojoj dominira vakuum.

Vratimo se sada Ajnxtajnovim jednaqinama. One se mogu zapisati u
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slede�em obliku:

Rµν = 8πG(Tµν −
1

2
gµνT ).

Za µ = ν = 0 dobijamo 00-jednaqinu

−3
ä

a
= 4πG(ρ+ 3p). (2.6)

Sliqno, za µ = ν = i dobijamo jednaqinu

ä

a
+ 2
( ȧ
a

)2

+ 2
k

a2
= 4πG(ρ− p). (2.7)

Pomo�u jednaqine (2.6) mo�emo eliminisati druge izvode u jednaqini (2.7).

Na taj naqin imamo slede�e dve jednaqine

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p), (2.8)

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
. (2.9)

Prethodne dve jednaqine se zovu Fridmanove jednaqine. Metrike oblika

(2.3) koje zadovo	avaju ove jednaqine definixu Fridman-Robertson-Vokerove

(FRW) vasione.

Jednaqine (2.8) i (2.9) slu�e za ispitiva�e dinamike svih savremenih

kosmoloxkih modela sa homogenom i izotropnom raspodelom materije na

kosmiqkoj skali u okviru Ajnxtajnove teorije gravitacije.

Sada �emo predstaviti neke korisne kosmoloxke parametre.

Hablov parametar H = ȧ
a

karakterixe brzinu xire�a i mogu�eg

skup	a�a. Vrednost Hablovog parametra u sadax�osti je Hablova konstanta

H0. Vrednost Hablove konstante bila je uvek predmet diskusija i prilikom

mere�a dobijane su razne vrednosti. Vrednost dobijena pomo�u Plankovog

satelita iznosi oko 67 km/s/Mpc. (”Mpc” oznaqava megaparsek, koji je

pribli�no 3, 0857× 1022m.)

Tako�e postoji i parametar usporava�a

q = −a ä
ȧ2
,

koji meri brzinu promene brzine xire�a. Veoma je koristan i parametar

gustine

Ω =
8πG

3H2
ρ =

ρ

ρcrit
,
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gde je kritiqna gustina definisana sa

ρcrit =
3H2

8πG
.

Ova veliqina se zove kritiqna gustina zato xto se Fridmanova jednaqina (2.9)

mo�e zapisati na slede�i naqin

Ω− 1 =
k

H2a2
. (2.10)

Imamo slede�e tri mogu�nosti:

1) ρ < ρcrit, tada je Ω < 1 i k = −1 (otvoren svemir),

2) ρ = ρcrit, tada je Ω = 1 i k = 0 (ravan svemir),

3) ρ > ρcrit, tada je Ω > 1 i k = +1 (zatvoren svemir).

Dakle, parametar gustine nam govori koja od tri

Fridman-Robertson-Vokerove geometrije opisuje naxu vasionu. �egovo

opservaciono odre�iva�e je oblast intenzivnog istra�iva�a i obiqno se

uzima da je Ω = 1.

Mogu�e je rexiti Fridmanove jednaqine u razliqitim prostim

sluqajevima. Sada �elimo da proanaliziramo neke mogu�nosti.

Napomena: Treba imati u vidu da u nastavku sledi samo analiza

razliqitih mogu�nosti koje ne odgovaraju realnom sluqaju, jer je dokazano da

se vasiona ubrzano xiri, a tome odgovara negativan pritisak.

Neka je za trenutak Λ = 0. Razmatrajmo ponaxa�e vasiona ispu�enih

fluidima pozitivne energije (ρ > 0) i nenegativnog pritiska (p ≥ 0). Tada, na

osnovu (2.8) vidimo da va�i ä < 0. Na osnovu posmatra�a uda	enih galaksija

znamo da se vasiona xiri (ȧ > 0), to znaqi da vasiona "usporava". To je

ono xto treba oqekivati, poxto gravitaciono privlaqe�e materije u vasioni

deluje protiv xire�a. Qi�enica da vasiona mo�e samo usporavati znaqi da

se morala xiriti jox br�e u proxlosti. Ako pratimo evoluciju unazad u

vremenu, obavezno dosti�emo singularitet u a = 0. Primetimo da ako je ä

bilo taqno nula, a(t) bi bila prava linija, a starost vasione bi bila H−1
0 .

Poxto je ä u ovom sluqaju negativno, vasiona mora biti nexto mla�a od toga.

Ovaj singularitet u a = 0 je Veliki prasak. On predstav	a stvara�e

vasione iz sta�a singulariteta, a ne eksploziju materije u ve� postoje�em

prostor-vremenu. Mo�emo se nadati da je savrxena simetrija naxih FRW

vasiona bila odgovorna za ovaj singularitet, ali u stvari to nije taqno. Na

osnovu teorema o singularitetu bilo koja vasiona kod koje je ρ > 0 i p ≥ 0

55



Jelena Gruji�

je zapoqeta iz singulariteta. Naravno gustina energije postaje proizvo	no

velika kad a → 0, i mi ne oqekujemo da klasiqna opxta relativnost bude

taqan opis prirode u ovom re�imu. Nadamo se da �e dosledna teorija kvantne

gravitacije biti u mogu�nosti da popravi stvari.

Budu�nost evolucije je razliqita za razliqite vrednosti od k. Za otvorene

i ravne sluqajeve, k ≤ 0, iz (2.9) dobijamo

ȧ2 =
8πG

3
ρa2 + |k|. (2.11)

Kako je desna strana prethodne jednaqine strogo pozitivna (zbog pretpostavke

ρ > 0) imamo da je ȧ 6= 0, tj. ȧ > 0. Prema tome, otvorene i ravne vasione se

xire zauvek - one su vremenski kao i prostorno otvorene.

Koliko brzo se ove vasione da	e xire? Razmotrimo izraz ρa3 (koji je

konstantan u vasionama u kojima dominira materija). Na osnovu jednaqine

oquva�a energije (2.5) dobijamo

d

dt
(ρa3) = a3(ρ̇+ 3ρ

ȧ

a
)

= −3pa2ȧ.

Kako je desna strana ili jednaka nuli ili je negativna imamo

d

dt
(ρa3) ≤ 0.

Ovo implicira da ρa2 te�i nuli u stalno-xire�oj vasioni kada a→∞. Sada

iz jednaqine (2.11) sledi

ȧ2 → |k|.

(Ovo va�i za k ≤ 0.) Dakle, za k = −1 va�i ȧ → 1, dok se za k = 0 vasiona i

da	e xiri, ali sve sporije i sporije.

U sluqaju zatvorenih vasiona (k = +1), jednaqina (2.9) postaje

ȧ2 =
8πG

3
ρa2 − 1. (2.12)

Argument da ρa2 → 0 kada a → ∞ i da	e va�i, samo xto u tom sluqaju

ȧ2 postaje negativno, xto je nemogu�e. Dakle, vasiona se ne xiri stalno, a

dosti�e gor�u granicu amax. Kada a te�i ka amax, jednaqina (2.8) implicira

ä→ −4πG

3
(ρ+ 3p)amax < 0.
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Prema tome ä je konaqno i negativano u ovoj taqki, tako da a dosti�e amax i

poqi�e da opada, posle qega �e (poxto je ä < 0) neizbe�no nastaviti da se

skup	a u nulu- veliko sa�ima�e (the Big Crunch) . Dakle, zatvorene vasione

(opet, pod pretpostavkama da je ρ pozitivno i p nenegativno) su zatvorene u

vremenu kao i prostoru.

Sada �emo navesti neka egzaktna rexe�a koja odgovaraju samo jednom tipu

gustine energije. Za vasione u kojima je samo praxina (p = 0), zgodno je

definisati evolucioni ugao φ(t), bo	e nego da koristimo direktno t kao

parametar. Tada imamo rexe�a, za otvorene vasione, (k = −1)

a =
C

2
(chφ− 1), t =

C

2
(shφ− φ),

za ravne vasione, (k = 0)

a =
(9C

4

)1/3

t2/3,

i za zatvorene vasione, (k = +1)

a =
C

2
(1− cosφ), t =

C

2
(φ− sinφ),

gde je C = 8πG
3
ρa3 = konstanta.

Za vasione ispu�ene samo radijacijom, p = 1
3
ρ, imamo ponovo otvorene

vasione,

a =
√
C ′
((

1 +
t√
C ′

)2

− 1
)1/2

(k = −1),

ravne vasione,

a = (4C ′)1/4t1/2 (k = 0),

i zatvorene vasione,

a =
√
C ′
(

1−
(

1− t√
C ′

)2)1/2

(k = +1),

gde je C ′ = 8πG
3
ρa4 = konstanta.

Za vasione koje su prazne, ili je ρ ili p negativno, xto je u suprotnosti

sa pretpostavkama koje smo ranije koristili da izvedemo opxte ponaxa�e za

a(t). U ovom sluqaju izgub	ena je veza izme�u otvorenih/zatvorenih i zauvek

xire�ih/osciluju�ih vasiona. Za poqetak neka je Λ < 0. U ovom sluqaju Ω je

negativno, i na osnovu (2.10) vidimo da se ovo mo�e desiti samo kada je k = −1.
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U ovom sluqaju rexe�e je

a =

√
−3

Λ
sin
(√−Λ

3
t
)
. (2.13)

Tako�e postoji otvoreno (k = −1) rexe�e za Λ > 0, dato sa

a =

√
3

Λ
sh
(√Λ

3
t
)
. (2.14)

Za ravnu vakuum-dominiraju�u vasionu imamo da je Λ > 0, a rexe�e je

a ∝ exp
(
±
√

Λ

3
t
)
, (2.15)

dok je kod zatvorene vasione tako�e Λ > 0, i va�i

a =

√
3

Λ
ch
(√Λ

3
t
)
. (2.16)

U stvari sva tri rexe�a za Λ > 0 - (2.14)-(2.16) predstav	aju isto

prostor-vreme, samo u razliqitim koordinatama. Ovo prostor-vreme, koje se

zove de Siterov prostor, je zapravo maksimalno simetriqno kao prostor-vreme.

Rexe�e (Λ < 0) (2.13) je tako�e maksimalno simetriqno, i poznato je kao

anti-de Siterov prostor.

Za prethodnu priqu o Ajnxtajnovoj opxtoj teoriji relativnosti poslu�ile

su k�ige [18, 50, 55, 12].

2.1 Potvrde opxte teorije relativnosti

Opxta teorija relativnosti je proverena u slede�a tri klasiqna

eksperimenta:

1) Precesija perihela Merkura,

2) Skreta�e svetlosnog zraka u blizini Sunca,

3) Gravitacioni crveni pomak.

2.2 Otvoreni problemi u kosmologiji

Uprkos svojoj teorijskoj lepoti i mnogim fenomenoloxkim uspesima, opxta

teorija relativnosti nije kompletna teorija. U kosmologiji proxlog veka

naprav	ena su tri velika eksperimentalna otkri�a, koja za sada nemaju opxte
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prihva�eno teorijsko objax�e�e. Ta otkri�a su:

1) velike orbitalne brzine galaksija unutar jata galaksija (Fritz Zwicky , 1933),

2) velike orbitalne brzine zvezda u spiralnim galaksijama (Vera Rubin, kraj

1960-tih),

3) ubrzano xire�e vasione (1998. godina).

Postoje dva pristupa rexava�a prethodnih problema:

1) tamna materija i tamna energija i

2) modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije.

2.3 Tamna materija i tamna energija

Ako je Ajnxtajnova teorija gravitacije primen	iva na celokupnu vasionu i

ako je vasiona homogena i izotropna, tada postoje dva nova vida materije: tamna

materija i tamna energija. Prema ovakvom pristupu postoje tri vida materije

u svemiru sa slede�im procentnim odnosom: vid	iva (obiqna) materija (5%),

tamna materija (27%) i tamna energija (68%). To znaqi da 95% ukupne materije,

odnosno energije, predstav	a tamnu stranu vasione, qija priroda je za sada

nepoznata. Tamna materija je odgovorna za orbitalne brzine u galaksijama, a

tamna energija je odgovorna za ubrzano xire�e vasione.

Svojstva tamne materije i tamne energije se bitno razlikuju od svojstava

obiqne materije. Tamna materija se klasterizuje oko galaksija. Ona

nije ravnomerno raspore�ena u prostoru: unutar galaksija raste od centra

prema krajevima, a unutar jata galaksija opada od centra. Tamna materija

ima svojstvo gravitacionog privlaqe�a, pa prema tome ima i masu. Ona

ne interaguje elektromagnetno, pa je nevid	iva. �eno postoja�e je

pretpostav	eno ve� 1933. godine, da bi se �enim gravitacionim privlaqe�em

objasnila opservacija velikih brzina kreta�a unutar jata galaksija.

Tamna energija je potpuno novi vid materije, koji ima slede�e hipotetiqke

osobine: homogeno je raspore�ena po celom svemiru, deluje odbojno i ima

negativan pritisak, xto je uzrok ubrzanog xire�a svemira.

Tamna materija i tamna energija jox nisu detektovane u laboratorijskim

eksperimentima. Priroda tamne materije i tamne energije, kao i priroda

gravitacije na ogromnim astronomskim rastoja�ima, je velika kosmiqka

misterija i veliki nauqni izazov.

59



Jelena Gruji�

2.4 Motivacija za modifikaciju Ajnxtajnove

teorije gravitacije

Poxto postoja�e tamne materije i tamne energije nije eksperimentalno

potvr�eno, a i Ajnxtajnova teorija gravitacije nije proverena na velikim

kosmiqkim rastoja�ima, u posled�ih petnaestak godina intenzivno se radi na

raznim modifikacijama Ajnxtajnove teorije gravitacije. Ova problematika

je pogodno po	e primene pseudo-Rimanove geometrije.

Veliki prasak predstav	a kosmiqki singularitet opxte relativnosti.

Naime, pod priliqno opxtim uslovima, opxta relativnost daje kosmoloxka

rexe�a pri kojima je vasiona na svom poqetku veliqine nula, xto znaqi da je

gustina materije beskonaqna.

Primetimo da kada fiziqka teorija sadr�i singularitet, onda ona nije

va�e�a u okolini singulariteta i mora biti modifikovana na odgovaraju�i

naqin.

2.5 Modifikacija Ajnxtajnove teorije

gravitacije

Modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije treba da predstav	a

teorijsko uopxte�e opxte teorije relativnosti i treba da bude verifikovana

barem u Sunqevom sistemu. Modifikovana Ajnxtajnova teorija gravitacije

treba da je teorijski savrxenija teorija gravitacije, da rexi problem

kosmiqkog singulariteta, da pravilno opixe dinamiku galaksija i ubrzano

xire�e vasione sa ili bez tamne materije i tamne energije.

Pseudo-Rimanova geometrija dozvo	ava razna uopxtava�a Ajnxtajnove

teorije gravitacije tako da �ena mogu�a teorijska modifikacija nije

jednoznaqna. Dva najznaqajnija pravca modifikacije Ajnxtajnove teorije

gravitacije su: f(R) teorija i nelokalna modifikacija.

U f(R) teoriji dejstvo je slede�eg oblika:

S =

∫ √
−g f(R)

16πG
d4x+

∫ √
−gLmd4x. (2.17)

Dakle, u Ajnxtajn-Hilbertovom dejstvu skalarna krivina R je zame�ena sa

funkcijom f(R). Ako uzmemo f(R) = R dobijamo Ajnxtajn-Hilbertovo dejstvo,

pa se f(R) teorija svodi na opxtu teoriju relativnosti. Varijacijom dejstva
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(2.17) dobijamo slede�e jednaqine:

f ′(R)Rµν −
1

2
f(R)gµν − [∇µ∇ν − gµν�]f ′(R) = κTµν .

Ovde je � = ∇µ∇µ Dalamberov operator, ∇µ oznaqava kovarijantni izvod, κ =

8πG, i ′ oznaqava izvod po R. Prvi model f(R) gravitacije koji je pokuxao da

objasni danax�e kosmiqko ubrza�e bio je oblika f(R) = R− µ4

R
, gde je µ ∼ H−1

0 .

Ovaj model je ubrzo napuxten. Izdvajaju se korekcije oblika f(R) = R + αR2

koje su ve� bile prisutne u prvom inflacionom modelu rane vasione. Za deta	e

videti [38], kao i reference u okviru tog rada.

U nelokalnoj modifikaciji se polazi od novog izraza za

Ajnxtajn-Hilbertovo dejstvo koji sadr�i nelokalnost preko analitiqke

funkcije Dalamberovog operatora. Ovde se izdvaja model koji je opisan

pomo�u slede�eg nelokalnog dejstva (videti [45])

S =

∫
d4x
√
−g
(
M2

P

2
R +

λ

2

(
RF1(�)R +Rµ

νF2(�)Rν
µ + CµναβF4(�)Cµναβ

)
− Λ

)
,

gde su Fi analitiqke funkcije Dalamberovog operatora �, a Cµ
ανβ je Vejlov

tenzor. Dakle,

Cµα
νβ = Rµα

νβ −
1

2
(δµνR

α
β − δ

µ
βR

α
ν +Rµ

νδ
α
β −R

µ
βδ

α
ν ) +

R

6
(δµν δ

α
β − δ

µ
βδ

α
ν ).

Tako�e se izdvaja slede�i model (videti [20]):

S =

∫
d4x
√
−g R

16πG

(
1 + f(�−1R)

)
.

Najqex�e je izuqavan sluqaj f(�−1R) = f0e
α(�−1R), gde su f0 i α realni

parametri (videti [37]).

Mo�e se razmatrati opxtije dejstvo ([51]):

S =

∫
d4x
√
−gF (R,�R,�2R, ...,�mR,�−1R,�−2R, ...,�−nR),

gde su m i n pozitivni celi brojevi.

Dejstvo koje je tako�e interesantno (videti [30]) je

S =
1

16πG

∫
d4x
√
−g(R− 1

6
m2R�−2R),

gde je m ∼ 0, 28H0.
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U radu [43] razmatrana je slede�a klasa nelokalnih modela

S =
1

2κ2

∫
d4x
√
−gR

(
1 + f(4−1R)

)
,

gde je 4 operator oblika 4 = ∇µQ
µν∇ν . Jednostavan primer je Dalamberov

operator � = ∇µ∇µ. Komplikovaniji primer je 4 = �+∇µ(αRµν−βRgµν)∇ν .

Tako�e je razmatrano uopxte�e prethodnog modela

S =
1

2κ2

∫
d4x
√
−gR(1 + f(4−mR, ...,4−1R,4R, ...,4nR)).

U slede�oj glavi bavimo se nelokalnom modifikacijom Ajnxtajnove teorije

gravitacije.
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Glava 3

Nelokalna modifikacija

Ajnxtajnove teorije gravitacije

3.1 Nelokalna modifikacija

U ovom radu posmatramo nelokalnu modifikaciju Ajnxtajnove teorije

gravitacije bez materije, gde je nelokalnost oblika H(R)F(�)G(R). Jednaqine

kreta�a su obiqno veoma slo�ene. U nastavku izvodimo deta	no jednaqine

kreta�a.

Pod nelokalnom modifikacijom gravitacije podrazumevamo zamenu

skalarne krivine R u Ajnxtajn-Hilbertovom dejstvu sa podesnom funkcijom

F (R,�), gde je � = ∇µ∇µ Dalamberov operator, a ∇µ oznaqava kovarijantni

izvod. Ovde, nelokalnost znaqi da lagran�ijan sadr�i beskonaqan broj

prostorno-vremenskih izvoda, tj. sadr�i izvode sve do beskonaqnog reda u

obliku Dalamberovog operatora � koji je argument analitiqke funkcije.

Neka je M sada qetvoro-dimenziona pseudo-Rimanova mnogostrukost sa

metrikom (gµν) signature (1, 3). Razmatramo klasu modela nelokalne

gravitacije bez materije koja je data slede�im dejstvom

S =

∫
M

(R− 2Λ

16πG
+ CH(R)F(�)G(R)

)√
−g d4x, (3.1)

gde je F(�) =
∞∑
n=0

fn�
n, H i G su diferencijabilne funkcije skalarne krivine

R, Λ je kosmoloxka konstanta i C je konstanta. Odgovaraju�e Ajnxtajnove

jednaqine kreta�a su priliqno slo�ene. U nastavku �emo prikazati �ihovo

izvo�e�e. Da bismo dobili jednaqine kreta�a za gµν moramo na�i varijaciju

dejstva (3.1) u odnosu na metriku gµν .
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Prvo doka�imo slede�u lemu i teoremu koje su nam potrebne za da	i raqun.

Lema 3.1. Za pseudo-Rimanovu mnogostrukostM va�e slede�i identiteti:

δgµν = −gµαgβνδgαβ, (3.2)

δgµν = −gµαgβνδgαβ, (3.3)

δRµ
νγη = ∇γδΓ

µ
ην −∇ηδΓ

µ
γν , (3.4)

δRµν = ∇γδΓ
γ
µν −∇νδΓ

γ
γµ, (3.5)

δΓσνµ =
1

2
δgσγ

(∂gγµ
∂xν

+
∂gνγ
∂xµ

− ∂gνµ
∂xγ

)
+

1

2
gσγ
(∂δgγµ
∂xν

+
∂δgνγ
∂xµ

− ∂δgνµ
∂xγ

)
. (3.6)

Dokaz. Va�i gµνg
µν = n, gde je n dimenzija prostor-vremena, odnosno

pseudo-Rimanove mnogostrukosti M . Odavde sledi

gµνδgµν = −gµνδgµν . (3.7)

Iz posled�e jednakosti direktno slede identiteti (3.2) i (3.3).

Rimanov tenzor Rµ
νγη je dat sa

Rµ
νγη =

∂Γµνη
∂xγ

−
∂Γµγν
∂xη

+ ΓµγσΓσνη − ΓµσηΓ
σ
γν , (3.8)

gde je Γµνγ Kristofelov simbol

Γµνγ =
1

2
gµσ
(∂gσγ
∂xν

+
∂gσν
∂xγ

− ∂gνγ
∂xσ

)
. (3.9)

Iz jednaqine (3.8) sledi

δRµ
νγη =

∂δΓµνη
∂xγ

−
∂δΓµγν
∂xη

+ δΓµγσΓσνη + ΓµγσδΓ
σ
νη − δΓµσηΓσγν − ΓµσηδΓ

σ
γν . (3.10)

Za ∇γδΓ
µ
ην va�i

∇γδΓ
µ
ην =

∂δΓµην
∂xγ

− ΓσηγδΓ
µ
σν − ΓσνγδΓ

µ
ησ + ΓµσγδΓ

σ
ην .

Sliqno va�i

∇ηδΓ
µ
γν =

∂δΓµγν
∂xη

− ΓσγηδΓ
µ
σν − ΓσνηδΓ

µ
γσ + ΓµσηδΓ

σ
γν .

Sada iz (3.10) i oduzima�em posled�e dve jednaqine dobijamo identitet (3.4).

Iz Rµν = Rη
µην i koriste�i identitet (3.4) sledi (3.5).

Identitet (3.6) sledi iz (3.9).
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Teorema 3.1. Neka je M qetvoro-dimenziona pseudo-Rimanova

mnogostrukost sa metrikom (gµν) signature (1, 3), tada va�e slede�i

identiteti:

δg = ggµνδgµν = −ggµνδgµν , (3.11)

δ
√
−g = −1

2
gµν
√
−gδgµν , (3.12)

δR = Rµνδg
µν + gµν�δg

µν −∇µ∇νδg
µν , (3.13)

∂gµν

∂xσ
= −gµαΓνσα − gναΓµσα, (3.14)

Γµµν =
∂

∂xν
ln
√
−g, (3.15)

� =
1√
−g

∂µ
√
−ggµν∂ν , (3.16)

gde je g = det(gµν).

Dokaz. Determinanta g se mo�e izraziti na slede�i naqin:

g = gµ0G
(µ,0) + gµ1G

(µ,1) + ...+ gµn−1G
(µ,n−1),

gde jeG(µ,ν) odgovaraju�i algebarski kofaktor, a n je dimenzija mnogostrukosti

M . Ako zamenimo elemente µ-tog reda sa elementima ν-tog reda dobijamo da je

determinanta g jednaka nuli, tj.

0 = gν0G
(µ,0) + gν1G

(µ,1) + ...+ gνn−1G
(µ,n−1).

Iz ovog izraza sledi

gµνG
(α,ν) = gδαµ , (3.17)

ili

gµν
G(α,ν)

g
= δαµ ,

gde je δαµ Kronekerov delta simbol.

Metriqki tenzor gαν je definisan sa

gαν =
G(α,ν)

g
. (3.18)

Na osnovu (3.17) (ovde uzimamo α = µ) dobijamo

δg = G(µ,ν)δgµν .

65



Jelena Gruji�

Iz posled�e jednaqine i na osnovu (3.18) imamo

δg = ggµνδgµν .

Va�i (3.7), qime smo kompletirali dokaz za (3.11).

Imamo

δ
√
−g = − 1

2
√
−g

δg.

Konaqno, koriste�i jednaqinu (3.11) dobijamo (3.12).

Na osnovu definicije znamo da je

R = gµνRµν , (3.19)

gde je Rµν = Rη
µην Riqijev tenzor. Iz jednaqine (3.19) dobijamo varijaciju

skalarne krivine

δR = δgµνRµν + gµνδRµν .

Koriste�i jednaqinu (3.5) iz Leme 3.1 dobijamo slede�e

δR = δgµνRµν + gµν(∇γδΓ
γ
νµ −∇νδΓ

γ
γµ)

= δgµνRµν +∇σ(gµνδΓσνµ − gµσδΓγµγ). (3.20)

Ovde smo iskoristili ∇γgµν = 0 (metriqka kompatibilnost) i preoznaqili

neke unutrax�e indekse.

Sada je neophodno da izraqunamo qlan gµνδΓσνµ − gµσδΓγµγ. Dobijamo

∇γδgµν =
∂δgµν
∂xγ

− Γσγµδgσν − Γσγνδgµσ.

Koriste�i posled�u jednaqinu, jednaqinu (3.6) iz Leme 3.1 i simetriju

Kristofelovog simbola Γµνγ = Γµγν dobijamo

δΓσνµ =
1

2
δgσγ

(∂gγµ
∂xν

+
∂gγν
∂xµ

− ∂gνµ
∂xγ

)
+

1

2
gσγ
(
∇νδgγµ +∇µδgγν

−∇γδgνµ + Γλνµδgγλ + Γλµνδgλγ

)
=

1

2
δgσγ

(∂gγµ
∂xν

+
∂gγν
∂xµ

− ∂gνµ
∂xγ

)
+ gσγΓλνµδgγλ +

1

2
gσγ
(
∇νδgγµ

+∇µδgγν −∇γδgνµ

)
.
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Zamenom (3.2) iz Leme 3.1 u drugi sabirak posled�e jednaqine dobijamo

δΓσνµ =
1

2
δgσγ

(∂gγµ
∂xν

+
∂gγν
∂xµ

− ∂gνµ
∂xγ

)
− δgαβgσγgγαgλβΓλνµ

+
1

2
gσγ
(
∇νδgγµ +∇µδgγν −∇γδgνµ

)
= δgσβgλβΓλνµ − δgαβδσαgλβΓλνµ +

1

2
gσγ
(
∇νδgγµ +∇µδgγν −∇γδgνµ

)
= δgσβgλβΓλνµ − δgσβgλβΓλνµ +

1

2
gσγ
(
∇νδgγµ +∇µδgγν −∇γδgνµ

)
.

Sada iz prethodnog sledi

δΓσνµ =
1

2
gσγ(∇νδgµγ +∇µδgνγ −∇γδgνµ).

Sliqno,

δΓγµγ =
1

2
gσγ∇µδgσγ.

Da bismo izrazili prethodni rezultat kao funkciju varijacija δgµν ponovo

koristimo (3.2) i dobijamo

δΓσνµ =
1

2
gσγ
(
∇ν(−gµαgγβδgαβ) +∇µ(−gναgγβδgαβ)−∇γ(−gναgµβδgαβ)

)
= −1

2
gσγ(gµαgγβ∇νδg

αβ + gναgγβ∇µδg
αβ − gναgµβ∇γδg

αβ)

= −1

2
(δσβgµα∇νδg

αβ + δσβgνα∇µδg
αβ − gναgµβgγσ∇γδg

αβ)

= −1

2
(gµγ∇νδg

σγ + gνγ∇µδg
σγ − gναgµβ∇σδgαβ),

gde je ∇σ = gσγ∇γ.

Sliqno,

δΓγµγ = −1

2
gαβ∇µδg

αβ.

Konaqno, dobijamo

gµνδΓσνµ − gµσδΓγµγ

= −1

2

(
gµνgµγ∇νδg

σγ + gµνgνγ∇µδg
σγ − gµνgναgµβ∇σδgαβ − gµσgαβ∇µδg

αβ
)

= −1

2

(
δνγ∇νδg

σγ + δµγ∇µδg
σγ − δµαgµβ∇σδgαβ − gµσgαβ∇µδg

αβ
)

= −1

2

(
∇γδg

σγ +∇γδg
σγ − gαβ∇σδgαβ − gαβ∇σδgαβ

)
= −1

2

(
2∇γδg

σγ − 2gαβ∇σδgαβ
)
.
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Tada sledi

gµνδΓσνµ − gµσδΓγµγ = gαβ∇σδgαβ −∇γδg
σγ.

Zame�uju�i ovo u (3.20) dobijamo varijaciju skalarne krivine

δR = δgµνRµν + gαβ∇σ∇σδgαβ −∇σ∇γδg
σγ

= δgµνRµν + gµν�δg
µν −∇µ∇νδg

µν .

Sada �elimo da doka�emo jednaqinu (3.14).

Koriste�i identitet gµαgνα = δµν , dobijamo

∂gµα

∂xσ
gνα = −gµα∂gνα

∂xσ
. (3.21)

Koriste�i definiciju Kristofelovih simbola (3.9) nije texko pokazati da

va�i
∂gνα
∂xσ

= gβαΓβνσ + gβνΓ
β
ασ. (3.22)

Zamenom prethodnog izraza u (3.21) imamo

∂gµα

∂xσ
gνα = −gµα(gβαΓβνσ + gβνΓ

β
ασ).

Ako pomno�imo posled�u jednaqinu sa gνγ i koriste�i gνγgνα = δγα dobijamo

∂gµγ

∂xσ
= −gµαgβαgνγΓβνσ − gµαgβνgνγΓβασ = −gνγΓµνσ − gµαΓγασ.

Konaqno, ako u posled�oj jednaqini zamenimo ν sa α i γ sa ν dobijamo

jednaqinu (3.14).

Za dokaz jednaqine (3.15) koristimo jednaqinu (3.17)

g = gµαG
(µ,α).

Iz prethodne jednaqine zajedno sa ∂G(µ,α)

∂gµν
= 0 i ∂gµα

∂gµν
= δνα sledi

∂g

∂gµν
= gµα

∂G(µ,α)

∂gµν
+G(µ,α)∂gµα

∂gµν
= G(µ,ν),

∂g

∂xµ
=

∂g

∂gαβ

∂gαβ
∂xµ

= G(α,β)∂gαβ
∂xµ

.
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Koriste�i gαβ = G(α,β)

g
posled�a jednaqina postaje

∂g

∂xµ
= ggαβ

∂gαβ
∂xµ

.

Zame�uju�i
∂gαβ
∂xµ

iz (3.22) dobijamo

∂g

∂xµ
= gΓααµ + gΓββµ = 2gΓααµ.

Iz ovog sledi jednaqina (3.15)

Γααµ =
∂

∂xµ
ln
√
−g.

Sa ci	em da doka�emo (3.16) pixemo

�ϕ = ∇µ∇µϕ = ∇µ(gµρ∇ρϕ) = ∇µ

(
gµρ

∂ϕ

∂xρ

)
=

∂

∂xµ

(
gµρ

∂ϕ

∂xρ

)
+ Γµµνg

νρ ∂ϕ

∂xρ
,

gde je ϕ bilo koja skalarna funkcija.

Koriste�i (3.15) dobijamo

�ϕ =
∂

∂xµ

(
gµν

∂ϕ

∂xν

)
+

∂

∂xν
(ln
√
−g)gνρ

∂ϕ

∂xρ

=
∂

∂xµ

(
gµν

∂ϕ

∂xν

)
+

∂

∂xµ
(ln
√
−g)gµν

∂ϕ

∂xν
. (3.23)

Sa druge strane, imamo

1√
−g

∂

∂xµ

(√
−ggµν ∂ϕ

∂xν

)
=

1√
−g

( ∂

∂xµ
(
√
−g)gµν

∂ϕ

∂xν
+
√
−g∂g

µν

∂xµ
∂ϕ

∂xν
+
√
−ggµν ∂2ϕ

∂xµ∂xν

)
=

∂

∂xµ
(ln
√
−g)gµν

∂ϕ

∂xν
+
∂gµν

∂xµ
∂ϕ

∂xν
+ gµν

∂2ϕ

∂xµ∂xν

=
∂

∂xµ
(ln
√
−g)gµν

∂ϕ

∂xν
+

∂

∂xµ

(
gµν

∂ϕ

∂xν

)
. (3.24)

Iz (3.23) i (3.24) mo�emo zak	uqiti da va�i �ϕ = 1√
−g∂µ
√
−ggµν∂νϕ za bilo

koju skalarnu funkciju ϕ.
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3.2 Izvo�e�e jednaqina kreta�a

Za poqetak uvedimo slede�a pomo�na dejstva

S0 =

∫
M

(R− 2Λ)
√
−g d4x,

S1 =

∫
M

H(R)F(�)G(R)
√
−g d4x.

Tada se varijacija dejstva (3.1) mo�e izraziti na slede�i naqin

δS =
1

16πG
δS0 + CδS1. (3.25)

Tako�e neka su varijacije metriqkih koeficijenata i �ihovih prvih izvoda

jednake nuli na granici mnogostrukosti M , tj. δgµν |∂M = 0, δ∂λgµν |∂M = 0.

3.2.1 Varijacija dejstva S0

Lema 3.2. Na mnogostrukosti M va�i

∫
M

gµνδRµν

√
−g d4x = 0.

Dokaz. Najpre uvodimo (videti [13])

W ν = −gµαδΓνµα + gµνδΓαµα.

Va�i
1√
−g

∂

∂xν
(
√
−gW ν) =

∂W ν

∂xν
+W ν 1√

−g
∂
√
−g

∂xν
.

Koriste�i jednaqinu (3.15) dobijamo

1√
−g

∂

∂xν
(
√
−gW ν) = − ∂

∂xν
(gµαδΓνµα) +

∂

∂xν
(gµνδΓαµα) + (gµνδΓαµα − gµαδΓνµα)Γβνβ

= −∂g
µα

∂xν
δΓνµα − gµαδ

∂Γνµα
∂xν

+
∂gµν

∂xν
δΓαµα + gµνδ

∂Γαµα
∂xν

+ (gµνδΓαµα − gµαδΓνµα)Γβνβ.

Sada na osnovu jednaqine (3.14) va�i

1√
−g

∂

∂xν
(
√
−gW ν) = gαβΓµνβδΓ

ν
µα + gµβΓανβδΓ

ν
µα − gβνΓ

µ
νβδΓ

α
µα − gµβΓννβδΓ

α
µα

− gµαδ
∂Γνµα
∂xν

+ gµνδ
∂Γαµα
∂xν

− gµαΓβνβδΓ
ν
µα + gµνΓβνβδΓ

α
µα

= gµν
(
− δ

∂Γαµν
∂xα

+ δ
∂Γαµα
∂xν

+ ΓβαµδΓ
α
βν + ΓανβδΓ

β
µα − ΓβνµδΓ

α
βα − ΓαβαδΓ

β
µν

)
= gµνδ

(
−
∂Γαµν
∂xα

+
∂Γαµα
∂xν

+ ΓβαµΓαβν − ΓαβαΓβµν

)
= gµνδRµν .
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Ovde smo preoznaqili neke unutrax�e indekse.

Konaqno, imamo

gµνδRµν =
1√
−g

∂

∂xν
(
√
−gW ν),∫

M

gµνδRµν

√
−gd4x =

∫
M

∂

∂xν
(
√
−gW ν)d4x.

Koriste�i teoremu Gausa-Stoksa dobijamo∫
M

∂

∂xν
(
√
−gW ν)d4x =

∫
∂M

W νdσν .

Poxto je δgµν = 0 i δ(∂gµν
∂xα

) = 0 na granici ∂M , imamo W ν |∂M = 0. Tada va�i∫
∂M

W νdσν = 0, qime smo kompletirali dokaz.

Lema 3.3. Varijacija od S0 je

δS0 =

∫
M

Gµν

√
−gδgµν d4x+ Λ

∫
M

gµν
√
−gδgµν d4x, (3.26)

gde je Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν Ajnxtajnov tenzor.

Dokaz. Varijaciju izraza S0 mo�emo na�i kao xto sledi

δS0 =

∫
M

δ((R− 2Λ)
√
−g) d4x

=

∫
M

δ(R
√
−g) d4x− 2Λ

∫
M

δ
√
−g d4x

=

∫
M

(
√
−gδR +Rδ

√
−g) d4x+ Λ

∫
M

gµν
√
−gδgµν d4x

=

∫
M

(
√
−gδ(gµνRµν)−

1

2
R
√
−ggµνδgµν) d4x+ Λ

∫
M

gµν
√
−gδgµν d4x

=

∫
M

Rµν

√
−gδgµν d4x+

∫
M

gµν
√
−gδRµν d

4x

− 1

2

∫
M

Rgµν
√
−gδgµν d4x+ Λ

∫
M

gµν
√
−gδgµν d4x

=

∫
M

(Rµν −
1

2
Rgµν)

√
−gδgµν d4x+ Λ

∫
M

gµν
√
−gδgµν d4x

+

∫
M

gµνδRµν

√
−g d4x = 0. (3.27)

Ovde smo koristili jednaqinu (3.12).

Konaqno, koriste�i Lemu (3.2) iz posled�e jednaqine dobijamo varijaciju

izraza S0.
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3.2.2 Raqunske pripreme za varijaciju dejstva S1

Lema 3.4. Za bilo koju skalarnu funkciju h va�i∫
M

hδR
√
−g d4x =

∫
M

(hRµν + gµν�h−∇µ∇νh) δgµν
√
−g d4x. (3.28)

Dokaz. Koriste�i jednaqinu (3.13), za bilo koju skalarnu funkciju h va�i∫
M

hδR
√
−g d4x

=

∫
M

(hRµνδg
µν + hgµν�δg

µν − h∇µ∇νδg
µν)
√
−g d4x. (3.29)

Drugi i tre�i qlan u ovoj formuli mogu se transformisati na slede�i naqin:∫
M

hgµν�δg
µν
√
−g d4x =

∫
M

gµν�hδg
µν
√
−g d4x,∫

M

h∇µ∇νδg
µν
√
−g d4x =

∫
M

∇µ∇νh δg
µν
√
−g d4x.

Za dokaz prve od ove dve jednaqine koristimo Stoksovu teoremu i dobijamo∫
M

hgµν�δg
µν
√
−g d4x =

∫
M

hgµν∇α∇αδgµν
√
−g d4x

= −
∫
M

∇α(hgµν)∇αδgµν
√
−g d4x

=

∫
M

∇α∇α(hgµν)δg
µν
√
−g d4x

=

∫
M

gµν∇α∇αh δg
µν
√
−g d4x

=

∫
M

gµν�h δg
µν
√
−g d4x.

Ovde smo koristili ∇γgµν = 0 i ∇α∇α = ∇α∇α = � za dobija�e posled�eg

integrala.

Da bismo dobili drugu jednaqinu najpre uvodimo vektor

Nµ = h∇νδg
µν −∇νhδg

µν .
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Iz gor�eg izraza imamo

∇µN
µ = ∇µ(h∇νδg

µν −∇νhδg
µν)

= ∇µh∇νδg
µν + h∇µ∇νδg

µν −∇µ∇νh δg
µν −∇νh∇µδg

µν

= h∇µ∇νδg
µν −∇µ∇νh δg

µν .

Kada integralimo ∇µN
µ dobijamo∫

M

∇µN
µ
√
−g d4x =

∫
∂M

Nµnµd∂M = 0,

gde je nµ jediniqni normalni vektor. Kako je Nµ|∂M = 0 zak	uqujemo da je

posled�i integral jednak nuli, xto kompletira dokaz.

Lema 3.5. Neka su θ i ψ skalarne funkcije takve da va�i δψ|∂M = 0. Tada

imamo ∫
M

θδ�ψ
√
−g d4x =

1

2

∫
M

gαβ∂αθ ∂βψgµνδg
µν
√
−g d4x

−
∫
M

∂µθ ∂νψδg
µν
√
−g d4x+

∫
M

�θ δψ
√
−g d4x

+
1

2

∫
M

gµνθ�ψδg
µν
√
−g d4x. (3.30)

Dokaz. Kako su θ i ψ skalarne funkcije takve da va�i δψ|∂M = 0 imamo∫
M

θδ�ψ
√
−g d4x =

∫
M

θ∂αδ(
√
−ggαβ∂βψ) d4x

+

∫
M

θδ

(
1√
−g

)
∂α(
√
−ggαβ∂βψ)

√
−g d4x

=

∫
M

∂α(θδ(
√
−ggαβ∂βψ)) d4x−

∫
M

∂αθ δ(
√
−ggαβ∂βψ) d4x

+
1

2

∫
M

θgµν�ψδg
µν
√
−g d4x.

Nije texko primetiti da va�i
∫
M
∂α(θδ(

√
−ggαβ∂βψ)) d4x = 0. Iz ovog
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rezultata sledi∫
M

θδ�ψ
√
−g d4x

= −
∫
M

gαβ∂αθ ∂βψδ(
√
−g) d4x−

∫
M

∂αθ ∂βψδg
αβ
√
−g d4x

−
∫
M

gαβ
√
−g∂αθ ∂βδψ d4x+

1

2

∫
M

θgµν�ψδg
µν
√
−g d4x

=
1

2

∫
M

gαβ∂αθ ∂βψgµνδg
µν
√
−g d4x−

∫
M

∂µθ ∂νψδg
µν
√
−g d4x

−
∫
M

∂β(gαβ
√
−g∂αθ δψ) d4x+

∫
M

∂β(gαβ
√
−g∂αθ) δψ d4x

+
1

2

∫
M

gµνθ�ψδg
µν
√
−g d4x

=
1

2

∫
M

gαβ∂αθ ∂βψgµνδg
µν
√
−g d4x−

∫
M

∂µθ ∂νψδg
µν
√
−g d4x

+

∫
M

�θ δψ
√
−g d4x+

1

2

∫
M

gµνθ�ψδg
µν
√
−g d4x.

Na kraju zak	uqujemo∫
M

θδ�ψ
√
−g d4x =

1

2

∫
M

gαβ∂αθ ∂βψgµνδg
µν
√
−g d4x

−
∫
M

∂µθ ∂νψδg
µν
√
−g d4x+

∫
M

�θ δψ
√
−g d4x

+
1

2

∫
M

gµνθ�ψδg
µν
√
−g d4x.

3.2.3 Varijacija dejstva S1

Sada, nakon ovih raqunskih priprema mo�emo odrediti varijaciju dejstva

S1.

Lema 3.6. Varijacija dejstva S1 je

δS1 = −1

2

∫
M

gµνH(R)F(�)G(R)δgµν
√
−g d4x+

∫
M

(RµνΦ−KµνΦ) δgµν
√
−g d4x

+
1

2

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

∫
M

(
gµν
(
∂α�lH(R)∂α�

n−1−lG(R) + �lH(R)�n−lG(R)
)

− 2∂µ�
lH(R)∂ν�

n−1−lG(R)
)
δgµν
√
−g d4x,

gde je Kµν = ∇µ∇ν − gµν�, Φ = H′(R)F(�)G(R) + G ′(R)F(�)H(R), i ′ oznaqava

izvod po R.
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Dokaz. Varijacija dejstva S1 se mo�e izraziti na slede�i naqin

δS1 =

∫
M

H(R)F(�)G(R)δ(
√
−g) d4x

+

∫
M

δ(H(R))F(�)G(R)
√
−g d4x

+

∫
M

H(R)δ(F(�)G(R))
√
−g d4x.

Za prva dva integrala iz posled�e jednaqine va�i

I1 =

∫
M

H(R)F(�)G(R)δ(
√
−g) d4x

= −1

2

∫
M

gµνH(R)F(�)G(R)δgµν
√
−g d4x,

I2 =

∫
M

δ(H(R))F(�)G(R)
√
−g d4x =

∫
M

H′(R)δR F(�)G(R)
√
−g d4x.

Zame�uju�i h = H′(R) F(�)G(R) u jednaqinu (3.28) dobijamo

I2 =

∫
M

(
RµνH′(R)F(�)G(R)−Kµν

(
H′(R)F(�)G(R)

))
δgµν
√
−g d4x.

Tre�i integral se mo�e predstaviti kao linearna kombinacija slede�ih

integrala

Jn =

∫
M

H(R)δ(�nG(R))
√
−g d4x.

Poxto je integral J0 istog oblika kao i integral I2 va�i

J0 =

∫
M

(
RµνG ′(R)H(R)−Kµν

(
G ′(R)H(R)

))
δgµν
√
−g d4x.

Za n > 0, mo�emo odrediti Jn koriste�i (3.30).

U prvom koraku uzimamo θ = H(R) i ψ = �n−1G(R) i dobijamo

Jn =
1

2

∫
M

gαβ∂αH(R) ∂β�
n−1G(R)gµνδg

µν
√
−g d4x

−
∫
M

∂µH(R) ∂ν�
n−1G(R)δgµν

√
−g d4x+

∫
M

�H(R) δ�n−1G(R)
√
−g d4x

+
1

2

∫
M

gµνH(R)�nG(R)δgµν
√
−g d4x.

U drugom koraku uzimamo θ = �H(R) i ψ = �n−2G(R) i dobijamo tre�i
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integral u ovoj formuli, itd. Koriste�i (3.30) n puta dobijamo

Jn =
1

2

n−1∑
l=0

∫
M

gµνg
αβ∂α�

lH(R)∂β�
n−1−lG(R)δgµν

√
−g d4x

−
n−1∑
l=0

∫
M

∂µ�
lH(R)∂ν�

n−1−lG(R)δgµν
√
−g d4x

+
1

2

n−1∑
l=0

∫
M

gµν�
lH(R)�n−lG(R)δgµν

√
−g d4x

+

∫
M

(
RµνG ′(R)�nH(R)−Kµν

(
G ′(R)�nH(R)

))
δgµν
√
−g d4x.

Koriste�i jednaqinu (3.28) dobijamo posled�i integral u gor�oj formuli.

Konaqno, uzimaju�i sve prethodne raqune u obzir dobijamo

δS1 = I1 + I2 +
∞∑
n=0

fnJn

= −1

2

∫
M

gµνH(R)F(�)G(R)δgµν
√
−g d4x

+

∫
M

(RµνΦ−KµνΦ) δgµν
√
−g d4x

+
1

2

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

∫
M

gµνg
αβ∂α�

lH(R)∂β�
n−1−lG(R)δgµν

√
−g d4x

−
∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

∫
M

∂µ�
lH(R)∂ν�

n−1−lG(R)δgµν
√
−g d4x

+
1

2

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

∫
M

gµν�
lH(R)�n−lG(R)δgµν

√
−g d4x.

3.2.4 Varijacija dejstva S i jednaqine kreta�a

Teorema 3.2. Varijacija dejstva (3.1) je jednaka nuli ako i samo ako va�i

Gµν + Λgµν
16πG

+ C
(
− 1

2
gµνH(R)F(�)G(R) + (RµνΦ−KµνΦ)

+
1

2

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
gµνg

αβ∂α�
lH(R)∂β�

n−1−lG(R)

− 2∂µ�
lH(R)∂ν�

n−1−lG(R) + gµν�
lH(R)�n−lG(R)

))
= 0, (3.31)

gde su Kµν i Φ izrazi dati u Lemi (3.6).

Dokaz. Kako je δS = 1
16πG

δS0 + CδS1, na osnovu lema (3.3) i (3.6) odmah sledi
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teorema.

Jednaqine (3.31) se zovu jednaqine kreta�a za gravitaciono po	e zadano

dejstvom (3.1).

Napomena: Ako uzmemo C = 0 dejstvo (3.1) postaje Ajnxtajn-Hilbertovo

dejstvo

S =

∫
M

R− 2Λ

16πG

√
−g d4x,

a jednaqine kreta�a (3.31) se svode na Ajnxtajnove jednaqine kreta�a

Rµν −
1

2
Rgµν = −Λgµν .

Teorema 3.3. Pretpostavimo da mnogostrukost M ima FRW metriku.

Tada sistem (3.31) ima dve linearno nezavisne jednaqine:

4Λ−R
16πG

+ C
(
− 2H(R)F(�)G(R) + (RΦ + 3�Φ) (3.32)

+
∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
∂µ�

lH(R)∂µ�n−1−lG(R) + 2�lH(R)�n−lG(R)
))

= 0,

G00 + Λg00

16πG
+ C

(
− 1

2
g00H(R)F(�)G(R) + (R00Φ−K00Φ)

+
1

2

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
g00g

αβ∂α�
lH(R)∂β�

n−1−lG(R)

− 2∂0�
lH(R)∂0�

n−1−lG(R) + g00�
lH(R)�n−lG(R)

))
= 0. (3.33)

Dokaz. U sluqaju FRW metrike imamo

gµν =


−1 0 0 0

0 a2

1−kr2 0 0

0 0 r2a2 0

0 0 0 r2a2 sin2 θ

 .

Kao xto smo ve� videli u Glavi 2 koriste�i elemente metriqkog tenzora

dobijamo da je Riqijev tenzor slede�eg oblika:

Rµν =


−3ä

a
0 0 0

0 ug11 0 0

0 0 ug22 0

0 0 0 ug33

 , u =
aä+ 2(ȧ2 + k)

a2
.
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Skalarna krivina je

R =
6(aä+ ȧ2 + k)

a2
.

Ajnxtajnov tenzor je

Gµν =


3(ȧ2+k)
a2 0 0 0

0 −vg11 0 0

0 0 −vg22 0

0 0 0 −vg33

 , v =
2aä+ ȧ2 + k

a2
.

Kako skalarna krivina R zavisi samo od vremena t iz prethodnog raquna lako

se vidi da su jednaqine (3.31) za µ 6= ν trivijalno zadovo	ene. U nastavku

pokazujemo da su jednaqine (3.31) sa indeksima 11, 22 i 33 linearno zavisne.

Ako pogledamo jednaqine kreta�a (3.31) vidimo da je potrebno izraqunati

KµνΦ, gde je

Kµν = ∇µ∇ν − gµν�,

Φ = H′(R)F(�)G(R) + G ′(R)F(�)H(R).

Poxto Φ zavisi samo od vremena t imamo

KµνΦ = ∇µ∇νΦ− gµν�Φ = ∂2
µνΦ− Γλµν∇λΦ− gµν�Φ.

Za µ = ν 6= 0 dobijamo

KµµΦ = ∂2
µµΦ− Γλµµ∇λΦ− gµµ�Φ = −Γ0

µµΦ̇− gµµ�Φ

= −gµµHΦ̇− gµµ�Φ.

Tako�e, za µ = ν 6= 0 imamo

∂µ�
lH(R)∂ν�

n−1−lG(R) = 0,

Gµµ = −vgµµ,

Rµµ = ugµµ,

gde je

v =
2aä+ ȧ2 + k

a2
,

u =
aä+ 2(ȧ2 + k)

a2
.

Sada, uzevxi u obzir prethodne raqune, za µ = ν 6= 0 jednaqina (3.31)
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postaje (−v + Λ

16πG
+ C

(
− 1

2
H(R)F(�)G(R) + (uΦ +HΦ̇ + �Φ)

+
1

2

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
gαβ∂α�

lH(R)∂β�
n−1−lG(R)

+ �lH(R)�n−lG(R)
)))

gµµ = 0.

Iz posled�e jednaqine vidimo da su 11, 22 i 33 jednaqine linearno zavisne,

na osnovu qega sledi da su jednaqine kreta�e (3.31) ekvivalentne sa pomenutim

sistemom jednaqina (trag jednaqinom (3.32) i 00 jednaqinom (3.33)).

3.3 Zak	uqak

U ovoj glavi smo razmatrali model nelokalne gravitacije bez materije koji

je dat dejstvom oblika (videti [39])

S =

∫
M

(R− 2Λ

16πG
+ CH(R)F(�)G(R)

)√
−g d4x.

Izveli smo jednaqine kreta�a za ovo dejstvo. U mnogim nauqnim radovima

nalaze se jednaqine kreta�a koje su specijalni sluqaj naxih jednaqina.

Jednaqine kreta�a za ove sluqajeve nelokalnih modela su veoma slo�ene.

Ispitiva�e jednaqina kreta�a i pronala�e�e �ihovih rexe�a je veoma te�ak

zadatak. U slede�oj glavi analiziramo dva nelokalna modela i dajemo �ihova

kosmoloxka rexe�a.
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Glava 4

Kosmoloxka rexe�a u modelima

nelokalne modifikacije

U prethodnoj glavi smo razmatrali klasu modela nelokalne gravitacije bez

materije datu slede�im dejstvom

S =

∫
M

(R− 2Λ

16πG
+ CH(R)F(�)G(R)

)√
−g d4x, (4.1)

gde je F(�) =
∞∑
n=0

fn�
n, H i G su diferencijabilne funkcije skalarne krivine

R, Λ je kosmoloxka konstanta i C je konstanta.

Varijacijom dejstva (4.1) u odnosu na metriku gµν dobili smo jednaqine

kreta�a

Gµν + Λgµν
16πG

+ C
(
− 1

2
gµνH(R)F(�)G(R) + (RµνΦ−KµνΦ)

+
1

2

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
gµνg

αβ∂α�
lH(R)∂β�

n−1−lG(R)

− 2∂µ�
lH(R)∂ν�

n−1−lG(R) + gµν�
lH(R)�n−lG(R)

))
= 0, (4.2)

gde su

Kµν = ∇µ∇ν − gµν�,

Φ = H′(R)F(�)G(R) + G ′(R)F(�)H(R).
(4.3)

4.1 Modeli i �ihova kosmoloxka rexe�a

U nastavku �emo razmatrati dva relativno jednostavna nelokalna modela

oblika (4.1):
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1) H(R) = G(R) = R,

2) H(R) = R−1 i G(R) = R.

Koristimo Fridman-Robertson-Vokerovu (FRW) metriku

ds2 = −dt2 + a2(t)

(
dr2

1− kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

)
i ispitujemo sve tri mogu�nosti za parametar krivine k = 0,±1.

Ve� smo videli ranije da je u sluqaju FRW metrike skalarna krivina

jednaka R = 6
(
ä
a

+ ȧ2

a2 + k
a2

)
. Poxto skalarna krivina R zavisi samo od

vremena t za Dalamberov operator va�i �R = −R̈− 3HṘ, gde je H = ȧ
a
Hablov

parametar. Generalno va�i slede�a lema

Lema 4.1. U sluqaju FRW metrike va�i

�h = −ḧ− 3Hḣ,

gde je h = h(t) bilo koja funkcija koja zavisi samo od vremena t, a H je Hablov

parametar.

Dokaz. Va�i

�h =
1√
−g

∂µ
√
−ggµν∂νh.

Poxto je u pita�u FRW metrika, qija je matrica dijagonalna, posled�a

jednaqina se svodi na �h = 1√
−g∂µ
√
−ggµµ∂µh. Odavde sledi

�h =
1

2g

∂g

∂xµ
gµµ∂µh+ ∂µ(gµµ∂µh). (4.4)

Kako funkcija h = h(t) zavisi samo od vremena t jednaqina (4.4) postaje

�h = − 1

2g

∂g

∂t
ḣ− ḧ. (4.5)

Determinanta metrike je jednaka g = det(gµν) = −r4a6sin2θ
1−kr2 . Sada odavde

neposrednim raqunom dobijamo

1

2g

∂g

∂t
= 3

ȧ

a
= 3H. (4.6)

Konaqno, zame�uju�i (4.6) u (4.5) dobijamo �h = −ḧ− 3Hḣ.
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4.2 Nelokalni model sa qlanom RF(�)R

Model nelokalne gravitacije sa qlanom RF(�)R dat je slede�im dejstvom

S =

∫
M

(R− 2Λ

16πG
+ CRF(�)R

)√
−g d4x. (4.7)

Model (4.7) je predlo�en u [10], a �egov da	i razvoj se mo�e na�i u [9, 44, 46,

6, 8, 7, 28, 24, 25, 45]. Ovaj model je atraktivan zato xto pomo�u �ega nalazimo

kosmoloxka rexe�a koja ne sadr�e singularitet u poqetnom trenutku t = 0.

Zamenom H(R) = G(R) = R u jednaqinu (4.2) dobijamo jednaqine kreta�a za

dejstvo (4.7)

C
(

2RµνF(�)R− 2(∇µ∇ν − gµν�)(F(�)R)− 1

2
gµνRF(�)R

+
∞∑
n=1

fn
2

n−1∑
l=0

(
gµν
(
gαβ∂α�

lR∂β�
n−1−lR + �lR�n−lR

)
− 2∂µ�

lR∂ν�
n−1−lR

))
=
−1

16πG
(Gµν + Λgµν). (4.8)

U sluqaju FRW metrike samo dve jednaqine su linearno nezavisne, videti kraj

Glave (3). Praktiqno je uzeti trag i 00 komponentu jednaqine (4.8). Trag i 00

jednaqina glase

6�(F(�)R) +
∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
∂µ�

lR∂µ�n−1−lR + 2�lR�n−lR
)

=
1

16πGC
R− Λ

4πGC
, (4.9)

C
(

2R00F(�)R− 2(∇0∇0 − g00�)(F(�)R)− 1

2
g00RF(�)R

+
∞∑
n=1

fn
2

n−1∑
l=0

(
g00

(
gαβ∂α�

lR∂β�
n−1−lR + �lR�n−lR

)
− 2∂0�

lR∂0�
n−1−lR

))
=
−1

16πG
(G00 + Λg00). (4.10)

4.2.1 Linearni anzac i nesingularna kosmoloxka

rexe�a sa preskokom

Za kosmoloxko rexe�e ka�emo da je rexe�e sa preskokom ako je skaliraju�i

faktor a(t) definisan i za negativne vrednosti vremena t i a(0) je razliqito
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od nule.

Priliqno je texko prona�i rexe�a jednaqina (4.9) i (4.10). U sluqaju FRW

ravne metrike (k = 0) i koriste�i linearni anzac �R = rR + s prona�ena su

dva nesingularna kosmoloxka rexe�a sa preskokom za skaliraju�i faktor:

a(t) = a0 ch
(√

Λ
3
t
)
, videti [10, 9], i a(t) = a0e

1
2

√
Λ
3
t2 , videti [46].

Da bismo dobili neka nova rexe�a mi tako�e koristimo anzac oblika

(videti [24])

�R = rR + s, (4.11)

gde su r i s realni parametri koji �e kasnije biti fiksirani. Slede�a lema

sadr�i prve dve posledice ovog anzaca.

Lema 4.2. Va�i:

�nR = rn(R +
s

r
), n ≥ 1, F(�)R = F(r)R +

s

r
(F(r)− f0). (4.12)

Sada mo�emo potra�iti rexe�e takvo da skaliraju�i faktor a(t) bude u

obliku linearne kombinacije od eλt i e−λt, tj.

a(t) = a0(σeλt + τe−λt), (4.13)

gde je a0 > 0, dok su λ, σ, τ ∈ R.

Lema 4.3. Ako je skaliraju�i faktor oblika (4.13) tada su izrazi za Hablov

parametar H(t) = ȧ
a
, skalarnu krivinu R(t) = 6

a2 (aä+ ȧ2 + k) i �R slede�i:

H(t) =
λ(σeλt − τe−λt)
σeλt + τe−λt

,

R(t) =
6
(
2a2

0λ
2
(
σ2e4tλ + τ 2

)
+ ke2tλ

)
a2

0 (σe2tλ + τ)2 ,

�R = −12λ2e2tλ (4a2
0λ

2στ − k)

a2
0 (σe2tλ + τ)2 .

(4.14)

Teorema 4.1. Skaliraju�i faktor oblika (4.13) je rexe�e jednaqina kreta�a

(4.8) u slede�a tri sluqaja:

Sluqaj 1.

F
(
2λ2
)

= 0, F ′
(
2λ2
)

= 0, f0 = − 1

128πGCΛ
. (4.15)

Sluqaj 2.

3k = 4a2
0Λστ. (4.16)
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Sluqaj 3.

F
(
2λ2
)

=
1

192πGCΛ
+

2

3
f0, F ′

(
2λ2
)

= 0, k = −4a2
0Λστ. (4.17)

U sva tri sluqaja va�i λ = ±
√

Λ
3
.

Dokaz. Posled�u jednaqinu iz (4.14) mo�emo zapisati na slede�i naqin, tj.

za �R va�i:

�R = 2λ2R− 24λ4, r = 2λ2, s = −24λ4. (4.18)

Odavde vidimo da skalarna krivina R zadovo	ava linearni anzac (4.11).

Zame�uju�i parametre r i s iz (4.18) u (4.12) dobijamo

�nR = (2λ2)n(R− 12λ2), n ≥ 1,

F(�)R = F(2λ2)R− 12λ2(F(2λ2)− f0).
(4.19)

Koriste�i ovo iz jednaqina (4.9) i (4.10) dobijamo

36λ2F(2λ2)(R− 12λ2) + F ′(2λ2)
(

4λ2(R− 12λ2)2 − Ṙ2
)

− 24λ2f0(R− 12λ2) =
R− 4Λ

16πGC
, (4.20)

(2R00 +
1

2
R)
(
F(2λ2)R− 12λ2(F(2λ2)− f0)

)
− 1

2
F ′(2λ2)

(
Ṙ2 + 2λ2(R− 12λ2)2

)
− 6λ2(F(2λ2)− f0)(R− 12λ2) + 6HF(2λ2)Ṙ = − 1

16πGC
(G00 − Λ). (4.21)

Zame�uju�i a(t) iz (4.13) u jednaqine (4.20) i (4.21) dobijamo respektivno

slede�e dve jednaqine u obliku polinoma po e2λt:

a4
0τ

6

4πG

(
3λ2 − Λ

)
+ 3a2

0τ
4Q1e

2λt + 6a2
0στ

3Q2e
4λt − 2στQ3e

6λt + 6a2
0σ

3τQ2e
8λt

+ 3a2
0σ

4Q1e
10λt +

a4
0σ

6

4πG

(
3λ2 − Λ

)
e12λt = 0, (4.22)

τ 6a4
0

8πG

(
3λ2 − Λ

)
+ 3τ 4a2

0R1e
2λt + 3τ 2R2e

4λt + 2στR3e
6λt + 3σ2R2e

8λt

+ 3σ4a2
0R1e

10λt +
σ6a4

0

8πG

(
3λ2 − Λ

)
e12λt = 0, (4.23)
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gde je

Q1 = 72Cλ2KF(2λ2) + a2
0(−192Cf0λ

4 +
λ2

πG
− Λ

2πG
)στ

+ 48Cf0kλ
2 +

k

8πG
,

Q2 = 144Cλ2KF(2λ2) + a2
0(−384Cf0λ

4 +
7λ2

8πG
− 5Λ

8πG
)στ

+ 96Cf0kλ
2 +

k

4πG
,

Q3 = −648Ca2
0λ

2στKF(2λ2) + 288Cλ2K2F ′(2λ2)

− a2
0k(432Cf0λ

2 +
9

8πG
)στ + a4

0(1728Cf0λ
4 − 3λ2

πG
+

5Λ

2πG
)σ2τ 2,

R1 = Q1 −
3λ2 − Λ

4πG
στa2

0,

R2 = −12C
(
k − 12a2

0λ
2στ
)
KF(2λ2)− 72Cλ2K2F ′(2λ2)

+
a2

0k

2πG

(
384πGCf0λ

2 + 1
)
στ − a4

0

8πG

(
6144πGCf0λ

4 + λ2 + 5Λ
)
σ2τ 2,

R3 = −36C
(
k − 6a2

0λ
2στ
)
KF(2λ2) + 72Cλ2K2F ′(2λ2)

+
9a2

0k

8πG

(
384πGCf0λ

2 + 1
)
στ − a4

0

4πG

(
6912πGCf0λ

4 + 3λ2 + 5Λ
)
σ2τ 2,

i K = 4a2
0λ

2στ − k.
Jednaqine (4.22) i (4.23) su zadovo	ene kada je λ = ±

√
Λ
3
, kao i Q1 = Q2 =

Q3 = 0 i R1 = R2 = R3 = 0. Primetimo da se ovaj pristup za odre�iva�e

uslova pod kojima postoji rexe�e razlikuje od pristupa koji se koristi u [9]

i [46].

Odgovaraju�a rexe�a se mogu razdvojiti na slede�a tri sluqaja:

Sluqaj 1.

F
(
2λ2
)

= 0, F ′
(
2λ2
)

= 0, f0 = − 1

128πGCΛ
.

Sluqaj 2.

3k = 4a2
0Λστ.

Sluqaj 3.

F
(
2λ2
)

=
1

192πGCΛ
+

2

3
f0, F ′

(
2λ2
)

= 0, k = −4a2
0Λστ.
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U prvom sluqaju iz Teoreme 4.1 imamo familiju rexe�a za proizvo	no σ, τ

i a0

a(t) = a0(σeλt + τe−λt),

pri qemu funkcija F zadovo	ava uslove date u (4.15) i k = 0,±1. Prema

tome, ta familija rexe�a tako�e uk	uquje rexe�e a(t) = a0 ch
(√

Λ
3
t
)
, koje

je prona�eno u [10] sa dodatkom radijacije [9] u dejstvu.

Drugi sluqaj daje familiju rexe�a za proizvo	no σ 6= 0 i a0

a(t) = a0

(
σeλt +

3k

4a2
0Λσ

e−λt
)

koja va�e za proizvo	nu analitiqku funkciju F .
Tre�i sluqaj daje drugu familiju rexe�a

a(t) = a0

(
σeλt − k

4a2
0Λσ

e−λt
)
,

pri qemu funkcija F mora zadovo	iti uslove date u (4.17).

Primetimo da se za k = 0 jednaqina (4.16) i tre�a jednaqina u (4.17)

poklapaju, σ ili τ moraju biti jednaki nuli, tako da imamo dva rexe�a

a1(t) = a0e
λt, a2(t) = a0e

−λt,

gde se σ apsorbuje u a0. Ovo su de Siterova rexe�a, videti [6].

4.3 Nelokalni model sa qlanom R−1F(�)R

Ovaj model je nedavno uveden [25]. Dat je slede�im dejstvom

S =

∫
M

(R− 2Λ

16πG
+ CR−1F(�)R

)√
−g d4x. (4.24)

Ovo dejstvo se mo�e zapisati u slede�em obliku

S =

∫
M

( R

16πG
+R−1F(�)R

)√
−g d4x, (4.25)

gde je F(�) =
∞∑
n=0

fn�
n. Kada uzmemo f0 = − Λ

8πG
, tada f0 preuzima ulogu

kosmoloxke konstante.

Nelokalni qlan R−1F(�)R je invarijantan u odnosu na transformaciju

R → CR. To znaqi da u sluqaju FRW metrike uticaj nelokalnosti zavisi
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samo od naqina na koji skalarna krivina R zavisi od vremena t, a ne zavisi od

intenziteta R.

Zame�uju�i H(R) = R−1 i G(R) = R, kao i Λ = 0, C = 1 u jednaqinu (4.2)

dobijamo jednaqine kreta�a za dejstvo (4.25)

RµνΦ− (∇µ∇ν − gµν�)Φ− 1

2
gµνR

−1F(�)R

+
1

2

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
gµν
(
∂α�

l(R−1)∂α�n−1−lR + �l(R−1)�n−lR
)

− 2∂µ�
l(R−1)∂ν�

n−1−lR
)

= − Gµν

16πG
, Φ = F(�)R−1 −R−2F(�)R.

(4.26)

Primetimo da operator � ne deluje samo na R ve� i na R−1.

Trag jednaqine (4.26) je

RΦ + 3�Φ +
∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
∂α�

l(R−1)∂α�n−1−lR + 2�l(R−1)�n−lR
)

− 2R−1F(�)R =
R

16πG
.

(4.27)

00-komponenta jednaqine (4.26) je

R00Φ− (∇0∇0 − g00�)Φ− 1

2
g00R

−1F(�)R

+
1

2

∞∑
n=1

fn

n−1∑
l=0

(
g00

(
∂α�

l(R−1)∂α�n−1−lR + �l(R−1)�n−lR
)

− 2∂0�
l(R−1)∂0�

n−1−lR
)

= − G00

16πG
.

(4.28)

Prethodne dve jednaqine (trag i 00 komponenta) su ekvivalentne sa jednaqinom

(4.26) u sluqaju FRW metrike. One su podesnije za da	e ispitiva�e od

jednaqine (4.26).

4.3.1 Kosmoloxka rexe�a sa konstantnom skalarnom

krivinom

U nastavku se bavimo kosmoloxkim rexe�ima sa konstantnom skalarnom

krivinom (videti [29, 26]).

Teorema 4.2. Neka je R = R0 = konstanta. Tada rexe�e jednaqina kreta�a

(4.26) ima oblik
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1. Za R0 > 0, a(t) =

√
6k
R0

+ σe

√
R0
3
t + τe−

√
R0
3
t, pri qemu va�i 9k2 = R2

0στ ,

σ, τ ∈ R.

2. Za R0 < 0, a(t) =

√
6k
R0

+ σ cos
√
−R0

3
t+ τ sin

√
−R0

3
t, pri qemu va�i

36k2 = R2
0(σ2 + τ 2), σ, τ ∈ R.

Dokaz. Poxto je R = R0 dobijamo

6
( ä
a

+
( ȧ
a

)2
+
k

a2

)
= R0. (4.29)

Smenom promen	ive b(t) = a2(t) dobijamo linearnu diferencijalnu

jednaqinu drugog reda sa konstantnim koeficijentima

3b̈−R0b = −6k. (4.30)

U zavisnosti od znaka od R0 dobijamo slede�a rexe�a jednaqine (4.30) za

b(t)

R0 > 0, b(t) =
6k

R0

+ σe

√
R0
3
t + τe−

√
R0
3
t,

R0 < 0, b(t) =
6k

R0

+ σ cos

√
−R0

3
t+ τ sin

√
−R0

3
t,

(4.31)

gde su σ i τ neki konstantni koeficijenti.

Kada zamenimo R = R0 = konstanta u jednaqine (4.27) i (4.28) dobijamo

slede�i sistem

−2f0 =
R0

16πG
,

1

2
f0 = − G00

16πG
.

Posled�i sistem jednaqina ima rexe�e ako i samo ako va�i

R0 + 4R00 = 0. (4.32)

Primetimo da R00 mo�emo izraziti preko funkcije b(t)

R00 = −3ä

a
=

3((ḃ)2 − 2bb̈)

4b2
.

Jednaqina (4.32) daje slede�e uslove za parametre σ i τ :

R0 > 0, 9k2 = R2
0στ,

R0 < 0, 36k2 = R2
0(σ2 + τ 2).

(4.33)

Rexe�a data u (4.31) zajedno sa uslovima (4.33) ograniqavaju mogu�nosti za

parametar k.

88



Geometrijska modifikacija Ajnxtajnove teorije gravitacije

Sluqaj 1: R0 > 0

Teorema 4.3. Ako je R0 > 0 tada

1. za k = 0 imamo rexe�e eksponencijalnog oblika,

2. za k = +1 imamo rexe�e a(t) =
√

12
R0

ch 1
2

(√
R0

3
t+ ϕ

)
,

3. za k = −1 imamo rexe�e a(t) =
√

12
R0

∣∣∣sh 1
2

(√
R0

3
t+ ϕ

)∣∣∣,
gde je σ + τ = 6

R0
chϕ i σ − τ = 6

R0
shϕ.

Dokaz. Neka je R0 > 0. Ako je k = 0 tada iz 9k2 = R2
0στ sledi da je barem

jedan ili σ ili τ jednako nuli. Prema tome a(t) mo�e biti eksponencijalnog

oblika ili je a(t) = 0. Ako uzmemo k = +1 mo�emo prona�i ϕ takvo da je

σ + τ = 6
R0

chϕ i σ − τ = 6
R0

shϕ. Xtavixe, dobijamo

b(t) =
12

R0

ch2 1

2
(

√
R0

3
t+ ϕ),

a(t) =

√
12

R0

ch
1

2
(

√
R0

3
t+ ϕ).

Na kraju, za k = −1 mo�emo transformisati b(t) i a(t) na slede�i naqin

b(t) =
12

R0

sh2 1

2
(

√
R0

3
t+ ϕ),

a(t) =

√
12

R0

| sh 1

2
(

√
R0

3
t+ ϕ)|.

Sluqaj 1.1: R = 12λ2

Razmatrajmo sada skaliraju�i faktor oblika

a(t) = a0(σ1e
λt + τ1e

−λt). (4.34)

U tom sluqaju izrazi za Hablov parametar i skalarnu krivinu glase:

H(t) =
λ(e2λtσ1 − τ1)

e2λtσ1 + τ1

,

R(t) =
6(e2λtk + 2λ2(e4λtσ2

1 + τ 2
1 )a2

0)

(e2λtσ1 + τ1)2a2
0

.

Vidimo da oni zavise od vremena t.
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Da bi va�ilo R = konstanta moramo zadovo	iti uslov

k = 4λ2a2
0σ1τ1. (4.35)

Iz posled�eg uslova dobijamo R = 12λ2.

Zame�uju�i R = 12λ2 u jednaqine kreta�a (4.27) i (4.28) dobijamo

f0 = − 3λ2

8πG
, fi ∈ R, i ≥ 1.

Specijalno, ako uzmemo σ1 = τ1 = 1
2
skaliraju�i faktor (4.34) postaje

a(t) = a0 ch(λt).

U ovom sluqaju iz uslova (4.35) vidimo da je jedini netrivijalni sluqaj

kada je k jednako 1. Iz ovog sledi a0 = 1
λ
.

Ako uzmemo σ1 = 0 ili τ1 = 0 skaliraju�i faktor (4.34) postaje

a(t) = a0e
λt. (4.36)

Iz uslova (4.35) vidimo da u ovom sluqaju k mora biti jednako 0.

Sada, neka je σ = a2
0σ

2
1, τ = a2

0τ
2
1 , R0 = 12λ2 i k = 4λ2a2

0σ1τ1.

Zame�uju�i ovo u prvu jednaqinu iz (4.31) dobijamo

b(t) = a2
0(σ1e

λt + τ1e
−λt)2, a(t) = a0(σ1e

λt + τ1e
−λt),

i tako�e vidimo da je zadovo	en prvi uslov iz (4.33).

Sluqaj 2: R0 < 0

Teorema 4.4. Ako je R0 < 0 tada za k = −1 imamo rexe�e

a(t) =

√
−12

R0

∣∣∣∣∣cos
1

2

(√
−R0

3
t− ϕ

)∣∣∣∣∣ ,
gde je σ = −6

R0
cosϕ i τ = −6

R0
sinϕ.

Dokaz. Za k = −1 mo�emo prona�i ϕ takvo da je σ = −6
R0

cosϕ i τ = −6
R0

sinϕ i

zapisati b(t) i a(t) na slede�i naqin
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b(t) =
−12

R0

cos2 1

2
(

√
−R0

3
t− ϕ),

a(t) =

√
−12

R0

| cos
1

2
(

√
−R0

3
t− ϕ)|.

Kada je k = 0 tada je σ = τ = 0, a time i b(t) = 0.

U posled�em sluqaju k = +1, na isti naqin kao i za k = −1, mo�emo

transformisati b(t)

b(t) =
12

R0

sin2 1

2
(

√
−R0

3
t− ϕ).

Primetimo da b(t) nije pozitivno, tako da za k = +1 ne dobijamo rexe�a.

Sluqaj 3: R0 = 0

Sluqaj R0 = 0 mo�emo razmatrati kao graniqni sluqaj R0 → 0 u oba sluqaja

R0 < 0 i R0 > 0.

Teorema 4.5. Kada R0 → 0 dobija se rexe�e

k = 0, a(t) = konstanta > 0.

Dakle, u ovom sluqaju imamo rexe�e Minkovskog.

Dokaz. Za R0 < 0 imamo uslov 36k2 = R2
0(σ2 + τ 2) iz (4.33). Iz ovog uslova,

R0 → 0 implicira k = 0 i proizvo	ne vrednosti za konstante σ i τ . Isti

zak	uqak se dobija kada je R0 > 0 sa uslovom 9k2 = R2
0στ iz (4.33). U oba ova

sluqaja postoji rexe�e Minkovskog pri qemu je b(t) = konstanta > 0, a onda je

i a(t) = konstanta > 0, videti (4.31).

Primetimo da se prostor Minkovskog mo�e tako�e dobiti iz sluqaja R =

12λ2. Naime, rexe�e (4.36) zadovo	ava H = λ. Kada pustimo da λ→ 0 u (4.36)

dobijamo prostor Minkovskog kao rexe�e za

f0 = 0, fi ∈ R, i ≥ 1.
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4.3.2 Neka kosmoloxka rexe�a stepenog oblika

U nastavku rexavamo jednaqine kreta�a (4.27) i (4.28) za kosmoloxki

skaliraju�i faktor a(t) i odgovaraju�e R (videti [27, 40]):

a(t) = a0|t− t0|α, (4.37)

R(t) = 6
(
α(2α− 1)(t− t0)−2 +

k

a2
0

(t− t0)−2α
)
. (4.38)

Sluqaj k = 0, α 6= 0 i α 6= 1
2

Teorema 4.6. Za k = 0, α 6= 0, α 6= 1
2
i 3α−1

2
∈ N skaliraju�i faktor oblika

a = a0|t− t0|α je rexe�e jednaqina kreta�a (4.26) ako va�i

f0 = 0, f1 = − 3α(2α− 1)

32πG(3α− 2)
,

fn = 0 za 2 ≤ n ≤ 3α− 1

2
,

fn ∈ R za n >
3α− 1

2
.

Dokaz. U ovom sluqaju, imamo slede�u zavisnost od parametra α :

a = a0|t− t0|α, H = α(t− t0)−1,

R = r(t− t0)−2, r = 6α(2α− 1),

R00 = 3α(1− α)(t− t0)−2, G00 = 3α2(t− t0)−2.

Sada izrazi �nR i �nR−1 postaju

�nR = B(n, 1)(t− t0)−2n−2, �nR−1 = B(n,−1)(t− t0)2−2n,

B(n, 1) = r(−2)nn!
n∏
l=1

(1− 3α + 2l), n ≥ 1, B(0, 1) = r,

B(n,−1) = (r)−12n
n∏
l=1

(2− l)(−3− 3α + 2l), n ≥ 1, B(0,−1) = r−1.

(4.39)

Primetimo da va�i B(1,−1) = −2(3α + 1)r−1 i B(n,−1) = 0 ako je n ≥ 2.

Tako�e, dobijamo

F(�)R =
∞∑
n=0

fnB(n, 1) (t− t0)−2n−2,

F(�)R−1 = f0B(0,−1) (t− t0)2 + f1B(1,−1).
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Zame�uju�i ove jednaqine u trag i 00 komponentu jednaqine (4.26) dobijamo

r−1

∞∑
n=0

fnB(n, 1) (−3r + 6(1− n)(1− 2n+ 3α)) (t− t0)−2n

+ r

1∑
n=0

fn (rB(n,−1) + 3B(n+ 1,−1)) (t− t0)−2n

+ 2r
∞∑
n=1

fnγn(t− t0)−2n =
r2

16πG
(t− t0)−2,

(4.40)

∞∑
n=0

fnr
−1B(n, 1)

(r
2
− An

)
(t− t0)−2n +

1∑
n=0

fnrB(n,−1)An (t− t0)−2n

+
r

2

∞∑
n=1

fnδn(t− t0)−2n =
−r2

32πG

α

2α− 1
(t− t0)−2,

(4.41)

gde je

γn =
n−1∑
l=0

B(l,−1)(B(n− l, 1) + 2(1− l)(n− l)B(n− l − 1, 1)), (4.42)

δn =
n−1∑
l=0

B(l,−1)(−B(n− l, 1) + 4(1− l)(n− l)B(n− l − 1, 1)), (4.43)

An = 6α(1− n)− r α− 1

2(2α− 1)
=
r

2

3− 2n− α
2α− 1

. (4.44)

Jednaqine (4.40) i (4.41) se mogu razlo�iti u sistem parova jednaqina u odnosu

na svaki koeficijent fn. U sluqaju n > 1, imamo slede�e parove:

fn
(
B(n, 1) (−3r + 6(1− n)(1− 2n+ 3α)) + 2r2γn

)
= 0,

fn

(
B(n, 1)

(r
2
− An

)
+
r2

2
δn

)
= 0.

(4.45)

Ako je 3α−1
2

prirodan broj dobijamo:

B(n, 1) = r4nn!
(3

2
(α− 1))!

(3
2
(α− 1)− n)!

, n <
3α− 1

2
,

B(n, 1) = 0, n ≥ 3α− 1

2
,
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γn = 2B(0,−1)B(n− 1, 1)(3nα− 2n2 − 3α− 1), n ≤ 3α− 1

2
,

δn = 2B(0,−1)B(n− 1, 1)(2n2 + 3n+ 3α− 3αn+ 1), n ≤ 3α− 1

2
,

γn = δn = 0, n >
3α− 1

2
.

Ako je n > 3α−1
2
, onda je B(n, 1) = γn = δn = 0. Tada je sistem trivijalno

zadovo	en za proizvo	ne vrednosti koeficijenata fn. Sa druge strane, za

2 ≤ n ≤ 3α−1
2

sistem ima samo trivijalno rexe�e fn = 0. Za n = 0 gore

pomenuti par jednaqina postaje

f0

(
− 2r + 6(1 + 3α) + 3rB(1,−1)

)
= 0, f0 = 0 (4.46)

i �egovo rexe�e je f0 = 0. Jox nam je ostao sluqaj n = 1 koji se svodi na

slede�i sistem

f1

(
− 3r−1B(1, 1) + rB(1,−1) + 2γ1

)
=

r

16πG
,

f1

(
A1(rB(1,−1)− r−1B(1, 1)) +

1

2
(B(1, 1) + rδ1)

)
=
−r2

32πG

α

2α− 1
,

(4.47)

qije je rexe�e f1 = − 3α(2α−1)
32πG(3α−2)

.

Primetimo da f1 → ∞ kada α → 2
3
, prema tome ovo rexe�e ne mo�e

imitirati vasionu u kojoj dominira tamna materija.

Sluqaj k = 0, α→ 0 (prostor Minkovskog)

Teorema 4.7. Za k = 0 i kada α→ 0 jednaqine kreta�a (4.26) su zadovo	ene

ako va�i

f0, f1 ∈ R, fi = 0, i ≥ 2.
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Dokaz. Zame�uju�i (4.39) i (4.42) u trag jednaqinu (4.40) dobijamo

f0(−3r + 6(1 + 3α))

+
∞∑
n=1

fn(−2)nn!
n∏
l=1

(1− 3α + 2l) (6(1− n)(1− 2n+ 3α)− 3r) (t− t0)−2n

+ r
(
f0(1− 6(3α + 1)r−1) + f1(−6α− 2)(t− t0)−2

)
+ 2f1(−2r(3− 3α) + 2r)(t− t0)−2

+ 2r
∞∑
n=2

fn(−2)n(n− 1)!
n−1∏
l=1

(1− 3α + 2l)
(
−3nα + 2n2 + 1 + 3α

)
(t− t0)−2n

=
r2

16πG
(t− t0)−2,

(4.48)

gde je r = 6α(2α− 1).

Sada, kada α→ 0 iz posled�e jednaqine dobijamo

∞∑
n=1

fn(−1)n(2n+ 1)!(1− n)(1− 2n)(t− t0)−2n = 0.

Iz ovog zak	uqujemo

f0, f1 ∈ R, fi = 0, i ≥ 2.

Zame�uju�i fi = 0, i ≥ 2 u jednaqinu (4.41) dobijamo slede�u jednaqinu:

f0(3α(3α− 4))− 6f1(1− α)
6α(2α− 1)

2
(1− 1− α

2α− 1
)(t− t0)−2

+ f0
6α(2α− 1)

2

3− α
2α− 1

+ 6f1α(−1− 3α)(1− α)(t− t0)−2

+ f1(6α(2α− 1)(3− 3α) + 12α(2α− 1))(t− t0)−2

=
−(6α(2α− 1))2

32πG

α

2α− 1
(t− t0)−2.

(4.49)

Kada α → 0 vidimo da je posled�a jednaqina tako�e zadovo	ena za bilo koje

f0, f1 ∈ R.

Ovo izgleda kao rexe�e Minkovskog, ali poxto su svi fn = 0, n ≥ 2

ovaj model nije nelokalni model gravitacije (4.25). Odavde sledi da gor�a

kosmoloxka rexe�a stepenog oblika nemaju prostor Minkovskog kao svoju

pozadinu.

Napomena: Za dobija�e prostora Minkovskog (k = 0, a(t) = a0 = konstanta)

za nelokalni model gravitacije (4.25) mo�emo krenuti od de Siterovog rexe�a
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a(t) = a0e
λt i pustiti da λ → 0. Nije texko videti da su jednaqine kreta�a

(4.27) i (4.28) zadovo	ene za a(t) = a0e
λt pri qemu je R = 12λ2 i f0 = − 3

8πG
λ2.

Tada a(t) → a0, R → 0 i f0 → 0 kada λ → 0, i svi fi, i ≥ 1 su proizvo	ne

konstante. To znaqi da model nelokalne gravitacije (4.25) u svom opxtem

obliku sadr�i de Siterovu vasionu, koja za svoju pozadinu ima prostor

Minkovskog.

Sluqaj k = 0, α→ 1
2

Teorema 4.8. Za k = 0 i kada α→ 1
2
jednaqine kreta�a (4.26) su zadovo	ene

ako va�i

f0 ∈ R, fi = 0, i ≥ 1.

Dokaz. Neka α → 1
2
. Sliqno kao u prethodnom sluqaju, iz (4.48) dobijamo

jednaqinu

∞∑
n=1

fn(−2)nn!
n∏
l=1

(−1

2
+ 2l)(1− n)(

5

2
− 2n)(t− t0)−2n = 0.

Odavde sledi

f0, f1 ∈ R, fi = 0, i ≥ 2.

Koriste�i fi = 0, i ≥ 2, iz jednaqine (4.49) dobijamo

3

2
f1(t− t0)−2 = 0.

Odgovaraju�e rexe�e je

f0 ∈ R, fi = 0, i ≥ 1.

Sluqaj k 6= 0, α = 1

Neka je k 6= 0. Sa ci	em da pojednostavimo izraz (4.38) imamo tri

mogu�nosti: α = 0, α = 1
2
i α = 1. Prve dve mogu�nosti ne daju rexe�a koja

zadovo	avaju jednaqine kreta�a. U nastavku analiziramo sluqaj α = 1.

Teorema 4.9. Za k 6= 0 skaliraju�i faktor oblika a = a0|t − t0| je rexe�e
jednaqina kreta�a (4.26) ako va�i

f0 = 0, f1 =
−s

64πG
, fn ∈ R, n ≥ 2,
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gde je s = 6(1 + k
a2

0
).

Dokaz. Za α = 1 dobijamo

a = a0|t− t0|, H = (t− t0)−1, R = s(t− t0)−2, s = 6(1 +
k

a2
0

),

R00 = 0, �R = 0, �nR−1 = D(n,−1)(t− t0)2−2n,

D(0,−1) = s−1, D(1,−1) = −8s−1, D(n,−1) = 0, n ≥ 2,

gde je a0 = c = 1. Kako mi koristimo prirodni sistem jedinica, brzina

svetlosti je c = 1. Za k = −1, va�i s = R = 0 i kosmoloxko rexe�e a = |t− t0|
imitira Milneov prostor, koji ne predstav	a realistiqan kosmoloxki model,

ali je interesantan kao qisto kinematiqki model.

Koriste�i gor�e izraze, trag i 00 jednaqina se svode na

3f0 +
1∑

n=0

fnsD(n,−1)(t− t0)−2n + 4f1(t− t0)−2 =
s

16πG
(t− t0)−2,

− 6f0s
−1 +

1

2
f0 + 6

1∑
n=0

fnD(n,−1)(1− n)(t− t0)−2n + 2f1(t− t0)−2

= − s

32πG
(t− t0)−2.

(4.50)

Ovaj sistem daje uslove za f0 i f1 :

−2f0 − 4f1(t− t0)−2 =
s

16πG
(t− t0)−2,

1

2
f0 + 2f1(t− t0)−2 = − s

32πG
(t− t0)−2.

Odgovaraju�e rexe�e je

f0 = 0, f1 =
−s

64πG
, fn ∈ R, n ≥ 2.

Primer: Kao primer uzmimo

F(�) = − Λ

8πG
+ Ce−β� = − Λ

8πG
+ C

∞∑
n=0

(−β)n

n!
�n.

Prema tome, koeficijenti fn su dati sa

f0 = − Λ

8πG
+ C, fn = C

(−β)n

n!
, n ≥ 1.
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Da bismo dobili skaliraju�i faktor a(t) stepenog oblika (4.37), moramo

uzeti f0 = 0 i f1 = − 3
32πG

(1 + k). Dakle, imamo

C =
Λ

8πG
, β =

3

4Λ
(1 + k), (4.51)

F(�) =
Λ

8πG

(
e−

3
4Λ

(1+k)� − 1
)
, (4.52)

gde je k = ±1, 0. Primetimo da jednaqina (4.52) va�i tako�e za k = 0. Za

k = −1, imamo F(�) = 0 i R = 0, pa postoji Milneovo rexe�e a = |t− t0|.
Napomena: Primetimo da sva rexe�a stepenog oblika koja smo predstavili

a(t) = a0|t− t0|α imaju skalarnu krivinu jednaku R(t) = 6
(
α(2α− 1)(t− t0)−2 +

k
a2

0
(t−t0)−2α

)
(4.38), koja zadovo	ava relaciju �R = qR2, gde parametar q zavisi

od α. Ova relacija �R = qR2 je korix�ena u [25] kao kvadratni anzac pomo�u

koga se rexavaju jednaqine kreta�a. Za neke primere anzaca videti [22, 28].
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U ovom radu smo izveli jednaqine kreta�a za klasu nelokalnih modela koja

je data slede�im dejstvom

S =

∫
M

(R− 2Λ

16πG
+ CH(R)F(�)G(R)

)√
−g d4x.

Jednaqine kreta�a za ove sluqajeve nelokalnih modela su veoma slo�ene.

Ispitiva�e jednaqina kreta�a i pronala�e�e �ihovih rexe�a je veoma te�ak

zadatak.

Razmatrali smo dva modela nelokalne modifikacije opxte teorije

relativnosti: model sa nelokalnim qlanom oblika RF(�)R i model sa

nelokalnim qlanom oblika R−1F(�)R.

Prvi model je model nelokalne gravitacije sa kosmoloxkom konstantom

Λ i bez materije. Koriste�i anzac �R = rR + s pronaxli smo tri

tipa nesingularnih rexe�a sa preskokom za kosmoloxki skaliraju�i faktor

oblika a(t) = a0(σeλt+τe−λt). Primetimo da sva dobijena rexe�a zadovo	avaju

uslov ä(t) = λ2a(t) > 0, xto je u saglasnosti sa ubrzanim xire�em vasione.

Rexe�a postoje za sve tri vrednosti konstante k = 0,±1.

Prezentovali smo kosmoloxka rexe�a sa konstantnom skalarnom krivinom

za model sa nelokalnim qlanom oblika R−1F(�)R. U ovom modelu nelokalni

qlan R−1F(�)R je invarijantan u odnosu na transformaciju R → CR, gde je

C konstanta razliqita od nule. Kao rezultat ove invarijantnosti, rexe�a

nisu oset	iva na qlanove koji sadr�e �. Prema tome u naxim rexe�ima f0

ima ulogu kosmoloxke konstante, tj. f0 = − Λ
8πG

, a fi, i ≥ 1, su proizvo	ne

konstante. Kada je R = R0 < 0 postoji netrivijalno rexe�e a(t) =√
−12
R0

∣∣∣cos 1
2

(√
−R0

3
t− ϕ

)∣∣∣ za k = −1. U sluqaju R = R0 > 0 postoje rexe�a

za sve tri vrednosti konstante k = 0,±1. Sluqaj R = R0 = 0 je razmatran

kao limes R0 → 0 u oba sluqaja R0 < 0 i R0 > 0. Na taj naqin je dobijeno

rexe�e Minkovskog. Sva dobijena rexe�a su definisana za sve vrednosti

kosmiqkog vremena t. Rexe�a za koja je R0 > 0 i k = 0,+1 su nesingularna
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kosmoloxka rexe�a sa preskokom. Rexe�e a(t) =
√
−12
R0

∣∣∣cos 1
2

(√
−R0

3
t− ϕ

)∣∣∣,
za koje je R0 < 0 i k = −1, je singularno cikliqno rexe�e.

Tako�e, iz modifikovane gravitacije sa nelokalnim qlanom R−1F(�)R

izveli smo neka kosmoloxka rexe�a stepenog oblika a(t) = a0|t − t0|α.
Ova rexe�a nemaju za pozadinu prostor Minkovskog. Me�utim, u ovom

modelu nelokalne modifikacije gravitacije, postoji de Siterovo rexe�e sa

preskokom a(t) = a0e
λt, koje kada λ → 0 daje prostor Minkovskog. Postoji

tako�e nesingularno rexe�e sa preskokom a(t) = 1
λ

ch (λt) za k = +1. Treba

pomenuti i rexe�e a(t) = 1
λ

sh (λt), za k = −1. U sva ova tri sluqaja

skalarna krivina je R = 12λ2 i ne postoji ograniqe�e za koeficijente fn

u F(�) =
∞∑
n=0

fn�
n. Va�no je napomenuti da postoji rexe�e a(t) = |t− t0| koje

odgovara Milneovoj vasioni za k = −1. Kao ilustraciju imali smo primer

nelokalnosti date sa F(�) = Λ
8πG

(
e−

3
4Λ

(1+k)� − 1
)
. Sva rexe�a stepenog

oblika koja smo predstavili a(t) = a0|t− t0|α imaju skalarnu krivinu jednaku
R(t) = 6

(
α(2α−1)(t− t0)−2 + k

a2
0
(t− t0)−2α

)
, koja zadovo	ava relaciju �R = qR2,

gde parametar q zavisi od α.

Konaqno, naxa nelokalnost, koja je oblika R−1F(�)R, je invarijantna u

odnosu na transformaciju R → CR, ali ima uticaj na evoluciju vasione,

poxto operator � = −∂2
t − 3H(t)∂t koji zavisi od vremena deluje na skalarnu

krivinu R(t) = 6
(
ä
a

+ ȧ2

a2 + k
a2

)
koja tako�e zavisi od vremena.

Ono xto nije ra�eno u vezi sa nelokalnim modelom sa qlanom R−1F(�)R,

a planira se u da	em nastavku istra�iva�a je: odsustvo duhova i tahiona

(videti [2, 3, 33]), stabilnost rexe�a, kosmoloxke perturbacije ([23]), svo�e�e

na Ajnxtajnov sluqaj pod odre�enim uslovima. Oqekuje se da �e sve to

biti udovo	eno pogodnim izborom koeficijenata u analitiqkoj funkciji

nelokalnosti.
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Dodatak A

Uvod u varijacioni raqun

U izuqava�u nekog fiziqkog sistema u teorijskoj fizici obiqno se

polazi od lagran�ijana L(x) i odgovaraju�eg dejstva S =
∫
L(x)dx. U

lokalnoj teoriji po	a lagran�ijan je neka odre�ena funkcija po	a i �egovih

prvih izvoda po prostornim koordinatama i vremenu. U nelokalnoj teoriji

lagran�ijan sadr�i izvode do beskonaqnog reda. Skoro sva informacija o

fiziqkom sistemu sadr�i se u �egovom lagran�ijanu. U klasiqnoj teorijskoj

fizici dejstvo slu�i za dobija�e diferencijalnih jednaqina kreta�a pomo�u

principa minimalnog dejstva u varijacionom raqunu.

Jedan od osnovnih zadataka varijacionog raquna jeste razrada metoda za

nala�e�e ekstremnih vrednosti funkcionala. Ovaj zadatak je dosta sliqan

zadatku nala�e�a ekstrema funkcija realnih promen	ivih. Za nastavak

priqe korix�ena je literatura [47].

Za poqetak, neka je S : A ⊆ N → R funkcional, gde je N normirani

vektorski prostor, tj. N je realni vektorski prostor snabdeven

preslikava�em ‖ ·‖ : N → R koje svakom x ∈ N pridru�uje nenegativan realan

broj ‖x‖, koji se zove norma od x i zadovo	ava uslove

1. ‖x‖ = 0 ako i samo ako je x = 0,

2. ‖αx‖ = |α|‖x‖ za svako x ∈ N i svako α ∈ R,

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ za svako x, y ∈ N .

Za element x ∈ A ka�emo da je relativni minimum (u odnosu na normu u A)

funkcionala S ako postoji δ > 0 tako da va�i S(x) ≤ S(y) za svako y ∈ A za

koje je ‖y − x‖ < δ. Sada nas zanima koji je neophodan uslov da bi x ∈ A bio

relativni minimum. U nastavku definixemo izvod od S u x i pokazujemo da

se taj izvod ponixtava u x kada je x relativni minimum. Problem odre�iva�a
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relativnog minimuma oznaqava�emo sa

S(x)→ min na A.

Definicija A.1. Neka je xε jednoparametarska familija elemenata iz

A ⊆ N , pri qemu je ‖xε − x‖ < σ za |ε| < ε0(δ), oblika

xε = x+ εη,

gde je x ∈ A, η ∈ N , i σ, ε0(δ) > 0. Tada je prva varijacija od S u x u pravcu η

definisana sa

δS(x, η) =
dS(x+ εη)

dε

∣∣∣∣
ε=0

(1.1)

ako ovaj izvod postoji.

Izvod definisan sa (1.1) mo�emo zapisati

δS(x, η) = lim
ε→0

S(x+ εη)− S(x)

ε
.

Oznaqimo δx ≡ εη. δx se zove varijacija od x.

Kao neposrednu posledicu Definicije (A.1) dobijamo slede�i neophodan

uslov da x ∈ A bude relativni minimum.

Teorema A.1. Ako je x ∈ A relativni minimum za funkcional S : A → R,
tada je

δS(x, η) = 0

za svako η ∈ N koje zadovo	ava pretpostavke iz Definicije A.1.

U nastavku specijalno razmatramo sluqaj kada je funkcional zadat

vixestrukim integralom.

Neka jeD zatvoren podskup od Rm. Taqku skupaD oznaqimo sa t = (t1, ..., tm)

i neka je dt = dt1...dtm. Granicu od D oznaqimo sa ∂D.

Neka je C2(D) skup svih neprekidnih funkcija na D qiji su drugi

parcijalni izvodi neprekidni, i neka C2
n(D) oznaqava skup svih vektorskih

funkcija

x(t) = (x1(t), ..., xn(t))

na D qije komponente xk(t) pripadaju skupu C2(D). U ovom sluqaju je

A2
n(D) = {x(t) ∈ C2

n(D) : x(t) = φ(t), t ∈ ∂D, φ je data funkcija na ∂D}.
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Imamo slede�u geometrijsku interpretaciju. Ako t1, ..., tm;x1, ..., xn

oznaqavaju koordinate u Rm+n, i ako je x(t) ∈ A2
n(D), tada jednaqine

xk = xk(t), t ∈ D (k = 1, ..., n)

predstav	aju m-dimenzionu hiperpovrx Cm u Rm+n qija je granica

definisana sa

xk = φk(t), t ∈ ∂D (k = 1, ..., n),

gde je φ(t) = (φ1(t), ..., φn(t)) data funkcija definisana na granici od D.

Sada �emo definisati varijacioni problem koji u nastavku razmatramo.

Neka je L = L(t1, ..., tm;x1, ..., xn; y1, ..., ymn) realno-vrednosna funkcija

definisana na Rm+n+mn koja je dva puta neprekidno diferencijabilna po

svakom argumentu, i neka je x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) ∈ A2
n(D). Prve i druge

parcijalne izvode komponenata od x(t) oznaqimo sa

ẋkα =
∂xk

∂tα
, ẍkαβ =

∂2xk

∂tβ∂tα
.

Tada je na A2
n(D) definisan m-tostruki integral sa

S(x(t)) =

∫
D

L(t1, ..., tm;x1(t), ..., xn(t); ẋ1
1(t), ..., ẋn1 (t); ...; ẋ1

m(t), ..., ẋnm(t))dt, (1.2)

gde je dt = dt1...dtm. Kra�e, (1.2) mo�emo zapisati

S(x(t)) =

∫
D

L
(
t, x(t),

∂x(t)

∂t

)
dt, (1.3)

gde ∂x(t)/∂t oznaqava skup svih prvih parcijalnih izvoda ∂xk(t)/∂tα,

k = 1, ..., n; α = 1, ...,m. Primetimo da je A2
n(D) podskup od skupa C2

n(D) koji

je normirani vektorski prostor sa normom datom sa

‖x(t)‖ = max
D
{|x1(t)|, ..., |xn(t)|}+ max

D

{ ∣∣∣∣∂xk∂tα

∣∣∣∣ }.
Konaqno, imamo slede�i varijacioni problem∫

D

L
(
t, x(t),

∂x(t)

∂t

)
dt→ min na A2

n(D).

Neka je x(t) lokalni minimum, tj. pretpostavimo da za neko δ > 0 va�i
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S(x(t)) ≤ S(y(t)) za svako y(t) ∈ A2
n(D) za koje va�i ‖x(t) − y(t)‖ < δ.

Razmatrajmo jednoparametarsku familiju x(t, ε), |ε| < ε0(δ), funkcija oblika

x(t, ε) = x(t) + εη(t), (1.4)

gde je η(t) ∈ C2
n(D), η(t) = 0 za t ∈ ∂D, i ‖x(t, ε) − x(t)‖ < δ. Tada za |ε| < ε0

imamo x(t, ε) ∈ A2
n(D). Jednaqina (1.4) je naravno kra�i zapis za n jednaqina

xk(t, ε) = xk(t) + εηk(t),

gde je η(t) = (η1(t), ..., ηn(t)) i x(t, ε) = (x1(t, ε), ..., xn(t, ε)).

U nastavku raqunamo prvu varijaciju δS(x(t), η(t)).

Lema A.1. Ako je x(t) ∈ A2
n(D) lokalni minimum funkcionala (1.3), tada

va�i ∫
D

( ∂L
∂xk
− ∂

∂tα
∂L

∂ẋkα

)
ηk(t)dt = 0 (1.5)

za svako η(t) ∈ C2
n(D) koje se ponixtava na ∂D.

Dokaz. Primetimo da su izvodi od L koji se jav	aju u (1.5) kra�i zapis za

komplikovanije izraze, na primer,

∂L

∂xk
≡ ∂L

∂xk

(
t, x(t),

∂x(t)

∂t

)
.

Ovde, kao i u nastavku, k = 1, ..., n, dok α = 1, ...,m.

Koriste�i Definiciju (A.1) i Teoremu (A.1) dobijamo

δS(x(t), η(t)) =
( d
dε

∫
D

L
(
t, x(t) + εη(t),

∂x(t)

∂t
+ ε

∂η(t)

∂t

)
dt
)
ε=0

= 0 (1.6)

za svako η(t) koje zadovo	ava uslove iz leme. Ovde je ∂x(t)/∂t + ε(∂η(t)/∂t)

kra�i zapis za mn izraza ∂xk

∂tα
+ ε∂η

k

∂tα
.

Zbog neprekidnosti funkcija L i ∂L/∂ε, izvod i integral mogu da zamene

mesta, tako da desna strana u jednaqini (1.6) postaje∫
D

( ∂L
∂xk

ηk(t) +
∂L

∂ẋkα
η̇kα

)
dt = 0. (1.7)
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Koriste�i identitet

∂

∂tα

( ∂L
∂ẋkα

ηk
)

=
∂L

∂ẋkα
η̇kα +

∂

∂tα

( ∂L
∂ẋkα

)
ηk,

(1.7) mo�emo zapisati na slede�i naqin∫
D

( ∂L
∂xk
− ∂

∂tα
∂L

∂ẋkα

)
ηk(t)dt+

∫
D

∂

∂tα

( ∂L
∂ẋkα

ηk
)
dt = 0.

Poxto su funkcije (∂L/∂ẋkα)ηk neprekidno diferencijabilne na D, mo�emo

primeniti Stoksovu teoremu na drugi integral u posled�oj jednaqini. Poxto

je ηk(t) = 0 na ∂D sledi ∫
D

∂

∂tα

( ∂L
∂ẋkα

ηk
)
dt = 0.

Konaqno na osnovu prethodnog zak	uqujemo da va�i∫
D

( ∂L
∂xk
− ∂

∂tα
∂L

∂ẋkα

)
ηk(t)dt = 0.

Lema A.2. Ako je f(t) realno-vrednosna i neprekidna funkcija na D i ako je∫
D

f(t)h(t)dt = 0

za svaku funkciju h(t) ∈ C2(D) koja se ponixtava na ∂D, tada va�i

f(t) ≡ 0 za svako t ∈ D.

Pomo�u Lema A.1 i A.2 mo�e se pokazati da va�i slede�a teorema.

Teorema A.2. Ako je x(t) ∈ A2
n(D) lokalni minimum funkcionala S

definisanog sa (1.3), tada komponente xk(t) od x(t) moraju da zadovo	e slede�ih

n jednaqina

∂L

∂xk
− ∂

∂tα
∂L

∂ẋkα
= 0 (k = 1, ..., n) (1.8)

na D.

Napomena: Jednaqine (1.8) su poznate kao Ojler-Lagran�ove jednaqine

za varijacioni problem definisan pomo�u vixestrukog integrala (1.3).

Ove jednaqine predstav	aju u stvari skup od n nelinearnih parcijalnih
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diferencijalnih jednaqina drugog reda. Ako ih raspixemo dobijamo slede�e

∂2L

∂tα∂ẋkα
− ∂L

∂xk
+

∂2L

∂xj∂ẋkα
ẋjα +

∂2L

∂ẋiβ∂ẋ
k
α

ẍiαβ = 0.

Za kraj razmatramo slede�i sluqaj:

Neka je S : A ⊆ N → R funkcional, gde je N = T 0
2 (M), dok je skup A skup

svih metriqkih tenzora na glatkoj mnogostrukosti M .

Neka je ξ = (x0, . . . , xn−1) koordinatni sistem na U ⊆M . Tada, prema Lemi

1.12, vidimo da metriqki tenzor B ∈ T 0
2 (M) mo�emo predstaviti na slede�i

naqin

B =
n−1∑
i, j=0

Bijdx
i ⊗ dxj.

Dakle, tenzor B ∈ T 0
2 (M) je odre�en matricom (Bij) realno-vrednosnih

funkcija na mnogostrukosti M .

Neka je sadaM n-dimenziona pseudo-Rimanova mnogostrukost sa metriqkim

tenzorom (gµν). Konaqno, skup N je normirani vektorski prostor sa normom

datom sa

‖B‖ =

√∫
M

‖(Bij)(p)‖2
√
|g| dnx,

gde je

‖(Bij)(p)‖ = sup
y∈S
‖(Bij)(p)y‖,

dok je g = det(gµν), i S je jediniqna sfera u Rn.

Definicija A.2. Neka je S : A→ F(M). Tada je δS : A→ F(M)

preslikava�e definisano sa

(δS)(a)(p) := δ(S(a)(p)).

Ponovo prema Lemi 1.12, ako je B (r, s) tenzorsko po	e, tada na U va�i

B =
∑

B
i0...ir−1

j0...js−1
∂i0 ⊗ . . .⊗ ∂ir−1 ⊗ dxj0 ⊗ . . .⊗ dxjs−1 ,

gde svaki indeks u sumi ide od 0 do n− 1.
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Definicija A.3. Neka je B (r, s) tenzorsko po	e. Tada je

δB =
∑

δ(B
i0...ir−1

j0...js−1
)∂i0 ⊗ . . .⊗ ∂ir−1 ⊗ dxj0 ⊗ . . .⊗ dxjs−1 .

Napomena: Prethodna definicija ne zavisi od izbora koordinatnog

sistema.

Teorema A.3. Neka su S1 i S2 (r, s) tenzorska po	a, i neka je C konstantni

funkcional na A. Tada va�e slede�a svojstva:

1. δC = 0,

2. δ(αS1 + βS2)(a) = α δS1(a) + β δS2(a), α, β ∈ R.

Teorema A.4. Neka su S1, S2 : A→ R funkcionali. Tada va�i

δ(S1S2)(a) = (δS1(a))S2 + S1(δS2(a)).

Teorema A.5. Neka je S1 : A → R funkcional i neka je S2 : R → R. Tada

va�i:

δ(S2 ◦ S1)(a) = S ′2(S1(a))δS1(a).

Teorema A.6. Neka je S (r, s) tenzorsko po	e. Tada va�i:

δ(∂µS
i0...ir−1

j0...js−1
(a)(x)) = ∂µ(δS

i0...ir−1

j0...js−1
(a)(x)),

gde su S
i0...ir−1

j0...js−1
komponente od S u odnosu na ξ.

Teorema A.7. Neka je L : A→ F(M) i neka je S : A→ R funkcional zadat

sa

S =

∫
M

L(a)(x) dnx.

Tada va�i

δS =

∫
M

δL(a)(x) dnx.

Teorema A.8. Varijacija Kristofelovih simbola predstav	a tenzor tipa

(1, 2).
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