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Naslov doktorske disertacije: Karakterizacije nekih raspodela i

Bahadurova asimptotska efikasnost testova saglasnosti

Rezime: Prve karakterizacije raspodela datiraju od tridesetih god-

ina proxlog veka. Ova oblast, koja je na granici teorije verovatno�e

i matematiqke statistike, privlaqi interesova�e velikog broja is-

tra�ivaqa, a u posled�e vreme sve je ve�i broj radova na ovu temu.

Testovi saglasnosti s raspodelom su me�u najva�nijim nepara-

metarskim testovima. Veliki broj �ih zasnovan je na empirijskoj

funkciji raspodele. Primena karakterizacionih teorema za konstruk-

ciju testova saglasnosti pojavila se sredinom dvadesetog veka a posled-

�ih godina postala je jedan od najpopularnijih pravaca u toj oblasti.

Prednost ovakvih testova je xto su qesto slobodni od parametara

raspodele pa omogu�avaju testira�e slo�enih nultih hipoteza.

Ci	evi ove disertacije su formulacija novih karakterizacija

eksponencijalne i Paretove raspodele, kao i primena teorije U -

statistika, velikih odstupa�a i Bahadurove efikasnosti za formi-

ra�e i prouqava�e asimptotike testova saglasnosti s navedenim

raspodelama. Disertacija se sastoji iz xest poglav	a.

U prvom poglav	u dat je prikaz razliqitih tipova karakteriza-

cija s naglaxava�em �ihove mnogobrojnosti i raznolikosti. Posebno

su istaknute karakterizacije pomo�u jednako raspode	enih funkcija

uzorka. U �emu su tako�e prikazane dve nove karakterizacije Paretove

raspodele.

Drugo poglav	e posve�eno je novim karakterizacijama eskponenci-

jalne raspodele izlo�enih u radovima [65] i [53]. Dato je xest karakte-

rizacija koje su zasnovane na statistikama poretka. Specijalan sluqaj

jedne od �ih (teorema 2.4.3) predstav	a rexe�e otvorenog problema koji

su postavili Arnold i Vi	ase�or [9].

U tre�em poglav	u dati su osnovni pojmovi o U -statistikama, klasi

statistika koja je znaqajna u teoriji nepristrasnih ocena parametara.

Izlo�ena su neka �ihova asimptotska svojstva. Pored toga, definisane

su i U -empirijske funkcije raspodele, uopxte�e standardnih empirij-



skih funkcija raspodele. Qetvrto poglav	e posve�eno je asimptotskoj

efikasnosti testova, u prvom redu Bahadurovoj asimptotskoj efikas-

nost, tj. asimptotskoj efikasnosti testa kada prag znaqajnosti te�i

nuli. Prikazani su neki teorijski rezultati objav	eni u monografiji

Nikitina [57], te radovima [61], [59], itd.

U petom poglav	u prikazani su novi rezultati na po	u testova sa-

glasnosti s Paretovom raspodelom. Na osnovu tri karakterizacione

teoreme navedene u ode	ku 1.1.2 naprav	eno je xest testova saglas-

nosti, tri integralnog tipa i tri Kolmogorov	evog tipa. U svim

sluqajevima testira se slo�ena nulta hipoteza jer je raspodela test

statistike slobodna od parametra Paretove raspodele. Za svaki od

testova ispitana je asimptotska raspodela pod nultom hipotezom, kao i

asimptotsko ponaxa�e repa raspodele (velika odstupa�a) pod bliskim

alternativama. Za neke standardne bliske alternative odre�ena je

lokalna Bahadurova asimptotska efikasnost i odre�eni su domeni

lokalne asimptotske optimalnosti u svim sluqajevima. Rezultati iz

ovog poglav	a objav	eni su u [66] i [64].

Xesto poglav	e posve�eno je novim testovima saglasnosti s ekspo-

nencijalnom raspodelom. Na osnovu rexene hipoteze Arnolda i Vi-

	ase�ora naprav	ene su dve klase testova, integralnih i Kolmogoro-

v	evih, u zavisnosti od broja sabiraka u karakterizaciji. Prouqava�e

asimptotskih svojstava analognih onim u petom poglav	u ura�eno je u

sluqajevima dva i tri sabirka, za koje testovi imaju praktiqni znaqaj.

Rezultati ovog poglav	a izlo�eni su u [39].
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Doctoral Dissertation Title: Characterizations of some Distributions and

Bahadur Asymptotic Efficiency of Goodness-of-Fit Tests

Abstract: First characterizations of probability distributions date to the

thirties of last century. This area, which lies on the borderline of probability

theory and mathematical statistics, attracts large number of researchers, and

in recent times the number of papers on the subject is increasing.

Goodness-of-fit tests are among the most important nonparametric tests.

Many of them are based on empirical distribution function. The application

of characterization theorems for construction of goodness-of-fit tests dates

to the middle of last century, and recently has become one of the main

directions in this field. The advantage of such tests is that they are often free

of distribution parametres and hence enable testing of composite hypotheses.

The goals of this dissertation are the formulation of new characterizations

of exponential and Pareto distribution, as well as the application of the the-

ory of U -statistics, large deviations and Bahadur efficiency to construction

and examination of asymptotics of goodness-of-fit tests for aforementioned

distributions. The dissertation consists of six chapters.

In the first chapter a review of different types of characterizations is pre-

sented, pointing out their abundance and variety. The special emphasis is

given to the characterizations based on equidistribution of functions of the

sample. Besides, two new characterizations of Pareto distribution are pre-

sented.

The second chapter is devoted to some new characterizations of the expo-

nential distributions presented in papers [65] and [53]. Six characterizations

based on order statistics are presented. A special case of one of them (the-

orem 2.4.3) represents the solution of open problem stated by Arnold and

Villasenor [9].

In the third chapter there are basic concepts on U -statistics, the class

of statistics important in the theory of unbiased estimation. Some of their

asymptotic properties are given. U -empirical distribution functions, a gener-

alization of standard empirical distribution functions, are also defined. The

fourth chapter is dedicated to the asymptotic efficiency of statistical tests,



primarily to Bahadur asymptotic efficiency, i.e. asymptotic efficiency of the

test when the level of significance approaches zero. Some theoretical results

from the monograph by Nikitin [57], and papers [61], [59], etc. are shown.

In the fifth chapter new results in the field of goodness-of-fit tests for

Pareto distribution are presented. Based on three characterizations of Pareto

distribution given in section 1.1.2. six goodness-of-fit tests, three of integral,

and three of Kolmogorov type, are proposed. In each case the composite

null hypothesis is tested since the test statistics are free of the parameter

of Pareto distribution. For each test the asymptotic distribution under null

hypothesis, as well as asymptotic behaviour of the tail (large deviations) un-

der close alternatives is derived. For some standard alternatives, the local

Bahadur asymptotic efficiency is calculated and the domains of local asymp-

totic optimality are obtained. The results from this chapter are published in

[66] and [64].

The sixth chapter brings new goodness-of-fit tests for exponential dis-

tribution. Based on the solved hypothesis of Arnold and Villasenor two

classes of tests, integral and Kolmogorov type, are proposed, depending on

the number of summands in the characterization. The study of asymptotic

properties, analogous to the ones in the fifth chapter is done in case of two

and three summands, for which the tests have practical importance. The

results of this chapter are presented in [39].

Keywords: characterizations of probability distributions, exponential distri-

bution, Pareto distribution, goodness-of-fit tests, Bahadur efficiency, large

deviation theory, U -statistics
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Poglav	e 1

Karakterizacije raspodela

Problem karakterizacije raspodela pripada oblasti matematike

koja je smextena na granici teorije verovatno�e i matematiqke sta-

tistike. Karakterizacioni problem mo�e se definisati na slede�i

naqin [40]: neka za sluqajni vektor X i funkciju L postoji familija

raspodela F takva da L(X) ∈ F povlaqi da X ima neku osobinu P .
Karakterizacioni problem je tada \drugi smer" ovog tvr�e�a, naime,

da ako X ima osobinu P, tada mora da L(X) ∈ F .
Na primer, za sluqajni vektor (X1, X2) qije su komponente nezavi-

sne jednako raspode	ene normalne sluqajne veliqine s nultom sred�om

vrednox�u, va�i da L(X1, X2) =
1√
2
(X1 +X2) ima identiqnu raspodelu

kao i komponente sluqajnog vektora. Va�i i obrnuto, tj. da ukoliko

imamo vektor (X1, X2) qije su komponente nezavisne jednako raspode	ene

sluqajne veliqine s nultim matematiqkim oqekiva�em tako da va�i

L(X1, X2)
d
= X1,

tada X1 ima normalnu raspodelu. Znak
d
= u gor�oj formuli a i u da-

	em tekstu oznaqava \jednakost u raspodeli". Navedeno tvr�e�e poz-

nato je kao Po	ina karakterizacija normalne raspodele (v. [68]). Ova

karakterizaciona teorema od velike je istorijske va�nosti i smatra se

pionirskim radom u ovoj oblasti.
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Poglav	e 1. Karakterizacije raspodela

Karakterizacijama raspodela posve�ene su neke monografije (npr.

[40], [22]) i poglav	a u monografijama (npr. [8], [4], [14]).

Kako se teoreme karakterizacije s probabilistiqkog lako pre-

vode na jezik funkcionalne analize, to su za �ihovo izvo�e�e qesto

potrebni alati matematiqke analize, kompleksnih funkcija, razliqi-

tih tipova diferencijalnih i integralnih jednaqina, redova i teorije

funkcionalnih jednaqina.

Svojstvo P koje karakterixe raspodelu mo�e biti razliqite vrste

i prema tim vrstama mo�emo napraviti podelu karakterizacionih teo-

rema. U narednim ode	cima da�emo primere za neke vrste karakteriza-

cija. Naravno, izuzetno je texko napraviti teme	an pregled rezultata

u ovoj prexirokoj oblasti, pa je izbor naprav	en tako da se obuhvati

xto vixe razliqitih vrsta karakterizacija. Kako je glavni akcenat ove

disertacije na karakterizacijama na osnovu jednako raspode	enih sta-

tistika, �ima �e biti posve�eno najvixe pa��e. Naravno, ova podela

nije jedina mogu�a, a postoje i karakterizacije koje pripadaju u vixe

grupa.

U tekstu su navedeni samo dokazi onih teorema koje je autor for-

mulisao. Pod terminom uzorak podrazumeva se prost sluqajan uzorak.

U iskazima nekih teorema govori se o uzorku, a u drugim o nezavisnim

i jednako raspode	enim sluqajnim veliqinama. Ovo su, naravno, ekvi-

valentni termini, a u konkretnim sluqajevima biran je jedan ili drugi

zbog pogodnosti ili u skladu s izvorom iz kog su preuzeti.

1.1 Karakterizacije zasnovane na jednako

raspode	enim funkcijama

1.1.1 Karakterizacije eksponencijalne raspodele

Ne samo iz razloga xto je eksponencijalnoj raspodeli posve�en

verovatno najve�i broj karakterizacija, ve� i zbog toga xto se i ovaj

rad bavi tom problematikom, najve�i prostor dajemo upravo �oj.
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Poglav	e 1. Karakterizacije raspodela

Pod eksponencijalnom raspodelom podrazumevamo funkciju

raspodele

F (x) = 1− e−λx, x ≥ 0, λ > 0. (1.1)

Znaqajan deo karakterizacija zasniva se na nekim odnosima me�u

statistikama poretka. Ovo proistiqe iz jednostavnog razloga xto raz-

maci me�u susednim statistikama poretka uzorka iz eksponencijalne

raspodele imaju tako�e neku eksponencijalnu raspodelu. To svojstvo je

svojevrsni rudnik ideja za nove karakterizacije.

Koristi�emo oznaku X(k;n) za statistiku poretka reda k u uzorku

obima n. Opxte je poznato svojstvo eksponencijalne raspodele da nX(1;n)

ima eksponencijalnu raspodelu s istim parametrom kao i X. Desu [21]

je pokazao da ovo svojstvo, ukoliko je ispu�eno za svako n, karakterixe

eksponencijalnu raspodelu.

Puri i Rubin su u radu [69] dokazali slede�u teoremu.

Teorema 1.1.1 (Puri i Rubin, 1970). Neka su X i Y dve nezavisne i jed-

nako raspode	ene nenegativne apsolutno neprekidne sluqajne veliqine.

Ako X i |X − Y | imaju istu raspodelu, tada X ima eksponencijalnu

raspodelu.

Zanim	ivo je da \sliqno" tvr�e�e ovom, u kome se tvrdi da sta-

tistika |X − Y | umesto iste raspodele kao X, ima eksponencijalnu

raspodelu, nije karakterizacija. Rozberg [73] je pokazao postoja�e

drugih raspodela koje zadovo	avaju ovo tvr�e�e.

Slede�e dve teoreme su karakterizacije zasnovane na razmacima

izme�u susednih statistika poretka. Dokazi se mogu na�i u [71] i [2].

Teorema 1.1.2 (Rozberg, 1972). Neka je X1, . . . , Xn uzorak iz nenega-

tivne raspodele F . Ako, za neko j, statistike X(j+s;n)−X(j;n) i Xs;n−j

imaju istu raspodelu, tada je F eksponencijalna raspodela.

Teorema 1.1.3 (Ahsanulah, 1978). Neka je X1, . . . , Xn uzorak iz ne-

negativne apsolutno neprekidne raspodele qija je funkcija raspodele

F strogo monotona i hazardna funkcija f(t)/(1 − F (t)) je monotono

3



Poglav	e 1. Karakterizacije raspodela

rastu�a ili opadaju�a za svako t ≥ 0. Ako, za neko j i k, 1 ≤ j ≤ k < n

va�i

(n− j)(X(j+1;n) −X(j;n))
d
= (n− k)(X(k+1;n) −X(k;n)),

tada je raspodela F eksponencijalna.

Svojstvo eksponencijalnosti razmaka mo�e se iskoristiti i na

drugi naqin. Poznato je predstav	a�e statistike poretka iz ekspo-

nencijalne raspodele preko zbira elemenata uzorka uz odgovaraju�e

te�inske koeficijente na slede�i naqin (v. npr. [8], str. 73)

X(k;n)
d
=

n∑
j=n−k+1

Xj

j
, 1 ≤ k ≤ n. (1.2)

Ahsanulah i Rahman [5] dokazali su da ako svojstvo (1.2) va�i za

svako n onda ono karakterixe eksponencijalnu raspodelu. Kasnije je

Huang [33] pokazao da se uslov mo�e oslabiti tako da va�i za dve uza-

stopne vrednosti k, ali i da se ne mo�e oslabiti tako da va�i samo za

jednu vrednost k.

Pored navedenih teorema u kojima uqestvuju samo funkcije uzorka

raspodele koja se karakterixe, postoje i nexto drugaqija tvr�e�a u ko-

jima pored �ih nalazimo i druge sluqajne veliqine s poznatom raspode-

lom. U svom radu [44] Koc i Stutel dali su slede�u karakterizaciju.

Teorema 1.1.4. Neka su X1 i X2 dve nezavisne i jednako raspode	ene

nenegativne sluqajne veliqine i neka je U sluqajna veliqina nezavisna

od �ih koja ima uniformnu U [0, 1] raspodelu. Ako va�i

X1
d
= U(X1 +X2), (1.3)

tada X1 ima eksponencijalnu raspodelu.

U istom radu dato je i uopxte�e u kome umesto dve imamo proizvo	an

broj n sluqajnih veliqina. Da	a uopxte�a i modifikacije ove teoreme

data su u radovima [89] i (za gama raspodelu) [34].

Karakterizacije qija je ideja dobijena iz svojstva (1.2) tako�e su

mnogobrojne i u ovoj drugoj varijanti. Navodimo teoremu iz rada [17].
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Poglav	e 1. Karakterizacije raspodela

Teorema 1.1.5. Neka je X1, . . . , Xn uzorak iz nenegativne raspodele F .

a) Ako za prirodne brojeve 1 ≤ i < j ≤ n va�i

X(j;n)
d
= X(i;n) + T,

gde je T
d
= − lnW , a W ima beta B(n − j + 1, j − i) nezavisna od

X(i;n), tada je F eksponecijalna E(1) raspodela.

b) Ako za prirodne brojeve 2 ≤ r + 1 ≤ j ≤ n va�i

X(j;n)
d
= X(j−r;n−r) + T,

gde je T
d
= − lnW , a W ima beta B(n − r + 1, r) nezavisna od

X(j−r;n−r), tada je F eksponecijalna E(1) raspodela.

1.1.2 Karakterizacije Paretove raspodele

Transformacijom Y = eX sluqajne veliqine X koja ima eksponen-

cijalnu raspodelu dobija se Paretova raspodela. Stoga se veliki broj

karakterizacija eksponencijalne raspodele mo�e modifikovati tako da

budu karakterizacije Paretove raspodele. Iz ovog razloga u literaturi

retko nailazimo na \originalne" karakterizacije Paretove raspodele,

ve� se one uglavnom navode kao posledice postoje�ih teorema.

Ovde navodimo tri karakterizacije Paretove raspodele koje su

posledice teorema Puri-Rubina, Rozberga i Ahsanulaha navedenih u

prethodnom ode	ku. Teorema Rozberga navedena je u radu [73], dok su

preostale dve teoreme prvi put navedene u radovima autora ([66] i [64])

pa ih ovde navodimo s dokazima.

Familija Paretovih raspodela s parametrom oblika α data je

funkcijom raspodele

F (x) = 1− x−α, x ≥ 1, α > 0. (1.4)
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Poglav	e 1. Karakterizacije raspodela

Teorema 1.1.6. Neka su X i Y jednako raspode	ene nenegativne apso-

lutno neprekidne sluqajne veliqine. Tada, X i max{X
Y
, Y
X
} imaju istu

raspodelu ako i samo ako sluqajna veliqina X ima Paretovu raspodelu.

Dokaz. Neka je X̃ = lnX i Ỹ = lnY . Tada je

max
{X
Y
,
Y

X

}
= max

{
eX̃−Ỹ , eỸ−X̃

}
= e|X̃−Ỹ |

i

ln

(
max

{X
Y
,
Y

X

})
= |X̃ − Ỹ |.

Kako je logaritmova�e monotona transformacija, tvr�e�e da X i

max{X
Y
, Y
X
} imaju istu raspodelu ekvivalentno je tvr�e�u da su X̃ i

|X̃− Ỹ | jednako raspode	ene. Na osnovu teoreme 1.1.1 jedine neprekidne
raspodele koje zadovo	avaju ovaj uslov su eksponencijalne raspodele, pa

X̃ mora imati eksponencijalnu raspodelu s nekim parametrom α. Poxto

je X = eX̃ , sledi da X ima Paretovu raspodelu s istim parametrom α.

�

Teorema 1.1.7 (Rozberg, 1972). Neka je X1, . . . , Xn uzorak iz nenega-

tivne raspodele. Ako za neko j statistike X(j+1;n)/X(j;n) i X(1;n−j)

imaju istu raspodelu, tada X1 ima Paretovu raspodelu.

Dokaz se mo�e na�i u [73].

Teorema 1.1.8. Neka je X1, . . . , Xn uzorak iz nenegativne apsolutno

neprekidne raspodele sa strogo monotonom funkcijom raspodele i

monotono rastu�om ili opadaju�om hazardnom funkcijom. Tada,

(X(j+1;n)/X(j;n))
n−j i (X(k+1;n)/X(k;n))

n−k, 1 ≤ j ≤ k < n, imaju istu

raspodelu ako i samo ako X1 ima Paretovu raspodelu.

Dokaz. Neka je Yl = lnXl, l = 1, . . . , n. S obzirom da je logaritam

monotona transformacija, tvr�e�e teoreme mo�e se preformulisati da

(n−j)(Y(j+1;n)−Y(j;n)) i (n−k)(Y(k+1;n)−Y(k;n)) imaju istu raspodelu. Ovo
je tvr�e�e teoreme 1.1.3 koja karakterixe eksponencijalnu raspodelu s

nekim parametrom α. Dakle, Y1 ima eksponencijalnu, pa X1 ima Pare-

tovu raspodelu s istim parametrom α. �
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Poglav	e 1. Karakterizacije raspodela

U radu [17] mo�emo na�i i jednu karakterizacionu teoremu \druge

vrste" sliqnu onoj u teoremi 1.1.5.

1.1.3 Karakterizacije nekih drugih raspodela

Pored ve� pomenute Po	ine karakterizacije u kojoj 1√
2
(X + Y ) i

X imaju istu raspodelu, navex�emo i slede�u karkaterizaciju nor-

malne raspodele na osnovu takozvanog Xepovog svojstva koju su dokazali

Galambox i Simoneli 2003. godine u [23].

Teorema 1.1.9. Neka su X i Y nezavisne sluqajne veliqine s istom

raspodelom F takvom da je 0 < F (x) < 1 za svako x i da je funkcija

F (x)−F (−x) u nuli pravilno promen	iva s indeksom 1. Tada ako va�i

2XY√
X2 + Y 2

d
= X,

X ima normalnu N (0, σ2) raspodelu za neko σ2 > 0.

Zanim	iva je i slede�a karakterizacija Klebanova [41].

Teorema 1.1.10. Neka je X = (X1, . . . , Xn) uzorak obima n ≥ 4 i neka

je Y = ΓX, gde je Γ ortogonalna matrica reda n × n. Tada X1 ima

normalnu raspodelu ako i samo ako su statistike X(n;n)−X(1;n) i Y(n;n)−
Y(1;n) jednako raspode	ene.

Kasnije je Su [87] pokazao uz neke dodatne uslove za funkciju

raspodele uzorka da karakterizacija va�i i kada je n = 2 ili n = 3.

Kao primer karakterizacija Koxijeve raspodele navodimo nekoliko

karakterizacija iz Arnoldovog rada [7].

Teorema 1.1.11. Neka je X apsolutno neprekidna sluqajna veliqina

takva da 2X/(1−X2) i X imaju istu raspodelu. Tada X ima Koxijevu

C(0, 1) raspodelu.

Teorema 1.1.12. Neka je X apsolutno neprekidna sluqajna veliqina

takva da 1
2
(X +X−1) i X imaju istu raspodelu. Tada X ima Koxijevu

C(0, 1) raspodelu.
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Poglav	e 1. Karakterizacije raspodela

Stepena raspodela, sliqno kao i Paretova, mo�e se izraziti preko

eksponencijalne raspodele, transformacijom Y = e−X . Stoga se sve

karakterizacije eksponencijalne i Paretove raspodele mogu prevesti

na �u. Uopxte u nauqnoj literaturi karakterizacije stepene raspodele

navode se u obliku posledica, kao i u sluqaju Paretove raspodele. Kao

primer mo�emo navesti da je u radu Purija i Rubina [69] navedena ka-

rakterizacija stepene raspodele u kojoj X i min{X/Y, Y/X} imaju istu
raspodelu.

Me�utim, postoje i radovi u kojima je karakterizacija izvedena bax

za stepenu raspodelu. Kao primer navex�emo teoremu koju je 2014. naveo

Arslan [10]. Ona je primen	iva u takozvanom uzorkova�u pomo�u rangi-

ranih skupova a dokaz joj se zasniva na primeni Xoke-Denijeve teoreme

iz funkcionalne analize.

Teorema 1.1.13. Neka je X1, . . . , Xn uzorak iz neprekidne raspodele F ,

i neka su X i
1, . . . , X

i
i , k ≤ i ≤ n, gde je 1 ≤ k ≤ n− 1, nezavisni skupovi

uzoraka veliqine i. Tada je F stepena raspodela, tj.

F (x) = xα, x ∈ [0, 1],

s nekim parametrom α > 0 ako i samo ako za neko k, 1 ≤ k ≤ n − 1,

va�i

X(k;n)
d
= X(k;k)X(k+1;k+1) · · ·X(n;n).

Karakterizacije stepene raspodele \druge vrste" s idejom sliqnom

kao u teoremi 1.1.5 mo�emo na�i u [17] i [85].

1.2 Drugi tipovi karakterizacija

Verovatno najpoznatija i najqex�e korix�ena karakterizacija ek-

sponencijalne raspodele, osobinom odsustva memorije, data je slede�om

teoremom.
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Poglav	e 1. Karakterizacije raspodela

Teorema 1.2.1. Neka je F (x) nedegenerisana funkcija raspodele. Pret-

postavimo da F (x) zadovo	ava slede�u funkcionalnu jednaqinu

1− F (x+ y) = (1− F (x))(1− F (y)),

za svako x ≥ 0 i y ≥ 0 skoro sigurno. Tada je F (x) = 1− e−λx, x ≥ 0, gde

je λ pozitivna konstanta.

Navedena karakterizacija spada u takozvanu grupu karakterizacija

preko zaseqenih raspodela. Pored �e navex�emo i slede�u karakteri-

zaciju logistiqke raspodele koja se mo�e na�i u [22].

Teorema 1.2.2. Neka sluqajna veliqina X ima apsolutno neprekidnu

raspodelu F (x) koja je simetriqna oko nule. Tada X ima logistiqku

Log(λ) raspodelu ako i samo ako za svako x, y > 0 va�i

1− F (x+ y)

(1− F (x))(1− F (y))
=

F (x+ y)

F (x)F (y)
.

Osobenost ove karakaterizacije je ta xto je �en najpogodniji oblik

upravo za logistiqku raspodelu. Mo�e se odgovaraju�om transformaci-

jom modifikovati da bude karakterizacija eksponencijalne raspodele,

ali bi u tom sluqaju bila priliqno komplikovana.

Slede�i tip karakterizacija koje navodimo su karakterizacije na

osnovu raspodele neke statistike. Prva teorema ovog tipa koju �emo

navesti izvedena je iz poznate osobine, koja se u nekim izvorima navodi

i kao definicija χ2
n raspodele, da je ona zbir n nezavisnih normal-

nih N (0, 1) raspodela. Teorema koju je naveo Kruglov [47] tvrdi da,

ako zbir kvadrata beskonaqno de	ivih jednako raspode	enih sluqajnih

veliqina ima χ2
n raspodelu, tada one moraju imati standardnu normalnu

raspodelu.

Slede�a teorema ove vrste koju navodimo data je u radu [3]

Teorema 1.2.3. Neka je X pozitivna sluqajna veliqina s neprekidnom

funkcijom raspodele F . Ako statistika
∑n

i=1
Xi

Xn;n
− 1 ima Irvin-

Holovu raspodelu sa parametrom n− 1 za neke dve uzastopne vrednosti

9



Poglav	e 1. Karakterizacije raspodela

n, tada X ima uniformnu U [0, a] raspodelu za neko a > 0.

Poznato je svojstvo da koliqnik dve nezavisne gama raspodele s istim

parametrom skalira�a ima beta raspodelu druge vrste, ali to tvr�e�e

nije karakterizacija gama raspodele (v. [43]). Me�utim, u istom radu

navedena je slede�a teorema u kojoj raspodela analogne dvodimenzione

statistike karakterixe gama raspodelu.

Teorema 1.2.4. Neka su X1, X2 i X3 nezavisne pozitivne sluqajne veli-

qine. Ukoliko dvodimenziona statistika (X1/X2, X2/X3) ima dvodi-

menzionu beta raspodelu druge vrste s gustinom

f(y1, y2) =
Γ(p1 + p2 + p3)

Γ(p1)Γ(p2)Γ(p3)

yp1−1
1 yp2−1

2

(1 + y1 + y2)p1+p2+p3
, y1, y2 > 0,

tada X1, X2 i X3 imaju gama raspodele s parametrima oblika p1, p2 i

p3 i istim parametrom skalira�a.

Veliki broj karakterizacija zasnovan je na nezavisnosti dve stati-

stike. Najpoznatija od �ih je svakako da nezavisnost uzoraqke sredine

od uzoraqke disperzije karakterixe normalnu raspodelu. Svojstvo je

naravno opxte poznato i nalazi se u svim u
benicima statistike, a

karakterizacionu teoremu objavio je Lukaq [50].

Tako�e za normalnu raspodelu imamo u quvenu Bernxtajnovu teoremu

[16].

Teorema 1.2.5 (Bernxtajn, 1941). Neka su X i Y nezavisne i jednako

raspode	ene sluqajne veliqine i neka su X + Y i X − Y nezavisne slu-

qajne veliqine. Tada X i Y imaju normalnu raspodelu.

Uopxte�e ove teoreme za proizvo	ne linearne kombinacije, teorema

Skitoviq-Darmua [77], jedan je od najznaqajnijih i iznena�uju�ih rezul-

tata na po	u karakterizacija.

Slede�a karakterizacija gama raspodele [51] zanim	iva je i po tome

xto se za X i Y ne postav	a uslov da su jednako raspode	ene.

Teorema 1.2.6. Neka su X i Y dve nezavisne nedegenerisane i pozi-

tivne sluqajne veliqine. Sluqajne veliqine U = X + Y i V = X/Y

10



Poglav	e 1. Karakterizacije raspodela

nezavisne su ako i samo ako X i Y imaju gama raspodele s istim

parametrom skalira�a.

U radu [7] Arnold je dao narednu karakterizaciju Koxijeve

raspodele.

Teorema 1.2.7. Neka su X i Y nezavisne i jednako raspode	ene apso-

lutno neprekidne sluqajne veliqine i neka su X i (X + Y )/(1 − XY )

tako�e nezavisne sluqajne veliqine. Tada X ima Koxijevu C(0, 1)
raspodelu.

Tri karakterizacije uninformne raspodele u kojima se kombinuje

raspodela statistike i nezavisnost date su u radu Denga [20].

Teorema 1.2.8. Neka su U i V nezavisne apsolutno neprekidne sluqajne

veliqine s nosaqem (0, 1). Tada su slede�a tvr�e�a ekvivalentna:

(i) U ima uniformnu U(0, 1) raspodelu.

(ii) W1 = min{U
V
, 1−U
1−V

} ima uniformnu U(0, 1) raspodelu i nezavisna je
od V .

(iii) W2 = |U−V |(∆
V
+ 1−∆

1−V
) ima uniformnu U(0, 1) raspodelu i nezavisna

je od V , gde je ∆ = I(V > U).

(iv) W3 = U + V mod 1 ima uniformnu U(0, 1) raspodelu i nezavisna

je od V .

Naredna vrsta karakterizacionih teorema koje �emo navesti su

karakterizacije zasnovane na momentima. Pomenu�emo najpre rezultat

Hefdinga [32] u kome niz momenata statistike poretka fiksiranog reda

r za svako n ≥ r jednoznaqno odre�uje raspodelu. Specijalno, dobi-

jamo da niz EX(1;n) =
1
n
, n ≥ 1 karakterixe eksponencijalnu E(1), dok

EX(1;n) =
1

n+1
karakterixe uniformnu U [0, 1] raspodelu.

Karakterizacija stepene raspodele preko rekurentne veze momenata

data je u radu Tua i Lina [78] slede�om teoremom.
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Teorema 1.2.9 (Tu i Lin, 1989). Neka su X1, . . . Xn nezavisne jednako

raspode	ene sluqajne veliqine qiji momenti odgovaraju�ih redova pos-

toje. Tada va�i(
r

(
n

r

))−1

EX2
(r;n) − 2

(
(r + p)

(
n+ p

r + p

))−1

EX(r+p;n+p)

+
(
(r + 2p)

(
n+ 2p

r + 2p

))−1

= 0

ako i samo ako X1 ima stepenu raspodelu s parametrom 1/p.

Specijalan sluqaj ove teoreme za n = 1, r = 1 i p = 1 svodi

se na karakterizaciju uniformne U [0, 1] raspodele svojstvom 2EX2 =

EX(2;2) = 2
3
. Ova karakterizacija (ali za proizvo	nu uniformnu

raspodelu) navedena je i u [67] slede�om teoremom

Teorema 1.2.10 (Papatanasiju, 1990). Neka su X1 i X2 nezavisne i

jednako raspode	ene sluqajne veliqine. Va�i nejednakost

Cov(X1;2, X2;2) ≤
1

3
DX,

gde se jednakost dosti�e ako i samo ako X1 ima uniformnu U [a, b]
raspodelu.

Pored navedenih, mnogobrojne su i karakterizacije preko uslovnih

momenata koje se nalaze u preseku karakterizacija na osnovu momenata

i zaseqenih raspodela. Zanim	iv primer ove vrste je karakterizacija

generalisane Paretove raspodele iz rada [74] koja predstav	a uopxte�e

osobine odsustva memorije.

Teorema 1.2.11. Neka je X nenegativna sluqajna veliqina s funkcijom

raspodele F i konaqnim matematiqkim oqeki�em µ. Neka je µ(x) =

E(X − x|X > x). Tada ako va�i

1− F
(
x+

yµ(x)

µ

)
= (1− F (x))(1− F (y)), za svako x, y ≥ 0,
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onda X ima generalisanu Paretovu raspodelu, tj. �ena funkcija

raspodele je jedna od slede�e tri:

F1(x) = 1− e−λx, x ≥ 0, za neko λ > 0;

F2(x) = 1−
(
1 +

x

λ

)−α

, x ≥ 0, za neko λ > 0 i α > 1;

F3(x) = 1−
(
1− x

λ

)α
, x ∈ [0, λ], za neko λ > 0 i α > 0.

Niz karakterizacija razliqitih raspodela na osnovu maksimalne en-

tropije dat je u (v. [48]). Me�u raspodelama qiji je nosaq konaqni inter-

val maksimalna entropija karakterixe uniformnu, a uz dodatni uslov

da je matematiqko oqekiva�e logaritma fiksirano, beta raspodelu. Kod

raspodela definisanih na pozitivnoj poluosi ovo svojstvo uz fiksi-

rano matematiqko oqekiva�e karakterixe eksponencijalnu, dok kod ra-

spodela qiji je nosaq ceo skup realnih brojeva, uz fiksirano matema-

tiqko oqekiva�e i disperziju, svojstvo maksimalne entropije karakte-

rixe normalnu raspodelu.

Navex�emo jox da postoje i karakterizacije na osnovu razliqi-

tih statistiqkih svojstava (maksimalna verodostojnost, regresija), a

u novije vreme u literaturi veoma su zastup	ene karakterizacije na

osnovu rekorda.
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Poglav	e 2

Nove karakterizacije

eksponecijalne raspodele

2.1 Uvod

U ovom poglav	u bi�e prikazane nove karakterizacije eksponen-

cijalne raspodele koje ve�inom predstav	aju rezultate autora iz ove

oblasti Sve teoreme baziraju se na statistikama poretka, odnosno na

razlaga�u preko izraza (1.2).

Godine 2013. Arnold i Vi	ase�or u svom radu [9] naveli su nekoliko

karakterizacionih teorema eksponencijalne raspodele koji se zasnivaju

na uzorcima obima dva. Ve�ina �ih zahteva da gustina raspodele koja

se karakterixe bude analitiqka. Stoga �emo pre nego xto krenemo u

da	e razmatra�e najpre definisati slede�u klasu.

Definicija 2.1.1. Neka je F klasa apsolutno neprekidnih funkcija

raspodele F takvih da va�i F (0) = 0 i qija se gustina raspodele f

mo�e razviti u Maklorenov red za svako x > 0.

Prva me�u navedenim teoremama je specijalni sluqaj karakteri-

zacije preko svojstva (1.2) za k = n = 2.

Teorema 2.1.1 (Arnold i Vi	ase�or, 2013). Ako su X1 i X2 nezavisne
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i jednako raspode	ene sluqajne veliqine s raspodelom F ∈ F , i ako va�i

X1 +
1

2
X2

d
= max{X1, X2},

tada X1 ima eksponencijalnu raspodelu s nekim λ > 0.

Ova karakterizacija zahteva analitiqnost funkcije gustine f , xto

se ogleda u dokazu teoreme koji koristi slede�u lemu

Lema 2.1.1. Neka je F funkcija raspodele iz klase F . Ako za svako

prirodno k va�i:

f (k)(0) =
[f ′(0)

f(0)

]k−1

f ′(0), (2.1)

tada je f(x) = λe−λx za neko λ > 0.

Zbog dokaza preko razvoja funkcije u red lemu je mogu�e primeniti

samo kada je funkcija gustine analitiqka. Na kraju rada navedene su

hipoteze o uopxte�u ove teoreme.

Prva, zasnovana na reprezentaciji maksimuma u uzorku obima tri,

dokazana je u radu Janeva i Qakrabortija [88], a zatim i karakterizacija

preko veze uzastopnih maksimuma, u radu istih autora [18].

Ova ideja mo�e se proxiriti na proizvo	ne statistike poretka.

Slede rezultati autora na ovu temu koji se mogu na�i u [65] i [53].

2.2 Karakterizacije na uzorcima malog

obima

Prikaza�emo najpre tri karakterizacije eksponencijalne raspodele

za koje je zajedniqko to xto se u �ima jav	a medijana uzorka obima tri.

Slede�a lema pogodnija je od leme 2.1.1 jer se i prvi izvod tako�e

izra�ava preko f(0).

Lema 2.2.1. Neka je F funkcija raspodele iz klase F . Ako za svako

prirodno q va�i:
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f (q)(0) = (−1)qf q+1(0), (2.2)

tada je f(x) = λe−λx za neko λ > 0.

Dokaz. Razvijaju�i funkciju f u Maklorenov red za pozitivne vred-

nosti x imamo

f(x) =
∞∑
q=0

f (q)(0)
xq

q!
=

∞∑
q=0

(−1)qf q+1(0)
xq

q!
= f(0)e−f(0)x.

Za f(0) > 0 ovo je gustina eksponencijalne raspodele za λ = f(0). �
S obzirom da �e nam u dokazima narednih teorema biti potrebni

izvodi funkcija F (x)f(x) i F 2(x)f(x), �ihovo predstav	a�e preko f(0)

dajemo slede�om lemom.

Lema 2.2.2. Neka je F raspodela iz F . Neka je G(x) = F (x)f(x) i

H(x) = F 2(x)f(x). Neka je uslov (2.2) zadovo	en za q ≤ r−2. Tada va�e

slede�e jednakosti

G(q)(0) = (−1)q−1f q+1(0)(2q − 1), 1 ≤ q ≤ r − 1.

H(q)(0) = (−1)q−2f q+1(0)(3q − 2q+1 + 1), 1 ≤ q ≤ r. (2.3)

Dokaz. Primenom Lajbnicove formule za izvode proizvoda na G(x)

dobijamo

G(q)(x) =

q∑
j=0

(
q

j

)
F (j)(x)f (q−j)(x).

Kada zamenimo x = 0, anuliraju se svi sabirci koji sadr�e F (0)(x),

pa imamo
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G(q)(0) =

q∑
j=1

(
q

j

)
f (j−1)(0)f (q−j)(0)

=

q∑
j=1

(
q

j

)
(−1)j−1f j(0)(−1)q−jf q−j+1(0)

= (−1)q−1f q+1(0)

q∑
j=1

(
q

j

)
= (−1)q−1f q+1(0)(2q − 1).

Primetimo da je izraz na desnoj strani (2.3) jednak nuli za q =

1. Kako je H(x) = F 2(x)f(x) = F (x)F (x)f(x), primenom Lajbnicove

formule za izvode proizvoda tri funkcije dobijamo

H(q)(x) =

q∑
s=0

s∑
j=0

(
q

j, s− j, q − s

)
F (j)(x)F (s−j)(x)f (q−s)(x).

Zame�uju�i x = 0 na isti naqin kao u prethodnom sluqaju dobijamo

da je H ′(0) = 0, a za q ≥ 2

H(q)(0) =

q∑
s=2

s∑
j=1

(
q

j, s− j, q − s

)
f (j−1)(0)f (s−j−1)(0)f (q−s)(0)

=

q∑
s=2

s−1∑
j=1

(
q

j, s− j, q − s

)
(−1)j−1f j(0)(−1)s−j−1f s−j(0)(−1)q−sf q−s+1(0)

= (−1)q−2f q+1(0)

q∑
s=2

s−1∑
j=1

(
q

j, s− j, q − s

)

= (−1)q−2f q+1(0)

(
3q −

1∑
s=0

s∑
j=0

(
q

j, s− j, q − s

)
− 2

q∑
s=2

(
q

s

))
= (−1)q−2f q+1(0)(3q − 2q+1 + 1).

�
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Napomena 2.2.1. Primetimo da su izrazi G′(0) = f 2(0) i H ′′(0) =

2f3(0) uvek taqni bez obzira na uslov teoreme. Pored toga va�i

G(0) = H(0) = H ′(0) = 0.

Sada �emo navesti i dokazati karakterizacione teoreme.

Teorema 2.2.1. Neka su X1, X2, X3 nezavisne jednako raspode	ene sluqa-

jne veliqine s raspodelom F ∈ F . Ako va�i

1

3
X1 +

1

2
X2

d
= X(2;3) (2.4)

tada X1 ima eksponencijalnu raspodelu s nekim λ > 0.

Dokaz. Izjednaqava�em gustina s leve i desne strane (2.4) dobijamo

x∫
0

3f(3y)2f(2(x− y))dy = 6F (x)(1− F (x))f(x)

x∫
0

f(3y)f(2(x− y))dy = f(x)

x∫
0

f(y)(1− 2F (y))dy

x∫
0

f(3y)f(2(x− y))dy = f(x)

x∫
0

(f(y)− 2G(y))dy. (2.5)

Dokaza�emo indukcijom da iz (2.5) sledi (2.2). Diferencira�em po

x dva puta dobijamo

f ′(3x)3f(0) + 2f(3x)f ′(0) + 4

x∫
0

f(3y)f ′′(2(x− y))dy

= 2f(x)f ′(x)− 2G′(x)f(x)− 2G(x)f ′(x) + (f(x)− 2G(x))f ′(x)

+ f ′′(x)

x∫
0

(f(y)− 2G(y))dy.

Zame�uju�i x = 0 imamo

5f ′(0)f(0) = 3f(0)f ′(0)− 2f(0)G′(0).
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Primenom leme 2.2.2 dobijamo

f ′(0) = −f 2(0),

pa (2.2) va�i za q = 1. Pretpostavimo sada da je (2.2) zadovo	eno za

1 ≤ q ≤ r − 2. Diferencira�em obe strane (2.5) r puta dobijamo

r−1∑
j=0

3r−1−jf (r−1−j)(3x)2jf (j)(0) +

x∫
0

f(3y)2rf (r)(2(x− y))dy

=
r∑

j=1

(
r

j

)
f (r−j)(x)(f (j−1)(x)− 2G(j−1)(x)) + f (r)(x)

x∫
0

(f(y)− 2G(y))dy.

Zamenom x = 0 i eliminacijom qlanova jednakih nuli dobijamo

r∑
j=1

3r−jf (r−j)(0)2j−1f (j−1)(0) =
r∑

j=1

(
r

j

)
f (r−j)(0)(f (j−1)(0)− 2G(j−1)(0)).

Izvlaqe�i iz sume qlanove koji sadr�e f (r−1)(0) i grupixu�i ih s jedne

strane dobijamo

f (r−1)(0)f(0)(r + 1− 3r−1 − 2r−1)

=
r−1∑
j=2

f (r−j)(0)3r−j2j−1f (j−1)(0)−
r−1∑
j=2

(
r

j

)
f (r−j)(0)(f (j−1)(0)− 2G(j−1)(0)).

Primenom induktivne hipoteze i lema 2.2.1 i 2.2.2 dobijamo

f (r−1)(0)(r + 1− 3r−1 − 2r−1)

= (−1)r−1f r(0)

( r−1∑
j=2

(
3r−j2j−1 −

(
r

j

)
2j−1

)
− 2(2r−1 − 1)

)
.

Da bismo dokazali da je (2.2) zadovo	eno za q = r−1 treba jox pokazati
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da je

r + 1− 3r−1 − 2r−1 =
r−1∑
j=2

(
3r−j2j−1 −

(
r

j

)
2j−1

)
− 2(2r−1 − 1),

odnosno
r∑

j=1

3r−j2j−1 =
r∑

j=1

(
r

j

)
(2j − 1).

Jednostavnim raqunom dobija se da su obe sume jednake 3r − 2r qime je

dokaz zavrxen. �

Teorema 2.2.2. Neka su X0, X1, X2, X3 nezavisne jednako raspode	ene

sluqajne veliqine s raspodelom F ∈ F . Ako je

X0 +X(2;3)
d
= X(3;3)

tada X1 ima eksponencijalnu raspodelu s nekim λ > 0.

Dokaz. Izjednaqavaju�i odgovaraju�e gustine imamo

x∫
0

f(y)6F (x− y)(1− F (x− y))f(x− y)dy = 3F 2(x)f(x)

6

x∫
0

f(y)F (x− y)(1− F (x− y))f(x− y)dy = 6f(x)

x∫
0

F (y)f(y)dy

x∫
0

f(y)G(x− y)dy −
x∫

0

f(y)H(x− y)dy = f(x)

x∫
0

G(y)dy. (2.6)

Kao i u prethodnom dokazu pokaza�emo indukcijom da iz (2.6) sledi

(2.2).
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Diferenciraju�i obe strane tri puta dobijamo

f ′′(x)G(0) + f ′(x)G′(0) + f(x)G′′(0) +

x∫
0

f(x)G(3)(x− y)dy

−
(
f ′′(x)H(0) + f ′(x)H ′(0) + f(x)H ′′(0) +

x∫
0

f(x)H(3)(x− y)dy
)

= 3f ′′(x)G(0) + 3f ′(x)G′(0) + f(x)G′′(0) + f (3)

x∫
0

G(y)dy.

Zamenom x = 0 dobijamo

f ′(0)G′(0)− f(0)H ′′(0) = 3f ′(0)G′(0),

odnosno

f ′(0) = −f 2(0).

Znaqi da (2.2) va�i za q = 1. Pretpostavimo sada da (2.2) va�i za

1 ≤ q ≤ r − 3. Diferencira�em obe strane izraza (2.6) r puta dobijamo

r−1∑
j=0

f (r−1−j)(x)G(j)(0) +

x∫
0

f(y)G(r)(x− y)dy

−
r−1∑
j=0

f (r−1−j)(x)H(j)(0)−
x∫

0

f(y)H(r)(x− y)dy

=
r∑

j=1

(
r

j

)
f (r−j)(x)G(j−1)(x) + f (r)(x)

x∫
0

G(y)dy.

Stav	aju�i x = 0 i ukla�aju�i qlanove jednake nuli dobijamo

r∑
j=2

f (r−j)(0)G(j−1)(0)−
r−1∑
j=2

f (r−1−j)(0)H(j)(0) =
r∑

j=2

(
r

j

)
f (r−j)(0)G(j−1)(0)
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Qlanovi za j = r su jednaki pa se mogu skratiti. Premexta�em

qlanova koji sadr�e f (r−2)(0) na jednu stranu dobijamo

f (r−2)(0)G′(0)

(
1−

(
r

2

))
=

r−1∑
j=3

((
r

j

)
− 1

)
f (r−j)(0)G(j−1)(0) +

r−1∑
j=2

f (r−1−j)(0)H(j)(0)

Primenom induktivne hipoteze imamo

f (r−2)(0)

(
1−

(
r

2

))
= (−1)r−2f r−1(0)

(
r−1∑
j=3

(2j−1 − 1)

((
r

j

)
− 1

)
−

r−1∑
j=2

(3j − 2j+1 + 1)

)
,

Da bismo pokazali induktivni korak ostaje jox da se doka�e

1−
(
r

2

)
=

(
− 2 +

r−1∑
j=3

(2j−1 − 1)

((
r

j

)
− 1

)
− (3j − 2j+1 + 1)

)
,

odnosno

r−1∑
j=2

(2j−1 − 1)

((
r

j

)
− 1

)
=

r−1∑
j=2

(3j − 2j+1 + 1). (2.7)

Lako se mo�e izraqunati da su obe strane jednakosti 3r

2
−2r+1+r+ 3

2
,

qime je dokaz zavrxen. �

Teorema 2.2.3. Neka su X1, X2, X3, X4 nezavisne jednako raspode	ene

sluqajne veliqine s raspodelom F ∈ F . Ako je

X(2;3) +
1

4
X4

d
= X(3;4)

onda X1 ima eksponencijalnu raspodelu s nekim λ > 0.
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Dokaz. Izjednaqavaju�i odgovaraju�e gustine imamo

x∫
0

6F (x− y)(1−F (x− y))f(x− y)4f(4y)dy = 12F 2(x)(1−F (x))f(x)

2

x∫
0

f(4y)F (x− y)(1−F (x− y))f(x− y)dy = f(x)

x∫
0

(F 2(y)−F 3(y))f(y)dy

2

x∫
0

f(4y)(G(x− y)−H(x− y))dy = f(x)

x∫
0

(2G(y)−3H(y))dy. (2.8)

Kao i u prethodnim sluqajevim, dokaza�emo da iz (2.8) sledi (2.2).

Posle izraqunava�a tre�eg izvoda i eliminisa�a qlanova jednakih

nuli dobijamo

8f ′(0)G′(0)− 2f(0)H ′′(0) = 6f ′(0)G′(0)− 3f(x)H ′′(0)

odnosno

f ′(0) = −f 2(0).

Uslov (2.2) dakle va�i za q = 1. Pretpostavimo da va�i za 1 ≤ q ≤
r − 3. Diferencira�em izraza (2.8) r puta dobijamo

2
r−1∑
j=0

4r−1−jf (r−1−j)(4x)(G(j)(0)−H(j)(0))

+ 2

x∫
0

4rf (r)(4y)(G(x− y)−H(x− y))dy

=
r∑

j=1

(
r

j

)
f (r−j)(x)(2G(j−1)(x)− 3H(j−1)(x))

+ f r(x)

x∫
0

(2G(y)− 3H(y))dy.
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Stav	aju�i x = 0 i eliminixu�i qlanove jednake nuli imamo

2
r−1∑
j=2

4r−jf (r−j)(0)G(j−1)(0)− 2
r−1∑
j=2

4r−1−jf (r−1−j)(0)H(j)(0)

= 2
r∑

j=2

(
r

j

)
f (r−j)(0)G(j−1)(0)− 3

r−1∑
j=2

(
r

j + 1

)
f (r−1−j)(0)H(j)(0).

Qlanovi za j = r u prvoj i tre�oj sumi poklapaju se pa se mogu skratiti.

Izvlaqe�i na jednu stranu qlanove koji sadr�e f (r−2)(0) dobijamo

2f (r−2)(0)f 2(0)
(
4r−2 −

(
r

2

))
= 2

r−1∑
j=3

f (r−j)(0)G(j−1)(0)
((r

j

)
− 4r−j

)
−

r−1∑
j=2

f (r−1−j)(0)H(j)(0)
(
3

(
r

j + 1

)
− 2 · 4r−1−j

)
.

Primenom induktivne hipoteze na desnu stranu prethodnog izraza do-

bijamo

2f (r−2)(0)
(
4r−2 −

(
r

2

))
= (−1)r−2f r−1(0)

(
2

r−1∑
j=3

(2j−1 − 1)
((r

j

)
− 4r−j

)
+

r−1∑
j=2

(3j − 2j+1 + 1)
(
3

(
r

j + 1

)
− 2 · 4r−1−j

))
.

Ostaje jox da se poka�e

r−1∑
j=2

(2j−2)

(
4r−j−

(
r

j

))
=

r−1∑
j=2

(3j−2j+1+1)

(
3

(
r

j + 1

)
−2·4r−j−1

)
. (2.9)

Lako se mo�e izraqunati da su obe sume jednake 4r

3
−3r+2r− 1

3
, qime

je dokaz zavrxen. �
Sve tri navedene teoreme imaju svoja prirodna uopxte�a koja �emo

u da	em izlaga�u predstaviti.
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2.3 Neki identiteti sa Stirlingovim

brojevima druge vrste

U ovom ode	ku predstavi�emo qetiri kombinatorna identiteta koja

�e biti korix�ena u dokazima narednih karakterizacionih teorema. U

svim tim identitetima pojav	uju se Stirlingovi brojevi druge vrste.

Stirlinovi brojevi druge vrste, koje obele�avamo sa
{
a
b

}
, predsta-

v	aju broj naqina da se skup od a elemenata podeli na b nepraznih pod-

skupova. Vixe o Stirlingovim brojevima mo�e se na�i npr. u [25].

Ovde navodimo qetiri elementarna identiteta za Stirlingove brojeve

druge vrste:

{
a

b

}
=

{
a− 1

b− 1

}
+ b

{
a− 1

b

}
, (2.10){

a+ 1

b+ 1

}
=

a∑
l=0

(
a

l

){
l

b

}
, (2.11)

{
a+ b+ 1

b

}
=

b∑
l=0

l

{
a+ l

l

}
, (2.12)

ab =
b∑

l=0

{
b

l

}
a(a− 1) · · · (a− l + 1). (2.13)

Prelazimo sada na identitete potrebne za dokaziva�e karakteriza-

cionih teorema.

Lema 2.3.1. Za cele brojeve k, n, r takve da je 1 < k ≤ n i r ≥ 0 va�i

k+r−1∑
j=k−2

j−k+2∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − 2)!

{
j+1

i+ k− 1

}
(k − 1)nk+r−1−j

=
r+1∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − 1)!

{
k + r + 1

i+ k

}
. (2.14)

Dokaz. Dokaza�emo tvr�e�e indukcijom po r. Za r = 0 jednakost (2.14)
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svodi se na

(k − 1)!

(
n+

{
k

k − 1

}
+ (k − 1)(n− k)

)
= (k − 1)!

({
k + 1

k

}
+ k(n− k)

)
,

xto va�i na osnovu identiteta (2.10). Stoga tvr�e�e leme va�i za r = 0

i za svako 1 < k ≤ n.

Pretpostavimo sada da (2.14) va�i za r− 1 za svako 1 < k ≤ n. Leva

strana jednakosti (2.14) mo�e se rastaviti kao

k+r−2∑
j=k−2

j−k+2∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − 2)!

{
j + 1

i+ k − 1

}
(k − 1)nk+r−1−j

+
r+1∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − 2)!

{
k + r

i+ k − 1

}
(k − 1).

Primenom induktivne hipoteze na prvi sabirak dobijamo da je gor�i

izraz jednak

r∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+k−1)!

{
k + r

i+ k

}
n+

r+1∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+k−2)!

{
k + r

i+ k − 1

}
(k−1).

(2.15)

Ostaje jox da se doka�e da je izraz (2.15) jednak

r+1∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − 1)!

{
k + r + 1

i+ k

}
,

xto se mo�e zapisati kao

r+1∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k− 1)!

{
k + r

i+ k − 1

}
+

r∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k)!

{
k + r

i+ k

}
. (2.16)
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Grupisa�em odgovaraju�ih sabiraka iz izraza (2.15) i (2.16) dobijamo

r∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − 1)!

{
k + r

i+ k

}
(n− k − i)

=
r+1∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − 2)!

{
k + r

i+ k − 1

}
i.

Posled�a jednakost lako se dokazuje zamenom indeksa j = i + 1 u prvoj

sumi. �

Lema 2.3.2. Za cele brojeve k, n, r takve da je 1 < k ≤ n i r ≥ 0 va�i

k+r−1∑
j=k−2

j−k+2∑
i=0

(
n− k + 1

i

)
(i+ k − 2)!

{
j+1

i+ k− 1

}
(k − 1)(n− k + 1)k+r−1−j

=
r+1∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − 1)!

{
k + r + 1

i+ k

}
. (2.17)

Dokaz ove leme je potpuno analogan dokazu prethodne leme 2.3.1 pa

ga izostav	amo.

Lema 2.3.3. Za cele brojeve k, n, r takve da je 1 < k ≤ n i r ≥ 0 va�i

r+1∑
i=0

(
n− k

i

) k∑
s=1

(n− k + s)
(i+ s− 1)!

(s− 1)!

{
s+ r

i+ s

}

=
r+1∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − 1)!

(k − 1)!

{
k + r + 1

i+ k

}
. (2.18)

Dokaz. Dokaza�emo tvr�e�e leme indukcijom po n. Za svako r i k i

n = k izraz (2.18) svodi se na identitet (2.12).

Pretpostavimo sada da je jednakost (2.18) ispu�ena za svako k, svako

r i n − 1. Dokaza�emo da je tako�e ispu�ena za n. Transformacijom

leve strane jednakosti (2.18) dobijamo
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r+1∑
i=0

(
n− k

i

)(
(n− k − i)

k∑
s=1

(i+ s− 1)!

(s− 1)!

{
s+ r

i+ s

}
+

k∑
s=1

(i+ s)!

(s− 1)!

{
s+ r

i+ s

})

=
r+1∑
i=0

(n− k)

(
n− k − 1

i

) k∑
s=1

(i+ s− 1)!

(s− 1)!

{
s+ r

i+ s

}

+
r+1∑
i=0

(
n− k − 1

i

) k∑
s=1

(i+ s)!

(s− 1)!

{
s+ r

i+ s

}
+

r+1∑
i=0

(
n− k − 1

i− 1

) k∑
s=1

(i+ s)!

(s− 1)!

{
s+ r

i+ s

}

=
r+1∑
i=0

(n− k)

(
n− k − 1

i

) k∑
s=1

(i+ s− 1)!

(s− 1)!

{
s+ r

i+ s

}

+
r+1∑
i=0

(
n− k − 1

i

) k∑
s=1

(i+ s)!

(s− 1)!

({
s+ r

i+ s

}
+ (i+ s+ 1)

{
s+ r

i+ 1 + s

})
.

Primenom identiteta (2.10), pomera�em indeksa s u posled�oj unutrax-

�oj sumi, i izdvaja�em qlana za s = k + 1, gor�i izraz postaje

r+1∑
i=0

(n− k)

(
n− k − 1

i

) k∑
s=1

(i+ s− 1)!

(s− 1)!

{
s+ r

i+ s

}

+
r+1∑
i=0

(
n− k − 1

i

) k∑
s=2

(i+ s− 1)!

(s− 2)!

{
s+ r

i+ s

}

+
r+1∑
i=0

(
n− k − 1

i

)
(i+ k)!

(k − 1)!

{
k + 1 + r

i+ k + 1

}
.

Grupisa�em prva dva sabirka i primenom induktivne hipoteze dobijamo

desnu stranu izraza (2.18), qime je dokaz zavrxen. �

Lema 2.3.4. Za cele brojeve k, n, r takve da je 1 < k ≤ n i r ≥ 0 va�i

∑
j1,...,jk≥0

j1+···+jk=r+1

nj1(n−1)j2 · · · (n−k+1)jk =
r+1∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − 1)!

(k − 1)!

{
i+ r + 1

i+ k

}
.

(2.19)

Dokaz. Tvr�e�e dokazujemo jakom indukcijom po r. Za svako k i n i
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r = 0 imamo

n+ (n− 1) + · · ·+ (n− k + 1) =

{
k + 1

k

}
+ (n− k)k,

xto oqigledno va�i jer je
{
k+1
k

}
= k(k+1)

2
. Pretpostavimo sada da jed-

nakost (2.19) va�i za sve vrednosti do r − 1. Ostaje jox dokazati da

va�i i za r.

Razdvaja�em sume s leve strane jednakosti (2.19) na dva dela: za

j1 = 0 i j1 ≥ 0, dobijamo∑
j1,...,jk≥0

j1+···+jk=r+1

nj1(n− 1)j2 · · · (n− k + 1)jk =
∑

j1,...,jk≥0
j1+···+jk=r+1

(n− 1)j2 · · · (n− k + 1)jk

+
r+1∑
j1=1

nj1
∑

j2,...,jk≥0
j2+···+jk=r+1−j1

(n− 1)j2 · · · (n− k + 1)jk . (2.20)

Zbir indeksā unutrax�e sume drugog sabirka izraza (2.20) ma�i je od

r + 1 pa se induktivna hipoteza mo�e primeniti. (u ovom sluqaju za

n− 1, k− 1 i r+ 1− j1). Prvi sabirak mo�e se rekurzivno da	e razbi-

jati na isti naqin dok svi indeksi izuzev posled�eg ne budu jednaki

nuli. Nakon ovog procesa, uk	uquju�i i primenu induktivne hipoteze,

dobijamo∑
j1,...,jk≥0

j1+···+jk=r+1

nj1(n− 1)j2 · · · (n− k + 1)jk = (n− k + 1)r+1+ (2.21)

+
k−1∑
l=1

r+1∑
j=1

(n− l + 1)j
r+1−j∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − l − 1)!

(k − l − 1)!

{
k − l + r + 1− j

i+ k − l

}
.

Zamenom indeksa j indeksom m = k+r−1− l− j i, nakon toga, indeksa l
indeksom s = k−l+1, a zatim primenom identiteta (2.13) na (n−k+1)r+1,
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izraz (2.21) postaje

k∑
s=2

r∑
i=0

r+s−2∑
m=i+s−2

(
n− k

i

)
(n− k + s)r+s−1−m (i+ s− 2)!

(s− 2)!

{
m+ 1

i+ s− 1

}

+
r+1∑
i=0

(n− k + 1)!

(n− k + 1− i)!

{
r + 1

i

}

=
k∑

s=2

(n− k + s)

(s− 1)!

r∑
i=0

(
n− k

i

) r+s−2∑
m=i+s−2

(
n− k + s)r+s−2−m(s− 1)

(i+ s− 2)!

{
m+ 1

i+ s− 1

})
+ (n− k + 1)

r+1∑
i=1

(
n− k

i− 1

)
(i− 1)!

{
r + 1

i

}
.

Primenom leme 2.3.1 na dve unutrax�e sume i grupisa�em sabiraka

dobijamo
k∑

s=1

r∑
i=0

(n− k + s)

(
n− k

i

)
(i+ s− 1)!

(s− 1)!

{
r + s

i+ s

}
.

Prime�uju�i sada lemu 2.3.3 dobijamo desnu stranu jednakosti (2.19),

qime je dokaz zavrxen. �

Napomena 2.3.1. Tvr�e�a lema 2.3.3 i 2.3.4 tako�e va�e za k = 1.

Dokazi su analogni, ali dosta jednostavniji, pa ih ne�emo navoditi.

2.4 Karakterizacije u kojima je uzorak

proizvo	nog obima

Kao i u sluqaju karakterizacija na uzorcima malog obima, i ovde

je potrebno izraziti proizvo	ne izvode pomo�ne funckije preko f(0).

Oznaqimo Am(x) = Fm(x)f(x). �eno izra�ava�e preko f(0) dajemo

slede�om lemom.

Lema 2.4.1. Neka je F funkcija raspodele koja pripada klasi F . Ako
je uslov (2.2) ispu�en za svako 0 ≤ q ≤ r −m, r > m, onda je

A(r)
m (0) = (−1)r−mf r+1(0)

{
r + 1

m+ 1

}
m!. (2.22)
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Napomena 2.4.1. Za r ≤ m tvr�e�e je taqno bez ikakvih pret-

postavki o izvodima funkcije f .

Dokaz. Izvod reda r funkcije Am(x) preko Lajbnicove formule za

izvod proizvoda mo�e se zapisati kao

A(r)
m (x) =

∑
j1,...,jm+1≥0
j1+···+jm+1=r

(
r

j1, . . . , jm+1

)
F (j1)(x) · · ·F (jm)(x)f (jm+1)(x).

Koriste�i qi�enicu da je F (0) = 0 dobijamo

A(r)
m (0) =

∑
j1,...,jm≥1, jm+1≥0

j1+···+jm+1=r

(
r

j1, . . . , jm+1

)
f (j1−1)(0) · · · f (jm−1)(0)f (jm+1)(0).

(2.23)

S obzirom da su svi izvodi koji se pojav	uju u izrazu (2.23) reda ma�eg

ili jednakog r −m, koriste�i (2.2) dobijamo

A(r)
m (0) =

∑
j1,...,jm≥1, jm+1≥0

j1+···+jm+1=r

(
r

j1, . . . , jm+1

)
(−1)r−mf r+1(0)

= (−1)r−mf r+1(0)
∑

j1,...,jm,jm+1≥1
j1+···+jm+1=r

(
r

j1, . . . , jm+1

)

+ (−1)r−mf r+1(0)
∑

j1,...,jm≥1, jm+1=0
j1+···+jm+1=r

(
r

j1, . . . , jm

)

= (−1)r−mf r+1(0)

({
r

m+ 1

}
(m+ 1)! +

{
r

m

}
m!

)
= (−1)r−mf r+1(0)m!

{
r + 1

m+ 1

}
.

U posled�em koraku iskorix�en je identitet (2.10). �

Prelazimo sada na karakterizacione teoreme. Najpre navodimo

uopxte�e teoreme 2.2.3 za proizvo	nu statistiku poretka u uzorku
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proizvo	nog obima.

Teorema 2.4.1. Neka je X1, . . . , Xn uzorak iz raspodele F koja pripada

F . Neka je k fiksirani broj takav da je 1 < k ≤ n. Ako je

X(k−1;n−1) +
1

n
Xn

d
= X(k;n), (2.24)

onda je uzorak iz eksponencijalne raspodele s nekim parametrom λ > 0.

Dokaz. Izjednaqavaju�i odgovaraju�e gustine iz (2.24) dobijamo

x∫
0

(n− 1)!

(k − 2)!(n− k)!
F k−2(x− y)(1− F (x− y))n−kf(x− y)nf(ny)dy

=
n!

(k − 1)!(n− k)!
F k−1(x)(1− F (x))n−kf(x),

odnosno

(k − 1)
n−k∑
i=0

(−1)i
(
n− k

i

) x∫
0

Ai+k−2(x− y)f(ny)dy

= f(x)
n−k∑
i=0

(−1)i
(
n− k

i

) x∫
0

Ai+k−2(y)dy. (2.25)

Dokaza�emo indukcijom da jednakost (2.2) va�i za svako prirodno q xto

preko leme 2.2.1 povlaqi da je f(x) gustina eksponencijalne raspodele.

Diferencira�em integralne jednaqine (2.25) k puta dobijamo

32



Poglav	e 2. Nove karakterizacije eksponecijalne raspodele

(k − 1)
n−k∑
i=0

(−1)i
(
n− k

i

)( k−1∑
j=0

nk−1−jf (k−1−j)(nx)A
(j)
i+k−2(0)

+

x∫
0

A
(k)
i+k−2(x− y)f(ny)dy

)

=
n−k∑
i=0

(−1)i(i+ k − 1)

(
n− k

i

)( k∑
j=1

(
k

j

)
f (k−j)(x)A

(j−1)
i+k−2(0)

+f (k)(x)

x∫
0

A
(k)
i+k−2(y)dy

)
.

Zamenom x = 0 i eliminacijom qlanova jednakih nuli dobijamo

nf ′(0)(k − 2)!fk−1(0) + f(0)A
(k−1)
k−2 (0)− (n− k)(k − 1)!fk+1(0)

= f(0)A
(k−1)
k−2 (0) + f ′(0)(k − 2)!fk−1(0)k − k(n− k)(k − 2)!fk+1(0),

odakle sledi da je f ′(0) = −f2(0), xto znaqi da (2.2) va�i za q = 1.

Pretpostavimo sada da (2.2) va�i za svako q ≤ r. Dokaza�emo da va�i

i za q = r + 1.

Diferencira�em integralne jednaqine (2.25) k + r puta, zamenom

x = 0 i eliminacijom qlanova jednakih nuli dobijamo

(k − 1)
r+1∑
i=0

(−1)i
(
n− k

i

) k+r−1∑
j=i+k−2

nk+r−1−jf (k+r−1−j)(0)A
(j)
i+k−2(0)

=
r+1∑
i=0

(−1)i(i+ k − 1)

(
n− k

i

) k+r−1∑
j=i+k−2

(
k + r

j + 1

)
f (k+r−1−j)(0)A

(j)
i+k−2(0).

Qlanovi za i = 0 i j = k + r − 1 poklapaju se pa se mogu skratiti.

Razdvaja�em sume na dva dela: za i = 0 i i > 0 dobijamo
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(k − 1)

(
nr+1f (r+1)(0)A

(k−2)
k−2 (0) +

k+r−2∑
j=k−1

nk+r−1−jf (k+r−1−j)(0)A
(j)
k−2

)

+(k − 1)
r+1∑
i=1

k+r−1∑
j=i+k−2

(−1)i
(
n− k

i

)
nk+r−1−jf (k+r−1−j)(0)A

(j)
i+k−2(0)

=(k − 1)

(
k + r

k − 1

)
f (r+1)(0)A

(k−2)
k−2 (0)

+(k − 1)
k+r−2∑
k−1

(
k + r

j + 1

)
f (k+r−1−j)(0)A

(j)
k−2(0)

+
r+1∑
i=1

k+r−1∑
j=i+k−2

(−1)i
(
n− k

i

)
(i+ k − 1)

(
k + r

j + 1

)
f (k+r−1−j)(0)A

(j)
i+k−2(0).

Primenom induktivne hipoteze na izvode funkcije f , i zatim, preko

leme 2.4.1, na izvode funkcije Ai+k−2 i grupisa�em sabiraka imamo

f (r+1)(0)fk−1(0)(k − 1)!

(
nr+1 −

(
k + r

k − 1

))
= (−1)r+1fk+r+1(0)

(
(k − 1)!

k−2∑
j=k−1

((k + r

j + 1

)
− nk+r−1−j

){j + 1

k − 1

}

+
r+1∑
i=1

k+r−1∑
j=i+k−2

(
n− k

i

)(
(i+ k − 1)

(
k + r

j + 1

)

− (k − 1)nk+r−1−j
)
(i+ k − 2)!

{
j + 1

i+ k − 1

})
.
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Da bismo dokazali induktivni korak ostaje jox pokazati

(k − 1)!

(
nr+1 −

(
k + r

k − 1

)
+

k−2∑
j=k−1

(
nk+r−1−j −

(
k + r

j + 1

)){j + 1

k − 1

})

=
r+1∑
i=1

k+r−1∑
j=i+k−2

(
n− k

i

)(
(i+ k − 1)

(
k + r

j + 1

)
− (k − 1)nk+r−1−j

)
(i+ k − 2)!

{
j + 1

i+ k − 1

}
.

Spajaju�i delove za i = 0 i i > 0 ponovo u istu sumu dobijamo

r+1∑
i=0

k+r−1∑
j=i+k−2

(
n− k

i

)(
(i+ k − 1)

(
k + r

j + 1

)
− (k − 1)nk+r−1−j

)
×

× (i+ k − 2)!

{
j + 1

i+ k − 1

}
= 0,

odnosno,

r+1∑
i=0

k+r−1∑
j=i+k−2

(
n− k

i

)
(k − 1)nk+r−1−j(i+ k − 2)!

{
j + 1

i+ k − 1

}

=
r+1∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − 1)!

k+r−1∑
j=i+k−2

(
k + r

j + 1

){
j + 1

i+ k − 1

}
.

Primenom identiteta (2.11) i leme 2.3.1 dokaz je zavrxen. �

Slede�a teorema je uopxte�e teoreme 2.2.2.

Teorema 2.4.2. Neka je X1, . . . , Xn uzorak iz raspodele F koja pripada

F i neka je X0 sluqajna veliqina nezavisna od uzorka koja ima istu

raspodelu. Neka je k fiksirani broj takav da je 1 < k ≤ n. Ako va�i

X(k−1;n) +
1

n− k + 1
X0

d
= X(k;n) (2.26)

onda je uzorak iz eksponencijalne raspodele s nekim λ > 0.

Dokaz izostav	amo jer je potpuno analogan dokazu teoreme 2.4.1,
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naravno uz primenu leme 2.3.2 u posled�em koraku.

Posled�a u nizu teorema, koja je uopxte�e teoreme 2.2.1, daje nam

reprezentaciju statistike poretka reda k preko ponderisane sume neza-

visnih sluqajnih veliqina.

Teorema 2.4.3. Neka je X1, . . . , Xn uzorak iz raspodele F koja pripada

F . Neka je k fiksirani broj takav da je 1 ≤ k ≤ n. Ako va�i

1

n
X1 +

1

n− 1
X2 + · · ·+ 1

n− k + 1
Xk

d
= X(k;n) (2.27)

onda je uzorak iz eksponencijalne raspodele s nekim λ > 0.

Dokaz. Neka je k ≥ 2. Izjednaqava�em gustina kao u prethodnim dokaz-

ima dobijamo

x∫
0

nf(n(x− y2))

y2∫
0

(n− 1)f((n− 1)(y2 − y3)) · · ·

· · ·
yk−1∫
0

(n− k − 2)f((n− k + 2)(yk−1 − yk))f((n− k + 1)yk)dy2 · · · dyk

=
n!

(k − 1)!(n− k)!
F k−1(x)(1− F (x))n−kf(x),

odnosno,

x∫
0

f(n(x− y2)) · · ·
yk−1∫
0

f((n− k + 2)(yk−1 − yk))f((n− k + 1)yk)dy2 · · · dyk

=
1

(k − 1)!
f(x)

n−k∑
i=0

(−1)i
(
n− k

i

) x∫
0

Ak−2+i(y)dy. (2.28)

Oznaqimo levu stranu jednakosti (2.28) sa Jk,n(x). Ona se oqigledno
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mo�e predstaviti kao

Jk,n(x) =

x∫
0

f(n(x− y2))Jk−1,n−1(y2)dy2,

J1,1(x) = f((n− k + 1)x).

Izvod reda (k + r) izraza Jk,n je

J
(k+r)
k,n (x) =

k+r−1∑
j=0

njf (j)(0)J
(k+r−j−1)
k−1,n−1 (x)

+

x∫
0

f (k+1)(n(x− y2))n
k+rJ

(r+1)
k−1,n−1(y2)dy2.

Stav	aju�i x = 0 dobijamo

J
(k+r)
k,n (0) =

k+r−1∑
j=0

njf (j)(0)J
(k+r−j−1)
k−1,n−1 (0),

J
(s)
1,1(0) = (n− k + 1)sf (s)(0), za svako s ≥ 0.

(2.29)

Primenom rekurentne formule (2.29) k − 1 puta dobijamo

J
(k+1)
k,n (0) =

k+r−1∑
j1=0

nj1f (j1)(0)

k+r−2−j1∑
j2=0

(n− 1)j2f (j2)(0) · · ·

· · ·

r+1−
k−2∑
l=1

jl∑
jk−1=0

(n− k + 2)jk−1f (jk−1)(n− k + 1)
r+1−

k−1∑
l=1

jl
f
(r+1−

k−1∑
l=1

jl)
(0).

Izvod reda (k + r) leve strane izraza (2.28) postaje∑
j1,...,jk≥0

j1+···+jk=r+1

nj1(n− 1)j2 · · · (n− k + 1)jkf (j1)(0)f (j2)(0) · · · f (jk)(0).

Kao i u prethodnim sluqajevima, dokaza�emo indukcijom da (2.2)
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va�i za svako q. Za r = 0, izvod reda k izraza (2.28) za x = 0 je

(n+ n− 1 + · · ·+ n− k + 1)f ′(0)fk−1(0)

=
1

(k − 2)!
f(0)A

(k−1)
k−2 (0) + f ′(0)fk−1(0)k − k(n− k)fk+1(0).

(2.30)

Iz (2.23) sledi

A
(k−1)
k−2 (0) = fk−2(0)f ′(0)(k − 1)! + (k − 2)f ′(0)fk−2(0)

(k − 1)!

2
.

Zamenom ovog izraza u (2.30) dobijamo f ′(0) = −f2(0) xto znaqi da (2.2)

va�i za q = 1. Pretpostavimo sada da je (2.2) zadovo	eno za q ≤ r.

Pokaza�emo da va�i i za q = r + 1. Izvod reda (k + r) izraza (2.28) za

x = 0 je

∑
j1,...,jk≥0

j1+···+jk=r+1

nj1(n− 1)j2 · · · (n− k + 1)jkf (j1)(0)f (j2)(0) · · · f (jk)(0) (2.31)

=
r+1∑
i=0

(−1)i
(i+ k − 1)!

(k − 1)!

(
n− k

i

) k+r−1∑
j=i+k−2

(
k + r

j + 1

)
f (k+r−1−j)(0)A

(j)
i+k−2(0).

Primenom induktivne hipoteze leva strana izraza (2.31) postaje

fk−1(0)f (r+1)(nr+1 + · · ·+ (n− k + 1)r+1)

+
∑

0≤j1,...,jk<r+1
j1+···+jk=r+1

nj1(n− 1)j2 · · · (n− k + 1)jk(−1)r+1f r+1+k(0),

dok se �egova desna strana mo�e izraziti kao
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r+1∑
i=1

(
n− k

i

) k+r−1∑
j=i+k−2

(
k + r

j + 1

)
(−1)r+1fk+r+1 (i+ k − 1)!

(k − 1)!

{
j + 1

i+ k − 1

}

+
k+r−2∑

j=i+k−1

fk+r+1(0)
(i+ k − 2)!

(k − 2)!
(−1)r+1

{
j + 1

k − 1

}
+

(
k + r

k − 1

)
f (r+1)(0)

(i+ k − 2)!

(k − 2)!
+

1

(k − 2)!
f(0)A

(k+r−1)
k−2 (0).

Izraz A
(k+r−1)
k−2 (0) mo�e se izraqunati koriste�i (2.22) i (2.23), i jednak

je

Ak+r−1
k−2 (0) =

(k + r − 1)!

(r + 1)!
fk−2(0)f (r+1)(0)

+
(k + r − 1)!

(r + 2)!
(k − 2)fk−2(0)f (r+1)(0)

+
∑

1≤j1,...,jk−2<r+2
0≤jk−1<r+1

j1+···+jk=k+r−1

(−1)r+1f r+k(0)
(k + r − 1)!

j1! · · · jk−1!
.

Nakon gore navedenih transformacija i grupisa�a sabiraka, izraz
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(2.31) svodi se na

f (r+1)(0)

(
nr+1+· · ·+(n−k+1)r+1−

(
k + r

k − 1

)
−
(
k + r − 1

k − 2

)
−
(
k + r − 1

k − 3

))

= (−1)r+1f r+2(0)

(
k+r−2∑
j=k−1

(
k + r

j + 1

){
j + 1

k − 1

}

+
r+1∑
i=1

(
n− k

i

) k+r−1∑
j=i+k−2

(
k + r

j + 1

)
(i+ k − 1)!

(k − 1)!

{
j + 1

i+ k − 1

}
+

1

(k − 2)!

∑
1≤j1,...,jk−2<r+2

0≤jk−1<r+1

j1+···+jk=k+r−1

(k + r − 1)!

j1! · · · jk−1!

−
∑

0≤j1,...,jk<r+1
j1+···+jk=r+1

nj1(n− 1)j2 · · · (n− k + 1)jk

)
.

Da bismo dokazali induktivni korak ostaje jox da poka�emo(
nr+1+· · ·+(n− k + 1)r+1−

(
k + r

k − 1

)
−
(
k + r − 1

k − 2

)
−
(
k + r − 1

k − 3

))

=
k+r−2∑
j=k−1

(
k + r

j + 1

){
j + 1

k − 1

}
+

1

(k − 2)!

∑
r+2>j1,...,jk−2≥1

r+1>jk−1≥0

j1+···+jk=k+r−1

(k + r − 1)!

j1! · · · jk−1!

+
r+1∑
i=1

(
n− k

i

) k+r−1∑
j=i+k−2

(
k + r

j + 1

)
(i+ k − 1)!

(k − 1)!

{
j + 1

i+ k − 1

}
−

∑
r+1>j1,...,jk≥0
j1+···+jk=r+1

nj1(n− 1)j2 · · · (n− k + 1)jk .

Vra�a�em sabiraka nazad u odgovaraju�e sume i primenom iden-

titeta (2.11) dobijamo
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∑
j1,...,jk≥0

j1+···+jk=r+1

nj1(n−1)j2 · · · (n−k+1)jk =
r+1∑
i=0

(
n− k

i

)
(i+ k − 1)!

(k − 1)!

{
i+ r + 1

i+ k

}
,

xto sledi iz leme 2.3.4, pa je dokaz za k ≥ 2 zavrxen.

Sluqaj k = 1 dokazuje se na analogan, ali dosta jednostavniji naqin,

pa ga ovde ne navodimo. �

Slede�a direktna posledica teoreme 2.4.3, hipoteza je koju su

postavili Arnold i Vi	ase�or [9].

Posledica 2.4.1. Neka je X1, . . . , Xn sluqajni uzorak iz raspodele F

koja pripada F . Ako va�i

X1 +
1

2
X2 + · · ·+ 1

n
Xn

d
= X(n;n),

onda je uzorak iz eksponencijalne raspodele s nekim λ > 0.
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Testovi saglasnosti na osnovu

karakterizacija

Karakterizacije raspodela pogodne su za formira�e testova saglas-

nosti s odre�enom raspodelom. Ideja je potekla od Linika [48]. Danas

konstrukcija testova na osnovu karakterizacija postaje jedan od glavnih

pravaca razvoja teorije testova saglasnosti.

Prema [35] prvo prouqava�e takvog tipa testova jav	a se 1976. u

radu Vaxiqeka [79] u kojem je predlo�en test zasnovan na karakte-

rizaciji normalne raspodele na osnovu maksimalne entropije. Zatim

slede testovi eksponencijalnosti zasnovani na osobini odsustva memo-

rije ([6],[1],[45],[46],[58]). Eksponencijalna raspodela verovatno ima pri-

mat u broju testova zasnovanih na karakterizacijama koji su posve�eni

upravo �oj.

Pored navedenih, tu su jox testovi iz radova [15], [28], [29], [30] i

mnogi drugi. Prouqava�e testova saglasnosti na osnovu karakteriza-

cija nekih neprekidnih raspodela nalazimo u radu [54]. Test saglas-

nosti s uniformnom raspodelom na osnovu karakterizacije Papatanasi-

jua (teorema 1.2.10) razmatran je u radu [27].
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Sluqajevima u kojima je karakterizacija na osnovu jednako raspode-

	enih statistika posve�eno je tako�e nekoliko radova.

Zanim	ivo je da su u radu [63] predstav	eni testovi saglasnosti s

eksponencijalnom raspodelom na osnovu svojstva da X/(X+Y ) ima uni-

formnu raspodelu xto nije karakterizaciona teorema (kontraprimer

mo�e se na�i u [43]).

U radu Nikitina i Volkove [62] obra�eni su testovi na osnovu karak-

terizacije Ahsanulaha (teorema 1.1.3), a u radovima Volkove ([80],[81])

na osnovu karakterizacije Rozberga (teorema 1.1.2) i Janeva i Qakrabor-

tija zasnovanoj na rekurzivnoj reprezentaciji uzastopnih maksimuma.

Testovi saglasnosti s normalnom raspodelom na osnovu Po	ine

karakterizacije obra�eni su u radovima [55] i [49]. Testovi saglasnosti

na osnovu Xepovog svojstva (teorema 1.1.9) razmatrani su u radu [83].

Test saglasnosti sa stepenom raspodelom na osnovu karakterizacije

Purija i Rubina nalazimo u radu [84].

3.1 U-statistike i V -statistike

S obzirom na to da su test statistike testova koji su predmet ove

disertacije zasnovane na U -statistikama i V -statistikama, ostatak

poglav	a bi�e posve�en �ima.

Teoriju U -statistika prvi je razvio Hefding [31]. Deta	nije

prouqava�e ove problematike mo�e se na�i u k�igama [42] i [75].

Neka je X1, . . . , Xn uzorak iz raspodele F i neka je ϑ = ϑ(F ) para-

metar koji ima nepristrasnu ocenu na osnovu datog uzorka, tj. postoji

m ≥ 1 i mer	iva funkcija Φ(x1, . . . , xm) takva da je

E(Φ(X1, . . . , Xm)) = ϑ.

Najma�e m za koje postoji ocena nazivamo redom parametra ϑ. Mo�e se

bez gub	e�a opxtosti pretpostaviti da je funkcija Φ simetriqna po

svojim argumentima jer ako nije mo�e se zameniti simetriqnom funkci-

jom
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1

m!

∑
π

Φ(xi1 , . . . , xim)

gde je suma po svih m! permutacija skupa i1, . . . , im.

Jedna od nepristrasnih ocena parametra ϑ je statistika data

slede�om definicijom.

Definicija 3.1.1. Neka je X1, X2, . . . , Xn uzorak iz raspodele F i neka

je Φ : Rm 7→ R mer	iva funkcija. Statistika

Un =
(n−m)!

n!

∑
πm,n

Φ(Xi1 , . . . , Xim), (3.1)

gde je πm,n skup svih m-permutacija i1, . . . , im skupa prirodnih brojeva

od 1 do n naziva se U-statistika, a funkcija Φ �eno jezgro. Broj m

naziva se redom U-statistike.

Naziv U -statistika potiqe od prvog slova engleske reqi za nepris-

trasnu ocenu (engl. unbiased). U sluqaju da je jezgro U -statistike Φ

simetriqna funkcija po svojim argumentima, gor�a definicija svodi

se na

Un =

(
n

m

)−1 ∑
1≤i1≤···≤im≤n

Φ(Xi1 , . . . , Xim). (3.2)

Primeri U -statistika su uzoraqka sredina (Φ(X1) = X1), popra-

v	ena uzoraqka disperzija (Φ(X1, X2) = (X1 −X2)
2/2) itd.

Srodne U -statistikama su i takozvane V -statistike (ili fon-

Mizesovi funkcionali) koji se definixu na slede�i naqin.

Definicija 3.1.2. Neka je X1, X2, . . . , Xn uzorak iz raspodele F i neka

je Φ : Rm 7→ R mer	iva funkcija. Statistika

Vn = n−m

n∑
i1,...,im=1

Φ(Xi1 , . . . , Xim), (3.3)

naziva se V -statistika. Funkcija Φ je �eno jezgro, a m je red ove

statistike.
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3.2 Asimptotska svojstva U-statistika

Primetimo da U -statistike i V -statistike imaju jednostavnu struk-

turu i predstav	aju zbir jednako raspode	enih sluqajnih veliqina,

ali, osim u sluqaju reda 1, sabirci nisu nezavisni. Me�utim, postoji

naqin na koji se taj problem mo�e zaobi�i, tj. U -statistike se mogu s

odre�enim stepenom taqnosti aproksimirati zbirom nezavisnih jednako

raspode	enih sluqajnih veliqina. To se posti�e metodom \projekcije"

U -statistike na svoje argumente.

Oznaqimo sa Φc slede�e uslovno matematiqko oqekiva�e

Φc(x1, . . . , xc) = EΦ(x1, . . . , xc, Xc+1, . . . , Xm)

= E(Φ(X1, . . . , Xm)|X1 = x1, . . . , Xc = xc), 0 ≤ c ≤ m.

Neka je Φ̃ = Φ − ϑ(F ) i Φ̃c = Φc − ϑ(F ). Definixemo niz funkcija

na slede�i naqin

g1(x1) = Φ̃1(x1)

g2(x1, x2) = Φ̃2(x1, x2)− g1(x1)− g1(x2)

...

gm(x1, . . . , xm) = Φ̃m(x1, . . . , xm)−
m∑
i=1

g1(xi)−
∑

1≤i1<i2≤m

g2(xi1 , xi2)

− · · · −
∑

1≤i1<···<im−1≤m

gm−1(xi1 , . . . , xim−1).

Neka je r ≤ 1 najma�i prirodan broj za koji je g1 = · · · = gr−1 = 0

i gr 6= 0. Broj r tada se naziva rangom jezgra (ili U -statistike).

Ako je rang jezgra jednak jedan, tada jezgro nazivamo nedegenerisanim.

Funkcije gi nazivamo kanonskim funkcijama, a Φ̃c(x1, . . . , xc) projekci-

jama reda c jezgra Φ.

Disperzija nedegenerisane U -statistike mo�e se izraqunati kao

σ2
Φ = m2Eg21n

−1.
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Nedegenerisanost familije U -statistika definixemo na slede�i

naqin (v. [59]).

Definicija 3.2.1. Za familiju U-statistika {Un(t), t ∈ [a, b]} s

jezgrima Φ(x1, . . . , xm; t) i prvim projekcijama φ(s1; t) na X1 ka�emo

da je nedegenerisana ako je funkcija disperzija σ2
φ(t) = Eφ2(X1; t) jed-

naka nuli samo na krajevima intervala [a, b] i u najvixe konaqno mnogo

taqaka iz unutrax�osti tog intervala.

Hefding je u svom radu [31] pokazao da za U -statistike ranga r s

jezgrom iz L1 prostora va�i slede�a dekompozicija.

Un =
m∑
c=r

(
m

c

)
Unc,

gde je

Unc =
1

nc

∑
1≤i1<···<ic≤n

gc(Xi1 , . . . , Xic).

Primetimo da je Unc tako�e U -statistika, a da je Un1, s obzirom da

joj je rang 1, zbir nezavisnih jednako raspode	enih sluqajnih veliqina.

Slede�e dve teoreme predstav	aju zakon velikih brojeva i centralnu

graniqnu teoremu za U -statistike.

Teorema 3.2.1. Neka je Un U-statistika s jezgrom za koje va�i

E|Φ| < ∞. Tada za Un va�i jaki zakon velikih brojeva, tj. niz Un

skoro sigurno konvergira parametru ϑ.

Dokaz se mo�e na�i u [42] ili [75].

Teorema 3.2.2 (Hefding, 1948). Neka je Un U-statistika s nedegene-

risanim jezgrom za koje va�i E(Φ2) <∞. Tada

1√
DUn

(Un − ϑ)
d→ N (0, 1).

U sluqaju nedegenerisanih jezgara V−statistike imaju istu asimp-

totiku kao i U -statistike istog reda, pa se prilikom prouqava�a

asimptotskih svojstava mogu prouqavati odgovaraju�e U -statistike.
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3.3 U-empirijske funckije raspodele i

tipovi test statistika

Poznato je da empirijska funkcija raspodele predstav	a dobru

ocenu teorijske funkcije raspodele. Kako nam se u karakterizacionim

teoremama jav	aju raspodele nekih statistika, one se mogu dobro ocen-

iti takozvanim U -empirijskim funkcijama raspodele.

Definicija 3.3.1. Neka je X1, X2, . . . , Xn uzorak iz raspodele F i neka

je h : Rm 7→ R mer	iva funkcija. Funkcija raspodele

Hn(t) =

(
n

m

)−1 ∑
1≤i1≤···≤im≤n

I{h(Xi1 , . . . , Xim) ≤ t}, t ∈ R (3.4)

naziva se U-empirijska funkcija raspodele.

U -empirijska funkcija raspodele Hn(t) za fiksirano t je jedna U -

statistika qija je sred�a vrednost

HF (t) = P{h(Xi1 , . . . , Xim) ≤ t}, t ∈ R.

U sluqaju m = 1 funkcija Hn(t) poklapa se sa standardnom empirijskom

funkcijom raspodele.

Analogno U -empirijskim mogu se definisati i V -empirijske

funkcije raspodele. Vixe o ovim funkcijama mo�e se na�i u [37] i

[42].

Slede�a teorema (v. [28]) je teorema Glivenko-Kantelijevog tipa o

uniformnoj konvergenciji U -empirijskih funkcija raspodele.

Teorema 3.3.1 (Helmers, Jansen, Serfling, 1988). Za U-empirijsku

funkciju raspodele Hn(t) i ε > 0 postoji pozitivna konstanta C koja

ne zavisi od F tako da va�i

P
{
sup
t

|Hn(t)−HF (t)| > ε
}
≤
(
1 + 4C

√
[n/m]ε

)
e−2[n/m]ε2 .
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Va�nost ove teoreme ogleda se u tome da su U -empirijske (i V -

empirijske) funkcije raspodele s jezgrima definisanim na osnovu

karakterizacije za veliko n dovo	no bliske pa se na osnovu �ih mo�e

konstruisati test statistika za test saglasnosti.

U nauqnoj literaturi postoji nekoliko tipova test statistika koje

su zasnovane na nekoj vrsti \rastoja�a" me�u statistikama. U da	em

tekstu pa��a �e biti posve�ena dvama tipovima statistika, integral-

nom i tipu Kolmogorov-Smirnova.

Pretpostavimo da imamo karakterizaciju raspodele F oblika

g(X1, . . . , Xm)
d
= h(X1, . . . , Xm). Neka je Fn(t) empirijska funkcija

raspodele na osnovu uzorka obima n i neka su Gn(t) i Hn(t) U -empirijske

(ili V -empirijske) funkcije raspodele na osnovu istog uzorka s jez-

grima dobijenim simetrizacijom funkcija g i h koje figurixu u ka-

rakterizaciji.

Tada test statistiku integralnog tipa mo�emo definisati sa

In =

∞∫
−∞

(Gn(t)−Hn(t))dFn(t), (3.5)

dok se test statistika tipa Kolmogorov-Smirnova definixe sa

Dn = sup
t

|Gn(t)−Hn(t)| (3.6)

S obzirom da je u pita�u test saglasnosti, nulta hipoteza je da je

uzorak iz raspodele F za koju va�i navedena karakterizacija.

Nije texko videti da je integralna statistika asimptotski ek-

vivalentna U -statistici s jezgrom Φ(X1, . . . , Xm+1) koje je dobijeno

simetrizacijom funkcije

I{g(X1, . . . , Xm) ≤ Xm+1} − I{h(X1, . . . , Xm) ≤ Xm+1}.

Ukoliko je ovo jezgro nedegenerisano, a pokazuje se da je to sluqaj

u ve�ini testova zasnovanim na karakterizacijama ove vrste, tada test

statistika integralnog tipa ima, na osnovu Hefdingove teoreme 3.2.2
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asimptotski normalnu raspodelu

√
nIn

d→ N (0,m2σ2
Φ),

gde je σ2
Φ disperzija projekcije jezgra Φ na jedan od svojih argumenata.

S druge strane izraz |Gn(t) − Hn(t)| za fiksirano t tako�e je U -

statistika s jezgrom Ξ(X1, . . . , Xm; t) koje je dobijeno simetrizacijom

funkcije

I{g(X1, . . . , Xm) ≤ t} − I{h(X1, . . . , Xm) ≤ t}.

U sluqaju da je jezgro Ξ nedegenerisano u skladu s definicijom 3.2.1

mo�e se pokazati na osnovu rezultata Silvermana [76] da U -empirijski

sluqajni proces

ηn(t) =
√
n(Gn(t)−Hn(t))

slabo konvergira u D(−∞,∞) kad n→ ∞ nekom centriranom Gausovom

procesu η(t) s nultim matematiqkim oqekiva�em i kovarijacijom koja

se mo�e izraqunati na osnovu Silvermanove teoreme. Me�utim, sta-

tistika Dn konvergira u raspodeli sluqajnoj veliqini supt |η(t)| qiju
raspodelu ne mo�emo eksplicitno odrediti.

Bez gub	e�a opxtosti mo�emo smatrati velike vrednosti stati-

stika integralnog Kolmogorov	evog tipa znaqajnim za odbaciva�e

nulte hipoteze. Niz statistika In ne�e biti postojan protiv svake al-

ternative, me�utim, u praksi on jeste postojan protiv velikog broja

standardnih alternativa pa je stoga primen	iv. Niz statistika Dn

naravno je postojan protiv proizvo	ne alternative.

Pored navedenih postoje i drugi mogu�i tipovi test statistika. Na

primer, jedan od �ih je i ω2 tip statistike,

Wn =

∫ ∞

0

(Gn(t)−Hn(t))
2 dFn(t).

Me�utim, za ovaj, a i za neke druge tipove test statistika, asimptotska

teorija nije jox uvek dovo	no razvijena.
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Bahadurova efikasnost

4.1 Asimptotska relativna efikasnost

Izbor odgovaraju�eg testa u nekoj praktiqnoj situaciji jedan je od

najznaqajnijih zadataka statistiqara. Shodno tome neophodno je defi-

nisati neke kriterijume na osnovu kojih se mo�e izvrxiti upore�iva�e

testova.

Da bismo definisali neke od tih kriterijuma uvex�emo formalno

nekoliko pojmova teorije efikasnosti testova. Opxirnije o ovome mo�e

se na�i u monografiji Nikitina [57].

Neka je sluqajna veliqina X definisana na parametarskom prostoru

verovatno�a (Ω,A, Pθ), θ ∈ Θ s odgovaraju�im uzoraqkim prostorom.

Neka je X = X1, . . . , Xn uzorak. Nulta hipoteza je H0(θ ∈ Θ0 ⊂ Θ) a

alternativna H1(θ ∈ Θ1 = Θ \Θ0).

Neka je Tn niz statistika koje �emo koristiti u testira�u. Pret-

postav	amo bez gub	e�a opxtosti da je kritiqna oblast oblika W =

{Tn ≥ c}, gde je c pozitivna realna konstanta. Funkcija mo�i testa

definisana je sa M(θ) = Pθ{Tn ≥ c}, a mo� testa sa supθ∈Θ1
Pθ{Tn ≥ c}.

Za svako β ∈ (0, 1) i θ ∈ Θ1 definixemo niz konstanti cn(β, θ) takav da

va�i

Pθ{Tn > cn} ≤ β ≤ Pθ{Tn ≥ cn}.
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Neka je

αn(β, θ) = sup
θ′∈Θ0

Pθ′{Tn ≥ cn}

minimalni nivo znaqajnosti testa s nizom test statistika Tn za koji je

M(θ) ≥ β. Neka je NT (α, β, θ) minimalni obim uzorka za koji �e test s

nizom test statistika Tn, za fiksirani nivo znaqajnosti α imati mo�

testa u taqki θ ne ma�u od β, tj.

NT (α, β, θ) = min{n : αm(β, θ) ≥ α, za svako m ≥ n},

gde je α nivo znaqajnosti testa.

Sada mo�emo definisati kriterijum pore�e�a dva testa. Za dve

test statistike Tn i Vn koje testiraju istu nultu protiv iste alter-

nativne hipoteze definixemo relativnu efikasnost eV,T kao koliqnik

minimalnih obima uzoraka potrebnih da se dostigne odgovaraju�a mo�

testa, odnosno

eV,T (α, β, θ) =
NT (α, β, θ)

NV (α, β, θ)
.

Ukoliko je relativna efikasnost ma�a od 1 zak	uqujemo da ako ko-

ristimo statistiku Tn bi�e nam potreban ma�i uzorak da dostignemo

odgovaraju�u mo� testa pa je test zasnovan na ovoj statistici bo	i nego

onaj zasnovan na Vn.

Problem s ovim kriterijumom je taj xto je izraqunava�e vrednosti

eV,T u praksi isuvixe komplikovano ili qak nemogu�e. Iz ovog razloga o

kvalitetu testova zasnovanim na pomenutim statistikama donosimo za-

k	uqke na osnovu takozvane asimptotske relativne efikasnosti (ARE).

U literaturi sre�emo tri osnovna tipa asimptotske relativne

efikasnosti u zavisnosti od toga po kom od parametara α, β ili θ imamo

asimptotsko ponaxa�e. To su:
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1. Bahadurova ARE koja meri relativnu efikasnost testova kad prag

znaqajnosti te�i nuli, tj.

eBV,T (β, θ) = lim
α→0

eV,T (α, β, θ), β ∈ (0, 1), θ ∈ Θ1;

2. Ha
is-Lemanova ARE koja meri relativnu efikasnost testova kad

mo� testa te�i jedinici, tj.

eHL
V,T (α, θ) = lim

β→1
eV,T (α, β, θ), α ∈ (0, 1), θ ∈ Θ1;

3. Pitmanova ARE koja meri relativnu efikasnost lokalno bliskih

alternativa, tj.

ePV,T (α, β) = lim
θ→θ0

eV,T (α, β, θ), 0 < α < β < 1, θ0 ∈ ∂Θ0.

U sva tri sluqaja podrazumeva se jednakost ako graniqna vrednost

postoji.

U ovom poglav	u bi�e deta	nije prikazana osnovna teorija Ba-

hadurove asimptotske efikasnosti. Razlog iz kojeg je izabran bax Ba-

hadurov metod je zbog toga xto je za razliku od Pitmanovog primen	iv

i u sluqajevima kada asimptotska raspodela pod nultom hipotezom nije

normalna (npr. u sluqaju test statistika Kolmogorov	evog tipa). U

sluqaju integralnog tipa statistika lokalne Bahadurove i Pitmanove

efikasnosti se poklapaju ([11], [86]).

4.2 Bahadurova efikasnost i teorija ve-

likih odstupa�a

Ponaxa�e test statistike pod nultom hipotezom razmatrali smo u

prethodnom poglav	u. Prouqava�e ponaxa�a pod bliskim alternati-

vama mogu�e je zahva	uju�i razvoju teorije velikih odstupa�a1. Pred-

1
engl. large deviation theory
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met �enog izuqava�a (v. [13]) su graniqne vrednosti oblika

n−1 lnPn → −f,

gde je Pn niz verovatno�a koji eksponencijalno te�i nuli.

Neka je FTn funkcija raspodele test statistike Tn, tj.

FTn(t, θ) = Pθ(Tn(X) < t)

i neka je

GTn(t) = inf
θ∈Θ0

{FTn(t, θ)}.

Tada je p-vrednost testa

LTn(X) = 1−GTn(Tn(X)).

Mo�e se pokazati da pod nultom hipotezom LTn ima pribli�no uni-

formnu raspodelu na segmentu [0, 1] i da je Pθ{Ln ≤ u} ≤ u za u ∈ [0, 1].

Ukoliko imamo neprekidnu raspodelu tada va�i jednakost.

Ako va�i slede�a skoro sigurna konvergencija (tj. postoji graniqna

vrednost)

1

n
lnLTn

s.s.→ −1

2
cT (θ), θ ∈ Θ1 n→ ∞ (4.1)

gde je cT (θ) funkcija parametra θ, onda se cT (θ) naziva Bahadurov taqan

nagib2. Slede�a teorema ([12], [24]) daje nam asimptotsko ponaxa�e

obima uzorka kada nivo znaqajnosti te�i nuli.

Teorema 4.2.1 (Bahadur, 1967; Grenebom i Xorak, 1981). Pret-

postavimo da za niz test statistika {Tn} va�i (4.1) i da je cT (θ) >

0 za θ ∈ Θ1. Tada je

NT (α, β, θ) ∼ −2 ln(α)

cT (θ)
, α→ 0.

Direktna posledice ove teoreme je da ako va�i (4.1) Bahadurovu

2
engl. Bahadur exact slope

53



Poglav	e 4. Bahadurova efikasnost

ARE nizova test statistika {Tn} i {Vn} mo�emo odrediti kao koliqnik
Bahadurovih taqnih nagiba tj.

eBV,T =
cV (θ)

cT (θ)
.

Teorema 4.2.2 (Bahadur, 1967; 1971). Pretpostavimo da Tn konvergira

u verovatno�i

Tn
p→ b(θ), θ ∈ Θ1, |b(θ)| <∞

i da je

lim
n→∞

ln(1−GTn(t))

n
= −f(t), t ∈ I,

gde je I neki interval na kome je f neprekidna i {b(θ), θ ∈ Θ1} ⊂ I.

Tada va�i (4.1) i

cT (θ) = 2f(b(θ)). (4.2)

Dokazi ovih teorema mogu se na�i u [57].

Sledi nekoliko tvr�e�a koja nam omogu�avaju da odredimo funkciju

f iz teoreme 4.2.2 za sluqaj test statistika definisanih u prethodnom

poglav	u.

Za sluqaj statistike integralnog tipa (3.5) navodimo slede�u teo-

remu navedenu u [61] (srodne rezultate imamo i u [19] i [59]):

Teorema 4.2.3 (Nikitin i Ponikarov, 1999). Neka je jezgro Φ U-

statistike

Un =

(
n

m

)−1 ∑
1≤i1<···<im≤n

Φ(Xi1 , . . . , Xim)

ograniqena funkcija na [0, 1]m. Neka je pored toga EΦ = 0 i Φ ima rang

1, tj.

σ2
Φ = Eφ2(X1) > 0,

gde je φ(s1) = E(Φ(X1, . . . , Xm)|X1 = s1) projekcija jezgra Φ na X1. Tada

za svaki niz realnih brojeva γn koji te�i nuli kad n→ ∞ imamo
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lim
n→∞

1

n
lnP{Un ≥ a+ γn} =

∞∑
j=2

bja
j,

gde red na desnoj strani jednakosti konvergira za dovo	no malo a > 0.

Pored toga, b2 = −1/(2m2σ2
Φ).

Za male vrednosti a funkcija f iz teoreme 4.2.2 mo�e se predstaviti

kao

f(a) =
1

2m2σ2
a2 + o(a2). (4.3)

Teorema koja nam daje velika odstupa�a u sluqaju statistike Kol-

mogorov	evog tipa (3.6) mo�e se na�i u [59]

Teorema 4.2.4 (Nikitin, 2010). Pretpostavimo da je nedegener-

isana familija statistika {Un(t)}, t ∈ [a, b] s ograniqenim i

centriranim jezgrima Φ(x1, . . . , xm; t) i projekcijama φ(s1; t) =

E(Φ(X1, . . . , Xm; t)|X1 = s1) za svako t i da zadovo	ava uslov

monotonosti po parametru. Tada va�i

lim
n→∞

n−1 lnP{sup
t
Un(t) > ε} = −gT (ε,Φ),

gde je

gT (ε) =
ε2

2m2σ2
0

+O(ε3), ε→ 0,

a σ2
0 = suptEφ

2(X1; t).

U da	em tekstu bi�e nam potrebno da definixemo Kulbak-

Lajblerovo rastoja�e izme�u dve raspodele.

K(θ, θ
′
) := K(Pθ, Pθ

′ ) =

{ ∫
ln dPθ

dP
θ
′
dPθ, ako je Pθ � Pθ′ ;

∞, inaqe.

Mo�e se pokazati da je K(θ, θ
′
) ≥ 0, kao i da je K(θ, θ

′
) = 0 ako i samo

ako se mere Pθ i Pθ′ poklapaju na odgovaraju�oj σ-algebri. Oznaqimo sa
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K(θ,Θ0) rastoja�e raspodele Pθ od familije raspodela {Pθ0 , θ0 ∈ Θ0},
tj. neka je K(θ,Θ0) = infθ0∈Θ0 K(θ, θ0). Va�i slede�a teorema ([70], [13]).

Teorema 4.2.5 (Ragavaqari, 1970; Bahadur, 1971). Za svako θ ∈ Θ1 skoro

sigurno po Pθ

lim
n→∞

1

n
lnLn(X

(n)) ≥ −K(θ,Θ0).

Ukoliko za niz statistika {Tn} va�i (4.1), korix�e�em ove teoreme

dobijamo gor�u granicu Bahadurovog nagiba, tj.

cT (θ) ≤ 2K(θ,Θ0). (4.4)

Dvostruko Kulbak-Lajblerovo rastoja�e zbog ove nejednakosti naziva se

gor�a granica Bahadurovih taqnih nagiba i u nekom smislu ima ulogu

sliqnu do�oj granici Rao-Kramera za disperzije nepristrasnih ocena.

Sada je prirodno definisati (apsolutnu) Bahadurovu efikasnost

testa za konkretnu alternativu kao koliqnik Bahadurovog nagiba i

Kulbak-Lajblerove gor�e granice

eT (θ) =
cT (θ)

2K(θ,Θ0)
.

U ve�ini sluqajeva Bahadurovu efikasnost nije mogu�e izrqunati za

svaku vrednost parametra θ. Me�utim, mogu�e je izraqunati graniqnu

vrednost Bahadurove efikasnosti

eT = lim
θ→θ0

cT (θ)

2K(θ,Θ0)
, θ0 ∈ ∂Θ0, (4.5)

koju nazivamo lokalnom Bahadurovom efikasnox�u.

4.3 Lokalna Bahadurova efikasnost kod

testova saglasnosti

Kod testa saglasnosti nulta hipoteza je da raspodela pripada nekoj

klasi K, a alternativna da joj ne pripada. Neka je G(x; θ), x ∈ [a, b]

56



Poglav	e 4. Bahadurova efikasnost

familija raspodela takva da je G(x; 0) pripada klasi K i G(x; θ) /∈ K
za θ 6= 0. Tada mo�emo naxu nultu hipotezu napisati u obliku H0 : θ =

0. Za bliske alternative, lokalna asimptotska Bahadurova efikasnost

tada postaje

eT = lim
θ→0

cT (θ)

2K(θ)
. (4.6)

Neka je G = {G(x; θ)} klasa alternativa koje zadovo	avaju slede�e

uslove regularnosti

• postoje parcijalni izvodi g(x, θ) i G
′

θ(x, θ);

• g(x, θ) je apsolutno neprekidna funkcija parametra θ skoro svuda

i g(x, 0) > 0;

• G
′

θ(x, θ) je apsolutno neprekidna funkcija za skoro svako θ ∈ Θ,

G
′

θ(x, 0) nije identiqki jednako nuli i

sup
x

sup
θ

|G′

θ(x, θ)| ≤M,

lim
x↓a

G
′

θ(x, θ) = lim
x↑b

G
′

θ(x, θ) = 0

• za skoro svako x ∈ [a, b]

∂2G(x, θ)

∂x∂θ
|θ=0 =

∂2G(x, θ)

∂θ∂x
|θ=0,

Neka je g(x; θ) gustina raspodele koja pripada G, i neka je h(x) =

g′θ(x; 0). Lako se vidi da je
∫ b

a
h(x)dx = 0.

Za test statistiku Un koja je U -statistika s nedegenerisanim jez-

grom Φ(X1, . . . , Xm) mo�e se pokazati da se �en limes u verovatno�i

pod alternativnom hipotezom bU(θ) mo�e predstaviti kao

bU(θ) = mθ

b∫
a

φ(x)h(x)dx+ o(θ), θ → 0. (4.7)
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U sluqajevima regularnih raspodela kod proste nulte hipoteze

Kulbak-Lajblerovo rastoja�e K(θ) ispu�ava slede�u asimptotsku

relaciju ([13], [57])

K(θ) =
1

2
I(g)θ2 + o(θ2), θ → 0, (4.8)

gde je I(g) ∈ (0,∞) informaciona funkcija Fixera, tj.

I(g) =

b∫
a

h2(x)

g(x, 0)
dx.

Uzimaju�i u obzir teoremu 4.2.3 o velikim odstupa�ima

nedegerisane U -statistike, kao i (4.7) i (4.8), lokalna Bahadurova

efikasnost iz (4.6), u sluqaju nedegenerisane U -statistike postaje

eU =

( b∫
a

φ(x)h(x)dx
)2

σ2I(g)
.

4.4 Problem lokalno optimalih alterna-

tiva

Jedan od va�nih zadataka asimptotske efikasnosti statistiqkih

testova je da se za datu nultu i alternativnu hipotezu odredi test sta-

tistika qija je efikasnost optimalna. Asimptotski optimalne test

statistike u Bahadurovom smislu su alternative kod kojih je efikas-

nost jednaka jedinici. Me�utim takvih statistika je jako malo.

Postoji i drugi aspekt gleda�a na isti problem. Naime, za datu test

statistiku treba odrediti skup alternativnih raspodela za koje je test

optimalan. Kako nam je od velike va�nosti da test razlikuje bliske

alternative, odre�ujemo lokalno optimalne alternative, tj. one za koje

je lokalna Bahadurova efikasnost maksimalna, tj. da va�i relacija

cT (θ) ∼ 2K(θ), θ → 0. (4.9)
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Takve alternative qine takozvani domen lokalno asimptotskih opti-

malnih (LAO) alternativa. Va�nost ove problematike prvi je istakao

Bahadur [12]. Deta	nije prouqava�e zapoqeto je u radu Nikitina [56] i

da	e razvijeno u [57].

Ideja naqina �egovog odre�iva�a u opxtem sluqaju predstav	ena je

u [57]. Oznaqimo sa V skup realnih, neprekidnih funkcija defini-

sanih na [0, 1]. Nazva�emo ga vode�im skupom za niz test statistika i

familiju G ukoliko je uslov lokalne optimalnosti ispu�en ako i samo

ako je

G′
θ(G

−1(x; 0); 0) ∈ V. (4.10)

Elemente skupa V nazva�emo vode�im funkcijama i oznaqiti sa v pa je

uslov (4.10) ekvivalentan sa

G′
θ(x; 0) = v(G(x; 0)).

Zbog uslova regularnosti G(x; θ) mo�emo predstaviti u obliku

G(x, θ) = G(x, 0) + v(G(x, 0))θ + o(θ), θ → 0.

Sada se problem nala�e�a familije lokalno optimalnih alternativa

u Bahadurovom smislu svodi na rexava�e diferencijalne jednaqine

G′
θ(x; θ) = v(G(x, 0)), v ∈ V.

Vratimo se sada sluqaju kada je test statistika nedegenerisana U -

statistika za koji postoji jednostavniji naqin rexava�a ovog problema.

Neka je g(x; θ) gustina iz prethodno definisane klase G i neka va�i

(4.8). Tada se (4.9) mo�e zapisati kao

( b∫
a

φ(x)h(x)dx
)2

= σ2I(g),

odnosno
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( b∫
a

φ(x)h(x)dx
)2

=

b∫
a

φ2(x)g(x; 0)dx

b∫
a

h2(x)

g(x, 0)
dx.

Iz nejednakosti Koxi-Xvarca vidimo da se ova jednakost dosti�e

ukoliko je h(x) = C · φ(x)g(x, 0) za neku pozitivnu konstantu C, pa se

rexava�em diferencijalne jednaqine

d ln g(x, θ)

dθ
|θ=0 = Cφ(x)

odre�uju LAO alternative. Mo�e se pokazati da je u ovom sluqaju (v.

[60]) vode�i skup jednak vU(x) = C
∫ x

0
φ(G−1(u))du.
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Testovi saglasnosti s

Paretovom raspodelom

U ovom, kao i u slede�em poglav	u, bi�e predstav	eni rezultati

autora na po	u testova saglasnosti zasnovanim na karakterizacijama i

�ihove Bahadurove efikasnosti. Izlo�eni su u radovima [66], [64] i

[39].

Iako zbog va�nosti Paretove raspodele imamo veliki broj testova

saglasnosti (v. npr. [26],[72]), napomi�emo da su u radu [66] predlo�eni

prvi testovi saglasnosti s Paretovom raspodelom zasnovani na karak-

terizacijama jednako raspode	enih funkcija koji se pojav	uju u lite-

raturi. Testovi ove vrste zatim su prouqavani i u [82].

Predstavi�emo xest testova saglasnosti s Paretovom raspodelom.

Oni su zasnovani na karakterizacijama navedenim u teoremama 1.1.6,

1.1.7 i 1.1.8. Za svaku od karakterizacija formiramo i prouqavamo dva

testa, po jedan test integralnog i Kolmogorov	evog tipa.

Neka je X1, X2, . . . , Xn uzorak iz nenegativne neprekidne raspodele

F . Poxto nijedna od tri karakterizacije ne zavisi od parametra α,

mo�emo testirati slo�enu nultu hipotezu da je uzorak iz familije

Paretovih raspodela (1.4), tj. H0 : F ∈ P , protiv opxte alternative

H1 : F /∈ P s istim nosaqem [1,∞).

Prva dva testa koja �emo nexto opxirnije razmotriti zasnovani su
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na karakterizacionoj teoremi 1.1.6 (u da	em tekstu karakterizacijaA).
Test statistike koje �emo koristiti su

I [A]
n =

∞∫
1

(Mn(t)− Fn(t))dFn(t)

i

D[A]
n = sup

t≥1
|Mn(t)− Fn(t)|,

gde je Fn(t) = 1
n

n∑
i=1

I{Xi ≤ t} empirijska funkcija raspodele uzorka

X1, X2, . . . , Xn aMn(t) je U -empirijska funkcija raspodele zasnovana na

karakterizacionoj teoremi 1.1.6 definisana sa

Mn(t) =

(
n

2

)−1 n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

I

{
max

(
Xi

Xj

,
Xj

Xi

)
≤ t

}
, t ≥ 1.

Naredni testovi zasnovani su na specijalnim sluqajevima teorema

1.1.7 i 1.1.8 za uzorak obima tri (u da	em tekstu karakterizacije B i

C). Preglednosti radi dajemo iskaz teorema i u ovim sluqajevima.

Teorema 5.0.1. Neka je X1, X2, X3 uzorak iz nenegativne raspodele. Ako

statistike X(2;3)/X(1;3) i X(1;2) imaju istu raspodelu, tada X1 ima

Paretovu raspodelu.

Teorema 5.0.2. Neka su X1, X2 i X3 jednako raspode	ene nenega-

tivne sluqajne veliqine sa strogo monotonom funkcijom raspodele

i monotono rastu�om ili opadaju�om hazardnom funkcijom. Tada,

X(3;3)/X(2;3) i (X(2;3)/X(1;3))
2 imaju istu raspodelu ako i samo ako X1

ima Paretovu raspodelu.

Razlog zbog kog su uzeti bax ovi specijalni sluqajevi je taj xto su

najjednostavniji i stoga najpogodniji za praktiqnu primenu testova.

Navedene dve karakterizacije veoma su sliqne u smislu da su obe

zasnovane na nekim koliqnicima statistika poretka u uzorku obima

tri. Zbog toga �emo ih razmatrati zajedno.
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Na osnovu karakterizacije B uvodimo slede�e V -empirijske

funkcije raspodele:

Gn(t) = n−3

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

I{X(2),Xi,Xj ,Xk
/X(1),Xi,Xj ,Xk

≤ t}, t ≥ 1

i

Hn(t) = n−2

n∑
i=1

n∑
j=1

I{min{Xi, Xj} ≤ t}, t ≥ 1,

gde su X(l),Xa,Xb,Xc , l = 1, 2 statistike poretka reda l u uzorku

(Xa, Xb, Xc).

Sada uvodimo test statistike

I [B]n =

∞∫
1

(Gn(t)−Hn(t))dFn(t) (5.1)

i

D[B]
n = sup

t≥1
|Gn(t)−Hn(t)|. (5.2)

Na osnovu karakterizacije C analogno uvodimo slede�e V -empirijske
funkcije raspodele

Jn(t) = n−3

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

I{X(3),Xi,Xj ,Xk
/X(2),Xi,Xj ,Xk

≤ t}, t ≥ 1

i

Kn(t) = n−3

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

I{(X(2),Xi,Xj ,Xk
/X(1),Xi,Xj ,Xk

)2 ≤ t}, t ≥ 1,

kao i odgovaraju�e test statistike:

I [C]n =

∞∫
1

(Jn(t)−Kn(t))dFn(t) (5.3)
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D[C]
n = sup

t≥1
|Jn(t)−Kn(t)|. (5.4)

Bez gub	e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da su velike vrednosti

test statistika znaqajne.

5.1 Statistika integralnog tipa I
[A]
n

Prelazimo na asimptotske osobine statistike integralnog tipa I
[A]
n .

Mo�emo pretpostaviti bez gub	e�a opxtosti da je parametar Pare-

tove raspodele α = 1. Koriste�i asimptotsku ekvivalentnost I
[A]
n i

U -statistike s jezgrom

ΥA(X,Y, Z) =
1

3
I

{
max

(
X

Y
,
Y

X

)
≤ Z

}
+

1

3
I

{
max

(
X

Z
,
Z

X

)
≤ Y

}
+

1

3
I

{
max

(
Y

Z
,
Z

Y

)
≤ X

}
− 1

2
,

na osnovu zakona velikih brojeva za U -statistike (teorema 3.2.1) dobi-

jamo

I [A]
n

p−→
n→∞

P

{
max

(
X

Y
,
Y

X

)
≤ Z

}
− 1

2
. (5.5)

Sada �emo ispitati asimptotsko ponaxa�e I
[A]
n pod nultom hipote-

zom koriste�i gore definisane U -statistike.
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Neka je υA(X) projekcija ΥA(X, Y, Z) na X. Tada je

υA(s) = E(ΥA(X,Y, Z)|X = s)

=
2

3
P

{
max

(
s

Y
,
Y

s

)
≤ Z

}
+

1

3
P

{
max

(
Y

Z
,
Z

Y

)
≤ s

}
− 1

2

=
2

3
(

s∫
1

dz

∞∫
s
z

z−2y−2dy +

∞∫
s

dz

∞∫
z
s

z−2y−2dy) +
1

3
P {Y ≤ s} − 1

2

=
2

3

2 ln s+ 1

2s
+

1

3
(1− s−1)− 1

2

=
2

3

ln s

s
− 1

6
.

Lako je pokazati da je E(υA(X)) = 0, pa je disperzija ove projekcije

σ2
A = D(υA(X)) =

∞∫
1

(υA)
2(s)s−2ds =

5

972
. (5.6)

Poxto je disperzija ove projekcije pozitivna, jezgro ΥA(X,Y, Z) je ne-

degenerisano, pa mo�emo primeniti Hefdingovu teoremu 3.2.2 za U -

statistike s nedegenerisanim jezgrima. S obzirom da je stepen ove U -

statistike tri, asimptotska disperzija je 32σ2
A, pa sledi da je graniqna

raspodela test statistike I
[A]
n :

√
nI [A]

n
d→ N

(
0,

5

108

)
. (5.7)

5.1.1 Lokalna Bahadurova efikasnost

U da	em radu �emo izraqunati lokalnu asimptotsku Bahadurovu

efikasnost za neke alternative i na�i lokalno optimalne alternative.

Neka je G = {G(x; θ)} klasa alternativa koje zadovo	avaju uslove reg-

ularnosti iz ode	ka 4.3 takva da je G(x; 0) = 1 − x−2, x ≤ 1. Neka je

g(x; θ) gustina raspodele koja pripada G, i neka je h(x) = g′θ(x; 0).

Sada �emo izraqunati Bahadurov taqan nagib test statistike I
[A]
n .

Funkcije f(t) i bT (θ) odredi�emo pomo�u slede�ih lema.
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Lema 5.1.1. Neka je t > 0. Za statistiku I
[A]
n funkcija fI[A](t) je

analitiqka za dovo	no malo t > 0 i va�i

fI[A](t) =
54

5
t2 + o(t2), t→ 0.

Dokaz. Poxto je jezgro ΥA ograniqeno, centrirano i nedegenerisano,

iz teoreme 4.2.3 o velikim odstupa�ima za nedegenerisane U -statistike

sledi tvr�e�e leme. �

Lema 5.1.2. Za datu alternativnu gustinu g(x; θ) qija raspodela pri-

pada G va�i

bI[A](θ) = 3θ

∞∫
1

υA(x)h(x)dx+ o(θ), θ → 0. (5.8)

Dokaz: Iz (5.5) sledi da je

bI[A](θ) = P

{
max

(
X

Y
,
Y

X

)
≤ Z

}
− 1

2

= 1− P

{
X

Y
> Z,X > Y

}
− P

{
Y

X
> Z, Y > X

}
− 1

2

=
1

2
− 2P

{
X

Y
> Z

}
=

1

2
− 2

∞∫
1

dz

∞∫
1

dy

∞∫
yz

g(x; θ)g(y; θ)g(z; θ)dx

=
1

2
− 2

∞∫
1

dz

∞∫
1

(1−G(yz; θ))g(y; θ)g(z; θ)dy.

Prvi izvod je

(bI[A])′(θ) = 2

∞∫
1

dz

∞∫
1

dy

yz∫
1

g′θ(x; θ)g(y; θ)g(z; θ)dx

− 4

∞∫
1

dz

∞∫
1

(1−G(yz; θ))g′θ(y; θ)g(z; θ)dy.
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Stav	aju�i θ = 0 dobijamo

(bI[A])′(0) = 2

∞∫
1

dz

∞∫
1

dy

yz∫
1

h(x)y−2z−2dx

− 4

∞∫
1

dz

∞∫
1

(yz)−1h(y)z−2dy

= −2

∞∫
1

dz

∞∫
1

dy

∞∫
yz

h(x)y−2z−2dx

− 4

∞∫
1

dz

∞∫
1

(yz)−1h(y)z−2dy

= −2

∞∫
1

h(x)dx

x∫
1

z−2dz

x
z∫

1

y−2dy

− 4

∞∫
1

h(y)y−1dy

∞∫
1

z−3dz

= 2

∞∫
1

x−1h(x) ln xdx = 3

∞∫
1

υ(x)h(x)dx.

Kako je bI[A](0) = 0, razvijaju�i bI[A](θ) u Maklorenov red dobijamo (5.8).

�
U prethodnom poglav	u reqeno je da je Kulbak-Lajblerovo rasto-

ja�e bliskih raspodela za koje va�e uslovi regularnosti pribli�no

jednako informacionoj funkciji Fixera. Me�utim, kako �e nam zbog

slo�enosti nulte hipoteze biti potrebno rastoja�e alternative od cele

klase nultih raspodela, ovde ne mo�emo koristiti izraz (4.8), ve�

nalazimo Kulbak-Lajblerovu gor�u granicu primenom slede�e leme.

Lema 5.1.3. Za datu gustinu g(x; θ) neka je Kulbak-Lajblerovo rasto-

ja�e

K(θ) = inf
λ>0

∞∫
1

ln
g(x; θ)

λx−λ−1
g(x; θ)dx (5.9)
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dobro definisano. Tada kada θ → 0

2K(θ) = θ2
( ∞∫

1

x2h2(x)dx−
( ∞∫

1

h(x) ln xdx

)2)
+ o(θ2). (5.10)

Dokaz. Infimum u (5.9) dosti�e se za λ =

(∞∫
1

g(x; θ) ln xdx

)−1

. Tada

je

K(θ) =

∞∫
1

g(x; θ) ln g(x; θ)dx+

(
1

∞∫
1

g(x; θ) ln xdx

+ 1

) ∞∫
1

g(x; θ) ln xdx

+ ln

∞∫
1

g(x; θ) ln xdx

∞∫
1

g(x; θ)dx

=

∞∫
1

g(x; θ) ln g(x; θ)dx+ 1 +

∞∫
1

g(x; θ) ln xdx+ ln

∞∫
1

g(x; θ) ln xdx.

Iz definicije je oqigledno da je K(0) = 0. Kada diferenciramo K(θ)

dobijamo

K ′(θ) =

∞∫
1

g′θ(x; θ) ln g(x; θ)dx+

(
1 +

1
∞∫
1

g(x; θ) lnxdx

) ∞∫
1

g′θ(x; θ) ln xdx.

Stav	aju�i θ = 0, dobijamo

K ′(0) =

∞∫
1

h(x) ln(x−2)dx+

(
1 +

1
∞∫
1

x−2 lnxdx

) ∞∫
1

h(x) ln xdx = 0.
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Drugi izvod funkcije K(θ) je

K ′′(θ) =

∞∫
1

g′′θ2(x; θ) ln g(x; θ)dx+

∞∫
1

(g′θ(x; θ))
2(g(x; θ))−1dx

+

(
1 +

1
∞∫
1

g(x; θ) ln xdx

) ∞∫
1

g′′θ2(x; θ) ln xdx

−

( ∞∫
1

g′θ(x; θ) ln xdx

)2

( ∞∫
1

g(x; θ) ln xdx

)2 .

Stav	aju�i θ = 0 dobijamo

K ′′(0) =

∞∫
1

g′′θ2(x; 0) ln(x
−2)dx+

∞∫
1

h2(x)x−2)−1dx

+

(
1 +

1
∞∫
1

x−2 lnxdx

) ∞∫
1

g′′θ2(x; 0) lnxdx

−

( ∞∫
1

h(x) ln xdx

)2

( ∞∫
1

x−2 ln xdx

)2

=

∞∫
1

x2h2(x)dx−
( ∞∫

1

h(x) ln xdx

)2

.

Iz Maklorenovog razvoja funkcije K(θ) sledi (5.10). �
Na osnovu navedenih teorema mo�emo izraqunati lokalne Ba-

hadurove efikasnosti u sluqaju bliskih alternativa. Alternativne

raspodele koje �e biti razmatrane su slede�e:
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• log-Vejbulova raspodela s gustinom

g1(x; θ) = (1 + θ)x−1(lnx)θe−(lnx)1+θ

, x ≥ 1, θ ∈ (0, 1), (5.11)

• log-gama raspodela s gustinom

g2(x; θ) =
(lnx)θ

x2Γ(1 + θ)
, x ≥ 1, θ ∈ (0, 1), (5.12)

• raspodela s gustinom

g3(x; β, θ) =
1

x2
(e−θ(lnx)β + θβ(lnx)β−1e−θ(lnx)β), x ≥ 1, θ ∈ (0, 1)

(5.13)

za vrednosti parametra β = 1.5 i β = 2,

• inverzna beta raspodela s gustinom

g4(x; θ) =
1 + θ

x2

(
1− 1

x

)θ
, x ≥ 1, θ ∈ (0, 1), (5.14)

• Paretova raspodela s takozvanim \tilt" parametrom (v. [52]) s

gustinom

g5(x; θ) =
1 + θ

(x+ θ)2
, x ≥ 1, θ ∈ (0, 1). (5.15)

Primer 5.1.1. Neka je alternativna raspodela log-Vejbulova (5.11).

Prvi izvod �ene gustine po θ za θ = 0 je

h(x) =
1

x2
(− lnx ln ln x+ ln lnx+ 1).

Koriste�i lemu 5.1.3 dobijamo

2Kg1(θ) = θ2
( ∞∫

1

1

x2
((1− ln x) ln lnx+ 1)2dx

− (

∞∫
1

1

x2
((1− ln x) ln lnx+ 1) lnxdx)2

)
+ o(θ2), θ → 0,
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a primenom leme 5.1.2 sledi da je

bI[A](θ) = 2θ

∞∫
1

lnx

x3
((1− ln x) ln lnx+ 1)dx+ o(θ), θ → 0.

Nakon izraqunava�a ovih integrala preko matematiqih oqekiva�a

logaritama gama raspodele i korix�e�em osobine digama funkcije

ψ(x+ 1) = ψ(x) + 1
x
, dobijamo

2Kg1(θ) = θ2ψ′(1) (5.16)

i

bI[A](θ) =
θ

4
.

Iz (4.2) i (4.5), primenom leme 5.1.1, dobijamo da je lokalna asimptot-

ska Bahadurova efikasnost

eI[A] =
27

20ψ′(1)
≈ 0.821.

Primer 5.1.2. Neka je druga alternativa s gustinom raspodele g3.

Poxto je

h(x) =
1

x2
(β lnβ−1 x− lnβ x),

Kulbak-Lajblerova granica postaje

2Kg3(θ) = θ2
( ∞∫

1

1

x2
(β lnβ−1 x− lnβ x)2dx

− (

∞∫
1

lnx
1

x2
(β lnβ−1 x− lnβ x)dx)2

)
+ o(θ2)

= θ2β2Γ(2β − 1)− Γ2(β + 1) + o(θ2), θ → 0,
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i

bI[A](θ) = 2θ

∞∫
1

ln x

x3
(β lnβ−1 x− lnβ x)dx+ o(θ)

= θ
Γ(β + 1)(β − 1)

2β+1
+ o(θ), θ → 0.

Lokalna asimptotska Bahadurova efikasnost je

eI[A] =
108

5

Γ2(β + 1)(β − 1)2

22β+2(β2Γ(2β − 1)− Γ2(β + 1))
.

Za β = 2 efikasnost je 27
80

≈ 0.34. Za β = 1.5 dobijamo 27π
160(4−π)

≈ 0.62,

a za β = 2 vrednost je 0.34. Najve�a efikasnost dosti�e se kada β

te�i jedinici i graniqna vrednost je 27
20ξ′(1)

≈ 0.82.

Za ostale alternative raqun je analogan. Vrednosti Bahadurove

efikasnosti prikazane su u tabeli 5.1.

alt. g1 g2 g3(1.5) g3(2) g4 g5
eIA 0.821 0.788 0.618 0.338 0.777 0.800

Tabela 5.1: Bahadurova efikasnost za statistiku I
[A]
n

5.1.2 Lokalno optimalne alternative

Kako nam zbog slo�enosti nulte hipoteze ne va�i (4.8), ne mo�emo

direktno iskoristiti rezultat iz ode	ka 4.4, ve� �emo ih primenom

sliqnog postupka odrediti pomo�u slede�e teoreme.

Teorema 5.1.1. Neka je g(x; θ) gustina iz G koja uz to zadovo	ava i

uslov
∞∫
1

x2h2(x)dx <∞.

72



Poglav	e 5. Testovi saglasnosti s Paretovom raspodelom

Alternativne gustine

g(x; θ) =
1

x2
+ θ(C

υA(x)

x2
+D

ln x− 1

x2
), x ≥ 1, C > 0, D ∈ R,

za malo θ su asimptotski optimalne za test qija je test stati-

stika I
[A]
n .

Dokaz: Oznaqimo funkciju

h0(x) = h(x)− ln x− 1

x2

∞∫
1

h(s) ln sds. (5.17)

Mo�e se pokazati da ova funkcija zadovo	ava slede�e jednakosti

∞∫
1

h20(x)x
2dx =

∞∫
1

x2h2(x)dx−
( ∞∫

1

h(x) ln xdx

)2

(5.18)

∞∫
1

υA(x)h0(x)dx =

∞∫
1

υA(x)h(x)dx. (5.19)

Iz lema 5.1.1 i 5.1.2, koriste�i (5.6), dobijamo da je lokalna asimptotska

efikasnost
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eI[A] = lim
θ→0

cI[A](θ)

2K(θ)
= lim

θ→0

2f(bI[A](θ))

2K(θ)
= lim

θ→0

2 · 54
5
b2
I[A](θ)

2K(θ)
= lim

θ→0

b2
I[A](θ)

9σ2
A2K(θ)

= lim
θ→0

9θ2
( ∞∫

1

υA(x)h(x)dx

)2

9
∞∫
1

υ2A(x)x
−2dx

(
θ2
( ∞∫

1

x2h2(x)dx−
( ∞∫

1

h(x) lnxdx
)2))

=

( ∞∫
1

υA(x)h(x)dx

)2

∞∫
1

υ2A(x)x
−2dx

( ∞∫
1

x2h2(x)dx−
( ∞∫

1

h(x) ln xdx
)2)

=

( ∞∫
1

υA(x)h0(x)dx

)2

∞∫
1

υ2A(x)x
−2dx

∞∫
1

h20(x)x
2dx

.

Iz nejednakosti Koxi-Xvarca sledi da je eI[A] = 1 ako i samo ako

h0(x) = CυA(x)x
−2. Zamenom ove jednakosti u (5.17) dobijamo izraz

za h(x). Poxto je h(x) za naxe alternative ovog oblika, tvr�e�e je

dokazano. �

5.2 Statistika Kolmogorov	evog tipa D
[A]
n

Sada �emo pre�i na ispitiva�e asimptotskih svojstava statistike

Kolmogorov	evog tipa D
[A]
n pod nultom hipotezom. Ovde tako�e pret-

postav	amo da je parametar Paretove raspodele α = 1. Za fiksirano

t ∈ [1,∞) izraz Mn(t)− Fn(t) je U -statistika s jezgrom

ΞA(X, Y ; t) = I

{
max

(
X

Y
,
Y

X

)
≤ t

}
− 1

2
I {X ≤ t} − 1

2
I {Y ≤ t} .
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Neka je ξA(X; t) projekcija ΞA(X, Y ; t) na X. Tada je

ξA(s; t) = E(ΞA(X,Y ; t)|X = s)

= P

{
max

(
s

Y
,
Y

s

)
≤ t

}
− 1

2
I{s ≤ t} − 1

2
P {Y ≤ t}

=
t

s
− 1

st
− 1

2
+

1

2t
+ I{s ≤ t}

(
1

2
− t

s

)
.

Lako je pokazati da je matematiqko oqekiva�e ξA(X; t) jednako nuli.

Disperzija ove projekcije za fiksirano t je

σ2
A(t) = D(ξA(X; t)) =

1

12t3
(t2 + t− 2).

Stoga je naxa familija jezgara ΞA(X, Y ; t), nedegenerisana u skladu

s definicijom 3.2.1.

Slika 5.1: Grafik funkcije σ2
A(t)

Funkcija σ2(t) (slika 5.1) dosti�e maksimum u taqki tA = (
√
7− 1),

i taj maksimum jednak je 7
√
7+10
648

≈ 0.044. Mo�e se pokazati korix�e�em

metoda iz [76] da U -empirijski sluqajni proces ρ =
√
n(Mn(t) −

Fn(t)), t ≥ 1, konvergira u raspodeli nekom Gausovom procesu. Nije

jednostavno izraqunati kovarijaciju ovog procesa, a asimptotska ra-

spodela statistike D
[A]
n nije poznata.
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5.2.1 Lokalna Bahadurova efikasnost

Sada �emo izraqunati Bahadurovu efikasnost analogno prethodnoj

test statistici. Ovde se funkcija f(t) iz (4.2) za statistikuD
[A]
n odred-

juje primenom slede�e teoreme.

Teorema 5.2.1. Neka je t > 0. Tada je fDA(t) analitiqka za male vred-

nosti t > 0 i va�i

fD[A](t) =
t2

8σ2(tA)
+ o(t2) ∼ 2.84t2, t→ 0.

Dokaz ove teoreme sledi iz teoreme 4.2.4.

Slede�om lemom nalazimo bD[A](θ), limes u verovatno�i statistike D
[A]
n .

Lema 5.2.1. Zadatu alternativnu gustinu g(x; θ) qija raspodela pri-

pada G va�i

bDA(θ) = 2θ sup
t≥1

∣∣∣∣∣∣
∞∫
1

ξA(x; t)h(x)dx

∣∣∣∣∣∣+ o(θ), θ → 0. (5.20)

Dokaz. Korix�e�em teoreme 3.3.1, dobijamo

bDA(θ) = sup
t≥1

∣∣∣∣P {max

(
X

Y
,
Y

X

)
≤ t

}
−G(t; θ)

∣∣∣∣
= sup

t≥1

∣∣∣∣∣∣2
∞∫
1

dx

xt∫
x

g(y; θ)g(x; θ)dy −
t∫

1

g(x; θ)dx

∣∣∣∣∣∣ . (5.21)

Oznaqimo

aD[A](θ; t) = 2

∞∫
1

dx

xt∫
x

g(y; θ)g(x; θ)dy −
t∫

1

g(x; θ)dx.

Lako se pokazuje da je aD[A](0; t) = 0. Prvi izvod funkcije aD[A](θ) po θ
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je

a′V (θ; t) = 2

∞∫
1

dx

xt∫
x

g′θ(y; θ)g(x; θ)dy + 2

∞∫
1

dx

xt∫
x

g(y; θ)g′θ(x; θ)dy

−
t∫

1

g′θ(x; θ)dx.

Prvi izvod u taqki θ = 0 je

a′D[A](t) = 2

∞∫
1

dx

xt∫
x

h(y)
1

x2
dy + 2

∞∫
1

dx

xt∫
x

1

y2
h(x)dy −

t∫
1

h(x)dx

=

t∫
1

h(x)dx+ 2t

∞∫
t

h(x)x−1dx− 2t−1

∞∫
1

h(x)x−1dx

=

∞∫
1

[
I {x ≤ t}+ 2tx−1 (1− I {x ≤ t})− 2t−1x−1

]
h(x)dx.

Primenom Maklorenovog razvoja funkcije aD[A](θ; t) i (5.21) dobijamo

(5.20). �
Kao i u sluqaju integralne statistike izraquna�emo lokalne Ba-

hadurove efikasnosti za standardne alternative. Navedenom spisku

alternativa doda�emo i slede�u:

• mexavina dve Paretove raspodele s gustinom

g6(x; β, θ) =
1− θ

x2
+

βθ

xβ+1
, x ≥ 1, β > 1, θ ∈ (0, 1). (5.22)

Razlog zbog kog ovu alternativu nismo mogli uzeti u obzir kod sta-

tistike integralnog tipa je taj xto test nije postojan protiv �e, tj.

limes u verovatno�i bI[A](θ), pod alternativom (5.22), je negativan.

Primer 5.2.1. Neka je alternativna hipoteza mexavina dve Pare-

tove raspodele (5.22). Prvi izvod �ene gustine po θ u taqki θ = 0
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je

h(x) = − 1

x2
+

β

xβ+1
.

Primenom leme 5.1.3 dobijamo

2K(θ) = θ2
((

− 1 +
βx2

xβ+1

)2
dx− (

∞∫
1

(− 1

x2
+

β

xβ+1
) ln xdx)2

)
+ o(θ2)

= θ2
β

2
+ o(θ2), θ → 0,

a iz leme 5.2.1 imamo

bD[A](θ) = 2θ sup
t≥1

∣∣∣∣∣∣
∞∫
1

(
I {x ≤ t} (1

2
− t

x
) + x−1(t− t−1)

)
(− 1

x2
+

β

xβ+1
)dx

∣∣∣∣∣∣
= θ sup

t≥1

∣∣(t−1 − t−β)
∣∣+ o(θ)

= θ
(β − 1)2

(1 + β)(β)
β

β−1

+ o(θ), θ → 0.

Slika 5.2: Grafik funkcije a′DA(t) za mexavinu raspodela (5.22), β = 4

Koriste�i (4.2), (4.5) i teoremu 5.2.1 raqunamo lokalnu asimptot-

sku Bahadurovu efikasnost. Dobijamo da je

eDA = lim
θ→0

cDA(θ)

2K(θ)
= 5.68

(2β − 1)

(1 + β)2(β)
2

β−1

. (5.23)
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Za vrednosti β = 1.5, 4 i 8 efikasnosti su redom 0.36, 0.63 i 0.58.

Izraz (5.23) dosti�e maksimum za β = 4.646 i tada je eDA ≈ 0.636.

Bahadurove efikasnosti u sluqaju ostalih alternativnih raspodela

prikazane su u tabeli 5.2

alt. g1 g2 g3(1.5) g3(2) g4 g5 g6(1.5) g6(4) g6(8)

eD[A] 0.437 0.448 0.331 0.192 0.455 0.473 0.359 0.631 0.581

Tabela 5.2: Bahadurova efikasnost za statistiku D
[A]
n

Vidimo da su efikasnosti u ovom sluqaju zadovo	avaju�e ali ipak

primetno ni�e nego kod statistike integralnog tipa. To je uobiqajna

pojava, statistike integralnog tipa pokazuje se da su efikasnije za stan-

dardne alternative. Me�utim, mo�emo zapaziti da postoje alternative

protiv kojih integralna statistika nije postojana, xto daje dodatni

znaqaj testu Kolmogorov	evog tipa.

5.2.2 Lokalno optimalne alternative

Naravno, postoje i alternative za koje je upravo ova test statistika

optimalna. Neke od �ih nalazimo slede�om teoremom.

Teorema 5.2.2. Neka je g(x; θ) gustina iz G koja zadovo	ava i uslov

∞∫
1

x2h2(x)dx <∞.

Alternativne gustine

g(x; θ) =
1

x2
+ θ(C

ξA(x; tA)

x2
+D

lnx− 1

x2
), x ≥ 1, C > 0, D ∈ R,

gde je tA = (
√
7− 1), za male vrednosti θ asimptotski su optimlne za

test qija je test statistika D
[A]
n .

Dokaz: Neka je h0 funkcija definisana u (5.17). Mo�e se pokazati da
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pored (5.18), ona tako�e zadovo	ava i slede�u jednakost

∞∫
1

ξA(x; t)h0(x)dx =

∞∫
1

ξA(x; t)h(x)dx. (5.24)

Iz teoreme 5.2.1 i leme 5.2.1, dobijamo da je asimptotska efikasnost

jednaka

eD[A] = lim
θ→0

cD[A](θ)

2K(θ)
= lim

θ→0

2f(bD[A](θ))

2K(θ)
= lim

θ→0

b2
D[A](θ)

4σ2
A(tA)2K(θ)

= lim
θ→0

4θ2 sup
t≥1

( ∞∫
1

ξA(x; t)h(x)dx

)2

4 sup
t≥1

∞∫
1

ξ2A(x; t)x
−2dx

(
θ2
( ∞∫

1

x2h2(x)dx−
( ∞∫

1

h(x) ln xdx
)2))

=

sup
t≥1

( ∞∫
1

ξA(x; t)h(x)dx

)2

sup
t≥1

∞∫
1

ξ2A(x; t)x
−2dx

( ∞∫
1

x2h2(x)dx−
( ∞∫

1

h(x) ln xdx
)2)

=

sup
t≥1

( ∞∫
1

ξA(x; t)h0(x)dx

)2

sup
t≥1

∞∫
1

ξ2A(x; t)x
−2dx

∞∫
1

h20(x)x
2dx

.

Iz Koxi-Xvarcove nejednakosti dobijamo da je eD[A] = 1 ako i samo ako

h0(x) = CξA(x; tA)x
−2. Zamenom ove jednakosti u (5.17) dobijamo izraz za

h(x). Poxto je h(x) naxih alternativa tog oblika, tvr�e�e je dokazano.

�

5.3 Statistike I
[B]
n i I

[C]
n

Prelazimo na prouqava�e statistika integralnog tipa datih iz-

razima (5.1) i (5.3). Kao i u prethodnim sluqajevima mo�emo pret-

postaviti bez gub	e�a opxtosti da je α = 1. Statistika I
[B]
n je V -

statistika sa slede�im jezgrom:
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ΥB(X1, X2, X3, X4) =
1

4

∑
π(j1,j2,j3,j4)

I{X(2);Xj1
,Xj2

,Xj3
/X(1);Xj1

,Xj2
,Xj3

≤ Xj4}

− 1

12

∑
π(j1,j2,j3)

I{min{Xj1 , Xj2} ≤ Xj3}

gde je π(j1, j2, j3, j4) skup svih permutacija skupa {1, 2, 3, 4} a π(j1, j2, j3)
skup svih 3-permutacija istog skupa.

Projekcija ovog jezgra pod nultom hipotezom je

υB(s) = E(ΥB(X1, X2, X3, X4)|X1 = s)

=
1

4
P{X(2);X2,X3,X4/X(1);X2,X3,X4 ≤ s}

+
3

4
P{X(2);s,X2,X3/X(1);s,X2,X3 ≤ X4} −

1

4
P{min{X2, X3} ≤ X4}

− 1

4
P{min{X2, X3} ≤ s} − 1

2
P{min{s,X2} ≤ X3}.

Prvi i qetvrti qlan izraza poklapaju se na osnovu teoreme 5.0.1 pa

dobijamo

υB(s) =
3

4
(2P{s ≤ X2 ≤ X3,

X2

s
≤ X4}+ 2P{X2 ≤ s ≤ X3,

s

X2

≤ X4}

+ 2P{X2 ≤ X3 ≤ s,
X3

X2

≤ X4})−
1

2
(1− P{s > X2 > X3}

− P{X2 > s > X3})−
1

4
· 2
3

=
1

4

3 ln s− 1
2

s2
− 1

24
.

Matematiqko oqekiva�e ove projekcije jednako je nuli, a disperzija

je

σ2
B = D(υB(X)) =

∞∫
1

(υB(s))
2 1

s2
ds =

13

4500
. (5.25)
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Kako je disperzija ove projekcije pozitivna, jezgro

ΥB(X1, X2, X3, X4) je nedegenerisano pa primenom Hefdingove teo-

reme 3.2.2 dobijamo slede�u asimptotsku raspodelu

√
nI [B]n

d→ N
(
0,

52

1125

)
.

Statistika I [C] je V -statistika s jezgrom

ΥC(X1, X2, X3, X4) =
1

4

∑
π(j1,j2,j3,j4)

I{X(3);Xj1
,Xj2

,Xj3
/X(2);Xj1

,Xj2
,Xj3

≤ Xj4}

− 1

4

∑
π(j1,j2,j3,j4)

I{(X(2);Xj1
,Xj2

,Xj3
/X(1);Xj1

,Xj2
,Xj3

)2 ≤ Xj4}.

�ena projekcija pod nultom hipotezom je

υ[C](s) = E(ΥC(X1, X2, X3, X4)|X1 = s)

=
1

4
P{X(3);X2,X3,X4/X(2);X2,X3,X4 ≤ s}

+
3

4
P{X(3);s,X2,X3/X(2);s,X2,X3 ≤ X4}

− 1

4
P{(X(2);X2,X3,X4/X(1);X2,X3,X4)

2 ≤ s}

− 3

4
P{(X(2);s,X2,X3/X(1);s,X2,X3)

2 ≤ X4}.

Prvi i tre�i qlan poklapaju se na osnovu teoreme 5.0.2 pa se mogu

skratiti. Dobijamo
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υ[C](s) =
3

4
(2P{s ≤ X2 ≤ X3,

X3

X2

≤ X4}+ 2P{X2 ≤ s ≤ X3,
X3

s
≤ X4}

+ 2P{X2 ≤ X3 ≤ s,
s

X3

≤ X4})−
3

4
(2P{s ≤ X2 ≤ X3,

(
X2

s

)2

≤ X4}

+ 2P{X2 ≤ s ≤ X3,

(
s

X2

)2

≤ X4}+ 2P{X2 ≤ X3 ≤ s,

(
X3

X2

)2

≤ X4})

=
3

4
· 2 ln s− 1

s
+

1

s3
− 1

4
.

Matematiqko oqekiva�e ove projekcije jednako je nuli, a disperzija

je

σ2
C =

∞∫
1

(υ[C](s))2
1

s2
ds =

19

4200
.

Kao i u prethodnom sluqaju, jezgro je nedegenerisano i primenom

Hefdingove teoreme dobijamo

√
nI [C]n

d→ N
(
0,

38

525

)
.

5.3.1 Lokalna Bahadurova efikasnost

Analogno prethodnom, sada raqunamo lokalnu Bahadurovu efikas-

nost statistika integralnog tipa. Za statistiku I
[B]
n funkcije f(t) i

bT (θ) nalazimo primenom slede�ih lema.

Lema 5.3.1. Neka je t > 0. Za statistiku I
[B]
n funkcija fI[B](t) je

analitiqka za malo t > 0 i va�i

fI[B](t) =
1125

104
t2 + o(t2), t→ 0.

Dokaz. Poxto je jezgro ΥB ograniqeno, centrirano i nedegenerisano,

primenom teoreme 4.2.3 dobijamo tvr�e�e leme. �
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Lema 5.3.2. Za alternativnu gustinu raspodele g(x; θ) koja pripada

G va�i

bI[B](θ) = 4θ

∞∫
1

υB(x)h(x)dx+ o(θ), θ → 0. (5.26)

Dokaz. Na osnovu zakona velikih brojeva za U -statistike (teorema

3.2.1) dobijamo

bI[B](θ) = Pθ{X(2;3)/X(1;3) ≤ X4} − Pθ{min{X1, X2} ≤ X3}.

Tada je

bI[B](θ) =

∞∫
1

∞∫
1

yz∫
y

6(1−G(x; θ))g(x; θ)g(y; θ)g(z; θ)dxdydz

−
∞∫
1

∞∫
x

2(1−G(x; θ))g(x; θ)g(y; θ)dydx

= 3

(
1−

∞∫
1

∞∫
1

(1−G(yz; θ))2)g(y; θ)g(z; θ)dydz

)

− 2

∞∫
1

(1−G(x; θ))2g(x; θ)dx.

Poxto je drugi qlan konstanta, �egov prvi izvod jednak je nuli, pa je

prvi izvod bI[B](θ) za θ = 0

b′I[B](0) = 6

∞∫
1

∞∫
1

H(yz)

y3z3
dydz − 6

∞∫
1

∞∫
1

h(y)

y2z4
dydz

= 6

( ∞∫
1

x∫
1

∞∫
x
y

h(x)

y3z3
dxdydz +

∞∫
1

∞∫
x

∞∫
1

h(x)

y3z3
dxdydz − 1

3

∞∫
1

h(y)

y2
dy

)

=

∞∫
1

h(x)

x2
(3 ln x− 1

2
)dx = 4

∞∫
1

υB(x)h(x)dx.
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Poxto je bI[B](0) = 0 koriste�i Maklorenov razvoj dobijamo (5.26). �
Za izraqunava�e Bahadurove efikasnosti u konkretnom sluqaju

navodimo slede�i primer.

Primer 5.3.1. Neka je alternativna raspodela log-Vejbulova (5.11).

�en prvi izvod po θ dat je izrazom (5.1.1).

Iz (5.26) i (5.1.1) dobijamo

bI[B](θ) = 4θ

∞∫
1

υB(x)
α

xα+1
(−α ln x ln ln x+ ln lnx+ 1)dx =

2

9
θ.

Kulbak-Lajblerova gor�a granica data je izrazom (5.16) pa je Ba-

hadurova efikasnost

eI[B] =
cI[B](θ)

2Kg1(θ)
=

125

117ψ′(1)
≈ 0.649.

Izraqunava�e u sluqaju ostalih alternativa (5.12-5.15) je analogno.

Vrednosti lokalnih Bahadurovih efikasnosti prikazani su u tabeli

5.3.

Prelazimo na raquna�e Bahadurovig taqnog nagiba u sluqaju stati-

stike I
[C]
n . Funkcije f(t) i bT (θ) nalazimo korix�e�em slede�ih lema.

Lema 5.3.3. Neka je t > 0. Za statistiku I
[B]
n funkcija fI[C](t) je

analitiqka za dovo	no malo t > 0 i va�i

fI[C](t) =
525

76
t2 + o(t2), t→ 0.

Lema 5.3.4. Za alternativnu raspodelu g(x; θ) koja pripada G va�i

bI[C](θ) = 4θ

∞∫
1

υ[C](x)h(x)dx+ o(θ), θ → 0. (5.27)

Dokazi ovih lema analogni su dokazima lema 5.3.1 i 5.3.2 pa ih ovde

izostav	amo.
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Primer 5.3.2. Neka je alternativna raspodela log-Vejbulova (5.11).

Iz (5.27) i (5.1.1) dobijamo

bI[C](θ) = 4θ

∞∫
1

υ[C](x)
α

xα+1
(−α ln x ln ln x+ ln lnx+ 1)dx =

3

4
(1− ln 2)θ,

a koriste�i (5.16) dobijamo da je Bahadurova efikasnost jednaka

eI[C] =
cI[C](θ)

2Kg1(θ)
=

4725(1− ln 2)2

608ψ′(1)
≈ 0.445.

Za ostale alternative vrednosti lokalne Bahadurove efikasnosti

prikazane su u tabeli 5.3.

alt. g1 g2 g3(1.5) g3(2) g4 g5
eI[B] 0.649 0.757 0.326 0.119 0.778 0.451

eI[C] 0.445 0.277 0.610 0.486 0.244 0.737

Tabela 5.3: Bahadurova efikasnost statistika I
[B]
n i I

[C]
n

5.3.2 Lokalno optimalne alternative

Neke od lokalno optimalnih alternativa nalazimo slede�om teore-

mom.

Teorema 5.3.1. Neka je g(x; θ) gustina raspodele iz G koja tako�e zado-

vo	ava uslov
∞∫
1

x2h2(x)dx <∞.

Alternativne gustine raspodele

g(x; θ) =
1

x2
+ θ
(
C
υ[l](x)

x2
+D

lnx− 1

x2

)
, x ≥ 1, C > 0, D ∈ R,

za malo θ asimptotski su optimalne za test zasnovan na statis-

tici I
[l]
n , l = B, C.
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Dokaz. Dokaza�emo teoremu za prvu statistiku (l = B), a za drugu je

potpuno ekvivalentan. Neka je

h0(x) = h(x)− (lnx− 1)

x2

∞∫
1

h(s) ln sds. (5.28)

Mo�e se pokazati da ova funkcija zadovo	ava slede�e jednakosti:

∞∫
1

h20(x)x
2dx =

∞∫
1

x2h2(x)dx−
( ∞∫

1

h(x) ln xdx

)2

∞∫
1

υB(x)h0(x)dx =

∞∫
1

υB(x)h(x)dx.

Iz lema 5.3.1 i 5.3.2, koriste�i (5.25), dobijamo da je lokalna asimptot-

ska efikasnost jednaka

eI[B] = lim
θ→0

cI[B](θ)

2K(θ)
= lim

θ→0

2 · 1125
108

b2
I[B](θ)

2K(θ)
= lim

θ→0

b2
I[B](θ)

9σ2
B2K(θ)

= lim
θ→0

9θ2
( ∞∫

1

υB(x)h(x)dx

)2

+ o(θ2)

9
∞∫
1

(υB)2(x)x2dx

(
θ2
( ∞∫

1

x2h2(x)dx−
( ∞∫

1

h(x) ln xdx
)2)

+ o(θ2)

)

=

( ∞∫
1

υB(x)h0(x)dx

)2

∞∫
1

(υB)2(x)x−2dx
∞∫
1

h20(x)x
2dx

.

Primenom nejednakosti Koxi-Xvarca dobijamo da je eI[B] = 1 ako i samo

ako je h0(x) = CυB(x)αx
−2. Zamenom ove jednakosti u (5.28) dobijamo

izraz za h(x). Poxto je h(x) za alternative iz teoreme ovog oblika,

dokaz je zavrxen. �
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5.4 Statistike D
[B]
n i D

[C]
n

Sada �emo analizirati asimptotska svojstva statistika Kolmogo-

rov	evog tipa datih izrazima (5.2) i (5.4). Kao i ranije, mo�emo pret-

postaviti da je α = 1. Za fiksirano t ≥ 1, izraz Gn(t) − Hn(t) je

V -statistika s jezgrom

ΞB(X1, X2, X3, t) = I{X(2);X1,X2,X3/X(1);X1,X2,X3 ≤ t}

− 1

3
(I{min{X1, X2} ≤ t}+ I{min{X2, X3} ≤ t}

+ I{min{X1, X3} ≤ t}).

Projekcija ovog jezgra je

ξB(s, t) = E(ΞB(X1, X2, X3, t)|X1 = s)

= P{X(2);s,X2,X3/X(1);s,X2,X3 ≤ t}

− 2

3
P{min{s,X2} ≤ t} − 1

3
P{min{X2, X3} ≤ t}

= 2P{X2 ≤ st, s ≤ X2 ≤ X3}+ 2P{s ≤ X2t,X2 ≤ s ≤ X3}

+ 2P{X3 ≤ tX2, X2 ≤ X3 ≤ s} − 2

3
(1− I{s > t}P{X2 > t})

− 1

3
(1− (P{X2 > t})2).

Posle izvesnog raquna dobijamo

ξB(s, t) =
t

s2
− 1

s2t2
+

1

3t2
− 1

3t
+ I{s ≤ t}

( 1

3t
− t

s2

)
.

Lako je pokazati da je matematiqko oqekiva�e ove projekcije jednako

nuli. �ena disperzija za fiksirano t jednaka je

σ2
B(t) =

∞∫
1

(ξB(s, t))
2s−2ds =

4

45
(t−3 + t−4 − 2t−6).

Funkcija σ2
B(t) (slika 5.3) dosti�e svoj maksimum za tB = 1.245 i

σ2
B(tB) = 0.0353. Zak	uqujemo da je familija jezgara ΞB(X1, X2, X3, t)
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Slika 5.3: Grafik funkcije σ2
B(t)

nedegenerisana, dok V -empirijski proces

ρ[B]n (t) =
√
n(Gn(t)−Hn(t)), t ≥ 1

konvergira nekom Gausovom procesu qija se kovarijacija mo�e izraqu-

nati na osnovu rezultata iz [76]. Raspodela statistikeD
[B]
n nije poznata.

Sliqno, za t ≥ 1, izraz Jn(t)−Kn(t) je V -statistika s jezgrom

ΞC(X1, X2, X3, t) = I{X(3);X1,X2,X3/X(2);X1,X2,X3 ≤ t}

− I{(X(2);X1,X2,X3/X(1);X1,X2,X3)
2 ≤ t}.

Analognim raqunom kao u prethodnom sluqaju mo�emo izvesti da je pro-

jekcija jezgra

ξC(s, t) =
1

s2t
(2− 2s+ s2t

1
2 − s2t− t

3
2 + 2st2 − t3 + I{s ≤ t

1
2}t

1
2 (t− s2)

+ I{s ≤ t}t(t− s)2).

�ena disperzija je

σ2
C(t) =

1

15
(3t−1 − 2t−

3
2 + 2t−2 − 14t−

5
2 + 13t−3 − 2t−4)
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Slika 5.4: Grafik funkcije σ2
C(t)

koja ima maksimum 0.0265 za tC = 3.160 (slika 5.4). Ova familija je

tako�e nedegenerisana i svi zak	uqci o asimptotskoj raspodeli stati-

stike D
[C]
n su ekvivalentni onim za statistiku D

[B]
n .

5.4.1 Lokalna Bahadurova efikasnost

Prelazimo na raquna�e lokalne Bahadurove efikasnosti za stati-

stike D
[B]
n i D

[C]
n . Funkcije f iz (4.2) odredi�emo slede�om teoremom.

Teorema 5.4.1. Neka je a ≥ 0. Tada su fD[B](a) i fD[C](a) analitiqke za

dovo	no malo a i va�i

fD[B](a) =
a2

18
σ2
B(tB) + o(a2) ∼ 1.58a2, a→ 0

fD[C](a) =
a2

18
σ2
C(tC) + o(a2) ∼ 2.10a2, a→ 0

Dokaz sledi iz teoreme 4.2.4. Limes u verovatno�i statistike D
[l]
n , l =

B, C pod alternativnom hipotezom odredi�emo slede�om lemom.

Lema 5.4.1. Za datu alternativnu raspodelu g(x; θ) iz G va�i

bD[l](θ) = 3θ sup
t≥1

∣∣∣∣
∞∫
1

ξ[l](x, t)h(x)dx

∣∣∣∣+ o(θ), θ → 0. (5.29)
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Dokaz. Lemu �emo dokazati za prvu statistiku (l = B). Drugi sluqaj

je ekvivalentan. Koriste�i teoremu 3.3.1 dobijamo

bD[B](θ) = sup
t≥1

∣∣∣∣Pθ{X(2;3)/X(1;3) ≤ t} − Pθ{min{X1, X2} ≤ t}
∣∣∣∣.

Neka je aD[B](θ; t) = Pθ{X(2;3)/X(1;3) ≤ t} − Pθ{min{X1, X2} ≤ t}. Tada
imamo

2aD[B](θ; t) =

∞∫
1

tx∫
1

6(1−G(x; θ))g(x; θ)g(y; θ)dxdy − (1− (Pθ{X1 > t})2)

= 3

∞∫
1

(1−G(tx; θ))2g(x; θ)dx− (1− (1−G(t; θ))2).

Prvi izvod funkcije aD[B](θ; t) po θ u nuli, a′
D[B](t), je

a′D[B](t) = 6

∞∫
1

H(tx)

tx3
dx− 3

∞∫
1

h(x)

t2x2
dx+

2

t
H(t)

=
6

t

t∫
1

∞∫
1

h(y)

x3
dxdy +

6

t

∞∫
t

∞∫
y
t

h(y)

x3
dxdy − 3

∞∫
1

h(x)

t2x2
dx+

2

t

t∫
1

h(y)dy

=

∞∫
1

h(y)(−3

t
I{y ≤ t}+ 3t

y2
I{y > t} − 3

t2y2
+

2

t
I{y ≤ t})dy

= 3

∞∫
1

ξB(y; t)h(y)dy.

Primenom Maklorenovog razvoja funkcije aD[B](θ; t) dobijamo tvr-

�e�e leme. �

Kao i u prethodnim primerima izraquna�emo Bahadurovu efikas-

nost za log-Vejbulovu alternativu.
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Primer 5.4.1. Za statistiku D
[B]
n iz (5.29) i (5.1.1) dobijamo

bD[B](θ) = 3θ sup
t≥1

∣∣∣∣
∞∫
1

ξB(x)
1

x2
(− ln x ln ln x+ ln lnx+ 1)dx

∣∣∣∣ = 0.4088 θ,

a koriste�i (5.16) dobijamo da je Bahadurova efikasnost

eD[B] =
cD[B](θ)

2Kg1(θ)
≈ 0.320.

Slika 5.5: Grafik funkcije a′
D[B](t) za log-Vejbulovu raspodelu

Sliqno, za statistiku D
[C]
n imamo

bD[C](θ) = 3θ sup
t≥1

∣∣∣∣
∞∫
1

ξC(x)
1

x2
(− lnx ln ln x+ ln lnx+ 1)dx

∣∣∣∣ = 0.3309 θ,

i

eD[C] =
cD[C](θ)

2Kg1(θ)
≈ 0.280.

Za ostale alternative raquna�e je analogno. Vrednosti lokalnih

Bahadurovih efikasnosti prikazani su u tabeli 5.4.
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Slika 5.6: Grafik funkcije a′
D[C](t) za log-Vejbulovu raspodelu

alt. g1 g2 g3(1.5) g3(2) g4 g5 g6(1.5) g6(4) g6(8)

eD[B] 0.320 0.414 0.141 0.047 0.436 0.207 0.124 0.462 0.632

eD[C] 0.280 0.174 0.410 0.362 0.156 0.513 0.500 0.323 0.116

Tabela 5.4: Bahadurova efikasnost za statistike Kolmogorov	evog tipa

5.4.2 Lokalno optimalne alternative

Kao i u prethodnom sluqaju, odredi�emo neke od lokalno optimalnih

alternativa slede�om teoremom.

Teorema 5.4.2. Neka je g(x; θ) gustina iz G koja tako�e zadovo	ava

uslov
∞∫
1

x2h2(x)dx <∞.

Alternativne gustine raspodela

g(x; θ) =
1

x2
+ θ
(
C
ξ[l](x; tl)

x2
+D

ln x− 1

x2

)
, x ≥ 1, C > 0, D ∈ R,

gde je tB = 1.245, tC = 3.16, za male vrednosti θ asimptotski su opti-

malne za test zasnovan na statistici D
[l]
n , l = B, C.

Dokaz je analogan dokazu teoreme 5.3.1, pa ga ovde ne navodimo.
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5.5 Upore�iva�e asimptotskih efikas-

nosti

Sada �emo uporediti Bahadurove efikasnosti naxih testova ko-

riste�i alternativne raspodele (5.11-5.15) i (5.22).

Bahadurove efikasnosti navedenih testova ponovo su radi pregled-

nosti prikazane su u tabeli 5.5 za statistike integralnog tipa a u

tabeli 5.6 za test statistike Kolmogorov	evog tipa.

Mo�emo primetiti da je opxte pravilo da su integralne statistike

efikasnije nego statistike Kolmogorov	evog tipa. Me�utim, kao xto je

ranije reqeno, mana testova zasnovanim na integralnim statistikama je

xto nisu postojani protiv svake alternative. Naveden je primer alter-

native (5.22) protiv koje nijedan od integralnih testova nije postojan.

Mo�emo primetiti da svaki od testova ima barem jednu alternativu

protiv koje je zadovo	avaju�e efikasan. Upore�iva�em statistika za-

snovanim na srodnim karakterizacijama preko koliqnika statistika

poretka na uzorku obima tri, zanim	ivo je primetiti da im se efikas-

nosti priliqno razlikuju. Log-Vejbulova, log-gama i inverzna beta ra-

spodela daju bo	e rezultate za test statistiku I
[B]
n , a ostale alternative

za I
[C]
n pa ne mo�emo zak	uqiti da je jedan od �ih bo	i od drugog.

Test zasnovan na statistici I
[A]
n izgleda najbo	i u globalu, me�utim

svaki od testova ima bar jednu standardnu alternativu protiv koje je

efikasniji od svoja dva konkurenta.

Sliqne zak	uqke mo�emo izvesti i u sluqaju statistika Kolmogo-

rov	evog tipa, ali redosled efikasnosti po alternativama nije iden-

tiqan. Vidimo da je test zasnovan na statisticiD
[C]
n sada najefikasniji

za \tilt" alternativu g5 kao i g3 za obe vrednosti parametra. Alterna-

tiva mexavine Paretovih raspodela g6 donosi nam zanim	ivu pojavu.

U zavisnosti od vrednosti parametra β, redosled testova po efikas-

nosti se me�a i svaki je najefikasniji za neku vrednost. Ovo nam

ukazuje da ako sum�amo da imamo kontaminirani uzorak, treba da iza-

beremo pogodni test u zavisnosti od pretpostav	nog koliqnika parame-

tara qlanova mexavine. Ako je taj koliqnik visok, biramo D
[B]
n , ako je
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nizak, D
[C]
n , a ako je \umeren" onda D

[A]
n .

Alternativna raspodela

Test g1 g2 g3(1.5) g3(2) g4 g5

I
[A]
n 0.821 0.788 0.618 0.338 0.777 0.800

I
[B]
n 0.649 0.757 0.326 0.119 0.778 0.451

I
[C]
n 0.445 0.277 0.610 0.486 0.244 0.737

Tabela 5.5: Bahadurova efikasnost za statistike integralnog tipa

Alternativna raspodela

Test g1 g2 g3(1.5) g3(2) g4 g5 g6(1.5) g6(4) g6(8)

D
[A]
n 0.437 0.448 0.331 0.192 0.455 0.473 0.359 0.631 0.581

D
[B]
n 0.320 0.414 0.141 0.047 0.436 0.207 0.124 0.462 0.632

D
[C]
n 0.280 0.174 0.410 0.362 0.156 0.513 0.500 0.323 0.116

Tabela 5.6: Bahadurova efikasnost za statistike Kolmogorov	evog tipa

5.6 Kritiqne vrednosti testova

Sada �emo izraqunati kritiqne vrednosti testova za uzorke malog

obima. S obzirom da nemamo taqnu raspodelu za male vrednosti n,

kritiqne vrednosti raqunamo Monte Karlo metodom.

Statistika I
[A]
n mo�e se izraziti kao

I [A]
n =

∞∫
1

(Mn(t)− Fn(t))dFn(t) =
1

n

n∑
j=1

(Mn(xj)− Fn(xj))

=
1

n

n∑
j=1

(
rj − j

N
− j

n
)

= (2nN)−1(2
n∑

j=1

rj − (n+ 1)(n+N)),

gde je N =
(
n
2

)
, a rj je rang xj u objedi�enom uzorku xk, 1 ≤ k ≤ n i

max{ xj

xk
, xk

xj
}, 1 ≤ j < k ≤ n.
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Na sliqan naqin mogu se izraziti i ostale integralne statistike.

Statistike Kolmogorov	evog tipa nije potrebno transformisati jer

im je oblik pogodan za programira�e.

Kritiqne vrednosti za svih xest testova, izraqunate iz 10000 po-

nav	a�a u programskom jeziku R, date su u tabeli 5.7.

n I
[A]
n I

[B]
n I

[C]
n D

[A]
n D

[B]
n D

[C]
n

10 0.13 0.11 0.24 0.41 0.57 0.47
20 0.09 0.08 0.14 0.28 0.37 0.29
30 0.07 0.06 0.11 0.22 0.29 0.22
40 0.06 0.05 0.09 0.19 0.25 0.19
50 0.06 0.05 0.08 0.16 0.22 0.17
100 0.04 0.03 0.05 0.12 0.15 0.11

Tabela 5.7: Kritiqne vrednosti testova s nivoom znaqajnosti 0.05
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Testovi saglasnosti s

eksponencijalnom raspodelom

Testove koje �emo ovde prikazati oform	eni su na osnovu karakter-

izacije Arnolda i Vi	ase�ora (posledica 2.4.1) izlo�enih u [39]. U da-

	em tekstu definisa�emo test statistike, odrediti �ihovu asimptot-

sku raspodelu, izraqunati lokalnu Bahadurovu efikasnost protiv

nekih standardnih bliskih alternativa i prona�i neke alternative iz

LAO klase.

6.1 Test statistike

Neka je X1, X2, . . . , Xn uzorak iz raspodele F koja pripada klasi F .
Testiramo slo�enu nultu hipotezu da je F eksponencijalna raspo-

dela (1.1) gde je λ > 0 nepoznati parametar.

Neka je Fn(t) empirijska funkcija raspodele. U skladu s navedenom

karakterizacijom definixemo V -empirijsku funkciju raspodele
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H [k]
n (t) =

1

nk

n∑
i1,i2,...,ik=1

I
{
max(Xi1 , Xi2 , . . . , Xik) ≤ t

}
,

G[k]
n (t) =

1

nkk!

n∑
i1,...,ik=1

[ ∑
π(j1,...,jk)

I
{Xi1

j1
+
Xi2

j2
+ . . .+

Xik

jk
≤ t
}]
,

gde π(j1, . . . , jk) predstav	a skup svih k! permutacija prirodnih brojeva

1, 2, . . . , k, k ≥ 2, dok π(j1, . . . , j
∗
i , . . . , jk), koji se jav	a dole, oznaqava

skup svih (k − 1)! permutacija prirodnih brojeva 1, 2, . . . , k bez i.

Uvodimo dva niza (dve klase) statistika (u zavisnosti od prirodnog

broja k > 1) qija je raspodela invarijantna u odnosu na parametar λ

eksponencijalne raspodele. Prva statistika je integralnog, a druga

Kolmogorov	evog tipa definisanih u tre�em poglav	u.

I [k]n =

∫ ∞

0

(
H [k]

n (t)−G[k]
n (t)

)
dFn(t),

D[k]
n = sup

t≥0
| H [k]

n (t)−G[k]
n (t) |,

Bez gub	e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da su velike vrednosti

test statistika znaqajne za odbaciva�e nulte hipoteze.

6.2 Integralna statistika I
[k]
n

Bez gub	e�a opxtosti mo�emo pretpostaviti da je parametar ek-

sponencijalne raspodele λ = 1. Statistika I
[k]
n asimptotski je ekviva-
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lentna V -statistici reda (k + 1) s centriranim jezgrom

Υk(X1, X2, . . . , Xk+1)

=
1

k + 1

[ k+1∑
i=1

I
{
max(X1, . . . , Xi−1, Xi+1 . . . , Xk+1) ≤ Xi

}

− 1

k!

k+1∑
i=1

∑
π(j1,...,j∗i ,...,jk+1)

I
{X1

j1
+. . .+

Xi−1

ji−1

+
Xi+1

ji+1

+. . .+
Xk+1

jk+1

≤ Xi

}]
.

Da bismo pokazali da jezgro Υk(X1, X2, . . . , Xk+1) nije degenerisano,

izraquna�emo �egovu projekciju υk(s) pod nultom hipotezom. Za fiksi-

rano Xk+1 = s ova projekcija je oblika

υk(s) = E
(
Υk(X1, X2, . . . , Xk+1)|Xk+1 = s

)
=

1

k + 1
P
{
max{X1, . . . , Xk} ≤ s

}
+

k

k + 1
P
{
max{s,X2, . . . , Xk} ≤ X1

}
− 1

(k + 1)!

∑
π(j1,...,jk)

P
{X1

j1
+ . . .+

Xk

jk
≤ s
}

− k

(k + 1)!

∑
π(j1,...,jk)

P
{ s
j1

+
X2

j2
+ . . .+

Xk

jk
≤ X1

}
.

Na osnovu karakterizacije prvi i tre�i qlan gor�eg izraza poklapaju

se pa se mogu skratiti. Drugi qlan gor�eg izraza jednak je

k

k + 1
P
{
max{s,X2, . . ., Xk} ≤ X1

}
=

k

k + 1

∫ ∞

0

I{s ≤ t}P{X2 ≤ t, . . . , Xk ≤ t}dF (t)

=
k

k + 1

∫ ∞

s

F k−1(s)dF (s) =
1

k + 1

(
1− F k(s)

)
,
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gde je F (x) = 1− e−x. Ostaje da se izraquna posled�i qlan.

P
{ s
j1

+
X2

j2
+ . . .+

Xk

jk
≤ X1

}
=

∫ ∞

0

e−x2dx2 . . .

∫ ∞

0

e−xkdxk

∞∫
s
j1

+
x2
j2

+...+
xk
jk

e−x1dx1

=
1

(k + 1)

(
1 +

1

j1

)
e−s/j1 ,

posle sumira�a po svim permutacijama indeksā j1, j2, . . . , jk i jox malo

dodatnog raquna dobijamo da je qetvrti qlan jednak 1
(k+1)2

∑k
r=1(1 +

1
r
)e−s/r, pa je projekcija υk jezgra Υk:

υk(s) =
1− (1− e−s)k

k + 1
− 1

(k + 1)2

k∑
r=1

(
1 +

1

r

)
e−s/r. (6.1)

Lako se pokazuje da je E(υk(X1)) = 0. Nakon izraqunava�a dobijamo da

je disperzija projekcije jednaka

σ2
k =

∞∫
0

υ2k(s)e
−sds =

1

(k + 1)3

[
−12k4 − 38k3 − 35k2 − 11k

4(k + 1)2(k + 2)(2k + 1)

+ 2k!
k∑

r=1

1

(k + 1 + 1
r
)(k + 1

r
) · · · (2 + 1

r
)
+

2

k + 1

∑
1≤i<j≤k

1

i+ j + ij

]
.

(6.2)

Jasno je iz izraza (6.2) da je Υk nedegenerisano za svako k.

U sluqaju nedegenerisanih jezgara mo�emo umesto V -statistike I
[k]
n

koristiti odgovaraju�u U -statistiku s istim jezgrom koja ima iste

asimptotske osobine ali je priliqno jednostavnija za izraqunava�a.

Kako su od praktiqnog znaqaja samo statistike za male vrednosti k,

sada �emo posebno razmotriti sluqajeve kada je k = 2 i k = 3.
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6.2.1 Statistika I
[2]
n

U sluqaju k = 2 iz izraza (6.1) i (6.2) dobijamo da je projekcija jezgra

Υ2(X, Y, Z) jednaka

υ2(s) =
4

9
e−s − 1

3
e−2s − 1

6
e−s/2, (6.3)

dok je �egova disperzija

σ2
2 =

∫ ∞

0

υ22(s)e
−sds =

5

13608
≈ 0.000367.

Primenom Hefdingove teoreme 3.2.2 za U -statistike s nedegenerisa-

nim jezgrima, kad n→ ∞, dobijamo graniqnu raspodelu

√
nI [2]n

d−→ N
(
0,

5

1512

)
.

Sada nalazimo logaritamsku asimptotiku velikih odstupa�a niza

statistika I
[2]
n pod nultom hipotezom. Jezgro Υ2 je centriramo, nede-

generisano i ograniqeno. Primenom teoreme 4.2.3 za velika odstupa�a

nedegenerisanih U -statistika dobijamo slede�u teoremu

Teorema 6.2.1. Za a > 0 va�i

lim
n→∞

n−1 lnPH0{I [2]n > a} = −fI[2](a),

gde je funkcija fI[2] analitiqka za dovo	no malo a > 0, i pored toga je

fI[2](a) =
a2

18σ2
2

+ o(a2) ∼ 756

5
a2 = 151.2a2, a→ 0. (6.4)

Na osnovu zakona velikih brojeva za U -statistike (v. teoremu 3.2.1)

pod alternativom H1 statistika I
[2]
n konvergira u verovatno�i ka

b
[2]
I (θ) = Pθ

(
max(X, Y ) ≤ Z

)
− Pθ

(
X +

Y

2
≤ Z

)
.
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Neka je klasa alternativa G definisana analogno onoj u ode	ku 5.1.1

s tom razlikom xto je sada G(x; 0) = 1− e−x. Lako se mo�e pokazati da

je za G ∈ G
bI[2](θ) = 3θ

∫ ∞

0

υ2(s)h(s)ds+ o(θ), θ → 0, (6.5)

gde je h(x) = g′θ(x; 0), a υ2(s) projekcija iz (6.3).

Navex�emo sada skup standardnih alternativnih raspodela bliskih

eksponencijalnoj koje �e u da	em tekstu biti razmatrane.

1. Makehamova raspodela s gustinom

g1(x, θ) =
(
1 + θ(1− e−x)

)
e−x−θ(e−x−1+x), θ > 0, x ≥ 0;

2. Vejbulova raspodela s gustinom

g2(x, θ) = (1 + θ)xθe−x1+θ

, θ > 0, x ≥ 0;

3. gama raspodela s gustinom

g3(x, θ) =
xθ

Γ(θ + 1)
e−x, θ > 0, x ≥ 0;

4. mexavina eksponencijalnih raspodela s negativnim te�inama

(EMNW(β)) (v. [38]) s gustinom

g4(x) = (1 + θ)e−x − θβe−βx, x ≥ 0, θ ∈
(
0,

1

β − 1

]
.

Izraquna�emo lokalnu Bahadurovu efikasnost protiv navedenih al-

ternativa.

Kulbak-Lajblerovo rastoja�e bliskih alternativa od klase ekspo-

nencijalnih raspodela dajemo slede�om lemom.

Lema 6.2.1. Za datu gustinu g(x; θ) neka je Kulbak-Lajblerovo rasto-
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ja�e

K(θ) = inf
λ>0

∞∫
1

ln
g(x; θ)

λe−λx
g(x; θ)dx (6.6)

dobro definisano. Tada kada θ → 0

2K(θ) = θ2
(∫ ∞

0

h2(x)exdx−
(∫ ∞

0

xh(x)dx
)2)

+ o(θ2). (6.7)

Dokaz je analogan dokazu teoreme 5.1.3 pa ga ovde izostav	amo.

Za Makehamovu alternativu iz (6.5) sledi da je

bI[2](θ) = 3θ

∫ ∞

0

(4
9
e−s − 1

3
e−2s − 1

6
e−s/2

)
e−s(2− 2e−s − s)ds

=
θ

90
≈ 0.011 θ + o(θ), θ → 0.

Lokalni taqni Bahadurov nagib niza I
[2]
n kad θ → 0 jednak je

cI[2](θ) =
(
bI[2](θ)

)2
/(9σ2

2) = 0.037θ2 + o(θ2).

Iz leme 6.6 Kulbak-Lajblerovo rastoja�e Makehamove raspodele ponaxa

se kad θ → 0 kao

Kg1(θ) =
θ2

24
+ o(θ2) (6.8)

pa je lokalna Bahadurova efikasnost

eI[2] = lim
θ→0

cI[2](θ)

2Kg1(θ)
= 0.448.

Raquna�e efikasnosti u sluqaju ostalih alternativa je analogno.

Vrednosti Bahadurovih efikasnosti prikazane su u tabeli 6.1.
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6.2.2 Statistika I
[3]
n

Za k = 3 iz (6.1) i (5.6) dobijamo da je projekcija jezgraΥ3(X,Y, Z,W )

jednaka

υ3(s) =
5

8
e−s − 3

4
e−2s +

1

4
e−3s − 3

32
e−s/2 − 1

12
e−s/3, (6.9)

a �ena disperzija

σ2
3 =

∫ ∞

0

υ23(s)e
−sds =

14591

30750720
≈ 0.000474.

Kao i u prethodnom sluqaju, na osnovu Hefdingove teoreme, kad n→
∞, va�i slede�a konvergencija u raspodeli

√
nI [3]n

d−→ N
(
0,

14591

1921920

)
.

Asimptotiku velikih odstupa�a niza statistika I
[3]
n pod nultom

hipotezom nalazimo na analogni naqin kao i u prethodnom sluqaju

Teorema 6.2.2. Za a > 0 va�i

lim
n→∞

n−1 lnPH0{I [3]n > a} = −fI[3](a),

gde je funkcija fI[3] analitiqka za dovo	no malo a > 0, i pored toga je

fI[3](a) =
a2

32σ2
3

+ o(a2) ∼ 960960

14591
a2 = 65.86a2, a→ 0. (6.10)

Pod alternativom H1 statistika I
[3]
n konvergira u verovatno�i ka

bI[3](θ) = Pθ

{
max(X, Y, Z) ≤ W

}
− Pθ

{
X +

Y

2
+
Z

3
≤ W

}
.

Lako je pokazati koriste�i (4.7) da je

bI[3](θ) = 4θ

∫ ∞

0

υ3(s)h(s)ds+ o(θ),
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gde je υ3(s) projekcija iz (6.9).

Za Makehamovu alternativu imamo

bI[3](θ) = 4θ

∞∫
0

(5
8
e−s− 3

4
e−2s+

1

4
e−3s− 3

32
e−s/2− 1

12
e−s/3

)
e−s(2−2e−s−s)ds

=
2

105
θ ≈ 0.019 θ + o(θ), θ → 0,

i za lokalni taqni nagib niza I
[3]
n kad θ → 0 va�i

cI[3](θ) =
(
bI[3](θ)

)2
/(16σ2

3) = 0.048θ2 + o(θ2).

Kako je Kulbak-Lajblerovo rastoja�e dato izrazom (6.8), lokalna

Bahadurova efikasnost jednaka je

eI[3] = lim
θ→0

cI[3](θ)

2Kg1(θ)
≈ 0.573.

Za ostale alternative raqun je analogan. U tabeli 6.1 prikazane su

lokalne Bahadurove efikasnosti za naxe qetiri alternative za k = 2

i k = 3, kao i maksimalne vrednosti (po k).

Tabela 6.1: Uporedna tabela lokalnih Bahadurovih efikasnosti za I
[k]
n

Alternativa k = 2 k = 3 maxk
Makehamova 0.448 0.573 0.875 za k = 14
Vejbulova 0.621 0.664 0.710 za k = 8

gama 0.723 0.708 0.723 za k = 2
EMNW(3) 0.694 0.799 0.885 za k = 6
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6.3 Statistika Kolmogorov	evog tipa D
[k]
n

Sada �emo analizirati statistiku Kolomogorov	evog tipa (6.1). Za

fiksirano t > 0 izraz H
[k]
n (t) − G

[k]
n (t) je V -statistika sa slede�im jez-

grom:

Ξk(X1, X2, . . . , Xk; t) = I
{
max(X1, X2, . . . , Xk) ≤ t

}
− 1

k!

∑
π(j1,...,jk)

I
{X1

j1
+
X2

j2
+ . . .+

Xk

jk
≤ t
}
.

Neka je υk(X1; t) projekcija jezgra Ξk(X1, X2, . . . , Xk; t) na X1. Tada je

υk(s; t) = E
(
Ξk(X1, X2, . . . , Xk; t)|X1 = s

)
= P

{
max(s,X2, . . . , Xk) ≤ t

}
− 1

k!

∑
π(j1,...,jk)

P
{ s
j1

+
X2

j2
+ . . .+

Xk

jk
≤ t
}

= I{s ≤ t}(F (t))k−1

− 1

k

k∑
j=1

[
I{s ≤ jt}

(
1−

k∑
i=1
i6=j

(
e−i(t− s

j
)

k∏
h=1
h6=i,j

h

h− i

))]
, (6.11)

gde je F (t) funkcija raspodele eksponcijalne raspodele. Raquna�e dis-

perzije ove projekcije u opxtem sluqaju je isuvixe slo�eno, pa �emo je

raqunati samo za konkretne vrednosti k.

6.3.1 Statistika D
[2]
n

For k = 2 iz izraza (6.11) dobijamo da je projekcija familije jezgara

Ξ2(X, Y ; t) jednaka

ξ2(s; t) = I{s ≤ t}F (t)− 1

2
I{s ≤ t}F (2(t− s))− 1

2
I{s ≤ 2t}F (t− s/2).

(6.12)
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Disperzije ovih proejkcija σ2
2(t) pod H0. date su funkcijom

σ2
2(t) =

1

3
e−t − 5

4
e−2t − 1

3
e−3t − 1

12
e−4t − 2

3
e−3t/2 + 2e−5t/2 +

1

2
te−2t,

qiji je grafik prikazan na slici 6.1.

1

0.015

t

1098765432

0.02

0.01

0

0.005

0.0

Slika 6.1: Grafik funkcije σ2(t), k = 2.

Stoga je naxa familija jezgara Ξ2(X,Y ; t) nedegenerisana (teorema

4.2.4) i va�i

σ2
2 = sup

t≥0
σ2
2(t) = 0.02234.

Graniqna raspodela statistike D
[2]
n nije poznata. Koriste�i Sil-

vermanov rezultat mo�e se pokazati da

U -empirijski sluqajni proces

η[2]n (t) =
√
n
(
H [2]

n (t)−G[2]
n (t)

)
, t ≥ 0,

slabo konvergira u D(0,∞) kad n → ∞ nekom centriranom Gausovom

procesu η[2](t) qija se kovarijacija mo�e izraqunati na osnovu teoreme.

Tada niz statistika
√
nD

[2]
n konvergira u raspodeli sluqajnoj veli-

qini supt≥0 |η[2](t)| qiju raspodelu ne mo�emo ekplicitno na�i. Stoga

107



Poglav	e 6. Testovi saglasnosti s eksponencijalnom raspodelom

kritiqne vrednosti ovog testa nalazimo korix�e�em simulacija.

Familija jezgara {Ξ2(X, Y ; t)}, t ≥ 0, je centrirana i ograniqena i

nedegenerisana. Primenom teoreme 4.2.4 o velikom odstupa�u supre-

muma familije nedegerisanih U -statistika (i V -statistika), dobijamo

slede�i rezultat.

Teorema 6.3.1. Za a > 0 va�i

lim
n→∞

n−1 lnPH0{D[2]
n > a} = −fD[2](a),

gde je funkcija fD[2] neprekidna za dovo	no malo a > 0, i pored toga je

fD[2](a) = (8σ2
2)

−1a2 + o(a2) ∼ 5.595a2, a→ 0.

Lokalna Bahadurova efikasnost statistike D
[2]
n

Na osnovu teoreme 3.3.1 limes u verovatno�i niza statistika D
[2]
n pod

alternativnom hipotezom je

bD[2](θ) = sup
t≥0

|bD[2](t, θ)| = sup
t≥0

∣∣∣Pθ

{
max(X, Y ) ≤ t

}
− Pθ

{
X +

Y

2
≤ t
}∣∣∣.

Uz pretpostavku o regularnosti alternativne funkcije raspodele do-

bijamo

bD[2](t, θ) = 2θ

∫ ∞

0

ξ2(s; t)h(s)ds+ o(θ), θ → 0, (6.13)

gde je projekcija iz (6.12).

Sada prelazimo na izraqunava�e lokalnih Bahadurovih efikas-

nosti za naxe qetiri alternative.
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Za Makehamovu alternativu iz (6.13) dobijamo

bD[2](t, θ) = θ

(
2

∫ t

0

F (t)e−s(2− 2e−s − s)ds

−
∫ t

0

F
(
2(t− s)

)
e−s(2− 2e−s − s)ds

−
∫ 2t

0

F (t− s/2)e−s(2− 2e−s − s)ds

)
+ o(θ)

= θ
(2
3
e−t + (1− 2t)e−2t − 2e−3t +

1

3
e−4t

)
+ o(θ), θ → 0,

a grafik ove funkcije za male vrednosti θ dat je na slici 6.2.

0.03

7

0.01

0.0

t

109

0.025

8

0.02

0.015

0.005

6543210

Slika 6.2: Grafik funkcije b
[2]
D (t, θ),Makehamova alternativa

Odavde sledi da je

sup
t>0

bD[2](t, θ) = bD[2](1.908, θ) + o(θ) = 0.03055 θ + o(θ), θ → 0.

Lokalni taqni nagib statistike D
[2]
n kad θ → 0 zadovo	ava

cD[2](θ) =
(
bD[2](θ)

)2
/(4σ2

2) = 0.0104 θ2 + o(θ2).

Koriste�iKg1(θ) iz (6.8), dobijamo da je lokalna Bahadurova efikas-
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nost jednaka

eD[2] = lim
θ→0

cD[2](θ)

2Kg1(θ)
≈ 0.125.

Za ostale alternative raqun je analogan. Vrednosti Bahadurovih

efikasnosti za sve qetiri alternative prikazani su u tabeli 6.2.

Tabela 6.2: Lokalne Bahadurove efikasnosti za statistiku D
[2]
n .

Alternativa Efikasnost
Makehamova 0.125
Vejbulova 0.092

gama 0.093
EMNW(3) 0.149

Mo�emo uoqiti da su efikasnosti vrlo male, znaqajno ma�e nego

u sluqaju drugih testova eksponencijalnosti zasnovanih na karakteri-

zacijama izuzev [58].

6.3.2 Statistika D
[3]
n

U sluqaju k = 3 iz (6.11) dobijamo da je projekcija familije jezgara

Ξ3(X, Y, Z; t) jednaka

ξ3(s; t) = I{x ≤ t}
[
F 2(t)− F (2(t− x)) +

2

3
F (3(t− x))

]
− I{x ≤ 2t}

[1
2
F (t− x/2)− 1

6
F (3(t− x/2))

]
− I{x ≤ 3t}

[2
3
F (t− x/3)− 1

3
F (2(t− x/3))

]
. (6.14)

Sada raqunamo disperzije projekcija σ2
3(t) pod H0. Dobijamo

σ2
3(t) =

8

15
e−t +

(1
2
t− 1

24

)
e−2t +

(41
9

− 4

3
t
)
e−3t − 179

210
e−4t +

113

210
e−5t

− 419

2520
e−6t − 14

15
e−3t/2 +

122

35
e−5t/2 − 2

3
e−7t/2 − 2

3
e−9t/2 − 5

7
e−5t/3

− 5

2
e−7t/3 +

10

7
e−8t/3 − 4e−10t/3 − 2e−11t/3 + 2e−13t/3,

110



Poglav	e 6. Testovi saglasnosti s eksponencijalnom raspodelom

i grafik ove funkcije prikazan je na slici 6.3.

1

0.015

t

1098765432

0.02

0.01

0

0.005

0.0

Slika 6.3: Grafik funkcije σ2
3(t).

Dakle, familija jezgara Ξ3(X, Y, Z; t) je nedegenerisana i va�i

σ2
3 = sup

t≥0
σ2
3(t) = 0.02241.

Koriste�i isti naqin zak	uqiva�a kao i u sluqaju D
[2]
n zak	uqujemo

da je nemogu�e na�i eksplicitno graniqnu raspodelu statistike D
[3]
n .

Familija jezgara {Ξ3(X, Y, Z; t)}, t ≥ 0, je centrirana i ograniqena i

primenom teoreme 4.2.4 dobijamo slede�e tvr�e�e

Teorema 6.3.2. Za a > 0 va�i

lim
n→∞

n−1 lnPH0(D
[3]
n > a) = −fD[3](a),

gde je funkcija fD[3] neprekidna za dovo	no malo a > 0, i pored toga je

fD[3](a) = (18σ2
3)

−1a2(1 + o(1)) ∼ 2.479a2, a→ 0.
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Lokalna Bahadurova efikasnost statistike D
[3]
n

U ovom sluqaju limes u verovatno�i pod alternativnom hipotezom

prema teoremi 3.3.1 jednak je

bD[3](θ) = sup
t≥0

|bD[3](t, θ)| = sup
t≥0

∣∣∣Pθ

{
max(X, Y, Z) ≤ t

}
−Pθ

{
X+

Y

2
+
Z

3
≤ t
}∣∣∣.

Nije texko pokazati da bD[3](t, θ) za regularne alternative zadovo	ava

relaciju

bD[3](t, θ) = 3θ

∫ ∞

0

ξ3(s; t)h(s)ds+ o(θ), θ → 0. (6.15)

Kao i u prethodnim sluqajevima prvo �emo izraqunati lokalnu Ba-

hadurovu efikasnost za Makehamovu alternativu. Iz (6.15) dobijamo da

je

bD[3](t, θ) = θ

(∫ t

0

[
F 2(t)− F (2(t− s)) +

2

3
F (3(t− s))

]
e−s(2− 2e−s − s)ds

−
∫ 2t

0

[1
2
F (t− s/2)− 1

6
F (3(t− s/2))

]
e−s(2− 2e−s − s)ds

−
∫ 3t

0

[2
3
F (t− s/3)− 1

3
F (2(t− s/3))

]
e−s(2− 2e−s − s)ds

)
= θ
(8
5
e−t +

(9
2
− 6t

)
e−2t − 8e−3t + 2e−4t − 1

10
e−6t

)
+ o(θ), θ → 0,

a grafik ove funkcije za male vrednosti θ prikazan je na slici 6.4.

Dakle dobijamo da je

sup
t>0

bD[3](t, θ) = bD[3](2.087, θ) = 0.0602 θ + o(θ), θ → 0.

Lokalni taqni nagib niza D
[3]
n kad θ → 0 zadovo	ava relaciju

cD[3](θ) =
(
bD[3](θ)

)2
/(9σ2

3) = 0.018 θ2 + o(θ2),

a lokalna Bahadurova efikasnost jednaka je eD[3] = 0.216.
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Slika 6.4: Grafik funkcije b
[3]
D (t, θ),Makehamova alternativa

U tabeli 6.3 prikazane su vrednosti lokalne Bahadurove efikas-

nosti za naxe alternative.

Tabela 6.3: Lokalne Bahadurove efikasnosti za statistiku D
[3]
n

Alternativa Efikasnost
Makehamova 0.216
Vejbulova 0.152
Gama 0.138

EMNW(3) 0.230

Mo�emo primetiti da su efikasnosti ve�e nego u sluqaju prethodne

test statistike, ali jox uvek priliqno niske.

6.4 Uslovi lokalne optimalnosti

Efikasnosti naxih testova su veoma male u pore�e�u s maksimal-

nim. Ipak, postoje posebne alternativne raspodele za koje su naxi
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nizovi statistika I
[k]
n i D

[k]
n lokalno asimptotski optimalni (LAO) u

Bahadurovom smislu.

Pretpostavimo da za funkcije raspodele G iz G pored uslova regu-

larnosti iz 4.3 va�i i ∫ ∞

0

h2(x)exdx <∞.

Pod ovim uslovima za statistiku I
[k]
n va�i

bI[k](θ) = (k + 1)θ

∫ ∞

0

ξk(x)h(x)dx+ o(θ), θ → 0.

Uvedimo pomo�nu funkciju

h0(x) = h(x)− (x− 1) exp(−x)
∫ ∞

0

uh(u)du. (6.16)

Odavde direktno sledi

∫ ∞

0

h2(x)exdx−
(∫ ∞

0

xh(x)dx
)2

=

∫ ∞

0

h20(x)e
xdx, (6.17)∫ ∞

0

ξk(x)h(x)dx =

∫ ∞

0

ξk(x)h0(x)dx.

Izraz za lokalnu Bahadurovu efikasnost je

eI[k] = lim
θ→0

(
bI[k](θ)

)2
2(k + 1)2σ2

kK(θ)

=
(∫ ∞

0

ξk(x)h0(x)dx
)2
/
(∫ ∞

0

ξ2k(x)e
−xdx ·

∫ ∞

0

h20(x)e
xdx
)
.

Iz nejednakosti Koxi-Xvarca dobijamo da je efikasnost jednaka

jedan ako je h0(x) = C1e
−xξ(x) za neku konstantu C1 > 0, tako da je h(x) =

e−x(C1ξ(x) + C2(x − 1)) za neke konstante C1 > 0 i C2. Ove raspodele

pripadaju domenu LAO u okviru klase G.
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Najjednostavnije takve alternative g(x, θ), za malo θ > 0 su, za k = 2,

g(x, θ) = e−x
(
1 +

θ

3
(
4

3
e−x − e−2x − 1

2
e−x/2)

)
,

a za k = 3,

g(x, θ) = e−x
(
1 +

θ

4
(
5

2
e−x − 3e−2x + e−3x − 3

8
e−x/2 − 1

3
e−x/3)

)
.

Razmotrimo sada statistiku Kolmogorov	evog tipa (6.1). Mo�e se

pokazati da je

bD[k](θ) = kθ

∫ ∞

0

ξk(x; t)h(x)dx+ o(θ), θ → 0.

Za h0(x) definisano u (6.16), pored (6.17) va�i i∫ ∞

0

ξk(x; t)h(x)dx =

∫ ∞

0

ξk(x; t)h0(x)dx.

U ovom sluqaju efikasnost je jednaka

eD[k] = lim
θ→0

(
bD[k](θ)

)2
supt≥0

(
2k2σ2

k(t)K(θ)
)

=
supt≥0

( ∫∞
0
ξk(x; t)h0(x)dx

)2
supt≥0

( ∫∞
0
ξ2k(x; t)e

−xdx ·
∫∞
0
h20e

xdx
) .

Iz nejednakosti Koxi-Xvarca dobijamo da je efikasnost jednaka

jedinici ako h(x) = e−x
(
C1ξk(x; t0) + C2(x − 1)

)
za t0 = argmaxt≥0σ

2
k(t)

i neke konstante C1 > 0 i C2. Alternativne gustine koje imaju takve

funkcije h(x) formiraju domen LAO u klasi G.
Najjednostavniji primeri dati su, za k = 2,
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g(x, θ) = e−x
[
1 + θ · I{x ≤ t2}

(
1− e−t2

)
− 1

2
θ ·
(
I{x ≤ t2}

(
1− e−2(t2−x)

)
+ I{x ≤ 2t2}

(
1− e−(t2−x/2)

))]
,

gde je

t2 = argmax
t≥0

(1
3
e−t− 5

4
e−2t− 1

3
e−3t− 1

12
e−4t− 2

3
e−3t/2 + 2e−5t/2 +

1

2
te−2t

)
≈ 1.502,

a u sluqaju k = 3,

g(x, θ) = e−x
[
1 + θ · I{x ≤ t3}

((
1− e−t3

)2
+ e−2(t3−x) − 2

3
e−3(t3−x) − 1

3

)
− 1

3
θ · I{x ≤ 2t3}

(
1− 3

2
e−(t3−x/2) +

1

2
e−3(t3−x/2)

)
− 1

3
θ · I{x ≤ 3t3}

(
1− 2e−(t3−x/3) + e−2(t3−x/3)

)]
,

gde je

t3 = argmax
t≥0

[ 8
15
e−t +

(1
2
t− 1

24

)
e−2t +

(41
9

− 4

3
t
)
e−3t − 179

210
e−4t

+
113

210
e−5t − 419

2520
e−6t − 14

15
e−3t/2 +

122

35
e−5t/2 − 2

3
e−7t/2 − 2

3
e−9t/2

− 5

7
e−5t/3 − 5

2
e−7t/3 +

10

7
e−8t/3 − 4e−10t/3 − 2e−11t/3 + 2e−13t/3

]
≈ 1.919.

6.5 Analiza mo�i testova

Pored asimptotske efikasnosti jox jedan standardni naqin ispi-

tiva�a kvaliteta testova i �ihovih upore�iva�a je i analiza mo�i

testova. Iako su asimptotske efikasnosti testova integralnog tipa

zadovo	avaju�e, one za testove Kolmogorov	evog tipa, barem u sluqaju

standardnih alternativa, priliqno su niske, pa je stoga izvrxena i
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analiza mo�i testova da bi se bo	e sagledala potencijalna primena

ovih testova u praksi.

Korix�e�em Monte Karlo metoda s 10000 ponav	a�a oce�ene su

mo�i testa za obim uzorka n = 100 i razliqite vrednosti parametra

θ za iste alternative za koje je raqunata i efikasnost. Rezultati su

prikazani u tabeli 6.4 za testove integralnog tipa, a u tabeli 6.5 za

testove Kolmogorov	evog tipa, za k = 2, 3, i 4, za nivoe znaqajnosti

α = 0.05 i 0.025.

Teorijski gledano, koncept mo�i testa bli�e je povezan s Ha
is-

Lemanovom efikasno�u (v. [57]) i redosled testova po Bahadurovoj

efikasnosti obiqno se ne poklapa s redosledom testova po mo�ima.

Uprkos tome, mo�emo videti da se redosled testova sla�e skoro u

potpunosti gledano po k, a priliqno i gledano po alternativama, s

izuzetkom Vejbulove raspodele koja pred�aqi po mo�i a efikasnost joj

nije najve�a.

Analizom, kako Bahadurove efikasnosti, tako i mo�i testova, za-

k	uqujemo da mo�emo preporuqiti testove integralnog tipa za pri-

menu u praksi. Testovi Kolmogorov	evog tipa prikazuju veoma niske

efikasnosti, dok su im mo�i nexto prihvat	ivije. Kao takvi oni u

naqelu nisu preporuq	ivi za upotrebu, me�utim u nekim sluqajevima

se i na �ih mo�e raqunati, naroqito ako su potencijalne alternativne

raspodele bliske lokalno optimalnim.
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Tabela 6.4: Simulirane mo�i testova sa statistikom I
[k]
n .

Alternativa θ k α = 0.05 α = 0.025
1.5 2 0.51 0.39
1.5 3 0.59 0.48
1.5 4 0.63 0.51
0.5 2 0.19 0.12

Makehamova 0.5 3 0.22 0.13
0.5 4 0.22 0.14
0.25 2 0.11 0.06
0.25 3 0.12 0.07
0.25 4 0.13 0.08
0.5 2 1.00 0.99
0.5 3 1.00 0.99

Vejbulova 0.5 4 1.00 1.00
0.25 2 0.74 0.61
0.25 3 0.77 0.66
0.25 4 0.78 0.68
0.5 2 0.86 0.76
0.5 3 0.85 0.76

gama 0.5 4 0.84 0.75
0.25 2 0.42 0.30
0.25 3 0.42 0.30
0.25 4 0.42 0.30
0.5 2 0.98 0.97
0.5 3 0.98 0.97

EMNW(3) 0.5 4 0.98 0.97
0.25 2 0.45 0.33
0.25 3 0.47 0.34
0.25 4 0.47 0.34
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Tabela 6.5: Simulirane mo�i testova sa statistikom D
[k]
n

Alternativa θ k α = 0.05 α = 0.025
1.5 2 0.34 0.24
1.5 3 0.41 0.29
1.5 4 0.44 0.34
0.5 2 0.13 0.08

Makehamova 0.5 3 0.15 0.10
0.5 4 0.15 0.10
0.25 2 0.09 0.05
0.25 3 0.09 0.05
0.25 4 0.10 0.06
0.5 2 0.88 0.80
0.5 3 0.93 0.89

Vejbulova 0.5 4 0.95 0.91
0.25 2 0.40 0.29
0.25 3 0.47 0.35
0.25 4 0.50 0.38
0.5 2 0.45 0.32
0.5 3 0.48 0.36

gama 0.5 4 0.48 0.36
0.25 2 0.19 0.12
0.25 3 0.20 0.13
0.25 4 0.20 0.13
0.5 2 0.67 0.54
0.5 3 0.68 0.55

EMNW(3) 0.5 4 0.68 0.55
0.25 2 0.22 0.14
0.25 3 0.23 0.16
0.25 4 0.23 0.16
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Zak	uqak

U disertaciji je navedeno i dokazano osam novih karakterizacija, od

kojih su dve za Paretovu i xest za eksponencijalnu raspodelu. Karak-

terizacije Paretove raspodele dobijene su transformacijom postoje�ih

karakterizacija, dok karakterizacije eksponencijalne raspodele pred-

stav	aju uopxte�a dosadax�ih rezultata. Dodatno je razvijen metod

dokaziva�a u sluqaju kada se funkcija gustine mo�e razviti u Mak-

lorenov red. Pored teorema karakterizacije dokazano je i nekoliko in-

dentiteta sa Stirlingovim brojevima druge vrste. Ti rezultati mogu

imati i samostalni znaqaj.

U delu posve�enom testovima, predlo�eno je xest testova saglas-

nosti s Paretovom i dve klase testova saglasnosti s eksponencijal-

nom raspodelom. Korix�e�em teorije razvijene posled�ih dvadese-

tak godina, prouqena je asimptotika test statistika, velika odstu-

pa�a, i izraqunata je lokalna Bahadurova efikasnost protiv razli-

qitih bliskih alternativa. Vrednosti efikasnosti ukazuju na to da

novodobijeni testovi uglavnom poseduju kvalitet da budu korix�eni u

praksi.

Pravac da	eg istra�iva�a naravno uk	uquje stvara�e novih karak-

terizacija. Postoji veliki broj svojstava raspodela za koje je potrebno

odrediti optimalne uslove pod kojima je odre�eno svojstvo karakteri-

zacija. Ti uslovi mogu biti razliqite vrste, od onih koji definixu

klasu u okviru koje se karakterixe data raspodela, do onih u kojima se

uslov postav	a na samo svojstvo, npr. da va�i za neki konkretan ili

za svaki obim uzorka.
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Zak	uqak

Kod testova saglasnosti, oqigledan pravac da	eg istra�iva�a je

formira�e novih testova korix�e�em modela prikazanih u diser-

taciji za neke nove karakterizacije. Druga, zanim	ivija mogu�nost

je korix�e�e nekih drugih tipova test statistika koje nisu nu�no

zasnovane na U -empirijskim funkcijama raspodele, ve� na nekim U -

statistikama, U -empirijskim karakteristiqnim funkcijama, itd.
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5. M. Obradović, M. Jovanović, B. Milošević, Optimal unbiased estimates

of P{X < Y } for some families of distributions, Metodološki zvezki -
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