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Predgovor

Dvoparametarski singularno perturbovani problemi predstavljaju mate-
maticke modele nekih prirodnih pojava, kao Sto su razni procesi u teoriji
hemijskih reaktora [61], kao i fenomeni koji nastaju prilikom usisavanja ne-
kih fluida [79]. Uopste, singularno perturbovani problemi predstavljaju pa-
rametarski zavisne diferencijalne jednacine ¢ije resenje se naglo menja kada
perturbacioni parametri teze nekoj granicnoj vrednosti (najcesée nuli), Sto
se ispoljava pojavom slojeva. Slojevi su uske podoblasti polaznog domena u
kojima se desavaju nagle promene resenja kao i njegovih izvoda, i oni se mogu
nalaziti u okolini granice ili u unutrasnjosti domena. Resavanje ovakvih pro-
blema standardnim numerickim postupcima je uglavnom neefikasno. Stoga
je razvijanje tzv. parametarski-uniformnih numerickih metoda za resavanje
singularno perturbovanih problema, od velikog prakti¢nog interesa.

Konkretne probleme u tezi ¢emo resavati postupkom konacnih elemenata,
Ciji koreni datiraju jos iz XVII veka. Ovi postupci su podjednako razvi-
jeni i popularni i kod matematicara i kod inzenjera, narocito jer uspesno
resavaju kako apstraktne probleme, tako i probleme iz realnog zivota. Po-
stupci konacnih elemenata [4,5,9, 18, 36,48, 55,58, 75, 76, 92| se baziraju na
slaboj formulaciji diferencijalne jednacine. Stoga se, pored klasi¢nih, razma-
traju i slaba resenja koja se ceS¢e pojavljuju. Polazni domen se razlaze na
elemente, gde se onda resenje problema aproksimira po delovima polinomnom
funkcijom. Tako se globalna analiza ovog postupka svodi na lokalnu analizu
na elementima. Glavna prednost ovog postupka nad ostalim postupcima za
resavanje kompleksnih problema je da se mogu primeniti na probleme sa do-
menom proizvoljnog oblika, uz proizvoljno razlaganje i stepen polinoma, a
da pri tome ne gube na efikasnosti i robustnosti. Kao i kod metoda konacnih
razlika, koris¢enjem metoda konac¢nih elemenata, dobija se diskretizacija di-
ferencijalne jednacine, ali se resenje, koje je deo po deo polinomna funkcija,
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iv Predgovor

zna na celom domenu, a ne samo na odredenom skupu tacaka.

Za razliku od singularno perturbovanih problema sa jednim parametrom,
o problemima sa dva parametra ima mnogo manje rezultata. U prvom delu
teze predstavljen je dvoparametarski jednodimenzionalni problem konvekci-
je-reakcije-difuzije koji je resavan metodom konac¢nih elemenata na Bahva-
lovljevoj, Duranovoj i Duran-Siskinovoj mrezi. Problem je detaljno ana-
liziran na sve tri mreze, dokazana je uniformna konvergencija pomenutog
numerickog postupka u energetskoj normi i prikazani su numericki rezultati
koji potvrduju dobijene teorijske ocene. Originalni rezultati ovog dela teze
vec¢ su publikovani u [6], [7] 1 [8].

U drugom delu teze posmatran je dvoparametarski problem konvekcije-
reakcije-difuzije u dve dimenzije. Ovaj problem je slabije proucavan od je-
dnodimenzionalnog prvenstveno zbog slozenosti, a stoga i zahtevnosti koja se
trazi u analizi greske numerickog postupka. Problem je takode resavan me-
todom konacnih elemenata na Duranovoj i Duran-Siskinovoj mrezi. U svim
razmatranim slucajevima dokazana je uniformna konvergencija u energetskoj
normi. Takode, dati su primeri kojima su ilustrovani teorijski rezultati.

Stoga je ova teza skroman doprinos teoriji konacnih elemenata za nu-
mericko resavanje dvoparametarskih singularno perturbovanih problema.

*
* *

Najveci deo rezultata ove teze dobijen je u saradnji sa mojim mentorom,
dr Helenom Zarin, redovnim profesorom Prirodno-matematickog fakulteta u
Novom Sadu, koja je dala ideje za istrazivanja dvoparametarskih problema
u jednoj dimenziji. Njoj dugujem zahvalnost za strpljenje tokom dobijanja
svih rezultata i nesebi¢nu pomo¢ koju mi uvek pruza. Na njen predlog pri-
sustvovala sam na dva poslednja Annual Workshop on Numerical methods
for problems with layer phenomena, gde sam upoznala istaknute naucnike iz
oblasti kojom se bavi teza i uocila dalje pravce istrazivanja.

Takode se zahvaljujem mom drugom mentoru, dr Ljiljani Teofanov, vanre-
dnom profesoru Fakulteta tehnickih nauka u Novom Sadu, na velikoj pomoci
oko programiranja u Matlab-u i savetima datim tokom izrade teze, pogotovo
dela o dvodimenzionalnom problemu. Hvala i na organizovanju mini semi-
nara iz oblasti singularno perturbovanih problema sa kog su proistekle mnoge
ideje za ovu disertaciju.

Dr Dragoslavu Hercegu, redovnom profesoru Prirodno-matematickog fa-
kulteta u Novom Sadu, kao i dr Zorici Uzelac, redovnom profesoru Fakulteta



tehnickih nauka u Novom Sadu, se zahvaljujem na saradnji i savetima pre i
tokom izrade disertacije.

Dr Marku Nedeljkovu, direktoru Departmana za matematiku i informati-
ku, Prirodno-matematickog fakulteta u Novom Sadu veliko hvala za podrsku
i interesantne ispite iz parcijalnih diferencijalnih jednacina na doktorskim
studijama.

Zahvalna sam i mojim kolegama sa posla, dr Tatjani Dosenovié¢, dr Ale-
ksandru Takaciju i dr Dusanu Rakic¢u, za podrsku i savete.

Najvaznije, zelim da se zahvalim mojoj porodici, roditeljima koji su me
uvek podrzavali i ohrabrivali, ¢erki i sinu, po kojima ,mama uvek nesto pise
i uci” i suprugu koji je uvek verovao u mene.

Novi Sad, Mirjana Brdar
8. februar 2016.
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Glava 1

Uvod

Singularno perturbovani problemi pripadaju savremenenoj oblasti nu-
mericke matematike i predstavljaju veoma aktuelnu oblast istrazivanja. Po-
znate su primene ovih problema u aerodinamici, modelovanju procesa za-
gadenja zivotne sredine, prenosu toplote, hemijskoj kinetici, finansijskoj ma-
tematici, kao i mehanici fluida, i one se mogu nac¢i u mnogobrojnoj litera-
turi [18,27,30,35, 36, 54, 56-58,60-62, 101].

Tema doktorske disertacije su dvoparametarski singularno perturbovani
problemi. U tezi ¢e biti izlozeni rezultati u vezi sa analizom i numerickim
reSavanjem ovih problema u jednoj i dve dimenzije. Ova vrsta konturnih
problema predstavlja matematicke modele koji se javljaju u hemijskim re-
aktorima [11,61], kao i procesima prilikom usisavanja ili isisavanja nekih
fluida [79].

U sledecoj definiciji je formalno opisano Sta su singularno perturbovani
problemi.

Definicija 1.0.1. [48] Neka je B prostor funkcija sa normom || - ||g i neka
je D C R? domen parametara. Neprekidna funkcija v : D — B, e v+ u(e) je
reqularna za € — €* € 0D ako postoji funkcija u* € B takva da je

lim
e—e*

u(e) —u'lls =0,

inace je u(e) singularna za € — €*.
Neka je (P.) problem cije je resenje u(e) € B za svako € € D. Kazemo da je

1



2 Uvod

(P.) singularno perturbovan problem za € — € € dD u normi || - ||p ako je
u(e) singularna za € — €*.

Napomena 1.0.1. Prethodna definicija je zavisna od morme. Na primer,
problem

—eu(xz) —u'(x) =1 za 2 € (0,1), u(0)=u(l)=0
je singularno perturbovan u C° i L™ normi jer je

i%ll_r)%u(w,e) =1#0= l%i%u(x,a).

Medutim, v L? normi ovaj problem nije singularno perturbovan jer postoji
funkcija u* : x — 1 — x za koju je

lu(e) = ullz20,0) = O("?).
]

Napomena 1.0.2. Grani¢ni uslovi takode imaju vaznu ulogu. Posmatrajmo
problem

—eu"(x) —u' () =1 za z € (0,1), u'(0) =u(l)=0.

Ovag problem je singularno perturbovan uw C* normi, ali nije perturbovan u
C° normi. O

Glavni cilj pri konstrukeiji numerickih metoda za resavanje singularno
perturbovanih problema je postizanje uniformne konvergencije u odnosu na
perturbacione parametre. Usvajamo slede¢u definiciju parametarski-unifo-
rmne konvergencije za sluc¢aj problema sa dva mala parametra €; i e5.

Definicija 1.0.2. [48] Neka je u resenje singularno perturbovanog proble-
ma i neka je u aproksimacija za u koja je dobijena numerickim postu-
pkom sa parametrom diskretizacije N. Za numericki postupak se kaZe da je
(€1, &2)—uniformno konvergentan ili robustan u normi || - ||, ako je

|lu —u™|| <I(N) za N> Ny,
gde su funkcija ¥ © Ny > 0 nezavisni od €1, €9 i

lim 9(N) = 0.

N—oo



U konstrukciji parametarski-uniformnih metoda u principu postoje dva
pristupa. Prvi se zasniva na zameni standardnih operatora fitovanim opera-
torima koji opisuju singularno perturbovanu prirodu problema i koristi mreze
Ciji su ¢vorovi proizvoljno rasporedeni. Nedostatak ovog pristupa je sto se
tesko uopstava za probleme u vise dimenzija. Drugi pristup koristi mreze ko-
je su prilagodene da obezbede parametarski-uniformnu konvergenciju. Takve
mreze se nazivaju slojno-adaptivne mreze i one zahtevaju odredene informa-
cije o ponasanju resenja. Ocene izvoda resenja su potrebne kako za konstru-
kciju mreze, tako i za analizu greske. Pri numerickom resavanju singularno
perturbovanih problema za aproksimaciju resenja van slojeva! dovoljno je
da se koristi gruba mreza, dok je u slojnim delovima domena pozeljno da
mreza bude dovoljno gusta kako bi dobili numericko resenje sa prihvatljivom
tacnos¢u. Stoga je potrebno pazljivo izvrsiti diskretizaciju domena. Ovaj
drugi pristup je danas veoma rasprostranjen i koristi se u kombinaciji sa
raznim numerickim metodama kao sto su ,,upwinding”, metod konacnih ele-
menata, ,streamline-diffusion”, metod kona¢nih zapremina . . .

U radu ¢e se koristiti metod konacnih elemenata. Postupcima konac¢nih
elemenata se aproksimiraju, ne samo klasi¢na, nego i neklasi¢na resenja dife-
rencijalnih jednacina, sto predstavlja jednu od glavnih prednosti ovih postu-
paka nad ostalim numerickim postupcima. Problem se postavlja u Banaho-
vom? prostoru slabo diferencijabilnih funkcija, to jest u prostoru Soboljeva®
i polazi se od slabe formulacije diferencijalne jednacine. Domen se razlaze na
konacnu uniju disjunktnih poddomena. Potom se nad svakim poddomenom
(elementom) ta¢no resenje aproksimira polinomom i na taj nacin se formira
globalno diskretno resenje u obliku po delovima polinomne funkcije koja pri-
pada odredenom konacnodimenzionalnom prostoru, tj. prostoru konacnih
elemenata. U zavisnosti od razlaganja domena, baza prostora konac¢nih ele-
menata se bira tako da njene funkcije imaju male nosace. Posledica toga je da
formirani diskretni problem i njemu odgovarajuéi sistem linearnih jednacina
imaju retku matricu, te je njihovo racunanje olaksano.

U tezi ¢e biti proucavani kako jednodimenzionalni tako i dvodimenzionalni
singularno perturbovani problemi sa dva mala parametra i grani¢nim sloje-
vima. Medusobni odnos perturbacionih parametara prvenstveno utice na
sirinu slojeva, a u krajnjim situacijama obuhvata sluc¢ajeve reakcije-difuzije

Pojam graniénog sloja je uveo Ludwig Prandtl (1875-1953, nemacki inzenjer) 1904.
na 3. internacionalnom Kongresu matematicara u Hajdelbergu, Nemacka.

2Stefan Banach (1892-1945), poljski matematicar

3Sergei Sobolev (1908-1989), ruski matematicar



4 Uvod

i konvekcije-difuzije, kada resenje zavisi samo od jednog parametra. Kod
jednodimenzionalnih problema mogu da se pojave regularni slojevi na kra-
jevima domena koji su eksponencijalne prirode i razlicite Sirine, kao i unu-
trasnji slojevi. Pored regularnih slojeva, dvodimenzionalni problemi mogu da
imaju parabolicne i ugaone slojeve, te je analiza ovih problema u mnogome
otezana. Kod paraboli¢nih grani¢nih slojeva dominantni deo reSenja u blizini
nekih grani¢nih tacaka zadovoljava paraboli¢nu diferencijalnu jednacinu i do
njihove pojave dolazi u slucajevima kada su tangente karakteristika reduko-
vanog reSenja paralelne sa tangentama granice u nekom delu ruba domena.
Iako su paraboli¢ni slojevi siri od regularnih, nestabilnost numerickog resenja
uzrokovana njihovom pojavom je manja od one koju izazivaju regularni slo-
jevi. Bitna karakteristika regularnih slojeva je da su oni po svojoj prirodi
jednodimenzionalni, dok se paraboli¢ni slojevi mogu pojaviti samo u resenju
parcijalne diferencijalne jednacine. Ugaoni grani¢ni slojevi se javljaju kada
postoji znac¢ajna razlika izmedu originalnog i redukovanog problema u blizini
nekog ugla domena.

Postojeca literatura za jednodimenzionalne i dvodimenzionalne dvopa-
rametarske singularno perturbovane probleme uglavnom je bazirana na nu-
merickim metodama sprovedenim najveéim delom na Siskinovoj* mrezi. Do-
bijeni rezultati o uniformnim ocenama gresaka neizostavno ukljucuju logari-
tamski faktor koji efektivno smanjuje red konvergencije, a posledica je izbora
tranzicionih tacaka. Osim toga, vazno je napomenuti da su dvodimenzionalni
problemi sa dva mala parametra proucavani samo u nekolicini radova.

Nauc¢ni doprinos ove doktorske disertacije ogleda se u poboljsanju reda
konvergencije postupaka konacnih elemenata primenjenim na posmatrane
probleme, S$to se postize numerickom analizom na slojno-adaptivnoj Bahva-
lovljevoj®, Duranovoj® i Duran-Siskinovoj mrezi u jednoj i dve dimenzije.

Prvo ¢e biti posmatran jednodimenzionalni problem konvekcije-difuzije-
reakcije

—e1t () 4 eb(x)u/ () + c(x)u(x) = f(x) zaz € (0,1)

u(0) =0, u(l) =0, (11)

gde su b(z) > by >0, c(x) >cy>01ic(r)—ed(x)/2>~>0,z€(0,1).
Pretpostavljamo da su b, ¢ i f glatke funkcije na [0, 1], by, co, v konstante i

4Grigorii Ivanovich Shishkin (1939-), ruski matematicar
®Nikolai Sergeevich Bakhvalov (1934-2005) ruski matematicar
6Ricardo Guillermo Duran (1954-), argentinski matematicar



0 < e1,69 < 1 perturbacioni parametri. Ovaj problem karakterise pojava
eksponencijalnih slojeva u okolini x =01 x = 1.

Pored jednodimenzionalnog bi¢e posmatran i dvodimenzionalni singu-
larno perturbovani problem sa dva mala parametra o kojem nema mnogo
rezultata, a javlja se u teoriji hemijskih reaktora i nastaje prilikom usisava-
nja nekih fluida. Na jedini¢cnom kvadratu Q = (0,1) x (0, 1) dat je problem

—e1Au + £3b(x)uy, + c(x)u = f(z,y) u Q

1.2
u =0 na 01, (1.2)

gde su b(x) > by >0, c(z) >co>01c(z)—ed(z)/2>~>0,2€(0,1).
Pretpostavka je da su b,c i f glatke funkcije na [0, 1], by, co, 7 konstante i
0 < €1,69 < 1 perturbacioni parametri. Pored ovog, pretpostavljamo i da
funkcija f zadovoljava uslove kompatibilnosti f(0,0) = f(0,1) = f(1,0) =
f(1,1) = 0. Ovaj problem karakterise pojava eksponencijalnih slojeva u oko-
lini x = 012 = 1, paraboli¢nih slojeva u okolini y = 01 y = 1, i ugaonih
slojeva u okolini sva Getiri ugla domena €.

Teza je organizovana na slede¢i nacin.

U Glavi 2 je data opsta teorija o prostorima Soboljeva i postupku konaénih
elemenata, koji je predstavljen na linearnoj parcijalnoj diferencijalnoj jed-
nacini drugog reda sa homogenim Dirihleovim” konturnim uslovima. Date
su Laks®-Milgramova® teorema i lema Cea!’, kao glavna tvrdenja teorije
konac¢nih elemenata. Definisani su konacni elementi, prostor konacnih eleme-
nata i dati su njihovi primeri. Takode je predstavljen Lagranzov'! interpolant
i Klemanov'? kvazi-interpolant.

Glava 3 se bavi numerickim reSavanjem jednodimenzionalnog problema
konvekcije-difuzije-reakcije. U ovoj glavi data je slaba formulacija problema,
opisan Galerkinov'® metod konaénih elemenata i prikazana dekompozicija re-
Senja na kojoj se zasniva analiza greske pomenutog postupka. Predstavljene
su slojno-adaptivne mreze, specijalno konstruisane za dati problem: Bahvalo-
vljeva, Duran-Siskinova i Duranova mreza i pokazane njihove osobine. Na Ba-
hvalovljevoj mrezi pokazana je uniformna konvergencija u energetskoj normi

"Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), nemacki matematicar
8Peter David Lax (1926-), madarski matematicar

9Arthur Norton Milgram (1912-1961), americki matematicar
10Jean Céa (1932-), alzirski matematicar

1 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), francuski matematicar
12Philippe P. J. E. Clément (1951-), §vajcarski matematicar

13Boris Grigoryevich Galerkin (1871-1945), ruski matematicar



6 Uvod

Galerkinovog metoda konacnih elemenata sa deo po deo linearnim funkci-
jama. U tu svrhu je uveden interpolacioni operator Klemanovog tipa, koji
zbog svoje stabilnosti omogucava izvodenje greske interpolacije, a posledi¢no
i samu ocenu greske. Dati problem je dalje analiziran na slojno-adaptivnoj
Duranovoj i Duran-Sigkinovoj mrezi, i takode je pokazana uniformna konver-
gencija metoda konac¢nih elemenata u energetskoj normi uz primenu teorije
interpolacionih funkcija. U dosadasnjoj literaturi nisu poznati rezultati o nu-
merickoj analizi problema (1.1) na pomenutim mrezama. Teorijski rezultati
su potvrdeni numerickim eksperimentima na dva test problema, u progra-
mskom paketu Mathematica 8'4.

Dvodimenzionalni problem konvekcije-reakcije-difuzije je predstavljen u
Glavi 4. Data je slaba formulacija problema, opisan Galerkinov metod kona-
¢nih elemenata i predstavljena dekompozicija resenja za dati problem. Kons-
truisane su Duran-Siskinova i Duranova mreza za posmatrani problem i po-
kazane njihove osobine. Na tim mrezama je reSavan problem (1.2) metodom
konac¢nih elemenata sa deo po deo bilinearnim funkcijama i pokazana je uni-
formna konvergencija ovog metoda u energetskoj normi. Date su teoreme o
greskama interpolacije i diskretizacije. Koristeé¢i programski paket MATLAB
R12" numericki je reSen test problem kojim su potvrdena dobijena teorijska
tvrdenja.

Na kraju je dat spisak oznaka sa literaturom.

\Wolfram Research, Mathematica 8
5 MathWorks, MATLAB R12



Glava 2

Postupci konacnih elemenata

Ovaj deo je posvecen pregledu osnovnih pojmova i nekih teorijskih rezu-
Itata iz polja funkcionalne analize koje ¢emo koristiti u daljem radu, [103].
Opisa¢emo postupak kona¢nih elemenata na primeru parcijalne diferencijalne
jednacine drugog reda. Navedene su teoreme o egzistenciji slabog resenja i
oceni greske. Objasnjen je pojam konacnog elementa i dati su neki primeri.
Predstavljen je Lagranzov interpolant i Klemanov kvazi-interpolant.

2.1 Prostori funkcija

Neka €2 oznacava otvoren podskup prostora R™ i neka je & € N. Ovde
¢emo uvesti posebne klase realnih funkcija koje su definisane na skupu €2.

2.1.1 Prostori integrabilnih funkcija

Sa LP(Q), 1 < p < 0o, oznacimo skup merljivih funkcija u za koje je
/|u(x)|p dzr < oo.
Q

Za dve funkcije u,v € LP(2) kazemo da su jednake ako je u(x) = v(x) za

7
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x € , osim na skupu mere nula. LP(€2) su Banahovi prostori sa normom

(/|u(x)|pdx>l/p, p € [1,00),
= Q

[ull o) =
esssuplu(z)l,  p=oo,
z€eQ
gde je esssup |u(z)| ;= inf sup |u(z)], a M je proizvoljan skup mere nula.
z€QN McQ zeQ\M

Od posebnog znacaja je slucaj p = 2, posto je prostor L?(Q) Hilbertov!
prostor sa skalarnim proizvodom

(u,v) := /u(a:)v(ac) dz, u,v € L*(9).
Q
Jasno je da vazi [[ul|72qy = (u,u).
Lema 2.1.1. [92] (Helderova® nejednakost) Za svake dve funkcije u € LP(Q)
iv e LYQ), za kojeje 1/p+1/g=11i1<p,qg<oo, uve LYQ) i vazi

| [ @@ ds] < ullm ol
Q

Helderova nejednakost u slu¢aju p = ¢ = 2 je poznata pod imenom Kogi3-
Svarcova* nejednakost.

Lema 2.1.2. [92] (Nejednakost Minkovskog®) Za 1 < p < oo iu,v € LP(Q)
vazi
lu+vllzr@) < lluller@) + l[0]zr@)-

2.1.2 Prostori Soboljeva

U ovom odeljku ¢emo dati definiciju i neke osobine prostora Soboljeva,
koji su znacajni za analizu numerickih metoda prilikom resavanja parcijalnih
diferencijalnih jednacina. Vise o prostorima Soboljeva se moze naéi u [1].

'David Hilbert (1862-1943), nemacki matematicar

20tto Ludwig Holder (1859-1937), nemacki matematicar

3 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematicar

4Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), nemacki matematicar
SHermann Minkowski (1864-1909), nemacki matematicar
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Neka je Ny skup prirodnih brojeva sa nulom. Multi-indeks o = (a, ..., @, ),
a € Ny je uredena n-torka elemenata iz skupa Ny. Broj |a] := oy + ... + ay,
je duzina multi-indeksa . Uvodimo i oznaku

d d \on ool
D =(50) - (50) = 900 Owon

Sa C*(Q) oznacavamo skup svih realnih neprekidnih funkcija u definisanih
na € sa osobinom da su izvodi D*u neprekidni na € za svako a = (ay, ..., o),
gde je |a] < k.

Neka je u glatka funkcija i neka je v proizvoljna funkcija kompaktnog
nosaca u ) sa neprekidnim izvodima proizvoljnog reda, tj. u € C*(Q) i
v e C§°(R2). Parcijalnom integracijom se dobija

/Do‘u(x)v(x) dz = (1)l /u(x) D% (z)dz, |a| <E.
Q

Q

Pretpostavimo da je u lokalno integrabilna funkcija definisana na €2, tj.

u € LY(Q) za svaki ogranicen otvoren skup 2 C €, i da postoji lokalno
integrabilna funkcija w, na € tako da vazi

/wa(x)v(x) dz = (—1)l /u(x) D%(x)dz, Yv e C5°().

Q Q
Funkcija w, je izvod funkcije u reda |a| u slabom smislu, u oznaci w, = D%u.
Slabi izvod lokalno integrabilne funkcije je, ako postoji, jedinstven. Ako je u

dovoljno glatka funkcija, onda se njeni izvodi u slabom smislu poklapaju sa
odgovaraju¢im izvodima u klasicnom tackastom smislu.

Definicija 2.1.1. [92] Neka je dat ceo broj k > 0 i neka je p € [1,00].
Soboljev prostor reda k je definisan sa

WkP(Q) = {u € LP(Q) : Du € LP(Q), |a| < k}.
Na njemu su definisani norma

1
(S IDull)" apelloo),

| <k

> ID%u <0, za p = 00,

o<k

HUHW’W(Q) =



10 Postupci konacnih elemenata

1 seminorma

1
(S IDulug)’s  sap el o)

|la|=Fk

> IDu =0y, za p = oo.
la|=k

|U|Ww(9) =

Za p = 2 umesto W*?2(Q) koristi se oznaka H*(Q) u ¢ast Davida Hilberta.
Teorema 2.1.1. [92] Prostor Soboljeva W*?(Q) je Banahov prostor.

Prostor H*(€2) je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

(U, 0) ey = Z (D%u, D*v) 2y, u,v € H*(Q).

o<k

Posto u radu koristimo prostor

1(0) = {u e 12(@) % e 1(@),j=1,..n},
J

onda navodimo odgovaraju¢u normu i seminormu za taj prostor
n
ou 1/2
e ={ e+ 2 I e}
j=1

S 1/2
iy ={ 2 g Tw )
j=1

Veoma vazan prostor Soboljeva je HY(€2) definisan kao kompletiranje pro-
stora C5°(€2) u odnosu na normu || - || xq). Prostor H§(Q2) je Hilbertov sa
skalarnim proizvodom (-, ) gy 1 normom || - || gr). U slucaju kada je €
otvoren, ograni¢en i povezan skup sa Lipsic®-neprekidnim (regularnim) ru-
bom 99, prostor H} () je dat sa

Hi(Q) ={ue H(Q) : u(x) = 0,7 € 90}.

SRudolf Lipschitz (1832-1903), nemacki matematicar
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Lema 2.1.3. [92] (Fridrih’-Poenkareova® nejednakost) Neka je Q C R™
povezan i otvoren skup i neka je u € Hy(Q). Tada postoji konstanta ¢(S2),
nezavisna od u, takva da je

JEERIE o
Q Q

Neprekidne funkcije u jednodimenzionalnom sluéaju su H'-funkcije, a u
dvodimenzionalnom sluéaju su H2-funkcije.

2.2 Postupak konacnih elemenata

Metod konaé¢nih elemenata se zasniva na aproksimaciji tacnog resenja deo
po deo polinomnim funkcijama. Koreni ovog postupka poticu iz XVII veka.
Prvi matematicki doprinos teoriji kona¢nih elemenata dao je Kuran® 1943.
godine u [14], ali vaznost tog rada nije prepoznata i ideja je bila zaboravljena
do ranih pedesetih godina proslog veka, kada znacaj ovog postupka otkrivaju
inzenjeri. Naziv ,postupci konacnih elemenata” se prvi put pojavio 1960. go-
dine u [13], a prvi znacajan matematicki rezultat vezan za ovaj postupak dao
je Zlamal'® 1968. godine u [107] i od tada, pogotovo sa razvojem racunara,
dolazi do ekspanzije u primeni metoda konacnih elemenata kako u industriji
tako i u nauci.

Danas se ovaj metod koristi u svim oblastima koje se bave modelovanjem
prirodnih pojava pomoc¢u parcijalnih diferencijalnih jednacina, jer se njime
mogu resavati problemi na veoma slozenim domenima proizvoljnog oblika,
kao i problemi sa granicnim uslovima koji sadrze izvode. Iz mnogobrojne
literature posveéene metodu konacnih elemenata navodimo samo neke, kao
sto su [4,5,9,16,92,97]. Ovaj postupak je veoma znacajan i u reSavanju
singularno perturbovanih problema [23,48,55,56,75,93,104].

Postupci kona¢nih elemenata se mogu klasifikovati u dve grupe:

- konformni postupci konac¢nih elemenata su oni postupci ¢iji prostor
konac¢nih elemenata lezi u prostoru u kome se trazi reSenje polaznog pro-
blema. Tu spadaju standardni postupak Galerkina i postupak Petrov-Galer-
kina.

"Kurt Otto Fridrichs (1901-1982), nemacko-americ¢ki matemati¢ar
8Jules Henri Poincare (1854-1912), francuski matematicar
9Richard Courant (1888-1972), nemacki matematicar

10Milos Zldmal (1924-), ¢eski matematicar
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- nekonformni postupci konac¢nih elemenata obuhvataju sva ostala od-
stupanja, npr. pojava prekida kod susednih elemenata (diskontinualni Ga-
lerkinov postupak), krivolinijski oblik domena (izoparametarski postupak).
Mnogo vec¢a grupa nekonformnih postupaka ukljucuje razna uopstenja po-
znata kao ”variational crimes” [9].

Pored ovih postoje i druge vrste postupka kona¢nih elemenata. MeSoviti i
hibridni postupak kona¢nih elemenata polaze od opstijeg oblika varijacionog
problema.

Nadalje ¢emo koristiti samo konformni postupak konac¢nih elemenata.

Linearna parcijalna diferencijalna jedna¢ina drugog reda sa homogenim
Dirihleovim konturnim uslovima na otvorenom i ogranicenom domenu §2 C
RY ée nam posluziti kao model za predstavljanje postupka konaénih eleme-
nata,

Yoo A Y du
~ X ()t o gy re= e 2

i,j=1 J

u=0 na 09 (2.2)

gde Qi S Ol(Q>, bl‘,C, f € O(Q) i

N N

D ay(@)6 > ey & zasvako (§,&,... &) ERY 2 eQ, (23)

ij=1 i=1
a ¢, je konstanta nezavisna od x i &;.

Napomena 2.2.1. Slucaj nehomogenih konturnih uslova se analizira uvode-
njem odgovarajuce transformacije date u [92]. ]

Definicija 2.2.1. [92] Klasi¢no resenje problema (2.1)-(2.2) je svaka fun-
kcija uw € C*(Q) N C(Q) koja zadovoljava diferencijalnu jednacinu (2.1) i
konturni uslov (2.2).

Generalno, egzistencija klasicnog resenja nije uvek garantovana jer zavisi
od glatkosti 0€2 i funkcija u (2.1). Da bi se savladali nedostaci klasi¢ne teorije
i da bismo mogli da se bavimo parcijalnim diferencijalnim jedna¢inama sa
nedovoljno glatkim podacima potrebno je da se generalizuje pojam klasicnog
reSenja. Uopstenje pojma klasi¢nog resenja je slabo resenje parcijalne dife-
rencijalne jednacine.



Postupak konacnih elemenata 13

Definicija 2.2.2. [92] Neka a;j,b;,c € L®(Q) @ f € L*(Q). Funkcija u €
H(Q) je slabo resenje problema (2.1)-(2.2) ako vazi

XN:/a-'%@dx—%zj\[:/b'a—uvdx—i-/cuvdx—/fvdx (2.4)
—— K 81‘1 8xj — 7’8952- N .
L3=1q i=1g Q Q

za svako v € Hy ().

Jednacina (2.4) se naziva slaba formulacija problema (2.1)-(2.2) i dobi-
jena je mnozenjem jednacine (2.1) test funkcijom v € Hj(2) i primenom
parcijalne integracije. Ako uvedemo oznake

al ow Ov al
CL(’[U,’U) :Z/alja_l'za_l'jdx+z/bl
=1 Q

iq=13
[(v) —/fvdx,
Q

onda se problem (2.4) moze formulisati kao

ow

2.
awivdx+/cwvdx, (2.5)
Q

(2.6)

trazi se u € H}(Q) tako da je
a(u,v) = l(v) za svako v € Hj(Q).

U nastavku navodimo neke osobine koje mogu da karakterisu bilinearnu
formu a i linearnu funkcionelu /.

Definicija 2.2.3. [5] Neka je (V.|| -||) realan normiran prostor. Bilinearna
formaa:V xV =R je
- neprekidna (ogranicena) ako postoji konstanta M, > 0 tako da je

la(w,v)| < M,||wl|| [|v|| za svako w,v €V,
- koercitivna (V-elipticna) ako postoji konstanta o > 0 tako da je
a(w,w) > aljw||* za svako w € V.

Linearna funkcionela | : V' — R je ogranicena ako postoji konstanta M; > 0
tako da je
[l(v)| < Mi||v|| za svako v € V.
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Teorema koja govori o postojanju resenja problema (2.6) je Laks-Milgra-
mova teorema [5,9].

Teorema 2.2.1. [5] (Laks-Milgramova teorema) Neka je (V)| - ||) realan
Hilbertov prostor. Za neprekidnu, koercitivnu bilinearnu formua : VxV — R
i ogranicenu linearnu funkcionelu | :' V' — R, apstraktni varijacioni problem

{tmzﬁ se u €V tako da je (27)

a(u,v) =1(v) za svako v €V,
ima jedinstveno resenge.

Funkcija a iz (2.5) je bilinearna i neprekidna u odnosu na H'(£2)—normu,
dok uslov

N
1 1 0b; ~
—, V] =c— — > .
c—3 divb =c 5 ;:1 . 0, z € (2.8)

obezbeduje koercitivnost bilinearne forme a, gde b; € WH>(Q).

Posto su ispunjeni svi uslovi Laks-Milgramove teoreme sledi da postoji
slabo resenje u problema (2.1)-(2.2) i za njega vazi

1
lullzrre) < ~lfllz2 -

Napomena 2.2.2. Uslov b; € Wh*(Q) iz (2.8) se moZe oslabiti tako da se
koristi b; € L>®(Q2). Tada se sa novom pretpostavkom

N
2 _
c— gz 1bil| 200 () = 0, = €€,
i=1
moZze pokazati koercitivnost bilinearne forme, gde je ¢, konstanta iz (2.3). [

Pri konstrukciji pribliznog resenja varijacionog problema (2.7) polazi se
od konaénodimenzionalnog potprostora V¥ C V, te diskretni problem kojim
se predstavlja Galerkinov postupak konacnih elemenata glasi:

{traii se vV € V¥ tako da je (2.9)

a(u™,vN) = 1(vN) za svako vV € VN,
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Primena Laks-Milgramove teoreme na prostor V¥ daje da postoji jedin-
stveno resenje u”¥ € V¥ problema (2.9). Inace, problem (2.9) se moZe pri-
kazati kao sistem linearnih jednac¢ina. Ako je {¢1, s, ..., N} baza prostora
VN onda se diskretno resenje u” moze izraziti u obliku

N
N __ § : N
=1

Problem (2.9) sada moze da se zapise kao

trazi se [ul, u), ..., ul]T € RN tako da je
N
S alps, p)ul =1(p;), 5=1,2,...,N.

i=1
Matrica A ovog sistema, tzv. ,stiffness” matrica, ¢iji su elementi a;; =
a(e;, ¢i), je regularna jer je a koercitivna bilinearna forma. Ovo ¢emo i
dokazati.
Pretpostavimo suprotno, to jest da je A singularna matrica. Tada postoji
0 #y € RY tako da je Ay = 0, pa je y' Ay = 0. Medutim, to je nemoguce

jer je A pozitivno definitna matrica. Naime, neka je y = [y1,...,yn]|  #0i
N

w =Y y;p;. Tada je zbog koercitivnosti bilinearne forme a
i=1

N N N N
y Ay =" wazys =Y viales ey

i=1 j=1 i=1 j=1

N N
:@<Zyi¢ia Zw%) = a(w,w) > allw|® > 0,

i=1 j=1

Sto nam potvrduje da je ,stiffness” matrica pozitivno definitna. Vektor

(1), Upa), - .- Un)] T

se naziva ,load” vektor. Izbor baze {1, ¥a,...,pn} direktno utice na oso-
bine ,stiffness” matrice. Prilikom izbora baze vodi se racuna o slede¢em: da
bazne funkcije imaju $to manje nosace u domenu problema i da je broj baznih
funkcija ¢iji nosac¢i imaju neprazan presek sto manji. Ovi zahtevi dovode do
toga da ,stiffness” matrica bude retka, te je resavanje diskretnog problema
dosta olaksano.

Treba napomenuti da i izbor kona¢nodimenzionalnog prostora V¥ ima
velikog uticaja na ocenu greske o cemu govori lema Cea.
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Lema 2.2.1. [5] (Lema Cea) Neka su pretpostavke Laks-Milgramove teoreme
ispunjene i neka je VN C V' konacnodimenzionalni linearni prostor. Ako su

u i uN resenja varijacionog i diskretnog problema redom, tada vaZi
lu—u™|| <=2 inf |lu—2oV].
o oNeVvN

Napomena 2.2.3. U dokazu Cea leme koristi se osobina
a(u—u, oY) =0 za svako v™ € VN,

koja je poznata pod nazivom ,osobina Galerkinove ortogonalnosti’. O

2.3 Konac¢ni elementi

Prvi korak u konstrukciji prostora V¥ je dekompozicija (triangulacija)
domena na jednostavne podskupove, uglavnom poliedre. Funkcije iz V¥ su
na svakom podskupu triangulacije polinomi odredenog stepena. Da bi V¥
bio potprostor od H'(§2) potrebno je da su funkcije iz V¥V neprekidne, a za
VN c H?(Q) je potrebno i da prvi izvodi budu neprekidne funkcije, kao i da
je domen odgovarajuc¢e dimenzije. Neprekidnost se postize izborom stepena
slobode za koje se uzimaju vrednosti funkcija.

Neka je Q C R? domen posmatranog problema koji je otvoren i ogranicen.

Definicija 2.3.1. [5] Triangulacija (mreza) je razlaganje T = {rx} domena
Q u konacan broj podskupova k, koje zovemo elementi, tako da su zadovoljene
sledece osobine

i) svaki element k € T je zatvoren i povezan skup ¢ija je unutrasnjost e
neprazna, a rub Ok je LipSic-neprekidan,

it) Q= UHET K,

iii) za svaka dva razlicita elementa k;, k; € T vazi ki N /% =d.

Za jednodimenzionalne probleme elementi su intervali, dok su za dvodi-
menzionalne probleme elementi mreze uglavnom trouglovi ili ¢etvorouglovi.

Definicija 2.3.2. [5] Za mrezu T = {x} domena 2 se kazZe da je

i) dopustiva (regularna) ako za svaka dva razlicita elementa k;, k; € T je
ki Nk ili prazan skup, ili zajednicki cvor ili zajednicka stranica (ivica, duZina
intervala),
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ii) reqularna po obliku ako postoji konstanta o > 0 takva da za svaki
element k € T precnika h, i njegovu upisanu kruznicu preénika p, vazi
h
— <o
Pr
Mreze koje su neregularne po obliku se nazivaju i anizotropnim mrezama.
One se prepoznaju po elementima koji imaju velik odnos dimenzija ivica.
Anizotropne mreze imaju veliku primenu u teoriji singularno perturbovanih
problema.

Definicija 2.3.3. [5] Konacni element je uredena trojka (K, Px,¥f) sa
sledeéim osobinama:

i) K C R? je zatvoren skup ¢ija je unutrasnjost neprazna i rub LipSic-
neprekidan,

ii) Pk je potprostor C(K) konacne dimenzije s (njegove bazne funkcije
se zovu ,shape” funkcije),

ii1) Y je skup s linearno nezavisnih funkcionela definisanih na Pk, gde
je svako p € Pg na jedinstven nacin definisano preko s funkcionela iz Y.

Napomena 2.3.1. Ako sa {¢1,¢2,...,9s} oznacimo skup s linearno ne-
zavisnih funkcionela iz Xk, tada postoji s ,,shape” funkcija p; € Pg,1 =
1,2,...,s, koje zadovoljavaju

0i(pi) =65, 1=1,2,...,5,

gde je 6;; Kronekerov'' simbol, i pri tome vaZi

p= Z wi(p)pi za svako p € Pk.
i=1

Linearne funkcionele p;, v = 1,2,...,s, se zovu stepeni slobode konacnog
elementa. ]

U daljem tekstu navodimo primere nekih konac¢nih elemenata, sa poseb-
nim osvrtom na one koje ¢emo koristiti u radu.

Za jednodimenzionalan problem domen je 2 = (a,b), dok je 7 mreza
sa elementima k; = [x;_1,2;], o = a, xy = b. Linearni Lagranzov kona¢ni

"Teopold Kronecker (1823-1891), nemacki matematicar
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Ni—1 X7 X1

! =X
Xp—1 Xy

Xg Xy
Slika 2.1: Bazna ,hat” funkcija za linearne konacne elemente

element (k;, Py,, Xx,) je definisan sa

PRZ, :Pl(/ii),
Ee ={w1, 02}, 01(p) = p(zic1), @2(p) = p(ai), p € P
,ohape” funkcije prostora P, su date sa
Ty — X r — T;—
L pa(n) = —
Tiy — Tj

pm@(l’) - T — Ti1
3 11—

a odgovarajuci prostor konacnih elemenata se sastoji od po delovima line-
arnih neprekidnih funkcija v"V. Globalno se svaka funkcija vV € V¥ moze

prikazati kao linearna kombinacija ,hat” funkcija ¢; : [xg,zn] — [0, 1], pri-

kazanih na Slici 2.1, koje su date sa

Pri2(), T € Ky,
Spl(aj) = pﬁi+1,1(m>7 T € K/i-i-la (210)
O, xXr ¢ R U Ki+1,
zai=12_ . . N—1i
Py a(T), T € Ky, (z) = Pen2(T), T € Ky, (2.11)
T ¢ K1, N 0, T ¢ Ky. ’

Pole) = { 0,
Neka je sada Q C R? i K C € trougao. Oznacimo sa Py(K) skup svih

polinoma stepena manjeg ili jednakog sa k definisanih na K.
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Slika 2.2: Linearni Lagranzov trougao

Linearni Lagranzov konacni element (Slika 2.2) je trojka (K, Py (K),Xk)
sa

ZK = {()0179027()03}7 QO,L(p) :p(zi)v p € PK7

gde z; predstavljaju temena trougla K. Skup K se zove linearni Lagranzov
trougao ili Kuranov trougao.

Kvadratni Lagranzov konacni element (Slika 2.3) je (K, Py(K), Xk) sa

Yx ={¢1, P2, v3, 012, P13, P23},
©i(p) =p(z), ij(p) =p(25), € Pk.

Tacke 21, 22, z3 su temena u K, a z; = (% +2;)/2, 1 < i < j < 3 pred-
stavljaju sredine stranica trougla K. Skup K se zove kvadratni Lagranzov
trougao.

Za proizvoljni stepen polinoma k analogno se konstruisu trougaoni La-
granzovi konacni elementi (K,Py(K),Xk). Tada je dim(Py(K)) = 1(k +
1)(k +2).

Postoje i drugi tipovi trougaonih kona¢nih elemenata i oni se medusobno
razlikuju po izabranim stepenima slobode i ,,shape” funkcijama, npr. Hermi-
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Slika 2.3: Kvadratni Lagranzov trougao

Zi oy

Slika 2.4: Bilinearni Lagranzov pravougaonik

tov'2, Cienkievicéev'?, Argirisov!4, Belov!® i Ksi'6-Klaf'"-Toherov'® trougao.
Ako je K pravougaoni element onda se u literaturi ¢esto koristi linearni
prostor Q(K) koga ¢ine funkcije

p(z,y) = Z Cijxiyj

0<z,j<k

12Charles Hermite (1822-1901), francuski matematicar
130lgierd Cecil Zienkiewicz (1921-2009), poljski matematicar
14 Chris Argyris (1923-2013), gréko-americki matematicar
15Steven R. Bell (1954-), americki matematicar
16Hui-Kuang Hsieh (1944-), ameri¢ki matematicar

1"Ray William Clough (1920-), americki matematicar
18Keith Douglas Tocher (1921-1981), engleski matematicar
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Za z3
s :g s
Za . b5
- =3 -
2] o]

Slika 2.5: Bikvadratni Lagranzov pravougaonik

definisane na K. Dimenzija ovog prostora je (k-+1)% i vazi P,(K) C Q(K) C
Por(K).
Za k =1 je (K, Pk, Yk) bilinearni Lagranzov konac¢ni element sa

Pr = Qi(K), Xk = {v1, 02,03, ¢4}, @i(p) =p(2), p€ Pk.

Tacke 21, 29, 23, z4 predstavljaju temena pravougaonika K datog na Slici 2.4.
Za k = 2 se dobija bikvadratni Lagranzov konacni element, gde je

Px = @2(K)> Yk = {<P178027 e 7809}7 SOz'(p> :p(zi)a p € Pk.

Ovde su z1, 29, 23, 24 temena pravougaonika K, zs, zg, 27, 23 sredine stranica
tog pravougaonika, dok je zg sredina dijagonale pravougaonika K, kao Sto je
prikazano na Slici 2.5.

Postoje i drugi konac¢ni elementi kao Sto su bikubni Lagranzov, redukovani
bikvadratni, ,serendipity”... [9].

Kada se formira triangulacija domena treba izabrati odgovarajuc¢i kona-
¢nodimenzionalni prostor V.

Definicija 2.3.4. Prostor konacnih elemenata je dat sa
VN ={oN: Q= R: Y|, € P;, za svako k€ T}.

Izbori konac¢nih elemenata imaju direktnog uticaja na osobine funkcija
iz prostora V. Za linearni i kvadratni Lagranzov trougao, kubni Hermitov
trougao, bilinearni i bikvadratni Lagranzov pravougaonik vazi da je

VN cC(Q)nHY Q).
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Za prostore konacnih elemenata koji sadrze i diferencijabilne funkcije, na
primer prostori koji koriste Argirisov ili Belov trougao, je VY c CY(Q) N
H?(Q).

Definicija 2.3.5. [5] Familija prostora konacnih elemenata VN sa triangu-
lacijama TV je afina familija, ako postoji konacni element (i, Pi,Xz) sa
osobinama

i) za svako k € TN postoji afino preslikavanje Fy, : k& — K takvo da za
svako vV € VN wazi

vV = pa(F7Y) za neko py € Ps,

i) za svako k € TV, svaka funkcionela ¢ € ¥, se moZe izraziti u obliku

p(p) = pi(po Fy), p € P,
za neko pi € Y.

Konacni element iz ove definicije se zove referentni element. U jednodi-
menzionalnom slucaju je uglavnom # = [0,1] ili &# = [-1,1]. Kada je k € T
trougao onda je

f={(z,y) eR*:2 >0,y >0,1 -2 —y >0}

jedinicni trougao, a kada je xk pravougaoni element onda se najcece koriste
k=10,1%ili & = [-1,1]2

Za prostor konacnih elemenata iz afine familije, najveéi deo izra¢unavanja
koeficijenata matrice sistema se obavlja na referentnom elementu. Sve ocene
greske interpolacije se prvo izvode na k, a onda se transformisu tako da
vaze na celom domenu. Stoga, ocene greske u mnogome zavise i od izbora
konacnih elemenata.

2.4 Lagranzov interpolant

Po formiranju prostora kona¢nih elemenata sledi analiza greske aprok-
simacije u kojoj mogu da se koriste razni operatori. Sa stanovista metoda
konacnih elemenata korisno je uvesti i druge aproksimacione operatore od
kojih su naro¢ito znacajni L?— i H!'—ortogonalni projekcioni operatori koji
imaju smisla za aproksimaciju funkcija koje nisu nuzno neprekidne.
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Ovde ¢emo posmatrati samo Lagranzove konac¢ne elemente kod kojih ste-
peni slobode koriste vrednosti u odredenim tackama elementa, a u analizi
greske ¢emo koristiti interpolacionu funkciju.

Interpolaciona funkcija (interpolant) u!
koriste¢i mrezu T na sledeéi nacin:

€ V¥ se definise po delovima

Definicija 2.4.1. [30] Lagranzov interpolant funkcije u je

|, =ul, keT,

K

gde je za konacni element (k, Py, X,), lokalni interpolant ul dat sa
up(x) =Y @i(u)pi(z), = € k.
i=1

Jasno je da vazi ¢;(ul) = p;(u),i=1,...,s1ipl =p za svako p € P,.

Lema 2.4.1. [30] Ako u € H*(Q), Q C R, tada postoji konstanta C nezavi-
sna od koraka mreze h; = x; — x;_1, tako da vazi

Ju— |12y < CRE W 2y i [1(w—u") |20y < Challu”|| 2y,
na intervalu I; = [x;_q, 2] C Q.

Lema 2.4.2. [30] Postoji konstanta C' nezavisna od koraka mreZe h; takva
da za svako u € HY(Q), Q C R, na intervalu I; = [x;_1,x;] C Q vaZi

Ju —u!|| 21y < Chillt!|| L2

2.5 Klemanov kvazi-interpolant

U tezi ¢emo u Odeljku 3.6 koristiti kvazi-interpolant dat u [12]. Ovaj
kvazi-interpolant se ¢esto koristi u aposteriornoj analizi greske u kojoj se ja-
vljaju interpolanti definisani za H' funkcije, a ne samo za neprekidne funkcije.
Potreba za ovim interpolantom se javila zbog osobine stabilnosti koju on
poseduje.

Prvo ¢emo opisati konstrukciju Klemanovog kvazi-interpolanta.

Za svaki ¢vor mreze z; oznacimo sa A; makroelement (z;_1,2;41), @ =
1,...N —1, dok je Ay = (zg,71) 1 Ay = (xy_1,2n). Neka P;(A;) oznacava
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prostor linearnih polinoma na A;. Za datu funkciju v € L*(€2) definisemo
lokalnu L*—projekciju p; € P(4;) sa

/pisdx:/vsdx za svako s € P(A;).

A A

Napomena 2.5.1. Lokalna L*>—projekcija p;(x) = a;x+b;, i =0,..., N, se
moze lako odrediti. Za s =1 1 s = x dobija se sledeci sistem jednacina koji
se jednostavno resava:

f T1 1 1
[podz = [(apz +by)dx = [vda,
na A0 xa?l 12601 o 1
[podz = [(apz? +bpx)de = [wvda,
\ Zo xo zo
( X2 xr2 xr2
[pide = [(a12+by)de = [vda,
na Al 551(‘)2 3;02 o T
[pide = [(a12*+byz)de = [vdz,
x0o xo xo
( T3 xrs3 T3
[podz = [(azz +by)de = [vda,
na AQ 1.3313 3?’1‘13 . x3
[p2dz = [(aza? +byx)de = [wvda,
\ =1 x1 z1

O

Neka je V¥ prostor neprekidnih, deo po deo linearnih funkcija sa standar-
dnom bazom (2.10), (2.11). Definisemo projekcioni operator, to jest kvazi-
interpolant v™ € V¥ za funkciju v € L'(Q) sa

N

V(@) = 3 pila)ila)

=0

Oznac¢imo sa I; element, to jest neki interval (z;_1,z;), a sa A uniju dva
odgovarajuc¢a makroelementa A; ; i A;, i neka je H precnik od A. Tako
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konstruisan kvazi-interpolant ima, za razliku od klasi¢nog interpolacionog
operatora, osobinu stabilnosti [16,67]

0™ o1y < Cllv||ra) za 1 < p < oo, (2.12)

Generalno je v™(z;) # v(z;), i =0,1,...,N.
Koristi¢emo i ocenu koja je data u [16]:

v = v\ 2oy < CH*||D*0||oa) 2a 1 <p<o0, k=1,2, (2.13)
kao i sledeée nejednakosti iz [16]

[v = 0" g,y SCHv|p2(a), (2.14)
[0 (1) <Ol (a), (2.15)
koje vaze samo na onim delovima gde mreza nije anizotropna.

Vise o kvazi-interpolantima, kako Klemanovog, tako i Skot!?-Zangovog®®
tipa moze se nadi u [16,81].

191, Ridgway Scoot, americki matematicar
20Shangyou Zhang, ameri¢ki matematicar
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Glava 3

Jednodimenzionalni problem konvekcije-reakcije-difuzije

U ovom delu ¢e numericki biti resavan linearni jednodimenzionalni pro-
blem konvekcije-reakcije-difuzije

—e1u(x) 4 exb(x)u' (x) + c(x)u(z) = f(x) za z € (0,1)

uw(0) =0, u(l) =0, (3:1)

gde su b,c i f glatke funkcije na [0, 1], takve da je b(z) > by > 0, c(z) >
co > 0, a by, co su konstante i 0 < 1,65 < 1 perturbacioni parametri.

Pod ovim pretpostavkama, postoji jedinstveno resenje problema (3.1),
[49,63,78].
U tezi pretpostavljamo da je zadovoljen uslov

c(z) — %b’(m) >y >0, z€(0,1), (3.2)

gde je v konstanta.

Napomena 3.0.1. Kao i kod problema konvekcije-difuzije [48], iz pretpo-
stavke b(x) > by > 0, x € [0,1], za problem (3.1) nejednakost (3.2) moze

biti zadovoljena uz pomoé transformacije u(x) = e’*v(x), gde konstantu 0
€2b

biramo na sledeci nacin 6 = 22 ? ]
€1

U slucaju g9 = 0, problem (3.1)-(3.2) pripada klasi diferencijalnih jedna-
¢ina reakcije-difuzije ¢ije reSenje ima dva granicna sloja u okolini x = 0

27
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iz = 1, Sirine (9(51/2|1n5}/2|). Za g5 = 1 polazni problem (3.1)-(3.2) je
jednacina konvekcije-difuzije ¢ije reSenje ima sloj u o = 1, Sirine O(egq|Ingq]).

Za jednodimenzionalni problem (3.1)-(3.2), autori u [28, 49, 59, 63, 91]
razmatraju razlicite robustne diferencne Seme na deo po deo uniformnoj
Siskinovoj mrezi. U radu [46] je data analiza jednostavne ,upwind” Seme na
proizvoljnim mrezama za jednodimenzionalni problem konvekcije-reakcije-
difuzije, dok je u [78] pokazan skoro drugi red konvergencije u maksimum
normi za ,streamline-diffusion” metod konacnih elemenata, a u [47] je data
aposteriorna ocena greske u maksimum normi. U [102] je za problem konve-
kcije-reakcije-difuzije predstavljen robustni adaptivni metod.

U radu [99] je posmatran opstiji slucaj kvazilinearnog problema sa dva
mala parametra nego u [100]. U oba pomenuta rada je koriséena diferencna
Sema treceg reda i dat je naglasak na prednosti Siskinove mreze u odnosu
na Bahvalovljevu ako se koriste Seme viseg reda. Na Bahvalovljevoj mrezi
je u [32] predstavljena kona¢na diferencna sema Cetvrtog reda tacnosti za
specijalnu klasu singularno perturbovanih problema sa dva perturbaciona
parametra.

Radova koji se bave dvoparametarskim problemima je mnogo manje nego
radova u kojima su razmatrani jednoparametarski problemi, kao na pri-
mer [38,43,45,48,69,76]. U [68] predstavljen je size istrazivanja robustnih nu-
merickih postupaka za singularno perturbovane probleme u periodu od 2008.
do 2012. godine. Ovde ¢emo navesti radove koji se bave jednoparametarskim
problemima, ali su bili veoma bitni za stvaranje teze. Prvi optimalan' re-
zultat konvergencije u energetskoj normi, ali za jednodimenzionalni problem
konvekcije-difuzije na Bahvalovljevoj mrezi je predstavljen u radu [67]. 1z tog
rada je proistekla ideja za upotrebu kvazi-interpolanta u Odeljku 3.6. U ra-
dovima [19] i [20] je predstavljena slojno-adaptivna rekurzivno zadata mreza
koju ¢emo u tezi nazivati Duranovom mrezom. U [73] autori daju poredenje
metoda konaénih elemenata za problem konvekcije-difuzije na Siskinovoj i
Gartlandovoj? mrezi, dok je u [77] analiziran metod konacnih elemenata na
Bahvalov-Siskinovoj, Duran-Siskinovoj i Gartland-Sigkinovoj mrezi.

Deo rezultata dobijen na Bahvalovljevoj mrezi iz ove teze je publikovan
u radovima [6] i [7]. Dvoparametarski problem do sada nije razmatran na

!Termin ,,optimalan red konvergencije” podrazumeva da je greska postupka u Sobolje-
voj normi ogranicena sa C NP, gde je C' konstanta nezavisna od perturbacionih parame-
tara problema i broja ¢vorova mreze N, dok p oznacava stepen polinoma kojima se vrsi
aproksimacija resenja problema (videti u [65]).

2Eugene C. Gartland (1948-), americki matematicar
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Duranovoj i Duran-Siskinovoj mrezi, a rezultati dobijeni na njima iz ove teze
bi¢e publikovani u [8].

3.1 Slaba formulacija problema

Za problem (3.1)-(3.2), gde je 2 = (0, 1), standardna slaba formulacija
glasi:

{naéi u € H}(Q) tako da je (3.3)

a(u,v) = (f,v) za svako v € Hj (),
gde je (-, ) skalarni proizvod u L?(Q), a a(-,-) je bilinearna forma data sa
a(w,v) == e (w',v") + (e2bw,v) + (cw,v), w,v e Hi(Q).
Definicija 3.1.1. &, —teZinska H}(S)) norma (energetska norma) je data sa
[v]|% = e1(v,v)) + (v,0), v E Hy(Q). (3.4)

Lema 3.1.1. Za svako v € H}(Q) vaZi a(v,v) > a||v||%, tj. bilinearna forma
a je koercitivna.

Dokaz: Zelimo da ograni¢imo bilinearnu formu
a(v,v) =e1 (v, v") + ea(bv’, v) + (cv,v)
=1 (v, V") + &9 / bv'vdx + (cv,v),

Q

1
od dole. Koriste¢i da je v'v = 5(1)2)/ i uslov (3.2) dobijamo da je
’oo €2 2y/
a(v,v) =, (v, 0") + /b(v ) dz + (cv,v)
Q

=e;(v/,0") + =2 (U2 b‘m — /v2 v d:v) + (cv,v)
0

=e1(v',0") + ((c — %b’)v,v)
>min{1,7}(e1(v,v) + (v,v)) = allv]E,
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Sto je i trebalo pokazati. |

Kako je bilinearna forma a neprekidna, onda Lema 3.1.1 zajedno sa Laks-
Milgramovom teoremom daje jedinstvenost resenja problema (3.3).
U narednoj lemi dajemo apriornu ocenu resenja problema (3.1)-(3.2).

Lema 3.1.2. Pretpostavimo da za x € ) vaZi
E9 ’
C—Eb >~ >0. (3.5)
Tada za resenge problema (3.1) vazi ocena

[ulle < Cllfllz2 -

Dokaz: Jednacinu (3.1) pomnozimo sa u, primenimo parcijalnu integraciju

1
i iskoristimo ¢injenicu da je u|go = 01 da je u'u = §(u2)’, pa dobijamo

e (u',u') + %(bu’,u) + (cu,u) = (f,u),

er(u,u’) — %(b’u,u) + (cu,u) = (f,u),

er(u,u’) + ((c — %b')u,u) = (f,u).

Iskoristimo uslov (3.5), definiciju energetske norme i Helderovu nejednakost,
i dobijamo

min{L, V}Hulln < 1/l 2@ llull2c)-
Kako iz (3.4) sledi da je ||u||r2@) < ||u||, onda dobijamo tvrdenje leme. W

3.2 Galerkinov metod konac¢nih elemenata

Polazimo od slabe formulacije (3.3) problema (3.1)-(3.2) i postavljamo
postupak konacnih elemenata na opstoj mrezi

O=z0< 21 < - - <zxNny_1 <N =1,
sa korakom mreze h; = x; —x;_1, 1 =1,..., N. Neka je

hi = (hi + hit1)/2, i=1,...,N -1,
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i VN c H}(Q) prostor neprekidnih linearnih konacénih elemenata sa baznim

funkcijama (2.10), (2.11).
Galerkinov postupak konacnih elemenata glasi:
{naéi uV € VN tako da je (3.6)

a(u™,vN) = (f,vY) za svako vV € VV.

Na osnovu Laks-Milgramove teoreme sledi da postoji jedinstveno diskretno
resenje problema (3.6).

Diskretno resenje u’¥

se moze predstaviti u obliku
N
uNa) =) ul (o),
i=0
gde ul¥ € R, i vazi

N N
u (z;) = Zuf\/(pl(xj) = Zufvéij = uﬁ-v, j=0,..N.
i=0 i=0

Diskretni problem (3.6) se moze transformisati u sistem linearnih jednac¢ina
oblika

nadi [u), ud¥, .., uf]" € RN*1 tako da je
N

Z%a(soi,soj)zdv = (f,¢;), j=0,...,N.

Na taj nacin se dobija diferencna Sema

D+U,i — D7y Uit1 — Uy U; — Uj—q
1 hl 2 /8 +1 hl /8 1 hz

Ti+1

1 .
FYic1Ui—1 + Villy + Vip1 Uiy = T / Joidr, i=1,2,... N —1,

1
Ti—1

gde su D' i D~ diferencni operatori definisani sa

. _ U; — Uj—1
i D uy = ———,
hi—i—l hi

Dt = U1 — Uy
(A
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dok je

x; LTi+1

Bi—1 = / b _1pi <0, Bip1 = / by 1 > 0,
Ti—1 X4
Titl Tit1
1 1

Vit =3 | i dr, v = n coipidr, vy = 7| P dz.

mz_ Ti—1 ’ Xq

Chi 2c __ChH4

Kada je ¢ konstanta, onda je v,_1 = —, v = —, Yigt1 = ——.

3.3 Dekompozicija reSenja

Od sustinskog znacaja za numericko resavanje singularno perturbovanih
problema je poznavanje ponasanja reSenja i njegovih izvoda. Ocene izvoda
reSenja su potrebne kako za konstrukciju mreze tako i za analizu greske.

Da bismo opisali slojeve koji se javljaju u reSenju problema (3.1) uvodimo
karakteristicnu jednacinu ovog problema

—e17%(x) + e9b(z)r(x) + c(z) =0,

koja ima dva realna resenja ro(z) < 01 r(x) > 0. Kako je |rg| < 71, sloj u
x =1 je jaci od sloja u x = 0. Neka je

fo = — xrél[%?l(] ro(z), g1 = xlél[gﬁ] ri(z),
to jest
. Feab(x) + \/e3b%(x) + 4eqc
s = iy TR,
Zapravo je
1y = —e9B + \/5582—1——45100’ . eobo + /€303 + 45100’ (3.7)

281 261

gde je B = m[%>1< b(x), a ¢y konstanta takva da je c(x) > ¢ > 0. Za po 1
e
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vaze sledece nejednakosti, [93],

gt < Cles+£?), erpn < Cles + 2177, (3.8)
> o > “ > = . (39)
E2lbll ey + y/etllellio@  blle@ + 1/ llellze@)
Ea o S bEICO, (310)
€2 1/2
———= < Ce)/". 3.11
(e1pa)'/? E ( )

U tezi ¢emo posmatrati sve odnose perturbacionih parametara izmedu
dve krajnje situacije, navedene u [48, 78]:

(i) €3 < & $to implicira g ~ p; = 0(51_1/2) i slojevi su sli¢ni slojevima
koji se pojavljuju kod problema reakcije-difuzije (videti Sliku 3.10 i Sliku
3.12).

(ii) &1 < €2 $to implicira g = O(e5 ") iy = O(e2e7 ). Kako je p; mnogo
vece nego iy, onda je i granicéni sloj u okolini z = 1 ja¢i nego granicni sloj u
okolini z = 0 (videti Sliku 3.9 i Sliku 3.11).

Kada ne vazi ni (i), ni (ii), vrednosti za g i 1 se kre¢u izmedu vrednosti

datih sa (i) 1 (ii).

Razmotri¢emo za koje vrednosti parametara €; i €5 vazi da je po > 1.
Kako na osnovu (3.7) vazi

200
Mo = )
EQB + v/ E%Bz -+ 4€1C0

razdvoji¢emo dva slucaja:
1. Kada je &?% < &1, imamo

200

> 7
M =" 5B+ VB + 4cy)

tako da za
4c3

(B+ B+ icg)?

g1 <

vazi o > 1.
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2. Kada je 2 > &1, analognim razmatranjem dobijamo da za

2
4cf

(B +V/B? + 4¢)?

e2 <
vazi pg > 1.
[z gore navedenih slucajeva sledi da za

2
4cg

(B 1 VB T dgy)?

max{e;, g5} < vazi o > 1. (3.12)

U daljem radu éemo smatrati da je (3.12) ispunjeno.

Teorema 3.3.1. [49] Neka b,c, f € C?0,1] za neko ¢ > 1 i neka je p,k €
(0,1) proizvoljno. Pretpostavimo da je zadovoljeno

||V | eepo,g2 < K(1 —p).
Tada vazi
W) £ OOt phe o7 4 ke 00), a e 0,1),
20 0 <k <q.

Sada, iz [44] sledi, da se resenje u problema (3.1)-(3.2) moze predstaviti
kao suma regularne i dve slojne komponente ©v = S + Fy + Ey, gde je

1IS® ()| <C za 0< k <gq, (3.13)
B (2)] <Cpke ™% za 0 <k <q, (3.14)
EXF ()| <Cphe (=9 4o 0 < k < g, (3.15)

dok su p i ¢ parametri iz prethodne teoreme.

Regularna komponenta je ona komponenta koja je zajedno sa svojim iz-
vodima ogranicena nezavisno od perturbacionih parametara. Slojne kom-
ponente su funkcije koje imaju male vrednosti u odnosu na perturbacione
parametre na skoro celom domenu, osim u okolini jedne odredene tacke.
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3.4 Slojno-adaptivne mreze

Pri numerickom resavanju singularno perturbovanih problema, za apro-
ksimaciju resenja van slojeva dovoljno je da se koristi gruba mreza, dok je
u slojnim delovima domena pozeljno da mreza bude dovoljno gusta kako bi
dobili numericko resenje sa prihvatljivom tacnoséu. Stoga je potrebno pa-
zljivo izvrsiti diskretizaciju domena. Bas iz tog razloga se konstruisu slojno-
adaptivne mreze. Tranzicione tacke su tacke domena u kojima mreza prelazi
iz fine u grubu mrezu ili obrnuto. Kako resenje posmatranog problema ima
dva sloja, to onda zahteva da i mreza odgovara datom problemu, to jest da u
slojevima bude gusc¢a. Vise o konstrukciji mreza za singularno perturbovane
probleme moze se naéi u [48,98].

3.4.1 Siskinova mreza

Prvo ¢emo predstaviti Siskinovu mrezu, najéesée koriséenu od svih slojno-
adaptivnih mreza. Ova mreza je predlozena 1988. u radovima [82,83], dok
je prva analiza metoda konacnih elemenata na toj mrezi uradena u radu
[87]. Vise detalja o Siskinovoj mrezi, kao i njenoj upotrebi moze se naéi
u [37,48,55,76].

Deo po deo ekvidistantna Siskinova mreza za dvoparametarski singularno
perturbovani problem se konstruiSe pomocu tri razli¢ite uniformne mreze
koje dele tranzicione tacke \g i 1 — Ay, Sto je opisano u [49,63,78]. Svaki od
podintervala [0, A\g] 1 [1 — Ay, 1] se deli na N/4 jednakih delova, a [Ag, 1 — \{]
na N/2 jednakih delova, gde je N prirodni broj deljiv sa 4, a tacke Ao i A\
su definisane sa

-
D 1

1
)\i:min{z, 1nN}, i=0,1, (3.16)
gde su p, gy dati sa (3.7), p je parametar iz Teoreme 3.3.1, a 7 je parametar
koji se bira tako da bude jednak formalnom redu postupka koji se primenjuje
(videti [51]). Primeri ove mreze su dati na Slikama 3.1 1 3.2.

3.4.2 Bahvalovljeva mreza

Bahvalov je 1969. godine, koristec¢i jedan eksplicitni metod za konstrukci-
ju mreze pri reSavanju singularno perturbovanog problema, dosao do odgo-
varajuc¢e funkcije koja generiSe mrezu, a sastoji se iz tri dela. Prva od tih
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Slika 3.1: Siskinova mreza za N = 128, 1 = 1075, ¢y = 1073, 7 =4, B =1,

b=1,v=0.51ip=0.5.
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Slika 3.2: Siskinova mreza za N = 128, ¢, = 1078, gy = 1073, 7

b=1,v=05ip=0.5.
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funkcija je odgovarajuc¢a logaritamska funkcija i moze se koristiti kod svih
problema sa slojem eksponencijalnog tipa. Proucavaju¢i mnoge radove u ko-
jima je data mreza Bahvalovljevog tipa, mi ovde uvodimo jedan njen oblik
prilagoden problemu sa dva mala parametra.

Neka je broj ¢vorova mreze N € N deljivsa4, N > 8inekasuoyil—o;
tranzicione tacke date sa

1 7
U:ﬂmn{g——MM},j:Q17 3.17

gde je 7 > 1 parametar mreze, a p € (0,1) parametar iz Teoreme 3.3.1.
Pretpostavka u tezi je da vazi

j=0,1. (3.18)

O-j<Z7

Pretpostavicemo da je

pit < pgt <CN7? zaneko 0< 6 <1, (3.19)

Sto ne predstavlja restrikciju u prakticnim primenama.
Konstruisemo mrezu tako da je ekvidistantna na €. i postepeno izdeljena
na € i €2y, gde je

QO = (0,0'()), Qc = (0'0, 1— 0'1)7 Ql = (1 — 01, 1)

Tranzicione tacke biramo tako da je

kako bismo imali

—PROTN/4 — ;,—T 3 o PH1(I=Z3n/u) — =T
e h=ppT e W=

Zbog postojanja dva sloja potrebno je da se koriste dve generativne funk-
cije mreze ¢g i ¢1.

Definicija 3.4.1. Strogo monotona funkcija ¢ : [0, 1] — [0, 1] koja preslikava
uniformnu mrezu po t u slojno-adaptivnu mrezu po x sa x = @(t) se naziva
generativna funkcija mreze.
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Funkcije ¢g 1 ¢1 su obe neprekidne, po delovima neprekidno diferencijabilne
i imaju osobine

$o(0) =0, ¢o(1/4) = In po,
¢1(3/4) = In pus, ¢1(1) = 0.
Tacke mreze z;, « = 0,1,..., N, su date sa
T
—o(t;), 1=0,1,...,N/4,
puo%( ) 1 /
T; = 0'0+2(t7,—1) (1—0’0—0‘1), ’L:N/4,N/4+1,,3N/4,
1— ——¢u(ty), i=3N/4,3N/4+1,...,N,
Y25

(3.20)
gdejet; =i/N,i=0,1,...,N i

do(t) == (1-4(1 = i)t
o) == (1= 401 = )1 - ).

Na Slikama 3.3 i 3.4 su prikazane Bahvalovljeve mreze za razlicite izbore
perturbacionih parametara.

Napomena 3.4.1. Postoji graniéna vrednost fimim = fmin(7,p) tako da je
(3.18) zadovoljeno kada je py > o > fmin > 1. Na primer, kada je p = 0.5
v 7 =1,2,3,4,5, dobijamo pimin ~ 27,68,114,164, 215, respektivno. Nejed-
nakost (3.18) nije ogranicavajuéi uslov. Ipak, numericki rezultati pokazuju
da uslov (3.18) utice na dopustivi opseg perturbacionih parametara za koji
je diskretizaciona mreZa slojno-adaptivna. Na primer, za prvi test problem
iz Odeljka 3.9 uzimamo g1 < 107°, g5 < 1073, dok u drugom test problemu
imamo g, < 1076, g5 < 1073, ]

U ostatku ovog odeljka dokaza¢emo neke osobine koje vaze za ¢vorove i
korake Bahvalovljeve mreze, a koje ¢emo koristiti u analizi greske postupka
konac¢nih elemenata.

Lema 3.4.1. Za tacke Bahvalovljeve mreze (3.20) lokalni korak mreze h; =
ri—xi—1,1=1,2,..., N, ima osobinu
Cugt, i=1,2,..,N/4—1
hi<<{ CN7', i=N/4,...3N/4+1
Cu;', i=3N/4+2, .. N.
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Slika 3.3: Bahvalovljeva mreza za N

B=1,b=1,v=051ip=0.5.
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Slika 3.4: Bahvalovljeva mreza za N = 128, ¢; =

B=1,b=1,vy=051ip=0.5.
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Dokaz: Funkcije ¢ i ¢f, su strogo rastu¢e na [0,1/4]. Zai=1,2,...,N/4—1,
na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti postoji & € (t;_1,t;) tako da je

T T T 4
hi = —N"¢(&) < — N1ty _,) < Nt
P 1o ol P 1o olf5-1) pHo 1 —dty

=Cpp .
Zai=N/4i§& € (t%il,t%) je

— LN—IQ%)(&) < T N—l 4(1 B MEI)

h
P Ho pro 1 —4(1—pt)k

< CN~ L

&=z

Trivijalno vazi
hi=2N"'1—-0y—0) <CN7', i=N/4A+1,...,3N/4.

Koraci mreze na €); se analogno ocenjuju. |

Lema 3.4.2. Za korake mreze (3.20) vaze sledeée nejednakosti

ehohi <O i=1,...,N/4—1,
ethi <O i =3N/4+2,...,N.

Dokaz: U dokazu prethodne leme smo pokazali da je za i = 1,..., N/4 — 1,
hi < C/uo. Stoga je

c
elohi < oMUy < (.

Zai1=3N/4+2,...N jeh; < C/ui, paje
e h; < 6”1‘% < C”

¢ime je dokaz zavrsSen. |

Posledica 3.4.1. Za tacke Bahvalovljeve mreze (3.20) vazi

e HoTi=2 L CeTHOT g 4 =2,...,N/4,
efﬂlwi—Q Sc’e*/"‘lwi za Z = 3N/4+3’N (321)
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Dokaz: Na osnovu prethodne leme je

MO Ti— [0 Ti—1 S C i eMtoTi-17H0 Ti-2 S C’
a na osnovu toga je
e—lioitz'—z < Ce—MOiUi—l < Ce—uoi&'.
Analogno se pokazuje i (3.21). [ |

Mreza (3.20) je guséa u slojevima i lako se pokazuje da je

h; > h;_q za 1= 2,3,...,N/4, (322)
hi_1 > h; zZa ZIBN/4+2,,N

Vazno je primetiti da iz (3.22) sledi

; AN = ")
A :—ln<1+ —Ho ) > COug 'N~2,
N4 = ANjaL = oo 1—4(1 = g Jtwjaa 0

Slicno se dobija h; > Cu;'N™Y? za i = 3N/4 + 1,3N/4 + 2. Takode je
hi > CN™'zai=N/4+1,...,3N/4.

O odnosu uzastopnih koraka mreze govori sledec¢a lema.
Lema 3.4.3. Za Bahvalovljevu mrezu (8.20), gde su h; = x; — x;_q, i =

1,2,..., N, koraci mreZe, vaZe sledece nejednakosti

hi .

h“ <C, i=12,...,N/4-2,
hi—1
h;

Dokaz: Za svako i =1,2,..., N/4 — 2 postoji & € (t;_1,t;) tako da je

hi = —N710(&).

<C, i=3N/4+3,...,N.

P Ho
Sada je
hivn _ 1—4(1— )& <1 SN' 1 — g
hi 1—4(1— pg )i — 1—4(1 — pg )i
SN"'(1— ")

<C.
pot + AN (1 — pgt) T
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Druga nejednakost se dokazuje analogno. ]
U analizi greske bi¢e nam znacajne nejednakosti iz sledece leme.
Lema 3.4.4. Na Bahvalovljevoj mrezi (3.20), za 7 > /2, a > 0, vazi
min{h; 1 o, LYe aPPo% < CN' i=1,2,... N/4—1,

min{h; i, 1e aPm (=20 < ON-1 i =3N/4+1,...,N —1.
Dokaz: Ideja za dokaz je slicna dokazu iz [38] i [67]. Prvo, za i =1,2,...,
N/4 — 1 imamo

min{ ;.1 po, 1}e*§p“0 i

27

= min ATN~H (1= pg ') B S AV
- {p(l —4(1 - M61)§i+1)’1} (1401 — pg")ta)

za neko &1 € (t;,t;41). Ako pretpostavimo da je 7 > «/2, dobijamo

min{ ;41 po, 1}67%;’“0 i
4rN7Y1 — pyt
< min{ T ( _lio ) 7
p(1 —4(1 = pg )tis1)

. 47’N_1(1 — ugl) } 1 1 1
= min — , 1 1—4(1 — py )tizr +4AN" (1 — pg .
{p(l 4(1 Mol)ti+1> ( ( ° ) ' ( ’ ))

Poslednji izraz moze da se zapiSe kao

. TW1
et | 3.23
mm{pw2, }(wl—i-wg), ( )

oca

gde su
w =4ANT (1= pg" ) SCNTYL wp =1 —4(1 — g iy
Ako je u (3.23) minimum jednak 1, tada je
min{LM»l} (W1 +wp) =wi +wy < Wl‘{’ﬁ <CN7,
Y p
inace je
min {ﬂ, 1} (w1 +wy) = it (ﬂ + 1) <CON™ L.
pw2 P \Ww2
Analiza za druge vrednosti indeksa i se izvodi sli¢no. |
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3.4.3 Duran-Siskinova mreza

U ovom odeljku predstavljena je Duran-Siskinova mreza, koja je prvi put
opisana u [77], a ovde prilagodena dvoparametarskom problemu. Ova mreza
je rekurzivno zadata u slojevima, a ekvidistantna izmedu njih. Tranzicione
tacke mreze Siskinovog tipa igraju znacajnu ulogu u njenoj konstrukciji.

Neka je N prirodan broj. Za dati parametar h, gde je 0 < h < 1 uvodimo
podelu intervala Q = [0, 1] na sledeéi nagin:

(

xo = 0,

w1 = hugt,

Ty =1 +hxi = hugH(L+h) i =2,..., My,

Tarri = Tagp + 2N 11— hu 'L+ )M — 20, i=1,..,N/2,

Tator N2+ 0n—it1 = 1 — huy (L4 h)' 72, i =M, ..., 2,
(| TMo+M1+N/2 = L.

(3.24)

Tacke zpy, 1 Tpy4n/2 Predstavljaju tranzicione tacke. Broj M se bira tako
da je to najmanji prirodan broj takav da je zadovoljeno

Ty, = h/1,61<1 —+ h)MOil Z 5\07
a M, tako da je to najmanji prirodan broj za koji vazi
1= 2panje = hpy (1 +R)M71 > Ay,

gde su
N I 7 .
Ai:min{—,LlnN}, 1=0,1,
4

tranzicione tacke Siskinovog tipa. Razlika izmedu );, i = 0,1, iz (3.16) i
5\,-, t = 0,1, je minimalna, a sustinski neznatna. Naime, parametri 7 i p uce-
stvuju u izrazu za A\;, 1 = 0,1, dok se u S\Z-, t = 0, 1, koristi samo 7;, 1 = 0, 1,
respektivno. Broj tacaka u ekvidistantnom delu mreze je N/2 i on se zadaje
unapred, dok se broj tacaka mreze, My i My, u delovima domena u kojima
se javljaju slojevi, dobija iz pomenutih uslova.

Pretpostavka u radu je da su zadovoljeni uslovi \; < 1/4, i=0,1, sto je
tipican slucaj za singularno perturbovane probleme. Perturbacioni parametri
su tada dovoljno mali, npr. & < 1073 i &, < 1072,

Navodimo lemu o koracima Duran-Sigkinove mreze.
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Slika 3.5: Duran-Siskinova mreza za h = 0.1, N = 256, &1 = 1073, g5 = 1075,
My =441 M, = 44.

Lema 3.4.5. Koraci h; = x; —x;—1, i =1,..., Mo+ My + N/2, mreze (3.24)

su

( h/l — hﬁbal7

hi = Rugt(1+h)2, i=2, .., Mo,

he = ANY(L = by (1 R = g (14 )Mo,
i=My+1,...My+ N/2,

Wt N2 an -1 = PP (LHR) 720 i= My, .2,

_ -1
. hoto+Nj2+01 = Ppiy

(3.25)

1 1magu sledece osobine:
hi < h..'[', T e [mi—laxi}v 1= 27 "'7M07

hagyri < ON7Y i=1,..,N/2,
h; < hz, z€ [mz’—hxi}; 1= M0+N/2+ 1,,M0+N/2—|—M1 — 1.

Dokaz: Trivijalno se pokazuje (3.25). Dalje, za i = 2,..., My vazi h; =
xr; — xi—y = hx;1 < hx za © € [x;_1,7;]. Analogno se dobija ista ocena za
i=My+N/2+1,...My+ N/2+ M, —1. Zai=My+1,...My+ N/2 je

hi = 2N"41 — hugt (14 )Mo=t — hpY (1 + )M <2N"P = CON7Y,
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Slika 3.6: Duran-Siskinova mrezaza h = 0.1, N = 256, e, = 10710, g9 = 1072,
My =281 M, =61.

¢ime je dokaz zavrSen. |

Neki primeri ove mreze su prikazani na Slikama 3.5 i 3.6. Primetimo
da je za gy < €2 < 1, granicni sloj u # = 1 jaci od grani¢nog sloja u
z =0 jer je uy = O(ee7") mnogo veée od g = O(ey'). Slika 3.6 ilustruje
slu¢aj kada Duran-Siskinova mreza generise veéi broj tacaka mreze u desnom
slojnom regionu. Druga ekstremna situacija je za €3 < £, < 1, kada se iy i
(1 ponasaju kao 51_1/2 i kada su slojevi sli¢ni slojevima koji se pojavljuju u
slucaju reakcije-difuzije.

3.4.4 Duranova mreza

Mreza Duranovog tipa, koja je prvi put predstavljena u [19], ovde je
takode prilagodena dvoparametarskom problemu. Ova mreza je rekurzivno
zadata u intervalu [0,1/2], kao i u [1/2,1].

Za dati parametar h, gde je 0 < h < 1 uvodi se podela intervala Q = [0, 1]
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Slika 3.7: Duranova mreza za h = 0.1, e, = 1073, g5 = 1078, My = 51 i
Ml = 51

na sledeéi naéin:

(19 =0,
Ty = +hri=hug (L+h)™Y i=1,..., My —1,
Ty, = 1/2, (3.26)
Taorns—i = 1 — hu (1 +h)L i=M —1,..1,

\ Tap+ny = 1

Broj évorova ove mreze, N = My + M, dobija se iz uslova
hpg '(1+ )M <172, hypg ' (1+ R)M7! > 1/2,
hut(1+R)M2 < 1/2, hu'(1+R)MTE > 12,

Koraci ove mreze se jednostavno dobijaju, sto je i dato u sledec¢oj lemi.
Lema 3.4.6. Koraci h; =x; —x;—1, i =1,..., N, mreze (3.26) su
( hl — hz/lz817
hi = hugt(1+ h)2, i=2,..., My—1,
Pty = 1/2 — b (1 + B)0-2,
hatosr = 1/2 — huTH(1 + h)M1 2,
hMo+M1fi+1 = hQMfl(l + h’)i727 =M —1, s 2,

_ -1
\ hM0+M1 - h’:ul )

(3.27)
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Slika 3.8: Duranova mreza za h = 0.1, g, = 1078, g5 = 1073, My, = 84 i

1 1magju sledece osobine:
hi < h, i=1,..,N,
hzghxa T e [Ii—laxi]a Z':27"'a]\407
h; < hz, z€ [(L’i_l,l’i], 1=My+1,..., Mo+ M; — 1.

Dokaz: Zai=2,..., My—1vazih; = x;—x;_1 = hx; 1 < hzzax € [x;_q1, 4]
Za i = M, vazi sledece

1 h 1 1 h
h = — —(1 hMO—QZ__ (1 hMo—l
<1_ 1 I h
2 1+h 2 2(1+4h)

Iz x € [xp,-1, ) sledi (14 h)x > (1 + h)xp, -1, Sto dalje daje
h
<1+szu+hn%4:41+m;«r+m%*
0
h

=—(1+h)M" >
Ho

DO | —

Sada je

>_ -
=2(1+h)
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to jest
h

— > h
21+ n) = M

Analogno se dokazuje tvrdenje za h;, i = My +1, ..., Mo+ M; — 1. Sada sledi
h; <hx <hzai=2,.. My+ M; — 1. Kako je

hx >

h h
hl =—< h7 h]\/[0+M1 =—< h7
Ho 1

onda sledi da je h; < hzai=1,..., My + M. [ |

Na Slikama 3.7 i 3.8 prikazana je Duranova mreza za fiksirano h i razlicite
vrednosti perturbacionih parametara.

3.5 Ocena greske na Siskinovoj mrezi

U ovom delu navodimo poznate rezultate o oceni greske jednodimenzio-
nalnog problema reakcije-difuzije, konvekcije-difuzije i konvekcije-reakcije-
difuzije koji su dobijeni na Siskinovoj mrezi metodom konac¢nih elemenata.

U slucaju reakcije-difuzije, u” kao aproksimacija resenja dobijena Gale-
rkinovim metodom sa linearnim kona¢nim elementima, na Siskinovoj mrezi
zadovoljava, [68],

|u —u?||p < 051/4]\7_1 InN+CN 2
dok je za problem konvekcije-difuzije u [48]| pokazano
|lu —uN||g < CN"*InN.

Za problem (3.1) ,streamline diffusion” metodom, u radu [78], pokazan je
slede¢i rezultat
|u—u™|zo@) < C(N"'In N)*.

3.6 Ocena greske na Bahvalovljevoj mrezi

Zelimo da ispitamo konvergenciju standardnog postupka Galerkina (3.6)
na mrezi (3.20) za problem (3.1)-(3.2) u odnosu na energetsku normu datu sa
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(3.4). Analizu greske ¢emo zapoceti analizom greske interpolacije. U dokazu
polazimo od dekompozicije date u Teoremi 3.3.1 i uzimamo da je
u—u =n+x,

gde je u™ = SV + EY + EYY, n=mns+m0+n, X = Xs + X0+ X1 i

ns =S5 —57, xs =S"— 5%, (3.28)

nj=FE;—E+k, x;=E—EY-kY, j=0L (3.29)
Ovde je ST € V¥ standardni Lagranzov interpolant regularne komponente
resenja S, dok su BT € VN, j = 0,1, kvazi-interpolanti slojnih komponenti
E; uvedeni u Odeljku 2.5. Kako kvazi-interpolant generalno ne zadovoljava
grani¢ne uslove, uvodimo korekcione funkcije fiév ceVN j=0,1,

ET — E; i) ) = 07 N7
“é'v@"):{((),] o)) 2:1,2,...,N—1. (3.30)
3.6.1 Greska interpolacije

Lema 3.6.1. Neka su zadovoljene pretpostavke Teoreme 3.3.1 i neka je T >
max{5/2,207'}. Tada na Bahvalovljevoj mreZi (3.20) vaZi

75l z2(0) < lel/ZN 2 j=0,1

Dokaz: Poceé¢emo sa ocenom greske interpolacije slojne komponente FEj.
Neka je I; = (v;_1,x;), i = 2,3,..., N/4 — 1, neki podinterval mreze i A =
(xi—2,xi11) C [0, 00] odgovarajuéi makroelement. Nejednakost trougla, ocena
stabilnosti (2.12) i ocena (3.14) za Ej zajedno daju

1Eo — EG T2y < 201 EollZz ) + 1 EG 122 01,)

<C(||E0||L2 + ||E0||L2 ) < C/e—2puow da

A
= %( — e pmoTivy e—2puol‘i72> < %e—%uoxiz' (3_31)
S druge strane, ako koristimo (2.13) i (3.22), dobijamo
Tit1
B0~ Ef sy < CHIEEaia) < Chtyuid [ & da
Ti—2

< OB, e mwomi=2, (3.32)
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gde H predstavlja preénik od A, koji je unija dva makroelementa A; ; =
(Ti—o,x;) 1 A; = (w-1, xi11). Kombinujuéi ocene (3.31) i (3.32) sa Posledicom
3.4.1, imamo

5
1B — E§3ags, < Crig™ [min{hecupo, 1y 80| < N2 (3.33)

Poslednja nejednakost sledi iz Leme 3.4.4 za o = 5.
Kada je ¢ = 1, to jest I; = (xg,21), analogni argumenti daju (3.33).
Takode je

166 2oy < Cy’? | Eo(o) — B (w0)] < Chy'*|| Ey = Ef || a,00)
< Chy?(hy + h2) || B | o (ap.00) < CBY 2413
< Cpg'PN—5/2, (3.34)
jer je hy < Cug"N~L. Sada je

N_q N_q
1 4
Z ||n0||%2(xi,1,xi) < C Z ||E0 - E(?H%Q(xi,l,xi) + C||/{(])V||%2($0,{171)
i=1 =1
< Cug "N~ (3.35)

Za i > N/4, ponovo koriste¢i nejednakost trougla, (2.12), (3.14) i (3.19)
dobijamo

N N-1
Z HEO - Eg||%2($i,17xi) S C Z ||E0||%2($7;,27$i+1) + CHEOH%Q(:L‘N_Q,IN)
i=2 =
TN
<C / e 2PH0T (g < Ouale_gpuox%d
x%72

B B 2T _ _ 1N\ 2T
= Cuig (L=401 ="ty a) < O (g + N7Y)
< ClualN7297"

Kako je /{év eksponencijalno malo na (zy_1,zy), poslednja nejednakost za-
jedno sa (3.35) i —07 < —2 konaé¢no implicira

Imoll 2y < Cug *N72.

Slicnim argumentima se dobija ocena greske interpolacije ;. |
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Lema 3.6.2. Neka su zadovoljene pretpostavke Teoreme 3.53.1 1 neka je 7 >
20~'. Tada na Bahvalovljevoj mrezi (3.20) vazi

0l < Cut* N1 j=0,1.

Dokaz: Kao u prethodnoj lemi, prvo ¢emo razmatrati komponentu resenja
Ey. Neka je I; = (w;—1,2;), za i = 2,3,...,N/4 — 2. Analogno sa (3.31)
izvodimo ocenu

|Eo — Egﬁ{l(zi) < Clpig e ?Provi=2

gde koristimo (2.15). Ako primenimo (2.14), tada dobijamo

2 3 4 —2puowi-
| Eo — EG 511,y < Chiipapge 072

3

| Eo — Egﬁﬂ(h) < Co [miﬂ{hiﬂﬂoa 1}6_%WW] < CugN~72,
sto sledi iz Leme 3.4.4 za o = 3. Ista ocena se dobija za element I; = (xq, x1).
Sumirajudéi po i = 1,2,..., N/4 — 2 dobijamo

N
N9

Z |Eo — Eglill(xi,hzi) < CMON_2.

i=1

Korekciona funkcija se moze ograniciti koriste¢i inverznu nejednakost i (3.34),
te vazi

¢ 3/2 1/2 A7—
5 i) < 3l (a4 < Cogl N2

kao 1
&9
> ol ey < CroN 2.
i=1
Zai= N/4—1,...,3N/4, nejednakost trougla, inverzna nejednakost i ocena

stabilnosti (2.12) daju

1 C
|Eo — E5|may) < |Eolm @) + EHEZ;HL?(E) < |Eo|m (1) + EHEOHB(A)-
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Na osnovu (3.14), Posledice 3.4.1, donjeg ograni¢enja za h;, (3.8) i (3.19)
Imamo

i

3N

ES

Z | Eo — E6r|%'ll(xi,17xi) < Cpo + M51N2)(,u61 + N HT < CMONQ(l—GT)_
=N_1

4

Za i > 3N/4, dovoljno je koristiti veli¢inu komponente Ej i korekcione fu-
nkcije k(" na ; u okolini tranzicione tacke. Najzad je

ol @) < Cug N1+ Cpg N7 < Cpy* N,

jerjel —0r < —1.
Ocena za || p1(q) se slicno izvodi. [ |

Sledece tvrdenje predstavlja ocenu greske interpolacije.
Teorema 3.6.1. Neka vaZe pretpostavke Teoreme 3.3.1. Na Bahvalovljevoy
mrezi (3.20) sa T > max{5/2,207'}, funkcijens = S—ST in; = Ej—E;r+/<;§y

mogu se ocenitt sa

Inslle < Cet/’N~' + CN2,
;e < Cles + ) 2N"1, j=0,1,

gde je ST € VN standardni interpolant od S, ET su kvazi-interpolanti od Ej,
j=0,114 /’ij-v, Jj = 0,1 su funkcije date sa (3.30).

Dokaz: Ogranicenja za ||n;||p su direktna posledica prethodne dve leme i
(3.8), sto daje

In;lle < Cleym) V>N~ + Cug PN72, j=0,1.
Ocena u energetskoj normi za ng = S — ST je veé¢ poznata, [48], i sledi iz
sl <ON™ i |nslgi@ < CNTY,

¢ime je dokaz ove teoreme zavrsen. |
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3.6.2 Konvergencija u energetskoj normi

Teorema 3.6.2. Neka su zadovoljene pretpostavke Teoreme 3.3.1 i Teoreme
3.6.1. Greska diskretizacije za problem (3.1)-(3.2) na Bahvalovljevoj mreZi
(3.20) moze da se oceni sa

Ixlle < Cy N7+ ON2,
gde je x dato sa (3.28) i (3.29).
Dokaz: Prema Lemi 3.1.1 bilinearna forma a(-,-) je koercitivna u odnosu

na energetsku normu. Neka je a = min{1,~}. Koercitivnost i Galerkinova
ortogonalnost impliciraju

allxl|% < alx, x) = —a(n,x) < la(n, x)| =e1(n,x) + a0, x) + (en, x).

(3.36)
Za prvi sabirak vazi
N Tk N Tk
Ty
el(n’,x') = e Z / n'x dr =& Z <77X/ - / nx" dx) =0, (3.37)
k=1 k=1 Tr—1
Th—1 Tr—1

jer je n(zp-1) = n(ze) = 01 x" = 0. )

Poslednji ¢lan u (3.36) moze se direktno oceniti primenom Kosi-Svarcove
nejednakosti, Leme 3.6.1 i ogranicenja u L? normi za ng iz dokaza Teoreme
3.6.1. Zato je

[(en, )] < Clinll 2o llx N 2
< ON"2+ 1y *N79)|xlle < ON2|Ix[s- (3.38)

Preostali ¢lan iz (3.36) analiziramo uvodedi razlaganje n = (ns + 1) + 1.
Prvo imamo

le2(b(ns + 10), X)| < Cea(Inslay + |10l mr @) 1XN| 2@
< Ceo(N 7'+ g >N |xlls < Cey N7 xlle. (3.39)

Ovde smo koristili Kogi-Svarcovu nejednakost, Lemu 3.6.1 i ogranicenje u
H' seminormi za ng iz dokaza Teoreme 3.6.1. Ovi argumenti nisu dovoljni



54 Jednodimenzionalni problem konvekcije-reakcije-difuzije

za ocenu izraza sa 17;. Primenimo li parcijalnu integraciju i ¢injenicu da
zadovoljava grani¢ne uslove, dobijamo

|2 (b, X)| = €2](n1, U'x + bx')|
< Ceallmllz2 (Xl 20y + [X]m1(0)
< Ceopy PN72(1+ 6,7 xl .

Kako je ea(e1p1) 712 < C’gé/2 iz (3.11), imamo
le2(b;, X)] < Cey > N72||x |l . (3.40)

Zamenimo (3.37)-(3.40) u (3.36) i dele¢i dobijenu nejednakost sa ||x| g, do-
bijamo ocenu iz tvrdenja. |

Kao posledica prethodne dve teoreme dobija se sledeca teorema, koja
predstavlja glavni rezultat ovog odeljka.

Teorema 3.6.3. Neka je u™ Galerkinova aproksimacija resenja u problema
(3.1)-(3.2) na Bahvalovljevoj mrezi (3.20). Ako su pretpostavke Teoreme
3.6.2 zadovoljene, tada je

lu—uN||p < Cleg + /) PN 4+ CN 2, (3.41)
Napomena 3.6.1. Teorema 3.6.3 je generalizacija rezultata
|lu—uN||g < ON?

koji je dobijen na Bahvalovljevoj mrezi u radu [67], posto za e = 1 koristimo
uniformnu mrezu na [0,1 — o1 i puyt < Cey < CN7L O

Napomena 3.6.2. Ocena greske (3.41) i u slucaju reakcije-difuzije, tj. rezu-
ltata iz [68], ostaje validna, iako se Teorema 3.6.3 ne moZe primeniti u tom
sluc¢aju. Obratimo paznju i na rezultat iz [95] za dvodimenzionalni dvopa-
rametarski singularno perturbovani problem dobijen Galerkinovim metodom
konacnih elemenata na Siskinovoj mrezi, gde je ocena greske u energetskoj
normi slicna (3.41), to jest

lu—uN||p < Clea+e)*) /2N InN + CN 2,

s tim da logaritamski faktor potice od izbora tranzicione tacke. O
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3.7 Ocena greske na Duran-SiSkinovoj
mrezi
U ovom odeljku, kao i u prethodnom, zelimo da ispitamo konvergenciju
standardnog postupka Galerkina na mrezi (3.24) za problem (3.1)-(3.2) u

odnosu na energetsku normu datu sa (3.4). U dokazu polazimo od dekompo-
zicije date u Teoremi 3.3.1 i uzimamo da je

u—u =n+x, (3.42)
gde je uV = SN+ EYN + BV, n=mns+mn0+m, X = Xs + Xo+ X1 i
ns=S8-5" xs = ST — SV, (3.43
nj = E; — EJ, xj=El -EY,  j=0,L1

Ovde je ST € V¥ Lagranzov interpolant regularne komponente resenja S,
dok su Ef € V¥, j = 0,1, Lagranzovi interpolanti slojnih komponenti £},
j=0,1.

3.7.1 Greska interpolacije

U dokazima ¢e biti koris¢ena standardna greska interpolacije iz Leme
2.4.1 1 Leme 2.4.2. Za intervale na kojima vazi h; < hx za © € (z;_1,x;),
koristi¢emo ocene

g — "1z < CR*|| 29" |20y, 109 — 6" || r2y < Chllzg” | r2y- (3.45)

Posebno ¢emo dati ocenu za gresku interpolacije regularne komponente, a
posebno slojnih komponenti resenja konturnog problema.

Neka je Q1 = [0,za), Q2 = [Try, Trgenye) 1 Q3 = [Tageeny2,1]. U
sledec¢oj lemi predstavljamo ocenu greske interpolacije u L? normi.

Lema 3.7.1. Neka su zadovoljene pretpostavke Teoreme 3.53.1. Tada na Du-
ran-Siskinovoj mrezi (3.24), uz pretpostavku pt; > 2, j = 0,1, vazi

Insllz2@) <Ch® + CN 2,
175122 0) < Chz/z;m +CN72% j=0,1,

gde je ng dato sa (3.43), an; sa (3.44).
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Dokaz: Neka je I; = [z;_1,2;], i = 1,..., Mo+ M; + N/2. Za ocenu greske
interpolacije slojne komponente Ejy na osnovu Leme 3.4.5 vazi da je
1
B0 = EflFqy < CHIE sy < O} [ e 0w da

o

h —2ppozT g h4
<o —|" < ot
Po ' —2p Ho lao o

Za I; C Q \ I je ||[Ey — Eé”?ﬂ(fi) < h4||m2E6’||%2(Ii), a kako se za s = pgx
parcijalnom integracijom dobija

(3.46)

x]\lo [e'e)
C C
/(:CZE(I)I)Q de <C / gruge Prordy < — [ ste®ids < —,
Ho Ho
o 0 0
onda je
T My T My
C
/(ZEQE(/),)Q dz < /(ZL"QE[/),)Q dr < —.
Ho
1 0
Zato je
1Eo = Egll 72 my < Ch'pg ™ (3.47)

Na osnovu (3.46) i (3.47) je
1Eo — B |20 < Ch2pg 2. (3.48)

Na ekvidistantnom delu, to jest na s koristi se veza izmedu L? norme i
norme beskonaé¢no, kao i Lema 3.4.5. Naime, za I; C )5 je

M0+N/2
1Bo = Eglien = D B0 — Eglliaq,
i=Mop+1
Mo+N/2 Mo+N/2
< Z hill Eo — Eé”%w(li) < ON! Z 1Eo — Eé”%“’(h)
i=Mop+1 i=Mop+1
M0+N/2
<CNT' Y | Eolieqy < CllEollE g,
i=Mop+1

< Ce*QP,uo My < 06*2]0#0 Xo — CN*QPTO_ (3.49)
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Na €3 vazi
1 1 00
_ C _
/ (2’E)*dz < C / gtuge Pt dy = — [ ste s ds,
Ho
TMo+N/2 TMy+N/2 z*

gde je 2 = po wp,4n/2. Parcijalnom integracijom se dobija

1

*\4 ,—2px* *\3 ,—2pax*
/ (1‘2E6/)2dl'§£[($)e +(Z’)e

1o 2p p?
TMy+N/2
S(x*)2e—2px* 31:*6—21)90* 36—21):5* C
+ 3 + 1 5 S 0
2p 2p 4p Ho
jer je 0 < zFe ™ < 1 zax € [0.5,00) i 0 < k < 4. Tada je
TMo+M1+N/2—1 1
C
(22Ef)? dw < / (2*E))? dr < —,
Ho
TMo+N/2 TMy+N/2
odakle proistice sledec¢a ocena
TMo+My+N/2—1
112 4 2 2 h4
HEO — EOHLZ(Q3\]AIO+J\/[1+N/2) S Ch / (:U E0> dx S CITO (350)
TMy+N/2
Kako je
112 4 "2
1o — Eq ||L2(IIMO+JV[1+N/2) S OhM0+M1+N/2”E0 ||L2(IM0+M1+N/2)
x]\/fo+1V11+N/2
<Chi dem2PHoT g
> U R+ M+ N2 Ho
TMo+M+N/2—1
4,3 4
< CMG—%;Lo(l—h/m) < Ch_7 (3.51)
1T Ho

jer je py > po i funkcija e~ 2PHo(=h/m) je ogranicena na Iy 4,42, onda je
na osnovu (3.50) i (3.51)

1B — B2y < Chipig" (352)
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Sada se iz (3.48), (3.49) i (3.52), za p1y > 2 dobija
1m0/l 2@ = |1 Bo — Bl 12 < Ch?ug/* + CN72.
Za slojnu komponentu F; vazi
||E1 EIHL?(Il) < Ch4||E”||L2 ) < C’h4,u04 3 —2pM1(1 h/po) < Ch4ﬂ1_17

jer je 1 — h/ug > h/ug. Ocene na drugim delovima domena se izvode sli¢no
kao za Ey, uz koris¢enje (3.15).

Za regularni deo, na osnovu (3.13), vazi

Mo+M1+N/2
||775||%2(Q) =[5 - SIH%?(Q) = Z IS — 51“%2@)
M0+N/2l 1 Mo+N/2+M,;
< Czh“l\s”l\m) +C Y WIS ey +C Y RIS Iy
i=1 i=Mo+1 i=Mo+N/2+1
< COh*+CN™*,

jer je hy < hmna Q; UQs i h; < ON~! na Q,, te sledi tvrdenje leme.
Naredna lema govori o oceni greske interpolacije u H' seminormi.

Lema 3.7.2. Neka su zadovoljene pretpostavke Teoreme 3.3.1. Tada na Du-
ran-Siskinovoj mrezi (3.24), uz pretpostavku pt; > 2, j = 0,1, vazi

Ins|m@ <Ch+CN™',
0l (@) <C(h+ N"2)ui? + CN7!, j=0,1.
Dokaz: Koriste¢i Lemu 2.4.1 dobija se

T
5o — B4l sy SORIERI sy < O [ phem0% a

Zo
:Ch2u4e—2puox x1
g " —2p po

Zai =2, ..., My vazi | Eg — E} 31y < CREY 2y < CHEG 2.

< Oh? . (3.53)

Zo

Kako je ||z Eq |72y < Cfx pge~ 2o dx < Cpyg, onda je
0

|Eo — Eé\?{l(m\zl) < Cuoh?, (3.54)
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pa je na osnovu (3.53) i (3.54)
|Eo — Eglt1(0,) < Croh®. (3.55)
Na 9, koristec¢i nejednakost trougla i inverznu nejednakost dobijamo sledece
|Eo — Egluay < | Eolay + 1 Eglar
<IBolinay + 3 VEdaz) < [1Bollacy + ONIE

odakle sledi

M0+N/2
|Bo = Ejline,y = Y |Bo— Egling,
i=Mp+1
Mo+N/2
<C 3 (UE ey + NUE 3,y
i=Mp+1

Mo+N/2
<0 3 ([ e NI ~)

i=Mop+1

Ti—1
Mo+N/2 e~ 2P |1y
<C Z _ +N2hi|lEﬂl|%°°(Ii)>
i=Mo+1 i
Mo+N/2 Mo+N/2
<C Z (Iuoe—quoziA _ Iuoef?Puoxi) + C N2 Z hiHEOH%OO(Ii)
i=Mop+1 i=Mp+1

< C(pge™2PHoma — e 2P B0 TaigN/2) 4 C’N2||E0||%oo(92)
< Cuoe—quo My 1 O N2e 2ProTay — (g™ 2P H0 T (1o + NQ)
< Ce2PHo ;\O(MO + N?) = ON~2™ (g + N?).
Zmaci,
|Eo — Eglui(am) < C(NTP /g + N7PF). (3.56)
Na Qg je

TMo+M1+N/2—1 1
2E))?dr < /SL’2 (EY)*dx < Cpy,

LL’MO+1 0
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pa je onda
112 2
| Eo — EO’Hl(Qg\IMO+Ml+N/2) < Cuoh”. (3.57)
Kako je i
12 2 12
|Eo — By |H1(IIWO+M1+N/2) < ChMo+M1+N/2HEo ||L2(IMO+M1+N/2)

TMy+Mq+N/2

2 4 . —2puozx
< Ol an 4872 Ho® dx

TMo+M1+N/2—1
h2 e 2ppoz 1

<C—pt—mro < Ch?py, 3.58
- /L%/LO —2p o "—h/pr — o (3.58)

onda je na osnovu (3.57) i (3.58)
|Eo — Eglin gy < Ch*po. (3.59)

Sada iz (3.55), (3.56) i (3.59), za p1; > 2, j = 0,1, sledi da je
‘EO — Eé’Hl(Q) < Chy/uo + CNfQ\//Lo +CN L
Kako je
By = Bl < CHIE] T2,y < CRPpg? ettt < Chlpy,
onda se analognim razmatranjem kao i za F( dobija

|E1 — Ef|m@) < Chy/in + CN\/u1 + CN L.

Slicno prethodnoj lemi, za regularni deo je

Mo+My+N/2
S =5 = D, 15=5nw
i=1
M() M0+N/2 MO+N/2+M1
< Czh?HS”H%?(L») +C Z h?HS”H%Q(m +C Z h?”S””%Q(m
=1 i=Mop+1 i:M0+N/2+1
< Ch?*+ CN72,
pa vazi tvrdenje leme. |

Kao posledica Leme 3.7.1 i Leme 3.7.2 sledi tvrdenje o oceni greske in-
terpolacije u energetskoj normi.
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Teorema 3.7.1. Za problem (3.1)-(3.2), reavan na Duran-Siskinovoj mreZi
(3.24) Galerkinovim metodom konacnih elemenata, pod pretpostavkama Te-
oreme 3.8.1 1 uz uslov pt; > 2, j = 0,1, vaZe sledece ocene u energetskoj
normi

Inslle < Cel(h+ N7 + C(h? + N72),
15l 2 SC(€1N1)1/2(h+ N’2) 4 Ch2,uj_1/2 i 0(61/2 n Nfl)N”? i1

3.7.2 Konvergencija u energetskoj normi

U ovom delu ocenjujemo gresku diskretizacije sa ciljem da izvedemo ocenu
greske postupka u energetskoj normi.

Teorema 3.7.2. Greska diskretizacije problema (3.1)-(3.2), na Duran-Si-
Skinovoj mrezi (3.24), pod pretpostavkama Teoreme 3.3.1 i uz uslove da je
pT; > 2,5 =0,1, moZe da se oceni sa

Ixllz < C(h? + N72 4 )’ h 4+ e,N 1),

gde je xs dato sa (3.43), a x; sa (3.44).

Dokaz: Za ocenu yx koristi se koercitivnost bilinearne forme a u odnosu na
energetsku normu koja je pokazana u Lemi 3.1.1.
Neka je a = min{1,~}. Tada je

allxllE < alx, x) = —a(n,x) < la(n, x)| = e1(', X') + 2000, x) + (e, x)-
Za prvi sabirak vazi (3.37), a za treéi sabirak na osnovu Leme 3.7.1 vazi

[(en, )| < Clnllzz@lIx|lz2@) < C(R* + N72)||x|le- (3.60)

Za konvektivni ¢lan e5|(b(ns +n}), X)|, na osnovu (3.10) i Leme 3.7.2 imamo
da je

e2](b(ns +mp), x)| < Cea(ns|ar) + Mol ar @)X 2

< (J(»sgN‘1 +es*(h+ N‘2)> X,

dok za e5(bn}, x) prvo primenimo parcijalnu integraciju. Kako se e5(0'ny, x)
moze oceniti sa (3.60), onda ¢emo u nastavku odvojeno analizirati 5 (b, x')
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na {2 i Q\ . Na grubom delu mreze, inverzna nejednakost i ||n:(|z2(q,) <
CN~2 daju

ea|(bm, X )| < Ceallmllrz,) Nllxllz2s) < CeaN7 x|

Na ostatku domena koristimo [|7;|z2(q\q.) < C’hQ,ufl/z i(3.11) u cilju dobi-
janja

2] (b1, X )enae | < Ceallm |l 20 x| ar (@\00)
<Ceoh®u; 7 P XNl < Cey*h2||x | ey

¢ime je dokaz zavrsSen. [ |

Glavni rezultat analize greske Galerkinovog metoda na Duran-Siskinovoj
mrezi sledi iz Teoreme 3.7.1, Teoreme 3.7.2 i ocena (3.10) i (3.11).

Teorema 3.7.3. Nekavje uN Galerkinova aproksimacija resenja u problema
(3.1)-(3.2) na Duran-Siskinovoj mrezi (3.24). Ako su zadovoljene pretpo-
stavke Teoreme 3.8.1 i uslovi p1; > 2, 7 = 0,1 tada vazi

lu — u¥||p < C(h2 FN 24 (P f )P+ (6 + 52)1/2,7\/—1).

Napomena 3.7.1. Ako se u prethodnoj teoremi wvede pretpostavka h <
CN~!, onda se ocena greske iz Teoreme 3.7.3 svodi na

Ju—uV||p < C(e)/* +25)>N~1 + CN 2.

Analogna ocena greske je dobijena u Teoremi 3.6.3 na Bahvalovljevoj mrezi.
Ova ocena je slicna rezultatu za Galerkinov metod konacnih elemenata na
Siskinovoj mrezi iz [95], gde se (tipicno za Siskinovu mrezu) pojavljuje faktor
N=YIn N. Iako ocena greske nema logaritamski faktor, ipak treba napomenuti
da parametar h Duran-Siskinove mreze slabo logaritamski zavisi od ukupnog
broja ¢vorova mreZe. ]

3.8 Ocena greske na Duranovoj mrezi

Ovaj odeljak je slican prethodnom jer analiziramo gresku interpolacije
i gresku diskretizacije, samo na Duranovoj mrezi. Takode, razliku izmedu
tacnog i pribliznog resenja predstavljamo sa (3.42). U dokazima ¢emo kori-
stiti tvrdenje Leme 2.4.1 o oceni greske Lagranzove interpolacije.
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3.8.1 Greska interpolacije

Lema 3.8.1. Ako su zadovoljene pretpostavke Teoreme 3.3.1, tada na Dura-
novoj mrezi (3.26) vazi

Insllz2@) < Ch?, nslar o) < Ch,

Iz < CR2ug 2, Il < Chyt®, = 0,1,

Dokaz: Neka je N = My + M. Zai=2,...,N — 1 koristimo ocenu (3.45)
i ¢injenicu ||x2E”||L2(Q < Cugyt i dobijamo

1Eo — Egll720(nury)) = Z 1Eo — Egll72, < CZ W2 Egl 22,

1=2
< Ch4” 2E”HL2 < Ch'pg .

Na prvom i poslednjem intervalu mreze gresku ocenjujemo kao u (3.46).
Stoga je
1By — Bl 2y < Ch2py 2

Preostala analiza u L?—normii H 1—semlnorml moze da se izvede kao u Lemi

3.7.11 Lemi 3.7.2. |

Stoga se greska interpolacije na Duranovoj mrezi (3.26) moze oceniti sa

Inslle < Cey/*h+ Ch?, Injlle < Cleip;)?h + Ch2#;1/27 j=0,1.

3.8.2 Konvergencija u energetskoj normi

Za dokaz greske diskretizacije na Duranovoj mrezi (3.26) koristimo argu-
mente kao u Teoremi 3.7.2 i dobijamo

Ixlle < Cel?h+ Ch?.

Na kraju, u narednoj teoremi zakljuc¢ujemo kako izgleda ocena greske Galerki-
novog metoda konac¢nih elemenata na Duranovoj mrezi za dvoparametarski
singularno perturbovani problem.

Teorema 3.8.1. Neka je v Galerkinova aproksimacija resenja u problema
(3.1)-(3.2) na Duranovoj mrezi (3.26). Ako su pretpostavke Teoreme 3.3.1
zadovoljene, tada je

lu—uN||g < C(e)? + ) *h + Ch.
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Napomena 3.8.1. Pretpostavimo li da je h < C N~ onda je ocena Teoreme
3.8.1 analogna kao i u Teoremi 3.6.5. ]

Napomena 3.8.2. Generalizacija postupka konacnih elemenata polinomima
viseq stepena i na Duran-Siskinovoj (videti [77], gde umesto parametra mreZe
h figurise N=') i na Duranovoj mreZi trebala bi da je moguéa . Zbog logari-
tamske zavisnosti parametra h od ukupnog broja cvorova mreZe, prilikom pri-
mene Duran-Siskinove mreze pogorsava se red konvergencije postupka kako
stepen polinoma raste. O

3.9 Numericki eksperimenti

U ovom odeljku eksperimentalno se proveravaju tvrdenja Teorema 3.6.3,
3.7.3 1 3.8.1. Sva racunanja su izvedena u programu Mathematica 8. U
svim primerima uzimali smo p = 1/2, kako bi uslov za e, iz Teoreme 3.3.1
bio zadovoljen. Takode je ispunjen i uslov (3.12) i on u nasim test proble-
mima ne utice na izbor perturbacionih parametara. Svi integrali su racunati
korigéenjem Gaus®-LeZandrovih* kvadraturnih formula reda 4.

Prvo ¢emo posmatrati problem iz [78]

—eu” + et/ +u=costx, e (0,1),

u(0) =0, u(l)=0, (3.61)

koji je resavan primenom diferencne Seme iz Odeljka 3.2. Tac¢no reSenje u
problema (3.61) je dato sa

u(z) = a cosmx + b sinwx + Aeto® 4 Be~H (172),

gde je
€1 7'('2 +1 Eo T
a = s = s
32 + (g2 +1)2 3w+ (g2 +1)2
A__al—l—e_“1 . 1 +eto e T /e +4e
o 1 — ero—p’ ] — ero—m’ Hox = 2e4 '

Za razlicite vrednosti perturbacionih parametara, grafici tacnog reSenja ovog
problema su prikazani na Slikama 3.9-3.12.

3Carl Friedrich Gauss (1777-1855), nemacki matematicar
4 Adrien-Marie Legendre (1752-1833), francuski matemati¢ar
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Numericki eksperimenti
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Slika 3.9: Tacno resenje problema (3.61) za e; = 1073, g5 = 107"

0.5 Il,u"' \

Slika 3.10: Tac¢no resenje problema (3.61) za e; = 1072, g5 = 107°.
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Slika 3.11: Ta¢no reSenje problema (3.61) za g = 1078, g9 = 1071,
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Slika 3.12: Ta¢no reSenje problema (3.61) za g = 107! gy = 10712 .
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Tabela 3.1: Greska u energetskoj normi i red konvergencije na Bahvalovljevoj
mrezi za problem (3.61)

N e% p% el p

24 13.591(—2) | 1.027 | 2.229(—1) | 0.468
2° | 1.763(—2) | 1.004 | 1.612(—1) | 0.745
26 18.790(—3) | 1.000 | 9.618(—2) | 0.916
27 1 4.396(—3) | 1.001 | 5.096(—2) | 0.977
2% 12.197(=3) | 1.003 | 2.588(—2) | 0.994
29 1 1.096(—3) | 1.003 | 1.299(—2) | 0.999
21015.469(—4) | 1.002 | 6.503(—3) | 1.000
211 12.730(—4) | 1.001 | 3.252(—3) | 1.000
21211.364(—4) | — |1.626(=3)| —

Pri koris¢enju Bahvalovljeve mreze, numericka racunanja ¢emo vrsiti na
skupu R(e1, 2) perturbacionih parametara za koje je uslov (3.18) ispunjen,
kao i na skupu gde perturbacioni parametri uzimaju slede¢e vrednosti

{(81,82)20<€1 < 1,0<€2 < 1}

Za ovaj skup parametara reSenje polaznog problema prelazi od glatkog za
g1 = 1 do resenja sa slojevima za ¢; < 1. Kada je o; > 1/4, uzimamo
da je mreza uniformna u odgovaraju¢im delovima domena. U ovim ekspe-
rimentima pokriveni su slucajevi od reakcije-difuzije do konvekcije-difuzije.
Za parametre mreze koji odreduju tranzicionu tacku biramo p = 0.51i 7 = 4,
kako je 0 = 1/2.

Kao sto je navedeno u Napomeni 3.4.1, za ovaj problem dopustivi skup
perturbacionih parametara je

R(€1,€2) = {(81,82) 0<e < 10_5, 0<ey < 10_3}.

Za fiksirane €1, €5 1 N, racunamo gresku u energetskoj normi

€ayer = lu— |,

gde je u tacno resenje problema (3.61), dok u” predstavlja njegovu numericku
aproksimaciju. U Tabeli 3.1 su predstavljeni rezultati za

N _ N
eR = max e

£1=10-5,...10-12 L2’
€9=10"3,...,10712
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gde perturbacioni parametri uzimaju vrednosti iz R(e1,e2). Odgovarajuci
red konvergencije
Iney — IneXY

In2 ’

dat u trec¢oj koloni Tabele 3.1, potvrduje prvi red konvergencije Galerkinovog
metoda konac¢nih elemenata kada se primeni na Bahvalovljevoj mrezi (3.20).
Poslednje dve kolone Tabele 3.1 pokazuju vrednosti za

PR =

6N = max 6N

e1=1,10-1,...,10-12 12
€2=1,10"1,...,10~ 12

i odgovarajuci red konvergencije

N IneV —In e
p= In2 ’
koji je u saglasnosti sa tvrdenjem Teoreme 3.6.3.

Pri numerickim eksperimentima na Duranovoj i Duran-Siskinovoj mrezi
koristi se parametar h koji uti¢e na broj tacaka tih mreza. Kako se parametar
smanjuje, broj tacaka mreze se povecava. Za h su uzimane slede¢e vrednosti:
0.1, 0.05, 0.03, 0.02, 0.01 i 0.006.

Za razlicite vrednosti perturbacionih parametara, u Tabelama 3.2-3.9,
predstavljena je greska u energetskoj normi egs i eV, za Galerkinov metod
konacnih elemenata na Duran-Siskinovoj i Duranovoj mrezi, respektivno. U
cilju poredenja rezultata dobijenih na razli¢itim mrezama, racunali smo i
gresku postupka u energetskoj normi ey i el na Bahvalovljevoj i Siskinovoj
mrezi, redom. Broj ¢vorova Np i Ng Bahvalovljeve i Siskinove mreze smo
birali tako da bude skoro jednak broju ¢vorova rekurzivno zadatih mreza i
svakako deljiv sa 4.

Dobijeni rezultati, graficki predstavljeni na Slikama 3.13 i 3.14, jasno
ukazuju na prvi red konvergencije.

Rezultati iz Tabela 3.2-3.9 ukazuju na prednosti koriséenja Duran-Siski-
nove i Duranove mreze nad Siskinovom, pa ¢ak i Bahvalovljevom mrezom, jer
daju vecu tacnost za odredeni izbor parametara, a pri matematickoj analizi
su jednostavne kao i najcesée koriséena Siskinova mreza.

Na Slikama 3.15 i 3.16 je ukazana potreba za uzimanjem dovoljnog broja
évorova mreze u grubom delu Duran-Siskinove mreze u cilju dobijanja rezu-

Itata koji su bliski ili ¢ak bolji od rezultata koji su dobijeni na Bahvalovljevoj
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Slika 3.13: Poredenje postupaka na problemu (3.61) sae; = 1071°, g5 = 1073,
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Slika 3.14: Poredenje postupaka na problemu (3.61) sae; = 107, &5 = 1071°.
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Slika 3.15: Poredenje postupaka na Duran-Siskinovoj mrezi na problemu
(3.61) sa g, = 10710, gy = 1073,
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Slika 3.16: Poredenje postupaka na Duran-Siskinovoj mrezi na problemu
(3.61) sa ey = 107°, &5 = 10710,
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Tabela 3.2: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj za N = 32,
Sigkinovoj i Bahvalovljevoj mrezi za problem (3.61) sae; = 10719 gy = 1073,
T0 = 4, T = 8.

h | My | M eps | Ns(Ng) | ef en
01 | 53 | 61 |1.09(-3)| 132 |L1.10(-2) | L.75(
0.05 | 117 | 131 | 9.79(-4) 264 9.79(-3) | 8.51(-
0.03 | 209 | 233 |9.57(-4) | 460 | 9.57(-3) | 4.85(-
0.02 | 332 | 367 |9.49(-4) | 716 | 2.01(-3) | 3.10(-

(-4) (-4) (-

(-4) (-4) (-

0.01 | 729 | 799 |9.44(- 1544 19.99(-4) | 1.43
0.006 | 1296 | 1412 | 9.43(- 2724 16.04(-4) | 8.11

Tabela 3.3: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj za N = 128,
Siskinovoj i Bahvalovljevoj mrezi za problem (3.61) sa e; = 10710, g9 = 1073,
To =4, 7 =8

h My | M g Ng(Np) eq en

01 | 57 | 64 |5.35(-4)| 184 |1.03(:3)|7.91(-4)
0.05 | 124 | 138 | 2.53(4) | 324 | L.18(-3) | 4.47(-4)
0.03 | 220 | 244 | 1.54(4) | 528 | 7.75(-4) | 2.73(-4)
0.02 | 349 | 384 | 1.09(-4) | 796 | 5.45(-4) | 1.80(-4)
0.01 | 762 | 832 | 7.33(-5) | 1660 | 2.89(-4) | 7.76(-5)
0.006 | 1352 | 1468 | 6.31(-5) | 2884 | 1.78(-4) | 1.74(-5)

Tabela 3.4: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj za N = 512,
Sigkinovoj i Bahvalovljevoj mrezi za problem (3.61) sae; = 10719 g9 = 1073,
T0 = 4, T = 8.

h M() M1 €gs NS(NB) GZSV €g
0.1 | 59 | 67 [5.32(-4)|| 380 |3.72(-3) | 5.88(-4)
0.05 | 129 | 143 [ 246(-4) | 528 | 2.69(-3) | 4.22(-4)
0.03 | 229 | 252 | 1.43(-4) | 736 | 1.96(-3) | 3.02(-4)
0.02 | 362 | 397 | 9.42(-5) | 1016 | 1.46(-3) | 2.18(-4)
0.01 | 788 | 857 | 4.64(-5) | 1900 |8.31(-4) ]| 1.16(-4)
0.006 | 1395 | 1510 | 2.78(-5) || 3160 | 5.29(-4) | 6.99(-5)
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Tabela 3.5: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj za N = 32,
Sigkinovoj i Bahvalovljevoj mrezi za problem (3.61) sa g, = 1075, &5 = 10710,
T0 = 4, T = 4.

h | My | M eNo | Ns(Ng) | ef el
01 | 53 | 53 |L77(:3)| 120 |2.84(
0.05 | 117 | 117 | 1.04(-3) 248 1.62(-
0.03 | 209 | 209 |8.65(-4) 432 1.03(-
0.02 | 332 | 332 | 8.08(-4) 680 7.03(

(-4) (

(-4) (

0.01 | 729 | 729 | 7.75(- 1472 | 3.49(-
0.006 | 1296 | 1296 | 7.69(- 2608 | 1.97(-

Tabela 3.6: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj za N = 128,
Siskinovoj i Bahvalovljevoj mrezi za problem (3.61) sa g, = 107°, g5 = 10719,
T0 — 4, T = 4.

h My | M, € a Ng(Ng) eq en

01 | 57 | 57 |158(:3)| 180 |6.61(-3)|2.74(-3)
0.05 | 124 | 124 | 7.00(4) | 312 | 4.22(-3)| 1.58(-3)
0.03 | 220 | 220 | 3.97(-4) 504 2.83(-3) | 9.71(-4)
0.02 | 349 | 349 | 2.50(-4) || 764 | 1.99(-3) | 6.21(-4)
0.01 | 762 | 762 | 1.34(-4) | 1588 | 1.06(-3) | 1.86(-4)
0.006 | 1352 | 1352 | 9.23(-5) || 2768 | 6.57(-4) | 7.56(-5)

Tabela 3.7: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj za N = 512,
Siskinovoj i Bahvalovljevoj mrezi za problem (3.61) sa e, = 107>, g5 = 10719,
To — 4, T = 4.

h Mg M1 Ggs NS(NB) 615\7 Gg
01 | 59 | 59 |1.58(-3)| 372 |[1.16(-2)]2.07(-3)
0.05 | 129 | 129 | 6.99(-4) | 512 |8.92(-3) | 1.51(-3)
0.03 | 229 | 229 |3.93(-4) | 712 |6.77(-3) | 1.08(-3)
0.02 | 362 | 362 | 2.52(-4) | 980 |5.16(-3) | 7.85(-4)
0.01 | 788 | 788 | 1.21(-4) || 1832 [2.80(-3) [ 4.19(-4)
0.006 | 1395 | 1395 | 7.17(-5) || 3044 | 1.69(-3) | 2.52(-4)
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Tabela 3.8: Greska u energetskoj normi na Duranovoj, Siskinovoj i Bahvalo-
vljevoj mrezi za problem (3.61) sa gy = 10719 gy = 1073.

h | My | M er Ng(Np) | e en

01 | 76 | 187 [2.23(-3) | 2064 |5.40(-3)|8.51(-4)
0.05 | 162 | 379 | 1.12(-3) | 540 |2.63(-3) | 4.12(-4)
0.03 | 283 | 642 |6.77(-4) | 924 | 1.59(-3) | 2.40(-4)
0.02 | 443 | 978 |4.53(-4) | 1420 | 1.08(-3) | 1.56(-4)
0.01 | 956 | 2015 | 2.27(-4) | 2972 | 5.59(-4) | 7.44(-5)
0.006 | 1664 | 3435 | 1.36(-4) 5100 | 3.47(-4) | 4.33(-5)

Tabela 3.9: Greska u energetskoj normi na Duranovoj, Siskinovoj i Bahvalo-
vljevoj mrezi za problem (3.61) sa gy = 107°, &, = 10719,

h | My | M ep Ng(Ng) | ef ey
01 | 75 | 75 |755(3) | 148 |243(2) |5.23(:3)
0.05 | 160 | 160 |3.89(-3) | 320 | 1.32(-2) | 2.41(:3)
0.03 | 280 | 280 |2.36(-3) | 560 |8.28(-3) | 1.37(:3)
0.02 | 437 | 437 [1.59(-3) | 872 |5.70(-3) | 8.82(-4)
0.01 | 938 | 938 |7.08(-4) | 1876 | 2.74(-3) | 4.09(-4)
0.006 | 1645 | 1645 | 4.80(-4) | 3292 | 1.56(-3) | 2.33(-4)

i Siskinovoj mrezi. Jasno je da N = 32 nije zadovoljavajuéi broj, jer postupak
oc¢igledno stagnira, i da treba uzeti vec¢i broj ¢vorova u tom delu mreze.

Da bismo potvrdili teorijske rezultate, posmatracemo i test problem kod
koga funkcija b iz (3.1) nije konstanta,

—e1u”(x) + €2(3 — 22°)u/ () + u(z) = (1 + )7,
w(0) = 0, u(l) =0,

e 56

a Cije tacno resenje nije poznato. Da bismo dobili gresku u energetskoj normi
koristimo princip duple mreze iz [21].

Za fiksirane vrednosti parametara €1, £5 i N, neka je 22" diskretno resenje
dobijeno na novoj mrezi koja se sastoji od ¢vorova mreze (3.20) i njenih
meducvorova ;112 = (Tip1 +;)/2,i=0,...,N — 1.

U Tabeli 3.10 su prikazani rezultati postupka konacnih elemenata dobijeni
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Tabela 3.10: Greska u energetskoj normi i red konvergencije za test problem
(3.62) na Bahvalovljevoj mrezi

N d% 1”17\{ av rN

2116.045(—2) | 0.987 | 8.845(—1) | 0.539
2° | 3.049(—2) | 0.997 | 6.089(—1) | 0.830
20 11.527(=2) | 0.999 | 3.424(—1) | 0.953
27 1 7.640(—3) | 1.000 | 1.768(—1) | 0.988
2% 13.820(—3) | 1.000 | 8.915(—2) | 0.997
29 11.910(—3) | 1.000 | 4.467(—2) | 0.999
21919.550(—4) | 1.000 | 2.235(—2) | 1.000
2111 4.775(—4) [ 1.000 | 1.117(—2) | 1.000
21212.388(—4) | — |5.587(=3)| -

na Bahvalovljevoj mrezi. Dopustivi skup parametara je

Re1,e2) = {(e1,62) : 0 < g1 <107%,0 < g5 < 1073},

Sa dY _ je oznacena greska u energetskoj normi [|u™ — @V || p. Rezultati za
diy = max dy . i dV = max vy
e1=1076,...,10-12 "2 e1=1,10"1,..,10712 "2
£9=1073,...,10~ 12 e0=1,10"1,...,10~12

zajedno sa odgovaraju¢im redom konvergencije ry i r" su predstavljeni u Ta-
beli 3.10 i jasno pokazuju uniformnu konvergenciju prvog reda u energetskoj
normi numeric¢kog postupka, i za d% i za dV.

Prilikom numerickog resavanja problema (3.62) na Duran-Siskinovoj i
Duranovoj mrezi racuna se {u2¥ }2Y), sto predstavlja diskretno resenje za fik-
sirane vrednosti €1, €2 1 My, M7, N, dobijene na mrezama ¢ije ¢vorove Cine
tacke Duran-Siskinove i Duranove mreze i tacke date sa ;4 2 = (Tip1+1,)/2,
i=0,...,My+ M; + N/2—1, odnosno i =0,..., My + M; — 1, redom.

lako izrac¢unavanje reda konvergencije standardnom formulom nije tako
jednostavno, jer ne dolazi do dupliranja tacaka mreze iz iteracije u itera-
ciju, na Slikama 3.17 i 3.18 se vidi prvi red konvergencije primenjenog nu-
merickog postupka u energetskoj normi. Rezultate Teorema 3.6.3, 3.7.3 i
3.8.1 potvrduju dobijeni rezultati u Tabelama 3.11-3.18. Primeceno je i za
ovaj drugi test problem da je prilikom koriséenja Duran-Siskinove mreze po-
trebno uzeti dovoljan broj ¢vorova mreze u njenom grubom delu kako bi se
dobili zadovoljavajuéi rezultati (Slika 3.19 i Slika 3.20).
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Slika 3.17: Poredenje postupaka na problemu (3.62) sae; = 1071°, g5 = 1073,

Slika 3.18: Poredenje postupaka na problemu (3.62) sae; = 1077, &, = 1071°.
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Slika 3.19: Poredenje postupaka na problemu (3.62) sae; = 10710, g5 = 1073,
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Slika 3.20: Poredenje postupaka na problemu (3.62) sae; = 1077, &5 = 1071.
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Tabela 3.11: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj za N = 32,
Sigkinovoj i Bahvalovljevoj mrezi za problem (3.62) sae; = 10719 gy = 1073,
T0 = 4, T = 8.

h | My | M eps | Ns(Ng) | ef en
01 | 53 | 61 [1.80(-3) | 132 [2.59(-2)|5.79(:3)
0.05 | 117 | 131 |8.85(-4) | 264 | 1.50(-2) ] 2.90(:3)
0.03 | 209 | 233 | 5.62(-4) | 460 | 9.50(-3) | 1.66(-3)
0.02 | 332 | 367 |4.20(-4) | 716 | 6.56(-3) | 1.07(-3)

(-4) (-3) (-4)

(-4) (-3) (-4)

0.01 | 729 | 799 | 3.11(- 1544 | 3.40(-
0.006 | 1296 | 1412 | 2.83(- 2724 | 2.08(-

Tabela 3.12: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj za N = 128,
Siskinovoj i Bahvalovljevoj mrezi za problem (3.62) sa ¢; = 10710, g5 = 1073,
To =4, 7 =8

h My | M g Ng(Np) eq en
01 | 57 | 57 |1.78(3) | 180 | 2.04(-2) | 4.25(-3)
0.05 | 124 | 124 |844(4) | 312 | L1.31(-2)|2.45(-3)
0.03 | 220 | 220 | 4.94(4) | 504 |8.81(-3)| 1.52(-3)
0.02 | 349 | 349 |3.25(4) | 764 |6.21(-3)] 1.00(-3)
0.01 | 762 | 762 | 1.61(-4) | 1588 |3.32(-3) | 4.81(-4)
0.006 | 1352 | 1352 | 9.60(-5) | 2768 | 2.05(-3) | 2.76(-4)

Tabela 3.13: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj za N = 512,
Sigkinovoj i Bahvalovljevoj mrezi za problem (3.62) sae; = 10719 gy = 1073,
T0 = 4, T = 8.

h M() M1 €gs NS(NB) GZSV €g
01 | 59 | 67 |1.78(-3)|| 380 |[1.10(-2)]1.99(-3)
0.05 | 129 | 143 | 8.44(-4) | 528 |8.47(-3) | 1.45(-3)
0.03 | 229 | 252 | 4.94(-4) | 736 | 6.40(-3) | 1.04(-3)
0.02 | 362 | 397 | 3.25(-4) | 1016 |4.87(-3) | 7.52(-4)
0.01 | 788 | 857 | 1.60(-4) | 1900 |2.84(-3) | 4.02(-4)
0.006 | 1395 | 1510 | 9.56(-5) | 3160 | 1.82(-3) | 2.42(-4)
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Tabela 3.14: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj za N = 32,
Sigkinovoj i Bahvalovljevoj mrezi za problem (3.62) sa g, = 1075, &5 = 10710,
T0 = 4, T = 4.

h | My | M eps | Ns(Ng) | ef en
01 | 53 | 53 [3903(:3)| 120 |6.95(2) | 1.59(2)
0.05 | 117 | 117 | 1.76(-3) || 248 | 3.97(-2) | 7.73(-3)
0.03 | 209 | 200 | 1.01(-3) || 432 | 2.54(-2) | 4.45(:3)
0.02 | 332 | 332 |6.69(-4) | 680 | 1.74(-3) | 2.83(-3)

(-4) (-4) (-3)

(-4) (-4) (-4)

0.01 | 729 | 729 | 3.75(- 1472 | 8.69(-
0.006 | 1296 | 1296 | 2.84(- 2608 | 4.94(-

Tabela 3.15: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj za N = 128,
Siskinovoj i Bahvalovljevoj mrezi za problem (3.62) sa g, = 107°, g5 = 10719,
T0 — 4, T = 4.

h My | M, € a Ng(Ng) eq en

01 | 57 | 57 [3.92(:3)| 180 |5.11(-2)]1.06(-2)
0.05 | 124 | 124 | 1.74(-3) | 312 |3.31(-2)|6.16(-3)
0.03 | 220 | 220 | 9.83(4) | 504 | 2.24(-2) | 3.82(-3)
0.02 | 349 | 349 | 6.32(-4) | 764 | L.53(-2) | 2.52(-3)
0.01 | 762 | 762 | 3.04(-4) | 1588 |8.08(:3)| 1.22(-3)
0.006 | 1352 | 1352 | 1.80(-4) | 2768 | 4.65(-3) | 6.98(-4)

Tabela 3.16: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj za N = 512,
Siskinovoj i Bahvalovljevoj mrezi za problem (3.62) sa g, = 107>, g5 = 10719,
To — 4, T = 4.

h Mg M1 Ggs NS(NB) €JSV Gg

0.1 | 59 | 59 [3.92(-3)| 372 |[284(-2)]5.11(-3)
0.05 | 129 | 129 | 1.74(-3) | 512 [2.19(-2) | 3.73(-3)
0.03 | 229 | 229 | 9.83(-4) || 712 |1.67(-2) | 2.69(-3)
0.02 | 362 | 362 | 6.32(-4) || 980 |1.28(-2) ] 1.97(-3)
0.01 | 788 | 788 | 3.03(-4) 1832 | 7.01(-3) | 1.05(-3)
0.006 | 1395 | 1395 | 1.79(-4) || 3044 |4.23(-3) | 6.34(-4)
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Tabela 3.17: Greska u energetskoj normi na Duranovoj, Siskinovoj i Bahva-
lovljevoj mrezi za problem (3.62) sa gy = 10719 g9 = 1073.

h | My | M er Ng(Np) | e en

01 | 76 | 187 [4.88(-3) | 264 |1.50(-2) ] 2.89(-3)
0.05 | 162 | 379 [3.07(-3) | 540 |8.31(-3)| 1.42(:3)
0.03 | 283 | 642 [2.82(-3) | 924 |5.28(-3) | 8.27(-4)
0.02 | 443 | 978 [ 2.58(-3) | 1420 |3.65(-3) | 5.33(-4)
0.01 | 956 | 2015 | 2.04(-3) | 2972 | 1.92(-3) | 2.57(-4)
0.006 | 1664 | 3435 | 1.92(-3) 5100 | 1.20(-3) | 1.50(-4)

h My | M, en Ng(Np) eq en

01 | 75 | 75 |3.93(3)| 148 |5.82(2)|1.26(2)
0.05 | 160 | 160 | 1.74(-3) | 320 | 3.24(-2) | 6.00(-3)
0.03 | 280 | 280 |9.83(-4) 560 2.05(-2) | 3.44(-3)
0.02 | 437 | 437 |6.32(4) | 872 | 1.41(-2)|2.20(-3)
0.01 | 938 | 933 |3.03(4) | 1876 |6.85(-3)| 1.03(-3)
0.006 | 1645 | 1645 | 1.79(-4) | 3202 | 3.92(-3) | 5.87(-4)

Tabela 3.18: Greska u energetskoj normi na Duranovoj, Siskinovoj i Bahva-
lovljevoj mreZi za problem (3.62) sa g, = 107, &, = 10719,

Teoreme 3.7.3 i 3.8.1, pod pretpostavkom h < CN~!, daju istu ocenu
greske postupka konacnih elemenata u energetskoj normi kao i Teorema
3.6.3, gde mozemo da racunamo red konvergencije primenom standardnog
postupka. Racunanjem je primec¢eno da je odnos broja tacaka mreze za
h = 27%ih = 27%1 skoro 2, §to nam omogucéava koriséenje standardne
formule za izracunavanje reda konvergencije. Stoga je u Tabelama 3.19-3.20
birano da je h = 27%, k = 1,...,7 i racunata je ocena greske za sve vre-
dnosti perturbacionih parametara iz skupa {107,1072,...,107'%} kao i red
konvergencije. Oznaka Npg u Tabeli 3.19 predstavlja broj ¢vorova Duran-
Siskinove mreze u slojevima, dok Np u Tabeli 3.20 oznacava ukupan broj
¢vorova Duranove mreze. Dobijeni rezultati pokazuju prvi red konvergencije.

Analiza greske, kao i numericki eksperimenti jasno pokazuju da su Du-
ranova, a onda i Duran-Siskinova mreza jednostavne za koriséenje, pogotovo
u odnosu na Bahvalovljevu mrezu. Ove mreze dozvoljavaju upotrebu La-
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Tabela 3.19: Greska u energetskoj normi i red konvergencije na Duran-
Siskinovoj mrezi za 1,65 € {107%,..., 107} i N = 512.

problem (3.61) | problem (3.62)
h | Nps | eng " ena P
9-T| 18 | 1.30(—2) | L.I76 | 3.18(—2) | L.155
22 37 | 5.76(—3) | 1.201 | 1.43(—2) | L.181
2731 80 |[251(=3)|1.116 || 6.31(=3) | 1.154
5T 176 | 1.16(—3) | L.175 | 2.84(—3) | 1.107
27> 1 389 | 5.13(—4) | 1.067 || 1.32(=3) | 1.063
90| 858 | 2.45(—4) | 1.020 || 6.30(—4) | 1.025
2T 1884 | 1.21(—4) | — | 3.00(—4) | —

Tabela 3.20: Greska u energetskoj normi i red konvergencije na Duranovoj
mrezi za £1,69 € {1071, ... 10712}

problem (3.61) | problem (3.62)

h | Np ey pv ey p
2711 36 [299(—1) | 1.065 || 5.05(—2) | 1.198
2721 70 | 1.43(—1) | 1.148 || 2.20(-2) | 1.292
2731 140 | 6.46(—2) | 1.088 || 8.97(=3) | 1.210
2711 292 | 3.04(—2) | 1.052 || 3.88(—3) | 1.068
27° [ 620 | 1.46(—2) | 1.037 || 1.85(=3) | 1.049
27611304 | 7.14(=3) | 1.011 || 8.94(—4) | 1.021
27712800 | 3.54(—3) — 4.40(—4) —

granzovog interpolanta za analizu greske, za razliku od Bahvalovljeve mreze
gde je potrebno uzeti kvazi-interpolant. Rezultati dobijeni na Duranovoj
mrezi su veée tacnosti od rezultata na Siskinovoj mrezi za takozvane velike
vrednosti perturbacionih parametara, na primer 1,65 = 107!, §to se moze
videti u [19,20]. Osim toga, ocena greske u energetskoj normi za rekurzi-
vno zadate mreze ne sadrzi logaritamski faktor karakteristican za Siskinovu
mrezu (Napomena 3.6.2).



Glava 4

LDvodimenzionalni problem konvekcije-reakcije-difuzije

U ovom poglavlju ¢éemo metodom konac¢nih elemenata na jedinicnom kva-
dratu © = (0,1) x (0,1) resavati singularno perturbovani elipti¢ni dvopara-
metarski problem

—€1Au(]}, y) + €2b<$)ux($, y) + c(x)u(x,y) = f<x7y)7 (l’, y) S Qv

(4.1)
u(z,y) =0, na 09,
gde su b,c i f dovoljno glatke funkcije, takve da je b(z) > by > 0, ¢(x) >
co >0, x € (0,1), by, co su konstante, 0 < £1,e9 < 1 su mali perturbacioni
parametri i f zadovoljava uslov kompatibilnosti

£(0,0) = £(0,1) = £(1,0) = f(1,1) = 0. (4.2)

Pod ovim pretpostavkama postoji klasicno resenje u problema (4.1) tako da
je u € C**(Q) za a € (0,1], [31]. Pretpostavljamo da vazi

€
c(x) — gb’(:c) >v>0, x€(0,1), (4.3)
za neku konstantu 7.
Kada je £ veoma malo, uslov b(x) > 0 bi se mozda mogao i oslabiti, ali bi
to onda zahtevalo dodatnu analizu u vezi sa dekompozicijom resenja. Zbog
jednostavnosti ipak ¢emo pretpostavljati b(x) > 0, kao i u [95].

81
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Napomena 4.0.1. Opstiji slucaj od (4.1), na jedinicnom kvadratu je

—e1Au+eb-Vu+cu=f, (z,y)€Q,

(4.4)
u=0, na O,

gde je b = (b1,by), s tim da je by(-,-) > B1 >0, by(-,-) > B2 > 0ic(-,-) >0
na Q. Ovde B i 3y predstavljaju pozitivne konstante.

Iz pretpostavke b > 0, za problem (4.4) nejednakost (4.3) moze biti za-
dovoljena uz pomo¢ transformacije u(x,y) = @ u(x,y), sa odgovarajuce
izabranom konstantom 0 (uporediti sa [25, 50, 104]). O

Znacgajna osobina koju poseduju problemi (4.1) i (4.4) za male vrednosti
perturbacionih parametara jeste egzistencija slojeva. Poznato je iz [93], da
problem (4.1) karakteriu eksponencijalni slojevi u okolini x = 0 i z = 1,
paraboli¢ni slojevi u okolini y = 0 i y = 1 i ugaoni slojevi u okolini uglova
jedinicnog kvadrata. U opstem slucaju, slojevi se mogu nalaziti u razlicitim
delovima domena 2. Njihov polozaj uglavnom zavisi od funkcije b, glatkosti
ruba domena i konturnih uslova. U literaturi se srec¢e sledeca klasifikacija
slojeva, [45,55], gde je sa v(z,y) predstavljen jedinstveni spoljasnji jedini¢ni
normalni vektor u svakoj tacki ruba domena €2:

- Regularni grani¢ni slojevi se javljaju u okolini izlaznog ruba {(z,y) €
0 : b(z,y) - v(x,y) > 0}. Nazivaju se i eksponencijalnim grani¢nim sloje-
vima.

- Paraboli¢ni granicni slojevi se pojavljuju u okolini karakteristicnog ruba
{(z,y) € 0Q : b(z,y) - v(z,y) = 0}, gde je rub paralelan sa karakteristikama
funkcije b.

- Unutrasnji slojevi se javljaju ako su, na primer, konturni uslovi na
ulaznom rubu {(z,y) € 9Q : b(x,y) - v(x,y) < 0}, prekidni. Ti slojevi su
smesteni u okolini karakteristika funkcije b. Po prirodi su sli¢ni paraboliénim
slojevima.

Sirina eksponencijalnih slojeva resenja problema (4.1) zavisi od odnosa
izmedu parametara 1 i 9. U specijalnom slucaju, za ey = 0 problem (4.1)
je problem reakcije-difuzije, dok je za 9 = 1 problem konvekcije-difuzije.

Problem (4.1) je detaljno analiziran u [93-95], gde je reSavan metodom
konacnih elemenata na Sigkinovoj mrezi. U pomenutim radovima data je
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dekompozicija resenja problema (4.1), kao i ocena greske u energetskoj normi
Ju—uN|g < C(N"2+ (62 + &) 2N"1In N).

Slican problem sa (4.1) je resavan Galerkinovim metodom u [39]. Asim-
ptotska struktura resenja problema slicnog problemu (4.1)-(4.2) je razma-
trana u [10] i tu je utvrdeno da, kada je g9 reda veli¢ine 51/ % ili manje, onda
se pojavljuju slojevi ¢ija se struktura priblizava strukturi slojeva koji se poja-
vljuju kod problema reakcije-difuzije. Pored asimptotske strukture, u [31] su
razmatrane osobine reSenja i njegovih izvoda za dvodimenzionalni problem
reakcije-difuzije.

Za g9 = 1 imamo problem konvekcije-difuzije ¢ije reSenje ima eksponen-
cijalni sloj u blizini izlazne granice, parabolicne slojeve u blizini karakteri-
sticnih granica i ugaone slojeve u blizini preseka grani¢nih slojeva. Ovakva
vrsta problema je razmatrana u [21,34,50,66,75]. Metod kona¢nih elemenata
za problem konvekcije-difuzije na Siskinovoj mrezi je analiziran u [105], sa
naglaskom na superkonvergenciju!, dok je u [96] predstavljen rezultat super-
konvergencije na pomenutoj mrezi za problem (4.1)-(4.3).

U radovima [64,84-86] autori analiziraju razli¢ite tipove elipti¢nih jedna-
¢ina konvekcije-reakcije-difuzije sa dva parametra metodom konac¢nih razlika.

Naves¢emo neke poznate rezultate u energetskoj normi datoj u Defini-
ciji 4.1.1, jer se teza bavi tom tematikom. Konvergencija sa (bi)linearnim
elementima metodom konaénih elemenata na Siskinovoj mrezi za problem
konvekcije-difuzije prvi put je razmatrana u [87], a kasnije u [17], gde je i za
linearne i bilinearne elemente pokazano

|lu —uN||g < CN"*InN.

Problem reakcije-difuzije je u [40] razmatran na specijalnoj mrezi sa¢injenoj
od pravougaonika, koja je razli¢ita od Siskinove, i dobijena je uniformna
konvergencija drugog reda u L? normi za bilinearne pravougaone konacne
elemente, dok je u [41], koriste¢i asimptotsko prosirenje, dokazan skoro drugi
red uniformne konvergencije u L? normi na Siskinovoj mrezi.

Generalno, rezultati dobijeni pomoéu mreza Siskinovog tipa su loiji od
rezultata dobijenih koriséenjem Bahvalovljevih mreza. U radu [70] je za stan-
dardni problem konvekcije-difuzije u dve dimenzije pokazan optimalan red

ISuperkonvergencija je osobina da numeri¢ko resenje konvergira ka taénom resenju sa
redom koji je veéi od reda optimalne ocene greske.
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konvergencije za postupak kona¢nih elemenata na Bahvalovljevoj mrezi, to
jest
lu—u"||p < CNT'Q(e, N),

gde je izraz Q(e, N) prakticno ogranic¢en. Zbog slozenosti analize na Bahva-
lovljevoj mrezi, u tezi nije razmatran dvoparametarski singularno perturbo-
vani problem u dve dimenzije, Sto i predstavlja otvoren problem za dalja
istrazivanja.

Na Duranovoj mrezi, i to za problem konvekcije-difuzije, u [19] dokazan

je slededi rezultat
|u —u||p < ON"(In(1/e))>

Za dvodimenzionalni problem konvekcije-reakcije-difuzije u tezi ¢e biti
ocenjena greska Galerkinovog postupka kona¢nih elemenata u energetskoj
normi na Duran-Siskinovoj i Duranovoj mrezi.

4.1 Slaba formulacija problema

Neka je Q@ = (0,1) x (0, 1). Za problem (4.1), standardna slaba formulacija
glasi:

na¢i u € H}(Q) tako da je (4.5)
a(u,v) = (f,v) za svako v € H}(Q), '
gde je bilinearna forma data sa
a(w,v) := &1 (Vw, Vv) + (e2bw,, v) + (cw,v), w,v € Hy (). (4.6)

Definicija 4.1.1. &, —teZinska H}()) norma (energetska norma) je data sa
[v]1% = e1(Vo, Vo) + (v,v), v € Hy(Q).

Lema 4.1.1. [93] Za svako v € H} () vazi a(v,v) > aljv||%, tj. bilinearna
forma a je koercitivna.

Bilinearna forma (4.6) je neprekidna, pa Lema 4.1.1 zajedno sa Laks-
Milgramovom teoremom daje jedinstvenost slabog resenja problema (4.1).
U narednoj lemi dajemo apriornu ocenu resenja problema (4.1).

Lema 4.1.2. [93] Pretpostavimo da za x € (0,1) vazi uslov (4.3). Tada za
resenje problema (4.1) vazi ocena

lullz < Cliflle2@)-
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4.2 Galerkinov metod konac¢nih elemenata

Polazimo od slabe formulacije problema (4.5) i postavljamo problem na
opstoj mrezi T koja predstavlja tenzorski proizvod T = QF x Qy , gde je QY
mreza konstruisana u x—pravcu sa N 4 1 ¢vorova, a Qé” mreza konstruisana
u y—praveu sa M + 1 ¢vorova. Mreza je sac¢injena od pravougaonika

Rij = (l’i_l,ﬂfi) X (yj—layj)a 7 = 1, . ,N, j = 1,. ..M.
Problem (4.1) ¢emo posmatrati na konacno-dimenzionalnom prostoru

VE ={veC(Q):v

r, € Qu(Ry), 1 <i< N, 1<j<M}ynH(Q),

tako da je prostor funkcija kome pripadaju priblizno resenje u” i test funkcije
v, prostor deo po deo bilinearnih funkcija koje su neprekidne i jednake nuli
na 0f). Tada je aproksimacija resenja problema (4.5) resenje problema

{naéi uN € VY tako da je (A7)

a(ul, o) = (f,vV) za svako vV € V¥,

¢ime je predstavljen Galerkinov postupak konacnih elemenata za pomenuti
problem. Bilinearna forma je definisana sa (4.6), a moze se koristiti i oblik
dobijen parcijalnom integracijom

a(w,v) = 1 (Vw, Vv) — (g2 bw,v,) + ((c — g2t )w,v), w,v € V.

U naredna dva pododeljka dajemo opis postupka konacnih elemenata na
trouglovima i ¢etvorouglovima, [56].

4.2.1 Bilinearna aproksimacija na ¢etvorouglovima

Svaki pravougaonik R;; mreze moze se preslikati u kanonicki kvadrat (je-
dini¢éni kvadrat u prvom kvadrantu) pomoc¢u transformacije globalnih koor-
dinata r = (z,y) u lokalne koordinate (£, (). Oznacimo sa r; = (x;,y;), | =
1,2,3,4, ¢vorove proizvoljnih pravougaonika mreze koji treba da se presli-
kaju u (0,0), (1,0), (1,1) i (0,1) redom, u lokalnom koordinatnom sistemu.
Preslikavanje je definisano sa

4

r(6,0) =Y N O, (4.8)

=1
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gde je
Ni(§,¢) =(1 = &)(1 = (), Na(&,¢) =€(1 = Q)
Jakobijan ove bilinearne transformacije je
B _a<x7y)
7 TaE
_ [ (23 —2a)C+ (22 —21)(1 = Q) (3 —ya)C+ (2 —y1)(1 = Q)
(w3 — 22)§ + (24 —21)(1 = &) (Y3 — 92)€ + (ya — y1)(1 = §)
_ | har, 0
n 0 hyr; |’

gde je hg g, duzina koraka mreze u x pravcu na pravougaoniku Ri;, a hy g,
duzina koraka mreZe u y pravcu na pravougaoniku 2;;. Determinanta ovog Ja-
kobijana jednaka je povrsini cetvorougla ryrersry. Duz svake ivice kanonickog
kvadrata, preslikavanje (4.8) lokalnog pravougaonika u globalni je linearno.
Globalne vrednosti u ¢vorovima v}) = o™N(z;,y;), i = 1,...,N =1, j =
1,..., M — 1 se koriste za parametrizaciju v € V' i to obezbeduje nepre-
kidnost aproksimacije koja je bilinearna na svakom elementu i u lokalnim
koordinatama. Na primer

UN(x(€7 C)? y(£7 C)) = Z Nl(£7 C)UlNa

gde su bazne funkcije na elementu date sa (4.9), a globalno

N-1

E

-1

B N N N
gpzj:vy Vi, YU € Vg,
1

=1 3

gde je globalna bazna funkcija gog definisana tako da je bilinearna na svakom
pravougaoniku i tako da vazi gof}(mi, y;) = 0;;. Sada Galerkinova aproksima-
cija

N—1

E

—1
B
ol (z,y)uyy,

=1 j=1



Galerkinov metod konac¢nih elemenata 87

zadovoljava
a(uN,gog):(f,gog), i=1,...,.N—1, j=1,...,.M — 1.

Ako svakom ¢voru (z;,y;) dodelimo indeks s onda se elementi ,stiffness”
matrice (matrice sistema) definisu sa A, == a(?,08), s;r=1,... (N —
1) - (M — 1), te se problem (4.7) moze zapisati u obliku

Au” =f,

gde je ulV = (u{v,...,ué\]fv_l)‘(M_l))T i f = (f,¢P). Pri formiranju ovih

jednacina prvo izracunavamo ,stiffness” matrice za svaki ¢etvorougao. To
su matrice formata 4 x 4 definisane sa

Al — a(Ny, Ny), Lk =1,2,3,4,
za Cije izracunavanje je potrebna veza

Rt

Sada se za svaki cetvorougao, koji nema nijednu ivicu na granici 02, prime-
njuje transformacija koordinata (4.9) i veza (4.10), te se dobija

oo (8] 9 ]y o [ 44

ij

+(e(x) — egb/(x))NiNj} (detJP) dé dC,

dok su odgovaraju¢e komponente vektora na desnoj strani date sa

fl = / £ Ny(detJP)dg dc.
R;;

Ako su funkcije b i ¢ u (4.1) konstantne, onda se dobija da je
ARU = 81142 — EQbAl + CA(),
gde su

AQ = —1 |: s ¢ :| S = |: 2h§’Rij + 2h32/’Rij hg:?Rij o 2h12/vRij
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. —h2 g, —hig, —2h2g. + Nl
SR S U (R I
-2 2 1 -1 4 21 2
Alzhy,Rij -2 2 1 -1 Aozhx,Rijhy,Rij 2 4 21
12 | -1 12 =2} 36 1 24 2
-1 1 2 =2 21 2 4

Matrica sistema A (globalna ,stiffness” matrica) i vektor f se sada ra¢unaju
postupkom koji se zove ,assembly” proces. Svakom ¢voru u svakom cetvo-
rouglu dodeljuje se odgovarajuc¢i broj ¢vora iz globalne numeracije ¢vorova
mreze. Ako za svaki element R;; ova veza daje | — i, K — j, onda se kom-
ponenta Aﬁ:j dodaje komponenti A;; globalne matrice, a flR” se dodaje f;.
Odli¢na osobina postupka konacnih elemenata, koja je bitna za efikasnost
izracunavanja, je ta sto je izbor baze uvek takav da je rezultuju¢a matrica
sistema retka.

4.2.2 Linearna aproksimacija na trouglovima

Mreza sa trouglovima se dobija od mreze sa ¢etvorouglovima povlacenjem
dijagonala koje idu od (x;,y;j+1) do (xit11,y;). Svaki trougao te mreze se
preslika u kanonicki trougao sa koordinatama (0,0), (1,0) i (0, 1), pomocu
transformacije globalnih koordinata r» = (z,y) u lokalne koordinate (¢, ().
Ako su r; = (z, 1), | = 1,2, 3, évorovi proizvoljnog trougla mreze koji treba
da se preslikaju u (0,0), (1,0) i (0,1), redom, u lokalnom koordinatnom
sistemu, onda je preslikavanje dato sa

3
r(6,0) =Y _ N,
=1

gde je
Jakobijan ove transformacije je

gk I(x,y) L2 =1 Y2— U } _ [ he. R, 0 }

- (&, Q) A Y3 — Y1 0 hyr,

i detJ” je jednaka dvostrukoj povrsini trougla r7ry73.
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U slucaju linearne aproksimacije na trouglovima koristimo konac¢no-di-
menzionalan prostor deo po deo linearnih funkcija V{¥ koje su jednake nuli
na 0. Tom potprostoru pripadaju i priblizno resenje u” i test funkcije v'.
Tada je aproksimacija resenja problema (4.1) resenje problema

{naéi u™N € VNV tako da je (4.12)

a(ul, o) = (f,vN) za svako vV € V}N.
Na svakom trouglu, vV je linearna funkcija u lokalnim koordinatama (&, ¢)

i moze se predstaviti pomoc¢u baznih funkcija na elementu, tako da na svakom
trouglu imamo

UN($(£7C),y(£7C)) = ZNZ(£7 <)UZN7

gde su bazne funkcije na elementu date sa (4.11), a globalno

N-1M-1

Nz y) =)D ey, W eV,

i=1 j=1

gde je sada globalna bazna funkcija cpfj definisana tako da je linearna na
svakom trouglu i tako da vazi goiLj (zi,y;) = 0;;. Galerkinova aproksimacija

N—1M-1
uN(a,y) =D el yul,
je data sa
a(uN,goiLj) = (f,gpfj), i=1,...,.N—1, j=1,...,M —1,

dok su elementi matrice sistema A, = a(pl, o), s;r = 1,..., (N — 1) -
(M — 1), te se problem (4.12) moze zapisati u obliku

AuV =f,

gde je uV = (u',...,uly 1)’ 1 f = (f,9}). Pri formiranju ovih
jednacina prvo izracunavamo ,stiffness” matrice za svaki trougao. To su
matrice formata 3 x 3 definisane sa

A = (N, Ny, Lk=1,2,3,
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za Cije izracunavanje je potrebna veza

gL o/ 0z
ovN /0y

=[]

Sada se za svaki trougao, koji nema nijednu ivicu na granici 9€2, primenjuje
transformacija koordinata (4.11) i veza (4.13), te se dobija

= [ [on [33 ] =" ] oo [43]

ij

+(e(x) — 52b’(x))NiNj] (detJL) e dc,

(4.13)

dok su odgovaraju¢e komponente vektora na desnoj strani date sa

fl = / f Ni(detJ") dg dC.
Rij

Ako su funkcije b i ¢ u (4.1) konstantne, onda se dobija da je

ARU = 51142 — 526141 + CA(),

gde su
2 2 2 2

A 1 h’I,Ri]’h—;— hy,Rij _h];’y,Rij _h(y‘j,Rij
9= 0 - JRij JRij ’

th’Rijhy’Rij - %,Ri; yO J hi R;j
-1 -1 -1 L1

hy R.. he r h

A= 11 1|, A= Rzllyﬂ” 2 1
6 1o o o 11 2

4.3 Dekompozicija reSenja

Eksponencijalni (regularni) slojevi imaju iste osobine kao i u jednodime-
nzionalnom slucaju, sto je opisano u Odeljku 3.3. O komponentama resenja
problema (4.1) i njihovim izvodima vise u sledecoj teoremi.
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Teorema 4.3.1. [93] Neka je zadat elipticni problem (4.1) na jedinicnom
kvadratu Q takav da su funkcije b, ¢ dovoljno glatke na (0,1), f dovoljno glatka
na Q i zadovoljavaju uslove (4.2)-(4.3), i neka sup € (0,1) i k € (0,1/2)
proizvolyni brojevi. Pretpostavimo da vazi

201t [| ejo.E2 < k(1 = p)y.
Dalje, neka je & pozitivna konstanta koja zadovoljava uslov

1—p)
2<< b)Y
0 < 5 .

Tada se resenje u konturnog problema (4.1) moZe rastaviti na sledeéi nacin

gde za svako (x,y) € Qi 0 <i+j <2, reqularni deo S zadovoljava

aiJer
— | < (C, 4.14
oxioys | — (4.14)
eksponencijalne 1 parabolicne slojne komponente zadovoljavaju
iti E1o ] ot Eyy )

— | < Cute Pror < Opiepm(i-e) 4.15
0ridyl | — Ha® ’ oridyl | — f€ ’ (4.15)
OB Ce?Pe=0/Va OB O 00-DIVE (4.16)
Oxidyl | — ’ Oxidyl | — ’

dok ugaone slojne komponente zadovoljavaju sledece ocene

0" By —Jj/2 i

Ty | < O e eIV, (4.17)
aai;@:Eyi“ < Cey?Ppyerroe 2 mIIVAL (4.18)
(Z;jaEngQ SC'gl—ﬂ‘/?lfie—pm(1—36)6—5?4/%57 (4.19)

Napomena 4.3.1. [93] Teorema 4.3.1 vazi i u slucaju kada su funkcije b i
c iz (4.1) funkcije dve promenljive. O
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4.4 Slojno-adaptivne mreze

Mreza za problem u dve dimenzije mora da se prilagodi slojevima koji se
pojavljuju u resenju problema, kao sto je prikazano u jednodimenzionalnom
slucaju. Kako su eksponencijalni slojevi problema (4.1) iste Sirine kao i za
problem (3.1), ¢vorove mreze duz z—ose biramo kao Sto je dato u (3.24)
za slucaj Duran-Siskinove mreze ili kao u (3.26) u slu¢aju Duranove mreze.
Duz y—ose mreza mora da bude prilagodena parabolicnim slojevima koji se
pojavljuju u tom regionu. Stoga, u slucaju Duran-Siskinove mreze, za dati
parametar 0 < h < 1, duz y—ose ¢vorove mreze definiSemo sa

;

Yo =0,

Y1 = hy/e1,

Yi = Yio1 + hyimr = hy/el(L+ )Y i=2,..., M,
yMy+i:yMy+2iN_1(1—2yMy), i=1,...,N/2,
Yort,+Nj2—it1 = 1 — ha/Er(14+h)2, i =M,,...,2,
| Yomy+ny2 = 1,

(4.21)

gde su ya, 1 ynm,+n2 = 1 — yu, tranzicione tacke. Biramo najmanje M,,
tako da je

yn, = hy/Er(1+h)Mrt > ), = %\/aln N,

gde su parametri 7, i 0 unapred zadati.

Na Slikama 4.1-4.4 je prikazana Duran-Siskinova mreza u dvodimenzio-
nalnom slucaju za razne izbore perturbacionih parametara.

Pretpostavka u tezi je da vazi

o <1/4, A <1/4, X\, <1/4, (4.22)

Sto je tipican slucaj kod singularno perturbovanih problema. Vrednosti per-
turbacionih parametara zavise od konkretnog problema koji se resava.

Koraci mreze u x praveu, hy; = x; — x;-1, i = 1,..., My + M, + N/2, su
dati sa (3.25), te vazi tvrdenje Leme 3.4.5, dok su u y pravcu koraci mreze,
hy: =Y —Yi—1, 1 =1,...,2M, + N/2, dati sa

( hya = hyEL

hy: = h*\/e1(1+ h)"2, i=2,..., M,
hyi = 2N (1 = 2yay,), i=M,+1,...,M,+ N/2,

hyont,+n2—iv1 = W2 /El(L+h)72 i=M,,...,2,
\ hy,2My+N/2 = h\/5_17
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Slika 4.1: Duran-Siskinova mreza za N = 16, h = 0.9, 7y = 7 = 4, T, = 8,
§=0.5,e =10"%ieg =108

Slika 4.2: Duran-Siskinova mreza za N = 16, h = 0.3, 7o = 7, = 4, 7, = 8,
6=05,e1=10"1ey, =105
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Slika 4.3: Duran-Siskinova mreza za N = 16, h = 0.9, o = 7, = 4, 7, = 8,
0=0.5,¢ = 1076 i Eg9 = 1072,

Slika 4.4: Duran-Siskinova mreza za N = 16, h = 0.3, o = 7, = 4, 7, = &,
§=056=10%1ey=10"%
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i imaju osobine

hy,i = hyi,1 S h'y < h7 () € [yifhyi]? 1= 27 .. 'JMyJ
h,; <CN™L, i=M,+1,...,M,+ N/2,

hy;=h(1—y)<h(l—y)<hy<h, ye€lyi-1,vl,
i=M,+N/2+1,...,2M,+ N/2 - 1.

koje se lako dokazuju.
Sliéno konstruisemo Duranovu mrezu za problem u dve dimenzije. Cvorovi
mreze u x pravcu su dati sa (3.26), a u y pravcu sa

(Yo =0,
Yi = Yio1 + hyior = hy/E(L+h)Y i=1,..., M, — 1,
ym, = 1/2, (4.23)
Yort,—i = 1 — hy/Er(1+ )", i=M,—1,...,1,

\ Yom, = 1,

gde je M, izabrano tako da je zadovoljena slede¢a nejednakost

1 1
AVE(L+RM <5 hyE(L R 2 o

Na Slikama 4.5-4.8 su prikazane Duranove mreze u dvodimenzionalnom slu-
caju za razne izbore perturbacionih parametara.

Koraci mreze h,; = ; —x;-1, 1= 1,..., Mo+ My, su dati sa (3.27) i vazi
tvrdenje Leme 3.4.6. Za korake mreze hy; = y; — yi—1, ¢ = 1,...,2M,, vazi

( hy,l = h\/‘g—l’

hy; = h*/e1(1 + h)2, i=2,...,M,—1,
By, = 1/2 = hy/E(1+ h)2,

Byt = 1/2 = hy/Ei(1+ h)Mo?,

hyon,—i = B?/E1(1+ h)"™, i=M,—2,...,1,
( hyam, = hy/E1,

kao i
hyi < hy, Y € [Yi-1, 9, i=2,...,2M, — 1.
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Slika 4.5: Duranova mrezaza h = 0.9, =7 =4, 7, =8, =0.5,¢; = 10~*

i ey =105

Slika 4.6: Duranova mrezazah = 0.3, 70 =7 =4, 7, =8,§ =0.5,¢; = 107*

ey =107%.
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Slika 4.7: Duranovamrezazah = 0.9, 79 =7 =4,7,=8,0 =0.5,¢; = 10719
iey =102

Slika 4.8: Duranovamrezazah = 0.3, 70 =7 =4,7, = 8,5 = 0.5, = 1071
iey =102
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4.5 Ocena greske na Duran-SiSkinovoj
mrezi

U ovom delu ¢emo predstaviti lemu o standardnoj oceni greske interpola-
cije, kao i inverzne ocene, na koje ¢emo se cesto pozivati prilikom razmatranja
greske na Duran-Siskinovoj mrezi. Da¢emo ocenu greske interpolacije, greske
diskretizacije, kao i ocenu postupka u energetskoj normi.

Lema 4.5.1. [3] Neka je R;; = [vi—1, %] X [y;—1, y;] proizvoljan pravougaonik
mreze T i pretpostavimo da vazi uw € H*(R;;). Neka u' oznacava bilinearnu
funkciju koja interpolira w u cvorovima od R;;. Tada vaZi

lu = wllzzyy < O, ltaoll 2o
+hx,R¢j hy,Rij
(= w")ellz2r, < Clhar,

1w = u")y M2,y <Clhyr,

uwaLQ(Ri]’) + hZQJ,Rij uyyHLQ(Rij))7 (424)

ulyHLQ(Rij))7 (425)
uyx”LQ(Rij))? (426)

Uzy HLQ(RU) + hy,Rij

uyy||L2(Rij) + h%Rij
gde je hy g, =T — xi1 @t hy g, = Yi — Yi-1.

Napomena 4.5.1. [93] Lema 4.5.1 vaZi i kada je u! linearna funkcija koja
interpolira funkciju u u cvorovima elementa K, gde je K trougao dobijen iz
elementa R;; dijagonalnim presecanjem, s tim da su hg i @ hyx osnova t
visina trougla K. O

Ako na elementu Ry; = [x;_1, 7] X [y;—1,y;] vazi hy g, < hxihyg, < hy,
onda ¢emo koristiti sledece ocene, koje direktno slede iz (4.24)-(4.26)

lu = w22y < CR* (2% t00 | L2y

+nyury||LQ(Rij) + Hy2uyy||L2(Ri]~))7 (427)
H(u - u1>$HL2(R¢j) < Ch(”‘ruwzHLg(R”) + HyuIyHLQ(Ri]’))’ (428)
I =) o) <Ch(laulizimg + ltnlloe,). (429)

Takode ¢emo na R;; koristiti sledece ocene iz [23],

=)ol < \fmeas(Ro)llu — [z, (4.30)

= Yol < luollzmrg + ludliegry) < 2uallmy.  (431)
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Slika 4.9: Podela domena pri analizi postupka konac¢nih elemenata na Duran-
Siskinovoj mrezi

Sledece inverzne ocene vaze na Duran-Siskinovoj i Duranovoj mrezi u dve
dimenzije, [29],

Vel 22 Rij) < Ch;}% ||v||L2(R ) zasve v E VN, (4.32)
||UyHL2 Rij) <OhyR”HU”L2 R;;) Zasve ve VvV, '

Prilikom analize greske postupka kona¢nih elemenata, domen €2 ée biti po-
deljen na poddomene

0 xMo] [O yMy] [OaxMo] X [yMy+N/27 1]7

Q00 =10, JJMO] [yMyayMerN/ﬂ

=|

[

= [Tatg> Tasgr 2] X [0, Y, | U [0y, Tasg e nvy2] X [Yng, 472, 1],
Qc = [T atys Targrny2] X (Yt > Yo, +872)

= [Targ+nvy2, 1] X [0, yar, ] U [ age 4725 1] X [Yng, 48725 1],
Q11 = [IEMO+N/2, ] [yMw yMy+N/2]a

prikazane na Slici 4.9.
Uvodimo i1 oznake QO = QOO U QOy 1 Ql = Qll U Qly-
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4.5.1 Greska interpolacije
U ovom odeljku koristimo dekompoziciju datu u Teoremi 4.3.1 i uzimamo
da je
u—u=n+x,
gde je uV Galerkinova aproksimacija reSenja u problema (4.1) data sa
WV =SN + EN + Bl + Ej + Ey\ + Ej) + E3, + B + Ej),
1 ="ns + Mo + N1 + N20 + N21 + 731 + N32 + 133 + N34,
X =Xs * X10 + X11 + X20 + X21 + X31 + X32 + X33 + X34,
gde su
ns =S-5" xs =S8"-35",
n; = E; — Ej, X; = Ej — E},
za 7 = 10,11, 20, 21, 31, 32, 33, 34. Koristi¢emo i sledec¢e oznake
Ey = Ey+ E»n, E§ = E31 4 Esy, Eg = Esy+ Es3, Es = Ey+ B,

a shodno tome i

N2 = Moo + 21, 7]3? = N31 + N34,
N3 = M3 + N33, N3 = 13 + 1.

Lema 4.5.2. Neka resenje u problema (4.1)-(4.3) zadovoljava pretpostavke
Teoreme 4.3.1 i neka u' oznacava deo po deo bilinearnu funkciju koja inter-
polira u u évorovima Duran-Siskinove mreze (3.24), (4.21). Ako je pT; > 2
za j =0,1147, > 2 tada vaZe sledece ocene greske interpolacije

lu = u'|| 200y < CN 72,
lu—u"|| 200y < C(N 2+ N 'h+ h?).

Dokaz: Za regularni deo ng na ¢, koristeéi (4.24) i (4.14), dobijamo

||n5||L2(Qc) < C<N_2||SM||L2(Qc) + N_2||Szy||L2(Qc)
+N72[1Syyllr200)) < CN72 (4.33)
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Gresku interpolacije 1y slojne komponente F; ocenjujemo koriste¢i Teoremu
4.3.1, te je

||7710||L2(Qc) < 2||E10||L00(QC) < (e PHoTMy < Ce_p'uoj‘o =(CN7PT0, (434)

Slicno ocenjujemo interpolacione greske ostalih slojnih komponenti i dobi-
jamo

Inllz2(0e) <20 Butllie(ae) < CemPra o) < CN7PT (4.35)

HT]?”LQ(QC) SQHEQHL"O(QC) S C(G_(SyMy/\/a S CN_Ty, (436)
17511 22(00) < 20 E5llr00) = 201 B + Eaall 1= (ac)

< Cle PHoTMy o =0y /VEL < CN—PTO~Ty, (4.37)
1731122 (00) < 21| B3|l p=(00) < CNTPTTT (4.38)

Sada, ako pretpostavimo da je prg > 2, pm > 217, > 2, tada iz (4.33)-(4.38)
sledi

[|u — uI“L?(QC) <CN2 (4.39)
Na q koristimo (4.14), (4.24) i (4.27) i dobijamo
H775H%2(Qoy) < O(h4”x25m”%2(90y) + h4”9395a:y||%2(90y)
+ MY Syl 72 0y,)) < Chlan, < CRY, (4.40)
HTISH%Q(QO()) S C(h4|’x25w$||%2(900) + h2N72||szy||%2(Qoo)
+ N7Y[Syyl72(00) < C(R* +B*N2+ N7, (4.41)

Greske interpolacije 719 1 711 takode ocenjujemo kombinujuéi (4.24) i (4.27)
sa (4.15):

1Mol 72 (g < Crig (B +R2NT2+ N7, [lmollZ2(y,) < Chlugt, (4.42)
17111172 (0200) < Cpuy'(B*+ N2 4+ N7, Hﬁll“%z(noy) < Ch'pyt. (4.43)
Dalje, iz (4.16) imamo
17211220,y < O |2 (B2)aa I Z2(620,) + B 2y (E2)ayl 2200,
5P () l720,,) < Ch'VErma, < Ch'e)”, (4.44)

172l 22(200) < CllEallLoe(00) < CNTT,5 (4.45)
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s tim da u drugoj nejednakosti koristimo postupak dat u (4.34). Koristeci
pomenute tehnike i (4.17)-(4.20) dobijamo

151120,y < C M2 (ES)aalli2(0y,) + |2y (ES)aylli2 00,

+ 0y ()12, < Chpg ' Ve, (4.46)
1751l z2(200) < CllES]| o (000) < CNTT, (4.47)
173112200,y < C (R 2% (E5)aallLz(00,) + |75 (Es)ayllZ2 00,

+h Y (B3l 12@,,) < ChYpa Ve (4.48)
031 22(000) < Cl B3]l (00) < CNTPT7 (4.49)

Iz (4.40)-(4.49), uz pretpostavku da je pr; > 2, j=0,117, > 2, sledi da je
lu— 2oy S CIN"2 4+ AN+ 1)(1+ 4y
<CO(N72+ AN+ h?).
Slicno se i na €2; dobija

lu = u| 1201y SC(N"24+ AN+ B3 (1 + g ?)
<C(N2+hN'+h?).

Na €, vazi meas(€2,) < yay,. Za ocenu greske interpolacije 7g i 7, kori-
stimo ocene (4.24), (4.27), (4.14) i (4.16):

17511 2(0,) < CN"HSeall720,) + N 2h*ySeyl 20,

+ h4||y25'yy||2L2(Qy)) < O(N*+h2N"2 4+ hY), (4.50)
121172 (,) < CN"U(Ea)axll 2,y + N 202 [Y(E2)aylI 720,

+ Y (Ba)yy 1 720,)) < CVEI(NT +RENT2 4+ hY). (4.51)

Ocene za komponente 10, 711, 73 dobijamo koristeéi (4.15), (4.17)-(4.20) i
argumente kao u (4.34):

Imollz2,) < CllEollzec,)/Un, < CNTP™, (4.52)
Imillz2,) < CllEwullze@,)/Um, < CN7P™, (4.53)

”773HL2(Q;,) < C’”EgHLoo(Qy)1 /YM, < CNPT0OTy, (4.54)
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Sada, iz (4.50)-(4.54), uz pretpostavku da je pr; > 2, j = 0,117, > 2,
dobijamo

Ju—u!|r20,) < C(NT>+ AN+ 1?), (4.55)

te je dokaz kompletiran. [ |

Lema 4.5.3. Neka su zadovoljene pretpostavke Leme 4.5.2. Tada se gradijent
greske interpolacije mozZe oceniti sa

2V (= u)|12@e) < Cle* N7+ (e1m) PN 72),
er?|IV (u— u) || 200000y < Cle2 + e/ \V2(NTY 4 p),
&IV (u—u") |12,y SON2+ Cel/H(N! + ),
é-1/2”V(u . UI)HL?(Q) < C<€2 + 5}/2)1/2(1\]_1 + h) + CN_2.
Dokaz: Za regularni deo greske interpolacije, koriste¢i Lemu 4.5.1, dobijamo
18]l 2@) <C Y (ham,|

R;; CQ

<C(h+ N1,

10,msll 2@ <C D (hy.,
Ring

<C(h+N7h). (4.56)

S$$||L2(Rij) + hvaij SxyHLQ(Rij))

Syyllz2 i) + heriy |92y llL2(ry))

Na ¢ koristimo ocene prvih izvoda date u Teoremi 4.3.1 i inverzne ocene
(4.32) iz Cega sledi

100l 2220y < 110xEroll L2y + 10:(Er0) 2200

<C\/gN**° + CN !, (4.57)
19yl 20y < Cag VPNTP™ 4 CNTP™, (4.58)

Koristeci slicne argumente kao malopre i 7, > 2, p7; > 2 za j = 0,1, dobi-
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jamo sledec¢e ocene
10xmm1ll 2220y < 10: Bl 2y + 10:(E11) |20
<OV NPT + CN'P™ < CO/iN 2+ CN™', (4.59)
10ymall 2 ey <110y Brilliz@e) + 10y (En) [l 20

<Cup;YPN-PT 4 ON'PT < ONT, 4.60

18un2]l 20y < Cet/* N~ + ON'=™ < Ce}/*N~2 + N, 4.61
4.6
1823l 22y < C (Vo + in)ey "N~ + CN=3, 4.63

(4.60)
(4.61)
18,2l 2y < CeT VAN £ ONVY < Ce N2 4 CONTY, (4.62)
(4.63)
(4.64)

18,13 2200y < Clpg * + iy /*)e VAN ON, 4.64

Sumirajudi sve ocene (4.56)-(4.64), pomnozene sa 51 ? | koristeci (3.9), dobi-
jamo

VAV (@~ u)l 200y € O N+ (eam) V2N 2). (4.65)

Treba napomenuti da se (4.65) posmatra na ¢, te da se tada u oceni (4.56)
ne pojavljuje h + N7, ve¢ samo N~

Koristedi ocene (4.25), (4.26), (4.28), (4.29) sa (4.15) za Vi na y do-
bijamo

10umoll 2 ey < Cpg > (N4 1), [10ymollzziy < Crg V2 (N 4 h),
(4.66)

dok za Vn§ na Qg iz (4.17), (4.18) dobijamo
”895773”L2 (Q0y) < CN1/2 1/4h, ||ayT]:J,||L2 Qo) < O:U’O 11/4h (4.67)

Slicno imamo da je
182721 12 00,) < Cher’™, (4.68)

kao 1

1022l 22 (0200) < CN ™™ (h 4+ /AN, (4.69)
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Da bismo ocenili preostale parcijalne izvode komponenti greske interpolacije
koristimo inverzne ocene (4.32), te dobijamo

19ym2ll L2 (200) < 05_1/4 v 4 ON'TY (
18711 || 12000y < Cpiy PN 4 NPT (4.71
10y75 1| 22(000) < C;[l/Q AN 4 O NPTy (
18,2 ]| 220000y < Cpay Py VAN 4 ONTPTT, (
Dalje, iz (4.25), (4.26), kao i (4.28), (4.29), dobijamo
10ym2l 22(020,) < Che;'*, (4.74)

a onda sli¢no i slede¢e nejednakosti

10smm1 || p200) < Cpi*(h+ N7Y), (4.75)
||8$773||L2 Qoy <C€1/4 1/2h7 (476)
10,7311 200,y < Cer iy V2, (4.77)
1051811 2(0200) < Cig >N~ (e} *h + ey VAN, (4.78)
10272l 22(0000) < Cit* N7 (e b+ ey AN, (4.79)

Mnozeéi (4.56) i (4.66)-(4.79) sa /7 i koristeci (3.8), kao i pretpostavke da
jepr; >2zaj=0,1i7,>2 na 2 dobijamo

VEIV (= uh)| 12(09) < Clez + 1) 2 (h+ N7,
Na €, koristedi (4.25), (4.26), (4.28), (4.29) sa (4.15) dobijamo

10ammll 2200y <Cm(NT 4 h), 19y l2n) < Cpy (N7 + b,

(4.80)

dok iz (4.17), (4.18) sledi
10:78 ]| 220,y < Cpig' ey RN, (4.81)
10131l 22020,y < Cpg e NPT, (4.82)

a iz (4.19), (4.20)

10:73 122000y < Oy e by 0ymill sy < Oy er*h. (4.83)
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Slicno se dobija
10210l 22(01) < Cué/zN_pTO(h + N7,
10212 L2 (01) < Che}/4 + C’N‘lel_l/4,
10ym2l2(021,) < 061_1/4hN‘Ty,
10:78 1| L2011 §C€}/4ué/2h]\f ™ 4 Ce, —1/4 1/2N =7y
10273 | 22(0201) <CeVMAPRNTTY 4 Ce A AN T

—1/2
19ymollz2(0.,) < Chig "h.

Koristedi inverzne ocene (4.32), dobijamo

18,10 £2(0ny) < Cig /2N7P70 4 ONTPD, (4.90)
10,m2 ]| r2(0yy < Cer ANV 4 ONTT, (4.91)
n@%mpml<oéﬂ4]ﬂNﬂmﬂw+0NPmr% (4.92)
10,72 12y < Cey VAN 4 CNY™, (4.93)

Mnozedi (4.56) i (4.80)-(4.93) sa (/g1 i koristedi (3.8), kao i pretpostavke
T, > 2, p1; > 2, j=0,1, na €; imamo sledecu ocenu

VEIV(u = u!)|| 20y < Clea +ey/2) Y2 (h+ N7,

Na €, koriste¢i ocene (4.25), (4.26), (4.28), (4.29) u kombinaciji sa oce-
nama iz Teoreme 4.3.1, vazi

10,m0l 220,y < Cpag/ 2N 717 + Cpag /2RNP7, (4.94)
oyl <CHlEN 4 Ci RN, (a9
[0:m2(|22(,) < Cel* (h+ N7, (4.96)
10,721l 2200,y <Cer Y (h+ N7V, (4.97)

dok nam inverzne ocene daju sledece

19emo0llz2(0,) < C’,ul/QN_pTO + C NP7, (4.98)
101l 220,y < Cpy*N7P7 4 CNYPT (4.99)
10:78] 220,y < Cpg/*et* N7P70 4 NP, (4.100)
Hamn;HH(Q < C,ul/Q 1/4]\7*3”1 + ONL-PmL (4.101)
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Na osnovu (4.30) i (4.31) vazi
19y 220y < 24/ meas(Q)[(E9)yll(o,) < Cer PNTP™, (4.102)
19y 220, < 24/ meas(Q)[(E3)yllz(o,) < Cer PNTPT, (4.103)
te iz (4.56), (4.94)-(4.103) i pretpostavki teoreme sledi ocena
VEIV(u = w12,y < CN72+ Cet/ (N1 + h),
Sto je i trebalo dokazati. |

Direktna posledica Lema 4.5.2 i 4.5.3 je slede¢e tvrdenje.

Teorema 4.5.1. Ako su pretpostavke Teoreme 4.3.1 zadovoljene, onda na
Duran-Siskinovoj mrezi (3.24), (4.21) za problem (4.1)-(4.8), pod pretpo-
stavkama pt; > 2, j = 0,1, 7, > 2, greska interpolacije zadovoljava

lu—u'||p < Cles+e/)A(N" 4+ h)+ C(N2+ N"'h+ h?).

4.5.2 Konvergencija u energetskoj normi

Teorema 4.5.2. Neka su pretpostavke Leme 4.5.2 zadovoljene. Tada se gre-
ska diskretizacije moZe oceniti sa

Ixllz < Cles + /) YA(N"L 4+ h) + C(N"2 + N~'h+ h?).

Dokaz: Neka je y = u! — u”. Koercitivnost bilinearne forme a(-,-) i Galer-
kinova ortogonalnost daju
allxllz < alx,x) =~ a(n, x)
= —e1(Vn, Vx) + e2(bn, xa) + (0, X),

gde je ¢ = e3b' — c. Difuzioni i reakcioni deo mogu da se ocene sa Kogi-
Svarcovom nejednakoséu

| —e1(Vn, Vx) + (én, x)|
< alIValle2@)ll VXl z2@) + €l e @llnll 2@ X 22
< max{1, [|¢|| =) HInll el x| 2
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Konvektivni deo na Q¢ ocenjujemo koristeéi Kosi-Svarcovu nejednakost
u kombinaciji sa inverznom nejednakoséu i (4.39) i dobijamo

22 (b, Xa) | < Ceallnllz e IXell2@e) < CeaN"Hx| e,
dok na €, iz slede¢ih ocena
le2(b s, X, | < Cealldans|rzioy)lIXlr20,) < Cealh + N7Hx|le,
[€2(b 02, X)a, | < CeallOamall 20y IXIlz2(@y) < Ceaet*(h+ N7H|x|le,
le2(bmo, Xa)o,| < Ceallmollzzy)liXallzz@,) < CeaN'"P7|x]|E,
le2(bmi, Xa)o,| < Ceallmullzy lIXallz@,) < CeaN'P™x]|g,
le2(bms, Xe)a, | < Ceallnsll2,)lIXallz2@,) < CegN' P77 x|l g,
dobijamo

le2(bn, Xa)e,| < Cea(h+ N7H|x|e.

Na €, na osnovu (4.66) vazi

1/2 _
l£2(b Doy X)ao] < Ceall@amol 2o X |20y < Ceapry > (N2 + 1) || x|

< CVa(NTH+h)xle,
dok iz (4.56), (4.67), (4.68) i (4.69) sledi
[£2(00ums, X)ao| < Ceal|Oansllrz(0) X z200) < Cealh+ N7H|x]le
£2(60275, X0, | < Ce2ll0en3l 200, Xl 220020y < Ct* VERRIIX|E
€2(b a2, Xa, | < Ceal|Oamall (o) XN 200,y < Car b,
le2(b0ut2, X)aoo| < Ce2|0uma| 2(6200) 1 X[ 22(6200) < CE2N x| -
Zatim, na osnovu (3.11), (4.43) i (4.48), imamo

€1
ea(bms Xo)l < Coallmmsllzzian Yool 2o

VaL
< Ceaer Pur (W2 + BN+ N7 | xle
< Cva(h? + hN~'+ N72)|xlz,

Ve
le2(b 13, Xa ), | < 052||77§||L2(90y)—51”XxHL2(QOy) < Cy/eh?||x e

VEL
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Iz (4.30) i (4.31) sledi da je

1027501 22 (00) < CoN"™,  |0um3]l £2(0200) < CNT,
te iz (3.10) dobijamo sledeée ocene

|22(b 0a1ls, X) ol < Ce2l|0075 | 2200 [1X | 2205200

< CeapoN""|[xllp < CN"[|x]|5,

|52(bax77?1nX)Qoo| < 052“81377?1)||L2(Qoo)||X||L2(Qoo)
< CeaN 7 [[x][ -

Analiza sprovedena na ), uz pretpostavke 7, > 21ipm > 2 daje

[e2(b70, X)aol < C(VEUNT + ) + N7¥)Ix -

Na €25 na osnovu (4.56), (4.81), (4.84), kao i (3.10) dobijamo

le2(b0uns, X)ou | < Ceal|0uns |l L2 X 20) < Cea(h+ N7H||x| &,
|e2(b0:m3, X)e, | < Ceall0amill 20, lIX I L2(01,) < Cey/* VahN P x| &,
|£2(b210, X))o | < CeallOemiol 2@ x| L2n) < CVENTP(h+ N7Y|x|le.
Kako iz (4.24) i (4.27) sledi da je [|[ni | r20n < Cpy /2 (B2 + AN=' + N72),

Hn:.}HLz(Qly) < Ce}“uflph?, a iz (4.28) |’az/)72”L2(Qly) < Ce}/4h, onda vaze
sledeée ocene

‘52(b77117Xx)91’ SCEQHT]llHLQ(QI)HXCEHLZ(Ql) < C\/S_Q(h2 L AN +N_2)HXHE,
|52(b77§7Xw)91y| Snguné||L2(Qly)HX$HL2(Qly) < C\/ghznqu,
1/4
|€2(b8x772,X)91y| SCEzHaanHLQ(QIy)HXHLQ(Qly) < Cgl/ EQhHXHE
Na osnovu (4.30) i (4.31) je
191l 20011y < CloN ™7, [[Berlzaayy) < CNT™,
pa iz (3.10) sledi
2200015, | < Call a2y < ON
|€2(bax772>X)Q11| S C&QH(?I?]QHLQ(QH)”XnLQ(QH) S CgQN?TyHXHE-
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Mera skupa €217 se svodi samo na ocenu njegove duzine (dimenzije po
xr—osi). Zbog izbora vrednosti za M;, vazi da je Tapene < 1 — A <
T My+N/2+1, Pa se duzina intervala [y, 4 /2, 1] moZe oceniti sa

\[$M0+N/27 1]| :|[$M0+N/27IM0+N/2+1]| + |[1’M0+N/2+1a 1”
<7 a4 572, Tagony241]| + [T — A, | = hae ot n/241 + A

Kako je hy i1 < h(1 — ), za svako © € [z, xi11], 1 = Mo+ N/2,..., My +
M; + N/2 — 2, tada se za x = 1 — \; dobija

heiv1 < hA < A

Dakle ~
meas(Q11) < |[Taniny2, 1] < 2M0 = Cuy' In N,
Kako je H/r]?l’HLQ(Qll) < 2\/meas(Qllﬂ‘Egl)”Loo(Qll) < C(ufllnN)l/QN_Ty, na

osnovu (3.11) dobijamo

€1 _r
TQHMHWQM < OyE (I N) N x5

Pretpostavljajuéi da je 7, > 2, sledi (In N)Y/2N~ < N~ za N > 2.
Na osnovu prethodne analize za 7, > 21 p7p > 2, na €); vazi ocena

[e2(b70, Yoyl < C(VEUNT + 1) + N7 [Ix .

|52(b77§> Xx)Q11| < OE?H”% ||L2(Q11)

Sada je

allxlle < max{1, [|é]l @ }Hu — u'||g + CeaN 7!
+Cey(N~ 4+ h) + Cy/ea(N~H+h)
<Cles+ /)N +Rh)+ C(N 2+ N 'h+ K2,
¢ime je dokaz zavrsSen. |
Teorema 4.5.3. Neka je uV Galerkinova aproksimacija reienja u})mblema
(4.1)-(4.3) dobijena koriséenjem bilinearnih elemenata na Duran-Siskinovoj

mrezi (3.24), (4.21). Ako su pretpostavke Teoreme 4.3.1 zadovoljene i vaZi
pT; >2z2a35=0,147,>2, tada je

lu—uN || < Cles + el *) 2N 4+ h) + C(N"2 4+ N~'h + h?).
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0.1 €M)

0.0 (1,0)

Slika 4.10: Podela domena pri analizi postupka konac¢nih elemenata na Du-
ranovoj mrezi

Napomena 4.5.2. Ako se u prethodnoj teoremi wvede pretpostavka h <
CN~! onda dobijamo sledeéu ocenu greske

lu—uN||p < Cles + /)N  + CN 2,

analognu oceni koja je dobijena u jednodimenzionalnom slucaju konvekcije-
reakcije-difuzije u Teoremi 3.6.3, a istu sa ocenama koje slede iz Teorema
3.7.31 3.8.1 za tako izabrano h.

4.6 Ocena greske na Duranovoj mrezi

Prilikom analize greske, domen € ¢emo podeliti na dva poddomena, pri-
kazana na Slici 4.10

Qo =1[0,1/2] x [0,1], = [1/2,1] x [0,1].

Ovde ¢emo, kao i u prethodnom odeljku, dati tvrdenja o gresci interpolacije,
diskretizacije, kao i gresci Galerkinovog postupka u energetskoj normi.

Kao posledica Teoreme 4.3.1 dobijaju se sledece ocene, koje ¢emo koristiti
u daljoj analizi.
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Lema 4.6.1. Postoji konstanta C' takva da su zadovoljene sledece apriorne
ocene

[t 1720y < Chi [t || 7200y < Cpid
lullizey < O™, lousylliag < O,
12 e[| 7262y < Chto, 12 e || 7221y < Chias
”xZ umH%%Q) <C, Hy2 uyy”?’ﬁ(&)) <,

1Y tayl|72(00) < Chto 1Y Uayll7200) < Crin,

—1/2 —1/2
[ty (| 722y < Cq ", [ty 7221y < Oy P,
-1/2
12y tayl|720) < C, 1y uyyll720y < Cey 2
4.6.1 Greska interpolacije

Prilikom analiziranja postupka kona¢nih elemenata na Duranovoj mrezi
na elementu R;; = [z;_1, %] X [yj—1,y], i =1,..., Mo+ My, j=1,...,2M,,
koristi¢emo standardne ocene greske interpolacije date sa (4.24)-(4.26), kao
i (4.27)-(4.29).

Teorema 4.6.1. Ako su pretpostavke Teoreme 4.3.1 zadovoljene, tada na
Duranovoj mrezi (3.26), (4.23) vazi sledeéa ocena greske interpolacije

lu—u!||p < Cles +e1/*)2h + CH2.

Dokaz: Na €, koriste¢i (4.24), (4.27), ocene iz Leme 4.6.1 i definiciju mreze
(3.26), (4.23) dobijamo

Hu - uIH%Z(RllURl,QJ\/fy) < Ch'! ('ua4||umcH%Q(R“URLQMy)

+ /'L(;251 ||u$y ||%2(R11UR1,2My) + 6% ||uyy||2L2(R11UR172My)>

<Ch(ug " + p Ve + VE), (4.104)
2M,—1
Z Ju— UIH%%RU) <Ch* (M54\|UmHi2(Qo) + NEQHQU:ryH%%QO)
j=2

192y 220 ) < CH (15" + ©), (4.105)



Ocena greske na Duranovoj mrezi 113

Mo
Z Ju— UIH%?(RﬂuRi,QMy < Ch4<||x2um‘|%2(90) + 61||xuxy||%2(90)
i=2

+ 32y ) < CRUC+ VED),  (4.106)

My 2My—1

Z Z Ju — UIH%?(Rij) < Ch4(||x2um\|%2(go) + ||acyuxy||%2(90)
=2 j=2

1Py 220 ) < OB (4.107)
Dalje, ocene (4.104)-(4.107) zajedno daju
Ju — || 120 < CR.
Na €2, slicnim razmatranjem, dobijamo
Ju — || 12,y < CR.

Parcijalne izvode greske na €2y, na osnovu (4.25)-(4.26), (4.28)-(4.29) i
pomocu ocena iz Leme 4.6.1, ocenjujemo sa

1= Yol By < OB (3 s

eilltay 32 rimsaney) ) S Ch2io, (4.108)

2M,—1
> = alFagry) < 1 (o lttae I3 + Ittayl )
j=2

< CRh? g, (4.109)
My
>l = w e i, angy) S OB (0t a0y + 21l 200 )
=2
< Ch? o, (4.110)
My 2My—1
Z Z [ (w — UI):cH%?(Rij) < ChQ(quwJCH%Q(QO) + Hyuwa%Q(Qo))
i=2 j=2

< Ch?py, (4.111)
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tako da iz (4.108)-(4.111) sledi
[(u — Ul)x“%?(ﬂo) < Ch?po. (4.112)
Analogno dobijamo
1w = u")ullZ2 0,y < CR2 . (4.113)
Ocenu parcijalnog izvoda po drugoj promenljivoj greske interpolacije na

)y dobijamo koristeci iste ocene kao i pri izvodenju ocena parcijalnog izvoda
po prvoj promenljivoj. Naime, vazi

1= sy < OR (145 Nt s v,

—1/2
1l e rims ey ) € CH312 (4114)

2M,—1
> lw=u")ylem,,) <CH? <M62Huyxlli2(go) + !\yuyylli2<go)>
=2
< Ch2%;?, (4.115)
Mo
Dl = a1 ryums g, ) < CH? (\IwywHimO) + €1Huyy\li2(m>>
=2
< Ch%Y?, (4.116)

=2 j=2

< Ch2%;?, (4.117)
tako da iz (4.114)-(4.117) sledi
(= u!)y |32, < Ch2er . (4.118)
Analogno se dobija

(= u!)y 220, < Ch?e; 2. (4.119)
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Dalje, mnozeéi (4.112), (4.113), (4.118), (4.119) sa &q, sumirajuéi, a potom
korenujuci, dobijamo

VELIV(u — ul)|| 2@ < Clea + /%) 2h,

¢ime je dokaz zavrsen. |

4.6.2 Konvergencija u energetskoj normi

Teorema 4.6.2. Ako su pretpostavke Teoreme 4.3.1 zadovoljene, tada na
Duranovoj mrezi (3.26),(4.23) greska diskretizacije zadovoljava

[u! —u |5 < Cley + £1/*)2h + Ch2.

Dokaz: Neka je x = u! — u”. Difuzioni i reakcioni deo ocenjujemo na isti
nacin kao u dokazu Teoreme 4.5.2.

Konvektivni deo na Qy ocenjujemo koristeéi Kogi-Svarcovu nejednakost,
Teoremu 4.6.1 i (3.10), te dobijamo

l£2(b 7, XDl < CealIne | 22(020) [1X 22 (020)
< Ceah®pol| x|l 29 < CR?||X] -

Da bismo ocenili konvektivni deo na €2; koristimo sledec¢e ocene,
HamTZSH%?(Ql) <Ch?, HaﬂhOH%?(Ql) <Ch?,
102712117 200y) < CH*V/ET, 101801262,y < Ch*y/ex,
dobijene iz (4.25)-(4.26) i (4.28)-(4.29). Na osnovu njih je
l€2(b(Dans + Do + Ozmiz + a7, X) e,
< C3(J0msllan) + 10umollizcon) + 10l 20

+ 1082200 ) X200y < Coah?llx e (4.120)

Parcijalnom integracijom dobijamo |e2(bn,, x)a| = |e2(bn, x2)a|- Kako je na
osnovu (4.24) i (4.27)

_1/2 —1/2 1/4
il z2any < CR2ui ", 17| 20y < CR2uy 2e),
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dobijamo

_ €
s+ 75 X < Coi 12V o, < €, (4121
na osnovu (3.11). Iz (4.120) i (4.121) sledi ocena konvektivnog dela na 2,
¢ime je dokaz zavrsSen. [ |

Kao direktnu posledicu Teoreme 4.6.1 i Teoreme 4.6.2 dobijamo sledece
tvrdenje.

Teorema 4.6.3. Neka je u Galerkinova aproksimacija reienja u problema
(4.1)-(4.3) dobijena koriséenjem bilinearnih elemenata na Duranovoj mreZi
(3.26), (4.23). Ako su pretpostavke Teoreme 4.3.1 zadovoljene, tada je

u—uN||g < Cles + &) /2h + Ch2.
1
Napomena 4.6.1. Pretpostavimo li da je h < CN~', onda vaZi ocena
lu —uM g < Clea + &) V2N + ON2,

koju smo dobili i prilikom numerickog resavanja problema (4.1) Galerkinovim
postupkom konacnih elemenata na Duran-Siskinovoj mrezi. O

Napomena 4.6.2. Ocene iz Teorema 4.5.3 1 4.6.3 vaZe kako za bilinearne
tako i za linearne elemente. O

4.7 Numericki eksperimenti

U ovom delu eksperimentalno potvrdujemo teorijske rezultate dobijene
u Glavi 4. Sva racunanja su sprovedena koriséenjem programskog paketa
MATLAB R12. Pri programiranju koris¢eni su rezultati rada [2]. Diskretni
problem je resavan MATLAB-ovom biCGStab rutinom, [65]. Za parametre
mreze smo uzimali 7o =4, 1 =8i7, =4,p=0.5,0 =0.5 kaoiy=0.5.
Uslovi (3.12), (4.22) i pretpostavke Teoreme 4.3.1 su zadovoljeni za sve izbore
singularnih parametara €; i €59. Svi integrali su racunati koriséenjem 3 x 3
Gaus-Lezandrovih kvadraturnih formula.

Konkretan problem koji ¢emo ovde razmatrati je preuzet iz rada [95], i
glasi

—1Au+ (3 —2)u, +u = f(z,y) =€,

(4.122)
u=0, na 01,
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gde je funkcija f(z,y) birana tako da je

u(z,y) = %(1 _ emeha/(2e0)) (]  gmeaka(1-0)/(220)) (1 _ o=/VET) (] — ~(1-)/VET)

(4.123)
tacno resenje i k1o = F1 4 /1 + 16¢, /3. Primeri resenja za odredene vred-
nosti perturbacionih parametara, gde se slojevi jasno vide, prikazani su na
Slikama 4.11-4.13.

Slika 4.11: Ta¢no resenje problema (4.122) za gy = 107* i g = 1072

Sa e}, oznacavamo gresku u energetskoj normi koja je dobijena prilikom
racunanja aproksimativnog resenja polaznog problema sa bilinearnim ele-
mentima, a sa e} gresku dobijenu racunanjem sa linearnim elementima,
i to ili na Duran-Siskinovoj ili Duranovoj mrezi. U tabelama, Ng i Np
oznacavaju ukupan broj évorova Siskinove i Bahvalovljeve mreze za dvodi-
menzionalni problem konvekcije-reakcije-difuzije, dok eév i el¥ predstavljaju
gresku postupka u energetskoj normi koja je dobijena koris¢enjem bilinearnih
elemenata.

Siskinova mreza je konstruisana kao u [93], dok je Bahvalovljeva u x
pravcu data sa (3.20), a u y pravcu je konstruisana na isti nac¢in kao i u x
pravcu s tim da su tranzicione tacke 7, /8\/e1In pg i 1 —7,/04/€1 In 1y Prili-
kom numerickog izra¢unavanja resenja problema (4.122) na Duran-Siskinovoj



118 Dvodimenzionalni problem konvekcije-reakcije-difuzije

0.24]
0.2

Slika 4.13: Ta¢no reSenje problema (4.122) za g1 = 10710 i g5 = 1073.

mrezi koristili smo parametar mreze h iz intervala (0,1) i N = 32. Ni-
smo uzimali u obzir vec¢i broj ¢vorova u grubom delu mreze zbog obimnog
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Tabela 4.1: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj mrezi za (4.122)
sa &1 = 10_107 &9 = ].0_3, T0 :4, 1 :8, Ty =41 N = 32.

h | My | My | M, e e Ng(Ng) e ey

08| 6 | 8 | 8 |4.89(-4) [541(—4) | 960 |3.12(—4) | 1.88(—4)
0.4 | 12 | 14 | 14 | 1.21(-4) | 1.98(—4) || 1260 |1.97(—4) | 1.01(—4)
0.2 | 25 | 29 | 29 | 2.75(-5) | 4.12(=5) || 3150 |6.32(—5) | 3.83(—5)
0.1 | 53 | 61 | 61 | 8.64(-6) | 9.87(—6) | 10010 | 2.61(—5) | 9.69(—6)
0.07| 80 | 90 | 90 | 3.76(-6) | 4.91(—6) | 21576 | 9.85(—6) | 4.63(—6)
0.05 | 117 | 131 | 131 | 1.69(-6) | 2.69(—6) | 36960 | 5.41(—6) | 2.12(—6)

Tabela 4.2: Greska u energetskoj normi na Duran-Siskinovoj mrezi za (4.122)
sae; =107 e=10" 10=4,77, =8, 7, =41 N =32,

h | My | My | M, | ey, e Ng(Np) eq en

08| 6 | 6 | 8 |5.74(-4)[8.06(—4) | 888 |[3.22(—4) | L.72(—4)
0.4 | 12 | 12 | 14 | 1.19(-4) | 2.35(—4) | 1204 | 1.83(—4) | 9.93(—5)
02 [ 25 | 25 | 29 |2.51(-5) | 4.77(—5) | 3084 | 6.14(=5) | 3.54(—5)
01 | 53 | 53 | 61 | 7.70(-6) | 1.23(—5) | 9980 |2.43(=5) | 9.63(—6)
0.07 | 80 | 80 | 90 | 3.13(-6) | 5.27(—6) | 21526 |9.62(—6) | 4.92(—6)
0.05 | 117 | 117 | 233 | 2.14(-6) | 2.36(—6) || 36900 | 5.35(—6) | 2.15(6)

racunanja potrebnog za dobijanje numerickog resenja. Pretpostavka je da i
u dvodimenzionalnom slucaju postoji potreba za uzimanjem dovoljnog broja
évorova mreze u grubom delu Duran-Sigkinove mreze u cilju dobijanja rezul-
tata koji su bliski ili ¢ak bolji od rezultata koji su dobijeni na Bahvalovljevoj
i Siskinovoj mrezi. Numericki rezultati su pokazali da je u dvodimenziona-
Inom slucaju i za N = 32 to ve¢ zadovoljeno (Slike 4.14 1 4.15). Za parametre
problema (4.122) smo koristili by = 2, ¢y = 1, a za konstantu B iz (3.7) smo
uzeli B = 3.

Iz Tabela 4.1, 4.2, 4.3 i 4.4 jasno se vidi da su rezultati dobijeni korisce-
njem bilinearnih elemenata bolji od rezultata dobijenih sa linearnim elemen-
tima. Data su i poredenja sa rezultatima dobijenim na Siskinovoj i Bahvalo-
vljevoj mrezi. Kao i kod jednodimenzionalnih problema, i ovde se uocava da
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Tabela 4.3: Greska u energetskoj normi na Duranovoj mrezi za (4.122) sa
€1 = 10710, Eg9 = 1073,

h | My | My | M, | €} ey Ng(Np) el ey

0.8 | 11| 28 | 20 [5.09(-5) | 5.57(—5) || 1980 |9.12(=5) | 9.02(=5)
0.4 | 21 | 50 | 36 | 1.64(-5) | 2.61(—5) || 4524 |5.27(—5) | 5.10(5)
0.2 | 41 | 95 | 70 |4.43(-6) | 4.73(—6) | 16112 | 6.42(—6) | 6.17(6)
0.1 | 84 [187 [ 139 | 9.57(-7) | 9.75(=7) || 45400 | 1.01(=6) | 9.87(=7)
0.07 | 122 [ 269 | 201 | 5.30(-7) | 5.30(=7) || 68208 | 6.18(=7) | 5.96(—7)
0.05 | 176 | 379 | 285 | 3.84(-7) | 2.48(—7) || 82024 |2.72(—7) | 2.50(7)

Tabela 4.4: Greska u energetskoj normi na Duranovoj mrezi za (4.122) sa
g1 =1077, g9 = 10710,

h | My | My | M, | ey e Ng(Np) ey ey

0.8 [ 10 | 10 | 10 |5.52(-4) | 5.78(—4) || 576 | 5.60(—4) | 5.68(—4)
0.4 [ 18 [ 18 | 19 [4.89(-5) | 5.01(—5) || 1820 |1.03(—4)|9.43(—5)
0.2 | 36 | 36 | 38 | L.21(-5) | L.34(—5) | 4752 |3.02(—5) | 1.98(5)
01| 75 | 75 | 79 |6.51(-6) | 6.77(—6) | 8760 | L.75(—5) | 1.02(=5)
0.07 | 111 | 111 | 116 | 2.07(-6) | 2.31(=6) || 27608 | 6.13(—6) | 3.02(—6)
0.05 | 160 | 160 | 167 | 9.75(-7) | 9.98(=7) || 56612 | 2.99(—6) | 9.82(=7)

su rezultati dobijeni na Duranovoj i Duran-Siskinovoj mrezi bolji od rezulta-
ta na Siskinovoj mrezi i uporedivi sa rezultatima na Bahvalovljevoj mrezi.
Red konvergencije, pri koris¢enju rekurzivno zadatih mreza, kao sto su Du-
ranova i Duran-Siskinova, u dvodimenzionalnom slu¢aju ne moze se ra¢unati
primenom standardne formule, jer se broj ¢vorova mreze ne udvostrucuje iz
iteracije u iteraciju.

Dobijeni rezultati sa bilinearnim kona¢nim elementima, graficki predsta-
vljeni na Slikama 4.14 i 4.15, jasno pokazuju prvi red konvergencije i po-
tvrduju dobijene teorijske rezultate.
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Slika 4.14: Poredenje postupaka na problemu (4.122) sa &y = 10719, gy =
1073,
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Slika 4.15: Poredenje postupaka na problemu (4.122) sa &, = 1075, &, =
10710,
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Glava b

Zakljucak i dalji pravci istrazivanja

U ovoj doktorskoj disertaciji predstavljene su Bahvalovljeva, Duran-Siski-
nova i Duranova mreza za jednodimenzionalni problem konvekcije-reakcije-
difuzije, kao i Duran-Siskinova i Duranova mreza za dvodimenzionalni pro-
blem konvekcije-reakcije-difuzije. Dati problemi resavani su Galerkinovim
metodom konacnih elemenata na pomenutim slojno-adaptivnim mrezama.
Prilikom analize greske numerickog postupka dokazan je prvi red konvergen-
cije u energetskoj normi.

Za singularno perturbovane probleme moze se desiti da standarni po-
stupak Galerkina produkuje oscilatorna numericka resenja, cak i u slucaju
koriséenja adaptivnih mreza. Stoga, pretpostavljamo da bi se dobijeni red
konvergencije mogao poboljsati primenom ,streamline-diffusion” postupka
[23,24,33,52,88-90] konacnih elemenata. Postoje razlicite varijante ovog po-
stupka [22, 53], a ono s§to ih karakterise jeste da su stabilniji u odnosu na
standardni Galerkinov postupak konaé¢nih elemenata.

Kao primer navodimo ,streamline-diffusion” postupak koriséen u [78] za
jednodimenzionalni dvoparametarski singularno perturbovani problem. Kre-
nimo od standardne slabe formulacije problema (3.1)-(3.2) koja glasi:

na¢i u € H}(Q) tako da je
ac(u,v) = (g1, V') + (9 b’ + cu,v) = (f,v) za svako v € H} ().
(5.1)
Za ,streamline diffusion” metod konaé¢nih elemenata potrebno je modifi-
kovati Galerkinov bilinearni operator ag uvodeéi lumping” za ¢lan (cu,v) u

123
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(5.1):

N-1

acr(u,v) = e (u,v") + ea(bu/,v) + Z Ry Cr Uk, U,
k=1

gde je cp = c(xp), up, = u(xy), vy = v(xg), hi = (hithi1)/2,i=1,...,N—1.
Uvodimo a(u,v) = agr(u,v) + agr(u, v), gde je

N Tk
asr(u,v) == Z / Op(—e1u” + ebu’ + cu)v' dx,
k=1
-1

za parametar 0, koji ¢emo kasnije odrediti, i biramo da je V¥ prostor deo po
deo linearnih elemenata na datoj mrezi, te definiSemo ,,streamline diffusion”
metod na slede¢i nacin:

{naéi uV € VN tako da je

a(u, o) = fN(N) za svako vV € V¥V,
gde je

N/ N\ .__ N al i N/
NN = (FoM) D)0 G f (N) da
k=1, .,

Ovaj metod generise diferencnu Semu
—81(D+Ui - D*ul) + OéiD+UJZ' + ﬂlDinZ + Yil; = fN(QOZ'), (52)

gde je
Tit1
a; =hi1 / (e2b@ip1pi + 0ip182 bl ) + 0i1 cpirap)) da,

T4

Ty

Bi =h; / (g2 bopypi + 0ic2 b i + i copirpy_) du,

Ti—1
=i Tit1
vi =hici +6; / c@ida + 0ip / ¢} da,
Ti—1 Zi

zat=1,...,N — 1.
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Izbor parametra J; je odreden strukturom matrice sistema (5.2). Naime,
zahtevamo da matrica sistema bude M-matrica. Ako je korak mreze dovoljno
mali, Galerkinov postupak moze da se primeni, to jest moguc¢ je izbor 9; = 0,
sto sledi iz uslova )
si=0 < €1, t). eahib; < e,

1

gde je b = (1/hz)f$ bp;_1 dx. Inace, biramo §; iz uslova «;_; = 0. Sa

Ti—1
oznakama

x €Ty

1 -1

i—1 Ti—1

ovaj uslov je ekvivalentan sa

5 (gzb n c) .

Konac¢no, dobijamo
0, ako je g5 h; lA)z < eq,

0; = eabih;

—, mace.
Egbi + Cihi

U radu [78] autori su dokazali skoro drugi red konvergencije u maksi-
mum normi za ,streamline-diffusion” postupak sa linearnim elementima na
Siskinovoj mrezi. Ako bi se goreopisani ,,streamline-diffusion” postupak pri-
menio na mrezama razmatranim u tezi, ocekujemo da bi analiza na Durano-
voj i Duran-Siskinovoj mrezi bila vrlo sli¢na sa analizom u radu [78], dok bi
analiza na Bahvalovljevoj mrezi zahtevala neku drugu tehniku.

Pored analize raznih stabilizacionih postupaka konac¢nih elemenata, bila
bi zanimljiva analiza i na drugim mrezama, na primer datim u [20, 73].

Dobijeni red konvergencije moze se poboljsati uvodenjem polinomnih
funkcija viseg stepena kojima vrsimo aproksimaciju resenja posmatranih pro-
blema, kao u [15,24]. Stoga, uvedimo prostor kona¢nih elemenata

VN’T = {U € C(ﬁ) . U‘(xi_hxi) S ]P)T(.’Eifl,iﬂi),i = 1,2, ey N}

koga ¢ine deo po deo polinomi stepena r, gde je r > 1.

Generalizacija polinomima viseg reda na Bahvalovljevoj mrezi (3.20) zah-
teva aproksimacione operatore koji imaju osobine (2.12)-(2.15), kao i do-
voljno veliko 7 u (3.17) (tj. 7 > r+ 1, gde je r stepen polinoma). Numericki
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Tabela 5.1: Greska u energetskoj normi i red konvergencije na mrezi Bahva-
lovljevog tipa za problem (3.61)

r=2 r=3

N e% p% eV Il e% p% eV v

24 [ 7.310(=3) | 1.959 | 1.242(—1) | 1.080 | 2.227(—3) | 2.891 | 5.490(—2) | 1.827
25 [ 1.880(—3) | 1.990 | 5.874(—2) | 1.564 | 3.001(—4) [ 2.972 | 1.548(—2) | 2.236
20 [ 4.734(—4) | 1.997 | 1.987(—2) | 1.852 | 3.824(—5) [ 2.992 | 3.285(—3) | 2.662
27 [ 1.186(—4) | 1.999 | 5.504(—3) | 1.959 | 4.808(—6) | 2.991 | 5.192(—4) | 2.898
28 12.967(—5) | 1.999 | 1.416(—3) | 1.989 | 6.047(=7) | 2.980 | 6.966(—5) | 2.973
29 [ 7.423(—6) | 1.999 | 3.565(—4) | 1.997 | 7.665(—8) | 2.971 | 8.872(—6) | 2.993
210 11.857(—6) | 2.000 | 8.929(—5) | 1.999 | 9.778(—9) | 2.977 | 1.114(—6) | 2.998
211 174.643(—7) | 2.000 [ 2.233(=5) [ 2.000 | 1.242(—9) | 2.989 | 1.395(—7) | 3.000
212 11.161(-7) | — [5.584(—6)| — |[1.565(—=10) | — |1.743(-8)| -

testovi u Tabeli 5.1 pokazuju uniformnu konvergenciju za Galerkinov metod
konacnih elemenata na predlozenoj mrezi sa redom O(N~").

Za aproksimaciju reSenja konaénim elementima u” € VN" N H}(Q) oce-
kujemo slede¢u ocenu greske

lu—uN||p < Cles + /)PNT 4+ CN-HD),

U [15] je dato da se aproksimacioni operator sa osobinama stabilnosti moze
konstruisati kao preslikavanje iz LP()) na prostor splajn funkcija reda r + 1.
Ako za element [; = (z;_1,x;) definiSemo A = (z;_,_1, %, ), tada se ocene
tipa (2.12) i (2.13) mogu koristiti sa k& < r 4+ 1 (videti [15, Poglavlje 5,
Teorema 4.4 i Teorema 4.5]). Sta vise, ako je A C 0, 2n/a-1] U [T3n5)241, 1],
tada iz [15, Poglavlje 7, Teorema 7.4] imamo H'—stabilnost kao ocenu koja
odgovara (2.14) i (2.15), ponovo za k < r 4+ 1. Ovi argumenti bi trebalo
da budu dovoljni da se dokaze analogon Teoreme 3.6.3 o gresci interpolacije.
U analizi greske diskretizacije nenula ¢lan £1(n', ') u (3.36) se moze oceniti
koriséenjem Kogi-Svarcove nejednakosti.

Pretpostavljamo da bi analiza na Duran-Siskinovoj i Duranovoj mrezi
bila jednostavnija od analize na Bahvalovljevoj mrezi, jer nisu potrebne do-
datne pretpostavke o stabilnosti interpolanta, to jest mogao bi se koristiti
Lagranzov interpolant.

Poslednjih godina prilikom istrazivanja singularno perturbovanih pro-
blema postavlja se pitanje koja je prava norma za merenje ocene greske po-
stupka konacnih elemenata. Neuravnotezena priroda standardne energetske
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norme implicitno je pokazana u [106], gde je diskretna energetska norma za
jednodimenzionalni problem reakcije-difuzije ograni¢ena sa

0(61/2(N_11HN)p+1 + N‘(p“)),
a za problem konvekcije-difuzije sa
C((N"'In NPt + N7P),

gde je p stepen slobode kona¢nog elementa. Faktor £/2 nije prisutan u oceni
za problem konvekcije-difuzije jer se e—tezinska H' i L? komponenta resenja
ponasaju kao O(1), sto znaci da je, za razliku od problema reakcije-difuzije,
standardna energetska norma balansirana za problem konvekcije-difuzije.
Termin balansirana norma, koja je inace slabija od standardne £;—tezi-
nske norme, javlja se u [26,42,71,72,80]. Naime, ocena greske za postupak
konaé¢nih elemenata je prirodno uglavnom racunata u odgovarajucoj energe-
tskoj normi, ali u sluc¢aju singularno perturbovanih problema ova norma nije
uvek adekvatna. Kako slojne komponente resenja (3.1) imaju sledece osobine

Cet 22 < 0
max{|le P07, [l P gy < 0T T
Cey/", &1 < Ce2,

potrebno je dodatno ispitati ostrinu ocene greske u Teoremama 3.6.3, 3.7.3 i
3.8.1. Za problem (3.1) balansirana norma bi bila

ollly = " (v, 0) + (v, 0).

Za dvodimenzionalni problem reakcije-difuzije resavan na Siskinovoj mrezi
Galerkinovim metodom konac¢nih elemenata sa linearnim i bilinearnim ele-
mentima u [72] pokazana je sledeé¢a ocena

llu = u¥|llrp < CN~H(In N)*2,
dok je za Qi elemente sa k > 1 dokazan i analogni rezultat
llu = u¥|llrp < CN"P(In NP2,
u balansiranoj normi |||v|||rp = €'2|| Vvl r20) + |0l 22(9)-

Tako je e—tezinska norma prirodna norma za singularno perturbovane
probleme konvekcije-difuzije sa eksponencijalnim slojevima, ona je ipak slaba
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za opisivanje karakteristika ovih slojeva. Stoga je potrebno pomenute pro-
bleme posmatrati i u balansiranoj normi. Premda je analiza greske u balan-
siranoj normi za problem konvekcije-difuzije mnogo zahtevnija, u [26] je za
,streamline-diffusion” postupak sa bilinearnim kona¢nim elemenatima doka-
zan sleded¢i rezultat

llu —u™[lep < CNTHInN)*/2,
u balansiranoj normi |||v|||cp = '2||va| 2 + /vyl 2 + [[v]|22(0)-

Predlozena poboljsanja implementirana kako za jednodimenzionalni, tako
i za dvodimenzionalni problem razmatran u tezi, predstavljaju otvorene pro-
bleme za moguée dalje pravce istrazivanja. U radu [74] mogu se naéi jos neka
otvorena pitanja za singularno perturbovane probleme.
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Spisak oznaka

Skupovi, prostori, norme

skup prirodnih brojeva
skup realnih brojeva

vektorski prostor uredenih N-torki nad poljem R

otvoren i ograni¢en skup u R” i njegovo zatvaranje
rub oblasti (2

prostor realnih i k-puta neprekidno diferencijabilnih
funkcija na €2

prostor realnih i k-puta a—Helder-neprekidno dife-
rencijabilnih funkcija na €2

prostor realnih beskonacno diferencijabilnih funkci-
ja sa kompaktnim nosacem u 2

prostor merljivih funkcija definisanih na Q ¢&iji je
p-ti stepen integrabilna funkcija, p € [1,00), i odgo-
varajuca norma

prostor merljivih i esencijalno ogranic¢enih funkcija
na €2 i odgovaraju¢a norma

prostor p-lokalno integrabilnih funkcija na €, p €
[1,00)

prostor Soboljeva funkcija definisanih na €2 sa izvo-
dima najviseg stepena k u L?(Q), k € NU {0}
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()2 skalarni proizvod na L*(Q)
|- llwro@), |- |wes@ norma iseminorma na W?(Q)
|-z energetska norma
HE(Q) kompletiranje prostora C§°(€2) u odnosu na
normu || - || gx (o)
H*(Q prostor Soboljeva W*?2((2)
H( prostor Soboljeva funkcija iz H'(2) sa u(z) = 0,
x € 0f2
Pi(K) prostor polinoma najviseg stepena k definisanih
na skupu K
Qr(K) prostor polinoma definisan na strani 20
VN prostor konac¢nih elemenata
R(e1,e2) dopustivi skup perturbacionih parametara
Operatori
A,V Laplasov operator, gradijent
D* uopsteni izvod funkcije reda o

Uz, Uy, Optl, Oyl

parcijalni izvod prvog reda funkcije u

Uy Ugy, Uyy, Ozzll, Ory, Oyyu  parcijalni izvod drugog reda funkcije u

(e

esssupgeo|u(z)|

D*, D~
A

Funkcije

u
b, b - (bl, bg)

restrikcija funkcije u na skup s
esencijalni supremum za |u| na €, tj. infi-
mum konstanti M za koje je |u(x)| < M,
x € (), osim na skupu mere nula

diferencni operator prvog reda
,stiffness” matrica

element matrice A

reSenje konturnog problema
koeficijent konvekcije
koeficijent reakcije

desna strana (izvor) diferencijalne jednacine
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[ linearna funkcionela

S regularna komponente resenja

E; slojna komponente resenja u 1D

Ei; slojna komponente resenja u 2D

lié\] korekciona funkcija definisana na strani 48

a(-,+)  bilinearna forma

v(x)  spoljasnji jedini¢ni normalni vektor za x € 9

¢o, 1 generativne funkcije Bahvalovljeve mreze

Parametri i funkcije diskretizacije

T triangulacija (mreza) domena )

Qo, 1, Qy, Qcy Qoy, D1y, Qoo, 211 poddomeni domena €2

K, K; elementi triangulacije

meas(r) Lebegova mera elementa x

diam(k) dijametar elementa x

(K, Py, Yk) kona¢ni element

ulv numericko resenje za u

ul interpolaciona funkcija za u

v kvazi-interpolant funkcije v

n greska interpolacije

X razlika izmedu u’ i u”

e, dV greska u energetskoj normi

e, dy greska u energetskoj normi na dopu-
stivom skupu R

eév greska u energetskoj normi dobijena
na Siskinovoj mrezi

ey greska u energetskoj normi dobijena
na Bahvalovljevoj mrezi

egs greska u energetskoj normi dobijena
na Duran-Siskinovoj mrezi

ey greska u energetskoj normi dobijena

na Duranovoj mrezi
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e, greSka u energetskoj normi dobijena bilinearnim
elementima

el greska u energetskoj normi dobijena linearnim ele-
mentima

Vi bazne funkcije konacnodimenzionalnog prostora
VN (i=0,...,N)

N; bazne funkcije na elementu

905, gpiLj bilinearna i linearna globalna bazna funkcija

JB, Jt Jakobijan bilinearne i linearne transformacije

€1, €2 singularno perturbovani parametri

N ukupan broj ¢vorova mreze

Np broj ¢vorova Bahvalovljeve mreze

Ng broj évorova Sigkinove mreze

Np broj ¢vorova Duranove mreze

My, M,y broj évorova Duran-Siskinove i Duranove mreze u
slojevima uz x = 0 i x = 1, respektivno

o, fh1 reSenja karakteristicne jednacine posmatranih pro-
blema

h; koraci mreze

he ri;s Py.Ri; koraci mreze u z (y) pravcu pravougaonika R;;

N, makroelement

H precnik unije dva susedna makroelementa

R;; pravougaonik mreze

h parametar Duranove i Duran-Siskinove mreze

Ao, A1, 5\0, 5\1, :\y tranzicione tacke mreze Siskinovog tipa

09, 01 tranzicione tacke mreze Bahvalovljevog tipa

D, T, To, T1, Ty

Ok

parametri tranzicionih tacaka mreze

parametar ,streamline-diffusion” metoda konac¢nih
elemenata

Konstante, parametri i ostale oznake

«  konstanta koercitivnosti bilinearne forme a



Spisak oznaka 133

M, konstanta neprekidnosti bilinearne forme a
M, konstanta neprekidnosti linearne funkcionele [
dij Kronekerov simbol

pv red konvergencije

R red konvergencije na dopustivom skupu

pgg red konvergencije na Duran-Siskinovoj mrezi
py red konvergencije na Duranovoj mrezi

by, co, v pozitivne konstante
» zavi 1&;
c konstanta nezavisna od x

C konstanta nezavisna od singularno perturbovanih parametara i
parametara mreze

) pozitivna konstanta iz Teoreme 3.3.1
(z,y) globalne koordinate

(&,0) lokalne koordinate

@ Landauov simbol

O kraj napomene i primera

| kraj dokaza
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