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PREDGOVOR

Singularno perturbovani problemi (SPP) se sistematski proucavaju od ranih 70-ih godina proslog
veka. Danas se istraZivanja temelje na najvaznijim postupcima za reSavanje SPP koji su uglavnom
razvijani od 1996. godine. Parcijalne diferencijalne jednacine hidrodinamike, koje se date u [52]
predstavljaju primere singularno perturbovanih problema. One su bile glavni pokretacki motiv za
izucavanje SPP.

SPP cesto predstavljaju matematicke modele procesa u aerodinamici, hemijskim reakcijama i
biologiji [49, 56, 74], a neretko se pojavljuju i u primenjenim problemima u tehnologiji, tehnici i
finansijskoj matematici.

U disertaciji razmatramo specijalnu klasu SPP-a - probleme reakcije-difuzije u jednoj i dve di-
menzije. Veéina nau¢nih radova koristi diferencne Seme i razliCite tipove FEM-a za reSavanje ovog
tipa problema, dok se u samo nekoliko radova koriste kolokacioni postupci. To je bio glavni podsticaj

i motiv da u ovoj disertaciji dalje proucavamo splajn kolokacione postupke na adaptivnim mreZama.

Disertacija je podeljena u slededih Sest glava:
1. Uvod
2. Pregled osnovnih definicija i tvrdenja
3. Polinomni splajnovi
4. Adaptivne mreze
5. Splajn kolokacioni postupci za SPP

6. Kolokacioni postupci za 2D problem reakcije-difuzije

Kratak pregled poznatih rezultata dat je u prvoj glavi. Druga glava sadrZi neke osnovne definicije
i teoreme koje koristimo u daljem radu. Pojam splajn funkcija uvodimo u narednoj glavi. U ovom
delu disertacije, konstruisana je i baza za C'!'-splajnove proizvoljnog stepena. Neka ogranicenja za
greske interpolacije, takode, su data u istoj glavi. U Cetvrtoj glavi analiziramo nekoliko tipova adap-
tivnih mreZa, Cije vaZne osobine i dokazujemo.

Sledece dve glave sadrZe originalne rezultate. U petoj glavi primenjujemo C'-splajn kolokacione
postupke da bismo numericki resili problem reakcije-difuzije u jednoj dimenziji. Za tacke kolokacije
koristimo nule LeZandrovih polinoma. Takode, izvodimo i apriorne i aposteriorne ocene greSaka
postupaka u supremum normi. Za kolokacije sa C''-kvadratnim splajnom izvodimo apriorne ocene
na dve razli¢ite adaptivne mreZe (modifikovanoj Siskinovoj i rekurzivno generisanoj mre#i), dok za
kolokacije sa C''-splajnovima proizvoljnog stepena dobijamo aposteriornu ocenu greske postupka na

proizvoljno izabranoj mreZi diksterizacije. U poslednjoj glavi posmatramo dvodimenzionalni pro-

iii
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blem reakcije-difuzije koji diskretizujemo pomocu kolokacionog postupka sa C'!-bikvadratnim splaj-
nom. Takode, dobili smo i aposteriornu ocenu greske ovog postupka na proizvoljnoj mreZi. Nu-
mericki rezultati, dobijeni u programskim paketima Mathematica i Matlab, potvrduju sve izvedene

teorijske rezultate u ovoj disertaciji.
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Glava

UVOD

U prvom delu disertacije, razmatraéemo jednu klasu SPP-a — linearni problem reakcije-difuzije u
jednoj dimenziji, koji glasi: Naéi u € C°[0,1] N C?(0, 1) tako da je

Lu(z) = 2" (z) + r(z)u(z) = f(x), z€(0,1), (L1)
u(0) = go, u(l) = g1, '

gde je e € (0, 1] mali parametar. ReSenje ovog problema se u opstem slu¢aju naglo menja u okolinama
taaka x = 01z = 1, odnosno kada reSenje redukovanog problema (za ¢ = 0) ne zadovoljava
grani¢ne uslove.

U ovoj glavi ¢emo ukazati na neke poznate postupke koji su razvijani za numeri¢ko reSavanje
problema (1.1). Uporedo, naves¢emo i Sta je originalni doprinos u ovoj disertaciji uz napomenu u
kojem delu disertacije se ti rezultati nalaze.

Klasi¢ni metodi na ekvidistantnim mrezama ne daju dobre numericke rezultate za problem (1.1).
Stavise, ti metodi su neefikasni i neprecizni, ¢ak i kada posmatramo problem u samo jednoj dimenziji,
a kada perturbovani parametar € uzima malu vrednost. Zbog toga je neophodno konstruisati postupke
koji ¢e davati dobre aproksimacije reSenja problema (1.1), bez obzira na to koliko malu vrednost
uzimao €.

KaZemo da je postupak e-uniformno konvergentan, u normi || - || sa redom konvergencije r, ako
vazi

lv —un| < CNTT,

gde je u tacno reSenje problema (1.1), a u aproksimacija reSenja u na mreZi sa N + 1 ¢vorova. Sa
C oznacavamo pozitivnu konstantu nezavisnu od € i V.
Dakle, osnovni cilj numerickih postupaka za reSavanje SPP-a je e-uniformna konvergencija. U

literaturi su prisutna dva generalna pristupa u konstrukciji uniformno konvergentnih metoda.

e Postupci fitovanih operatora predstavljaju prvi takav pristup. Ovi metodi podrazumevaju za-
menu klasi¢nog diskretnog operatora specijalno kreiranim operatorom koji odrazava prirodu
SPP-a. Odgovarajuéi numeric¢ki metod se tada dobija primenom fitovanog diskretnog ope-
ratora na ekvidistantnoj mreZi. Prva uspes$na analiza ovog metoda izvedena je u [27]. Posle
toga ova tehnika je dalje razvijana. Neke od uniformno konvergentnih metoda fitovanih opera-
tora moZemo naéi u [49] i u [56]. Eksponencijalne splajn diferencne Seme, koje su uniformno
konvergentne, razvijane su u [62, 66, 69, 71, 72]. Ipak, ovi metodi imaju svoja ogranicenja,

pogotovo u viSe dimenzija, Sto sprecava njihovu Siru upotrebu.

e Drugi pristup koji omogucuje kreiranje e-uniformno konvergentnih metoda, podrazumeva kon-
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strukciju specijalnih mreza, koje su prilagodene SPP-u, tj. zgusnute su u granicnom sloju.
Odgovarajuéi numericki metod se tada dobija primenom standardnog diferencnog operatora
na tako konstruisanoj mreZi. Ovakav tip mreze je prvi put konstruisao Bahvalov u [3]. Nakon

toga veliki broj fitovanih (adaptivnih) mreZa je konstruisan i analiziran, videti [17, 45, 61, 79].

Veliki broj autora koristi razlicite tipove diskretizacija na adaptivnim mreZama, ali je mali broj
matematicara izu¢avao kolokacione metode. Samo u malom broju radova ova tehnika je dalje razvi-
jana. Kolokacije sa kvadratnim C'-splajnom za problem (1.1) na adaptivnim mreZama izucavali su
Surla i Uzelac u [69]. Pri tome, splajn po promenljivoj = predstavljaju na svakom intervalu [z;_1, x;]
kao linearnu kombinaciju funkcija iz skupa {1, (x —2;_1), (x —x;_1)?} . Ovaj postupak su analizirali
na Siskinovoj mreZi koriste¢i stabilnost i gresku konzistencije. Greska ovog postupka je uniformno
ograni¢ena sa C' N2 In? N u diskretnoj maksimum normi.

Kvadratni C*-splajn kolokacioni metod za semilinearni problem reakcije-difuzije je analiziran
u [70]. Autori su pokazali da je ovaj postupak konvergentan takode sa redom konvergencije skoro dva
u maksimum normi.

Kubna splajn diferencna Sema (CS) se prvi put pominje u radu [64] i dobijena je pomocu koloka-
cionog postupka sa kubnim C?-splajnom. Ova $ema na proizvoljnoj mrezi A : 0 = g < 71 < ... <

x, = 1 sa koracima mreze h; = z; —x;_1, ¢ =1,..., N, ima sledeéi oblik

-3¢ Wy 6> —3¢2 by
( c + )Ui1+< < +2T¢>Ui+< < ++17'i+1>Ui+1

o 1—1
hihi — 2h; hihiyq hi+h1@ 2h; . CS)
= i +2fi+ 2y
2ﬁif 1+2fi + 2h¢f“’
hi 4+ hit1

uz granicne uslove Uy = gg i Uy = g1, gde je h = s i = r(x) i fi = f(z). SaU;
je oznacena aproksimacija reSenja v u tackama x;, za¢ = 0,1, ..., N. Uniformna konvergencija sa
redom konvergencije skoro dva u ¢vornim tackama Siskinove mreZe je dobijena u [64]. Ri¢ardsonova
ekstrapolacija za CS metod je predloZena u [53], kako bi se dobila bolja aproksimacija.

Kolokacije sa kubnim C2-splajnom za semilinearni problem reakcije-difuzije, na mre#i Bahva-
lova, su posmatrali Herceg, Surla i Rapaji¢ u [24]. Dokazano je da je ovaj metod uniformno konver-
gentan u ¢vorovima mreZe sa redom konvergencije dva. U radu [68], Surla, Teofanov i Uzelac koriste
kolokacioni postupak sa kvadratnim C'-splajnom, ali za kolokacione tacke uzimaju nestandardne
vrednosti koje omoguéuju da odgovarajuca Sema zadovoljava diskretni princip maksimuma. I ovde
je dokazana konvergencija sa skoro drugim redom ta¢nosti u &vorovima Siskinove mreZe. Kolokacije
sa kubnim C'-splajnovima predloZene su u [73], ali bez teorijskih rezultata.

Kombinacija metoda fitovanih operatora i kolokacionog postupka sa kubnim C?-splajnovima raz-
matrana je u [65]. Pokazano je da na Sigkinovoj mreZi ovaj metod konvergira uniformno sa redom
konvergencije skoro dva u ¢vorovima mreZe diskretizacije.

U Glavi 5 ove disertacije smo najpre analizirali kolokacije sa kvadratnim C*-splajnom kako bi
numeric¢ki resili problem (1.1), [44]. De Bur i Svarc su u [13] razvili optu teoriju za splajn koloka-
cione postupke primenjene na klasi¢ne, ali ne i na singularno perturbovane, konturne probleme. Dire-
ktna primena ovog metoda na problem (1.1) rezultira sa ograni¢enjem koje sadrZi "konstantu" koja
teZi beskonacnosti, kada ¢ — 0. Kvadratni C''-splajn, koji predstavlja aproksimaciju resenja pro-

blema (1.1), predstavljamo kao linearnu kombinaciju B-splajnova, a sam problem diskretizujemo na



modifikovanoj Siskinovoj mreZi. NaSa analiza greske postupka se, shodno tome, u potpunosti ra-
zlikuje u odnosu na analizu iz rada [69]. Pokazali smo da je na$ postupak uniformno konvergentan u
odnosu na perturbovani parametar ¢ sa redom konvergencije skoro dva u supremum normi, za razliku
od rada [69] koji daje ocenu greike samo u tatkama mreZe. Stavise, dobili smo i aposteriornu ocenu
greske ovog kolokacionog metoda na proizvoljnoj mrezi. Ovu aposteriornu ocenu smo iskoristili za
kreiranje adaptivnog algoritma, koji generiSe adaptivnu mreZu za proizvoljan broj ¢vorova.

U ovoj glavi smo, takode, razmatrali isti metod na rekurzivno generisanoj mreZi. Kolokacioni
postupak na ovoj mreZi je konvergentan sa redom konvergencije dva u supremum normi, uniformno
do na logaritamski faktor, u odnosu na perturbovani parametar ¢, [54]. Dobijeni numericki rezultati
su zna&ajno bolji nego oni koje dobijamo na modifikovanoj Siskinovoj mreZi.

Jedan od glavnih ciljeva istraZivanja je takode prezentovan u Glavi 5. U drugom delu te glave
razvili smo opSti kolokacioni postupak sa splajnovima proizvoljnog stepena na proizvoljnoj mreZzi
[43]. Problem (1.1) smo diskretizovali pomoéu C'-splajna stepena k + 1, k € N, koji zadovoljava
grani¢ne uslove i diferencijalnu jednacinu (1.1) u nulama LeZandrovih polinoma. Kao glavni rezultat
dobili smo aposteriornu ocenu greSke postupka na proizvoljno izabranoj mreZi. Generalno, aposte-
riorne ocene greSke nam omoguéuju da bolje procenimo kvalitet dobijene aproksimacije, nakon $to
je ta aproksimacija izraCunata. Nasuprot apriornim ocenama, ove ocene ne zahtevaju poznavanje
ogranienja tacnog reSenja i njegovih izvoda. Na kraju Glave 5, prikazali smo i kako se aposte-
riorna ocena moze iskoristiti za generisanje mreZa pomocu takozvanog adaptivnog algoritma, koji
automatski prilagodava mrezu strukturi tacnog resenja.

Sledeca tehnika diskretizacije, koja se Cesto susrece u literaturi, je metoda konac¢nih razlika, koja
diferencijalne jednacine zamenjuje diferencnim jednac¢inama u kojima se sa diferencnim koli¢nicima
aproksimiraju izvodi u SPP-u. Ova tehnika za reSavanje problema (1.1) je koriS¢ena u mnogobrojnim
nau¢nim radovima.

Jedna od Cesto izuCavanih diskretizacija, koja koristi ovaj pristup, daje nam takozvanu standardnu

diferencnu Semu (SD) koja ima sledecu formu

g2 (Ui—H U Ui —-U-

+ hiriUi =hif;, zai=1,...,N —1, (SD)
hit1 h;

uz grani¢ne uslove Uy = go 1 Uy = g1. Pokazano je da ovaj metod uniformno konvergira sa skoro
drugim redom konvergencije na Sikinovoj mreZi, videti [56]. Vulanovi¢ i Teofanov su razmatrali istu
Semu u [82], ali na jednom tipu modifikovane Siskinove mreze. Modifikacija mreZe podrazumeva
nesto drugaciji izbor tranzicione tacke, koja predstavlja prelaz izmedu "finog" i "grubog" dela ove
mreZe. Ova promena ne utice na red konvergencije pribliZnog reSenja, a daje bolje numericke rezul-
tate.

Problem (1.1) je diskretizovan sa SD na proizvoljnoj mreZi u radu Kopteve [31]. Ona je dobila
aposteriornu ocenu koja je uniformno konvergentna na adaptivnim mreZama, a u odnosu na perturbo-
vani parametar €.

Standardna diferencna Sema je kori$¢ena i na mreZi Bahvalova, a za reSavanje semilinearnog pro-
blema reakcije-difuzije sa povratnom tackom, videti [83]. U literaturi nalazimo, naravno, i postupke
konacnih razlika sa vi§im redom konvergencije. Herceg [20] je razvio metod zasnovan na Hermi-
teovim aproksimacijama drugog izvoda (videti takode i [23]) na Vulanovievoj mrezi. Dokazano je

da ovaj postupak konvergira uniformno sa redom konvergencije Cetiri. Problem (1.1) je diskretizo-
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van i pomo¢u kompaktne diferencne Seme, reda Cetiri, u radu [41]. Ova diskretizacija nije inverzno
monotona, ali je pokazana konvergencija ovog postupka na Siskinovoj mreZi sa redom konvergencije
skoro Cetiri.

Vulanovi¢ [76] je konstruisao hibridnu Semu za klasu semilinearnih singularno perturbovanih
problema reakcije-difuzije. PetotaCkasta Sema reda Sest je koriS€ena u vecini tacaka unutar grani¢nih
slojeva, dok je trotaCkasta Sema niZeg reda kori§¢ena na ostatku mreZe. Pod odredenim uslovima ova
kombinovana Sema konvergira na Siskinovoj mreZi sa redom konvergencije skoro Sest u maksimum
normi.

Uporedna analiza razliitih metoda na raznim mrezama data je u [22, 26, 67].

Sledeca Siroko rasprostranjena tehnika diskretizacije je metod konacnih elemenata (FEM — "Finite
Element Method"). Razli¢iti tipovi FEM-a su primenjivani pri reSavanju problema (1.1), videti [39,
56]. Lins [42] razmatra jedan tip FEM-a za reSavanje problema (1.1) na proizvoljnoj mreZi. Diskreti-
zacija sa linearnim konacnim elementima je analizirana i pokazano je da je ekvivalentna standardnoj
diferencnoj Semi SD i naravno skoro drugi red konvergencije je postignut na Siskinovoj mreZi. Ista
diskretizacija je posmatrana i u radu Rosa i Zarin [58], ali za problem reakcije-difuzije sa prekidom.

Takode, Lins [40] razmatra i nemonotonu FEM diskretizaciju

2
_ U1 —-U U —U._ hi i I h: )
o (Tl I e B,
7 i+1 % ) ) (FEM)
_hifica gf, hiv1 fiv1
hi 6 3" B 6
zai=1,..., N —1,uz grani¢ne uslove Uy = g9 i Uny = g1. Pokazano je da je ovaj postupak stabilan

u supremum normi, sa redom tacnosti dva. I apriorna i aposteriorna ocena greSke ovog postupka u
supremum normi se mogu naéi u [40].

Aposteriorna ocena za jedan tip FEM-a u energetskoj normi data je u radu Kunerta [36]. NaZalost,
energetska norma ne opisuje dobro svojstva slojeva. Zato Lins i razmatra FEM diskretizaciju proiz-
voljnog reda, u radu [38], tako da dobija aposteriornu ocenu greSke postupka na proizvoljnoj mrezi u

supremum normi.

U Glavi 5, u nameri da ispitamo efikasnost naSeg kolokacionog postupka sa C''-kvadratnim spla-

jnom (QS), uporedili smo ga sa tri pomenuta postupka — CS, SD i FEM.
U Glavi 6 ove disertacije razmatramo dvodimenzionalni problem reakcije-difuzije, koji glasi:
Nadi u € C(Q) N C?(Q) takvo da je
Lu:= —*Aula,y) + r(z,y)u(z,y) = fz,y) na Q= (0,1) x (0,1),
w(z,y) = g(z,y), (z,y) €,

(1.2)

gdejee € (0,1]i A = 02/0z% + 9% /0y? je Laplasov operator. Ovaj problem ima redenje u kojem
se pojavljuju ostri slojevi duz ruba domena.

Znacajan broj metoda je razvijan u cilju numerickog reSavanja problema (1.2). U veéini radova
se koristi metod konaénih elemenata za diskretizaciju problema (1.2). Uglavnom su ocene greSaka
date u energetskoj normi ¢iji je izbor prirodna posledica analize FEM-a. Ali u slu€aju da reSavamo
SPP, ova norma je suviSe slaba da adekvatno oceni gresku dobijene aproksimacije. 1z ovih razloga, u

radu [37] je uvedena balansirana norma.



U [46] autori razmatraju Galerkinov FEM sa bilinearnim test funkcijama. Ta¢nost ovog postupka
u energetskoj normi je O(N 2 + e!/2N~11n N).

Ros i Sof [55] su analizirali Galerkinov FEM na Siskinovoj mre7i i dokazali da je ovaj postupak
ta¢nosti O(N ' In N 3/ 2) u balansiranoj normi. Takode, oni uvode i novi metod, koji pobolj$ava oso-
binu stabilnosti, a u poredenju sa Galerkinovim FEM-om.

U svega nekoliko radova moZemo naci ocenu greSaka postupaka u maksimum normi. Centralna
diferencna Sema je konstruisana za problem (1.2) u [7] i posmatrana je na Siskinovoj mreZi. Dobi-
jena aproksimacija konvergira uniformno sa redom konvergencije skoro dva u maksimum normi. U
radu [18] je definisana kompaktna diferencna Sema pozitivnog tipa. Ova Sema ima red tacnosti tri u
maksimum normi, kada je perturbovani parametar € mali.

Kopteva [32] razmatra semilinearni problem reakcije-difuzije sa viSestrukim reSenjem na dvodi-
menzionalnom domenu i konstruiSe Semu koja je uniformno konvergentna na mreZama tipa Bahvalova
i Sigkinovog tipa sa redom konvergencije dva, odnosno skoro dva u maksimum normi, zae < CN 1.

Konac¢no, Kopteva [30] dobija i aposteriornu ocenu u supremum normi, koristeéi standardnu peto-
taCkastu diferencnu Semu za problem (1.2).

U Glavi 6 razvijamo kolokacioni postupak za reSavanje problema (1.2). Priblizno reSenje traZimo
u obliku C'*-bikvadratnog splajna koji zadovoljava diferencijalnu jedna¢inu (1.2) u sredinama pravo-
ugaonika, koji su generisani proizvoljnom mreZom. Ovaj postupak kao aproksimaciju daje funkciju
koja je klase C', dok ostali pomenuti metodi ocenu greske daju ili u diskretnoj maksimum normi ili
je aproksimacija taénog reSenja data kao C°-funkcija. U istoj glavi, izveli smo i aposteriornu ocenu
greske u supremum normi. StaviSe, pored naSe ocene, jedino rad Kopteve [30] daje aposteriornu
ocenu u supremum normi. Numericki rezultati pokazuju da kolokacije sa bikvadratnim C*-splajnom

daju bolje numericke rezultate nego $to se dobijaju primenom Seme iz [30].






Glava

PREGLED OSNOVNIH DEFINICIJA I TEOREMA

Pregled osnovnih definicija i tvrdenja, koje éemo koristiti u nastavku, dat je u ovom delu dis-
ertacije.

Za vektor v € RN* & =[x, 21, ..., zy], diskretnu maksimum normu definiSemo sa
2]l == max [z;],

0<i<N

dok je za matricu A = [a;;] € RN+TLNHL 5 5 € {0,1, ..., N}, indukovana matri¢na norma data sa

N
[Alloe = max 3 oy
7=0
Neka je D ogranicena oblast. Za datu funkciju f € C°(D), supremum norma je definisana sa
[ flloo,p = sup [ f(z)]-
xzeD

Kada je jasno i bez navodenja na kom skupu D realizujemo ovu normu, onda umesto || f||o,p piSemo

samo || f|]co-

2.1 Interpolacija

U ovom poglavlje ¢emo navesti definiciju i osnovne osobine polinomne interpolacije, a koja ima

znacajnu ulogu u disertaciji.

Definicija 2.1. [21] Neka je {xq,x1,...,x,} C [a,b] skup koji sadrZi n + 1 razli¢itu tacku i neka je
data funkcija f € C°[a,b). KaZemo da je I,,f € 1, za koje vaZi

Inf(acl) = f(xz), 1= 0, 1, ey,
interpolacioni polinom funkcije f, za évorne tacke (x;, f(x;)), i =0,1,...,n.

Interpolacioni polinom iz prethodne definicije je jedinstveno odreden, [21, 63]. Da bismo ocenili pre-
ciznost ove aproksimacije funkcije f, neophodno je oceniti i gresku interpolacije e,, koja predstavlja
razliku funkcije f i njenog interpolacionog polinoma e, (f,z) = f(z) — I, f(x). Sledeu ocenu ove

greSke moZemo naci u [21].
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Teorema 2.2. Neka je {xo,z1,...,2,} C [a,b] skup razli¢itih tacaka i neka je f € C™"[a,b].
Tada, za svako x € [a,b] postoji o € conv{z, xg,x1,...,2n} C |a,b] takvo da je
n+1 n

en(f @) = n+1 1;[

Kao posledicu prethodne teoreme, dobijamo sledeée ogranicenje

1
len(f, ) nfl H |z — 2.1)
gde je Mpy1 = maxe(, ! f ”+1) )‘ U disertaciji ¢emo uglavnom koristiti Lagranzov oblik

interpolacionog polmoma.

Definicija 2.3. [21] LagranZov oblik interpolacionog polinoma I, f, koji interpolira funkciju f u

tackama xg,x1, . .., x, dat je sa

Lf@) =Y fa) [] L.
v
JF#

Definicija 2.4. [63] Neka su date tacke xq, x1, ..., x,, [ neka je data funkcija f. Tada,
-1
n
[0, 21, ., 2l f = Zf () | [T@j—2a) |~ n=2
0
;7@
nazivamo podeljenom razlikom n-tog reda funkcije f.
Ako definiSemo i razlike nultog reda kao vrednosti funkcije f u datim tackama, tj. [z;]f = f(z;),

lako dobijamo sledecu rekurentnu vezu

[$1,$2, e ,ZL‘n]f — [.1‘0,.%1, . ,:L‘n,ﬂf
Tp — X0

(@0, 21, .. @nlf = 22)

koja nam omogucuje lako izraCunavanje podeljenih razlika proizvoljnog reda. Takode, podeljene

razlike zadovoljavaju i sledece pravilo.

Teorema 2.5. (Lajbnicovo pravilo, [63]) Za date funkcije f i g, vaZi

[0, 21, -, 2] (f - 9) =[zo]f - [x0, 21, .., Zn]g + [xo, 1] f - [x1, 22, ..., Zp]g+ ...
oot [mo, 21, s xR f - [2n]g
2.2 Lezandrovi polinomi

Za kolokacione tacke u Glavi 5 uzimacemo nule LeZandrovih polinoma. Da bismo ih definisali,

prvo ¢emo posmatrati sledecu (LezZandrovu) jednacinu

(1 —22)y"(z) — 22y (z) + n(n + 1)y =0, n € Ny, (2.3)



2.2. LEZANDROVI POLINOMI

uz uslov y(1) = 1. ReSenja, koja su neprekidno diferencijabilna za svako = € [—1, 1], nazivamo
LeZandrovim polinomima. Oznacimo ove polinome sa P, gde je n stepen polinoma F,,. Napokon,

P,, (videti [1]) moZemo izraziti na slede¢i naCin

L
—onpl dan

P(z) [(z* - 1)"]. (2.4)

Prva dva Lezandrova polinoma su Py(z) = 11 P;(z) = . Rekurentna veza koju moZemo naci u [1]
1 koja je data sa

2n+1 n
P, (z) —
n+l” n(@) n+1

Pii(x) = P,_1(x), neN,

omogucuje nam da dobijemo eksplicitnu reprezentaciju LeZandrovih polinoma proizvoljnog stepena
(videti Tabelu 2.1).

Tabela 2.1: LeZandrovi polinomi

Py (z)
1
x
%(31‘2 -1)
3(5z3 — 3z)

$(352% — 302 + 3)
£(632° — 7023 + 15z)
4 (23125 — 3152 + 10522 — 5)
(42927 — 69325 + 3152% — 35z)

N O U e W NN = O3

Prvih Sest Lezandrovih polinoma je prikazano na Slici 2.1.

1.0

0.5 — Po(x)
P1(x)

0.0 — Pa(x)

— P3(x)
-0.5 — Pa4(x)
— Ps(x)
-1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Slika 2.1: Lezandrovi polinomi na intervalu [—1, 1]

Naredne tri osobine LeZandrovih polinoma su dobro poznate [29].

e Izmedu svake dve uzastopne nule polinoma P, nalazi se tano jedna nula polinoma P,,.
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e Izmedu svake dve uzastopne nule polinoma P, nalazi se nula polinoma P, ;. Izmedu naj-
manje nule polinoma P, i tacke —1 nalazi se tacno jedna nula polinoma P, . Izmedu najvece

nule polinoma P, i tacke +1 nalazi se nula polinoma P, .

e Svih n nula polinoma P, se nalazi u intervalu (—1,1).
Sledeca osobina LeZandrovih polinoma je izuzetno zna€ajna za analizu greSke postupka u Glavi 5.
Teorema 2.6. [1] Neka su P, i P,,, m,n € Ny, dva Lezandrova polinoma. Tada je

1
2

Pm Pn = 5 19mn,
/—1 ()P (z)dz 2n+15

gde je sa Oy oznacena Kroneker delta funkcija, definisana sa

1 ako m =n,

(577177, -

0 ako m #n.

Direktno iz prethodne teoreme sledi da su za svako m,n € Ny, m # n, Lezandrovi polinomi P, i

P, ortogonalni, tj. vazi
1
/ P, (z)P,(x)dx = 0, m # n. (2.5)
-1

2.3 Matrice

U ovom poglavlju éemo dati pregled osnovnih osobina matrica, koje ¢emo koristiti u apriornoj

analizi u Glavi 5.

Definicija 2.7. [25] Matricu A = [a;;] € RN nazivamo L - matricom, ako i samo ako je
a; >0, 1=1,2,..,N i a;; <0, 1#7, 4,5=12,...,N.

Definicija 2.8. [25] Regularnu matricu A = [aij] e RVN nazivamo inverzno monotonom, ako i
samo ako vazi
A7t >o0.

Definicija 2.9. [25] Inverzno monotonu L - matricu nazivamo M - matricom.

Teorema 2.10. (M -kriterijum) [39], [51] Neka je A € RNN data L - matrica. Tada je matrica A
M -matrica ako i samo ako postoji vektor v € RN, gde je v > 0i Av > 0. Stavise, vaZi i sledece
ogranicenje

[[0]]oo

min_|(Av);|’

i=1,...,.N

1A oo <

2.4 Granicni slojevi i adaptivne mreze

Singularno perturbovani problem (SPP) moZemo opisati na nacin kako je to udinjeno u [56].

Diferencijalna jednacina koja zavisi od malog pozitivnog parametra ¢ i ¢ije reSenje (ili njegovi izvodi)

10
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teZe beskonacnosti, kada parametar ¢ tezZi nuli, nazivaju se singularno perturbovanim, gde je € pertur-

bovani parametar. U [39] moZemo naci i formalnu definiciju SPP-a.

Definicija 2.11. Neka je D vektorski prostor funkcija, u kojem je definisana norma || - ||p i neka je
B C R% Kazemo da je neprekidna funkcija v : B — D, € — u, regularna za ¢ — €* € OB ako
postoji funkcija u* € D takva da vaZi

lim ||ue —u*||p =0,

e—e*
dok u suprotnom kaZemo da je u singularna, kada € — €*.

Neka je (P-) problem Cije je resenje u. € D, za svako € € B. KaZemo da je problem (P.) singularno

perturbovan, kada € — €* € OB unormi || - || p ako je u singularna funkcija, kada ¢ — €*.

Napomena 1. Definicija singularno perturbovanog problema ocigledno zavisi od norme koju koris-

timo.

Da bismo precizinije objasnili svojstva reSenja SPP-a, razmotricemo sledeci problem reakcije-
difuzije:
—e2u" (z) + u(x) = 1, zaz € (0,1),

u(0) = u(1) = 0. (20

Jedinstveno reSenje ovog problema je

e—z/a +e—(1—x)/a
1+e /e

u(x) =1-

Ovo resenje otigledno zavisi od eksponencijalnih funkcija e=%/¢ i e (1=%)/¢ pa se funkcija u (kao i
njeni izvodi) naglo menja u blizini tataka x = 01z = 1 za male vrednosti ¢, videti Sliku 2.2. Oblasti
gde se funkcija naglo menja nazivamo grani¢nim slojevima. Sam pojam granic¢nog sloja preuzet je iz
fizike [49].

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 2.2: ReSenje u problema (2.6) za razli¢ite vrednosti parametra €.
Definicija 2.12. [79] Konacan skup A = {xo,z1,...,xn}, N € N, sa osobinom
O=xp<m<...<zy_1 <2y =1,

11
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nazivamo mreZom [0, 1] sa cvorovima x;, i = 0,1,..., N. Korake mreZe definisemo sa h; := x; —
Jii_l,’i: 1,...,N.

Poznato je da standardni numericki metodi daju loSe numericke rezultate, kada se primenjuju
na ekvidistantnim mreZama, a prilikom numeri¢kog reSavanja singularno perturbovanih problema.
Da bismo dobili dobru aproksimaciju, jedna od moguénosti je da umesto ekvidistantnih koristimo
neekvidistantne mreze koje su "guste" u slojevima. Takve mreZe nazivamo adaptivnim mreZama.

VaZan pojam za konstrukciju adaptivnih mreza dat je u sledecoj definiciji.

Definicija 2.13. [39] Strogo rastucu neprekidnu funkciju ¢ : [0,1] — [0, 1] koja preslikava unifor-
mnu mreZu t; = i/N, i = 0,..., N, na adaptivau mrezu sa cvorovima z; = ¢(t;), i = 0,..., N,

nazivamo funkcijom za generisanje mreZe.

Pri numerickom reSavanju SPP-a, glavni cilj je konstrukcija uniformno konvergentnih (robustnih)

numerickih postupaka u odnosu na perturbovani parametar €.

Definicija 2.14. [39] Neka je u resenje singularno perturbovanog problema i neka je ua aproksima-
cija za u koja je dobijena numerickim postupkom na mreZi A. Za numericki postupak se kaZe da je

e-uniformno konvergentan (robustan) u normi ||.|| ako je
= uall < w(N),

za svako N > Ny gde su v(N) i Ny nezavisni od ¢ i vaZi

lim v(N)=0.
N—>00
Specijalno, ako je
v(N)=CN™",

gde je r > 0, kazemo da aproksimacija ua konvergira ka u sa redom konvergencije 7.

12
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POLINOMNI SPLAJNOVI

U matematici se splajn definiSe kao deo po deo polinomna funkcija, koja poseduje odreden "ste-
pen glatkosti" u krajnjim tackama intervala na kojima su ovi polinomi definisani. Rec splajn prvi
put u ovom kontekstu je upotrebio Senberg 1946. godine u svom radu [59]. Ali nema sumnje da se
pojam splajna projavljuje i ranije, videti Favardov rad iz 1939. godine [16]. Sa druge strane, Senberg
je pominjao da je za pojam splajna znao Cak i Laplas. Ipak, on prvi uvodi pojam "bazi¢nih splajnova
stepena k".

Sama ideja o konstrukciji i upotrebi splajna potiCe iz avio-industrije i brodogradnje. Tokom Dru-
gog svetskog rata, britanska avio-industrija je koristila tehniku splajnova, pri konstrukciji borbenih
aviona.

Splajnovi od 1960. godine imaju znacajnu ulogu i u automobilskoj industriji — Citroen (Kastel-
jan), Reno (Bezijer) i DZeneral motors (Garabedian, Birkof i de Bur [4]), prilikom konstrukcije
karoserije automobila. De Burov rad u DZeneral motorsu je rezultirao i publikovanjem znacajnog
broja naucnih radova, koji ukljucuju i rezultate vezane za B-splajnove.

Navedimo i formalnu definiciju splajna.

Definicija 3.1. Funkciju s : [a,b] — R nazivamo splajnom stepena k na mrezi A : a = x9 < 21 <
... <xpn = b, ako i samo ako:

Lo sTiz g € Uk, i=1,2,... N,
2. s € CP[a,b),
gdejepcNip<k.

Specijalno, splajnove stepena dva nazivamo kvadratnim (paraboli¢nim), dok splajnove stepena tri

nazivamo kubnim splajnovima.

3.1 B-splajnovi
Definiciju i neke od osobina B-splajnova mozemo naci u [9, 12, 60, 63].
Definicija 3.2. Neka je x = (z;) € R niz neopadajucih brojeva. Za date prirodne brojeve i i n,
By i(x) = (i — Timn—1)[Timn—1, .-, i)y (y — )7, x € R, 3.1
gde su [x;_n_1, ..., 2]y(y — x)"} podeljenje razlike reda n+1 za funkciju (y — x)4 po promenljivoj y

i (y — z)+ = max{0,y — z}, nazivamo (normalizovanim) B-splajnom reda n + 1 (odnosno stepena

n) sa ¢vorovima X.

13
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Zan = 0, B-splajn sa ¢vorovima z;_; < x; je deo po deo konstantna funkcija, data sa

1 akox € [x;—1, x4,
By,i(z) =

0 1nacCe,

Sto direktno sledi iz (3.1). B-splajnovi By, ; su linearno nezavisni i generiSu vektorski prostor, pa
predstavljaju bazu tog prostora (videti [9] i [12]). Zato se proizvoljan splajn stepena n sa ¢vorovima

[e.e]

x moZe predstaviti kao linearna kombinacija B-splajnova stepena n. Neka je x := (x;)>, niz

neopadajucih realnih brojeva. Defini§imo x_s, 1 o sa:

T_oso := inf x;, Too i= SUP T;.

Teorema 3.3. [8] Ako je niz x := (x;)>, neopadajuci i vaZi v; < xity i d; == card{j : x; = x;},
za sve i, onda odgovarajuci niz B-splajnova (By, ;)™ predstavlja bazu vektorskog prostora Sy,(x)
svih funkcija f definisanih na R koje su identicki jednake nuli izvan intervala (x_ oo, To), dok na

(-0, Too) vazi
f‘(:pi_l,:pi) 6 Hk|(xi_1,xi)7
i funkcija f je r-puta neprekidno diferencijabilna, gde je v < k — d;, u svakoj tacki x;, za sve i.
Akoje ;1 < 1y = miy1 = ... = Tipj1 < Tiyj, 1 < j < N — 1, tada kazemo da je
¢vor x; visestrukosti j. Ako pretpostavimo da je svaki ¢vor x;, ¢ = 1,2,..., N — 1 neke mreZe

xo < x1 < ... < xy viSestrukosti 7, onda splajn stepena n je n — j — 1 puta diferencijabilna funkcija

u svim ¢vornim tackama.

Osnovne osobine B-splajnova su date u narednoj lemi (videti [12] i [63]).

Lema 3.4. Neka su {ani}?:l B-splajnovi stepena n. Tada vazi:

By, i(x) >0, 4 Ti—p < x < T4, (3.2a)
B i(x) =0, za x<wmxi_p ili x>, (3.2b)
> Bpi(z) =1. (3.2¢)
i=1

Koristeci Lajbnicovo pravilo (videti Teoremu 2.5) i osobinu (y — )" = (y —z)(y — )" " dobijamo

k
Thn sy =2 = S ety — @) - [l (y — @)
r=k-—n—1
Lako se dobija
[Thnly(y —2) = @h—p-1-2) 1 [Tron-1,Th—nly(y —2) = 1.

14



Posledica poslednje jednakosti i (2.2) je

[xkz—n—la Tl—ny--- 7$k—n+j]y(y - ':U) = 07
odakle sledi

@kt Ry (4 — 2) = (@1 — ) Bhnts - TRy (y — 2)2

za j > 1,

3.1. B-SPLAJNOVI

i
+ [Th—ny - Tr)y (Y — x)’_:_*l
- %hk*nﬂ’ s o]y (y — x)i_l
i <m + 1> s Trly(y — )
kada (2.2) primenimo na [zg_p_1,

T — Tf—n—1 T — X
Bn,k(l‘) = “rTnT Bn_l,k(l') + —
Ti—1 — Lk—n—1

x € [Tk, Thi1],

koja nam omogucuje kreiranje jednostavnog algoritma pomocu kojeg mozemo izracunati B-splajnove
proizvoljnog stepena, [11] .

, 7]y (y — )" "!. Konaéno, dobijamo i rekurentnu vezu

(3.3)

Oznacimo, dalje, intervale mreze A : 0 = 29 < 1 < ... < zny = 1sa J; = [z;-1,24]. U

nastavku rada ¢emo za m, £ € N, m < ¢, koristiti sledece vektorske prostore:

S'(A) = {SGC’”[O,I]:S\JZ. elly, za 71:1,...,]\7}

Sip(A) = {s €S8(A) :s(0)

3.1.1 Kvadratni splajn

Najpre posmatrajmo B-splajnove stepena dva, odnosno bazu vektorskog prostora S%}O(A), tj

prostora kvadratnih C-splajnova. Pomoéu rekurentne formule (3.3) lako dolazimo do sledece baze

RY
(:Ii1h237) ako = € [z, z1],
BQ70($) = 1

0 inace,
(hf — (21 —x)?

B (z — 0)?
hi

o+ )i ako = € [xo, z1],

)

Bo1 () (3 —x)?

m akox € [1'1,152],

0

inace,
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zair=2,...,N —1:

(l‘ — $i72)2
ki i—2y Li—1],
T 1 T b ako x € [zj_o, xi—1]
(z —@i2)(@i —x) | (Tig1 —2)(@ — 2i-1)
ako x € |x;_1, x|,
Byi(z) = (hi—1 + hi)h (hi + hit1)h; i, i
(Tip1 — 33)2
k iy Lg ’
(hi + hit1)hita akox € [z v
0 inace,
2
TN_9 — T
(h]\fi\f—’_QhN)})LNl ako x € [xy_2,2N_1],
2 2 2
Bon(z) = hy —(@env-1—2)* (z—an) "
h%\, (hN+hN_1)hN ako x € [xN_l,xN],
0 inace,
1
RY
(J;N_}; z) akox € [zn_1,zN],
By nyi(z) = N
0 inace.

Jasno je da bilo koji kvadratni splajn s € 52170(A) mozemo zapisati kao s(z) = fogl a;Bs (), za

odredene vrednosti «; € R. Slika 3.1 prikazuje kvadratne B-splajnove.

(a) B2,o(z) (b) Ba,1(x)

Xi-2 Xi-1 Xi Xirl

(© B2,i($)

16



3.1. B-SPLAJNOVI

XN- XN-1 XN XN-1 XN

() B2,N(-T) (e) Bz,N+1(CL‘)

¥}

Slika 3.1: C''-kvadratni B-splajnovi.

3.1.2 Kubni splajn

Ponovo pomoc¢u rekurentne formule (3.3), lako dolazimo i do B-splajn funkcija koji generisu
prostor kubnih splajnova. Formalno, definiSimo z_3 = z_92 =21 =290 = 0izN11 = TNy2 =

rn+3 = xy = 1. Tada kubne B-splajnove moZemo prikazati u sledecoj kompaktnoj formi (videti A.2):

N 3
(:C xz_3) akox € J;_o,
(LUz' - 90173)(96171 - -75@'73)(331'72 - $i73)
(z —wig)*(wim1 —2) | (2 —23)T; | (wip1 — @)(z — zi-9)?
kox € J;_1,
R + Qz + RZ ako 1—1
Bsi(z) = { (# = zizg)(@i —x)° L @i = )T (@i — D@ —wic) I
S; Py Qit1
3
(xH_l .CC) akox € Ji+1>
(Tip1 — Ti—2) (g1 — io1)(Tiy1 — Ti)
0 inace,
zai=0,1,...N+2,gdesuT; = (x; — z)(x — xj—2) i
P = (z; — xi-3)(wi—1 — xi—3)(®i—1 — Ti—2), Qi = (v — mi_3) (i — 2i-2)(Ti—1 — Ti—2),
R = (i11 — wi—2)(x; — x4-2) (i1 — Ti—2), Si = (v — wi—3)(xs — xi—2)(2; — Ti—1).

Funkcije Bs; generiSu prostor S§7O(A). Medutim, nasa analiza u Glavi 5 zahteva C'-splajnove. Zato

¢emo multiplicirati ¢vorove mrezZe. Neka je
Ti—2 = Ti—1 1 Ti = Tit1,

na svakom intervalu [z;_3, z;+1], ¢ = 3,4,..., N — 1. Tada, u skladu sa Teoremom 3.3, dobijamo

bazu za S3 3(A). Funkcije @;() i ¢;(x) &ije definicije slede, generisu S5 o(A):

3(x1 — x)2(x — x0)
h3

ako x € [xg, z1],
p3.1(z) =

0 inace,

17
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zai=2,...,N:
(l’ — .CC,‘_Q)?’
ako x € [x;—2,x;—1],
(hi_l—i-hi)h?fl [ i—2 (2 1]
. )2 N2 (e e
<P3,i($) = (17 _ JJZ*Q)(:BZ 2:1:) + Q(I'Z ZL‘) g:l) 1'171) ako x € [:Ei_l,l‘i],
(hi—1 + hs)hs; h;
0 inace,
_ 3
W ako z € [zy_1,2N],
e3N+1(x) = N
\0 inace,
i
.33
(xlhgx) ako = € [z, 21],
Ysa(x) = L
0 inace,
za1=2,...,N:
N — i o) (1 1 — L — 1 )2
(x —x; 2; (i1 —2) (25 —x)(x a:; 2) ako z € [i_, i1),
hi*l (h‘ifl + hi)hl’,1
3
Ysi(a) =4 _(@i—@) Ko € i 1.1
Qe howelnanl
0 inace,
/ _ 2 _
3(z :EN_hl3) ) akoz € [zy_1,2N],
Y3 Nt1(T) = N
0 inace.

Proizvoljni kubni splajn s € 53170(A) moZzemo izraziti kao

N+1
s(x) =Y (cupsi(z) + Binps (),
i=1
za neke «;, 5; € R.
X0 X1 X0 X1
(a) p1(z) (b) 1 ()

18



3.1. B-SPLAJNOVI

Xi-2 Xi-1 Xi Xi-2 Xi-1 Xj
(© pi(z) (d) ¥i(x)
XN-1 XN XN-1 XN
() pn+1(2) () Yn+1(x)

Slika 3.2: C''-kubni B-splajnovi.

Na Slici 3.2 je prikazana baza vektorskog prostora S3 (A).

3.1.3 Splajn stepena Cetiri

Rekurentna formula (3.3) daje i B-splajn funkcije koje generiSu Szio (A). Ponovo, multiplicirajuci

¢vorove mreze A i to na sledeci nadin:
Tipl = Tiy2 = Tiy3 i Tiyd = Tiys = Tit6,
na svakom intervalu [x;, z;47], i = 0,1,..., N — 7, dobijamo bazu prostora S} ,(A):

4(z1 — 2)3(x — 20)
hi

ako x € [xg, z1],
par(r) =

0 inace,
za t=2,...,N:

(x — 1/‘1',2)4
(hi—1 + hi)h3_,

pai(x) = (x — zi_9) (2 — x)?
(hi-1 + hi)h}

ako z € [xi_2,xi—1],

akox € [:L’ifl,{l}i],

0 inace,
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Pan+1(z) =

Ya1(x) =

za t=2,...,N:

Yai(x) =

Yy Nt1(T) =

C'-splajnovi stepena Cetiri na [x;_2, x;] prikazani su na Slici 3.3.

(3(x — 2i_2)3(mi—1 — T)

\

(r —axn_1)*
hiy

inace,

(z1 — 2)*

h

0 inace,

akoz € [xN_l,xN],

ako x € [aci_l, xi],

inace,

ako x € [zg, z1],

(z; — z)(z — 2i_2)°

_l’_

4
hi—l

(zi —x)*
(hi—1 + hi)h3

0

4z —axn_1)(zN — )

Iy

(hi—1 + hi)h 4

akoz € [xn_1,ZN],

inace.

/N

Xi-1

Xi

Slika 3.3: C''-splajnovi stepena Cetiri.
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ako x € [zi_g, xi—1],

ako x € [z;_1, ],

inace,

— ¢i(x)
Yi-1(x)

— ¥i(x)

— nix)



3.2. "BUBBLE" FUNKCIJE

Ocigledno, svaki splajn s € Sio(A> mozemo prikazati kao sledecu linearnu kombinaciju

N+1 N
s(x) = > (cipai(r) + Bipai(x)) + > vimai(),
=1 i=1

za neke o, B;,vi € R.

3.2 '"Bubble'" funkcije

U ovom poglavlju kreiraéemo jos jednu bazu za C''-splajnove proizvoljnog stepena. Tako kreirana
baza ée nam omoguditi konstrukciju C'-splajnova proizvoljnog stepena, jednostavnije nego §to je to
slu€aj pri konstrukciji pomocéu B-splajnova.

Prvo ¢emo posmatrati Hermiteove splajnove na [—1, 1], a potom ¢emo uz odgovarajucu transfor-
maciju te splajnove sa [—1, 1] preslikati na proizvoljan interval [a, b], b > a.

Neka je dat proizvoljan polinom p € II3 klase C'! na intervalu [—1,1]. Taj polinom moZemo

zapisati kao linearnu kombinaciju polinoma H_1, Hy, H |, H €13
p(z) = p(=1)H_1(z) + p(1) Hi(z) + p'(=1) H-1(z) + p' (1) Hi (),

koji zadovoljavaju sledece uslove:
H_(-1)=1, H_;(1)=0, H {(-1)=0, H ,(1)=0,
Hy(-1)=0, Hi(1)=1, H{(-1)=0, Hj(l)=0,
H_ 1(-1)=0, H(1)=0, H (-1)=1, H ,(1)=0,
Hi(-1)=0, Hy(1)=0, H|(-1)=0, H(1)=1.

Iz ovih uslova moZemo nadi i eksplicitni oblik Hermiteovih funkcija. Polinomi:

L,l(x):lg"" i L)

1+
2

predstavljaju bazu za prostor linearnih funkcija na [—1, 1]. Za ove polinome vaZi da je L;(j) = 0;;,
zai,j € {—1,1}. Takode, za i # j vazi: L?(j) = 01 (L?(j))" = 0. O&igledno,

Hi(z) =ri(z)L3(z) i Hi(x) = si(x)L3(x), za i€ {—1,1},

za neke linearne funkcije r; i s;. Lako se dobijadajer_1(z) =2+, m(z) =2—2,s_1(x) = x+1
i s1(x) =z — 1. Odatle je

e = 2ee) (1_;,;)27 Hi(z) = (2 — 7) <1;x>2

@)= (z+41) (1_:”)2, Hi(z) = (@ —1) <1J2“’“°>2.

Na Slici 3.4 su prikazani Hermiteovi splajnovi.
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1.0 1.0
0.8 0.8
6 0.6
0.4 4
0.2 0.2
-1.0 -05 0.0 05 1.0 -1.0 -05 0.0 05 1.0
(a) H-1(x) (b) Hi(x)
1.0
0 05 Jo
0.8
2
0.6
-04
0.4
-06
0.2
-08
-1.0 -05 0.0 05 1.0 -1.0
(c) H_1(x) (d) Hi(z)

Slika 3.4: Hermiteovi splajnovi na [—1, 1].

Sada éemo, pomocu Hermiteovih splajnova, konstruisati bazu za prostor C''-splajnova proizvo-
Ijnog stepena. Posmatra¢emo "bubble" funkcije ¢; € 11;, gde je [ > 4 prirodan broj, koje su definisane
sa

(Loa(@))™(Li(2)™ 7 l=2m,

Yi(x) =
x(L_q(x))™(Ly(z))™ za l=2m+1,

gde je m > 2 prirodan broj. Lako se pokazuje da za ovako definisane "bubble" funkcije vazi

i(=1) = (1) = ¢(=1) = (1) = 0.

Kako su H_i, H\,H_1, Hy iy, |l = 4,5,...,p, ocigledno linearno nezavisne funkcije, one pred-
stavljaju i bazu vektorskog prostora II,, na intervalu [—1, 1]. Preostaje nam jos da preslikamo ovako
dobijenu bazu na proizvoljan interval J; = [z;_1,z;]. Neka je ¢ : [—1,1] — R bilo koja funkcija iz
baze prostora II,, na intervalu [—1, 1]. Defini§imo afinu transformaciju &; : J; — [—1, 1] takvu da je

r — Tj—1 Tr — Iy

Silz) = h; * h

Dalje, transformiSimo funkciju ¢ na J;, sa

pi(r) == ¢(&i(@))-

Izvodi funkcije ; se lako dobijaju. Vazi:

pile) = ¢'(&(2)))&i(w) = =@ (&(2)))
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"(&i(@)))- (34

A@) = 4 (F16@) = 58 G )El) = 59

Konacno, proizvoljan C!-splajn na [0, 1] éemo predstaviti preko Hermiteovih splajnova i "bubble"
funkcija. Posmatrajmo S;(A) — prostor C''-splajnovanamrei A : 0 = 29 < 21 < ... < xn = 1.
Neka je s € Sy(A), p > 3is; = s(x;), i = 0,1,...,N. Elementi baze y; € S3(A) treba da

zadovoljavaju sledece osobine:
Xi(zp) =0 1 Xi(zk) =0, za i,k=0,1,...,N.

Funkcije x; se mogu eksplicitno izraziti u obliku

H_1(&i11(x)) ako z € Jiy1,
Xi(z) = ¢ Hi(&(2)) ako = € J,
0 inace.

Neka je s, = s'(z;), i = 0,1,..., N. Tada, funkcije \; € Si(A) treba da zadovoljavaju:
)Zi(xk)zo i X;(xk):(szk, i,k=0,1,...,N.

Funkcije y; se mogu izraziti na sledeéi nacin

, hiv1H 1(&i1(z)) ako x € Jiy1,
Xi(z) = B hiH1(&(x)) ako x € J;,
0 inace.

Napokon, 3;;,zal =4,5,...,p, i =1,2,..., N, moZemo definisati sa

Yi(&i()) ako x € J;.

0 inace.

Bia(r) =
Sada je jasno, da svaki splajn s € S;(A) mozemo prikazati kao sledecu linearnu kombinaciju
s(x) = si—1Xi—1(2) + sixi() + iy Xi—1(2) + sixi(x) + Z,Uz Big(a zedJi, (3.5

gde su p;; € R.

3.3 Kvadratna splajn interpolacija

U ovom poglavlju ¢emo analizirati dve klase kvadratnih splajn interpolacija. Ocene greSaka ovih

interpolacija su od velikog znacaja za izvodenje apriorne ocene u Glavi 5.
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3.3.1 S -interpolacija
Za proizvoljnu funkciju g € C°[0, 1], uvodimo interpolaciju I9g € S9(A) definisanu sa
(Igg)z:gmzzo’?N) 1 (Igg)i,1/2:gi_1/27 izl)”-vN)

uz oznake d; = d(x;) i d;_q1 /5 = d(x;_1/2), gde je d € C°[0,1], a koje éemo dalje koristiti. Naredna
teorema daje ocene greske ove interpolacije.

Teorema 3.5. Neka je g € C*[0, 1]. Tada vazi:

9 .
lo = B9l < Ul i 1o=19)7 0l <29"] s, (3.62)

h3 . " h2
lo = Bolly < oy mlle” e i [(0= B9, 0] < Gl Wl 6D

Dokaz. Koristeéi LagranZov oblik interpolacionog polinoma, dobijamo da je

(7 —25_1/2) (2 — 1y) (x —xi—1)(x — x3) (r—2i1)(@ — 251 9)
Igg(x) =2gi—1 f/L2 - 491‘—1/2 72 + 2g; 2 / )

i

3.7

na svakom intervalu J;.

Ako § € (z-1,7;_1/3), onda je

(€ - xi—l/2)(§ — ) B 4(5 —wi1)(§ — SUZ))

139(9) - () =a() (2 2 2

7

(€ —mi1)(€ — $i—1/2)
h2 -1

+g(v) (2
gde 9, v € J;. Odavde je

By(6) — 9(6)] <

9 9
— < - .
g+ Sla@)l < Zllgll,
- 9 .
Slicno, [I39(€) — 9(&)| = llgllz» za € € (w12, i), pasledi

9
lg = 229 ., < 5 19l s,

Ogranicenje
3
7 n

”g - IggHoo,Ji < m”g ||OO,J1'

sledi direktno iz (2.1) za ekvidistante ¢vorove {z;_1,x;_1 /25 T}
Dalje, drugi izvod interpolacione funkcije I9g je
1

1
+49i75

1
0
(1—29)”(56) = 4gi—1ﬁ - 891‘—1/2}?@2 h?'

hi
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Tejlorov razvoj funkcije g u tacki x; 1 /5 do stepena 2, daje

"(.9. "(.9.
(Igg)”(x) — g (129271) + g (1297»72)7

gde 191"1,’191'72 € J;. Odavdeje

9" (Wi1)  9"(Vi2)
9 + 9 _gl 1/2

< 2[lg" oo -

(9— ISQ);/_UQ‘ =
Razvijajuci g;—1 i g; u Tejlorov red u tacki z;_; 5, dobijamo iz (3.7) da vaZi

(159)"(@) = 6l 1ja + = (6 o) +90012).

gde 51-71,191-72 € Ji,paje

— ( (Pi1) + g® (’@2))’ <

(9—139);- 1/2‘ =

Sledeéa lema daje korisna ograni¢enja za kvadratni C-splajn i njegov drugi izvod na proizvoljnom

intervalu J;.

Lema 3.6. Neka je s € S9(A) i neka vazi si—1j2=0,1=1,2,...,N. Tada je

. 8 .
HSHOOJZ,Smax{\si_l\,]sﬂ} i Hs"HOOJZghQ max{]sz_ll ‘sz‘} i=1,2,...,N.

Dokaz. Koristeci LagranZov oblik interpolacionog polinoma i s;_1 /o = 0, dobijamo

(z — %‘—1/2)(m — ) (z —zi—1)(z — %‘—1/2)

s(z) =281 + 2s; ,
2 2
zaz € J;, paje
T —Ti—1/2
s(z) = 2T {si_l(m —x;) + si(z — xi_l)}, x € J;,
i
odakle sledi
|z — 2;_1/2]
|s(z)| <2 h; / max{|s;i—1], |s;| } h; < max{|si,1| , |sl|}
i
Kako je

4 .
S//(;(;) = ﬁ(si_l + Si) 1 ’81'_1 + Si’ < 2max{\si_1\ , ’81"},

7
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to dobijamo da je i druga nejednakost u ovoj lemi zadovoljena, tj. da vazi

8
5"l < 75 mac{sical sl }-
7

3.3.2 S; - interpolacija

Za proizvoljnu funkciju g € C°[0, 1], uveséemo i interpolaciju I1g € S3(A) definisanu sa

(o) = g0 (139) 1y =girs i=LoosN, (Ig)y = ax.

Ova vrsta interpolacije je razmatrana u [28, 47, 48].

Kvadratni splajn s € S3 moZemo prikazati na J; u slede¢em obliku

(- xi—1/2)(90 — ;)
h2

(x —zi—1)(x — xy) T
2 + 2s;

7 7

s(z) =281

— 48172
gde je s;_1/2 = g;—1/2- Sada je

§'(x) = % (sic1(20 = (@10 + 20)) — 28,1 )2(20 — (i1 4+ 2:)) + 527 — (wi1 + 25-1/2))) -

)

Posto s € C1[0,1], onda je s'(z}") = §/(z; ), tj.

Si—1 — 4812 +3si  —3si+ 48172 — Sit1
hl‘ hi—}—l ’

odakle dobijamo

aiSi—1 + 38; + ¢iSit1 = 4a;s; 12 + 4¢iSi11)2,

) hivi . h;
dejea; = ——icii=1—a; = ———.
gleje hi+hiv1 " hi+ hiv
Uvedimo, sada, slede¢u oznaku
[Mgl; := aigi-1 + 39i + cigit1, (3.8)

za proizvoljnu funkciju g € C°[0, 1].
Lema 3.7. Za svaki vektor s € RN*1 za koji je sg = sy = 0, vazi

1
| < —|[Ms],].
e Jsl < _max 3 1IMs

Dokaz. Nekaje k € {1,2,..., N — 1} onaj ¢lan za koga je

|sk| = L pax |5l .
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Iz (3.8) imamo da je

35 = [Ms]), — apsSp—1 — CrSk+1-
Dalje, iz nejednakosti trougla dobijamo
3lsk| <[[Msly| + (ar + ck) [sk] = [[Ms]i[ + s,

odakle sledi tvrdenje leme. 0

Teorema 3.8. Neka je g € C*[0,1]. Tada greska interpolacije funkcije g zadovoljava sledeca

ogranicenja:

M (9 — 139))i| < 8llglloo oy 0] (3.92)

2

5
96 h?”g(@”w,ﬁ + 7h?+1”9(4)H007Ji+17 (3.9b)

1
M (g — L9)]i| < Ehihi—&—l \hiv1 — hil |gi'| + 9%

zai=1,2,...,N,igdeje [Mqg|; definisano sa (3.8).
Dokaz. Za proizvoljnu funkciju g € C*[0, 1], vazi
(9 129)y = (9= 139) y = 0
kao 1
[M(g— IQIQ)L = a;gi—1 + 39i + ¢igi+1 — 4ai(I219)i,1/2 — 4ci(I21g)i+1/2, i=1,2,...,N—1.
Kako je (I%g)i,l/Q =gi—1/2-zasvakoi=1,2,...,N —1,toje
[M(g — I9)], = aigi—1 + 3gi + cigit1 — 4aigi_12 — 4¢igit1 2 = Tg,i- (3.10)

Lako se vidi da je

7g.l = |ai(gi—1 — 4gi—1/2) + ci(git1 — 4gi+1/2) + 34i
< ailgi-1 — 49i—1/2| + cilgiv1 — 49iv1/2| + 3|gi

< 5ai||g||OO,J¢UJ¢+1 + 5Ci||g||007JiUJi+1 + 3||g||OO,J¢UJ¢+1’

4. [74,i] < 8|9lloo,7;0:4.5 jeT j€ @i 4 ¢; = 1. Prvi deo teoreme je ovim dokazan.

Dokazimo sada i drugo ogranicenje. Tajlorov razvoj u tacki x; do stepena 4, daje sledecu jednakost

1
12
hitihg (AW (0;1) — g (V:2)) + habit (49 Wig) — g (@i0))

96(hi + hit1) 96(hi + his1) ’

gdesud; | € [x;—1,2;], 052 € [azi_l/g,zi], Vi3 € [Ti,xip1] 10,4 € [I’i,l’z‘_;'_l/g]. Odavde, jasno sledi
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daje
1 m O 4y (4) 5.4 ()
|74l < Ehihiﬂ\hiﬂ — hil |gi"| + %hi 19" lloo,s; + %hHng lloo, i1

¢ime je dokaz kompletiran.
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Glava

ADAPTIVNE MREZE

Prvu adaptiviu mreZu konstruisao je Bahvalov joS 1969. godine u svome radu [3]. MreZa koju
je predlozio je kreirana za problem konvekcije-difuzije. Posle toga, veliki broj autora je razmatrao
razne adaptivne mreZe za singularno perturbovane probleme — Lisejkin [45], Vulanovi¢ [79-81], Gart-
land [17], Siskin [61]. NajviSe su istraZivane eksponencijalno gradirane mreZe tipa Bahvalova [3] 1
deo po deo uniformne mreZe koje je uveo Siskin [49, 61]. MreZe tipa Bahvalova daju bolje aproksi-
macije, dok su mreZe tipa Si¥kina generalno jednostavnije za analizu.

Sve mreZe konstruisane za problem (1.1), oznaavaemosa A : 0 =zp < 21 < ... < zny = 1.

4.1 MreZe tipa Siskina

MreZe tipa Siskina karakteriSe takozvana "Siskinova'"- tranziciona ta¢ka 7 i uniformna raspodela
¢vorova te mreZe na intervalima [0, 7] i [1 — 7, 1]. Nekasu o, 0 > 0i¢ € (0,1/2) tri data parametra.

Tranzicionu tacku 7 definiSemo sa

T:min{mln]\f,q}. 4.1)
0

Talka 7 se bira na ovaj na¢in kako bi funkcije koje opisuju slojeve e=*/¢ i e~(1=%)/¢ bile manje
od N77 na [r,1 — 7|, videti [34, 39]. Parametar o se uglavnom bira tako da bude jednak redu
konvergencije posmatranog metoda ili da bude dovoljno velik kako bi zadovoljavao teorijske uslove

u analizi greske postupka koji se razmatra.

4.1.1 Siskinova mreza

Standardna Si¥kinova mreZa A je odredena ¢vorovima z; = g(i/N) gde je ¢g funkcija koja je

generiSe i definisana je sa

T

at t €[0,q],
ps(t) =+ 1:;;(t—q) te g1/,
1—ps(1—1) te(1/2,1],

Uglavnom se u literaturi bira ¢ = 1/4, pa je tada Siskinova mreZa ekvidistantna na intervalima [0, 7]
i [l — 7,1] sa po N/4 podintervala iste duzine. Takode, ova mreZa je ekvidistantna i na intervalu

[7,1 — 7] koji je podeljen na N/2 intervala iste duZine. Jasno je da je funkcija pg € C°[0, 1].
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GLAVA 4. ADAPTIVNE MREZE

Na Slici 4.1 je prikazana funkcija ¢ g za razli¢ite vrednosti perturbovanog parametra ¢. Iz defini-
cije g je ofigledno da ova funkcija nije diferencijabilna u tranzicionoj tacki 7, a $to se lako moZe

uociti i na ovoj slici.

0.5
0.4
— =275
0.3 £=06
e=2""
0.2
— =278
0.1 — &=2""
0.0
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5

Slika 4.1: Funkcija ¢ na [0,0.5], za fiksno N = 25, 0 = 4,0 = 1,q = 1/4 i razli¢ite vrednosti
perturbovanog parametra €.

4.1.2 Modifikovana Siskinova mreza

Iz teorijskih razloga ¢emo u narednoj glavi zahtevati da mreZa koju posmatramo zadovoljava

uslov
|hiy1 —hi| <CN2, zai=1,2,...,N—1,

koji nije ispunjen za standardnu Siskinovu mreZu. Zbog toga razmatramo i jednu njenu modifikaciju,

za koju je pomenuti uslov ispunjen.

Modifikaciju koju éemo posmatrati, uveo je Vulanovi¢ u [75] za singularno perturbovan problem
sa dva mala parametra. Cvorovi ovako modifikovane Siskinove mreZe, za problem reakcije-difuzije,

generisani su sa x; = @,5(i/N), gde je funkcija pgg definisana sa

7t t€10,4ql,
wss(t) = p(t —q)® + gt telq,1/2], 4.2)

1—pus(1—1) te(1/2,1],
i gde je p izabrano tako da vaZi ¢s5(1/2) = 1/2, odakle sledi da je p = 3 (1 — g) (3 —q) 3 Jasno
je daje ps5 € C1[0, 1]. Slika 4.2 prikazuje funkciju @4g na [0, 0.5] za razli¢ite vrednosti €.
Zbog pojednostavljenja dokaza, koji slede u narednoj glavi, dalje ¢emo pretpostavljati da je
7 = oeo ' In N. U suprotnom, kolokacioni metod, koji éemo uvesti u narednoj glavi, daje dobru
aproksimaciju taénog reSenja i na ekvidistantnoj mreZi. Takode, pretpostavi¢emo i da je ¢/N prirodan

broj. Ovo se lako postiZe, na primer — za ¢ = 1/4 uzimamo iskljucivo prirodne brojeve N deljive sa 4.
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0.5
0.4
— =275
0.3 5:2_6
=277
0.2
— =278
0.1 — =2’
0.0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Slika 4.2: Funkcija @5() na [0,0.5], za fiksno N = 2°, 0 = 4, 0 = 1,q = 1/4 i razliCite vrednosti
perturbovanog parametra €.

Kljuéne osobine, koje ¢emo koristiti u Glavi 5, date su u sledecoj lemi.

Lema 4.1. Za datu modifikovanu Siskinovu mreZu, takvu da je gN + 1 < N/2, koraci h; zadovo-

ljavaju sledece osobine:

hi <CN7! zai=1,2,...,N, (4.3a)
hi < CeN~'lnN, za i < gN ili i > (1—q)N, (4.3b)
\hiz1—hi| <CN72 zai=1,2,...,N —1, (4.3¢)
e _qo N .
— <= =1,2,...,N. 4.3d
h,l —_ o_ 1nN7 Za 7/ ) ) ) ( )

Dokaz. Prvo, jasno je da je

i/N
h; = / @lo(t)dt <ONY
(i—1)/N

zasve i < N. Specijalno, ako je it < ¢N ilii > (1 — ¢)N onda vazi

7 1 —1 T o
hi = )= =—=—"eN'InN.
7 PsS <7,7> SDSS< N ) p qQ8 n

Dokaz ogranicenja (4.3c), razlaZzemo na tri sluc¢aja na intervalu [0, 1/2].

Prvo, ako je ¢ < ¢N, tada direktno iz definicije mreze sledi da je h; — h;—1 = 0. Zat = g¢N + 1, vazi

b _
htIN+1_th:m§CN 27
dokjezagN +1 < i< N/2,
6p(t — Ng—1 _
hi—hi—lzp(Ngq)SCN 2

Ovim je dokazano da osobina (4.3c) vazi na [0,1/2]. Na sli¢an nacin, isto tvrdenje dobijamo i na

intervalu [1/2, 1]. Kona¢no, zai = 1,2,..., N, iz teoreme o srednjoj vrednosti sledi

7 1 —1 1
T — Ti—1 = PsS <N> — PsS < N ) = @és(ﬂ)ﬁa v e (0,1),
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tj.
T oeln N
h > N 1 = ——— 77’
efon] [es(®) gN  qo N
odakle je
e e N
h; = o InN

4.2 Mreze tipa Bahvalova

4.2.1 Mreza Bahvalova

Mreza Bahvalova je generisana funkcijom g [39], koja je definisana na slede¢i nacin

oe t
x(t) := —?log (1 — q_) t €[0,7],
ep(t) = 7(t) = x(r)+ X' ()t —7) tel[r0.5]

1—p(l—1t) t e [0.5,1],

gdesug e (0,1/2)i0 € (0,gp/c) dati parametri. Tranzicionu tacku 7 nalazimo iz sledeceg uslova

¥ =250

Geometrijski, ovaj uslov znaci da je tacka (7, x (7)) tacka dodira tangente 7 na krivu x, a koja sadrzi
tatku (0.5,0.5). Tranzicionu tacku 7 nije moguée izraunati tatno, a algoritam koji efikasno ra¢una

T, sa velikom preciznoScu, dat je u [3].

4.2.2 Vulanovi¢eva mreza

Mreza koju je Vulanovi¢ konstruisao u [78] je modifikacija mreZe Bahvalova i generisana je sa

slede¢om funkcijom

() = q“i t € [0,7],
Pr() =\ x(t) == X(7)(t — 1) + x(1) te[r1/2],
1—pr(l—1t) te(l/2,1],

gdesua > 0iqg € (0,1/2) parametri zadati tako da vazi as < g. Poslednji uslov implicira posto-
janje tacke 7 € (0, q) koja je reSenje jednacine 7(1/2) = 1/2. Tranzicionu tacku 7 moZemo tacno

izracunati. Lako dobijamo da je

q—\/agq(1 — 2q + 2ae)
T = )
14 2ae
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Ocigledno je pr € C[0,1]. Jasno, funkcija y definisana u [3] je logaritamska funkcija, koja pred-
stavlja inverznu funkciju za eksponencijalnu funkciju iz sloja. Racionalna funkcija y koja je uvedena
uradu [81], iako je samo aproksimacija logaritamske funkcije definisane u mrezi Bahvalova, pokazuje
se kao efikasna, a pri tome vrednost 7 moZemo tacno izraCunati, za razliku od tranzicione tacke defi-
nisane u standardnoj mreZzi Bahvalova.

Funkcija ¢, je prikazana na Slici 4.3 za razne vrednosti perturbovanog parametra .

0.5
0.4
— =275
0.3 5:2_6
=277
0.2
— g=278
0.1 — e=27°
0.0 ‘
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5

Slika 4.3: Funkcija ¢ na [0,1/2], za a = 2, ¢ = 0.4 i razli¢ite vrednosti €.

Ovaj tip mreZe ¢emo skraceno obeleZavati sa R-mreZa.

Napomena 2. Nasuprot mrezama tipa Siskina, mreZe generisane sa ¢ i P su nezavisne od diskretiza-

cionog parametra N.

4.3 Rekurzivno generisana mreza

Rekurzivno generisane mreZe, predloZene prvi put u radu [17], su interesantna alternativa mreZama
tipa Siskina. Ovaj tip adaptivnih mreZa korii¢en je u radu [15] za problem reakcije-difuzije i u
radovima [14, 57] za jednodimenzionalne i dvodimenzionalne probleme konvekcije-difuzije.

Za dati parametar h > 0, definisaCemo slede¢u mrezu:

;

x():(),
) o1

r; = the za1§2<ﬁ—|—1,

;= xi—1 +hriq za %—i—lgigM—l, 4.4)
1

$M—§a

T, =1—2onm— za MM +1<i<2M,

1 1
gde je M € N izabrano tako da je z3;_1 < 3 ixy_1+ hxy_1 > 5 Uvedimo i sledeée oznake:
1
N=2MiM; = [—‘
h
Napomena 3. Izbor prvog koraka, tj. tacke x1 = he je motivisan uslovom hy = o(¢), koji adaptivne

mreZe konstruisane za reSavanje SPP-a treba da ispunjavaju [56, 57].
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Iz definicije mreze (4.4),zai =M + 1, M + 2,..., N — M; — 1, dobijamo
vi=1l—ay_i=1—(zN_i-1 +haN_i—1) = zit1 — h(1l — xi11),
jervazi M1 +1 < N —i¢ < M — 1. Odavde je

x,-_,_l:a:i—i— —a:i) i hi+1:h(1_$i+l)a za M+1§’L§N—M1—1

—(1
1+ h(
1z teorijskih razloga ¢emo pretpostaviti da je

1
5 =xpm =Tp-1+ hryp—1. 4.5

Zato, dokazimo da za svako M > M, € N, mozZemo izabrati takvo h da je uslov (4.5) ispunjen.
Posmatrajmo proizvoljnu vrednost M; € N\{1}. Jasno je da je M1h > 11 (M; — 1)h < 1, §to je

posledica definicije funkcije [ ]. StaviSe, M; zadovoljava pomenute uslove za proizvoljnu vrednost
h e []\i[l’ ]\4[11—1> Dalje, iz (4.4) dobijamo da je

zaro1 = (1 +h)M M1 = 14+ R)M M he,
pa je (4.5) sada ekvivalentno sa

1
g =am=(+ hYM=MN he,

a odatle je
1 1
1 In —
o 8 2M1€ o h + M
In(1+h) -
. - 1 1 . . . L . .
Da bismo nasli takvo h € Mo M1 za koje je M prirodan broj, analiziraCemo funkciju koja
1 My —
je definisana sa
1 1
In +In —
2M1€ h 1 1
h) = M he|—, ———].
A m(lh) b E[Ml’Ml—l

Prvi izvod funkcije fj, se lako dobija

In(1+h)  In(2hMie)~t In(1+h) In(4e)~!
/ Y h 14k 1
h) = — < - <0, <,
S (R) (1 + h) (1 + h) “e=y

jer je Mih < 1+ h < 2. Ocigledno, funkcija fjs, je neprekidna i opadajuéa na posmatranom

1 1
domenu, pa uzima sve vrednosti iz intervala < fan (]\/[1_1) o (M)} .
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Dalje, posmatrajmo funkciju

1 - +1 1

n n—

o(M; + e h 11
far,+1(h) ) + My + 1, h e [ T 1)

Jasno je da je i fys,+1 neprekidna i opadajuca na posmatranom domenu, pa uzima sve vrednosti iz

1 1 o
int 1 — ——— | |. StaviSe,
intervala <fM1+1 <M1> s+ <M1 n 1)] avise
1 ! + In M
n———————+InM;
. 2(M; +1
lim  far41(h) = (M + 1) + My + 1,
h—1/M;—0 (14 1
My

odnosno

1 L +In(1+ L +1In M

n————— —— +1In — n

. 2(M1 + 1)8 My !
lim  far41(h) = + M,
h—1/M;—0 n 1+L
M
M1 +1
n———4+InM
M oMM, + De T M 1
= + My = fa, )
1

(14—
n M

Zbog toga je jasno da funkcija f uzima sve vrednosti iz skupa

o0

s= U (r(5r=1) /(5 )] = varso

M1=2

gde je f definisano sa
o0
f = U fM1 .
M;=2
Dakle, uvek moZemo birati takvo 0 < h < 1 da je uslov (4.5) ispunjen za svaku celobrojnu vrednost

—In(4
M > f(1) = fo(1) = # + 2. Jasno, najmanji prirodan broj M za koji se moZe definisati

~In(4
mreza (4.4)-(4.5) je My = [12(25)

preciznoscu ne manjom od 10~%) tako da vaZi (4.5), za fiksnu vrednost perturbovanog parametra e.

1
+ 2—‘ ,gdejee < T Tabela 4.1 prikazuje neke vrednosti & (sa

Tabela 4.1: Neke vrednosti parametra h koje generisu mrezu (4.4)-(4.5); ¢ = 1075,

M, h M
20 | 0.0505278 | 286
20 | 0.0503479 | 287
20 | 0.0501693 | 288
21 | 0.0499920 | 289
21 | 0.0498155 | 290
21 | 0.0496402 | 291
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U daljem radu ¢emo pretpostavljati da rekurzivno generisana mreza (4.4) zadovoljava (4.5).

Jasno, tada vazi

he za 1< My ii>N-—-M +1,
hz‘: hl’i_l za My <iSM, (46)
h(l—mz;) za M+1<i<N—DM +1,

Razliku dva susedna koraka mreZe moZemo jednostavno izraziti.

Lema 4.2. Neka je data mreZa (4.4)-(4.5). Tada je

0 ai<M, i=M+1ii>N—M+1,
|hi — hi—1| = § hhi—1 za Mi+1<i<M,
hhi  za M+1<i<N— M,

odnosno |h; — h;—1| < h2c,zai=M;+1ii=N— M; + 1.

Dokaz. Pretpostavimo prvodaje: < M+41. U dokazu koristimo da su koraci h;, ¢ < M neopadajudi,
Sto sledi iz definicije mreZe.

Akojet < Mj,onda h; — h;—1 = 0.

Akojei = Mj + 1,onda h; — hj—1 = he (M1h — 1) < he <<llz + 1) h — 1> = h2e.

Kadaje M; +1 <+ < M, dobijamo h; — h;—1 = hx;—1 — hx;—o = hh;_1.

Pretpostavka ¢ = M + 1 implicira hpr41 — hps = 0.

Kako su ¢vorovi mreze (4.4) simetri¢ni u odnosu na tatku 1/2, to se tvrdenje leme analogno pokazuje
izai > M + 1. O

Napomena 4. lako iz teorijskih razloga pretpostaviljamo da vaZi (4.5) u mreZi (4.4), numericka te-
stiranja u Glavi 5 cemo obaviti bez tog zahteva na mreZi (4.4). Numericki rezultati dobijeni na

mreZi (4.4) uz uslov (4.5) se neznatno razlikuju od prikazanih.

Apriornu ocenu greSke treba izraziti u funkciji od N. Zato je bitno da nademo i odnos izmedu

parametara b i V.

Lema 4.3. Ako je rekurzivno generisana mreZa definisana sa (4.4) i h < 1, onda je
2

h<AN 'InS.
2e

Dokaz. Posmatratemo, prvo, mrezu na intervalu [zps, +1,23—1]. Uz pretpostavku da je h < 1,

dobijamo
M-2 . M-2 ) M—2 )
1 Tit1 1 Ti4+1 2 Tit1
M—-M-2= )" - / do =Y h‘/ do < Y — / dz,
i=M;+1 i+1 Jx; =M1 Ti Jg, =M1 Titl Jo

jerje xiv1 = x; + he; <2x,zat =M+ 1, My +2,...,. M — 2.
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Takode, jasno je da je

1 .
< —,zasve r € [z;,x;+1] a odatle je
z

Li+1
M—2 .
2 [T 2 (121 2.1
M—-M —2< — —dxr < — “dr < = 1ln—.
L —‘Z h/x. :px_h/g P e
i=My+1 4
Kako je M = (M; + 1) + (M — M; — 2) + 1, dobijamo da je
N 1 2.1
— =M< -4+24+-In—+1.
5 <h+ +hn2€+
. ..
Napokon, 1 < 7 implicira
N<4+21 _ 2 241
2 “h ' h 2 h B )
tj. da je
4 €2
N < —In—.
<hn25
Odavde, tvrdenje ove leme direktno sledi. O
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Glava

SPLAJN KOLOKACIONI POSTUPCI ZA SPP

U ovoj glavi éemo posmatrati jednodimenzionalni linearni problem reakcije-difuzije koji glasi:
Naéi u € C%(0,1) N C[0, 1] tako da je

Lu(z) = —2u"(z) + r(z)u(z) = f(z), =€(0,1),

U(O) = 9o, 'LL(l) =91,

G.D

gde su go,g1 € R, e € (0,1]ir > 0? na [0, 1] za neku konstantu ¢ > 0. Ovo je sloZen problem,
jer standardni numericki postupci daju loSe aproksimacije u slojevima, koji se javljaju u okolinama
tataka x = 0ix = 1, gde se reSenje problema (5.1) naglo menja kada perturbovani parametar ¢ tezi

nuli.
5.1 Ogranicenja izvoda ta¢nog reSenja

Bilo koja apriorna analiza postupka diskretizacije zahteva ogranicenja izvoda tacnog reSenja u
problema (5.1), videti [39] i [49].

Lema 5.1. Neka sur, f € C*0,1]. Tada vaZi
}u(k)(x)‘ <C {1 + e kemom/e 4 6_ke_9(1_’”)/8} , za z€(0,1), k=0,...,4.

Stavise, tacno reSenje u se moZe zapisati u obliku v = v + wo + wy. Za k = 0,...,4, regularna

komponenta v zadovoljava Hv(k) HOO < C, dok za slojne komponente wq i w1 vazi:

|w(()k)(x)| < Cekem0n/e, ‘wgk)(ac)‘ < Cehemel-a)/e, z € [0,1].

5.2 Grinova funkcija

Sada ¢emo uvesti Grinovu funkciju [19] za operator Lu koja za svako £ € (0, 1) zadovoljava

‘Cg(x7§) = _52gmz(xv§) + ’r‘(l’)g(l‘,f) = 5(37 - f)a US (07 1)>
g(()?g) = g(l,f) =0,

(5.2)

gde je 0(-) Dirak ¢ - distribucija. StaviSe, svaka funkcija v € W1°°(0,1) za koju je v(0) = v(1) = 0,
moze se predstaviti kao

1
o(z) = /0 G (. €)(Lo)(€)de. (5.3)

39



GLAVA 5. SPLAJN KOLOKACIONI POSTUPCI ZA SPP

Kako je £ samoadjungovani operator, to G reSava, za fiksno = € (0, 1), slede¢i problem

—e2Gee(2,€) +7(€)G(2,€) = 6(£ —x), £€(0,1),

Sledeca lema nam za funkciju G i njegov izvod daje ograni¢enja u Lq-normi [39, Th. 3.31].

Lema 5.2. Grinova funkcija G koja zadovoljava (5.2), zadovoljava i sledeca ogranicenja:

My <1 5.4
e IrG(x, )| <1, (5.4a)
1
. < 5.4b
xren(gﬁ)!!ga(x, M < ps (5.4b)

gde je ||v||y := [ v()|da.

5.3 Kolokacioni postupak sa kvadratnim C'-splajnom

U ovom poglavlju éemo analizirati kolokacije sa kvadratnim C'-splajnom. Na§ glavni zadatak je
oceniti gresku ovog postupka aprirornom i aposteriornom ocenom. Ali prvo, moramo naci odgovara-
juée ocene za granice greske kvadratnih C° i C'-interpolacionih splajnova za reSenje v i njegov drugi

izvod.

5.3.1 Greska interpolacije

U ovom delu disertacije, razmatramo S9 i Si-interpolaciju, na dve mreZe — na modifikovanoj
Siskinovoj 1 na rekurzivno generisanoj mreZi. NaZalost, standardne SiSkinova mreZa i mreZa Bahva-

lova ne zadovoljavaju sva ogranicenja koja éemo prezentovati.

53.1.1 SY-interpolacija

Prvo, razmotrimo gresku interpolacije I9u — u. Granice ove greske na modifikovanoj Sigkinovoj

mreZi date su u sledeéoj teoremi.
Teorema 5.3. Neka sur, f € C*[0,1]. Tada greska interpolacije I9u — u za resenje problema (5.1)
na modifikovanoj Siskinovoj mrezi, koja je generisana sa funkcijom (4.2) i gde je o > 3, zadovoljava

sledeéa ogranicenja:

|u—Iu| < CN?I*N (5.5a)
i
? max (= 18u)!, ,| < CN2m? N, (5.5b)

Dokaz. Sli¢no dekompoziciji datoj u Lemi 5.1, greSku interpolacije moZemo prikazati kao

u— Idu = (v — Igfu) + (wo — Igwo) + (w1 - Igwl), (5.6)
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zbog linearnosti 1. Dalje éemo svaki sabirak sa desne strane poslednje jednakosti razmatrati pojedi-

nacno.

Prvo, dokazimo (5.5a). Za regularnu komponentu v, ogranicenje (3.6b) i Lema 5.1 daju

|v = 130 CN73, zai=1,2,...,N,

1o lloe, s, =

oot 72[
zbog h; < ON~1, koje sledi iz (4.3a), pa je i
Hv - ISUHOO < CN73.

Za slojnu komponentu wy, razmatramo dva slucaja. Ako je .J; C [0, 7], onda su zbog (4.3b) koraci te
mreze h; < CeN~'In N, paje

l[wo — I3wp|| <C(eN 'l N)’ e 3)e /%00 < CN 30PN,

B
< 7 ///

zbog (3.6b) i Leme 5.1. Odatle je i
Hwo IQ’U)QH < CN~31n® N.
Neka je J; C [r,1]. Tada dobijamo
[|wo — IQOwOHOOJi < Z [wollso, s, < Ce™/F = Ce N < ON7 < CN73,

iz (3.6a), Leme 5.1, monotonosti eksponencijalne funkcije wg i zbog o > 3 (Sto je ovde neophodan

uslov). Jasno, odavde sledi da je

Hwo—ISwOH SCN_g.

00,[T,1]

Sli¢nu ocenu mozemo dobiti i za wy — ISw;. Ako je J; C [0,1 — 7], onda imamo

w1 = I3un|| Wil g, < Cem 0T = Cem? N < ON77 < ON 72,

00,J; — 4 ’
opet iz (3.6a), Leme 5.1 i monotonosti eksponencijalne funkcije w;. Dalje dobijamo da je

le 1211)1H < CN—3.

,[0,1—7]

Na kraju, neka je J; C [1 — 7,1]. Tada vazi

l[wi — 13w || C (NI N)? e 3|ee-a)/e| ;< CN 3 Ind N,

00, J; < 72\1/5 H ”/HooJ

jer vaZze (3.6b), (4.3b) i Lema 5.1. Dakle, vazi i

w1 = Iwn | <CN?I®N.

J1—7,1]
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GLAVA 5. SPLAJN KOLOKACIONI POSTUPCI ZA SPP

Napokon, nejednakost trougla daje (5.5a), tj.

|lu — DRulloe = |Jv — ISUHOO + [Jwo — Igonoo + ||wy — Dwi||ee < CN 3+ CN 33 N
< CN3In®N.

Sli¢nom tehnikom dokazujemo i (5.5b). Regularna komponenta zadovoljava
2
‘( — 1) 1/2‘ < é||u<4>||oo,Ji <ON"2,  zai=12,...,N,
zbog (3.6b), (4.3a) i Leme 5.1. Shodno tome,

2 _
€ z:IIllaXN‘( 121) 1/2) < CN~?

Ponovo, ocenu greske interpolacije za slojnu komponentu wq delimo na dva slucaja. Ako je i < gN,
onda je J; C [0, 7]. Tada vazi

h?
ge2£\|wo>||w < 2N InN)2e4|e2%/%| ;. < CN2In2 N

e’ ‘(wO - I2w0)z 1/2‘

zbog (3.6b), (4.3b) i Leme 5.1, pa je

2 2
€ i:rlr}.f.i'?;N‘( Izwo) 1/2‘ < CN2In*N.

Neka je, sada, i > ¢gN. Tadaje J; C [1,1] i
g2 ‘(wo — Igwg) 1/2’ < 22 Hw H < Ce /e = Ce N < ON—° < CN72,
zbog (3.6a), Leme 5.1, monotonosti eksponencijalne funkcije wg i zbog ¢ > 3 > 2. Odatle je

‘<CN‘

g2 max ‘ wo — 12 wo

i=qN+1,...,N 1/2

Sli¢no, analizu za slojnu komponentnu w delimo u dva razlicita slu¢aja. Ako je i < N(1 — ¢), onda

Ji € (0,1 — 7], paje

g2 ‘( Ile) < 2¢? Hw H - =Ce —e(l=(-m))/e < CN77 < CN2,

1/2’

ponovo zbog (3.6a), Leme 5.1, monotonosti eksponencijalne funkcije w; i zbog o > 3 > 2. Odavde
sledi

2 _
— 19 ‘ < CON2
e[ - Boy)ly,
I na kraju, neka je i > N(1 —¢). Tada J; C [1 — 7,1] i
& |~ Bu) ]| < 5 Hw§4>uoo,h < O (N In N)Pe e/ oy,

< CN—2 In% N,
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zbog (3.6b), (4.3b) i Leme 5.1, pa je i

2 0,.\" —27.2
€ max wy — [ywy), )<CN In® N.
i=N(1—q)+1,..,.N ’( 1m 5 1)2—1/2 -
Ponovo, dokaz za ogranicenje (5.5b) zavr§avamo primenom nejednakosti trougla. O

Pre nego Sto damo i ocene greske interpolacije na rekurzivno generisanoj mreZi, pokaZimo prvo

osobine iz naredne leme.

Lema 5.4. Komponente wq i wy tacnog reSenja u zadovoljavaju ogranicenja:

dl—l—kw
l k 0
e ||x <C (5.7a)
dxl+k o J;
i
dl+k
e -t et <c, (5.7b)
€L 00,J;

gdesul,k € No, l+k <4ilJ;=[zi1,x]-

Dokaz. Lema 5.1 nam daje

X dl—i—kwo
drlt+k

l

€ < CHafk:vke*Qz/EHOO’Ji.

00,J;

Ako je k = 0, onda prvi deo tvrdenja ove leme sledi direktno.
Neka je £ > 0. Ozna¢imo sa so(z) = e kzke=0r/¢ Da bismo naili maksimum ove funkcije,

neophodno je da prvo nademo njen prvi izvod. Lako se dobija da je
sp(x) = e P 1gh—lem0/5 (ke — 2p),

pa sledi da funkcija sg ima maksimum u tacki = = ke /. Zbog toga je

—k_k_—oz/e ke [ ke g —k
le P2 e |o g, <so | — | =" — ] e <C,
0 1

odakle sledi (5.7a).
Analizirajmo sada i (5.7b). 1z Leme 5.1 dobijamo

kdl—l—kwl

(1= o) < Clle*(1 — x)keme=2)/e|| .

00,4

Neka je s1(x) = e #(1 — x)ke~2(1-%)/2_ Otigledno je

si(x) = e (1 =)t lem T (ke 1 (1 - ),
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a potom i da funkcija s; dostiZe svoju maksimalnu vrednost u tacki x = 1 — ke/p. Zbog toga je

k
le7®(1 — z)keme=0V/E| 5 < sy <1 - ;) <C.

Takode, lako se pokazuje da je
file) = e7lem0/29) < f, (23) <C,  zae>0, i=1,234, (5.8)
7

Sto je ogranicenje koje ¢emo koristiti u analizi greske interpolacije na rekurzivno generisanoj mrezi.

Teorema 5.5. Neka je r, f € C4[0,1]. Tada greska interpolacije I3u — u za reSenje problema (5.1)

na rekurzivno generisanoj mreZi (4.4)-(4.5) zadovoljava ogranic¢enja:

|u— I3ul| < CR® (5.92)

62 ‘max ( IQu

< COh? )
max ‘ Ch2. (5.9b)

~1/2

Dokaz. Kao i u prethodnom tvrdenju iskoristi¢emo dekompoziciju tacnog reSenja u, dato sa (5.6).

Regularna komponentna v zadovoljava

zbog (3.6b), (4.6) i Leme 5.1.

Podelimo dokaz za komponentu wy u tri sluaja. Prvo, ako je .J; C [0, s, ], tada je h; = he i

Isz

00 Ji = 72[” V|| < OB} < CRP,

[wo = I w| C(he)’e*|le™% los,s, < OB,

h?
< 7 n
00,J; — 72\/§ H HOOJ

Sto sledi iz (3.6b) i Leme 5.1. Dalje, neka je J; C [z, 2a]. Tada, iz (4.6) imamo h; = hx;—1 < hz,

zax € [x;—1,x;]. Odatle i iz (3.6b) dobijamo i ogranicenje

3,.3
h’x;_ 4

<
ol T 123

zbog (5.7a). Na kraju, neka je J; C [z, xn]. Tada je

o — o [, < OW g, < On,

[|wo —Igon Ch3|le 3e79%/¢|| .7, < Ch3e™ Be=e/(29) < op?,

00, J; =< 72\Z/§ H mHooJ -

zbog (4.6), Leme 5.11 (5.8).
Sli¢nu ocenu dobijamo i za le — Igleoo ;.- Neka je J; C [0, 2] Tada, (4.6), Lema 5.1 1 (5.8)
daju

h3 ///
i = 73,/3

3”6 o(1— ac/s” 5 < Ch3 679/(25) SChg

lwr = Z3w|

44



5.3. KOLOKACIONI POSTUPAK SA KVADRATNIM C*-SPLAJNOM

Ako je J; C [zar, xN—pr, ), onda je

R3(1 — ;)3
72/3
Sto sledi iz (4.6), Leme 5.1 1 (5.7b).

Pretpostavimo dalje da je J; C [zn—ns,, 1]. U ovom slucaju vazi h; = he, pa dobijamo

[wr = BBwil| [w'lloo,7, < CHI(1 = &)*w}"|oo,s, < CR,

IN

wy — S e 00, J; = )
I ||, < C(he)’e™? e =9/ o s < OB

opet zbog (3.6b) i Leme 5.1.

Dokaz za (5.9a), sledi sada iz nejednakosti trougla i prethodnih ogranicenja.

DokaZimo i (5.9b). Regularna komponentna v taénog resenja zadovoljava
52 ‘ ( IQ v

] <O, < O < OB,

zbog (3.6b), (4.6) i Leme 5.1.

Posmatrajmo, sada, slojnu komponentu wy. Na svakom intervalu .J; C [0, 2/, | dobijamo

2

h . 4 4y _
L] € g oo < CPhEe e oo g, < Ce(eh)2e™ < OB,

g2 ’(wo — Izwo)

Sto opet sledi iz (3.6b), (4.6) i Leme 5.1.
Neka je J; C [zar,,1/2]. Tadaje h; = hzj—1 < hz,zax € [x;—1, 2] 1
h
< &gy loe.r, < CHE||e*wg” |, < OB,

52 ‘(wo — Izwo)Z 1/2’

zbog (3.6b), Leme 5.1 (5.7a). Ako je J; C [1/2,1], tada je

52)(w0—12w0 ‘<052h2 —4|eme/e || . < Ch2e~2e~¢/%) < CR2,

-1/2

zbog (3.6b), (4.6), Leme 5.11 (5.8).
Za slojnu komponentu w; na svakom J; C [0, 1/2], iz (3.6b), (4.6), Leme 5.1 i (5.8) dobijamo sledece

ogranicenje

52‘( — I3w,)” ‘<052h2 “A||emed=a)fe|| 1 < Oh2e2em9/() < CR2,

—-1/2

Neka je J; C [1/2,1 — xpy,|. Tada, iz (4.6) dobijamo h; = h(1 —z;) < h(1 —z),zaz € J; i

h2(1 — x;)?
2| (wn — )] | < IR O < OR2Y (1 - )0 s, < OR,
zbog (3.6b), Leme 5.1 i (5.7b). Poslednja moguénost je J; C [1—zpy,, 1]. U ovom slucaju je h; = he,
pa vazi
h? 4yl —o(1—
& (w1 = Bw)] | < 23 N0l oc,s, < O (he)e™ |70V, < O,
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zbog (3.6b), (4.6) i Leme 5.1. Primenom nejednakosti trougla, lako dalje dobijamo (5.9b).

5.3.1.2 S}-interpolacija

O]

U ovom delu disertacije analiziraéemo gresku interpolacije I3u — u na modifikovanoj Sigkinovoj

mreZi i rekurzivno generisanoj mreZi.

Teorema 5.6. Neka je v, f € C*[0,1]. Tada greska interpolacije za reSenje u problema (5.1) na

modifikovanoj Siskinovoj mreZi, koja je generisana sa funkcijom (4.2) i gde je o > 4, zadovoljava:

max | (u—Iyu),| < CN~*In* N, (5.10a)

i:07"'7

[|u— IguH < CN*I®N, (5.10b)

82 _max ( 12u

N i— 1/2

Dokaz. (a) Gresku interpolacije opet moZemo zapisati u obliku

’<C’N 2102 N, (5.10¢)

u— Iju= (U — 12111) + (wo — 121100) + (w1 — IQle). (5.11)

Sva tri sabirka ¢emo analizirati pojedinacno. 1z (3.9b) 1 (3.10) sledi

794l < Chihig |hiyr — il |g)"] + Cmax{h}, hi 1 9™ oo, siuisn s (5.12)

zasvako g € C*[0, 1]. OgraniCenja (4.3a), (4.3c)iLema 5.1 daju |7, ;| < CN 4 zai=1,...,N—1,

paizLeme 3.7i (v — 1211))0 = (v— I%U)N = 0 sledi

|(v—1I3v),| <CN7*, za i=0,1,...,N.

Za slojnu komponentu wy, dokaz opet delimo po slucajevima. Prvo, nekaje ¢ < gN, tj. h; = h;11 <

CeN~11n N, odakle sledi

4 _ _ _
|7—w07i| < Cmax{hzl»h?—&—l}”w(() )||<>0,JiUJi+1 < C(€N ! lnN)45 4”6 Qx/gHOOJNJi-s-l

< CN~*In*N,

zbog (5.12) i Leme 5.1.
Za1 > ¢N, iz (3.9a) i monotonosti eksponencijalne funkcije wg imamo

|Two.i] <8 ”wOHJUJZH < Clo—0%an-1/¢ < e—e(T—hqn)/e < CN~—? N°/(@aN) < CON~*

Ovaj slucaj pokazuje da uslov o > 4 ne moze biti slabiji.

Dalje je 7wyl < CN~*In* N, zai=1,2,...,N — 1. Sada, (wo — I3wo), = (wo — I3wo) 5, =

i Lema 3.7 impliciraju

|(wo — Iywp),| <CN"*In*N,  i=0,1,...,N.
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5.3. KOLOKACIONI POSTUPAK SA KVADRATNIM C*-SPLAJNOM

Posmatrajmo sada | (w; — I%wl)A. Prvo, neka je i < N (1 — q). Odavde je

Twyil <8 leHJiUJiJrl < Ce = tna-g+1)/e < Ceme(T—hna-q+1)/e < O N~ No/(aN)

<CN™*,

zbog (3.9a), Leme 5.1 i monotonosti eksponencijalne funkcije wy. Zai > N(1 — ¢), znamo da je
hi = hiy1 < CeN~'ln N, paje

sl < Cmax{h, bl Hwi oo g0y < CENT I NY e leme=0/5 o

i+1
<CN *m*N

zbog Leme 5.1. Direktna posledica ovoga je |7y, ;| < CN~*In*N,zai = 1,2,...,N — 1. Iz
Leme 3.7 i (wy — I%wl)o = (w1 — Iwy) \, = 0 sledi

|(w1 = Iywi),| <CN~*In* N, i=0,1,...,N.

Konaéno, koriste¢i dekompoziciju (5.11) i nejednakost trougla, dobijamo (5.10a).

(b) Nejednakost trougla nam daje

o Bl < lu— B+ (180~ B < o= B+ s | (15— ) |,

zbog Leme 3.6. Dalje, iz (I3u), = us, @ = 0,1,..., N, dobijamo

Hu—IzluH <CN3IdN + maXN|(u—I21u)i‘ <CN3In*N +CN*In* N

< CN31n® N,

zbog (5.5a) i (5.10a).

(c) Polazedi opet od nejednakosti trougla, dobijamo
2| (u—Bu))_, | < (u=1u)]_, | +2* | (1B~ Bu)]_, ,|. (5.13)

Kako je (I9u — I3u);_1/o = 0,i=1,2,...,N,i (I§u), = u;, i =0,1,..., N, iz Leme 3.6 sledi

2

g? ‘(Igu 12u 1/2‘ < — max{‘(u - I21u)z‘71 , ‘(u — I%u)l’} ,
’L
pa dobijamo
2 2 2772
g o"N"
&2 i:EIQE,l.}iN ‘([Su - IQlu)g—lp < i:11r171221>iN fo ‘(u — IQIU)Z’ < 002 2 NN At N
< CN~2In%N,

zbog (4.3d) i (5.10a).
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Kombinacijom (5.5b) i (5.13), dobijamo

< CN~2In%N.

e2  max ’( IQu) 1/2‘

i=1,2,...,N

Sada, posmatrajmo gresku interpolacije u — I3u i na rekurzivno generisanoj mreZi.

Teorema 5.7. Neka je v, f € C*[0,1]. Tada greska interpolacije za reSenje u problema (5.1) na

rekurzivno generisanoj mreZi (4.4)-(4.5), zadovoljava:

max ‘(u — I%u)z‘ < Ch?, (5.14a)

i=0,...,
[|w— IguH < Ch®, (5.14b)

e? max ( IZu

‘ < CR2. (5.14¢)
i=1,..N

-1/2
Dokaz. (a) Kao iu prethodnim dokazima, polazimo od dekompozicije greske interpolacije (5.11).

Za regularnu komponentu v tacnog reSenja u, dobijamo

5 5
h ihivilhivr — hi””z/'//’ + 7h4Hv(4)H007Ji + %h?+l||v(4)H007Ji+1 < Ch4a

7ol < 15 961

zbog (3.9b), (4.6), Leme 4.2 i Leme 5.1. Analizu interpolacione greske za wg razdvajamo u sedam
slucajeva.
(i) Neka je ¢ < M;. Tada, iz Leme 5.1 dobijamo

4
runil < ghihisalhis = hillwfd + oehdlhog o, + st l0f e,y

- 12 9 "
< Cleh)'e™le % oo,, + Cleh) e |le™ /% oo,y < OB,

jer vazi hi+1 — hi =01 (46)
(ii) Neka je i = Mj. Tada je |hit1 — hi| = |har 1 — har,| < h%e, zbog Leme 4.2. Takode je
h; < hi+1 =hx; < hx,zax € Ji+1, paje

|Two,il < Chihitih®elwy;| + C(eh)'e 4||e‘”/6\|w + Chlzw§? o
< Ch'e||s®wl ooty + Ch* + CRY |2 0P |oo.s,,, < CRY,

+1

»Ji+1

zbog (3.9b), (5.7a) i Leme 5.1.
(iii) Neka je M1 < ¢ < M — 1. Tada iz (4.6) i (5.7a) dobijamo

‘Two,i‘ < Ch‘hi+1hh'\wm | + Ch'z 4 1”wo Hoo J; + Ch'x 4”“’0 )||oo Jit1

4
<0mﬂmmﬂ&ﬁﬂ+omw#<|&¢+Wrww&mﬁ>
§ Ch4||l‘3 ///HOO J

1+ Ot < ChY,

zbog hi+1 =hzr; < hzr,zax € Jit1-
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(iv) Neka je : = M. Kako je h;11 — h; = 0, tj. hM+1 = hy = hxp—1,toje

4 4 4
g at| < CRA 0§ ooy + CHa1 0§ oo nr s < CP @3y 1 0§ oo snsaar a

4
< Ch4Hx4w(() )”OOJMUJJ\4+1 < Ch4,

zbog xyr—1 < z,zasve x € Jyr U Jpr41 1zbog (5.7a).
(v) Sledeca moguénost je M < i < N — M. Tadaje z > 1/2, paiz (4.6) i (5.8) sledi

Twnil < Chihigibhizie =3¢ %) £ Chw? |loo,s; + ChE1 0§ looiss
< Chte 3e0/(22) L Optee—0/(2) < Op*,

(vi) Nekaje i = N — M. Tadaje |hiy1 — hs| < h%ci h;y1 = he pa opet zbog (4.6) i (5.8) vaZi

o] < Chihigr (h2e)e 379/ 4 Chtw|oo s + Chi w5 0,10
< Ohte e /() 4 Opte—2e—0/(29) 4 Opt < OB2

(vii) Poslednji slucaj je ¢ > N — M;. Tada je h;+1 = h; = he, pa lako dobijamo
T il < ChElleof” o1, + Chfya g flo.501 < CHE.

Sledi |7y,,i| < Ch%,zasvei = 1,2,..., N —1. Sli¢nim razmatranjem dolazimo i do ocene za |7y, ;|-
(i) Neka je ¢ < M. Kako je h;+1 = h; = he, to se lako dobija

Twnal < Chlw{ oo, + Chl o lloc,sys < CBY,
(i) Ako je i = My, onda je |h;1 — h;| < h2e, panam (4.6) i (5.8) daju
[Ty il < Chie™te™e/(29) L Opte=tem0/(2) < Oopt.
(iii) Pretpostavimo, dalje, da je My < @ < M. Tada, opet iz (4.6) i (5.8), sledi
[T i| < Chte3e0/(2) L Optee=0/(29) < Opt,
(iv) Nekaje? = M. Tadaje h; = hi11,tj. hpy = hM—H i

4 4 4
s at] CHA 108 ooins + OB 1 0 oo tarer < CHA1 = 2ars) w0l oo sas0ar

< CPY(1 = 2)* ' |oo syyosnrn < CHY,

zbog x < xpr41 zasvex € Jy U Jpr4q 1(5.7D).
(v)Nekaje M +1<¢ < N — M. Tadaje hjy1 < h; i

T il < Chihigabhia|wi’y| + ChA(1 = 2) [l oos + CBH(1 = zip1) [0l oo iy
< CR2R| W |oo s + CPA(I(1 = 2) oo, + 111 = 2) 0 [loo, s )
< ChY|(1 — 2)3w||0o.s; + CR* < CR?,
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opet zbog (4.6) i Leme 5.4.
(vi) Pretpostavimo da je i = N — My. Tadaje |h;y1 —hi| < h?eihiy1 < hy = h(1—z;) < h(1—2x),
zaz € J;, paje

4 _ _
|Tw1,i| < Chihi+1h25|wm | + Ch4( .7}1)4ng )Hoo,Ji + 054h45 4”6 Qx/g”oo,Ji-H

< CHAE2)|(1 = 2)uw)||ooss + CH (1 — 2)* w0 |l oo.; + CR* < OB,

zbog Leme 5.4 1 (5.8).
(vii) Poslednja moguénost je ¢ > N — Mj. Tadaje hjy1 — h; =01

Twr il < ChH [ oo, + Chiy [0 oo,

§C€4h46 4”6 o(1— x)/aHOOVJi +064h4€ 4H6_Q(1_I)/EHOO,J1'+1 SCh4,

zbog (4.6).

Iz prethodnih ogranicenja, Leme 3.7 i nejednakosti trougla dobijamo (5.14a).

(b) Sada ¢emo pokazati tvrdenje (5.14b), sli¢no dokazu prethodne teoreme. Jasno je da vazi

o~ Bl < lu— Bl + 1150 Zhull, < o~ Bull, + mas|(u— )|

20y

< Ch® + Ch* < Ch3,
zbog Leme 3.6, (5.14a) i (5.9a).

(c) Na kraju, dokaZzimo da vazi i (5.14c). Ponovo je

(5.15)

52‘( I2U 1/2‘ ¢ ‘( I2u)l 1/2‘*_‘€ ‘(IQU IQU)’ 2l

pa iz Leme 3.6 dobijamo

£2
62)(Igu 12u 1/2‘< max{‘(uf@lu)iil
’L

(w1}

Akojet < Mjilit > N — M; + 1 onda je h; = he. U suprotnom, hy_;+1 = h; = hz; > he, za
t=M;+1,M; +2..., M. Dakle, dobijamo da je

8e?
s (e Bl < s G B < 08

jer vazi (5.14a). Kombinacijom (5.9b) i (5.15) dobijamo

€ max ‘( I2u ‘ < Ch?,
i= N

—-1/2

¢ime je dokaz teoreme zavrsen.
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5.3.2 Kolokacioni postupak

Problem (5.1) éemo diskretizovati pomocu splajna iz prostora Sa(A) koji zadovoljava grani¢ne
uslove ovog problema i diferencijalnu jednacinu (5.1) u odredenim tackama. Poznato je da su sredine
intervala J;, tj. tacke x;_1 /9, najbolji izbor za tacke kolokacije, kada numericko reSenje klasicnog
problema, tj. problema (5.1) za ¢ = 1, trazimo u obliku C'-kvadratnog splajna, videti [13]. Zato
¢emo i kod singularno perturbovanih problema, za tacke kolokacije uzimati sredine svakog intervala

mreze diskretizacije.
Neka je A proizvoljno zadata mreza na [0, 1]. Na§ pridruZeni diskretizovani problem glasi: Naci

up € S3(A) tako da je

uA,0 = 90, (E’U'A)Z-_l/g = fi—1/27 i=1,2,...,N, UAN = J1- (5.16)

Neka je {Bw}ffgl baza B-splajnova u S4(A), videti Glavu 3. Tada aproskimaciju ua moZemo

predstaviti na sledeci nacin
N+1

ua(z) = Z a; By (),
i=0

gde su o; € R odredeni kolokacionim jednac¢inama. Dakle, na svakom intervalu .J;, aproksimaciju

ua moZemo zapisati kao
uA(x) = Oéi_lBQﬂ'_l(ZL') =+ OéZ'BQ’Z' (w) + Ozi+1Bg’i+1(l‘), T e J; (5.17)
zasvei = 1,2, ..., N. Dalje je

(zi — 2-1/2) h; " 2
B 71— 1— = = ) B i— i— = 77 1N
(Ti—1/2 — i-1)? hi 2
B ’L S = = ? B//. . f— T —
2, +1(xz 1/2) (hz + hi+1)hi 4(h1 + hi+1), 2,z+1(xz 1/2) (hz + hi+1)hi

gde formalno zapisujemo hy = 0. Takode je

1 1
Byi(®i1y2) = 1 - ; ’
2,i(Ti—1/2) A(hi—1 + hy)  4(h; + hiy1)

zbog SN By i(x) = 1,kao i

2 2
B//' . — _ o
2i(Zi-1/2) (hi—1 + hi)hi  (hi 4+ hiz1)h;’

videti Prilog A.1 za drugi izvod funkcije Bo ;.
Ocigledno je (5.16) ekvivalentno sa

ag =go, [Lal;,_y;5=fi—1j2, i=12,....N, any1 =g, (5.18)
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gdeje a = (ag,...,ans)T e RVNFT2

2(0%+1 _ ai) 2(a — Oéi—l)
Lo, = —¢? -
[ a]z—l/Z € hi(hi + hiy1)  hi(hi—1 + hi)

+ric1pe [ i+ (1— ¢ — g )ai+q o], i=1,...,N

uz sledecu notaciju

h;
q;

+ . hi _
qi T Y
4(hi + hi—l)

- 4(h; + hiy1)

i formalni zapis hg = hy41 = 0.

Da bi pokazali da je kolokacioni postupak sa C''-kvadratnim splajnom uniformno konvergentan,

prvo treba pokazati da je operator L stabilan, $to ¢emo i uCiniti u nastavku.

5.3.2.1 Stabilnost

Operator L nije inverzno monoton, ali ¢emo ipak dokazati da je stabilan u maksimum normi.

Teorema 5.8. Ako postoji konstanta x > 0 takva da je
max{hit1,hi—1} > kh;, i=2,3,...,N—1, hy>rhy i hy>rhy_1, (5.19)
onda je operator L stabilan u maksimum normi. Stavie, vazi i

[L7]i—1/2

Ti—1/2

2(1+ k)
= - < -_
1Yl nax 1vil < o max

2(1+ k)
K02

IN

LY., zasve v € RYT?

V) = UN+1 = 0}.

Dokaz. Za proizvoljan vektor v € IR{(])V +2 defini§imo prvo operator A na slede¢i nagin

LY, 19— 112 (¢ vier + @ vie
Ay =i Trmp WO ) s
m;_1/2

gde je m;_1y9 == ri_1y2(1 — ¢ —¢;). i =1,2,...,N. Jasno je da je ¢/, q; € (0,1/4),i =
1,2,...,N,aodatle jem;_y/5 > 0,7 =1,2,..., N. Dalje je

e 2(yit1 — i 2(%i — vi-
[A’Y]ifl/Q:_ < ('7-"-1 7) (7 i 1)

— +v, 1=1,...,N,
mi_172 \hi(hi + hit1) hi<hi—1+hi)> i
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t.

g2 2
m;_1/2 hi(hi—1 + h;

(e o) )
mi_172 \i(hi +hip1)  hi(hi—1 + hy) v

e* 2 i —1,...,N
- i+15 L= 1,..., 1V,
mi_1/2 hi(hi + hi+1)%+

[A’Y]if1/2 == )%‘—1

Nakon eliminacije g i vy +1 koji su jednaki nuli, A postaje kvadratna matrica Ciji su elementi van di-
jagonale nenegativne vrednosti, dok su elementi na dijagonali pozitivni brojevi, odnosno posmatrana

matrica je L-matrica. Nekaje v = [1,1,...,1]7, tada je
Av=111,...,1)F >o0.
Ako sada primenimo M -kriterijum, iz Teoreme 2.10 dobijamo

HAle < V|0
o0

' <1
T ming—y N [(Av)

Odavde je

oo = AT AY]loo < AT oo [AY [0 = | A7 lloo-

Sada, iz (5.20) dobijamo

[LY]i1 )2 riciy2 (g +a;
Il < |2 g T2 )y (5.21)
i=1,....N mi,1/2 i=1,...,N mi,1/2
gde je
rieve(d ta) _ e ta 1 (522)
m; T 1l—g —qgF 1—g —gt’ :
i—1/2 q; —4; 4 —4;
Pretpostavimo, bez uticaja na opstost, da je max{h;_1, hj+1} = h;41. Lako se dobija
| g —qr=1— hi B hi _ 1 . hi—1 hita
! ! 4(hi +hi—1)  4(hi +hiv1) 2 4(hi+hio1)  4(Ri + hita)
> }Jr hit1 ’
2 4(hi+1 + hi+1/:‘£)
zbog h;+1 > khi, paje
_ 2+ 3k
1—q —q > T (5.23)
1z (5.22) i (5.23) sledi
Ti F+q 2
e "m1200 4 00) < =thE (5.24)
i=1,...,.N mi_l/z 243k

53



GLAVA 5. SPLAJN KOLOKACIONI POSTUPCI ZA SPP

Jasno je da je

Ti-1/2 1
mi_1p 1—q; —q’

pa odatle i iz (5.23) dobijamo

1 < 41+ k)

< ai=1,...,N. (5.25)
mi_1/2 ~ Ti—1/2(2 + 3k)
1z nejednakosti (5.21), (5.24) i (5.25) sledi
T 41+ k) o [LAi—1)9 2+ kK Il
Moo =9 8 2oV | ry_yjp | 243k Voo
Konac¢no, poslednja nejednakost nam daje
21+ & [L]i_1/2
]l < 20+r) max 2
K i=1,....N 7“1-_1/2
O

Napomena 5. Obe mreZe, i modifikovana Siskinova i rekurzivno generisana mreZa (4.4)-(4.5), zado-
voljavaju (5.19) za k = 1.
5.3.3 Apriorna ocena greske

Teorema 5.9. Neka je u tacno resenje problema (5.1) i ua njegova aproksimacija dobijena koloka-
cionim postupkom sa C-kvadratnim splajnom na modifikovanoj Siskinovoj mreZi, koja je generisana

sa funkcijom (4.2) i gde je 0 > 4. Tada vaZi
|u—ual, < ON"2In? N.
Dokaz. Primenom nejednakosti trougla dobijamo
lu = uallo < llu = Lulloo + [ Iu — uallo. (5.26)

Kako interpolaciona funkcija I3u pripada vektorskom prostoru Si(A), to se moZe predstaviti kao

linearna kombinacija C'-kvadratnih B-splajnova, tj. Iiu = SN *1 8, B, ;. Sada je

N+1
15w —ualloo < || D (i = Bi)Bas||
i=0 0o
odnosno
N+1
1130 = uallse < o= Bllo D Bai = lla =Bl (5.27)
i=0
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zbog (3.2a) i (3.2c). Teorema 5.8 nam daje

o =Bl <CIL(a = B) - (5.28)

Otigledno vazi a — 3 € R)"2, zbog

a9B2,0(0) = ua(0) = go = (I7u)(0) = BoB2,0(0)

ant1Ban+1(1) = ua(l) = g1 = (I{u)(1) = Bn41Ban+1(1).

StaviSe, vazi

[L(a—ﬁ)}ifl/Q:E(uA—I%u)A 1/2:£(u—121u)i_1/2, i=1,2,...,N,

ZbOg EuA,i—l/Q = Eui—l/? = fi—1/2- Sada, iz osobine ui—1/2 = (I%u)i—l/Q dobijamo

"

[L (e = B)]i_1jo = € (Igu—u);_y - (5.29)
Iz Teoreme 5.6, (5.27), (5.28) 1 (5.29) sledi
H.Tglu — uAHOO <CN2mn*N.
Napokon, poslednja nejednakost, (5.10b) i (5.26) daju
|u—ual, < ON"2In? N.

O]

Na rekurzivno generisanoj mreZi, koristeci istu tehniku kao u Teoremi 5.9, samo menjajuéi svuda

N~'In N sa h, dobijamo sledeéi rezultat.

1
Teorema 5.10. Neka je u tacno reSenje problema (5.1), 0 < ¢ < 1 i ua njegova aproksimacija

dobijena kolokacionim postupkom sa C'-kvadratnim splajnom na rekurzivno generisanoj mreZi (4.4)-
(4.5). Tada je

lu—ually, < Ch?.

Iz Leme 4.3 i Teoreme 5.10 dobijamo sledecu apriornu ocenu na rekurzivno generisanoj mrezi.

1
Teorema 5.11. Neka je u tacno resenje problema (5.1), 0 < ¢ < 1 i ua njegova aproksimacija

dobijena kolokacionim postupkom sa C'-kvadratnim splajnom na rekurzivno generisanoj mreZi (4.4)-
(4.5). Tada je

In?(1/¢)
u—ually < CT'

Dakle, na rekurzivno generisanoj mreZi dobija se drugi red konvergencije u supremum normi. Prime-

timo da je uniformnost ovog postupka slabo zavisna od logaritamskog faktora.
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5.3.4 Aposteriorna ocena greske

Za fiksno = € (0, 1), greSka naSeg postupka je

1 1
(u—ua) (z) = /0 G(2,8)(L(u—ua)) (&) dE = /0 G(z,&)(f — Lua)(§) d&, (5.30)

zbog (5.3). Kako vazi (5.16), to dobijamo da je

N
: (f_»CUA)Z;UQ /Jg(ﬂf,f) dé = 0.

=1

Ako od (5.30) oduzmemo poslednju jednakost dobijamo

N
(1=ua) @) = 3= [ () + (€)= r©uale) = fiors

- 52“2,1‘—1/2 + Tis1j2uni—1/2)G (2, €) dE.

Kako je uy = u/y i—1/2 DA Ji, jer je ua deo po deo kvadratna funkcija, to je

N
(w—ua) (@) =S / G, 6)[i15 — a(6)] de, (5.31)
i=17Ji

gde je ¢ = rua — f. Dalje éemo izvesti dve aposteriorne ocene greske kolokacionog postupka sa

kvadratnim splajnom.

Teorema 5.12. Neka je u tacno resenje problema (5.1) i ua njegova aproksimacija dobijena koloka-

cionim postupkom sa C'-kvadratnim splajnom na proizvoljnoj mreZi A. Tada je

1 . hio _
o= uslle < 2 o, fl g min {1,522 b = g0, )

=1,..,

gde je J; = [xi—1, 2]

Dokaz. Koristeci Tejlorov razvoj u tacki x;_ /9, dobijamo

(&) = q(xi—1/2) + () (€ = zi1/2), C € [mi—1, 4],

a odatle 1

[ 668 i —a@)de = [ Q- w10 Ode 53

i—1
Fiksirajmo = € (0, 1). Tada je
&
00.8) = Gwaia)+ [ Gelois

Ti—1/2
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/ (€~ wiyp)de =0

i—1

Dalje dobijamo
/ G(z,8) (Q(xifl/Z) - Q(f)) d§ = —/ q/(C)(f - xil/z)/ gg(ﬂfa s)dsd, ¢ € J;.
Ti—1 Ti—1 Ti—1/2

StaviSe, vazi

[ 6.9 i) - a(6)) de

h?
1 /
< o [ 1G9,
Ti_1

i—

t.

[ 660 ety - a9) de

i—

0
< g . ) )
< 4Q€Hq lloo,.7; (60/95- 1 Qg(w,f)dﬁ) (5.33)
1z (5.32) sledi

<

|69 (a1 — a(e) a

hi g

Sada, kombinacijom (5.33) i (5.34), dobijamo

Da bismo dobili ovu aposteriornu ocenu moramo nadi i prvi izvod funkcije g. Medutim, moZemo
dobiti i neSto drugaciju aposteriornu ocenu koja u sebi ne sadrZi izvode. Sledeca teorema nam daje

upravo taj rezultat, videti [44].

Teorema 5.13. Neka je u tacno reSenje problema (5.1) i ua njegova aproksimacija dobijena koloka-

cionim postupkom sa C-kvadratnim splajnom na proizvolinoj mrezi A. Tada je
[u —ualloe < n(rua — f,A)

gde je n(q, A) = n'(q, A) + P(q, A) +n*(q,A),

Bq—q
T

n'(q,A) = ’

.

2

3
JA) =
n°(q,A) 7

o o 41 fue
:I?,?.},{N maX{\Qz %-1/2’,\%;—1/2 Qz—1|}m1n e
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4 i1 — 2Gi—1/2 + 4l
A) = .
n*(q,A) max 10

Napomena 6. U skladu sa (5.18), jasno je da je q ~ €2u’A Dakle, 03 i n* indukuju diferencne

kolicnike od up reda tri i Cetiri.

Napomena 7. Aposteriorne ocene kod centralne diferencne Seme i kod P)-FEM dobijene su u [31]
i [40], redom. Nasuprot Teoremi 5.13, ova ogranicenja indukuju samo diferencne kolicnike reda tri

(za centralnu diferencnu Semu) i reda dva (za FEM).

Dokaz Teoreme 5.13. 1z (5.31) sledi

1 N
(u—ua) (z) = /0 (199 — q) ()G (x,€) dE + Zl /J Z_ (412 — (19¢) ()G (, )] dS. (5.35)

LagranZov oblik za I9¢(¢) ima slede¢u formu

Iq(¢) = 2gi1 €~ xi_l}/;)(g — %) —dg;_y ) (= xi—}llg(f — ;) 4 2, (€ — :Uz'l)}(é - -732‘—1/2).

i

. . h;
Ako x;—1 1 x; zamenimo sa z;_1 /3 — Yy /2 + , redom, dobijamo

2

(ISQ) (6) = dim1y2 = (€ — @1 2) Ri(§), § e i,

gde je
¢ — Gi—1 qi-1—2¢; 12 + g
Ri(§) —— +2(£ —xi_1y2) 5 /
h; h;
Koristeéi (5.35), (5.4a) i nejednakost trougla, dobijamo
I2q
|(u— ua) (2)] < || 221 —aap)Ri(€)dE|. (536)

Sada ¢emo izvesti dva ogranicenja za integral u (5.36). Prvo, iz Holderove nejednakosti sledi

[ o0 —n R0 < 5 1Ry, [ o6 (537
Primetimo da je
d (é_xz 1/2)2 hZQ
§—i1/0 :dig [2_8

Parcijalna integracija nam daje

2 T 10)2
G(,)(& — wi1/2) Ril€) dE = [f; Bk S8 ] (Ge(@. ) Ri(&) + G ) RUE) ) de.
Ji Ji
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Opet koriste¢i Holderovu nejednakost, dobijamo i drugo ogranicenje

‘/ng(x,f) zi—172)R df' <HR loo.7; / Ge (2, ) d§+HR/HooJ / G, ) d{)
(5.38)

1z (5.37) 1 (5.38) sledi

/gﬂzf —xi_1/2)R df‘ |R|| Jmln{ }(/g
c he 5
+ Q/Ji |Ge (2, €)] df) 342 1R s, © /Jig(x,g)dg

Sumirajudi ove integrale za¢ = 1,2,..., N, uz (5.35) i Lemu 5.2 dobijamo
Iq — 2 hi
’(U—UA)(l')S‘Qqu + 5 max HR [ Jmin{l, ZQ}
r 0% i=1,..,N 2 4e
> ) (5.39)
+ — max — HR'H
Q =
Ocigledno je:
qi-1—2¢;—1/2+ Gi 2
R =27 hZQ / ‘ | Rilloo, s, = 7, max {lai — qi—1 2l lgi—1 /2 — qi1l}
(2
odakle, uz (5.39), sledi tvrdenje ove teoreme. O

5.3.5 Adaptivni algoritam

Aposteriorna ocena nam, dalje, omogucuje i kreiranje adaptivnog algoritma [33, 84], zasnovanog
na radu iz 1973. godine [10]. Osnovni zadatak ovog algoritma je kreiranje adaptivne mreZe za koju
su lokalne aposteriorne ocene u; (ua,A) definisane na intervalu [z;_1, z;] (videti (5.42) i (5.65)),
jednake na svakom intervalu, tj. vazi p;—1 (ua,A) = pi(ua,A), zai = 1,2,...,N. Ovo je

ekvivalentno sa
N
Q uAu Z UA7 ) QZ (UA) A) = Mg (UA7 A)l/k ) (540)

gde je k* red konvergencije. De Burov algoritam, koji ¢emo opisati, postaje numericki nestabilan kada
se ekvidistributivni princip (5.40) strogo primenjuje. Umesto te stroge primene, mi ¢emo algoritam

zaustavljati kako je predloZeno u [5, 35], odnosno kada je

Qi (ua, A

2\4

N
E uAa 3

za neko y > 1. Sam opis de Burovog algoritma sledi u nastavku.
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Algoritam

1. Fiksirati V i konstantu v > 1. Pofetna mreZa je Al _ ekvidistantna mreZa sa korakom 1 /N.

(K]

2. Nekajeza k = 0,1,..., data mreza Al Tzradunati diskretno reSenje u , ;) Na OVOj mreZi

K _ KK

pomocu kolokacionog postupka. Neka je h; x; 1, za svako 7. Izracunati deo po deo

[¥]

konstantnu monitoring funkciju M'"! definisanu sa

MM (z) = Zi_ .= , za x€($£’ﬂl,x£k]).

DefiniSimo

3. Test: Ako je

ng} g'yl[k}]\f_1 zasve 7 =1,..., N,

onda idi na korak 5. U suprotnom, predi na korak 4.

4. Generisi novu mrezu pomoéu monitoring funkcije M™*, tj. izaberi takvu mrezu A¥+1) koja

zadovoljava jednakost

P [k]
i M[’ﬂ(t)dt—l— i=1,2,...,N
- N 9 - ) AR *

+1
Igfl :

[k+1]

Cvorne tacke x, mozemo odrediti sa

x([)kH] =0

[k+1] [K] k] k] xzm ‘Eyﬁ]l

zp =l 4 (S - L) R i=1,2,...,N,
Il _Ilfl

gde je
i
Sz[k] - NI Y, fz[ﬁll - Z Qyﬂ

i [ najmanji prirodan broj takav da je I l[k] > Si[k].

Vrati se na korak 2.

5. Dodeli A = AlFl j yp = u[Ak][k] i izadi iz algoritma.
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5.3.6 Numericki rezultati

Teorijske rezultate iz ovog poglavlja potvrdi¢emo na odgovarajuéim test primerima. Prvi test
primer je
—e?u(x) 4 4u(z) = cos 12z, z € (0,1),
u(0) = u(l) =0.

(5.41)

Tacno reSenje ovog problema je

e2(22)/e _ g2u/e 4 (g2(142)/e _ 2(1-2)/€) o512 4 (1 — €*/%) cos 12z
45 —1)(1 + 3622) '

u(z) =

Funkcija u je prikazana na Slici 5.1 za razli¢ite vrednosti €.

0.2
0.1 — &=1

g=273
0.0 \ - e=0-4
-0.1 — g=27°
— =278

-0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 5.1: Tacno reSenje u test primera (5.41), za razlicite vrednosti parametra €.

Iako je tac¢no reSenje problema (5.41) poznato, greSku postupka u supremum normi ne mozemo
tatno odrediti. Zbog toga ¢emo gresku postupka racunati u tackama mreze i u nekoliko dodatnih

tataka na svakom intervalu mreze. Dakle, greSku postupka u supremum normi ¢emo aproksimirati sa

lu —uall = XN = max ’(u —up) (zi—1 + ml}—lhiﬂ .

U nasim eksperimentima, biraéemo k& = 7. Vedi broj tacaka, u kojima bismo racunali gresku
postupka, davao bi naravno i vecu preciznost za x . Medutim, razlika izmedu takvog i naSeg raCuna
je beznacajno mala.

Tabela 5.1 sadrZi numericke rezultate kolokacionog postupka primenjenog na test primer (5.41).
Pored modifikovane Siskinove i rekurzivno generisane mreZe, radi poredenja, posmatraemo i rezul-
tate dobijene na mreZi Bahvalova, R-mreZi i ekvidistantnoj mreZi. U ovoj tabeli, takode, moZemo

naci i odgovarajuce redove konvergencije, koje racunamo pomocu sledeéih formula:

sy = Inxn — Inxan
In2+Inln N —Inln2N

_ Inxy —Inxon

N In2

za mreZe Siskinovog tipa,

DN - za ostale tipove mreZa.

Druga formula je standardna, dok prva predstavlja takozvani "Siskinov red" konvergencije. Mo-

tivacija za analizu ovog reda konvergencije leZi u teorijskoj oceni yn ~ (N~!In N)P, koja se do-
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bija na mreZama tipa Siskina. Numericki rezultati dobijeni na modifikovanoj Siskinovoj mreZi (sa
parametrima ¢ = 1/4, o = 21 0 = 4) potvrduju teorijske rezultate dobijene u Teoremi 5.9, kao i
teorijske rezultate iz Teoreme 5.10 na rekurzivno generisanoj mrezi. Za parametre kod mreze Bah-

valova biramo ¢ = 1/4 i o = 4, dok za R-mreZu biramo ¢ = 0.4ia = 2.

Tabela 5.1: Greske kolokacionog postupka (5.16) na adaptivnim mreZama, test primer (5.41); ¢ =
107,

modifikovana rekurzivno mreza Vulanoviéeva | ekvidistantna
Siskinova mreZa | generisana mreZa| Bahvalova mreza mreza
N| xw PN XN PN XN PN XN PN XN PN

29 13.853e-03 3.59 | 1.676e-01 2.57 |1.019e-03 3.32/2.893e-02 3.60 |1.574e-01 0.00
26 13.198e-03 1.93 |2.827e-02 3.11 |1.023e-04 3.07|2.381e-03 3.34|1.574e-01 0.00
27 18.375e-04 1.69 |3.265e-03 2.94 |1.221e-05 3.02[2.346e-04 3.22|1.575¢-01 0.00
28 12.588e-04 1.73 |4.234e-04 3.18 |1.507e-06 3.00|2.526e-05 3.13|1.575¢-01 0.00
29 17.800e-05 1.74 |4.659e-05 3.06 |1.878e-07 3.00|2.884e-06 3.01 |1.574e-01 0.00
21012.335e-05 1.75|5.570e-06 2.04 |2.346e-08 3.00|3.584e-07 2.46|1.574e-01 0.00
21116.940e-06 1.76 |1.351e-06 2.02 |2.932¢-09 3.006.513e-08 2.00|1.574e-01 0.00
21212.046e-06 1.78 |3.326e-07 2.01 |3.665e-10 3.00|1.624e-08 2.00|1.574e-01 0.00
21315.971e-07 1.79 |8.252e-08 2.01 |4.581e-11 3.00|4.056e-09 2.00|1.574e-01 0.00
214 11.726e-07 1.80 [2.055¢-08 2.00 |5.727e-12 3.00|1.013e-09 2.00|1.575e-01 0.00
21514.947e-08 1.81|5.128¢-09 2.00 |7.158e-13 3.00|2.533e-10 2.00|1.575¢-01 0.00
21611.406e-08 — |1.285¢-09 — |8.948e-14 — |6.332e-11 — |1.574e-01 —

Napomena 8. Rekurzivno generisana mreZa je odredena parametrom h. Za dato N, parametar h

racunamo priblizZno, jednostavnim numerickim postupkom.

Kao $to je i ocekivano, mreZe tipa Bahvalova daju bolje numericke rezultate nego modifiko-
vana Siskinova mreZa jer njihova konvergencija ne zavisi od logaritamskog faktora koji se pojavljuje
kod ocena greSaka na mreZama tipa Siskina. Medutim, greke na mreZi Bahvalova ponaaju se kao
O(N~3) na test primeru (5.41) za ¢ = 10~%. Numericki rezultati pokazuju isti red konvergencije
1 za manje vrednosti €. Ipak, drugi test primer pokazuje da se greSke postupka na mreZi Bahvalova
ponasaju kao O(N ~2), §to je i ocekivano — videti Tabelu 5.11.

Kolokacije sa C'-kvadratnim splajnom na rekurzivno generisanoj mreZi daju znacajno bolje nu-
mericke rezultate nego na modifikovanoj Siskinovoj mreZi. Na ekvidistantnoj mreZi, kolokacioni
postupak ocekivano daje loSe numericke rezultate.

U Tabeli 5.2 poredimo numericke rezultate dobijene na rekurzivno generisanoj mrezi (4.4) i na
modifikovanoj Siskinovoj mreZi, za izabrano h, nasuprot Tabeli 5.1 gde smo prvo birali N. U ovoj
tabeli, biramo takvo h da je N deljivo sa 4, jer uzimamo ¢ = 1/4 na modifikovanoj Siskinovoj
mreZi. Sa X]Sv i X% oznati¢emo greske postupka na modifikovanoj Siskinovoj mreZi i rekurzivno
generisanoj mreZi, redom. Vidimo da sa poveéanjem broja N, kolokacioni postupak na rekuzivno
generisanoj mreZi daje zna¢ajno bolje numericke rezultate nego na modifikovanoj Siskinovoj mre7i.
Teoretski, za dovoljno malo ¢, greska postupka na modifikovanoj Siskinovoj mreZi moZe biti manja
nego na rekurzivno generisanoj mreZi. Medutim, ovo se u praksi ne dogada za razuman izbor vre-
dnosti perturbovanog parametra €.

Aposteriorna ocena, dobijena u Teoremi 5.13, na modifikovanoj Sidkinovoj mreZi prikazana je u
tabelama 5.31 5.4.
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Tabela 5.2: Uporedna analiza rezultata na modifikovanoj Siskinovoj i rekurzivno generisanoj
mreZi (4.4), test primer (5.41); 0 = 4,9 = 1/4.

e=10"2 e=10"1

h [N X3 X& h | N XX X%

0.1 | 104 | 1.215e-03 | 2.269¢-04 || 0.1 200 | 3.980e-04 | 2.750e-04
0.05 | 390 | 2.475e-05 | 6.384e-05 | 0.03 | 644 | 5.236e-05 | 6.414e-06
0.02 | 496 | 8.207¢-05 | 3.118¢-06 || 0.01 | 1912 | 7.830e-06 | 6.969¢-07
0.01 | 988 | 2.475e-05 | 6.943¢-07 | 0.008 | 2388 | 5.300e-06 | 4.450e-07
0.004 | 2460 | 5.010e-06 | 1.103e-07 | 0.005 | 3816 | 2.319¢-06 | 1.732e-07
0.001 | 9828 | 4.299¢-07 | 6.872e-09 || 0.0025 | 7624 | 6.788¢e-07 | 4.319¢-08

U Tabeli 5.3, u prvoj koloni su date vrednosti za N. Gresku x y moZemo pronaci u drugoj koloni,
a red konvergencije u treéoj i Cetvrtoj. Sledeca kolona nam daje aposterironu ocenu 7. Naredne tri
kolone nam prikazuju pojedinacne sabirke iz aposteriorne ocene dobijene u Teoremi 5.13, dok posled-
nja kolona prikazuje efikasnost aposterirone ocene. Tabela 5.3 prikazuje numericke rezulate za fiksno
€ i razli¢ite vrednosti N. Primetimo da se i’ ponasa kao O(N~3). Inace, n’ aproksimiramo na isti
nacin kao $to smo aproksimirali i y . Dakle,

(I8¢ — q) (zi—1 + mk™'hy)

r(xi—1 +mk=1h;)

I3q—q

T H i=1,
00,J; m=0... .k

I
— maXx
n i=1,...,.N

Takode, u test primerima uzimamo da je & = 7. Ovaj deo ocene, tj. 7! ima najmanji uticaj na
celokupnu aposteriornu ocenu. Nasuprot tome, 7° i n* su u strogoj korelaciji sa x i ponasaju se
kao O(N 2 In? N ). U ovom eksperimentu aposteriorna ocena je priblizno 40 puta veéa nego §to je

stvarna greSka postupka.

Tabela 5.3: Aposteriorne ocene na modifikovanoj Siskinovoj mreZi, test primer (5.41); e = 1076.

N XN PN | SN n n’ n° n' XN /1

2° | 3.853e-02 | 3.59 | 5.30 | 1.589e-01 | 1.326e-02 1.260e-01 1.962¢-02 | 2.425¢-01
26 | 3.198e-03 | 1.93 | 2.62 | 6.468e-02 | 1.661e-03 5.302e-02 1.000e-02 | 4.944e-02
27 | 8.375¢-04 | 1.69 | 2.18 | 2.437e-02 | 2.190e-04 1.991e-02 4.238¢-03 | 3.437e-02
28 | 2.588e-04 | 1.73 | 2.14 | 8.510e-03 | 2.730e-05 6.905e-03 1.578e-03 | 3.042e-02
29 | 7.800e-05 | 1.74 | 2.10 | 2.807e-03 | 3.401e-06 2.265e-03 5.386e-04 | 2.779¢-02
2101 2.335¢-05 | 1.75 | 2.06 | 8.878e-04 | 4.246e-07 7.138e-04 1.736e-04 | 2.630e-02
211 1 6.940e-06 | 1.76 | 2.04 | 2.724e-04 | 5.301e-08 2.185e-04 5.381e-05 | 2.548e-02
212 1 2.046e-06 | 1.78 | 2.03 | 8.168e-05 | 6.623e-09 6.545e-05 1.623e-05 | 2.504e-02
213 1 5971e-07 | 1.79 | 2.02 | 2.407e-05 | 8.277e-10 1.927e-05 4.797e-06 | 2.481e-02
214 | 1.726e-07 | 1.80 | 2.02 | 6.996e-06 | 1.034e-10 5.600e-06 1.397e-06 | 2.468¢-02
215 | 4.947e-08 | 1.81 | 2.01 | 2.011e-06 | 1.293e-11  1.609e-06 4.017e-07 | 2.461e-02
216 1 1.406e-08 | — | — | 5.723e-07 | 1.616e-12  4.579e-07 1.144e-07 | 2.457e-02

Tabela 5.4 potvrduje da je kolokacioni postupak uniformno konvergentan u odnosu na perturbo-
vani parametar €. Za fiksirano [V i razili¢ite vrednosti € prikazani su numericki rezultati na modifiko-
vanoj Siskinovoj mrezi. Sli¢ni rezultati se, kada je re¢ o uniformnosti postupka, dobijaju i na ostalim
mreZama tipa Siskina i tipa Bahvalova.

Tabela 5.5 prikazuje numericke rezultate dobijene na ekvidistantnoj mreZi. Opet se 77! ponasa kao

O(N~3), dok su % i n* dominanti u aposterirnoj oceni greske postupka. Odnos 7 i yx je veéi na
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ekvidistantnoj, nego na modifikovanoj Siskinovoj mreZi, a aposteriorna ocena je veéa od greske x n
samo 3.5 puta.

Takode, uporedi¢emo i aposteriorne ocene 7 i  (videti teoreme 5.12 1 5.13). U Tabeli 5.6 vidimo
da je aposteriorna ocena 7 bolja od 7 na test primeru (5.41), i to oko tri puta.

Tabela 5.4: Aposteriorne ocene na modifikovanoj Si¥kinovoj mreZi — uniformnost postupka, test
primer (5.41); za N = 24,

€

XN

n

77[

773

774

XN/7

1
1071
1072
1073
1074
1075
1076
1077
1078

2.509e-10
1.719e-07
1.720e-07
1.726e-07
1.726e-07
1.726e-07
1.726e-07
1.726e-07

1.726e-07

1.361e-08
8.335e-08
6.971e-06
6.996e-06
6.996e-06
6.996e-06
6.996¢-06
6.996e-06

6.996¢-06

7.159e-13
7.159%-13
3.587e-12
8.304e-11
1.013e-10
1.032e-10
1.034e-10
1.035e-10
1.035e-10

5.451e-09
6.846e-08
5.580e-06
5.600e-06
5.600e-06
5.600e-06
5.600e-06
5.600e-06
5.600e-06

8.160e-09
1.489¢e-08
1.392e-06
1.397e-06
1.397e-06
1.397e-06
1.397e-06
1.397e-06

1.397e-06

1.844e-02
2.062e-02
2.468e-02
2.468e-02
2.468e-02
2.468e-02
2.468e-02
2.468e-02
2.468e-02

Tabela 5.5: Aposteriorne ocene postupka na ekvidistantnoj mreZi, test primer (5.41); e = 1076,

N

XN

n

,,7]

,,73

,’74

XN/n

25

215
216

1.574e-01
1.574e-01
1.574e-01
1.574e-01
1.574e-01
1.574e-01
1.574e-01
1.574e-01
1.574e-01
1.574e-01
1.574e-01
1.574e-01

5.519e-01
5.518e-01
5.518e-01
5.518e-01
5.518e-01
5.518e-01
5.518e-01
5.518e-01
5.517e-01
5.517e-01
5.513e-01
5.497e-01

9.529e-05
1.201e-05
1.501e-06
1.877e-07
2.346e-08
2.932e-09
3.666e-10
4.582e-11
5.727e-12
7.15%e-13
8.94%¢-14
1.119e-14

5.000e-01
5.000e-01
5.000e-01
5.000e-01
5.000e-01
5.000e-01
5.000e-01
5.000e-01
5.000e-01
4.999¢-01
4.996e-01
4.982e-01

5.178e-02
5.178e-02
5.178e-02
5.178e-02
5.178e-02
5.178e-02
5.178e-02
5.178e-02
5.177e-02
5.176e-02
5.170e-02
5.146e-02

2.853e-01
2.853e-01
2.853e-01
2.853e-01
2.853e-01
2.853e-01
2.853e-01
2.853e-01
2.854e-01
2.854e-01
2.857e-01
2.813e-01

Tabela 5.6: Uporedna analiza aposteriornih ocena 7 i 77 na modifikovanoj Siskinovoj mreZi, test

primer (5.41); 0 =4,q=1/4.

N

XN

Ui

XN/1

n

XN/7

n/n

25
26
27
28
29
210
211
212
213
214
215
216

3.853e-02
3.198e-03
8.375e-04
2.588e-04
7.800e-05
2.335e-05
6.940e-06
2.046e-06
5.971e-07
1.726e-07
4.947e-08
1.406e-08

1.589e-01
6.468e-02
2.437e-02
8.510e-03
2.807e-03
8.878e-04
2.724e-04
8.168e-05
2.407e-05
6.996e-06
2.011e-06
5.723e-07

2.425e-01
4.944e-02
3.437e-02
3.042e-02
2.779e-02
2.630e-02
2.548e-02
2.504e-02
2.481e-02
2.468e-02
2.461e-02
2.457e-02

6.401e-01
2.537e-01
8.992¢-02
2.981e-02
9.479e-03
2.930e-03
8.869e-04
2.639e-04
7.743e-05
2.245e-05
6.443e-06
1.833e-06

6.020e-02
1.261e-02
9.314e-03
8.684e-03
8.229¢-03
7.968¢e-03
7.826e-03
7.752e-03
7.712e-03
7.690e-03
7.678e-03
7.671e-03

4.028
3.922
3.690
3.503
3.377
3.301
3.256
3.231
3.217
3.209
3.205
3.203
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Napokon, testiraCemo kolokacioni postupak i na mreZi koja se dobija primenom adaptivnog algo-

ritma datog u Potpoglavlju 5.3.5, uz lokalnu aposteriornu ocenu

ISQ-QH N |gi—1 — 2¢;—1/2 + 4
. 00,J; 4Q2

5 . hio
4 e [maX {\fb = Gi—1/2],|9i—1/2 — Qi—1|} n {1’ 425-: H ’

i (un, A) = ‘

(5.42)

gde je ¢ = rua — f. Takode, modifikovacemo Q); iz (5.40) na sledeéi nacin
9 2 1/2
Qi (ua, A) = (b + p (ua, A)) 7.

Ova modifikacija sprecava da tokom iteracija pojedini koraci mreZe budu suvise veliki, videti [5] i

slike 5.215.3.
04 06 08 )

Slika 5.2: Adaptivna mreZa dobijena De Burovim algoritmom sa lokalnom ocenom Q; (desno je
prikazana slika uveéana u grani¢nom sloju), test primer (5.41); e = 1076; NV = 32.

Broj iteracija

0. 2.x107%  4.x10% 6.x10° 8.x107° 1.x107*

()] (e} ~
Z—|
o~

IS
I

.

= :

6 1.0 0. 2.x107°  4.x10% 6.x10° 8.x107° 1.x107*

Broj iteracija

w
w

Broj iteracija

N
N

Slika 5.3: Adaptivna mreza dobijena De Burovim algoritmom sa lokalnom ocenom @); (desno je
prikazana slika uveéana u grani¢nom sloju), test primer (5.41); e = 1076; NV = 32.

Tabela 5.7 sadrzi numericke rezultate kolokacionog postupka na adaptivnim mreZama dobijenim
De Burovim algoritmom. Poslednja kolona ove tabele daje broj iteracija neophodnih da bi se adaptivni
algoritam zaustavio za izabrano v = 2, dok poslednja vrsta prikazuje prosecan red konvergencije za
ocenu koja se nalazi u datoj koloni.

Adaptivni algoritam se pokazuje kao uspeSan pri generisanju adaptivne mreZe, iako promene x v

imaju vece oscilacije, u smislu reda konvergencije, nego §to to imaju apriorno izabrane adaptivne
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mreZe. Sabirak 7° u aposteriornoj oceni ima najveéi uticaj na celokupnu aposteriornu ocenu.

Tabela 5.7: Adaptivni algoritam, test primer (5.41); ¢ = 1075,

N Xy | PN n' n* ' n xn/n | #iter
2° 2.011e-03 | 1.98 [ 9.068¢-04 9.377e-03 1.518¢-03 | 1.180e-02 | 1.704e-01 | 7
26 5.104e-04 | 2.61 | 1.064e-04 1.603e-03 3.435e-04 | 2.053e-03 | 2.486e-01 | 5
27 8.365e-05 | 2.53 | 1.406e-05 5.177e-04 7.462e-05 | 6.064e-04 | 1.379e-01 | 4
28 1.453e-05 | 1.21 | 1.682¢-06 1.053e-04 1.486e-05 | 1.219e-04 | 1.192¢-01 | 8
29 6.284¢-06 | 1.05 | 2.155¢-07 2.610e-05 3.778¢-06 | 3.009¢-05 | 2.088¢-01 | 3
210 3.030e-06 | 2.66 | 2.602¢-08 9.422¢-06 9.474e-07 | 1.040e-05 | 2.915¢-01 | 3
ol 4.795¢-07 | 2.33 | 3.277e-09 3.332e-06 3.869¢-07 | 3.722e-06 | 1.288¢-01 | 8
212 9.530e-08 | 1.19 | 4.410e-10 3.215e-07 6.553e-08 | 3.875e-07 | 2.459¢-01 | 2
213 4.186e-08 | 2.26 | 5.204e-11 1.305e-07 1.468e-08 | 1.452e-07 | 2.883e-01 | 2
214 8.725e-09 | 3.12 | 6.404e-12 2.725¢-08 3.609e-09 | 3.087¢-08 | 2.827e-01 | 2
215 1.001e-09 | — | 7.975e-13 5.425e-09 8.503e-10 | 6.276e-09 | 1.595¢-01 | 2
pros. red 2.09 3.01 2.07 2.08 2.08

Na test primeru (5.41), uporedi¢emo postupak QS (kolokacioni postupak sa kvadratnim C'*-
splajnom) sa postupcima CS, SD, i FEM, koji takode imaju red konvergencije skoro dva na Sigkinovoj

mrezi, videti Glavu 1. Numericki rezultati za sve pomenute postupke dati su u Tabeli 5.8.

Takode, izvrSicemo i poredenje svih pomenutih postupaka na R-mreZi, videti Tabelu 5.9. Na obe
pomenute mreZe, postupak QS daje bolje numeric¢ke rezultate nego ostali izabrani postupci sa istim

redom konveregencije.

Slike 5.4 i 5.5 prikazuju gre$ke pomenutih postupaka na Sigkinovoj i R-mreZi, redom.

Tabela 5.8: Uporedna analiza razli¢itih postupaka na Siskinovoj mreZi, test primer (5.41); ¢ = 1076.

N H o7 98 99 910 ol1 912
SD 9.044e-03 | 3.259¢-03 | 1.089e-03 | 3.463e-04 | 1.065e-04 | 2.959¢-05
FEM | 7.937e-03 | 2.992¢e-03 | 1.034e-03 | 3.360e-04 | 1.047e-04 | 3.167e-05
cs 1.777e-03 | 4.936e-04 | 1.474e-04 | 4.486e-05 | 1.351e-05 | 3.711e-06
QS 8.300e-04 | 2.565e-04 | 7.731e-05 | 2.314e-05 | 6.878e-06 | 1.875e-06

Tabela 5.9: Uporedna analiza razli¢itih postupaka na R-mre#i, test primer (5.41); ¢ = 1076,

N H 97 98 29 910 o1l 912
SD 1.151e-03 | 2.878e-04 | 7.198e-05 | 1.800e-05 | 4.499e-06 | 1.125e-06
FEM | 6.584e-03 | 1.652e-03 | 4.136e-04 | 1.034e-04 | 2.586¢e-05 | 6.464e-06
cSs 7.020e-05 | 1.742e-05 | 4.348e-06 | 1.086e-06 | 2.716e-07 | 6.789¢e-08
QS 2.346e-04 | 2.526e-05 | 2.884e-06 | 3.584e-07 | 6.513e-08 | 1.624e-08
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1072 ¢ 1
=3 |
107 e CD
XN [ FEM
1074} 1
F Cs
- QS
1075
107
200 500 1000 2000
N

Slika 5.4: Greske razli¢itih postupaka na Siskinovoj mreZi, test primer (5.41); ¢ = 1075,

1073 L 1
1074 ¢ 1
5' -o— CD
1077 ¢ E
XN f FEM
107 cs
f -+ QS
1077 ¢ .
-8
1078 |
200 500 1000 2000
N

Slika 5.5: Greske razli¢itih postupaka na R-mreZi, test primer (5.41);e = 1075,

U Tabeli 5.10, poredimo aposteriorne ocene za postupke FEM (videti [40], Teorema 2.3.) i QS na

Siskinovoj mreZi, gde moZemo videti da se te dve ocene neznatno razlikuju.

Tabela 5.10: Uporedna analiza aposteriornih ocena na Sigkinovoj mreZi, test primer (5.41); e = 1076,

N H 97 28 29 910 ol1 912
FEM | 2.407e-02 | 7.776e-03 | 2.443e-03 | 7.499¢-04 | 2.260e-04 | 6.703e-05
QS 2.394e-02 | 8.409e-03 | 2.779e-03 | 8.796e-04 | 2.700e-04 | 7.492e-05

Sada éemo postupak razvijen u prethodnom poglavlju testirati i na sledeem test primeru

—2u" (z) + (1 4 z*)u(z) = €, x € (0,1),
u(0) =u(l) =0.

(5.43)

Tacno resenje ovog problema ne moZemo naci. Zato ¢emo gresku postupka aproksimirati takozvanim
principom "duple mreze". Za datu mrezu Ay = {xg,x1, ... 2N}, konstruisatemo finiju mrezu do-

davanjem sredi$njih tacaka svakog intervala pocetne mreZe u A, te tako dobijamo novu mrezu

- ANu{xi,l/Q:z':l,Q,...,N}.
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Sada je ||u — uay [|oo & HUA;N — UA y || 0o-
Nasa kasnija izraCunavanja u narednom poglavlju ¢e zahtevati i nalaZzenje maksimuma polinoma
viSeg stepena, Sto takode nije moguée uciniti tacno. Zato éemo greSku u supremum normi aproksimi-

rati sa

~ ~ — n—17.
= uanllo = luag, — uayllo = xx = max \(UA;N —uay) @iy +mk Ry
Tabela 5.11 prikazuje greske naseg postupka na razli¢itim mrezama za test primer (5.43). Red kon-
vergencije na modifikovanoj Siskinovoj mreZi je skoro dva. Na rekurzivno generisanoj mreZi i na
mrezama tipa Bahvalova, greske se ponaSaju kao O(N~2), a drugi tip mreZe daje bolje numericke
rezultate nego prvi pomenuti. Parametre mreZa biramo na isti nacin, kao i za test primer (5.41).

U eksperimentima ¢emo uzimati k = 7.

Tabela 5.11: Greske kolokacionog postupka (5.16) u supremum normi na adaptivnim mrezama, test
primer (5.43); € = 1076,

modifikovana rekurzivno mrezZa Vulanovic¢eva | ekvidistantna
Siskinova mreZa | generisana mreza| Bahvalova mreza mreza
N XN DN XN PN XN DN XN DN XN DN

25 [7.323e-02 1.52 [4.315e-02 2.81 [3.770e-03 2.46|1.741e-03 2.13|5.469¢-01 0.00
26 12.552¢-02 1.66 |6.157e-03 2.80 |6.860e-04 2.30(3.970e-04 2.07 |5.469¢-01 0.00
27 |8.050e-03 1.81 |8.821e-04 2.43 |1.391e-04 2.18|9.457e-05 2.04|5.469¢-01 0.00
28 12.290e-03 1.78 | 1.635e-04 2.24 |3.066e-05 2.10|2.306e-05 2.02|5.469¢-01 0.00
29 16.647e-04 1.76 |3.472e-05 2.13 |7.152e-06 2.05|5.693e-06 2.01|5.469¢-01 0.00
21011.964e-04 1.77|7.917e-06 2.04 |1.725¢-06 2.03|1.414e-06 2.00|5.469¢-01 0.00
21115.769e-05 1.77 | 1.920e-06 2.00 |4.233e-07 2.01|3.524e-07 2.00|5.469¢-01 0.00
21211.686e-05 1.78 |4.795e-07 2.00 |1.048e-07 2.01|8.796e-08 2.00|5.468e-01 0.00
21314.899¢-06 1.79 | 1.198e-07 2.00 |2.608e-08 2.002.197e-08 2.00|5.467e-01 0.00
21411.412e-06 1.81(2.995¢-08 2.00 |6.506e-09 2.00|5.491e-09 2.00|5.464e-01 0.00
21514.041e-07 — [7.487e-09 — [1.625¢-09 — [1.372e-09 — |5.448e-01 —

Tabele 5.11 i1 5.12 pokazuju da su numericki rezultati dobijeni na rekurzivno generisanoj mreZzi
zna&ajno bolji nego oni koji su dobijeni na modifikovanoj Siskinovoj mreZi.
Dok Tabela 5.11 poredi ove dve mreZe za zadate vrednosti NV, Tabela 5.12 ih poredi u zavisnosti

od izabranog parametra h (nakon ¢ega rac¢unamo i V).

Tabela 5.12: Poredenje rezultata na modifikovanoj Siskinovoj i rekurzivno generisanoj mreZi (4.4),
test primer (5.43).

e=10"2 e=10""1

h N XS XG h N Xs XG
0.1 104 | 1.117e-02 | 1.186e-04 0.1 200 | 3.444e-03 | 1.118e-04
0.06 168 | 4.832e-03 | 3.943e-05 0.03 644 | 4.460e-04 | 9.138e-06
0.02 | 496 | 7.087e-04 | 4.005e-06 0.01 1912 | 6.519e-05 | 9.985e-07
0.01 988 | 1.724e-04 | 9.982e-07 || 0.008 | 2388 | 4.394e-05 | 6.402e-07
0.004 | 2460 | 2.677e-05 | 1.606e-07 || 0.005 | 3816 | 1.913e-05 | 2.508e-07
0.001 | 9828 | 1.643e-06 | 1.006e-08 || 0.0025 | 7624 | 5.570e-06 | 6.284e-08
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Aposteriorne ocene na modifikovanoj Siskinovoj mreZi su prikazane u Tabeli 5.13.

Tabela 5.13: Aposteriorne ocene na modifikovanoj Sigkinovoj mreZi, test primer (5.43); ¢ = 1079,

N XN PN | SN n! n’ n* n XN/1

2 [7.323e-02 | 1.52 | 2.24 | 9.939¢-05 1.657e+00 3.026e-01 | 1.959¢+00 | 3.737¢-02
26 | 2.552¢-02 | 1.66 | 2.26 | 1.519¢-05 7.398¢-01  1.750e-01 | 9.149¢-01 | 2.790e-02
97 | 8.050e-03 | 1.81 | 2.33 | 2.073¢-06 2.891e-01 8.116e-02 | 3.702e-01 | 2.174e-02
98 | 2.290e-03 | 1.78 | 2.21 | 2.691e-07 1.027e-01  3.192¢-02 | 1.346e-01 | 1.701e-02
29 | 6.647e-04 | 1.76 | 2.12 | 3.422¢-08 3.416e-02 1.125e-02 | 4.541e-02 | 1.464e-02
210 | 1.964e-04 | 1.77 | 2.08 | 4312e-09 1.086e-02 3.692e-03 | 1.455¢-02 | 1.350e-02
911 | 5769-05 | 1.77 | 2.06 | 5.412e-10  3.340e-03  1.156e-03 | 4.496e-03 | 1.283¢-02
212 | 1.686e-05 | 1.78 | 2.04 | 6.778e-11  1.003e-03  3.506e-04 | 1.354e-03 | 1.246¢-02
213 | 4.899¢-06 | 1.79 | 2.03 | 8.480e-12 2.958¢-04 1.039e-04 | 3.998e-04 | 1.225¢-02
214 | 1.412¢-06 | 1.81 | 2.02 | 1.060e-12  8.602¢-05 3.031e-05 | 1.163e-04 | 1.214e-02
215 | 4.041e-07 | — | — | 1.326e-13 2.473e-05 8.726e-06 | 3.345¢-05 | 1.208e-02

Adaptivni algoritam za test primer (5.43), generiSe mreZu koja daje ocekivani prosecan red kon-

vergencije, videti Tabelu 5.14.

Tabela 5.14: Adaptivni algoritam, test primer (5.43); ¢ = 1076,

T

3

1

N XN PN n n n n xn/n | #iter
20 6.138e-03 | 1.46 | 6.678¢-05 5.837e-02 5.269¢-03 | 6.371e-02 | 9.634e-02 | 22
26 2.238e-03 | 3.81 | 7.113e-06 1.169e-02 3.089e-03 | 1.479e-02 | 1.514e-01 8
27 1.596e-04 | 1.74 | 8.610e-07 2.332e-03 2.380e-04 | 2.570e-03 | 6.210e-02 | 4
28 4.789¢-05 | 0.98 | 1.283e-07 6.898e-04 8.254e-05 | 7.725e-04 | 6.200e-02 | 3
29 2.424e-05 | 3.10 | 1.431e-08 1.149e-04 1.454e-05 | 1.295e-04 | 1.873e-01 3
210 2.823e-06 | 2.32 | 1.747e-09 2.814e-05 3.844e-06 | 3.199e-05 | 8.827¢-02 | 3
A 5.658e-07 | 1.90 | 2.635e-010 6.508e-06 1.481e-06 | 7.989¢-06 | 7.082¢-02 | 2
212 1.511e-07 | 2.27 | 2.906e-011 1.602e-06 2.446e-07 | 1.847e-06 | 8.182e-02 | 2
213 3.124e-08 | 1.19 | 3.490e-012 2.750e-07 5.887e-08 | 3.338e-07 | 9.357e-02 | 2
214 1.374e-08 | — | 4.316e-013 1.125e-07 1.414e-08 | 1.266e-07 | 1.085e-01 2
pros. red 2.02 3.03 2.05 2.11 2.10

Napokon, uporedi¢éemo kolokacioni postupak QS sa postupcima CS, SD, i FEM na Sikinovoj
mreZi i na test primeru (5.43). Uporedna analiza dobijenih numerickih rezultata za sve postupke data
je u Tabeli 5.15.

Tabela 5.15: Greske razli¢itih postupaka na Siskinovoj mreZi, test primer (5.43); ¢ = 1075,

N H 97 98 29 910 oll 912
SD 7.598e-02 | 2.909¢e-02 | 1.003e-02 | 3.239¢-03 | 1.004e-03 | 3.027e-04
FEM | 6.641e-02 | 2.628¢-02 | 9.380e-03 | 3.111e-03 | 9.811e-04 | 2.988¢e-04
cSs 6.790e-02 | 4.625e-03 | 1.265e-03 | 3.737e-04 | 1.115e-04 | 3.305e-05
QS 1.731e-03 | 5.295e-04 | 1.603e-04 | 4.815e-05 | 1.433e-05 | 3.909¢e-06

Takode, sve pomenute postupke poredimo i na R-mreZi, videti Tabelu 5.16.
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Tabela 5.16: Greske razli¢itih postupaka na R-mreZi, test primer (5.43); ¢ = 1076,

N H o7 98 29 910 oll 912
SD 4.413e-04 | 1.107e-04 | 2.772e-05 | 6.937e-06 | 1.735e-06 | 4.339¢e-07
FEM | 4.427e-04 | 1.109e-04 | 2.775e-05 | 6.940e-06 | 1.736e-06 | 4.339e-07
cs 2.343e-04 | 5.804e-05 | 1.448e-05 | 3.618e-06 | 9.043e-07 | 2.261e-07
QS 9.457e-05 | 2.306e-05 | 5.693e-06 | 1.414e-06 | 3.524e-07 | 8.796e-08

Slike 5.6 1 5.7 prikazuju prednost naseg postupka u odnosu na ostale posmatrane postupke i na

Siskinovoj i na R-mreZi.

1072} \

’\

1073} e ; - CD
o o FEM
1074 3 cs
107 <

200 500 1000 2000
N

Slika 5.6: Greske razlicitih postupaka na Si¥kinovoj mreZi, test primer (5.43); ¢ = 1076.
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5.x107°
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Slika 5.7: Greske razli¢itih postupaka na R-mreZi, test primer (5.43); ¢ = 1076,
Primetimo, takode, da na¥ QS postupak kao aproksimaciju daje funkciju klase C', dok postupci

FEM i SD kao aproksimaciju imaju funkciju klase C na intervalu [0, 1]. Postupak CS kao priblizno
reSenje problema (5.1) daje funkciju klase C na [0, 1].
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5.4 Kolokacioni postupci sa C'-splajnovima proizvoljnog stepena

5.4.1 Kolokacioni postupak

Fiksirajmo k& € {1,2,...}. Problem (5.1) ¢emo diskretizovati pomocu splajnova iz prostora
S ,i +1(A) tako da zadovoljavaju grani¢ne uslove i diferencijalnu jednacinu (5.1) u odredenim tackama.
Za probleme koji nisu singularno perturbovani, poznato je da nule LeZandrovih polinoma predsta-
vljaju najbolji izbor za tacke kolokacije, videti [13].

Nule LeZandrovih polinoma na intervalu [—1, 1], sa precizno$¢u ne manjom od 10~5, date su u
Tabeli 5.17.

Tabela 5.17: Nule Lezandrovih polinoma.

k t;
1 0
2 -1/V3 1/V3
3 —/3/5 0 3/5
4 —0.861136 —0.774597 0.774597 0.861136
5 | —0.906180 —0.538469 0 0.538469 0.906180
Ovako dobijene nule ¢emo preslikati sa intervala [—1, 1] na interval [x;_1,2;],7 = 1,2,..., N i
oznaCava¢emo ihsa (; ;, j = 1,2,..., k. TaCke (; j su nule polinoma

My i(z) = j; ((33 —zi)" (z - xi)k)

i lako se mogu izraziti kao

Ti—1+x;  hy
Gj=——5— T3t
gdesut; € [-1,1], 5 =1,2,..., k, nule Lezandrovih polinoma stepena £ na intervalu [—1, 1]. Sada

problemu (5.1) pridruzujemo sledeéi diskretizovani problem: Naci ua € S} +1(A) tako da vazi:

un,0 = 4o, (‘CUA)(Cl,]):f(gl,])a izla"'aNa j:17"'7k7 un,N = 4g1- (544)
C-splajnove proizvoljnog stepena moZemo predstaviti kao linearnu kombinaciju B-splajnova, koje
smo definisali u Glavi 3, pa ua moZemo prikazati na slede¢i nacin

N+1
ua() =Y (aipsi(@) + Bisi(x))

i=1

za kubne C'-splajnove, gde su o, 3; € R odredeni sa (5.44) i sa

N+1 N
ua(r) = > (aipa(@) + Bitbas(x) + Y vimai(x),
=1 =1
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za C''-splajnove stepena Cetiri, gde su «;, 3;,; € R opet determinisani sa (5.44).
Drugi izvodi splajnova treceg i Cetvrtog stepena dati su u Prilogu A. Za svako k, neophodno je

prvo konstruisati odgovarajuée B-splajnove, i tek potom moZemo odrediti (5.44).

S druge strane, moZemo konstrusati i bazu koja bi nam omoguéila lako uopstenje (5.44), za C''-
splajn proizvoljnog stepena k. Zato smo u Glavi 3 i uveli pojam "bubble" funkcija. Koeficijenti s;, s/

i ;1 u reprezentaciji (3.5) odredeni su sa kn kolokacionih jednacina:

2 ”(CZJ) +T(CZJ) (C%J) = f(C’L,j)a = 1727 -y 1 .] = 1727 . 'ak:>

i dva grani¢na uslova. Funkcija s, u stvari, predstavlja samo drugaciju reprezentaciju aproksimacije

ua problema (5.1). Za funkciju s vaZi

k1
h; - h; -
$(Gig) = si—1H-1(t;) + siHi(t)) + si_, EZH—l(tj) + SQEZHl (t5) + Y mighi(ty),
1=

zbog (3.5)1

k+1
4 hi hi
"(Gid) = 32 (Sz‘—lH"1(tj) +siHY (1) + si15 HY 1 () + i3 H ( +Zmﬂ/f )

zbog (3.4). Da bismo formirali linearni sistem (5.44) po promenljivama s;, s/ i 41, ;, dovoljno je naci

elemente ove baze sa svojim izvodima, samo na intervalu [—1, 1], videti Poglavlje 3.2.

5.4.2 Apriorna ocena greske

Za klasi¢ne probleme, tj. probleme kod kojih je € = 1, dobro su poznate sledece ocene na

ekvidistantnoj mreZi sa korakom h:

k* =2 za k=1,

||u—uA||OO§C'hk*, gde je
kK*=k+2 zak>1,

videti [13]. Uzimajuéi u obzir ove ocene i numericka testiranja kao i rezultate za ostale tehnike
diskretizacije [39, 56] ocekujemo da za singularno perturbovani problem (5.1) i kolokacioni postu-

pak (5.44) vaZe ocene:

CN—* na mreZama tipa Bahvalova,
Ju—ualls < » . o
C (N InN ) na mreZama tipa Sikina.

Za sada su odgovarajuée apriorne ocene postignute samo za kolokacije sa C''-kvadratnim splajnom

na modifikovanoj Siskinovoj mreZi i rekurzivno generisanoj mreZi.
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5.4.3 Aposteriorna ocena greske

Uvedimo dve interpolacione funkcije:

I o= 1) o€ 8] (A) definisanu sa:

e(ic) = (I 0)(ic1), (@) = (I 9) (@), |
i=1,2,...,N,
QD(CZ,]) = (IngrlSD)(Cl,])a .] = 17"',k7
kao 1
LY o= I oeS (A) definisanu sa:
0(Gig) = (I he)(Giy), 7=1,2,...,k, i=1,2,...,N, (5.45)

gde je 31:1 prostor funkcija, koje mogu imati prekide samo u ¢vornim tackama x;. Za fiksno = €
(0,1), iz (5.30) sledi

1
(1= ua) (&) = /0 D) (f — Lun) () de, (5.46)

gdejeI' :=G(x,-). Iz (5.44) i (5.45) znamo da su polinomi I,;_ll (f — Lup) stepena k — 1 sa k nula
Gij» J=1,2,..., N, na svakom intervalu .J;. Zato je Ik__l1 (f — Lua) = 0 pa odatle sledi

N
> [ TOL (- Lus) (e =0, (547)
=17 Ji

U sledecoj teoremi data je aposteriorna ocena za kolokacioni postupak sa C''-splajnom proizvoljnog

stepena na proizvoljno izabranoj mrezi, $to je i glavni rezultat ovog poglavlja.

Teorema 5.14. Neka je u tacno reSenje problema (5.1) i uap € S,%_i_l(A), k > 1, njegova aproksi-

macija dobijena primenom kolokacionog postupka (5.44) na proizvoljnoj mrezi A. Tada je
Hu - UAHOO < 77k(f —TuA, A)a
gde je 11(q, A) = 1" (q. A) +7*P(q, A),

0
Iy19—4q
B

3 . h?o? . hio
P (g, A) = @iznll,?ji(N [ k. min {2, 4162 + Qz’i min < 1, 2%5

uz sledecu notaciju

(g, A) =

Qpi = i1 — (I;1,q) (zi—1 +0), Q;j,i =q — (I;',q)(zi — 0),
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= max {|Qp, | @l Qb= QF - CDMQL,
gde je q == f — runa.

Napomena 9. Iz uslova kolokacije (5.44) imamo da je q ~ Ezu’& Shodno tome, n®P indukuje difer-

encne kolic¢nike funkcije u reda k + 2 i k + 3.
Dokaz Teoreme 5.14. Ako oduzmemo (5.47) od (5.46), onda dobijamo
N
(u—ua)(z) = Z/J INGS) [ (a(€) — (I;1,0)(8)) + €2 (ua (&) — I L uR)(€)) | dé,
i=1"i

gde je ¢ == f—rua. Kako je ua polinom stepena k+1, to je polinom u/y —Ikillug stepena k—1sak

nula ¢ j, j =1,2,..., N, nasvakom intervalu J;. Jasno je da odavde sledi da je v\ — Ik__llug =0,

tj. wA = I, ', /X, na svakom intervalu .J;. Dalje je

N
(0 @) =3 /J () (- )€ d

pa dobijamo

1

1
(w-us) @) = [ (0= Rag) OF@ e+ [ (g~ Ia)OT©) e
0 0
tj.
1 N
(=) @) = [ (g =g OF(©) e+ 3 W (5.48)
=1
gde je
e RGIUAYE AT GRS (549)
Primetimo da je (17, ;¢ — IMa)(Gy)=0,i=1,2,...,N,j=1,2,... k. Sadaje

(I1a — I;4,9) (€) = My i (€)pi(€), (5.50)

gde je

My (&) = (§ = G)(§ = Gi2) .- (€= Gik)

i p; je linearna funkcija koja zadovoljava sledeca dva uslova:
My i(xi—1)pi(xi—1) = gi—1 — (I;:M) (i) = in
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My i(z:)pi(zi) = ¢ — (I, 'q) (z) =: Q-

1z ova dva uslova lako moZemo dobiti p; u sledecoj formi

+ J—
Qri &—mi Qp, &—ay

pi(€) = — (5.51)
(&) My i(x;)  hi My i(xi—1)  hs
Ekstremi funkcije p; se nalaze na krajevima intervala J;, pa je
Q1| | Qi
Dil|co,J; = max : , : . (5.52)
Isflo { Ml sl
Kako vazi i
[Mill oo = Mii(i) = (=1)" M (1), (5.53)
to iz (5.50), (5.52) i (5.53), dobijamo
11210 = I tyall o, < pilloo g, 1Mcill o g, < maX{}Q,;i , @,:i\}. (5.54)
Lako se pokazuje da vazi
— k. —
1Dl = Qi Qu | 11Qk— VO (5.55)
OO | Myi(i) Mig(zic1) | ha My i(z)) ’ '
zbog (5.51)1(5.53), paje
, Qi - (-1,
HpiHoo,Ji ”Mkvi”oo,Ji = . .
(2
Kombinacijom (5.49) i (5.54), dobijamo
i) < masx (|7 QL } [ T de (5.56)

Kako je My ; = CPy;, gde je Py; Lezandrov polinom stepena k na na intervalu .J;, to je M ;
ortogonalno na sve LeZzandrove polinome stepena ne veéeg od k — 1 u standardnom Lq(.J;) skalarnom

proizvodu, tj. vazi
[ Cptaia)Miate) e =0, (557

kaoi
| (€= a2 Y a2 M = 0 (5.5
1z (5.50) i (5.57) dobijamo sledecu jednakost
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W= [ [(O9)© = C0)(o1y2) | Mei() e (5.59

a iz Tejlorove formule sledi
5 !/
o) (©) = 9 (1) = [ (Cp) (o)dor (5.60

Ti—1/2

Dalje, iz (5.59) i (5.60) dobijamo
5 /
V= [ [ w0 Mue) do g
Ji Jxi_1/2
6 / /
[ [ o)+ Do) Mis(e) dod
iV Ti—1/2
Holderova nejednakost, (5.52) i (5.55) daju

Q+i - _1)kQ_Z' hi ,
04| < ‘ k, (2 k, | /Jlr‘(f) dé¢ + EmaX{‘Q;;i‘v |Q—ki_,z‘} /JZ ‘F (f)‘ dé€. (5.61)

12 (5.57) i (5.58) dobijamo
Uy, = /J [(Tpi)(ﬁ) — (Tpi)(ziz1y2) — (€ = ziz1y2) (Fpi)/(l"z’—l/Q)}Mk,i(g) dg,

dok Tejlorov razvoj funkeije I'p; u tacki x;_1 5 daje

5 T Vi
(T0)(E) = (Tp)(i_1/2) + (€ — 21-12)(Tpi) (w512) + / / ('ps) (o) dordr.
Ti—1/2 Y Ti—1/2

Iz poslednje dve jednakosti sledi

13 T
v= [ [ [ ) @M drarag,
Ji Ti—1/2 Y Ti-1/2

a potom i

T4 Ti—1/2 [Ti-1/2
Wl <l [ [
zi—1JE T
Ti—1/2 Ti—1/2 Ti—1/2
< Ml o, / / /
Ti—1 £ Ti—1
z; 13 z4 /)
+ / / / ‘(Fpi) (a)} do dr d¢
Ti—1/2 Y Ti—1/2 Y Ti-1/2

h% Ti-1/2 " h% Ti "
< ”Mkvi”oo,,]i < (I‘pi) (0’)’ do + < ’(Fpi) (0’)‘ do 3.
Ti—1 Ti—1/2

(Fpi)//(a)‘ dodrd¢

(Fpi)”(a) ‘ dodrd¢

i—
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Sada je

AN

h2
Wil < Ml [ 1) O] e

IN

hi _ / h? _
ok - C0reul [ @] de+ {max |,

Jetl} /J [T"(€)] de.

Sto sledi iz Holderove nejednakosti, (5.52), (5.55) i zbog p” = 0. Dalje, iz (5.2) znamo da je

—e’I"(€) + (&)L (§) = 8(¢ — x),

i odatle je

| \r"@)\d&:/h Ir(E)T(E) - o —x)\d£</ d§+/ 5(¢ — )
Dakle, vazi
h; _ ,
Wil < |, - (-1 <e@ / Ire dg)
B2 )
= max{ |Qr,|, Q7 } (/J r(ET() d£+/Ji 6(«5—x>d£> :

3

tj.

h;®;
e < 20 210k - (-1t {loclletl}}. o

gde je
b= e [ @) e+ [ ror©ae+ [ oo

Ocena (5.61) implicira

Qs ) Qs
oy < 1 . ‘/ £) d {lowl. ee/ [T'(©)] de;
odakle sledi
D, _ _

Vil < 5 {}Q;i — (-1'Qy, {105, \Qgi\}}. (5.63)

1z (5.56) dobijamo sledece ogranicenje
Wil < — max {| Q7| |QF: ]} (5.64)
Kombinacija (5.62), (5.63) i (5.64) nam daje
hio

D, . 1292 - +
41 < o (min £ Yo {jaz ) 0z} ).

hio _ .
1, 9% } }sz - (_1)ka,i‘ + min {2»

77



GLAVA 5. SPLAJN KOLOKACIONI POSTUPCI ZA SPP

Sumiranjem prethodne nejednakosti dobijamo

N N h'Q
W] < / [min{l, !
h

h; 252 _
—|—min{2, 6Q’ 474602 }max{‘@,m}a‘QZl‘}} dé.

®; _
o blog, - cvrep

Kako je Zf\il ®; < 3, zbog (5.2), (5.4a), (5.4b), (5.48) i

hio h?o? h? 0?
min < 2, Q, i L _ in 2, i ,
e 4e? 4e2

dokaz Teoreme 5.14 je kompletiran.

5.4.4 Numericki rezultati

Teorijske rezultate iz ovog poglavlja potvrdi¢emo numericki na test primerima (5.41) i (5.43).
Prvo ¢emo analizirati numericke rezultate dobijene na test primeru (5.41).

Tabela 5.18 prikazuje rezultate kolokacija sa C''-kubnim splajnom na mreZi Bahvalova. Kolone
ove tabele sadrZze redom discretizacioni parametar N, aproksimaciju greSke postupka x n, red kon-
vergencije, te dve komponente 7> i 7> aposteriorne ocene, i samu aposteriornu ocenu 7,%. U
poslednjoj koloni dat je odnos x i aposteriorne ocene 72, tj. ocenjena je efikasnost aposteriorne

ocene 7)°.

Tabela 5.18: Kubni splajn — aposteriorne ocene na mreZi Bahvalova, test primer (5.41); e = 1079,
c=4,q=0.4.

N XN DN n>! n>P n’ XN/

25 [2.978e-03 | 3.68 | 2.370e-03 1.055e-02 | 1.292e-02 | 2.305e-01
26 1 2.320e-04 | 3.88 | 1.513e-04 7.317e-04 | 8.831e-04 | 2.627e-01
27 | 1.574e-05 | 3.97 | 9.601e-06 4.343e-05 | 5.304e-05 | 2.968e-01
28 1 1.005¢-06 | 3.99 | 6.015¢-07 2.901e-06 | 3.503e-06 | 2.868e-01
29 | 6.312e-08 | 4.00 | 3.762e-08 2.142e-07 | 2.518e-07 | 2.507e-01
210 1 3.951e-09 | 4.00 | 2.352¢-09 1.297e-08 | 1.533e-08 | 2.578e-01
21 2.470e-10 | 4.00 | 1.470e-10 7.272e-10 | 8.742e-10 | 2.825e-01
212 | 1.544e-11 | 4.00 | 9.187e-12 4.855e-11 | 5.773e-11 | 2.674e-01
213 1 9.649¢-13 | 4.00 | 5.742¢e-13  3.300e-12 | 3.874e-12 | 2.491e-01
214 1 6.031e-14 | — | 3.589%-14 1.975e-13 | 2.334e-13 | 2.584e-01

Kao $to je i ocekivano, kolokacioni postupak na mreZi Bahvalova konvergira sa redom konver-
gencije &etiri. Stavise, vidimo da je indeks efikasnosti aposteriorne ocene, tj. xn /m? nezavisan od
diskretizacionog parametra N. Takode, vidimo da je aposteriorna ocena priblizno 4 puta veéa od x .

Tabela 5.19 prikazuje numericke rezultate dobijene i na drugim adaptivnim mreZama — Sigki-
novoj, rekurzivno generisanoj i R-mrezi. Vidimo da kolokacioni postupak sa C''-kubnim splajnom na
Sidkinovoj mreZi konvergira sa redom konvergencije skoro Getiri. Red konvergencije na rekurzivno
generisanoj mreZi je &etiri. Ovaj tip mreZe predstavlja bolji izbor od Siskinove mreZe, pogotovo za

splajnove veceg stepena, videti Tabelu 5.21. Kao §to je i oCekivano, kolokacioni postupak daje znaca-
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jno bolje numericke rezultate na mrezZama tipa Bahvalova nego na dvema pomenutim mrezama —

Siskinovoj i rekurzivno generisanoj mreZi. Aposteriorna ocena je veéa priblizno 21, 4 i 3.5 puta od

X~ na SiSkinovoj mreZi, na rekurzivno generisanoj mreZi i na R-mreZzi, redom.

Tabela 5.19: Aposteriorne ocene, kubni splajn, k = 2, test primer (5.41); e = 1076,

SiSkinova mreza

rekurzivno generisana mreZa

R-mreza

XN

PN

SN

7]2

XN | PN n’

XN

PN

7]2

3.068e-03
4.028e-04
6.025e-05
7.449e-06
8.114e-07
8.106e-08
7.616e-09
6.842¢e-10
5.937e-11
5.013e-12

2.93
2.74
3.02
3.20
3.32
341
3.48
3.53
3.57

4.32
3.72
3.88
3.96
4.00
4.02
4.03
4.03
4.03

6.495e-02
1.054e-02
1.412e-03
1.652e-04
1.749e-05
1.721e-06
1.604e-07
1.434e-08
1.242e-09
1.047e-10

7.097e-03|1.95| 2.699¢-01
1.841e-03|3.29 | 1.545e-02
1.889e-04 | 2.37 | 7.822e-04
3.641e-05|3.74 | 1.372e-04
2.720e-06{3.69 | 9.309e-06
2.109e-07|3.95| 6.878e-07
1.368e-083.92 | 4.817e-08
9.017e-10|3.97| 2.979e-09
5.758e-11|3.98| 2.323e-10
3.641e-12| — | 1.229e-11

2.897e-03
2.243e-04
1.525e-05
9.727e-07
6.115e-08
3.827e-09
2.393e-10
1.496e-11
9.348e-13
5.842e-14

3.69
3.88
3.97
3.99
4.00
4.00
4.00
4.00
4.00

1.256e-02
8.546e-04
5.136e-05
3.169e-06
2.273e-07
1.408e-08
8.196e-10
5.356e-11
3.167e-12
2.011e-13

Razmotrimo sada kolokacione postupke viSeg reda na mreZi Bahvalova, ali i na drugim adap-
tivnim mreZama, videti tabele 5.20i 5.21. Red konvergencije kolokacionog postupka sa C''-splajnom
stepena 8 na mreZi Bahvalova je devet. Sabirak n"” iz aposterirone ocene 1’ je dominantan u 77.
U Tabeli 5.21 vidimo da su aposteriorne ocene priblizno 41, 8.5 i 30 puta veée od x v na Siskinovoj

mreZi, na rekurzivno generisanoj mreZi i na R-mreZi, redom.

Tabela 5.20: Splajn k = 7 — aposteriorne ocene na mreZi Bahvalova, test primer (5.41) ¢ = 1076,

oc=09,G=04.

N XN DN n"! n"P n’ xn /0"

25 1 3.528¢-09 | 8.96 | 3.443¢-09 3.167e-09 | 6.610e-09 | 5.337e-01
26 1 7.085e-12 | 9.00 | 6.997e-12 4.368e-12 | 1.136e-11 | 6.235¢-01
27 | 1.385e-14 | 9.00 | 1.380e-14 6.284e-15 | 2.009e-14 | 6.895e-01
28 1 2.701e-17 | 9.00 | 2.699e-17 9.740e-18 | 3.673e-17 | 7.355¢-01
29 | 5.273e-20 | 9.00 | 5.272e-20 7.555e-21 | 6.028e-20 | 8.748e-01
210 1 1.030e-22 | 9.00 | 1.030e-22 2.237e-23 | 1.254e-22 | 8.216e-01
211 1 2.012e-25 | 9.00 | 2.012e-25 5.321e-26 | 2.544e-25 | 7.908e-01
2121 3929¢-28 | — | 3.929¢-28 1.021e-28 | 4.950e-28 | 7.938¢-01

Tabela 5.21: Aposteriorne ocene, k = 7, test primer (5.41); ¢ = 1076,

SiSkinova mreza

rekurzivno generisana mreza

R-mreza

XN

PN | SN

777

XN

PN

7

XN

PN

777

5.636e-07
1.155e-08
1.421e-10
1.215e-12
8.057e-15
4.457e-17
2.163e-19
9.519e-22

5.61
6.34
6.87
7.24
7.50
7.69
7.83

8.27
8.61
8.83
8.96
9.03
9.06
9.08

1.436e-04
5.043e-06
6.105e-08
5.110e-10
3.348e-12
1.840e-14
8.902e-17
3.910e-19

2.485e-07
7.904e-09
2.001e-11
1.058e-13
2.075e-16
4.068e-19
7.983e-22
1.559e-24

4.97
8.63
7.56
8.99
8.99
8.99
9.00

1.807e-05
1.629e-07
4.419e-10
9.404e-13
2.855e-15
3.410e-18
6.663e-21
1.299e-23

3.319e-09
6.617e-12
1.290e-14
2.517e-17
4.908e-20
9.594e-23
1.874e-25
3.660e-28

8.97
9.00
9.00
9.00
9.00
9.00
9.00

3.832e-08
1.953e-10
3.879e-13
7.355e-16
1.410e-18
2.727e-21
5.302e-24
1.033e-26
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Sada ¢emo predstaviti i numericke rezultate dobijene primenom kolokacionih postupaka na test
primeru (5.43).

Tabela 5.22 prikazuje numericke rezultate dobijene na mreZi Bahvalova za razliCite vrednosti
N. U Tabeli 5.23, fiksiramo diskretizacioni parametar N = 2'°, dok menjamo vrednosti perturbo-
vanog parametra €. Vidimo da su i greSka x i aposteriorna ocena 1°, nezavisni od perturbovanog
parametra . Ovo potvrduje uniformnost kolokacionog postupka i aposteriorne ocene u odnosu na

perturbovani parametar €.

Tabela 5.22: Aposteriorne ocene na mreZi Bahvalova, k& = 5, test primer (5.43); ¢ = 0.4,0 = 7,
e =109,

N XN DN ! n>P 7’ X /0’

25 1 1.377e-08 | 6.94 | 3.556e-10 3.837e-06 | 3.838e-06 | 3.588¢-03
26 1 1.120e-10 | 6.97 | 2.867e-12  3.099¢e-08 | 3.099¢-08 | 3.612¢-03
27 | 8.939%-13 | 6.98 | 2.247e-14 2.462¢-10 | 2.463e-10 | 3.630e-03
28 | 7.073e-15 | 6.99 | 1.880e-16 1.940e-12 | 1.941e-12 | 3.645¢-03
29 | 5.561e-17 | 7.00 | 1.618e-18 1.522e-14 | 1.523e-14 | 3.652¢e-03
210 1 4358¢-19 | 7.00 | 1.281e-20 1.192e-16 | 1.192e-16 | 3.656e-03
211 1 3.410e-21 | 7.00 | 1.008e-22 9.323e-19 | 9.324e-19 | 3.657¢-03
212 1 2.666e-23 | — | 7.950e-25 7.287e-21 | 7.288e-21 | 3.658¢-03

Tabela 5.23: Aposteriorne ocene na mreZi Bahvalova, k = 5, test primer (5.43); za N = 210,

3

XN

5.7
n

5.D
n

7]5

XN /1°

1072
1073
1074
107°
1076
1077
108

4.631e-19
4.385e-19
4.361e-19
4.358e-19
4.358e-19
4.358e-19
4.358e-19

1.609e-20
5.483e-21
1.133e-20
1.264e-20
1.281e-20
1.283e-20
1.284e-20

1.276e-16
1.200e-16
1.193e-16
1.192e-16
1.192e-16
1.192e-16
1.192e-16

1.276e-16
1.200e-16
1.193e-16
1.192e-16
1.192e-16
1.192e-16
1.192e-16

3.629e-03
3.653e-03
3.655e-03
3.656e-03
3.656e-03
3.656e-03
3.656e-03

Tabela 5.24 prikazuje numericke rezultate dobijene na ekvidistantnoj mreZi. Vidimo da je red kon-
vergencije priblizno jednak nuli, §to je oekivano, jer ekvidistantna mreZa nije adaptirana u slojevima
problema (5.1). Sto je jo§ vaznije, u kontekstu ove disertacije, aposteriorna ocena na ekvidistantnoj
mreZi ne opada sa poveanjem N. Ovo takode potvrduje nasu procenu da ekvidistantne mreZe nisu

pogodne za upotrebu prilikom primene kolokacionih postupaka za problem (5.1).

Tabela 5.24: Aposteriorne ocene na ekvidistantnoj mreZi, k = 5, test primer (5.43); ¢ = 1075.

N N n’ T oD XN /T

2° | 6.734e-01 | 1.217e+01 | 2.508¢-03 1.217e+01 | 5.533e-02
20 | 6.734e-01 | 1.217e+01 | 1.248e-03 1.217e+01 | 5.534e-02
27 | 6.734e-01 | 1.217e+01 | 6.227e-04 1.217e+01 | 5.534e-02
28 | 6.734e-01 | 1.217e+01 | 3.110e-04 1.217e+01 | 5.535¢-02
29 | 6.734e-01 | 1.217e+01 | 1.554e-04 1.217e+01 | 5.535e-02
2101 6.728e-01 | 1.216e+01 | 7.765e-05 1.216e+01 | 5.534e-02
211 1 6.716e-01 | 1.215e+01 | 3.879e-05 1.215e+01 | 5.525e-02
212 1 6.660e-01 | 1.212e+01 | 1.933e-05 1.212e+01 | 5.496e-02
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Tabela 5.25 prikazuje numericke rezultate na tri tipa mreze, za splajn stepena 6. Ovi numericki
rezultati su ocekivani — red konvergencije je sedam na rekurzivno generisanoj mreZi i na R-mreZi, dok

se greske na Siskinovoj mreZi ponasaju kao O(N~71n" N).

Tabela 5.25: Aposteriorne ocene, k = 5, test primer (5.43); ¢ = 1079,

Siskinova mreza rekurzivno generisana mreza R-mreza

N[ x~v [pn]sn n° XN | DN n° XN | PN n°

2° [3.548¢-04 |4.07|6.01]9.752e-02/2.491e-05 | 6.66 | 3.702e-03 || 4.851e-07[6.62 |5.194e-05
26 12.108e-05 |4.74 | 6.44 | 6.344¢-03 || 2.455e-07 | 7.09 | 7.375¢-05 ||4.925¢-09 |6.94|1.101e-06
27 17.870e-07 |5.23|6.73 | 2.241e-04 || 1.799¢-09 | 7.01 | 5.125e-07 ||4.024e-11|7.02|1.052¢-08
28 12.091e-08 |5.57|6.90 | 5.836e-06 || 1.399e-11|7.04 | 3.899¢-09 |[3.109e-13 |7.02|7.907¢-11
29 14.408¢-10|5.80|6.98 | 1.222e-07 || 1.062¢-13 | 7.01 | 2.940e-11 |[2.389¢-15|7.01|6.015¢-13
21017.927¢-12|5.95(7.02|2.191e-09 || 8.247e-16|7.00 | 2.271e-13 || 1.848e-17|7.00|4.628¢-15
21111.279¢-13 16.07 | 7.04 | 3.516e-11 || 6.462¢-18 | 7.00 | 1.773e-15 || 1.441e-19|7.00|3.589%¢-17
21211.898e-15| — | — |5.203e-13/5.049¢-20| — | 1.382e-17 || 1.125e-21| — |2.793e-19

Testiraéemo, sada, i adaptivni algoritam za kolokacione postupke sa splajnovima viSeg stepena.

Lokalna aposteriorna ocena data je sa

2.2

IISJrlq —q 3 max - hz 4 d . hig
k19— 4 o [Qk min {2, 452} + Q¢ min {1, o }} (5.65)

r

Hi (uAa A) =

00,J;
gde je ¢ = f — rua. Opet cemo modifikovati Q; u (5.40) na sledeéi nacin

. . 1/k*
Qi (ua, &) = (A + g (ua, )

gde je k* = k + 2 ocekivani red konvergencije.

Na slikama 5.8 i 5.9 se jasno vidi razlog za uvodenje ove modifikacije. Ako koristimo lokalnu
aposteriornu ocenu (;, onda van slojeva mozZe ostati suviSe mali broj ¢vorova mrezZe, $to se u konkre-

tnom primeru i dogada.

Broj iteracija
N

Broj iteracija
w

N

;
=

0 0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0. 2.x10%  4.x10° 6.x10°° 8.x10° 1.x10™*

-

Slika 5.8: Adaptivna mreZa dobijena De Burovim algoritmom sa lokalnom aposteriornom ocenom Qi
(desno je prikazana slika uveéana u grani¢nom sloju), k = 5, test primer (5.43); ¢ = 1076; N = 32.
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IN
I

\\

Broj iteracija
N w

Broj iteracija
N w

e

0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0. 2.x107%  4.x10% 6.x10° 8.x107° 1.x10™*

N

Slika 5.9: Adaptivna mreza dobijena De Burovim algoritmom sa lokalnom aposteriornom ocenom ();
(desno je prikazana slika uveéana u grani¢nom sloju), k = 5, test primer (5.43); e = 1076, N = 32.

Adaptivni algoritam generiSe mreZu na kojima kolokacioni postupak za & = 5 konvergira sa

prose¢nim redom konvergencije sedam, videti Tabelu 5.26.

Tabela 5.26: Adaptivni algoritam, test primer (5.43), k = 5, ¢ = 1075,

5.7 5D 5

N XN PN n n n XN/775 #iter
2° | 2.389¢-08 | 8.18 | 7.120e-11 3.716e-06 | 3.716e-06 | 6.429¢e-03 6

26 | 8.230e-11 | 9.04 | 5.735e-13  4.475e-09 | 4.476e-09 | 1.839e-02
27 | 1.560e-13 | 5.06 | 5.061e-15 3.514e-11 | 3.514e-11 | 4.439¢-03
28 | 4.678e-15 | 8.57 | 4.719e-17 5.567e-13 | 5.568e-13 | 8.403e-03
29 | 1.230e-17 | 3.63 | 3.399¢-19 2.131e-15 | 2.132e-15 | 5.769e-03
210 1 9.958e-19 | 9.97 | 1.706e-21 2.724e-16 | 2.724e-16 | 3.656e-03
211 1 9.942¢-22 | — | 2.245e-23 2.306e-19 | 2.306e-19 | 4.311e-03

NN W Wk W

Na kraju, testiracemo kolokacione postupke i na test primeru koji je modifikacija problema (5.43),
odosno na slede¢em problemu
—2(2) + (1 + 2®)u(z) = 2%/ + €, z € (0,1),
u(0) = u(l) =0.

(5.66)

Ni za ovaj problem tacno reSenje nije poznato. Kako se na desnoj strani diferencijalne jednacine

nalazi i sabirak z3/2

, znamo da redukovani problem ima singularitet u x = 0.

Na ovom primeru vidimo da su klasi¢ne apriorno definisane adaptivne mreZe ograni¢ene, kada
singularno perturbovani problem ima i singularitet. Tada mreZe koje su prilagodene slojevima, ali
ne i singularitetu, daju nezadovoljavajuée aproksimacije, videti tabele 5.27 i 5.29. S druge strane,
mreza koja je generisana adaptivnim algoritmom ocuvava red konvergencije kolokacionih postupaka,
videti tabele 5.28 i 5.30. Ovo pokazuje upravo znacaj upotrebe adaptivnog algoritma. lako za sada
postoji mali broj radova koji nam daju teorijske rezultate, numericki rezultati deluju ohrabrujuée za

dalja istraZivanja mreZa generisanih ovim algoritmom.
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Tabela 5.27: C''-splajn, za k = 3 na R-mreZi, test primer (5.66); § = 0.4, a = 2, e = 1076,

N YN N T 3D P N/

25 | 2.054e-05 | 0.14 | 1.678e-05 1.481e-03 | 1.497e-03 | 1.371e-02
26 | 1.861e-05 | 0.37 | 1.616e-05 5.354e-05 | 6.970e-05 | 2.670e-01
27 | 1.444e-05 | 2.19 | 1.261e-05 1.050e-05 | 2.312e-05 | 6.247e-01
28 | 3.159e-06 | 3.19 | 2.771e-06  2.533e-06 | 5.304e-06 | 5.955e-01
29 | 3.452e-07 | 2.42 | 3.058e-07 3.138e-07 | 6.196e-07 | 5.571e-01
2101 6.433e-08 | 3.73 | 5.653e-08 6.299¢-08 | 1.195e-07 | 5.382¢-01
211 | 4.848e-09 | 4.82 | 4.259e-09 5.052e-09 | 9.311e-09 | 5.207e-01
212 | 1.714e-10 | — | 1.532e-10 1.728e-10 | 3.260e-10 | 5.257e-01

Tabela 5.28: C'-splajn, za k = 3, na mreZi generisanoj adaptivnim algoritmom, test primer (5.66),

e =105
N XN PN > n>P n xn/n° | #iter
2° 3.571e-05 | 4.47 | 3.110e-05 6.778e-04 | 7.089e-04 | 5.037e-02 | 6
26 1.607e-06 | 4.50 | 1.434e-06 3.825e-06 | 5.258e-06 | 3.055e-01 | 5
27 7.086e-08 | 4.84 | 6.302e-08 1.021e-07 | 1.651e-07 | 4.291e-01 | 4
28 2.473e-09 | 5.21 | 2.230e-09 5.765e-09 | 7.996e-09 | 3.093e-01 | 3
29 6.681e-11 | 4.93 | 6.225e-11 1.014e-10 | 1.636e-10 | 4.084e-01 | 3
210 2.199e-12 | 4.60 | 2.089e-12 2.156e-11 | 2.365e-11 | 9.296e-02 | 3
211 9.098e-14 | 5.15 | 8.779%-14 1.530e-13 | 2.408e-13 | 3.778e-01 | 2
212 2.56le-15 | — | 2.501e-15 3.270e-15 | 5.772e-15 | 4.438e-01 | 2
pros. red 4.81 4.79 5.37 5.26

Tabela 5.29: C’l-splajn, za k = 5, na R-mreZi, test primer (5.66); § = 0.4,a =2, = 109,

NT xv [ov ] o " n X/’
2° | 5.708e-06 | 0.13 | 4.700e-06 5.262e-05 | 5.732e-05 | 9.959-02
20 | 5.236e-06 | 0.74 | 4.347e-06 1.959e-06 | 6.306e-06 | 8.303e-01
27 | 3.141e-06 | 2.58 | 2.689e-06 1.045¢-06 | 3.734e-06 | 8.411e-01
28 | 5.256e-07 | 3.99 | 4.609e-07 2.106e-07 | 6.714e-07 | 7.828e-01
29 | 3.316e-08 | 3.87 | 3.003e-08 1.883e-08 | 4.886e-08 | 6.788e-01
2101 2.268e-09 | 5.04 | 2.078e-09 1.526e-09 | 3.604e-09 | 6.293e-01
2111 6917e-11 | — | 6.498e-11  5.853e-11 | 1.235¢-10 | 5.601e-01
Tabela 5.30: C'-splajn, za k = 5 na mreZi generisanoj adaptivnim algoritmom, test primer (5.66),
=105
N XN PN ! n>P n v/ | Hiter
2° 1.100e-06 | 7.99 | 9.722e-07 1.219e-05 | 1.316e-05 | 8.354e-02 | 6
26 4.317e-09 | 6.37 | 4.118e-09 9.278e-09 | 1.340e-08 | 3.223e-01 5
27 5.205e-11 | 6.32 | 5.100e-11  6.789e-11 | 1.189e-10 | 4.378e-01 | 4
28 6.511e-13 | 7.69 | 6.388e-13 1.051e-12 | 1.68%e-12 | 3.854e-01 3
29 3.158e-15 | 7.09 | 6.369e-15 4.420e-15 | 1.07%-14 | 2.927e-01 3
210 2.311e-17 | 6.94 | 1.335e-15 7.696e-17 | 1.412e-15 | 1.637e-02 | 3
211 1.882e-19 | — | 1.159e-17 5.350e-18 | 1.694e-17 | 1.111e-02 | 5
pros. red 7.07 6.05 6.84 6.58

Da bismo uporedili rezulate iz rada [38] (u oznaci FEM-k) na mreZi Bahvalova sa nasim koloka-

cionim postupkom (u oznaci Collocation-k), iskoristi¢emo test problem dat upravo u radu [38].
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Porediéemo ova dva razli¢ita postupka za k = 4. Tada je red konvergencije oba pomenuta pos-

tupka Sest. Tabela 5.31 pokazuje da oba postupka daju slicnu gresku x, dok FEM-£ daje bolju

aposteriornu ocenu 7 u poredenju sa kolokacionim postupkom istog stepena. Napokon, glavna pred-

nost naseg kolokacionog postupka je to $to je dobijena aproksimacija ua funkcija klase C, dok je

aproksimacija dobijena u [38] funkcija klase C" na [0, 1].

Tabela 5.31: Uporedna analiza dva postupka, za k = 4; ¢ = 1075,

FEM-k Collocation-k
N XN PN n XN PN n
28 | 2.753e-12 | 5.99 | 1.104e-11 || 4.688e-12 | 6.06 | 1.250e-10
29 | 4.344e-14 | 6.00 | 8.824e-14 || 7.047e-14 | 6.06 | 1.953e-12
210 1 6.820e-16 | 6.00 | 1.375e-15 || 1.055e-15 | 6.07 | 3.052¢-14
2111 1.068e-17 | — | 2.144e-17 || 1.570e-17 | — | 4.769e-16

Slika 5.10 pokazuje da je razlika izmedu greSaka x v, koje se dobijaju primenom pomenuta dva

postupka, beznacajno mala.

XN

o]
1019
10‘“‘2
1045;
1010}

1017}

500

1000
N

2000

—o— Collocation-k
FEM-k

Slika 5.10: Uporedna analiza postupaka FEM-k i Collocation-k.
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Glava

KOLOKACIONI POSTUPAK ZA 2D PROBLEM
REAKCIJE-DIFUZIJE

U ovoj glavi éemo posmatrati dvodimenzionalni problem reakcije-difuzije, koji glasi: Naci u €
C(Q) N C?(9) tako da vazi

Lu(x,y) == —EQAu(x,y) +7r(z,y)u(z,y) = f(z,y) na Q= (0,1) x (0,1),
U(%,y) = g(:l:,y)7 (‘T?y) € aQ?

6.1

gde je e € (0,1], A = 9?/02% + 9%/9y? je Laplasov operator, f € C(Q)i0 < 8 < r(z,y).
Pod ovim uslovima, problem (6.1) ima jedinstveno reSenje [46]. Ako je € mali parametar, onda nas
problem postaje singularno perturbovan, a reSenje ima ostre slojeve Sirine O | € Iln i) uz granicu 052,
videti [7].

Da bismo resili priblizno problem (6.1), diskretizovaéemo ga pomoc¢u kolokacija sa bikvadartnim
C-splajnom. Potom éemo dati i aposteriornu ocenu u supremum normi — normi koja je dovoljno

dobra da kvalitetno oceni gresku u slojevima i najprikladnija je za singularno perturbovane probleme.

6.1 Kolokacioni postupak

Sada ¢emo kolokacioni postupak (5.16) uopstiti i u dve dimenzije. Analiziraéemo ga na oblasti
Q=0QuUd0 =[0,1] x [0, 1] koju ¢emo diskretizovati na mrezi A = A, x A, gde su

Ap:0=xg<o1 <...<aNy=1,

Ay:02y0<y1<...<yM:1,

dve podele skupa [0,1] sa koracima h; = z; —z;—1,i=1,..., Nikj=y; —yj—1.j =1,..., M,
redom.

Aproksimaciju ua taénog re$enja u problema (6.1) traziéemo u obliku C'!-bikvadratnog splajna
takvog da zadovoljava (6.1) u sredinama svakog pravougaonika, koji je odreden mrezom A, videti [6]
za klasi¢an problem, tj. problem bez slojeva — kada je ¢ = 1. Baza C'-bikvadratnih splajnova na
moZe se dobiti kao direktan proizvod elemenata baze S%,O (A;) i baznih elemenata prostora S3 4 (A,).
Bazu za prostor 52170(Aa;) smo konstruisali u Glavi 3. Baza { By ; }j]\/fgl za prostor S%’O(Ay) se kon-

struiSe na isti nacin.
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GLAVA 6. KOLOKACIONI POSTUPAK ZA 2D PROBLEM REAKCUE-DIFUZIJE

Dakle, aproksimaciju ua reSenja u problema (6.1) moZemo zapisati kao

N+1 M+1

ua(@,y) =Y > i;Bai(x)Ba;(y),

i=0 j=0

gde su «;; odredeni uslovom da aproksimacija ua zadovoljava diferencijalnu jednacinu (6.1) u

tackama (.%7;_1/2, yj—l/Z)’ tj. da je

—2Aup ;1725172 F Tic1/2,j—1/2UAi—1/2,j—1/2 = fic1/2.j—1/25 (6.2)
zai=1,2,...,N, 7=1,2,..., M. Takode, zahtevamo da ua zadovoljava grani¢ne uslove u Cetiri
temena oblasti 2

UA(OaO =¢(0,0), UA 071)29(071)7

i u sredinama intervala odredenih tackama mreze A na 02, tj.

ua(Ti-1/2,0) = g(2i—1/2,0),  ua(zi_i/2,1) = g(wi_1/2, 1), zai=1,2,...,N,
ua(0,yj—172) = 9(0,y5-1/2), ua(l,yj—1/2) = 9(1,y-1/2), za j=1,2,..., M.

(6.3)

1z (6.2) dobijamo
i+1 j+1

S0 i (=2 (@im2) s (Wi j2) + i (o128 (j—1/2)

i1=i—1j1=j—1

+ 7"(331'71/27 3/%1/2)%‘1(371'71/2)1/13'1(%71/2)) = f($i71/27 yj—l/?)-

Uvedimo sledece oznake:

- hz’ + hi
= 4(hi—1 + hi)’ W= 4(hi + hiy1)’
- kj +_ kj

T. —

7. L\ T, = 77 1
T Akt k) Akt kjga)
i formalno zapiS§imo hg = hyy1 = ko = kpra1 = 0. Tada dobijamo slededi sistem A = b, gde

je a = [ai|(ny2)(mr12)x1> b = [bil (vr2)(mr42)x1 T A = [@is](arg2) (N42)x (M+2)(N42)- Elementi a;j,
zat=1,2,...,Nij=1,2,..., M su definisani sa:

B2 g2

8 8 _ _
Qg h-N—3 = —€ ( + ) N Tt Tic1/2,5-1/27; M;
J

N

2
h2 IR

~

8 _ 8, _ _ _ _
Ak, k—N—-2 = —&? ((1 - T; = 7"+) - 7(Tj + Tf)) n; + 7’%1/2,;'71/2(1 -7, = Tf)m )

8 8 _ _
A, k—N—-1 = —e? <h2 + k2> T; Tj+ + 7‘1'71/2,1'—1/27;77@' )
J

(2
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6.2. GRINOVA FUNKCIJA

(1—m — 77i+)> T+ ricyego1em; (-0 —n')

8
2 -t
app—1=—¢" | =5, +n")+
( hi k;
2 8 - + - + 8
akp == =5 + 0 )1 -7 —7) — 5 (7 +7; DA =0 —n)
— 7)1 =n —n),

+ric12j-172(1 =75
nf)) Tf + Ti—1/2,j—1/27—j+(1 —n; =0,

8 8 _

Ak k+1 = —¢€ (h 7h
J
8
Ok k+N+1 = ﬁ kg n; T, tTric1/2,5-1/2T; '
(2
a é1—7' -7 é(7’7—|—T+) frr _1/a( ~ — )
kk+N+2 = h i T 2 \j j 7; i—1/2,5—1/2 A
8
Ak k+N+3 = 7 ;" 7' +rio1/2,5— 1/27' n
’L
gdejek=j(N+2)+i+1.
1z (6.3), u sredinama intervala na donjem rubu oblasti {2, dobijamo
Ait1i =1 5 Girrivt =1 =0 =0, G2 =0, i=12...,N,
dok na gornjem rubu od €2 imamo
api—1 =1; agg =1—n7 —n;, arip1 =1y, i=12,...,N,
gdejel=(M+1)(N+2)+i+1
Dalje, grani¢ni uslovi u sredinama levog ruba oblasti €2 daju
A k—N-2 = Tj ak,kzl_Tj__Tj_a Ak k+N+2 = T} J=12,...., M,
gde je k = j(IN + 2) + 1, dok na desnom rubu oblasti €2 treba da vazi
al-N—2 =T , al,lzl_Tj__Tj_a al,l+N+2:7—j_7 J=12,.... M,
=1.

gdejel = (j+1)(N +2)
Granicni uslovi u Getiri temena pravougaonika € daju poslednja &etiri uslova

a1,1 = AN+2,N+2 = Q(M+1)(N+2)+1,(M+1)(N+2)+1 = Q(M+2)(N+2),(M+2)(N+2)

6.2 Grinova funkcija
Uvedimo sada i Grinovu funkciju G(z, y; £, n) operatora L, tako da za svako (z,y) € Q vazi
(6.4)

(Gee(,y56m) + Gy (2, y56,m) +1r(§,m)G (2, y;:€,m) = d(z — )d(y —n)
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gde je §(-) Dirak delta funkcija, ({,7) € 1

G(x,y,&n) =0, (§,m) € 0. (6.5)

Kako je (u — ua)(x,y) = 0 na 99, to za fiksno (z,y) € Q vazi

(u —un)(z,y) = /Qﬁ(u —una)(&,nG(x,y; &, n)dédn, (6.6)

Kao i u jednodimenzionalnom slucaju, tako su nam i ovde pri aposteriornoj analizi potrebna odgo-

varaju¢a ograni¢enja za Grinovu funkciju i njene (parcijalne) izvode.

Teorema 6.1. [30] Grinova funkcija G(x,y; &, n) definisana sa (6.4)-(6.5) zadovoljava:
G, y; ) ho<Ci i Gy )0 < Coe™t,

gde je:

1 1
olig = luslie + lloglie i@ lollug == / / fo(&,m)|dedn,
0 0

a Cy i Cy su konstante nezavisne od perturbovanog parametra €.

6.3 Aposteriorna ocena greske

Optimalne adaptivne mrezZe za reSavanje dvodimenzionalnih singularno perturbovanih problema
imaju ekstremno veliki odnos izmedu najveéeg i najmanjeg koraka mreze [30](obi¢no O (e~ 1), gde
je € Sirina sloja), koji nam omoguéava da pokaZemo uniformnu konvergenciju pri apriornoj ana-
lizi odredenog numeri¢kog postupka. Nasuprot tome aposteriorna ocena greske, koja bi trebalo da
omogucdi i aposteriornu konstrukciju adaptivne mrezZe, postiZe se na proizvoljnoj mrezi [2, 50]. Glavni
zadatak ovog poglavlja je izvodenje aposteriorne ocene greske kolokacionog postupka sa C'!-bikva-

dratnim splajnom za problem (6.1) na proizvoljnoj mreZi.

1z (6.6) i Lu = f sledi

(1 — up)(z,y) = /Q (f — Lun)(€ n)T(E, n)dédn,

gdeje I := G(x,y; -, ). Uvedimo sledecu oznaku

2 2
o(o.) = e puales) ~ fa) - & (5zualen) + 5 pualen).

Definigimo, sada, bikvadratni splajn 1%7q koji interpolira funkciju ¢ € C°(€2) u devet datih tadaka:
(Iqu)ifl,jfl =4qi—-1,j—1, (Iqu)i—l,j—l/Z ={qi—1,j—-1/2> Ibq(])z‘fl,j = ¢i—1,5>

(
(Iqu)i—1/2,j—1 =4;—1/2,j—-1> (Iqu)i—uz,j—l/Q = qi—1/2,j—-1/2> (Iqu)i—l/Q,j = qi-1/2,5»
(Iqu)i,j—l = qi,j—1, (Iqu)i,jfl/Q = 4i,5-1/2> (Iqu)i,j =i,
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na svakom Q; ; = [;_1, x;] X [yj—1,y;]. Jasno je da I%g na €2; ; moZemo izraziti na slede¢i nacin

2 2 . .
Pg(z,y) =33 dirjajoie H H Tz Y Yinf2 6.7)

k=0 =0 m—=0 1—0 Li—k/2 — Li—m/2 Yj—1/2 — Yj— n/2

Gresku postupka (6.2) u tacki (z, y) sada moZemo izraziti kao

(u—ua)(z.) zz/

i=1 j=1"%i-1

Yj
[7 (1t - ateon) - ateon | riemiean. - ©3)
Yj—1
Ako uvedemo sledecCe oznake:

rint — /Q (IP9(&,m) — q(€.m))T(€, m) dé dn,

4,7

/ 1Mg(€, )T (€, ) dé i,
Q.

i,
onda je

N M

(u—up)(z,y) = ZZ (Il”;t Ibg) (6.9)

i=1 j=1

U narednoj teoremi, koristicemo standardne definicije diferencnih koli¢nika prvog reda za proizvoljnu

funkciju v:
_ Vi—1/2,- — Vi—1, + Vi, — Vi—1/2,
D v, 9. = ——F>——, Dfv,_ 19 = 12
2 Vi 1/2, h2/2 2 Vi 1/2, hz/2
- Vj—1/2 7 Vj—1 + Vg —Uj-1/2
Dyv ;1= v Dyvjap=————,
y i1/ k;/2 y i1/ ki/2
— + —
DOZD;_JVDx Do:Dy+Dy
X ) Yy Y
2 2
kao i diferencne koli¢nike drugog reda koji su dati sa:
o hi/2 v kj/2

Sada ¢emo izvesti aposteriornu ocenu kolokacionog postupka (6.2), §to je i glavni rezultat ovog

poglavlja.

Teorema 6.2. Neka je u tacno reSenja problema (6.1) i ua njegova aproksimacija dobijena koloka-

cionim postupkom (6.2) sa C'-bikvadratnim splajnom na proizvoljnoj mreZi A. Tada je

2 2
sde e a(z.9) = e pus (o) — F(o) — 2 (gualon) + 5 suaton))
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3

(g, 8) = 0" (@, ) + Y (0ialg, A) + 0y (4, A)) + 14(g, A) +m5(q, ),
=1

uz sledece oznake:

I b
’A - ’I q B H ’

(g, A) = max |\I"q—q
j=1,...,.M

2 kf

_ ? _

Ma(q,A) = Z.:I?’?.}fN T6|5xIQi—1/2,j—1/2‘a Uly(q, A) = i:?%.},(N 16

j=1,....M j=1,...,

|5yqu'—1/2,j—1/2 |,

S

— : h2
"721(@[7 A) = x aXN max{|D:qi_1/27j_1/2|, |D$ qz‘—1/2,j—1/2|} min {hi, 42_}7

ceey

j=1,...M

2
Moy(¢,A) = max max{|Dygi-1/2j-1/2]; Dy di-1/2-1/2|} min {’fj, 42}

e

j=1. M
1 2, 10
N32(q, A) = 16 ,Jhax hikj|Dy0uzaGi—1/2,j—1/2l;
j=lrM
1 2110
773y(Q7 A) = 16 i:Illflf}%N hikj |Dx6nyi—1/2,j—l/2’a
j=1. M
1 2,2
na(q, A) = 61 max hi k5 [0y Gi—1/2.5—1/2l;
j=1. M
1 . h2k~ hik‘z
15(q, A) = 5 max min q hikj, jlgj, 4; }’Dng%‘—l/Zj—l/Q"
j=1....M

Dokaz. Zamenom x;—1, Ti, Yj—11Yj sa i1/ —hi/2, 010+ hi/2, yj_1/2—kj/21y;_1/2+k;/2,
redom u (6.7), dobijamo da je

Ibql](fa n) = 4i—1/2,j—1/2

Qij—1/2 — 4i—1,5—1/2 Qi-15-1/2 = 2Gi—1/2,5-1/2 + Qi j—1/2
+(f—l’i1/2)< s h =Y +2(§ —zi1/2) 1=l h/2 e = )

di-1/2,j — di-1/2,j-1 Gi-1/2,5-1 —2Gi—1/2,j-1/2 T Ci-1/2,5
+(77—yj—1/2)< DAz SR +2(n = yj_1/2)— /2 L LA /]>

kj k]Q
—Qi-15-11 Q-1 +2¢;—1/2j-1 — 2¢i—1/2, — Gij—1 + i j
+2(¢ - x¢—1/2)2(77 - yj—1/2) Z /hzjk, S
ik
—Qi—1,j—1 + 2¢;—1j-1/2 — Gi-1,5 + Qi j—1 — 2¢; j—1/2 + Gi,j
+2(§ = wi_12) (0 — yj—1/2)2 . . f:,kzj = bl -
L]
qi-1,5-1— 2qi—1j—1/2 + Qi1
+A(E —mi109)*(n — yj1/2)2< = I;Qk; / —
(]
=2¢; 1251t 44i-1/25-1/2 — 2Gi—1/25 T Qij—1 — 2Gi 172 T iy
+ h2k2
(]
qA_]‘7 _1 — (]_17 P (]A7 _1 _l’_ (]A7 .
+ (€ —2im1y2) (N — Yjo1/2) —2 : h-;c' = =
il
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Posto iz (6.2) sledi da je ¢;_1/2 j_1/2 = 0, onda je

= /Q ) [<g — i 12)RE(€) + (0 — 512 RY, ()

(& — mz‘—1/2)2(77 - yj—1/2)

+ 5 D25xei—1/2,j—1/2
(€ —zi12) (0 — yj_1/2)?

+ ! 5 i1/ ngnyi—l/Z,j—l/Q
(€ —zi12)*(n — yj—1/2)?

+ / 1 =1 OuaOyydi—1/2,5-1/2

+(§ —zi_1/2)(n — yj—1/2)DgD2‘Ii—1/2,j—1/2 I'(&,n) d€dn,

gde je
9i5—-1/2 — 4i—1,5—-1/2 qi—15-1/2 — 2q;1 2i-1/2 T Qi j—1/2
Rx (5) i.j—1/ h‘Z Jj—1/ +2(§_mi—1/2) i—1,j—1/ ? hé J=1/ i,j—1/
02 7
1 takode
qi—1/2,5 — 9i—1/2,j—1 qi—1/2, 1= 2¢i—1/2,j—1/2 + ¢i— 1/2,
R;y,j(n): i—1/2,j - /2. +2(77_yj—1/2) /25— ? ké J—1/ /]
J

L., . . b
Analiziracemo sada svaki sabirak u I i';. zasebno.
9,

Kako je

0 — X 2 p2
E— i1 = ag[w - g],

onda parcijalnom integracijom dobijamo

Yj
I = / / € — w1 o)T(E m) R, (€)dedy

e )2 p2
:/(<“2” h) (R (©)

T; —— 9
-/ (@21/2) h) S CEnE: (5))d§>dn

- [W - ’;] (mf,n)Rzij(s) LT ”@)) dédy,

Yj—1 Y Ti—1

T

Dalje je

_h
11,5 < <||R i

e, / yjl / F(fm)\dédn) |

(6.11)

[ wtentacan+ | 5r

Ti—1

Yj
OOQU/
Yj

j—1
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Takode, vazi i sledee ogranicenje

hi o Yi [T
< IR len, [ [ IEmldedn

Yj—1 JTi—1

Yj Ty
!fl,z‘,j|=/ / (€ — 21y jo)T(E,m)RE, (€)dedn

Yj—1 JTi—1

(6.12)

Kombinacijom (6.11) i (6.12) dobijamo

by (. Cohi wopo
< = Z o
ol < I o min {0 G (G [0 [ i miaen

/y] /w |F§577|d£d77>
ooQ”/y] 1/ L& m)| € dn.

8{’ &
Kako je
IR illoo,:, = max{| R} ;(zi—1)|, | R (i)}
= max{ ‘qi,j—l/Q —}121;51/2,3‘—1/2!’ ‘Qi—l/Q,j—l/hi/_Q%‘—l,j—l/Q| }
1 vazi

‘% Ljm1/2 = 2Qi1/2,j-1/2 + Qi j—1/2]
h2 ’

HasR

oo,Qm

sumiranjemza¢ = 1,2,..Nij = 1,2,..., M, dobijamo sledece ogranicenje

ii; M/y/ P(€, )| dedn

h?
<ClI{laX 16’5381’% 1/2,5— 1/2‘ —me(q,A),
=

o¢ "t

kao i
. Cohi\ [ [V [™ 1
>yl SR e min {0, ([ [T G midean

i=1 j=1
+€/ / ITe(e |dsdr>
02y1 ¢ 7

h2
< C max_max{|D}q_1/2;-1/2], Dz Gi-1/2,— 1/2|}m1n{h 4;} = Cnaz(q, A).

2—17 N

j=1,....M

1z poslednje dve nejednakosti sledi

> i

i=1 j=1

< CO(maelg, D) + m2:(q, A)). (6.13)
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Sli¢no, za

Bas = [ 0=y R (D€ 1) dn e,

0,7

dobijamo ogranicenje

ZZIIz iil < Clmy(g,A) + 12y (g, A)), (6.14)
=1 j=1
gde je
2
nly(QaA) Zr?,a)::N 16‘53/2/%, 1/2,5— 1/2|
j=1...M

2
N2y (g, A) = _max max{|D; ¢;_1/2,j-1/2|, Dy ¢i—12,j—1/2} min {kj’ 4]5}

j=l M

Neka je, dalje,

1
I3y = /Q (6 - 55i—1/2)2(7l - yj—1/2)D25wai—1/2,j—1/2F(£a77) dndg.

2
5]
Lako se dobija da je
N M
DD eyl < Cnsalg, D), (6.15)
i=1 j=1
gde je
1
N32(q, A) = 16 Z:maXN h2k |D Ouaqiz 1/2,j— 1/2|
Jj=1,...M

Sli¢no, ako je

1
Iy = / ~(& = 2i12) (0 — Yj—1/2)° DYSyydi—1/2,j-12L (&, m)dnde,

o2
3J
onda je
N M
Z Z [I3y,i,5] < Cnsy(q, A), (6.16)
i=1 j=1
gde je
1
773y(Q7 A) T6 z:nllaXN hi k |D 5nyz 1/2,5— 1/2|
7j=1,....M

Za integral

T Yi 1
Iy = / / —(€— 332'71/2)2(77 - yj—1/2)25wx5nyi71/2,j71/2F(5u n)dndé,
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dobijamo
N M
> Haagl < Cmalg, A), (6.17)
i=1 j=1
gde je
1
na(q, A) = o :T{laXN i k3 |0y Orai—1/2,5-1/2]-
j=1,..,.M
Dalje, razmotrimo
B s 0 0
Is; ;= / / (€ —mi1y2)(n —yj-1/2)DeDydi—1/2,j-1/21' (&, m)dnds. (6.18)
x

i—1 Y Yj—1

Opet ¢emo iskoristiti da je

€y O [E ) B
Z*l/Q_aé- 2 8 9

pa se posle parcijalne integracije po &, dobija

Yi _xz ) h2
IS’L / / ( 1/2 ) ) (77 y] 1/2)D quz 1/2] 1/2F§(£ 'f])d?’/dg

Prvo ogranienje za I5 ; ; je

h?k
16

yQZ 1/2,5— 1/2’/ / [T (&, m)|dnd. (6.19)

|I5 z,]‘ >

Istom tehnikom, samo koriste¢i parcijalnu integraciju po promenljivoj 1, dobijamo i drugo ogranicenje

hik:]? 00 B
5,5 < 6 ’DszQi—l/Q,j—lﬂ‘/ / T (&, m)|dnd. (6.20)
Ti—1 JYj—1

Napokon, direktno iz (6.18) sledi

hik;

15,451 <

T; Y5
| D2Dydi1/2,5-1/2] / / (¢, n)|dndé. (6.21)
Ti—1 JYj—1

Konac¢no, kombinacijom (6.19), (6.20) i (6.21) dobijamo

1 . Coh2k; Cohik?
[15,,5] < 4mln{01hz'kj7 4; 1, i ! ‘D2D2Qi—1/2,j—1/2‘

/Q <C{1!F(£,n)l + o% (ITe(&,m)| + |rn(g,n))> dnde,

odnosno

N M
S sl < Csla, A), (6.22)

i=1 j=1
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gde je

h2k; hkf
775(Q>A): max min hzk]a |D quz 1/2,5— 1/2|

1
2 i=1,...N 4e 4e
j=1....M

’”
)

12 (6.13) - (6.22) sledi

C(maz + My + N2z + N2y + 032 + M3y + 11 +15)(q, A). (6.23)

Lako se vidi da iz

. T Yj
rint / / (1"(€.m) — (€, m))T(E, n)dnde

i—1 Y Yj—1
dobijamo ogranicenje

N M 1,1
Sl < max | -a [ [ In€nlin <en'@n). 629

=11 o0, Jo Jo

J 1, M
Konacno, (6.23) i (6.24), zajedno sa (6.8) daju (6.10). ]
. . 2 82 . 2 82 .o
Primetimo da su w,(y) := ¢ ﬁuA(x,y) iwy(z) =¢ ﬁuA(x,y) kvadratne funkcije
Z Y

jedne promenljive y i , redom. Odatle je ||1%q — qllo;,; = | 1%9G — qllo; ;» gde je g := ru — f, zbog
linearnosti 1%, Takode, lako je uogiti da svi sabirci u 7(¢, A) konvergiraju u supremum normi sa

redom konvergencije najmanje dva.

6.4 Numericki rezultati
Dobijene teorijske rezultate u ovoj glavi potvrdi¢emo numericki na test primeru
—2Au(z,y) + (1 + 2°y*e™)u(z,y) = f(z,y)  na Q= (0,1) x (0,1), (6.25)
gde su funkcija f i grani¢ni uslovi izabrani tako da resenje jednacine (6.25) bude
u(z,y) = sin (z + y)g + (x4 y) (e*I/E + e U2)/e fem2/e 4 eiZ(lfy)k) .

Resenje u je prikazano na slici 6.1.

Gresku postupka u supremum normi aproksimiraéemo sa

lu —uall = XN = _max |(w — ua) (zi—1 +mk™ hy, g1 + nl;:_lkzjﬂ :

U nasim eksperimentima biramo k = 7i N = M. Red konvergencije racunamo na standardni nacin
u oznaci py, kao i "Siskinov" red sy, videti njihove definicije u Glavi 5. Kolokacioni postupak ¢emo
primeniti na odgovaraju¢im mrezama koje su konstruisane kao direktni proizvod mreZa za jednodi-
menzionalni problem reakcije-difuzije, videti Glavu 4. Slika 6.2 prikazuje standardnu Si¥kinovu

mrezu u dve dimenzije.
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0.0

Slika 6.1: Resenje test primera (6.25), ¢ = 276,

Slika 6.2: Siskinovamrezaza N = M = 16i0=4,0=1,q = 1/4.

Aposteriorna ocena na Siskinovoj mreZi je prikazana u Tabeli 6.1. Prva kolona ove tabele daje
vrednosti N za fiksno €. Greska postupka x i redovi konvergencije se mogu pronaci u kolonama 2
do 4. Naredne tri kolone daju nam vrednosti za 7 i redove konvergencije p?\, i 37]’\, aposteriorne ocene.

U poslednjoj koloni mozemo nadi koeficijent efikasnosti x n /7.

Tabela 6.1: Aposteriorne ocene na Siskinovoj mreZi; test primer (6.25);e = 1076, 0 =4,¢ =1 /4.

N XN PN | SN n Py | Sk XN /1

25 |1 2.374e-01 | 1.21 | 1.64 | 8.601e+00 | 1.02 | 1.51 | 2.760e-02
26 1 1.029e-01 | 1.56 | 2.00 | 4.228e+00 | 1.24 | 1.68 | 2.435e-02
27 | 3.498¢-02 | 1.86 | 2.30 | 1.789e+00 | 1.42 | 1.83 | 1.956e-02
28 1 9.640e-03 | 1.70 | 2.05 | 6.686e-01 | 1.55 | 1.91 | 1.442¢e-02
29 1 2.971e-03 | 1.74 | 2.05 | 2.291e-01 | 1.63 | 1.96 | 1.297¢-02
210 | 8.908e-04 | — — | 7.399e-02 | — — | 1.204e-02

Tabela 6.2 potvrduje uniformnu konvergenciju i greske postupka x i aposteriorne ocene C'7 iz
Teoreme 6.2 na standardnoj Siskinovoj mreZi u odnosu na perturbovani parametar ¢ sa redom kon-
vergencije skoro dva. Za fiksno N u datoj tabeli uzimamo razli¢ite vrednosti parametra €. Primetimo
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dazae =1ie= 107", prema definiciji Siskinove mreZe, ona postaje ekvidistantna.

Tabela 6.2: Aposteriorne ocene na standardnoj Siskinovoj mreZi; test primer (6.25); N = 28,0 =
4,9 =1/4.

£ XN n XN /7
1 | 1.239¢-09 | 2.262¢-04 | 5.477e-03
1071 | 1.287¢-04 | 1.088e-02 | 1.183e-02
1072 | 9.743e-03 | 6.730e-01 | 1.448e-02
1073 | 9.650e-03 | 6.691e-01 | 1.442e-02
1074 | 9.641e-03 | 6.687e-01 | 1.442e-02
1075 | 9.640e-03 | 6.687e-01 | 1.442e-02
1075 | 9.640e-03 | 6.687e-01 | 1.442e-02
1077 | 9.640e-03 | 6.687e-01 | 1.442e-02
1078 | 9.640e-03 | 6.687e-01 | 1.442e-02

Tabela 6.3 prikazuje numeric¢ke rezultate dobijene na rekurzivno generisanoj mrezi. Kao i $to
je ocekivano, kolokacioni postupak na rekurzivno generisanoj mreZi daje znacajno bolje numericke

rezultate nego na Siskinovoj mreZi.

Tabela 6.3: Aposteriorne ocene na rekurzivno generisanoj mre%i; test primer (6.25); € = 1076,

N XN PN n PN XN/N
2° [ 1.551e-01 | 2.41 | 6.469¢+00 | 1.99 | 2.397e-02
26 1 2.920e-02 | 2.69 | 1.630e+00 | 2.17 | 1.791e-02
27 | 4.528e-03 | 2.32 | 3.632e-01 | 2.08 | 1.247e-02
28 1 9.027¢-04 | 2.14 | 8.607e-02 | 2.03 | 1.049¢e-02
29 | 2.048¢-04 | 2.08 | 2.102e-02 | 2.02 | 9.741e-03
210 | 4854e-05 | — | 5.176e-03 | — | 9.379¢-03

Ocekivano, mreZe tipa Bahvalova pokazuju bolje osobine nego SiSkinova i rekurzivno generisana

mreza, videti tabele 6.4 1 6.5.

Tabela 6.4: Aposteriorne ocene na mreZi Bahvalova; test primer (6.25); ¢ = 1075, 0 = 4,7 = 0.4.

N XN DN Ul Py XN/
2° | 6.249¢-03 | 2.17 | 6.123e-01 | 1.95 | 1.028¢-02
26 1 1.398¢-03 | 2.09 | 1.580e-01 | 1.98 | 8.850e-03
27 | 3.294¢-04 | 2.04 | 4.008¢-02 | 1.99 | 8.219¢-03
28 1 8.010e-05 | 2.02 | 1.009¢-02 | 2.00 | 7.940e-03
29 | 1.974e-05 | 2.01 | 2.530e-03 | 2.00 | 7.801e-03
2101 4900e-06 | — | 6.344e-04 | — | 7.724¢-03

Tabela 6.6 potvrduje da je kolokacioni postupak uniformno konvergentan u odnosu na perturbo-
vani parametar ¢ i na R-mreZi. U toj tabeli smo za razli¢ite vrednosti € i fiksno N prikazali uniform-
nost i xn i 7. U svim tabelama se, takode moZe videti da je indeks efikasnosti x /7 nezavisan od

diskretizacionog parametra N.

Tabela 6.7 daje numericke rezultate za kolokacioni postupak (6.2) primenjen na ekvidistantnoj mrezi.

Ocekivano, red konvergencije je skoro nula, a ni aposteriorna ocena ne opada sa povecanjem N.
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Tabela 6.5: Aposteriorne ocene na R-mreZi; test primer (6.25); ¢ = 107%,a = 4, G = 0.4.

N XN PN n Py XN/

25 | 4.788e-03 | 2.61 | 6.541e-01 | 2.00 | 7.320e-03
26 | 7.861e-04 | 2.18 | 1.631e-01 | 2.00 | 4.819¢-03
27 | 1.729e-04 | 2.09 | 4.066e-02 | 2.00 | 4.252¢-03
28 | 4.065e-05 | 2.04 | 1.015e-02 | 2.00 | 4.006e-03
29 | 9.864e-06 | 2.02 | 2.534e-03 | 2.00 | 3.892¢-03
210 1 2.430e-06 | — | 6.351e-04 | — | 3.826e-03

Tabela 6.6: Aposteriorne ocene na R-mreZi; test primer (6.25); N = 2%, a = 4,7 = 0.4.

£ XN n XN/
1071 | 1.287e-04 | 1.088e-02 | 1.183e-03

1072 | 4.148e-05 | 1.020e-02 | 4.069e-03
1073 | 4.066e-05 | 1.014e-02 | 4.006e-03
107% | 4.063e-05 | 1.015e-02 | 4.006e-03
1075 | 4.064e-05 | 1.015¢-02 | 4.006e-03
1079 | 4.065¢-05 | 1.015e-02 | 4.006e-03
1077 | 4.065e-05 | 1.015¢-02 | 4.006e-03
1078 | 4.065¢-05 | 1.014e-02 | 4.008e-03

Tabela 6.7: Aposteriorne ocene na ekvidistantnoj mreZi; test primer (6.25); ¢ = 1076,

N XN n XN /1
2° | 2.513e+00 | 2.521e+01 | 9.970e-02
26 | 2.514e+00 | 2.529¢+01 | 9.950e-02
27 | 2.518e+00 | 2.533e+01 | 9.940e-02
28 | 2.518e+00 | 2.535¢+01 | 9.936e-02
29 | 2.519e+00 | 2.536e+01 | 9.933e-02
29 | 2.519¢+00 | 2.536e+01 | 9.932¢-02

Naravno, i ova ocena greske pokazuje da su ekvidistantne mreze prakticno neupotrebljive prilikom

primene kolokacionog postupka na singularno perturbovane probleme.

Na kraju, uporedi¢emo na$ kolokacioni postupak sa jedinim poznatim postupkom za resavanje
problema (6.1), gde je aposteriorna ocena data u supremum normi [30]. Kopteva je u svom radu
razmatrala standardnu diskretizaciju (oznac¢imo je sa SD-2D). Uporedna analiza ova dva postupka

uradena je na test primeru upravo iz rada [30], tj. na problemu

—e?Au(z,y) +ulz,y) = f(z,y) na Q= (0,1) x (0, 1),
u(z,y) =0, (x,y) € 09,

(6.26)

gde je f takva funkcija da je

B . e—T/e _ =1/ ) e V/e _ o1/
e R e 1 U e re oy

reSenje problema (6.26), koje je prikazano na Slici 6.3.
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Slika 6.3: ReSenje test primera (6.26), ¢ = 276,

Efikasnost ovih postupaka razmatramo na jednoj varijanti mreZe tipa Bahvalova koja je takode ko-
ri$¢ena u radu [30]. Ova mreZa je u jednoj dimenziji generisana sa z; = ¢(i/N),zai =1,2,... N,

akojee < £igdeje

o(t) =eoln za t € [0,9],

b
b—¢’

©(1) := 11 ¢ je neprekidna na [0, 1] i linearna na [¢J, 1]. U eksperimentima biramo
b=1/2, e=b/oc i I=b—co.

Za e > €, ovaj tip mreZe Bahvalova se definiSe kao ekvidistantna mreza. Ozna¢imo ovu mreZu sa
mB.

Tabela 6.8: Uporedna analiza dva postupka na mB-mreZi u 2D, 0 = 3, e = 1076,

SD-2D Collocation-2D
N XN PN XN PN
25 | 4.23e-03 | 1.97 || 4.30e-04 | 2.23
26 | 1.08e-03 | 1.99 || 9.15¢-05 | 2.09
27 | 2.72e-04 | 2.00 || 2.15¢-05 | 2.05
28 | 6.82e-05 | 2.00 || 5.20e-06 | 2.02
29 | 1.71e-05 | — || 1.28¢-06 | —

MoZemo videti u Tabeli 6.8 da kolokacioni postupak (6.2) (u oznaci Collocation-2D) daje bolje
numericke rezultate nego postupak SD-2D. Takode, naSa aproksimacija, dobijena primenom C'*-
bikvadratnog splajn kolokacionog postupka, je funkcija klase C'' na domenu € nasuprot aproksi-
maciji koja je dobijena primenom SD-2D postupka u radu [30], koja je samo klase C” na Q2. Ova
osobina je ujedno i znacajna prednost naseg postupka. S druge strane, aposteriorna ocena iz rada [30]
je dobijena za semilinearni 2D problem reackcije-difuzije, dok smo mi dobili samo ocenu za linearni
problem (6.1).
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Na Slici 6.4 su prikazana oba posmatrana postupka — kolokacioni postupak (6.2) i SD-2D postu-

pak.
1073
1074} : .
XN L —e— Collocation-2D

10-5 SD-2D
10—6 ‘ ‘ |

50 100 200 500

N

Slika 6.4: Uporedna analiza greSaka postupka SD-2D i kolokacionog postupka (6.2) na m B mreZi.
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PRILOG A

A.1 Bazaza C'-kvadratne splajnove

U disertaciji koristimo prvi i drugi izvod kvadratnih splajnova, pa su nam neophodni isti izvodi i

kvadratnih B-splajnova.

Bé,o(ﬂﬁ) =

zat=2,...,N —1:

BQ,N@U) =

Bé,N+1(x) =

( 2 _
(1’1h233) ako = € [xo, z1],
1
0 inace,
2(x1 —x) 2(x — xp)
— k
w T T ako = € [xo, z1],
2(x — x2)
—_— ako x € [x1, T2,
(h1 + h2)hy 7 € oy,
0 inace,
Q(x — QTZ'_Q)

(hi—1 + hi)hi—1 ako = € [x; 2,7 1],

T + Ti—o — 2T
(hi—1 + hi)h;

2(z — wit1)
(hi + hit1)hita

Tit1 +Ti—1 — 2w
(hi + hit1)h;

ako x € [:Eifl» l’i],

ako = € [x;, xiy1),

L0 inace,
2(3? — xN_g)

(hn_1+ hn)hn_1

2@N-1—)
hy

akox € [tN_2,2N_1],

2(x — zN)
(hny 4+ hn—1)hn

ako x € [zN_1,2ZN],

0 inace,
\

2(:BN_1 — .’L‘)

2 akox € [xn_1,zN],
N

0 inace,
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;

2 ako = € (zg, z1),
Bé’,o(ﬂﬁ) = !
0 T g (x()axl),
2 2
- - 5 ak
2 Ut gl 0@ € (@021),
2
By, () = 77— ako x €
! (hl + hg)hl x (5131,.732),
\0 L € [l’O,QTQ],
za t=2,...,N —1:
( 2 k
(hi—1 + hi)hi—1 ako z € (wi—2, Ti-1),
2 2
B - ako z € (z;_1,2;),
Bl (w) = 4 (himrthidhi (hithisa)h ( )
52 2
ako x € (w;, Tiy1),
(hi + hit1)hita ( +1)
0 T & (Ti1,Tit1),
2
ako x € o, EN_1),
(hn—1+ hN)hN—1 T € (TN-2,TN-1)
2 2
B// ) = e k
2N = G Ty 00 € (s
[0 r & (rN_2,ZN),
(2
B2 ako x € (xN-1,7N),
Bg,NH(fU) = N

A.2 Baza za kubne splajnove

Baza za kubne C?-splajnove data je u nastavku.

3

ako x € [z, z1],

ako z € [z1,z2),

inace,

(xlh;sx) ako z € [zg, x1],
3370(1‘) = 1

0 inace,

(r —20)% (1 — ) (22 —2)(21 —2)(w —20) (23— 2)%(x — 21)

h‘f (hl + hQ)h% (hg + h3)2h2

Bsi(z) = (g — )3

(h1 4 h2)3hs

0
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—x0)2 — - - —
i G+ ) ko e o)
(x—x0)* (w2 —2) | (23— )T I (23 — @)*(x — 21) ako = € [x1, x2],
Bs () = (h1 + h2)?hy Py @s
_ 3
(h1 + hz(jjsh:’))z:})w + h3)hs o €l
0 inace,

zat=3,...,N —1:

akox € [I’i_g, Ii_Q],

—xi3)*(Ti1 — —i—3)T; i1 — — i 9)”

o ‘ N2
3371-(33) _ (gc — ;131,3)(55Z — ) n (:L‘Z+1 l‘)Tz n (3%+1 x) (33 Ti 1) ako x € [xFl’xiL
S, Piyy Qit1
RY:
(Tig1 — ) ako x € [z, wiy1],
Sit1
0 inace,
B 3
(x —xn_3) akoz € [xn_3,TN_2],
Ry

(LL' — xN73)2($N71 — :17) + ((E — fo?))TN (Z‘N — 1L’)2(.%' — Z‘N,Q)
Byy = Py QN (hn + hny1)?hn—a
(x —on_3)(zy —2)? N (zny — )TN
Sn (hn + hni1)?hy

akox € [fo%l'Nfl]a

akox € [xn_1,zN],

0 inace,

(x —xN_2)3

(hn + hn—1)?hN—1

akox € [QEN_Q,J)N_l],

B31N+1 = TN+1 akox € [Z‘NfQ,mel],

0 inace,

gde je

izai = 3,4,...,N vazi

P, = (xz - xi—3)(i€i—1 - 961‘—3)(361'—1 - 902‘—2), Qi = (961 - $i—3)($z’ - 902‘—2)(331—1 - 561—2)

R; = (l‘z - 961'73)(961'71 - 332‘—3)(3«"@'—2 - 561—3), Si = (SUz - 513243)(3?@' - 56172)(%; - 961'71)

(z —an_2)’(zn —2)  (z—an_o)(ay —2)(z—an_1)  (on —2)(z —an-1)
(hn + hn-1)?hNn (hy + hni1)h3 h '

TNyl =
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Drugi izvod kubnih C'-bazi¢nih splajnova sledi.

6(333 — 2561 — 1,‘0)

ako z € (zg, 1),

h3
<Pg,1(95) = !
0 inace,
zai=2,...,N:
6(1’ — xi_g)
ako x € (wj_2,wi—1),
(hi—1 + hi)h?_| ' 1)
" _ ) 203x—2x; —xi—2) 43z —2x; —xi—1)
‘P3,'(33)— ! L akox € (w;_1, x;
7 (hl;l —I—hl)h? h? ( i—1, z)a
0 inace,
6(x —xn—
% akox € (HJN_l,{L‘N),
" _ hN
<P3,N+1(9€) =
0 inace,
i
6 _
% ako = € (x9, 1),
51(2) = !
0 inace,
za t=2,...,N:
4(,%1*,1 + 2x; o — 3.’17) 2(.%'1‘ +2x; o — 3.’17)
k i—2,Ti—1),
En T akox € (z;_2,%;—1)
% _ 6(x; — )
3,1("1") - R el . k i— i
s T I ako x € (x;_1,2;),
0 inace,
2 1 — 7
Oy + ;;N 1—7) akox € (xNn_1,ZN),
g,N+1($) = N
0 inace.

A.3 Baza za splajnove stepena Cetiri

U nastavku je dat i drugi izvod bazi¢nih C!-splajnova stepena Cetiri.

24(x — 1) (z1 + 2o — 22)

1 akox € (56071‘1),
h’l

@Z,l (z) =
0 inace,
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A.3. BAZA ZA SPLAJNOVE STEPENA CETIRI

zai=2,...,N:
12(5(} — .’)%;2)4
m akox € (z;_2,2;—1),
" _J)6(x;— )2z —wio— ;)  18(x; —x)(2x —mi_g —x + 1)
@y i(x) = ’ : : : ! akox € (7;_1,7;),
(hi-1+ hi)hj hi (@1, )
0 inace,
12(x — _1)?
—(x th ) akoz € (rn_1,ZN),
"
‘P4,N+1(37) = N
0 inace,
i
zat=1,...,N:
12(z — 2;1)2  48(z — i) (i — 12(2; — x)?
CEEC i o W LT L R
i) = i i i
0 inace,
i
12(x — z1)?
@Txl) ako x € (z9, 1),
2,1(37) = !
0 inace,
zai=2,...,N:
18(1’ - ,Tifg)(.%‘ifl + X9 — 21}) 6(:1} — LL’Z',Q)(QTZ‘ + X0 — 25(})
B k i—2yLi—1),
e (i + B)RE, akox € (zj_2,2;—1)
" _ 12(xz; — x)?
1i(T) = (h(l—i—h))hia akox € (-1, x;),
0 inace,
24(x — _ 1—2
(e - on 1)(iiV+$N ! z) akoz € (rNn_1,ZN),
7/’Z,N+1(95) = N
0 inace.
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PRILOG B

B.1 Test primer 1

U prvom delu ovog priloga predstavi¢emo numericke rezultate dobijene na test primeru (5.41) - za
kolokacione postupke sa C'!-splajnovima viseg stepena na razli¢itim mrezama. Tabele B2, B4, B6, BS,
B11 i B13 prikazuju numericke rezultate dobijene za kolokacione postupke sa splajnovima stepena 4
do 10. Ove tabele potvrduju sve nase teorijske rezultate — greske postupaka na Siskinovoj mreZi se
ponasaju kao O(N ~+~2 In**+? N ), dok je red konvergencije na mrezi Bahvalova i rekurzivno gener-
greske postupka i aposteriorne ocene ne zavisi od diskretizacionog parametra N. Aposterirona ocena
je veéa od 21 do 645 puta na Sigkinovoj mreZi, od 2 do 34 puta veéa na rekurzivno generisanoj mreZi
iod 1.5 do 625 puta veca na R-mreZi — u odnosu na gresku x, a u zavisnosti od stepena splajna koji
koristimo.

Rezultati kolokacionih postupaka na mreZama generisanim adaptivnim algoritmom su prikazane
u tabelama B1, B3, B5, B7, B9, B10, B12 i B14. Prosecan red konvergencije koji se dobije na ovako
izabranim mrezama je k + 2, k = 2,3,...,9, kao §to je i otekivano. Stavise, greske kolokacionih
postupaka na ovoj mreZi su manje u odnosu na isti postupak na preostalim posmatranim mreZama.

U ovim eksperimentima za parametre Siskinove i R-mreZe biramo o = k +2,¢ = 1/4,a = 21
q=0.4.

Tabela B1: Adaptivni algoritam, k = 2; & = 1076,

N XN PN n>! n>P n? xn/n? | #iter
25 [ 2.076e-04 | 4.23 | 1.395¢-04 2.427¢-03 | 2.566e-03 | 8.091e-02 | 7
26 | 1.107e-05 | 4.20 | 7.245¢-06 9.208¢-05 | 9.932¢-05 | 1.115e-01 | 5
27 | 6.033e-07 | 3.46 | 3.593¢-07 3.561e-06 | 3.921e-06 | 1.539¢-01 | 4
28 | 5.476e-08 | 4.77 | 2.483¢-08 1.158¢-06 | 1.183e-06 | 4.628¢-02 | 3
29 | 2.007e-09 | 4.07 | 1.416e-09 8.199¢-09 | 9.615e-09 | 2.088¢-01 | 3
210 | 1.194e-10 | 3.75 | 7.107e-11  5.109e-10 | 5.820e-10 | 2.052e-01 | 3
211 | 8.871e-12 | 420 | 5.279e-12 9.387e-11 | 9.915e-11 | 8.947e-02 | 2
212 1 4815e-13 | 4.05 | 2.865¢-13  2.118e-12 | 2.405e-12 | 2.002¢-01 | 2
213 | 2.897e-14 | — | 1.724e-14 1.239e-13 | 1.411e-13 | 2.052¢-01 | 2
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Tabela B2: Aposteriorne ocene, k = 3; ¢ = 1079,

Siskinova mreza rekurzivno generisana mreza R-mreza
N XN PN | SN 7’ XN PN n’ XN PN n
2° |3.683e-04 |3.14|4.63 2.420e-02 || 2.734e-03 | 2.92 | 6.342e-02 |[2.317e-04|5.03 |7.289¢-04
26 14.170e-05|3.57 | 4.85|2.610e-03 || 3.622e-04 | 4.75 | 1.680e-03 || 7.078e-06|5.08 | 1.752e-05
27 13.503e-06 | 3.86 |4.96 | 2.164e-04 || 1.346e-05 |4.54 | 3.998e-05 ||2.090e-07 |5.01 |3.896e-07
28 12.416e-07 |4.05|5.01 | 1.499e-05 || 5.799e-07 | 5.02 | 1.304e-06 || 6.465¢-09 |5.01|1.233e-08
29 | 1.461e-08 |4.18|5.049.110e-07 || 1.788e-08 | 5.05 | 3.793e-08 ||2.013e-10|5.00|3.657e-10
21018.045e-10|4.28 |5.05 [5.039e-08 || 5.401e-10 | 5.00 | 1.162e-09 |/ 6.293e-12|5.00|8.765¢-12
21114.141e-11|4.35|5.05[2.601e-09 | 1.684e-11{5.00 | 3.594e-11 |[1.967e-13|5.00|2.954e-13
21212.024e-12|4.41|5.05|1.273e-10|/5.261e-135.00 | 1.117e-12 ||6.145e-15|5.00|1.021e-14
21319.504e-14|4.46 | 5.04 | 5.984e-12 || 1.646e-14 |5.00 | 3.484e-14 || 1.920e-16|5.00|2.986e-16
21414318e-15| — | — [2.720e-13 |/ 5.318e-16| — | 1.086e-15 |/ 6.002¢-18| — [9.107e-18
Tabela B3: Adaptivni algoritam, k = 3; ¢ = 1076,
N XN PN ! n>P n3 xn/m° | #iter
2° | 1.570e-05 | 4.77 | 1.453e-05 6.028e-05 | 7.481e-05 | 2.099e-01 7
26 | 5.773e-07 | 4.98 | 5.575e-07 1.869e-06 | 2.426e-06 | 2.380e-01 5
27 | 1.831e-08 | 5.18 | 1.786e-08 4.378e-08 | 6.164e-08 | 2.971e-01 4
28 1 5.056e-10 | 4.99 | 5.014e-10 4.160e-09 | 4.661e-09 | 1.085e-01 3
29 | 1.596e-11 | 5.08 | 1.595e-11 2.715e-11 | 4.310e-11 | 3.703e-01 3
210 1 4719e-13 | 4.82 | 4.719e-13  7.997e-13 | 1.272e-12 | 3.711e-01 3
211 1 1.672e-14 | 5.15 | 1.672e-14  6.701e-14 | 8.373e-14 | 1.997e-01 | 2
212 1 4706e-16 | 5.05 | 4.705e-16 8.709e-16 | 1.341e-15 | 3.508e-01 2
213 | 1.422e-17 | — | 1.422e-17 3.85le-17 | 3.851e-17 | 3.693e-01 | 2
Tabela B4: Aposteriorne ocene, k = 4; & = 109,
Siskinova mreza rekurzivno generisana mreza R-mreza
N| xv [pv]|sv]| 7o XN | pN ' xv__|en ] ot
2° |5.414e-05(3.69|5.44[8.161e-03 || 1.010e-04 | 2.89 | 1.079e-02 |/ 1.586e-05|5.88 |4.810e-05
20 14.194e-06 |4.19|5.68 | 5.950e-04 || 1.360e-05 | 5.43 | 1.129e-04 ||2.699¢-07 |5.94|7.769¢-07
27 12.302e-07 |4.56 | 5.87 [3.033e-05 || 3.162e-07 | 3.92 | 1.406e-06 ||4.391e-09 |5.99 |1.156e-08
28 19.753e-09 | 4.82|5.97 | 1.239¢-06 || 2.094e-08 | 5.85 | 5.415e-08 || 6.915e-11{6.00|1.840e-10
29 |3.457e-105.00 | 6.02 [4.315¢-08 || 3.624e-10 | 5.69 | 9.392e-10 || 1.084e-12|6.00|3.219¢-12
21011.083e-11|5.126.04 [ 1.340e-09 || 7.040e-12 | 5.87 | 1.824e-11 || 1.694e-14|6.00|4.798e-14
21113.107e-13|5.22|6.05 |3.827e-11 || 1.205e-13 | 5.91 | 3.344e-13 ||2.647e-16|6.00|7.275¢e-16
21218.345e-15(5.296.05 [ 1.025e-12 || 1.998e-15|5.96 | 5.224e-15 |/ 4.137e-18|6.00|1.193e-17
21312.131e-16| — | — |2.615e-14|/3.125e-16| — | 1.022e-16 ||6.463e-20| — |1.727e-19
Tabela BS: Adaptivni algoritam, k = 4; ¢ = 1076,
N xw ey | 0™ P Uk xn/nt | #ter
2° | 8.140e-07 | 5.89 | 7.044e-07 3.890e-06 | 4.595e-06 | 1.772e-01 7
26 | 1.376e-08 | 6.12 | 1.156e-08 7.774e-08 | 8.930e-08 | 1.541e-01 5
27 | 1.975e-10 | 6.31 | 1.644e-10 1.005e-09 | 1.170e-09 | 1.688e-01 4
28 | 2.498e-12 | 5.68 | 2.075e-12 5.493e-11 | 5.701e-11 | 4.381e-02 | 3
29 | 4.866e-14 | 6.28 | 4.442e-14 1.652e-13 | 2.096e-13 | 2.321e-01 3
210 1 6.256e-16 | 5.84 | 5.195e-16 2.366e-15 | 2.886e-15 | 2.168e-01 3
211 1.089-17 | 6.12 | 9.043e-18 1.079e-16 | 1.169e-16 | 9.313e-02 | 2
212 1 1.562e-19 | — | 1.297e-19 6.772e-19 | 8.069e-19 | 1.936e-01 2
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Tabela B6: Aposteriorne ocene, k = 5; ¢ = 109,

Siskinova mreZa rekurzivno generisana mreza R-mrezZa
N XN PN | SN n° XN PN n° XN PN n°
2° [ 1.004e-05 |4.37 | 6.44 | 2.353e-03 || 2.609¢-05 [ 3.89 | 1.528e-03 [|9.004e-07 | 6.98 | 3.019¢-06
26 14.857e-07 |4.95|6.72 | 1.275e-04 || 1.762¢-06 | 6.69 | 1.215e-05 || 7.156e-09|7.02|2.695¢-08
27 11.570e-08 | 5.36 | 6.89 | 3.990e-06 || 1.710e-08 | 6.03 | 1.015e-07 ||5.527e-11|7.00|2.016e-10
28 13.828e-10|5.646.99 |9.608¢-08 || 2.614e-10|7.01 | 9.092¢-10 ||4.304e-13|7.00|1.541e-12
29 17.679¢-12|5.84|7.03 | 1.918e-09 || 2.022¢-12 | 7.03 | 6.889¢-12 |[3.356e-15|7.00|1.191e-14
21011.342¢-13(5.98|7.05 |3.344e-11 || 1.545e-14|7.00 | 5.333e-14 ||2.624e-17|7.00|9.254e-17
21112.122¢-15/6.09|7.06 | 5.283e-13 || 1.208e-16 | 7.00 | 4.163e-16 ||2.050e-19|7.00|7.210e-19
21213.114e-17 6.17|7.06 | 7.748¢e-15 || 9.450e-19 | 7.00 | 3.250e-18 || 1.602e-21|7.00 |5.626e-21
21314310e-19| — | — |1.072e-16[7.397e-21| — | 2.541e-20 || 1.251e-23| — |4.392¢-23
Tabela B7: Adaptivni algoritam, k = 5; ¢ = 1076,
N XN PN ™! n>P ° xn/n° | Hiter
2° | 5.022¢-08 | 6.88 | 4.811e-08 2.708¢-07 | 3.190e-07 | 1.575e-01 7
26 | 4.265¢-10 | 7.04 | 4.220e-10 2.754e-09 | 3.176e-09 | 1.343e-01 5
27 | 3.235¢e-12 | 7.34 | 3.223e-12  1.732e-11 | 2.054e-11 | 1.575e-01 4
28 | 1.996e-14 | 6.84 | 1.994e-14 4.829¢-13 | 5.028¢e-13 | 3.969¢-02 3
29 | 1.740e-16 | 7.06 | 1.739¢-16  7.009¢-16 | 8.748¢e-16 | 1.989¢-01 3
210 1 1.300e-18 | 6.86 | 1.300e-18 5.130e-18 | 6.429¢-18 | 2.021e-01 3
211 | 1.117e-20 | 7.10 | 1.117e-20 1.180e-19 | 1.291e-19 | 8.653e-02 2
212 | 8118e-23 | — | 8.118e-23  3.650e-22 | 4.462¢-22 | 1.819¢-01 2
Tabela B8: Aposteriorne ocene, k = 6; € = 1079,
Siskinova mreza rekurzivno generisana mreza R-mrezZa
N XN DN | SN 7’ XN PN 7’ XN PN 7’
2° 12.627e-06|5.037.41|5.836e-04 || 1.178¢-06 |4.06 | 1.779e-04 || 6.388e-08]7.92(3.197e-07
26 18.062¢-08 [5.67 | 7.69 | 2.593e-05 || 7.067e-08 | 7.43 | 1.442¢-06 |[2.632e-10|7.96 |2.097¢-09
27 11.585e-09 |6.12|7.88 |5.019¢-07 || 4.101e-10 | 5.49 | 6.642e-09 || 1.056e-12|7.99 | 8.082¢-12
28 12.272¢-116.44|7.98 |7.125¢-09 ||9.117e-12|7.86 | 3.242¢-11 ||4.145¢-15|8.00|3.051e-14
29 12.611e-13|6.67|8.04 | 8.148¢e-11|[3.924e-14|7.63 | 1.252¢-13 || 1.622e-17|8.00|1.176e-16
21012.562¢-15|6.848.06 | 7.978¢e-13 || 1.983e-16|7.80 | 5.210e-16 || 6.339e-20|8.00 |4.557e-19
21112.243e-17 16.96 | 8.07 | 6.974e-15(/8.921e-19|7.90 | 1.865e-17 ||2.477e-22|8.00|1.773e-21
21211.801e-19| — | — |5.597e-17|/3.730e-21| — | 8.583e-21 ||9.675¢-25| — |6.914e-24
Tabela B9: Adaptivni algoritam, k = 6; ¢ = 1076,
N XN PN ! P n° X /n° [ #iter
2° | 2.137¢-09 | 7.81 | 1.969¢-09 2.254e-08 | 2.451e-08 | 8.721e-02 7
26 1 9.503e-12 | 8.07 | 8.572e-12 1.116e-10 | 1.202e-10 | 7.908e-02 5
27 | 3.530e-14 | 8.48 | 3.167e-14 3.703e-13 | 4.020e-13 | 8.781e-02 4
28 19.900e-17 | 7.67 | 8.870e-17 5.886e-15 | 5.974e-15 | 1.657e-02 3
29 | 4.846e-19 | 8.10 | 4.525¢-19 3.842¢-18 | 4.295¢-18 | 1.128e-01 3
210 | 1.766e-21 | 7.87 | 1.581e-21 1.328e-20 | 1.486e-20 | 1.188e-01 3
21l | 7.652e-24 | — | 6.772e-24 1.671e-22 | 1.739e-22 | 4.349¢-02 2
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Tabela B10: Adaptivni algoritam, k = 7; ¢ = 1075,

XN

PN

7T
Ui

7.D
n

777

Xn/n"

#iter

6.846e-11
1.501e-13
2.972e-16
3.782e-19
9.659¢-22
1.592¢-23
3.803e-27

8.83
8.98
9.62
8.61
5.92
12.0

6.710e-11
1.491e-13
2.968e-16
3.781e-19
9.658e-22
1.788e-24
3.803e-27

2.004e-09
4.580e-12
7.854e-15
6.846e-17
1.898e-20
1.677e-22
2.176e-25

2.071e-09
4.729e-12
8.151e-15
6.884e-17
1.995e-20
1.695e-22
2.214e-25

3.305e-02
3.174e-02
3.646e-02
5.494e-03
4.842e-02
9.391e-02
1.178e-02

N W W Wk W

Tabela B11: Aposteriorne ocene, k = 8; ¢ = 10-6.

SiSkinova mreza

rekurzivno generisana mreza

R-mreza

XN

PN

SN

778

XN

PN

778

XN

PN

778

1.100e-07
1.458e-09
1.100e-11
5.54%¢-14
2.108e-16
6.547e-19
1.728e-21

6.24
7.05
7.63
8.04
8.33
8.54

9.20
9.57
9.81
9.96
10.0
10.1

3.516e-05
9.619e-07
7.233e-09
3.56%¢e-11
1.340e-13
4.137e-16
1.107e-18

3.268e-08
1.695e-10
2.570e-13
1.954e-15
2.116e-18
2.809e-21
3.294e-24

7.59
9.37
7.04
9.85
9.56
9.74

3.570e-06
1.552e-08
2.949e-11
3.044e-14
2.856e-17
2.826e-20

2.814e-23

1.268e-10
1.278e-13
1.276e-16
1.250e-19
1.222e-22
1.194e-25
1.166e-28

9.95
9.97
10.0
10.0
10.0
10.0

5.394e-09
1.690e-11
2.153e-14
2.051e-17
1.967e-20
1.901e-23
1.847e-26

Tabela B12: Adaptivni algoritam, k = 8; ¢ = 1075,

XN

PN

87
Ui

8D
Ui

778

xn/n°

#iter

1.476e-12
1.727e-15
1.615e-18
1.340e-21
1.346e-24
4.445e-26

9.74
10.1
10.2
9.96
4.92

1.406e-12
1.625e-15
1.514e-18
9.066e-22
1.260e-24
3.649e-28

1.541e-10
2.077e-13
1.658e-16
8.436e-19
1.001e-22
2.792e-23

1.555e-10
2.093e-13
1.673e-16
8.445e-19
1.014e-22
2.792e-23

9.492e-03
8.251e-03
9.652e-03
1.586e-03
1.327e-02
1.592e-03

D W W A W

Tabela B13: Aposteriorne ocene, k = 9; ¢ = 1076,

SiSkinova mreza

rekurzivno generisana mreza

R-mreza

XN

PN

SN

779

XN

PN

779

XN

PN

779

3.056e-08
2.655e-10
1.238e-12
3.698e-15
8.070e-18
1.410e-20
2.097e-23

6.85
7.74
8.39
8.84
9.16
9.39

10.1
10.5
10.8
10.9
11.0
11.1

8.572e-06
1.770e-07
8.392e-10
2.442e-12
5.253e-15
9.105e-18
1.348e-20

7.667e-09
2.091e-11
1.386e-14
2.514e-17
1.252e-20
6.490e-24
3.190e-27

8.52
10.6
9.11
11.0
10.9
11.0

3.543e-05
5.598e-08
7.390e-09
9.735e-16
4.567e-19
2.206e-22
1.078e-25

7.899¢-12
3.718e-15
1.944e-18
9.590e-22
4.674e-25
2.276e-28
1.110e-31

11.1
10.9
11.0
11.0
11.0
11.0

1.620e-05
2.941e-07
3.949¢-10
9.154e-12
3.052e-22
1.472e-25
7.143e-29

Tabela B14: Adaptivni algoritam, k = 9; ¢ = 1075,

XN

PN

9,1
n

9,D
n

779

xn/n°

#iter

7.025e-14
2.426e-17
1.142e-20
1.610e-23
2.463e-27
1.377e-28

11.5
11.1
9.47
12.7
4.16

3.953e-14
2.416e-17
1.141e-20
3.383e-24
2.463e-27
3.274e-31

1.272e-11
8.762e-15
3.329e-18
1.035e-20
5.068e-25
5.068e-25

1.275e-11
8.786e-15
3.341e-18
1.036e-20
5.093e-25
8.826e-26

5.508e-03
2.762e-03
3.418e-03
1.555e-03
4.836e-03
1.560e-03

D W WA W
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B.2. TEST PRIMER 2

B.2 Test primer 2

U drugom delu ovog priloga predstaviéemo numericke rezultate dobijene na test primeru (5.43) —
za kolokacione postupke sa C''-splajnovima viSeg stepena na razli¢itim mrezama. Tabele B15, B17,
B19, B21, B23, B25 i B27 prikazuju numericke rezultate dobijene za kolokacione postupke sa spla-
jnovima stepena 3 do 10. Ove tabele potvrduju sve naSe teorijske rezultate - greske postupaka na

Siskinovoj mreZi se ponasaju kao O(N—Fk=2 In**+2 N ), dok je red konvergencije na mrezi Bahvalova

......

da odnos izmedu greske postupka i aposteriorne ocene ne zavisi od diskretizacionog parametra N.
Aposteriorna ocena je 25 do 650 puta veca na svim posmatranim mreZama — u odnosu na gresku x v,
a u zavisnosti od stepena splajna koji koristimo.

Rezultati kolokacionih postupaka na mreZama generisanim adaptivnim algoritmom su prikazane
u tabelama B16, B18, B20, B22, B24, B26 i B28. Prosecan red konvergencije koji se dobije na ovako
izabranim mrezama je k + 2, k = 2,3,...,9, kao $to je i o¢ekivano. Stavise, greske kolokacionih
postupaka na ovoj mreZi su manje u odnosu na isti postupak na preostalim posmatranim mreZama.

I u ovim eksperimentima za parametre Siskinove i R-mreZe biramo o = k + 2, ¢ = 1 /4, a =21
q=0.4.

Tabela B15: Aposteriorne ocene, k = 2; ¢ = 1076,

Siskinova mreza rekurzivno generisana mreza R-mreza

XN

PN

SN

772

XN

PN

772

XN

PN

,'72

2.763e-02
6.595e-03
1.110e-03
1.468e-04
1.660e-05
1.692e-06
1.608e-07
1.454e-08
1.266e-09

2.07
2.57
2.92
3.14
3.29
3.40
3.47
3.52

3.05
3.49
3.75
3.90
397
4.00
4.02
4.03

1.215e+00
2.199e-01
3.185e-02
3.909e-03
4.261e-04
4.265e-05
4.014e-06
3.609e-07

3.134e-08

1.451e-02
8.383e-04
4.038e-05
2.268e-06
1.315e-07
7.963e-09
4.910e-10
3.046e-11
1.898e-12

4.11
4.38
4.15
4.11
4.05
4.02
4.01
4.00

5.701e-01
2.419e-02
1.062e-03
5.985e-05
3.642e-06
2.254e-07
1.405e-08
8.766e-10
5.478e-11

1.292e-04
7.991e-06
4.875e-07
3.045e-08
1.900e-09
1.187e-10
7.412e-12
4.631e-13
2.894e-14

4.02
4.03
4.00
4.00
4.00
4.00
4.00
4.00

6.328e-03
3.650e-04
2.110e-05
1.272e-06
7.833e-08
4.857e-09
3.024e-10
1.886e-11
1.178e-12

Tabela B16: Adaptivni algoritam, k = 2; ¢ = 1075,

XN

PN n

2.7

n

2.D

772

XN/7°

#iter

1.943e-04
2.278e-06
1.434e-07
1.548e-08
4.951e-10
2.847e-11
3.215¢e-12
1.287e-13

6.41
3.99
3.21
4.97
4.12
3.15
4.64

1.152e-05
6.722e-07
4.164e-08
2.892e-09
1.573e-10
9.684e-12
6.810e-13
3.870e-14

4.554e-03
5.099e-05
3.387e-06
3.307e-07
1.277e-08
7.675e-10
7.283e-11
3.456e-12

4.566e-03
5.166e-05
3.429e-06
3.336e-07
1.293e-08
7.771e-10
7.352e-11
3.495e-12

4.256e-02
4.410e-02
4.183e-02
4.641e-02
3.829e-02
3.664e-02
4.374e-02
3.682e-02

DN W W Wk W
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Tabela B17: Aposteriorne ocene, k = 3; ¢ = 109,

Siskinova mreZa rekurzivno generisana mreza R-mrezZa
N XN PN | SN 7’ XN PN n’ XN PN n
2° |7.631e-03 |2.884.25|5.975¢-01 || 1.284e-03 [ 5.07 | 9.341e-02 ||2.054e-05|4.82 |1.274e-03
26 11.034e-03 |3.42 | 4.64 | 7.334¢-02 || 3.819¢-05 | 5.09 | 3.167e-03 || 7.289¢-07|5.01 |5.355¢-05
27 19.648¢-05|3.78 | 4.86 | 6.626e-03 || 1.125¢-06 | 4.97 | 8.509e-05 |[2.256e-08|5.00 | 1.515e-06
28 |7.044e-06 |4.00 | 4.96 | 4.849¢-04 || 3.590e-08 | 5.02 | 2.613e-06 ||7.067e-10|5.00 |4.544e-08
29 14.390e-07 |4.16 | 5.01 | 3.049¢-05 || 1.106e-09 | 5.00 | 7.928e-08 ||2.204e-115.00|1.392¢-09
21012 .460e-08 [4.27 | 5.03 | 1.720e-06 || 3.445e-11|5.00 | 2.452¢-09 |[6.879¢-13|5.00 |[4.307e-11
21111.278e-09 |4.35|5.04 | 8.977e-08 || 1.078e-12 | 5.00 | 7.646e-11 ||2.148e-14|5.00|1.339¢-12
21216.280e-11|4.41|5.04 |4.423e-09 || 3.368e-14{5.00 | 2.385¢-12 ||6.707e-16|5.00 |4.174e-14
21312.957e-12| — | — |2.086e-101[1.053e-15| — | 7.454e-14 |[2.095e-17| — [1.303e-15
Tabela B18: Adaptivni algoritam, k = 3; ¢ = 1075,
N XN PN > n>P Uk xn/n® | #iter
2° | 5.048¢-06 | 5.33 | 1.763e-07 3.075e-04 | 3.076e-04 | 1.641e-02 6
26 | 1.258¢-07 | 6.14 | 5.447¢-09 2.981e-06 | 2.986e-06 | 4.212e-02 5
27 | 1.790e-09 | 4.82 | 1.956e-10 7.467e-08 | 7.487¢-08 | 2.391e-02 4
28 | 6.351e-11 | 5.98 | 7.480e-12 3.932¢-09 | 3.940e-09 | 1.612e-02 3
29 1 1.009e-12 | 1.14 | 2.124e-13  7.117e-11 | 7.138e-11 | 1.413e-02 3
210 1 4592¢-13 | 8.08 | 6.721e-15 1.155e-11 | 1.156e-11 | 3.972¢-02 8
211 1 1.695e-15 | 5.70 | 2.265e-16 1.113e-13 | 1.115e-13 | 1.520e-02 2
212 1 3270e-17 | — | 6.630e-18 2.231e-15 | 2.237¢-15 | 1.461e-02 2
Tabela B19: Aposteriorne ocene, k = 4; ¢ = 10-6.
Siskinova mreZa rekurzivno generisana mreZa R-mrezZa
N| xv |pn|sv| o XN | pw n' xv |pen| o
2° [1.521e-03|3.525.20|2.608e-01 || 1.212¢-04 | 5.45 | 1.262e-02 ||3.124e-06]5.852.264e-04
26 11.322¢-04 13.99|5.41 |2.223e-02 || 2.771e-06 | 5.90 | 4.376e-04 ||5.415¢-08|5.90 |7.028e-06
27 18.340e-06 |4.44 | 5.71 | 1.256e-03 || 4.641e-08 | 5.96 | 6.838e-06 ||9.088e-10|6.00|1.212e-07
28 13.846e-07 [4.75|5.88 | 5.482¢-05 || 7.444e-10|6.03 | 1.046e-07 || 1.424e-11|6.00 | 1.806e-09
29 11.432¢-08 [4.96|5.97 | 1.988¢-06 || 1.140e-11|6.00 | 1.571e-09 |[2.221e-13|6.00 |2.747e-11
21014.610e-10|5.10|6.02 | 6.324e-08 || 1.780e-13 | 6.00 | 2.431e-11 ||3.464e-15|6.00 |4.239¢-13
2111 1.342¢-11|5.21|6.04 | 1.830e-09 || 2.788e-15|6.00 | 3.792¢-13 || 5.406e-17|6.00 |6.581e-15
21213.636e-13| — | — |4.942e-11/4.357e-17| — | 5.914e-15 ||8.441e-19| — |1.025e-16
Tabela B20: Adaptivni algoritam, k = 4; ¢ = 1075,
N XN PN n*! n*P n' xn/n* | #iter
2° | 2.642¢-07 | 8.31 | 5.496e-09 3.382e-05 | 3.383e-05 | 7.810e-03 6
26 | 8.341e-10 | 598 | 8.429e-11 1.059¢-07 | 1.060e-07 | 7.869¢-03 5
27 | 1.320e-11 | 5.12 | 1.344e-12  1.612e-09 | 1.613e-09 | 8.184¢-03 4
28 | 3.789%-13 | 7.03 | 2.290e-14 4.715e-11 | 4.718e-11 | 8.033e-03 3
29 1 2.904e-15 | 2.15 | 3.218¢-16  3.986e-13 | 3.990e-13 | 7.280e-03 3
210 | 6.563e-16 | 9.09 | 3.646e-18 8.399¢-14 | 8.399¢-14 | 7.814e-03 2
211 1 1.204e-18 | — | 8.411e-20 1.631e-16 | 1.632e-16 | 7.375¢-03 2
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Tabela B21: Aposteriorne ocene, k = 6; & = 1076,

Siskinova mreza

rekurzivno generisana mreza

R-mreza

XN

PN

SN

776

XN

PN

776

XN

PN

776

1.252e-04
4.843e-06
1.108e-07
1.745e-09
2.119e-11
2.147e-14

4.69
5.45
5.99
6.36
6.62

6.37
7.01
7.42
7.67
7.81

2.334e-03
1.037e-04
2.008e-06
2.850e-08
3.25%-10
3.191e-12

2.135e-06
2.251e-08
7.83%-11
3.050e-13
1.144e-15
4.423e-18

6.57
8.17
8.01
8.06
8.01

2.994e-04
4.284e-06
2.505e-08
9.564e-11
3.560e-13
1.373e-15

1.495e-07
8.668e-10
3.188e-12
1.221e-14
4.654e-17
1.795e-19

7.43
8.09
8.03
8.03
8.02

1.074e-05
1.446e-07
1.008e-09
3.852e-12
1.453e-14
5.578e-17

Tabela B22: Adaptivni algoritam, k = 6; ¢ = 1075,

XN

PN

6,1
n

6,D
Ui

776

xn/n°

#iter

1.609e-09
1.704e-11
2.681e-14
2.505e-17
1.414e-19
2.678e-21

6.56
9.31
10.1
747
5.72

1.760e-12
1.024e-14
4.230e-17
1.769e-19
6.284e-22
1.451e-24

5.054e-07
3.361e-10
7.509e-13
6.405e-15
1.092e-17
9.057e-19

5.054e-07
3.362e-10
7.509e-13
6.405e-15
1.092e-17
9.057e-19

3.183e-03
5.069e-02
3.571e-02
3.911e-03
1.295e-02
2.957e-03

D W WA W

Tabela B23: Aposteriorne ocene, k = 7; ¢ = 10-6.

SiSkinova mreza

rekurzivno generisana mreza

R-mreza

XN

PN

SN

7]7

XN

PN

7]7

XN

PN

7]7

2.251e-06
4.613e-08
5.677e-10
4.858e-12
3.220e-14
1.782e-16
8.646e-19

5.61
6.34
6.87
7.24
7.50
7.69

8.27
8.61
8.83
8.96
9.03
9.07

5.745e-04
2.017e-05
2.442e-07
2.044e-09
1.339e-11
7.362e-14
3.56le-16

4.902e-07
2.176e-09
3.770e-12
7.924e-15
1.496e-17
2.909e-20
5.698e-23

7.82
9.17
8.89
9.05
9.01
9.00

4.790e-05
5.843e-07
1.653e-09
3.362e-12
1.169e-07
1.202e-17
2.346e-20

4.683e-08
1.161e-10
2.444e-13
4.660e-16
9.115e-19
1.773e-21
3.452e-24

8.66
8.89
9.04
9.00
9.01
9.00

2.035e-06
1.762e-08
8.762e-11
2.035e-13
3.841e-16
7.364e-18
1.425e-21

Tabela B24: Adaptivni algoritam, k = 7; ¢ = 1075,

XN

PN

71
n

7.D
n

777

xn/n’

#iter

1.350e-10
7.462e-12
4.943e-17
2.613e-19
2.417e-22
6.548e-24

4.18
17.2
7.56
10.1
5.21

3.059%¢-14
4.545e-17
1.759¢-19
3.849e-22
7.071e-25
7.971e-28

5.758e-08
3.144e-09
1.558e-14
7.282e-17
5.591e-20
2911e-21

5.758e-08
3.144e-09
1.558e-14
7.282e-17
5.591e-20
2911e-21

2.344e-03
2.373e-03
3.173e-03
3.589e-03
4.323e-03
2.249e-03
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Tabela B25: Aposteriorne ocene, k = 8; ¢ = 1076,

SiSkinova mreza

rekurzivno generisana mreza

R-mreza

XN

PN

SN

778

XN

PN

778

XN

PN

778

4.407e-07
5.838e-09
4.404e-11
2.221e-13
8.435e-16
2.620e-18

6.24
7.05
7.63
8.04
8.33

9.20
9.57
9.81
9.96
10.0

1.406e-04
3.848e-06
2.893e-08
1.428e-10
5.360e-13
1.655e-15

1.114e-07
1.749¢-10
1.775e-13
1.774e-16
1.671e-19
1.623e-22

9.31
9.94
9.97
10.1
10.0

9.748e-06
6.997e-08
1.178e-10
1.150e-13
1.064e-16
1.025e-19

1.956e-08
1.352e-11
1.718e-14
1.766e-17
1.720e-20
1.667e-23

10.5
9.62
9.93
10.0
10.0

9.045e-07
2.980e-09
8.887e-12
1.176e-14
1.110e-17
1.059e-20
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Tabela B26: Adaptivni algoritam, k = 8; ¢ = 1075,

XN

PN

81
n

8D
n

778

xn/1°

#iter

1.162e-11
2.464e-15
3.032e-17
4.643e-21
7.434e-24

12.2
6.34
12.7
9.29

1.036e-15
8.570e-19
1.075e-21
1.002e-24
8.833e-28

7.584e-09
3.346e-13
3.391e-16
8.143e-19
2.788e-22

7.584e-09
3.346e-13
3.391e-16
8.143e-19
2.788e-22

1.533e-03
7.365e-03
8.940e-02
5.702e-03
2.667e-02
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Tabela B27: Aposteriorne ocene, k = 9; ¢ = 1076,

SiSkinova mreza

rekurzivno generisana mreza

R-mreza

XN

PN

SN

779

XN

PN

779

XN

PN

779

1.223e-07
1.062e-09
4.954e-12
1.480e-14
3.229e-17
5.641e-20

6.85
7.74
8.39
8.84
9.16

10.1
10.5
10.8
10.9
11.0

3.429e-05
7.079e-07
3.357e-09
9.768e-12
2.101e-14
3.642e-17

3.020e-08
2.162e-11
1.092e-14
5.75%e-18
2.719e-21
1.326e-24

10.4
11.0
10.9
11.0
11.0

2.680e-06
7.462e-09
7.451e-12
3.843e-15
1.775e-18
8.560e-22

7.180e-09
3.721e-12
2.194e-15
1.050e-18
5.192e-22
2.531e-25

10.9
10.7
11.0
11.0
11.0

2.000e-06
1.083e-09
8.018e-13
7.127e-16
3.461e-19
1.650e-22

Tabela B28: Adaptivni algoritam, k = 9; ¢ = 1075,

XN

PN

9,1
n

9,D
n

779

xn/n’

#iter

1.429¢e-12
2.775e-14
2.240e-20
1.165e-22
2.384e-27

5.69
20.2
7.59
15.6

1.223e-17
1.377e-19
5.222e-24
2.863e-27
1.299e-30

9.616e-10
1.836e-11
6.567e-18
9.000e-21
1.412e-24

9.616e-10
1.836e-11
6.567e-18
9.000e-21
1.412e-24

1.486e-03
1.512e-03
3.411e-03
1.294e-02
1.689e-03

W WA A
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