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1.Uvod

1. UVOD
1.1 Uvod u problematiku

Poslednjih godina trend u projektovanju pesackih mostova su vitkije i laganije konstrukcije
vecih raspona. Razvoj gradevinskih materijala koji omogucavaju vecu nosivost, omogucio je da
se proracunom zasnovanim na statickoj analizi, uz kontrolu grani¢nih stanja nosivosti, dobijaju
konstrukcije male mase i krutosti. Kao posledica toga, dolazi do smanjenja prirodnih frekvencija
mosta, Sto rezultira ve¢om osetljivoS¢u na dinamicka opterecenja.

Dinamicka delovanja su u novije vreme vrlo retko bila uzrok ostecenja, ili pada konstrukcija
pesackih mostova, sa izuzetkom mosta u Canton-u u Kini [59] 1994.godine, ali njihovo dejstvo
na konfor i emocionalne reakcije peSaka se ni u kom sluc¢aju ne sme zanemariti. Naime, ljudsko
telo predstavlja mehanicki sistem permanentno izlozen velikom broju prirodnih ritmova (sréani
ritam, alfa mozdani talasi, kretanje idr.), koji je posebno osetljiv na vibracije niskih frekvencija.
S obzirom da delovi ljudskog tela ulaze u rezonancu pri vibracijama opsega do 100 Hz, zbog
relativnog pomeranja delova tela, rezonancije ispod 10 Hz izazivaju posebnu neugodnost za
ljude, uzrokujuéi neprijatne oscilacije u abdominalnom delu tela. Imajuéi u vidu da se prirodne
frkvencije pesackih mostovi uglavnom nalaze u opsegu do 10 Hz, to, iz pomenutih razloga,
njihovo pobudivanje moze imati negativne efekte na korisnike. Ljudska osetljivost na vibracije je
pored frekvencije uslovljena i drugim fizickim faktorima, kao $to su ubrzanje i vreme izlozenosti
uticaju, tako da je u osnovi, kriterijum prihvatljivosti vibracija u funkciji frekvencije, i uglavnom
je izrazen u jedinicama ubrzanja. Za sluaj vertikalnih vibracija, ubrzanje od 0.5 do 1 m/s?, dakle
vibracije i u tom smislu, prihvatljivo ubrzanje je reda 1-2% g. Takode, treba pomenuti i da
amplitude pomeranja ve¢e od 10 mm u vertikalnom pravcu, odnosno 2 mm u horizontalnom,
prete pojavom sinhronizacije znacajnog broja peSaka tzv. «lock-in» efekta, Sto dovodi do
znaCajnih pobudenja konstrukcije. Optereéenje izazvano peSacima je najceS¢e dinamicko
delovanje kod peSakih mostova. Generalno gledano, glavna karakteristika ovog dinamickog
opterecenja je mali intezitet, Sto znaci da bi aplikacija istog kod masivnih i krutih konstrukcija
tesko izazvala znacajnije vibracije. Medutim, kako su estetski zahtevi, zajedno sa tehnoloskim
razvojem 1 razvojem savremenih tehnickih reSenja, doprineli gradnji vitkih 1 fleksibilnih
pesaka. Samim tim, detaljnije dinamicke analize postale su neophodne pri projektovanju ovih
konstrukcija. Prvi detaljno zabelezen slucaj kolapsa konstrukcije peSackog mosta izloZenog
dinamickom optereenju od peSaka, je pad mosta u Broughton-u u Velikoj Britaniji,
1831.godine, dok je marsiraju¢im korakom preko njega prelazilo 60 vojnika [34]. Posebnu
paznju strune i1 naucne javnosti na vaznost analize stanja upotrebljivosti pesackih mostova S
obzirom na vibracije indukovane peSacima, skrenuo je sluc¢aj ¢uvenog Milenijumskog mosta u
Londonu, 2000.godine [18] i Solferino mosta u Parizu [66] nekoliko godina kasnije.
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Ocekivana vrsta peSackog saobracaja, kao i kategorija ucesnika u saobracaju, u mogome
uticu na sam proracun dinamickih odgovora. Naime, peSacki mostovi koji povezuju slabo
naseljena podrucja svakako ¢e manje biti izloZzeni dejstvu optere¢enja od peSaka u odnosu na one
sa veoma gustim protokom peSaka, naj¢eS¢e locirane u urbanim zonama. Takode, pesSacki
mostovi koju su u blizini Skoloskih, ili zdravstvenih centara, za korisnike ¢e imati osetljiviju
kategoriju stanovnisStva, za razliku od onih koji se npr. nalaze u zonama namenjenim sportu i
rekreaciji.

Precizniji pristup provere stanja upotrebljivosti u pogledu vibracija podrazumeva analizu
dinamickog odgovora konstrukcije pod dejstvom projektovanog opterecenja, tj. opterecenja koje
prouzrokuje najvec¢i odgovor, pobudujuéi konstrukciju pri njenoj osnovnoj prirodnoj frekvenciji.
To znaci da tokom proracuna konstrukcije, a u zavisnosti od njene vrste i namene, projektanti
treba da predvide dinamicko ponaSanje mosta, koje podrazumeva osetljivost konstrukcije na
dinamicka opterecenja, odnosno intenzitet vibracija, kao i stanje napona i deformacija pri tome.

Analiza vibracija mostova sa bilo kojeg vaznijeg aspekta povezana je gotovo uvek sa
znatnim prakti¢nim poteskocama. To se naroCito odnosi na resavanje diferencijalnih jednacina, a
pogotovu frekventne jednacine. Problem postaje znatno kompleksniji kada se radi o gredama
promenljivog popre¢nog preseka, o analizi u neelasticnoj oblasti, o komplikovanim spoljnim
optere¢enjima, itd. U svim takvim slucajevima, pri oceni vremenske zavisnosti pomeranja
posmatrane konstrukcije, pri datom vremenski promenljivom opterecenju, Koriste se priblizne
metode. Za inzenjersku praksu vrlo je vazna analiza kvalitativne, a narocito kvantitativne
promene neke dinamiCke veli¢ine pri proizvoljnoj, ili odredenoj promeni uzroka njenog
nastajanja, odnosno pri promeni izvesnog parametra. Analiza problema koja se zasniva na
pribliznim metodama, bilo da se radi o simplifikovanom dinamickom modelu mosta, odnosno
pokretnog opterecenja, ili pak numeri¢kom postupku, po pravilu je uvek znatno zametnija od iste
takve analize koja se sprovodi prema analitiCkim reSenjima u zatvorenom obliku.

Do danas, ¢ak i primenom savremenih analitickih metoda, na sva pitanja u vezi sa
dinami¢kim ponaSanjem konstrukcija pesackih mostova, ne moZe se odgovoriti sa potpunom
tacnoS¢u. Medutim, neke od njih, kao 1 one predloZzene u ovom radu, mogu predstavljati veliku
pomo¢ u proceni dinamickog ponasanja, S$to jeste preduslov za savremen i prihvatljiv princip
projektovanja i, uz primenu savremenih tehnologija, izradu modernih i kvalitetnih pesackih
mostova.

Osnovi cilj nau¢nog istrazivanja u ovoj tezi je da se kroz teorijsku analizu vibracija, ukaze
na mogucnosti izbegavanja prekomernih pobudenja konstrukcija peSackih mostova. Realizacija
cilja sprovodi se kroz dinamic¢ku analizu prinudnih vibracija prema predlozenim algoritmima i
time vrsi ocena ponasSanja pesackih mostova karakteristi¢nih grednih sistema, sa jednim, ili vise
polja, variranjem relevatnih parametara oscilatornog sistema. U te parametre spadaju, pre svega,
krutost 1 masa rasponske konstrukcije mosta, modeli pobudujucih sila (pokretne koncentrisane
sile 1 pokretno parcijalno jednako raspodeljeno opterecenje) u karakteristicnim konstelacijama
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njihovog pojedinacnog, ili zajednickog delovanja. Pri tome, dobijeni rezultati Se uporeduju sa
rezultatima analiza sprovedenih prema nekoliko svetskih standarda za ovu oblast. Uz postojeca
saznanja i zakljucke ovog rada, projektantima treba da se omoguci sagledavanje relevantnih
parametara i aspekta u fenomenu vibracija, na koje treba uticati tehnickim resenjima konstrukcija
pesackih mostova, kako bi se obezbedila optimalna funkcionalnost ovih objekata.

1.2 Organizacija teze

U doktorskoj tezi pod naslovom Analiza grani¢nog stanja upotrebljivosti pesackih
mostova u pogledu vibracija indukovanih peSacima, navedena problematika je
sistematizovana 1 izlozena kroz sledeca poglavlja:

1. Uvod

2. Modeliranje sile usled kretanja peSaka
3. Kriterijumi konfora i granicne vrednosti
4

Modeliranje grednih rasponskih konstrukcija 1 analiza vibracija indukovanih
peSacima

5. Dinamicka analiza nekih karakteristicnih pesackih mostova sa aspekta
prihvatljivosti vibracija

6. Zakljucak

U poglavlju 1 je kroz uvodno izlaganje dat koncizan uvid u opsStu problematiku vibracija
pesackih mostova izazvanih peSacima, gde se vibracije aktuelizuju kao jedno od grani¢nih stanja
upotrebljivosti. Takode, u ovom poglavlju je dat i cilj istrazivanja kao i organizacija teze.

U poglavlju 2 Modeliranje sile usled kretanja peSaka, uz koncizan pregled literature,
detaljno su obradena delovanja usled hoda, tréanja, ili skakanja, tzv. vandalskih delovanja, a
takode su objasnjeni mehanizmi nastanka fenomena indukcije spontane sinhronizacije peSaka,
tzv. lock-in efekata. Prikazani su znac¢ajniji modeli opterecenja prema dostupnoj literaturi, kao i
internacionalnim standardima i preporukama.

U poglavlju 3 Kriterijumi konfora i grani¢ne vrednosti, pored osvrta na ljudsku
percepciju vibracija, kao i osetljivosti na njih, dati su kriterijumi konfora i grani¢ne vrednosti za
frekvencije i ubrzanja prema internacionalnim standardima i preporukama.

U poglavlju 4 Modeliranje grednih rasponskih konstrukcija i analiza vibracija
indukovanih peSacima, za gredne sisteme peSackih mostova, data su reSenja problema vibracija
u zatvorenom obliku, uz prethodno definisanje poremecajnih sila, a za sisteme konstantnih i
promenljivih masa i krutosti na savijanje duz raspona superstrukture mosta. Takode su priloZzena
i analiticka reSenja za promenu osnovne frekvencije kontinualnih sistema usled uticaja mase
pokretnog opterecenja.



1.Uvod

U poglavlju 5 Dinamic¢ka analiza nekih karakteristicnih peSackih mostova sa aspekta
prihvatljivosti vibracija je, u odeljku 5.1 Test primeri, izvrSeno poredenje rezultata analize
vibracija za kontinualne i odgovarajuce diskretne sisteme. Takode, za tri peSacka mosta razlicitih
konstrukcijskih sistema i1 ugradenih materijala, izvrSena je dinamicka analiza odgovora
konstrukcija, prema algoritmima predloZenim u poglavlju 4. Rezultati su prikazani u vidu
simuliranih oscilograma, a dobjene vrednosti uporedene su sa grani¢nim vrednostima prema
vaze¢im standardima. IzvrSena je dinamicka analiza i za izuzetna optereéenja (vandalsko
optereCenje, prelazenje vozila). Rezultati dobijeni simulacijom prelazenja vozila preko
spregnutog mosta, uporedeni su sa eksperimentalno odredenim podacima.

Poglavlje 6 obuhvata zavrsne napomene i opSte zakljucke u vezi sa problematikom
tretiranom u tezi, poSto su posebni zakljucci i komentari sadrzani u ostalim poglavljima.
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2. Modeliranje sile usled kretanja pesaka
2.1 Delovanje izazvano peSacima

Opterecenje izazvano peSacima nastaje usled razlic¢itih aktivnosti kao Sto su hodanje,
tréanja, skakanja, ali i tzv. vandalska opterecenja. Svako od ovih opterecenja ima drugaciju
krivu promene u vremenu (sl.2.1.2), kao i frekvencije u kojima se mogu pojaviti oscilacije.
Opseg frekvencija normalnog hoda je, grubo receno, izmedu 1.5 i 2.5 Hz. Opsezi tipi¢nih
frekvencija trcanja, hodanja i skakanja dati su u tabeli 2.1.1.

Tabela 2.1.1 Veli¢ine grupa pesaka i opsezi frekvencija tipi¢nih vrsta kretanja [57]

_ Veli¢ina grupe | Opseg uCestalosti aktivnosti, HZ (koraka/s)
Aktivnost br. pesak - -
I. pesaka Normalni opseg Mereni opseg
Hodanje 1,2i4 16-2.2 1.0-3.0
Tréanje 1,2i4 22-3.2 1.6-4.0
Skakanje 1,4i8 20-3.0 14-40
Hodanje sa poskakivanjem | 1,214 20-26 16-34
Tréanje u mestu 1,2i4 22-3.2 1.4-40

| pored toga Sto imaju istu frekvenciju hoda, duzine koraka pojedinaca razlikuju se usled
njihovih medusobnih razlika u telesnoj visini, i time i duZini noge. DuzZina noge uslovljava
duzinu koraka i stoga pojedinci hodaju sporije, ili brze od drugih [64], [76].

forward speed vy [m/s]

E 20 1 2 3 4 5 & T 8 f v I

e S S S
EX 51 ?’h\x [Hz] [ms] [m]
; 8 \ lagan hod 1.7 1.0 0.60
0 \ normalan hod 2.0 15 0.75
X brz hod 2.3 23 1.00
T e omaino g5 | a1 | 12
ot -+ ) 3 " vy brzo tréanje >3.2 55 1.75

pacing rate f, [H:!

Slika 2.1.1 Veza izmedu frekvencije hoda, = Tabela 2.1.2 Tipi¢ne vrednosti frekvencije
brzine i duzine koraka [76] hoda, brzine i duzine koraka [4]
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Slika 2.1.1 pokazuje vezu izmedu frekvencije hoda, brzine i duzine koraka kod neometanog

hodanja i tr¢anja, dok su neke relevantne vrednosi frekvencija, brzina i duzine koraka date su u
tabeli 2.1.2.

14 14t
next stap T
1o ™M 10 '“U“ 1,
I
0.6 i slow walk LT 3 | fast walk
E : — 1 _|I I\\. I:" P G : _- = Ill\ 1 - =
B R 05 1.0 'J;::I_ ERY) 0.5 140
g LY
o 1 o Ilr.-uh\_.fﬁl _: 20 :LI’_.-'
; 0.6 | -!. normal walk 1; 10l slow jog
g 02 AN L 8 LN
B 0.0 05 10 E 0001 0203 }
= 1457 = :
1 i r'l || _(\.I = {I B
i | f — ,’/’.\_\“
1 [ 0k
0.8 'l.tv,"l lll brisk walk Y ning
02 A 10 } \
- 1 Ly 1 1 \\.I >
0.0 05 10 0001 0203
e [3] fme 5]

Slika 2.1.2 Promena sile u vremenu za razliCite vrste kretanja pesaka [77]

2.1.1 Dejstvo usled hoda

Opterecenje indukovano hodom je periodicno pobudenje €iji intenzitet uglanom zavisi od
frekvencije hoda peSaka i njegove tezine. Galbraith i Barton [32] su merili vertiklanu silu usled
kretanja peSaka (od sporog hoda do tréanja) po aluminijumskoj platformi i pri tome, zapazili su
da se oblik zapisa vertiklane silu u vremenu razlikuje od oblika zapisa sile usled tréanja, po tome
Sto ima samo jedan pik (sl.2.1.3).

. . . . P
successive running footsteps successive walking footsteps ~&,

Slika 2.1.3 Promena sile usled: a) tréanja i b) hodanja [32].
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Kako je stopalo uvek u kontaktu sa podlogom, opterecenje ne nestaje u potpunosti ni U
jednom trenutku vremena. Tokom Kretanja, tezina tela se prebacuje sa jednog stopala na drugo,
tako da se krive opterecenja za jedno i drugo stopalo preklapaju (sl.2.1.3b). S druge strane,
prilikom tréanja postoje kraci intervali vremena kada su oba stopala iznad podloge, $to dovodi do
sile intenziteta jednakom nuli na vremenskom zapisu (sl.2.1.3a). Vertikalna komponenta
opterecenja je veca od horizontalne, ali lateralna i longitudinalna komponenta takode mogu
izazvati problemati¢ne vibracije kod vitkih mostova, specijalno ukoliko se razvije interakcija
peSak-most.

Vertikalna komponenta sile

Normalni hodu indukuje silu c¢ija vertikalna komponenta, za jedno stopalo, je sedlastog,
odnosno leptirastog oblika sa dva dominantna maksimuma. Prvi je uzrokovan udarom pete o
podlogu, dok drugi nastaje usled otiskivanja. Maksimumi rastu sa uve¢anjem frekvencije hoda
(sl.2.1.4).0vaj oblik ima tendenciju prelaska u polu-sinusoidalni oblik sa promenom aktivnosti
od hoda ka tr¢anju (sl.2.3a).

) r=175He
14 - ) com-f=180Hz
121 17 . ; /.\\ —+—1=200 Kz

) o o '-," o --T= 230 Kz

o T -IlI II'- ; ,-"I f et i ’

@ D0E- - AR O "

T ' A \ )

0 - \ !
f \‘/ i p
0.4 1 § = o :
02 ] -
LR : : - - t[=]
01 0.1 03 0.5 07 0.9 1.1

Slika 2.1.4 Vertikalno opterecenje za razli¢ite frekvencije hoda [44]

U slucaju tvrdih donova, udarac pete o podlogu izaziva veoma ostre pikove na pomenutoj
leptirolikoj krivoj opterecenja.

Fo/G
A
15 [kN] f=2.00 Hz
DT -~
// \ Normal Walking
| “ —— Walking with Firm Step
|
|

\

t t > —>
0.2 0.4 0.6 0.8 t[s]
Slika 2.1.5 Vertikalna reakcija podloge: normalan hod i hod sa ¢vrstim korakom [4]
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Odnos izmedu frekvencije hoda, vremenskog perioda kontakta sa podlogom i maksimuma
optereéenja prikazan je na slici 2.1.6.

E 1- E
= | , ) o
F] peak load/static weight =
% 30t ! 108§
(=] -
2 fosB
] o
:-é 2O+ loag
[=]
. 1035
r-1 (E]
€0l to2
- Yo
J contac) duration ———
o —_— s -4 — I
Q [#] 20 30 4.0 50

pacing rote £, [Hz]
Slika 2.1.6 Period kontakta i odnos maksimuma opterecenja i tezine u odnosu na f; [76]

U slu¢aju veoma sporog hoda sa frekvencijom manjom od 1 Hz (veliki period kontakta sa
podlogom) dinamicka optere¢enja su jednaka statickim usled telesne tezine peSaka. Kod brzog
hoda sa frekvencijom od 2 do 2.5 Hz, dinamicko opterecenje postaje 1.5 puta veée od statickog.
U sli¢aju veoma brzog tréanja (fs > 3.5 Hz), maksimum dinamickog opterecenja je tri puta veci
od teZine peSaka.

Horizontalna komponenta sile

Horizontalne komponente sile u poduznom i popreCnom pravcu su mnogo manjeg
intenziteta od vertikalne komponente, ali se, svakako, ne mogu zanemariti s obzirom da i one
mogu biti izvor problema vezanih za prkomerne vibracije.

Iako je dobro poznato da je frekvencija hoda prose¢no 2 Hz, manje je poznato da 10%
vertiklanog opterecenja “radi” boc¢no pri hodu [4]. Teziste ljudskog tela pomera se bocno pri
prelasku, tokom koracanja, sa jednog stopala na drugo, Sto indukuje lateralnu dinamicku silu
(sl.2.1.7). Ukratko, lateralna sila (popre¢ni pravac) je uzrokovana bocnim oscilacijama tela
(sl.2.1.8).

1Hz 1Hz
5 5 1Hz : 5
c—2 Tmm G:Qc,g, E ?
1.0 sec ‘ i
1Hz
Slika 2.1.7 Pomeranje teziSta tela Slika 2.1.8.Mehanizam
tokom hoda [50] lateralnihvibracija[50]



2.Modeliranje sile usled kretanja peSaka

Slika 2.1.9 pokazuje vremenski tok horizontalne reakcije podloge na nepokretnoj povrsini.
Za razliku od vertikalne sile, horizontalne sile su periodi¢ne sa frekvencijom upola manjom od
frekvencije hoda.

F, A kN] F, A kN]

p

1 1 I

7 0.8 t[s] \07/ 0.4 06 ~ 08 t[s]

a) b)
Slika 2.1.9 Reakcija podloge usled hoda: a) lateralna, b) longitudinalna [64]
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Longitudinalna sila (poduZni pravac) nastaje usled potiskivanja podloge (gaziSta mosta) i
otiskivanja od nje pri hodu.
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Slika 2.1.10 Merena promena sile i ubrzanja nastalih usled hoda frekvencije 2 Hz :a) vertikalna
komponenta b) lateralna komponenta, c) longitudinalna komponenta [4]



2.Modeliranje sile usled kretanja peSaka

2.1.2 Delovanja usled tréanja i skakanja

Tréanje se karakterise diskontinualnim kontaktom sa podlogom. Sila postaje jednaka nuli
kada se kontakt sa podlogom prekida. U poredenju sa hodanjem, sila indukovana tréanjem viSe
zavisi od individualnog stila tréanja. Cesto je trajanje prelaska dZzogera preko mosta relativno
kratko da bi ostavilo dovoljno vremena za pojavu fenomena rezonancije, ali, svakako, i u tako
kratkom periodu mozZe izazvati nelagodnost kod ostalih korisnika na mostu [66].

Vertikalna komponenta sile

Dok vertikalno opterec¢enje indukovano hodanjem karakteriSu dva maksimuma, opterecenje
indukovano tr€anjem ima samo jedan. Njega karakteriSe naglo povecanje i1 smanjenje.
Maksimum se uvecava i postaje sve uzi sa povecanjem frekvencije hoda, a samim tim Se i faza

kontakta smanjuje. Usled udarca pete o podlogu, opterecenje moze da poraste od 3 do 5 puta u
odnosu na telesnu tezinu.

F A kN]
4.0 1 f
3.51
3.0+
F 4 [kN] F.4 [kN]
Y 2_5,,
£\ -~
201 [\ 201 N
IoA — f=2.00 Hz /\ f=253Hz 2.0
154 1 -—- =293 Hz 154 | \ f,=2.00 Hz
! 7 h 1.54
I / 1
1/ | \
tary L ! \ 1.0
| \
0.5 ;1 0.5 '\! ' 051
+ = = L + :/ = - :\\‘ - / ; » + : + - f -
01 02 03 04 05 t[s] 01 02 03 04 05t[s] 0.1 02 03 04 05 t[s]
a) b) c)

Slika 2.1.11 Reakcija podloge: a) tr¢anje sa razli¢itim frekvencijama,
b) tréenja zavisno od stila, c¢) skakanje [4]

Izvestan broj autora radio je na odredivanju sile indukovane individualnim vandalskim
ponaSanjima peSaka [8], [24], [56], [73] i [74].

Sile indukovane skakanjem su, radi poredenja, takode prikazane na sl.2.1.11. One su sli¢ne
onima indukovanim tréanjem, ali imaju viSe amplitude. Skakanje nije normalan vid aktivnosti na
pesackim mostovima, ali kao sistematsko pobudenje (vandalizam) trebalo bi da se uzme u obzir.
Vibracije uzrokovane skakanjem imaju $iri opseg frekvencija pobudenja, od 1 Hz do 3.5 Hz.

Horizontalna komponenta sile

Prema Schneider-u [64], lateralna komponenta sile je, zbog vece lateralne stabilnosti
prilikom tréaja, upola manje od sile uzrokovanje hodanjem. Takode, rizik od pojave lock-in
efekta je niStavna s obzirom da je kontakt izmedu peSaka i1 konstrukcije manji kod tr€anja, nego
kod hodanja. Kao i pri hodanju, lateralna reakcija podloge je periodi¢na, sa frekvecijom upola
manjom od frekvencije tr¢anja, s obzirom da sila menja pravac pri svakom koraku.
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2.Modeliranje sile usled kretanja peSaka

FAKN] F A [kN]
0.21 0.4

7 VRN B /\
\/\sz 0.4 06~—08 t[s] 0.2 y 0.6 08 t[s]
0.1+ 02+

0.2+ 04+

a) b)
Slika 2.1.12 Reakcija podloge usled tr¢anja [64]: a) lateralna komponenta,
b) longitudinalna komponenta

Neka eksperimentalna istrazivanja potvrdila su postojanje horizontalne sile i pri skakanju
[73], pri ¢emu je longitudinalna komponenta znac¢ajnije veca od transverzalne.

2.1.3 Delovanje grupe peSaka

Vrsta peSackog saobracaja koji se odvija na mostu u mnogome uti¢e na dinamicki odgovor
konstrukcije, koji postaje mnogo komplikovaniji kada su pesacki mostovi izlozeni simultanom
delovanju viSe peSaka. Pri velikim gustinama peSaka sloboda pojedinca da izabere sopstveni
nacin hoda je ograni¢ena. Naime, svaki korisnik ima svoje karakteristike (frekvenciju, brzinu,
teZzinu), tako da, u zavisnosti od broja osoba prisutnih na mostu, dolazi do manje, ili vece
medusobne sinhronizacije peSaka. Pri odredenim uslovima, moze do¢i do tzv. lock-in efekta,
kada pojedinci pocinju da se krecu rezonantnom frekvencijom konstrukcije.

2.1.3.1 Gustina peSaka

Gustina peSaka u mnogome uti¢e na brzinu kretanja individue i zato je veoma vazna za
dinamicku analizu. Odnos izmedu brzine kretanja peSaka i njihove gustine prikazan je na slici
2.13. Gustina pesaka moze se sracunati prema slede¢im izrazima:

q=—2 [pesimy] (2.1.1)
s " Veff
N, -

q= 1 [pes /m2?] (2.1.2)
eff

gde je A nivo nailaska peSaka [pes/s], vs je brzina hoda [m/s], bess je efektivna Sirina mosta [m],
N; je broj peSaka na mostu i L je duzina mosta [m].

11



2.Modeliranje sile usled kretanja peSaka

25
mis

Pers/m?

Slika. 2.1.13 Odnos izmedu gustine pesaka i brzine njihovog kretanja [54]

Glavna karakteristika kretanja peSaka u koloni male gustine ja da sloboda pokreta pojedinca
nije ograni¢ena. Prema Oeding-u [53], u koloni, gde je gustina peSaka od 0.3 pe$/m? to 0.6
pes/m2, peSaci se mogu nesmetano kretati svojom sopstvenom frkvencijom hoda. Ukoliko se
gustina peSaka povecava, pojedinac viSe nije u moguénosti da se kreée svojom sopstvenom
frekvencijom 1 brzinom hoda. Takode, moze do¢i i do sinhronizacije frekvecije, faze i1 brzine
kretanja peSaka i kretanja mostovske konstrukcije.

d=0,3 P/m? d=0,4 P/m2 d=0,6 P/m? d=0,8 P/m2 d=1,0 P/m2 d—1 5 P/m?
£ X <]
‘ &&1,, @ %@ Q%Eﬁ; @ W é 7 o %’@% ?g
. " iy i

< 7 ﬁ?ﬁ% 8y = }?% gy {% f#v e
&3 & O & i &3 g L3 6@ 6 ﬁ
o =5 | [FaY | |= on| |* o] |Zoute
o ) B | | & B a % ﬁtﬁg =AY
b & w2l 5.2 Pyl Wi s

e | @ & B B o 6™ A £
« | 5 52 P | o® ®| po Yo

Slobodno kertanje Prihvatljivo Prihvatljivo Velika gustina  Veoma velika gustina Guzva

Slika 2.1.14 Razli¢iti tipovi gustine pesaka [53]

Generalno, brzina kretanja peSaka se smanjuje sa poveéanjem gustine saobracaja. PeSak
mora da prilagodi brzinu hoda kretanju mase. Prva restrikcija brzine nastaje bri gustini peSaka od
0.6 pe$/m?, kada kretanje i postaje oteZzano. Pri gistini od 1.0 pe$/m2, sloboda pokreta je znatno
narusena, tako da peSaci moraju medusobno da uskladuju brzinu 1 frekvenciju hoda. U slucaju
gistine od oko 1.5 pe$/m?, pesaci pocinju da se krecu u koloni, veoma malom brzinom, gde su
moguci samo malim klize¢i koraci, pri cemu je svojevoljno kretanje peSaka onemoguceno.
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2.Modeliranje sile usled kretanja peSaka

Treba naglasiti da se poveéanje mase na mostu, narocito pri gustom pesackom saobracaju,
odrazava na promenu modalnih karakteristika sistema, kao i priguSenja. U odeljku 4.1.4,
prikazana su reSenja za promenu (smanjenje) osnovne frekvencije mosta usled pridodatih masa.

Tabela 2.1.3 Klasifikacija gustine peSaka prema Oeding-u [53]

Gustina peSaka [pes/m?] Karakteristike kretanja

PeSak se moZe kretati konforo i

1 0<q<03 slobodno

2 3<q<0.6 Slobo'dva kretanja je delimic¢no
ogranicéna

3 06<9g<10 Sloboda kretanja je ograni¢ena
Velika guZva, pojedinac nije vise u

4 q> 1.0 mogucénosti da se krece po svom
nahodenju

Razmatranje ponaSanja mostovskim konstrukcija usled delovanja nastalih prelaskom gupe
peSaka, definisano je u inZenjerskim kodovima[13], [26] i dr., a posebno je vazno da se ono
predvidi u fazi proratuna. Za veéi broj nezavisnih peSaka (bez posebne sinhronizacije) sa
nivoom nailaska na most A [pes/s], srednji dinamicki odgovor u odredenom preseku mosta
izlozenom dejstvu ove grupe peSaka moze se dobiti multiplikacijom dejstva jednog peSaka
faktorom k=(AT)*2. Pti tome, T je vreme prelaska preko mosta [s] (moze se predstaviti kao L/v,
gde je L duzina mosta [m], a v je brzina kretanja peSaka [m/s]), a kako proizvod AT predstavlja
broj od N peSaka prisutnih na mostu u datom trenutku vremena, moze se zakljuciti da je broj
sinhronizovanih+/N , sa istom frekvencijom i razli¢itim fazama [51]. Prema preporukama Sétra
[34], na osnovu eksperimentalno utvrdenih podataka, za srednju i vecu gustinu saobracaja
ekvivalent broju sinhronizovanih pesaka se odreduje kao:

Neq =10.8/N & (2.1.3)

gde je N broj peSaka na mostu (gustina peSaka x efektivna povrSina mosta), & je relatvno
prigudenje, dok se veoma za veliku gustinu preporucuje:

Neg =1.85vN (2.1.4)

Generalno, problem vibracija usled prelaska grupe peSaka moze se sagledati kroz vise
aspekata, kao Sto su: prelazenje manjih i sinhronizovanih grupa; prelazenje manjih
nesinhronizovanih grupa i prelazenje neprekidne kolone pesaka [35].

ViSe autora se bavilo problemom optere¢enja usled delovanja grupe peSaka (videti [22],
[31], [41], [42] i [67]). Grundmann [34] je predloZio koeficijent S, zavisan od prihvatljivog
ubrzanja a= 0.7 m/s* prema BS 5400 [12], kojim se u proracun grani¢nog ubrzanja uvodi
delovanje grupe pesaka za razlicite gustine peSackog saobracaja na mostu.

agr=S-a (2.1.5)
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2.Modeliranje sile usled kretanja peSaka

gde je S faktor sinhronizacije (videti sl.2.1.15), a je horizontalno, ili vertikalno ubrzanje usled
prelazenja jednog peSaka, (videti odeljak 3.2)

Za mostove sa malom gustinom peSaka, odnosno sa o¢ekivanim maksimumom od deset i
manje peSaka u bilo kom trenutku, faktor sinhronizacije se moze odrediti prema slede¢em
grafiku.

S
4
34 ______iog_ger -
2 )
Normal pace
14
0 . .
0 1.0 20
Hoerizontal Natural Frequency
0 1 2 3 bk 5

Vertical Natural Frequency
Slika 2.1.15 Faktor sinhronizacije za malu gustinu peSaka [34]

Ukoliko je protok pesaka na mostu mali (q []10.6 pe$/m2) i pesaci su u moguénosti da se
slobodno kre¢u po povrSini mosta, faktor sinhronizacije se moze na¢i prema sledecoj formuli za
konstrukcije sa prvom osnovnom vertikalnom frekvencijom izmedi 1.50 Hz i 2.50 Hz:

S =0.225 - Nr (2.1.6)

Za frekvencije ispod 1.50 Hz i znad 2.50 Hz, faktor se konzervativno moze proceniti kao:

S=N, (2.1.7)

Za frekvencije izmedu 3.50 Hz 1 4.50 Hz:

S =0.225 05 - Nr (2.1.8)
Nr= A Tc- K=q-L bett- K (2.1.9)

gde je Nr broj peSaka na mostu, 4 je nivo nailaska peSaka [peS/s], Tc je vreme prelaska preko
mosta [s], K je tezinski faktor usled razli¢itih na¢ina aplikacije optere¢enja (prosta greda: K = 0.6
prema [34]), L je duZzina mosta [m], vs je brzina kretanja [m/s], q je gustina peSaka [pes/m?], beff
je efektivna Sirina mosta [m].

Za mostove sa protokom peSaka velike gustine q > 0.6 pe$/m2, faktor sinhronizacije se moze
sracunati prema relacijama (2.1.6), (2.1.7) i (2.1.8).
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2.Modeliranje sile usled kretanja peSaka

Prema Kramer-u [41], za prinudne vibracije mosta usled delovanja vremenski zavisne sile
od jednog peSaka F(t), koristi se koeficijent N¢ , kojim se efekat sinhronizacije uvodi u racun na
osnovu empirijskih faktora.

Fn(t) =N F(t)=N-S-R-F(t) (2.1.10)

gde je F(t) vremenski zavisna sila od jednog peSaka, N je broj peSaka na mostu, S = 0.275 je
empirijski faktor sinhronizacije (razlika izmedu slobodnog i uslovljenog kretanja), R=0.465 je
empirijski faktor redukcije (razlika izmedu raspodeljenog i koncentrisanog opterecenja).

Prema francuskim preporukama Sétra Guide métodologique passerelles piétones [66],
pesacki mostovi Se U zavisnosti od vrste i gustine saobracaja koji se na njima odvija mogu
podeliti na Cetiri klase.

2.1.3.2 Lock-In efekat

Lock-in efekat predstavlja svojevrsni fenomen pri kome grupa peSaka sa razlicitim
frekvencijama i fazama kretanja, pocinje postepeno da prilagodava frekvenciju hoda prirodnoj
frekvenciji mosta i ulazi u fazu sa kretanjem konstrukcije. Naime, u slucaju pojave izrazenijih
vibracija na mostu, deo pesaka ¢e u pokusaju odrzavanja ravnoteze, poceti da se lagano pomera
bocno, naizmeni¢no u jednu i drugu stranu (tzv. mornarski hod). Ovo instiktivho ponaSanje
uzrokuje priblizavanje frekvencije hoda i faze, upravo frekvenciji mosta, tako da sile indukovane
peSacima ulaze u rezonanciju sa konstrukcijom. Lock-in efekat se povecava sa amplitudom
vibracija mosta, tako da broj pesaka koji ucestvuju u korektivnom kratanju raste sa amplitudom
vibracija mostovske konstrukcije [17], [18], [64]. Kako se vibracije mosta uvecavaju, tako
pocetno slucajno pobudenje usled delovanja grupe peSaka prerasta u rezonantno pobudenje. Ova
pojava postaje sve izrazenija dok kritiCan broj pesaka ne indukuje neprihvatljiv nivo vibracija.

Lock-in efekat nastaje brze za horizontalne, nego za vertikalne vibracije. Male bocne
amplitude su dovoljne da izbace peSaka iz ravnoteze. Lateralne amplitude od 5 mm i frekvencija
vibracija od 1 Hz u 40% slucajeva mogu dovesti do rezonacije [9].

Baumann i Bachmann [9] su primetili da sa vertikalnim amplitudama od 10-20 mm i
frekvencijom hoda bliskoj frekvenciji vibracija, peSak nije u moguénosti da se dalje krece sa
svojom inicijalnom frekvencijom. On pocinje manje ili visSe da svoje pokrete prilagodava
pokretima podloge. Prethodno jo$ uvek nije potvrdeno eksperimentalno. Za lateralne vibracije,
Bachmann [7] daje grani¢no pomeranje od oko 2 mm, $to je jasno potvrdeno u slucajevima
Milenijumskog i Solférino mosta.

Kod mostova koji imaju osnovnu prirodnu frekvenciju 2 Hz, vertikalnom pomeranju od 10-
20 mm odgovara ubrzanje od 1.6 m/s®, §to je veoma nekomforno i trebalo bi, sa aspekta
kriterijuma ubotrebljivosti, da se izbegne.
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2.Modeliranje sile usled kretanja peSaka

2.2 Modeli opterecenja indukovanog hodom

Sila dobijena ekperimentalnim putem mora biti adekvatno analiticki modelirana da bi se
omogucila njena primena u proracunu vibracija peSackih mostova. Do sada, u literaturi model
vremenski zavisne sile indukovane peSacima je najvise eksploatisan. Pored toga, u vremenski
zavisnom modelu sila moze biti definisan kao deterministi¢ka, §to podrazumeva uspostavljanje
opSteg modela za razli¢ite peSaCke aktivnosti, ali 1 kao probabilisticka, gde se u obzir uzima
stohasticka priroda parametara kretanja [79]. U svakom slucaju, matematicko modeliranje sile
indukovene peSacima predstavlja zahtevan poduhvat i samim tim, podrazumeva i primenu
izvesnih pretpostavki koje ¢e u kasnijem izlaganju biti definisane. U daljem pregledu literature
bice predstavljeni modeli opterecenja od pesaka, definisani kao deterministicke sile.

2.2.1 Model vertikalnog opterecenja

Posmatranjem peSaka u hodu moZze se zapaziti da svaki korak predstavlja jedan impuls, dok
su koraci tokom kretanja niz impulsa pomerenih duz puta i u vremenu (sl.2.2.1). Dakle,
optere¢enje od hoda je suma optere¢enja uzrokovanog kontinualnim koracima, koje se moze
simulirati pulsacionim redom pojedina¢nih optere¢enja od koraka. Uz pretpostavku da je
opterecenje oba stopala isto i da je vreme potrebno da stopalo nalegne na podlogu konstantno za
odreden rezim hoda, opterecenje indukovano hodom je periodi¢ne prirode i moze se podeliti na
razli¢ite sinusoidalene oscilacije primenom Fourier-ove transformacije.

F(t)=Fo+ 3 Fosin(2r-i-f, t-g,) (2.2.1)
i=1

gde je:

Fo = staticko opterecenje (tezina pesaka)

Fi=komponenta optere¢enja za frekvenciju i-fs

fs =frekvencija hoda

@i = fazni ugao komponente Fi

n=broj razmatranih harmonika
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Aritrisoonid
Slika 2.2.1 Vertiklana komponenta sile indukovane kretanjem pe$aka [68]

Slika 2.2.2 prikazuje, za vertikalno optere¢enje indukovano hodom, rezultujuéu vremensku
istoriju , spektar amplituda i razlicte koeficijente opterecenja.

Broj harmonika koji treba uzeti u obzir zavisi od njihovih amplituda i dinamickih uticaja.
Mostovi se mogu pobuditi ¢ak i drugim i tre¢im harmonikom. Odnos izmedu amplitude sile i
telesne tezine peSaka se definiSe pomocu dinamickog faktora. Rezultati razliCitih istrazivanja
pokazuju da je dijapazon ovih vrednosti veoma Sirok ([7], [8], [10], [63], [73] i dr.), a neke od
njih date su u tabeli 2.2.1. Dinamicki faktori sile su odredeni za kretanje po krutoj podlozi.
Primetno je da prvi dinamicki faktor znatno raste sa povec¢anjem frekvencije hoda, dok drugi ne
pokazuje veliku zavisnost od frekvencije. Prema nekim autorima [4] prve tri komponente
relevantne su za proracun.
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Fig. 2.2.2 a) rezultuju¢a vertikalna sila indukovana hodom [5] b) Fourier-ov Spektar dobijen
pomocu brze Fourier-ove transformacije (FFT) [62]
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Bachmann [35] predstavlja vertikalno opterecenje (uzimajuci u obzir prva tri harmonika) kao:

R =R +FR,sin(2z-f,-t)+F,, -sin(4z- f;-t—p,)+F;, -sin(67z- f; -t —g3)

gde je:

F.= stalno opterecenje od pesaka,

Fiv= a; F.=doprinos i-tog harmonika ukupnom optereéenju,

fs= frekvencija hoda,

@i = fazni ugao i-tog harmonika,

o;= Fourier-ov koeficijent i-tog harmonika, tzv. dinamicki faktor opterecenja.

(2.2.2)

Tabela 2.2.1 Preporucene vrednosti dinamickih faktora za vertikalna opterecenja

Dinamicki faktor Fj_’\// Fo FZ,V/ Fo F3’V/ Fo
Blanchard et al. [10] 0.275za fs<4Hz - -

0.4 za fs=2Hz
Bachmann [4] 0.1 0.1

05 za fs=24Hz
Young [75] 0.37(fs-0.95) 0.5 0.054+0.0044 fs 0.026+0.0050 fs
Sétra [66] 0.4 za fs=2Hz 0.1 0.1

Prema eksperimentima [4], [44], [64] fazni ugao zavisi od razli¢itih parametara i ima veliki
opseg vrednosti. Bachmann se odlucio za aproksimativne vrednosti ¢z = ¢3 = /2.

1. Harmonische (f=f)

) =

B 2. Harmoenische (f=2f) [:‘:'> e

- ' /! et hY

= 3. Harmenische (f=3f) / = N~ Fyltd

L 9
14
o o o6 i [ . ] T os o, '
Zeit [s] Zeit [s]

Slika.2.2.3 Vertikalne sile indukovane hodom: a) prva tri harmonika sa m,= /2 and m3= 37/8,
b) rezultujuca sila [6]
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2.Modeliranje sile usled kretanja peSaka

2.2.2 Model horizontalnog opterecenja

Spektar lateralne komponente sile pokazuje du su komponente optere¢enja aplicirane Sa
pola frekevencije hoda i njenim multiplama. Uzimaju¢i u obzir prva tri harmonika, Fourier-ovi
koeficijenti lateralne komponente sile mogu se opisati kao:

F,=HFn -sin(h-%-tj+ Foh -Sin{47r-%-t—(p2J+ Fan -sin(Gﬁ-%-t—%j (2.2.3)

gde je:

Fih = doprinos i-tog harmonika ukupnom opterecenju,
fs= frekvencija hoda,

@i = fazni ugao i-tog harmonika.

Preporucene vrednosti za lateralnu komponentu optere¢enja date su u tabeli 2.5.

Table 2.2.2 Preporucene vrednosi dinamickog faktora za lateralna opterecenja za fs=2 Hz

Dinamicki faktor Fin/ Fo Fanl Fo Fan/ Fo Fanl Fo
Eurocode 1 [26] 0.1 - -

Schulze (prema [4]) 0.039 0.01 0.043 0.12
Sétra [66] 0.05 0.01 0.05 0.05

Fazni ugao bi trebalo da se uzme kao ¢2 = ¢3 = n/2. Prema tome, odgovor rezultujuce sile
prikazan je naslici 2.2.4.

Fin'Fo
Fin'Fo

0 N o] | e 7] 13 7 oe i
______.Ze'uus] | ) \ Zeit[s]

a) b)
Slika 2.2.4 Lateralna opterecenja indukovana hodom: a) prva tri harmonika za Fin/ Fo= 0,1,
b) rezultujuca sila [35]
Francuske preporuke Sétra Guide métodologique passerelles piétones [66] uzimaju u
obzir prva Cetiri ¢lana reda (2.2.4), da bi se dobila funkcija opterecenja kako u lateralnom, tako i
u longitudinalnom pravcu, dovoljno bliska mereni opterecenjima od pesaka (sl 2.2.5).
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2.Modeliranje sile usled kretanja peSaka

F(t)= 3G, -sin(2xif, 1) (2.2.4)

N =

gde je:
Gi = doprinos i-tog harmonika ukupnom optere¢enju

fm= frekvencija hoda
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a) b)

Slika 2.2.5 Optere¢ennje indukovano hodom fs=2 Hz: a) lateralna komponenta,
b) longitudinalna komponenta [66]

U praksi, longitudinalna komponenta sile indukovane hodom ima vrlo mali uticaj na
pesacke mostove.

2.2.3 Modeli opterecenja u preporukama i standardima

U prenorm of Eurocode 1, Part 1 ‘live loads on bridges’, model opterecenja od jednog
peSaka (ranije poznat kao DLM1), koji je takode sadrzan i u British Standard BS 5400, Part 2 [12]
i Ontario Highway Bridge Design Code OHBDC ONT 83 [55], limitiran je na prvi harmonik sile
F(t) (videti izraz 2.2.1). Dinamicko opterecenje sastoji se od pulsiraju¢e stacionarne sile sa dve
komponente. To podrazumeva efekat peSaka tezine 700 N, koji se krec¢e brzinom [m/s] koja
iznosi 0.9 frekvencija hoda fs, uzimajuci u obzir prvi harmonik rekcije podloge i dinamicki faktor
za vertiklani pravac o;=0.275 prema Blanchard [10].

vertikalna komponenta: Qpv= 180 -sin( 2r-fv-t) [N] (2.2.5)

lateralna komponenta: Qph= 70 -sin(27w-fh -t ) [N] (2.2.6)

gde je f, prirodna vertikalna frekvencija mosta blizu 2 Hz, f, je prirodna lateralna frekvencija
mosta blizu 1 Hz.
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2.Modeliranje sile usled kretanja peSaka

Slika 2.2.6 Dinamicki model opterec¢enja od jednog pesaka [35]

Eurocode 5 [28] predvida isti model opterecenja, s tim da je amplituda sile 280 N (a;=0.4,
videti tabelu 2.2.1). Vertikalna komponenta za model opterecenja od jednog peSaka prema
(2.2.5) je takode sadrzana u DIN-Fachbericht 102 [19].

Generalno, frekvenciju treba birati tako da se podudara sa osnovnom frekvencijom
konstrukcije 1 da opterecenje deluje na najnepovoljnijoj poziciji na mostu.

Stohasticki pristup kod modela opterecenja od grupe peSaka (DLM2) opisuje efekat grupe
sa ograni¢enim brojem pesaka (8-15 osoba) koji se kre¢u [35]. Sinhronizacija frekvencije hoda i
faze uzeti su u obzir preko koeficijenata ky i kp.
vertikalna komponenta: Qgv= 180 -kv( fv)-sin(2m-fv -t ) [N] (2.2.7)
lateralna komponenta: Qgh= 70 -kn( fn)-sin(27-fh -t ) [N] (2.2.8)

gde je fv prirodna vertikalna frekvencija mosta blizu 2 Hz , th je prirodna lateralna frekvencija
mosta blizu 1.5 Hz, a kv i kh su faktori sinhrinizacije (sl.2.2.8).

Q)
R

Slika 2.2.7 Dinamic¢ki model optereé¢enja od grupe pesaka [35]

Dinamicko optere¢enje od grupe pesSaka trebalo bi da se primeni kao stacionarna pulsirajuca
sila sa dve komponente, koje treba razmatrati posebno. Takode, opterecenje traba da deluje na
najnepovoljnijoj poziciji na mostu. Da bi se uveo uticaj peSaka na dinamicke karakteristike
mosta, masa od 800 kg treba da deluje na istoj poziciji kao i sila.
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Slika 2.2.8 Zavisnost koeficijenata ky (a) i k (b) od prirodnih frekvencija f, and fy, [35]
Koeficijentima kv i kn se u proracun uvodi efekat slucajne sinhronizacije pesaka u grupi. U
razmatranje su, za sada, uzeti samo prvi harmonici (dinamicki faktor za vertikalno opterecenje
0.4, dinamicki faktor za lateralno opterecenje 0.1), ali se u daljnjem mogu uzeti i drugi harmonici
(dinamicki faktor za vertikalno opterecenje 0.2, dinamicki faktor za lateralno opterecenje 0.05).

Dinamicki model opterecenja za kolonu peSaka (DLM3) vazi za pobudujucu silu usled
kolone peSaka gustine 0.6 peS/m? (sl.2.2.9). Treba ga uzimati odvojeno od modela optereéenja za
grupu peSaka. Ukupan broj peSaka je N = 0.6-B-L, gde je B efektivna Sirina mosta i L njegova
duzina. Kolona peSaka deluje kao pulsiraju¢e kontinualno raspodeljeno povrSinsko opterecenje,
sa vertikalnom i horizontalnom komponentom.

vertikalna komponenta: gsy= 12,6 -kv( fv)-sin(2r-fv -t) [N/m?] (2.2.9)
lateralna komponenta: gsh= 3,2-kn( fh)-sin(2w-fnh-t) [N/m?] (2.2.10)

gde je f, prirodna vertikalna frekvencija mosta blizu 2 Hz, f,, je prirodna lateralna frekvencija
mosta blizu 1.5 Hz, a k, i ky su faktori sinhrinizacije (sl.2.2.8).

dynamic vertical load Q.

Slika 2.2.9 Dinamicki model optereéenja za kolonu pesaka [35]

Standard Eurocode 1: Part 2 [26], definiSe modele opterecenja za prora¢un drumskih,
pesackih 1 Zeleznickih mostova. Poglavlje 5.7 se odnosi na dinami¢ke modele opterecenja
indukovanog peSacima. U zavisnosti od dinamickih karakteristika konstrukcije, relevantne
prirodne frekvencije rasponske konstrukcije treba odrediti iz odgovarju¢eg modela konstrukcije.
Dalje, stoji da sile uzrokovane peSacima sa frekvencijom identicnom jednoj od svojstvenih
frekvencija mosta mogu rezultirati pojavom rezonace i moraju se uzeti u obzir za verifikaciju
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2.Modeliranje sile usled kretanja peSaka

grani¢nog stanja s obzirom na vibracije. Kona¢no, Eurocode 1 zahteva da se definiSu
odgovaraju¢i model opterecenja od peSaka kao 1 kriterijumi prihvatljivosti nivoa vibracija.
Medutim, metode za modeliranje opterecenja od peSaka i odredivanje nivoa vibracija ostavljne
su projektantu.

Eurocode 5, Part 2 [29] sadrzi informacije relevantne za proratun drvenih mostova.
Zahteva se proracun ubrzanja usled delovanja malih grupa i kolona peSaka i u vertikalnom 1 u
horizontalnom pravcu, a verifikacija kriterijuma konfora potrebna je za mostove sa prirodnom
frekvencijom manjom od 5Hz u vertikalnom i 2.5 Hz u horizontalnom pravcu. Eurocode 5:
Annex B [16] sadrZi pojednostavljen metod za odredivanje vibracija uzrokovanih peSacima za
jednostavne sisteme, dok je izbor modela optere¢enja i analitickih metoda za slozenije
konstrukcije ostavljen projektantima.

ISO 10137 preporuke [39] su razvijene od strane Internacionalne Organizacije za
Standardizaciju sa ciljem predstavljanja principa predvidanja vibracija u fazi proracuna
konstrukcije. Predlozeni modeli opterecenja usled kretanja jednog peSaka za horizontalni i
vertikalni pravac dati su u 1ISO 10137: Annex A kao vremenski promenljive sile F(t), koje se
mogu predstaviti preko Fourier-ovih redova u skladu sa relacijom (2.2.1). Pomenuti aneks takode
sadrzi i predloge vrednosti dorinosa prvog i visih harmonika ukupnom opterecenju.

Delovanje grupe peSaka prvenstveno zavisi od njihove teZine, maksimalne gustine osoba po
jedinici povrSine podloge i od stepena koordinacije peSaka. Koordinacija se moze predstaviti
primenom faktora koordinacije C(N), kojim se multiplicira prinudna sila F(t) :

F()n = F(t) - C(N) (2.2.11)
gde je N broj peSaka u grupi.

lako se izvestan broj autora [5], [22], [25], [52] i dr., bavio modeliranjem vandalskih
optereCenja (tr¢anje, skakanje i dr.), mali broj preporuka i standarda sadrZi propozicije za
modeliranje ekstremnih dejstava. U standardu BS 6399-96 [14] dejstvo optereenja usled
skakanja peSaka opisuje se semi-sinusoidalnim modelom pulsiraju¢e sile. NeSto detaljnje
preporuke za modeliranje vandalskih delovanja i delovanja grupe peSaka u zavisnosti od klase
pesackog mosta i procene rizika od pojve rezonance, sadrzane su u francuskim preporukama
Sétra Guide métodologique passerelles piétones [66].
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3. Kriterijumi konfora i grani¢ne vrednosti

Ljudsko telo predstavlja kompleksan nelinearan mehanicki sistem sa vise stepeni slobode
Ciji razliciti delovi daju razli¢ite odgovore na pomeranja konstrukcija [78]. Inace, ljudsko telo je
izlozeno velikom broju prirodnih ritmova koji zavise od mnogih faktora, kao Sto su regulisanost
sna, hormona, sr¢ani ritam, alfa mozdani talasi, kretanje, tréanje, govor, pevanje, treptanje i dr.
Vibracije niskih frekvencija su posebno nekonforne za ljude, s obzirom da delovi ljudskog tela
ulaze u rezonancu pri vibracijama opsega od 3 do 100 Hz. Pri najnizim od ovih frekvencija
javljaju se neprijatne oscilacije u abdominalnom delu tela, dok ostali delovi tela poc¢inju da
osciluju pri frekvencijama viSim od 10 Hz. Zbog relativnog pomeranja delova tela, rezonancije
ispod 10 Hz izazivaju posebnu neugodnost za ljude, a duza izlozenost istim, moze imati i
negativne uticaje na zdravlje.

Ljudska percepcija vibracija je subjektivna i zavisi od individualnih karakteristika i
psiholoskih uticaja, sto potvrduje i istrazivanje Lippert-a [46], prema kome, ne samo da razliciti
pojedinci imaju razliCite reakcije na iste vibracije, ve¢ 1 ista osoba izloZena viSe puta istim
vibracija, pokazuje razli¢ite reakcije. Osetljivost na vibracije je uslovljena fizickim faktorima,
kao Sto su frekvencija, ubrzanje i vreme izlozenosti uticaju. Pored toga Sto je diskonfor uslovljen
subjektivnom podnosljivoscu vibracija, on u mnogome zavisi u od uslova okruzenja. Tako npr.,
zvuci koji nastaju pri rezoniranju delova (opreme) mosta i vizuelni uticaji uslovljeni visinom
mosta, ili odvijanjem saobracaja ispod mosta, povecavaju preosetljivost i mogu provocirati
nelagodnost. Osetljivost coveka na vibracije je bila predmet veceg broja istrazivanja [34], [37],
[38], [45], [47], [64] i dr. Neki od generalnih zaklju¢aka su da stohasticke vibracije uglavnom
prouzrokuju vecu nelagodnost nego periodi¢ne, ali i da se peSaci vremenom navikavaju na
vibracije, tako da nivo prihvatljivost istih raste. U svom istrazivanju, Leonadr-a [45] zakljucuje
da osobe koje su stacionarne na mostu, teZze podnose vibracije od onih koje se krecu, a razlog
tome je Sto su ljudi manje osetljivi na vibracije koje indukuju sami. Istrazivanje Dieckmann-a,
koji se bavio efektima oscilacija i rezonantnih vibracija na ljudsko telo, pokazalo je da je peSaka
mnogo lakSe izbaciti iz ravnoteZze horizontalnim oscilacijama nego vertikalnim i zato je i
osetljivost na horizontalne vibracije mnogo veca [35].

Kriterijumi upotrebljivosti u pogledu konfora prema medunarodnim propisima i
regulativama se uglavnom odnose na izbegavanje odredenih opsega prirodnih frekvencija, ili na
odredena ograni¢enja ubrzanja. Prema prvom konceptu, konstrukcije ¢ije prirodne frekvencije
izlaze iz opsega frekvecija opterecenja izazvanog pesacima, uglavnom nisu u riziku od pojave
rezonantnih vibracija. 1z ovog razloga, mnogi internacionalni propisi daju opsege frekvencija za
koje nije potreban dalji dinamicki prorac¢un (videti tabelu 3.1). Drugi pristup odnosi se na
ograni¢enje vrednosti ubrzanja ukoliko prirodna frekvencija konstrukcije upada u opseg
frekvecija opterecenja izazvanog peSacima. Tada medunarodni propisi nalazu dinamic¢ku analizu.
Rezultuju¢a ubrzanja konstrukcije su ograni¢ena tako da obezbede konfor peSacima (videti
tabelu 3.2)
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U praksi, mnogi lagani peSacki mostovi premaSuju kriterijume granicnog stanja
upotrebljivosti u pogledu prihvatljivosti vibracija, a da nikada nisu bili izvori nelagodnosti
korisnika u dugom periodu koris¢enja [61]. U mnogim slufajevima, Kkorisnici uZzivaju u
koriS¢enju datih konstrukcija, mozda i delimi¢no zbog njihove “Zivahnosti”.

3.1 Granicne vrednosti za frekvencije prema internacionalnim
standardima i preporukama

Konstrukcije ¢ije prirodne frekvencije izlaze iz opsega frekvecija opterecenja izazvanog
pesacima, prema mnogim propisima i regulativama, nisu u riziku od pojave rezonantnih vibracija
i za njih nije neophodan dalji dinamicki tretman. U tabeli 3.1.1 dati su samo oni propisi koji nude
grani¢ne vrednosti, ili odreduju kriticne opsege frekvencije oscilacija indukovanih peSacima u
kojima se ne sme naci prirodna frekvencija mosta Vecima internacionalnih propisa se zadrzava
na prvom harmoniku iz Fourier-ove analize peSackih optere¢enja, dajuci granicu za prirodnu
frekvenciju mosta do 3 Hz. Eurocode 5 i BS 5400 obezbeduju granice do 5 Hz, uzimajuci u
obzir i harmonike viSeg reda za pobudenje od pesaka, Sto je uputnije kod laganijih konstrukcija.
Petersen [58], ostaje pri tome da harmonici viSeg reda ne mogu izazvati bitne oscilacije u
konstrukciji, zahvaljuju¢i krutosti mosta (sa prirodnom frekvencijom preko 2.4 Hz) i manjim
komponentama sile za viSe harmonike.

Tabela 3.1.1 Kriti¢ne frekvencije u medunarodnim propisima

Regulativa \(/;el;?ilklz:lcnlée vrednost Horizontalne
American Guide Spec. [35] <3Hz

Eurocode 2 (EN 1992-2) [27] 1.6 Hz - 2.4 Hz 0.8Hz-1.2 Hz
DIN-Fachbericht 102 [19] 1.6 Hz- 2.4 Hz, 35 Hz - 45 Hz

Eurocode 5 (EN1995-2) [29 ] <5Hz <25Hz
Appendix 2 of Eurocode 0 [66] <5Hz

ISO/CD 10137 [39] 1.7 Hz— 2.3 Hz

SIA 261 (Svajcarska) [65] 1.6 Hz - 4.5 Hz S f:,?{;spe:,\;ic
BS 5400-2 (Velika Britanija) [13] <5Hz

Austroads (Australija) [3] 1.5 Hz— 3 Hz

Japanese Footbridge Design Code [40] | 1.5Hz—2.3Hz

Canadian Highway Bridge Design Code <4Hz

CAN/CSA-S6-06 [16]

Francuske preporuke Sétra Guide métodologique passerelles piétones [66] daju Cetiri
opsega frekvencija u zavisnosti od nivoa rizika od pojave rezonance (sl.3.1.1 i 3.1.2), pri ¢emu
je: Opseg 1: maksimalni rizik od rezonance; Opseg 2: srednji rizik od rezonance; Opseg 3: mali
rizik od rezonance usled standardnih opterec¢enja; Opseg 4: neznatan rizik od rezonance.
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Frequeney| 0 1 1.7 2.1 2.6 5 Frequency| 0 0.3 0.3 1.1 1.3 25
Range 1 -qi Range 1 .—qi
Range 2 - Range 2
Range 3 ! Range 3 P
Range 4 *‘ Range 4 j
Slika. 3.1.1 Opseg frekvencija (u Hz) za Slika. 3.1.2 Opseg frekvencija (u Hz) za
vertikalne i longitudinalne vibracije [66] lateralne vibracije [66]

3.2 Analiza ubrzanja i grani¢ne vrednosti za wubrzanja prema
internacionalnim standardima i preporukama

3.2.1 Analiza ubrzanja

Pored direktne integracije, koja se vrlo retko koristi u dinamickoj analizi peSakih mostova
[66], modalna analiza je jedna od moguénosti za proracun ubrzanja koja se moZze naci u literaturi,
videti [58]. Takode, jedan broj autora, kao $to su Grundmann [34], Rainer [62, Young [75] i dr.,
predlaze analiticke metode za proracun ubrzanja.

Racunskom metodom prema Rainer-u [62] odreduju se maksimalna vertikalna ubrzanja
usled prolaska jednog peSaka koji hoda, ili tr¢i frekvencijom jednakoj osnovnoj prirodnoj
frekvenciji mosta, koji je modeliran kao oscillator sa jednim stepenom slobode.

a=4-7>-f2.y.a-® [m/s] (3.2.1)

U izrazu (3.2.1) f je prirodna vertikalna frekvencija mosta [Hz], y je staticki ugib na polovini
raspona za silu od 700 N [m], a = Fiv/ Fo je Fourier-ov koeficijent za releventni harmonik
usled hodanja ili tréanja (videti tabelu 2.2.1), ¢ = (d2x) je relativno prigusenje, & je
logaritamski decrement, a @ je faktor dinamickog uvecanja za kretanje jednog pesaka (za prostu
gredu) (videti sl.3.2.1) broj ciklusa (koraka) po rasponu = broj i-tog harmonika - duzina raspona
/duzina koraka (videti tabelu 2.1.2).

60 T T T T T T

Dynamic amplification factor ¢
3

— N S — 006 —

0 10 20 30 40 50
Mumber of cycles per span

Slika. 3.2.1 Faktor dinamickog uvecanja @ za rezonantni odgovor usled sinusoidalne
pokretne sile na prostoj gredi [62]
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Primental i Fernandes [60] su prosirili proceduru koju predlaze Rainer [62] na mostove sa
dva raspona, uvodeci u proracun faktor ky. Maksimalno ubrzanja se odreduje prema formuli:

Amax = a)oz Y50 -Qq Ky (3.2.2)

gde je ap osnovna kruzna frekvencija mosta, ys je staticki ugib usled tezine peSaka, o je
dinamicki faktor optereé¢enja rezonantnog i-tog harmonika, 2 je faktor dinami¢kog uvecanja i K,
je numericki odreden faktor koji se odnosi na razliku razmatranja mostova sa dva raspona u
odnosu na one sa jednim.

Grundmann [34], uz podrazumevanje sledecih pretpostavki: oscillator sa jednim stepenom
slobode sa stacionarnim pobudenjem, frekvencija hoda fs= osnovnoj prirodnoj frekvenciji mosta
f, koeficijent 0.6 usled promene polozaja pobudujuce sile, maksimalno ubrzanje odreduje prema :

F x

a=06- g(l—e‘”‘s) [m/s7] (3.2.3)

gen

gdeje F=a  G: a=Fiv/F, (videti tabelu 2.4), G = 0.7 kN je stalno opterecenje od pesaka,
Mgen = 0.5 - M je masa [t] ekvivalentnog oscilatora sa jednim stepenom slobode za prostu gredu
[35], ¢ je logaritamski dekrement, n = L/ls (broj ciklusa (koraka) po rasponu = duzina raspona /
duZina koraka)(videti tabelu 2.1.2).

3.2.2 Grani¢ne vrednosti za ubrzanja prema internacionalnim standardima i
preporukama

Grani¢ne vrednosti za ubrzanje u medunarodnim propisima su direktno povezane sa
konforom peSaka. S obzirom da je pitanje konfora peSaka vrlo subjektivno, u internacionalnim
propisima postoje razli¢ite granice za granicne vrednosti ubrzanja. Pregled grani¢nih ubrzanja u
medunarodnim propisima i relevantnoj literature je dat u tabeli 3.2.1. Neka od tih grani¢nih
ubrzanja zavise od prirodnih frekvencija, dok su druga konstanta za ceo opseg frekvencija usled
opterecenja indukovanog pesacima, kao u AISC Guide 11 [1], Japanese Footbridge Design
Code [40].

Preporuke Asocijacije inzinjera Nemacke VDI Richtlinie 2057, Blatt 1-4, [2] obuhvataju
efekte mehanickih vibracija na ljudsko telo. Proucavani su razliciti polozaji tela, pri stajanju ili
sedenju. Zavisnost individualne osetljivosti na trajanje oscilacija, kao i drugu faktori su uzeti u
obzir u preporukama VDI [2] . Nivo stresa kod peSaka moze se odrediti na osnovu frekvencije |
ubrzanja vibracija, a zavisi od prvca oscilacija, horizontalnog ili vertikalnog. Na osnovu
sratunatog nivoa stresa, nivo individualne osetljivosti na vibracije moze se odrediti na osnovu
tabele date u preporukama.

ISO 2631 [37], [38] tretira ubrzanje ljudskog tela, a ne upucuje na ubrzanje mostovske
konstrukcije.
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Canadian Highway Bridge Design Code CAN/CSA-S6-06 [15] daje simplifikovani metod
za proracun ubrzanja, kao i odgovaraju¢e grani¢ne vrednosti ubrzanja u funkciji osnovne
prirodne frekvencije mosta. Ovaj pojednostavljeni metod primenljiv je samo za gredne peSacke

mostove sa jednim, dva i tri raspona. Za frekvencije manje od 4 Hz, predlaze se detaljniji
dinamicki proracun u cilju odredivanja odgovora konstrucije, posebno pri duzoj izlozenosti
opterecenju od pesaka, ili dzogera.

Tabela 3.2.1 Grani¢na ubrzanja kao kriterijumi konfora [35]

Vertikalno ubrzanje &y,max [M/s?
ISO 2631 1.9. \;" f, f1= osnovna prirodna frekvencija mosta
AISC Guide 11 0.5
cn | zaf=1do3Hz

Eurocode 1 Min 4 0. 30\,‘ f:/ za f = 3-5 Hz: potrebna provera u

- | 070 zavisnosti od sluldja

- o od f = 5 Hz: nije neophodna provera
. s £ za f1 [15 Hz; f1 = osnovna prirodna

DIN-Fachbericht 102 0.5 Jp vent. frekvencija neopterel énog mosta

0.6- ‘-."I.f:‘ , vert.
VDI 2057 f1= osnovna prirodna frekvencija mosta

0.214  hor.
SBA 0.39
BS 5400-2 0.5- "'..."I fj f1= osnovna prirodna frekvencija mosta
Ontario Bridge Code ONT83 0.25 -ﬁa “ f1= osnovna prirodna frekvencija mosta
Eurocode 5 (EN 1995-2) 0.7
Bachmann [40] 0.5-1.0
Japanese Footbridge Design Code 1.0
(1979) )
Lateralno ubrzanje @ max [m/s?]

[ v zaf=0.5do1.5Hz

Eurocode 1 Min - O-I4\.' fn za f = 1.5-2.5 Hz: potrebna provera u

: 1 0.15 zavisnosti od sllu(ja

T od f = 2.5 Hz: nije neophodna provera

Eurocode 5 (EN 1995-2) 0.2 za f < 2.5 Hz (za peSake koji stoje)

Iz tabele 3.2.1 i sa slike 3.2.4 se moze videti da dopuStene vrednosti za vertikalna ubrzanja

variraju zavisno od primenjenog standard, ali je za vertikalne vibracije sa frekvencijom od oko 2
Hz (normalam hod) izvestan konsenzus u vezi sa grani¢nim ubrzanjem koje je u opsegu od 0.5

do 0.8 m/s®. Treba napomenuti da su predlozene grani¢ne vrednosti uglavnom povezane sa

teoretskim opterecenjem od jednog pesaka.

28



3 Kriterijumi konfora i grani¢ne vrednosti
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Slika. 3.2.4 Vertikalno kriti¢no ubrzanje (u m/s?) u funkciji prirodne frekvencije mosta, prema
razli¢itim regulativama [66]

Vandalska opterec¢enja, kao na primer skakanje u ritmu u cilju pobudenja prirodne
frekvencije mosta, moze dovesti do veoma velikih vrednosti ubrzanja. Neki autori postavljaju za
maksimalnu granicu ubrzanja pesackih mostova od 0.7 g do 0.8 g [7], [34], ¢ak i pri vandalskim
optere¢enjima. Ovo ubrzanje se moze uzeti kod dimenzionisanja konstrukcije, ali ne i kao
kriterijum konfora.

Prema preporukama Sétra Guide métodologique passerelles piétones [66] nivoi konfora s
obzirom na ubrzanje mogu se svratati u tri grupe, pri ¢emu: maksimalni konfor podrazumeva da
su ubrzanja konstrukcije neprimetna od strane korisnika, prosecan konfor podrazumeva da su
ubrzanja konstrukcije jedva primetna od strane korisnika, dok minimalni konfor podrazumeva da
korisnici primecuju ubrzanja konstrukcije, ali su ona prihvatljiva sa aspekta konfora. Prema
tome, opsezi ubrzanja s obzirom na nivo konfora dati su na slikama 3.2.5 i 3.2.6. Prva tri
odgovaraju maksimalnom, srednjem i minimalnom konforu, dok dcetvrti opseg obuhvata
nekonforne nivoe ubrzanja, koji su, samim tim, neprihvatljivi. U svakom slucaju, da bi se
izbegao "lock-in" efekat, ubrzanje je ograniGeno na 0.10 m/s® (slika 3.2.6).

Accelamnon rmngss | 0.5 1 25 ‘ Aedmonmmee: | 0 01 015 0.3 08
Range 1 | Range 1 Mag I
Range 2 Range 2
Range 3 ' Range 3 Min
Range 4 Range 4 —!
Slika. 3.2.5 Opseg ubrzanja (u m/s°) za Slika. 3.2.6 Opseg ubrzanja (u m/s)za
vertikalne vibracije [66] horizontalne vibracije [66]

Grani¢na ubrzanja u medunarodnim standardima su bazirana na konforu pesaka koji preko
njega prelaze, tako da fenomen prinudne sinhronizacije peSaka (lock-in efekat) nema posebnog
znacaja s aspekta konfora, s obzirom da se prilikom ove pojave javljaju ubrzanja ispod
dopustenih granica. Tako na primer, pri lateralnim vibracijama kod lock-in efekta, ubrzanje
moze da iznosi 0.08 m/s?, pri frekvenciji od 1 Hz, Sto je, jasno, mnogo ispod Kriterijuma za
narusavanje konfora (oko 0.15 m/s?). Ovaj fenomen je zato mnogo znacajniji sa aspekta konfora
pri lateralnim vibracijama.
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3 Kriterijumi konfora i grani¢ne vrednosti

Kriterijum konfora sa aspekta pomeranja nema specijalan tretman u poznatoj literaturi, iako
je on specijalno interesantan kod sporijih vibracija, kada uzrok diskonfora nije brzina pomeranja,
ve¢ amplitude. Jedini poznat kriterijum za pomeranje je u sustini staticki kriterijum, koji daje
grani¢ni ugib. S druge strane, ubrzanje, brzina i pomeranje su povezani, tako da se ubrzanje
moze prikazati u funkciji pomeranja, ili brzine:

Ubrzanje = (2frekvencija)?-Pomeranje
Ubrzanje = (2zfrekvencija) Brzina

Tako npr., za frekvenciju od 2 Hz: ubrzanje od 0.5 m/s? odgovara pomeranju od 3.2 mm i
brzini od 0.04 m/s, ubrzanje od 1 m/s? odgovara pomeranju od 6.3 mm i brzini od 0.08 m/s. Ali,
za 1 Hz: ubrzanje od 0.5 m/s? odgovara pomeranju od 12.7 mm i brzini od 0.08 m/s, ubrzanje od
1 m/s? odgovara pomeranju od 25.3 mm i brzini od 0.16 m/s. Veza izmedu ubrzanja, brzine i
pomeranje vazi samo za harmonijske oscilacije, $to nije uvek slucaj.
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4. Modeliranje grednih rasponskih konstrukcija i analiza
vibracija indukovanih pesacima

Analiza vibracija mostova sa bilo kojeg vaznijeg aspekta povezana je gotovo uvek sa
znatnim prakti¢nim poteskocama. To se naroCito odnosi na resavanje diferencijalnih jednacina, a
pogotovu frekventne jednacine. Problem postaje znatno kompleksniji kada se radi o gredama
promenljivog popre¢nog preseka, o analizi u neelasticnoj oblasti, o komplikovanim spoljnim
optereCenjima, itd. U svim takvim sluCajevima pri oceni vremenske zavisnosti pomeranja
posmatrane konstrukcije 1 pri datom vremenski promenljivom optere¢enju, koristimo priblizne
metode uz pomo¢ automatskih ra¢unara.

Za inZenjersku praksu vrlo je vazna analiza kvalitativne, a naro¢ito kvantitativne promene
neke dinamicke veli¢ine pri proizvoljnoj, ili odredenoj promeni uzroka njenog nastajanja,
odnosno pri promeni izvesnog parametra. Analiza problema koja se zasniva na pribliznim
metodama, bilo da se radi o simplifikovanom dinamickom modelu mosta, odnosno pokretnog
opterecenja, ili pak numerickom postupku, po pravilu je uvek znatno zametnija od iste takve
analize koja se sprovodi prema analitickim reSenjima u zatvorenom obliku.

U ovom radu se primenjuje generalizacija postupka reSavanja problema linearnih
transverzalnih priguSenih vibracija jedne klase grednih mostova, koje nastaju zbog kretanja
pesaka, koje se modelira poznatom vremenski promenljivom silom (determinist¢kom silom).

U ovom poglavlju prikazuju se reSenja problema vibracija u ,,zatvorenom obliku *, Sto
podrazumeva reSenja preko redova, koji su konvergentni, budu¢i da se sprovodi modalana
analiza i da je pri tome dovoljno angazovanje prvih nekoliko tonova (najceSce prva tri). ReSenje
diferencijalnih jednaCina se sprovodi preko Laplasove transformacije, a za definisanje
poremecajnih sila kontinualnog oscilatornog sistema koris¢ene su Dirakova delta i Hevisajdova
teta funkcija. Za definisanje poremecajnih sila diskretizovanih grednih sistema rasponskih
konstrukcija koris¢eni su Ermitovi kubni polinomi. Na osnovu izvedenih opstih reSenja, data su i
reSenja za karakteristicna pokretna opterecenja pri konstantnoj brzini kretanja, kao Sto su
pokretne koncentrisane sile, kao modeli koji predstavljaju peSaka u hodu, ili ravnomerno
raspodeljeno opterecenje, kao model koji predstavlja kretanje kolone peSaka. Iz ovih reSenja se
mogu izvesti reSenja za simultano delovanje navedenih optereéenja.

Izvedena reSenja se mogu koristiti za analizu vibracija grednih peSackih mostova, kako
vertikalnog, tako i horizontalnog pravaca (lateralne vibracije). Pri tome, krutosti masa sistema
mogu biti konstantne duz raspona, ali i promenljive.

Za odredivanje svojstvenih frekvenvija i svojstvenih vektora, za tertman konstrukcija mosta
linijskim sistemima u ravni, ili prostoru, kori$¢eni su programi: STRES6® i SAS6°. Za odredivanje
svojstvenih karakteristika, konstrukcija mosta tretirana je i metodom konacnih elemenata [49].

31



4.Modeliranje grednih rasponskih konstrukcija i analiza vibracija indukovanih peSacima

Konac¢no reSavanje konkretnih slucajeva vibracija, kako kontinualnih, tako i diskretizovanih
sistema grednih rasponskih konstrukcija, sprovodi se po odredenim procedurama u softveru
MATHEMATICA® [71], a rezultati su prikazani u poglavlju 5.

4.1 Kontinualni sistemi-reSenja problema vibracija
4.1.1 Opsta razmatranja prinudnih prigusenih vibracija

Posmatramo transverzalne vibracije grede raspona L (sl.4.1.1), konsatantne krutosti na
savijanje EJ i mase u po jedinici duzine.

p(®)
X=0,\t=0 %%%% T B | x:’L, E:_Lic_"x_,t_>
%W
Il ‘ |2 ‘ |3 ‘
L

SZ oo -

v(x,t

Slika 4.1.1 Gredni nosac¢ izloZen transverzalnim vibracijama

Zanemarujuc¢i uticaj sile inercije usled obrtanja popre¢nog preseka i uticaj deformacije
klizanja na savijanje, a uz pretpostavku da disipacija energije deformacije linearno zavisi od
brzine deformacije, transverzalne vibracije mogu se opisati deiferencijalnom jednac¢inom [11],
[48]:

1)

ol oxt ox*

o*v(xt ov(xt o o*v(x,t o*v(xt
Va(t2 )+2[3M Vfat )+E|a6t(—v( )}+EI—V( ):p(x,t) (4.1.1)

Sa grani¢nim uslovima koji zavise od nacina oslanjanja grednog sistema, i1 pocetnim
uslovima:

V(%,0)=vy(X); V(x,0) =V, (x) (4.1.2)

U jednacini (4.1.1) v(x,t) je ugib u tacki X i vremenu t. Opterecenje na mostu (sl.4.1.1) koje
stoji (Xo=const.), ili se kre¢e konstantnom brzinom (xo=C-t.), opisuje sila p(x,t), Sto bez uticaja
njenog inercijalnog delovanja, definiSemo kao determenisticku poremecajnu silu.

U (4.1.1) konstanta priguSenja g izrazava proporcionalnost sile prigusenja sa masom y, a
a sa kurutos¢éu El sistema. Precizne podatke za ove konstante dobijamo eksprimentalno, na
izvedenom mostu. U fazi projektovanja, medutim, usled nedostatka takvih podataka, koristimo
empirijske. Dakle, taéno prigusenje peSackog mosta bi¢e poznato tek kad on bude sagraden, ali i
tada bice podlozno promeni s vremenom. Ono zavisi od mnogo parametara kao Sto su : izabrani
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materijali, kompleksnost konstrukcije, tip gaziSne povrSine, nacin oslanjanja i leziSta, ton
oscilovanja koji se razmatra, ¢ak i broj pesaka na mostu [35].

Resavanje jednacine (4.1.1) vrSimo primenom modalne analize, odnosno razvijanjem V(X’ t)

u redove po svojstvenim funkcijama V;(x) prema relaciji:
o0
v(x,t)=> mj(t)Vi(x) (4.1.3)
i=1

Ugib u i-tom tonu vibracija vi(x,t), prema (4.1.3) iznosi:
vi (x,t) =nj (t)Vj (x) (4.1.4)

Ako relaciju (4.1.4) pomnizimo svojstvenom funkcijom Vi(x) tona k i integralimo u granicama
od 0 do L, sledi da je:

Ivi (X )V, (x)dx=n, (t)IVk (x)-V; (x)dx (4.1.5)

S obzirom na ortogonalnost svojstvenih funkcija, iz (4.1.5) sledi da je:

(0= [ (V. (x) (4.6
gde je
H, :JEViz(x)dx (4.1.7)

H, =1 kada su svojstvene funkcije Vi(x) ortonormirane.

Smenom v(x,t) prema (4.1.3) u (4.1.1), zatim mnozenjem te relacije sa Vi(x) tona k i
integraljenjm svakog ¢lana po X u granicama od 0 do L, a s obzirom na ortogonalnost svojstvenih
funkcija i uvaZzavanje pretpostavke o uniformnoj konvergenciji reda u (4.1.3), parcijalna
diferencijalna jednacina (4.1.1) moze se svesti na sistem nezavisnih jednacina oblika:

. : 1 .

A (t)+2§i(om(t)+coi2ni (t):WFi (t) (i=1..,2) (4.1.8)

i

Ovde je:

nj (t)— glavna koordinata i-tog tona

oj — svojstvena kruzna frekvencija i-tog tona

L
M, =pH, = uJ'Vf (x)dx - generalisana masa i-tog tona (4.1.9)
0
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L
J'p dx generalisana sila i-tog tona (4.1.10)
0

Relativno prigusenje & i-tog tona mozemo prikazati relacijama (4.1. ll)i kojima su date tri vazece
opcije, od kojih za svaku vazi reSenje (4.1.14), pod uslovom da je

g =1%o (4.1.11)
p

o
—+—j
oj 2

Nezavisnoj i —toj diferencijalnoj jednacini (4.1.8) pridruzuju se odgovarajuci pocetni uslovi i-tog
tona, koji s obzirom na relacije (4.1.2), (4.1.3) i(4.1.6) glase:

Vio (X)V; (x)dx (4.1.12)
Vio (X)V; (x)dx (4.1.13)

Primenom Laplasove transformacije na (4.1.8), za &<1, koriste¢i zakon adicije i teoremu
konvolucije sledi da je:

t sin t O Mg +1;
J' F ( Me*é“’i‘dﬁ |:ni0 Cos ot + (M}in oodi'[}e&i‘”“t (4.1.14)
0

Oy Oy

1
t)=—
T]I‘( M

Frekvencija odi slobodnih prigusenih vibracija predstavljena je relacijom (4.1.15):

odj = O] \/1—&12 (& <1) (4.1.15)

Zamenom (4.1.14) u (4.1.3), a saglasno sa (4.1. 10), (4.1. 12) i (4.1. 13), kona¢no dobijamo:

S T

(4.1.16)

+iv'l_(|x){cosmd,tjv (U)V, (u)du +sinw,t Iﬁimivio(u)ﬂ'/o(u)vi(u)du o

Oy

Resenje (4.1.14) predstavlja najopstiji izraz za dinamicki ugib grednog nosaca, na osnovu
kojeg se mogu analizirati razli¢iti posebni slucajevi. Prvim ¢lanom (4.1.16) izraZen je uticaj
poremecajnih sila, a drugim uticaj pocetnih uslova.
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Za slobodne prigusene vibracije, vaze relacije i komentar dat za diskretne sisteme u
Poglavlju 4.2.2.

4.1.2 Definisanje poremecajnih sila

Analiziramo prinudne prigusene vibracije nosaca (sl.4.1.2) odnosno rasponske konstrukcije
pesackog mosta konstantne mase p i krutosti El, preko koje se kre¢e kolona pesaka, ili jedan
pesak. Pri tome, posmatracemo karakteristicne konstelacije pokretnog opterecenja, kao Sto su:
nailazak, prelazenje i odlazak opterecenja, modelirani kao ravnomerno raspodeljeno. Kretanje
jednog peSaka, modelira se kao koncentrisana vremenski promenljiva sila.

P(t)

\% a)

(®)
e %%%%%% b)
p(t)
R e ()
®)
%%?%%%%%?%%%%%%%%%%%%% d)
b o
e e)
ct-4 . A ,
X4
“Peo.t=0 £ Hu £ L= e
, I . :_ . I
V(XN

Slika 4.1.2 Dinamicki modeli oscilatornog sistema

Zanemarujudi inercijalno delovanje masa opterecenja, analizu vibracija sprovodimo za
modele pokretnog opterecenja (sl.4.1.2), prema ralacijama:

p(t)=q+q,sinQt (4.1.17)

P(t)=P+P,sinQt (4.1.18)

gde su q i P konstantni delovi, go i Po amplitude, a ©Q kruzna frekvencija drugog ¢lana
optereéenja.

Ovakvim tretmanom vibracija uticaj i inercijalnog delovanja mase pokretnog opterecenja,
jednostavno se moZe uvesti za konstelaciju ¢ (prelazenje kontinualnog optereéenja, sl.4.1.2). Pri
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tome, masu (n) nosaCa treba uvecati masom pokretnog opterecenja (u=0/g), tako da je
R = p+u,, Sto menja modalne karakteristike oscilatornog sistema, o ¢emu treba voditi rauna.

Tabela 4.1.1 Pokretno opterecenja definisano preko

Hevisajdove funkcije H(x) i Dirakove funkcije 8(x).

opircéens P(XD). PO ppreretent
pv P(1)-3(x-ct) pterctenie.

2 b p(t)-[1-H(x—ct)] nailazak optere¢enja

a c p(t) prelazenje

2

% d p(t)-H(x—ct) odlazenje

?;’ e p(t).[H (x—ct+i)—H (X—Ct)] prelaie;rljeerg)éaergjiialnog

4.1.3 ReSenja za analizu odgovora konstrukcije

Analiziramo prinudne prigusene vibracije nosaca (sl.4.1.2), odnosno rasponske konstrukcije
pesackog mosta konstantne mase p i krutosti El, preko koje se krec¢e kolona pesSaka, ili nekoliko
pesak. Pri tome, posmatracemo karakteristicne konstelacije pokretnog opterecenja, kao Sto su:
nailazak, prelazenje i odlazak kolone peSaka, modelirane kao ravnomerno raspodeljeno
optere¢enje. Kretanje jednog peSaka, modelira se kao koncentrisana vremenski promenljiva sila.

Radi poboljsanja efikasnosti u proceduri prorac¢una prema softveru Mathematica®, izvrsena
je simboli¢ka modifikacija opSteg reSenja (4.1.16), prema slede¢im relacijama koje se navode u
daljem tekstu.

Na osnovu principa superpozicije, dinamicki ugib v(x,t) u tacki nosaca sa apscisom x, moze
se predstaviti kao zbir ugiba vi(x,t) po svim tonovima i, relacijom:

v(x,t)= %o:vi (x.1) (4.1.19)
i=1
gde je
Vi (x,1) =Vj (x)-m;j () (4.1.20)

U (4.1.20) generalisana koordinata n; (t) saglasno opStem reSenju (4.1.14), moze se izraziti
relacijom:
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M (1) = @j (t)+Poj (1) (4.1.21)

U (4.1.21) funkcija ®j ( ) izrazava vremenski uticaj poremecajnih sila i definisana je relacijom
(4.1.22), a funkcija @ (t) izrazava uticaj pocetnih uslova i definisana je relacijom (4.1. 22).

t
@} (1) = i (5)- 3 (<)o (093%) (4.122)
'o

U (4.1.22) M; je generalisana masa tona i prema (4.1.9), a generalisana sila F (1:) je definisana,
saglasno sa (4.1.10), relacijom:

F ()= ] p(u 9V, (u)do 4129

Uslov da je relativno prigusenje i-tog tona uvek manje od kriti¢nog (gi < 1) , Na osnovu kojeg je i
izvedeno opSte reSenje (4.1.16), sigurno je uvek ispunjen kada je prema relacijama (4.1.11)

Ei _B Tadaje ag = o7 —p2.
j
Funkcija Ji(7) u (4.1.22) definisana je relacijom:

J; (T):me—ﬁ(t—f) (4.1.24)

Oy

Uticaj pocetnih uslova izrazava funkcija @ (t) , a definisana je relacijom:

Dy (1) = ;(Acos%,t BMJe"”t t>t, (4.1.25)

i Wy

gde su A1 B;konstante prema relacijama:

L
A= IVio(X)-Vi (x)dx (4.1.26)

Bi = | (B-Vio (X)+Vip (x))-V; (x)dx (4.1.27)

O"—:I_

Dinamicki faktor

Ako koncentrisanu pobudujucu silu formulisemo (prema tabeli 4.1.1) u obliku:

P(x,t)=PRy- f(t)5(x) (4.1.28)
gde je

Po — najveca vrednost (amplituda) sile
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f(t) — funkcija vremenske promene sile
d(x) — Dirakova delta funkcija

Dinamicki ugib i-tog tona mozemo predstaviti relacijom:

Vi (X,t) =V g (X)- Dj (t) (4.1.29)
U (4.1.29), Vi je stati¢ki ugib od Py, a Dj(t) dinamicki faktor prema relacijama:
PoVi (%)
Vi o (X) = (4.1.30)
I,St( ) Mi(DiZ
t
D; (t) :J- f(1)-V (Cr)-coiz -Jj(1)-dt (4.1.31)
0

Ako sila nije pokretna, ve¢ stoji u polozaju xo, tada je u (4.1.d) V; (ct) =V, (Xg ) = const..

Staticki ugib i-tog tona v; «(X) ima oblik tona i, tako da se dinamicki ugib vi(x,t) uvek odvija
oko statickog ugiba i1 njegova veli¢ina zavisi od dinamickog faktora. Dakle, dinamicki faktor
povecava staticki ugib u i-tom tonu, Sto je posledica dinamicki, a ne staticki, primenjenog
optereéenja.

Kada je pokretna sila konstantnog intenziteta, a stoji u poloZaju xo, tada se umesto J; (t) u
jednacini (4.1.31), uvodi J, (t) prema relaciji:

.]ip (‘L’) _ SIN ;T e_BT

(4.1.32)
Wi

Normalni i tangencijalni naponu usled delovanja dinami¢kog optereéenja

Za El=const. i p=const., moguce je prikazati i oscilograme, odnosno dinamicke uticajne
linije za momente i transverzalne sile u posmatranom preseku rasponske konstrukcije. Kada su
poznati ugibi v(x,t), tada momente M(x,t) i transverzalne sile T(x,t) nalazimo prema relacijama:

M (X,t) =l azva(xf’t) (4.1.33)
T(x,1)=—El, 83Va(x’§’t) (4.1.34)

Dalje, za poznate momente i transverzalne sile prema relacijama (4.1.33) i (4.1.34), moZzemo za
homogene preseke (Celik, drvo, prethodno napregnuti beton), oderditi normalne napone o(X,t) i
tangencijalne napone #(x,t), prema relacijama:

X, t
)y

a(x,t):% (4.1.35)
T(X,1)-S(X)
r(X,t):b(xT (4.1.36)
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U (4.1.35) i1 (4.1.36) , Yy je rastojanje od tezista zone preseka, za koju se odreduje napon
o(X,t), S(X)staticki moment i b(X) je Sirina preseka sa apscisom X.

Za poznate normalne napone o(X,t) moguce je prikazati, za homogene preseke, i dilatacije
£(X,t) prema relaciji:

g(x,t):é-a(x,t) (4.1.37)

ResSenja za ugibe, brzine, ubrzanja i napone i dilatacije nalazimo primenom programa u
softeru Mathematica®, a prema algoritmu DYNmi (sl.4.1.3)

= raspon mosta: L [m]

- masa: p [k 10%/m]

- modalne karakieristike: Vi(x),

= brzina kretanja: ¢ [m/s]

- prigudenje: §

- opteretenje: P(1) [kN], p(t) [kN/m]

DYNmi

- podemi uslovi : vwix,0), #,(x,00

= broj angatovanih tonova @

- vreme delovanja prinudne sile t,

= vreme prikaza slobodnih oscilacija |

| Plt), plat)

]

=0, v 0=0, velx =0

I
prinudne vibracije: t= 1,
Fiir), dn)
BT R VI(X) @)
Hilx.), Vix)

L]
prinudne vibracije: =1,
VR v
VL, V)

Y

0 bA

NE
slobodne vibracije: t= 1
Ay, By, gty
VXL Vilk) Dy(t)
Pl Wk
]

slobodne vibracije: t= 1,
vy (0= v (v
Vel Vet

naponi i dilatacije
M (), T (x.t)
(%1, TIX), € (xt)

[]

o (X, T (& ()

|
L]

¥ (0, v, Nt
vy, Yyl t), W 1)

EE)F
Slika.4.1.3 Algoritam DYNmi
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4.1.3.1 Nosac sa jednim poljem
Svojstvene karakteristike

Za ovaj nosac su poznate svojstvene karakteristike oscilatornog sistema:

V, (x) = sinrlix - svojstveni oblik tona r (4.1.38)
r’m® [El . ..
o, = 2 T - svojstvena frekvencija tona r (4.1.39)

r=1234,..,0 (0<x<L)

Za generalisanu masu r-tog tona vazi relacija:
; L 1
— 2 — — J—
M,_uivr (x)dx—pz hs (4.1.40)
Generalisane sile za karakteristi¢ne konstelacije pokretnih opterecenja

Generalisana sila saglasno sa (4.1.23) data je relacijom:
L
:J' p(u,7)V, (u)du (4.1.41)
0

Za pokretno opterecenje definisano preko Hevisajdove i Darakove funkcije (videti tabelu 4.1.1),
sracunate su sile F((t) i prikazane u tabeli 4.1.2.

Tabela 4.1.2 Generalisane sile za karakteristi¢ne konstelacije pokretnih optereéenja

generalisana sila F, (‘E) konstelacija optereéenja
P(t)sinro,t koncentrisana sila a
p(r)~———~2 (1 cosro.) nailazak kont. opt. b
I(1-cos I’Tc) .
p(t)——~ prelazenje kont. opt. C
p (r)w odlazak kont. opt. d
I(cosr(o,1-, )-cosram,t) ..
p(1) . kont.opt. duZine A e
T

U tabeli 4.1.2 konstante . i o, date su izrazima:

0, =2 (4.1.42)

T (4.1.43)
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Analiticka reSenja odgovora sistema

Analiticka reSenja za odgovor oscilatornog sistema za vibracije u r-tom tonu, za
karakteristicne konstelacije optereéenja, nalazimo po odredenoj proceduri u softveru
Mathematica®, za generalisane sile date u tabeli 4.1.2, a preme relacijama za ugib, brzinu i
ubrzanje r-tog tona :

Vr (%) =Vr (X)(®r (t)+ Por (1)) (4.1.44)
Vr (X) =V (x)(Dr (t)+ Dor (1)) (4.1.45)
Vr (X) =Vp (x)(Dr (t)+dor (1)) (4.1.46)

Funcije @y (t) i ®gr (t), u (4.1.44), definisane su relacijama (4.1.22) i (4.1.25).

Slucaj viSe koncentrisanih sila na nosacu

Polazaj vise koncentrisanih sila na nosacu, prikazan je na sl.4.1.4

x=0 Pt P, \ Pt x
! % ) % () %P_u) % ® e
Xt

A A
: S
i ¥, =ct y l-ct y
/! A A
5 L=l
# ¥
vix,f)
\j

Slika 4.1.4 Dinamic¢ki model oscilatornog sistema sa vise koncentrisanih sila

Posmatracemo, najpre, slucaj kada se po nos¢u kre¢e samo jedna sila, odnosno kada je
A, > L. Saglasno relaciji (4.1.41), generalisana sila r-tog tona se preko Dirakove delta funkcije,
moze izraziti relacijom:

T R (u)3(u—ct)V, (u)du=P (), (cc) (4.1.47)

Uvodec¢i smenu za V(c7) prema (4.1.38), sledi da je:
F.(t)=P(1)sinro,t (4.1.48)

U izrazu (4.1.48), konstanta o, je definisana relacijom (4.1.42). Tako, generalisana
koordinata r-tog tona, za samo jednu sila na nosacu, a za nulte pocetne uslove, postaje:

t J—
My (1) =Py, ( =MLIP1 smrcormm‘”—(tt)e’ﬁ(“)dr (OStS%j (4.1.49)
0

r (Ddr
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Ugib usled delovanje samo jedne sile Pi(t), pri nultim pocetnim uslovima, oznaci¢emo, za
vibracije u tonu r, sa:

v(l)r(x,t):vr (x)-n(l)r (t) (4.1.50)

Za slucaj kada se po nosacu krece i druga sila P,(t), odnosno kada je A,<L, ugib nosaca
odredujemo superpozicijom ugiba od obe sile pojedina¢no. Tako je za r-ti ton:

Ve (X )=V, (Xt)+V,, (1) (4.1.51)

Za ugib usled delovanja sile Py(t), pocetni uslovi nisu nulti, a sracunavaju se iz ugiba usled sile
P1(t), u vremenu t = =2 .

c
Treba naglasiti da je vremenski interval za kretanje po nosacu sile P, (t) od t=& do
c
L+2, L . . - . .
= . Dakle, posle vremena t=—, sila P,(t) odlazi s mosta, i dalje deluje samo jo3 sila
C

t

A : N :
P, (t) za vreme do t=-—2. Nakon toga, ostaju samo slobodne vibracije, koje se s vremenom
c
gase, u zavisnosti od veli€ine relativnog prigusenja &, .
Analognim postupkom problem se reSava i za kretanje tri i viSe sila, ili simultanog delovanja
koncentrisanog 1 kontinualnog opterecenja.

Ako se vreme kretanja viSe koncentrisanih sila pri nailasku, odnosno odlasku sa mosta,
moze zanemariti u odnosu na vreme t=L/c dok se sila nalazi na njemu, postupak reSavanja
problema se znatno pojednostavljuje. U tom slucaju, generalisana sila r-tog tona moze se
definisati relacijom:

F.(t)=PR(1)-V,(ct)+ P (1)V, (ct—2,)+P(1)V, (ct—2, Ay ) +... (4.1.52)
Ovakav postupak je primenljiv pri kretanju nekoliko peSaka na relativno malom rastojanju,
biciklista, ili servisnog, odnosno protivpoZarnog vozila (sa dve do tri osovine), ukoliko je
projektom mosta prelaz ovih vozila predviden. Analiza odgovora rasponske konstrukcije mosta

se ovim postupkom znatno pojednostavljuje, naroCito kada su koncentrisane sile razli¢itih
intenziteta P, frekvencija Q, amplituda Po.

4.1.3.2 Nosac sa dva jednaka polja (L=2l)
Svojstvene karakteristike

Za vibracije sinusoidalnog oblika, koje su za sve r-te tonove oscilovanja antimetri¢ne, za
oba polja vaze svojstvene karakteristike prema relacijama:

V. (x)= sin? - svojstveni oblik tona r (4.1.53)
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rZTCZ

O, = fﬂ =r’m, - svojstvena frekvencija tona r (4.1.54)
il

r |2

r=1,234,..,0o (0<x<L)

Sinusne vibracije su nesimetricnog oblika i odnose se samo na neparne tonove (1,3,5,...).

Genaralisana masa neparnog tona, saglasno sa (4.1.9), je:

L
M, :ujvrz(x)dx:u%:pl (4.1.55)
0

Za vibracije nesinusoidalnog oblika, koje su simetri¢ne, za svojstvene funkcije i svojstvene
frekvencije, vaze relacije [11] , [20]:

SmX Sinsm , SmX

V. =Si SN s 0<x<I
Vg (x) = R Ty (O<x=1) (4.1.56)
N (0 =i (2= ) =TT ST o ) (1<x<2l)

o2 | shsm |

2_2 2
o, =0 /ﬂzsz-ml, o =" |EL s_125 225 325.. (4.1.57)
I u | u

Nesinusne vibracije su simetricnog oblika i odnose se samo na parne tonove (2,4,6,...).

Genaralisana masa parnog tona, saglasno sa (4.1.9), je:

L

Ms:pjvsz(x)dx:p%:ul (4.1.58)
0

Na sl.4.1.5 prikazana su prva Cetiri tona vibracija.

+ " b f :
r=1 - T~ lton
— —
§=1,25|_ 1 _ 2ton
‘-\""'-\_\_\_\ ’/ ‘.‘.\""-\-\.\_\_‘_-\- /,/'/
r=2 P ~— L ~_ 3.ton
M~ - P~ -
§=225 __/"";_""“*m_“ 1 __,-""f_m'“"*m_‘ 4.ton
~ T T - 7

Slika 4.1.5 Grafici prva Cetiri tona vibracjia
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Generalisane sile za karakteristicne konstelacije pokretnih optereéenja

Generalisana sila saglasno sa (4.1.23), data je relacijom:

L
E(r):jp(u,r)vi(u)du, i=r,s (4.1.59)
0
Za pokretno opterec¢enje definisano preko Hevisajdove i Darakove funkcije (videti tabelu 4.1.1),

sracunate su sile Fy(t) i prikazane u tabelama 4.1.3.-4.1.5.

Tabela 4.1.3 Generalisane sile F, (1) za karakteristi¢ne konstelacije pokretnih optereéenja
za vibracije sinusnog obila (za oba polja)

generalisana sila F, (T) konstelacija optereéenja
P(t)sinro.t koncentrisana sila a
D (T)w nailazak kont. opt. b
rn
p (T)M prelaZenje kont. opt. c
rn
I(cosrm,t—cos2rm)
p(1) . odlazak kont. opt. d
Y
I(cosr(m,t—wA )—cosr -,
( (07-0h) “)CT) kont.opt. duZine A e
rn

Tabela 4.1.4 Generalisane sile F, (r) za karakteristi¢ne konstelacije pokretnih opterecenja u
prvom polju za vibracije nesinusnog oblika (parni tonovi)

(OSCTSI)

generalisana sila F, (T)

konstelacija opterecenja

P (r)(sin ST — SIn sz

- sinh sw 1t
sinhsmt ¢

koncentrisana sila a

1-cosh
Sn( cos swcr)j

sinsm
I(l—cos SO, T+—
sinh
p(r)

ST

nailazak kont. opt. b

1-cossm+sin sw-tgh 2)

p(1) I(

prelaZenje kont. opt. | C

sinsm
| cossw, T—cossn+ n

(cosh sw_ t—cosh sn)
sinh sn

ST

odlazak kont. opt. d

sinsn
I| cos s(®, —,T)—-C0S S T+Cosh Sm—
sinh sn

p(r)
p(r)

(cosh s(w,t—w, )-cosh Scocr)j

kont.opt. duZine A e

ST
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Tabela 4.1.5 Generalisane sile F, (r) za karakteristi¢ne konstelacije pokretnih opterecenja u
drugom polju za vibracije nesinusnog oblika (parni tonovi)
(I<cr<2l)

generalisana sila F, (‘E) konstelacija optereéenja

T Sinh(ZSTt—Scocr)) koncentrisanasila | a

P (r)(sin (ZSTc - swcr) ~Snhsn

sinsn
cos 2st—Ss —cossm+ cosh(2st—s —coshs .
( n—sor) " sinh Sn( (257 —s0,7) n)) nailazak kont. opt. | b
ST
I| 1-cossm+sin s tgh = prelaZzenje  kont.
2 c
p(1) opt.
sinsn
. I(l cos(2sm—so, )+ o sn(l_COSh(zsn_Sm°T))j odlazak kont. opt. | d
(x sm
I| cos(2sn—sw,t)-cos (2sm—Se, TS, )+ sinsr [‘cosh(2sm-so.c)-
) ¢ */" sinh s\ cosh(2sn—sw,t—sw, ) kont.opt. duzine A | e
‘L'

ST

U tabelama 4.1.3, 4.1.414.1.5, konstante . i , date su izrazima (4.1.42) i (4.1.43).

Analiticka reSenja odgovora sistema

Ukupne vibracije predstavljene su superpozicijom vibracija asimetri¢nog i simetricnog
oblika, saglasno relaciji (4.1.19):

o0

V)= v (xt) =D v, (x,t)+D v (xt) i=rs (4.1.60)
i=1 r S

U (4.1.60) sa v, (x,t)oznaéene su vibracije (dinamicki ugibi) tona r, sinusoidalnog oblika i to

antimetri¢ne, a v, (X,t) vibracije nesinusoidalnog oblika i to simetri¢ne.

Analiticka reSenja za odgovor oscilatornog sistema, za karakteristiCne konstelacije
optere¢enja, nalazimo po odredenoj proceduri u softveru Mathematica®, saglasno relacijama
(4.1.20) do (4.1.27), pri ¢emu su generalisane sile definisane u tabelama 4.1.3 ,4.1.414.1.5.

Treba napomenuti da se za prelazak opterecenja iz prvog u drugo polje treba uvesti pocetne
uslove na osnovu odgovora sistema za kretanje opterecenja u prethodnom polju, a za vreme kada
dolazi do oslonca narednog polja.

4.1.3.3 Nosac sa tri jednaka polja
Svojstvene karakteristike

Za ovaj nosac, svojstveni karakteristike (svojstvene oblici i svojstvene frekvencije) vaze relacije
kao za nosac sa jednim, odnosno dva jednaka polja za sinusoidalne oblike, a relacije (4.1.61) do
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(4.1.66) za nesinusoidalne oblike oscilovanja [21].
Za nesinusoidalne svojstvene oblike (simetri¢ne vibracije) i frekvencije vaze relacije:

STX SinsSm , STX

g <x<
Vs, (x)=sin . sh [ (0<x<l)
cos>*
Vs (x)= Vsz(x):2sins—n coss—n(s—l—xj— 2 chs—n(B—l—xj ...... (I<x<2l) (4.1.61)
’ 2 (2 ST 12
2
VS’3(X):sinS|—n(3I _x)_S;L‘SS; .sh SI_"(3| O T (21 <x<3l)
2_2 2
o, = > Zc \/E:sz-col, 031:7[—2 El (4.1.62)
I u | u
s~1.27, 2.14, 3.27, 4.14... (4.1.63)

Za nesinusoidalne svojstvene oblike (nesimetri¢ne vibracije) i frekvencije vaze relacije:

V_ . (X =sinnnx—5innn.shnnx .............................................. 0<x<l
a1 (X)

I shnr I

sin-—
V,(x)= Vnyz(x):ZCosn—;t sinnl—n(g—l—xj— 2 shn—n(s—l—xj ...... (I<x<2l) (4.1.64)

2 shM 1\ 2
2
. nhm sinnm n
V .(x)=-sin—(3l—x)+ Sh—(3l = X) oo, 21 <x <3l

2_2 2
0, =" By, o= [E (4.1.65)

| u I 1)
n~1.13, 2.48, 3.13,4.48... (4.1.66)

Ukupne vibracije predstavljene su superpozicijom vibracija asimetriénog i simetricnog
oblika, saglasno relaciji (4.1.19):

v(x,t):Zvi(x,t):zr:vr(x,t)JrZS:vs(x,t) +Zn:vn(x,t) i=r,s,n (4.1.67)

U (4.1.67) sa Vr(x,t)oznaéene su vibracije (dinamicki ugibi) sinusoidalnog oblika prema
(4.153) i to simetri¢ne i antimetri¢ne, a Vv, (X,t) i v,(x,t) vibracije nesinusoidalnog oblika
prema (4.1.61) i (4.1.64), i to simetri¢ne i antimetri¢ne respektivno.

Nasl.4.1.6 prikazani su grafici prva Cetiri tona vibracija.
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D>
D
1>
[

r=l __ | Laon

n=113_ ~ _ T Zuon

5=1,37 3.ton

p=2 T T T~ 4.ton

Slika 4.1.6 Grafici prva Cetiri tona vibracjia
Analiticka reSenja odgovora sistema

Ukupne vibracije predstavljene su superpozicijom vibracija Simetricnog i nesimetri¢nog
oblika, saglasno relaciji (4.1.19):

o0

V(X't):izzl:"i(X’t):ZVr(X’t)JFZS:Vs(X’t) +Zn:vn(x,t) i=r,s,n (4.1.68)

U (4.1.68) sa v, (x,t)oznaéene su vibracije (dinamicki ugibi) tona r, sinusoidalnog oblika i to
simetri¢ne i nesimetri¢ne, sa v, (X,t) simetri¢ne vibracije nesinusoidalnog oblika tona s, i sa
v, (x,t) nesimetri¢ne vibracije nesinusoidalnog oblika tona n.

Generalisane mase i-tog tona (i =r,s,n), saglasno (4.1.9) je:

i L 3l
M. =u|V2(X)dx=pu—=p=— 4.1.69
. u{ C(X)dx=p=n (4.1.69)
Analiticka reSenja za odgovor oscilatornog sistema, za karakteristicne konstelacije opterecenja,
nalazimo po odredenoj proceduri u softveru Mathematica®, saglasno sa (4.1.20) do (4.1.27).

4.1.4 Uticaj mase pokretnog opterecenja na promenu osnovne frekvencije
kontinualnih sistema

Za inzenjersku praksu, a narocito kada su u pitanju pesacki mostovi, vrlo je znacajan aspekt
rezonantnih vibracija usled prelazenja peSaka. U tom smislu, sasvim je razumljivo, da je
poznavanje promene prirodne frekvencije mostovske konstrukcije pri razli¢itim polozajima
mase, od posebnog interesa.

Na osnovu izvedenih analiti¢kih (pribliznih) reSenja u ovom odeljku, moze se odrediti
prirodna frekvencija grednog peSackog mosta za proizvoljan polozaj pesaka, ili servisnog vozila,
¢ija se masa modelira kao parcijalno raspodeljena, ili koncentrisana.
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4.1.4.1 Postavka i reSenje problema

Posmatramo slobodne transverzalne vibracije elasti¢nog oscilatornog sistema (sl.4.1.7)
konstantne krutosti na savijanje EJ i mase p duZ raspona L.

Hq
v(x,t)
o ¥ xd
4 AN AN ElLu IVANEEE . 4} AN
M2 A2,
1L Xe=ct y L-x
v(x,t) L #

Slika 4.1.7 Dinamicki model kontinualnog sistema sa pridodatom masom Hq

Konstantnoj masi nosaca u po jedinici duzine raspona pridodajemo parcijalno raspodeljenu

masu 4, po jedinici duzine A, ¢iji je polozaj definisan apscisom Xo, (A/2 < x, <1-21/2). Usvaja
se da je kontakt izmedu nosaca i dodatnih masa stalno ostvaren.

Ovakva konstelacija pridodatih masa grednom nosacu se najcesce ostvaruje kod pesackih
mostova, kada pesaci stoje, ili se kre¢u brzinom c, pri ¢emu je Xo=Cct.

Problem vibracija se moze opisati diferencijalnom jednac¢inom (4.1.1), gde je:

p(x,t)=—p, %[H (X=% +21/2)=H (X=X, —2/2) ] (4.1.70)

Koriste¢i modalnu analizu 1 uvode¢i aproksimaciju prema relaciji (4.1.71)

%; [T (t)Vr (X) (4.1.71)

diferencijalna jednacina (4.1.1), za slu€aj nepriguSenih vibracija, svodi se na sistem od r
nezavisnih jednacina, koje se simbolicki mogu predstaviti u formi (4.1.72):

fi, (t)+omn, (t)=0 (4.1.72)
gde je co_r kruzna frekevencija r-tog tona sistema sa pridodatom masom.

Hq

Za o, u (4.1.72) vaZi relacija (4.1.73):

_ Wy
W, = 4.1.73
e (4.1.73)
gde je
1 Xg+A/2
G, ==, | V7 (x)x (4.1.74)
Mr Xo—A/2
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U (4.1.73), odnosno (4.1.74) o, V«(X) 1 M, su kruzna frekvecija, svojestvena funkcija i
generalisana masa r-tog tona sistema bez pridodatih masa L.

Budu¢i da je doprinos visih tonova, po pravilu, od manjeg znacaja na ukupne vibracije, to je
ocigledno da je relacija (4.1.73) prihvatljiva za osnovni ton (r=1), i nekoliko slede¢ih tonova gde
su odstupanja utoliko veca, ukoliko je ton (r) visi i pri tome odnos pridodatih masa i mase mosta
vedi.

Kada su u pitanju peSacki mostovi od prakticnog je interesa poznavanje promene

frekvencije osnovnog tona usled delovanja mase peSaka, Sto relacija (4.1.73) zadovoljava, dakle,
zar=1.

4.1.4.2 Primeri datih reSenja za nosace sa jednim, dva i tri jednaka polja

Primenu izloZenog teorijskog postupka prikazac¢emo na kontinualnim nosa¢ima raspona L, i
to za nosac sa tri jednaka polja (L=31), dva jednaka polja (L=21) i nosa¢ sa jednim poljem (L=1).

Analiza se sprovodi za tri karakteristicna slucaja konstelacije pridodatih masa, prema
dinamickim modelima nosafa prikazanim u tabeli 1. Pri tome, sliaj (a) odnosi se na
jednakoraspodeljenu masu uq na duZini A, slu¢aj (b) na nailazak jednakoraspodeljene mase pq
na nosac, i slucaj (c) na uticaj koncentrisane mase m.

Posmatra¢emo vibracije sinusoidalnog oblika gde za sva tri nosaa vaze svojstvene
karakteristike :

V, (x) = sin? - funkcija svojstvenog oblika tona r (4.1.75)

r’n® |EI . .
o, =TT\ svojstvena frekvencija tona r (4.1.76)
Za nosac sa jednim poljem, svojstvene karakteristike (4.1.75), (4.1.76), vaze za sve tonove, dok
za nosace sa dva 1 tri jednaka polja, odnose se na osnovni ton i viSe tonove samo sinusoidalnog

oblika. Budu¢i da se akcenat stavlja na osnovni ton, analiza za viSe tonove nesinusoidalnog
oblika se ovde izostavlja.

4.1.4.2.1 Slucaj a — dodatna masa na duzini A

Frekvevenciju ®, za ovaj slucaj odredujemo iz izraza (4.1.73) saglasno sa relacijama
(4.1.75), (4.1.76). Tako se dobija da je:

|
N

_ by |
= 1+ —2—-D, (A, X 4.1.77
('Or (’Or|: M 2 a( O)j| ( )

r

gde je
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(4.1.78)

A1l roh _ 2rmx,
I rn I I

D, (A, X%)= (———sin—cos

Relacija (4.1.77) je opsti izraz i vazi za nosace sa jednim, dva i tri jednaka polja, u koji treba
uvesti M, za odnosni nosa¢, prema relaciji (4.1.79). Generalisana masa M, prema (4.1.69) i
(4.1.75) iznosi :

5 X L

M, :uJ‘sinszx:uE (4.1.79)
0

4.1.4.2.2 Slu¢aj b — nailazak jednakoraspodeljene mase

Uvode¢i smenu xo=A/2 u (4.1.77), odnosno (4.1.78), posle sredivanja izraza, ®, za ovaj
slu¢aj moze se , uz translaciju xq za A/2, predstaviti relacijom:

1
2

_ K, |
COI, :COI,|: +M—qrE'(I)b(XO):| (4180)
gde je
X 1 . 2rmx
D (x,)=|-2———sin 0 4.1.81
o (%) (| 2rn | j ( )

Relacija vaZi za nosace sa jednim, dva i tri jednaka polja, u koju, za odnonosni nosac,
generalisanu masu M; treba uvesti prema relacijama (4.1.79).

4.1.4.2.3 Slu¢aj ¢ — koncentrisana masa

Uticaj koncentrisane mase na rasponskoj konstrukciji peSaCkpog mosta, moze biti vise
znaCajan za opterecenje od servisnog, ili protivpozarnog vozila, Cije kretanje u nekim
slu¢ajevima moze biti dozvoljeno, a prakti¢no zanemarljiv pri kretanju pesSaka.

Resenje za ®, , ovog slucaja, mozemo dobiti iz relacije (4.1.77), odnosno (4.1.78), ako smatramo
da je A beskona¢no malo, a da, pri tome, masa piqA ima kona¢nu vrednost m.

Tada, za A—0, sin'wlt—}L postaje ”IT_X pa se izraz (4.1.75) transformiSe u relaciju (4.1.82), koja

definise frekvenciju r-tog tona nosaca sa koncentrisanom masom. Tako, opste reSenje za ®, ,
ovog slucaja, glasi:

2
&, =, {1+Mﬂ~qnc(xo)} (4.1.82)
gde je
cpc(xo)zsinzr“li (4.1.83)
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Relacija (4.1.82) vazi za nosace sa jednim, dva i tri jednaka polja, u koju, za odnonosni
nosac, generalisanu masu M, treba uvesti prema relacijama (4.1.79).

4.1.4.3 Dinamic¢ki modeli grednih nosaca sa pridodatim masama i odgovajajuca
analiticka reSenja za promenu osnovne frekvencije

Izvedena analiticka reSenja za promenu osnovne frekvencije grednog peSackog mosta usled
kretanja peSaka, koje se modelira kao parcijaino raspodeljena, ili koncentrisana masa, mogu se
koristiti za jednu uzu klasu grednih pesackih mostova kod kojih su krutost na savijanje i raspored
mase duz raspona konstantne veli¢ine. Pri ovome se uvazava da su svojstvene dinamicke
karakteristike oscilatornog sistema (most bez peSaka) poznate.

Dinamicki modeli tretiranih grednih sistema sa pridodatim masama i odgovarajuca
analiticka reSenja za promenu osnovne frekvencije prikazani su u tabeli 4.1.13.

Na osnovu reSenja iz tabele 4.1.13 izradeni su grafikoni za promenu osnovne frekvencije
usled pridodatih masa.

Tacnost reSenja proverena je na adekvatnim sistemima sa jednim, dva i tri jednaka polja,
diskretizovanim sa konacnim brojem koncentrisanih masa. Rezultati za model nosafa sa
kontinualno raspodeljenom masom i sa dodatom kontinualnom, ili koncentrisanom masom, i za
tretman na modelu korespondentnog diskretizovanog sistema sa koncentrisanim masama, su
identi¢ni.

Prikazana analiticka reSenja vrlo pogodna za kvalitativnu 1 kvantitativnu analizu
postavljenog problema, Sto je u inZenjerskoj praksi uvek od posebnog interesa. Budu¢i da je za
analizu vibracija peSackih mostova relevantan parameter osnovna frekvencija, na osnovu
izvedenih analitickih reSenja, odnosno prikazanih grafikona, jednostavno je ustanoviti kada je
zanemarivanje inercijalnog delovanja pridodatih masa prihvatljivo.

Od posebnog interesa je promena osnovne frekvencije usled pridodatih masa, na pr. grupe
pesaka koji stoje na odredenoj duzini na mostu, dok se ostali pesaci krecu.
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Tabela 4.1.13 Dinamicki modeli grednih sistema sa pridodatim masama i odgovarajucéa
analiticka reSenja za promenu osnovne frekvencije

Dinamic¢ki model nosaca Osnovne frekvencije
Jaiinn
v - _ ”’ 2
a) | A ‘. 2,02 A A Elp A 0, = |:1+i O, (7», Xo ):|
|: i 4
L i , ! i
A T il
[N 1
by | & A A ELp A @, =m{l+ﬁ'®b(xo)} i
e 3u
; ! , ! ! ,
1 A A
A Om A A El A >
AL 2
c) Xy - - ! - (7)1:0)1[1+L-CDC(X0)}
) ! ) / / , 1.5ul
1 A A
L ]
1y T 4
a) A 2,02 é Elp A 0 =, |:1+2—M-d)a (X, Xo )}
P . f ,
A T A 1
Junn " . S -+
b) %o A Ehu 2 ®, =0 |1+ -+ D, (xo)}
| ! ! | 2“
A - A
X o _ 1
ElLu
©) %’—r% A } A ©, =0 1+m|-cbc(x0):| 2
| ! ! |14 - “
1 T A )
il 5 —o|1ste K
a) A —/—L,i’\%"’— Z; ELp O, =0, _l+ 0 () (}\,, X, ):|
_: Xy ; I
—
i _ ) _
b) A| Xy, L Fh o, =0 1+H_:'(Db (Xo )}
_ ! ¥ B
n _ L
2
EI & = )
0) 2:—\ . A Elp o, =01+ 0501 (I)C(X0 )}
£ ’ :
_n° [El (A 1w 27 (% 1 %J T
0 =] e d)a(k,xo)_[l —sin==cos— j, o, ( 0)_[| SoSin—= s @, (%, )=sin
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4.1.4.4 Graficki prikaz promene osnovne frekvencije nosaca usled

pridodatih masa

a) Dodatna masa x,na duzini 1=0.2

Slika 4.1.8 Promena osnovne frekvencije nosaca sa jednim poljem
uled pridodate mase s, na duzini 2

A Elp

>

1.00

0.98

P16
w]
0.4

0.92

05 1.0

Slika 4.1.9 Promena osnovne frekvencije nosaca sa dva jednaka polja
uled pridodate mase ,na duzini A
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He
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0.94

Slika 4.1.10 Promena osnovne frekvencije nosaca sa tri jednaka polja
uled pridodate mase s, na duzini A

b) Nailazak jednakoraspodeljene mase s,

Slika 4.1.11 Promena osnovne frekvencije nosaca sa jednim poljem
uled nailaska pridodate mase x,
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Slika 4.1.12 Promena osnovne frekvencije nosaca sa dva jednaka polja
uled nailaska pridodate mase x,
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Slika 4.1.13 Promena osnovne frekvencije nosaca sa tri jednaka polja
uled nailaska pridodate mase x,
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c) Koncentrisana masa m

m
O
A A Elp
" !
| |
A A

Slika 4.1.14 Promena osnovne frekvencije nosaca sa jednim poljem
uled koncentrisane mase m

m

(O]
- X m A
lr ! | ! I
A A A

Slika 4.1.15 Promena osnovne frekvencije nosaca sa dva jednaka polja
uled koncentrisane mase m
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m
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Slika 4.1.16 Promena osnovne frekvencije nosaca sa tri jednaka polja
uled koncentrisane mase m
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4.2 Diskretni sistemi-resenja problema vibracija
4.2.1 OpSta razmatranja prinudnih prigusenih vibracija

i % o
2 uﬁ Elou A

%P.(t) P(t) % % Pui(t) %k(t)
m,; m i — . o My Xt

K" . % oo >
e K | Vilt) .o Elgme) A

! (i=k-2) Iy, (7=k-3) |
1

I; . (f=k-1)

.AK...AT...;D.;'
o @
[

L ' ,

Slika 4.2.1 Dinamicki model diskretizovanog oscilatornog sistema
sa kona¢nim brojem koncentrisanih masa

Posmatramo transverzalne vibracije grednog nosaca (sl.4.2.1) kod kojeg kontinualno
rasporedenu masu w(x) zamenjujemo kona¢nim brojem (N) koncentrisanih masa (m).
Uvazavamo da svaka aktivna masa (m; ; j=1,2,...,n) vrsi kretanje samo u jednom pravcu (y), pa
prema tome vibracije sistema opisuje n nezavisnih — generalisanih koordinata, koje ¢emo
simbolicki oznaciti sa v i ).

Ukupan broj koncentrisanih masa (my) je N=n+n,, pri ¢emu je n broj oslonaca grednog
nosaca, odnosno broj neaktivnih masa. Za nosace sa vise polja, j-a aktivna masa (m;) u ukupnom
broju masa se oznac¢ava kao m,_, za prvo polje, m,_,za drugo polje, itd.

Uz pretpostavku da je prigusenje vibracija proporcionalno brzini deformacija, problem se
moze opisati sistemom od n diferencijalnih jednacina drugog reda, ¢ija matri¢na formulacija
glasi [11]:

[m] {0} +[c] {o}+[K] {v}={P} (4.2.1)
Ovde je [m] dijagonala matrica aktivnih masa, [c] matrica priguSenja, [k] matrica Krutosti
sistema, {P} vektor poremecajnih sila, a {5}, {0} i {v} vektori ubrzanja, brzina i pomeranja masa
sistema. Koordinantni pocetak koordinata uj(t) izabran je tako da se nalazi u teziStu
koncentrisanih masa mj .

Skalarni oblik jednacine (4.2.1) glasi :
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m; - U ()+ZCJI u(t)+2kJI vi(t) = P (t)

(4.2.2)
(j=L2,...,n)
Sa pocetnim uslovima:
Uj(O):Ujo i Uj(O)zujO (4.2.3)

Primenom modalne analize, odnosno razvijanjem generalisanih koordinata, u konkretnom

slucaju dinamickih ugiba v j (t), u redove po svojstvenim oblicima (tonovima) V ji prema:
n
vj =3 m(t)-V-r (42.4)

77r(t)— Zm Vi OV (4.2.5)

Relacija (4.2.2) se svodi na skup od n nezavisnih jednacina oblika:

7ir () + 2&r cop 1y (t) + a’r () =— I:r (t)

(4.2.6)
(r=12,...,n)
Ovde je:
ne(t) - normalna (glavna) koordinata tona r
oy - frekvencija slobodnih nepriguSenih vibracija tona r - (svojstvena frekvencija)
M, = % mj -ijr - generalisana masa za ton r (4.2.7)
& = ﬂ + Za)r - relativno prigusenje tona r (4.2.8)
Fr (t): 2 Pj t) ~er - generalisana sila tona r (4.2.9)

1=1

Konstanta priguSenja £ izrazava proporcionalnost matrice prigusenja u odnosu na matricu masa,
a o u odnosu na matricu krutosti, prema(4.2.8), odnosno (4.2.1) i (4.2.6). Precizne podatke za
ove konstante dobijamo eksprimentalno, na izvedenom mostu U fazi projektovanja, medutim,
usled nedostatka takvih podataka, koristimo empirijske.

Nezavisnoj r-toj diferencijalnoj jednacini (4.2.6), pridruzuju se pocetni podaci, koji s
obzirom na poéetne uslove (4.2.3) i relaciju (4.2.5), glase:

Mo =1r(0)= szj ioVir (4.2.10)

ﬁr0=ﬁr(0)—— Z mJ ioVjr (4.2.11)
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Primenom Laplasove transformacije na (4.2.6) dobijamo reSenje za r-tu normalnu
koordinatu 7y, (t), koje zavisi od veli¢ine relativnog prigusenja &, tona r. Slucaj prigusenja pri
kojem je relativno prigusenje za svaki ton & <1 nazivamo osnovnim slu¢ajem. Ako je pri tome
Jos i & « 1, sto je najcesci slucaj kod pesackih mostova, onda takvo prigusenje nazivamo malo ili
slabo prigusenje.

ReSenje za normalnu koordinatu r-tog tona, za osnovni slucaj prigusenja (&, <1), moze se
predstaviti relacijom :

1t sinawy (t-7)
@)= [Fr(0) 2=~ e/ de s
ro dr
: (4.2.12)
. Sinogt) g
* o COSwdrt+(ﬂ 77r0+77r0) ® €
dr
Ovde je Oy frekvencija slobodnih priguSenih vibracija za koju vazi relacija
o = o1~ &2 =l - B2, (& <) (4.2.13)
U (4.2.13) je & = ﬁ, Sto znaci da je matrica prigusenja proporcionalna matrici masa, pri cemu

10
.
je ispunjen uslov za osnovni slucaj prigusenja, odnosno da je za svaki ton & <1.

Uvodeci (4.2.12) u (4.2.4), zatim smene za generalisanu silu i poCetne uslove prema relacijama
(4.2.9), (4.2.10), (4.2.11), dobija se reSenje za dinamicki ugib, koje glasi:

vj(t) = Z "karm()w A=), 4
Mrk_l 0 Oy
N sin ag,t

ny. N
+2 N+ 7% cosaget D myVigtgeo + = > MV (Boeo +Vkro) (4.2.14)
r= k=1 @dr k=1
(j=12,..,n)

Prvim ¢lanom ovog reSenja izrazen je uticaj poremecajnih deterministickih sila, a drugim uticaj

pocetnih uslova. Uo¢imo, odmah, da se sa vremenom slobodne vibracije gase i da se ukupan
odgovor sistema (t — o) tada odnosi samo na poremecajne sile.

Ako u (4.2.14) unesemo &, =0, odnosno £ =0, pri cemu @y, postaje o, , dobije se resenje za
prinudne neprigusene vibracije, koje glasi:
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—| R (7)-sino,(t—7)dr +

c
=
j —
Il
M:
§|_
= =
MZ
=
=
O ) ~+

O Vir N sin ot O :
+z -| COS a)rtz mkarukro + P z mkarukrO (4215)
k=1 r k=1

4.2.2 Slobodne prigusene vibracije

Posmatrajmo odgovor oscilatornog sistema (sl.4.2.1) na pocetne uslove, odnosno slobodne
prigusene vibracije.

1z relacije (4.2.12), r-tu normalnu koordinatu mozZemo prikazati u formi

7 () = A e Pt cos(wgrt +yy) (4.2.16)
gde je
. 1
A = —[a)dr '77r20 +(,B-77r0+77r0)2} 2 - amplituda tona r (4.2.17)
@dr
W, =arctg [—MJ - fazni ugao tona r (4.2.18)
Ddr
Uvodjenjem (4.2.16) u (4.2.4) dolazimo do reSenja za slobodne vibracije u obliku reda :
n
l)j (t)z Zl)jr(t) (4.2.19)
r=1
Pri cemu je
Vjr (1) = Ajr -e Pt cos(get +yy ) (4.2.20)
Ajr = A Vi (4.2.21)

(i=12,...,n; r=12..,n)
Relacija (4.2.20) definiSe vibracije u r-tom tonu, odnosno dinamice ugibe mase u tacki j.

Iz (4.2.20) se vidi da su vibracije u r-tom tonu kvaziharmonijske, sa stalnim periodom
Trg =27/ wy, 1 amplitudom A, Koja se smanjuje po zakonu e At (sl.4.2.2)

Posmatrajuci relacije (4.2.19) i (4.2.20), koje opisuje slobodne priguSene vibracije sistema
sa koncentrisanim masama, zaklju¢ujemo da se ove vibracije mogu posmatrati kao zbir
nezavisnih oblika, koji po formi li¢e na normalne oblike (tonove), ali sa amplitudom koja se
smanjuje eksponencijalno sa vremenom i ravnomerno po sistemu. Ovi oblici se odlikuju
odredenim prostornim rasporedom stacionarnih tacaka.
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Drugim re¢ima, ako prigusene slobodne vibracije sistema sa viskoznim proporcionalnim
prigusenjem, zapoCinju u jednom od prirodnih oblika nepriguSenog sistema, nastaviée sa
nepromenjenom konfiguracijom oblika, uz eksponencijalno smanjenje amplituda u svim tackama
sistema istim gradijentom. Dakle, pri vibracijama u r-tom tonu sve tacke sistema vrse
eksponencijalna prigusena kretanja sa istom frekvencijom i istom fazom (sinhrone i sinfazne
vibracije) [36].

4.2.3 Definisanje poremecajne sile na diskretnom sistemu

4.2.3.1 Pokretno koncentrisano opterecenje

[ Xo=ct V
| G
%P{U !
x=0 x=l; 5
"I:O t=l/c [ Xt .
A X Hwuw
!,' _— s I
v 1 L
imm %m}
Zi ° Py ® ® e —e I
m, m; My ny My  — El(x),u(x) :
: I Ay | }-A % A |/ i
A1 A ! A i
¥y Vilt) |
A\
Slika 4.2.3 Dinamicki model diskretizovanog oscilatornog sistema
sa pokretnom koncentrisanom silom
Za Xg_1 <Xg <X, sledidaje:
R () =P (t)-wi-1(%0) (4.2.22)
A1) =P (t)-vi (%) (4.2.23)
Funkcije raspodele y/(x) su Ermitovi kubni polinomi prema relacijama:
Za X 1SX <X (A =Xk —X¢-1)
Xg — X g Xg — X 3
0~ Xk-1 0~ Xk-1
wk_l(xo)zl_s[_j 2[_j @.2.24)
A A
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w(xw:s(mjz_z(mf

%

U sledecoj tabeli 4.2.1 prikazane su vrednosti funkcija x//(x) u Cetvrtinama rastojanja susednih

%

(4.2.25)

masa (A /4).
Tabela 4.2.1
X0 Xk -1 Xk_l-i-ﬂ,k /4 Xk_l-l-ﬂ,k /2 Xk_l+3ﬂ,k /4 Xk_1+/1k
XO_Xk—l 0 ﬂ,k/4 ﬂ,k/z 3ﬂk/4 ﬂ’k
wik-1(X0) 1,0000 0,84375 0,5000 0,15625 0,0000
vk (%) 0,0000 0,15625 0,5000 0,84375 1,0000
> 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
4.2.3.2 Pokretno kontinualno opterecenje
x=0
t=0 p() x=I,
BT =i v,
A et , T EI(x),p(x)
1 L, , I,
% % ipun) ifbmn %?mn !
'y ® ® ° fA ° L -t
4 2 k-1 k h+1 _— E{(x),ﬂ?;(x)
L, My ey
A A | A

Slika 4.2.4 Dinamicki model diskretizovanog oscilatornog sistema
sa pokretnim kontinualnim optere¢enjem

Posmatramo slucaj kada su
A =24 (sl.4.2.4). Tada je:

X =(k-1)- 4,

rastojanja koncentrisanih masa grednog nosaca jednaka

v =

(k-2)A

c

gde je ¢ konstantna brzina kretanja kontinualnog opterecenja.

(4.2.26)
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Koncentrisano optere¢enje P(t), kao ekvivalent kontinualnom optere¢enju p(t), moze se
definisati preko Ermitovih kubnih polinoma prema (4.2.24) i (4.2.23), za t,_; <t <ty (sl.4.2.4),
slede¢im relacijama:

(k-1)2
2-R(t) =Py (t) =...= B_o(t) = p(t)- j wi_a (X)dx=p(t)- 2 (4.2.27)
(k-3)2
2 0 A 21-7
A2 () = p(t): 5+(k jz)gwk_l(X)dX :p(t)'(E“LZk_ZE Mgkj (42.28)
oot 24-7
RM=p(t) [ v, (x)dx=p(t)-Z¢ ==X (4.2.29)
(k-2)2 24
gde je
Z =Zi (t)=ct—(k-2)4 (4.2.30)

4.2.4 Prvi nadin definisanja i reSavanja problema

Analiziramo prinudne priguSene vibracije nosaca (sl.4.2.1), odnosno rasponske konstrukcije
peSackog mosta promenljive mase u(X) i krutosti EI(x), preko koje se krece kolona pesaka, ili
nekoliko pesaka. Pri tome, posmatrac¢emo karakteristicne konstelacije pokretnog opterecenja, kao
Sto su: nailazak, prelazenje i odlazak kolone peSaka, modelirane kao ravnomerno raspodeljeno
opterecenje. Kretanje jednog peSaka, modelira se kao koncentrisana vremenski promenljiva
sila.Na diskretizovanom sistemu, sva ova optere¢enja prevode se, preko Ermitovih kubnih
polinoma, na ekvivalentne koncentrisane sile.

Radi poboljsanja efikasnosti u proceduri proraduna prema softveru Mathematica®, izvriena
je simbolicka modifikacija opSteg resenja (4.2.14), prema relacijama koje se navode u daljem
tekstu.

Na osnovu principa superpozicije, dinamicki ugib vj(t), j-te mase na nosaca sa apscisom X;,
mozZe se predstaviti kao zbir ugiba vj.(t) po svim tonovima r, relacijom:

n
Vi(t)= 2 vjr(t), i=12..,n r=12..n (4.2.31)
=1
gde je
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U (4.2.32) generalisana koordinata nr(t), tona r, saglasno opStem reSenju (4.2.14), moze se
izraziti relacijom:

nr (1) =r (t)+Por (1) (4.2.33)

U (4.2.33) funkcija @y (t) izrazava vremenski uticaj poremecajnih sila i definisana je
relacijom (4.2.34), a funkcija ®qy (t) izrazava uticaj pocetnih uslova i definisana je relacijom
(4.2.37).

t
cpr(t):Mierr (v)-3r (v)d= (ogtg%j (8.2.34)
0

U (4.2.34) M je generalisana masa tona r prema (4.2.7), a generalisana sila Fy (r) je definisana,
saglasno sa (4.2.9), relacijom:

N

F(t)=2 R (1) Vi (4.2.35)
k=1
Funkcija Jy () u (4.2.34) definisana je relacijom:
J, (’t) zsmwdr—(t_r)efﬁ(t*) (4.2.36)
wdr

Uticaj pocetnih uslova izraZava funkcija ®qp (t), a definisana je relacijom:

Oy, (1) :ML[A, cos @t + B, M]e‘“ t>1, (4.2.37)

r Wyr

gde su A i B, konstante prema relacijama:

N

A= D MV Vikro (4.2.38)
k=1
N

Br = > MVir (BVkro +Viro) (4.2.39)
k=1

Za razmatranje problema prihvatljivosti nivoa vibracija, osim ugiba, merodavni su brzina, a
naroCito ubrzanje tacaka rasponske konstrukcije peSackih mostova. Ove veli¢ine su definisane
kao prvi, odnosno drugi izvod ugiba po vremenu.

Redenja za ugibe, brzine i ubrzanja, nalazimo primenom procedure u softeru Mathematica®,
a prema algoritmu DYNmk1 (sl.4.2.5).
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4.2.4.1 Pokretno koncentrisano opterecenje

Kada se pokretna sila, P(t)=PR,f(t), gde je f(t) harmonijska funkcija, nalazi u intervalu
X_1 do x , aktivne su samo sile R, ;(t) i B (t), kao komponente sile P(t), sl.4.2.3, koje su
definisane relacijama (4.2.22) i (4.2.23). U tom slucaju, resenje za dinamicki ugib vjy (t), prema

(4.2.32) za vremenski interval t,_; <t <t,, moze se predstaviti u formi:

vjr (1) =Vir (@ (k,t)+ Dy (k,1)) (4.2.40)
gde je
1 <ty
O, (k,t)=— | R (7)-I(r)-dz (4.2.41)
MrW4

Podintegralne funkcije u (4.2.40) definisane su relacijama(4.2.42) i (4.2.43).

2 3
Fr(£)=F (£)- Vi1 +(Vir —vkl,r)-{s{%} —2[“_@&} } C(k=2) (4.2.42)

Jr(f)=_8inwi:d(rt_r) e (4.2.43)

U (4.2.40) funkcijad®, (k,t) izraZava uticaj poremecajne sile, a ®g,(k,t) , prema relaciji
(4.2.44), uticaj pocetnih uslova.

[ t—t —B(t—
CI)O,r(k,t):Mi{Ar cos gy (t—tg_q)+ By Smwdrafd k_l)}e Altte1) (4.2.44)
r r

gde su konstante A.i B, prema relacijama (4.2.38) i (4.2.39):
N

Ar =D MyVieViro (4.2.45)
k=1
N

By = D MVir (BViro +Viro) (4.2.46)
k=1

U (4.2.45) i (4.2.46) su ugib i brzina k-te mase:
UkrO = Ukr (tk—l) (4.2.47)
Oro = kr (tk-1) (4.2.48)

Za K =2, (k=2,..,N) sledida je:

X =(k-1)4, t_1= (k_cz);t, t :@ (4.2.49)
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Saglasno sa (4.2.59), izraz (4.2.22), za generalisanu silu, se transformiSe u relaciju (4.2.50).

Fr(r)—P(r){Vk_llr+(Vkr vk_lx).[s(%k 2)22@—7“2)3”( >2) (4.2.50)

Za pesacke mostove, osim dinamickog ugiba v;(t), od znacaja je i poznavanje brzina v (t) i

ubrzanja o (t), to se za vremenski interval t,_; <t <t,, moZe predstaviti u formi:

ZVJr( (k,t)+Drg (1)) (4.2.51)

Zvlr( (k,t)+ D (k1)) (4.2.52)

Resenja za ugibe, brzine i ubrzanja, nalazimo primenom procedure u softeru Mathematica®.
Problem se resava u koracima, koji se odnose na vremenski interval t,_; <t <t . Broj koraka (k-
1) jednak je (N-1), gde je N ukupan broj koncentrisanih masa (aktivnih i neaktivnih). Za svaki
slede¢i korak uvode se novi pocetni uslovi, koji se odreduju na osnovu odgovora sistema na
kraju vremena prethodnog koraka.

4.2.4.2 Nailazak kontinualnog opterecenja

Za nailazak kontinualnog opterecenja P(t)=q,- f (t), gde je f(t) harmonijska funkcija, na

rasponsku konstrukciju pesatkog mosta, ekvivalentne koncentrisane sile na diskretizovanom
sistemu (sl.4.2.4), definisane su u odeljku 4.2.3.2 (Pokretno kontinualno opterecenje), relacijama
(4.2.27) do (4.2.30). Saglasno sa tim relacijama i relacijama iz odeljka 4.2.4 (Dinamicki modeli

diskretnih grednih sistema za pokretno opterecenje), ugib o i (t) mase m; zaton r i vremenski
interval t,_; <t<t,, moZe se predstaviti u formi:

Ojr (£) =Vir (@ (k) + @y (k1)) (4.2.53)
gde je
t<tk
(k) =2 j 7)-dz, (t>t;=0),(k<3) (4.2.54)
Mr s
2 t<ty <ty
c(k,t)= {/1 Vi - J. p(z )-dz+ j )-3,(7)-dz |,
= -1 (4.2.55)

(tzt3:2),(kz4)

c

Uticaj pogetnih uslova u (4.2.53) izrazava funkcija @g, (k,t), definisana prema (4.2.44).
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sin t—t —B(t—
Doy (k1) =L{Ar cos gy (t—t )+ By der—(k)} Al-t) (4.2.56)
Hy Ddr
Za generalisanu sila u (4.2.54) vazi relacija:
A 2A-Z
F ()= p(z')'{vk—l,r (EJF Zk}r(vk,r _Vk—l,r)zlig YE K } (4.2.57)
gde je
Zk :Zk (t)ICt—(k—Z)ﬂ. (4258)
Funkcija Jp (1) u (4.2.54) i (4.2.55) definisana je relacijom:
. .
3, (2) = S (82) e (4.2.59)

(’Odr

Resenja za ugibe, brzine i ubrzanja, nalazimo primenom procedure u softeru Mathematica®.
Problem se reSava u koracima, na nacin izlozen u odeljku 4.2.4.1.

4.2.4.3 PrelaZzenje kontinualnog opterecenja

Posmatramo nosac (Sl.4.2.4) — rasponsku konstrukciju pesackog mosta, preko koje prelazi
kolona peSaka. Model pokretnog kontinualnog optereenja usvajamo prema relaciji
p(t)=0q+0ggsinQt.
Ako inercijalno delovanje pokretne mase Hq = q/g nije zanemarljivo, tada dinamicko
delovanje, saglasno sa (4.1.15), mozemo izraziti relacijom:
) d2v X, t
p(x,t):(q+qostt)—uq%

Za diskretizovan oscilatorni sistem — sistem sa koncentrisanim masama, problem se sada svodi
na tretman tog sistema sa povecanom konstantnom masom /g . S toga koncentrisane mase m;

(4.2.60)

treba zameniti uve¢anim masama M i pri ¢emu je :

_ Ai +A4; 1

mj =m; +%.ﬂq, g :% (4.2.61)
ili za Aj = A =const.

rﬁj ij +/Jq A (4.2.62)

Za takav oscilatorni sistem treba, najpre, odrediti svojstvene Karakteristike (frekvencije ay i
svojstvene oblike — svojstvene funkcije Vi ).

Kako je za svako t >0, saglasno funkcijama raspodele V(i)
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Ai+4;
j j+1
Pj(t)=p(t) = — (4.2.63)
odnosno za A = const (/11- =i)
Pj(t)=p(t)4 (4.2.64)
to se, saglasno opStem reSenju za v j (t) a za nulte pocetne uslove, dinamicki ugib za ton T,
moze izraziti relacijom:

vjr (t) =Vijr - @ (t) (4.2.65)
gde je
) L N-1
© (t)=| ==[p(r)- I (r)dT |- D Vi (4.2.66)
MrO k=2
Jr(r):mmzor—(t_r)e_ﬁ(“) (4.2.67)

Resenja za ugibe, brzine i ubrzanja, nalazimo primenom procedure u softeru Mathematica®

4.2.4.4 Odlazak kontinualnog optereéenja

ReSenje za dinamicki ugib oscilatornog sistema pri odlazku kontinualnog opterecenja
p(t) =, -sin Qt sa rasponske konstrukcije, nalazimo kao razliku resenja za prelazenje i reSenja
za nailazak kontinualnog opterec¢enja. Tako se dinamicki ugib mase m; za vibracije u r-tom tonu,
moZze izraziti relacijom:

vjr (1) =V [cpr (0)~(y (k) + gy (k,t))] (4.2.68)

U (4.2.68) @, (t)se odnosi na prelaZenje kontinualnog opterecenja, prema relaciji (4.2.70), uz
apstrahovanje inercijalnog delovanja mase pokretnog opterecenja, dok se @, (k,t) 1 Do, (k,t)
odnosi na nailazak optere¢enja, prema relacijama (4.2.54), (4.2.55) i (4.2.56), respektivno.

Resenja za ugibe, brzine i ubrzanja, nalazimo primenom procedure u softeru Mathematica®.

4.2.45 Pokretno kontinualno optere¢enje na duZini A,
Resenje za dinamicki ugib oscilatornog sistema usled pokretnog kontinualnog opterecenja
p(t): do -SinQt na duzini Ap, nalazimo kao razliku resenja (4.2.53) za nailazak kontinualnog
Ap

: . . v . L-A .
opterecenja, za Xo =Ct 1 Xo =Ct -4p, koje vazi za vremenski interval —pzt >— qgde je L
C C
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raspon mosta. Za vremenski interval —pz >0vazi reSenje (4.2.53) za nailazak kontinualnog
c

.. L-Ap
opterecenja, a za ————
C

DYNmkl

- raspon mosta: L [m]

- matrica masa

- modalne karakteristike: V,, f,

- brzina kretanja: ¢ [m/s]

- prigufenje: £

- opterecenje: P(t) [kN], p(t) [kN/m]

- pocetni uslovi : v, (x.0), ¥, (x,0)

- broj angazovanih tonova : n,

- ukupan broj koncentrisanih masa N,
- razmak koncentrisanih masa:

. vreme delovanja opteretenja: t.

- vreme prikaza slobodnih oscilacija: 1y,

v

P(x.t), pl%;t)

v

=0, v(0)=0, v (=0

v

r=r+1, k=1

0y

Kkl «

v

prinudne vibracije: t<
fastst

F,(1), @kt . ®olk.t)

(0= V@) + BokeL0]
vy (1) vidt)

v(t). (1)

<t< L vazi reSenje (4.2.68) za odlazak kontinualnog optereéenja.
c

slobodne vibracije: t= 1
vt Vi@o(Niwt)

vy (0 v (O vdt)
Du(t). V()

), (0,

v (), VL0, Vi)

Slika 4.2.5 Algoritam DYNmk1
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4.2.5 Drugi nacin definisanja i reSavanja problema vibracija diskretnih

sistema

Sustina ovog postupka definisanja dinamickih modela diskretnih grednih sistema za
pokretno opterecenje, za razliku od predhodnog (poglavlje 4.2.4), sadrzana je u aproksimaciji
svojstvehih vektora v, sistema sa koncentrisanim masama, neprekidnim funkcijama v, (x).
Dinamicki ugib u vremenu t, za presek sa apscisom x na rasponskoj konstruciji, moze se, za
vibracije u r-tom tonu, izraziti relacijom:

v (%) =Vp (X)(Dy (1) + Doy (1)) (4.2.69)
gde je
@, (t):Mi}Fr (2)-3, (r)-dr (4.2.70)
ro

Generalisana masa M, tona r definisana je relacijom (4.2.7).

Generalisanu silu u (4.2.70) definiSu relacije:

L

F(7)= J P(x,t)-V (x)-dx, za koncentrisanu silu P(t) (4.2.71)
0
L

Fr(7)= J p(X,t)-Vy (x)-dx, za kontinualno optereéenje p(t) (4.2.72)
0

Funkcija Jr(r) u (4.2.70) definisana je relacijom (4.2.43).

Pokretno opterecenje definiSe se preko Hevisajdove i Dirakove funkcije, prema tabeli 4.1.1.
Izrazi za generalisane sile za razliCite konstelacije opterecenja (sl.4.1.2), prikazani su u tabeli
4.2.2.
Tabela 4.2.2 Generalisane sile za razliite konstelacije pokretnog opterecenja definisanog
preko Hevisajdove funkcije H(x) i Dirakove funkcije d(x).

pokretno konstelacija
opterecenje Fr( T) opterecenja
koncentrisano koncentrisano
optereéenje a P (T) Vi (CT) optereéenje
b p(t)- IV, (x)dx nailazak optere¢enja
.% 0
Q L
é C p(r)-jvr (x)dx prelazenje
f
g d p(t) _[V, (x)dx odlaZenje
= oo prelaZenje
€ p(c)- I V, (x)dx parcijalnog
ci-h opterecenja
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U (4.2.69) funkcija @, (t) izraZava uticaj poremecajnih sila, a @, (t) izrazava uticaj pocetnih
uslova, prema relacijama (4.1.22) do (4.1.24).

Analiza vibracija prema ovom nacinu definisanja dinamickih modela je znatno komfornija
od predhodnog nacina (odeljak 4.2.4), jer omogucava da se ugibi, brzine i ubrzanja posmatraju
za bilo koju presek na rasponskoj konstrukciji. U prethodnom pristupu, to je bilo moguée samo
na mestima koncentrisanih masa, pri ¢emu se problem reSava u sektorima, izmedu susednih
masa. Prvi naéin, medutim, ima prednost kada nije moguca dobra aproksimacija svojsvtenih
vektora v, diskretizovanog sistema, kontinualnim funkcijama v, (x).

U poglavlju 5, u odeljku 5.1 (Test primeri), pokazano je da se rezultati analize vibracija
prema prvom i drugom nacinu ne razlukuju za diskretne sisteme, a da se isti ne razlikuju i za
kontunualne sisteme, koji su analizirani prema reSenjima iz poglavlja 4.1. ReSenja za ugibe,
brzine, ubrzanja i napone i dilatacije nalazimo primenom procedure u softeru Mathematica® , a
prema algoritmu DYNmk2 (sl.4.2.6)
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4.Modeliranje grednih rasponskih konstrukcija i analiza vibracija indukovanih peSacima

DYNmk2

START

- raspon mosta: L [m]

- malrica masa

- modalne karakteristike: V. f;

- brzina kretanja: ¢ [m/s]

- priguienje: £

- optereéenje: P(1) [kN], p(t) [KN/m]

- podetni uslovi @ v(x,0), v (x,0)

- broj angaFovanih tonova : n,

- razmak koncentrisanih masa: b

- vreme delovanja opterecenja: 1,

- wvreme prikaza slobodnih oscilacija: 4,
[]

, Vi(x)-aproksimaciia vektora; P(x.t), pix,t)

]

\ =0, v(x,)=0, v;(x.0=0 |

]
prinudne vibracije: t< tp
1), @ity
V0= w1 FVI(X) D)
w0, Voot

[}
prinudne vibracije: tst,

vx,0= v{x (XD

W0, V0
t=1 DA
NE
slobodne vibracije: = tp
A(D), B(1), Poi(t)

vilx,0= Vi(x) Do)
VLt vt

]
slobodne vibracije: t= 1
Ve (1= vy
VA, Vidx.t)

DA

naponi i

dilatacije

DA

naponi i dilatacije
M(xt), T (x,t)
o (1), T (%1, & (x0)

T

Y
a(x0), T(x0), € (x1)

l

v
/ v (x%.1), v(x,t), v(x,t)
v (0), V() Ve (1)
1
EOF
Slika 4.2.6 Algoritam DYNmk2
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5. Dinamicka analiza nekih karakteristi¢nih pesackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

5. Dinamicka analiza nekih Kkarakteristicnih peSackih
mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

5.1 Test primeri

U ovom odeljku, analiza vibracija je sprovedena za kontinualni sistem (El=const., p=const.)
rasponske konstrukcije peSackog mosta ( 0sa mosta je u pravcu) sa jednim, i dva jednaka polja
(sl.5.1.1, 5.1.2) 1 korespodentnim diskretizovanim sistemima sa konacnim brojem koncentrisanih
masa. Cilj ove analize je provera tacnosti izvedenih reSenja u poglavlju 4, Sto se vrsi poredenjem
rezultata, odnosno oscilograma za ugibe, brzine i ubrzanja, za kontinualne i diskretne sisteme, pri
istim parametrima vibracija.

| e |
T 1

Slika 5.1.1 Izgled mosta sa jednim otvorom L=I=15m

! 15 ! 15

Slika 5.1.2 1zgled mosta sa dva otvora L=21=30 m

5.1.1. Izbor poprecnog preseka superstrukture mosta

Razmatrane su dve varijante poprecnog preseka betonskih pesackih mostova, korisne Sirine
3m i ograni¢ene konstruktvne visine do 50cm, sa jednim i dva otvora, raspona polja (I=15m),
(sl.5.1.115.1.2).

Prva varijanta odnosi se na poprecni presek visine d :5:50 cm, a druga na presek visine

d= é ~ 45 cm. Za obe varijante sraCunate su geometrijske karakteristike preseka (Ax, 1z), kao i

mase (W) i prirodne frekvencije (fo) osnovnog (prvog) tona oscilovanja rasponske konstrukcije,
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5. Dinamicka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

uz tretman sanducastog poprec¢nog preseka, visine otvora od 20 i 15 c¢m, i punog preseka do=0
(slika 5.1.3). Cilj ovakve analize je bio da se ustanovi koji je presek prihvatljiv u pogledu
vibracija, sa aspekta da osnovna frekvencija ne bude u nepozeljnim opsezima, izmedu 1.6 i 2.4
Hz, i 3.51 4.5 Hz. Rezultati analize su prikazani u tabeli 5.1.1.

25 300 25
| T T 1
™ =
110 . Y h.iz. 0.5¢cm
_lspuna_ + asf.bet. 3.5cm
!
!
|
e i 4 4 110
7 15 i 15
‘_ ____________ i — T T Tt/ /T __I""h._ d[l d
> ax IS
30 80 L 30 80 L 30
1 1 1 1 1
50 250 50
3 t : ¥ g
Slika 5.1.3 Poprecni presek superstrukture betonskog pesackog mosta
Tabela 5.1.1.
moment MB30 MB35 MB40
ol povrsina inerciie masa | E=31.5| E=33 E=34
g : ) GPa | GPa | GPa
= presek ispuna
E Ax Iz H fO fO fO
m? m* t/m Hz Hz Hz
2 g stiropor 1.130 0.032885 3.200 3.970 4.07 4,12 N
= Q I
o .g 8 . .. L0
B | §5 |4 |Mdizolacha) 50 | 003285 | 3760 | 366 | 375 | 380 | §
il + pesak 5
\A
- c e o
3 _go - 1.450 0.034284 3.980 3.64 3.72 3.78 ™
. . fo>3.5
e @ = stiropor 1.085 0.02480 3.080 3.52 3.60 3.65 Hy
S S | w
o L) — .. ..
¥ | & | L |Mhidizolaciia | 4 he5 | 002480 | 3500 | 3.30 3.37 343 | w
e + pesak o
S N
—_ c T vT
- 3 1 - 1.325 0.02547 3.670 3.26 3.34 3.39 :
©

Zahtevani uslov ispunjava samo presek varijante II, visine d=45 cm, i to sanducasti presek
sa povecanom masom, kao i puni betonski presek. Kako su osnovne prirodne frekvencije za
razmatrane marke betona II varijante sanducastog preseka sa povecanom masom i punog preseka
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(tabela 5.1.1) vrlo bliske, to je sa aspekta vibracija, ali i tehnoloskog aspekta izvodenja mostova,
prihvatljivija varijanta punog preseka. Most sa dva jednaka polja (I=15 m) izvodi se od betona
MB 35 i cCelika RA 400/500-2, dok se most sa jednim poljem (otvorom), zbog stati¢kog
grani¢nog stanja upotrebljivosti (prsline, deformacije-ugibi), izvodi kao prethodno napregnuta
betonska konstrukcija.

Jedan od ciljeva ovakve analize je bio da se ukaZe na povoljnost sanducastih preseka, gde
je mogucée adekvatnim izborom ispune, regulisati pitanje mase oscilatornog sistema, pri istoj
krutosti (EI), i time svodenje osnovne frekvencije na dozvoljen opseg. Razume se, pri tome,
mora se voditi rauna i o drugim uslovima, kao §to su grani¢na stanja nosivosti, upotrebljivosti
(prsline i deformacije), ali 1 opravdanosti tehnoloskog postupka samog izvodenja superstrukture
mosta.

5.1.2. Poredenje rezultata analize vibracija mostova za tretman
kontinualnih i diskretnih oscilatornih sistema

Analiza vibracija se odnosi na pesacke mostove sa jednim i dva otvora ( sl.5.1.1 i 5.1.2),
raspona polja I=15 m. Poprecni presek rasponske konstrukcije je usvojen na osnovu uskladivanja
frekvencije fp sa dozvoljenim opsegom, saglasno analizi u odeljku 5.1, kao puni betonski presek
(sl.5.1.3), visine 45 cm.

Za rasponske konstrukcije oba mosta vaze slede¢i podaci:
A,=1.325m* - povrsina poprenog preseka
I,= 0.02547 m* - moment inercije
E= 33 MPa- modul elasti¢nosti betona
p=3.67 t/m — masa kontinalnog sistema

my= 3.67-A= 9.175 t — koncentrisana masa diskretizovanog sistema (A=2.5 m)

fo=—=—=— /323.34 Hz - prirodna frekvencija osnovnog (prvog) tona

T0=0.2994 s — period oscilovanja osnovnog (prvog) tona
wo= 20.986 rad/s — kruzna frekvencija osnovnog (prvog) tona
8=0.05 - logaritamski dekrement prigusenja vibracija za gredne betonske pesacke mostove

Za rasponske konstrukcije oba mosta proverena su staticka grani¢na stanja nosivosti i
upotrebljivosti (deformacije, prsline). Za grani¢no stanje upotrebljivosti u pogledu prihvatljivosti
nivoa vibracija, ispunjen je potreban uslov, posto se prirodna frekvencija ne nalazi u
nepozeljnim opsezima.

Prema programu napisanom u Mathematica®, a prema reSenjima datim u poglavlju 4 za
kontinualne i diskretne sisteme, rezultati prorac¢una vibracija prikazani su oscilogramima. Za
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vremenski interval od 0 do t=L/c sekundi, oscilogrami prikazuju prinudne, a nadalje slobodne

vibracije

5.1.2.1 Most sa jednim otvorom L=I=15

I/ x;,p:Cr Jr/
A I
P(t

x=0 % © x=L
=0 t=L/¢c Xt

| | —————— >
A Bu A

: L=I=15m

¥ 7
Yivd) Pk|(t) Pk(t)

\J

m; m, n; my ms mg m; .t

o . ° Py P L
A ELm A

E/ L=I=6x2.5=15m |

A 7
yiwv

\j

Slika 5.1.4 Kontinualni i disketrizovan oscilatorni sistem

Vektor masa:
mk={4.5875,9.175,9.175,9.175,9.175,9.175,4.5875}

Svojstveni vektori:

V,={0.0, 0.28868, 0.500, 0.57737, 0.500, 0.28868, 0.0}
V,={0.0, -0.500, -0.500, 0.00, 0.500, 0.500, 0.0}
V;={0.0, 0.57735, 0.0, -0.57735, 0.0, 0.57735, 0.0}
V,={0.0, 0.500, -0.500, 0.0, 0.500, -0.500, 0.0}

Vs={0.0, 0.28868, -0.500, 0.57735, -0.500, 0.28868, 0.0}

Svojstvene frekvencije:
f,=3.341; f,=13.351; f;=29.850; f,=51.813; f;=74.8074 Hz;

ueib{mem)

03F

=

olp

=

Al |"|".‘|H

L
Ugib na —=7.5 m—prvi ton
2

nEibmm)

- b i
T

|| o1

|
=

03

a)

1JI|II|I ||3

"'”H
||
”JI H HMH“ “1‘

\|\|
“'|||
“|||

H i
H ool

=D3F

b)

—

=]

"W 1||”J||*’

THIT

Sl. 5.1.5 Oscilogram ugiba na polovini raspona usled kretanja jednog peSaka, simuliranog
silom P(t)= 0.18sinQt, za prvi ton: a) kontinualni sistem; b) diskretni sistem
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5. Dinamicka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

3 I ‘ |
u"‘!llur |'| ] I 1 11
o |L I
-0.10F
I ” |] “ U ll ;
a) b)
SI. 5.1.6 Oscilogram ubrzanja na polovini raspona usled kretanja jednog peSaka,
simuliranog silom P(t)= 0.18sinQt, za prvi ton: a) kontinualni sistem ; b) diskretni sistem

vEib(mm)

4 e TTHETITEY
il v J H‘“ | g M Wx Lol H J U\ [ﬁ | W
1111 111

-03F

a) b)
Sl. 5.1.7 Oscilogram ugiba na polovini raspona usled kretanja jednog peSaka, simuliranog
silom P(t)= 0.18sinQt, za prva tri tona: a) kontinualni sistem ; b) diskretni sistem

T

Ubtzanje na— =7.3 m—prva tri ton
2

005

-0.10F

-0.15F
b)

Slika 5.1.8 Oscilogram ubrzanja na polovini raspona usled kretanja jednog peSaka,
simuliranog silom P(t)= 0.18sinQt, za prva tri tona: a) kontinualni sistem ; b) diskretni

sistem
Oscilogrami na slikama 5.1.5 do 5.1.8 prikazuju ugibe i ubrzanja na polovini raspon (x=7.5
m), a pri rezonantnnim vibracijama usled kretanja jednog peSaka, simuliranog silom P(t)=
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0.18sinQt kN, Q=2rf,, gde je f,= f,=3.3.4 Hz, Sto odgovara brzini tr¢anja c=09f,=3 m/s (tabela
2.1.2). Vreme prelaska opterecenja (sile) preko mosta je L/c=5 s, nakon ¢ega nastaju slobodne
vibracije.

Pregledom rezultata (oscilograma) sprovedene analize, moze se konstatovati da: oscilogrami
ugiba i ubrzanja, kako za kontinualan, tako i za diskretan sistem su podudarni; doprinos viSih
tonova je zanemarljiv u odnosu na osnovni ton vibracija. Analiza vibracija za kontinualni
diskretizovan sistem sprovedena je prema algoritmu DYNmi, a za diskretizovani sistem prema
algoritmu DYNmKZ1.

5.1.2.2 Most sa dva otvora L=21=30 m

y x,=ct y
A 7
P(t

x=( % ® x=l x=L

— =l/r =T/

;I_U t=l/c f:f__*f__’
A A ELp A

L 1=15m y I1=15m |

A A A1
yivio P.i(t) P.(t)

\j

n; m: m; m, s ms nms: My e My LT m; Mys 1t

- @ L 2 L 4 L 4 " L g L 4 L 4 L L 4 VA —
2:3 A EI m, A

i =6 x2.5=15m I=6x2.5=15m

A —¥ y’

: L=30m

# #

Slika 5.1.9 Kontinualni i disketrizovan oscilatorni sistem

Vektor masa:
mk={4.5875, 9.175, 9.175, 9.175, 9.175, 9.175, 9.175, 9.175, 9.175, 9.175, 9.175, 9.175, 4.5875};

Svojstveni vektori:

V;={0.0, 0.20412, 0.35355, 0.40825, 0.35355, 0.20412, 0.0, -0.20412, -0.35355, -0.40825,

-0.35355, -0.20412, 0.0};

V,={0.0, 0.25658, 0.41400, 0.41708, 0.28189, 0.09671, 0.0, 0.09671, 0.28189, 0.41708, 0.41400,
0.25658, 0.0};

V5={0.0, -0.35355, -0.35355, 0.0, 0.35355, 0.35355, 0.0, -0.35355, 0.35355, 0.0, 0.35355, 0.35355,
0.0},

V,={0.0, 0.37615, 0.28606, -0.16425, -0.43531, -0.24536, 0.0, -0.24536, -0.43531, -0.16425,
0.28606, 0.37615, 0.0};

Vs={0.0, -0.40825, 0.0, 0.40825, 0.0, -0.40825, 0.0, 0.40825, 0.0, -0.40825, 0.0, 0.40825, 0.0};

Svojstvene frekvencije:
f,=3.341; f,=5.102; f;=13.35; f,=16.863; f5=29.85 Hz;
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I . i3
Ugibm; =73 m-prviton Ugib na—=75 m—prvi ton
usib{mem) 4
ugib{mm)
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gL T ;
S UL LT

-0.10}F

a) b)
Slika 5.1.10 Oscilogram ugiba na polovini prvog polja usled kretanja jednog peSaka,

simuliranog silom P(t)= 0.18sinQt, za prvi ton: a) kontinualni sistem ; b) diskretni sistem
Ubrzanje na— =7.3 m—prvi ton
;t

L
Ubrzanje na — =7.5 m—prvi ton
4

(T
uhzanjelT] m
g ez 7
005 0.08f

0.04 |

-005 -

a) b)
Slika 5.1.11 Oscilogram ubrzanja na polovini prvog polja usled kretanja jednog peSaka,
simuliranog silom P(t)= 0.18sinQt, za prvi ton: a) kontinualni sistem ; b) diskretni sistem

Oscilogrami na slikama 5.1.10 i 5.1.11 prikazuju ugibe i ubrzanja na polovini raspona prvog
polja (x=7.5 m), a pri rezonantnnim vibracijama usled kretanja jednog peSaka, simuliranog
silom P(t)= 0.18sinQt kN, Q=2xf,, gde je f,= f,=3.3.4 Hz, Sto odgovara brzini tr¢anja c=09£,=3
m/s (tabela 2.1.2). Vreme prelaska opterecenja (sile) preko mosta je L/c=10 s, nakon ¢ega nastaju
slobodne vibracije.

L
Ubrzanjz na 2—=]‘.i m—prvi ton

L
Ugib na —=7.3 m—prvi ton -
) 2 mmjn{ —]
vgib{mm) P

15

1o

{3

: wreme{s) vrema(s)
0

05k

-10F

-15F

a) b)
Slika 5.1.12 Oscilogram ugiba(a) i ubrzanja (b) na polovini raspona prvog polja usled
vadalskog delovanja peSaka u trajanju od 30 s
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Oscilogrami na slici 5.1.12, koji su isti i za kontinualni i za diskretizovani sistem, prikazuju
ugibe i ubrzanja na polovini raspona prvog polja (x=7.5 m), a pri rezonantnnim vibracijama
usled vandalskog delovanja peSaka (skakanja), mase 70 kg, simuliranog stacionarnom
pulsiraju¢om silom P(t)= 0.7sinQt kN, Q=2~rf,, gde je fo= f,=3.3.4 Hz. Sila deluje na polovini
raspona prvog polja, i u trajanju od 30 s ugibi i ubrzanja su, prakti¢no, ve¢ ustaljeni. PO
prestanku delovanja opterecenja od 30 s, nastaju slobodne vibracije.

Kao i kod sprovedene analize za most sa jednim poljem, i ovde vazi ista konstatacija,
odnosno da su oscilogrami ugiba i ubrzanja, kako za kontinualan, tako i za diskretan sistem

podudarni. Analiza vibracija za kontinualni diskretizovan sistem sprovedena je prema algoritmu
DYNmi, a za diskretizovani sistem prema algoritmu DYNmKLI.

5. 2 Betonski most
5.2.1 Kratak opis konstrukcija mosta

Opis se prevashodno odnosi na elemente supersktrukture mosta, relevantne za analizu
vibracija. Most-pasarela (sl.5.2.1) je sa jednim otvorom raspona L=27 m i prevodi peSacku
saobracajnicu $irine 2.4 m, preko autoputa. Niveleta mosta je u jednostranom padu i = 1% .

27

Slika 5.2.1 lzgled mosta

Doniji stroj mosta (krajnji stubovi) su olakSane AB konstrukcije. Fundiranje je uskladeno sa
geotehni¢kim uslovima tako da interakcija most-tlo ne uti¢e na vibracije gornjeg stroja.

Rasponska konstrukcija se sastoji od dva montazna prethodno napregnuta nosaca (sl.5.2.2),
od betona marke MB 40, oslonjena na krajnje stubove preko armiranih elastomernih lezZista.
Prednaprezanje jednog nosaca vrsi se sa dva kabla sastavljna od po 8 paralenih uzadi $15.2 mm,
sa poc¢etnom silom prednaprezanja 1390 kN po kablu, i to u jednoj fazi. Povezivanje montaznih
nosaa vrsi se betoniranjem in Situ popre¢nih ukrucenja postavljenih u tre¢inama raspona i
poduznog spoja na delu gornjih flansi. Armatura ovih spojnih elemenata povezuje se ankernom
armaturom iz montaznih nosaca. Poprecna ukruc¢enja nad osloncima su debljine 20 cm, a u polju
16 cm i mase po 450 kg. Po postavljanju montaznih maski, parapeti na kojima se postavlja
ograda, takode se betoniraju in situ.

Preko gornjih flansi spojenih montaznih nosaca, postavlja se hidroizolacija debljine 0.5
cm, a potom vrsi asfaltiranje asfaltbetonom od 3.5 cm.
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Poprecni presek mosta

S 20 i 240

I [

|
I

Slika 5.2.2 Popre¢ni presek mosta

110

L4

26

124

160

Poprecni presek montaznog nosaca u polju Poprecni presek montaznog nosaca nad osloncem

120 120

.27 |.24 |18 | 24 | 27 |

iel1s_|
[REN|

124

70

124
106

115,15

|40 | |40 |

Slika 5.2.2a Poprec¢ni presek montaznog Slika 5.2.2b Poprecni presek montaznog
nosaca u polju nosaca nad osloncem

Statickim prora¢unom je ustanovljeno da je izbor poprecnog preseka rasponske konstrukcije
adekvatan, poSto su ispunjeni uslovi za staticka grani¢na stanja nosivosti 1 upotrebljivosti
(prsline, deformacije-ugibi). Za grani¢no stanje upotrebljivosti u pogledu vibracija, izborom
adekvatnog preseka, odnosno krutosti EI i mase u, ispunjen je potreban uslov da se osnovna
prirodna frekvencija fo ne nalazi u nepoZeljnim opsezima.
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5.2.2 Analiza vibracija

Analizu vibracija sprovodimo prema reSenjima iz poglavlja 4.1, za dinamicki model
rasponske konstrukcije prema sl. 5.2.1, a za vibracije vertikalnog pravca idukovane kretanjem
pesaka, Cije se delovanje modelira kao harmonijska koncentrisana sila, odnosno
jednakoraspodeljeno harmonijsko opterecenje.

vA
3 x,=ct v
1 =0 !
= P.(t) JPi(t
=0 % (t) % (1) o
HOH eLie
e O >
., El
A Cf-.flg—()t_\ % /{3 l/ /{3 % ‘u A
rs 7
cl-/ 2 }/
L=[=27m |
. 7
V(1)
v
Slika 5.2.3 Dinamicki model rasponske konstrukcije
Karakteristike rasponske konstrukcije: Polozaj tezista poprecnog preseka :
A= 1.0694 m? p=3.10 t/m Y=0.8385 m (donja ivica preseka)
l,= 0.1881 m* £,=3.095 Hz Y(=0.4015 m (gornja ivica preseka)
ly=0.754 m* £0=5/(27)=0.8% &
E=3.4 MPa B=2n & fo

Logaritamski decrement: 6=0.05 (za prethodno napregnute gredne betonske mostove)

Za kretanja pesaka posmatramo slucaj brzog tr¢anja, za koji je opseg frekvencija f, od 2.7
do 3 Hz, odnosno skakanja, gde je frkvencija od 3.0 do 3.4 Hz [37]. Konstantnu brzinu (c)
kretanja peSaka definisemo, zavisno od frekvencije hoda f,, sa ¢=0.9f,.

Za f=fo, brzina c je 2.7855 m/s, Sto odgovara tretiranom rezimu kretanja peSaka, posto se
frekvencija fo nalazi u opsegu frekvencija hoda fp.

Vreme za koje se sila P(t) kre¢e po mostu je tS£:9.693 s, nakon Cega nastaju slobodne
C
vibracije.

Za posecnu tezinu peSaka od 0.7 kN, prema modelu optereéenja od jednog peSaka (videti
poglavje 2), sila P(t) iznosi:

P(t)=0.7+0.18sin Ot [kN] (5.2.2)
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5. Dinamicka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

pri ¢emu posmatramo slucaj rezonantnih vibracija, odnosno kada je jQ = o, = 2r- f,. Analiziran
je, takode i odgovor konstrukcije ekstremnog slucaja, kada jedan peSak, ili grupa pesaka na
sredini mosta (sinhrono i sinfazno) indukuje vibracije. Pri ovoj analizi frekvencija Q varira od 0
do 1.5m, Hz, Sto je prkazano trodimenzionalnim oscilogramom. Odgovor konstrukcije pri
rezonantnim vibracijama (Q = m,) prikazan je dvodimenzionalnim oscilogramima. Za presek na
polovini raspona, prikazani su i oscilogrami normalnih napona usled pobudenja opisanog uz
oscilograme.

Od posebnog interesa je odgovor konstrukcije koji dobijamo analizom vibracija pri promenama
odredenih relevantnih parametra. Za takvu analizu, dinamicki ugib se izrazava kao funkcija vise
promrnljivih:
v=V(xt,P,PF,Q¢ECc) za koncentrisano opterecenje (5.2.3)
V= V(X,t, g,d,,Q,&, C) za kontinualno optereéenje (5.2.4)
Rezultati sprovedene analize prikazani su oscilogramima (sl.5.2.4 do sl.5.2.17) za karakteristicne

slucajeve pobudenja mosta.
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Slika 5.2.4 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled delovanja harmonijske sile P(t) =0.18sinQt
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Slika 5.2.5 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled delovanja harmonijske sile P(t) =0.18sinQt
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5. Dinamicka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

Na osnovu trodimenzionalnih oscilograma (sl.5.2.4) zaklju¢ujemo da se maksimalne vrednosti
ugiba i ubrzanja postizu na polovini raspona mosta, usled prelazenja jednog peSaka, Cije se
delovanje simulira pokretnom harmonijskom silom P(t)=0.18sinQt, pri rezonantnim vibracijama
Q=wp=2nrfy. Za precizniji uvid, na sl.5.2.5, prikazan je dvodimenzionalni oscilogram ugiba i
ubrzanja za delovanje iste harmonijske sile. U oba slucaja se pokazuje da maksimalni ugib i
ubrzanje nastaju na polovini raspona mosta i da je pri tome maksimalni ugib 0.388 mm, a
maksimalno ubrzanje 0.147 m/s?, §to se postiZze za vreme od 7.9 s, kada se sila nalazi na 22.
metru, odnosno kad prede polovinu raspona mosta za 8.5 m. Ovo se smatra posledicom relativno
velike brzine kretanja sile (c=0.9 f,=2.7855 m/s).
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Slika 5.2.6 Oscilogrami ugiba i ubrzanja za superponiranih prvih Sest tonova, usled delovanja
harmonijske sile P(t) =0.18sinQt

Na slici 5.2.6 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja na polovini raspona mosta, kada je u
sintetizovanju vibracija po tonovima, sumirano prvih Sest tonova. Rezulati, prema ovim
oscilogramima, su gotovo identi¢ni sa rezultatima kada se analiza sprovodi samo za osnovni ton
(sl.5.2.5). To pokazuje da je doprinos visSih tonova zanemarljiv za kvalitativnu analizu vibracija.
Iz tih razloga vaze¢i standardi i daju preporuke za proracun pribliznim metodama ubrzanja
pesackih mostova samo za osnovni ton, ukoliko se ne sprovodi detaljnija dinamicka analiza.
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Slika 5.2.7 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled delovanja harmonijske sile P(t) =3-0.18sinQt
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5. Dinamicka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

Na slici 5.2.7 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja na polovini raspona, kada se
mostom paralelno krecu tri peSaka ¢ije delovanje simuliramo sa tri harmonijske sile (sinhrone i
sinfazne), a pri rezonantnim vibracijama. Ovde se prikazuje linearnost problema, odnosno da su
ugibi i ubrzanja linearno zavisni od amplitude harmonijske sile, jer su pri kretanju tri peSaka
ugibi 1 ubrzanja tri puta veci od kretanja samo jednog pesaka. Ako bi se npr., mostom kretale dve
grupe od po tri peSaka na bliskom rastojanju (npr. 1.5 m), tako bi maksimalni ugib iznosio 2.33
mm, a maksimalno ubrzanje 0.882 m/s?, §to je nesto iznad dopustenog ubrzanja ama=0.7 m/s°.
Prema tome, o ovakvim mogu¢im konstelacijama pokretnog optere¢enja mora se voditi racuna,
jer dovode do narusavanja grani¢nog stanja upotrebljivosti.
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Slika 5.2.8 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled kretanja sile P(t) =0.7+0.18sinQt

Oscilogrami sa slike 5.2.8 pokazuju da se ubrzanje ne razlikuje od ubrzanja kada se u analizi
izostavlja konstantni deo sile P(t) (s1.5.2.5), ali da su pri tome maksimalni ugibi nesto veci, §to je
razumljivo zbog doprinosa statickog ugiba od tezine peSaka.
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Slika 5.2.9 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled nailaska kolone peSaka, modelirane
jednakoraspodeljinim optere¢enjem p(t) =0.7+0.18sinQt [KN/m]

Oscilogrami na slici 5.2.9 su vrlo karakteristi¢ni, jer pokazuju da se pri kretanju kolone
pesaka, ¢ije delovanje simuliramo jednakoraspodeljenim optere¢enjem, maksimalni ugibi i
ubrzanja se javljaju na sredini raspona mosta. Tako je maksimalni ugib 6.8 mm, a maksimalno
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ubrzanje 2.34 m/s®. Ugib je manji od 10 mm, $to se smatra gornjom granicom prihvatljivosti, ali
ubrzanje znatno premasuje granicu dopustenog (84op=0.7 m/s).

Ako bi ovakvo pokretno opterecenje smatrali nerealnim, tada bi tek za 1/3 njegovog intenziteta
bio zadovoljen uslov da ubrzanje bude u granicama dopustenog (a=0.78 m/s*~ adop). Opterecenje
dva i po puta manje indukovalo bi ubrzanje a=0.936 m/s, §to je veée od dopustenog. Dakle,
takvo opterecenje ne bi bilo prihvatljivo, a realno je moguce. Sve ovo pokazuje da simultano
kretanje pesaka na blizem rastojanju (do 1 m) i daljem (npr.2 m), smatramo kolonom pesaka, Cije
delovanje pri rezonantnim vibracijama moze da izazove neprihvatljivo velika ubrzanja. Iz tih
razloga se takvo kretanje ,,ne dozvoljava“, npr. kretanje kolone vojnika strojevim korakom.
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Slika 5.2.10 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled kretanja, dva peSaka na rastojanju 1.5 m,
simuliranog silama P;(t) = P,(t) =0.7+0.18sinQt

Na slici 5.2.10 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja na polovini raspona mosta, pri
sinhronom i sinfaznom kretanju dva peSaka paralelno poduznoj osi mosta, na rastojanju 1.5 m
(s1.5.2.3). Pri tome, maksimalni ugib je 0.82 mm, a maksimalno ubrzanje je 0.29 m/s?, §to se
ostvaruje za vreme od 8.3 s, kada se sila nalazi na 9.5 m od polovine raspona, u smeru kretanja.
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Slika 5.2.11 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled kretanja, dva peSaka na rastojanju 1.5 m,
simuliranog silama P4(t) = 0.7+0.18sinQt, P,(t) =0.7+0.18sin(Q-n/2)t
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Na slici 5.2.11 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja na polovini raspona mosta, pri
sinhronom kretanju sila, ali sa faznom razlikom od /2 i na rastojanju 1.5 m (sl.5.2.3). Pri tome,
maksimalni ugib je 0.447 mm, a maksimalno ubrzanje je 0.15 m/s?, §to se ostvaruje za vreme od
8.6 s, kada se sila nalazi na 10.5 m od polovine raspona, u smeru kretanja.

Sa oscilograma (sl.5.2.10 i s1.5.2.11) moZemo zakljuciti: da maksimalni ugib i ubrzanje na L/2
mosta nastaju istovremeno, ali posto sila prede polovinu raspona, $to je uzrokovano brzinom
kretanja od 2.7885 m/s; da su maksimalni ugibi i ubrzanja pri rezonantnim vibracijama za slucaj
sinhronog i sinfaznog kretanja znatno ve¢i od maksimalnih ugiba i ubrzanja za slucaj sinhronog i
fazno pomerenog kretanja jedne sile u odnosu na drugu. Sve ovo ukazuje na Cinjenicu da
kretanje jedne grupe peSaka van zone rezonantnih vibracija, amortizuje uticaje druge grupe
pesaka, Cije kretanje indukuje rezonantne vibracije. To ne mora da ima uticaj na stabilnost mosta,
ali moze da ima nepovoljne reperkusije na ostale peSake, naroCito na one koji stoje. Iz tih
razloga, za ocenu prihvatljivosti nivoa vibracija, odnosno grani¢nog stanja upotrebljivosti, vazeéi
standardi za odredivanje ubrzanja usvajaju kretanje samo jednog peSaka, Ciji se delovanje
simulira harmonijski promenljivom silom.
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Slika 5.2.12 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled namernog skakanja dva peSaka na sredini
mosta, simuliranog silama P4 (t) = 0.7sinQt, P,(t) = 0.7sinQt

Na slici 5.2.12 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja na polovini raspona, kada dva peSaka
na sredini mosta namerno skokovima izazivaju rezonantne vibracije, a ¢ije delovanje simuliramo
sa dve harmonijske sile. To je tzv. vandalsko ponaSanje koje je moguce, samo je pitanje koliko je
realno da se skakanjem u mestu postigne izjednacavanje frekvencija podude sa osnovnom
frekvencijom mosta (f,=fo). Sa oscilograma se vidi da je maksimalni ugib 5.2 mm, a maksimalno
ubrzanje 2 m/s?, §to se postize veé¢ u vremenu od 20 s. Ugibi su dozvoljenom opsegu, ispod 10
mm, ali su ubrzanja neprihvatljiva.

Na slici 5.2.13 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja na polovini raspona, kada dva peSaka
na sredini mosta namerno skokovima izazivaju vibracije, a ¢ije delovanje simuliramo sa dve
harmonijske sile, fazno pomerene za n/2. Pri ovom vandalskom ponaSanju, maksimalni ugibi i
ubrzanja su znatno manji od slu¢aja skakanja sa rezonantnim vibracijama (sl.5.212) i nastaju za
vreme od 17s. Sa oscilograma (sl.5.2.12 1 s1.5.2.13) mozemo zakljuciti da pri izazivanju vibracija
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skokovima peSaka u mestu, maksimalni veli¢ine ugiba i ubrzanja se postizu ako frekvencije
harmonijskih sila nisu medusobno fazno pomerene, a pri rezonantnim vibracijama.
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Slika 5.2.13 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled namernog skakanja dva peSaka na sredini
mosta, simuliranog silama P (t) = 0.7sinQt, P,(t) = 0.7(Q-/2)t
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Na slici 5.2.13 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja na polovini raspona, kada dva
pesaka na sredini mosta namerno skokovima izazivaju vibracije, a ¢ije delovanje simuliramo sa
dve harmonijske sile, fazno pomerene za n/2. Pri ovom vandalskom ponasanju, maksimalni ugibi
i ubrzanja su znatno manji od slucaja skakanja sa rezonantnim vibracijama (sl.5.212) i nastaju za
vreme od 17s. Sa oscilograma (s1.5.2.12 1 s1.5.2.13) mozemo zakljuciti da pri izazivanju vibracija
skokovima peSaka u mestu, maksimalni veli¢ine ugiba i ubrzanja se postizu ako frekvencije
harmonijskih sila nisu medusobno fazno pomerene, a pri rezonantnim vibracijama.

I i ; 2 :
TIGIE na — —prinadne vibracije, prvi ton Lhezinje cpinudne mitecys prion

Slika 5.2.14 Uticaj promene frekvencije pobudujuce sile na ugib i ubrzanja rasponske
konstrukcije

Oscilogrami sa slike 5.2.14 ilustruju uticaj promene frekvencije Q pokretne sile P(t) =
0.18sinQt. Frekvencija Q varira u granicama od 0 do 1.5wo, odnosno do 3xf,. Pokazuje se da sa
porastom frekvencije pobudujuce sile rastu i ugibi i ubrzanja, i da se maksimalne vrednosti ovih
veli¢ina uvek ostvaruju na polovini raspona mosta, a pri rezonantnim vibracijama.
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Slika 5.2.15 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled delovanja sile P (t) = 0.7+0.18sinQt,
bez prigusenja
Na slici 5.2.15 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja na polovini raspona mosta, za
slucaj vibracija bez prigusenja, indukovanih silom P (t)= 0.7+0.18sinQt. Vidi se da su
maksimalne vrednosti ugiba i ubrzanja uvecane u odnosu na slucaj sa priguSenjem (sl.5.2.8),
kada je logaritamski dekrement 6=0.05, odnosno, relativno priguSenje osnovnog tona &,=0.8%
od kriticnog (§w=1). To je dokaz da se uticaj priguSenja ne sme zanemarivati, ¢ak i u slucaju

kada je ono veoma malo (£<<1), naro¢ito pri rezonantnim vibracijama.
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Slika 5.2.16 Oscilogrami normalnih napona (o) u preseku na polovini raspona mosta, za slucaj
pobudenja kontinualnim optere¢enjem p(t) = 0.7+0.18sinQt

nomalni napon o, na sredini raspona, prinudne vibracyje, prvih Sest tonova

nommalni napon o, na sredini raspona, prinudne vibracije, prvih fest tonova
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Slika 5.2.17 Oscilogrami normalnih napona (c) za superponiranih prvih Sest tonova, u preseku
na polovini raspona mosta, za slu¢aj pobudenja kontinualnim optere¢enjem p(t) = 0.7+0.18sinQt

90



5. Dinamicka analiza nekih karakteristi¢nih pesackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

Oscilogrami napona (sl.5.2.17) pokazuju da se sintetizovanjem vibracija za prvih Sest tonova,
naponi na gornjoj i donjoj ivici preseka ne razlikuju od napona za osnovni ton (sl.5.2.16). To
potvrduje Cinjenicu da je doprinos visih tonova osnovnom tonu zanemarljiv, te je analiza
vibracija prema osnovnom tonu, kao dominantnom,pouzdana.

Oscilogrami sa sl. 5.2.16, odnosno sl.5.2.17, prikazuju vremensku promenu normalnih napona u
preseku na sredini raspona mosta, usled nailaska kolone peSaka, Cije se delovanje simulira
jednako respodeljenim optere¢enjem. Najveci naponi nastaju kada kolona stigne do kraja mosta
(t=L/c=9.693 s). Maksimalni napon na gornjoj ivici preseka iznosi +1.085 MPa, a na donjoj ivici
istovremeno F2.335 MPa. Stanje napona od stalnog optere¢enja mosta, u istom preseku, a u
vremenu eksploatacije iznosi: za gornju ivicu 3.841 MPa, a za donju 4.916 MPa. Pri vibracijama
mosta usled tertiranog opterecenja, naponi na gornjoj ivici preseka variraju od 4.9-2.8 MPa, a na
donjoj ivici od 2.6-7.3 MPa, tako da je ceo presek uvek u zoni pritiska.

Uz oscilogram sa slike 5.2.9, komentarisano je ovakvo pobudenje mosta kao ekstremno i da je
veli¢ina ubrzanja neprihvatljiva. Medutim, analiza stanja napona je pokazala da takva
konstelacija pokretnog opterecenja, ne utic¢e na stabilnost mosta.

Prema BS 5400-2 [13] kada je osnovna prirodna frekvencija vertikalnog pravca f, <5Hz,
maksimalno ubrzanje bilo kog dela rasponske konstrukcije (superstrukture) pesackog, ili
biciklistickog mosta mora biti ograni¢eno sa

By < 0.5,/ f, m/s? (5.2.5)

Za mostove sa jednim rasponom, kontunualne sa dva, ili tri polja, simetri¢ne superstrukture, sa
konstantnim poprecnim presekom 1 leziStima koja se mogu idealizovati kao prosti oslonci,
maksimalno vertikalno ubrzanje se moze odrediti po pojednostavljenom metodu, prema relaciji:

a=4n’f v ky (5.2.6)

gde je f, osnovna prirodna frekvencija mosta ( u Hz), v, je staticki ugib u metrima, u sredini
glavnog raspona, za vertikalno koncentrisano opterecenje od 0.7 KN aplicirano na sredinu
glavnog raspona, k je faktor statickog sistema, y je faktor dinami¢kog odgovora koji je u
funkciji raspona mosta i logaritamskog dekrementa (5).

Za tretirani most je: f, =3.095 Hz, v, =4.08x10°m, k =1, y =8.8.

SraCunato ubrzanje iznosi a=0.136 Hz, $to je manje od maksimalnog dozvoljenog ubrzanja
a,, =0.88m/s’,

Prema ovom standardu kada je frekvencija f,, horizontalnog pravca vec¢a od 1.5 Hz, smatra se da
su zahtevi u pogledu vibracija ispunjeni. Za tretirani most prirodna osnovna frekvencija
horizontalnog pravca iznosi 6.196 Hz, tako da analiza lateralnih vibracija nije neophodna.

Prema CAN/CSA-S6-00 [16], ukoliko se ne sprovodi potpuna dinamicka analiza, a tretiraju se
konstrukcije grednog sistema sa jednim, dva ili tri raspona, maksimalno vertkalno ubrzanje
rasponske konstrukcije peSackog mosta odreduje se prema relacijama koje su u svemu iste kao
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kod britanskog standarda. Razlika je, medutim, u maksimalnom dozvoljenom ubrzanju, koje se
ocitava sa dijagrama u Standardu, u funkciji frekvencije f, . Prema ovom Standardu, za tretirani

most a=0.136 m/s®, a maksimalno dozvoljeno ubrzanja iznosi a,_, =0.603 m/s’.

U tabeli 5.2.1 prikazani su rezultati analize vibracija mosta prema relevantnim regulativama.

Tabela 5.2.1 Rezulati analize vibracija

maksimalno dopusteno nadin grani¢no
regulativa ubrzanje a ubrzanje agop roraduna stanje
m/s? m/s? P upoterbljivosti
Eurocode 1 0.147 0. 700 dinamicka analiza | zadovoljeno
BS 5400-2 0.136 0.880 priblizni metod zadovoljeno
CAN/CSA-S6 0.136 0.603 priblizni metod zadovoljeno

Sprovedenom dinami¢kom analizom i pribliznim metodama, prema navedenim regulativama,
tretirani most je prihvatljiv sa aspekta grani¢nog stanja upotrebljivosti u pogledu vibracija.

Na kraju, treba ipak naglasiti da pri analizi vibracija peSackih mostova grednih sistema,
kako za vertikalni, tako i horizontalni pravac, osim prorac¢una ubrzanja i deformacija rasponske
konstrukcije prema vazeé¢im regulativama, treba razmotriti odgovore konstrukcije i prema
drugim kriterijumima. Pri tome, misli se na kriti¢ne konstelacije pobudujuceg opterecenja mosta,
kao Sto su vandalska ponaSanja peSaka (skakanje u mestu), ili ekstremni rezimi kretanja grupe
pesaka, koji pored toga §to mogu narusiti grani¢no stanje upotrebljivosti u pogledu prihvatljivosti
vibracija, mogu, eventualno, dovesti u pitanje i grani¢no stanje nosivosti mosta.
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5. 3 Drveni most
5.3.1 Kratak opis konstrukcija mosta

Pesacki most u Knjazevcu(sl.5.3.1), raspona 25 m 1 korisne Sirine 2.8 m, premoscava reku
Svrljiski Timok. Projekat mosta [72] izraden je 1990.godine u Institutu za gradevinarstvo i
arhitekturu, tada Gradevinskog fakulteta u NiSu. Glavni i odgovorni projektant je prof.dr
Dragoslav Stoji¢. Most je izveden 1991.godine 1 od tada je neprekidno u funkciji.

R

7 B
Slika 5.3.1 lzgled mosta

Most se sastoji od dva glavna poduzna nosaca od lepljenog lameliranog drveta, konstantne
Sirine 18 cm i promenljive visine od 130cm u sredini, do 160 cm prema krajevima (sl. 5.3.2 i
5.3.3).

Slika 5.3.2 Dispozicija mosta-poduzni presek po niveleti

Gornja ivica glavnih nosac¢a je u vidu izlomljene prave linije, a donja (intrados) mosta, u
vidu prave linije u srediSnjem delu i krive linije (deo kruga r=20m) u krajnjim delovima mosta
(sl.5.3.2).

93



5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih peSac¢kih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija
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Slika 5.3.3 Poprecni presek mosta na L/2

Glavni poduzni nosa¢i su povezani poprecnim nosacima (b/h=12/48cm) na razmaku
3.125m i imaju ulogu prenoSenja opterecenja od sekundarnih poduznih nosaca (b/h=8/36¢cm),
raspona 3.125m, postavljenih po sredini mosta, izmedu glavnih poduznih nosaca. Podna
konstrukcija je od talpi debljine 8 cm (slike 5.3.2, 5.3.4 1 5.3.5 ) , koje su postavljene upravno na
osu mosta i oslanjaju se na glavne i sekundarne poduzne nosace.

) | 11 1

~

e ﬁl_] 12.5m | 125m ‘H """"""" r

2N

Slika 5.3.4 Osnova mosta

Veza poprecnih nosaca sa glavnim, kao 1 sekundarnih poduznih sa poprecnim, izvedena je
preko celicnih papuca i zavrtnjeva. Uloga poprecnih nosaca ja da sa celiénim spregovima
(625mm) (sl.5.3.4), postavljenim u svakom polju izmedu njih, obrazuju prostorno stabilan
sistem.
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Slika 5.3.5 Pogled na gaziSte mosta

Niveleta mosta (gazisSta) je kvadratna parabola sa strelom 1.1m (sl.5.3.2). Oslanjanje
rasponske konstrukcije na obalne stubove izvrseno je preko elastomernih lezista. Obalni stubovi
su projektovani kao olakSane armiranobetonske konstrukcije. Za analizu vibracija, inetarkcija
most-tlo nije od znacaja.

5.3.2 Analiza vibracija

0
-";1|/ S S
I P(t)
P
T 4
=0 — A /S
Y EI(x), 1)
: L=25m
| |y
1
; Vi)
Y % %Pq(t) Py(t)
m, m; my 1 Mg

1 8 x 3.125m

1 #
i L=25m |
¥ 1
o)

A\

Slika 5.3.6 Dinamicki model gornjeg stoja mosta za tretman linijskog sistema u ravni
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Analizu vibracija sprovodimo prema reSenjima iz poglavlja 4.1, za dinamicki model
rasponske konstrukcije prema sl. 5.3.6, a za vibracije vertikalnog pravca idukovane kretanjem
pesaka, Cije se delovanje modelira kao harmonijska koncentrisana sila, odnosno
jednakoraspodeljeno harmonijsko opterecenje.

Slika 5.3.7 Dinamicki model gornjeg stoja mosta za tretman prostornog linijskog sistema

Staticki sistem mosta je dvozglobni luk sa strelom f=1.75 m, tako da je stinjenost f/L=1/14.
Smelost tretirani luka iznosi [%/f=44, §to ga &ini relativno plitkim i veoma osetljivim na
razmicanje oslonaca. Razmicanje je moguce usled eventualnog popustanja (deformacija)
elastomernih leziSta, malih horizontalnih pomeranja usled rotacije obalnih stubova izloZenih
stalnom delovanju sile potiska, posledica zemljotresa, i drugih okolnosti. Uticaj tth mogucih
razmicanja na ugibe, povecanje perioda sopstvenih vibracija, odnosno smanjenje svojstvenih
frekvencija, zatim smanjenje sile potiska, prikazani su na sl.5.3.8. Sa ove slike vidi se da, za
razmicanje oslonaca od 18 mm, sistem se oslobada sile potiska od sopstvene tezine ( Hg), a
osnovna prirodna frekvencija fo se smanjuje od 8.137 do 2.674 Hz.

Slika 5.3.7 Gornji stroj mosta modeliran kona¢nim elementima
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Prema veli¢ini ovih frekvencija, fy za vertikalni, kao i fo, za horizontalni pravac, uz
uvazavanje kriterijjuma postoje¢ih standarda (tabela 5.3.3), most ispunjava potrebne uslove
grani¢nog stanja upotrebljivosti u pogledu vibracija. Medutim, zbog navedenih eventualnih
razmicanja oslonaca, a pri tome brzog smanjenja svojstvenih frekvencija, i pri malim
horizontalnim pomeranjima, dinamicka analiza dobija na znacaju. Celishodno je da se takva
analiza sprovede za grani¢ne konfiguracije sistema, kada oslonci prihvataju celokupnu silu
potiska H=Hg+H, (sistema sa nepomerljivim osloncima— oznacen kao sistem A) i kada se Hg
izgubi, pa sistem prima samo silu potiska od pokretnog opterecenja H=H, (sistema sa
pomerljivim osloncima— oznac¢en kao sistem B). Takva analiza je sprovedena za karakteristi¢na
kretanja peSaka, a za dinamicke modele sa koncentrisanim masama i ekvivalentne modele sa
konstantnim krutostima EI i masom p duz raspona mosta. Ekvivalentni modeli kontinualnih
sistema odgovarajuci su za osnovni ton, mada se model sistema bez horizontalnog potiska Hg
moze koristiti i za prva dva tona (tabela 5.3.2).

Vazno je naglasiti da je za formiranje dvozglobnog luka, sa horizontalnim potiskom
H=Hgy+H,, projektant predvideo da se u fazi montaze izvrsi prednaprezanje glavnih nosaca,
uvodenjem (hidraulckim presama) horizontalne sile potiska, nakon ¢ega su fiksirana lezista [103].
Tako je sistem zakrivljenog slobodno oslonjenog grednog nosaca, sveden na sistem dvozglobnog luka
(sistem A). Da su leziSta fiksirana bez prednaprezanja glavnih nosaca, zatvoreni sistem konstrukcija
mosta bi imao efekte luka na dva zgloba, za sva opterecenja, osim sopstvene tezine (Sistem B).

U tabeli 5.3.1, prikazani naponi i deformacije (ugibi) na L/2 raspona glavnog nosaca za
staticko delovanje opterecenja ¢ i p, su manji od dopustenih, $to znaci da je most funkcionalan,
kako pri konfiguraciji sistema A, tako i pri svim moguc¢im konfiguracijama, zaklju¢no sa
konfiguracijom sistema B.

Kontrola normalnih napona i ugiba glavnog nosaca na L/2 za staticko delovanje
opterecenja g ip
Duzina izvijanja u ravni luka: 1;=0.625L=0.625-5.24=15.875 m

Vitkost nosaca: A=3.46-15.875/1.30=42.30
Koficijent izvijanja:

a):;:l.lG?

2
1—0.8(42'3j
100

Koeficijent redukcije dopustenih napona, za vlaznost drveta u eksploataciji do 25%, iznosi:
Kw=0.8 za pritisak, smicanje i zatezanje upravno na vlakna

Kw=0.9 za savijanje i zatezanje
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o, =14 MPa
G4, =11 MPa

M O¢|la
O = O—+—-Y-

Iz cSmd

p=5.5 -0.05L.=4.125 kN/m? — optereéenje od pesaka
Za poprecni presek nosaca na L/2 (b/h=18/130 cm):

A =0.234 m?

I, =0.032956 m*

y, = 0.65 m...gornja ivica preseka
y, =—0.65 m...donja ivica preseka
G = K, -11=9.9 MPa

Dozvoljeni ugib temena nosaca:

AY, =+ = 210°_62.5mm
P 400 400

Tabela 5.3.1 Stanje normalnih napona i ugiba na L/2 raspona glavnog nosaca za staticko
delovanje opterecenja g i p

maxM maxN on’ o’ AX AY
opterecenje ™ Nm kN MPa MPa mm mm

Sistem A (horizontalni potisak H=Hg+H)

g 103/2 232/2 1.38 -0.22 0 5.0
p 205/2 45212 2.72 -0.46 0 9.9
308/2 684/2 4.10 -0.68 0 14.9

Sistem B (horizontalni potisak H= H,, Hy=0)

g 509/2 0 3.94 -3.94 18 44.8

p 205/2 452/2 2.72 -0.46 0 9.9

714/2 452/2 6.66 -4.40 18 54.7
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Tabela 5.3.2 Dinami¢ki modeli mosta za diskretni i ekvivalentni sistem

Dinamiéki model mosta

diskretni sistem ekvivalentan kontinualni sistem
vaZi za sve tonove (7) vaZi za osnovni ton (1)
g ? ) o 25. -
sistem A (Hg+ Hp) sistem B (Hy=0) za sistem A za sistem B
E 11 MPa 11 MPa 11 MPa 11 MPa
I, 1,(X) 1,(X) 0.625 m* 0.0675 m*
V] H(X) H(X) 0.656 t/m 0.656 t/m
fo 8.1367 Hz 2.674 Hz 8.1367 Hz 2.674 Hz
f, 10.030 Hz 10.030 Hz 10.70 Hz
fs 24.038 Hz 19.417 Hz - 24.07 Hz
Hy 232 kN 0.0 - -
Ryg 82 kN 82 kN 82 kN 82 kN
AgX 0.0 18.0 mm - -
Agy 5.0 mm 44.9 mm 4.853 mm 44.937 mm

Treba naglasiti da lu¢ni sistemi imaju svoje specifi¢nosti u pogledu vibracija. U odnosu na
gredne sisteme, kod Iu¢nih linijskih sistema u ravni, diskretizovanih konac¢nim brojem
koncentrisanih masa, svaka masa ima dva stepena slobode. Pri tome, zanemaren je efekat inercije
rotacije poprecnih preseka luka, odnosno koncentrisanih masa. Kod veoma plitkih lukova, za
analizu vibracija vertikalnog pravca, moze se primeniti metodologija za gredene sisteme,

izloZena u poglavlju 4.

Tabela 5.3.3 Prirodne frekvencije slobodnih vibracija gornjeg stroja mosta

ton 1 2 3 4 5 6 7 5{3;’:;1.20“‘1”‘“

Sistem A (horizontalni potisak H=H,)

f, | Hz | 814 | 10.03 | 24.04 | 29.15 | 38.61 46.06 50.25 | vertikalni Y

f, | Hz | 13.11 | 23.15 | 44.44 | 62.50 74.63 85.47 94.34 horizontalni Z

f, | Hz | 2298 | 57.80 | 71.43 | 72.99 | 108.67 | 121.95 | 131.58 | horizontalni X
Sistem B (horizontalni potisak Hg=0)

f, | Hz | 2.67 | 10.03 | 19.42 | 29.15 | 38.61 46.08 50.0 vertikalni Y

f, | Hz| 7.84 20.32 | 43.29 | 62.11 74.63 85.47 94.34 horizontalni Z

f, | Hz | 871 | 51.28 | 64.52 | 69.93 | 100.00 | 101.01 | 123.456 | horizontalni X
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Za tretman linijskog sistema u ravni, luk je diskretizovan sa 9, od ¢ega 7 aktvnih masa
(s1.5.3.6), a za tretman prostornog linijskog sistema (s1.5.3.7), sa 2-7=14 aktivnih koncentrisanih
masa, lociranih na glavnim nosa¢ima, u ¢vorivima na vezi sa poprecnim nosacima.
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Slika 5.3.8 Zavisnost ugiba temena nosaca (AY), razmicanja oslonaca(AX) i osnovne prirodne
frekvencije (fo) u funkciji horizontalnog potiska od stalnog opterecenja (Hy)

Sistem A (horizontalni potisak H=Hg+Hp)
Vektor masa
m={1,2.1,2.1,20,2.0,2.0,2.1,2.1,1}

Svojstveni vektori za prva tri tona vertiklanih vibracija:

V, ={0.0,0.06763,0.25092,0.49817,0.60710,0.49817,0.25092,0.06763,0.0}
V, ={0.0,0.37596,0.49216,0.36005, 0.0,0.36005, 0.49216, 0.37596, 0.0}
V, ={0.0,-0.50826,-0.40914,0.05969, 0.37606, 0.05969, —0.40914, -0.50826,0.0}

Svojstvene frekvencije date su u tabeli 5.3.3.
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Dopusteno ubrzanje perema Eurocode 1 [26] je manja vrednost od 0.7 m/s i
Ay = 0.5/ f, =1.43 smz dok je prema Eurocode 5 [28] dopusteno ubrzanje samo 0.7 m/s®.

Logaritamski dekrement je 6=0.02 (za drvene mostove od lepljenog lameliranog drveta),
odnosno relativno prigusenje osnovnog tona £=0.3% od &i,=1.

Sistem B (horizontalni potisak Hy=0)
Vektor masa
m={1,2.1,2.1,20,2.0,2.0,2.1,2.1,1}

Svojstveni vektori za prva tri tona vertiklanih vibracija:
V, ={0.0,0.18933,0.34915,0.46365,0.50452,0.46365,0.34915,0.18933,0.0}
V, ={0.0,0.35796,0.49217,0.36005, 0.0, -0.36005, -0.49217,-0.35796, 0.0}
V, ={0.0,-0.47010,-0.33754,0.19362,0.50513,0.19362,—0.33754,-0.47010, 0.0}

Svojstvene frekvencije date su u tabeli 5.3.3.

Dopusteno ubrzanje perema Eurocode 1 [26] je manja vrednost od 0.7 m/s i
8y, =0.5,/f, =0.82 sz dok je prema Eurocode 5 [28] dopusteno ubrzanje samo 0.7 m/s®.

Logaritamski dekrement je 6=0.02, odnosno relativno prigusenje osnovnog tona &,=0.3% od
E_,kr:]..

Rezultati sprovedene analize za sistem B prikazani su oscilogramima (s1.5.3.9 do s1.5.3.17) za
karakteristi¢ne slucajeve pobudenja mosta.

L
5 L . UBRZANIEna — . prviton
UGIE na 5: prvi ton Z

| |
. veemals) .\nm"i"||||l||||,- HARIANAAAL .
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Slika 5.3.9 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled delovanja sile P (t) = 0.18sinQt,
bez prigusenja

ubuianja[;]

[
———

Na slici 5.3.9 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja na polovini raspona mosta, za slucaj
vibracija bez prigusenja, indukovanih silom P(t)= 0.18sinQt (model opterecenja od jednog
peSaka, videti poglavlje 2), pri brzini kretanja ¢=0.9f;=2.4 m/s. Vidi se da su maksimalne
vrednosti ugiba i ubrzanja uve¢ane u odnosu na slu¢aj sa prigusenjem (s1.5.3.10), kada je
logaritamski dekrement 6=0.02, odnosno, relativno prigusenje osnovnog tona &,=0.3% od
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kriti¢nog (,=1). To je dokaz da se uticaj priguSenja ne sme zanemarivati, ¢ak i u slucaju kada je
ono veoma malo (§<<1), narocito pri rezonantnim vibracijama.
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Slika 5.3.10 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled delovanja sile P(t) =0.18sinQt

| ‘ wrame(s)

m’I|I||tI|

Uu”“h”“

wrame(s)

|
i
T

Na slici 5.3.10 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja za delovanje usled prelazenja jednog
pesaka, Cije se delovanje simulira pokretnom harmonijskom silom P(t)=0.18sinQt, pri
rezonantnim vibracijama Q=wme=2nfy. PriguSenje vibracija uvedeno je preko empirijkog
logaritamskog dekrementa 6=0.02, za drvene mostove. Maksimalni ugib i ubrzanje su na
polovini raspona mosta i iznose 2.132 mm, a maksimalno ubrzanje 0.59 m/s% §to se postiZe za
vreme od 7.8 s, kada se sila nalazi na 18.77 m, odnosno kad prede polovinu raspona mosta za
6.27 m. Ovo se smatra posledicom relativno velike brzine kretanja sile (c=0.9f;=2.4 m/s).
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Slika 5.3.11 Oscilogrami ugiba i ubrzanja za superponirana prva tri tona, usled delovanja
harmonijske sile P(t) =0.18sinQt

Na slici 5.3.11 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja na polovini raspona mosta, kada je u
sintetizovanju vibracija po tonovima, sumirano prva tri tona. Rezulati, prema ovim
oscilogramima, su gotovo identi¢ni sa rezultatima kada se analiza sprovodi samo za osnovni ton
(s1.5.3.10). To pokazuje da je doprinos visih tonova zanemarljiv za kvalitativnu analizu vibracija.
Iz tih razloga vaze¢i standardi i daju preporuke za proracun pribliznim metodama ubrzanja
pesackih mostova samo za osnovni ton, ukoliko se ne sprovodi detaljnija dinamicka analiza.
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Slika 5.3.12 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled kretanja sile P(t) =0.7+0.18sinQt

Oscilogrami sa slike 5.3.12 pokazuju da se ubrzanje ne razlikuje od ubrzanja kada se u
analizi izostavlja konstantni deo sile P(t) (sl.5.3.10), ali da su pri tome maksimalni ugibi nesto
vedi, Sto je razumljivo zbog doprinosa statickog ugiba od tezine pesaka.
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Slika 5.3.13 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled kretanja sile P(t) =0.7+0.18sinQt

Na slici 5.3.13 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja na polovini raspona mosta, pri
sinhronom i sinfaznom kretanju dva peSaka paralelno poduznoj osi mosta, na rastojanju 1.5 m.
Pri tome, maksimalni ugib je 4.75 mm, a maksimalno ubrzanje je 1.18 m/s? §to se ostvaruje za
vreme od 7.8 s, kada se sila nalazi na 6.27 m od polovine raspona, u smeru kretanja. Ovaj rezim
kretanja peSaka, gde je brzina kretanja ¢=0.9fy=2.40 m/s i Q=2x fy, izaziva ubrzanje na polovini
rasponske konstrukcije nesto vec¢e od dopustenog.
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

UGIE —vibracije usled skoka jednog pesaka, prviton ubtzanje —vibracije usled skoka jednog pesaka, prviton
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Slika 5.3.14 Oscilogrami ugiba i ubrzanja na L/2, usled skoka jednog peSaka P=0.7 kN
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Oscilogrami na slici 5.3.14 se odnose na skok jednog peSaka, mase 70 kg, na polovini raspona
mosta. Pretpostavljeni su nulti pocetni uslovi, odnosno da je sila naglo aplicirana, posto je
staticki ugib usled datog optere¢enja samo 0.3 mm. Maksimalni ugib iznosi 0.6 mm, a
maksimalno ubrzanje 0.084 m/s?, §to je mnogo manje od dopustenog. Maksimalno dopusteno
ubrzanje konstrukcije postiglo bi se pri istovremenomi skoku osam peSaka, ukupne mase 560 kg.
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Slika 5.3.15 Oscilogrami ugiba i ubrzanja na L/2, usled skoka Cetiri peSaka P=4-0.7 kN

Oscilogrami na slici 5.3.15 se odnosei na istovremeni skok Cetiri peSaka, proseéne mase od
po 70 kg, na polovini raspona mosta. Pretpostavljeni su nulti pocetni uslovi, odnosno da je sila
naglo aplicirana, na nedeformisanom sistemu. Maksimalni ugib iznosi 2.4 mm, a maksimalno
ubrzanje 0.336 m/s?, §to je Cetiri puta veée od ugiba i ubrzanja usled skoka jednog pesaka. Ovim
je pokazana linearnost problema u odnosu na intenzitet dinamicki nanete sile.
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Slika 5.3.16 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled namernog skakanja jednog peSaka na
sredini mosta, simuliranog silom P (t) = 0.7sinQt

Na slici 5.3.16 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja na polovini raspona, kada jedan peSaka
na sredini mosta namerno skokovima izaziva vibracije, a ¢ije delovanje simuliramo
harmonijskom silom u trajanju od 25 s, nakon cCega nastaju slobodne vibracije. To je tzv.
vandalsko ponasanje koje je moguce, samo je pitanje koliko je realno da se skakanjem u mestu
postige izjednacavanje frekvencija pobude sa osnovnom frekvencijom mosta (f,=f,). Oscilogram
se odnosi na frekvenciju harmonijske sile Q=2 f,,, gde je f,=2 Hz (frekvenciju skoka pesaka).
Sa oscilograma se vidi da je maksimalni ugib 1.15 mm, a maksimalno ubrzanje 0.24 m/s*.
Maksimalno dopusteno ubrzanje konstrukcije postiglo bi se tek pri sinhrinom i sinfaznog
skakanju tri peSaka, ukupne mase 210 kg.
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Slika 5.3.17 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled nailaska kolone peSaka, modelirane
jednakoraspodeljinim optereéenjem p(t) =0. 4+0.035sinQt [KN/m?]

Oscilogrami na slici 5.3.17 prikazuju ugibe i ubrzanja na sredini raspona mosta, pri rezonantnim
vibracijama, usled kretanja kolone peSaka, Cije delovanje simuliramo jednakoraspodeljenim
optereéenjem, prema modelu optereéenja za kolonu pesaka, za prose¢nih 0.6 pesaka/m? sa
frekvencijom od Q=2xrf,. Maksimalni ugibi i ubrzanja se javljaju kada kolona peSaka stigne do
kraja mosta 1 zaustavi se, posle ¢ega nastaju slobodne vibracije. Tako je maksimalni ugib 8.4 mm
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(Vsw=2.7 mm), a maksimalno ubrzanje 1.55 m/s®>. Ugib je manji od 10 mm, §to se smatra
gornjom granicom prihvatljivosti, ali ubrzanje znatno premasuje granicu dopustenog (ago,=0.82
m/s’ ). Ovakav rezim kretanja je mogu¢, ali malo verovatan, jer podrazumeva veoma visok stepen
sinhronizacije kretanja (tr¢anja) peSaka u koloni (ky(fo)=2.8), i to sa frekvencijom hoda f,=fo, a
pri bzini od ¢=0.9 fp=2.4 m/s.

UGB —prinudne vibracije, prvi ton ubfzanje —prinudne vibracije, prvi ton
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Slika 5.3.18 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled nailaska kolone peSaka, modelirane
jednakoraspodeljinim opterec¢enjem p(t) =0.7+0.18sin2xf, t

Na slici 5.3.18 prikzani su (za sistem A) oscilogrami ugiba i ubrzanja na sredini raspona mosta,
pri vibracijama, usled kretanja kolone pesaka, Cije delovanje simuliramo jednakoraspodeljenim
optere¢enjem p(t) =0.7+0.18sinQt, sa frekvencijom hoda f,=4 Hz i brzinom hoda (tréanja) c=0.9
f,=3.6 m/s. Maksimalni ugibi od 0.7 mm i maksimalno ubrzanje od 0.11 m/s?, javljaju se kada
kolona pesaka stigne do kraja mosta i1 zaustavi se, posle cega nastaju slobodne vibracije. Ugibi i
ubrzanja su u dopustenim granicama.

Most sistema A je u potpunosti prihvatljiv sa aspekta grani¢nog stanja upotrebljivosti u
pogledu vibracija, s obzirom da su mu osnovne frekvencija vertikalnog pravca f,,=8.14 Hz,
horizonzontalnog bo¢nog Z pravca for,=13.11 Hz, vrlo visoke i time premaSuje nepoZeljne
opsege. Detaljnija dinamicka analiza u tom slu¢aju nije neophodna.

Sprovedenom dinami¢kom analizom prema poglavlju 4, tretirani most (sistema B) je
prihvatljiv sa aspekta grani¢nog stanja upotrebljivosti u pogledu vibracija, izuzimajuci ektremne
rezime kretanja grupe peSaka i vandalska ponaSanja (npr.skakanje u mestu), Sto najcesce
predstavlja kratkotrajno delovanjnje koje ne uti¢e na grani¢no stanje nosivosti mosta.
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

5.4 Spregnuti most
5.4.1 Kratak opis konstrukcija mosta

Idejno reSenje, Idejni i Glavni projekat pesackog mosta preko reke NiSave u Nisu [33],
uradeni su u Institutu GAF-a NiS. Most je izveden 2003. godine, a glavni i odgovorni projektant
je Prof. dr Novak Spasojevi¢ [69], [70].

Slika 5.4.1 Pogled na most Slika 5.4.2 Pogled na most sa nizvodne strane
Most je projektovan, saglasno zadatim uslovima i usvojenoj koncepciji montazne gradnje
gornjeg stroja, sa dva otvora, raspona 14.00 + 56.00 = 70.00 metara (sl.5.4.3). Ukupna duZina
mosta, zajedno sa krilnim zidovima, iznosi 78 metara.

Gornji stroj mosta je koncipiran kao spregnuta konstrukcija (beton-Celik) sa kosim
kablovima (zategama) i jednim pilonom postavljenim na inundaciji leve obale.
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Slika 5.4.3 Dispozicija mosta — poduzni presek [33]
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih pesac¢kih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

Pored udovoljavanja funkcionalnim zahtevima, strogim uslovima vibracija kao i stabilnosti,
naro¢ito je insistirano na estetici mosta, odnosno njegovoj atraktivnosti, S obzirom da se radi o
gradskom peSackom mostu.
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Slika 5.4.4 Poprec¢ni presek mosta [33]

Rasponska konstrukcija je koncipirana sa Cetiri glavna ¢eli¢na nosaca, spregnuta sa kolovoznom
plo¢om, proseéne debljine 14.0 cm. Svi glavni nosaci su istog popre¢nog preseka, konstantne
visine h = 736 mm, i dimenzija elemenata: donja flansa 20/300 mm, rebro 10/700mm i gornja
flansa 16/200 mm (sl.5.4.4). Glavni nosaci su povezani popreCnim nosacima i to: glavnim
popre¢nim nosa¢ima na 14 m, osim kod pilona i nad desnim obalnim stubom, i sekundarnim
poprec¢nim nosacima izmedu ovih, na razmaku od 3.5 m. Glavni poprecni nosaci su sanducastog
popre¢nog preseka, dimenzija elemenata: donja flansa 20/700 mm, rebra 10/720 mm i gornja
flansa 16/700 mm. Na krajevima glavnih popre¢nih nosaca, duzine 4.5 m, postavljena su kuéista
za ankerovanje kosih kablova.

Sekundarni poprecni nosaci su takode konstantnog poprec¢nog preseka, dimenzija elemenata:
donja flansa 16/200 mm, rebro 10/700 mm i gornja flansa 16/200 mm

Na delu levog obalnog stuba razmak poprecnih nasaca je proguséen i na njihovim krajevima su
postavljena zajednicka kucista za ankerovanja baterije kablova.

Rasponska konstrukcija na levom obalnom stubu ima nepokretne oslonce (nepokretna celi¢na
leziSta za prijem negativne vertikalne reakcije), dok se na pilon i desni obalni stub oslanja preko
elastomernih leziSta pokretnih u pravcu ose mosta.

Pilon, koji se ovde tretira kao konstrukcijski element superstrukture mosta, postavljen je na levoj
inundaciji na 14.0 m od levog obalnog stuba. Pilon je ukupne visine 20.443 m (sl 5.4.5).
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Slika 5.4.5 Pogled na pilon mosta sa uzvodne strane

Zatege su izvedu od kosih kablova sistema prednaprezanja SPB SUPER, formiranih od 12
paralelnih sedmozilnih uzadi nominalnog pre¢nika 16 mm.

U rasponsku konstrukciju kablovi se sidre pomocu pokretnih (podeSavajucih) kotvi, a u pilon
fiksnim kotvama.

Kolovozna ploca (MB 40) je promenljive debljine: 12.0 cm po osi mosta i 16.0 cm na krajevima.
Sprezanje betonske ploce i ¢eli¢nih nosaca izvrSeno je vitkim mozdanicima tipa ¢ep sa glavom.
Na gazistu Sirine 4.0 m, preko hidroizolacije, postavljen je valjani asfaltbeton. Donji stroj mosta
¢ine dva obalna stuba i temelj pilona.

Fundiranje pilona je izvrSeno na dva HW Sipa ¢ 1200 mm i duZine 22.0 m, povezana u vrhu
naglavnom gredom.

Desni obalni stub je koncipiran kao olakSana armiranobetonska konstrukcija, a fundiranje je
izvrSeno na dva HW S$ipa, preé¢nika $1200 mm i duzine po 10.0 m.

Levi obalni stub je koncipiran kao i desni, ali je zbog negativnih vertikalnih reakcija gornjeg
stroja fundiran na masivnom temelju.

Za analizu vibracija, inetarkcija most-tlo nije od znacaja[33].

5.4.2 Analiza vibracija

Analizu vibracija sprovodimo prema reSenjima iz poglavlja 4.1, za dinamicki model gornjeg
stroja mosta prema slikama 5.4.6, 5.4.7, 5.4.8 i 5.4.9 a za vibracije idukovane kretanjem peSaka,
¢ije se delovanje modelira kao harmonijska koncentrisana sila, odnosno jednakoraspodeljeno
harmonijsko opterecenje.

Za tretman linijskog sistema u ravni (sl.5.4.6), rasponska konstrukcija je diskretizovana sa
11, od Cega 9 aktivnih masa, a pilon sa dve koncentrisane mase. Za tretman prostornog linijskog
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sistema, rasponska konstrukcija je diskretizovana sa 2-9=18 aktivnih koncentrisanih masa, a
pilon sa 4, dve u vrhu pilona (m=5 t) i dve ispod rasponske konstrukcije (m=4.1t).

Tm 7m Tm 7m Tm Tm Tm Tm 7m Tm

T0m

Slika 5.4.6 Dinamicki model gornjeg stroja mosta za tretmen linijskog sistema u ravni

Slika 5.4.7 Dinamicki model gornjeg stroja mosta za tretman prostornog linijskog sistema
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pr R IeT

Slika 5.4.8 Gornji stroj mosta modeliran kona¢nim elementima

Tabela 5.4.1 Prirodne frekvencije slobodnih vibracija gornjeg stroja mosta za t=t, (28 dana)

pravac
ton 1 2 3 4 5 6 7 8 9 slobodnih
vibracija
f, | Hz | 1.396 | 3.32 | 577 |9.15 |11.68 | 14.71 | 19.38 | 23.36 | 32.26 | vertikalni Y

f, |Hz | 3.40 | 7.06 | 10.93 | 19.23 | 26.04 | 35.33 | 43.86 | 53.19 | 60.24 | horizontalni Z

fy | Hz | 10.92 | 13.77 | 32.05 | 33.11 | 37.31 | 38.91 | 41.15 | 45.45 | 56.50 | horizontalni X

Tabela 5.4.2 Prirodne frekvencije slobodnih vertikalnih vibracija gornjeg stroja mosta za t=t,

pravac
ton 1 2 3 4 5 6 7 8 9 slobodnih

vibracija
f, | Hz | 1.35 | 3.18 | 544 | 852 | 10.92 | 13.72 | 18.08 | 21.74 | 30.30 | vertikalni Y

Svojstveni vektori za prva tri tona vertiklanih vibracija:

V, ={ -0.02178, 0.00083, 0.06595, 0.17898, 0.33405, 0.47533, 0.54859, 0.49010, 0.29052, 0.00083, 0.00752}
V, ={0.07545, —0.00138, —0.24739, —0.46928, —0.52812, —0.27529, 0.15310, 0.44171, 0.37357, —0.00137, —0.00886}
V, ={0.19239, —0.00196, —0.47450, —0.48367, 0.02098, 0.44377, 0.27012, —0.25432, —0.41089, —0.00195, —0.00681}
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Aproksimacija prva tri tona
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Slika 5.4.9 Prva tri tona oscolovanja
Vektor masa

m= {36.8, 20.2,20.2,20.2,23.4,20.2,23.4,20.2,23.4, 20.2,11.0}

Svojstvene frekvencije date su u tabeli 5.4.1.

Logaritamski dekrement je 6=0.04 (za gredne spregnute mostove, celik-beton), odnosno
relativno prigusenje osnovnog tona £,=0.6% od &y=1.

p=3.40 t/m (prosecno)
fo=1.396 Hz
9;0:8/(27[):0.6% akr
BZZTC c?;o fo

Dopusteno ubrzanje iznosi:
8y, =0.5/F, =0.59 sz

5.4.2.1 Opterecenje od peSaka

UGIE, prvi tan UBRZANIE, prvi ton
) wreme(s)

60 2041}50

40 ] 1}

uhrzan] e{—
5

ugib(ma)

Slika 5.4.9 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled delovanja sile P (t) = 0.18sin(2xfot)
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

Na slici 5.4.9 prikazani su trodimenzionalni oscilogrami ugiba i ubrzanja duZ raspona
mosta, za slucaj vertikalnih vibracija sa prigusenjem, indukovanih silom P(t)= 0.18sin(2xfot). Pri
rezonantnim vibracijama, kada je frekvencija hoda f,= f,=1.396 Hz, a brzina kretanja
c=0.9f,=1.2564 m/s, maksimalni ugib i ubrzanje nastaju u preseku x=52 m, a u vremenu t=50 s,
kada se sila nalazi na x=c-t=62.82 m. Maksimalni ugib iznosi 1.58 mm, a ubrzanje 0.121 m/s*.

UGIB na 52 m UBRZANJE na 52 m
whiEin) ubrzaﬂje( E ]
151 s
10t 010
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I
BRI 111 L) m
— Il : i - {5}

i gl |I|||I||H| “||II|| 1 |Ii|‘ U |u|"| || _ -i- AN "m ’I‘" iy ‘ | |I!II'I|'H‘ vreme(s)
s Il ) ""'”'"H" i
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Slika 5.4.10 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled delovanja sile P(t) =0.18sinQt

Na slici 5.4.10 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja u kriticnom preseku x=52 m, za
slu¢aj vertikalnih vibracija usled istog delovanja kao za oscilograme na sl.5.4.9. Maksimalni ugib
iznosi 1.58 mm, a ubrzanje 0.121 m/s $to su postiZe u vremenu od 50 s.

UGIB na 52 m, prva tri tona UERZANIE na 52 m, prva tri tona

vEib{mm} 5 J‘—‘{?]

15 &

1oL 0.10[

05 0.05F

MU A L |
i T i |"“| T |IIIII J '|1I?|| ” I"IIII I'I MIETEMS " | l A

osh 1o L l l | | | El “ —_ 10 |--"-- it |r|'| | || ,|||| l| ” |||!|| |||I| B “ || vrama(s)
_1of -0.05F
-1s5f —0a0f

Slika 5.4.11 Oscilogrami ugiba i ubrzanja za superponirana prva tri tona, usled delovanja
harmonijske sile P(t) =0.18sinQt

Na slici 5.4.11 prikazani su oscilogrami ugiba i1 ubrzanja u kriticnom preseku x=52 m, za
slu¢aj vertikalnih vibracija usled istog delovanja kao za oscilograme na sl.5.4.9, odnosno
s1.5.4.10, pri ¢emu su sumirane vibracije za prva tri tona. Rezulati, prema ovim oscilogramima,
su gotovo identi¢ni sa rezultatima kada se analiza sprovodi samo za osnovni ton (s1.5.4.10).
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_ UGIB na 32 m UBRZANJE na 52 m
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Slika 5.4.12 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled usled delovanja harmonijske sile P(t)
=0.18sinQt, bez prigusenja

Na slici 5.4.12 prikazani su oscilogrami ugiba i1 ubrzanja u kriticnom preseku x=52 m, za slucaj
vertikalnih vibracija usled istog delovanja kao za oscilograme na sl.5.4.9, bez prigusenja.
Maksimalni ugibi ubrzanja su uvéeni u odnosu na isti slucaj bez prigusenja, sto ukazuje da se
uticaj prigusenja ne treba zanemariti, ¢ak i1 kada je ono veoma malo, pogotovu pri rezonantnim
vibracijama.

UGIBna 52 m UBRZANJE na 52 m
i ubrz:mje(: ]
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Slika 5.4.13 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled kretanja sile P(t) =0.18sinQt, pri frekvenciji
hoda f,=1 Hz, Q=2xf,

Na slici 5.4.13 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja u preseku x=52 m, za slucaj vertikalnih
vibracija sa priguSenjem, indukovanih silom P(t)= 0.18sin(2=fot). Pri vibracijama, kada je
frekvencija hoda f,= 1 Hz, a brzina kretanja ¢=0.9f,=0.9 m/s, maksimalni ugib i ubrzanje nastaju
u preseku x=52 m, kada se sila nalazi na x=c-t=56 m. Maksimalni ugib iznosi 0.06 mm, a
ubrzanje 0.024 m/s°.
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

UGIBna 52 m UBRZANJEna 52 m
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Slika 5.4.14 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled kretanja sile P(t) =0.18sinQt, pri frekvenciji
hoda f,=1 Hz, Q=2=f,, bez prigusenja

Na slici 5.4.14 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja u preseku x=52 m, za slucaj vertikalnih
vibracija bez prigusenja, indukovanih silom P(t)= 0.18sin(2=fet). Pri vibracijama, kada je
frekvencija hoda fy,= 1 Hz, a brzina kretanja ¢=0.9f,=0.9 m/s, maksimalni ugib i ubrzanje nastaju
u preseku x=52 m, kada se sila nalazi na x=c-t=56 m. Maksimalni ugib iznosi 0.061 mm, a
ubrzanje 0.025 m/s®. Uticaj priguenja kod nerezonantnih vibracija, za razliku od rezonantnih
(s1.5.4.12 1 51.5.4.13), je zanemarljiv.

UGIE na 32.m, usled kretanja dva pefaka na A=15m UBRZANIJE na 52.m, usled kretanja dva peSakana A=15m
ugih(mm) uh:zmje[ EJ
3k 52
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Slika 5.4.15 Oscilogrami ugiba i ubrzanja na 52.m, usled kretanja dva peSaka na razmaku
A=1.5 m, P;= P,=0.7+0.18sin(2xfot)

Oscilogrami na slici 5.3.15 se odnose na simultano i sinhrono kretanje dva peSaka ( prose¢ne
mase od po 70kg), brzinom c¢=0.9f;=1.2564 m/s, ¢ije delovanje je simulirano modelom
optere¢enja DLMI1, uz gravitaciono delovanje mase peSaka, za slucaj vertikalnih rezonantnih
vibracija. Maksimalni ugib iznosi 3.22 mm, a ubrzanje 0.24 m/s.
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

UGIB na 52.m—prinudne vibracije usled skoka grupe pesaka mase 800 kg, prvi ton Ubrzanje na 52 m—prinudne vibracije usled skoka grupe pefaka mase 800 kg, prvi ton
ugib(mm)
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Slika 5.4.16 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled naglog skoka grupe peSaka mase 800kg

L L L L - vreme(s)
5 10 13 20 25

Na slici 5.3.16 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja usled naglog skoka grupe peSaka mase
800kg. Opterecenje je simulirano koncentrisanom silom od 8 kN, naglo nanetom u preseku na
x=52m. Maksimalni ugib iznosi 2.8 mm, a ubrzanje 0.107 m/s®. Oscilacije se vrie oko stati¢kog
ugiba koji iznosi 1.4 mm.

UGIB na 52.m, usled skakanja jednog pesaka mase 70 kg, v trajanju od 25 s, prvi ton UBRZANIJE na 52.m, usled skakanja jednog peSaka mase 70 kg, u trajanju od 25 s, prvi ton

ugib{mm]) HE

ubrz,zm]e[ —_|J
2
| (I
| I

Slika 5.4.17 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled skakanja jednog peSaka mase 70 kg, u preseku
X=52 m, u trajanju 25s, pri rezonantnim vibracijama (f,= f,=1.396 Hz)
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Na slici 5.3.17 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja usled skakanja jednog peSaka
(P(t)=0.7-sin(2rfot)), mase70 kg, u trajanju 25s, pri rezonantnim vibracijama (fo= fo=1.396 Hz).
Maksimalni ugib iznosi 6.7 mm, a maksimalno ubrzanje 0.516 m/s?, §to je na granici
dopustenog.
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih pe$ac¢kih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

UBRZANIE na 52.m, usled skakanja jednog pesaka mase 70 kg. u trajanju od 85 s, prvi ton

UGIB na 52.m. usled skakama jednog pefaka mase 70 kg. u trajanju od 85 s, prvi ton m
ubrzanje| —
vgib(mm) [52 ]
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Slika 5.4.18 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled skakanja jednog peSaka mase 70 kg, u preseku
X=52 m,u trajanju 85s, pri rezonantnim vibracijama (f,= fo=1.396 Hz)

Na slici 5.3.18 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja usled skakanja jednog peSaka
(P(t)=0.7-sin(2rfot)), mase70 kg, u trajanju 85s, pri rezonantnim vibracijama (fo= fo=1.396 Hz).
Maksimalni ugib iznosi 8.1 mm, a maksimalno ubrzanje 0.69 m/s?, $to je nesto iznad granice

dopustenog.

UBRZANIE na 52.m, usled skakanja jednog pesaka mase 70 kg, u trajanju od 85 s, prvi ton

HIMHWMIHH il w m\ L

-04

Slika 5.4.19 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled skakanja jednog peSaka mase 70 kg, u preseku
x=52 m, u trajanju 85s, pri frekvenciji skakanja f,= 1Hz

Na slici 5.3.19 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja usled skakanja jednog peSaka
(P(t)=0.7-sin(2nf,t)), mase70 kg, u trajanju 85s, pri frekvenciji skakanja f,= 1 Hz. Maksimalni
ugib iznosi 0.39 mm, a maksimalno ubrzanje 0.021 m/s>.

Na osnovu prikazanih oscilograma sa sl.5.4.17 do s1.5.4.19, moze se zakljuciti da je uticaj
vadalskog delovanja (skakanja u mestu) znacajan sa aspekta prihvatljivosti vibracija, narocito u

slu¢aju rezonantnih vibracija.
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih pe$ac¢kih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

5.4.2.2 Optereéenje od grupe pesaka

UGB na 52m, ushed stacionamog delovanis grupe pelika (presa models DLM), u teajanjis od 85 ¢, pri ton
gbima)

UBRZANTE na 52, usled stacionarmog delovasis grope pedaka (prema modeln DUA, 1
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Slika 5.4.20 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled stacionarnog delovanja grupe pesaka

P(t) =0.18-k,-sin(2xfot), u kriticnim preseku x=52 m, u tajanju 85 s

Na slici 5.4.20 prikzani su oscilogrami ugiba i ubrzanja usled stacionarnog delovanja grupe
peSaka, mase 800 kg, predstavljene silom P(t) =0.18-k,-sin(2xfot), prema (2.2.7). Faktor
sinhronizacije k,=2.8 (videti sl.2.2.8), tako da je harmonijska sila P(t) =0.504-sin(2rfot) i deluje
u kriticnom preseku x=52 m, u trajanju 85 s. Maksimalni ugib iznosi 6.4 mm. A maksimalno
ubrzanje 0.49 m/sz<ad0p. Uticaj inrcijalnog i gravitacionog delovanja mase 800 kg je zanemaren.

Uticaj mase grupe peSaka u ¢vorovima 8 1 9 (sl.5.4.6) na promenu prirodnih frekvencija
vertikalnih vibracija je zanemarljiv (tabela 5.4.3).

Tabela 5.4.3 Uticaj mase grupe peSaka na promenu prirodnih frekvencija vertikalnih vibracija

UGIB na 32.m, usled stacionarnog delovanja grupe pefaka (prema modets DLM2), b trajanju od 83 s, prvi ton

vgib{mm)

F18

2L

'
b

bez dodatne masa 800 kg u | masa 800 kg u
mase ¢voru 8, Xx=49 m | ¢voru 9, Xx=56 m
Tony | T H2] f [Hz] f, [Hz]
1 1.396 1.388 1.389
2 3.317 3.316 3.306
3 5.767 5.760 5.760
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UBRZANIE na 32.m, usled stacionarnog delovanja grupe pefalka (prema modetu DLM2), u trajanju od 83 s, prvi ton
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Slika 5.4.21 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled stacionarnog delovanja grupe peSaka
P(t) =8+0.18-k,-sin(2nfot), u kriti¢nim preseku x=52 m, u tajanju 85 s
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih pesac¢kih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

Na slici 5.4.21 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja usled stacionarnog delovanja grupe
peSaka, mase 800 kg, predstavljene silom P(t) =0.18-k,-sin(2rfot), prema (2.2.17), kada je uzeto
jos 1 gravitaciono delovanje mase opterecenja. Za delovanje opterecenja u trajanju od 85 s
maksimalni ugib iznosi 7.7 mm, maksimalno ubrzanje 0.49 m/52<adop- Ugib je povecan u odnosu
na ugib sa s1.5.4.20, sto je posledica statickog ugiba usled delovanja gravitacione sile od 8 kN.

5.4.2.3 Opterecenje od kolone peSaka

UGIB, prvi ton

UGIB, prvi ton
wreme(s)
40 60 20

vgh () O f

FEE

. UBRZAMNIE, prvi ton
BRZIMNA, prwl ton vrsmi(s)

Slika 5.4.22 Oscilogrami: a) i b)ugiba i c)brzine i d)ubrzanja usled nailaska kontinualnog
opterecenja p(t)=0.035sinOt

Na osnovu trodimenzionalnih oscilograma (sl.5.4.22) zaklju¢ujemo da se maksimalne
vrednosti ugiba i ubrzanja postizu u preseku na x=52 m, usled prelazenja kolone pesaka, Cije se
delovanje simulira pokretnim kontinualnim opterecenjem p(t)=0.035sinQt, prema (2.2.9), pri
rezonantnim vibracijama kada je Q=wy=2nf;. Amplituda poremecajne sile qo = 0.0126-k,=0.035
kN/m?, gde je k, faktor sinhronizacije (videti s1.2.2.8).
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

UGIB, prvi ton - UBRZANIE, prvi ton
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Slika 5.4.23 Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled nailaska kontinualnog opterecenja
p(t)=0.035sinQt, za kriti¢ni presek x=52 m

ugib(mm)
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Za precizniji uvid, na sl.5.4.23, prikazani su dvodimenzionalni oscilogrami ugiba i ubrzanja za
delovanje istog optere¢enja. U oba slu¢aja se pokazuje da maksimalni ugib i ubrzanje nastaju u
preseku na x=52 m, kada kolona pesaka stigne do kraja mosta i zaustavi se, posle ¢ega nastaju
slobodne vibracija. Pri tome, maksimalni ugib 8.5 mm, a maksimalno ubrzanje 0. 65 m/s?, §to se
postize za vreme od 55.72 s, kada opterecenje stigne do kraja raspona. Brzina nailaska kolone je
c=0.9 f,=1.26 m/s.

Tabela 5.4.4 Uticaj mase kolone peSaka na promenu (smanjenje) prirodnih frekvencija f;

tonr f, [Hz] f, [Hz]
1 1.396 1.361
2 3.317 3.235
3 5.767 5.624

Uticaj mase kolone peSaka po celoj povrSini mosta, na promenu osnovne frekvencije rasponske
konstrukcije, je neznatan, s obzirom da je prosecna masa rasponske konstrukcije (3.4 t/m)
mnogo vec¢a od mase kolone pesaka (uq=40 kg/m?, odnosno 0.16 t/m), (videti tabelu5.4.4.).

UBRZANTE, prvi ton

UGIB, prvi ton

ugibimm)
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— wvreme(s)
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Slika 5.4.24 Oscilogrami ugiba i ubrzanja (presek Xx=52 m) usled nailaska kontinualnog
opterecenja p(t)= 0.4 +0.035sinQ2t
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih pe$ac¢kih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

Na slici 5.4.24 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja za presek x=52 m usled nailaska
kontinualnog optere¢enja prema modelu p(t)= 0.4 +0.035sinQt, gde je q=0.4 kN/m dodatino
gravitaciono delovanje mase optereéenja (40 kg/m?). Maksimalni ugib iznosi 10.60 mm, a maksimalno
ubrzanje 0. 65 m/s’. Sa uvodenjem gravitacionog delovanja mase pokretnog opterecenja, ubrzanje se nije
promenilo u odnosu na slu¢aj prema modelu p(t)= 0.0126-k, sinQt (s1.5.4.23), ali se maksimalni ugib
uvecao za 2.1 mm, odnosno za veli¢inu statickog ugiba usled konstantnog dela opterecenja q.

UBRZANIE na 52 m —prinudne vibracije usled nailaska kolone pesaka, prva tritona
L ym
UGIE na 32 m —prinudne vibracije usled nailaska kolone, prva tri tona ubm:ue[;]
vzib{mm}
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Slika 5.4.25 Oscilogrami ugiba i ubrzanja (presek x=52 m) za prva tri tona, usled nailaska
kontinualnog opterecenja p(t)= 0.4 +0.035sinQt

Na slici 5.4.25 prikazani su oscilogrami ugiba i ubrzanja za presek x=52 m usled nailaska
kontinualnog opterecenja p(t)= 0.4 +0.035sinQt, za prva tri tona oscilovanja. Maksimalni ugib
iznosi 10.66 mm, a maksimalno ubrzanje 0. 65 m/s?, §to pokazuje da je doprinos visih tonova
zanemarljiv.

UGIB na 52.m usled kretanja kolone duzine 5m , prvi ton UBRZANIJEna 52 .m usled kretanja kolone duZine 5m , prvi ton

ugib{mm} o je[ 3 J
2
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Slika 5.4.26 Oscilogrami ugiba i ubrzanja (presek x=52 m) usled prelazenja udvojene kolone
peSaka duzine 5 m
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

Oscilogrami na slici 5.4.26 prikazuju ugibe i ubrzanja za presek x=52m, usled prelaska udvojene
kolone peSaka duzine 5 m, simulirane silom p(t)= 2-(0.4 +0.035sinQt) KN/m. Maksimalni ugib
iznosi 7.75 mm, a maksimalno ubrzanje 0. 58 m/s.

U tabeli 5.4.5 prikazani su rezultati analize vibracija mosta prema relevantnim regulativama.
Tabela 5.4.5 Rezulati analize vibracija

maksimalno dopusteno kriterijum
. model ubrzanje a ubrzanje aqo, | naéin graniénog stanja
regulativa _ . s 2
opterecenja m/s m/s2 proracuna upoterbljivosti
ispunjen [da/ne]
jedan peSak u
E de 1 pokretu 0.121 0.59 dinamicka da
urocoage grupa pesaka 0.490 ' analiza da
kolona pedaka | 0.650 ne
jedan pesak u priblizni
BS 5400-2 pokretu 0.100 0.59 metod da
CAN/CSA- | jedan pesak u priblizni
$6-00 pokretu 0.126 0.324 metod da

Sprovedenom dinamickom analizom i pribliznim metodama prema navedenim
regulativama, tretirani most je prihvatljiv sa aspekta grani¢nog stanja upotrebljivosti u pogledu
vibracija, ako se izuzme neznatno prekorac¢enje dopusStenog ubrzanja pri nailasku kolone pesaka,
kao i pri vandalskim delovanjima.

5.4.2.4 Izuzetna opterecéenja
5.4.2.4.1 Vandalsko delovanje

UBRZANIE na 56.m. usled skakanja Cefiri peSaka. u trajanju od 90 s, prvi ton

UGIB na 56.m, usled skakanja Eetiri pefaka, u trajanju od 90 s, prvi ton s jE[zJ
o

ugib(mm)
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Slika 5.4.27 Oscilogrami ugiba i ubrzanj_a (presek x=56 m) usled skakanja
Cetiri peSaka u trajanju 90 s

Oscilogrami ugiba i ubrzanja usled vandalskog ponaSanja (skakanja u mestu) Cetiri peSaka
(P(t)=4-0.7-sin(2nfot)), mase 280 kg, u trajanju 90s, pri rezonantnim vibracijama (fo= fo=1.396
Hz), prikazani su na slici 5.4.27. Maksimalni ugib iznosi 32.5 mm, a maksimalno ubrzanje 2.5
m/s®, §to je iznad granice dopustenog ugiba i ubrzanja. S toga je ova konstelacija dinamitkog

122



5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih pe$ac¢kih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

optere¢enja neprihvatljiva sa aspekta upotrebljivosti u pogledu vibracija. Medutim, ovakvo

vandalsko delovanje jo§ uvek ne naruSava grani¢no stanje nosivosti konstrukcije, Sto analiza
normalnih napona u istom preseku i pokazuje (sl.5.4.28 i tabela 5.4.6).

normalni napon o1 na 56 m usled skakanja Cefirt pesaka u frajanju 90 s, prvi ton
napen,) (MPa)

20+

vreme(s)

normalni napon ¢y2 na 56 m usled skakanja Cetirl pesaka u trajanju 90 s, prvi ton
napoty,; (MPa)

10

vreme(s)
-03

—10f

c)

normalni napon o3 na 36 m usled usled skakanja etiri pesaka u trajanju 90 s. prvi ton
napon, (MPa)

&L

4L

vreme{s)

normalni napon ¢p3 na 56 m usled skakanja Cetiri peSaka u trajanju 90 s, prvi ton
napoty3 (MPa)
2F

vreme(s

d)

Slika 5.4.28 Dijgrami normalnih napona na: a)donjoj flansi ¢eliénog nosaca, b) gornjoj flansi
celi¢nog nosaca, ¢) donjoj ivici betonske ploce, d) gornjoj ivici betonske ploce

Tabela 5.4.6
Celi¢ni nosac betonska ploca
donja gornja donja gornja
flansa flan3a ivica ivica
Ga1 Ga2 Op2 Gb3
[MPa] [MPa] [MPa] [MPa]
din. +21.04 | F6.79 | F1.01| F1.92
stat.[67] -19.8 27.5 0.03 0.05

+/- = zatezanje/pritisak

U tabeli 5.4.6 prikazana je najveé¢a promena normalnih dinamickih napona u preseku x=56m,
prema slici 5.4.28, kao i stanje napona od stalnog opterecenja [33], [67].
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5. Dinamic¢ka analiza nekih karakteristi¢nih peSackih mostova sa aspekta prihvatljivosti vibracija

5.4.2.4.2 Prelazenje vozila (eksperimentalni podaci i matemati¢ke simulacije)

Eksperimentalni podaci

Analiza vibracija izloZena u ovom odeljku omogucava relativno jednostavan globalni uvid u
o¢ekivani odgovor konstrukcije na pobudu vozilom koje prelazi preko mosta. To se odnosi na
red veli¢ina ugiba i ubrzanja, kao i kriticne preseke u kojima treba vrsiti snimanje (merenje) tih
podataka.

Staticko ispitivanje mosta izvrSeno je sa 6 troosovinskih vozila prose¢ne mase 16 t. Za
dinamicko ispitivanje ovog mosta, koje je izvrSeno odmah po zavrSenoj gradnji, koris¢eno je
vozilo-kamion, (videti sl.5.4.29a) natovareno Sljunkom, teZine cca 160 kN, koje se kretalo preko
mosta razli¢itim brzinama u smeru (+ x, s1.5.4.6) sa leve prema desnoj obali i obrnuto . Da bi se
izazvala veca pobuda, na kolovozu je, za neke faze ispitivanja, postavljena prepreka
(daska),(sl.5.4.29b). Vozilo ima tri osovine na razmaku 3+1.8 m. Osovinsko optere¢enje je 30
kN kod prednjih i po 65 kN kod zadnjih tockova. Elaborat sadrzi 5 snimljenih oscilograma ugiba
u presecima na 42. i 56. metru rasponske konstrukcije, od kojih je za ovu analizu uzet dijagram
ugiba za prelaz vozila sa leve ka desnoj obali reke, a preko prepreke na sredini veceg raspona
[23].

m™

Slika 5.4.29 Dinamicko ispitivanje mosta: a) vozilo na mostu b) postavljena prepreka

Otere¢enje od ovog vozila je simulirano deterministickom pokretnom silom P(t)=P+PosinQt, pri
¢emi je P=160 kN, P¢=1.6 kN, Q=2=f,, gde je f,=1.5 Hz. Frekvencija f, i amplituda Py su
usvojene na osnovu globalne procene sa eksperimentalnih oscilograma ugiba (sl.5.4.30), i to za
f, prema broju pikova u 1 s, a za P prema veli¢ini doprinosa uticaju konstantne sile P.
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Za precizniju analizu delovanja vozila, potrebno je poznavanje i drugih karakteristika osim
tezine. To su veli¢ine ogibljenih 1 neogibljenih masa, krutosti gibnjeva i pneumatika to¢kova, kao
i karakteristike amoritzera. U skladu sa tim podacima, vozilo se, zavisno od broja osovina,
modelira kao oscilatorni sistem sa dve, ili viSe osciluju¢ih masa. Sa takvim modelom moze se
obuhvatiti interakcija most-vozilo, kao i uticaji neravnina (prepreka) na kolovozu mosta, Sto je
viSe od znacaja za drumske mostove. Medutim, takvim modelom simulacija delovanja vozila
gubi karakter deterministicke sile, te se problem vibracija oscilatornog sistema most-vozilo
reSava numerickim metodama.

IzloZeni postupak analize vibracija simulacijom sile od vozila detrministiCkom silom i
proracun prema predlozenim alogoritmima, je jednostavan, svrsishodan i pouzdan, i treba ga
koristiti, pogotovo u fazi projektovanja. Pri tome, za karakteristike harmonijske promljive sile
PosinQt, treba razmotriti viSe opcija. Simulacija udara pri prelazu vozila preko prepreke na
kolovozu, moze se izvesti dinami¢kim nanosenjem odgovarajuce sile, odnosno delovanjem serije
impulsa, zavisno od broja osovina vozila i brzine kretanja, a u preseku u kome je postavljena
prepreka.

Tabela 5.4.7 Promena (smanjenje) prirodnih frekvencija f, za prva tri tona vertikalnih vibracija,
usled pokretne mase vozila (m=16t)

¢vor (k) 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xk [m] 7.0 14.0 21.0 28.0 35.0 42.0 49.0 56.0 63.0
tonr | f, [Hz] (AR
1 1.396 0.998 0.999 0.997 0.985 0.955 0.922 0.904 0.922 0.970
2 3.317 0.998 1.000 0.976 0.926 0.919 0.978 0.992 0.942 0.950
3 5.767 0.982 1.000 0.970 0.938 1.000 0.946 0.977 0.984 0.947

U tabeli 5.4.7 pokazano je da je promena (smanjenje) prirodnih frekvencija f; za prva tri tona
vertikalnih vibracija, usled pokretne mase vozila (m=16t), najve¢a kada se vozilo nalazi u zoni
oko sredine veceg polja.

Na slici 5.4.30 prikazani su oscilogrami ugiba za preseke na 42. i 56.m rasponske
konstrukcije, usled prelaza vozila tezine 160 kKN sa leve na desnu obale, preko prepreke na
polovini veceg raspona (x=42m) (sl.5.4.29). Brzina kretanja vozila je 26.5 km/h.
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Slika 5.4.30 Oscilogrami ugiba za prelaz vozila preko prepreke brzinom 26.5 km/h,
sa leve obale [23]
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Slika 5.4.31 Amplitudni spektar za slobodne oscilacije, za prelaz vozila
sa desne obale [23]
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Slika 5.4.32 Amplitudni spektar ubrzanja za prelaz vozila brzinom 35 km/h, sa desne obale [23]

Prema slobodnim vibracijama sa oscilograma (sl.5.4.30) odredeno je
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Slika 5.4.33 Oscilogrami a) ugiba i b) ubrzanja usled prelaska vozila prose¢nom brzinom v=26.5
km/h simuliranog silom P(t)=P+PysinQt
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Slika 5.4.34 Oscilogrami ugiba za presek x=42 m usled prelaska vozila prosecnom brzinom
v=26.5 km/h: a) simuliranog silom P(t)=P, b) simuliranog silom P(t)=P+Pg sinQ2t
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Slika 5.4.35 Oscilogrami ugiba za presek x=56 m usled prelaska vozila prosecnom brzinom
v=26.5 km/h, simuliranog silom P(t)= P+P, sinQt za : a) prvi ton, b) tri prva tona

Ubrzanje na 56 m usled prelaska vozila, prosefnom brzinom 26.5km/h, prvi ton
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Slika 5.4.36 Oscilogrami ubrzanja za presek x=56 m usled prelaska vozila prose¢nom brzinom
v=26.5 km/h, simuliranog silom P(t)= P+P, sinQt za : a) prvi ton, b) tri prva tona
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Simulirani oscilogrami na slikama 5.4.33 do 5.4.36 pokazuju ugibe i ubrzanja usled
prelazenja vozila mase 16t brzinom 26.5 km/h, bez prepreke na kolovozu.
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Slika 5.4.37 Oscilogrami a) ugiba i b) ubrzanja za presek x=42 m usled prelaska vozila preko
prepreke na 42.m, prose¢nom brzinom v=26.5 km/h
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Slika 5.4.38 Oscilogrami a) ugiba i b) ubrzanja za presek x=56 m usled prelaska vozila preko
prepreke na 42.m, prose¢nom brzinom v=26.5 km/h

Simulirani oscilogrami na slikama 5.4.37 i 5.4.38 pokazuju ugibe i ubrzanja usled
prelazenja vozila mase 16t brzinom 26.5 km/h, sa preprekom (daskom) na kolovozu,
postavljenom na sredini veceg raspona. Uticaj prelazenja vozila preko prepreke je simuliran sa
dve udarne sile, prvom intenziteta 5% tezine prednje osovine (1.5 kN) i drugom intenziteta 5%
tezine zadnjih osovina (6.5 kN), apliciranih u vremenu nastajanja na mestu prepreke. Intenziteti
udarnih sila (AP) usvojeni su na osnovu njihovog doprinosa prelazenju vozila bez prepreke, a u
skladu sa rezultatima eksperimenta (sl.5.4.30), prema relaciji AP=P(vgin/Vstat-1). Dalje, uticaji
udarnih sila su superponirani sa uticajem vozila simuliranog silom P(t)= P+P, sinQt. Maksimalni
racunski dinamic¢ki ugibi za preseke na 42. i 56.m respektivno su 25.9 mm i 27.9 mm, $to je vrlo
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blisko rezultatima eksperimenta, gde su maksimalni dinamicki ugibi za iste preseke 26 mm i 27.5
mm (s1.5.4.30). Za ove preseke, staticki ugibi iznose 24.8 mm i 26.1 mm. Dinamicka analiza je
sprovedena prema algoritmu DYNmk2. Treba naglasiti da su prikazane simulacije ugiba dobra
aproksimacija snimljenim oscilogramima ugiba u kvantitativnom smislu, Sto pokazuju
maksimalne vrednosti dinamickih ugiba. Medutim, razlike njihovih oblika, koje uslovljava uticaj
mase vozila na promenu prirodne frekvencije mosta (videti tabelu 5.4.7), zatim uticaj inetrakcije
most vozilo, mogu se odraziti na razlike u ubrazanjima. Opterec¢enje usled kretanje vozila
(servisnog, protivpozarnog, ambulantnog i dr.), ima tretman izuzetnog, posto je moguce samo u
specijalnim slucajevima, ukoliko je projektom predvideno i to pod odredenim uslovima
(ograni¢ena tezina, broj osovina i brzina kretanja). U tom smislu, ubrzanja rasponske
konstrukcije usled prelazenja vozila, nisu relevantna za ocenu konfora peSaka, s obzirom da se
pesaci i1 vozila uglavnom ne krecu istovremeno po peSackom mostu. Kako je za projektante, za
slucaj opterecenja od vozila, od naroitog interesa poznavanje reda ocCekivane velicne
deformacija rasponske konstrukcije, predlozeni postupak analize vibracija, zbog svoje
jednostavnosti, moZze biti od velike koristi.
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6. Zakljucak

S obzirom na savremeni trend izgradnje elegantnih mostovskih konstrukcija, susreCemo se
sa novim izazovima u pogledu projektovanja i proracuna. Imajuéi u vidu Cinjenicu da je korisno
optere¢enje pesackih mostova relativno malo, a da savremeni materijali omogucavaju vecu
nosivost, proracunom zasnovanim na iskljucivo stati¢koj analizi, uz kontrolu grani¢nih stanja
nosivosti, dobijamo konstrukcije male krutosti i mase, osetljivije na dinamicka delovanja.

Pobudenja prouzrokovana kretanjem peSaka mogu se Kalsifikovati kao pitanje stanja
upotrebljivosti, s obzirom na osetljivost ljudskog tela na vibracije, ¢iji nivo uglavnom nije
dovoljno veliki da prouzrokuje konstrukcijska oste¢enja, a moze narusiti konfor peSaka. S toga,
imperativ je ispunjenje uslova grani¢nih stanja upotrebljivosti konstrukcijskih elemenata,
posebno u pogledu, kako vertikalnih, tako i horizontalnih vibracija indukovanih peSacima.

Prvi korak u reSavanju problema odnosi se na uskladivanje osnovne prirodne frekvencije
mosta. Zato je kod ovih konstrukcija bitan adekvatan izbor krutosti i mase sistema, ¢ime se
postize da se svojstvena frekvencija, pored ostalih relevantnih parametara, svede na opseg kojim
se obezbeduje da vibracije ne stvaraju osecaj neugodnosti kod korisnika.

Slede¢i korak odnosi se na sraCunavanje prinudnih vibracija, odnosno ograniavanje
ubrzanja konstrukcije pod delovanjem dinamickog opterecenja koje predstavlja peSaka u hodu.
Ovde se u cilju reSenja problema prvenstveno postavlja pitanje uspostavljanja relevantnog
matematickog modela koji bi predstavljao pobudujucu silu pesaka u hodu, kao i odredivanje
granica prihvatljivosti nivoa vibracija.

Za proracun prinudnih priguSenih vibracija koje nastaju usled kretanja peSaka, u tezi su,
primenom modalne analize, razvijena opsta reSenja problema. Na osnovu izvedenih opstih
reSenja, data su i pojedinana reSenja za karakteristicne sluCajeva pokretnih opterecenja,
modeliranih deterministickim silama. Ovim modelima obuhvaceno je kretanje jednog, ili vise
pesSaka, kolone pesaka, ali i izutetna (npr.vandalska) opterecenja. Iz ovih reSenja se mogu izvesti
reSenja za simultano delovanje navedenih opterecenja.

Izvedena reSenja se mogu Kkoristiti za analizu kako vertikalnih, tako i horizontalnih vibracija
grednih pesackih mostova. Pri tome, krutost i masa sistema mogu biti konstantne duz raspona, ali
i promenljive. Odredivanje modalnih karakteristika konstrukcija sprovodi se koris¢enjem
programskih paketa za proracun inZenjerskih konstrukcija. ReSenja za ugibe, brzine, ubrzanja,
kao i napone i dilatacije nalazimo primenom procedura u softeru Mathematica®, a prema
teorijskim analizama i odgovaju¢im algoritmima DYNmi, DYNmk1 i DYNmk2, prikazanim u
poglavlju 4. Procedura prema algoritmu DYNmi Koristi se za mostove konstantne krutosti i mase
duz raspona. Procedurama prema algoritmima DYNmk1 i DYNmk2 dobijaju se odgovori
diskretizovanih sistema mostova sa konstantnim, ili promenljivim krutostima i masom duz
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raspona. Za proracun prema DYNmKk1 koriste se svojstveni vektori sistema sa kona¢nim brojem
koncentrisanin  masa. Prora¢un prema algoritamu DYNmMk2 podrazumeva aproksimaciju
neprekidnim funkcijama svojstvehih vektora sistema sa koncentrisanim masama.

U poglavlju 5, tacnost izvedenih reSenja potvrdena je poredenjem rezultata analiza
vibracija (oscilograma) za kontinualne sisteme (El=const., pu=const.) rasponske konstrukcije
pesackog mosta i1 korespodentne diskretizovane sa kona¢nim brojem koncentrisanih masa, a pri
istim parametrima vibracija. Pri tome, pregledom rezultata sprovedene analize, konstatovana je
podudarnost oscilograma ugiba i ubrzanja za kontinualane i odgovaraju¢e diskretizovane
sisteme. Jednom od izvrSenih analiza u odeljku 5.1 ukazano je da se adekvatnim izborom ispune
sanducastih poprecnih preseka moze regulisati pitanje mase oscilatornog sistema pri istoj krutosti
(EI), 1 time svesti osnovna frekvencija na pozeljan opseg.

U odeljku 5.4.2.4, gde se analizira uticaj izuzetnih opterecenja, pokazano je slaganje
teorijskih i eksperimentalnih rezultata. Ovi rezultati su predstavljeni oscilogramima dinamickih
ugiba, snimljenih ispitivanjem mosta in situ, i oscilogramima usled delovanja odgovaraju¢ih
deterministickih sila, primenom procedure prema algoritmu DY Nmk2.

Dinamickim analizama grednih pesackih mostva (odeljak 5.2-5.4), zakljuceno je da pri
proracunu vibracija, kako za vertikalni, tako i horizontalni pravac, osim odredivanja ubrzanja i
deformacija rasponske konstrukcije prema vaze¢im standardima, treba razmotriti odgovore
konstrukcije i prema dodatnim kriterijumima. Predlog je da se obavezno razmotre i kritiCne
konstelacije pobudujuceg optere¢enja mosta, kao Sto su vandalska ponaSanja peSaka (skakanje u
mestu i dr.), ili ekstremni rezimi kretanja grupe peSaka. Dok se ekstremni rezimi kretanja peSaka
(strojevi korak, ritmizirane sportske aktivnosti i dr.) merama zabrane mogu ograniciti, namerno
izazivanje prekomernih vibracija vandalskim delovanjem se ne moze spreciti. Budu¢i da je ono
najceScée kratkotrajnog karaktera, aspekt prihvatljivosti nivoa vibracija je uglavnom ignorisan, Sto
I pokazuje nedovoljan tretmana ove problematike u postoje¢im medunarodnim i nacionalnim
standardima. Medutim, preporuka autora je da takve ekstrmne slucajeve ipak treba analizirati, jer
izazivanje prekomernih vibracija moze imati nepovoljan uticaj na grani¢na stanja nosivosti, ali i
upotrebljivosti u pogledu deformacija i prslina. Aspekt izuzetnih delovanja se, iz tih razloga,
treba razmatrati kako bi se pri dimenzionisanju obezbedila potrebna stabilnost mosta. Kao
kriterijum za to, s obzirom na ekonomske razloge, moze biti dopusSteno smanjenje koeficijenta
sigurnosti za grani¢na stanja nosivosti 1 upotrebljivosti, bar kao za seizmicke uticaje. Pri tome,
dok vandalsko delovanje ne bude imalo adekvatniji tretman u tehnickim regulativama, na
projektantima je da ih u proracun uvodu prema modelima opterecenja koje treba sami da
definiSu. S toga, celishodno bi bilo da se, radi efikasnijeg dinamickog proracuna, uz
kategorizaciju pesackih mostova prema vrsti konstrukcije, izvrSi i detaljnija tipizacija istih prema
kategoriji pesackog saobracaja koji se na njim odvija, a posebno oc¢ekuje. Razlog tome je Sto je
lokacija konstrukcije predispozicija za njenu manju, ili veéu izloZenost opterecenju od pesaka,
koji, takode mogu pripadati kategorijama stanovnistva razlicite osetljivosti na vibracije.
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6.Zakljucak

Pri projektovanju peSackih mostova, pored razmatranja uticaja dinamickih delovanja prema
vazecoj tehniCkoj regulativi, treba uvesti i uticaje koji mogu nastati u odredenim okolnostima za
vreme eksploatacije objekta. U tom smilsu, mora se obratiti paznja na moguée promene
modalnih karakteristika, koje vremenom mogu uvesti sistem u nepozeljni opseg frekvencija.
Ove promene mogu biti posledica deformacija leziSta, odnosno oslonaca, kao i reoloskih
osobina ugradenih materijala (videti odeljke 5.3 i 5.4).

PredloZzeni postupci reSavavanja problema vibracija su lako primenljivi za razli¢ita
dinamicka delovanja, tako da mogu predstavljati veliku pomo¢ projektantima u proceni
dinamickog ponaSanja peSackih mostova, §to jeste preduslov za savremen i prihvatljiv princip
projektovanja i, uz primenu savremenih tehnologija, njihovu kvalitetnu izradu.
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