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Од постанка диФеренцпјалних једначина, постав- 
љен je проблем њиховог решења. У деветнаестом 
веку напушта ce првобитни проблем решења: наћи 
функцију дефинисану датом диференцијалном једна- 
чиному ii поставља нов : наћи особине те функције, 
која je дефинисана датом диференцијалном једначи- 
ном, и a ko ce не зна сама та функција. Нови про- 
блем морао ce поставитп, јер je доказано да има и 
таквих диФеренцијалних једначина (а такве су скоро 
све) чије решење није никаква комбинација до сад 
познатих Функција y коначном броју, већ нека до сад 
непозната Функција. Новн проблем, и ако je привидно 
тежи, да ce раставити на много мањих под-проблема, 
међу којнма има и таквих, који .су лакши но прво- 
битни проблем.

Међу тим под-проблемима налазе ce неки чије је 
решење везано за извесне геометриске слике, које 
припадају датој диФеренцијалној једначини. До сад 
употребљене геометриске слике су извесни полигони, 
звани фигуративни иолигони.

Први Фугуративни полигон употребио je Newton,1) 
да би раздвојио гране Функцпје, која je деФИНисана

1) Библиографију индотн y: Encyclopédie đe3 siences mathématiques 
(éd. fr.j tome I, volume II. p. 124. note 397.
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алгебарском једначином (која ce може сматрати као 
диФеренцијална једначина нултог реда).

Briot и Bouquet') употребљавали су Фигуративни 
полигон да одреде инфинитезимални ред грана Функ- 
ције, која je деФинисана диФеренцијалним једначнна 
првог реда и првог степена по изводу a тако исто 
и холоморфност тих грана.

Fine1) je употребио Фигуративни полигон за ре- 
шење истог проблема као и Briot и Bouqnet, али за 
једначине, које су полином по изводу.

М. Петровић1 2 3) je употребио Фигуративни полигон 
за одредбу покретностц или непокретности нула и 
бесконачница, и одредбу њиховог реда.

Нека je
(1) Σ A za ußo (u')ßi =  0

дата диФеренцијална једначина. Ако je β1 =  0, το 
je алгебарска једначина; Newton за конструкцију 
узима само a и ß0, као две координате једне тачке. 
Ако je ß l =  0 ii ß 1 — 1 ; Briot и Bouquet комбинују 
a и ß0 ca ß} И добпјају по две координате једне 
тачке. Исто тако ради и Fine. М. Петровчћ прави 
две комбинацнје само од ß0 и ß l и добија две коорди- 
нате једне тачке. Те тачке ce обавијају изломљеном 
линијом и добија ce полигон.

Проблеми, које сам ja имао y виду, тражили су 
нов полигон. Тај новн полигон има једну значајну 
особину : да потпуно замењује дату диФеренцијалну

1 Briot et Bonquet: Recherches sur les propriétés des fonctions dé
finies par des équations différentielles (Journal de l’Ecole Polythechnique, 
tomme XXI, 1856).

2) l ’ine: On the Functions Defined, by Differential Equations, with an 
Extension of the Puiseux Polygon Construction to these Equations (Amer 
Journal of Math., 1889).

3) Michel Petrovit-h: Sur les Zeros et les infinis des intégrales des 
■équations différentielles algébriques (Thèse, Paris 1894, G. У).
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једначину, т. ј. да ce са њега може поново напи- 
сати дата диФеренцијална једначина. Таквн полигони 
могу ce конструисати за диФеренцијалне једначине 
ма ког реда.

Нека je

(2) 21 *4 za ußo
d u \ß  i 
dz )

dîu ßi 
dzT J

диФеренцпјална једначина реда п. Да бих конструи- 
сао Фигуративни полигон једначине (2) узео сам не- 
колпко листића и на њима нацртао по неколико та- 
чака као Newion за алгебарске једначине. Затим сам 
по неколико од тих листића сложио на известан начин 
и добио сложене листиће ирвога реда. Затим сам на 
известан начин сложио те сложене листове првог реда 
и добио сложене листове другог реда. И тако најзад 
слагањем сложених листова (n—i ) or реда добио сам 
сложене листове п тог реда. Поједине тачке на тим ли- 
стовима зову ce фигуративне тачке. Свака тачка одго- 
вара једном члану и обрнуто свакој тачки одговара 
једаЕ1 члан. Свака тачка носи известан коеФициенат, 
коеФициенат тачке, a το je коеФициенат члана коме 
одговара та тачт:а. Скуп свпх Фигуративних тачака 
зове ce скуи фигуративних тачака.

ДиФерепцијалној једначнни реда п одговара сло- 
жен лист реда n. Алгебарској једначини одговара 
прост лuct (алгебарска једначина je диФеренцијална 
једначина реда 0, прост лист je сложен лист реда 0). 
Како ce пз простнх листова добпја сложен лист реда 1, 
исто тако y приндипу добија ce од листова реда k 
лист реда k -f- 1. Отуд ce види, да су дпФеренци- 
јалне једначине реда h -ј- 1 онолико компликованије 
но једначине реда h, колико су диФеренцијалне јед-

l*
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начине реда 1 компликрваније но једначине реда 0, 
т. ј. но алгебарске једначине.

Посматратвем скупа Фигуративних тачака могу 
ce изучавати разноврсне особине решења диФерен- 
цијалне једначине, која одговара том скупу. Решења 
има две врсте: једна ce зову интеграли, ако неза- 
висно променљива може варирати y бескрајно малом 
кругу око извесне тачке ; ако je пак решење такво, 
да остаје решење само докле независно променљива 
варира y извесном углу чије je теме посматрана тачка, 
a престаје бити решење, кад она изађе из тог угла^ 
такво решење ce зове карактеристика.

У овом раду циљ ми je био да развијем y ред инте- 
грале диФеренцијалних једначина првог реда, остав- 
љајући карактеристике тих једначина, као и инте- 
грале π карактеристике диФеренцијалних једначина 
вишег реда за доцније. Сем тога сам хтео да уни- 
Формишем неке раније нађене теореме о једначинама 
првог реда, као теореме Painlevé-a о непокретности 
есенцијалних сингуларитета, Fuchs-a о покретности 
алгебарских критичних тачака, Painlevé-a о покрет- 
ности алгебарских критичних тачака н М. Петровића 
о непокретности и покретностп нула и бесконачшша.

Овај рад подељен je на четирп главе.
Пр&а глава садржи дефиницију Фнгуративних та- 

чака ii Фигуративног полигона, као и других пзраза 
везаннх за полигон. Како свакој трансФормацији дате 
једначине одговара извесна трансФормација полигона^ 
изнете су ту и потребне трансФормације. Ту je по- 
казан ii однос овог Фнгуратпвног полигона са оста- 
лим Фнгуративним полигонпма (3° н 12°).

Друга глава садржи деФиницпју аснмптота по- 
јединих грана Функдије која je деФиннсана датом 
диФеренцијалном једначпном y близнни дате тачке.
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Асимптота има разнпх редова. Затим ce показује како 
ce налазе асимптоте првог реда.

TpeRa глава показује како ce добијају асимптоте 
другог, трећег и т. д. реда, и како ce из њих добија 
ред, који преставља тражено решење, односно грану 
тога решења, коју смо изабрали за развијање y ред. 
На крају ce налази практично упуство за развијање 
гране y ред и иза њега примери.

Четврта глава садржи примену на неколико про- 
блема аналитичне теорије диФеренцијалних једначина 
првог реда. Прво ce испитује аналитпчно продужење 
редова добијених y трећој глави.

После тога посматра ce варијација пнтеграционе 
константе, па ce добијају разне теореме о покрет- 
ностп и непокретиости сингуларитета, као теорема 
Painlevé-a о непокретности есенцијалних сингулари- 
тета. Теорема М. ПетровиНа о покретности и непо- 
кретности нула и бесконачница, теорема Fuchs-a ο 
непокретности алгебарских критичних тачака и тео- 
рема Pairdêve-a о покретности алгебарских критичних 
тачака.



ΙΊΡΒΑ ГЛАВА
Ф И Г У Р А Т И В Н И  п о л и г о н

—  ДЕфиНИЦИЈЕ И ТРАНСфОРМАЦИЈЕ —

( 1 )

1°. Нека je
I. ДеФиниције

( dU\ 
F {Z’ U’l ï z )  =  0

Α ίχ
β / φ  A

[LU 1« Ш *  \  \ -! to v* K m  i jrî
\s l  Ф ш т  h-

S·.
nr<

диФеренцијална једначина коју хоћемо да испитамо. 
Цретпоставићемо да једначина (i) задовољава ове 
услове:

ирви услов: лева страна једначине (1) je полином
dU

по изводу-^-, рецимо реда n, т. ј. облика:

Z h  fß, (Z, U)ο
I d U V 1 
[d Z  J (/*. 1, 2 , η

други услов : коеФициенат fpl (Z, U) за све вред- 
ности β, од 0 до n су Функције које ce могу развити 
y ред уређен по степенима од Z—Z0, U—U0 y бли- 
зини тачке (Z0, U0) где cy им изложитељи ма какви 
бројеви: позитивни, негативни, цели, рационални, ира- 
ционални, реални или комплексни; под условом да 
je модуо изложитеља, који садржи y себи бар један



број негативан, мањи од извесног одређеног броја, 
који теориски може бити колико хоћемо велики, a 
практично који мора бити такав да главни део фи- 
гуративног полигона буде могуће нацртати.

Према томе могуће je написати једначину (1) 
y облику:

ос ос оо ČIJJ
(2) Σα Σβ0 Σβι A Z« uß0 U'ßi =  0 ca U' =

Μ N 0 αΔ

(индекс a, ß0, који треба писати поред A нећемо 
писати ради упрошћавања; тако исто y место Σ Σ  
писаћемо само Σ  ; границе, између којих треба узети 
збир, писаћемо само онда кад оне нису оне које ce 
обично узимају). Μ, N су два броја мало пре деФи- 
нисана, п je из обрасца (1). КоеФициенти A су Функ- 
дије облика једначине (1) њених коефициената и бро- 
јева Z0 ii U0, т. ј. тачке (Z0, U0).

Наиомена. Бројеви a и ß0 су y пракси реални 
бројеви; али при трансформацијама једначине, број a 
може постати комплексан број.

2°. Сменимо y (2).
du

Z—Z0 ca z, U—U0 ca u, U' ca u — једна- 

чина (2) постаће

(3) Σ Αζα ußo u'ßi — 0

Уочимо сад ма који од чланова леве стране једна- 
чине (3) :

(4) A za ußо u'ßi

и n листова који носе индексе : 0, 1, 2, · · · п. На сва- 
ком листу нацртајмо по координатни систем нар. пра-
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воугли са почетком y тачки 0о, 0t, · · · 0„. Ha листу 
индекса βχ нацртајмо тачку чпје су координате [а, β0), 
поред те тачке напишимо коеФициенат A. Ta тачка 
(α, β0) коеФициента А, на лпсту индекса β, представља 
нам члан (4). Једном члану (4) одговара једна једина 
тако деФинисана тачка, и једној тако двФинисаној 
тачка одговара један једини члан (4). Тако дсфини- 
сана тачка зове ce фигуративна тачка. Она потпуно 
преставља члан и замењује га, као и обрнуто, c тога 
ће ce y идућим одељцнма често рећи тачка, па тим 
разумемо члан (4).

Тако на прпмер члановима једначине

(4z2 -ј- и) u '2 +  [2ZU—^3) и' +  -f- zu—2z4 -j- 1 ) =
одговараће тачке на три листа, чији су индекси: 0,1,2. 
(Види слике 1, 2, 3).

ч
ο i /

(0)
»
'-2

(1) (*)
ч

Сд. 1.
■........... —* ог

Сл. 2. Сл. 3.

Замислимо сад да су сви листови индекса : 1, 2,...n 
провидни и метимо пх на лист индекса 0 тако, да 
почетак листа нндекса βλ буде y тачки (— βν -)- ßj)
листа индекса 0, или y тачки (— (ßl k), —J— (/5ι-- ћ>)
листа индекса k; и да су позитивни правци апсци- 
сних оса свију листова паралелни y истом смислу. 
Све Фигуративне тачке једначине (3) т. ј. Фигура- 
тивне тачке свију чланова .(4) једначине (3) видеће 
ce кроз лист индекса п као да су на листу индекса 0. 
Тај скуп Фигуративних тачака чланова (4) једначине (3) 
зове ce скуи фигуративних тачака једначине ( )̂. Да 
би разликовалн ком листу припада која од Фигура-



ο

't' 1

( )2,l

>1r l

»o , i

1,2
2 2,4 > 

Ο,ι
°1

0,1 0,-2
B o

Сд. 4.

тивних тачака, могу ce тачке означити различито, 
као на три листа y ранијем примеру, или ce може 
испред коефициента тачке написати индекс листа. 
Тада ce могу све тачке надртати на једном листу. 
Тако малопређашњем примеру одговарала би слика 4.

Тачке које су биле означе- . 
не знацима: ο, х , . носе испред 
коеФициената бројеве : 2,1, 0.

Скуп Фигуративних тачака 
може ce нацртати и одмах 
на једном листу, за то Haiti 
служи ово

Уиуство за цртање скупа фигуративних тачака : 
Узме ce правоугли координатни систем са почетком 
0о, и нацрта тачка (а—/3,, β0 +  /3,), поред те тачке 
напише ce индекс ß1 и коеФициенат члана А. Тако 
добијена тачка je Фигуратнвна тачка, ако je зами- 
слимо на листу индекса ß r Скуп тих тачака je скуп 
Фигуративних тачака. Тај скуп за пример престављен 
на слици 4 био би исти, само што не би било других 
оса сем оса 00a, 00ß0, које би означили са ОА, OB.

Координате тачке y односу на координатни си- 
стем [ОА, OB) зову ce аисолутне координате Фигура- 
тивне тачке. Као што ce из самог примера види, две 
тачке могу имати исте апсолутне координате (у при- 
меру тачка чије су апсолутне координате 0, 2). Такве 
тачке чине једну многоструку тачку. Поједине тачке, 
које састављају исту многоструку тачку, нису на истом 
листу, јер пошто je

A =  a β Λ
,5) Л  =
кад би било

-ß\
B  — ßo +  ßi
B  = ß \  +  ß\

= ß1'1
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пошто 'мора бити

А =  А', В =  В'

изашло би да je

« =  ßo — ^ ’o

два члана који одговарају тој тачки били би y ствари 
један члан.

Највећи индекс листа, на коме ce налази много- 
струка тачка, зове ce реални стеиен многоструке 
тачке. Разлика највећег и најмањег индекса листова, 
на којима ce налази многострука тачка, зове ce при- 
видни стеиен многоструке тачке. Простом тачком зваће 
ce она, чији je степен нула (реално и привидно про- 
ста тачка).

3°. Конструишимо полигон, који има ове две 
особине:

1° свако теме полигона je нека од Фигуратив- 
них тачака.

2° ниједна Фигуративна тачка није ван полигона. 
Тај полигон ce зове: фигуративни иолигон диферен- 
цијалне једначине (3).

Ако je n =  0 једначина (3) je алгебарска једна- 
чина. Ако су a и ß0 реални цели и позитивни бро- 
јеви, цео скуп Фигуративних тачака и полигон су на 
једном листу индекса 0, дакле све су тачке и реално 
и привидно просте тачке ; део овог Фигуративног по- 
лигона са леве и y исто доба доње стране je New- 
ton-ов полигон или по кашто назван Puiseux-ов.1)

·) Puiaeux: Memoire sur les fonctions algébriques (Journal de Mathé 
matiquea pures et appliquées t XV; 1850).
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Слика 5 преставља Фигуративни полигон горе деФи- 
нисан за једначину

4ue — 2z«4 +  13ζηη — z 'u s — 3z4 u2 -f- 5z6 * * * u — z® +  
-f- 7z10 u3 -f 2z6 u5 — 3z5 u4 =  0,

a слика 6 преставља Newton 
исту једначину. Ако je п  =

полигон. (Многоструке 
просте тачке).

-ob (Puiseux-ов) полигон за 
4, ii ако ее не пишу поред 
тачака индекс листа ни 
коеФициенат члана, и ако 
ce све апсцисе повећа- 
вају за 4 (т. ј. цела слика 
помакне y десно за 1) и 
ако ce конструише само 
онај део који и код New-
t o n - O B O T  полигона, до-
биће ce Briot Bouquet-ob 

тачке овде изгледају да су

4°, За сваку страну Фигуративног полигона, и y 
опште за сваку праву која пролази кроз две Фигу- 
ративне тачке, везан je 
извесан број, који ce зове 
коефициенат ираве (стра- 
не). Тај ce коеФициенат 
овако деФинише:

Нека je Р0 раван нор- 
мална на листу, на коме 
ce налазп скуп Фигура-

Сд. 6.тивних тачака, и која
сече лист индекса 0 дуж апсцисне осе. Нека je та 
раван раван комплексне променљиве μ, тачка μ  =  0 
нека je координатни почетак 0о, a реална оса нека 
je апсцисна оса. Нека je М0 тачка [А =  0, В —  1), по-
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вуцимо из М0 праву паралелну правој чији ce κ ο θ φ ιι-  

циенат тражи, та права сећи he раван Р0 y извесној 
тачки μ — μ0; тај комплексни број μ0 зове ce коеФИ- 
циенат праве.

Ако права пролази кроз две тачке (А0, В 0) и 
(А1} B t) њен he коеФициенат бити дат једначином

(6) А0 -ј- μ Β 0 — Α ι +  μ Β 1

одакле ce добнја

, Λ.—Α0
(6 ) Ρ -  Β η— Β,

Стране полигона ce деле на леве и десне. Лдве 
су стране главни део Фигуративног полигона. Десне 
пак стране могу бити бескрајно далеко, ако je изло- 
житељ од z неограничен са горње стране.

Према реалном делу коеФициента стране, стране 
ce деле на горње, ако им je тај реални део коеФИ- 
дпента негативан (ако су леве) или позитнван (ако 
су десне) н доње ако je он позитнван (ако су леве} 
или негативан (ако су десне).

Уочимо теме полигона, из њега полазе две с/гране 
коеФициената, μ  _ , μ +, ( μ - < μ  + )· Размак [μ _ , μ + ) 
зове ce област (domaine) темена. Област може бити 
нула, ако je теме нривидно, она не постоји за тачку 
y полигону.

Теме. чија једна страна има реални део коеФн- 
диента позитиван (ако je лева) a друга нема такав 
коефдцпенат, зов'е ce доње теме ώ; теме, чија једна 
страна има реални део коеФИЦиента негативан (ако 
je лева) a друга нема такав коефициенат, зове ce 
горње теме ώ. Ако су стране десне треба разменитд 
речп позптпвад и негативан. Кад су изложитељи 
реалнп, између два лева темена ώ могу бити само
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привидна темена; али кад je a комплексан број (што 
наступа при извесним трансФормацијама), између два 
темена ώ може бити и правих темена.

5°. Фигуративни полигон оппсан y чл. 3. je поли- 
гон који припада једначини (3). Међутпм једначина (3) 
je једначина (1) развијена y облик (3) y близини тачке 
(Z0, U0). Због тога ce тако добијени полигон једна- 
чине (3) зове: фигуративни иолигон диференцијалне 
једначине (1) y близини тачке (Z0, U0). Тај пологон 
варира од тачке до тачке, за то што варира и облик 
једначине (3) a и коеФИциенти A који су Функције 
тачке (Z0, U0).

Наиомене. 1°. Ако бц неки члан садржао и ло- 
гаритамских Функција независно променљивих, те ло- 
гаритамске Функције ce мећу y коеФициенат. Тако y 
члану l l z s и3 и 'г (log z2)’ коеФнциенат тачне (5—2, 3 -ј- 2·) 
je 11 (log z2)’.

2°. Ако je a комплексан број (шго бива при из- 
весним трансФормацијама), A he битп тако исто. У том 
случају ако ставимо a — р -ј- qi, биће A =  (p—ß ) -f- qi, 
£  =  ß0 +  ß l, a Фигуративна тачка биће тачка y про- 
стору [р—ß iy ß0 -ј- ß t, q) полигон ће биги замењен омо- 
тачем призме, која je нормална на листовима.

II. ТрансФормациЈв једначине оличене y 
трансФормацијама полигона.

6°. ТрансФормовањем дцФеренцијалне једначине 
трансФормује ce н Фигуратнвни полигон те једначине. 
Но како су промене па полпгону уочљивцје него про- 
мене једначине, довољно je уочиги промене полигона 
па да ce виде и промене једначгше. Шга више до-
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вољно je вршити промене самог полигона и не во- 
дећи рачуна о једначини, из особина полигона доби- 
jahe ce и особине једначине и њених решења. У томе 
и јесте важност Фигуративног полигона и његових 
трансформација.

Ми ћемо уочити овде само оне трансФормације 
које he требати y следећим главама, a το су: 

трансФормација (ТЈ:

[z, и, u'; ζ, νζμ, ζμ~ ι (zv' +  μν]] *)

трансФормација (TJ:

[ζ, и, u'; ζ , ν  Οζμ, ν' -j“ ϋμζ/*—1]

трансФормација (T2bis):

[ζ, u, u'; ζ, V +  <ρμ {ζ), V +  φμ' (ζ) ]

функција φ биће деФинисана y чл. 9. 
трансФормација (Т3)

[z, и , u'; z, vP, jpvP—1 υ']

трансФормација (TJ:

z , u , u  ; ξΊ, и,

трансФормација (Ts| :

[z, u, u'; z -)- a, u, u'] 

трансФормација (Te):

1
z, u, u'; u, z,—~r

!) Jordan-O B зн ак

[a, b, c, ■ ■ · ; m , n, p , · ■ · ]

зн ач и  д а  т р е б а  став и т п  т  м есто a, n м есто  b, p  м есто c ч  т. д.
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Бројеви μ, р, q зову ce коефициенти трансфор- 
мације ; a и С су константе.

Трансформација (7\)
7°. ТрансФормација (Г,) коеФициента μο мења кое- 

Фициенат сваке праве која пролазн кроз две Фигу- 
ративне тачке диФвренцијалне једначине, смањујући 
тај коеФициенат праве за μ0. Пројекдија на орди- 
натној оси одстојаља тих двеју тачака не мења ce.

Уочимо два члана (4) једначине (1) или (В), (радн 
разликовања додаћемо пзложитељима α: β0 βι ii кое- 
Фициенту A, индекс 0 y првом и 1 y другом члану):

A za0 U,ßo' 0 u'ßi ’ ο J Аг Za i ußo’i u'ßi’i

њима одговарају тачке чије су апсолутне координате:

А„ —  ßl)o B q βθΌ “ I“  P 1)0
Al — a i — ßi)i B ,  =  ßou -f  β ιη.

ТрансФормација (Ί\) коеФИдпента μ0 мења та два 
члана y :

Ао zao (vz^ô) ßo>o [ζ̂ ο—1 [zv' +  μν)]βΐΌ 
A l Za 1 (vz^o'jßon [ẑ o 1 (zv' -(- μν)]βΐ'ΐ

Развив y ред израз [ ]А, добија ce /3, -ј- 1 саби- 
рак, a члан добија облик

βο·0
А0 Ζαο+ι“«Α>ιο + (%—Pßiiovßoio  ̂ *° ј μ11 Vk zßιό k v'ßi'0 h

0 h
ßai i

A J zai (Xi—*) An кАч
0 '

llh vk zßin—k v'ßi'i S



Сваком од β 1 +  ί чланова одговара по једна тачка 
чије су апсолутне координате:

где je ßuo— k индекс листа на коме ce налази тачка 
добијена трансФормацијом тачке на листу индекса ß1}0. 
Последњи обрасци дају ce дописати y облику

Какоу обрасцуза/i 'j ,  В '0 и А \,  В \  неФИгурише k, 
види ce, да све добијене тачке припадају једној истој 
многострукој тачки.

ТрансФОрмација (ТЈ привидно просту тачку сте- 
пена β ι претвара y реално многоструку тачку истог 
степена.

КоеФицпенат тачке на листу индекса k биће

Нека je 1ii1 коеФнциенат посматране праве; он he 
бити дат обрасцем

коеФициенат праве добпјене из прве трансФормацијом 
(Ί\ ) биће

^ ’o — la +  Џо ßo>o +  [μ0—i) β,,0 +  (βι;ο—Ц] — [/3130·—k] 
в \  =  [(3„0 +  Ч +

ФИГУРАТИВНИ ПОДИГОНП
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Заменом израчунатих вредности за А'0, В ' 0, А\  и В \  
добија ce :

(Αι -ή-μ0Β ι) —  [Α0-\-μ0Β0) А —А0 В0—В 1_
f**—  В °— В 1 ^ В - В ,  ^ ° B 0- B l

— μ λ μ0
Пројекција на ординатној оси je [Bl— В 0 ). Προ- 

je кциј a трансФормоване правеје [B 'л— В ' 0). Дакле :

( В - В 0) =  [В1— В 0).
т· ј. Д.1)

Из овога излазе ове две последице
1°. ТрансФормација (Г,) коеФИДиента μ0 трансФор- 

мује стране Фигуративног полигона y стране, задр- 
жавши им пројекције на ордпнатној оси и умањивши 
им коеФициенте за μ 0.

2°. Страна чији je коеФИциенат +  ·χ  не мења 
свој коеФИциенат. Она je паралелна апсцисној оси, 
њена пројекција на ординатној оси je нула, a та ce 
пројекција не мења.

Наиомена. Ако ce на Њутновом полигону изврши 
трансФормација (Т,) коеФициента μ0 ; све стране чији 
су коеФициенти мањи од μ0 добиће негативне кое- 
Фициенте и исчезнуће са слпке (јер тамо постоје само 
леве стране чији су коеФициенти позитнвни), страна 
чији je коефициенат μ0 претвара ce y страну чијије 
коеФициенат 0, и она изчезава са слике ; дакле слика 
je упрошћена. Отуд употреба ове трансФормације код 
Puiseux-a и других.

Трансформација (Т.г).
8°, ТрансФормација (Тг) коеФициента μ0 замењује 

тачку низом тачака на правој коеФИциента μ0 која 
пролази кроз тачку која ce трансФормује.

') Значи: тим je доказано.



Уочимо један од чланова (4)

Aza aßо u'ßi,

коме одговара тачка, чије су апсолутне координате

A =  a—β τ, B  = β0 -f  ß1

ТрансФормација (Т2) коеФициерта μ0 мења тај 
члан y

A za [v -j- C ζμο)βο [ν' -\- C μ 0 z^o—̂ ßi 

Развив y ред изразе (· · -)ft> и (· · -)ßi добија ce збир 

ßo
ΑζαιΣ  Σ  ( g° ) ( n ) vav,hCßo~9 °]ßi~h 0 9 0 h

где je

«i =  « -f μ0 (ßo — 9) +  [μ0~~ i) — a ~~ßi 
+  μ<> [ Ψο “f· ßi) — (0 h) J =  A -j- μ0 в  +  h μ0 (s 4" 1̂)

Уочимо једну тачку, која одговара бројевима g и h, 
њене апсолутне координате he бити

А(д, h) =  a, — h = A -f μ0Β  — μ0 [g -f h)
B  Kg, h) ^  g -fr h.

Ако образујемо израз

A (g, h) - f  μ0 B  [g, h) 

добићемо једначину

A [g, h) -f μ0 B  [g, h) — A +  μ0 B  — константи,

па ма какво било g и h. Ta једначнна показује да 
тачка која одговара бројевима g и h лежи на правој

2*

19
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ковФИциента μ0, која пролази кроз тачку коју тран- 
СФормујемо. т. ј. д.

Број h je индекс листа, на коме ce налази тачка 
добијена трансФормацијом дате тачке. На том листу 
има више тачака јер je g неодређено. Означимо са 
В  збир бројева h и g, па ћемо добити неједначину

0 < В  < в
пошто je

° < 9 < ß 0, 0 < h < ß v

према томе тачку добијену трансФормацијом можемо 
утврдити и бројевима h и В ' . (h je индекс листа, на 
коме ce налази тачка, В '  je апсолутна ордината те 
тачке. Тих тачака има (/30 -ј- 1) (βχ +  i) ; које све чине 
В ' +  1 многоструку тачку.

Коефициенат тачке, која je дата бројевима h 
и В '  биће

ставиће h =  В  = В  добија ce

AßvB =  A,

т. j. једна од добијених тачака je и тачка коју тран- 
СФормујемо. Ставив h =  0 В' =  0 добијамо

18') A0?0 A μ / i  Св

Привидно проста тачка даје трансФормацијом (Т2\ 
тачке на правој коеФициента μο, две граничне тачке 
су : сама дата тачка и тачка на апсцисној оси.

Свака тачка, саставни део многоструке тачке,, 
даје тачке на истој линији. Како њихови кбеФициенти
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могу бити унапред дати, ковФИЦиенти добијвних та- 
чака које ce иоклапају на пр. на апсцисној оси, могу 
бити такви, да њихов'збир буде нула т. ј. да тачка 
не постоји, јер кад je коеФициенат неког члана нула, 
тај члан не постоји за израз y коме ce налази.

Ако je пак μ0 =  0 види ce из обрасца за A (h, g), 
да je коеФициенат нула за све вредности h изузев 
за h =  т. ј. доња граница тачака, чији су коеои- 
циенти различити од нуле, je тачка чија je апсолутна 
ордината једнака индексу листа на коме je тачка 
која ce трансФормује.

Из овога излазе ове последиде:
Страна полигона чији je коеФициенат мањи од 

μ  » [μ0 je коеФициенат трансФормације (Т2)], ако je та 
страна лева, не мења ce, исто тако десна страна 
чији je коефициенат већи од μ0.

Остале стране замењене су обично странама 
чији je коефицненат μ 0·, али може бити и страна 
левих чији je коеФИциенат већи од μ0 н десних чији 
je коефициенат мањи од μ0.

Трансформација (Т2 bis).
9,° Ова je трансФормација (коефидиента μ 0) слич- 

на трансФормацији (Т2) истог коефициента. Њеда je 
особина иста, али нема изузетка, као код трансФор- 
мације (Т,), т. ј. она замењује једну тачку низом 
тачака, које ce све налазе на дравој коеФициента 
μ 0, две граничне тачке су: тачка која ce трансФор- 
мује и тачка на апсцисној оси.

Функција ψμ0 (2) je Функција.

ψ (log С zD)

где je гр (t) каква алгебарска оункција t, D  дата кон 
станта, С неодређена константа.
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Члан (4)

A z a ußo u'ßi

који преставља тачку

Α = α - β „  Β ^ β ' . + , β ,

трансФормацијом коеФИциента μ 0 ce мења y

Α ζ “ Σ  % { ßoa ) { ßn ) v9v'hxPßa- 9(P'Pl- h0 a 0 h
где je

φμο =  ψ, φ \ 0 =  zu ο- i  (μο ψ +  D ψ')

, d
ψ =  ψ [t] сменив y резултату t ca log CzD тај 

збир je  збир чланова облика

A ζαι ( ) ј̂ 1 ј va v'h yjßo—з (μο ψ -j- Dijj')ßi—h

где je

et — A μ0 B  ■ μ0 (g +  h) -)- h

и y опште обрасци cy исти као и y (Т2) само што je

Cßo-a (qti0)À-ft
заменимо ca

ψβο—a (μ0 ψ -f- Dxp' )ß—h

коеФициенат тачке je  различит, он je  овде Функција 
логаритма.

Ако ce стави

Ч> =  Сi, ψ' =  0
добија ce трансФормација (Т2).



КоеФициенат тачке на листу индекса h, чија je 
ордината В '  дат je обрасцем

Аи,Б' =  a  (^0 ) ‘1‘) ψί3»~9 (μ, Ψ +  D ψ')βι->1 {B' =  g h)

за μ  =  0 добија ce

А„,в =  л ( ^ ј  (β φ 'ΙΑ - 1

a тај коеФициенат није нула кад je ß 1 ф  h.
т. ј. д.

Трансформација (Т3).
10. Ова трансФормација коеФИЦиента р0 неће слу- 

жити много y примени; али je треба поменути због 
њене аналогије са трансФормацијом (Т4). Њена je осо- 
бина, да коеФициенат праве, која пролази кроз две 
тачке, подели са р0; али пројекција на апсцисној оси 
ce не мења.

Уочимо две тачке

А0 Zaо ußo'O u'A®, A1 Z“i ußo'i u’ßi’i

трансФормација (T3) коеФициента p0 мења сваки члан y

A za (vpo)ßo (p0 v po~-1 v')ßi
или

Α ζ α υΡoßo + tPo — 1) ßi v'ßi · p / i  

апсолутне координате те тачке биће

А' — a — ß l — A
В  = P o ß «  +  (Po —  ^ ß ^ P o B

КоеФИЦиенат праве којапролазикроз дате тачкеје
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a коеФициенат праве која пролази кроз трансФормо- 
ване тачке биће

A  - A .
В \ ~ В ,

Заменити Л  и В' из израчунатих орразаца (до- 
Дајући им индексе 0 и 1) добија ce

-  A ~ Aq 1
μ2

т· ј- д.
Привидно проста тачка мења ce y привидно про- 

сту тачку на истом листу, a њен ковФидиенат постаје

( ^ )  ' A p 0ß i.

Трансформација (Г4).
11 . ТрансФормација (Т ј  коеФициента q0 мења 

коеФидиенат праве, која пролази кроз две тачке, мно- 
жећи га са qo; пројекција на ординатној оси ce не 
мења као код трансФормације (Т ).

Члан

мења ce y :
A z a ußo и 'ßi

A ( £ 4 ο ) α  ußo U

% ,—1
ßl

или
f  1 \ ß l

A  П Г ~  J £ a9« - ( qo ~ W i ußo U ' ßl

привидно дроста тачка мења ce y привидно просту 
на истом листу; апсолутне су јој координате

А ' =  « 4 . - i 4 . - l ) ß , - ß ,  =  q,A
B  =  ß. +  ß, =  B „



Нови коеФициенти биће
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.. _ ^  1 A  0 *?о
^  ~  B ' —B', -  Ж - В .  =  q° ^

Т. ј. Д.

КоеФициенат ce мења y

ТрансФормација (Т3) и (ТЈ мењају стране лоли- 
гона y стране као и [Тг). Прва не мења пројекције 
на апсцисној, a друга на ординатној оси. ТрансФор- 
мацијом (Ί\) могу ce коеФициенти страна претворити 
y целе бројеве; a традсФормацијама (ТЈ и (Т ) могу 
ce претворити y деле релативно просте бројеве.

Трансформација (Т6)
12.° ТрансФормација (Ts) замењује тачку низом 

тачака на истом листу. Она тим потсећа на трансФор- 
мацију (ГЈ коеФициента оед само што тачке не иду 
до апдисне осе.

Члан

A za иао [u')ßi
мења ce y

A (z +  a)α ußo (u')ßi
дли

A ußo (u')ßi Σ П  za k ak 
o h {a>

једна тачка je замењеда ca a -f- 1 тачком, које cy 
све да истом листу и на истој паралелној са апци- 
сном осом. За k — о добија ce члад

A ußo (u')ßi za



26

т. j. међу добијеним тачкама налази ce и тачка која 
ce трансФормује.

КоеФициенат тачке на одстојању к на лево од 
тачке која ce трансФормује je

(12.) а (1) а*

Састављањем трансФормацпје (Т2) коеФициента 
0 и трансФормације (Т.) добија ce трансФормација 
(Т„° -ј- T.t), која трансФормује једну тачку y тачку на 
истом листу. Нека су (а, ß0) координате првобитне 
тачке ;  (a', ß0') координате нове тачке (координате y 
листу индекса ßß, коеФициенат тачке (a’, ß’0) биће :

1 да' +  /V
(«') ! {ß\)l д a“’ dCFη Α»

где je
Α0 =  A aa Cßo

Ставимо k =  α, добићемо члан 

A  a“ · uß» (u')ßi

координате тачке зависе само од два броја ß0 и ßx; 
ако ставимо

ßo =  mi, ßi =  ni
TC

ако обрнемо цео Фигуративни полигон за — y не-

гативном смислу (геометрија) око апсолутног почетка,, 
део полигона изнад хоризонталне осе je полигон М. 
Петровипа.1)

Трансформација (Te)

13, ТрансФормација (ТЈ обрне полигон око праве 
А - В  =  — n за тс\ једну тачку мења y тачку симе-

Ј) У поменутом делу стр. 6 и следеће,
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тричну првој y односу на праву A — В  — — та, пре- 
носећи je са лиета индекса k на лист индекса n —k, 
(п je  степен no u').

Члан
A Za ußo (u')ßi

ce мења y

множећи целу једначину са [z')n, овај члан биће :

Λ иа zßo (z')n~ßi

координате ове тачке биће:

Ä  = β 0 — (n — ßt) =  В  — п 
В' = a -ј- (п — ßi). =  n -f- A

дакле
Ä  + B  = A -f  B

правакоја иролази кроз тачке (A, В) и (A', B ' ) je коеФИ- 
циента i , према томе нормална на правој A—В  =  —· п. 
Одстојања тачака [A, В) и {А',В') од праве A — В  — — п 
су дата обрасдима

d = A— B  +  n, d' =  Ä  — B' η — (B—n) — (A -j- n) +
-f- n =  — [A —B  ) +  n)

дакле d =  — d \  т.ј. тачке (A, B) и {A', B') cy на истом 
одстојању од праве A — B  — — n, a какоје права која 
их спаја нормална на тој правој излази да су те две 
тачке симетричне y односу на праву A — Б — — п.

Индекс листа на коме ce налази трансФормована 
тачка je, као што ce види п—βν т. ј. д.

КоеФициенти ce не мењају трансФормацијом (Т ).



ДРУГА ГЛАВА
Р А З Д В А Ј А Њ Е  Г Р А Н А .

—  АСИМПТОТЕ —

14°, Нека нам je дата каква диФеренцијална је- 
дначина која задовољава услове дате y чл. 1°, на пр: 
једначина (4) или (3) из чл. 4°. Конструишимо Фигу- 
ративни полигон те једначине y близини тачке (Z0, U0) 
Тај Фигуративни полигон служиће за раздвајање грана 
Функције која je престављена том диФеренцијалном 
једначином или тим самим Фигуративним полигоном, 
исто онако како je Newton-ов полигон служио за 
растављање грана Функције престављене алгебарском 
једначином. Из Фигуративног полигона y близинн 
тачке (Z0, U0) добиће ce све гране y близинн тачке 
(Z0, U0) или боље рећи све гране y облику, y коме 
ce добијају кад ce интеграционој константи (Z0, U0) 
да вредност (Z0, U0) y посматраној тачци.

15°. Извесна Функција Ф (г), која he ce према по- 
треби означити неки пут са Ф^с (г), назива ce aсими- 
тотом y близини тачке (Z0, U0) Функције деФИнисане фи- 
гуративним полигоном; или тачније речено скупом 
Фигуративних тачака y близини тачке (Z0, U0) или дн- 
Ференцијалном једначином (2) или (3), ако задовољава 
ове услове:

А°) Скуп Фигуративних тачака да ce поделити 
на две врсте и S23 које ce зову : врста Sj и врста 
S 2, и које су такве да :
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а°) Количник добијен, кад ce један ма који члан 
врсте Sj подели ма којим другим чланом врсте S iy 
и кад ce и  замени са Ф (z), тај количник je каква ко- 
начна количина различита од нуле за z =  0 (или ос).

6°) Количник добијен, кад ce један ма који члан 
врсте S., подели ма којим чланом врсте S v и кад 
ce и  замени са Ф (z), тај количник тежи нули кад 
z тежи нули (или ос).

Функција Ф (2) задовољава идентички једначину 
која ce добија кад ce (из дате једначине) групишу 
само чланови врсте Sx.

Б°) Ставив y једначини (1) односно (3)

и  — Ф (z) +  V

нова оункција v тежи нули брже но Функција и, или 
ка бескрајности спорије но иу кад z тежи нули (или 
ка бескрајности). То ce каже v je вишег реда за z =  0, 
a ннжег за z —  ос но и.

Ови услови ради краткоће означују ce зна- 
ком : услови (A : a, ο ; Б).

Део услова (А : а, 6) може ce заменити овим дру- 
гим који му je еквивалентан ·

А'°) Скуп Фигуративних тачака да ce иоделити 
на две врсте Sj и S 2 и мон^е ce наћи такав број β  
(одређен) да, израз

{β) A za [Ф iz)]ß<, [Ф' (Z)].'/5! · zß

a') тежи каквом броју одређеном различитом од  
нуле, за сваки члан врсте S I} кад z тежи нули (или 
ка бескрајности)

бђ тежи нули за сваки члан врсте S 2, кад z тежи 
нули (или ка бескрајности)



30

Ф задовољава идентички једначину састављену 
од чланова врсте Sr

Са условом Б, добија ce услов : (A' : a', б'; Б).

16. Знајући услове које треба да задовољи нека 
Функција Ф (z), да би била асимптота y близини тачке 
(Z0, U0), ми можемо тражити те Функције. Тражење 
ce састоји y овоме :

Пошто Ф (z) задовољава једначину образовану , 
од чланова врсте S I} ми ћемо претпоставити, да су 
чланови врсте чланови (тачке) које

1° образују једну тачку
2° леже на правој коеФидиента одређеног (ко- 

начног).
3° леже на правој коеФидиента бескрајног
4° » y равни нормалној на листу.
5° не задовољавају услове 1°—4°.
Све остале тачке биће тачке врсте S 2.
Уочимо скуисвих тачака из 1° или ‘2°, или 3°, 4°, 5°, 

неке су од њпх тачке врсте Si; a неке врсте S„. По- 
кушајмо да нађемо Ф, ако нађемо Ф видећемо да ли 
задовољава услове (А : ау б; Б) или (А' : a', đ'; Б). Ако 
не добијемо одмах Функцију Ф, ми ћемо помоћу из- 
весне смене, (видети члан 22 и следеће) добити нов 
полигон Фигуративни, н помоћу њега добити разне 
врсте Sj.

Овај други случај наступа и онда кад нађемо 
Функцију Ф (z) одмах, али она не задовољава услове 
(A : a, 6).

Нааомена. Ha примеру ce неће вршити ова ди- 
скусија, из ове дискусије добиће ce практично упу- 
ство које he одмах дати све Функције Ф (z), т.ј: све 
асимптоте y близини тачке (Z0, U0). [в. чл. 34],
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1. Тачке врсте S, чине једну многоструку тачку.

17. Скуп чланова врсте S2 (можда има и чланова 
врсте S2) даје једначину:

(I) Σ A za ußo (u')ßi — 0

Нека cy A и В  координате те тачке. Из

Α =  α ~ β „

добија ce

« =  ^  +  β„ β0 =  B  — β,
једначина (I) постаје

или

(И)

Σ A zA + А uB — ßi (u’)ßi =  0

zA u B Σ A =  0

једначина (I) биће задовољена, ако je задовољена 
једначина (II), a ова je задовољена за ма какво z и и, 
8)К0 ј Θ

(III) Σ Α
z и
и

ßi
=  0

Једначина (III) зове ce карактеристична једначина 
многоструке тачке, која ce пише y облику

(13) ΣΆΒβι  — 0

Из једначине (III) добија ce

z и' 
и =  Ве

B е je корен карактеристичне једначине (13); a одатле 
ce добија

(14) Φ{ζ) =  и —  Сz Be. (С константа, параметар)
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Степен карактеристичне једначине многоструке 
тачке je реални степен те тачке. Она има онолико 
корена, колики јој je реални степен; али има само 
онолико корена различних од нуле, колики јој je 
привидни степен.

Уочимо прост корен једначине (13) различит од 
нуле. Услов (A : a) je

A ' z a' uß'o (u')ß'i 
A z a ußo(u')ßi

бројитељ и именитељ су чланови врсте Заменити 
и  његовом вредношћу (14) добија ce

(V) А - С ÛV-A) +  (Pi-Ρύ Bß'i—ßi z +  (ß'o-ßo) B +  (β\-ββв-1)

A', A, C, B  су константе различите од 0 и <х>, сачи- 
нитељ члана (Y) je константа различита од 0 и » .  
Изложитељ од z може ce написати y облику

(«' — 0 \ )  -  (a — /3.) +  B [ [В0 +  B 'J  -  (ß0 +  ß x) ]

или уневши апсолутне координате двеју тачака : (А ' , В ')
и (А, В).
(VI) A  — A -\-В[В'~- B] =  {A' +  BB') —  [A-\- B B)
ако обе тачке леже на линијји коеФициента В израз 
(VI) je идентички једнак нули према обрасцу (6); ако 
тачка [A', В ') припада многострукој тачки, она лежи 
на линији ма ког коефицијента која пролази кроз 
тачку (A, В);  израз (VI) je идентички једнак нули. 
Према томе израз (V) je одређен број различит од 
0 и оо, т.ј. количник (IV) два члана врсте Sj je одре- 
ђен број различит од 0 и <*. Функдија Ф (z) задово- 
љава услов (А : а).
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Ακο je корен једначине (13) многострук, овај 
услов биће опет задовољан.

Како ce пређашње резоновање иримењује ма 
на која два члана, који припадају многострукој тачки, 
излази да сви ти чланови су чланови врсте S 13 али 
како су по иретпоставци овог члана само они могли 
бити, излази да су сви чланови који припадају мно- 
гострукој тачкн чланови врсте S, и само онп; сви 
остали чланови су чланови врсте S2.

Уочимо количник (IV) где je бројитељ ма који 
члан врсте S2, a иманитељ ма који члан врсте S2. 
Заменом и са његовом вредношћу из (14) доби- 
ћемо израз (V) чији je коеФициенат опет одређен и 
различит од 0 и <х>. Излажитељ од z имаће облик 
(VI) где je (A', B') тачка врсте S 2, a (A, B) тачка 
врсте S,.

Te две дачке (A', B') π [A, B) или леже на правој 
коеФицијента b  или не леже на њој. Први случај би 
дао резоновање малопређашње, т. ј. да тачка (A', Б') 
припада врсти S,, т.ј. да тачке које леже на изве- 
сној правој припадају врсти S l5 το смо оставили за 
чл. 22. Према претпоставцп овог члана, да су тачке 
врсте Sj само тачке које прнпадају многострукој 
тачки, тај први случај треба оставити: т.ј. много- 
струка тачка, 'чија карактернстнчна једначина (13) 
да такав корен, да права, која пролази кроз много- 
струку тачку и има за коеФицијенат тај корен про- 
лази још кроз коју тачку y скупу Фигуративних та- 
чака; та многострука тачка не припада овом члану 
већ неком од следећих.

Осгаје дакле друга претпоставка: талка [Ä, B') 
није на правој коеФИцијента В, која полази из тачке 
(A, В). У том случају израз (VI) je различит од нуле. 
Он je или позитиван или пегативан.

ФИГУРАТИВБИ ИОЛИГОПИ 3
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Ако права која пролази из [A, В) и има коеФИ- 
циенат В пролази кроз полигон, он ће делити тачке 
врсте S2 на две под-врсте : S2' и S,".  За прве S 2' нека 
je израз (VI) негативан a за друге S2" нека je он по- 
зитиван. Посматрана права има једне од њих са исте 
стране са које и координатни почетак, a друге са су- 
протне стране.

Ако z тежи нули израз (V) т. ј. количник (IV) те- 
жиће нули за све тачке врсте S„", али he тежити 
ка бескрајности за све тачке S2'. Обрнуто : ако z тежи 
ка бескрајности израз ће (V) тежити нули за све тачке 
врсте S 2\  a ка бескрајности за све тачке врсте S2".

Да би био задовољен услов (A : 6) иотребно je и 
довољно, да све тачке врсте S„ буду или тачке врсте 
S2' или S2", кад z тежи ка 0 или ка ос на ма каквом 
путу ; т. ј. потребно je и довољно да права, која je 
мало пре делила ctîyn Фигуративних тачака S2 на две 
под-врсте, буде ван скуиа. т. ј. да буде тангента по- 
лигона y посматраном темену, a το he бити ако њен 
коефициент припада области многоструке тачке кроз 
коју пролази. Ако je та тангента лева, све тачке 
врсте S2 су тачке под-врсте S2"; количник (IV) тежи 
нули кад z тежи 0. Аво je та тангента десна, све 
тачке врсте S2 су тачке под-врсте S,'; количник (IV) 
тежи нули ка.д z тежи ка ос.

Исто резоновање вреди и за многоструки корен.
Нађена Функција Ф задовољава услов : [А : а, б).

18°. Да би видели, да ли нађена Функција Ф за- 
довољава услов (Б) извршимо смену :

(VII) и =  V -f Ф (z) =  V +  CzB 

одакле ce добија, ако ce зна и } да je

(VIII) V — и — С z B

\
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Нека су
^ Ј Ј ^ Ј ...........У ' р 5 * * ·

гране Функције и y близини тачке (Z0, i/0), чији je 
број ма колики. Уочимо једну од тих грана, на пр.: 
μ ρ (р — 1 , 2 , · · · · )  та грана кад Z тежи нули (или на 
бескрајности) или тежи извесној граници.

lim U p= Pp[z), lim Up — QP(Z)
Z —  0  z  —  OO

или не тежи никаквој граници, или осцилује између 
извесних граница.

[Ми ћемо оставити на страну случај z =  oc и 
испитиваћемо само случај z =  0, јер ce ив првог до- 
бија други сменом :

(о, леви, деснп, мањи, већи; оо, десни, леви, 
већи, мањи)].

Претпоставимо први случај, Up тежи ка Р р (z) за 
2 =  о ми можемо ставити

Рр z) =  Dze

где je е степен Функције P, z — о (претпоставили смо 
да ир тежи извесној граници за z =  o), према томе 
Функција ир je облика

xip —  Dze -ј— \Ур

W v Функција која je вишег реда но е за z =  о. 
Нова Функција V  биће облика

V =  Dze — Czz +  W P 

разликоваћемо трн случаја 

1°. е <  В

CzD улази y став Функције W v и даје Wp'

V — Dze +  Wp'
з*
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W'p Функција вншег реда од е.

2°. е >  В

Dzp улази y став Функције Wp и даје W p".

V =  C'zß +  Wp"

С' — — С, Wp" функција чији je ред виши но В.  

3°. е =  В

V — (D —  C)z° -f Wp
ако je D =  С,

V == Wp

Wp Функција чији je ред виши од е или В  (е —  В).

Дакле : грана, чији je ред нижи од В  не мења 
свој ред; грана чији je ред виши од В,  постаје реда 
В \  грана чији je ред једнак ca В  или остаје истог 
реда, ако je С ф В, или постаје вншег реда од В,  
ако je С — I).

Применимо извршену трансФормацију на гранама 
и , на Фигуративни полигон. To je трансФормација.

и =  V -ј- CzB

т.ј. трансФормација (Τ',) коеФицијента В.

ТрансФормација (Т2) коеФицијента μ0, кад je μ 0 
различито од нуле, мења Фигуратинни полигон. Стране 
леве коеФициента мањег од μ0 остају стране поуш- 
гона; стране коефициента μ0 или коеФициента већег 
од μ 0 замењују ce странама коеФициента μο — ана- 
лого трансФормацији (VII), док je С ма какво. Али 
ако je С такво да коеФПциенат члана на апцисној 
оси буде нула; појавиће ce једна или више страна 
коеФпциента већег од μο. Тај коеФициенат према 
обрасцу (B') je за сваку тачку

Σ Α μ ) '  Св =  0ΒΣ Αμ/ 1
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отуд једначина
(13') Σ Α μ / ι = ο

a το није ншпта друго него карактеристична једначина 
(13) посматране многоструке тачке. Кад je μ0 — B, је- 
дначина je задовољена, н Функција

ф  (г) — CzB — Cz ο̂

je асимптота y близини тачке (Z0, U0) па ма какво 
било <7; С je овде иараметар.

19°. Нека je μ0 или В корен једначине (13’) реда 
х, то значи:

Σ A μ/ i  =  о

Τμ 2  Αμ'“' =  °

T f ^  2  А =  " 

άμ* Σ Аμ°βΐ ^  °

Уочимо коеФициенат ма које тачке чија je орди- 
ната X ; он he бити скуп коеФициената:

т· ј·

( f r )

за једну тачку добијену [трансФормацијом (Т2)] h, В ’ 
и B '  — h су константа, ,β je константа за све тачке 
које ce трансФормују.

Узев Б' =  h =  X коеФициенат постаје

d*
2  Afl»ß'x l  άμ*
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тај коеФИЦиенат je различит од нуле — дакле: про- 
јекција нове стране или збир пројекција нових страна 
на ординатној оси, чији je коеФициенат већи од μ0 
(т.ј. B) je највише једнак са κ или мањи од κ. За 
X  —  1  (кад je дакле прост корен) нова страна κοθφιι- 
циента већег од μ0 има за пројекцију на ординатној 
оси највише 1 (т. ј. пројекција јој je 1 или 0). За 
h <  κ, -сви су коеФициенти нуле.

Узев Б ф h може ce доказати да ће сви коеФи- 
циенти за h >  κ бити нуле. Доказ ce састоји y овом: 
Знамо да je

А0,0 =  о, A in — о, А 2,2 =  о ----Ah.h =  о за h <  κ.
Из једначине

AIU μ  +  A i0 =  В  Л0,0
добија ce AlJo =  o. Затим ce утврди да je и Aî3l =  ο 
па после да je и A„,0 =  о и τ. д. (из једначине 

А2,2 μ2 +  I А2П μ  +  AJ,,, =  БАе,0)
Тако ce постепено може доказати да не постојп 

ни једна тачка чија je ордпната мања од κ. Према 
томе и према оном што je речено напред излази: 
Ако je В корен једначине реда κ карактеристичне 
једначине (13) посматране многоструке тачке (која je 
теме) збир пројекција страна новог полигона, чији 
je коеФициенат већи од B, je управо једнак реду тога 
корена (В претпоставив да на, апсцисној оси постоји 
бар једна тачка) ; претпоставив да je В ф о.

20° Ако je пак корен В =  о, резултат ће бити 
друкчији.

Услов (А : а, б) није задовољен јер коеФици- 
енат од iV) постаје нула или бескрајан, кад год je 
β \ · — ф о. Како пак две тачке, које припадају 
истој многострукој тачки, не могу леж ати на истом 
листу, овај израз β \ — j32 није никад нула; дакле 
коеФициенат израза [V] je или нула или бескрајан.
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Да би тај коеФициенат био нула, треба да буде 
ß'i — ß t > о ,  дакле члан врсте je члан, који лежи 
на листу чији je индекс најмањи; један једини члан 
врсте St. Једначина која даје Ф биће облика:

A za uß u'ßi =  ο
одакле ce добија

Ф (z) =  С , Ф [z] — о (спед. случај прве).
Функција Ф =  С испуњава услов (А : а).
Услов (A : б) биће испуњен, само ако индекс листа, 

на коме ce налави члан врсте S }, није виши од ин- 
декса листова, на којима ce налазе остали чланови, 
т.ј. ако je
(Xi)

У овом случају једначина (i) односно (3) je дељива 
ca u’ßi, ß1 je индекса најнижег листа. Дакле једна- 
чина je пропзвод двеју једначина; једначине u'ßi =  о 
и друге која неће дати за В вредност о.

Ако пак услов (IX) није задовољан, услов [А : б) 
није задовољан, Функција Φ(ζ) не постоји за корен 
који je једнак нули.

20°. У целој овој дискусији није прављена раз- 
лика између корена карактеристичне једначиве, кад 
су они различити од нуле. Међутим Функција Ф(г) 
зависи од вредности корена. Ако je корен реалан и 
позитиван, свакој вредности С одговара по једна 
Функција Ф, све те Функције пролазе кроз тачку 
(Z U0), та je тачка чвор (noeud; за Функцију Φ(ζ); 
ако je тај корен негативан, та je тачка пол и на- 
зваћемо je чвор-иол, a прву чвор-нула. Ако je тај корен 
комплексан, тачка ce зове жижа (foyer), која може 
бити нула или иол, према томе да ли je реалнч део 
позитпван или негативан ; иозитивна или негативна 
према томе да ли je имагинарни део позитиван или
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негативан. Ако je тај корен чнсто имапшаран ни једна 
функција Ф(г) не пролази кроз тачку (Z0, U0) το je 
центар (centre), који може бити позитиван или нега- 
тиван. Може ce рећи да je основни сингуларитет 
функције Φ(ζ) жижа, која дегенерише y чвор или 
дентар, као што иоказује ова звезда.

чвор нула

жижа-нуда поз. (р >■ о : нула) жижа-нула нег. 

центар иоз. (q <Г о : иозит) В  =  р  -f- q% (q < io  : негат) центар негат.

жижа-пол Еоз. (р <С_ о \ иол) жижа-пол. пег.

чвор ИОЛ..

il. Тачка врсте S JL лежи на правој чији кобФициенат 
нија бескрајан.

22° Ми можемо, извршивши трансФормацију (Ts) 
коеФициента +  μ ο, претворити праву коеФициента 
fl о У праву коеФвдиевда нула. Према томе претпо- 
ставимо, да je посма+рана права, права коеФИ- 
циента нула.

Тачке врсте Sx леже на тој правој (по претпо- 
ставци) али има можда и тачака врсте S 2 које су на 
истој правој.

Једначина образована од свију тачака на тој 
правој може ce написати y облику:

(I·) Σ A ußo (uz')ßi =  0.
Извршимо смеиу

zu'  =  w
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конструишимо Фигуративни полигон добијене алге- 
барске једначине
(II) Σ ι A ußowßi =  0.

Разликоваћемо два случаја :
А°) Површина S Фигуративног полигона једна- 

чине (II) je нула.
В°) Повргппна S Фигуративног полпгона једна- 

чине (II) није нула

А°) S =  0
23° Све тачке Фигуративног полигона једначине 

(II) су на иравој линији (једна тачка не постоји, пошто 
je свега један лист n све тачке просте тачке ; a како 
једначина' (II) има бар два члана, њен полигон има 
бар две тачке), нека je коеФнциенат праве d .  Три 
подслучаја :

a) d == оа
δ )  1 ф  d  ф  oc

e| d =  1
a) d =  СЧ5

Све тачке cy на правој паралелној анцисној оси, 
једначина (II) постаје:

wßi ΣΑ μβο =  0.

два решења :
w =■ 0 дакле u =  С ма колико
ΣΑΰβa — 0 и =  D, D задовољава једначину

Све тачке на посматраршј правој су тачке врсте 
Sr Тражена Функција Ф [ако још буде задовољила 
услове : (А : а, 6 ; Б)] биће облика:

Ф (z) =  С или Ф (z( == D.

Ова je случај исти као случај из чл. 17 кад je 
корен карактерцстичне једначине био нула ; услови
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(.A : a, 6) нису задовољени сем ако je ß2 — 0. Претпо- 
ставимо да су ти услови задовољени, т.ј. да je ßi =  0. 

Извршимо трансФормацију

(IVIj и — V С или и —  V -f- D

Однос између грана Функције и  и v je исти; само je 
овде В =  0. Ако трансФормацију (IV) извршимо на 
полигону коеФициенат тачке на апсцисној оси биће

Σ ACßo или Σ ADßо

Док су С и D ма какви бројеви, овај je коеФицие- 
нат различит од нуле. Али ако су бројеви С и D 
корени једначине (III), овај коеФициенат биће нула 
— појавиће ce бар једна нова страна полигона чији 
je коеФициенат већи од нуле.

Тамошњи услов да права коеФициента* В (=  0) 
буде тангента претвара ce y услов да та права буде 
страна нолигона.

Ако je С и D многоструки корен једначине (III) 
може ce доказати, да je збир пројекција страна кое- 
Фициента већег од нуле, највише једиак реду много- 
струког корена; али тај максимум не мора бити 
достигнут.

Дакле Функција
(15) Φίζ( =  С,

С задовољава једначину: карактеристичну јед- 
начину стране:

(16) Σ A Cßo =  0 или Σ A Dßo =  0, 

задовољава услове : [A : a, б ; Б)

б)° оо ! d 1.
Ставив

(V ) W =  D u d
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добија ce једначина
Σ A ußo (Dud)ßi—· 0

али како je према полигону једначине (II)

(VI) ß 0 + d ß , = ß o  + d ß S t

(jeP je
А = ß0 в  =  ß, » μ =  ά

a једначина (VI) исказује, да су тачке (A, В) и А,' В"\ 
на правој коефициента μ  према обрасцу (6); та јед- 
начина постаје:

W*+ dßi Σ  A Dßi —  0

та једначнна je задовољена, ако je
Σ A Dßi =  0

a το je једначина (16), т. ј. карактеристична једна- 
чина праве.

Из једначини (V) добија ce

(17) Ф (z) — и log (с  ZD( i - # ) | ï ^

Добијена Функција Ф (z) je, y односу на z реда 0,
јер

Ф (z) · zk
тежи нули, доч je к >  0, па 'ма како било мало к. 
Логаргггам je

Um [-ε 
ε =  0

=  l o g  X

Уочимо количник два члана:

log(cZu >—1lj ! —  Н А '  -  А )  +  đ -  A l l1—d

/« '  — rt-t/?,· —Λ) [D{l-d)]ß\ — ßi
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Сви чланови на посматраној правој су чланови BpcxeSj 
Количник таква два члана je одређена количина раз- 
личита од нуле за z  =  0 (или z — оо).

Према једначини (VI) изложитељ логаритма je 
нула за ма какво z, дакле степен логаритма je раз- 
личит од нуле. Изложитељ од z je

(«' — /V) — (a — (3,) =  A' — A
овај je израз нула за све тачке врсте S2 
Дакле услов je (A : a) задовољен.

Количник једног члана врсте S2 и једног члана 
врсте имаће за изложитељ логаритма број раз- 
личит од нуле. Изложиељ од z биће позитиван или 
негативан према томе дали je тачка врсте S, десно 
или лево од посматране праве; да би тај количник 
тежио нули потребно je да посматрана права буде 
страна лева за z  — 0, десна за z  — оо. Кад je та 
права страна, лева или десна услов (А : 6) je за- 
довољен.

ТрансФормација

u —  V-\-  [log (CZ
i

1—d

je трансФормација (T2bis) коеФициента 0 .

КоеФициенат тачке на апсцисној оси према о- 
брасцу ( g ) биће

[Σ A Dßo) . [log (CZW-Q)[ßo + dßv

тај коеФициенат je нула, кад D задовољава једна- 
чину (16).

И y овом случају вреди примедба из (а°) о много- 
струким коренима.

Дакле Фунцпја

Φ(ζ) = CZD<i-d) i
l—d
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задовољава услове (A : a, đ; Б), онда je дакле асим- 
птота y близини тачке (Z0, Ug) ■ D je одређена кон- 
станта, корен карактеристичне једначине стране. С 
je параметар. Тачка (Z0, U0) je логаритамски сингу- 
ларитет Фунције Ф (z).

В°) d =  1.
У овом случају

ßo + ßi =Fo + ß\ = ....= Б
права коеФидиента нула, чија je пројекција на ор- 
динатној оен нула, многострука тачка, коју смо ис- 
питали y чл. 47.

Б°) S Ф 0
24°. Међу тачкама на посматраној правој која 

припада скупу Фигуративних тачака дате диферен- 
дијалне једначине има их врсте Sv али и врсте S2. 
Ми ћемо претпоставдти да тачке врсте S, су све 
на једној дравој која припада скуду Фигуративних 
тачака алгебарске једначине (II), a све ос-тале тачке: 
како тачке које припадају скуду једначине (II) a 
нису на досматраној правој y томе скупу, тако и 
тачке y скуиу Фигуративних тачака диференцијалне 
једначине које нису на правој коеФициента нула 
коју посматрамо y овоме члану ; све те тачке да 
дрипадају врсти S2. Нека je d коеФициенат те лраве 
y скупу Фигуративних тачака једначине (II) која даје 
тачке врсте S1. Разликоваћемо три под случаја као 
и y случају S =  0.

а°) d =  «ο
Функција Ф (z) je иста, као н y А°) за d = оо,. 

Услови су Да посматрана права коефициента d буде 
страна полигона, тако исто и права коеФициента Q и 
да страна коеФдциента d =  буде део апсцисне осе..
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б°) 1 ф  d ф  ce

Функција Ф (z) je иста као и y A0) sa 1 ф d ф σο. 
Услови су: 1° посматраиа права коеФициента d je 
страна полигона («, w), 2° исто тако и права кое- 
Фициента 0 y полигону (z, и).

d <С 1 (.1 — d >  0) етрана коефициента d треба
да буде y полигону (и, w) са супротне стране страни 
на којој ce y полигону (z, и ) налази страна коеФИ- 
циента 0.

Ако су ова три услова испуњена услови (А : а, 
б ; Б) су испуњени, и нађена Функција Ф (z) из обрасца 
(П) je асимптота y близини тачка [Z0,U0)

в°) d =  1.
Полигон [и, w) може имати највише две стране 

коеФициента d =  1, оне одговарају реалним теме- 
нима полигона — два темена, две многоструке тачке.

Ако су оба крајња темена многоструке тачке 
највишег реда могућег, полигон (и, w) има свега 4 
стране: две коециФиента 1, једну коецифиента <хз и 
једну коециФиента 0. Алн ако нека од карактери- 
стичнпх једначина има бар један корен којије нула, 
појавиће ce нова страна, ако je са десне, њен he 
коецифцент бити мањи од 1, даће дакле за z — о, 
пошто задовољава услов 3° из б°, Фунцију дату 
обрасцем (17).

Дакле корен карактерпстичне једначвне много- 
струке тачке која je теме, различит од нуле даје 
функцпје Ф (z) деФинисане обрасцем (14) a корен 
једнак нули даје Функцпје Ф (z) деФинисане обра- 
сцем (17).

25°. Ако сад извршимо трансФормаццју (Т,) ко- 
еФициента — μο; страна коеФнцпента коју смо про-
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учавали претвориће ce y страну коеФициента μ 0. 
Корен карактеристичне једначине повећаће ce за μ0, 
и корен који je био нула постаће μ0. Из малопре- 
ђашњег посматрања изводи ce ово : Ако ниједан 
корен карактеристичних једначина реалних темена 
стране, није једнак коефициенту стране, асимптоте 
he бити облика

(15') Φμο (2) =  Z^° - С

С  задовољава једначину

(15') Σ A μ / 1 Св =  0

ако пак има корена једнаких коеФициенту, онда ћемо 
извршити трансФормацију (ТЈ и наћи као мало пре 
Функцију Ф (обр. 17), одакле ce добија

1
(17') Φ μ 0 (z) =  Z‘“o [l o g  C z D ^ “  d)] 1 _  ~d

III. Тачке врсте S x леже на правој чији je 
коеФициенат бескрајан

26°. Извршив трансФормацију (Te) праве чији je 
коеФициенат бескрајан, претварају ce y праве, чији 
je коеФициенат нула, т.ј. y праве иосматране y одељку 
(II). Према томе да би таква права могла дати асим- 
птоту, потребно je да буде страна полигона (z, u). 
Таквих страна може бити највише две : једна доња 
и друга доња, обе паралелне апциечој оси. Транс- 

. Формација (ТЈ претвара доњу y леву a горњу y десну, 
доња дакле може важити само ако je и =  о, a горња 
ако je и =  оо.

Нека je Ψ (и) асимптота z y близини тачке (Z0, U0), 
где je Ψ (и) Фупкција деФинисана обрасцем (15) или
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(17) кад ce y њему стави u место 2. Тада he z бити 
y близинп тачке (Z, U0) облика

(I) 2 =  ψ  (u) -f ψ ι [U]

где je Ψι (и) каква Функција вишег реда но F  за 
и — о, или за и = оо нижег реда. но F.

Из једначине (I) добија ce да je и извесна Функ- 
ција од z.

Нека je и =  0, т.ј. доња страна. 
l a  страна сматрана као лева je реда -ј- ос, сматрана 
као десна оиа je реда — œ ; таква Функција не може 
постојати.

Нека je и  =  оо, т.ј. горња страна.
Ta страна сматрана као лева je реда — ос, сматрана 
као десна она je реда -ј- œ ; такве су гункције мо- 
гуће. Таква je Функција на пр.

развијена y ред за z =  0 она je реда — ос, за z =  <х> 
она je реда -f- о©.

Разликујемо два случаја:
а°) Ψ  je дато обрасцем (14), т.ј. ψ  je константа 

образац (I) постаје

2 =  С +  У, (u)

F  (u) je Функција нижег реда но С т.ј. негативног 
реда ако ce F  1 означимо ннверсну Функцију од F  
биће
(18) и = У - 1(2— 0
С задовољава карактеристичну једначину посматране 
стране:

Σ  A Си ß i =  0
п je степен посматране једначине по u'.
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6°) Ψ je дато обрасцем (17), образац (I) je:

log CvPV-*) 1—d '1 (U)

T{u) je опет негативног реда. Из те једначине 
добија ce

(19)
l—d

u =  E e D(i—d) -j- (2)

E je константа произвољна, Ψι (ζ) реда нижег
l—d

но ez
Ако je 2 =  0, ред u треба да буде — œ, дакле 

изложитељ од z треба да буде нетиван, т.ј.:
1 — d <с 0, или d 7> 1, страна полигона (z, w) 

треба да буде десна.
Ако je 2 =  σο, ред и треба да буде -f- 00} дакле 

изложитељ од z треба да буде позитиван, т.ј.:

1 — d >  0 или d <С 1,
Страна полигона (2, w) треба да буде лева-.

IV. Тачке врста S, налазе ce y равни нормалној на 
листовима, који носе скуп Фигуративних тачака.

27° Овај случај постоји :
1°. ако ce претпоставн да су изложитељи z ком- 

плесни бројеви, као што je речено y чл. 4,
2°. ако ce изврши трансФормација (7ј) или (Т2) 

или (T2bis) са комплексним коеФициентом μ. Потреба 
ce појављује кад je на пример неки корен каракте- 
ристичне једначине многоструке тачке, која je теме, 
комплексан број. ТрансФормација (Т2) je тада ком- 
ллексног сачинптеља; права која пролази кроз по-

ФИГУЈРАТИВНН полпгони 4



50

сматрану тачку и има комплексни коеФициенат, из- 
лази изравни y којој ce налази скуп Фигуративних 
тачака.

Уочимо призму нормалну на равни скупа Фигу- 
ративних тачака, коју ћемо бележити са раван Q, 
такву, да јој свака ивида пролази кроз ма једну 
Фигуративну тачку, било y равни Q било ван ње; и 
која (призма) не оставља на пољу ни једну Фигура- 
тивну тачку. Уочимо једну страну R те призме, или 
ма какву раван нормалну на Q, која пролази кроз 
бар две Фигуративне тачке, која сече раван Q дуж 
праве коеФициента r. све тачке y тој равни имају као 
координате (A, B) A je комплексан број : a -Ј- ћ», В  
je реалан број; они задовољавају једначину:

a —Ј— r B = а' -ј- rB'
Уочимо какву праву која пролази кроз две тачке те 
равни R ; њен ће коеФициенат бити

r 4- Si  (S Функција a, cl, B , a', b', B ')

Ако y тој равни нема више него једна права 
коеФициента r +  Si, применићемо на њу посматрања 
из одељка (II), [извршивши, ако затреба, трансФор- 
мацију (TJ коеФициента μ =  -f- (r -(- Si), што значи 
претворити посматрану праву y праву коеФициента 0],

28° Овде као y одељку II, дрећутно je остао 
случај : многострука тачка има као корен своје ка- 
рактеристичне једначине комплексан број, који није 
једнак са коеФициентом стране, али су једнаки: ре- 
ални део коеФициента и реални део тога корена.

Уочимо такав кореи, т.ј. претпоставимо да ка- 
рактеристична једначина има као корен

r —ј— £i, t ф 0 односно t ф S
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ТрансФормација (Тг) коеФициента r  -f- ti даје на ап- 
циској равни, т.ј. на равни Р0 деФинисаној y члану 
4' једну тачку чији je коеФициерат лева страна ка- 
рактеристичне једначине , та тачка je пројекција 
тачке чију карактеристичну једначину посматрамо. 
Уочимо све тачке на равни R која сече раван Q 
дуж праве коеФициента r и која пролази кроз по- 
сматрану многоструку тачку. Све те тачке трансФор- 
мацијом (Т2) коеФициента r  -[- ti пројектују ce y тачке 
на линији која je пресек равни R и Ро. Све те тачке 
имају зрдинату нулу, a апсцису комплексан број, али 
су сви реални делови једнаки.

Како избором вредности r - \ - t i  један коеФицие- 
ват постаје нула, y осталим кзеФициентима. којих 
има бар један јзш (иначе би цела посматрана страна 
била дужине нула т.ј. не би била страна) Фигурише 
као неодређена количина С. (не увек) С ce неки пут 
може изабрати такз да још један кзеФициенат не- 
■стане. Акз има још коеФициената различитих од нуле 
види ce да услов (Б) није задовзљен — асимтота не 
постзји.

Да би пак услов (.A : 6) био задовољен, пзштз 
ce појављује y изложитељу z (одељак I образац У) 
имагинарна количина, види ce да z несме тежити 
вредности 0 или «х> путем који бескрајно пута оби- 
лази окз тачке z =  0 или z =  æ , y извесном правцу. 
Према обрасцу (VI) (из I) који пзстаје :

\А +  (r -f  ti) B  j — [A +  (r -f- ti) B\
или

[{Ä +  rB') — (A +  rB)] +  i(B'f— tB)
како je први сабирак нула за тачку на посматраној 
линији, остаје као изложитељ од Z израз it(B' — В), 
да би количник тежио нули потребно je и довољно

4'
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да Z тежи нули (или ка ос) спиралом (6) која би 
учинила да израз

dt (B — B')
тежи ка вредности — оо A το je могуће еамо, ако 
je посматрана многострука тачка право теме, иначе 
в - в  мења знак, t и Θ задржавају исти, кад један 
израз тежи ка — оо другн he тежити ка -ј- оо.

У осталом овај случај улази y чл. 29.
29. Ако пак на равни R има више тачака, које 

ннсу на једној правој лмнији, сваке две тачке које 
не леже једна изнад друге, дају по једну линију 
према томе по једну трансФормацију. Да би били 
задовољени услови (А:а, 6; Б) потребно je, да кад 
ce изврше све те трансФормације, сви коеФИциенти 
тачака y пресеку равни R и Р0 буду нуле, затим да 
ce може наћи такав 'пут за Z, да количници (v) не 
теже нули за тачке прве врсте остајући одређени,

g
a да теже нули за тачке друге врсте (количник-^-).
To je могуће на пр. y овом случају : све су тачке 
на правој y пресеку равнн R и P , a само једна ван 
те праве, (случај, на који ce наилази y пракси) Функ- 
ција Φ(ζ) je облика
(20) Φ(ζ) =  z^G^h  - f  C2Ä  -|--------)
све те тачке су врсте S, ; Функција Ф задовољава 
услове (А =  а, đ; Б).

V. Тачке врсте S, су из неког од одељака I, II или 
IV; али су им коеФициенти Функције логаритама.

30°. Овај случај може ce десити :
1°. ако y Функцији на левој страни једначина (1) 

има и таква тачка (Z0 U0) која je логаритамски син-
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гуларитет, као на пр. : log (Z — ZJ y близини та- 
чке (ZJ.

2°. После извршене трансФормације (T2bis) 
Добијаће ce обрасци слични обрасцима y I, II 

и IV, само што he ковФициенти, који су били кон- 
станте бити замењени функцијама логаритама.

Или ce може, ставивдш

logZ =  t или th,

и по неки пут одредити h такво, да нестане лога- 
ритма, и да негативни степени t не иду до — оо 
— на тај начин добијају ce случаји I, II или IV. 

Тако ce y случају многоструке тачке налази:

(21) <P(z) =  eÿdt , t =  log z.

где φ задовољава карактеристичну једначину.

(22) %A(t) cpß1 =  0.

A cy константе или Функцнје од t. Кад су A 
константе, Функција φ сводп ce на облик (14), a је- 
дначина (22) на карактеристичну једначину (13).

У случају стране коеФициента о, сменом

и =  Θ(έ), t =  log z

добија ce једначина:

(23) Σ A ΘΑ (Θ')Α =  0

y којој више нема логаритама. A су Функције t или 
константе. Кад cy A константе једначина (2) je  је- 
дначина (II) из одељка II y којој je место w ста- 
вљено Θ'.



VI. Тачке врста S, нису y равни R нормалној на 
равни Q, скупа Фигуративних тачака.

31°. Могу ce замислити разне комбинадије та- 
чака које припадају врсти S,, и добити разноврсне 
Функције Φ(ζ). Међутим, ако je тако добијена слика 
y полигону, услов (Б) не може да ce испуни; ако je 
пак та слика на обиму полигона, она ce може ра- 
ставити на Функције Φ[ζ) које су већ нађене y одељ- 
цима I— V-, тако да ово проучавање не даје реалних 
резултата, који би били нови.

Напомена. Резултат целе ове главе, изведен као прак- 
тично упуство, налази ce y почетку треће гдаве чл. 34.



ТРЕЋА ГЛАВА
РАЗВИЈАЊ Е ГРАНА У РЕДОВЕ

—  ПРАКТИЧНО УПУСТВО И ПРИМЕРИ —

I. Практично упуство за развијање грана y редове.

32°. Видели смо y другој гдави, како ce налазе 
асимптоте y близини тачке (Z0, U ). Te асимптоте 
зваћемо асиматоте ирвог редa. Извршивши смену

(I) и —  Φ(ζ) -ј- V

видели смо да грани, чија je асимптота Φ(ζ), одго- 
вара бар једна страна, том трансФормацијом добије- 
ног Фигуративног полигона, чији je коеФициенат већи 
од степена Функције Φ(ζ). Нова Функција v, деФини- 
сана том трансФормацијом добијеним Фигуративним 
полигоном, имаће бар једну грану вишег степена но 
Φ(ζ). Ta грана додата на Φ(ζ) даје грану Функције и 
деФинисане првобитним, не трансФормованим Фигу- 
ративним полигоном.

Уочимо асимптоте грана Функције v. Бар једна 
асимптота биће вишег степена но Ф(г). Свака асимп- 
тота Функције v, деФинисане новим полигоном, чији 
je степен виши но степен асимптоте првог реда, 
зове ce асимитота другог реда. Извршивши смену

(Ibis) v =  ψ(ζ) +  w,
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грани, чија je асимптота Ψ{ζ), одговараће бар једна 
страна, (том трансФормацијом (Ibis) добијеног Фигура- 
тивног полигона из полигона који je добијен мало пре 
траксФормацијом (I)), чији je коеФициенат виши но 
степен Функције Ψ(ζ). Нова Функција w, деФинисана 
најновијим Фигуративним полигоном, имаће бар једну 
грану вишег степена но Ψ(ζ). Ta грана додата на 
T[z) по деФиницији Функције Ψ (z) даје грану Функ- 
ције V, деФинисане малопређашњим полигоном. A та 
функција V додата асимптоти првог реда Ф (z) даје 
грану Функције и деФинисане првобитним полигоном.

Уочимо асимптоте грана Функције w. Бар једна 
асимптота биће вишег степена но Ψ (z). Свака асимп- 
тота Функције w, чији je степен виши но степен 
асимптоте другог реда зове ce асимитота трећег реда.

На исти начин, означивши са Θ (z) асимптоту 
реда п — 1 Функције t, и извршив смену

(per) t =  Θ (z) 4- s

грани, члја je асимптота Θ (ζ) одговараће бар једна 
страна (том трансФормацијом Iter добијеног Фигура- 
тивног помпона из полигона који je дао асимптоту 
Θ (z) ) чијн je коеФициенат већи но степен Функције 
Θ (z). Нова Функција s, деФинисана најновијим Фигу- 
ративним полигоном, имаће бар једну грану вишег 
степена но Θ (z). Ta грана додата на Θ (z) даје грану 
функције t; та грана Функције t додата на асимптоту 
реда n — 2, даје грану Функције, чија je το асимп- 
тота; ит.д.ј најзад додата на асимптоту трећег реда, 
даје грану Функције w ; додата на аснмптоту другог 
реда, даје грану Функције v ; додата на асимптоту 
првог реда, даје грану Функције u.

Уочпмо асимптоте грана Функције s. Бар једна 
асимптота биће вишег степена но Θ (z). Свака асимп-
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тота Функције s, чији je степен виши но степен 
асимптоте реда п — 4, зове ce асимитота реда п. 

Напсшена. Ако je 2 =  -v>, речи : виши и нижи разменити.

33°. Према свему томе посматрана грана <иунк- 
ције u, може ce написати y облику:
(II) и  =  Φ ( ζ )  +  Ψ ( ζ )  4------ |- Θ ( ζ )  Η------

τ · ј·
(HI) и =  ^  (асимптота реда к).

1
Образац (III) je основни образад и једпни, који 

служи за развијање гране Функције и дефинисане 
скупом Фигуративних тачака.

Два случаја могу наступити y раду :
Г  После извесне асимптоте извесног реда скуп 

Фигуративних тачака нема ни једне тачке на апс- 
цисној оси. Развијање je свршио, ред није бескрајан. 

2° Случај 1° ве наступа, ред je бескрајан.

34°. Из свега довде реченога излази, с обзиром 
на другу главу, ово

практично упуство за развијање грана y близини 
тачке (Z0, U0).

Тачка 1°.
Нека je дат скуп Фигуративних тачака y бли- 

зини тачке (Z0, U0). Конструишимо Фигуративни по- 
лигов.

Тачка 2°.
А°. Уочимо ма које теме Фигуративног полигона 

y које долази бар једна лева страна, п образујмо 
његову карактеристичну једначину
(IV) [образац (13)] ΣΑΒΡι=0.
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a.) Уочимо корен те једначине, чији реални део 
лежи y област посматраног темена (μ , μ+).

а) нека je тај корен В  различит од нуле, њему 
одговара асимптота

(V) [образац (14)]. Ф[г) =  Cz^ (С параметар)

β  ) нека je тај корен нула, — нема асимптате.
б) Уочимо корен те једначине, чији реални део 

лежи на граници области, али он није ни μ_ ни μ+; 
асимптати he бити:

а оолика (V), али z мора да тежи ка z — о путем 
спирала σ [чл. 28], ако je το теме право, пначе аси- 

.мотота не постоји [чл. 28],
β° облика

(VI) [образац (20)] Φ(ζ) =  zr (С. г«i +  С2 zil2 +  . .)
2 тежи ка нули путем коначне дужине [чл. 29].

е) Уочимо корен те једначине, који je једнак са 
једном од граница области μ_ или μ+. Тада морамо 
водити рачуна о страни, чнјем je коеФициентуједнак 
тај корен ; т.ј. случај Б°.

г) Уочимо корен те једначине, који лежи ван 
области посматраног темена — нема осимптота. Овај 
корен може доцније применом тачке 3 ући y област, 
или доћи на граниду. (случаји a и đ).

Б i Уочимо ма коју леву страну Фигуративног 
полигона.

I Нека коеФидиенат (μο те стране није бескрајан, 
т.ј. страна није ларалелна апсцисној оси. Издвојмо 
y засебну једначину чланове који леже на тој страни 
(преписав једиачину изостављајући све чланове, који 
не леже на тој страни). У т.ако добијеној једначини 
ставимо
(VII) zu =  w



59

и конструишимо скуп Фигуративних тачака (u,w) тако 
добијене алгебарске једначине [глава II, одељак II, 
образац II] и најзад конструишимо Фигуративни по- 
лигон (u, w) те алгебарске једначине. Нека je S по- 
вршина тога полигона.

а°) Нека je S =  о, и нека je d коеФициенат стране, 
асимптома he бити

а°) ако je d =  оо 
(V’) [образац (15')] Φ(ζ) =  Οζμο

C je корен једначине — карактеристичне једна- 
чине стране —
(VIII) [образац (16’)] Σ A μ / 1 Св =  ο
где je A коеФициенат једначине при трансФормацији 
(Т1); или корен једначине
(VIII’) [образац (19)] Σ A'Cßo=o
где je А' коеФициенат једначине после трансФорма- 
ције (ТЈ и (VII) ; посматрана страна треба да буде 
део апсцисне осе (полигона и, ,w); Ако та страна није 
део апсцисне осе, грана ce налази помоћу члана 51.

ß°) 1 ф ά φ

(IX) [образац (17)] Ф (z) =  ζμ<> [log C zD i1 -  d)] 1 -  d 
D задово.вава једначину

X) [образац (16)] Σ А' Dßo=o
А' коеФициенат после трансФормације (ТЈ и (VII). 

у°) d — 1
το je случај А°)

6) Нека je S ф о. Уочимо ма коју страну тога 
полигона (и, w\, нека јој je коефициенат d.

а°) d =
образац (V’) из (а°, а°).
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ß°) i  ф- d φ: oc
образац (IX) ако je,

кад je d <  1, та страна десна, 
кад je d >  1} та страна лева; 

a асимптота не постоји,

ако je та страна лева, кад je d 1
ако je та страна десна, кад je q 1

γ°) d — 1
το je случај A0.

IL Уочимо горњу страну паралелну са апсцисном 
осом. Извршивши трансФормацију (ТЈ добија ce г као 
функција од и. Кад ла!)e:\io z према овом упуству (јер 
овај случај не наступа y исто доба и за z), инвер- 
сијом наћи ћемо ред који преставља и.

Тачка 3°,
Кад смо нашли асимптоту првог реда, извр- 

шићемо трансФормацију (ТЈ или ( Т ^ )  према ТОМе 
да ли je та асимптота дата обрасцем (V) или обрасцем 
(IX) и уочићемо једну ма коју нову страну, чији je 
коеФициенат већи од коеФициента трансФормације, 
или ма које ново теме (за ново теме сматра ce теме, 
y које долази бар једна нова страна) и примениће ce 
тачка 2° овог упуства.

Али може наступити неки нов случај, који није 
постојао y тачки 2°, то су случаји из IV и V одељка 
друге главе (чл. 27 и следећи)

A ) ако ce y равни R (чл. 27) налази само једна 
права, може ce опет применити тачка 2°.

Б ) ако ce y тој равни R налази внше страна, 
примениће ce чл. 29.

В ) ако буде било логаритама, примениће ce 
члан 30.
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Тачка 4°.

Затим ce поново примени тачка 3° овог упуства.
Напомена. После нађене асимптате првог реда, можо 

бити неколико асимптата другог реда. Број асимптата другог 
реда je највише јоднак реду корена карактеристично једна- 
чине темена или стране. Свакој асимптоти другог реда од- 
говара једна или више асимптота трећог реда ит.д. Како ce 
увск степен карактеристдчне једначине снижава до јединице, 
корени морају постати прости; тада ће асимптота извесног 
реда к, одговарати само једна асимптота рода к -f-  1 ·

Како ј е д н о ј  асимптоти првог реда могу одговарати две 
и више асимитота другог реда, те дво или више грана Функције 
и , дефинисане скупом Фигуративних тачака. имају први члан 
заједнички.

Р а з д в а ј а њ е  г р а н а  т е к  je  о н д а  и з в р ш е н о ,  к а д  ce  д о ш л о  
д о  а с и м п т о т е  и з в е с н о г  р е д а ,  к о ја  н и је  з а ј е д н и ч к а  y  д в е м а  
г р а н а м а ,  y  к о ји м а  су  з а је д н и ч к е  и с в е  п р е т х о д н е  а с и м п т о т е .

П о с л е  и з в е с н о г  б р о ј а  т р а н с Ф о р м а ц и ја  п о ј а в и ћ е  со т е м е ,  
ч и ја  ce  ј е д н а  г р а н и ч н а  с т р а н а  н е  м с њ а ,  a д р у г а  н е п р е с т а н с  
м е њ а ,  т а к о  д а  о б л а с т  т о г а  т е м е н а  н е п р е с т а н о  р а с т е .  К о р о н  
к а р а к т е р и с т и ч и е  ј е д н а ч и н е  т о г а  т е м е н а ,  а к о  y  п о ч е т к у  ни јо  y  
о б л а с т и  т о г а  т е м е н а ,  м о ж е  т е к  п о с л е  и з в е с н е  т р а н с Ф о р м а ц в је  
д а  д о ђ е  н а  г р а н и д у  то  о б л а с т и ,  и л и  д а  у ђ е  y  о б л а с т .  Т е к  c e  

т а д а  м о ж е  у з е т и  y  р а ч у н  т а ј  к о р е н .

Из примера који следују видеће ce, како ce при 
мењује горње практлчно упуство.

II. Примери.

1ВИ пример
35°. Развити y  ped гране функције U y  близини 

тачке (Z0> UJ, кад je фуикција U дефинисаиа једна- 
чином
(a) U' +  sin Z — 0.
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У близини тачке (Z0, î/0) једначина (a), сменив 
U U0 ca u, Z Z0 ca z, написаће ce y облику

7
u ' - f z - - z3 +

7 ' 2 ’ + Ο

ν , I

o; i O;-j, u, j,
—O------o— o;-?/-o---->-

Ci. 7.

3'. 5'. 7'.

скуп Фигуративних тачака биће образован од тачака 
1° на листу индекса 7 тачка (0,0) [.A =  —l , В =  1}
Г  » » » 0 тачке: (7,0), (3,0), (5,0), (7,0),···
скУп je престављен сликом 7.

Само једно теме 
није на апсдисној 
оси, њ егова карак- 
теристична једначи-
Hä ј 0
β) μ -\- 0 =  0

одакле μ =  0. Област тога темена (— ое, 2); корен 
иула који није на граниди [тачка 2° А° а° примедба] 
не даје оункцију Ф (z).

Само je једна лева страна, њен je коеФициенат 
2, он није корен карактеристичне једначине (β) те- 
мена, кроз које пролази та страна. Карактеристична 
једдачина те стране [образац (VIII)] ј е

^ '2  · С -f- 1 · 2° · С° — 0 (т.ј. 2С -[- 7 =  0)
одакле je

7 i lС = — 1 12 Г 2! 

Асимдтота he бити [образац (V)]

Ф 2 ( г ) 2 \

ГрансФормација (T\ ) коеФициента 2 (тачка 3°) 
пројектује тачку (— 7,7) y тачку (7,0). Све остале 
тачке остају непромењене. Скул je као и мало пре,
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само му не достаје тачка (i, 0), чији je коеФициенат 
постао 0.

Нова лева страна je коеФициента 4, који није 
корен карактеристичне једначине (ß) темена, кроз 
које пролази та страна. Карактеристична једначина 
те стране je

l - i 2C2 —  j j i ° C °  =  0 (т.ј. 4 С -— — 0)

одакле je
1 1 1

с  =  Т  ' з7 =  4Ï

асимптота другог реда je

(2) =  {т 24

Применивши поново тачку 3°, ит.д., исти поли- 
гон само му не достаје тачка (3,0) [за тим (5,0), . . . 
(2n — 3,0)] нова страна je коеФициента 6, [8, . . . 2n], 
налази ce, да je карактеристична једначина стране, 
чији je коеФициенат 2n;

1 · (2η)1 σ  +  ( -  ΐ γ - 1 ^  (2η)0 C0 =  ο,

одакле je

C =  ^ ^ ( à ÿ .

асимптота реда n je

Φ·2η (?) = (— i )η ^ут ζ2η

Према обрасду (III) једна једина грана биће :

“ =  ! , ( - i )” (2i)T2S" = c08z- ' '
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сменив и и z њиковим вредностима добија ce Функ- 
дија U y близини тачке (Z0, U0) y облику :

и  ~  ( - 1 >" (г^ т (z -  г °>!" =  ««· (Z -  z.) - 1.

П гп пример

36°. Развити y ред гране функције U y близини 
тачке (Z0 =  0, U0 =  0), кад je функција ирестављена 
једначином

Z 2 U' kZ U  -\- 1 -j-2Z2-j-3ZJ =  0. (к произвољан број).

У близини посматране тачке (Z0, U0) та једна- 
чина написаће ce y облику (сменив U — U0 ca и, 
Z  — Z0 ca z)

[a] z2 u' — η z u  -j- 1 +  2zl -j- 3zs =  0.
Скуп Фигуративних тачака биће образован од

Tčl4clK cl I

1° на листу индекса 1 , тачка (2,0) [А =  1, В  =  1] 
2° » » » 0 тачке : (1,1), (0,0), (2,0) и (3,0)
скуп je престављен сликом 8.

Само je једно теме, које није 
на апсдисној оси, његова je ка- 
рактеристична једначина

Р-------------- о------- ο - -  (3) μ  —  к  =  0
° ; i  o ;z  о ;з r  1

Сл. 8. одакле μ=~ к. Област тога темена
j e  (—  α β ,  —  i ) .

Како je к произвољан број, можемо вршити разне 
претпоставке.

1° реални део к <  — 1
2° реалнп део к — — 1 , к ф — 1
3° к =  — 1
4° реални део к >» —1.
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У случају 1° према тачки 2° А° а° корену μ = κ  
одговара асимптота облика [образац (V)]

Фк (z) — CzK , С je параметар.

Извршивши трансФормацију (Тј коефициента к (тачка 
3) добија ce нова тачка (к, 0), али чији je коеФици- 
енат нула, дакле тачка исчезава a слика остаје иста, 
само ce сад мора узети страна ковФициента већег 
од к, т.ј. страна коеФициента — 1. Како je њен ко- 
еФициенат — i различит од корена карактеристичне 
једначине (β) темена кроз које пролази та страна, 
добиће ce асимптота

С
ф-  ^  =  т

С je корен карактеристичне једначине те стране 
[образац (VIII)]

l . [ —  1) ' С +  (—  к) 

одакле ce добија

С :

дакле асимптота je

(2)

1)° С -ј- 1 (— 1)° С° =  0.

1 -ј- к

1 +  к z
Извршив трансФормацију (Т2) коеФициенти —  
4), добпја ce на исти начин

1 (тачка

затим на исти начин

Извршив најзад трансФормацију (Т2) коеФициента 2 
{тачка 4), скуп ce своди на једну једину тачку ван

5ФИГУРАТИВНИ полигони
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апсцисне осе. Развијање je свршено, та je грана 
облика

(у) U = C Z « +  — 4- — -  z  +  Z \  C параметар

y близини тачке Z0 =  0, U0 =  0). Тачка (0, 0) je жижа- 
иол, a ако je к реалан број, онда je та тачка чвор - иол.

У случају 4° почиње ce прво са страном и нађе 
ce Ф_j, па после, ако je реални део од к мањи од 
+  1, долази Ф„, па Ф] и најзад Ф2; a ако je пак 
тај реални део од к већи од 4-  ̂ доћи he Ф_1 па 
Ф+1, па после Фк или Ф2, према томе да ли je ре- 
ални део од к мањи или већи од 2.

У опште, ако реални део к није ни — 1, ни -р 1 
ни +  2, грана ће бити облика (у).

У случају 2° који обично наступа тек y тачки 
3 имамо случај члана 29■ Из тачке (1,1) полазе две 
праве y равни R, једна коеФициента — 1, a друга 
коеФициента + к  (реални део к je — 1). Ф je облика

1Ф'_, =  C'z 1 4  CzK C' — — к , С параметар

али z мора тежити путем коначне дужине ка тачки 
2 =  0. ТрансФормација (Г2) даје скуп Фигуративних 
тачака сем тачака (0, 0, 0) и (0, 0, сачинитељ од i y к). 
Затим ce налази Ф2 и Ф2. На исти начин би ce ра- 
дило, ако би реални део к био 1 или 4  У опште 
образац (у) важи и кад je реални део к један од 
бројева — 1, -\- 1 и 2, али к није реалан број. Само 
z мора тежити нули путем коначне душе.

Уочимо најзад случај 3° т.ј. к =  — 1. КоеФици- 
енат стране je корен карактеристичне једначине (ß). 
Посматрајмо страну коеФициента — 1 (тачка 2, А° 5°). 
Извршимо трансФормацију (ГЈ коеФнциента — 1, 
(тачка 2 , Б°). Тачка (0, 0) остаје непромењена са
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истим коеФИциентом i. Многострука тачка састојаће 
ce из двеју тачака :

1° на листу индекса i, тачка коеФициента
* (?) ( -  Т '  =  1

' 2* на листу индекса 0 тачка коефициента
i(h) ( -  i r °  +  «(8) ( - i r °  =  o

Једначина образована од чланова на no- I 0;l 
сматраној правој биће

z v' -ј- 4 =  0 <Û _
сменом (VII) добија ce једначина чији je по- Сл_ 9> 
лигон [v, w) сл. 9. Тај полигон има једну 
страну, површина му S je 0, ковФициенат стране je 0, 
(тачка 2, Б, а° β°) асимптота he бити [образац (IX)]

Ф' log CzL i = z log
C_
z

jep D задовољава једначину 
D +· i  =  0 т.ј. D = 1.

ТрансФормација (T2 bis) коефициента — 1 (тачка 3) 
даје случај раније иосматран y 1°, 2° и 4° (добија ce 
као раније Фг и Ф2).

Ако би пак било к — 1 нли к — 2 добило би ce

1 ' 1 '
Φ'\ =  ζ loge -p- Φ" —  Z3 2 2 log C-p-

Дакле дата једначина (а) има y близини тачке 
(Zo= 0 , U0 — 0) интеграл y једном од 4 облика, С па- 
раметар, : i

i u =  CZk+ Tj^ ž + I ^ k Z + 2^ . ZÏ КФ — 1Æ 1Æ 2

II 17 =
1 Cj_ 2 
Z log Z ' 1— K 2 +

3
2— K

K — — 1
5 *
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111 U—  i - f KZ +  Z l °9 Z2 + K =  +  1

c
Y

Шћи пример.

37, Развити y ред гране функције U дефанисане 
Riccati-евож једначином, y близини тачке Zo =  0, Uo— 0).

Зна ce, да ce Riccati-ева  једначина (сменив 
U — U0 са u, Z — Z0 ca z) може написати y облику

Према претпоставди учињеној y чл. 1, тачка 
z =  0 није есенцијални сингуларитет Функције f(z). 
f(z) ce може написати y облику

бројеви ki су ма какви реални бројеви, ограничени 
са доње стране. Нека je најмањи међу њима ко.

Скуп Фигуративних тачака биће састављен од 
тачака :
1° на листу индекса i, тачка 0,0 [А — — 1, В  =  1] 
2° на листу индекса 0 тачка (0,2)

(a) и' -f- и2 -ј- f(z) =  0.

f  (z) =  afti zhi

'.c o;i

затим низ тачака (кј , 0) 
сл. 10. Тачка (ко,0) зависи 
од к0 (због тога на слици 
тај положај није утврђен).

ο;αΚη
Сл. 10.

о;а.к,> Мора ce одмах направи- 
ти неколико претпоставки, 
према вредности к.

1°
2°

3° — 1 >  К0 >  — 2

п 0 <  — 2
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4°
5°

Случај 1° к0 <С — 2.
Само je једна лева страна, која пролази кроз 

две реално просте тачке [тачка (— 1,1) je y полигону], 
карактеристична једначина те стране, коеФициента

he ce пермутоватн све међусобом, кад z обиђе око 
тачке 2 =  0, ако je р парни број, гране he ce поде- 
лити на две групе по q, и пермутоваће ce међу собом 
гране сваке групе за себе.

Извршимо сад трансФормацију (Г2) коеФициента

њена два корена су

бк0 — +  } аКо, С к0 =  ][ а„0

дакле две асимптоте првог реда:
к0 к0
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±2 T- ■ (+  за Ф, -— за Ф')
к \

кЗеФициенат нове стране (већи од — I зависиће од к х.

к.
Акз ie к, <С — — 1 добиће ce нова асистемаj i 2

Ф«1 \Z)
2 f

Ζκ ι Φ'κ, =  —  Φκ,

Κη
ако je κ2 —- — 1 кзеФициенат нове стране биће

2

— 1, асимптота ће ce наћи по удуству. Тачка 1)

остаће и даље, она je реална проста тачка, разви- 
јање he ce увек вршити на исти начин.

Случај 2°, к0 =  — 2.
Тачка (— 1,1) je привидно теме полигона, његова 

карактеристична једначина даје корен μ  =  0, који 
није једнак са коеФициентом — 1 стране која пролази 
кроз њега. Карактеристична једначина те стране je

С1 ( - *)° +  Cl (“  *)1 +  С° а _ 2 =  0, (к0 =  — 2)
одавде ce добијају две вредности за С

Овај случај ce дели на два подслучаја, према 
томе да ли су оба корена једнака или не.

Л°) 1 + , 4 а_2 ф 0.
Две различите вредности за С, према тзме и две 

асимптоме дрвог реда

2
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тачка z — 0 je за асимптоту првог реда пол.
Извршимо трансФормацију (Т,) коеФициента — 1. 

Тачка (— 2,0 ) исчезава; али ce појављује тачка 
(— 1, 1) на листу индекса нула и са ранијом тачком 
градн многоструку тачку, чија je карактеристична 
једначина

μ  == 1 — j/i — 4 а_2, μ  =  — i -ј- ]/1 — 4 а_2
[μ после Ф, μ' после Ф'ј.

а) . Нека je 1 — 4 а_2 <С 0; μ  и μ' су комплексне 
количине, реални им je део —■ 1 ; али ако ми тре- 
бамо према упуству (тачка 3) да узмемо y рачун ону

/страну или ону татенту чији je коеФициенат већи од 
коеФициента трансфОрмације, ове тангенте не могу 
дати асимптоту. Зато треба узети y продужењу само 
страну полигона, и продужење he ce извршити има- 
јући увек обрасце сличне горњим за Ф и Ф'.

[Узев те корене y рачун са другом странзм, која 
лежи између тачака (0, 2) и (— 1, i) коеФициенат Ф 
биће нула).

б) . Нека je 1 — 4 а_2 7> 0 ·, μ η  μ' су реалне ко- 
личине : μ  <С — 1, μ' >* —■ 1. Права коеФициента μ  
није тангента, трема томе

а°) грана, чија je прва асимптота била Ф, до- 
биће ce као и y случају а.

(3°) гране пак, чија je прва асимптота била Ф', 
разликује ce од претходне а°). Права коеФициента μ ’, 
повучена крзз тачку (— 1 1) сећи he апсцисну осу 
десно од тачке (— 2, 0). На том месту може ce де- 
сити нека од Фигуративних тачака г или не. Ако ce 
не деси ни једна тачка, развијање he ce вршити до
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те тачке као и y α°. Ta права постаје тангента, и 
њој he ооговорити асимптота

ф (z) =  С' zp' . G je параметар, 
после тога опет he ce вршити трансформације (Т2), 
грана he бити облика

Ψ(ζ) -f  G Θ (z).

Ако ce пак дели на том месту нека тачка, радиће 
ce као и раније, док ce не дође до те тачке. Доша^ 
до те тачке, наилази ce на страну, чији je косфици- 
енас корен карактеристичне једначине темена кроз 
које пролази. Асимптота ће y том случају бити облика

ф' =  ζμ' log G zD- G je параметар, 
где je — D коеФициенас тачке на том месту. После 
тога долази трансФормација (Т2 bis), појавпће ce затим 
тачке чији су коеФициенти логаритали (функције од 
log G zD), грана he бити облика

(Z) + Θ, (ζ, log G z°).

Б°) 1 — 4 a_2 — 0.

Обе вредности за С оу једнаке, обе асимпготе 
постају једнаке; дакле једна асимптота.

Нова двојна тачка имаће карактеристичну јед- 
начину, чији je корен — 1, тај корен не може дати 
асимптоту. Овде ce добија свега једна друга асимп- 
тота. Ако ce y првом случају А° узме 1 — 4 а_2 врло 
мало, рециме 1 — 4 а_2 =  h, па ce развију гране обе 
и стави h =  0, добиће ce обе гране једнаке, т.ј. једна 
двојна грана, која je управо, грана добијена директно.

Случај 3° — 2 <  к0 <  — 1.
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Полигон има две леве стране, које ce секу y 
тачки (—■ Ш 4), чија je карактеристична једначина 
као ii y 2°, a њен корен 0. Границе области те тачке 
су — 4, к х — 4.

А°) Уочпмо страну коеФпциента — 4. Она даје 
асимптоту

Ф = ~  [С2(-*)° - f  C M ) 1 =  1, С =  1}
z

ТрансФормација (Т,) коеФициента — 4 прави тачку 
(— 4, 4) двојном тачком, корен карактеристичне је- 
дначине те тачке je μ  =  — 2, права коеФициента
— 2, која пролази кроз ту тачку није тангента и не 
даје асимптоту. Нова страна коеФициента већег од
— i биће она друга страна, чији je коеФициенат 
Kj =  4 (који није корен карактеристичне једначине 
темена). Рад ће ce довршитп трансФормацијама (Г2) 
као y случају (2° А° 6° а°). Ово важп за горњу грану 
ii y случајима 4° и 5°.

Б°. Узмимо грану, чији je кое.фициенат већиод—4. 
Пошто je — 1 ј > к ° >  — 2, биће 0 >  к0 — 4 >  —■ 1, 
коеФициенат стране je већи од корена карактери- 
стичне једначине. Аснмптота ће бити

1 -ј- к 0 z 1 -  κο·

После трансФормације (Т2) добиће ce hob полигон, који 
he имати на апсцисној оси нову тачку (2 (к0 — 4), 0). 
Ако на овом месту има Фигуративна тачка, проду- 
жиће ce као y случају 4°, a ако нема, онда he ce 
продужити као y случају 5°.

Случај 4° к0 =  — 4.
Једна страна, коеФпциента — 4, даје грану као 

y 3° А°.
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Страна чпјн je коеФициенат 0, корен каракте- 
ристичне једначине даће асимптоту

Фо =  log C z~ * l

ТрансФормација (Тг bis) даће нове тачке (0, 0) 
и (0, 1) чији ће коеФициенти бити Функција логари- 
тама. Затим ce добија страна, чијп he коеФициенат 
бити позитиван. Тачке на апсдисној оси поделиће ce 
y две групе: једне he имати за коеФициенат кон- 
станту, друге he пмати за коефициенат Функцију ло- 
гаритма. Прве he дати асимптоте чији су коеФици- 
енти констаите, друге he дати асимптоте чији су 
коеФициенти Функције логаритама.

Случај 5° к0 >  — 1.

Прва грана^ којв долази од стране коеФицпента 
— 1, као h y случају 3° А°.

Корен карактеристичне једначине нула —- не 
даје асимптоту.

Друга страна има коеФициенат позитиван, даје 
асимптоту као y случају 20 А° а°.

ΙΥ -ти дример.

38°, Развити y ред y близини тачке (z0 =  0, U0 =  0) 
грапе функције U двфинисанв диференцијалном јв- 
дначином.

(a) zn u'm -f  P[z, u) =  0

где je P иолином ио z и и. (Смењено je U — U ca u 
Z  — Z0 ca 2).

Скуп Фигуративних тачака je:
i° тачка (η, 0) на листу индекса m [A =  η — m, 

B  — m].
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2° тачка [a, β) на листу индекса 0. 0 <  a  <  Μ,
0 β <  Ν. Μ  и N  су највиши степени иолинома Р 
по z и и.

Конструишимо скуп Σ Фигуративних тачака које 
одговарају полиному Р (z, и) и полигон П' који одго- 
вара том скупу. Фигуративни полигон једначине (а) 
назовимо п.

Могу наступити три случаја, према томе да ли 
je тачка М (n — m, т) y, на или ван ЈТ.

1°. Тачка M  y П '.

Полигон П  и П' су исти [скупови ce разликују, 
јер скуп, који одговара полигону П, има једну тачку 
(тачиу М) више но скуп, који одговара полигону П']. 
Стране пролазе кроз реално просте тачке, увек 
асимптоте и трансФормације као y I-вом примеру, па 
и кад je коеФИЦиенат стране нула, јер je цела страна 
y листу индекса 0.

За случај z0 — оо, U0 — оо важи исто.
Дакле Функција U има N  грана, које су y близини 

2 — 0, z =  оо сличне гранама алгебарске Функције

(β) Р (z, U) =  0.

Али између z =  0 и z =  eo гране ce разликују, раз- 
лика je y толико већа y колико ce тачка М прибли- 
жује обиму полигона П'. (Прве су асимптоте исте, 
али друге могу већ бити различне). Отуд излази ова 
теорема:

Теорема: Кад je тачна. M y иолигону ГГ, гране 
алгебарске ф ункције v, дефинисане једначином

P (z, v) =  0,

су асимитоте y тачки z =  0 и z =  оо грана ф ункције  
и дефинисане диференцијалном једначииом
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Zn u 'm  _j_ p  M) _  0

(реч асимптота je употребљена y обичном смислу 
криволиниских асимптота.

2°. Тачка м  je на обиму полигона 
Могу со разликовати два случаја.
А°. Тачка м  ce поклапа са неком тачком скупа 

Фигуративних тачака .Σ'. Нека je a коеФициенат те 
тачке. Ta тачка са тачком м  чини многоструку тачку, 
чија je карактеристична једначина

(/) fim -)- a =  0.

Једначпна (y ) има m корена. Уочимо нормалну про- 
јекцију Мп тачке М  на апсцисној оси, и раван Р0 
деФинисану при деФиницији коеФнциента праве (чл. 5), 
на тој равни Р0 из тачке Мп опишимо круг полу-

т

пречника fa , и на њему узмимо m тачака тако да 
je свака подједнако удаљена од суседних тачака, 
(ако je m непаран број, једна he бити на апсцисној 
оси, a ако je т  паран број, две he бити, ако je a <  0, 
ниједна ако je a > 0 ).

Вежимо свих т тачака са тачком М.
Ако je нека од иројекција ових т  правих, лева 

тангента полигона /7', добиће ce асимптота

Ф =  CiZ^1 , Ci параметар;

ако je нека од тих пројекција лева страна, добиће 
ce асимптота

Ф '  =  C z p  -ј- D z p  + <ii j D параметар,

C je дато, зависи од те стране полигона П', р +  qi =  ро; 
ако ни једна пројекцеја није ни лева тагента ни 
лева страна, одговараће асимптота алгебарске једна-
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чине (ß). Али ако би нека од тих правих била лева 
страна полигона П' , асимптота he бити

1
Ф" =  zt* [log G zDG-d)^T^Td

Извршив трансфзрмацију (Т2) или (Т2Ш) добијају 
ce случаји већ посматрани раније (у ранијим при- 
мерима).

Б° тачка М ce не поклапа са неком тачком скупа 
Σ' Фигуративних тачака. Овај случај ce своди на 
пређашњи, где je a — о. Све ce тачке поклапају, 
добија ce једна једина тачка и једна једина права, 
која као лева тангента не даје асимптоту, a као лева 
страна даје асимптоту облика Ф" са μ — ο.

3°. Тачка М je ван полигона П ’.
Повуцимо из М две таигенте на П' . (У специ- 

јалном случају могу ce обе таигенте поклопити).
Стране полигона П' које су y исто време стране 

и полигона П  (незаклоњене тангентама из М) дају 
прве асимптоте као y случају 1°.

Лева тангента, ако није коеФициента о (пошто je 
корен карактеристичне једначине темена М једнак 
нули) даће асимптоту за неколико грана, асимптоту 
облика

Ф =  Cz  ̂ , С дато

Лева тангента коеФициента нула даће асимптоте 
облика Ф" са μ — ο.

Ако би нека тангента била паралелна апсцисној 
оси, треба извршити трансФормацију (ГЈ (тачка 2 Б°П), 
наћи z, па инверсијом наћи и.

V™ пример
39°. Развити y ред граке функци е U y бли- 

зини тачке Z0 =  о, U0 =  o, U функција дефинисана
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диференцијалном једначином [сменив U — U0 са и, 
Z — Z0 ca z]
(a) Q (z, u) u’ -j- P(z, u) =  o.
где je

Q = Σ qiK z1 u* , P =  Lpjh zi uh.
Нека je Σρ скуп Фигуративних тачака (на листу 

индекса о), које одговарају једначини

iß) Ρ[ζ,χ) =  ο,
Σ<1 нека je скуп Фигуративних тачака (на листу 

индекса 1), које одговарају једначини
(8) Q (z,w) =  о
Пр и n q нека су Фигуративни пзлигзни скупова Σρ 
и Σα, а П  Фигуративни полигон једначине (a).

Ако ce страна иолигона П  поклапа са страном 
пзаигона ПР, а на њој нема ни једне тачке скупа 
Σ9, грани Функдије u биће асимптота грана алге- 
барске Функције v. Ако ce страна полигона П по- 
клапа ce страном полигона i l q, а на њој нема ни 
једне тачке скупа Σρ, и ако та страна није кое.Фи- 
циента нула ; Функција и имаће за асимптоту Функцију 
w. Ако je пак та страна коеФициента о, грана Функције 
и добиће ce помоћу чл. 50. Ако je нека страна по- 
лигона п  састављена од тачака и скупа Σρ и скупа 
Σ 9, појављују ce многоструке тачке, и разноврсни 
сингуларитети.

Да би испитали гране Функције u y близини тачке 
z =  о, треба правити разне претпоставке о вредно- 
стима коеФициента qix, рј}Х.

1°· Qoo Ф 0
Полигон п  има једну једину леву доњу страну 

састављену од тачака и полигона TIq (— 1} 1) и по-
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лигона Пр (тачка на апсцисној оси). КоеФициенат те 
стране, није корен карактеристичне једначине те- 
мена (— 1, 1), асимптота je Cz^, где je С дато. Остане 
стране не дају ни једну грану која за z — о постоје о.

2°· q0,о =  о, р0,0 ф о.
Ако на ординатној оси листа индекса 1 постоји 

бар једна тачка, нека je q најмања ордината такве 
тачке, полигона n  имаће једну једину леву, доњу
страну чије две тачке припадају скуповима Σρ и Eq.

1
КоеФпциенат те стране биће T+~q, дакле грана облика 

1
Czi + 4 т.ј. q 1 грана гермутује ce пко тачке z =  o. 
To je теорема коју су утврдили Broit и Bouquet. Ако 
на тој ординатној оси нема ни једне тачке, посма- 
траћемо апсолутну ординатну осу. Ако на њој има 
бар једна тачка сем тачке (0,0), та оса биће страна 
полигона, која je састављена или само из тачака. 
скупа Σρ или и из тачака скупа Σ4. Но та страна, 
неће дати Функцију која тежи нули кад z тежп нули. 
Ако ни на тој оси нема ни једне тачке сем (0, 0) 
стране he бити леве горње, за које je тачка z =  o пол.

з°. q0,0 =  P»,«, = 0

Разноврсни случајеви према вредностима q и р, 
за које je збир индекса 1. Претпоставимо

<3o>i Ф °> 9,.« Ф °> Pon Ф Ρι,ο Ф 0
Једна једина страна (лева, доња) састављена je 

од тачака оба скупа Σρ и Σα. Њен je коеФициенат 
i , она пролази кроз двојну тачку (0, 1), чија карак-

теристична једначина има корен μ, — — Пошто
9l?0

та тачка није право теме, она не мења природу
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асимптота — има их две. Извршив трансФормацију 
(Т2) добиће ce нова двојна тачка, карактеристична 
једначина двојне тачке измениће ce, a та двојна 
тачка постаје право теме. Ако je корен те једначине 
мањи од 1, нема асимптоте, ако je пак већи од 1 
даће асимптоту, која садржи параметар, ако je он 
већи од коеФициента нове стране (чији je кЗеФици- 
енат већи од 1) нова асимптота биће Cz/*; после 
трансФормације (Тг) ит.д..

 ̂ · 0̂>0 Ùy PОЈО ^ ЧоУ1 0, (Ινο'φ 0, 0 Р0,2 =  0.
Тачка [0,1) je право теме, корен њене ка- 

рактеристичне једначине може дати асимптоту, која 
садржи параметар. Страна коеФициента 1 даће 
асимптоту, која не садржи параметар. Нека je 
q најмања ордпната тачке на ординатној оси листа

1
индекса 1, једна je страна коеФициента — њој од-

говара q грана облика Cz^, (С корен карактеристичне

једначине те стране), μ  — —. A ако je корен карак-

теристичне једначине —, биће опет q грана истог 

облика, само he С бити замењено Функцијом ло-
гаритма. 
и т. д.

VI-™ пример.

Посматрати гране ф ункције U y близини тачке 
(Z0 =  o, U0 =  o), ф ункција  U дата диференцијалном  
једначином  (сменив li — U0 са и, Z — Z0 ca z)

u 'n T -j— u 'n 1 S -]-----  +  u 'Q -{-P  =  o
где je

T =  Σ tu 2* ui, , P  =  Σ p hxZh U
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Ακο je teJ0 φ  ο, ρ 0,0 φ  ο Функција и имаће η 
грана облика С z, С je корен карактеристичне једна- 
чине стране коефициента 1.

Ако je i050 =  о, s0,0 φ  ο, · · · ρ0)0 φ  ο w ако je q 
најмања ордината тачке на ординатној оси листа
индекса п, биће п — i грана као мало пре (оолика

1
Cz) и q +  1 грана облика Cz^ + 1, С je опет корен 
карактериетичне једначине.

Нека q остане, и нека буде s 0 ,0 =  o, ··· q0,0~ o ,  
али р0,0 φ  о биће опет бар п -ј- q грана.

Више грана од п +  q биће, ако ce појави какво 
многоструко теме, чија ће карактеристична једна- 
чина имати бар један корен y ооласти тога темена. 
По колико he ce грана пермутовати зависи од вред- 
ности коеФициенкта s, · · · , q.

Ако су сви коеФициенти sgin, · · · Vg,h једнаки 
нули sa g +  h <  q, a t0,q Ф o, pq,0 Ф o, Функција he 
имати опет η -j- q грана облика C z, где je C корен 
карактеристичне једначине стране коеФИЦиента 1. 
Биће само n -+ q грана, ако, кад ce изврши смена 
(Т2) коефнциента 1, добијено теме буде имао карак- 
теристичну једначину, чијн ни један корен није већи 
од 1, нити његов реални део. Таква je једначина на 
пример једначина

t 0,q Uq U , n - \ - p q, 0 Zq =  0.

Она има п -\- q грана

u — Z

q + n
/ _
' >9

Ове су асимптоте y овом случају и гране, јер 
после трансФормације (Т2) исчезава тачка на апсцис- 
ној оси; a нема ниједне друге.

Ф11ГУРАТИВНП полигони 6
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Нека je t 0,q — o, t 0,q + p _ t — o, t 0,q + ç φ  o, s 0,q φ  o7 
остало као y претходном случају, постојаће n q — s 
асимптота као и мало пре и çj +  4 асимптота облика 

1
CzPTl, свега п  -ј- q +  ^ грана асимптоте; под усло- 
вом да многострука тачка (— n 1, п +  q — 4), која 
je теме, нема карактеристичну једначину чији je 

4
корен мањи од -—;—j. Такав je пример једначина 

? Τ' 1
K,Q + 9 uq + p и 'п +  Va uq и 'п~ 1 +  Pa»o zq =  ο 

која има

10 п 4~ Q  ̂ грану, чија je прва асимптота
n  -ј- q —  1

Ф Рч, о
>9

z

2° р -ј- 4 грану, чија je прва асимптота

р + i

ф
Krt + P

9

Овај пример je y супротнооти са теоремом H, 
Dulac-a.1)

*) H . D u lac : Recherches sur les points singuliairs des équations diffé
rentielles. (thésel Paris 1903. стр. 6.



ЧЕТВРТА ГЈ1АВА

ПРИМЕНА HA НЕК0Ј1ИК0 ПРОБЛЕМА АНАЛИ- 
ТИЧНЕ ТЕОРИЈЕ ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА- 

ЧИНА ПРВОГ РЕДА.

I. Аналитично продужење редова y које су разви- 
jgHe Функцијв деФинисане диФбрбнцијалном једна- 

чином првог реда.

41°. Кад нам je дата каква диФеренцијална јед- 
начина (4) [I-ва глава] , знамо наћи редове који 
престављају поједине гране y близини тачке (Z0, U0), 
кад та тачка није есенциални сингуларитет коеФи-

диената полинома по · Нашавши ред y олизини

тачке [Z , U0), поставља ce питање : »Докле важи на- 
ђени ред?С(, и »Да ли je нађени ред конвергентан?«.

На први поглед изгледа да за сваку тачку (Z0, U0) 
треба вршити ова испитивања, да би ce нашли ре- 
дови грана и познала природа сингуларитета. Ми 
смо y претходним главама били на »локалном гле- 
дишту,« као Droit и Bouquet y свом славном мемоару 
из 1856 године. У °BOj глави прећи ћемо на »опште 
гледиште,« на које je дошао прво Painlevé.

6 *
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У овоЈ глави he ce прећи на »опште гледиште,« 
a затим уочити неке теореме и неке специјалне ди- 
Ферендијалне једначине првог реда.

ч2 . Нека je (Z0, U0) интеграциона констачта y 
смислу Painlevé-a, т.ј. за Z == Z0, Функција 17 дзбија 
вреднаст U0, тим ce условом одређује интеграциона 
консганта; отуд ce тачка (Z0, U0) зове интеграциоиа 
константа.

Узмимо једначину (1) напишимо je y зблику (3), 
али не прецизирајући интеграциону константу. Скуп 
Фигура j ивнпм тачгит зависи од те интеграционе кон- 
станте. Он зависи зд ње на два начина :

1 мењањем константе мења ce коеФициенат 
сваке Фигуративне тачке, док Фигуративни иолгггон 
остаје.

ž мењање константе могу неке тачке исчез- 
иути или неке нове постати, тим ce мења и фигу- 
ративни i i  пзлигон.

Пошто и скуп Фигуративних тачака и Фигура- 
тивни полигон зависе од интеградионе константе и 
пошуно су одређени тек онда, кад je та интегра- 
циона константа одређена, рећи ћемо да су тај скуп 
п тај полигон : скуп фигуративних тачака и фигура- 
тивни иолигон зa интеграциону констангу (Z , U ).

43°. Уочимо сад диФеренцијалну једначину (1) и 
издвојмо оне константе, акз и.ч има, које су есен- 
цијални сингуларитети за скуп Фигуративних тачака, 
т.ј. за коеФициента саме једначине (il. Од сингула- 
ритета °стају још полови, алгебарске и логаритамске 
критичне тачке. Ако логаритми садрже само неза- 
висно променљиву, они су коеФициенти Фигуративних 
тачака, a ако садрже обе променљиве или само не- 
познату Функцију, издвојмо скуп специјалних вред- 
ности интеграционе константе за које ce појављују



'ти логаритми [т.ј. скупове, који су логаритамске тачке 
на пр. y log (U -f- Z), логаритамска je тачка скуп 
вредности зако је је  U0 +  Z0 =  0]. Затим уочимо скуп 
вредности за које ce појављују алгебарске критичне 
тачке. Скуп свију тих вредности интеграционе кон- 
станте назовимо скуи (Е). Полови ce уклањају мно- 
жењем; додајмо скупу (Е) скуп вредности за које ce 
појављују половп, иа ћемо добити скуи (E'). Транс- 
Формације (Т3) и (ТЈ могу уклонити алгебарске кри- 
тичне тачке.

Датој диФеренцијалној једначини, док je инте- 
грациона константа ма каква, не припада скупу (Е), 
одговора известан скуп Фигуративних тачака, чији 
су кзеФициенти Функције интеграцизне кзнстанте.

Корени карактеристнчних једначина страна и 
темена Фигуративног полигона такз исто су Функције 
интеграционе константе. Н цео Фигуративни полигон 
je функција интеграционе константе. Али док су 
коеФициенти тачака и корени карактеристичнихјед- 
начина непрекидне Функције интеграционе константе 
изузев скуп вредност (Е), дотле су коефиценти страна 
и границе области темена прекидне Функдије пнте- 
грационе кзнстанте. Интеграциона константа IZ0, U0) 
може варирати y извесној области [под том облашћу 
разуме ce скуп двеју површина, једна y равна Z0, 
друга y равни U0 (Z0 ii U0 су комплексне количине]], 
па да коеФициенат стране остане непромењен ; он 
ce не мења све дотле, докле интеграциона константа 
не буде реш ењ е неких једначина, или док не при- 
падне скупу (E'), докле интеградиона конста.нта, као 
тачка, не буде на једној од извесних линија.

Нека су
' Кх (Z0, U0) (λ S i, 2,. - ■) 

коефициенти правих темена,
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l-л (Z0, U0) (λ = 4,2, · . . ) 
коеФидиенти привидних темена (чија je област 0) 

Μλ (Z0, UJ (λ 4 4,2,. . .)
коеФициенти тачака y полигону, кзје би постале те- 
мена, кад би неко право теме исчезло.

ίΖ0, U0)
Све тачке, које не припадају скупу (Е), могу ce 

поделити на три класе:
i° тачке прве класе (или опште тачке), кад тачка 

(Z0, U0) не уништава ни један коеФициенат Κχ.
2д тачка друге пласе (или тачке на линији), кад 

тачка (Z0, U0) лежи на једној од линија
Нл (Z0, U0) =  0.

[Ако ce нека друга линија делзм поклапа са 
овом, она може и на њој лежати]

3° тачке rpefie класе (или специјалне тачке), кад 
тачка (Z0, U0) која прнпада другој класи, лежи на 
још једнзј линији

Lx — 0 или Мл =  0
која сече прву линију, a не поклапа ce са њом на 
извесној дужини; тачке чији су коеФициенти L од- 
носно М морају постати права темена чим ова тачка 
треће класе буде постала друге класе.

Да би дискутовали једначину (1) треба прво да 
посматрамо тачке ових трију класа, па затим тачке 
к°је припадају скупу (Е) y колико je το могуће [мо- 
гуће je посматрати оне скупове скупа (Е), који су 
алгебарске критичне тачке једначине (1)].

А° Тачка (Z0 U0 je тачка прве класе
dU44° Нека je п степен једначине (1) по — -,
dZ

m сте-
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иен по U коеФициента од

лутне ординате y скупу Фигуративних тачака.
Леву страну Фигуративног полигона састављаће:
1° једна страна коеФициента i, чија je пројек- 

ција на ординатној оси n).
2° једна страна коеФидиента 0 (на листу индекса 

n), чија je пројекција на ординатној оси т).
3° ако je N >  п -ј- т, једна или више страна 

коеФициента негативног, збир пројекција свију тих 
страна на ординатној оси биће N  — (n -ј- m).

Отуд ове теореме:
I. Функција U има п грана, које за Z =  Z0 до- 

бијају вредност U0 и само п грана; док je (Z0, U0) 
оишта тачка; гране прве категорије.

To je теорема Cauchy-eва,
II. Функција U има m грана, које за Z0 =  Z0 до- 

бијају вредност Ux, U2, · · · · Um различите од U0, те 
вредности су корени једначине

Σ Ak (Z0, UJ Ukê =  0

Доказ ове теореме, који не излази из досада- 
њих посматрања, наићиће ce y чл. 51 ; гране друге 
категорије.

III. Функција U има N — (m +  n) грана, зa које 
fe тачка Z — Z0 пол ; за нека од тих грана тачка 
Z — Z0 може бити y исто време и алгебарска кри- 
тична тачка, те ce гране иермутују око те тачке; 
гране треће категорије.

Општа теорема : Док j e , дакле, (Z0, UJ оишта 
тачка, једначине има свега N  zpана ; тачна Z =  Z0 je 
нула за п, обична тачка за m, a за остале иол (или 
и алгебарска критична тачка).

d U y
dZJ

, N  максимум anco-
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Б°. Тачна z o, и о je тачка друге класе.
45° КоеФициенат Κχ je коеФициенат једне од 

ових тачака.
1° 00 координатни почетак, кое.Фициенат К0.
2° Оп, где ce завршује страна коеФициента 1 доње 

теме ω, коеФициенат Кп,
3° 0„_pmj где ce завршује страна коеФициента 0, 

гзрње теме ω, коеФициенат Кп_)_ „ч
4° 0_, горња лева темена, коеФпциенат К_.
5° O n , тачка прва с лева, чија je ордината N, 

коеФициенат K n .

1°. Тачка (Z0, U0) на линији К0 =  0. Раставимо 
К0 на чпнитеље. Саакп чинитељ y равни Z0, U0 пре- 
ставља извесну линију S1). [Ако би чинитељ био 
Z0 — a, линија нормална на апсцисној оси ; a ако 
би он био U0—b, линија паралелна са аисцисном осом[.

Уочимо тачку (Z0, U0) на једној од линија S. Кое- 
Фициенат тачке 0о je нула, тачка 0о не постоји више 
за Фигуративни полигон. Појављује ce бар једна нова 
страна (лева — доња) Фигуративног полигона.

Доказаћемо да je свако ново право теме при- 
видно проста тачка, корени његзве карактеристичне 
једначине су нуле, и различити су од коеФициената 
страна.

Нека je S чинитељ коеФициената L и М, који 
постају темена, кад исечене 0о. Mopahe постојати

*) У смари раван Z 0, U0 je поље четвородилензионадне геометрије. 
Једначина (коефициенат једнак нули)

Ф ( Z j  U0) = φ  (ξ +  τ ι ,  ξ  ηή  =  0 ,
одавле ce добија

Ψ (i, Ί, f. *) + ̂ ® (i, Π· ί, ») = 0
или

Ψ (š> n- i> τ) =  0, Θ ( i ,  η, ξ , τ ) Φ  0

je y ствари површина. Али како ce, кад су Z  и U  реалне количине до- 
оијају називи: раван и линија, ти су називи задржани.



бар једна тачка, к.оја нема S као чинитељ, иначе ће 
S =  0 бити једно решење дате диФеренцијалне јед- 
начине.

Издвојимо скуп (E'), скуп Фигуративних тачака 
може ce сматрати као да je добпјен из једног од- 
ређеног скупа Фигуративних тачака, који одговара 
тачки (Z0, UQ) прве класе, трансФормацијом (Т,° +  Т ). 
Уочимо коеФициенат тачке y координатном почетку 
листа индекса к, нека јс тај ковФициенат (који спада 
y групу L)

Lh =  S* · T,

повуцимо 113 тачке [0,h) y том листу праву к о с ф и- 
циената i, она ће делпти све тачке тога листа на 
две врсте:

1° тачке између те линије п козрдинатног по- 
четка, њихов коефициенат je нула,

2° тачке остале, њихов коеФициенат није нуда; 
то долазн из особине трансФормацнје (Т.,° -ј- Т5), јер 
je коеФициенат тачке, чији je збир координата д, 
извод, реда g коеФициента тачке y почетку.

Како коеФициенат нове стране мора бити већи 
од п та he страна пролазити кроз најнижу тачку на 
листу извесног индекса. Ta тачка биће проста тачка. 
Ако не би била проста, морала би бити са њом бар 
још једна тачка, али та друга морала би бити на 
листу чији je индекс мањи но нндекс првог листа. 
Али кад иа том листу има једна тачка, на правој 
коеФициента i мора бити још тачака, па бар једна 
још ниж.а, коју ћемо узети за мало пре посматрану 
тачку. Кад пак та права коеФициента већег од 1 
пролази кроз тачку највишу на нравој коеФициента i, 
наступа исто, само сс реч нпжи замењује речју 
виши. Увек ће права темена бити једна тачка, на

S!)



једном простом листу, привидно просте тачке. Мзже 
ce десити да коеФицпенат нове стране буде и је- 
диница, опет he права темена бити иривидно проста 
тачка.

Дакле y близпни тачке друге класе, нове стране 
имају коеФициенте позитивне, једнаке јединицп или 
различите (ово je општи случај), тн су коеФициенти 
по неки пут рационални бројевн, тада су тачке друге 
класе, тачке око којих ce пермутују извесне гране, 
оне су алгебарске критичне тачке; иначе обичне 
тачке.

2° Тачка (Z0, U0\ на линији Кп =  0. Исти случај, 
као и y случају i°; само je тачка друге класе увек 
алгебарска критична тачка јер има страна увек чији 
je коеФициенат већи од нуле a мањи од 1.

3° Тачка (Z0, U0) на линији Кп + т =  0. Kn + m je 
или константа, или Функција само од Z0. Резултат 
he битм сличан. — Нове гране су негативног кое- 
Фициента, права темена су сва просте тачке.

4° Тачка (Z0) U0) на линији К_ =  0. Случај као 
и случај 3°.

5. Тачка (Z0, U0) на динији Кдт— 0. Ако je N 
једина ордината, Kn je константа. Ако их има више 
тачка може бити многострука; али je тачка Z0 =  Consi 
непомична, a гране имају ту тачку за пол.

46° Овим тачкама ce могу додати тачке на ли- 
нијама које припадају скупу (E'). Уочимо једну од 
тих линија.

Нека je S — 0 линија скупа (E') која je пол за 
неки од коеФпциената. Множећи целу једначину са 
Sh (il je ред тога пола), тачка на линији S неће више 
бити пол за тај коеФИциенат. Посматрање опште 
тачке je као и мало пре, a линија S =  0 je чинитељ 
неког од коеФицпената, случај чл. 45.

90
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Нека je S =  0 линија алгебарских критичних 
тачака, од трансФормације (Т3) и (ТЈ уклониће те 
алгебарске критичне тачке ; те he тачке бити y опште 
алгебарске критичне тачке и за саму Функцију, као 
и за диФеренцијалну једначиу, која деФинише ту 
фуикцију.

Ако je S =  0 линија логаритамских или есенци- 
јалних тачака, те he тачке бити y опште логари- 
тамске и есенцијалне тачке и Функције. Скуп тих 
тачака зваћемо скуп (S).

47°. Дакле све тачке друге класе, покретне y 
равни Z0 [тачка из случаја 50 je непокретна y равни 
Z0] су или обичне, или алгебарске критичне тачке 
или полови. Изузимају ce тачке скупа (S). Алгебар- 
ске диФеренцијалне јединачне немају скупа (S), отуд 
ова теорема.

Ни једна тачка (Z0, U0) покретна y равни Z0 није 
есенцијални сингуларитет алгебарске диференцијалне 
једначине.

To je теорема Painlevé-a о непокретности есен- 
цијалних сингуларитета диференцијaлних једначина 
првог реда.

Вч. Тачка (Z0, U j je тачка Tpetie класе.
48°. Таква тачка може бити и есенцијални сингу- 

ларитет. Те су тачке по деФинидији непокретне тачке.
Између осталих тачака ове класе, понајважније 

су ове:
1° тачке y којима ce секу две линије :
а°) К0 =  0
б°) дискриминанта једначнне по U'

Σι Ai [Z g, Ug] σ  " -  0

једнака нули;
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Око тих тачака ce пермутују гране прве кате- 
горпје :

> 2° тачке y којима ce секу две линије
а°) Кп =  0
đ°) дискримннанта једначнне по U

т
ΣΚ A (Zg, U g) 17" =  0
1

једнака нули.
Око тих тачака ce пермутују гране друге кате- 

горије међу собом и са гранама прве.
II т. д .

49°. Уочимо још неке специјалне тачке
(Zg — оо, Ug ма какво), (Z0 ма какво, U0 =  <х)

И (Zg = = ОО, Ltg =  Οβ).

ТрансФормација Tu коеФициента — i претвара 
тачку (Zg =  оо, Ug ма какво) y тачку [Z0 =  0, U0 ма 
какво). ТрансФормацнја (Ts) коеФициента — 1 пре- 
твара тачку (Z0 ма какво, U0 =  œ) y тачку (Z0 ма 
какво, Ug =  0). ТрансФормација (Ts) коеФИциента—1, 
па за тим трансФормација (ТЈ коеФициента— i ' (или 
обрнуто) претвара тачку (Z0 =  œ, U0 — <*о) y тачку
(Z0 — 0, Ug =  0).

50, Да би одговорили на постављена питања y 
чл. 41°, уочимо једну грану и њен ред. Нека je 
(Z0, Ug) ма која тачка y равни Z0, U0.

Уочимо за тим све тачке друге и треће класе 
i i  све тачке скупа (E'), скуп свих тих тачака зва- 
ћемо скуп (Т).

Повуцимо y равни Z0 какву линију L од тачке 
Z0 =  a до тачке Z0 =  A. У тачки (Z0 =  a, £/0 =  5) 
имамо ред посматране гране. Узев на линији L0 
неку тачку Z =  а, близу тачке а0 такву да нова
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вредност Функције U на пр. буде таква да тачка 
\Άν &,)3 док Z варира од а0 до au не прође ни кроз 
једну тачку скупа Т- ред y тој тачки (а,, bx) добија 
ce обичним аналитичним проду-жењем; ред je y тој 
тачки пстог облика, само су му коеФнцпенти изме- 
њени. Пустимо тачку (a,, 5,) да лде све даље (т. ј. 
нека ce at по линији L све више удаљује од a ) 
докле тачка (а,, žr) не постане тачка скупа (Т). Нека 
je το тачка (ZT, UT).

Ако je тачка (ZT, UT) тачка y чијнј близини ве 
познајемо гране [такве су тачке скупа (S)] из те 
тачке ловућићемо расек (coupure), који he овде бити 
раван (jep je поље Z, U четвородимензнонално).

Ако ce познају гране y близшш тачке (ZT C/T)£ 
уочићемо гране Функције U y близипи тачке (ZT, UT) 
и издвојити оне гране, које, кад Z варира од ZT до Z0 
путем L ,  y тачки Z0 — a добијају вредност U0 =  b. 
Све те гране, које добијају вредност U =  b за Z —  a, 
су продужење посматране гране иза тачке Zx на 
путу L. Од тачке Zr слободни смо изабрати коју хо- 
ћемо од тих грана, та je тачка критична тачка за 
посматрану грану. Ако je само једна таква грана, 
та je тачка тада пол или какав други сингуларитет, 
али не критична тачка.

аГ. У скупу (Т) има неких нарочито важних ли- 
нија и тачака, то су линије и тачке око којих ce 
пермутују гране прве са гранама друге категорије. 
Го су линије деФшшсане једначином

K n  (Z0, U0) =  0.

Ова једначина m тог степена по U0 (ако ce прет-
dUпостави, као раније, да je коеФициенат од — сте-
dZ

пена m по U) има m корена, дакле има m  линија.
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Пошавши са извесном граном, која за Z — Z0 
добија вредност U0, и обишавши око једне од ових 
т линија па вративши ce y тачку Z0, не обилазећи 
ни око једне друге, доћићемо y Z0 са неком другом 
вредношћу Ui. Како таквих линија има т , доћићемо 
са т  разних вредности (у опште) m грана друге ка- 
тегорије :

Ut, U2, · · ·  Um.
Али ако уочимо какву другу грану, која y тачки 

Z0 добија вредност U0, и како пма тачака које пер- 
м у т у ј у  међу собом гране прве категорије, ми можемо 
пермутовата ту другу грану са првом, па ову с не- 
ком од грана друге категорије, дакле и друга (па и 
трећа и свака) грана прве категорије пермутује ce 
са гранама друге категорије.

52°. Ред који представља неку грану, по самој 
деФиницији треба да буде конвергентан. Нека je N[z) 
асимптота реда η, n je такав број, да N  (z) тежи нули 
кад z тежи нули. По самој деФиницији асимптоте, 
ако je N (z) асимптота првог реда Функдије s (види 
чл. 32), и ако ставимо

s =  N (z) -ј- ξ
ξ треба да буде вишег реда но N [услов Б° чл. 15] 
т.ј. пошто N, по претпоставцн тежи нули, мора и ξ 
тежити нули кад z тежи нули, т.ј. кад тачка Z тежи 
тачки Z0.

Како je (чл. 33°)

u =  Ф (z) +  Ψίζ) +  — -  4- Θ (z) +  N (z) +  ξ

ред за u т.ј. U— U0 биће конвергентан y близини 
тачке z =  0 т.ј. y близини тачке Z0.

Други доказ могао би ce добити помоћу горње 
функције (fonction majorante). После извесног броја
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трансФормација добија ce једна једина асимптота, 
која одговара једној јединој страни полигона, чија je 
пројекција на ординатној оси 1. Претпоставићемо да 
je коеФициенат те стране цео број н да je скуп ф и- 
гуративних тачака трансФормацијама (Та) и (Т ) пре- 
творен y скуп, чије су координате цели бројеви. 
Помножимо .једначину извесним степеном од 2, т.ј. 
померимо цео полигон y десно тако, да та страна, 
која излази на апсцисну осу, пролази кроз извесну 
тачку F. Одредимо тачку F' десно од почетка, тако 
[ако треба послужити ce и трансФормацијама (ГЈ и 
[Tj] да посматрана страна продужена пролази кроз 
координатни почетак листа чији je индекс највиши.
Затим из тачака тога листа (0, 1), (0, 2), (0, 3).........
повуцимо праве паралелне посматраној страни. Те he 
праве изделити скуп Фигуративних тачака на неко- 
лико зона. Зону к чнне све Фигуративне тачке које 
леже на правој која пролази кроз тачку (0, к) и све 
лев° од н>е које не припадају којој другој зони. Збир 
модула коеФициената свих Фигуративнпх тачака зоне 
к, узмимо за коеФициенат тачке (0, к ) на листу нај- 
вишег индекса. У тачки (0, 0) тог листа узмимо онај 
ковФициенат који ће трансФормацијом (1\) коеФици- 
ента једнаког коеФициенту посматране стране, дати 
АРУг°ј тачки те стране њен коефнцненат. Скуп тих 
тачака на месту највишег индекса и тачка F деФи- 
нисаће нову функцију ^  која he бити горња Функ- 
ција функције ξ. Том скупу одговараће диФеренци- 
јална једначива

(2ΓΣ- А̂ у
одакле ce добија

П ________ _ П

d% ][ΣΚ А к =  dz I
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једно решење £ je холоморфна Функција y близини 
тачке z =  0 и тежи нули (f > 0  по услову за F).

Дакле £ je холоморФна Функција y близини тачке 
Z — Z0, према томе јер ред за и т.ј. U— U0 конвер- 
гентан y близи тачке Z0.

II. Покретност и непокретност нула и бесконачница 
(теорема М. Петрови-ћа).

53°. Посматрања трију класа тачака (Z0, U0) до- 
води до следећих шест теорема, о нокретности нула 
и бесконачница.

1°. Бесконачнице функције (полови и алгебарске 
критичне тачке y којима je Функција бескрајна) ôe- 
финисане диференцијалном једначином арвог редa 
могу бити иокретне, само aко има левих горњих 
страна (а то je елучај кад je N п -ј- m, чл. 44°).

2°. Ред иокретне бссконачнице je коефициенат 
лпве — горње стране умножен са — 1.

3°. Неиокретна бесконачница (која није бескрајно 
далеко од z0) je корен једначина

Кп + m — 0, К_ — 0 И Кдг =  0.
4°. Нуле функције дефинисане диференцијалном 

једначином првог реда могу бити иокретне, само ако 
има леоих — доњих с.трана.

5°. Ред иокретне нуле je коефициенат леве — 
доње етране.

6°. Неиокретне нуле (које нису y бескрајности) 
су корен једначина

Кп =  0, L — 0, и М =  0

[L π М  су коеФициентн тачака, које постају темена 
за специјалну вредност U0 =  0).
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Све ове теореме добио je М. Петровић.1) Однос 
између Фигуративног полигона М. Петровића и овога 
y овом делу налази ce y чл. 12.

III. Покретност и непокретност алгебарских 
критичних тачака.

(Теорема L. Fuchs-a и P. Painlevé-aj.
54°. Даље последице посматрања трију класа 

тачака су ове две теореме о непокретности и по- 
кретности алгебарских критичних тачака:

1°. Да би диференцијална једначина ирвог редa 
имала неиокретне алгебарске нритичне тачке иотребно 
je и довољно, da ни за јвдну тачну прве или друге 
класе, нема ни једну леву страну, чији коефициеиат 
не би био цео број, аозитиван или негативан. (т.ј. сви 
коефициенти левнх страна треба да су цели бројеви).

2°. Да би иак диференцијална једначина првог 
реда имала иокретних алгебарских критичних тачака, 
око којих ce иермутује q грана, иотребно je и до- 
вољно да иолигон има (било за тачке ирве било за 
тачке друге класе) бар једну страну чији je коефи-

Рциенаг рационалан број — (q и р релативно прости 

бројеви).
L. Fuchs 2 je 1884 године дао једну теорему која 

ce зове Fuchs-ова теорема о непокретности алгебар- 
ских критичних тачака. Ta теорема гласи:

ДиФеренцијална једначина првог реда
(F) u'm + Am_! и'™ '1 -i-----+  u' +  А0 —

— F (u', u, z) =  ο

q  B. белешку на стр., 2. р. 20 — ?5,
2) F u c h s : Ü ber D ifferen tia lg le ichungen  deren  in te g ra le  feste  V erzvei- 

gungspunkte  besitzen . (S itzungb lerich te  der A kadem ie zu  B erlin , 1884. S 
690/710).

ФИГУРАТИВНИ подигони 7
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(A cy иолиноми no u и z.) имаће непокретне алге- 
барске критичне тачке ако су задовољени услови:

1° А-т _ ,, Am _ 2, · · · А2λ A1S Aq 
су полиноми по и степена.

2 , 4, · · · 2т  — 4, 2т  —  2, 2т.

2° Ако je D{u, z )  дискриминанта једначине (F) no 
u '; u — g(z) корен једначине

D(u,z) =  ο

треба u =  g(z) да буде сингулартт интеграл једна- 
чпne (F).

3° Ка,д год u од m листова Шетапп-ове иовр- 
шине (u', и ) једначпне (F) имају заједничку рачвалицу, 
треба да корен и =  glz) једначине

F(g'(z), м, z) =  о

буде бар реда υ — 4.
Овај последњи услов заменио je H. Poincaré') 

другим, a P. Painlevê2) новим још згоднијим за упо- 
требу тај услов гласи :

Ако ce V грана и пермутују око и — g[z) треба
да разлика и '— g'[z) за те гране буде бар реда

1

V—-1, y односу на [и — g[z)] v.
Први услов F u c h s -ов исказује да коефидиенти 

левих — горњих страна треба да буду цели бројеви. 
Други и трећи услов псказују да и коеФициенти левих 
— доњих страна за тачке прве класе, као и за тачке

») H. Poincaré: Sur un théorème de Mr. Fnchs (Acta Mathematica, 
t. YII, p. 1—32); y 0 B0 5 1 раду je Poincaré доказао да ce једиачине, које 
задовољавају горње услове, могу илп свести на Biccati-eву једнааину или 
ннтегралити.

2) P. Painlevê: Leçons de Stockholm p. 58—60,
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друге класе, (дискриминантаједнака нули даје тачке 
друге класе) буду тако исто цели бројеви.

И ако диФеренцијалне једначине првог реда са 
непокретним алгебарским критичним тачкама нису 
садржале ни .једну једначину, која не би била или 
сводљ-ива на Riccati-еву једначину или интеграљива, 
ипак je ова.ј рад отворио читаво иоље рада.

P. Painlevé je прихватио тај рад и продужио га 
на једначннама вигаег реда1) a за њим читава школа 
млађих.

Али je P. Paulevć и генералисао питање које je 
постовио L. Fuchs. Он je поставио питање о покрет- 
ности алгебарских критичних тачака и добио тео- 
реме,* 2) које одговарају другој теореми.

‘) P· Painlevé: Sur les équations différentielles, du second ordre et 
d’ordre supérieur dont l’intégrale générale est uniforme (Acta Mathematica- 
t. 25, 1902 p. i—85; Bul. de la Soc. math, de France t. 28, 1900, p. 201/61.

2) Painlevé : Leçons de Stockholm : Introduction § 7, 8 et 9 ; Leçons 
VI à X, p. 82—172.

7*



ИСПРАВКЕ

Сем битнијих грешака, које сам читадац може исправити има
ii крупнијих, као :
с т р . 2 3, 37 и 38 y обрасцима меото Б  треба да стоји ß

« 36 и 37 « « « Л  G « « A

« 4 5 « 2 реду оздо « Θ G « « 0  полигона (z, u

« 53 « обраоцу (2 2) « ßi « « « ß,
(( G « « (23) « ß -г « « « ßo
« 78 « 1 0 реду оздо « 50 „ « « 51

« 95 « 2 « « « месту « (( » листу

Затим треба dodaru:
стр. 46 y 5 реду озго после [z, и ) : 3° према стеиену обраоца 

(17) ако je :
d ^ > l ,  {1— d 0  0) страна коефициента d треба да буде y но- 

дигону (и, w j  са исте стране оа које ce y полигону (z, ul налази 
отрана коеФициента 0.

отр. 94 на крају члана 51.:
Нретварањем п о с м а т р а н о г  скупа Ф и г у р а т и в н и х  тачака y други 

т р а н С Ф о р м а ц и ј о м  ј Т l ) к о е ф и ц и е н т а  μ ,  посматране гране друге кате- 
горије поотају гране :

нрве категорије ако je μ  Ο  0 

треће категорије ако је μ  0

Ово je други начин за изналажење грана друге кате1’орије.


