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Утицаj смицања на коефициjент отпора мехура при двофазном
мехурастом струjању

Сажетак

Докторска дисертациjа се бави проучавањем двофазног мехурастог струjања, тj.

струjања течне (континуалне) фазе и мехурова ваздуха, коjи представљаjу распршену

фазу. Да би били извршени прорачуни ове врсте струjања, потребно jе нумеричким

поступком решити систем основних jедначина. У тим jедначинама се налазе чланови

коjи описуjу међусобно деjство фаза. Од посебног значаjа jе сила отпора, а за њено

рачунање jе потребно знати коефициjент отпора. У досадашњим истраживањима jе по-

казано да коефициjент отпора мехура ниjе исти у униформноj струjи флуида и у струjи

флуида са градиjентом брзине, тj. показано jе да постоjи утицаj смицања на вредност

коефициjента отпора. Да би утицаj био обухваћен предлаже се увођење корекционог

члана при рачунању коефициjента отпора. У овоj докторскоj дисертациjи jе показано да

постоjећа корекциjа коефициjента отпора може бити коришћена само заjедно са турбу-

лентним моделима са зидним функциjама (HRN). Због тога се предлаже нова корекциjа

коефициjента отпора коjа има задатак да обухвати утицаj смицања, а истовремено да

буде таква да се може користити и са турбулентним моделима без зидних функциjа

(LRN). На основу доступних експерименталних резултата предложена jе нова корек-

циjа. Да би она била испитана имплементирана jе у софтвер OpenFOAM. Извршене су

две групе нумеричких прорачуна. У првоj групи прорачуна ниjе коришћена корекциjа

коефициjента отпора, док jе у другоj групи она примењена. Након прорачуна извршено

jе поређење експерименталних и нумеричких резултата. Резултати прорачуна коjи су

извршени са коришћењем нове корекциjе коефициjента отпора имаjу боље слагање са

експерименталним резултатима. Показано jе да се нова корекциjа може успешно ко-

ристити са турбулентним моделима без зидних функциjа (LRN), што предстаља њену

основну предност.

Кључне речи: двофазно мехурасто струjање, коефициjент отпора, смицање, нуме-

ричка механика флуида, OpenFOAM
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The influence of shear flow on the bubble drag coefficient in
two-phase bubbly flow

Abstract

The PhD thesis deals with the study of two-phase bubble flow, i.e. flow where the

liquid is the continuous phase and the air bubbles are the dispersed phase. To perform

numerical calculations of this type of flow, it is necessary to numerically solve the system

of governing equations. In those equations, there are terms that describe the interaction of

phases. The drag force is of particular importance, and for its calculation, it is necessary

to know the drag coefficient. Previous research has shown that the drag coefficient of the

bubble is not the same in a uniform fluid flow and a fluid flow with a velocity gradient,

i.e. there is an influence of shear flow on the drag coefficient. To include this influence, it

is suggested to introduce a correction term when calculating the drag coefficient. In this

PhD thesis, it was shown that the existing correction can only be used together with high

Reynolds number turbulence models. For this reason, a new correction is proposed, which

has the task of including the influence of shear flow, and at the same time being such that

it can also be used with low Reynolds number turbulence models. Based on the available

experimental results, a new correction of the drag coefficient was proposed. To test it,

it was implemented in OpenFOAM software. Two groups of numerical calculations were

performed. In the first group, the correction was not used, but in the second it was. After

the calculations, the experimental and numerical results were compared. The results of the

calculations performed using the new drag coefficient correction have a better agreement with

the experimental results. It is shown that the new correction can be successfully used with

low Reynolds number turbulence models, which represents its main advantage.

Key words: two-phase bubbly flow, drag coefficient, shear flow, computational fluid dynamics,

OpenFOAM

Scientific area: mechanical engineering

Specific scientific area: fluid mechanics

UDK number: 532.529:519.6(043.3)
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Увод

1.1 Увод и основни поjмови

Истовремено струjање више фаза jе веома честа поjава и у природи и у индустриjским

построjењима. Због тога jе ова област интересантна за истраживање.

За вишефазна струjања jе карактеристично да се могу jављати у различитим обли-

цима. Своjства различитих облика вишефазног струjања се могу међусобно веома разли-

ковати. Због тога jе тешко, за сада и немогуће, направити jединствени математички

модел коjи ће успешно описати све облике вишефазног струjања.

Размотримо неколико примера. За транспорт чврстих материjа (зрна житарица,

брашна, соли, цемента, гранула пластике, пепела) може се користити ваздух као носећи

флуид. Оваква врста транспорта се назива пнеуматски транспорт. У овом случаjу

ваздух jе континуална (носећа) фаза, док честице чврсте материjе представљаjу рас-

пршену (ношену) фазу. Други пример jе коришћење „ваздушног лифта” за транспорт

воде. У води, коjа jе континуално распоређена (континуална фаза), налазе се мехурови

ваздуха (распршена фаза). Слична ситуациjа jе присутна у вертикалним испаривачким

цевима великих индустриjских и енергетских парних котлова. Вода постепено испарава

и кроз цев струjе заjедно вода и мехурови водене паре. Овде распршену фазу предста-

вљаjу мехурови коjи дуж цеви могу да мењаjу облик, запремину, да се деле или спаjаjу.

Jасно jе да се ови процеси не догађаjу са чврстим честицама приликом пнеуматског

транспорта, тако да jе тешко користити исти математички модел за описивање ова два

типа струjања. Области вишефазног струjања припадаjу и струjања течности са сло-

бодним површима. Овде су две фазе подељене наjчешће само jедном разделном површи.

Из ова три примера се види разноликост области вишефазних струjања. Због тога jе

потребно развити више математичких модела, при чему ће сваки од њих бити намењен

одређеном типу струjања.

Потребно jе дефинисати поjмове jеднофазног, вишефазног, jеднокомпонентног и

вишекомпонентног струjања. Као пример користиће се струjање ваздуха. Фаза jе

термодинамички поjам коjи дефинише стање материjе и оно може бити чврсто, течно

и гасовито. Компонента jе хемиjски поjам и дефинише нпр. врсте гасова коjи се на-

лазе у ваздуху. Следи да jе струjање ваздуха, при нормалним условима, jеднофазно и

истовремено вишекомпонентно. Jеднофазно jе jер у струjању учествуjе само гасовита

фаза, а вишекомпонентно jе jер у струjању учествуjе више врста гасова: азот, кисеоник,

аргон, угљен-диоксид. Уобичаjено jе да се ваздух третира као мешавина, тj. jедна ком-

понента чиjа своjства зависе од своjстава компоненти коjе чине ту мешавину и њихове

заступљености у мешавини. У посебним случаjевима то ниjе могуће. Нпр. при веома
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Глава 1. Увод

ниским температурама доћи ће до кондензациjе поjединих компоненти из ваздуха. Тиме

струjање постаjе и вишефазно.

Струjање мехурова ваздуха у води, коjе се jавља при коришћењу ваздушних лифтова

за транспорт воде, jе вишефазно и вишекомпонентно. Струjање воде и мехурова водене

паре, коjи настаjу услед испаравања воде, jе вишефазно и jеднокомпонентно. Jасно jе

да случаj пнеуматског транспорта представља пример вишефазног и вишекомпонентног

струjања.

У овом раду неће бити разматрани случаjеви у коjима разлике између компоненти

долазе до изражаjа, већ jе пажња усмерена на присуство различитих фаза у струjању и

њихово међусобно деjство, тако да ће надаље бити речи само о томе да ли jе струjање

вишефазно или не.

1.2 Подела вишефазних струjања

На основу тога коjе фазе учествуjу у струjању, може се извршити груба подела

вишефазних струjања на следеће групе:

1 струjање гасовите и чврсте фазе,

2 струjање течне и гасовите фазе,

3 струjање течне и чврсте фазе,

4 струjање у коjем учествуjу три фазе.

Струjање гасовите и чврсте фазе 1 jе већ поменуто, када jе наведен пример пнеу-

матског транспорта (слика 1.1). У овом случаjу континуалну фазу представља гас,

а распршену фазу чврсте честице коjе се налазе у гасу. И у оквиру ове категориjе

могу се поjавити различити типови струjања коjи захтеваjу различито математичко

моделирање. То зависи од удела или заступљености чврсте фазе. При малоj концен-

трациjи честица, могу се занемарити њихови међусобни судари. Тада jе доминантан

међусобни утицаj гаса и честица. Таква струjања се сматраjу ретким (струjања са

малом концентрациjом чврстих честица).

вентилатор

довод

ваздуха

мешавина

чврсте честице

р
ез
ер
во
ар

Слика 1.1. Пример система за тзв. потисни пнеуматски транспорт (део слике преузет са [50]).
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У посебном случаjу, када jе концентрациjа честица веома мала и када су маса и ди-

мензиjе честица мале, тада се њихов утицаj на струjно поље ваздуха може занемарити.

Кретање честица потпуно зависи од кретања гаса. Такве честице се могу користити за

одређивање струjног поља ваздуха. Управо jе то искоришћено у експерименталним ме-

тодама PIV (енгл. Particle Image Velocimetry) и LDA (енгл. Laser Doppler Anemometry),

о коjима ће касниjе бити речи. Ситне честице (просеjање флуида) се убацуjу у струjни

ток ваздуха1. Струjни простор jе обасjан ласерским зрацима, а брзе камере бележе

одсjаj ласерског зрака када чврста честица, коjа има рефлексионе особине, наиђе на

ласерски зрак. Кретање ситних честица представља кретање гаса.

У супротном случаjу, када jе концентрациjа чврстих честица у гасу велика, тада до-

минантан утицаj на кретање честица имаjу њихови међусобни судари. Оваква струjања

се сматраjу густим. Повећавањем концентрациjе честица или смањивањем брзине гаса,

може доћи до издваjања и таложења чврсте фазе, што jе непожељно.

Постоjе веома различити типови струjања у коjима учествуjу течна и гасовита фаза

2 . У случаjу поменутог ваздушног лифта, слика 1.2 (a), коjим се транспортуjе вода,

мехурови ваздуха представљаjу распршену фазу, а вода континуалну фазу. Супротно

jе у случаjу струjања гаса коjи са собом носи капљице течности, као што jе то струjање

у спреjу, коjе jе приказано на слици 1.2 (б). Jош jедан пример оваквог струjања jе

случаj олуjног времена, када су присутни и ветар и киша. За разлику од чврстих

честица, мехурови гаса и капљице воде могу током струjања мењати облик, спаjати се и

раздваjати на ситниjе делове, што усложњава математичко моделирање оваквих врста

струjања.

Посебна врста струjања у коjоj учествуjу течна и гасовита фаза jе струjање течности

коjе имаjу слободну површ (енгл. Free surface flows). Овде су фазе раздвоjене само

jедном разделном површи, а то jе слободна површ течности. Оваj случаj jе присутан

нпр. приликом прорачуна опструjавања пловних обjеката (слика 1.2 в), или прорачуна

струjања воде у отвореним каналима.

довод ваздуха

одвод мешавине

a)

б)

в)

Слика 1.2. Примери струjања течне и гасовите фазе: (а) ваздуши лифт, (б) струjање у спреjу
[51], (в) струjање течности са слободном површи [52].

Двофазни ток у коjем jе вода континуална фаза, а ваздух у виду мехурова распршена

фаза, среће се у различитим индустриjским построjењима. Jедан од карактеристичних

1Ове методе се могу применити и при струjању течне фазе.
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Глава 1. Увод

примера jесу вертикални реактори - колоне. Реактор jе облика цилиндра на чиjем дну

се убацуjе гас. Под деjством силе потиска мехурови гаса се крећу ка врху реактора.

У реактор се убацуjе и течност. Она може бити убачена такође на дну реактора, тако

да реактор напушта при врху. У овом случаjу кретање фаза jе истосмерно. Друга

могућност jе да течна фаза буде убачена у горњем делу реактора и да се креће ка дну,

где напушта реактор, што jе приказано на слици 1.3. У овом случаjу фазе се крећу

у супротним смеровима. Избор конструкциjе реактора зависи од конкретне намене.

Користе се у хемиjскоj, биохемиjскоj, нафтноj индустриjи и у металургиjи итд.

довод

довод
одвод

одвод
гаса

гаса
течности

течности

Слика 1.3. Пример вишефазног струjања у верти-
калноj колони (реактору).

Гас се уводи у реактор у виду ве-

ликог броjа мехурова. Ово значи да

jе укупна разделна површина фаза ве-

лика што jе значаjно за процесе раз-

мене масе и енергиjе. Од значаjа за

одвиjање процеса су величина меху-

рова и релативна брзина фаза. Да би

се постигла жељена величина меху-

рова, важно jе контролисати процесе

њиховог спаjања и раздваjања. Све jе

ово потребно познавати да би се реак-

тор конструисао на исправан начин.

Веома честа примена струjања

течне и гасовите фазе jе у цевима тер-

моелектрана и нуклеарних електрана

у коjима се догађа постепено испара-

вање воде.

Било jе речи о пнеуматском транс-

порту, где се за транспорт чврсте

фазе користе гасови, али поред тога

за транспорт чврстих материjа могу

се користити и течности (хидрау-

лички транспорт). Пример струjања

течне и чврсте фазе 3 jе траспорт песка коjи се меша са водом. За покретање ове

мешавине користе се наменски направљене пумпе. Вода представља континуалну фазу,

а песак распршену. Да ли ће приликом струjања доћи до издваjања и таложења чврсте

фазе зависи од више параметара, као што су режим струjања и величина честица чврсте

фазе. У ову групу струjања спада и пумпање бетона на градилиштима. Свеж бетон

представља веома густу мешавину течне и чврсте фазе.

Наjкомпликованиjи случаj jе када су у струjном простору присутне три различтие

фазе 4 . Пример за то jе када се у води, коjа jе континуална фаза, истовремено налазе

мехурови гаса и чврсте честице, као распршене фазе.

1.2.1 Различити типови струjања течне и гасовите фазе

Ова дисертациjа се посебно врстом двофазног струjања у коjем учествуjу течна и

гасовита фаза. Ове две фазе могу образовати различите типове струjања у зависности

од различитих утицаjа, као што су промена притиска, геометриjа струjног простора,

ориjентациjа цеви у коjоj се одвиjа струjање, удео фаза, брзина струjања, итд.

На слици 1.4 приказани су типови режима струjања коjи се могу jавити у вертикал-
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Глава 1. Увод

ним цевима. У овом случаjу, тип струjања наjвише зависи од удела гасовите фазе αG.

Тип 1 означава мехурасти ток. Удео гасовите фазе jе мали. Гас се креће у виду великог

броjа малих мехурова. Повећавање удела гасовите фазе довешће до образовања великог

мехура (тип 2 - чепаст ток), коjи jе са горње стране заобљен, а са доње има оштриjу

ивицу. Кретање великог мехура, коjи може заузети скоро цео попречни пресек, прате

мањи мехурови. Оваj режим jе пожељно избећи због нестабилности кретања великог

мехура, што утиче на цео систем. Даљим повећавањем удела гасовите фазе поjављуjе

се више великих мехурова, што за последицу такође има нестабилност струjања (тип

3 - пенаст ток). При jош већем уделу гасовите фазе jавља се прстенасти режим

струjања (тип 4). Уз зид цеви налази се само течна фаза, а у унутрашњем делу струjног

простора гасовита фаза коjа у себи садржи капљице течности. На краjу, при довољно

великом уделу гасовите фазе вода постаjе распршена фаза, а гас континуална (тип 5 -

магличаст ток).

см
ер

ст
р
уj
ањ

а

αG

тип 1 тип 2 тип 3 тип 4 тип 5
мехураст чепаст пенаст прстенаст магличаст

токток ток токток

Слика 1.4. Типови вишефазног струjања течне и гасовите фазе у вертикалноj цеви [3], [1].

Сви ови режими се jављаjу у jедноj испаривачкоj цеви парних котлова. Кроз отвор

на дну у цев улази загреjана вода (αG = 0). Она постепено испарава и настаjе мехурасти

ток. Даљим испаравањем повећава се удео гасовите фазе αG, па се редом смењуjу чепаст,

пенаст, прстенаст и магличаст ток. Даљим загревањем мешавине сва вода промени своjе

агрегатно стање, тако да на врху испаривачке цеви струjи само водена пара (αG = 1),

коjа затим одлази у прегреjач паре.

Режими струjања се могу приказати на диjаграму, тj. на мапи. Мапу режима

струjања за случаj двофазне мешавине течности и гаса у вертикалним цевима дали су

Хjуит и Робертс (Hewitt and Roberts [5]). Она jе приказана на слици 1.5 и односи се на

струjање коjе се одвиjа вертикално навише. Са GL означен jе масени проток воде по по-

вршини попречног пресека цеви GL = 9mL/A. Ако се масени проток изражава на основу

целе површине попречног пресека цеви потребно jе користити привидну брзину фазе

9mL = ρLJLA. На основу познатих густина фаза и њихових привидних брзина, из диjа-

грама се може уочити коjи режим двофазног струjања ће бити остварен у вертикалноj

цеви.
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Слика 1.5. Мапа режима струjања за двофазну мешавину течности и гаса у вертикалним
цевима, Хjуитова мапа [5].

Ако се цев налази у хоризонталном положаjу, утицаj силе гравитациjе доводи до

другачиjег изгледа могућих типова струjања, као што jе приказано на слици 1.6.

тип 1

тип 2

тип 3

тип 4

тип 5

тип 6

мехураст

чепаст

раздвоjени

таласаст

прстенаст

магличаст

ток

ток

ток ток

ток

ток

Слика 1.6. Типови вишефазног струjања течне и гасовите фазе у хоризонталноj цеви [3], [1].

При малом уделу гасовите фазе, она jе распоређена у виду мехурова, али сада сила

потиска доводи до тога да у доњем делу цеви нема мехурова, већ су они груписани у

горњем делу цеви (тип 1 - мехурасти ток). Повећавање удела гасовите фазе доводи

до спаjања мехурова и стварања чепова (тип 2 - чепаст ток), коjи се такође налазе

у горњем делу цеви. Оваj тип се образуjе при мањим и умереним брзинама струjања

фаза. Приликом повећавања удела фазе и повећавања брзине струjања, долази до

интензивниjег мешања фаза. Иако постоjи изражена разделна површ (тип 3 - таласаст

ток), она jе променљивог облика, а у свакоj фаза има распршене друге фазе. Уколико

се струjање одвиjа при истом уделу фаза али при мањим брзинама, доћи ће до потпуног

раздваjања фаза, тако да се под деjством силе гравитациjе течна фаза издвоjи на доњем

делу цеви, а гасовита на горњем (тип 4 - раздвоjен ток). Даље повећавање удела
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гасовите фазе ће довести наjпре до прстенастог тока (тип 5), а затим до тога да

капљице течности струjе у гасовитоj фази (тип 6 - магличаст ток).

И за случаj струjања воде и ваздуха у хоризонталноj цеви постоjи мапа режима стру-

jања. Њу су дали Мандхане и Грегори (Mandhane and Gregory [6]) и она jе приказана

на слици 1.7.
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Слика 1.7. Мапа режима струjања за двофазну мешавину течности и гаса у хоризонталним
цевима, Мандханова мапа [6].

Пенаст ток, коjи се поjављуjе на диjаграму 1.7 се jавља на прелазу између таласастог

тока ка прстенастом. Jош увек ниjе образован прстен течне фазе по ободу. Гасовите

фазе jе све више у струjном простору.

1.2.2 Приступи нумеричком моделирању вишефазног струjања

Већ jе поменуто да jе jедно од основних своjстава вишефазног струjања разноликост.

Оно се jавља у веома различитим облицима, па jе очекивано да се неће користити jедан,

општи приступ нумеричким симулациjама вишефазног струjања. У литератури [1], [2]

jе дата подела на неколико основних приступа у нумеричким прорачунима вишефазног

струjања:

• модел Оjлер-Лагранж,

• модел Оjлер-Оjлер или модел два флуида,

• модел мешавине,

• модел раздвоjених фаза (VOF - volume of fluid)

Модел Оjлер-Лагранж се може користити за прорачун струjања чврстих честица

у течноj или гасовитоj фази, као и за случаj струjања капљица течности у гасовитоj

фази. Модел предвиђа да се континуална фаза третира као континуум и да се за
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њу решаваjу Навиjе-Стоксове jедначине, док се истовремено Лагранжевим приступом

прати кретање сваке честице (капљице) посебно, или групе честица (капљица) за коjе се

сматра да се крећу на исти начин. Континуална и распршена фаза могу размењивати

масу, количину кретања и енергиjу током струjања. Оваj модел се у литератури назива и

модел праћења траjекториjе (енгл. trajectory model). Услед ограничености рачунарских

капацитета, детаљно праћење сваке честице се примењуjе на системе са малим уделом

распршене фазе.

Модел Оjлер-Оjлер или модел два флуида (енгл. two-fluid model) предвиђа да

се свака фаза коjа учествуjе у струjању третира као засебан флуид и да се за сваку фазу

решаваjу Навиjе-Стоксове jедначине. Од посебног значаjа у овом моделу су допунски

чланови коjи описуjу међусобно деjство фаза, односно, размену масе, количине кретања

и енергиjе. Оваj модел се често користи за симулирање струjања мехурова гаса у течноj

фази.

Постоjе два поjедностављења модела два флуида. Прво поjедностављење jе модел

мешавине (енгл. mixture model). Он подразумева да се двофазни ток посматра као

jедан флуид - мешавина, и да физичка своjства мешавине зависе од своjстава поjединих

фаза и њихове заступљености у мешавини (фазног удела). Овакав модел jе стабилниjи

и нумерички прорачун траjе краће. Његова мана у односу на модел два флуида jе

мања тачност, па се модел мешавине може користити и за добиjање почетних услова за

прорачун моделом два флуида.

У посебним случаjевима, као што jе струjање са слободним површима, струjање где

су фазе раздвоjене или струjање великих мехурова гаса кроз течност, може се користити

модел раздвоjених фаза (VOF модел), коjи представља друго поjедностављење модела

два флуида. Он jе сличан моделу два флуида, са том разликом што се овде наjчешће

прати jедна разделна површ. Са различитих страна разделне површи врши се прорачун

jеднофазног струjања флуида за сваку од фаза. Оваj модел ниjе погодан за прорачун

струjања великог броjа мањих мехурова или капљица.

1.3 Преглед досадашњих истраживања

Зидови ложишта великих индустриjских котлова термоелектрана су са унутрашње

стране прекривени вертикалним цевима кроз коjе струjи и испарава вода. У њима

двофазни ток воде и мехурова водене паре струjи вертикално навише. Постоjе и други

примери тога да се у индустриjским и енергетским обjектима сусреће двофазно струjање

овог типа. Због овако важне и распрострањене индустриjске примене феномен двофа-

зног струjања мехурова гаса и течности у вертикалним цевима jе био тема броjних

научних истраживања.

Професор Мане Шашић, описуjући ову врсту струjања, у уводу [3] каже Хидроди-

намика двофазног тока сложениjа jе од хидродинамике jеднофазног тока и недовољно

jе изучена. Од времена писања ове књиге (1982.) уложени су велики напори у истра-

живању ове области али се и савремени истраживачи слажу са тим да jе у поjединим

областима неопходно достизање нових, потпуниjих решења.

Због сложености математичког апарата коjим jе описана оваква врста струjања,

теориjски приступ jе имао ограничене могућности. Због тога се често прибегавало

експерименталним методама. Међутим, тек поjавом софистицираних мерних уређаjа

и техника као што су анемометар са врелим влакном (енгл. hot wire anemometer),

ласер-доплер анемометар LDA (енгл. Laser Doppler Anemometer), PIV метода (енгл.
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Particle Image Velocimetry), и са поjавом брзих камера коjе могу направити велики броj

квалитетних слика у кратком временском периоду, било jе могуће имати детаљниjе

податке о расподели значаjних физичких величина унутар струjног простора.

вода

ваздух

Слика 1.8. Стварање мехурастог
тока помоћу снопа игала [8].

Jедно од обимниjих експерименталних истражи-

вања мехурастог двофазног тока спровео jе Liu

[8] у оквиру докторске дисертациjе из 1989. го-

дине. Резулати су касниjе обjављени и у радо-

вима Liu and Bankoff [9] и [10]. Он jе користио

цев кружног попречног пресека унутрашњег преч-

ника D = 38mm и укупне дужине L = 2800mm.

Пресек у коjем су извршена мерења се налази на

растоjању Lm = 1368mm (Lm/D = 36) од улаза у

цев, што jе довољно растоjање да се оствари разви-

jено струjање. Постоjе различити начини за ства-

рање мешавине воде и мехурова ваздуха. Liu [8]

jе користио скуп од 64 паралелно постављене игле,

коjе се налазе на равномерном међусобном расто-

jању по целоj површини попречног пресека цеви.

Сноп игала пречника 0,1mm се налази у комори

на коjу се надовезуjе вертикална цев. Кроз игле

се удувава ваздух. Услед деловања површинског

напона на врху игала се образуjу мехурови ваздуха коjи се одваjаjу од игала и улазе у

вертикалну цев у коjоj се врше мерења, слика 1.8. Овакав начин стварања мешавине

воде и мехурова ваздуха jе изабран у тежњи да мехурови буду уjедначених величина и

што равномерниjе распоређени на почетку цеви како би се смањило сударање и спаjање

мехурова у струjном току.

Пре стварања мешавине, помоћу мерних бленди измерени су протоци обе фазе. У

мерном пресеку коришћене су jеднокомпонентна (TSI 1218-20W, 0,05mm o.d.×1mm)

и двокомпонентна сонда (TSI 1246-60W, X-type, 0,15mm o.d.×2mm) са врелим влак-

ном. Њима су мерени брзина течне фазе и турбулентни напони. Анализом сигнала

коjи jе добиjен од сонди са врелим влакном може се уочити када на сонду наилази

мехур ваздуха. Коришћена jе и сонда за мерење електричне отпорности. Померањем

сонди по оси цеви у изабраном мерном пресеку и детаљном анализом сигнала коjе оне

даjу, добиjаjу се профили брзине течне и гасовите фазе, профил кинетичке енергиjе

турбуленциjе течне фазе и профил удела гасовите фазе.

Због коришћења сонди са врелим влакном било jе потребно одржавати температуру

воде сталном. Вода jе хлађена у резервоару, тако да у мерном пресеку температура воде

има вредност 10± 0,01C◦.

У раду jе приказано 48 случаjева стуjања, коjи су добиjени комбиновањем различи-

тих вредности протока фаза. Као што jе поменуто, пре стварања мешавине, помоћу

мерних бленди измерени су протоци обе фазе. На основу протока фаза и површине

попречног пресека цеви у коjоj се врши испитивање, могу се израчунати привидне брзине

фаза [3] (енгл. gas and liquid volumetric fluxes или superficial velocities) и означаваjу се

као JG и JL [m/s]. Називаjу се привидним брзинама, зато што представљаjу средње

брзине струjања за случаj када би се кроз цев кретала само jедна фаза. Међутим, након

мешања фаза, ни jедноj фази ниjе на располагању цела површина попречног пресека

што утиче на поље брзина фаза. О овоме ће касниjе бити више речи. Привидне брзине

фаза у експерименталним испитивањима Liu [8] се крећу у следећим границама: за
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течност JL = [0,376− 1,391]m/s и за гас JG = [0,027− 0,347]m/s.

Слично истраживање, у цеви мањег пречника, приказано jе у раду Hosokawa and

Tomiyama [7]. Коришћена jе провидна цев кружног попречног пресека, унутрашњег

пречника D = 25mm и дужине L = 2m. Мерни пресек се налази на растоjању Lm =

1,7m (Lm/D = 68) од улаза у цев.

вода вода

вода

ваздух ваздух

мехурасти
ток

Слика 1.9. Стварање мехурастог
тока помоћу коморе за мешање.

На улазу у цев постављена jе комора за мешање

воде и ваздуха. Пресек сличне коморе jе приказан

на слици 1.9. Узструjно од ње, мерилима протока

се мере протоци обе фазе и на основу њих и по-

пречног пресека вертикалне цеви у коjоj се врше

главна испитивања, израчунаваjу се привидне бр-

зине фаза. Оне се у овом експерименту крећу у гра-

ницама JL = [0,5−1,0]m/s и JG = [0,018−0,036]m/s.

За мерење профила брзине течне фазе у мерном

пресеку коришћен jе LDA систем (Laser Doppler

velocimetry system, DANTEC, optics: 60×83,

processor: 68N10). Померањем мерне тачке у ра-

диjалном правцу добиjаjу се жељени подаци о рас-

подели брзине и кинетичке енергиjе турбуленциjе

течне фазе по попречном пресеку. Истовремено са

коришћењем LDA система, коришћене су две брзе

камере (Kodak Motion Coder Analyzer SR-1000, уче-

сталост снимања: 250 fps) коjе су постављене под

углом од 90◦ jедна у односу на другу. Пошто jе

цев провидна, омогућен jе визуелни приступ струj-

ном простору, и камерама jе снимано кретање ме-

хурова. Усклађивањем фотографиjа коjе су исто-

времено добиjене са две камере и њиховом обра-

дом одређени су облик и запремина мехура, екви-

валентни пречник мехура DB, степен деформациjе

мехура коjи се мери односом диjагонала, уколико

мехур има облик елипсе E, и удео гасовите фазе αG. Праћењем уоченог мехура, одређено

jе померање центра мехура на две узастопне фотографиjе, а како jе позната временска

разлика између две фотографиjе, израчуната jе и брзина уоченог мехура. На оваj начин

добиjена jе расподела профила брзине гасовите фазе по попречном пресеку.

Добиjене експерименталне резултате, Hosokawa and Tomiyama [7] су искористили као

основу за тестирање различитих математичких модела коjи се користе за симулирање

ове врсте вишефазног струjања. Низом нумеричких прорачуна потврдили су да коефи-

циjент отпора мехура CD у близини зида има веће вредности услед деловања смичућег

струjања и да jе потребно обухватити оваj утицаj смицања на коефициjент отпора како

би се добили тачниjи резултати нумеричких прорачуна. Наиме, узимање у обзир овог

утицаjа доводи до смањења релативне брзине фаза у близини зида. Овакво понашање

профила релативне брзине jе потврђено експериментима коjе су спровели. Hosokava

and Tomiyama [7] су користили корекциjу за коефициjент отпора коjу су предложили

Legendre and Magnaudet [11] . За моделирање турбуленциjе користили су стандардни

k − ε турбулентни модел.

Legendre and Magnaudet [11] су обjавили обиман и значаjан рад чиjи jе основни

задатак одређивање утицаjа смицања на коефициjенте отпора и узгона сферне честице.
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Добиjени резултати се могу применити и за случаj опструjавања мехура.

Постоjећи изрази за коефициjент отпора су добиjени под претпоставком да су че-

стица или мехур опструjавани униформном (уjедначеном) струjом флуида. Међутим,

честице и мехурови су често изложени струjи флуида у коjоj постоjи градиjент брзине,

тj. смичућоj струjи флуида. Градиjент брзине утиче на расподелу смицаjног напона и

притиска на површини честице (мехура), па на таj начин утиче на силе отпора и узгона.

Да би одредили утицаj смицања на коефициjент отпора сфере Legendre and Magnaudet

[11] су извршили низ директних нумеричких симулациjа опструjавања сферне честице.

Прорачуни су извршени за различите вредности Реjнолдсовог броjа ReB, коjи jе де-

финисан за честицу (мехур), и за различите вредности градиjента брзине. Као мера

интензитета смицања у флуиду користи се бездимензиjска величина степен смицања Sr.

Да би се одредио утицаj смицања, наjпре су извршени прорачуни опструjавања сфере

униформном струjом флуида, а затим прорачуни опструjавања сфере струjом флуида

у коjоj постоjи градиjент брзине. Резултати коефициjента отпора у смичућоj струjи

флуида CD су поређени са вредношћу коефициjента отпора у униформноj струjи флуида

CDU. Исто се односи на коефициjент узгона (CL и CLU
).

Резултати су показали да jе утицаj смицања на коефициjент узгона мањи него на

коефициjент отпора. Показано jе да при малим вредностима Реjнолдсовог броjа ReB ď 5

коефициjент узгона опада са порастом Реjнолдсовог броjа и да зависи од интензитета

смицања. Даљим порастом Реjнолдсовог броjа коефициjент узгона благо расте, док

истовремено не зависи од степена смицања.

Уочено jе да постоjи пораст вредности коефициjента отпора услед присуства смичу-

ћег струjања (CD > CDU
), али да jе он при малим вредностима степена смицања мали.

Наjвећи релативни пораст коефициjента отпора услед деловања смицања износи 1% за

степен смицања Sr = 0,02 и приближно 4% за степен смицања Sr = 0,2.

Legendre and Magnaudet [11] су извршили прорачуне и при већим вредностима

степена смицања, у области Sr ď 1, за две вредност Реjнолдсовог броjа ReB = 300 и

ReB = 500. Резултати показуjу да при већим вредностима степена смицања Sr утицаj

смицања на коефициjент отпора значаjно расте и да при вредности степена смицања

Sr = 1 релативни пораст коефициjента отпора износи чак 53%.

Добиjени резултати указуjу на значаjан утицаj смицања на вредност коефициjента

отпора. Због тога су Legendre and Magnaudet [11] предложили корекциjу за рачунање

коефициjента отпора коjа зависи од степена смицања Sr. Према њиховоj претпоставци

вредност коефициjента отпора зависи од квадрата степена смицања. Корекциони члан

гласи
`
1 + 0,55 Sr2

˘
.

Горе поменути Hosokawa and Tomiyama [7] су у нумеричким прорачунима користили

управо корекциjу коефициjента отпора коjу су Legendre and Magnaudet [11] предложили.

Резултати њихових нумеричких прорачуна указуjу на то да увођење ове претпоставке

даjе резултате коjи имаjу боље слагање са експерименталним разултатима. Корекциjа

Legendre and Magnaudet [11] jе тестирана само уз коришћење турбулентних модела са

зидним функциjама или HRN (енгл. High Reynolds Number) модела.

Примећено jе да за ову врсту вишефазног струjања значаjан параметар представља

количник пречника цеви и пречника мехура D/DB. Због тога су Shawkat et al. [12]

спровели експериментална истраживања у вертикалноj цеви значаjно већег пречника

(D = 200mm). Цев jе укупне дужине L = 9560mm, а мерни пресек jе постављен на

растоjању Lm = 8400mm(Lm/D = 42) од улаза у цев. И у овом случаjу испитивано jе

вишефазно струjање мехурова ваздуха у води кроз вертикалну цев кружног попречног

пресека. Струjање се одвиjа вертикално навише.
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Пре мешања фаза, мерилима протока jе одређен запремински проток течне и га-

совите фазе. Вредности привидних брзина течне и гасовите фазе за коjе jе извршен

експеримент се налазе у опсегу JL = [0,2− 0,68]m/s и JG = [0,005− 0,18]m/s. Да би се у

ток воде убацили мехурови ваздуха коришћена jе бризгаљка коjа у себи има 550 отвора

пречника 1mm. Отвори су постављени на међусобно равномерним растоjањима да би се

смањило спаjање мехурова приликом протицања од дна цеви до мерног пресека, (слика

1.10).

вода

ваздух

Слика 1.10. Стварање мехурастог
тока помоћу бризгаљке са отворима
[12].

За мерење брзине течне фазе и кинетичке енер-

гиjе турбуленциjе коришћена jе сонда са врелим

влакном TSI 1210-60W и X-сонда (Dantec 55R63).

Због тога jе важно одржавати сталном темпера-

туру воде. Задата вредност температуре jе 24,5 ±

0,1C◦. Величина мехурова, удео и брзина гасовите

фазе мерени су снимањем струjног простора и об-

радом слика.

Shawkat et al. [12] су анализирали како се мења

расподела мехурова по попречном пресеку, за ра-

зличите односе протока течне и гасовите фазе. За

расподелу мехурова по попречном пресеку одго-

ворне су силе коjе делуjу на мехур у попречном

правцу, што jе у овом случаjу хоризонтални пра-

вац. Ту су од значаjа сила узгона, сила турбу-

лентне дисперзиjе и сила хидродинамичког подма-

зивања коjа делуjе у непосредноj близини зида. Од

односа ових сила зависи да ли ће се мехурови гру-

писати уз зид или уз осу цеви. Сила турбулентне дисперзиjе потискуjе мехурове ка оси

цеви, док сила узгона делуjе ка зиду цеви, мада су Shawkat et al. [12] показали да при

одређеним условима она може променити смер (нпр. ово се догодило при повећавању

пречника мехурова). Ниjе до краjа разjашњено шта све утиче на расподелу мехурова

по попречном пресеку, али jе показано да значаjан параметар представља количник

пречника цеви и пречника мехура D/DB.

Поред експерименталних истраживања, у новиjе време развоj рачунарске технике

омогућава да се на рачунару изврше захтевне нумеричке симулациjе различитих врста

вишефазног струjања.

Директна нумеричка симулациjа (нумеричко решавање пуних Навиjе-Стоксових jед-

начина) при коjоj се прати сваки мехур и разделне површи фаза, даjе наjпотпуниjи

увид у расподелу физичких величина у двофазном мехурастом току (Lu and Tryggvason

[13] [14], Adoua et al. [15], Bois and du Cluzeau [16]). Због тренутне ограничености

рачунарских капацитета овакви прорачуни су вршени само при мањим вредностима

Реjнолдсовог броjа и са ограниченим броjем мехурова (око неколико стотина).

Ако jе потребно извршити прорачун у струjном простору већих димензиjа, при већим

вредностима Реjнолдсовог броjа, jош увек се користи Реjнолдсов приступ за описивање

турбуленциjе, тj. решаваjу се временски осредњене Навиjе-Стоксове jедначине (RANS).

И у овом случаjу постоjи разлика у зависности од тога коjи турбулентни модел се кори-

сти. Време траjања прорачуна и потреба за рачунарским капацитетима зависе од тога

да ли се прорачун врши у целом струjном простору или се промена физичких величина

у непосредноj близини зида описуjе зидним функциjама. У првом случаjу користе се

турбулентни модели без зидних функциjа броjа (енгл. Low-Reynolds number turbulence

12
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models - LRN ; овде jе реч о локалноj вредности Реjнолдсовог броjа, тj. о вредности без-

димензиjске координате y+), нумеричка мрежа има већи броj прорачунских ћелиjа што

захтева дуже време прорачуна, док се у другом случаjу користе турбулентни модели са

зидним функциjама (енгл. High-Reynolds number turbulence model - HRN), прорачунска

мрежа има мање ћелиjа због коришћења зидних фукциjа па последично прорачун краће

траjе. Због уштеде у времену и смањених захтева у погледу рачунарских ресурса, чешће

се користе турбулентни модели са зидним функциjама, као што jе то случаj у следећим

радовима: Hosokawa and Tomiyama [7] , Lubchenko et al. [17], Magolan et al. [18], Parekh

and Rzehak [19], Colombo et al. [20], Lopez de Bertodano et al. [21], Rzehak and Krepper

[22] [23] [24] [25], Rzehak and Kriebitzsch [26] Rzehak et al. [27] Troshko and Hassan [28].

Међутим, важно jе напоменути да се овде користе зидне функциjе развиjене за

jеднофазно струjање флуида и да не постоjи усаглашеност истраживача око тога да

ли jе то оправдано или не, тj. да ли зидне функциjе коjе се користе у прорачуну

вишефазног струjања могу изгледати исто као зидне функциjе за случаj jеднофазног

струjања (Troshko and Hassan [28], Colin et al. [29]).

Да би се избегла дилема око оправданости коришћења зидних функциjа за чист

флуид у прорачунима вишефазног струjања, потребно jе користити турбулентне мо-

деле без зидних функциjа (LRN). Постоjи мали броj радова коjи користи овакав при-

ступ у моделирању вишефазног мехурастог струjања (Colomboet al. [20], Colombo and

Fairweather [30]). Овакав приступ захтева прорачунску мрежу за чиjу прву прорачунску

тачку бездимензиjско нормално растоjање има вредност y+ < 1. Ово доводи до значаj-

ног повећања броjа прорачунских ћелиjа али и до веће тачности прорачуна, посебно у

области близу зида где су присутне велике вредности градиjента поjединих физичких

величина. Colombo et al. [20] су нагласили да постоjе два феномена коjа захтеваjу

додатно поjашњење у будућим истраживањима, а то jе моделирање струjања у бли-

зини зида и одређивање пораста интензитета турбуленциjе течне фазе коjе jе последица

присуства мехурова (енгл. bubble-induced turbulence - BIT).

Када мешавина мехурова гаса и течности струjи навише кроз вертикалну цев, услед

деловања силе потиска брзина гасовите фазе jе већа у односу на брзину течне фазе.

Постоjање релативног кретања мехурова и воде, доводи до повећања интензитета тур-

буленциjе у течноj фази. Ова поjава се у jедначинама моделира допунским изворским

члановима коjи се називаjу BIT модели. Према Magolan et al. [18] ниjе постигнута

коначна сагласност око облика ових допунских чланова. Rzehak and Krepper [24] су

спровели опсежно истраживање поредећи ефикасност различитих доступних BIT мо-

дела. Закључили су да општи облик ових изворских чланова ниjе одређен и да jе

неопходно даље истраживање. У циљу решавања овог проблема они су предложили

два правца: први jе развоj нових облика изворских чланова коjи ће имати сложениjу

структуру, а други jе увођење допунске jедначине коjом треба описати утицаj мехурова

на интензитет турбуленциjе течне фазе.

Поред наведених изазова коjе сусрећу истраживачи приликом симулирања двофаз-

ног струjања флида, посебну пажњу привлачи моделирање сила коjе описуjу међусобно

деловање фаза. Њихов задатак jе да опишу различите механизме коjима jедна фаза

делуjе на другу. У случаjу мехурастог двофазног струjања то су силе отпора, узгона,

сила подмазивања, сила турбулентне дисперзиjе и виртуелна масена сила. Њихово тачно

моделирање jе од суштинског значаjа за успешно симулирање вишефазног струjања. У

овоj дисертациjи у центру пажње jе сила отпора.
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1.4 Циљ и структура дисертациjе

На основу приказаног прегледа досадашњих истраживања могу се извести наjва-

жниjи закључци. На њих се надовезуjу задаци коjе треба остварити у оквиру ове

дисертациjе. Закључци гласе:

• због значаjне примене, двофазно мехрасто струjање jе чест предмет научних ис-

траживања. Истраживачи се наjчешће ослањаjу на извођење експеримената и

нумеричких прорачуна;

• за успешно извршавање нумеричких прорачуна важно jе на коjи начин се модели-

раjу чланови коjи описуjу међусобно деловање фаза. Од посебног значаjа jе сила

отпора;

• изрази за рачунање коефициjента отпора су изведени на основу претпоставке да

се мехур налази у униформноj струjи флуида;

• Legendre and Magnaudet [11] су показали да се вредност коефициjента отпора мења

када се мехур (или сферна честица) налази у струjи флуида са градиjентом брзине,

тj. у смичућоj струjи флуида. Због тога су предложили корекциони члан при

рачунању коефициjента отпора, коjи узима у обзир утицаj смицања;

• Hosokawa and Tomiyama [7] су користили предложену корекциjу коефициjента от-

пора и доказали да она доприноси бољим резултатима нумеричких прорачуна.

Прорачуни су извршени уз коришћење турбулентног модела са зидним функци-

jама (HRN);

• мана корекциjе коефициjента отпора, коjу су предложили Legendre and Magnaudet

[11], jе та да се она не може користити са турбулентним моделима без зидних

функциjа (LRN). Ови турбулентни модели омогућаваjу прорачунавање струjања у

непосредноj близини зида.

1.4.1 Задаци докторске дисертациjе

На основу приказаних закључака о прегледу досадашњих истраживања, коjа су у

вези са задатом темом, дефинишу се задаци коjе jе потребно остварити у оквиру дисер-

тациjе:

(1) утврдити разлог због коjег постоjећа корекциjа коефициjента отпора (Legendre and

Magnaudet [11]) и турбуленти модели без зидних функциjа (LRN) не могу да се

користе заjедно у нумеричким прорачунима двофазног мехурастог струjања;

(2) на основу анализе постоjећих, и у литератури доступних, експерименталних резул-

тата треба предложити нову корекциjу коефициjента отпора коjа ће успешно узети

у обзир утицаj смицања на вредност коефициjента отпора. Нова корекциjа треба

да буде таква да се може користити и са турбулентним моделима без зидних фун-

циjа (LRN). Та могућност треба да представља њену основну предност у односу на

постоjећу корекциjу;

(3) имплементирати нову корекциjу коефициjента отпора у програмски пакет отворе-

ног кода OpenFOAM;
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(4) извршити две групе нумеричких прорачуна. У првоj користити нову корекциjу

коефициjента отпора, а у другоj групи извести исте прорачуне али без корекциjе

коефициjента отпора. Прорачуне извршити за различите услове струjања. Упоре-

дити добиjене резултате међусобно и са постоjећим експерименталим резултатима;

(5) на основу поређења експерименталних резултата и резултата нумеричких прора-

чуна извести закључке о утицаjу нове корекциjе коефициjента отпора.

У другом делу дисертациjе дефинишу се следећи задаци:

(6) осмислити и изградити експериментално построjење за испитивање двофазног

мехурастог струjања у вертикалним цевима и каналима. Построjење направити

тако да цев или канал у коjем се врши испитивање буду изменљиви, како би посто-

jала могућност испитивања у цевима и каналима различитог попречног пресека;

(7) по угледу на решење Hosokawa and Tomiyama [7] проjектовати и израдити комору

за мешање фаза коjа ће створити двофазни мехурасти ток;

(8) коришћењем савремене мерне опреме извршити експериментално испитивање ме-

хурастог струjања у вертикалном каналу правоугаоног попречног пресека;

(9) приказати и анализирати добиjене резултате.

1.4.2 Структура докторске дисертациjе

У поглављу 1 jе дата уводна реч и преглед досадашњих истраживања. Дефинисан

jе задатак докторске дисертациjе.

У поглављу 2 jе дат приказ система jедначина коjе представљаjу основне законе

механике флуида у области вишефазног струjања. Да би се систем основних jедначина

решио нумеричким путем потребно jе све jедначине свести на општи, заjеднички облик,

што jе приказано у поглављу 2.

Математичко описивање jеднофазног струjања флуида jош увек садржи проблеме

коjи немаjу опште решење, као нпр. проблем моделирања турбуленциjе. Ови проблеми

су задржани и у области вишефазног струjања где се истраживачи сусрећу и са новим

потешкоћама. У поглављу 3 jе приказано како се проблем турбуленциjе третира у

области вишефазног струjања.

Посебну пажњу заслужуjу чланови коjи у основним jедначинама имаjу улогу да

опишу међусобно деловање фаза. Они су приказани у поглављу 4. Ту jе наjвише про-

стора посвећено сили отпора коjа делуjе на мехур. У овом поглављу jе, поред постоjеће

корекциjе коефициjента отпора Legendre and Magnaudet [11], приказана и нова корек-

циjа.

Да би нова корекциjа била тестирана, њу jе потребно имплементирати у програмски

код софтверa OpenFOAM и потом извршити сериjу нумеричких прорачуна мехурастог

струjања. Прорачуне треба извршити са новом корекциjом и без ње. Резултате и jедне и

друге групе нумеричких прорачуна треба упоредити са експерименталним резултатима

коjи су доступни у литератури. Оваквим поређењем могуће jе извести закључке о ути-

цаjу нове корекциjе коефициjента отпора. Поступак спровођења нумеричких прорачуна

и анализа добиjених резултата су приказани у поглављу 5.

Након нумеричког испитивања следи поглавље 6 коjе jе посвећено експериментал-

ном испитивању двофазног мехурастог струjања у вертикалном каналу правоугаоног
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попречног пресека. У овом поглављу jе описано построjење за експериментално испити-

вање, коришћена мерна опрема и поступак спровођења експеримента.

Последње поглавље 7 представља закључак. Jош jедном jе дат преглед онога што jе

урађено и приказано у дисертациjи. У овом поглављу су наведени наjважниjи закључци

до коjих се дошло. Закључуjе се да ли су остварени задати циљеви дисертациjе и наводи

се коjи су правци даљих истраживања.
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2

Основне jедначине вишефазних струjања

2.1 Процедуре осредњавања

На слици 2.1 jе приказано вишефазно струjање коjе чине вода и мехурови ваздуха.

Струjање се одвиjа навише кроз вертикалну цев. На слици 2.1 (б) jе приказано како

мехурасто струjање изгледа у стварности. Слика jе део резултата експерименталног

испитивања описаног у поглављу 6. На слици 2.1 (а) приказана jе скица двофазног

мехурастог струjања, на коjоj се виде границе струjног простора и присуство jедне и

друге фазе.

Да би се дошло до основних jедначина механике флуида коjе описуjу вишефазно

струjање, наjпре ће се разматрати jедноставниjи случаj, а то jе jеднофазно струjање.

Замислимо да се унутар приказаног струjног простора налази само jедна фаза. Дифе-

ренциjалне jедначине механике флуида важе у свакоj тачки струjног тока, тачниjе, у

свакоj елементарноj запремини dV посматраног флуида коjи струjи.

мезоразмера V

макроразмера VL

микроразмера dV

(а) (б)

Слика 2.1. Вишефазно струjање мехурова гаса у течности: (а) скица, (б) слика настала током
експерименталног испитивања, описаног у поглављу 6.
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Глава 2. Основне jедначине вишефазних струjања

За случаj jеднофазног струjања флуида, закон одржања масе, закон о промени ко-

личине кретања и jедначина енергиjе гласе:

∂ρ

∂t
+∇ • (ρU) = 0 (2.1)

ρ
∂U

∂t
+ ρU • ∇U = −∇p +∇ • τ + Fm (2.2)

ρ
DH

Dt
=
∂p

∂t
−∇ • q+ Fm • U+ ΦH (2.3)

Физичке величине коjе се поjављуjу у основним jедначинама (2.1) - (2.3) су диферен-

циjабилне у свакоj тачки струjног простора. Могу ли се ове jедначине искористити за

описивање вишефазног струjања?

Модел два флуида предвиђа да се свака од фаза коjе учествуjу у струjању третира

као засебан флуид. Свака фаза има своj систем основних jедначина (2.1) - (2.3). Како

би се означило коjоj фази одговараjу jедначине уводи се горњи индекс k, тако да систем

основних jедначина постаjе:

∂ρk

∂t
+∇ • (ρkUk) = 0 (2.4)

ρk
∂Uk

∂t
+ ρkUk

• ∇Uk = −∇pk +∇ • τ k + Fk
m (2.5)

ρk
DHk

Dt
=
∂pk

∂t
−∇ • qk + Fk

m
• Uk + Φk

H (2.6)

Систем jедначина (2.4) - (2.6) се разликуjе од система jедначина (2.1) - (2.3) по томе

што произвољна физичка величина φk ниjе диференциjабилна у свакоj тачки струjног

простора. То се може обjаснити на примеру брзине. Ако се унутар струjног простора

(слика 2.1) уочи тачка у коjоj се налази вода, може се дефинисати њена брзина. У

њеноj близини се може налазити мехур ваздуха, тако да се у овоj суседноj тачки не

може дефинисати вредност брзине воде. То значи да ће све разделне површи, коjих jе

у случаjу мехурастог струjања много, представљати површи дисконтинуитета, односно,

функциjе коjе описуjу промену физичких величина у простору, на овим површима имаjу

прекид прве врсте.

Због тога jе потребно извршити запреминско, тj. просторно осредњавање. Тако

осредњене физике величине ће бити диференциjабилне у свакоj тачки струjног простора.

У ту сврху, на слици 2.1 (а) се уочава запремина V . Важно jе на коjи начин се

одређуjу димензиjе ове запремине. Запремина V по коjоj се врши осредњавање (ме-

зоразмера) треба да буде таква да jе њена карактеристична димензиjа довољно већа

од карактеристичних димензиjа елемената поjединих фаза (нпр. пречника честице или

пречника мехура), како би садржала репрезентативне узорке свих фаза коjе струjе. Са

друге стране, запремина V треба да буде довољно мања од целокупног струjног простора

(макроразмера VL) у коjем се струjање одвиjа. Ово подсећа на дефинициjу флуидног

делића (микроразмера dV ) при jеднофазном струjању флуида. Флуидни делић мора

бити довољно велики да садржи довољан броj молекула флуида како би била оправ-

дана претпоставка о коонтинуму (непрекидности материjе), али мора бити и довољно

мали да би било оправдано сматрати да нема промена вредности физичких величина

по флуидном делићу. На оваj начин постављене су горња и доња граница за величину

флуидног делића. Слично jе и са контролном запремином V по коjоj се врши просторно

(запреминско) осредњавање при вишефазном струjању.
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Глава 2. Основне jедначине вишефазних струjања

Око сваке тачке струjног простора се уочава запремина V коjа у себи садржи jедну

и другу фазу. Положаj те тачке (центра запремине V ) jе дефинисан вектором положаjа

r преко координатног система x, y, z, како jе приказано на слици 2.2. Унутар контролне

запремине V користи се локални координати систем (x′, y′, z′) и вектор положаjа r′.

V

r

r′

x

y

z

x′

y′

z′

Слика 2.2. Запреминско осредњавање по запремини V .

Физичка величина φ се запремински осредњавања следећим поступком:

〈φ〉V (r, t) =
1

V

¡

V

φ(r + r′, t)dV ′ 〈φ〉V = 〈φ〉V (x, y, z, t) (2.7)

Када се поступак запреминског осредњавања (2.7) примени за сваку тачку струjног про-

стора (слика 2.2), добиjа се поље физичке величине 〈φ〉V коjе jе запремински осредњено.

Поље ове физичке величине нема дисконтинуитете, што значи да jе оно диференциjа-

билно у свакоj тачки струjног простора.

Проблем поjаве дисконтинуитета услед присуства различитих фаза jе решен запре-

минским осредњавањем. Поред тога, струjање свих или неке од фаза се често одвиjа

у турбулентном режиму, тако да jе потребно применити и временско осредњавање. За

статистички стационарну турбуленциjу примењуjе се Реjнолдсово осредњавање по вре-

менском интервалу T :

φ =
1

T

∫ t+T

t

φ(x, y, z, t)dt φ = φ(x, y, z) (2.8)

За случаj статистички нестационарне турбуленциjе примењуjе се осредњавање по ан-

самблу:

〈φ〉E =
1

N

N
∑

n=1

φ(x, y, z, t) 〈φ〉E = 〈φ〉E(x, y, z, t) (2.9)

Захваљуjући поступку осредњавања основне jедначине вишефазног струjања могу

бити коришћене у прорачуну jер се осредњавањем елиминишу локалне и тренутне ва-

риjациjе физичких величина (флуктуациjе). Са друге стране, ово значи да се губи део

информациjа о пољима ових физичких величина.

Осредњавањем основних jедначина поступцима осредњавања било по ансамблу или
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по запремини, добиjа се њихов исти облик. Надаље ће се користити ознака 〈φ〉 да се

представи запремински осредњена вредност величине φ.

2.2 Закон одржања масе

Већ jе показана jедначина (2.4), коjа представља закон одржања масе за фазу k:

∂ρk

∂t
+∇ • (ρkUk) = 0.

Она важи за инфинитезималну запремину dV коjа jе испуњена фазом k. У jедном

тренутку времена елементарна запремина dV испуњена jе само jедном фазом флуида.

Како би се означило у коjим тачкама струjног простора се у тренутку t налази фаза

k уводи се функциjа показивача (распознавања) фазе χk = χk(x, y, z, t). Она има

вредност:

χk(x, y, z, t) =

{

1, ако се у тачки (x, y, z) у тренутку t налази фаза k,

0, у супротном случаjу.
(2.10)

Свака фаза k има своjу функциjу χk (слика 2.3). Потребно jе функциjу распознавања

фазе увести у jедначину (2.4) да би она важила за фазу k у целом струjном пољу. У оним

деловима струjног поља где се не налази фаза k, фукциjа ће имати вредност χk = 0.

Због тога се jедначина континуитета (2.4) за фазу k множи функциjом χk:

χk ∂ρ
k

∂t
+ χk∇ • (ρkUk) = 0. (2.11)

Да би се претходна jедначина довела до облика коjи jе погодан за даље решавање

потребно jе искористити тврдњу да jе материjални извод функциjе χk дефинисан помоћу

брзине разделне површи Uint, jеднак нули [32]:

Dχk

Dt
=
∂χk

∂t
+Uint

• ∇χk = 0 (2.12)

Обjашњење за ову тврдњу jе следеће: ако се флуидни делић или тачка коjу посматрамо,

креће брзином разделне површи (Uk = Uint) она неће стићи разделну површ и у тоj

тачки неће доћи до промене вредности функциjе χk.

Коришћењем jедначине (2.12) први сабирак из jедначине (2.11) се може представити

на следећи начин:

χk∂ρ
k

∂t
=
∂(χkρk)

∂t
− ρk

∂χk

∂t

(2.12)
===⇒ χk ∂ρ

k

∂t
=
∂(χkρk)

∂t
+ ρkUint

• ∇χk,

а на основу теориjе поља, други сабирак из jедначине (2.11) се може записати као:

χk∇ • (ρkUk) = ∇ •

`
χkρkUk

˘
− ρkUk

• ∇χk.

Каде се претходни изрази уврсте у jедначину (2.11) добиjа се:

∂(χkρk)

∂t
+∇ •

`
χkρkUk

˘
= ρk

`
Uk −Uint

˘
• ∇χk. (2.13)
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На претходну jедначину се примењуjе осредњавање по контролноj запремини V (2.7),

при чему важе следећа правила осредњавања 〈〈a〉〉 = 〈a〉, 〈a+b〉 = 〈a〉+〈b〉, 〈〈a〉b〉 = 〈a〉〈b〉,

〈∂a
∂t
〉 = ∂〈a〉

∂t
, 〈 ∂a

∂xj
〉 = ∂〈a〉

∂xj
, тако да jедначина (2.13) постаjе:

∂〈χkρk〉

∂t
+∇ • 〈χkρkUk〉 = 〈ρk

`
Uk −Uint

˘
• ∇χk〉looooooooooooomooooooooooooon

Γ k

. (2.14)

За разлику од jедначине (2.11), jедначина (2.14) има облик коjи jе погодан за нуме-

ричко решавање jер се на левоj страни jедначине налазе временски члан и конвективни

члан коjи jе записан у облику дивергенциjе (конзервативни облик). Ово омогућава да

се све основне jедначине сведу на општи, заjеднички облик, што олакшава нумеричко

решавање. На десноj страни се поjављуjе изворски члан Γ k коjи представља прелазак

материjе из jедне фазе у другу. Оваj транспорт масе се одвиjа преко разделне површи

између две фазе. Унутар запремине V , по коjоj jе осредњена претходна jедначина, може

бити много разделних површи између фаза.

2.3 Закон о промени количине кретања

Изразом (2.5) jе приказано како гласи векторски облик jедначине коjа проистиче из

закона о промени количине кретања фазе k:

ρk
∂Uk

∂t
+ ρkUk

• ∇Uk = −∇pk +∇ • τ k + Fk
m.

Лева страна jедначине садржи локални и конвективни члан коjи описуjу промену коли-

чине кретања флуида. На десноj страни се налазе jединичне силе коjе делуjу на флуид

унутар инфинитезималне запремине dV , а то су сила притиска, jединична површинска

сила коjа потиче од вискозности и jединична запреминска сила (у пољу силе земљине

теже то jе ρkg [N/m3]). Ако се из jедначине изостави горњи индекс k она важи за случаj

када се у струjном простору налази jедан флуид у jедном фазном облику (jеднофазно

струjање флуида).

Да би локални облик jедначине кретања фазе k (2.5) важио у целом струjном пољу,

потребно jе jедначину помножити са функциjом показивача (распознавања) фазе χk:

χkρk
∂Uk

∂tloooomoooon
1

+χkρkUk
• ∇Uklooooooomooooooon

2

= −χk∇pklooomooon
3

+χk∇ • τ klooomooon
4

+ χkFk
mloomoon

5

. (2.15)

Као што jе дефинисано jедначином (2.10), у оним тачкама струjног простора у коjима се

налази фаза k, функциjа има вредности χk = 1. У супротном, њена вредност jе χk = 0.

Да би jедначина (2.15) била доведена до облика коjи jе погодниjи за нумеричко решавање

(облик дивергенциjе), њени чланови ће бити приказани у измењеним облицима. Тако

први сабирак постаjе:

1 χkρk
∂Uk

∂t
=
∂

`
χkρkUk

˘

∂t
−Uk ∂

`
χkρk

˘

∂t
,
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На основу jедначине континуитета (2.13) и теориjе поља последњи сабирак у претходноj

jедначини се може даље трансформисати, тако да следи:

1
∂

`
χkρkUk

˘

∂t
+Uk

• ∇
`
χkρkUk

˘
− ρkUk

`
Uk −Uint

˘
• ∇χk. (2.16)

Остали чланови jедначине (2.15) се могу приказати као:

2 χkρkUk
• ∇Uk = ∇ •

˜
χkρk UkUkloomoon

∗

¸
−Uk

• ∇
`
χkρkUk

˘
, (2.17)

3 − χk∇pk = −∇
`
χkpk

˘
+ pk∇χk, (2.18)

4 χk∇ • τ k = ∇ •

`
χkτ k

˘
− τ k∇ • χk. (2.19)

Члан коjи jе у jедначини (2.17) означен (*) представља тензорски или диjадни производ

два вектора, што за резултат даjе тензор. Оваj производ може бити означен и на следећи

начин Uk ⊗Uk. Када се изрази од (2.16) до (2.19) уврсте у jедначину (2.15) она постаjе:

∂
`
χkρkUk

˘

∂t
+∇ •

`
χkρkUkUk

˘
= −∇

`
χkpk

˘
+∇ •

`
χkτ k

˘
+ χkFk

m+

+ ρkUk
`
Uk −Uint

˘
• ∇χk + pk∇χk − τ k

• ∇χk.

Сада се на добиjену jедначину примењуjе осредњавање по запремини V коjа jе приказана

на слици 2.2. Поступак осредњавања jе дефинисан jедначином (2.7):

∂〈χkρkUk〉

∂t
+∇ • 〈χkρkUkUk〉 = −∇〈χkpk〉+∇ • 〈χkτ k〉+ 〈χkFk

m〉+

+ 〈ρkUk
`
Uk −Uint

˘
• ∇χk〉+ 〈pk〉〈∇χk〉 − 〈τ k

• ∇χk〉loooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooon
Ω

k

. (2.20)

Jедначина (2.20) представља векторску jедначину кретања фазе k, у конзервативном

облику, коjа jе осредњена по запремини V . Последњи сабирак Ω
k jе изворски члан

количине кретања. Оваj члан, као и изворски члан у jедначини континуитета (2.14),

захтеваjу детаљниjе поjашњење.

2.4 Jедначина енергиjе

Закон одржања енергиjе, или први закон термодинамике, за флуидни делић запре-

мине dV у коjем се налази фаза k, и коjи jе изражен преко тоталне енталпиjе, према

изразу (2.6) гласи:

ρk
DHk

Dt
=
∂pk

∂t
−∇ • qk + Fk

m
• Uk + Φk

H

Промена тоталне енталпиjе зависи од снаге сила притиска, доведене количине топлоте,

снаге запреминских сила и вискозне дисипациjе. Ако се из jедначине енергиjе изостави

ознака фазе k, jедначина важи за jеднофазно струjање.
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Да би се добила jедначина енергиjе за фазу k коjа jе применљива у целом струjном

простору кроз коjе се одвиjа струjање више фаза, jедначина промене тоталне енталпиjе

(2.6) ће наjпре бити помножена функциjом показивача фазе χk. Материjални извод

тоталне енталпиjе се представља као збир локалног и конвективног дела:

χkρk
∂Hk

∂t
+ χkρkUk

• ∇Hk = χk∂p
k

∂t
− χk∇ • qk + χkFk

m
• Uk + χkΦk

H . (2.21)

Како би што више сабирака у jедначини (2.21) било приказано у облику дивергенциjе,

примењуjу се следеће jеднакости [1]:

χkρ
∂Hk

∂t
=
∂(χkρkHk)

∂t
+Hk∇ •

`
χkρkUk

˘
− ρkHk

`
Uk −Uint

˘
• ∇χk,

χkρkUk
• ∇Hk = ∇ •

`
χkρkUkHk

˘
−Hk∇ •

`
χkρkUk

˘
,

χk∂p
k

∂t
=
∂

`
χkpk

˘

∂t
− pk

∂χk

∂t
,

χk∇ • qk = ∇ •

`
χkqk

˘
− qk

• ∇χk,

χkΦk
H = χk∇ •

`
Uk

• τ k
˘
= ∇ •

`
χkUk

• τ k
˘

loooooooomoooooooon
Φ

′k
H

−Uk
• τ k

• ∇χkloooooooomoooooooon
ΦΠ

.

Узевши у обзир приказане jеднакости, jедначина (2.21) постаjе:

∂(χkρkHk)

∂t
+∇ •

`
χkρkUkHk

˘
=
∂

`
χkpk

˘

∂t
−∇ •

`
χkqk

˘
+ χkFk

m
• Uk + Φ

′k
H+

+ρkHk
`
Uk −Uint

˘
• ∇χk + qk

• ∇χk − pk
∂χk

∂t
+ ΦΠ.

Сабирци у другом реду ће бити проглашени за изворски члан, након што се изврши

осредњавање jедначине по запремини V дефинисано jедначином (2.7):

∂〈χkρkHk〉

∂t
+∇ • 〈χkρkUkHk〉 =

∂〈χkpk〉

∂t
−∇ • 〈χkqk〉+ 〈χk〉〈Fk

m
• Uk〉+ 〈Φ

′k
H〉+

+ 〈ρkHk(Uk −Uint) • ∇χk〉+ 〈qk
• ∇χk〉 − 〈pk〉〈

∂χk

∂t
〉+ 〈ΦΠ〉

looooooooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooooooooon
Πk

H

.

(2.22)

Jедначина (2.22) представља закон промене енергиjе изражен преко тоталне енталпиjе.

Jедначина jе осредњена по контролноj запремини V , а последњи сабирак Πk
H представља

изворски члан коjи jе одговоран за размену енталпиjе између фаза, коjа се одвиjа кроз

разделну површ.
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2.5 Размена масе, количине кретања и енергиjе из-

међу фаза

У основним jедначинама се поjављуjу изворски чланови коjи потичу од размене масе,

количине кретања (импулса) и енергиjе између фаза. Размена се одвиjа преко разделне

површи, коjа jе приказана на слици 2.3. Изворски члан у jедначини континуитета

(2.14) гласи:

Γ k = 〈ρk
`
Uk −Uint

˘
• ∇χk〉.

У делу струjног простора коjи jе испуњен фазом k вредност функциjе показивача

фазе се не мења и износи 1, према jедначини (2.10). Према истоj jедначини, са друге

стране разделне површи где се не налази фаза k, вредност функциjе показивача фазе

jе 0. У оба случаjа важи χk = const, па следи да изворски члан у овим областима

не постоjи ∇χk = 0 ⇒ Γ k = 0. Jедино на разделноj површи где се мења вредност

функциjе χk 6= const може постоjати изворски члан Γ k. Jош jедан услов за постоjање

размене масе кроз разделну површ (Γ k) jесте да брзина фазе k на разделноj површи

ниjе jеднака брзини саме разделне површи, тj. да постоjи релативна брзина фазе k у

односу на разделну површ. Показано jе да се члан ∇χk понаша као делта функциjа δs
[33], коjа зависи од положаjа тачке у коjоj се дефинише, положаjа разделне површи и

временског тренутка, тако да се може записати ∇χk = nkδs, при чему jе nk jединични

вектор нормале на разделну површ, коjи jе усмерен ка фази k. Узевши ово у обзир,

изворски члан jедначине континуитета постаjе:

Γ k = 〈ρk
`
Uk −Uint

˘
• nkδs〉, (2.23)

и представља масени проток из суседне фазе

у фазу k кроз разделну површ. Овом при-

ликом материjа само мења облик (фазу),

тако да jе добитак масе за jедну фазу уjедно

губитак масе за другу фазу (Γ 1 = −Γ 2).

Према закону одржања масе важи:

2
∑

k=1

Γ k = 0 →
2

∑

k=1

〈ρk
`
Uk −Uint

˘
•nkδs〉 = 0.

Такође, у било коjоj тачки разделне површи

важи n1 = −n2.

p1

p2

n1

n2 U1

U2

Uint

p1int

p2int

Фаза 1

χ1 = 1

χ2 = 0

Фаза 2

χ1 = 0

χ2 = 1
T 2 T 1

Слика 2.3. Део разделне површи коjа
се налази између две фазе (фазе 1 и
фазе 2).

Изворски члан у jедначини количине кретања фазе k (2.20) jе:

Ω
k = 〈ρkUk

`
Uk −Uint

˘
• ∇χk〉+ 〈pk〉〈∇χk〉 − 〈τ k∇ • χk〉

Као што се види на слици 2.3, притисак на разделноj површи са стране коjа jе у додиру

са фазом k (pkint), се може представити као збир притиска у фази k (pk) и разлике ова

два притиска (∆pkint):

pkint = pk +∆pkint →

{

pk = pkint −∆pkint
∆pkint = pkint − pk

}

→ pk = pkint +
`
pk − pkint

˘
.
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Као и при приказивању изворског члана у jедначини континуитета, користи се да jе

∇χk = nkδs. Сада изворски члан Ω
k постаjе:

Ω
k = 〈ρkUk

`
Uk −Uint

˘
• nkδs〉looooooooooooooomooooooooooooooon

1

+ 〈pkint〉〈∇χ
k〉+ 〈(pk − pkint)∇χ

k − τ k∇ • χk〉looooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooon
2

. (2.24)

Приликом размене масе кроз разделну површ уjедно се врши и размена количине кре-

тања, jер сваки покретни део материjе има своjу количину кретања коjу носи са собом.

То jе у jедначини (2.24) приказано првим сабирком 1 , коjи означава конвективни пре-

нос количине кретања. Други сабирак 2 представља пренос количине кретања кроз

разделну површ услед неравномерности поља притиска и деjства вискозних сила. Као

што ће бити приказано, оваj сабирак се моделира различитим силама коjе имаjу зада-

так да опишу ове процесе преноса количине кретања. Сума размење количине кретања

између фаза jе:

2
∑

k=1

Ω
k =

2
∑

k=1

ˆ
〈ρkUk

`
Uk −Uint

˘
• nkδs〉+

〈pkint〉〈∇χ
k〉+ 〈(pk − pkint)∇χ

k − τ k∇ • χk〉

˙
= Fσ. (2.25)

За разлику од jедначине континуитета, у jедначини кретања сума изворских чланова

ниjе jеднака нули, jер неће сва количина кретања, коjу изгуби jедна фаза, да пређе

у количину кретања друге фазе. Када се примењуjе модел мешавине, тj. када се

вишефазно струjање третира као струjање jедне фазе промењених своjстава, тада се ова

сума представља као допунски члан Fσ у jедначини кретања мешавине.

Изворски члан у jедначини енергиjе (2.22) гласи:

Πk
H = 〈ρkHk(Uk −Uint) • ∇χk〉+ 〈qk

• ∇χk〉 − 〈pk〉〈
∂χk

∂t
〉+ 〈ΦΠ〉.

Изворски члан се састоjи од четири сабирка. Први представља преношење енергиjе

кроз разделну површ услед размене материjе. Количина материjе коjа од суседне фазе l

пређе ка фази k кроз разделну површ, носи са собом одређену количину енергиjе. Други

сабирак 〈qk •∇χk〉 = 〈qk •nkδs〉 представља флукс топлотне енергиjе од суседне фазе l ка

фази k кроз разделну површ. Размена топлоте се одвиjа као последица термодинамичке

неравнотеже, тj. ако jе T 1 6= T 2 (слика 2.3). Преостала два сабирка представљаjу рад

сила притиска и вискозних сила коjе делуjу на разделну површ.

Сума изворских чланова свих фаза коjе учествуjу у струjању jе:

2
∑

k=1

Πk
H =

2
∑

k=1

«
〈ρkHk(Uk −Uint) • ∇χk〉+ 〈qk • ∇χk〉

−〈pk〉〈∂χ
k

∂t
〉+ 〈ΦΠ〉

ff
= ζ. (2.26)

У моделу мешавине ова сума изворских чланова, означена са ζ , представља рад у

jединици времена коjи се изврши услед деловања површинског напона на разделноj

површи.
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3

Турбуленциjа у вишефазним струjањима

До сада jе на основне jедначине у локалном облику примењено осредњавање по

контролноj запремини V дефинисано jедначином (2.7). Уколико се струjање барем

jедне фазе одвиjа у турбулентном режиму, што наjчешће jесте случаj, изведене основне

jедначине (2.14), (2.20) и (2.22) нису применљиве у практичним прорачунима. Разлог

jе што се физичке величине мењаjу хаотично, како у времену, тако и у простору, што

представља jедну од карактеристика турбулентног струjања. Због тога jе потребно

на одговараjући начин анализирати феномен турбуленциjе. Постоjи више праваца за

остваривање тог циља:

• концепт турбулентне вискозности,

• симулациjа великих вртлога,

• директна нумеричка симулациjа.

3.1 Основна своjства турбуленциjе

Струjање флуида се може одвиjати у ламинарном или турбулентном режиму. У

ламинарном режиму слоjеви флуида струjе у уређеном поретку, док у турбулентном ре-

жиму струjање има своjства хаотичности и непредвидивости. Бездимензиjска величина

на основу коjе се може одредити режим струjања jе Реjнолдсов броj Re, коjи представља

однос инерциjалних и вискозних сила у флуиду.

Не постоjи општа дефинициjа коjа обухвата и обjашњава поjаву турбуленциjе, али

се могу издвоjити своjства турбулентног режима струjања коjа су очигледна приликом

његовог посматрања.

• Турбулентно струjање jе неуређено, хаотично и непредвидиво. Струjни ток са-

држи вртлоге различитих димензиjа. Кроз jедну тачку струjног простора у току

времена прођу различити делови различитих вртлога, тако да jе промена физич-

ких величина флуида у тоj тачки у току времена напредвидива. Уобичаjено jе да

она изгледа онако како jе приказано на слици 3.1 (а) за статистички стационарну

и (б) за статистички нестационарну турбуленциjу.

Са оваквим подацима jе отежано баратати, а поред тога, инжењерска пракса наj-

чешће захтева осредњене вредности, па jе Реjнолдс предложио да се изврши вре-

менско осредњавање посматране физичке величине. Тиме jе тренутно поље неке

физичке величине φ растављено на осредњено φ и флуктуираjуће φ′. Флуктуациjа
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представља тренутно одступање вредности физичке величине од њене средње вред-

ности.
PSfrag replacemen

(a) (б)

φφ
φ′

φ

t tt0t0 t0 + Tt0 + T

Слика 3.1. Промена вредности физичке величине φ у току времена за статистички стационарну
(a) и статистички нестационарну турбуленциjу (б).

• Турбулентно струjање ствара процес турбулентне дифузиjе. Процес мешања се

врши брже и боље него при ламинарном струjању. Ако се уоче два флуидна

делића ф1 и ф2 (слика 3.2) коjи припадаjу различитим вртлозима, они у jедном

тренутку времена могу бити удаљени jедан од другог, а затим доћи у непосредну

близину услед ротациjе и деформисања вртлога. Услед неуређеног кретања флу-

идних делића боља jе њихова међусобна размена количине кретања и енергиjе.

Ово своjство бољег мешања jе у неким процесима пожељно, а у другим штетно.

На слици 3.2 у струjном току флуида уочена jе контролна запремина коjа садржи

вртоге различитих величина. Jасно jе да ће услед вртложног кретања размена

количине кретања и енергиjе између флуида унутар контролне запремине и изван

ње, бити већа. Што jе турбуленциjа интензивниjа то ће се процес мешања обављати

боље и брже.

контролна запремина

ф1

ф2

U

Слика 3.2. Приказ вртложних структура у контролноj запремини. Са леве стране jе приказан
профил осредњене брзине. [40]

• Велике вредности Реjнолдсовог броjа Re владаjу у струjном пољу. Нпр. за

остваривање тубулентног струjања у цеви потребно jе да буде испуњен услов

ReD > 2300, а да би струjање унутар граничног слоjа на равноj плочи било тур-

булентно Rex > 500000, при чему jе карактеристична димензиjа у првом случаjу

пречник цеви, а у другом низструjно растоjање од почетка равне плоче.

• Турбуленциjа jе увек тродимензионална. Када се у нумеричким прорачунима тре-

тираjу осредњене jедначине, струjање може бити посматрано као дводимензиjско

или jеднодимензиjско.
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• Приликом турбулентног струjања долази до дисипациjе, тj. расипања енергиjе,

jер се услед трења кинетичка енергиjа малих вртлога претвара у топлоту, чиме се

повећава унутрашња енергиjа флуида. Мали вртлози кинетичку енергиjу добиjаjу

од већих, они од jош већих и све тако до макровртлога, тj. наjвећих вртлога

у струjном пољу, коjи енергиjу узимаjу од главног струjног тока. Оваj процес

преношења енергиjе од наjвећих до наjмањих вртлога се назива процес каскадног

распадања вртлога или каскада вртлога.

3.2 Теориjа Колмогорова

У турбулентом струjном пољу налазе се вртлози различитих величина и фреквен-

циjа. Размера наjвећих вртлога зависи од геометриjе струjног простора, нпр. пречника

цеви, степена наглог проширења итд. Они узимаjу енергиjу од главног тока флуида.

Услед нестабилности, они се у низструjном току распадаjу на мање вртлоге, предаjући

њима своjу кинетичку енергиjу. Ови вртлози се распадаjу на jош мање и тако се на-

ставља процес каскадног распадања вртлога. На краjу овог процеса се налазе наjмањи

вртлози чиjе даље распадање не дозвољаваjу вискозне силе. Силе унутрашњег трења

у микровртлозима, односно вискозне силе, противе се даљем распадању и кинетичку

енергиjу претвараjу у топлоту. Ово се назива расипање или дисипациjа енергиjе. Диси-

пациjа jе означена са ε rm2/s3s и представља енергиjу флуида по jединици масе коjа се

у jединици времена расипа, тj. неповратно претвара у топлоту.

м
и
кр

ов
р
тл
оз
и

макровртлог

продукциjа

инерциjална

област

област

дисипациjе

(а)

(б)

9q

lnE

lnκ

−5/3

Слика 3.3. Каскада вртлога (а) и енергетски спектар
турбуленциjе (б).

Процес каскадног распадања

вртлога jе приказан на слици 3.3

(а). Он jе описан теориjом Кол-

могорова, према коjоj се цео про-

цес састоjи из три дела. У пр-

вом делу, коjи се назива про-

дукциjа, услед постоjања смичу-

ћег струjања (градиjента брзине)

и довољног интензитета инерци-

jалних сила, долази до стварања

макровртлога. Они поседуjу ки-

нетичку енергиjу коjа jе преузета

од главног струjног тока. Услед

нестабилности макровртлози се

распадаjу на ситниjе вртлоге и

тиме почиње друга област коjа

се назива инерциjална област.

У овоj области непрестаним рас-

падањем већих вртлога на више

мањих врши се пренос кинетичке

енергиjе, а губици енергиjе услед

вискозности се занемаруjу. Када,

услед распадања и уситњавања,

вртлози постану довољно мали да

у њима примат имаjу вискозне

силе, тада наступа трећа област коjа се назива област дисипациjе. Размера ми-
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кровртлога се назива размера Колмогорова.

Може се увести таласни броj κ коjи jе обрнуто пропорционалан вредности дужинске

размере вртлога l (карактеристична димензиjа), и одређуjе се као:

κ =
2π

l
.

Енергетски спектар турбуленциjе се може дефинисати као кинетичка енергиjа вр-

тлога по jединици масе, коjа jе сведена на jединицу таласног броjа и означава се са E(κ),

а димензиjа jе [m3/s2]. Промена енергетског спектра турбуленциjе са таласним броjем jе

приказана на слици 3.3.

Види се да вртлози великих размера (малог таласног броjа) имаjу велику кинетичку

енергиjу. Распадањем вртлога смањуjе се њихова карактеристична димензиjа, повећава

се таласни броj, а кинетичка енергиjа опада. Мањи вртлог има мању кинетичку енер-

гиjу, али оваквих вртлога jе све више, тако да укупна кинетичка енергиjа у инерциjалноj

области остаjе приближно иста, jер jе утицаj вискозних сила мали. Када таласни броj

довољно порасте, а то значи да вртлози постану веома мали и достигну размеру Колмо-

горова, кинетичка енергиjа се расипа (дисипира) и прелази у топлоту, као што се види

на слици 3.3.

Може се дефинисати локални Реjнолдсов броj за вртлог, коjи ће зависити од ка-

рактеристичне димензиjе вртлога, његове карактеристичне брзине (што може бити тан-

генциjална компонента брзине на ободу вртлога) и кинематске вискозности флуида. У

каскадном процесу од великих вртлога ка наjмањим вртлозима коjи нестаjу, Реjнолдсов

броj опада. Ово значи да при малом таласном броjу (велики вртлози), доминантне су

инерциjалне силе, а вискозне имаjу мали утицаj. Однос ових сила се у инерциjалноj

области мења у корист вискозних сила, али оне су и даље мале. У области дисипациjе

вискозне силе имаjу доминантан утицаj на понашање вртлога.1

Инерциjална област се jош може назвати и транспортна област. Она енергиjа коjа у

jединици времена буде претворена у топлоту у обасти дисипациjе ε, jесте она енергиjа

коjа jе у jединици времена транспортована од вртлога до вртлога у инерциjалноj области.

Оваj енергетски флукс jе за инерциjалну област приближно константан.2 Колмогоров

jе дефинисао законитост коjа важи за енергетски спектар турбуленциjе у инерциjалноj

области:

E(κ) = Cκε
5

3κ−
5

3 или lnE(κ) = ln
´
Cκε

5

3

¯
−

5

3
ln κ.

Cκ представља коефициjент Колмогорова, чиjа jе вредност jе одређена експериментално

и износи Cκ ≈ 1,5. Ова зависност енергетског спектра турбуленциjе од таласног броjа

приказана jе на диjаграму (слика 3.3 (б)). Види се да крива има нагиб −5/3. Експери-

ментално jе потврђено да оваj закон важи за струjања са високом вредошћу Реjнолдсовог

броjа.

1У уобичаjеним инжењерским примерима турбулентног струjања, дужинска размера микровртлога
(пречник) износи од 0,01 до 0,1mm, а фреквенциjа обртања jе реда величине 10 kHz [40]. Ако jе флуид
вода и ако jе карактеристична брзина тангенциjална компонента брзине на ободу микровртлога, онда
при наведеним условима Реjнолдсов броj за вртлог има вредност реда величине 1. Даљим деловањем
вискозних сила Реjнолдсов броj опада.

2Смичуће силе постоjе у свим размерама вртлога, али оне су изражене у вртлозима размере Колмого-
рова. Сматра се да од укупне енергиjе великих вртлога 10% дисипира у процесу распадања врлога, а да
90% доспе до микровртлога, где се сва та енергиjа претвори у топлоту [41].
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3.3 Временско осредњавање основних jедначина

Веома jе захтевно извршавање прорачуна коришћењем основних jедначина у коjима

фигуришу физичке величине чиjа jе промена у времену хаотична, као што jе проказано

на слици 3.1. Због тога jе потребно над jедначинама извршити временско осредњавање.

3.3.1 Реjнолдсово и Фавреово осредњавање

Реjнолдс jе предложио да се тренутна вредност физичке величине φ прикаже као

збир осредњене вредности φ и флуктуациjе φ′ (видети слику 3.1):

φ = φ+ φ′, при чему jе φ = lim
T→∞

1

T

∫ t+T

t

φdt.

Флуктуациjа φ′ представља тренутно одступање величине φ од средње вредности φ.

Према дефинициjи средње вредности, сума свих флуктуациjа jе jеднака нули, тj. φ′ = 0.

Процедура Реjнолдсовог осредњавања са своjим правилима jе довољна да се од основ-

них jедначина коjе описуjу jеднофазно струjање нестишљивог флуида добиjу времен-

ски осредњене jедначине (енгл. Reynolds Averaged Navier Stokes equations - RANS).

Применом овакве процедуре из jедначина jе одстрањено хаотично понашање вредности

физичких величина и оне се могу користити за даљи прорачун. Међутим, када се

третираjу jедначине коjе описуjу стишљиво струjање флуида, сам поступак Реjнолдсовог

осредњавања ниjе довољан да би се добиле осредњене jедначине. Као пример приказаће

се поступак осредњавања jедначине континуитета за стишљиво струjање флуида. Она

гласи:
∂ρ

∂t
+∇ • (ρU) = 0.

Када се примени Реjнолдсов поступак раздваjања тренутне вредности физичке величине

на осредњену и флуктуираjућу, jедначина континуитета постаjе:

∂(ρ+ ρ′)

∂t
+∇ •

`
ρU+ ρ′ U+ ρU′ + ρ′U′

˘
= 0.

Након примене Реjнолдсовог осредњавања, jедначина континуитета гласи:

∂ρ

∂t
+∇ •

´
ρU+ ρ′U′

¯
= 0. (3.1)

За разлику од jедначине континуитета струjања нестишљивог флуида, овде се поjављуjе

средња вредност производа флуктуациjа (ρ′U′). За решавање ове jедначине потребно

би било увести додатну претпоставку за оваj члан.

Када се изврши осредњавање jедначине кретања и jедначине енергиjе за стишљиво

струjање флуида, поjављуjе се jош оваквих чланова, укључуjући и средњу вредност тро-

струког производа флуктуациjа. Да би се избегло поjављивање оваквих чланова Фавре

[34],[35] jе предложио процедуру осредњавања по густини (осредњавање прерачунато по

густини), коjа се за величину φ дефинише на следећи начин:

rφ =
1

ρ
lim
T→∞

∫ t+T

t

ρφ dt =
ρφ

ρ
. (3.2)
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Са леве стране се налази величина rφ на коjу jе примењено Фавреово осредњавање по

густини, а са десне стране jедначине се налазе величина φ и густина на коjе jе примењено

Реjнолдсово (временско) осредњавање. Ако на место произвољне величине φ поставимо

вектор брине добиjа се следеће:

rU =
ρU

ρ
⇒ ρrU = ρU

Ако се тренутне вредности величина на десноj страни прикажу као збир временски

осредњених и флуктуираjућих вредности, а затим се примени Реjнолдсово осредњавање

добиjа се:

ρ rU = pρ+ ρ′q
`
U+U′

˘
⇒ ρ rU = ρU+ ρ′U′. (3.3)

У jедначини (3.3) се види значаj увођења Фавреовог означавања, а то jе да оно у себи

садржи спорни члан из jедначине (3.1). Када се jедначина (3.3) уврсти у jедначину

континуитета (3.1) следи:
∂ρ

∂t
+∇ •

´
ρ rU

¯
= 0. (3.4)

Применом Фавреовог означавања за осредњавање по густини у jедначини (3.4) jе избе-

гнуто поjављивање додатних чланова коjи се jављаjу у jедначини (3.1), што jе био циљ.

Jедначина (3.4) представља jедначину континуитета за стишљиво струjање флуида.

Она изгледа веома слично jедначини континуитета за струjање нестишљивог флуида

коjа jе осредњена на Реjнолдсов начин. Поступак Фавреовог означавања вредности

осредњених по густини се може применити и на jедначину количине кретања (Навиjе-

Стоксову jедначину) за стишљив флуид, чиме се добиjа осредњена jедначина кретања

(енгл. Favre-averaged Navier-Stokes equations - FANS). Наравно, исти поступак се може

применити на jедначину коjа описуjе закон о промени енергиjе.

Према Фавреу, тренутна вредност физичке величине φ се дели на осредњену и

флуктуираjућу:

φ = rφ+ φ′′. (3.5)

Фавреова флуктуациjа φ′′ у себи садржи ефекте флуктуациjа густине и за њу не важе

иста правила као за Реjнолдсову флуктуациjу φ′, што ће управо бити показано. Ако се

jедначина (3.5) помножи густином и затим се примени Реjнолдсово осредњавање, добиjа

се:

ρφ = ρrφ + ρφ′′ ⇒ ρφ = ρrφ+ ρφ′′.

Позивањем на jедначину (3.2) долази се до закључка да jе временски осредњена вредност

производа густине и Фавреове флуктуациjе jеднака нули:

ρφ = ρ
ρφ

ρ
+ ρφ′′ ⇒ ρφ′′ = 0.

Ради осредњавања основних jедначина, коjе следи, овде ће бити наведена основна

правила Фавреовог осредњавања:

rφ = rφ, ρrφ = ρrφ, ρφ′′ = 0,

φ′′ = −ρ′φ′

ρ
6= 0, ρφψ = ρrφrψ + ρφ′′ψ′′, Ăρφ = ρrφ.

(3.6)

Укратко jе обjашњен сам поступак Фавреовог осредњавања и приказана jе његова
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примена на jедначину континуитета коjа описуjе стишљиво струjање флуида. Код ви-

шефазног струjања чест jе случаj да се нека од фаза понаша као стишљив флуид, тако

да се при временском осредњавању основних jедначина вишефазног струjања користи

поступак Фавреовог осредњавања. Величине у основним jедначинама (2.14) и (2.20)

су осредњене по контролноj запремини V тако да се поjављуjу и ознаке 〈〉 коjе на то

указуjу. Такође, постоjи горњи индекс k коjи обележава фазу, тако да израз за Фа-

вреово осредњавање прерачунато по густини, са ознакама прилагођеним вишефазном

струjању гласи:

Ą〈φk〉 =
〈ρkφk〉

〈ρk〉
, ⇒ 〈ρkφk〉 = 〈ρk〉Ą〈φk〉 (3.7)

На сличан начин се може увести поjам Фавреовог осредњавања прерачунатог по фун-

кциjи показивања фазе χk, коjи се поjављуjе у основним jедначинама вишефазног

струjања:

Ą〈φk〉 =
〈χkφk〉

〈χk〉
, ⇒ 〈χkφk〉 = 〈χk〉Ą〈φk〉 (3.8)

Такође, може се показати да важи χkφ′′ = 0.

Речено jе да функциjа χk указуjе на то да ли се у посматраноj тачки простора у

тренутку t налази фаза k (χk = 1) или не (χk = 0). Осредњена вредост ове функциjе

представља локални запремински удео фазе k и има ознаку 〈χk〉 = αk. Он jе од

велике важности за изучавање вишефазног струjања. Обично се дефинише на следећи

начин: ако се унутар струjног простора уочи jедна тачка, у току времена у њоj ће се

налазити наизменично фазе коjе учествуjу у струjању, удео времена током коjег jе у

посматраноj тачки била фаза k представља локални запремински удео те фазе.

Може се дефинисати на jош jедан начин. У струjном простору вишефазног струjања

се уочи контролна запремина V . Унутар ње фаза k заузима запремину V k, коjа може

бити непрекидна запремина (нпр. вода коjа окружуjе мехурове или ваздух коjи окру-

жуjе чврсте честице), а може представљати збир више малих запремина коjе испуњава

распршена фаза k (нпр. збир запремина мехурова ваздуха или збир запремина чврстих

честица унутар запремине V ). Тада се каже да однос запремина V k и V представља

запремински удео фазе k:

αk =
V k

V
= 〈χk〉 (3.9)

За αk постоjе и следећи називи: запреминска концентрациjа фазе k и релативно време

пребивања фазе k.

3.3.2 Временско осредњавање jедначине континуитета

Као што jе речено, потребно jе применити временско осредњавање на основне jедна-

чине (2.14), (2.20) и (2.22), коjе су осредњене по запремини V , како би се поље физичких
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величина, коjе се поjављуjу у овим jедначинама, поделило на осредњени и флуктуира-

jући део. Jедначине у коjима се налазе временски осредњене величине се могу даље

применити у прорачунима.

На jедначину континуитета (закон одржања масе) коjа jе осредњена по запремини

(2.14) примењуjе се Реjнолдсово временско осредњавање:

∂〈χkρk〉

∂t
+∇ • 〈χk

`
ρkUk

˘
〉 = Γ k.

Коришћењем jедначина (3.8) и (3.9) претходна jедначина постаjе:

∂
´
αk Ą〈ρk〉

¯

∂t
+∇ •

´
αk Č〈ρkUk〉

¯
= Γ k.

У другом сабирку на левоj страни jедначине се примењуjе правило Фавреовог осредња-

вања (3.6). На десноj страни се налази изворски члан, описан изразом (2.23). На њега

се примењуjе временско осредњавање и при томе се врши позивање на jедначину (3.7):

∂
´
αk Ą〈ρk〉

¯

∂t
+∇ •

´
αk〈ρk ĂUk〉

¯
= 〈ρk〉〈

`
Uk −Uint

˘
• nδsr〉.

На десноj страни jедначине разлика вектора
`
Uk −Uint

˘
представља релативну брзину

фазе k у односу на разделну површ. Када се она скаларно помножи са jединичним

вектором нормале разделне површи nk, добиjа се компонента релативне брзине управна

на разделну површ. Она помножена са густином фазе даjе масени проток фазе k по

jединици површине разделне површи.

Када се, ради jедноставности записа, изоставе ознаке осредњавања, jедначина коjа

описуjе закон одржања масе за модел два флуида гласи:

∂
`
αkρk

˘

∂t
+∇ •

`
αkρkUk

˘
=

2
∑

l=1

p 9mlk − 9mklq
loooooooomoooooooon

Γ
′k

, (3.10)

где 9mlk представља масени флукс од фазе l ка фази k по jединици површине разделне

површи. Са 9mkl означен jе масени флукс у супротном смеру.

3.3.3 Временско осредњавање jедначине количине кретања

На jедначину кретања (2.20) коjа jе осредњена по запремини V примењуjе се Реj-

нолдсово временско осредњавање:

∂〈χkρkUk〉

∂tlooooomooooon
1

+∇ • 〈χkρkUkUk〉looooooooomooooooooon
2

= −∇〈χkpk〉loooomoooon
3

+∇ • 〈χkτ k〉loooomoooon
4

+ 〈χkFk
m〉loomoon

5

+ Ω
kloomoon

6

. (3.11)

Ради jедноставности за сваки сабирак из претходне jедначине ће засебно бити приказано

на шта се своди када се примене правила осредњавања. На први сабирак (локални члан)
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се редом примењуjу jедначине (3.8), (3.9) и (3.6), тако да он постаjе:

1
∂

´
〈χk〉 Č〈ρkUk〉

¯

∂t
=
∂

´
αk Č〈ρkUk〉

¯

∂t
=
∂

´
αk〈ρk ĂUk〉

¯

∂t
. (3.12)

На други сабирак (конвективни члан) се наjпре примењуjу jедначине (3.8), (3.9) и (3.7):

2 ∇ •

ˆ
〈χk〉 〈ρkUkUk〉r

˙
= ∇ •

ˆ
αk 〈ρkUkUk〉r

˙
= ∇ •

´
αk〈ρk〉 Č〈UkUk〉

¯

У другом сабирку се поjављуjе Фавреово осредњавање производа два вектора брзине.

Примењуjе се дефинициjа Фавреовог осредњавања (3.2), затим изрази (3.5) и (3.6):

〈ČUkUk〉 =
〈ρkUkUk〉

〈ρk〉
=

〈ρk ĂUk ĂUk〉+ 〈ρkUk′′Uk′′〉

〈ρk〉
= 〈ĂUk ĂUk〉+

〈ρkUk′′Uk′′〉

〈ρk〉
.

Када се претходна jедначина врати у израз за други сабирак, он постаjе:

2 ∇ •

´
αk〈ρk〉〈ĂUk ĂUk〉+ αk〈ρkUk′′Uk′′〉

¯
= ∇ •

´
αk〈ρk〉〈ĂUk ĂUk〉

¯
+∇ •

´
αkτ k′′

¯
. (3.13)

У другом сабирку се поjављуjе средња вредност производа Фавреових флуктуациjа и

оваj члан ниjе могуће у овом облику користити у прорачуну. Због тога се он, по

угледу на Реjнолдсове напоне, проглашава за напон. Величина τ k′′ представља тензор

турбулентних напона. Сабирак коjи садржи турбулентне напоне се пребацуjе на десну

страну jедначине кретања и моделира, као што ће касниjе бити приказано.

Трећи, четврти и пети сабирак jедначине (3.11), коришћењем израза (3.8) и (3.9)

постаjу:

3 −∇
´
〈χk〉Ą〈pk〉

¯
= −∇

´
αk Ą〈pk〉

¯
= −αk∇Ą〈pk〉 − Ą〈pk〉∇αk, (3.14)

4 ∇ •

´
〈χk〉〈Ăτ k〉

¯
= ∇ •

´
αk〈Ăτ k〉

¯
, (3.15)

5 〈χk〉〈 ĂFk
m〉 = αk〈 ĂFk

m〉 = αk〈Ąρkg〉. (3.16)

Jединична запреминска сила у пољу земљине теже jе Fk
m = ρkg. У jедначини (3.15)

фигурише тензор смичућих напона у флуиду τ k. За флуиде за коjе важи Њутнова

претпоставка о линеарноj зависности смичићих напона и градиjента брзине, тj. за њут-

новске флуиде, Стокс jе 1845. године увео хипотезу о напонима коjа гласи: тензор

вискозних напона у флуиду jе линеарно пропорционалан девиjаторском делу тензора

брзине деформисања, а коефициjент пропорционалности jе двострука вредност дина-

мичке вискозности флуида 2µk. Ова хипотеза даjе везу између стања напона и стања

деформациjе: τ k = 2µkDk
d. Када се девиjаторски део тензора брзине деформисања, коjи

говори о промени облика флуидног делића при непромењеноj запремини, представи као

разлика укупног тензора и његовог сферног дела, тада се уз Стоксову хипотезу долази

до израза за тензор вискозних напона коjи гласи:

τ k = µk

„
∇Uk +

`
∇Uk

˘T
−

ˆ
2

3
∇ • Uk

˙
I


. (3.17)

На изворски члан 6 из jедначине (3.11), коjи jе дефинисан jедначином (2.24), при-
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мењуjе се Реjнолдсово осредњавање. Поjедини чланови се моделираjу. Након линеари-

зациjе, изворски члан гласи:

6 Ω
k =

2
∑

l=1

〈 9mlkU
l − 9mklU

k〉+ 〈pkint〉∇α
k + 〈Fk〉. (3.18)

Када се све jедначине од (3.12) до (3.18) врате у jедначину (3.11) и када се, ради

jедноставности записа, изоставе ознаке коjе указуjу на запреминско и временско осред-

њавање, коначно се добиjа jедначина количине кретања за модел два флуида:

∂
`
αkρkUk

˘

∂t
+∇ •

`
αkρkUkUk

˘
= −αk∇pk+

+∇ •

ˆ
αkµk

`
∇Uk + (∇Uk)T

˘
−

2

3
αkµk∇ • UkI

˙
−∇ •

´
αkτ k′′

¯
+ αkρkg+

+
2

∑

l=1

`
9mlkU

l − 9mklU
k
˘
+

`
pkint − pk

˘
∇αk + Fk

looooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooon
Ω

′
k

.

(3.19)

У jедначини се поjављуjе тензор турбулентних напона. Поступак његовог моделирања jе

приказан у одељку 3.4. Унутар изворског члана Ω
′
k се налази сила Fk коjа представља

међусобно деjство фаза. Њу jе потребно моделирати, о чему ће бити речи у поглављу 4.

3.3.4 Временско осредњавање jедначине енергиjе

На jедначину енергиjе (2.22) коjа jе осредњена по запремини V примењуjе се Реj-

нолдсово осредњавање:

∂〈χkρkHk〉

∂t
+∇ • 〈χkρkUkHk〉looooooooomooooooooon

2

=
∂〈χkpk〉

∂t
−∇ • 〈χkqk〉+ 〈χk〉〈Fk

m
• Uk〉+ 〈Φ

′k
H〉+Πk

H (3.20)

Потребно jе да се детаљниjе прикаже поступак осредњавања другог сабирка (конвек-

тивног члана) jер се том приликом поjављуjе нови сабирак коjи ниjе могуће одредити

па га jе потребно моделирати. Слично се десило и приликом осредњавања конвективног

члана у jедначини кретања. У поступку осредњавања наjпре се примењуjу jедначине

(3.8), (3.7), затим дефинициjа Фавреовог осредњавања (3.2) и на краjу правила осред-

њавања (3.6):

2 ∇ • 〈αk ρkUkHkr〉 = ∇ • 〈αkρk ČUkHk〉 = ∇ • 〈αkρk
ρkUkHk

ρk
〉 = ∇ • 〈αkρkUkHk〉 =

=∇ • 〈αk(ρk ĂUk ĂHk + ρkUk′′Hk′′)〉 = ∇ • 〈αkρk ĂUk ĂHk〉+∇ • 〈αkρkUk′′Hk′′〉loooooooooomoooooooooon
∗

.
(3.21)

У сабирку коjи jе означен са (*) се поjављуjе средња вредност производа Фавреових

флуктуациjа. Оваj члан ниjе могуће израчунати, тj. користити у прорачуну, због тога
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се он моделира и пребацуjе на десну страну jедначине енергиjе. Моделира се изразом

∇ • 〈αkqk′′

H 〉 и представља додатну размену енергиjе услед флуктуационог кретања флу-

ида (услед турбуленциjе). Остали чланови jедначине (3.20) се jедноставно осредњаваjу,

слично као у jедначини количине кретања. Када се заврши поступак осредњавања jед-

начине (3.20) и када се изоставе ознаке за временско и запреминско осредњавање, она

гласи:

∂(αkρkHk)

∂t
+∇•(αkρkUkHk) =

∂(αkpk)

∂t
−∇•(αkqk)−∇•(αkqk′′

H )+αkFk
m

•Uk+Φ
′′k
H +Π

′k
H . (3.22)

Осредњена вредност изворског члана се моделира на следећи начин:

Π
′k
H =

2
∑

l=1

`
9mlkH

l − 9mklH
k
˘
+Qint

H , (3.23)

где 9mlk представља масени флукс од фазе l ка фази k по jединици површине разделне

површи, а са 9mkl jе означен масени флукс у супротном смеру. Тоталне енталпиjе фаза k и

l су означене са Hk и H l. Величина Qint
H представља размењену количину топлоте између

фаза k и l кроз разделну површ и може се представити као Qint
H =

∑2
l=1Ckl(T

l − T k).

Изрази за изворске чланове у свим основним jедначинама зависе од врсте вишефазног

струjања и за њих не постоjи опште решење. Начин моделирања изворских чланова jе

од велике важности за успешност прорачуна вишефазног струjања.

Под претпоставком да jе флуид фазе k хомоген и изотропан и да се преношење

количине топлоте одвиjа само кондукциjом (провођењем), члан −∇ • (αkqk) у jедначини

(3.22) се према Фуриjеовом закону може изразити као:

−∇ • (αkqk) = −∇ •

`
αk(−λk∇T k)

˘
= ∇ •

`
αkλk∇T k

˘
, (3.24)

где jе ∇T k градиjент температуре у фази k, а λk коефициjент кондукциjе фазе k или

њена топлотна проводљивост.

У пољу силе земљине теже запреминска сила jе Fk
m = ρkg. Тамо где вишефазна

струjања имаjу практичну индустриjску примену наjчешће jе оправдано занемарити рад

сила притиска (jер jе притисак унутар мале контролне запремине V скоро идентичан

притиску околине), рад запреминских сила и вискозну дисипациjу. Узевши у обзир ове

претпоставке, као и jедначине (3.23) и (3.24), jедначина енергиjе (3.22) постаjе:

∂(αkρkHk)

∂t
+∇ • (αkρkUkHk) = ∇ •

`
αkλk∇T k

˘
−∇ • (αkqk′′

H )+

+

2
∑

l=1

`
9mlkH

l − 9mklH
k
˘
+Qint

H

looooooooooooooooomooooooooooooooooon
Π

′k
H

. (3.25)

Jедначина (3.25) представља jедначину енергиjе у конзервативном облику, коjа у

моделу два флуида важи за фазу k. Jедначина jе изражена преко тоталне енталпиjе и

осредњена jе по запремини и у времену.
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3.4 Моделирање турбуленциjе

Приликом временског осредњавања jедначине количине кретања и jедначине енер-

гиjе, тачниjе речено, приликом временског осредњавања конвективних чланова у овим

jедначинама (види jедначине (3.13) и (3.21)) поjављуjу се сабирци:

∇ •

´
αk〈ρkUk′′Uk′′〉

¯
у jедначини кретања и (3.26)

∇ • 〈αkρkUk′′Hk′′〉 у jедначини енергиjе. (3.27)

То што они садрже осредњене вредности производа флуктуациjа, указуjе да они предста-

вљаjу директан утицаj флуктуационог кретања. Они описуjу додатну размену количине

кретања и енергиjе услед турбуленциjе. Услед немогућности израчунавања ових чланова

њих jе потребно моделирати.

3.4.1 Концепт турбулентне вискозности и њено моделирање

Концепт турбулентне вискозности увео jе Бусинеск 1868. године. Средња вредност

производа флуктуациjа ρkUk′′Uk′′ jе проглашена за Реjнолдсове или турбулентне напоне.

Тензор турбулентних напона jе означен са τ ′′. Према Бусинесковоj хипотези они се

моделираjу по угледу на стварне, вискозне напоне коjи су дефинисани Стоксовом хипо-

тезом, jедначина (3.17). Дакле, турбулентни напони су пропорционални градиjенту

осредњеног поља брзине, а коефициjент пропорционалности jе турбулентна виско-

зност µT :

ρkUk′′Uk′′ = τ k′′ = −µk
T
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
. (3.28)

У jедначини (3.28) сви сабирци су тензори другог реда. Ако се она примени за нести-

шљив флуид, уз поштовање jедначине континуитета ∇ •Uk = 0, она у развиjеном облику

гласи:
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Кинетичка енергиjа турбуленциjе се дефинише као половина збира нормалних турбулен-

тних напона k = 1/2
´
uk′′uk′′ + vk′′vk′′ + ωk′′ωk′′

¯
. Ако се потражи траг сваке од матрица,

односно, ако се саберу сви чланови на главним диjагоналама, са леве стране се добиjа

двоструки производ густине и кинетичке енергиjе турбуленциjе, а десна страна jе, према

jедначини континуитета за нестишљив флуид, jеднака нули, тj. 2ρkkk = 0. Оваква

претпоставка за турбулентне напоне се не може користити. Због тога се jедначина (3.28)

прошируjе чланом 2/3ρkkkδ. Коначно, претпоставка за тензор турбулентних напона

гласи:

−ρkUk′′Uk′′ = −τ k′′ = µk
T
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3
ρkkkI (3.29)

Овом претпоставком тежиште проблема jе са рачунања производа флуктуациjа преба-

чено на рачунање турбуленте вискозности µT , што ниjе лак задатак. Ова замишљена
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физичка величина не представља своjство флуида већ своjство струjања.

Члан (3.26) jе моделиран на основу идеjе о турбулентноj вискозности µT . На сличан

начин се може увести поjам турбулентне термичке (или топлотне) дифузиjе ΓT

да би се моделирао члан (3.27) коjи потиче из jедначине енергиjе (3.21):

−ρkUk′′Hk′′ = −qk
′′

H = Γ k
T∇H

k. (3.30)

Релациjа (3.30) jе аналогна Фуриjеовом закону (3.24), са том разликом што се уместо

температуре користи тотална енталпиjа и уместо топлотне проводљивости λ, користи се

турбулентна термичка дифузиjа ΓT .

Пошто су додатна размена количине кретања и додатна размена топлоте последице

истог механизма, тj. вртложних структура и флуктуационог кретања, као основних

карактеристика турбуленциjе, то значи да између турбулентне вискозности и турбу-

лентне термичке дифузиjе постоjи веза. Њихов количник jе дефинисан турбулентним

Прантловим броjем:

PrkT =
µk
T

Γ k
T

.

Експериментална и нумеричка испитивања турбуленциjе показуjу да jе вредност турбу-

лентног Прантловог броjа константна и да износи приближно 1.

Jедначинама (3.29) и (3.30) дефинисано jе чему су jеднаке величине τ k′′ и qk
′′

H . Када

се оне уврсте у jедначину количине кретања (3.19) и jедначину енергиjе (3.25), у коjима

се поjављуjу, следи да систем основних jедначина за стишљиво вишефазно струjање

прилагођен моделу два флуида гласи:
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(3.33)

У овом систему jедначина нова непозната jе турбулентна динамичка вискозност µT .

По угледу на стварну динамичку вискозност µ, коjа jе своjство флуида, и турбулентна
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динамичка вискозност се може представити као производ густине и кинематске турбу-

лентне вискозности µT = ρ νT .

У циљу одређивања турбулентне вискозности коришћени су различити приступи:

• алгебарски модели,

• jедноjедначински модели,

• двоjедначински модели,

• пуни напонски модели.

Димензиjска анализа показуjе да jе турбулентна динамичка вискозност пропорционална

производу густине, карактеристичне дужине (дужинске размене) и карактеристичне

брзине. Ако се за дефинисање карактеристичне брзине искористи градиjент брзине у

правцу управно на зид, а за дужинску размеру путања мешања, тада настаjе Прантлов

алгебарски модел турбулентне вискозности коjи се назива модел путање мешања:

µT = ρ l2m

ˇ̌
ˇ̌∂U
∂y

ˇ̌
ˇ̌ .

Основна мана овог и других алгебарских модела jе потреба да се за сваки тип стру-

jања експериментално одреде вредности карактеристичних величина, као што jе у овом

случаjу путања мешања. Таj захтев ниjе увек могуће испунити.

Jедноjедначински и двоjедначински модели прошируjу систем основних jедначина са

jедном, односно две jедначине коjе су потребне за дефинисање величина преко коjих

се изражава турбулентна вискозност. У jедноjедначинским моделима наjчешће jе то

кинетичка енергиjа турбуленциjе. Поред ње, за дефинисање турбулентне вискозности,

користи се jош jедна величина коjа има своjу алгебарску jедначину, често jе то путања

мешања. Ово значи да и jедноjедначински модели имаjу потребу за алгебарским jедна-

чинама, што представља њихову ману.

У различитим двоjедначинским моделима поред кинетичке енергиjе турбуленциjе

могу се поjавити дисипациjа ε и специфична дисипациjа, односно фреквенциjа дисипа-

циjе ω. То су величине преко коjих се изражава турбулентна вискозност. Свака од њих

има своjу допунску, транспортну jедначину коjа постаjе део система основних jедначина.

У настакву ће бити приказани поjедини двоjедначински модели коjи се често користе у

инжењерским прорачунима. Они у свом оригиналном облику решаваjу проблем турбу-

ленциjе jеднофазног струjања, али се уз извесне корекциjе успешно користе за решавање

турбуленциjе у вишефазним струjањима. Овде ће бити приказан облик транспортних

jедначина коjи одговара случаjу стишљивог, вишефазног струjања.

3.4.1.1 Турбулентни модел k − ε

Већ jе речено да димензиjска анализа показуjе да jе турбулентна динамичка виско-

зност пропорционална производу густине, карактеристичне брзине и карактеристичне

дужине µk
T ∝ ρklkUk. Пожељно jе да се за дефинисање ових величина користе физичке

величине коjе су своjствене турбуленциjи. Карактеристична брзина се може представити

као квадратни корен кинетичке енергиjе турбуленциjе
?
kk, а за одређивање карактери-

стичне дужине користе се и кинетичка енергиjа турбуленциjе и турбулентна дисипациjа
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(kk)
3

2/εk. На оваj начин настаjе k − ε турбулентни модел коjи служи за одређивање

турбулентне вискозности фазе k:

µk
T = Cµρ

k (k
k)2

εk
. (3.34)

Модел су направили Лаундер и Спалдинг 1974. године [42]. За одређивање кинетичке

енергиjе турбуленциjе и дисипациjе користе се две додатне jедначине. Њихово детаљно

извођење приказано jе у књизи [41]. Транспортне jедначине за кинетичку енергиjу

турбуленциjе kk и дисипациjу εk прилагођене вишефазном стишљивом струjању редом

гласе:

∂

∂t
(αkρkkk) +∇ • (αkρkUkkk) =∇ •

ˆ
αkµ

k
T

σk
∇kk

˙
+ αk(P k +Gk − ρkεk) + S int

kk (3.35)

∂

∂t
(αkρkεk) +∇ • (αkρkUkεk) =∇ •

ˆ
αkµ

k
T

σε
∇εk

˙
+ αk ε

k

kk
`
Cε1P

k + ||Gk||−Cε2ρ
kεk

˘
+ S int

εk

(3.36)

Члан P k представља продукциjу кинетичке енергиjе турбуленциjе услед смичућег стру-

jања, а члан Gk услед деловања гравитационе силе. Ови чланови имаjу следећи облик:

P k =µk
T∇Uk :

“
∇Uk + (∇Uk)T

‰
−

2

3
∇ • Uk(µk

T∇ • Uk − ρkkk),

Gk =−
µk
T

ρkσρk
g • ∇ρk.

У оригиналним транспортним jедначинама [42] не постоjе изворски чланови S int
kk

и

S int
εk
. Они представљаjу повећавање или смањење турбуленциjе услед међусобног дело-

вања фаза. Нпр. велике честице у ваздуху или велики мехурови у води ће повећати

интензитет турбуленциjе у континуалноj фази (ваздуху, односно води), услед вртло-

жног трага коjи се jавља иза њих. Са друге стране, присуство веома малих честица или

мехурова доводи до смањења интензитета турбуленциjе континуалне фазе.

Константе коjе се jављаjу у jедначинама (3.35) и (3.36) су одређене на основу детаљне

анализе различитих врста слободног турбулентног струjања. То jе било потребно да би

њихове вредности биле универзалне. Оне гласе:

Cµ = 0,09 σk = 1,0 σε = 1,3 Cε1 = 1,44 Cε2 = 1,92 .

У свом раду Лаундер и Спалдинг [42] напомињу да су се предложене константе показале

добро у симулациjама струjања слободног турбулентног млаза и мешаjућих слоjева, али

да у неким случаjевима у непосредноj близини зида модел не даjе добре резултате.

Jедан од начина да се премости недостатак k − ε модела jесте коришћење зидних

функциjа. Тиме се не прорачунава струjање у близини зида, већ се оваj простор

прескаче, сматраjући да се уз зид налази потпуно развиjени турбулентни гранични слоj,

тj. да jе у овоj области турбуленциjа статистички стационарна.

У развиjеном турбулентном граничном слоjу уочено jе више области, а њихова гра-

ница одређена jе вредношћу бездимензиjске турбулентне координате y+ = ρUT y

µ
, чиjи
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израз има облик Реjнолдсовог броjа. UT jе брзина трења, преко коjе се може изразити

смичући напон на зиду τw = ρU2
T . Брзина трења служи за дефинисање бездимензиjске

брзине U∗ = U/UT . У изразу за y+ поjављуjе се и y што представља нормално растоjање

од зида.

Област дефинисана са y+ < 5, назива се вискозни подслоj. Карактерише jе то да су

вискозни напони доминантни, док се турбулентни могу занемарити. Супротно jе у обла-

сти турбулентног jезгра, за коjу важи y+ > 30. У њоj се посебно издваjа логаритамска

област, за коjу jе 30 < y+ < 500, и у коjоj важи логаритамска зависност између бездимен-

зиjске брзине и бездимензиjске турбулентне координате U+ = 1
Cκ

ln(Ey+). За струjање

кроз глатке цеви са великом вредношћу Реjнолдсовог броjа, константе имаjу вредности

Cκ ≈ 0,4 и E ≈ 9,8. Између вискозног подслоjа и турбулентног jезгра (5 < y+ < 30)

налази се прелазна област. Подаци о профилу бездимензиjске брзине у овоj области су

добиjени експериментално.

Када се користе зидне функциjе, за тежиште прве прорачунске тачке уз зид треба да

важи y+ ≈ 30. Струjање у вискозном подслоjу и прелазноj области се не прорачунава,

већ се вредности физичких величина на растоjању од зида y+ ≈ 30 претпостављаjу на

основу зидних функциjа, коjе користе претпоставку да jе уз зид развиjен турбулентни

гранични слоj. Овим jе премошћена област у близини зида, коjа jе проблематична за

стандардни k − ε турбулентни модел.

зидне
функциjе

(а) (б)

y+ = 30

y+ = 5

зид зид

Слика 3.4. Прорачунски простор у близини зида: (а) са зидним функциjама и (б) без њих.

На слици 3.4 (a) jе приказан део прорачунске мреже у близини зида за случаj када се

користе зидне функциjе. У случаjу када се оне не користе, већ се прорачунава струjање

до самог зида, слика 3.4 (б), потребно jе да прорачунска мрежа има знатно већи броj

ћелиjа. Такође, тада jе неопходно користити турбулентне моделе коjи су у стању да

предвиде струjно поље у овоj области.

3.4.1.2 Турбулентни модел k − ε Лаундер Шарма

Претпоставка о универзалности расподеле физичких величина у близини зида ниjе

увек оправдана, тако да коришћење зидних функциjа може довести до одређене грешке.

Постоjе случаjеви када jе од велике важности прецизниjе одредити промене физичких

величина у близини зида. Тада не треба користити зидне функциjе већ целу област

до зида испунити ситним прорачунским ћелиjама. У тежњи да се стандардни модел

k − ε оспособи за прорачун и у прелазноj области и вискозном подслоjу, унете су из-

мене. На таj начин настаjе верзиjа k−ε модела у коме се прорачунава и област струjног

домена коjа одговара вискозном подслоjу и прелазноj области (ниским вредности локал-

ног Реjнолдсовог броjа). То jе турбулентни модел без зидних функциjа (LRN). Треба

напоменути да се не мисли на глобални Реjнолдсов, броj коjи се рачуна нпр. на осову
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пречника цеви или дужине аеропрофила, већ се мисли на локалну вредност Реjнолдсовог

броjа коjа зависи од интензитета турбуленциjе. У поглављу 3 jе дефинисан Реjнолдсов

броj за вртлог. Локални Реjнолдсов броj има вредност 100 или више у развиjеном турбу-

лентном струjању, и та вредност се смањуjе до нуле са приближавањем зиду [41]. Тако

да се под називом турбулентног модела за ниске вредности Реjнолдсовог броjа (енгл.

Low Reynolds number turbulence model - LRN) подразумева турбулентни модел коjи се

може користити у целом струjном простору, па и у непосредноj близини зида. Овакав

jе турбулентни модел k− ε Лаундер Шарма [43], коjи jе настао изменом постоjећег стан-

дардног k − ε модела. У jедначини за турбулентну вискозност се поjављуjе пригушна

функциjа fµ:

µk
T = Cµfµρ

k (k
k)2

εk
. (3.37)

Транспортне jедначине за кинетичку енергиjу турбуленциjе и дисипациjу су:

∂

∂t
(αkρkkk) +∇ • (αkρkUkkk) =∇ •

„
αk

ˆ
µk +

µk
T

σk

˙
∇kk


+

+ αk
`
P k +Gk − ρk(εk +Dε)

˘
+ S int

kk (3.38)

∂

∂t
(αkρkεk) +∇ • (αkρkUkεk) =∇ •

„
αk

ˆ
µk +

µk
T

σε

˙
∇εk


+

+ αk ε
k

kk
`
Cε1f1P

k + ||Gk||−Cε2f2ρ
kεk

˘
+ αkρkEε + S int

εk (3.39)

Продукциони чланови P k и Gk имаjу исти облик као у моделу k − ε. Исто важи и за

вредности константи σk, σε, Cε1 и Cε2. За разлику од стандардног модела k − ε, овде се

у транспортним jедначинама поjављуjу пригушне функциjе fµ, f1 и f2, величине Dε, Eε

и молекуларна вискозност µk, коjа за вредности y+ > 30 може бити занемарена у односу

на турбулентну вискозност µk
T
. Пригушне функциjе су одређене следећим изразима:

fµ = exp

„
−3,4

(1 + Ret/50)2


, f1 = 1, f2 = 1− 0,3 exp

“
−min

`
Re2t , 50

˘‰
,

где jе Ret = (kk)2/(νkεk). Допунски изворски чланови Dε и Eε постоjе само у близини

зида и рачунаjу се на следећи начин:

Dε = 2νk

˜
∂

?
kk

∂y

¸2

, Eε = 2νkνk
T

ˆ
∂2uk

∂y2

˙2

.

3.4.1.3 Турбулентни модел k − ω SST

Турбулентни модел k−ω SST у ствари представља хибридни модел, односно споj два

двоjедначинска модела, поменутог k−ε модела и стандардног k−ω модела коjи jе развио

Вилкокс [44]. У k − ω моделу турбулентна вискозност jе изражена преко кинетичке

енериjе турбуленциjе k и фреквенциjе дисипациjе ω = ε/k. Оваj модел се показао добро

приликом решавања струjања у близини зида, посебно у области граничног слоjа. То

ниjе случаj када jе у питању слободно струjање флуида удаљено од чврсте границе.
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Увиђа се да модел k − ω може надоместити ману k − ε модела, и супротно. На таj

начин jе створен хибридни k − ω SST модел, коjи у близини зида користи предности

k−ω модела, а у области коjа jе удаљена од зида ради као k− ε турбулентни модел. Да

би модел „препознао” у коjоj области се налази прорачунска тачка и да ли треба да се

понаша као k − ε или k − ω модел, користи се тежинска функциjа F1.

Промењен jе облик допунских jедначина из модела k − ε тако да оне буду сличне

jедначинама k − ω модела. Допунска jедначина за дисипациjу ε jе изражена преко

фреквенциjе дисипациjе ω. Затим су jедначине модела k − ω помножене тежинском

функциjом F1, а промењене jедначине модела k−ε функциjом (1−F1). Ако φ1 представља

вредност константе у моделу k − ω, а φ2 вредност исте константе у модификованом

моделу k − ε, онда се вредност константе у новом k − ω SST моделу рачуна као: φ3 =

F1φ1 + (1 − F1)φ2. Ако jе F1 = 1, што jе случаj у близини зида, онда констатна узима

вредност из k − ω модела, а ако jе F1 = 0, што одговара области удаљеноj од зида, онда

констатна узима вредност из модела k− ε. Сабирањем одговараjућих парова допунских

jедначина, добиjаjу се допунске jедначине новог k − ω SST турбулентног модела [45].

Не разликуjу се само коефициjенти у транспортним jедначинама у зависности од

тога да ли се прорачунска тачка налази близу зида или далеко од њега, већ се разликуjе

и начин рачунања турбулентне вискозности. Ово представља jош jедну предност k − ω

SST модела. Далеко од зида, турбулентна вискозност се рачуна као у моделу k −

ε, а у близини зида се за њено рачунање користи и интензитет вртложности Ω. За

разликовање ова два случаjа служи тежинска функциjа F2 [46]. Турбулентна вискозност

jе одређена на следећи начин:

µk
T =

ρka1k
k

max(a1ωk, ΩF2)
.

У неким касниjим дорадама k− ω SST модела, за моделирање турбулентне вискозности

у граничном слоjу користи се брзина деформисања уместо интензитета вртложности.

Две допунске jедначине за k и ω гласе:

∂

∂t
(αkρkkk) +∇ • (αkρkUkkk) = ∇ •

„
αk

ˆ
µk +

µk
T

σk3

˙
∇kk


+

+ αk(P k +Gk − ρkβ ′kkωk) + S int
kk (3.40)

∂

∂t
(αkρkωk) +∇ • (αkρkUkωk) = ∇ •

„
αk

ˆ
µk +

µk
T

σω3

˙
∇ωk


+

2αkρk(1− F1)
1

σω2ωk
∇kk • ∇ωk + αkα3

ωk

kk
(P k + C3||G

k||)− αkρkβ3(ω
k)2 + S int

ωk (3.41)

Продукциони чланови P k и Gk имаjу исти облик као у моделу k − ε. У jедначини

(3.41), сабирак коjи садржи функциjу (1−F1) постоjи изван граничног слоjа и настао jе

приликом трансформациjе допунске jедначине за дисипациjу из модела k − ε. Коефи-

циjенти чиjе вредности се рачунаjу на основу тежинске функциjе F1 су:

σk3 = F1σk1 + (1− F1)σk2, σω3 = F1σω1 + (1− F1)σω2,

α3 = F1α1 + (1− F1)α2, β3 = F1β1 + (1− F1)β2.
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Од велике важности су тежинске функциjе коjе се рачунаjу на следећи начин: F1 =

tanh(Φ4
1) и F2 = tanh(Φ2

2), при чему jе:

Φ1 = min

«
max

˜ ?
kk

0,09ωkdn
,
500µk

ρkωkd2n

¸
,

4ρkkk

D2
ωσω2d

2
n

ff
, Φ2 = max

˜
2
?
kk

0,09ωkdn
,
500µk

ρkωkd2n

¸

Са dn означено jе растоjање од зида. Константе модела имаjу следеће вредности:

β ′ = 0,09 σk1 = 1,176 σω1 = 2,0 α1 = 5,0/9,0 β1 = 0,075

a1 = 0,31 σk2 = 1,0 σω2 = 1,168 α2 = 0,44 β2 = 0,0825

Изворски чланови S int
kk

и S int
ωk описуjу пораст или смањење интензитета турбуленциjе као

последицу међусобног деловања фаза.

За разлику од k−ε модела, чиjе jедначине се не могу користити у непосредноj близини

зида, турбулентни модел k − ω SST се може користити у целом струjном простору.

3.4.2 Пуни напонски модели

До сада jе приказан концепт турбулентне вискозности као начин за решавање про-

блема турбуленциjе. Бусинесковом претпоставком покушано jе да се изврши „ламина-

ризациjа” турбуленциjе. Користи се претпоставка да су турбулентни напони пропорци-

онални брзини деформисања, коjа jе изражена преко осредњених физичких величина,

видети jедначину (3.29). Коефициjент пропорционалности jе турбулентна вискозност

µT , коjа jе своjство струjања, а не флуида. Ово ниjе увек наjбољи начин за рачунање

турбулентих напона, jер они у физичком смислу нису напони, већ представљаjу до-

датну размену количине кретања услед флуктуационог кретања флуида и настали су

приликом временског осредњавања конвективног члана у jедначини количине кретања.

На оваj начин може се у одређеноj мери предвидети интензитет турбуленциjе али не

и анизотропност као своjство струjања.

Струjање у турбулентном граничном слоjу jе анизотропно, али двоjедначински моде-

ли са концептом турбулентне вискозности даjу добре резултате. Међутим, у одређеним

случаjевима струjања где анизотропност долази до изражаjа, ови модели неће дати

добра решења. То су следећи примери: вихорна струjања, струjање са израженом

закривљеношћу струjног простора, нагло убрзавање или успоравање флуидне струjе,

изражено деловање масених сила. Приликом оваквих струjања изражена jе анизотроп-

ност тензора турбулентних напона, па jе за добиjање тачних резултата потребно уместо

одређивања турбулентне вискозности, одредити сваки од турбулентних напона засебно.

Овакав приступ предложен jе од стране Лаундера 1975. године [47].

У том циљу, изводи се транспортна jедначина за тензор турбулентних напона, по

угледу на извођење транспортне jедначине за кинетичку енергиjу турбуленциjе. Тензор

турбулентних напона

Rk =
τ k′′

ρk
=

»
—–
uk′′uk′′ uk′′vk′′ uk′′ωk′′

vk′′uk′′ vk′′vk′′ vk′′ωk′′

wk′′uk′′ wk′′vk′′ wk′′wk′′

fi
ffifl

jе симетричан, тако да jе броj допунских скаларних jедначина jеднак шест. Уз њих

користи се и допунска скаларна jедначина за дисипациjу, тако да укупно постоjи седам
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допунских jедначина:
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„
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(3.42)

∂
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(αkρkεk) +∇ • (αkρkUkεk)−∇ •

ˆ
αkρkCε

kk

εk
Rk

• ∇εk
˙

=

= αk ε
k

kk
`
Cε1P

k + C3||G
k||−Cε2ρ

kεk
˘
+ S int

εk

(3.43)

На левоj страни jедначине (3.42) се редом налазе локални, конвективни и дифузиони

члан. Сабирци на десноj страни jедначине Pk и Gk представљаjу продукционе чланове

услед деловања смичућих напона и масених сила, затим, чланови коjи садрже кон-

станте Ci (i = 1, 2, 3) су продукциони чланови коjи потичу од деловања сила притиска,

док претпоследњи и последњи сабирак представљаjу дисипациjу и изворски члан услед

међусобног деловања фаза.

Овакав приступ jе општиjи и има боље способности да опише турбуленциjу. Негатив-

не последице постоjања већег броjа транспортних jедначина су већа сложеност система

jедначина, већи захтеви за рачунсраским ресурсима и проблеми са конвергенциjом про-

рачуна, jер се у jедначинама не поjављуjе турбулентна вискозност коjа има ту особину

да своjим присуством повећава нумеричку стабилност прорачуна.

3.4.3 Симулациjа великих вртлога

Jедан од разлога за непостоjање универзалног турбулентног модела заснованог на

концепту турбулентне вискозности jе разлика у понашању малих и великих вртлога.

Понашање великих вртлога, коjи су повезани са главним струjним током од коjег до-

биjаjу енергиjу, не зависи од вискозних сила већ од инерциjалних сила, масених сила,

геометриjе струjног простора и граничних услова, тако да они могу бити изразито ани-

зотропни. Супротно томе, услед утицаjа вискозних сила, мали вртлози су приближно

изотропни, међусобно се понашаjу слично и њих jе лакше моделирати3.

Да би се, за одређени проблем струjања, предвидело понашање великих вртлога у

току времена потребно jе извршити прорачун коришћењем jедначина коjе нису вре-

менски осредњене, за разлику од Реjнолдсових jедначина. Са друге стране, понашање

малих вртлога се може са задовољаваjућом тачношћу предвидети моделирањем. Идеjа

о подели вртложних структура на велике и мале, и њихово различито третирање, пред-

ставља основну идеjу симулациjе великих вртлога (енгл. Large Eddy Simulation -

LES). Ова идеjа jе приказана скицом 3.5.

3Са смањењем величине вртлога повећава се њихова изотропност. Микровртлози размере Колмогорова
су изотропни. Ова турбуленциjа jе хомогена, изотропна и статистички уравнотежена.
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понашање великих вртлога се

описуjе филтрираним jедначинама

мали вртлози

се моделираjу

∆

Слика 3.5. Приказ основне идеjе симулациjе великих вртлога.

Овакав приступ се разликуjе од раниjе приказаног Реjнолдсовог статистичког прис-

тупа проблему турбуленциjе. Тамо се врши временско осредњавање jедначина, а овде

просторно филтрирање са циљем да се раздвоjе велики од малих вртлога. Jедан

од наjважниjих поjмова jе величина филтера ∆. Она одговара димензиjи отвора на

мрежи (ситу), односно филтеру (слика 3.5). Управо она jе критериjум коjи одређуjе да

ли се неки вртлог третира као велики или као мали. Уколико jе пречник вртлога, као

његова карактеристична димензиjа, већи од величине филтера ∆, тада се вртлог сматра

великим и он подлеже нестационарном нумеричком прорачуну, у супротном случаjу,

када jе пречник вртлога мањи од величине филтера ∆, вртлог jе мали и он се моделира

коришћењем одговараjућег модела.

Поступак филтрирања се не примењуjе на вртлоге, како jе илустративно приказано

на слици 3.5, већ на основне jедначине. Процес филтрирања у математичком смислу

представља поступак интеграљења. Величина φ у Реjнолдсовим jедначинама предста-

вља временски осредњену вредност величине φ, а овде представља филтрирану вредност

величине φ (осредњену по запремини) и добиjа се на следећи начин:

φ(r, t) =

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

G(r, r′,∆)φ(r, t) dx′dy′dz′, (3.44)

где су: r - вектор положаjа тежишта запремине по коjоj се врши осредњавање, r′ - поло-

жаj тачке за коjу се проверава да ли припада запремини по коjоj се врши осредњавање,

∆ - величина филтера.

Функциjа кутиjастог филтера гласи:

G(r, r′,∆) =

{

1/∆3 |r − r′|ď ∆/2

0 |r − r′|> ∆/2

Њеном применом се у процесу интеграљења по контролноj запремини V = ∆x∆y∆z

узимаjу у обзир само оне тачке коjе се налазе унутар контролне запремине. У случаjу

да jе она облика квадра, величина филтера се рачуна као ∆ = 3

a
∆x∆y∆z.

Када се прорачун струjања врши применом методе коначних запремина, тада jе већ

одређена доња граница за величину филтера. Унутар jедне коначне запремине (прора-

чунске ћелиjе) налази се jедна тачка коjа jе представља, и у њоj су дефинсане физичке

величине флуида. Вредности у осталим тачкама коjе припадаjу истоj контролноj запре-
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мини су непознате, тако да нема смисла примењивати величину филтера коjа jе мања

од димензиjе прорачунске ћелиjе. Наjчешће се усваjа да jе величина филтера jеднака

димензиjи ћелиjе прорачунске мреже ∆ = 3

a
∆x∆y∆z.

V∆

Слика 3.6. Велики и мали вртлози у
струjном пољу.

Да би се предочило како процес филтри-

рања (за коjи jе показано да у математичком

смислу представља процес интеграљења) за-

држава велике вртлоге и одстрањуjе мале, ко-

ристи се слика 3.6. Процес филтрирања не

задржава само велике вртлоге, већ све оне

струjне структуре чиjе су димензиjе веће од

величине филтера. Усвоjено jе да величина

фитера ∆ одговара димензиjи прорачунске ће-

лиjе. Осредњавањем по уоченоj коначноj за-

премини V , сви подаци о пољу брзине унутар

ње су сведени на вектор брзине у тежишту,

тако да су подаци о вртлозима унутар коначне

запремине изгубљени и тиме су мали вртлози

одбачени. Када се интеграљење изврши и по

осталим коначним запреминама, остаће век-

тори брзина у тежиштима тих запремина коjи

ће описати присуство великог вртлога. Инфор-

мациjе о овом вртлогу остаjу зато што jе ње-

гова димензиjа већа од величине филтера ∆.

Када се процедура осредњавања (3.44) примени на основне jедначине, добиjа се

систем филтерованих jедначина коjе описуjу кретање великих вртлога. Jедначина кон-

тинуитета гласи:

∂(αkρk)

∂t
+∇ •

´
αkρk ĂUk

¯
= Γ k (3.45)

Користи се Фавреов запис филтрираних величина rφ, у чиjоj дефинициjи φ означава

филтрирану величину φ, а не временски осредњену. Jедначина кретања гласи:

∂(αkρk ĂUk)

∂t
+∇ •

´
αkρk ČUkUk

¯
= −∇(αkpk)−∇ • (αkτk) + αkFm +Ω

k.

И овде jе, као при Реjнолдсовом временском осредњавању, проблематичан конвективни

члан. Он се може приказати на следећи начин:

∇ •

´
αkρk ČUkUk

¯
= ∇ •

´
αkρk ĂUk ĂUk

¯
+

”
∇ •

´
αkρk ČUkUk

¯
−∇ •

´
αkρk ĂUk ĂUk

¯ı

Члан у угластоj загради ће бити пребачен на десну страну jедначине и затим моделиран.

Jедначина количине кретања постаjе:

∂(αkρk ĂUk)

∂t
+∇ •

´
αkρk ĂUk ĂUk

¯
= −∇(αkpk)−∇ • (αkτk) + αkFm +Ω

k−

−
”
∇ •

´
αkρk ČUkUk

¯
−∇ •

´
αkρk ĂUk ĂUk

¯ı
looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

∗

(3.46)
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Филтриране основне jедначине подсећаjу на Реjнолдсове осредњене jедначине. Тамо се

као последица осредњавања конвективног члана jавља сабирак коjи jе проглашен за

турбулентне напоне, а овде се као последица операциjе филтрирања над конвективним

чланом jавља сабирак коjи jе у jедначини (3.46) означен са (*). И оваj сабирак може

бити приказан као дивергенциjа тензора напона τ f,k:

∇ •

´
αkρk ČUkUk − αkρk ĂUk ĂUk

¯
= ∇ • τ f,k.

Проjекциjа тензора на осу i гласи:

τ f,ki,j = αkρk ĆukiUk − αkρk ruki ĂUk = αkρkĆuki ukj − αkρk ruki rukj .

Даљом анализом овог напона показуjе се да он узима у обзир утицаj двоструког процеса

филтрирања на струjно поље, jер за разлику од временског осредњавања важи φ 6= φ.

Затим, он представља међусобно деjство великих вртлога коjи се прорачунаваjу и малих

вртлога коjи су одбачени у процесу филтрирања, као и утицаj малих вртлога jедних на

друге. Ове чланове jе потребно моделирати.

3.5 Коментари и закључци о основним jедначинама

вишефазног струjања

До сада су изведене jедначина континуитета (3.10), jедначина количине кретања

(3.19) и jедначина енергиjе (3.25) за модел два флуида. Jедначине су осредњене по

запремини и по времену. Приказане основне jедначине, коjе представљаjу математички

израз основних закона физике, су темељ анализе области вишефазног струjања флуида.

Напоменуто jе да се занемаривањем изворских чланова коjи потичу од размене масе,

количине кретања и енергиjе између фаза, као и изостављањем удела фазе αk и горњег

индекса k коjи означава фазу, ове основне jедначине своде на облик коjи описуjе jедно-

фазно струjање. Основне jедначине и jеднофазног и вишефазног струjања представљаjу

нелинеарни систем парциjалних диференциjалних jедначина коjи нема аналитичко ре-

шење. Ове jедначине захтеваjу нумерички поступак решавања, са том разликом што се

у случаjу вишефазног струjања у систему основних jедначина поjављуjе значаjно већи

броj непознатих величина.

Треба проверити да ли jе систем основих jедначина затворен. Систем се састоjи

од jедначине континуитета, три проjекциjе jедначине кретања и jедначине енергиjе,

дакле пет jедначина. У њему се поjављуjу следеће непознате αk, ρk, uk, vk, wk, pk,

Hk. Више jе непознатих него расположивих jедначина. Потребно jе увести jедначину

стања за дефинисање густине коjа има облик ρk = ρk(T k, pk). Тотална енталпиjа jе

изведена физичка величина па се за њу може искористити конститутивна релациjа

Hk = Hk(T k, pk, Uk).

Дакле, постоjи 8 непознатих величина коjе описуjу стање jедне фазе. Ако у струjању

учествуjу две фазе, укупан броj непознатих величина у систему jе 16. На располагању

jе 7 jедначина, коjе ако се примене за обе фазе даjу систем од 14 jедначина. Ово

значи да систем ниjе затворен. Као додатна, петнаеста jедначина може се искористити

алгебарско ограничење за збир удела фаза коjи мора бити jеднак 1, тj.
∑k

k=1 α
k = 1. И

након увођења ове додатне jедначине, броj непознатих jе за jедан већи од броjа jедначина

у систему. Да би се затворио систем jедначина уводи се претпоставка да све фазе, коjе
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учествуjу у струjању, имаjу заjедничко поље притиска, pk = p. Ова претпоставка jе

оправдана у случаjу када релативна брзина фаза ниjе велика и када не постоjи значаjна

промена запремине распршене фазе, што одговара великом броjу случаjева вишефазног

струjања. Пошто фазе имаjу заjедничко поље притиска, броj непознатих величина jе

смањен на 15 и тиме изjедначен са броjем расположивих jедначина у систему, чиме

систем постаjе затворен.

Чланове коjи потичу од природе турбулентног струjања jе потребно моделирати, као

што jе приказано у одељку 3.4. За сваку фазу коjа учествуjе у струjању се користи

начин моделирања турбуленциjе као у случаjу jеднофазног струjања флуида.

Изворске чланове Γ
′k, Ω

′k и Π
′k
H у jедначинама, редом (3.10) (3.19) и (3.25), коjи пред-

стављаjу размену масе, количине кретања и енергиjе између фаза кроз разделну површ,

jе потребно моделирати. Не постоjе универзални модели изворских чланова коjи ће бити

применљиви на све врсте вишефазног струjања, већ свака врста има моделе изворских

чланова коjи jоj одговараjу. То jе неопходно због различите природе различитих врста

вишефазног струjања. Моделирање изворских чланова има велики утицаj на стабилност

и тачност нумеричких прорачуна струjања.

3.5.1 Основне jедначине за модел мешавине

Уместо да се посматра систем jедначина понаособ за обе фазе, може се посматрати

jедан систем jедначина за мешавину коjу граде ове две фазе. Та мешавина се посматра

као нови флуид (jедна фаза). Основни закони: одржања масе, количине кретања и

енергиjе за модел мешавине гласе:

∂ρm

∂t
+∇ • pρmUmq = 0. (3.47)

∂ pρmUmq
∂t

+∇ • pρmUmUmq = −∇p+

+∇ •

ˆ
µm

`
∇Um + (∇Um)T

˘
−

2

3
µm∇ • UmI

˙
−∇ • τm′′

+ ρmg+ Fσ−

−∇ •

2
∑

k=1

`
αkρkUd,kUd,k

˘
(3.48)

∂(ρmHm)

∂t
+∇ • (ρmUmHm) = ∇ • pλm∇Tmq −∇ • qm′′

H + ζ−

−∇ •

2
∑

k=1

`
αkρkUd,kHk

˘ (3.49)

Карактеристике мешавине зависе од карактеристика и удела поjединих фаза. Важи

претпоставка да фазе деле исто поље притиска, а густина, динамичка вискозност и

топлотна проводљивост мешавине се рачунаjу на следећи начин:

ρm =

2
∑

k=1

αkρk, µm =

2
∑

k=1

αkµk, λm =

2
∑

k=1

αkλk.
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Брзина мешавине и тотална енталпиjа су изражене на следећи начин:

Um =

∑2
k=1 α

kρkUk

∑2
k=1 α

kρk
, Hm =

∑2
k=1 α

kρkHk

∑2
k=1 α

kρk
.

Брзина Ud,k коjа се поjављуjе у jедначинама (3.48) и (3.49) представља релативну брзину

фазе k у односу на мешавину Ud,k = Uk −Um.

Jедначина континуитета за модел мешавине (3.47) изгледа исто као jедначина кон-

тинуитета за jеднофазно струjање, док се jедначине кретања (3.48) и енергиjе (3.49)

разликуjу од jедначина коjе описуjу jеднофазно струjање по последња два сабирка, коjи

су последица неjеднакости брзина фаза и утицаjа површинског напона на разделноj

површи. Чланови F σ и ζ су дефинисани jедначинама (2.25) и (2.26).

У посебним случаjевима када су брзине фаза међусобно jеднаке, тада се модел меша-

вине назива модел хомогене мешавине и за њега важи да jе Uk = Um, односно Ud,k = 0.

3.5.2 Општи облик основних jедначина погодан за нумеричко

решавање

Основне jедначине механике флуида се могу свести на универзалниjи облик, што

значаjно олакшава писање програмских кодова за добиjање нумеричких решења. Сабир-

ци коjи се поjављуjу у свим основним jедначинама: (3.10), (3.19), (3.25), (3.35) и (3.36),

као што се нпр. поjављуjе извод по времену, тj. локални члан, улазе у општи облик

основних jедначина, а сви они сабирци коjи су карактеристика само за jедну од основних

jедначина се групишу у изворске чланове Sk
i .

Овде су приказане основне jедначине за нестационарно, тродимензионално, турбу-

лентно, вишефазно, стишљиво струjање њутновског флуида. Користи се модел два

флуида, а за решавање проблема турбуленциjе користи се стандардни k−ε турбулентни

модел. Jедначине су приказане у развиjеном облику, а закон кретања jе приказан преко

три скаларне jедначине.

Закон одржања масе:

∂(αkρk)

∂t
+
∂(αkρkuk)

∂x
+
∂(αkρkvk)

∂y
+
∂(αkρkwk)

∂z
= S int

mk (3.50)

Проjекциjа jедначине количине кретања на осу x:

∂(αkρkuk)

∂t
+
∂(αkρkukuk)

∂x
+
∂(αkρkvkuk)

∂y
+
∂(αkρkwkuk)

∂z
=

=
∂

∂x

„
αk(µk + µk

T
)
∂uk

∂x


+

∂

∂y

„
αk(µk + µk

T
)
∂uk

∂y


+

∂

∂z

„
αk(µk + µk

T
)
∂uk

∂z


+ Sk

uk

(3.51)

Проjекциjа jедначине количине кретања на осу y:

∂(αkρkvk)

∂t
+
∂(αkρkukvk)

∂x
+
∂(αkρkvkvk)

∂y
+
∂(αkρkwkvk)

∂z
=

=
∂

∂x

„
αk(µk + µk

T
)
∂vk

∂x


+

∂

∂y

„
αk(µk + µk

T
)
∂vk

∂y


+

∂

∂z

„
αk(µk + µk

T
)
∂vk

∂z


+ Sk

vk

(3.52)
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Проjекциjа jедначине количине кретања на осу z:

∂(αkρkwk)

∂t
+
∂(αkρkukwk)

∂x
+
∂(αkρkvkwk)

∂y
+
∂(αkρkwkwk)

∂z
=

=
∂

∂x

„
αk(µk + µk

T )
∂wk

∂x


+

∂

∂y

„
αk(µk + µk

T )
∂wk

∂y


+

∂

∂z

„
αk(µk + µk

T )
∂wk

∂z


+ Sk

wk

(3.53)

Jедначина енергиjе:

∂(αkρkHk)

∂t
+
∂(αkρkukHk)

∂x
+
∂(αkρkvkHk)

∂y
+
∂(αkρkwkHk)

∂z
=

=
∂

∂x

„
αk µ

k
T

PrkT

∂Hk

∂x


+

∂

∂y

„
αk µ

k
T

PrkT

∂Hk

∂y


+

∂

∂z

„
αk µ

k
T

PrkT

∂Hk

∂z


+ Sk

H

(3.54)

Jедначина за кинетичку енергиjу турбуенциjе:

∂(αkρkkk)

∂t
+
∂(αkρkukkk)

∂x
+
∂(αkρkvkkk)

∂y
+
∂(αkρkwkkk)

∂z
=

=
∂

∂x

„
αkµ

k
T

σk

∂kk

∂x


+

∂

∂y

„
αkµ

k
T

σk

∂kk

∂y


+

∂

∂z

„
αkµ

k
T

σk

∂kk

∂z


+ Sk

kk

(3.55)

Jедначина за дисипациjу кинетичке енергиjе турбуленциjе:

∂(αkρkεk)

∂t
+
∂(αkρkukεk)

∂x
+
∂(αkρkvkεk)

∂y
+
∂(αkρkwkεk)

∂z
=

=
∂

∂x

„
αkµ

k
T

σε

∂εk

∂x


+

∂

∂y

„
αkµ

k
T

σε

∂εk

∂y


+

∂

∂z

„
αkµ

k
T

σε

∂εk

∂z


+ Sk

εk

(3.56)

Све, овде приказане, основне jедначине имаjу заjеднички облик. Он ће бити написан

за физичку величину φk:

∂(αkρkφk)

∂tlooooomooooon
1

+
∂(αkρkukφk)

∂x
+
∂(αkρkvkφk)

∂y
+
∂(αkρkwkφk)

∂zlooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooon
2

=

=
∂

∂x

„
αkΓ k

φk

∂φk

∂x


+

∂

∂y

„
αkΓ k

φk

∂φk

∂y


+

∂

∂z

„
αkΓ k

φk

∂φk

∂z



looooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooooon
3

+ Sk
φkloomoon
4

(3.57)

Jедначина (3.57) представља општи облик основних jедначина механике флуида, за

нестационарно, тродимензионално, турбулентно, вишефазно, стишљиво струjање Њут-

новског флуида. Уколико се из jедначина изостави горњи индекс k коjи уазуjе на фазу,

и ознака за удео фазе αk, добиjа се општи облик основних jедначина коjи важи за

jеднофазно струjање флуида. Општи облик основних jедначина састоjи се од четири

члана:

• 1 - локални члан,

• 2 - конвективни члан,
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• 3 - дифузиони члан,

• 4 - изворски члан.

Из општег облика (3.57) добиjаjу се различити основни закони у зависности од избора

величине φk:

φ = 1 jедначина континуитета

φk = uk проjекциjа jедн. кол. кретања на осу x

φk = vk проjекциjа jедн. кол. кретања на осу y

φk = wk проjекциjа jедн. кол. кретања на осу z

φk = Hk jедначина енергиjе

φk = kk jедначина кин. енер. турб.

φk = εk jедначина дисипациjе

Оно што се разликуjе од jедначине до jедначине, jесте величина φk, као што jе управо

показано, затим изворски чланови и коефициjенти у дифузионом члану, коjи се стога

називаjу коефициjенти дифузиjе. Њихове вредности су приказане у табели 3.1.

Табела 3.1. Изрази за изворске чланове и коефициjенте дифузиjе у основним jедначинама.

φk Γ k
φk Sk

φk

1 0 S int
mk

uk µk + µk
T

−αk ∂p′k

∂x
+ αkρkgx + ∂

∂x

”
αk(µk + µk

T
)∂u

k

∂x

ı
+

∂
∂y

”
αk(µk + µk

T )
∂vk

∂x

ı
+ ∂

∂z

”
αk(µk + µk

T )
∂wk

∂x

ı
+ S int

uk

vk µk + µk
T

−αk ∂p′k

∂y
+ αkρkgy +

∂
∂x

”
αk(µk + µk

T )
∂uk

∂y

ı
+

∂
∂y

”
αk(µk + µk

T
)∂v

k

∂y

ı
+ ∂

∂z

”
αk(µk + µk

T
)∂w

k

∂y

ı
+ S int

vk

wk µk + µk
T

−αk ∂p′k

∂z
+ αkρkgz +

∂
∂x

”
αk(µk + µk

T
)∂u

k

∂z

ı
+

∂
∂y

”
αk(µk + µk

T )
∂vk

∂z

ı
+ ∂

∂z

”
αk(µk + µk

T )
∂wk

∂z

ı
+ S int

wk

Hk µk

T

Prk
T

∂
∂x

´
αkλk ∂Tk

∂x

¯
+ ∂

∂y

´
αkλk ∂Tk

∂y

¯
+ ∂

∂z

´
αkλk ∂Tk

∂z

¯
+ S int

Hk

kk µk

T

σk

αk
`
P k +Gk − ρkεk

˘
+ S int

kk

εk µk

T

σε

αk εk

kk

`
Cε1P

k +C3|G
k|−Cε2ρ

kεk
˘
+ S int

εk
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Као што се у табели 3.1 види, изворски чланови Sk
φk садрже у себи оригиналне

изворске чланове S int
φk коjи су раниjе одређени. Поред њих, изворски чланови Sk

φk садрже

све оне сабирке из основних jедначина коjи своjим обликом не припадаjу локалном,

конвективном, ни дифузионом члану. Оригинални изворски чланови S int
φk гласе:

S int
mk =

Np
∑

l=1

( 9mlk − 9mkl)

S int
uk =

Np
∑

l=1

( 9mlku
l − 9mklu

k) + (pkint − p)
∂αk

∂x
+ F k

x

S int
vk =

Np
∑

l=1

( 9mlkv
l − 9mklv

k) + (pkint − p)
∂αk

∂y
+ F k

y

S int
wk =

Np
∑

l=1

( 9mlkw
l − 9mklw

k) + (pkint − p)
∂αk

∂z
+ F k

z

S int
Hk =

Np
∑

l=1

( 9mlkH
l − 9mklH

k) +Qint
H

Np представља броj фаза коjе учествуjу у струjању. У табели 3.1 се поjављуjе величина

p′k коjа представља модификовани притисак, коjи jе одређен изразом:

p′
k
= pk +

2

3
ρkkk +

2

3

`
µk + µk

T

˘
∇ • Uk.

Jедначина (3.57) представља општи запис основних jедначина у диференциjалном

облику. За примену методе коначних запремина потребно jе наjпре интегралити ову

jедначину по запремини, тако се добиjа интегрални облик:

¡

V

∂(αkρkφk)

∂t
dV +

¡

V

„
∂(αkρkukφk)

∂x
+
∂(αkρkvkφk)

∂y
+
∂(αkρkwkφk)

∂z


dV =

=

¡

V

„
∂

∂x

ˆ
αkΓ k

φk

∂φk

∂x

˙
+

∂

∂y

ˆ
αkΓ k

φk

∂φk

∂y

˙
+

∂

∂z

ˆ
αkΓ k

φk

∂φk

∂z

˙
dV +

¡

V

Sk
φkdV

На конвективни и дифузиони члан се примењуjе теорема Гаус-Остроградског, тако да

претходна jедначина постаjе:

¡

V

∂(αkρkφk)

∂t
dV +

£

A

“
(αkρkukφk)nx + (αkρkvkφk)ny + (αkρkwkφk)nz

‰
dA =

=

£

A

„
αkΓ k

φk

∂φk

∂x
nx + αkΓ k

φk

∂φk

∂y
ny + αkΓ k

φk

∂φk

∂z
nz


dA +

¡

V

Sk
φkdV

(3.58)

Даље се, интеграли апроксимираjу одговараjућим сумама, чиме се од диференциjалних

jедначина добиjаjу дискретизоване алгебарске jедначине.

Транспортна jедначина за фреквенциjу дисипациjе и jедначине за Реjнолдсове тур-

булентне напоне, коjе се користе у напонским моделима, могу се такође написати у

складу са општим обликом основних jедначина (3.57) и (3.58). Ово има велики значаj

jер олакшава нумеричко решавање система основих jедначина.
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Моделирање чланова коjи описуjу

међусобно деjство фаза

Jедначине од (3.50) до (3.54) представљаjу основне законе: одржања масе, количине

кретања и енергиjе, примењене на модел два флуида. У њима се поjављуjу изворски

чланови. Сви они су приказани табелом 3.1. Ту се виде чланови S int
mk , S

int
uk , S

int
vk
, S int

wk и

S int
Hk , коjи представљаjу размену: масе, количине кретања и енергиjе између фаза. Те

размене се одвиjаjу кроз разделну површ, на шта указуjе ознака int (енгл. interface).

Дакле, модел два флуида подразумева да свака фаза има своj систем основних jед-

начина у коjем се, између осталих, налазе и чланови коjи описуjу међусобно деловање

jедне фазе са другом, суседном фазом. То су управо поменути чланови. Њих jе по-

требно моделирати. Веома jе важно да изрази за те чланове буду такви да обезбеђуjу

стабилност и конзистентност нумеричког поступка за решавање система jедначина.

Као што jе више пута поменуто, не постоjи универзални математички модел коjи

одговара свим врстама вишефазног струjања. То се види и на примеру чланова коjи

описуjу међусобно деловање фаза. Поjедине силе, коjе описуjу међусобно деловање чврс-

тих честица и гасовите фазе, не могу се применити за описивање међусобног деловања

мехурова гаса и течности. И друге врсте вишефазног струjања имаjу своjе специфичне

силе коjе се моделираjу. Чак унутар jедне врсте вишефазног струjања, нпр. струjања

течне и гасовите фазе, разликоваће се чланови коjи се примењуjу за различите типове

(режиме) ове врсте вишефазног струjања (слике 1.4 и 1.6). То значи да сваки тип

вишефазног струjања има своjе специфичности коjе ће се исказати и кроз одговараjуће

чланове S int
φk .

При струjању течне и гасовите фазе, механизми размене масе су испаравање и кон-

дензациjа. У случаjу изотермског струjања, какво се разматра у овом раду, нема размене

масе између фаза:

S int
mk =

Np
∑

l=1

( 9mlk − 9mkl) = 0.

Температурска неравнотежа између фаза jе предуслов и за размену топлотне енергиjе

кроз разделну површ, тако да за изотермско струjање важи и

S int
Hk =

Np
∑

l=1

( 9mlkH
l − 9mklH

k) +Qint
H = 0.

Преостаjе да се одреде чланови S int
uk , S

int
vk

и S int
wk , коjи представљаjу размену количине
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кретања између фаза.

4.1 Размена количине кретања између фаза - силе

на разделноj површи

Изворски чланови у jедначини количине кретања гласе:

S int
uk =

Np
∑

l=1

( 9mlku
l − 9mklu

k) + (pkint − p)
∂αk

∂x
+ F k

x

S int
vk =

Np
∑

l=1

( 9mlkv
l − 9mklv

k) + (pkint − p)
∂αk

∂y
+ F k

y

S int
wk =

Np
∑

l=1

( 9mlkw
l − 9mklw

k) + (pkint − p)
∂αk

∂z
+ F k

z

Раниjе jе речено да први сабирци на десноj страни представљаjу размену количине

кретања између фаза услед размене масе, jер сваки део флуида коjи прође кроз разделну

површ (промени фазу) носи са собом одређену количину кретања. У случаjу изотер-

мног струjања нема размене масе, па су први сабирци jеднаки нули. Други сабирци

су наjчешће занемарљиви услед малог градиjента поља притиска, тако да се изворски

чланови своде на силе на разделноj површи коjе треба да опишу различите механи-

зме међусобног деловања фаза, што ниjе jедноставан задатак. Пошто постоjе различити

ефекти коjе треба узети у обзир овом силом, она се представља као збир више сила, а

то су: сила отпора, сила узгона, сила турбулентне дисперзиjе, сила хидродинамичког

подмазивања и виртуелна масена сила. Оваj збир jе приказан jедначином (4.1):

F k = F k
D + F k

L + F k
TD + F k

WL + F k
VM. (4.1)

Све силе у претходноj jедначини су изражене по jединици запремине, њихова димензиjа

jе N/m3. Исту димензиjу имаjу сви чалнови у jедначини количине кретања.

Пре него што се пређе на обjашњавање сваке силе понаособ, треба напоменути да на

мехур у течности делуjе и сила потиска, али да њу ниjе потребно посебно моделирати

допунским чланом у jедначини (4.1). Сила потиска изворно представља површинску

силу коjа зависи од градиjента притиска по површи мехура. У случаjу двофазног

мехурастог струjања, какво се у овом раду разматра, градиjент притиска се своди на

хидростатичку расподелу притиска ∇p = ρLg. Коришћењем теореме Гаус-Остроград-

ског прелази се са површинског на запремински интеграл и добиjа се познати израз за

силу потиска коjа делуjе на мехур −ρLgVB.

У jедначини кретања фигурише градиjент притиска и представља деловање повр-

шинске силе притиска. Метода коначних запремина предвиђа да се дискретизована

jедначина кретања множи запремином прорачунске ћелиjе, а како у производу учествуjе

и удео фазе αG, добиjа се сила потиска коjа делуjе на гасовиту фазу унутар прорачунске

ћелиjе. Овим jе показано да сила потиска учествуjе у прорачуну и да jе ниjе потребно

моделирати допунским чланом.
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4.1.1 Сила отпора

Стандардни израз за силу отпора коjа делуjе на мехур предвиђа да она зависи од

коефициjента отпора, густине течности, проjекциjе површине у правцу релативне брзине

и од саме релативне брзине фаза:

F k′

D =
1

2
CDα

GρLAref |UR|UR

Силу jе потребно изразити по jединици запремине. За jединичну запремину се бира

запремина мехура пречника DB, а проjекциjа површине мехура jе круг пречника DB,

тако да сила отпора по jединици запремине гласи:

F L
D = −FG

D =
3

4

CD

DB
αGρL|UR|UR (4.2)

Вектор F L
D представља силу отпора коjом мехур делуjе на течну фазу, док вектор FG

D

представља силу отпора коjом течна фаза делуjе на гасовиту, тj. на мехур. Ове две

силе су повезане законом деjства и противдеjства (акциjе и реакциjе).

У овоj дисертациjи се разматра струjање мехурова ваздуха и воде у вертикалноj цеви.

Струjање обе фазе се одвиjа навише. У том случаjу брзина мехурова jе већа од брзине

течне фазе, тако да ће вектор релативне брзине бити усмерен навише (↑) UR = UG−UL.

Према jедначини (4.2) сила коjа делуjе на течну фазу jе усмерена навише и тежи да jе

убрза, док jе сила отпора коjа делуjе на мехур (гасовиту фазу) усмерена супротно од

вектора релативне брзине, тj. усмерена jе наниже и тежи да успори мехурове. Знак

сила зависи од тога на коjи jе начин дефинисан вектор релативне брзине. Овде jе то

разлика вектора брзина гасовите и течне фазе UR = UG −UL.

Следећи задатак jе одређивање коефициjента отпора CD. Jедну од наjчешће кориш-

ћених претпоставки за коефициjент отпора дали су Ishii and Zuber 1979. године [36].

Према њима постоjи више режима тако да сваком одговара посебан израз за коефици-

jент отпора.

• Стоксова област - одговара вредностима Реjнолдсовог броjа 0 ď ReB ď 0,2. У

овоj области важи тачно Стоксово решење за опструjавање сфере CD = 24
ReB

. Ова

област нема практичног значаjа за проучавање струjања мехурова гаса у течности

jер важи само за веома спора струjања.

• Вискозна област - Корекциjом Стоксовог решења за опструjавање сфере добиjа

се зависност коjа важи за вредности Реjнолдсовог броjа 0 ď ReB ď 1000 и коjа

гласи:

CD,sphere =
24

ReB

`
1 + 0,1ReB

0,75
˘
.

• Турбулентна област - важи за вредности Реjнолдсовог броjа ReB > 1000. За њу

важе два израза за коефициjент отпора:

CD,elipse =
2

3

?
Eo и CD,cap =

8

3
.

У изразима за коефициjент отпора се поjављуjу Реjнолдсов броj за мехур и Етвешов
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(Eötvös) броj коjи се дефинишу на следећи начин:

ReB =
ρL|UR|DB

µL
, Eo =

g(ρL − ρG)D2
B

σ
(4.3)

Реjнолдсов броj се дефинише преко релативне брзине фаза, пречника мехура, густине и

динамичке вискозности течне фазе, док Етвешов броj зависи од гравитационог убрзања,

разлике у густини фаза, пречника мехура и коефициjента површинског напона. Етвешов

броj представља количник гравитационе силе и површинског напона.

На краjу, коефициjент отпора мехура у униформноj струjни флуида се рачуна

према следећоj jедначини:

CDU = max
“
CD,sphere, min

`
CD,elipse,CD,cap

˘‰
(4.4)

Jедначину (4.4) за рачунање коефициjента отпора су дали Ishii and Zuber [36].

4.1.2 Сила узгона

Током кретања мехура кроз течну фазу на њега делуjе попречна сила узгона F k
L

као последица постоjања градиjента брзине у попречном правцу. Ова сила зависи од

коефициjента узгона, густине течне фазе, релативне брзине фаза и втложности течне

фазе. Ако се примењуjе модел два флуида, што овде jесте случаj, сила зависи и од

удела фазе:

F L
L = −FG

L = CLα
GρL

`
UG −UL

˘
×

`
∇×UL

˘
(4.5)

Сила узгона има значаjан утицаj на расподелу мехурова по попречном пресеку. Коефи-

циjент узгона се према Shaver and Podowski [37] рачуна на следећи начин:

CL =







0, y/DB < 0,5

CL0fL(y) 0,5 ď y/DB ď 1

CL0 1 < y/DB

Као што се види, вредност коефициjента узгона зависи од растоjања од зида коjа се мери

координатом y. Уколико jе то растоjање од зида мања од половине пречника мехура,

сила узгона jе jеднака нули. Ако удаљеност износи између половине и jедног пречника

мехура, тада се коефициjент узгона рачуна као CL = CL0fL(y), где jе CL0 константна

вредност коефициjента узгона мехура и износи CL0 = 0,03, док jе fL(y) функциjа коjа

опет зависи од растоjања од зида и рачуна се као:

fL(y) = 3

ˆ
2y

DB
− 1

˙2

− 2

ˆ
2y

DB
− 1

˙3

.

Ова функциjа има минималну вредност за y = 0,5DB, fL p0,5DBq = 0 и наjвећу вредност

за y = 1DB, fL pDBq = 1. У трећем случаjу, када jе удаљеност од зида већа од вредности

пречника мехура, коефициjент узгона има константну вредност CL0 = 0,03.

4.1.3 Хидродинамичка сила подмазивања

У непосредноj близини зида (y/DB < 0,5) између мехура и зида цеви jавља се ефекат

хидродинамичког подмазивања. Он jе описан силом хидродинамичког подмазивања
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F k
WL (енгл. wall lubrication force). Ова сила делуjе од зида ка оси цеви и спречава да

се мехурови гаса причврсте за зид. Резултат деловања ове силе jе да у непосредноj

близини зида удео гасовите фазе буде мали. Сила хидродинамичког подмазивања се

према Lubchenko [17] рачуна коришћењем израза:

F L
WL = −FG

WL = −
3

4

CD

DB
αG|UG −UL|

µtL

σTD

ˆ
1

αG
+

1

1− αG

˙
αG 1

y

DB − 2y

DB − y
n (4.6)

Израз (4.6) се примењуjе ако jе испуњен услов y/DB < 0,5, и сама вредност силе зависи

од растоjања од зида y. У области за коjу важи y/DB ě 0,5 сила хидродинамичког

подмазивања jе jеднака нули, FWL = 0.

4.1.4 Сила турбулентне дисперзиjе

Флуктуационо кретање течне фазе утиче на кретање мехурова гаса или чврстих

честица коjе се налазе у течноj фази. То деjство се описуjе силом турбулентне дисперзиjе

коjа према Burns et al. [38] гласи:

F L
TD = −FG

TD =
3

4

CD

DB
αG|UG −UL|µL

T

ˆ
1

αG
+

1

1− αG

˙
∇αG (4.7)

Види се да сила турбулентне дисперзиjе зависи од турбулентне динамичке вискозности

µL
T
коjом се моделира турбуленциjа и од градиjента удела гасовите фазе. На турбулен-

циjу течне фазе утиче присуство и понашање мехурова у непосредноj околини.

4.1.5 Виртуелна масена сила

Уколико одређена поjава доведе до убрзања jедне фазе, то ће утицати и на другу

фазу. Ова веза jе описана виртуелном масеном силом F k
VM. Она зависи од разлике

убрзања фаза и рачуна се као:

F L
VM = −FG

VM = αGρLCVM

ˆ
DUG

Dt
−

DUL

Dt

˙
, (4.8)

где jе са D()
Dt

означен материjални извод. За усамљену сферу у униформноj струjи

невискозног флуида, коефициjент CVM има вредност CVM = 0,5. Ова константна зависи

од облика мехурова и њихове концентрациjе, па се може увести корекциjа:

CVM = 0,5
1 + 2αG

1− αG

коjа треба да узме у обзир утицаj околних мехурова. Виртуелна масена сила jе важна

када jе изражена разлика у густни фаза.

4.2 Утицаj смицања на коефициjент отпора

Jедначином (4.4) дефинисан jе израз за коефициjент отпора усамљеног мехура у

униформноj струjи флуида. У стварности мехур jе често изложен смичућоj струjи

флуида, тj. профил брзине ниjе униформан. Да би се испитао утицаj неуjедначено-

сти профила брзине, (смицања) на коефициjент отпора мехура и сфере Legendre and
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Magnaudet [11] су извели велики броj нумеричких прорачуна решаваjући пуне Навиjе-

Стоксове jедначине, тj. вршили су директне нумеричке симулациjе. Они су разматрали

опструjавање сфере струjом флуида коjа ниjе униформна, већ струjом флуида у коjоj

постоjи градиjент брзине (слика 4.1). Као последица градиjента брзине у непоремећеноj

струjи флуида делуjу смичући напони, па се овакво струjање назива и смичуће стру-

jање. Закључци до коjих се дошло на примеру сфере се могу применити и на случаj

опструjавања мехура.

Нумерички прорачуни су извршени за различите вредности Реjнолдсовог броjа у

опсегу 0,1 ď ReB ď 500. Реjнолдсов броj jе дефинисан преко релативне брзине фаза и

пречника мехура:

ReB =
ρL|UR|DB

µL
.

DB

y

U

Слика 4.1. Опструjавање сфере струjом флуида са градиjентом брзине (смичућом струjом
флуида).

Прорачуни су истовремено вршени за различите вредности градиjента брзинског

поља, тj. за различите вредности смичућих напона у флуиду. Као мера интензитета

смицања у флуиду користи се бездимензиjска величина степен смицања Sr коjа се

дефинише преко релативне брзине фаза UR, пречника мехура DB и градиjента брзине

течне фазе по попречноj координати y, што се обележава као ωs = |gradUL|:

Sr =
DBωs

|UR|
. (4.9)

Legendre and Magnaudet [11] су вршили прорачуне за вредности степена смицања 0 ď
Sr ď 1. У раду jе праћен утицаj смицања на коефициjенте узгона и отпора. Овде су од

интереса закључци добиjени о утицаjу смицања на коефициjент отпора.

Наjпре су извршени нумерички прорачуни опструjавања сфере униформном струjом

флуида, тj. без градиjента брзине у попречном правцу Sr = 0. Добиjени резултати за

коефициjенте отпора и узгона се одлично слажу са постоjећим изразима за рачунање

коефициjената отпора и узгона, коjи су добиjени емпириjским и полуемпириjским мето-

дама. Вредност коефициjента отпора при униформноj струjи флуида jе означена са

CDU.

Затим су уследили прорачуни опструjавања сфере за исти опсег Реjнолдсовог броjа

0,1 ď ReB ď 500, али сада са присуством градиjента брзине у попречном правцу, тj. у

смичућоj струjи флуида. Извршени су прорачуни за следеће вредности степена сми-
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цања: Sr = 0,01, Sr = 0,02, Sr = 0,1, Sr = 0,2, Sr = 0,5, Sr = 0,75 и Sr = 1. Све вредности

коефициjената отпора и узгона су упоређене са вредностима ових коефициjената у уни-

формноj струjи флуида, како би се увидео утицаj смицања.

Наjпре су извршене две сериjе прорачуна за мале вредности степена смицања, прва

за Sr = 0,02 и друга за Sr = 0,2. Прорачуни су извршени за опсег Реjнолдсовог броjа

0,1 ď ReB ď 500. Добиjене вредности коефициjента отпора у смичућоj струjи флуида CD

су упоређене са вредностима коефициjента отпора у униформноj струjи флуида (Sr = 0)

CDU
. Уочено jе да постоjи пораст вредности коефициjента отпора услед присуства сми-

чућег струjања (CD > CDU
), али да jе он при овако малим вредностима степена смицања

мали. Наjвећи релативни пораст коефициjента отпора услед деловања смичућег стру-

jања износи 1% за степен смицања Sr = 0,02 и приближно 4% за степен смицања Sr = 0,2.

Поређење jе приказано табелом 4.1. Закључуjе се да jе при малим вредностима степена

смицања Sr < 0,2, утицаj смичућег струjања на коефициjент отпора мали.

Табела 4.1. Утицаj смичућег струjања на коефициjент отпора сфере при малим вредностима
степена смицања Sr ď 0,2 [11].

Sr = 0,02 Sr = 0,2

ReB CDU CD

´
CD
CDU

− 1
¯
100 [%] CD

´
CD
CDU

− 1
¯
100 [%]

1 17.4 17.5 0.57 17.5 0.57

10 2.43 2.44 0.41 2.44 0.41

100 0.373 0.374 0.27 0.377 1.06

300 0.141 0.142 0.70 0.145 2.76

500 0.088 0.0889 1.01 0.0918 4.14

Да би се испитао утицаj смичућег струjања у области Sr ď 1, Legendre and Magnaudet

[11] су извршили прорачуне за jош три вредности степена смицања: Sr = 0,5, Sr = 0,75

и Sr = 1. Ови прорачуни су извршени за вредност Реjнолдсовог броjа ReB = 300.

Додатно jе извршен прорачун при условима ReB = 500 и Sr = 1. Добиjени резултати

за коефициjент отпора су приказани у табели 4.2. Вредности коефициjента отпора у

смичућоj струjи флуида су упоређене са коефициjентом отпора у униформноj струjи

флуида и у табели jе приказана релативна разлика изражена у процентима. При Sr = 1

релативна разлика ова два коефициjента отпора износи чак 53%.

Табела 4.2. Утицаj смичућег струjања на коефициjент отпора сфере при умереним вредностима
степена смицања 0,5 ď Sr ď 1 [11].

Sr = 0,5 Sr = 0,75 Sr = 1

ReB CDU CD

´
CD
CDU

− 1
¯
100 [%] CD

´
CD
CDU

− 1
¯
100 [%] CD

´
CD
CDU

− 1
¯
100 [%]

300 0.141 0.161 14.18 0.184 30.50 0.216 53.19

500 0.088 / / / / 0.135 53.41

Овим jе показано да при већим вредностима степена смицања утицаj смицања до-

води до значаjног повећања коефициjента отпора, што не треба да буде занемарено.
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Legendre and Magnaudet [11] због тога предлажу да се уведе корекциjа при рачунању

коефициjента отпора коjа ће узети у обзир степен смицања. Предложена корекциjа

гласи:

CD(ReB, Sr) = CDU

`
1 + 0,55 Sr2

˘
(4.10)

Дакле, коефициjент отпора, коjи jе рачунат за сферу у униформноj струjи флуида, се

множи корекционим чланом
`
1 + 0,55 Sr2

˘
, како би се урачунао утицаj смичућег струjања

на коефициjент отпора.

Legendre and Magnaudet [11] су спровели детаљниjу анализу како би утврдили узрок

повећања коефициjента отпора. Анализирали су део силе отпора коjи потиче од вис-

козности, тj. од смичућих напона на површи сфере, и део силе отпора коjи потиче од

расподеле притиска по сфери. Закључено jе да jе за повећање силе отпора одговоран део

коjи потиче од притиска, док део коjи потиче од вискозности показуjе независност од

изложености смичућем струjању. Део силе отпора коjи потиче од притиска се мења зато

што постоjање градиjента брзине доводи до промене поља брзине око сфере и промене

расподеле притиска по површини сфере.

Закључак коjи су Legendre and Magnaudet [11] извели проучаваjући опструjавање

сфере може се применити на мехур опструjаван течном фазом. Hosokawa and Tomiyama

[7] су извршили експериментална испитивања струjања мехурова гаса у води коjе се

одвиjа у вертикалноj цеви кружног попречног пресека, пречника D = 25mm. Затим

су спровели нумеричке прорачуне користећи различите нумеричке моделе и изврпили

поређење са експерименталним резултатима. Између осталог испитивали су утицаj сми-

цања на силу отпора. Дошли су до закључка да нумерички резултати боље одговараjу

експериментално измереним вредностима ако се у прорачуну силе отпора користи ко-

рекциjа за коефициjент отпора (4.10) коjу су предложили Legendre and Magnaudet [11]

.

4.3 Ограничења постоjеће корекциjе коефициjента

отпора и увођење нове

Треба напоменути да су Legendre and Magnaudet [11] вршили прорачуне у опсегу

степена смицања 0 ď Sr ď 1 и да ниjе испитано како се предложена корекциjа (4.10)

понаша када степен смицања достиже више вредности. Степен смицања зависи од

градиjента брзине у попречном правцу (4.9), а он има наjвише вредности у непосредноj

близини зида цеви. Истовремено релативна брзина опада са приближавањем зиду цеви,

а степен смицања jе обрнуто пропорционалан релативноj брзини. Све ово доводи до

закључка да се вредност степена смицања повећава са приближавањем зиду цеви.

Hosokawa and Tomiyama [7] су за моделирање турбуленциjе користили стандардни

k − ε турбулентни модел, што значи да су коришћене и зидне функциjе за задавање

граничних услова на зиду цеви. Зидним функциjама jе премошћена област у непосредноj

близини цеви, ту се не врши прорачун струjања, већ се вредности физичких величина у

средини прве прорачунске ћелиjе предвиђаjу унапред прописаним зидним функциjама

(слика 3.4). Вредност турбулентне бездимензиjске координате за прву прорачунску

ћелиjу jе y+ ě 30. Дакле, зидним функциjама jе премошћена област у коjоj се очекуjу

наjвеће вредности степена смицања Sr, то jе област за коjу важи y+ < 30.
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Предност коришћења зидних функциjа jе смањење броjа прорачунских ћелиjа и по-

требних рачунарских капацитета, као и времена извршавања прорачуна. Мана jе то што

се део струjног простора не прорачунава већ се користе неке унапред задате законито-

сти. Зидне функциjе ниjе пожељно користити када jе од интереса посматрати процесе

непосредно у близини зида. Поред тога, важно jе напоменути да не постоjи сагласност

око тога да ли jе за вишефазно струjање оправдано користити зидне функциjе коjе су

развиjене за jеднофазно струjање флуида.

Да би се извршио прорачун у непосредноj близини зида (област y+ < 30), потребно

jе користити неки од турбулентних модела без зидних функциjа (LRN) коjи не користи

зидне функциjе већ се сав простор до зида цеви испуњава прорачунским ћелиjама у

коjима се врши прорачун. Такав модел jе k − ε Launder-Sharma [43].

Идеjа jе да се изврши нумерички прорачун са турбулентним моделом ниског Реjнол-

дсовог броjа (LRN) како би се испитало понашање уведене корекциjе (4.10) у непосредноj

близини зида, тj. у вискозном подслоjу и прелазноj области (y+ < 30).

Поставка инициjалног прорачуна одговара наведеним подацима из експеримента

Hosokawa and Tomiyama [7] . За разлику од нумеричког прорачуна коjи су они спровели,

у овоj дисертациjи се користи турбулентни модел k − ε Launder-Sharma [43], тако да се

не користе зидне функциjе. Бездимензиjска координата за прву прорачунску тачку уз

зид има вредност y+ ≈ 1. Показано jе да овакви нумерички прорачуни не поседуjу

стабилност и да ниjе могуће постићи конвергенциjу решења.

Прорачун се извршава итеративно, при чему се исписуjу вредности посматраних

физичких величина након сваког итеративног корака. Праћењем и анализом ових ре-

зултата од почетног корака до тренутка прекида прорачуна, утврђено jе да до дивер-

генциjе решења доводи сила отпора коjа у прорачунским ћелиjама непосредно уз зид

(y+ < 30) добиjа непримерено велике вредности FD = 1012N/m3. До оваквог решења до-

лази услед наглог повећавања вредности коефициjента отпора CD коjи се рачуна према

препоруци Legendre and Magnaudet [11] , тj. према jедначини (4.10). У прорачуну се та-

кође види да неоправдано велике вредности коефициjента отпора jесу последица наглог

пораста вредности степена смицања и опадања релативне брзине UR, управо у области

непосредно уз зид цеви.

Закључуjе се да у области y+ < 30 не може бити коришћена корекциjа коефициjента

отпора, дата jедначином (4.10). Она jе добиjена анализом прорачуна за коjе важи Sr ď 1,

а у овоj области се jављаjу значаjно више вредности степена смицања. Предложена

квадратна зависност доводи до физички неоправдано великих вредности коефициjента

отпора и последично силе отпора. Сила отпора директно jе укључена у jедначину

кретања, тако да њена нетачна, превелика вредност, доводи до дивергенциjе прорачуна.

Дакле, корекциjа (4.10), коjу су предложили Legendre and Magnaudet [11], ниjе погодна

за коришћење заjедно са турбулентним моделима без зидних функциjа.

Са друге стране, jасно jе да су Legendre and Magnaudet [11] показали да jе потребно

узети у обзир утицаj смицања на коефициjент отпора и да jе таj утицаj све већи са

порастом степена смицања. Све ово доводи до закључка да jе потребно претпоставити

нову корекциjу коефициjента отпора коjа ће узети у обзир утицаj смицања, али тако да

се може користити и у области y+ < 30, а да при томе не наруши стабилност нумеричког

прорачуна.

До нове зависности дошло се анализом података коjе су представили Hosokawa and

Tomiyama [7]. Они су у свом раду израчунали вредност коефициjента отпора CD из jед-

начине кретања коjа jе проjектована на вертикални правац. При равномерном кретању

мехура (UG ≈ const), сила потиска и сила отпора, коjе делуjу на мехур, се налазе у рав-
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нотежи. Изjедначавањем ових сила, коjе су изражене по jединици запремине мехура,

добиjа се:
3

4

CD

DB
ρLUR

2 =
`
ρL − ρG

˘
g.

Користећи експерименталне податке о релативноj брзини и пречнику мехура, из прет-

ходне jедначине Hosokawa and Tomiyama [7] су израчунали вредност коефициjента отпо-

ра за поjедине мехурове. Затим jе за изабрану контролну запремину извршено осред-

њавање, израчуната jе средња вредност коефициjента отпора мехурова коjи се налазе

унутар изабране контролне запремине. Резултат осредњавања по jедноj контролноj

запремини jе jедна тачка на диjаграму 4.2. Пре него што су подаци о вредности коефи-

циjента отпора унети у диjаграм, оне су упоређене са коефициjеном отпора у униформоj

струjи флуида CDU. Такође, на основу експериментално одређених величина Hosokawa

and Tomiyama [7] су израчунали вредност степена смицања. Коначно, ради прикази-

вања утицаjа смицања на коефициjент отпора, они су дали диjаграм 4.2 (а), на коjем се

види количник коефициjента отпора у смичућоj струjи флуида и коефициjента отпора

у униформоj струjи CD/CDU, за различите вредности степена смицања Sr. Одмах се

види оправданост хипотезе Legendre and Magnaudet [11] да при рачунању коефициjента

отпора треба узети у обзир утицаj смицања. Диjаграм показуjе да пораст коефициjента

отпора услед смицања у три тачке износи ≈ 75%, док jе у jедом случаjу премашио 100%.

(а) (б)

Слика 4.2. Количник коефициjента отпора у смичућоj струjи флуида и коефициjента отпора
у униформоj струjи CD/CDU, за различите вредности степена смицања Sr. Са (‚) су означени
експериментални резултати Hosokawa and Tomiyama [7] , пуном линиjом (——) корекциjа (4.10),
а испрекиданом линиjом (- - - -) нова корекциjа (4.11).

Пуном линиjом на диjаграму 4.2 (а) приказана jе корекциjа (4.10) коjу су предложили

Legendre and Magnaudet [11] . Иако постоjи расипање експерименталних података, види

се да предложена корекциjа добро предвиђа утицаj смицања на посраст коефициjента

отпора мехура. Она jе изведена анализом случаjева за коjе важи Sr ď 1, што одговара

диjаграму 4.2 (а), тако да су добра слагања очекивана.

Речено jе да jе мана предложене корекциjе (4.10) то што се не може користити за

прорачун у непосредноj близини зида. Оно што се догађа у овоj области приказано jе

на диjаграму 4.2 (б). При даљем порасту степена смицања, што jесте случаj у непосред-

ноj близини зида, предложена корекциjа (4.10) предвиђа повећање коефициjента отпора

више стотина пута. На диjаграму 4.2 (б) су приказане вредности за опсег степена сми-

цања Sr ď 11. Претпоставка о овако драстичном повећавању коефициjента отпора ниjе

физички оправдана. Као што jе речено, овако велике вредности коефициjента отпора

узрокуjу дивергенциjу решења током нумеричког прорачуна. Очигледно, предложена
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квадратна зависност коерекциjе (4.10) од степена смицања Sr ниjе погодна за коришћење

у близини зида.

На основу до сада реченог, закључуjе се да jе потребно претпоставити нову корекциjу

коефициjента отпора коjа ће, за разлику од постоjеће (4.10), моћи да се користи заjедно

са турбулентним моделима ниског Реjнолдсовог броjа (LRN).

Због тога jе на основу експерименталних резултата Hosokawa and Tomiyama [7] , при-

казаних на 4.2 (а), методом наjмањих квадрата добиjена нова корекциjа коефициjента

отпора коjа не предвиђа квадратну, већ линеарну зависност од степена смицања Sr.

Нова корекциjа коjа узима у обзир пораст коефициjента отпора услед смицања гласи:

CD(ReB, Sr) = CDU
p1 + 0,45 Srq (4.11)

Нова корекциjа jе на диjаграмима 4.2 приказана испрекиданом линиjом. Очекивано, на

диjаграму (а) се види да нова корекциjа добро описуjе експерименталне резултате, jер

jе сама jедначина (4.11) добиjена њиховом анализом. Оно где постоjи значаjна промена

се види на диjаграму (б). При већим вредностима степена смицања види се велика

разлика корекциjе (4.10) и нове корекциjе (4.11). Нова корекциjа има нижи коефициjент

и линеарно зависи од степена смицања Sr, тако да у области виших вредности нема

физички неоправданих предвиђања за пораст коефициjента отпора. Ово jе особина коjа

нову предложену корекциjу (4.11) чини погодном за коришћење у прорачуну струjања

у непосредноj близини зида. Диjаграми (4.2) показуjу да нова корекциjа даjе добре

резултате при мањим вредностима степена смицања, и да надокнађуjе ману коjу има

корекциjа (4.10) у близини зида (при већим вредностима степена смицања Sr).

У сврху додатне валидациjе предложене корекциjе, у оквиру ове дисертациjе, извр-

шени су нумерички прорачуни двофазног струjања за три различита случаjа за коjа

су доступни експериментални резултати. У сва три случаjа ради се о струjању меху-

рова ваздуха и воде у вертикалним цевима кружног попречног пресека. Струjање се

одвиjа навише. Нумерички прорачуни су извршени наjпре без узимања у обзир ко-

рекциjе коефициjента отпора услед смицања, а затим са узимањем нове предложене

корекциjе (4.11). Сви остали параметри приликом задавања нумеричких прорачуна су

исти, jедино се разликуjе израз за рачунање коефициjента отпора. Након нумеричких

прорачуна извршено jе поређење резултата како би се утврдио утицаj смицања на кое-

фициjент отпора и валидност нове корекциjе (4.11). Стара корекциjа, дата jедначином

(4.10), не може бити коришћена jер се нумерички прорачуни врше са турбулентним

моделом ниског Реjнолдсовог броjа k − ε Launder Sharma.

Као случаjеви за тестирање бираjу се три експеримента у коjима су коришћене верти-

калне цеви различитог пречника. Први експеримент Hosokawa and Tomiyama [7] jе извр-

шен у цеви пречника D = 25mm, други експеримент Liu [8] у цеви пречника D = 38mm,

док jе у трећем експерименту Shawkat et al. [12] коришћена цев пречника D = 200mm.
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мехурастог струjања

Нумеричка (прорачунска) механика флуида (енгл. Computational Fluid Dynamics -

CFD) представља важан алат за истраживање оних поjава у вишефазним струjањима

коjе jе тешко проучавати експерименталним путем. Посебно детаљан увид у физику

вишефазног струjања даjу резултати директних нумеричких симулациjа (енгл. Direct

Numerical Simulation - DNS) и симулациjа великих вртлога (енгл. Large Eddy Simulation

- LES). Ниjе увек могуће, а ни потребно, извршити овако детаљне прорачуне као што

су директна нумеричка симулациjа и симулациjа великих вртлога. У овом раду кори-

сти се Реjнолдсов статистички приступ и модел турбулентне вискозности за описивање

турбуленциjе.

Поређењем резултата нумеричких прорачуна са доступним експерименталним резул-

татима врши се валидациjа физичко-математичких модела и нумеричких поступака.

Циљ jе да се у код софтверског пакета OpenFOAM угради нова предложена корекциjа

(4.11) за коефициjент отпора, затим да се изврши низ нумеричких прорачуна у коjим

ће се користити ова корекциjа. Резултате нумеричких прорачуна треба анализирати

и упоредити са експерименталним резултатима како би се увидео утицаj и ефикасност

нове корекциjе коефициjента отпора (4.11).

Да би истраживање било меродавно потребно jе поређење извршити за већи броj

случаjева. Бираjу се три доступна експеримента Hosokawa and Tomiyama [7] , Liu [8] и

Shawkat et al. [12] . Они су изабрани због доступности великог броjа експериментално

добиjених резултата. Такође, приликом избора вођено jе рачуна да се поjедине величине,

као нпр. пречник цеви, међусобно разликуjу како би се добио увид у то колики jе утицаj

нове корекциjе (4.11) при различитим условима струjања.

Из првог експеримента Hosokawa and Tomiyama [7] се разматраjу четири случаjа,

коjима се додељуjу ознаке H1, H2, H3 и H4. Из експеримента Liu [8] разматраjу се три

случаjа L1, L15 и L29. Из последњег извора експерименталних резултата Shawkat et al.

[12] разматраjу се два тестирана случаjа коjа овде носе ознаку S1 и S2.

Основни подаци о ових девет изабраних случаjева су дати у табели 5.1. Ту су

приказани пречник цеви D, дужина цеви L, удаљеност мерног пресека од улаза у цев

Lm, привидне брзине гасовите JG и течне фазе JL, средња вредност удела гасовите фазе

αG и средња вредност пречника мехура DB.
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Табела 5.1. Приказ основних података за девет изабраних случаjева: пречник цеви D, дужина
цеви L, удаљеност мерног пресека од улаза у цев Lm, привидне брзине гасовите JG и течне фазе
JL, средња вредност удела гасовите фазе αG и средња вредност пречника мехура DB. Префикси
H, L и S указуjу на то из ког рада jе случаj преузет, редом: Hosokawa and Tomiyama [7], Liu [8]
и Shawkat et al. [12].

Случаj D [mm] L [mm] Lm [mm] JG [m/s] JL [m/s] αG [%] DB [mm]

H1 25 2000 1700 0.018 0.500 2.31 3.21

H2 25 2000 1700 0.025 0.500 3.99 4.25

H3 25 2000 1700 0.020 1.000 1.46 3.52

H4 25 2000 1700 0.036 1.000 3.30 3.66

L1 38 2800 1368 0.027 0.376 4.11 2.68

L15 38 2800 1368 0.027 0.753 2.63 2.43

L29 38 2800 1368 0.027 1.087 1.91 2.07

S1 200 9560 8400 0.015 0.450 2.30 3.85

S2 200 9560 8400 0.030 0.450 3.55 4.03

У уводном поглављу 1 речено jе да се користи назив привидне брзине фаза jер оне

представљаjу средње брзине струjања у случаjу када би се кроз цев, у коjоj се врше

мерења, кретала само jедна фаза. Оне се израчунаваjу као количник запреминског

протока фазе, коjи се мери пре стварања мешавине, и површине попречног пресека цеви

кроз коjу струjи мешавина. Међутим, након стварања мешавине ни jедноj фази ниjе на

располагању цела површина попречног пресека цеви, тако да ће стварна брзина фаза

бити већа од привидне. Стварна брзина фазе се добиjа као однос запреминског протока

и оне површине попречног пресека цеви коjа jе на располагању посматраноj фази, тако

да следи веза стварне и привидне средње брзине фазе:

Uk =
Jk

αk
(k = L,G). (5.1)

Стварне брзине фаза се користе као гранични услови у поставци нумеричких прорачуна.

Дакле, потребно jе за свих девет наведених случаjева (табела 5.1) извршити нуме-

ричке прорачуне струjања и то наjпре без икакве корекциjе коефициjента отпора, а

затим са новом корекциjом (4.11) коjа узима у обзир утицаj смицања. Добиjене ну-

меричке резултате треба упоредити са доступним експерименталним резултатима. На

основу поређења нумеричких и експерименталних резултата изводе се закључци о зна-

чаjу утицаjа смицања на целокупне резултате прорачуна и способности корекциjе (4.11)

да исправно предвиди таj утицаj.

5.1 Поставка нумеричких прорачуна

Нумерички прорачуни вишефазног струjања су сложениjи од прорачуна jеднофазног

струjања због присуства више покретних, деформабилних разделних површи између

фаза, дисконтинуитета физичких величина у струjном простору, што све за последицу

има усложњавање система jедначина коjи описуjу основне физичке законе.

Овде jе за нумерички прорачун двофазног струjања мехурова ваздуха у води, коjе

се одвиjа у вертикалним цевима кружног попречног пресека, коришћен софтвер отво-

реног кода OpenFOAM верзиjа v1906. За описивање двофазног струjања употребљен
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jе модел два флуида или Оjлер-Оjлер модел, тако да jе за прорачун коришћен солвер

twoPhaseEulerFoam. Две фазе се третираjу као засебни флуиди. Систем jедначина у

себи садржи основне jедначине за сваку фазу, као и чланове коjи описуjу међусобно де-

ловање фаза. Основне jедначине вишефазног струjања прилагођене моделу два флуида

су изведене и приказане у поглављу 2. Када се систем основних jедначина (3.31)-(3.33)

примени за случаj изотермског струjања, какво се овде разматра, он добиjа нешто jед-

ноставниjи облик:

∂
`
αkρk

˘

∂t
+∇ •

`
αkρkUk

˘
= 0, (5.2)

∂
`
αkρkUk

˘

∂t
+∇ •

`
αkρkUkUk

˘
= −αk∇pk+

+∇ •

„
αk(µk + µk

T )
`
∇Uk + (∇Uk)T

˘
−

2

3
αk(µk + µk

T )(∇ • Uk)I−
2

3
αkρkkkI


+ αkρkg+ Fk.

(5.3)

За решавање проблема турбуленциjе коришћен jе Реjнолдсов приступ, а како jе циљ

спровести прорачун и у непосредноj близини зида цеви, за моделирање турбулентне

вискозности изабран jе турбулентни модел k− ε Launder-Sharma [43], коjи jе приказан у

потпоглављу 3.4.1.2. Користе се допунске jедначине за кинетичку енергиjу турбуленциjе

(3.38) и дисипациjу (3.39). У њима се поjављуjу допунски чланови S int
kk

и S int
εk
. Речено jе

да они не фигуришу у допунским jедначинама коjе се користе за jеднофазно струjање,

jер представљаjу утицаj jедне фазе на повећање или смањење интензитета турбуленциjе

у другоj фази. У овом случаjу, струjање ваздуха се сматра ламинарним, а струjање

воде турбулентним, тако да jе потребно одредити утицаj мехурова на турбуленциjу

течне фазе. Присуство мехурова, њихово кретање брзином коjа jе различита од брзине

течне фазе доводи до повећања турбуленциjе. Постоjи више модела (енгл. bubble-induced

turbulence - BIT models) за описивање овог утицаjа, овде се користи следећи модел:

S int
kL = KBIF D • UR, S int

εL = CεB
S int
k

DB/
?
kL
. (5.4)

Константе имаjу вредности KBI = 0,25 и CεB = 1 (Rzehak R and Krepper E. [22], Colombo

M and Fairweather M. [31]). Допунски чланови зависе од силе отпора, релативне брзине

фаза, пречника мехура и кинетичке енергиjе течне фазе.

За силе F k коjе описуjу међусобно деловање фаза користе се модели приказани у

потпоглављу 4.1. Сила отпора се рачуна на два начина, без корекциjе коефициjента

отпора, према jедначини (4.4), и узимаjући у обзир утицаj смицања на коефициjент

отпора, за шта се користи нова корекциjа (4.11).

5.1.1 Прорачунска мрежа

Улога прорачунске мреже jе да прорачунски простор подели на одговараjући броj

ћелиjа (коначних запремина) како би се применила метода коначних запремина за ре-

шавање система основих jедначина.

У свим анализираним експериментима струjни простор jе унутрашњост праве, дуга-

чке цеви кружног попречног пресека коjа се налази у вертикалном положаjу. При ова-

квим условима струjање jе осносиметрично. Претпоставка о осносиметричности стру-

jања искоришћена jе и при поставци нумеричких прорачуна. Због тога, могуће jе за
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прорачунски домен изабрати четвртину цеви, а не целу цев. Овим се постиже значаjна

уштеда у броjу прорачунских ћелиjа, што значи и у времену потребном за извршавање

прорачуна струjања. Скица прорачунског домена jе дата на слици 5.1.

излаз (outlet)

улаз (inlet)

зид (wall)

раван симетриjе

раван симетриjе

g

D/2

L

Lm

смер струjања

Слика 5.1. Прорачунски домен облика четвртине
цеви.

Прорачунски простор jе ограни-

чен са пет површи. У хоризонтал-

ним равнима се налазе улазна и из-

лазна површ. Зид цеви jе облика

четвртине омотача ваљка, а у верти-

калном положаjу се jош налазе две

равни симетриjе. Вредности преч-

ника цеви D, укупне дужине цеви L

и положаj мерног пресека Lm се ра-

зликуjу у сва три разматрана експе-

римента и приказани су у табели

5.1.

За поделу прорачунског про-

стора на коначне запремине кори-

сти се блок структуирана прорачун-

ска мрежа. Расподела коначних за-

премина по попречном пресеку jе

приказана на слици 5.2. Мрежа jе

направљена апликациjом blockMesh

коjа jе саставни део OpenFOAM

програмског пакета. Овакав начин

прављења мреже омогућава бољу

контролу величине ћелиjа и квалитета прорачунске мреже.

Слика 5.2. Попречни пресек прорачунске мреже.

Будући да се за моделирање тур-

булентне вискозности користи тур-

булентни модел без зидних функ-

циjа (LRN модел) k − ε Launder-

Sharma, потребно jе да вредност

бездимензиjске турбулентне коорди-

нате y+ у прорачунским ћелиjама,

коjе се граниче са зидом, буде y+ <

1. Ово се постиже контролом броjа

подеока у радиjалном правцу и сте-

пена смањења радиjалне димензиjе

прорачунских ћелиjа са приближа-

вањем зиду. Да би ово било увек

остварено прорачунска мрежа се

прави за сваки разматрани режим.

Унутар цеви исте геометриjе кори-

сте се различите прорачунске мреже

за прорачун струjања различитим протоцима, а при томе димензиjа свих ћелиjа у узду-

жном правцу (правцу струjања) се не мења.

Броj прорачунских ћелиjа мреже и начин прављења мреже може имати утицаj на

резултате прорачуна. Ово jе непожељно и да би било избегнуто потребно jе извршити

проверу осетљивости резултата прорачуна на густину (квалитет) мреже (енгл. mesh
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refinement test или mesh independence study). Циљ jе одредити оптималан броj прорачун-

ских ћелиjа. Ако их има премало, онда се резултати прорачуна разликуjу у зависности

од броjа ћелиjа. Повећавањем броjа ћелиjа утицаj на резултате jе све мањи. После

одређеног броjа ћелиjа даље повећавање густине мреже неће утицати на резултате про-

рачуна, али хоће на повећавање времена потребног да се прорачун изврши. Због тога jе

потребно одредити ону вредност броjа ћелиjа после коjе повећавање густине мреже не

доводи до промене резултата.

Табела 5.2. Броj ћелиjа прорачунских мрежа коришћених за проверу утицаjа густине мреже
на резултате прорачуна.

Случаj Мрежа 1 Мрежа 2 Мрежа 3

H1 165800 320000 409400
L1 210200 425000 563800
S1 368000 760400 908400

Пример провере осетљивости резултата на прорачунску мрежу jе дат у табели 5.2.

Приказани су подаци за по jедан режим струjања од сваког експеримента. Коришћене

су три мреже различите густине, мрежа 1 има наjмање ћелиjа, а мрежа 3 наjвише. У

табели jе приказан броj прорачунских ћелиjа коjи има свака мрежа. Да би се увидело

колико резултати зависе од густине мрежа поређени су профили брзине, удела гасовите

фазе и кинетичке енергиjе турбуленциjе течне фазе. Диjаграми коjи одговараjу случаjу

1 из експеримента Hosokawa and Tomiyama [7] су приказани на слици 5.3. Оваj случаj

jе означен са H1. Више података о њему jе приказано у табели 5.1. На основу слике

5.3 закључуjе се да профили релативне брзине и удела фазе не зависе од избора мреже,

али да jе профил кинетичке енергиjе турбуленциjе другачиjи ако се користи мрежа 1,

тако да се она одбацуjе. Повећавањем броjа ћелиjа изнад оног броjа коjи има мрежа

2 не постиже се повећање тачности резултата, али се додатно оптерећуjу рачунарски

ресурси. Због тога jе усвоjено да jе мрежа 2 оптимална.
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Слика 5.3. Провера утицаjа густине мреже на резултате прорачуна. Приказани су профили
релативне брзине (а), удела фазе (б) и кинетичке енергиjе турбуленциjе (в) за случаj H1. Кори-
шћене су три различите мреже: мрежа 1 (——), мрежа 2 (- - - -) и мрежа 3 (·····).

Сличан закључак изведен jе и за случаj L1 из Liu [8], као и за случаj S1 из Shawkat

et al. [12] , коjи су приказани у табели 5.2. Овде су ради jедноставности приказана само

ова три случаjа, а поступак провере jе спроведен за сваки разматрани случаj, тj. за

сваки случаj из табеле 5.1.
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5.1.2 Почетни и гранични услови

На граничним површима прорачунског простора, коjи jе приказан на слици 5.1,

потребно jе поставити граничне услове за физичке величине коjе фигуришу у прорачуну.

Унутар прорачунског простора дефинишу се почетни услови.

На улазноj површи задаjе се униформни профил брзине за обе фазе. Користе се

вредности коjе су добиjене jедначином (5.1), односно, користи се стварна средња брзина

струjања фазе. Пошто се струjање ваздуха сматра ламинарним, кинетичка енергиjа

турбуленциjе и дисипациjа се задаjу само за течну фазу. Вредности на улазноj површи

су униформне и одређуjу се према препоруци:

kL =
3

2

ˆ
1

10
UL

˙2

, εL =
C0,75

µ

`
kL

˘1,5

D
.

Количник 1/10 представља претпоставку да интензитет флуктуациjа течне фазе на

улазу износи 10% интензитета брзине, а Cµ = 0,09 представља константу модела. На

улазу jе такође задата униформна вредност удела фазе αG. У табели 5.3 jе дат преглед

вредности физичких величина на улазноj површи за свих девет режима.

На излазноj површи jе задат Ноjманов гранични услов ∂φ

∂n
= 0 за сваку разматрану

физичку величину φ.

На зиду цеви брзине обе фазе су UG = UL = 0m/s. Удео гасовите фазе αG такође има

вредност 0 на зиду. Вредности кинетичке енергиjе турбуленциjе и дисипациjе за течну

фазу на зиду цеви имаjу вредност блиску нули 10−10m2/s3, jер се прва прорачунска

тачка налази у области вискозног подслоjа. Избегава се коришћење вредности 0 да не

би дошло до проблема у прорачуну када се ова вредност поjави у имениоцу.

Почетне вредности свих поменутих физичких величина су у целом домену jеднаке

вредностима на улазноj површи прорачунског домена.

Табела 5.3. Приказ граничних услова задатих на улазноj површи прорачунског простора.

Сучаj αG [%] UG [m/s] UL [m/s] kL [m2/s3] εL [m2/s3]

H1 2.31 0.7792 0.5118 0.0009375 0.0018867

H2 3.99 0.6266 0.5208 0.0009375 0.0018867

H3 1.46 1.3699 1.0148 0.00375 0.0150935

H4 3.3 1.0909 1.0341 0.00375 0.0150935

L1 4.11 0.6573 0.3921 0.0005301 0.0008023

L15 2.63 1.0268 0.7733 0.0021262 0.0064443

L29 1.91 1.41 1.1082 0.0044308 0.0193855

S1 2.3 0.6522 0.4606 0.0007593 0.0013754

S2 3.55 0.8451 0.4666 0.0007593 0.0013754

Фазе деле исто поље притиска. Као почетни услов у целом струjном простору ко-

ристи се вредност притиска од 1 bar. На границама струjног простора се не задаjу

вредности притиска као гранични услов, већ се притисак израчунава на основу вредно-

сти других физичких величина, као што се то догађа и унутар прорачунског простора.

То се остваруjе граничним условом calculated.
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5.1.3 Физичка своjства фаза

Струjање течне фазе се сматра нестишљивим, а ваздух се третира као идеалан гас.

За сваки од три експеримента измерена jе температура фаза и према томе се у прорачуну

задаjу физичка своjства као што су густине фаза, коефициjенти вискозности и површин-

ски напон.

У радовима Hosokawa and Tomiyama [7] и Liu [8] доступне су средње вредности удела

фазе и пречника мехурова, а у раду Shawkat et al. [12] оне се израчунаваjу на основу

приказаних профила, односно интеграљењем експерименталих резултата:

αG =
2

R2

∫ R

0

αG(r)rdr, DB =
2

R2

∫ R

0

DB(r)rdr.

Ове средње вредности су приказане у табели 5.1.

У прорачунима су коришћене претпоставке да сви мехурови имаjу исти пречник и

да се он не мења. Такође, сматра се да мехурови имаjу облик сфере.

5.1.4 Метод решавања система jедначина

За решавање стационарних проблема наjчешће се користи SIMPLE алгоритам (енгл.

Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations), док се за нестационарне проблеме

може користити PISO алгоритам (енгл. Pressure Implicit with Splitting of Operator). У

овом раду коришћен jе PIMPLE алгоритам, коjи представља споj претходно поменута

два алгоритма, па jе тако настало и његово име.

PIMPLE алгоритам jе првенствено намењен за решавање нестационарних проблема,

али може бити коришћен и за добиjање стационарног решења, што jе овде случаj. Пред-

ност PIMPLE алгоритма у односу на SIMPLE jе већа стабилност. При решавању неста-

ционарних проблема, PIMPLE алгоритам има предност у односу на PISO jер може да

ради са већим временским корацима, тj. већим вредностима Курантовог броjа Co.

Курантов броj jе важна бездимензиjска величина и говори о вези величине времен-

ског корака прорачуна и величине ћелиjа прорачунске мреже. Дефинише се за сваку

ћелиjу као однос растоjања коjе флуид пређе за jедан временски корак и карактери-

стичне димензиjе прорачунске ћелиjе:

Co =
U∆t

∆x
.

За PISO алгоритам потребно jе да важи Co < 1, док PIMPLE алгоритам може да ради

и при вредностима Co > 1.

Шема основних корака PIMPLE алгоритма jе приказана на слици 5.4 [4]. Унутар

првог временског корака наjпре се врши подрелаксациjа1 jедначине енергиjе и њено

решавање у циљу добиjања поља температуре T . Оваj корак постоjи ако jе струjање

неизотермско. Формира се матрична jедначина кретања и врши се њена подрелакса-

циjа. Након њеног решавања добиjа се претпоставка за поље брзине, коjе онда улази

у jедначину за притисак. Након њеног решавања добиjа се вредност притиска, коjа

се користи за кориговање флукса флуида кроз површи прорачунских ћелиjа. Следи

подрелаксациjа притиска и поновно одређивање брзине на основу нове вредности поља

1Подрелаксациjа jе метод ограничавања степена промене вредности физичке величине између два
узастопна итеративна корака. Негативно jе то што се овим продужава време потребно за конвергенциjу
прорачуна, а позитивно то што се повећава стабилност нумеричког прорачуна.
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притиска. Сада се извршава унутрашња PISO петља ради корекциjе поља притиска,

флукса и брзине. Могуће jе подесити броj ових унутрашњих PISO петљи. Он наjче-

шће има вредности 1,2 или 3. Због извршавања подрелаксациjа PIMPLE алгоритам jе

стабилан и може да ради са већим вредностима Курантовог броjа. Препоручени броj

извршавања PIMPLE петљи jе од 50 до 1000. Када се оне заврше, прелази се у наредни

временски тренутак.

Почетак t = t0

jедначина

jедначина

jедначина

енергиjе

кретања

притиска

корекциjа

корекциjа

флукса

брзине

притиска

подрелаксациjа

подрелаксациjа

подрелаксациjа

одређивање поља T

одређивање поља p

одређивање поља U

WHILE t < tend

PIMPLE loop

PISO loop

ENDWHILE

t = t+∆t

∂T
∂t

+∇ • (uT )−∇ • (α∇T ) = r

A • u− b

A • u− b = −∇p

∇ •
1
A
∇p = ∇ •

”
H(u)
A

ı

φf := Sf •

´
H(u)
A

¯
f
−

´
|Sf |
A

¯
f
∇npf

u := H(u)
A

− 1
A
∇p

p,u, φf , T

Слика 5.4. Мапа основних корака PIMPLE алгоритма [4].

Временски корак током прорачуна jе променљив и он се у сваком итеративном ко-

раку рачуна на основу услова за наjвећу дозвољену вредност Курантовог броjа. За

достизање стационарног решења потребно jе за случаj Hosokawa and Tomiyama [7] извр-

шити прорачун струjања коjи обухвата 6 s времена струjања. Просечно време потребно

рачунару да изврши ову симулациjу струjања jе 12 h. Време коjе се симулира (време

потребно за достизање стационарног решења) у преостала два случаjа Liu [8] и Shawkat

et al. [12] jе 38 s, а просечно време коjе jе поребно рачунару за извршавање прорачуна

у ова два случаjа jе редом 22 h, односно 120 h. За паралелно извршавање прорачуна

коришћено jе 8 централних процесорских jединица (jезгара) радне станице HP Z4 G4.
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5.2 Приказ и тумачење резултата нумеричких прора-

чуна

Нумерички прорачуни двофазног мехурастог струjања, коjи су овде приказани, из-

вршени су у циљу утврђивања утицаjа нове корекциjе (4.11) коефициjента отпора на

резултате нумеричких прорачуна. Нова корекциjа (4.11) узима у обзир утицаj смицања

на коефициjент отпора мехура. За сваки од наведених случаjева из табеле 5.1 извршене

су две групе прорачуна:

• прва група без коришћења корекциjе коjа узима у обзир утицаj смицања, тj. сматра

се да се мехур налази у униформноj струjи флуида па се за рачунање коефициjента

отпора користи израз (4.4) коjи су предложили Ishii and Zuber [36] ,

• друга група са коришћењем нове корекциjе коефициjента отпора (4.11) коjа узима

у обзир утицаj смицања.

Сви остали параметри у поставци обе групе нумеричких прорачуна су исти. Тиме jе

изолован утицаj рачунања коефициjента отпора на резултате, што jе циљ истраживања.

Резултати обе групе нумеричких прорачуна су упоређени са експерименталним резул-

татима Hosokawa and Tomiyama [7] , Liu [8] и Shawkat et al. [12] .

Као што jе већ речено, ова три експеримента су изабрана како би се увидео утицаj

нове корекциjе (4.11) при различитим условима струjања. Основни подаци о наведеним

експериментима су приказани у табели 5.1. Поређење jе извршено засебно за сваки од

три експеримента, а прво jе приказан случаj Hosokawa and Tomiyama [7] .

5.2.1 Поређење нумеричких и експерименталних резултата за

случаj Hosokawa and Tomiyama [7]

У експерименту коjи су спровели Hosokawa and Tomiyama [7] доступни су подаци

о профилима релативне брзине UR, удела гасовите фазе αG и кинетичке енергиjе тур-

буленциjе течне фазе kL. Због претпоставке о осносиметричности струjања, профили

су мерени у радиjалном правцу. За одређивање положаjа мерних тачака коришћена jе

радиjална координата r. Изабрани мерни пресек се налази на довољноj удаљености од

улазног пресека цеви.

На истом месту где се у експерименту налазио мерни пресек, посматраjу се профили

наведених величина коjи су добиjени нумеричким прорачунима. Резултати су приказани

на истим диjаграмима. Ознаке у облику квадрата (‚) представљаjу вредности добиjене

експерименталним испитивањем, пуном линиjом ( ) представљени су профили доби-

jени нумеричким прорачунима без коришћења корекциjе коефициjента отпора, тj. кое-

фициjент отпора jе рачунат према изразу (4.4), док су испрекиданим линиjама ( )

приказани профили коjи су добиjени нумеричким прорачунима у коjима jе укључена

нова корекциjа коефициjента отпора (4.11) коjа узима у обзир утицаj смицања.

На слици 5.5 приказано jе 12 диjаграма. Представљени су профили за три физичке

величине: релативна брзина UR, удео гасовите фазе αG и кинетичка енергиjа турбу-

ленциjе течне фазе kL, и то за 4 разматрана случаjа H1, H2, H3 и H4 из експеримента

Hosokawa and Tomiyama [7] (видети табелу 5.1). Сваки диjаграм у левом горњем углу

носи ознаку случаjа на коjи се односи.

У првоj колони приказани су профили релативне брзине фаза UR = UG−UL. Нуме-

рички прорачуни, извршени без корекциjе коефициjента отпора, предвиђаjу константну
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вредност релативне брзине скоро по целом попречном пресеку, тj. до r/R ď 0,98. У

самоj близини зида догађа се мали пораст релативне брзине и затим њено нагло опа-

дање. Слагање са експерименталним резултатима у прва два случаjа H1 и H2, коjима

одговараjу мање брзине течне фазе, jе релативно добро у области r/R < 0,75, док након

тога одступања постаjу све већа. У друга два случаjа H3 и H4, коjима одговараjу веће

брзине течне фазе, значаjно одступање од експерименталних резултата почиње раниjе

и изражено jе у области r/R > 0,6. Закључак jе да нумерички прорачуни без корекциjе

коефициjента отпора (4.4) не предвиђаjу добро профил релативне брзине.
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Слика 5.5. Поређење нумеричких и експерименталних резултата за случаj Hosokawa and
Tomiyama [7] . Са (‚) означени су експериментални подаци, пуном линиjом (——) резултати
нумеричких прорачуна без корекциjе коефициjента отпора, док испрекидана линиjа (- - - -)
означава резултате нумеричких прорачуна са новом корекциjом коефициjента отпора (4.11).
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Истовремено, види се да профили релативне брзине, добиjени нумеричким прора-

чунима у коjе jе укључена корекциjа коефициjента отпора (4.11), имаjу веома добра

слагања са експерименталним резултатима у сва четири случаjа H1 - H4. Вредност

релативне брзине jе наjвећа у оси цеви (r = 0) и затим лагано опада ка перифериjи.

У прва два случаjа H1 и H2, релативне брзина почиње интензивниjе да опада након

позициjе r/R = 0,8, док у друга два случаjа H3 и H4, интензивниjе опадање релативне

брзине почиње раниjе r/R = 0,6. У друга два случаjа привидна брзине течне фазе JL
двоструко jе већа од привидне брзине течне фазе у прва два случаjа (табела 5.1). Већи

запремински проток у истоj цеви (пречник се не мења), значи већи градиjент брзине,

односно, већи степен смицања. Према томе, корекциjа (4.11) предвиђа већи пораст

коефициjента отпора у друга два случаjа H3 и H4. Већи коефициjент отпора значи већу

силу отпора коjа доводи до смањења брзине гасовите фазе, а то уjедно значи смањење

релативне брзине. Смањење релативне брзине сада доводи до смањења силе отпора,

тако да сила отпора на краjу остаjе непромењена, али се мењаjу величине коjе утичу на

њу и то тако да се коефициjент отпора повећава, а релативна брзина смањуjе. Овакво

понашање профила релативне брзине потврђено jе експерименталним резултатима.

Овим се показуjе да jе приликом нумеричког прорачуна струjања коjе су испитали

Hosokawa and Tomiyama [7] неопходно узети у обзир утицаj смицања на коефициjент

отпора како би се исправно предвидео профил релативне брзине.

У другоj колони слике 5.5 (б), (д), (ж) и (j), приказани су профили удела гасовите

фазе αG. Расподела мехурова по попречном пресеку може бити таква да се врх про-

фила удела фазе нађе на перифериjи цеви (енгл. wall-peak), као што jе то случаj на

диjаграмима 5.5 (б), (ж) и (j), али не и на диjаграму (д). Врх профила удела фазе се

може налазити и у оси цеви (енгл. core-peak). Jош увек ниjе до краjа разjашњено шта

све може утицати на промену расподеле мехурова по попречном пресеку, Shawkat et al.

[12].

У случаjу H1 (слика 5.5 (б)), оба прорачуна и са и без корекциjе коефициjента отпора

добро предвиђаjу расподелу мехурова по попречном пресеку. У случаjу H2 (слика 5.5

(д)) оба прорачуна даjу добро предвиђање у близини зида, али у средишњем делу цеви

предвиђаjу нешто ниже вредности удела гасовите фазе.

У преостала два случаjа H3 и H4 (слика 5.5 (ж), (j)) нумерички прорачуни предвиђаjу

веће вредност удела гасовите фазе у средишњем делу цеви, у поређењу са експеримен-

талним резултатима, а истовремено предвиђаjу мање вредности у близини зида.

Закључак jе да увођење корекциjе коефициjента отпора, што jе тема овог рада, не

утиче на предвиђање расподеле мехурова по попречном пресеку, jер у сва четири слу-

чаjа H1 - H4 оба нумеричка прорачуна (са и без увођења корекциjе) даjу веома сличне

разултате. То jе и очекивано jер сила отпора нема утицаj на расподелу мехурова по

попречном пресеку. На ово имаjу значаjан утицаj сила узгона, сила хидродинамичког

подмазивања и сила турбулентне дисперзиjе, тj. силе коjе имаjу попречни правац де-

ловања. Ови резултати се, изузев првог случаjа H1, разликуjу од експерименталних

резултата, тако да би требало користити друге моделе за наведене силе. Jош jедан

могући разлог за ово неслагање jе то што jе у раду коришћена претпоставка да су меху-

рови сферног облика и да сви имаjу исти пречник, док у стварности постоjе мехурови

различитих величина.

У трећоj колони приказани су профили кинетичке енергиjе турбуленциjе течне фазе

kL, слике 5.5 (в), (ђ), (з) и (к). Уопштено гледано, слагања експерименталних резултата

и резултата нумеричких прорачуна су прихватљива. Тренд промене кинетичке енергиjе

турбуленциjе jе у сагласjу са експерименталним резултатима, она расте од осе цеви ка
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перифериjи и затим нагло опада у непосредноj близини зида. На самом зиду цеви она jе

jеднака нули. Приметно jе да су максималне вредности кинетичке енергиjе турбуленциjе

kL измерене експерименталним путем веће од оних коjе предвиђаjу нумерички прора-

чуни. До истог закључка дошли су и Parekh and Rzehak [19], коjи као могући разлог

наводе недостатак Реjнолдсовог статистичког приступа. Други разлог може бити и не-

достатак коришћених BIT модела. Већ jе поменуто да jе питање BIT модела препознато

као област у коjоj jе неопходан даљи напредак.

Важан закључак за оваj рад jесте да промена вредности коефициjента отпора услед

увођења његове корекциjе, не утиче на расподелу кинетичке енергиjе турбуленциjе течне

фазе.

На основу до сада приказане анализе експерименталних и нумеричких резултата

коjи одговараjу случаjу Hosokawa and Tomiyama [7], закључуjе се да увођење корекциjе

коефициjента отпора (4.11) има значаjан утицаj на расподелу профила релативне брзине

и да jе за добиjање тачниjих резултата нумеричких прорачуна, у овом случаjу, неопходно

користити корекциjу коефициjента отпора коjа узима у обзир утицаj смицања. Истовре-

мено, кориговање коефициjента отпора се не одражава значаjно на расподелу мехурова

по попречном пресеку, и на облик профила кинетичке енергиjе турбуленциjе.

Да би се проверило да ли ови закључци важе и при другачиjим условима струjања,

спроведене су анализе на jош неколико случаjева. Изабрани су примери струjања коjи

се одвиjаjу у цевима различитих пречника.

5.2.2 Поређење нумеричких и експерименталних резултата за

случаj Liu [8]

За разлику од претходног случаjа где су били доступни подаци о релативноj брзини

фаза, у Liu [8] доступни су засебно подаци о профилима брзине обе фазе. То омогућава

детаљниjи увид у последице увођења корекциjе корефициjента отпора.

На слици 5.6 приказано jе 12 диjаграма, тj. за сваки од три режима струjања L1, L15

и L29 (видети табелу 5.1). Приказани су профили 4 физичке величине, а то су: брзина

течне фазе UL, брзина гасовите фазе UG, удео гасовите фазе αG и кинетичка енергиjа

турбуленциjе течне фазе kL.

У првом реду, слике 5.6 (а), (б) и (в), приказани су профили брзине течне фазе

UL за сва три случаjа. Не постоjи никаква уочљива разлика између случаjева када се

у прорачуну користи корекциjа коефициjента отпора (4.11) и када се она не користи.

Профили брзине течне фазе UL коjи су добиjени овим прорачунима се у потпуности

подудараjу. То значи да увођење корекциjе коефициjента отпора (4.11), коjа узима у

обзир утицаj смицања, не утиче на брзинско поље течне фазе. Jедан од разлога jе таj

што jе у свим разматраним случаjевима удео гасовите фазе мали, од 1,91% до 4,11%,

затим, инерциjалне силе воде су вишеструко веће од инерциjалних сила гасовите фазе,

тако да промене, коjе се односе на кретање гасовите фазе, не утичу значаjно на брзинско

поље воде.

Слагање добиjених профила нумеричким путем са профилима брзине, коjи су екс-

периментално измерени, jе добро, нарочито у случаjу L1, слика 5.6 (а). У друга два

случаjа L15 и L29 (слике 5.6 (б) и (в)) нумерички прорачуни предвиђаjу нешто веће

брзине воде у средишњем делу цеви и нешто мање у близини зида.

У другом реду, слике 5.6 (г), (д) и (ђ), приказани су профили брзине гасовите фазе

у мерном пресеку. Поново се види да нумерички прорачуни, у поређењу са резултатима

експеримента, предвиђаjу мало веће вредности у унутрашњем делу струjног простора,
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и мало мање вредности у близини зида.

За разлику од профила брзине течне фазе, код профила брзине гасовите фазе уоч-

љива jе разлика између две групе прорачуна: са и без корекциjе коефициjента отпора.

Односно, профил брзине гасовите фазе зависи од тога да ли се при рачунању коефи-

циjента отпора узима у обзир утицаj смицања (корекциjа (4.11)) или не. Профили се

поклапаjу у већем делу струjног простора, али до разлике долази са приближавањем

зиду цеви. Види се да прорачуни изведени са корекциjом (4.11) предвиђаjу да брзина

гасовите фазе брже опада са приближавањем зиду цеви.
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Слика 5.6. Поређење нумеричких и експерименталних резултата за случаj Liu [8]. Са (‚)
означени су експериментални подаци, пуном линиjом (——) резултати нумеричких прорачуна без
корекциjе коефициjента отпора, док испрекидана линиjа (- - - -) означава резултате нумеричких
прорачуна са новом корекциjом коефициjента отпора (4.11).
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Пошто се брзина течне фазе не мења када се у прорачун уведе корекциjа (4.11),

а брзина гасовите фазе се смањуjе са приближавањем зиду цеви, закључуjе се да и

релативна брзина фаза UR = UG − UL опада са приближавањем зиду цеви. То jе исти

закључак као у претходном случаjу Hosokawa and Tomiyama [7] . Разлика између ова

два примера jе у томе што jе у случаjу Liu [8] утицаj корекциjе (4.11) мање изражен.

Обjашњење jе у томе што jе у случаjу Liu [8] пречник цеви (D = 38mm) већи него у

случаjу Hosokawa and Tomiyama [7] (D = 25mm), док интензитети брзина имаjу сличне

вредности (табела 5.1), што значи да jе градиjент брзине мање изражен у цеви већег

пречника, па ће самим тим и уведена корекциjа (4.11) имати мањи утицаj на коефициjент

отпора, а тиме и на резултате нумеричких прорачуна. Другим речима, при мањим

вредностима степена смицања, ефекат увођења корекциjе (4.11) ће бити све мањи.

У трећем реду приказане су слике 5.6 (е), (ж) и (з) коjе представљаjу профиле удела

гасовите фазе αG. У случаjу L1 слагања нумеричких резултата са експериментом су

добра. У преостала два случаjа, L15 и L29, нумерички прорачуни даjу нешто више

вредности αG у средишњем делу цеви и нешто ниже вредности у близини зида цеви него

што jе то добиjено експерименталним испитивањем. Међусобно разликовање резултата

нумеричких прорачуна коjи су извршени са корекциjом коефициjента отпора (4.11) и

без ње jе мало.

Последњи ред слике 5.6 даjе профиле кинетичке енергиjе турбуленциjе kL, то су

слике (и), (j), (к). Поново jе међусобно разликовање резултата нумеричких прорачуна

коjи су извршени са корекциjом коефициjента отпора (4.11) и без ње веома мало. Што

се тиче слагања са експерименталним резултатима, оно jе наjбоље у случаjу L15. У

случаjу L1 нумерички резултати су испод експерименталних дуж целог полупречника

цеви. У последњем случаjу L29, у већем делу струjног простора нумерички резултати

премашуjу експерименталне.

Види се да коришћење корекциjе коефициjента отпора доводи до малих промена у

профилима удела гасовите фазе и кинетичке енергиjе турбуленциjе течне фазе. До истог

закључка дошло се и у претходном случаjу Hosokawa and Tomiyama [7] . На ове величине

не утиче директно коефициjент отпора, нити сила отпора, већ постоjи посредан утицаj

на њих преко промене брзине фаза.

Наjважниjе запажање у овом делу анализе jе да утицаj уведене корекциjе на резул-

тате прорачуна слаби са слабљењем градиjента брзине, тj. степена смицања (4.9). То ће

бити проверено и на наредном случаjу, где се струjање одвиjа у цеви великог пречника.

5.2.3 Поређење нумеричких и експерименталних резултата за

случаj Shawkat et al. [12]

У претходном делу jе речено да при мањим вредностима степена смицања ефекат

увођења корекциjе (4.11) слаби. Ово може бити проверено у случаjу Shawkat et al. [12]

где се разматра струjање кроз цев великог пречника (D = 200mm). Брзина струjања

jе слична као у претходна два случаjа (видети табелу 5.1), а пречник jе значаjно већи.

Очекуjе се да ће градиjент брзине, а тиме и степен смицања, имати мање вредности. То

даље доводи до тога да уведена корекциjа (4.11) мало утиче на коефициjент отпора, а

тиме има мали утицаj на резултате прорачуна. Очекуjе се да ће разлика у профилима

брзине гасовите фазе бити мања него у претходном случаjу Liu [8].

У случаjу Shawkat et al. [12] познате су експериментално одређене вредности брзине

течне фазе UL, брзине гасовите фазе UG и удела гасовите фазе αG. У овом случаj нису

познате вредности кинетичке енергиjе турбуленциjе kL. Разматрана су два случаjа S1 и
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S2 (видети табелу 5.1), тако да jе на слици 5.7 приказано 6 диjаграма.

У првоj колони, слике 5.7 (а) и (г), приказани су профили брзине течне фазе UL.

Нумерички резултати предвиђаjу нешто више вредности брзине у односу на вредности

коjе су одређене експериментално. Види се да, као и у претходном случаjу Liu [8],

ни овде нема разлике између резултата нумеричких прорачуна коjи су извршени са и

без узимања у обзир корекциjе коефициjента отпора (4.11). Образложење jе дато на

претходно разматраном случаjу у потпоглављу 5.2.2.

У другоj колони, слике 5.7 (б) и (д), приказани су профили брзине гасовите фазе UG.

Резултати показуjу да jе горе поменута претпоставка исправна, тj. да са повећавањем

пречника цеви, што значи смањење степена смицања, утицаj нове корекциjе (4.11) слаби.

Разлика између резултата нумеричких прорачуна коjи су извршени са и без кориговања

коефициjента отпора jе jедва приметна у области близу зида. Поново jе разлика таква

да прорачун са корекциjом коефициjента отпора (4.11) даjе ниже вредности брзине

гасовите фазе, а то значи ниже вредности релативне брзине.

Што се тиче поређења са експерименталним резултатима, у оба случаjа S1 и S2,

нумерички прорачуни предвиђаjу ниже вредности брзине гасовите фазе.

У последњоj колони, слике 5.7 (в) и (ђ), приказани су профили удела гасовите фазе

αG. Као и у претходним случаjевима, увођење корекциjе (4.11) у нумеричке прорачуне

нема запаженог утицаjа на ове резултате. Овде су приметна нешто већа одступања

експерименталних у односу на нумеричке резултате, посебно у случаjу S2. Експеримен-

тални резултати показуjу приближно униформну расподелу αG, са малим порастом на

растоjању r/R = 0,85. Нумерички прорачуни даjу вишу вредност удела гасовите фазе

дуж полупречника и предвиђаjу интензивниjи скок вредности у близини зида.
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Слика 5.7. Упоређивање нумеричких и експерименталних резултата за случаj Shawkat et al.
[12] . Са (‚) означени су експериментални подаци, пуном линиjом (——) резултати нумеричких
прорачуна без корекциjе коефициjента отпора, док испрекидана линиjа (- - - -) означава резултате
нумеричких прорачуна са новом корекциjом коефициjента отпора (4.11).

Поново се као могући узрок ових неслагања види несавршеност математичких модела

сила коjе описуjу међусобно деловање фаза, отворено питање BIT модела и претпоставка

о томе да сви мехурови имаjу облик сфере и исту вредност пречника.
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Овде треба напоменути да постоjи jедно неразjашњено питање када jе реч о овим

експерименталним резултатима. У раду Shawkat et al. [12] су доступни подаци о прото-

цима фаза коjи су измерени мерилом протока. Вредности протока фаза се могу добити

и интеграљењем поља брзине коjе jе такође одређено експериментом. Примећено jе да

овде постоjи неслагање протока измереног мерилом протока и израчунатог на основу

профила брзине, и да оно износи до 10%. Иста провера спроведена jе за случаj Liu

[8], и тамо релативна грешка износи испод 1%. За случаj Hosokawa and Tomiyama [7]

ниjе извршена оваква провера jер тамо нису доступни профили брзина фаза, већ само

профили релативне брзине.

5.3 Закључци након анализе резултата извршених

нумеричких прорачуна

За изабране режиме струjања коjи су испитани експериментално и коjи су поброjани

у табели 5.1, извршене су две групе нумеричких симулациjа струjања и то, jедна без

кориговања коефициjента отпора, где се он рачуна према изразу (4.4), и друга група у

коjоj се користи корекциjа коефициjента отпора (4.11) коjа узима у обзир утицаj сми-

цања. Резултати прорачуна су упоређени међусобно и са експерименталним резултатима

и на основу тога су изведени закључци. Овде ће бити наведени наjважниjи закључци

из претходне анализе.

Градиjент брзине има утицаj на вредност коефициjента отпора, па jе потребно ко-

ристити корекциjу коефициjента отпора како би се математички моделирао оваj утицаj.

Постоjећа корекциjа (4.10) успева у томе. Она jе изведена на основу директних

нумеричких симулациjа, Legendre and Magnaudet [11] и гласи:

CD(ReB, Sr) = CDU

`
1 + 0,55 Sr2

˘
.

У прорачунима у коjима се примењуjе Ренолдсов статистички приступ ова корекциjа

jе тестирана само са турбулентним моделима са зидним функциjама (HRN) и дала jе

добре резултате, Hosokawa and Tomiyama [7].

Међутим, у овоj дисертациjи jе показано да постоjећа корекциjа (4.10) не може бити

коришћена са турбулентним моделима без зидних функциjа (LRN), jер доводи до ек-

стремно великих вредности коефициjента отпора у непосредноj близини зида и тиме

нарушава стабилност нумеричког прорачуна, тj. прорачун брзо дивергира.

Због тога, предложена jе нова корекциjа коефициjента отпора (4.11):

CD(ReB, Sr) = CDU
p1 + 0,45 Srq .

Да би се проверила њена оправданост, она jе имплементирана у софтвер OpenFOAM и

коришћена у прорачунима.

Нумеричким прорачунима jе показано да нова корекциjа може бити успешно кориш-

ћена са турбулентним моделима без зидних функциjа (LRN), што jе њена основна пред-

ност у односу на постоjећу корекциjу (4.10).

Да би се прецизниjе одредио утицаj нове корекциjе (4.11) на резултате извршено jе

поређење прорачуна коjи су извршени уз њено коришћење и прорачуна коjи не кори-

сте никакву корекциjу за коефициjент отпора (4.4). Валидациjа резултата нумеричких

прорачуна извршена jе поређењем са експерименталним резултатима. Тест jе извршен
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коришћењем резултата из три различита експеримента (Hosokawa and Tomiyama [7], Liu

[8], Shawkat et al. [12] ), из коjих jе изабрано укупно 9 случаjева коjи су наведени у

табели 5.1.

У случаjу Hosokawa and Tomiyama [7] показано jе да jе неопходно узети у обзир

утицаj смицања, тj. градиjента брзине, да би се исправно предвидео профил релативне

брзине. Показало се да нова предложена корекциjа (4.11) успешно извршава своj зада-

так. Корекциjа (4.11) доводи до повећања вредности коефициjента отпора и до смањења

вредности релативне брзине, тако да вредност силе отпора остаjе приближно непроме-

њена. Дакле, интензитет силе отпора не зависи од тога да ли се користи корекциjа

коефициjетна отпора или не, што jе и очекивано, jер према закону о промени количине

кретања за уздужни правац, сила отпора и сила потиска треба да буду уравнотежене.

На сликама 5.8 (а) и (б) се можда наjбоље види утицаj нове корекциjе коефициjента

отпора. На обе слике приказани су профили релативне брзине UR и коефициjента

отпора CD. Изабран jе случаj H2. На слици (а) су резултати добиjени без кориговања

коефициjента отпора, тj. он jе рачунат према изразу (4.4), док су на слици (б) резултати

добиjени коришћењем нове корекциjе коефициjента отпора (4.11). На апсциси се налазе

вредности релативне радиjалне координате r/R, а на ординати се очитаваjу вредности

релативне брзине фаза UR и коефициjента отпора CD. Профили релативне брзине су

приказани пуном линиjом, а профили коефициjента отпора испрекиданом. Да би се

jасниjе уочила промена, оба диjаграма имаjу исти опсег вредности на ординати.

Овде се види да jедначина (4.11) доводи до истовременог пораста вредности коефи-

циjента отпора CD и до смањења релативне брзине фаза UR, што jе проузроковано

смањењем брзине гасовите фазе UG. Ове промене нису истог интензитета, тj. израже-

ниjе су у случаjу коефициjента отпора. Обе величине утичу на вредност силе отпора,

и то коефициjент отпора са првим степеном, а релативна брзина са другим, тако да

се вредност силе отпора не мења. У оба случаjа, и са и без кориговања коефициjента

отпора, сила отпора има приближно исту вредност.
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Слика 5.8. Вредности релативне брзине фаза UR и коефициjента отпора CD за случаj H2 и то:
(а) без корекциjе коефициjента отпора и (б) са корекциjом (4.11).

Такође се може видети да корекциjа не утиче на резултате у близини осе цеви, где

jе вредност градиjента брзине прилижно jеднака нули. Тамо где не постоjи градиjент

брзине, додатни члан у корекциjи (4.11) jе jеднак 1, jер jе степен смицања дефинисан

изразом (4.9). Jединична вредност корекционог члана значи да он нема утицаjа на ре-

зултате. Померањем ка зиду цеви, градиjент брзине расте, расте вредност корекционог

члана, па и његов утицаj на вредности физичких величина.
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Што се тиче анализе резултата коjи одговараjу случаjу Liu [8], закључено jе да

корекциjа (4.11) не утиче на профил брзине течне фазе, већ само на профил брзине

гасовите фазе. Разлог jе то што jе у свим разматраним случаjевима удео гасовите

фазе мали, поред тога, инерциjалне силе воде су вишеструко веће од инерциjалних сила

ваздуха, тако да мале промене у кретању мехурова пактично не утичу на брзинско поље

воде.

Види се да jе утицаj корекциjе (4.11) у случаjу Liu [8] мањи него у случаjу Hosokawa

and Tomiyama [7] . Разлог за то jе што jе овде коришћена цев већег пречника (D =

38mm), а брзина воде UL jе приближно иста као у Hosokawa and Tomiyama [7], па jе

вредност степена смицања мања.

Пратећи оваj закључак, требало би да jе у цеви великог пречника (D = 200mm),

у случаjу Shawkat et al. [12] , утицаj корекциjе (4.11) jош мањи. То jе потврђено у

приказаноj анализи. Профил брзине воде се не мења, као ни у претходно разматраним

случаjевима, али су промене профила брзине ваздуха мање него у случаjу Liu [8]. За-

кључак jе следећи: ако се вредност средње брзине струjања не мења значаjно, у цевима

већег пречника градиjент брзине ће опадати, па ће тиме и корекциjа (4.11) имати све

мањи утицаj на резултате.

Дакле, у цевима мањег пречника потребно jе узети у обзир корекциjу коефициjента

отпора услед деловања смицања како би се нумеричким прорачунима исправно пред-

видели резултати. У цевима већег пречника, утицаj смицања слаби, па нема значаjне

разлике у томе да ли се у прорачуну користи корекциjа коефициjента отпора или не.

У сва три разматрана случаjа, показано jе да кориговање коефициjента отпора нема

значаjног утицаjа на расподелу кинетичке енергиjе турбуленциjе течне фазе kL и распо-

делу удела гасовите фазе αG.

Важан закључак jе да нова корекциjа (4.11) успешно предвиђа утицаj смицања и

да се, за разлику од постоjеће корекциjе (4.10), она може користити са турбулентним

моделима без зидних функциjа (LRN). То представља њену основну предност у односу

на постоjећу корекциjу (4.10). Закључци наведени у овом потпоглављу су обjављени у

раду [48].

5.3.1 Квалификовање важности корекциjе (4.11) на основу вред-

ности степена смицања

Пошто уведена корекциjа (4.11) зависи jедино од степена смицања Sr, интересантно

jе посматрати расподелу ове величине по попречном (мерном) пресеку цеви. Ту се могу

видети наjвеће вредности степена смицања коjе се jављаjу у струjном пољу. Пошто

jе у оси цеви градиjент брзине jеднак нули, ту не постоjи ни смицање (Sr = 0). Са

приближавањем зиду цеви расте градиjент брзине, а опада релативна брзина фаза,

тако да вредност степена смицања расте. Према постављеним граничним условима,

брзина обе фазе на зиду цеви jе UL = UG = 0m/s, па исто важи и за релативну брзину

UR = 0m/s. Из jедначине (4.9) се види да ће вредност степена смицања у близини зида

бити веома велика, и да ће на самом зиду тежити бесконачности. Због тога се неће

посматрати вредност степена смицања на зиду, већ на радиjалном растоjању r = 0,99R

од осе цеви. Поред овог податка, у табели 5.4, су приказане вредности степена смицања

на jош две позициjе r = 0,98R и r = 0,95R. Подаци су приказани за три изабрана

случаjа H1, L1 и S1, тако да су овим обухваћена сва три експеримента, тj. три цеви

различитог пречника.

У табели се види да степен смицања има наjвећу вредност унутар наjмање цеви,
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чиjи jе пречник D = 25mm (Hosokawa and Tomiyama [7] ). Са порастом пречника цеви,

вредност степена смицања значаjно опада. Наjмање вредности степена смицања су у

наjвећоj цеви (Shawkat et al. [12] ) D = 200mm. Ако се пореде вредности степена

смицања Sr у наjвећоj и наjмањоj цеви, види се да на растоjањима од осе r = 0, 98R и

r = 0, 99R, разлика у вредности Sr може бити чак 100, односно, 90 пута, што значи да

увођење корекциjе (4.11) неће имати исти значаj у ова два случаjа.

Табела 5.4. Приказ вредности степена смицања Sr за све три цеви (Hosokawa and Tomiyama [7]
Liu [8], Shawkat et al. [12] ), на три различите радиjалне координате.

Sr [/]

r = 0, 95R r = 0, 98R r = 0, 99R

H1 5,803 68,047 217,411

L1 1,083 6,627 44,459

S1 0,379 0,655 2,420

Може се поставити питање коjа jе гранична вредност за степен смицања Sr коjа

раздваjа случаjеве у коjима jесте потребно, од оних у коjима ниjе потребно, узети у обзир

корекциjу коефициjента отпора услед смицања. На основу анализе коjу су спровели

Legendre and Magnaudet [11] и података коjи су приказани у табелама 4.1 и 4.2, могло

би се закључити да jе гранична вредност Sr = 0,2 .

Према овом закључку, у струjном пољу у коjем важи Sr < 0,2, утицаj смицања на

коефициjент отпора се може занемарити. У струjном пољу у коjем степен смицања има

вредности Sr > 0,2 приликом прорачуна треба урачунати утицаj смицања на коефици-

jент отпора.

На слици 5.9 jе приказана расподела степена смицања Sr по попречним пресецима

све три разматране цеви. Изабрани су случаjеви H1, L1 и S1. У претходноj табели 5.4 се

види до коjих вредности се креће степен смицања у овим случаjевима. Међутим, да би

се jасниjе уочила гранична вредност Sr = 0,2, на слици 5.9 jе изабран опсег вредности

од Sr = 0, што jесте наjмања вредност степена смицања, до Sr = 1. То значи да ће све

оне вредности у коjима jе Sr > 1 бити приказане црвеном боjом.

(а) (б) (в)

H1 L1 S1

Sr
0 10,2 0,4 0,6 0,8

линиjа на коjоj влада гранична вредност Sr = 0,2

Слика 5.9. Расподела степена смицања Sr по попречним пресецима три различите цеви, и то:
(а) D = 25mm за случаj H1, (б) D = 38mm за случаj L1 и (в) D = 200mm за случаj S1.
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У областима унутар испрекиданог круга важи Sr < 0,2 и ту коришћење корекциjе

(4.11) неће довести до значаjних промена. У областима изван испрекиданог круга важи

Sr > 0,2 и ту смицање има значаjан утицаj на резултате прорачуна, што jе обухваћено

корекциjом (4.11).

У првом случаjу H1, коjи jе приказан на слици 5.9 (а), област у коjоj jе утицаj

смицања значаjан покрива 59,1% површине попречног пресека, док унутрашњост круга

износи 40,9% површине. Овде се види да у већем делу струjног простора постоjи утицаj

смицања коjи треба узети у обзир. Ово jе обjашњење за то што корекциjа (4.11) у случаjу

Hosokawa and Tomiyama [7] доводи до значаjних промена у резултатима прорачуна.

Другом случаjу L1, коjи jе приказан на слици 5.9 (б), одговара вредност пречника D =

38mm. Слика показуjе да у 18,8% струjног простора степен смицања има вредност изнад

граничне (Sr > 0,2), док у већем делу струjног простора од 81,2%, утицаj смицања ниjе

значаjан. Круг коjи представља границу ове две области, пресеца радиjалну координату

на месту r/R = 0,812. На диjаграмима 5.6 се може видети да управо након ове позициjе

креће видљива разлика у профилима брзине гасовите фазе UG, коjи су рачунати са и

без коришћења корекциjе коефициjента отпора (4.11).

У последњем случаjу S1 (слика 5.9 (в)) пречник цеви има вредност D = 200mm. Ту

чак за 90% струjног простора важи да jе Sr < 0,2 што значи да би се могао занемарити

утицаj смицања, док оваj утицаj треба узети у обзир у само 10% струjног простора. Оваj

однос даjе обjашњење зашто jе увођење корекциjе (4.11) у случаjу Shawkat et al. [12]

довело до веома малих промена у резултатима нумеричких прорачуна. Слично као у

претходном случаjу, на диjаграмима 5.7 се може видети да разлика у профилима брзине

гасовите фазе UG почиње да се види при вредностима релативне радиjалне координате

r/R > 0,9, што одговара области изван круга на слици 5.9 (в).

Процена вредности степена смицања у струjном простору може наговестити да ли jе

за дати проблем потребно користити корекциjу коефициjента отпора коjа узима у обзир

утицаj смицања, или не.

Потребно jе на jош примера извршити проверу да ли се као гранична вредност

степена смицања, коjа говори о његовом утицаjу, може користити вредност Sr = 0,2.

Ово jе jедно од питања на коjа треба одговорити у будућим истраживањима, коjа се

надовезуjу на ову дисертациjу.
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6

Експериментално испитивање двофазног

мехурастог струjања

6.1 Опис построjења

За експериментално испитивање двофазног мехурастог струjања, у оквиру рада на

овоj дисертациjи, проjектовано jе и израђено построjење приказано на слици 6.1. Оно

се налази у Лабораториjи за уљну хидраулику и пнеуматику (просториjа бр. 014) на

Машинском факултету Универзитета у Београду.

Основни делови построjења приказани на слици 6.1 су: 1 велики доњи резервоар,

2 горњи резервоар, 3 радиjална пумпа, 4 Вентури цев за воду (протокомер воде), 5

компресор, 6 регулатор протока и мерило протока ваздуха, 7 комора за мешање воде

и ваздуха, 8 канал правоугаоног попречног пресека у коjем се врши испитивање, 9

ласер LDA система, 10 брзе камере за снимање мехурастог тока, 11 постоље за мерну

опрему и оператера и 12 дивертер коjи омогућава примену запреминске методе за

мерење протока воде. Поред наведеног, на слици су означене и важне деонице цевовода

ознакама од д1 до д6, као и важни вентили за коjе су коришћене ознаке од в1 до в6.

Радиjална, центрифугална пумпа 3 црпи воду из великог доњег резервоара 1 и

потискуjе jе у деоницу д1. Вентил в1 jе затворен, тако да вода не струjи кроз деоницу

д2. Цео систем цевовода коjи се надовезуjе на деоницу д2 се не користи у експерименту.

Вентил в2 jе отворен, тако да вода из деонице д1 наставља кроз деоницу д3 и долази

до Вентури цеви 4 . Вентури цев се користи као мерило протока течне фазе. Она

jе претходно калибрисана запреминском методом, што jе могуће извести коришћењем

горњег резервоара 2 и дивертера 12 . Пад притиска на Вентури цеви се мери помоћу

обрнуте „U” цеви у коjоj се налази ваздух.

Вентури цев 4 jе нестандардна. Она jе проjектована за коришћење у приказаном

систему. Подаци о геометриjи Вентури цеви и њена калибрациона крива, коjа jе добиjена

истовременим мерењем пада притиска и запреминског протока, су приказани у прилогу

7.2. Проток воде jе мерен запреминском методом.

Након Вентури цеви вода одлази у две паралелне гране, то су деонице д4 и д5. У

њима се налазе вентили в3, в4 и в5. Они омогућаваjу да се постигне потребан однос про-

тока кроз ове две деонице. Оваj однос протока утиче на механизам стварања мехурова

у комори 7 , како ће касниjе бити обjашњено. На деоницу д4 се надовезуjе и вентил в6

коjи jе затворен у току рада построjења. Он служи за испуштање воде из система по

завршетку рада.
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(а)

(б)

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
10

11

12

в1

в2

в3

в4

в5
в6д1

д2

д3

д4 д5

д6

Слика 6.1. Приказ модела построjења за експериментално испитивање вишефазног струjања
из два угла. На слици (б) изостављени су постоље и мерна опрема, ради прегледности слике.
Означени су наjважниjи делови.
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Обе донице д4 и д5 се завршаваjу у комори за мешање 7 . Кроз деоницу д4 у комору

улази примарни ток воде. Секундарни ток долази из деонице д5, коjа се пре коморе

раздваjа на четири паралелне гране, како би се секундарни ток воде равномерниjе рас-

поредио по обиму коморе за мешање. Ово jе приказано на слици 6.2.

(а) (б) (в)

д5

д5

д4

д4

в6

довод воде
секундарни

примарни довод воде

д
ов
од

ва
зд
ух
а

комора 7

Слика 6.2. Снабдевање коморе за мешање водом (примарни и секундарни ток) и ваздухом.
Приказ доводних цеви на моделу построjења (а) и на изведеном построjењу (б) и (в).

Дакле, вода улази у комору 7 кроз деонице д4 и д5. Истовремено се у комору уводи

ваздух. Систем за снабдевање коморе ваздухом jе приказан на слици 6.3. Основни

делови су: компресор 5 , регулатор притиска 13 , регулатор протока 14 , неповратни

вентил 15 , мерило протока ваздуха 16 , диференциjални манометар - „U” цев са водом

17 , манометар 18 и вентил 19 . Као мерила протока ваздуха користе се две бленде

и jедна Вентури цев, у зависности од жељеног опсега протока ваздуха. Подаци о ова

три нестандардна мерила протока се налазе у додатку 7.2. Ту су приказане основне

геометриjске карактеристике, као и калибрационе криве сва три мерила протока.

5

5

13

13

14
14

15
15

16
16

1717

1818

19
19

Слика 6.3. Приказ система за снабдевање коморе ваздухом на моделу (а) и на изведеном
построjењу (б).

За стварање двофазног мехурастог тока користи се комора 7 . Постоjи више начина

стварања мешавине воде и мехурова ваздуха, како jе наведено у одељку 1.3. Изабрано

jе решење коjе су применили Hosokawa and Tomiyama [7] са додатним модификациjама.
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део 1

део 2

део 3

део 4

0,5mm

1mm

1,5mm

Слика 6.4. Комора за мешање воде и ваздуха.

На слици 6.4 приказани су модели

четири дела из коjих jе састављена

комора. Делови су израђени у за-

воду за машине-алатке Катедре за про-

изводно машинство Машинског факул-

тета у Београду. На делу 3 се налазе

три групе отвора различитих пречника.

Наjниже су постављени отвори преч-

ника 1,5mm. Постоjи 8 отвора коjи

су равномерно распоређени по обиму.

Изнад се налази друга група отвора

пречника 1mm, и на краjу трећа група

отвора наjмањег пречника 0,5mm. На-

прављене су три групе отвора са ци-

љем да се контролише величина меху-

рова. У jедном тренутку користи се

само jедна од три групе. У приказа-

ном експерименту коришћена jе средња

група, тj. отвори пречника 1mm.

Полупресек склопа коморе за ме-

шање jе дат на слици 6.5. Приказани

су одговараjући прикључци за ваздух и

воду. На дну дела 1 у комору улази

примарни ток воде коjи долази из део-

нице д4. Кроз део 2 улази секундарни

ток воде коjи долази из деонице д5. Се-

кундарни ток из унутрашњости дела 2

одлази у зазор између делова 1 и 3.

Зазор димензиjе 1mm, коjи jе посебно

приказан на слици 6.5 (б), jе наjважниjи

део коморе jер се ту одвиjа стварање ме-

хурова. Ваздух у комору улази кроз део

4 и заузима простор између делова 4 и

3. Затим пролази кроз отворе у делу 3

и долази до поменутог зазора. Већ jе

речено да jе у току експеримента отво-

рена само jедна од три групе отвора у

делу 3, коjи су приказани на слици 6.4.

У овом случаjу то jе средишња група

отвора пречника 1mm.

Како се види на слици (б), секун-

дарни ток воде и ваздух улазе у зазор између делова 1 и 3. Овде се под деjством

смичућих напона у води образуjе дисконтинуални ток ваздуха, тj. вода „цепа“ ток ва-

здуха на делове, односно мехурове. Мехурови су деформисани због геометриjе зазора,

али по напуштању зазора попримаjу уобичаjени облик под деjством површинског на-

пона. На слици 6.5 (в) увећано jе приказано место где се зазор завршава. Мешавина

настала у зазору се спаjа са примарним током воде на врху дела 1, тако да из коморе

излази двофазни мехурасти ток.
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Напоменуто jе да однос протока воде кроз деонице д4 и д5, тj. однос примарног и

секундарног протока воде, утиче на процес образовања мехурова. То jе зато што брзина

струjања секундарног тока кроз зазор утиче на вредност смичућег напона у зазору, коjи

jе кључан у овом процесу.

Одступање од саосности и цилиндричности делова коморе може значити да jе зазор

са jедне стране већи, а са друге мањи. То би довело до тога да се са jедне стране ствараjу

већи мехурови а са друге мањи. Због тога jе важно да саосност и цилиндричност буду

остварене.

На врху коморе за мешање, предвиђен jе прикључак за канал у коjем се врши испити-

вање. То jе приказано на слици 6.2. Непосредно након коморе мења се попречни пресек

канала са кружног на правоугаони (слика 6.3). Да би се остварило развиjено струjање

у мерном пресеку направљен jе канал довољне дужине. Мерни пресек се налази на

растоjању од 1960mm изнад коморе.

(а)

(б)

(в)

део 1

део 2

део 3

део 4

довод воде довод воде
секундарнисекундарни

примарни довод воде

довод ваздухадовод ваздуха

вода

во
д
а ва

зд
ух

зазор дебљине 1mm

у коjем настаjу мехурови

заптивач

Слика 6.5. Полупресек склопа коморе (а). Издвоjени приказ зазора између делова 1 и 3 у
коjем се ствара мешавина воде и ваздуха (б). Завршетак зазора из коjег излазе мехурови (в).

6.2 Поступак мерења

Канал у коjем се врши испитивање jе правоугаоног попречног пресека, страница

a = 70mm и b = 35mm. Канал jе направљен од плексигласа (клирита) дебљине 8mm.

Хидраулички пречник канала износи:

DH =
4A

O
= 46,67mm.
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Мерни пресек се налази низструjно од излаза из коморе на растоjању Lm = 1960mm,

што износи приближно 42 вредости хидрауличког пречника канала Lm/DH = 42. Ово

растоjање jе довољно за формирање развиjеног профила брзине. Укупна дужина пра-

воугаоног дела канала jе 2570mm.

Око канала 8 (слика 6.1) на постољу 11 се налази LDA систем 9 и две брзе камере

10 . Ово jе приказано на слици 6.6 (а).

LDA метода мерења (енгл. Laser Doppler Anemometry - LDA) представља савремену

неинвазивну методу мерења брзине струjања флуида. То jе оптичка метода за мерење

брзине флуида у коjи се додаjу честице са рефлексионим особинама. Предност методе jе

што у њоj не постоjе мерне сонде коjе се физички уносе у флуидну струjу и тиме ремете

њен ток. Овде jе потребно да ласерски зраци имаjу оптички приступ мерноj тачки.

(а) (б)
8 9

1010

мерни
пресек

a

b

x

y

z

Слика 6.6. Положаj ласера и брзих камера у односу на вертикални канал (а). Мерни пресек
унутар канала и положаj оса координатног система (б).

У струjни простор уперена су два ласерска зрака. Место њиховог пресека jе мерна

запремина. Њен облик се може апроксимирати елипсоидом. Услед интереференциjе

два ласерка зрака, односно слагања таласа светлости, jављаjу се наизменичне области

осветљења и таме, коjе се називаjу интерференционе пруге. Њихове димензиjе зависе

од угла под коjим се секу зраци и од таласне дужине светлости ласерског зрака. За

положаj ласерских зрака са слике 6.6 (а), пруге леже у равнима коjе су управне на осу

y. У флуиду, чиjа се брзина одређуjе, налазе се веома мале честице коjе не утичу на

струjно поље флуида, а коjе имаjу рефлексионе особине. Пошто су честице веома мале,

оне биваjу ношене струjом флуида. Када честица прође кроз мерну запремину она ће

расути светлост ласерског зрака. Фотодетектор прикупља расуту светлост и анализом

овог сигнала може се утврдити колико времена jе било потребно честици да пређе пут

од jедне до друге пруге. Дебљина светле и тамне пруге jе позната и зависи од угла под

коjим су постављени ласерски зраци и фреквенциjе светлости ласера. На основу тога

може се обрадом сигнала израчунати брзина честице, а то значи брзина флуида. Више

о методи LDA мерења може се пронаћи у [49].

Пошто LDA систем мери брзину у малоj мерноj запремини, коjа настаjе пресецањем

два ласерска зрака, унапред се одређуjу позициjе мерних тачка у коjима jе потребно

извршити мерење. Мерне тачке су приказане на слици 6.7. Дуж x осе изабрано jе 17

тачака коjе носе ознаке од x0 до x16. Дуж z осе изабрано jе 13 тачака коjе имаjу ознаке

од z0 до z12. Вредности координата мерних тачака, тj. њихове позициjе, су приказане у

табели 6.1.

Мерење брзине LDA системом се може поделити на четири целине:
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(1) мерење уздужне компоненте брзине vL у мерним тачкама дуж x осе,

(2) мерење попречне компоненте брзине wL у мерним тачкама дуж x осе,

(3) мерење попречне компоненте брзине uL у мерним тачкама дуж z осе,

(4) мерење уздужне компоненте брзине vL у мерним тачкама дуж z осе.
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Слика 6.7. Приказ положаjа мерних тачака дуж x и z осе.

Табела 6.1. Координате мерних тачака приказаних на слици 6.7.

Ознака x [mm] Ознака z [mm]

x0 0 z0 0

x1 4 z1 2.5

x2 8 z2 4.5

x3 11 z3 6.5

x4 14 z4 8.5

x5 17 z5 10.5

x6 20 z6 11.5

x7 22 z7 12.5

x8 24 z8 13.5

x9 26 z9 14.5

x10 28 z10 15.5

x11 30 z11 16.5

x12 31 z12 17

x13 32

x14 33

x15 34

x16 34.5
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Коришћени LDA систем jе jеднокомпоненти, што значи да се у jедном тренутку мери

само jедна компонента брзине. Када се зраци ласера налазе у вертикалноj равни, како

jе приказано на слици 6.6 (а), тада се мери вертикална, тj. уздужна или аксиjална

компонента брзине (усмерена дуж канала), коjа према слици 6.6 (б) има ознаку vL. При

оваквоj ориjентациjи ласера, врши се 17 мерења, у мерним тачкама коjе леже на оси

x. Ласер jе причвршћен за вођицу коjом се управља преко корачног мотора (енгл. step

motor), тако да jе могуће са великом прецизношћу остварити жељени положаj ласера,

тj. жељену позициjу мерне тачке унутар струjног простора. (наjмањи помераj коjи може

остварити корачни мотор jе 1 · 10−3mm). На оваj начин могуће jе измерити уздужну

компоненту брзине vL у мерним тачкама дуж x осе. То jе прва (1) од четири горе

поменуте целине мерења. Положаj кућишта ласера 9 , ласерских зрака, вођице 20 ,

камере 10 и додатног осветљења 21 jе приказан на сликама 6.8 (а) и (б). На сликама

(в) и (г) приказано jе формирање мале мерне запремине у пресеку два ласерска снопа.

(а)

(б)

(в)

(г)

88 9

9

10

20

20

21

Слика 6.8. Мерење уздужне компоненте брзине vL дуж осе x: (а) и (б) мерни пресек и ласер
са припадаjућом вођицом, (в) ласерски зраци у води, (г) ласерски зраци у условима двофазног
струjања.

Када jе завршена прва целина, тj. када jе завршено мерење уздужне компоненте

брзине vL у свим мерним тачкама дуж x осе, ласер се скида са вођице, ротира за

90◦ и поново причвршћуjе на вођицу коjа се не помера. Зраци ласера се сада налазе у

хоризонталноj равни. У овом положаjу се мери попречна компонента брзине wL. Мерење

се врши у истих 17 тачака дуж осе x као у претходном делу. Ласер се поставља у исте

позициjе задавањем истих команди корачном мотору. Ово представља други (2) део

мерења.

Након друге целине завршена су мерења дуж осе x, па се вођица ласера и ласер
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премештаjу тако да се оса ласера подуара са z осом. Овакав положаj вођице и ласера

jе приказан на слици 6.9. Зраци ласера се налазе у хоризонталном положаjу, како jе то

приказано на слици 6.9 (а). У овом положаjу ласер мери попречну компоненту брзине

uL. Мерење се врши у 13 тачака дуж z осе, коjе су приказане на слици 6.7 и коjе

носе ознаке од z0 до z12. У табели 6.1 су дате координате ових тачака. Све време се

користи десни координатни систем приказан на сликама 6.6 (б) и 6.7. Мерење попречне

компоненте брзине uL у 13 тачака дуж осе z, представља трећу фазу мерења (3).

(а)

(б)

8

8

9

9

10

10

20

21
21

Слика 6.9. Мерење брзине струjања воде у тачкама дуж z осе: (а) мерење попречне компоненте
брзине uL, (б) мерење уздужне компоненте брзине vL.

По њеном завршетку прелази се на последњу, четврту фазу мерења (4), коjа предста-

вља мерење уздужне компоненте брзине vL дуж осе z. Због тога jе потребно заротирати

ласер око осе z за 90◦, како jе то стрелицом означено на слици 6.9 (а) (пратити положаj

жуте траке на ласеру на сликама (а) и (б)). Сада се зраци ласера налазе у вертикалном

положаjу (слика 6.9 (б)) и врше се очитавања уздужне компоненте брзине vL. Ова

компонента брзине се мери у истих 13 мерних тачака дуж осе z, коjе су приказане на

слици 6.7 и у табели 6.1.

До сада jе било речи о положаjу ласера и позициjама мерних тачака, али не и о ре-

жимима струjања коjи су разматрани. Укупно jе испитано 24 режима, коjи су остварени

комбиновањем вредности протока течне и гасовите фазе. Речено jе да се пре стварања

мехурасте мешавине мере запремински протоци обе фазе коришћењем описаних прото-

комера (додатак 7.2). Остваривањем изабраних вредности протока постижу се унапред

задати режими струjања. Изабрано jе да се режими обележаваjу на основу привидне

брзине струjања воде JL и удела гасовите фазе αG.

У уводном поглављу 1 jе поменут поjам привидне брзине фазе. Ако се измерени

запремински проток воде подели са површином попречног пресека канала, у коjем jе

вршено испитивање, добиjа се привидна брзина воде, коjа се у литератури jош назива
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(енгл. liquid volumetric flux) или (енгл. superficial velocity of liquid flow):

JL =
9V L

Ak
. (6.1)

Исто важи за привидну брзину гасовите фазе. Ове брзине се називаjу привидним брзи-

нама, зато што представљаjу средње брзине струjања у случаjу да се кроз канал креће

само jедна фаза. Међутим, након мешања фаза, ни jедноj фази ниjе на располагању

цела површина попречног пресека, jер део површине заузима друга фаза. Нпр. са по-

растом удела гасовите фазе, стварна брзина течне фазе ће се све више разликовати у

односу на привидну брзину.

Изабрано jе 24 режима струjања, коjи су настали комбиновањем вредности привидне

брзине воде JL и удела гасовите фазе αG, тj. комбиновањем вредности запреминског

протока течне и гасовите фазе. Постоjе 4 изабране вредности привидне брзине воде:

JL = 0,3m/s, JL = 0,4m/s, JL = 0,5m/s и JL = 0,6m/s, док постоjи 6 изабраних

вредности удела гасовите фазе: αG = 0%, αG = 0,5%, αG = 1%, αG = 2%, αG = 3%, и

αG = 4%. Њиховом комбинациjом добиjаjу се 24 режима струjања, коjи су приказани у

табели 6.2. Користи се систем означавања коjи ће бити обjашњен на примеру режима

J04A2:

• први део ознаке J04 говори да jе вредност привидне брзине воде JL = 0,4m/s,

• други део ознаке A2 говори да jе вредност удела гасовите фазе αG = 2%.

Табела 6.2. Ознаке 24 изабрана режима струjања. Први део ознаке говори о вредности при-
видне брзине течне фазе JL [m/s], а други део о вредности удела гасовите фазе αG [%].

JL = 0,3m/s JL = 0,4m/s JL = 0,5m/s JL = 0,6m/s

αG = 0% J03A0 J04A0 J05A0 J06A0

αG = 0,5% J03A05 J04A05 J05A05 J06A05

αG = 1% J03A1 J04A1 J05A1 J06A1

αG = 2% J03A2 J04A2 J05A2 J06A2

αG = 3% J03A3 J04A3 J05A3 J06A3

αG = 4% J03A4 J04A4 J05A4 J06A4

Након калибрациjе мерила протока, може се израчунати колико треба да износи

пад притиска на Вентури цеви за воду да би се добио задати проток воде, тj. задата

средња брзина струjања. Исто важи за мерило протока ваздуха. Протоци се подешаваjу

док манометри не покажу потребан пад притиска на протокомерима. За постизање

потребних вредности протока ваздуха коришћен jе регулатор протока (означен броjем

14 на слици 6.3), док су за регулациjу протока воде коришћени фреквентни регулатор

пумпе (и вентил по потреби).

На основу мерења пада притиска на Вентури цеви за воду (∆h), одређуjу се вредности

запреминског протока воде. Оваj и сви остали протокомери су претходно калибрисани.

Њихове калибрационе криве су дате у додатку 7.2. На основу познатог протока, из

jедначине (6.1) се одређуjе привидна брзина воде JL.

За мерење протока ваздуха користи се jедан од три мерила протока (додатак 7.2), у

зависности од мерног опсега мерила протока. На основу пада притиска (∆h) израчунава

94



Глава 6. Експериментално испитивање двофазног мехурастог струjања

се запремински проток. На исти начин као у случаjу воде (jедначина 6.1), одређуjе се

привидна брзина гасовите фазе JG. Као однос запреминског протока гасовите фазе и

укупног протока обе фазе, израчунава се запремински удео гасовите фазе и изражава

се у процентима:

αG =
9V G

9V L + 9V G
100 [%]. (6.2)

Подаци о свим овим величинама су дати у прилогу 7.2. Због тога што jе експеримент

обављен у 4 фазе, како jе раниjе обjашњено, ови режими су успостављани по 4 пута.

Подаци о показивању мерила протока ∆h, вредности запреминских протока обе фазе
9V L и 9V G, привидним брзинама фаза JL и JG и уделу гасовите фазе αG су приказани у

четири табеле у прилогу 7.2. Свака табела одговара jедном од 4 фазе мерења коjа су

раниjе наведена.

Ради прегледности, поступак спроведеног мерења jе jош jедом приказан табелом 6.3.

Табела 6.3. Поступак спровођења експерименталног испитивања.

• Део 1

поставити ласер тако да се његова оса и оса x поклапаjу

зраци ласера треба да су у вертикалноj равни

при овом положаjу мери се уздужна компонента брзине vL

• успоставити режим 1 - J03A0 и извршити мерење у 17 тачака дуж x осе,

• успоставити режим 2 - J03A05 и извршити мерење у 17 тачака дуж x осе,

• ...

• успоставити режим 24 - J06A6 и извршити мерење у 17 тачака дуж x осе

• Део 2

поставити ласер тако да се његова оса и оса x поклапаjу

зраци ласера треба да су у хоризонталноj равни

при овом положаjу мери се попречна компонента брзине wL

• успоставити режим 1 - J03A0 и извршити мерење у 17 тачака дуж x осе,

• успоставити режим 2 - J03A05 и извршити мерење у 17 тачака дуж x осе,

• ...

• успоставити режим 24 - J06A6 и извршити мерење у 17 тачака дуж x осе

• Део 3

поставити ласер тако да се његова оса и оса z поклапаjу

зраци ласера треба да су у хоризонталноj равни

при овом положаjу мери се попречна компонента брзине uL

• успоставити режим 1 - J03A0 и извршити мерење у 13 тачака дуж z осе,

• успоставити режим 2 - J03A05 и извршити мерење у 13 тачака дуж z осе,

• ...

• успоставити режим 24 - J06A6 и извршити мерење у 13 тачака дуж z осе

• Део 4

поставити ласер тако да се његова оса и оса z поклапаjу

зраци ласера треба да су у вертикалноj равни

при овом положаjу мери се уздужна компонента брзине vL

• успоставити режим 1 - J03A0 и извршити мерење у 13 тачака дуж z осе,

• успоставити режим 2 - J03A05 и извршити мерење у 13 тачака дуж z осе,

• ...

• успоставити режим 24 - J06A6 и извршити мерење у 13 тачака дуж z осе

Броj мерења дуж x осе jе 2 · 24 · 17 = 816, а дуж z осе 2 · 24 · 13 = 624, што значи да их

укупно има 1440. Резултат сваког мерења jе сигнал брзине коjи jе потребно обрадити.
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6.3 Обрада сигнала мерења

Свака од 1440 поменутих сериjа мерења траjе 10 s. Резултат мерења jе сигнал брзине

оних честица коjе су прошле кроз мерну запремину. Веома важна величина jе време

проласка честице кроз мерну запремину. На слици 6.10 jе приказан уобичаjени изглед

сигнала приликом мерења уздужне компоненте брзине.
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Слика 6.10. Сигнал мерења уздужне компоненте брзине воде vL у тачки x7 при режиму
струjања J05A05.

Сигнал приказан на слици 6.10 jе добиjен приликом мерења уздужне компоненте

брзине воде vL, мерење jе извршено у тачки x7 коjа има вредност координата x = 22mm,

z = 0mm (слика 6.7, табела 6.1). Режим струjања при коjем jе мерење извршено jе

J05A05, што значи да jе привидна брзина струjања воде JL = 0,5m/s, а удео гасовите

фазе αG = 0,5%.

Мерење jе траjало 10 s, односно 10000ms, како jе приказано на апсциси диjаграма

6.10. Током мерења забележен jе сигнал брзине за 6250 честица коjе су прошле кроз

мерну запремину. Резултат мерења jе велика скупина података, чиjи jе део приказан у

табели 6.4. Ту се налазе подаци: редни броj честице чиjа брзина jе измерена, временски

тренутак у коjем jе честица уочена, време проласка честице кроз мерну (контролну)

запремину и очитавање брзине. Ове податке jе потребно статистички обрадити ради до-

биjања вредности осредњене брзине струjања и вредности флуктуациjа, коjе су потребне

за рачунање кинетичке енергиjе турбуленциjе.

Временски осредњена брзина струjања се не рачуна просто аритметичком средином

свих N = 6250 вредности, већ се уводи тежински коефициjент коjи узима у обзир време

проласка честице кроз мерну запремину tt. Дакле, већи тежински коефициjент припада

оном мерењу брзине коjе jе добиjено на основу праћења честице коjа се дуже задржала

у мерноj запремини. Разлика у времену проласка честице кроз мерну запремину ниjе

због разлике у брзини кретања честица, већ због облика мерне запремине. Она настаjе у

пресеку два ласерска зрака тако да се може апроксимирати обликом елипсоида. Наjдуже

се у мерноj запремини задржаваjу честице коjе jе пресецаjу по средини, а оне честице

коjе у мерну запремину улазе на перифериjи имаjу краће време боравка у њоj.
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Табела 6.4. Исечак табеле у коjоj су смештене броjевне вредности сигнала брзине приказаног
на слици 6.10. Издвоjено jе првих 20 честица од укупно 6250.

Бр. Време поjављивања [ms] Време проласка tt [µs] Брзина vL [m/s]
(Row) (Arrival Time [ms]) (Transit Time tt [µs]) (Velocity vL [m/s])

1 5.2617 109.2267 0.624472

2 6.6953 116.0533 0.606993

3 6.9410 116.0533 0.634361

4 7.1322 150.1867 0.610432

5 9.3303 300.3733 0.605643

6 11.8426 102.4000 0.590536

7 12.9212 109.2267 0.593709

8 14.3138 389.1200 0.598572

9 18.5737 102.4000 0.612789

10 21.0449 211.6267 0.616259

11 21.6457 252.5867 0.623271

12 23.7892 191.1467 0.610580

13 24.4992 197.9733 0.631070

14 24.7313 218.4533 0.626548

15 24.9907 150.1867 0.628505

16 25.4413 286.7200 0.627956

17 26.4243 430.0800 0.630966

18 27.0933 375.4667 0.622056

19 27.6258 109.2267 0.619268

20 29.6602 81.9200 0.610284

Као што се види у табели 6.4, време проласка честице кроз мерну запремину се може

разликовати неколико пута. Због тога ова мерења не улазе у рачунање средње вредности

са истим тежинским коефициjентом. Израз за рачунање осредњене вредности уздужне

компоненте брзине воде jе [39]:

vL =

N
∑

i=1

`
vLi t

t
i

˘

N
∑

j=1

t ti

(6.3)

Софтвер за управљање LDA системом [39] даjе могућност аутоматског израчунавања

осредњене вредности брзине на основу очитаних података.

Након што jе одређена осредњена вредност уздужне компоненте брзине vL може

се дефинисати тренутна вредност флуктуациjе као vL − vL. За рачунање кинетичке

енергиjе турбуленциjе потребно jе одредити осредњену вредност квадрата флуктуациjа

компоненте брзине. Осредњавање се поново врши узимаjући у обзир време проласка

честице кроз мерну запремину:

(vL′)2 =

N
∑

i=1

„
t ti

´
vLi − vL

¯2


N
∑

j=1

t ti

(6.4)

Ова величина се у литератури [39] означава са σ2 и представља осредњену вредност

флуктуациjе, па jе њен корен (енгл. RMS - root mean square) σ =
?
σ2 [m/s]. И величину
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σ може израчунати софтвер коjи се користи за управљање LDA системом [39].

Осредњена вредност квадрата флуктуациjа jе потребна за израчунавање кинетичке

енергиjе турбуленциjе течне фазе:

kL =
1

2

”
(uL′)2 + (vL′)2 + (wL′)2

ı

Интензитет брзине jе доминантан у подужном правцу струjања (правац y осе) у

односу на два попречна правца x и z, тако да ни у овом експерименту, као ни у сличним

Hosokawa and Tomiyama [7] , Liu [8], Shawkat et al. [12] , ниjе вршено мерење све три

компоненте брзине у свакоj мерноj тачки. За сваку мерну тачку извршена су мерења

подужне компоненте брзине vL и jедне од попречних компоненти, и то uL за тачке дуж

осе z и wL за тачке дуж осе x. Користи се претпоставка да jе интензитет флуктуациjа у

попречним правцима x и z приближан. На основу ове претпоставке кинетичка енергиjа

турбуленциjе се за тачке коjе леже на оси x рачуна на следећи начин:

kL =
1

2

”
(vL′)2 + 2 · (wL′)2

ı
(6.5)

Зе мерне тачке коjе су постављене дуж z осе, кинетичка енергиjа турбуленциjе течне

фазе се рачуна коришћењем следећег израза:

kL =
1

2

”
2 · (uL′)2 + (vL′)2

ı
(6.6)

Речено jе да jе извршено укупно 1440 мерења, па ниjе прегледно табеларно приказати

резултате. Они ће бити приказани у виду диjаграма у наредном поглављу 6.4. Овде су

као пример дате израчунате вредности за сигнал коjи jе приказан на слици 6.10:

• режим J05A05

• положаj мерне тачке x = 22mm, z = 0mm

• осредњена вредност уздужне компоненте брзине

vLx7
=

6250
∑

i=1

`
vLi t

t
i

˘

6250
∑

j=1

t ti

= 0.5941804
m

s

• осредњена вредност квадрата флуктуациjа уздужне компоненте брзине

(vLx7

′)2 =

6250
∑

i=1

„
t ti

´
vLi − vL

¯2


6250
∑

j=1

t ti

= 0.00075649
m2

s2

Ако се искористи и мерење хоризонталне компоненте брзине у истоj тачки x7, при

истом режиму струjања, може се израчунати да jе (wL
x7

′)2 = 0.00037671m2/s2. Сада се

применом jедначине (6.5) може израчунати вредност кинетичке енергиjе турбуленциjе

воде у посматраноj тачки kLx7
= 0.00075496m2/s2 .
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Пратећи приказан поступак могу се одредити средње брзине струjања и кинетичка

енергиjа турбуленциjе у свим мерним тачкама са слике 6.7 за све режиме из табеле 6.2.

Ови резултати су приказани у наставку.

6.4 Приказ и анализа експерименталних резултата

Резултати спроведеног експеримента обухватаjу профиле осредњене брзине струjања

воде UL и кинетичке енергиjе турбуленциjе kL дуж полуоса попречног пресека канала.

Попречни пресек jе облика правоугаоника страница a = 70mm и b = 35mm. Профили

су приказани за 24 режима струjања коjи су наведени у табели 6.2. Режими носе ознаке

коjе су већ обjашњене.

Резултати су приказани на укупно 24 диjаграма, коjи су подељени у четири групе.

Прве две слике 6.11 и 6.12 представљаjу профиле дуж осе x, док трећа и четврта слика

6.13 и 6.14 представљаjу профиле дуж осе z.

Свака од ове четири слике садржи по три пара диjаграма. Парови се разликуjу по

томе коjа вредност удела гасовите фазе им одговара. Тако су на слици 6.11 приказана

три пара диjаграма коjима одговараjу следеће вредности удела гасовите фазе αG = 0%,

αG = 0,5% и αG = 1%. За сваку вредност приказан jе пар диjаграма, jедан за брзину

струjања и други за кинетичку енергиjу турбуленциjе течне фазе. На сваком диjаграму

се налазе четири профила коjи одговараjу различитим вредностима привидних брзина

струjања од JL = 0,3m/s до JL = 0,6m/s. На оваj начин на слици 6.11 су приказани

профили за 12 режима струjања.

Слика 6.12 се од претходне разликуjе само у вредностима удела гасовите фазе, коjи

овде износе αG = 2%, αG = 3% и αG = 4%. На овоj слици jе приказано jош 12 режима,

тако да су до сада обухваћена сва 24 режима. Дужина полуосе по коjоj су приказани

профили износи 35mm.

На сликама 6.13 и 6.14 приказано jе исто што и на сликама 6.11 и 6.12, са том

разликом што су овде дати профили по полуоси z, чиjа дужина jе 17,5mm.

Прво што се може приметити на приказаним профилима брзине jесте чињеница

да њихов облик одговара очекиваном облику профила брзине при развиjеном турбу-

лентном режиму струjања. На основу хидрауличког пречника канала DH = 46,67mm,

кинематске вискозности воде, коjа на температури од 20◦ износи ν = 1 · 10−6m2/s, и

вредности привидних брзина струjања воде, може се израчунати Реjнолдсов броj. При

наjмањоj (JL
1 = 0,3m/s) и наjвећоj (JL

4 = 0,6m/s) вредности привидних брзина струjања

Реjнолдсов броj има следеће вредности:

Re1 =
DHJ

L
1

ν
= 14001, Re4 =

DHJ
L
4

ν
= 28002.

Овим се потврђуjе да струjање воде jесте турбулентно. Дакле, као што се очекуjе, вред-

ности брзине су приближно константне у средишњем делу канала, а затим са порастом

координате x (или координате z), тj. са приближавањем зиду канала долази до смањења

брзине. Интензитет градиjента брзине расте са приближавањем зиду. Према услову

лепљења брзина на зиду jе jеднака нули. Наjвеће потешкоће приликом извођења мерења

су везане за мерне тачке коjе се налазе у непосредноj близини зида. Мерна тачка коjа jе

наjближа зиду има вредност координате x = 34,5mm, што значи да jе удаљена од зида

за 0,5mm. Ово jе удаљеност од зида и прве мерне тачке коjа лежи на оси z.

Поредећи профиле брзине за различите вредности удела гасовите фазе αG, уочава се
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Слика 6.11. Расподела брзине течне фазе UL и кинетичке енергиjе турбуленциjе kL дуж x
осе за различите вредности удела гасовите фазе: αG = 0% за (а) и (б), αG ≈ 0,5% за (в) и (г),
αG ≈ 1% за (д) и (ђ). На свим диjаграмима приказани су профили за четири вредности привидне
брзине струjања течне фазе JL = 0,3m/s, JL = 0,4m/s, JL = 0,5m/s и JL = 0,6m/s.

да повећавање запреминског удела ваздуха, тj. повећавање броjа мехурова у струjном

простору, доводи до заравнања профила брзине воде. Обjашњење jе следеће: мехурови

се групишу у периферном делу струjног простора, тj. уз зид канала, а њихова брзина

при вертикалном струjању навише jесте већа од брзине воде, што jе последица дело-

вања силе потиска. Сила отпора коjом вода делуjе на мехур и тежи да га успори, према

закону деjства и противдеjства делуjе на воду истим интензитетом и у истом правцу, а

супротног смера, тако да она тежи да убрза воду. Као последица овог деловања меху-

рова на кретање течне фазе, види се да при повећавању вредности αG, а за непромењену

вредност протока воде (привидне брзине струjања JL), долази до повећања брзине воде

100



Глава 6. Експериментално испитивање двофазног мехурастог струjања

0 5 10 15 20 25 30 35
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

J06A3
J05A3
J04A3
J03A3

0 5 10 15 20 25 30 35
0.000

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

0.008
J06A3
J05A3
J04A3
J03A3

0 5 10 15 20 25 30 35
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

J06A4
J05A4
J04A4
J03A4

0 5 10 15 20 25 30 35
0.000

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

0.008

0.009
J06A4
J05A4
J04A4
J03A4

0 5 10 15 20 25 30 35
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

J06A2
J05A2
J04A2
J03A2

0 5 10 15 20 25 30 35
0.000

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007
J06A2
J05A2
J04A2
J03A2

x [mm]x [mm]

x [mm]x [mm]

x [mm]x [mm]

k
L
[m

2
/
s2
]

k
L
[m

2
/
s2
]

k
L
[m

2
/
s2
]

U
L
[m

/
s]

U
L
[m

/
s]

U
L
[m

/
s]

αG≈ 2%

αG≈ 2%

αG≈ 3%

αG≈ 3%

αG≈ 4%

αG≈ 4%

(а) (б)

(в) (г)

(д)
ђ)

Слика 6.12. Расподела брзине течне фазе UL и кинетичке енергиjе турбуленциjе kL дуж x осе
за различите вредности удела гасовите фазе: αG ≈ 2% за (а) и (б), αG ≈ 3% за (в) и (г), αG ≈ 4%
за (д) и (ђ). На свим диjаграмима приказани су профили за четири вредности привидне брзине
струjања течне фазе JL = 0,3m/s, JL = 0,4m/s, JL = 0,5m/s и JL = 0,6m/s.

у близини зида канала. Као што jе управо речено, проток воде jе непроменљив, што

значи да према jедначини континуитета брзина воде у оси канала опада. И у овоj обла-

сти постоjе мехурови коjи теже да убрзаjу воду али jе ту њихов броj мањи, па jе и њихов

утицаj на воду мањи.

У диjаграмима коjи су смештени у десноj колони приказан су профили кинетичке

енергиjе течне фазе. Она jе наjмања у оси канала (x = 0, z = 0) и има приближно

непроменљиву вредност до x ≈ 20mm, односно z ≈ 10mm. Са даљим приближавањем

зиду канала вредност кинетичке енергиjе турбуленциjе значаjно расте. На скоро свим

диjаграмима се види пад кинетичке енергиjе турбуленциjе kL у последњоj мерноj тачки
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Слика 6.13. Расподела брзине течне фазе UL и кинетичке енергиjе турбуленциjе kL дуж z осе за
различите вредности удела гасовите фазе: αG = 0% за (а) и (б), αG ≈ 0,5% за (в) и (г), αG ≈ 1%
за (д) и (ђ). На свим диjаграмима приказани су профили за четири вредности привидне брзине
струjања течне фазе JL = 0,3m/s, JL = 0,4m/s, JL = 0,5m/s и JL = 0,6m/s.

коjа jе на растоjању од зида цеви 0,5mm.

Очекивано jе да режимима са већом брзином струjања воде одговараjу веће вредно-

сти кинетичке енергиjе турбуленциjе.

Већ jе било говора о утицаjу мехурова на интензитет турбуленциjе течне фазе. У

одељку 3.4 су приказане допунске jедначине за моделирање турбуленциjе. То су модели

коjи су изведени за случаj jеднофазног струjања флуида. Да би они били примењени

за прорачун вишефазног струjања потребно jе било увести допунске чланове, као што

су S int
kk

и S int
εk

коjи су део jедначина (3.35), (3.36), (3.38) и (3.39). Улога ових допунских

чанова jе да опишу утицаj распршене фазе (у овом случаjу мехурова) на континуалну
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Слика 6.14. Расподела брзине течне фазе UL и кинетичке енергиjе турбуленциjе kL дуж z осе
за различите вредности удела гасовите фазе: αG ≈ 2% за (а) и (б), αG ≈ 3% за (в) и (г), αG ≈ 4%
за (д) и (ђ). На свим диjаграмима приказани су профили за четири вредности привидне брзине
струjања течне фазе JL = 0,3m/s, JL = 0,4m/s, JL = 0,5m/s и JL = 0,6m/s.

фазу (у овом случаjу воду). Постоjе математички модели за описивање допунских

чланова. Jедан од тих (BIT) модела jе приказан jедначином (5.4). Он jе коришћен у

нумеричким прорачунима приказаним у поглављу 5.

Присуство мехурова у течноj фази и њихово кретање брзином коjа се разликуjе у

односу на брзину воде, доводи до повећања интензитета кинетичке енергиjе турбулен-

циjе течне фазе kL. Овде приказани експериментални резултати потврђуjу тврдњу да

присуство мехурова повећава кинетичку енергиjу турбуленциjе воде. На свим диjагра-

мима 6.11, 6.12, 6.13 и 6.14 се ово може видети тако што се прате режими коjи имаjу

исту привидну брзину воде JL а различити удео гасовите фазе αG. Наjмање вредности
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кинетичке енергиjе тубуленциjе одговараjу случаjу jеднофазног струjања воде αG = 0%.

Са поjавом мехурова αG = 0,5% кинетичка енергиjа турбуленциjе расте. Даљем пове-

ћавању удела гасовите фазе αG одговара пораст кинетичке енергиjе турбуленциjе воде

kL.

Приказани резултати могу послужити за верификациjу резултата нумеричких про-

рачуна. За све експерименталне резултате, коjи су доступни у литератури, каракте-

ристично jе то да се испитивање врши у цевима кружног попречног пресека. Овде

представљени експериментални резултати, коjи се односе на канал правоугаоног по-

пречног пресека, могу послужити за испитивање универзалности математичких модела

коjи се користе за нумеричке прорачуне двофазног мехурастог струjања.

Профили кинетичке енергиjе турбуленциjе kL, добиjени експерименталним путем,

могу послужити за тестирање великог броjа постоjећих и нових BIT модела. BIT мо-

дели представљаjу jедан од недовољно истражених проблема моделирања двофазног

мехурастог струjања.

6.4.1 Мерење брзине и удела гасовите фазе

За сва 24 режима коjа су поброjана у табели 6.2 вршено jе снимање кретања ме-

хурова кроз мерни пресек. На слици 6.6 jе приказан положаj две брзе камере коjе су

усмерене ка каналу из два међусобно управна правца. Коришћена jе брза камера Photron

FASTCAM SA1 коjа има могућност снимања са 675000 слика у jедноj секунди (675000 fps).

Брзина кретања мехурова диктира потребну учестаност сликања струjног поља, тако

да jе у случаjу овог експеримента било довољно користити брзину снимања од 5000 фо-

тографиjа у секунди (5000 fps). Са оваквом учестаношћу снимања при брзини кретања

мехура од нпр. UG = 0, 7m/s, у времену између две узастопне слике мехур пређе пут

од 0,14mm, што jе значаjно мање од његовог пречника, тако да се на оваj начин може

имати детаљан увид у кретање и расподелу мехурова по попречном пресеку.

Мерни пресек, у коjи су уперене брзе камере са слике 6.6, се налази на растоjању

Lm = 1960mm од излаза из коморе (видети слику 6.1). Ово растоjање износи приближно

42 вредности хидрауличког пречника канала (Lm/DH = 42). Оно jе довољно да се

у мерном пресеку обезбеди развиjени профил брзине обе фазе. И у простору између

коморе и мерног пресека снимано jе кретање мехурова, како би се утврдило да ли комора

уjедначнео ствара мехурове по свом обиму. Закључено jе да комора исправно ради.

На слици 6.15 су приказане четири фотографиjе двофазног мехурастог струjања у

мерном пресеку и његовоj околини. Фотографиjе су снимљене брзом камером чиjа се

оса поклапа са осом z усвоjеног кооринатног система (видети слику 6.6). Фотографиjе

приказуjу четири различита режима струjања коjима jе заjедничка привидна брзина

течне фазе JL = 0,5m/s, а разликуjе се удео гасовите фазе. На првоj слици (а) удео

гасовите фазе jе наjмањи и износи αG = 1%. На другоj слици (б) он износи αG = 2%,

док на преостале две слике (в) и (г) има вредности αG = 3% и αG = 4%. На сликама се

jасно може видети положаj и облик мехурова при сва четири режима струjања.

Снимање са две камере jе вршено синхронизовано. У истом тренутку могуће jе

уочити исти мехур на оба снимка и тиме одредити његове просторне координате.

Потребно jе да се на две узастопне фотографиjе прати исти мехур и да се на таj начин

одреди пут коjи jе он прешао. Познато jе временско растоjање између две узастопне

фотографиjе (1/5000 s), тако да се може израчунати брзина кретања мехура UG.

Удео гасовите фазе у некоj тачки струjног простора се одређуjе тако што се та тачка

посматра у току периода снимања и прати се када се у њоj налази гасовита, а када течна
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фаза. Удео гасовите фазе у посматраноj мерноj тачки се рачуна као количник времена

током коjег jе у тоj тачки била гасовита фаза и укупног времена мерења.

(а) αG= 1% (б) αG= 2%

(в) αG= 3% (г) αG= 4%

Слика 6.15. Фотографиjе струjног простора двофазног мехурастог струjања при привидноj
брзини течне фазе JL = 0,5m/s, за четири вредности удела гасовите фазе: (а) αG = 1%, (б)
αG = 2%, (в) αG = 3% и (г) αG = 4%.

Снимање кретања мехурова за jедан режим jе траjало приближно 10 s. Снимање

jе извршено за сва 24 режима, што даjе велики скуп фотографиjа коjе заузимаjу при-

ближно 350GB мемориjског простора. Поступак обраде овог материjала потребно jе

аутоматизовати. То за сада ниjе извршено, тако да овде неће бити приказани профили

брзине гасовите фазе UG и њеног удела αG. То ће бити предмет будућих истраживања.
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7

Закључак

Приказана докторска дисертациjа се бави изучавањем двофазног мехурастог стру-

jања. То jе посебан режим струjања течности и гасова, при коjем течност има значаjно

већи запремински удео. Течност, што jе у случаjу ове докторске дисертациjе вода,

представља континуалну фазу, а мехурови ваздуха распршену фазу.

У поглављу 1, дефинисани су основни поjмови, потребни за разумевање материjе

изложене у наставку. Ту jе дат преглед поделе вишефазних струjања, са посебним

освртом на струjање течне и гасовите фазе. Приказани су различити режими струjања

коjе могу образовати ове две фазе. Затим jе дат преглед досадашњих истраживања

коjа се односе на експериментално и нумеричко испитивање у овоj области. На краjу

уводног поглавља дефинисани су циљеви рада.

Спровођење прорачуна вишефазног струjања предвиђа решавање основних jедна-

чина нумеричким поступком. У другом поглављу су приказане основне jедначине коjе

представљаjу математички израз општих физичких закона: закона о одржању масе,

закона о помени количине кретања и закона о одржању енергиjе. У jедначинама се

поjављуjу чланови коjи дефинишу размену масе, количине кретања и енергиjе између

фаза.

Приликом решавања система основних jедначина jеднофазног струjања флуида, као

препрека се поjављуjе феномен турбуленциjе. Ова поjава се jавља и при вишефазном

струjању, где jедна или обе фазе могу струjати у турбулентном режиму. Поглавље 3

посвевећено jе описивању турбуленциjе при вишефазном струjању. Ту су приказани по-

ступци осредњавања основних jедначина Реjнолдсовим и Фавреовим приступом. Затим,

изложени су начини моделирања турбулентне вискозности. Представљен jе и турбу-

ленти модел k − ε Launder Sharma, коjи jе коришћен у нумеричким прорачунима. На

краjу поглавља 3 приказан jе општи облик основних jедначина, коjи jе потребан ради

лакшег баратања основним jедначинама при њиховом нумеричком решавању.

Од великог су значаjа они чланови унутар основних jедначина коjи описуjу међу-

собно деловање фаза, тj. описуjу размену масе, количине кретања и енергиjе коjа се

одвиjа кроз разделну површ. Тим члановима jе посвећено поглавље 4. Посебна пажња

усмерена jе на силу отпора коjа делуjе на мехур. Према закону деjства и противдеjства,

силом отпора течна и гасовита фаза делуjу jедна на другу. За њено рачунање кори-

сти се коефициjент отпора. У овоj дисертациjи, основна тема jе испитивање утицаjа

смицања на коефициjент отпора. У раду Legendre and Magnaudet [11] jе показано да

постоjи утицаj смицања и да, под одређеним условима струjања, он може бити веома из-

ражен. Интензитет смицања се мери бездимензиjском величином коjа се назива степен

смицања Sr. У раду Legendre and Magnaudet [11] jе већ предложена корекциjа коефи-
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циjента отпора коjа узима у обзир утицаj смицања (4.10). У нумеричким прорачунима

ова корекциjа се показала као добра, међутим, њен недостатак jе у томе што се може

користити само са турбулентним моделима са зидним функциjама (HRN), а не и са тур-

булентним моделима без зидних функциjа (LRN). Због тога jе, у овом раду, на основу

експерименталних испитивања Hosokawa and Tomiyama [7] предложена нова корекциjа

коефициjента отпора (4.11) са циљем да се надомести недостатак постоjеће корекциjе.

Ради провере нове корекциjе (4.11), она jе имплементирана у софтвер OpenFOAM,

помоћу коjег jе извршен низ нумеричких прорачуна. Поставка прорачуна, њихови ре-

зултати и анализа резултата су приказани у поглављу 5.

Поглавље 6 посвећено jе експерименталном испитивању двофазног мехурастог стру-

jања у вертикалном каналу правоугаоног попречног пресека. Приказано jе построjење за

извођење експеримента, начин извођења мерења и обрада експерименталних резултата

коjи се односе на течну фазу.

7.1 Оцена испуњености задатих циљева и наjважниjи

закључци

У одељку 1.4.1 су дефинисани задаци коjе jе потребно извршити у оквиру ове дисер-

тациjе. Следи одговор на сваки од дефинисаних задатака.

Задатак (1) jе захтевао утврђивање разлога због коjег постоjећа корекциjа коефици-

jента отпора (4.10) не може да се користи заjедно са турбулентним моделима без зидних

функциjа (LRN). Одговор на ово питање jе дат уз образложење слике 4.2. Турбулентни

модели без зидних функциjа (LRN) омогућаваjу прорачун у струjном простору до самог

зида. У овоj области градиjент брзине се значаjно повећава, па тиме и степен смицања

Sr, коjи jе дефинисан jедначином (4.9). Корекциjа (4.10):

CD(ReB, Sr) = CDU

`
1 + 0,55 Sr2

˘

зависи од квадрата степена смицања. У области непосредно уз зид долази до наглог

пораста корекционог члана, па и коефициjента отпора, што се види на слици 4.2 (б).

Ово доводи до нестабилности, затим и прекида нумеричког прорачуна.

У оквиру задатка (2) било jе потребно предложити нову корекциjу коефициjента

отпора коjа ће обухватити утицаj смицања на коефициjент отпора и коjа ће моћи да се

користи заjедно са турбулентним моделима без зидних функциjа. На основу експери-

менталних резултата Hosokawa and Tomiyama [7] дата jе нова корекциjа коефициjента

отпора (4.11):

CD(ReB, Sr) = CDU
p1 + 0,45 Srq .

Корекциjа jе добиjена методом наjмањих квадрата и предвиђа линеарну зависност од

степена смицања. Разлика нове (4.11) и постоjеће корекциjе (4.10) се jасно види на

слици 4.2 (б), коjа одговара вредности степена смицања Sr > 1.

Нова корекциjа (4.11) jе имплементирана у код програмског пакета OpenFOAM, чиме

jе извршен задатак (3).

Задатак (4) захтева проверу утицаjа нове корекциjе коефициjента отпора (4.11) на

резултате нумеричких прорачуна. Да би се то постигло, извршене су две групе нуме-

ричких прорачуна:

• без коришћења корекциjе коефициjента отпора
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• са коришћењем нове корекциjе коефициjента отпора (4.11).

Прорачуни су извршени за случаjеве чиjи су експериментални подаци доступни у лите-

ратури. Изабрано jе укупно 9 режима струjања, коjи се одвиjаjу у три различите цеви

(Hosokawa and Tomiyama [7] , Liu [8] и Shawkat et al. [12] ). Основни подаци о изабраних

9 случаjева су приказани у табели 5.1.

По завршетку прорачуна, како предвиђа задатак (5), извршено jе поређење нуме-

ричких резултата ова два приступа међусобно, и са експерименталим резултатима. Као

наjважниjи закључак треба истаћи да нова корекциjа (4.11) успешно описуjе утицаj сми-

цања на вредност коефициjента отпора и да се, за разлику од постоjеће корекциjе (4.10),

може користити у прорачунима заjедно са турбулентним моделима без зидних функциjа

(LRN). Из осталих закључака, коjи су детаљниjе приказани у одељку 5.3, издваjаjу се

следећи:

• нова корекциjа (4.11) доводи до повећања вредности коефициjента отпора. Исто-

времено, њеном применом, долази до смањења релативне брзине фаза, као што се

види на слици 5.8;

• обе ове величине (коефициjент отпора и релативна брзина фаза) се jављаjу у изразу

за силу отпора. Повећање jедне и смањење друге jе у таквом односу да вредност

силе отпора остаjе непромењена;

• утицаj корекциjе (4.11) ниjе исти по попречном пресеку цеви. У близини осе

цеви, где jе градиjент брзине приближно jеднак нули, нова корекциjа не утиче

на резултате прорачуна. Са приближавањем зиду цеви расте вредност градиjента

брзине, па се повећава и утицаj корекциjе коефициjенте отпора (4.11);

• корекциjа коефициjента отпора не утиче на брзину течне фазе, већ само на брзину

гасовите фазе. Тиме се мења профил релативне брзине фаза;

• корекциjа (4.11) нема значаjан утицаj на профиле кинетичке енергиjе турбуленциjе

течне фазе и на профиле удела гасовите фазе;

• утицаj корекциjе (4.11) зависи од степена смицања. Било jе потребно одредити

граничну вредност степена смицања, коjа раздваjа област у коjоj корекциjа (4.11)

има значаjан утицаj на резултате, од области у коjоj jе оваj утицаj мали. У одељку

5.3.1 jе приказано да та гранична вредност износи Sr = 0,2.

Задатком (6) предвиђено jе проjектовање и изградња построjења за експеримен-

тално испитивање двофазног мехурастог струjања у вертикалним цевима и каналима.

У поглављу 6 jе приказано опитно построjење, коjе jе направљено за потребе оваквог

испитивања. Оно jе смештено у Лабораториjи за уљну хидраулику и пнеуматику Ма-

шинског факултета у Београду.

Jедан од наjважниjих делова построjења jе комора за мешање течне и гасовите фазе,

дефинисана задатком (7). У њоj се ствара двофазни мехурасти ток. Комора jе на-

прављена по угледу на техничко решење Hosokawa and Tomiyama [7]. Приказ модела

коморе и начин стварања двофазног тока су дати у поглављу 6.

У складу са задатком (8), на приказаном построjењу jе извршено експериментално

испитивање коришћењем савремене мерне опреме. Струjни простор у коjем jе извр-

шен експеримент jе унутрашњост вертикалног канала правоугаоног попречног пресека.

Испитивање обухвата 24 режима струjања, коjи су приказани табелом 6.2.
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У поглављу 6 jе дат поступак извођења експеримента и начин обраде резултата коjи

се односе на течну фазу, како jе предвиђено задатком (9). Физичке величине коjе су

разматране су брзина UL и кинетичка енергиjа турбуленциjе kL течне фазе. Профили

ове две величине су приказане за сва 24 режима дуж две међусобно управне полуосе.

Профили брзине и удела гасовите фазе нису приказани.

7.2 План будућих истраживања

План будућих истраживања обухвата више целина:

• даља анализа експерименталних резултата, како би се стекао увид у кретање и

расподелу гасовите фазе. У одељку 6.4.1, где се говори о мерењу брзине и удела

гасовите фазе, напоменуто jе да обрада ових експерименталних резултата jош увек

ниjе извршена. Потребно jе довршити анализу снимака насталих у току експери-

менталних испитивања. Праћењем мехурова на сликама, коjе су настале из два

међусобно управна правца, могу се одредити аксиjалне брзине мехурова UG. Бр-

зина гасовите фазе, уз брзину воде, коjа jе већ одређена, даће профиле релативне

брзине фаза. На основу фотографиjа мехурова могу се jош израчунати: удео гасо-

вите фазе αG, пречник DB, запремина мехурова и степен деформациjе, како jе то

урађено на примеру Hosokawa and Tomiyama [7] у цеви кружног попречног пресека;

• све ове измерене величине омогућиће да се израчунаjу и друге важне величине,

као што су коефициjент отпора CD и степен смицања Sr. При познатоj вредности

запремине мехура и релативне брзине фаза, на основу jедначине кретања мехура

проjектоване на вертикални правац, могуће jе израчунати коефициjент отпора

мехура CD. Када су познате брзина течне фазе, релативна брзина фаза и пречник

мехура, могуће jе, према jедначини 4.9, одредити степен смицања Sr;

• на оваj начин може се одредити расподела степена смицања и коефициjента отпора

мехура по осама симетриjе правоугаоног канала. Када се израчунати коефициjент

отпора CD упореди са коефициjентом отпора у униформноj струjи флуида CDU
,

коjи jе дефинисан jедначином (4.4), моћи ће се направити нови диjаграм, по угледу

на диjаграм 4.2. Овде се поступак за добиjање диjаграма 4.2, коjи jе спроведен у

раду Hosokawa and Tomiyama [7], понавља за нову геометриjу струjног простора и

при другачиjим условима струjања. То ће бити jош jедна провера нове корекциjе

(4.11);

• уколико на новом диjаграму буде уочљиво расипање резултата, као на диjаграму

4.2, треба размотрити да ли на промену вредности коефициjента отпора утичу jош

неке величине поред степена смицања;

• затим jе потребно извршити нумеричке прорачуне двофазног мехурастог струjања

унутар канала правоугаоног попречног пресека. Улазни подаци за нумеричке про-

рачуне одговараjу величинама коjе су остварене у експерименту. Прорачуне и овде

треба извршити у две групе:

(1) са коришћењем нове корекциjе (4.11),

(2) без коришћења корекциjе коефициjента отпора.
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Добиjене резултате из ове две групе нумеричких прорачуна треба упоредити међу-

собно и са експерименталним подацима, слично као што jе урађено у поглављу 5.

Тада ће се видети колики jе утицаj нове корекциjе (4.11) на резултате. Ово ће бити

jош jедна провера закључака коjи су о новоj корекциjи коефициjента отпора изнети

у одељку 5.3. Између осталог, може се проверити да ли jе гранична вредност за

степен смицања Sr = 0,2 добро изабрана. Уколико jесте, њу треба предложити као

критериjум коjи ће истраживачима указати на то да ли jе, у конкретном случаjу,

потребно узети у обзир корекциjу коефициjента отпора услед смицања или не;

• у литератури коjа се бави испитивањем двофазног мехурасог струjања често се

каже да су области у коjима jе неопходан даљи напредак: моделирање чланова

коjи описуjу међусобно деjство фаза и испитивање утицаjа мехурова на интензи-

тет турбуленциjе течне фазе (BIT модели). У оквиру експерименталних резултата,

добиjени су профили кинетичке енергиjе турбуленциjе течне фазе, коjи су прика-

зани у поглављу 6. Они могу послужити за проверу постоjећих и тестирање нових

BIT модела, коjи се користе у нумеричким прорачунима;

• експериментално построjење из поглавља 6 jе направљено тако да канал у коjем

се врши испитивање буде променљив. Поред тога што се може мењати геометриjа

струjног простора, на овом построjењу се може мењати и величина мехурова. То

се постиже захваљуjући томе што део 3 коморе за мешање, приказане на сликама

6.4 и 6.5, има три реда отвора, коjи се међусобно разликуjу по пречнику. До сада

jе коришћен средњи ред отвора пречника 1mm. Ако би се користили први или

трећи ред, величина мехурова би била другачиjа.

Ово омогућава да се спроведу слични експерименти у цевима и каналима разли-

читих димензиjа, при различитим величинама мехурова. Тиме би се испитале и

друге занимљиве поjаве коjима се баве истраживачи у области двофазног мехура-

стог струjања. Jедна од њих jе одређивање параметара коjи утичу на то да ли ће

се мехурови груписати у близини зида или у близини осе цеви. Према Shawkat et

al. [12] ово питање jош увек ниjе потпуно разрешено, а важан параметар jе управо

однос пречника струjног простора и пречника мехура.

Закључуjе се да постоjи више отворених питања из области приказане докторске

дисертациjе, коjи могу бити предмет будућих истраживања.
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[48] Raković M., Radenković D., Ćoćić A., Lecić M., Euler-Euler numerical simulations

of upward turbulent bubbly flows in vertical pipes with low-Reynolds-number model.

Advances in Mechanical Engineering, 2022, 14(4), ISSN: 1687-8140, IF: 1.566 (M23).

https://doi.org/10.1177/16878132221094909

[49] Деjан Илић, Ђорђе Чантрак, Практикум за лабораториjске вежбе из мерења при

струjању флуида, Машински факултет Универзитета у Београду, (2017.)

[50] https://www.foxvalve.com/solids-conveying-eductor-systems/pneumatic-conveying-

solids-venturi-eductors/wood-chips-sawdust

[51] https://www.kirinoikeuchi.co.jp/eng/products/spray/2ryutai/921

[52] Wang Jianhua, Wan De-Cheng. (2020.) Application Progress of Computational Fluid

Dynamic Techniques for Complex Viscous Flows in Ship and Ocean Engineering. Journal

of Marine Science and Application. 19. 10.1007/s11804-020-00124-8.

114



Прилози



Прилог А - Калибрационе криве

коришћених мерила протока

Као протокомер воде коришћена jе нестандардна Вентури цев коjа jе приказана

на слици 7.1. Изглед Вентури цеви у полупресеку са њеним наjважниjим димензиjама,

приказан jе на слици 7.1 (а). На слици 7.1 (б) види се Вентури цев уграђена у построjење.

На слици 7.1 (в) дата jе калибрациона крива Вентури цеви.

(а)

(б)

(в)

803027

2
54
2

Слика 7.1. Вентури цев као мерило протока течне фазе: (а) скица полупресека са важним
димензиjама, (б) Вентури цев израђена од плексигласа и уграђена у мерно построjење, (в) зави-
сност пада притиска од протока, тj. калибрациона крива Вентури цеви.

Плаве тачке приказуjу експериментално добиjене податке. Пад притиска на Вентури

цеви одређен jе помоћу обрнуте „U” цеви са водом. Проток jе мерен запреминском

методом. Црвена линиjа на диjаграму представља калибрациону криву коjа jе добиjена

на основу експерименталних података, тj. применом методе наjмањих квадрата.

Jедначине коjе повезуjу пад притиска на Вентури цеви ∆h [mm] и проток воде 9V [l/s]

су:

∆h = 15,04099− 12,45955 9V + 212,4019 9V 2 и

9V = 15,46752−
15,46752− 0,1028926

1 +
´

∆h
21557,19

¯0,6035514

За мерење протока вездуха коришћене су две бленде и jедна Вентури цев. Сва три

мерила протока су нестандардна. Калибрисани су у Лабораториjи за механику флуида
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Машинског факултета у Београду. За калибрациjу коришћен jе примарни протокомер

гаса са клипом. Пад притиска ваздуха jе у сва три случаjа мерен помоћу „U” цеви са

водом. Три нестандардна мерила протока су проjектована тако да се њихови мерни

опсези надовезуjу jедан на други.

Две бленде, приказане на слици 7.2 (а), имаjу све исте димензиjе осим пречника

светлог отвора бленде. На бленди 1 он износи d = 0,5mm (слика 7.2 (в)), док на бленди

2 износи d = 1,5mm, слика 7.2 (е).

Вентури цев за ваздух jе приказана на слици 7.2 (б), а њен полупресек на слици 7.2

(д). Пречник наjужег дела Вентури цеви jе d = 1mm.

Бленда 1 jе предвиђена за мерења малих запреминских протока до 9V ≈ 0,6 [l/s]. Њена

калибрациона крива jе дата на диjаграму 7.2 (г), а jедначине коjе описуjу зависност пада

притиска и запреминског протока су:

∆h = 2,312758 + 161,8361 9V + 822,1835 9V 2 и

9V = 2,72803 +
−0,01568763− 2,72803

1 +
´

∆h
2351,872

¯0,6961204

Вентури цев за ваздух jе предвиђена за мерења запреминских протока до 9V ≈ 3 [lit/s].

Њена калибрациона крива jе дата на диjаграму 7.2 (ђ), а jедначине коjе описуjу завис-

ност пада притиска и запреминског протока ваздуха су:

∆h = 3,550906 + 7,243828 9V + 73,23008 9V 2 и

9V = 35,98229−
0,04466635 + 35,98229

1 +
´

∆h
56039,47

¯0,5410006

Бленда 2 jе предвиђена за мерења запреминских протока ваздуха до 9V ≈ 6,5 [lit/s].

Њена калибрациона крива jе приказана на диjаграму 7.2 (ж), а jедначине коjе описуjу

зависност пада притиска ваздуха и запреминског протока су:

∆h = 0,9727064 + 2,875174 9V + 9,593502 9V 2 и

9V = 154,9617−
0,1534467 + 154,9617

1 +
´

∆h
171694,1

¯0,5175481
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(а)

(б)

(в)

(г)

(д) (ђ)

(е)
(ж)

Бленда за ваздух 1

Бленда за ваздух 2

Вентури цев за ваздух

пречник цеви D = 15mm

пречник отвора бленде d = 0,5mm

пречник цеви D = 15mm

пречник отвора бленде d = 1,5mm

пречник цеви D = 8,5mm

пречник отвора d = 1mm

Слика 7.2. Протокомери за ваздух: фотографиjе коришћених протокомера (а) и (б), полупресек
мерне бленде 1 (в), калибрациона крива мерне бленде 1 (г), полупресек Вентури цев за ваздух
(д), калибрациона крива Вентури цеви (ђ), полупресек мерне бленде 2 (е), калибрациона крива
мерне бленде (ж).
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Прилог Б - Подаци о мерењу запреминског

протока фаза

Детаљни подаци о мерењу запреминских протока течне и гасовите фазе приликом

извођења експеримента су дати у наредним табелама. Како jе експеримент извршен из

четири дела, то су подаци дати кроз четири табеле:

• Табела 7.1 - мерење уздужне компоненте v брзине дуж x осе,

• Табела 7.2 - мерење попречне компоненте w брзине дуж x осе,

• Табела 7.3 - мерење попречне компоненте u брзине дуж z осе,

• Табела 7.4 - мерење уздужне компоненте v брзине дуж z осе.

На основу мерења пада притиска на протокомерима (∆h), одређуjу се вредности за-

преминског протока воде и ваздуха. Сва мерила протока су претходно калибрисана.

Њихове калибрационе криве су дате у додатку 7.2. Из jедначине (6.1) се одређуjе при-

видна брзина воде JL, а на сличан начин и привидна брзина ваздуха JG. На краjу, према

jедначини (6.2), као однос запреминских протока гасовите и течне фазе израчунава се

запремински удео гасовите фазе и изражава се у процентима.

Приказани су подаци за 24 режима коjи су добиjени комбиновањем 4 вредности

привидне брзине течне фазе (JL = 0,3m/s, JL = 0,4m/s, JL = 0,5m/s, JL = 0,6m/s) и 6

вредности удела гасовите фазе (αG = 0%, αG = 0,5%, αG = 1%, αG = 2%, αG = 3%, и

αG = 4%).
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Табела 7.1. Протоци фаза и остале израчунате величине приликом мрења уздужне компоненте брзине Uy дуж x осе.

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,3m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B03A0-X 122 0.7508 0.3065 0 0 0 0 / / / /

B03A05-X 123 0.7538 0.3077 78 0.2186 0.0015 0.4834 / / / /

B03A1-X 121 0.7477 0.3052 234 0.4428 0.0030 0.9869 / / / /

B03A2-X 122 0.7508 0.3065 / / / / 67 0.8765 0.4558 1.9458

B03A3-X 120 0.7446 0.3039 / / / / 141 1.3158 0.9592 2.9453

B03A4-X 120 0.7446 0.3039 / / / / 244 1.7622 1.6599 3.9443

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,4m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B04A0-X 207 0.9804 0.4002 0 0 0 0 / / / /

B04A05-X 205 0.9756 0.3982 121 0.2930 0.0020 0.5005 / / / /

B04A1-X 206 0.9780 0.3992 382 0.5881 0.0040 1.0023 / / / /

B04A2-X 205 0.9756 0.3982 / / / / 113 1.1674 0.7687 1.9945

B04A3-X 204 0.9731 0.3972 / / / / 244 1.7622 1.6599 3.0181

B04A4-X 204 0.9731 0.3972 / / / / 426 2.3556 2.8980 4.0344

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,5m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B05A0-X 314 1.2132 0.4952 0 0 0 0 / / / /

B05A05-X 319 1.2230 0.4992 173 0.3680 0.0025 0.5015 / / / /

B05A1-X 319 1.2230 0.4992 565 0.7261 0.0049 0.9895 / / / /

B05A2-X 318 1.2211 0.4984 Бленда за ваздух 2 172 1.4638 1.1701 1.9980

B05A3-X 318 1.2211 0.4984 ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] 376 2.2086 2.5578 3.0146

B05A4-X 318 1.2211 0.4984 92 2.9301 0.6259 3.9994 / / / /

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,6m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B06A0-X 461 1.4769 0.6028 0 0 0 0 / / / /

B06A05-X 457 1.4703 0.6001 234 0.4428 0.0030 0.5019 / / / /

B06A1-X 458 1.4719 0.6008 Бленда за ваздух 2 67 0.8765 0.4558 0.9925

B06A2-X 456 1.4686 0.5994 ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] 244 1.7622 1.6599 1.9998

B06A3-X 454 1.4653 0.5981 76 2.6450 0.5170 3.0084 / / / /

B06A4-X 452 1.4620 0.5968 130.5 3.5271 0.8878 4.0208 / / / /

1
2
0
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Табела 7.2. Протоци фаза и остале израчунате величине приликом мрења попречне компоненте брзине Uz дуж x осе.

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,3m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B03A0-XH 123 0.7538 0.3077 0 0 0 0 / / / /

B03A05-XH 122 0.7508 0.3065 78 0.2186 0.0015 0.4853 / / / /

B03A1-XH 122 0.7508 0.3065 234 0.4428 0.0030 0.9829 / / / /

B03A2-XH 121 0.7477 0.3052 / / / / 67 0.8765 0.4558 1.9538

B03A3-XH 121 0.7477 0.3052 / / / / 141 1.3158 0.9592 2.9331

B03A4-XH 121 0.7477 0.3052 / / / / 244 1.7622 1.6599 3.9281

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,4m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B04A0-XH 206 0.9780 0.3992 0 0 0 0 / / / /

B04A05-XH 205 0.9756 0.3982 121 0.2930 0.0020 0.5005 / / / /

B04A1-XH 205 0.9756 0.3982 382 0.5881 0.0040 1.0048 / / / /

B04A2-XH 205 0.9756 0.3982 / / / / 113 1.1674 0.7687 1.9945

B04A3-XH 204 0.9731 0.3972 / / / / 244 1.7622 1.6599 3.0181

B04A4-XH 205 0.9756 0.3982 / / / / 426 2.3556 2.8980 4.0244

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,5m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B05A0-XH 320 1.2250 0.5000 0 0 0 0 / / / /

B05A05-XH 320 1.2250 0.5000 173 0.3680 0.0025 0.5007 / / / /

B05A1-XH 319 1.2230 0.4992 565 0.7261 0.0049 0.9895 / / / /

B05A2-XH 318 1.2211 0.4984 Бленда за ваздух 2 172 1.4638 1.1701 1.9980

B05A3-XH 317 1.2191 0.4976 ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] 376 2.2086 2.5578 3.0195

B05A4-XH 317 1.2191 0.4976 92 2.9301 0.6259 4.0059 / / / /

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,6m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B06A0-XH 457 1.4703 0.6001 0 0 0 0 / / / /

B06A05-XH 457 1.4703 0.6001 234 0.4428 0.0030 0.5019 / / / /

B06A1-XH 457 1.4703 0.6001 Бленда за ваздух 2 67 0.8765 0.4558 0.9936

B06A2-XH 457 1.4703 0.6001 ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] 244 1.7622 1.6599 1.9976

B06A3-XH 453 1.4637 0.5974 76 2.6450 0.5170 3.0118 / / / /

B06A4-XH 452 1.4620 0.5968 130.5 3.5271 0.8878 4.0208 / / / /

1
2
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Табела 7.3. Протоци фаза и остале израчунате величине приликом мрења попречне компоненте брзине Ux дуж z осе.

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,3m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B03A0-ZH 121 0.7477 0.3052 0 0 0 0 / / / /

B03A05-ZH 121 0.7477 0.3052 78 0.2186 0.0015 0.4873 / / / /

B03A1-ZH 121 0.7477 0.3052 234 0.4428 0.0030 0.9869 / / / /

B03A2-ZH 121 0.7477 0.3052 / / / / 67 0.8765 0.4558 1.9538

B03A3-ZH 121 0.7477 0.3052 / / / / 141 1.3158 0.9592 2.9331

B03A4-ZH 120 0.7446 0.3039 / / / / 244 1.7622 1.6599 3.9443

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,4m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B04A0-ZH 205 0.9756 0.3982 0 0 0 0 / / / /

B04A05-ZH 206 0.9780 0.3992 125 0.2992 0.0020 0.5099 / / / /

B04A1-ZH 206 0.9780 0.3992 380 0.5864 0.0040 0.9994 / / / /

B04A2-ZH 208 0.9828 0.4012 / / / / 113 1.1674 0.7687 1.9798

B04A3-ZH 204 0.9731 0.3972 / / / / 244 1.7622 1.6599 3.0181

B04A4-ZH 204 0.9731 0.3972 / / / / 426 2.3556 2.8980 4.0344

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,5m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B05A0-ZH 313 1.2112 0.4944 0 0 0 0 / / / /

B05A05-ZH 315 1.2151 0.4960 173 0.3680 0.0025 0.5047 / / / /

B05A1-ZH 315 1.2151 0.4960 564 0.7255 0.0049 0.9950 / / / /

B05A2-ZH 313 1.2112 0.4944 Бленда за ваздух 2 172 1.4638 1.1701 2.0143

B05A3-ZH 313 1.2112 0.4944 ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] 376 2.2086 2.5578 3.0392

B05A4-ZH 314 1.2132 0.4952 92 2.9301 0.6259 4.0254 / / / /

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,6m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B06A0-ZH 458 1.4719 0.6008 0 0 0 0 / / / /

B06A05-ZH 459 1.4736 0.6015 251 0.4617 0.0031 0.5222 / / / /

B06A1-ZH 458 1.4719 0.6008 Бленда за ваздух 2 67 0.8765 0.4558 0.9925

B06A2-ZH 458 1.4719 0.6008 ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] 244 1.7622 1.6599 1.9953

B06A3-ZH 458 1.4719 0.6008 76 2.6450 0.5170 2.9950 / / / /

B06A4-ZH 458 1.4719 0.6008 130.5 3.5271 0.8878 3.9938 / / / /

1
2
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Табела 7.4. Протоци фаза и остале израчунате величине приликом мрења уздужне компоненте брзине Uy дуж z осе.

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,3m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B03A0-Z 121 0.7477 0.3052 0 0 0 0 / / / /

B03A05-Z 121 0.7477 0.3052 78.5 0.2196 0.0015 0.4895 / / / /

B03A1-Z 120 0.7446 0.3039 234 0.4428 0.0030 0.9910 / / / /

B03A2-Z 120 0.7446 0.3039 / / / / 67 0.8765 0.4558 1.9619

B03A3-Z 120 0.7446 0.3039 / / / / 141 1.3158 0.9592 2.9453

B03A4-Z 120 0.7446 0.3039 / / / / 244 1.7622 1.6599 3.9443

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,4m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B04A0-Z 207 0.9804 0.4002 0 0 0 0 / / / /

B04A05-Z 207 0.9804 0.4002 125 0.2992 0.0020 0.5087 / / / /

B04A1-Z 207 0.9804 0.4002 388 0.5933 0.0040 1.0085 / / / /

B04A2-Z 207 0.9804 0.4002 / / / / 113 1.1674 0.7687 1.9847

B04A3-Z 204 0.9731 0.3972 / / / / 244 1.7622 1.6599 3.0181

B04A4-Z 204 0.9731 0.3972 / / / / 426 2.3556 2.8980 4.0344

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,5m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B04A0-Z 316 1.2171 0.4968 0 0 0 0 / / / /

B04A05-Z 315 1.2151 0.4960 175 0.3706 0.0025 0.5084 / / / /

B04A1-Z 314 1.2132 0.4952 565 0.7261 0.0049 0.9976 / / / /

B04A2-Z 312 1.2092 0.4936 Бленда за ваздух 2 172 1.4638 1.1701 2.0176

B04A3-Z 312 1.2092 0.4936 ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] 376 2.2086 2.5578 3.0442

B04A4-Z 308 1.2012 0.4903 92 2.9301 0.6259 4.0654 / / / /

Вентури цев за воду Бленда за ваздух 1 Вентури цев за ваздух

JL ≈ 0,6m/s

ознака ∆h[mm] 9V L[l/s] JL [m/s] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%]

B03A0-Z 458 1.4719 0.6008 0 0 0 0 / / / /

B03A05-Z 459 1.4736 0.6015 235 0.4439 0.0030 0.5021 / / / /

B03A1-Z 459 1.4736 0.6015 Бленда за ваздух 2 67 0.8765 0.4558 0.9914

B03A2-Z 459 1.4736 0.6015 ∆h[mm] 9V G[l/min] JG [m/s] αG[%] 244 1.7622 1.6599 1.9931

B03A3-Z 460 1.4752 0.6021 76 2.6450 0.5170 2.9883 / / / /

B03A4-Z 454 1.4653 0.5981 130.5 3.5271 0.8878 4.0117 / / / /

1
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Биографски подаци

Милан (Млађен) Раковић рођен jе 08.04.1992. у Београду. Основну школу Растко

Немањић-Свети Сава у Новоj Пазови завршио jе 2007. године као носилац Вукове

дипломе. Средњу школу Земунска гимназиjа похађао jе у периоду од 2007. до 2011.

године и све четири године завршио са одличним успехом.

По завршетку средње школе уписуjе се на Машински факултет Универзитета у Бео-

граду 2011. године. Основне академске студиjе завршава 2014. године са просечном

оценом 9,93 (9 и 93/100) и наградом Студент генерациjе. Завршни (B.Sc.) рад под на-

словом Хидрауличне турбине у малим, мини и микро хидроенергетским построjењима

jе урађен из предмета Основе турбомашина.

Мастер академске студиjе на модулу Хидроенергетика уписуjе 2014. године, а за-

вршава их 2016. године са просечном оценом 9,90 (9 и 90/100) и наградом Студент

генерациjе. Мастер (М.Sc.) рад под насловом Нумерички прорачун турбулентног стру-

jања воде кроз цев са уграђеном мерном блендом jе урађен под менторством проф. др

Александра Ћоћића.

Након дипломирања, 2016. године, уписуjе докторске академске студиjе на Машин-

ском факултету у Београду при Катедри за механику флуида. Као студент докторских

студиjа изводио jе аудиторне и лабораториjске вежбе из предмета Механика флуида Б

на трећоj години основних академских студиjа у току школске 2016/2017 године. Као

добитник стипендиjе Министарства просвете, науке и технолошког развоjа, ангажован

jе на проjекту под називом Примена сaвремених мерних и прорачунских техника за

изучавање струjних параметара вентилационих система на моделу енергетски изузетно

ефикасног (пасивног) обjекта, чиjи jе евиденциони броj ТР35046.

Од 21. децембра 2017. запослен jе на Машинском факултету у звању асистента

при Катедри за механику флуида. У наредном периоду настављено jе ангажовање

у извођењу аудиторних и лабораториjских вежби на предмету Механика флуида Б и

Нумеричка механика флуида. Од 2019. године постаjе члан тима Лабораториjе за

механику флуида Машинског факултета у Београду и почиње активно да учествуjе у

њеном раду. Кандидат jе до сада аутор или коаутор 8 радова.
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