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Апстракт
У докторату су анализирани проблеми стационарног осносиметричног дозвучног струjања

гаса у микроцевима. Струjање гаса jе изазвано разликом притисака на улазу и излазу из

микроцеви, како кружног, тако и прстенастог попречног пресека.

У првоj групи проблема анализирано jе изотермско стишљиво струjање разређеног га-

са кроз микроцеви кружног променљивог попречног пресека (конвергентне, дивергентне)

и цеви кружног константног попречног пресека. Други проблем се односи на неизотерм-

ско струjање гаса у микроцевима константног попречног пресека. Добиjена су решења за

стишљиво струjање гаса, као и решења за случаj када се стишљивост занемаруjе.У трећем

проблему анализира се изотермско стишљиво струjање гаса кроз микроцеви константног

прстенастог попречног пресека.Четврта група проблема односи сена струjања у прстенас-

тоjгеометриjи,алисеразматраjунеизотермска струjања са анализомутицаjа стишљивости.

Како се разматра струjање у микроцевима, дужина слободног пута молекула ниjе

занемарљиво мала у односу на пречник цеви, па се ефекат разређености гаса мора узе-

ти у обзир. Разматрани су случаjеви струjања мање разређеног гаса, тj. са Кнудсеновим

броjем мањим од 0,1. С обзиром на то, за решавање проблема могуће jе применити макро-

скопски приступ. Решења се добиjаjу на основу система jедначина континуума: jедначина

континуитета, Навиjе-Стоксове jедначине, jедначина енергиjе и jедначина стања идеалног

гаса. Разређеност се узима у обзир применом граничних услова клизања и температур-

ског скока, карактеристичним за струjања разређеног гаса. Како се струjање одвиjа при

релативно малим вредностима Кнудсеновог броjа, могуће jе претпоставити решења поља

притиска, брзине и температуре у облику пертурбационих редова по Кнудсеновом броjу.

Прва апроксимациjа представља решење за услове континуума. Остале апроксимациjе

представљаjу утицаj клизања, температурског скока, инерциjе, конвекциjе, дисипациjе и

рада услед ширења.

Добиjена решења су верификована поређењем са резултатима других аутора. Потвр-

да тачности решења добиjених пертурбационом методом омогућава примену методе и до-

биjање аналитичких решења и за многе друге случаjеве струjања у микроцевима, за коjе

на други начин ниjе могуће доћи до аналитичких резултата.

Кључне речи: разређени гас, струjање са клизањем, температурски скок, изотермско

струjање, неизотермско струjање, стишљиво, нестишљиво, микроцев, прстенаста микроцев
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Abstract
The problems of stationary, axisymmetric, subsonic gas flow in microtubes are analysed in the

dissertation. The gas flow is caused by the pressure drop between the inlet and outlet of the

microtube.

The first problem deals with isothermal compressible flow of rarefied gas through micro-

tubes with variable circular cross-section (convergent, divergent and microtubes with constant

cross-section). The second problem is related to non-isothermal gas flow in constant cross-

section microtubes. Solutions are obtained for compressible gas flow, as well as for the case

when compressibility is neglected. Isothermal compressible gas flow through microtubes with

constant annular cross-section is analysed in the third problem. The fourth group of problems

considers the annular geometry, but non-isothermal flows with an analysis of compressibility

effects.

The length of the free path of the molecules is not negligibly small compared to the diameter

of the microtube; therefore, the effect of gas rarefaction must be taken into account. The cases

of less rarefied gas flow were considered, i.e. with the Knudsen number lower than 0.1. Hence,

a macroscopic approach was applied to solve the problems. Solutions were obtained based on

the system of continuum equations: the continuity equation, the Navier-Stokes equation, the

energy equation and the equation of state of ideal gas. The rarefaction is taken into account

by applying the boundary conditions of velocity slip and temperature jump, characteristic for

rarefied gas flow. As the flow takes place at relatively small values of the Knudsen number,

it is possible to assume the solutions of the pressure, velocity and temperature in the form of

perturbation series developed according to the Knudsen number. The first element of such

a series represents the first approximation, which includes the solution for the continuum

conditions. Other approximations represent the effects of slip, temperature jump, inertia, con-

vection, dissipation, and work due to expansion.

The obtained solutions were validated by comparison with the results of other authors.

Confirmation of the accuracy of the solutions obtained by the perturbation method enables the

application of the method for many other cases of gas flow in microtubes, for which it is not

possible to obtain an analytical solution in any other way.

Key words: rarefied gas, slip flow, temperature jump, isothermal flow, non-isothermal flow,

compressible, incompressible, microtube, annular microtube

Scientific field in general: Mechanical engineering

Scientific field in particular: Fluid mechanics

UDK number: 533.6.011.8(043.3)
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1 Увод

Човек одавно тежи осваjању технологиjе потребне за изградњу све већих обjеката, док са

друге стране тежи и осваjању технологиjа потребних за прављење екстремно малих систе-

ма. Настоjање човека ка истраживању и изградњи великих обjеката испољило се хиљадама

година п.н.е. Велика пирамида у Гизи висине 147m изграђена jе око 2600. године п.н.е.,

Емпаjер стеjт билдинг у Њуjорку из 1931. године има висину 443m, док jе наjвиша грађе-

вина коjу jе човек до данас направио Бурџ Калифа у Дубаиjу, висине 828m, завршена

2010. године. Насупрот томе, изградња система и производња уређаjа димензиjа знатно

мањих у односу на величину човека почела jе да се развиjа тек половином 20. века. Прет-

ходио jоj jе проналазак часовника у 13. веку и проналазак микроскопа у 17. веку [1]. Први

транзистор направљен jе 1947. године. Своjу револуционарну визиjу миниjатуризациjе из-

нео jе 1959. године нобеловац Ричард Феjман [2]. Сматрао jе развоj микротехнологиjа и

микропроизводње неопходним за креирање читавог микросвета коjи би допринео развоjу

Слика 1.1: а) МЕМС силиконски мотор са длаком људске косе [3], б) нога биљне ваши на
зупчаницима микромотора [4].

човечанства. У свом визионарском говору сугерисао jе да би се рачунари могли производи-

ти коришћењем хемиjских технологиjа, стварањем малог чврстог „блока” коjи би садржао

све потребне елементе - што jе данас и остварено.

Са напретком у технолошким процесима и производњи постепено су се развили сло-

жениjи системи микродимензиjа. Микросистеми састављени од електро и механичких ком-
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поненти чиjа jе карактеристична димензиjа између 1µm и 1mm названи су микро-електро-

механичким системима, скраћено МЕМС-има (слика 1.1). МЕМС-и налазе широку приме-

ну у разним гранама индустриjе и медицине, а трошкови производње оваквих уређаjа

континуално опадаjу. Паралелно се развиjаjу и алати и начини производње МЕМС-а, а

стално се развиjаjу и нове врсте микроуређаjа, коjи нуде броjне предности у односу на

традиционалне уређаjе.

1.1 Микро-електро-механички системи

Иако су МЕМС-и већином jош увек били део академских истраживања, осамдесетих го-

дина 20. века развиjене су и прве микропумпе и микровентили, коjи су били изграђени

на истим принципима као и пумпе и вентили уобичаjених димензиjа. Цена израде пред-

стављала jе препреку за њихову широку употребу. Са друге стране, развоj индустриjе

у коjоj су овакви системи неопходни, диктирао jе развоj МЕМС-а. Развоj хемиjе и био-

технологиjе допринео jе да се, уместо миниjатуризациjе познатих решења, развиjу нови

принципи на чиjоj бази функционишу ови микроуређаjи. Развоj многих области науке

допринео jе производњи читавог спектра микроуређаjа коjи у себи не садрже само меха-

ничке и електро компоненте, већ и термичке, оптичке, као и компоненте коjе у себи садрже

струjање флуида. Из тог разлога, данас се у МЕМС-е не убраjаjу само уређаjи коjи садрже

искључиво механичке и електро компоненте, oдносно, МЕМС jе постао акроним коjим се

описуjу миниjатуризовани системи.

Материjали за израду миниjатуризованих уређаjа настали су од материjала коjи по-

тичу из електронске индустриjе. Уобичаjено су то полимери, због њихове расположиво-

сти, функционалности и прилагодљивости. Методе производње оваквих компонената свих

врста засниваjу се на литографским принципима или на концептима традиционалне ма-

шинске обраде [5].

МЕМС-и налазе своjу примену како у свакодневном животу, тако и у оквиру меди-

цине, биотехнологиjе и многим другим гранама индустриjе. Данас се у просечном аутомо-

билу налази око 70 МЕМС уређаjа, укључуjући систем против блокирања кочница, уређаjе

и системе за контролу навигациjе, контролу стабилности, праћење вибрациjа, сензоре го-

рива, сензоре за праћење притиска у гумама, сензоре протока, смањење буке, сигурносне

поjасеве, итд. Jедна од првих примена МЕМС уређаjа у аутомобилима jе и примена у

2
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оквиру ваздушних jастука, чиме jе постигнуто смањење трошкова производње и монтаже

система безбедности [6]. Оваj сензор представља акцелерометар (слика 1.2), коjи мери наг-

ло успоравање возила приликом удара у обjекат. Успорење се очитава променом напона.

Када напон достигне критичну вредност управљачка jединица шаље сигнал микроактуа-

Слика 1.2: Приказ величине потпуно спакованог МЕМС акцелерометра [7].

тору коjи активира експлозивно пуњење ваздушног jастука. Насупрот првим ваздушним

jастуцима коjи су представљали сложен, скуп и робустан систем, МЕМС jе омогућио да

се иста функциjа врши интегрисањем акцелерометра и управљачке електронике у jедан

чип, коjи се може сместити у унутрашњост волана и данас jе знатно jефтиниjи него што

jе био на почетку примене у овоj области. Сензори и актуатори коjи се употребљаваjу у

ваздушним jастуцима, чиjа jе поузданост доказана употребом у великом броjу оваквих

система у претходним годинама, су од великог значаjа за данашњу широку распрострање-

ност МЕМС уређаjа и њихову технологиjу израде. На таj начин аутомобилска индустриjа

постаjе jедан од главних покретача развоjа МЕМС-а, а примена МЕМС-а постаjе могућа

и за остала подjеднако захтевна окружења [8].

Медицина и биологиjа су међу наjперспективниjим и у исто време наjизазовниjим об-

ластима примене МЕМС-а. Повећане могућности у областима имплантабилних сензора,

пеjсмеjкера и система за испоруку лекова довеле су до брзог раста интересовања за приме-

ну МЕМС-а у медицинске сврхе, а тежи се томе да системи засновани на МЕМС-у замене

читаве биолошке системе у људском телу. Сходно томе, у зависности од примене, наста-

ло jе и мноштво подврста МЕМС-а, а у литератури се могу наћи различити приступи

давању назива насталим подврстама. У области биомедицине развили су се био-микро-
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електро-механички-системи (биоМЕМС) [9]-[11], системи микро тоталне анализе (µTAS)

[12], лабораториjе на чипу (“lab-on-chip”) [13]-[16], хибридни МЕМС-и (интегрисање неор-

ганских структура у живе организме), а све наведене врсте се и преклапаjу у одређеноj

мери. БиоМЕМС и сродне технологиjе омогућаваjу низ револуционарних доприноса у си-

стемима за испоруку лекова. Развиjени су системи за трансдермалну испоруку лекова,

имплантабилни системи за испоруку лекова засновани на активираном ослобађању и вре-

менском ослобађању лека, као и низ микрофабрикованих носача за испоруку лекова коjи

обезбеђуjу способност циљања лека.

Слика 1.3: Фотографиjа слоjа микроигала [17].

Трансдермална испорука лекова представља одговараjући начин примене фармаце-

утских производа коjи се не могу узимати орално. Хиподермичне ињекциjе са иглом коjа

продире у горњи слоj коже често изазиваjу стрепњу, нелагодност, бол и локализовану тра-

уму код пациjената. Атрактивна алтернатива за заобилажење овог проблема jе употреба

микрофабрикованих микроиглица за трансдермалну испоруку лека (слика 1.3). Дужина

микроигле (100 − 1000µm) довољна jе за стварање рупа у горњем слоjу коже, али ниjе

довољно велика да би изазвала значаjан бол. Смањуjе се и оштећење ткива и ризик од

преношења инфекциjа у поређењу са конвенционалним хиподермичним ињекциjама, а по-

већане су могућности примене. Низ микроиглица може се комбиновати са резервоаром

за лек и са микропумпом у оквиру самосталног спољашњег система за испоруку лека.

На оваj начин обезбеђуjе се контролисана брзина испоруке лека, а систем представља
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миниjатуризовану верзиjу постоjећих инсулинских инфузионих пумпи. Jош неке примене

МЕМС-а у биомедицинске сврхе обухватаjу МЕМС-е као очне имплантате, микрофлуидне

технике за детекциjу, манипулациjу и изолациjу ретких ћелиjа, као и примену МЕМС-а

за минимално инвазивне процедуре.

Као што се види из претходно наведених примера саставни део МЕМС-а jе струjање

флуида у микроканалима различитих геометриjа, па се природно намеће потреба за про-

учавањем струjања флуида у микросистемима. Осим тога, интересантни су феномани

размене топлоте на микронивоу коjи се одвиjаjу у микроизмењивачима топлоте.

Побољшање преноса топлоте, уз минимизирање пада притиска и смањење величине и

обима система за конверзиjу енергиjе, предмет jе интензивних истраживања већ децениjа-

ма. Растуће потребе за енергиjом, потребе за повећањем енергетске ефикасности и уштеде

Слика 1.4: Микроизмењивач топлоте са микроцевима [18].

материjала, ограничења простора за смештање уређаjа и jедноставност руковања уређаjем

створили су револуционарне изазове за развоj измењивача топлоте високих перформанси.

Међу разним техникама чини се да су микроразмењивачи топлоте обећаваjући начин за

суочавање са наведеним изазовима у управљању термичком енергиjом (слика 1.4). Пра-

вилно дизаjнирани и искоришћени микроелементи ових система могу прецизно да врше

дистрибуциjу протока флуида, смање потребну дужину струjања и омогуће успостављање

ламинарног струjања у елементима уз постизање високих коефициjената преноса топло-

те, високог односа површине и запремине, као и смањење пада притиска. Због наведених

предности и због брзог развоjа микроуређаjа, коjи имаjу примену у разним областима

индустриjе, изучавање карактеристика преноса топлоте у микроелементима постаjе све
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важниjе.

Микроизмењивачи топлоте у различитим конфигурациjама употребљаваjу се у мно-

гоброjним индустриjама [19]-[21]. Све већу примену налазе и у медицини, посебно у крио-

хируршким сондама за аблациjу тумора и лечење срчане аритмиjе. Jедан такав микроиз-

мењивач (слика 1.5) налази се у Џул-Томсоновом криогеном хладњаку, коjи jе саставни

део криохируршке сонде. Оваj измењивач топлоте има пречнике микроцеви од десетина

до стотина микрона, у зависности од просторних ограничења, а jедноставна структура и

компактност су његове предности [22]. При аблациjи тумора помоћу овог измењивача вр-

ши се константно хлађење врха сонде. На таj начин обезбеђуjе се формирање ледене кугле

у околном ткиву места примене [23]. Наjчешће jе врх сонде позициониран на месту канце-

рогеног ткива, а охлађени врх сонде формирањем ледене кугле у околном ткиву уништава

канцерогене ћелиjе. Хлађење помоћу микроизмењивача широко jе распрострањено и код

ласерских диода велике снаге и фотонапонских ћелиjа система соларне енергиjе, као и у

Слика 1.5: Џул-Томсонов микроизмењивач [24].

аутомобилскоj, ваздухопловноj, енергетскоj и процесноj индустриjи, затим у термотехници,

микроелектроници и биоинжењерингу.

Микроцеви су често саставни део МЕМС-а. Могу бити провидне, флексибилне, био-

компатибилне, чиме се остваруjе широк спектар њихове примене. У мноштву претходно

наведених уређаjа присутно jе неизотермско струjање гаса у микроцевима под различитим

температурским условима. Због тога jе веома значаjна могућност одређивања свих вели-
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чина у струjном пољу, за различите геометриjе микроцеви и за различите температурске

граничне услове, што jе предмет рада ове докторске дисертациjе.

1.2 Структура рада и проблеми коjи су решени

у докторату

Струjање гаса у микроцевима jе саставни део сложених МЕМС-а, коjи налазе све већу

примену у разним областима индустриjе и медицине. Због тога су истраживања струjања

гаса у микроканалима и микроцевима веома актуелна. У овом раду решаваjу се пробле-

ми струjања разређеног гаса у микроцевима кружног и прстенастог попречног пресека.

Сви случаjеви решени су за режим струjања при малим и умерено великим вредностима

Реjнолдсовог броjа. Разматран jе утицаj стишљивости поређењем резултата добиjених за

стишљиво струjање гаса са одговараjућим резултатима када jе стишљивост занемарена.

Разматрана струjања су стационарна, осносиметрична и дозвучна.

Увод, дат у поглављу 1, обухвата кратку историjу микросистема. Наведени су разни

примери примене микро-електро-механичких система, чиjи саставни део врло често чине

микроцеви. После уводног поглавља представљен jе преглед постоjећих истраживања у

области струjања разређеног гаса у микроцевима - поглавље 2. Приказани су радови коjи

даjу нумеричка, експериментална, као и малоброjна аналитичка решења. Основе струjања

разређеног гаса, заjедно са режимима струjања према вредностима Кнудсеновог броjа,

дати су у поглављу 3. За струjање гаса са клизањем оправдано jе користити jедначине

коjе важе за услове континуума у комбинациjи са граничним условима карактеристичним

за област струjања са клизањем. Наведене jедначине и гранични услови представљени су

у поглављу 3.

Конкретна аналитичка решења, коjа представљаjу срж овог доктората, изложена су

у поглављима 4-7. У поглављу 4 решен jе проблем стишљивог изотермског струjања га-

са у микроцевима кружног попречног пресека променљивог полупречника (конвергентне,

дивергентне и микроцеви константног попречног пресека). Добиjени резултати за поље

притиска, брзине и за масени проток верификовани су упоређивањем са решењима датим

у литератури. Проблем неизотермског струjања гаса кроз микроцеви константног попреч-

ног пресека са константном температуром зида решен jе у поглављу 5. Осим решења за
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стишљиво струjање, код неизотермског струjања гаса кроз микроцеви, дата су и решења за

случаj струjања гаса када се стишљивост занемаруjе и упоређена са резултатима доступ-

ним у литератури. Изотермски случаj стишљивог струjања разређеног гаса кроз микроцев

прстенастог попречног пресека, заjедно са добиjеним решењима за поље притиска и бр-

зине, представљен jе у поглављу 6. Случаj са константном и jеднаком температуром на

оба зида микроцеви константног прстенастог попречног пресека дат jе у поглављу 7. Ре-

зултати су добиjени за случаj стишљивог струjања, као и за случаj када се стишљивост

занемаруjе. Њихова тачност jе потврђена поређењем са одговараjућим резултатима из

литературе.

У поглављу 8 изведени су закључци претходно представљених истраживања. Наве-

ден jе допринос доктората, карактеристике добиjених решења, као и утицаjи поjединих

параметара. Дати су и могући правци даљег рада.
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2 Преглед постоjећих истраживања струjања

разређеног гаса у микроцевима

Преглед аналитичких, нумеричких и експерименталних истраживања унутрашњих стру-

jања разређеног гаса дат jе у овом поглављу.

Струjања разређеног гаса у каналима и цевима у широком опсегу Кнудсенових броjе-

ва разматрали су Бескок и Карниадакис [25]. Развили су обjедињени модел коjи предвиђа

расподелу брзине, притиска, као и масеног и запреминског протока у каналима и цевима,

за различите односе карактеристичних димензиjа ових елемената и за пун опсег Кнуд-

сенових броjева (0 ≤ Kn < ∞). Предложени модел заснован jе на општем граничном

услову клизања за брзину, коjи jе такође представљен у овом раду и коjи се користи за

представљање расподеле брзине у каналима и цевима за цео режим струjања. Агравул

[26] jе разматрао струjања гаса у микроканалима различитих попречних пресека, али и

микроканалима са кривинама или наглим проширењима/сужењима, са различитим моде-

лима клизања. Анализирао jе и утицаj храпавости површине на карактеристике струjања

и на укупан пад притиска. Колин [27] jе дао преглед конвективног преноса топлоте у

различитим микрогеометриjама, са нагласком на ефекте разређености у режиму клиза-

ња. Представљени су различити услови преноса топлоте (константа температура зида,

константан топлотни флукс) и различите микрогеометриjе (кружни, правоугаони, тра-

пезоидни и троугласти попречни пресек, паралелне плоче, прстенасти и полукружни по-

пречни пресек) са специфичним утицаjима (вискозна дисипациjа, аксиjална кондукциjа,

променљива своjства флуида). Шарипов и Силизњов [28] приказуjу анализу одговараjућих

нумеричких података и аналитичких резултата при струjању разређеног гаса, при чему

су обухваћени сви опсези карактеристичних параметара. Разматраjу произвољне падове

притиска и температуре - од малих вредности, када важи линеарна кинетичка теориjа,

до великих, када се примењуjу нелинеарни модели. Покривен jе читав опсег разређености

гаса, као и геометриjе цеви. Преглед дат у [29] резимира броjна истраживања фокусира-

на на проучавање струjања флуида и преноса топлоте код различитих типова микроцеви
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и микроканала, са циљем jасне и детаљне анализе утицаjа геометриjске спецификациjе,

граничних услова и типа флуида. Преглед различитих граничних услова коjи се користе

уз Навиjе-Стоксове jедначине у области струjања гаса са клизањем представљен jе у [30].

Анализиран jе и утицаj дужине слободног пута молекула, храпавости, вискозности, врсте

гаса и коефициjената акомодациjе на хибридне моделе клизања за микроструjања гаса.

Надаље су разматрана разнолика струjања разређеног гаса кроз микроцеви кружног

и елиптичног попречног пресека, као и кроз микроцеви прстенастог попречног пресека.

2.1 Струjања разређеног гаса у микроцевима кружног

и елиптичног попречног пресека

2.1.1 Изотермска струjања

Изотермско струjање разређеног гаса у микроцеви кружног попречног пресека разматра-

ли су Шарипов и Силизњов [31]. Струjање jе изазвано разликом притисака у резервоарима

повезаним за краjеве микроцеви, а за добиjање масеног протока примењен jе БГК модел

Болцманове jедначине. Граур и Шарипов [32] истраживали су зависност масеног протока

од разлике притисака на краjевима микроцеви помоћу БГК кинетичког модела. За разлику

од истраживања [31], у раду [32] jе осим микроцеви кружног попречног пресека размат-

рана и микроцев елиптичног попречног пресека, са различитим односима полупречника

елипсе, за цео опсег Кнудсенових броjева. Титарев [33] се такође бавио струjањем разређе-

ног гаса услед разлике притисака за широк опсег Кнудсенових броjева и за широк распон

односа дужине и полупречника микроцеви кружног попречног пресека. Применио jе нуме-

ричко решавање Болцманове кинетичке jедначине са линеаризованим моделом колизионог

интеграла Шакова. Изотермско струjање разређеног гаса, коjе се одвиjа услед осцилуjућег

градиjента притиска у подужном правцу, истраживао jе Цимпукис [34]. Примењен jе ну-

мерички приступ заснован на решавању временски зависне линеаризоване БГК кинетичке

jедначине.

Изотермско струjање у микроцеви наизменично конвергентно-дивергентног попреч-

ног пресека, коjе настаjе због разлике притисака, разматрао jе Акбери са групом аутора

[35]. Примењен jе нумерички и аналитички приступ. Нумеричко решење базирано jе на
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методи коначних елемената, а добиjено аналитичко решење засновано jе на претпоставци

да jе профил подужне брзине параболичан у свим попречним пресецима цеви. У раду

Раденковића и др. [36] дато jе решење за стишљиво изотермско струjање разређеног га-

са у микроцеви добиjено макроскопским приступом уз примену Максвеловог граничног

услова. За аналитичко решавање проблема примењен jе пертурбациони приступ, где су

све величине претпостављене у облику пертурбационих редова. Аналитички приступ при

решавању изотермског струjања кроз микроцев елиптичног попречног пресека применили

су и Дуан и Музичка [37]. Методом раздваjања променљивих развили су jедноставан модел

за одређивање Пуазеjевог броjа, а модел се може користити и за израчунавање масеног

протока и расподеле притиска при струjању са клизањем у елиптичним микроцевима.

Експеримeнтално мерење масеног протока у микроцеви кроз коjу се одвиjа изотермско

струjање разређеног гаса извршио jе Jуарт са групом аутора [38]. Резултате добиjене двема

експерименталним процедурама упоредили су са своjим аналитичким решењима, при чему

jе постигнуто добро слагање. Карактеристике струjања гаса у микроцевима различитих

пречника под условима високог притиска експериментално jе испитивао Ђао са групом

аутора [39]. Експеримент jе показао да се под условима високог притиска jављаjу утицаjи

подразумевани за струjања на микроскали, иако вредност Кнудсеновог броjа не указуjе

на то.

2.1.2 Неизотермска струjања

Униформни топлотни флукс на зиду, униформна температура зида

Сан [40] jе анализирао конвективни пренос топлоте при нестишљивом струjању разређе-

ног гаса у цеви константне температуре зида, константног топлотног флукса и са лине-

арном расподелом температуре дуж зида у правцу струjања. Решења jе добио применом

хибридне методе коначних разлика - коначних запремина за услове струjања са клизањем

и температурским скоком. Анализиран jе и утицаj вискозности. Ким и Парк [41] су раз-

матрали стишљиво струjање разређеног вискозног гаса за различите пречнике микроцеви.

Користили су нумеричку полу-имплицитну методу за спрегу притиска и брзине. Квадрат-

на интерполациjа jе коришћена за конвективне чланове. Хонг и др. [42] су разматрали

вредност Пуазеjевог броjа (fRe) за развиjено микроструjање у режиму струjања са кли-

зањем. Моментна и jедначина енергиjе за стишљиво струjање решене су за широк опсег
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Реjнолдсових и Махових броjева са два термичка гранична услова: константном темпера-

туром зида и константним топлотним флуксом. Нумерички модел jе потврђен поређењем

са постоjећим експерименталним и нумеричким резултатима. Ђао [43] jе методом конач-

них разлика разматрао струjање разређеног гаса у микроцеви. У оквиру режима клизања

и раног прелазног режима анализиран jе утицаj стишљивости, разређености и темпера-

турске разлике између улаза и зида цеви на масени проток. Анализирана су три модела:

када jе температура зида jеднака, мања или већа од температуре гаса на улазу у цев.

Азиз и Нидбалски [44] су направили упоредну студиjу модела са клизањем првог и

другог реда реда укључуjући аксиjалну кондукциjу и вискозну дисипациjу. Сматраjући

да jе струjање хидродинамички потпуно развиjено, профили брзине добиjени су анали-

тичким путем. Нумеричко решење за температуру добиjено jе помоћу вишедимензиjске

Њутнове методе, уз услов константне температуре на зиду цеви. Шjао [45] jе аналитичким

путем коришћењем сопствених вредности разматрао хидродинамички потпуно развиjено

струjање разређеног гаса, где jе поље температуре потпуно развиjено или се развиjа од

самог улаза у микроцев кружног попречног пресека. Микроцев jе изложена константном

топлотном флуксу, а струjање jе стационарно, осносиметрично, нестишљиво са занема-

реним утицаjем вискозне дисипациjе и аксиjалне кондукциjе. Кушваха [46] аналитички

решава исти проблем укључуjући вискозну дисипациjу. Тунч и Баjазитоглу [47] су при-

ступили решавању jедначине енергиjе, коjа такође укључуjе вискозну дисипациjу, помоћу

технике интегралне трансформациjе. Разматрана су два случаjа: униформна температура

и униформни топлотни флукс.

Хонг и др. [48] су радили експерименте при ламинарном преносу топлоте у микроце-

вима константне температуре зида ниже од улазне (хлађено кућиште). Одређена jе пре-

несена количина топлоте као и локалне вредности температуре. Резултати су потврђени

поређењем са резултатима из литературе. Хемадри jе са групом аутора [49] презентовао

експериментално истраживање струjања разређеног гаса, где се услед струjања топле воде

кроз омотач цеви температура зида цеви кружног попречног пресека одржава констант-

ном. Овде су, по први пут, изведена локална мерења температуре у разређеном гасу да би

се анализирале вредности Нуселтовог броjа.
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Градиjент температуре на зиду у правцу струjања гаса

Струjање гаса кроз микроцев, коjа повезуjе два резервоара испуњена гасом, може бити

остварено услед разлике притисака у резервоарима или услед разлике температуре гаса

у њима. Феномен струjања гаса, коjи настаjе као последица различите температуре из-

међу резервоара, назива се термичким пузањем. У том случаjу гас почиње да струjи од

хладниjег ка топлиjем резервоару, чак и када не постоjи разлика притисака. У затвореном

систему струjање гаса од хладниjег ка топлиjем резервоару доводи до разлике притиса-

ка, коjа изазива струjање гаса у супротном смеру у односу на термичко пузање. Након

извесног времена струjање услед разлике притисака потпуно поништава струjање услед

разлике температуре. Оваj ефекат настаjе као последица термомолекуларног притиска.

На ове феномене указао jе Реjнолдс [50] и назвао их термичком транспирациjом [51].

Струjање разређеног гаса кроз микроцев кружног попречног пресека, узроковано гра-

диjентом температуре и притиска у подужном правцу, изучавао jе Шарипов [51]. Израчу-

нао jе масени проток помоћу С кинетичког модела, а разређен jе и метод за израчунавање

ефеката термомолекуларног притиска и термичког пузања изазваних великом разликом

температуре. Граур и Шарипов [52] истраживали су стационарно струjање разређеног га-

са кроз микроцев елиптичног попречног пресека, узроковано градиjентом притиска и гра-

диjентом температуре. Масени протоци израчунати су помоћу С кинетичког модела, за цео

опсег Кнудсенових броjева и за широк опсег односа полуосе елипсе. Метод за израчуна-

вање масеног протока при струjању разређеног гаса кроз кружну микроцев променљивог

пречника, коjа jе изложена произвољном паду притиска и температуре, дали су Шари-

пов и Бертолдо [53]. Метод jе заснован на резултатима добиjеним на основу кинетичке

jедначине, а разматран jе и термомолекуларни притисак.

Термичку транспирациjу у микроцеви кружног попречног пресека истраживао jе Кар-

денас са групом аутора [54]. Истраживање jе било експериментално, са предлогом ориги-

налне методе за мерење масеног протока при термичкоj транспирациjи. Модификовањем

већ познатих екперименталних метода, Породонов jе са групом аутора jош 1978. дао карак-

теристике разлика притисака коjе се jављаjу при термичкоj транспирациjи и микроцеви

кружног попречног пресека за различите гасове, различите разређености, под утицаjем

различитих температурских градиjената [55].
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Проширени Грецов проблем

Ламинарно нестишљиво струjање флуида кроз кружну цев, са потпуно равиjеним профи-

лом брзине и развиjаjућим профилом температуре, наjпре су независно разматрали Грец

[56], [57] и Нуселт [58]. Цев jе одржавана на константноj температури, коjа се разликуjе

од температуре флуида на улазу у цев. Аксиjална кондукциjа, вискозна дисипациjа, и

извори термичке енергиjе унутар флуида су занемарени [59]. Касниjе су настала многа

истраживања коjа прошируjу Грецов проблем, односно укључуjу додатне ефекте.

Грецов проблем проширио jе Барон са групом аутора укључивањем ефеката раз-

ређености 1997. године [60]. Проблем jе решен аналитичким путем, посебном техником

заснованом на процени сопствених вредности [61]. Међутим, иако су аутори експлицитно

споменули гранични услов температурског скока у спецификациjи граничних услова, за-

немарили су га у прорачуну сопствених вредности. Лародеj jе са групом аутора [62] узео у

обзир гранични услов клизања за брзину и температурског скока за температуру. Даљим

проширивањем Грецовог проблема, укључуjући топлотни флукс на зиду, уместо досада-

шње константне температуре зида, бавио се Емил са групом аутора [63]. Осим специjалне

технике засноване на процени сопствених вредности, за решавање инверзног проблема коjи

се односи на одређивање темпаратуре при задатом топлотном флуксу на зиду, коришћена

jе Лапласова трансформациjа.

Аjдин и Авџи разматрали су Грецов проблем проширен ефектима разређености и

вискозне дисипациjе [64], као и аксиjалне кондукциjе [65]. При укљученом утицаjу вис-

козне дисипациjе разматрали су два температурска гранична услова: константни топлот-

ни флукс и константну температуру зида, а разматрани су случаjеви хлађења и загревања

зида микроцеви. Jедначина енергиjе решена jе нумерички, методом коначних разлика, а

детаљно jе разматран утицаj промене Кнудсеновог и Брикмановог броjа на промене Ну-

селтовог броjа [64]. Аjдин и Авџи такође анализираjу Грецов проблем проширен утицаjем

разређености и аксиjалне кондукциjе, где jе микроцев изложена разлици топлотног флукса

између зида цеви и улаза у цев. Студиjа jе решена нумерички, методом коначних разлика,

а детаљно се разматра утицаj Кнудсеновог и Пеклеовог броjа на Нуселтов броj [65].

Три Грецова проблема, проширена утицаjем разређености, вискозне дисипациjе и ак-

сиjалне кондукциjе, разматрао jе Четин са групом аутора [66], [67], [68]. Наjпре су размат-

рали случаj са униформном температуром зида, где jе брзина добиjена аналитичким пу-
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тем, а температура нумерички - методом коначних разлика [66]. Код истог случаjа, али са

константном температуром зида, jедначина енергиjе решена jе аналитички, коришћењем

проширења сопствених функциjа [67]. Затим jе разматран услов константног топлотног

флукса на зиду цеви [68]. Дистрибуциjа температуре, такође, jе добиjена аналитичким

путем - коришћењем проширења сопствених функциjа. Чланови решења добиjени су као

конфлуентне хипергеометриjске функциjе. Исти проблем, Грецов случаj проширен утица-

jем разређености, вискозне дисипациjе и аксиjалне кондукциjе разматрао jе и Баришик

са групом аутора [69]. Температура зида jе константна. Баришиков приступ потпуно jе

аналитички. Математички изазови превазиђени су коришћењем Грам-Шмитове ортогона-

лизационе технике заjедно са Гаусовом квадратуром. Грецов проблем проширен утицаjем

разређености, вискозне дисипациjе и аксиjалне кондукциjе, за два температурска гранична

услова, униформну температура зида и униформни температурски флукс, изучавали су

Ђон и Ђон [70]. Нуселтов броj и расподела температуре добиjени су развоjем сопствених

функциjа.

2.2 Струjања разређеног гаса у прстенастим

микроцевима

Пренос топлоте при аксиjалном струjању разређеног гаса између два саосна цилиндра на

различитим температурама разматран jе у радовима [71] и [72]. Махарџан jе са групом

аутора [71] решење добио С-моделом и директном симулациjом Монте Карло, са примење-

ним Лин и Вилис граничним условом температурског скока. Решење Пантасиса и Валу-

георгиса [72] засновано jе на нелинеарном С кинетичком моделу са Серчигнани-Лампис

граничним условима. Струjање разређеног гаса између два коаксиjална елиптична цилин-

дра са различитим униформним температурама разматрано jе у раду Аjокиjа и др. [73].

Истраживање стационарног струjања гаса индукованог између ова два цилиндра бази-

раjу на кинетичкоj теориjи гасова, а анализа jе извршена нумерички, помоћу директне

симулациjе Монте-Карло, за широк опсег Кнудсенових броjева.

Венг и Чен [74] анализираjу утицаj закривљености површине зида на микроструjање

гаса, ради проучавања природне конвекциjе у вертикалноj прстенастоj микроцеви отво-

реног краjа са изотермски загреjаним унутрашњим зидом. Потпуно развиjена решења за

брзину, температуру, проток, смичући напон и топлотни флукс изведена су аналитички,
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а резултати показуjу да закривљеност површине зида има значаjан утицаj. Оваj утицаj

резултира нелинеарним понашањем температуре, што ниjе случаj код микроканала са

паралелним зидовима. Истраживање механизама транспортних феномена аналитичким

путем, при протоку разређеног гаса малих брзина у режиму струjања са клизањем коjе

се одвиjа између осовине и њеног цилиндричног кућишта (цилиндрични Куетов проблем),

извршено jе у раду Шамшириjа и др. [75]. Узимаjући у обзир ефекте разређености и

вискозне дисипациjе проблем jе моделован нестишљивим Навиjе-Стокс-Фуриjеовим jед-

начинама у поларно-цилиндричном координатном систему. Разматрана су два различита

термичка гранична услова: униформни топлотни флукс и константна температура зида.

Струjање разређеног гаса са преносом топлоте у микроцеви прстенастог попречног пресе-

ка аналитички разматраjу Дуан и Музичка [76]. Анализа резултата дата jе за услов када

постоjи пренос топлоте на оба зида цеви, као и за случаj када jе jедан зид адиjабатски

изолован, а преко другог се врши пренос топлоте. Стационарни проблем преноса топлоте

у разређеном гасу коjи се налази између два коаксиjална цилиндра, коjа се одржаваjу на

две различите константне температуре, разматрали су и Барбера и Брини [77]. У овом

случаjу спољашњи цилиндар мируjе, док се унутрашњи креће у аксиjалном правцу кон-

стантном брзином. Аналитичком решавању проблема приступљено jе помоћу Градових

jедначина проширене термодинамике.

16



3 Основне jедначине и гранични услови

3.1 Струjање разређеног гаса

При струjању гаса кроз микроцеви дужина слободног пута молекула λ̃ ниjе занемарљи-

во мала у односу на пречник цеви D̃, па разређеност гаса чак и на уобичаjеним околним

условима долази до изражаjа. Процена степена разређености одређена jе вредношћу Кнуд-

сеновог броjа:

Kn =
λ̃

D̃
. (3.1)

Дужина слободног пута молекула λ̃ представља средње растоjање коjе молекули пређу

између два судара. Ако се разматра идеалан jедноатомски гас, са моделима молекула у

облику чврстих сфера, дужина слободног пута молекула дефинише се као:

λ̃ =
k̃BT̃

p̃d̃2π
√
2
, (3.2)

где jе T̃ температура гаса, k̃B = 1,38 · 10−38 J/K Болцманова константа, d̃ пречник моле-

кула, а p̃ jе притисак.

На основу jедначина (3.1) и (3.2) следи тачна веза између Кнудсеновог, Реjнолдсовог

и Маховог броjа:

Kn =

√
πκ

2

Ma

Re
. (3.3)

Реjнолдсов броj приказуjе однос инерциjалних и вискозних сила:

Re =
ũD̃

ν̃
, (3.4)

где jе ũ карактеристична брзина струjања, а ν̃ кинематска вискозност гаса. Махов броj jе

мера стишљивости флуида и може се посматрати као однос инерциjалних и еластичних

сила, тj. као однос брзине флуида ũ према брзини звука:

Ma =
ũ

c̃
. (3.5)
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Брзина звука c̃ се на температури T̃ дефинише као:

c̃ =

√
κR̃gT̃ ,

где jе κ однос специфичних топлотних капацитета при константном притиску и констант-

ноj запремини (κ = c̃p/c̃v), a R̃g гасна константа. За неизотермске проблеме дефинише се

Прантлов броj:

Pr =
c̃pµ̃

k̃
, (3.6)

где jе µ̃ динамичка вискозност гаса, а k̃ jе његова топлотна проводљивост.

Из кинетичке теориjе гасова следи веза између вискозности и дужине слободног пута

молекула:

ν̃ =
µ̃

ρ̃
=

λ̃˜̄cm
2

, (3.7)

где ˜̄cm означава средњу брзину молекула, коjа jе нешто већа од брзине звука c̃:

˜̄cm =

√
8

πκ
c̃. (3.8)

Тачна веза између Кнудсеновог, Реjнолдсовог и Маховог броjа (3.3) омогућава процену

реда величине чланова у систему основних jедначина и граничних услова помоћу коjих ће

бити решавани проблеми у овоj тези.

3.2 Режими струjања према вредностима

Кнудсеновог броjа

Према вредностима Кнудсеновог броjа разликуjу се следећи режими струjања [1]:

- континуум (Kn < 0,001),

- струjање гаса са клизањем (0,001 ⩽ Kn < 0,1),

- прелазни режим (0,1 ⩽ Kn < 10),

- слободно молекуларно струjање (Kn ⩾ 10).

Наведене границе режима су оквирне. Различити режими струjања захтеваjу различит
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приступ решавању проблема у наведеним областима. Сликовит приказ различитих режи-

ма струjања у зависности од Кнудсеновог броjа, где црне тачке представљаjу молекуле

гаса у микроканалу, приказан jе на слици 3.1.

Слика 3.1: Различити режими струjања, коjе настаjе услед разлике притисака, у дугом микро-
каналу [78].

Струjање у области континуума се описуjе jедначином континуитета, Навиjе-Сток-

совим jедначинама, jедначином енергиjе, jедначином стања идеалног гаса и класичним

граничним условима континуума према коjима су брзина и температура гаса на зиду

jеднаке брзини и температури зида (гас jе у термодинамичкоj равнотежи).

У области струjања са клизањем, чак и за веома мале вредности Кнудсеновог броjа

постоjи слоj у близини зида, у коме гас ниjе у стању термодинамичке равнотеже, и на-

зива се Кнудсенов слоj (слика 3.1). Кнудсенов слоj има дебљину реда величине дужине

слободног пута молекула. У области струjања гаса са клизањем разређеност гаса мора се

узети у обзир. То се остваруjе применом граничних услова клизања гаса на зиду за поље

брзине и температурског скока за температуру, коjи су тачности реда Кнудсеновог броjа,

O (Kn). При извођењу Навиjе-Стоксових jедначина из кинетичке теориjе показуjе се да су

оне такође тачности реда O (Kn), па jе оправдано користити их у комбинациjи са овим

граничним условима.

У прелазном режиму и режиму слободног молекуларног струjања више се не могу

применити Навиjе-Стоксове jедначине. У раном прелазном режиму jош се може користи-

ти модел континуума са клизањем, али користећи Барнетове jедначине уместо Навиjе-

Стоксовог модела у комбинациjи са граничним условима тачности O
(
Kn2

)
. За веће вред-

ности Кнудсеновог броjа, у потпуно прелазном и режиму слободног струjања, проблем се
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решава применом кинетичке теориjе гасова.

3.3 Основне jедначине

Како се у тези разматра струjање разређеног гаса, оваj режим моделоваће се jедначинама

коjе важе за област континуума, заjедно са граничним условом клизања за брзину и гра-

ничним условом температурског скока. У општем облику систем jедначина за стационарно

струjање чине, jедначина континуитета, Навиjе-Стоксове jедначине и jедначина енергиjе,

коjи записан у индексноj нотациjи у диференциjалном облику гласи:

∂ (ρ̃ũj)

∂x̃j

= 0, (3.9)

∂

∂x̃j

(ρ̃ũjũk − σ̃jk) = 0, (3.10)

∂

∂x̃j

(
ρ̃Ẽũj − σ̃jkũk + q̃j

)
= 0. (3.11)

Проблеми разматрани у овом раду су струjање гаса кроз микроцеви кружног попречног

пресека и микроцеви прстенастог попречног пресека, тако да jе погодно користити цилин-

дрични координатни систем. У цилиндричном координатном систему положаj сваке тачке

одређен jе помоћу три координате (r, θ, z), а за осносиметрични случаj координатама (r, z).

Кронекеров симбол означен jе са δjk, а са σ̃jk компоненте тензора напона:

σ̃jk = −p̃δjk + τ̃jk, (3.12)

где jе веза између компоненте тензора брзине деформисања ˜̇Sjk и компоненте тензора

напона услед вискозности τ̃jk према Стоксовоj хипотези о напонима:

τ̃jk = 2µ̃ ˜̇Sjk −
2

3
µ̃δjkdivũ. (3.13)

Збир унутрашње енергиjе ẽ и кинетичке енергиjе, сведене на jединицу масе гаса, даjе

укупну енергиjу сведену на jединицу масе гаса:

Ẽ = ẽ+
ũkũk

2
. (3.14)
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Уз претпоставку да се размена топлоте са околином врши провођењем, компоненте век-

тора топлотног флукса су:

q̃j = −k̃
∂T̃

∂x̃j

. (3.15)

Коначно, за стационарно осносиметрично стишљиво низотермско струjање, коjе ће би-

ти разматрано у овоj тези, систем jедначина коjи чине jедначина континуитета, jедначине

количине кретања за подужни и попречни правац и jедначина енергиjе у диференциjалном

облику jе:
1

r̃

∂ (r̃ρ̃ṽ)

∂r̃
+

∂ (ρ̃ũ)

∂z̃
= 0, (3.16)

z̃ : ρ̃

(
ṽ
∂ũ

∂r̃
+ ũ

∂ũ

∂z̃

)
= −∂p̃

∂ ˜̃z
+

∂

∂z

(
2

3
µ̃

(
−1

r̃

∂

∂r̃
(r̃ṽ) + 2

∂ũ

∂z̃

))
+

∂

∂r̃

(
µ̃

(
∂ũ

∂r̃
+

∂ṽ

∂z̃

))
+

+
µ̃

r̃

(
∂ũ

∂r̃
+

∂ṽ

∂z̃

)
, (3.17)

r̃ : ρ̃

(
ṽ
∂ṽ

∂r̃
+ ũ

∂ṽ

∂z̃

)
= −∂p̃

∂r̃
+

∂

∂r̃

(
µ̃

(
−2

3

(
1

r̃

∂

∂r̃
(r̃ṽ) +

∂ũ

∂z̃

)
+ 2

∂ṽ

∂r̃

))
+

∂

∂z̃

(
µ̃

(
∂ṽ

∂z̃
+

∂ũ

∂r̃

))
+

2µ̃

r̃

(
∂ṽ

∂r̃
− ṽ

r̃

)
, (3.18)

ρ̃c̃p

(
ṽ
∂T̃

∂r̃
+ ũ

∂T̃

∂z̃

)
=

1

r̃

∂

∂r̃

(
k̃r̃

∂T̃

∂r̃

)
+

∂

∂z̃

(
k̃
∂T̃

∂z̃

)
+ ṽ

∂p̃

∂r̃
+ ũ

∂p̃

∂z̃
+

+ 2µ̃

((
∂ṽ

∂r̃

)2

+

(
∂ũ

∂z̃

)2

+

(
ṽ

r̃

)2
)

+ µ̃

(
∂ũ

∂r̃
+

∂ṽ

∂z̃

)2

− 2

3
µ̃

(
1

r̃

∂ (r̃ṽ)

∂r̃
+

∂ũ

∂z̃

)2

. (3.19)

Овде jе ũ проjекциjа брзине на подужни правац z̃, а ṽ проjекциjа брзине на попречни пра-

вац r̃, коjи се мери од осе цеви. Приметимо да у овим jедначинама динамичка вискозност

и топлотна проводљивост нису константни у струjном пољу.

С обзиром на то да се разматра стишљиво струjање гаса, овом систему jедначина

потребно jе додати и jедначину стања идеалног гаса:

p̃ = ρ̃R̃gT̃ . (3.20)
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3.4 Гранични услови

У класичноj механици флуида, коjа се заснива на условима континуума, гранични услов за

брзину одређен jе брзином зида, а гранични услов за температуру одређен jе температуром

зида. Тако jе релативна брзина флуида у односу на површину са коjом jе у додиру нула, а

температура флуида jеднака jе температури површи коjу додируjе. Да би ова два гранична

услова могла да се примене, неопходно jе да су струjни ток флуида и чврста површ,

коjу флуид додируjе, у термодинамичкоj равнотежи, тj. потребна jе бесконачно висока

учесталост судара између флуида и чврсте површи. Показало се да услови без клизања

и без температурског скока даjу тачна решења све до вредности Кнудсеновог броjа Kn =

0,001. За веће вредности Кнудсеновог броjа учесталост судара ниjе довољно висока да би

био испуњен услов термодинамичке равнотеже, стога долази до клизања гаса у односу на

површ са коjом jе у контакту, као и до температурског скока гаса у односу на температуру

зида.

За тачно дефинисање граничних услова клизања и температурског скока неопходно jе

знати како се молекули после судара са чврстом површи рефлектуjу. Модел интеракциjе

између гаса и чврсте површи основа jе за исправно решавање проблема при струjањима

разређеног гаса. Због физичке сложености овог питања експериментална и теориjска ис-

траживања далеко су од савршенства. Опсег у коме се дефинише интеракциjа молекула

гаса и чврсте површи креће се у границама од спекуларне до дифузне рефлексиjе.

а) б)

Слика 3.2: Рефлексиjа молекула гаса са чврстом површи: а) спекуларна рефлексиjа, б) дифузна
рефлексиjа.

При спекуларноj рефлексиjи молекули се одбиjаjу од идеално глатке површи, под

углом коjи jе jеднак углу под коjим молекули удараjу у површ (слика 3.2 а)). Дифуз-

на рефлексиjа представља интеракциjу молекула гаса и храпаве површи, где jе вероват-
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ноћа одбиjања молекула у свим правцима jеднака (слика 3.2 б)). Макроскопски гледано,

интеракциjу између гаса и зида дефинишу коефициjент акомодациjе вектора количине

кретања и термички коефициjент акомодациjе.

Коефициjент акомодациjе вектора количине кретања дефинисан jе разменом коли-

чине кретања молекула гаса са зидом:

σv =
K̃i − K̃r

K̃i − K̃w

, (3.21)

где су K̃i и K̃r проjекциjе вектора количине кретања молекула на правац струjања флуида

пре и после судара са зидом. K̃w jе количина кретања молекула у правцу струjања флуида

коjу су молекули преузели од зида. У случаjу спекуларне рефлексиjе количина кретања

молекула K̃i пре судара са зидом jеднака jе количини кретања молекула K̃r после судара

са зидом, па jе σv = 0. У случаjу дифузне рефлексиjе K̃r = K̃w, па jе σv = 1. Ако jе зид

непокретан (K̃w = 0) средња брзина рефлектованих молекула у правцу струjања флуида

тада jе jеднака нули, тj. K̃r = 0.

Термички коефициjент акомодациjе jе:

σT =
ẽi − ẽr
ẽi − ẽw

, (3.22)

где ẽi и ẽr респективно означаваjу унутрашњу енергиjу молекула пре и после судара са

зидом, док се са ẽw означева унутрашња енергиjа молекула гаса на температури зида. При

идеалноj размени енергиjе, када jе ẽr = ẽw, следи да jе σT = 1.

Коефициjент акомодациjе вектора количине кретања и термички коефициjент ако-

модациjе зависе од врсте гаса, квалитета и врсте површи и услова струjања. За поjедине

гасове и материjале зида коефициjенти акомодациjе дати су у табели 3.1.

Врста гаса Материjал зида σv σT

Ваздух Алуминиjум 0,87 - 0,97 0,87 - 0,97
Хелиjум Алуминиjум 0,073
Ваздух Гвожђе 0,87 - 0,93 0,87 - 0,96
Водоник Гвожђе 0,31 - 0,55
Ваздух Бронза 0,88 - 0,95

Таблица 3.1: Коефициjент акомодациjе вектора количине кретања и термички коефициjент
акомодациjе за типичне гасове и материjале зида [79].
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3.4.1 Гранични услови за брзину

Гранични услов клизања гаса на зиду, тачности реда Кнудсеновог броjа, развио jе Максвел

користећи кинетичку теориjу jедноатомских гасова [80]. У изворном облику Максвеловог

граничног услова чланови, у коjима се jављаjу изводи брзине, дати су као изводи у правцу

нормале на зид, за коjи се оваj гранични услов користи. У раду Стеванановић [81] показано

jе да jе изводе у правцу нормале на зид при малим угловима нагиба зида цеви α могуће

заменити изводима у правцу попречне координате r̃. При томе долази до грешке реда

O(ε2), где jе ε параметар мале вредности (поглавље 4.2.1). На основу тога, Максвелов

гранични услов за струjање у цевима гласи:

ũ− ũw = −2− σv

σv

λ̃
∂ũ

∂r̃

∣∣∣∣
w

+
3

4

µ̃

ρ̃ T̃

∂T̃

∂z̃

∣∣∣∣
w

, ṽ = ṽw, (3.23)

где индекс w означава зид, ũw и ṽw су проjекциjе брзине зида на z̃ и r̃ правце, а λ̃ jе

дато jедначином (3.2). Први члан овако дефинисаног граничног услова (3.23) показуjе

да негативан градиjент брзине у правцу координате r̃ доводи до повећања брзине гаса

у односу на брзину зида. Други члан jе термичко пузање, коjе се jавља као последица

утицаjа промене температуре гаса на зиду у правцу струjања. Овде се неће разматрати

струjања гаса са подужном променом температуре гаса, па ће се Максвелов гранични

услов свести на први члан са десне стране израза (3.23).

У литератури се срећу различити гранични услови другог реда [79]. Овде ће бити

коришћен гранични услов Хсиа-Домота, коjи jе дефинисан у раду [82]. За случаj струjања

у кружноj цеви он гласи:

ũ− ũw =
2− σv

σv

(
−λ̃

∂ũ

∂r̃

∣∣∣∣
w

− λ̃2

2

∂2ũ

∂r̃2

∣∣∣∣
w

)
. (3.24)

У изворном облику, у граничном услову клизања Хсиа - Домота [82], чланови у коjима се

jављаjу изводи брзине дати су као изводи у правцу нормале на зид. Као и код Максвеловог

граничног услова, изводи у правцу нормале на зид при малим угловима нагиба зида цеви

α замењени су изводима у правцу попречне координате r̃, а на основу [81].
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3.4.2 Гранични услов за температуру

Гранични услов за поље температуре тачности реда O (Kn), коjи се користи у овом раду,

извео jе Смолуховски [83] применом кинетичке теориjе гасова. За струjања у цевима може

се написати као:

T̃ − T̃w = −2− σT

σT

2κ

κ+ 1

λ̃

Pr

∂T̃

∂r̃

∣∣∣∣
w

. (3.25)

Оваj услов зове се jош условом температурског скока. Температура зида jе T̃w, а све остале

величине представљаjу стање гаса на зиду. Гранични услов Смолуховског (3.25) показуjе

да негативан градиjент температуре у радиjалном правцу r̃ доприноси повећању темпера-

туре гаса у односу на температуру зида.
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4 Изотермско струjање гаса у микроцевима

променљивог попречног пресека

4.1 Опис проблема и модел струjања

У овом поглављу разматра се осносиметрично стационарно изотермско струjање разређе-

ног гаса у кружноj микроцеви променљивог попречног пресека. Струjање гаса у микро-

цеви jе стишљиво и дозвучно, а настаjе услед разлике притисaка на улазу и излазу из

микроцеви.

Полупречник осносиметричне кружне цеви мења се у функциjи подужне координате

z̃. Смер координате z̃ (смер струjања гаса), попречне координате r̃, полупречник улазног

попречног пресека R̃i, полупречник излазног попречног пресека R̃e, полупречник цеви за

било коjу вредност координате z̃ између улаза и излаза R̃(z̃), дужина цеви L̃, као и угао

нагиба α, приказани су на слици 4.1. Величине у улазном пресеку носе индекс „i ”, док

су величине на излазу из цеви означене индексом „e”. Димензиjске величине носе ознаку

˜ , док ће бездимензиjске величине бити без такве ознаке. Проjекциjе вектора брзине на

подужни правац z̃ и на попречни правац r̃ су редом ũ и ṽ.

Слика 4.1: Геометриja микроцеви променљивог попречног пресека.
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4.2 Систем jедначина у бездимензиjском облику

Систем jедначина у димензиjском облику коjи описуjе стационарно изотермско осноси-

метрично стишљиво струjање разређеног гаса у микроцеви чине jедначина континуитета

(3.16), jедначине количине кретања за z̃ (3.17) и r̃ правац (3.18), jедначина стања идеалног

гаса (3.20), као и гранични услов клизања другог реда Хсиа-Домото (3.24).

Да би се димензиjски систем jедначина за струjање гаса кроз микроцев свео на облик

погодан за решавање потребно jе увести одговараjуће референтне величине, референтне

бездимензиjске броjеве и претпоставке на коjима се заснива модел.

4.2.1 Дефинисање референтних величина и референтних

бездимензиjских броjева

Како би услови дозвучног струjања са клизањем били задовољени неопходно jе да вредно-

сти бездимензиjских броjева, коjи карактеришу струjање, буду у одређеном опсегу. При-

тисак у микроцеви мења се од улаза ка излазу, па се и Кнудсенов и Махов броj мењаjу.

Због пада притиска дуж цеви, максимална вредност Маховог и Кнудсеновог броjа jавља

се у излазном попречном пресеку. Да би Махов и Кнудсенов броj били унутар дозвољеног

опсега, коjи се разматра у овом раду, излазни пресек jе изабран за референтни попречни

пресек. На таj тачин jе обезбеђено да, у свим осталим попречним пресецима, вредност

Маховог и Кнудсеновог броjа буде мања од те вредности. Референтне величине: брзина,

притисак, густина и динамичка вискозност, означене су индексом „r ” и дефинисане у из-

лазном попречном пресеку. За подужну координату z̃ референтна величина jе дужина

цеви L̃. Бездимензиjске величине, коjе су реда O(1), су тада одређене са:

u =
ũ

ũr

, v =
ṽ

ũr

, p =
p̃

p̃r
, ρ =

ρ̃

ρ̃r
, µ =

µ̃

µ̃r

, r =
r̃

R̃r

, z =
z̃

L̃
. (4.1)

Размера за брзину jе средња подужна брзина у излазном попречном пресеку ũr:

ũr =
2

R̃2
e

R̃e∫
0

ũer̃ dr̃. (4.2)
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Референтна густина ρ̃r jе добиjена из jедначине стања идеалног гаса (3.20), у коjоj фигу-

рише референтна вредност притиска p̃r. Референтна динамичка вискозност означена jе са

µ̃r, а како се ради о изотермском случаjу вредност бездимензиjске вискозности jе констант-

на µ = µ̃/µ̃r = 1. Референтни полупречник цеви jе полупречник у излазном попречном

пресеку R̃r = R̃e.

У складу са изабраним референтним полупречником све геометриjске величине у

правцу попречне координате r̃ (полупречници) своде се на бездимензиjски облик помоћу

R̃e. Зависно од бездимензиjског улазног полупречника микроцеви Ri, могуће jе уочити три

карактеристична случаjа:

- дивергентна микроцев (Ri < 1),

- микроцев константног попречног пресека (Ri = 1),

- конвергентна микроцев (Ri > 1).

На слици 4.2 су приказане три цеви: конвергентна, дивергентна и константног попречног

пресека, исте дужине и истог излазног попречног пресека.

Слика 4.2: Упоредни приказ геометриjа конвергентне, дивергентне и цеви константног попреч-
ног пресека.

Израз коjи дефинише промену полупречника цеви R од подужне координате, за сва три

случаjа, у бездимензиjском облику jе:

R(z) = Ri − z(Ri − 1). (4.3)

Према дефинисаним референтним величинама добиjаjу се и референтни бездимен-
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зиjски броjеви. Референтни Махов, Кнудсенов и Реjнолдсов броj су:

Mar =
ũr√
κp̃r/ρ̃r

, (4.4)

Knr =
λ̃r

2R̃e

, (4.5)

Rer =
2ρ̃rũrR̃e

µ̃r

. (4.6)

Из дефинициjе референтног Маховог (4.4), Реjнолдсовог (4.6) и Кнудсеновог броjа (4.5),

следи релациjа између њих:

Knr =

√
πκ

2

Mar
Rer

. (4.7)

4.2.2 Претпоставке на коjима се заснива модел

Након примене референтних величина и референтних бездимензиjских броjева, са циљем

преуређивања добиjених бездимензиjских jедначина у погодниjи облик, уводе се претпо-

ставке засноване на карактеристикама струjања.

Уводи се мали параметар ε (ε ≪ 1), коjи се дефинише се као однос пречника цеви у

излазном попречном пресеку и дужине цеви:

ε =
2R̃e

L̃
. (4.8)

Сматра се да се полупречник цеви R(z) мења споро са променом подужне координате

z. Због тога jе угао нагиба зида цеви према оси цеви мали, односно реда величине малог

параметра α = O (ε). То доводи до закључка да jе попречна компонента брзине много

мања од подужне компоненте, па jе могуће претпоставити:

ṽ = εṼ , Ṽ = O (1) . (4.9)

Како се ради о дозвучном струjању са клизањем вредности Маховог и Кнудсеновог

броjа су мале. Може се претпоставити да jе:

κMar
2 = γεm, γ = O (1) , (4.10)
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Knr = ηεn, η = O (1) . (4.11)

Да би остао задовољен услов, да Махов и Кнудсенов броj имаjу мале вредности, степени

малог параметра ε у (4.10) и (4.11) треба да буду позитивни, тj. m > 0, n > 0.

Осим мале вредности Маховог броjа, претпоставља се и да jе однос квадрата Маховог

броjа и Реjнолдсовог броjа реда величине малог параметра ε:

κMar
2

Rer
= βε, β = O (1) . (4.12)

Из (4.10) и (4.12) следи веза између Реjнолдсовог броjа и малог параметра ε:

Rer = γεm−1/β, (4.13)

где позитивна вредност експонента малог параметра ε (m > 1) одговара струjању при

малим Реjнолдсовим броjевима, а негативне вредности експонента (m ⩽ 1) одговараjу

великим Реjнолдсовим броjевима.

Узимаjући у обзир претпоставке о Маховом (4.10), Кнудсеновом (4.11) и Реjнолдсовом

броjу (4.13) и њихову међусобну релациjу (4.7) следи веза између параметара γ, η и β:

γ =
β2π

2η2
. (4.14)

Параметри γ, η, β, m и n су уведени да би се повећала флексибилност модела, што омо-

гућуjе његову ширу примену. Без ових параметара, за одређену вредност малог параметра

ε, постоjала би само jедна вредност Маховог, Кнудсеновог и Реjнолдсовог броjа. Увођењем

параметара γ, η, β, m и n, за одређену вредност малог параметра ε могу се добити резулта-

ти за широк опсег Махових и Кнудсенових броjева у оквиру режима дозвучног струjања и

струjања са клизањем, што даље одговара широком опсегу вредности Реjнолдсовог броjа.

Вредности параметара m и n нису независне. Њихова релациjа следи из везе из-

међу референтног Маховог, Реjнолдсовог и Кнудсеновог броjа (4.7) и претпоставки о реду

величине референтног Маховог (4.10), Кнудсеновог (4.11) и односа квадрата Маховог и

Реjнолдсовог броjа (4.12):

2n+m = 2. (4.15)

30



Ива Гуранов Докторска дисертациjа

С обзиром на то да мора бити задовољен услов да су параметри m и n позитивни, на

основу jедначине (4.15) следе њихови домени: n ∈ (0,1) и m ∈ (0,2). Узимаjући у обзир

израз за Реjнолдсов броj (4.13), може се закључити да су вредности параметара m и n [84]

за област малих Реjнолдсових броjева (Rer < 1):

1 < m < 2, 0 < n < 1/2, (4.16)

а за област умерено великих Реjнолдсових броjева (Rer ⩾ 1):

0 < m ⩽ 1, 1/2 ⩽ n < 1. (4.17)

4.2.3 Основне jедначине и гранични услов у

бездимензиjском облику

Коришћењем уведених референтних величина и референтних бездимензиjских броjева ди-

мензиjске jедначине (3.16)-(3.18) своде се на бездимензиjски облик:

1

rR̃e

∂ (rρv)

∂r
+

1

L̃

∂ (ρu)

∂z
= 0, (4.18)

κMa2rρ

(
L̃

R̃e

v
∂u

∂r
+ u

∂u

∂z

)
= −∂p

∂z
+

2κMa2r
Rer

L̃

R̃e

(
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

))
+

+
2κMa2r
Rer

(
∂2v

∂r∂z
− 2

3

∂

∂z

(
1

r

∂ (rv)

∂r

)
+

1

r

∂v

∂z
+

4

3

R̃e

L̃

∂2u

∂z2

)
, (4.19)

κMa2rρ

(
v
∂v

∂r
+

R̃e

L̃
u
∂v

∂z

)
=− ∂p

∂r
+

4κMa2r
Rer

(
1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
− 1

3

∂

∂r

(
1

r

∂ (rv)

∂r

)

−1

2

v

r2
+

R̃e

6L̃

∂2u

∂r∂z
+

R̃2
e

2L̃2

∂2v

∂z2

)
. (4.20)

Увођењем претпоставки да се струjање одвиjа у микроцеви где jе пречник цеви много мањи

од дужине (4.8), да jе радиjална компонента брзине много мања од подужне компоненте

(4.9) и да гас струjи дозвучно са клизањем (4.10)-(4.12), из (4.18)-(4.20) добиjа се следећи

облик бездимензиjског система jедначина:

ε

rR̃e

∂ (rρV )

∂r
+

1

L̃

∂ (ρu)

∂z
= 0, (4.21)
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γεmρ

(
2V

∂u

∂r
+ u

∂u

∂z

)
=− ∂p

∂z
+

4β

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

+ 2βε2
(

∂2V

∂r∂z
− 2

3

∂

∂z

(
1

r

∂ (rV )

∂r

)
+

1

r

∂V

∂z
+

2

3

∂2u

∂z2

)
, (4.22)

γεm+2ρ

(
V
∂V

∂r
+

1

2
u
∂V

∂z

)
=− ∂p

∂r
+ 4βε2

(
1

r

∂

∂r

(
r
∂V

∂r

)
− 1

3

∂

∂r

(
1

r

∂ (rV )

∂r

)
−1

2

V

r2
+

1

12

∂2u

∂r∂z
+

ε2

8

∂2V

∂z2

)
. (4.23)

Одбацивањем малих величина реда O (ε2) и мањих, jедначине (4.21)-(4.23) своде се на:

2

r

∂ (rρV )

∂r
+

∂ (ρu)

∂z
= 0, (4.24)

γεmρ

(
2V

∂u

∂r
+ u

∂u

∂z

)
= −∂p

∂z
+

4β

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
, (4.25)

∂p

∂r
= 0. (4.26)

Из проjекциjе jедначине количине кретања на попречни правац (4.26) види се да притисак

не зависи од попречне координате r. Како jе струjање осносиметрично притисак не зависи

ни од координате θ, тако да се може закључити да притисак зависи само од z (∂p/∂z =

dp/dz).

Наведеном систему (4.24)-(4.26) придружуjе се jедначина стања идеалног гаса у без-

димензиjском облику:

p = ρ. (4.27)

Гранични услов за брзину на зиду цеви Хсиа-Домота (3.24) такође се своди на безди-

мензиjски облик употребом референтних величина и референтних бездимензиjских броjе-

ва:

u =
2− σv

σv

(
−2Knr

1

p

∂u

∂r
− 2Kn2

r

1

p2
∂2u

∂r2

) ∣∣∣∣
r=1

. (4.28)

Користећи претпоставку о малом Кнудсеновом броjу (4.11) добиjа се гранични услов Хсиа-

Домота облика:

u =
2− σv

σv

(
−2ηεn

1

p

∂u

∂r
− 2η2ε2n

1

p2
∂2u

∂r2

) ∣∣∣∣
r=1

. (4.29)

Услови струjања су такви да постоjи симетриjа у односу на z осу, тако да ће се осим

граничног услова на зиду цеви (4.29) користити и услов симетриjе, како за подужну тако
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и за попречну компоненту брзине:

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, V
∣∣
r=0

= 0. (4.30)

4.3 Решавање изотермског проблема струjања

кроз микроцеви

Да би се дошло до решења система jедначина (4.24)-(4.27), (4.29), (4.30) примењуjе се пер-

турбациони приступ. У оваквом приступу све карактеристичне бездимензиjске величине

изражене су у форми пертурбационог реда. Како се ради о струjању гаса са клизањем,

одабран jе развоj по референтном Кнудсеновом броjу. Сваки члан у пертурбационом реду

представља по jедну апроксимациjу. Заменом бездимензиjских величина до чиjег решења

jе потребно доћи, у облику пертурбационих редова, у бездимензиjски систем jедначина

добиjа се броj система jедначина коjи jе jеднак броjу апроксимациjа развиjеног реда. Ре-

шења у сваком систему jедначина представљаjу решења одговараjућих величина за ту

апроксимациjу. Облик развоjа величине f у пертурбациони ред са четири апроксимациjе

jе:

f = f0 +Knrf1 +Kn2
rf2 +Kn3

rf3 +O
(
Kn4

r

)
. (4.31)

Прву апроксимациjу, односно решење за случаj континуума, представља члан f0. Овакво

решење узима у обзир све карактеристике струjања (осносиметричност, дозвучност, сти-

шљивост, стационарност) осим разређености. Остале апроксимациjе, у овом случаjу (4.31)

друга f1, трећа f2 и четврта f3, даjу корекциjе због клизања на зиду, као и услед утицаjа

коjи даjу чланови реда величине O (εm) .

Разматраjући ред чланова у систему бездимензиjских jедначина и граничних услова

(4.24)-(4.27), (4.29), (4.30), види се да jе систем састављен од чланова коjи су реда величине

O (1), O (εm) и реда величине степена референтног Кнудсеновог броjа и квадрата рефе-

рентног Кнудсеновог броjа, односно O (εn) и O (ε2n). Оба члана jедначине континуитета

(4.24), jедначина количине кретања за r правац (4.26), услов симетриjе (4.30), као и члано-

ви са десне стране jедначине количине кретања за z правац (4.25), коjи представљаjу силу

притиска и вискозну силу, реда су O (1). Чланови са леве стране jедначине количине кре-

тања за z правац (4.25) приказуjу инерциjалну силу и реда су O (εm), док гранични услов
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за брзину (4.29) садржи чланове реда O (εn) и реда O (ε2n). Приказ наведених чланова, у

систему jедначина за сваку апроксимациjу, условљен jе односом вредности параметара m

и n, коjи треба да задовоље услове за одговараjућу област вредности Реjнолдсових броjе-

ва, (4.16) и (4.17). Када jе испуњен услов m = n, већ у другоj апроксимациjи jавиће се

сви чланови система jедначина, односно и чланови реда Кнудсеновог броjа и чланови реда

квадрата Маховог броjа. То значи да ће тада у другоj апроксимациjи бити узет у обзир и

ефекат клизања на зиду и ефекат инерциjе. Међутим, у случаjу када jе n < m, у другоj

апроксимациjи долази до изражаjа само ефекат разређености гаса. Од односа вредности

параметара у оквиру n < m, зависи у коjоj апроксимациjи ће се jавити и чланови реда

квадрата Маховог броjа, тj. ефекат инерциjе.

Решавање jедначина из добиjених система одвиjа се истим током за сваку апрокси-

мациjу. Наjпре се приступа решавању jедначине количине кретања за z осу (4.25). Уз

одговараjући услов симетриjе (4.30) и гранични услов (4.29) добиjа се аналитичко решење

за одговараjућу апроксимациjу брзине u.

Добиjање диференциjалних jедначина за апроксимациjе притиска могуће jе на два

начина. Диференциjалне jедначине притиска добиjаjу се из интегралног облика jедначине

континуитета, коjа у општем бездимензиjском облику гласи:

ṁ =

r=R(z)∫
r=0

2ρurdr. (4.32)

Користи се пертурбациони приступ, где су карактеристичне величине претпостављене у

облику пертурбационих редова. Интеграљење добиjених jедначина континуитета у грани-

цама од осе цеви r = 0 до зида r = R(z) може се извести на два начина.

Први приступ се односи на случаj када jе познат масени проток, а потребно jе од-

редити поље притиска. Тада jе целокупан масени проток садржан у првоj апроксимаци-

jи ṁ = ṁ0 = const., док су масени протоци у осталим апроксимациjама jеднаки нули

ṁ1 = ṁ2 = ... = 0. На оваj начин добиjа се решење за расподелу притиска дуж цеви при

чему прва апроксимациjа одговара условима континуума. Укупно решење коjе узима у

обзир и више апроксимациjе jе решење за струjање са клизањем.

Другим приступом се сматра случаj када jе познат однос улазног и излазног притиска
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на улазу у цев, тj. вредност бездимензиjског притиска на улазу у цев, а тражи се масени

проток. Како jе однос притисака на улазу и излазу познат, он jе у потпуности садржан у

првоj апроксимациjи p0|z=0 = p0i = pi, док jе бездимензиjски притисак у улазном пресеку

у осталим апроксимациjама jеднак нули p1|z=0 = p2|z=0 = ... = 0.

У зависности од сложености добиjених диференциjалних jедначина, коначно решење

за апроксимациjе притиска може се добити аналитичким или нумеричким путем.

4.3.1 Струjање гаса при малим Реjнолдсовим броjевима

За случаj изотермског струjања у микроцеви, при малим Реjнолдсовим броjевима, брзина

и притисак претпостављени су у облику пертурбационих редова, са по четири апроксима-

циjе. На таj начин добиjаjу се четири система jедначина и одговараjућих граничних услова,

чиjим се поступним решавањем добиjаjу решења за сваку апроксимациjу. Испуњаваjући

услов међусобног односа m и n (4.15) и услов о опсегу вредности m и n при малим Реj-

нолдсовим броjевима (4.16), изабране су вредности m = 3/2 и n = 1/4. На таj начин,

утицаj инерциjе, представљен члановима реда O (εm), неће се jавити у прве четири апрок-

симациjе коjе су овде добиjене. Утицаj инерциjе у овом случаjу jавио би се тек у седмоj

апроксимациjи.

Проjекциjе брзине и притисак, у облику пертурбационих редова, представљени су

изразима:

u = u0 +Knru1 +Kn2
ru2 +Kn3

ru3 +O
(
Kn4

r

)
, (4.33)

V = V0 +KnrV1 +Kn2
rV2 +Kn3

rV3 +O
(
Kn4

r

)
, (4.34)

p = p0 +Knrp1 +Kn2
rp2 +Kn3

rp3 +O
(
Kn4

r

)
. (4.35)

Према jеднакости (4.27), коjа jе добиjена из jедначине стања идеалног гаса, изразом (4.35)

представљена jе и густина у облику пертурбационог реда.

Уврштаваjући развоj карактеристичних величина (4.33)-(4.35) у бездимензиjски си-

стем jедначина (4.24)-(4.27), (4.29), (4.30) добиjа се систем бездимензиjских jедначина за

сваку апроксимациjу:

ε0 :
dp0
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r
∂u0

∂r

)
, (4.36)
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R(z)∫
0

2p0u0rdr = ṁ0, (4.37)

u0|r=R(z) = 0, (4.38)

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (4.39)

p0|z=1 = 1, (4.40)

εn :
dp1
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r
∂u1

∂r

)
, (4.41)

R(z)∫
0

2 (p0u1 + p1u0) rdr = ṁ1, (4.42)

u1|r=R(z) = −2− σv

σv

2

p0

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=R(z)

, (4.43)

∂u1

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (4.44)

p1|z=1 = 0, (4.45)

ε2n :
dp2
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r
∂u2

∂r

)
, (4.46)

R(z)∫
0

2 (p0u2 + p1u1 + p2u0) rdr = ṁ2, (4.47)

u2|r=R(z) = −2− σv

σv

2

p0

(
∂u1

∂r
− p1

p0

∂u0

∂r
+

1

p0

∂2u0

∂r2

)∣∣∣∣
r=R(z)

, (4.48)

∂u2

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (4.49)

p2|z=1 = 0, (4.50)

ε3n :
dp3
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r
∂u3

∂r

)
, (4.51)

R(z)∫
0

2 (p0u3 + p1u2 + p2u1 + p3u0) rdr = ṁ3, (4.52)

u3|r=R(z) = −2− σv

σv

(
2

p0

(
∂u2

∂r
− p1

p0

∂u1

∂r
+

(
p21
p20

− p2
p0

)
∂u0

∂r

)
+
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+
2

p20

(
∂2u1

∂r2
− 2

p1
p0

∂2u0

∂r2

))∣∣∣∣
r=R(z)

, (4.53)

∂u3

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (4.54)

p3|z=1 = 0. (4.55)

Системи jедначина решаваjу се поступно. Наjпре се решава систем за прву апрок-

симациjу, затим редом системи за другу, трећу и четврту апроксимациjу. Сваки систем

jедначина решава се почевши од jедначине количине кретања за z правац (4.36), (4.41),

(4.46), (4.51) са одговараjућим условима симетриjе за брзину (4.39), (4.44), (4.49), (4.54)

и граничним условима за брзину на зиду цеви (4.38), (4.43), (4.48), (4.53), помоћу коjих

се добиjаjу решења за апроксимациjе брзине u0, u1, u2 и u3. Примењуjући приступ ка-

да jе задат масени проток, тj. када jе садржан у првоj апроксимациjи (ṁ = ṁ0 = 1,

ṁ1 = ṁ2 = ṁ3 = 0), диференциjалне jедначине за апроксимациjе притиска следе из ин-

тегралних облика jедначина континуитета за сваку апроксимациjу (4.37), (4.42), (4.47),

(4.52):

- прва апроксимациjа:

u0 =
p′0
16β

(
r2 − (R(z))2

)
, (4.56)

p0p
′
0 = − 32β

(R(z))4
, (4.57)

- друга апроксимациjа:

u1 =
p′1
16β

(
r2 − (R(z))2

)
− 2− σv

σv

p′0
p0

R(z)

4β
, (4.58)

(p0p1)
′ = −2− σv

σv

8

R(z)
p′0, (4.59)

- трећа апроксимациjа:

u2 =
p′2
16β

(
r2 − (R(z))2

)
− 2− σv

σv

1

4β

(
R(z)

p0

(
p′1 −

p1p
′
0

p0

)
+

p′0
p20

)
, (4.60)

(p0p2)
′ = −p1p

′
1 −

2− σv

σv

8

R(z)

(
p′1 +

1

R(z)

p′0
p0

)
, (4.61)
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- четврта апроксимациjа:

u3 =
p′3
16β

(
r2 − (R(z))2

)
− 2− σv

σv

1

4β

(
R(z)

p0

(
p′2 −

p1p
′
1

p0
− p2p

′
0

p0
+

p21p
′
0

p20

)
+

+
1

p20

(
p′1 − 2

p1p
′
0

p0

))
, (4.62)

(p0p3)
′ = − (p1p2)

′ − 2− σv

σv

8

R(z)

(
p′2 +

(
p′1 −

p1p
′
0

p0

)
1

p0R(z)

)
. (4.63)

Како притисак зависи само од подужне координате z у свим изразима jе први извод

по координати z означен са ′, други извод по истоj координати носи ознаку ′′ (нпр. p′0 =

dp0/dz).

Коначно решење поља брзине за изотермско стишљиво струjање при малим Реjнол-

дсовим броjевима jе:

u = u0 +Knru1 +Kn2
ru2 +Kn3

ru3 =

=
p′0
16β

(
r2 − (R(z))2

)
+Knr

[
p′1
16β

(
r2 − (R(z))2

)
− 2− σv

σv

p′0
p0

R(z)

4β

]
+

+Kn2
r

[
p′2
16β

(
r2 − (R(z))2

)
− 2− σv

σv

1

4β

(
R(z)

p0

(
p′1 −

p1p
′
0

p0

)
+

p′0
p20

)]
+

+Kn3
r

[
p′3
16β

(
r2 − (R(z))2

)
− 2− σv

σv

1

4β

(
R(z)

p0

(
p′2 −

p1p
′
1

p0
− p2p

′
0

p0
+

p21p
′
0

p20

)
+

+
1

p20

(
p′1 − 2

p1p
′
0

p0

))]
. (4.64)

Примењуjући услов за излазну вредност притиска у првоj апроксимациjи (4.40) на до-

биjену диференциjалну jедначину за притисак (4.57), могуће jе добити аналитичко решење

за прву апроксимациjу поља притиска за цев променљивог попречног пресека:

p0 =

√
1 +

64β

3 (Ri − 1)

(
1− 1

(R(z))3

)
. (4.65)

За другу, трећу и четврту апроксимациjу ниjе могуће доћи до аналитичког решења за

p1, p2 и p3 код цеви променљивог попречног пресека, већ се оне решаваjу нумерички.

Нумерички резултати добиjени су коришћењем методе Рунге-Кута четвртог и петог реда,

коjа даjе могућност променљивог корака за ефикасно израчунавање решења. Како су

за поље притиска познати услови на излазу из цеви, а не почетни услови, овом начину
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решавања прилагођена jе подужна координата. Односно, прорачун jе текао од излаза из

цеви ка улазу.

Како се разматраjу случаjеви конвергентних, дивергентних и микроцеви константног

попречног пресека, и како jе jединствени полупречник за сва три случаjа у зависности од

подужне координате z дефинисан према (4.3), сви до сада добиjени изрази важе за случаj

тако дефинисаног полупречника. Међутим, у случаjу константног попречног пресека, где

jе Ri = R(z) = Re = 1, претходни систем jедначина се своди на jедноставниjи облик. У

том случаjу могуће jе аналитички решити добиjене диференциjалне jедначине за апрок-

симациjе притиска, чиме се добиjа аналитички израз за расподелу притиска у микроцеви.

Односно, примењуjући услове за вредност притиска на излазу из цеви (4.40), (4.45), (4.50),

(4.55) на добиjене диференциjалне jедначине за сваку апроксимациjу (4.57), (4.59), (4.61),

(4.63), заjедно са R(z) = 1, добиjаjу се аналитичка решења за прву, другу, трећу и четврту

апроксимациjу притиска код цеви константног попречног пресека:

p0 =
√

1 + 64β (1− z), (4.66)

p1 =
2− σv

σv

8

(
1

p0
− 1

)
, (4.67)

p2 = − p21
2p0

− 2− σv

σv

8

p0
(p1 + lnp0) , (4.68)

p3 = −p1p2
p0

− 2− σv

σv

8

p0

(
p2 −

8

p0

(
1− 1

p0

))
. (4.69)

Израз за поље притиска код микроцеви константног попречног пресека када jе задат ма-

сени проток, када су све апроксимациjе притиска изражене преко прве апроксимациjе p0

(4.66), jе:

p = p0 +Knrp1 +Kn2
rp2 +Kn3

rp3 =

= p0 +Knr
2− σv

σv

8

(
1

p0
− 1

)
+Kn2

r

2− σv

σv

[
−2− σv

σv

32

p0

(
1

p20
− 1

)
− 8

p0
lnp0

]
+

+Kn3
r

2− σv

σv

64

p20

[
2− σv

σv

(
2− σv

σv

4

p0

(
1

p20
− 1

)
+

lnp0
p0

)
− 1

p0
+ 1

]
. (4.70)

Случаj струjања у микроцеви константног попречног пресека решен jе и нумерички, ме-

тодом Рунге-Кута, и постигнуто jе потпуно поклапање.
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За добиjање поља притиска, када jе познат однос притисака на улазу и излазу из цеви

константног попречног пресека, наjпре су из интегралних облика jедначине континуитета

(4.37), (4.42), (4.47), (4.52) добиjене диференциjалне jедначине за притисак:

ṁ0 = −p0p
′
0

32β
, (4.71)

ṁ1 = −(p0p1)
′

32β
− 2− σv

σv

p′0
4β

, (4.72)

ṁ2 = −(p0p2)
′

32β
− p1p

′
1

32β
− 2− σv

σv

1

4β

(
p′1 +

p′0
p0

)
, (4.73)

ṁ3 = −(p0p3)
′

32β
− (p1p2)

′

32β
− 2− σv

σv

1

4β

(
p′2 +

1

p0

(
p′1 −

p1p
′
0

p0

))
. (4.74)

Узимаjући у обзир да jе на излазу из цеви сав притисак садржан у првоj апроксимациjи

p0|z=1 = 1, p1|z=1 = p2|z=1 = p3|z=1 = 0, као и за познат притисак на улаз у цев p0|z=0 =

p0i = pi, p1|z=0 = p2|z=0 = p3|z=0 = 0 добиjени су масени протоци за микроцев константног

попречног пресека:

ṁ0 =
p2i − 1

64β
, (4.75)

ṁ1 =
2− σv

σv

1

4β
(pi − 1) , (4.76)

ṁ2 =
2− σv

σv

1

4β
lnpi, (4.77)

ṁ3 =

(
2− σv

σv

)2
1

(1 + pi) β

(
(1− pi) (1 + p2i )

p2i
+ 2lnp2i

)
. (4.78)

Затим су добиjене и апроксимациjе притиска:

p0 =
√
(1− p2i ) z + p2i , (4.79)

p1 =
2− σv

σv

8

(
pi
p0

(1− z) +
z

p0
− 1

)
, (4.80)

p2 = − p21
2p0

− 2− σv

σv

8

p0

(
p1 + ln

p0
pi

+ z lnpi

)
, (4.81)

p3 =− p1p2
p0

− 2− σv

σv

8

p0

[
p2 +

2− σv

σv

4

1 + pi

(
z

(
(1− pi) (1 + p2i )

p2i
+ 2lnp2i

)
+

+
(pi − 1) (p20 + p2i )

p20p
2
i

− 2
(
lnp20 + lnp2i

))]
. (4.82)

40



Ива Гуранов Докторска дисертациjа

Добиjене апроксимациjе притиска даjу укупно решење за поље притиска за микроцев

константног попречног пресека у случаjу малих Реjнолдсових броjева, када jе познат однос

притисака на улазу и излазу из цеви:

p = p0 +Knrp1 +Kn2
rp2 +Kn3

rp3 =

= p0 +Knr
2− σv

σv

8

(
pi
p0

(1− z) +
z

p0
− 1

)
+

+Kn2
r

2− σv

σv

8

p30

(
2− σv

σv

4
(
p20 − (pi (1− z) + z)2

)
− p20

(
ln
p0
pi

+ zlnpi

))
+

+Kn3
r

(
2− σv

σv

)2
32

p0

[
2− σv

σv

8

p40

(
(pi (1− z) + z)3 + (pi − 1) p20z

)
+

+
1

1 + pi

(
pi − 1

p2i

(
z
(
1 + p2i

)
− 1
)
+ 2

(
lnp20 + (1− z) lnp2i

))
+

+
1

p20

(
1

1 + pi

(
1− pi

(
1 + 8

2− σv

σv

(1 + pi)

))
+ 2 (pi (z − 1)− z)

(
ln
p0
pi

+ zlnpi

))]
.

(4.83)

За микроцев променљивог попречног пресека може се добити диференциjална jедна-

чина:

ṁ0 = −p0p
′
0

32β
(R(z))4 , (4.84)

на основу коjе jе могуће добити решење за прву апроксимациjу масеног протока:

ṁ0 =
3R3

i (Ri − 1) (p2i − 1)

64β (R3
i − 1)

, (4.85)

и прву апроксимациjу притиска:

p0 =

√
(1− p2i )

R3
i − (R(z))3

(R(z))3 (R3
i − 1)

+ p2i . (4.86)

4.3.2 Струjање гаса при великим Реjнолдсовим броjевима

Код изотермског случаjа струjања у микроцеви за велике Реjнолдсове броjеве одређене су

две апроксимациjе свих величина. Како се ради о великим Реjнолдсовим броjевима утицаj

инерциjе треба узети у обзир. Да би се jавио у другоj апроксимациjи, тj. да би утицаj

инерциjе био истог реда као утицаj разређености потребно jе да параметри m и n имаjу

исту вредност. На таj начин се постиже да се у другоj апроксимациjи jављаjу сви чланови
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система основних jедначина (4.24)-(4.27), (4.29), (4.30). Подужна и попречна проjекциjа

брзине и притисак у облику пертурбационих редова су:

u = u0 +Knru1 +O
(
Kn2

r

)
, (4.87)

V = V0 +KnrV1 +O
(
Kn2

r

)
, (4.88)

p = p0 +Knrp1 +O
(
Kn2

r

)
. (4.89)

Изразом (4.89) представљена jе и густина у облику пертурбационог реда, на основу без-

димензиjског облика jедначине стања идеалног гаса (4.27).

Узимаjући у обзир обе компоненте брзине (4.87), (4.88) и притисак (4.89), изражене

преко апроксимациjа у систем jедначина (4.24)-(4.27), (4.29), (4.30) добиjаjу се два система

jедначина, за обе апроксимациjе:

ε0 :
2

r

∂

∂r
(rp0V0) +

∂

∂z
(p0u0) = 0, (4.90)

dp0
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r
∂u0

∂r

)
, (4.91)

R(z)∫
0

2p0u0rdr = ṁ0, (4.92)

u0|r=R(z) = 0, (4.93)

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (4.94)

p0|z=1 = 1, (4.95)

εn :
2

r

∂

∂r
(rp0V1 + rp1V0) +

∂

∂z
(p0u1 + p1u0) = 0, (4.96)

dp1
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r
∂u1

∂r

)
− γ

η
p0

(
2V0

∂u0

∂r
+ u0

∂u0

∂z

)
, (4.97)

R(z)∫
0

2 (p0u1 + p1u0) rdr = ṁ1, (4.98)

u1|r=R(z) = −2− σv

σv

2

p0

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=R(z)

, (4.99)
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∂u1

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (4.100)

p1|z=1 = 0. (4.101)

У првоj апроксимациjи jављаjу се чланови система jедначина реда величине O(1) на

коjе нема утицаj одабир вредности параметара m и n, па се оваj систем jедначина (4.90)-

(4.95), а тако и његово решење, не разликуjе од система за прву апроксимациjу при малим

Реjнолдсовим броjевима (4.36)-(4.40).

Поступак решавања система jедначина сличан jе поступку за случаj малих Реjнолдсо-

вих броjева. Сада jе за израчунавање подужне компоненте брзине у другоj апроксимациjи

u1, неопходно пронаћи и попречну компоненту брзине у првоj апроксимациjи V0, што при

малим Реjнолдсовим броjевима ниjе био случаj. Из диференциjалног облика jедначине

континуитета (4.90), заjедно са условима V0|r=0 = 0, V0|r=R(z) = 0, добиjа се прва апрокси-

мациjа попречне компоненте брзине:

V0 =
r

128β

[(
p′20
p0

+ p′′0

)(
2R(z)2 − r2

)
− 4p′0 (Ri − 1)R(z)

]
. (4.102)

Заменом добиjених решења за прву апроксимациjу притиска p0 (4.65) и одговараjућих

извода, p′0 и p′′0, у jедначину (4.102), добиjа се израз за прву апроксимациjу попречне

компоненте брзине код микроцеви променљивог попречног пресека:

V0 =
r (Ri − 1)

p0R(z)5
(
r2 −R(z)2

)
. (4.103)

За микроцев константног попречног пресека улазни полупречник jе Ri = 1, па из израза

(4.103) следи да jе у том случаjу:

V0 = 0. (4.104)

Сматраjући да jе поље притиска познато, решаваjу се диференциjалне jедначине коли-

чине кретања за z правац (4.91), (4.97), коje заjедно са одговараjућим условима симетриjе

(4.94), (4.100) и граничним условима (4.93), (4.99) даjу решења за апроксимациjе подужне

компоненте брзине (4.105), (4.107). Са добиjеним решењима за подужну брзину, из ин-

тегралних облика jедначине континуитета (4.92), (4.98), сматраjући да jе масени проток

задат и сав садржан у првоj апроксимациjи ṁ0 = 1, ṁ1 = 0, добиjаjу се диференциjалне
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jедначине за одговараjуће апроксимациjе поља притиска (4.106), (4.108):

- прва апроксимациjа:

u0 =
p′0
16β

(
r2 − (R(z))2

)
, (4.105)

p0p
′
0 = − 32β

(R(z))4
, (4.106)

- друга апроксимациjа:

u1 =
p′1
16β

(
r2 −R(z)2

)
− 2− σv

σv

p′0
p0

R(z)

4β
+

+KnrRe
2
r

p′0
36864β3π

(
32β

Ri − 1

R(z)5
(
4r6 − 9r4R(z)2 + 5R(z)6

)
+

+ p0

(
9p′0 (Ri − 1)

(
r4 − 4r2R(z)2 + 3R(z)4

)
R(z) +

+
(
2r6 − 9r4R(z)2 + 18r2R(z)4 − 11R(z)6

)
p′′0

))
(4.107)

(p0p1)
′ = −2− σv

σv

8p′0
R(z)

+

+ KnrRe
2
r

p0p
′
0

768β2πR(z)

(
8 (Ri − 1)

(
8β + p0p

′
0R(z)4

)
− 3p0p

′′
0R(z)5

)
.

(4.108)

Узимаjући у обзир решења за прву (4.105) и другу апроксимациjу брзине (4.107)

следи брзина при изотермском стишљивом струjању гаса у микроцеви у случаjу великих

Реjнолдсових броjева:

u =u0 +Knru1 =
p′0
16β

(
r2 − (R(z))2

)
+Knr

[
p′1
16β

(
r2 −R(z)2

)
− 2− σv

σv

p′0
p0

R(z)

4β
+

+KnrRe
2
r

p′0
36864β3π

(
32β

Ri − 1

R(z)5
(
4r6 − 9r4R(z)2 + 5R(z)6

)
+

+ p0

(
9p′0 (Ri − 1)

(
r4 − 4r2R(z)2 + 3R(z)4

)
R(z)+

+
(
2r6 − 9r4R(z)2 + 18r2R(z)4 − 11R(z)6

)
p′′0

))]
. (4.109)
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За микроцев константног попречног пресека при струjању при великим Реjнолдсовим

броjевима, уз услове о вредности притиска на излазу из цеви p0|z=1 = 1 (4.95), p1|z=1 = 0

(4.101) и за познат масени проток, добиjен jе израз за поље притиска:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr

[
2− σv

σv

8

(
1

p0
− 1

)
+

4KnrRe
2
r

π

lnp0
p0

]
, (4.110)

где jе прва апроксимациjа притиска дата jедначином (4.66).

Поље притиска добиjено jе и за случаj када jе познат однос улазног и излазног при-

тиска за микроцев константног попречног пресека. Тада jе сав улазни притисак садржан

у првоj апроксимациjи p0|z=0 = pi, а притисак на улазу у цев за другу апроксимациjу jе

p1|z=0 = 0. Исти услов, да jе целокупан притисак у првоj апроксимациjи, важи и за излаз-

ни попречни пресек p0|z=1 = 1 (4.95). За другу апроксимациjу на излазу из цеви притисак

jе p1|z=1 = 0 (4.101). Како jе аналитичко решење за прву апроксимациjу притиска у овом

случаjу већ дато (4.79), следи да jе аналитичко решење за другу апроксимациjу притис-

ка за струjање при великим Реjнолдсовим броjевима за микроцев константног попречног

пресека:

p1 =
2− σv

σv

8

(
pi
p0

(1− z) +
z

p0
− 1

)
+

4KnrRe
2
r

πp0
(lnp0 + (z − 1) lnpi) . (4.111)

Добиjа се да jе поље притиска при струjању у случаjу великих Реjнолдсових броjева кроз

микроцев константног попречног пресека, када jе познат однос притисака на улазу и из-

лазу из цеви:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr

[
2− σv

σv

8

(
pi
p0

(1− z) +
z

p0
− 1

)
+

+
4KnrRe

2
r

πp0
(lnp0 + (z − 1) lnpi)

]
. (4.112)

4.4 Анализа резултата

У оквиру анализе резултата приказани су резултати добиjени за случаj изотермског стру-

jања разређеног гаса у микроцеви. Струjање jе стишљиво стационарно дозвучно и ос-

носиметрично. Анализа резултата извршена jе за режим струjања при малим и умерено

великим Реjнолдсовим броjевима, као и за различите случаjеве геометриjе микроцеви:
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конвергентне, дивергентне и микроцеви константног попречног пресека.

На основу димензиjске анализе показано jе да jе, за потпуно одређивање струjног

поља, потребно задати Ri, коjи представља однос улазног и излазног полупречника, вред-

ност параметара m и n, коjи одређуjу режим струjања, референтну вредност Кнудсеновог

броjа, референтну вредност Реjнолдсовог броjа и вредност малог параметра ε, коjи пред-

ставља однос пречника цеви на излазу и дужине. На основу вредности ових параметара

следе вредности референтног Маховог броjа, параметара β, γ и η.

4.4.1 Анализа резултата за мале Реjнолдсове броjеве

Резултати за случаj малих Реjнолдсових броjева приказани су за вредност референтног

Реjнолдсовог броjа Rer = 0,1, малог параметра ε = 0,01 и за различите референтне Кнудсе-

нове броjеве. Коришћен jе коефициjент акомодациjе за дифузну рефлексиjу σv = 1 и однос

специфичних топлотних капацитета при константном притиску и константноj запремини

за jедноатомски гас κ = 5/3.

Промена притиска дуж микроцеви при малим Реjнолдсовим броjевима за дивер-

гентне, микроцеви константног попречног пресека и конвергентне микроцеви, добиjена

за задату вредност масеног протока, приказана jе на слици 4.3. Резултати за дивергентну

микроцев Ri = 0,8 (слика 4.3 а)) и конвергентну микроцев Ri = 1,2 (слика 4.3 в)) добиjени

су из диференциjалних jедначина (4.57), (4.59), (4.61), (4.63) са условима о вредности при-

тиска на излазу из цеви (4.40), (4.45), (4.50), (4.55). Резултати за микроцев константног

попречног пресека Ri = 1 дати су на основу аналитичког решења за притисак (4.70). При-

тисак jе приказан за вредности референтног Кнудсеновог броjа: Knr = 0,05 и Knr = 0,1. За

оба случаjа, приказана jе и прва апроксимациjа притиска, односно решење за услове кон-

тинуума (Knr = 0), када ефекат клизања гаса на зиду ниjе узет у обзир. Овакво решење,

где jе Knr = 0, задржава све остале карактеристике разматраног струjања у овом случаjу

(стишљивост, дозвучност, стационарност, осносиметричност) осим клизања. Са диjаграма

4.3 jе видљиво да jе за све три геометриjе микроцеви, за исти Реjнолдсов броj у референт-

ном попречном пресеку - на излазу из цеви, укупни притисак нижи од притиска добиjеног

када се разређеност гаса занемари - разређеност снижава притисак дуж микроцеви при

истом масеном протоку.
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Слика 4.3: Расподела притиска дуж микроцеви при задатом масеном протоку за случаj малог
Реjнолдсовог броjа: а) Ri = 0,8, б) Ri = 1, в) Ri = 1,2, г) поређење расподела притиска за три
геометриjе.

При истом референтном Реjнолдсовом броjу и излазном притиску из цеви наjвећа

вредност притиска jе потребна на улазу у дивергентни, мања вредност на улазу у цев

константног попречног пресека, а наjмањи притисак потребан jе на улазу у конвергентну

микроцев (слика 4.3). Исти закључци за расподелу притиска при промени геометриjе,

односно за дивергентни, конвергентни и канал константног попречног пресека, добиjени

су у докторатима [81] и [85].

Промена притиска дуж микроцеви константног попречног пресека, добиjена када jе

познат притисак на улазу и излазу из цеви (4.83), приказана jе на слици 4.4 а). Види се

да jе за обе вредности задатог улазног притиска (pi = 3 и pi = 6) притисак за случаj
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континуума већи од притиска у случаjу струjања са клизањем. До истог закључка су

дошли Бескок и др. [86] при прорачуну расподеле притиска за континуум и струjање са

клизањем.
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Слика 4.4: Резултати добиjени при познатоj вредности притиска на улазу и излазу из цеви при
малим Реjнолдсовим броjевима за Ri = 1: а) притисак, б) брзина.

На примеру струjања гаса кроз микроцев константног попречног пресека може се ана-

лизирати утицаj разређености и стишљивости на расподелу притиска дуж цеви (слика 4.4

а)). Расподела притиска за случаj континуума ниjе линеарна (Knr = 0), каква би била да

jе у питању нестишљиво струjање, одакле следи да стишљивост расподелу притиска чини

нелинеарном. Супротно од тога, повећање разређености утиче на смањење закривљености

криве притиска (крива Knr = 0,1 у односу на криву Knr = 0). Из овога се може закључи-

ти да разређеност има супротан утицаj на расподелу притиска у односу на стишљивост,

што jе закључено за струjање гаса у микроканалима [86] и микроцевима [87]. Узимаjући

у обзир оба утицаjа, ипак се добиjа нелинеарна расподела притиска.

Брзине (4.64), за случаj када jе притисак одређен за познат однос улазног и излазног

притиска (бездимензиjски улазни притисак), приказане су на слици 4.4 б). Показуjе се да

су вредности брзине у свим попречним пресецима за случаj разређеног струjања веће од

брзине добиjене за случаj када се разређеност занемаруjе. Утицаj клизања на зиду расте

од улаза ка излазу из цеви, што jе и очекивано, jер Кнудсенов броj расте од улаза ка

излазу.
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Слика 4.5: Профили брзине за случаj малог Реjнолдсовог броjа за познат масени проток:
а) Ri = 0,8, б) Ri = 1, в) Ri = 1,2.

Профили брзина за сва три случаjа геометриjе при малим Реjнолдсовим броjевима

(4.64) у случаjу познатог масеног протока приказани су на слици 4.5. За сваку геометриjу

одабрана су по три попречна пресека у коjима су дати профили брзина, и то су улазни

пресек (z = 0), пресек z = 0,5 и излазни попречни пресек (z = 1). За сваки попречни

пресек дате су брзине за случаj без клизања (Knr = 0) и брзине коjе у себи садрже клиза-

ње (Knr = 0,1). Како се вредност локалног Кнудсеновог броjа може изразити као Knr/p,

на основу добиjених резултата за поље притиска следи да локални Кнудсенов броj расте

идући од улаза ка излазу из цеви. Ефекат разређености расте, па самим тим низструjно

у сваком попречном пресеку расте разлика између профила брзине са и без клизања. У

циљу поређења, изабрано jе да су услови струjања у излазном попречном пресеку за дивер-

гентну, конвергентну, као и за микроцев константног попречног пресека исти, тj. профил
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брзине за све три геометриjе jе исти у излазном попречном пресеку. У другим пресецима,

наjвеће су брзине у дивергентноj микроцеви, затим у цеви константног попречног пресека

и наjмање су у конвергентноj микроцеви.
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Слика 4.6: Прираштаj масених протока за различите вредности Кнудсеновог броjа при малим
Реjнолдсовим броjевима: а) Ri = 0,8, б) Ri = 1, в) Ri = 1,2.

Према претпоставкама о референтном Реjнолдсовом (4.12), Маховом (4.4) и односу

квадрата Маховог и Реjнолдсовог броjа (4.6) параметри β и β0 могу се написати у облику:

β =
4 ˙̃mµ̃r

p̃rρ̃rεD̃3
rπ

, (4.113)

β0 =
4 ˙̃m0µ̃r

p̃rρ̃rεD̃3
rπ

. (4.114)

Следи да се однос масених протока ṁ и ṁ0, може представити односом параметара β и
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β0:
˙̃m
˙̃m0

=
ṁ

ṁ0

=
β

β0

. (4.115)

На основу претходне релациjе (4.115) релативни пораст масеног протока ṁ у односу на

масени проток за случаj када се клизање занемаруjе ṁ0 приказан jе у зависности од односа

притисака на улазу и излазу из цеви на слици 4.6. За задати однос притисака на улазу и

излазу из канала pi из jедначине (4.65) може се одредити вредност параметра β0:

β0 =
3R3

i (p
2
i − 1)

64 (R2
i +Ri + 1)

, (4.116)

За исти однос притисака из диференциjалних jедначина за притисак (4.57), (4.59), (4.61),

(4.63) нумерички се одређуjе вредност параметра β за случаj када jе клизање узето у

обзир.

Резултати за мале Реjнолдсове броjеве (слика 4.6) показуjу да jе са порастом односа

улазног и излазног притиска све мањи утицаj разређености на релативно повећање прото-

ка. Односно, са повећањем референтне вредности Кнудсеновог броjа долази до повећања

одступања масеног протока разређеног гаса у односу на случаj када се разређеност зане-

маруjе. При задатим истим параметрима струjања, тj. истом параметру ε, референтном

Кнудсеновом броjу Knr, при истом односу улазног и излазног притиска pi и истом излазном

попречном пресеку наjвећи релативни прираштаj масеног протока у односу на континуум

jавља се код дивергентне микроцеви, затим микроцеви константног попречног пресека и

наjмањи код конвергентне микроцеви.

4.4.2 Анализа резултата за велике Реjнолдсове броjеве

У овом поглављу приказана jе анализа поља притиска, брзине и масеног протока при ве-

ликим Реjнолдсовим броjевима. Резултати су дати за вредност малог параметра ε = 0,01

и за различите вредности референтног Кнудсеновог броjа. Вредност референтног Реjнол-

дсовог броjа износи Rer = 3. Коефициjент акомодациjе за случаj дифузне рефлексиjе jе

σv = 1. Однос специфичних топлотних капацитета при константном притиску и констант-

ноj запремини за jедноатомски гас jе κ = 5/3.

Расподела притиска дуж микроцеви за дивергентну (слика 4.7 а)), микроцев кон-

стантног попречног пресека (слика 4.7 б)) и конвергентну цев (слика 4.7 в)) добиjена jе за
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Слика 4.7: Расподела притиска дуж микроцеви при изотермском стишљивом струjању за велике
Реjнолдсове броjеве: а) Ri = 0,8, б) Ri = 1, в) Ri = 1,2, г) поређење расподела притиска за три
геометриjе.

познат масени проток из диференциjалних jедначина (4.106), (4.108) са условима (4.95),

(4.101). Случаj струjања у микроцеви константног попречног пресека решен jе и анали-

тички (4.110) и постигнуто jе потпуно поклапање са нумеричким решењем. Показуjе се да

разређеност снижава вредност притиска дуж микроцеви без обзира на њихову геометриjу.

За исту вредност малог параметра ε и референтног Кнудсеновог броjа, да би се оства-

рио исти масени проток (иста вредност референтног Реjнолдсовог броjа), наjвећи однос

улазног и излазног притиска потребан jе код дивергентне микроцеви, затим микроцеви

константног попречног пресека и наjмањи однос улазног и излазног притиска потребан jе

код конвергентне микроцеви.

Утицаj инерциjе анализиран jе на слици 4.8. Утицаj разређености (Knr = 0,1) снижава
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Слика 4.8: Расподела притиска дуж микроцеви при изотермском стишљивом струjању за случаj
са и без инерциjе: а) Ri = 0,8, б)Ri = 1, в) Ri = 1,2.

притисак дуж микроцеви за све три геометриjе. За расподеле притиска, коjе обухватаjу

утицаj разређености (Knr = 0,1), дато jе решење коjе обухвата утицаj инерциjе и решење

коjе не обухвата оваj утицаj. Показуjе се да присуство инерциjалних чланова повећава

притисак дуж микроцеви, за све разматране геометриjе. Утицаj инерциjе код микроцеви

константног попречног пресека при истим условима струjања коjи су дати у овом по-

глављу анализиран jе у претходном раду [88]. До истих заључака о утицаjу разређености

и инерциjе при изотермском стишљивом струjању у микролежаjевима аутори су дошли у

[89].

И при великим Реjнолдсовим броjевима се показуjе да jе притисак за случаj конти-

нуума већи у односу на притисак добиjен када jе клизање узето у обзир (слика 4.9 а)).

Ови резултати показуjу, да као и при малим Реjнолдсовим броjевима, разређеност има
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супротан ефекат на вредност притиска у односу на стишљивост.
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Слика 4.9: Резултати добиjени за познат однос улазног и излазног притиска из цеви за Ri = 1:
а) поље притиска (4.112); б) брзина (4.109) укључуjући решења за притисак (4.112).
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Слика 4.10: Расподела притиска дуж микроцеви константног попречног пресека за случаj са и
без инерциjе.

Брзине у различитим попречним пресецима микроцеви константног попречног пресе-

ка, добиjене за случаj познатог односа притисака на улазу и излазу из цеви, приказане су

на слици 4.9 б). Показано jе да jе, као и при малим Реjнолдсовим броjевима, у свим пресе-

цима укупна брзина већа од брзине коjа не обухвата ефекте разређености гаса и инерциjе.

Услед граничног услова клизања брзина на зиду расте дуж микроцеви.

Иако jе притисак добиjен за задату вредност бездимензиjског улазног притиска, ути-

цаj разређености и инерциjе (слика 4.10) исти jе као код притиска добиjеног за познат
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масени проток. Када jе разређеност узета у обзир jавља се нижи притисак дуж микроце-

ви у односу на решење коjе занемаруjе утицаj разређености (4.79). Анализиран jе утицаj

инерциjалних чланова за случаj када jе разређеност узета у обзир. Решење коjе обухва-

та инерциjу и разређеност даjе нешто веће вредности притиска од решења коjе обухвата

разређеност, а инерциjу занемаруjе.
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Слика 4.11: Профили брзине у различитим пресецима за случаj великог Реjнолдсовог броjа:
а) Ri = 0,8, б) Ri = 1, в) Ri = 1,2.

На слици 4.11 приказани су профили брзина (4.109) у различитим попречним пресе-

цима за дивергентну микроцев, микроцев константног попречног пресека и конвергентну

микроцев, при истим условима у излазном попречном пресеку. Показуjе се да jе дуж це-

ле цеви присутан ефекат клизања гаса на зиду. Оваj утицаj клизања расте ка излазу из

цеви. Такође, за исте вредности референтних броjева у излазу наjвеће вредности подужне

брзине на улазу у цев jављаjу се код дивергентне микроцеви, потом код цеви констант-
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ног попречног пресека и код конвергентне микроцеви. Као и при малим Реjнолдсовим

броjевима вредност локалног Кнудсеновог броjа расте ка излазу из цеви. Услед порас-

та разређености расте и разлика између профила брзине добиjених када се разређеност

занемаруjе и када се узима у обзир.
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ṁ0

− 1 Rer = 0− 5

ε = 0,01

Ri = 1

Knr = 0,05

Knr = 0,1

Knr = 0,15

б)

1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
pi

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3
ṁ
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Слика 4.12: Релативно повећање масеног протока у зависности од притиска за различите вред-
ности Кнудсеновог броjа: а) Ri = 0,8, б) Ri = 1, в) Ri = 1,2.

Релативни прираштаj масених протока за случаj када jе узета у обзир разређеност и

инерциjа у односу на случаj када ови ефекти нису узети у обзир, у зависности од одно-

са притисака на улазу и излазу из цеви, дат jе на слици 4.12. Оваj диjаграм добиjен jе

на исти начин као и при малим Реjнолдсовим броjевима. Релативни прираштаj масеног

протока у односу на случаj када се разређеност занемаруjе одређен jе на основу релациjе

(4.115) и (4.116). У овом случаjу вредност параметра β одређуjе се нумерички из систе-

ма диференциjалних jедначина (4.106) и (4.108). Осим нумеричког приступа коjи користи

наведене диференциjалне jедначине за одређивање параметра β може се користити и ана-
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литички израз за поље притика у микроцеви константног попречног пресека (4.110). При

повећању односа улазног и излазног притиска промена степена разређености, тj. Кнудсе-

новог броjа, има све мањи утицаj на релативни прираштаj масеног протока у односу на

масени проток када се разређеност не узима у обзир. За исту вредност малог параметра ε

и референтног Кнудсеновог броjа, при истом односу притисака на улазу и излазу, наjвећи

прираштаj масеног протока, у односу на масени проток када се разређеност не узима у

обзир, jавља се код дивергентне, затим код цеви константног попречног пресека и наjмањи

код конвергентне микроцеви.

4.4.3 Валидациjа резултата

У литератури постоjе поjедина аналитичка решења и резултати нумеричких експеримена-

та за сва три типа геометриjе микроцеви, коjа су овде анализирана. Ова решења упоређена

су са резултатима добиjеним у докторату.
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Слика 4.13: Расподела притиска за изотермско струjање гаса кроз микроцев добиjена у докто-
рату (4.70) и тачно аналитичко решење [90].

У литератури [90] дато jе тачно аналитичко решење за случаj стишљивог стационар-

ног осносиметричног дозвучног изотермског струjања разређеног гаса у микроцеви кон-

стантног попречног пресека при малим Реjнолдсовим броjевима (инерциjа се занемаруjе).

Сагласно са коришћеним граничним условом Хсиа-Домота приказана решења су тачности

реда O(Knr
2). Како су решења у [90] дата у димензиjском облику, за потребе упоређивања

са решењима из овог рада преведена су у бездимензиjски облик. Тако jе добиjен израз за
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притисак реда тачности O(Kn2
r ):

p2 + 16Knrp+ 16Kn2
r lnp− 1− 16Knr − 64βṁ (1− z) = 0. (4.117)

Поље притиска за изотермско струjање разређеног гаса у цеви константог попречног пре-

сека, при малим Реjнолдсовим броjевима, овде jе дато у облику аналитичког решења са

четири апроксимациjе (4.70). Поређењем аналитичког решења за притисак [90] и овде до-

биjеног решења (4.70), коjе садржи четири апроксимациjе, види се готово потпуно покла-

пање. На слици 4.13 приказана су и решења са две [91], [92], три и четири апрокцимациjе

као и аналитичко решење [90]. Показуjе се да се повећањем броjа апроксимациjа повећава

тачност решења.
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Слика 4.14: Поређење резултата за брзину при малим Реjнолдсовим броjевима из доктората
(4.64) са тачним решењем [90].

У циљу поређења, аналитичко решење за брзину дато у [90] може се приказати у

бездимензиjском облику:

u =
1

16β

dp

dz

(
r2 − 1− 4

Knr

p
− 4

Knr
2

p2

)
. (4.118)

Ово аналитичко решење jе добиjено на основу граничног услова Хсиа-Домота, па jе оно

тачности реда O(Kn2
r ).

Поље брзине са четири апроксимациjе добиjено у овом раду за изотермско стишљи-

во струjање разређеног гаса у микроцеви константног попречног пресека представљено jе

(4.64), где jе R(z) = 1. Поређење аналитичког решења за брзину [90] и решења за изотерм-
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ско стишљиво струjање добиjено у овом докторату са две [91], три и четири апроксимациjе,

у излазном попречном пресеку дато jе на на слици 4.14. Као и код притиска, већи броj

апроксимациjа доприноси тачниjем решењу.

Резултати за релативни прираштаj масеног протока из доктората пореде се са нуме-

ричким резултатима Шарипова коjи су добиjени из кинетичке теориjе гасова [93] и [94].

Резултати Шарипова дати су у виду калкулатора, коjи се базира на нумеричким решењи-

ма Шарипова и Силизњова за микроцев константног попречног пресека [31] и Шарипова

и Бертолда за микроцев променљивог попречног пресека [53]. За поређење са резултатима

из овог рада искоришћен jе димензиjски облик израза за масени проток у микроцеви кон-

стантног попречног пресека [90]. Истим поступком овде jе могуће извести израз за масени

проток у димензиjском облику за микроцев променљивог попречног пресека:

˜̇m = − 3πR̃2
i R̃

2
e

16R̃gT̃ η̃L̃
(
R̃2

i + R̃iR̃e + R̃2
e

) (p̃2e − p̃2 + 16Knrp̃e (p̃e − p̃) + 16Kn2
r p̃

2
eln

p̃e
p̃

)
. (4.119)

У случаjу када се занемари разређеност масени проток (4.119) своди се на:

˜̇m0 = − 3πR̃2
i R̃

2
e

16R̃gT̃ η̃L̃
(
R̃2

i + R̃iR̃e + R̃2
e

) (p̃2e − p̃2
)
. (4.120)

Ri = 0,7 Ri = 1 Ri = 1,3

p̃i/p̃e ˜̇m0 [ kg/s] ˜̇m [ kg/s] p̃i/p̃e ˜̇m0 [ kg/s] ˜̇m [ kg/s] p̃i/p̃e ˜̇m0 [ kg/s] ˜̇m [ kg/s]
(4.120) [94] [90] [93] (4.120) [94]

2 6,97·10−12 1,09·10−11 1,5 6,18·10−12 9,62·10−12 2 2,45·10−11 3,46·10−11

5 5,58·10−11 7,07·10−11 5 1,19·10−10 1,45·10−10 5 1,96·10−10 2,36·10−10

10 2,3·10−10 2,63·10−10 10 4,9·10−10 5,5·10−10 10 8,09·10−10 9·10−10

15 5,21·10−10 5,71·10−10 15 1,1·10−9 1,2·10−9 15 1,83·10−9 1,97·10−9

20 9,28·10−10 9,95·10−10 20 1,97·10−9 2,1·10−9 20 3,26·10−9 3,45·10−9

Таблица 4.1: Вредности масеног протока за различите геометриjе микроцеви према различитим
односима притисака на улазу и излазу из цеви.

Помоћу калкулатора [93], [94] за задат однос притисака између улаза и излаза из

цеви израчунава се масени проток. Резултати су добиjени за неон, чиjа jе универзална

гасна константа R̃g = 412 J/kgK и динамичка вискозност µ̃ = 32,1 · 10−6 Pas, полупречник

цеви у излазном попречном пресеку 10µm, дужину цеви 1cm, при температури T̃ = 300K.

За ове податке и различите односе притисака на улазу и излазу дати су масени протоци
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за три карактеристичне геометриjе: конвергентну, дивергентну и микроцев константног

попречног пресека.
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Слика 4.15: Поређење релативног повећања масеног протока у зависности од притиска: a) Ri =
0,7; б) Ri = 1; в) Ri = 1,3.

Релативни прираштаj масених протока за три наведене геометриje приказан jе на

слици 4.15. За резултате из доктората релативни прираштаj масеног протока добиjен jе

на већ описани начин (поглавље 4.4.1) и приказан за случаj коjи узима у обзир разређе-

ност и инерциjу (пуна линиjа) и случаj коjи узима у обзир само разређеност (испрекидана

линиjа). Резултати добиjени на основу калкулатора [93], [94] на диjаграму су приказани

кружићима и дати у табели 4.1. Уз масени проток добиjен из калкулатора [93], [94], иско-

ришћен jе масени проток када се разређеност не узима у обзир за микроцев константног

попречног пресека [90] и микроцев променљивог попречног пресека (4.120). Показуjе се

да jе постигнуто добро слагање резултата из овог рада са нумеричким резултатима [93] и

[94]. Може се закључити да инерциjа доводи до повећања релативног прираштаjа масеног
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протока при чему jе утицаj инерциjе значаjниjи при мањем односу улазног и излазног

притиска.
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5 Неизотермско струjање гаса у микроцевима

константног попречног пресека

5.1 Опис проблема и модел струjања

У овом поглављу разматра се неизотермско стационарно дозвучно осносиметрично стру-

jање разређеног гаса у микроцеви константног попречног пресека (слика 5.1). Анализира

се стишљиво струjање, као и струjање када jе стишљивост занемарена. Струjање гаса у

микроцеви последица jе разлике притисака између улазног и излазног попречног пресе-

ка. Како нема промене попречног пресека, димензиjски полупречници су jеднаки у свим

пресецима R̃i = R̃e = R̃. Температура зида цеви, T̃w, jе константна.

Слика 5.1: Геометриjа микроцеви.

5.2 Систем jедначина у бездимензиjском облику

Познавање температуре, брзине и притиска у свакоj тачки струjног поља проистиче из

димензиjског система jедначина (3.16)-(3.20), са одговараjућим граничним условима. Са

циљем одређивања значаjа чланова оваквог система, систем jедначина и граничних услова

своди се на бездимензиjски облик. Због тога се уводе референтне величине и референтни

бездимензиjски броjеви, а затим и претпоставке на коjима се заснива разматрани модел.
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5.2.1 Дефинисање референтних величина и референтних

бездимензиjских броjева

У погледу геометриjе, за референтни попречни пресек разматране микроцеви могуће jе

изабрати било коjи пресек између улаза и излаза. Међутим, потребно jе задовољити и

карактеристике анализираног струjања - дозвучност и струjање са клизањем, целом ду-

жином микроцеви. Махов и Кнудсенов броj, као мера наведених карактеристика струjања,

расту од улазног ка излазном пресеку цеви. Да би се њихове вредности ограничиле у цело-

купноj цеви, за референтни пресек изабран jе пресек где се jављаjу максималне вредности

Маховог и Кнудсеновог броjа - излазни попречни пресек цеви. На таj начин осигурано jе да

се дуж цеви jављаjу само ниже вредности Маховог и Кнудсеновог броjа од максималних.

Тада сигурно не долази до загушења и остаjе се у области струjања са клизањем. Безди-

мензиjске величине су реда O (1) и представљаjу однос величине у одређеноj просторноj

координати у односу на вредност у референтном попречном пресеку:

u =
ũ

ũr

, v =
ṽ

ũr

, p =
p̃

p̃r
, ρ =

ρ̃

ρ̃r
, T =

T̃

T̃w

, r =
r̃

R̃r

, z =
z̃

L̃
,

µ =
µ̃

µ̃r

, k =
k̃

k̃r
. (5.1)

Референтна брзина jе средња подужна брзина у референтном попречном пресеку:

ũr =
2

R̃2

R̃∫
0

ũer̃ dr̃. (5.2)

Притисак у излазном попречном пресеку означен jе са p̃r, а референтна густина добиjена

jе из jедначине стања идеалног гаса ρ̃r = p̃r/
(
R̃gT̃w

)
. Како jе полупречник микроцеви R̃

константан R̃r = R̃i = R̃e = R̃, следи да ће бездимензиjски полупречници у свим попреч-

ним пресецима бити исти R = Ri = Re = 1
(
R = R̃/R̃r, Ri = R̃i/R̃r, Re = R̃e/R̃r

)
. Дужина

цеви jе L̃. Референтна динамичка вискозност jе µ̃r, а референта топлотна проводљивост

k̃r, обе дефинисана за T̃w. Према молекуларном моделу чврстих сфера дефинисане су

бездимензиjске вредности динамичке вискозности и топлотне проводљивости:

µ = k = T a. (5.3)
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Вредности вискозно-температурског параметра a могу покрити различите моделе:

∗ a = 0 одговара случаjу константне вискозности и топлотне проводљивости

(µ = k = 1),

∗ a = 0,5 представља модел еластичних молекула,

∗ a = 1 представља модел Максвелових молекула.

У случаjу a = 0 решења не зависе од температурско-вискозног коефициjента, односно

вискозност и топлотна проводљивост не зависе од температуре [95].

Референтни бездимензиjски броjеви дефинисани су у складу са величинама у рефе-

рентном попречном пресеку. Референтни Махов, Кнудсенов и Реjнолдсов броj су:

Mar =
ũr√
κp̃r/ρ̃r

, (5.4)

Knr =
λ̃r

2R̃
, (5.5)

Rer =
2ρ̃rũrR̃

µ̃r

. (5.6)

Прантлов броj jе исти у целокупном струjном пољу:

Pr = Prr = c̃p
µ̃r

k̃r
. (5.7)

И у случаjу неизотермског струjања веза између референтног Маховог (5.4), Кнудсеновог

(5.5) и Реjнолдсовог броjа (5.6) jе иста као и у случаjу изотермског струjања (4.7).

5.2.2 Претпоставке на коjима се заснива модел

Приликом свођења jедначина на бездимензиjски облик, да би се добиле jедначине погодне

за решавање, потребно jе увести претпоставке.

Претпоставља се да jе пречник много мањи од дужине микроцеви, па се мали пара-

метар ε дефинише као:

ε =
2R̃

L̃
, ε ≪ 1. (5.8)

С обзиром на то да je микроцев константног попречног пресека, претпоставља се да
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jе попречна компонента брзине много мања од подужне:

ṽ = εṼ , Ṽ = O (1) . (5.9)

Разматра се дозвучно струjање са клизањем, па се уводи претпоставка о малим вред-

ностима Маховог и Кнудсеновог броjа:

κMar
2 = γεm, γ = O (1) , (5.10)

Knr = ηεn, η = O (1) , (5.11)

где су вредности параметара m и n позитивне, m > 0 и n > 0.

Како jе струjање дозвучно и овде ће, као и у случаjу изотермског струjања, бити

претпостављен ред величине односа квадрата Маховог броjа и Реjнолдсовог броjа:

κMar
2

Rer
= βε, β = O (1) . (5.12)

На основу претпоставке о квадрату Маховог броjа (5.10) и односу квадрата Маховог и Реj-

нолдсовог броjа (5.12) може се извести веза између Реjнолдсовог броjа и малог параметра

ε:

Rer = γεm−1/β. (5.13)

Оваj израз се користи за одређивање реда величине референтног Реjнолдсовог броjа по-

моћу експонента m − 1. Односно, вредности експонента малог параметра m > 1 пред-

стављаjу струjања при малим Реjнолдсовим броjевима. Струjањима при великим Реjнол-

дсовим броjевима одговара вредност m ⩽ 1.

Веза између параметара γ, η и β добиjа се на основу претпоставке о Маховом (5.10),

Кнудсеновом (5.11), Реjнолдсовом броjу (5.13) и везе између њих (4.7):

γ =
β2π

2η2
. (5.14)

Такође, параметри m и n нису независни. Зависност између њих следи из претпостав-
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ки (5.10)-(5.12) и израза (4.7):

2n+m = 2. (5.15)

Уз већ наведен услов m > 0 и n > 0, из релациjе (5.15), следи домен ових параметара

n ∈ (0,1) и m ∈ (0,2).

Како jе за струjање при малим Реjнолдсовим броjевима (Rer < 1) m > 1, домен

параметара m и n jе:

1 < m < 2, 0 < n < 1/2. (5.16)

За струjања при умерено великим Реjнолдсовим броjевима (Rer ⩾ 1), када jе m ⩽ 1,

параметри m и n су у опсегу:

0 < m ⩽ 1, 1/2 ⩽ n < 1. (5.17)

5.2.3 Основне jедначине и гранични услови у бездимензиjском

облику

Узимаjући у обзир референтне величине и референтне бездимензиjске броjеве димензиjски

систем jедначина (3.16)-(3.19) своди се на бездимензиjски облик:

1

rR̃

∂ (rρv)

∂r
+

1

L̃

∂ (ρu)

∂z
= 0, (5.18)

κMa2rρ

(
L̃

R̃
v
∂u

∂r
+ u

∂u

∂z

)
= −∂p

∂z
+

2κMa2r
Rer

L̃

R̃

(
1

r

∂

∂r

(
µr

∂u

∂r

))
+

+
2κMa2r
Rer

(
∂

∂r

(
µ
∂v

∂z

)
− 2

3

∂

∂z

(
µ

r

∂ (rv)

∂r

)
+

µ

r

∂v

∂z
+

4

3

R̃

L̃

∂

∂z

(
µ
∂u

∂z

))
, (5.19)

κMa2rρ

(
v
∂v

∂r
+

R̃

L̃
u
∂v

∂z

)
= −∂p

∂r
+

4κMa2r
Rer

(
1

r

∂

∂r

(
µr

∂v

∂r

)
− 1

3

∂

∂r

(
µ

r

∂ (rv)

∂r

)

− µ

2

v

r2
− 4

3

R̃

L̃

∂

∂r

(
µ
∂u

∂z

)
+

2R̃

L̃

∂

∂z

(
µ
∂u

∂r

)
+

R̃2

2L̃2

∂

∂z

(
µ
∂v

∂z

) )
, (5.20)

1

2
PrRerρ

(
v
∂T

∂r
+

R̃

2L̃
u
∂T

∂z

)
=

1

r

∂

∂r

(
kr

∂T

∂r

)
+

(
R̃

L̃

)2
∂

∂z

(
k
∂T

∂z

)
+

+
κ− 1

2κ
PrRer

(
v
∂p

∂r
+

R̃

L̃
u
∂p

∂z

)
+
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+ (κ− 1) PrMa2rµ

2
(∂v

∂r

)2

+

(
R̃

L̃

)2(
∂u

∂z

)2

+
(v
r

)2+

+

(
∂u

∂r

)2

+ 2
R̃

L̃

∂u

∂r

∂v

∂z
+

(
R̃

L̃

)2(
∂v

∂z

)2

−2

3

(1

r

∂ (rv)

∂r

)2

+ 2
R̃

L̃

1

r

∂ (rv)

∂r

∂u

∂z
+

(
R̃

L̃

)2(
∂u

∂z

)2
 (5.21)

Узимаjући у обзир претпоставку да jе референтни пречник много мањи од дужине цеви

(5.8) и да jе попрeчна компонента брзине много мања од подужне (5.9), као и претпоставке

о везама између Маховог, Кнудсеновог и Реjнолдсовог броjа са малим параметром ε (5.10)-

(5.12) бездимензиjски систем jедначина (5.18)-(5.21) може се написати у облику:

ε

rR̃

∂ (rρV )

∂r
+

1

L̃

∂ (ρu)

∂z
= 0, (5.22)

γεmρ

(
2V

∂u

∂r
+ u

∂u

∂z

)
= −∂p

∂z
+

4β

r

∂

∂r

(
µr

∂u

∂r

)
+

+ 2βε2
(

∂

∂r

(
µ
∂V

∂z

)
− 2

3

∂

∂z

(
µ

r

∂ (rV )

∂r

)
+

µ

r

∂V

∂z
+

2

3

∂

∂z

(
µ
∂u

∂z

))
, (5.23)

γεm+2ρ

(
V
∂V

∂r
+

1

2
u
∂V

∂z

)
= −∂p

∂r
+ 4βε2

(
1

r

∂

∂r

(
µr

∂V

∂r

)
− 1

3

∂

∂r

(
µ

r

∂ (rV )

∂r

)
−µ

2

V

r2
− 2

3

∂

∂r

(
µ
∂u

∂z

)
+

∂

∂z

(
µ
∂u

∂r

)
+

1

12

∂2u

∂r∂z
+

ε2

8

∂

∂z

(
µ
∂V

∂z

))
, (5.24)

γεm
Pr

2β
ρ

(
V
∂T

∂r
+

u

2

∂T

∂z

)
=

1

r

∂

∂r

(
kr

∂T

∂r

)
+

ε2

4

∂

∂z

(
k
∂T

∂z

)
+

+ γεm
κ− 1

2κ

Pr

β

(
V
∂p

∂r
+

u

2

∂p

∂z

)
+

+ γεmPr
κ− 1

κ
µ

[
2

((
ε2
∂V

∂r

)2

+
ε2

4

(
∂u

∂z

)2

+ ε2
(
V

r

)2
)
+

+

(
∂u

∂r

)2

+ 2ε2
∂u

∂r

∂V

∂z
+

ε4

4

(
∂V

∂z

)2

−2

3

(
ε2
(
1

r

∂ (rV )

∂r

)2

+ ε2
1

r

∂ (rV )

∂r

∂u

∂z
+

ε2

4

(
∂u

∂z

)2
)]

(5.25)
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Одбацивањем чланова реда O(ε2) и мањих добиjа се коначан облик jедначина у бездимен-

зиjском облику:
2

r

∂ (rρV )

∂r
+

∂ (ρu)

∂z
= 0, (5.26)

γεmρ

(
2V

∂u

∂r
+ u

∂u

∂z

)
= −∂p

∂z
+

4β

r

∂

∂r

(
µr

∂u

∂r

)
, (5.27)

∂p

∂r
= 0, (5.28)

Pr
γεm

4β
ρ

(
2V

∂T

∂r
+ u

∂T

∂z

)
=

1

r

∂

∂r

(
kr

∂T

∂r

)
+ Pr

κ− 1

κ
γεm

(
u

4β

∂p

∂z
+ µ

(
∂u

∂r

)2
)
. (5.29)

Из проjекциjе jедначине количине кретања на попречни правац (5.28) очигледно jе да не

постоjи зависност притиска од попречне координате r. Како jе струjање и осносиметрично,

следи да поље притиска зависи само од подужне координате z, тj. ∂p/∂z = dp/dz.

Применом референтних величина на jедначину стања идеалног гаса (3.20), добиjа се

њен бездимензиjски облик:

p = ρT, (5.30)

За гранични услов за поље брзине изабран jе Максвелов гранични услов (3.23), коjи

у бездимензиjском облику гласи:

u
∣∣
r=1

= −2− σv

σv

2Knr
T a+0,5

p

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=1

. (5.31)

Бездимензиjски гранични услов за поље температуре - услов Смолуховског у бездимен-

зиjском облику, на основу димензиjског израза (3.25), jе:

T
∣∣
r=1

= 1− 2− σT

σT

4κ

κ+ 1

Knr

Pr

T a+0,5

p

∂T

∂r

∣∣∣∣
r=1

. (5.32)

Узимаjући у обзир везу између Кнудсеновог броjа и малог параметра ε (5.11) гранични

услови за брзину и температуру могу се написати на следећи начин:

u
∣∣
r=1

= −2− σv

σv

2ηεn
T a+0,5

p

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=1

, (5.33)

T
∣∣
r=1

= 1− 2− σT

σT

4κ

κ+ 1

ηεn

Pr

T a+0,5

p

∂T

∂r

∣∣∣∣
r=1

. (5.34)
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Како при струjању постоjи симетриjа у односу на z осу, граничним условима ће се

придодати услов симетриjе за поље брзине:

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, V = 0, (5.35)

и услов симетриjе за поље температуре:

∂T

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0. (5.36)

5.3 Решавање проблема неизотермског струjања кроз

микроцеви

При решавању система бездимензиjских jедначина (5.26)-(5.29) и граничних услова (5.33)-

(5.36) карактеристичне величине претпостављаjу се у облику пертурбационих редова. Ов-

де ће све величине бити приказане са две апроксимациjе пертурбационог реда. Општи

облик развоjа произвољне величине f у пертурбациони ред, са две апроксимациjе, где jе

изабран развоj по референтном Кнудсеновом броjу jе:

f = f0 +Knrf1 +O
(
Kn2

r

)
. (5.37)

Прва апроксимациjа f0 jе решење за случаj континуума. Друга апроксимациjа f1 обухвата

утицаj клизања и утицаj коjи у системима jедначина даjу чланови реда O (εm).

У систему jедначина (5.26)-(5.29), (5.33)-(5.36), jављаjу се чланови реда величине

O (1), O (εm) и O (εn). У jедначини континуитета (5.26), у jедначини количине кретања

за попречни правац (5.28), код услова симетриjе за температуру (5.36) и брзину (5.35),

jављаjу се само чланови реда величине O (1). Jедначина количине кретања за подужни

правац (5.27) са десне стране садржи силу притиска и вискозну силу, коjи су такође реда

величине O (1). Лева страна ове jедначине (5.27) представља инерциjалну силу, и то су

чланови реда величине O (εm). У jедначини енергиjе (5.29) jављаjу се чланови реда вели-

чине O (1) и O (εm). Чланови реда величине O (εm) представљаjу конвективни члан, рад

услед ширења и рад вискозних сила - дисипациjу. Провођење топлоте у jедначини (5.29)

jе реда величине O (1). Гранични услови за брзину (5.33) и температуру (5.34) састоjе се
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од чланова реда величине O (1) и чланова реда Кнудсеновог броjа O (εn). Чланови реда

O (εn) у граничним условима (5.33) и (5.34) представљаjу утицаj клизања и температурски

скок, редом.

Коjи ће се чланови, почетног система jедначина, поjавити у систему jедначина за

одређену апроксимациjу зависи од међусобног односа параметара m и n. У складу са тим

разматраjу се два режима струjања. У првом случаjу решење се осмишљава тако да се

у другоj апроксимациjи, у односу на прву, jави само утицаj разређености. Оваj услов ће

бити задовољен само када jе задовољен однос n < m. Наиме, утицаj чланова реда величине

O (εm) ће се jавити и у овом случаjу, али тек у некоj од апроксимациjа вишоj од друге. У

складу са условом n < m ово jе случаj струjања при малим Реjнолдсовим броjевима (5.16).

За jеднаке вредности параметара m и n друга апроксимациjа, у односу на прву, садржи

утицаj чланова реда величине O (εn), односно O (εm). То jе утицаj разређености, инерциjе,

конвекциjе, рада услед ширења и дисипациjе. Узимаjући у обзир да су параметри m и n

jеднаки и њихову међусобну везу (5.15), показуjе се да jе њихова вредност m = n = 2/3 што

припада опсегу (5.17) коjи одговара струjањима при великим Реjнолдсовим броjевима.

И за случаj малих и умерено великих Реjнолдсових броjева решава се систем за прву,

затим и за другу апроксимациjу. У сваком систему, наjпре се уз одговараjући гранични

услов и услов симетриjе за температуру из jедначине енергиjе добиja поље температуре.

Затим се уз одговараjући гранични услов и услов симетриjе за поље брзине из jедначина

количине кретања за z правац добиjа брзина. Након тога, добиjање диференциjалне jед-

начине притиска следи из интегралног облика jедначине континуитета. Диференциjалне

jедначине за притисак одређуjу се за случаj када jе познат масени проток, коjи jе тада

потпуно садржан у првоj апроксимациjи. Масени протоци у осталим апроксимациjама су

jеднаки нули.

Након одабира вредности параметара m и n, изражавања величина у облику пертур-

бационих редова и уврштавања у бездимензиjски систем jедначина, формираjу се системи

jедначина коjи се састоjе од чланова истог реда, O (1) и O (Knr).

5.3.1 Струjање гаса при малим Реjнолдсовим броjевима

У складу са условима о вредностима параметара m и n при малим Реjнолдсовим броjеви-

ма (5.16) и њиховом међусобном везом (5.15) за параметре m и n су изабране вредности
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m = 3/2 и n = 1/4. На оваj начин утицаj свих чланова система jедначина jавиће се тек у

седмоj апроксимациjи. Заправо, чланови реда O(εm) неће се jавити у системима jедначина

за мале Реjнолдсове броjеве датим са по две апроксимациjе. Због тога се за случаj малих

Реjнолдсових броjева у свим jедначинама, осим у граничним условима, у другоj апрокси-

мациjи jављаjу исти чланови као у првоj апроксимациjи. То су чланови коjи потичу од

чланова реда величине O(1) у систему jедначина (5.26)-(5.29), (5.33)-(5.36) и настаjу само

од развоjа наведених чланова у пертурбациони ред. Гранични услови (5.33)-(5.34) садрже

чланове реда Кнудсеновог броjа O(Knr). Због тога се клизање и температурски скок гаса

на зиду поjављуjу у другоj апроксимациjи граничних услова за брзину и температуру.

Све карактеристичне величине претпостављене су у облику пертурбационог реда, са

по две апроксимациjе:

T = T0 +KnrT1 +O
(
Kn2

r

)
, (5.38)

u = u0 +Knru1 +O
(
Kn2

r

)
, (5.39)

V = V0 +KnrV1 +O
(
Kn2

r

)
, (5.40)

p = p0 +Knrp1 +O
(
Kn2

r

)
, (5.41)

ρ = ρ0 +Knrρ1 +O
(
Kn2

r

)
. (5.42)

Када се карактеристичне величине развиjене у ред по референтном Кнудсеновом броjу

(5.38)-(5.42) уврсте у систем основних jедначина и граничних услова у бездимензиjском

облику (5.26)-(5.29), (5.33)-(5.36) добиjа се систем jедначина за обе апроксимациjе:

ε0 : 0 =
1

r

∂

∂r

(
rT a

0

∂T0

∂r

)
, (5.43)

dp0
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
rT a

0

∂u0

∂r

)
, (5.44)

1∫
0

2ρ0u0r dr = ṁ0, (5.45)

T0|r=1 = 1, (5.46)

∂T0

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (5.47)

u0|r=1 = 0, (5.48)
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∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (5.49)

p0|z=1 = 1, (5.50)

εn : 0 = η
1

r

∂

∂r

(
r

(
T a
0

∂T1

∂r
+ aT a−1

0 T1
∂T0

∂r

))
, (5.51)

dp1
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r

(
T a
0

∂u1

∂r
+ aT a−1

0 T1
∂u0

∂r

))
, (5.52)

1∫
0

2 (ρ0u1 + ρ1u0) rdr = ṁ1, (5.53)

T1

∣∣
r=1

= −2− σT

σT

4κ

κ+ 1

1

Pr

T a+0,5
0

p0

∂T0

∂r

∣∣∣∣
r=1

, (5.54)

∂T1

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (5.55)

u1

∣∣
r=1

= −2− σv

σv

2
T a+0,5
0

p0

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=1

, (5.56)

∂u1

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (5.57)

p1|z=1 = 0. (5.58)

Системи jедначина решаваjу се сукцесивно и истом процедуром. Наjпре се решава

jедначина енергиjе за прву апроксимациjу (5.43), коjа уз услов симетриjе (5.47) и гра-

нични услов (5.46) даjе решење за температуру у првоj апроксимациjи. Следи решавање

jедначине количине кретања за z правац за прву апроксимациjу (5.44) уз услов симетриjе

(5.49) и гранични услов за брзину на зиду цеви за прву апроксимациjу (5.48). Са добиjеним

решењима за температуру и брзину у првоj апроксимациjи одређуjе се диференциjална

jедначина за поље притиска, користећи интегрални облик jедначине континуитета (5.45).

Друга апроксимациjа температуре добиjа се из друге апроксимациjе jедначине енер-

гиjе (5.51) уз услов симетриjе (5.55) и гранични услов за другу апроксимациjу (5.54). Без

обзира што jе претпостављено да се ради о неизотермском струjању и што се користи

jедначина енергиjе решење се своди на изотермско:

T = T0 +KnrT1 = 1, (5.59)
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Затим се из jедначине количине кретања за z правац за другу апроксимациjу (5.52),

уз услов симетриjе (5.57) и гранични услов за брзину на зиду (5.56) добиjа друга апрок-

симациjа брзине. Узимаjући у обзир решење за поље температуре (5.59), брзинско поље

своди се на израз за изотермско струjање при малим Реjнолдсовим броjевима за констан-

тан попречни пресек са две апроксимациjе (4.64):

u = u0 +Knru1 =
p′0
16β

(
r2 − 1

)
+Knr

[
−2− σv

σv

p′0
4βp0

+
p′1
16β

(
r2 − 1

)]
. (5.60)

Како притисак зависи само од подужне координате z први изводи притиска по по-

дужноj координати означени су са ′, док други изводи носе ознаку ′′ (нпр. p′0 = dp0/dz).

Добиjена решења за температуру (5.59) и брзину (5.60) важе за случаj стишљивог

струjања, као и за случаj када се стишљивост занемаруjе. Разлика између решења за поље

брзине и температуре за стишљиво струjање и струjање када се стишљивост занемаруjе

jе у различитим решењима за поље притиска коjа се добиjаjу за сваки од ова два случаjа.

Решења за стишљиво струjање гаса

Полазећи од jедначине стања идеалног гаса (5.30), уврштаваjући притисак (5.41), тем-

пературу (5.38) и густину (5.42) у облику пертурбационих редова, заjедно са добиjеним

решењем за прву и другу апроксимациjу температуре (5.59), добиjаjу се прва и друга

апроксимациjа густине за случаj малих Реjнолдсових броjева:

ρ0 = p0, (5.61)

ρ1 = p1. (5.62)

Добиjени изрази за апроксимациjе густине (5.61), (5.62) уводе се у одговараjуће апрок-

симациjе jедначине континуитета у интергалном облику (5.45), (5.53). За познат масени

проток, коjи jе садржан у првоj апроксимациjи (ṁ0 = 1, ṁ1 = 0), добиjене су диферен-

циjалне jедначине за прву и другу апроксимациjу притиска за стишљиво неизотермско

струjање гаса у микроцеви константног попречног пресека:

- прва апроксимациjа:

p0p
′
0 = −32β, (5.63)

73



Ива Гуранов Докторска дисертациjа

- друга апроксимациjа:

(p0p1)
′ = −2− σv

σv

8p′0. (5.64)

Из диференциjалних jедначина за прву и другу апроксимациjу поља притиска (5.63),

(5.64), заjедно са условима за вредност притиска на излазу из цеви (5.50) и (5.58), мо-

гуће jе аналитичким путем добити израз за целокупно поље притиска код неизотермског

стишљивог струjања разређеног гаса у микроцеви константног попречног пресека:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr

[
2− σv

σv

8

(
1

p0
− 1

)]
, (5.65)

где jе прва апроксимациjа притиска:

p0 =
√

1 + 64β (1− z). (5.66)

Коначно, на основу (5.60) добиjа се поље брзине за стишљиво неизотермско струjање гаса

при константном попречном пресеку за мале Реjнолдсове броjеве:

u = u0 +Knru1 =
2

p0

(
1− r2

)
+Knr

2− σv

σv

8

p20

[
1 + 2

(
r2 − 1

)]
. (5.67)

Како неизотермност не долази до изражаjа при струjању гаса при малим Реjнолдсо-

вим броjевима решења за поље притиска и брзине се своде на изотермско решење за случаj

струjања гаса при малим Реjнолдсовиме броjевима. Тако су изрази за поље брзине при

изотермском струjању за микроцев константног попречног пресека са две апроксимациjе

(4.64) и неизотермском струjању (5.67), односно (5.60), исти. У овом случаjу израз за поље

притиска са две апроксимациjе (4.70) исти jе као израз (5.65).

Решења за нестишљиво струjање гаса

Претпоставка о занемареноj стишљивости може бити оправдана, посебно када се ради о

струjању при малим Реjнолдсовим броjевима, због занемарљиво малих вредности Махо-

вог броjа. При таквом струjању густина jе константна и целокупна вредност густине jе
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садржана у првоj апроксимациjи:

ρ0 = 1, (5.68)

ρ1 = 0. (5.69)

За случаj познатог масеног протока, коjи jе садржан у првоj апроксимациjи (ṁ0 = 1,

ṁ1 = 0), добиjаjу се диференциjалне jедначине за прву и другу апроксимациjу притиска за

нестишљиво нeизотермско струjање разређеног гаса при малим Реjнолдсовим броjевима:

- прва апроксимациjа:

p′0 = −32β, (5.70)

- друга апроксимациjа:

p′1 = −2− σv

σv

8p′0
p0

. (5.71)

Решаваjући диференциjалне jедначине (5.70), (5.71) и примeњуjући услове о вредности

притиска на излазу из цеви, (5.50) и (5.58), долази се до аналитичког решења за поље

притиска код нестишљивог неизотермског струjања:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr

[
−2− σv

σv

8lnp0

]
, (5.72)

са решењем за прву апроксимациjу:

p0 = 32β (1− z) + 1. (5.73)

Иако jе у овом случаjу стишљивост занемарена, добиjа се да промена притиска при

струjању разређеног гаса дуж микроцеви ниjе линеарна. Нелинеарност се jавља као по-

следица ефекта разређености, коjа jе у решењу за поље притиска узета у обзир. Из истог

разлога jе расподела притиска дуж микроцеви за случаj занемарене разређености лине-

арна (5.73).

Израз за одређивање поља брзине при малим Реjнолдсовим броjевима, када се сти-
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шљивост занемаруjе, добиjа се из општег израза за брзину (5.60) када се узме у обзир

решење за притисак (5.72) за случаj занемарене стишљивости:

u = u0 +Knru1 = 2
(
1− r2

)
+Knr

2− σv

σv

8

p0

[
1 + 2

(
r2 − 1

)]
. (5.74)

Закључуjе се да у случаjу струjања при малим Реjнолдсовим броjевима неизотермност

не долази до изражаjа ни при стишљивом струjању, ни у случаjу када се стишљивост

занемаруjе.

5.3.2 Струjање гаса при великим Реjнолдсовим броjевима

При струjању гаса при великим Реjнолдсовим броjевима све карактеристичне величине

претпостављене су у облику пертурбационог реда са по две апроксимациjе (5.38)-(5.42).

Са циљем да се у другоj апроксимациjи осим ефекта клизања узме у обзир и утицаj

инерциjе, конвекциjе, рада услед ширења и дисипациjе потребно jе изабрати jеднаке вред-

ности параметара m и n задовољаваjући њихову међусобну везу (5.15), m = n = 2/3. За-

мењуjући величине изражене у облику пертурбацоног реда (5.38)-(5.42) у бездимензиjски

систем jедначина (5.26)-(5.29), (5.33)-(5.36) формираjу се два система основних jедначина

и граничних услова:

ε0 :
2

r

∂

∂r
(rρ0V0) +

∂

∂z
(ρ0u0) = 0, (5.75)

0 =
1

r

∂

∂r

(
T a
0 r

∂T0

∂r

)
, (5.76)

dp0
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
T a
0 r

∂u0

∂r

)
, (5.77)

1∫
0

2ρ0u0r dr = ṁ0, (5.78)

T0|r=1 = 1, (5.79)

∂T0

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (5.80)

u0|r=1 = 0, (5.81)

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (5.82)

p0|z=1 = 1, (5.83)

76



Ива Гуранов Докторска дисертациjа

εn :
2

r

∂

∂r
(rρ0V1 + rρ1V0) +

∂

∂z
(ρ0u1 + ρ1u0) = 0, (5.84)

Pr

4

γ

β
ρ0

(
2V0

∂T0

∂r
+ u0

∂T0

∂z

)
= η

1

r

∂

∂r

(
r

(
T a
0

∂T1

∂r
+ aT1T

a−1
0

∂T0

∂r

))
+

+ Prγ
κ− 1

κ

(
u0

4β

dp0
dz

+ T a
0

(
∂u0

∂r

)2
)
, (5.85)

γ

η
ρ0

(
2V0

∂u0

∂r
+ u0

∂u0

∂z

)
+

dp1
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r

(
T a
0

∂u1

∂r
+ aT1T

a−1
0

∂u0

∂r

))
, (5.86)

1∫
0

2 (ρ0u1 + ρ1u0) rdr = ṁ1, (5.87)

T1

∣∣
r=1

= −2− σT

σT

4κ

κ+ 1

1

Pr

T a+0,5
0

p0

∂T0

∂r

∣∣∣∣
r=1

, (5.88)

∂T1

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (5.89)

u1

∣∣
r=1

= −2− σv

σv

2
T a+0,5
0

p0

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=1

, (5.90)

∂u1

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0, (5.91)

p1|z=1 = 0. (5.92)

Како се у систему jедначина за прву апроксимациjу jављаjу само чланови реда вели-

чине O(1), следи да на ове чланове не утиче избор вредности параметара m и n. Из тог

разлога системи jедначина за прву апроксимациjу за случаj малих (5.43)-(5.50) и великих

Реjнолдсових броjева (5.75)-(5.83) су исти, па су и решења за прву апроксимациjу иста.

Додатак коjи се jавља у првоj апроксимациjи при великим Реjнолдсовим броjевима jе по-

пречна компонента брзине V0, коjу jе, за разлику од струjања при малим Реjнолдсовим

броjевима, неопходно одредити за добиjење прве апроксимациjе преосталих величина. Из

диференциjалног облика jедначине континуитета (5.75), заjедно са условима V0|r=0 = 0 и

V0|r=R = 0 добиjа се прва апроксимациjа попречне компоненте брзине:

V0 =
r

128β

(
2− r2

)(ρ′0p
′
0

ρ0
+ p′′0

)
. (5.93)

Даље, ослањаjући се на већ добиjена решења за прву апроксимациjу, приступа се решавању

система за другу апроксимациjу.

Наjпре се решава jедначина енергиjе (5.85) и уз услов симетриjе (5.89) и гранични
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услов (5.88) за температуру на зиду цеви добиjа решење за поље температуре:

T = T0 +KnrT1 = 1 + Knr
2Rer

2 1− κ

256πβ2κ
p′20 Pr

(
r2 − 1

)2
. (5.94)

Ово решење показуjе да не долази до изражаjа температурски скок на зиду, али да jе

поље температуре у цеви неизотермско.

Даље се користећи услов симетриjе (5.91) и гранични услов за поље подужне брзине

на зиду цеви у другоj апроксимациjи (5.90) решава jедначина количине кретања за другу

апроксимациjу (5.86). Уз подужну брзину у првоj апроксимациjи, добиjа се поље подужне

брзине за неизотермско струjање разређеног гаса кроз микроцев константног попречног

пресека:

u = u0 +Knru1 =
p′0
16β

(
r2 − 1

)
+Knr

[
−2− σv

σv

p′0
4βp0

+
p′1
16β

(
r2 − 1

)
+

+
KnrRe

2
r

2048πβ3

(
ρ0p

′
0p

′′
0 +

aPr (κ− 1) p′30
2κ

)(
r6

9
− r4

2
+ r2 − 11

18

)]
. (5.95)

Добиjени изрази за температуру и брзине су општи изрази и важе и за случаj стишљи-

вог струjања и када jе стишљивост занемарена. Разлика у решењима за ова два случаjа

произилази из различитих решења за поље притиска.

Решења за стишљиво струjање гаса

Увођењем израза за температуру (5.38), притисак (5.41) и густину (5.42) у облику пер-

турбационог реда у jедначину стања идеалног гаса (5.30) и узимањем у обзир решења за

прву апроксимациjу температуре (5.94) следе прва и друга апроксимациjа густине:

ρ0 = p0, (5.96)

ρ1 = p1 − p0T1. (5.97)

Из jедначина континуитета у интегралном облику (5.78), (5.87), узимаjући у обзир

апроксимациjе густине (5.96), (5.97), добиjаjу се диференциjалне jедначине за прву и другу

апроксимациjу притиска за неизотермско стишљиво струjање разређеног гаса за случаj

великих Реjнолдсових броjева:
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- прва апроксимациjа:

p0p
′
0 = −32β, (5.98)

- друга апроксимациjа:

(p0p1)
′ = −2− σv

σv

8p′0 −
γp0p

′
0

512β2η

(
(κ− 1) Prp′20

2κ
(1 + a) + p0p

′′
0

)
. (5.99)

Диференциjалне jедначине за поље притиска добиjене су за познату вредност масеног

протока, коjа jе садржана у првоj апроксимациjи (ṁ0 = 1, ṁ1 = 0).

Са познатим вредностима притиска на излазу из цеви (5.83), (5.92), из диференциjал-

них jедначина (5.98), (5.99), добиjа се расподела притиска дуж микроцеви за стишљиво

неизотермско струjање гаса при великим Реjнолдсовим броjевима:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr

[
2− σv

σv

8

(
1

p0
− 1

)
+

+2KnrRe
2
r

lnp0
πp0

(
2− (1 + a) Pr

κ− 1

κ

)]
, (5.100)

где jе решење за прву апроксимациjу притиска p0 =
√

1 + 64β (1− z).

Имаjући у виду добиjена решења за стишљиво струjање при великим Реjнолдсовим

броjевима, према општем решењу за поље температуре (5.94), добиjа се расподела темпе-

ратуре за стишљиво струjање гаса у микроцеви:

T = T0 +KnrT1 = 1 + 4Kn2
rRe

2
rPr

(1− κ)

πκp20

(
r2 − 1

)2
. (5.101)

Ни у случаjу стишљивог струjања температурски скок на зиду не долази до изражаjа.

На исти начин, из општег решења за поље подужне брзине (5.95), следи и расподе-

ла подужне брзине за стишљиво струjање гаса у микроцеви при великим Реjнолдсовим

броjевима:

u = u0 +Knru1 =
2

p0

(
1− r2

)
+Knr

2

p20

[
4
2− σv

σv

+
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+
4

p30π

(
4π

2− σv

σv

+KnrRe
2
r

(
2− aPr (κ− 1)

κ

)
(lnp0 − 1)

)(
r2 − 1

)
+

+KnrRe
2
r

4

πp0

(
2− aPr (κ− 1)

κ

)(
r6

9
− r4

2
+ r2 − 11

18

)]
. (5.102)

Уврштавањем решења за притисак у општи израз за попречну компоненту брзине

у првоj апроксимациjи (5.93) добиjено jе V0 = 0, односно код микроцеви константног

попречног пресека попречна компонента не долази до изражаjа.

Решења за нестишљиво струjање гаса

Код нестишљивог струjања гаса комплетна густина садржана jе у првоj апроксимациjи,

као при малим Реjнолдсовим броjевима, па су обе апроксимациjе густине као у том слу-

чаjу ρ0 = 1, ρ1 = 0. Претпоставка о занемареноj стишљивости може се оправдати малим

вредностима Маховог броjа.

При добиjању диференциjалних jедначина за поље притиска масени проток jе познат

и садржан у првоj апроксимациjи (ṁ0 = 1, ṁ1 = 0). Интеграљењем jедначина континуи-

тета, за прву (5.78), а затим и за другу апроксимациjу (5.87) добиjаjу се диференциjалне

jедначине за притисак:

- прва апроксимациjа:

p′0 = −32β, (5.103)

- друга апроксимациjа:

p′1 = −2− σv

σv

8
p′0
p0

− aγ

1024β2η

κ− 1

κ
Pr p′30 . (5.104)

За познате вредности притиска на излазу из цеви за одговараjуће апроксимациjе

(5.83), (5.92), добиjа се израз за расподелу притиска за нестишљиво струjање гаса за мик-

роцеви константне температуре зида при великим Реjнолдсовим броjевима:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr

[
−2− σv

σv

8lnp0 + 2aKnrRe
2
rPr

κ− 1

πκ
(1− p0)

]
. (5.105)

Овде jе прва апроксимациjа притиска, као и при малим Реjнолдсовим броjевима, дата
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jедначином p0 = 32β (1− z) + 1.

Уводећи решење за притисак у опште решење за температуру (5.94) и подужну брзину

(5.95) добиjа се расподела температуре и подужне брзине за нестишљиво струjање гаса у

микроцеви при великим Реjнолдсовим броjевима:

T = T0 +KnrT1 = 1 + 4Kn2
rRe

2
rPr

(1− κ)

πκ

(
r2 − 1

)2
, (5.106)

u = u0 +Knru1 = 2
(
1− r2

)
+Knr

[
2− σv

σv

8

p0
+

+
4

p20π

(
4π

2− σv

σv

+KnrRe
2
r

(
2− aPr (κ− 1)

κ

)
(lnp0 − 1)

)(
r2 − 1

)
−8aKnrRe

2
rPr

κ− 1

πκ

(
r6

9
− r4

2
+ r2 − 11

18

)]
. (5.107)

У овом случаjу неизотермност долази до изражаjа при чему нема температурског

скока на зиду, као и код стишљивог струjања. Осим тога, профил температуре jе исти у

сваком попречном пресеку, тj. не мења се у правцу струjања што jе последица линеарне

расподеле притиска у првоj апроксимациjи при нестишљивом струjању. Из решења за по-

дужну брзину се види да клизање на зиду постоjи и да се профил брзине мења низструjно.

Такође, код нестишљивог струjања, уврштаваjући решење за притисак у опште решење

за попречну компоненту брзине, добиjа се да jе V0 = 0.

5.4 Анализа резултата

У овом поглављу анализираjу се резултати за неизотермско струjање разређеног гаса са

константном температуром зида, изазвано разликом притисака. Анализира се стационарно

осносиметрично дозвучно струjање гаса кроз цев константног попречног пресека. Анали-

зирани су режими струjања при малим и великим Реjнолдсовим броjевима.

За добиjање резултата, на основу добиjених решења у претходним поглављима, неоп-

ходно jе задати вредности бездимензиjских броjева и параметара. Димензиjском анализом

jе показано да jе потребно задати вредност малог параметра ε, референтног Реjнолдсовог

броjа Rer, референтног Кнудсеновог броjа Knr и вредност параметара m и n (одређивање

режима струjања). На основу ових вредности следе преостале величине: референтни Ма-
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хов броj Mar и параметри γ, η и β.

5.4.1 Анализа резултата за мале Реjнолдсове броjеве

За режим струjања при малим Реjнолдсовим броjевима резултати су приказани за вред-

ност малог параметра ε = 0,01, референтни Реjнолдсов броj Rer = 0,1 и одговараjуће

вредности референтног Кнудсеновог броjа, тj. за континуум (Knr = 0) и за струjање са

клизањем (Knr = 0,05, Knr = 0,1). Изабран jе коефициjент акомодациjе за дифузну ре-

флексиjу σv = 1 и идеалну размену енергиjе између гаса и зида σT = 1. Сви резултати

приказани су за Прантлов броj Pr = 2/3 и за jедноатомски гас κ = 5/3.

Поље температуре за мале Реjнолдсове броjеве jе константно (T = 1). Овим решењем

за температуру jе показано да се случаj са констатном температуром зида, при малим Реj-

нолдсовим броjевима, своди на изотермски случаj. Утицаj температуре долази до изражаjа

при великим Реjнолдсовим броjевима.

Како се неизотермско струjање при малим Реjнолдсовим броjевима своди на изотерм-

ски случаj, решења за стишљиво струjање при малим Реjнолдсовим броjевима у овом по-

глављу иста су као резултати за изотермско стишљиво струjање при малим Реjнолдсовим

броjевима за цев константног попречног пресека (поглавље 4.3.1). Следи да су резултати

за поље притиска и брзине за неизотермско стишљиво струjање при малим Реjнолдсовим

броjевима већ дати на сликама 4.3 б) и 4.5 б), респективно.

Расподела притиска дуж микроцеви за струjање када се стишљивост занемаруjе при

малим Реjнолдсовим броjевима дата jе на слици 5.2. Приметно jе да притисак код нести-

шљивог струjања даjе линеарну расподелу када разређеност ниjе узета у обзир, као што

jе и очекивано за нестишљиво струjање. Утицаj разређености исти jе као што jе био за

стишљиво струjање при истим условима (слика 4.3 б)) - разређеност снижава вредност

притиска дуж микроцеви. Односно, показуjе се да повећање разређености даjе мањи при-

тисак при истом масеном протоку - потребан jе мањи притисак на улазу у цев. Занемари-

вање стишљивости има супротан утицаj и доводи до већег односа притисака на улазу и

излазу из цеви.
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Слика 5.2: Расподела притиска за струjање у микроцеви са занемареном стишљивости за кон-
тинуум Knr = 0 (5.73) и струjање са клизањем (Knr = 0,05 и Knr = 0,1) (5.72).

Подужна расподела притиска за континуум и струjање са клизањем за стишљиво

струjање и за случаj када се стишљивост занемаруjе при истом Реjнолдсовом броjу, малом

параметру и Прантловом броjу приказана jе на слици 5.3.
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Слика 5.3: Расподела притиска у микроцеви константног попречног пресека: а) стишљиво неизо-
термско струjање (5.65); б) када jе стишљивост занемарена (5.72).

Профили брзине у различитим попречним пресецима за нестишљиво неизотермско

струjање, при малим Реjнолдсовим броjевима, приказани су на слици 5.4. За случаj кон-

тинуума профил брзине се не мења дуж цеви, што jе последица линеарне расподеле при-

тиска у случаjу континуума (прва апроксимациjа). За Knr = 0,1 вредност брзине у оси
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опада од улаза ка излазу из микроцеви. Са брзином на зиду jе обрнут случаj, односно

утицаj клизања на зиду расте од улаза ка излазу из цеви, као и код стишљивог струjања.
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Слика 5.4: Профили брзине за нестишљиво струjање у различитим попречним пресецима мик-
роцеви, за континуум Knr = 0 и струjање са клизањем Knr = 0,1 (5.74).

5.4.2 Анализа и валидациjа резултата за велике Реjнолдсове

броjеве

Резултати за струjање при великим Реjнолдсовим броjевима приказани су за вредност ма-

лог параметра ε = 0,01, Реjнолдсовог броjа Rer = 3 и различите вредности Кнудсеновог

броjа. Коефициjент акомодациjе за дифузну рефлексиjу jе σv = 1 и коефициjент акомо-

дациjе за идеалну размену енергиjе између гаса и зида jе σT = 1. У циљу поређења са

резултатима из литературе, коjи су добиjени за ваздух, изабран jе Прантлов броj Pr = 0,7

и однос топлотних капацитета κ = 7/5.

Код стишљивог струjања при великим Реjнолдсовим броjевима поље температуре

приказано jе за случаj континуума и за случаj коjи обухвата утицаj клизања (слика 5.5).

Профил температуре приказан jе у три попречна пресека. Добиjено jе да jе температура

у првоj апроксимациjи (Knr = 0) константна, како по попречном пресеку, тако и дуж

цеви. Иако jе коришћен гранични услов температурског скока, у прве две апроксимациjе

пертурбационог реда оваj услов ниjе дошао до изражаjа. Упркос константноj вредности

температуре зида долази до промене температуре у гасу у попречном пресеку. Осим тога

температурски профил се мења и у правцу струjања гаса. Температура у оси цеви опада

од улаза ка излазу из цеви, изузев на зиду и наjнижа вредност температуре jе у оси цеви.

84



Ива Гуранов Докторска дисертациjа

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
r

0,975

0,98

0,985

0,99

0,995

1

T

z = 1

z = 0,96

z = 0

Rer = 3

ε = 0,01

Pr = 0,7

Knr = 0

Knr = 0,1

Слика 5.5: Профили температуре у различитим пресецима микроцеви за континуум (Knr = 0)
и струjање са клизањем (Knr = 0,1) (5.101).

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
z

1

2

4

6

8

10

12
p

Rer = 3

ε = 0,01

Pr = 0,7

Knr = 0

Knr = 0,05

Knr = 0,1

a)
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

z

1

3

5

7

9

11

12
p

Rer = 3

ε = 0,01

Pr = 0,7

Knr = 0 (5.66)

Knr = 0,1 (5.100)

Knr = 0,1 (5.100)

0,37 0,38 0,39 0,4
7,9

8

8,1

8,2

без еф. другог реда
са еф. другог реда

б)

Слика 5.6: а) Поље притиска за стишљиво струjање при великим Реjнолдсовим броjевима
(5.100); б) Поређење поља притиска (5.100) за случаj са и без ефеката другог реда.

Утицаj разређености на поље притиска приказан jе на слици 5.6. Као што jе у доса-

дашњим анализама закључено, разређеност и у случаjу неизотермског струjања снижава

притисак дуж микроцеви у односу на случаj када jе разређеност занемарена. Осим раз-

ређености анализиран jе и утицаj инерциjе, конвекциjе, рада услед ширења и дисипациjе

на расподелу притиска, тj. ефеката другог реда. Поредећи резултате за расподелу притис-

ка у разређеном гасу у случаjу када су ефекти другог реда узети у обзир и када jе њихов

утицаj занемарен закључуjе се да ефекти реда величине Кнудсеновог броjа и O(εm) доводе

до пораста притиска дуж микроцеви. Исти закључци о утицаjу разређености и ефеката

другог реда добиjени су и за стишљиво струjање у микролежаjима константних и jеднаких

85



Ива Гуранов Докторска дисертациjа

[96] и константних и различитих температура зидова [97].

Анализа утицаjа температурско-вискозног параметра a на поље притиска (5.100) по-

казала jе да jе утицаj параметра a на ово решење занемарљив. Иако jе неизотермско поље

температуре, промена температуре у попречном пресеку jе врло мала, тако да не утиче

значаjно на промене вредности транспортних коефициjената k и µ. Због тога jе потпуно

оправдано користити jедноставниjе решење добиjено из (5.100) за a = 0:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr

[
2− σv

σv

8

(
1

p0
− 1

)
+ 2KnrRe

2
r

lnp0

πp0

(
2− Pr

κ− 1

κ

)]
. (5.108)
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Слика 5.7: Профили брзине у различитим пресецима микроцеви за континуум Knr = 0 и
струjање са клизањем Knr = 0,1 (5.102).

Профили брзине приказани су у три попречна пресека (слика 5.7). За сваки од ових

пресека дат jе и профил брзине за струjање без клизања. Укупна брзина на зиду цеви,

односно утицаj клизања, расте од улаза ка излазу. И код поља брзине темепратурско-

вискозни параметар занемарљиво утиче на поље брзине. Због тога jе оправдано користити

jедноставниjе решење коjе се добиjа из (5.102) за a = 0:

u =u0 +Knru1 =
2

p0

(
1− r2

)
+

+Knr

[
2− σv

σv

8

p20
+

p′1
16β

(
r2 − 1

)
+KnrRe

2
r

16

πp30

(
r6

9
− r4

2
+ r2 − 11

18

)]
. (5.109)

Профил температуре, при неизотермском нестишљивом струjању за велике Реjнолд-

сове броjеве, приказан jе на слици 5.8. Промена температуре постоjи по попречном пресеку,
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али се температура не мења дуж цеви T = T (r). Са циљем потврде добиjеног решења ре-

зултати су упоређени са резултатима Асака и Хонга [98], коjи су добиjени за разређено

нестишљиво потпуно развиjено струjање гаса у микроцеви са константном температуром

зида. Поређењем решења за расподелу температуре, датог jедначином (5.106), са тем-

пературским профилом Асака и Хонга [98] постигнуто jе добро слагање, са релативном

грешком мањом од 1% (слика 5.8).
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Слика 5.8: Поређење профила температуре за нестишљиво струjање при великим Реjнолдсовим
броjевима (5.106) са профилом температуре Асака и Хонга [98] у излазном попречном пресеку.

Расподела притиска дуж микроцеви константног попречног пресека за случаj занема-

рене стишљивости приказана jе на слици 5.9. За континуум се добиjа линеарна расподела

притиска дуж микроцеви, док разређеност снижава вредност притиска (слика 5.9 а)).

Утицаj разређености и ефеката другог реда на расподелу притиска, када jе стишљивост

занемарена, приказан jе на слици 5.9 б)). Утицаj разређености снижава притисак дуж мик-

роцеви. Ефекти другог реда додатно снижаваjу притисак дуж микроцеви, што jе супротно

у односу на ефекте другог реда на расподелу притиска код стишљивог струjања.

Профили брзине за нестишљиво струjање при великим Реjнолдсовим броjевима при-

казани су у три попречна пресека (слика 5.10). Као код профила температуре, профили

брзине су у свим наведеним попречним пресецима поређени са решењима Асака и Хонга

[98] и показано jе добро слагање. Решење за брзину (5.107) и решење Асака и Хонга [98]

показуjе да се брзина клизања на зиду повећава дуж цеви, док се брзина у оси смањуjе.

Профил брзине (5.107) добиjен за континуум, када jе Knr = 0, не мења се дуж цеви.
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Слика 5.9: Поље притиска: а) нестишљиво струjање при великим Реjнолдсовим броjевима
(5.105); б) поређење поља притиска за нестишљиво струjање (5.105) са и без ефеката другог
реда.
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Слика 5.10: Поређење профила брзина у различитим попречним пресецима микроцеви за нести-
шљиво струjање гаса Асака и Хонга [98] са профилима брзине (5.107).

Анализа утицаjа вискозно-температурског параметра a на поље притиска код струjања

са клизањем, када се стишљивост занемаруjе, показуjе да jе утицаj овог параметра зане-

марљив. Због тога jе оправдано користи решење (5.105) при коме jе a = 0:

p = p0 +Knrp1 = p0 −
2− σv

σv

8Knrlnp0. (5.110)
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Исти закључак jе и са профилом брзине (5.107) коjи за a = 0 даjе:

u = u0 +Knru1 = 2
(
1− r2

)
+Knr

[
2− σv

σv

8

p0
+

p′1
16β

(
r2 − 1

)]
. (5.111)

Решења за поље температуре, брзине и притиска за неизотермско струjање гаса кроз

микроцев при великим Реjнолдсовим броjевима обjављена су у раду [99].
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6 Изотермско струjање гаса у микроцевима

прстенастог попречног пресека

6.1 Опис проблема и модел струjања

Изотермско осносиметрично стационарно стишљиво дозвучно струjање разређеног гаса

одвиjа се у микроцеви прстенастог попречног пресека. Струjање jе изазвано разликом

притисака између улаза и излаза из цеви. Скица прстенасте микроцеви са ознакама дата

jе на слици 6.1. Унутрашњи полупречник микроцеви jе R̃1, а спољашњи полупречник

jе R̃2. Оба полупречника су константна дуж микроцеви. Односно, R̃1i = R̃1e = R̃1, и

R̃2i = R̃2e = R̃2, где jе „i ” ознака за величине у улазном, а „e” за величине у излазном

попречном пресеку.

Слика 6.1: Геометриjа прстенасте микроцеви.

6.2 Систем jедначина у бездимензиjском облику

Систем jедначина при изотермском струjању састављен jе од jедначине континуитета,

проjекциjа jедначине количине кретања на подужни z и попречни r правац и jедначине

стања идеалног гаса (3.16)-(3.18), (3.20) заjедно са одговараjућим граничним условима.
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6.2.1 Дефинисање референтних величина и референтних

бездимензиjских броjева

Као и у досадашњим поглављима излазни пресек биће изабран за референтни. На таj

начин jе обезбеђено да вредности Маховог и Кнудсеновог броjа у комплетном струjном

пољу буду мање од њихове вредности на излазу. Тако се осигурава да не дође до загушења

и остаjе се у области дозвучног струjања и струjања са клизањем. Као и у претходним

поглављима, вредности свих величина у референтном попречном пресеку носе индекс „r ”.

Бездимензиjски облик одговараjућих величина jе представљен односом разматране

величине у посматраноj тачки и вредности величине у референтном попречном пресеку:

u =
ũ

ũr

, v =
ṽ

ũr

, p =
p̃

p̃r
, ρ =

ρ̃

ρ̃r
, µ =

µ̃

µ̃r

, r =
r̃

R̃r

, z =
z̃

L̃
. (6.1)

Референтна брзина jе средња подужна брзина у референтном (излазном) попречном пре-

секу:

ũr =
2

R̃2
2 − R̃2

1

R̃2∫
R̃1

ũer̃ dr̃. (6.2)

Притисак у референтном попречном пресеку jе p̃r. Густина у референтном попречном

пресеку (ρ̃r) добиjа се из jедначине стања идеалног гаса (3.20). Референтни полупречник

микроцеви дат jе као разлика спољашњег и унутрашњег полупречника R̃r = R̃2 − R̃1.

Следи да jе унутрашњи бездимензиjски полупречник R1 = R̃1/
(
R̃2 − R̃1

)
, а спољашњи

бездимензиjски полупречник jе R2 = R̃2/
(
R̃2 − R̃1

)
. Дужина микроцеви jе L̃. Како се

разматра изотермски случаj бездимензиjска вискозност jе константна µ = µ̃/µ̃r = 1, где jе

са µ̃r означена референтна динамичка вискозност.

Помоћу величина у референтном попречном пресеку дефинишу се референтни без-

димензиjски броjеви - Махов, Кнудсенов и Реjнолдсов броj:

Mar =
ũr√
κp̃r/ρ̃r

, (6.3)

Knr =
λ̃r

2
(
R̃2 − R̃1

) , (6.4)
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Rer =
2ρ̃rũr

(
R̃2 − R̃1

)
µ̃r

. (6.5)

И у овом случаjу на основу дефинициjе референтног Маховог (6.3), Кнудсеновог (6.4)

и Реjнолдсовог (6.5) броjа може се извести релациjа:

Knr =

√
πκ

2

Mar
Rer

. (6.6)

6.2.2 Претпоставке на коjима се заснива модел

Као и у претходним случаjевима и овде се уводи неколико претпоставки.

Мали параметар ε дефинише се на следећи начин:

ε =
2
(
R̃2 − R̃1

)
L̃

, ε ≪ 1. (6.7)

Као и до сада, попречна компонента брзине претпоставља се као:

ṽ = εṼ , Ṽ = O (1) . (6.8)

Неопходно jе да струjање задовољава услове дозвучног струjања и струjања са кли-

зањем. Оваj услов постиже се увођењем претпоставке о малим вредностима референтног

Маховог и Кнудсеновог броjа. У складу са тим важе следеће претпоставке:

κMar
2 = γεm, γ = O (1) , (6.9)

Knr = ηεn, η = O (1) , (6.10)

где параметри m и n имаjу позитивне вредности.

Претпоставља се и да jе однос квадрата Маховог броjа и Реjнолдсовог броjа, такође,

реда величине малог параметра ε:

κMar
2

Rer
= βε, β = O (1) . (6.11)
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На основу претпоставки о реду величине квадрата Маховог броjа (6.9) и реду величине

односа квадрата Маховог и Реjнолдсовог броjа (6.11) следи Реjнолдсов броj:

Rer = γεm−1/β, (6.12)

где jе m > 1 у случаjу струjања при малим Реjнолдсовим броjевима и m ⩽ 1 у случаjу

струjања при великим Реjнолдсовим броjевима.

Веза између параметара γ, η и β добиjа се на исти начин као и у претходним по-

глављима:

γ =
β2π

2η2
. (6.13)

Такође на основу претпоставки (6.9)-(6.11) и тачне релациjе између референтних

броjева (6.6) добиjа се веза између параметара m и n:

2n+m = 2, (6.14)

Како парамети m и n мораjу бити позитивни њихов домен jе n ∈ (0,1), m ∈ (0,2). Размат-

раjући и референтни Реjнолдсов броj према вредности параметра m (6.12) долази се до

закључка [84] да, за мале Реjнолдсове броjеве (Rer < 1), параметри m и n имаjу вредности:

1 < m < 2, 0 < n < 1/2. (6.15)

За велике вредности референтног Реjнолдовог броjа (Rer ⩾ 1) вредности параметра су у

опсегу:

0 < m ⩽ 1, 1/2 ⩽ n < 1. (6.16)

6.2.3 Основне jедначине и гранични услови у бездимензиjском

облику

Полазећи од димензиjских jедначина (3.16)-(3.18), узимаjући у обзир референтне вели-

чине и бездимензиjске броjеве, добиjа се jедначина континуитета и проjекциjе jедначине
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количине кретања у z и r правцу у бездимензиjском облику:

1

r
(
R̃2 − R̃1

) ∂ (rρv)
∂r

+
1

L̃

∂ (ρu)

∂z
= 0, (6.17)

κMa2rρ

(
L̃

R̃2 − R̃1

v
∂u

∂r
+ u

∂u

∂z

)
= −∂p

∂z
+

2κMa2r
Rer

L̃

R̃2 − R̃1

(
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

))
+

+
2κMa2r
Rer

(
∂2v

∂r∂z
− 2

3

∂

∂z

(
1

r

∂ (rv)

∂r

)
+

1

r

∂v

∂z
+

4

3

R̃2 − R̃1

L̃

∂2u

∂z2

)
, (6.18)

κMa2rρ

(
v
∂v

∂r
+

R̃2 − R̃1

L̃
u
∂v

∂z

)
=− ∂p

∂r
+

4κMa2r
Rer

(
1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
− 1

3

∂

∂r

(
1

r

∂ (rv)

∂r

)

−1

2

v

r2
+

R̃2 − R̃1

6L̃

∂2u

∂r∂z
+

(
R̃2 − R̃1

)2
2L̃2

∂2v

∂z2

 . (6.19)

Узимаjући у обзир поменуте претпоставке претходни систем бездимензиjских jедначина

се своди на:
ε

r
(
R̃2 − R̃1

) ∂ (rρV )

∂r
+

1

L̃

∂ (ρu)

∂z
= 0, (6.20)

γεmρ

(
2V

∂u

∂r
+ u

∂u

∂z

)
=− ∂p

∂z
+

4β

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

+ 2βε2
(

∂2V

∂r∂z
− 2

3

∂

∂z

(
1

r

∂ (rV )

∂r

)
+

1

r

∂V

∂z
+

2

3

∂2u

∂z2

)
, (6.21)

γεm+2ρ

(
V
∂V

∂r
+

1

2
u
∂V

∂z

)
=− ∂p

∂r
+ 4βε2

(
1

r

∂

∂r

(
r
∂V

∂r

)
− 1

3

∂

∂r

(
1

r

∂ (rV )

∂r

)
−1

2

V

r2
+

1

12

∂2u

∂r∂z
+

ε2

8

∂2V

∂z2

)
. (6.22)

Одбацивањем малих чланова реда величине O (ε2) и мањих добиjаjу се следеће jедначине:

2

r

∂ (rρV )

∂r
+

∂ (ρu)

∂z
= 0, (6.23)

γεmρ

(
2V

∂u

∂r
+ u

∂u

∂z

)
= −∂p

∂z
+

4β

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
, (6.24)

∂p

∂r
= 0. (6.25)
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Проjекциjа jедначине количине кретања на попречни правац (6.25) показуjе да притисак

не зависи од попречне координате r. Како jе струjање осносиметрично, тj. притисак не

зависи ни од координате θ, следи да jе притисак функциjа само подужне координате z:

∂p/∂z = dp/dz.

Jедначина стања идеалног гаса у бездимензиjском облику jе:

p = ρ. (6.26)

Максвелов гранични услов за поље брзине (3.23) у бездимензиjском облику за унут-

рашњи и спољашњи зид цеви своди се на следећи облик:

u
∣∣
r=R1

=
2− σv

σv

2Knr

p

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R1

, (6.27)

u
∣∣
r=R2

= −2− σv

σv

2Knr

p

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R2

. (6.28)

Укључуjући и претпоставку о Кнудсеновом броjу (6.10) добиjа се коначан облик Максве-

ловог граничног услова за унутрашњи и спољашњи зид:

u
∣∣
r=R1

=
2− σv

σv

2ηεn

p

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R1

, (6.29)

u
∣∣
r=R2

= −2− σv

σv

2ηεn

p

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R2

. (6.30)

6.3 Решавање проблема изотермског струjања у

микроцевима прстенастог попречног пресека

У овом поглављу приказано jе решење за струjање разређеног гаса кроз прстенасту микро-

цев, како за струjање при малим Реjнолдсовим броjевима, тако и за струjање при великим

Реjнолдсовим броjевима. За решавање проблема изотермског струjања кроз микроцеви

прстенастог попречног пресека примењен jе, као и у претходним поглављима, пертур-

бациони приступ. Одређене су прве две апроксимациjе за поље брзине и притиска. Као

и у случаjу изотермског струjања у цевима прва апроксимациjа представља решење за

континуум, док друга апроксимациjа при малим Реjнолдсовим броjевима узима у обзир
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разређеност, при великим Реjнолдсовим броjевима друга апроксимациjа узима у обзир и

ефекат разређености и ефекат инерциjе.

6.3.1 Струjање гаса у микроцевима прстенастог попречног

пресека при малим Реjнолдсовим броjевима

У овом случаjу, као и у поглављу где jе разматрано струjање разређеног гаса кроз мик-

роцев при малим Реjнолдсовим броjевима, изабране су вредности параметара n = 1/4 и

m = 3/2. За ове вредности параметара разређеност долази до изражаjа у другоj апрокси-

мациjи, док се инерциjа не jавља. Подужна (6.31) и попречна компонента брзине (6.32),

притисак (6.33) у облику пертурбационог реда са две апроксимациjе, где jе изабран развоj

по референтном Кнудсеновом броjу, су:

u = u0 +Knru1 +O
(
Kn2

r

)
, (6.31)

V = V0 +KnrV1 +O
(
Kn2

r

)
, (6.32)

p = p0 +Knrp1 +O
(
Kn2

r

)
. (6.33)

Увођењем развиjених величина у бездимензиjски систем jедначина и граничних услова

издваjаjу се чланови одговараjућег степена малог параметра ε и добиjа по jедан безди-

мензиjски систем jедначина за сваку апроксимациjу:

ε0 :
dp0
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r
∂u0

∂r

)
, (6.34)

R2∫
R1

2p0u0rdr = ṁ0, (6.35)

u0|r=R1
= 0, (6.36)

u0|r=R2
= 0, (6.37)

p0|z=1 = 1, (6.38)

εn :
dp1
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r
∂u1

∂r

)
, (6.39)
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R2∫
R1

2 (ρ0u1 + ρ1u0) rdr = ṁ1, (6.40)

u1|r=R1
=

2− σv

σv

2

p0

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=R1

, (6.41)

u1|r=R2
= −2− σv

σv

2

p0

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=R2

, (6.42)

p1|z=1 = 0. (6.43)

Системи jедначина решаваjу се сукцесивно. Односно, после добиjања решења за прву

апроксимациjу из система jедначина за прву апроксимациjу, прелази се на решавање си-

стема jедначина коjе одговараjу другоj апроксимациjи. Решавањем jедначине количине

кретања за z правац (6.34), са граничним условима за унутрашњи (6.36) и спољашњи зид

(6.37) прстенасте микроцеви за прву апроксимациjу, добиjа се прва апроксимациjа брзине.

Диференциjална jедначина за поље притиска добиjа се из интегралног облика jедначине

континуитета (6.35). Сматра се да jе познат масени проток, као и да jе jеднак првоj апрок-

симациjи (ṁ0 = R1 +R2, ṁ1 = 0).

Аналогно се решава систем jедначина за другу апроксимациjу. Из jедначине количине

кретања (6.39), користећи граничне услове за унутрашњи (6.41) и спољашњи цилиндар

прстенасте микроцеви (6.42) следи решење за другу апроксимациjу брзине. Поље брзине

за режим струjања при малим Реjнолдсовим броjевима jе:

u = u0 +Knru1 =
p′0
β
C1 (r) +

Knr

β

[
p′1C1 (r) +

2− σv

σv

p′0
p0
C2 (r)

]
, (6.44)

где су C1 (r) и C2 (r) функциjе попречне координате r:

C1 (r) =
1

16 ln
R2

R1

((
r2 −R2

1

)
ln
R2

R1

+ C1ln
r

R1

)
, (6.45)

C2 (r) =
R1

4
+

R1 +R2

8R1R2

(
ln
R2

R1

)2

(
C1ln

R1

r
+R2

(
R1 −R2 − 2R1ln

r

R1

)
ln
R2

R1

)
, (6.46)

а C1 jе:

C1 = R2
1 −R2

2. (6.47)
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Како притисак зависи само од координате z, са ′ jе означен први извод притиска по

координати z. Други извод по координати z носи ознаку ′′.

Jедначине за прву и другу апроксимациjу притиска следе из интегралних облика

jедначине континуитета за прву (6.35) и другу (6.40) апроксимациjу:

- прва апроксимациjа:

p0p
′
0 = 32βC2, (6.48)

- друга апроксимациjа:

(p0p1)
′ =

2− σv

σv

p′0C2C3, (6.49)

са константама C2 и C3 датим изразима:

C2 =
ln
R2

R1

(R1 −R2)

(
C1 + (R2

1 +R2
2) ln

R2

R1

) , (6.50)

C3 =

2

(
C2

1 + 4R1R2

(
C1 + (R2

1 −R1R2 +R2
2) ln

R2

R1

)
ln
R2

R1

)
R1R2

(
ln
R2

R1

)2 , (6.51)

и константом C1 датом са (6.47).

Добиjене диференциjалне jедначине за поље притиска (6.48), (6.49) уз одговараjуће

услове за притисак на излазу из цеви (6.38), (6.43) решаваjу се аналитички, jедна за дру-

гом. На таj начин добиjен jе израз за поље притиска при изотермском струjању разређеног

гаса кроз микроцев прстенастог попречног пресека за случаj малих Реjнолдсових броjева:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr
2− σv

σv

(
1− 1

p0

)
C2C3, (6.52)

где jе прва апроксимациjа притиска:

p0 =
√
1 + 64β (z − 1)C2. (6.53)
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Константе C2 и C3 дате су изразима (6.50) и (6.51).

6.3.2 Струjање гаса у микроцевима прстенастог попречног

пресека при великим Реjнолдсовим броjевима

Подужна и попречна компонента брзине и притисак са по две апроксимациjе, представље-

ни су изразима (6.31), (6.32) и (6.33), редом. Са циљем да се у другоj апроксимациjи поjаве

сви чланови система jедначина (6.23)-(6.26), (6.29), (6.30), потребно jе да параметри m и

n буду jеднаки. У складу са међусобном везом параметара (6.14) и опсегом вредности за

струjања при великим Реjнолдсовим броjевима (6.16), одабрано jе m = n = 2/3. Вели-

чине у облику пертурбационих редова (6.31)-(6.33), заjедно са одабраним вредностима за

m и n, укључуjу се у систем jедначина (6.23)-(6.26), (6.29), (6.30). Издваjањем чланова

одговараjућег степена параметра ε добиjаjу се системи jедначина:

ε0 :
2

r

∂

∂r
(rρ0V0) +

∂

∂z
(ρ0u0) = 0, (6.54)

dp0
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r
∂u0

∂r

)
, (6.55)

R2∫
R1

2ρ0u0r dr = ṁ0, (6.56)

u0|r=R1
= 0, (6.57)

u0|r=R2
= 0, (6.58)

p0|z=1 = 1, (6.59)

εn :
2

r

∂

∂r
(rρ0V1 + rρ1V0) +

∂

∂z
(ρ0u1 + ρ1u0) = 0, (6.60)

dp1
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r
∂u1

∂r

)
− γ

η
ρ0

(
2V0

∂u0

∂r
+ u0

∂u0

∂z

)
, (6.61)

R2∫
R1

2 (ρ0u1 + ρ1u0) rdr = ṁ1, (6.62)

u1

∣∣
r=R1

=
2− σv

σv

2

p0

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=R1

, (6.63)

u1

∣∣
r=R2

= −2− σv

σv

2

p0

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=R2

, (6.64)
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p1|z=1 = 0. (6.65)

Систем jедначина за прву апроксимациjу (6.55)-(6.59) потпуно jе исти као систем

jедначина за прву апроксимациjу за режим струjања при малим Реjнолдсовим броjевима

(6.34)-(6.38). Jеднакост ових система jедначина проистиче из облика пертурбационог реда,

где на прву апроксимациjу не утиче избор вредности параметара m и n. Следи да су и

решења свих величина у првоj апроксимациjи за режим струjања при малим и великим

Реjнолдсовим броjевима jеднака.

За добиjање друге апроксимациjе при великим Реjнолдсовим броjевима, у односу за

другу апроксимациjу при малим Реjнолдсовим броjевима, неопходно jе одредити попреч-

ну компоненту брзине V0. Из диференциjалног облика jедначине континуитета (6.54) уз

услове V0|r=R1 = 0 и V0|r=R2 = 0 jе:

V0 =
r

128βln
R2

R1

(
p′20
p0

+ p′′0

)[(
2R2

1 − r2
)
ln
R2

R1

+ C1

(
2ln

r

R1

− 1

)]
. (6.66)

Друга апроксимациjа за подужну брзину добиjа се из jедначине количине кретања за

подужни правац (6.61) уз граничне услове за брзину на унутрашњем (6.63) и спољашњем

зиду цеви (6.64). Заjедно са решењем за прву апроксимациjу добиjа се поље подужне

брзине за изотермско струjање разређеног гаса кроз прстенасту микроцев при великим

Реjнолдсовим броjевима:

u = u0 +Knru1 =
p′0
β
C1 (r) +

Knr

β

 p′1C1 (r) +
2− σv

σv

p′0
p0
C2 (r)+

+
KnrRe

2
r

73728πβ2

(
ln
R2

R1

)3 ρ0p
′
0p

′′
0C3 (r)

 , (6.67)

где су C1 (r) и C2 (r) дате са (6.45) и (6.46), а C3 (r) jе функциjа попречне координате r:

C3 (r) = 54C3
1 ln

r

R1

+

[
9C2

1

(
6
(
r2 −R2

1

)
+

(
7
(
R2

1 +R2
2

)
+ 4r2

(
ln

r

R1

− 2

))
ln

r

R1

)
+

+
(
C1

(
−9
(
r2
(
r2 − 8R2

1

)
+ 7R4

1

)
+ 2

(
9r2
(
r2 − 4R2

1

)
+ 11

(
R2

1

(
R2

1 +R2
2

)
+

100



Ива Гуранов Докторска дисертациjа

+R4
2

))
ln

r

R1

)
+ 2

(
r2 −R2

1

) (
r2
(
2r2 − 7R2

1

)
+ 11R4

1

)
ln
R2

R1

)
ln
R2

R1

]
ln
R2

R1

. (6.68)

Из друге апроксимациjе jедначине континуитета у интегралном облику (6.62) добиjа

се диференциjална jедначина за другу апроксимациjу притиска:

(p0p1)
′ =

2− σv

σv

p′0C2C3 +
KnrRe

2
rC

3
2p

′
0

3π (R1 +R2)

(
ln
R2

R1

)3C4. (6.69)

Jедначина (6.69) може да се реши аналитички уз гранични услов за p1 на излазу из це-

ви p1|z=1 = 0. Сада jе коначно поље притиска код изотермског струjања у микроцеви

прстенастог попречног пресека при великим Реjнолдсовим броjевима:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr

2− σv

σv

(
1− 1

p0

)
C2C3 +

KnrRe
2
rC

3
2 lnp0

3πp0 (R1 +R2)

(
ln
R2

R1

)3C4

 , (6.70)

где jе константа C4:

C4 =

(
36C4

1 + 63C3
1

(
R2

1 +R2
2

)
ln
R2

R1

+ 44
(
R8

1 −R6
1R

2
2 −R2

1R
6
2 +R8

2

)(
ln
R2

R1

)2

+

+12
(
R8

1 −R8
2

)(
ln
R2

R1

)3
)
2ln

R2

R1

. (6.71)

Уврштаваjући добиjено поље притиска у израз за попречну компоненту брзине (6.66)

добиjа се да jе V0 = 0.

6.4 Анализа резултата

У оквиру анализе представљени су резултати за стационарно осносиметрично стишљиво

дозвучно струjање гаса са клизањем у прстенастоj микроцеви. Струjање се одвиjа под

изотермским условима и изазвано jе разликом притисака у улазном и излазном пресеку

микроцеви. Анализирани су случаjеви струjања разређеног гаса за режим малих и великих

Реjнолдсових броjева у прстенастоj микроцеви.

Димензиjском анализом jе закључено да jе за приказивање резултата код прстенасте
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цеви потребно задати следеће параметре: унутрашњи полупречник R1, спољашњи R2, мали

параметар ε, референтни Кнудсенов Knr, Реjнолдсов броj Rer, као и параметре m и n.

Сви резултати су приказани за услов дифузне рефлексиjе σv = 1 (на оба зида) и за

специфични топлотни капацитет за jедноатомски гас κ = 5/3.

6.4.1 Анализа резултата за мале Реjнолдсове броjеве

Резултати за случаj струjања при малим Реjнолдсовим броjевима приказани су за вред-

ност малог параметра ε = 0,01. За вредност референтног Реjнолдсовог броjа изабрано

jе Rer = 0,1. Резултати су приказани за различите вредности референтног Кнудсеновог

броjа, коjе обухватаjу случаjеве са и без утицаjа клизања, као и за две вредности односа

спољашњег и унутрашњег полупречника, R̃2/R̃1 = 5/3 и R̃2/R̃1 = 3. Односи димензиjског

спољашњег и унутрашњег полупречника jеднаки су њиховим бездимензиjским односи-

ма. За сваки бездимензиjски однос спољашњег и унутрашњег полупречника следи тачно

одређена вредност бездимензиjског спољашњег и унутрашњег полупречника.
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Слика 6.2: Расподела притиска дуж прстенасте микроцеви за континуум (Knr = 0) и струjање са
клизањем (Knr = 0,05, Knr = 0,1) код стишљивог струjања (6.52): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.

У случаjу струjања разређеног гаса кроз прстенасте цеви при малим Реjнолдсовим

броjевима показуjе се да разређеност доводи до мање вредности притиска за исти масени

проток (слика 6.2), као и у случаjу струjања разређеног кроз микроцеви. Анализиран jе

и утицаj односа спољашњег и унутрашњег полупречника цеви на расподелу притиска.

Показуjе се да повећање односа R2/R1 доводи до пада притиска дуж цеви, како у случаjу
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континуума тако и у случаjу разређеног струjања. Утицаj односа R2/R1 посебно долази

до изражаjа при већим вредностима Кнудсеновог броjа.
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Слика 6.3: Профили брзине у различитим пресецима прстенасте микроцеви за континуум
(Knr = 0) и струjање са клизањем (Knr = 0,1) (6.44): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.

Профили брзине дати су у три попречна пресека цеви (слика 6.3). У сваком пресеку

дати су резултати за континуум (Knr = 0) и за поље брзине када jе разређеност узета у

обзир (Knr = 0,1). Брзина расте од улаза ка излазу из цеви. Брзина клизања на зиду цеви

такође расте од улаза ка излазу из цеви. Профил брзине ниjе симетричан и брзина кли-

зања на унутрашњем зиду већа jе од брзине клизања на спољашњем зиду. Ова разлика jе

све већа од улаза ка излазу из цеви. Повећање односа R2/R1, до кога се долази повећањем

спољашњег полупречника, доводи до веће разлике између брзина на спољашњем и унут-

рашњем зиду (слика 6.3 б)). Односно, брзина на унутрашњем зиду расте, а на спољашњем

опада.

6.4.2 Анализа резултата за велике Реjнолдсове броjеве

Резултати за случаj струjања при великим Реjнолдсовим броjевима приказани су за Реj-

нолдсов броj Rer = 3, малог параметра ε = 0,01 и за случаj континуума (Knr = 0) и случаj

када се разређеност узима у обзир (Knr = 0.05, Knr = 0.1). Анализиран jе утицаj различи-

тих односа спољашњег и унутрашњег полупречника, па су дати резултати за два случаjа:

када jе R2/R1 = 5/3 и за случаj R2/R1 = 3.

Као и при малим Реjнолдсовим броjевима, и у случаjу великих Реjнолдсових броjева

103



Ива Гуранов Докторска дисертациjа

показуjе се да притисак има мање вредности са порастом разређености (слика 6.4). Утицаj

односа R2/R1 изражениjи jе за веће вредности Кнудсеновог броjа. Са порастом односа

спољашњег и унутрашњег полупречника снижава се вредност притиска дуж микроцеви,

како за континуум, тако и за струjање са клизањем.
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Слика 6.4: Расподела притиска дуж прстенасте микроцеви за континуум Knr = 0 и струjање са
клизањем Knr = 0,1 код изотермског стишљивог струjања (6.70): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.
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Слика 6.5: Расподела притиска дуж микроцеви за континуум Knr = 0 (6.53) и струjање са
клизањем (Knr = 0,1), без инерциjе и са инерциjом (6.70): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.

Утицаj инерциjе и разређености на расподелу притиска приказан jе на слици 6.5.

Расподела притиска за случаj континуума (Knr = 0), даjе веће вредности притиска дуж

микроцеви. Случаjеви, коjи обухватаjу утицаj разређености, приказани су за вредност ре-

ферентног Кнудсеновог броjа Knr = 0,1 и то за два случаjа: када се инерциjа узима у
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обзир (пуна линиjа) и када се занемаруjе (испрекидана линиjа). Види се да инерциjа у

овим случаjевима незнатно повећава вредност притиска. Занемарљиво мали утицаj инер-

циjе jе последица мале вредности Реjнолдсовог броjа. Без обзира што се ради о случаjу

са великим Реjнолдсовим броjевима, Реjнолдсов броj jе релативно мали, па она не дола-

зи до изражаjа. Као и у досадашњим разматрањима, повећање односа R2/R1 доводи до

снижавања притиска и за случаj континуума и за случаj разређеног струjања са и без

инерциjе.

Профили брзине за три попречна пресека приказани су на слици 6.6. Дуж целе цеви

уочава се ефекат клизања на зиду, што jе последица граничних услова клизања за бр-

зину коjи долазе до изражаjа у другоj апроксимациjи. И овде се уочава асиметричност

профила брзине као и при малим Реjнолдсовим броjевима. Брзина гаса на унутрашњем

зиду већа jе од брзине на спољашњем зиду цеви. Разлика између брзина гаса на унутра-

шњем и спољашњем зиду цеви повећава се са повећањем односа спољашњег и унутрашњег

полупречника R2/R1 (слика 6.6 б)), и ова разлика расте од улаза ка излазу из цеви.
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Слика 6.6: Профили брзине у различитим пресецима микроцеви за континуум (Knr = 0) и
струjање са клизањем (Knr = 0,1) (6.67): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.

Исто понашање профила брзине према промени односа полупречника R2/R1, као на

сликама 6.3 и 6.6, за потпуно развиjено стишљиво струjање изазвано градиjентом притис-

ка у прстенастоj микроцеви са константном и међусобно jеднаком температуром гаса и

зидова, добили су и Тахери и Страчтрап [100]. Наиме, за више вредности односа R2/R1

разлика између закривљености унутрашњег и спољашњег зида jе велика и профили брзи-

на су асиметрични у односу на подужну осу цеви. Утицаj закривљености се смањуjе када
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величина процепа опада (однос R2/R1 се смањуjе). За однос R2/R1 ближи jединици до-

биjа се профил брзине близак симетричном профилу, односно профилу брзине за струjање

између паралелних плоча [101].
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7 Неизотермско струjање гаса у микроцевима

прстенастог попречног пресека

7.1 Опис проблема и модел струjања

Неизотермско стационарно дозвучно струjање гаса са клизањем кроз осносиметричну мик-

роцев прстенастог попречног пресека разматра се у овом поглављу. Струjање гаса изазвано

jе разликом притисака између улаза и излаза из цеви. Наjпре се струjање сматра стишљи-

вим, потом jе разматран случаj занемарене стишљивости.

Прстенаста микроцев, кроз коjу се одвиjа неизотермско струjање гаса, константног jе

попречног пресека (слика 7.1). Следи да jе унутрашњи полупречник исти у свим попреч-

ним пресецима R̃1i = R̃1e = R̃1, као и спољашњи полупречник R̃2i = R̃2e = R̃2. Температуре

унутрашњег и спољашњег зида су константне, међусобно jеднаке и означене са T̃w.

7.2 Систем jедначина у бездимензиjском облику

У циљу одређивања значаjа поjединих чланова у систему jедначина и граничних услова

они се своде на бездимензиjски облик.

Слика 7.1: Геометриjа прстенасте микроцеви.
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7.2.1 Дефинисање референтних величина и референтних

бездимензиjских броjева

За превођење димензиjских jедначина у бездимензиjски облик, потребно jе увести одго-

вараjуће референтне величине. Излазни попречни пресек jе изабран са референтни, а све

величине коjе фигуришу у њему су референтне величине. С обзиром на то да вредности

Кнудсеновог и Маховог броjа расту од улаза ка излазу из цеви, избором излазног попреч-

ног пресека за референтни обезбеђуjе се да ће у целоj цеви бити дозвучни режим струjања

у условима клизања, ако jе у излазном пресеку таj услов задовољен. Бездимензиjске ве-

личине су:

u =
ũ

ũr

, v =
ṽ

ũr

, p =
p̃

p̃r
, ρ =

ρ̃

ρ̃r
, T =

T̃

T̃w

, r =
r̃

R̃r

, z =
z̃

L̃
,

µ =
µ̃

µ̃r

, k =
k̃

k̃r
. (7.1)

Референтна брзина осредњена по попречном пресеку jе ũr и већ jе представљена изразом

(6.2). Притисак у референтном - излазном попречном пресеку означен jе са p̃r. Густина

у референтном пресеку добиjа се из jедначине стања идеалног гаса, где су све величине

представљене своjим референтним вредностима ρ̃r = p̃r/
(
R̃gT̃w

)
. Дужина цеви jе L̃. Са

изабраним референтним полупречником R̃r = R̃2 − R̃1, следи да jе унутрашњи безди-

мензиjски полупречник R1 = R̃1/
(
R̃2 − R̃1

)
, а спољашњи бездимензиjски полупречник

jе R2 = R̃2/
(
R̃2 − R̃1

)
. Референтна топлотна проводљивост k̃r и референтна динамичка

вискозност µ̃r дефинисане су за температуру зида цеви T̃w. Према молекуларном моделу

чврстих сфера бездимензиjска топлотна проводљивост k и динамичка вискозност µ су:

k = µ = T a. (7.2)

Вискозно-температурски параметар a у зависности од вредности даjе различите моделе:

∗ a = 0 што одговара моделу константне вискозности и топлотне проводљивости

(µ = k = 1),

∗ a = 0,5 што одговара моделу еластичних молекула,

∗ a = 1 код модела Максвелових молекула.

Референтни бездимензиjски броjеви дефинисани су помоћу референтних величина.
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Референтни Махов, Кнудсенов и Реjнолдсов броj су:

Mar =
ũr√
κp̃r/ρ̃r

, (7.3)

Knr =
λ̃r

2
(
R̃2 − R̃1

) , (7.4)

Rer =
2ρ̃rũr

(
R̃2 − R̃1

)
µ̃r

. (7.5)

Прантлов броj jе исти у целокупном струjном пољу:

Pr = Prr = c̃p
µ̃r

k̃r
. (7.6)

Као и у претходним поглављима важи веза између референтног Маховог, Реjнолдо-

совог и Кнудсеновог броjа (6.6).

7.2.2 Претпоставке на коjима се заснива модел

Услови струjања за коjе су добиjена решења дефинисани су следећим претпоставкама.

Референтни пречник цеви много jе мањи од дужине цеви, па jе могуће увести мали

параметар ε:

ε =
2
(
R̃2 − R̃1

)
L̃

, ε ≪ 1. (7.7)

Претпоставља се да jе, због константног попречног пресека прстенасте миркоцеви,

попречна компонента брзине много мања од подужне. У складу са дефинисаним малим

параметром ε попречна компонента брзине може се написати у облику:

ṽ = εṼ , Ṽ = O (1) . (7.8)

При дозвучном струjању са клизањем вредности референтног Маховог и референтног

Кнудсеновог броjа су мале и може се претпоставити:

κMar
2 = γεm, γ = O (1) , m > 0, (7.9)
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Knr = ηεn, η = O (1) , n > 0. (7.10)

Услов дозвучности дозвољава и претпоставку о реду величине односа квадрата рефе-

рентног Маховог броjа и референтног Реjнолдсовог броjа:

κMar
2

Rer
= βε, β = O (1) . (7.11)

Користећи претпоставку о квадрату Маховог броjа (7.9) и претпоставку о односу квад-

рата Маховог и Реjнолдсовог броjа (7.11) може се добити израз за референтни Реjнолдсов

броj:

Rer = γεm−1/β, (7.12)

где jе вредношћу експонента малог параметра m − 1 одређен режим струjања. Струjање

при малим Реjнолдсовим броjевима одговара вредностима m > 1, а струjање при великим

Реjнолдсовим броjевима одговара вредностима m ⩽ 1.

Као и у свим претходним случаjевима струjања разређеног гаса у микроцевима и

прстенастим микроцевима и овде важи веза између параметара γ, η и β:

γ =
β2π

2η2
, (7.13)

као и између параметара m и n:

2n+m = 2. (7.14)

Заjедно са условом m > 0, n > 0, веза између параметара m и n (7.14) даjе њихове

домене n ∈ (0,1), m ∈ (0,2). Разматраjући израз за референтни Реjнолдсов броj (7.12)

закључуjе се да параметри m и n [84] за мале Реjнолдсове броjеве (Rer < 1) могу имати

вредности:

1 < m < 2, 0 < n < 1/2, (7.15)

а за велике Реjнолдсове броjеве (Rer ⩾ 1) вредности:

0 < m ⩽ 1, 1/2 ⩽ n < 1. (7.16)
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7.2.3 Основне jедначине и гранични услови у бездимензиjском

облику

Jедначина континуитета (3.16), количине кретања за подужни (3.17) и попречни правац

(3.17) и jедначина енергиjе (3.19) у димензиjском облику коришћењем претходно дефини-

саних размера трансформишу се у бездимензиjски облик:

1

r
(
R̃2 − R̃1

) ∂ (rρv)
∂r

+
1

L̃

∂ (ρu)

∂z
= 0, (7.17)

κMa2rρ

(
L̃

R̃2 − R̃1

v
∂u

∂r
+ u

∂u

∂z

)
= −∂p

∂z
+

2κMa2r
Rer

L̃

R̃2 − R̃1

(
1

r

∂

∂r

(
µr

∂u

∂r

))
+

+
2κMa2r
Rer

(
∂

∂r

(
µ
∂v

∂z

)
− 2

3

∂

∂z

(
µ

r

∂ (rv)

∂r

)
+

µ

r

∂v

∂z
+

4

3

R̃2 − R̃1

L̃

∂

∂z

(
µ
∂u

∂z

))
, (7.18)

κMa2rρ

(
v
∂v

∂r
+

R̃2 − R̃1

L̃
u
∂v

∂z

)
= −∂p

∂r
+

4κMa2r
Rer

 1

r

∂

∂r

(
µr

∂v

∂r

)
− 1

3

∂

∂r

(
µ

r

∂ (rv)

∂r

)

− µ

2

v

r2
− 4

3

R̃2 − R̃1

L̃

∂

∂r

(
µ
∂u

∂z

)
+

2
(
R̃2 − R̃1

)
L̃

∂

∂z

(
µ
∂u

∂r

)
+

(
R̃2 − R̃1

)2
2L̃2

∂

∂z

(
µ
∂v

∂z

) ,

(7.19)

1

2
PrRerρ

(
v
∂T

∂r
+

R̃2 − R̃1

2L̃
u
∂T

∂z

)
=

1

r

∂

∂r

(
kr

∂T

∂r

)
+

(
R̃2 − R̃1

L̃

)2
∂

∂z

(
k
∂T

∂z

)
+

+
κ− 1

2κ
PrRer

(
v
∂p

∂r
+

R̃2 − R̃1

L̃
u
∂p

∂z

)
+

+ (κ− 1) PrMa2rµ

2
(∂v

∂r

)2

+

(
R̃2 − R̃1

L̃

)2(
∂u

∂z

)2

+
(v
r

)2+

+

(
∂u

∂r

)2

+ 2
R̃2 − R̃1

L̃

∂u

∂r

∂v

∂z
+

(
R̃2 − R̃1

L̃

)2(
∂v

∂z

)2

−2

3

(1

r

∂ (rv)

∂r

)2

+ 2
R̃2 − R̃1

L̃

1

r

∂ (rv)

∂r

∂u

∂z
+

(
R̃2 − R̃1

L̃

)2(
∂u

∂z

)2
 (7.20)
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Користећи претпоставке (7.7)-(7.11) jедначине се могу написати као:

ε

r
(
R̃2 − R̃1

) ∂ (rρV )

∂r
+

1

L̃

∂ (ρu)

∂z
= 0, (7.21)

γεmρ

(
2V

∂u

∂r
+ u

∂u

∂z

)
= −∂p

∂z
+

4β

r

∂

∂r

(
µr

∂u

∂r

)
+

+ 2βε2
(

∂

∂r

(
µ
∂V

∂z

)
− 2

3

∂

∂z

(
µ

r

∂ (rV )

∂r

)
+

µ

r

∂V

∂z
+

2

3

∂

∂z

(
µ
∂u

∂z

))
, (7.22)

γεm+2ρ

(
V
∂V

∂r
+

1

2
u
∂V

∂z

)
= −∂p

∂r
+ 4βε2

(
1

r

∂

∂r

(
µr

∂V

∂r

)
− 1

3

∂

∂r

(
µ

r

∂ (rV )

∂r

)
−µ

2

V

r2
− 2

3

∂

∂r

(
µ
∂u

∂z

)
+

∂

∂z

(
µ
∂u

∂r

)
+

1

12

∂2u

∂r∂z
+

ε2

8

∂

∂z

(
µ
∂V

∂z

))
, (7.23)

γεm
Pr

2β
ρ

(
V
∂T

∂r
+

u

2

∂T

∂z

)
=

1

r

∂

∂r

(
kr

∂T

∂r

)
+

ε2

4

∂

∂z

(
k
∂T

∂z

)
+

+ γεm
κ− 1

2κ

Pr

β

(
V
∂p

∂r
+

u

2

∂p

∂z

)
+

+ γεmPr
κ− 1

κ
µ

[
2

((
ε2
∂V

∂r

)2

+
ε2

4

(
∂u

∂z

)2

+ ε2
(
V

r

)2
)
+

+

(
∂u

∂r

)2

+ 2ε2
∂u

∂r

∂V

∂z
+

ε4

4

(
∂V

∂z

)2

−2

3

(
ε2
(
1

r

∂ (rV )

∂r

)2

+ ε2
1

r

∂ (rV )

∂r

∂u

∂z
+

ε2

4

(
∂u

∂z

)2
)]

. (7.24)

Одбацивањем величина реда величине O (ε2) и мањих систем се своди на:

2

r

∂ (rρV )

∂r
+

∂ (ρu)

∂z
= 0, (7.25)

γεmρ

(
2V

∂u

∂r
+ u

∂u

∂z

)
= −∂p

∂z
+

4β

r

∂

∂r

(
µr

∂u

∂r

)
, (7.26)

∂p

∂r
= 0, (7.27)

Pr
γεm

4β
ρ

(
2V

∂T

∂r
+ u

∂T

∂z

)
=

1

r

∂

∂r

(
kr

∂T

∂r

)
+ Pr

κ− 1

κ
γεm

(
u

4β

∂p

∂z
+ µ

(
∂u

∂r

)2
)
. (7.28)

Као и у претходнима поглављима, притисак не зависи од попречне координате r (7.27).

Узимаjући у обзир да jе струjање и осносиметрично, закључуjе се да притисак зависи само

од подужне кооринате z, тако да ∂p/∂z = dp/dz.
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Бездимензиjском систему потребно jе додати и бездимензиjски облик jедначине стања

идеалног гаса:

p = ρT. (7.29)

Види се да jе добиjени систем jедначина (7.25)-(7.29) исти као и бездимензиjски систем

jедначина за изотермско струjање разређеног гаса кроз микроцев (5.26)-(5.30). Међутим,

у овом случаjу разлика jе у дефинициjи размере за попречни правац и дефинициjи безди-

мензиjских броjева према томе.

Полазећи од Максвеловог граничног услова за брзину у димензиjском облику (3.23)

добиjа се да jе Максвелов бездимензиjски гранични услов за унутрашњи и спољашњи зид

цеви:

u
∣∣
r=R1

=
2− σv

σv

2Knr
T a+0,5

p

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R1

, (7.30)

u
∣∣
r=R2

= −2− σv

σv

2Knr
T a+0,5

p

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R2

. (7.31)

За температурско поље изабран jе гранични услов Смолуховског. Полазећи од димен-

зиjског облика граничног услова Смолуховског (3.25) добиjа се бездимензиjски облик за

унутрашњи и спољашњи зид микроцеви:

T
∣∣
r=R1

= 1− 2− σT

σT

4κ

κ+ 1

Knr

Pr

T a+0,5

p

∂T

∂r

∣∣∣∣
r=R1

, (7.32)

T
∣∣
r=R2

= 1 +
2− σT

σT

4κ

κ+ 1

Knr

Pr

T a+0,5

p

∂T

∂r

∣∣∣∣
r=R2

. (7.33)

Уводећи у разматрање и везу између Кнудсеновог броjа и малог параметра ε (7.10)

следи да Максвелов гранични услов за унутрашњи и спољашњи зид гласи:

u
∣∣
r=R1

=
2− σv

σv

2ηεn
T a+0,5

p

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R1

, (7.34)

u
∣∣
r=R2

= −2− σv

σv

2ηεn
T a+0,5

p

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=R2

. (7.35)

На исти начин гранични услов Смолуховског за унутрашњи и спољашњи зид jе:

T
∣∣
r=R1

= 1− 2− σT

σT

4κ

κ+ 1

ηεn

Pr

T a+0,5

p

∂T

∂r

∣∣∣∣
r=R1

, (7.36)
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T
∣∣
r=R2

= 1 +
2− σT

σT

4κ

κ+ 1

ηεn

Pr

T a+0,5

p

∂T

∂r

∣∣∣∣
r=R2

. (7.37)

7.3 Решавање проблема неизотермског струjања гаса у

микроцевима прстенастог попречног пресека

За решавање система jедначина (7.25)-(7.29) са граничним условима (7.34)-(7.37) при-

мењуjе се пертурбациони приступ, где су све величине изражене у облику пертурбационог

реда и изабран jе развоj по референтном Кнудсеновом броjу. У овом поглављу све величине

претпостављене су у облику пертурбационог реда са по две апроксимациjе:

f = f0 +Knrf1 +O
(
Kn2

r

)
. (7.38)

Уврштаваjући све величине до чиjег jе решења потребно доћи у облику пертурбационог

реда у систем jедначина у бездимензиjском облику, добиjаjу се два система jедначина.

Анализом реда величине сваког члана из добиjених система jедначина и граничних

услова закључуjе се да сви чланови спадаjу у jедну од три групе: чланови реда величине

jединице O (1), реда величине Кнудсеновог броjа O (εn) или реда величине квадрата Ма-

ховог броjа O (εm). Следи да избор вредности параметара m и n утиче на то коjи чланови

ће се поjавити у коjоj апроксимациjи система jедначина.

7.3.1 Струjање гаса у микроцевима прстенастог попречног

пресека при малим Реjнолдсовим броjевима

Све величине до чиjег решења jе потребно доћи са по две апроксимациjе пертурбационог

реда, где jе изабран развоj по референтном Кнудсеновом броjу, су:

T = T0 +KnrT1 +O
(
Kn2

r

)
, (7.39)

u = u0 +Knru1 +O
(
Kn2

r

)
, (7.40)

V = V0 +KnrV1 +O
(
Kn2

r

)
, (7.41)

p = p0 +Knrp1 +O
(
Kn2

r

)
, (7.42)
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ρ = ρ0 +Knrρ1 +O
(
Kn2

r

)
. (7.43)

За вредности параметара m и n за случаj малих Реjнолдсових броjева, а према опсегу

за вредности m и n при малим Реjнолдсовим броjевима (7.15) и њиховоj међусобноj вези

(7.14), изабрано jе m = 3/2 и n = 1/4.

Величине претпостављене у облику пертурбационих редова (7.39)-(7.43), заjедно са

одабраним вредностима параметара m и n, замењуjу се у систем бездимензиjских jедна-

чина и граничних услова (7.25)-(7.28), (7.34)-(7.37). Издваjањем чланова реда O(1) и реда

O(Knr) добиjа се два система jедначина и граничних услова:

ε0 : 0 =
1

r

∂

∂r

(
rT a

0

∂T0

∂r

)
, (7.44)

dp0
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
T a
0 r

∂u0

∂r

)
, (7.45)

R2∫
R1

2ρ0u0r dr = ṁ0, (7.46)

T0|r=R1
= 1, (7.47)

T0|r=R2
= 1, (7.48)

u0|r=R1
= 0, (7.49)

u0|r=R2
= 0, (7.50)

p0|z=1 = 1, (7.51)

εn : 0 = η
1

r

∂

∂r

(
r

(
T a
0

∂T1

∂r
+ aT1T

a−1
0

∂T0

∂r

))
, (7.52)

dp1
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r

(
T a
0

∂u1

∂r
+ aT1T

a−1
0

∂u0

∂r

))
, (7.53)

R2∫
R1

2 (ρ0u1 + ρ1u0) rdr = ṁ1, (7.54)

T1

∣∣
r=R1

= −2− σT

σT

4κ

κ+ 1

1

Pr

T a+0,5
0

p0

∂T0

∂r

∣∣∣∣
r=R1

, (7.55)

T1

∣∣
r=R2

=
2− σT

σT

4κ

κ+ 1

1

Pr

T a+0,5
0

p0

∂T0

∂r

∣∣∣∣
r=R2

, (7.56)
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u1

∣∣
r=R1

=
2− σv

σv

2T a+0,5
0

p0

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=R1

, (7.57)

u1

∣∣
r=R2

= −2− σv

σv

2T a+0,5
0

p0

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=R2

, (7.58)

p1|z=1 = 0. (7.59)

Решавање полази од jедначине енергиjе за прву апроксимациjу (7.44), коjа са гранич-

ним условима за температуру гаса на унутрашњем (7.47) и спољашњем зиду (7.48) даjе

решење за температуру у првоj апроксимациjи. Затим се решава jедначина количине кре-

тања за z правац за прву апроксимациjу (7.45) са граничним условима за брзину гаса на

унутрашњем (7.49) и спољашњем зиду за прву апроксимациjу (7.50). Након температуре

и брзине одређуjе се диференциjална jедначина за поље притиска, користећи интеграл-

ни облик jедначине континуитета (7.46) и претходно добиjена решења за температуру и

брзину у првоj апроксимациjи.

Друга апроксимациjа температуре добиjа се из jедначине енергиjе за другу апрок-

симациjу (7.52) са граничним условима за унутрашњи (7.55) и спољашњи зид за другу

апроксимациjу (7.56). Следи да температура у другоj апроксимациjи износи T1 = 0, а са

већ добиjеним решењем за прву апроксимациjу T0 = 1, поље температуре jе:

T = T0 +KnrT1 = 1. (7.60)

Односно, струjање гаса при малим Реjнолдсовим броjевима при константноj температури

зидова прстенасте микроцеви своди се на изотермско.

Jедначина количине кретања за другу апроксимациjу (7.53), заjедно са граничним

условима за унутрашњи (7.57) и спољашњи зид за другу апроксимациjу (7.58), даjе решење

за другу апроксимациjу брзине. Узимаjући у обзир и добиjено решење за поље температуре

(7.60), добиjа се поље брзине:

u = u0 +Knru1 =
p′0
β
C1 (r) +

Knr

β

[
p′1C1 (r) +

2− σv

σv

p′0
p0
C2 (r)

]
, (7.61)

где jе C1 константа дата релациjом (6.47), а C1 (r) и C2 (r) су функциjе попречне координате

r дате изразима (6.45) и (6.46). Решење за брзину при малим Реjнолдсовим броjевима (7.61)
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своди се на брзину за изотермско струjање у микроцеви прстенастог попречног пресека

(6.44).

Пошто притисак зависи само од подужне координате z први изводи притиска по по-

дужноj координати означени су са ′, док други изводи носе ознаку ′′.

Притисак се одређуjе из интегралног облика jедначине континуитета, након добиjене

температуре и брзине за сваку апроксимациjу. Поље притиска разматраће се за два слу-

чаjа, за стишљиво струjање и за случаj када се стишљивост занемаруjе. Приказана решења

за поље температуре (7.60) и брзине (7.61) представљаjу општа решења коjа важе за оба

случаjа.

Решења за стишљиво струjање гаса

Уврштавањем густине, притиска и температуре, изражених у облику пертурбационих ре-

дова (7.43), (7.42), (7.39), у jедначину стања идеалног гаса (7.29) добиjаjу се изрази за прву

и другу апроксимациjу густине. Узимаjући у обзир и добиjено решење за поље темпера-

туре (7.60) густина у првоj и другоj апроксимациjи за случаj малих Реjнолдсових броjева

jе:

ρ0 = p0, (7.62)

ρ1 = p1. (7.63)

Користећи приступ познатог масеног протока, где jе целокупан масени проток садржан

у првоj апроксимациjи (поглавље 4.3), из интегралног облика jедначине континуитета за

обе апроксимациjе (7.46), (7.54), добиjаjу се диференциjалне jедначине за поље притиска.

За микроцев прстенастог попречног пресека масени проток у првоj апроксимациjи jе ṁ0 =

R1+R2, а масени проток у другоj апроксимациjи износи ṁ1 = 0. Диференциjалне jедначине

за поље притиска код неизотермског стишљивог струjања разређеног гаса кроз микроцев

прстенастог попречног пресека су:

- прва апроксимациjа:

p0p
′
0 = 32βC2, (7.64)
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- друга апроксимациjа:

(p0p1)
′ =

2− σv

σv

p′0C2C3, (7.65)

са константама C2 и C3 датим изразима (6.50) и (6.51) и константом C1 датом са (6.47).

Произилази да jе добиjене диференциjалне jедначине за прву (7.64) и другу апрок-

симациjу притиска (7.65), заjедно са условима за вредности притиска на излазу из цеви

(7.51) и (7.59), могуће решити аналитичким путем. Одавде следи израз за целокупно поље

притиска за стишљиво неизотермско струjање у микроцеви прстенастог попречног пресе-

ка при малим Реjнолдсовим броjевима коjи, са уврштеним решењем за поље температуре

(7.60), гласи:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr
2− σv

σv

(
1− 1

p0

)
C2C3. (7.66)

Решење за прву апроксимациjу притиска jе:

p0 =
√
1 + 64β (z − 1)C2. (7.67)

Константе C2 и C3 дате су са (6.50) и (6.51).

Према општем изразу за брзину (7.61) и изразу за притисак у првоj (7.66) и другоj

апроксимациjи (7.67) брзина за стишљиво неизотермско струjање кроз прстенасту микро-

цев при малим Реjнолдсовим броjевима jе:

u = u0 +Knru1 =
p20 − 1

2p0β (z − 1)
C1 (r)+

+ Knr
2− σv

σv

p20 − 1

2p20β (z − 1)

[
1

p0
C2C3C1 (r) + C2 (r)

]
. (7.68)

Решења за нестишљиво струjање гаса

Овде су дата решења за стационарно дозвучно струjање гаса са клизањем у микроцеви

прстенастог попречног пресека, код кога се стишљивост може занемарити. Оваква прет-

поставка може бити оправдана при малим вредностима Маховог броjа. При нестишљивом
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струjању густина jе константна и целокупна смештена у првоj апроксимациjи:

ρ0 = 1, (7.69)

ρ1 = 0. (7.70)

За случаj када jе познат масени проток (ṁ0 = R1 + R2, ṁ1 = 0) из интегралних облика

jедначине континуитета за прву (7.46) и другу апроксимациjу (7.54), добиjаjу се диферен-

циjалне jедначине за прву и другу апроксимациjу притиска:

- прва апроксимациjа:

p′0 = 32βC2, (7.71)

- друга апроксимациjа:

p′1 =
2− σv

σv

p′0
p0
C2C3, (7.72)

са константама C2 и C3 дефинисаним релациjама (6.50) и (6.51). Из добиjених диференци-

jалних jедначина (7.71) и (7.72) заjедно са вредностима притиска на излазу из цеви (7.51),

(7.59) уз добиjено решење за поље температуре (7.60) следи поље притиска за неизотерм-

ско струjање разређеног гаса у прстенастоj микроцеви када се стишљивост занемаруjе:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr
2− σv

σv

C2C3lnp0, (7.73)

где jе решење за прву апроксимациjу притиска линеарно:

p0 = 1 + 32β (z − 1)C2. (7.74)

Иако се разматра струjање код кога се стишљивост занемаруjе расподела притиска дуж

цеви ниjе линеарна (7.73). Нелинеарност jе последица утицаjа разређености гаса, где ре-

шење за прву апроксимациjу представља линеарну расподелу притиска дуж цеви.

Укључуjући добиjено решење за поље притиска (7.73), као и решење за температуру

(7.60), у општи израз за брзину (7.61) добиjа се да jе поље брзине при неизотермском
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струjању разређеног гаса у прстенастоj микроцеви када се стишљивост занемаруjе:

u = u0 +Knru1 =
p0 − 1

β (z − 1)
C1 (r) + Knr

2− σv

σv

p0 − 1

β (z − 1)

[
C2C3C1(r) +

1

p0
C2(r)

]
. (7.75)

При струjању разређеног гаса при малим Реjнолдсовим броjевима неизотермност не

долази до изражаjа ни у случаjу стишљивог струjања, ни у случаjу када се стишљивост

може занемарити (7.60).

7.3.2 Струjање гаса у микроцевима прстенастог попречног

пресека при великим Реjнолдсовим броjевима

Карактеристичне величине при неизотермском струjању разређеног гаса кроз прстенасту

микроцев при великим Реjнолдсовим броjевима представљене су са по две апроксимаци-

jе, као и за случаj малих Реjнолдсових броjева (7.39)-(7.43). Уводеђењем пертурбационих

редова (7.39)-(7.43) у систем бездимензиjских jедначина (7.25)-(7.28), (7.34)-(7.37) и из-

дваjањем чланови истог реда, тj. степена параметра ε, добиjа се систем jедначина за сваку

апроксимациjу. При томе су уврштене вредности параметара m и n за велике Реjнолдсове

броjеве: m = 2/3 и n = 2/3. На оваj начин у добиjеним системима jедначина у другоj

апроксимациjи jављаjу се сви чланови система jедначина: провођење топлоте, притисна и

вискозна сила, инерциjа, конвекциjа, рад услед ширења, дисипациjа, укључуjући клизање

и температурски скок у граничним условима:

ε0 :
2

r

∂

∂r
(rρ0V0) +

∂

∂z
(ρ0u0) = 0, (7.76)

0 =
1

r

∂

∂r

(
rT a

0

∂T0

∂r

)
, (7.77)

dp0
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
T a
0 r

∂u0

∂r

)
, (7.78)

R2∫
R1

2ρ0u0r dr = ṁ0, (7.79)

T0|r=R1
= 1, (7.80)

T0|r=R2
= 1, (7.81)

u0|r=R1
= 0, (7.82)
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u0|r=R2
= 0, (7.83)

p0|z=1 = 1, (7.84)

εn :
2

r

∂

∂r
(rρ0V1 + rρ1V0) +

∂

∂z
(ρ0u1 + ρ1u0) = 0, (7.85)

Pr

4

γ

β
ρ0

(
2V0

∂T0

∂r
+ u0

∂T0

∂z

)
= η

1

r

∂

∂r

(
r

(
T a
0

∂T1

∂r
+ aT1T

a−1
0

∂T0

∂r

))
+

+ Prγ
κ− 1

κ

(
u0

4β

dp0
dz

+ T a
0

(
∂u0

∂r

)2
)
, (7.86)

γ

η
ρ0

(
2V0

∂u0

∂r
+ u0

∂u0

∂z

)
+

dp1
dz

=
4β

r

∂

∂r

(
r

(
T a
0

∂u1

∂r
+ aT1T

a−1
0

∂u0

∂r

))
, (7.87)

R2∫
R1

2 (ρ0u1 + ρ1u0) rdr = ṁ1, (7.88)

T1

∣∣
r=R1

= −2− σT

σT

4κ

κ+ 1

1

Pr

T a+0,5
0

p0

∂T0

∂r

∣∣∣∣
r=R1

, (7.89)

T1

∣∣
r=R2

=
2− σT

σT

4κ

κ+ 1

1

Pr

T a+0,5
0

p0

∂T0

∂r

∣∣∣∣
r=R2

, (7.90)

u1

∣∣
r=R1

=
2− σv

σv

2
T a+0,5
0

p0

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=R1

, (7.91)

u1

∣∣
r=R2

= −2− σv

σv

2
T a+0,5
0

p0

∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=R2

, (7.92)

p1|z=1 = 0. (7.93)

Систем jедначина за прву апроксимациjу (7.44)-(7.51) исти jе као систем jедначина

за прву апроксимациjу за мале Реjнолдсове броjеве (7.77)-(7.84). Стога ће и добиjена ре-

шења за прву апроксимациjу код ова два случаjа бити jеднака. Додатак у случаjу великих

Реjнолдсових броjева, у погледу потребних величина за добиjање друге апроксимациjе, jе

попречна компонента брзине. Наиме, у jедначинама за другу апроксимациjу за велике

Реjнолдсове броjеве фигурише и попречна брзина V0 коjа се добиjа из диференциjалног

облика jедначина количине кретања за прву апроксимациjу (7.76) заjедно са условима

V0|r=R1 = 0 и V0|r=R2 = 0:
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V0 =
1

128βrln
R2

R1

(
ρ′0p

′
0

ρ0
+ p′′0

)[
r2
((

2R2
1 − r2

)
ln
R2

R1

+ C1

(
2ln

r

R1

− 1

))
−R2

1

(
R2

1ln
R2

R1

+ C1

)]
.

(7.94)

Поступак добиjања решења за другу апроксимациjу, као и код прве апроксимациjе,

полази од jедначине енергиjе (7.86) коjа, заjедно са граничним условима за температуру

на унутрашњем (7.89) и спољашњем зиду микроцеви (7.90), даjе решење за другу апрок-

симациjу температуре. Решење за поље температуре jе:

T = T0 +KnrT1 = 1+Kn2
rRe

2
rPr

κ− 1

κβ2π
p′20 C4 (r) , (7.95)

где jе C1 константа дефинисана са (6.47), док jе C4(r):

C4 (r) =
1

256

C1

(
C1ln

R2

r
+
(
R2

1 +R2
2 − 2r2

)
ln
R2

R1

) ln
r

R1(
ln
R2

R1

)2 −
(
r2 −R2

1

)2
 . (7.96)

Одређивање друге апроксимациjе брзине полази од jедначине количине кретања за

z правац за другу апроксимациjу (7.87) са граничним условима клизања гаса на унутра-

шњем (7.91) и спољашњем зиду (7.92).

Заjедно са већ одређеном првом апроксимациjом, укључуjући и добиjено решење за

поље температуре (7.95), прва и друга апроксимациjа даjу поље брзине при неизотерм-

ском струjању разређеног гаса кроз микроцев прстенастог попречног пресека при великим

Реjнолдсовим броjевима:

u = u0 +Knru1 =
p′0
β
C1 (r) +

Knr

β

 p′1C1 (r) +
2− σv

σv

p′0
p0
C2 (r)+

+
KnrRe

2
rp

′
0

73728πβ2

(
ln
R2

R1

)3

ρ0p
′′
0C3 (r)−

a p′20 Pr (κ− 1)

2κln
R2

R1

C5 (r)


 , (7.97)

где су C1 (r), C2 (r), C3 (r) редом дате изразима (6.45), (6.46), (6.68). Функциjа C5 (r) jе
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функциjа попречне координате r:

C5 (r) = 36C3
1 ln
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. (7.98)

Диференциjална jедначина за другу апроксимациjу притиска следи из интегралног

облика jедначине континуитета за другу апроксимациjу (7.88).

Даље се разматраjу два случаjа неизотермског струjања разређеног гаса кроз мик-

роцев прстенастог попречног пресека при великим Реjнолдсовим броjевима: стишљиво и

струjање када се стишљивост занемаруjе. Како решења за температуру (7.95) и брзину

(7.97) не зависе директно од вредности густине, то су општа решења коjа важе за оба слу-

чаjа. До разлике у решењима за поље брзине и температуре за стишљиво и нестишљиво

долази услед различите расподеле притиска за ова два струjања.

Решења за стишљиво струjање гаса

Као што jе обjашњено у случаjу неизотермског стишљивог струjања гаса кроз микро-

цев при великим Реjнолдсовим броjевима код микроцеви у поглављу 5.3.2, прва и друга

апроксимациjа густине су:

ρ0 = p0, (7.99)

ρ1 = p1 − p0T1. (7.100)

Из jедначина континуитета у интегралном облику (7.79), (7.88) заjедно са добиjеним

апроксимациjама густине (7.99), (7.100), добиjаjу се диференциjалне jедначине за притисак

при стишљивом неизотермском струjању разређеног гаса кроз прстенасту микроцев за
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случаj великих Реjнолдсових броjева:

- прва апроксимациjа:

p0p
′
0 = 32βC2, (7.101)

- друга апроксимациjа:

(p0p1)
′ =

2− σv
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KnrRe

2
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,

(7.102)

где jе константа C4 дата изразом (6.71), а константа C5 jе:

C5 = C1
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(7.103)

Ово решење jе добиjено за познату вредност масеног протока коjа jе тада садржана у првоj

апроксимациjи, односно ṁ0 = R1 +R2, ṁ1 = 0.

Добиjене диференциjалне jедначине (7.101), (7.102), заjедно са условима за притисак

на излазу из цеви за прву (7.84) и другу апроксимациjу (7.93), могуће jе решити анали-

тичким путем. Следи поље притиска при стишљивом неизотермском струjању разређеног

гаса кроз прстенасту микроцев при великим Реjнолдсовим броjевима:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr

[
2− σv

σv

(
1− 1

p0

)
C2C3+

+
KnrRe

2
rC

3
2 lnp0

6πp0 (R1 +R2)

(
ln
R2

R1

)4

(
C4 + Pr

κ− 1

κ
(a+ 1)C5

)]
. (7.104)
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Прва апроксимациjа притиска p0 иста jе као прва апроксимациjа при малим Реjнолдсовим

броjевима (7.67).

На основу општег решења за поље температуре (7.95) и добиjеног поља притиска

за стишљиво струjање (7.104), следи да jе температура при стишљивом неизотермском

струjању при великим Реjнолдсовим броjевима:

T = T0 +KnrT1 = 1+Kn2
rRe

2
rPr

κ− 1

4κβ2π

(
p20 − 1

p0 (z − 1)

)2

C4 (r) , (7.105)

са C4 (r) дефинисаним релациjом (7.96).

Укључуjући добиjено поље притиска за стишљиво струjање (7.104) у опште решење

за поље брзине (7.97), добиjа се да jе поље брзине за стишљиво неизотермско струjање

разређеног гаса при великим Реjнолдсовим броjевима:
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 , (7.106)

где су C1 (r), C2 (r), C3 (r) и C5 (r) редом дефинисане релациjама (6.45), (6.46), (6.68),(7.98).

Уврштаваjући добиjено решење за поље притиска и у израз за попречну компоненту

брзине (7.94) добиjа се V0 = 0.

Решења за нестишљиво струjање гаса

Са константном густином коjа jе целокупна садржана у првоj апроксимациjи, код нести-

шљивог неизотермског струjања кроз прстенасту микроцев при великим Реjнолдсовим
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броjевима, апроксимациjе густине су исте као и при малим Реjнолдсовим броjевима (7.69),

(7.70). Претпоставка о занемареноj стишљивости може се оправдати малим вредностима

Маховог броjа.

Диференциjалне jедначине поља притиска добиjаjу се из интегралних облика jедна-

чина континуитета (7.79), (7.88), узимаjући у обзир густине (7.69), (7.70) за случаj када jе

масени проток познат (ṁ0 = R1 +R2, ṁ1 = 0):

- прва апроксимациjа:

p′0 = 32βC2, (7.107)

- друга апроксимациjа:

p′1 =
2− σv

σv

p′0
p0
C2C3 +

aKnrRe
2
rPr

κπ
(κ− 1)C5C6p

′
0, (7.108)

где jе константа C6 :

C6 =
1

6C1 (R1 −R2)
2

(
C1 + (R2

1 +R2
2) ln

R2

R1

)3

ln
R2

R1

. (7.109)

Уз познате вредности прве и друге апроксимациjе притиска на излазу из цеви (7.84)

и (7.93), диференциjалне jедначине поља притиска (7.107) и (7.108) даjу решење за при-

тисак при неизотермском струjању разређеног гаса кроз микроцев прстенастог попречног

пресека при великим Реjнолдсовим броjевима када jе стишљивост занемарена:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr

[
2− σv

σv

C2C3lnp0 +
aKnrRe

2
rPr

κπ
(κ− 1)C5C6 (p0 − 1)

]
, (7.110)

где jе решење за прву апроксимациjу притиска исто као при малим Реjнолдсовим броjе-

вима (7.74).

Уз добиjено решење за поље притиска (7.110), из општег решења за температуру

(7.95), следи да jе температура при неизотермском струjању при великим Реjнолдсовим
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броjевима када jе стишљивост занемарена:

T = T0 +KnrT1 = 1+Kn2
rRe

2
rPr

κ− 1

κβ2π

(
p0 − 1

z − 1

)2

C4 (r) , (7.111)

где jе C4 (r) дефинисано релациjом (7.96).

На исти начин, из општег решења за брзину (7.97), добиjа се брзина при неизотерм-

ском струjању при великим Реjнолдсовим броjевима када jе стишљивост занемарена:

u = u0 +Knru1 =
p0 − 1

(z − 1) β
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Knr
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+

aKnrRe
2
rPr
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)

− aKnrRe
2
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147456πβ2κ

(
ln
R2

R1

)4

(
p0 − 1

z − 1

)3

C5 (r)

 , (7.112)

где C1 (r), C2 (r) и C5 (r) дефинисане релациjама (6.45), (6.46) и (7.98).

Добиjа се да jе попречна компонента брзине (7.94), и када jе стишљивост занемарена,

jеднака нули V0 = 0.

7.4 Анализа резултата

У овом поглављу приказуjу се резултати за неизотермско струjање разређеног гаса са

константним температурама зидова микроцеви прстенастог попречног пресека. Струjање

разређеног гаса jе осносиметрично дозвучно стационарно и изазвано разликом притисака

између улазног и излазног пресека цеви. Анализираjу се резултати за струjање при малим

и великим Реjнолдсовим броjевима, за стишљиво струjање и за случаj када се стишљивост

занемаруjе.

Димензиjском анализом закључено jе да jе, за одређивање свих величина у струjном

пољу, неопходно задати однос спољашњег и унутрашњег полупречника R2/R1, затим ре-

ферентну вредност Кнудсеновог и Реjнолдсовог броjа и вредност малог параметра ε. Уз

ове задате вредности следи референтни Махов броj Mar и параметри η, γ, β (поглавља

7.2.1 и 7.2.2).
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Коришћен jе коефициjент акомодациjе за дифузну рефлексиjу σv = 1 и идеалну раз-

мену енериjе између гаса и зида σT = 1, и за унутрашњи и за спољашњи зид.

7.4.1 Анализа резултата за мале Реjнолдсове броjеве

Резултати за мале Реjнолдсове броjеве дати су за jедноатомски гас κ = 5/3 и за Прантлов

броj Pr = 2/3.

Разматрани случаj обухвата прстенасту микроцев са међусобно jеднаким температу-

рама зидова коjе су константне. Изабрана референтна температура jеднака jе температури

зидова и износи T̃w. У случаjу малих Реjнолдсових броjева оваj случаj своди се на изо-

термски, што jе показано решењем за температурско поље (7.60). Неизотермност долази

до изражаjа само при великим Реjнолдсовим броjевима.
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Слика 7.2: Расподела притиска за континуум (Knr = 0) и струjање са клизањем (Knr = 0,05 и
Knr = 0,1) (7.73): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.

Из наведеног следи да се решења добиjена за неизотермско стишљиво струjање кроз

прстенасту микроцев при малим Реjнолдсовим броjевима (поглавље 7.3.1) поклапаjу са

решењима за изотермско стишљиво струjање кроз прстенасту микроцев при малим Реj-

нолдсовим броjевима (поглавље 6.3.1). Следи да jе израз за поље притиска за мале Реj-

нолдсове броjеве код стишљивог неизотермског струjања (7.66), као и (7.67), исти као и

изрази добиjени за изотермско стишљиво струjање (6.52), (6.53), стога jе расподела при-

тиска дуж микроцеви већ приказана на слици 6.2. На исти начин, поклапаjу се и брзине

за неизотермско (7.61) и изотермско (6.44) стишљиво струjање при малим Реjнолдсовим
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броjевима. Профили брзине приказани у три попречна пресека за изотермско струjање

приказани су на слици 6.3.

У случаjу континуума када се при неизотермском струjању занемари стишљивост

добиjа се линеарна расподела притиска дуж микроцеви (слика 7.2). Пораст референтног

Кнудсеновог броjа доводи до мањих вредности притиска дуж микроцеви. Раст односа

спољашњег и унутрашњег полупречника R2/R1 такође доводи до нижег притиска у мик-

роцеви, нарочито при већим вредностима референтног Кнудсеновог броjа.
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Слика 7.3: Профили брзине за континуум (Knr = 0) и струjање са клизањем (Knr = 0,1) (7.75):
а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.

Према (7.75) профил брзине за случаj континуума при занемареноj стишљивости за

мале Реjнолдсове броjеве не мења се дуж микроцеви (слика 7.3). Ово jе последица линеарне

расподеле притиска у случаjу континуума при нестишљивом струjању гаса (7.74). Брзина,

коjа обухвата утицаj клизања, приказана jе у три попречна пресека. Када се занемари

стишљивост, вредност брзине у области на половини растоjања између унутрашњег и

спољашњег цилиндра цеви се смањуjе са порастом подужне координате, односно од улаза

ка излазу из цеви. Када jе у питању брзина гаса на зидовима, тj. брзина клизања, обрнут

jе случаj: брзина на зидовима расте у смеру струjања. Профил брзине jе асиметричан и

већа jе вредност брзине гаса на унутрашњем зиду. Утицаj односа спољашњег и унутрашњег

полупречника на профил брзине изражениjи jе на излазу из цеви. Са порастом овог односа

расте асиметриjа профила брзине (слика 7.3 б)).
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7.4.2 Анализа и валидациjа резултата за велике Реjнолдсове

броjеве

У циљу поређења са резултатима из литературе коjи су добиjени за двоатомски гас, иза-

бран jе Прантлов броj Pr = 0,7 и однос топлотних капацитета κ = 7/5.
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Слика 7.4: Профили температуре у различитим попречним пресецима за континуум (Knr = 0)
и струjање са клизањем (Knr = 0,1) (7.105): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.

Температура за стишљиво струjање при великим Реjнолдсовим броjевима дата jе у

три попречна пресека. За случаj континуума профил температуре jе константан (тачкаста

линиjа на слици 7.4). Температура гаса на зиду jеднака jе температури зида дуж целе цеви.

Односно, гранични услов температурског скока у прве две апроксимациjе ниjе дошао до

изражаjа. Са слике 7.4 се види да температура у области на половини растоjања између

унутрашњег и спољашњег цилиндра цеви опада са порастом подужне координате. Као

и код брзине, повећање односа спољашњег и унутрашњег полупречника доводи до веће

асиметриjе профила температуре.

Вредност притиска дуж микроцеви прстенастог попречног пресека нижа jе када се

разређеност узме у обзир (слика 7.5). Повећање односа R2/R1 доводи до снижавања при-

тиска дуж микроцеви, што jе очигледниjе код веће разређености.

Анализа утицаjа разређености на поље притиска приказана jе на слици 7.6. У случаjу

неизотермског струjања, разређеност, као и у претходним случаjевима, доводи до мањег

притиска у односу на случаj када jе разређеност занемарена при истом масеном протоку.

На овоj слици приказан jе и утицаj ефеката другог реда (инерциjе, конвекциjе, рада услед
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ширења и дисипациjе) на расподелу притиска. Ефекти другог реда доводе до пораста

притиска дуж микроцеви.
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Слика 7.5: Расподела притиска дуж микроцеви за континуум (Knr = 0) и струjање са клизањем
(Knr = 0,05 и Knr = 0,1) (7.104): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.
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Слика 7.6: Расподела притиска дуж микроцеви за континуум Knr = 0 (7.67) и струjање са
клизањем Knr = 0,1 са и без ефеката другог реда (7.104): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.

На слици 7.7 приказани су профили брзине у три попречна пресека. Клизање гаса

на зидовима цеви расте од улаза ка излазу из цеви. Повећањем односа спољашњег и

унутрашњег полупречника повећава се и асиметричност профила брзине, што jе веома

изражено у излазном попречном пресеку.

Утицаj промене односа R2/R1 на поље брзине при неизотермском стишљивом струjању

кроз прстенасту микроцев исти jе као при малим Реjнолдсовим броjевима и исти као у

131



Ива Гуранов Докторска дисертациjа

раду [100]. У поглављу 6.4.2 наведено jе да jе профил брзине близак симетричном профи-

лу за R2/R1 ≈ 1, односно профилу брзине за струjање између паралелних плоча, што су

Тахери и др. такође показали у раду [101].
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Слика 7.7: Профили брзине у различитим попречним пресецима за континуум (Knr = 0) и
струjање са клизањем (Knr = 0,1) (7.114): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.

Ако се претпостави да динамичка вискозност и топлотна проводљивост не зависе од

температуре, што jе оправдано с обзиром на мале температурске разлике по попречном

пресеку, оправдано jе користити jедноставниjе решење за поље притиска и брзине коjе

следи из решења (7.104) и (7.114) када jе a = 0:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr

[
2− σv

σv

(
1− 1

p0

)
C2C3+

+
KnrRe

2
rC

3
2 lnp0

6πp0 (R1 +R2)

(
ln
R2

R1

)4

(
C4 + Pr

κ− 1

κ
C5

)]
, (7.113)

u = u0 +Knru1 =
p20 − 1

2p0β (z − 1)
C1 (r) +
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β

 2− σv
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+
16βC2
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2 (lnp0 − 1)
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(
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− KnrRe
2
r (p

2
0 − 1)

3
C3(r)

589824πp30 (z − 1)3 β2

(
ln
R2

R1

)3

 . (7.114)
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Слика 7.8: Профили температуре за континуум (Knr = 0) и струjање са клизањем (Knr = 0,1)
(7.111): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.
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Слика 7.9: Расподела притиска дуж микроцеви за континуум (Knr = 0) и струjање са клизањем
(Knr = 0,05 и Knr = 0,1) (7.110): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.

На слици 7.8 приказан jе профил температуре за нестишљиво струjање при великим

Реjнолдсовим броjевима. Показуjе се да jе температура у случаjу континуума константна,

а када се разређеност узме у обзир профил температуре се мења по попречном пресеку.

С обзиром на то да се узима да jе густина константна нема промене температуре дуж
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цеви. Као и код стишљивог струjања, гранични услов температурског скока ниjе дошао

до изражаjа. Повећање односа R2/R1 доводи до ниже вредност температуре и повећава

асиметриjу профила, као и у случаjу када се стишљивост узима у обзир.

На слици 7.9 приказана jе расподела притиска дуж микроцеви. У случаjу континуума

расподела притиска дуж микроцеви jе линеарна, док разређеност доводи поjаве нелине-

арности и смањења притиска. Пораст односа спољашњег и унутрашњег полупречника

R2/R1, доводи до снижавања притиска, као у случаjу стишљивог струjања. Оваj утицаj jе

изражениjи при већим вредностима референтног Кнудсеновог броjа (Knr = 0,1).
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Слика 7.10: Расподела притиска дуж микроцеви за континуум (Knr = 0) и струjање са клизањем
(Knr = 0,1) са и без ефеката другог реда (7.110): а) R2/R1 = 5/3; б) R2/R1 = 3.

На слици 7.10 приказан jе утицаj ефеката другог реда. Пуном линиjом приказан jе

случаj када jе узета у обзир само разређеност, испрекиданом случаj када су осим раз-

ређености узети у обзир и ефекти другог реда - инерциjа, конвекциjа, рад услед ширења

и дисипациjа. Утицаj разређености снижава вредност притиска дуж микроцеви. Ефекти

инерциjе, конвекциje, радa услед ширења и дисипациje додатно снижаваjу притисак дуж

микроцеви, што jе разлика у односу на стишљиво струjање. Слични закључци су изведени

и при неизотермском струjању у микроцеви када се стишљивост занемаруjе (5.9 б)), што

се слаже са решењима Асака и Хонга [98].

Профил брзине за неизотермско струjање при великим Реjнолдсовим броjевима када

jе стишљивост занемарена се не мења дуж микроцеви у случаjу континуума (слика 7.11).

Као при малим Реjнолдсовим броjевима, ово jе последица линеарне расподеле притиска
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у подужном правцу. Профил брзине коjи узима у обзир утицаj разређености, инерциjе,

конвекциjе, рада услед ширења и вискозности, опада од улаза ка излазу из цеви у области

на половини растоjања између унутрашњег и спољашњег цилиндра цеви. На зидовима jе

обрнут случаj, односно брзина клизања расте од улаза ка излазу из цеви. На слици 7.11

jе приказан и утицаj односа R2/R1 на поље брзине. Повећање односа повећава асиметриjу

профила брзине, што наjвише долази до изражаjа у излазном попречном пресеку. Утицаj

односа R2/R1 на поље брзине исти jе као и у случаjу када jе стишљивост узета у обзир,

што се поклапа и са резултатима добиjеним у раду Тахериjа и Страчтрапа [100] и Тахериjа

и др. [101]. Поређење профила брзине у излазном попречном пресеку са профилом брзине

за исте услове струjања Чара и Таjа [102] показуjе добро слагање.

1,5 2 2,5
r

0

0,5

1

1,5

2
u

z = 0

z = 0,93

z = 0,99

Rer = 3

ε = 0,01

Pr = 0,7

R2/R1 = 5/3

Knr = 0

Knr = 0,1

Knr = 0,1 Чар и Таj [102]

a)
0,5 1 1,5

r

0

0,5

1

1,5

2
u

z = 0

z = 0,93

z = 0,99

Rer = 3

ε = 0,01

Pr = 0,7

R2/R1 = 3

Knr = 0

Knr = 0,1

б)

Слика 7.11: Профили брзине у различитим микроцеви за континуум (Knr = 0) и струjање са
клизањем (Knr = 0.1) (7.112): а) R2/R1 = 5/3 и поређење са [102]; б) R2/R1 = 3.

Ако се претпостави да динамичка вискозност и топлотна проводљивост не зависе од

температуре, из решења (7.110), (7.112) следи решење за поље притиска и брзине када jе

a = 0:

p = p0 +Knrp1 = p0 +Knr

[
2− σv

σv

C2C3lnp0

]
, (7.115)

u = u0 +Knru1 =
p0 − 1

(z − 1) β
C1 (r) +

Knr

β

[
2− σv

σv

p0 − 1

(z − 1) p0
C2 (r)+

+ 32βC2C1(r)

(
2− σv

σv

C2C3

p0

) ]
. (7.116)
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8 Закључак

У овоj докторскоj дисертациjи анализирано jе и решено неколико различитих модела

струjања гаса кроз микроцеви и коаксиjалне микроцеви. Решења су добиjена за услове

изотермског струjања и за неке проблеме неизотермског струjања гаса.

Мотивациjа за истраживање струjања разређеног гаса у микроцевима последица jе све

веће распрострањености и широке примене микро-електро-механичких система, коjи често

као елементе садрже микроцеви. Због тога jе изучавање струjања гаса у микроцевима

различите геометриjе и различитих температурских услова веома значаjно и предмет jе

рада ове докторске дисертациjе.

Како jе код струjања гаса кроз микроцеви дужина слободног пута молекула реда

величине пречника микроцеви, струjање гаса се мора разматрати као разређено. У свим

случаjевима разматраним у овом раду струjање гаса jе дозвучно, осносиметрично и стаци-

онарно. У циљу анализе утицаjа стишљивости, осим решења за стишљиво струjање гаса,

добиjена су и решења за случаjеве када се стишљивост занемаруjе.

Аналитичка решења су добиjена за изотермско струjање гаса кроз микроцев про-

менљивог попречног пресека. Променљивост попречног пресека jе линеарна, па су анали-

зирани случаjеви струjања гаса кроз дивергентну, конвергентну, као и кроз цев констант-

ног попречног пресека. У случаjевима коjи се баве струjањима гаса између две коаксиjалне

микроцеви, тj. кроз прстенасти попречни пресек, променљивост попречног пресека ниjе

узета у обзир. За поменуте геометриjе добиjена су решења за случаj изотермског струjања

гаса, као и за случаj неизотермског струjања гаса. У оквиру неизотермских проблема ре-

шења су добиjена за константну и униформну температуру зидова. Осим тога, анализиран

jе режим струjања при малим Реjнолдсовим броjевима и великим Реjнолдсовим броjеви-

ма, када се осим разређености узимаjу у обзир и остали ефекти другог реда. У случаjу

изотермског струjања то jе инерциjа, а у случаjу неизотермског, осим инерциjе, jавља се

и: конвекциjа, дисипациjа и рад услед ширења.

У овоj дисертациjи jе анализирано струjање разређеног гаса кроз микроцеви за област
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струjања гаса са клизањем, где су вредности Кнудсеновог броjа у опсегу 0,001 ⩽ Kn < 0,1.

Може се показати да се у овоj области разређености може применити макроскопски при-

ступ за решавање проблема. Односно, постоjање Кнудсеновог слоjа - слоjа у близини зида

у коjем jе гас ван равнотеже, може се узети у обзир макроскопским приступом, граничним

условом клизања гаса на зиду за поље брзине и граничним условом температурског скока

гаса на зиду за поље температуре. Ови гранични услови се користе за добиjање решења

из система jедначина коjи чине jедначина континуитета, jедначина количине кретања,

jедначина стања идеалног гаса и у случаjу неизотермског струjања и jедначине енергиjе.

Овде коришћена jедначина количине кретања и jедначина енергиjе произилази из макро-

скопског приступа, али се могу извести и из кинетичке теориjе гасова и тачности су реда

величине Кнудсеновог броjа. С обзиром на то да су ове jедначине истог реда тачности као

и коришћени гранични услови оправдано jе њихово коришћење.

У циљу добиjања општих решења систем jедначина се трансформише у бездимен-

зиjски облик. При томе референтне величине су изабране за излазни пресек микроцеви,

чиме се обезбеђуjе да се у комплетном струjном пољу остане у области струjања са кли-

зањем и да не дође до загушења. Решења су добиjена за одређене услове струjања коjи

омогућаваjу свођење jедначина на jедноставниjи облик. Претпостављено jе да jе дужина

цеви знатно већа од пречника или, у случаjу струjања између два коаксиjална микроци-

линдра, од растоjања између њих, што омогућава дефинисање малог параметра епсилон

ε = D/L, D ≪ L. Како се ради о дозвучном струjању са клизањем претпостављено jе да

су референтни Махов и Кнудсенов броj реда величине степена малог параметра ε. На таj

начин jедначине су изражене у функциjи од малог параметра ε, што омогућава анализу

значаjа поjединих чланова у jедначинама за случаj малих и великих Реjнолдсових броjева.

Решења за притисак, брзину и температуру претпостављена су у облику пертурбацио-

них редова по референтном Кнудсеновом броjу. Увођењем ових пертурбационих решења у

бездимензиjски систем jедначина и граничних услова и издваjањем чланова одговараjућег

степена малог параметра добиjаjу се системи jедначина са граничним условима. Броj си-

стема jедначина одговара броjу апроксимациjа. Прва апроксимациjа представља решење

за услове континуума. Друга апроксимациjа узима у обзир разређеност и остале ефекте

другог реда, ако за разматрани проблем долазе до изражаjа. Системи jедначина са гранич-

ним условима, коjи даjу решења за одговараjуће апроксимациjе, решаваjу се сукцесивно
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jедан за другим.

Струjање гаса у микроцевима и процепима коаксиjалних микроцеви остваруjе се услед

разлике притисака на улазу и излазу. При оваквом струjању постоjи потреба да се одреди

масени проток за познат однос притисака на улазу и излазу или да се за познати масени

проток одреди однос притисака на улазу и излазу коjи до њега доводи. У докторату су

добиjена решења за оба приступа.

Димензиjском анализом jе закључено да jе за приказ резултата потребно задати три

величине, овде jе одабрано да то буде мали параметар ε, референтни Кнудсенов и рефе-

рентни Реjнолдсов броj. Када се анализираjу случаjеви струjања кроз цеви променљивог

попречног пресека потребно jе задати и однос улазног и излазног пречника, а за прстенасте

микроцеви jе потребно задати и однос спољашњег и унутрашњег пречника. Решења до-

биjена у докторату омогућаваjу анализу утицаjа наведених параметара на поље притиска,

брзине и температуре.

Решење за прву апроксимациjу притиска, брзине и температуре, у случаjу неизотерм-

ског струjања, су добиjена аналитички. Апроксимациjе вишег реда су за неке случаjеве

струjања добиjене аналитички или нумерички, применом методе Рунге-Кута. Резултати

су поређени са одговараjућим аналитичким [90], [98], [102] и нумеричким решењима [93],

[94] доступним у литератури и показано jе добро слагање. Како су решења за струjање

кроз микроцеви и коаксиjалне микроцеви у литератури дата за нестишљиво струjање [98],

[102], у докторату су добиjена решења и за случаj када се стишљивост занемаруjе. То jе

осим поређења са резултатима из литературе омогућило и анализу утицаjа стишљивости.

У докторату jе за проблем неизотермског струjања гаса узета у обзир зависност дина-

мичке вискозности и топлотне проводљивости од температуре. У добиjеним решењима за

услов константне температуре зида, иако постоjи промена температуре у гасу, она jе вео-

ма мала, па jе утицаj зависности коефициjента вискозности и топлотне проводљивости од

температуре мали. Због тога су дата и решења за случаj када су коефициjенти динамичке

вискозности и провођења топлоте константни.

Основни допринос доктората jе у добиjеним аналитичким решењима за поље притис-

ка, брзине и температуре за различите услове струjања у кружним и прстенастим мик-

роцевима. Осим тога решења добиjена у докторату даjу допринос у валидациjи примене
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пертурбационе методе у области струjања разређеног гаса у проблемима осносиметричних

струjања. Добиjена решења су лако применљива и поновљива. Како jе њихова поузданост

валидирана поређењем са резултатима других аутора, примењена метода се може кори-

стити за добиjање решења и за неке друге услове струjања, као и за потврђивање тачности

нумеричких и експерименталних резултата.

Добиjени резултати охрабруjу и у погледу праваца будућег рада. Пертурбациона ме-

тода може се применити и на случаjеве другачиjих температурских граничних услова, као

што jе постоjање градиjента температуре у правцу струjања што доводи до ефекта тер-

мичког пузања, као и различитих услова температурског флукса на зиду. Код прстенасте

микроцеви могући су различити гранични услови на сваком од зидова.
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Doktorska disertacija, Mašinski fakultet, Univerzitet u Beogradu.

[86] Beskok, A., Karniadakis, G. E. and Trimmer, W., 1996, “Rarefaction and Compressibility

Effects in Gas Microflows ”, Journal of Fluids Engineering - Transactions of the ASME,

118, pp. 448-456.

[87] Weng, C. I., Li, W. L. and Hwang, C. C., 1999, “Gaseous Flow in Microtubes at Arbitrary

147



Ива Гуранов Докторска дисертациjа

Knudsen Numbers”, Nanotechnology, 10, pp. 373-379.
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[89] Stevanović, N. and Milićev, S., 2009, “Inertia Effects in Microbearing Gas Flow”,

Proceedings of the 11th International Conference on Tribology - SERBIATRIB, Serbian

Tribology Society - Faculty of Mechanical Engineering, University of Belgrade, Belgrade,

pp. 202-207.

[90] Stevanović, N., 2014, “Osnove Mikrofluidike i Nanofluidike”, Mašinski fakultet,
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