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USLOVNA OPTIMIZACIJA DISKRETNIH SISTEMA AUTOMATSKOG
UPRAVǈAǋA PRIMENOM POTPUNE PRENOSNE FUNKCIJE

Rezime

U okviru doktorske disertacije istra�uje se sinteza upravǉaqkog sistema
proporcionalno-diferencno-sumarnog (PDS) tipa na osnovu karakteristiqnog
polinoma potpune prenosne funkcije. Potpuna prenosna funkcija omogu�ava da
se dobiju taqni rezultati u pogledu skra�ivaǌa jednakih nula i polova, do-
bijaǌa karakteristiqnog polinoma i odre�ivaǌa potpunog odziva sistema. Na
poqetku se odre�uje oblast relativne stabilnosti u prostoru podexǉivih para-
metara upravǉaqkog sistema tako da stepen priguxeǌa ζ ima unapred zahtevanu
vrednost. To je ura�eno u sluqaju dva podexǉiva parametra na primerima PD
i PS upravǉaqkih sistema. Osim toga, prona�ena je oblast relativne stabilno-
sti u sluqaju tri podexǉiva parametra PDS upravǉaqkog sistema. U narednom
koraku se sprovodi metoda uslovne optimizacije pri qemu se koristi izraz za
grexku izlazne veliqine koji uzima u obzir istovremeno dejstvo nenultih poqe-
tnih uslova i spoǉaxǌeg ulaza, a xto je omogu�eno primenom potpune prenosne
funkcije. Na taj naqin se pronalaze optimalni parametri linearnih upravǉa-
qkih sistema PDS tipa za koje indeks performanse, u obliku sume kvadrata gre-
xaka, ima minimalnu vrednost.

U drugom delu disertacije prethodno razvijena metoda uslovne optimizacije
linearnih diskretnih sistema se proxiruje i primeǌuje na klasu nelinearnih
diskretnih sistema, u obliku Takagi-Sugeno (TS) fazi sistema. U tu svrhu
je iskorix�ena osobina TS fazi sistema da se dinamika nelinearnog sistema
mo�e izraziti pomo�u nekoliko linearnih (linearizovanih) sistema. Neline-
arni Takagi-Sugeno fazi model, koji verodostojno opisuje ponaxaǌe sistema na
celom prostoru izlaza, se dobija interpolacijom nekoliko linearnih matemati-
qkih modela. Izvrxena je sinteza upravǉaqkog sistema tipa paralelno raspode-
ǉenog upravǉaǌa (PDC) koji koristi iste funkcije pripadnosti kao i nelinearni
Takagi-Sugeno model objekta. Ovakav upravǉaqki sistem interpolira nekoliko
lokalnih linearnih upravǉaqkih sistema. Zahvaǉuju�i teoriji potpune preno-
sne funkcije, razmatra se najopxtiji i najrealistiqniji sluqaj uslovne opti-
mizacije lokalnih linearnih upravǉaqkih sistema, pri qemu je grexka rezultat
istovremenog delovaǌa nenultih poqetnih uslova i spoǉaxǌeg ulaza. Odre�eni
su optimalni parametri za tri linearna proporcionalno-sumarna (PS) kontro-
lera pri nultim i nenultim poqetnim uslovima, uva�avaju�i zahtev da svi po-
jedinaqni zatvoreni sistemi imaju zahtevani stepen priguxeǌa ζ. Ura�ena je
sinteza PDC kontrolera koji koristi iste funkcije pripadnosti kao i fazi TS
model objekta, u dva sluqaja. U prvom sluqaju, PDC kontroler je sastavǉen od
tri lokalna linearna PS kontrolera qiji su parametri odre�eni pri nultim
poqetnim uslovima. U drugom sluqaju, PDC kontroler qine linearni kontroleri
qiji su parametri odre�eni pri nenultim poqetnim uslovima.

Kǉuqne reqi: diskretni sistemi automatskog upravǉaǌa, sinteza u trodi-
menzionom prostoru, relativna stabilnost, potpuna prenosna funkcija, uslovna
stabilizacija i optimizacija, Takagi-Sugeno, fazi upravǉaǌe, paralelno raspo-
deǉeno upravǉaǌe.

Nauqna oblast: Maxinstvo
U�a nauqna oblast: Automatsko upravǉaǌe
UDK broj:



CONDITIONAL OPTIMIZATION OF DISCRETE-TIME CONTROL SYSTEMS USING
THE FULL TRANSFER FUNCTION

Summary

The doctoral dissertation investigates the synthesis of a proportional-difference-sum (PDS)
type control system based on the characteristic polynomial of the full transfer function. The full
transfer function makes it possible to obtain accurate results in terms of cancellation of equal
zeros and poles, obtaining the characteristic polynomial and determining the full response of
the system. At the beginning, the relative stability area in the space of adjustable parameters
of the control system is determined so that damping coefficient ζ has the value required in
advance. This was done in the case of two adjustable parameters using the examples of PD
and PS control systems. In addition, an area of relative stability was found in the case of
three adjustable parameters of the PDS control system. In the next step, the method of
conditional optimization is implemented using an expression for the output error that includes
the simultaneous influence of nonzero initial conditions and the external output, which is made
possible by applying a full transfer function. Thus, the optimal parameters of the PDS type
linear control systems are found for which the performance index, in the form of the sum of
squared errors, has a minimum value.

In the second part of the dissertation, the previously developed method of conditional
optimization of linear discrete systems is extended and applied to the class of nonlinear discrete
systems, in the form of Takagi-Sugeno (TS) fuzzy systems. For this purpose, the property of
the TS fuzzy system was used that the dynamics of a nonlinear system can be expressed using
several linear (linearized) systems. The nonlinear Takagi-Sugeno fuzzy model, which credibly
describes the behavior of the system over the entire output space, is obtained by interpolating
several linear mathematical models. A synthesis of a PDC (parallel distributed compensation)
control system using the same membership functions as the nonlinear Takagi-Sugeno fuzzy
model of the plant was performed. Such control system interpolates several local linear control
systems. Thanks to the theory of the complete transfer function, the most general and realistic
case of conditional optimization of the local linear control systems is considered, where the
output error is the result of the simultaneous action of nonzero initial conditions and external
input. The optimal parameters for three local linear proportional-sum (PS) controllers at zero
and nonzero initial conditions were determined, considering the requirement that all individual
closed systems have the required damping coefficient ζ. Synthesis of a PDC controller that uses
the same membership functions as the fuzzy TS plant model is made in two cases. In the first
case, the PDC controller is composed of three local linear PS controllers whose parameters are
determined at zero initial conditions. In the second case, the PDC controller consists of linear
controllers whose parameters are determined at nonzero initial conditions.

Key words: Discrete-time control systems, three parameters synthesis, relative stability,
full transfer function, conditional stabilization and optimization, Takagi-Sugeno, fuzzy control,
parallel distributed compensation.

Scientific area: Mechanical engineering
Narrow scientific area: Control engineering
UDC number:
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Glava 1

Uvod

1.1 Kratak pregled doktorske disertacije po pogla-

v	ima

Uvodna glava ove disertacije pru�a osnovne postavke problema koje diserta-
cija razmatra. Date su prednosti i mane pristupa sinteze u ulazno-izlaznom
prostoru u odnosu na sintezu sistema u prostoru staǌa. Tako�e, na kraju je dat
i selektivan i hronoloxki pregled literature i dosadaxǌih rezultata na poǉu
izuqavaǌa uslovne optimizacije vremenski kontinualnih i diskretnih linearnih
sistema automatskog upravǉaǌa.

Druga glava se bavi razmatraǌem razliqitih klasa objekata automatskog upra-
vǉaǌa. Posmatraju se ulaz-izlaz (UI) matematiqki modeli objekata kao i ulaz-
staǌe-izlaz (USI) matematiqki modeli objekta. Za obe ove klase su dati ǌihovi
modeli u totalnim koordinatama, u �eǉenom radnom re�imu kao i po odstupa-
ǌima.

U tre�oj glavi je prikazan pregled mogu�ih upravǉaqkih sistema u UI i
USI obliku. Pa�ǌa je posve�ena upravǉaqkim sistemima razliqitog reda pro-
porcionalno-diferencno-sumarnog (PDS) tipa od kojih su neki primeǌeni na
konkretnim primerima u kasnijim poglavǉima. ǋihovi matematiqki modeli su
dati u totalnim koordinatama i po odstupaǌima.

Qetvrta glava je posve�ena zatvorenom sistemu automatskog upravǉaǌa. U
ǌoj su objediǌeni matematiqki model objekta i matematiqki model upravǉaqkog
sistema kako bi se dobio matematiqki model celog sistema jer se na osnovu ǌega
uoqava karakteristiqni polinom celog sistema koji je neophodan i od krucijalnog
znaqaja za razmatraǌa u narednim poglavǉima.

Peta glava govori o potpunoj prenosnoj funkciji koja je od fundamentalnog
znaqaja za ovu disertaciju. Data je ǌena opxta definicija i postupak odre�iva-
ǌa kao i postupak odre�ivaǌa za UI sistem. Nakon toga je predstavǉen znaqaj
nedegenerativne matrice za skra�ivaǌe jednakih nula i polova.

Xesta glava objaxǌava postupak odre�ivaǌa oblasti (ravni) relativne sta-
bilnosti tako da zatvoren sistem automatskog upravǉaǌa ima unapred zahtevani
stepen priguxeǌa. U ovoj disertaciji, postoje�a metoda, koja va�i za dva pode-
xǉiva parametra, je proxirena i uopxtena tako da je dat postupak za odre�ivaǌe
oblasti (povrxine) relativne stabilnosti pri qemu su nepoznata tri podexǉiva
parametra. Zatim je prikazan postupak uslovne optimizacije pri qemu grexka
izlazne veliqine u izrazu za indeks performanse, u obliku sume kvadrata gre-
xaka, istovremeno uzima u obzir dejstvo nenultih poqetnih uslova i spoǉaxǌeg
ulaza.
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U sedmoj glavi prikazana je primena metoda razvijenih u ovoj disertaciji na
konkretnim primerima linearnih sistema. Najpre je izvrxena uslovna optimi-
zacija i odre�eni optimalni parametri PDS upravǉaqkog sistema prvog reda
i dati su simulacioni rezultati pore�eǌa klasiqne teorije koja uzima u obzir
nulte poqetne uslove sa novom teorijom koja uzima u obzir nenulte poqetne uslove.
Eksperimentalna verifikacija predlo�ene metode izvrxena je na realnom objektu
- motoru jednosmerne struje, pri qemu je najpre odre�en ǌegov linearni matema-
tiqki model. Metodom uslovne optimizacije su odre�eni optimalni parametri
PS upravǉaqkog sistema nultog reda i prikazano je poboǉxaǌe koje se dobija
primenom nove teorije u odnosu na klasiqnu. Na kraju, u posledǌem primeru
ove glave, razvijena metodologija uslovne optimizacije sprovedena je na istom
realnom objektu, samo je ovog puta identifikovan linearni model i izabran PD
upravǉaqki sistem prvog reda. Simulacioni i eksperimentalni rezultati, kao
i u prethodnom primeru, pokazuju prednosti nove teorije u odnosu na klasiqnu u
realnom sluqaju kada objekt krene sa radom iz nenultih poqetnih uslova.

Osma glava razmatra diskretne Takagi-Sugeno (TS) fazi sisteme koji pre-
dstavǉaju klasu nelinearnih diskretnih sistema, i qija je osnovna karakteri-
stika da interpoliraju dinamiku nekoliko linearnih ili linearizovanih si-
stema. Projektovan je poqetni TS fazi model u kome su funkcije pripadnosti
ravnomerno raspore�ene sa centrima u nominalnim taqkama pojedinaqnih line-
arnih matematiqkih modela objekta termotunela. Poqetni TS fazi model objekta
je optimizovan metaheuristiqkim algoritmom sivi vukovi tako da parametri u
premisama fazi pravila imaju optimalne vrednosti. Zatim je ura�ena sinteza
nelinearnog diskretnog paralelno raspodeǉenog upravǉaǌa (PDC) koje koristi
iste funkcije pripadnosti kao i TS fazi model objekta. Na kraju su izvrxe-
na pore�eǌa odziva objekta upravǉanog lokalnim linearnim PS kontrolerom i
PDC kontrolerom koji koristi poqetni TS fazi model kao i PDC kontrolera koji
koristi optimalni TS fazi model. Osim na odskoqnom odzivu, efikasnost ra-
zvijene metode je testirana na problemu pra�eǌa promenǉive zadate vrednosti i
na problemu kompenzacije dejstva poreme�aja.

U devetoj glavi je teorija uslovne optimizacije pri nenultim poqetnim uslo-
vima za linearne diskretne sisteme najpre primeǌena i eksperimentalno veri-
fikovana na servomotoru jednosmerne struje kao objektu upravǉaǌa, pri qemu je
projektovan nelinearni diskretni PDC kontroler koga qine tri lokalna line-
arna PS upravǉaqka sistema prvog reda. Zahvaǉuju�i teoriji potpune prenosne
funkcije izvrxeno je pore�eǌe rada sistema pri nenultim i nultim poqetnim
uslovima pri qemu je ostvaren maǌi indeks performanse u sluqaju primene nove
teorije. Osim ovog eksperimentalnog istra�ivaǌa ura�en je i simulacioni pri-
mer nelinearnog diskretnog TS fazi modela objekta spregnutih rezervoara ko-
jima se upravǉa pomo�u nelinearnog diskretnog PDC kontrolera koji se sastoji
od tri pojedinaqna optimalna lokalna linearna PS upravǉaqka sistema nultog
reda. Svi rezultati ukazuju na to da je metoda razvijena u ovoj disertaciji
potpunija od klasiqne zato xto uzima u obzir nenulte poqetne uslove iz kojih
objekt zapoqiǌe svoj rad. Klasiqna metoda daje parametre koji bi trebalo da
budu optimalni za sve poqetne uslove xto oqigledno nije ispuǌeno.

U posledǌoj tematskoj, desetoj glavi izlo�eni su osnovni zakǉuqci ove dokto-
rske disertacije.
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1.2 Ci	 i zadatak rada

Ciǉ ove disertacije je, u prvom koraku, da se algebarskom metodom, na kvali-
tativno drugaqiji naqin, odredi oblast podexǉivih parametara koji garantuju
da sistem ima zadat stepen priguxeǌa. Ova oblast relativne stabilnosti se
odre�uje na osnovu karakteristiqnog polinoma potpune prenosne funkcije Π(z).
Ovo se razlikuje od odgovaraju�e klasiqne procedure u kojoj se koristi karakte-
ristiqni polinom klasiqne prenosne funkcije W (z), koji u opxtem sluqaju mogu
da se razlikuju. Zbog ove razlike primena novog pristupa garantuje ispravan
skup podexǉivih parametara koji obezbe�uju zahtevan stepen priguxeǌa zatvore-
nog sistema automatskog upravǉaǌa. Odre�eni parametri jox uvek ne garantuju
zadovoǉavaju�e ponaxaǌe sistema.

Iz ovog razloga, u drugom koraku, izbor podexǉivih parametara, iz skupa
koji je odre�en u prethodnom koraku, se vrxi na osnovu dodatnog kriterijuma
optimalnosti koji podrazumeva da indeks performanse, u obliku sume kvadrata
grexaka, ima minimalnu vrednost. U izrazu za indeks performanse figurixe
grexka koja u sebi istovremeno sadr�i uticaj vektora ulaza i nenultih poqetnih
uslova, za razliku od klasiqnog pristupa u kome je izraz za grexku samo uzi-
mao u obzir dejstvo vektora ulaza. Ova razlika u odnosu na klasiqni pristup
je u skladu sa upotrebom karakteristiqnog polinoma potpune prenosne matrice
sistema.

Ovo se mo�e iskazati i drugaqije: ciǉ ove disertacije je da otkrije i uvede
kvalitativno novi naqin za uslovnu optimizaciju linearnih stacionarnih vre-
menski diskretnih sistema u dva koraka. U prvom koraku odre�uje se oblast re-
lativne stabilnosti (podexǉivi parametri kontrolera za koje �e sistem imati
zahtevan stepen priguxeǌa) na osnovu novootkrivenog karakteristiqnog polinoma
potpune prenosne matrice sistema, [1]. U drugom koraku, konaqan izbor podexǉi-
vih parametara se vrxi na osnovu minimalne vrednosti indeksa performanse u
kome figurixe grexka koja istovremeno uzima u obzir sva delovaǌa na sistem:
vektor ulaza i nenulte poqetne uslove.

U drugom delu disertacije razmatra se primena fazi sistema u realizaciji
nelinearnih diskretnih upravǉaqkih sistema. U tu svrhu koristi se Takagi-
Sugeno tip fazi sistema za modelovaǌe i upravǉaǌe qija je osnovna ideja da se
nelinearna dinamika sistema mo�e modelovati kroz nekoliko linearnih podsi-
stema. Naime, Takagi-Sugeno nelinearni model dinamiqkog sistema predstavǉa
nelinearnu interpolaciju nekoliko linearnih matematiqkih modela, i on opi-
suje dinamiku sistema na celom prostoru izlaza, odnosno staǌa. Nadaǉe, prime-
nom savremenih inteligentnih tehnika optimizacije, prete�no metaheuristiqkih,
odre�uju se optimalne vrednosti parametara fazi modela sistema, uz prisustvo
ograniqeǌa. Vrxi se sinteza upravǉaqkog sistema tipa paralelno raspodeǉe-
nog upravǉaǌa (PDC) koji koristi iste funkcije pripadnosti kao i nelinearni
Takagi-Sugeno model objekta, qime se ǌegova sinteza svodi na sintezu nekoliko
linearnih upravǉaqkih sistema u prostoru izlaza. Osim toga, razmatra se i
sinteza klasiqnih upravǉaqkih algoritama upravǉaǌa PDS tipa u kontekstu
primene Takagi-Sugeno fazi sistema za modelovaǌe i upravǉaǌe diskretnih si-
stema. Konaqno, rezultati dobijeni prethodno opisanim postupcima iskorix�eni
su za sintezu Takagi-Sugeno fazi sistema u kome linearni podsistemi predsta-
vǉaju optimalne linearne sisteme, za datu nominalnu taqku, dobijene uslovnom
optimizacijom zasnovanoj na konceptu potpune prenosne funkcije. Oqekuje se da
dobijeni sistem upravǉaǌa poseduje kvalitetnije dinamiqko ponaxaǌe u smislu
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izabranog indeksa performanse, koriste�i prednosti oba postupka u odnosu na
odgovaraju�e klasiqne algoritme.

Kao zakǉuqak, ciǉ predlo�ene disertacije je sinteza upravǉaqkih sistema za
dve klase dinamiqkih sistema, linearne i nelinearne diskretne sisteme. Pre-
dlo�eni algoritmi upravǉaǌa za linearne sisteme koriste po prvi put koncept
potpune prenosne funkcije u postupku uslovne optimizacije, a u ciǉu ostvariva-
ǌa dinamiqkog ponaxaǌa sa unapred definisanim pokazateǉem u vidu zahtevanog
stepena priguxeǌa zatvorenog sistema. Rezultati dobijeni za linearne sisteme
se kroz Takagi-Sugeno fazi sisteme potom koriste za sintezu upravǉaqkih si-
stema nelinearnih diskretnih sistema, a kroz razliqite algoritme optimizacije.
Dobijeni rezultati najpre su verifikovani simulacijom na cifarskom raqunaru,
a potom i kroz praktiqnu realizaciju, na realnim objektima, kao xto su motor
jednosmerne struje, sistem spregnutih rezervoara i strujno-termiqki proces.
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Uslovna optimizacija linearnih

diskretnih sistema
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1.3 Pregled sta�a u oblasti

Dobro je poznato da je stabilnost neophodna ali ne i dovoǉna karakteristika
sistema za ǌegovo zadovoǉavaju�e ponaxaǌe. Ostvarivaǌe dodatnih zahteva za
zadato dinamiqko ponaxaǌe bilo je aktuelna tema pedesetih i xezdesetih godina
proxlog veka. Suxtinski problem bio je postavǉaǌe polova prenosne funkcije
celog sistema u odgovaraju�u oblast s, odnosno z kompleksne ravni kao rezu-
ltat izbora odgovaraju�ih parametara upravǉaqkog sistema. Time je obezbe�ena
relativna stabilnost sistema. Najqex�e se lokacija polova odre�uje na osnovu
zahtevanog stepena priguxeǌa ζ i/ili vremena smireǌa σ.

Pionirski rad na ovom problemu u parametarskoj ravni su sproveli Vix-
negradski [2], Nejmark [3] i D. Mitrovi� koji je razvio grafoanalitiqku me-
todu za dva nepoznata parametra za kontinualne i diskretne sisteme automatskog
upravǉaǌa [4], [5], [6]. Kasnije je ova metoda postala jako poznata i citirana u
literaturi pod nazivom “Mitrovi�eva metoda”. Prva dva koeficijenta karakte-
ristiqnog polinoma su bila dva nepoznata parametra.

Dragoslav Xiǉak je generalizovao Mitrovi�evu metodu tako xto je dozvolio
da bilo koja dva koeficijenta karakteristiqnog polinoma budu podexǉivi pa-
rametri [7], i malo nakon toga, nezavisno jedan od drugog, Xiǉak [8] i Gruji�
[9] su razvili metodu po kojoj je mogu�e da neki koeficijenti karakteristiqnog
polinoma budu linearno zavisni od dva podexǉiva parametra. Kasnije je Xi-
ǉak tretirao linearnu zavisnost od dva podexǉiva parametra [10], [11], svih
koeficijenata karakteristiqnog polinoma xto je osnova algebarske metode, dok
je u radu [12] razmatrao analizu i sintezu nelinearnih sistema u parametarskoj
ravni. Svi ovi pristupi su imali svoje nedostatke. Ti nedostaci se ogledaju u
tome xto nisu uzimali u obzir nule prenosne funkcije jer i one utiqu na kvalitet
dinamiqkog ponaxaǌa sistema.

Prethodnu maǌkavost prevazixao je Xiǉak [8] gde je uspostavio koncept uslo-
vne optimizacije u parametarskoj ravni. To je uqinio tako xto je osim relativne
stabilnosti uveo dodatni zahtev za ponaxaǌe sistema xto je minimalna vrednost
indeksa performanse u vidu integrala kvadrata grexaka. Optimizacijom se odre-
�uju dva podexǉiva parametra. U literaturi je ova metoda poznata pod nazivom
uslovna parametarska optimizacija. Na ovaj naqin se posti�e da sistem bude
relativno stabilan sa zahtevanim stepenom priguxeǌa i/ili vremenom smireǌa
i da pri tome istovremeno integral kvadrata grexaka ima najmaǌu vrednost.

Gruji� je otixao korak daǉe u [13], [14] tako xto je dozvolio da svi koefi-
cijenti prenosne funkcije zatvorenog sistema (koeficijenti u brojiocu i ime-
niocu) budu linearno zavisni od dva podexǉiva parametra. Na ovaj naqin je
spojio uslovnu optimizaciju sa drugim aspektom predlo�enim od strane Raki�a
[15], a radi se o impulsnom odzivu sistema izraqunatog na osnovu rezidijuma
prenosne funkcije tog sistema. Odgovaraju�e rekurentne formule su razvijene
za preslikavaǌe s kompleksne ravni u parametarsku ravan, zatim za izraqunava-
ǌe rezidijuma prenosne funkcije i najzad za izraqunavaǌe indeksa performanse
na bazi prethodno izraqunatih rezidijuma. Formule su bile jednostavne i znatno
pogodnije za primenu na raqunaru u odnosu na postoje�e.

Na drugoj strani, pribli�no u istom periodu prethodnog veka, na potpuno
drugaqiji naqin Kalman je napravio znaqajan progres u optimizaciji linearnih
diskretnih sistema [16], [17]. Sliqnost ǌegove metode sa prethodno razmatranom
uslovnom optimizacijom je u tome xto opet postoje parametri kontrolera koji se
optimizuju pa je zbog toga prirodno nexto re�i i o ǌegovoj metodi. Kalman je
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razvio metodu matriqne sinteze algoritma upravǉaǌa,

u (k) = −Kx (k) ,K ∈ Rm×n, (1.1)

na osnovu Pontrjaginovog principa maksimuma i Belmanovog dinamiqkog progra-
miraǌa, bez ograniqeǌa na broj elemenata matrice K, tj. bez obzira na broj
upravǉaqkih veliqina i veliqina staǌa. Ovde se opet prime�uje podudaraǌe sa
posmatranom metodom uslovne optimizacije u ovoj disertaciji jer i ona ukǉuquje
vixe parametara - konkretno dva i tri parametra. ǋegov ogroman doprinos je u
tome xto metoda predstavǉa matriqnu sintezu svih upravǉaqkih veliqina isto-
vremeno. Quveni diskretni Kalmanov regulator je proistekao iz ove metode, xto
je ohrabrilo mnoge istra�ivaqe da nastave istra�ivaǌa u ovom pravcu. Krite-
rijum optimalnosti kod Kalmana je u obliku sume dve kvadratne forme,

J =
+∞∑
k=0

[
xT (k) Qx (k) + uT (k) Ru (k)

]
. (1.2)

Prva kvadratna forma sa simetriqnom pozitivno poluodre�enom matricom Q,
Q = QT ≥ 0, izra�ava kvalitet dinamiqkog ponaxaǌa objekta dok druga kva-
dratna forma sa simetriqnom pozitivno odre�enom matricom R, R = RT > 0,
predstavǉa utroxak energije upravǉaqkog sistema. Najve�i problem u svemu
ovome je kvalitetan izbor matrica Q i R.

Decenijama unazad pa do danaxǌeg dana upravǉaǌe objektom klasiqnim upra-
vǉaqkim algoritmima je ostalo aktuelno i istra�ivaqi se svakodnevno bave ovim
izazovom. Mnogi od ǌih su se bavili odre�ivaǌem stabilizuju�ih PID poja-
qaǌa u parametarskom prostoru. Na primer, Ksu i dr. [18] su razmatrali di-
skretne sisteme na bazi prethodnih rezultata dobijenih za kontinualne sisteme.
Kil i dr. [19] su prouqavali diskretni sistem tako xto su grupisali korene
karakteristiqnog polinoma u kru�nicu unutar jediniqne qime su dobili brz si-
stem kod koga prelazni proces traje jako kratko. Tantaris i dr. [20] su se ba-
vili diskretnim kontrolerom prvog reda sa tri podexǉiva parametra. Li i dr.
[21] su razmatrali kontinualne sisteme znaju�i samo frekventni odziv objekta
i broj korena karakteristiqnog polinoma lociranih u desnoj polovini komple-
ksne ravni. Mataxu [22] je iskoristio Tanov i Kronekerov metod za kontinualne
sisteme i onda izabrao jedan par parametara na osnovu ranije poznate metode.
Sliqno, i drugi autori su se bavili odre�ivaǌem oblasti stabilnosti u para-
metarskom prostoru. Grajzina i Poljak [23], [24] su to uqinili za kontinualne
i diskretne sisteme u prostoru staǌa. Grajzina i dr. [25] su uradili pregled
staǌa parametarske sinteze sistema poqevxi u proxlosti od Vixǌegradskog pa
preko Nejmarka do danas, za kontinualne sisteme (jednostruko i vixestruko pre-
nosne) sa osvrtom na skoraxǌa poboǉxaǌa i novim rezultatima vezanim za domen
stabilnosti u parametarskom prostoru, uzimaju�i u obzir aspekt nepreciznosti
parametara, robustnosti, H∞ kriterijuma, itd. Kipnis i Nigmatulin [26] su
tretirali trinomnu diskretnu jednaqinu sa dva kaxǌeǌa i dali kriterijum za
testiraǌe ǈapunovǉeve stabilnosti koji zavisi od vrednosti parametara kao i
uopxteǌe koncepta ǈapunovǉeve stabilnosti sa novim r-konceptom stabilnosti.
Neki autori su istra�ivali optimizaciju parametara PID kontrolera. Padula
i Visioli [27] su koristili klasiqni i frakcioni PID kontroler i indeks per-
formanse u obliku integrala apsolutne grexke. Barbosa i Isus [28] su prouc-
havali frakcioni PID kontroler i metaheuristiqki optimizacioni algoritam
inspirisan pticom i vo�nom muxicom pri qemu su koristili indeks performanse
u razliqitim oblicima.
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1.3. Pregled sta�a u oblasti

U svom pionirskom radu Feldbaum [29] je zapoqeo istra�ivaǌe prelaznog pro-
cesa linearnih sistema pri nenultim poqetnim uslovima. Nakon ovoga, istra�i-
vaǌa u ovom pravcu su izbledela pa je se pod prelaznim procesom podrazumevao
odziv sistema pri nultim poqetnim uslovima i pri jediniqnoj odskoqnoj funk-
ciji ulazne veliqine. Ponovnu aktuelnost ovoj temi doneo je Izmailov u radu
[30] gde je pokazao da su velika odstupaǌa trajektorija od koordinatnog poqetka
neizbe�na ako su polovi zatvorenog sistema pomereni mnogo levo u kompleksnoj
ravni. Poljak i dr. u radu [31] nastavǉaju sa izuqavaǌem prelaznog procesa
kod sistema sa nenultim poqetnim uslovima koje su Feldbaum i Izmailov zapoc-
heli. To qine tako xto su predlo�ili precizniju procenu amplitude preskoka i
pokazali su da se uticaj velikih odstupaǌa mo�e videti za razliqite lokacije
polova. Tako�e su se bavili odre�ivaǌem gorǌe granice odstupaǌa korix�eǌem
postupka linearnih matriqnih nejednaqina (LMI).

U ovoj disertaciji se uslovna optimizacija sprovodi na osnovu karakteri-
stiqnog polinoma potpune prenosne matrice koji se u opxtem sluqaju mo�e ra-
zlikovati od karakteristiqnog polinoma klasiqne prenosne matrice. Preciznije
reqeno, to je karakteristiqni polinom potpune prenosne matrice koja je nedegene-
rativna po vrstama [1], [32], [33]. U ciǉu sinteze upravǉaqkog sistema koji radi
u realnim radnim uslovima, koristi se novi oblik indeksa performanse. To je
suma kvadrata grexaka u najopxtijem sluqaju kad na sistem deluju vektor ulaza
i nenulti poqetni uslovi.

Iako se na prvi pogled tema qini zastarelom, motivacija za ǌenim daǉim
usavrxavaǌem je u �eǉi da se predstavi novi, odgovaraju�i naqin za uslovnu
stabilizaciju i optimizaciju diskretnih sistema uzimaju�i u obzir nove rezul-
tate vezane za potpunu prenosnu matricu [1], [32], [33] kojom je razrexena dece-
nijama duga kontroverza. Zaxto se opredeliti za uslovnu optimizaciju a ne za
Kalmanov regulator? Oba pristupa imaju svoje prednosti i nedostatke. Znaqa-
jno poboǉxaǌe u predlo�enoj novoj uslovnoj optimizaciji je u tome xto je broj
nepoznatih parametara pove�an na tri i u tome xto je kontroler dinamiqki za
razliku od statiqkog Kalmanovog regulatora. Pored toga, algoritam upravǉa-
ǌa zavisi od merǉive izlazne fiziqke veliqine za razliku od upravǉaǌa kod
Kalmanovog regulatora koje qesto zavisi od nemerǉivih matematiqkih veliqina
staǌa. Pritom, Kalmanov regulator ne uzima u obzir poreme�ajnu veliqinu.
Da bi se izraqunala matrica pojaqaǌa K Kalmanovog regulatora neophodno je
rexiti nelinearnu matriqnu Rikatijevu jednaqinu xto je jox uvek, uprkos po-
stojaǌu savremenih raqunara, ote�avaju�a okolnost. Isto tako kod Kalmanovog
regulatora komplikovano je izvrxiti pravilan izbor matrica Q i R. Kada su
veliqine staǌa nemerǉive primeǌuje se procedura estimacije. Uslovna opti-
mizacija garantuje relativnu stabilnost dok Kalmanov regulator to ne qini.
Tako�e, kod Kalmanovog regulatora pri prelasku sa diskretne jednaqine pona-
xaǌa u prostor staǌa mo�e se iskoristiti matematiqki algoritam za usvajaǌe
veliqina staǌa pri qemu one nemaju fiziqkog smisla. Tada vektor veliqina sta-
ǌa sistema x(k) u sebi sadr�i upravǉaǌe u(k) kao svoj ulaz, tj. x = x(u). Zatim
Kalmanov algoritam upravǉaǌa u = −Kx povlaqi da je u = −Kx(u) = f(u).

Pregled jox nekih radova koji se bave optimizacijom u u�em smislu sledi u
nastavku. Formulacija postupka za dobijaǌe rexeǌa nakon minimalnog vremena
primenom linearnog programiraǌa data je u [34]. Ciǉ je odrediti upravǉaǌe
u(k) koje �e da “dovede”objekt u ravnote�no staǌe za xto maǌe trenutaka odabi-
raǌa. Algoritam qesto ima mogu�nost da uka�e na to da li je dobijeno rexeǌe
jedinstveno. U [35] prikazan je pristup matematiqkog programiraǌa za raqunsku
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1.3. Pregled sta�a u oblasti

realizaciju optimalnog upravǉaǌa nelinearnih diskretnih sistema. Intervali
odabiraǌa mogu prethodno biti poznati ili nepoznati. Metoda mo�e ukǉuqiti
dodatna ograniqeǌa po pitaǌu prostora staǌa, upravǉaǌa ili vremenskog in-
tervala. U opxtem sluqaju ograniqeǌa mogu biti nelinearna, u vidu jednaqina
ili nejednaqina. Pored deterministiqkih razmatrani su i stohastiqki sistemi.
Rad [36] prikazuje efikasnu metodu za rexavaǌe minimalno-vreme minimalna-
energija problema optimizacije linearnih stacionarnih diskretnih sistema. To
se posti�e na osnovu iterativnog algoritma zasnovanog na linearnom programi-
raǌu. Algoritam nudi poboǉxaǌe u vidu zahtevaǌa maǌeg memorijskog prostora.
Kolev je u [37] predstavio iterativni postupak za rexavaǌe problema upravǉa-
ǌa pri minimalnom utroxku energije (goriva). Postupak se zasniva na simpleks
metodi iz linearnog programiraǌa i zahteva konaqan broj iteracija. Usposta-
vǉeni su potrebni i dovoǉni uslovi za jedinstvenost rexeǌa. Objediǌen pristup
rexavaǌu tri uobiqajena problema optimizacije linearnih sistema sa opxtim
ograniqeǌima dat je u [38]. Ta tri problema su: problem optimalnog vremena,
problem optimalne energije (goriva) na konaqnom vremenskom intervalu kao i
problem optimalnog vremena uz ograniqeǌa po pitaǌu energije. Razvoj metode
unutraxǌe taqke (interior-point methods) puno je doprineo rexavaǌu konveksnih op-
timizacionih problema. U [39] je prikazano kako se primarni-dualni metod unu-
traxǌe taqke (primal-dual interior-point method) na efikasan naqin mo�e koristiti
za rexavaǌe problema robustnog optimalnog upravǉaǌa sa potencijalnim prime-
nama na modelsko prediktivno upravǉaǌe (MPC). Ciǉ rada [40] je da uvede nume-
riqki metod za optimalno upravǉaǌe linearnih sistema korix�eǌem kvadratnog
programiraǌa (quadratic programming). Karakteristike ove metode su u tome da
su sve neophodne jednaqine svedene na rekurentne jednaqine i da su matrice, ne-
ophodne za izraqunavaǌe koeficijenata u rekurentnim jednaqinama, izraqunate
preko matriqnog raquna. U radu [41] ura�ena je sinteza optimalnog linearnog di-
skretnog upravǉaqkog sistema korix�eǌem diskretnog principa minimuma. Pri-
kazani su kvantitativni i kvalitativni uticaji izbora periode odabiraǌa na
performanse zatvorenog sistema. Procedura je primenǉiva na linearne, stacio-
narne objekte qiji je matematiqki model potpuno upravǉiv i osmotriv. Autori
su u [42] formulisali lokalizovani LQR (LLQR) problem optimalnog upravǉa-
ǌa i analitiqkim putem doxli do optimalnog kontrolera. Pokazano je da LLQR
optimalni kontroler, sa ograniqeǌem po pitaǌu vremena smireǌa, mo�e ostva-
riti sliqne performanse kao H2 optimalni kontroler bez ograniqeǌa. Tako�e
su uveli upravǉaqku xemu horizont tipa za lokalizovano raspodeǉene sisteme
u kojima je uticaj svakog lokalnog poreme�aja prostorno i vremenski ograniqen.
Takvi sistemi imaju ograniqeǌa u vidu skupa linearnih jednaqina i rezultuju�i
test ostvarivosti se mo�e rexiti lokalnim i raspodeǉenim naqinom. Princip
optimizacije u prostoru izlaza zasnovan na uqeǌu sa podrxkom (reinforcement lear-
ning) za diskretne sisteme na koje deluju poreme�ajne veliqine prikazan je u [43].
Neophodni matematiqki model je odre�en na osnovu izmerenih ulazno-izlaznih
podataka. Viegas i dr. [44] su adresirali problem raspodeǉene sinteze kon-
trolera za linearne diskretne sisteme. Izvedena ja ekvivalentna formulacija
koja se sastoji u optimizaciji stacionarnog rexeǌa matriqne diferencne jed-
naqine odakle su proistekla dva algoritma za proraqun raspodeǉenog pojaqaǌa.
Prvi metod se sastoji iz korak po korak optimizacije spomenute matriqne di-
ferencne jednaqine xto omogu�ava brzo izraqunavaǌe stabilixu�ih pojaqaǌa
veliqina staǌa. Drugi algoritam optimizuje istu matriqnu jednaqinu na konaq-
nom vremenskom intervalu i tako minimizuje funkciju ciǉa upravǉaǌa kako se

9



1.3. Pregled sta�a u oblasti

vremenski interval pove�ava. Mao [45] je pokazao da se kontinualne nestabilne
hibridne stohastiqke diferencijalne jednaqine mogu stabilizovati sa diskret-
nim kontrolerom, dok su se ranije, u ovu svrhu, koristili kontinualni kontro-
leri. Metode za sintezu robustnih nelinearnih kontrolera za linearne sisteme
sa ograniqeǌima po veliqinama staǌa i po upravǉaǌu predstavǉene su u [46].
Hu i dr. su u [47] prouqavali probleme diskretnih sistema koji se tiqu robust-
nog i robustno-optimalnog upravǉaǌa. Izvrxena je sinteza kontrolera tako da
sistem ostvaruje minimalnu funkciju ciǉa za dati LQ problem. Pokazano je da
prethodni problemi imaju rexeǌe ukoliko sistem matriqnih nejednaqina ima
rexeǌa. Rad [48] pokazuje kako se vremenski diskretan LQ metod primeǌuje pri
sintezi kontrolera za upravǉaǌe brzinom i observera veliqina staǌa. Dat je
naqin izbora matriqnih te�inskih koeficijenata indeksa performanse. Nada-
ǉe, upore�eni su rezultati mereǌa proistekli pri korix�eǌu desetobitnog i
xesnaestobitnog A/D (D/A) konvertera. Rexeǌe problema optimizacije za dis-
kretne linearne hibridne sisteme sa ograniqeǌima zasnovano na kvadratnoj ili
linearnoj funkciji ciǉa prouqavano je u [49]. U prvom delu rada su date osnovne
teorijske postavke strukture optimalne povratne sprege po staǌima. U drugom
delu je opisano kako se mo�e konstruisati spomenuti optimalni zakon upravǉaǌa
kombinovaǌem pristupa multiparametarskog i dinamiqkog programiraǌa.

Predmet istra�ivaǌa prvog dela ove disertacije je linearni stacionarni
diskretni objekt. Na eksperimentu su primeǌena dva klasiqna algoritma upra-
vǉaǌa: proporcionalno-sumarno (PS) i proporcionalno-diferencno (PD) upra-
vǉaǌe. Na simulacionom primeru je realizovano proporcionalno-diferencno-
sumarno (PDS) upravǉaǌe. Predlo�ena metoda uslovne optimizacije omogu�ava
sintezu upravǉaqkog sistema sa dva ili tri podexǉiva parametra. Obezbe�ena
je relativna stabilnost sistema na osnovu zadatog stepena priguxeǌa primenom
karakteristiqnog polinoma potpune prenosne funkcije a ne klasiqne prenosne
funkcije. Optimalni parametri su odre�eni iz parametarskog prostora/ravni
tako da indeks performanse u vidu sume kvadrata grexaka ima minimalnu vred-
nost. Pri tome se koristi izraz za grexku koji istovremeno ukǉuquje dejstvo
vektora ulaza i proizvoǉnih poqetnih uslova na objekt.

Disertacija se bavi izuqavaǌem diskretnih sistema zbog trenutne aktuelne
prakse po kojoj se digitalni raqunari gotovo iskǉuqivo koriste kao korekcioni
organ upravǉaqkog sistema.

Ilustrativni primeri su dati kako bi se uoqila razlika u ponaxaǌu sistema
izme�u klasiqnog i predlo�enog novog pristupa. Razlike su prikazane na simu-
lacionim rezultatima i rezultatima proisteklim iz praktiqnih eksperimenata.
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Glava 2

Klase objekata i �ihovi

matematiqki modeli

2.1 UI objekti

Kao rezultat modelovaǌa razliqitih vrsta fiziqkih sistema mogu se dobiti
linearne ili nelinearne diferencijalne jednaqine u kojima figurixu fiziqke
veliqine posmatranih sistema i jednaqine koje daju ǌihovu me�usobnu zavisnost,
pri qemu su neki od sistema opisani i sistemom diferencijalnih jednaqina. Spo-
menute diferencijalne jednaqine se mogu izraziti i na drugi naqin, sa aspekta
ulaznih i izlaznih veliqina sistema tj. sa aspekta teorije sistema upravǉa-
ǌa. Dinamiqko ponaxaǌe sistema mo�e se opisati diferencijalnim jednaqinama
razliqitog reda, ali je za prouqavaǌe dinamiqkih osobina sistema dovoǉno po-
znavati diferencijalnu jednaqinu najni�eg reda koja dovoǉno taqno opisuje di-
namiku sistema.

Sistemi qiji je matematiqki model iskazan diferencijalnom jednaqinom po-
naxaǌa skra�eno se nazivaju UI (ulazno – izlazni) sistemi. Ova skra�enica
upu�uje da je sistem opisan u ulazno izlaznom domenu, jer diferencijalna jedna-
qina upravo i pokazuje zavisnost izme�u ulaznih i izlaznih veliqina i ǌihovih
izvoda.

2.1.1 Matematiqki model u totalnim koordinatama

Diferencna jednaqina ponaxaǌa jednostruko prenosnog objekta u razvijenom
obliku je:

anOXi (k + n) + a(n−1)OXi (k + n− 1) + · · ·+ a1OXi (k + 1) + a0OXi (k) =

= b0OUO (k) + · · ·+ b(m−1)OUO (k +m− 1) + bmOUO (k +m) , anO = 1,m ≤ n. (2.1)

Jednaqina ponaxaǌa jednostruko prenosnog objekta u kompaktnom obliku je:

A
(n)
O Xn

i = B
(m)
O Um

O , (2.2)

pri qemu su

A
(n)
O =

[
a0O a1O · · · anO

]
, B

(m)
O =

[
b0O b1O · · · bmO

]
, (2.3)

proxirene matrice koeficijenata, dok su

Xn
i =

[
Xi (k) Xi (k + 1) · · · Xi (k + n)

]T
, (2.4)

Um
O =

[
UO (k) UO (k + 1) · · · UO (k +m)

]T
, (2.5)

proxireni vektor izlaza i ulaza, sledstveno.
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2.1.2 �e	eni re�im

Jednaqina ponaxaǌa (2.1) va�i za bilo koji radni re�im pa i za zadati radni
re�im:

anOXiz (k + n) + a(n−1)OXiz (k + n− 1) + · · ·+ a1OXiz (k + 1) + a0OXiz (k) =

= b0OUNO (k) + · · ·+ b(m−1)OUNO (k +m− 1) + bmOUNO (k +m) , anO = 1,m ≤ n. (2.6)

Sliqno je i sa jednaqinom ponaxaǌa u kompaktnom obliku (2.2):

A
(n)
O Xn

iz = B
(m)
O Um

NO,m ≤ n, (2.7)

pri qemu su,

Xn
iz =

[
Xiz (k) Xiz (k + 1) · · · Xiz (k + n)

]T
, (2.8)

Um
NO =

[
UNO (k) UNO (k + 1) · · · UNO (k +m)

]T
. (2.9)

2.1.3 Matematiqki model po odstupa�ima

Imaju�i u vidu definiciju odstupaǌa izlazne veliqine objekta, xiO = xi− xiz,
i odstupaǌa ulazne veliqine objekta, uO = UO − UNO, uz pomo� jednaqina (2.1) i
(2.6) (od jednaqine (2.1) se oduzme jednaqina (2.6)) dobija se jednaqina ponaxaǌa
objekta izra�ena preko odstupaǌa, prvo u razvijenom obliku:

anO [Xi (k + n)−Xiz (k + n)] + a(n−1)O [Xi (k + n− 1)−Xiz (k + n− 1)] + · · ·+
+a1O [Xi (k + 1)−Xiz (k + 1)] + a0O [Xi (k)−Xiz (k)] =

= b0O [UO (k)− UNO (k)] + · · ·+ b(m−1)O [UO (k +m− 1)− UNO (k +m− 1)] +

+bmO [UO (k +m)− UNO (k +m)] , anO = 1,m ≤ n, (2.10)

odnosno,

anOxi (k + n) + a(n−1)Oxi (k + n− 1) + · · ·+ a1Oxi (k + 1) + a0Oxi (k) =

b0OuO (k) + · · ·+ b(m−1)OuO (k +m− 1) + bmOuO (k +m) , anO = 1,m ≤ n, (2.11)

a potom i u kompaktnom obliku:

A
(n)
O [Xn

i −Xn
iz] = B

(m)
O [Um

O −Um
NO] ,m ≤ n, (2.12)

A
(n)
O xni = B

(m)
O umO ,m ≤ n. (2.13)

Nastavǉamo sa razmatraǌem jednostruko prenosnog linearnog stacionarnog dis-
kretnog objekta u najopxtijem sluqaju. Opisan je diskretnom jednaqinom ponaxa-
ǌa,

aνOxi (k + ν) + a(ν−1)Oxi (k + ν − 1) + · · ·+ a1Oxi (k + 1) + a0Oxi (k) =

= b0OuO (k) + · · ·+ b(µ−1)OuO (k + µ− 1) + bµOuO (k + µ) ,

aνO = 1, ν ∈ N , µ ∈ N0, µ ≤ ν, (2.14)

pri qemu je k ∈ N0, xi(k + j) ∈ R izlazna veliqina objekta u trenutku k + j,
∀j = 0, 1, 2, · · · , ν, uO(k + j) ∈ R je ulaz objekta u trenutku k + j, ∀j = 0, 1, 2, · · · , µ,
µ ≤ ν; ajO ∈ R, ∀j = 0, 1, 2, · · · , ν, i bjO ∈ R, ∀j = 0, 1, 2, · · · , µ, su realni brojevi.
Jednaqina (2.14) je dobijena na osnovu ǈapunovǉeve transformacije koordinata,
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tj., xi = Xi−Xiz je odstupaǌe izlazne veliqine objekta od ǌegove zadate vrednosti
Xiz, a uO = UO − UON je odstupaǌe ulazne veliqine objekta od ǌegove nominalne
vrednosti UON .

Kompaktni oblik jednaqine (2.14) je [32], [1], [33],

A
(ν)
O xνi = B

(µ)
O uµO, (2.15)

gde su A
(ν)
O i B

(µ)
O proxirene matrice koeficijenata,

A
(ν)
O =

[
a0O a1O · · · aνO

]
,B

(µ)
O =

[
b0O b1O · · · bµO

]
, (2.16)

i xνi i uµO su proxireni vektor izlaza i ulaza [1], [33],

xνi =
[
xiO (k) xiO (k + 1) · · · xiO (k + ν)

]T
, (2.17)

uµO =
[
uO (k) uO (k + 1) · · · uO (k + µ)

]T
. (2.18)

2.2 USI objekti

Jednaqina staǌa je izra�ena u obliku linearne diferencne jednaqine prvog
reda sa konstantnim koeficijentima, a jednaqina izlaza u obliku diferencne
jednaqine nultog reda. Prethodne dve jednaqine predstavǉaju opis dinamiqkog
ponaxaǌa sistema u prostoru staǌa koji se drugaqije naziva USI (ulazno - staǌe
- izlazni) prostor.

2.2.1 Matematiqki model u totalnim koordinatama

Diferencna jednaqina staǌa i izlaza jednostruko prenosnog objekta su:

XO (k + 1) = AOXO (k) + bOUO(k), (2.19)

Xi (k) = cOXO (k) + dOUO(k), (2.20)

pri qemu su,

AO = [aOij] ∈ Rn×n, bO =
[
bO0 bO1 · · · bOn

]T ∈ Rn, (2.21)

cO =
[
cO0 cO1 · · · cOn

]
∈ Rn, dO ∈ R1. (2.22)

2.2.2 �e	eni re�im

Jednaqine staǌa i izlaza (2.19), (2.20) va�e za bilo koji radni re�im pa
samim tim i za zadati radni re�im:

XNO (k + 1) = AOXNO (k) + bOUNO(k), (2.23)

Xiz (k) = cOXNO (k) + dOUNO(k). (2.24)

2.2.3 Matematiqki model po odstupa�ima

Imaju�i u vidu definicije odstupaǌa, izlazne veliqine objekta, xiO = Xi−Xiz,
ulazne veliqine objekta, uO = UO − UNO, i vektora staǌa objekta, xO = XO −XNO,
uz pomo� jednaqina (2.19) i (2.23) (od jednaqine (2.19) se oduzme jednaqina (2.23))
dobija se jednaqina staǌa objekta izra�ena preko odstupaǌa:

XO (k + 1)−XNO (k + 1) = AO [XO (k)−XNO (k)] + bO [UO − UNO] , (2.25)
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2.2. USI objekti

xO (k + 1) = AOxO (k) + bOuO, (2.26)

odnosno pomo�u jednaqina (2.20) i (2.24) (od jednaqine (2.20) se oduzme jednaqina
(2.24)) dobija se jednaqina izlaza objekta izra�ena preko odstupaǌa:

Xi (k)−Xiz (k) = cO [XO (k)−XNO (k)] + dO [UO − UNO] , (2.27)

xi (k) = cOxO (k) + dOuO. (2.28)
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Glava 3

Uprav	aqki sistemi i �ihovi

matematiqki modeli

3.1 Pregled mogu�ih uprav	aqkih sistema

Razmatra se najopxtiji klasiqni linearni stacionarni diskretni kontroler
proporcionalno-diferencno-sumarnog (PDS) dejstva qija je UI jednaqina, iz-
ra�ena preko konaqnih razlika, slede�eg oblika:

T ηη
1

T η
∆ηu (k) + · · ·+ T1

1

T
∆u (k) + u (k) = Kε (k) +KD

1

T
∆ε (k) +KST

i=k−1∑
i=0

ε (i) . (3.1)

Prethodna jednaqina mo�e se srediti i napisati u obliku diferencne jednaqine
ukoliko sumarno (S) dejstvo postoji,

η+1∑
j=0

η∑
i=0,j=0
i=j−1,j 6=0

T ii
1

T i

(
i+ 1

i+ 1− j

)
(−1)i+1−j u (k + j) =

2∑
j=0

Kjε (k + j) , (3.2)

K0 =
KD

T
+KST −K,K1 = K − 2KD

T
,K2 =

KD

T
, (3.3)

a ako sumarno dejstvo ne postoji (KS = 0),

η∑
j=0

η∑
i=j

T ii
1

T i

(
i

i− j

)
(−1)i−j u (k + j) =

1∑
j=0

Kjε (k + j) , (3.4)

K0 = K − KD

T
,K1 =

KD

T
. (3.5)

Kompaktan oblik jednaqina (3.2) glasi,

A
(η+1)
C uη+1 = B

(2)
C ε2, ako sumarno dejstvo postoji, (3.6)

pri qemu su A
(η+1)
C i B

(2)
C proxirene matrice koeficijenata kontrolera,

A
(η+1)
C =

[
a0C a1C · · · a(η+1)C

]
, (3.7)

B
(2)
C =

[
b0C b1C b2C

]
, (3.8)
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3.1. Pregled mogu�ih uprav	aqkih sistema

a sami koeficijenti su

a0C =

η∑
i=0

T ii
1

T i
(−1)i+1 , (3.9)

a1C =

η∑
i=0

T ii
1

T i

(
i+ 1
i

)
(−1)i , (3.10)

a2C =

η∑
i=1

T ii
1

T i

(
i+ 1
i− 1

)
(−1)i−1 , (3.11)

...

a(η+1)C =

η∑
i=η

T ii
1

T i

(
i+ 1
i− η

)
(−1)i−η =

T ηη
T η
, (3.12)

b0C =

(
KD

T
+KST −K

)
, b1C =

(
K − 2KD

T

)
, b2C =

KD

T
. (3.13)

Proxireni vektori kontrolera su

uη+1 =
[
u (k) u (k + 1) · · · u (k + η + 1)

]T
, (3.14)

εεε2 =
[
ε (k) ε (k + 1) ε (k + 2)

]T
. (3.15)

Kompaktan oblik jednaqine (3.4) je

A
(η)
C uη = B

(1)
C εεε

1, ako sumarno dejstvo ne postoji (KS = 0), (3.16)

pri qemu su proxirene matrice koeficijenata kontrolera

A
(η)
C =

[
a0C a1C · · · aηC

]
,B

(1)
C =

[
b0C b1C

]
, (3.17)

dok su koeficijenti

a0C =

η∑
i=0

T ii
1

T i
(−1)i , (3.18)

a1C =

η∑
i=1

T ii
1

T i

(
i

i− 1

)
(−1)i−1 , (3.19)

...

aηC =

η∑
i=η

T ii
1

T i

(
i

i− η

)
(−1)i−η =

T ηη
T η

; (3.20)

b0C =

(
K − KD

T

)
, b1C =

KD

T
. (3.21)

Proxireni vektori kontrolera u ovom sluqaju imaju oblik

uη =
[
u (k) u (k + 1) · · · u (k + η)

]T
, εεε1 =

[
ε (k) ε (k + 1)

]T
. (3.22)

Iz jednaqina (3.6) i (3.16) slede razliqiti specijalni sluqajevi koji su prika-
zani u nastavku i neki od ǌih se koriste u primerima kasnije u doktoratu.
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3.2. Proporcionalno-diferencno (PD) dejstvo

3.2 Proporcionalno-diferencno (PD) dejstvo

3.2.1 Matematiqki modeli (UI, USI ) u totalnim koordina-
tama

UI uprav	aqki sistem

U svim narednim sluqajevima se polazi od jednaqine u kojoj figurixu ko-
naqne razlike. Ciǉ je odrediti diferencnu jednaqinu i Z prenosnu funkciju
upravǉaqkog sistema.

Nultog reda:

U (k) = KE (k) +KD
1

T
∆E (k) , (3.23)

TU (k) = KTE (k) +KD∆E (k) , (3.24)

TU (z) = KTE (z) +KD (z − 1) E (z) , (3.25)

WUS (z) =
U (z)

E (z)
=
KT +KD (z − 1)

T
; z0

1 = 1− K

KD

T, ne mo�e da bude jednako jedan,

(3.26)

TU(k) = KTE (k) +KD [E (k + 1)− E (k)] , (3.27)

TU (k) = (KT −KD) E (k) +KDE (k + 1) . (3.28)

Prvog reda:

T1
1

T
∆U (k) + U (k) = KE (k) +KD

1

T
∆E (k) , (3.29)

T1∆U (k) + TU (k) = KTE (k) +KD∆E (k) , (3.30)

T1 (z − 1)U (z) + TU (z) = KTE (z) +KD (z − 1) E (z) , (3.31)

WUS (z) =
U (z)

E (z)
=
KT +KD (z − 1)

T1 (z − 1) + T
; z∗1 = 1− T

T1

, ne mo�e da bude jednako 1, (3.32)

z0
1 = 1− K

KD

T, ne mo�e da bude jednako jedan, (3.33)

T1 [U (k + 1)− U (k)] + TU = KTE (k) +KD [E (k + 1)− E (k)] , (3.34)

T1U (k + 1) + (T − T1)U (k) = (KT −KD) E (k) +KDE (k + 1) . (3.35)

Drugog reda:

T 2
2

1

T 2
∆2U (k) + T1

1

T
∆U (k) + U (k) = KE (k) +KD

1

T
∆E (k) , (3.36)

T 2
2 ∆2U (k) + T1T∆U (k) + T 2U (k) = KT 2E (k) +KDT∆E (k) , (3.37)

T 2
2 (z − 1)2 U (z) + T1T (z − 1)U (z) + T 2U (z) = KT 2E (z) +KDT (z − 1) E (z) , (3.38)

WUS (z) =
U (z)

E (z)
=

KT 2 +KDT (z − 1)

T 2
2 (z − 1)2 + T1T (z − 1) + T 2

, (3.39)

T 2
2 [U (k + 2)− 2U (k + 1) + U (k)] + T1T [U (k + 1)− U (k)] + T 2U (k) =

= KT 2E (k) +KDT [E (k + 1)− E (k)] , (3.40)

T 2
2U (k + 2) +

(
T1T − 2T 2

2

)
U (k + 1) +

(
T 2

2 − T1T + T 2
)
U (k) =

= T (KT −KD) E (k) +KDTE (k + 1) . (3.41)
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3.2. Proporcionalno-diferencno (PD) dejstvo

USI uprav	aqki sistem

Sada se na osnovu dobijenih diferencnih jednaqina ponaxaǌa odre�uju mate-
matiqki modeli upravǉaqkih sistema u prostoru staǌa na osnovu prvog opxteg
algoritma.

Prvog reda:

T1U (k + 1) + (T − T1)U (k) = (KT −KD) E (k) +KDE (k + 1) , (3.42)

U (k + 1) +

(
T − T1

T1

)
U (k) =

(
KT −KD

T1

)
E (k) +

KD

T1

E (k + 1) , (3.43)

XUS (k + 1) = AUSXUS (k) + bUSE (k) , (3.44)

U (k) = cUSXUS (k) + dUSE (k) , (3.45)

AUS =
T1 − T
T1

; bUS = b0 − a0b1 =
T

T1

(
K − KD

T1

)
; cUS = 1; dUS =

KD

T1

, (3.46)

XUS (k + 1) =
T1 − T
T1

XUS (k) +
T

T1

(
K − KD

T1

)
E (k) , (3.47)

U (k) = XUS (k) +
KD

T1

E (k) . (3.48)

Drugog reda:

T 2
2U (k + 2) +

(
T1T − 2T 2

2

)
U (k + 1) +

(
T 2

2 − T1T + T 2
)
U (k) =

= T (KT −KD) E (k) +KDTE (k + 1) , (3.49)

U (k + 2) +

(
T1T − 2T 2

2

T 2
2

)
U (k + 1) +

(
T 2

2 − T1T + T 2

T 2
2

)
U (k) =

=
T (KT −KD)

T 2
2

E (k) +
KDT

T 2
2

E (k + 1) , (3.50)

XUS (k + 1) = AUSXUS (k) + bUSE (k) , (3.51)

U (k) = cUSXUS (k) + dUSE (k) , (3.52)

AUS =

[
2− T1T

T 2
2

1
T1T−T 2

T 2
2
− 1 0

]
; bUS =

[
KDT
T 2
2

T (KT−KD)

T 2
2

]
; cUS =

[
1 0

]
; dUS = 0, (3.53)

XUS (k + 1) =

[
2− T1T

T 2
2

1
T1T−T 2

T 2
2
− 1 0

]
XUS (k) +

[
KDT
T 2
2

T (KT−KD)

T 2
2

]
E (k) , (3.54)

U (k) =
[

1 0
]
XUS (k) . (3.55)

3.2.2 Matematiqki modeli (UI, USI ) po odstupa�ima

U ovom sluqaju u matematiqkim modelima figurixu odstupaǌa veliqina koja
se obele�avaju malim slovima.

UI uprav	aqki sistem

Prvog reda:
Iz jednaqine (3.16), za η = 1 i KS = 0, dobijamo,

T1u (k + 1) + (T − T1)u (k) = (KT −KD) ε (k) +KDε (k + 1) , (3.56)
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3.3. Proporcionalno-sumarno (PS) dejstvo

A
(1)
C u1 = B

(1)
C ε1, (3.57)

A
(1)
C =

[
a0C a1C

]
,B

(1)
C =

[
b0C b1C

]
, a0C = T − T1, a1C = 1, (3.58)

b0C = (KT −KD) , b1C = KD. (3.59)

Drugog reda:

T 2
2 u (k + 2) +

(
T1T − 2T 2

2

)
u (k + 1) +

(
T 2

2 − T1T + T 2
)
u =

= T (KT −KD) ε (k) +KDTε (k + 1) .
(3.60)

USI uprav	aqki sistem

Prvog reda:

xUS (k + 1) =
T1 − T
T1

xUS (k) +
T

T1

(
K − KD

T1

)
ε (k) , (3.61)

u (k) = xUS (k) +
KD

T1

ε (k) . (3.62)

Drugog reda:

xUS (k + 1) =

[
2− T1T

T 2
2

1
T1T−T 2

T 2
2
− 1 0

]
xUS (k) +

[
KDT
T 2
2

T (KT−KD)

T 2
2

]
ε (k) , (3.63)

u (k) =
[

1 0
]
xUS (k) . (3.64)

3.3 Proporcionalno-sumarno (PS) dejstvo

3.3.1 Matematiqki modeli (UI, USI ) u totalnim koordina-
tama

UI uprav	aqki sistem

Nultog reda:

U (k) = KE (k) +KST

j=k−1∑
j=0

E (j) , (3.65)

U (z) = KE (z) +KST
1

z − 1
E (z) , (3.66)

WUS (z) =
U (z)

E (z)
= K +

KST

z − 1
=
K (z − 1) +KST

z − 1
, (3.67)

(z − 1)U (z) = [K (z − 1) +KST ] E (z) , (3.68)

U (k + 1)− U (k) = (KST −K) E (k) +KE (k + 1) . (3.69)

Prvog reda:
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3.3. Proporcionalno-sumarno (PS) dejstvo

T1
1

T
∆U (k) + U (k) = KE (k) +KST

j=k−1∑
j=0

E (j) , (3.70)

T1∆U (k) + TU (k) = KTE (k) +KST
2

j=k−1∑
j=0

E (j) , (3.71)

T1 (z − 1)U (z) + TU (z) = KTE (z) +KST
2 1

z − 1
E (z) , (3.72)

WUS (z) =
U (z)

E (z)
=

KT (z − 1) +KST
2

(z − 1) [T1 (z − 1) + T ]
, (3.73)

T1 (z − 1)2 U (z) + T (z − 1)U (z) = KT (z − 1) E (z) +KST
2E (z) , (3.74)

T1U (k + 2) + (T − 2T1)U (k + 1) + (T1 − T )U (k) = T (KST −K) E (k) +KTE (k + 1) .
(3.75)

Drugog reda:

T 2
2

1

T 2
∆2U (k) + T1

1

T
∆U (k) + U (k) = KE (k) +KST

j=k−1∑
j=0

E (j) , (3.76)

T 2
2 ∆2U (k) + T1T∆U (k) + T 2U (k) = T 2KE (k) +KST

3

j=k−1∑
j=0

E (j) , (3.77)

T 2
2 (z − 1)2 U (z) + T1T (z − 1)U (z) + T 2U (z) = T 2KE (z) +KST

3 1

z − 1
E (z) , (3.78)

WUS (z) =
U (z)

E (z)
=

T 2K (z − 1) +KST
3

(z − 1)
[
T 2

2 (z − 1)2 + T1T (z − 1) + T 2
]
,

(3.79)

T 2
2 (z − 1)3 U (z) + T1T (z − 1)2 U (z) + T 2 (z − 1)U (z) =

= KT 2 (z − 1) E (z) +KST
3E (z) , (3.80)

T 2
2U (k + 3) +

(
T1T − 3T 2

2

)
U (k + 2) +

(
3T 2

2 − 2T1T + T 2
)
U (k + 1) +

+
(
T1T − T 2

2 − T 2
)
U (k) = T 2 (KST −K) E (k) +KT 2E (k + 1) . (3.81)

USI uprav	aqki sistem

Nultog reda:

U (k + 1)− U (k) = (KST −K) E (k) +KE (k + 1) , (3.82)

XUS (k + 1) = AUSXUS (k) + bUSE (k) , (3.83)

U (k) = cUSXUS (k) + dUSE (k) , (3.84)

AUS = 1; bUS = b0 − a0b1 = KST ; cUS = 1; dUS = K, (3.85)

XUS (k + 1) = XUS (k) +KSTE (k) , (3.86)

U (k) = XUS (k) +KE (k) , (3.87)
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3.3. Proporcionalno-sumarno (PS) dejstvo

Prvog reda:

T1U (k + 2)+(T − 2T1)U (k + 1)+(T1 − T )U (k) = T (KST −K) E (k)+KTE (k + 1) , (3.88)

U (k + 2) +

(
T − 2T1

T1

)
U (k + 1) +

(
T1 − T
T1

)
U (k) =

T (KST −K)

T1

E (k) +
KT

T1

E (k + 1) ,

(3.89)

XUS (k + 1) = AUSXUS (k) + bUSE (k) , (3.90)

U (k) = cUSXUS (k) + dUSE (k) , (3.91)

AUS =

[ 2T1−T
T1

1
T−T1
T1

0

]
; bUS =

[
KT
T1

T (KST−K)
T1

]
; (3.92)

cUS =
[

1 0
]

; dUS = 0, (3.93)

XUS (k + 1) =

[ 2T1−T
T1

1
T−T1
T1

0

]
XUS (k) +

[
KT
T1

T (KST−K)
T1

]
E (k) , (3.94)

U (k) =
[

1 0
]
XUS (k) . (3.95)

Drugog reda:

T 2
2U (k + 3) +

(
T1T − 3T 2

2

)
U (k + 2) +

(
3T 2

2 − 2T1T + T 2
)
U (k + 1) +

+
(
T1T − T 2

2 − T 2
)
U (k) = T 2 (KST −K) E (k) +KT 2E (k + 1) ,

(3.96)

U (k + 3) +

(
T1T − 3T 2

2

T 2
2

)
U (k + 2) +

(
3T 2

2 − 2T1T + T 2

T 2
2

)
U (k + 1) +

+

(
T1T − T 2

2 − T 2

T 2
2

)
U (k) =

T 2 (KST −K)

T 2
2

E (k) +
KT 2

T 2
2

E (k + 1) ,

(3.97)

XUS (k + 1) = AUSXUS (k) + bUSE (k) , (3.98)

U (k) = cUSXUS (k) + dUSE (k) , (3.99)

AUS =


3T 2

2−T1T
T 2
2

1 0
2T1T−T 2−3T 2

2

T 2
2

0 1
T 2
2 +T 2−T1T

T 2
2

0 0

 ; bUS =

 0
KT 2

T 2
2

T 2(KST−K)

T 2
2

 ; (3.100)

cUS =
[

1 0 0
]

; dUS = 0, (3.101)

XUS (k + 1) =


3T 2

2−T1T
T 2
2

1 0
2T1T−T 2−3T 2

2

T 2
2

0 1
T 2
2 +T 2−T1T

T 2
2

0 0

XUS (k) +

 0
KT 2

T 2
2

T 2(KST−K)

T 2
2

 E (k) , (3.102)

U (k) =
[

1 0 0
]
XUS (k) . (3.103)
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3.3. Proporcionalno-sumarno (PS) dejstvo

3.3.2 Matematiqki modeli (UI, USI ) po odstupa�ima

UI uprav	aqki sistem

Nultog reda:
Iz jednaqine (3.6), za η = 0 i KD = 0, proistiqe,

u (k + 1)− u (k) = (KST −K) ε (k) +Kε (k + 1) , (3.104)

A
(1)
C u1 = B

(1)
C ε1, (3.105)

A
(1)
C =

[
a0C a1C

]
,B

(1)
C =

[
b0C b1C

]
, a0C = −1, a1C = 1, (3.106)

b0C = (KST −K) , b1C = K. (3.107)

Prvog reda:

T1u (k + 2)+(T − 2T1)u (k + 1)+(T1 − T )u (k) = T (KST −K) ε (k)+KTε (k + 1) . (3.108)

Drugog reda:

T 2
2 u (k + 3) +

(
T1T − 3T 2

2

)
u (k + 2) +

(
3T 2

2 − 2T1T + T 2
)
u (k + 1) +

+
(
T1T − T 2

2 − T 2
)
u (k) = T 2 (KST −K) ε (k) +KT 2ε (k + 1) . (3.109)

USI uprav	aqki sistem

Nultog reda:

xUS (k + 1) = xUS (k) +KSTε (k) , (3.110)

u (k) = xUS (k) +Kε (k) . (3.111)

Prvog reda:

xUS (k + 1) =

[ 2T1−T
T1

1
T−T1
T1

0

]
xUS (k) +

[
KT
T1

T (KST−K)
T1

]
ε (k) , (3.112)

u (k) =
[

1 0
]
xUS (k) . (3.113)

Drugog reda:

xUS (k + 1) =


3T 2

2−T1T
T 2
2

1 0
2T1T−T 2−3T 2

2

T 2
2

0 1
T 2
2 +T 2−T1T

T 2
2

0 0

xUS (k) +

 0
KT 2

T 2
2

T 2(KST−K)

T 2
2

 ε (k) , (3.114)

u (k) =
[

1 0 0
]
xUS (k) . (3.115)
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3.4. Proporcionalno-diferencno-sumarno (PDS) dejstvo

3.4 Proporcionalno-diferencno-sumarno (PDS) dej-

stvo

3.4.1 Matematiqki modeli (UI, USI ) u totalnim koordina-
tama

UI uprav	aqki sistem

Prvog reda

T1
1

T
∆U (k) + U (k) = KE (k) +KST

j=k−1∑
j=0

E (j) +KD
1

T
∆E (k) , (3.116)

T1∆U (k) + TU (k) = KTE (k) +KST
2

j=k−1∑
j=0

E (j) +KD∆E (k) , (3.117)

T1 (z − 1)U (z) + TU (z) = KTE (z) +KST
2 1

z − 1
E (z) +KD (z − 1) E (z) , (3.118)

WUS (z) =
U (z)

E (z)
=
KT +KST

2 1
z−1

+KD (z − 1)

T1 (z − 1) + T
=
KT (z − 1) +KST

2 +KD (z − 1)2

T1 (z − 1)2 + T (z − 1)
,

(3.119)[
T1z

2 + (T − 2T1) z + (T1 − T )
]
U (z) =

=
[
KDz

2 + (KT − 2KD) z +
(
KST

2 +KD −KT
)]
E (z) , (3.120)

T1U (k + 2) + (T − 2T1)U (k + 1) + (T1 − T )U (k) =

=
(
KST

2 +KD −KT
)
E (k) + (KT − 2KD) E (k + 1) +KDE (k + 2) . (3.121)

Drugog reda

T 2
2

1

T 2
∆2U (k) + T1

1

T
∆U (k) + U (k) = KE (k) +KST

j=k−1∑
j=0

E (j) +KD
1

T
∆E (k) , (3.122)

T 2
2 ∆2U (k) + T1T∆U (k) + T 2U (k) = KT 2E (k) +KST

3

j=k−1∑
j=0

E (j) +KDT∆E (k) , (3.123)

T 2
2 (z − 1)2 U (z) + T1T (z − 1)U (z) + T 2U (z) =

KT 2E (z) +KST
3 1

z − 1
E (z) +KDT (z − 1) E (z) ,

(3.124)

WUS (z) =
U (z)

E (z)
=
KT 2 +KST

3 1
z−1

+KDT (z − 1)

T 2
2 (z − 1)2 + T1T (z − 1) + T 2

=

=
KT 2 (z − 1) +KST

3 +KDT (z − 1)2

T 2
2 (z − 1)3 + T1T (z − 1)2 + T 2 (z − 1)

, (3.125)

[
T 2

2 z
3 +

(
T1T − 3T 2

2

)
z2 +

(
T 2 + 3T 2

2 − 2T1T
)
z +

(
T1T − T 2

2 − T 2
)]
U (z) =

=
[(
KST

3 +KDT −KT 2
)

+
(
KT 2 − 2KDT

)
z +KDTz

2
]
E (z) , (3.126)

T 2
2U (k + 3) +

(
T1T − 3T 2

2

)
U (k + 2) +

(
T 2 + 3T 2

2 − 2T1T
)
U (k + 1) +

(
T1T − T 2

2 − T 2
)
U (k)

=
(
KST

3 +KDT −KT 2
)
E (k) +

(
KT 2 − 2KDT

)
E (k + 1) +KDTz

2E (k + 2) . (3.127)
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3.4. Proporcionalno-diferencno-sumarno (PDS) dejstvo

USI uprav	aqki sistem

Prvog reda:

T1U (k + 2) + (T − 2T1)U (k + 1) + (T1 − T )U (k) =

=
(
KST

2 +KD −KT
)
E (k) + (KT − 2KD) E (k + 1) +KDE (k + 2) , (3.128)

U (k + 2) +

(
T − 2T1

T1

)
U (k + 1) +

(
T1 − T
T1

)
U (k) =

=

(
KST

2 +KD −KT
T1

)
E (k) +

(
KT − 2KD

T1

)
E (k + 1) +

KD

T1

E (k + 2) , (3.129)

XUS (k + 1) = AUSXUS (k) + bUSE (k) , (3.130)

U (k) = cUSXUS (k) + dUSE (k) , (3.131)

AUS =

[ 2T1−T
T1

1
T−T1
T1

0

]
; bUS =

[
T (T1K−KD)

T 2
1

T (T1KST−T1K+KD)

T 2
1

]
; cUS =

[
1 0

]
; dUS =

KD

T1

, (3.132)

XUS (k + 1) =

[ 2T1−T
T1

1
T−T1
T1

0

]
XUS (k) +

[
T (T1K−KD)

T 2
1

T (T1KST−T1K+KD)

T 2
1

]
E (k) , (3.133)

U (k) =
[

1 0
]
XUS (k) +

KD

T1

E (k) . (3.134)

Drugog reda:

T 2
2U (k + 3) +

(
T1T − 3T 2

2

)
U (k + 2) +

(
T 2 + 3T 2

2 − 2T1T
)
U (k + 1) +

(
T1T − T 2

2 − T 2
)
U (k)

=
(
KST

3 +KDT −KT 2
)
E (k) +

(
KT 2 − 2KDT

)
E (k + 1) +KDTz

2E (k + 2) , (3.135)

U (k + 3) +

(
T1T − 3T 2

2

T 2
2

)
U (k + 2) +

(
T 2 + 3T 2

2 − 2T1T

T 2
2

)
U (k + 1) +(

T1T − T 2
2 − T 2

T 2
2

)
U (k) =

(
KST

3 +KDT −KT 2

T 2
2

)
E (k) +

+

(
KT 2 − 2KDT

T 2
2

)
E (k + 1) +

KDT

T 2
2

E (k + 2) , (3.136)

XUS (k + 1) = AUSXUS (k) + bUSE (k) , (3.137)

U (k) = cUSXUS (k) + dUSE (k) , (3.138)

AUS =


3T 2

2−T1T
T 2
2

1 0
2T1T−3T 2

2−T 2

T 2
2

0 1
T 2
2 +T 2−T1T

T 2
2

0 0

 ; bUS =


KDT
T 2
2

KT 2−2KDT
T 2
2

KST
3+KDT−KT 2

T 2
2

 , (3.139)

cUS =
[

1 0 0
]

; dUS = 0, (3.140)

XUS (k + 1) =


3T 2

2−T1T
T 2
2

1 0
2T1T−3T 2

2−T 2

T 2
2

0 1
T 2
2 +T 2−T1T

T 2
2

0 0

XUS (k) +


KDT
T 2
2

KT 2−2KDT
T 2
2

KST
3+KDT−KT 2

T 2
2

 E (k) , (3.141)

U (k) =
[

1 0 0
]
XUS (k) . (3.142)
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3.4. Proporcionalno-diferencno-sumarno (PDS) dejstvo

3.4.2 Matematiqki modeli (UI, USI ) po odstupa�ima

UI uprav	aqki sistem

Prvog reda: Kada se u jednaqinu (3.6) uvrsti η = 1 dobija se,

T1u (k + 2) + (T − 2T1)u (k + 1) + (T1 − T )u (k) =

=
(
KST

2 +KD −KT
)
ε (k) + (KT − 2KD) ε (k + 1) +KDε (k + 2) , (3.143)

A
(2)
C u2 = B

(2)
C ε2; A

(2)
C =

[
a0C a1C a2C

]
,B

(1)
C =

[
b0C b1C b2C

]
, (3.144)

a0C =
T1 − T
T

, a1C =
T − 2T1

T
, a2C =

T1

T
; b0C =

(
KD

T
+KST −K

)
, (3.145)

b1C =

(
K − 2KD

T

)
, b2C =

KD

T
. (3.146)

Drugog reda:

T 2
2 u (k + 3) +

(
T1T − 3T 2

2

)
u (k + 2) +

(
T 2 + 3T 2

2 − 2T1T
)
u (k + 1) +

(
T1T − T 2

2 − T 2
)
u (k)

=
(
KST

3 +KDT −KT 2
)
ε (k) +

(
KT 2 − 2KDT

)
ε (k + 1) +KDTz

2ε (k + 2) . (3.147)

USI uprav	aqki sistem

Prvog reda:

xUS (k + 1) =

[ 2T1−T
T1

1
T−T1
T1

0

]
xUS (k) +

[
T (T1K−KD)

T 2
1

T (T1KST−T1K+KD)

T 2
1

]
ε (k) , (3.148)

u (k) =
[

1 0
]
xUS (k) +

KD

T1

E (k) . (3.149)

Drugog reda:

xUS (k + 1) =


3T 2

2−T1T
T 2
2

1 0
2T1T−3T 2

2−T 2

T 2
2

0 1
T 2
2 +T 2−T1T

T 2
2

0 0

xUS (k) +


KDT
T 2
2

KT 2−2KDT
T 2
2

KST
3+KDT−KT 2

T 2
2

 ε (k) , (3.150)

u (k) =
[

1 0 0
]
xUS (k) . (3.151)

25



Glava 4

Matematiqki model zatvorenog

sistema automatskog uprav	a�a

4.1 UI sistem

Matematiqki model zatvorenog sistema u UI obliku se dobija tako xto se
objedine UI matematiqki model objekta i UI matematiqki model upravǉaqkog
sistema.

4.1.1 Matematiqki model po odstupa�ima

Strukturni dijagram zatvorenog sistema prikazan je na slici 4.1.

ε

OC

xixiz

z

u uO

Slika 4.1: Strukturni dijagram zatvorenog sistema automatskog uprav	a�a sa jedini-
qnom negativnom povratnom spregom

UI matematiqki model celog sistema se dobija kombinacijom jednaqine (2.15)
i jednaqine odgovaraju�eg kontrolera u zavisnosti od ǌegovog tipa i reda. Ako
se iskoriste jednaqina (2.15) i opxta jednaqina kontrolera (3.6) ili (3.16) u
zavisnosti od toga da li sumarno (S) dejstvo postoji ili ne, dobija se,

A(ν+η+1)xν+η+1
i = B(µ+η+1)xµ+η+1

u ,∀k ∈ N0, ν ≥ 1, 0 ≤ µ ≤ ν, η ≥ 0, (4.1)

A(ν+η+1) =
[
a0 (K,KD, KS) a1 (K,KD, KS) · · · aν+η+1 (K,KD, KS)

]
, (4.2)

aj (K,KD, KS) =

η+1∑
q=0

ν∑
r=0︸ ︷︷ ︸

r+q=j

aqCarO +
2∑
q=0

µ∑
r=0︸ ︷︷ ︸

r+q=j

bqC (K,KD, KS) brO, (4.3)

j = 0, 1, · · · , ν + η + 1, (4.4)

B(µ+η+1) =
[

B0 (K,KD, KS) B1 (K,KD, KS) · · · Bµ+η+1 (K,KD, KS)
]
, (4.5)
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4.1. UI sistem

Bj (K,KD, KS) =


2∑
q=0

µ∑
r=0︸ ︷︷ ︸

r+q=j

bqC (K,KD, KS) brO

η+1∑
q=0

µ∑
r=0︸ ︷︷ ︸

r+q=j

aqCbrO

 , (4.6)

j = 0, 1, · · · , µ+ η + 1; xu =
[
xiz z

]T
, (4.7)

ako sumarno (S) dejstvo postoji, odnosno

A(ν+η)xν+η
i = B(µ+η)xµ+η

u ,∀k ∈ N0, ν ≥ 1, 0 ≤ µ ≤ ν, η ≥ 0, (4.8)

A(ν+η) =
[
a0 (K,KD) a1 (K,KD) · · · aν+η (K,KD)

]
, (4.9)

aj (K,KD) =

η∑
q=0

ν∑
r=0︸ ︷︷ ︸

r+q=j

aqCarO +
1∑
q=0

µ∑
r=0︸ ︷︷ ︸

r+q=j

bqC (K,KD) brO, j = 0, 1, · · · , ν + η, (4.10)

B(µ+η) =
[

B0 (K,KD) B1 (K,KD) · · · Bµ+η (K,KD)
]
, (4.11)

Bj (K,KD) =


1∑
q=0

µ∑
r=0︸ ︷︷ ︸

r+q=j

bqC (K,KD) brO

η∑
q=0

µ∑
r=0︸ ︷︷ ︸

r+q=j

aqCbrO

 , j = 0, 1, · · · , µ+ η, (4.12)

xu =
[
xiz z

]T
. (4.13)

u sluqaju da sumarno (S) dejstvo ne postoji.
Opxti UI matematiqki model sistema u kompaktnom obliku je,

A(n) (·) xni = B(m) (·) xmu ,∀k ∈ N0,m ≤ n, (4.14)

A(n) (·) =
[
a0 (·) a1 (·) · · · an (·)

]
,B(m) (·) =

[
B0 (·) B1 (·) · · · Bm (·)

]
, (4.15)

xni =
[
xi (k) xi (k + 1) · · · xi (k + n)

]T
, (4.16)

xmu =
[

xTu (k) xTu (k + 1) · · · xTu (k +m)
]T
. (4.17)

gde aj (·), Bj (·), n i m zavise od tipa i reda kontrolera kako je ve� pokazano,

aj (·) = aj (α, β) = bjα + cjβ + dj, α = K, β = KD ∨KS, j = 0, 1, · · · , n, ili (4.18)

aj (·) = aj (α, β, γ) = bjα + cjβ + djγ + ej, α = K, β = KD, γ = KS, j = 0, 1, · · · , n, (4.19)

Bj (·) = Bj (α, β) ili Bj (α, β, γ) , j = 0, 1, · · · ,m, . (4.20)

Parametri α, β, i γ su podexǉivi parametri kontrolera i odre�uju se na osnovu
metode uslovne optimizacije.

U nastavku se iz jednaqine (4.8) ili (4.1) izvode specijalni sluqajevi.

Zatvoreni SAU

U nastavku je u opxtem obliku prikazan postupak za odre�ivaǌe prenosne
funkcije zatvorenog sistema i svih koeficijenata diferencne jednaqine ukoliko
je objekt upravǉan sa:

PD upravǉaqki sistem prvog reda
Diferencna jednaqina ponaxaǌa objekta u opxtem obliku je

O : anOxi (k + n) + a(n−1)Oxi (k + n− 1) + · · ·+ a1Oxi (k + 1) + a0Oxi (k) =

b0OuO (k) + · · ·+ b(m−1)OuO (k +m− 1) + bmOuO (k +m) , anO = 1,m ≤ n. (4.21)

27



4.1. UI sistem

Daǉim sre�ivaǌem se dobija:

WO (z) =

k=m∑
k=0

bkOz
k

k=n∑
k=0

akOzk
=
bmOz

m + b(m−1)Oz
m−1 + · · ·+ b1Oz + b0O

anOzn + a(n−1)Ozn−1 + · · ·+ a1Oz + a0O

, (4.22)

A
(n)
O xni = B

(m)
O umO ,m ≤ n, (4.23)

A
(n)
O =

[
a0O a1O · · · anO

]
, B

(m)
O =

[
b0O b1O · · · bmO

]
, (4.24)

xni =
[
xi (k) xi (k + 1) · · · xi (k + n)

]T
, (4.25)

umO =
[
uO (k) uO (k + 1) · · · uO (k +m)

]T
. (4.26)

Diferencna jednaqina ponaxaǌa PD upravǉaqkog sistema prvog reda je

US : T1u (k + 1) + (T − T1)u (k) = (KT −KD) ε (k) +KDε (k + 1) , (4.27)

i daǉe se dobija

WUS (z) =
U (z)

ε (z)
=

[(KT −KD) +KDz]

[T1z + (T − T1)]
, (4.28)

Xi (z) =
WO (z)

1 +WUS (z)WO (z)
Z (z) +

WUS (z)WO (z)

1 +WUS (z)WO (z)
Xiz (z) =

=

[T1z + (T − T1)]
k=m∑
k=0

bkOz
k

k=n∑
k=0

[akOT1zk+1 + akO (T − T1) zk] +
k=m∑
k=0

[bkO (KT −KD) zk + bkOKDzk+1]

Z (z) +

+

[(KT −KD) +KDz]
k=m∑
k=0

bkOz
k

[T1z + (T − T1)]
k=n∑
k=0

akOzk + [(KT −KD) +KDz]
k=m∑
k=0

bkOzk
Xiz (z) , (4.29)

{
k=n+1∑
k=0

[
a(k−1)OT1 + b(k−1)OKD + akO (T − T1) + bkO (KT −KD)

]
zk

}
Xi (z) =

=

{
m+1∑
k=0

[
b(k−1)OKD + bkO (KT −KD)

]
zk

}
Xiz (z) +

{
m+1∑
k=0

[
b(k−1)OT1 + bkO (T − T1)

]
zk

}
Z (z)

(4.30)

a−1O = 0; b−1O = 0; a(n+1)O = 0; b(n+1)O = 0; (4.31)

bkO = 0, k = m+ 1,m+ 2, · · · , n;m ≤ n, (4.32){
k=n+1∑
k=0

[
a(k−1)OT1 + b(k−1)OKD + akO (T − T1) + bkO (KT −KD)

]
zk

}
Xi (z) =

=

[
m+1∑
k=0

[
b(k−1)OKD + bkO (KT −KD)

]
zk

m+1∑
k=0

[
b(k−1)OT1 + bkO (T − T1)

]
zk
]

Xu (z) ; (4.33)

Xu (z) =

[
Xiz (z)
Z (z)

]
, (4.34)
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4.1. UI sistem

ZSAU :
n+1∑
k=0

ak (α, β) zkXi (z) =
m+1∑
k=0

Bk (α, β) zkXu (z) ;α = K; β = KD; (4.35)

ak (α, β) =
[
a(k−1)OT1 + b(k−1)OKD + akO (T − T1) + bkO (KT −KD)

]
,∀k = 0, · · · , n+ 1,

(4.36)

Bk (α, β) =
[ [
b(k−1)OKD + bkO (KT −KD)

] [
b(k−1)OT1 + bkO (T − T1)

] ]
, (4.37)

∀k = 0, · · · ,m+ 1. (4.38)

ZSAU u kompaktnom obliku : A(n+1)xn+1
i = B(m+1)xm+1

u ,m ≤ n, (4.39)

pri qemu su proxirene matrice koeficijenata

A(n+1) =
[
a0 (α, β) a1 (α, β) · · · an+1 (α, β)

]
, (4.40)

B(m+1) =
[
B0 (α, β) B1 (α, β) · · · B(m+1) (α, β)

]
, (4.41)

i proxireni vektori izlaza i ulaza

xn+1
i =

[
xi (k) xi (k + 1) · · · xi (k + n+ 1)

]T
, (4.42)

xm+1
u =

[
xTu (k) xTu (k + 1) · · · xTu (k +m+ 1)

]T
. (4.43)

Na sliqan naqin se u opxtem obliku odre�uju prenosne funkcije i svi koefi-
cijenti diferencne jednaqine zatvorenog sistema u sluqaju da je objekt upravǉan
sa:

PS upravǉaqki sistem nultog reda
Opis objekta je isti kao xto je to prikazano u jednaqinama (4.21-4.26). Dife-
rencna jednaqina ponaxaǌa PS upravǉaqkog sistema nultog reda je

US : u (k + 1)− u (k) = (KST −K) ε (k) +Kε (k + 1) , (4.44)

i daǉim sre�ivaǌem se dobija

WUS (z) =
U (z)

ε (z)
=

[(KST −K) +Kz]

(z − 1)
, (4.45)

Xi (z) =
WO (z)

1 +WUS (z)WO (z)
Z (z) +

WUS (z)WO (z)

1 +WUS (z)WO (z)
Xiz (z) =

=

(z − 1)
k=m∑
k=0

bkOz
k

k=n∑
k=0

(akOzk+1 − akOzk) +
k=m∑
k=0

[bkO (KST −K) zk + bkOKzk+1]

Z (z) +

+

[(KST −K) +Kz]
k=m∑
k=0

bkOz
k

k=n∑
k=0

(akOzk+1 − akOzk) +
k=m∑
k=0

[bkO (KST −K) zk + bkOKzk+1]

Xiz (z) , (4.46)
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4.1. UI sistem

{
n+1∑
k=0

[
a(k−1)O + b(k−1)OK − akO + bkO (KST −K)

]
zk

}
Xi (z) ={

k=m+1∑
k=0

[
b(k−1)OK + bkO (KST −K)

]
zk

}
Xiz (z) +

{
m+1∑
k=0

[
b(k−1)O − bkO

]
zk

}
Z (z) (4.47)

a−1O = 0; b−1O = 0; a(n+1)O = 0; b(n+1)O = 0; (4.48)

bkO = 0, k = m+ 1,m+ 2, · · · , n;m ≤ n, (4.49){
n+1∑
k=0

[
a(k−1)O + b(k−1)OK − akO + bkO (KST −K)

]
zk

}
Xi (z) =

=

[
k=m+1∑
k=0

[
b(k−1)OK + bkO (KST −K)

]
zk

m+1∑
k=0

[
b(k−1)O − bkO

]
zk
]

Xu (z) ; (4.50)

Xu (z) =

[
Xiz (z)
Z (z)

]
, (4.51)

ZSAU :
n+1∑
k=0

ak (α, β) zkXi (z) =
m+1∑
k=0

Bk (α, β) zkXu (z) ;α = K; β = KS; (4.52)

ak (α, β) =
[
a(k−1)O + b(k−1)OK − akO + bkO (KST −K)

]
,∀k = 0, · · · , n+ 1, (4.53)

Bk (α, β) =
[ [
b(k−1)OK + bkO (KST −K)

] [
b(k−1)O − bkO

] ]
, ∀k = 0, · · · ,m+ 1. (4.54)

ZSAU u kompaktnom obliku: A(n+1)xn+1
i = B(m+1)xm+1

u ,m ≤ n, (4.55)

pri qemu su

A(n+1) =
[
a0 (α, β) a1 (α, β) · · · an+1 (α, β)

]
, (4.56)

B(m+1) =
[
B0 (α, β) B1 (α, β) · · · B(m+1) (α, β)

]
, (4.57)

xn+1
i =

[
xi (k) xi (k + 1) · · · xi (k + n+ 1)

]T
, (4.58)

xm+1
u =

[
xTu (k) xTu (k + 1) · · · xTu (k +m+ 1)

]T
. (4.59)

Na osnovu prethodnog izvo�eǌa sledi da je UI matematiqki model sistema u
kompaktnom obliku:

A(ν+1)xν+1
i = B(µ+1)xµ+1

u ,∀k ∈ N0, µ ≤ ν, (4.60)

A(ν+1) =
[
a0 (K,KS) a1 (K,KS) · · · aν+1 (K,KS)

]
, (4.61)

aj (K,KS) =
1∑
q=0

ν∑
r=0︸ ︷︷ ︸

r+q=j

aqCarO +
1∑
q=0

µ∑
r=0︸ ︷︷ ︸

r+q=j

bqC (K,KS) brO, j = 0, 1, · · · , ν + 1; (4.62)

B(µ+1) =
[

B0 (K,KS) B1 (K,KS) · · · Bµ+1 (K,KS)
]
, (4.63)

Bj (K,KS) =


1∑
q=0

µ∑
r=0︸ ︷︷ ︸

r+q=j

bqC (K,KS) brO

1∑
q=0

µ∑
r=0︸ ︷︷ ︸

r+q=j

aqCbrO

 , j = 0, 1, · · · , µ+ 1. (4.64)

Zbog predugaqkih izraza, izostavǉa se prikazivaǌe postupka za dobijaǌe oblika
zatvorenog sistema za ostale sluqajeve upravǉaqkih sistema.
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Glava 5

Potpuna prenosna funkcija: nenulti

poqetni uslovi

5.1 Opxta definicija i odre�iva�e Π (z): nenulti

poqetni uslovi

Suxtinska osnova disertacije su novi, nedavno objavǉeni rezultati istra�i-
vaǌa za linearne kontinualne i diskretne sisteme. Oni se sastoje od novog pri-
laza teoriji sistema i upravǉaǌa: potpune prenosne matrice. Ovaj pristup je
otkriven u [33] i daǉe razvijan u [50], [51] vezano za linearne kontinualne sisteme
i proxiren za linearne diskretne sisteme u [1]. Ovaj novi koncept omogu�ava
rexavaǌe mnogih problema u teoriji sistema i upravǉaǌa koji su bili dece-
nijama nerexeni u klasiqnoj teoriji linearnih sistema i koji su dosta va�ni:
kontroverzno neslagaǌe izme�u definicije klasiqne prenosne funkcije (matrice)
i definicije stabilnosti sistema. Sada je to prevazi�eno. Osim toga, preci-
zno i jasno pravilo za skra�ivaǌe istih nula i polova je otkriveno i dokazano.
Kontroverza koja se tiqe stabilnosti sistema je u tome xto je stabilnost, po de-
finiciji, dinamiqka karakteristika sistema u slobodnom radnom re�imu i pri
nenultim poqetnim uslovima a ispitivana je pomo�u prenosne funkcije koja je
definisana u prinudnom radnom re�imu pri nultim poqetnim uslovima. Ova
kontradiktornost je, oqigledno, neprihvatǉiva.

U opxtem sluqaju i u realnim uslovima sistem je pod istovremenim dejstvom
vektora spoǉaxǌeg ulaza i nenultih poqetnih uslova. Poqetni uslovi sadr�e
i izra�avaju celokupnu istoriju delovaǌa vektora ulaza na sistem do poqetnog
trenutka. Poqetni uslovi su nepredvidivi, nepoznati i nezanemarǉivi. Kao i
vektor ulaza tako i poqetni uslovi u isto vreme deluju na sistem i ǌihov uticaj
se oslikava na odziv sistema u vremenskom domenu. Potpuna prenosna matrica
opisuje u z−kompleksnom domenu kako se spomenuta dva dejstva prenose na odziv
sistema u vremenskom domenu. Bilo koji dinamiqki sistem, qak i najjednostav-
niji, prenosi ova dejstva tako da ima svoju potpunu prenosnu matricu.

Primer 5.1 Razmatramo veoma jednostavan sistem predstavǉen diferencnom jed-
naqinom ponaxaǌa (5.1):

xi (k + 1) = xu (k) . (5.1)

Primenom z−transformacije na jednaqinu (5.1) dobijamo:

zXi (z)− zxi (0) = Xu (z) =⇒ Xi (z) = Π (z)

[
Xu (z)
xi (0)

]
,Π (z) =

[
1
z

z
z

]
. (5.2)
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5.2. Definicija i odre�iva�e Π (z) za UI sistem: nenulti poqetni uslovi

Ovo pokazuje da matrica Π (z) =
[

1
z

z
z

]
opisuje u z−kompleksnom domenu kako si-

stem u vremenskom domenu prenosi ulaz xu (k) i poqetne uslove xi (0) na ǌegov izlaz.
Matrica Π (z) naziva se potpunom prenosnom funkcijom sistema.

Posmatra se ulaz-izlaz (UI) sistem u opxtem obliku, opisan sa (5.3):

r=ν∑
r=0

Arxi(k + r) =

r=µ∑
r=0

Brxu(k + r), det Aν 6= 0,∀k ∈ N0, ν ≥ 1, 0 ≤ µ ≤ ν, (5.3)

Ar ∈ RN×N , Br ∈ RN×M ,xu ∈ RM ,xi ∈ RN , (5.4)

gde xu ∈ RM i xi ∈ RN vektor ulaza i vektor izlaza, sledstveno.
Da bi bilo mogu�e dati preciznu, opxtu definiciju potpune prenosne matrice

Π (z) i odrediti je, za sistem (5.3) koristi se kompaktni raqun. Osnovu ovog
kompaktnog raquna qine slede�e proxirene matrice sistema,

A(ν) =
[

A0 · · · Aν

]
∈ RN×(ν+1)N ,B(µ) =

[
B0 · · · Bµ

]
∈ RN×(µ+1)M , (5.5)

zajedno sa proxirenim vektorima ulaza i izlaza,

xµu(k) =
[

xTu (k) · · · xTu (k + µ)
]T ∈ R(µ+1)M , (5.6)

xνi (k) =
[

xTi (k) · · · xTi (k + ν)
]T ∈ R(ν+1)N , (5.7)

kao i sa slede�im matriqnim funkcijama,

S
(r)
i (z) =

[
z0Ii z1Ii z2Ii · · · zrIi

]T ∈ Ci(r+1)×i, (r, i) ∈ {(µ,M) , (ν,N)} , (5.8)

Z(ς)
r (z) =




Or Or Or · · · Or

z1Ir Or Or · · · Or
...

...
...

...
...

zς−0
r Ir zς−1

r Ir zς−2
r Ir · · · z1Ir

 , ς ≥ 1,

nije definisano za ς < 1

(5.9)

Z(ς)
r (z) ∈ C(ς+1)r×ςr, (ς, r) ∈ {(µ,M) , (ν,N)} .

Ovakvo kompaktno oznaqavaǌe, obezbe�uje veoma jednostavan, jasan i elegantan
matematiqki zapis (5.10) UI sistema (5.3):

A(ν)xνi (k) = B(µ)xµu(k), ∀k ∈ N0. (5.10)

5.2 Definicija i odre�iva�e Π (z) za UI sistem: ne-

nulti poqetni uslovi

Precizna i opxta definicija potpune prenosne matrice za linearne diskretne
sisteme izra�ene preko UI matematiqkog modela je, prema [1],

Definicija 5.1 Potpuna ulaz-izlaz (UI) prenosna matrica linearnog sta-
cionarnog diskretnog dinamiqkog ulaz-izlaz sistema (5.10), oznaqena sa Π(z),
Π(z) ∈ CN×(M+ς), je kompleksna matriqna vrednost potpune ulaz-izlaz (UI) pre-
nosne matrice sistema Π(·), Π(·) : C → CN×(M+ς). To je matriqna funkcija kom-
pleksne promenǉive z takva da jednoznaqno odre�uje Z−transformaciju Xi(z) izlaza
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sistema xi(k) kao homogene linearne funkcije od Z−transformacije Xu(z) vektora
ulaza xu(k) za proizvoǉno odstupaǌe xu(k), za proizvoǉne poqetne vrednosti vektora
xµ−1
u0 i xν−1

i0 proxirenog vektora ulaza xµ−1
u (k), i proxirenog vektora izlaza xν−1

i (k) u
trenutku odabiraǌa k = 0, sledstveno,

Xi(z) = Π(z)
[

XT
u (z)

(
xµ−1
u0

)T (
xν−1
i0

)T ]T . (5.11)

Potpuna prenosna matrica ima iste karakteristike kao klasiqna prenosna
matrica W(z):

• Odre�ena je redom, dimenzijom, strukturom i parametrima;

• Nezavisna je od vektora ulaza kao i od poqetnih uslova;

• Predstavǉa invarijantnu dinamiqku karakteristiku sistema u kompleksnom
domenu.

Odre�ivaǌe potpune prenosne matrice UI sistema (5.10) definisano je na-
rednom teoremom,

Teorema 5.1 [1]

a) Potpuna UI prenosna matrica Π(z) UI sistema (5.10) glasi,

Ako je µ ≥ 1, onda Π(z) = Π−1
D (z)ΠN(z) =

=
(
A(ν)S

(ν)
N (z)

)−1 [
B(µ)S

(µ)
M (z) −B(µ)Z

(µ)
M (z) A(ν)Z

(ν)
N (z)

]
=

=

[
W(z) Wxu0(z) Wxi0(z)︸ ︷︷ ︸

W0(z)

]
, W0(z) =

[
Wxu0(z) Wxi0(z)

]
, (5.12)

Ako je µ = 0, onda je Π(z) = Π−1
D (z)ΠN(z) =

(
A(ν)S

(ν)
N (z)

)−1 [
B0 A(ν)Z

(ν)
N (z)

]
=

=
[

W(z) Wxi0(z)
]
, Wxi0(z) = W0(z). (5.13)

Odavde proizilazi

Xi(z) = Π(z)


[

XT
u (z)

(
xµ−1
u0

)T (
xν−1
i0

)T ]T ako je µ ≥ 1,[
XT
u (z)

(
xν−1
i0

)T ]T ako je µ = 0
=

= Π(z)V(z), V(z) =

[
Xu(z)

C0

]
,C0 =


[

xµ−1
u0

xν−1
i0

]
, ako je µ ≥ 1,

xν−1
i0 , ako je µ = 0

. (5.14)

pri qemu su,

b) ΠD (z) polinomijalna matrica u imeniocu i ΠN (z) polinomijalna matrica u
brojiocu,

ΠD (z) =
(
A(ν)S

(ν)
N (z)

)
, (5.15)

ΠN (z) =


[

B(µ)S
(µ)
M (z) −B(µ)Z

(µ)
M (z) A(ν)Z

(ν)
N (z)

]
ako je µ ≥ 1,[

B0 A(ν)Z
(ν)
N (z)

]
ako je µ ≥ 1,

, (5.16)
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c) W(z) je UI prenosna matrica (u odnosu na spoǉaxǌi ulaz) sistema (5.10) i
iznosi,

W(z) =
(
A(ν)S

(ν)
N (z)

)−1

B(µ)S
(µ)
M (z) . (5.17)

d) Wxu0(z) je klasiqna prenosna matrica sistema (5.10) u odnosu na proxireni
vektor poqetnih uslova ulaza xµ−1

u0 data kao,

Wxu0(z) =
(
A(ν)S

(ν)
N (z)

)−1
{
−B(µ)Z

(µ)
M (z) , ako je µ ≥ 1

O, ako je µ = 0
. (5.18)

e) Wxi0(z) je prenosna matrica sistema (5.10) u odnosu na proxireni vektor po-
qetnih uslova izlaza xν−1

i0 , i ima slede�i oblik,

Wxi0(z) =
(
A(ν)S

(ν)
N (z)

)−1

A(ν)Z
(ν)
N (z) . (5.19)

f) WUI0(z) je prenosna matrica sistema (5.10) u odnosu na vektor svih poqetnih
uslova C0 i iznosi,

W0(z) =
(
A(ν)S

(ν)
N (z)

)−1
{ [

−B(µ)Z
(µ)
M (z) A(ν)Z

(ν)
N (z)

]
, µ ≥ 1,

A(ν)Z
(ν)
N (z) , µ = 0

. (5.20)

Korix�eǌe svega prethodnog i upotreba potpune prenosne matrice bi bila ne-
mogu�a bez kompaktnog raquna, pa je zbog toga znaqaj ǌegovog otkri�a i uvo�eǌa
oqigledan. Isto tako, kompaktni raqun obezbe�uje razvoj koncepta staǌa u line-
arnim sistemima [1], [33], zatim u nelinearnim sistemima [52], kao i u konceptima
upravǉivosti i osmotrivosti [50] i, najzad pri razvoju teorije pratǉivosti i
pra�eǌa [52].

UI potpuna prenosna matrica Π (z) ulaz-izlaz (UI) sistema (5.10) je,

Π (z) = Π−1
D (z) ΠN (z) =

[
A(n) (·) S

(n)
1 (z)

]−1

·

·
[

B(m) (·) S
(m)
2 (z) −B(m) (·) Z

(m)
2 (z) A(n) (·) Z

(n)
1 (z)

]
, (5.21)

ΠD (z) = A(n) (·) S
(n)
1 (z) , (5.22)

ΠN (z) =
[

B(m) (·) S
(m)
2 (z) −B(m) (·) Z

(m)
2 (z) A(n) (·) Z

(n)
1 (z)

]
, (5.23)

tako da
W (z) =

[
A(n) (·) S

(n)
1 (z)

]−1 [
B(m) (·) S

(m)
2 (z)

]
, (5.24)

Wxu0 (z) = −
[
A(n) (·) S

(n)
1 (z)

]−1 [
B(m) (·) Z

(m)
2 (z)

]
, (5.25)

Wxi0 (z) =
[
A(n) (·) S

(n)
1 (z)

]−1 [
A(n) (·) Z

(n)
1 (z)

]
, (5.26)

W0 (z) =
[
A(n) (·) S

(n)
1 (z)

]−1 [
−B(m) (·) Z

(m)
2 (z) A(n) (·) Z

(n)
1 (z)

]
(5.27)

gde je A(n) (·) jednako A(n) (α, β) ili A(n) (α, β, γ), i B(m) (·) je jednako B(m) (α, β) ili
B(m) (α, β, γ).

Onda Z−transformacija Xi (z) izlazne veliqine xi (k) iznosi,

Xi (z) = Π (z)
[

XT
u (z)

(
xm−1
u0

)T (
xn−1
i0

)T ]T =

= Π (z) V (z) ,V (z) =

[
Xu (z)

c0

]
, c0 =

[
xm−1
u0

xn−1
i0

]
. (5.28)
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5.3 Nedegenerativne matrice

Koncept nedegenerativne potpune prenosne matrice uveden je i razvijen u [32],
[33] za kontinualne linearne sisteme i daǉe je proxiren za diskretne linearne
sisteme u [1]. Prema [1] (Def.6.1, p.104; Lem.6.1, p.108), jednaka nula i pol, za-
jedniqki za sve elemente potpune prenosne matrice Π (z) (Π (z) je vektor vrsta)
sistema(4.14) ne utiqu na karakter odziva sistema. Ovakve nule i polovi mogu
se skratiti ukoliko postoje, i na takav naqin se odre�uje nedegenerativna po
vrstama (rnd) potpuna prenosna matrica Πrnd (z). Skra�ene nule i polovi mo-
raju biti istog reda u svim elementima od Π (z). Ovo je novi, jasan, precizan
kriterijum za skra�ivaǌe nula i polova koji proistiqe iz novog koncepta nede-
generativne potpune prenosne matrice sistema. Ovime su rexene sve nedoumice
u vezi skra�ivaǌa jednakih nula i polova.

Jedina odgovaraju�a prenosna matrica, koja nije kontroverzna, za ispitivaǌe
ǈapunovǉeve stabilnosti, je W0 (z) koja proistiqe iz Πrnd (z), tj. W0rnd (z).

S druge strane, zasnovano na [1] (Odeǉak 8.4) karakteristiqni polinom ∆ (z)
sistema (4.14) odre�en je sa

∆ (z) = det ΠD (z) = det
[
A(n) (·) S

(n)
1 (z)

]
= det

[
j=n∑
j=0

aj (·) zj
]
, (5.29)

gde su aj (·) zapravo aj (α, β) ili aj (α, β, γ). Sliqno kao kod ispitivaǌa ǈapuno-
vǉeve stabilnosti sistema, tako i pri odre�ivaǌu relativne stabilnosti jedini
adekvatan karakteristiqni polinom je onaj koji potiqe od potpune prenosne ma-
trice nedegenerativne po vrstama, tj., ∆Πrnd

(z),

∆Πrnd
(z) = det [ΠD (z)]Πrnd

= det
[
A(n) (·) S

(n)
1 (z)

]
Πrnd

=

=

j=l∑
j=0

āj (·) zj, l ≤ n, āj (·) = āj (α, β) ili āj (α, β, γ) , (5.30)

āj (α, β) = b̄jα + c̄jβ + d̄j; āj (α, β, γ) = b̄jα + c̄jβ + d̄jγ + ēj. (5.31)

Takav karakteristiqni polinom se naziva karakteristiqnim polinomom sistema
[1], tj. karakteristiqnim polinomom potpune prenosne matrice sistema, odnosno
jox preciznije karakteristiqnim polinomom potpune prenosne matrice nedege-
nerativne po vrstama. U opxtem sluqaju, drugaqiji je od onog xto se dobija
klasiqnim pristupom.

Definicija 5.2 Karakteristiqni polinom sistema (4.14) je karakteristiqni po-
linom ǌegove potpune prenosne matrice nedegenerativne po vrstama Πrnd (z).

Slede�i primer ilustruje da karakteristiqni polinomi koji potiqu od klasiqne
prenosne funkcije W (z) i od potpune prenosne funkcije Π (z) mogu da se razlikuju.

Primer 5.2 Zadati sistem

A(2)x2
i = B(2)x2

u, (5.32)

A(2) =
[
−0, 15 0, 2 1

]
,B(2) =

[
1, 8 −6, 3 1

]
, (5.33)

x2
i =

[
xi (k) xi (k + 1) xi (k + 2)

]T
,x2

u =
[
xu (k) xu (k + 1) xu (k + 2)

]T
, (5.34)
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ima slede�u prenosnu funkciju W (z),

W (z) =
(z − 0, 3) (z − 6)

(z − 0, 3) (z + 0, 5)
. (5.35)

Ima istu nulu z0 i pol z∗, z0 = z∗ = 0, 3. Oni ne utiqu na impulsni odziv sistema
pri svim nultim poqetnim uslovima. Nedegenerativni oblik Wnd (z) od W (z) iz-
nosi,

Wnd (z) =
(z − 6)

(z + 0, 5)
, (5.36)

odakle proistiqe karakteristiqni polinom u imeniocu prenosne funkcije W (z) si-
stema,

∆Wnd
(z) = z + 0, 5. (5.37)

S druge strane potpuna prenosna funkcija sistema iznosi,

Π (z) =
1

(z − 0, 3) (z + 0, 5)

[
(z − 0, 3) (z − 6) −z (z − 6, 3) −z z (z + 0, 2) z

]
, (5.38)

i ona je oqigledno nedegenerativna po vrstama, Π (z) = Πrnd (z). Zbog toga nije
ispravno skratiti pol i nulu. Iz ove potpune prenosne funkcije nedegenerativne
po vrstama Πrnd (z) proizilazi karakteristiqni polinom celog sistema,

∆Πrnd
(z) = (z − 0, 3) (z + 0, 5) . (5.39)
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Glava 6

Relativna stabilnost, uslovna

optimizacija i sinteza uprav	aqkog

sistema: nenulti poqetni uslovi

6.1 Vremenski i kompleksan domen, parametarska ra-

van: nenulti poqetni uslovi

Formalno gledano, procedura odre�ivaǌa nepoznatih, podexǉivih parametara
kako bi se odredila oblast relativne stabilnosti je sliqna klasiqnoj teoriji
poznatoj iz literature [14], [11] ali je suxtinska razlika u tome xto se koristi
karakteristiqna jednaqina potpune prenosne matrice nedegenerativne po vrstama.
Polazi se od te jednaqine napisane u kompaktnom obliku,

∆Πrnd
(z) = Ā(l) (·) S

(l)
1 (z) = 0, (6.1)

Ā(l) =
[
ā0 (·) ā1 (·) · · · āl (·)

]
. (6.2)

Kompleksni broj z,

z = ρzζz + iρz
√

1− ζ2
z , 0 ≤ ρz = |z| < 1, i =

√
−1, (6.3)

ζz = cosφ, φ = arg z, 0 ≤ |ζz| ≤ 1, (6.4)

je zameǌen u (6.1) tako da se rezultuju�a jednaqina mo�e predstaviti pomo�u
dve, u sluqaju da su realni i imaginarni delovi jednaki nuli,

α
(l)
T S

(l)
1 (ρz) = 0, (6.5)

ααα
(l)
T =

[
αT,0 (·, ζz) αT,1 (·, ζz) · · · αT,l (·, ζz)

]
; S

(l)
1 (ρz) =

[
ρ0
z ρ1

z · · · ρlz
]T

; (6.6)

αT,j (·, ζz) = āj (·)Tj (ζz) , j = 0, 1, · · · , l; ζz = const. ∧ (·) = const. =⇒ (6.7)

αT,j (·, ζz) = const.,Tj (ζz) = cos (j arccos ζz) , (6.8)

α
(l)
U S

(l)
1 (ρz) = 0, (6.9)

α
(l)
U =

[
αU,0 (·, ζz) αU,1 (·, ζz) · · · αU,l (·, ζz)

]
; (6.10)

αU,j (·, ζz) = āj (·)Uj (ζz) , j = 0, 1, · · · , l; ζz = const. ∧ (·) = const. =⇒ (6.11)

αU,j (·, ζz) = const., Uj (ζz) = sin (j arccos ζz) , (6.12)
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gde Tj (ζz) i Uj (ζz) predstavǉaju Qebixevǉeve funkcije prve i druge vrste, sle-
dstveno. Vrednosti ovih funkcija za razliqite j se mogu prona�i u raznim ta-
blicama iz literature, na primer u [10]. Jednaqine (6.5), (6.9) se zapisuju u
drugom obliku nakon zamene izraza za āj (·),

αB̄1 (ρz, ζz) + βC̄1 (ρz, ζz) + D̄1 (ρz, ζz) = 0, (6.13)

αB̄2 (ρz, ζz) + βC̄2 (ρz, ζz) + D̄2 (ρz, ζz) = 0, (6.14)

ili

αB̄1 (ρz, ζz) + βC̄1 (ρz, ζz) + γD̄1 (ρz, ζz) + Ē1 (ρz, ζz) = 0, (6.15)

αB̄2 (ρz, ζz) + βC̄2 (ρz, ζz) + γD̄2 (ρz, ζz) + Ē2 (ρz, ζz) = 0, (6.16)

gde su,

B̄1 (ρz, ζz) = β
(l)
T (ζz) S

(l)
1 (ρz) , B̄2 (ρz, ζz) = β

(l)
U (ζz) S

(l)
1 (ρz) , (6.17)

β
(l)
T =

[
βT,0 (ζz) βT,1 (ζz) · · · βT,l (ζz)

]
, (6.18)

β
(l)
U =

[
βU,0 (ζz) βU,1 (ζz) · · · βU,l (ζz)

]
, (6.19)

βT,j (ζz) = b̄jTj (ζz) , βU,j (ζz) = b̄jUj (ζz) , j = 0, 1, · · · , l;
ζz = const. =⇒ βT,j (ζz) = const. ∧ βU,j (ζz) = const.

C̄1 (ρz, ζz) = θ
(l)
T (ζz) S

(l)
1 (ρz) , C̄2 (ρz, ζz) = θ

(l)
U (ζz) S

(l)
1 (ρz) , (6.20)

θ
(l)
T =

[
θT,0 (ζz) θT,1 (ζz) · · · θT,l (ζz)

]
, (6.21)

θ
(l)
U =

[
θU,0 (ζz) θU,1 (ζz) · · · θU,l (ζz)

]
, (6.22)

θT,j (ζz) = c̄jTj (ζz) , θU,j (ζz) = c̄jUj (ζz) , j = 0, 1, · · · , l;
ζz = const. =⇒ θT,j (ζz) = const. ∧ θU,j (ζz) = const.

D̄1 (ρz, ζz) = δ
(l)
T (ζz) S

(l)
1 (ρz) , D̄2 (ρz, ζz) = δ

(l)
U (ζz) S

(l)
1 (ρz) , (6.23)

δ
(l)
T =

[
δT,0 (ζz) δT,1 (ζz) · · · δT,l (ζz)

]
, (6.24)

δ
(l)
U =

[
δU,0 (ζz) δU,1 (ζz) · · · δU,l (ζz)

]
, (6.25)

δT,j (ζz) = d̄jTj (ζz) , δU,j (ζz) = d̄jUj (ζz) , j = 0, 1, · · · , l;
ζz = const. =⇒ δT,j (ζz) = const. ∧ δU,j (ζz) = const.

Ē1 (ρz, ζz) = ε
(l)
T (ζz) S

(l)
1 (ρz) , Ē2 (ρz, ζz) = ε

(l)
U (ζz) S

(l)
1 (ρz) , (6.26)

ε
(l)
T =

[
εT,0 (ζz) εT,1 (ζz) · · · εT,l (ζz)

]
, (6.27)

ε
(l)
U =

[
εU,0 (ζz) εU,1 (ζz) · · · εU,l (ζz)

]
, (6.28)

εT,j (ζz) = ējTj (ζz) , εU,j (ζz) = ējUj (ζz) , j = 0, 1, · · · , l;
ζz = const. =⇒ εT,j (ζz) = const. ∧ εU,j (ζz) = const.

Rexavaǌem jednaqina (6.13), (6.14) dobija se,

α =
C̄1D̄2 − C̄2D̄1

B̄1C̄2 − B̄2C̄1

, (6.29)

β =
B̄2D̄1 − B̄1D̄2

B̄1C̄2 − B̄2C̄1

. (6.30)

38



6.1. Vremenski i kompleksan domen, parametarska ravan: nenulti poqetni uslovi

Rexeǌe jednaqina (6.15), (6.16) nije jedinstveno zbog toga xto figurixu tri
nepoznata, podexǉiva parametra α, β, i γ, a postoje samo dve jednaqine. Jednaqine
(6.15), (6.16) mogu se rexiti po bilo koja dva parametra, npr. α i β tako da oni
zavise ne samo od ρz i ζz ve� i od tre�eg, slobodnog parametra γ. U tom sluqaju
rexeǌe dobija oblik,

α =
C̄1

(
γD̄2 + Ē2

)
− C̄2

(
γD̄1 + Ē1

)
B̄1C̄2 − B̄2C̄1

, (6.31)

β =
B̄2

(
γD̄1 + Ē1

)
− B̄1

(
γD̄2 + Ē2

)
B̄1C̄2 − B̄2C̄1

. (6.32)

Ovo znaqi da se slobodni parametar γ bira proizvoǉno ili se mo�e varirati
sa odre�enim korakom nakon qega se procedura nastavǉa kao da postoje samo dva
nepoznata, podexǉiva parametra.

Za konstantne vrednosti ρz, 0 ≤ ρz = const. < 1, 0 ≤ |ζz| ≤ 1 dobija se oblast
konstantnog vremena smireǌa u parametarskom prostoru.

Pri razmatraǌu relativne stabilnosti u odnosu na konstantan stepen prigu-
xeǌa ζ va�i, 0 ≤ ζ = const. ≤ 1, varira se prirodna frekvencija ωn, z−kompleksni
broj u jednaqini (6.1) se zameǌuje sa esT , z = esT u skladu sa ǌegovom definicijom
i s−kompleksni broj se zameǌuje sa −ωnζ + jωn

√
1− ζ2, s = −ωnζ + jωn

√
1− ζ2.

Odavde proistiqe slede�e,
ρz = e−ωnζT , (6.33)

ζz = cosωnT
√

1− ζ2. (6.34)

Nakon zamene izraza (6.33), (6.34) u (6.17)÷(6.26) dobija se,

B̄1 (ωn, ζ) = β
(l)
T (ωn, ζ) S

(l)
1

(
e−ωnζT

)
, B̄2 (ωn, ζ) = β

(l)
U (ωn, ζ) S

(l)
1

(
e−ωnζT

)
, (6.35)

β
(l)
T (ωn, ζ) =

[
βT,0 (ωn, ζ) βT,1 (ωn, ζ) · · · βT,l (ωn, ζ)

]
, (6.36)

β
(l)
U (ωn, ζ) =

[
βU,0 (ωn, ζ) βU,1 (ωn, ζ) · · · βU,l (ωn, ζ)

]
, (6.37)

βT,j (ωn, ζ) = b̄jTj (ωn, ζ) , βU,j (ωn, ζ) = b̄jUj (ωn, ζ) , j = 0, 1, · · · , l; (6.38)

ζ = const. =⇒ βT,j (ωn, ζ) = βT,j (ωn) ∧ βU,j (ωn, ζ) = βU,j (ωn) , (6.39)

Tj (ωn, ζ) = cos j
(
ωnT

√
1− ζ2

)
;Uj (ωn, ζ) = sin j

(
ωnT

√
1− ζ2

)
. (6.40)

C̄1 (ωn, ζ) = θ
(l)
T (ωn, ζ) S

(l)
1

(
e−ωnζT

)
, C̄2 (ωn, ζ) = θ

(l)
U (ωn, ζ) S

(l)
1

(
e−ωnζT

)
, (6.41)

θ
(l)
T (ωn, ζ) =

[
θT,0 (ωn, ζ) θT,1 (ωn, ζ) · · · θT,l (ωn, ζ)

]
, (6.42)

θ
(l)
U (ωn, ζ) =

[
θU,0 (ωn, ζ) θU,1 (ωn, ζ) · · · θU,l (ωn, ζ)

]
, (6.43)

θT,j (ωn, ζ) = c̄jTj (ωn, ζ) , θU,j (ωn, ζ) = c̄jUj (ωn, ζ) , j = 0, 1, · · · , l;
ζ = const. =⇒ θT,j (ωn, ζ) = θT,j (ωn) ∧ θU,j (ωn, ζ) = θU,j (ωn) .

D̄1 (ωn, ζ) = δ
(l)
T (ωn, ζ) S

(l)
1

(
e−ωnζT

)
, D̄2 (ωn, ζ) = δ

(l)
U (ωn, ζ) S

(l)
1

(
e−ωnζT

)
, (6.44)

δ
(l)
T (ωn, ζ) =

[
δT,0 (ωn, ζ) δT,1 (ωn, ζ) · · · δT,l (ωn, ζ)

]
, (6.45)

δ
(l)
U (ωn, ζ) =

[
δU,0 (ωn, ζ) δU,1 (ωn, ζ) · · · δU,l (ωn, ζ)

]
, (6.46)

δT,j (ωn, ζ) = d̄jTj (ωn, ζ) , δU,j (ωn, ζ) = d̄jUj (ωn, ζ) , j = 0, 1, · · · , l;
ζ = const. =⇒ δT,j (ωn, ζ) = δT,j (ωn) ∧ δU,j (ωn, ζ) = δU,j (ωn) .
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Ē1 (ωn, ζ) = ε
(l)
T (ωn, ζ) S

(l)
1

(
e−ωnζT

)
, Ē2 (ωn, ζ) = ε

(l)
U (ωn, ζ) S

(l)
1

(
e−ωnζT

)
, (6.47)

ε
(l)
T (ωn, ζ) =

[
εT,0 (ωn, ζ) εT,1 (ωn, ζ) · · · εT,l (ωn, ζ)

]
, (6.48)

ε
(l)
U (ωn, ζ) =

[
εU,0 (ωn, ζ) εU,1 (ωn, ζ) · · · εU,l (ωn, ζ)

]
, (6.49)

εT,j (ωn, ζ) = d̄jTj (ωn, ζ) , εU,j (ωn, ζ) = d̄jUj (ωn, ζ) , j = 0, 1, · · · , l;
ζ = const. =⇒ εT,j (ωn, ζ) = εT,j (ωn) ∧ εU,j (ωn, ζ) = εU,j (ωn) .

Sada, izrazi (6.35)÷(6.47) zajedno sa (9.33), (9.34) ili (6.31), (6.32) omogu�avaju
da se odredi oblast konstantnog stepena priguxeǌa ζ iz s−kompleksne ravni u αβ
parametarskoj ravni u vidu krive, odnosno u vidu povrxine u αβγ parametarskom
prostoru. Pri tome se brojqane vrednosti prirodne (sopstvene, nepriguxene)
frekvencije meǌaju sa odre�enim korakom.

Pri upotrebi izraza (6.31), (6.32), vrednosti za γ se meǌaju s odre�enim ko-
rakom kako bi se dobila povrxina.

6.2 Kriterijumi optimalnosti u kompleksnom domenu

Na slici 6.1, prikazan je zatvoreni sistem automatskog upravǉaǌa koji ima
jednu izlaznu upravǉanu veliqinu xi i dve ulazne promenǉive veliqine, zadatu
vrednost izlazne veliqine, xiz i poreme�aj z (podrazumevaju se i vektori po-
qetnih uslova, upravǉaqkog sistema c0US i objekta c0O, koji su tako�e spoǉaxǌa
dejstva na sistem), gde je WUS (z) prenosna funkcija upravǉaqkog sistema u odnosu
na ǌegovu ulaznu veliqinu, grexku upravǉane veliqine, ε, W0US (z) je prenosna
matrica upravǉaqkog sistema u odnosu na ǌegov vektor poqetnih uslova, WO (z)
je prenosna funkcija objekta u odnosu na ǌegovu ulaznu veliqinu uO, i W0O (z) je
prenosna matrica objekta u odnosu na ǌegov vektor poqetnih uslova.

▼ WUS
( )z

W0US
( )z

▼ ▼

▼

0USc

▼
ǁ

▼▼ WO
( )z

W0O
( )z

▼

▼

0Oc

▼
ǁ

Xiz(z) E(z) Xi(z)

Z(z)

U(z) UO(z)

Slika 6.1: Potpuni blok dijagram zatvorenog sistema automatskog uprav	a�a sa jednom
izlaznom veliqinom i jednom poreme�ajnom veliqinom

Stav 6.1 Z−transformacija xi (z) upravǉane veliqine xi odre�ena je sa:

Xi (z) =
WO (z)WUS (z)

1 +WO (z)WUS (z)
Xiz (z) +

WO (z)

1 +WO (z)WUS (z)
Z (z) +

+
WO (z)

1 +WO (z)WUS (z)
W0US (z) c0US +

1

1 +WO (z)WUS (z)
W0O (z) c0O, (6.50)

Dokaz. Na osnovu potpunog blok dijagrama zatvorenog sistema automatskog
upravǉaǌa prikazanog na slici 6.1 sledi:

Xi (z) = WO (z)UO (z) +W0O (z) c0O, (6.51)
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UO (z) = U (z) + Z (z) ,

U (z) = WUS (z)E (z) +W0US (z) c0O, (6.52)

E (z) = Xiz (z)−Xi (z) . (6.53)

Eliminisaǌem svih veliqina, koje su razliqite od spoǉaxǌih dejstava na sistem
i izlazne veliqine, a to su UO (z), U (z) i E (z), dobija se:

Xi (z) [1 +WO (z)WUS (z)] = WO (z)WUS (z)Xiz (z) +WO (z)Z (z) +

+WO (z)W0US (z) c0US +W0O (z) c0O. (6.54)

Odavde sledi (6.50) qime se dokaz zavrxava.
Na osnovu izraza (6.50) zakǉuquje se da zatvoreni sistem automatskog upra-

vǉaǌa ostvaruje qetiri osnovna prenosa signala: prenos dejstva zadate vredno-
sti upravǉane veliqine xiz na stvarnu vrednost upravǉane veliqine xi, xto je
iskazano prenosnom funkcijom po zadatoj vrednosti:

WXiz
(z) =

Xi (z)

Xiz (z)
=

WO (z)WUS (z)

1 +WO (z)WUS (z)
, (6.55)

prenos dejstva poreme�aja z na upravǉanu veliqinu xi xto je izra�eno prenosnom
funkcijom po poreme�aju:

WZ (z) =
Xi (z)

Z (z)
=

WO (z)

1 +WO (z)WUS (z)
, (6.56)

prenos dejstva vektora poqetnih uslova upravǉaqkog sistema c0US na upravǉaǌu
veliqinu xi xto je izra�eno prenosnom matricom po vektoru poqetnih uslova
upravǉaqkog sistema:

WUS
0 (z) =

WO (z)

1 +WO (z)WUS (z)
W0US (z) , (6.57)

Xi (z) = WUS
0 (z) c0US, (6.58)

i prenos dejstva vektora poqetnih uslova objekta c0O na upravǉanu veliqinu xi
xto je izra�eno prenosnom matricom po vektoru poqetnih uslova objekta:

WO
0 (z) =

1

1 +WO (z)WUS (z)
W0O (z) , (6.59)

Xi (z) = WO
0 (z) c0O. (6.60)

Pored navedena qetiri osnovna prenosa dejstva, zatvoreni sistem automatskog
upravǉaǌa sa slike 6.1 ostvaruje i slo�ene prenose dejstva: prenos dejstva vek-
tora ulaza xu pri qemu vektor ulaza za komponente ima ulazne veliqine z i xiz,

xu =

[
z
xiz

]
,

na stvarnu vrednost upravǉane veliqine xi, xto je iskazano prenosnom matricom
po vektoru ulaza:

W (z) =
[
Wz (z) WXiz

(z)
]

=
[

WO(z)
1+WO(z)WUS(z)

WO(z)WUS(z)
1+WO(z)WUS(z)

]
, (6.61)

Xi (z) = W (z) Xu (z) , (6.62)
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prenos dejstva vektora svih poqetnih uslova c0 na upravǉanu veliqinu xi xto je
izra�eno prenosnom matricom po vektoru ukupnih poqetnih uslova:

W0 (z) =
[
WUS

0 (z) WO
0 (z)

]
=
[

WO(z)
1+WO(z)WUS(z)

W0US (z) 1
1+WO(z)WUS(z)

W0O (z)
]
, (6.63)

Xi (z) = W0 (z) c0, c0 =

[
c0US

c0O

]
, (6.64)

i najzad prenos dejstva vektora svih dejstava na upravǉanu veliqinu xi xto je
izra�eno potpunom prenosnom matricom posmatranog zatvorenog sistema automat-
skog upravǉaǌa po vektoru svih dejstava:

Π (z) =
[
W (z) W0 (z)

]
=
[
Wz (z) WXiz

(z) WUS
0 (z) WO

0 (z)
]

=

=
[

WO(z)
1+WO(z)WUS(z)

WUS(z)WO(z)
1+WO(z)WUS(z)

WO(z)
1+WO(z)WUS(z)

W0US (z) 1
1+WO(z)WUS(z)

W0O (z)
]
, (6.65)

Xi (z) = Π (z) Xu,c0 (z) . (6.66)

Pored promene upravǉane veliqine od interesa je odrediti i promenu ǌene
grexke ε. Na osnovu jednaqine (6.50) dobija se da je Z−transformacija E (z)
grexke upravǉane veliqine odre�ena sa:

E (z) = Xiz (z)−Xi (z) = Xiz (z)−
[

WO (z)WUS (z)

1 +WO (z)WUS (z)
Xiz (z) +

+
WO (z)

1 +WO (z)WUS (z)
Z (z) +

WO (z)

1 +WO (z)WUS (z)
W0US (z) c0US+

+
1

1 +WO (z)WUS (z)
W0O (z) c0O

]
. (6.67)

Daǉim sre�ivaǌem dobijenog izraza dobija se konaqan izraz za E (z):

E (z) =
1

1 +WO (z)WUS (z)
Xiz (z)− WO (z)

1 +WO (z)WUS (z)
Z (z)−

− WO (z)

1 +WO (z)WUS (z)
W0US (z) c0US −

1

1 +WO (z)WUS (z)
W0O (z) c0O. (6.68)

Jednaqina (6.68) pokazuje da grexka ε upravǉane veliqine nastaje usled dejstva
poreme�aja z, vektora poqetnih uslova upravǉaqkog sistema c0US, vektora poc-
hetnih uslova objekta c0O, i zadate vrednosti upravǉane veliqine xiz. Tako se
ukupna grexka ε upravǉane veliqine sastoji od grexke εz nastale usled dejstva
poreme�aja, grexke εc0US

nastale usled dejstva vektora poqetnih uslova upravǉaq-
kog sistema, grexke εc0O nastale usled dejstva vektora poqetnih uslova objekta,
i grexke εxiz koja potiqe od zadate vrednosti upravǉane veliqine:

ε (k) = εz (k) + εc0US
(k) + εc0O (k) + εxiz (k) , (6.69)

pri qemu su ǌihove Z−transformacije na osnovu (6.68) i (6.69) definisane sa:

Ez (z) = − WO (z)

1 +WO (z)WUS (z)
Z (z) , (6.70)

Ec0US
(z) = − WO (z)

1 +WO (z)WUS (z)
W0US (z) c0US, (6.71)
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Ec0O (z) = − 1

1 +WO (z)WUS (z)
W0O (z) c0O, (6.72)

EXiz
(z) =

1

1 +WO (z)WUS (z)
Xiz (z) . (6.73)

Prema (6.68) i (6.69) sledi da se izraqunavaǌe ukupne grexke E(z) sprovodi
izraqunavaǌem parcijalnih me�usobno nezavisnih grexaka Ez(z), Ec0US

(z), Ec0O(z)
i Exiz(z), na osnovu izraza (6.70) do (6.73).

6.3 Uslovna optimizacija uprav	anog objekta u pa-

rametarskoj ravni: nenulti poqetni uslovi

Koristi se indeks performanse J u obliku sume kvadrata grexaka,

J =
k=∞∑
k=0

ε2 (k) , ε (k) = xiz (k)− xi (k) , (6.74)

pri qemu izraz za grexku ε istovremeno zavisi od svih dejstava na sistem: spo-
ǉaxǌeg ulaza i nenultih poqetnih uslova. To je mnogo prirodnije i realnije
u praksi nego da na grexku ε utiqe samo spoǉaxǌi ulaz. Ovo je kvalitativna
razlika u odnosu na klasiqnu metodu.

Potpuni blok dijagram [1] sistema prikazan je na slici 6.1.
Sa blok dijagrama se lako uoqava,

Xi (z) = Π (z) V (z) =


WO(z)WC(z)

1+WO(z)WC(z)
WO(z)

1+WO(z)WC(z)
WO(z)

1+WO(z)WC(z)
WT

0C (z)
1

1+WO(z)WC(z)
WT

0O (z)


T  Xu (z)

c0C

c0O

 =

=
[

W (z) W0 (z)
] [ Xu (z)

c0

]
,Xu (z) =

[
Xiz (z)
Z (z)

]
, (6.75)

E (z) = Xiz (z)−Xi (z) =


1

1+WO(z)WC(z)

− WO(z)
1+WO(z)WC(z)

− WO(z)
1+WO(z)WO(z)

WT
0C (z)

− 1
1+WO(z)WC(z)

WT
0O (z)


T  Xu (z)

c0C

c0O

 . (6.76)

Iz (6.75) sledi ekvivalentni potpuni blok dijagram sistema koji je prikazan na
slici 6.2.

▼▼

▼

W( )z

W0
( )z

▼
!

▼ǁ

0c

Xu(z) Xi(z)

Slika 6.2: Ekvivalentni potpuni blok dijagram sistema
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Teorema 6.1 Ako je statiqka grexka εs sistema jednaka nuli, εs = 0, da bi vrednost
indeksa performanse J (6.74) bila minimalna, potrebno je i dovoǉno da vrednost
izraza, ∑

i

Res
[
E (z)E

(
z−1
)
z−1
]∣∣∣∣∣
z=z∗i −pol od E(z)z−1

, (6.77)

ima minimalnu vrednost, gde je Z−transformacija E (z) grexke ε (k) odre�ena sa
(6.76).

Treba imati jox u vidu i da ukoliko statiqka grexka εs nije jednaka nuli,
εs 6= 0, onda indeks performanse J ima neograniqenu vrednost. Zbog toga grexka
u izrazu (6.74) treba biti zameǌena sa modifikovanom grexkom ε̄, ε̄ = ε− εs, tako
da je indeks performanse odre�en sa,

J =
k=∞∑
k=0

ε̄2 (k) , ε̄ (k) = ε (k)− εs = xiz (k)− xi (k)− εs. (6.78)

Teorema 6.2 Ako je statiqka grexka εs sistema razliqita od nule, εs 6= 0, da bi
vrednost indeksa performanse J (6.78) bila minimalna, potrebno je i dovoǉno da
vrednost izraza ∑

i

Res
[
Ē (z) Ē

(
z−1
)
z−1
]∣∣∣∣∣
z=z∗i −pol od Ē(z)z−1

, (6.79)

bude tako�e minimalna, gde je Z−transformacija Ē (z) modifikovane grexke ε̄ (k)
odre�ena sa (6.76) i (6.78).

Postavǉa se pitaǌe kako prona�i skup podexǉivih, nepoznatih parametara
za koje je vrednost indeksa performanse minimalna? Vrednosti indeksa perfor-
manse se numeriqki izraqunavaju za svaku taqku, parametarskog prostora, koja
formira oblast konstantnog stepena priguxeǌa. Nakon toga, lako je izdvojiti
minimalnu vrednost indeksa performanse i prepoznati vrednosti podexǉivih
parametara koji joj odgovaraju. Treba uoqiti da je boǉe odrediti vixe oblasti
relativnih stabilnosti za razliqite vrednosti stepena priguxeǌa ζ. Nakon toga
se, na ranije opisan naqin, odredi minimalna vrednost indeksa performanse (lo-
kalna) za svaku pojedinaqnu krivu (za svako ζ). Na kraju se uoqi minimalna vred-
nost indeksa performanse (globalna) izme�u svih lokalnih i ixqitaju vrednosti
podexǉivih parametara kojima je definisana ova taqka kojoj odgovara globalni
minimum.

6.4 Dokazi teorema

Ovde su dati dokazi teorema iz prethodnog potpoglavǉa.
Dokaz teoreme 6.1. Primenom diskretne verzije Parsevalove teoreme [53],

[54] na izraz (6.74), sledi kompleksni oblik,

J =
1

2πj

∮
C

E (z)E
(
z−1
)
z−1dz, (6.80)

gde je C jediniqna kru�nica, ili bilo kakva kru�nica unutar ROC (region kon-
vergencije) od E (z) [55] sa centrom u koordinatnom poqetku, dok su svi polovi
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od E (z) unutar C. Polovi od E(z) su isti kao polovi potpune prenosne matrice
sistema, koji jesu unutar C jer je sistem relativno stabilan i postoji dodatni
pol od ulazne veliqine. Zbog toga se treba pobrinuti da su polovi ulaza tako�e
unutar C. Daǉe, primenom dobro poznate Koxijeve teoreme o rezidijumima na
jednaqinu (6.80) dobija se,

J =
∑
i

Res
[
E (z)E

(
z−1
)
z−1
]∣∣∣∣∣
z=z∗i −pol od E(z)z−1

. (6.81)

U sluqaju da se sistem nalazi pod istovremenim delovaǌem svih uticaja, spoǉax-
ǌeg ulaza i nenultih poqetnih uslova, potpuni blok dijagram sistema je prikazan
na slici 6.1. Na osnovu potpunog blok dijagrama, Z−transformacija grexke E (z)
se mo�e lako odrediti, kao xto je to pokazano u (6.76).

Neophodnost: Pretpostavimo da indeks performanse J ima minimalnu vred-
nost J = Jmin. Prema (6.81) indeks performanse J je jednak izrazu (9.41). To
povlaqi da izraz (9.41) tako�e ima minimalnu vrednost, sa Z−transformacijom
grexke E (z) definisane sa (6.76).

Dovoǉnost: Pretpostavimo da izraz (9.41) ima minimalnu vrednost. Prema
(6.81), indeks performanse J jednak je izrazu (9.41). To povlaqi da indeks per-
formanse J tako�e ima minimalnu vrednost sa Z−transformacijom grexke E (z)
definisanom sa (6.76).

Dokaz teoreme 6.2. Dokaz ove teoreme izvodi se na sliqan naqin kao teoreme
6.1. Jedina razlika je u tome xto se umesto Z−transformacije grexke E (z), ko-
risti Z−transformacija modifikovane grexke Ē (z) koja je definisana sa (6.78).
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Glava 7

Primena nove teorije uslovne

optimizacije na linearnim

diskretnim sistemima

7.1 Simulacioni primer sinteze PDS algoritma upra-

v	a�a: nulti i nenulti poqetni uslovi

U ovom poglavǉu, ostvareni rezultati su prikazani na matematiqkom primeru.

7.1.1 Matematiqki model objekta

Neka je objekt opisan slede�om jednaqinom,

A
(1)
O x1

i = B
(1)
O u1

O,A
(1)
O =

[
−1, 5 1

]
,B

(1)
O =

[
1 0, 5

]
, (7.1)

x1
i =

[
xiO (k) xiO (k + 1)

]T
,u1

O =
[
uO (k) uO (k + 1)

]T
. (7.2)

7.1.2 Matematiqki model uprav	aqkog sistema

Objektom se upravǉa PDS kontrolerom prvog reda,

A
(2)
C u2 = B

(2)
C ε2 (7.3)

A
(2)
C =

[
1−0,01

0,01
T−2T1
T

T1
T

]
=
[

99 −199 100
]
, (7.4)

B
(1)
C =

[
KD

T
+KST −K K − 2KD

T
KD

T

]
= (7.5)

=
[

100KD + 0, 01KS −K K − 200KD 100KD

]
, (7.6)

T1 = 1s, T = 0, 01s.

7.1.3 Matematiqki model zatvorenog sistema

Matematiqki model celog sistema u kompaktnom obliku je,

A(3) (α, β, γ) x3
i = B(3) (α, β, γ) x3

u, ∀k ∈ N0, α = K, β = KD, γ = KS, (7.7)

pri qemu su

A(3) (α, β, γ) =
[
a0 (α, β, γ) a1 (α, β, γ) a2 (α, β, γ) a3 (α, β, γ)

]
=
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=

 −0, 01α + β+
+0, 0001γ−
−1, 485

0, 005α− 1, 5β+
+0, 000 05γ+

+3, 975
0, 005α− 3, 49 1 + 0, 5β

 , (7.8)

B(3) (α, β, γ) =


BT

0 (α, β, γ)
BT

1 (α, β, γ)
BT

2 (α, β, γ)
BT

3 (α, β, γ)


T

=


[
−0, 01α + β + 10−4γ 0, 99

]T[
0, 005α− 1. 5β + 0, 000 05γ −1, 495

]T[
0, 005α 0, 005

]T[
0, 5β 0, 5

]T

T

=

=



−0, 01α + β + 10−4γ
0, 99

0, 005α− 1, 5β + 0, 000 05γ
−1, 495
0, 005α
0, 005
0, 5β
0, 5



T

. (7.9)

x3
i =

[
xi (k) xi (k + 1) xi (k + 2) xi (k + 3)

]T
, (7.10)

x3
u =

[
xTu (k) xTu (k + 1) xTu (k + 2) xTu (k + 3)

]T
,xu =

[
xiz z

]T
. (7.11)

7.1.4 Potpuna prenosna matrica

Potpuna prenosna matrica se odre�uje na naqin kako je to prethodno prikazano
u poglavǉu 5. U nastavku sledi procedura za ovaj konkretan primer.

Π (z) = Π−1
D (z) ΠN (z) =

[
A(3) (α, β, γ) S

(3)
1 (z)

]−1

·

·
[

B(3) (α, β, γ) S
(3)
2 (z) −B(3) (α, β, γ) Z

(3)
2 (z) A(3) (α, β, γ) Z

(3)
1 (z)

]
, (7.12)

S
(3)
1 (z) =

[
1 z z2 z3

]T
; S

(3)
2 (z) =

[
1 0 z 0 z2 0 z3 0
0 1 0 z 0 z2 0 z3

]T
, (7.13)

Z
(3)
2 (z) =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
z 0 0 0 0 0
0 z 0 0 0 0
z2 0 z 0 0 0
0 z2 0 z 0 0
z3 0 z2 0 z 0
0 z3 0 z2 0 z


; Z

(3)
1 (z) =


0 0 0
z 0 0
z2 z 0
z3 z2 z

 , (7.14)

A(3) (α, β, γ) S
(3)
1 (z) =

= (1 + 0, 5β) z3 + (0, 005α− 3, 49) z2 + (0, 005α− 1, 5β + 0, 000 05γ + 3, 975) z+

+ (−0, 01α + β + 0, 000 1γ − 1, 485) , (7.15)

B(3) (α, β, γ) S
(3)
2 (z) =


0, 5βz3 + 0, 005αz2+

+ (0, 005α− 1, 5β + 0, 000 05γ) z+
+ (−0, 01α + β + 10−4γ)

0, 5z3 + 0, 005z2 − 1, 495z + 0, 99


T

, (7.16)
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−B(3) (α, β, γ) Z
(3)
2 (z) = −



0, 5βz3 + 0, 005αz2+
+ (0, 005α− 1, 5β + 0, 000 05γ) z

0, 5z3 + 0, 005z2 − 1, 495z
0, 005αz + 0, 5βz2

0, 005z + 0, 5z2

0, 5βz
0, 5z



T

, (7.17)

A(3) (α, β, γ) Z
(3)
1 (z) = (1 + 0, 5β) z3 + (0, 005α− 3, 49) z2 + (0, 005α− 1, 5β + 0, 000 05γ + 3, 975) z

(1 + 0, 5β) z2 + (0, 005α− 3, 49) z
(1 + 0, 5β) z

T , (7.18)

Π (z) =
1 (1 + 0, 5β) z3+

+
+ (0, 005α− 3, 49) z2

+

 (0, 005α− 1, 5β+
+0, 000 05γ+

+3, 975)z

+

 −0, 01α + β+
+0, 000 1γ−
−1, 485

 ·

·



0, 5βz3 + 0, 005αz2 + (0, 005α− 1, 5β + 0, 000 05γ) z+
+ (−0, 01α + β + 10−4γ)

0, 5z3 + 0, 005z2 − 1, 495z + 0, 99
−0, 5βz3 − 0, 005αz2 − (0, 005α− 1, 5β + 0, 000 05γ) z

−0, 5z3 − 0, 005z2 + 1, 495z
−0, 5βz2 − 0, 005αz
−0, 5z2 − 0, 005z
−0, 5βz
−0, 5z

(1 + 0, 5β) z3 + (0, 005α− 3, 49) z2 + (0, 005α− 1, 5β + 0, 000 05γ + 3, 975) z
(1 + 0, 5β) z2 + (0, 005α− 3. 49) z

(1 + 0, 5β) z



T

.

(7.19)

Potpuna prenosna matrica je nedegenerativna po vrstama pa je, na osnovu toga,
karakteristiqni polinom sistema

(0, 5β + 1) z3 + (0, 005α− 3, 49) z2 + (0, 005α− 1, 5β + 0, 000 05γ + 3, 975) z+

+ (−0, 01α + β + 0, 000 1γ − 1, 485) .

7.1.5 Relativna stabilnost

Karakteristiqna jednaqina sistema je,

(0, 5β + 1) z3 + (0, 005α− 3, 49) z2 + (0, 005α− 1, 5β + 0, 000 05γ + 3, 975) z+

+ (−0, 01α + β + 0, 000 1γ − 1, 485) =

= ā3 (α, β, γ) z3 + ā2 (α, β, γ) z2 + ā1 (α, β, γ) z + ā0 (α, β, γ) = 0, (7.20)

āj (α, β, γ) = b̄jα + c̄jβ + d̄jγ + ēj, j = 0, 1, 2, 3. (7.21)

Da bi se odredila povrxina sa vrednostima podexǉivih parametara u αβγ para-
metarskom prostoru za koje sistem ima konstantno vreme smireǌa, bira se kon-
stantna vrednost ρz, 0 ≤ ρz = const. < 1, 0 ≤ |ζz| ≤ 1, i koriste izrazi (6.31) i

48



7.1. Simulacioni primer sinteze PDS algoritma uprav	a�a: nulti i nenulti
poqetni uslovi

(6.32), gde su,

B̄1 (ρz, ζz) = −0, 01 + 0, 005ρz cos (arccos ζz) + 0, 005ρ2
z cos (2 arccos ζz) , (7.22)

B̄2 (ρz, ζz) = 0, 005ρz sin (arccos ζz) + 0, 005ρ2
z sin (2 arccos ζz) , (7.23)

C̄1 (ρz, ζz) = 1− 1, 5ρz cos (arccos ζz) + 0, 5ρ3
z cos (3 arccos ζz) , (7.24)

C̄2 (ρz, ζz) = −1, 5ρz sin (arccos ζz) + 0, 5ρ3
z sin (3 arccos ζz) , (7.25)

D̄1 (ρz, ζz) = 0, 000 1 + 0, 000 05ρz cos (arccos ζz) , (7.26)

D̄2 (ρz, ζz) = 0, 000 05ρz sin (arccos ζz) , (7.27)

Ē1 (ρz, ζz) = −1, 485 + 3, 975ρz cos (arccos ζz)− 3, 49ρ2
z cos (2 arccos ζz) + (7.28)

+ρ3
z cos (3 arccos ζz) , (7.29)

Ē2 (ρz, ζz) = 3, 975ρz sin (arccos ζz)− 3, 49ρ2
z sin (2 arccos ζz) + ρ3

z sin (3 arccos ζz) . (7.30)

Da bi se razmatrala relativna stabilnost sistema u odnosu na konstantan stepen
priguxeǌa ζ, 0 ≤ ζ = const. ≤ 1 i prirodnu (sopstvenu, nepriguxenu) frekvenciju
ωn odgovaraju�eg kontinualnog objekta, zameni�emo ρz i ζz sa

ρz = e−ωnζT = e−0,01ωnζ , (7.31)

ζz = cosωnT
√

1− ζ2 = cos 0, 01ωn
√

1− ζ2, (7.32)

xto dovodi do,

ρjz = e−j0,01ωnζ , j = 0, 1, 2, 3; (7.33)

Tj

(
cos 0, 01ωn

√
1− ζ2

)
= cos

(
j arccos

[
cos 0, 01ωn

√
1− ζ2

])
=

= cos
(

0, 01jωn
√

1− ζ2
)
, j = 0, 1, 2, 3, (7.34)

Uj

(
cos 0, 01ωn

√
1− ζ2

)
= sin

(
j arccos

[
cos 0, 01ωn

√
1− ζ2

])
=

= sin
(

0, 01jωn
√

1− ζ2
)
, j = 0, 1, 2, 3. (7.35)

Da bi se odredila povrxina konstantnog stepena priguxeǌa u parametarskom
prostoru αβγ bira se konstantna vrednost ζ, 0 ≤ ζ = const. ≤ 1, meǌaju se vred-
nosti prirodne frekvencije ωn sa odre�enim korakom i koriste izrazi (6.31) i
(6.32) pri qemu su

B̄1 (ωn, ζ) = −0, 01 + 0, 005e−0,01ωnζ cos
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)

+

+0, 005e−0,02ωnζ cos
(

0, 02ωn
√

1− ζ2
)
, (7.36)

B̄2 (ωn, ζ) = 0, 005e−0,01ωnζ sin
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)

+ 0, 005e−0,02ωnζ sin
(

0, 02ωn
√

1− ζ2
)
,

(7.37)

C̄1 (ωn, ζ) = 1− 1, 5e−0,01ωnζ cos
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)

+ 0, 5e−0,03ωnζ cos
(

0, 03ωn
√

1− ζ2
)
,

(7.38)
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C̄2 (ωn, ζ) = −1, 5e−0,01ωnζ sin
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)

+ 0, 5e−0,03ωnζ sin
(

0, 03ωn
√

1− ζ2
)
, (7.39)

D̄1 (ωn, ζ) = 0, 000 1 + 0, 000 05e−0,01ωnζ cos
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)
, (7.40)

D̄2 (ωn, ζ) = 0, 000 05e−0,01ωnζ sin
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)
, (7.41)

Ē1 (ωn, ζ) = −1, 485 + 3, 975e−0,01ωnζ cos
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)
−

−3, 49e−0,02ωnζ cos
(

0, 02ωn
√

1− ζ2
)

+ e−0,03ωnζ cos
(

0, 03ωn
√

1− ζ2
)
, (7.42)

Ē2 (ωn, ζ) = 3, 975e−0,01ωnζ sin
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)
− 3, 49e−0,02ωnζ sin

(
0, 02ωn

√
1− ζ2

)
+

+e−0,03ωnζ sin
(

0, 03ωn
√

1− ζ2
)
. (7.43)

Oblast konstantnog stepena priguxeǌa ζ = 0, 7 u parametarskom prostoru αβγ
prikazana je na slici 7.1.

γ

α
β

αβ

γ

,

,

,

,

,

Slika 7.1: Povrxina konstantnog stepena priguxe�a ζ = 0, 7 u αβγ parametarskom
prostoru

7.1.6 Indeks performanse

Kao kriterijum optimalnosti je izabrana minimalna vrednost indeksa per-
formanse u obliku sume kvadrata grexaka.

Iz jednaqine objekta (7.1) sledi,

Xi (z) =
[

(0,5z+1)
(z−1,5)

−0,5z
(z−1,5)

z
(z−1,5)

] UO (z)
uO (0)
xi (0)

 =

=
[
WO (z) W0O (z)

] [ UO (z)
c0O

]
,=⇒ (7.44)
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WO (z) =
(0, 5z + 1)

(z − 1, 5)
;W0O (z) =

[
−0,5z

(z−1,5)
z

(z−1,5)

]
; (7.45)

c0O =

[
uO (0)
xi (0)

]
=

[
u (0) + z (0)

xi (0)

]
. (7.46)

Iz jednaqine kontrolera (7.3) sledi,

U (z) =



0,01(z−1)α+(z−1)2β+10−4γ
(z2−1,99z+0,99)
−0,01zα−(z−2)zβ
z2−1,99z+0,99

−βz
z2−1,99z+0,99

(z−1,99)z
z2−1,99z+0,99

z
z2−1,99z+0,99



T

·


E (z)
ε (0)
ε (1)
u (0)
u (1)

 =

=
[
WC (z) W0C (z)

] [ E (z)
c0C

]
,=⇒ (7.47)

WC (z) =
0, 01 (z − 1)α + (z − 1)2 β + 10−4γ

(z2 − 1, 99z + 0, 99)
; (7.48)

W0C (z) =
[
−0,01zα−(z−2)zβ
z2−1,99z+0,99

−βz
z2−1,99z+0,99

(z−1,99)z
z2−1,99z+0,99

z
z2−1,99z+0,99

]
; (7.49)

c0C =

[
ε1 (0)
u1 (0)

]
=


ε (0)
ε (1)
u (0)
u (1)

 =


xiz (0)− xi (0)
xiz (1)− xi (1)

u (0)
u (1)

 . (7.50)

Upotrebom jednaqine (6.76) i izraza (7.44)÷(7.46), (7.47)÷(7.50) dobija se,

E (z) =



(z2−1,99z+0,99)(z−1,5)

(z2−1,99z+0,99)(z−1,5)+(0,5z+1)[0,01(z−1)α+(z−1)2β+10−4γ]

− (0,5z+1)(z2−1,99z+0,99)
(z2−1,99z+0,99)(z−1,5)+(0,5z+1)[0,01(z−1)α+(z−1)2β+10−4γ]

[0,01zα+(z−2)zβ](0,5z+1)

(z2−1,99z+0,99)(z−1,5)+(0,5z+1)[0,01(z−1)α+(z−1)2β+10−4γ]
z(0,5z+1)β

(z2−1,99z+0,99)(z−1,5)+(0,5z+1)[0,01(z−1)α+(z−1)2β+10−4γ]
−(0,5z+1)(z−1,99)z

(z2−1,99z+0,99)(z−1,5)+(0,5z+1)[0,01(z−1)α+(z−1)2β+10−4γ]
−z(0,5z+1)

(z2−1,99z+0,99)(z−1,5)+(0,5z+1)[0,01(z−1)α+(z−1)2β+10−4γ]
0,5z(z2−1,99z+0,99)

(z2−1,99z+0,99)(z−1,5)+(0,5z+1)[0,01(z−1)α+(z−1)2β+10−4γ]
−z(z2−1,99z+0,99)

(z2−1,99z+0,99)(z−1,5)+(0,5z+1)[0,01(z−1)α+(z−1)2β+10−4γ]



T

·



Xiz (z)
Z (z)

xiz (0)− xi (0)
xiz (1)− xi (1)

u (0)
u (1)

u (0) + z (0)
xi (0)


.

(7.51)

Na osnovu izraza (9.41) i (7.51) vrednosti indeksa performanse su izraqunate
za 29700 taqaka, pri slede�im poqetnim uslovima:u(0) = 0, u(1) = 0, 2, xi(0) = 2,
xi(1) = 1, 9, xiz(0) = 1, xiz(1) = 1, z(0) = 0, ali je samo minimalna vrednost od
ǌih prikazana na povrxini konstantnog stepena priguxeǌa, kao xto se mo�e
videti na slici 7.2. Skup optimalnih vrednosti parametara α, β, γ koji obezbe-
�uju optimalnu (minimalnu) vrednost indeksa performanse Jmin nenulti = 87, 5437,
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je αopt nenulti = 2, 3751, βopt nenulti = 2, 2484, γopt nenulti = 1, 1. U svrhu prikazivaǌa jasne
razlike izme�u predlo�enog novog i klasiqnog pristupa, vrednosti indeksa per-
formanse su izraqunate i za sluqaj svih nultih poqetnih uslova, opet za svih
29700 taqaka.

Minimalna vrednost dobijena u ovom sluqaju je tako�e prikazana na povrxini
konstantnog stepena priguxeǌa kao xto se to mo�e videti na slici 7.2. Mi-
nimalna vrednost indeksa performanse (prema klasiqnoj teoriji) je Jmin nulti =
1, 9569 dok su optimalne vrednosti parametara α, β, γ jednake αopt nulti = 17, 5895,
βopt nulti = 0, 9330, γopt nulti = 1, 1.

Dobijena su dva skupa optimalnih parametara, pri nenultim i nultim poqet-
nim uslovima, koja su razliqita,

(αopt nenulti, βopt nenulti, γopt nenulti) = (2, 3751, 2, 2484, 1, 1) 6=
6= (17, 5895, 0, 9330, 1, 1) = (αopt nulti, βopt nulti, γopt nulti) . (7.52)

α

β

γ Jmin_nenulti=87,5437

Jmin_nulti=1,9569

αopt_nulti=17,5895

βopt_nulti=0,9330

γ
opt_nulti=1,1

*

*

*

*

* *

αopt_nenulti =2,3751
βopt_nenulti =2,2484

γopt_nenulti =1,1

0,2

0,4

0,6

0,8

1,2

Slika 7.2: Povrxina konstantnog stepena priguxe�a sa prikazanim minimalnim vred-
nostima indeksa performanse u sluqaju nenultih i nultih poqetnih uslova

7.1.7 Diskusija simulacionih rezultata

Jediniqni odskoqni odzivi sistema u oba sluqaja prikazani su na slici 7.3.
Uveliqan deo slike 7.3 za trenutke odabiraǌa 0 ≤ k ≤ 100 prikazan je na slici
7.4 kako bi se boǉe videlo da plavi i crveni odziv kre�u iz nenultih poqetnih
uslova dok zeleni odziv kre�e iz nultih poqetnih uslova.
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Slika 7.3: Jediniqni odskoqni odzivi sistema u sluqaju nenultih (nova teorija) i nultih
(klasiqna teorija) poqetnih uslova

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0

0 5,

1

1 5,

2

2 5,

3

3 5,

a

b

c

a

b

c

нова теорија
класична теорија
класична теорија

X
i
(k
)

k

Slika 7.4: Uveliqan deo slike 7.3

53



7.2. Eksperimentalni primer sinteze PS algoritma uprav	a�a: nulti i nenulti
poqetni uslovi

Postavǉa se pitaǌe kakvo pore�eǌe izme�u klasiqnog i novog pristupa uslov-
noj optimizaciji ima smisla. Otkrivena i predlo�ena nova uslovna optimizacija
uzima u obzir nenulte poqetne uslove. Optimalne vrednosti podexǉivih, nepo-
znatih parametara se dobijaju uzimaju�i u obzir nenulte poqetne uslove i zavise
od ǌih. Jediniqni odskoqni odziv sistema plave boje na slici 7.3 je nastao na
osnovu optimalnih parametara dobijenih primenom nove teorije i ti parametri
su u va�osti samo za korix�ene konkretne nenulte poqetne uslove.

Klasiqna uslovna optimizacija podrazumeva nulte poqetne uslove. Optimalne
vrednosti podexǉivih, nepoznatih parametara su dobijene pretpostavkom da su
poqetni uslovi jednaki nuli, i te vrednosti optimalnih parametara se tretiraju
kao univerzalno optimalne, za bilo koji radni re�im, i bilo koje poqetne uslove.
Jediniqni odskoqni odziv sistema crvene boje na slici 7.3 je nastao na osnovu
optimalnih parametara dobijenih primenom klasiqne teorije. Kako se ti parame-
tri smatraju univerzalno optimalnim, simulaciju zapoqiǌemo iz istih nenultih
poqetnih uslova koji su korix�eni pri primeni nove teorije (odziv plave boje na
slici 7.3). Zbog tipa dejstva upravǉaqkog sistema oqekuje se da plavi i crveni
jediniqni odskoqni odziv imaju statiqku grexku jednaku nuli. Sa slike se mo�e
videti da crveni odziv (b) sporo te�i zadatoj vrednosti. Zakǉuqak je da je plavi
odziv (a), dobijen na osnovu nove teorije, mnogo boǉi u odnosu na crveni, xto je
oqigledno kada se pogleda slika 7.3. Crvenom odzivu treba puno vixe vremena
da dostigne zadatu vrednost u sluqaju da krene iz nenultih poqetnih uslova.

Me�utim, ukoliko sistem zapoqne sa radom iz nultih poqetnih uslova (zelena
kriva (c) tako�e na slici 7.3) onda su optimalni parametri dobijeni na osnovu
klasiqne teorije odgovaraju�i i dobija se dobar odziv jer se prilikom primene
klasiqne teorije koriste nulti poqetni uslovi.

7.2 Eksperimentalni primer sinteze PS algoritma

uprav	a�a: nulti i nenulti poqetni uslovi

7.2.1 Matematiqki model objekta

Eksperiment je izveden na Quanser rotacionom servo motoru jednosmerne struje,
SRV02. Ovaj model motora je opremǉen sa optiqkim enkoderom za mereǌe pozicije
i tahometrom za mereǌe ugaone brzine. Za akviziciju i upravǉaǌe u realnom vre-
menu koristi se Q8-USB akviziciona karta u Windows okru�eǌu sa Matlab/Simulink
i QUARC@ softverom za upravǉaǌe u realnom vremenu.

Predlo�ena metoda sinteze eksperimentalno je primeǌena i testirana na spo-
menutom servo motoru sa dodatnim optere�eǌem. U sluqaju zanemarivaǌa po-
stoje�ih nelinearnih efekata (brzinskog treǌa, zone neosetǉivosti, zazora) mogu�e
je odrediti linearni matematiqki model objekta koji u zadovoǉavaju�oj meri
opisuje ponaxaǌe servo motora u okolini nominalne taqke. Taj matematiqki
model je dat u vidu diferencijalne jednaqine ponaxaǌa,

Jθ̈(t) +Bθ̇(t) =
ηgηmktKg

Rm

U(t), (7.53)

pri qemu su θ(t) ugao (pozicija) dodatnog optere�eǌa, J je ukupni moment iner-
cije koji se odra�ava na optere�eǌe, B je koeficijent viskoznog treǌa, U(t) je
ulazni napon motora, Rm je otpornost namotaja motora, kt je konstanta obrtnog
momenta motora (Nm/A), ηm je stepen korisnog dejstva motora, ηg je stepen ko-
risnog dejstva zupqastog prenosa i Kg je ukupni prenosni odnos zupqanika. U
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navedenom modelu pretpostavǉa se da je induktivnost mnogo maǌa od otpornosti
pa je stoga zanemarena.

Za nominalne vrednosti parametara objekta J = 0, 0021[kgm2], B = 0, 084[Nms/rad],
Rm = 2, 6[Ω], kt = 0, 0077[Nm/A], ηm = 0, 69, ηg = 0, 9 i Kg = 70, izborom izlazne ve-
liqine xi = θ i ulazne uP = U kao i periode odabiraǌa T = 0, 01 [s] dobija se
vremenski diskretan UI model objekta u obliku,

A
(2)
O x2

i = B
(1)
O u1

O,A
(2)
O =

[
0, 6746 −1, 6746 1

]
,B

(1)
O =

[
0, 00232852 0, 002653

]
, (7.54)

x2
i =

[
xi (k) xi (k + 1) xi (k + 2)

]T
,u1

O =
[
uO (k) uO (k + 1)

]T
. (7.55)

7.2.2 Matematiqki model uprav	aqkog sistema

Neka se objektom (9.12) upravǉa PS kontrolerom nultog reda,

A
(1)
C u1 = B

(1)
C ε1, (7.56)

A
(1)
C =

[
−1 1

]
, B

(1)
C =

[
KST −K K

]
=
[

0, 01KS −K K
]
, T = 0, 01 s. (7.57)

7.2.3 Matematiqki model zatvorenog sistema

Ceo zatvoren sistem automatskog upravǉaǌa mo�e se predstaviti u kompakt-
nom obliku,

A(3) (α, β) x3
i (k) = B(2) (α, β) x2

u (k) ,∀k ∈ N0, α = K, β = KS, (7.58)

A(3) (α, β) =
[
a0 (α, β) a1 (α, β) a2 (α, β) a3 (α, β)

]
=

=

 −0, 00232852α+
+0, 00232852 · 10−2β−

−0, 6746

−3, 244 8 · 10−4α+
+2, 653 · 10−5β+

+2, 349 2

0, 002653α−
−2, 6746

1

 , (7.59)

B(2) (α, β) =
[

B0 (α, β) B1 (α, β) B2 (α, β)
]

=

=


[
−2, 328 5 · 10−3α+
+2, 328 5 · 10−5β

−0, 00232852

]T
[
−3, 244 8 · 10−4α+

+2, 653 · 10−5β
−3, 244 8 · 10−4

]T
[

0, 002653α 0, 002653
]T


T

, (7.60)

x3
i (k) =

[
xi (k) xi (k + 1) xi (k + 2) xi (k + 3)

]T
, (7.61)

x2
u (k) =

[
xTu (k) xTu (k + 1) xTu (k + 2)

]T
,xu =

[
xiz z

]T
. (7.62)

7.2.4 Potpuna prenosna funkcija

Pri odre�ivaǌu potpune prenosne funkcije koriste se izrazi iz poglavǉa 5.

Π (z) = Π−1
D (z) ΠN (z) =

[
A(3) (·) S

(3)
1 (z)

]−1

·

·
[

B(2) (·) S
(2)
2 (z) −B(2) (·) Z

(2)
2 (z) A(3) (·) Z

(3)
1 (z)

]
, (7.63)

S
(3)
1 (z) =

[
1 z z2 z3

]T
; S

(2)
2 (z) =

[
1 0 z 0 z2 0
0 1 0 z 0 z2

]T
, (7.64)
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Z
(2)
2 (z) =


0 0 0 0
0 0 0 0
z 0 0 0
0 z 0 0
z2 0 z 0
0 z2 0 z

 ; Z
(3)
1 (z) =


0 0 0
z 0 0
z2 z 0
z3 z2 z

 , (7.65)

A(3) (·) S
(3)
1 (z) =

= z3 + (0, 002653α− 2, 6746) z2 +
(
−3, 244 8 · 10−4α + 2, 653 · 10−5β + 2, 349 2

)
z+

+
(
−0, 00232852α + 0, 00232852 · 10−2β − 0, 6746

)
, (7.66)

B(2) (·) S
(2)
2 (z) =

 0, 002653αz2 +
(−3, 244 8 · 10−4α+
+2, 653 · 10−5β)z

+
−2, 328 5 · 10−3α+
+2. 328 5 · 10−5β

0, 002653z2 − 3, 244 8 · 10−4z − 0, 00232852

T , (7.67)

−B(2) (·) Z
(2)
2 (z) =


−0, 002653αz2 − (−3, 244 8 · 10−4α + 2, 653 · 10−5β) z

−0, 002653z2 + 3, 244 8 · 10−4z
−0, 002653αz
−0, 002653z


T

, (7.68)

A(3) (·) Z
(3)
1 (z) =

=

 z3 + (0, 002653α− 2, 6746) z2 + (−3, 244 8 · 10−4α + 2, 653 · 10−5β + 2, 349 2) z
z2 + (0, 002653α− 2, 6746) z

z

T ,
(7.69)

Π (z) =

=
1

z3 + (0, 002653α− 2, 6746) z2 + (−3, 244 8 · 10−4α + 2, 653 · 10−5β + 2, 349 2) z+
+ (−0, 00232852α + 0, 00232852 · 10−2β − 0, 6746)

·

·



0, 002653αz2 + (−3, 244 8 · 10−4α + 2, 653 · 10−5β) z − 2, 328 5 · 10−3α+
+2, 328 5 · 10−5β

0, 002653z2 − 3, 244 8 · 10−4z − 0, 00232852
−0, 002653αz2 − (−3, 244 8 · 10−4α + 2, 653 · 10−5β) z

−0, 002653z2 + 3, 244 8 · 10−4z
−0, 002653αz
−0, 002653z

z3 + (0, 002653α− 2, 6746) z2 + (−3, 244 8 · 10−4α + 2, 653 · 10−5β + 2, 349 2) z
z2 + (0, 002653α− 2, 6746) z

z



T

.

(7.70)

Potpuna prenosna matrica je nedegenerativna po vrstama tako da je karakteri-
stiqni polinom sistema

z3 + (0, 002653α− 2, 6746) z2 +
(
−3, 244 8 · 10−4α + 2, 653 · 10−5β + 2, 349 2

)
z+

+
(
−0, 00232852α + 0, 00232852 · 10−2β − 0, 6746

)
.
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7.2.5 Relativna stabilnost

Karakteristiqna jednaqina sistema je,

z3 + (0, 002653α− 2, 6746) z2 +
(
−3, 244 8 · 10−4α + 2, 653 · 10−5β + 2, 349 2

)
z+

+
(
−0, 00232852α + 0, 00232852 · 10−2β − 0, 6746

)
=

= ā3 (α, β) z3 + ā2 (α, β) z2 + ā1 (α, β) z + ā0 (α, β) = 0, (7.71)

āj (α, β) = b̄jα + c̄jβ + d̄j, j = 0, 1, 2, 3. (7.72)

U ciǉu dobijaǌa oblasti konstantnog vremena smireǌa u αβ parametarskoj ravni
potrebno je uzeti konstantnu vrednost ρz, 0 ≤ ρz = const. < 1, 0 ≤ |ζz| ≤ 1 i upotre-
biti izraze (9.33) i (9.34) pri qemu su,

B̄1 (ρz, ζz) = −0, 00232852− 3, 244 8 · 10−4ρz cos (arccos ζz) + 0, 002653ρ2
z cos (2 arccos ζz) ,

(7.73)

B̄2 (ρz, ζz) = −3, 244 8 · 10−4ρz sin (arccos ζz) + 0, 002653ρ2
z sin (2 arccos ζz) , (7.74)

C̄1 (ρz, ζz) = 0, 00232852 · 10−2 + 2, 653 · 10−5ρz cos (arccos ζz) , (7.75)

C̄2 (ρz, ζz) = 2, 653 · 10−5ρz sin (arccos ζz) , (7.76)

D̄1 (ρz, ζz) =

= −0, 6746 + 2, 349 2ρz cos (arccos ζz)− 2, 6746ρ2
z cos (2 arccos ζz) + ρ3

z cos (3 arccos ζz) ,
(7.77)

D̄2 (ρz, ζz) = 2, 349 2ρz sin (arccos ζz)− 2, 6746ρ2
z sin (2 arccos ζz) + ρ3

z sin (3 arccos ζz) , (7.78)

Tj (ζz) = cos (j arccos ζz) ; Uj (ζz) = sin (j arccos ζz) ; (7.79)

Ukoliko se razmatra relativna stabilnost u odnosu na zahtevani stepen prigu-
xeǌa ζ, 0 ≤ ζ = const. ≤ 1 i prirodnu frekvenciju ωn odgovaraju�eg kontinualnog
sistema onda se ρz i ζz zameǌuju sa,

ρz = e−ωnζT = e−0,01ωnζ , ζz = cosωnT
√

1− ζ2 = cos 0, 01ωn
√

1− ζ2, (7.80)

xto dovodi do

ρjz = e−j0,01ωnζ , j = 0, 1, 2, 3; (7.81)

Tj

(
cos 0, 01ωn

√
1− ζ2

)
= cos

(
j arccos

[
cos 0, 01ωn

√
1− ζ2

])
=

= cos
(

0, 01jωn
√

1− ζ2
)
, j = 0, 1, 2, 3, (7.82)

Uj

(
cos 0, 01ωn

√
1− ζ2

)
= sin

(
j arccos

[
cos 0, 01ωn

√
1− ζ2

])
=

= sin
(

0, 01jωn
√

1− ζ2
)
, j = 0, 1, 2, 3. (7.83)

Da bi se dobila oblast konstantnog stepena priguxeǌa u αβ parametarskoj ravni
bira se konstantna vrednost ζ, 0 ≤ ζ = const. ≤ 1, meǌa se prirodna frekvencija
ωn sa odre�enim korakom i koriste izrazi (9.33) i (9.34) gde su,

B̄1 (ωn, ζ) = −0, 01 + 0, 005e−0,01ωnζ cos
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)

+

+0, 005e−0,02ωnζ cos
(

0, 02ωn
√

1− ζ2
)
, (7.84)
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B̄2 (ωn, ζ) = −3, 244 8 · 10−4e−0,01ωnζ sin
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)

+

+0, 002653e−0,02ωnζ sin
(

0, 02ωn
√

1− ζ2
)
, (7.85)

C̄1 (ωn, ζ) = 0, 00232852 · 10−2 + 2, 653 · 10−5e−0,01ωnζ cos
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)
, (7.86)

C̄2 (ωn, ζ) = 2, 653 · 10−5e−0,01ωnζ sin
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)
, (7.87)

D̄1 (ωn, ζ) = −0, 6746+

+2, 349 2e−0,01ωnζ cos
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)
− 2, 6746e−0,02ωnζ cos

(
0, 02ωn

√
1− ζ2

)
+

+e−0,03ωnζ cos
(

0, 03ωn
√

1− ζ2
)
, (7.88)

D̄2 (ωn, ζ) = 2, 349 2e−0,01ωnζ sin
(

0, 01ωn
√

1− ζ2
)
−

−2, 6746e−0,02ωnζ sin
(

0, 02ωn
√

1− ζ2
)

+ e−0,03ωnζ sin
(

0, 03ωn
√

1− ζ2
)
. (7.89)

Oblast konstantnog stepena priguxeǌa u αβ parametarskoj ravni za ζ = 0, 7 pri-
kazana je na slici 7.5.
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Slika 7.5: Oblast konstantnog stepena priguxe�a ζ = 0, 7 u αβ parametarskoj ravni

7.2.6 Indeks performanse

Indeks performanse je u obliku sume kvadrata grexaka. Tra�e se optimalne
vrednosti podexǉivih parametara za koje indeks performanse ima minimalnu
vrednost.

58



7.2. Eksperimentalni primer sinteze PS algoritma uprav	a�a: nulti i nenulti
poqetni uslovi

Jednaqina objekta (9.12) dovodi do,

Xi (z) =
[

0,002653z+0,00232852
z2−1,6746z+0,6746

−0,002653z
z2−1,6746z+0,6746

z2−1,6746z
z2−1,6746z+0,6746

z
z2−1,6746z+0,6746

]
·

·


UO (z)
uO (0)
xi (0)
xi (1)

 =
[
WO (z) W0O (z)

] [ UO (z)
c0O

]
,=⇒ (7.90)

WO (z) =
0, 002653z + 0, 00232852

z2 − 1, 6746z + 0, 6746
; (7.91)

W0O (z) =
[

−0,002653z
z2−1,6746z+0,6746

z2−1,6746z
z2−1,6746z+0,6746

z
z2−1,6746z+0,6746

]
; (7.92)

c0O =

 uO (0)
xi (0)
xi (1)

 =

 u (0)
xi (0)
xi (1)

 . (7.93)

Iz jednaqine kontrolera (9.18) sledi,

U (z) =
[

α(z−1)+0,01β
z−1

−αz
z−1

z
z−1

] E (z)
ε (0)
u (0)

 =
[
WC (z) W0C (z)

] [ E (z)
c0C

]
,=⇒ (7.94)

WC (z) =
α (z − 1) + 0, 01β

z − 1
; W0C (z) =

[ −αz
z−1

z
z−1

]
; (7.95)

c0C =

[
ε (0)
u (0)

]
=

[
xiz (0)− xi (0)

u (0)

]
. (7.96)

Iz jednaqine (6.76) i izraza (7.126)÷(7.93), (7.94)÷(7.96) dobija se,

E (z) =



(z2−1,6746z+0,6746)(z−1)

(z2−1,6746z+0,6746)(z−1)+(0,002653z+0,00232852)[α(z−1)+0,01β]
(0,002653z+0,00232852)(z−1)αz

{(z2−1,6746z+0,6746)(z−1)+(0,002653z+0,00232852)[α(z−1)+0,01β]}(z−1)
−(0,002653z+0,00232852)(z−1)z

{(z2−1,6746z+0,6746)(z−1)+(0,002653z+0,00232852)[α(z−1)+0,01β]}(z−1)
(0,002653z+0,00232852)(z−1)·0,002653z

{(z2−1,6746z+0,6746)(z−1)+(0,002653z+0,00232852)[α(z−1)+0,01β]}(z2−1,6746z+0,6746)

−(0,002653z+0,00232852)(z−1)(z2−1,6746z)
{(z2−1,6746z+0,6746)(z−1)+(0,002653z+0,00232852)[α(z−1)+0,01β]}(z2−1,6746z+0,6746)

−(0,002653z+0,00232852)(z−1)z
{(z2−1,6746z+0,6746)(z−1)+(0,002653z+0,00232852)[α(z−1)+0,01β]}(z2−1,6746z+0,6746)



T

·

·


Xiz (z)

xiz (0)− xi (0)
u (0)
u (0)
xi (0)
xi (1)

 . (7.97)

Uzimaǌem u obzir nenultih poqetnih uslova u(0) = 0, 1, xi(0) = 0, 2, xi(1) = 0, 226,
xiz(0) = 0 vrednosti indeksa performanse su izraqunate za 2033 taqke dok su samo
neke od ǌih unete na krivu konstantnog stepena priguxeǌa kao xto se vidi na
slici 7.6. Nenulti poqetni uslovi su ixqitani nakon 1,27 sekundi tokom kojih
je motor radio u otvorenom kolu pri naponu od 1,6 V. Skup optimalnih vred-
nosti parametara α, β koji obezbe�uju optimalnu (minimalnu) vrednost indeksa
performanse Jmin nenulti = 2, 0025 su αopt nenulti = 13, 9371, βopt nenulti = 60, 0520.
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α

β
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(         )4,891
[2 6132],

(6 991),
[2 2641],

(9 391),
[2 1035],

(14 601),
[2 0025],

(17 691),
[2 1481],

(         )0,001
[289277041 72],

(19 091),

[2 7212],

(2         )0,321

[457 5042],

*

*

βopt_nenulti =60,0520

αopt_nenulti =13,9371

ωn(a) =aзначи
[ ]c значи =cJ

Slika 7.6: Kriva konstantnog stepena priguxe�a sa nekoliko unetih vrednosti indeksa
performanse pri nenultim poqetnim uslovima; ∗ optimalne vrednosti parametara α i
β, (αopt nenulti, βopt nenulti) = (13, 9371, 60, 052)

Vrednosti indeksa performanse su izraqunate i pri nultim poqetnim uslo-
vima opet za 2033 taqke, kako bi se uoqila razlika u rezultatima prilikom pri-
mene klasiqnog i novog pristupa.
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β

(2       ),491
[6 7398],
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(         )4,891
[4 3310],

(6 991),
[3 6422],

(9 391),
[3 2657],

(14 601),
[2 8161],

(17 691),
[2 5346],

(         )0,001

[12858 7387],

(19 091),

[2 3869],

(2         )0,321
[2 24    ],    80

*
*βopt_nulti =0,0662

αopt_nulti=14,0891

ωn(a) =aзначи

[ ]c значи =cJ

Slika 7.7: kriva konstantnog stepena priguxe�a sa nekoliko unetih vrednosti indeksa
performanse pri nultim poqetnim uslovima (klasiqni pristup); ∗ optimalne vrednosti
parametara α i β, su (αopt nulti, βopt nulti) = (14, 0891, 0, 0662)
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Neke od ovih vrednosti su nanete na krivu konstantnog stepena priguxeǌa
kao xto se mo�e videti na slici 7.7. Optimalne vrednosti parametara α i β
odre�ene pri nultim poqetnim uslovima, koje daju optimalnu vrednost indeksa
performanse Jmin nulti = 2, 2480, su αopt nulti = 14, 0891, βopt nulti = 0, 0662.

7.2.7 Diskusija eksperimentalnih rezultata

Prikazani su eksperimentalni rezultati odziva servo motora pri optimalnim
parametrima α, β odre�enim pri nultim i nenultim poqetnim uslovima.

Eksperimentalni 0,6 odskoqni odzivi za sluqaj nenultih (nova teorija) i nul-
tih (klasiqna teorija) poqetnih uslova su prikazani na slici 7.8. Na poqetku
sistem radi u otvorenom kolu da bi se postigli nenulti poqetni uslovi a nakon
toga zapoqiǌe rad sistema u zatvorenom kolu.

0 100 200 300 400 500 600 700 800

k

0

0 1,

0 2,

0 3,

0 4,

0 5,

0 6,

0 7,

0 8,

0 9,

θ
(

)
[r

a
d
]

k

a

b

c

a

b

c

нова теорија
класична теорија
класична теорија

Slika 7.8: Eksperimentalni 0,6 odskoqni odzivi sa optimalnim parametrima dobijenim
na osnovu nove teorije (plav odziv koji zapoqi�e iz nenultih poqetnih uslova) i na
osnovu klasiqne teorije (crveni odziv koji zapoqi�e iz nenultih i zeleni koji zapoqi�e
iz nultih poqetnih uslova)

Uveliqan deo slike 7.8 za trenutke odabiraǌa 0 ≤ k ≤ 100 prikazan je na slici
7.9 kako bi se jasno videla razlika izme�u plavog i crvenog odziva koji zapoqiǌu
iz nenultih i zelenog odziva koji zapoqiǌe iz nultih poqetnih uslova.
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Slika 7.9: Uveliqan deo slike 7.8

Treba napomenuti da je plavi eksperimentalni odziv dobijen na osnovu opti-
malnih parametara proisteklih iz primene nove teorije koji va�e samo za kon-
kretne nenulte poqetne uslove. Crveni odziv je dobijen primenom optimalnih
parametara izraqunatih na osnovu klasiqne teorije, prema kojoj su ti parametri
univerzalno optimalni i va�e�i za bilo koje poqetne uslove. Da bi pore�eǌe
imalo smisla crveni odziv zapoqiǌe iz istih nenultih poqetnih uslova kao i
plavi odziv. Vidi se da je plavi odziv boǉi od crvenog jer ima mnogo maǌu sumu
kvadrata grexaka xto je i bio kriterijum optimalnosti. Ovo ide u prilog novoj
teoriji za razliku od klasiqne. U sluqaju zelenog i crvenog odziva, stvarna
vrednost ne dosti�e zadatu, me�utim to nema veze sa konceptima uslovne optimi-
zacije (novim i klasiqnim). To je posledica slede�ih pojava. Eksperimenti su
izvedeni na realnom sistemu koji je nelinearan po svojoj prirodi. Nelinearne
pojave (statiqko i Kulonovo treǌe) su najizra�eniji pri nultoj ugaonoj brzini,
tj. kada je pozicija θ(k) konstantna. Tada je energija koju donosi upravǉaǌe
nedovoǉna za pokretaǌe motora (zbog velikog statiqkog treǌa) pa je potrebno
vreme kako bi se ta energija akumulirala na bazi sumarnog dejstva primeǌenog
algoritma upravǉaǌa i time ostvarilo pokretaǌe.
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7.3 Eksperimentalni primer sinteze PD algoritma

uprav	a�a: nulti i nenulti poqetni uslovi

7.3.1 Matematiqki model objekta

U pitaǌu je isti objekt kao xto je to bio sluqaj u odeǉku 7.2. Ovoga puta,
linearni matematiqki model objekta odre�en je identifikacijom na osnovu sni-
mǉenih ulazno izlaznih podataka. Prvih 1,3 sekunde ili 650 k motor radi u
otvorenom kolu pri nominalnom ulaznom naponu UN od 1,5 V. U trenutku oda-
biraǌa 651 k objektu se dovodi jediniqna odskoqna promena napona tj. napon se
meǌa sa 1,5 na 2,5 V. Kao posledicu ove promene napona dobija se aperiodiqna
promena ugaone brzine na osnovu koje se mo�e odrediti matematiqki model objekta
prvog reda. Matematiqki model po poziciji se odre�uje integraǉeǌem prethodno
dobijenog matematiqkog modela po brzini. Ovaj odziv sistema u otvorenom kolu
prikazan je na slici 7.10
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експеримент

симулација

Slika 7.10: Verifikacija diskretnog modela objekta

Na osnovu ǈapunovǉeve transformacije koordinata sledi θ = Θ − Θz i u =
U −UN . Izborom odstupaǌa ugla kao izlazne veliqine xi = θ i odstupaǌa napona
kao ulazne veliqine objekta up = u dobija se diferencna jednaqina ponaxaǌa
objekta po odstupaǌima pri periodi odabiraǌa T = 0, 002 sekunde,

xi(k + 2)− 1, 9311xi(k + 1) + 0, 9311xi(k) = 0, 0001242up(k + 1) + 0, 0001212up(k). (7.98)

Kompaktni oblik jednaqine 7.98 je,

A
(2)
O x2

i = B
(1)
O u1

O,A
(2)
O =

[
0, 9311 −1, 9311 1

]
,B

(1)
O =

[
0, 0001212 0, 0001242

]
, (7.99)

x2
i =

[
xi (k) xi (k + 1) xi (k + 2)

]T
,u1

O =
[
uO (k) uO (k + 1)

]T
. (7.100)
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7.3.2 Matematiqki model uprav	aqkog sistema

A
(1)
C u1

O = B
(1)
C ε1, (7.101)

A
(1)
C =

[
−0, 998 1

]
,B

(1)
C =

[
0, 002K −Kd Kd

]
, T = 0, 002 sekunde. (7.102)

7.3.3 Matematiqki model zatvorenog sistema

Ceo zatvoren sistem automatskog upravǉaǌa mo�e se predstaviti u kompakt-
nom obliku,

A(3) (α, β) x3
i (k) = B(2) (α, β) x2

u (k) ,∀k ∈ N0, α = K, β = KD, (7.103)

A(3) (α, β) =
[
a0 (α, β) a1 (α, β) a2 (α, β) a3 (α, β)

]
=

=

 2, 4250 · 10−7α−
−1, 2125 · 10−4β−

−0, 9292

2, 4834 · 10−7α−
−2, 9214 · 10−6β+

+2, 8583

1, 2417 · 10−4β−
−2, 9291

1

 , (7.104)

B(2) (α, β) =
[

B0 (α, β) B1 (α, β) B2 (α, β)
]

=

=


[

2, 4250 · 10−7α
−1, 2125 · 10−4β

−1, 2101 · 10−4

]T
[

2, 4834 · 10−7α−
−2, 9214 · 10−6β

−2, 6731 · 10−6

]T
[

1, 2417 · 10−4β 1, 2417 · 10−4
]T


T

, (7.105)

x3
i (k) =

[
xi (k) xi (k + 1) xi (k + 2) xi (k + 3)

]T
, (7.106)

x2
u (k) =

[
xTu (k) xTu (k + 1) xTu (k + 2)

]T
,xu =

[
xiz z

]T
. (7.107)

7.3.4 Potpuna prenosna funkcija

Odre�ivaǌe potpune prenosne funkcije u ovom primeru se izvodi na osnovu
opxtih izraza iz poglavǉa 5.

Π (z) = Π−1
D (z) ΠN (z) =

[
A(3) (·) S

(3)
1 (z)

]−1

·

·
[

B(2) (·) S
(2)
2 (z) −B(2) (·) Z

(2)
2 (z) A(3) (·) Z

(3)
1 (z)

]
, (7.108)

S
(3)
1 (z) =

[
1 z z2 z3

]T
; S

(2)
2 (z) =

[
1 0 z 0 z2 0
0 1 0 z 0 z2

]T
, (7.109)

Z
(2)
2 (z) =


0 0 0 0
0 0 0 0
z 0 0 0
0 z 0 0
z2 0 z 0
0 z2 0 z

 ; Z
(3)
1 (z) =


0 0 0
z 0 0
z2 z 0
z3 z2 z

 , (7.110)
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Π (z) = (7.111)

=
1

z3 + (1, 2417 · 10−4β − 2, 9291) z2 + (2, 4834 · 10−7α− 2, 9214 · 10−6β + 2, 8583) z+
+ (2, 4250 · 10−7α− 1, 2125 · 10−4β − 0, 9292)

·

·



1, 2417 · 10−4βz2 + (2, 4834 · 10−7α− 2, 9214 · 10−6β) z + 2, 4250 · 10−7α+
−1, 2125 · 10−4β

1, 2417 · 10−4z2 − 2, 6730 · 10−6z − 1, 2101 · 10−4

−1, 2417 · 10−4βz2 − (2, 4834 · 10−7α− 2, 9214 · 10−6β) z
−1, 2417 · 10−4z2 + 2, 6730 · 10−6z

−1, 2417 · 10−4βz
−1, 2417 · 10−4z

z3 + (1, 2417 · 10−4β − 2, 9291) z2 + (2, 4834 · 10−7α− 2, 9214 · 10−6β + 2, 8583) z
z2 + (1, 2417 · 10−4β − 2, 9291) z

z



T

.

(7.112)

7.3.5 Relativna stabilnost

Potpuna prenosna matrica je nedegenerativna po vrstama tako da je karakte-
ristiqni polinom sistema

z3 +
(
1, 2417 · 10−4β − 2, 9291

)
z2 +

(
2, 4834 · 10−7α− 2, 9214 · 10−6β + 2, 8583

)
z+

+
(
2, 4250 · 10−7α− 1, 2125 · 10−4β − 0, 9292

)
≡

≡ a3 (α, β) z3 + a2 (α, β) z2 + a1 (α, β) z + a0 (α, β) , (7.113)

aj (α, β) = bjα + cjβ + dj, j = 0, 1, 2, 3. (7.114)

Da bi se dobila oblast konstantnog stepena priguxeǌa u αβ parametarskoj ravni
bira se konstantna vrednost ζ, 0 ≤ ζ = const. ≤ 1, meǌa se prirodna frekvencija
ωn sa odre�enim korakom i koriste izrazi (9.33) i (9.34) gde su,

B1 (ωn, ζ) = 2, 4834 · 10−7e−0,002ωnζ cos
(

0, 002ωn
√

1− ζ2
)

+ 2, 4250 · 10−7, (7.115)

B2 (ωn, ζ) = 2, 4834 · 10−7e−0,002ωnζ sin
(

0, 002ωn
√

1− ζ2
)
, (7.116)

C1 (ωn, ζ) = 1, 2417 · 10−4e−0,004ωnζ cos
(

0, 004ωn
√

1− ζ2
)

+

−2, 9214 · 10−6e−0,002ωnζ cos
(

0, 002ωn
√

1− ζ2
)
− 1, 2125 · 10−4, (7.117)

C2 (ωn, ζ) = 1, 2417 · 10−4e−0,004ωnζ sin
(

0, 004ωn
√

1− ζ2
)

+

−2, 9214 · 10−6e−0,002ωnζ sin
(

0, 002ωn
√

1− ζ2
)
, (7.118)

D1 (ωn, ζ) = 2, 8583e−0,002ωnζ cos
(

0, 002ωn
√

1− ζ2
)

+

−2, 9291e−0,004ωnζ cos
(

0, 004ωn
√

1− ζ2
)

+

+e−0,006ωnζ cos
(

0, 006ωn
√

1− ζ2
)
− 0, 9292, (7.119)
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D2 (ωn, ζ) = 2, 8583e−0,002ωnζ sin
(

0, 002ωn
√

1− ζ2
)

+

−2, 9291e−0,004ωnζ sin
(

0, 004ωn
√

1− ζ2
)

+

+e−0,006ωnζ sin
(

0, 006ωn
√

1− ζ2
)
. (7.120)

Oblast konstantnog stepena priguxeǌa u αβ parametarskoj ravni za ζ = 0, 7 pri-
kazana je na slici 7.11.
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Slika 7.11: Oblast konstantnog stepena priguxe�a ζ = 0, 7 u αβ parametarskoj ravni

7.3.6 Indeks performanse

Koristi se indeks performanse u obliku sume kvadrata grexaka,

J =
∞∑
k=0

ε2(k), ε(k) = xiz(k)− xi(k), (7.121)

pri qemu grexka ε(k) uzima u obzir delovaǌe nenultih poqetnih uslova i spo-
ǉaxǌeg ulaza. Ovo je mnogo prirodnije i realnije nego da se smatra da grexka
nastaje samo pod dejstvom spoǉaxǌeg ulaza. Potpuni blok dijagram sistema pri-
kazan je na slici (6.1),

Sa blok dijagrama (6.1), tj. na osnovu jednaqine objekta (9.12) lako se dobija,

Xi (z) =
[

WO(z)WC(z)
1+WO(z)WC(z)

WO(z)
1+WO(z)WC(z)

WO(z)
1+WO(z)WC(z)

W0C(z) 1
1+WO(z)WC(z)

W0O(z)
]
·

·

 Xu(z)
c0C

c0O

 =
[

W(z) W0(z)
] [ Xu(z)

c0

]
,

(7.122)
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Xu(z) =

[
Xiz(z)
Z(z)

]
, E(z) = Xiz(z)−Xi(z), (7.123)

E(z) =


1

1+WO(z)WC(z)
−WO(z)

1+WO(z)WC(z)
−WO(z)

1+WO(z)WC(z)
W0C(z)

−1
1+WO(z)WC(z)

W0O(z)


T  Xu(z)

c0C

c0O

 . (7.124)

Na osnovu jednaqine 7.122 dobija se ekvivalentni potpuni blok dijagram si-

stema prikazan na slici 6.2
Nakon primene Z transformacije na jednaqinu objekta 7.98 uz uzimaǌe u obzir

poqetnih uslova dobija se,

Xi (z) =
[
WO (z) W0O (z)

] [ UO (z)
c0O

]
, (7.125)

WO (z) =
1, 2417 · 10−4z + 1, 2125 · 10−4

z2 − 1, 9311z + 0, 9311
, (7.126)

W0O (z) =
[

−0,002653z
z2−1,6746z+0,6746

z2−1,6746z
z2−1,6746z+0,6746

z
z2−1,6746z+0,6746

]
, (7.127)

c0O =

 uO (0)
xi (0)
xi (1)

 . (7.128)

Nakon primene Z transformacije na jednaqinu kontrolera (7.101) pri uzimaǌu
u obzir svih poqetnih uslova sledi,

U (z) =
[

βz+0,002α−β
z−0,998

−βz
z−0,998

z
z−0,998

] E (z)
ε (0)
u (0)

 =
[
WC (z) W0C (z)

] [ E (z)
c0C

]
,

(7.129)

WC (z) =
βz + 0, 002α− β

z − 0, 998
,W0C (z) =

[
−βz

z−0,998
z

z−0,998

]
, (7.130)

c0C =

[
ε (0)
u (0)

]
=

[
xiz (0)− xi (0)

u (0)

]
. (7.131)

Iz jednaqina 7.124, 7.125 i 7.129 dobija se,

E (z) =



(z−0,998)(z2−1,9311z+0,9311)
(1,2417·10−4z+1,2125·10−4)(βz+0,002α−β)+(z−0,998)(z2−1,9311z+0,9311)

(1,2417·10−4z+1,2125·10−4)βz
(1,2417·10−4z+1,2125·10−4)(βz+0,002α−β)+(z−0,998)(z2−1,9311z+0,9311)

−z(1,2417·10−4z+1,2125·10−4)
(1,2417·10−4z+1,2125·10−4)(βz+0,002α−β)+(z−0,998)(z2−1,9311z+0,9311)

1,2417·10−4z(z−0,998)
(1,2417·10−4z+1,2125·10−4)(βz+0,002α−β)+(z−0,998)(z2−1,9311z+0,9311)

(−z2+1,9311z)(z−0,998)

(1,2417·10−4z+1,2125·10−4)(βz+0,002α−β)+(z−0,998)(z2−1,9311z+0,9311)
−z(z−0,998)

(1,2417·10−4z+1,2125·10−4)(βz+0,002α−β)+(z−0,998)(z2−1,9311z+0,9311)



T

·


Xiz (z)
ε (0)
u (0)
u (0)
xi (0)
xi (1)

 .

(7.132)
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Indeks performanse mo�e se izraqunati kao

J =
n∑
r=1

Res
[
E(z)E(z−1)z−1

] ∣∣∣∣∣
z=z∗r

, (7.133)

gde je z*r koren od z−1E(z).
Nenulti poqetni uslovi se posti�u nakon 1,27 sekundi rada sistema u otvo-

renom kolu. U tom periodu napon je U = 1, 6 [V]. Korix�eǌem nenultih poqetnih
uslova u(0) = 0, 1, xi(0) = 0, 2, xi(1) = 0, 205, xiz(0) = 0 vrednosti indeksa performanse
su izraqunate za 2577 taqaka i neke od ǌih su prikazane na krivi konstantnog
stepena priguxeǌa na slici 7.12. Minimalna vrednost indeksa performanse je
Jmin nenulti = 8, 4819 dok su optimalni podexǉivi parametri αopt nenulti = 49, 5726,
βopt nenulti = 9, 4586.
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Slika 7.12: Kriva konstantnog stepena priguxe�a sa nekoliko unetih vrednosti indeksa
performanse pri nenultim poqetnim uslovima; ∗ optimalne vrednosti parametara α i
β, (αopt nenulti, βopt nenulti) = (49, 5726, 9, 4586)

Vrednosti indeksa performanse su izraqunate i pri nultim poqetnim uslo-
vima isto za 2577 taqaka, kako bi se uoqila razlika u rezultatima prilikom
primene klasiqnog i novog pristupa.

Neke od ovih vrednosti su nanete na krivu konstantnog stepena priguxeǌa
kao xto se mo�e videti na slici 7.13. Optimalne vrednosti parametara α i β
odre�ene pri nultim poqetnim uslovima, koje daju optimalnu vrednost indeksa
performanse Jmin nulti = 10, 5791, su αopt nulti = 11, 0438, βopt nulti = 9, 8749.
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Slika 7.13: kriva konstantnog stepena priguxe�a sa nekoliko unetih vrednosti indeksa
performanse pri nultim poqetnim uslovima (klasiqni pristup); ∗ optimalne vrednosti
parametara α i β, su (αopt nulti, βopt nulti) = (11, 0438, 9, 8749)

7.3.7 Diskusija eksperimentalnih rezultata

U nastavku su dati eksperimentalni rezultati ostvareni za prethodne opti-
malne vrednosti. Eksperimentalni 0,7 odskoqni odzivi za sluqaj nenultih i
nultih poqetnih uslova, tj. prema novoj i klasiqnoj teoriji, su prikazani na
slici 7.14.

U poqetku sistem radi u otvorenom kolu dok se ne postignu nenulti poqetni
uslovi. Nakon toga se ukǉuquje projektovani upravǉaqki sistem.

Crveni odziv dobijen je na osnovu optimalnih parametara izraqunatih pomo�u
klasiqne teorije, koji bi trebalo da budu univerzalno optimalni za bilo koje
poqetne uslove. Plavi odziv je nastao nakon primene optimalnih parametara
izraqunatih na osnovu nove teorije i to za konkretne nenulte poqetne uslove.
Da bi pore�eǌe imalo smisla oba odziva zapoqiǌu iz istih nenultih poqetnih
uslova. Plavi odziv znatno br�e dosti�e zadatu vrednost nego xto to uspeva
crveni odziv, slika 7.14. Osim toga, odziv proistekao iz primene nove teorije,
koja uzima u obzir konkretne poqetne uslove, oqigledno ostvaruje maǌu sumu
kvadrata grexaka xto je i bio kriterijum optimalnosti.

Uveliqan deo slike 7.14 za 0≤ k ≤ 520 prikazan je na slici 7.15 da bi se jasno
videlo da plavi i crveni odziv kre�u iz istih nenultih poqetnih uslova.
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Slika 7.14: Eksperimentalni 0,7 odskoqni odzivi postignuti na osnovu nove teorije
(plava kriva koja zapoqi�e iz nenultih poqetnih uslova) i na osnovu klasiqne teorije
(crvena kriva koja zapoqi�e iz nultih poqetnih uslova)
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Slika 7.15: Uveliqan deo slike 7.14
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Na slici 7.16 prikazani su upravǉaqki signali za oba odziva. Primetno
je da za izabrane odskoqne promene vrednosti upravǉaǌa ostaju u dozvoǉenim
granicama do 10 [V].
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Slika 7.16: Uprav	aqki signali
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Glava 8

Fazi uprav	a�e i modelova�e

U ovom, drugom, delu disertacije razmatrani su diskretni Takagi-Sugeno fazi
sistemi kao klasa nelinearnih diskretnih sistema. U prethodnom delu je raz-
matrana uslovna optimizacija linearnih diskretnih sistema automatskog upra-
vǉaǌa. Metode koje su preporuqene za linearne diskretne sisteme [56, 57] su
proxirene i primeǌene na nelinearne diskretne sisteme u obliku TS fazi si-
stema, upotrebom PDC upravǉaǌa, [58].

Teorijska osnova za ovo istra�ivaǌe je, pre svega, koncept potpune prenosne
funkcije definisan za linearne diskretne sisteme, a zatim TS tip fazi sistema
sa primenama na modelovaǌe, identifikaciju i upravǉaǌe dinamiqkim siste-
mima. Potpuna prenosna funkcija koja je uvedena i razvijena u [1, 32, 33], je
rexila kontroverzu izme�u prenosne funkcije sistema i testiraǌa stabilnosti
korix�eǌem klasiqne prenosne funkcije. Dobro je poznato da stabilnost si-
stema, po definiciji, predstavǉa dinamiqku osobinu sistema u slobodnom radnom
re�imu pri svim nultim ulazima i pri promenǉivim, nepoznatim, proizvoǉnim
poqetnim uslovima. Prenosna funkcija sistema je definisana u prinudnom rad-
nom re�imu pri svim nultim poqetnim uslovima. Ovaj koncept je primeǌen u
[56, 57]. U ovim radovima odre�ena je oblast relativne stabilnosti pri qemu
zatvoren linearni sistem ima unapred zahtevani stepen priguxeǌa. Nakon toga,
ura�ena je uslovna optimizacija u sluqajevima PDS tipa linearnih kontrolera
sa dva i tri podexǉiva parametra. Predstavǉen je novi oblik indeksa perfor-
manse koji je u potpunosti kompatabilan sa upotrebom potpune prenosne funkcije.
Grexka koja figurixe u izrazu za indeks performanse nastaje pri istovremenom
delovaǌu spoǉaxǌih ulaza i nenultih poqetnih uslova.

Zasnovano na zakǉuqku da optimalni parametri odre�eni pri nultim nisu
optimalni pri nenultim poqetnim uslovima, u sluqaju linearnih diskretnih si-
stema, intuitivno se name�e zakǉuqak da bi nexto sliqno ovome moglo da va�i
i za nelinearne diskretne sisteme. Da bi se na nelinearnim sistemima prime-
nila teorija potpune prenosne funkcije (koja va�i za linearne sisteme) koristi
se osobina TS fazi sistema da oni predstavǉaju klasu nelinearnih dinamiq-
kih sistema sastavǉenih od vixe linearnih (ili linearizovanih) podsistema.
Na ovaj naqin mogu�e je koristiti potpunu prenosnu funkciju, definisati nove
upravǉaqke algoritme i odrediti optimalne parametre kontrolera pri nenul-
tim poqetnim uslovima. Za razliku od postoje�ih pristupa, u ovoj disertaciji
se primeǌuje nova metoda uslovne optimizacije zasnovana na potpunoj prenosnoj
funkciji koja omogu�ava da se optimalni parametri odrede u prisustvu istovre-
menog dejstva ulaza i nenultih poqetnih uslova.
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8.1 Pregled literature relevantne za drugi deo di-

sertacije

U nastavku je izlo�ena literatura koja je od znaqaja za drugi deo doktorata.
Najpre je ura�en pregled radova proisteklih iz prvog dela disertacije koji se
bave problematikom potpune prenosne funkcije. Nakon toga, pa�ǌa je posve�ena
oblasti Takagi-Sugeno modelovaǌa i upravǉaǌa. Zatim je ura�en pregled ne-
kih radova koji se bave prouqavaǌem paralelno raspodeǉenog upravǉaǌa (PDC).
Neizbe�no je osvrnuti se na radove koji prouqavaju PID algoritme upravǉaǌa
jer se i u ovom delu disertacije koriste ǌihovi diskretni ekvivalenti oli-
qeni u proporcionalno-diferencno-sumarnom (PDS) tipu upravǉaqkih sistema.
Spomenute su razliqite tehnike optimizacije od kojih je samo jedna, uslovna op-
timizacija, dominantno razmatrana u ovoj disertaciji. Na kraju su spomenuti
rezultati drugih autora koji su se bavili istra�ivaǌem na sliqnim objektima
obra�enim u ovom delu disertacije.

Dinamiqki sistemi su pod istovremenim uticajem nenultih poqetnih uslova
i spoǉaxǌeg vektora ulaza. Nema fiziqkog ni matematiqkog opravdaǌa za zane-
marivaǌe poqetnih uslova u problemima optimizacije. Radovi [56, 57] prikazuju
novi naqin sinteze klasiqnog proporcionalno-diferencno-sumarnog (PDS) tipa
kontrolera za linearni matematiqki model objekta u zatvorenom kolu. Primenom
teorije potpune prenosne funkcije prikazan je novi postupak uslovne optimiza-
cije u parametarskom prostoru sa dva i tri podexǉiva parametra. Upotreba
potpune prenosne funkcije omogu�ava uvo�eǌe novog oblika indeksa performanse
u obliku sume kvadrata grexaka u opxtem, realnom sluqaju pri istovremenom dej-
stvu svih uticaja - nenultih poqetnih uslova i spoǉaxǌeg ulaza. Ilustrativni
simulacioni i eksperimentalni rezultati potvr�uju slede�i zakǉuqak: para-
metri kontrolera koji su optimalni za ponaxaǌe sistema pri nultim poqetnim
uslovima nisu optimalni za ponaxaǌe sistema pri nenultim poqetnim uslovima.

U ovom delu disertacije, primeǌeno je fazi modelovaǌe i upravǉaǌe zasno-
vano na Takagi-Sugeno fazi modelu objekta. Fazi model predlo�en u radu [59]
opisan je pomo�u fazi AKO-ONDA pravila koja opisuju lokalne linearne ulazno-
izlazne relacije nelinearnog sistema. Neka od istra�ivaǌa i rezultati primene
Takagi-Sugeno tipa fazi sistema u rexavaǌu problema modelovaǌa i upravǉaǌa
dinamiqkim sistemima su dati u [60, 61]. Pregledni rad [62] prikazuje proxle,
sadaxǌe i budu�e trendove primene ovog tipa sistema. Rad [63] opisuje sintezu
fazi kontrolera za upravǉaǌe izlaznim naponom konvertera koje je zasnovano na
TS fazi modelu. Jedinstvena metoda odre�ivaǌa TS fazi modela nepoznatog ne-
linearnog sistema na osnovu eksperimentalnih podataka prikazana je u [64]. Teh-
nika sinteze fazi kontrolera, zasnovana na observeru, za nelinearne vremenski
diskretne singularne sisteme predstavǉene preko TS fazi modela prouqavana je
u [65]. Mnogobrojne teme koje se tiqu diskretnih Takagi-Sugeno fazi sistema
obra�ene su u literaturi, od kojih su neki [66, 67, 58].

Fazi logika se na razliqite naqine mo�e iskoristiti u svrhu upravǉaǌa.
Jedan od sluqajeva je PDC upravǉaǌe. U radu [68] dat je sveobuhvatni pristup
sintezi PDC upravǉaǌa za nelinearni model pri qemu se kao posebni sluqa-
jevi razmatraju regulisaǌe i servo upravǉaǌe. U radu [69] konstruisan je fazi
kontroler zasnovan na PDC metodi i ǌegov rad je potvr�en na eksperimentalnoj
instalaciji spregnutih rezervoara. Postupak sinteze fazi dvopromenǉivih lo-
giqkih kontrolera predstavǉen je u [70]. U [71] prikazana je nova modifikacija
originalne PDC metode, tako da se osim problema stabilnosti, u fazi sintezi,
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razmatraju i pokazateǉi kvaliteta zatvorenog sistema automatskog upravǉaǌa.
Velika je raznovrsnost u oblasti analize i primene PID tipa upravǉaqkih

algoritama, u nastavku slede neki od novijih radova. Pregled staǌa u oblasti
ura�en je u [72]. Zanimǉivi rezultati predstavǉeni su u [73, 74]. Naqin sinteze
diskretnog kontrolera za diskretni objekt prikazan je u [73]. U [74] je prika-
zana optimizacija parametara PID kontrolera primeǌena na jednosegmentnom
manipulatoru koja je zasnovana na parametarskoj metodi. Specifikacija perfor-
mansi sistema je izra�ena kroz kontinualna ograniqeǌa staǌa u vidu nejednaqi-
na. Kao rezultat, [75] predstavǉa strategiju optimalne sinteze PID parametara
za vremenski diskretne sisteme kako bi se postigli xto boǉi rezultati po pita-
ǌu pra�eǌa i kompenzacije dejstva poreme�aja. Za svaki linearni stacionarni
objekt, [76] se bavi izazovom odre�ivaǌa skupa svih stabilnih kontrolera PID
tipa bez parametarskog modela. Frekventna karakteristika i broj polova objekta
u desnoj poluravni s-kompleksne ravni su jedine informacije potrebne za sin-
tezu, i svi domeni stabilnosti u parametarskom prostoru PID tipa kontrolera
su odre�eni na osnovu granica koje su analitiqki opisane korix�eǌem metode D
razlagaǌa.

Postoji vixe primena fazi logike koje se mogu iskoristiti u svrhu upravǉa-
ǌa. Prikaz odnosa izme�u klasiqnog PID i fazi kontrolera identifikovan je
u [77]. Nadaǉe, sinteza diskretnog fazi kontrolera je tako�e ura�ena pri qemu
su odzivi upore�eni sa konvencionalnim PID kontrolerima.

Pregled razliqitih tehnika optimizacije dat je u nastavku. Izazov distribu-
irane sinteze kontrolera za linearne vremenski diskretne sisteme razmatran je u
[78]. Pore�eǌe linearnih i nelinearnih kontrolere ura�eno je u [79]. Preciznije
reqeno, robusno podexavaǌe polova diskretnog kontrolera za linearizovani ne-
pouzdani politopski model je upore�eno sa nelinearnim vremenski kontinualnim
upravǉaǌem zasnovanom na feedback linearizaciji. Analitiqko rexeǌe optimal-
nog problema lokalnog linearnog kvadratnog regulatora (LLQR) razvijeno je u
[80]. Problemi multikriterijumske optimizacije pri upravǉaǌu sistemima su
svedeni na multikriterijumske probleme fazi matematiqkog programiraǌa, i he-
uristiqki algoritam za rexavaǌe formulisanog problema optimalnog upravǉa-
ǌa je razvijen baziran na modifikovanim principima maksimuma i Pareto opti-
malnosti, [81]. U [82] formulacija problema multikriterijumske optimizacije je
ostvarena, uzimaju�i u obzir delimiqnu nejasnost polaznih informacija. Pre-
dlo�ena je heuristiqka metoda za pronala�eǌe rexeǌa navedenog problema koja
je zasnovana na iskustvu donosioca odluke.

Fazi projektovaǌe se mo�e smatrati optimizacionim problemom, gde je neop-
hodno identifikovati parametre strukture, premisa i posledica fazi pravila.
Globalni optimizacioni problemi su texki za efikasno rexavaǌe zbog ǌihove
izra�ene nelinearnosti i brojnih lokalnih optimuma. Istra�ivaqima je pri-
roda bila glavni izvor inspiracije u oblasti optimizacije [83]. Metaheuri-
stiqke metode kao globalni optimizacioni algoritmi mogu da se nose sa nekon-
veksnim, nelinearnim i multimodalnim problemima podvrgnutim linearnim ili
nelinearnim ograniqeǌima sa kontinualnim ili diskretnim promenǉivama. Op-
timizacija TS fazi modela podrazumeva odre�ivaǌe strukture i parametara mo-
dela. Mnogi algoritmi, inspirisani prirodom (NA) korix�eni su u ciǉu odre-
�ivaǌa optimalnog fazi modela. Okvir za sintezu Takagi-Sugeno-Kang (TSK)
sistema zasnovanog na fazi pravilima korix�eǌem geneckog algoritma (GA) pre-
dlo�en je u [84]. Rad [85] koristi GA za izbor najboǉih ulaza za razliqite
vixestruke modele linearne regresije. Neki poboǉxani algoritmi optimiza-
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cije, nastali po ugledu na ponaxaǌe roja pqela, (PSO) opisani su u razliqitim
radovima [86, 87, 88, 89]. I druge tehnike optimizacije, poput one koja se zasniva
na ponaxaǌu kolonije mrava (AC) [90] i nexto novije koja se zasniva na ponaxaǌu
ptice kukavice (CS) [91] mogu se koristiti u kombinaciji sa fazi upravǉaqkim
sistemima.

Algoritam sivih vukova (GWO) je se izvanredno pokazao u rexavaǌu razli-
qitih problema. Najva�nije prednosti ovog algoritma, i uopxteno reqeno svih
metaheuristiqkih algoritama, su u tome xto ne biva zaglavǉen u lokalnom mini-
mumu zahvaǉuju�i sluqajnoj raspodeli. Seyedali Mirjalili, Andrew Lewis prvi su pre-
dlo�ili GWO algoritam u radu [92]. Poboǉxani GWO algoritam (IGWO) mo�e se
koristiti pri optimizaciji fazi potpomognutih PID kontrolera [93]. Ova teh-
nika ima svoje prednosti kada se koristi sa kontrolerom projektovanim za upra-
vǉaǌe frekvencijom elektroenergetskog sistema. Primena GWO algoritma za
odre�ivaǌe optimalnih parametara Takagi-Sugeno proporcionalno-integralnog
fazi kontrolera prouqavana je u [94]. U [95] TS model je optimizovan korix-
�eǌem metaheuristiqkog algoritma kitovi (WOA) i projektovani su PDC kontro-
leri za upravǉaǌe nivoom vode u rezervoaru. Tako�e, postoje neki hibridni
kontroleri koji su na osnovu modela optimizovani pomo�u GWO algoritma, [96].

Upravǉaǌe temperature ima xiroku primenu u farmaceutskoj, petrohemijskoj
i biohemijskoj industriji. Modelovaǌe i upravǉaǌe termo tunelom je ura�eno
u radovima [97, 98, 99]. Predlo�ena metoda u [97] zasnovana je na skupu po-
dataka iz frekvencijskog domena koji se koriste za sintezu kontrolera fiksnog
reda sposobnih da obezbede zadovoǉavaju�e performanse i ostvarivo upravǉa-
ǌe. Formulisani problem je optimizacioni sa ograniqeǌima i iskorix�en je
genetski algoritam za pronala�eǌe parametara izabranog kontrolera da bi se
postigla zadovoǉavaju�a promena temperature. Rad [98] ispituje onlajn imple-
mentaciju metode modulixu�e funkcije (modulating function method) radi estima-
cije parametara i veliqina staǌa modela klima ure�aja, centralnog elementa
sistema grejaǌa i klimatizacije. U [99] autori su ukazali na problem analize
performansi postupka sinteze kontrolera frakcionog reda za sisteme prvog reda
sa vremenskim kaxǌeǌem.

Upravǉaǌe objektom primenom klasiqnih algoritama upravǉaǌa bila je iz-
uzetno relevantna tema u proxlosti pa sve do danas i istra�ivaqi se svakod-
nevno bave istom. Motor jednosmerne struje je qesto objekt automatskog upra-
vǉaǌa i ima xiroku upotrebu xto se mo�e videti na bazi slede�ih radova.
Primena deterministiqke vextaqke inteligencije za upravǉaǌe motorima jedno-
smerne struje kod podvodnih vozila bez posade ura�ena je u [100]. U [101, 102] opi-
sano je upravǉaǌe brzinom motora jednosmerne struje baziranog na permanentnom
magnetu. Analitiqko rexeǌe za optimalne probleme pra�eǌa pri ograniqeǌima
staǌa vremenski kontinualnih sistema korix�eǌem predikcije zasnovane na mo-
delu, kvadratne funkcije ciǉa i varijacionog raquna predstavǉeno je u [103].
Proporcionalno-integralni, fazi i adaptivni neuro fazi kontroleri primeǌeni
su na motor jednosmerne struje u [104]. U [105] razliqiti metaheuristiqki algo-
ritmi su razmatrani za kreiraǌe PID kontrolera za motor jednosmerne struje
i izvrxeno je detaǉno pore�eǌe ovih algoritama sa klasiqnim metodama u ciǉu
pronala�eǌa optimalne metode za sintezu PID kontrolera kao i podexavaǌe
parametara.
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8.2 Takagi-Sugeno fazi sistemi

Za razliku od Mamdani fazi sistema koji se drugaqije nazivaju i standardni
fazi sistemi, Takagi-Sugeno (skra�eno TS) fazi sistemi predstavǉaju funk-
cionalne fazi sisteme. Oni predstavǉaju uopxtenije oblike sistema u odnosu
na Mamdanijeve sisteme. Mo�e se pokazati da su Mamdani sistemi specijalan
sluqaj TS fazi sistema.

Kod TS fazi sistema posledice pravila ne ukǉuquju fazi skupove, kao Mam-
danijevi sistemi, ve� su to matematiqki izrazi. Matematiqki izrazi mogu biti
bilo koje funkcije, bilo koje veliqine, tj. promenǉive. U nastavku �e se raz-
matrati samo sluqajevi kada su zakǉuqci fazi pravila u obliku linearnog di-
namiqkog sistema. Na taj naqin, TS fazi sistem vrxi interpolaciju izme�u
dinamiqkih sistema, xto je korisno za fazi identifikaciju i upravǉaǌe.

Mnogo vixe o fazi upravǉaqkim sistemima mo�e se proqitati u [106].
Osnovna ideja metode TS fazi modelovaǌa je u podeli nelinearne dinamike

celog sistema na nekoliko lokalnih linearnih podsistema, tako da celokupno
nelinearno ponaxaǌe sistema bude obuhva�eno fazi interpolacijom linearnih
sistema. Fazi pravilo koje se odnosi na i-ti linearni podsistem, mo�e biti
definisano kao i-to pravilo:

AKO z1(k) je Mi1, i z2(k) je Mi2, ..., i zp(k) je Mip ONDA

x(k + 1) = Aix(k) +Biu(k), i = 1, 2, ..., r,

xi(k) = Cix(k), i = 1, 2, ..., r,
(8.1)

gde su x(k) ∈ Rn vektor veliqina staǌa, u(k) ∈ RM vektor upravǉaǌa, xi(k) ∈ RN

vektor izlaza i Ai ∈ Rn×n, Bi ∈ Rn×M , Ci ∈ RN×n. Ovde su {z1(k), z2(k), ..., zp(k)}
neke nelinearne funkcije od veliqina staǌa dobijene iz originalne nelinearne
jednaqine i Mij (zi) su stepeni pripadnosti zi u fazi skupu Mij. Kada god je jasno
na xta se misli, oznaka za trenutke odabiraǌa k se izostavǉa u z(k).

Ako su u pitaǌu afini modeli, prethodno i-to pravilo ostaje isto dok jedna-
qina (8.1) ima slede�i oblik:

x(k + 1) = Aix(k) +Biu(k) +αααi,

xi(k) = Cix(k) + βββi,
(8.2)

Izlaz iz celog sistema se dobija na osnovu fazi interpolacije linearnih sistema
i on ima oblik:

x(k + 1) =

∑r
i=1wi(z) {Aix(k) +Biu(k)}∑r

i=1 wi(z)
=

r∑
i=1

hi(z) (Aix(k) +Biu(k)) , (8.3)

xi(k) =

∑r
i=1 wi(z)Cix(k)∑r

i=1wi(z)
=

r∑
i=1

hi(z)Cix(k), (8.4)

za linearne sisteme

x(k + 1) =

∑r
i=1wi(z) {Aix(k) +Biu(k) +αααi}∑r

i=1wi(z)
=

r∑
i=1

hi(z) (Aix(k) +Biu(k) +αααi) , (8.5)

xi(k) =

∑r
i=1wi(z){Cix(k) + βββi}∑r

i=1wi(z)
=

r∑
i=1

hi(z){Cix(k) + βββi}, (8.6)
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za afine modele pri qemu su αααi ∈ Rn i βββi ∈ RN konstante, i

wi(z) = Πp
j=1Mij (zj) , hi(z) =

wi(z)∑r
i=1wi(z)

. (8.7)

Tako�e va�i za svako k da je
∑r

i=1wi(z) > 0, wi(z) ≥ 0, i = 1, 2, ..., r.

8.3 Paralelno raspode	eno uprav	a�e

Istorija takozvanog PDC-a je zapoqela sa postupkom sinteze zasnovanom na
modelu koji je predlo�en od strane autora Kang i Sugeno, [107]. Naziv metode
“paralelno raspodeǉeno upravǉaǌe”se prvi put javǉa u [108]. Ipak, postupak
sinteze je poboǉxan i stabilnost sistema je razmatrana u [109]. Naglaxeno je da
se mnogi realni (koji nisu linearni) sistemi mogu i jesu predstavǉeni pomo�u
TS fazi modela. Daǉe, svako pravilo PDC upravǉaǌa je konstruisano na osnovu
odgovaraju�eg pravila TS fazi modela. Kao posledica prethodno reqenog, pro-
jektovani fazi kontroler deli iste fazi skupove u premisama pravila kao i fazi
model. Za fazi model predstavǉen jednaqinom (8.1) mo�e se projektovati fazi
kontroler na slede�i naqin. Pravilo upravǉaǌa i:
AKO z1(k) je Mi1, i z2(k) je Mi2, ..., i zp(k) je Mip ONDA

F(k) = −Fix(k), i = 1, 2, ..., r. (8.8)

Linearni kontroleri se nalaze u posledicama fazi pravila upravǉaǌa. Mogu se
koristiti kontroleri razliqitog tipa, kao xto su Kalmanov regulator (koristi
informaciju o veliqinama staǌa sistema), zatim statiqki i dinamiqki kontro-
leri koji koriste informaciju o izlaznoj veliqini sistema, [60]. Izlazni signal
fazi kontrolera na kraju se mo�e predstaviti kao:

F(k) = −
∑r

i=1 wi(z)Fix(k)∑r
i=1 wi(z)

= −
r∑
i=1

hi(z)Fix(k). (8.9)

Zadatak projektovaǌa fazi kontrolera je da se odrede lokalna pojaqaǌa Fi u
posledicama pravila.

8.4 Optimizacioni algoritam sivih vukova

Ovaj optimizacioni algoritam oponaxa sive vukove u toku lova, kao i ǌihovu
druxtvenu hijerarhiju u prirodi. Lider qopora je alfa vuk i ǌegov glavni za-
datak je da predvodi ostale qlanove qopora. Slede�i po hijerarhiji je beta vuk
koji poma�e alfi u donoxeǌu odluka i daje mu povratne informacije. Delte su
skauti koji vode raquna o granicama teritorije. Na kraju, tu su omege. Svi vu-
kovi uqestvuju u glavnoj aktivnosti lovǉeǌa plena koja se sastoji iz mnogo faza.
Prva je pra�eǌe, jureǌe i prila�eǌe plenu. Jureǌe, opkoǉavaǌe i napadaǌe
plena traje sve dok plen ne postane nepomiqan. U tom trenutku qopor napada.
U ciǉu formiraǌa matematiqkog modela druxtvene hijerarhije vukova, najboǉe
rexeǌe se proglaxava za α vuka, drugo i tre�e najboǉe rexeǌe za β i δ vuka dok
su sva ostala rexeǌa ω vukovi. Kako su optimizacija i lov vo�eni sa α, β i δ,
u svakoj iteraciji se prate ǌihova rexeǌa i uzimaju se nove vrednosti samo u
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sluqaju da se prona�u boǉa, inaqe ostaju ista. Da bi se matematiqki modelovalo
opkoǉavaǌe plena koriste se naredne jednaqine [92],

D = |C ·Xp(t)−X(t)| , X(t+ 1) = Xp(t)−A ·D, (8.10)

pri qemu su A,C vektori koeficijenata, t je trenutna iteracija, Xp je pozicija
plena i X je vektor pozicije sivog vuka/agenta. Glavni razlog zbog koga se GWO
smatra stohastiqkim algoritmom su vektori koeficijenata. Dodatno, da bi se
matematiqki simuliralo ponaxaǌe sivih vukova tokom lova, uvodi se pretpo-
stavka da α, β, δ imaju pribli�no znaǌe o potencijalnoj lokaciji plena. S tim u
vezi, postignuta tri najpribli�nija rexeǌa se quvaju i tako primoravaju ostale
agente, ω, da prilagode svoje pozicije u skladu sa pozicijom najboǉeg agenta. Sve
ovo xto je do sada opisano mo�e se predstaviti jednaqinama:

Dα = |C1 ·Xα −X| ,Dβ = |C2 ·Xβ −X| ,Dδ = |C3 ·Xδ −X| , (8.11)

X1 = Xα −A1 · (Dα),X2 = Xβ −A2 · (Dβ),X3 = Xδ −A3 · (Dδ), (8.12)

X(t+ 1) =
X1 + X2 + X3

3
. (8.13)

Jednostavno reqeno, agenti divergiraju jedni od drugih dok su u potrazi za ple-
nom dok konvergiraju da bi isti napali. Dakle, to je upravo ono xto daje mo�
fazi tragaǌu i xto omogu�ava GWO algoritmu globalno pretra�ivaǌe, tj. mo�e
se re�i da je algoritam sposoban za xiroku pretragu [92]. Sve ovo poma�e GWO
algoritmu da postigne nasumiqnije ponaxaǌe tokom optimizacionog procesa, is-
tovremeno forsiraju�i istra�ivaǌe i izbegavaǌe lokalnih optimuma.

8.5 Primena TS modelova�a, optimizacije i PDC

uprav	a�a

Upravǉaǌe temperaturom je problem koji je najzastupǉeniji u procesnoj indu-
striji i to je i daǉe bitan zadatak za istra�ivaqe. U ovom odeǉku se razmatraju
dva odvojena problema i to optimizacija modela objekta i upravǉaǌe. Na poc-
hetku se odre�uju linearni modeli objekta za tri nominalne taqke termo tunela.
Na osnovu ovih linearnih modela formira se Takagi-Sugeno (TS) model objekta
korix�eǌem fiksnih funkcija pripadnosti u premisama fazi pravila. Na osnovu
izabrane funkcije ciǉa parametri u premisama su optimizovani primenom meta-
heuristiqkog optimizacionog algoritma sivi vuk (GWO). Nadaǉe se upotrebom
paralelno raspodeǉenog upravǉaǌa (PDC) radi sinteza fazi kontrolera koji se
sastoji od tri proporcionalno-sumarna (PS ) kontrolera koji su projektovani za
svaku nominalnu taqku. Da bi se prikazala efikasnost (PDC) kontrolera ura�eno
je ǌegovo pore�eǌe sa lokalnim linearnim kontrolerom. U nastavku je prikazano
pore�eǌe (PDC) kontrolera sa poqetnim TS fazi modelom objekta i fazi kontro-
lera sa optimizovanim TS fazi modelom objekta. Svi rezultati su potvr�eni na
simulacijama i eksperimentalno na objektu termo tunela.

Na kraju su povezane dve oblasti razmatrane u ovoj disertaciji: predlo�ena
optimizacija korix�eǌem potpune prenosne funkcije uzimaju�i u obzir nenulte
poqetne uslove i TS fazi modelovaǌe i upravǉaǌe. Rezultati su potvr�eni
simulaciono i eksperimentalno.

Puno je radova iz oblasti automatskog upravǉaǌa koji se bave primenom GWO
algoritma za optimizaciju parametara razliqitih tipova kontrolera, uglavnom
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PID tipa, xto klasiqnih xto fazi. U nastavku disertacije se izuqava i di-
skutuje primena spomenutog algoritma u drugu svrhu: optimizaciju TS modela
spregnutog sa PDC kontrolerom. Uopxteno gledano, modelovaǌe TS fazi sistema
zasnovanog na fazi pravilima sastoji se iz dva dela: modelovaǌa strukture i
optimizacije parametara. U najve�em broju prilika struktura i parametri TS
fazi modela se odre�uju zasebno i to je sluqaj i u ovoj disertaciji. Struktura,
koja ukǉuquje broj fazi pravila i promenǉive koje su ukǉuqene u premise pra-
vila, se prva odre�uje dok se kasnije optimizuju parametri dok struktura ostaje
fiksna. Kǉuqni rezultati su slede�i:

1. Poqetni TS fazi model je napravǉen od tri linearna matematiqka modela
koja opisuju ponaxaǌe objekta oko tri nominalne taqke. Funkcije pripad-
nosti su ravnomerno raspore�ene sa centrima u ovim nominalnim taqkama;

2. Poqetni TS fazi model je optimizovan upotrebom GWO algoritma tako da
parametri u premisama fazi pravila imaju optimalne vrednosti.

3. Ura�ena je sinteza PDC upravǉaqkog sistema. Prikazani su eksperimen-
talni rezultati i pore�eǌa odziva objekta upravǉanog lokalnim linearnim
PS kontrolerom, PDC kontrolera koji koristi poqetni TS fazi model, kao
i PDC kontrolera koji koristi optimizovani TS fazi model.

8.5.1 Opis sistema termotunela

Termotunel (Heat Flow Experiment (HFE)) prikazan na slici 8.1 sastoji se iz
komore opremǉene ventilatorom koji potiskuje vazduh preko elektriqnog grejaqa.
Unutar komore, temperatura vazduha se meri sa tri senzora postavǉena ekvidi-
stantno du� tunela. Broj obrtaja ventilatora se meri pomo�u tahometra. Na-
kon ukǉuqivaǌa ovog sistema automatski se ukǉuquje ventilator i on se obr�e
konstantnom brzinom tokom celog eksperimenta kako bi se obezbedio uniformni
protok vazduha kroz termotunel. Pretpostavǉa se da je temperatura u prostoriji
nepoznata i konstantna tokom eksperimenta zato xto se HFE nalazi u zatvorenoj
prostoriji i eksperimenti traju kratko. Predmet ovog poglavǉa je da prika�e
postupak sinteze kontrolera za upravǉaǌe temperaturom T koju meri senzor naj-
bli�i grejaqu. Matematiqki model objekta je odre�en na osnovu tehnika identi-
fikacije. U tu svrhu su izvrxeni eksperimenti u otvorenom kolu i dobijen je
matematiqki model objekta prvog reda.

грејач
вентилатор

сензор 1
сензор 2

сензор 3

Slika 8.1: Eksperimentalna instalacija termotunela kompanije Quanser
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8.5.2 Takagi-Sugeno model zasnovan na linearnim modelima
(TS-POQ)

Lokalni linearni modeli u posledicama pravila, j-na (8.1), dobijeni su meto-
dom identifikacije na osnovu izmerenih ulazno-izlaznih podataka korix�eǌem
Matlabovog paketa za identifikaciju. Ulazno-izlazni podaci su proistekli iz
odskoqnog odziva objekta. Razmatra se nelinearni TS model dobijen kombinova-
ǌem tri linearna modela oko tri nominalne taqke: 33, 49,4, 68,5 ◦C. Nominalne
temperature ΘNi, nominalni naponi na grejaqu VhNi i odgovaraju�e identifiko-
vane prenosne funkcije dati su u tablici 8.1.

Tabela 8.1: Linearni modeli i nominalne vrednosti

i ΘNi [
◦ C] VhNi [V] Wi(z) ai bi

1 33 2
0, 0026

z − 0, 99977
0,99977 0,0026

2 49,4 3,1
0, 006939

z − 0, 99965
0,99965 0,00694

3 68,5 4,2
0, 003929

z − 0, 99976
0,99976 0,00393

Odstupaǌa u naponima predstavǉaju odstupaǌa upravǉaǌa u(k) = vh(k). Koe-
ficijenti USI matematiqkog modela objekta su odre�eni iz tablice 8.1 na osnovu
prenosnih funkcijaWi(z). Kao primer, u nastavku je prikazana procedura za odre-
�ivaǌe konstanti a1, b1,

W1(z) =
Θ(z)

U(z)
=

0, 0026

z − 0, 99977
, (8.14)

θ(k + 1)− 0, 99977θ(k) = 0, 0026u(k). (8.15)

Za veliqinu staǌa bira se izlazna veliqina, x(k) = xi(k) = θ(k). Uvrxtavaǌem
veliqine staǌa u prethodnu diferencnu jednaqinu ponaxaǌa dobijaju se dife-
rencna jednaqina staǌa objekta i ǌegova jednaqina izlaza,

x(k + 1) = 0, 99977x(k) + 0, 0026u(k) = a1x(k) + b1u(k), (8.16)

xi(k) = x(k). (8.17)

Isti postupak je sproveden za preostale dve diferencne jednaqine. Konstante za
sva tri modela u prostoru staǌa prikazane su u tablici 8.1. Na osnovu linearnih
sistema dobija se slede�i fazi model: Pravilo i:

AKO x(k) je Mi ONDA
{
x(k + 1) = aix(k) + biu(k), i = 1, 2, 3,

xi(k) = x(k).
(8.18)

Polazne funkcije pripadnosti koje odgovaraju nominalnim taqkama TNi prikazane
su na slici 8.2.
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Θ Θ Θ

0 5,

Slika 8.2: Funkcije pripadnosti

8.5.3 Optimizacija Takagi-Sugeno modela (TS-OPT)

Da bi se poboǉxala taqnost modela, korix�eǌem GWO algoritma optimizo-
vani su parametri u premisama fazi pravila. Za optimizaciju su obezbe�eni
eksperimentalno ulazno izlazni podaci. Da bi se pokrio xto xiri radni opseg,
objektu je prosle�ivan ulazni napon prikazan na slici 8.3.

0 0 5, 1 1 5, 2 2 5,

10
5

1

2

3

4

5

Slika 8.3: Ulazni signal za optimizaciju modela

TS fazi model ima fiksnu strukturu a u posledicama pravila nalaze se lo-
kalni linearni modeli. U nastavku, model je optimizovan promenom parametara
u premisama - xirine funkcija pripadnosti. Spomenuti TS parametri su svi
kodirani u jednog sivog vuka, tj. jednog agenta, koji je predstavǉen vektorom
qiji su elementi parametri premisa. Sredixǌa funkcija pripadnosti sadr�i
dva parametra dok sporedne dve sadr�e po jedan parametar kao xto je prikazano
na slici 8.4, tako da ukupno postoje qetiri nepoznata parametra.

Parametri GWO optimizacionog algoritma su preuzeti iz originalnog rada
[92], dok je izabrano da u populaciji bude dvadeset jedinki i ukupno da ima tride-
set iteracija. U ovakvoj optimizacionoj metodi jedan agent predstavǉa jedan po-
tencijalno optimalni fazi model. Kao funkcija ciǉa izabrana je suma kvadrata

grexke (sum of squared errors (SSE)) i mo�e se izraqunati kao J =
n∑
k=1

(xi(k)− xim(k))2,

gde je xi(k) mereni izlaz objekta dok je xim(k) izlaz iz modela objekta. Ovde je u
pitaǌu problem optimizacije sa ograniqeǌima. Gorǌe i doǌe granice su odre-
�ene fiziqkim ograniqeǌima termotunela. Tako�e, neophodno je uvesti gorǌa i
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doǌa ograniqeǌa tako da je u svakom trenutku aktivno bar jedno pravilo kako bi
se iskǉuqila mogu�nost da u nekoj iteraciji nije aktivno nijedno pravilo. Ovo
bi uzrokovalo deǉeǌe sa nulom i pojavu singulariteta u TS modelu. Na slici
8.4 prikazane su optimizovane funkcije pripadnosti pri qemu su M3left = 2, 19853,
M2left = 10, 5573, M1right = 62, 718 i M2right = 67, 7686.

0 5,

Slika 8.4: Optimizovane funkcije pripadnosti

Na slici 8.5 prikazano je pore�eǌe TS modela zasnovanih na poqetnim i op-
timizovanim funkcijama pripadnosti sa eksperimentalnim rezultatima.

Θ

експеримент

ТС-ПОЧ

ТС-ОПТ

0 5, 1,5 2,5

Slika 8.5: Pore�e�e poqetnog i optimizovanog TS modela

Eksperimentalni podaci na slici 8.5 su proistekli nakon dovo�eǌa ulaznog
napona objektu u obliku prikazanom na slici 8.3. Ispod su date vrednosti in-
deksa performanse (SSE) dva modela kao mera ǌihove taqnosti u odnosu na ekspe-
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rimentalno snimǉene podatke.

SSETS−POQ = 702810, SSETS−OPT = 385910. (8.19)

Indeks performanse u obliku SSE ima mnogo maǌu vrednost, tj. boǉe je poklapaǌe
sa eksperimentalnim podacima, u sluqaju optimizovanog modela xto potvr�uje
slika 8.5.

8.5.4 Sinteza uprav	aqkog sistema

PDC predstavǉa proceduru za sintezu fazi upravǉaqkog sistema na osnovu
TS fazi modela. Za svaki linearizovani model objekta projektuje se lokalni
linearni PS kontroler. Na osnovu toga se dobija i-to pravilo PDC kontrolera:

AKO X(k) je Mi, ONDA kontroler je Ci.

Krajǌi oblik fazi kontrolera (upravǉaqkog signala) se onda mo�e predstaviti
kao:

C =

3∑
i=1

wi(X(k))Ci

3∑
i=1

wi(X(k))

=
3∑
i=1

hi(X(k))Ci, (8.20)

gde su Ci PS kontroleri definisani u kompleksnom domenu kao xto sledi u na-
stavku. Koristi se PS kontroler nultog reda. ǋegova diferencna jednaqina
je

u(k) = KP e(k) +KST
i=k−1∑
i=0

e(i)
/

∆, (8.21)

u(k + 1)− u(k) = KP e(k + 1)−KP e(k) +KSTe(k)
/
Z, (8.22)

zU(z)− U(z) = (KP z −KP +KST )E(z). (8.23)

Na osnovu ovoga sledi izraz za Z prenosnu funkciju kontrolera Ci:

Ci =
KPiz +KSiT −KPi

z − 1
, i = 1, 2, 3. (8.24)

Parametri diskretnog kontrolera imaju iste vrednosti kao parametri kontinu-
alnog kontrolera dok je jedina razlika u diskretnoj implementaciji. U nastavku
se prikazuje postupak za odre�ivaǌe ovih parametara.

Glavni zadatak upravǉaǌa je da se temperatura u komori odr�ava na zadatoj
vrednosti promenom napona koji se dovodi grejaqu. Sva tri linearna sistema
treba da ostvare slede�e zahteve: statiqka grexka treba da bude nula; preskok
da bude ne ve�i od 5%, Π ≤ 5%; vreme smireǌa maǌe od 30 sekundi, Ts ≤ 30. Ovi
zahtevi, koje treba da ostvari zatvoren sistem automatskog upravǉaǌa, se mogu
prikazati preko prirodne frekvencije ωn i stepena priguxeǌa ζ. Ako se i-ti
model objekta predstavi sa Wi(s) = βi/(s− αi) onda, [110]:

bi =
∣∣∣ln(POi

100

) ∣∣∣, ζi =
bi√

bi
2 + π2

, ωni =
4

Tsiζi
, (8.25)

KPi
=

1

βi
(2ζiωni + αi) , KIi =

ω2
ni

βi
, i = 1, 2, 3. (8.26)

Na ovaj naqin se dobijaju parametri linearnih kontrolera: KP1 = 0, 93768, KP2 =
0, 33312, KP3 = 0, 61816, KS1 = 0, 14357, KS2 = 0, 053788, KS3 = 0, 095009.
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8.5.5 Jox eksperimentalnih rezultata

Odskoqni odziv, pra�eǌe, kompenzacija dejstva poreme�aja se koriste kao kri-
terijumi za proveru i pore�eǌe rada projektovanih kontrolera.

Odskoqni odziv

Uporedo sa simulacijama, izvedeni su eksperimenti na realnom, fiziqkom si-
stemu. Simulacioni rezultati potvr�eni su na eksperimentima i prikazani na
slikama 8.6-8.10. Na slici 8.6 prikazano je pore�eǌe PDC-OPT kontrolera i
lokalnog linearnog kontrolera (C1)projektovanog da radi oko 57 ◦C. Upravo ovo
je najzahtevniji izazov za projektovani PDC-OPT kontroler, zbog toga xto se ta
temperatura nalazi najdaǉe od nominalnih taqaka 33, 49,4 i 68,5 ◦C tri lokalna
linearna kontrolera koji izgra�uju PDC. Zahtevi za ovaj lokalni linearni ko-
ntroler su potpuno isti kao za tri prethodno projektovana. Na isti naqin su
odre�eni parametri KP = 0, 2256 i KS = 0, 0343.

1 4, 1 6, 1 8, 2 2 2, 2 4, 2 6, 2 8, 3

10
4

54

55

56

57

58

59

60

C1

PDC-ОПТ

задата вр.

Θ

Slika 8.6: Pore�e�e PDC-OPT i PS kontrolera oko 57 ◦C

PDC-OPT ostvaruje boǉe ponaxaǌe nego lokalni PS kontroler xto se mo�e
videti na slici 8.6 i na osnovu izraqnatih vrednosti sume kvadrata grexaka u
odnosu na zadatu vrednost koje iznose SSEC1 = 830330, SSEPDC−OPT = 455020. PDC-
OPT kontroler koristi iste funkcije pripadnostiM1, M2, M3 prikazane na slici
8.4 kao i TS fazi model objekta. Na osnovu slike 8.4 i izgleda fazi skupova Mi

zakǉuquje se da za temperaturu izme�u 54 ◦C i 60 ◦C postoji stepen pripadnosti
temperature Θ(k) u fazi skupu Mi, tj. Mi(Θ(k)) 6= 0, i = 1, 2, 3. Kada se temperatura
meǌa u opsegu izme�u 54 i 60 ◦C prvo, drugo i tre�e fazi pravilo �e da bude
aktivno, u kojima uqestvuju fazi skupoviM1, M2 iM3. Ostvareni su maǌi preskok
i kra�e vreme smireǌa kada se objektom upravǉa PDC kontrolerom koji koristi
informaciju o optimizovanom modelu (TS-OPT) u odnosu na to kada se objekt
upravǉa PDC kontrolerom koji koristi poqetne funkcije pripadnosti (TS-POQ).
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Filtrirani odzivi su prikazani na slici 8.7 da bi razlike izme�u ǌih bile
vidǉivije. Isti filter je iskorix�en za oba signala.

ТС-ПОЧ

ТС-ОПТ

задата вр.

Θ

1,5 2,5 3,5

Slika 8.7: Pore�e�e PDC kontrolera sa poqetnim (TS-POQ) i optimizovanim (TS-
OPT) modelom objekta

Pore�eǌe vrednosti preskoka odziva sistema zasnovanih na poqetnom i opti-
mizovanom TS fazi modelu prikazane su u tablici 8.2.

Tabela 8.2: Vrednosti preskoka za razliqite odskoqne odzive

Skok [◦C] 50-52 52-54 54-56 56-58 58-55 55-53 53-51 51-53
TS-POQ [%] 38 31,25 34 24 28 34 34 35
TS-OPT [%] 12,5 17 17,5 20 16 17,5 17,5 15

Pra�e�e

Namera ovog odeǉka je da poka�e da PDC kontroler koji koristi optimizovane
funkcije pripadnosti ostvaruje boǉe ponaxaǌe u zadatku pra�eǌa zadate vred-
nosti od PDC kontrolera koji koristi poqetne funkcije pripadnosti. Zadata
trajektorija nije previxe zahtevna ve� je u obliku sinusa koji se sporo meǌa
u toku vremena. Pore�eǌe odziva pra�eǌa zadate trajektorije prikazano je na
slici 8.8.
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Θ

ТС-ПОЧ

ТС-ОПТ

задата вр.

1,40,6 0,8 1,2 1,6 1,8

Slika 8.8: Pore�e�e PDC kontrolera sa poqetnim (TS-POQ) i optimizovanim (TS-
OPT) TS modelima objekta

Poboǉxaǌe se eksplicitno vidi na osnovu vrednosti sume kvadrata grexaka
u odnosu na zadatu trajektoriju koje iznose

SSETS-POQ = 137160, SSETS-OPT = 38335. (8.27)

Pore�eǌe upravǉaqkih signala poqetnog (identifikovanog) TS-POQ i optimal-
nog TS-OPT kontrolera dato je na slici 8.9.

0 5, 1 1 5, 2

10
4

2 4,

2 6,

2 8,

3

3 2,

3 4,

3 6,

3 8,

ТС-ПОЧ

ТС-ОПТ

Slika 8.9: Uprav	aqki signali
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Kompenzacija dejstva poreme�aja

U ovom odeǉku se razmatra problem kompenzacije dejstva poreme�aja. Kod ovog
objekta broj obrtaja ventilatora mo�e slu�iti kao poreme�aj zato xto znaqajno
utiqe na temperaturu vazduha u komori termotunela. Pretpostavimo da se tem-
peratura nalazi na zadatoj vrednosti od 56 ◦C. U pedesetoj sekundi brzina ven-
tilatora se naglo pove�a i tako ostane pet sekundi. Time se dobija poreme�aj u
vidu odskoqne funkcije. Eksperimentalni rezultati su prikazani na slici 8.10 i
vidi se da je temperatura pala na 55,5 ◦C usled dejstva poreme�aja, pre nego xto
su implementirani PDC kontroleri brzo reagovali i vratili stvarnu vrednost
temperature da se poklapa sa zadatom.

5000 5500 6000 6500 7000 7500 8000
55

55 5,

56

56 5,

57

ТС-ПОЧ

ТС-ОПТ

задата вр.

Θ

Slika 8.10: Pore�e�e PDC kontrolera sa poqetnim (TS-POQ) i optimizovanim (TS-
OPT) modelima objekta

Ovime je potvr�eno da su projektovani PDC kontroleri pokazali zadovoǉa-
vaju�e rezultate i u obavǉaǌu funkcije kompenzacije dejstva poreme�aja. Sa
slike 8.10 se vidi da je PDC kontroler sa optimizovanim funkcijama pripadno-
sti boǉe kompenzovao dejstvo poreme�aja nego xto je to uqinio PDC kontroler
sa poqetnim funkcijama pripadnosti.

8.5.6 Diskusija rezultata

Na poqetku su odre�ena tri linearna matematiqka modela termotunela na
osnovu tehnike idenitifikacije zasnovane na odskoqnom odzivu. U narednom ko-
raku je formiran TS nelinearni fazi model objekta korix�eǌem prethodna tri
idenitifikovana linearna modela. Iako je ovaj poqetni TS fazi model poka-
zao zadovoǉavaju�e rezultate na celom prostoru izlaza on je ipak optimizovan
primenom optimizacionog algoritma sivi vukovi. Optimizovani su nepoznati pa-
rametri u premisama fazi pravila, tj. xirine funkcija pripadnosti. Ura�ena je
verifikacija ovih modela. Projektovani su lokalni linearni kontroleri koji su

88



8.5. Primena TS modelova�a, optimizacije i PDC uprav	a�a

idealni za rad oko tri nominalne taqke. Korix�eǌem PDC metode projektovani
su fazi kontroleri koji koriste poqetne i optimizovane TS fazi modele objekta.
Optimizovani TS model utiqe na ve�u efikasnost PDC kontrolera. Efektivnost
ovako projektovanog fazi kontrolera proistiqe iz prethodno projektovanog mo-
dela objekta sa fazi strukturom. Na kraju je prikazana primena projektovanih
kontrolera na rexavaǌe problema pra�eǌa zadate vrednosti i na kompenzaciju
dejstva poreme�aja.

Budu�a istra�ivaǌa �e uzeti u razmatraǌe vixe fazi pravila, druge meta-
heuristiqke algoritme, druge oblike funkcija pripadnosti.
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Glava 9

Primena nove teorije uslovne

optimizacije na nelinearnim

diskretnim sistemima

U ovoj glavi se radi povezivaǌe rezultata koji su ostvareni u prvom delu
disertacije sa onim rezultatima koji su postignuti u prethodnoj glavi. U pr-
vom delu se pokazuje razlika u dobijaǌu optimalnih parametara u sluqju da se
uzmu ili ne uzmu u obzir nenulti poqetni uslovi. Koristi se potpuna prenosna
funkcija i upravǉa se na osnovu jednog linearnog modela objekta i jednog, ǌemu
odgovaraju�eg, linearnog upravǉaqkog sistema PDS tipa.

Prethodna glava doktorata se bavi fazi modelovaǌem i upravǉaǌem. Formi-
ran je nelinearni TS fazi model na osnovu tri identifikovana linearna mate-
matiqka modela. Izvrxena je sinteza PDC algoritma upravǉaǌa koji se sastoji
u interpolaciji tri lokalna linearna PS kontrolera. Prikazano je da PDC kon-
troler ostvaruje boǉe upravǉaǌe od jednog PS kontrolera. U ovom poglavǉu
je izvrxena i optimizacija nelinearnog diskretnog TS fazi modela objekta i
takav optimizovani model u kombinaciji sa PDC kontrolerom posti�e boǉe po-
naxaǌe od PDC kontrolera koji se zasniva na poqetnom, identifikovanom TS
fazi modelu.

9.1 Eksperimentalni primer uslovne optimizacije

PDC uprav	aqkog sistema

U ovom primeru predstavǉena je razvijena metoda sinteze diskretnog para-
leleno distribuiranog upravǉaǌa (PDC) za nelinearni diskretni fazi model
objekta. Razlika u odnosu na sve druge primere je u tome xto je ovde primeǌen
linearni diskretni proporcionalno-sumarni (PS) kontroler prvog reda. Projek-
tovana su tri ovakva lokalna upravǉaqka sistema za svaki pojedinaqni linearni
matematiqki model objekta. Koristi se algebarska metoda u dvodimenzionalnom
prostoru kao i karakteristiqni polinom potpune prenosne funkcije nedegenera-
tivne po vrstama. Postignuta je relativna stabilnost svih pojedinaqnih za-
tvorenih linearnih sistema u odnosu na izabrani stepen priguxeǌa. Dodatni
kriterijum je minimalna vrednost indeksa performanse u obliku sume kvadrata
grexaka (SSE). Razlika u odnosu na klasiqnu metodu je u tome xto grexka is-
tovremeno uzima u obzir dejstvo spoǉaxǌeg ulaza i nenultih poqetnih uslova.
Upravo teorija potpune prenosne funkcije omogu�ava tretiraǌe istovremenog
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dejstva spoǉaxǌeg ulaza i nenultih poqetnih uslova. U ciǉu prikazivaǌa po-
boǉxaǌa uzrokovanog primenom nove optimizacione metode koja razmatra nenulte
poqetne uslove izvrxeno je pore�eǌe rada dva PDC kontrolera. Prvi PDC kon-
troler je projektovan pri nultim a drugi pri konkretnim nenultim poqetnim
uslovima pri qemu se pore�eǌe ǌihovog rada vrxi tako xto u oba sluqaja si-
stem krene sa radom iz istih nenultih poqetnih uslova xto najvixe odgovara
primerima iz prakse. Simulacioni i eksperimentalni rezultati su prikazani
kako bi potvrdili efikasnost predlo�ene metode.

9.1.1 Takagi-Sugeno model motora jednosmerne struje baziran na
linearnim modelima

Tehnika sinteze je implementirana i eksperimentalno potvr�ena na motoru
jednosmerne struje sa zupqanicima i optere�eǌem. Eksperimenti su izvedeni na
istom servomotoru koji je korix�en u odeǉcima 7.2 i 7.3.

Lokalni linearni modeli u posledicama fazi pravila, jednaqina (8.2) su pro-
istekli na osnovu identifikacije modela ura�ene pomo�u Matlabove biblioteke
za identifikaciju na osnovu izmerenih ulazno-izlaznih podataka. U tu svrhu je
iskorix�en odskoqni odziv objekta. Nominalne taqke su izabrane tako da TS
fazi model predstavǉa model servo motora na opsegu [0-5] [V]. Prva i tre�a no-
minalna taqka su izabrane da budu blizu kraja radnog opsega a druga u sredini
opsega, tj. UN1 = 0, 5, UN2 = 2, 5 i UN3 = 4, 5 [V]. Odgovaraju�e vrednosti nomi-
nalnih ugaonih brzina su ΩN1 = 0, 62, ΩN2 = 4, 02 i ΩN3 = 7, 56 [ rad/s]. Tablica
9.1 prikazuje nominalne ugaone brzine ΩNi, nominalne napone UNi i ǌima odgo-
varaju�e identifikovane diskretne prenosne funkcije pri periodi odabiraǌa
T = 0, 002 [s].

Tabela 9.1: Linearni modeli i nominalne vrednosti

i ΩNi [rad/s] UNi [V] Wi(z) ai bi αi βi

1 0,62 0,5
0, 1023

z − 0, 9398
0,9398 0,1023 -0,0138 0

2 4,02 2,5
0, 0953

z − 0, 9444
0,9444 0,0953 -0,0149 0

3 7,56 4,5
0, 1042

z − 0, 9443
0,9443 0,1042 -0,0477 0

Na osnovu identifikovanih modela, mogu se dobiti diferencne jednaqine koje
opisuju ponaxaǌe servo motora u okolini izabranih nominalnih taqaka. Ispod
je prikazan postupak za nominalnu taqku (UN1,ΩN1) kao ilustrativni primer. Ako
u(k) i ω(k) oznaqavaju odstupaǌe upravǉaqke veliqine i ugaone brzine, sledstve-
no, onda se dobija:

W1(z) =
Ω(z)

U(z)
=

0, 1023

z − 0, 9398
, (9.1)

ω(k + 1)− 0, 9398ω(k) = 0, 1023u(k). (9.2)

Izlazna veliqina je usvojena kao veliqina staǌa, x(k) = xi(k) = ω(k). Diferencna
jednaqina staǌa objekta i ǌegova jednaqina izlaza se dobijaju zamenom veliqine
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staǌa u prethodnu jednaqinu,

x(k + 1) = 0, 9398x(k) + 0, 1023u(k) = a1x(k) + b1u(k), (9.3)

xi(k) = x(k). (9.4)

Ako X(k) predstavǉa vrednost ugaone brzine u totalnim koordinatama, onda za
nominalnu taqku (UN1,ΩN1) va�i da je X(k) = x(k) + XN1 = x(k) + ΩN1 i U(k) =
u(k) + UN1. Iz jednaqina (9.3, 9.4) dobija se prvi lokalni model u totalnim
koordinatama za nominalnu taqku (UN1,ΩN1), tj. lokalni model u totalnim koor-
dinatama za prvo pravilo u jednaqini (8.5)):

X(k + 1)−XN1 = a1 (X(k)−XN1) + b1 (U(k)− UN1) , (9.5)

X(k + 1) = a1X(k) + b1U(k) + α1, α1 = XN1 − a1XN1 − b1UN1, (9.6)

Xi(k) = X(k). (9.7)

Istovetna procedura je primeǌena za preostale dve diskretne prenosne funkcije
i ǌihove diferencne jednaqine ponaxaǌa. U tablici 9.1 su prikazane konstante
sva tri linearna matematiqka modela objekta u prostoru staǌa. Na osnovu li-
nearnih podsistema formiran je naredni TS fazi model objekta u totalnim ko-
ordinatama:
Pravilo i:

AKO X(k) je Mi ONDA
{
X(k + 1) = aiX(k) + biU(k) + αi, i = 1, 2, 3,

Xi(k) = X(k).
(9.8)

Funkcije pripadnosti sa nominalnim vrednostima ΩNi prikazane su na slici 9.1.
Zbog jednostavnosti su izabrane trouglaste funkcije pripadnosti. ǋihovi pa-
rametri su jasno definisani sa centrima u nominalnim vrednostima. Trouglasta
funkcija pripadnosti M2 odre�ena je sa tri parametra {ΩN1,ΩN2,ΩN3} i definixe
se sa:

M2 (X,ΩN1,ΩN2,ΩN3) =



0, X < ΩN1

X − ΩN1

ΩN2 − ΩN1

, ΩN1 ≤ X < ΩN2

ΩN3 −X
ΩN3 − ΩN2

, ΩN2 ≤ X ≤ ΩN3

0, X > ΩN3

. (9.9)

0 2 4 6 8
0

0 2,

0 4,

0 6,

0 8,

1

Slika 9.1: Funkcije pripadnosti.
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Funkcija pripadnosti M1 otvorena je sa leve strane i definisana sa dva pa-
rametra {ΩN1,ΩN2}:

M1 (X,ΩN1,ΩN2) =


1, X < ΩN1

ΩN2 −X
ΩN2 − ΩN1

, ΩN1 ≤ X ≤ ΩN2

0, X > ΩN2

. (9.10)

Na kraju, funkcija pripadnosti M3 je otvorena sa desne strane i definisana sa
dva parametra {ΩN2,ΩN3}:

M3 (X,ΩN2,ΩN3) =


0, X < ΩN2

X − ΩN2

ΩN3 − ΩN2

, ΩN2 ≤ X ≤ ΩN3

1, X > ΩN3

. (9.11)

Prethodna glava je pokazala da su TS i PDC efikasan naqin za modelova-
ǌe, optimizaciju i upravǉaǌe nelinearnih diskretnih fazi sistema. Poka-
zane su mogu�nosti metaheuristiqke optimizacije TS fazi modela. To otvara
mogu�nosti za primenu druge vrste optimizacije izlo�ene u nastavku.

9.1.2 Uslovna optimizacija pod dejstvom nenultih poqetnih uslo-
va

U nastavku je izlo�ena procedura za odre�ivaǌe optimalnih parametara di-
skretnog PS kontrolera prvog reda pri nultim i nenultim poqetnim uslovima
koji odgovaraju prvom linearnom matematiqkom modelu objekta iz tablice 9.1.

Opis sistema

Objekt
U naxem sluqaju jednaqina (9.2), je takva da a1O = 1, a0O = −0, 9398, b0O = 0, 1023,

v(k) = xi(k), u(k) = uO(k). Kompaktni oblik jednaqine (9.2) dobija slede�i izgled,
[1, 33]:

A
(1)
O x1

i = B
(0)
O u0

O,A
(1)
O =

[
−0, 9398 1

]
,B

(0)
O =

[
0, 1023

]
, (9.12)

x1
i =

[
xi (k) xi (k + 1)

]T
,u0

O =
[
uO (k)

]
, (9.13)

gde su A
(1)
O , B

(0)
O proxirene matrice objekta a x1

i , u0
O su proxireni vektori izlaza

i ulaza objekta.
Upravǉaqki sistem
Opxti oblik PS kontrolera prvog reda je

∆u(k)

T
+ u(k) = Kε(k) +KST

i=k−1∑
i=0

,

/
∆ (9.14)

∆u(k + 1)−∆u(k)

T
+ ∆u(k) = K∆ε(k) +KSTε(k),

/
· T (9.15)

u(k+ 2)− 2u(k+ 1) + u(k) +Tu(k+ 1)−Tu(k) = KTε(k+ 1)−KTε(k) +KST
2ε(k), (9.16)

u(k + 2) + (T − 2)u(k + 1) + (1− T )u(k) = KTε(k + 1) +
(
KST

2 −KT
)
ε(k). (9.17)
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Kompaktni oblik PS kontrolera prvog reda je:

A
(2)
C u2 = B

(1)
C ε1, (9.18)

pri qemu su A
(2)
C , B

(1)
C proxirene matrice kontrolera, u2, ε1(k) su proxireni vek-

tori izlaza i ulaza kontrolera i dati su u nastavku,

A
(2)
C =

[
1− T, T − 2, 1

]
,B

(1)
C =

[
KST

2 −KT, KT
]
, T = 0, 002[s], (9.19)

u2 =
[
u(k) u(k + 1) u(k + 2)

]T
, ε1 =

[
ε(k) ε(k + 1)

]T
. (9.20)

Zatvoren sistem
Prikaz zatvorenog sistema automatskog upravǉaǌa u kompaktnom obliku je:

A(3) (α, β) xi
3 = B(2) (α, β) xu

2,∀k ∈ N0, α = K, β = KS, (9.21)

gde su A(3), B(2) proxirene matrice sistema, xi
3, xu

2 su proxireni vektor izlaza
i ulaza sistema.

A(3) (α, β) =
[
a0 (α, β) a1 (α, β) a2 (α, β) a3 (α, β)

]
=

−2, 046 · 10−4α + 4, 1 · 10−7β − 0, 93794
2, 046 · 10−4α + 0β + 2, 8758

0α + 0β − 2, 9378
0α + 0β + 1


T

, (9.22)

B(2) (α, β) =
[

B0 (α, β) B1 (α, β) B2 (α, β)
]
, (9.23)

B(2) (α, β) =

 [ −2, 046 · 10−4α + 4, 092 · 10−7β, 0, 1021
][

2, 046 · 10−4α, −0, 2044
][

0 0, 1023
]

T , (9.24)

x3
i =

[
xi (k) xi (k + 1) xi (k + 2) xi (k + 3)

]T
, (9.25)

x2
u =

[
xTu (k) xTu (k + 1) xTu (k + 2)

]T
, xu =

[
xiz z

]T
, (9.26)

pri qemu su xiz zadata vrednost i z poreme�ajna veliqina.
Potpuna prenosna funkcija
Potpuna prenosna funkcija Π(z) ulazno-izlaznog (UI) sistema, datog jednaqi-

nom (9.21) glasi, [1]:

Π (z) = Π−1
D (z) ΠN (z) =

[
A(3) (·) S

(3)
1 (z)

]−1

· (9.27)

·
[

B(2) (·) S
(2)
2 (z) −B(2) (·) Z

(2)
2 (z) A(3) (·) Z

(3)
1 (z)

]
,

gde su ΠD(z) polinomijalna matrica u imeniocu, ΠN(z) polinomijalna matrica u
brojiocu, S

(3)
1 (z), S

(2)
2 (z), Z

(3)
1 (z) i Z

(2)
2 (z) su matriqne funkcije u zavisnosti od z

definisane kao:

S
(3)
1 (z) =

[
1 z z2 z3

]T
, S

(2)
2 (z) =

[
1 0 z 0 z2 0
0 1 0 z 0 z2

]T
, (9.28)
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Z
(2)
2 (z) =


0 0 0 0
0 0 0 0
z 0 0 0
0 z 0 0
z2 0 z 0
0 z2 0 z

 , Z
(3)
1 (z) =


0 0 0
z 0 0
z2 z 0
z3 z2 z

 . (9.29)

Na kraju, konaqan izraz za Π(z) postaje:

Π (z) =
1

−z3 + 2, 9378z2 + (−2, 046 · 10−4α− 2, 8758) z + 2, 046 · 10−4α− 4, 092 · 10−7β + 0, 9379
·

·



− (4, 092 · 10−7β − 2, 046 · 10−4α + 2, 046 · 10−4αz)
− (0, 1023z2 − 0, 2044z + 0, 1021)

2, 046 · 10−4αz
− (−0, 1023z2 + 0, 2044z)

0
0, 1023z

− (z3 − 2, 9378z2 + (2, 046 · 10−4α + 2, 8758) z)
−z2 + 2, 9378z

−z



T

. (9.30)

Koncept nedegenerativne potpune prenosne matrice je otkriven i razvijen u [33,
32], za kontinualne linearne sisteme i daǉe proxiren za diskretne linearne
sisteme u [1]. Prema [1] (Def.6.1, p.104; Lem.6.1, p.108), nula i pol zajedniqki
za sve elemente potpune prenosne matrice Π (z) (Π (z) je vrsta vektor) sistema
(9.21) ne utiqu na karakter odziva sistema. Ukoliko postoje, ovakve nule i po-
lovi se mogu skratiti i tako nastaje potpuna prenosna matrica nedegenerativna
po vrstama Πrnd (z). Skra�ene nule i polovi moraju biti istog stepena u svim
elementima od Π (z). Ovo je novi, jasan kriterijum za skra�ivaǌe istih nula i
polova proistekao iz novog koncepta nedegenerativne potpune prenosne matrice
sistema. Time su prevazi�ene sve potencijalne dileme u vezi skra�ivaǌa nula i
polova.

Relativna stabilnost

Iz jednaqine (9.30) je oqigledno da je potpuna prenosna funkcija nedegenera-
tivna po vrstama, tako da sledi da je karakteristiqni polinom sistema:

z3 − 2, 9378z2 −
(
−2, 046 · 10−4α− 2, 8758

)
z − 2, 046 · 10−4α + 4, 092 · 10−7β − 0, 9379 =

= ā3 (α, β) z3 + ā2 (α, β) z2 + ā1 (α, β) z + ā0 (α, β) = 0, (9.31)

āj (α, β) = b̄jα + c̄jβ + d̄j, j = 0, 1, 2, 3. (9.32)

Da bi se pronaxla oblast konstantnog stepena priguxeǌa u αβ parametarskoj
ravni bira se konstantna vrednost ζ, 0 < ζ < 1, i koriste jednaqine (9.33) i
(9.34), [10, 11],

α =
C̄1D̄2 − C̄2D̄1

B̄1C̄2 − B̄2C̄1

, (9.33)

β =
B̄2D̄1 − B̄1D̄2

B̄1C̄2 − B̄2C̄1

. (9.34)
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Uzimaǌem u obzir Qebixevǉeve funkcije prve i druge vrste dobijamo:

B̄1 (ωn, ζ) = 2, 046 · 10−4e−0,002ωnζ cos
(

0, 002ωn
√

1− ζ2
)
− 2, 046 · 10−4, (9.35)

B̄2 (ωn, ζ) = 2, 046 · 10−4e−0,002ωnζ sin
(

0, 002ωn
√

1− ζ2
)
, (9.36)

C̄1 (ωn, ζ) = 4, 092 · 10−7, (9.37)

C̄2 (ωn, ζ) = 0, (9.38)

D̄1 (ωn, ζ) = 2, 8758e−0,002ωnζ cos
(

0, 002ωn
√

1− ζ2
)
−

−2, 9378e−0,004ωnζ cos
(

0, 004ωn
√

1− ζ2
)

+ e−0,006ωnζ cos
(

0, 006ωn
√

1− ζ2
)
− 0, 9379,

(9.39)

D̄2 (ωn, ζ) = 2, 8758e−0,002ωnζ sin
(

0, 002ωn
√

1− ζ2
)
−

−2, 9378e−0,004ωnζ sin
(

0, 004ωn
√

1− ζ2
)

+ e−0,006ωnζ sin
(

0, 006ωn
√

1− ζ2
)
. (9.40)

Vrednosti α i β su dobijene pri ζ = 0, 7 i tako xto su prethodni izrazi izraqu-
nati pri ωn koje je pove�avano od 0,71 do 22,2 sa korakom 0,01. Ovakav opseg za
ωn je izabran zbog toga xto su tu oba parametra sistema, α i β pozitivna. Kriva
konstantnog stepena priguxeǌa ζ = 0, 7 u αβ parametarskoj ravni prikazana je na
slici 9.2.
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Slika 9.2: Kriva konstantnog stepena priguxe�a ζ = 0, 7 u αβ parametarskoj ravni.

Indeks performanse

Za kriterijum optimalnosti izabrana je minimalna vrednost indeksa perfor-
manse u obliku sume kvadrata grexaka,

J =
∞∑
k=0

ε2(k), ε(k) = xiz(k)− xi(k), (9.41)

gde je ε(k) grexka dobijena kao rezultat istovremenog dejstva nenultih poqetnih
uslova i spoǉaxǌeg ulaza. To je u praksi realistiqniji sluqaj nego da je grexka
ε(k) nastala samo pod uticajem spoǉaxǌeg ulaza pri nultim poqetnim uslovima
xto je se do sada najqex�e sretalo u literaturi.
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Potpuni blok dijagram sistema [1, 33] prikazan je na slici 6.1. Z prenosna
funkcija objekta je WO(z). Objektova Z prenosna funkcija u odnosu na ǌegov
vektor poqetnih uslova c0O je W0O(z). Sliqno, kontrolerova Z prenosna funkcija
je WC(z) i kontrolerova Z prenosna funkcija u odnosu na ǌegov vektor poqetnih
uslova c0C je W0C(z). Klasiqna prenosna matrica u odnosu na spoǉaxǌi ulaz,
ili kra�e reqeno prenosna matrica W(z), je samo jedan element od Π(z). Postoji
i drugi element od Π(z), a to je prenosna matrica W0(z) koja se odnosi na poqetne
uslove celog sistema. Jedina odgovaraju�a i prikladna prenosna matrica, bez
ikakve kontroverze, za ispitivaǌe osobina ǈapunovǉeve stabilnosti je W0 (z),
koja proistiqe iz Πrnd (z), tj. W0rnd (z). Sa blok dijagrama lako se dobija Z-
transformacija Xi(z) izlaza xi(k):

Xi(z) =
[

W(z) W0(z)
]
·
[

Xu(z)
c0

]
=

=



WO(z)WC(z)

1 +WO(z)WC(z)
WO(z)

1 +WO(z)WC(z)
WO(z)

1 +WO(z)WC(z)
WT

0C(z)

1

1 +WO(z)WC(z)
WT

0O(z)



T

·

 Xu(z)
c0C

c0O

 , (9.42)

Xu(z) =

[
Xiz(z)
Z(z)

]
. (9.43)

Ekvivalentni potpuni blok dijagram sistema prikazanog na slici 6.1 predstavǉen
je na slici 6.2. Treba primetiti da se u kreiranom TS modelu servomotora ne
razmatra dejstvo poreme�aja. Me�utim, predlo�ena metodologija se mo�e pri-
meniti i u sluqaju postojaǌa poreme�ajne veliqine pri qemu bi bilo neophodno
odrediti prenosnu matricu u odnosu na poreme�ajnu veliqinu kao i u odnosu na
poqetne uslove poreme�aja. Na osnovu najopxtijeg blok dijagrama, slike 6.1 i 6.2,
mogu se odrediti sve neophodne funkcije pripadnosti za servomotor razmatran
u ovom odeǉku na koji ne deluje poreme�aj. Nakon primene Z-transformacije, na
jednaqinu objekta (9.2), uzimaǌem u obzir svih poqetnih uslova dobija se:

Xi(z) =
[
WO(z) W0O(z)

] [ UO(z)
c0O

]
. (9.44)

Koristi se dobro poznata formula za izraqunavaǌe Z transformacije pri nenul-
tim poqetnim uslovima,

Z {x(k + n)} = zn

(
X(z)−

n−1∑
k=0

x(k)z−k

)
. (9.45)

Primenom jednaqine (9.45) na jednaqinu (9.2) dobija se slede�e:

zΩ(z)− zω(0)− 0, 9398Ω(z) = 0, 1023U(z), (9.46)

(z − 0, 9398) Ω(z) = 0, 1023U(z) + zω(0), (9.47)

i konaqno

Ω(z) =
0, 1023

z − 0, 9398
U(z) +

z

z − 0, 9398
ω(0) = GP (z)U(z) +G0P (z)ω(0). (9.48)
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Na ovaj naqin su odre�ene prenosne funkcije objekta,

WO(z) =
0, 1023

z − 0, 9398
, W0O(z) =

z

z − 0, 9398
, c0O = xi(0). (9.49)

Primenom Z-transformacije, ukǉuquju�i sve poqetne uslove, na jednaqinu kon-
trolera (9.17), uz pomo� jednaqine (9.45) dobija se:

U(z) =
[
WC(z) W0C(z)

] [ E(z)
c0C

]
. (9.50)

Nakon uvrxtavaǌa T = 0, 002, K = α i KS = β, dobija se WC(z)

WC(z) =
0, 002αz − 0, 002α + 4 · 10−6β

z2 − 1, 998z + 0, 998
, (9.51)

Na sliqan naqin kao xto je odre�eno W0P mo�e se odrediti W0C,

W0C =

[
−0, 002αz

z2 − 1, 998z + 0, 998

z2 − 1, 998z

z2 − 1, 998z + 0, 998

z

z2 − 1, 998z + 0, 998

]
, (9.52)

pri qemu je

c0C =

 ε(0)
u(0)
u(1)

 =

 xiz(0)− xi(0)
u(0)
u(1)

 . (9.53)

Sada se Z-kompleksni lik grexke E(z) mo�e izraqunati kao,

E(z) = Xiz(z)−Xi(z) =


1

1 +WO(z)WC(z)
−WO(z)

1 +WO(z)WC(z)
WT

0C(z)

−1

1 +WO(z)WC(z)
WT

0O(z)



T

·

 Xiz(z)
c0C

c0O

 , (9.54)

odakle sledi,

E(z) =



z3 − 2, 9378z2 + 2, 8758z − 0, 9379

z3 − 2, 9378z2 + (2, 046 · 10−4α + 2, 8758) z + 4, 092 · 10−7β − 2, 046 · 10−4α− 0, 9379
2, 046 · 10−4α

z3 − 2, 9378z2 + (2, 046 · 10−4α + 2, 8758) z + 4, 092 · 10−7β − 2, 046 · 10−4α− 0, 9379
−0, 1023z + 0, 2044

z3 − 2, 9378z2 + (2, 046 · 10−4α + 2, 8758) z + 4, 092 · 10−7β − 2, 046 · 10−4α− 0, 9379
−0, 1023

z3 − 2, 9378z2 + (2, 046 · 10−4α + 2, 8758) z + 4, 092 · 10−7β − 2, 046 · 10−4α− 0, 9379
−z2 + 1, 998z − 0, 998

z3 − 2, 9378z2 + (2, 046 · 10−4α + 2, 8758) z + 4, 092 · 10−7β − 2, 046 · 10−4α− 0, 9379



T

·

·


Xiz(z)

Xiz(0)−Xi(0)
u(0)
u(1)
y(0)

 .
(9.55)
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Primenom diskretne Parsevalove teoreme [53, 54], i dobro poznate Koxijeve
teoreme o ostacima na jednaqinu (9.41), dobija se izraz za indeks performanse u
kompleksnom obliku koji se koristi za izraqunavaǌa.

J =
n∑
r=1

Res
[
E(z)E(z−1)z−1

] ∣∣∣∣∣
z=z∗r

, (9.56)

gde je z*r koren od z−1E(z).
Eksperiment je izveden na slede�i naqin. Motor jednosmerne struje prvobitno

radi 2 [s] u otvorenom kolu pri naponu U = 1, 5 [V]. Na kraju tog intervala po-
stignuti su nenulti poqetni uslovi koji su ponovǉivi pod istim uslovima. Pri
nenultim poqetnim uslovima u(0) = 1, u(1) = 1, y(0) = 1, 68, r(0) = 4 izraqunate su
vrednosti indeksa performanse za parove α, β koji odre�uju krivu konstantnog
stepena priguxeǌa ζ = 0, 7 za prvi linearni model objekta, slika 9.2.

Minimalna vrednost indeksa performanse je Jmin nenulti = 469, 88. Par opti-
malnih parametara α i β koji daje optimalnu vrednost indeksa performanse je:
βopt nenulti = 43, 2051 i αopt nenulti = 7, 5919. Ove vrednosti su prikazane na slici 9.3.

Vrednosti indeksa performanse su tako�e izraqunate pri nultim poqetnim
uslovima da bi se napravila razlika izme�u predlo�ene i klasiqne metode. U
ovom sluqaju, optimalne vrednosti parametara α i β koji obezbe�uju minimalnu
vrednost indeksa performanse Jmin nulti = 1491, 02 su βopt nulti = 9, 8506 i αopt nulti =
8, 7564, kao xto je prikazano na 9.3.

0 2 4 6 8 10

0

10

20

30

40

50

opt_nenulti
opt_nulti

opt_nulti

opt_nenulti
(14,07)

[469,88]

(21,39)

[1491,02]

ωn(a) =aзначи

[ ]c значи =cJ

Slika 9.3: Kriva konstantnog stepena priguxe�a sa nanetim optimalnim vrednostima
pri nenultim i nultim poqetnim uslovima.

Ponavǉaǌem istog postupka koji je prikazan u ovom odeǉku 9.1.2, za druga
dva linearna matematiqka modela objekta iz tablice 9.1, dobijaju se preostale
vrednosti u tablicama 9.2 i 9.3.
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Tabela 9.2: Nenulti poqetni uslovi i optimalne vrednosti

i ui(0) ui(1) xii(0) xizi(0) Ji min nenulti Ki KSi

1 1 1 1,68 4 469,88 7,5919 43,2051

2 -1 -1 -1,72 0,62 1502,26 6,9531 36,8605

3 -3 -3 -5,26 -2,92 3487,25 6,4655 34,1012

Tabela 9.3: Nulti poqetni uslovi i optimalne vrednosti

i ui(0) ui(1) xii(0) xizi(0) Ji min nulti Ki KSi

1 0 0 0 0 1491,02 8,7564 9,8506

2 0 0 0 0 2500,6 8,0313 9,0201

3 0 0 0 0 4351,55 7,3831 8,3161

9.1.3 Sinteza uprav	aqkog sistema

Paralelno raspodeǉeno upravǉaǌe predstavǉa metodu za sintezu fazi kontro-
lera na osnovu TS fazi modela objekta. Drugim reqima, PDC kontroler koristi
iste funkcije pripadnosti kao TS fazi model objekta opisan jednaqinom (9.8),
koje su prikazane na slici 9.1. Linearni PS kontroler prvog reda je defini-
san za sve pojedinaqne linearne modele objekta u totalnim koordinatama. Na
ovaj naqin i-to pravilo fazi kontrolera za TS fazi model servomotora opisanog
jednaqinom (8.2) je:

AKO X(k) je Mi, ONDA kontroler je Ci.

Signal izlaza iz celog fazi kontrolera predstavǉen je sa:

C =

3∑
i=1

wi(X(k))Ci

3∑
i=1

wi(X(k))

=
3∑
i=1

hi(X(k))Ci, i = 1, 2, 3. (9.57)

gde je Ci PS kontroler prvog reda definisan u kompleksnom domenu nakon primene
Z - transformacije na jednaqinu (9.17). ǋegova Z - prenosna funkcija je

Ci(z) =
KiTz +KSiT

2 −KiT

z2 + (T − 2)z + 1− T
. (9.58)
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9.1.4 Simulacioni i eksperimentalni rezultati

Iz tri identifikovana linearna modela objekta, nelinearni TS fazi model
je formiran. Tako�e, prona�eni su optimalni parametri tri pojedinaqna PS
kontrolera prvog reda koji su idealni za odgovaraju�e linearne modele objekta
i na osnovu ǌih je formiran PDC upravǉaqki sistem.

U nastavku su prikazani simulacioni i eksperimentalni rezultati dobijeni
na servo motoru jednosmerne struje uzimaǌem u obzir izraqunatih optimalnih
parametara α, β.

Na slici 9.4 prikazani su simulacioni i eksperimentalni odskoqni odzivi za
oba scenarija (nenulti i nulti poqetni uslovi koji odgovaraju novom i tradici-
onalnom konceptu). Svi odzivi zapoqiǌu iz istih nenultih poqetnih uslova.

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

2 5,

3

3 5,

4

4 5,

експ. нулти

сим. нулти

задата вр.

експ. ненулти

сим. ненулти

Slika 9.4: Simulacioni i eksperimentalni rezultati odskoqnih odziva projektovanih
PDC kontrolera koji uzimaju u obzir nulte i nenulte poqetne uslove.

Na samom poqetku, nenulti poqetni uslovi posti�u se nakon 2 [s] rada u otvo-
renom kolu a nakon toga sistem nastavǉa sa radom u zatvorenom kolu.

Simulacioni odziv sistema prikazan crnom linijom dobijen primenom nove
teorije za odre�ivaǌe optimalnih parametara pri qemu je za ǌenu upotrebu ne-
ophodno poznavaǌe konkretnih nenultih poqetnih uslova. Nasuprot toga, simu-
lacioni odziv sistema predstavǉen ǉubiqastom linijom postignut je na osnovu
klasiqne teorije za odre�ivaǌe optimalnih parametara koji bi trebalo da budu
optimalni za bilo koje poqetne uslove. Kao posledica, zbog verodostojnog pore-
�eǌa, odziv prikazan ǉubiqastom linijom zapoqiǌe iz istih nenultih poqetnih
uslova kao i odziv proistekao pri uzimaǌu u obzir nenultih poqetnih uslova
(crna linija) pri izraqunavaǌu optimalnih parametara. Mo�e se videti da je
odziv prikazan crnom linijom znatno boǉi od odziva predstavǉenog ǉubiqastom
linijom xto potvr�uju i vrednosti sume kvadrata grexaka kao kriterijuma kva-
liteta dinamiqkog ponaxaǌa,

SSEnenulti = 404, 528, SSEnulti = 1401, 0306. (9.59)

Kao xto se vidi na slici 9.4, eksperimentalni rezultati se odliqno poklapaju sa
simulacionim. I ovde �emo napraviti sliqnu diskusiju. Eksperimentalni odziv
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prikazan crvenom linijom nastao je usled primene nove teorije za odre�ivaǌe
optimalnih parametara koji su odre�eni za konkretne nenulte poqetne uslove.
Isto tako, eksperimentalni odziv prikazan plavom bojom je postignut primenom
optimalnih parametara ostvarenih putem klasiqne teorije gde su uvrxteni nulti
poqetni uslovi, ali odziv zapoqiǌe iz istih nenultih poqetnih uslova kao xto je
sluqaj kod crvene linije da bi pore�eǌe imalo smisla. Odziv dobijen primenom
optimalnih parametara kontrolera u sluqaju uzimaǌa u obzir nenultih poqetnih
uslova ima znatno kra�e vreme smireǌa i vreme uspona.

Pore�eǌe upravǉaqkih signala dato je na slici 9.5. Primetno je da je upra-
vǉaqki signal agresivniji u sluqaju uzimaǌa u obzir nenultih poqetnih uslova,
zbog qega se javǉaju malopre spomenuta poboǉxaǌa uoqǉiva na odskoqnom odzivu.

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
1 4,

1 6,

1 8,

2

2 2,

2 4,

2 6,

2 8,

3

експ. нулти

сим. нулти

експ. ненулти

сим. ненулти

Slika 9.5: Simulacioni i eksperimentalni rezultati uprav	aqkih signala projektova-
nih PDC kontrolera koji uzimaju u obzir nulte i nenulte poqetne uslove.

Ostvareni rezultati pokazuju znaqajna poboǉxaǌa u sluqaju uslovne optimi-
zacije sprovedene uzimaǌem u obzir nenultih poqetnih uslova u odnosu na nulte.
Uzet je jednostavan oblik funkcija pripadnosti sa centrima u nominalnim taq-
kama i bez metaheuristiqke optimizacije su ostvareni zadovoǉavaju�i rezultati.
Me�utim, ostaje mogu�nost da �e se za neke druge objekte boǉi rezultati dobiti
tek nakon optimizacije fazi modela, kao xto je pokazano u potpoglavǉu 8.5.

Suxtina istra�ivaǌa i najznaqajniji zakǉuqci ovog potpoglavǉa su slede�i:

1. Identifikovana su tri linearna diskretna matematiqka modela objekta.
Takagi-Sugeno fazi model je konstruisan korix�eǌem ovih linearnih mo-
dela koji opisuju ponaxaǌe objekta u okolini ǌegovih nominalnih vredno-
sti. Funkcije pripadnosti su raspore�ene ravnomerno, sa ǌihovim centrima
lociranim u nominalnim vrednostima;

2. Karakteristiqni polinom potpune prenosne funkcije, za razliku od klasiq-
nog, se koristi u ovoj disertaciji u svrhu sprovo�eǌa uslovne optimizacije.
Taqnije, upotreba karakteristiqnog polinoma potpune prenosne funkcije ne-
degenerativne po vrstama je jedina odgovaraju�a za testiraǌe stabilnosti
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sistema i ǌegovu optimizaciju. Najopxtiji i najrealistiqniji sluqaj opti-
mizacije se razmatra, zahvaǉuju�i teoriji potpune prenosne funkcije, pri
qemu je grexka rezultat istovremenog delovaǌa nenultih poqetnih uslova i
spoǉaxǌeg ulaza. Odre�eni su optimalni parametri za tri linearna PS
kontrolera prvog reda pri nultim i nenultim poqetnim uslovima, uva�a-
vaju�i zahtev da svi pojedinaqni zatvoreni sistemi imaju stepen priguxe-
ǌa ζ = 0, 7. Ura�ena je sinteza, u dva sluqaja, PDC kontrolera koji koristi
iste funkcije pripadnosti kao i fazi TS model objekta. U prvom sluqaju
PDC kontroler je sastavǉen od tri lokalna linearna PS kontrolera prvog
reda qiji su parametri odre�eni pri nultim poqetnim uslovima. U drugom
sluqaju PDC kontroler izgra�uju linearni kontroleri qiji su parametri
odre�eni pri nenultim poqetnim uslovima;

3. Simulacioni i eksperimentalini rezultati prikazuju da je metoda razvijena
u ovoj disertaciji potpunija od klasiqne zato xto uzima u obzir nenulte
poqetne uslove iz kojih objekt zapoqiǌe svoj rad. Klasiqna metoda daje
parametre koji bi trebalo da budu optimalni za sve poqetne uslove xto
oqigledno nije ispuǌeno.

9.2 Simulacioni primer uslovne optimizacije PDC

uprav	aqkog sistema

Ovde �e biti predstavǉeno pore�eǌe rada PDC kontrolera i jednog lokalnog
linearnog PS kontrolera u okolini nominalne taqke za koju je lokalni linearni
kontroler idealan. Ilustracija prethodno reqenog �e se primeniti na objektu
koji nije korix�en do sada - sistem spregnutih rezervoara prikazan na slici 9.6.
Izvrxi�e se sinteza jednog PS kontrolera nultog reda koji je idealan za rad
sistema u okolini nivoa od 12 cm uzimaǌem u obzir nenultih poqetnih uslova.
Ovakav kontroler �e se uporediti sa PDC kontrolerom koji se sastoji od tri
lokalna linearna PS kontrolera, tako�e nultog reda, koji su projektovani za
nominalne taqke nivoa u drugom rezervoaru od 8, 16 i 24 cm. Pritom su para-
metri ova tri lokalna linearna kontrolera odre�eni uzimaju�i u obzir nenulte
poqetne uslove xto omogu�ava primena razvijene teorije potpune prenosne ma-
trice, [1, 33].

резервоар 1

резервоар 2

резервоар

пумпа

Slika 9.6: Sistem spregnutih rezervoara
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U nastavku se daje skra�eni postupak zbog toga xto je ranije ve� sve detaǉno
objaxǌeno.

Linearni modeli i nominalne vrednosti su date u tablici 9.4. Modeli su do-
bijeni identifikacijom na osnovu snimǉenih eksperimentalnih ulazno izlaznih
podataka. Prenosne funkcije u tablici predstavǉaju slede�e odnose fiziqkih
veliqina,

W1(z) =
H1(z)

Vp(z)
, W2(z) =

H2(z)

H1(z)
. (9.60)

Tabela 9.4: Linearni modeli i nominalne vrednosti

i H1Ni [m] H2Ni [m] VpNi [V] W1i(z) W2i(z)

1 0,08 0,075 4,31
0, 00002884

z − 0, 9994

0, 0007502

z − 0, 9993

2 0,16 0,1535 5,83
0, 00002515

z − 0, 9996

0, 000463

z − 0, 9996

3 0,24 0,233 7,02
0, 00002444

z − 0, 9997

0, 0003887

z − 0, 9996

Za odre�ivaǌe nelinearnog TS modela objekta neophodni su modeli u prostoru
staǌa. Konstante modela u prostoru staǌa prikazane su u tablici 9.5.

Tabela 9.5: Linearni modeli u prostoru sta�a

i Ai Bi

1

[
0, 99937 0

0, 00075023 0, 99927

] [
0, 00002884

0

]
2

[
0, 99959 0
0, 000463 0, 99956

] [
0, 000025155

0

]
3

[
0, 99967 0

0, 00038872 0, 9996

] [
0, 000024436

0

]

Parametri PS upravǉaqkih sistema za sva tri linearna matematiqka modela
objekta mogu se izraqunati kao xto je detaǉno prikazano u odeǉku 7.2 i ǌihove
vrednosti su date u tablici 9.6.

Tabela 9.6: Vrednosti parametara PS kontrolera

i KPi KSi

1 45,9123 1,5139

2 0,6011 0,2612

3 0,74742 0,2047

104



9.2. Simulacioni primer uslovne optimizacije PDC uprav	aqkog sistema

Kombinacijom ova tri PS upravǉaqka sistema dobija se PDC kontroler koji
koristi iste funkcije pripadnosti kao nelinearni TS model objekta. Spomenute
funkcije pripadnosti su prikazane na slici 9.7.

0 0 05 0 1 0 15 0 2 0 25 0 3, , , , , ,
0

0 5,

1
1M

2M 3M

1NH 2NH 3NH2 2 2

Slika 9.7: Funkcije pripadnosti idenitfikovanog nelinearnog TS fazi modela objekta

Jedan, specijalno projektovani PS upravǉaqki sistem je za matematiqki model
objekta koji opisuje ponaxaǌe nivoa oko 12 cm u drugom rezervoaru. Taj linearni
model je predstavǉen narednim prenosnim funkcijama,

W1(z) =
H1(z)

Vp(z)
=

0, 00003089

z − 0, 9994
, W2(z) =

H2(z)

H1(z)
=

0, 0005791

z − 0, 9994
. (9.61)

Uzimaju�i u obzir nenulte poqetne uslove, procedurom koja je detaǉno sprove-
dena u odeǉku 7.2, dobijaju se parametri PS upravǉaqkog sistema koji iznose
KP = 6, 0646 i KS = 0, 6132.

Pore�eǌe odziva na osnovu PDC kontrolera i jednog PS kontrolera dato je
na slici 9.8.

0 0 5, 1 1 5, 2 2 5, 3 3 5, 4

10
4

0 1,

0 105,

0 11,

0 115,

0 12,

0 125,

0 13,

0 135,

0 14,

PDC

ПС
задата вр.

Slika 9.8: Odzivi usled PDC uprav	a�a i jednog linearnog PS kontrolera
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Kao merilo kvaliteta ponaxaǌa zatvorenog sistema koristi se suma kvadrata
grexaka. To je opravdano iz tog razloga xto su i svi pojedinaqni linearni kon-
troleri optimizovani bax imaju�i u vidu minimalnu vrednost sume kvadrata
grexaka kao kriterijum optimalnosti. U sluqaju odstupaǌa odziva od zadate
vrednosti prouzrokovanog PS kontrolerom dobija se SSEPS = 2, 3502. Odstupaǌe
odziva od zadate vrednosti prouzrokovano PDC kontrolerom iznosi SSEPDC = 1, 4583.

Upravǉaqki signali se mogu videti na slici 9.9.

0 0 5, 1 1 5, 2 2 5, 3 3 5, 4

10
4

5

5 2,

5 4,

5 6,

5 8,

6

PDC

ПС

Slika 9.9: Uprav	aqki signali PDC kontrolera i jednog linearnog PS kontrolera

Upravǉaqki signal koji odgovara PDC kontroleru je “br�i”i upravǉaǌe u pr-
vim trenucima ima ve�i intenzitet. To je jedan od razloga zbog koga je primetno
boǉe ponaxaǌe izlazne veliqine sistema upravǉane PDC kontrolerom.

Razlog odsustva eksperimentalnih rezultata je zbog kvara na opremi i ne-
mogu�nosti izvo�eǌa eksperimenata na istoj.
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Glava 10

Zak	uqak

U prvom delu ove disertacije prikazana je nova procedura za sprovo�eǌe
uslovne optimizacije, linearnih stacionarnih vremenski diskretnih sistema,
koja otklaǌa odre�ene nedostatke klasiqne teorije koja je ranije primeǌivana.
Optimizacija se izvodi u parametarskom prostoru. Jedan od doprinosa koji je dat
je u tome xto je predstavǉen naqin za odre�ivaǌe oblasti (povrxine) relativne
stabilnosti zatvorenog sistema sa tri nepoznata, podexǉiva parametra u para-
metarskom prostoru dok je u klasiqnoj teoriji prikazan postupak za dva nepoznata
parametra u parametarskoj ravni. Poboǉxaǌe postoje�e metode uslovne optimi-
zacije je postignuto na osnovu rexeǌa kontroverze koja se tiqe klasiqne prenosne
funkcije i ispitivaǌa stabilnosti na osnovu ǌe, [1], [33]. Ova kontroverza je ne-
davno razrexena na osnovu uvedene potpune prenosne funkcije [1], [33], tako da se
pri uslovnoj optimizaciji koristi karakteristiqni polinom od potpune prenosne
funkcije a ne od klasiqne. Jox preciznije reqeno, u pitaǌu je karakteristiqni
polinom od potpune prenosne funkcije nedegenerativne po vrstama koji je ujedno
i prirodniji za ispitivaǌe stabilnosti sistema. Isto tako, koristi se novi
kompaktni raqun [1], [33] bez koga bi odre�ivaǌe potpune prenosne funkcije bilo
nemogu�e.

Uveden je nov oblik indeksa performanse u obliku sume kvadrata grexaka koji
uzima u obzir najopxtiji i najrealniji sluqaj istovremenog dejstva spoǉaxǌih
ulaza i nenultih poqetnih uslova na sistem, koji je u potpunosti saglasan sa
upotrebom potpune prenosne funkcije.

Dati su ilustrativni primeri na kojima se vidi razlika u ponaxaǌu sistema
kada se upravǉaqki sistem projektuje predlo�enim novim naqinom u odnosu na to
kada se koristi klasiqna teorija. Razlike su uoqene na simulacionom (matema-
tiqkom) i eksperimentalnim primerima. Kada se sistem projektuje na klasiqan
naqin a zapoqne sa radom iz nenultih poqetnih uslova, ǌegov odziv je znaqajno
loxiji nego kada se sistem projektuje na nov naqin koji uzima u obzir konkretne
nenulte poqetne uslove. Klasiqan naqin uzima u obzir nulte poqetne uslove pa
je adekvatan kada sistem kre�e sa radom, bax iz ovih, nultih poqetnih uslova.

Ovime je dat odgovor na jedno od pitaǌa kojima se doktorat bavi: Skup pode-
xǉivih parametara kontrolera koji je optimalan za ponaxaǌe sistema pri svim
nultim poqetnim uslovima nije optimalan za ǌegov rad pri nenultim poqetnim
uslovima. U ovome je znaqaj nove metode uslovne optimizacije koja je tema ove
disertacije.

Primena proporcionalno-diferencno-sumarnog tipa kontrolera, u ǌihovim
razliqitim oblicima, je jox uvek xiroko zastupǉena u industriji. Kao xto se
mo�e videti na simulacionim i eksperimentalnim rezultatima jasno je da se pre-
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dlo�ena metoda, umesto klasiqne koja uzima u obzir nulte poqetne uslove, mo�e
koristiti za optimizaciju parametara upravǉaqkog sistema bilo kog objekta u
industriji koji zapoqiǌe sa radom iz nenultih poqetnih uslova pri qemu je po-
znat ǌegov linearni stacionarni vremenski diskretni matematiqki model.

Drugi deo disertacije demonstrira novi pristup uslovne optimizacije za
klasu nelinearnih diskretnih sistema, u formi Takagi-Sugeno fazi sistema. Da
bi se metode razvijene u prvom delu disertacije, za linearne diskretne sisteme,
mogle upotrebiti na nelinearnim diskretnim sistemima, iskorix�eno je svojstvo
TS fazi sistema da oni predstavǉaju nelinearne sisteme, koji interpoliraju di-
namiku vixe lokalnih linearnih sistema. Nakon tako formiranog nelinearnog
diskretnog TS fazi modela objekta projektovana su tri lokalna linearna PS
kontrolera koji zajedno formiraju PDC upravǉaqki sistem. Ovi pojedinaqni lo-
kalni linearni kontroleri su projektovani uzimaǌem u obzir teorije uslovne
optimizacije iz prvog dela disertacije koja podrazumeva primenu potpune pre-
nosne funkcije i najopxtijeg izraza za grexku koji ukǉuquje istovremeni uti-
caj nenultih poqetnih uslova i spoǉaxǌeg ulaza na ponaxaǌe sistema. Takagi-
Sugeno fazi model i projektovani PDC upravǉaqki sistem koriste iste parametre
u premisama fazi pravila pa kao rezultat toga proistiqe da je efikasnost pro-
jektovanog fazi PDC kontrolera usko povezana sa prethodno projektovanim fazi
modelom objekta. Koristi se model objekta sa fazi strukturom da bi se “uhva-
tila”nelinearnost u ponaxaǌu stvarnog, realnog objekta.

Konaqno, na kraju, je pokazano da, i u sluqaju nelinearnog TS fazi modela
objekta upravǉanog PDC upravǉaqkim sistemom sastavǉenim od tri lokalna li-
nearna PS upravǉaqka sistema, optimalni parametri upravǉaqkog sistema za
dati sistem pri nultim poqetnim uslovima nisu optimalni za ǌegov rad pri
nenultim poqetnim uslovima.
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