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Odlukom Nastavno-nauqnog ve�a Matematiqkog fakulteta Univerziteta u
Beogradu na 370. sednici odr�anoj 24.04.2020. imenovani smo u Komisiju
za pregled i ocenu doktorske disertacije Mladena Zeki�a

Biproizvodi u monoidalnim kategorijama

Komisija je pregledala disertaciju i podnosi slede�i

I Z V E X T A J

1 Biografija kandidata
Mladen Zeki� je ro�en 5. novembra 1987. godine u Vlasenici (SFR Jugosla-
vija). Osnovnu xkolu ,,Jovan Duqi�” je zavrxio u Xekovi�ima, a Gimnaziju
,,Milorad Vlaqi�” u Vlasenici. Kao sredǌoxkolac je pose�ivao seminare
matematike u Istra�ivaqkoj stanici Petnica kod Vaǉeva, xto je imalo
dosta uticaja na ǌegovo obrazovaǌe. Matematiqki fakultet Univerziteta
u Beogradu je zavrxio 2011. godine, sa proseqnom ocenom 8.78. Master
rad pod naslovom Rimanova hipoteza za eliptiqke krive nad konaqnim poǉima
odbranio je 2014. godine na istom fakultetu.

Radio je kao nastavnik u Gimnaziji i sredǌim struqnim xkolama u Vlase-
nici, zatim kao nastavnik u Osnovnoj xkoli ,,Nikola Tesla” u Skeli kod
Obrenovca i kao saradnik u nastavi na Matematiqkom fakultetu u Beogradu.
Trenutno je zaposlen na Matematiqkom institutu SANU.

2 Nauqni i struqni rad

2.1 Objavǉeni radovi
• Š. Dautović, M. Zekić, Intuitionistic unprovability, Matematički Vesnik, 71, 1-2

(2019), 180-189.

• Dj. Baralić, P-L. Curien, M. Milićević, J. Obradović, Z. Petrić, M. Zekić and R.T.
Živaljević, Proofs and surfaces, Annals of Pure and Applied Logic 171 (2020), 1-42.
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• Z. Petrić, M. Zekić, Coherence for closed categories with biproducts, Journal of Pure
and Applied Algebra 225 (2021), 1-17.

• Š. Dautović, M. Zekić, Fuzzy logic and enriched categories, Iranian Journal of Fuzzy
Systems 18 (2021), 1-11.

• M. Zekić, Biproducts in monoidal categories, Publications de l’Institut Mathémati-
que 110 (124) (2021), 1-9.

2.2 Uqex�a na nauqnim i struqnim skupovima
• Contemporary mathematical problems, Trebinje, Bosnia and Herzegovina, 2018.

• Conference dedicated to the celebration of the 85th birthday of Prof. Slavǐsa Prešić,
Belgrade, Serbia, 2018.

• IMS Graduate Summer School in Logic, National University of Singapore, 2019.

• Mathematical meeting of Serbia and Montenegro, 2019.

3 Predmet disertacije
Predlo�ena tema se nalazi u oblasti istra�ivaǌa teorije kategorija i ka-
tegorijalne teorije dokaza. Ona je tako�e usko vezana za (nisko-dimenziona-
lnu) topologiju i algebru.

Centralno mesto u disertaciji zauzimaju teoreme koherencije za odre�ene
tipove (zatvorenih) kategorija. U najxirem smislu, rezultati koherencije
se bave pitaǌem komutiraǌa dijagrama u odre�enom tipu kategorija. Kao
pojam teorije kategorija, koherencija se prvi put pomiǌe 1963. godine u
Meklejnovom radu Natural associativity and commutativity. Rezultat koheren-
cije u tom radu ka�e da svi dijagrami sastavǉeni od kanonskih strelica
u monoidalnoj kategoriji komutiraju. Me�utim, ovo nije sluqaj u kategori-
jama sa bogatijom strukturom, gde rezultati koherencije obiqno slu�e da
(efikasno) opixu koji dijagrami u tim kategorijama komutiraju.

Od pojave prvobitnog Meklejnovog rada je dokazano mnogo rezultata ko-
herencije, od kojih su za potrebe ove disertacije posebno znaqajna slede�a
dva – koherencija za simetriqne monoidalno zatvorene kategorije (Keli-
Meklejn, 1971) i koherencija za kompaktno zatvorene kategorije (Keli-Lap-
laza, 1980). Tako�e, mogu�e primene rezultata koherencije su prona�ene u
raznim oblastima matematike. Primera radi, mo�emo ih na�i u teoriji
kategorija, logici, teoriji homotopije, kombinatorici, nisko-dimenzional-
noj topologiji i matematiqkoj fizici.

Pored koherencije, drugi najva�niji pojam koji se pojavǉuje u diserta-
ciji je pojam biproizvoda. Biproizvod u kategoriji objediǌuje svojstva
koproizvoda i proizvoda. Osnovni primeri biproizvoda su disjunktna unija
skupova u kategoriji qiji su objekti skupovi, a strelice relacije, kao i
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direktna suma u kategoriji vektorskih prostora nad nekim poǉem, ili op-
xtije, u kategoriji modula nad nekim prstenom. Sa logiqke taqke gledixta,
biproizvodi predstavǉaju sa�imaǌe veznika konjunkcije i disjunkcije xto
ima mnogo ne�eǉenih posledica ako se izuqava samo relacija izvodivosti,
ali i daǉe kategorije sa biproizvodima mogu biti veoma interesantne pri-
likom interpretacije izvo�eǌa u konkretnim matematiqkim strukturama.

Biproizvodi u kategoriji dolaze u interakciju sa ostatkom strukture
koju ona poseduje. Najprostiji sluqaj je kada se qista monoidalna struktura
kombinuje sa biproizvodima. Na primjer, u homoloxkoj algebri, Abelove
grupe (posmatrane kao moduli nad prstenom Z) zajedno sa tenzorskim proiz-
vodom i direktnom sumom predstavǉaju jednu monoidalnu kategoriju sa bi-
proizvodima. Dodatak simetrije, zatvoreǌa, involucije ili kompaktno za-
tvorene strukture otvara mogu�nost istra�ivaǌa razliqitih ponaxaǌa bi-
proizvoda u takvom ambijentu. U disertaciji se upravo razmatra inter-
akcija biproizvoda sa raznim oblicima monoidalnih kategorija. Glavni
rezultat disertacije su teoreme koherencije za tri tipa zatvorenih kate-
gorija sa biproizvodima – simetriqne monoidalno zatvorene kategorije sa
biproizvodima, kompaktno zatvorene kategorije sa biproizvodima i kompak-
tno zatvorene kategorije sa involucijom i †-biproizvodima.

4 Prikaz disertacije
Disertacija Biproizvodi u monoidalnim kategorijama obuhvata X + 101 + III
strana teksta. Glavni sadr�aj teksta je podeǉen u qetiri glave. Osim toga,
tekst sadr�i uvod, literaturu sa 40 bibliografskih jedinica, biografiju
autora i tri priloga u kojima je naveden spisak najva�nijih jednakosti,
spisak kategorija, kao i hijerarhija kategorija koje se pomiǌu u tezi.

Prva glava Osnovni pojmovi slu�i da se uvedu neki pojmovi teorije kate-
gorija neophodni za daǉe izlagaǌe. Date su definicije simetriqnih monoi-
dalno zatvorenih kategorija, kompaktno zatvorenih kategorija, kategorija sa
biproizvodima, kao i kategorija sa involucijom. Posebna pa�ǌa je posve�e-
na kategoriji 1-kobordizama, koji odgovaraju Keli-Meklejnovim grafovima
korix�enim kao grafiqki jezik u radu Coherence in closed categories u kome
je dokazana teorema koherencije za simetriqne monoidalno zatvorene kate-
gorije.

U drugoj glavi izlo�en je novi dokaz teoreme koherencije za simetriqne
monoidalno zatvorene kategorije. Dokaz je izveden po uzoru na dokaze rezul-
tata koherencije iz kǌige Proof-Theoretical Coherence autora K. Doxena i Z.
Petri�a. Polazi se od jednakosno definisane slobodne simetriqne mono-
idalno zatvorene kategorije, a zatim se uvodi ǌena gencenizacija – promena
jezika koja omogu�ava da se doka�e teorema o eliminaciji seqeǌa u toj
kategoriji. Eliminacija seqeǌa (koja je prisutna i u originalnom Keli-
Meklejnovom dokazu) predstavǉa kǉuqni element u novom dokazu teoreme ko-
herencije za simetriqne monoidalno zatvorene kategorije. I sama formu-

3



lacija teoreme koherencije koja je data u drugoj glavi disertacije se malo
razlikuje od formulacije iz originalnog Keli-Meklejnovog rada. Naime,
teorema iz disertacije je formulisana u kontekstu strelica slobodne simet-
riqne monoidalno zatvorene kategorije, a ne u kontekstu prirodnih trans-
formacija, kao xto je sluqaj u originalnom dokazu. Osim toga, umesto Keli-
Meklejnovih grafova, koristi se kategorija 1-kobordizama.

Tre�a glava je bazirana na navedenom radu Coherence for closed categories
with biproducts i u ǌoj je dokazano da kategorija 1-kobordizama, slobodno
oboga�ena nad kategorijom komutativnih monoida i kompletirana u odnosu
na biproizvode predstavǉa pogodan grafiqki jezik za zatvorene kategorije
sa biproizvodima. Konkretno, u tre�oj glavi su dokazani rezultati koheren-
cije za simetriqne monoidalno zatvorene kategorije sa biproizvodima, kom-
paktno zatvorene kategorije sa biproizvodima i kompaktno zatvorene kate-
gorije sa involucijom i †-biproizvodima. Tradicionalno, grafovi pridru-
�eni strelicama zatvorenih kategorija su zasnovani na jednodimenzional-
nim mnogostrukostima, dok grafovi pogodni za strelice kategorija sa proi-
zvodima, koproizvodima i biproizvodima sadr�e granaǌa (singularitete) i
stoga nisu mnogostrukosti. Ova dva grafiqka jezika nemaju dobru interak-
ciju. Sa druge strane, posmatrano iz ugla teorije kategorija, zatvorena
struktura se odliqno sla�e sa biproizvodima – prva struktura se dis-
tribuira nad drugom. Tako�e, postoji mnogo primera koji poseduju obe
strukture. Zatvorene strukture sa biproizvodima koje se razmatraju u tre-
�oj glavi disertacije su od posebnog znaqaja za istra�ivaqe koji se bave
kvantnim raqunarstvom, xto otvara nove mogu�nosti primene istra�ivaǌa
ostvarenih u ovoj tezi.

Rezultati nekih skorijih istra�ivaǌa daju odre�ene kriterijume posto-
jaǌa (konaqnih) biproizvoda u monoidalnim kategorijama. Konkretno u radu
Garnera i Xepija When coproducts are biproducts autori karakterixu izvesne
monoidalne kategorije sa konaqnim biproizvodima kao kategorije u kojima
postoje desni duali odre�enih istaknutih objekata. Qetvrta glava, koja je
bazirana na navedenom radu Biproducts in monoidal categories posve�ena je da-
vaǌu novih, oslabǉenih kriterijuma. Naime, pokazano je da pretpostavka
koja se tiqe desnih duala mo�e biti oslabǉena, to jest, za postojaǌe konaq-
nih biproizvoda dovoǉno je da pomenuti istaknuti objekti imaju samo desne
semi-duale. Jedan od kriterujuma u qetvrtoj glavi se bavi postojaǌem pro-
izvoǉnih (ne nu�no konaqnih) biproizvoda. Ispostavǉa se da monoidalne
kategorije sa beskonaqnim biproizvodima imaju znaqajnu ulogu u kvantita-
tivnim modelima izraqunavaǌa. Ovi modeli se odnose na semantiku linearne
logike u kojoj se dokazi interpretiraju kao linearna preslikavaǌa izme�u
vektorskih prostora (ili opxtije modula nad nekim prstenom). Beskonaqni
biproizvodi u ovim modelima su potrebni za konstrukciju linearnog ekspo-
nencijala !A. Poxto kvantitativna semantika ima primenu u kvantnom raqu-
narstvu, beskonaqni biproizvodi nalaze svoju primenu i u ovoj oblasti.
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5 Zakǉuqak
Doktorska disertacija Biproizvodi u monoidalnim kategorijama kandidata
Mladena Zeki�a daje ozbiǉan doprinos kako samoj teoriji kategorija tako
i kategorijalnoj teoriji dokaza—jednoj posebnoj grani opxte teorije dokaza
koja ima jako uporixte u naxoj matematiqkoj zajednici. Glavni deo rezul-
tata predstavǉenih u disertaciji je originalan i oqekuje se ǌihov odjek
u ovoj oblasti. Dobijeni su novi rezultati koherencije za zatvorene kate-
gorije sa biproizvodima. Tako�e, dokazani su odre�eni kriterijumi pos-
tojaǌa biproizvoda u monoidalnim kategorijama. Osim navedenih origi-
nalnih rezultata vredi napomenuti da je u tezi predstavǉen novi dokaz teo-
reme koherencije za simetriqne monoidalno zatvorene kategorije. Bilo je za
oqekivati da taj rezultat svojevremeno izazove mnogo jaqi uticaj u logiqkoj
zajednici, ali ǌegov prvi dokaz je zbog neprilago�enog jezika uticao na to
da on tu ostane priliqno zanemaren. Novi dokaz iz teze je prevazixao te
potexko�e razumevaǌa me�u matematiqkim disciplinama i trebalo bi da
doprinese da ovaj rezultat postane xirom prihva�en me�u onima koji se
bave teorijom dokaza.

Komisija predla�e Nastavno-nauqnom ve�u Matematiqkog fakulteta Uni-
verziteta u Beogradu da prihvati ovaj rad kao doktorsku disertaciju i
odredi komisiju za ǌenu javnu odbranu.

Beograd, 2. XI 2021. Qlanovi komisije:

dr �or�e Barali�,
vixi nauqni saradnik, Matematiqki institut SANU

dr Rade �ivaǉevi�,
nauqni savetnik, Matematiqki institut SANU

prof. dr Aleksandar Lipkovski, redovni profesor,
Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu

dr Zoran Petri� (mentor),
nauqni savetnik, Matematiqki institut SANU

dr Taǌa Stojadinovi�, docent,
Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu
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