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g-KapamaTune ¢yHKIHje 1 aCHMOTOTCKA CBOjCTBA pPeIlICHha HETMHEAPHUX (-
TudepeHITHIX jeqHAaYHA

[usp  nOKTOpCKE IuUcepTanMje je Ja ce MNPUMEHOM Teopuje (-TPaBUIIHO
MPOMEHJBUBUX (DYHKIIMja OApEAE YCIOBHU 33 €T3UCTCHIM]Y W JETaJbHO UCIIUTAjy
ACHMIITOTCKA CBOjCTBA pelICHkha HETMHEAPHUX (-TU(EePEHIIHUX jeHAYHHA PYTOT
pena.

VY okBupy Teopuje KapamaTnHux (-1IpaBUIHO TPOMEHJBMBUX (DYHKITM]ja HAjIpE je
pa3Marpana nonyiuHeapHa (-nudepennna jeqHaunHa. Onpehenu cy morpeOHU u
JOBOJBHHM YCIIOBH 32 €I3WCTEHIH]Y (-TPaBHJIHO MPOMEHJBUBHUX pEIICHA OBE
jennaunae. OcuM TOra, WCIUTAaHH Cy YCIOBH NpPU KOjUMa Cy CBa €BEHTYaJHO
MO3UTHBHA PEIICHa OBE jeIHAYMHE (-IPABIIIHO POMEHIbHBA. Y CiTy4ajeBUMa Kaja
je to moryhe, mpumenom (-Kapamartune mHTErpamumone teopeme oipeheHe cy
aCHMIITOTCKE (hopMyJie pelliekha, KOjuMa Ce TPEIM3HO OMUCYje MOHAIIAKbE PEIICHa
y IyTUM BPEMEHCKUM MHTEPBAJIMMA, IIITO j€ 01 MOCEOHOT 3Ha4yaja ca CTAaHOBHIITA
npumMeHe. JloOujeHn pesynatu y (-pauyHy ymopeheHH cy ca T03HATUM
pe3yaTaTiMa y HEMPEeKHIHOM M JTUCKPETHOM CIIy4ajy, ald M KopuimheHH 3a
no0ujamke HOBUX pe3yJsiTaTa y JUCKPETHO] aCUMIITOTCKO] aHalu3H Ju(epeHITHUX
jemHavHHA.

Cyb6nuneapna (Q-gudepeniHa jenHaunHa tuna Ewmpgen-®daynep je Takohe
pa3marpana y okBupy KapamatuHux Q-mpaBUIHO MpoMeHJbMBUX (yHKImja. Tloxg
MPETIOCTABKOM Jla Cy KOC(HIIMjEeHTH OBE jeTHAUYMHE (-TIPABUIIHO MPOMEHIBHBE
¢byHkuuje, onpehern cy moTpeOHU U TOBOJHHU YCIOBH 3a €r3UCTEHIH]Y CTPOTO
pactyhux u ctporo onazajyhux g-npaBuIHO IPOMEHJbUBUX pellieHkha, K0 U lbUXOBE
acUMNTOTCKe pemnpe3eHTtanyje. lllTaBumie, moka3zaHo je 1ga cBa (-NPaBUIHO
IIPOMEHJbHBA pelliekha MCTOT MHAEKCA PEeryJapHOCTH HMMajy MCTY aCUMOTOTCKY
pernpe3eHTannjy y OeckoHauyHocTH. OBU pe3ynTaTd omoryhaBajy Aa CTpPYKTypa
CKyTa (-IpaBUJIHO MPOMEHJbUBUX pelleka Oy1e KOMIUIETHO OIUCAHA.
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Lnrbe OokTtopcke aguceptauvje je ga ce MNPUMEHOM
Teopuje (-npaBUNHO MPOMEHSBUBUX (PyHKUMja ofapene
yCroBM 32  ersucteHuumjy u getarbHO  ucnuTajy
acMMnTOTCKa CBOjCTBA pellewa HenvHeapHux Q-
AndepeHUHNX jeaHavymMHa apyror peaa.

Y okeupy Teopuje  KapamaTuHux  Q-npaBuUITHO
NPOMEHSBMBUX  (PyHKUMja  Hajnpe je pasmaTpaHa
nonynuHeapHa q-audepeHuHa jeaHadnHa. Ogpeherun cy
notpedbHM W [OOBOSbHUM YCMOBW 3a ersucteHuvjy g-
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moryhe, npumeHoMm (Q-KapamatuHe  uMHTerpaumoHe
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Predgovor

Zivimo u dobu zapanjujuéeg napretka. Inzenjeri mogu stvoriti robote, fizicar moze opisati
kretanje talasa, klatna ili haoti¢nih sistema, dok mi bezi¢no komuniciramo u okviru Siroke
svetske mreze. Ali ispod ovih modernih ¢uda, duboko su skrivene i moéne Diferencijalne
jednacine. Gotovo da ne postoji oblast u kojoj diferencijalne jednacine nemaju primenu.
U medicini se koriste za modeliranje Sirenja zaraznih bolesti. U ekologiji se koriste za
modeliranje interakcije izmedu vrsta u odredenom ekosistemu. U hemiji se koriste za
modeliranje hemijskih reakcija. U ekonomiji se koriste za pronalazenje optimalnih in-
vesticijskih strategija. One su osnovni alati za opisivanje prirode fizickog univerzuma.
Medutim, veé¢ina diferencijalnih jednacina koje modeliraju ove probleme vrlo je kompli-
kovano ili nemoguce resiti. Sa stanovista primene nekada je dovoljno poznavati samo
osobine resenja posmatrane jednacine, kao Sto su periodi¢nost, stabilnost, oscilatornost
ili asimptotsko ponasanje resenja u beskonacnosti. Kvalitativna teorija diferencijalnih
jednacina je oblast matematike koja se bavi upravo ovakvim istrazivanjima.

Mnogi modelirani problemi omoguc¢avaju samo numericki tretman. Kontinualni pro-
blemi se ponekad moraju zameniti diskretnim problemima ¢ije reSenje je poznato i moze se
iskoristiti za aproksimaciju resenja kontinualnog problema. Taj proces se naziva diskretiza-
cijom. Jedna od pogodnih resetki za diskretizaciju je ¢g-resetka ili njena modifikacija. Nas
centar interesovanja bic¢e kvalitativna analiza ovakvih diskretnih modela.

Veliki broj pojava fizike i astrofizike, toplotno ponasanje sfernog oblaka gasa, izoter-
malne gasne sfere i termoelektronske emisije (videti [28| B0} [I17]), modelirane su Emden-
Fowler diferencijalnom jednacinom

(Ev) () + b(t)Pp(z(t) =0, B #1,

gde je
Ds(z) = |2z,

jednom od najvise izucavanih nelinearnih diferencijalnih jednacina drugog reda. U slucaju
kada je koeficijent b jednacine (E;) negativan, ona se naziva i Thomas-Fermi diferenci-
jalna jednacina. Pomenuta jednacina je najpre privukla paznju svajcarskog astrofizicara
i meteorologa, Jacob Emdena (1862 - 1940) tokom rane faze razvoja teorije dinamike
gasova u astrofizici. Nesto kasnije, nezavisno jedan od drugog, fizicari Llewellyn Thomas

il



(1903 - 1992) i Enrico Fermi (1901 - 1954) su kreirali Thomas-Fermi model, statisticki
model koris¢en za aproksimaciju raspodela elektrona u atomu.

Jednacine
(Es) (a(t)@a(2'(t))" + b(t)Pp(2(t)) =0,
(Es) (a(t)@a(2"(t)))" + b(t)Ps(2(t)) =0,

gde su «, f > 0 i koeficijent b realna funkcija konstantnog znaka, predstavljaju prirodne
generalizacije jednacine (E;). Neka od svojstava resenja jednacine (Es), kao §to su
egzistencija, jedinstvenost, oscilatornost i neoscilatornost resenja, asimptotska svojstva
neoscilatornih resenja su detaljno ispitana (videti [I7, 20 22] 26, B34, 47, 48|, (3] 54, 62,
63, 66l 67, [72, [73), [74], [76, [79, 82], 89l 00, OT), 10T, 125, 126]). Navedena svojstva resenja
jednacine (Eq) uslucaju a = 3, su razmatrana u radovima [19} 35, 49, (50} 51, 68, [71], 81, 92,
93, 07, 98, 103, 107]. Proucavanje oscilatornosti i asimptotskog ponasanja neoscilatornih
reSenja nelinearne diferencijalne jednacine ¢etvrtog reda (E3) su inicirali Wu [129] i Kamo
i Usami [56], 2002. godine, a kasnije je razvijeno u radovima [55, 78, 83, 04, 05| 128].

Pored diferencijalne jednacine (Es) posmatrana je i odgovarajuca nelinearna diferencna
jednacina
(E4) Ala(n)®o(Ax(n))) + b(n)s(z(n +1)) =0
u radovima [2], 18, 2], 23], 24, 25, 27, 29, 57, 68, 119, 120, 121, 127]. Pri analizi difer-
encne jednacine (E,) ispostavlja se da su o¢uvane mnoge osobine diferencijalne jednacine.

Medutim, nailazilo se na drugacije, kao i u potpunosti kontradiktorne rezultate u odnosu
na neprekidni slucaj.

Krajem dvadesetog veka, sa ciljem objedinjavanja diskretnog i neprekidnog slucaja,
definisana je vremenska skala. Posmatrana je analogna dinamicka nelinearna jednacina
na proizvoljnoj vremenskoj skali T

(Es) (a(t)®a(22(1)) +b()@s(x(0(t))) =0, teT.
Jednacina (Es5) u kojoj je a=f se naziva polulinearna. Ukoliko je u jednacini (E5) a > £,
ona se naziva sublinearna, dok se u slucaju a < 3 naziva superlinearna tipa Emden-Fowler.

Kriterijumi oscilatornosti i neoscilatornosti, kao i svojstva neoscilatornih resenja polu-
linearne jednacine (Ej) ustanovljeni su u radovima [0}, 13}, 85 [T05], 106, 108]. U radovima
[3, 4, [5] razmatrana je klasifikacija neoscilatornih resenja, kao i potrebni i dovoljni uslovi
za egzistenciju neoscilatornih resenja pojedinih klasa resenja nelinearne jednacine (Es). U
slucaju kada je T = R jednacina (Ej) se svodi na jednac¢inu (E;), dok se u slucaju T = Z
ova jednacina svodi na jednacinu (E4). U slucaju kada je

T=q¢" ={¢" : n €Ny},
jednacina (Es) se svodi na g-diferencnu jednacinu tipa Emden-Fowler

(Es) Dy(a(t)®a(Dyx(t))) + 0(t)Ps(x(qt)) =0, t€ g™,

v



U dokazima mnogih tvrdenja u kvalitativnoj analizi jednacine (Ej) zahtevano je da
gustina vremenske skale T zadovoljava odredeni uslov, tj. da rastojanje izmedu dve
susedne tacke bude dovoljno malo. Ovaj uslov ispunjavaju vremenske skale R i Z,
medutim, g-vremenska skala ne zadovoljava pomenuti uslov. Stoga je slucaj jednacine
(Es5) na ¢g-vremenskoj skali, tj. jedna¢inu (Eg), potrebno izolovano posmatrati - $to ¢e biti
predmet istrazivanja ove doktorske disertacije.

Prvi korak pri izucavanju asimptotskih svojstava resenja nelinearnih jednacina jeste
klasifikacija resenja, koja podrazumeva podelu neoscilatornih resenja u disjunktne klase
na osnovu njhovih ponasanja i ponasanja njihovih kvazi-izvoda u beskonacnosti. Slede¢i
zadatak je odrediti potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju reSenja tako odredenih
klasa. Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju resenja u odredenim klasama iskazani su
uglavnom konvergencijom integrala koeficijenata jednacine i najcesée se odreduju analogno
kao u neprekidnom i diskretnom slucaju. Medutim, u nekim slucajevima je koriS¢enjem
standarnih metoda, metoda fiksne tacke, moguce odrediti samo potrebne ili samo dovoljne
uslove. Osim toga, odredivanje asimptotske formule neoscilatornih resenja je znacajan za-
datak, ali cesto veoma slozen.

Karamatina teorija pravilno promenljivih funkcija se pokazala kao veoma efikasan
alat u istrazivanjima asimptotskih svojstava diferencijalnih, a nesto kasnije i diferencnih
jednac¢ina. Prvi rad koji povezuje pravilno promenljive funkcije i diferencijalne jednacine
je rad autora V. G. Avakumovica [9] iz 1947. godine. Medutim, kao prvi takav rad,
nije izazvao previse interesovanja u to vreme, sve do nekih trideset godina kasnije, kada
su Mari¢ i Tomié¢ u svojim radovima nastavili i dalje razvili istrazivanje diferencijalnih
jednacina koristeéi pravilno promenljive funkcije. Mari¢eva monografija [84], koja obu-
hvata sve rezultate do 2000. godine, intenzivirala je primenu Karamatine teorije pravilno
promenljivih funkcija u analizi diferencijalnih jednacina, koja je i danas aktuelna. Difer-
encijalne jednacine drugog reda su posmatrane u okviru teorije pravilno promenljivih
funkcija u radovima [47, 48], 49, K51, 66, 67, (68, [7T), [72], [73, [74], [76, [79], 82, 103, 107, 113],
diferencijalne jednacine cetvrtog reda u radovima [32, 69 [70, [75, [77, 123] i diferencne
jednacine drugog reda u radovima [2, 57, 58|, 86, 87, 88|, 104], T09].

Znacajni rezultati primene Karamatine teorije u izucavanju diferencijalnih i diferenc-
nih jednacina motivisali su razvoj ove teorije na vremenskoj skali, a posebno na vremen-
skoj skali T = g™, ¢ > 1, kako bi se ona mogla primeniti u analizi dinamickih jednacina
i g-diferencnih jednacina. Razvijeni su novi metodi i dobijeni vrlo znacajni rezultati.
Dinamicke jednacine drugog reda, tacnije linearna (jednacina (Es) za a = f = 1)
i polulinearna dinamicka jednacina (Ej) na vremenskoj skali ¢ija gustina zadovoljava
odredeni uslov, posmatrane su u okviru teorije pravilno promenljivih funkcija u radovima
[TT0, 112, 116, 124].

Primena teorije g-pravilno promenljivih funkcija u kvalitativnoj analizi g-diferencnih
jednacina je tek u zacetku. U okviru ove teorije su izucavane linearna ¢-diferencna
jednacina [100, [ITT), 115] i polulinearna g¢-diferencna jednacina, tacnije jednacina (Eg)
u slucaju @« = 1 a(t) = 1 (videti [102 [114]). Medutim, opsti sluc¢aj polulinearne
g-diferencne jednacine, kao i slucaj nelinearne ¢-diferencne jednacine do sada nisu razma-
trani. Predmet doktorske teze je nastavak ovih istrazivanja.

Disertacija je podeljena u ¢etiri Glave, koje su dalje podeljene na Poglavlja. U Glavi[]]



¢e biti navedeni osnovni pojmovi, oznake, definicije i tvrdenja koja ¢e se koristiti u okviru
disertacije. U ovoj Glavi bi¢e navedeni osnovni koncepti ¢g-racuna, rac¢una na proizovljnoj
vremenskoj skali i Karamatine teorije pravilno promenljivih funkcija.

U Glavi 2 razmatrana je polulinearna g-diferencna jednacina u okviru teorije pravilno
promenljivih funkcija. Odredeni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju g-pravilno
promenljivih resenja. Za jednacinu sa eventualno negativnim koeficijentom b odredeni
su dovoljni uslovi pri kojima su sva eventualno pozitivna resenja ¢-pravilno promenljiva.
Osim toga, odredene su asimptotske reprezentacije g-pravilno promenljivih resenja polu-
linearne ¢-diferencne jednacine, pod odredenim pretpostavkama. Na kraju su ovi rezul-
tati primenjeni u asimptotskoj analizi polulinearne diferencne jednacine (E4), u kojoj je
a = [ > 0, u okviru generalizovanih pravilno promenljivih nizova. Rezultati Poglavilja 2.3
- 2.7 su originalni i publikovani u radovima [31), [35)].

U Glavi 3 je razmatrana sublinearna g-diferencna jednacina tipa Emden-Fowler u
okviru teorije pravilno promenljivih funkcija, uz pretpostavku da je koeficijent b even-
tualno negativna funkcija. Odredeni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo
opadajucih i strogo rastucih ¢-pravilno promenljivih resenja, uz pretpostavku da su ko-
eficijenti jednacine g-pravilno promenljive funkcije. Osim toga, odredena je i asimp-
totska reprezentacija ovih resenja. StaviSe, pokazano je da sva g-pravilno promenljiva
reSenja istog indeksa regularnosti imaju istu reprezentaciju u beskonacnosti. Ovi rezul-
tati omogucavaju da kompletna struktura skupa g¢-pravilno promenljivih resenja bude
okarakterisana. Rezultati Poglavlja z' su originalni i publikovani u radu [65].

Koristim priliku da izrazim iskrenu i veliku zahvalnost mentoru, dr Jeleni Manojlovic,
redovnom profesoru Prirodno-matematickog fakulteta u Nisu, na nesebi¢no pruzenom
znanju, idejama, savetima i strpljenju tokom zajednickih istrazivanja i rada na doktorskoj
disertaciji. Zahvaljujem c¢lanovima komisije, dr Predragu Rajkovi¢u, redovnom profe-
soru Masinskog fakulteta u Nisu i dr Miljani Jovanovi¢, redovnom profesoru Prirodno-
-matematickog fakulteta u NiSu na izdvojenom vremenu i sugestijama koje su doprinele
kvalitetu ovog rada. Na kraju, od srca hvala najmilijima za bezuslovnu ljubav, podstrek,
veru, snagu i razumevanje kada god je trebalo zrtvovati poneki zajednicki trenutak.
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Glava 1

Uvodni pojmovi

U ovoj Glavi bi¢e navedeni neki od osnovnih pojmova i tvrdenja ¢g-racuna i teorije pravilno
promenljivih funkcija. g-ra¢un je specijalan sluc¢aj racuna vremenskih skala, koji objedi-
njuje neprekidni i diskretan slucaj. S tim u vezi, bi¢e navedeni osnovni pojmovi ra¢una
vremenskih skala, kao i definicija pravilno promenljivih funkcija na vremenskoj skali.
Osim toga, u poslednjem Poglavlju bi¢e navedena neka od osnovnih svojstava g-diferencne
jednacine tipa Emden-Fowler i polulinearne g-diferencne jednacine.

1.1 Osnove vremenskih skala

?Osnovni zadatak danasnje matematike je da uskladi neprekidno @
diskretno, da ih ujedini u jednu sveobuhvatnu matematicku celinu ¢ da
eliminise nejasnocu iz oba.”

Eric Temple Bell,
1883 — 1960, skotski matematicar i pisac

Za mnoge rezultate iz oblasti teorije diferencijalnih jednacina moze se dokazati da
¢e analogni rezultati vaziti i za diferencne jednacine. Nasuprot tome, postoje rezultati
koji se u potpunosti razlikuju kod diferencijalnih i diferencnih jednac¢ina. Godine 1988. u
svojoj doktorskoj disertaciji [44] Stephan Hilger je uspeo da ujedini diskretnu i neprekidnu
analizu uvodec¢i pojam vremenske skale.

Vremenska skala je proizvoljan neprazan, zatvoren skup realnih brojeva. Tako su
skupovi R,N,Z i ¢™ = {¢" : n € Ny}, ¢ € R primeri vremenskih skala, dok (0, 1), Q ili
C to nisu. Dokazivanjem da odredeni rezultat vazi za dinamicku jednacinu gde je domen
nepoznate funkcije proizvoljna vremenska skala, dokazano je da rezultat vazi na skupu R
(tj. za odgovarajuéu diferencijalnu jednacinu), na skupu Z (tj. za odgovarajuéu difer-
encnu jednacinu) ili na skupu ¢ (tj. za odgovarajuéu g-diferencnu jednacinu). Racun
vremenskih skala ima primenu u bilo kojoj oblasti koja zahteva istovremeno modeliranje
diskretnih i kontinuiranih podataka. U nastavku su navedeni neki od osnovnih pojmova
pomenutog racuna koji su u vezi sa diferencijalnim i integralnim racunom. Navedene



1. Uvodni pojmovi

definicije, teoreme i njihovi dokazi mogu se naé¢i u knjizi M. Bohnera i A. C. Petersona
[12].

Za pocetak, interval na vremenskoj skali T se definiSe na slede¢i nacin
[a,b]r ={t€T:a<t<b},abeR.
Sli¢no, simbol [a, c0)r oznacava beskonacni interval u T, tj.
la,00)r ={teT:t>a},ack

Definicija 1.1.1. Neka je T vremenska skala. Za t € T definiSe se operator pomeraja
napred
o(t)=inf{s>t:se€T}eT, infl =supT

i operator pomeraja nazad
p(t)=sup{s<t:se€T}eT, supl=infT.

Tacka t € T naziva se desno-gusta ukoliko je o(t) =t it < supT. Tacka t € T naziva
se levo-gusta ukoliko je p(t) =t it > infT. Tacke koje su istovremeno desno-guste i levo-
guste nazivaju se gustim. Ukoliko je o(t) > t, tacka t € T se naziva desno-rasuta, dok
ukoliko je p(t) < t, tacka t se naziva levo-rasuta. Tacke koje su istovremeno desno-rasute
i levo-rasute nazivaju se izolovanim. Definisimo skup T*, podskup vremenske skale T.
Tk =T\ (p(sup T), sup T}, ukoliko je sup T < co. U suprotnom, T* = T.

Funkcija gustine vremenske skale p : T — [0,00) definisana je sa p(t) = o(t) — t.
Funkcija gustine igra znacajnu ulogu u analizi vremenske skale. U mnogim slu¢ajevima
je upravo ona uzrok razlika izmedu diskretnog i neprekidnog slucaja. Funkcija gustine
vremenske skale R je p(t) = 0, vremenske skale Z je u(t) = 1 i vremenske skale ¢™° je

p(t) = (g — 1, t € ¢

Definicija 1.1.2. Neka je f : T — R funkcija i neka je t € T*. Delta-izvod (Hilger-izvod)
funkcije f w tacki t, u oznaci f2(t), je broj koji zadovoljava svojstvo da za svako dato
e > 0 postoji okolina U tacke t takva da

|fo(t) — f(s) — o) (o(t) — s)| < elo(t) — s| za svako s € U.
Za ovako definisan izvod funkcije f vazi¢e da je
(i) f& = f, uslucaju T = R;

(i) f& = Af, uslucaju T = Z, gde je A operator prednje razlike: Af(n) = f(n+1) —
f(n), n € Z.

Definicija 1.1.3. Funkcija f : T — R je regularna funkcija ukoliko postoji (kona¢na)
desna grani¢na vrednost funkcije f u svim desno-gustim tackama i postoji (kona¢na) leva
grani¢na vrednost funkcije f u svim levo-gustim tackama.

Definicija 1.1.4. Funkcija f : T — R je rd-neprekidna funkcija, u oznaci f € C,.4(T),
ukoliko je neprekidna u svim desno-gustim tackama i u svim levo-gustim tackama postoji
leva konac¢na grani¢na vrednost ove funkcije.
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1.1. Osnove vremenskih skala

Teorema 1.1.1. [I2] Teorema 1.70] Neka je f: T — R reqularna funkcija. Tada postoji
funkcija F, ¢ija je oblast diferenciranja D, takva da vaZzi

FA(t) = f(t), t € D.

Definicija 1.1.5. Neka je f : T — R regularna funkcija. Svaka funkcija F' koja zado-
voljava uslove Teoreme [1.1.1] naziva se pred-primitivna funkcija funkcije f. Neodredeni
integral funkcije f definisan je na sledeéi nacin

/f(t)At =F(t)+C,

gde je C' proizvoljna konstanta. Kosijev integral definisan je sa

/sf(t)At ~ F(s)= F(r), r,s €.

Definicija 1.1.6. Funkcija F' je primitivna funkcija regulisane funkcije f ako i samo ako
vazi

F2(t) = f(t), t € T

Teorema 1.1.2. [12] Teorema 1.74] Svaka rd-neprekidna funkcija f ima primitivnu funkciju.
Specijalno, neka je tg € T, tada F definisana sa

F(t) = /ttf(T)AT, teT

je primitivna funkcija funkcije f.

Teorema 1.1.3. [12, Teorema 1.79] Neka su a,b € T i neka je f rd-neprekidna funkcija.

(1) Ako je T =R tada je
b b
| rwni= [ s

gde je integral na desnoj strani jednakosti Rimanov integral.

(13) Ako se [a,b] sastoji samo od izolovanih tacaka, tada

b Zte[a,b) f)pu(t), ako je a < b;
/ f)At=< 0, ako je a =b;
" = Dtcap) S O)p(t), ako je a > b.

(1ii) Ako je T = Z, tada

b Vi f(ult), ko jea < b;
/ ft)At =1 0, ako je a = by
’ — Y5 f(Bult), ako jea > b,

Definicija 1.1.7. Neka je a € T, supT = oo i f rd-neprekidna funkcija. Tada je nesvo-
jstveni integral funkcije f definisan na slede¢i nacin

/ TR A= lim ’ F(H)AL.



1. Uvodni pojmovi

1.2 Osnove ¢g-racuna

?Za onoga ko Zeli da istraZuje, vaZno je da ne ograni¢ava sebe na samo
jedno poglavlje nauke, veé da bude u kontaktu sa mnogim drugim.”

Jacques Salomon Hadamard,
1865 - 1963, francuski matematicar

Proucavanje kvantnog racuna iza sebe ima bogatu istoriju, staru veé tri stotina godi-
na, u ¢ijem su kreiranju ucestvovala neka od najznacajnijih matematickih imena: Leo-
nhard Euler (1707 - 1783, svajcarski matematicar i fizicar), Daniel Bernoulli (1700 - 1782,
svajcarski lekar, matematicar i fizicar), Carl Jacobi (1804 - 1851, nemacki matematicar),
Srinivasa Ramanujan (1887 - 1920, indijski matematicar), Henri Poincaré (1854-1912,
francuski matematicar i fizicar), Emile Picard (1856 - 1941, francuski matematicar) i
mnogi drugi. Kvantni racun predstavlja most izmedu matematike i fizike. Najveci broj
naucnika koji danas primenjuje kvantni racun jesu fizicari.

Temelje g-racuna postavlja Leonhard Euler u osamnaestom veku u svojoj knjizi Intro-
ductio [39]. Medutim, za intenzivni razvoj g-rac¢una pocetkom dvadesetog veka zasluzan
je Frank Hilton Jackson (1870 - 1960, engleski svestenik i matematicar), koji je definisao
g-izvod u [45] i odredeni g-integral u [46] u formi u kojoj se danas koriste, koji se u nje-
govu cast nazivaju Jacksonov izvod i Jacksonov integral. Teorija g-racuna je sistematicno
istrazivana od tada. Razlog tome jeste ¢injenica da je g-analiza naisla na veliku primenu
u raznim oblastima matematike, kao $to su teorija brojeva, kombinatorika [7], ortogonalni
polinomi, hiper-geometrijski redovi [37, 99], Bernoullijevi i Eulerovi polinomi [96], teorija
operatora [§], ali i drugim oblastima, kao $to su racunarske nauke i kvantna fizika. O
primeni ¢g-ra¢una u kvantnoj fizici i teoriji relativnosti pisao je Thomas Ernst |36, 37, 138].
U knjizi Predraga Rajkovi¢a [99, Glava 10| pisano je o primeni g-ra¢una u kvantnoj i
statistickoj mehanici.

g-racun je potpolje opstijeg matematickog polja, racuna vremenskih skala, tek kasnije
definisanog, o kojem je bilo re¢i u prethodnom poglavlju. Proucavajué¢i ¢-ra¢un, bavimo
se odredenom vremenskom skalom, nazvanom ¢-vremenska skala, definisanom na sledeci
nacin:

@ ={¢" :n €Ny}

Knjiga Victor Kaca i Pokman Cheunga [52] pokriva mnoge osnovne aspekte g-racuna,
kao i knjiga srpskog matematicara Predraga Rajkovic¢a [99]. U ovom poglavlju bi¢e nave-
deni neki od osnovnih pojmova i definicija u g-racunu, pre svega u g-diferencijalnom i
g-integralnom racunu.

Za pocetak, interval u g-racunu se definiSe na sledeci nacin
[a,b}q:{tEQNO:aStSb},a,bER.
Sli¢no, simbol [a, 00), oznac¢ava beskonacni interval u ¢™°, tj.

[a,00), ={t€q¢":t>a},aeR.



1.2. Osnove ¢-racuna

Pojam ¢-izvoda pominju jos Euler [39] i Heinrich Eduard Heine (1821 - 1881, nemacki
matematicar) [43], ali pojam operatora diferenciranja u ¢g-racunu, kakav se danas koristi
u literaturi, definisao je Jackson 1908. godine [45]. U nastavku je navedena pomenuta
definicija, koja je specijalan slucaj delta-izvoda u slu¢aju ¢-vremenske skale, za q # 1.

Definicija 1.2.1. g-izvod funkcije f : X — R, X C R, u oznaci D,f, definisan je na

sledeéi nacin
flat) = f(#)

DQf<t): (q—l)t

, A0

Postoji nekoliko pristupa definisanju ¢-izvoda u tacki ¢t = 0, ukoliko 0 € X. Prema jednom
od njih

D,f(0) = lim f<tq_nq) — 1) cte X\ {0}, |¢ >1

D,f(0) = lim

ﬂﬂ%ﬁiﬁltex\mh 0<lgl <1

ukoliko data grani¢na vrednost postoji i ne zavisi od t. Neretko je u literaturi ¢-izvod
funkcije f u nuli definisan sa f’(0) ukoliko je funkcija f diferencijabilna u nuli [64] [118].

Primetimo da je

lim D, f(t) = (1),
qg—1
ukoliko je f diferencijabilna funkcija u tacki t.

U literaturi se moze nadi i sledeca definicija simetriénog q-izvoda, definisanog u [16] za
gl # 0, 1:
flat) — flg ')
(g—q "t

D,f(t) = t #0.

Neka su f i g proizvoljne realne funkcije i a,b € R. Naredne osobine g-operatora
diferenciranja D, koji ¢e biti koris¢en u nastavku, jednostavno se dokazuju koriS¢enjem
definicije:

(i) Do(af(t) + ba(t)) = aD, f(t) + bDyg(t), a,b € R
(i) DalF9)(t) = F(@t)Daglt) + 9(O)DLF(8) = F()Dyg(t) + 9(at) Do (8
) 0,(£) (0 = 2OPLD=IOD ) _ oat)DIO= 00Dyt

g g(t)g(qt) a 9(t)g(q

, q(t)-g(qt) # 0;

(iv) Formula g-izvoda slozene funkcije, u opstem slucaju, nije analogna formuli izvoda
slozene funkcije:

flg(qt)) — f(g(t))
(q—1)t

Dy(f(q(t))) = Dyg(t).



1. Uvodni pojmovi

Primer 1.2.1. Odredimo ¢-izvod stepene funkcije f(z) = 2™, n € R. Prema definiciji,
<qx)n _xn _ qn _ 1
(¢—Dz  q¢-1

dok u tacki x = 0 vrednost g-izvoda ¢e biti f'(0) = 0, te zaklju¢ujemo da formula (|1.1)
vaziiza x = 0.

(1.1) D" = " x £0,

U nastavku, bice koris¢ena oznaka

" —1
n], = q_l,nER.

Broj [n], naziva se g-analogom realnog broja n. Tada se ([1.1)) moze zapisati u obliku

D, f(z) = [n]gz"",
te se moze uvideti analogija u odnosu na izvod funkcije f. Primetimo da je

(lll_rg[n]q =n.

Carl Johannes Thomae (1840 - 1921), Heine-ov ucenik, je 1869. godine u [122] definisao
g-integral za 0 < ¢ < 1, na intervalu (0, 1), na sledeéi naéin:

Definicija 1.2.2. Odredeni g-integral funkcije f je definisan sa
1 o0
| ot = -3 far0<q <1
0 n=0

Nesto kasnije, 1910. godine Jackson je definisao ¢g-integral [46] na kona¢nom i beskona¢nom
intervalu. Pomenute definicije su navedene u nastavku.

Definicija 1.2.3. Neka je 0 < a < b. Odredeni q-integral funkcije f je definisan na sledeci
nacin

b o0
/0 F()dgr = (1= @b S @ £(e8), 0 < Jg| < 1
=0

/abf(x)dqx = /Obf(a:)dqa: - /Oa fl@)d,z.

Na intervalu (0,00), za 0 < |g| < 1, g-integral je definisan na sledeéi nacin

o0

| s@da=0-0 3 di@)

j=—o00
a na (—oo, 00) kao

/ T @ =1 —a) S G ) + ().

—00 j=—oc0



1.2. Osnove ¢-racuna

Naredna definicija ¢-integrala je posledica definicije integrala na vremenskoj skali, iskazana
na g-vremenskoj skali (videti Teoremu [1.1.3] (i7)) i ona ée biti primenjivana u nastavku.

Definicija 1.2.4. Odredeni g-integral funkcije f definisan je na sledeéi nacin
(¢—1) Zte[a,b)quo tf(t), ifa<b;

/ f(t)dgt =4 0, if a = b;
¢ (]' - q) Zte[b,a)ﬁqNO tf(t)7 if a > b7

za q > 1. Neodredeni q-integral definiSe se na slede¢i nacin

/a @) dt = lim / ’ F(t)dyt
o [0 [ o

ukoliko je funkcija f neprekidna na [a, b].

Primetimo da je

Naredne oznake za skupove funkcija sa odredenim osobinama primenjivace se u nas-
tavku

Ry, = {0:[to,0)g > R:(¢—1)5(1)t +1#0,¢=>to};
RE = {0:[to,00)g > R:(g— 1))t +1>0,t>t},
za neko ty € R.

U knjizi Bohnera i Petersona [I1] definisana je generalizovana g-eksponencijalna funkcija
kao jedinstveno resenje pocetnog problema

(1.2) Dyy = 6(t)y, ylto) =1,to €4, ¢>1

gde je 0 € R,. Za dalji rad u okviru teorije g-pravilno promenljivih funkcija bi¢e pogodnije
koristiti narednu ekvivalentnu definiciju:

Definicija 1.2.5. Neka je 6 € R,.Generalizovana q-eksponencijalna funkcija definisana
je na sledeé¢i nacin
Hue[s,t)q((q - 1)U5(U) + ]-)7 s < t;
65(t, S) = 17 S = f;;

(Macg, (0= Dustw) + 1)) s>,

gde su s,t € ¢, ¢ > 1.

Ovako definisana generalizovana g-eksponencijalna funkcija ima sledeca svojstva:

(¢) Funkcija es(-, to) je resenje pocetnog problema ([L.2)).

(ii) Za § € RY vazi es(t, s) > 0 za svako s,t € ¢"°.

(iii) Ako je § € R, tada je es(t,T) - es(T,s) = es(t, 5), za svako s,t,7 € ¢™°

(iv) Ako su 0,7 € R, tada je e5(t,s) - €,(t, ) = €51+1(q-1)54(t, 8), za svako s,t € ¢
U nastavku je navedeno Lopitalovo pravilo na ¢-vremenskoj skali koje je posledica Lopi-
talovog pravila na vremenskoj skali.



1. Uvodni pojmovi

Lema 1.2.1. [12, Teorema 1.119] Ako je f eventualno pozitivna, strogo rastuéa funkcija,
takva da lim;_,o, f(t) = 0o, tada za svaku realnu funkciju g vaze sledeée nejednakosti:

D,y f(t) ft) ft) D, f(t)

liminf ——% < liminf —<% < limsup —= < limsup —/——=.
55 Dyglt) — e g(D) et 9(D) e’ Dyg(l)

Specijalno, ukoliko funkcija D,f/D,g ima granicnu vrednost, tada

f0)_ DS
(1.3) tlgcr}o g(t) tLoo D,g(t)

Lema 1.2.2. [I2] Teorema 1.119] Ako je f eventualno pozitivna, strogo opadajuéa funkcija,
tada za svaku realnu funkciju g takvu da limy_,o f(t) = limy_, g(t) = 0, vaZe sledeée ne-
jednakosti:

Specijalno, ukoliko funkcija D,f/D,g ima granicnu vrednost, tada

f) D)
(14) i g(t) i D,g(t)

1.3 Teorija pravilno promenljivih funkcija

”Dobio sam pismo jednog mladica iz Beograda koji tvrdi da je dokazao
Hardy-Littlewood teoremu na samo dve stranice. To je prosto nemogudée!”

Godfrey Harold Hardy (1877 - 1947, britanski matemati¢ar)
o Jovanu Karamati (1903 - 1967, srpski matematicar)

Jedno od znacajnih dela za istoriju matematike i teoriju pravilno promenljivih funkcija
jeste " Orders of Infinity” [42], engleskog matematicara G. H. Hardy-ja poznatog po svojim
dostignué¢ima u teoriji brojeva i matematickoj analizi. U ovom delu se prvi put javlja
pojam pravilnog rasta, koji je upotrebio Borel, ali ne u Karamatinom smislu u kojem
se danas koristi. Naglasak je na funkcijama ”logaritamsko-eksponencijalnog” tipa, tj.
funkcijama koje se mogu predstaviti kao proizvod logaritamske funkcije, njenih stepena i
njenih iteracija i proizvod eksponencijalne funkcije, njenih stepena i njenih iteracija.

Rezultati u onome $to je kasnije definisano kao teorija pravilno promenljivih funkcija
sezu jos od Edmund Landau-a (1877-1938, nemacki matematicar) [80]. Motivisan ana-
litickom teorijom brojeva, Landau je radio sa monotonim funkcijama i dokazao da za
pozitivnu monotonu funkciju ¢ vazi da ukoliko je

0(\t)
1.5 lim ——= =1,
(1.5) T
za neko A = 1, tada ¢e (L.5)) vaziti za svako A > 0, tj. prema modernim termin-
ima - funkcija ¢ ce biti sporo promenljiva funkcija. Osim toga, George Pdlia (1887 -
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1.3. Teorija pravilno promenljivih funkcija

1985, madarski matematicar), takode motivisan analitickom teorijom brojeva, u svojim
tvrdenjima pretpostavljao je da pozitivna funkcija ¢ zadovoljava uslov (L.5)) za A = 2,
govoreci o sporo rastuc¢im i sporo opadajucim funkcijama.

Pojam pravilno promenljive funkcije definisao je 1930. godine u [59] jedan od najveéih
srpskih matematicara, Jovan Karamata. Ova teorija, koja se drugacije naziva i Kara-
matina teorija, igra veliku ulogu u mnogim oblastima matematike kao S$to su teorija
brojeva, kompleksna analiza, teorija verovatnoce, teorija igara i teorija diferencijalnih
jednacina.

Dalji razvoj teorije pravilno promenljivih funkcija nastavili su pripadnici Karama-
tine skole: Vojislav Avakumovi¢ (1910 - 1990), Miodrag Tomi¢ (1912 - 2001), Borivoje
Rasajski (1917 - 1995), Slobodan Aljanci¢ (1922 - 1993), Ranko Bojanié¢ (1925 - 2017),
Dusan Adamovi¢ (1928 - 2008), Vojislav Mari¢ (1930 - 2021), Dragoljub Arandelovi¢ (1942
- 2010), ali i britanski matematicari Nicholas Bingham, Charles Goldie, J.L. Teugels, Eu-
gene Seneta, holandski matematicari J.L. Geluk, Laurens de Haan i mnogi drugi. Cak i
danas, Karamata je jedan od najcitiranijih srpskih matematicara.

Definicija 1.3.1. Neka je pozitivna merljiva funkcija f definisana na skupu [a, c0).
Funkcija f je pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti p (u Karamatinom smislu)
ako za svako A > 0 zadovoljava uslov

(1.6) tim LY .

t=oo f(t)

Ukoliko je p = 0, f se naziva sporo promenljiva funkcija. Skup svih sporo promenljivih i
pravilno promenljivih funkcija indeksa p oznacen je sa SV i RV(p), redom.

U originalnoj definiciji sporo promenljivih funkcija se umesto uslova merljivosti zahte-
vao uslov neprekidnosti date funkcije. Klasa pravilno promenljivih funkcija moze se pos-
matrati kao prosirenje klase funkcija asimptotski ekvivalentnih stepenoj funkciji do klase
funkcija koje su asimptotski ekvivalentne proizvodu stepene funkcije i funkcije koja sporije
raste (opada) od ma koje stepene funkcije pozitivnog (negativnog) stepena. Asimptotska
ekvivalencija dveju pozitivnih funkcija f i g, u oznaci f ~ g, definisana je na slede¢i nacin

f(t)

ft) ~g(t), t = o0 @t&%oﬁzl.

Siroka primena klase pravilno promenljivih funkcija u raznim oblastima matematike
rezultirala je njenim stalnim razvitkom. Primena teorije pravilno promenljivih funkcija
u oblasti verovatnoc¢e dovodi do problema sledeceg tipa: kada se niz pozitivnih brojeva
{6(n) }nen moze dodefinisati do pravilno promenljive funkcije R takve da je 6(n) = R(n)
za sve prirodne brojeve n? Ovaj problem je 1970tih godina motivisao matematicare L.
de Haan [41], R. Bojani¢ i E. Seneta [I4, [15], Galambos [40], da nastave dalji razvoj
teorije pravilno promenljivih nizova, ¢ije temelje je takode postavio Karamata [60] [61].
Karamatina definicija pravilno promenljivih nizova je diskretan pandan definicije pravilno
promenljivih funkcija.



1. Uvodni pojmovi

Definicija 1.3.2. Niz pozitivnih brojeva {0(n)}.en je pravilno promenljivi niz indeksa
reqularnosti p, p € R ako i samo ako za svako A > 0 zadovoljava uslov

o(xn]) _

1 EALYRE VA

woe ()

p
)

gde [u] oznacava ceo deo realnog broja u.

Galambos i Seneta su imali drugaciji pristup pri definisanju pravilno promenljivih
nizova.

Definicija 1.3.3. Niz pozitivnih brojeva {0(n)}.en je pravilno promenljivi niz indeksa
reqularnosti p, p € R, ukoliko postoji niz pozitivnih brojeva {a(n)},en takav da je

O(n) ~ca(n),n —o00 i lim noa(n) =,

woealn)

gde je ¢ pozitivna konstanta.

Rehak 2008. godine u radu [T10] zapocinje razvoj teorije pravilno promenljivih funkcija
na vremenskoj skali. Uvodenjem pojma pravilne promenljivosti na vremenskoj skali
objedinjuje se i prosiruje teorija pravilno promenljivih funkcija u neprekidnom i diskre-
tnom slucaju. U nastavku, bi¢e navedena definicija pravilno promenljivih funkcija na
proizvoljnoj vremenskoj skali T ¢ija gustina zadovoljava uslov

(1.7) tim A0

t—oo ¢

i za koju je pretpostavljeno da nije ogranicena odozgo.

Definicija 1.3.4. Pozitivna funkcija f € C,4([a, 00)r) je pravilno promenljiva indeksa
reqularnosti p, p € R, ukoliko postoji pozitivna delta-diferencijabilna funkcija
w € Cry([a, 00)T) koja zadovoljava

Ft) ~ cw(t), t o0 i gjﬁﬁzm

gde je c pozitivna konstanta. Skup svih pravilno promenljivih funkcija indeksa regu-
larnosti p bi¢e oznacen sa RVr(p). Ukoliko je p = 0, f se naziva sporo promenljiva
funkcija. Skup svih sporo promenljivih funkcija bi¢e oznacen sa SVr.

Kako je u(t) =0 uslucaju T =R i u(t) =1 uslucaju T = N, navedenom definicijom
obuhvacene su definicije pravilno promenljivih funkcija i pravilno promenljivih nizova.

Medutim, gustina g-vremenske skale ne zadovoljava uslov (|1.7)), te navedenom defini-
cijom nije obuhvaéena definicija g-pravilno promenljivih funkcija. Stoga, Karamatine g-

pravilno promenljive funkcije, na g-vremenskoj skali, gde je ¢ > 1, definisali su P. Rehdk
i J. Vitovec [115] na sledeéi nacin:
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1.3. Teorija pravilno promenljivih funkcija

Definicija 1.3.5. Funkcija f : ¢"° — (0,00) je q-pravilno promenljiva funkcija indeksa
reqularnosti p, p € R, ukoliko postoji funkcija o : ¢ — (0, 00) takva da
tD,a(t)

(1.8) ft) ~at),t - o0 i tliglow = [plqs

gde je ¢ pozitivna konstanta. g¢-pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti p = 0,
naziva se g-sporo promenljiva funkcija. Skup g-pravilno promenljviih funkcija indeksa
regularnosti p oznacen je sa RV,(p). Skup g-sporo promenljivih funkcija oznacen je sa

SV,

Definisane na ovaj nacin, g-pravilno promenljive funkcije zadrzale su ve¢inu osobina
pravilno promenljivih funkcija u neprekidnom i diskretnom sluc¢aju. Struktura g-vremenske
skale se ispostavlja kao pogodna za razvoj teorije pravilno promenljivih funkcija, jer dovodi
do zanimljivih zapazanja i pojednostavljenja u odnosu na Karamatinu teoriju u neprekid-
nom i diskretnom slucaju.

Navedimo nekoliko primera sporo promenljivih funkcija za T =R, T = N ili T = ¢".
Primer 1.3.1. Funkcija f : T — (0,00) sa pozitivnom grani¢nom vrednoséu u besko-

nacnosti je sporo promenljiva funkcija. Takva funkcija naziva se trivijalna sporo promenlyi-
va funkcija.

Primer 1.3.2. Najjednostavniji primer netrivijalne sporo promenljive funkcije je
¢:T — [0,00), £(t) = Int, Sto se jednostavno proverava koriséenjem definicije. Funkcija
f:T —[0,00), f(t) =tPL(t) je pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti p.

Primer 1.3.3. Primeri nelogaritamskih sporo promenljivih funkcija su ¢: T — (0, 00) :
0t) =exp{(Int)** (Ing t)** - - - (Ing )™} O0< oy <1,k €N;

0(t) =exp{lnt/Inyt},
gde je Iny =lnolno...oln, ke N.
—_—

k puta

Primer 1.3.4. Prethodni primeri nas navode na zakljucak da je sporo promenljiva funkcija
strogo monotona za velike vrednosti x, ali to u opstem slucaju nije tacno. Primer takve
funkcije je £: T — (0, 00)

0(t) = exp {(1n(1 + )3 cos((In(1 + t))é)} ,

za koju vazi
liminf ¢(t) = 0, lim sup £(t) = +o0.

t—ro0 t—00

P. Rehdk u [T09] uvodi pojam generalizovanih pravilno promenljivih nizova u odnosu
na funkciju 7, 7 : Z,, = R, Z,,, = {m,m+ 1,m + 2,...}, gde je 7 strogo rastuca funkcija
takva da je limy_,oo 7(k) = 0c0iT(k+ 1) ~ 7(k), k — oc.
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1. Uvodni pojmovi

Definicija 1.3.6. Neka je y = {y(n) }nez,, pozitivan niz. Niz y je pravilno promenljiv niz
indeksa reqularnosti p u odnosu na 7, u oznaci y € RV (p), ukoliko postoji pozitivan niz
r = {x(n)}nez,, takav da je

~z(n),n—o00 1 imx(n—l—l)/m(n)—lz im =
y(n) ( )7 - nl_mo T(?’L + 1)/7-(n) -1 nl—>oo AT(TL) m(n) P

Pojam pravilno promenljivih nizova u odnosu na 7 u uskoj je vezi sa pojmom pravilno
promenljivih funkcija na vremenskoj skali T koja zadovoljava uslov (1.7)).

Teorema 1.3.1. [109, Propozicija 1] Neka je 7 : Z,, — R strogo rastucéa funkcija takva
da je limg_yoo (k) = 00 i T(k+1) ~ 7(k), k = c0. Neka je T = 7(Zy,). Tada, y € RV7(p)
ako i samo ako je y o1t € RV, (p).

Prema tome, pojam generalizovanih pravilno promenljivih nizova u odnosu na 7 moze
se shvatiti kao diskretan analog pojma generalizovanih pravilno promenljivih funkcija koje
su Jaroslav Jaros i Takasi Kusano definisali u [48]. Naime, neka je funkcija 6 takva da
zadovoljava sledece uslove: 6(t) > 0, 6'(t) > 0 za dovoljno veliko ¢ i lim; . 0(t) = oo.
Generalizovane pravilno promenljive funkcije u odnosu na funkciju 6 su definisane na
slede¢i nacin.

Definicija 1.3.7. Merljiva funkcija f : [a,00) — (0,00), @ > 0 je generalizovana pravilno
promenljiva funkcija indeksa p u odnosu na 6 ako i samo ako je f o 0!, definisana za
dovoljno veliko ¢, pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti p u Karamatinom
smislu. Generalizovana pravilno promenljiva funkcija indeksa 0 u odnosu na 6 naziva se
generalizovana sporo promenljiva u odnosu na 6. Skup svih sporo promenljivih i pravilno
promenljivih funkcija indeksa p u odnosu na 6 oznacen je sa SVy i RVy(p), redom.

Vazno je napomenuti da za razliku od funkcija definisanih na R, u radu sa nizovima
nailazi se na probleme sa inverznom funkcijom, izvodom slozene funkcije ili smenom
promenljivih pri integraciji, sto su jedni od osnovnih alata u radu sa generalizovanim
pravilno promenljivim funkcijama. Koriste¢i Teoremu |[1.3.1], rezultati na vremenskoj
skali pomazu da se prevazidu ove prepreke i doprinose primeni teorije diskretne pravilne
promenljivosti u odnosu na 7 u kvalitativnoj analizi diferencnih jednacina.

Primetimo da uslovi koje funkcija 7 u Teoremi zadovoljava impliciraju da gustina
vremenske skale T = 7(Z,,) zadovoljava uslov (1.7). Kako gustina g-vremenske skale ne
zadovoljava pomenuti uslov, ovaj slucaj je izolovano posmatran.

Definicija 1.3.8. Neka je y = {y(n) }nen, pozitivan niz. Niz y je pravilno promenljiv niz
indeksa regularnosti p u odnosu na 7, gde je 7 : Ng — ¢™°, 7(k) = ¢*, u oznaci y € RV}(p)
ako i samo ako je y o 77t € RV, (p).

U radu [I09] dokazano je da su slede¢a tvrdenja ekvivalentna:
(i) = € RVz(p);

(¢) lim FOICES [plg;

k—oo X
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1.4. Teorija g-pravilno promenljivih funkcija

o x(k+1)
() Jim =y ="

(iv) (k) = cq™ exp {Zf;ll \If(j)} , U(j) = 0,7 = o00ice (0,+00).

1.4 Teorija ¢g-pravilno promenljivih funkcija

ujedinjuju.”

Jean Baptiste Joseph Fourier
1768 - 1830, francuski matematicar

Rehék i Vitovec su u radu [I15] dokazali nekoliko bitnih karakteristika g-pravilno
promenljivih funkcija, koje su navedene u nastavku.
Teorema 1.4.1. [IT5, Teorema 1]

(i) Za pozitivnu funkciju f, f € RV,(p) ako i samo ako f zadovoljava

(1.9) lim Jlat) =q’.

Stavise, f € RV,(p) ako i samo ako f zadovoljava drugi uslov u (1.8).

(ii) (Zygmund-karakterizacija) Za pozitivnu funkciju f, f € RV,(p) ako i samo ako je
f(t)/t7 eventualno rastuéa funkcija za svako vy < p i eventualno opadajuéa funkcija
za svako vy > p.

(i11) (Reprezentacija I) f € RVy(p) ako i samo ako se f moZe predstaviti na sledeéi nacin
f(t) = (ﬂ(t)G(;(t, 1)7
gde ¢ : ¢ — (0,00) zadovoljava uslov lim ot) = c € (0,00) i d: ¢ - R
—00

zadovoljava uslove tlim to(t) =[p], 16 € RY.
—00

(iv) (Reprezentacija II) f € RV (p) ako i samo ako se f moZe predstaviti u obliku

f(t) = 7o (t)ey(t, 1),
gde ¢ : ¢ — (0,00) zadovoljava uslov 1tlim o) = c € (0,00) i : ¢ = R
—00

zadovoljava uslove tlim th(t)=01ivy € RY.
—00

(111) (Karamatina karakterizacija) Za pozitivnu funkciju f, f € RV,(p) ako i samo ako
f zadovoljava uslov
t
L Fr)

t=oo f(1)

gde je 7 : [1,00) — ¢ definisana kao 7(x) = max{s € ¢"° : s < x}.

= (A", A= 1,
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1. Uvodni pojmovi

(iv) (Osobina produzivosti) Ako f € RV,(p) tada F € RV(p), gde

T

—)>p, z € [1,00)

T(x

P = 1)

i T je definisana u delu (iii). Obrnuto, ako F € RV(p), tada f € RV,(p), gde
f(t)=F(t), zat € g".

Naredna teorema prikazuje neka od osnovnih svojstava ¢g-pravilno promenljivih funkcija
koja ¢e biti primenjivana u nastavku. Dokazi tvrdenja (i) — (iv) nalaze se u [I15], Propozi-
cija 1], dok se dokazi tvrdenja (v) — (viii) nalaze u [I00, Propozicija A.1].

Teorema 1.4.2. [I15], Propozicija 1],[100, Propozicija A.1]
(i) f € RV, (p) ako i samo ako f(t) =t L(t), gde { € SV,,.

(i) Neka je f € RV,(p). Tada, tlim f(t) = 0 ukoliko je p < 0 itlim f(t) = oo ukoliko je
—00 —00
p > 0.

(111) Neka je f € RV,(p), p € R. Tada, f7¥ € RV,(yp), v € R.

() Neka je f € RV,(p1) i g € RVy(p2), p1,p2 € R. Tada, fg € RVy(p1 + p2) i
1/f € qu(_pl)

(v) Neka je |D,f| € RV4(p), p € R, gde je f eventualno pozitivna i monotona. Tada,
fE€RV(p+1).

(vi) Ako f € RVy(p) i p # 0, tada |D,f| € RV,(p —1). Za p = 0 turdenje ne mora da

vazi, cak ni za monotonu funkciju f.
(vii) Ako f € RVy(p) i f ~ g, t — 0o, tada g € RV,(p).

Dy f(t)

(viti) Ako je f € SV, tada je Dyln f(t) ~ o)

, T — o0

Uzimajuéi u obzir tvrdenje Teoreme (4), ukoliko f € RV,(p) zadovoljava

t
lim () = lim £(t) = const > 0,
t—oo P t—00
f se naziva trivijalna q-pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti p, u oznaci
fetr—RV,(p). U suprotnom, f se naziva netrivijalna g-pravilno promenljiva funkcija
indeksa p, u oznaci f € ntr — RV,(p).

U nastavku ¢e biti dokazano svojstvo g-pravilno promenljivih funkcija, koje je od fun-
damentalnog znacaja pri odredivanju asimptotske formule pozitivnih g-pravilno promenlji-
vih resenja nelinearne g-diferencne jednacine drugog reda.
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Teorema 1.4.3. [65, Teorema 2.2] Neka je £ € SV,,.

(i) Ako je € strogo opadajuéa funkcija, takva da tlim 0(t) =0, tada za svako v > 0 vazi
—00

(1.10) / T Ugt D) dyt ~ —€<:>7, z — 0.

(ii) Ako je € strogo rastuca funkcija, takva da tlim ((t) = o0, tada za svako v > 0 vazi
—00

v v
(1.11) / U(qt)" P D (t) dgt ~ fz) , T — 00,
a Y

gde je a € ™.

Dokaz: Tvrdenja (i) i (i) dokazuju se analogno, te se u nastavku navodi dokaz samo
prvog tvrdenja. Primecuje se da za v = 1 tvrdenje (i) trivijalno vazi. Stoga, neka je
v # 1. Kako bi se dokazalo da pod datim pretpostavkama vazi ([1.10]), potrebno je i
dovoljno dokazati sledece

22 0(qt) " D () dyt 1

1.12 li L = ——.

Primetimo da za strogo rastuc¢u funkciju ¢ vazi

(1.13)  7l(qz)" ™ (U(x) — L(qz)) < U(x)" — €(gr)? <Al(x) ™' (U(x) — L(gz)), v > 1;
(1.14)  Al(2) " (U(x) — (gz)) < ()" — Ugz)” <yl(ge) ™ (U(x) — Lgx)), 7 <1.

Koriséenjem Lopitalovog pravila dokaza¢emo ([1.12). Funkcija ¢7 je strogo monotona i
konvergira nuli kada t — oo. Koris¢enjem definicije nesvojstvenog g-integrala i prve
nejednakosti iz ([1.13]), u slu¢aju v > 1 bice dokazano da funkcija u brojiocu razlomka iz

(1.12)) takode konvergira nuli

0 < — [Ty DL A= Y ety o) — tan)
v tez,00)q
LY ey -ty ="

v te[z,00)q

— 0, *— oo.

Sliéno ¢e vaziti i u slucéaju v < 1. Naime, primenjujuéi Teoremu (1), za t dovoljno
veliko vazi £(qt) > ¢(t)/2. Koriséenjem ove ¢injenice i druge nejednakosti iz (|1.14)), dobija
se

0 < — [ ay DL G = Y ety o)~ tar)

t€[z,00)q
< 3 (") o e < (3) %teg;)q(m)w ~ t(at))
= (%)7_1@ — 0, x — oo.

15



1. Uvodni pojmovi

Dakle, svi uslovi za primenu Lopitalovog pravila su ispunjeni, te nakon primene dobija se

o f Uat) T DL dgt - l(qa) (U gr) — ()
(1.15) J}an}o ((x) eSS 0(x)y — l(qx)Y '

Konaé¢no, primenom nejednakosti (1.13)) i (1.14) dobijamo da u slucaju v > 1 vazi:

1 lgz) (Ugr) — L) Lgx) '(lgx) — £(x)) _ 1 Lgz) (Ugz) — U(z))
v Uz () = lgz)) T U(z)7 — l(qz) v Ugx) 1 (Uz) — Ugx))’

dok u slucaju v < 1 vazi:

T fge)(Ugr) — () Lgr) (Egr) — ()
7 gy (lw) — fge)) = @) - ga)

Dobijene nejednakosti dalje impliciraju

o Lae) N (Ugr) = U(z)) L
w00 L(z)7 — L(qx)7 ok

te uzimajuci u obzir (|1.15)), dokazali smo (1.10]). O

Karamatina integraciona teorema je jedan od glavnih alata pri odredivanju asimptot-
skih formula pravilno promenljivih resenja. U radu [I112] dokazana je Karamatina inte-
graciona teorema na proizvoljnoj vremenskoj skali ¢ija gustina zadovoljava uslov u(t) =
o(t), t — oo, §to nije sluc¢aj sa g-vremenskom skalom. Karamatina integraciona teorema
u ¢g-rac¢unu dokazana je u radu [I00] i navedena u nastavku.

<

Lgz) " (U(gx) — L(x))

1
=5 Uy () — o))

Teorema 1.4.4 (Karamatina g-integraciona teorema). [100, Teorema A.1] Neka je { €
SV, iae€ .

(i) Ako je o > —1, tada

a+1

T N T .
/(; t é(t) dqt ~ mg(l’), T — OQ;

(i1) Ako je o < —1, tada

[os] xa—i—l
/ A0 4t~ — @), o
x q
< L(t) . g
(iii) Ako - d,t = 00, tada je funkcija
Tt
L(x) :/ ?dqt, T € [a,00),
L
q-sporo promenljiva funkcija i lim (z) = o0;
Z—00 E(;E)
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1.5. Nelinearna ¢-diferencna jednacina

<t
(iv) Ako / ?dqt < 00, tada je funkcija
<t
L(x) :/ ¥dqt, T € [a,00),
L
q-sporo promenljiva funkcija i lim ﬂ =
50 0(z)
Napomena 1.4.1. U radu [100], u delu (iv) prethodne teoreme, postoji dodatan uslov

za sporo promenljivu funkciju ¢, ¢(t) — 0,t — oco. Medutim u radu [I09], dokazano je da
je ovaj uslov uvek ispunjen.

1.5 Nelinearna g-diferencna jednacina

”Ono $to razlikuje matematicki model od poezije, muzike, portreta ili bilo
kog drugog umetnickog dela je ¢injenica da je matematicki model prikaz
stvarnosti naslikane logickim simbolima umesto re¢ima, notama ili uljanim
bojama.”

John L. Casti,

19483 -, americki autor i matematicar

U ovom poglavlju bi¢e navedena neka od osnovnih svojstava neoscilatornih resenja
nelinearne g-diferencne jednacine drugog reda

(1.16) Dy(a(t)®a(Dy(x(1)))) + b()@s(x(qt)) =0, t€q™, ¢>1

gde su a i B pozitivne konstante takve da je a > 3, a : ¢"° — (0,00) i koeficijent b je
konstantnog znaka za dovoljno veliko .

Jednacina (|1.16)), u kojoj je a = [ naziva se polulinearna, dok se u slucaju a > [
naziva sublinearna tipa Emden-Fowler. Slucaj o < f, kada se jednacina (|1.16) naziva
superlinearnom, nece biti predmet istrazivanja ove doktorske disertacije.

Funkcija x : ¢"o — R je resenje jednacine ukoliko zadovoljava jednacinu
i ukoliko za svako M € ¢ postoji m € ¢"°o, M < m tako da je x(m) # 0. ReSenje
x jednacine je oscilatorno resenje ukoliko za svako M € ¢ postoje m,n € ¢"°,
M < m < n takvi da x(m)z(n) < 0, u suprotnom, resenje x je neoscilatorno resenje.
Kako je funkcija = resenje jednacine ako i samo ako je —zx takode njeno resenje,
u ispitivanju osobina neoscilatornih resenja jednacine , bez gubljenja opstosti, u
nastavku ¢e biti razmatrana samo eventualno pozitivna resenja. Funkcija je eventualno
jednog znaka ukoliko za dovoljno veliko t postaje funkcija konstantnog znaka.

Kako je koeficijent b jednacine (1.16|) eventualno pozitivna ili eventualno negativna
funkcija, sva eventualno pozitivna resenja jednacine ([1.16)) mogu biti podeljena u dve
klase:

M~ = {xeM]| Dyz(t) <0 zat dovoljno veliko} ,
Mt = {zeM]| D,x(t) > 0 zat dovoljno veliko},
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1. Uvodni pojmovi

gde je M skup svih eventualno pozitivnih resenja jednacine (|1.16]).

Tipovi g-diferencne jednacine istrazivani koris¢enjem teorije ¢g-pravilno promen-
ljivih funkcija u dosadasnjoj literaturi su linearna g-diferencna jednacina (jednacina
za o = (= 1) [100] 11T}, 115] i polulinearna g-diferencna jednacina, gde je a(t) = 1 (videti
[T02, 114]). Kriterijumi oscilatornosti i neoscilatornosti polulinearne dinamicke jednacine
razmatrani su u radovima [6l, T3], 85 105, 106l T0OS].

U nastavku ¢e nam biti neophodna klasifikacija i egzistencija pozitivnih resenja jednacine
(1.16). Takvi rezultati su dobijeni u opstem slucaju dinamicke jednacine

(1.17) (a(t)a(z™))® = b(t) f(z(a(t))),

u radovima [3l [ [5], na proizvoljnoj vremenskoj skali T koja je neogranic¢ena odozgo, gde
su a i b realne, pozitivne rd-neprekidne funkcije, f : R — R neprekidna funkcija takva da
je uf(u) > 0,u # 0. Predmet istrazivanja bila je klasifikacija i utvrdivanje potrebnih i/ili
dovoljnih uslova za egzistenciju resenja pojedinih klasa neoscilatornih resenja. Jednacina
je specijalan slucaj jednacine za T = ¢"o i f = ®5. U radu [3] dokazano
je da su sva netrivijalna reSenja jednacine neoscilatorna, pod pretpostavkom da je
koeficijent b eventualno negativna funkcija. U nastavku je naveden pomenuti rezultat.

Lema 1.5.1. [3| Lema 3.1] Neka je koeficijent b jednacine (1.16) eventualno negativna
funkcija. Svako netrivijalno resenje jednacine (1.16)) je neoscilatorno. Stavise, svako
netrivijalno resenge jednacine (1.16) je eventualno monotona funkcija.

U opstem slucaju, na nekoj vremenskoj skali T, jedna od klasa Mt i M~ moze biti
prazna. Medutim, u slucaju g-racuna ove klase resenja jednacine sa eventualno
negativnim koeficijentom b su neprazne, sto je posledica tvrdenja koje vazi u diskretnom
slucaju. Naime, g-diferencna jednacina moze se transformisati u odgovarajucu
diferencnu jednacinu. Ako je 7 : Ny — ¢, 7(n) = ¢", jednostavno se pokazuje da je
y : Ng — R resenje diferencne jednacine

(1.18) Ap(n)®a(Ay(n))) +r(n)@s(y(n + 1)) = 0, n € Ny,

gde je

= CL(T(’/L)) rn) = — )7(n)o(T(n
p(n>_ (q—l)a(r(n))o‘ ( ) (q 1) ( )b( ( ))

ako i samo ako je z = y o 77! resenje ¢-diferencne jednacine . Osim toga, x je
eventualno opadajuce (rastuce) resenje jednacine (|1.16) ako i samo ako je y eventualno
opadajuce (rastuce) resenje jednacine (1.18). Kako je u radu [24] dokazano da su klase
MZ" i MZ~ jednacine neprazne, zakljucuje se i da su klase Mt i M~ jednacine
neprazne.

Prvi korak pri izu¢avanju asimptotskih svojstava neoscilatornih resenja jednacina jeste
klasifikacija resenja, koja podrazumeva podelu neoscilatornih resenja u disjunktne klase
na osnovu njihovih ponasanja i ponasanja njihovih kvazi-izvoda u beskonacnosti. Kvazi-
1zvod reSenja x jednacine je funkcija

2(t) = a(t)a(Dy(2(t))), t€q™.
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1.5. Nelinearna ¢-diferencna jednacina

Klase Mt i M~ bié¢e podeljene u podklase koje ¢e dati preciznije informacije o asimp-
totskom ponasanju pozitivnih resenja u beskonacnosti. Pomenute klase eventualno poz-
itivnih resenja jednacine (1.16)) koje Ce se primenjivati pri klasifikaciji navedene su u
nastavku:

M} = {:v eMT: lima(t) =ce (0,00)},

t—o00

Mf 5 = {x eMT: lima(t) =ce (0,00),tlim W) =de (0,00)} ,
) —00

t—o00
M}, = {z € M" : lim z(t) = ¢ € (0, 00), lim zlY(¢) = 0},
’ t—o0 t—ro0
M} = {z e M": lim z(t) = ¢ € (0,00), lim z(t) = o0},
) t—o00 t—o0
M, = {z € M" : lim z(t) = oo, lim z!Y(t) = ¢ € (0,00)},
’ t—00 t—o0
+ _ + . _ ; W) =
ML o={reM": tllglo z(t) = oo, tliglox (t) =0},

M;ro,oo ={zr e M™ : lim x(t) = oo, lim I[1]<t) = o0},

(1.19) e -
My = {x e M : tlim z(t) =ce (O,OO)} 5
—00

M = {x €M lim 2(t) = c € (0,00), lim 2(t) = d € (—ox, 0)} :

t—o00

= - . 13 — . (1] _
Mp,={reM : tlggo z(t) =c € (0, oo),tlggogg (t) =0},
Mgoo - {l’ €M™ lim l’(t) =cc (07 00)7 lim x[l](t) = _00}7

’ t—o00 t—o00
M,z ={reM : limz(t) =0, lim 21(t) = ¢ € (—o00,0)},

’ t—o0 t—o0
My, = {z € M~ : lim z(t) = 0, lim zl!(¢) = 0},

’ t—o0 t—o0

Moo = { € M™ ¢ lim (1) = 0, lim 2/'(1) = —o0}.
7 —00

t—o00

Resenja klase M; nazivaju se asimptotski konstantna resenja, dok se reSenja klase M
nazivaju strogo opadajuca resenja. ReSenja klase M5 nazivaju se asimptotski konstantna
reSenja, a se reSenja klase M. _ strogo rastuca resenja.

Napomenimo da ¢e analogne oznake biti koris¢ene u slucaju klasifikacije pozitivnih
reSenja diferencne jednacine (E4), uz MIZZ umesto M. Osim toga, u disertaciji bi¢e koris¢ene
i sledece oznake:

‘R, — skup svih g-pravilno promenljivih resenja

+ . . .o . & ~ .
R, — skup svih g-pravilno promenljivih eventualno rastucih resenja

R, — skup svih g-pravilno promenljivih eventualno opadajucih resenja
R;m =R,N Mjopo, Roo=TRyNMy,

Mgy = M NSV, Mg, = M° NSV, ntr — Mg, = M* Nntr — SV,
Mgy (p) =M N RV, (p), M3y (9)=M° "RV, (V) , ntr—M3,, (V) =M* N ntr—RV, (9)
MZsy; = MZ N SV, MZgy: (p) = MZ N RV (p),

gde je s € {+,—}.
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1. Uvodni pojmovi

(I) : Koeficijent b eventualno negativna funkcija: U ovom slucaju sva resenja klase M~
mogu pripadati slede¢im podklasama

M~ = My UM 5 UMg,,.
Sva eventualno pozitivna i rastuca reSenja mogu pripadati slede¢im podklasama:

M* =Mz UM ;UMZ .

(I) : Koeficijent b eventualno pozitivna funkcija: U ovom slucaju sva resenja klase M~
mogu pripadati slede¢im podklasama

M~ = Mg UMy 5 UMg,,.
Sva eventualno pozitivna i rastuca resenja mogu pripadati slede¢im podklasama:

M* = M UM 5 UM .

o0,
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Glava 2

Polulinearna q-diferencna jednacina drugog

reda

2.1 Uvod

U ovoj Glavi bi¢e razmatrana egzistencija i asimptotska formula ¢-pravilno promenljivih
reSenja polulinearne ¢-diferencne jednacine drugog reda

(2.1) Dy(a(t)®(Dy(x(1)))) + b(t)(x(qt)) =0, tE€q™, ¢>1,
gde je ®(x) = |z|* 'z i @ > 0. Koeficijenti jednacine su funkcije a : ¢"° — (0,00) i
b:go — R.

Interesovanje o polulinearnoj diferencijalnoj jednacini
(2.2) (a(t)@(2()) + b(t)®(x(t)) = 0, t € [to, 00),

zapocinje devedesetih godina. Znacajni rezultati o kvalitativnoj analizi ove diferenci-
jalne jednacine, dobijeni do 2001. godine, objedinjeni su u knjizi O. Dosly i P. Rehdk
[35]. Izmedu ostalog, pokazano je da se reSenja ove jednacine ponaaju u mnogim as-
pektima kao resenja Sturm-Liouville-ove linearne diferencijalne jednacine drugog reda,
koja je specijalan slucaj jednacine (2.2) za a = 1. Jedan od razloga za intenzivnim
ispitivanjem ove jednacine jeste utvrditi koji rezultati iz kvalitativne analize Sturm-
Liouville-ove linearne diferencijalne jednacine drugog reda se mogu uopstiti na polulin-
earnu jednacinu . Drugi razlog jeste primena ove jednacine pri opisivanju mnogih
fizickih, biologkih i hemijskih procesa. Stoga, ovaj tip jednacine i danas zavreduje narocitu
paznju. Za skorije rezultate o kvalitativnoj analizi polulinearne diferencijalne jednacine
videti [50, 68, [7T], 81], 02, O3], 103, 107].

[zucavanje polulinearnih diferencijalnih jednacina primenom Karamatinih funkcija
zapocinje radovima [49, [51], ispitivanjem egzistencije pravilno promenljivih resenja je-
dnacine gde je b : (0,00) — R neprekidna funkcija, u slucaju kada je a(t) = 1,
odnosno ispitivanjem egzistencije generalizovanih pravilno promenljivih resenja u slucaju
kada je a pozitivna, neprekidna funkcija. U oba slucaja, potrebni i dovoljni uslovi za
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

egzistenciju pravilno promenljivih resenja opisani su uz pomo¢ grani¢ne vrednosti izraza
koji zavise od koeficijenata a i b. Nakon egzistencije, asimptotsko ponasanje pravilno
promenljivih resenja polulinearne diferencijalne jednacine razmatrano je u radovima
[68, 711, [81), ©92], 93, 97, 98], 103}, [107].

Struktura g-vremenske skale pokazala se prirodnom za razvoj teorije pravilno pro-
menljivih funkcija i dovela do interesantnih zapazanja i pojednostavljenja pojedinih tvrde-
nja u odnosu na ovu teoriju u neprekidnom i diskretnom sluc¢aju. Stoga, ovakvi rezultati
daju nagovestaj da primena Karamatine teorije pri kvalitativnoj analizi g-diferencnih
jednacina moze dovesti do nekih novih rezultata, koji se mogu primeniti za dobijanje
novih rezultata u asimptotskoj analizi analognih jednacina u diskretnom slucaju, kao i
do korisnih zakljucaka o asimptotskom ponaSanju resenja odgovarajuc¢ih diferencijalnih
jednacina.

Teorija g-pravilno promenljivih funkcija je primenjena, na samom pocetku, u asimp-
totskoj analizi ¢-diferencne linearne jednacine drugog reda (videti [100} [IT1], 115]), gde su
odredeni potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju g-pravilno promenljivih resenja. Pored
linearne g-diferencne jednacine, razmatrana je i polulinearna g-diferencna jednacina

sa a(t) = 1, uradovima [102], [114], gde su dobijeni sledeéi rezultati o egzistenciji g-pravilno
promenljivih resenja pomenute jednacine.

Teorema 2.1.1. [102, Teorema 3.1 (i), (i1)] Za jednacinu
(2.3) Dy(®(Dy(x(t)))) + b(t)®(x(qt)) = 0, t€q"
vaze sledeca tvrdenja:

(i) Jednacina (2.3]) ima eventualno pozitivna resenja x € RVy(p1) iy € RVy(p2), gde
su indeksi regularnosti py i pe takvi da su N, = ®([pily), i = 1,2 realni i razliciti
koreni jednacine v = h(x) — B/[al,, gde je

hz) = (1 (14— 1)@*1(3;))‘“) Cae(@((1-q) ), ),

1—qg©

ako i samo ako je

lim t°*1b(t) = B € <—oo, a[la/ (o + 1)]q\“+1).

t—o00

Za indekse reqularnosti py © po vazi py < 0 < 1 < po, u slucaju B < 0; pp =0 1
p2 =1, u sluéaju B=0;0< p1 < af(a+1) < py <1, u sluéaju B > 0.

(ii) Neka je jednacina (2.3) neoscilatorna. Jednacina (2.3|) ima eventualno pozitivno
resenje x € RVy(a/(a+ 1)) ako i samo ako

lim t°410(t) = ¢~ |[a/(a + 1)),

t—o00

Sva eventualno pozitivna resenja jednacine (2.3) su q-pravilno promenljiva indeksa
reqularnosti /(o + 1).
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2.2. Klasifikacija eventualno pozitivnih resenja

Jedan od ciljeva ove doktorske disertacije jeste da unapredi navedene rezultate, dobi-
janjem potrebnih i dovoljnih uslova za egzistenciju g-pravilno promenljivih resenja opstije
jednacine , u kojoj je koeficijent jednacine a g¢-pravilno promenljiva funkcija in-
deksa regularnosti A € R. U dokazima o egzistenciji g-pravilno promenljivih resenja bice
koris¢ena Banahova teorema o fiksnoj tacki [I0], navedena u nastavku.

Teorema 2.1.2 (Banahova teorema o fiksnoj tacki). Neka je (X, d) kompletan metricki
prostor i© neka je T : X — X kontraktivno preslikavange, tj. postoji pozitivna konstanta
K <1 takva da je

d(T(x),T(y)) < Kd(z,y), za svako z,y € X.

Preslikavange T ima jedinstvenu fiksnu tacku v skupu X.

Nakon sto je dokazana egzistencija g-pravilno promenljivih reSenja, predmet istraziva-
nja postaje asimptotsko ponasanje ovih resenja. U dosadasnjim istrazivanjima, ustanovlje-
ne su samo asimptotske formule g¢-pravilno promenljivih reSenja linearne g-diferencne
jednacine u radu [100]. Stoga, jos jedan od zadataka ove doktorske disertacije jeste odre-
diti asimptotske formule g-pravilno promenljivih resenja polulinearne jednacine sa
g-pravilno promenljivim koeficijentom a.

Dobijeni rezultati o egzistenciji i asimptotskom ponasanju pozitivnih reSenja poluli-
nearnih g-diferencnih jednacina bi¢e primenjeni za dobijanje novih rezultata o asimpto-
tskom ponasanju nekih pozitivnih resenja polulinearnih diferencnih jednacina, primenom
generalizovanih pravilno promenljivih nizova u odnosu na 7 : Ny — ¢"°, 7(k) = ¢*,
definisanih u [109].

Rezultati Poglavlja 2.3 - 2.4 su originalni i publikovani u radu [31I], dok su rezultati
Poglavlja 2.5 publikovani u radu [33].

2.2 Klasifikacija eventualno pozitivnih reSenja

Asimptotsko ponasanje eventualno pozitivnih resenja jednacine (2.1)) zavisi od divergencije

integrala
o0 d oo
[a:/ R [b:/ b(s)d,s.
1 a(s)a 1

U nastavku ¢e biti izvrsena klasifikacija eventualno pozitivnih resenja jednacine ({2.1])
u zavisnosti od diveregencije navedenih integrala. Odvojeno ¢e biti razmatrani slucajevi
kada je koeficijent b jednacine ([2.1)) eventualno pozitivna ili eventualno negativna funkcija.

Lema 2.2.1. Neka je koeficijent b jednacine (2.1)) eventualno negativna funkcija i I, = oo.
Za svako resenje x € M~ jednacine [2.1) vaZice da je limy_ 2M(t) = 0.

Dokaz: Neka je z € M~ refenje jednacine (2.1)). Funkcija 2! je tada eventualno
negativna i rastuca funkcija, pa ¢e vaziti da je

(2.4) lim zM(t) = —w <0 ili lim zl(t) = 0.

t—o00 t—o00
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

Ako pretpostavimo da je limy_. 2 (t) = —w < 0, tj. zl(t) < —w, t > o, to € ¢,
sledice

t
d
2(t) < z(to) — wi/ >,
to a(s)a
Divergencija intergala I, tada implicira da lim; ., z(t) = —oo, ¢ime je dobijena kon-
tradikcija. Stoga, mora biti lim,_,. 21 (t) = 0. O

Lema 2.2.2. Neka je koeficijent b jednacine ([2.1)) eventualno negativna funkcija v I, = oo.
Za svako resenje x € MT jednacine (2.1) vazice da je lim;,oo x(t) = 0.

Dokaz: Neka je v € M resenje jednacine (2.1). Tada je x[Y pozitivna i rastuca
funkcija na intervalu [ty, c0),, za neko t, € ¢"°. Stoga, vazide da je () > zlt(¢y) >
0, t > to, odakle sledi

L t> .

(2.5) 2(t) > a(to) + 2 (o) / R

to a(s)s
Kako integral I, divergira, zaklju¢ujemo da lim; ,,, x(t) = co. O

Lema 2.2.3. Neka je koeficijent b jednacine (2.1) eventualno negativna funkcija i I, = oo.
Za svako resenje v € MY jednacine [2.1)) vaZice da je limy_,o 2!(t) = oco.

Dokaz: Neka je z € MT rastuce resenje na intervalu [t, 00),. Sledi¢e da je z(t) >
x(to), t > to. Kako je

t t

2 (t) = 21 (to) — / b(s)x(gs)“dys > x(to)a/ |b(s)|dys — 00, t — o0,
to to

sledi da je lim;_,oo 211(¢) = c0. O

Lema 2.2.4. Neka je koeficijent b jednacine (2.1)) eventualno negativna funkcija i I, = oo.
Za svako resenje x € M~ jednacine (2.1)) vaZice da je limy_ o, x(t) = 0.

Dokaz: Neka je € M~ rastuce resenje jednacine (2.1f) na intervalu [tg, 00), za neko
to € ¢"°. Sledice da je

lim z(t) =c>0 ii lim z(t) = 0.

t—o00 t—o00

Pretpostavimo da je limy o x(t) = ¢ > 0, tj. ¢ < z(t) < x(ty), t > to. Integracijom
jednacine (2.1)) na intervalu [ty,t] dobija se

¢ t
W) = l(ty) — / b(s)x(gs)*dys > M (to) + co‘/ |b(s)|dys — 00, t = 00
to to

$to je u kontradikciji sa ¢injenicom da je z! negativna funkcija. Stoga mora vaziti
lim o z(t) =0. O

Lema 2.2.5. Neka je koeficijent b jednacine (2.1) eventualno pozitivna funkcija i I, = oo.
Tada je M~ = () i Ml 5 = 0.
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2.2. Klasifikacija eventualno pozitivnih resenja

Dokaz: Dokazimo najpre da je M~ = (). Pretpostavimo suprotno, neka je x € M~
Tada je funkcija #[!l negativna i opadajuca na intervalu [to,00), za neko ty € ¢'°, te ée
vaziti zlU(t) < 2(¢y) = —c < 0, t > ty. Ovo dalje implicira

1 t d,s
x(t)gx(to)—ca/ T — —00, t = o0,
to a(s)E

te je dobijena kontradikcija.

Dokazimo da je Mj 5 = . Pretpostavimo suprotno, neka je 2 € M 5 i neka vazi
limy o0 2!(t) = w > 0. Tada je 21M(t) > w, t > t, za neko ty € ¢, odakle ée slediti da
vazi , gde je zlY(ty) zamenjeno sa w. Divergencija integrala I, tada implicira da je
limy . (t) = 00, $to je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom. [

Lema 2.2.6. Neka je koeficijent b jednacine (2.1)) eventualno pozitivna funkcija i I, = oo.
Tada je M™ =) i My 5 = 0.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, neka je z € M™ rastuce resenje jednacine (2.1 na
intervalu [tg, 00), za neko to € ¢"°. Tada ée vaziti da je x(t) > z(ty), t > to. Integracijom
jednacine (2.1)) na intervalu [to, t] dobija se

t

W) — 2l(ty) = — /tb(s)x(qs)dqs < —x(to)o‘/ b(s)dgs, t > to.

to to
Divergencija integrala I, i poslednja nejednakost impliciraju da je lim,_,., z!U(t) = —oo0,
sto je u kontradikciji sa ¢injenicom da je funkcija z!!l eventualno pozitivna.

Dokazimo da je My 5 = (). Pretpostavimo suprotno, neka je z € Mp p. Tada je
x(t) > ¢ >0, t >ty za neko ty € ¢°. Integracijom polazne jednacine na intervalu [to, ¢]
dobija se

t

(1) — 2(ty) = - /tb(s)m(qs)dqs < —ca/ b(s)dys, t > t.

to to

Divergencija integrala I, i poslednja nejednakost impliciraju da je lim,_. z!U(t) = —o0,
Sto je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom. [

(I) : Koeficijent b eventualno negativna funkcija: U ovom sluc¢aju svako netrivijalno resenje
jednacine (2.1)) je neoscilatorno, eventualno strogo monotono i obe klase M™ i M~ resenja
jednacine (2.1)) su neprazne.

Ako pretpostavimo da integral I, divergira, primenom Leme[2.2.1]i[2.2.2] zaklju¢ujemo
M* =ML UM ; i M~ =Mjg,UMg,.

U slucaju divergencije integrala I, primenom Lema [2.2.3]i zakljucujemo
M* =Mj UME 1 M~ =Mz UMg,.
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

(IT) : Koeficijent b eventualno pozitivna funkcija: Najpre razmotrimo asimptotsko ponasa-
nje pozitivnih resenja pod pretpostavkom I, = oo. Primena Leme implicira da je
M~ = () i da su sva rastuca resenja podeljena u sledece tri klase:

M* =M, UMZ 5, UME

U slucaju kada je I, = oo, primena Leme [2.2.6] implicira da je skup M* je prazan, dok
je skup opadajucih resenja podeljen u sledece tri klase:

M~ = My, UM 5 UMj .

2.3 Pomocé¢na tvrdenja

U ovom poglavlju bi¢e definisane pomoc¢ne funkcije i tvrdenja koja ¢e biti primenjivana
pri dokazivanju glavnih rezultata.

Za x : " — R\ {0} definisan je operator £ na slede¢i na¢in

o= o (-388) -+ (2 (420 )

Lema 2.3.1. Jednacina (2.1)) moze se predstaviti u obliku
b(t)((q — 1)t)o+t
(26) (L)) = 2@ — D)

a(qt) ’
za x # 0.

Dokaz: Na osnovu definicije g-operatora diferenciranja, vazice

Dy(a(t)®(Dz(t)) = D, (“(”@ <M)>

q—1)t

= o (et (M) —eoe (M)
- <Egt q)l(;gzt ( ( (%tt)) 1))‘&2)‘1’(1‘5(2)))
R e e

odakle sledi da se za = # 0 jednacina ({2.1)) moze predstaviti u obliku (2.6). O

Neka je funkcija f : (0,00) — R definisana na sledeé¢i nac¢in

1 1
fo = (1-1)-e(2-1),
Z qa q
i funkcija hy : (@ ((1 —q)™"),00) — R definisana sa

(@) = = (1=a (1+ (= )& (@) "),

t € g

@

xXr
1—g¢q

za neko \ € R.
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2.3. Pomoc¢na tvrdenja

Lema 2.3.2. Funkcija f je strogo rastuc¢a na intervalu (0,¢™) i strogo opadajucéa na
intervalu (¢, 00), gde je

a— A
a+1’
Funkcija f dostize maksimum u tacki x = q** :

faw = (g = 1) g ™ o], @ ([, )

Ako je N # «, funkcija f ima dve nule: u tackama x =1 i x = q
funkcija f ima jednu nulu, u tacki x = 1.

) =

1=Ma U suprotnom,

Dokaz: Tvrdenje ¢e slediti na osnovu izvoda funkcije f
f'(@) = ale=11*" (g™ —¢7), z€(0,00). O

Lema 2.3.3. Grafik funkcije hy je parabola sa minimumom u tacki A\g = ® ([—)\/(04 + 1)]q).
Jednacina

B
g
1) nema korene u slucaju B > Car = |[an]q|*™;

2) ima dvostruki koren xo = ®([a],) v sluéaju B = Cpaa;

3) ima dva realna i razlicita korena u slucaju B < Ciap i to

3.1) ukoliko je B =0 i A # « ovi koreni su x1 =0 i x9 = P ([1 — )\/a]q> ;
3.2) ukoliko je 0 < B < Ciyar 1 A > « koreni x3 i x4 zadovoljavaju xo < x3 < xo <
xy < 0

3.8) ukoliko je 0 < B < Cypaz @ A < a koreni x3 1 x4 zadovoljavaju 0 < x3 < z9 <
Ty < T9;

3.4) ukoliko je B < 0 i A > « koreni x3 i x4 zadovoljavaju x3 < x9 < xo < 0 < x4
3.5) wkoliko je B < 0 i A < a koreni x3 i x4 zadovoljavaju x3 < 0 < xg < Ty < Zy;
3.6) ukoliko je B < 0 i A = « koreni x5 i x4 zadovoljavaju x3 < 0 < z4.

Dokaz: Kako je

—a—1

I+(g-12 (=) ",

h(z) =

sledi da je funkcija hy strogo monotono rastu¢a funkcija na intervalu (\g, 00), strogo
monotono opadajuca na intervalu (® (1/(1 —q)), Ag) i da dostize minimum u tacki Ag.

1—qg«

Zmak drugog izvoda funkcije h)y

-2
- +1) 1
B () = q (o 1 1! —a=2| 11-1
{() = a0 (= D @) e
implicira da je grafik funkcije h, parabola sa minimumom u tacki )\yg. Posmatranjem
preseka grafika funkcije  +— hy(z) + B/[a], 1 prave & +— z slede zakljucci o korenima

jednacine (2.7). O
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

Lema 2.3.4. Za funkcije f 1 hy vazi sledeci identitet

F(@") = q (g — 1) ol ([u],) [—2 +1- M} )

=q “(q— 1)a+1[a]q(¢([ﬂ]q> - h,\(@([u]q))),

(2.8)

gde je p € R.
Dokaz: Dokazimo najpre prvu jednakost u (12.8]):

flg") = ¢*e(1—qg ") —0(¢" " —q¢)
= ¢ MHD(¢r — 1) — ¢ *P(¢" — 1)
= ¢ “(q—1)"®([u],) (¢}t —1)

—A—pato 1 a_ 1
— —« -1 a+1(I) q . q
o=yl (T T

= - el |5 1]

qa

Kako bismo dokazali drugu jednakost u (2.8, primetimo da je

W) |5+ 1] = (!

Princip reciprociteta
Jedan od metoda koji ¢e biti koris¢en pri dokazivanju pojedinih tvrdenja je princip

reciprociteta. Neka su koeficijenti jednacine ([2.1]) takvi da je a(t) # 0, b(t) # 0, t € ¢™°.
Tada je x resenje jednacine (2.1]) ako i samo ako je u = z[!! regenje jednacine

(2.9) D, (cb—l (ﬁ) <I>‘1(un(t))) +q®! (@) d(u(qt)) = 0.

Uvedimo oznake

i— L A = —— bt =sen 4 "o
(2.10) Q== @)|Mm, b(t) g(W»Mmé,tEq.

Q=

Tada se jednacina ([2.9) moze ekvivalentno zapisati na sledeéi nacin
(2.11) Dy ((t)Pa(Dyu(t))) + b(t)Pa(u(gt)) = 0.
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2.4. Egzistencija RV ,—resenja

2.4 Egzistencija R)Y,—reSenja

2.4.1 Polulinearna jednacina sa RV ,—koeficijentom a i koeficije-
ntom b proizvoljnog znaka

U ovom poglavlju ¢e biti razmatrana egzistencija ¢g-pravilno promenljivih resenja jednacine
(2.1)), uz pretpostavku da je koeficijent jednacine a ¢g-pravilno promenljiva funkcija, tacnije

a € RV,(\), A € R,

dok je koeficijent b funkcija proizvoljnog znaka. Zasebno ¢e biti razmatrani slucajevi
A<, A>ail=a.

Teorema 2.4.1. Neka je a € RV, (\), A < a. Postoje eventualno pozitivna reSenja
jednacine (12.1))
z € RVq(p1) 1y €RVq(pa),

gde su indeksi reqularnosti py i py takvi da su Ay = ®([p1],) @ Ao = P([p2),) realni i razliciti
koreni jednacine (2.7) ako i samo ako je

qata—i-lb(t)

(2.12) e

=Be¢ <—oo, |[a,\]q’a+1>.

Za indekse regqularnosti py i ps vazi sledece:

(i) 0 < p1 <ay<py<1l—Aa akoisamo ako je )0 < B < Ha,\]q‘aﬂ;

(i) pr =0 i ps=1— X a ako i samo ako je B = 0;
(iii) p1 <0< 1—\a < ps ako i samo ako je B < 0.

Ukoliko je uslov (2.12)) ispunjen i B < 0, sva eventualno opadajuca resenja jednacine
(2.1) su g-pravilno promenljiva indeksa regqularnosti p1 i sva eventualno rastuca resenja
su g-pravilno promenljiva indeksa reqularnosti pa, tj. M~ = Mgy (p1) @ MT = Mgy (p2).

Dokaz: Najpre primetimo da tvrdenja (i), (i) i (éi7) direktno slede na osnovu Leme
2.3.3, ukoliko su A\; = @ ([pi],) , @ = 1, 2 realna i razli¢ita resenja jednacine (2.7)).

(=:) Pretpostavimo da jednacina ima ¢-pravilno promenljiva resenja z € RV, (p1)
iy € RVy(pa), gde su N, = @ ([pi]y), ¢ = 1,2 realni i razliciti koreni jednacine (2.7).
Na osnovu Leme vazice da je B < ®([an]y)[aa]s- Kako se jednacina moze
ekvivalentno predstaviti u obliku , primenom identiteta , sledice da je

1+ (t)

im — « . —(a+1) im Y . —(a+1) 1
e ¢*(qg—1) lim (Lx)(t) = ¢*(¢ — 1) f(a™)

t—o00

= [ady(2([p]g) — ha(@([p1ly))) = B,

te zakljucujemo da je uslov (2.12)) zadovoljen.
(«:) Pretpostavimo da je uslov (2.12) zadovoljen.
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

Nagpre, pretpostavimo da je 0 < B < |[a,\]q‘a+1. Izaberimo realnu konstantu D takvu
daje D € (B, [a,\]q|a+1). Jednacina (2.7, u kojoj je B zamenjeno sa D, ima dva realna
i razlicita korena A, i A\, koji su zajedno sa korenima A; i Ay jednacine ([2.7) u sledecem
poretku

0§>\1<)\n<$0<)\u<)\2§$2,
gde su g i x9 definisani u Lemi Neka je

pi = logllg— DO (N) +1],i=1,2
n = log,l(g—1)® ' (\,) +1J;
po= log,[(g = 1)@~ (\,) + 1].

Ovako definisani brojevi bi¢e u slede¢em poretku

A
0<pi<n<ay<pu<p<1——.
o

Dokazimo najpre egzistenciju g-pravilno promenljivog resenja x € RV,(p1). Definisimo

pomo¢nu funkciju
a(t x(t
w(t) = ﬁ@ (1 — L) e .
a(qt) z(qt)
Jednacina ([2.6)) se tada moze transformisati u jednacinu po nepoznatoj funkeiji w :

(2.13) w(t) — ¢ (<1 _ g (a(QQt)w(qt)))_l - 1) _ @= DY) o

a(qt) a(qt)

Kako bismo dokazali egzistenciju pozitivnog resenja x jednacine (2.1), dokazimo najpre
egzistenciju resenja w jednacine (2.13)).

Neka je realna konstanta d > 1 izabrana tako da je D/d € (B, D). Osim toga, neka je
e > 0 izabrano tako da su ispunjeni sledeé¢i uslovi

q—)\(l 4 8)_1 . qa(n—l)

—a+ n(a+1)
D q (14+¢) <L

1
2.14 - <
(214 ~<

Kako je a € RV,()), zakljutujemo da postoji t; € ¢™° tako da je

a(qt)
a(t)

Pretpostavka (2.12)) obezbeduje egzistenciju konstanti N > 0 i t, € ¢"° takvih da je
ispunjen uslov

(2.15) PM1l—e) < <(l+e), t>t.

qata—i-lb(t) D
2.16 < —, t>t
( ) = a(qt) = d7 = 02
Izaberimo nenegativnu konstantu N takvu da je
(2.17) N < min {N, g™ (qg— 1)1 +e) (1l —qg)}.
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2.4. Egzistencija RV ,—resenja

Neka je X' prostor ograni¢enih funkcija f : [to, 00), — R, gde je ty = max{ty, t2}, opremljen
supremum normom. Kako je /> Banahov prostor, zaklju¢ujemo da je prostor X Banahov.

Uoc¢imo skup
(2.18) O = {w EX:(g— D¢ N <wit)<qg l+e)d(1l—-qg™"), t> to} .

Definisimo operator F : 2; — X na slede¢i nacin

(2.19) (Fu)(t) = W=V | g ((1 _ o <@w(qt)>)_l - 1) e

a(qt) a(qt)

Primenom Banahove teoreme o fiksnoj tacki, bi¢e dokazano da operator F ima fiksnu
tacku u skupu ;.

(1) Operator F slika €1 u samog sebe: Neka je w € . Primenom (2.15)) i (2.18),

primecujemo da je

a(q’t)
a(qt)

Primena nejednakosti (2.16]) i , implicira da je
(Fw)(t) > (¢ — 1)*Mg N > (¢ — 1)*" g N, t>t,.

Sa druge strane, primenom ([2.16), (2.20)) i Leme dobija se

Fu)t) < (q—1) g2 v (@t - g

(2.20) ¢"<1-97! < w(qt)) <1, t>t.

d
= 2= DTl — () + a0V — )
= 0= )l (@([nly) — ha(@([rl) + 0" V(1 g

1
= Sf@)+¢TIR(1 g, t >t

Konaéno, primena prve nejednakosti iz ([2.14]) implicira

- -1 _ a(n-1)
qg(1+¢ q _ aln— B i B
(q—A _) qa(n—l) (q - q X 1)) (I)(l —q T]) +4q (n 1)(1)(1 —q 7])

= ¢ Ml+e) el —q™), t>t.

(Fw)(t) <

Ovim je dokazano da F(£2;) C €.

(i1) Operator F je kontrakeija: Neka je G : [(q—1)*T1q N, ¢ (14¢) ' ®(1—¢ )] = R
funkcija definisana na slede¢i nacin

G(z) = ¢ 0 ((1 — P! <Z((q:;) x)>_1 . 1) .
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

Za svako w, z € §); vazice

(Fw)(t) — (F2)(t) = G(w(gt)) — G(z(qt)) = G'(&(qt))(wlqt) — 2(qt)), t = to,

gde je £ : [qto, 00), — R funkcija takva da je
(2.21) min{w(t), z(t)} < &(t) < max{w(t), z(t)}.
Primenom ([2.15)) i (2.20) zakljucuje se da je
2 2 —a—1
) (g (100,
a(qt) a(qt)

za svako z € [(q — 1)°Tq N, ¢ (1 4+ &) 7'®(1 — ¢7")]. Kako je

!

|g (J})| _ < K = q—a—i-)\—‘rn(oc-i—l)(l + 6),

sup |(Fw)(t) = F(z(t)] < K sup |w(qt) — 2(qt)| < Kl[w — z]],

te[t()voo)q tE[t(),OO)q

primenom druge nejednakosti u ([2.14)), zakljucuje se da je F kontraktivno preslika-
vanje.

Primenom Banahove teoreme o fiksnoj tacki, zakljucuje se egzistencija reSenja w € €2y
jednacine (2.13). Stoga, funkcija = definisana na sledeéi naé¢in

(2.22) )= ] (1—<1>—1 <“;(‘-’83))w(s))>1, t € [t, 00)q

SE[t(),t)q

je pozitivno, rastuce resenje jednacine (2.1 na intervalu [y, 00),.

Ostaje pokazati da je ovako definisano resenje x ¢-pravilno promenljivo resenje jednacine
(2.1) odredenog indeksa regularnosti. Koristicemo oznake

¢ t
(2.23) M = timsup 29D 5 Az, =t ing S
tooo Z(1) tooo (1)

Na osnovu ([2.20)) sledié¢e da je

<q" < g™,
sto dalje implicira M*, M., ¢”* € [1,¢**). Uslov (2.12)) i primena Leme impliciraju
da je

(2.24) lim (Lz)(t) = ¢~*(¢ — 1)**'B = f(¢").

t—o0
Sa druge strane, trazeéi liminf i lim sup kada ¢ — oo u jednakosti

(2.25) alt) & <1 () ) _ % (1 (x(th) B 1)) L g= l)t)o‘“b(t)7

a(qt) z(qt) q \ z(qt) a(qt)
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2.4. Egzistencija RV ,—resenja

dobija se da je f(M*) = f(M,) = f(¢**). Kako je u Lemi dokazano da je funkcija f
strogo rastuca na intervalu [1, ¢**), zakljucuje se da je M* = M, = ¢, tj. * € RVy(p1).

Dokazimo egzistenciju resenja y € RV,(p2). Neka je

=02 ). et

Jednacina ([2.6)) se tada moze transformisati u jednacinu po nepoznatoj funkeiji w :

a(t) ( 1 ) t) ((q — 1)t)+'b()
J— — W = 5

a(qt) 14+ %" (w(g7't)) a(qt)

Dokazimo najpre egizstenciju reSenja w navedene jednacine. Neka su konstante D i d

izabrane kao u prvom delu dokaza. Izaberimo realnu konstantu € > 0 tako da su ispunjeni
uslovi

No

teq

g 1+e)t =g
q—>\ _ qa(/,n—l)

Neka su konstante ty i N izabrane tako da su uslovi (2.15) i (2.16]) ispunjeni za svako
t > to i konstanta M tako da je

M <min{N,(g— 1)~ (g 1 —e) ' = ®(¢" ' —q 1))}

1
(2.26) 5 < ioge et — )t <,

Uoc¢imo skup

0, — {w EX B — g <wlt) <gM1—e)t— M(q—1)°tge, t > to} ,

gde je X isti Banahov prostor kao u prvom delu. DefiniSimo operator H : 23 — X na
slede¢i nacin

a(t) B 1 B ((q — Dt)*1b(t) N
ey = | W) (1 L+ g2 (w <q—1t>>> agy L€ @0
g a7, t=to.

Primenom Banahove teoreme o fiksnoj tacki bi¢e dokazano da operator H ima fiksnu
tacku u skupu 2.

(1) Operator H slika Qs u samog sebe: Za proizvoljno w € )y vaziée

(2.27) 14 qd! (w (q’lt)) >q", te€[qty,00)y,
sto uz primenu (2.8), (2.15)), (2.16) i (2.26)), implicira
a(t) _ D
t) > (1 —qg ") —(qg— 1) g =
(Hw)(t) > e (I=¢™) = (g-1)" g
_ _ _ 1
> g M(1+e)lel—q ") — = f(d")
-2 -1 _ a(p—1)
_ _ a4 (+e) =g
> q /\<1 + 8) 1(I)<1 —dq ‘LL) - q_)\ B qa(u—l) f<q#)

= O(¢" ' —q7"), t € gy, 00)q.
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

Sa druge strane,

(Hw)(t) < Pl N(g—-1)*q > < g 1—e) ' = M(g—1)*"g™®, t € [gt, 00),,

(
p(qt)
a osim toga vazi i

O =g = (Hw)(to) <qg  1—e) " = M(g—1)*"g™
Ovim je dokazano da je H(Qy) C Q.

(11) Preslikavanje H je kontrakcija: Neka je definisana funkcija

- 8001 Y,

za x € [®(¢" ' —q1),¢ M1 — &) — M(q — 1)*'¢g°]. Za proizvoljne w, z € Qy,

(Hw)(t) — (Hz)(t) = K(w(qg't)) — K(z(q~'t))
= K'(€(q~ ') (w(g™'t) — 2(q7't)), t € [gto, 00)q,

gde je & : [tp,00) — R funkcija takva da vazi (2.21). Primenom (2.15), (2.26)) i
(2.27) zakljucuje se da je

(2.28)

/ t —— —\— —
K @) = 2| (14 g0 (@) 7Y < K = e (1 - )t < 1,
p(qt)
za sve T € [@(q’“‘_l —q¢ Y, g M1 —e) = M(q — 1)““(]‘“} . Prema tome, iz ([2.28)
sledice

[ Hw = Hz|| < Kljw = z[], w, 2 € s,

te zakljucujemo da je ‘H kontraktivno preslikavanje.

Primena Banahove teoreme o fiksnoj tacki obezbeduje egzistenciju funkcije w € §25 takve
da je w = Hw. Stoga,

1
t) = t t
y(t) H 1+ ¢ (w(sg 1) € [qto, 00)4
Se[qt07t)‘l

je pozitivno, rastuce resenje jednacine ([2.1)) definisano na intervalu [gty, 00),,.

Ostaje dokazati da je y € RV,(p2). Bice koriséene oznake Y* = limsup,_, . y(qt)/y(t)
1Y, = liminf, , y(qt)/y(t). Primenom (2.27)), sledi¢e da je y(qt)/y(t) > ¢*, §to implicira
da Y*)Y,, ¢ € (¢*, 00). Slicno prvom delu teoreme, u kojem je dokazano da je resenje x
g-pravilno promenljivo odredenog indeksa regularnosti, dobija se da je f(Y™*) = f(Yi) =
f(g?). Stroga monotonost funkcije f na intervalu [¢**, c0) implicira da je Y* =Y, = ¢*2.
Odatle ¢e slediti da je y € RV, (p2).

Razmotrimo sada slucaj kada je B < 0. Kako je grani¢na vrednost u ([2.12)) negativna,
koeficijent b jednacine ([2.1]) je eventualno negativna funkcija. Kako je ranije pokazano, u
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2.4. Egzistencija RV ,—resenja

ovom slu¢aju su klase resenja M™ i M~ neprazne. Stoga, neka je x proizvoljno pozitivno
i opadajuée resenje jednacine na intervalu [ty, 00),, za neko to € ¢"°. Neka su \;,
t = 1,2 realni i razli¢iti koreni jednacine i p;, i = 1,2 definisani kao u prethodnom
delu. Tada, primenom Leme sledi¢e da vazi ([2.24]). Neka su M*, M, definisani kao
u . Najpre, primetimo da je slucaj M, = 0 nemogué¢. Zaista, ukoliko bi vazilo da je
M, =0, traze¢i lim inf kada ¢ — oo jednakosti (2.25), dobija se da je ligglf(ﬁx)(t) = —00,

¢ime dolazimo do kontradikcije.

Dakle, kako je z pozitivno opadajuce resenje, sledic¢e da je 0 < M, < M* < 1. Trazeéi
lim sup i lim inf kada ¢t — oo u jednakosti , dobija se da je f(M*) = f(M.) = f(¢™),
sto implicira M* = M, = ¢”', obzirom na c¢injenicu da je f strogo rastuca funkcija
na (0,¢*). Ovim je pokazano da je proizvoljno eventualno monotono opadajuée resenje
x g-pravilno promenljivo resenje jednacine indeksa regularnosti p;. Na taj nacin
dokazano je da su sva opadajuca resenja jednacine (2.1)) g-pravilno promenljiva indeksa
regularnosti p;. Drugi deo tvrdenja, da su sva rastuca reSenja g-pravilno promenljiva
indeksa regularnosti py, dokazuje se analogno. [J

Teorema 2.4.2. Neka je a € RV, (\), A > a. Postoje eventualno pozitivna resenja

jednacine (2.1)
v € RVy(p1) i y € RVy(p2),

gde su indeksi reqularnosti py i ps takvi da su Ay = ®([p1],) @ A2 = P([p2)q) realni i razliciti
koreni jednacine (2.7) ako i samo vazi (2.12)). Za indekse regularnosti py i ps vazi sledece:

(1) 1 =X a<pr <ay<py <0 akoisamo ako 0 < B < |[a)\]q‘o‘+1;

(1) pr =1 — X/ and py =0 ako i samo ako B = 0;
(iii) pr <1— X a <0< py ako i samo ako B < 0.

Ukoliko je ispunjen uslov (2.12)) i« B < 0, sva eventualno opadajuéa resenja jednacine
(2.1) su g-pravilno promenljiva indeksa reqularnosti py i sva eventualno rastuca resenja
su q-pravilno promenljiva indeksa reqularnosti ps, tj. M™ = Mgy (p1) @ Mt = Mgy (p2).

Dokaz: Dokaz da je uslov neophodan za egzistenciju bar dva ¢-pravilno promenljiva
reSenja x 1 y sa odredenim indeksima regularnosti je isti kao pomenuti smer dokaza Teo-
reme . Stoga, navodimo u nastavku samo osnovne segmente dokaza da je uslov
dovoljan za egzistenciju pomenutih resenja.

Pretpostavimo da je uslov (2.12)) ispunjen.

Razmotrimo najpre slucaj 0 < B < Ha,\]q|a+l- Neka su konstante D, \,, A, izabrane
kao u Teoremi [2.4.1] i neka su Aj, Ao, p1, p2 definisani kao u pomenutoj teoremi. Kako bi
bila dokazana egzistencija g¢-pravilno promenljivog resenja z € RV, (p1), najpre ée biti
dokazana egzistencija resenja w jednacine . Neka je konstanta d izabrana kao u
prethodnoj teoremi i neka je konstanta € > 0 takva da je

1 q_)\(l - 6)_1 - qa(n—l) . —a+A+n(a+1)
pi < D i gq (I1+¢)<1.

35



2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

Osim toga, izaberimo konstante N > 0 i ¢ty € ¢"° tako da su uslovi (2.15) i ([2.16)
zadovoljeni. Ocigledno, konstanta N moze biti izabrana tako da je

N=(q—1)""g N —¢*<qg*1—e)'o(l—qg").

Primenom Banahove teoreme o fiksnoj tacki dokazuje se da operator F definisan sa ([2.19)
ima fiksnu tacku u skupu

Q={weX: N<wlt)<qg*l—e)'®(1—q), t>t},

gde je X Banahov prostor definisan u Teoremi Tada, funkcija x definisana sa

(2.22) jeste resenje jednacine (2.1]). Kao u dokazu Teoreme dokazuje se da je ovako
definisano resenje z € RV, (p1).

Ostaje da razmotrimo slucaj kada je B < 0. Neka je x proizvoljno opadajucée pozitivno
reSenje jednacine . Neka su M*, M, definisani u . Kao u dokazu Teoreme ,
u slucaju B < 0, utvrduje se da vazi M*, M, € (0,1] i f(M*) = f(M.) = f(¢"). Kako
je f(g”) = (¢ — 1)**1¢*B < 0, mora vaziti da M*, M,,¢”* € (0,¢"~*%). Obzirom da je
funkcija f strogo rastu¢a na intervalu (0, ¢'~*?), sledi zakljucak da je M* = M, = ¢,
tj. x € qu(p1)

U oba slucaja, dokaz egzistencije resenja y € RV,(p2) je slican delu dokaza u pretho-
dnoj teoremi i bice izostavljen. [

Uporedimo dobijene rezultate sa odgovarajué¢im rezultatima u neprekidnom slucaju.
U radu [49] dokazano je da u sluéaju A\ < «, polulinearna diferencijalna jednacina (2.2)
ima par generalizovanih RV-resenja u odnosu na A, gde je A(t) = ftz a(s)~Y*ds, ako i

samo ako je
(0%

lim A(t)® /too b(s)ds = ¢ € (—007 : a

t—00 o+ 1)0“’_1)‘

Indeksi regularnosti ovih pravilno promenljivih resenja su ®71(v;), i = 1,2, gde su 11 < 7o
realni koreni jednacine

(2.29) y|"te — 4+ c=0.

Sa druge strane, ukoliko je A > «, jednacina (2.2) poseduje par generalizovanih RV-resenja
u odnosu na 1/A, gde je A(t) = [ a(s)~**ds, ako i samo ako je

aO[

1 RN
lim — A(s)*b(s)ds = ¢, c€ (—o0, ————).
tE?oA(t)/t ()" bls)ds = ¢, ¢ ( > (a+1)a+1>

Indeksi regularnosti ovih reenja su @~ 1(1;), i = 1,2, gde su v; < v, realni koreni jednacine

(2.30) w|"e fv4e=0.

Dokazac¢emo da ovi rezultati odgovaraju rezultatima Teoreme i Teoreme [2.4.2
kada ¢ — 1+. Zaista, to ¢e biti posledica slede¢ih zapazanja:
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2.4. Egzistencija RV ,—resenja

(i) Za funkciju hy definisanu sa (2.3)), vazice da hy(z) — |z|'Ta + 2 2 kada ¢ — 1+, te
jednacina ([2.7)) postaje
A B
(2.31) 2|+ + x(— - 1) +=2=0.
a

a
(71) Pretpostavljajudi da je koeficijent a u ([2.2]) pravilno promenljiva funkcija indeksa A,
moze se proveriti da je

ap;
a— A\

r € RV(p;), i =1,2 ako isamo ako je $€RVA< ), 1=1,2

x € RV(p;), i =1,2 akoisamo ako je =z € RV1/A<%)7 i=1,2
(ii7) Neka je c = Ba®|a — A\|7*"1,
(731.1) A; = ®(p;), @ = 1,2 su realni koreni jednacine ako i samo ako su y; =
@(chfi}\), 1 = 1, 2 realni koreni jednacine ;
(13i.2) Ny = ®(p;), i = 1,2 realni koreni jednacine ako i samo ako su v; =
@(ff;), 1 = 1,2 realni koreni jednacine .

Primetimo da ukoliko je a € RV, (a), u uslovu (2.12) mora biti B < 0, tj. koeficijent b
jednacine ([2.1)) mora biti eventualno negativan. Stoga, sledeéa teorema se dokazuje na
isti nacin kao Teorema (i1) 1 Teorema (uit).

Teorema 2.4.3. Neka je a € RV,(«). Postoje eventualno pozitivna resenja jednacine

(2.1)
r € RVy(p1) i y€RV,(p2),

gde su indeksi regularnosti py i py takvi da su Ay = ®([p1]y) @ Ao = P([p2],) Tealni i
razliciti koreni jednacine ako © samo ako vazi . Za indekse regularnosti py
i p2 vazi da je p1 < 0 < po. U tom slucaju sva eventualno opadajuca reSenja jednacine
su q-pravilno promenljiva indeksa reqularnosti p; 1 sva eventualno rastuca resenja
su q-pravilno promenljiva indeksa reqularnosti ps, tj. M~ = Mgy (p1) @ Mt = Mgy (p2).

Napomena 2.4.1. Posmatraju¢i granicnu vrednosti kada ¢ — 14 u Teoremi [2.4.3} do-
bijaju se rezultati koji odgovaraju rezultatima dokazanim u neprekidnom slucaju [107,
Teorema 5.7].

U narednoj teoremi razmatran je slu¢aj u kojem jednacina (2.7 ima dvostruki realan
koren. Odredeni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju ¢-pravilno promenljivih
resenja jednacine ([2.1)) pod pretpostavkom da je ona neoscilatorna.

Teorema 2.4.4. Neka je jednacina (2.1) neoscilatorna i neka je a € RVy(N),A € R.
Jednacina (2.1)) ima eventualno pozitivno resenje v € RV, (ay) ako i samo ako

t—oo  p(qt) N H /\M '

U tom slucaju, sva eventualno pozitivna resenja bice q-pravilno promenljiva indeksa reg-
ularnosti ay, tj. M = Mgy (ay).

(2.32)
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

Dokaz: Primetimo da u slucaju kada je B = ®([an]y)[an]s = |l “*! jednacina (12.7)
ima realan dvostruki koren zy = ®([a,],). Zaista, primena Lema i implicira

o]y (@([n]y) — ha(@([n])) = [aaly@(anl,) [—§+1+ax]qa
= flan)g®(q— 1)@ = [[an] "

Dokaz da je uslov ([2.32) neophodan za egzistenciju ¢-pravilno promenljivog resenja x
je isti kao dokaz istog smera u Teoremi Dokazimo da je uslov dovoljan za
egzistenciju g-pravilno promenljivog reSenja x. Neka je x proizvoljno eventualno pozitivno
reSenje. Tada je

lim (£2)() = (g — 1)™* lim

ret gy =(q— 1)a+1qfa|[oé/\]q‘a+1 — f(g™).

Neka su M*, M, definisani u (2.23)). Iz jednakosti sledi¢e da je f(M*) = f(M,) =
f(g*). Kako funkcija f dostize maksimum u tacki ¢**, zakljucuje se da je M* = M, = ¢**.
Na ovaj nacin, dokazano je da su sva eventualno pozitivna resenja jednacine (2.1f) ¢-
pravilno promenljiva resenja indeksa regularnosti a;,. [

2.4.2 Polulinearna jednacina sa RV ,—koeficijentom a i negativ-
nim koeficijentom b

U ovom poglavlju bi¢e razmatrana jednac¢ina ([2.1) u kojoj za koeficijente jednacine vazi
(2.33) ac€RV,(AN), AYeR, b(t)<0, t>t,

za neko ty € ¢°. Svako netrivijalno reSenje jednacine je u tom slucaju neoscilatorno
i klase M[T i M~ su neprazne. Pod pretpostavkom da jednacina poseduje g-pravilno
promenljiva resenja, bic¢e ispitani uslovi pod kojim ¢e sva eventualno pozitivna reSenja
biti g-pravilno promenljiva.

Kao sto je dokazano u Teoremama - uslov ([2.12) obezbeduje egzistenciju
g-pravilno promenljivih resenja. Medutim, pretpostavka da je koeficijent b jednacine ({2.1])

eventualno negativna funkcija implicira da ¢e za granicnu vrednost B vaziti da je B < 0.
U nastavku ¢e biti odvojeno razmatrani slucajevi B < 01i B = 0.

Ukoliko je uslov ispunjen i B < 0, dokazano je da su u slucaju A < a (Teorema
(i), A > a (Teorema[2.4.2] (ii7)) i A = a (Teorema [2.4.3)) sva eventualno pozitivna
reSenja jednacince g-pravilno promenljiva. Osim toga, sva eventualno opadajuca
(rastuca) resenja ¢e imati isti indeks regularnosti.

Ostaje da razmotrimo slucaj kada je B = 0. Na isti na¢in kao u navedenim teoremama
u prethodnom paragrafu, moze biti dokazano da su u slucaju A < « sva opadajuca even-
tualno pozitivna reSenja g-sporo promenljiva i u slucaju A > a sva eventualno pozitivna
rastuca resenja g-sporo promenljiva.
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2.4. Egzistencija RV ,—resenja

Teorema 2.4.5. Neka koeficijenti jednacine (2.1)) zadovoljavaju uslov (2.33)) i neka je

- totn(t)
(2.34) t1—>oo a(t)

Za resenja jednacine ((2.1)) vaze sledeéa turdenja:
(i) Ukoliko je A < v, tada je M~ C Mgy
(i1) Ukoliko je A > a, tada je M™ C Mgy .

=0.

(i11) Ukoliko je A = a, tada je Ml = Mgy .

Dokaz: (i) Neka je z € M~ proizvoljno resenje jednacine (2.1). Neka su \;, 1 = 1,2
realni i razli¢iti koreni jednacine (2.7) u kojoj je B = 01i p;, i = 1,2 definisani kao u
dokazu Teoreme Tadaje pr =01ipy=1— )\ a.

Uslov ([2.34)) implicira da je
lim (Lx)(t) = 0.

t—o0
Neka su M*, M, definisani kao u (2.23)). Analogno kao u prethodnim teorema zakljucuje
se da slucaj M, = 0 nije mogu¢. Kako je x pozitivno, opadajuce resenje, sledic¢e da je
0< M, <M*<1.

Trazeéi limsup i liminf kada ¢t — oo u jednakosti (2.27), dobija se da je f(M*) =
f(M,) = 0, sto implicira M* = M, = 1, obzirom na ¢injenicu da funkcija f ima nule u
tackama z = 1iz = ¢'~»* > 1. Ovim je pokazano da je proizvoljno eventualno monotono
opadajuce resenje x g-sporo promenljivo resenje jednacine . Na taj nacin dokazano
je da su sva opadajuca resenja jednacine g-sporo promenljiva resenja.

(ii) Neka je z € M™ proizvoljno resenje jednacine (2.1)). Analogno slucaju (i), koristeci
iste oznake, zakljucujemo da je f(M*) = f(M,) =0, gde su M,, M* > 1, obzirom da je x
evenutalno rastuca funkcija. Kako su jedine nule funkcije f tacke z = 1ix = ¢!~V < 1,
zakljucujemo da je M* = M, = 1, sto dalje implicira da je reSenje x ¢-sporo promenljivo,
tj. vaziée M C Mgy .

(7i1) U slucaju kada je A = «, bice a,, = 0, te je uslov ekvivalentan uslovu
(2.32)). Tvrdenje vazi na osnovu Teoreme U

Medutim, ukoliko posmatramo slucaj A < « i eventualno rastuca resenja, postupak
koris¢en u dokazu prethodne teoreme nije moguce primeniti da bi se pokazalo da su sva
eventualno rastuca resenja jednacine g-pravilno promenljiva. Analogno je i u slucaju
A > « i eventualno opadajué¢im resenjima.

Kako bismo dali odgovor na pitanje da li su sva resenja jednacine (2.1) g-pravilno

promenljiva u preostalim slu¢ajevima, posmatrajmo jednacinu ([2.1)) u kojoj koeficijenti,
osim uslova ([2.34)) zadovoljavaju i sledece uslove:

(2.35) a€RV,(AN), N#£a, |bleRV,A—a—1), bt) <0, t>t.
U nastavku ée biti pokazano da pod pretpostavkom da jednacina (2.1)) poseduje q-

pravilno promenljivo reSenje i da je koeficijent b evenutalno negativan, takav da je |b| €
RV, (1), mora biti

(2.36) w=A—a-—1.

39



2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

Pretpostavimo da je z € RV,(p), p € R resenje jednacine (2.1)) definisano na intervalu
[t1,00), za neko t; € ¢"° i [b] € RV,(u). Tada se g-pravilno promenljive funkcije z i |b]
mogu predstaviti u obliku

z(t) =tPl(t), |b] =t'L(t), 1ol €SV, t2>1.

Funkcija 2" je eventualno rastuéa funkcija konstantnog znaka, te je lim,_,o |2/ ()| = ¢ €
[0, o]

Razmatrajmo najpre slucaj ¢ = oo. Integracijom jednacine (2.1)) na intervalu [ty,¢],,
dobija se

t

(2.37) W) — () = —/ b(s)x(gs)d,s = / PP () (gs)dys, t > ty.

t1 t1
Kako desna strana jednakosti (2.37)) konvergira beskona¢nosti kada ¢t — oo, Karamatina
integraciona teorema implicira da mora vaziti u + pa+1 > 0.

(1) Ukoliko je p + pa+ 1 = 0, primena Karamatine integracione teoreme implicira
da je funkcija sa desne strane jednakosti 2.37: g-sporo promenljiva, Sto dalje impli-
cira da je 2l € SV,. Primena Teoreme [1.4.2] (iv) i (vi) dovodi do zakljucka da je
r€RV,(1—MNa),tj. p=1—Xa. Iz uslova u+ pa + 1 = 0, sledice ([2.36).

(17) Ukoliko je p+ pa + 1 > 0, tada primena Karamatine integracione teoreme pri

integraciji u (2.37) daje

2W(t) ~

thtpatl ( ) ( )
L), t— 0.
[+ po+ 1],
Stoga, primena Teoreme m (vii) implicira da je z!'l € RV, (1+ pa +1), odakle ¢e dalje
slediti da je z € RV, ((p +pa+1—XN)/a+1), tj.

p+pa+1—X
(6]

+1=p,

odakle sledi ([2.36]).

Analogno, u slu¢aju ¢ > 0, integracijom jednacine (2.1)) na intervalu [¢, 00) i primenom
Karamatine integracione teoreme, dokazuje se da mora vaziti ([2.36)).

Naredna teorema dokazuje da su pod pretpostavkama ([2.34]) i (2.35) u preostalim

slucajevima sva eventualno pozitivna resenja g-pravilno promenljiva.

Teorema 2.4.6. Neka koeficijenti jednacine (2.1)) zadovoljavaju uslove (2.34)) i (2.35)).
(i) Ako je N < «, tada je Mt = Mgy (1 — N/a) i M~ = Mgy .
(i1) Ako je X > «, tada je M~ = Mgy (1 — A/a) ¢ MT = Mgy

Dokaz: Dokaz se zasniva na principu reciprociteta. Imajuéi u vidu pretpostavke teo-
reme, proverimo koje uslove ¢e ispunjavati koeficijenti jednacine (2.9)), definisani u ([2.10)).
Primetimo da je

s - . . A1
(2.38) @ €RVy(N), A#a, leRV(A—a—1), A=1-—4—.
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Osim toga, vazice

a+17, atra+1 é
(2.39) tim 20 i s (CEPON
t—o0 a(t) t—o0 a(qt)

te zakljucujemo da koeficijenti jednacine ([2.9)) zadovoljavaju uslov ([2.34]) Teoreme

(i) Primenom Teoreme [2.4.5) (i) vazi¢e da je M~ C Mgy Neka je x proizvoljno rastude
reSenje jednacine na intervalu [tg,00),. Tada je u(t) = zll(t), ¢ > t, pozitivno,
rastuce reSenje jednacine . Iz uslova A < « sledi da je A > @, te primenom Teoreme
2.4.5|(77) na jednacinu zakljucuje se da je u € SV,. Ovo dalje implicira da za reSenje x
vazi da je x € RV, (1 — A/a) . Posledi¢no, kako je x proizvoljno rastuce resenje jednacine
([2-1), sledi da za jednacinu vazi da je MT C Mgy (1 — A/a).

Kako bismo dokazali trazene skupovne jednakosti, posmatrajmo g-pravilno promenlji-
va reSenja jednacine . Neka je x proizvoljno g-sporo promenljivo reSenje jednacine
(2.1). Dokazimo da ovo resenje pripada klasi M~. Pretpostavimo suprotno, neka je z
eventualno monotono rastuce reSenje, tj. = € MT. Na osnovu prethodnog paragrafa,
kako je Mt C Mgy (1 — A/«), sledi¢e da je reSenje x g-pravilno promenljivo indeksa
regularnosti 1 — A/, te dolazimo do kontradikcije. Dakle, Mgy C M~™. Svako RV,-
resenje = indeksa regularnosti 1 — A/a > 0 je eventualno strogo monotono rastuce, pa
zakljucujemo da je Mzy (1 — A\/a) C M™.

(i¢) Primenom Teoreme [2.4.5 (i) vazi¢e da je Mt C Mgy. Neka je x prozivoljno
opadajuce resenje jednacine na intervalu [tg,00),. Tada je u(t) = —all(t), ¢t >
to pozitivno opadajuce reSenje jednacine . Iz uslova A > « sledi da je A< Q,
te primenom Teoreme (1) na jednacinu (2.9) zakljucuje se da je u € SV,. Ovo
dalje implicira da za reSenje x vazi da je x € RV, (1 — A/a). Posleditno, kako je x
proizvoljno opadajuce resenje jednacine , sledi da za jednacinu vazi da je, M™ C
Mgy (1 — A/a) . Analogno kao u delu (z) dokazuju se preostale skupovne inkluzije. [

2.5 Asimptotska reprezentacija RV ,—resenja
2.5.1 Polulinearna ¢-diferencna jednacina sa RV ,—koeficijentima
aib

U ovom poglavlju bi¢e razmatrana asimptotska reprezentacija g-pravilno promenljivih
reSenja jednacine ([2.1)) pod pretpostavkom da za koeficijente jednacine vazi

(2.40) a € RVy(A), A # a, b je eventualno jednog znaka, |b| € RV (A —a —1)
i da je uslov (2.34)) ispunjen. Koeficijenti a i b se tada mogu predstaviti u obliku
a(t) = (1), |bt)] =2 (1), laly € SV, L€ G

Teorema (17) i Teorema (17) tada impliciraju da je
A
MRV (1——) ?é(b 1 MSV#QL

«
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

te ¢e biti odredene asimptotske formule ovih resenja.

Stavise, pod ovim pretpostavkama, u slucaju kada je b eventualno negativna funkcija,
Teorema [2.4.6| implicira da je u slucaju A\ < a,

A
M* = Mgy (1 - —> i M~ = Mgy,
8]

odnosno, u slucaju A > « je

A
M™ = Mgy <1 — —> i M' =Mgy.
(0%

Stoga, odredivanjem asimptotskih formula za g-pravilno promenljiva reSenja, u ovom
slucaju, odredujemo asimptotske formule za sva eventualno pozitivna resenja jednacine

&1).
Uvedimo sledeée oznake

(2.41) =1 ([A;) i Gt)y=o"! (M> t € g

—alq a(t)

Naredna pomoé¢na lema ¢e biti veoma korisna u odredivanju asimptotskih formula za
g-pravilno promenljiva resenja jednacine (2.1)).

Lema 2.5.1. Neka koeficijenti jednacine (2.1)) zadovoljavaju uslov (2.40). Ako je x q-
sporo promenljivo reSenje jednacine (2.1)), tada je

(2.42) D,Inz(t) = —(14+0(1))0G(t), t— oc.

Dokaz: Pretpostavimo da je x g-sporo promenljivo resenje jednacine (2.1f) definisano
na intervalu [ty, 00),, za neko ty € ¢"°. Tada je ispunjen uslov (2.34). Bez gubljenja
opstosti, pretpostavimo da je koeficijent b konstantnog znaka na intervalu [tg, 00),.

(1) Najpre razmotrimo slucaj b(t) < 0, t > ty. Neka je najpre A < a. Primena Teoreme
2.4.6implicira da je x opadajuce resenje, dok pretpostavka A < a implicira da je I, = oco.
Primena Leme implicira da ¢e za kvazi izvod resenja x vaziti da je lim,_,o, z!U(t) = 0.
Integraljenjem jednacine na intervalu [t, 00),, dobijamo da vazi

(243) —20@) = — /too b(s)x(gs)® dys = /too 27y (s)w(gs) *dys, t > to.

Primena Karamatine integracione teoreme u (2.43)) dovodi do

Al (H)x(t)” _ th(t)z(t)” .

o)
O~ a, ~ Da,

— 0Q,

sto dalje implicira
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2.5. Asimptotska reprezentacija RV ,—resenja

Kako je # € 8V, koristec¢i Teoremu [1.4.2] (viii), zakljutujemo da je
—D,Inx(t) ~ 6G(t),t — oo,
sto nas dovodi do trazene asimptotske formule ([2.42)).

Razmotrimo sada slucaj A > «. Primena Teoreme tada implicira da je resenje
x eventualno rastuca funkcija. Uslov A > «, uz primenu Karamatine integracione teo-
reme implicira da je integral [, divergentan. Na osnovu Leme [2.2.3] zakljucujemo da je
lim,_,o 2!/(t) = co. Integracija jednacine na [to, t] implicira

¢
—tb(t)x(t)”
V() = 2ty + / s (8)2(gs) dys ~ M, t > to.
to [)\ - a]q
Nastavljajuéi na isti nac¢in kao u prethodnom delu, primena Teoreme (viii) 1 Teoreme
impliciraju da u ovom slucaju x takode zadovoljava ([2.42)).

(17) Neka je b(t) > 0, t > to. Razmotrimo najpre slucaj A < a. Kako u ovom slucaju
vazi da je M~ = (), 2 mora biti rastuée resenje koje zadovoljava lim,_,, !11(¢) = 0. Stoga,
nakon integracije jednacine na intervalu [¢, 00) i primenom Karamatine integracione
teoreme, sledi

—th(t)z(t)®

(1) = /too b(s)x(gs)® dys = /too 27y (s)2(gs)  dys ~ W, t — 00.

Poslednja asimptotska relacija implicira

D,Inz(t) ~ D;Z()w ~ @t (ﬁ(—t}a]q) = —0G(t), t — oo,

¢ime je dokazano tvrdenje u ovom slucaju. Preostaje da se utvrdi da li vazi (2.42)) u
sluéaju A > a. Tada je x € M~ i limy_,o #!1(t) = o0, tako da integraljenjem jednacine
(2.1) na intervalu [to, t] dobijamo

t

—tb(t)x(t)”
2W(t) = 2W(ty) — / 27y (s)w(gs) *dys ~ w, t — oo.

to [>\ - a]q

Nastavljajuéi na isti na¢in kao u prethodnim delovima, dobijamo (2.42). O

Sledece dve teoreme odreduju asimptotske formule g-sporo promenljivih resenja jedna-
¢ine (2.1). Razmotri¢emo odvojeno slucajeve kada je b eventualno negativna i eventualno
pozitivna funkcija.

Teorema 2.5.1. Pretpostavimo da koeficijenti jednacine (2.1)) zadovoljavaju uslove ([2.34])
i (2.40), pri cemu je b eventualno negativna funkcija. Svako q-sporo promenljivo reSenje
x jednacine (2.1) zadovoljava sledeéa tvrdenja:

(i) Ako je [ G(t)dst = oo, tada

(2.44) 2(t) = exp (-(1 + 0(1))5/1tG(s)dqs> Lt — 00,

Stavise, ako je A < a, tada je M~ = Myo = Mgy, dok u slucaju A > «a vazi
MY — M, ., — Mgy

43



2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

(1) Ako je [ G(t)d,t < oo, tada je

(2.45) x(t) = Nexp ((1 + 0(1))(5/tOO G(s)dqs) , t— 00,

gde je N = limy_,oc 2(t) € (0,00). Stavie, ako je A < «, tada je M~ = My, = Mgy,
dok u slucaju A > o vazi Mt = M, = Mgy,. Osim toga, vaZi

(2.46) : =o(1), t — 0.

Dokaz: Bez gubljenja opstosti, pretpostavimo da je b(t) < 0 na intervalu [ty, 00),, za
neko tg € ¢"° i  je proizvoljno g-sporo promenljivo resenje jednacine definisano na
intervalu [tg, 00),. Uslov (2.34)) obezbeduje postojanje takvog resenja. Takode, ispunjeni
su uslovi Lemelw tako da ovo resenje zadovoljava asimptotsku formulu . Stavise,
uslovi Teoreme [2.4.6] su takode zadovoljeni, tako da u sluéaju A < a vazi M~ = Mgy, dok
u slucaju A > a vazi Mt = Mgy .

(i) Pretpostavimo da je [~ G(t)d,t = oo. Integraljenjem (2.42) na [to, t] proizilazi

(2.47) Inz(t) =Inx(ty) — 5/t(1 +0(1))G(s)d,s, t = oo.

to
Koristeci g-Lopitalovo pravilo, dokazuje se da vazi

t

Inxz(ty) — 5/t(1 +0(1))G(s)dys ~ —5/ G(s)dys, t — o0,

to 1

sto uz koris¢enje ([2.47)) dalje vodi do asimptotske formule ([2.44]) za resenje x.

Uslucaju A < a, uslov [;° G(t)d,t = oo implicira da za reSenje x vazi da je limy_,o x(t)
= 0. Stavise, kako u slucaju I, = oo primena Lemeimplicira da ée vaziti lim;_, o, ! (1)
= 0, sledi da je x € Mg, Kako je x proizvoljno SV, resenje, zakljucujemo da je
Mgy € M. Dakle, M™ = M, = Mgy,

Slicno, ako razmotrimo slucaj A > «, divergencija integrala [, i primena Leme [2.2.3
impliciraju da za kvazi izvod reSenja x vazi lim,_, z!'(t) = oo. Uslov [[* G(t)d,t = oo
implicira da za resenje  vazi da je limy_,o 2(t) = 0o, te sledi da x € M, . Zaklju¢ujemo

(#1) Pretpostavimo da je [~ G(t)d,t < oo. Integraljenjem (2.42) na [t,00), proizilazi
(2.48) Inz(t) — In N = 5/ (14 o(1))G(5)dys, t — 00,

t

gde je N = tlim x(t). Koristeci ¢-Lopitalovo pravilo, jednostavno je utvrditi da vazi
— 00

5/00(1 +0(1))G(s)dys ~ 5/00 G(s)dys, t = oo,
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2.5. Asimptotska reprezentacija RV ,—resenja

sto dalje, uz (2.48) implicira
Inz(t) =InN + §(1 + 0(1))/ G(s)d,s, t — oo,
t

odakle ¢e slediti da = zadovoljava asimptotsku formulu (2.45)).

U slucaju A < a, uslov [~ G(t)d,;t < oo implicira da lim,,. 2(t) = N, dok ¢e na

osnovu Leme 2.2.1|vaziti lim;_,., 2!!/(¢) = 0, te zakljuéujemo da je Mgy, C Mj . Primenom
Teoreme (1) zakljuéujemo M~ = M ; = Mgy,

Da bi dokazali da vazi (2.46)), primetimo da za g-sporo promenljivo resenje x vazi
>~ L
z(t) — N = / ﬂclqs, t > to,
. s

gde je
1 o
L(t) = —td~! (—/ b(u)x(qu)adqu> .t > 1,

a(t) J;
g-sporo promenljiva funkcija, prema Teoremi Karamatina integraciona teorema
takode implicira da je

L(t)
lim —————
t—oo x(t) — N

Primenom Karamatine integracione teoreme, uzimajuéi u obzir oznake uvedene u ([2.41)),
primetimo da vazi

=0.

L(t) ~ 8tG(t)2(t) ~ —N§ Gb((g) C oo

sto dalje implicira da vazi ([2.46]).

U slucaju A > «, sliéno moze biti utvrdeno da svako SV, reSenje x pripada klasi Mjg’oo.
Stavise, za resenje z vazi

N—2(t) = /t h (ﬁ@l (xm (o) — /t sb(u)x(qu)“dw)) dys
N /t s (% (— /t:b(u)x(qu)o‘dqu)) dys, t — oo,

Nastavljajuéi na isti na¢in kao u prethodnom sluc¢aju, dokazujemo da (2.46)) takode vazi.
O

Teorema 2.5.2. Pretpostavimo da koeficijenti jednacine (2.1)) ispunjavaju uslove ([2.34])
i (2.40), pri ¢emu je b eventualno pozitivna funkcija. Svako q-sporo promenljivo reSenje
x jednacine (2.1) zadovoljava sledeéa tvrdenja:

(1) Ako je [° G(t)d,t = oo, tada = zadovoljava [2-44). Stavise, ako je X < «, tada je
Mg, C ML, dok u slucaju X > o vazi Mg, C M .

00,07
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

(17) Ako je fl t)d,t < oo, tada x zadovoljava , gde je N = limy,, x(t) €
(0, 00). Stamse, ako je A < «, tada je Mg, = MRO, dok w slucaju N > o vazi

Mgy = Mp . Osim toga, vaZi (2.46)).

Dokaz: Bez gubljenja opstosti pretpostavimo da je b(t) > 0 na [ty,00),, za neko
to € ¢ i neka je x g-sporo promenljivo resenje jednacine definisano na [tg, 00),.
Uslov obezbeduje postojanje takvog resenja. Takode, Lemma dokazuje da
takvo reSenje zadovoljava .

(1) Pretpostavmlo da je fl t)d,t = oo. Integraljenjem od ty do t, dobija
se da vazi , Sto dovodi do trazene asimptotske formule za resenje x. Dalje,
razmotrimo najpre slucaj A < a. U ovom slucaju, kako je ]a = 00, resenje r je even-
tualno rastuéa funkcija ¢iji kvazi izvod zadovoljava uslov lim,_. z[(t) = 0. Osim toga,
uslov floo G(t)d,t = oo implicira da za reSenje x vazi da je lim, .o x(t) = oo, tako da
zakljucujemo da je Mg, C M;ro,o- Sliéno, u slucaju A > a, svako SV, resenje x jeste even-
tualno opadajuée i njegov kvazi izvod zadovoljava lim,_,., z/Y(t) = co. U ovom slucaju
uslov [ G(t)d,t = oo implicira da je limy_, x(t) = 0, te zakljucujemo da je Migy, € M

(i) Pretpostavimo da vazi [~ G(t)d,t < co. Integraljenjem na intervalu [t, 00),
dobijamo sto je ekvivalentno sa . Odavde sledi da je lim; , x(t) = N €
(0,00). Stoga, u slucaju A < «, kako svako SV, resenje = jeste rastuca funkcija koja
zadovoljava lim; ., 1(¢) = 0, sledi zakljucak Mg, = M}, dok u slucaju A > « vazi
Mgy = Mjp . Nastavljajuci na isti nacin kao u dokazu Teoremedobijamo (2.46). O

U narednim teoremama bi¢e odredene asimptotske formule RV, (1 — A/a) resenja
jednacine pod zadatim uslovima. Osnovni alat koriS¢en u narednim teoremama
bi¢e princip reciprociteta, opisan u Poglavlju . Dakle, x je resenje jednacine ako i
samo ako je u = x regenje jednacine . Imajuéi u vidu da u ovoj sekciji koeficijenti
a i b jednacine zadovoljavaju uslove @ i , to dalje implicira da koeficijenti
jednacine (2.11)) zadovoljavaju uslove i @

Uvedimo oznake

Primetimo da
0G(t) ~ @ <[¢) |t — o0.

Oznaka za klase pozitivnih resenja jednacine (2.11)) bice analogne onima definisanim u

sa M umesto M.

Teorema 2.5.3. Pretpostavimo da koeficijenti jednacine (2.1)) zadovoljavaju uslove ([2.34])
i (2.40), pri cemu je b eventualno negativna funkcija. Svako resenje x jednacine (2.1)),
takvo da je x € RV, (1 — A/«), zadovoljava:
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2.5. Asimptotska reprezentacija RV ,—resenja

()Akoyefl t)d,t = 0o, tada

t o [
(2.49) x(t) = ) exp (—(1 + 0(1))—/1 G(s)dqs) , t— 00,

Osim toga, ako je X < a, onda M™ = M, |- = Mpy (1 — A/ a), dok u slucaju A > o

Q

(ii) Ako je [° G(t)dst < o0, tada u slucaju X < o

t <%> : exp ((1 + 0(1))% /OO é(v)dw) dgs, t — o0,

(2.50)  z(t) :xg—i-/t

za neko zo € (0,00) ity € ¢, kao i MY = M, p = Mgy, (1 — A/a), dok u slucaju
A >«

(2.51) z(t) = /too (%) ; exp ((1 + 0(1))2 /Oo G’(v)dqv> dys, t — 00,

i M~ =M, 5 =My (1 =X a), gde je N = limy_,o |21(t)]. Osim toga,

ly(1)
() (N — |zl(8)])

(2.52) =o(1), t = oo.

Dokaz: Neka je z proizvoljno RV, (1 — A/a) resenje jednacine (2.1]), definisano na
intervalu [tg, 00), i neka je b negativna funkcija na [ty, 00),, za neko to € ¢"°. Uslov
obezbeduje postojanje takvog resenja. Tada je u = |zM!| g-sporo promenljivo resenje
jednacine . Osim toga, primetimo da je

uEMi s reME  zav,w € {0, B,}.

w,v?

(i) Pretpostavimo da je [;* G(t)d,t = oo. Na osnovu prethodnih zapazanja utvrdili
smo da su ispunjeni uslovi Teoreme (i), tako da ona moze biti primenjena na SV,
reSenje u jednacine (2.11)), te dolazimo do asimptotske formule

u(t) = exp (—(1 + 0(1))5/1té(3)dq3> .t — 0.

Prema tome, resenje x jednacine ([2.1)) zadovoljava

1lexp (I+o0(1 /G , t— o0.
a(t)=

Razmotrimo najpre slucaj A < «a, odnosno A > a. U ovom slucaju Teorema -
implicira da reSenje u jednacine (2.11)) pripada klasi M %.00 POzitivnih resenja Jednacme

(2.53) Dy (b)) =
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

@2.11), kao i da za klase pozitivnih resenja ove jednaéine vazi Mt = Mjooo = Mg, Ovo
dalje implicira da resenje x jednacine ([2.1)) pripada klasi M, _ i da klase pozitivnih resenja
ove jednacine zadovoljavaju M™ = MZ = = Mg (1 — A/a). Integracijom asimptotske

relacije (2.53)) od ¢y do ¢ dobijamo

t

exp <_(1 + 0(1))é /1 S é(u)dqv> dys

(67

w(t) = a(ty) + /t

0 a(s)é

N p_té} a(;l>iexp (—(1—1—0(1))%/1 G(s)dqs>

= e (—(1 o) [ té<s>dqs) 00,

a(t)a ¢!

primenom Karamatine integracione teoreme, obzirom da je u g-sporo promenljiva funkcija.
Dakle, x zadovoljava formulu . Slicno, u slucaju A > « za jednacinu @ dobijamo
da vazi M~ = Mg, = My, (1 — A/a). Integracija asimptotske relacije (2.53) na [t,00)
dovodi do trazene asimptotske formule za resenje x.

(i) Pretpostavimo da je [ G(t)d,t < oo. Tada primena Teoreme [2.5.1] (i7) na SV,
resenje u jednacine (2.9)) dovodi do asimptotske formule

~

u(t) = N - exp ((1 + 0(1))5[0 é(s)dqs> .t — 00,

gde je tlim u(t) = N. Odatle ¢e slediti da za resenje & jednacine (2.1 vazi
—00

(2.54) Dy(t)] = (%) " exp <(1 + o<1>)g /too é(s)dqs) o oo

Osim toga, Teorema (71) takode implicira

te je (2.52)) zadovoljeno.

Kako bismo asimptotsku reprezentaciju resenja z, razmotrimo najpre slucaj A < «,
odnosno A > &. Pod ovom pretpostavkom, za pozitivno resenje jednacine vazi
M+ = I\\AAIBOO — My, Stoga, za jednaéinu vazite Mt = M1 p = Mgy, (1 - A/a). In-
tegracijom na [to, t| dobijamo da x zadovoljava asimptotsku formulu . Sli¢no,
ako je A > o, dobijamo M~ = M 5, = M, (1 — A/a), dok integracijom na [t, 0o)
dobijamo asimptotsku formulu za resenje r. [

Teorema 2.5.4. Pretpostavimo da koeficijenti jednacine (2.1)) zadovoljavaju uslove ([2.34))
i ([2.40), pri cemu je b eventualno pozitivna funkcija. Svako resenje x jednacine (2.1)) takvo
da je x € RV, (1 — N a), zadovoljava
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(i) Ako je [* G(t)d,t = oo, tada vazi ([249). Stavise, ako je A < a, tada je
Mgy (1 — N a) CML,, dok ako je X > a, tada je My, (1 — N/ a) C M .

00,07

(ii) Ako je [ G(t)dt < oo, tada u slucaju X < o vazi ([2.50) i M, g = Mgy (1 - a),
dok u slucaju A > a vazi (2.51) i My 5 = Mpy, (1 — A/a). Osim toga, vazi (2.52).

Dokaz: Primena Teoreme na SV, resenje u = |zlV| jednacine (2.11)), sli¢no kao
u prethodnoj teoremi, vodi do trazenog rezultata. [

Napomena 2.5.1. Ako formalno posmatramo grani¢nu vrednost kada ¢ — 14 u Teo-
remama [2.5.1] i 2.5.3] dobijeni rezultati se poklapaju sa odgovarajuéim rezultatima u
neprekidnom slucaju (videti [I07, Teorema 4.1, Teorema 5.1]). Pod analognim pretpo-
stavkama Teorema i u neprekidnom slucaju, asimptotske formule za pravilno
promenljiva resenja jednacine , pri ¢emu je b eventualno pozitivna funkcija, nisu raz-
matrana u postojecoj literaturi. Stoga, uzimajuéi da ¢ — 1+ u Teoremama [2.5.21[2.5.4]
mozemo pretpostaviti da ¢e odgovarajuci rezultati vaziti i u neprekidnom slucaju.

2.5.2 Polulinearna jednacina sa koeficijentom a(t) = 1 i koefici-
jentom b proizvoljnog znaka

U ovom poglavlju bi¢e razmatran specijalan slucaj jednacine (2.1]) sa a(t) = 1, tj. jednacina
(2.55) Dy(®(Dy(x(t)))) + b(t)®(x(qt)) = 0, t € ¢"°.

Tacnije, bi¢e odredena asimptotska reprezentacija g-sporo promenljivih resenja ove jedna-
¢ine pod pretpostavkom da je koeficijent b eventualno pozitivna ili eventualno negativna
funkcija, koja zadovoljava uslov da funkcija

(2.56) Q(t) =1t /too b(s)d,s, t € ¢"°

konvergira ka nuli. Za razliku od Teorema[2.5.1]1[2.5.2] bi¢e odredena asimptotska formula
g-sporo promenljivog resenja bez pretpostavke da je |b| g-pravilno promenljiva funkcija.
Napomenimo da je uslov lim; .., Q(t) = 0 ekvivalentan uslovu lim; ., t*™0(t) = 0 koji
je, prema Teoremi [2.1.1} potreban i dovoljan uslov za egzistenciju g-sporo promenljivog
reSenja jednacine . Naime, u [I14], Lema 6], dokazano je da je egzistencija konacne
grani¢ne vrednosti lim;_,, t* ftoo f(s)dys ekvivalentna egzistenciji konacne grani¢ne vred-
nosti limy_,, 21 f(¢), gde je f: ¢ - Ria > 0.

Sledeca teorema pokazuje egzistenciju g-sporo promenljivog resenja pod dodatnom
pretpostavkom o brzini konvergencije funkcije ) ka nuli, dok naredna teorema sadrzi
asimptotsku formulu za takvo resenje.

Teorema 2.5.5. Neka je koeficijent b jednacine (2.55)) eventualno konstantnog znaka.
Pretpostavimo da postoji opadajuéa funkcija ¢ : ¢"° — (0, 4+00) takva da je lim;_,o (1) =
0 7 koja zadovoljava uslov

|Q(t)] < @(t) zat dovoljno veliko.
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

Tada postoji q-sporo promenljivo resenje x jednacine (2.55)) definisano na intervalu [ty, 00)q,
za neko to € ¢™°, izrazeno u formi

(2.57) x(t) = e,(t, to), t > to,

gde je

(2.58) n(t) = &~ (W) >t i o(t)=0 (qj(t)%) Lt — 00,

Dokaz: Dokaza¢emo egzistenciju reSenja = jednacine ([2.55)), izrazenog u formi (2.57)),
za neko ty € ¢"°. Funkcija x, izrazena u formi (2.57)), jeste g-sporo promenljiva funkcija
na [t, 00), ako i samo ako

(2.59) lim &' (v(t) + Q(t)) =0

t—o00

in € Ry, uskladu sa Teoremom (i1). Osim toga, tako definisana funkcija x je
pozitivno resenje jednacine (2.55)) definisano na intervalu [t, 00), ako i samo ako

(1) + Q)

v
w(t) = m , t 2> to,

jeste resenje Rikatijeve ¢-diferencne jednacine na [ty, 00),

w(t) ( 1 )
2.60 Dyw(t) +r(t) + ——~— (1— _) =0
200 D@ O+ T N e e e D
Primetimo da je @ '(w(t))(q — 1)t + 1 = z(qt)/x(t), t > t5. Osim toga, w je reSenje
jednacine (12.60]) na [to, 00), ako i samo ako je v resenje jednacine

o)\ o)+ QM) [, 1 -
@) o (52)+ 25 (- Gremr o)

definisano na intervalu [ty, 00),. Kako je lim; ,., Q(¢) = 0, uslov (2.59) ekvivalentan je sa
lim;_,~ v(t) = 0. Stoga, integracija jednacine (2.61)) na [¢,00), daje integralnu jednacinu

e [T Q) (] !
(262) w(t) =t / Do (1 (@ 1(0(s) + Qg — 1) + 1)°

Dakle, egzistencija g-sporo promenljivog reSenja x jednacine u formi ekvi-
valentna je egzistenciji reSenja v integralne jednacine takvog da su zadovoljeni uslovi
limy o v(t) =0in € 72;; Kako bismo pokazali postojanje takvog resenja, koristi¢emo
Banahovu teoremu o fiksnoj tacki.

) qu, t Z to.

Odaberimo t, € ¢"° tako da su ispunjeni uslovi

(2.63) S QM) (g~ 1) +1>0,
- Dia Q) 1
(264 @ Q)N+ e = 2
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2.5. Asimptotska reprezentacija RV ,—resenja

o2 et e
(2.65) o(t)= Smm{q—l’_ . 7_(a+1)(q_1)}

na intervalu [y, 00), i tako da je ) konstantnog znaka na [ty, 00),. Kako funkcije ¢ i @
teze ka nuli kada t — oo, ovakav izbor konstante ¢, je moguc.

Neka je X Banahov prostor ogranicenih funkcija f : [tp,00), — R koje teze nuli u
beskonacnosti, snabdeven supremum normom. Primetimo njegov podskup

Q={veX:0<v(t) <o), t>t}.

Operator F : Q — X, definisan sa

e “u(s) + Q(s) B 1 s v
Fow=r [ (4 D)sor! (1 <<I>—1<v<s>+c2<s>><q—1>+1>‘*) os, v € 42

ima sledeée osobine:

(1) Operator F slika Q0 u sebe samog: Neka je v € €. Jasno je da vazi

1
o 010+ Q) = (1~ e g =) 2

sto ima za posledicu (Fv)(t) > 0, t > ty. Sa druge strane,

o [T_20) () _ ! s
Fow < o [ (1 <<1>—1<2¢<s>><q—1>+1>“> “

« > 2¢(8) -1 o @ s
< t/t W((@ (26(s))(g — 1)+ 1)" = 1) dys, t > to.

Koristeéi Lagranzovu teoremu o srednjoj vrednosti i (2.65]), dobijamo

(@7'20(s) (g~ 1) +1)" =1 = a (897 (2¢(s))(q— 1) +1)* & (2¢(s))(q — 1)
< a(®7'(20(s)(g— 1) + 1) 7 (26(s)) (¢ — 1)
< a2%®7H(2¢(s))(qg — 1), s > to,

za neko 0 < < 1. Prema tome, koriste¢i monotonost funkcije ¢, dobijamo

* dys —a2%

60 (Fu)(t) < az’@o(n)' i [0 = @0 12

Koristedi (2.65)), na kraju dobijamo (Fv)(t) < ¢(t), t > to, Sto implicira da F slika 2 u

sebe samog.

(7i) Operator F je kontrakcija: Neka su v,w € i primetimo da je

267) (Fo)(t) = (Fu)t) = #* [ g () + Q) = Hlw(s) + @) )y,
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

zat > ty, gde je

1
H(m)zx(l— (q)—l(x)(q—l)—i—l)a)’xER

Koristec¢i Lagranzovu teoremu o srednjoj vrednosti, dobijamo

H(v(s) + Q(s)) = H(w(s) + Q(s)) = H'({(s))(v(s) — w(s)),

za neko

minfu(s) + Q(s), w(s) + Q(s)} < &(s) < max{v(s) + Q(s), w(s) + Q(s)}, s > to.

Primetimo da Q(s) < £(s) < 2¢(s), s > tg. Stoga, ako je @ pozitivna funkcija na intervalu
[to, 00),, onda je & takode pozitivna funkcija na ovom intervalu, dok u slucaju kada je @
negativna funkcija na [ty, 00),, onda £ moze imati i pozitivne i negativne vrednosti na
ovom intervalu. Dokaza¢emo da je

(2.68) ()] < —3l-alyrs > 1o

Zaista, u slucaju kada je £(s) > 0 za neko s > t, koriste¢i Lagranzovu teoremu o srednjoj

vrednosti i (2.65]), dobijamo

(@' (E(s) (g —1) + 1) — 1
(@71(&(s)) (g — 1) + L)+t

[H'(&(s))] = H'(&(s)) =

< @M e -1+
(- DO (E())(g — 1) + 178 (6(3)) (g — 1)
< (a+ 1200 Ha— 1) < —[-al,

za neko 0 < # < 1. Sa druge strane, ako je £(s) < 0 za neko s > g, slicno prethodnom
slucaju, koristeéi (2.64)), dobijamo

[H'(§(s)] = —H'(§(s)) =

<

<

<

za neko 0 < 0 < 1, te je ispunjeno ([2.68]). Prema (2.67) i (2.68)),
1 1
(Fo)(t) = (Fu)(t)] < —gl-alt /t WW(S) —w(s)|dgs
1
S §Hv_w||7t2t07
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2.5. Asimptotska reprezentacija RV ,—resenja

Sto vodi do zakljucka da je F kontrakcija.

Sledi da su ispunjene sve pretpostavke Banahove teoreme o fiksnoj tacki, te postoji
fiksna tacka v € Q preslikavanja F koja prema (2.66) zadovoljava (2.58)). Osim toga, x
definisano sa (2.57)), sa takvim v jeste trazeno resenje. [

Teorema 2.5.6. Neka je koeficijent b jednacine (2.55|) eventualno konstantnog znaka.
Pretpostavimo da postoji opadajuéa funkcija ¢ : ¢N° — (0, 400) takva da je lim;_,o ¢(t) =
0 7 koja zadovoljava uslov

(2.69) Q(t)] ~ o(t), t — 0.

(1) Ako je floo O~HQ(t))/td,t = oo, tada postoji g-sporo promenljivo resenje x jednacine
(2.55) koje zadovoljava sledecu asimptotsku formulu

(2.70) z(t) = exp ((1 +o(1)) /t wdqs> Lt .

1

Osim toga, ako je b eventualno negativna funkcija, tada v € Mg, dok u slucaju
kada je b eventualno pozitivna funkcija, onda x € M;’O.

(1) Akoje [ @71 (Q(t))/tdyt < oo, tada postoji q-sporo promneljivo resenje x jednacine
(2.55) koje zadovoljava sledecu asimptotsku formulu

271 2(t) = Nexp (—(1 +o(1)) /:O wdqs> oo,

S

gde je N =1lim;_,, x(t). Osim toga, ako je b eventualno negativna funkcija, tada je
x € My, dok u slucaju kada je b eventualno pozitivna funkcija, onda x € MEO.

Dokaz: Uslov implicira da je |Q(t)| < (k+ 1)¢(t) za t dovoljno veliko i k > 0,
tako da su ispunjeni uslovi Teoreme [2.5.5]sa ¢(t) zamenjeno sa (k+1)¢(t). Stoga, postoji
g-sporo promenljivo resenje x jednacine u formi , definisano na [ty, 00),, za
neko to € ¢, takvo da je v(t) = O(¢(t)**a), t — co. Za ovakvo resenje vazice

Dyx(t) @' (v(t) + Q1))

ol . > .

Kako @) zadovoljava uslov , dobijamo
o Dey  ®7(CGOMH QW) amigu)

x(t) t t ’ >

Primena Teoreme (viit) tada implicira

Q)
t Y

(i) Neka je [ ®71(Q(t))/td,t = co. Integracija ([2.73) od ¢y do ¢ implicira

(2.74) Inz(t) — Inz(ty) ~ /t 2 1(Q(s))

1 S

(2.73) D,Inz(t) ~ t — o0.

d,s, t— oo.
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

Divergencija integrala na desnoj strani poslednje asimptotske relacije, kada t — oo, impli-
cira da funkcija na levoj strani u takode tezi ka beskonacnosti kada t — oo. Ako je b
eventualno negativna funkcija, onda implicira lim;_,, z(t) = 0, dok implicira
da je x € M. Prema klasifikaciji, zakljucujemo da je x € M. Slicno, u slucaju kada je
eventualno pozitivna funkcija, implicira da je limy .., z(t) = oo, a implicira
da z € M*, tako da mora biti z € MZ .

Asimptotska relacija (2.74]) dalje povlaci
t (I)—l
Inxz(t) ~ / qus, t — o0,
1

S

sto dovodi do zakljucka

Ina(t) = (14 0(1))/ L IO

S ¢S, t—» 00,
1

a samim tim dobijamo trazeni asimptotsku asimptotsku reprezentaciju (2.70) za netrivi-
jalno g-sporo promenljivo resenje x.

(i1) Neka je [~ ®71(Q(t))/tdt < oco. Integracija (2.73) od ¢ do oo implicira

00 (I)—l
(2.75) InN —Inz(t) ~ / qus, t — 00,
¢ s
gde je N = lim;_,, x(t), Sto dalje implicira da resenje = zadovoljava asimptotsku formulu
(2.71)). Sliécno prethodnom slucaju, dolazimo do zakljucka da u sluc¢aju kada je b eventu-
alno negativna funkcija, x pripada Mp ,, dok ako je b eventualno pozitvna funkcija, onda

reMp, O

Napomena 2.5.2. Uporedimo asimptotske reprezentacije g-sporo promenljivih resenja
jednacine , u kojoj je koeficijent b eventualno jednog znaka takav da je |b| €
RV,(—a — 1), dobijenim u Teoremama i @ sa asimptotskim formulama ¢-sporo
promenljivih resenja dobijenim u Teoremi [2.5.6] Karamatina integraciona teorema impli-

cira
tor1p(t)

Q(t) ~ = 00,

sto dalje implicira
Q1))
t
u skladu sa notacijom u i . Stoga, u ovom slucaju asimptotske formule
i jesu ekvivalentne asimptotskim formulama i , respektivno, kao §to je

1 ocekivano.

~ —dG(t), t — oo,

Napomena 2.5.3. Ako formalno posmatramo grani¢nu vrednost kada ¢ — 14 u Teoremi
4.2 (i), dobijeni rezultati su u saglasnosti sa odgovaraju¢im rezultatima u neprekidnom
slucaju (videti [7I, Teorema 3.1]). Preciznije, Teorema 3.1 u [71] zahteva stroze uslove
za funkcije @ i ¢, ali daje preciznije asimptotske formule. Sa druge strane, kako slucaj
[Z @7 HQ(t))/tdt < oo nije razmatran u [71], ako posmatramo graniénu vrednost kada
q — 14 u Teoremi 4.2 (ii), mozemo pretpostaviti da ¢e odgovarajuéi rezultati vaziti i u
neprekidnom slucaju.
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2.6. Primeri

2.6 Primeri

Slede¢a dva primera ilustruju dobijene rezultate. Prvim primerom ilustrujemo simultano
Teoreme[2.5.1} 2.5.2]i[2.5.6], dok drugim primerom demonstriramo rezultate Teorema[2.5.1
-254

Primer 2.6.1. Odredimo asimptotsku reprezentaciju q-sporo promenljivih resenja polu-
linearne q-diferencne jednacine

o(t)

(2.76) Dy(®(Dafa) + Gt s

®(z(qt)) = 0,

definisane na intervalu [q, 00),, gde su konstante « i 6 takve da je a > 0,60 > 0,0 #1 i ¢
je proizvoljna funkcija takva da je lim;_,o p(t) = c € R\ {0}.

Najpre primetimo da ova jednacina ima g-sporo promenljivo resenje. Oznacimo sa

b(t):%, t>q.

Primetimo da tada vazi lim; ., t*"'b(t) = 0, ¢ime su ispunjeni uslovi Teoreme (i1),
odakle zaklju¢ujemo egzistenciju g-sporo promenljivog resenja.

Proverimo da li su ispunjeni uslovi Teoreme [2.5.1] u slucaju kada je ¢ < 0 i funkcija ¢
eventualno negativna, odnosno uslovi Teoreme [2.5.2] u slucaju kada je ¢ > 0 i funkcija ¢
eventualno pozitivnha. Primetimo da je

c
b(t) ~

N
tot1(Int)e?’ 0

te zakljucujemo da je koeficijent b funkcija eventualno konstantnog znaka, kao i da je
b € RV,(—a —1). Neka su 0 i G definisani sa (2.41) i neka je t = ¢", n € N\ {1}.
Definicija g-integrala, u sluc¢aju kada je 6 € (0, 1), implicira

s [ ~ o () -0 T

se[q t)q

—1
— @—1 c q
([ O‘q) (Inq)? Zke

~ o (r) Gt 1—09
- ([—Zh) (1 S;mq antl)“ Tee i

Na osnovu pokazanog, Teorema m (1) moze biti primenjena na svako resenje koje
je g-sporo promenljivo resenje jednacine u sluc¢aju kada je funkcija ¢ eventualno
negativna, odnosno Teorema () u slucaju kada je funkcija ¢ eventualno pozitivna,
Sto vodi do asimptotske formule takvog resenja

(2.77) (1) = exp ((1 +o(1))0 ! ([_2]) @ fz)llnq & tl)e_l> Lt oo,
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

Osim toga, u slucaju kada je funkcija ¢ eventualno negativna funkcija, svako SV -reSenje
pripadace skupu M, dok ce u slucaju kada je funkcija ¢ eventualno pozitivna pripadati
skupu M, ;.

U slucaju kada je 6 > 1, vazice

& -1 1
dys ~ &1 ¢ q t .
s Gt <[—a1q) @— gm0

Primena Teoreme m (77) u slucaju kada je funkcija ¢ eventualno negativna, odnosno
Teoreme (77) u slucaju kada je ¢ eventualno pozitivna funkcija, implicira da svako
SV, resenje jednacine ([2.76|) zadovoljava

_ c qg—1 1

2.78 t)=Ne 1 1))t ,t — 00,
e18) 2t = New ((1+ o008 (57 ) Ty ) 1
gde je N = limy ,o x(f). Osim toga, svako SV, resenje ¢e u slucaju kada je funkcija
¢ eventualno negativna pripadati skupu Mp,, dok ¢e u slucaju kada je ¢ eventualno
pozitivna pripadati skupu ME’O.

Egzistencija i asimptotska reprezentacija ¢g-sporo promenljivog resenja jednacine (|2.76|)
moze se ustanoviti i primenom Teoreme Neka je

] 1

M= o e ! € (@2

Koriste¢i Karamatinu integracionu teoremu, dobijamo

Y c c 1
Qt) ~t /t taﬂ(lnt)a@dqs ~ “[al, (nt) ~ sgn(c)p(t), t — oo,

Sto implicira da je ispunjen uslov ([2.69). Stoga, prema Teoremi [2.5.6] (¢) postoji g-sporo
promenljivo resenje sa asimptotskom formulom (2.77)), u slucaju kada je # € (0,1), dok

u slucaju kada je # > 1, prema Teoremi m (77) postoji g-sporo promenljivo resenje sa
asimptotskom formulom ([2.78)), kao §to je veé¢ navedeno u Napomeni[2.5.2l [

Primer 2.6.2. Odredimo asimptotske reprezentacije SV, i RV, (1 — X/ «a) resenja q-
diferencne polulinearne jednacine

(2.79) Dy(t*(Int)" @1(£)(Dyx(t))) + 1277 (Int) =5 (t) P(x(qt)) = 0,

definisane na intervalu [q, 00),, gde su realne konstante a, X, 01 1 05 takve da je o > 0, o #
A, 01 > 05 1 funkcije @1, @y takve da je limy_o @1(t) = ¢; > 0 4 limy_,o po(t) = 2 # 0.

Primetimo najpre da jednacina (2.79) ima SV, 1 RV, (1 — A/a) resenja. Oznacimo sa
alt) = At (1), b(t) = - (It g(t), 20

Zaista, kako je

a+1 1 02
N O ) (T O

toooa(t) oo (Int)f1ey(t)

26



2.7. Polulinearna diferencna jednacina

Teoreme i dovode do takvog zakljucka. Kako bismo odredili asimptotske for-

mule pomenutih g-pravilno promenljivih resenja, primetimo da je

c_g) (Int)f2—% G(t) ~ cy(Int)f2—0

-1
G<t> ® (Cl t ’ Clt

, T — 0.

Sli¢no kao u Primeru 6.1 dobijamo da u sluc¢aju kada floo G(t)d st = oo, tj. 03 — 6y >
—a, primena Teorema [2.5.1] (¢) i[2.5.2] (i) implicira da svako g-sporo promenljivo resenje
jednacine ima sledec¢u asimptotsku reprezentaciju

o(t) = exp <—<1+o<1>><1>1 (2) : 2 1)51nq(lnt)92ag1+1> oo

o) B )

Analogno, ukoliko je 0, — 0, < —a, vazice ffo G(t)d,t < oo, pa primena Teorema
(¢4) 1[2.5.2) (ii) implicira da svako g-sporo promenljivo reSenje ima sledecu asimptotsku
reprezentaciju

#(t) = Nexp (—<1+o<1>><1>-1 () iy (lnt)92;91+1> f

c1 —92;91 + 1) Ing

gde je limy oo z(t) = N > 0.

U slucaju kada je 6, — 6, > —1, primena Teorema [2.5.3] (¢) i [2.5.4] (i) implicira da
svako RV, (1 — A/a) - reenje ima sledeéu asimptotsku reprezentaciju

(¢ — 1)502
0y — 0, +1)Ing

a(t)a

dok u slucaju 0y — 6, < —1, primena Teorema [2.5.3| (#i) i [2.5.4] (¢4) implicira da svako
RV, (1 — A/a) - resenje ima slede¢u asimptotsku reprezentaciju

(In t)92_91+1) , t— 00,

o) = — e (—(1 o)

z(t) = x0+ —exp | —(1+0o(1 Ins)?2 %+ ) d. s, t — oo,
(®) 0 /to a(s)a p( ( ( ))ozcl (6 — 61 + 1)lnq< ) 1

u slucaju A < «, za neko zy > 0, ty € ¢, gde je limy_, 21 (2) = N, odnosno

© N (q — 1)dcy 02—0
N — —(1+o0(1 Ins)”>~"* ) dys, t — oo
$( ) /t a(s)é P ( ( * O< ))a01 (92 — 01 + 1) lnq( IlS) qS’ ’

u slucaju A > . [

2.7 Polulinearna diferencna jednacina u okviru
pravilno promenljivih nizova u odnosu na 7

U diskretnom slucaju, linearna diferencna jednacina drugog reda

(2.80) A(p(n)A(z(n))) =r(n)x(n+1), n € N,
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

u kojoj je p(n) = 1, istrazivana je uz primenu teorije pravilno promenljivih nizova u
[88, 7). Polulinearna diferencna jednacina

(2.81) A(p(n)®(A(z(n)))) +r(n)®(x(n+1)) =0, n € Ny,

je istrazivana u okviru pravilno promenljivih nizova jedino za p(n) = 11 r(n) < 0.
Preciznije, u radu [86] odredeni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju pravilno
promenljivih resenja ove polulinearne diferencne jednacine. S druge strane, asimptotska
reprezentacija neoscilatornih resenja jedino je do sada razmatrana za linearnu jednac¢inu
u kojoj je p(n) > 01ir(n) <0 uradu [I04] u kojem su odredeni dovoljni uslovi da

sva eventualno pozitivna resenja zadovoljavaju odredenu asimptotsku formulu.

Prema tome, kako u dosadasnjoj literaturi ne postoje rezultati o asimptotskoj repre-
zentaciji neoscilatornih resenja polulinearne diferencne jednacine, primeni¢emo nedavne
rezultate dobijene u [I09] koji povezuju pravilno promenljive funkcije na g-vremenskoj
skali sa generalizovanim pravilno promenljivim nizovima. Naime, ovi rezultati daju mogu-
¢nost primene dokazanih rezultata u prethodnim poglavljima o egzistenciji i asimpto-
tskoj reprezentaciji ¢-pravilno promenljivih resenja polulinearne ¢-diferencne jednacine
na neoscilatorna resenja polulinearne diferencne jednacine .

U ovom poglavlju ¢e biti odredeni potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju resenja
jednacine (2.81)) koja su pravilno promenljivi nizovi u odnosu na 7, gde je

T NO — qN07 T(k) = qka

pod pretpostavkom da je koeficijent p jednacine generalizovani pravilno promenljivi
niz u odnosu na 7, proizvoljnog indeksa regularnosti. U slucaju kada je koeficijent r
eventualno negativna funkcija, bi¢e odredeni dovoljni uslovi da sva eventualno pozitivna
reSenja budu generalizovana pravilno promenljiva u odnosu na 7 i bi¢e odredena asimpto-
tska formula nekih generalizovanih pravilno promenljivih reSenja u odnosu na 7.

Kako bi rezultati iz prethodnih poglavlja bili primenjeni na polulinearnu diferencnu
jednacinu , primetimo da se polulinearna g-diferencna jednacina moze transformisati
u polulinearnu diferencnu jednacinu. Zaista, jednostavno je utvrditi da je z : Ny — R
reSenje diferencne jednacine ako i samo ako je y = x o 77! reSenje ¢-diferencne

jednacine ([2.1)) sa koeficijentima

(2.82) a(t) =p(r (O)((g = 1O)* 1 b(t)=——3F e

Osim toga, da bi naredna tvrdenja bila dokazana, dovoljno je primetiti da su pretpo-
stavke p € RVy;(p) i a € RVy(p + «) ekvivalentne. U nastavku su najpre navedene
posledice tvrdenja dokazanih u Poglavlju [2.4.1]

Posledica 2.7.1. Neka je p € RV (p), p < 0. Postoje eventualno pozitivna resenja

jednacine ([2.81))
x € RVL(p1) iy € RVy(pa),
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2.7. Polulinearna diferencna jednacina

gde su indeksi reqularnosti py i py takvi da su Ay = ®([p1],) @ Ao = P([p2),) realni i razliciti
koreni jednacine

(2.83) hopta(z) — 2+

ako 1 samo ako je

r(n)

2.84 I —Be (— , ““),

( ) el (g —1)Hpn+1) o0 H&p]q‘

gde je a, = —p/(a+1). Za indekse reqularnosti py i ps vaZi sledece:
a+1,

(i) 0 < p1 < a, < py < —p/a ako i samo ako je 0 < B < |[a]y|" " ;
(ii) pr =0 i ps = —p/a ako i samo ako je B = 0;
(iii) p1 <0< —p/a < py ako i samo ako je B < 0.
Ukoliko je uslov ispungen i B < 0, vazice M~ = MZgyz (p1) i M = MZgy; (p2).

Posledica 2.7.2. Neka je p € RV (p), p > 0. Postoje eventualno pozitivna resenja

jednacine (2.81))
x € RVy(p1) and y € RV (p2),

gde su indeksi reqularnosti py i ps takvi da su Ay = ®([p1],) @ A2 = P([p2)y) realni i razliciti
koreni jednacine ([2.83)) ako i samo ako je ispunjen uslov (2.84). Za indekse reqularnosti
p1 1 p2 vazi sledece:

(1) —p/a < p1 < a, < py <0 ako i samo ako je 0 < B < Hozp]q‘aﬂ;

(ii) pr =0 and ps = —p/a ako i samo ako je B = 0;
(iii) pr < —p/a <0 < py ako i samo ako je B < 0.
Ukoliko je uslov ispungen i B < 0, vazice M~ = MZgy; (p1) i M = MZgy; (p2).
Posledica 2.7.3. Neka je p € SV;,. Postoje eventualno pozitivna resenja jednacine ([2.81)

r € RVL(p1) iy € RVE(p2),

gde su indeksi reqularnosti py i py takvi da su Ay = ®([p1]y) @ Ao = P([p2),) realni i razliciti
koreni jednacina (2.83)) ako i samo ako vazi (2.84). Za indekse reqularnosti py i ps vazi
da je p1 <0 < py. U tom slucaju vazice M~ = MZgyz (p1) @ M* = MZgy; (p2).

Napomena 2.7.1. Primetimo da ukoliko je niz p € RVz(¥),d € R, tada je
lim o p(k 4+ 1)/p(k) = 1, pa ¢e odatle slediti da je p € SVj. Stoga, uslov p € SV,
prethodne teoreme moze biti zamenjen uslovom p € RVz(9), ¥ € R.
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

Posledica 2.7.4. Neka je jednacina (2.81)) neoscilatorna i neka je p € RV (p), p € R.
Postoji eventualno pozitivno resenje jednacine (2.81) x € RVy(a,) ako i samo ako je
r(n) atl
Hap]ql .

lim =
n—o00 (q — 1)a+1p(n + 1)

U tom slucaju su sva eventualno pozitivna resenja pravilno promenljiva u odnosu na T
indeksa reqularnosti a,.

Naredne teoreme su posledice tvrdenja iz Poglavlja [2.4.2] Pod pretpostavkom da je
koeficijent r = {r(n)}nen, jednacine eventualno negativna funkcija, odredeni su
dovoljni uslovi da bi sva eventualno pozitivna resenja ove jednacine bila generalizovani
pravilno promenljivi nizovi u odnosu na 7. Za dokaz Posledice potrebno je primetiti
da je |r| € RV7(p) ako i samo ako je |b] € RV,(p — 1).

Posledica 2.7.5. Neka je p € RVy(p), p € R, r(t) <0, t >ty i neka je

.r(n)

Za re§enja jednacine vaze sledeca tvrdenja:
(i) Ukoliko je p < 0, tada je M~ C Mgy;.
(ii) Ukoliko je p > 0, tada je M™ C Mgy;.

(ii) Ukoliko je p = 0, tada je M = Mgy;.

Posledica 2.7.6. Neka je p € RVL(p), p # 0, r(t) < 0,t > to, za neko to € ¢,
ir| € RVE(p) i vazi (259).
(i) Ako je p <0, tada je Mt = Mpgy; (—p/a) @ M~ = Mgy, .
(ii) Ako je p >0, tada je M~ = Mpy; (—p/a) i M™ = Mgy;.
Naredna tvrdenja su posledice tvrdenja dokazanih u Poglavlju 2.5l Naime, uz pretpo-
stavke da su nizovi p = {p(n)}nen, 1 |7| = {|r(n)|}nen, pravilno promenljivi nizovi u
odnosu na 7 odredenog indeksa regularnosti i r eventualno jednog znaka, dobijeni rezultati

¢e biti primenjeni na polulinearnu diferencnu jednacinu (2.81)), dajuéi asimptotske formule
za SV 1 RVy (—p/a) resenja ove jednacine.

Koristi¢emo sledece reprezentacije pravilno promenljivih nizova u odnosu na 7 :
p(n) = 7(n)’ly(n), |r(n)| = 7(n)"l.(n),n € Ny,
gde su l,,l, € SV;. U nastavku su date posledice Teorema—
Posledica 2.7.7. Neka je p € RV(p), p # 0, r je eventualno negativan niz, tako da
je |rl € RV(p) i uslov je ispunjen. Svako resenje x € SV jednacine

zadovoljava:
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2.7. Polulinearna diferencna jednacina

i) Ako je Z ® 1 (r(n)/p(n)) = oo, tada

(2.86) x(n) = exp ((1 + 0(1))@ i o1 (%) > , M — 00.

k=1
Osim toga, ako je p < 0, tada je MZ~™ = MZ,, = MZS%, dok u slucaju kada je
p >0 vazi MZT = MZ;’OO =MZsy; .

(17) Ako je ZCD (n)/p(n)) < oo, tada je

n=1

(2.87) z(n) = N - exp ((1 + 0(1))ﬁ Z ot (222)) , L —% 00,
k=n

gde je N = lim z(n) € (0,00). Osim toga, ako je p < 0, tada je MZ~ = MZz , =
n—oo 5
MZgy;, dok w slucaju kada je p >0 vazi MZ* = MZj, ,, = MZgyy; - Stavige,

(2.88)

- =o(l), n = oo.
LN —a(y

Posledica 2.7.8. Neka je p € RV (p), p # 0, r je eventualno pozitivan niz takav da je
da je |r| € RVy(p) i vazi (2.85). Svako resenje x € SV7, jednacine (2.81) zadovoljava:

i) Ako je ZCI)_l (r(n)/p(n)) = oo, tada x zadovoljava (2.86)). Osim toga, ako je

n=1
p <0, tada MZg,,; C MZ],

00,0’

dok u slucaju kada je p > 0 vazi MZg,; € MZj

(17) Ako je g ®~1 (r(n)/p(n)) < oo, tada x zadovoljava (2.87), gde je N = lim x(n) €
n—oo
n=1

(0,00). Osim toga, ako je p < 0, tada MZg,, = MZE}O, dok u slucaju kada je p > 0,
vazi MZgy; = MZy . Stavise, vazi ([2.85)).

Posledica 2.7.9. Neka je p € RVy(p), p # 0, r je eventualno negativan niz takav da je
|| € RVZ(p) i vazi (2.85). Svako resenje x € RVy (—p/«a) jednacine (2.81) zadovoljava:

= 00, tada je
(2.89) z(n) ! exp | (1+ 0(1) nZi r(k)
* = 1 X 7
p(n)= q”/“ — 1) i pk)

Stavise, ako je p < 0, tada MZ" = MZZ, , = MZgy; (—p/a), dok u slucaju kada
je p >0 vazi MZ™ = MZgy = MZgy; (—p/a).
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2. Polulinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda

(i)

Ako je Z r(n) < 00, tada u slucaju kada je p < 0, vazi
— q

« q"p(n)

(2.90) z A+Z< ) exp ((1+0(1))a@<1iqp/a)zrj,>>,n—>oo,
=k

za neko A € (0,00), m € N i MZ" = MZZ, 5 = MZgy; (—p/a), dok u slucaju
p >0, vazi

(291) z(n)=3 (1%) Cexp ((1 +o) g i 7 Z r@) . — 00,

k=n —r p(j)

i MZ™ = MZ, p = MZgy; (—p/a), gde je N =limy_,o |z1Y(n)]. Osim toga,

L)
LOW —aT(n)

(2.92) o(1), t = oo.

Posledica 2.7.10. Pretpostavimo da je p € RV (p), p # 0, r je eventualno pozitivan
tako da je |r| € RVy(p) i vazi (2.85). Svako resenje x € RVy (—p/«a) jednacine (2.81))

zadovoljava:

(ii

) Ako je Zl q:}(;(?l)

= 00, tada vazi (2.89). Stavise, ako je p < 0, tada

n=1
MZgy; (—p/a) C MZZ, o, dok ako je p >0, tada MZgy; (—p/o) € MZq o

< 00, tada u slucaju p < 0 vazi ([2.90) i MZZL, 5 = MZgy; (—p/ ),

dok u sl;éaju p >0 wvazi [2.91) i MZg p = MZgyy (—p/a). Osim toga vazi (2.92)).

Sledeéa posledica Teoreme 4.2. daje asimptotsku formulu za sporo promenljivo resenje

u odnosu na 7 jednacine ([2.81)), sa koeficijentima takvim da je p(n) = ((¢ — 1)¢")~*, n €
Ny i 7(n) proizvoljan niz koji je eventualnio pozitivan ili eventualno negativan.

Posledica 2.7.11. Neka je p = {((¢ — 1)¢")"*},en, © neka je r eventualno jednog znaka.
Pretpostavimo da postoji opadajuci niz {o(n)}nen, koji konvergira ka 0 kada n — oo i
koji zadovoljava

o0
q”o‘Zr , N — 00.

n

k=
(1) Ako je Zq"@‘l (Z r(k)) = 00, tada jednacina (2.81)) ima sporo promenljivo
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2.7. Polulinearna diferencna jednacina

Stavice, ako je r eventualno negativan, tada x € MZg, dok ako je b eventualno
pozitivan, tada x € MZ;’O.

(1i) Ako je Zq"q)’l (Z r(k)) < 00, tada jednacina (2.81) ima sporo promenljivo

n=1 k=n
resenje {x(n)bysn, U odnosu na T, za neko ng € N, tako da
ZNno ) 0 9

x(n) = Nexp (—(1 +o(1))(g—1) quq)_l <Z r(g))) , M — 00,
k=n

J=k

gde je N = lim,,_,o x(n). Osim toga, ako je r eventualno negativan, tada x € MZ% o,
dok ako je r eventualno pozitivan, tada x € I\\/JIZEO.
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Glava 3

Sublinearna g-diferencna jednacina drugog

reda tipa Emden-Fowler

3.1 Uvod

U ovoj Glavi bi¢e razmatrana egzistencija i asimptotska svojstva neoscilatornih resenja
sublinearne ¢-diferencne jednacine drugog reda

(3.1) Dy(a(t)®a(Dy(2(t)))) = b(t)Ps(x(qt), te€q™, g¢>1

gde su a i B pozitivne konstante takve da je a > 81 a,b : ¢"° — (0,00) su g-pravilno
promenljive funkcije.

Jednacina (3.1)) je specijalan slucaj jednacine , u slucaju kada je T = ¢ i
f = &3, koja je u dosadasnjoj literaturi razmatrana u radovima [3, 4, 5]. U nave-
denim radovima neoscilatorna resenja su podeljena u disjunktne klase (videti )
na osnovu asimptotskih ponasanja u beskonaé¢nosti i dobijeni su potrebni i/ili dovoljni
uslovi za egzistenciju reSenja u odredenim klasama. Odredivanje uslova za egzisten-
ciju strogo opadajucih i strogo rastucih resenja vrlo ¢esto nije jednostavno i njihovo
utvrdivanje zavisi od toga da li se razmatra polulinearna, sublinearna ili superlinearna
jednacina. Za sublinearnu jednac¢inu potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo
rastuc¢ih resenja su utvrdeni, ali egzistencija strogo opadajué¢ih resenja je poznata samo u
odredenim slucajevima ponaSanja koeficijenata a i b i predstavlja otvoren problem u pre-
ostalim mogucim slucajevima. Osim toga, jos jedan od nereSenih problema u dosadasnjim
istrazivanjima jeste odrediti asimptotske reprezentacije strogo opadajucih i strogo rastucih
reSenja u beskonacnosti.

Jedan od ciljeva ove doktorske disertacije jeste odrediti potrebne i dovoljne uslove
za egzistenciju strogo opadaju¢ih resenja, kao i asimptotske formule strogo opadajuéih
i strogo rastu¢ih reSenja, uz pretpostavku da su koeficijenti posmatrane g-diferencne
jednacine g-pravilno promenljive funkcije, koris¢éenjem svojstava g-pravilno promenljivih
funkcija. Dokazi ovih tvrdenja bazirani su na Knasterovoj teoremi o fiksnoj tacki [II, Teo-
rema 5.2.1] na parcijalno uredenom Banahovom prostoru, pri ¢emu su skupovi na kojima
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

se pomenuta teorema primenjuje opisani uz pomo¢ karakteristicnih svojstava g-pravilno
promenljvih funkcija.

Teorema 3.1.1 (Knasterova teorema o fiksnoj tacki). Neka je X parcijalno ureden Ba-
nahov prostor sa uredenjem < . Neka je M podskup skupa X sa sledecim osobinama:
mfimum skupa M pripada skupu M i svaki neprazan podskup skupa M ima supremum
koji pripada skupu M. Neka F : M — M rastuéa funkcija, tj. x <y implicira Fx < Fy.
Tada preslikavanje F poseduje fiksnu tacku v skupu M.

U prvom poglavlju bi¢e objedinjeni postojeéi rezultati o potrebnim i dovoljnim uslovima
za egzistenciju resenja pojedinih klasa neoscilatornih reSenja. U narednim poglavljima
bi¢e razmatrana najpre egzistencija, a potom asimptotska reprezentacija najpre strogo
opadajuc¢ih, a zatim i strogo rastucih resenja. Nakon toga C¢e biti izvrsena kompletna
klasifikacija g-pravilno promenljivih resenja. Dobijeni rezultati bic¢e ilustrovani primer-
ima. Dobijeni rezultati mogu se smatrati g-analogom rezultata u neprekidnom slucaju
[, 66, 67, [72], [73), [74., [76], [79], [82] ili u diskretnom slucaju [2] 24 (57, 5§].

Prikazani rezultati Poglavlja[3.3 i[53 publikovani su u radu [65].

3.2 Kilasifikacija eventualno pozitivnih resenja

U ovom poglavlju bi¢e objedinjeni dokazani rezultati o potrebnim i dovoljnim uslovima za
egzistenciju resenja jednac¢ine (3.1)) u pojedinim klasama. Rezultati dokazani u radovima
[3, 4, [5] bi¢e primenjeni na jednacinu ((3.1)).

Resenja skupa M~ se mogu podeliti u sledece tri klase u odnosu na asimptotsko
ponasanje reSenja i njegovog kvazi-izvoda:

M~ = Mj UM 5 UMg,,.

Egzistencija opadajucih resenja bice okarakterisana konvergencijom integrala:

(3.2) I, = /loo (ﬁ /:Ob(s) dqs)a d,t
(3.3) Ty = /1 T ae) ( /q too (%) dqs>6 dt

Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju resenja klasa M 1 Mlj  za dinamicku jednacinu
(1.17) na proizvoljnoj vremenskoj skali su dati u radovima [3,5]. U nastavku su navedeni
ovi rezulatati za g-diferencnu jednacinu (3.1)).

Teorema 3.2.1. [3, Teorema 4.1] Postoji resenje jednacine (3.1) u klasi Mg ako i samo
ako 1, < oo.

Teorema 3.2.2. [O Teorema 2.1, Teorema 2.3] Postoji resenje jednacine (3.1) u klasi
My 5 ako i samo ako Jg 4 < oo.
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Kao posledica navedenih tvrdenja i ¢injenice da je M~ # (), vaziée sledece tvrdenje:
Teorema 3.2.3. Za jednacinu (3.1)) vaze sledeéa turdenja:
(i) Ako I, = o0 i Jgq = 00, tada M~ = M, # (;
(i) Ako I, = 00 i Jgy < 00, tada M~ = My 5 UMy, pri cemu je Mg 5 # 0;
(i4i) Ako I, < 00 i Jgq = 00, tada M~ = My, UMgp, pri cemu je My # 0);
)

(iv) Ako I, < 00 i Jgg < 00, tada je My # () i My 5 # 0;
Osim toga, za resenja klase M5 vazi da je
(3.4) z(t) ~ ¢, t = o0,

gde je ¢ pozitivna konstanta. ReSenja klase M, 5 imaju sledecu asimptotsku reprezentaciju

> d
x(t)wc/ qsl,t—>oo,
t a(s)a

gde je ¢ pozitivna konstanta. Medutim, u dosadasnjoj literaturi nije odredena asimptotska
reprezentacija strogo opadajucih resenja, te ¢e to biti jedan od zadataka ove doktorske
disertacije.

Analogno, resenja skupa M* se mogu podeliti u sledece tri klase:

M* = Mj; UMY , UMZ .

o0,

Egzistencija rastucih reSenja bice okarakterisana konvergencijom integrala:

(3.5) K, — /1 N (ﬁ /1 b(s) dqs); dt,
/loo b(t) (/lt (@) dqs>6 dyt.

Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju resenja za svaku od navedene tri klase, za
dinamicku jednaé¢inu ([1.17)) na proizvoljnoj vremenskoj skali su dati u radu [4]. U nastavku
su navedeni ovi rezulatati za g-diferencnu jednacinu (3.1J).

(3.6) Hy

Teorema 3.2.4. [4, Teorema 3.1] Postoji resenje jednacine ([3.1)) u klasi M}, ako i samo
ako K, < oo.

Teorema 3.2.5. [4, Teorema 3.2, Posledica 5.1 (ii),(iv)] Postoji resenje jednacine (3.1)
u klasi MY, p ako i samo ako Ko = 00 i Hg < o0.

Teorema 3.2.6. [4, Teorema 3.2, Teorema 6.1, Teorema 6.3] Jednacina (3.1)) ima resenje
u klasi M . ako i samo ako Hz = K, = occ.

00,00

Kao posledica navedenih tvrdenja i ¢injenice da je M # (), vaziée sledeca teorema.
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

Teorema 3.2.7. Za jednacinu vazi sledece:

(1) Ako Ko =00 i Hg = oo, tada Mt = MZ,  # 0;
(i1) Ako Ko = o0 i Hg < 0o, tada Mt = M, 5 # 0;
(iii) Ako K, < oo i Hg = 0o, tada Mt = M} # 0);
(iv) Ako K, < 0o i Hg < oo, tada je Mt = ML # ().

Takode, za resenja klase M}, vazice (3.4), dok ¢e za resenja klase I\\/JI;“O p vaziti

t
d
a:(t)wc/ —qsl,t—>oo,
1 a(s)a

za neku pozitivnu konstantu c. Odredivanje asimptotske reprezentacije strogo rastuc¢ih
reSenja bice jedan od nasih zadataka.

Na osnovu navedenih rezultata primecujemo da su odredeni dovoljni uslovi za egzis-
tenciju resenja klase M, ali samo u jednom od moguca cetiri razlicita slucaja medusobne
konvergencije i divergencije integrala I, i Jz4, u slucaju kada oba integrala divergiraju.
Sa druge strane, odredeni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju resenja klase MY, .
U nastavku, pod pretpostavkom da su koeficijenti jednacine g-pravilno promenljive
funkcije, bice resen otvoren problem egzistencije resenja klase M, u svakom od preostala
tri slucaja, kada je bar jedan od integrala I, i Jg, konvergentan. Stavise, bi¢e utvrdeni
potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju resenja klase M . Zatim ¢e biti odredene asimp-
totske formule resenja klasa Mg, i MY,  uz pomo¢ karakteristicnih svojstava g-pravilno
promenljivih funkcija.

3.3 Egzistencija strogo opadajucih resenja

U ovom poglavlju pretpostavljeno je da su koeficijenti u jednacini (3.1]) g-pravilno pro-
menljive funkcije, tj. a € RV,(A),b € RV, (1), A\, p € R i da su predstavljeni u sledecem
obliku

(3.7) a(t) = tMu(t), b(t) = t'ly(t), la,ly € SV,

Posmatrana su ¢-pravilno promenljiva strogo opadajuca resenja jednacine (3.1)) izrazena
u obliku

(3.8) () = t°0,(¢), £y € SV,

Slicno neprekidnom i diskretnom slucaju, asimptotska svojstva pozitivnih reSenja
jednacine (3.1f) zavise od konvergencije integrala

]a:/ ot :/ a0, (1) wd,t.
1 a(t)a 1
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3.3. Egzistencija strogo opadajucih resenja

Shodno tome, bi¢e razmatrani slucajevi A < «, koji obezbeduje divergenciju integrala I,
i A > «a, koji obezbeduje konvergenciju integrala I,, dok ¢e slucaj A = « biti iskljucen iz
razmatranja. U slucaju A = « konvergencija integrala I,, u opstem slucaju, nije odredena.

Pre svega, odredimo intervale indeksa regularnosti strogo opadajucih resenja jednacine
(3-1) pod navedenim pretpostavkama.

I sluéaj A < a: Pretpostavimo da postoji strogo opadajucée g-pravilno promenljivo reSenje
jednacine ([3.1)) predstavljeno u obliku (3.8). Indeks regularnosti p ovakvog resenja, na
osnovu Teoreme (i), zadovoljava uslov p < 0. U slucaju p = 0, kako je lim;_,o, 2(t) =

lim; o £,(t) = 0, x je netrivijalno g-sporo promenljivo resenje. Stoga, skup strogo
opadaju¢ih g-pravilno promenljivih resenja moze se podeliti na sledec¢e dve klase
(3.9) Roo = ntr — Mg, UMg(p), gde je p <O0.

IT sluéaj A > a: Definisimo opadajuéu funkciju 7 : ¢ — (0, 00) na sledeéi nacin

* dys
(3.10) m(t) = / 7 te g
t a(s)a

Primenom ¢-Karamatine integracione teoreme, vazice sledeca asimptotska relacija

=
12

=21,
Na osnovu Teoreme (vid) zakljucuje sedam € RV, (1 — A\/a) . Primenom g-Lopitalovog
pravila, za svako ¢-pravilno promenljivo strogo opadajuée reSenje x jednacine ({3.1f), vaziée

(3.11) m(t) ~ C(8) "=, t — oo

(3.12) Jim 25 = Jim (~Dyr(t)a(t)* = Jim [0+ =0,
te se zakljucuje da indeks g-regularnosti resenja « zadovoljava p < 1 — A\/a. Skup strogo

opadajuc¢ih RV, resenja se moze podeliti u dve klase
A

_ , A
_> UMpy(p), gdejep<1-— P

(3.13) Roo = ntr — Mgy, (1 -

Egzistencija strogo opadajucih resenja jednacine (3.1)) u slucajevima I i IT bi¢e opisana
konvergencijom (ili divergencijom) integrala I, definisanog u (3.3)) i integrala

b= [ ( [ d) i

Napomenimo da pod pretpostavkom da su koeficijenti a i b jednacine (3.1)) g-pravilno
promenljive funkcije postoji konstanta 6 tako da vazi

o[ o) o) oo foo ([ () ) a1

te zakljucujemo da Jz, < oo ako i samo ako Jg < oo. Naredna lema daje potrebne i do-
voljne uslove za konvergenciju pomenutih integrala, pod pretpostavkom da su koeficijenti
jednacine (3.1)) g-pravilno promenljive funkcije.
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

Lema 3.3.1. Neka je a € RV, (A\), A# a ibe RV, (1).

(1) Neka je A < a. Tada I, < oo ako i samo ako je ispunjen jedan od sledeéih uslova

(3.14) p<A—a-—1

ils

(3.15) p=A—a—1i / (ta(t)~"b(t))w dgt < oc.
1

(17) Neka je A > a. Tada Jg < oo ako i samo ako je ispunjen jedan od sledeéih uslova

(3.16) u<ﬁ(§—1>—1
ili
(3.17) =0 (g — 1) — 1 /loo b(t)m(t)? dyt < oo,

gde je funkcija 7 definisana u (3.10)).

Dokaz: (i) (=:) Iz pretpostavke da I, < oo sledice da je [~ b(t)d,t < oo, te na
osnovu g-Karamatine integracione teoreme vazic¢e da je u < —1.

Dokazac¢emo da je slucaj p = —1 nemoguc. Zaista, iz u = —1 sledice da je ftoo b(s)dys
g-sporo promenljiva funkcija. Kao posledica toga, iz konvergencije integrala I, i Teoreme
proizilazi da je A > «, §to je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.

Stoga, mora vaziti da je p < —1 1

(3.18) /too b(s)dys ~ _[;H—:_l]qﬁb(t), t— 0.

Daljom primenom ¢-Karamatine integracione teoreme sledi¢e da je

9] p=A+1 é
(3.19) I, N/ (S—€ (s)lﬁb(s)> dys, t— o0.
t

—[p+ 1]q !

Konvergencija integrala [, implicira da je ¢ < A — a — 1. Odavde zakljucujemo da ce
vaziti (3.14) ili (3.15)).

(«<=:) Pretpostavimo da je ispunjen uslov (3.14). Odatle ¢e slediti da je u < —1, te ¢e
na osnovu ¢g-Karamatine integracione teoreme vaziti (3.18]), a potom i (3.19)). Uslov (3.14])

dozvoljava primenu g-Karamatine integracione teoreme pri integraciji u (3.19)), nakon cega
se zakljucuje konvergencija integrala I,,.

Neka je ispunjen uslov (3.15). Analogno kao u prethodnom paragrafu slediée da je
p < —1, te ¢e na osnovu g-Karamatine integracione teoreme vaziti (3.19)). Uslov ([3.15])
implicira konvergenciju integrala na desnoj strani relacije (3.19)), a samim tim i integrala
I,.

(7i) Analognim postupkom dokazuju se potrebni i dovoljni uslovu za konvergenciju
integrala Jg. [
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3.3. Egzistencija strogo opadajucih resenja

U narednoj teoremi odredeni su dovoljni uslovi za egzistenciju strogo opadajué¢ih
reSenja. Napomenimo da se ovi uslovi razlikuju od dovoljnih uslova za egzistenciju resenja
klase M datih u Teoremi (7). Naime, prema Teoremi (1) pod pretpostavkom
da su integrali I, i Jp istovremeno divergentni, vazi da je M, # (), dok ¢e u narednoj
teoremi biti dokazana egzistencija strogo opadajucih resenja pod pretpostavkom da je bar
jedan od ovih integrala konvergentan.

Teorema 3.3.1. Neka je a € RV, (N), A # o ibe RV, (). Ukoliko je ispunjen jedan od
sledecih uslova

(i) 1, =00 i1, < o0;
(i) 1, < oo i Jg < o0,

postoji resenje x € Ma,o jednacine (3.1)), t. Ma,o # 0.

Primetimo da uslov (i) Teoreme implicira divergenciju integrala .Jg. Stoga, na
ovaj nacin bi¢e dokazana egzistencija strogo opadajucih resenja pod pretpostavkom da je
ispunjen uslov Teoreme [3.2.3] (¢ii). Osim toga, uslov (ii) Teoreme implicira egzis-
tenciju strogo opadaju¢ih resenja bez obzira na konvergenciju ili divergenciju integrala
I,. Na taj nacin dokazana je egzistencija resenja klase M, pod pretpostavkama Teoreme

(@) 1 (iv).

Da bismo dokazali prethodnu teoremu, dokazimo najpre neka pomocna tvrdenja.

Teorema 3.3.2. Neka jea € RVy(N) ib € RV, (n). Ukoliko je ispunjen jedan od sledecih
uslova

() A<a i BII);
(i) A>a i (B10),

postoji resenje x € M&,o jednacine (3.1)), t. M(Io # 0.

(3.20)

Dokaz: Primenom Knasterove teoreme o fiksnoj tacki bi¢e dokazano da operator

(3.21) (Fa)(t) = /t h (% / b (qu)’ dqu)é dys, t € [to, 50),,

gde je ty € ¢"°, ima fiksnu tacku na odredenom podskupu parcijalno uredenog Banahovog
prostora, koji ¢e biti opisan koris¢enjem funkcije

(3.22) X () = (mtoHa(t) " b(t) 77, te g,
de i B g’ )
B )l — Da+ N, |
ptl-A+a
(3.23) Ry
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

Pomenuta fiksna tacka bi¢e strogo opadajuée resenje jednacine (3.1). Sa ovim ciljem,
najpre dokazimo da funkcija X; zadovoljava slede¢u integralnu jednacinu

(3.24) X(t) ~ /t N (@ / () X (qu)”? dqu)a dys, t — oo

Primenom (3.7)) i (3.23) X; se moze predstaviti u obliku
(3.25) Xi(t) =" (mla(t) " (1)), t €,

odakle na osnovu Teoremem (1) zakljuéujemo da je X; ¢g-pravilno promenljiva funkcija
indeksa regularnosti p, te ¢e na osnovu Teoreme [1.4.1] (i) zadovoljavati

(3.26) Xi(qt) ~ ¢ Xy (t), t — 0.

Svaka od pretpostavki (i) ili (¢7) implicira da je p+ pf+1 = (p — 1)a+ X < 0. Stoga,
ispunjeni su uslovi za primenu Teoreme (77) pri narednoj integraciji, ¢ija primena,
uz koriséenje (3.26)), implicira

th(t) X1 (1), t — o0.

o0 8
q°
(3.27) / b(5)X1(gs)? dos ~
¢ ! —[(p = D+ A
Svaka od pretpostavki (i) ili (i) takode implicira da je p < 0, te je pri narednoj integraciji
ponovo dozvoljena primena ¢-Karamatine integracione teoreme, koja uz primenu (3.27))
dokazuje da X; zadovoljava zeljenu asimptotsku relaciju

[ (ot [somtmran) oo ~ [ (g Y

77 AUONE
(—(—[p]q)"[(p—l)a+A]q ) > Xi(t)

= Xl(t), t — 00.

Q[

Dakle, postoji ty € ¢ tako da je

(3.28) Xl;” < /t N (% / " b(u) X (qu)? dqu)i dys < 2X,(8), 1 € [to, 00),.

Neka je takvo t, fiksirano i izaberimo konstante 0 < k < 1 i K > 1 tako da je
(3.29) k<2Fa i K>2w7.

Posmatrajmo prostor X' funkcija f : [tg, 00), — R takvih da je lim;,, f(#) = 0, opremljen
supremum normom

LAl = sup [f(2)].

tE[to,OO)q

Skup ogranicenih realnih funkcija, obezbeden supremom normom je kompletan. Neka je
f=2ge f(t) <g(t), te to,o0)
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3.3. Egzistencija strogo opadajucih resenja

uredenje na skupu X'. Uoc¢imo podskup €2 ovog parcijalno uredenog Banahovog prostora
(3.30) Q={r e X kXi(t) <z(t) < KXi(t), t € [ty,00),}-

Za svaki podskup M C € oc¢igledno vazi inf M € Q isup M € (). Pokazacemo da operator
F definisan na skupu €2 sa (3.21)) poseduje fiksnu tacku na skupu 2. Naime, operator F
ima sledec¢e osobine:

(1) Operator F slika Q@ u samog sebe: Neka je x € €. Koristeéi (3.28]), (3.29) i (3.30)
dobijamo sledece nejednakosti

(Fo)t) < K2 /t h (Ils) / " () X (qu)” dqu)i dys < K22X0(1) < KX (0),

Fow = 6 [ (5 wb(U)Xl(qU)ﬁqu)i s > K05 5 ),

za svako t > ty. Ovim je pokazano da Fx € (2, tj. FQ C €.

(i) Operator F je monotono rastuca funkcija: Oc¢igledno, za svako x,y € Q, x < y
implicira da je Fx <X Fy.

Sve pretpostavke Knasterove teoreme o fiksnoj tacki su ispunjene. Stoga, operator F
poseduje fiksnu tacku T € Q za koju vazi

(3.31) () = /t h (% / " b3 (qu)? dqu)a dys, t € [ty, 0),.

Jasno je da je T pozitivno resenje jednacine (3.1)) koje zadovoljava lim; ., Z(t) = 0.
Takode, zakljucujemo da = € M, obzirom da

0<—zlt@) = / b(s)2(gs)’ dys < Kﬁ/ b(s)X1(gqs)? dys — 0, t— oo,
t ¢

gde integral na desnoj strani poslednje nejednakosti konvergira nuli kao ¢g-pravilno promenljiva
funkcija negativnog indeksa regularnosti. [

Teorema 3.3.3. Neka jea € RV, (N), A< aibe RV, (u). Ako je ispunjen uslov (3.15))
postoji resenje x € My, jednacine (3.1), tj. Mg, # 0.

Dokaz: Definisimo funkciju X, : ¢ — (0, 00)
Xo(t) = (mHa(t)*7 , t € g™,

gde je

o = i Hy(t) = /too (sa(s)’lb(s))i dys, t € q.

73



3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

Dokazimo da funkcija X, zadovoljava asimptotsku relaciju (3.24). Primetimo da je na
pretpostavke (3.15) sledi da Hy € ntr — SV,, tj. X, € ntr — SV,. Stoga, primenom
Teoreme [1.4.4] (ii) pri integraciji na [t,00) dobija se

/ b(s)Xo(qs)’ dys = / AT (5) Xa(gs)P dys ~ 0(1) X (qt)?, t — oo
t t -

Primenom dobijene asimptotske relacije i Teoreme (1), dokazuje se da X5 zadovoljava
zeljenu asimptotsku relaciju:

/ﬁ(ﬁ/ﬁb@)quu)ﬂdqu)idqs v [ () ) Xalas) e

- / (D, Ho(s)) (1 Holgs)) 727 dys

= (i Ha(t)7F = Xo(t), t — o0,

Dalje, postupajuci isto kao u dokazu Teoreme [3.3.2] menjajuéi X; sa Xs, egzistencija
resenja T € My, jednacine (3.1)) takvog da

(3.32) EXo(t) < Z(t) < KXs(t), za dovoljno veliko t,

moze se pokazati primenom Knasterove teoreme o fiksnoj tacki na operator F definisan

sa (B21). O

Teorema 3.3.4. Neka je a € RVy(N), A > a ibe RV, (u). Ako je ispunjen uslov (3.17)),
onda postoji resenje x € My, jednacine (3.1), tj. Mgy # 0.

Dokaz: Neka je

1

(3.33) Xs(t) = m(t) (nsHs(t))=7 , t €,

gde je
=g ) = / b(s)m(s)” dt
t

i funkcija 7 je definisana u (3.10). Dokazatemo da X3 zadovoljava asimptotsku relaciju
3.24)). Primetimo da H3 € ntr—SV,, na osnovu pretpostavke (3.17). Primenom Teoreme
1.4.3| (i) dobijamo

[ otas) s = [ bl (i) dos

ag 25 [T 8
~ g7 B/ (—DyHj(s)) Hs(qs)=7 dys
t

g sa—f3 _a P
~ Ui o Hj(t)s=7 = (n3H3(t))>7 , t — oo,



3.4. Asimptotska reprezentacija RV,—strogo opadajucih resenja

odakle dalje sledi

/too (% /:O b(u) X5 (qu)" dqu); ~ /too (s‘*éa(g)—l(773}[3(5))a‘”)(i dys

ta _1 1
~ W&(t) o (nsHz(t)) =7
alg
1
~ W(t)(’f]gHg(t))a*B = Xg(t), t — o0.
Ponavljajuéi postupak iz dokaza Teoreme [3.3.2] menjajué¢i X; sa X3, primenom Kna-

sterove teoreme o fiksnoj tacki na operator F definisan sa (3.21)), pokazuje se da postoji
r € My, takvo da

(3.34) kXs3(t) < Z(t) < KX3(t), za dovoljno veliko ¢. [

Primenom Teorema [3.3.2] - [3.3.4] dokazimo Teoremu [3.3.11

Dokaz Teoreme (1) Pretpostavka I, = oo implicira da je A < «a, dok Ce iz
pretpostavke I, < oo na osnovu Leme [3.3.1] (¢) biti ispunjen jedan od sledecih uslova

a) (3.14]), kada na osnovu Teoreme m (1) zakljucujemo da je My, # 0 ;
b) (3.15), kada na osnovu Teoreme zakljucujemo da je My, # 0 .

(i7) Pretpostavka [, < oo, implicira da je A > «, dok ¢e iz pretpostavke Jz < oo na
osnovu Leme [3.3.1] (44) biti ispunjen jedan od slede¢ih uslova

a) (3.16]), kada na osnovu Teoreme W (4) zakljucujemo da je Mg, # 0;
b) (3.17), kada na osnovu Teoreme zakljucujemo da je My, # 0. O

3.4 Asimptotska reprezentacija RV, ,—strogo opada-
juéih resenja

U ovom poglavlju bi¢e odredeni potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo opadajué¢ih
g-pravilno promenljivih resenja jednacine i bi¢e odredene asimptotske formule pome-
nutih resenja. Osim toga, bi¢e pokazano da sva g-pravilno promenljiva resenja istog
indeksa regularnosti imaju istu asimptotsku reprezentaciju.

U nastavku su navedena pomocna tvrdenja, koja ¢e biti potrebna kako bi se dokazali
glavni rezultati.

Lema 3.4.1. Neka je a € RV,(A), A < aib € RV, (). Svako resenje x € My NRV,(p),
p < 0 jednacine (3.1)) zadovoljava tacno jedno od sledecih turdenja

(1) p=07

(3.35) x(t) ~ (ﬁ)

U tom slucaju je p = A — a — 1.

Q=

/too st (Ea(s)_l&,(s)&,;(S)B)é dgs, t — o0.
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

(13) p je dato sa (3.23) i

A e Oa U R S
=(t) ((—[mq)a(—[(p—naw]q)) B 00

U tom slucaju je p < A — o — 1.

(3.36)

Dokaz: Neka je z € My, NRV,(p), p < 0 reSenje jednacine (3.1)) takvo da je x(t) > 0,
D,x(t) <0, t € [tg,00),, to € ¢"° i neka je takvo reSenje predstavljeno u obliku (3.8).

Kako je limy_,o. 2!11(¢) = 0, integraljenjem jednacine (3.1)) na intervalu [¢,00) i pri-
menom (3.7) dobija se

(337)  —al(r) = / b(s)2(gs)’ dys = ¢*° / S0, (5)E(g5)’ dys, t € [t0, 00),.
t t

Konvergencija nesvojstvenog integrala u jednakosti (3.37)), uz primenu ¢-Karamatine inte-
gracione teoreme, implicira da je +pB3 < —1. Dokazimo da se radi o strogoj nejednakosti.

Pretpostavimo da je u + p8 = —1. Tada se (3.37)) moze zapisati na slede¢i nacin
(3.38) — 2l () = q”ﬁ/ s (5)0,(qs)" dys = G(t), t € [tg,o0)q,
t

gde je G € ntr —SV,,, prema Teoremim (1) 1limy_, G(t) = 0. Iz poslednje jednakosti
sledice
G(t)

(3.39) — Dgx(t) = ®q/q (Tt)) ., t € [tg, 00)q.

Integraljenjem ([3.39)) na intervalu [t, o0) dobija se

(3.40) x@yzlm¢uac§g>dﬁ,teﬁmm%.

Konvergencija nesvojstvenog integrala u jednakosti (3.40) primenom ¢-Karamatine inte-

gracione teoreme implicira da je A > «, Sto je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.

Dakle, vazi nejednakost 4+ pf8 < —1. Primenom ¢-Karamatine integracione teoreme,

iz (3.37)) dobija se

8
(1] q” ptpB+1 B
—x(t) ~ t ly(t)l,(t)7, t— oo,
()~ g )
odakle ¢e dalje slediti
1
By =Dl ~ ( ¢’ ORI R
—[p+pB+1],

Integraljenjem asimptotske relacije (3.41]) na [t, c0) dobija se

qpﬁ
4 pB+ 1],

(3.42)  z(t) ~ (_[ )i /t T getesiio (Ca(5) " 0o(5)a(5)%) * dys, t— oo,
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3.4. Asimptotska reprezentacija RV,—strogo opadajucih resenja

Konvergencija nesvojstvenog integrala asimptotske relacije (3.42)) implicira slede¢e dve
mogucénosti:

(3.43) (a) ,u+p6+1—>\:_1; (0) P4 pB+1—A

0% «

< -1

Ukoliko vazi jednakost (a) Teorema (1v) implicira da je resenje x g-sporo promenljiva
funkcija. Asimptotska relacija (3.42)) dokazuje da resenje z tada zadovoljava asimptotsku
relaciju (3.35) idajeu=A—a—1.
Ukoliko vazi nejednakost (b), primena ¢g-Karamatine integracione teoreme u (3.42)) impli-
cira

pB , ptpB+1-—X

gat o

— [0 1] ([t p + 1))

(e}

Q=

(3.44)  a(t) ~

(Ca(t) (1) (qt)?) , t — 0.

Q=

Stoga, mora vaziti

p_u—l—pBJrl—)\
[0

(3.45) +1,

sto dalje implicira da je indeks regularnosti resenja = dat sa ([3.23)), kaoidaje uy < A—a—1.
Primenom (3.7), (3.23)) i (3.45)), iz (3.44) dobija se da je asimptotska formula resenja

r € RV,(p) data sa (3.36). O

Lema 3.4.2. Neka jea € RV,(A), A > a ib &€ RV, (u). Svako resenje v € My NRVy(p),
p <1—\a jednacine (3.1) zadovoljava tacno jedno od sledeéih tvrdenja

(1) p=1—=XAai

|~

q(lfg)gtl_g
X
-[1-2l,
U tom slucaju je p = (A\ao—1) — 1.

(13) p je dato sa (3.23)) i reSenje x zadovoljava (3.36). Tada je p < 5 (N ao—1) — 1.

Dokaz: Neka je x € My ,NRV,(p), p < 1 —% reSenje jednacine takvo da zadovoljava
uslove z(t) > 0, D,z (t) < 0, t > to za neko ty € ¢"° i neka je takvo resenje predstavljeno u
obliku . Analognim postupkom kao u dokazu prethodne leme zakljucuje se da resenje
x jednacine zadovoljava jednakost i da mora vaziti nejednakost p+ pf < —1.

Posmatrajmo najpre slucaj u+ pfB = —1. Ponavljajuci postupak iz dokaza Leme |3.4.1],
dobija se da resenje x zadovoljava integralnu jednacinu . Medutim, kako je A > «,
ispunjeni su uslovi za primenu Karamatine integracione teoreme pri integraciji u (|3.40)),
nakon cega se dobija da reSenje x u ovom slucaju zadovoljava asimptotsku relaciju (3.46]).
Osim toga, sledi¢e da je indeks regularnosti ovog resenja p = 1 — A/a, kao i veza izmedu
indeksa regularnosti koeficijenata jednacine p = 8 (A\/ao — 1) — 1.

@

(346)  a(t) ~ (fa(t)‘l /t Oos_lfb(s)ﬁz(qs)ﬂdqs) o
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

U drugom slucaju, ukoliko je u+ pfB < —1, analognim postupkom kao u dokazu Leme
[3.4.1] zakljucuje se da resenje = zadovoljava asimptotsku relaciju (3.42)). Kako je

1—A A
ppst <2<l
a «
primenom Teoreme [1.4.4] (i) u (3.42)) dobija se da resenje x u ovom slucaju zadovoljava

relaciju . Odatle ¢e slediti da je p dato sa , x zadovoljava asimptotsku formulu
B3G)ip<p Na—1)—1. O

U narednim tvrdenjima odredeni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju ¢g-pravilno
promenljivih resenja jednacine , za svaku od cetiri podklasa klase strogo opadajucih
reSenja navedenih u i . Takode, bi¢e pokazano da sva reSenja iz odredene
podklase imaju istu asimptotsku reprezentaciju. Potrebni i dovoljni uslovi za egzisten-
ciju g-pravilno promenljivih reSenja izrazeni su uz pomo¢ indeksa regularnosti ¢-pravilno
promenljivih koeficijenata.

Teorema 3.4.1. Neka je a € RV, (N\) 1 b€ RV, ().

(i) Neka je A < . Tada jednacina (3.1)) ima resenje x € RV, (p), gde je p < 0 ako i
samo ako vazi (3.14)).

(i) Neka je X\ > a. Tada jednacina (3.1) ima resenje x € RV, (p), gde je p <1 — N/«
ako i samo ako vazi (3.16)).

U oba slucaja p je dato sa (3.23)) i asimptotska reprezentacija takvog resenja odredena je
formulom (|3.36)).

Dokaz: Dokazac¢emo delove (i) i (i¢) simultano.
(=:) Neka je z € RV,(p) resenje jednacine (3.1) i neka je

A
(@) A<a i p<0 i (B A>a i p<1l——.
«

Primena Teoreme (#44), (iv), (vi) implicira da Y1 € RV, (A — a + ap). Kako svaki od
uslova (a) i (b) implicira da je p < 01 A — o+ ap < 0, sledice da je limy_,o z(t) =
limy_, oo 2! (t) = 0. Prema Teoremi m (77) resenje x ¢e biti eventualno monotono
opadajuca funkcija, te zakljucujemo da je z € M.

Ukoliko je ispunjen uslov (a), jedino slucaj () Leme3.4.1]je mogu¢ za resenje x, te je in-
deks regularnosti resenja x dat sa , 1 zadovoljava @]) i asimptotska reprezentacija
pravilno promenljivog resenja x indeksa p data je sa .

Ukoliko vazi (b) jedino slucaj (ii) Leme je mogué za reSenje x, odakle za-
kljucujemo da je indeks regularnosti resenja z dat sa , 1 zadovoljava prvi uslov
u i asimptotska reprezentacija pravilno promenljivog resenja x indeksa p data je sa
(13.36)).

(«:) Pretpostavimo da je jedan od uslova (i) ili (i) iz ispunjen. Primena
Teoreme implicira da je My, # (), ali i dokazuje da postoji resenje jednacine ,
x € (), koje zadovoljava integralnu jednacinu , gde je Q definisano u . Ostaje
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3.4. Asimptotska reprezentacija RV,—strogo opadajucih resenja

pokazati da je ovakvo resenje g-pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti p, gde
je p dato sa (3.23]). Na osnovu nacina definisanja skupa €2, sledi¢e

z(t) . ()
0 < liminf < limsu
o0 X1 (8) © pee’ Xa(t)

< 00,

gde je X; € RV,(p) definisano sa (3.22)) i zadovoljava asimptotsku relaciju (3.24). Pri-
menom generalisanog g-Lopitalovog pravila pokazuje se da je

1

Dx(t) , (a(t) Jb ’d 3)

= lim sup

e (#t) [ b(s) X1 (gs)? dq3>

. [ b(s)x(gs)’ dgs ); ( . b(t)z(qt)" )i‘
- ( t_mp ft X1 (gs)P dys - t—>oop b(t) X1 (qt)?

(gt) \
. r\q « B
< lim su = L«
- (Hoole(qt))

: x(t) .
L = limsu < lim sup ——*
t—>oop Xq(t) — t—>oop D, X (t)

Q=

Kako je f < «, zakljucujemo da je 0 < L < 1. Sliéno, pokazuje se da je

t
| = liminf 2 s ppra
t—o00 l(t)

te se zakljucuje da je 1 <[ < oo. Iz ovih razmatranja sledi¢e da je [ = L = 1, Sto znaci da
x(t) ~ Xq(t), t — oo,

Time je dokazano da je x g¢-pravilno promenljivo resenje jednacine (3.1) sa indeksom
regularnosti p i asimptotskom formulom datom sa ((3.36)). [

Teorema 3.4.2. Neka je a € RV,(N), A <aibe RV,(u). Jednacina (3.1)) ima resenge
r € Mgy Nntr — SV, ako i samo je zadovoljen uslov (3.15). Svako takvo resenje ima
sledecu asimptotsku reprezentaciju

a—pf o . 1 a3
(3.47) x(t) ~ sa(s) b(s)) > dys , t— o0.
( S ) ¢ ) ) -

Q I~

Dokaz: (=:) Neka je x € My, N ntr — SV, refenje jednacine (3.1). Tada, primenom
Leme [3.4.1] (i) zakljucuje se da vazi veza p = A — a — 1 izmedu indeksa regularnosti
koeficijenata jednacine @ i da resenje = ove jednacine zadovoljava asimptotsku relaciju
(3-35). U dokazu Leme [3.4.1 (i) pokazano je da ovakvo resenje zadovoljava asimptotsku
relaciju koja se moze predstaviti u slede¢em obliku

1 (0,()720(1)

3.48 Co(qt) ™% (—=Dyly(t)) ~
(3.48) (qt)7= ( (t)) i —ol)

, T — o0.

Q=
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

Integraljenjem (3.48) na [t,00) i primenom Teoreme [I.4.3] (i) zaklju¢ujemo

L [T 0 a0 s~ [ ) (D0 de

(—[A—aly)*
a—p3

Kako je na osnovu polazne pretpostavke lim; o &E(t)l_g = 0, zaklju¢ujemo da nesvo-
jstveni integral u poslednjoj asimptotskoj relaciji konvergira, tj. da je i drugi uslov u
ispunjen, kao i da je asimptotska reprezentacija resenja x data sa (3.47)).

(«<:) Neka je ispunjen uslov @ . Tada, na osnovu Teoreme postoji resenje
xz € My, koje zadovoljava i @ Postupajudi isto kao u dokazu prethodne
teoreme, moze se dokazati da je takvo resenje netrivijalno g-sporo promenljivo resenje

jednacine (3.1)) ¢ija je asimptotska reprezentacija data sa (3.47)). O

Teorema 3.4.3. Neka je a € RVy(N), A > a ibe RV, (n). Jednacina (3.1)) ima resenje
x € Mg Nntr—RV, (1 — N/ a) ako i samo je zadovoljen uslov (3.17). Svako takvo resenje
1ma sledecu asimptotsku reprezentaciju

), t— .

Y

(3.49) 2(t) ~ 7(t) <q(1—3)ﬁ a—p /t T b(s)r(s)? dqs) - , t— 00,

(%

gde je T funkcija definisana u (3.10))

Dokaz: (=:) Neka postoji resenje x € My (N ntr —RV,(1—\/a). Tada, na osnovu Leme
3.4.2| (i) zadovoljena je veza p = (1 — /) — 1 izmedu indeksa regularnosti koeficijenata
jednacine i reSenje x ove jednacine zadovoljava asimptotsku relaciju . Neka je
G definisano u . Pomenuta asimptotska relacija se tada moze transformisati u

_
_[1 - %]q

koja se dalje moze transformisati u asimptotsku relaciju

(3.50) lo(t) ~ l(t)"=G(t)=, t — oo,

1—-2

8
—G(qt) *D,G(t) ~ (_ﬁﬁ) U, (6) "5 1(8) ~ ¢ BBt (1)?, t — 0.

Integracijom dobijene asimptotske relacije na intervalu [t,00) i primenom Teoreme m
(1) dobija se

o
a—f3

Kako lim;_, G(t)l_g = 0, zakljucujemo da je drugi uslov u ispunjen. Iz asimp-
totske relacije (3.51)), primenom i ¢injenice da je —z!(t) ~ x(t)/m(t), t — oo dobija
se da je asimptotska reprezentacija za resenje x jednacine data sa .

(«<:) Neka je ispunjen uslov . Tada, primenom Teoreme m postoji resenje

jednacine (3.1) » € My, koje zadovoljava (3.31) i (3.34). Postupajuéi kao u dokazu
Teoreme pokazuje se da je ovo reSenje g-pravilno promenljiva funkcija indeksa reg-
ularnosti 1 — A/a, sa asimptotskom reprezentacijom datom sa (3.49). O

(3.51) Gt) e ~ q(l_i)ﬁ/ b(s)m(s)’ dys, t — oc.
t
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Naredno tvrdenje je posledica dokazanih Teorema [3.4.1] [3.4.2] i [3.4.3] Odredeni su
potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo opadajucih g-pravilno promenljivih resenja
izrazeni pomocu konvergencije integrala I, i J3.

Posledica 3.4.1. Neka je a € RVy(N), A # a i b€ RVy(n). Tada vaze sledeca turdenja
(i) Neka je I, = oo. Tada je Roy # 0 ako i samo ako I, < oo.

(44) Neka je I, < oo. Tada je Ryy # O ako i samo ako Jz < oc.

3.5 Egzistencija i asimptotska reprezentacija RV, —
strogo rastucih resenja

Kao u prethodnom poglavlju, pretpostavimo da su koeficijenti jednacine g-pravilno
promenljive funkcije predstavljene u obliku i posmatrajmo ¢-pravilno promenljiva
strogo rastuca reSenja jednacine izrazena u obliku . Razlikujemo slucajeve
A > ai < a. Najpre, odredimo intervale indeksa regularnosti strogo rastu¢ih ¢-pravilno
promenljivih resenja jednacine .

I sluéaj A\ < a: Definigimo rastuéu funkciju P : ¢"° — [0, c0) na slede¢i nacin

(3.52) P(t) = /j%, teqh.

Primenom ¢-Karamatine integracione teoreme, vazice sledeca asimptotska relacija

tl_% 1
Wga(t)_a, t — oo.
a-q

Na osnovu Teoreme [1.4.2] (vii) zakljucuje se da P € RV, (1 — A/a). Pretpostavimo da
postoji strogo rastuce g-pravilno promenljivo resenje = jednacine (3.1)), predstavljeno u
obliku (3.8]). Primenom ¢-Lopitalovog pravila, za svako takvo resenje jednacine (3.1
vazice

(3.53) P(t) ~

(3.54) tim 20 i Dyx(t)a(t)s = lim (z11(t))» = oo,

t—o00 P(t) t—o00 t—o0

te se zakljucuje da indeks g-regularnosti resenja = zadovoljava p > 1 — A/a. Skup strogo
rastu¢ih RV, resenja jednacine (3.1)) se moze podeliti u dve klase

A A
(3.55) R 00 = ntr — My, (1 - a) UMy, (p), gde je p>1— o

IT slucaj A > a: Neka je x strogo rastuce g-pravilno promenljivo resenje jednacine ((3.1)).
Indeks regularnosti p ovakvog resenja na osnovu Teoreme (11) zadovoljava uslov
p > 0. U slucaju p = 0, kako je limy_, z(t) = limy_,, £,.(t) = 00, = je netrivijalno g-sporo

81



3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

promenljivo reSenje. Stoga, skup strogo rastuc¢ih g-pravilno promenljivih resenja moze se
podeliti na sledec¢e dve klase

(3.56) RY oo = ntr — M, UMF,(p), gde je p > 0.

U Teoremim (7) odredeni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo rastucih
reSenja jednacine . Medutim, u nastavku ¢emo odrediti potrebne i dovoljne uslove
za egzistenciju ¢-pravilno promenljivih strogo rastuéih resenja za svaku od cetiri klasa
reSenja navedenih u i i odrediti njihove asimptotske formule. Pokazac¢emo da
su, pod pretpostavkom da su koeficijenti jednacine (3.1]) g-pravilno promenljive funkcije,
potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo rastu¢ih ¢-pravilno promenljivih resenja
isti kao potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo rastuéih resenja. Stavise, bice
dokazano da sva g-pravilno promenljiva resenja odredenog indeksa regularnosti imaju
istu asimptotsku formulu kada ¢ — oo, gde je indeks regularnosti odreden konstantama
a1 f 1indeksima regularnosti A i p koeficijenata jednacine .

Kao sto smo ve¢ videli, potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo rastuc¢ih resenja
odredeni su divergencijom integrala K, i Hg definisanih u i . Naredna lema
daje potrebne i dovoljne uslove za divergenciju ovih integrala, pod pretpostavkom da su
koeficijenti jednacine (3.1]) g-pravilno promenljive funkcije odredenih indeksa regularnosti.

Lema 3.5.1. Neka je a € RV (A), A # a i be RV,(n).
(i) Neka je A < a. Tada Hp = oo ako i samo je ispunjen jedan od sledeéih uslova
A
(3.57) /L>ﬁ(——1>—1
o
ili
A Y 8
(3.58) w=_p o 1)—14 b(t)P(t)” d,t = oo,
1

gde je funkcija P definisana u (3.52)).

(ii) Neka je A > a. Tada K, = oo ako i samo ako je ispunjen jedan od sledecih uslova

(3.59) w>A—a—1

s

(3.60) p=XA—a—1i / (ta(t)"'b(t))w dgt = oc.
1

Dokaz: (i) (=) Iz pretpostavke da je A < « sledic¢e da vazi (3.53)), te je

B
t s 1 1 t
(3.61) / b(s) / ——du | dgs~ —ﬁ/ s‘““(l_%)ﬁla(s)_glb(s) dys, t — o0.
1 1 a(u)a [1—§}q 1
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Kako je Hg = o0, integrali u navedenoj asimptotskoj relaciji divergiraju kada ¢ — oo.
Na osnovu ¢g-Karamatine integracione teoreme zakljucujemo da je onda ispunjen jedan od
uslova ili (3.58)).

(«<:) Iz pretpostavke da je A < « sledic¢e da vazi , a posledicno i . Kako
je ispunjen jedan od uslova (3.57)) ili (3.58)), zakljué¢ujemo da integral na desnoj strani
asimptotske relacije tezi ka beskonacnosti kada t — oo, a odatle je i Hg = 00.

(74) Analognim postupkom, kori¢enjem g-Karamatine integracione teoreme, dokazuju
se potrebni i dovoljni uslovu za divergenciju integrala K. [

U nastavku su dokazane pomoc¢ne leme koje ¢e biti koris¢ene pri odredivanju asimpto-
tske reprezentacije g-pravilno promenljivih strogo rastucih resenja.

Lema 3.5.2. Neka je a € RV, (M), A > a ib e RV, (). Resenje x € M7, NRV,(p),
p > 0 jednacine (3.1)) zadovoljava taéno jedno od sledecih turdenja:

(1) p=107

QI+~

dgs, t — 00.

(3.62) x(t) ~ ([)\ _1a]q> a/l‘ s71 (Ea(s)*lﬁb(s)fm(s)ﬁ)
U tom slucaju je p =\ —a — 1.

(ii) p je dato sa (3.23)) i

o gPreTa) () .
(3:63) (0 <<[pJq>a[<p—1>a+A]q> e

U tom slucaju je pp > A\ — a — 1.

Dokaz: Neka je x € M,  NRV,(p), p > 0 resenje jednacine (3.1)) takvo da zadovoljava
uslove z(t) > 0, D, z(t) > 0 na intervalu [ty, 00),, za neko to € ¢"° i neka je takvo resenje
predstavljeno u obliku (3.8)).

Integraljenjem jednacine (B.1) na intervalu [to,¢], uz primenu (3.7)), dobija se

t

(3.64) 21(t) — 2l (k) = / b(s)z(gs)’ dys = ¢ / 030, (5100 (5)” dos, 1 € [fo, 00,

to to

Kako je lim;_,o z!11(t) = oo, zakljucuje se da integral u jednakosti (3.64]) divergira kada
t — 00. Primena ¢-Karamatine integracione teoreme implicira da je u tom slucaju u+pg >
—1. Dokazimo da se radi o strogoj nejednakosti.

Pretpostavimo da je u+ pS8 = —1. Tada ¢ée iz (3.64)) slediti
t
(3.65) 1)~ [ 5T dys = H(D), L€ [t0,00),
to

gde je H € ntr — SV,. 1z poslednje asimptotske relacije sledice
H{(t)
(366) inl(t) ~ (I)l/a <m) , T — 00,
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¢ijim integraljenjem na intervalu [to, t] se dalje dobija

(3.67) () ~ /t tcpl/a (%) dys, t— .

Pretpostavka lim;_,., x(t) = oo implicira da integral u jednakosti (3.67) divergira kada
t — 00, te primenom ¢-Karamatine integracione teoreme zakljucuje se da mora vaziti da
je A < a, sto je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.

Dakle, vazi nejednakost pu + pf8 > —1. Primenom ¢-Karamatine integracione teoreme

u (3.64) dobija se
1y ¢’ +pB+1 8
q
odakle ¢e dalje slediti

(3.68) Dy (t) ~ (%Wﬂﬁ*“ea(w1£b(t)£x(t)5> oo

Integraljenjem asimptotske relacije ([3.68|) na [to, ] dobija se

qpﬁ t ptpB+1-—X 1
N 7 £ B R ORI

Divergencija integrala u asimptotskoj relaciji (3.69) kada ¢ — oo implicira slede¢e dve
mogucénosti:

Q~
Q=

dgs, t— 00.

u+pﬁ+1—)\:_1 () p4pB+1—A
« (6]

(3.70) (a) > —1.

Ukoliko vazi jednakost (a), Teorema (7i7) implicira da je reSenje x g-sporo promenljiva
funkcija, tj. da je p = 0. Dakle, sledi¢e da je u = A — o — 1. Asimptotska relacija (3.69)
se tada moze ekvivalentno zapisati

(3.71) w(t) ~ ([Mll]q)a /t 571 (Cals) () 0a(5)°) * dys, £ — oo,

sto dokazuje da resenje x tada zadovoljava asimptotsku relaciju (3.62)).
Ukoliko vazi nejednakost (b), primena ¢g-Karamatine integracione teoreme u (3.69)) impli-
cira da je

pB u+pﬁ+1fk+1

Qa a

(222 1] (et B+ 10,)7

«

3.72) () ~ (Ca(t) (1) 0a (B)7) , t — o0,

Odavde se zakljucuje da indeks regularnosti p reSenja x zadovoljava (3.45)), sto dalje
implicira da je indeks regularnosti resenja x dat sa (3.23). Posledi¢no, iz nejednakosti (b)

sledi¢e da je p > A — o — 1. Primenom (3.7)), (3.23) i (3.45)), asimptotska relacija (3.72))

moze se predstaviti u obliku (3.63]), ¢ime je dokazano da resenje x zadovoljava navedenu
asimptotsku formulu. O
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3.5. Egzistencija i asimptotska reprezentacija RV,— strogo rastucih reSenja

Lema 3.5.3. Neka je a € RVy(A), A < a ibe RV, (u). Resenje x € M, NRV,(p),
p>1— N a jednacine (3.1) zadovoljava tacno jedno od sledeéih tvrdenja

(1) p=1—=XAai

(3.73) 2(t) ~ ¢ P(t) ( /1 t s7L0(5)0,(5)? dqs>; , t— o0,

gde je P funkcija definisana u (3.52)). Tada je p =5 (A a—1) — 1.

(17) p je dato sa (3.23|) i resenje x zadovoljava (3.63). Tada je p>p (N a—1) — 1.

Dokaz: Neka je x € MZ, .  NRV,(p), p > 0 resenje jednacine takvo da zadovoljava
uslove z(t) > 0, D,z(t) > 0 na intervalu [ty, 00),, za neko t; € ¢"° i neka je takvo
resenje predstavljeno u obliku . Analognim postupkom kao u dokazu prethodne leme
zakljucuje se da resenje x zadovoljava jednakost i da vazi nejednakost pu+pg > —1.

Posmatrajmo najpre slucaj u+ pf = —1. Ponavljajuéi postupak iz dokaza Leme [3.5.2
dobija se da resenje z zadovoljava asimptotsku relaciju @ . Kako je A < «, ispunjeni
su uslovi za primenu ¢-Karamatine integracione teoreme u @, nakon cega se dobija
da resenje x u ovom slucaju zadovoljava asimptotsku relaciju . Osim toga, sledice
da je indeks regularnosti ovog resenja p = 1 — A/« kao i veza izmedu indeksa regularnosti
koeficijenata jednacine p = (Ao —1) — 1.

Ukoliko je p+ pf8 > —1, analognim postupkom kao u dokazu Leme [3.5.2] zakljucuje se
da resenje x zadovoljava asimptotsku relaciju (3.69)). Kako je
1—A A
p+pB+ S Ay
a a
primenom Teoreme [1.4.4] (i) u ([3.69) dobija se da resenje z u ovom slucaju zadovoljava
relaciju (3.72)). Odatle ¢e slediti da je p dato sa (3.23)), x zadovoljava asimptotsku formulu

B in>BMNa-1)—1. D
U narednim tvrdenjima odredeni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo
rastu¢ih ¢g-pravilno promenljivih resenja, kao i njihove asimptotske reprezentacije.

Teorema 3.5.1. Neka je a € RV, (A), A # a ibe RV, (n).

(i) Neka je X > a. Tada jednacina (3.1)) ima resenje x € RV, (p), gde je p > 0 ako i
samo ako vazi (3.57)).

(i) Neka je A < a. Tada jednacina (3.1) ima resenje x € RV, (p), gde je p > 1 — A/«
ako i samo ako vazi (3.59).

U oba slucaja p je dato sa (3.23)) i asimptotska formula takvog resenja odredena je formu-
lom (B.63).

Dokaz: Dokazacemo delove (i) i (i) simultano.

(=:) Neka je x € RV,(p) resenje jednacine (3.1)) i neka je
A
(@) A\>a i p>0 ili (b)) A<a i p>1——.
a
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

Primena Teoreme m (#44), (iv), (vi) implicira da je tada z[' € RV, (A — a + ap). Kako
svaki od uslova (a) i (b) implicira da je p > 0i A—a+ap > 0, slediée da je limy_, o, 2(t) = 00
i lim,,_,o 2!1(t) = oco. Prema Teoremi m (77) reSenje z ¢e biti eventualno monotono
rastuca funkcija, te zakljucujemo da je x € M;,oo'

Ukoliko je ispunjen uslov (a), jedino slucaj (i) Leme je mogué za reSenje z,
te je indeks regularnosti reSenja z dat sa (3.23)), u zadovoljava i asimptotska
reprezentacija pravilno promenljivog resenja = indeksa p data je sa . Ukoliko vazi
(b), jedino slucaj (i) Leme [B.5.3] je mogu¢ za resenje z, odakle zakljuéujemo da je indeks
regularnosti resenja x dat sa @, 1 zadovoljava i asimptotska reprezentacija
pravilno promenljivog reSenja z indeksa p je takode data sa ([3.63]).

(«:) Pretpostavimo da je ispunjen uslov
A
(@) A>a i ,u>6(——1> -1 ii (b)) A<a i p>A—a—1
o

Definigimo funkciju Y; : " — (0, c0)

1

(3.74) Yi(t) = (ont™a(t)'b(t)) 7P =12 (o1, (8) (1)), t € g,
gde je p definisano sa (3.23)) i
a1 =¢"[pl;*[(p — Da+ A

Ocigledno, Y7 € RV,(p). Dokazimo da funkcija Y; zadovoljava slede¢u asimptotsku relaciju

(3.75) Y (t) ~ /1 t (ﬁ /1 S b<u)Y(qu)ﬁdqu)a dys, t— oo,

Svaka od pretpostavki (a) i (b) implicira da je p +pB+1 = (p— La+ A > 0, te su
ispunjeni uslovi za primenu Teoreme [L.4.4] (i) pri narednoj integraciji

qpﬁ
[+ pB + 1],

Takode, kako svaka od pretpostavki (a) i (b) implicira da je p > 0, dozvoljena je ponovna
primena ¢-Karamatine integracione teoreme pri narednoj integraciji koja, uz primenu
(3.76)), dokazuje da Y; zadovoljava datu asimptotsku relaciju

ﬁ¢(5éiﬁw““”q@”%dﬂoi‘”5’“ [ﬁ(uk+2§+1bsmiéyﬁﬁ)idﬁ

~ (mwmffﬁ+1b);(”;$”)im@>

= Yi(t), t — oo.

(3.76) /t b(s)Y1(gs)? dys ~ ¢*° /t b(s)Y1(s)’ dys ~ th(t)Y1(t)?, t — 00,

Q[

Dakle, postoji ty € ¢V tako da je

(3.77) /t: (% /t: b(u)Yi (qu)’ dqu); dys < 2Vi(), t € [to, 00)s.
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3.5. Egzistencija i asimptotska reprezentacija RV,— strogo rastucih reSenja

Neka je takvo ty fiksirano. Bez gubljenja opStosti moze se pretpostaviti da je Y; rastuca
funkcija na [t, 00),. Prema (3.75)), postoji t1 > ¢, tako da je

(3.78) /t t (ﬁ /t:b(u)Yl(qu)ﬂdqu)é 5> Y12(t>, te [t 00),

Izaberimo konstante 0 < k < 11 K > 1 tako da je

(&3 (&3 Y t
(3.79) k<2Fa, K>4a7 i K> 2k SGY
Yi(to

~—

Posmatrajmo prostor Y funkcija f : [to, 00), — R, takvih da su funkcije f/Y; ogranicene
na [tg, 00),, Sa normom
f(@)
Ifl] = sup

te[to,oo)q }/i(t) ‘

Neka je
f=ge f(t) <g(t), telto,00)

uredenje na skupu ). Uoc¢imo podskup €2 ovog parcijalno uredenog Banahovog prostora
(3.80) Q={zx e Y kYi(t) <z(t) < KYi(t), t € [to,00),} -

Za svaki podskup M C 2 ocigledno vazi inf M € 2 i sup M € Q.

Definisimo preslikavanje F : 2 — Y

(L / " b(w)a(qu)? dqu) - dys, © €0

a(s) Ji,

(3.81) (Fo)(t) = ¢ + /

to
gde je

K
(3.82) kYi(t1) <c< 31/1(250).
Primenom Knasterove teoreme o fiksnoj tacki bi¢e dokazano da operator F poseduje
fiksnu tacku na skupu €. Pomenuta fiksna tacka bice resenje jednacine ({3.1)), za koje

¢emo potom pokazati da je g-pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti p.

Operator F ima sledeCe osobine:

(1) Operator F slika Q u samog sebe: Neka je x € €. Koristec¢i (3.77)), (3.79), (3.80) i
(3.82) dobijamo sledeé¢i niz nejednakosti

(Fo)t) < e+ KA /( / (W) X1(q )5dqu)idqs

< G Y¥ilto) + 2K Y1(>§§Y()+}2(Y1(> KYi(t), t > o,

Sa druge strane, koriséenjem (3.78]), (3.79), (3.80]) i (3.82)) dobija se da je
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

(L / b(u)yl(qU)BdQU)l dys > kBY12( ) > kYi(t), t >ty

a(s) to

o 2k [

to

Primenom osobine monotonosti funkcije Y; na intervalu [¢g, 00), 1 (3.82)) zaklju¢ujemo
da ¢e vaziti

(Fa)(t) > ¢ = kYi(t) > kYi(t), to <t <ty
Ovim je pokazano da Fx € €, tj. FQ C Q.

(ii) Operator F je monotono rastuca funkcija: O¢igledno, za svako x,y € Q, x < y
implicira da je Fx <X Fy.

Sve pretpostavke Knasterove teoreme o fiksnoj tacki su ispunjene. Stoga, operator F
poseduje fiksnu tacku T € Q za koju vazi

(3.83) () = o+ /t: (ﬁ / " bu)E(qu)? dqu>i dys, t € [to,00),.

to

Primetimo da je T pozitivho i monotono rastuce resSenje jednacine (3.1) na intervalu
[to, 00),. Ostaje da pokazemo da je T ¢-pravilno promenljiva funkcija odredenog indeksa
regularnosti. Neka je
x(t

® .,

. z(1)
L =limsu 1 lim inf
e Ya (1) == 0]

Na osnovu (|3.69)) vazice 0 < [ < L < oo. Primenom g-Lopitalovog pravila, zaklju¢ujemo
sledece

Q=

(55 S () (as)” dys)

t—oo DgYi(t) t—o0 (a(lt)f b(s)Y1(gs)? d, 5>

s)Pd,s . z(qt)?
< | limsup fto ' < <lim sup M)
t—o0 ft Yi qS 6d S t—o00 b(t)yl(qt)ﬂ

(qt) \ *
. r\q @ B
< lims = Lo,
—(ﬁ?nw>

Q=

Q=

Kako je 8 < a, sledi¢e da je 0 < L < 1. Sli¢no, pokazuje se da je [ > 1%/%, te ée slediti da
je 1 <l < oo. Iz ovih razmatranja zakljucuje se da je | = L = 1, Sto znaci da je

() ~ Yi(t), t— oo

Time je dokazano da je x g¢-pravilno promenljivo resenje jednacine (3.1) sa indeksom
regularnosti p i asimptotskom formulom datom sa (3.36)). [
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3.5. Egzistencija i asimptotska reprezentacija RV,— strogo rastucih reSenja

Teorema 3.5.2. Neka je a € RV, (N\), A>a ibe RV, (u). Jednacina (3.1)) ima resenge
r € M7,  Nntr—8V, ako i samo vazi (3.58). Svako takvo resenje ima sledecu asimptotsku
reprezentaciju

o _6 t . 1 a—f3
3.84 () ~ | ——— sa(s) "b(s))* dys , t— o0.
(3.54) () (uu—wg [ (sats) 00) ) E

Q-

Dokaz: (=) Neka je v € M, N ntr — SV, resenje jednacine takvo da je x(t) >
0, D,z(t) > 0 na intervalu [tg, 00),, za neko ty € ¢"°. Tada za reSenje x jednacine
vazi slucaj (i) Leme :3.5.2 te je p = A — a — 1 1 reSenje x ove jednacine zadovoljava
asimptotsku relaciju E[) Neka je

awz(gi—);/?1@w>%@mwﬁﬁd@tzm

- Oé]q to

Tada se asimptotska relacija (3.62)) moze ekvivalentno zapisati u obliku

(3.85) G@Wf%Gthl%@le;_Udﬂ%@ﬁjt%m.

([ — aly)® (A —aly)®

Integraljenjem ([3.85)) od ¢ty do ¢ i primenom Teoreme m (1) zakljuéujemo

m/t (Sa(s)_lb(S))é dys ~ /tG(qs)_ZDqG(S)dqs
~ afﬁa(tﬂ—i, t— oo

Kako je na osnovu polazne pretpostavke lim; €z(t)1_§ = 00, a iz asimptotske relacije

(38.62)) vazi £,(t) ~ G(t),t — oo, zakljué¢ujemo da integral u poslednjoj asimptotskoj
relaciji diverigira kada t — oo, tj. da je uslov (3.58)) ispunjen, kao i da je asimptotska
reprezentacija reSenja x data sa (3.84]).

(<:) Neka je ispunjen uslov (3.58). Definisimo funkciju Y; : ¢™ — (0,00) na slededi
nacin
)/Q(t) - (O-QLQ(t))ﬂ , L€ qN07
gde je
— L 1
= —2"0 i Ly = / (sa(s)"'b(s))* dgs, t€q".
a([d—afg)e 1

Dokazimo da funkcija Y, zadovoljava asimptotsku relaciju (3.75]). Koriste¢i Teoremum
(i4i) 1 pretpostavku (3.58]), zakljucujemo da Ly € ntr—SV,, tj. Y € ntr—SV,. Ponovnom
primenom ¢-Karamatine integracione teoreme pri narednoj integraciji dobija se

t)\fa
(A —al,

t ¢
/ b(s)Ya(qs)’ d,s = / 27 (5)Ya(gs)P dys ~ G(1)Ya(qt)?, t — oo.
1 1
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

Primenom dobijene asimptotske relacije i Teoreme (1), dokazuje se da Y, zadovoljava
zeljenu asimptotsku relaciju:

[ ( ﬁ /tosbwm(qu)ﬁdqu)idqs N ﬁ /531 (6 (5)16(5)) * Ya(as)? dys

1 t 8
= — (O'QLQ( S))WD(ILQ(S) qu
AL
G Bos ™’ S 0o
—a([)\ - a]q)é Ly(t) Ys(t), t— oo.

Postupajuéi isto kao u dokazu Teoreme [3.5.1] zamenom Y; sa Y5, egzistencija reSenja
T € M, jednacine (3.1) takvog da zadovoljava

(3.86) kEY3(t) < Z(t) < KYs(t), za dovoljno veliko t,

moze se pokazati primenom Knasterove teoreme o fiksnoj tacki na operator F definisan
u (3.81). Primenom ¢-Lopitalovog pravila, pokazuje se da takvo resenje zadovoljava

B(t) ~ Yalt), t — oo,

tj. da je T netrivijalno g-sporo promenljivo resenje jednacine (3.1) sa asimptotskom

reprezentacijom ((3.84)). [

Teorema 3.5.3. Neka je a € RV, (N), A <a ibe RV, (u). Jednacina (3.1) ima resenje
v € M7 Nntr—RV, (1 -\ a) ako i samo vazi (3.60). Svako takvo resenje ima sledecu
asimptotsku reprezentaciju

a—p /t b(s)P(s)” dqs) o , t— 00,

«

(3.87) 2(t) ~ P(t) (qﬂ—i)ﬁ

gde je P funkcija definisana sa (3.52]).

Dokaz: (=:) Neka postoji resenje x jednacine takvo da je x € M,  Nntr—RV,(1—
MNa)ixz(t) >0, Dyx(t) > 0na intervalu [t, o0),, za neko ¢y € ¢"°. Tada, na osnovu Leme
3.5.3| (i) zadovoljena je veza p = B(A/a— 1) — 1 izmedu indeksa regularnosti koeficijenata
jednacine i reSenje x ove jednacine zadovoljava asimptotsku relaciju . Neka je
H definisano u (3.65). Pomenuta asimptotska relacija se tada moze transformisati u

(3.88) L(t) ~ ﬁla(t)ifl(t)i, £ o0,

koja se dalje moze transformisati u asimptotsku relaciju

B

A\ B
H(qt)™ D H(t) ~ (pq—]) 0,851 (1) ~ U1 P(1)°, t — oo,
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3.5. Egzistencija i asimptotska reprezentacija RV,— strogo rastucih reSenja

Integracijom dobijene asimptotske relacije na intervalu [tg,t] i primenom Teoreme m
(7) dobija se

t
(3.89) H(t) "o ~ q(l_i)ﬂ/ b(s)P(s)? dys, t — oco.

C(_/B to

Kako je limy_,, H(t) = 0o, zaklju¢ujemo da integral na desnoj strani poslednje asimpto-
tske relacije divergira kada t — oo, tj. da je drugi uslov u ispunjen. Iz asimptotske
relacije (3.89)), primenom i ¢injenice da je z!!(t) ~ z(t)/P(t), t — oo dobija se da
resenje x zadovoljava zeljenu asimptotsku relaciju .

(<) Neka je ispunjen uslov i neka je definisana funkcija Y3 : ¢"° — (0, 00) na
sledec¢i nacin

(3.90) Ya(t) = P(t) (03Ls(t))77 , t € g™,

gde je
o t
o3 :q(l’g)ﬁu i Ls(t) :/ b(s)P(s)” dgs.
1

(0%

Primetimo da je Ly € ntr — SV, i Ys € RV,(1 — A/a). U nastavku ce biti dokazano da
Y; zadovoljava asimptotsku relaciju (3.75)). Cinjenica da je P € RV (1 — A\/«) implicira
da P(qt) ~ q'~aP(t), t — co. Stoga, primenom Teoreme (71) dobijamo

t t
_B_
/b(s)%(qs)ﬂdqs = /b(S)P(QS)B(U?)L?)(qS))“B dqgs
1 1
1-2 Lo _B_
~ q( 75)50';75 / L3<q5)a—,8 DqL3(S) qu
1

B o — a -
o DT R L5 = (oL (1)t oe,

odakle dalje sledi

/lt (%/jb(u)%(qu)ﬁdqu>i ~ /lt (S_)‘fa(s)_l(a'?)[,?)(s))a%) d,s

~ pt_—;“]za(t)‘i(agf;s(t))ﬁ

~ P(t)(O'3L3<t>)°‘*ﬁ = Yé(t), t — oo.

Q |~

Ponavljajuéi postupak iz dokaza Teoreme|3.5.1] stavljajuci Y3 umesto Y7, primenom Kna-
sterove teoreme o fiksnoj tacki na operator F definisan sa (3.81)), pokazuje se da postoji
r € MY, resenje jednacine (3.1]) takvo da

(3.91) kY3(t) < Z(t) < KY;s(t), za dovoljno veliko t.

Primenom ¢-Lopitalovog pravila pokazuje se da je ovo reSenje g-pravilno promenljiva
funkcija indeksa regularnosti 1 — A/a. O
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

Naredno tvrdenje je posledica Teorema |3.5.1} |3.5.2[13.5.3] Potrebni i dovoljni uslovi
za egzistenciju strogo rastucih g-pravilno promenljivih funkcija izrazeni su pomocu diver-
gencije integrala K, i Hpg.

Posledica 3.5.1. Neka je a € RV (A), A # a i b€ RV, ().
(1) Neka je I, < co. Tada je RY, ., # 0 ako i samo ako K, = oc.
(i1) Neka je I, = co. Tada je RY, ., # 0 ako i samo ako Hz = oco.
Primetimo da ukoliko I, < oo i K, = o0, sledi¢e da je Hz = oo. Takode, uslov
I, = oo implicira da K, = oo. Stoga, mozemo zakljuciti da, pod pretpostavkom da su
koeficijenti jednacine (3.1]) g-pravilno promenljive funkcije, pri cemu je indeks regularnosti
koeficijenta a razlicit od «, potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo rastucih g-

pravilno promenljivih resenja su isti kao potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo
rastucih resenja.

3.6 Struktura skupa g-pravilno promenljivih resenja

Na osnovu vrednosti indeksa regularnosti koeficijenata jednacine , kao sto je veé
dokazano u prethodnim poglavljima, u potpunosti su odredene vrednosti indeksa regu-
larnosti g-pravilno promenljivih resenja. Naredna tvrdenja su posledice teorema dokazanih
u prethodnim poglavljima i daju informaciju o koegzistenciji rastucih i opadajuéih resenja,
kao i o koegzistenciji g-pravilno promenljivih resenja razlicitih indeksa regularnosti. Osim
toga, za odredene vrednosti indeksa regularnosti koeficijenata zaklju¢ujemo da ne postoje
opadajuca g-pravilno promenljiva resenja.

Najpre je navedena klasifikacija svih opadajucih, zatim svih rastucih ¢-pravilno pro-
menljivih reSenja, a potom i svih g-pravilno promenljivih resenja u slucaju A < a.

Posledica 3.6.1. Neka je a € RV, (A), A < a, be RV, (1)

(1) Ako je p < X —a —1, tada je

_ _ _ _ (pta+1-=2A _
Rq = RO,O UMB = MRV (a——ﬁ) UMSV'
(1) Akojeu=XA—a—111, < oo, tada je
R, = RyoUMp = Mg,

(111) Ako je > X — o — 1, tada je R, = 0.
Posledica 3.6.2. Neka je a € RV,(A), A < a, be RV, (1)

(i) Akoje p < (N a—1)—1dli p= (AN a—1)—11iHs < oo, tada je

A
RY = MY, , = M, (1 _ a) |
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3.6. Struktura skupa g-pravilno promenljivih resenja

(17) Ako je u = (N ao—1)—1 1 Hg = oo, tada je

A
RY —RE . =M, (1 _ _> |

a
(1ii) Ako je > B(Na—1) — 1, tada je

p+a+1—X
N =)

a—f
Posledica 3.6.3. Neka je a € RV, (A), A < a, be RV, (1)
(1) Ako je p < X —a —1, onda je

_ _ _ [ pta+1—) B A
,R’q:,R’O,OUMBUM;ro,B:MRV <Og——ﬁ> UMSVUMJ}%V (1—— .

(07

(ii) Akojeu=XA—a—111, < oo, onda je

_ _ _ A
Ry = RooUMp UMY 5 = Mg, UM}, (1——).

(07

(1ii) Ako je ispunjen jedan od sledeéih uslova

i) p=A—a—1il, =00
2) A —a—1<,u<[3()\/0z—1)—1'

7.1
i1
i11.3) p= PN\ a—1)—11iHz < oo,

)
(i
(i
(

onda je

R, =M%, = M, (1_3).
o

(iv) Ako je p= BN\ a—1)—11i Hz =00, onda je

A
Rq :R:o,oo - MEV (1 — a) .

(v) Ako je p > B(A/a—1) — 1, onda je

p+a+1—AX
Ryttt (LYY,

a—pf

U nastavku je navedena klasifikacija svih opadajucih, zatim svih rastuc¢ih ¢-pravilno
promenljivih reSenja, a potom i svih ¢g-pravilno promenljivih resenja u slucaju A > a.

Posledica 3.6.4. Neka je a € RVy(A), A > a, b € RV, (1).
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

(1) Ako je p < =1 ili p=—1 1 I, < oo, tada je

1—A A
R, = Ry UMp UM, = My, (L) UMg, UMj, (1——).

a—f Q
(i) Akojepu=—1il,=00ili —1 <pu< BN a—1)—1, tada je

_ _ _ _ [ pta+1—A _ A
Rq :RO,OUMO,B:MRV (T) UMRV <1—a .

(113) Ako je pp= (AN a—1) =11 Jz < oo, tada je

_ _ _ _ A
Ry = Rgo UM, = Mp, (1 - 5) .
(iv) Ako je p =B\ a—1)—11iJz =00 ilip>B(Na—1)—1 tada je R, = 0.
Posledica 3.6.5. Neka je a € RV, (A), A > a, b e RV, ().
(1) Akoje —1<pu<d—a—-lilip= —a—11iK, < oo, tada je
RS =Mj = Mg,.
(1i) Akojeu=X\—a—11K, = oo, tada je
R; - 7e’i_o,oo = M;V
(1ii) Ako je p > X — a — 1, tada je

p+a+1-—AX
i ()

a—p
Posledica 3.6.6. Neka je a € RV, (), A > «, b € RV, ().
(1) Ako je p < =1 ili p=—11i I, < oo, onda je

1A A
R, = Ry qUMEUM; ;UM = M, (%) UMz, UMy, (1 - —> UM,
’ ’ o — «

(1) Akojeu=—-11il, =00 ili =1 <pu < BN a—1)—1, tada je

1A A
Ry = Riy UM 5 UMY = My, (%) UMp,, (1 - —) UM,
’ ’ o — (6%

(i13) Ako je p= (AN a—1)—11iJz < oo, tada je

_ _ _ A
Ry =R UMy 5 UME = My, (1 — E) UM,
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3.6. Struktura skupa g-pravilno promenljivih resenja

(iv) Ako je ispunjen jedan od sledeéih uslova

(iv.1) p=pFNa—-1)—11iJs=ox;
(.2) pA/a=1)—1l<pu<A—a-—1;
(w3) p=A—a—-1iK, < oo,

onda je
R, =M} = M,

(v) Ako je p =X —a —1ili K, = oo, tada je

Rq:R:om:Mgv.
(vi) Ako je p >\ —a —1, tada je
+a+1-A
—RE Mt (AT A
Ry =R RV( " )

Primetimo da ukoliko su ispunjeni uslovi Posledice (7i7) ili Posledice (iv),
vazice da je R = (), tj. da ne postoje g-pravilno promenljiva opadajuéa resenja jednacine
. Kako je klasa M~ reSenja jednacine neprazna, ova ¢injenica implicira da ¢e u
tom slucaju postojati opadajuca resenja jednacine koja nisu g-pravilno promenljiva.

Ovo je jos jedna od razlika u kvalitativnoj analizi resenja jednacine (3.1) i resenja
odgovarajuce jednacine u neprekidnom slucaju. Naime, u radovima Rehaka i Matucci
[TOT, 113] pokazano je da su sva resenja diferencijalne jednacine

(3.92) (a(t)®a(2'(1)))" = b(t)Ds(x(1)), t € R,

pravilno promenljiva, pod pretpostavkom da je a > > 0 i da su koeficijenti ove jednacine
pravilno promenljive funkcije, takve da je a € RV(X), b € RV (u) i da za indekse regu-
larnosti ovih koeficijenata vazi da je

,u+1<min{)\—oz,§()\—a)}.

Sa druge strane, primetimo da posmatrajuci granicnu vrednosti kada ¢ — 1+ u Teo-
remama [3.4.1], 3.4.2] [3.4.3] kao i u Teoremama [3.5.1], 3.5.2] [3.5.3] dobijaju se rezultati
koji odgovaraju neprekidnom slucaju. Uoc¢imo da indeksi regularnosti tri tipa strogo
opadajucih reSenja, odnosno tri tipa strogo rastuc¢ih resenja, odgovaraju dobijenim indek-
sima regularnosti odgovarajuc¢ih resenja u neprekidnom slucaju. Dobijene asimptotske
formule pomenutih strogo opadajucih i strogo rastu¢ih resenja, kao i potrebni i dovoljni
uslovi za njihovu egzistenciju se takode podudaraju.

95



3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

3.7 Primeri

U ovom poglavlju navedeni su primeri koji ilustruju rezultate Teorema - i
Teorema 3.4.1 - 3.4.3. Bice posmatrana jednacina sa koeficijentima koji zadovoljavaju
uslove pomenutih teorema, te ¢e njihovom primenom biti dokazana egzistencija g-pravilno
promenljivih resenja odredenih indeksa regularnosti i bi¢e odredena asimptotska formula
takvih resenja. U slucajevima kada je g-pravilno promenljivo resenje jednacine poznato,
bi¢e napravljeno poredenje sa tako dobijenom asimptotskom formulom.

Primer 3.7.1. Dokazacemo egzistenciju strogo rastucih i strogo opadajucih q-pravilno
promenljivih resenja q-diferencne jednacine

(3.93) D, (1 (log ¢ Iog qt)*®, (Dya(1))) = b(H)®1ys ((qt)) . ¢ € ",

gde je A € R\ {2} i odrediti asimptotske reprezentacije pomenutih resenja.
Primetimo da je koeficijent date jednacine a(t) = t*(logtlog qt)?, a € RV,()).
(i) Neka je
b(t) = t20~ (log(qt)) 2 e(t), ¢ € q",

gde je funkcija ¢ : ¢ — R takva da je limy o @(t) = § > 0 i gde p realna konstanta koja
zadovoljava jedan od sledeéih uslova:

(2.1) w slucaju A < 2, p € (—00,0) U (1 — A/2,00)

(1.2) w slucaju A > 2, p € (—oo,1 —X/2) U (0, 00).

Primetimo da je

3
be RV, (u) gdeje ,uzip—?)—i-)\.

Egzistencija reSenja x € RV, (p) jednacine (3.93) zakljucuje se na sledec¢i nacin:
(1.1.1) Neka je A < 2 i p < 0. Tada ¢e slediti da je

p<A=3=A—a—1,

te na osnovu Teoreme m (1) zakljucujemo egzistenciju strogo opadajuceg resenja = €
RV,(p). Osim toga, u ovom slucaju postojace resenja u klasama M7 i M;,B-

(1.1.2) Neka je A <2 ip>1—\/2. Tada ¢e vaziti da je

3\ A
Tyt 1_-(1=Z
p>—5+7 ( a)ﬁ,

te na osnovu Teoreme m (17) zaklju¢ujemo egzistenciju strogo rastuceg resenja x €
RV,(p). Pod datim pretpostavkama ne postoje g-pravilno promenljiva resenja jednacine
indeksa regularnosti razlicitog od p. Primetimo da u ovom sluc¢aju postoje opadajuca
reSenja koja nisu g-pravilno promenljiva.
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3.7. Primeri

(1.2.1) Neka je A > 2 i p <1— \/2. Tada Ce slediti da je

3\ A
T D I
p<-5t+7 ( a)ﬁ,

te na osnovu Teoreme m (71) zaklju¢ujemo egzistenciju strogo opadajuceg resenja x €
RVy(p). Osim toga, u ovom slucaju vazi i da su klase resenja M 5 i M} neprazne. Uz
pretpostavku da je integral [, konvergentan, klasa M ¢e takode biti neprazna.

(1.2.2) Neka je A > 2 i p > 0. Tada ¢e slediti da je
p>A—3=A—a—1,

te na osnovu na osnovu Teoreme m (1) zakljucujemo egzistenciju strogo rastucéeg
reSenja © € RV,(p). Pod datim pretpostavkama ne postoje ¢-pravilno promenljiva resenja
jednacine indeksa regularnosti razlicitog od p. Primetimo da i u ovom slucaju pos-
toje opadajuca reSenja koja nisu g-pravilno promenljiva.

Svako RV, - reSenje indeksa regularnosti p ima slede¢u asimptotsku reprezentaciju

t q%(q—1)% :
(3.94) o)~ o <<1 ) e

Specijalno, neka je

|(¢”logt —log(qt))? — ¢~V (¢ log(qt) — log(q*t))?|
(g — 1)%q2 (log(qt))?

, teqN.

p(t) =

Primetimo da je

1 — gP)2|1 — g2(p—D+A
lim () = L2 —4 |
t=o0 qz(q— 1)

Pri ovakvom izboru funkcije ¢ asimptotska relacija (3.94]) postaje

i lako se proverava da je funkcija na desnoj strani poslednje asimptotske relacije RV, (p)
resenje jednacine ([3.93]).
(i) Neka je
b(t) = t"Pp(t)/loggt, t € q",
gde je A\ < 2 i funkcija o : ¢V — R, takva da je limy o @(t) = § > 0.
Stoga, b € RVy(A—3),tj. p=X—3=X—a—1, pa je prvi uslov u (3.15) ispunjen.
Kako bismo primenili Teoremu ostaje da proverimo da li je i drugi uslov u (3.15)
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3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

ispunjen. Neka jet =¢™, m € N. Tada je

o o s)v/log(qgs 2
[t et as = f 8_1(55;81@53)))2) v

C Y ( /los(4 )

Ql—

(log slog(gs))?

sE[t o)

= (q—1)V5
e Zlogq logq”“)%
(g— DV 1
(logq)t = n(n+1)i
4(g — 1)Vd 4(g — 1)VvVé
(g 2\/:: (g )\/_3—>0,t—>oo,
3(logg)ims  3logq(logt)s

te zakljucujemo da je ispunjen uslov (3.15)). Primenom Teoreme zakljuéujemo da
postoji reSenje x € Mg, N ntr — SV, jednacine (3.93). Osim toga, jednacina (3.93)
poseduje resenja i u klasama My i M p.

Svako resenje x € My, N nir — SV, ima sledecu asimptotsku reprezentaciju

1 (-1 \*
(3:99) )~ ot (g em) 1

Specijalno, neka je

(log q)*(1 — ¢*?)
(g—1)*

Pri ovakvom izboru funkcije ¢ asimptotska relacija (3.95)) postaje

) tEQN.

p(t) =

funkcija na desnoj strani poslednje asimptotske relacije je netrivijalno g-sporo promenljivo
resenje jednacine .
(1i1) Neka je
b(t) =T (1) (log(qt)) 2, ¢ € g
gde je X > 2 i funkcija o : ¢ — R takva da je lim;_,o o(t) = & > 0.
Stoga, b € RV, ((A—6)/4),tj. = (A—-6)/4 = —-1—(1—-X«a)B. Neka je p =

98



3.7. Primeri

1—X/2,t=¢q™, m € N. Tada

< _8 < ©(s)
[ s~ [ B e

1
SRR D (e 3y e

s€[t,00)q

- 1
- (q_1)5,;1(1%((1"*1))2 log ¢"

(-1 & 1
N 2 T

(logq): =,

N 2(q— 1) _ 2(g— 1) 0, t oo

3(logg)imz  3y/=[pl;logg(logt)?

te zakljucujemo da je uslov (3.17)) ispunjen. Stoga, na osnovu Teoreme m postoji
resenje ¥ € Mg, N ntr — RV, (1 — A/2) jednacine (3.93). Osim toga, pod navedenim
pretpostavkama su i klase resenja M 5 1 M}, neprazne.

Svako reSenje x € M, N ntr — RV, (1 — \/2) zadovoljava sledecu asimptotsku repre-

zentaciju
2
3

o) ~ — <q§(q_1)35 ),t—>oo.

(logt)3 \ 2(1—¢*)*logq

Specijalno, neka je

o(t) = (’100g(qt))33 ((qp(logt)3 — (log(qt))*)*  (¢*(log(at))® — (log(th))3)2) ,teq.
q2(q—1)

Primetimo da je

(logtlog(qt)) (log(qt) log(q*t))*

2(1 —¢°)?1
tee q2(¢—1)°

Y

te u ovom slucaju g-pravilno promenljivo resenje = jednacine (3.93|) zadovoljava asimpto-
tsku relaciju

pri ¢emu je funkcija na desnoj strani poslednje asimptotske relacije RV, (1 — A/2) resenje
jednacine ([3.93)).
(iv) Neka je
b(t) = " p(t)(logt)?, t € ¢,
gde je X > 2 i funkcija o : ¢"° — R takva da je lim;_,o @(t) = 6 > 0.
Stoga, b € RVy(A—3),tj. p=XA—3=X—a—1, pa je prvi uslov u (3.58) ispunjen.
Da bismo primenili Teoremu [3.5.2) ostaje da proverimo da li je i drugi uslov u ({3.58])

99



3. Sublinearna ¢-diferencna jednacina drugog reda tipa Emden-Fowler

ispunjen. Neka je t = ¢, m € N\ {1}. Tada je

t 1 -1 1 ! -1 s)(lo S% ’
[t ooyt as = [ (aféﬁfoggmi»?) "

~ q—l\/_z

se[q t)q

=V —
=t Z logq )4
(¢g—1) mzliwﬁl(q—l)\/5 g

1 1 1 m
(logg)i = ni 3(logq)1
4(g - 1)V

3logq

log s

(log(qt))% — 00, t— 00,

te zakljuéujemo da je ispunjen uslov (3.58)). Primenom Teoreme zakljuéujemo da
postoji reenje x € M, N ntr — SV, jednacine (3.93)). Svako takvo resenje ima sledecu
asimptotsku reprezentaciju

2(t) ~ logt <( Vi ?325_ 1)) g) t = oo,

log ¢)%(q

Pod datim pretpostavkama ne postoje g-pravilno promenljiva resenja jednacine (3.93)
indeksa regularnosti razlicitog od p. Primetimo da u ovom slucaju postoje opadajuca
reSenja koja nisu g-pravilno promenljiva.

Specijalno, neka je

teqN.

o (7 (l0g(*1))? — (log 1)?)
= (logglo 7 7
o(t) = (log qlog(qt)) (¢ — 1)3(logt)2 \/log(qt)

Primetimo da je tada

. _ (ogg)*(¢** - 1)
é-vo0 (q=1?°

te resenje x u ovom slucaju zadovoljava asimptotsku relaciju
x(t) ~logt, t — oo

i funkcija na desnoj strani poslednje asimptotske relacije jeste netrivijalno ¢g-sporo promenljivo
resenje jednacine ([3.93)).
(v) Neka je
A—6 15 N
b(t) =t % p(t)(logt)2, teq,
gde je A\ < 2 i funkcija o : ¢"° — R takva da je lim;_ o @(t) = 6 > 0.

100



3.7. Primeri

Primetimo da je b € RV, (A —6)/4), tj. u=(A—6)/4=—1—(1— A/a)B. Neka je
p=1—=X/2,t=q™ meN\{l}. Tada
t 15

st go(s)(logs)7 dSN(q—l )d Z logs

q V/log slog(q selat)e
-1

m—1
= (¢g—1) 62 log(q™ 73:((]—1)5(10gq)73 ne
n=1

n

m‘w

¢
/ s_lla(s)_glb(s) dys
q

3

vl
[
iR

2 _ 73 1 -
(¢ — 1)5(log q) o 2(q 1)5(10gt) — 00, t— 00,

te zaklju¢ujemo da je uslov (3.17)) ispunjen. Stoga, na osnovu Teoreme postoji reSenje
v € ML Nntr—RV, (1 — \/2) jednacine (3.93). Svako takvo resenje zadovoljava sledecu
asimptotsku reprezentaciju

dlg—1% \
x(t) ~ t*(logt)? (10(qp(— 1)2)10gq) , t— 00.

Pod datim pretpostavkama ni u ovom sluc¢aju ne postoje g-pravilno promenljiva resenja
jednacine (]3.93|b indeksa regularnosti razlicitog od p. Osim toga, postoje opadajuca resenja
jednacine 3.93|) koja nisu g-pravilno promenljiva.

Specijalno, neka je

(log(qt))? ((log(g?t))?(g” (log(q*t))*~ (log(gt))} >~ (log t)*(¢” (log(gt))*~ (log t)?)?)
q(q — 1)3(logt) s

p(t) =

)

za t € ¢". Primetimo da je

10(¢? — 1)21
lim o(t) = O(Qp )*logq
t=00 qz(q —1)3

)

te je u tom slucaju asimptotska formula RV, (1 — A/2) resenja jednacine (3.93)) data sa
z(t) ~ 172 (log )%, t — oo

i funkcija na desnoj strani poslednje asimptotske relacije je resenje polazne jednacine. [
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