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4.2.1 Priroda polova funkcije prenosa ĝC i odre�ivanje impulsnog odziva gC . . . . . . . 44
4.2.2 Numeri£ki primeri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.3 Energetski bilans RLC kola u kvazistacionarnom reºimu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.4 Frekvencijske karakteristike frakcionih RLC kola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.4.1 Disipativno-disipativno RLC kolo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.4.2 Generativno-generativno RLC kolo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.4.3 Disipativno-generativno RLC kolo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.4.4 Generativno-disipativno RLC kolo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Zaklju£ak 71

Bibliogra�ja 75

i



ii SADR�AJ



Predgovor

Elektri£ni elementi, napravljeni od materijala kod kojih se procesi polarizacije i magnetizacije ne de-
²avaju trenutno, ve¢ zavise i od istorije procesa, mogu se konstitutivno modelirati uop²tenjem klasi£ne
konstitutivne jedna£ine dodavanjem £lana koji uklju£uje istoriju �zi£kog procesa. Matemati£ki model
frakcionog kondenzatora, elektri£nog elementa sa memorijskim svojstvima, pored £lana koji odgovara
klasi£nom kondenzatoru, uklju£uje i £lan koji sadrºi frakcioni integral, te uvaºava da koli£ina naelektrisa-
nja na frakcionom kondenzatoru ne zavisi samo od trenutne vrednosti napona, ve¢ i od njegove istorije.
Tako�e, frakcioni kondenzator je mogu¢e modelirati konstitutivnom jedna£inom istog matemati£kog obli-
ka, tako ²to ¢e se napon izraziti preko trenutne vrednosti naelektrisanja na njegovim oblogama, kao i
istorije promene naelektrisanja. U slu£aju frakcionog uop²tenja modela kalema, odnosno u slu£aju kada
se proces magnetizacije materijala ne de²ava trenutno, ve¢ je uklju£ena i istorija njene promene, �uks
vektora magnetske indukcije se moºe izraziti superpozicijom £lana koji u obzir uzima trenutnu vrednost
struje i £lana kojim se, kori²¢enjem frakcionog integrala, modelira uticaj istorije promene struje. Tako�e,
matemati£kim modelom istog oblika je mogu¢e izraziti struja kalema u zavisnosti od trenutne vredno-
sti i istorije magnetskog �uksa. Pokaza¢e se da predloºeni konstitutivni modeli, sa aspekta energetskog
bilansa, mogu odgovarati kako elementima koji disipiraju energiju, tako i elementima koji ju generi²u.

Navedeni konstitutivni modeli su kori²¢eni za formulisanje jedna£ina frakcionih rednih RC, RL i RLC
kola, koje daju struju kao odziv kola na pobudu u vidu elektromotorne sile. U cilju analize odziva kola u
tranzijentnom reºimu za pobudu proizvoljnog oblika, neophodno je re²iti jedna£ine kojima su modelirana
frakciona RC, RL i RLC kola, ²to je u£injeno primenom Laplasove transformacije, kojom se odziv kola
dobija u obliku konvolucije sopstvenog (impulsnog) odziva i pobude. Me�u specijalnim slu£ajevima obli-
ka pobude posebno su razmatrane pobude u obliku Hevisajdove i prostoperiodi£ne funkcije. U slu£aju
prostoperiodi£ne pobude, re²enje jedna£ine koja opisuje prelazni reºim kola je upore�eno sa re²enjem
jedna£ine kola, koje ab initio odgovara prostoperiodi£nom reºimu. Prostoperiodi£ni reºim kola je poseb-
no analiziran u pogledu energetskog bilansa kola u zavisnosti od u£estalosti pobude, kao i u pogledu
frekvencijskih karakteristika kola, zajedno sa asimtotskim pona²anjem frekvencijskih karakteristika.

Sadrºaj doktorske disertacije je podeljen na £etiri glave. U prvoj glavi je dat kratak pregled svojstava
klasi£nih RC, RL i RLC kola, matemati£kog alata, koji uklju£uje Laplasovu transformaciju, neke od
teorema kompleksne analize i njihovu primenu u odre�ivanju inverzne Laplasove transformacije metodom
konturne integracije. Tako�e su navedeni i najvaºniji elementi frakcionog ra£una, kao i neka svojstva
operatora frakcione integracije i frakcionog diferenciranja.

Druga glava disertacije je posve¢ena frakcionim uop²tenjima elektri£nih elemenata. Pretpostavljaju¢i
da koli£ina naelektrisanja na oblogama kondenzatora zavisi od istorije promene napona na njemu, ili
obrnuto, da je napon na kondenzatoru zavisan od istorije promene naelektrisanja na njegovim oblogama,
odnosno izraºavanjem magnetskog �uksa kalema u funkciji istorije njegove struje, ili obrnuto, izraºavanjem
struje kalema preko istorije njegovog magnetskog �uksa, frakcioni kondenzator i kalem su konstitutivno
modelirani zbirom £lanova koji opisuju trenutni i memorijski doprinos. Tako�e, u kvazistacionarnom
reºimu je izvr²ena analiza energetskog bilansa elektri£nih elemenata opisanih navedenim modelima i
komentarisan je njihov karakter.

Formulacija modela disipativnih i generativnih RC i RL kola je data u tre¢oj glavi i odre�ena je
struja kola, kao analiti£ko re²enje jedna£ina kola kori²¢enjem Laplasove transformacije i metoda konturne
integracije. Kola su zatim razmatrana u kvazistacionarnom reºimu i komentarisan je njihov energetski
bilans i karakter. Prethodna analiza je potkrepljena ilustrativnim numeri£kim primerima za pobudu
kola u obliku Hevisajdove i prostoperiodi£ne funkcije, dok su na kraju glave razmatrane frekvencijske
karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa koja odgovara struji aktivnog i pasivnog RC kola
zajedno sa njihovim asimptotskim pona²anjem.

U poslednjoj, £etvrtoj glavi, formulisani su modeli £etiri redna frakciona RLC kola, koja se sastoje od
kombinacija otpornika sa pasivnim/aktivnim kalemom i pasivnim/aktivnim kondenzatorom: disipativno-
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iv PREDGOVOR

disipativnog, generativno-generativnog, disipativno-generativnog i generativno-disipativnog RLC kola.
Analiziran je tranzijentni reºim i prelazak u kvazistacionarno stanje disipativno-disipativnog RLC kola,
a tako�e je razmatran energetski bilans i frekvencijske karakteristike sva £etiri kola.

Nakon poslednje glave disertacije je izloºen rezime i navedeni su zaklju£ci proistekli iz dobijenih
rezultata. Na samom kraju je naveden spisak kori²¢ene literature i data je klju£na dokumentacijska
informacija.

Originalni nau£ni doprinos disertacije sadrºan je u drugoj, tre¢oj i £etvrtoj glavi i rezultat je istra-
ºivanja, £iji je deo sadrºan u radovima [23, 24, 25, 26], objavljenim u visokorangiranim me�unarodnim
nau£nim £asopisima, kao i u zborniku radova me�unarodne nau£ne konferencije.
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Glava 1

Uvod

Klasi£ne konstitutivne jedna£ine elektri£nih elemenata, kao i matemati£ki modeli, impulsni odzivi
struje i frekvencijske karakteristike klasi£nih RC, RL i RLC kola, razmatrani su kao motivacija za uop-
²tenja konstitutivnih jedna£ina elektri£nih elemenata i kola £iji su konstituenti uop²teni elementi. Tako�e
su navedeni i neophodni matemati£ki alati kori²¢eni za uop²tenje konstitutivnih relacija i odre�ivanje
odziva kola konstituisanih uop²tenim elementima.

1.1 Klasi£na elektri£na kola

Konstitutivne relacije osnovnih elektri£nih elemenata: otpornika, klasi£nog kondenzatora i klasi£nog
kalema, date su slede¢im izrazima

uR(t) = R i(t), q(t) = C uC(t) i φ(t) = L iL(t), (1.1)

gde R[Ω], C[ F] i L[ H] predstavljaju otpornost otpornika, kapacitivnost kondenzatora i induktivnost
kalema, respektivno, dok su sa u, i i φ ozna£eni napon, struja i magnetski �uks na odgovaraju¢em
elementu, a t > 0 je vreme. Kako bi se formulisali modeli klasi£nih RC, RL i RLC kola, konstitutivne
relacije elemenata izraºene su preko napona i struje odgovaraju¢eg elementa, te se konstitutivne relacije
klasi£nog kondenzatora i kalema, date izrazima (1.1)2 i (1.1)3, zapisuju u obliku

i(t) = C
d

dt
uC(t) i uL(t) = L

d

dt
i(t), (1.2)

koji je dobijen diferenciranjem izraza (1.1)2 i (1.1)3 i kori²¢enjem de�nicije ja£ine elektri£ne struje i(t) =
d
dtq(t) i Faradejevog zakona elektromagnetske indukcije uL(t) = d

dtφ(t).

Klasi£no RC i RL kolo

Pona²anje klasi£nog RC kola, kao i klasi£nog RL kola, prikazanih na slici 1.1, koja su formirana
rednom vezom otpornika i klasi£nog kondenzatora, odnosno rednom vezom otpornika i klasi£nog kalema,
modeliranih relacijama (1.1) i koja su pobu�ena elektromotornom silom E , odre�eno je drugim Kirhofovim
zakonom kombinovanim sa Omovim zakonom, odnosno jedna£inom klasi£nog RC kola u vremenskom
domenu

E(t) = R i(t) + uC(t), odnosno R

(
τC

d

dt
+ 1

)
i(t) = τC

d

dt
E(t), (1.3)

pri £emu je τC = RC [ s] klasi£na vremenska konstanta, dok je u slu£aju klasi£nog RL kola drugi Kirhofov
zakon kombinovanim sa Omovim zakonom, odnosno jedna£ina kola u vremenskom domenu odre�ena sa

E(t) = R i(t) + uL(t), odnosno R

(
τL

d

dt
+ 1

)
i(t) = E(t), (1.4)

gde je τL = L
R [ s] klasi£na vremenska konstanta.

Primenom Laplasove tranformacije, u nastavku de�nisane relacijom (1.20), na jedna£ine RC i RL
kola u vremenskom domenu (1.3)2 i (1.4)2, podrazumevaju¢i nulte po£etne uslove, dobijaju se funkcije

1



2 GLAVA 1. UVOD

prenosa koje odgovaraju struji, de�nisane kao koli£nik Laplasovih transformacija struje i elektromotorne
sile, u oblicima

ĝ
(RC)
i (s) =

î(s)

Ê(s)
=

1

R

τC s

τC s+ 1
=

1

R

(
1− 1

τC s+ 1

)
=

1

R
ĝ

(RC)
R (s), (1.5)

ĝ
(RL)
i (s) =

î(s)

Ê(s)
=

1

R

1

τL s+ 1
=

1

R
ĝ

(RL)
R (s), (1.6)

gde su ĝ(RC)
R i ĝ(RL)

R funkcije prenosa koje odgovaraju naponu na otporniku.

i(t) R 

uC(t)uR(t)
E(t)

C  

(a) �ema klasi£nog RC kola.

i(t) R 

uR(t)
E(t)

L

uL(t)

(b) �ema klasi£nog RL kola.

Slika 1.1: �ema klasi£nog RC i RL kola.

Struja RC i RL kola u obliku konvolucije impulsnog odziva struje i elektromotorne sile u obliku

i(t) = g
(RC)
i (t) ∗ E(t) i i(t) = g

(RL)
i (t) ∗ E(t), (1.7)

sledi iz de�nicije funkcije prenosa koja odgovara struji RC kola (1.5), odnosno de�nicije funkcije prenosa
koja odgovara struji RL kola (1.6), primenom inverzne Laplasove transformacije, gde je impulsni odziv
struje RC kola odre�en sa

g
(RC)
i (t) =

1

R
g

(RC)
R (t), gde je g

(RC)
R (t) = δ(t)− 1

τC
e
− t
τC , t > 0, (1.8)

dok je impulsni odziv struje RL kola dat izrazom

g
(RL)
i (t) =

1

R
g

(RL)
R (t), gde je g

(RL)
R (t) =

1

τL
e
− t
τL . (1.9)

Izrazi za moduo i argument funkcije prenosa koja odgovara struji RC kola (1.5), dobijeni su u obliku∣∣∣ĝ(RC)
R (ω)

∣∣∣
dB

= 20 log
∣∣∣ĝ(RC)
R (ω)

∣∣∣ = 10 log
τ2
C ω

2

1 + τ2
C ω

2
i arg ĝ

(RC)
R (ω) = arctan

1

τC ω
, (1.10)

dok su izrazi za moduo i argument funkcije prenosa koja odgovara struji RL kola (1.6), dati izrazom∣∣∣ĝ(RL)
R (ω)

∣∣∣
dB

= 20 log
∣∣∣ĝ(RL)
R (ω)

∣∣∣ = −10 log
(
1 + τ2

L ω
2
)

i arg ĝ
(RL)
R (ω) = − arctan(τL ω), (1.11)

odre�eni uvr²tavanjem s = jω u izraze za funkcije prenosa (1.5), odnosno (1.6), gde je ω ugaona u£estalost.
Struja kao odziv klasi£nog RC kola na elektromotornu silu zadatu u obliku Hevisajdove funkcije

E(t) = E0H(t), prema izrazima (1.7)1 i (1.8), odre�ena je sa

i(t) =
E0
R

e
− t
τC , t > 0,

odakle se vidi da struja kola, po£ev²i od vrednosti E0R , sa porastom vremena, eksponencijalno opada na
nultu vrednost, ²to je u skladu sa £injenicom da napunjeni kondenzator predstavlja prekid za vremenski
konstantnu struju. Sa druge strane, frekvencijska karakteristika modula funkcije prenosa, prema (1.10)1,
monotono raste od negativne beskona£nosti do nule, ²to implicira da je RC kolo propusnik visokih
u£estalosti. Ovakav oblik frekvencijske karakteristike modula funkcije prenosa je o£ekivan s obzirom da
funkcija prenosa ima nulu u koordinatnom po£etku, kao i jedan realan pol. Argument funkcije prenosa sa
porastom u£estalosti monotono opada sa vrednosti π2 na nultu vrednost, ²to je evidentno iz izraza (1.10)2.
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Ukoliko se elektromotorna sila zada u obliku Hevisajdove funkcije E(t) = E0H(t), struja kao odziv
klasi£nog RL kola, prema izrazima (1.7)2 i (1.9), odre�ena je izrazom

i(t) =
E0
R

(
1− e

− t
τL

)
, t > 0,

odakle se vidi da struja kola, po£ev²i od nulte vrednosti, sa porastom vremena, eksponencijalno raste i
asimptotski se pribliºava vrednosti E0R , ²to je u skladu sa £injenicom da kalem predstavlja kratki spoj za
vremenski konstantnu struju. Sa druge strane, frekvencijska karakteristika modula funkcije prenosa, prema
(1.11)1, kao posledica postojanja realnog pola monotono opada od nule do negativne beskona£nosti, ²to
implicira da je RL kolo propusnik niskih u£estalosti. Argument funkcije prenosa sa porastom u£estalosti
monotono opada sa nulte vrednosti na vrednost −π2 , ²to je evidentno iz izraza (1.11)2.

Klasi£no RLC kolo

Model klasi£nog RLC kola, formiranog rednom vezom otpornika, klasi£nog kondenzatora i klasi£nog
kalema, videti sliku 1.2 i pobu�enog elektromotornom silom E , formuli²e se kori²¢enjem drugog Kirhofovog
zakona kombinovanog sa Omovim zakonom

E(t) = R i(t) + uL(t) + uC(t), (1.12)

koji Laplasovom transformacijom jedna£ine (1.12) i konstitutivnih jedna£ina (1.2), uzimaju¢i u obzir
nulte po£etne uslove, u kompleksnom domenu dobija oblik

R
(
τLτCs

2 + τCs+ 1
)
î(s) = τCs Ê(s), (1.13)

gde su τC = RC [ s] i τL = L
R [ s] klasi£ne vremenske konstante, te se inverznom Laplasovom transforma-

cijom jedna£ine kola u kompleksnom domenu (1.13) dobija

R

(
τLτC

d2

dt2
+ τC

d

dt
+ 1

)
i(t) = τC

d

dt
E(t)

za jedna£inu kola u vremenskom domenu.

i(t) R 

uC(t)uR(t)
E(t)

C  L

uL(t)

Slika 1.2: �ema klasi£nog RLC kola.

Funkcija prenosa koja odgovara struji klasi£nog RLC kola, de�nisana kao koli£nik Laplasovih slika
struje i elektromotorne sile, sledi u obliku

ĝ
(RLC)
i (s) =

î(s)

Ê(s)
=

1

R

τCs

τLτCs2 + τCs+ 1
=

1

R
ĝ

(RLC)
R (s), (1.14)

iz jedna£ine kola u kompleksnom domenu (1.13). Kvalitativna svojstva impulsnog odziva struje kola zavise
od prirode dva pola funkcije prenosa, dobijena kao nule karakteristi£nog polinoma (imenioca funkcije
prenosa), te, ukoliko su polovi kompleksno konjugovani brojevi sa negativnim realnim delom, funkcija
prenosa se zapisuje u obliku

ĝ
(RLC)
R (s) =

1

τL

s(
s+ 1

2τL

)2

+ Ω2

=
1

τL

 s+ 1
2τL(

s+ 1
2τL

)2

+ Ω2

− 1

2τLΩ

Ω(
s+ 1

2τL

)2

+ Ω2

 , (1.15)

gde je

Ω2 =
1

τLτC
− 1

4τ2
L

> 0, (1.16)
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²to, primenom inverzne Laplasove transformacije, daje impulsni odziv struje

g
(RLC)
i (t) =

1

R
g

(RLC)
R (t), gde je g

(RLC)
R (t) =

1

τL
e
− t

2τL

(
cos(Ωt)− 1

2τLΩ
sin(Ωt)

)
, (1.17)

koji je harmonijska funkcija sa eksponencijalno opadaju¢om amplitudom. Ukoliko su polovi funkcije pre-
nosa ĝ(RLC)

i realni i razli£iti, tada je

υ2 = −Ω2 =
1

4τ2
L

− 1

τLτC
, odnosno υ = jΩ,

gde je Ω dato izrazom (1.16), te se impulsni odziv struje (1.17) transformi²e u

g
(RLC)
i (t) =

1

R
g

(RLC)
R (t), gde je g

(RLC)
R (t) =

1

τL
e
− t

2τL

(
ch(υt)− 1

2τLυ
sh(υt)

)
,

koji je neoscilatorna, ali mogu¢e nemonotona funkcija vremena, koja teºi u nulu za dovoljno veliko vreme.
U slu£aju da funkcija prenosa ĝ(RLC)

i ima realni dvostruki pol, impulsni odziv je oblika

g
(RLC)
i (t) =

1

R
g

(RLC)
R (t), gde je g

(RLC)
R (t) =

1

τL
e
− t

2τL

(
1− 1

2τL
t

)
,

koji je funkcija koja ima minimum i teºi u nulu za veliko vreme, a £iji oblik sledi primenom inverzne
Laplasove transformacije na funkciju prenosa zapisanu u obliku

ĝ
(RLC)
R (s) =

1

τL

 1

s+ 1
2τL

− 1

2τL

1(
s+ 1

2τL

)2

 ,

dobijenom iz izraza (1.15) kada je Ω = 0, odnosno kada je τC = 4τL u (1.16).
Izrazi za moduo i argument funkcije prenosa koja odgovara struji RLC kola

∣∣∣ĝ(RLC)
R (ω)

∣∣∣
dB

= 20 log
∣∣∣ĝ(RLC)
R (ω)

∣∣∣ = −10 log

(
1 +

(
1

τCω
− τLω

)2
)

i (1.18)

arg ĝ
(RLC)
R (ω) = arctan

(
1

τCω
− τLω

)
, (1.19)

dobijaju se uvr²tavanjem s = jω u izraz za funkciju prenosa (1.14). Moduo funkcije prenosa, odnosno
poja£anje, prema izrazu (1.18), je funkcija koja, sa porastom u£estalosti, iz negativne beskona£nosti raste

do maksimalne vrednosti
∣∣∣ĝ(RLC)
R (ωr)

∣∣∣
dB

= 0, ostvarene za ωr = 1√
τLτC

= 1√
LC

, te sa daljim porastom
u£estalosti teºi ka negativnoj beskona£nosti, ²to implicira da je RLC kolo propusnik opsega. Ovakav
oblik frekvencijske karakteristike modula funkcije prenosa je posledica postojanja nule funkcije prenosa u
koordinatnom po£etku, koja obezbe�uje rast poja£anja za +20 dB

dec na svim u£estalostima, kao i dva pola,
koji na u£estalostima vi²im od svojih unose promenu poja£anja za −20 dB

dec . Sa druge strane, argument
funkcije prenosa je, prema izrazu (1.19), monotono opadaju¢a funkcija, koja asimptotski teºi vrednosti
π
2 za niske u£estalosti i prolaze¢i kroz nulu za ωr sa porastom u£estalosti asimptotski teºi vrednosti −π2
za visoke u£estalosti.

1.2 Laplasova transformacija i analiti£ki metodi inverzije

Laplasova transformacija je jedna od naj£e²¢e kori²¢enih integralnih transformacija u inºenjerstvu.
Posebno je korisna za re²avanje obi£nih linearnih diferencijalnih jedna£ina, koje se javljaju pri analizi
elektri£nih kola. Laplasova transformacija preslikava original, odnosno datu kauzalnu funkciju f(t), t > 0,
iz vremenskog domena u lik, odnosno u funkciju f̂(s), Res > s0 > 0, u kompleksnom domenu i de�nisana
je relacijom

f̂(s) = L[f(t)](s) =

∫ ∞
0

f(t) e−stdt. (1.20)
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Inverzna Laplasova transformacija, odnosno original f , odre�uje se kori²¢enjem slike f̂ primenom Brom-
vi£ovog integrala

f(t) = L−1[f̂(s)](t) =
1

2πj

∫
ΓBr

f̂(s) est ds, (1.21)

gde je ΓBr prava u kompleksnoj ravni, parametrizovana sa s = s0 + jρ, gde je ρ ∈ (−∞,∞). Pored
odre�ivanja inverzne Laplasove transformacije kori²¢enjem de�nicije (1.21), inverzija se moºe izvr²iti
mnogobrojnim analiti£kim i numeri£kim postupcima. Naj£e²¢i razlozi za nalaºenje originala alternativ-
nim na£inom su potreba za proverom re²enja dobijenog po de�niciji, ili u slu£ajevima kada je odre�ivanje
inverzne Laplasove transformacije po de�niciji previ²e kompleksno. Jedan od naj£e²¢e kori²¢enih anali-
ti£kih metoda za odre�ivanje inverzne Laplasove transformacije jeste metod konturne integracije, koji ¢e
detaljnije biti opisan u nastavku, £emu ¢e prethoditi izlaganje o elementima i teoremama kompleksne
analize na kojima se ovaj metod zasniva. Literatura koja se bavi kompleksnom analizom, kao i njenom
²irokom primenom, veoma je obimna. Teoreme koje slede u nastavku bi¢e date bez suvi²nih detalja i
dokaza, a preuzete su iz slede¢e literature [5].

Ko²ijeva integralna formula

Ako je funkcija f(z) kompleksne promenljive z analiti£ka u jednostruko povezanoj oblasti G, tada za
proizvoljnu zatvorenu konturu Γ unutar oblasti G vaºi da je∮

Γ

f(z)dz = 0. (1.22)

Ko²ijeva teorema o reziduumima

Ako je funkcija f(z) kompleksne promenljive z u unutra²njosti i na zatvorenoj pozitivno orijentisanoj
konturi Γ analiti£ka, osim u kona£no mnogo ta£aka zk, zk ∈ int Γ, tada je∮

Γ

f(z)dz = 2πj
∑
k

Res(f(z), zk), (1.23)

gde je Res(f(z), zk) reziduum funkcije f(z) izra£unat u ta£ki z = zk.

Ukoliko je zk pol prvog reda funkcije f(z) = g(z)
h(z) , tada je Res(f(z), zk) = g(z)

d
dzh(z)

∣∣∣
z=zk

.

Princip argumenta

Ukoliko se nezavisna promenljiva z menja duº zatvorene konture γ u kompleksnoj ravni, tada je ukupan
broj nula N funkcije f(z) unutar oblasti koja je oivi£ena konturom γ odre�en promenom argumenta
∆ arg f(z) = 2πN , pod pretpostavkom da funkcija f nema polove u pomenutom domenu.

Metod konturne integracije

Metod konturne integracije je jedan od analiti£kih metoda za odre�ivanje inverzne Laplasove trans-
formacije, a zasniva se na de�niciji inverzne Laplasove transformacije. Inverzna Laplasova transformacija
funkcije f̂ moºe se odrediti kori²¢enjem de�nicije inverzije (1.21) primenjuju¢i Ko²ijevu integralnu formu-
lu (1.22) ili Ko²ijevu teoremu o reziduumima (1.23), gde se zatvorena pozitivno orijentisana kontura Γ

bira tako da kontura ΓBr bude njen deo. Naime, ukoliko unutar zatvorene konture Γ funkcija f̂ nema izo-
lovanih singulariteta, odnosno ukoliko je funkcija f̂ analiti£ka unutar konture Γ, tada je, prema Ko²ijevoj
integralnoj formuli (1.22), inverzna Laplasova transformacija data izrazom

f(t) = − 1

2πj

∫
Γ−ΓBr

f̂(s) est ds,

a ukoliko izolovani singulariteti postoje, tada je, prema Ko²ijevoj teoremi o reziduumima (1.23), inverzna
Laplasova transformacija data sa

f(t) = − 1

2πj

∫
Γ−ΓBr

f̂(s) est ds+
∑
k

Res(f(z), zk),

gde je integral po Γ− ΓBr zbir integrala po svim konturama koje £ine konturu Γ, osim konture ΓBr.
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1.3 Frakcioni ra£un

Navedene su osnovne de�nicije i svojstva integrala i izvoda necelog reda, a mnogo vi²e detalja iz
oblasti frakcionog ra£una i njegove veoma ²iroke primene se moºe na¢i u bogatoj literaturi posve¢enoj
ovoj materiji, videti [10, 19, 21, 35, 40, 46].

Frakcioni integral

Frakcioni integral reda ξ > 0, de�nisan je konvolucijom funkcije f i jezgra stepenog tipa u obliku

0Iξtf (t) =
tξ−1

Γ (ξ)
∗ f (t) =

1

Γ(ξ)

∫ t

0

f(t′)

(t− t′)1−ξ dt′, (1.24)

videti [35], gde je sa Γ ozna£ena Ojlerova gama funkcija, a ∗ ozna£ava konvoluciju, koja je za kauzalne
signale de�nisana izrazom

f (t) ∗ g (t) =

∫ t

0

f(t′)g(t− t′)dt′.

Ukoliko je red integrala ξ celobrojan, tada se frakcioni integral svodi na klasi£ni, odnosno na dobro
poznatu Ko²ijevu formulu za n-tostruku integraciju

0Int f (t) =
tn−1

(n− 1)!
∗ f (t) =

1

(n− 1)!

∫ t

0

f(t′)

(t− t′)1−n dt′, (1.25)

gde je u obzir uzeta £injenica da je Γ funkcija za argument n iz skupa prirodnih brojeva uop²tenje
faktorijela, takvo da vaºi Γ(n) = (n− 1)!.

Kako je sa 0Iξt ozna£en operator frakcione integracije reda ξ, notacija 0It ozna£ava klasi£nu jednostruku
integraciju, dok frakcioni integral nultog reda konvergira, u slabom smislu, samoj podintegralnoj funkciji.

Sli£no operatoru klasi£ne vi²estruke integracije (1.25), operator frakcione integracije (1.24), poseduje
svojstvo asocijativnosti, a tako�e poseduje i svojstvo komutativnosti, odnosno vaºi

0Iξt 0Iζt = 0Iζt 0Iξt = 0Iξ+ζt za ξ, ζ > 0. (1.26)

Laplasova transformacija frakcionog integrala je data izrazom

L
[

0Iξtf (t)
]

(s) =
1

sξ
f̂(s). (1.27)

Frakcioni integral harmonijske funkcije nije harmonijska funkcija, ali se pona²a kao harmonijska funk-
cija za dovoljno veliko vreme i dat je izrazom

0Iξt ej(ωt+φ) =
1

(jω)
ξ

ej(ωt+φ) =
1

ωξ
ej(ωt+φ− ξπ2 ) kada t→∞, (1.28)

videti [19].

Riman-Liuvilov frakcioni izvod

Postoji vi²e vrsta frakcionih izvoda, a za razmatrane probleme je kori²¢en Riman-Liuvilov frakcioni
izvod, koji je de�nisan izrazom

0Dξ
tf (t) =

d

dt
0I1−ξ
t f (t) =

d

dt

(
t−ξ

Γ (1− ξ)
∗ f (t)

)
, (1.29)

ukoliko je red frakcionog izvoda ξ ∈ (0, 1), a ukoliko je red frakcionog izvoda n + ξ, gde je n ∈ N0, a
ξ ∈ (0, 1), tada je Riman-Liuvilov frakcioni izvod de�nisan izrazom

0Dn+ξ
t f (t) =

dn+1

dtn+1 0I1−ξ
t f (t) =

dn+1

dtn+1

(
t−ξ

Γ (1− ξ)
∗ f (t)

)
.

Analogno notaciji kori²¢enoj za frakcionu integraciju, kako 0Dξ
t ozna£ava operator frakcionog diferen-

ciranja reda ξ, notacija 0Dt ozna£ava klasi£no jednostruko diferenciranje, odnosno prvi izvod. Riman-
Liuvilov frakcioni izvod (1.29) teºi prvom izvodu ukoliko red frakcionog izvoda teºi jedinici, a ukoliko red
frakcionog izvoda teºi nuli, tada se Riman-Liuvilov frakcioni izvod funkcije svodi na samu funkciju.
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Ukoliko je funkcija f ograni£ena u nuli, tada se sukcesivnom primenom Riman-Liuvilovih frakcionih
izvoda redova ξ i ζ dobija Riman-Liuvilov frakcioni izvod reda ξ + ζ, odnosno vaºi da je

0Dξ
t 0Dζ

t f (t) = 0Dξ+ζ
t f (t) , kada ξ, ζ ∈ (0, 1).

Laplasova transformacija Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda, datog izrazom (1.29), je

L
[

0Dξ
tf (t)

]
(s) = sξ f̂(s)−

[
0I1−ξ
t f (t)

]
t=0

= sξ f̂(s) (1.30)

i vaºi ukoliko je funkcija f ograni£ena u nuli.
Riman-Liuvilov frakcioni izvod harmonijske funkcije nije harmonijska funkcija, ali se pona²a kao har-

monijska funkcija za dovoljno veliko vreme i dat je izrazom

0Dξ
t ej(ωt+φ) = (jω)

ξ
ej(ωt+φ) = ωξ ej(ωt+φ+ ξπ

2 ) kada t→∞, (1.31)

videti [19].
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Glava 2

Frakciona uop²tenja

modela elektri£nih elemenata

Standardne konstitutivne relacije kalema i kondenzatora dobro opisuju materijale kod kojih se procesi
polarizacije i magnetizacije de²avaju trenutno, odnosno gde nije bitno uzeti u obzir istoriju tih procesa.
Ukoliko se istorijski fenomeni ne mogu zanemariti, odnosno ukoliko postoji potreba da se oni uzmu u obzir,
tada se klasi£ne konstitutivne relacije mogu uop²titi dodavanjem £lana koji uzima u obzir memorijske
efekte. Kod klasi£nih memorijskih modela, memorijsko jezgro je eksponencijalnog tipa, ²to implicira
memoriju materijala koja vrlo brzo opada sa vremenom, dok je u slu£aju memorijskih modela frakcionog
tipa proces relaksacije sporiji i odgovara mu memorijska funkcija stepenog tipa i upravo su takvi modeli
kori²¢eni za uop²tavanje standardnih konstitutivnih relacija.

2.1 Konstitutivne relacije elektri£nih elemenata

Elektri£ni elementi napravljeni od materijala kod kojih se procesi polarizacije i magnetizacije ne
de²avaju trenutno, ve¢ zavise od istorije, mogu se modelirati uop²tenjem klasi£ne konstitutivne jedna£ine
dodavanjem £lana koji uklju£uje istoriju �zi£kog procesa uz £lan koji opisuje njegov trenutni doprinos.
Ukoliko koli£ina naelektrisanja na oblogama kondenzatora q ne zavisi samo od trenutne vrednosti napona
na kondenzatoru uC , ve¢ i od njegove istorije, konstitutivna jedna£ina se moºe pretpostaviti u obliku

q(t) = C uC(t) + Cα 0I1−α
t uC(t), α ∈ (0, 1), (2.1)

a ukoliko model kondenzatora podrazumeva da se napon uC izraºava preko trenutne vrednosti koli£i-
ne naelektrisanja q na njegovim oblogama, kao i istorije koli£ine naelektrisanja, tada se konstitutivna
jedna£ina pretpostavlja u obliku

uC(t) =
1

C
q(t) +

1

Cµ
0Iµt q(t). µ ∈ (0, 1). (2.2)

U konstitutivnim jedna£inama (2.1) i (2.2), operator 0Iξt , de�nisan relacijom (1.24), ozna£ava Riman-
Ljuvilov integral necelog reda, koji je u op²tem slu£aju reda ξ > 0, a parametri C[ F], Cα[ F

s1−α ] i Cµ[ F sµ]
predstavljaju klasi£ne i frakcione kapacitivnosti. Iako navedeni modeli imaju isti matemati£ki oblik, na
osnovu termodinami£ke analize sprovdene u slede¢em odeljku, utvr�eno je da sa aspekta proizvodnje i
potro²nje energije, odnosno elektroenergetskog bilansa, oni opisuju elemente sa razli£itim svojstvima, te
konstitutivni model (2.1) opisuje pasivni (disipativni) kondenzator, dok model (2.2) predstavlja njegov
aktivni (generativni) pandan. Frakcioni elektri£ni elementi, modelirani relacijama (2.1) i (2.2), mogu se
posmatrati kao paralelna veza klasi£nog i pasivnog frakcionog kondenzatora, odnosno redna veza klasi£nog
i aktivnog frakcionog kondenzatora, respektivno.

Konstitutivne relacije pasivnog i aktivnog konenzatora (2.1) i (2.2) mogu¢e je zapisati na ekvivalentan
na£in, izraºavanjem napona uC u funkciji koli£ine naelektrisanja q u slu£aju pasivnog kondenzatora,
odnosno izraºavanjem koli£ine naelektrisanja q preko napona uC u slu£aju aktivnog konednzatora

uC(t) =
1

C
q(t) +

1

C
ė1−α,CαC

(t) ∗ q(t), (2.3)

q(t) = C uC(t) + C ėµ, CCµ
(t) ∗ uC(t), (2.4)

9
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pri £emu ė1−α,CαC
i ėµ, CCµ

predstavljaju prve vremenske izvode jednoparametarske Mitag-Le�erove funk-

cije, de�nisane izrazima

eη,λ (t) = Eη (−λtη) , gde Eη (z) =

∞∑
k=0

zk

Γ (ηk + 1)
,

odnosno izraºavaju¢i ih u obliku analognom konstitutivnim jedna£inama (2.2) i (2.1), respektivno, pri £e-
mu memorijsko jezgro vi²e nije stepenog tipa ve¢ je oblika Mitag-Lelerove funkcije, ²to dodatno nagla²ava
istorijsku zavisnost izme�u ovih �zi£kih veli£ina. Konstitutivna jedna£ina (2.3), kao ekvivalentni oblik
jedna£ine pasivnog kondenzatora (2.1), moºe sa aspekta topologije posmatrati kao redna veza klasi£nog i
uop²tenog kondenzatora, dok se konstitutivna jedna£ina (2.4), kao ekvivalentni oblik konstitutivne jedna-
£ine aktivnog kondenzatora (2.2), moºe se topolo²ki posmatrati kao paralelna veza klasi£nog i uop²tenog
kondenzatora.

Ukoliko se ºele uzeti u obzir memorijski efekti magnetskih materijala kori²¢enih u kalemu, tada se mogu
koristiti jedna£ine istog matemati£kog oblika kao i u slu£aju frakcionog kondenzatora. Naime, ukoliko se
�uks vektora magnetske indukcije φ izrazi u zavisnosti od istorije struje kalema iL, tada se konstitutivna
relacija uzima u obliku

φ(t) = L iL(t) + Lβ 0I1−β
t iL(t), β ∈ (0, 1), (2.5)

a ukoliko se struja kroz kalem iL izrazi u zavisnosti od trenutne vrednosti i istorije magnetskog �uksa φ,
dobija se konstitutivna relacija oblika

iL(t) =
1

L
φ(t) +

1

Lν
0Iνt φ(t), ν ∈ (0, 1), (2.6)

gde L[ H], Lβ [ H
s1−β

] i Lν [ H sν ] predstavljaju klasi£ne i frakcione induktivnosti. Na osnovu termodinami£-
ke analize, sprovdene u odeljku 2.2, odnosno sa aspekta proizvodnje i potro²nje energije na elementu,
utvr�eno je da konstitutivni model (2.5) opisuje pasivni kalem, dok model (2.6) predstavlja aktivni ka-
lem. Elektri£ni element modeliran relacijom (2.5) predstavlja rednu vezu klasi£nog i pasivnog frakcionog
kalema, dok se model (2.6) moºe posmatrati kao paralelna veza klasi£nog i aktivnog frakcionog kalema.

Sli£no modelima frakcionih kondenzatora, konstitutivnu relaciju pasivnog kalema (2.5) mogu¢e je
zapisati u ekvivalentnom obliku

iL(t) =
1

L
φ(t) +

1

L
ė

1−β,
Lβ
L

(t) ∗ φ(t), (2.7)

izraºavanjem struje kalema iL preko magnetskog �uksa φ, dok se u slu£aju konstitutivne relacije aktivnog
kalema (2.6), �uks φ moºe izraziti preko istorije struje iL u obliku

φ(t) = L iL(t) + L ėν, LLν
(t) ∗ iL(t), (2.8)

kao ²to je to u£injeno u relacijama (2.6) i (2.5), me�utim sa promenjenim memorijskim jezgrom. Relacija
(2.8), koja je po obliku ekvivalentna jedna£ini (2.6), predstavlja rednu vezu klasi£nog i uop²tenog kalema,
dok jedna£ina (2.7), koja je po obliku ekvivalentna jedna£ini (2.5) opisuje paralelnu vezu klasi£nog i
uop²tenog kalema. Dakle, uz odabir odgovaraju¢ih memorijskih jezgara, razli£ita topolo²ka uop²tenja
elektri£nih elemenata mogu opisivati iste �zi£ke procese.

Konstitutivna jedna£ina (2.1), odnosno njen pandan (2.3), kao i model (2.5), odnosno njegov pandan
(2.7), su modeli pasivnog kondenzatora i kalema, dok su konstitutivne jedna£ine (2.2) i (2.4), odnosno
(2.6) i (2.8), modeli aktivnog kondenzatora i kalema.

U cilju formulisanja modela rednih RC, RL i RLC kola, koja ¢e se izu£avati u nastavku, koristi¢e se
konstitutivne jedna£ine elemenata izraºene preko napona i struje kroz element, te konstitutivne jedna£ine
pasivnog kondenzatora i pasivnog kalema, koji su modelirani relacijama (2.1) i (2.5), respektivno glase

i(t) = C
d

dt
uC(t) + Cα 0Dα

t uC(t), (2.9)

uL(t) = L
d

dt
i(t) + Lβ 0Dβ

t i(t), (2.10)

gde 0Dξ
t , ξ ∈ (0, 1), ozna£ava operator Riman-Ljuvilovog frakcionog diferenciranja, dat relacijom (1.29),

a dobijene su diferenciranjem relacija (2.1) i (2.5) i upotrebom de�nicije struje i(t) = d
dtq(t) u slu£aju
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relacije (2.9), odnosno Faradejevog zakona elektromagnetske indukcije uL(t) = d
dtφ(t) u slu£aju jedna£ine

(2.10).
Konstitutivni model pasivnog kondenzatora (2.9) u grani£nim slu£ajevima reda frakcionog izvoda

svodi se na klasi£ne modele, te se u slu£aju α = 0 dobija model klasi£nog kondenzatora paralelno vezanog
sa otpornikom provodnosti G ≡ Cα [ S]

i(t) = C
d

dt
uC(t) +GuC(t), (2.11)

koji tako�e odgovara pasivnom elementu, dok se za α = 1 dobija

i(t) = Ccl
d

dt
uC(t), (2.12)

²to opisuje klasi£ni kondezator kapacitivnosti Ccl = C + Cα [ F], koji niti rasipa niti generi²e energiju.
Dakle, element opisan relacijom (2.9) pokazuje svojstva klasi£nog kondenzatora u paralelnoj vezi sa
frakcionim elementom, £ija svojstva interpoliraju izme�u svojstava otpornika i klasi£nog kondenzatora.

Sli£no, konstitutivna relacija pasivnog kalema (2.10) se u grani£nim slu£ajevima kada je red frakcionog
izvoda β = 0, odnosno kada je β = 1, transformi²e u

uL(t) = L
d

dt
i(t) +R i(t), odnosno u uL(t) = Lcl

d

dt
i(t),

²to odgovara rednoj vezi klasi£nog kalema i otpornika otpornosti R ≡ Lβ [ Ω], odnosno klasi£nom kalemu
induktivnosti Lcl = L+Lβ [ H]. Dakle, element opisan relacijom (2.10) pokazuje svojstva klasi£nog kalema
redno vezanog sa frakcionim elementom £ija svojstva interpoliraju izme�u svojstava otpornika i klasi£nog
kalema.

Konstitutivne jedna£ine pasivnog kondenzatora i kalema u kompleksnom domenu

î(s) = (C s+ Cα s
α) ûC(s), (2.13)

ûL(s) =
(
Ls+ Lβ s

β
)
î(s), (2.14)

dobijene su primenom Laplasove transformacije na konstitutivne jedna£ine u vremenskom domenu (2.9) i
(2.10), kori²¢enjem Laplasove transformacije Riman-Ljuvilovog frakcionog izvoda, date relacijom (1.30),
uzimaju¢i u obzir nulte po£etne uslove. Na osnovu konstitutivnih jedna£ina pasivnog kondenzatora i
kalema (2.13) i (2.14), dobijaju se izrazi za impedansu disipativnog kondenzatora i impedansu pasivnog
kalema u kompleksnom domenu

Ẑ
(d)
C (s) =

ûC(s)

î(s)
=

1

C s+ Cα sα
, (2.15)

Ẑ
(d)
L (s) =

ûL(s)

î(s)
= Ls+ Lβ s

β . (2.16)

Ukoliko se elektri£ni elementi posmatraju u kvazistacionarnom reºimu, odnosno ukoliko se struja i
odgovaraju¢i naponi pretpostave u obliku harmonijskih funkcija

i(t) = i0 ej(ωt+φi), uC(t) = uC0 ej(ωt+φC), i uL(t) = uL0 ej(ωt+φL), (2.17)

gde su i0, uC0 i uL0 amplitude, a φi, φC i φL faze, tada se uvr²tavanjem izraza (2.17) za struje i
napone u konstitutivne jedna£ine pasivnih elemenata u vremenskom domenu (2.9) i (2.10) i kori²¢enjem
asimptotike Riman-Ljuvilovog frakcionog izvoda za veliko vreme (1.31) dobijaju izrazi za admitansu
pasivnog kondenzatora i impedansu pasivnog kalema u obliku

Y
(d)
C (ω) =

i(t)
uC(t)

= C ω ejπ2 + Cα ω
α ejαπ2 , (2.18)

Z
(d)
L (ω) =

uL(t)

i(t)
= Lω ejπ2 + Lβ ω

β ej βπ2 , (2.19)

tako da su odgovaraju¢e impedanse

Z
(d)
C (ω) =

1

Y
(d)
C (ω)

=
Cαω

α cos απ2 − j
(
Cω + Cαω

α sin απ
2

)
C2ω2 + 2CCαω1+α sin απ

2 + C2
αω

2α
, (2.20)
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Z
(d)
L (ω) = Lβω

β cos
βπ

2
+ j

(
Lω + Lβω

β sin
βπ

2

)
. (2.21)

Admitansa pasivnog kondenzatora (2.18) i impedansa pasivnog kalema (2.19) mogu se dobiti iz konsti-
tutivnih jedna£ina pasivnog kondenzatora i kalema u kompleksnom domenu (2.13) i (2.14) uvr²tavanjem
s = jω.

Konstitutivne jedna£ine aktivnih elemenata (2.2) za aktivni kondenzator i (2.6) za aktivni kalem,
izraºene preko napona i struje, dobijaju oblike

uC(t) =
1

C
0Iti(t) +

1

Cµ
0I1+µ
t i(t), (2.22)

i(t) =
1

L
0ItuL(t) +

1

Lν
0I1+ν
t uL(t), (2.23)

upotrebom izraza q(t) =
∫ t

0
i(t′)dt′ = 0I1

t i(t) u slu£aju modela (2.22), odnosno izraza φ(t) =
∫ t

0
uL(t′)dt′ =

0I1
tuL(t) u slu£aju jedna£ine (2.23), pod uslovom da je q(0) = 0 i φ(0) = 0, kao i kori²¢enjem svojstva

polugrupe za frakcione integrale (1.26).
Konstitutivni model aktivnog kondenzatora (2.2) u grani£nom slu£aju kada je red integracije µ = 0,

svodi se na
uC(t) =

1

Ccl
q(t), (2.24)

²to opisuje klasi£ni kondenzator kapacitivnosti Ccl =
(

1
C + 1

Cµ

)−1

[ F], dok se u slu£aju µ = 1 konstitu-

tivni model (2.2) svodi na model sa uniformnom memorijom

uC(t) =
1

C
q(t) +

1

Cµ

∫ t

0

q(t′) dt′, (2.25)

²to odgovara rednoj vezi klasi£nog kondenzatora i elementa sa uniformnom memorijom. Dakle, element
opisan relacijom (2.22) pokazuje svojstva klasi£nog kondenzatora redno vezanog sa frakcionim elementom
£ija svojstva interpoliraju izme�u svojstava klasi£nog kondenzatora i elementa sa uniformnom memorijom.
Model aktivnog kalema (2.6), u grani£nim slu£ajevima kada je red frakcionog integrala ν = 0, odnosno
kada je ν = 1, svodi se na konstitutivne jedna£ine

iL(t) =
1

Lcl
φ(t) i iL(t) =

1

L
φ(t) +

1

Lν

∫ t

0

φ(t′) dt′, (2.26)

koje odgovaraju modelu klasi£nog kalema induktivnosti Lcl = LLν
L+Lν

[ H], odnosno modelu induktivnog
elementa koji se moºe posmatrati kao paralelna veza klasi£nog kalema i elementa sa uniformnom me-
morijom. Dakle, element opisan relacijom (2.23) pokazuje svojstva klasi£nog kalema paralelno vezanog
sa frakcionim elementom £ija svojstva interpoliraju izme�u svojstava klasi£nog kalema i elementa sa
uniformnom memorijom.

Analogno slu£aju pasivnih elemenata, primenom Laplasove transformacije na konstitutivnu jedna£inu
(2.22), koja odgovara aktivnom kondenzatoru, kao i na model (2.23), koji odgovara aktivnom kalemu,
dobija se

ûC(s) =

(
1

C s
+

1

Cµ s1+µ

)
î(s), (2.27)

î(s) =

(
1

Ls
+

1

Lν s1+ν

)
ûL(s), (2.28)

pri £emu je kori²¢ena Laplasova transformacija frakcionog integrala (1.27). Kori²¢enjem konstitutivnih
jedna£ina aktivnog kondenzatora i kalema u kompleksnom domenu (2.27) i (2.28), dobija se impedansa
generativnog kondenzatora i impedansa generativnog kalema u kompleksnom domenu u obliku

Ẑ
(g)
C (s) =

ûC(s)

î(s)
=

1

C s
+

1

Cµ s1+µ
, (2.29)

Ẑ
(g)
L (s) =

ûL(t)

î(s)
=

1
1
Ls + 1

Lν s1+ν

=
LLν s

1+ν

Lν sν + L
. (2.30)
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Pona²anje aktivnih elemenata u kvazistacionarnom reºimu se odre�uje analognim postupkom kao i u
slu£aju pasivnih elemenata: uvr²tavanjem struje i odgovaraju¢ih napona u obliku harmonijskih funkcija
(2.17) u konstitutivne jedna£ine aktivnih elemenata u vremenskom domenu (2.22) i (2.23) i kori²¢enjem
asimptotike frakcionog integrala za veliko vreme (1.28), iz £ega slede izrazi za impedansu aktivnog kon-
denzatora i admitansu aktivnog kalema

Z
(g)
C (ω) =

uC(t)

i(t)
=

1

C

1

ωejπ2
+

1

Cµ

1

ω1+µej
(1+µ)π

2

,

Y
(g)
L (ω) =

i(t)
uL(t)

=
1

L

1

ωejπ2
+

1

Lν

1

ω1+νej
(1+ν)π

2

,

dok su odgovaraju¢e impedanse date izrazima

Z
(g)
C (ω) = −

sin µπ
2

Cµω1+µ
− j

(
1

Cω
+

cos µπ2
Cµω1+µ

)
, (2.31)

Z
(g)
C (ω) =

1

Y
(g)
L (ω)

= −LLνω1+ν L sin νπ
2 − j

(
Lνω

ν + L cos νπ2
)

L2
νω

2ν + 2LLνων cos νπ2 + L2
. (2.32)

Analiza prelaznog reºima uop²tenih elektri£nih kola sa memorijskim svojstvima, koja su modelirana
frakcionim ra£unom, sprovedena je u [20, 22], razmatranjem klasi£nih RLC i RC kola i uop²tenjem
odgovaraju¢ih jedna£ina, zamenom celobrojnih vremenskih izvoda frakcionim. Termodinami£ka analiza,
sprovedena u prostoperiodi£nom reºimu rada elementa u [23, 24], implicira da uop²teni modeli elemenata,
pored kapacitivnog i induktivnog karaktera, karakteristi£nog za klasi£ne elemente, uzimaju u obzir kako
potro²nju tako i proizvodnju elektri£ne energije i zbog toga se uop²tenje promenom konstitutivnih relacija
elektri£nih elemenata, £ini �zi£ki smislenijim, naro£ito ukoliko je posledica konstitutivnih modela koji
opisuju interakciju elektromagnetnog polja i materijalne sredine, kao ²to je to u£injeno u [42, 60, 61].
Razli£ite de�nicije snage za kola koja sadrºe frakciono uop²tene elemente razmatrane su u [65], gde su
predloºene de�nicije za prividnu, aktivnu, reaktivnu i rasipnu snagu frakcionih elemenata. Kapacitivnost
i induktivnost necelog reda se tako�e razmatraju u [37, 56, 62]. Valjanost frakcionog uop²tenja na nivou
elektri£nih elemenata leºi u mogu¢nosti adekvatnog opisa �zi£kih procesa, kao ²to je razmatrano u [69].
Analiza frakcionih sistema sprovedena je u [66, 67], gde su dati prakti£ni primeri realizacije takvih sistema
i njihove dinami£ke osobine.

Prakti£ni primeri primene frakcionih modela elektri£nih elemenata su superkondezatori, ultrakonden-
zatori i elektrohemijski dvoslojni kondenzatori (EDLC) razmatrani u [2, 4, 18, 30, 34, 38, 39, 49]. Super-
kondenzatori i ultrakondenzatori modelirani su jedna£inama, po£ev²i od linearnih konsitutivnih jedna£ina
dobijenih kombinovanjem otpornika i frakcionih kondenzatora, kao u [15, 47, 48], pa sve do nelinearnih
modela predloºenih u [18]. Prisustvo istorijskih fenomena u elektrohemijskim dvoslojnim kondenzatorima
eksperimentalno je ispitivano u [4]. Primena frakciono uop²tenih elemenata u elektroenergetici ilustro-
vana je u [17]. U [31] se razmatraju frakcioni modeli kondenzatora koji imaju red izvoda ve¢i od jedan,
zajedno sa njihovim pona²anjem kao elementima kola. Frakcioni elementi mogu se proizvesti sa ºeljenim
karakteristikama, kao ²to je prikazano u [32, 36, 41], dok je u [7, 8] prikazana njihova realizacija kori²¢e-
njem elementa konstantne faze. Frakcioni modeli kalema i kondenzatora se tako�e koriste za preciznije
modeliranje sloºene elektri£ne mreºe, kao ²to je ura�eno u [55, 71], dok su u [11, 12, 13, 14] frackioni
modeli primenjeni na modeliranje vodova, odnosno kola sa raspodeljenim parametrima, gde je analiziran
tranzijentni reºim elektri£nog voda, kao i njegove frekvencijske karakteristike.

Pregled karakteristika frakcionih elemenata, zajedno sa njihovim razli£itim realizacijama i njihovim
primenama u modeliranju razli£itih pojava dati su u [57], dok je pregled primene frakcionog ra£una u mo-
deliranju svojstava superkondenzatora predstavljen u [3]. Sveobuhvatni materijal u vezi sa modeliranjem
klasi£nih i frakcionih sistema, prostiranja signala i kola necelog reda nalazi se u [44, 45, 70].

2.2 Energetski bilans elemenata u kvazistacionarnom reºimu

Termodinami£ke osobine uop²tenih elektri£nih elemenata: pasivnog kondenzatora i pasivnog kalema,
modeliranih konstitutivnim jedna£inama (2.1) i (2.5), kao i aktivnog kondenzatora i aktivnog kalema,
modeliranih konstitutivnim jedna£inama (2.2) i (2.6), analiziraju se razmatraju¢i kvazistacionarni reºim
datog elementa, tako ²to se napon na elementu pretpostavi u obliku harmonijske funkcije

u(t) = u0 ejωt, (2.33)
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amplitude u0 i ugaone u£estalosti ω, ²to, usled linearnosti konstitutivnih jedna£ina, implicira da je i struja
prostoperiodi£na funkcija oblika

i(t) = i0 ej(ωt+φi), (2.34)

amplitude i0, iste u£estalosti kao i napon (2.33), ali fazno pomerena za ugao φi u odnosu na napon.
Veli£ine koje imaju �zi£ko zna£enje u (2.33) i (2.34) su trenutna vrednost napona i trenutna vrednost

struje
u = Reu i i = Re i,

respektivno, te se elektri£na energija na uop²tenom elementu tokom periode T , data izrazom

W =

∫ (n+1)T

nT

u(t) i(t) dt = u0i0

∫ (n+1)T

nT

cos(ωt) cos(ωt+ φi) dt =
1

2
u0i0T cosφi

disipira ukoliko je cosφi > 0, a generi²e ako je cosφi < 0. Prema tome, element disipira energiju, tj.
smatra se pasivnim, ako se, pretpostavljaju¢i kvazistacionarni reºim rada elementa, odnosno pretposta-
vljaju¢i napon i struju u obliku (2.33) i (2.34) u njegovoj konstitutivnoj jedna£ini, za sve u£estalosti ω
dobija cosφi > 0, odnosno element generi²e energiju, tj. smatra se aktivnim, ako se, pretpostavljaju¢i
kvazistacionarni reºim rada elementa, odnosno pretpostavljaju¢i napon i struju u obliku (2.33) i (2.34) u
njegovoj konstitutivnoj jedna£ini, za sve u£estalosti ω dobija cosφi < 0.

Umesto uvr²tavanja izraza (2.33) i (2.34) za prostoperiodi£ni oblik napona i struje u konstitutivnu
jedna£inu elementa, izrazi za cosφi i sinφi bi¢e izvedeni kori²¢enjem impedanse elementa Z i Omovog
zakona

u(t) = Z i(t),

na osnovu koga se, uz pomo¢ (2.33) i (2.34), dobija da je

Z =
u0

i0
e−jφi , odakle sledi da je cosφi =

ReZ

|Z|
i sinφi = − ImZ

|Z|
.

U slu£aju pasivnog kondenzatora, iz izraza za impedansu (2.20) se dobija

sinφi(ω) =
∣∣∣Z(d)
C (ω)

∣∣∣ (C ω + Cα ω
α sin

απ

2

)
> 0 i cosφi(ω) =

∣∣∣Z(d)
C (ω)

∣∣∣Cα ωα cos
απ

2
> 0,

dok iz izraza za impedansu pasivnog kalema (2.21) sledi

sinφi(ω) = − 1∣∣∣Z(d)
L (ω)

∣∣∣
(
Lω + Lβ ω

β sin
βπ

2

)
< 0 i cosφi(ω) =

1∣∣∣Z(d)
L (ω)

∣∣∣Lβ ωβ cos
βπ

2
> 0.

Sa druge strane, u slu£aju aktivnog kondenzatora, iz izraza za impedansu (2.31), nalazi se

sinφi(ω) =
1∣∣∣Z(g)

C (ω)
∣∣∣
(

1

C ω
+

1

Cµ ω1+µ
cos

µπ

2

)
> 0 i cosφi(ω) = − 1∣∣∣Z(g)

C (ω)
∣∣∣ 1

Cµ ω1+µ
sin

µπ

2
< 0,

dok za aktivni kalem izraz za impedansu (2.32) daje

sinφi(ω) = −
∣∣∣Z(g)
L (ω)

∣∣∣ ( 1

Lω
+

1

Lν ω1+ν
cos

νπ

2

)
< 0 i cosφi(ω) = −

∣∣∣Z(g)
L (ω)

∣∣∣ 1

Lν ω1+ν
sin

νπ

2
< 0.

Dakle, i kondezator i kalem, modelirani jedna£inama (2.1) i (2.5), rasipaju energiju i stoga se smatraju
pasivnim elementima, budu¢i da je cosφi(ω) > 0 za sve u£estalosti ω, dok i kondenzator i kalem, mode-
lirani kori²¢enjem (2.2) i (2.6), generi²u energiju i stoga se smatraju aktivnim elementima, s obzirom da
je cosφi(ω) < 0 za svako ω. Sa druge strane, znak sinφi govori o tome da li element ima induktivni ili
kapacitivni karakter, jer u slu£aju kalema za sve u£estalosti ω vaºi da je sinφi(ω) < 0, ²to implicira da
struja fazno kasni za naponom, dok u slu£aju kondenzatora za sve u£estalosti ω vaºi da je sinφi(ω) > 0,
²to implicira da struja fazno prednja£i u odnosu na napon.

Konstitutivni model aktivnog kondenzatora u grani£nom slu£aju kada je red integracije µ = 1, dat
izrazom (2.25) u kome je naelektrisanje zapisano u obliku q(t) =

∫ t
0
i(t′)dt′ uz pretpostavku q(0) = 0,

postaje

uC(t) =
1

C
0I1
t i(t) +

1

Cµ
0I2
t i(t)
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i opisuje kapacitivni element koji generi²e energiju, jer se u kvazistacionarnom stanju, tj. kada su napon
i struja prostoperiodi£ne funkcije oblika (2.33) i (2.34), dobija

sinφi(ω) =
i0
u0

1

C ω
> 0 i cosφi(ω) = − i0

u0

1

Cµ ω2
< 0.

Analogno, u slu£aju aktivnog kalema kada je red integracije ν = 1, uz pretpostavku da su napon i struja
prostoperiodi£ne funkcije oblika (2.33) i (2.34), iz modela (2.26)2, uz kori²¢enje φ(t) =

∫ t
0
uL(t′)dt′ i

φ(0) = 0, dobija se

sinφi(ω) = −u0

i0

1

Lω
< 0 i cosφi(ω) = −u0

i0

1

Lν ω2
< 0,

na osnovu £ega se zaklju£uje da je u pitanju generativni element induktivnog karaktera.
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Glava 3

RC i RL kola sa frakcionim elementima

Konstitutivnim jedna£inama pasivnog ili aktivnog kalema i kondenzatora modelirani su odgovaraju¢i
elementi u RC i RL kolima, te se kori²¢enjem konstitutivnih modela elemenata, zajedno sa drugim Kir-
hofovim i Omovim zakonom, dobijaju obi£ne frakcione diferencijalne jedna£ine u vremenskom domenu,
koje opisuju prelazne procese u kolu. Jedna£ine RC i RL kola sa frakcionim elementima su re²ene, te su
njihova re²enja kvalitativno analizirana i kori²¢ena kako bi se dobili ilustrativni numeri£ki primeri. Pona-
²anje frakcionih RC i RL kola analizirano je i u kvazistacionarnom reºimu, ²to je iskori²¢eno za analizu
njihovog elektroenergetskog bilansa, kao i za analizu frekvencijskih karakteristika modula i argumenta
funkcija prenosa.

3.1 Formulacija modela frakcionih RC i RL kola

3.1.1 Model frakcionog RC kola

Ukoliko se RC kolo pobudi elektromotornom silom E , njegovo pona²anje u tranzijentnom reºimu
odre�eno je drugim Kirhofovim zakonom, koji kombinovan sa Omovim zakonom glasi

E(t) = R i(t) + uC(t), (3.1)

budu¢i da se kolo sastoji od otpornika otpornosti R vezanog redno ili sa pasivnim kondenzatorom mode-
liranim jedna£inom (2.9), ili sa aktivnim kondenzatorom modeliranim jedna£inom (2.22), ²to je prikazano
na slikama 3.1 i 3.2. Primenom Laplasove transformacije, de�nisane relacijom (1.20), na drugi Kirhofov
zakon u vremenskom domenu (3.1), dobija se

Ê(s) = R ı̂(s) + ûC(s),

odnosno
Ê(s) =

(
R+ ẐC(s)

)
î(s), (3.2)

izraºavanjem napona na kondenzatoru ûC kori²¢enjem kompleksne impedanse kondenzatora ẐC , te je
izrazom

ĝi(s) =
î(s)

Ê(s)
=

1

R+ ẐC(s)
, (3.3)

de�nisana funkcija prenosa kao koli£nik Laplasovih transformacija struje i elektromotorne sile. Model RC
kola u vremenskom domenu se dobija primenom inverzne Laplasove transformacije na jedna£inu (3.2),
odnosno na njoj ekvivalentnu jedna£inu (3.3).

U slu£aju disipativnog RC kola, prikazanog na slici 3.1, kori²¢enjem izraza za kompleksnu impedansu
pasivnog kondenzatora (2.15), za funkciju prenosa koja odgovara struji se, iz relacije (3.3), dobija

ĝ
(RC−d)
i (s) =

î(s)

Ê(s)
=

1

R+ Ẑ
(d)
C (s)

=
1

R

τC s+ τα s
α

τC s+ τα sα + 1
=

1

R

(
1− ĝ(d)

C (s)
)
, (3.4)

gde je

ĝ
(d)
C (s) =

1

τC s+ τα sα + 1
, (3.5)

17
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i(t) Cα  
R 

uC(t)uR(t)
E(t)

C  

Slika 3.1: �ema disipativnog RC kola.

i(t) Cµ   
R 

uC(t)uR(t)
E(t)

C  

Slika 3.2: �ema generativnog RC kola.

odakle sledi model disipativnog RC kola u kompleksnom domenu

R (τCs+ ταs
α + 1) î(s) = (τCs+ ταs

α) Ê(s), (3.6)

pri £emu je τC = RC [ s] klasi£na, dok je τα = RCα [ sα] frakciona vremenska konstanta. Primenom inver-
zne Laplasove transformacije na jedna£inu (3.6), dobija se jedna£ina disipativnog RC kola u vremenskom
domenu

R

(
τC

d

dt
+ τα 0Dα

t + 1

)
i(t) =

(
τC

d

dt
+ τα 0Dα

t

)
E(t), (3.7)

£ije je re²enje tranzijentni odziv struje kola na pobudu zadatu u vidu elektromotorne sile. Analogno,
uvr²tavanjem izraza za kompleksnu impedansu aktivnog kondenzatora (2.29) u izraz za funkciju prenosa
(3.3), dobija se funkcija prenosa koja odgovara struji generativnog RC kola, prikazanog na slici 3.2, u
obliku

ĝ
(RC−g)
i (s) =

î(s)

Ê(s)
=

1

R+ Ẑ
(g)
C (s)

=
1

R

τµs
1+µ

τµs1+µ +
τµ
τC
sµ + 1

=
1

R

(
1− ĝ(g)

C (s)
)
, (3.8)

gde je

ĝ
(g)
C (s) =

τµ
τC
sµ + 1

τµs1+µ +
τµ
τC
sµ + 1

,

dok je τµ = RCµ [ s1+µ] frakciona vremenska konstanta. Primenom inverzne Laplasove transformacije na
jedna£inu generativnog RC kola u kompleksnom domenu

R

(
1 +

1

τC

1

s
+

1

τµ

1

s1+µ

)
î(s) = Ê(s),

koja sledi iz jedna£ine (3.8), dobija se jedna£ina generativnog RC kola u vremenskom domenu u obliku

R

(
1 +

1

τC
0It +

1

τµ
0I1+µ
t

)
i(t) = E(t), (3.9)

£ijim je re²enjem odre�ena struja kola kao odziv u tranzijentom reºimu na zadatu elektromotornu silu
kao pobudu.

Pored funkcije prenosa koja odgovara struji RC kola, de�nisane izrazom (3.3), moºe se de�ninisati i
funkcija prenosa

ĝC(s) =
ûC(s)

Ê(s)
=
ẐC(s) î(s)

Ê(s)
= ẐC(s) ĝi(s) =

ẐC(s)

R+ ẐC(s)
, (3.10)

koja odgovara naponu na kondenzatoru. U slu£aju disipativnog RC kola, upotrebom izraza za kompleksnu
impedansu kondenzatora (2.15), funkcija prenosa (3.10) se dobija u obliku

ĝ
(d)
C (s) =

ûC(s)

Ê(s)
=

Ẑ
(d)
C (s)

R+ Ẑ
(d)
C (s)

=
1

τC s+ τα sα + 1
, (3.11)

videti i jedna£ine (3.4) i (3.5), koja je u nastavku kori²¢ena za odre�ivanje odziva kola u prelaznom
reºimu, kao i jedna£ine disipativnog RC kola u kompleksnom domenu

(τCs+ ταs
α + 1) ûC(s) = Ê(s),
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koja povezuje napon na pasivnom kondenzatoru ûC sa elektromotornom silom Ê , £ijom se inverzijom
dobija odgovaraju¢a jedna£ina u vremenskom domenu(

τC
d

dt
+ τα 0Dα

t + 1

)
uC(t) = E(t). (3.12)

Jedna£ina kola (3.12) je na²la primenu u modeliranju procesa punjenja i praºnjenja superkondenzatora,
prou£avanog u [64]. Funkcija prenosa koja povezuje napon na kondenzatoru i elektromotornu silu u
Laplasovoj slici za aktivno RC kolo, dobija se kori²¢enjem izraza (3.10) i kompleksne impedanse aktivnog
kondenzatora (2.29) u obliku

ĝ
(g)
C (s) =

ûC(s)

Ê(s)
=

Ẑ
(g)
C (s)

R+ Ẑ
(g)
C (s)

=

τµ
τC
sµ + 1

τµs1+µ +
τµ
τC
sµ + 1

(3.13)

i koristi se u nastavku za odre�ivanje odziva kola u prelaznom reºimu, kao i jedna£ine aktivnog RC kola
u kompleksnom domenu (

τµs
1+µ +

τµ
τC

sµ + 1

)
ûC(s) =

(
τµ
τC

sµ + 1

)
Ê(s),

izraºene preko napona na kondenzatoru ûC i elektromotorne sile Ê , iz koje se, primenom inverzne Lapla-
sove transformacije, dobija odgovaraju¢a jedna£ina u vremenskom domenu(

τµ 0D1+µ
t +

τµ
τC

0Dµ
t + 1

)
uC(t) =

(
τµ
τC

0Dµ
t + 1

)
E(t). (3.14)

3.1.2 Model frakcionog RL kola

U slu£aju disipativnog RL kola, prikazanog na slici 3.3, koje se sastoji od otpornika redno vezanog sa
pasivnim kalemom konstitutivno modeliranim relacijom (2.5), odnosno u slu£aju generativnog RL kola,
prikazanog na slici 3.4, kod koga je otpornik redno vezan sa aktivnim kalemom, opisanim relacijom (2.6),
pona²anje kola u prelaznom reºimu odre�eno je drugim Kirhofovim zakonom

E(t) = R i(t) + uL(t), (3.15)

koji je kombinovan sa Omovim zakonom. Model RL kola u kompleksnom domenu

Ê(s) =
(
R+ ẐL(s)

)
î(s), (3.16)

dobija se uvr²tavanjem napona na kalemu ûL, izraºenog kori²¢enjem kompleksne impedanse kalema ẐL,
u Kirhofov zakon u kompleksnom domenu, koji je dobijen primenom Laplasove transformacije na (3.15),
te funkcija prenosa koja odgovara struji RL kola, data izrazom

ĝi(s) =
î(s)

Ê(s)
=

1

R+ ẐL(s)
, (3.17)

sledi iz jedna£ine (3.16). Model RL kola u vremenskom domenu se dobija primenom inverzne Laplasove
transformacije na jedna£inu (3.16), odnosno na njoj ekvivalentnu jedna£inu (3.17).

i(t) R 

uR(t)
E(t)

L

uL(t)

Lβ     

Slika 3.3: �ema disipativnog RL kola.

i(t) R 

uR(t)
E(t)

L

uL(t)

Lν     

Slika 3.4: �ema generativnog RL kola.
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U slu£aju pasivnog RL kola sa slike 3.3, kori²¢enjem izraza za kompleksnu impedansu disipativnog
kalema (2.16), za funkciju prenosa koja odgovara struji se iz (3.17) dobija

ĝ
(RL−d)
i (s) =

î(s)

Ê(s)
=

1

R+ Ẑ
(d)
L (s)

=
1

R

1

τL s+ τβ sβ + 1
=

1

R
ĝ

(RL−d)
R (s), (3.18)

gde je ĝ(RL−d)
R funkcija prenosa koja odgovara naponu na otporniku, odakle sledi jedna£ina disipativnog

RL kola u kompleksnom domenu

R
(
τLs+ τβs

β + 1
)
î(s) = Ê(s), (3.19)

gde je τL = L
R [ s] klasi£na, dok je τβ =

Lβ
R [ sβ ] frakciona vremenska konstanta. Primenom inverzne

Laplasove transformacije na jedna£inu (3.19), dobija se jedna£ina

R

(
τL

d

dt
+ τβ 0Dβ

t + 1

)
i(t) = E(t), (3.20)

koja modelira disipativno RL kolo u vremenskom domenu. Matemati£ki oblici funkcija prenosa ĝ(RL−d)
i i

ĝ
(d)
C , datih izrazima (3.18) i (3.11), su isti, te nije iznena�uju¢e da jedna£ina disipativnog RL kola (3.20) i
jedna£ina disipativnog RC kola izraºena preko napona na kondenzatoru (3.12) imaju ekvivalentnu formu.
Kori²¢enjem izraza za kompleksnu impedansu aktivnog kalema (2.30), funkcija prenosa koja odgovara
struji, data izrazom (3.17), dobija oblik

ĝ
(RL−g)
i (s) =

î(s)

Ê(s)
=

1

R+ Ẑ
(g)
L (s)

=
1

R

τν
τL
sν + 1

τνs1+ν + τν
τL
sν + 1

=
1

R
ĝ

(RL−g)
R (s), (3.21)

gde je ĝ(RL−g)
R funkcija prenosa koja odgovara naponu na otporniku, a τν = Lν

R [ s1+ν ] je frakciona
vremenska konstanta. Jedna£ina generativnog RL kola, prikazanog na slici 3.4, u kompleksnom domenu

R

(
τνs

1+ν +
τν
τL
sν + 1

)
î(s) =

(
τν
τL
sν + 1

)
Ê(s),

sledi iz izraza (3.21), te primenom inverzne Laplasove transformacije dobija oblik

R

(
τν 0D1+ν

t +
τν
τL

0Dν
t + 1

)
i(t) =

(
τν
τL

0Dν
t + 1

)
E(t) (3.22)

i modelira reºim rada aktivnog RL kola u vremenskom domenu. Matemati£ki oblici funkcija prenosa
ĝ

(RL−g)
i i ĝ(g)

C , datih izrazima (3.21) i (3.13), su isti, te nije iznena�uju¢e da jedna£ina generativnog
RL kola (3.22) i jedna£ina generativnog RC kola izraºena preko napona na kondenzatoru (3.14) imaju
ekvivalentnu formu.

Pored funkcije prenosa koja odgovara struji RL kola (3.17), kao i u slu£aju RC kola, moºe se de�nisati
i funkcija prenosa

ĝL(s) =
ûL(s)

Ê(s)
=
ẐL(s) î(s)

Ê(s)
= ẐL(s) ĝi(s) =

ẐL(s)

R+ ẐL(s)
, (3.23)

koja odgovara naponu na kalemu. Funkcija prenosa koja povezuje napon na kalemu i elektromotornu silu
u Laplasovoj slici za disipativno RL kolo, dobija se kori²¢enjem izraza (3.23) i kompleksne impedanse
disipativnog kalema (2.16) u obliku

ĝ
(d)
L (s) =

ûL(s)

Ê(s)
=

Ẑ
(d)
L (s)

R+ Ẑ
(d)
L (s)

=
τLs+ τβs

β

τLs+ τβsβ + 1
= 1− ĝ(RL−d)

R , (3.24)

odakle se dobija jedna£ina disipativnog RL kola u kompleksnom domenu(
τLs+ τβs

β + 1
)
ûL(s) =

(
τLs+ τβs

β
)
Ê(s),

izraºena preko napona na kalemu ûL i elektromotorne sile Ê , £ijom se inverzijom dobija odgovaraju¢a
jedna£ina u vremenskom domenu(

τL
d

dt
+ τβ 0Dβ

t + 1

)
uL(t) =

(
τL

d

dt
+ τβ 0Dβ

t

)
E(t). (3.25)
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Kori²¢enjem izraza (3.23) kojim je de�nisana funkcija prenosa, kao i izraza za kompleksnu impedansu
aktivnog kalema (2.30), dobija se funkcija prenosa

ĝ
(g)
L (s) =

ûL(s)

Ê(s)
=

Ẑ
(g)
L (s)

R+ Ẑ
(g)
L (s)

=
τνs

1+ν

τνs1+ν + τν
τL
sν + 1

= 1− ĝ(RL−g)
R , (3.26)

koja povezuje napon na kalemu i elektromotornu silu u Laplasovoj slici za generativno RL kolo. Jedna£ina
aktivnog RL kola u vremenskom domenu, izraºena preko napona na kalemu i elektromotorne sile, dobija
se u obliku (

1 +
1

τL
0I1
t +

1

τν
0I1+ν
t

)
uL(t) = E(t), (3.27)

primenom inverzne Laplasove transformacije na jedna£inu u kompleksnom domenu(
1 +

1

τL

1

s
+

1

τν

1

s1+ν

)
ûL(s) = Ê(s),

koja sledi iz funkcije prenosa (3.26). Kako jedna£ine koje povezuju struju RL kola i elektromotornu silu
imaju ekvivalentni oblik kao i jedna£ine RC kola koje povezuju napon na kondenzatoru i elektromotornu
silu, tako i jedna£ine RL kola (3.25) i (3.27), koje povezuju napon na kalemu i elektromotornu silu dele
isti oblik sa jedna£inama (3.7) i (3.9), koje povezuju struju RC kola i elektromotornu silu.

3.2 Tranzijentni i kvazistacionarni reºim frakcionih RC i RL kola

3.2.1 Tranzijentni reºim

Struja RC kola i napon na generalizovanom kondenzatoru u tranzijentnom reºimu RC kola, odre�eni
su inverznom Laplasovom transformacijom de�nicionih izraza za funkcije prenosa (3.4) i (3.11) u slu£aju
pasivnog kondenzatora, odnosno izraza (3.8) i (3.13) u slu£aju aktivnog kondenzatora i dati su u obliku

i(t) = gi(t) ∗ E(t) i uC(t) = gC(t) ∗ E(t), (3.28)

koji predstavlja konvoluciju elektromotorne sile i impulsnog odziva struje gi, odnosno impulsnog odziva
napona na kondenzatoru gC . Ukoliko su poznati impulsni odzivi napona na kondenzatoru g(d)

C i g(g)
C , tada

se impulsni odzivi struje RC kola g(RC−d)
i i g(RC−g)

i lako odre�uju inverznom Laplasovom transformacijom
izraza (3.4) i (3.8), koja daje

gi(t) =
1

R
(δ(t)− gC(t)) , (3.29)

gde δ predstavlja Dirakovu delta funkciju.
Impulsni odzivi g(d)

C i g(g)
C , tj. naponi na pasivnom i aktivnom kondenzatoru kao posledica primene

elektromotorne sile u obliku Dirakove delta funkcije, dobijeni su primenom inverzne Laplasove transfor-
macije na funkcije prenosa (3.11) i (3.13) i imaju slede¢i oblik

g
(d)
C (t) =

1

π

∫ ∞
0

ταρ
α sin(απ)

|1− τCρ+ ταραejαπ|2
e−ρtdρ i (3.30)

g
(g)
C (t) = − 1

π

∫ ∞
0

τµρ
1+µ sin (µπ)∣∣∣1− τµρµ (ρ− 1

τC

)
ejµπ

∣∣∣2 e−ρtdρ+ 2 Re

 s1−µ
0

(
τµ
τC
sµ0 + 1

)
(1 + µ) τµs0 + µ

τµ
τC

ejtIms0

 e−|Res0|t,

(3.31)

pri £emu je s0 pol funkcije prenosa ĝ(g)
C , date izrazom (3.13), koji leºi u gornjem levom kvadrantu kom-

pleksne ravni i dobijen je kao re²enje jedna£ine

τµs
1+µ +

τµ
τC

sµ + 1 = 0,

kao ²to je pokazano u odeljku 3.2.1. Impulsni odzivi g(d)
C i g(g)

C , dati izrazima (3.30) i (3.31), odre�eni
su kori²¢enjem de�nicije inverzne Laplasove transformacije. Ta£nije, impulsni odziv g(d)

C , dat sa (3.30),
nije odre�ivan, po²to predstavlja re²enje obi£ne diferencijalne jedna£ine (3.12), koja je dobro poznata kao
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uop²tena jedna£ina frakcione relaksacije, videti jedna£inu (4.1) u [21], gde je ova jedna£ina re²ena i gde je
analizirano njeno asimptotsko pona²anje, dok impulsni odziv g(g)

C , dat izrazom (3.31), predstavlja jezgro
re²enja frakcione integralne jedna£ine (3.9) i odre�en je u odeljku 3.2.1.

Iako su posledice konstitutivnih jedna£ina pasivnog i aktivnog kondenzatora (2.1) i (2.2), koji �zi£ke
veli£ine povezuju na isti na£in (uzimaju¢i u obzir trenutni doprinos, ali i istoriju kori²¢enjem memo-
rijskog jezgra stepenog tipa), impulsni odzivi g(d)

C i g(g)
C imaju potpuno razli£ita kvalitativna svojstva.

Naime, impulsni odziv g(d)
C , dat izrazom (3.30), je kompletno monotona funkcija, tj. pozitivna, opadaju¢a,

konveksna funkcija, ²to je posledica pozitivnosti podintegralne funkcije

K(ρ) =
ταρ

α sin(απ)

|1− τCρ+ ταραejαπ|2

iz izraza za impulsni odziv g(d)
C , dok je impulsni odziv g(g)

C oscilatorna funkcija, £ija je obvojnica ekspo-
nencijalno opadaju¢a funkcija, ²to je posledica oblika drugog £lana u izrazu (3.31) za impulsni odziv g(g)

C ,
pri £emu je prvi £lan izraza funkcije prenosa (3.31) negativna, rastu¢a, konkavna funkcija, ²to je posledica
kompletne monotonosti integrala.

Ukoliko RL kolo sadrºi pasivni kalem, tada je impulsni odziv struje dat izrazom

g
(RL−d)
i (t) =

1

R
g

(RL−d)
R (t), gde je

g
(RL−d)
R (t) =

1

π

∫ ∞
0

τβρ
β sin(βπ)

|1− τLρ+ τβρβejβπ|2
e−ρtdρ, (3.32)

koji ima identi£ni matemati£ki oblik kao i impulsni odziv napona na kondenzatoru g
(d)
C , dat izrazom

(3.30), ²to je posledica identi£nih matemati£kih oblika funkcije prenosa koja odgovara struji disipativnog
RL kola ĝ(RL−d)

i i funkcije prenosa ĝ(d)
C , koja odgovara naponu na pasivnom kondenzatoru u RC kolu,

uporediti izraze (3.18) i (3.11). Ukoliko RL kolo sadrºi aktivni kalem, tada je impulsni odziv struje dat
izrazom

g
(RL−g)
i (t) =

1

R
g

(RL−g)
R (t), gde je

g
(RL−g)
R (t) = − 1

π

∫ ∞
0

τνρ
1+ν sin (νπ)∣∣∣1− τνρν (ρ− 1

τL

)
ejνπ

∣∣∣2 e−ρtdρ+ 2 Re

 s1−ν
0

(
τν
τL
sν0 + 1

)
(1 + ν) τνs0 + ν τντL

ejtIms0

 e−|Res0|t,

(3.33)

koji ima identi£ni matemati£ki oblik kao i impulsni odziv napona na kondenzatoru g
(g)
C , dat izrazom

(3.31), ²to je posledica identi£nih matemati£kih oblika funkcije prenosa koja odgovara struji generativnog
RL kola ĝ(RL−g)

i i funkcije prenosa ĝ(g)
C , koja odgovara naponu na aktivnom kondenzatoru u RC kolu,

uporediti izraze (3.21) i (3.13).
Impulsni odziv napona na kalemu moºe se dobiti inverznom Laplasovom transformacijom izraza (3.24)

i (3.26) u obliku
gL(t) = δ(t)− gR(t), (3.34)

gde je impulsni odziv napona na otporniku u disipativnom RL kolu g(RL−d)
R dat izrazom (3.32), dok je

impulsni odziv napona na otporniku u generativnom RL g
(RL−g)
R dat izrazom (3.33). Moºe se primetiti

da je izraz za impulsni odziv napona na kalemu identi£nog matemati£kog oblika kao i izraz za impulsni
odziv struje RC kola, uporediti izraze (3.34) i (3.29).

Struja RL kola, kao i napon na kalemu, izraºeni su kori²¢enjem konvolucije elektromotorne sile i
impulsnog odziva struje, odnosno impulsnog odziva napona na kalemu

i(t) = gi(t) ∗ E(t) i uL(t) = gL(t) ∗ E(t),

²to se dobija primenom inverzne Laplasove transformacije na izraze za funkcije prenosa (3.18) i (3.24) u
slu£aju disipativnog RL kola, odnosno izraza (3.21) i (3.26) u slu£aju generativnog RL kola.

Modeliranje uop²tenog kondenzatora kao redne veze otpornika i frakcionog kondenzatora i analiza
karakteristika frakcionog RCα kola u prelaznom reºimu ura�ena je u [27]. Modeliranjem uop²tenog kon-
denzatora kao frakcionog, odziv RC kola u tranzijentnom reºimu razmatran je u [6], zajedno sa primerom
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sloºenijeg kola koje sadrºi frakcioni kalem i kondenzator. Frakcione diferencijalne jedna£ine koje opisuju
ovako uop²tena elektri£na kola re²avane su pomo¢u razli£itih numeri£kih alata u [9, 58, 59].

U nastavku ¢e se odre�ivati impulsni odziv primenom de�nicije inverzne Laplasove transformacije i
metode konturne integracije, £emu ¢e prethoditi analiza prirode polova funkcije prenosa, tako ²to ¢e se
odrediti broj i vi²estrukost nula imenioca funkcije prenosa upotrebom principa argumenta.

Priroda polova funkcije prenosa ĝ
(g)
C

Postojanje polova funkcije prenosa ĝ
(g)
C u prvoj Rimanovoj ravni odre�eno je postojanjem nula u

imeniocu funkcije prenosa ĝ(g)
C , prepisanom u slede¢em obliku

ψ(s) = as1+µ + bsµ + 1, pri £emu je a = τµ i b =
τµ
τC

. (3.35)

U cilju odre�ivanja nula funkcije ψ, date sa (3.35), kompleksna funkcija ψ kompleksne promenljive s
zapisuje se u obliku

Reψ(ρ, ϕ) = aρ1+µ cos((1 + µ)ϕ) + bρµ cos(µϕ) + 1, (3.36)

Imψ(ρ, ϕ) = aρ1+µ sin((1 + µ)ϕ) + bρµ sin(µϕ), (3.37)

koji je dobijen uvo�enjem smene s = ρejϕ u funkciju ψ(s), te razdvajanjem realnog i imaginarnog dela.
Svojstva realnog i imaginarnog dela funkcije ψ

Reψ(ρ,−ϕ) = Reψ(ρ, ϕ) i Imψ(ρ,−ϕ) = −Imψ(ρ, ϕ)

impliciraju da je funkcija ψ simetri£na u odnosu na realnu osu, ²to zna£i da ako funkcija ψ ima nulu s0

u gornjoj kompleknsnoj poluravni, onda i kompleksno konjugovana vrednost s̄0 tako�e predstavlja nulu
funkcije ψ, tako da je dovoljno traºiti nule samo u gornjoj kompleksnoj poluravni. �tavi²e, funkcija ψ
nema nule u gornjem desnom kvadrantu kompleksne ravni (samim tim ni u donjem desnom kvadrantu
kompleksne ravni), po²to je za ϕ ∈

(
0, π2

]
, prema (3.37), Imψ(ρ, ϕ) > 0, dok za ϕ = 0 vaºi da je

Imψ(ρ, ϕ) = 0, ali prema (3.36) imamo da je Reψ(ρ, ϕ) > 0. Dakle, ako funkcija ψ ima nule, one leºe
u gornjem levom kvadrantu kompleksne ravni, a njihove kompleksno konjugovane vrednosti u donjem
levom kvadrantu.

Jedna£ina Imψ(ρ, ϕ) = 0, re²ena po promenljivoj ρ > 0 daje

ρ = − b
a

sin(µϕ)

sin((1 + µ)ϕ)
=
b

a

sin(µϕ)

| sin((1 + µ)ϕ)|
za ϕ ∈

(
π

1 + µ
, π

)
,

a kada se tako dobijeno ρ uvrsti u jedna£inu Reψ(ρ, ϕ) = 0, dobija se(
a

sin(µϕ)

)µ
= sinϕ

(
b

sin((1 + µ)ϕ)

)1+µ

. (3.38)

Ostaje nejasno da li jedna£ina (3.38) ima re²enje na intervalu ϕ ∈
(

π
1+µ , π

)
i stoga se postojanje nula

funkcije ψ, date sa (3.35), u gornjem levom kvadrantu kompleksne ravni ispituje kori²¢enjem principa
arumenta i konture γ sa slike 4.5, po²to s = 0 predstavlja ta£ku grananja funkcije.

Podse¢anja radi, prema principu argumenta, ako nezavisna promenljiva z menja vrednosti duº zatvo-
rene konture γ u kompleksnoj ravni, onda je broj nula N funkcije f(z) u domenu ograni£enom konturom
γ odre�en promenom argumenta: ∆ arg f(z) = 2πN , pod pretpostavnkom da funkcija f nema polova u
pomenutom domenu.

Duº konture γ1, parametrizovane sa s = ρejπ2 , pri £emu ρ ∈ (0,∞), imaginarni deo funkcije ψ je,
prema (3.37), oblika

Imψ
(
ρ,
π

2

)
= aρ1+µ cos

µπ

2
+ bρµ sin

µπ

2
> 0,

po²to je µ ∈ (0, 1), dok je u grani£nom slu£aju

Reψ
(
ρ,
π

2

)
∼ 1 i Imψ

(
ρ,
π

2

)
∼ bρµ sin

µπ

2
→ 0 kada ρ→ 0,

Reψ
(
ρ,
π

2

)
∼ −aρ1+µ sin

µπ

2
→ −∞ i Imψ

(
ρ,
π

2

)
∼ aρ1+µ cos

µπ

2
→∞ kada ρ→∞.
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Re s

Im s

R 

r 

γ2

γ1

γ3 γ4

Slika 3.5: Kontura γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4.

Duº konture γ2, parametrizovane sa s = Rejϕ, pri £emu ϕ ∈
[
π
2 , π

]
i R → ∞, prema (3.36) i (3.37),

za ϕ ∈
(
π
2 , π

)
, vaºi da je

Reψ(R,ϕ) ∼ aR1+µ cos((1 + µ)ϕ) i Imψ(R,ϕ) ∼ aR1+µ sin((1 + µ)ϕ),

odakle sledi
|ψ(R,ϕ)| ∼ aR1+µ →∞,

dok za ϕ = π
2 i ϕ = π vaºi

Reψ
(
R,

π

2

)
∼ −aR1+µ sin

µπ

2
→ −∞ i Imψ

(
R,

π

2

)
∼ aR1+µ cos

µπ

2
→∞,

Reψ (R, π) ∼ −aR1+µ cos(µπ)→

{
−∞, ako jeµ < 1

2

∞, ako jeµ > 1
2

i Imψ (R, π) ∼ −aR1+µ sin(µπ)→ −∞.

Duº konture γ3, parametrizovane sa s = ρejπ, pri £emu ρ ∈ (0,∞), realni i imaginarni deo funkcije ψ,
prema (3.36) i (3.37), glase

Reψ(ρ, ϕ) = −aρ1+µ cos(µπ) + bρµ cos(µπ) + 1 = ρµ cos(µπ)(b− aρ) + 1, (3.39)

Imψ(ρ, ϕ) = −aρ1+µ sin(µπ) + bρµ sin(µπ) = ρµ sin(µπ)(b− aρ). (3.40)

Asimptotsko pona²anje

Reψ (ρ, π) ∼ 1 i Imψ (ρ, π) ∼ bρµ sin(µπ)→ 0+ kada ρ→ 0,

Reψ (ρ, π) ∼ −aρ1+µ cos(µπ)→

{
−∞, ako jeµ < 1

2

∞, ako jeµ > 1
2

i Imψ (ρ, π) ∼ −aρ1+µ sin(µπ)→ −∞,

kada ρ→∞, funkcija Reψ i Imψ, datih sa (3.39) i (3.40), implicira da imaginarni deo funkcije ψ duº γ3

menja svoj znak iz negativnog u pozitivan i stoga za odre�enu vrednost ρ∗ postaje jednak nuli, odnosno

Imψ(ρ∗, π) = 0 implicira ρ∗ =
b

a
i Re Ψ (ρ∗, π) = 1.

Duº konture γ4, parametrizovane sa s = rejϕ, pri £emu ϕ ∈
[
π
2 , π

]
i r → 0, prema (3.36) i (3.37), vaºi

Reψ(r, ϕ) ∼ 1 i Imψ(r, ϕ) ∼ brµ sin(µπ)→ 0+.

Na osnovu prethodne analize, zaklju£uje se da je ∆ argψ(s) = 2π, te, prema principu argumenta,
funkcija ψ ima jednu nulu u gornjem levom kvadrantu kompleksne ravni, odnosno ima par kompleksno
konjugovanih nula sa negativnim realnim delom u prvoj Rimanovoj ravni.

Odre�ivanje impulsnog odziva g
(g)
C

Impulsni odziv g(g)
C dobija se iz funkcije prenosa ĝ(g)

C , date izrazom (3.13), kori²¢enjem inverzne La-
plasove transformacije

g
(g)
C (t) = L−1[ĝ

(g)
C (s)](t) =

1

2πj

∫
ΓBr

ĝ
(g)
C (s) est ds (3.41)
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uz primenu Ko²ijeve teoreme o reziduumima (1.23), koja je za funkciju ĝ(g)
C oblika∮

Γ

ĝ
(g)
C (s) est ds = 2πj

(
Res

(
ĝ

(g)
C (s) est, s0

)
+ Res

(
ĝ

(g)
C (s) est, s̄0

))
, (3.42)

gde je putanja integracije Γ, koja sadrºi Bromvi£ovu putanju ΓBr, odabrana kao na slici 3.6, po²to funkcija
ĝ

(g)
C ima s = 0 kao ta£ku grananja i par kompleksno konjugovanih polova s0 i s̄0 sa negativnim realnim
delom, kao ²to je dokazano u prethodnom odeljku.

Γ2 

Γ6 

Γ7 

Γ0 

Γ1 

Γ3 Γ4 

Γ5 

Re s

Im s

R 

r p0

Slika 3.6: Kontura Γ = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6 ∪ Γ7.

Integracija duº kontura Γ3 i Γ5, parametrizovanih sa s = ρejπ i s = ρe−jπ, pri £emu ρ ∈ (0,∞),
respektivno daje

IΓ3 = lim
R→∞
r→0

∫
Γ3

ĝ
(g)
C (s)estds =

∫ 0

∞

τµ
τC
ρµejµπ + 1

ψ(ρejπ)
eρte

jπ

ejπdρ

=

∫ ∞
0

( τµ
τC
ρµejµπ + 1

)
ψ̄(ρejπ)

|ψ(ρejπ)|2
e−ρtdρ, (3.43)

IΓ5
= lim
R→∞
r→0

∫
Γ5

ĝ
(g)
C (s)estds =

∫ ∞
0

τµ
τC
ρµe−jµπ + 1

ψ(ρe−jπ)
eρte

−jπ

e−jπdρ

= −
∫ ∞

0

( τµ
τC
ρµe−jµπ + 1

)
ψ(ρejπ)

|ψ(ρejπ)|2
e−ρtdρ, (3.44)

po²to je ψ(ρe−jπ) = ψ̄(ρejπ), gde linija iznad ψ ozna£ava kompleksnu konjugaciju, tako da, prema (3.43)
i (3.44), vaºi

1

2πj
(IΓ3

+ IΓ5
) =

1

π

∫ ∞
0

τµρ
1+µ sin(µπ)

|ψ(ρejπ)|2
e−ρtdρ. (3.45)

Po²to je integral duº Γ0 dat sa (3.41) i po²to su integrali duº Γ3 i Γ5 dati sa (3.45), dok integrali duº
svih ostalih kontura na slici 3.6 teºe nuli kada R → ∞ i r → 0, Ko²ijeva teorema o reziduumima (3.42)
dobija slede¢i oblik

g
(g)
C (t) +

1

π

∫ ∞
0

τµρ
1+µ sin(µπ)

|ψ(ρejπ)|2
e−ρtdρ = Res

(
ĝ

(g)
C (s) est, s0

)
+ Res

(
ĝ

(g)
C (s) est, s̄0

)
, (3.46)

gde su reziduumi dati izrazima

Res
(
ĝ

(g)
C (s) est, s0

)
=

( τµ
τC
sµ + 1

)
est

d
dsψ(s)

∣∣∣∣∣
s=s0

=

( τµ
τC
sµ0 + 1

)
ejtIms0

d
dsψ(s)

∣∣
s=s0

e−|Res0|t,

Res
(
ĝ

(g)
C (s) est, s̄0

)
=

( τµ
τC
sµ + 1

)
est

d
dsψ(s)

∣∣∣∣∣
s=s̄0

=

( τµ
τC
s̄µ0 + 1

)
e−jtIms0

d
dsψ(s)

∣∣
s=s̄0

e−|Res0|t,
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tako da je

Res
(
ĝ

(g)
C (s) est, s0

)
+ Res

(
ĝ

(g)
C (s) est, s̄0

)
= 2 Re

(
τµ
τC
sµ0 + 1

d
dsψ(s)

∣∣
s=s0

ejtIms0

)
e−|Res0|t,

po²to je d
dsψ(s)

∣∣
s=s̄0

= d
dsψ(s)

∣∣
s=s0

, odakle, prema (3.46), sledi

g
(g)
C (t) = − 1

π

∫ ∞
0

τµρ
1+µ sin(µπ)

|ψ(ρejπ)|2
e−ρtdρ+ 2 Re

(
τµ
τC
sµ0 + 1

d
dsψ(s)

∣∣
s=s0

ejtIms0

)
e−|Res0|t.

Ostalo je da se pokaºe da integrali duº kontura: Γ1, Γ2, Γ4, Γ6 i Γ7 teºe nuli kada R→∞ i r → 0.
Integral duº konture Γ1, parametrizovane sa s = p+ jR, pri £emu p ∈ (0, p0) i R→∞, daje

IΓ1 = lim
R→∞

∫
Γ1

ĝ
(g)
C (s)estds = lim

R→∞

∫ 0

p0

τµ
τC

(p+ jR)µ + 1

ψ(p+ jR)
e(p+jR)tdp,

tako da je

|IΓ1
| ≤ lim

R→∞

∫ p0

0

∣∣∣ τµτC (p+ jR)µ + 1
∣∣∣

|ψ(p+ jR)|
eptdp ≤ lim

R→∞

∫ p0

0

1

τCR
eptdp→ 0 kada R→∞,

po²to za |s| =
√
p2 +R2 ∼ R i arg s = arctan R

p ∼
π
2 , vaºi da je∣∣∣∣ τµτCRµejµπ2 + 1

∣∣∣∣ ∼ τµ
τC

Rµ i
∣∣ψ(Rejπ2 )

∣∣ ∼ τµR1+µ kada R→∞,

gde je funkcija ψ data sa (3.35), odakle sledi da IΓ1 → 0 kada R → ∞. Sli£na argumentacija daje da
IΓ7
→ 0 kada R→∞.
Integral duº konture Γ2, parametrizovane sa s = Rejϕ, pri £emu ϕ ∈ (π2 , π) i R→∞, daje

IΓ2
= lim
R→∞

∫
Γ2

ĝ
(g)
C (s)estds = lim

R→∞

∫ π

π
2

τµ
τC
Rµejµϕ + 1

ψ(Rejϕ)
eRte

jϕ

jRejϕdϕ,

odakle sledi da je

|IΓ2 | ≤ lim
R→∞

∫ π

π
2

∣∣∣ τµτCRµejµϕ + 1
∣∣∣

|ψ(Rejϕ)|
R eRt cosϕdϕ ≤ lim

R→∞

∫ π

π
2

1

τC
eRt cosϕdϕ→ 0 kada R→∞,

po²to je cosϕ < 0 kada ϕ ∈ (π2 , π), dok se∣∣∣∣ τµτCRµejµϕ + 1

∣∣∣∣ ∼ τµ
τC

Rµ i
∣∣ψ(Rejϕ)

∣∣ ∼ τµR1+µ kada R→∞,

gde je funkcija ψ data sa (3.35), odakle sledi da i IΓ2
→ 0 kada R → ∞. Sli£na argumentacija daje da

IΓ6
→ 0 kada R→∞.
Integral duº konture Γ4, parametrizovane sa s = rejϕ, pri £emu ϕ ∈ (π2 , π) i r → 0, daje

IΓ4
= lim
r→0

∫
Γ4

ĝ
(g)
C (s)estds = lim

r→0

∫ −π
π

τµ
τC
rµejµϕ + 1

ψ(rejϕ)
erte

jϕ

jrejϕdϕ,

tako da je

|IΓ4 | ≤ lim
r→0

∫ π

−π

∣∣∣ τµτC rµejµϕ + 1
∣∣∣

|ψ(rejϕ)|
r ert cosϕdϕ ≤ lim

r→0

∫ π

−π
rdϕ→ 0 kada r → 0,

po²to prema (3.35) imamo da je
∣∣ψ(rejϕ)

∣∣ ∼ 1 kada r → 0, odakle sledi da IΓ4
→ 0 kada r → 0.
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3.2.2 Kvazistacionarni reºim

U kvazistacionarnom reºimu ¢e se razmatrati kako redno frakciono RC kolo koje sadrºi, ili pasivni
kondnenzator modeliran relacijom (2.1), ili aktivni kondenzator modeliran konstitutivnom jedna£inom
(2.2), tako i redno frakciono RL kolo koje sadrºi, ili pasivni kalem modeliran relacijom (2.5), ili aktiv-
ni kalem modeliran konstitutivnom jedna£inom (2.6). Pretpostavljaju¢i pobudu u obliku harmonijske
funkcije

E(t) = E0 ejωt, (3.47)

amplitude E0 i ugaone u£estalosti ω, usled linearnosti, kako jedna£inaRC kola (3.7) i (3.9), tako i jedna£ina
RL kola (3.20) i (3.22), sledi da je struja kola tako�e harmonijska funkcija oblika

i(t) = i0 ej(ωt+φi), (3.48)

gde je i0 amplituda struje, a φi predstavlja njen fazni stav. Veli£ine koje imaju �zi£ko zna£enje u relacijama
za elektromotornu silu i struju kola (3.47) i (3.48) su Re E i Re i.

�injenica da kolo ulazi u kvazistacionarni reºim moºe se pokazati analizom impulsnog odziva kola.
Naime, usled preovla�uju¢eg uticaja harmonijske pobude nad impulsnim odzivima g(RC−d)

i i g(RC−g)
i ,

datih relacijom (3.29), frakciono RC kolo ulazi u stacionarni reºim posle dovoljno dugog vremena, po²to
impulsni odzivi g(RC−d)

i i g(RC−g)
i teºe nuli prema Tauberovoj teoremi, odnosno

lim
t→∞

g
(RC−d)
i (t) = lim

s→0

(
sĝ

(RC−d)
i (s)

)
= 0 i lim

t→∞
g

(RC−g)
i (t) = lim

s→0

(
sĝ

(RC−g)
i (s)

)
= 0,

pri £emu su funkcije prenosa koje odgovaraju struji kola ĝ(RC−d)
i i ĝ(RC−g)

i date izrazima (3.4) i (3.8),
²to zna£i da struja, kao re²enje jedna£ina kola u tranzijentnom reºimu (3.7) i (3.9), posle dovoljno dugog
vremena tako�e ima oblik harmonijske funkcije. Analogno RC kolu, nakon dovoljno dugog vremena,
frakciono RL kolo tako�e ulazi u stacionarni reºim, po²to je prema Tauberovoj teoremi

lim
t→∞

g
(RL−d)
i (t) = lim

s→0

(
sĝ

(RL−d)
i (s)

)
= 0 i lim

t→∞
g

(RL−g)
i (t) = lim

s→0

(
sĝ

(RL−g)
i (s)

)
= 0,

odnosno, po²to impulsni odzivi g(RL−d)
i i g(RL−g)

i , dati relacijama (3.32) i (3.33), teºe nuli, ²to implicira
da struja kola posle dovoljno dugog vremena tako�e ima oblik harmonijske funkcije.

Kako je energija, koju frakciono RC ili RL kolo tro²i ili proizvodi tokom jedne periode T harmonijskih
funkcija elektromotorne sile (3.47) i struje (3.48), odre�ena sa

W =

∫ (n+1)T

nT

E(t) i(t) dt = E0i0
∫ (n+1)T

nT

cos(ωt) cos(ωt+ φi) dt =
1

2
E0i0T cosφi, (3.49)

gde su
E = Re E i i = Re i,

jasno je da znak kosinusa faznog ugla struje odre�uje da li kolo disipira ili generi²e energiju, dok znak
sinusa faznog ugla odre�uje da li kolo ima kapacitivni ili induktivni karakter. Naime, ukoliko je cosφi > 0,
kolo disipira energiju, a ukoliko je cosφi < 0, kolo generi²e energiju, dok za sinφi > 0 kolo ima kapacitivni
karakter, po²to struja prednja£i elektromotornoj sili, a za sinφi < 0 kolo ima induktivni karakter, jer
struja kasni za elektromotornom silom.

Uvr²tavanjem elektromotorne sile i struje u obliku (3.47) i (3.48), jedna£ina disipativnog RC kola
(3.7) se transformi²e u

e−jφ
(d)
i (ω) =

R i0
E0

τC jω + τα (jω)
α

+ 1

τC jω + τα (jω)
α ,

prema formuli (1.31) za frakcioni izvod harmonijske funkcije kada t→∞, odakle se odre�ivanjem realnog
i imaginarnog dela dobijaju

cosφ
(d)
i (ω) =

R i0
E0

τ2
C ω

2 + 2τCτα ω
1+α sin απ

2 + τ2
α ω

2α + τα ω
α cos απ2

τ2
C ω

2 + 2τCτα ω1+α sin απ
2 + τ2

α ω
2α

, (3.50)

sinφ
(d)
i (ω) =

R i0
E0

τC ω + τα ω
α sin απ

2

τ2
C ω

2 + 2τCτα ω1+α sin απ
2 + τ2

α ω
2α
, (3.51)
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tako da su amplituda i fazni stav struje dati izrazima

i
(d)
0 (ω) =

E0
R

√
τ2
C ω

2 + 2τCτα ω1+α sin απ
2 + τ2

α ω
2α

τ2
C ω

2 + 2τCτα ω1+α sin απ
2 + τ2

α ω
2α + 2τα ωα cos απ2 + 1

, (3.52)

φ
(d)
i (ω) = arctan

τC ω + τα ω
α sin απ

2

τ2
C ω

2 + 2τCτα ω1+α sin απ
2 + τ2

α ω
2α + τα ωα cos απ2

. (3.53)

Na osnovu izraza (3.50) i (3.51) o£igledno je da je kolo disipativno, odnosno da je njegov karakter kapa-
citivan za sve u£estalosti, po²to su cosφ(d)(ω) > 0 i sinφ(d)(ω) > 0 za sve u£estalosti ω.

Pretpostavljaju¢i elektromotornu silu i struju u obliku (3.47) i (3.48), te kori²¢enjem formule (1.28)
za frakcioni integral harmonijske funkcije kada t→∞, iz jedna£ine generativnog RC kola (3.9), sledi

e−jφ
(g)
i (ω) =

R i0
E0

(
1 +

1

τC jω
+

1

τµ (jω)
1+µ

)
, (3.54)

te se odre�ivanjem realnog i imaginarnog dela izraza (3.54) dobijaju

cosφ
(g)
i (ω) =

R i0
E0

(
1− 1

τµ ω1+µ
sin

µπ

2

)
, (3.55)

sinφ
(g)
i (ω) =

R i0
E0

(
1

τC ω
+

1

τµ ω1+µ
cos

µπ

2

)
, (3.56)

odakle slede izrazi za amplitudu i fazni stav struje

i
(g)
0 (ω) =

E0
R

1√
1− 2 1

τµ ω1+µ sin µπ
2 + 1

τ2
C ω

2 + 2 1
τCτµ ω2+µ cos µπ2 + 1

τ2
µ ω

2+2µ

, (3.57)

φ
(g)
i (ω) = arctan

1
τC ω

+ 1
τµ ω1+µ cos µπ2

1− 1
τµ ω1+µ sin µπ

2

. (3.58)

Relacija (3.55) implicira da je generativno RC kolo generativno za niske u£estalosti, a disipativno za
visoke u£estalosti, po²to je

cosφ
(g)
i (ω) < 0 kada ω → 0 i cosφ

(g)
i (ω) > 0 kada ω →∞,

dok je kapacitivan karakter dominantan za sve u£estalosti, po²to je sinφ(g)(ω) > 0, za svako ω, videti
(3.56).

Ukoliko je pasivni kalem u rednom frakcionom RL kolu, koje je pobu�eno elektromotornom silom
oblika (3.47), modeliran konstitutivnom relacijom (2.5), tada je struja data izrazom (3.48), sa amplitudom
i faznim stavom u slede¢em obliku

i
(d)
0 (ω) =

E0
R

1√
τ2
L ω

2 + 2τLτβ ω1+β sin βπ
2 + τ2

β ω
2β + 2τβ ωβ cos βπ2 + 1

,

φ
(d)
i (ω) = − arctan

τL ω + τβ ω
β sin βπ

2

τβ ωβ cos βπ2 + 1
,

po²to su cosφ
(d)
i i sinφ

(d)
i odre�eni kori²¢enjem jedna£ine disipativnog RL kola (3.20) i formule (1.31) za

frakcioni izvod harmonijske funkcije kada t→∞ kao realni i imaginarni delovi izraza

e−jφ
(d)
i (ω) =

R i0
E0

(
τL jω + τβ (jω)

β
+ 1
)
,

koji implicira

cosφ
(d)
i (ω) =

R i0
E0

(
τβ ω

β cos
βπ

2
+ 1

)
,

sinφ
(d)
i (ω) = −R i0

E0

(
τL ω + τβ ω

β sin
βπ

2

)
,
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odakle se vidi da je kolo disipativno, odnosno da je njegov karakter induktivan na celom opsegu u£estalosti,
po²to je cosφ(d)(ω) > 0 i sinφ(d)(ω) < 0 za svako ω.

Analogno, u slu£aju aktivnog kalema modeliranog konstitutivnom relacijom (2.6), struja generativnog
RL kola je prostoperiodi£na funkcija amplitude i faznog stava

i
(g)
0 (ω) =

E0
R

√√√√√ τ2
ν

τ2
L
ω2ν + 2 τντL ω

ν cos νπ2 + 1

τ2
νω

2+2ν − 2τν ω1+ν sin νπ
2 +

τ2
ν

τ2
L
ω2ν + 2 τντL ω

ν cos νπ2 + 1
,

φ
(g)
i (ω) = − arctan

τ2
ν

τL
ω1+2ν + τν ω

1+ν cos νπ2

−τν ω1+ν sin νπ
2 +

τ2
ν

τ2
L
ω2ν + 2 τντL ω

ν cos νπ2 + 1
,

po²to su cosφ
(g)
i i sinφ

(g)
i odre�eni kori²¢enjem jedna£ine generativnog RL kola (3.22) i formule (1.28)

za integral harmonijske funkcije kada t→∞ kao realni i imaginarni delovi izraza

e−jφ
(g)
i (ω) =

R i0
E0

τν (jω)
1+ν

+ τν
τL

(jω)
ν

+ 1
τν
τL

(jω)
ν

+ 1
,

koji implicira

cosφ
(g)
i (ω) =

R i0
E0

−τν ω1+ν sin νπ
2 +

τ2
ν

τ2
L
ω2ν + 2 τντL ω

ν cos νπ2 + 1

τ2
ν

τ2
L
ω2ν + 2 τντL ω

ν cos νπ2 + 1
, (3.59)

sinφ
(g)
i (ω) = −R i0

E0

τ2
ν

τL
ω1+2ν + τν ω

1+ν cos νπ2
τ2
ν

τ2
L
ω2ν + 2 τντL ω

ν cos νπ2 + 1
. (3.60)

�to se ti£e potro²nje, odnosno proizvodnje energije, zaklju£uje se da generativno RL kolo rasipa energiju
za niske u£estalosti, a generi²e je za visoke u£estalosti, po²to je

cosφ
(g)
i (ω) > 0 kada ω → 0 i cosφ

(g)
i (ω) < 0 kada ω →∞,

videti (3.59), dok je induktivni karakter dominantan za sve u£estalosti, po²to je sinφ(g)(ω) < 0, za svako
ω, videti (3.60).

Opseºna analiza frakcionih RC, RL i LC kola, sa naglaskom na njihovim karakteristikama u prosto-
periodi£nom reºimu, sprovedena je u [52, 53].

3.2.3 Numeri£ki primeri

Pretpostavljaju¢i elektromotornu silu u obliku Hevisajdove funkcije E(t) = E0H(t), gde je E0 intenzitet
elektromotorne sile, struja RC kola je, prema (3.28)1, odre�ena izrazom

i(t) = E0
(
gi(t) ∗H(t)

)
= E0

∫ t

0

gi(t
′)dt′, (3.61)

gde je impulsni odziv struje dat relacijom (3.29).
Vremenska zavisnost struje frakcionog RC kola koje sadrºi pasivni kondenzator, modeliran konstitu-

tivnom relacijom (2.1), odre�ena je kori²¢enjem relacije (3.61) i predstavljena je na slici 3.7 zajedno sa
vremenskim pro�lima struja, odre�enih izrazima

i(t) =
E0
R

τα + e
− τα+1

τC
t

τα + 1
za α = 0 i i(t) =

E0
R

e
− 1
τC+τα

t za α = 1,

koje odgovaraju klasi£nim RC kolima, odnosno kolima u kojima se frakcioni kondenzator svodi na klasi£ne
elemente za grani£ne vrednosti reda frakcionog izvoda α, videti (2.11) i (2.12). Vremenski pro�li struje
disipativnog RC kola su monotono opadaju¢e funkcije vremena, koje kako za kratka tako i za duga£ka
vremena, leºe ime�u odgovaraju¢ih vremenskih pro�la struja RC kola koja sadrºe klasi£ne elemente, ²to
je o£igledno sa slike 3.7. Za malo vreme, struja opada najbrºe u slu£aju reda frakcionog izvoda α = 0,
dok struja disipativnih RC kola opada sve sporije kako se pove¢ava red frakcionog izvoda α i kona£no, u
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slu£aju kada je α = 1, struja opada najsporije, kao ²to se vidi sa slike 3.7a. Situacija je obrnuta za veliko
vreme, kao ²to je prikazano na slici 3.7b, po²to je odziv koji odgovara slu£aju α = 0 gotovo konstantan,
dok odzivi u slu£aju kada je α ∈ (0, 1), prema asimptotici

i(t) ∼ E0
R

 τα
t−α

Γ(1−α) − τ
2
α

t−2α

Γ(1−2α) , za α ∈
(
0, 1

2

)
,

τα
t−α

Γ(1−α) , za α ∈
[

1
2 , 1
)
,

kako t→∞,

videti [21], opadaju kao stepena funkcija, a odziv koji odgovara slu£aju α = 1 opada eksponencijalno.
Primetimo da svi odzivi koji odgovaraju α ∈ (0, 1] teºe nuli za veliko vreme, osim odziva za α = 0 koji
teºi konstanti: limt→∞ i(t) = E0

R
τα
τα+1 .

α = 1

α = 0.75

α = 0.5

α = 0.25

α = 0
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(a) Pro�li struje za malo vreme

α = 0
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α = 0.5

α = 0.75

α = 1
0 2 4 6 8

t0.00
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0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35
i(t)

(b) Pro�li struje za veliko vreme, zajedno sa asimptotikom
(puna linija)

Slika 3.7: Slu£aj pasivnog kondenzatora � vremenski pro�li struje RC kola kao odgovor na elektromotornu
silu u obliku Hevisajdove funkcije intenziteta E0 = 1, dobijeni analiti£ki (linije) i numeri£ki (ta£ke) za
parametre modela: R = 1, τC = 0.1 i τα = 0.3.

Struja generativnog RC kola koje sadrºi aktivni kondenzator, modeliran konstitutivnom relacijom
(2.2), kao odziv na elektromotornu silu pretpostavljenu u obliku Hevisajdove funkcije, izra£unava se
kori²¢enjem izraza (3.61), a odgovaraju¢i vremenski pro�li su prikazani na slici 3.8, zajedno sa odzivima
odre�enim izrazima

i(t) =
E0
R

e
−
(

1
τC

+ 1
τµ

)
t za µ = 0 i (3.62)

i(t) =
E0
R



e
− t

2τC

(
cosh (λt)− sinh(λt)

2τCλ

)
, λ =

√(
1

2τC

)2

− 1
τµ
,

(1− σt) e−σt, σ = 1
2τC

+

√(
1

2τC

)2

− 1
τµ
,

e
− t

2τC

(
cos (ωt)− sin(ωt)

2τCω

)
, ω =

√
1
τµ
−
(

1
2τC

)2

,

za µ = 1, (3.63)

koji odgovaraju RC kolima u kojima se za grani£ne vrednosti reda frakcionog integrala µ frakcioni kon-
denzator svodi ili na klasi£ni ili na element sa uniformnom memorijom, videti (2.24) i (2.25).

Sli£no prethodnom slu£aju, ukoliko je red frakcionog integrala µ ∈ (0, 1), odnosno u slu£aju genera-
tivnog RC kola, vremenski pro�li struje leºe izme�u pro�la koji odgovaraju grani£nim slu£ajevima reda
frakcionog integrala µ = 0 i µ = 1, odre�enih prema izrazima (3.62) i (3.63) respektivno, kao ²to je i
prikazano na slici 3.8. Klasi£no RC kolo, prema (3.62), ima monotoni eksponencijalno opadaju¢i odziv za
bilo koje vrednosti parametara modela, dok u slu£aju RC kola sa uniformnom memorijom, prema (3.63),
parametri modela odre�uju da li je odziv aperiodi£an ili oscilatoran, tako da je odziv sa slike 3.8a, dobijen
kori²¢enjem (3.63)2, aperiodina£an, ali nemonoton, dok odziv sa slike 3.8b, dobijen iz (3.63)3, ima prigu-
²eni oscilatorni karakter. Odziv generativnog RC kola pokazuje prigu²eno oscilatorno pona²anje, videti
krive za µ = 0.5 i µ = 0.75 na slici 3.8b, £ije se oscilacije mogu umanjiti toliko da je prisutan samo jedan
minimum, videti sve krive sa slike 3.8a i krivu za µ = 0.25 sa slike 3.8b.

Sa slika 3.7 i 3.8 je o£igledno da postoji savr²eno poklapanje izme�u krivih koje su dobijene pomo¢u
analiti£kih izraza i onih koje su ra£unate pomo¢u Talbotovog algoritma za numeri£ku inverziju Laplasove
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(a) Vremenski pro�li, prikazani ta£kastom, isprekidanom
i ta£kasto - isprekidanom linijom za µ = 0.25, 0.5, 0.75,
respektivno, za parametre modela: R = 1, τC = 0.5 i τµ =
1.
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(b) Vremenski pro�li za parametre modela R = 1, τC = 1
i τµ = 0.1.

Slika 3.8: Slu£aj aktivnog kondenzatora � vremenski pro�li struje RC kola kao odgovor na elektromotornu
silu u obliku Hevisajdove funkcije intenziteta E0 = 1, dobijeni analiti£ki (linije) i numeri£ki (ta£ke).

transformacije, koji su razvili J. Abate i P. P. Valkó u [1] i £ija je implementacija u programskom paketu
Mathematica dostupna na: http://library.wolfram.com/infocenter/MathSource/4738/.

Pretpostavljaju¢i elektromotornu silu u obliku harmonijske funkcije vremena

E(t) = E0 cos(ωt)

i prikazuju¢i vremenske pro�le struje, na slikama 3.9 i 3.10 je ilustrovan prelazak disipativnog i genera-
tivnog RC kola iz tranzijetnog u kvazistacionarni reºim. Struja u prelaznom reºimu, kao odziv kola na
harmonijsku elektromotornu silu, se izra£unava prema (3.28) u obliku

i(t) = E0
(
gi(t) ∗ cos(ωt)

)
=
E0
R

cos(ωt)− E0
R

∫ t

0

gC(t− t′) cos(ωt′) dt′, (3.64)

po²to impulsni odzivi struje gi imaju oblik (3.29), a impulsni odzivi napona gC su dati sa (3.30) u
slu£aju disipativnog RC kola i (3.31) u slu£aju generativnog RC kola. Realni deo izraza (3.48) za struju
pretpostavljenu u obliku harmonijske funkcije, odre�en relacijom

i(t) = i0 cos(ωt+ φi), (3.65)

predstavlja struju RC kola u kvazistacionarnom reºimu, gde je amplituda struje i0 data izrazima (3.52)
i (3.57), dok je fazni ugao φi dat izrazima (3.53) i (3.58) u slu£aju disipativnog i generativnog RC kola,
respektivno.

Sa slike 3.9 je o£igledno da disipativno RC kolo prili£no brzo ulazi u kvazistacionarni reºim, bez obzira
na vrednost reda frakcionog izvoda α, po²to se krive koje odgovaraju prelaznom i kvazistacionarnom
reºimu preklapaju £ak i za malo vreme, ²to je verovatno posledica potpune monotonosti impulsnog odziva
g

(d)
C . Evidentno je i dobro slaganje izme�u krivih dobijenih pomo¢u analiti£kih izraza za prelazni reºim i
krivih dobijenih numeri£kim postupkom inverzije Laplasove transformacije.

Vremenski pro�li struje generativnog RC kola, kao i amplituda i fazni ugao struje, prikazani su na
slici 3.10 za razli£ite vrednosti reda frakcionog integrala µ i �ksnu vrednost ugaone u£estalosti. Sli£no kao
i u slu£aju disipativnog RC kola, vremenski pro�li struje koji odgovaraju prelaznim i kvazistacionarnim
odzivima poklapaju se ve¢ i za malo vreme u slu£aju malih vrednosti parametra µ, dok sa pove¢anjem
vrednosti parametra µ raste i vreme potrebno za ulazak generativnog RC kola u kvazistacionarni reºim,
kao ²to se vidi sa slike 3.10a. Ponovo se uo£ava dobro slaganje izme�u krivih dobijenih analiti£kim
i numeri£kim postupkom. Utvr�eno je da amplituda struje, prikazana na slici 3.10b, monotono raste
sa pove¢anjem parametra µ, dok, kao ²to se moºe videti sa slike 3.10c, vrednost faznog ugla dostiºe
maksimum u ta£ki (µ, φi) = (0.75286, 0.579321π) koja leºi na intervalu µ ∈ [0.299579, 0.979149] u kome
su vrednosti faznog ugla φi ve¢e od

π
2 , ²to zna£i da se otpornik i aktivni kondenzator u ovom intervalu

parametra µ zajedno pona²aju kao generativni element, po²to je cosφi < 0.



32 GLAVA 3. RC I RL KOLA SA FRAKCIONIM ELEMENTIMA

α = 0.05

α = 0.5
α = 0.95

5 10 15 20
t

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
i(t)

α = 0.05

α = 0.95

2 4 6 8 10
t

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
i(t)

Slika 3.9: Vremenski pro�li struje disipativnog RC kola, kao odgovor na elektromotornu silu u obliku
kosinusne funkcije amplitude E0 = 1 i ugaone u£estalosti ω = 0.3, dobijeni pomo¢u analiti£kog izraza
(3.64) (puna linija) i numeri£ki (ta£ke) u prelaznom reºimu i pomo¢u analiti£kog izraza (3.65) (tanka
linija) u kvazistacionarnom reºimu za parametre modela: R = 1, τC = 0.2 i τα = 0.5.
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(a) Vremenski pro�li struje dobijeni pomo¢u analiti£kog izraza (3.64) (puna
linija) i numeri£ki (ta£ke) u prelaznom reºimu i pomo¢u analiti£kog izraza (3.65)
(tanka linija) u kvazistacionarnom reºimu.
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(b) Amplituda struje u zavisnosti od parametra µ.
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(c) Fazni ugao struje u zavisnosti od parametra µ.

Slika 3.10: Struja generativnog RC kola, kao odgovor na elektromotornu silu u obliku kosinusne funkcije
amplitude E0 = 1 i ugaone u£estalosti ω = 3.2, dobijena za parametre modela: R = 1, τC = 1 i τµ = 0.1.
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3.3 Frekvencijske karakteristike frakcionih RC kola

Frekvencijske karakteristike RC kola, koje sadrºi ili pasivni ili aktivni kondenzator, analiziraju se
kori²¢enjem funkcije prenosa

ĝ
(RC−d,RC−g)
R = R ĝ

(RC−d,RC−g)
i , (3.66)

koja odgovara naponu na otporniku uR, gde su ĝ
(RC−d,RC−g)
i funkcije prenosa koje odgovaraju struji

RC kola i date su izrazima (3.4) i (3.8), ili ta£nije, kori²¢enjem modula i argumenta funkcije prenosa
ĝ

(RC−d,RC−g)
R . Kako su navedene funkcije prenosa date u kompleksnom domenu, za odre�ivanje modula
i argumenta funkcije prenosa u frekvencijskom domenu, potrebno je izvr²iti smenu s = jω u funkcijama
prenosa ĝ(RC−d,RC−g)

R . Kako frekvencijske karakteristike zapravo opisuju kolo u kvazistacionarnom reºimu,
za odre�ivanje modula i argumenta funkcije prenosa koristi¢e se ve¢ izvedeni izrazi, kako za amplitudu
struje i(d)

0 i fazni ugao φ(d)
i disipativnog RC kola u kvazistacionarnom reºimu, odre�eni relacijama (3.52)

i (3.53), tako i izrazi za amplitudu struje i(g)
0 i fazni ugao φ(g)

i generativnog RC kola u kvazistacionarnom
reºimu, odre�eni relacijama (3.57) i (3.58), koji moduo i argument funkcije prenosa ĝ(RC−d,RC−g)

R daju u
obliku ∣∣∣ĝ(RC−d,RC−g)

R (ω)
∣∣∣ =

u
(d,g)
R0 (ω)

E0
=
R

E0
i
(d,g)
0 (ω) i

arg ĝ
(RC−d,RC−g)
R (ω) = arg ĝ

(RC−d,RC−g)
i (ω) = φ

(d,g)
i (ω) ,

(3.67)

gde su iskori²¢eni izrazi (3.4) i (3.8), kojima je de�nisana funkcija prenosa, kao i izrazi (3.47) i (3.48) za
elektromotornu silu i struju kola u kvazistacionarnom reºimu.

Moduo i argument funkcije prenosa ĝ(RC−d)
R disipativnog RC kola, prema relaciji (3.67), uz izraze

(3.52) i (3.53), dobijaju se u obliku∣∣∣ĝ(RC−d)
R (ω)

∣∣∣
dB

= 20 log
∣∣∣ĝ(RC−d)
R (ω)

∣∣∣
= 10 log

(
1−

2τα ω
α cos απ2 + 1

τ2
C ω

2 + 2τCτα ω1+α sin απ
2 + τ2

α ω
2α + 2τα ωα cos απ2 + 1

)
i (3.68)

arg ĝ
(RC−d)
R (ω) = arctan

τC ω + τα ω
α sin απ

2

τ2
C ω

2 + 2τCτα ω1+α sin απ
2 + τ2

α ω
2α + τα ωα cos απ2

, (3.69)

dok su moduo i argument funkcije prenosa ĝ
(RC−g)
R generativnog RC kola, prema relaciji (3.67), uz

kori²¢enje (3.57) i (3.58), dati izrazima∣∣∣ĝ(RC−g)
R (ω)

∣∣∣
dB

= 20 log
∣∣∣ĝ(RC−g)
R (ω)

∣∣∣
= −10 log

(
1− 2

1

τµ ω1+µ
sin

µπ

2
+

1

τ2
C ω

2
+ 2

1

τCτµ ω2+µ
cos

µπ

2
+

1

τ2
µ ω

2+2µ

)
i

(3.70)

arg ĝ
(RC−g)
R (ω) = arctan

1
τC ω

+ 1
τµ ω1+µ cos µπ2

1− 1
τµ ω1+µ sin µπ

2

= arctan
τµω

µ + τC cos µπ2
τCτµω1+µ − τC sin µπ

2

. (3.71)

U slu£aju RL kola, usled analogije izme�u �zi£kih veli£ina RL i RC kola o kojoj se govori u odelj-
ku 3.1, frekvencijske karakteristike funkcija prenosa koje odgovaraju naponu na kalemu ĝ(d,g)

L imaju isti
oblik kao frekvencijske karakteristike funkcija prenosa ĝ(RC−d,RC−g)

R , koje su date sa (3.66), dok frekven-
cijske karakteristike funkcija prenosa koje odgovaraju struji RL kola imaju isti oblik kao frekvencijske
karakteristike funkcija prenosa koje odgovaraju naponu na kondenzatoru u RC kolu.

U slu£aju disipativnog RC kola, asimptotsko pona²anje modula funkcije prenosa
∣∣∣ĝ(RC−d)
R

∣∣∣
dB

za niske
u£estalosti je opisano relacijom

∣∣∣ĝ(RC−d)
R (ω)

∣∣∣
dB
∼ 10 log


τ2
α ω

2α − 2τ3
α ω

3α cos απ2 , ako α ∈
(
0, 1

2

)
,

τ2
α ω −

√
2τα ω

3
2 (τ2

α − τC), ako α = 1
2 ,

τ2
α ω

2α + 2τατC ω
1+α sin απ

2 , ako α ∈
(

1
2 , 1
)
,

kada ω → 0, (3.72)

dobijenom iz izraza

10
1
10

∣∣∣ĝ(RC−d)
R (ω)

∣∣∣
dB = 1−

(
1 + 2τα ω

α cos
απ

2

)
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×
(

1− 2τα ω
α cos

απ

2
− τ2

α ω
2α − 2τCτα ω

1+α sin
απ

2
− τ2

C ω
2

+ 4τ2
α ω

2α cos2 απ

2
+ 4τ3

α ω
3α cos

απ

2
+ . . .− 8τ3

α ω
3α cos3 απ

2
+ . . .

)
∼ τ2

α ω
2α − 2τ3

α ω
3α cos

απ

2
+ 2τCτα ω

1+α sin
απ

2
kada ω → 0,

koji sledi iz izraza (3.68), kori²¢enjem razvoja u red

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + . . . (3.73)

i zanemarivanjem £lanova vi²eg reda, dok je asimptotika modula funkcije prenosa
∣∣∣ĝ(RC−d)
R

∣∣∣
dB

u slu£aju
visokih u£estalosti

∣∣∣ĝ(RC−d)
R (ω)

∣∣∣
dB
∼ 10 log



1− 1
τ2
C ω

2

(
2τα ω

α cos απ2 + 1
)
, ako α ∈

(
0, 1

2

)
,

1− 1
τ2
C ω

2

(
2τα ω

α cos απ2

−2
τ2
α

τC
ω2α−1 sin(απ) + 1

)
,

ako α ∈
[

1
2 ,

2
3

)
,

1− 1
τ2
C ω

2

(
2τα ω

α cos απ2

−2
τ2
α

τC
ω2α−1 sin(απ)

+2
τ3
α

τ2
C
ω3α−2 cos απ2

(
4 sin2 απ

2 − 1
)

+ 1
)
,

ako α ∈
[

2
3 , 1
)
,

(3.74)

kada ω →∞, dobijena na osnovu izraza

10
1
10

∣∣∣ĝ(RC−d)
R (ω)

∣∣∣
dB = 1− 1

τ2
C ω

2

1 + 2τα ω
α cos απ2

1 + 2 τατC
1

ω1−α sin απ
2 +

τ2
α

τ2
C

1
ω2(1−α) + 2 τα

τ2
C

1
ω2−α cos απ2 + 1

τ2
C ω

2

= 1− 1

τ2
C ω

2

(
1 + 2τα ω

α cos
απ

2

)
×
(

1− 2
τα
τC

1

ω1−α sin
απ

2
− τ2

α

τ2
C

1

ω2(1−α)
− 2

τα
τ2
C

1

ω2−α cos
απ

2
− 1

τ2
C ω

2

+ 4
τ2
α

τ2
C

1

ω2(1−α)
sin2 απ

2
+ . . .

)
∼ 1− 1

τ2
C ω

2

(
2τα ω

α cos
απ

2
− 2

τ2
α

τC
ω2α−1 sin(απ)

+ 2
τ3
α

τ2
C

ω3α−2 cos
απ

2

(
4 sin2 απ

2
− 1
)

+ 1
)

kada ω →∞, (3.75)

uz zanemarenje £lanova u zagradi sa negativnim stepenom, pri £emu je izraz (3.75) izveden upotrebom
relacije (3.68) uz kori²¢enje razvoja u red (3.73) do kvadratnih £lanova, gde su £lanovi vi²eg reda zane-
mareni.

Asimptotski razvoj izraza za argument funkcije prenosa arg ĝ
(RC−d)
R u slu£aju niskih u£estalosti

arg ĝ
(RC−d)
R (ω) ∼ arctan



tan απ
2

(
1− τα ωα 1

cos απ2
+ τ2

α ω
2α 1

cos2 απ
2

)
, ako α ∈

(
0, 1

3

)
,

tan απ
2

(
1− τα ωα 1

cos απ2
+ τC

τα
ω1−α 1

sin απ
2

+τ2
α ω

2α 1
cos2 απ

2

)
,

ako α ∈
[

1
3 ,

1
2

)
,

tan απ
2

(
1 + τC

τα
ω1−α 1

sin απ
2
− τα ωα 1

cos απ2

)
, ako α ∈

[
1
2 , 1
)
,

kada ω → 0,

(3.76)
dobijen je na osnovu izraza

tan arg ĝ
(RC−d)
R (ω) = tan

απ

2

1 + τC
τα
ω1−α 1

sin απ
2

1 + τα ωα
1

cos απ2
+ 2τC ω tan απ

2 +
τ2
C

τα
ω2−α 1

cos απ2

= tan
απ

2

(
1 +

τC
τα

ω1−α 1

sin απ
2

)
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×
(

1− τα ωα
1

cos απ2
− 2τC ω tan

απ

2
− τ2

C

τα
ω2−α 1

cos απ2
+ τ2

α ω
2α 1

cos2 απ
2

+ . . .
)

∼ tan
απ

2

(
1− τα ωα

1

cos απ2
+ τ2

α ω
2α 1

cos2 απ
2

+
τC
τα

ω1−α 1

sin απ
2

)
kada ω → 0,

koji sledi iz relacije (3.69) kori²¢enjem razvoja u red (3.73) do £lanova drugog reda, zanemaruju¢i £lanove
vi²eg reda i zadrºavanjem £lanova koji imaju dominantan doprinos, dok se argument funkcije prenosa
arg ĝ

(RC−d)
R , dat izrazom (3.69), za visoke u£estalosti transformi²e u

tan arg ĝ
(RC−d)
R (ω) =

1

τC ω

1 + τα
τC

1
ω1−α sin απ

2

1 + 2 τατC
1

ω1−α sin απ
2 +

τ2
α

τ2
C

1
ω2(1−α) + τα

τ2
C

1
ω2−α cos απ2

=
1

τC ω

(
1 +

τα
τC

1

ω1−α sin
απ

2

)
×
(

1− 2
τα
τC

1

ω1−α sin
απ

2
− τ2

α

τ2
C

1

ω2(1−α)
− τα
τ2
C

1

ω2−α cos
απ

2

)
∼ 1

τC ω

(
1− τα

τC

1

ω1−α sin
απ

2

)
kada ω →∞,

pri £emu je tako�e kori²¢en izaz za razvoj u red (3.73) do linearnih £lanova, dok su £lanovi vi²eg reda
zanemareni, daju¢i tako asimptotski razvoj argumenta funkcije prenosa

arg ĝ
(RC−d)
R (ω) ∼ arctan

(
1

τC ω

(
1− τα

τC

1

ω1−α sin
απ

2

))
kada ω →∞. (3.77)

O£igledno, zadrºavaju¢i samo vode¢e £lanove u izrazima (3.72) i (3.74) za asimptotiku modula, kao i
izrazima (3.76) i (3.77) za asimptotiku argumenta funkcije prenosa, dobija se∣∣∣ĝ(RC−d)

R (ω)
∣∣∣
dB
∼ 20α logω + 20 log τα i arg ĝ

(RC−d)
R (ω) ∼ απ

2
kada ω → 0, (3.78)∣∣∣ĝ(RC−d)

R (ω)
∣∣∣
dB
∼ 0 i arg ĝ

(RC−d)
R (ω) ∼ arctan

1

τC ω
∼ 1

τC ω
kada ω →∞, (3.79)

po²to se arctanx ∼ x za x � 1, odakle sledi da je za niske u£estalosti moduo funkcije prenosa linearna
funkcija logω, koja ima nagib proporcionalan redu frakcionog izvoda α i odse£ak srazmeran frakcionoj
vremenskoj konstanti τα, dok je argument funkcije prenosa srazmeran parametru α. U slu£aju viso-
kih u£estalosti, argument funkcije prenosa teºi nuli kao hiperboli£na funkcija sa koe�cijentom obrnuto
srazmernim klasi£noj vremenskoj konstanti τC .

Asimptotika modula funkcije prenosa
∣∣∣ĝ(RC−g)
R

∣∣∣
dB

koja odgovara generativnom RC kolu

∣∣∣ĝ(RC−g)
R (ω)

∣∣∣
dB
∼ −10 log

{ 1
τ2
µ ω

2+2µ + 2 1
τCτµ ω2+µ cos µπ2 , kada ω → 0,

1− 2 1
τµ ω1+µ sin µπ

2 , kada ω →∞,
(3.80)

se lako dobija iz (3.70) zadrºavanjem dva £lana najvi²eg stepena za niske u£estalosti i dva £lana najniºeg
stepena za visoke u£estalosti, dok se argument funkcije prenosa arg ĝ

(RC−g)
R , dat izrazom (3.71), moºe

zapisati u obliku

arg ĝ
(RC−g)
R (ω) ∼ arctan

 tan (1+µ)π
2

(
1 +

τµ
τC
ωµ 1

cos µπ2

)
, kada ω → 0,

1
τC ω

(
1 + τC

τµ
1
ωµ cos µπ2

)
, kada ω →∞,

(3.81)

zanemarivanjem odgovaraju¢ih £lanova u imeniocu tan arg ĝ
(RC−g)
R : τCτµω1+µ u slu£aju niskih, odnosno

£lana τC sin µπ
2 u slu£aju visokih u£estalosti.

Zadrºavanjem vode¢ih £lanova u izrazu (3.80) za asimptotiku modula funkcije prenosa i izrazu (3.81)
za asimptotiku argumenta funkcije prenosa, dobija se∣∣∣ĝ(RC−g)

R (ω)
∣∣∣
dB
∼ 20 (1 + µ) logω + 20 log τµ i arg ĝ

(RC−g)
R (ω) ∼ (1 + µ)π

2
kada ω → 0, (3.82)∣∣∣ĝ(RC−g)

R (ω)
∣∣∣
dB
∼ 0 i arg ĝ

(RC−g)
R (ω) ∼ arctan

1

τC ω
∼ 1

τC ω
kada ω →∞, (3.83)
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po²to se arctanx ∼ x kada je x� 1, odakle ponovo sledi da je za niske u£estalosti modul funkcije prenosa
linearna funkcija logω, koja ima nagib srazmeran redu frakcionog integrala 1+µ i odse£ak koji je propor-
cionalan frakcionoj vremenskoj konstanti τµ, dok je argument funkcije prenosa proporcionalan parametru
µ. U slu£aju visokih u£estalosti, kao i ranije, argument funkcije prenosa teºi nuli kao hiperboli£na funkcija
sa koe�cijentom obrnuto srazmernim klasi£noj vremenskoj konstanti τC .

Stoga, bez obzira na £injenicu da li RC kolo sadrºi pasivni ili aktivni kondenzator, parametri modela
se mogu lako proceniti na osnovu izraza koji opisuju asimptotsko pona²anje modula i argumenta funkcije
prenosa.

Bodeovi dijagrami, odnosno frekvencijske karakteristike koje odgovaraju disipativnom RC kolu, za-
jedno sa asimptotikom, prikazani su na slici 3.11. Kao ²to se i moglo o£ekivati na osnovu oblika funkcije
prenosa ĝ(RC−d)

R , videti izraze (3.4) i (3.66), njen moduo ima nulu necelog reda u koordinatnom po£etku,
²to potvr�uje i frekvencijska karakteristika modula funkcije prenosa, koja linearno opada i teºi u minus
beskona£nost za niske u£estalosti, kao ²to je i predvi�eno asimptotskim razvojem (3.78)1 i kao ²to se
vidi sa slike 3.11a. Moduo funkcije prenosa sa porastom u£estalosti monotono raste i teºi nuli za visoke
u£estalosti u skladu sa asimptotikom (3.74), bez obzira na vrednost reda frakcionog izvoda α, kao ²to je
o£igledno sa slike 3.11b. Iako to nije slu£aj, takvo pona²anje frekvencijske karakteristike za visoke u£esta-
losti, moºe se tuma£iti kao da funkcija prenosa ima realni pol istog reda kao i njena nula u koordinatnom
po£etku.

Sa druge strane, frekvencijske karakteristike argumenta funkcije prenosa se sa porastom parametra
α menjaju od nemonotonih funkcija, koje dostiºu maksimum, do monotono opadaju¢ih funkcija, videti
sliku 3.11c. Asimptotika za niske u£estalosti argumenta funkcije prenosa (3.78)2 pokazuje da frekvencijske
karakteristike sa slike 3.11c imaju konstantnu vrednost koja zavisi od parametra α, potvr�uju¢i zaklju£ak
o nulama necelog reda u koordinatnom po£etku, izveden iz asimptotike modula funkcije prenosa. Slika
3.11d prikazuje argument funkcije prenosa, zajedno sa njegovom asimptotikom, koji teºi nuli za visoke
u£estalosti bez obzira na vrednost parametra α, ²to ponovo moºe navesti na pogre²an zaklju£ak o polovima
funkcije prenosa.
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(a) Moduo funkcije prenosa (puna linija) i odgovaraju¢a
asimptotika za niske u£estalosti (isprekidana linija).
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(b) Uve¢an detalj modula funkcije prenosa (puna linija)
i odgovaraju¢a asimptotika (isprekidana linija) za visoke
u£estalosti.
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(c) Argument funkcije prenosa (puna linija) i odgovaraju¢a
asimptotika za niske u£estalosti (isprekidana linija).
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(d) Uve¢an detalj argumenta funkcije prenosa (puna linija)
i odgovaraju¢a asimptotika (isprekidana linija) za visoke
u£estalosti.

Slika 3.11: Slu£aj pasivnog kondenzatora � frekvencijske karakteristike funkcije prenosa ĝ(RC−d)
R dobijene

za parametre modela: τC = 0.2 i τα = 0.5.



3.3. FREKVENCIJSKE KARAKTERISTIKE FRAKCIONIH RC KOLA 37

U slu£aju generativnog RC kola, frekvencijske karakteristike, uklju£uju¢i i asimptotiku, prikazane
su na slici 3.12. Za razliku od modula funkcije prenosa ĝ(RC−d)

R , moduo funkcije prenosa
∣∣ĝ(RC−g)
R

∣∣
dB
,

kao ²to je o£igledno sa slike 3.12a, pona²a se kao nemonotona funkcija koja dostiºe maksimum, ²to je
posledica £injenice da funkcija prenosa ima par konjugovano kompleksnih polova. Za niske u£estalosti,
moduo funkcije prenosa raste linearno od minus beskona£nosti, videti asimptotski razvoj (3.82)1, odakle
sledi da funkcija prenosa ĝ(RC−g)

R ima nulu necelog reda u koordinatnom po£etku, ²to se moºe zaklju£iti i iz
njenog oblika, videti (3.8) i (3.66). Analogno slu£aju modula funkcije prenosa

∣∣ĝ(RC−d)
R

∣∣
dB
, frekvencijske

karakteristike
∣∣ĝ(RC−g)
R

∣∣
dB

tako�e teºe nuli za visoke u£estalosti u skladu sa asimptotikom (3.80) bez
obzira na vrednost reda frakcionog integrala µ, kao ²to se moºe videti i na slici 3.12b.

Frekvencijske karakteristike argumenta funkcije prenosa monotono opadaju sa konstantne vrednosti,
koja zavisi od parametra µ, kao ²to je i predvi�eno asimptotskim razvojem (3.82)2, na nultu vrednost,
²to je u skladu sa asimptotikom (3.83)2, videti slike 3.12c i 3.12d.
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(a) Moduo funkcije prenosa (puna linija) i odgovaraju¢a
asimptotika za niske u£estalosti (isprekidana linija).
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(b) Uve¢an detalj modula funkcije prenosa (puna linija)
i odgovaraju¢a asimptotika (isprekidana linija) za visoke
u£estalosti.
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(c) Argument funkcije prenosa (puna linija) i odgovaraju¢a
asimptotika za niske u£estalosti (isprekidana linija).
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(d) Uve¢an detalj argumenta funkcije prenosa (puna linija)
i odgovaraju¢a asimptotika (isprekidana linija) za visoke
u£estalosti.

Slika 3.12: Slu£aj aktivnog kondenzatora � frekvencijske karakteristike funkcije prenosa ĝ(RC−g)
R dobijene

za parametre modelas: τC = 5 i τµ = 0.5.

Na osnovu prikazanih frekvencijskih karakteristika modula funkcije prenosa je jasno da se RC kolo,
bez obzira da li sadrºi pasivni ili aktivni kondenzator, pona²a kao visokopropusni �lter, videti slike 3.11a
i 3.12a.
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Glava 4

RLC kola sa frakcionim elementima

Disipativno-disipativno RLC kolo, koje je formirano rednom vezom otpornika, pasivnog kondenza-
tora i pasivnog kalema, analizirano je u tranzijentnom reºimu, a tako�e je razmatran i prelazak kola u
kvazistacionarno stanje. Naime, struja kola kao odziv na elektromotornu silu proizvoljnog oblika, izra-
ºena je konvolucijom elektromotorne sile i impulsnog odziva, re²avanjem jedna£ina kola i kori²¢ena je u
izradi ilustrativnih numeri£kih primera. Pored modela disipativno-disipativnog RLC kola, kori²¢enog u
prethodno pomenutoj analizi, formulisani su i modeli generativno-generativnog, disipativno-generativnog
i generativno-disipativnog RLC kola, koja su formirana rednom vezom otpornika i preostale tri kombi-
nacije pasivnog/aktivnog kondenzatora i kalema. Elektroenergetski bilans i frekvencijske karakteristike
analizirane su za sva navedena kola.

4.1 Formulacija modela RLC kola

Modeli RLC kola sa frakcionim elementima, odnosno obi£ne frakcione diferencijalne jedna£ine koje
povezuju struju i kao odziv kola sa elektromotornom silom E kao pobudom, formuli²u se kori²¢enjem
drugog Kirhofovog zakona, koji kombinovan sa Omovim zakonom, glasi

E(t) = R i(t) + uL(t) + uC(t). (4.1)

Modeliranje u duhu teorije elektri£nih kola podrazumeva prelazak u kompleksni domen, ²to se ostvaruje
primenom Laplasove transformacije na drugi Kirhofov zakon (4.1), daju¢i

Ê(s) = R ı̂(s) + ûL(s) + ûC(s), (4.2)

te se izraºavanjem napona na kalemu ûL i napona na kondenzatoru ûC , kori²¢enjem kompleksnih impe-
dansi elemenata, drugi Kirhofov zakon u kompleksnom domenu (4.2) transformi²e u

Ê(s) =
(
R+ ẐL(s) + ẐC(s)

)
î(s). (4.3)

Model RLC kola u vremenskom domenu se dobija primenom inverzne Laplasove transformacije na model
u kompleksnom domenu (4.3).

Model disipativno-disipativnogRLC kola, koje je formirano rednom vezom otpornika, pasivnog kalema
i pasivnog kondenzatora, kao ²to je prikazano na slici 4.1, u vremenskom domenu je dat izrazom

R

(
τLτC

d2

dt2
+ τLτα 0D1+α

t + τCτβ 0D1+β
t

+ τατβ 0Dα+β
t + τC

d

dt
+ τα 0Dα

t + 1

)
i(t) =

(
τC

d

dt
+ τα 0Dα

t

)
E(t), (4.4)

gde su τC = RC [ s] i τL = L
R [ s] klasi£ne vremenske konstante, dok su τα = RCα [ sα] i τβ =

Lβ
R [ sβ ] frak-

cione vremenske konstante. Kombinacija klasi£ne i frakcione vremenske konstante τC i τα se moºe uzeti
za vremensku konstantu praºnjenja ili punjenja pasivnog kondenzatora kroz otpornik otpornosti R, pri
£emu se pasivni kondenzator posmatra kao paralelna veza klasi£nog i pasivnog frakcionog kondenzatora,
videti slike 4.1 i 4.3. Sli£no, pasivni kalem, koji se moºe posmatrati kao redna veza klasi£nog i pasiv-
nog frakcionog kalema, videti slike 4.1 i 4.4, je okarakterisan vremenskom konstantom, predstavljenom

39



40 GLAVA 4. RLC KOLA SA FRAKCIONIM ELEMENTIMA

kombinacijom klasi£ne i frakcione vremenske konstante τL i τβ , koja opisuje proces praºnjenja ili punje-
nja pasivnog kalema kroz otpornik otpornosti R. Model (4.4) je dobijen primenom inverzne Laplasove
transformacije na jedna£inu kola u kompleksnom domenu

R
(
τLτCs

2 + τLταs
1+α + τCτβs

1+β + τατβs
α+β + τCs+ ταs

α + 1
)
î(s) = (τCs+ ταs

α) Ê(s),

dobijene iz funkcije prenosa koja odgovara struji disipativno-disipativnog RLC kola

ĝ
(dd)
i (s) =

î(s)

Ê(s)
=

1

R+ Ẑ
(d)
L (s) + Ẑ

(d)
C (s)

=
1

R

τCs+ ταs
α

Φdd(s)
, gde je (4.5)

Φdd(s) = τLτCs
2 + τLταs

1+α + τCτβs
1+β + τατβs

α+β + τCs+ ταs
α + 1, (4.6)

izvedenom iz drugog Kirhofovog zakona u kompleksnom domenu (4.3) kori²¢enjem kompleksnih impedansi
pasivnog kalema (2.16) i pasivnog kondenzatora (2.15).

i(t) Cα  
R 

uC(t)uR(t)
E(t)

C  

L

uL(t)

Lβ     

Slika 4.1: �ema disipativno-disipativnog RLC kola.

Model generativno-generativnog RLC kola, koje je formirano rednom vezom otpornika, aktivnog
kalema i aktivnog kondenzatora, kao ²to je prikazano na slici 4.2, u vremenskom domenu je dat izrazom

R

(
τν 0D1+ν

t +
τν
τL

0Dν
t + 1 +

τν
τLτC

0I1−ν
t

+
1

τC
0It +

τν
τLτµ

0I1+µ−ν
t +

1

τµ
0I1+µ
t

)
i(t) =

(
τν
τL

0Dν
t + 1

)
E(t), (4.7)

gde su τC = RC [ s] i τL = L
R [ s] klasi£ne vremenske konstante, dok su τµ = RCµ [ s1+µ] i τν = Lν

R [ s1+ν ]
frakcione vremenske konstante. Kombinacija klasi£ne i frakcione vremenske konstante τC i τµ se moºe
uzeti za vremensku konstantu praºnjenja ili punjenja aktivnog kondenzatora kroz otpornik otpornosti R,
pri £emu se aktivni kondenzator posmatra kao redna veza klasi£nog i aktivnog frakcionog kondenzatora,
videti slike 4.2 i 4.4. Sli£no, aktivni kalem, koji se moºe posmatrati kao paralelna veza klasi£nog i aktiv-
nog frakcionog kalema, videti slike 4.2 i 4.3, je okarakterisan vremenskom konstantom, predstavljenom
kombinacijom klasi£ne i frakcione vremenske konstante τL i τν , koja opisuje proces praºnjenja ili punje-
nja aktivnog kalema kroz otpornik otpornosti R. Model (4.7) je dobijen primenom inverzne Laplasove
transformacije na jedna£inu kola u kompleksnom domenu

R

(
τνs

1+ν +
τν
τL
sν + 1 +

τν
τLτC

1

s1−ν

+
1

τC

1

s
+

τν
τLτµ

1

s1+µ−ν +
1

τµ

1

s1+µ

)
î(s) =

(
τν
τL
sν + 1

)
Ê(s),

dobijene iz funkcije prenosa koja odgovara struji generativno-generativnog RLC kola

ĝ
(gg)
i (s) =

î(s)

Ê(s)
=

1

R+ Ẑ
(g)
L (s) + Ẑ

(g)
C (s)

=
1

R
τCτµs

1+µ τνs
ν + τL

Φgg(s)
, gde je (4.8)

Φgg(s) = τLτCτµτνs
2+µ+ν + τCτµτνs

1+µ+ν + τLτCτµs
1+µ + τµτνs

µ+ν + τLτµs
µ + τCτνs

ν + τLτC ,

izvedenom iz drugog Kirhofovog zakona u kompleksnom domenu (4.3) kori²¢enjem kompleksnih impedansi
aktivnog kalema (2.30) i aktivnog kondenzatora (2.29).

Modeli disipativno-generativnog i generativno-disipativnog RLC kola, koja se sastoje od otpornika
redno vezanog ili sa aktivnim kalemom i pasivnim kondenzatorom, kao ²to je prikazano na slici 4.3, ili sa
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i(t) Cµ   
R 

uC(t)uR(t)
E(t)

C  

L

uL(t)
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Slika 4.2: �ema generativno-generativnog RLC kola.

pasivnim kalemom i aktivnim kondenzatorom, kao ²to je prikazano na slici 4.4, u vremenskom domenu
dati su izrazima

R

(
τCτν 0D2+ν

t + τατν 0D1+α+ν
t +

τCτν
τL

0D1+ν
t

+ τC
d

dt
+
τατν
τL

0Dα+ν
t + τα 0Dα

t +
τν
τL

0Dν
t + 1

)
i(t)

=

(
τCτν
τL

0D1+ν
t + τC

d

dt
+
τατν
τL

0Dα+ν
t + τα 0Dα

t

)
E(t) (4.9)

i

R

(
τL

d

dt
+ τβ 0Dβ

t + 1 +
1

τC
0It +

1

τµ
0I1+µ
t

)
i(t) = E(t), (4.10)

respektivno, koji su dobijeni primenom inverzne Laplasove transformacije na jedna£ine kola u komplek-
snom domenu

R

(
τCτνs

2+ν + τατνs
1+α+ν +

τCτν
τL

s1+ν

+ τCs+
τατν
τL

sα+ν + ταs
α +

τν
τL
sν + 1

)
î(s)

=

(
τCτν
τL

s1+ν + τCs+
τατν
τL

sα+ν + ταs
α

)
Ê(s) (4.11)

i

R

(
τLs+ τβs

β + 1 +
1

τC

1

s
+

1

τµ

1

s1+µ

)
î(s) = Ê(s), (4.12)

pri £emu jedna£ina (4.11) sledi iz funkcije prenosa koja odgovara struji disipativno-generativnog RLC
kola

ĝ
(dg)
i (s) =

î(s)

Ê(s)
=

1

R+ Ẑ
(g)
L (s) + Ẑ

(d)
C (s)

=
1

R

τCτνs
1+ν + τLτCs+ τατνs

α+ν + τLταs
α

Φdg(s)
, gde je

(4.13)

Φdg(s) = τLτCτνs
2+ν + τLτατνs

1+α+ν + τCτνs
1+ν + τLτCs+ τατνs

α+ν + τLταs
α + τνs

ν + τL,

dok jedna£ina (4.12) sledi iz funkcije prenosa koja odgovara struji generativno-disipativnog RLC kola

ĝ
(gd)
i (s) =

î(s)

Ê(s)
=

1

R+ Ẑ
(d)
L (s) + Ẑ

(g)
C (s)

=
1

R

τCτµs
1+µ

Φgd(s)
, gde je (4.14)

Φgd(s) = τLτCτµs
2+µ + τCτβτµs

1+β+µ + τCτµs
1+µ + τµs

µ + τC .

Funkcije prenosa (4.13) i (4.14) su izvedene iz drugog Kirhofovog zakona u kompleksnom domenu (4.3)
kori²¢enjem kompleksnih impedansi pasivnog kalema (2.16) i aktivnog kondenzatora (2.29), odnosno
kori²¢enjem kompleksnih impedansi aktivnog kalema (2.30) i pasivnog kondenzatora (2.15).
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Slika 4.3: �ema disipativno-generativnog RLC ko-
la.
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Slika 4.4: �ema generativno-disipativnog RLC ko-
la.

4.2 Tranzijentni odziv disipativno-disipativnog RLC kola

Model disipativno-disipativnog RLC kola, koji je dat izrazom (4.4), izveden je u odeljku 4.1 u kom-
pleksnom domenu kori²¢enjem kompleksnih impedansi elemenata i primenom inverzne Laplasove trans-
formacije, £ime nisu uvaºeni eventualni po£etni uslovi, koji se mogu uzeti u obzir ukoliko se disipativno-
disipativno RLC kolo modelira sistemom jedna£ina u vremenskom domenu, koji £ine drugi Kirhofov
zakon kombinovan sa Omovim zakonom, konstitutivne jedna£ine pasivnog kondenzatora (2.1) i pasivnog
kalema (2.5), kao i de�nicioni izraz za elektri£nu struju i Faradejev zakon elektromagnetske indukcije:

E(t) = R i(t) + uL(t) + uC(t), (4.15)

q(t) = C uC(t) + Cα 0I1−α
t uC(t), α ∈ (0, 1), (4.16)

φ(t) = L i(t) + Lβ 0I1−β
t i(t), β ∈ (0, 1), (4.17)

i(t) =
d

dt
q(t), uL(t) =

d

dt
φ(t), (4.18)

pri £emu su nepoznate veli£ine: struja kola i, napon na kalemu uL, napon na kondenzatoru uC , naelektri-
sanje na oblogama kondenzatora q i �uks magnetskog polja u kalemu φ. Sistem jedna£ina (4.15) - (4.18)
se u kompleksnom domenu dobija u obliku

Ê(s) = R ı̂(s) + ûL(s) + ûC(s), (4.19)

q̂(s) = C ûC(s) + Cα
1

s1−α ûC(s), (4.20)

φ̂(s) = L ı̂(s) + Lβ
1

s1−β ı̂(s), (4.21)

ı̂(s) = sq̂(s)− q0, ûL(s) = sφ̂(s)− φ0, (4.22)

primenom Laplasove transformacije, gde je iskori²¢ena Laplasova transformacija frakcionog integrala
(1.27) i gde q0 = q(0) i φ0 = φ(0) predstavljaju naelektrisanje i magnetski �uks u po£etnom trenut-
ku, respektivno, ²to jasno ukazuje da se ovim pristupom, pored pobude u vidu elektromotorne sile, u
obzir uzima i uticaj nenultih po£etnih uslova. Re²avanjem sistema jedna£ina u kompleksnom domenu
(4.19) - (4.22) po struji kola î, naponu na kalemu ûL i naponu na kondenzatoru ûC , dobija se

ı̂(s) = Ê(s) ĝi(s) + φ0 ĝi(s)− q0 ĝC(s), (4.23)

ûC(s) = Ê(s) ĝC(s) + φ0 ĝC(s) +
q0

C

s−α

s1−α + τα
τC

(1− ĝC(s)), (4.24)

ûL(s) = Ê(s) ĝL(s)− φ0(1− ĝL(s)) +
q0

C

(
τC ĝC(s)− s−α

s1−α + τα
τC

(1− ĝC(s))

)
, (4.25)

gde su funkcije prenosa ĝi, ĝC , i ĝL date izrazima

ĝi(s) =
1

R

τCs+ ταs
α

Φdd(s)
, ĝC(s) =

1

Φdd(s)
, ĝL(s) = 1− ĝC(s)−R ĝi(s), pri £emu je (4.26)

Φdd(s) = τLτCs
2 + τLταs

1+α + τCτβs
1+β + τατβs

α+β + τCs+ ταs
α + 1, (4.27)

a τC = RC [ s] i τL = L
R [ s] ozna£avaju klasi£ne vremenske konstante, dok su τα = RCα [ sα], τµ =

RCµ [ s1+µ], τβ =
Lβ
R [ sβ ] i τν = Lν

R [ s1+ν ] frakcione vremenske konstante. Naravno, izrazi (4.26)1 i (4.27)
za funkciju prenosa koja odgovara struji i funkciju Φdd su identi£ni izrazima (4.5) i (4.6).
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Struja i disipativno-disipativnog RLC kola, kao i naponi na pasivnom kondenzatoru uC i pasivnom
kalemu uL, dobijaju se primenom inverzne Laplasove transformacije na sistem jedna£ina (4.23) - (4.25)
u obliku

i(t) = E(t) ∗ gi(t) + φ0 gi(t)− q0 gC(t),

uC(t) = E(t) ∗ gC(t) + φ0 gC(t) +
q0

C
e1−α, τατC

(t) ∗ (δ(t)− gC(t)),

uL(t) = E(t) ∗ gL(t)− φ0(δ(t)− gL(t)) +
q0

C

(
τC gC(t)− e1−α, τατC

(t) ∗ (δ(t)− gC(t))
)
,

(4.28)

gde su gi, gC i gL impulsni odzivi struje, napona na kondenzatoru i napona na kalemu respektivno dati
izrazima (4.30), (4.36) i inverznom Laplasovom transformacijom izraza (4.26)3, koji daje

gL(t) = δ(t)− gC(t)−Rgi(t),

pri £emu je kori²¢ena Laplasova transformacija Mitag-Le�erove funkcije L [eη,λ(t)] (s) = sη−1

sη+λ . U slu£aju
nultih po£etnih uslova, prethodni izrazi se svode na

i(t) = gi(t) ∗ E(t), uC(t) = gC(t) ∗ E(t) i uL(t) = gL(t) ∗ E(t). (4.29)

Impulsni odziv struje gi je dobijen primenom inverzne Laplasove transformacije na funkciju prenosa
ĝi, datu izrazom (4.26)1, u obliku

gi(t) =
1

πR

∫ ∞
0

Ki (ρ)

|Φdd (ρejπ)|2
e−ρt dρ+


0, u I slu£aju,

− 1
R

Pi(ρ
∗)

|P (ρ∗ejπ)|2 ρ
∗e−ρ

∗t, u II slu£aju,

2
R Re

(
τCs0+ταs

α
0

d
dsΦdd(s)

∣∣
s=s0

ejtIms0

)
e−|Re s0|t, u III slu£aju,

(4.30)
gde je R otpornost otpornika, Φdd funkcija data sa (4.27), dok su funkcije Ki, P i Pi date izrazima

Ki (ρ) = τα ρ
α sin (απ)

(
τατβ ρ

α+β sin (βπ)

sin (απ)

∣∣∣∣τCτα ρ1−αe−jαπ − 1

∣∣∣∣2 − 1

)
, (4.31)

P (ρ∗ejπ) = 2τLτC (ρ∗)
2 − (1 + α) τLτα (ρ∗)

1+α
ejαπ − (1 + β) τCτβ (ρ∗)

1+β
ejβπ

+ (α+ β) τατβ (ρ∗)
α+β

ej(α+β)π − τCρ∗ + α τα (ρ∗)
α

ejαπ, (4.32)

Pi(ρ
∗) = −2τLτ

2
C (ρ∗)

3
+ (3 + α)τLτCτα (ρ∗)

2+α
cos(απ) + (1 + β)τ2

Cτβ (ρ∗)
2+β

cos(βπ) + τ2
C (ρ∗)

2

− ((1 + β) cos((α− β)π) + (α+ β) cos((α+ β)π))τCτατβ (ρ∗)
1+α+β − (1 + α)τLτ

2
α (ρ∗)

1+2α

− (1 + α)τCτα (ρ∗)
1+α

cos(απ) + (α+ β)τ2
ατβ (ρ∗)

2α+β
cos(βπ) + ατ2

α (ρ∗)
2α
,

respektivno, pri £emu je ρ∗ odre�eno kao re²enje jedna£ine Im Φdd

(
ρeiπ

)
= 0, gde su slu£ajevi u (4.30)

navedeni u tabeli 4.1.

Tabela 4.1: Priroda nula funkcije Φdd.

I slu£aj: ukoliko je Re Φdd (−ρ∗) < 0, tada Φdd nema nula u kompleksnoj ravni.
II slu£aj: ukoliko je Re Φdd (−ρ∗) = 0, tada Φdd ima jednu negativnu realnu nulu s0 = −ρ∗.

III slu£aj: ukoliko je Re Φdd (−ρ∗) > 0,
tada Φdd ima par konjugovano kompleksnih
nula s0 i s̄0 sa negativnim realnim delom.

U I slu£aju, impulsni odziv struje kola gi, odre�en izrazom (4.30), moºe imati nemonotono pona²anje,
po²to funkcija Ki, data sa (4.31), nije nuºno pozitivna, dok u II slu£aju u izrazu za impulsni odziv
struje postoji dodatni £lan koji eksponencijalno teºi nuli sa vremenskom konstantom ρ∗, odre�enom kao
negativnom realnom nulom funkcije Φdd, date izrazom (4.27). Pona²anje impulsnog odziva nije oscilatorno
ni u I ni u II slu£aju, dok je u III slu£aju, usled postojanja konjugovano kompleksnih polova s0 i s̄0

funkcije Φdd, date sa (4.27), impulsni odziv prigu²enog oscilatornog karaktera, sa frekvencijom odre�enom
imaginarnim delom pola s0 i faktorom prigu²enja odre�enim realnim delom pola s0, pri £emu je opadanje
impulsnog odziva za veliko vreme, odre�eno prvim £lanom u (4.30), sporije od eksponencijalnog.
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Polaze¢i od izraza (4.26)1 za funkciju prenosa koja odgovara struji disipativno-disipativnog RLC kola
ĝi, £ija je asimptotika data izrazom

ĝi(s) =
1

RτL

1

s

1 + τα
τC

1
s1−α

1 + τα
τC

1
s1−α +

τβ
τL

1
s1−β

+
τατβ
τLτC

1
s2−α−β + 1

τL
1
s + τα

τLτC
1

s2−α + 1
τLτC

1
s2

=
1

RτL

1

s

(
1 +

τα
τC

1

s1−α

)
×
(

1− τα
τC

1

s1−α −
τβ
τL

1

s1−β −
τατβ
τLτC

1

s2−α−β − . . .+
τ2
α

τ2
C

1

s2−2α
+ 2

τατβ
τLτC

1

s2−α−β + . . .

)
∼ 1

RτL

1

s

(
1− τβ

τL

1

s1−β

)
kada s→∞, (4.33)

gde je iskori²¢ena aproksimacija (1 + x)
α ∼ 1+αx+ α(α−1)

2 x2 za |x| � 1, dobija se asimptotsko pona²anje
impulsnog odziva za kratka vremena u obliku

gi(t) ∼
1

RτL

(
1− τβ

τL

t1−β

Γ (2− β)

)
→ 1

RτL
kada t→ 0. (4.34)

U cilju dobijanja asimptotskog pona²anja impulsnog odziva za kratka vremena u obliku (4.34), primenjeno
je svojstvo Laplasove transformacije da ako f̂(s) ∼ ĝ(s) kada s→∞ (s→ 0), tada f (t) ∼ g (t) kada t→ 0

(t→∞), gde je f̂ = L [f ] i ĝ = L [g] , odnosno, da ako funcija ĝ predstavlja asimptotski razvoj Laplasove
slike f̂ , tada njena inverzna Laplasova transformacija g predstavlja asimptotski razvoj originala f . Sa
druge strane, za dovoljno velika vremena, prema Tauberovoj teoremi primenjenoj na funkciju prenosa ĝi,
datu izrazom (4.26)1, impulsni odziv struje kola i²£ezava, odnosno

lim
t→∞

gi(t) = lim
s→0

(sĝi(s)) = 0. (4.35)

Kvalitativno, bez obzira na razlike izme�u slu£ajeva u izrazu (4.30) za impulsni odziv struje gi
disipativno-disipativnog RLC kola, impulsni odziv struje u po£etnim trenucima, prema izrazu (4.34),
opada sa vrednosti gi(0+) = 1

RτL
kao stepena funkcija, sa dominantnim uticajem reda frakcionog izvoda

β, koji odgovara pasivnom kalemu, dok impulsni odziv struje, prema (4.35), asimptotski teºi nuli za velika
vremena. Iako se brzina opadanja impulsnog odziva za veliko vreme ne moºe ispitati istim metodom kao
i za malo vreme, na osnovu asimptotike (4.57) za veliko vreme struje kola kao odziva na pobudu u obliku
Hevisajdove jedini£ne funkcije, koja je dobijena u obliku stepene funkcije, moºe se zaklju£iti da je brzina
opadanja vrednosti struje kola sporija od brzine opadanja eksponencijalne funkcije.

Impulsni odziv napona na pasivnom kondenzatoru gC je dobijen u odeljku 4.2.1 primenom inverzne
Laplasove transformacije na funkciju prenosa ĝC , datu izrazom (4.26)2, u obliku

gC(t) =
1

π

∫ ∞
0

KC (ρ)

|Φdd (ρejπ)|2
e−ρt dρ+


0, u I slu£aju,

−ReP (ρ∗ejπ)
|P (ρ∗ejπ)|2 ρ

∗e−ρ
∗t, u II slu£aju,

2 Re

(
1

d
dsΦdd(s)

∣∣
s=s0

ejtIms0

)
e−|Res0|t, u III slu£aju,

(4.36)

gde su funkcije Φdd i P date izrazima (4.27) i (4.32), dok je funkcija KC data

KC (ρ) = −τLτα ρ1+α sin (απ)− τCτβ ρ1+β sin (βπ)

+ τατβ ρ
α+β sin ((α+ β)π) + τα ρ

α sin (απ) , (4.37)

dok se slu£ajevi u (4.36) razlikuju prema prirodi nula funkcije Φdd i saºeti su u tabeli 4.1.
Prelazni reºim frakcionih rednih i paralelnih RLβCα kola analiziran je u [28, 29], gde je pored konden-

zatora, kalem uop²ten rednom vezom otpornika i frakcionog kalema. Frakcione diferencijalne jedna£ine
koje opisuju ovako uop²tena elektri£na kola re²avane su pomo¢u razli£itih numeri£kih alata u [9, 58, 59].

4.2.1 Priroda polova funkcije prenosa ĝC i odre�ivanje impulsnog odziva gC

Impulsni odziv napona na pasivnom kondenzatoru gC , dat izrazom (4.36), odre�en je primenom
Laplasove inverzione formule (1.21) na funkciju prenosa ĝC , datu sa (4.26)2, odnosno integracijom funkcije
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ĝC(s) est duº odgovaraju¢e konture Γ koja sadrºi Bromvi£ovu putanju ΓBr i primenjuju¢i bilo Ko²ijevu
integralnu formulu bilo Ko²ijevu teoremu o reziduumima. Impulsni odziv struje kola gi se dobija na
analogan na£in u obliku (4.30) inverzijom funkcije prenosa ĝi, date izrazom (4.26)1.

Priroda polova funkcije prenosa ĝC , odnosno poloºaj i broj nula funkcije Φdd, date sa (4.27), odre�uje
slu£ajeve date u tabeli 4.1, kao i da li ¢e se inverzna Laplasova transformacija odre�ivati kori²¢enjem
Ko²ijeve integralne formule (1.22) ili Ko²ijeve teoreme o reziduumima (1.23), po²to je s = 0 jedina ta£ka
grananja funkcije prenosa ĝC .

Priroda polova funkcije prenosa ĝC

Kako bi se odredio poloºaj i broj polova funkcije prenosa ĝC , date sa (4.26)2, ispituju se nule funkcije
Φdd, date izrazom (4.27), koja se transformi²e u funkciju

Ψ(s) =
1

τLτC
Φdd(s) = s2 + as1+α + bs1+β + csα+β + ds+ esα + f, (4.38)

gde je a = τα
τC

, b =
τβ
τL

, c =
τατβ
τLτC

, d = 1
τL

, e = τα
τLτC

, i f = 1
τLτC

. Uvr²tavanjem s = ρ ejϕ u izraz za
funkciju Ψ (4.38) i razdvajanjem realnog i imaginarnog dela funkcije, dobija se

ReΨ(ρ, ϕ) = ρ2 cos(2ϕ) + aρ1+α cos((1 + α)ϕ) + bρ1+β cos((1 + β)ϕ)

+ cρα+β cos((α+ β)ϕ) + dρ cosϕ+ eρα cos(αϕ) + f, (4.39)

ImΨ(ρ, ϕ) = ρ2 sin(2ϕ) + aρ1+α sin((1 + α)ϕ) + bρ1+β sin((1 + β)ϕ)

+ cρα+β sin((α+ β)ϕ) + dρ sinϕ+ eρα sin(αϕ). (4.40)

Svojstva realnog i imaginarnog dela funkcije Ψ

ReΨ(ρ,−ϕ) = ReΨ(ρ, ϕ) i ImΨ(ρ,−ϕ) = −ImΨ(ρ, ϕ),

impliciraju da je funkcija Ψ simetri£na u odnosu na realnu osu, iz £ega se zaklju£uje da ako funkcija
Ψ ima nulu s0 u gornjoj kompleksnoj poluravni, tada tako�e ima i kompleksno konjugovanu nulu s̄0,
tako da je dovoljno traºiti nule samo u gornjoj kompleksnoj poluravni. �tavi²e, funkcija Ψ nema nule u
gornjem desnom kvadrantu kompleksne ravni (samim tim ni u donjem desnom kvadrantu kompleksne
ravni), po²to je za ϕ ∈

(
0, π2

]
, prema (4.40), ImΨ(ρ, ϕ) > 0, dok za ϕ = 0 vaºi da je ImΨ(ρ, ϕ) = 0,

ali prema (4.39) vaºi da je ReΨ(ρ, ϕ) > 0. Dakle, ako funkcija Ψ ima nule, one leºe u gornjem levom
kvadrantu kompleksne ravni, a njihove konjugovane kompleksne vrednosti u donjem levom kvadrantu.

Princip argumenta i kontura γ sa slike 4.5 su kori²¢eni u cilju utvr�ivanja broja nula funkcije Ψ u
gornjem levom kvadrantu.

Re s

Im s

R 

r 

γ2

γ1

γ3 γ4

Slika 4.5: Kontura γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4.

Duº konture γ1, parametrizovane sa s = ρejπ2 , pri £emu ρ ∈ (0,∞), prema (4.40), imaginarni deo
funkcije Ψ je

ImΨ
(
ρ,
π

2

)
= aρ1+α cos

απ

2
+ bρ1+β cos

βπ

2
+ cρα+β sin

(α+ β)π

2
+ dρ+ eρα sin

απ

2
> 0,

po²to α, β ∈ (0, 1), dok je u grani£nim slu£ajevima

ReΨ
(
ρ,
π

2

)
∼ f i ImΨ

(
ρ,
π

2

)
∼ eρα sin

απ

2
→ 0 kada ρ→ 0,
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ReΨ
(
ρ,
π

2

)
∼ −ρ2 → −∞ i ImΨ

(
ρ,
π

2

)
∼

{
aρ1+α cos απ2 , ako jeα > β

bρ1+β cos βπ2 , ako jeα < β
→∞ kada ρ→∞.

Duº konture γ2, parametrizovane sa s = Rejϕ, pri £emu ϕ ∈
[
π
2 , π

]
i R→∞, prema izrazima (4.39) i

(4.40) vaºi da se

ReΨ(R,ϕ) ∼ R2 cos(2ϕ) i ImΨ(R,ϕ) ∼ R2 sin(2ϕ) +

{
aR1+α sin((1 + α)ϕ), ako jeα > β,

bR1+β sin((1 + β)ϕ), ako jeα < β,

odakle sledi da je
ImΨ(R,ϕ) < 0 za ϕ ∈

(π
2
, π
)
,

dok za ϕ = π
2 i ϕ = π vaºi da se

ReΨ
(
R,

π

2

)
∼ −R2 → −∞ i ImΨ

(
R,

π

2

)
∼

{
aR1+α cos απ2 , ako jeα > β

bR1+β cos βπ2 , ako jeα < β
→∞

ReΨ (R, π) ∼ R2 →∞ i ImΨ (R, π) ∼

{
−aR1+α sin(απ), ako jeα > β

−bR1+β sin(βπ), ako jeα < β
→ −∞.

Duº konture γ3, parametrizovane sa s = ρejπ, pri £emu ρ ∈ (0,∞), realni i imaginarni deo funkcije
Ψ, prema (4.39) i (4.40), glase

ReΨ(ρ, π) = ρ2 − aρ1+α cos(απ)− bρ1+β cos(βπ) + cρα+β cos((α+ β)π)− dρ+ eρα cos(απ) + f, (4.41)

ImΨ(ρ, π) = −aρ1+α sin(απ)− bρ1+β sin(βπ) + cρα+β sin((α+ β)π) + eρα sin(απ), (4.42)

i o£igledno je da oba mogu menjati znak za ρ ∈ (0,∞). Asimptotsko pona²anje

ReΨ (ρ, π) ∼ f i ImΨ (ρ, π) ∼ eρα sin(απ)→ 0+ kada ρ→ 0,

ReΨ (ρ, π) ∼ ρ2 →∞ i ImΨ (ρ, π) ∼

{
−aρ1+α sin(απ), ako jeα > β

−bρ1+β sin(βπ), ako jeα < β
→ −∞ kada ρ→∞,

realnog i imaginarnog dela funkcije Ψ, datih sa (4.41) i (4.42), implicira da imaginarni deo funkcije Ψ
duº γ3 menja svoj znak iz negativnog u pozitivan i stoga pri odre�enoj vrednosti ρ∗ postaje jednak nuli,
odnosno,

ImΨ(ρ∗, π) = 0 implicira

a(ρ∗)1+α sin(απ) + b(ρ∗)1+β sin(βπ) = c(ρ∗)α+β sin((α+ β)π) + e(ρ∗)α sin(απ), (4.43)

ako je α + β ∈ (0, 1). Po²to su svi £lanovi na levoj strani jednakosti u (4.43) stepene funkcije £iji je
red ve¢i od jedan (i manji od dva), dok su funkcije na desnoj strani jednakosti u (4.43) stepene funkcije
£iji je red manji od jedinice (i ve¢i od nule), jedna£ina (4.43) ima, pored ρ = 0, jo² jednu nulu ρ∗. Ista
argumentacija vaºi i ako je α + β ∈ (1, 2). Prema tome, vrednost realnog dela funkcije Ψ, izra£unata u
ta£ki ρ∗, odre�uje da li kontura koja odgovara funkciji Ψ(s) obuhvata kordinatni po£etak kada se s menja
duº konture γ3, tako da:

ako je Re Ψ (ρ∗, π) < 0, tada kontura ne obuhvata koordinatni po£etak,
ako je Re Ψ (ρ∗, π) = 0, tada kontura prolazi kroz koordinatni po£etak,
ako je Re Ψ (ρ∗, π) > 0, tada kontura obuhvata koordinatni po£etak.

Duº konture γ4, parametrizovane sa s = rejϕ, pri £emu ϕ ∈
[
π
2 , π

]
i r → 0, prema (4.39) i (4.40), vaºi

da je
ReΨ(r, ϕ) = f i ImΨ(r, ϕ) ∼ erα sin(αϕ)→ 0+.

Prethodna analiza implicira da promena argumenta funkcije Ψ(s) kada se s menja duº konture γ zavisi
od znaka Re Ψ (ρ∗, π), pri £emu je ρ∗ dobijeno kao re²enje jedna£ine (4.43), odnosno, ako je Re Ψ (ρ∗, π) <
0, tada je ∆ arg Ψ(s) = 0, dok ukoliko je Re Ψ (ρ∗, π) > 0, tada je ∆ arg Ψ(s) = 2π, te, prema principu
argumenta, ako je Re Ψ (ρ∗, π) < 0, (Re Ψ (ρ∗, π) > 0) tada funkcija Ψ nema nule (ima jednu nulu) u
gornjem levom kvadrantu kompleksne ravni i stoga nema nule (ima par kompleksno konjugovanih nula
sa negativnim realnim delom) u £itavoj kompleksnoj ravni. Ako je i Re Ψ (ρ∗, π) = 0, gde je ρ∗ takvo da
je Im Ψ (ρ∗, π) = 0, tada je −ρ∗ negativna realna nula funkcije Ψ. Klasi�kacija nula funkcije Ψ, a samim
tim i funkcije Φdd, data je u tabeli 4.1.
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Odre�ivanje impulsnog odziva gC u I slu£aju

Impulsni odziv napona na pasivnom kondenzatoru gC u I slu£aju navedenom u izrazu (4.36), odre-
�uje se primenom inverzne Laplasove transformacije na funkciju prenosa ĝC , datu sa (4.26)2, odnosno
kori²¢enjem Laplasove inverzione formule (1.21) u obliku

gC(t) = L−1[ĝC(s)](t) =
1

2πj
lim
R→∞
r→0

∫
Γ0

ĝC(s) est ds, (4.44)

kada se primeni na funkciju prenosa ĝC , kao i Ko²ijeve integralne formule∮
Γ

ĝC(s) est ds = 0, (4.45)

gde je putanja Γ izabrana kao na slici 4.6, po²to funkcija prenosa ĝC u I slu£aju nema ni polova, videti
tabelu 4.1, ni drugih ta£aka grananja osim s = 0.

Γ2 

Γ6 

Γ7 

Γ0 

Γ1 

Γ3 Γ4 

Γ5 

Re s

Im s

R 

r p0

Slika 4.6: Kontura Γ = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 ∪ Γ5 ∪ Γ6 ∪ Γ7.

Integracija duº kontura Γ3 i Γ5, parametrizovanih sa s = ρejπ i s = ρe−jπ, pri £emu ρ ∈ (0,∞),
respektivno daje

IΓ3
= lim
R→∞
r→0

∫
Γ3

ĝC(s)estds =

∫ 0

∞

1

Φdd(ρejπ)
eρte

jπ

ejπdρ =

∫ ∞
0

ReΦdd(ρejπ)− jImΦdd(ρejπ)

|Φdd(ρejπ)|2
e−ρtdρ,

(4.46)

IΓ5 = lim
R→∞
r→0

∫
Γ5

ĝC(s)estds =

∫ ∞
0

1

Φdd(ρe−jπ)
eρte

−jπ

e−jπdρ = −
∫ ∞

0

ReΦdd(ρejπ) + jImΦdd(ρejπ)

|Φdd(ρejπ)|2
e−ρtdρ,

(4.47)

po²to je Φdd(ρe−jπ) = Φ̄dd(ρejπ), gde linija iznad Φdd ozna£ava kompleksnu konjugaciju, tako da se na
osnovu Ko²ijeve integralne formule (4.45) i izraza (4.44), (4.46) i (4.47) dobija

gC(t) = − 1

2πj
(IΓ3 + IΓ5) =

1

π

∫ ∞
0

ImΦdd(ρejπ)

|Φdd(ρejπ)|2
e−ρtdρ =

1

π

∫ ∞
0

KC(ρ)

|Φdd(ρejπ)|2
e−ρtdρ, (4.48)

budu¢i da integrali duº svih ostalih kontura sa slike 4.6 teºe nuli kada R → ∞ i r → 0, pri £emu su
funkcije Φdd i KC respektivno date sa (4.27) i (4.37).

Integral duº konture Γ1, parametrizovane sa s = p+ jR, pri £emu p ∈ (0, p0), kada R→∞ daje

IΓ1 = lim
R→∞

∫
Γ1

ĝC(s)estds = lim
R→∞

∫ 0

p0

1

Φdd(p+ jR)
e(p+jR)tdp,

odakle sledi da je

|IΓ1 | ≤ lim
R→∞

∫ p0

0

1

|Φdd(p+ jR)|
eptdp ≤ lim

R→∞

∫ p0

0

1

τLτCR2
eptdp→ 0 kada R→∞,
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po²to za |s| =
√
p2 +R2 ∼ R i arg s = arctan R

p ∼
π
2 , prema (4.27) vaºi da se

∣∣Φdd(Rejπ2 )
∣∣ ∼ τLτCR

2

kada R→∞, stoga IΓ1
→ 0 kada R→∞. Sli£na argumentacija daje da IΓ7

→ 0 kada R→∞.
Integral duº konture Γ2, parametrizovane sa s = Rejϕ, pri £emu ϕ ∈ (π2 , π), kada R→∞ daje

IΓ2 = lim
R→∞

∫
Γ2

ĝC(s)estds = lim
R→∞

∫ π

π
2

1

Φdd(Rejϕ)
eRte

jϕ

jRejϕdϕ,

odakle sledi da je

|IΓ2 | ≤ lim
R→∞

∫ π

π
2

R

|Φdd(Rejϕ)|
eRt cosϕdϕ ≤ lim

R→∞

∫ π

π
2

1

τLτCR
eRt cosϕdϕ→ 0 kada R→∞,

po²to je cosϕ < 0 kada ϕ ∈ (π2 , π) i prema (4.27) vaºi da se
∣∣Φdd(Rejϕ)

∣∣ ∼ τLτCR2 kada R→∞ i stoga
IΓ2
→ 0 kada R→∞. Sli£na argumentacija daje da IΓ6

→ 0 kada R→∞.
Integral duº konture Γ4, parametrizovane sa s = rejϕ, pri £emu ϕ ∈ (π2 , π), kada r → 0 daje

IΓ4
= lim
r→0

∫
Γ4

ĝC(s)estds = lim
r→0

∫ −π
π

1

Φdd(rejϕ)
erte

jϕ

jrejϕdϕ,

odakle sledi da je

|IΓ4
| ≤ lim

r→0

∫ π

−π

r

|Φdd(rejϕ)|
ert cosϕdϕ ≤ lim

r→0

∫ π

−π
rdϕ→ 0 kada r → 0,

po²to prema (4.27) vaºi da se
∣∣Φdd(rejϕ)

∣∣ ∼ 1 kada r → 0, odakle se zaklju£uje da i IΓ4
→ 0 kada r → 0.

Odre�ivanje impulsnog odziva gC u II slu£aju

Impulsni odziv gC u II slu£aju navedenom u (4.36), odre�uje se primenom inverzne Laplasove transfor-
macije na funkciju prenosa ĝC , datu sa (4.26)2, koriste¢i se de�nicijom inverzne Laplasove transformacije
(4.44) i Ko²ijevom integralnom formulom (4.45), gde je kontura Γ odabrana kao ²to je prikazano na slici
4.7, po²to u II slu£aju funkcija ĝC ima negativni realni pol s0 = −ρ∗, videti tabelu 4.1, kao i ta£ku
grananja s = 0.

Γ2 

Γ6 

Γ7 

Γ0 

Γ1 

Γ3a Γ4 Re s

Im s

R 

r 
Γ3b

Γ5a

Γ8

Γ9Γ5b
p0

Slika 4.7: Kontura Γ = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3a ∪ Γ3b ∪ Γ4 ∪ Γ5a ∪ Γ5b ∪ Γ6 ∪ Γ7 ∪ Γ8 ∪ Γ9.

Integracija duº kontura Γ3a ∪Γ3b i Γ5a ∪Γ5b daje integrale (4.46) i (4.47), koji, kombinovani na sli£an
na£in kao u (4.48), impliciraju

IΓ3a∪Γ3b
+ IΓ5a∪Γ5b

= −2j

∫ ∞
0

KC(ρ)

|Φdd(ρejπ)|2
e−ρtdρ, (4.49)

dok integracija duº kontura Γ8 i Γ9, respektivno parametrizovanih sa s = ρ∗ejπ + rejϕ pri £emu ϕ ∈ (0, π)
i s = ρ∗e−jπ + rejϕ pri £emu ϕ ∈ (−π, 0), kada r → 0 daje

IΓ8 = lim
r→0

∫
Γ8

ĝC(s)estds = lim
r→0

∫ 0

π

1

Φdd(ρ∗ejπ + rejϕ)
e(ρ∗ejπ+rejϕ)t j rejϕ dϕ
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= −j e−ρ
∗t

∫ π

0

lim
r→0

rejϕ

Φdd(ρ∗ejπ + rejϕ)
dϕ = jπ

ρ∗

P (ρ∗ejπ)
e−ρ

∗t, (4.50)

IΓ9
= lim
r→0

∫
Γ9

ĝC(s)estds = lim
r→0

∫ −π
0

1

Φdd(ρ∗e−jπ + rejϕ)
e(ρ∗e−jπ+rejϕ)t j rejϕ dϕ

= −j e−ρ
∗t

∫ 0

−π
lim
r→0

rejϕ

Φdd(ρ∗e−jπ + rejϕ)
dϕ = jπ

ρ∗

P̄ (ρ∗ejπ)
e−ρ

∗t, (4.51)

po²to, kao ²to ¢e biti pokazano u nastavku, vaºi da je

lim
r→0

rejϕ

Φdd(ρ∗ejπ + rejϕ)
= − ρ∗

P (ρ∗ejπ)
i lim

r→0

rejϕ

Φdd(ρ∗e−jπ + rejϕ)
= − ρ∗

P̄ (ρ∗ejπ)
, (4.52)

gde je P dato sa (4.32), odnosno u obliku

P (ρ∗ejπ) = 2τLτC (ρ∗)
2 − (1 + α) τLτα (ρ∗)

1+α
ejαπ − (1 + β) τCτβ (ρ∗)

1+β
ejβπ

+ (α+ β) τατβ (ρ∗)
α+β

ej(α+β)π − τCρ∗ + α τα (ρ∗)
α

ejαπ,

tako da se kombinovanjem izraza (4.50) i (4.51) dobija

IΓ8 + IΓ9 = jπ

(
1

P (ρ∗ejπ)
+

1

P̄ (ρ∗ejπ)

)
ρ∗e−ρ

∗t = 2πj
ReP (ρ∗ejπ)

|P (ρ∗ejπ)|2
ρ∗e−ρ

∗t. (4.53)

Iz Ko²ijeve integralne formule (4.45), prema (4.49) i (4.53), sledi

gC(t) =
1

π

∫ ∞
0

KC(ρ)

|Φdd(ρejπ)|2
e−ρtdρ− ReP (ρ∗ejπ)

|P (ρ∗ejπ)|2
ρ∗e−ρ

∗t,

po²to integrali duº svih ostalih kontura na slici 4.7 teºe nuli kada R→∞ i r → 0, kao ²to je ve¢ pokazano
u prethodnom odeljku.

Vaºenje relacije (4.52)1 se dokazuje zapisivanjem funkcije Φdd(ρ∗ejπ + rejϕ) kada r → 0 u obliku

Φdd(ρ∗ejπ + rejϕ)

= τLτC
(
ρ∗ejπ

)2(
1− rejϕ

ρ∗

)2

+ τLτα
(
ρ∗ejπ

)1+α
(

1− rejϕ

ρ∗

)1+α

+ τCτβ
(
ρ∗ejπ

)1+β
(

1− rejϕ

ρ∗

)1+β

+ τατβ
(
ρ∗ejπ

)α+β
(

1− rejϕ

ρ∗

)α+β

+ τC ρ
∗ejπ

(
1− rejϕ

ρ∗

)
+ τα

(
ρ∗ejπ

)α(
1− rejϕ

ρ∗

)α
+ 1

∼ τLτC (ρ∗)
2

(
1− 2

rejϕ

ρ∗

)
+ τLτα

(
ρ∗ejπ

)1+α
(

1− (1 + α)
rejϕ

ρ∗

)
+ τCτβ

(
ρ∗ejπ

)1+β
(

1− (1 + β)
rejϕ

ρ∗

)
+ τατβ

(
ρ∗ejπ

)α+β
(

1− (α+ β)
rejϕ

ρ∗

)
− τC ρ∗

(
1− rejϕ

ρ∗

)
+ τα

(
ρ∗ejπ

)α(
1− αre

jϕ

ρ∗

)
+ 1

∼ Φdd

(
ρ∗ejπ

)
− rejϕ

ρ∗

(
2τLτC (ρ∗)

2
+ (1 + α) τLτα

(
ρ∗ejπ

)1+α
+ (1 + β) τCτβ

(
ρ∗ejπ

)1+β

+(α+ β) τατβ
(
ρ∗ejπ

)α+β − τC ρ∗ + α τα
(
ρ∗ejπ

)α)
,

odakle, po²to je Φdd

(
ρ∗ejπ

)
= 0, sledi relacija (4.52)1. Sli£no se dokazuje i izraz (4.52)2.

Odre�ivanje impulsnog odziva gC u III slu£aju

Impulsni odziv gC u III slu£aju navedenom u (4.36), odre�uje se primenom inverzne Laplasove trans-
formacije na funkciju prenosa ĝC , datu sa (4.26)2, koriste¢i se de�nicijom inverzne Laplasove transforma-
cije (4.44) i Ko²ijevom teoremom o reziduumima (1.23) u obliku∮

Γ

ĝC(s) est ds = 2πj
(
Res

(
ĝC(s) est, s0

)
+ Res

(
ĝC(s) est, s̄0

))
, (4.54)
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kada se primeni na funkciju prenosa ĝC , gde je kontura integracije Γ odabrana kao na slici 4.6, po²to
funkcija ĝC u III slu£aju ima par kompleksno konjugovanih polova s0 i s̄0 sa negativnim realnim delom,
videti tabelu 4.1, kao i ta£ku grananja s = 0.

Leva strana Ko²ijeve teoreme o reziduumima (4.54) je ve¢ izra£unata u odeljku posve¢enom I slu£aju
u obliku (4.48), tako da se (4.54) transformi²e u

gC(t)− 1

π

∫ ∞
0

KC(ρ)

|Φdd(ρejπ)|2
e−ρtdρ = Res

(
ĝC(s) est, s0

)
+ Res

(
ĝC(s) est, s̄0

)
, (4.55)

gde su reziduumi:

Res
(
ĝC(s) est, s0

)
=

est

d
dsΦdd(s)

∣∣∣∣∣
s=s0

=
ejtIms0

d
dsΦdd(s)

∣∣
s=s0

e−|Res0|t,

Res
(
ĝC(s) est, s̄0

)
=

est

d
dsΦdd(s)

∣∣∣∣∣
s=s̄0

=
e−jtIms0

d
dsΦdd(s)

∣∣
s=s̄0

e−|Res0|t,

tako da je

Res
(
ĝC(s) est, s0

)
+ Res

(
ĝC(s) est, s̄0

)
= 2 Re

(
ejtIms0

d
dsΦdd(s)

∣∣
s=s0

)
e−|Res0|t,

po²to je d
dsΦdd(s)

∣∣
s=s̄0

= d
dsΦdd(s)

∣∣
s=s0

, odakle, prema (4.55) sledi da je

gC(t) =
1

π

∫ ∞
0

KC(ρ)

|Φdd(ρejπ)|2
e−ρtdρ+ 2 Re

(
ejtIms0

d
dsΦdd(s)

∣∣
s=s0

)
e−|Res0|t.

4.2.2 Numeri£ki primeri

Struja disipativno-disipativnog RLC kola, kao odziv na elektromotornu silu oblika Hevisajdove funk-
cije E(t) = E0H(t), gde je E0 intenzitet elektromotorne sile, dobijena je kori²¢enjem izraza za struju kola
(4.29)1 u obliku

i(t) = E0
(
gi(t) ∗H(t)

)
= E0

∫ t

0

gi(t
′)dt′,

gde je impulsni odziv struje gi uzet u obliku (4.30).
Slika 4.8 ilustruje kvalitativno razli£ite tipove vremenskih pro�la struje kola, koji se kre¢u u rasponu

od aperiodi£nog, dobijenog za τC > τ cr
C = 0.972..., a koji odgovara I slu£aju u izrazu za impulsni

odziv struje (4.30), preko kriti£no aperiodi£nog, dobijenog za τC = τ cr
C i koji odgovara II slu£aju iz

(4.30), do prigu²eno oscilatornog, dobijenog za τC < τ cr
C , koji odgovara III slu£aju iz (4.30). Oscilatorno

pona²anje struje kola moºe biti prigu²eno do te mere da oscilacije uop²te nisu vidljive, kao u slu£aju krive
koja odgovara τC = 0.5. Tako�e, mogu¢e je primetiti savr²eno poklapanje krivih dobijenih kori²¢enjem
analiti£kih izraza i onih koje su ra£unate pomo¢u Talbotovog algoritma za numeri£ku inverziju Laplasove
transformacije, koji su razvili J. Abate i P. P. Valkó u [1] i £ija je implementacija u programskom paketu
Mathematica dostupna na: http://library.wolfram.com/infocenter/MathSource/4738/.

Uticaj promene reda frakcionog izvoda α, koji se javlja u konstitutivnoj jedna£ini pasivnog kondenza-
tora (2.9), na vremenske pro�le struje kola je prikazan na slici 4.9. Iako su vremenski pro�li struje na slici
4.9a naizgled aperiodi£ni, navedeno svojstvo vaºi samo za krive koje odgovaraju vrednostima parametra
α = 0.55 i α = 0.75, dok krive, dobijene za α = 0.15, 0.35, 0.95, imaju oscilatorni karakter koji je prigu²en
do te mere da su oscilacije neprimetne. Svi vremenski pro�li na slici 4.9b imaju oscilatorni karakter bez
obzira na red frakcionog izvoda α, me�utim oscilacije su izraºenije za ve¢e vrednosti α. Slike 4.9a i 4.9b
ilustruju £injenicu da kriva koja odgovara najve¢oj vrednosti parametra α dostiºe najve¢u maksimalnu
vrednost, a zatim opada najve¢om brzinom.

Bez obzira na red frakcionog izvoda α, sve krive sa slike 4.9 se poklapaju za malo vreme, kao ²to je
predvi�eno asimptotikom struje kola (4.56), koja je data u nastavku i prema kojoj struja raste tokom
vremena kao kombinacija linearne i stepene funkcije sa eksponentom koji zavisi od reda frakcionog izvoda
β, koji se pojavljuje u konstitutivnoj jedna£ini pasivnog kalema (2.10). Struja kola za veliko vreme opada
kao funkcija stepenog tipa, pri £emu stepen dominantno zavisi od reda frakcionog izvoda α, koji odgovara
pasivnom kondenzatoru, a u pojedinim £lanovima vi²eg reda i od parametra β, videti asimptotiku struje
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τC = 0.02
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Slika 4.8: Vremenski pro�li struje RLC kola kao odgovor na elektromotornu silu u vidu Hevisajdove
funkcije intenziteta E0 = 1, dobijeni analiti£ki (pune linije) i numeri£ki (ta£ke) za parametre modela:
R = 1, τL = 0.2, τα = 0.1, τβ = 0.05, α = 0.55, i β = 0.55.

α = 0.15

α = 0.35

α = 0.55

α = 0.75

α = 0.95
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t0.0
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0.4

0.5

i(t)

(a) Vremenski pro�li za parametre modela: R = 1, τL =
0.5, τC = 1, τα = 0.6, τβ = 0.5 i β = 0.25.

α = 0.1

α = 0.3
α = 0.45

α = 0.7

α = 0.95
2 4 6 8 10

t0.0

0.1

0.2

0.3

i(t)

(b) Vremenski pro�li za parametre modela: R = 1, τL = 1,
τC = 0.2, τα = 0.2, τβ = 0.5 i β = 0.45.

Slika 4.9: Vremenski pro�li struje RLC kola kao odgovor na elektromotornu silu u vidu Hevisajdove
funkcije intenziteta E0 = 1 (pune linije) u pore�enju sa izrazima dobijenim asimptotskom analizom
(isprekidane linije).

kola (4.57). Vremenski pro�li se veoma dobro slaºu sa asimptotikom za veliko vreme, kao ²to je vidljivo
i sa slika 4.9a i 4.9b.

Asimptotika struje kola, kao odziva na pobudu u obliku Hevisajdove funkcije, za malo vreme data sa

i(t) ∼ E0
R

(
1

τL
t− τβ

τ2
L

t2−β

Γ (3− β)

)
kada t→ 0, (4.56)

dobija se primenom inverzne Laplasove transformacije na izraz

ı̂(s) ∼ E0
R

1

τL

1

s2

(
1− τβ

τL

1

s1−β

)
kada s→∞,

koji sledi iz asimptotike funkcije prenosa ĝi, date sa (4.33) i Laplasove transformacije elektromotorne sile
Ê(s) = E0 1

s . Sa druge strane, asimptotsko pona²anje struje za veliko vreme

i (t) ∼ E0
R

(
τC δ (t) + τα

t−α

Γ (1− α)

)
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+
E0
R



−τ2
α

t−2α

Γ(1−2α) − τ
2
ατβ

t−2α−β

Γ(1−2α−β) + τ3
α

t−3α

Γ(1−3α) , if 0 < α < 1−β
2 < 1

3 ,

−τ2
α

t−2α

Γ(1−2α) + τ3
α

t−3α

Γ(1−3α) , if 0 < 1−β
2 < α < 1

3 ,

−τ2
α

t−2α

Γ(1−2α) − τ
2
ατβ

t−2α−β

Γ(1−2α−β) , if 0 < 1
3 < α < 1−β

2 < 1
2 ,

−τ2
α

t−2α

Γ(1−2α) , if 0 < 1−β
2 < 1

3 < α < 1
2 ,

0, if 1
2 < α < 1,

kada t→∞,

(4.57)

dobija se primenom inverzne Laplasove transformacije na izraz

ı̂(s) =
E0
R

(
τC + τα

1

s1−α

)(
1− ταsα − τατβsα+β − . . .+ τ2

αs
2α + . . .

)
∼ E0
R

(
τC + τα

1

s1−α

)

+
E0
R



−τ2
α

1
s1−2α − τ2

ατβ
1

s1−2α−β + τ3
α

1
s1−3α , if 0 < α < 1−β

2 < 1
3 ,

−τ2
α

1
s1−2α + τ3

α
1

s1−3α , if 0 < 1−β
2 < α < 1

3 ,

−τ2
α

1
s1−2α − τ2

ατβ
1

s1−2α−β , if 0 < 1
3 < α < 1−β

2 < 1
2 ,

−τ2
α

1
s1−2α , if 0 < 1−β

2 < 1
3 < α < 1

2 ,

0, if 1
2 < α < 1,

kada s→ 0,

koji je izveden uvr²tavanjem Laplasove transformacije elektromotorne sile Ê(s) = E0 1
s u funkciju prenosa

ĝi, datu sa (4.26)1, te razvojem u red i kori²¢enjem aproksimacije (1 + x)
α ∼ 1+αx+ α(α−1)

2 x2 za |x| � 1.
Pretpostavljaju¢i elektromotornu silu u obliku harmonijske funkcije

E(t) = E0 cos(ωt) (4.58)

i pretpostavljaju¢i razli£ite vrednosti reda frakcionog izvoda β u konstitutivnoj jedna£ini pasivnog ka-
lema (2.10), prikazivanjem vremenskih pro�la struje disipativno-disipativnog RLC kola, na slici 4.10 je
ilustrovan prelazak kola iz tranzijentnog u kvazistacionarni reºim.

Odziv kola u tranzijentnom reºimu je odre�en izrazom

i(t) = E0
(
gi(t) ∗ cos(ωt)

)
= E0

∫ t

0

gi(t− t′) cos(ωt′)dt′, (4.59)

kori²¢enjem izraza za struju kola (4.29)1, gde je impulsni odziv struje uzet u obliku (4.30), dok se struja
kao odziv kola u kvazistacionarnom stanju dobija uzimanjem realnog dela izraza

i(t) = i0 ej(ωt+φi), odnosno i(t) = i0 cos(ωt+ φi), (4.60)

gde su amplituda i fazni stav struje dati sa

i0(ω) =
E0

|Z(dd)
e (ω)|

=
E0∣∣∣∣R+ 1

Y
(d)
C (ω)

+ Z
(d)
L (ω)

∣∣∣∣ , (4.61)

φi(ω) = arctan
sinφ

(dd)
i (ω)

cosφ
(dd)
i (ω)

, (4.62)

respektivno, videti izvo�enje sa po£etka odeljka 4.3, pri £emu su impedanse disipativnog kondenzatora
1

Y
(d)
C

i kalema Z(d)
L odre�ene izrazima (2.20) i (2.21), dok su sinφ

(dd)
i i cosφ

(dd)
i dati sa (4.70) i (4.69).

Struja kola, odre�ena konvolucijom impulsnog odziva i elektromotorne sile u obliku (4.29)1 za proizvoljnu
pobudu, pa tako i za pobudu u obliku harmonijske funkcije (4.58), opisuje prelazni reºim i vaºi za bilo
koji trenutak vremena. Me�utim, impulsni odziv struje gi, dat izrazom (4.30), je opadaju¢a funkcija, te
za veliko vreme, prema Tauberovoj teoremi primenjenoj na funkciju prenosa ĝi, datu sa (4.26)1, dostiºe
nultu vrednost, odnosno

lim
t→∞

gi(t) = lim
s→0

(sĝi(s)) = 0,
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Slika 4.10: Vremenski pro�li struje RLC kola kao odgovor na elektromotornu silu u obliku kosinusne
funkcije amplitude E0 = 1 i ugaone u£estalosti ω = 0.3, dobijeni analiti£ki (4.59) (pune linije) i numeri£ki
(ta£ke) za tranzijentni reºim i krive dobijene analiti£ki (4.60) (tanka puna linija) za kvazistacionarno
stanje za parametre modela: R = 1, τL = 1, τC = 0.2, τα = 0.2, τβ = 0.5 i α = 0.8.
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(a) Vremenski pro�li struje prikazani punim linijama za β = 0.353...
i β = 0.868..., isprekidanim linijama za β = 0.05 i β = 0.95 i ta£-
kasto isprekidanim linijama za β = 0.611... u pore�enju sa vremen-
skim pro�lom elektromotorne sile.
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(b) Amplituda struje u zavisnosti od parametra β.
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(c) Fazni ugao struje u zavisnosti od parametra β.

Slika 4.11: Struja RLC kola kao odgovor na elektromotornu silu u obliku kosinusne funkcije amplitude
E0 = 1 i ugaone u£estalosti ω = 0.3, dobijen za parametre modela: R = 0.65, τL = 0.5, τC = 0.5,
τα = 1.5, τβ = 2 and α = 0.5.
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tako da harmonijska pobuda preovla�uje za veliko vreme, odnosno uvodi i upravlja odzivom RLC kola
u kvazistacionarnom stanju.

Sa slike 4.10 je o£igledno da pove¢anje vrednosti parametra β uti£e na izraºeniji oscilatorni karakter
vremenskih pro�la struje RLC kola u prelaznom reºimu, a tako�e i da uti£e na produºenje vremena
trajanja prelaznog reºima, odnosno na odlaganje ulaska kola u kvazistacionarno stanje. Savr²eno pokla-
panje krivih koje odgovaraju prelaznom reºimu i koje su dobijene kori²¢enjem analiti£kog izraza (4.59)
i numeri£kom inverzijom Laplasove transformacije, kao i slaganje ovih krivih sa krivom koja odgovara
kvazistacionarnom reºimu, dobijenom kori²¢enjem izraza (4.60), tako�e je o£igledno sa slike 4.10.

Uticaj promene parametra β na vremenske pro�le struje kola u kvazistacionarnom reºimu, kao i na
amplitudu i fazni stav struje, analiziran je na slici 4.11 za �ksiranu vrednost ugaone u£estalosti. Sa slike
4.11c je o£igledno da odziv frakcionog RLC kola menja karakter od preteºno kapacitivnog, dobijenog za
vrednosti parametra β ∈ (0, 0.353...) ∪ (0.868..., 1), po²to je fazni stav struje pozitivan, odnosno ve¢i od
faznog stava elektromotorne sile koji je jednak nuli, preko £isto rezistivnog za β = 0.353... i β = 0.868...,
po²to je za ove vrednosti parametra β fazni stav struje jednak nuli, ²to se poklapa sa vredno²¢u faznog
stava elektromotorne sile, do preteºno induktivnog, dobijenog za β ∈ (0.353..., 0.868...), po²to je fazni
stav struje negativan, odnosno manji od nultog faznog stava elektromotorne sile. Vremenski pro�li sa slike
4.11a, koji odgovaraju preteºno kapacitivnom karakteru frakcionog RLC kola, prikazani su isprekidanim
linijama, pune linije odgovaraju kolu sa £isto rezistivnim karakterom, dok ta£kasto isprekidana linija
odgovara slu£aju u kojem kolo ima najizraºeniji induktivni karakter, po²to je za vrednost parametra
β = 0.611... fazni ugao struje minimalan. Slika 4.11b pokazuje da, za izabrane vrednosti parametara
modela, amplituda struje monotono raste sa porastom vrednosti parametra β.

4.3 Energetski bilans RLC kola u kvazistacionarnom reºimu

Frakciona RLC kola koja sadrºe disipativne i/ili generativne elemente analiziraju se sa aspekta po-
tro²nje, odnosno proizvodnje energije razmatranjem kola u kvazistacionarnom reºimu, tako ²to se elek-
tromotorna sila, struja kola i naponi na frakcionom kondenzatoru i kalemu pretpostavljaju u obliku
harmonijskih funkcija

E(t) = E0 ejωt, i(t) = i0 ej(ωt+φi), uC(t) = uC0 ej(ωt+φC) i uL(t) = uL0 ej(ωt+φL), (4.63)

ugaone u£estalosti ω, amplituda E0, i0, uC0 i uL0 i faznih stavova φi, φC i φL. Energija koju frakciono
RLC kolo potro²i, odnosno proizvede tokom jedne periode T harmonijskih funkcija (4.63), odre�ena je
izrazom

W =

∫ (n+1)T

nT

E(t) i(t) dt = E0i0
∫ (n+1)T

nT

cos(ωt) cos(ωt+ φi) dt =
1

2
E0i0T cosφi, (4.64)

gde su
E = Re E i i = Re i,

te je jasno da znak kosinusa faznog ugla struje odre�uje da li kolo disipira ili generi²e energiju, dok znak
sinusa faznog ugla odre�uje da li je karakter kola kapacitivan ili induktivan. Naime, ukoliko je cosφi > 0,
kolo disipira energiju, a ukoliko je cosφi < 0, kolo generi²e energiju, dok za sinφi > 0 kolo ima kapacitivni
karakter, po²to struja prednja£i elektromotornoj sili, a za sinφi < 0 kolo ima induktivni karakter, jer
struja kasni za elektromotornom silom.

Izrazi za kosinus i sinus faznog stava struje φi, izraºeni preko odnosa amplituda struje i elektromotorne
sile i0

E0 , mogu se izvesti uvr²tavanjem izraza (4.63)1,2 za elektromotornu silu i struju u jedna£ine frakcionih
RLC kola (4.4), (4.7), (4.9) i (4.10). Isti rezultat bi se postigao uvr²tavanjem s = jω u izraze (4.5), (4.8),
(4.13) i (4.14) za funkcije prenosa koje odgovaraju struji, te razdvajanjem realnog i imaginarnog dela u
tako dobijenim izrazima, uz pretpostavku da je î(jω) = i0 ej(ωt+φi) i Ê(jω) = E0 ejωt.

Me�utim, u cilju odre�ivanja izraza za sinus i kosinus faznog stava struje, umesto pomenutih pristupa,
koristi se pristup u duhu teorije elektri£nih kola, te se drugi Kirhofov zakon za RLC kolo u kvazistacio-
narnom reºimu, kombinovan sa Omovim zakonom, zapisuje u obliku

E(t) = R i(t) + uL(t) + uC(t), (4.65)

te se kori²¢enjem izraza (2.20) i (2.21) za impedanse pasivnog kondenzatora i kalema, kao i izraza (2.31)
i (2.32) za impedanse aktivnog kondenzatora i kalema, drugi Kirhofov zakon (4.65) transformi²e u

E(t) = (R+ ZC + ZL) i(t), odnosno E(t) = Ze i(t), (4.66)
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pri £emu je Ze = R+ZC+ZL ekvivalentna impedansa frakcionog RLC kola. Uvr²tavanjem izraza (4.63)1,2
za elektromotornu silu i struju kola u drugi Kirhofov zakon (4.66) se dobija

Ze =
E0
i0

e−jφi , odakle sledi cosφi =
ReZe
|Ze|

i sinφi = − ImZe
|Ze|

. (4.67)

U slu£aju disipativno-disipativnog RLC kola, na osnovu izraza za ekvivalentnu impedansu

Z(dd)
e (ω) = R+

1

Y
(d)
C (ω)

+ Z
(d)
L (ω), (4.68)

dobija se

cosφ
(dd)
i (ω) =

1

|Z(dd)
e (ω)|

(
R+

Cαω
α cos απ2

C2ω2 + 2CCαω1+α sin απ
2 + C2

αω
2α

+ Lβω
β cos

βπ

2

)
, (4.69)

sinφ
(dd)
i (ω) =

1

|Z(dd)
e (ω)|

(
Cω + Cαω

α sin απ
2

C2ω2 + 2CCαω1+α sin απ
2 + C2

αω
2α
− Lω − Lβωβ sin

βπ

2

)
, (4.70)

kori²¢enjem impedansi pasivnog kondenzatora i kalema (2.20) i (2.21) i izraza (4.67). Na osnovu izraza
za kosinus faznog stava struje (4.69) je o£igledno da je kolo disipativno za sve frekvencije ω, po²to je
cosφi(ω) > 0, dok asimptotika

cosφ
(dd)
i (ω) ∼ cos

απ

2
kada ω → 0 i cosφ

(dd)
i (ω) ∼ Lβ

L

1

ω1−β cos
βπ

2
→ 0+ kada ω →∞,

(4.71)
implicira da je za niske u£estalosti disipacija energije odre�ena parametrom α, koji karakteri²e pasivni
kondenzator, dok je disipacija energije za visoke u£estalosti zanemarljiva. Karakter kola se menja od
kapacitivnog za niske u£estalosti do induktivnog za visoke u£estalosti, ²to se moºe videti iz izraza za
asimptotiku sinusa faznog ugla

sinφ
(dd)
i (ω) ∼ sin

απ

2
> 0 kada ω → 0 i sinφ

(dd)
i (ω) ∼ −1 kada ω →∞. (4.72)

Kosinus i sinus faznog ugla struje u funkciji ugaone u£estalosti, dobijeni kori²¢enjem izraza (4.69) i
(4.70), prikazani na slici 4.12, jasno ilustruju da disipativno-disipativno RLC kolo tro²i energiju za sve
u£estalosti, uz mogu¢nost da kosinus faznog ugla ima i minimum, uporediti slike 4.12a i 4.12b, pri £emu
kosinus faznog ugla u oba slu£aja teºi ka nuli sa gornje strane, kao ²to je i predvi�eno asimptotikom
(4.71), dok se vrednost sinusa faznog ugla, monotono ili nemonotono, menja od pozitivne do negativne,
²to govori o promeni karaktera kola sa kapacitivnog na induktivni, kako je i predvi�eno asimptotikom
(4.72).
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(a) Krive dobijene za navedene parametre i τα = 3.
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(b) Krive dobijene za navedene parametre i τα = 0.2.

Slika 4.12: Energetski bilans i karakter disipativno-disipativnog RLC kola: cosφ
(dd)
i i sinφ

(dd)
i kao funkcije

ugaone u£estalosti ω, dobijeni za parametre modela: α = 0.4, β = 0.8, τC = 0.5, τL = 0.5, i τβ = 1.5.

Kori²¢enjem ekvivalentne impedanse generativno-generativnog RLC kola

Z(gg)
e (ω) = R+ Z

(g)
C (ω) +

1

Y
(g)
L (ω)

, (4.73)



56 GLAVA 4. RLC KOLA SA FRAKCIONIM ELEMENTIMA

gde su impedanse aktivnog kondenzatora i kalema uzete u obliku (2.31) i (2.32), izraz (4.67) za kosinus i
sinus faznog stava struje daje

cosφ
(gg)
i (ω) =

1

|Z(gg)
e (ω)|

(
R−

sin µπ
2

Cµω1+µ
− LLνω1+ν L sin νπ

2

L2
νω

2ν + 2LLνων cos νπ2 + L2

)
, (4.74)

sinφ
(gg)
i (ω) =

1

|Z(gg)
e (ω)|

(
1

Cω
+

cos µπ2
Cµω1+µ

− LLνω1+ν Lνω
ν + L cos νπ2

L2
νω

2ν + 2LLνων cos νπ2 + L2

)
. (4.75)

Asimptotika kosinusa faznog stava struje

cosφ
(gg)
i (ω) ∼ − sin

µπ

2
< 0 kada ω → 0 i cosφ

(gg)
i (ω) ∼ − L

Lνων
sin

νπ

2
→ 0− kada ω →∞

(4.76)
implicira da je kolo generativno kako za niske, tako i za visoke u£estalosti, a da moºe biti disipativno za
u£estalosti srednjeg opsega, dok asimptotika sinusa faznog stava struje

sinφ
(gg)
i (ω) ∼ cos

µπ

2
> 0 kada ω → 0 i sinφ

(gg)
i (ω) ∼ −1 kada ω →∞, (4.77)

implicira da je kapacitivni karakter kola dominantan za niske, dok je kolo induktivno za visoke u£estalosti,
kao i u slu£aju disipativno-disipativnog RLC kola.
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(a) Krive dobijene za navedene parametre i τµ = 2.5.
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(b) Krive dobijene za navedene parametre i τµ =
0.20980.
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(c) Krive dobijene za navedene parametre i τµ =
0.055.

Slika 4.13: Energetski bilans i karakter generativno-generativnog RLC kola: cosφ
(gg)
i i sinφ

(gg)
i kao funk-

cije ugaone u£estalosti ω, dobijeni za parametre modela: µ = 0.7, ν = 0.9, τC = 0.75, τL = 0.75 i
τν = 0.025.

Slika 4.13 prikazuje kosinus i sinus faznog stava struje generativno-generativnog RLC kola, dobijenih
prema izrazima (4.74) i (4.75), u zavisnosti od ugaone u£estalosti. U slu£aju parametara modela kori²¢enih
za dobijanje dijagrama sa slike 4.13c, kolo generi²e energiju za sve u£estalosti, dok u slu£ajevima sa slika
4.13a i 4.13b, kolo generi²e energiju i za niske i za visoke u£estalosti, ²to je u skladu sa asimptotikom (4.76),
dok kolo disipira energiju za srednje u£estalosti, sa mogu¢no²¢u nagle promene u karakteru energetskog
bilansa, ²to je ilustrovano na slici 4.13b. Promena dominantnog karaktera kola od kapacitivnog, koji kolo
pokazuje za niske u£estalosti, do induktivnog, koji kolo pokazuje za visoke u£estalosti, ²to je u skladu
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sa asimptotikom (4.77), je nemonotona pri porastu u£estalosti za sve prikazane slu£ajeve parametara
modela, a tako�e je mogu¢a i nagla promena karaktera kola.

Ekvivalentne impedanse koje odgovaraju disipativno-generativnom i generativno-disipativnom RLC
kolu su date izrazima

Z(dg)
e (ω) = R+

1

Y
(d)
C (ω)

+
1

Y
(g)
L (ω)

i Z(gd)
e (ω) = R+ Z

(g)
C (ω) + Z

(d)
L (ω). (4.78)

Ekvivalentna impedansa disipativno-generativnogRLC kola Z(dg)
e , data sa (4.78)1, kori²¢enjem impedansi

pasivnog kondenzatora i aktivnog kalema, datih sa (2.20) i (2.32), prema izrazu za kosinus i sinus faznog
stava struje (4.67) daje

cosφ
(dg)
i (ω) =

1

|Z(dg)
e (ω)|

×
(
R+

Cαω
α cos απ2

C2ω2 + 2CCαω1+α sin απ
2 + C2

αω
2α
− LLνω1+ν L sin νπ

2

L2
νω

2ν + 2LLνων cos νπ2 + L2

)
,

(4.79)

sinφ
(dg)
i (ω) =

1

|Z(dg)
e (ω)|

×
(

Cω + Cαω
α sin απ

2

C2ω2 + 2CCαω1+α sin απ
2 + C2

αω
2α
− LLνω1+ν Lνω

ν + L cos νπ2
L2
νω

2ν + 2LLνων cos νπ2 + L2

)
,

(4.80)

²to implicira asimptotike

cosφ
(dg)
i (ω) ∼ cos

απ

2
> 0 kada ω → 0 i cosφ

(dg)
i (ω) ∼ − L

Lνων
sin

νπ

2
→ 0− kada ω →∞,

(4.81)

sinφ
(dg)
i (ω) ∼ sin

απ

2
> 0 kada ω → 0 i sinφ

(dg)
i (ω) ∼ −1 kada ω →∞. (4.82)

Sa druge strane, ekvivalentna impedansa Z(gd)
e generativno-disipativnog RLC kola, videti (4.78)2, ko-

ri²¢enjem impedansi aktivnog kondenzatora (2.21) i pasivnog kalema (2.31), prema izrazu za kosinus i
sinus faznog stava struje (4.67) daje

cosφ
(gd)
i (ω) =

1

|Z(gd)
e (ω)|

(
R−

sin µπ
2

Cµω1+µ
+ Lβω

β cos
βπ

2

)
, (4.83)

sinφ
(gd)
i (ω) =

1

|Z(gd)
e (ω)|

(
1

Cω
+

cos µπ2
Cµω1+µ

− Lω − Lβωβ sin
βπ

2

)
, (4.84)

²to implicira asimptotike

cosφ
(gd)
i (ω) ∼ − sin

µπ

2
< 0 kada ω → 0 i cosφ

(gd)
i (ω) ∼ Lβ

L

1

ω1−β cos
βπ

2
→ 0+ kada ω →∞,

(4.85)

sinφ
(gd)
i (ω) ∼ cos

µπ

2
> 0 kada ω → 0 i sinφ

(gd)
i (ω) ∼ −1 kada ω →∞. (4.86)

Sa aspekta energetskog bilansa, zaklju£uje se da disipativno-generativno RLC kolo rasipa energiju za
niske u£estalosti, a generi²e je za visoke u£estalosti, videti (4.81), dok se generativno-disipativno kolo
pona²a potpuno suprotno, videti (4.85). Kapacitivni i induktivni karakter oba kola je isti kao i u svim
prethodnim slu£ajevima, uporediti (4.82) i (4.86) sa (4.72) i (4.77).

Dijagrami kosinusa i sinusa faznog ugla u funkciji ugaone u£estalosti, prikazani na slikama 4.14 i 4.15,
dobijaju se prema izrazima (4.79) i (4.80) za disipativno-generativno, odnosno prema izrazima (4.83) i
(4.84) za generativno-disipativnoRLC kolo. Slike 4.14a i 4.15c ilustruju £injenicu da kolo disipira, odnosno
generi²e energiju za prili£no ²irok opseg u£estalosti, dok se energetski bilans menja za visoke u£estalosti
u skladu sa asimptotskim izrazima (4.81) i (4.85), respektivno. Na slici 4.14a se prime¢uje da kolo menja
karakter iz kapacitivnog (kondenzator je disipativni element) u induktivni (kalem je generativni element)
pri £emu i dalje tro²i energiju, suprotno slu£aju prikazanom na slici 4.14c, gde je kolo po£elo da proizvodi
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(a) Krive dobijene za navedene parametre i τν = 5.
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(b) Krive dobijene za navedene parametre i τν =
0.23329.
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(c) Krive dobijene za navedene parametre i τν = 0.09.

Slika 4.14: Energetski bilans i karakter disipativno-generativnog RLC kola: cosφ
(dg)
i i sinφ

(dg)
i kao funkcije

u£estalosti ω, dobijeni za parametre modela: α = 0.25, ν = 0.85, τC = 0.25, τα = 0.005 i τL = 0.75.
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(a) Krive dobijene za navedene parametre i τβ = 5.5.
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(b) Krive dobijene za navedene parametre i τβ =
0.46607.
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(c) Krive dobijene za navedene parametre i τβ = 0.01.

Slika 4.15: Energetski bilans i karakter generativno-disipativnog RLC kola: cosφ
(gd)
i i sinφ

(gd)
i kao funkcije

u£estalosti ω, dobijeni za parametre modela: µ = 0.2, β = 0.6, τC = 0.025, τµ = 0.01 i τL = 0.95.
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energiju dok je jo² uvek bilo preteºno kapacitivnog (disipativnog) karaktera. Slike 4.15a i 4.15c tako�e
ilustruju sli£no pona²anje generativno-disipativnog RLC kola, po²to je kolo po£elo da tro²i energiju dok
je i dalje bilo preteºno kapacitivnog karaktera (kondenzator je generativni element), videti sliku 4.15a,
za razliku od slu£aja prikazanog na slici 4.15c, gde je kolo promenilo svoj karakter u preteºno induktivni
(kalem je disipativni element), dok i dalje proizvodi energiju. Mogu¢nost nagle promene u potro²nji,
odnosno proizvodnji energije i karakteru oba RLC kola je ilustrovana na slikama 4.14b i 4.15b.

Analizom energetskog bilansa frakcionih RLC kola, zaklju£uje se da ukoliko kolo sadrºi pasivni kon-
denzator i kalem, tada kolo tro²i energiju na celom opsegu u£estalosti, videti sliku 4.12, a ukoliko su
kondenzator i kalem aktivni, tada kolo moºe da proizvodi energiju na celom opsegu u£estalosti uprkos
£injenici da sadrºi otpornik, koji predstavlja idealni disipativni element, videti sliku 4.13c. U svim ostalim
slu£ajevima, usled postojanja i aktivnih i pasivnih elemanata kola, energetski bilans kola se menja, tako
da se u slu£aju generativno-generativnog kola, energija proizvodi i za niske i za visoke u£estalosti, a tro²i
na srednjem opsegu u£estalosti, videti slike 4.13a i 4.13b, dok se u slu£ajevima disipativno-generativnog i
generativno-disipativnog kola, energija tro²i, odnosno proizvodi, za niske u£estalosti, a proizvodi, odnosno
tro²i, za visoke u£estalosti, videti slike 4.14 i 4.15, ²to je posledica dominantnog kapacitivnog karaktera
kola na niskim u£estalostima, odnosno induktivng karaktera kola na visokim u£estalostima. Nijedno frak-
ciono RLC kolo niti proizvodi niti tro²i energiju, ni za nultu, ni za beskona£nu vrednost u£estalosti, jer
amplituda struje kola ima nultu vrednost, iako kosinus faznog stava struje moºe imati nenultu vrednost.
Promena energetskog bilansa kola se moºe odigrati i pri �ksiranoj vrednosti ugaone u£estalosti, zavisne
od vrednosti parametara modela, videti slike 4.13b, 4.14b i 4.15b.

4.4 Frekvencijske karakteristike frakcionih RLC kola

Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa koja odgovara struji frakcionog RLC
kola se tradicionalno dobijaju uvr²tavanjem s = jω u funkciju prenosa ĝi(s), nakon £ega se odre�uje njen
moduo i argument, pri £emu su funkcije prenosa za disipativno-disipativno, generativno-generativno,
disipativno-generativno i generativno-disipativno RLC kolo date izrazima (4.5), (4.8), (4.13) i (4.14),
respektivno.

Me�utim, u cilju odre�ivanja modula i argumenta funkcije prenosa koja odgovara struji, umesto
pomenutog pristupa, koristi se pristup u duhu teorije elektri£nih kola, te se funkcija prenosa de�ni²e
kori²¢enjem drugog Kirhofovog zakona za frakciono RLC kolo u kvazistacionarnom reºimu (4.66) na
slede¢i, ekvivalentni, na£in

ĝ = R
i(t)
E(t)

, odakle sledi ĝ =
R

Ze
=

R

|Ze|2
(ReZe − j ImZe), (4.87)

iz £ega se vidi da funkcija prenosa ĝ odgovara ekvivalentnoj admitansi RLC kola pomnoºenoj sa otpor-
no²¢u otpornika R. Moduo i argument funkcije prenosa se odre�uju kori²¢enjem izraza (4.87) u obliku

|ĝ (ω)|dB = 20 log |ĝ(ω)| = −10 log

(
Re2 Ze(ω)

R
+ Im2 Ze(ω)

R

)
i arg ĝ (ω) = arccot

ReZe(ω)

−ImZe(ω)
, (4.88)

gde je ekvivalentna impedansa kola Ze data izrazom (4.68) u slu£aju disipativno-disipativnog RLC kola,
odnosno sa (4.73) za generativno-generativno kolo, kao i sa (4.78) za disipativno-generativno i generativno-
disipativno kolo. De�nicija funkcije prenosa (4.87), uz kori²¢enje struje kola i elektromotorne sile, koje su
zadate u obliku harmonijskih funkcija, odnosno veli£ina i i E datih sa (4.63), tako�e implicira

ĝ = R
i0
E0

ejφi odakle sledi |ĝ|dB = 20 log |ĝ| = 20 log
R i0
E0

i arg ĝ = φi.

Optimizacija parametara frakcionog RLβCα kola, koje se u frekvencijskom domenu pona²a kao propu-
snik opsega, razmatrana je u [51]. Filteri necelog reda, uklju£uju¢i analizu frakcionog Kalmanovog �ltera,
kao i njegova realizacija kori²¢enjem klasi£nih elektri£nih komponenata prou£avani su u [43, 63]. Rezo-
nantne pojave u frakcionim elektri£nim kolima razmatrane su u [50, 68], dok se [16, 54] bave razli£itim
frakcionim uop²tenjima oscilatora sa Vinovim mostom. Teorijski rezultati povezani sa sistemom linearnih
frakcionih diferencijalnih jedna£ina, zapisanim u matri£nom obliku, primenjuju se na kola koja sadrºe
frakcione elemente u [33].



60 GLAVA 4. RLC KOLA SA FRAKCIONIM ELEMENTIMA

4.4.1 Disipativno-disipativno RLC kolo

Razmatraju¢i disipativno-disipativno RLC kolo u kvazistacionarnom reºimu i zapisuju¢i realni i ima-
ginarni deo ekvivalentne impedanse kola (4.68) preko klasi£nih i frakcionih vremenskih konstanti, dobija
se

ReZ(dd)
e (ω) = R

(
1 +

ταω
α cos απ2

τ2
Cω

2 + 2τCταω1+α sin απ
2 + τ2

αω
2α

+ τβω
β cos

βπ

2

)
, (4.89)

ImZ(dd)
e (ω) = −R

(
τCω + ταω

α sin απ
2

τ2
Cω

2 + 2τCταω1+α sin απ
2 + τ2

αω
2α
− τLω − τβωβ sin

βπ

2

)
, (4.90)

odakle moduo i argument funkcije prenosa sledi iz (4.88).
Slika 4.16 prikazuje frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa za ista dva sku-

pa parametara modela kao u slu£aju dijagrama sa slike 4.12. Moduo funkcije prenosa, prikazan na slici
4.16a, je nemonotona funkcija ugaone u£estalosti, koja teºi minus beskona£nosti za niske u£estalosti, ²to
implicira da funkcija prenosa ima nulu necelog reda u koordinatnom po£etku, ²to je o£igledno i iz izraza
(4.5) za funkciju prenosa ĝ(dd). Moduo funkcije prenosa dostiºe maksimum i teºi minus beskona£nosti za
visoke u£estalosti, ²to sugeri²e da funkcija prenosa ĝ(dd) ima par konjugovano kompleksnih polova, ²to
i jeste slu£aj za parametre modela kori²¢ene za dobijanje dijagrama prikazanog isprekidanom linijom,
dok u slu£aju parametara kori²¢enih za dobijanje pune linije funkcija prenosa nema polova. Oblik mo-
dula funkcije prenosa sugeri²e da se disipativno-disipativno RLC kolo pona²a kao propusnik opsega sa
razli£itim ²irinama opsega.

Argument funkcije prenosa, kao i njegov sinus, menja se, monotono ili nemonotono, od pozitivnih do
negativnih vrednosti sa pove¢anjem ugaone u£estalosti, kao ²to je i o£igledno sa slike 4.16b, ²to implicira
promenu karaktera kola od preteºno kapacitivnog do preteºno induktivnog, sa rasponom argumenta
izme�u −π2 i π

2 , ²to dalje implicira da je kolo disipativno na celom opsegu u£estalosti, budu¢i da je
kosinus argumenta pozitivan.
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(b) Argument funkcije prenosa ĝ(dd).

Slika 4.16: Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa za disipatinvo-disipativno
RLC kolo, dobijene za parametre modela: α = 0.4, β = 0.8, τC = 0.5, τL = 0.5, τβ = 1.5, i τα = 3 -
puna linija i τα = 0.2 - isprekidana linija.

Kapacitivni karakter frakcionog RLC kola preovla�uje za niske u£estalosti, kao ²to je ve¢ pomenuto
u odeljku 4.3, stoga asimptotika izraza ReZ

(dd)
e i ImZ

(dd)
e , datih sa (4.89) i (4.90), ima slede¢i oblik

ReZ(dd)
e (ω) = R

cos απ2
ταωα

{
1 + ταω

α

cos απ2
+O(ω1−α), ako α ∈

(
0, 1

2

)
,

1 +O(ω1−α), ako α ∈
[

1
2 , 1
)
,

kada ω → 0, (4.91)

ImZ(dd)
e (ω) = −R

sin απ
2

ταωα
(
1 +O(ω1−α)

)
, kada ω → 0, (4.92)

gde se u obzir uzimaju samo vode¢i £lanovi realnog i imaginarnog dela impedanse pasivnog kondenzatora
1

Y
(d)
C

, date sa (2.20), po²to su reda −α, koji je sigurno manji od reda β > 0 vode¢ih £lanova impedanse

pasivnog kalema ReZ
(d)
L i ImZ

(d)
L , videti (2.21), tako da se, prema (4.88)1, (4.91) i (4.92), za moduo
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funkcije prenosa dobija

∣∣∣ĝ(dd) (ω)
∣∣∣
dB

= 20 log (ταω
α)− 10 log


1 + 2ταω

α cos απ2 + τ2
αω

2α +O(ω1−α), ako α ∈
(
0, 1

3

)
,

1 + 2ταω
α cos απ2 +O(ω1−α), ako α ∈

[
1
3 ,

1
2

)
,

1 +O(ω1−α), ako α ∈
[

1
2 , 1
)
,
(4.93)

kada ω → 0, dok je argument funkcije prenosa, prema (4.88)2, (4.91) i (4.92)

cot arg ĝ(dd)(ω) = cot
απ

2

{
1 + ταω

α

cos απ2
+O(ω1−α), if α ∈

(
0, 1

2

)
,

1 +O(ω1−α), if α ∈
[

1
2 , 1
)
,

kada ω → 0. (4.94)

Sa druge strane, induktivni karakter frakcionog RLC kola postaje dominantan za visoke u£estalosti,
stoga je asimptotika izraza ReZ

(dd)
e i ImZ

(dd)
e , datih sa (4.89) i (4.90), slede¢eg oblika

ReZ(dd)
e (ω) = Rτβω

β cos
βπ

2

(
1 +

ω−β

τβ cos βπ2
+O(ω−1−β)

)
, kada ω →∞, (4.95)

ImZ(dd)
e (ω) = RτLω

(
1 +

τβ
τL
ω−1+β sin

βπ

2
+O(ω−2)

)
, kada ω →∞, (4.96)

²to je posledica razvoja u red i zadrºavanja vode¢ih £lanova u impedansi pasivnog kondenzatora (2.20),
tj.

Re
1

Y
(d)
C

∼ R τα
τ2
C

ω−2+α cos
απ

2
i Im

1

Y
(d)
C

∼ −R 1

τC
ω−1, kada ω →∞, (4.97)

tako da se na osnovu (4.95) i (4.96), a prema (4.88), za asimtotiku modula i argumenta funkcije prenosa
za visoke u£estalosti, odnosno kada ω →∞, dobija∣∣∣ĝ(dd) (ω)

∣∣∣
dB

= −20 log (τLω)

− 10 log

(
1 + 2

τβ
τL
ω−1+β sin

βπ

2
+
τ2
β

τ2
L

ω−2+2β + 2
τβ
τ2
L

ω−2+β cos
βπ

2
+O(ω−2)

)
,

(4.98)

cot arg ĝ(dd)(ω) = − τβ
τL
ω−1+β cos

βπ

2

(
1− τβ

τL
ω−1+β sin

βπ

2

+



ω−β

τβ cos βπ2
− 1

τL
ω−1 tan βπ

2 +O(ω−1−β), ako β ∈
(
0, 1

3

]
,

ω−β

τβ cos βπ2
− 1

τL
ω−1 tan βπ

2 +
τ2
β

τ2
L
ω−2+2β sin2 βπ

2 +O(ω−1−β), ako β ∈
(

1
3 ,

1
2

]
,

ω−β

τβ cos βπ2
+

τ2
β

τ2
L
ω−2+2β sin2 βπ

2 −
1
τL
ω−1 tan βπ

2 +O(ω−3+3β), ako β ∈
(

1
2 ,

2
3

)
,

τ2
β

τ2
L
ω−2+2β sin2 βπ

2 + ω−β

τβ cos βπ2
+O(ω−3+3β), ako β ∈

[
2
3 ,

3
4

)
,

τ2
β

τ2
L
ω−2+2β sin2 βπ

2 +O(ω−3+3β), ako β ∈
[

3
4 , 1
)
,


(4.99)

po²to se, kada se (4.95) i (4.96) uvrste u (4.88)2, dobija

cot arg ĝ(dd)(ω) =− τβ
τL
ω−1+β cos

βπ

2

(
1 +

ω−β

τβ cos βπ2
+O(ω−1−β)

)

×

(
1− τβ

τL
ω−1+β sin

βπ

2
+
τ2
β

τ2
L

ω−2+2β sin2 βπ

2
+

{
O(ω−2), if β ∈

(
0, 1

3

]
,

O(ω−3+3β), if β ∈
(

1
3 , 1
)
,

)

kada ω →∞, pri £emu je kori²ten razvoj u red funkcije 1
1+x = 1− x+ x2 +O(x3) kada x→ 0.

Na slici 4.17 su prikazani moduo i argument funkcije prenosa u zavisnosti od ugaone u£estalosti za
razli£ite vrednosti necelog reda izvoda disipativnog kondenzatora, zajedno sa asimptotikom. Moduo funk-
cije prenosa, videti sliku 4.17a, je linearna funkcija logω, kako za niske, tako i za visoke u£estalosti, sa
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Slika 4.17: Pore�enje frekvencijskih karakteristika modula i argumenta funkcije prenosa (pune linije) sa
asimptotikom (isprekidane linije) za disipativno-disipativno RLC kolo, dobijenih za parametre modela:
β = 0.2, τC = 0.1, τα = 2.5, τL = 0.75, i τβ = 0.25.

nagibom odre�enim redom izvoda α za niske u£estalosti, odnosno jedini£nim nagibom za visoke u£esta-
losti, kao ²to je i predvi�eno asimptotikom (4.93) i (4.98). Argument funkcije prenosa, prikazan na slici
4.17b, veoma se dobro slaºe sa asimptotikom za niske i visoke u£estalosti (4.94) i (4.99).

Moºe se primetiti da vode¢i £lan u asimptotici modula funkcije prenosa za niske u£estalosti (4.93)
omogu¢ava odre�ivanje parametara modela α i τα, po²to oni respektivno predstavljaju nagib i odse£ak
funkcije linearne po logω, dok vode¢i £lan u asimptotici za visoke u£estalosti (4.98) daje τL kao odse£ak
linearne funkcije po logω. Na osnovu logaritma apsolutne vrednosti kotangensa argumenta funkcije pre-
nosa, videti prvi £lan u asimptotici za visoke u£estalosti (4.99), odre�uju se preostali parametri modela
β i τβ , po²to je

log
∣∣∣cot arg ĝ(dd)(ω)

∣∣∣ ∼ (−1 + β) logω + log

(
τβ
τL

cos
βπ

2

)
, kada ω →∞.

4.4.2 Generativno-generativno RLC kolo

Realni i imaginarni deo ekvivalentne impedanse Z(gg)
e , date sa (4.73), koja odgovara generativno-

generativnom frakcionom RLC kolu, zapisani su preko klasi£nih i frakcionih vremenskih konstanti u
obliku

ReZ(gg)
e (ω) = R

(
1−

sin µπ
2

τµω1+µ
− τLτνω1+ν τL sin νπ

2

τ2
νω

2ν + 2τLτνων cos νπ2 + τ2
L

)
, (4.100)

ImZ(gg)
e (ω) = −R

(
1

τCω
+

cos µπ2
τµω1+µ

− τLτνω1+ν τνω
ν + τL cos νπ2

τ2
νω

2ν + 2τLτνων cos νπ2 + τ2
L

)
, (4.101)

te daju izraze za moduo i argument funkcije prenosa kada se uvrste u (4.88).
Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa, prikazane na slici 4.18 i dobijene

za iste parametre modela kao i u slu£aju dijagrama sa slike 4.13, ilustruju mogu¢nost da moduo funkcije
prenosa ima vertikalnu asimptotu, dok se argument naglo menja za π, videti pune linije sa slika 4.18a
i 4.18b, ²to je svojstvo funkcije prenosa koja ima £isto imaginarne polove, ²to upravo i jeste slu£aj za
izabrani skup parametara modela. Pored nula necelobrojnog reda funkcije prenosa - njen moduo teºi
minus beskona£nosti kako u£estalost teºi nuli, videti oblik funkcije prenosa ĝ(gg), date sa (4.8) - pojava
maksimuma, pra¢ena tendencijom modula ka minus beskona£nosti za visoke u£estalosti, videti dijagrame
iscrtane isprekidanom linijom i isprekidanom linijom sa ta£kama sa slike 4.18a, posledica je postojanja
kompleksno konjugovanih polova funkcije prenosa, ²to i jeste slu£aj za odabrane skupove parametara
modela.

Argument funkcije prenosa, predstavljen isprekidanom linijom sa slike 4.18b je opadaju¢a funkcija,
²to nagla²ava sli£nost sa karakteristikama klasi£nog RLC kola, po²to kompleksno konjugovani polovi za
izabrane parametre modela imaju negativni realni deo, nasuprot argumentu funkcije prenosa, predsta-
vljenog isprekidanom linijom sa ta£kama, £ija se vrednost zapravo pove¢ava preko π, iako na slici 4.18b
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opada za 2π zbog kodomena (−π, π] funkcije arkus tangens, ponovo nagla²avaju¢i sli£nost sa karakteristi-
kama klasi£nog RLC kola, po²to kompleksno konjugovani polovi za ovaj skup parametara modela imaju
pozitivan realni deo.

Argument funkcije prenosa sa slike 4.18b ilustruje promenu karaktera kola sa kapacitivnog na induk-
tivni sa pove¢anjem ugaone u£estalosti, kao i energetski bilans kola. Naime, za vrednosti parametara
modela, koji odgovaraju dijagramima iscrtanim punom i isprekidanom linijom, kolo je generativno, kako
za niske, tako i za visoke u£estalosti, po²to je argument funkcije prenosa ve¢i od π

2 , odnosno manji od
−π2 , a disipativno je za srednji opseg u£estalosti, po²to je argument funkcije prenosa u intervalu (−π2 ,

π
2 ),

dok je kolo generativno za £itav opseg u£estalosti u slu£aju dijagrama iscrtanog isprekidanom linijom sa
ta£kama, po²to argument funkcije prenosa ima vrednosti ili ve¢e od π

2 , ili manje od −π2 na celom opsegu
u£estalosti.
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Slika 4.18: Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa za generativno-generativno
RLC kolo, dobijene za parametre modela: µ = 0.7, ν = 0.9, τC = 0.75, τL = 0.75, τν = 0.025, i τµ = 2.5
- isprekidana linija, τµ = 0.20980 . . . - puna linija i τµ = 0.055 - linija oblika crta ta£ka.

Sli£no disipativno-disipativnom RLC kolu, kapacitivni karakter generativno-generativnog RLC kola
je dominantan za niske u£estalosti, tako da asimptotika izraza (4.100) i (4.101) za ReZ

(gg)
e i ImZ

(gg)
e

poprima slede¢e oblike

ReZ(gg)
e (ω) = −R

sin µπ
2

τµω1+µ

(
1− τµω

1+µ

sin µπ
2

+O(ω2+µ)

)
, kada ω → 0, (4.102)

ImZ(gg)
e (ω) = −R

cos µπ2
τµω1+µ

(
1 +

τµω
µ

τC cos µπ2
+O(ω2+µ)

)
, kada ω → 0, (4.103)

po²to su vode¢i £lanovi realnog i imaginarnog dela impedanse aktivnog kalema 1

Y
(g)
L

, date sa (2.32),

odre�eni izrazima

Re
1

Y
(g)
L

∼ −Rτνω1+ν sin
νπ

2
i Im

1

Y
(g)
L

∼ Rτνω1+ν cos
νπ

2
, kada ω → 0, (4.104)

tako da asimptotika modula funkcije prenosa za niske u£estalosti, odnosno kada ω → 0, prema (4.88)1,
(4.102) i (4.103), glasi

∣∣∣ĝ(gg) (ω)
∣∣∣
dB

= 20 log
(
τµω

1+µ
)
− 10 log

(
1 + 2

τµ
τC

ωµ cos
µπ

2
+
τ2
µ

τ2
C

ω2µ − 2τµω
1+µ sin

µπ

2
+O(ω2+µ)

)
,

(4.105)
dok se za argument funkcije prenosa, prema (4.88)2, (4.102) i (4.103), dobija

cot arg ĝ(gg)(ω) = − tan
µπ

2

(
1− τµω

µ

τC cos µπ2
+

τ2
µω

2µ

τ2
C cos2 µπ

2

−
τ3
µω

3µ

τ3
C cos3 µπ

2
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+



O(ω4µ), ako µ ∈
(
0, 1

3

]
,

− τµω
1+µ

sin µπ
2

+O(ω4µ), ako µ ∈
(

1
3 ,

1
2

]
,

− τµω
1+µ

sin µπ
2

+
τ2
µω

1+2µ

τC sin µπ
2 cos µπ2

+O(ω4µ), ako µ ∈
(

1
2 ,

2
3

]
,

− τµω
1+µ

sin µπ
2

+
τ2
µω

1+2µ

τC sin µπ
2 cos µπ2

+O(ω2+µ), ako µ ∈
(

2
3 , 1
)
,

 (4.106)

kada ω → 0, po²to je

cot arg ĝ(gg)(ω) = − tan
µπ

2

(
1− τµω

1+µ

sin µπ
2

+O(ω2+µ)

)
×

(
1− τµω

µ

τC cos µπ2
+

τ2
µω

2µ

τ2
C cos2 µπ

2

−
τ3
µω

3µ

τ3
C cos3 µπ

2

+

{
O(ω4µ), ako µ ∈

(
0, 2

3

]
,

O(ω2+µ), ako µ ∈
(

2
3 , 1
)
,

)

prema razvoju u red funkcije 1
1+x = 1− x+ x2 − x3 +O(x4) kada x→ 0.

Kao ²to je ve¢ pomenuto, generativno-generativno frakciono RLC kolo pokazuje induktivni karakter
za visoke u£estalosti, videti (4.76)2 i (4.77)2, te je asimptotika ReZ

(gg)
e i ImZ

(gg)
e , datih sa (4.100) i

(4.101), odre�ena sa

ReZ(gg)
e (ω) = −R τ2

L

τν
ω1−ν sin

νπ

2

(
1− 2

τL
τν
ω−ν cos

νπ

2
+

{
O(ω−2ν), ako ν ∈

(
0, 1

3

]
,

− τνω
−1+ν

τ2
L sin νπ

2
+O(ω−2ν), ako ν ∈

(
1
3 , 1
)
,

)
(4.107)

ImZ(gg)
e (ω) = RτLω

(
1− τL

τν
ω−ν cos

νπ

2
− τ2

L

τ2
ν

ω−2ν
(

1− 2 cos2 νπ

2

)
+O(ω−3ν)

)
, (4.108)

kada ω → ∞, po²to u slu£aju aktivnog kalema, prema (2.32), asimptotika za visoke u£estalosti Re 1

Y
(g)
L

poprima slede¢i oblik

Re
1

Y
(g)
L

(ω) = −R τ2
L

τν
ω1−ν sin

νπ

2

1

1 + 2 τLτν ω
−ν cos νπ2 +

τ2
L

τ2
ν
ω−2ν

= −R τ2
L

τν
ω1−ν sin

νπ

2

(
1− 2

τL
τν
ω−ν cos

νπ

2
+O(ω−2ν)

)
, (4.109)

prema razvoju u red funkcije 1
1+x = 1− x+O(x2), koji vaºi kada x→ 0, dok prema (2.32), asimptotika

za visoke u£estalosti Im 1

Y
(g)
L

glasi

Im
1

Y
(g)
L

(ω) = RτLω
1 + τL

τν
ω−ν cos νπ2

1 + 2 τLτν ω
−ν cos νπ2 +

τ2
L

τ2
ν
ω−2ν

= RτLω

(
1 +

τL
τν
ω−ν cos

νπ

2

)(
1− 2

τL
τν
ω−ν cos

νπ

2
− τ2

L

τ2
ν

ω−2ν
(

1− 4 cos2 νπ

2

)
+O(ω−3ν)

)
= RτLω

(
1− τL

τν
ω−ν cos

νπ

2
− τ2

L

τ2
ν

ω−2ν
(

1− 2 cos2 νπ

2

)
+O(ω−3ν)

)
, (4.110)

prema razvoju u red funkcije 1
1+x = 1 − x + x2 + O(x3) kada x → 0, uzimaju¢i u obzir da su vode¢i

£lanovi impedanse generativnog kondenzatora (2.31) odre�eni sa

ReZ
(g)
C ∼ −R 1

τµ
ω−1−µ sin

µπ

2
i ImZ

(g)
C ∼ −R 1

τC
ω−1, kada ω →∞, (4.111)

tako da izrazi (4.107) i (4.108), prema (4.88), daju asimptotiku modula i argumenta funkcije prenosa za
visoke u£estalosti, odnosno kada ω →∞, u slede¢em obliku∣∣∣ĝ(gg) (ω)

∣∣∣
dB

= −20 log (τLω)− 10 log

(
1− 2

τL
τν
ω−ν cos

νπ

2
− τ2

L

τ2
ν

ω−2ν
(

1− 4 cos2 νπ

2

)
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+


O(ω−3ν), ako ν ∈

(
0, 1

2

]
,

−2 1
τν
ω−1−ν sin νπ

2 +O(ω−3ν), ako ν ∈
(

1
2 ,

2
3

]
,

−2 1
τν
ω−1−ν sin νπ

2 + 1
τ2
L
ω−2 +O(ω−3ν), ako ν ∈

(
2
3 , 1
)
,

 ,

(4.112)

cot arg ĝ(gg)(ω) =
τL
τν
ω−ν sin

νπ

2

(
1− τL

τν
ω−ν cos

νπ

2

+


O(ω−2ν), ako ν ∈

(
0, 1

3

]
,

− ω−1+ν

τν sin νπ
2

+O(ω−2ν), ako ν ∈
(

1
3 ,

1
2

]
,

− ω−1+ν

τν sin νπ
2
− 1

τL
ω−1 cot νπ2 +O(ω−2ν), ako ν ∈

(
1
2 , 1
)
,

 (4.113)

po²to se, kada se (4.107) i (4.108) uvrste u (4.88)2, dobija

cot arg ĝ(gg)(ω) =
τL
τν
ω−ν sin

νπ

2

(
1− 2

τL
τν
ω−ν cos

νπ

2
+

{
O(ω−2ν), if ν ∈

(
0, 1

3

]
,

− τνω
−1+ν

τ2
L sin νπ

2
+O(ω−2ν), if ν ∈

(
1
3 , 1
)
,

)

×
(

1 +
τL
τν
ω−ν cos

νπ

2
+
τ2
L

τ2
ν

ω−2ν sin2 νπ

2
+O(ω−3ν)

)
,

kada ω →∞, prema razvoju u red funkcije 1
1+x = 1− x+ x2 +O(x3), koji vaºi za x→ 0.

Na slici 4.19 su prikazani moduo i argument funkcije prenosa u zavisnosti od ugaone u£estalosti za
razli£ite vrednosti reda frakcionog izvoda generativnog kondenzatora, zajedno sa asimptotikom. Prema
asimptotici za niske u£estalosti (4.105), moduo funkcije prenosa je linearna funkcija logω, sa nagibom i od-
se£kom respektivno odre�enim parametrima modela µ i τµ, videti sliku 4.19a, dok asimptotika argumenta
funkcije prenosa za niske u£estalosti (4.106) ukazuje na o£iglednu zavisnost od parametra µ, pogledati sli-
ku 4.19b. Sa druge strane, asimptotika modula funkcije prenosa za visoke u£estalosti (4.112) daje τL kao
odse£ak funkcije koja je linearno zavisna od logω, videti sliku 4.19a, dok se preostali parametri modela
ν i τν mogu odrediti na osnovu logaritma apsolutne vrednosti kotangensa argumenta funkcije prenosa
za visoke u£estalosti, videti asimptotiku (4.113) i slaganje krivih koje opisuju asimptotsko pona²anje sa
frekvencijskim karakteristikama na slici 4.19b.

μ = 0.2
μ = 0.4

μ = 0.6

μ = 0.8

0.1 1 10 100

-40

-20

0

20

40

ω

|g
(g
g)
(ω

)
dB

(a) Moduo funkcije prenosa ĝ(gg).
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Slika 4.19: Pore�enje frekvencijskih karakteristika modula i argumenta funkcije prenosa (pune linije) sa
asimptotikom (isprekidane linije) za generativno-generativno RLC kolo, dobijenih za parametre modela:
ν = 0.9, τC = 0.75, τµ = 0.15, τL = 0.75, i τν = 0.025.

4.4.3 Disipativno-generativno RLC kolo

Zapisom realnog i imaginarnog dela ekvivalentne impedanse Z(dg)
e disipativno-generativnog RLC kola,

date sa (4.78)1 i kori²¢enjem klasi£nih i frakcionih vremenskih konstanti, dobija se

ReZ(dg)
e (ω) = R

(
1 +

ταω
α cos απ2

τ2
Cω

2 + 2τCταω1+α sin απ
2 + τ2

αω
2α
− τLτνω1+ν τL sin νπ

2

τ2
νω

2ν + 2τLτνων cos νπ2 + τ2
L

)
,

(4.114)
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ImZ(dg)
e (ω) = −R

(
τCω + ταω

α sin απ
2

τ2
Cω

2 + 2τCταω1+α sin απ
2 + τ2

αω
2α
− τLτνω1+ν τνω

ν + τL cos νπ2
τ2
νω

2ν + 2τLτνων cos νπ2 + τ2
L

)
,

(4.115)

te moduo i argument funkcije prenosa slede iz izraza (4.88).
Na slici 4.20 su prikazani Bodeovi dijagrami modula i argumenta funkcije prenosa, koji odgovara-

ju propusniku opsega i koji su dobijeni za isti skup parametara modela kao i dijagrami sa slike 4.14.
Funkcija prenosa ĝ(dg), data sa (4.13), ima nulu necelog reda u koordinatnom po£etku, ²to se vidi i iz
dijagrama modula funkcije prenosa predstavljenih na slici 4.20a, kao i kompleksno konjugovane polove,
bilo sa realnim delom razli£itim od nule, koji odgovaraju dijagramima modula funkcije prenosa prikaza-
nim isprekidanom linijom i isprekidanom linijom sa ta£kama, bilo £isto imaginarne, kojima odgovaraju
dijagrami iscrtani punom linijom. Gra�ci argumenta funkcije prenosa, u zavisnosti od ugaone u£estalosti,
se pona²aju kao ²to je i o£ekivano s obzirom na tip polova funkcije prenosa i znak njihovog realnog dela:
ukoliko polovi imaju realni deo razli£it od nule, tada argument funkcije prenosa opada ako su realni delovi
polova negativni, dok argument funkcije prenosa raste preko π ukoliko su realni delovi polova pozitivni, a
u slu£aju £isto imaginarnih polova vrednost argumenta funkcije prenosa opadne za π za �ksiranu vrednost
u£estalosti.

Disipativno-generativno RLC kolo je o£igledno disipativno za relativno niske u£estalosti, po²to vred-
nosti argumenta funkcije prenosa pripadaju intervalu (−π2 ,

π
2 ), dok za vi²e u£estalosti, po²to argument

pada ispod −π2 , kolo postaje generativno: naglo za parametre modela koji odgovaraju punoj liniji, pri
£emu i karakter kola istovremeno postaje induktivan, odnosno postepeno, ili za srednji opseg u£estalosti
u slu£aju isprekidane, ili za visoke u£estalosti u slu£aju isprekidane linije sa ta£kama.
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Slika 4.20: Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa za disipativno-generativno
RLC kolo, dobijene za parametre modela: α = 0.25, ν = 0.85, τC = 0.25, τα = 0.005, τL = 0.75, i τν = 5
- isprekidana linija sa ta£kama, τν = 0.23329 . . . - puna linija, i τν = 0.09 - isprekidana linija.

Iako disipativno-generativno RLC kolo sadrºi pasivni kondenzator, kao i disipativno-disipativno kolo,
zbog razli£itih redova vode¢ih £lanova u asimptotici impedanse generativnog i disipativnog kalema za niske
u£estalosti, uporediti izraz (4.104) sa izrazom (2.21), umesto uzimanja u obzir samo vode¢ih £lanova u
asimptotici realnog i imaginarnog dela impedanse pasivnog kondenzatora 1

Y
(d)
C

, date sa (2.20), koristi se

asimptotika realnog i imaginarnog dela impedanse pasivnog kondenzatora Re 1

Y
(d)
C
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Y
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C
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(
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2 sin2 απ
2
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)
, kada ω → 0,
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prema razvoju u red funkcije 1
1+x = 1 − x + O(x2), koji vaºi za x → 0, transformi²u¢i oblik realnog i

imaginarnog dela ekvivalentne impedanse kola ReZ
(dg)
e i ImZ

(dg)
e , datih sa (4.114) i (4.115), u

ReZ(dg)
e (ω) = R

cos απ2
ταωα

(
1− 2

τC
τα
ω1−α sin

απ

2
+

{
ταω

α

cos απ2
+O(ω2−2α), ako α ∈

(
0, 2

3

)
,

O(ω2−2α), ako α ∈
[

2
3 , 1
)
,

)
(4.116)

ImZ(dg)
e (ω) = −R

sin απ
2

ταωα

(
1− 2

τC
τα
ω1−α sin

απ

2

(
1− 1

2 sin2 απ
2

)
+O(ω2−2α)

)
, (4.117)

kada ω → 0, tako da se, prema (4.88)1, (4.116) i (4.117), za moduo funkcije prenosa dobija

∣∣∣ĝ(dg) (ω)
∣∣∣
dB

= 20 log (ταω
α)− 10 log

(
1− 2

τC
τα
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2

+
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α cos απ2 + τ2
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2α − 4τCω sin απ
2 cos απ2 +O(ω2−2α), ako α ∈

(
0, 1

2

)
,

2ταω
α cos απ2 +O(ω2−2α), ako α ∈

[
1
2 ,

2
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)
,

O(ω2−2α), ako α ∈
[

2
3 , 1
)
,


(4.118)

kada ω → 0, dok argument funkcije prenosa, prema (4.88)2, (4.116) i (4.117), ima slede¢i oblik

cot arg ĝ(dg)(ω) = cot
απ

2

(
1− τC

τα
ω1−α 1

sin απ
2

+


ταω

α

cos απ2
+ 2τCω tan απ

2

(
1− 1

2 sin2 απ
2

)
+O(ω2−2α), ako α ∈

(
0, 1

2

)
,

ταω
α

cos απ2
+O(ω2−2α), ako α ∈

[
1
2 ,

2
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)
,

O(ω2−2α), ako α ∈
[

2
3 , 1
)
,


(4.119)

kada ω → 0, po²to je

cot arg ĝ(dg)(ω) = cot
απ

2

(
1− 2

τC
τα
ω1−α sin

απ

2
+

{
ταω

α

cos απ2
+O(ω2−2α), ako α ∈

(
0, 2

3

)
,

O(ω2−2α), ako α ∈
[

2
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)
,

)

×

(
1 + 2

τC
τα
ω1−α sin

απ

2

(
1− 1

2 sin2 απ
2

)
+O(ω2−2α)

)
, kada ω → 0,

prema razvoju u red funkcije 1
1+x = 1− x+O(x2), koji vaºi kada x→ 0.

U slu£aju disipativno-generativnog RLC kola, kao i za sva prethodno razmatrana kola, induktivna
svojstva su dominantna za visoke u£estalosti i stoga je mogu¢e koristiti ve¢ odre�ene izraze (4.109)
i (4.110) za asimptotiku realnog i imaginarnog dela impedanse aktivnog kalema 1

Y
(g)
L

, date sa (2.32),

po²to su maksimalne vrednosti redova vode¢ih £lanova impedanse jednake za disipativni i generativni
kondenzator, uporediti izraz (4.97) sa (4.111), ²to implicira da su asimptotike realnog i imaginarnog dela
ekvivalentne impedanse kola ReZ

(dg)
e i ImZ

(dg)
e za visoke u£estalosti iste kao i u slu£aju generativno-

generativnog kola, odnosno da je ReZ
(dg)
e = ReZ

(gg)
e i ImZ

(dg)
e = ImZ

(gg)
e kada ω → ∞, te su date

izrazima (4.107) i (4.108), odakle sledi da moduo i argument funkcije prenosa imaju isti oblik kao za
generativno-generativno kolo i dati su izrazom (4.112) za moduo funkcije prenosa i izrazom (4.113) za
argument funkcije prenosa.

Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa, zajedno sa pripadaju¢om asimp-
totikom, prikazane su na slici 4.21. Diskusija o asimptotskom pona²anju disipativno-generativnog RLC
kola za niske u£estalosti je ista kao i za disipativno-disipativno RLC kolo, po²to preovla�uje kapacitivni
karakter kola, uporediti i vode¢e £lanove u asimptotici modula i argumenta funkcije prenosa za niske
u£estalosti (4.93) sa (4.118), kao i (4.94) sa (4.119), respektivno. Sa druge strane, diskusija o asimptot-
skom pona²anju disipativno-generativnog kola za visoke u£estalosti je ista kao za generativno-generativno
kolo, po²to je dominantan induktivni karakter kola, pogledati vode¢e £lanove u asimptotikama modula i
argumenta funkcije prenosa za visoke u£estalosti (4.112) i (4.113).
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(b) Argument funkcije prenosa ĝ(dg).

Slika 4.21: Pore�enje frekvencijskih karakteristika modula i argumenta funkcije prenosa (puna linija) sa
asimptotikom (isprekidana linija) za disipativno-generativno RLC kolo, dobijenih za parametre modela:
ν = 0.75, τC = 0.2, τα = 0.5, τL = 0.75 i τν = 0.5.

4.4.4 Generativno-disipativno RLC kolo

Ekvivalentna impedansa Z(gd)
e generativno-disipativnog frakcionog RLC kola, data sa (4.78)2, impli-

cira

ReZ(gd)
e (ω) = R

(
1−

sin µπ
2

τµω1+µ
+ τβω

β cos
βπ

2

)
, (4.120)

ImZ(gd)
e (ω) = −R

(
1

τCω
+

cos µπ2
τµω1+µ

− τLω − τβωβ sin
βπ

2

)
, (4.121)

kada se realni i imaginarni deo impedanse zapi²u preko klasi£nih i frakcionih vremenskih konstanti, te se
moduo i argument funkcije prenosa dobijaju prema (4.88).

Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa koje odgovaraju generativno-disipa-
tivnom RLC kolu, predstavljene na slici 4.22 i dobijene za isti skup parametara modela kao i dijagrami
sa slike 4.15, istog su oblika kao i frekvencijske karakteristike koje odgovaraju disipativno-generativnom
kolu, vidite sliku 4.20, po²to funkcija prenosa ĝ(gd), data sa (4.14), za odabrane skupove parametara
modela tako�e ima ili kompleksno konjugovane polove sa pozitivnim ili negativnim realnim delom, ili
£isto imaginarne polove.

Iako su dijagrami argumenta funkcije prenosa sa slike 4.22b kvalitativno isti kao i dijagrami sa slike
4.20b, oni kvantitativno odgovaraju generativnom kolu za relativno niske u£estalosti, po²to su vrednosti
argumenta funkcije prenosa ve¢e od π

2 , dok kolo za vi²e u£estalosti, po²to vrednosti argumenta funkcije
prenosa pripadaju intervalu (−π2 , 0), postaje disipativno: naglo za parametre modela koji odgovaraju
punoj liniji, pri £emu i karakter kola istovremeno postaje induktivan, odnosno postepeno, ili za srednji
opseg u£estalosti u slu£aju isprekidane, ili za visoke u£estalosti u slu£aju isprekidane linije sa ta£kama.

Za niske u£estalosti, impedansa Z(g)
C pasivnog kondenzatora, data sa (2.31), preovla�uje u ekvivalent-

noj impedansi i stoga izrazi (4.120) i (4.121) dobijaju slede¢i oblik

ReZ(gd)
e (ω) = −R

sin µπ
2

τµω1+µ

(
1− τµω

1+µ

sin µπ
2

+O(ω1+µ+δ)

)
, kada ω → 0, (4.122)

ImZ(gd)
e (ω) = −R

cos µπ2
τµω1+µ

(
1 +

τµω
µ

τC cos µπ2
+O(ω1+µ+δ)

)
, kada ω → 0, (4.123)

gde je δ odabrano tako da bude manje od β, odnosno manje od reda vode¢ih £lanova realnog i imaginarnog
dela impedanse pasivnog kalema ReZ

(d)
L i ImZ

(d)
L , videti (2.21), odakle, prema (4.88)1, (4.122) i (4.123),

sledi asimptotika modula funkcije prenosa za niske u£estalosti, odnosno kada ω → 0, u obliku

∣∣∣ĝ(gd) (ω)
∣∣∣
dB

= 20 log
(
τµω

1+µ
)
−10 log

(
1 + 2

τµ
τC

ωµ cos
µπ

2
+
τ2
µ

τ2
C

ω2µ − 2τµω
1+µ sin

µπ

2
+O(ω1+µ+δ)

)
,

(4.124)
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Slika 4.22: Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa za generativno-disipativno
RLC kolo, dobijene za parametre modela: µ = 0.2, β = 0.6, τC = 0.025, τµ = 0.01, τL = 0.95 i τβ = 5.5
- isprekidana linija sa ta£kama, τβ = 0.46607 . . . - puna linija i τβ = 0.01 - isprekidana linija.

dok izraz za argument funkcije prenosa, prema (4.88)2, (4.122) i (4.123), dobija slede¢i oblik

cot arg ĝ(gd)(ω) = − tan
µπ

2

(
1− τµω

µ

τC cos µπ2
+

τ2
µω

2µ

τ2
C cos2 µπ

2

+


O(ω3µ), ako µ ∈

(
0, 1

2

]
,

− τµω
1+µ

sin µπ
2

+O(ω3µ), ako µ ∈
(

1
2 ,

1+δ
2

]
,

− τµω
1+µ

sin µπ
2

+O(ω1+µ+δ), ako µ ∈
(

1+δ
2 , 1

)
,

 (4.125)

kada ω → 0, po²to je

cot arg ĝ(gd)(ω) = − tan
µπ

2

(
1− τµω

1+µ

sin µπ
2

+O(ω1+µ+δ)

)
×

(
1− τµω

µ

τC cos µπ2
+

τ2
µω

2µ

τ2
C cos2 µπ

2

+

{
O(ω3µ), ako µ ∈

(
0, 1+δ

2

]
,

O(ω1+µ+δ), ako µ ∈
(

1+δ
2 , 1

)
.

)

U slu£aju generativno-disipativnog RLC kola, kao i za sva prethodno razmatrana kola, induktivna
svojstva su dominantna za visoke u£estalosti i po²to su maksimalne vrednosti redova vode¢ih £lanova im-
pedanse aktivnog i pasivnog kondenzatora jednake, uporediti izraz (4.111) sa (4.97), asimptotika realnog
i imaginarnog dela ekvivalentne impedanse kola ReZ

(gd)
e i ImZ

(gd)
e za visoke u£estalosti je ista kao i u
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Slika 4.23: Pore�enje frekvencijskih karakteristika modula i argumenta funkcije prenosa (puna linija) sa
asimptotikom (isprekidana linija) za generativno-disipativno RLC kolo, dobijenih za parametre modela:
β = 0.5, τC = 0.07, τµ = 0.01, τL = 0.75 i τβ = 0.5.
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slu£aju disipativno-disipativnog kola, odnosno ReZ
(gd)
e = ReZ

(dd)
e i ImZ

(gd)
e = ImZ

(dd)
e kada ω → ∞,

te je data izrazima (4.95) i (4.96), odakle sledi da moduo i argument funkcije prenosa imaju isti oblik
kao za disipativno-disipativno kolo i dati su izrazom (4.98) za moduo funkcije prenosa i izrazom (4.99)
za argument funkcije prenosa.

Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa, zajedno sa pripadaju¢om asimp-
totikom, prikazane su na slici 4.23. Diskusija o asimptotskom pona²anju generativno-disipativnog RLC
kola za niske u£estalosti je ista kao i za generativno-generativno RLC kolo, po²to preovla�uje kapacitiv-
ni karakter kola, uporediti vode¢e £lanove u asimptotici modula i argumenta funkcije prenosa za niske
u£estalosti (4.105) sa (4.124) i (4.106) sa (4.125), respektivno. Sa druge strane, diskusija o asimptotskom
pona²anju generativno-disipativnog kola za visoke u£estalosti je ista kao za disipativno-disipativno kolo,
po²to je za ove u£estalosti dominantan induktivni karakter kola, pogledati vode¢e £lanove u asimptotici
modula i argumenta funkcije prenosa za visoke u£estalosti (4.98) i (4.99).



Zaklju£ak

Klasi£ne konstitutivne relacije, koje opisuju pona²anje kalema i kondenzatora kao osnovnih elemena-
ta elektri£nih kola, uop²tene su tako da uklju£uju kako trenutni doprinos odgovaraju¢e �zi£ke veli£ine,
tako i istoriju njene promene, pri £emu su memorijski efekti modelirani kori²¢enjem memorijskog jezgra
u obliku funkcije stepenog tipa, odnosno kori²¢enjem frakcionog integrala, £ime su dobijene su dve vrste
konstitutivnih jedna£ina za svaki od elemenata. Analiza energetskog bilansa elemenata implicira da kon-
stitutivne relacije (2.1) i (2.5) odgovaraju pasivnom kondenzatoru i kalemu, kao elementima koji tro²e
energiju, dok modeli (2.2) i (2.6) opisuju aktivni kondenzator i kalem, odnosno elemente koji generi²u
energiju. Utvr�eno je da su pasivni kondenzator i aktivni kalem elementi predstavljeni paralelnom vezom
klasi£nog i frakcionog pasivnog kondenzatora, odnosno klasi£nog i frakcionog aktivnog kalema, dok su
aktivni kondenzator i pasivni kalem elementi predstavljeni rednom vezom klasi£nog i frakcionog aktivnog
kondenzatora, odnosno klasi£nog i frakcionog pasivnog kalema. Tako�e je utvr�eno da se ekvivalentni
modeli uop²tenog elektri£nog elementa mogu dobiti promenom topologije, a samim tim i njegovog me-
morijskog jezgra. Konstitutivne relacije disipativnih i generativnih elemenata, izraºene preko napona i
struja, kori²¢ene su kako u kompleksnom, tako i u frekvencijskom domenu u cilju de�nisanja odgovaraju¢ih
impedansi i admitansi elemenata.

Impedanse elemenata u kompleksnom domenu se koriste za izvo�enje jedna£ina kola: (3.7) i (3.9) u
slu£aju pasivnog i aktivnog RC kola, kao i (3.20) i (3.22) u slu£aju pasivnog i aktivnog RL kola, £ijim
je re²enjima odre�en odziv rednih RC i RL kola u prelaznom reºimu na zadatu elektromotornu silu i
koje impliciraju razli£ito kvalitativno pona²anje odgovaraju¢ih impulsnih odziva. Naime, impulsni odziv
(3.30), koji odgovara naponu na pasivnom kondenzatoru, modeliranom konstitutivnom relacijom (2.1), je
pozitivna monotono opadaju¢a konveksna funkcija, dok je impulsni odziv (3.31), koji odgovara naponu na
aktivnom kondenzatoru, modeliranom relacijom (2.2), oscilatorna funkcija sa eksponencijalno opadaju¢om
amplitudom, sa mogu¢no²¢u tako intenzivnog prigu²enja da nema vidljivih oscilacija. Impulsni odzivi
(3.30) i (3.31) su analiti£ki odre�eni primenom Laplasove transformacije na jedna£ine kola, kao jezgra
re²enja koja su dobijena u obliku konvolucije impulsnog odziva i elektromotorne sile.

Razlike u kvalitativnom pona²anju odziva disipativnog i generativnog RC kola su ilustrovane nume-
ri£kim primerima, koji pokazuju vremenske pro�le struje kola kao odziva na pobudu u obliku Hevisajdove
funkcije. U slu£aju kada je kolo pobu�eno elektromotornom silom u obliku prostoperiodi£ne funkcije, nu-
meri£ki primeri koji prikazuju pore�enje struje dobijene prema izrazu (3.64) za prelaznim reºim i struje
dobijene prema izrazu (3.65) za kvazistacionarni reºim, pokazuju savr²eno poklapanje izme�u odgovara-
ju¢ih krivih posle dovoljno dugog vremena.

Analiza frekvencijskih karakteristika funkcija prenosa RC kola potkrepila je zaklju£ke o redu i prirodi
polova i nula funkcija prenosa, a tako�e je pokazala da se RC kolo pona²a kao visokopropusni �lter
bez obzira na tip uop²tenog kondenzatora. Numeri£ki primeri pokazaju dobro poklapanje frekvencijskih
karakteristika modula i argumenta funkcije prenosa i asimptotskih krivih za visoke i niske u£estalosti.

Izrazi (3.78)1 i (3.79)2, koji redom opisuju asimptotsko pona²anja modula funkcije prenosa za niske
u£estalosti i argumenta funkcije prenosa za visoke u£estalosti, pruºaju mogu¢nost procene parametara
disipativnog RC kola, jer je moduo funkcije prenosa za niske u£estalosti linearna funkcija logω, koja ima
nagib proporcionalan redu frakcionog izvoda α i odse£ak srazmeran frakcionoj vremenskoj konstanti τα,
dok argument funkcije prenosa, u slu£aju visokih u£estalosti, teºi nuli kao hiperboli£na funkcija sa koe�-
cijentom obrnuto srazmernim klasi£noj vremenskoj konstanti τC . Sli£no, za generativno RC kolo, moduo
funkcije prenosa za niske u£estalosti (3.82)1, koji je linearna funkcija logω sa nagibom srazmernim redu
frakcionog integrala 1+µ i odse£kom proporcionalnim frakcionoj vremenskoj konstanti τµ, pruºa mogu¢-
nost odre�ivanja parametara modela kola µ i τµ, dok je argument funkcije prenosa za visoke u£estalosti
(3.83)2 hiperboli£na funkcija sa koe�cijentom obrnuto srazmernim klasi£noj vremenskoj konstanti τC .
Stoga, bez obzira na £injenicu da li RC kolo sadrºi pasivni ili aktivni kondenzator, parametri modela se
mogu lako proceniti na osnovu izraza koji opisuju asimptotsko pona²anje modula i argumenta funkcije
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prenosa.
Impedanse disipativnog i generativnog kondenzatora, (2.15) i (2.29), zajedno sa impedansama (2.16) i

(2.30), koje odgovaraju disipativnom i generativnom kalemu, koriste se za modeliranje: rednog disipativno-
disipativnog RLC kola, koje se sastoji od disipativnih elektri£nih elemenata, kori²¢enjem jedna£ine kola
(4.4); generativno-generativnog kola, koje se sastoji od generativnih elemenata, kori²¢enjem jedna£ine kola
(4.7); kao i za modeliranje disipativno-generativnog i generativno-disipativnog kola, koja se sastoje od
pasivnog kondenzatora i aktivnog kalema, odnosno aktivnog kondenzatora i pasivnog kalema, kori²¢enjem
jedna£ina kola (4.9) i (4.10).

Kako jedna£ina disipativno-disipativno RLC kola (4.4) ne uzima u obzir po£etne uslove, kolo je mo-
delirano sistemom jedna£ina (4.15) - (4.18), koji se sastoji od drugog Kirhofovog zakona kombinovanog sa
Omovim zakonom, konstitutivnih relacija pasivnog kondenzatora i kalema, de�nicionog izraza za struju i
Faradejevog zakona elektromagnetske indukcije, ²to daje re²enje (4.28), izraºeno superpozicijom konvolu-
cije impulsnog odziva i elektromotorne sile i £lanova koji sadrºe naelektrisanje na oblogama kondenzatora
i magnetski �uks kalema kao po£etne uslove.

Impulsni odziv struje disipativno-disipativnog RLC kola (4.30), u zavisnosti od broja i prirode po-
lova funkcije prenosa koja odgovara struji, pokazuje tri razli£ita tipa pona²anja: aperiodi£no, kriti£no
aperiodi£no i prigu²eno oscilatorno. Impulsni odziv struje kola (4.30) ima skok u po£etnom trenutku bez
obrzira na kasniji tip pona²anja i za malo vreme opada kao stepena funkcija, sa stepenom, koji, prema
izrazu (4.34), zavisi od reda frakcionog izvoda pasivnog kalema, dok za veliko vreme, prema izrazu (4.35),
impulsni odziv asimptotski teºi nuli. Ostala kvalitativna svojstva disipativno-disipativnog RLC kola se
ispituju kako za pobudu u obliku Hevisajdove funkcije, tako i za harmonijsku pobudu. U slu£aju elektro-
motorne sile zadate u obliku Hevisajdove funkcije, analiti£ki izrazi (4.56) i (4.57), kao i numeri£ki primeri
impliciraju da je struja kola, za malo vreme, data kao razlika linearne i stepene funkcije sa eksponentom
koji zavisi od reda frakcionog izvoda u konstitutivnoj relaciji pasivnog kalema, dok za veliko vreme struja
opada kao stepena funkcija sa eksponentom koji odgovara redu frakcionog izvoda u modelu pasivnog
kondenzatora. Ukoliko je kolo pobu�eno harmonijskom elektromotornom silom (4.58), tada kolo posle
dovoljno dugog vremena ulazi u kvazistacionarni reºim rada, te je struja kola tako�e harmonijska funk-
cija i data je izrazom (4.60)2, sa amplitudom i faznim stavom datim izrazima (4.61) i (4.62). Numeri£ki
primeri ilustruju prelazak kola iz tranzijetnog u kvazistacionarni reºim, pri £emu je struja u tranzijentnom
reºimu odre�ena izrazom (4.59), koji predstavlja konvoluciju impulsnog odziva struje i harmonijske elek-
tromotorne sile. �injenica da promena reda frakcionog izvoda u konstitutivnoj relaciji pasivnog kalema
moºe uticati na promenu dominantnog karaktera kola u kvazistacionarnom reºimu u rasponu od preteºno
kapacitivnog, preko £isto aktivnog, do preteºno induktivnog, tako�e je ilustrovana numeri£kim primerom.

Posmatraju¢i disipativno-disipativno, generativno-generativno, disipativno-generativno i generativno-
disipativno RLC kolo i koriste¢i fazni ugao struje kola, analiziran je energetski bilans RLC kola i odre�en
je njegov dominantni karakter, videti jedna£ine (4.64) i (4.67). Zaklju£eno je da kod svih RLC kola
preovla�uje kapacitivni karakter za niske u£estalosti, dok su induktivna svojstva dominantna za visoke
u£estalosti, videti izraze (4.72), (4.77), (4.82) i (4.86). �to se ti£e energetskog bilansa frakcionih RLC
kola, zaklju£eno je da disipativno-disipativno kolo tro²i energiju za sve u£estalosti, videti izraz (4.69) i
sliku 4.12, po²to je sastavljeno od isklju£ivo disipativnih elemenata, dok ostala RLC kola, u zavisnosti
od u£estalosti, mogu i tro²iti i generisati energiju, videti slike 4.13, 4.14 i 4.15. Po²to su kapacitivna
(induktivna) svojstva dominantna za niske (visoke) u£estalosti, termodinami£ke osobine kola za niske
(visoke) u£estalosti odre�ene su termodinami£kim osobinama kondenzatora (kalema).

Ekvivalentna impedansa frakcionih RLC kola je tako�e kori²¢ena za odre�ivanje izraza za moduo i
argument funkcija prenosa, videti (4.88), na osnovu kojih je sprovedena analiza frekvencijskih karakte-
ristika. Bodeovi dijagrami, predstavljeni na slikama 4.16, 4.18, 4.20 i 4.22, nagla²avaju sli£nosti funkcija
prenosa koje odgovaraju frakcionim RLC kolima i funkcija prenosa koje odgovaraju klasi£nim RLC
kolima. Naime, pomenute slike ilustruju £injenicu da ukoliko funkcija prenosa ima kompleksno konjugo-
vane polove, tada frekvencijske karakteristike njenog modula dostiºu maksimum i zatim teºe negaitvnoj
beskona£nosti kako u£estalost teºi beskona£nosti, dok pojava £isto imaginarnih polova implicira pojavu
vertikalne asimptote na frekvencijskoj karakteristici koja odgovara modulu. Frekvencijske karakteristike
funkcije modula prenosa tako�e ilustruju £injenicu da funkcije prenosa imaju nulu necelog reda u ko-
ordinatnom po£etku i ukazuju da se sva razmatrana RLC kola pona²aju kao propusnik opsega. Znak
realnog dela kompleksno konjugovanih polova funkcija prenosa odre�uje da li frekvencijske karakteristike
argumenta funkcije prenosa rastu ili opadaju sa porastom u£estalosti, dok u slu£aju £isto imaginarnih
polova, karakteristike argumenta pokazaju nagli pad za π. Frekvencijske karakteristike argumenta funk-
cije prenosa su iskori²¢ene i u svrhu komentarisanja dominantnog karaktera frakcionih RLC kola, kao i
njihovog energetskog bilansa.
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Vode¢i £lanovi u asimptotici modula i argumenta funkcije prenosa za niske i visoke u£estalosti su
korisni za odre�ivanje parametara modela, po²to je za niske u£estalosti moduo funkcije prenosa linearna
funkcija logω, sa nagibom α i odse£kom τα u slu£aju disipatvno-disipativnog i disipativno-generativnog
RLC kola, videti (4.93) i (4.118), dok su u slu£aju generativno-generativnog i generativno-disipativnog
RLC kola, nagib i odse£ak redom odre�eni sa 1 + µ i τµ, videti (4.105) i (4.124). Za visoke u£estalosti,
moduo funkcije prenosa je linearna funkcija logω, sa odse£kom τL za sva frakciona RLC kola, dok je
log | cot arg ĝ(ω)| tako�e linarna funkcija logω, sa nagibom −1 + β i odse£kom proporcionalnim vremen-
skoj konstanti τβ u slu£aju disipativno-disipativnog i generativno-disipativnog RLC kola, videti izraz
(4.99), odnosno nagibom −ν i odse£kom proporcionalnim vremenskoj konstanti τν u slu£aju disipativno-
generativnog i generativno-generativnog RLC kola, videti izraz (4.113). Slike 4.17, 4.19, 4.21 i 4.23 jasno
ilustruju prethodne tvrdnje.
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