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Predgovor

Materijal sadrZzan u ovoj disertaciji spada u oblast matematike koja se naziva
algebra. Zadatak savremene algebre, kao matematicke oblasti koja, ne ulazedi
u prirodu i gradu elemenata posmatrane strukture, ispituje njihovu povezanost
i odnose, je da istraZi koje su to bitne, apstraktne osobine struktura koje se
pojavljuju u razli¢itim ambijentima u matematici.

Tema ovog rada je involucija u algebarskim strukturama. Involucije su
bijektivnha preslikavanja koja se poklapaju sa svojim inverznim funkcijama.
Javljaju se u gotovo svim matematickim disciplinama. Podsetimo se samo
projektivne geometrije, teorije algebarskih krivih, inverzije u euklidskoj ge-
ometriji i njenog znacaja u modelima hiperbolicke geometrije, teorije grupa,
teorije matrica, teorije operatora i mnogih drugih.

Involucija je vaZzna komponenta u matematickom izuavanju prirodnih
fenomena simetrije. Ta Cinjenica sigurno dovodi involuciju u prvi plan, kada
sSu suvremena istrazivanja u pitanju. Zadatak ovog rada se ogranitava na to
da prikaZe teoriju involutivnih algebri, odnosno neke rezultate u okvirima ove
teorije. Tako, nas je glavni cilj da Sto podrobnije otkrijemo medudejstva alge-
barskih zakona i involucije, mnoge nacine njihovog kombinovanja. koji sinhrono
daju jednu novu algebarsku teoriju.

Rad je podeljen na Cetiri dela. U prvom delu govorimo o involutivnim
Plonkinim sumama proizvoljnih klasa, algebri. Ispostavilo se da. su mnoge kon-
strukcije algebri u klasi¢nim involutivnim strukturama samo specijalan slucaj
ovih suma. Materijal izloZzen u ovoj glavi je naS skromni doprinos univerzalnoj
algebri i dobijen je u saradnji sa I. Dolinkom.

Drugi deo rada govori o involutivhim polugrupama. Involutivne polugrupe
predstavljaju Siroko uopStenje pojma grupe. Teorija grupa je do danas os-
tala. najprirodnija, najjata i najbolje izuCavana primena. involucije u algeb-
ri. S druge strane, teorija involutivnih polugrupa se ne moZe podvesti pod
teoriju grupa ili ma koju poznatu algebarsku teoriju, veé¢ predstavlja jednu
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samostalnu, nezavisnu oblast algebre. Ve¢i deo magistarske teze autora ove
disertacije bio je posvecen involutivnim polugrupama. Materijal o Baerovim *-
polugrupama ovde se iznosi prvi put na naSem jeziku. Deo rada, koji se odnosi
na globalnu odredenost regularnih *-traka, originalni je doprinos autora ovoj
problematici, uz doprinose iznete u pomenutoj magistarskoj tezi.

Tredi deo rada sadrzi problematiku vezanu za involutivne poluprstene. Ovaj
deo disertacije od originalnih priloga sadrZi dokaz globalne neodredenosti invo-
lutivnih poluprstena. koji je preuzet iz magistarske teze. Veci deo glave sadrZi
originalne rezultate dr Igora Dolinke, mladog docenta PMF-a u Novom Sadu,
Ciji su naucni prilozi ve¢ poznati van granica Jugoslavije. Takode, navedeni su
rezultati S. Crvenkovica, I. Dolinke i Z. Esika koji se odnose na algebre for-
malnih jezika. Ove algebre imaju strukturu poluprstena, a involucija, u ovom
ambijentu, jeste pisanje slova date reCi obrnutim redom. Ovo je moderna
oblast algebre i teorijskog raunarstva koja se nalazi u velikom usponu.

Cetvrti deo disertacije odnosi se na involutivne prstene, temu o kojoj su
napisane knjige poznatih autora. Prvo se govori o involutivnhim prim prsteni-
ma tj. rezultatima I. Hersteina, a zatim o specijalnim involutivhim prstenima
i rezultatima M. Yamade. Poslednji deo Cetvrte glave govori o poddirektno
nesvodljivim involutivnim prstenima i poznatoj teoremi N. Jacobsona u am-
bijentu prstena sa involucijom. Ovaj deo disertacije je originalni doprinos
autora navedenoj problematici i dobijen je u saradnji sa S. Crvenkovicem i I
Dolinkom.

Uvodni deo disertacije sadrZi osnovne pojmove neophodne za razumevanje
prezentiranih rezultata i daleko je od sveobuhvatnog. Dati su dokazi nekih
elementarnih tvrdenja viSe kao ilustracije tehnika koje se koriste u radu.

Metodologija naSeg rada bila je dvojaka: prezentirane klase algebri su
ovde tretirane kako sa stanovista klasi¢ne algebre, tako i koriS¢enjem aparata
univerzalne algebre.

Ispostavlja se da su involutivne algebre lepa, i zanimljiva tema toliko Siroka,
daje gotovo moZzemo nazvati multidisciplinarnom. lako je re€ o oblasti koja je
veoma, mlada, posSto se punim intenzitetom razvija tek poslednjih dvadesetak
godina, ona je brzo izrasla, u jednu razudenu teoriju, koja predstavlja izuzetno
Siroko polje nau¢nog rada. 1z tog razloga., ovaj rad nema pretenziju da. bude
sveobuhvatni pregled teorije involutivnih algebri, ve¢ predstavlja jedan presele
kroz problematiku koji reflektuje licni ukus autora.

Literatura., koja je navedena na kraju rada, takode je daleko od sveobuh-
vatne. Skoro sve navedene reference koriS¢ene su u tekstu ili su u tesnoj vezi
sa problematikom.

Disertacije su ozbiljni tekstovi, u kojima ne prili¢i autorima da glasno
iskazuju svoje oduSevljenje problematikom kojom se bave. Ipak, makar u
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predgovoru, recimo da nam je veliko zadovoljstvo baviti se ovom prelepom
oblaséu matematike. Re¢ matematika je ¢udna samo zato Sto mnogi od nas ne
znaju da potice od starogrcke reci koja znaci uciti. Rade¢i na magistarskoj tezi
i ovoj doktorskoj disertaciji, autor je mnogo naucio o matematici, a posebno
0 algebri. Prirodno-matematicki fakultet u Novom Sadu je najjata naucna
institucija u Jugoslaviji kada je algebra u pitanju. Ova disertacija samo je
mali izraz zahvalnosti za svu onu bratsku, nesebi¢nu pomo¢ koju sam dobio
na Institutu za matematiku Prirodno-matematickog fakulteta u Novom Sadu.

Posebnu zahvalnost dugujem prof. dr SiniSi Crvenkovi¢éu, mom mentoru, i
mom saradniku, doc. dr Igoru Dolinki. Bila mi je velika ¢ast da radim i u¢im
zajedno s njima, i da zajednicki ulazimo u tajne involutivnih algebri. Njihova
pomo¢ i uloga u mom matematickom napredovanju je nemerljiva. Takode,
zahvaljujem se i prof. dr Gradimiru Vojvodi¢u i prof. dr Buri Pauniéu, na
podrsci koju su mi neprestano pruzali tokom izrade ove disertacije. Najzad, ne
mogu a da ne spomenem moje drage kolege, prof. dr Daniela A. Romana i prof.
dr Milana Janji¢a, koji su mi nakon pakla bosnasko-hecegovackog gradanskog
rata pruzili jednu sasvim novu Zivotnu i profesionalnu Sansu u akademskoj
sredini Univerziteta u Banja Luci. Njihovo poverenje mi je bila znacajna
inspiracija tokom mog rada.

Banja Luka, 10. maj 2001.
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Glava 0 Osnovni pojmovi

0.1. Polugrupe
Polugrupa je skup S zajedno sa asocijativnom binarnom operacijom na S.
Operacija S X S —»S polugrupe S = (5, < obi¢no se piSe kao mnoZenje
0.,y) xy.
Asocijativnost je osobina
x(yz) = (xy)z, zasve Xx,y,a GS
Jedini¢ni element polugrupe S je element e G S takav da vaZi

ex = xe =X, zasve xGS

Polugrupe koje imaju jedini¢ni element zovu se monoidi.
Slicno, nulti element ili nula je element 2 G 5 takav da vazi

SN {2}, izx = xz = 2, zasvako x G 5.

Ako polugrupa S nema jedinic¢ni (nulti) element, onda sa S1 (S°) oznalava-
mo polugrupu ciji je nosa¢ SU{1} (5U{0}) i 1 (0) je jedini¢ni (nulti) element
za S1 (S°).

Polugrupa je komutativna ako vaZzi xy —yx za sve x,y GS.

Definicija operacije na polugrupi S prirodno se proSiruje na podskupove
nosata S. Ako su A,B C 5, onda je po definiciji

AB = {ab GS JaGA bGB}

podskup od S. Singltoni se u proizvodu podskupova piSu bez zagrada, npr.
{a}B = aB.
Idempotent polugrupe S je element e G S za koji vazi e2 = e. Tada je
en = e, za sve n > 0. Jedini¢ni i nulti element, kada postoje, su idempotentni.
Traka je polugrupa u kojoj su svi elementi idempotentni.



2 INVOLUTIVN E ALGEBRE

P ropozicija 0.1.1. Komutativha polugrupa S u kojoj je svaki element
idempotent, moZe se parcijalno urediti tako da vazi: a < bO ab = a. Tada
je S donja polumreZa, u kojoj je infimum(a,6) = ab. Obratno, infimum je u
donjoj polumreZi asocijativha i komutativna operacija za koju je svaki element
idempotent.

Dokaz. Neka su a,6 £ 5. Tada je a < a, s obzirom da je a idempotent;
a < b< aimplicira a = b, sobzirom daje S komutativna polugrupa; a < b< ¢
implicira ab = b, bc = ¢, ac = abc = ab = a, pa sledi a < ¢. Tako, < je
relacija parcijalnog uredenja. Za proizvoljne a,b G S imamo ab < a, jer je
aba = aab = ab,iab < b Akoja sada x < aix < b, ondaje xab = xb = x tj.
x < ab. Sledi, S je donja polumreza u kojoj je infimum(a,6) = ab.

Obrat sledi direktno. 0

Uobicajeno je da infimum(a, b) oznatavamo sa a A b.

Zbog prethodne propozicije koristimo izraz polumreZa za komutativhu
polugrupu u kojoj je svaki element idempotent.

Generatori su elementi polugrupe S takvi da je svaki element iz S proiz-
vod generatora. Svaka polugrupa ima bar jedan skup generatora..

Kongruencije na datoj pougrupi S su realcije ekvivalencije na nosacu S
koje su saglasne sa operacijom polugrupe.

Relacija jednakosti na skupu A' ili identi¢na relacija je

AA = {{x,x) |[x £ AL

Na skupu V (X x A") svih binarnih relacija na skupu X definiSemo operaciju
0 na slede¢i nacin

poa = {(x,y) £ Ax A" |(3; £ A){x,z) £pi(z,x) £ a},

zasve p,0 £ V{X X A).
Lako se pokazuje da za sve p,o,r £ V[X X A) vaZi

pC.o=>poTCooTiTopCToa.
Takode, jednostavno se pokazuje da je operacija o asocijativha u V(X x A),
(poff)or = po(ffor).

Prema tome, B(A) = (V(X X A), 0) je polugrupa binarnih relacija na X .
Za svako p £ V(X x A) definiSemo p~I, inverz od p, kao

P-1 = {{x,y) GX x X Ky.x) £ p).
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Lako se pokazuje da je za sve p, o, pi, p2,nimpn£ V{X X X),
ri)-1 - D,
AW -1
Pnf‘ = Pn 0P21°P 11»
pCg = p1Ca

Relacija p £ V(X X X) je relacija parcijalnog uredenja na X ako vaZi

Aj Cop —refleksivnost,
pflp-1 = Ax —antisimetri¢nost,
pop Cop —tranzitivnost.

Primetimo da se simetri¢nost relacije p £ V(X X A) izrazava uslovom p = p_1.

Ako je p £ V{X X X)), onda je familija ekvivalencija na X koje sadrze
p neprazna, s obzirom daje X X X jedna takva relacija. Sledi da je presek
svih relacija ekvivalencija koje sadrze p jedinstvena minimalna ekvivalencija

generisana sa p i hju oznatavamo sa pe.
Nekaje a £ V(X X X) i Ax Qo. Tada imamo

aCaoaCaoaoacC...

Relacija
a°® = Uf{an|n > 1},

se naziva tranzitivno zatvorenje relacije a. Lako se pokazuje da je a°°
najmanja tranzitivna relacija, na A' koja sadrzi a.

P ropozicija 0.1.2. Za svaku relaciju p na skupu X vaZi
pe = [pUp-1 UA*]30
Dokaz. Relacijae = [pUp_1 UAN]Mje tranzitivna i sadrzi p. Kako vazi
Ad CpU p_1UAa c s,

£ je refleksivna. Naravno, relacija o C pUp 1UA \ je simetri¢na i za svako
n £ N vazi

0o =( ) =()
Sledi da je on simetricna relacija. Takode, s = 0°° je simetri¢na, s obzirom
da vazi
(x,y)Ee = (3n £ N)(x,y) £ an
= (37z£ N)(y, x) £ an
= (y,x)Es.
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Pokazali smo da je s ekvivalencija koja sadrzi p.
Pretpostavimo da je r ekvivalencija koja sadrzi p. Tada je Aa C r i
p1Cr-1=r. Prema tome,

o=pUp_lUANCT.

Stavise,
(jo(jCror =,

i uopSte, anC r zasven > 1 Sledi daje £= u”0C r. Ovim smo pokazali da
je s = [pUp-1 UAa]M® najmanja ekvivalencija na X koja sadrzi p. Tako,

pe = [pUp“1UA=*]00,
stoje i trebalo dokazati. O
Gornje tvrdenje moZemo izraziti na jednostavniji nacin.

P ropozicija 0.1.3. Ako je p binarna relacija na skupu X i pe najmanja
ekvivalencija na X koja sadrzi p. onda (x,y) £ pe ako i samo ako x = y ili za
neko n £ N postoji niz

X— ,2,mmzn=y

u kome je za svako i £ {1,2,,..., n—1} ili (zt,Z+1) £ p, ili (2t+i, zt) £ p.

Neka je p £ X X X. Refleksivno-tranzitivho zatvorenje relacije p
(u oznaci prtc) jeste najmanja relacija skupa X koja sadrzi p, refleksivna je i
tranzitivna. Po definiciji, dakle, imamo daje

pric = i{<J C X x X\pCoi A CffiffOffCff).

Sledeéa propozicija daje konstruktivniji opis refleksivno-tranzitivnog zat-
vorenja neke relacije.

P ropozicija 0.1.4. Neka je p £ V{X X X). Tada za sve a,b £ X vaZi
(a, b) £ prtc ako i samo ako je a = b ili postoje zo, zi,..., zn £ X tako da je
zg—a, zn=bi(Z,zi+l) £Epzasve O<i<n.

Dokaz. Nije teSko dokazati da vaZi
pric = Aa UpUp2U... UpnU...

iz Cega direktno sledi tvrdenje. O
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Neka je S = (5, @ proizvoljna polugrupa. Preslikavanje Aa : S —S dato
sa Aa(x) = ax, gde je a £ 5 fiksno, naziva se leva translacija od S. Jasno,
(relacijski) proizvod dve leve translacije jeste leva translacija. Ovo znali da
leve translacije ¢ine polugrupu u odnosu na kompoziciju preslikavanja.

Analogno definiSemo desnu translaciju pa:x i> xa.

Oznacimo sa T (X) skup svih funkcija (transformacija) skupa X u X.
Ocigedno, vazi T(X) C V{X x X). Takode, T(X) = (T(X), o) je polugrupa
koja je, jasno, potpolugrupa od B (X).

P ropozicija 0.1.5. Svaka polugrupa sa jedinicom je izomorfna nekoj po-
lugrupi transformacija.

Dokaz. Nekaje (M, < dati monoid sajedinicom e. DefiniSimo preslikavanje
ip: M — T(M) nasledeci naCin: ip(a) = pa. Treba dokazati daje Upotapanje,
tj. da je homomorfizam i daje "1-1".

Preslikavanje ipje homomorfizam polugrupe (M, < u polugrupu (T (Ai), 0),
jer vazi

i>(@ab) = pab= Pa° Pb= Ha)0«(»=

Zaista, za svako x G X imamo:
Pab(x) = x(ab) = [xa)b = = Pb{pa{x)) = (pao Pfc)U)-

S druge strane, 0 je "1-1", jer ako je a / 6, onda je fa(e) / /i(e), pa
imamo daje fa” fb. O

P ropozicija 0.1.6. Svaka polugrupa se moze potopiti u polugrupu sa je-
dinicom.

Dokaz. Neka je (S, < polugrupa i e neki element e ~ S. DefiniSimo na
S U{e} operaciju O tako da se na elementima iz S poklapa sa operacijom < i
nekaje x Qe = eQx = x, zasve x 6 S U{e}. Na taj nacin se dobija monoid,
Sto je lako proveriti. Naravno, preslikavanje ip : S —aS U {e} definisano sa
ip(x) = x, za sve x G S, jeste potapanje polugrupe (5, 9 u polugrupu sa
jedinicom (S U{e}, ©). O

Teorema 0.1.7. (0 reprezantaciji polugrupa) Svaka polugrupa je
izomorfna nekoj polugrupi transformacija.

Dokaz. Direktna posledica prethodne dve propozicije. |
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Ako se na nepraznom skupu S definiSe operacija mnoZenja sa ab = a za sve
a,b £ S, dobijamo polugrupu levih nula. Dualno definiSemo i polugrupu
desnih nula.

Direktan proizvod polugrupa S i T je polugrupa sa nosatem S X T na
kome je definisana operacija po komponentama. Na primer, ako je L polugrupa
levih nula i R polugrupa desnih nula, njihov proizvod L X R je poznat pod
imenom pravougaona traka, i njegova operacija ima oblik

(a,b)(c,d) = (a,d), acf£L, bdER.

Polugrupa S se naziva normalna ili medijalna ako je abcd = achd, za sve
a,b,c,d E S. Idempotentna normalna polugrupa se naziva normalna traka.

Desni ideal A polugrupe S je neprazan podskup A od S tako daje ax E A
za sve a E A, x ES. Analogno se definiSe levi ideal od S. KaZzemo da je A
ideal od S ako je A levi i desni ideal od S. Kako je S takode ideal, i presek
ideala je ideal, moZzemo govoriti o idealu generisanom nepraznim podskupom A
od S. Ako je A —{a} singlton, onda govorimo o glavnom idealu generisanom
sa a

Element x E Sje inverz zaa E S akoje a = axa i x = xax. Skup inverza
za a oznatavamo sa V(a) i aje regulran ako je V(a) neprazan skup. Skup
regularnih elemenata od S oznatavamo sa Reg(S) i kazemo daje S regularna
ako je Reg{S) = S. Jednacina. a = axa implicira da xax E V(a), kao i to da
su ax i xa idempotenti. Regularna polugrupa u kojoj svaki element a ima
jedinstven inverz a-1 zove se inverzna polugrupa.

Sa E(S) oznatavamo skup svih idempotenata polugrupe S.

P ropozicija 0.1.8. Sladeci uslovi su ekvivalentni za polugrupu S:
(i) S je regularna i E(S) je polumreza;

(if) Svaki glavni desni ideal i svaki glavni levi ideal od S ima jedinstveni
idempotentni generator;

(iii) S je inverzna polugrupa.

Dokaz, (i) = (ii). Neka a E S, a' E K(a); tada. je aS = aa'S, Sa = Saa\
tako da svaki glavni desni i levi ideal ima idempotentni generator. Pret-
postavimo da e,f EE(S) i eS = fS. Uzmimo x,y ES tako daje ex =/ i
fy = e. Kako idempotenti komutiraju, dobijamo

e=fy —f2y=fe = ef = e2x = ex = f.
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(n) >m(¢n). Neka a',a" £ F(a), a £ 5. Tada je aa'5 = aS = aa"S, $to
implicira aa' = aa", i dualno a'a = a"a. Tada je

a = a'aa' = aaa" = al'aa!' = a".

(m) ==(¢). Neka e,/ £ £(S) ia= (e/)_1. Lako se uveravamo da su xe i

fx oboje inverzi od ef, i prema tome x = xe = fx, paje x2= x. Ali, tada je
x = a-1 = ef, tj. ef £ K(S). MoZemo, dalje, proveriti daje fe inverz od ef,
O

i prema tome, ef = fe Sto znaci da je E(S) polumreza.

Regularne polugrupe C¢iji idempotenti Cine traku nazivaju se ortodoksne.

PROPOZICIJA 0.1.9. Sledeci uslovi su ekvivalentni za regularnu polugrupu
S:
(i) S je ortodoksna;
(if) Ako a,b £ S, alf£ V(a), b £ V(b), onda b'a’ £ V(ab);

(iii) Ako e £ E(S), x £ Ir(e), onda x £ E(S).

Dalje, u bilo kojoj ortodoksnoj polugrupi aea',a'ea £ E(S) za sve a £ S,
a' £ V(a), e £ E(S).
Dokaz. Poslednje tvrdenje se pokazuje na slede¢i nacin:

aea! = aea'aa’ —a(ea a)2a = aea'aal= aea'aea ,

i na slitan nafin imamo da je a'ea idempotent.
(i) = (ii). Posto je S ortodoksna imamo

abb'a’ab = aa abb'a abb’b = a(a'abb’)2b = aa'abb'b = ab
i slicno, b'a'abb'a’ —b'a’.
(if) = (iii). Kako je xe,xe £ E(S), iz datih osobina sledi da ex2e £

V(xe2x). Ali, x = xe2x, stoje inverz za exZ2e, i tako

X = x(ex2e)x = (xex)(xex) = (xex)2 —x2.

(iii) = (i). Neka je e,f £ E(S) i uzmimo x £ V(ef). Rutinski provera-
O

vamo da ef £ V(fxe) ida fxe £ E(S), pa ef £ E(S).
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Propoziclia 0.1.10. Ako je I ideal polugrupe S, onda je relacija 01 defi-

nisana sa
abib s a=0bilia,bel

kongruencija od S.

Dokaz. a,b € I implicira za,zb € I i az,bx € I, §to znadi da je relacija
O

ekvivalencije 61 saglasna sa mnoZzenjem.

Kongruencija 6y iz prethodne propozicije je Reesova kongruencija ideala
I, koli¢ni¢ka polugrupa S/I = S/6; je Reesov koli¢nik od S u odnosu na
I. Ako je I = 0, onda je (po definiciji) S/I = S. Ako je I =S # (), onda je
S/T = {I}. Ako je I ¢ {0,S5}, onda je standardna praksa da se poistovecuje
f1-klasa {z} € S/I za svako = ¢ I sa & € 9, dok se f1-klasa [ € S/ oznacava
sa 0. Tada je S/I =S5\ IU{0}, sa mnozenjem datim na slede¢i nacin:

zy, akozy ¢ [
TRy =
0, akozyel

zasve z,y € S\ I

Neka je X # 0 proizvoljan skup i Fy skup svih n-torki (zy,...,2,),
T1,...,2n € X. Prirodan broj n > 1 je duzina od (z1,...,2,). Definisimo
operaciju konkatenacije na skupu Fly:

(285 on B Ys - 50 P = (B 5050 By Plgr e s Pm Jo

Konkatenacija je asocijativna. Uobicajeno je da se identifikuje svaki element
r € X sa jednoelementnim nizom (z) € Fy. Tada je X C Fy.

Proproziclja 0.1.11. Svaki element Fx se moze na jedinstven nacin napi-
satt kao proizvod elemenata iz X .

Deokez: U Fx je (21)(22) s (8n) = (B1, 51580 ) a

Elementi Fy se pisu kao reéi (z1,...,2,) = &1...2, u azbuci X. Skup
Fy, zajedno sa operacijom konkatenacije, ¢ini slobodnu polugrupu Fx.

Proproziciia 0.1.12. Svako preslikavanje f skupa X u polugrupu S jedin-
stveno se prosiruje do homomorfizma ¢ : Fx — S. Slika w S koja se dobija
homomorfizmom ¢ je potpolugrupa od S generisana sa f(X). Ako je S gene-
risana sa f(X), onda je ¢ sirjektivno.
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Dokaz. Ako p : Fx —aS proSiruje /, onda je nuzno

P((Xi,...,xn)) = p(xx) .. .p(xn) = f(xx) .. ./[(*,),

za sve XX,...,xn E Obratno, preslikavanje p : Fx —» 5, definisano
sa yE,) = [(xi)...f(xn) za sve ..., Xn E Fx, je homomorfizam
i proSiruje /. Jasno, slika dobijena preslikavanjem p je potpolugrupa od S
generisana sa f(X). O

POSLEDICA 0.1.13. Svaka polugrupa je homomorfna slika neke slobodne
polugrupe.

Greenove relacije na polugrupi S su sledece relacije:

aCb o Sla= SIb
alzb < aSl1= bSlI

H = c¢niz
ajb o SlaSl1= SHS1
V = ColzZ

Svaka P-klasa polugrupe S je unija P-klasa i, takode, unija P-klasa. Presek
P-klase i P-klase je ili prazan, ili M-klasa. 1z same definicije relacije V sledi

aDb RaflLb/ 0o LanRbilO0,

gde su Ra, Ry, La, Lb odgovarajuc¢e P-, odnosno P-klase elemenata a,b E S.
Sledi da se svaka P-klasa moZe prikazivati kao "kutija za jaja”, kako su to
nazivali Clifford i Preston [12], tj. pravougaonik podeljen najednake kvadrate,
gde svaka kolona predstavlja /'.-klasu i svaka vrsta P-klasu. Kvadrati onda
predstavljaju 'Mkla.se.

Polugrupa koja nema nulu zove se prosta ako nema pravih ideala. Polu-
grupa S sa nulom se zove 0-prosta ako vaZi

(i) {0} i S sujedini ideali,
(i) s2= {0}.

Lako se vidi da je S prosta ako i samo ako je J = S X S. Odgovarajuci
kriterijum za O-prostu polugrupu S je daje 52 {0} i da su {0} i S\ {0}
jedine //-klase.

Postoji prirodno (parcijalno) uredenje medu idempotentima proizvoljne
polugrupe S. Naime, uofimo uredenje < na E (S) definisano sa

e</ O ef=fe=c¢e
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Jasno je da vaZi e <eidae</i/<e zajedno impliciraju e = /. Da
pokazemo tranzitivnost, primetimo da akoje e < f i/ < g, tako da je ef =
fe = eifg =gf =/, onda vazi
eg = efg =ef=¢e i ge=gfe ="fe =g,

tj.e<ag.

Neka je S polugrupa bez nule. Kazemo daje S kompletno prosta ako
je S prosta i sadrzi idempotent koji je minimalan u odnosu malopre definisan
poredak. Za takav idempotent kaZzemo da je primitivan.

S druge strane, polugrupa sa nulom S je kompletno O-prosta ako je
O-prosta i sadrzi minimalan nenula idempotent.

P ropozicija 0.1.14. Neka je S polugrupa bez nule. Sledeci uslovi su ek-
vivalentni:

(1) S je kompletno prosta;
(2) S je regularna, i ima osobinu "slabog skracivanja”

[(a=cbhiac=X\ a=hb abycfs

(3) Sje regularna i zasve a£ S

aba = a=>=bab =K\

(J) S je regularna i svaki idempotent je primitivan.
Ako je S nosa¢ polugrupe sa nulom S i vaZi
S = \JSu
iei
SinSj=stSj = {o}, ifj,

gde su S{, i £ I, nosaci potpolugrupa od S, onda kaZzemo da je S O-direktna
unija polugrupa S i £ I.

P ropozicija 0.1.15. Neka je S polugrupa sa nulom. Slede¢i uslovi su
ekvivalentni:

(1) S je regularna i svaki nenula idempotent od S je primitivan;

(2) S je O-direktna unija kompletno O-prostih polugrupa.
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Polugrupa S se naziva kompletno regularna ako postoji unarna ope-
racija ai »a~l na S koja ima sledeée osobine:

(a-1)-1 = a, aa~-xa=a, cia~l = a~la
Slededi rezultat daje dve alternativne definicije.
P ropozicija 0.1.16. Neka je S polugrupa. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(1) S je kompletno regularna;
(2) Svaki element S leZi u podgrupi od S;
(3) Svaka Ti-klasa je grupa.

Pogledajmo sada neke veze koje vaze medu prethodno definisanim klasama
polugrupa.

P ropozicija 0.1.17. Neka je S polugrupa. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) S je kompletno prosta;
(2) S je kompletno regularna i za sve x,y £ S vazi

xX~1= (xyx)(xyx)~1

(3) S je kompletno regularna i prosta.

ClifFordova polugrupa se definiSe kao kompletno regularna polugrupa
S=(S,-_1) u kojoj je zasve X,y 6 S,

(xx~1)(yy-1 = {yy-D{xx-1).

U proizvoljnoj polugrupi S element ¢ 6 S je centralan ako vazi cs = sc
zasve s ES.

Propozicija 0.1.18. Neka je S polugrupa sa skupom idempotenata E.
Slededi uslovi su ekvivalentni:

(1) S je Cliffordova polugrupa;
(2) S je regularna i svi idempotenti od S su centralni;

(3) Sje regularna i V fl (E X E) = A#.
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Neka je Y polumreZza. Svakom a £ Y pridruzimo polugrupu SQ, i pret-
postavimo da je SadSp —0 akoje a //i. Zasvaki par a,R £ Y,a > /i, neka
je ipaB: SQ—» Sp homomorfizam Sa u S”, i neka vaze slede€i uslovi:

Taa — idsa (0 £Y),
TalR®TR,i 7 Ta-y akoje @a> R > A.

Na skupu 5 = (JaeK definiSemo mnoZenje sa
a *b = qmal}(a)<plR<B(b),

a £ Sa, b £ Sp. Lako pokazujemo da je mnoZenje asocijativno i da se na Sa
poklapa sa mnoZenjem u SQ.
Polugrupa S = (S, <), gde je S - |Jaey loperacija ” w’ definisana kao u
gornjim razmatranjima, naziva se jaka polumreza polugrupa Sa.
Bijekcija tp polugrupe S na samu sebe koja je antiautomoriizam reda 2,
dakle,

<p(b)ip(a),
ids,

ip(ab)
T{T(a))
a,b £ S, naziva se involucija i oznafava se sa *.
Algebru (5, -, *), gde je (5, 9 polugrupa, a * involucija te polugrupe, zovemo
involutivha polugrupa.
Idempotent e involutivne polugrupe S za koji vazi e* = e zovemo projek-
cija.

Teorema 0.1.19. Neka je S = (5,-,*) involutivha polugrupa. Tacla su
slede¢i uslovi ekvivalentni:

(1) Svaka C-klasa od S sadrzi projekciju;

(2) Za svako x £ S, x* je C-ekvivalentno nekom inverzu od x;
(3) Za svako x £ S vaZi xx*Cx;

(4) Za svako x £ S, x* je Ti-ekvivalentno nekom inverzu od x;

(5) Za svako a £ S postoji x £ S tako da vaZi axa —a, xax = X, (ax)* = ax
i [xa)* = xa;

(6) Za svako a £ S postoji x £ S tako da je xx*a* —x i xaa* = a*;
(7) Za svako a £ S postoji y £ S tako daje ay*y = y i a*ay = a*.

Involutivne polugrupe koje zadovoljavaju bilo koji od uslova prethodne
teoreme zovemo ‘-regularne polugrupe.
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0.2. Poluprsteni i prsteni

Neka je S ~ 0 bilo koji skup i +, =binarne operacije na S koje zovemo sabi-
ranje i mnozenje. Strukturu (S, +, < nazivamo poluprsten ako vaze sledeci
uslovi:

(1) (S, +) je komutativna polugrupa;
(2) (S, @ je polugrupa;
(3) Obe operacije su povezane distributivnim zakonima
amb+c)=amb+am, (a+b)-c=ac+ b-c
zasve a,b,c£ S.

Poluprsten (5, -f, ¢ se naziva prsten ako je (S, +) komutativha grupa. Ovaj
naziv je najverovatnije uveo D. Hilbert 1897. godine, kada je upotrebio termin
Zahlring.
Kao Sto je poznato, u poluprstenu (prstenu) pisemo
n
(it + ri2+ eem+ an= " "0, N GN.
¢
Posebno, ako je a\ = «2 = ... = an, gornja suma daje element, koga definiSemo
kao na G S. Lako pokazujemo da u bilo kom poluprstenu (S, +, B vaZi

na-fma = (n+ ma
m{na) = (mn)a
n(a+ b)) = na-nb,

zasve 3, bGSim,nGN.

Neka je (5,+,-) poluprsten. Ako polugrupa (S,-) ima neutralni element
e, onda e zovemo jedinica poluprstenu (5,+,-). Ako polugrupa (S, +) ima
neutralni element, onda taj element nazivamo nula poluprstena (5, +,®) i
oznatavamo ga sa 0. Mi ¢emo u naSem radu koristiti termin ‘poluprsten’ i za
poluprstene obogaéene upravo opisanim konstantama, bez opasnosti od zabune
(buduci da ¢e pristup koji primenjujemo uvek biti jasan iz konteksta). Nar-
avno, za prstene je prirodno ista¢i neutralni element aditivnhe Abelove grupe
(pa i aditivni inverz) i pisati R = (JI, +, «—0).

Kao prvu posledicu veze sabiranja i mnoZenja u poluprstenima, datu kroz
zakone distributivnosti, imamo da za sve m,nGN, a{,bj G S vazi:

n m n m

(£ a')(£6)=2ZXC oir) = £ a<bi-

i=I j=1 i=l j=1I I<i<n, I<j<m
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Za poluprsten (S, +, 9 i neprazne podskupove A, B C S definiSemo sledece
podskupove od S:

(A) = {Xa=lat|n GN, at GA},
A+B = {a+ b\ae A bEB}
A-B = {amb\ae A be B}

Jasno, A mB C (A mB).

Unarna operacija * : A —% A je involucija poluprstena A = (A,+,-),
ako je (A, =*) involutivna polugrupa, i za sve a,b £ A vazi (a+ b)* = a* T b*
Tada algebru (A ,+,-,*) zovemo involutivni poluprsten. Primetimo da,
ukoliko poluprsten ima nulu i/ili jedinicu, tada kao posledicu datih uslova
imamo 0* = 0i 1* = 1. Nije teSko videti da je, na primer,

(V(A x A), U 0,-1,0, A™)

involutivni poluprsten. U teorijskom rafunarstvu i algebarskoj logici je uobi-
Cajeno da algebru

Rel(A) = {V{A x A), U,o,rtc,0, A 4)

zovemo puna Kleenejeva algebra binarnih relacija na skupu A. Nar-
avno, i ona moze biti proSirena involutivhom operacijom relacijskog inverza.
Prsten R = (R, +, =—0) je komutativan ako zadovoljava ab = ba za sve
a,b GR. Komutativan prsten R je domen integriteta (integralni domen)
ako i samo ako je proizvod dva nenula elementa iz R takode nenula element
iz R.
Podskup S komutativnog prstena R je potprsten od R ako je:

(1) a,6GS =ma- b£ 5;
(2) ab£f S=>=abGS.

Posledica. ove definicije je Cinjenica da je potprsten komutativnog prstena ko-
mutativan prsten. Naravno, ovo se moglo iskazati i na drugi nacin. NajopStiji
pristup ovakvim definicijama daéemo u narednom paragrafu.

Ako su a i belementi komutivnog prstena R, tada kazemo da a deli bu R
(ili aje delitelj b, ili bje umnoZzak od a), u oznaci a\b, ako postoji element
ce R tako daje b= ca. Na primer, ako 0la onda je a = 0 =c za neko ¢ £ R.
Kako je O ec = O, sledi da je a = 0. Znaci, OJa ako i samo ako je a = 0. U
prstenu racionalnih brojeva Q = (& +,-,0,1) imamo 3]2, jer vazi 2 = 3 m],
dok u prstenu TLovo nije ta¢no.

Element u komutativnog prstena R sajedinicom se zove unitaran ako u]l
u R, tj. ako postoji v 6 R tako daje uv = 1 v se zove inverz od ui, s
obzirom da je jedinstven, oznacava se sa u-1.
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P ropozicija 0.2.1. Nekaje R integralni domen i neka su a,b E R nenula
elementi. Tada a\b i b\a ako i samo ako je b = ua za neki unitaran element
uER.

Dokaz. Ako a\bi b\a, tada postoje elementi u,v ER tako da vaZi b= ua i
a= vb. Sledi daje b= ua = uvh. Kakoje b= 1mbi b~ 0, zakon skradivanja
u integralnom domenu R daje 1= uv i uje unitaran.

Obratno, pretpostavimo da je b = ua, gde je u unitaran element u R.
Jasno, a\b. Ako v ER zadovoljva uv = 1, onda je vb = vua = a, i prema tome
b\a O

Sta su unitarni elementi u Zn?

Propozicija 0.2.2. Ako je a ceo broj, onda je [a] unitaran element u Tm
ako i samo ako su a i m uzajamno prosti. U stvari, ako je sa+ tm = 1, onda

je [al“1 = [s].

Dokaz. Ako je [a@] unitarni element iz Zm, tada postoji [ E Z,n tako da
je [sl[a = [1], Prema tome sa = 1(mod m) i postoji ceo broj t takav da je
sa- 1=1tm tj. 1 —sa —tm. Sledi da su ai m uzajamno prosti.

Obratno, ako suaim relativno prosti, postoje ¢eli brojevi s i t tako da je
1=sa+ tm. Sledi sa = 1(mod m) i [51[a] = [1], paje [@ unitaran u Am. O

PosLEDICA 0.2.3. Ako je p prost broj, onda je svaki nenula element [a] u
1V unitaran.

Dokaz. Ako je [a] / [0], onda. a ™~ O(mod p) i p \a. Prema tome, a i p su
uzajamno prosti, jer je p prost. O

Polje F je komutativan prsten u kome je svaki element a unitaran. To
znaci da postoji a-1 EF tako daje a-la= 1

P ropozicija 0.2.4. Svako polje F je integralni domen.

Dokaz. Pretpostavimo da je ab = 0, gde je a ™~ 0. Mnozeéi obe starne sa
a“1 dobijamo b= a~lab= a-1 -0 = 0. O

P ropozicija 0.2.5. Komutativan prsten A1m je polje ako i samo ako je m
prost broj.
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Dokaz. Ako je m prost broj, onda na osnovu Posledice 0.2.3 sledi da je

Am polje. Obratno, ako je m sloZen broj, lako pokazujemo da nije domen
integriteta. Naime, ako je m = pq,p,q < m, onda je [p][g] = [m} = [0]. Prema
prethodnoj propoziciji, Am nije polje. O

Ideal komutativnog prstena R je podskup / C R za koji vazi
(1) 06/;
(2) ako a,b£ /, onda a—b £ /;
(3) akoa£/ ir6 R, ondara£l.

Postoje uvek bar dva ideala komutativnog prstena R: prsten R i {O}. Ideal
IR se zove pravi ideal.

Ako je R komutativni prsten sa jedinicom i ai, a2, ..., an £ R, onda je
skup svih linearnih kombinacija

[ = {r™i + 722+ **=+ rnan|r-£ Rzasve 1<i<n, n¢£ll}
ideal u R. PiSemo | = (a\, aZ, ..., an). Posebno ako je n —1, onda je
Il = (@) = {ra\yr £ R} —Ra

ideal od R, ion se naziva glavni ideal generisan sa a

Ako ideal I komutativnog prstena R sa jedinicom sadrzi 1, onda je | = R.
Pretpostavimo da je prsten R polje. Tada R nema pravih ideala.

Neka je | ideal komutativnog prstena. R. Ako ne gledamo operaciju mnoze-
nja, onda je 1 normalna podgrupa, aditivne grupe (iZ, +, 0); posto je (R, +, 0)
Abelova. grupa, podgrupa (/, +, 0) je nuzno normalna, i definiSemo koli¢ni¢ku
grupu R/l na prirodan nacin

R/l = {a+11af R}
@+/)+@®+1)=(a+hb+1I
U aditivnoj grupi R /1 definiSemo mnoZenje kao

(g+ (b +1) =ab+ I

Lako se uveravamo daje ( R / 1 , 1 ) komutativan prsten koji se naziva
koli¢nicki prsten od R modulo I. Tako, 7L/(m) se poklapa sa Am.
Ako u proizvoljnom prstenu R = 0) postoji pozitivan ceo broj

n takav da za svaki element a £ i? vaZi na — O, najmanji takav n se zove
karakteristika prstena R i oznacava sa char(R). Ako takav broj ne postoji,
onda kazemo da je R karakteristike O.

Prsten R je prost ako nema pravih ideala.
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P ropozicija 0.2.6. Komutativan prsten R sa jedinicom je polje ako i
samo ako je prost.

Dokaz. Pretpostavimo da je R prost i x £ R je nemila element. ldeal Rx
je razlicit od 0 jer je x = Ix £ Rx. Kakoje R prost, R = Rx. Sledi da postoji
y £ R tako da vazi 1 = yx.

Obratno, pretpostavimo da je R polje i | nenula ideal. Kako | sadrZi
nenula element x, on takode sadrZi element r —rx~1x za svako r £ R pa je
Il = R. |

Element r u prstenu je nilpotentan ako je rk = 0 za neko k.

Neka je {Rjj i £ ./} familija prstena indeksiranih skupom J, i neka imamo
funkciju koja elementu i £ J opredeljuje element u R{. Tako, ako je a takva
funkcija, vazi a(i) £ R{ za svako i £ J. Zbir i proizvod ovakvih funkcija
definisan je na uobicajen nacin:

(a+ b)(i) = a(i) + 6(i), (ab)(i) = a(i)b(i).

Lako se pokazuje da je skup svih takvih funkcija prsten. Oznafimo ovakav
prsten sa R. Prsten R se naziva (kompletan) direktan proizvod prstena
Rj, 1 £ <. Skup svih funkcija iz R, koje imaju vrednost 0 na svim (sem
kona¢no mnogo komponenata), Cini potprsten od R koji se zove diskretan
direktan proizvod, ili direktna suma. Ako je ./ = {1,2, ...,n}, onda for-
malno predstavljamo a £ R kao

a (wi T7e=i 7 n £Rj, i—1,2,...,u

Ako je R direktan proizvod prstenaRt, i £ svakom i £ .JIJmozZemo pridruZiti

preslikavanje
TTi(a) = a(i).

Jasno, #(R) = R, je homomorfizam R na R,, koji zovemo i-ta projekcija.
Ako je sada T potprsten od R, Ot(T) je potprsten od Rt. Slucaj koji nas
najviSe interesuje je kada je 0,-(T) = R- za svako i £ J. Tada se T naziva
poddirektan proizvod.

Ako je prsten R izomorfan poddirektnom proizvodu T prstena R2 i £ J,
T se naziva reprezentacija R poddirektnim proizvodom prstena R*, i £ J.

Teorema 0.2.7. Prsten R ima reprezentaciju kao poddirektan proizvod
prstena R,-, i £ J, ako i samo ako za svako i £ J postoji homomorfizam < od
R na R, tako da ako je r f 0 element od R, onda je (f>i{r) ™ 0 za bar jedno
i£J
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Prsten se zove poddirektno nesvodljiv ako nema netrivijalnih reprezen-
tacija kao poddirektan proizvod bilo kojih prstena.

T eorema 0.2.8. Svaki prsten je izomorfan poddirektnom proizvodu pod-
direktno nesvodljivih prstena.

T eorema 0.2.9. Prsten T je poddirektno nesvodljiv ako i samo ako pre-sek
svih nenula ideala od R jeste nenula ideal.

Neka je R proizvoljan komutativan prsten i | ideal od R. Oznalimo sa
y/1 skup svih elemenata a € R takvih daje al £ / za neki pozitivan ceo i,
koji zavisi od a. Lako se pokazuje da je \/I ideal. Ovaj ideal zovemo radikal
ideala |. Radikal nula ideala (0) naziva se nil-radikal prstena R, u oznaci

N(R).

P ropozicija 0.2.10. Prsten R/7V(R) je izomofan poddirektnom proizvo-
du integralnih domena.

Prsten R se zove regularan ako za svaki element a E R postoji x G R

tako da vazi
axa = a.

TEOREMA 0.2.11. Svaki netrivijalan komutativan regularan prsten sa je-
dinicom izomorfan je poddirektnom proizvodu polja.

Teorema 0.2.12. Komutativan prsten sa jedinicom R sa samo konacno
mnogo idealaje regularan ako i samo ako nema nenula nilpotentnih elemenata.

T eorema 0.2.13. Komutativan prsten sa jedinicom R je regularan prsten
ako i samo ako se svaki ideal u R poklapa sa svojim radikalom.

Za element a prstena R (a / 0) kazemo da je delitelj nule ako postoji
bf R, b” 0, tako da. je ab = 0. U tom sluaju kaZzemo da je a levi delitelj

nule i b desni delitelj nule.
Element prstena R se zove pseudoregularan ako nije ni levi ni desni

delitelj nule.
Prsten Q(R), koji sadrzi R, naziva se prsten levih kolicnika od R ako

je
(1) Svaki pseudoregularan element iz R invertibilan u Q(R);

(2) Svaki element x £ Q(R) je oblika x — a~Ib, gde su a,b £ R i a je
pseudoregularan.
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Ako je Q(R) levi koli¢nicki prsten od R, kazemo daje R levi red u Q(R).

Algebra R = (R,+, —0,%*) je involutivni prsten akoje (R,+, —0)
prsten i (R, +,*), (R, =* su involutivhe polugrupe. Pri tome je, naravno,
o* = 0.

0.3. Algebre

Algebra je ureden par (A,F), gdeje A 0iF = {Tj |]i G1} skup operacija
na A. Pri tome, A se naziva nosa¢ (univerzum) od (A,F), a Fl se zovu
fundamentalne (osnovne) operacije algebre (A ,F). Algebre oznatavamo
masnim slovima, npr. A = (A,F).

Kao Sto smo ranije videli, uobiCajeno je da se za operacije nekih poznatih
algebri koriste specijalni simboli: +, <A, V,..., itd.

Ako Zelimo da naglasimo da je operacija =baS operacija date algebre A,
onda je pisemo kao -A. Tako, polugrupu definiSemo kao algebru A = (A, -A)
na kojoj vazi

(@ Ab)-Ac=a A (6 Ac) zasve a,b,c GA.

Naravno, u praksi ovaj eksponent A izostavljamo.

Akoje / : An —A, onda n nazivamo arnost operacije /. Za n = 0 kazemo
daje / nulama ili konstanta.

Neka je / operacija na nepraznom skupu A arnosti 7, i neka je X podskup
od A. Kazemo daje X zatvoreno u odnosu na / ako i samo ako je

/(al,a2,...,an)GX zasve ai,a2,...,a, GX.

Ako je / konstanta, A" je zatvoren uodnosu na/ akoi samo ako/ G X . Znacdi,
prazan skup je zatvoren u odnosu na svaku operaciju koja nije konstanta.

Nekaje A algebra. Podskup univerzuma A od A koji je zatvoren u odnosu
na svaku fundamentalnu operaciju od A naziva se poduniverzum od A.

Algebra B je podalgebra od A akoje 0/ B C A i skup B je zatvoren u
odnosu na fundamentalne operacije algebre A. KaZemo da je A ekstenzija
od B.

Neka je 1 bilo koji skup i neka je At skup za svako i G /. Sistem A =
{Ai ]i G1} zovemo sistem skupova indeksiranih sa I. Izborna funkcija
za A je funkcija (pCiji je domen | tako daje ip(i) GA; zasve i G/. Direktan
proizvod sistema A je skup svih izbornih funkcija od A. Direktan proizvod
oznatavamo sa

UuA, IT]At i [] Al
te/ I
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Ako je data algebra A = (A, F), F = {F; |t € I}, postoji funkcija p : F' —
N, koju zovemo rang funkcija, definisana sa:

p(F;) je arnost FiA, za sve F; € F.

Rang funkcija neke algebre zove se jo3i tip sliénosti. Algebre A i B su sli¢ne
ako i samo ako imaju iste rang funkcije.

Neka je A = {A;|7 € I} sistem slicnih algebri. Direktan proizvod
od {A;|i € I} je algebra, koju oznacavamo sa [] A, istog tipa slicnosti, &iji
univerzum je direktan proizvod familije {A;|¢ € I}, i operacije definisane sa

FIAG, £ ) = BAFG), 16, £ 0)),
zasve fO,f1 ... frle[A i€l

Uoc¢imo dve sli¢ne algebre A i B i neka je f operacijski simbol arnosti r.
Funkcija h od A u B oéuvava interpretaciju f ako i samo ako

h(fA(ao, ... ar—1)) = fB(A(ao), ... h(ar—1)),

za sve Gg,...,0,_1 € A.

Neka su A i B sli¢ne algebre. Funkcija h: A — B je homomorfizam iz
A u B ako h ocuvava interpretaciju svakog operacijskog simbola iz A.

Neka je K klasa slicnih algebri. Koristimo slede¢u notaciju:

e H(K) je klasa svih homomorfnih slika elemenata K.
e 5(K) je klasa svih izomorfnih slika podalgebri elemenata K.

o P(K) je klasa svih izomorfnih slika direktnih proizvoda sistema algebri
iz K.

Kazemo da je K zatvorena u odnosu na formiranje homomorfnih slika,
podalgebri i direktnih proizvoda ako vazi
H(K)C K, S(K)CK, P(K)CK,

respektivno. U tom slucaju kazemo da je klasa K varijetet (ili mnogostru-

kost).
Svaki od navedenih operatora C ima osobine K C C(K), Ko C K; =
C(Ko) € C(K4),1 C(C(K)) = C(K). Kazemo da su to operatori zatvorenja.

LeEmA 0.3.1. Operatori HS, SP ¢ HP su operatori zatvorenja na klasama
algebri. Vazi:

SH(K) C HS(K), PS(K)C SP(K), PH(K)C HP(K).
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Ako je fC klasa algebri istog tipa, onda sa V(/C) oznatavamo najmanji
varijetet koji sadrzi IC. Kazemo da je V(/C) varijetet generisan sa X.

Teorema 0.3.2. (Tarski) V(/C) = HSP(/C).

Dokaz. Iz Leme 0.3.1 sledi HHSP = SHSP = PHSP = HSP. Sledi daje
HSP(AS varijetet koji sadrzi X, za svaku klasu IC. S druge strane, ako je V
varijetet koji sadrzi IC, tada je HSP(AS) C HSP(V) = V. Dakle, HSP(/C) je
najmanji varijetet koji sadrzi IC. O

Najjednostavnija klasifikacija algebri je prema jeziku, tj. prema broju i
vrsti algebarskih operacija i konstanti koje ucestvuju u njihovoj definiciji. Pod
algebarskim jezikom podrazumevamo svaki konaan skup simbola

L = Consti UFuni, Consti fl Funi =0,

gde je svakom simbolu / £ Funi pridruzen neki prirodan broj ar(/), tzv.
arnost simbola /. Elemente skupa Consti nazivamo simbolima konstanti,
dok elemente Funi nazivamo operacijskim ili funkcijskim znacima. Sim-
bolima konstanti dogovorno dodeljujemo arnost 0. Skupovi Consti, Funi
mogu biti i prazni.

Nekaje L = ConstiliFuni algebarski jezik, gde su Consti = {ej,..., cm}
i Funi = {Tj,.. ., Fk}- Algebra na jeziku L je svaka algebarska struktura

A — (A, f\, ..., fk,cti, ==, am),

gde je arnost /, upravo ar(F{), 1 < i < k U tom slu¢aju, kazemo da je
operacija /m intepretacija operacijskog simbola Fi, dok je konstanta aj, 1 <
j < m, interpretacija simbola ej.

Cesto se koriste isti simboli za operacijske simbole jezika L i njihove inter-
pretacija u algebrama jezika L. Ovo retko dovodi do zabuna.

U formiranju algebarskih izraza nakog algebarskog jezika L, pored simbola
iz L, kljucnu ulogu igraju promenljive. Pod promenljivama podrazumevamo
prebrojiv skup simbola X = {:co, xi, X2, mme}.

DefiniSemo algebraske izraze, tzv. terme, na slede¢i nacin:

(1) Sve promenljive Zo, X\, X2, mm., Xn, ... su termi;

(2) Akoje/ £ Funi operacijski znak arnosti n, i ako su u2, mmm U n termi
jezika T, onda je f(u\, Lk, mmm un) term jezika L;

(3) Svaki term jezika L dobija se konatnom primenom pravila (1) i (2).
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Kako bismo izraunali vrednost terma u nekoj algebri A = (A,F), ne-
ophodno je da najpre definiSemo preslikavanje v : X —»A, koje zovemo val-
uacija, tj. da promenljivama dodelimo vrednosti iz A. U odnosu na datu
valuaciju v, vrednost tA (v) terma t se izraCunava na slede¢i nacin:

(1) Akoje t= x 6 X, tada je tA(v) = v(x);

(2) Akoje t = /(«i,..., un), gde je / G Funi operacijski znak arnosti n,
tada je tA(v) = TA(UA(V ), u A(v)).

Ako se u termu t pojavljuje n promenljivih, na gornji nacin dobijenu operaciju
tA : An— A zovemo term operacija indukovana sa i an A.

Algebarski zakon ili identitet jezika L je svaka formula oblika p = g,
gde su p i g termi. Simbol semanticke rampe b se koristi da se oznaci
relacija vaZenja identiteta u algebri. Naime, za algebru A i zakon p —qjezika
L piSemo A h p = g ako i samo ako se indukovane term operacije pA i gA
poklapaju. To znali da za termi p i g imaju istu vrednost u A za sve valuacije
promenljivih.

Algebarska teorija na jeziku L je svaki skup E identiteta na jeziku L.
U tom slu€aju, elementi skupa £ se zovu joS i aksiomama.

Neka je E algebarska teorija jezika L. Sa Mocl{S) oznatavamo klasu svih
algebri jezika L koje zadovoljavaju zakone E.

Ako je dat term p, podterm od p se definiSe na slede¢i nacin:

(1) pje podterm od p.

(2) Ako je f(pi,... ,pn) podterm od p i/ je raami simbol, onda su i pz
podtermi od p, i = 1,2,..., n.

Skup identiteta E je zatvoren za zamenu, ako je za bilo koji identitet
p = q G E i bilo koji term r koji sadrzi podterm p vaZzi da se zamenom tog
podtenna p sa g dobija term s tako da

r=sGk¢te

Skup identiteta E je zatvoren u odnosu na uvrStavanje ako za svaki
identitet p = g 6 S i svaki term r, ako zamenimo svako pojavljivanje neke
promenljive X u p = g sa r, onda rezultat zamene opet pripada E.

Ako je E skup identiteta, tada je deduktivno zatvorenje od E najmanji
skup identiteta D{E) koji sadrZi E tako da vaZzi

(1) p=p GD{E), za svaki term p,

(2) p=qgED(E) =qg=p £ J5), za sve terme p i q,
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B) p=qgg=r£DY, =p=r£ Z?(£), za bilo koje terme p,q, r,
(4) -B(S) je zatvoren za zamenu,
(5) £>(£) je zatvoren za uvrStavanje.
Neka je £ skup identiteta. Kazemo da
A hE
za neku algebru A, ako svaki identitet iz E vaZi u A. Dalje, imamo
fCbhp=q
ako p = q vazi na svakoj algebri iz klase K. Najzad, pisemo
Ebp=q

ako Ab£=>Abp = gza proizvoljnu algebru A.
Neka je E proizvoljan skup identiteta. Za identitet p = g kaZzemo da je
sintakti¢ka posledica E i pisemo

ERP =g
(¢itamo " E dokazuje p —g” ), ako postoji niz identiteta
Pi =f/i, p2=72, « Pn = gn,

tako da svaki pt = gt pripada E, ili je oblika p = p, ili je dobijen iz prethodnog
skupa identiteta u nizu zamenom, ili uvrStavanjem, ili nekim od pravila (2)
i (3) iz definicije deduktivnog zatvorenja. Poslednji identitet pn —gn je ba$
p = g Gornji niz identiteta naziva se formalno izvodenje p —q. Lako se
pokazuje da p —q pripada D{E) ako i samo ako E h p —q.

Teorema 0.3.3. (Birkhoff) Akoje E skup identiteta ip = g neki identitet,
onda
EXp=qo Eh p=aq

Identitet p = gje regularan (ili homotipan) ako se skupovi promenljivih
u termovima p i q poklapaju. U suprotnom, on je neregularan, ili heteroti-
pan.

Neka je Y = (Y, <) parcijalno ureden skup. Pretpostavimo da je za svako
i 6 Y data algebra A- = (At,( pri ¢emu su sve algebre A* istog
tipa. Dalje, neka je za svaki par elemenata i,j £ Y, gde je i < j, dat skup
homomorfizama : A »—Aj koji zadovoljava sledeée uslove:
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(1) Zasve i <j < k vazi ipjk o tpij = ipik;
(2) <9mje identicko preslikavanje za sve i £ Y.

u parcijalno uredenom skupu Y = (Y, <) svaka dva elementa imaju najvecu
donju granicu, tj. ako je Y (donja) polumreZa, onda je re¢ o polumrezno
uredenom direktnom sistemu algebri. Pri tome moZemo pretpostaviti da su
univerzumi algebri disjunktni.

Za svaki takav direktan sistem A definiSemo algebru A = ¢>(.4). Nosac
algebre A je skup [Jie//1Mi fundamentalne operacije od ¢(>(A) su definisane

Ssa
Ft(X\, ..., Xn) = Ft i 0@3'), ..miN,,io(17i)

gde je 0 = infimumjii,..., in}, xr £ A{r, r —1,2,....,nii £ T. Algebra
iS(A) naziva se Plonkina suma datog polumrezno uredenog sistema algebri.

Teorema 0.3.4. Neka je A polumrezno ureden direktan sistem algebri
koji sadrzi bar dve algebre. Tada na <S(A) vaZe samo regularni identiteti koji
vaZe na svim algebrama sistema A.

Nekaje A = (A,(Ft)teT) algebra i neka je / : A2—A. Funkciju / zavemo
particiona funkcija za algebru A (ili kratko P-funkcija) ako vaZi

(1) f(f(x,y).z) = f(xj(y.z)),

(2) f(.v,x) = x,

(3) f(x,f{y,s)) = f(x, f(z, y))

(4) f{Ft{xu ...,xn),y) = Ft(f(x1,y),...,f(xn,y)),

(5) f(y,Ft(xi,...,xn)) = f(y,Ft(f(y,xi),...,f(y,xn))),
(6) f{Ft(xu ...,xn),xk)- Ft{x1,..., xn), 1< k< n,

(7) f(y.Ft(y,...,y)) = V.

Glavni rezultat Plonke iz njegovog poznatog rada [97] koji se odnosi na
dekompozicije algebri u Plonkine sume je sledeci.

Teorema 0.3.5. Svakoj P-funkciji f algebre A = (A, {Ft)t"T) odgovara
reprezentacija A = <S(A) dobijena na slede¢i nacin. Podelimo A na disjunktne
podskupove At, i £ Y, stavljajuéi a,b £ A u istu klasu Al ako i samo ako je
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fla,b) = a i f{b,a) = b. Skupovi A{ su zatvoreni u odnosu na fundamen-
talne operacije od A i neka su A == (A-, (-fiU, )teT)- U skupu Y definiSimo
relaciju < tako da je I\ < i2 ako i samo ako postoje a £ An i b £ AR2
tako da je f(b,a) = 6. Ova definicija je dobra i Y ima strukturu polumreZe.
Konacno, definiSimo preslikavanja ptl 2 : A-, —=AR2 za ¢j < i2 stavljajuci da
je qtit2(a) = f(a, b), gde je b proizvoljan element od A% Ovako definisana
preslikavanja su homomorfizmi i sistem

-4 — (Y, (ADIEY 1(Pij )i<j, i,jEY)

je polumrezno ureden direktan sistem algebri za koji je A = <$(.4).

Obratno, svaka reprezentacija A = S(A) moZe se dobiti ovom konstrukci-
jom biraji¢i odgovarajucu P-funkciju.

StaviSe, korspodencija izmedu P-funkcija za A i reprezentacija A u obliku
A = <S(A) je "1-1".

Neka je A = (A, F) algebra. Preslikavanje p : .4 —A za koje vaZi
p(p(a)) = a
zasve a £ A, i
p(fA(au-- -,an)) = / AM«n), ...,¥>(ai))

naziva se involutivni antiautomorfizam algebre A. Ako F sadrZi unarnu
operaciju koja je u isto vreme involutivni antiautomorfizam ~-slobodnog
redukta algebre A, onda algebru A nazivamo involutivna algebra. Drugim
recima, buduci daje involuciju uobic¢ajeno obelezavati sa *, involutivna algebra
je algebarski sistem oblika A = (A,F,*), pri ¢emu vaze seledé¢i identiteti:

(E)* = x
i za svaku n-arnu operaciju / £ F,

(f(xi,...,xn))* = x1).






Glava 1 Involutivne Plonkine sume

1.1. Uvod

U prethodnoj glavi smo se upoznali sa konstrukcijom Plonkine sume polumrez-
no uredenih sistema algebri (videti [97]). Ova konstrukcija se ubraja u fun-
damentalne konstrukcije u opStoj algebri. Plonkine sume nalaze mnogobro-
jne primene u mnogim posebnim algebarskim teorijama (videti, na primer,
[31, 88, 96]). Inspiracija za ovu konstrukciju najverovatnije dolazi od jake
polumreZe polugrupa. Na primer, Plonkine sume pravougaonih traka pred-
stavljaju standardan nalin za konstrukciju normalnih traka.

Naravno, Plonkine sume se mogu takode primeniti na direktne sisteme al-
gebri sa involucijom. Posmatrajmo proizvoljnu algebru sa involucijom (A, F,*)
i pretpostavimo da se moZe predstaviti kao Plonkina suma direktnog sistema
algebri sa involucijom. Tada se redukt (A,F) razlaZze na. Plonkinu sumu re-
dukata gornjih sumanada. Medutim (vracajuci se nazad na polaznu "involu-
tivhu” situaciju), svaki od tih sumanada je zatvoren u odnosu nha operaciju
involucije *, Sto ne mora biti tacno za bilo koju dekompoziciju u Plonkinu
sumu ' -slobodnog redukta proizvoljne algebre sa involucijom.

Kako bismo prebrodili teSkocu, neéemo pokuSavati da komponujemo alge-
bre koje su ve¢ snabdevene involucijom. Umesto toga, mi komponujemo famil-
iju "obicnih” algebri (Ciji jezik ne sadrzi simbol koji odgovara *), indeksiranu
involutivnhom polumrezom Y, tako da su algebre koje odgovaraju elementima
a, a* e Y, respektivno, antiizomorfne. Neki dodatni uslovi za bijekciju na dis-
junktnoj uniji posmatrane famihje omogucéi¢e nam da pretvorimo tu bijekciju
u involuciju. Na ovaj nacin, dobi¢emo involutivhu Plonkinu sumu.

Ovakav pristup daje neke nove rezultate, koje ¢emo prikazati u ovoj glavi.
U narednom delu, dajemo glavne konstrukcije i definicije, i dokazujemo os-
novnu teoremu o involutivhim Plonkinim sumama i P*-funkcijama (involu-
tivnim particionim funkcijama). Takode (u treCem paragrafu), diskutovace

27
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se joS neka relevantna pitanja koja se odnose na poddirektna razlaganja in-
volutivnih Plonkinih suma. llustrovaéemo nase opSte rezultate involutivnim
polugrupama i involutivnhim poluprstenima.

1.2. Involutivni direktni sistemi algebri, njihove sume i P*-
funkcije

Razmatracemo samo algebre koje nemaju konstante tj. nularne operacije. Fik-
sirajmo neki tip slicnosti T bez simbola konstanti. Dodavanjem ovom tipu
simbola unarne operacije * (rezervisanog za involuciju), dobijamo tip sli¢nosti
T™ = T U{*}.

Neka je Y = (Y, ® (donja) polumreZa. Podsetimo se, familija disjunktrdh
algebri {AaN\a GY) (gde je Aa = (Aa,Fa)) i Fa= {/Aql GT}, zajedno
sa sistemom homomorflzama la,/? G Y,a > /?}, zove se Y-ureden
sistem algebri ako su zadovoljeni sledeéi uslovi:

(1) zasvako a GY, je identicko presilkavanje na Aa,

(2) zasve a,/?,7 GY takve daje a > i3> 7 imamo

8a,p 0937 = ™a,/=

Pretpostavimo da je involucija * definisana na Y, tako da imamo invo-
lutivhu polumrezu (Y ,-,*) u kojoj vazZi (a*)* = a* i (a/?)* = f3*a* za sve
a,i3GY (primetimo da je svaka involucija na polumreZi ujedno i njen auto-
morfizam). Dalje, pretpostavimo da nam je data bijekcija a : A —=mA, gde je
A = UaeV tako da, kao dodatak gornjim uslovima, imamo

(3) zasvakoa GY
o-lAa : Aa - >Aa.

je antiizmorfizam (posebno, ako je a* —a, onda je 0jdQ antiautomor-
fizam od Aa),

(4) $a*/3* = M Aa.) o $a,p O(a]JAg) vazi za sve a,3GY tako daje a > (3
(ovo implicira daje oj~0 cUQ = (d4Q tako daje aoa = (¢4).

Tada se sistem koji se sastoji od algebri Aa, homomorflzama $QZA&i bijekcije
a zove involutivni polumrezno uredeni sistem algebri.

DefiniS§imo sada involutivhu Plonkinu sumu takvog sistema: to je
algebra sa involucijom (tipa T*), A = (T,F,*), gde je A = UQy Aa i
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F={/A|) £T}, tako da za sve n-arne simbole / £ Tia £ AQl, 1< i< n,
imamo (a = a\ mmmn):

f (®l?eee>®n) —" Cr(®l)i ee=>"orn,c*(®71i)),
gde je involucija definisana sa
a* = a(a)

za sve a £ A (involuciju u Y i A smo oznacili istim simbolom, ali to nece

zadavati probleme).
Na primer, normalne trake sa involucijom [26, 30] se dobijaju iz pravouga-

onih traka na gore opisan nacin.

P ropozicija 1.2.1. Involutivna polugrupa S je normalna traka sa involu-
cijom ako i samo ako je involutivha Plonkina suma pravougaonih traka.

Dokaz. Dobro je poznato da su normalne trake Plonkine sume (jake
polumreze) pravougaonih traka. Stavse, ako predstavimo S kao takvu sumu,
onda se lako vidi da involucija na S indukuje involuciju na strukturnoj polu-
mrezi Y od S (videti [25, Propozicija 4.1]), tako da uslov (3) vazZi. Uslov (4)
vazi po Lemi 7.1 iz [30]. Obrat tvrdenja sledi neposredno. O

Podsetimo se da se za algebru (A, F) funkcijap : A X A — 4 se zove
P-funkcija (particiona funkcija)ako za sve x,y,z £ A imamo

p(x,x) = X
p(x,p(y.z)) = p(x,p(z.y)),
p(p(x.y).z) = p(x,ply, 2)),

i za sve n-arne operacije f € F i sve Xj,..., xn,y 6 A vaZi
p(f(xt,...,xn),y) = f(p(xt,y),...,p(xny)),
P(yi{xi,.....r,,)) = p(yi(p(y.,xi),...,p(y,xn)))

P(f(.X11 ®==i Xn), ¥~ — ,.-, Xn) (15N
Py, fly,--==y)) = ¥

Ako je sada (A, F, *) algebra, sa involucijom, i p particiona funkcija na (A, F),
onda se p zove P*-funkcija (ili involutiva particiona funkcija) ako se za
sve X,y 6 A imamo

p(x*,y*) = (p(x,y))*.
Poznato je (na primer, iz [97, Teorema Il]) da su P-funkcije i Plonkine sume
povezane, tako da P-funkcija. p(x,y) indukuje particiju nosata A algebre A
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tako da su x,y £ A u istoj klasi ako i samo ako p(x,y) = x i p(y,x) —V.
Ova particija je u stvari dekompozicija A u Plonkinu sumu. Obratno, ako
je A Plonkina suma direktnog sistema algebri {Aa]a £ T} (sa oznakama
kao u prethodnom delu teksta), i ako x £ Aa, y £ Ap, tada je odgovarajuca
F-funkcija data sa

p(x,y) = 8aap(x).

Pokaza¢emo da analogno tvrdenje vazi za involutivne algebre.

Teorema 1.2.2. Nekaje p: Ax A —A P*funkcija algebre sa involuci-
jom A = (A, F* ). Tadaje ova algebra involutivna Plonkina suma involutivnog
polumrezno uredenog sistema algebri dobijenog na sledec¢i nacin: predstavimo
*-slobodan redukt od A kao Plonkinu sumu algebri Aa, a £ Y, gde je Y
polumreza, sa strukturnim homomorfizmima $aB> da se odgovarajuéa
particiona funkcija poklapa sa p. Tada involucija na A daje Y strukturu invo-
lutivne polumreZe, i dobijeni polumrezno uredeni sistem algebri je involutivni
direktni sistem.

Obratno, svaka se dekompozicija A u involutivhu Plonkinu sumu moZe
dobiti na opisani nacin polazeci od neke P*-funkcije na A.

Dokaz. Pretpostavimo daje (A,F) Plonkina suma sistema algebri Aftt,
a £ T, uredenog polumreZzom Y. Prvo dokazujemo da Y nasleduje involuciju
iz A. Uzmimo proizvoljne x,y £ Aa za neko a £ Y. Tada je p(x,y) = x i
p(y,x) = vy. Sledi,
X*

p(x*,y*) = ip(x,y)Y

P(y*,x*) = (p(y,x))* = y\

Sto implicira da x* i y* pripadaju istoj algebri Ap za neko {3 £ Y. Prema
tome, Ra C Ap, i slicno, Ap C AQ, Sto nam daje za pravo da definiSemo
i3= o/ (pretvaraju¢i Y u involutivhu polumrezu), i pokazuje u isto vreme da
za svako a £ Y, preslikavanje * : Aa —mAa* mora biti antiizomorfizam. Sada
je strukturni homomorfizam u Teoremi Il iz [97] konstruisan tako da za sve
x £ Aa imamo

$ao(x) = p(xy)

za proizvoljni element y £ Ap, a > j3. Prema tome,

$a\p*(z¥) = P(x*,y*) = {p(x,y))* = [$QA(X)Y,

Sto je baS uslov (4) iz definicije involutivhog polumreZzno uredenog sistema
algebri.
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Obratno, neka je A suma direktnog sistema algebri uredenog involutivhom
polumrezom Y. Tada je ‘-slobodan redukt od A dobijen kao Plonkina suma
Y-uredenog sistema podalgebri redukta, bazirana na P-funkciji p. Jedina
stvar koju moramo pokazati je da je p u stvari P*-funkcija. Nekaje x £ Aa i
y £ Ap. Tada, prema (4), imamo

p(x*,y*) = = ($aaB(x)* = (p(x,y)Y-

Ovim je teorema dokazana. O

Neka je sada V varijetet tipa T. Sa V* oznaCavamo varijetet tipa T* koji
se sastoji od svih algebri sa involucijom ¢&iji su involutivno-slobodni redukti
iz V. Drugim recima, varijetet V* je definisan identitetima varijeteta V i
odgovarajuc¢im involutivnim aksiomama.

Takode, za proizvoljan varijetet V, definiS§imo iZ(V), regularuzaciju od
V. To je varijetet istog tipa kao i V, definisan samo regularnim identitetima
koji vaZze na V. Primetimo da uvek vaZi V C iZ(V), i jednakost vaZi ako i samo
ako se V moze definisati skupom regularnih identiteta.

P ropozicija 1.2.3. Neka je Y involutivha polumreza i pretpostavimo da
je A suma Y-uredenog sistema algebri (tipa T), tako da sve one pripadaju
varijetetu V. Tada A £ (i2(V))*. Ako se, StaviSe, involucija na Y poklapa sa
identickim preslikavanjem, onda A £ R(V*).

Dokaz. Involutivno-slobodni redukt od A se moZe posmatrati kao obi¢na
Plonkina suma odgovarajuc¢ih sumanada, Aa,a £ Y. Prema tome, po Teoremi
liz [97], taj redukt pripada R{V), pastoga A £ (R(V))*. Ako Y ima identicko
preslikavanje kao involuciju, onda svi sumandi Aa, a £ Y, pripadaju V* a
A je bas njihova Plonkina suma, te je druga polovina propozicije direktna
posledica [97, Teorema ], O

Gornja propozicija ima obrat u slutaju koji je dobro poznat za obitne
Plonkine sume. Podsetimo se da je varijetet V strogo neregularan ako
postoji term t{x,y) od dve promenjlive tako da na V vaZi t(x,y) = x.

Propozicija 1.2.4. Neka je V strogo neregularan varijetet, za koji vaZi
t(x,y) = x, tako da je identitet

t(x*,y*) = (t(x,y)y
posledica regularnih identiteta od V i involutivnih aksioma. Tada za svaku
algebru A £ (R(V))* postoji involutivna polumreza Y tako daje A suma Y -
uredenog sistema algebri iz V. Ako je A £ R(V*), onda je involucija na Y
identicko preslikavanje.
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Dokaz. Neka V zadovoljava identitet t(x,y) = x. Tada, kao stoje poznato
iz dokaza Teoreme | iz [97], p(X,y) = tA(X,y) je particiona funkcija za svaku
algebru iz fz2(V). Posmatrajmo sada proizvoljnu algebru A £ (f?(V))*. Mal-
opre definisana funkcija p(x,y) je particiona funkcija ‘' -slobodnog redukta od
A. Ostaje da se pokaze da je p(x, y) P*-funkcija na A. Prema datom uslovu,
imamo

p{x*,y*) = tA(x*,y*) = (tA(x, y))* = (p(x,¥))*,

s obzirom da A pripada (f¢(V))*. TraZeni rezultat sada sledi iz Teoreme
1.2.2. Za drugi deo propozicije, dovoljno je primetiti da ako je V neregularan
varijetet, takav je i V*. Stoga se, koriSéenjem Teoreme | iz [97], pokazuje da
je A obi¢na Plonkina suma algebri sa involucijom iz V*. O

Kako je regularizacija (strogo neregularnog) varijeteta pravougaonih traka
varijetet normalnih traka, rezultat Propozicije 1.2.1 sledi direktno iz gornje
propozicije, jer je (xyx)* = x*y*x* posledica involutivnih aksioma.

Medutim, postoji druga primena gornje propozicije, koja ima naroCit zna-
¢aj u radu [31]. Podsetimo se daje poluprsten algebra (A, +, m), gde je (A, +)
komutativna polugrupa, (A, < polugrupa, i =je distributivno u odnosu na +.
Poluprsten je distributivan ako zadovoljava dualni distributivni zakon, tj.
ako je + distributivno u odnosu na mnoZenje:

X +yz = (x+y)}{x + 2).

Na kraju, poluprsten je idempotentan ako su takvi oba njegova polugrupna
redukta.

Posledica 1.2.5. Svaki idempotentan distributivan poluprsten sa involu-
cijom se moze predstaviti kao involutivnha Plonkina suma involutivnog polumre-
7Zno uredenog sistema idempotentnih distributivnih poluprstena koji zadovolja-
vaju identitet

X + Xy.X = X.

Obratno, involutivna Plonkina suma svakog takvog sistema je idempotentni
distributivni poluprsten sa involucijom.

Dokaz. 1z Teoreme 1.6 iz [88] sledi daje svaki idempotentni distributivni
poluprsten (ID-poluprsten) Plonkina suma polumreZno uredenog sistema ID-
poluprstena za koje vaZi x + xyx = X. Poslednji identitet definiSe jako nereg-
ularan varijetet V ID-poluprstena. 1z Teoreme | iz [97] imamo da se fZ(V)
poklapa sa varijetetom svih ID-poluprstena, tako da je (fZ(V))* varijetet svih
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ID-poluprstena sa involucijom. PoSto iz komutativnosti + i aksioma involucije
imamo
(X + XyXx)* = x* + xX*y*x*,

rezultat posledice sledi direktno iz Propozicija 1.2.3 i 1.2.4. O

ID-poluprsteni ¢e biti detaljnije izuavani u Glavi 3.

1.3. Poddirektno nesvodljive involutivhe Plonkine sume

Ponovimo jo§ jednom, netrivijalna algebra A je poddirektno nesvodljiva
ako za svaku familiju {Otli G 1} njenih kongruencija vazi slede¢a implikacija:

Pl =A4 = Bi GI)ot= AN,
te/

Drugim recima, A ima najmanju neidenticku kongruenciju, nazvanu monolit.
Naravno, monolit mora biti glavna konguencija s(a,b) za neke a,b G A.

Vaznost poddirektno nesvodljivih algebri lezi u Cinjenici da one sadrze
mnostvo informacija o strukturi varijeteta kome pripadaju. Grubo receno,
mozemo rec¢i da su poddirektno nesvodljive algebre gradevinski blokovi zgrade
varijeteta.

Lakser, Padmanabhan i Platt su u [71] opisali sve poddirektno nesvodljive
Plonkine sume c¢iji sumandi pripadaju datom varijetetu V. To su poddirektno
nesvodlji elementi V i algebre dobijene dodavanjem apsorptivnog elementa
(tj. nule) poddirektno nesvodljivim elementima V koji nemaju nulu. Jasno,
algebra ove vrste je u stvari Plonkina. suma Cija struktura, je bazirana na
dvoelementnoj polumrezi, gde je "donja” klasa trivijalna algebra. Zadatak
ovog paragrafa je da se diskutuju poddirektno nesvodljive involutivne Plonkine
sume (gde su sumandi uzeti iz fiksnog varijeteta. V tipa T).

U nameri da dokaZzu gore navedeno, autori rada [71] prvo pokazuju da ako
je Plonkina suma poddirektno nesvodljiva, onda njena strukturna polumreza.
mora biti ili trivijalna ili poddirektno nesvodljiva. Analogno tvrdenje je tatno
za involutivne Plonkine sume i njihove strukturne involutivne polumreze, i
delovi argumenata prezentiranih u [71] mogu biti (s mailrn prilagodavanjem)
primenjeni skoro doslovce.

Lema 1.3.1. Neka je Y involutivha polumreza i A suma involutivnog Y -
uredenog sistema algebri. Ako je A poddirekntno nesvodljiva, onda je Y ili
trivijalna, ili poddirekntno nesvodljiva.
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Dokaz. Najpre, za kongruenciju 9 od Y definiSimo ekvivalenciju 9A od A
tako daza x GAj, y GAj, i,j GY imamo (x,y) G 9A ako i samo ako (i,j) G9
i postoji k GF tako daje k < ij, k9i9j i $i,k(x) = $¢¢(2). Nije teSko proveriti
daje 9A kongruencija od A. Pokazatemo daje ona kompatibilna sa *. Jasno,
ako je i9j, onda je i i imamo

*.,*’*.oo - (*L-*o 0*= (*C-*(o * = *;*,**(O >
Sto daje (x*,y*) G9A.
Dalje, pretpostavimo da je
P] 9m= Ay,
me/
gde su 9m, m G I, sve neidentiCke kongruencije na Y. Nas cilj je da dokaZzemo
da je
n = a4
mE£l
Sto onda daje traZeni zakljufak. Ako je (x,y) G 9A za sve m G/, onda
X,y GA{ zaneko i GY, i prema tome. za svako m G/ postoji km G Y tako
daje km < i, (km,i) G9m i $i,km(x) - **fom(i/)- Dokazimo da se moze uzeti

m G | tako daje km = i. Ako ovo nije slucaj, postoje mi,m2 G/ tako daje
i hme i N A tako da vazi knkm2 N ~NTrj »

Posmatrajmo sada glavnu kongruenciju 9(kmi,kmikm2) od Y. Lako se
vidi da ako (x,i) G O(kmi,kmikm?2), onda ili je x = i, ili i < kmi, ili 1 <
Drugi slucaj je, jasno, nemogu¢. Pretpostavimo da vazi treci slufaj. Tada je
i < < i*, §to implicira i* < i, kontradikcija. Prema tome, {?} je blok
razmatrane kongruencije. Tako, ako je 9(kmi, kmi km2) —9(, onda je k( = 1i.
Kontradikcija. Sledi x = vy, Sto je i trebalo dokazati. O

Sada, ako je strukturna involutivha polumreZa poddirektno nesvodljive
Plonkine sume trivijalna, re¢ je o poddirektno nesvodljivim c¢lanovima V*, i
ovaj slucaj natemo dalje razmatrati.

S druge strane, poddirektno nesvodljive polumreZe su poznate iz Teoreme
3.1 u [30]. To su Ej, £37 i £4, date na Slici 1.1.

Slika 1.1. £2,£5 i 4



INVOLUTIVNE PLONKINE SUME 35

Jasno, ovaj rezultat znaci da ¢e se naSa razmatranja podeliti na tri odvo-
jena slu¢aja u odnosu na involutivnhu polumrezu na kojoj se razmatrana involu-
tivna Plonkina suma bazira. U svim podslu€ajevima, medutim, odgovarajuci
sumandi ¢e biti oznaceni elementima strukturne involutivne polumreze kao
Sto je dato na Slici 1.1. Prema tome, susretatemo se sa oznakama poput Ao,
Aj. i A2 (naravno, Ao, na primer, je notacija koriS¢ena sa razli¢itim struk-
turnim polumrezama, ali neée biti zabune s obzirom da ¢e iz konteksta biti
sve jasno; StaviSe, ova blaga zloupotreba notacije bice nekad korisna, videti
sledecu lemu).

Pre nego Sto predemo na glavne rezultate ovog dela, napravi¢éemo jednu
vaznu primedbu.

Lema 1.3.2. Nehaje A poddirektno nesvodljiva involutiovna Plonkina su-
ma algebri. Tada je Aq trivijalna algebra, tj. |JAq]= 1

Dokaz. Neka je & ekvivalencija na A koja kolapsira. .40 i poklapa se sa
identicCkom relacijom van Ag. Takode, definiSimo £ stavljajuci (x,y) £ f ako
i samo ako $;,0(2) = o(y), gde je a £ A{ iy £ Aj. Obe ove relacije su
kongruencije na A, a uz to su jo$ i kompatibilne sa *, kao Sto se moZe videti
iz

*i-0(*) = ("M = (%, 0(D)* = Sj-0(iH-
Kako £ sigurno nije identicka relacija, sledi da je 6 —A 4, tj. |4] = 1 O

Razmotrimo prvi (i daleko najlaksi) od svih sluajeva. Ako je A algebra, sa
A° oznatavamo algebru dobijenu dodavanjem apsortivnog elementa O algebri
A. Drugim recima, operacije algebre A° definisane su na slede¢i nacin

a® ' 0, Of {ai,...,an},
J  (NMyeeesRn) — . .
[ A(ai,...,an), inacCe.
Posebno, ako je A algebra sa involucijom, u A° imamo 0* = 0.

Teorema 1.3.3. Neka je algebra A suma Ei]-uredenog sistema algebri iz
V. Tadaje A poddirektno nesvodljiva ako i samo akoje A = B°, gdeje involu-
tivna algebra B £ V* ili trivijalna, ili poddirektno nesvodljiva bez apsorptivnih
elemenata.

Dokaz. Kako se suma od E™-uredenog sistema algebri tipa T poklapa sa
obicnom Plonkinom sumom sistema algebri sa involucijom (tipa T*) koji je
ureden dvoelementnom polumreZom, tvrdenje ove teoreme je posledica glavnog
rezultata iz [71]. O
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Dalje, neka je A algebra (tipa T). DefiniSimo O-direktnu uniju /¢ (A)
od A sa svojom antiizomorfnom kopijom A* (imamo fiksan antiizomorfizam
a >+a*) na skupu {0} UAU A* tako da su operacije rezultujuceg sistema date
sa

[A(ai,...,an), Nl eee £ A,
(@>@i,...,an) = < f (A15wemsEV)> Q@\...,dnEA ,
0, inace.

Algebra /¢ (A) je baS suma Sg-uredenog sistema algebri u kome je klasa koja
odgovara 0 6 Ej trivijalna. Osobine involutivnih polugrupa dobijenih na ovaj
nacin proucavane su u radu [18].

Teorema 1.3.4. Neka je algebra A suma E”-uredenog sistema algebri iz
V. Ako je A poddireknto nesvodljiva, onda je A = /q(B), gde je B £ V ili
trivijalna, ili poddirektno nesvodljiva bez apsorptivnih elemenata. Ako tip T
sadrZi najmanje jedan simbol arnosti > 2, onda je i obrat taan. Ako je T,
medutim, unaran tip, onda je /q(B) poddirektno nesvodljiva ako i samo ako
je B trivijalna.

Dokaz. (=>) Prema Lemi 1.3.2, algebra Ao mora biti trivijalna. Sledi da
akoje B = Aj, ondaje A = /qg(B). Sada treba pokazati da je B poddirektno
nesvodljiv ¢lan V koji nema apsortivni element.

Za kongruenciju 6 od B definiSimo 6* = {(6J, frj) |(bl762) E 6}. Lako je
videti daje s* kongruencija od B*. Stavi3e, ako je

8 = 0\j 0* U{(0,0)},

onda je 8" kongruencija od /q(B).
Tako, pretpostavimo daje {#m |i E 1} skup kongruencija od B Ciji je presek
A3. Onda je presek svih st, i E/, ofigledno A5», pa je

iei

Sledi da je sm= A4 za neko j E/, odakle je 8j = A#, i B je poddirektno
nesvodljiva.

Konacno, pretpostavimo da B ima apsorptivni element 00 i da 00 nije jedini
element od B. Tada je ekvivalencija 8, €iji je jedan od blokova {0,00, 00*}, dok
su svi ostali su jednoelementni, oCigledno kongruencija od A = kao i £,
Ciji su blokovi B, B* i {0}. Kako vaZi s fl £= A", dosli smo do kontadikcije, i

prema tome, ako je B netrivijalna, ne moze imati nulu.
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S druge strane, ako radimo sa unarnim algebrama, posmatramo ekvivalen-
ciju x O(i A, Ciji su blokovi {0} i svi parovi {6,6*}, 6 £ B, Lako se vidi daje x
kongruencija od A. Medutim, presek x sa malopre definisanom kongruencijom
£ je baS Aa, tako da je £ = A", Sto znali da B mora biti trivijalna.

(<=) Razmotrimo prvo slucaj kada V nije varijetet unarnih algebri. Pret-
postavimo daje B netrivijalna, u protivnom, situacija je jasna. Neka je #(a,6),
a,b £ B, monolit od B. Dokazujemo daje (#(a,6))' monolit od A = /q(B).
Ocigledno, dovoljno je pokazati da svaka glavna kongruencija od A sadrZi par
(c,d) gde suc,d£ B, ¢ ™ d Kako vazi 0A-(x,y) = O0A (x*,y*) za sve X,y £ A,
i kako za sve x £ B, y* £ B* lako dobijamo

(0, 2) £ 9(x, y%)

zaz = fB(x,...,x) i/ £T tako da ar(f) > 2, moZemo se ograniciti na glavne
kongruencije oblika 0A (0,/3), 3 £ B.

Kako B nema apsorptivni element, mora postojati f £ T arnosti n, 1 <
k<ni6i,..., 6fc_i,Gfri,...,bn £B, tako da je

a=/B(6i,... A_i,/?,6fcH,...,6n) .3

S obzirom da je / a (6i,..., 6fc_i, 0,6fctl, ..., 6,) = 0, imamo (0,a) £ 0A(O,/?)
i tako (a,3) G”™A(0,/3), kao Sto je i traZeno.

Ostaje da se primeti da ako je B trivijalna unarna algebra, onda je mreza
kongruencija od /g(B) troelementni lanac, pa je time dokaz teoreme komple-
tiran. O

Konacno, razmotrimo poddirektno nesvodljive sume bazirane na £}. Kako
bismo resili ovaj slucaj, treba nam novi pojam. Neka je A algebra (tipa T)
i neka je a,6 £ A. Kazemo da je par (a, 6) razdvojiv ako postoji unarni
polinom ' algebre A tako da je

Tr(a) ™71 6).

Algebra A ima osobinu razdvajanja ako je svaki par njenih razlicitin ele-
menata razdvojiv. Varijetet ima osobinu razdvajanja ako tu osobinu imaju svi
njegovi Clanovi.

Primer 1.3.5. Svaka netrivijalna algebra A koja ima. idempotentnu i ko-
mutativnu operaciju g = g(x,y) ima osobinu razdvajanja. Pretpostavimo da
nema. Tada za a £ A definiS§imo unarni polinom #a od A sa fa(a) = q(x,a).
Za bilo koje a,6 £ A, a”™ 6imamo a = ¢g(a,a) = #a(a) = ira(b) = q(b,a) =
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TTo@@ = 7 (6) = q(b,b) = 6, kontradikcija. Tako, svaki varijetet koji ima term
t(x,y) za koji vaZe identiteti

t(XIX) = X1 t(Xiy) = t(y’ X)’
ima osobinu razdvajanja.

Teorema 1.3.6. Neka je algebra A suma Y,\-uredenog sistema algebri iz
varijeteta V, sa strukturnim homomorfizmom $21 : A2 — A\ (Sto, prema
uslovu (4), jedinstveno odreduje homomorfizam $21* : A2—=*A,., po formuli
$2i*(x) = ($2i(@-"*)*)- Ako je A poddirektno nesvodljiva, onda vaze sledeta
dva uslova:

(1) /g(Ai) (podalgebra od A sa univezumom Ao UA\ UA\*) je jedna od
poddirektno nesvodljivih iz Teoreme 1.3.4',

(2) Zasve a,b £ A2, ako ($2i(a)i $2i(&) *($2i(a*)>"21(&%)) nisu razdvo-
jivi uA1l ondaje a= b

Obrat je takode tatan, pod uslovom da A nije unarna algebra. S druge .strane,
ako se tip T sastoji od unarnih operacijskih simbola, onda nijedna suma S4-
uredenog sistema algebri tipa T nije poddirektno nesvodljiva.

Dokaz. Kratkoée radi, oznaimo B = Aj i C = A2, dok se C* odnosi na
algebru C snabdevenu involucijom nasledenom od A. Takode, oznafimo sa D
podalgebru od A sa univezumom Ao U A\ UA\*.

(=>) (1) Za kongruenciju 9 od D, oznafimo sa 6" = 6 UAN2. Jasho, 9 je
kongruencija od A. Prema tome, ako je 9i i £ I, familija kongruencija od D
Ciji je presek Ao, onda je presek svih 9\ i £/, jednak A.4. Sledi, zanekoj £ /
imamo 9- = A4, Sto implicira 9 = A£> Tako, D je poddirektno nesvodiva.

(2) Pretpostavimo da su a,b £ C, a ™ 6, takvi da je ~($21(0),¢c) =
H$2i(N),c) i 7r($2,i(«*),c) = ®("N2i(™*)!c) za sve binarne polinomne op-
eracije # od B i sve ¢ £ B. Posmatrajmo ekvivalenciju x = 9c *(a,b) U A]j.
Nas cilj je da dokaZzemo daje x kongruencija od A, stoje dovoljno da se dokaze
direktni deo teoreme. Naravno, ako je p monolit od D i ji' = p UAc, onda je
p! kongruencija od A i

Xnp = Aj4,

Sto je kontradikcija.

Stoga pretpostavimo da (c,d) £ \, ¢/ d Nekaje f £ T* simbol arnosti n.
Dalje, neka je 1 < k < ni neka su a\,..., at_i, ajt+i,..., an £ A proizvoljni.
Dokazujemo da

(/| (®L, -mm@k—1]C  jeeej )if (fll,...jaf—1,d, flifc-fl, mem £ln)) £ X
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Sto je dovoljno da se dobije traZeni rezultat. Gornje tvrdenje je, jasno, tacno
ako ili svi g{ pripadaju C, ili akoje neki od njih 0. Situacija je istaako ai E B i
a* e B zanekei,j. U protivhom, pretpostavimo, na primer, da za sve i imamo
ai E B UC, sa bar jednim od razmatranih elemenata iz B. Pokazacemo da je
$21(c) = $2i(d), pa nije teSko dobiti trazeni zakljucak.

Pre svega, primetimo da se proizvoljan unarni polinom n tipa T* moZe
napisati u formi n(x) = gn(x,x*), gdeje  polinom tipa T (ne sadrzi *). Posto
je $ 2 homomorfizam (T-algebri), za svaku unarnu polinomsku operaciju ir(x)
algebre C* postoji binarna polinomska operacija djr(x,y) od B (koja je tipa
T) tako da imamo

A2ii(a)) = 2,i(2),$2i(z%))

za sve x E C. Sada prema teoremi o generisanju kongruencija (videti, [77,
Teorema 4.19]) nalazimo prirodan broj m, elemente zi,...,zm,zm+1 E C, kao
i unarne polinome t, ..., Amod C* tako daje 2\ —c, zm+j = di {zr, zr+i} =
(7rr(a),7Tr(6)} za sve 1 < r < m. Prema ucinjenim pretpostavkama, sledi da
je

$2,1(7Tr(a))

fiirr(~2,1(a),~2,1(a*)) =
< ($2,1(6), $2,1(ii*)) =
Emr($2,1(a),%$2,1(&*)) = 72,1(7Tr(6))

(gde smo koristili unarne polinome dKr{x, $2,i(0) 1 Jr(i*2i("), x) od B), Sto
implicira

$2,i(20) = $21@4+1)

zasve 1< r < m. Prema tome, imamo $2,i(c) = $2i(")5kao Sto je trazeno.

(<) Pretpostavimo da (1) i (2) vaze u A. Slicno kao u Teoremi 1.3.4,
dovoljno je dokazati da svaka glavna kongruencija Q(a,b) od A, a ™6, sadrzi
par (c,d), ¢ ~ d, tako da ¢,d E D. Naravno, ako a, 6 £ D, nema Sta da se
dokazuje.

Pretpostavimo da a,b E C. Prema (2), postoji unarni polinom # od B
tako da je ili 7r($2i(0)) ™ 7r($2i(&)), ili vazi H$2i(«*)) 7- H$2i (™) U
svakom slucaju upravo smo nasli razlicite elemente c,d E B C D tako da
(c,d) E9(a, b). Akoje a= 0i bEC, onda biraju¢éi x EB i/ €T, ar(f) > 2,
na proizvoljan nacin, imamo ¢ = /A(&X,..., W e 5 i (0,c) G 0(0,6). Na
kraju, ako je a E B (slucaj a* E B je analogan) i 6 E C, izaberimo y E A\* i
f ET kao malopre. Imamo

fA(a,y,...,y) =0,
c = la(6y,...,y) GB*
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i (O,c) £ 0(a,6), kao Sto smo trazili.

S druge strane, ako je V varijetet unarnih algebri, onda primetimo da za
bilo koju kongruenciju 6 od C, ekvivelencija 6' = OU Ad jeste kongruencija od
A. U tom slucaju, ako je p! = ¢(ftUAc, gde je p monolit od D, onda je 6'C\g' =
A”, i prema tome, 6" = Aa, Sto povlati da je Ac jedina kongruencija od C,
stoje nemogucée osim ako C nije trivijalna (recimo, C = {T}). Primetimo da
je ekvivalencija £, koja kolapsira 0i T dok su druge klase jednoelmentne, kao i
£', Ciji blokovi su {T} i A\N{T} = {0}U5U5*, kongruencije od A. PoSto obe
relacije £i £' nisu identiCke, i poSto je £n£' = A", dobili smo kontadikciju. O

Uslov (2) gornje teoreme implicira da preslikavanje ¢ h» ($2i(c), $ 2i*(c)),
c £ C, mora biti injektivno. Prema tome, lako dokazujemo sledece tvrdenije.

POSLEDICA 1.3.7. Koristeéi istu notaciju kao u gornjoj teoremi, ako je
Pl < k, onda je \O\ < k2. Stavide, algebra C moZe imati najvise k fiksnih
taCaka involucije. Sledi da ako V zadovolajva uslove Propozicije 1.2.4 2ako je
rezidualno < k, onda je (iZ(V))* rezidualno < (k + 1)2.

Posto sve pravougaone trake imaju osobinu razdvojivosti (dovoljno je uzeti
*(x,y) = xyx u Primeru 1.3.5), rezultati Glave 7 u [30], koji daju kompletnu
listu poddirektno nesvodljivih normalnih traka sa involucijom, su vise ili manje
neposredna posledica. teorema ovog paragrafa. Takode, ove teoreme sluze kao
glavna pomo¢ u nalaZenju poddirketno nerazlozivih 1D-poluprstena sa involu-
cijom u [31]. U stavri, kao Sto ¢emo videti i Glavi 3, odredivanje mreze vari-
jeteta ID-poluprstena sa involucijom — 3to je glavni rezultat [31] — je skoro
kompletno zasnovano na rezultatima prezentiranim u ovoj glavi.



Glava 2 INVOLUTIVNE POLUGRUPE

2.1. Istorijski pregled

Kao samostalna algebarska disciplina, involutivne polugrupe polinju svoj raz-
voj radovima D. J. Foulisa o Baerovim *-polugrupama pocetkom Sezdesetih
godina proSlog veka. Baerove *-polugupe javljaju se u fizici, algebri i geometriji
[39]. Krajem sedamdesetih godina pojavljuju se radovi T. E. Nordahla i H. E
Scheiblicha [84], M. P. Drazina [33], N. Reillyja [102]. Poletkom osamdesetih
K. S. S. Nambooripad i F. J. Pastijn Stampaju svoj rad Regular involution
semigroups [81]. Posle toga, sledi serija radova o tzv. ‘-regularnim polugru-
pama i srodnim temama [1, 14, 126].

Na naSim prostorima involutivnim polugrupama su se bavili S. Crvenkovié
[14], J. Cvetkovi¢ [22], I. Dolinka [23, 29, 25, 26, 30] i autor ovoga rada [18,
19, 32, 121].

0 polugrupama binarnih relacija ima takode dosta radova. Na naSem
jeziku, ovoj temi je posveéena knjiga R. Sz. Madaréasz i S. Crvenkovi¢a Rela-
cione algebre [73]. Znacajan doprinos u zasnivanju teorije polugrupa bina-
rih relacija dali su B. M. Schein [111] i njegov uCenik D. A. Bredikhin [11],
Spomenimo daje aksiomatizaciju klase 1Zel(-~1) svih involutivnih polugrupa
binarnih relacija dao R. McKenzie 1966. godine u svojoj doktorskoj disertaciji
[75]. Kasnije, Schein je dokazao da ova klasa nije varijetet [111].

2.2. ‘-regularne polugrupe

Oznacfimo sa Mn(C) prsten kompleksnih matrica formata n x n. UopStena
inverzna matrica X za matricu A se dobija kao reSenje sledeteg sistema
matric¢nih jednacina:

AXA = A, XAX = X, (AX)* = AX, (XA)* = XA,

4
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gde je * operator transponovanja i konjugovanja. Matrica X G Mn(C) koja
je reSenje gornjeg sistema (koje postoji za sve A G Mn(C)), naziva se joS
i Moore-Penrose-Stojakovi¢ inverz za matricu A. U literaturi se ovo
jedinstveno redenje oznafava sa A+.

Napisano je vise od 2000 radova na temu uopStenja inverzne matrice, kao
i dvadesetak knjiga. Ove knjige i radovi sa bave razliCitim pristupima teoriji
matrica i njenim primenama u raznim oblastima matematike: teoriji klasi¢nih
algebarskih struktura, linearnom i nelinearnom programiranju, algebarskoj
geometriji, statistici, kvantnoj mehanici, itd.

Pojam ’-regularnosti za polugrupe uveo je M. P. Drazin 1979. godine,
motivisan prstenom Mn(C). U radu [81], Nambooripad i Pastijn uvode novu
definiciju ' -regularnosti za polugrupe, ekvivalentnu Drazinovoj. Treba reci da
je L. A. Skornjakov u knjizi [112] definisao prstene sa unarnom operacijom *
tako da su zadovoljeni slededi identiteti:

(xy)* = y*x\
e = x
(x+y)* = x*+y%

kao i kvazi-identitet
xx* —0 >=»x = 0.

Multiplikativni redukti ovih prstena su ’-regularne polugrupe sa nulom.

"-regularne polugrupe se definiSu kao involutivne polugrupe S = (5, w*)
u kojima za svako a G S postoji x E S tako da je axa = a, xax = X,
(ax)* = ax, (xa)* = xa. Lako se pokazuje daje ovo x jedinstveno. Ekvi-
valentno, involutivna polugrupa je ’'-regularna ako svaka njena E-klasa sadrZi
(jedinstvenu) projekciju, idempotent fiksiran involucijom.

Primer 2.2.1. Involutivha polugrupa zadata tablicom

o o oo

o v QO 9 @©
o o T o oT
O O T O o
o 92 0 9 Qo

i involucijom * za koju vazi a* = b, b* = a, ¢* = ¢, d* = dje nekomutativna
' -regularna polugrupa sa netrivijalnom involucijom, koja nije grupa.

UopSteni inverz u ’-regularnim polugrupama. je jedinstven, pa imamo al-
ternativnu definiciju ’-regularne polugrupe kao algebre sa jednom binarnom
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i dve unarne operacije S = (S,-,*,+), koja pripada varijetetu definisanom

identitetima
(xy)z = x(yz),

{xy)* = yx*,

(X*)* = X,

XX+X = x.
X+XX+ = X+,
(xx+)* = xx+,
{x+x)* = x+Xx,

Ovako zadate ' -regularne polugrupe imaju sledeée osobine.

Teorema 2.2.2. ([14], [81]) Ako je S = (S,-,*,+) *-regularna polugrupa,
onda za sve a E S vaZi:

(1) (a+)+ =a

(2) (a+)* = (a")+,

(3) (a*a)+ = a+(a*)+,

(4) a+(a*)+a* = a+ = a*(a*)+a+,

(5) ataa* = a* = a*aa+.

Teorema 2.2.3. (S. Crvenkovi¢, [14]) Ako u *-regularnoj polugrupi S vazi
xaa* = a* i a*ay = a* za neke a, X,y E S, tada je at+ = xay.

Teorema 2.2.4. (S. Crvenkovié, [14]) Nekaje S konacna, *-reguarna polu-
grupa. Tada za sve a E S postoji n e N tako da je a+ = (a*a)n-la.

Sledece tvrdenje je posluzilo kao inspiracija za rad [23].

Teorema 2.2.5. (S. Crvenkovi¢, [14]) Involutivna polugrupa S = (5,-,*)
je *-regularna ako i samo ako za sve a E S jednalina

aa*ax = a
ima najmanje jedno redenje. U tom slucaju, a+ = (ax)*.

Medutim, reSenje gornje jednacine ne mora biti jedinstveno u ' -regularnim
polugrupama.
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Primer 2.2.6. Gornja jednacina nema jedinstevno reSenje svakoj ‘' -regu-
larnoj polugrupi sa nulom. Drugi primer ‘-regularne polugrupe u kojoj gornja
jednacina nema reSenje je polugrupa kompleksnih kvadratnih matrica. Jedna-
¢ina

11 ai x2 11
11 X3 X4 11
ekvivalentna je slede¢em sistemu
Ixi +4x3 = G
A4x2+ 4x4 = G

Cija reSenja nisu jedinstvena.

Teorema 2.2.7. (l. Dolinka, [23]) Neka je S = (5,-,*) involutivha polu-
grupa tako da za svako a £ S postoji jedinstveno x £ S za koji vaZi

aa*ax = a.
Tada S zadovoljava sledece uslove.
(1) Zza sve a £ S, jednaCina ax = a ima jedinstveno reSenje.
(2) Svi idempotenti e £ S su projekcije, tj. e* = e.
(3) Ako su e,fES idempotenti, onda Le < Lf ako i samo ako Re < Rj.
(4) Svake dve razlicite C—klase{lZ—klase) od S su neuporedive.
(5) Sve Ti-klase od S su grupe.
() Sve H-klase od S su fiksirane involucijom *.

(7) S ima jedinstven idempotent.

(8) (S, -,+)je grupa.

2.3. Regularne ‘-polugrupe

Involutivnha polugrupa S = (S,-,*) se naziva regularna ‘-polugrupa ako
zadovoljava

XX*X = X.
Klasu (varijetet) regularnih * -polugrupa. uveli su T. E. Nordahl i H. E. Scheib-
lich 1978. godine u radu [84], Ova klasa, koju oznafavamo sa <¥eg, jeste
prirodno uopStenje grupa. Naime, regularna ‘-polugrupa. je grupa ako i samo
ako zadovoljava identitet

XX —yy =m
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Primer 2.3.1. Neka je X neprazan skup a' Y = X x X. Polugrupa
Y = (Y, ® u kojoj vazi (x, y) m(r,s) —(x,s) je pravougaona traka. DefiniSimo
(x,y)* —(y, X). Lako se proverava daje (Y, =*) regularna ‘-polugrupa. Prime-
timo da Y nije inverzna polugrupa.

Potklasa klase regularnih ‘-polugrupa su i specijalne regularne involu-
tivne polugrupe koje zadovoljavaju jos i uslov

XYYy*X* —xx*.

Ove polugrupe okarakterisao je N. Reilly u radu [102].
Regularna polugrupa S je ortodoksna ako skup idempoteneta E = E(S)
polugrupe S ¢ini potpolugrupu od S.

Teorema 2.3.2. ([84]) Regularna *-polugupa S je ortodoksna ako i samo
ako S zadovoljava identitet

[xx*) (yy*){zz*)f = [Doxct)(yy*)(zz*i\.

Polugrupa S je uopSteno inverzna ako je ortodoksna i ako je traka E
normalna, tj. vazi eghf = ehgf za sve e,g,h,f £ E. Strukturu svih uopsteno
inverznih polugrupa opisao je M. Yamada [124], pomoc¢u inverznih polugrupa
i normalnih traka. U svojoj doktorskoj disertaciji [1], Celia L. Adair je 1979.
godine pokazala da je ‘-regularna polugrupa uopSteno inverzna ako i samo ako
zadovoljava identitet

a(xx*)(x*x)b = a{x*x){xx*)b.

2.4. Kompletno regularne ‘-polugrupe

Mario Petrich je u radu [95] razmatrao regularne ‘-polugrupe koje se mogu
dobiti od kompletno regularnih polugrupa. Kompletno regularne polugrupe
se mogu smatrati algebrama sa jednom binarnom asocijativnom operacijom i
jednom unarnom operacijom _1, u kojima vaze zakoni

xx~Ix = x, xx_1=x~Ix, (r-1)-1=x

Naime, u kompletno regularnim polugrupama x~I predstavlja inverz od x u
maksimalnoj podgrupi kojoj pripada x. Jasno je da ove polugrupe ne moraju
biti involutivhe. Uzmimo samo dva elementa a, b iz razliitih maksimalnih
podgrupa. Tada (a&)-1 ne mora biti 6_1n_1.

Medutim, M. Petrich je otkrio da za bilo koji varijetet V kompletno re-
gularnih polugrupa, klasa svih (kompletno) regularnih ‘-polugrupa ¢iji polu-
grupni redukti (zajedno sa induciranom operacijom inverzije) pripadaju V,
¢ine podvarijetet od ¢&reg. Ovo sledi iz sledeéeg rezultata.
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Lema 2.4.1. Za svaku kompletno regularnu *-polugrupu S ix £ S vazi

R AV A

Drugim recima, inverzija je u kompletno regularnim ‘-polugrupama izrazi-
va pomocéu *. Prema tome, moguce je ispitivati varijetete kompletno regularnih
‘ -polugrupa.

Teorema 2.4.2. (M. Petrich, [95]) Varijetet kompletno regularnih *-polu-
grupa je odreden unutar ¢reg, identitetom

XX* =  XXX*X*,

dok je varijetet kompletno prostih regularnih *-polugrupa definisan bilo kojim

od identiteta
Xyy*x* = xx*

XYXX*FYy*x* = xx*.

Dalje, Petrich daje jednakosni opis jednog broja varijeteta kompletno reg-
ularnih ‘-polugrupa, sa razliCitim restrikcijama za grupe koje su u igri, kao
i za njihove strukturne veze. Primetimo da se involucija na grupi ne pok-
lapa obavezno sa grupnim inverzom. Lako se pokazuje da se bilo koja grupna
involucija * moZe izraziti kao x* = ip(x~l), gde je p neki automorfizam raz-
matrane grupe. Ako, medutim, radimo sa regularnom involucijom, inverz je
jedina takva involucija na grupi.

Slede¢a. teorema sumira rezultate rada [95].

Teorema 2.4.3. (M. Petrich, [95]) Slede¢a lista daje jednakosnu aksiom-
atizaciju za nekoliko podvarijeteta varijeteta kompletno regularnih *-polugrupa:

e grupe: xx* = yy*,

Abelove grupe: x = yxy*,

= Booleove grupe: x = xy2,

e pravougaone grupe: xXx* = Xyy*y*yx*,

= pravougaone Abelove grupe: X = Xyx*y*x,

= pravougaone Booleove grupe: X = Xy2x2,

kompletno proste regularne *-polugrupe sa Abelovim podgrupama:
XX* —X2yXX*FX*FYy*X*,
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= kompletno proste regularne *-polugrupe sa Booleovim podgrupama:
X - XYXYX,

e polumreZe grupa: xx* = X*X,

= polumreZe Abelovih grupa: xy —yx,

= polumreZe Booleovih grupa: x = x*,

= normalne trake: xyx = Xyy*Xx,

= normalne trake grupa: xyy*x = Xxy*yx,

= normalne trake Abelovih grupa: x2x*X*Xxyxzx = XzXyX,
< normalne trake Booleovih grupa: x3yxzx —XzXxyX,

= ortodoksne normalne trake grupa: Xyy*x = X2x*y*yx¥*,
= ortodoksne normalne trake Abelovih grupa: xyzx = xzyx,

ortodoksne normalne trake Booleovih grupa: xyx = Xy*x.

Svi ovi varijeteti Cine "kostur” donjih slojeva mreze varijeteta kompletno
regularnih *-polugrupa.

2.5. Inverzne polugrupe

Inverzne polugrupe su, posle grupa, najznacajnija i najviSe izuavana klasa, u
teoriji polugrupa. Americki matemati¢ar M. Petrich je 1984. godine napisao
knjigu Inverse Semigroups od 670 strana. Jasno, inverzne polugrupe, kao i
involutivne polugrupe, predstavljaju uopStenje grupa. Takode, inverzne polu-
grupe Cine pravu potklasu klase svih involutivnih polugrupa.

Istorijski gledano, inverzne polugrupe su se razvijale u dve Skole: ruskoj i
zapadnoj Skoli, Ciji su predstavnici bili Vagner u Rusiji, i Preston na Zapadu.

Polugrupa S se naziva inverzna ako za svako a £ S postoji jedinstven
inverzni element, tj. element a-1 £ 5 tako da vazi

aa~la=a, a-laa-1 = a-1.
Lako se pokazuje da za sve a, 6 £ 5 vazi

(@"1)“1
(ab)~1

I
o

6 la 1,
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tj. da je svaka inverzna polugrupa involutivha polugrupa, pa samim tim i
regularna ' -polugrupa. PoloZaj varijeteta inverznih polugrupa unutar klase
regularnih ‘ -polugrupa odreduje sledec¢a

Teorema 2.5.1. (Schein, [109]) Varijetet inverznih polugrupa je definisan
unutar varijeteta regularnih *-polugrupa identitetom

XXFX* X —X*XXX*.

Oznacimo sa J (X) skup svih parcijalnih injektivnih transformacija skupa
X ("parciajlnih” znali da transformacija moze biti definisana samo na deln
skupa X). Vazi sledeéa teorema reprezentacije za inverzne polugrupe.

Teorema 2.5.2. (Vagner, Preston [12, 56]) Svaka inverzna polugrupa se
mozZe potpiti u J{X) za neki skup X .

2.6. Involutivne polugrupe i O-direktne unije

Podsetimo se, za datu polugrupu S = (S, 9 sa S° oznatavamo polugrupu
(SU{0}, ® (pri ¢emu 0 0 S), gde je x m0 = O0ex = 0 zasve x £ 5. Kao
Sto je to opisano u prethodnoj glavi, /q(S) je O-direktna unija polugrupe S
sa svojom antiizomorfnom kopijom S', pri ¢emu se involucija posmatra kao
fundamentalna operacija.

Oznacimo aksiome involucije (na polugrupama) sa

Inv = {(.ty)* = y*x*,(x*)* = x}.

Teorema 2.6.1. (Crvenkovi¢, Dolinka, Vinci¢, [18]) Neka je S skup svih
identiteta koji vaze na polugrupi /o(S), polugrupnom reduktu od Iq(S) (on pred-
stavlja najveci podskup skupa svih regularnih identiteta koji vaze na S zatvoren
za inverziju). Dalje, neka je E skup koji sa sastoji od sledecih identiteta:

XX*y XX*,
Xyx* = xx*.

Tada TUInvIiE aksiomatizuje jednakosnu teoriju involutivne polugrupe / q(S).

T eorema 2.6.2. (Crvenkovié¢, Dolinka, Vinc€i¢, [18]) Neka je S polugrupa
Ciji su identiteti zatvoreni za inverziju (specijalno, S moZe biti redukt involu-
tivne polugrupe). Tada S° ima konac¢nu bazu identiteta ako i samo ako invo-
lutivna polugrupa 1q(S) ima konatnu bazu identiteta.
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Polugrupa data tablicom

O 0o o O

eeoloNoNoNoNe
0O 0 T ® -, QO -
OO0 09 9 0w
OQ OococoOoouT
O 0OY OO0 O o
O OocoOQ O0Oa

naziva se Brandtov monoid B”. Ona je izomorfna polugrupi koja se dobija
dodavanjem jedinice polugrupi prezentiranoj sa

(X,y [x2=y2= 0, xyx = X, yxy = y).

Lako se pokazuje da je polugrupa B2 izomorfna multiplikativnoj polugrupi
koju &ine matrice

(0 oN /10N f1o0NTFfO1INTFO
Vo oy'vo Ly'v0 oy'Vo oy 'vi

Posledica 2.6.3. (Crvenkovi¢, Dolinka, Vinci¢, [18]) 13-toelementna in-
volutivna polugrupa 1j~Bj) nema konatnu bazu identiteta.

2.7. Atomi u mrezi varijeteta involutivnih polugrupa

MreZa podvarijeteta varijetata svih involutivnih polugrupa josS uvek nije do-
voljno ispitana. Ova mreza nema maksimalne elemente, kao Sto je pokazano
u [120], ali je neke donje delove ove mreZze opisao |. Dolinka u radovima
[29, 25, 26]. Atomi ove mreZe su poznati jo§ od 1972. godine. Njih je odredio
poljski matemati¢ar S. Fajtlowicz u radu [37].

Uvedimo sledece oznake:

= 17B = [xyx = x], varijetet pravougaonih involutivnih traka;

e <Sfld = [xy = yx, x* = t], varijetet polumrezZa sa trivijalnom involuci-
jom;

e SE° = [xy = yX, XX*y = XX*];

e Cd = [xy = zt, x* = X\, varijetet koji se sastoji od svih konstantnih
polugrupa sa trivijalnom involucijom;
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0 Za svaki prost broj p, varijetet
Af =[xy =yx, xpy =y, x*=x
Abelovih grupa eksponenta p sa trivijalnom involucijom;
e Za svaki prost broj p, varijetet
Ap=[xy = yx, xpy =y, x* = xp 1
Abelovih grupa eksponenta p sa grupnom inverzijom kao involucijom;

= Sa An oznafavamo varijetet Abelovih grupa eksponenata n, a sa A d
varijetet Abelovih grupa eksponenta n sa trivijalnom involucijom;

= Najzad, sa AnSoznatavamo varijetet svih Abelovih grupa eksponenta
n sa involucijom koja zadovoljava (x*)r = xs, dok je A" varijetet svih
involutivnih Abelovih grupa eksponenta n. Tako, imamo = AN i

Teorema 2.7.1. (Fajtlowicz, [37]) Minimalni varijeteti involutivnih polu-
grupa jesu RB* SC'd, SE°, Cld i 4pd,-4p za sve proste brojeve p.

Teorema 2.7.2. (Dolinka, [29]) Mreza varijeteta involutivnih polugrupa
generisana negrupnim atomima ima 18 elmenata, i ona je data slede¢im dija-
gramom.

18

11

1
Slika 2.1. MreZa varijeteta involutivnih polugrupa generisana negrupnim atomima

Brojevi 1-18 na gornjem dijagramu oznaCavaju sledeée varijetete:
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Oznaka Varijetet (dat preko definiSi¢ih idewntiteta)

1 X=y

2 X2= X, Xy = yX, X*= X

3 X2= X, Xy = yX, XX*y = Xx*

4 X2 —X, Xy = yX, XX*y = Xx*y*

5 X2= X, Xyz = xz

6 X1—X, Xyzt = Xzyt, Xyz = Xy*z

7 X2= X, Xyzt = xzyt, Xyy*ut = xzz*vt

8 X2= X, Xyzt = xzyt, xyy*zt = xyzz*t

9 Xy = zt, X* = X

10 Xy = zt

11 xly —xy —yx, x* = X

12 X2y —Xy = yX, XX*¥y = Xx*

13 X2y —Xy —YyX, Xy = Xy*

14 X2y —Xy = yX, XX*¥y = xXx*y*

15 XyzZ = Xz

16 X2y —xy2= zj/zi = zzilt,

17 X2y = = zztli, xyy*ut - xzz*vt
8 X2y = Xy2= Xy, Xyzt = xzyt, Xyy*zt = xyzz*t

Teorema 2.7.3. (Dolinka, [29]) PodmreZzu mreZe varijeteta involutivnih
polugrupa, generisanu involutivno-grupnim atomima Ap i Ap za sve proste
brojeve p, ¢ine sledeéi varijeteti: trivijalni varijetet, Am, A i AmVA[f, gde
su m,n > 2 proizvoljni kvadratno slobodni éeli brojevi .Stavige, ta podmreza
je izomorfna mrezi konacnih podskupova prebrojivo beskonacnog skupa.

MreZa generisana grupnim atomima As i My data je slede¢om
slikom.

5

Slika 2.2. Mreza varijeteta involutivnih polugrupa generisana sa A3, Ms i
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2.8. Neki varijeteti involutivnih traka
Neka je V proizvoljni polugrupni varijetet. Uvedimo sledece oznake:
= V* oznaCava varijetet svih involutivnih polugrupa C¢iji polugrupni re-
dukti leze u V (tako, V* je definisan identitetima za V i involutivnim
aksiomama);

= Vreg oznatava podvarijetet od V* definisan identitetom xx*x = x, ftj.
varijetet regularnih *-polugrupa iz V*;

< V° je podvarijetet od V* definisan identitetima xx*y = xx* = xyx*.
Imajuci U vidu Teoremu 2.6.1, ako je jednakosna teorija varijeteta V
zatvorena na inverziju identiteta, i ako je V generisan polugrupom S,
tada je V° generisan involutivhom polugrupom /q(S).

Primetimo da je, na primer, iSfreg - S£Id, dok je 1ZBT®& = 7ZB*, gde
S£,17ZB oznacavaju redom varijetete polumreza, odnosno pravougaonih traka.

1982, Celia L. Adair je odredila mreZu svih podvarijeteta od Bves, varijeteta
regularnih ’-traka.

Teorema 2.8.1. (Adair, [2]) Svi podvcirijeteti od Bme& su iscrpljeni vari-
jetetima oblika Vreg, gde je V centralni varijetet traka (zatvoren na inverziju
identiteta). Stoga je mreza ovih podvarijeteta data slede¢im dijagramom.

AfBn*

ZB* SEm&= SCd

Slika 2.3. MreZa svih varijeteta regularnih ' -traka

Kasnije, Yamada je odredio kardinalnost konac¢no generisanih slobodnih
algebri varijeteta Bw& Oznacimo sa / n(€?reg) kardinalnost n-generisane slo-
bodine algebre u razmatranom varijetetu (ovaj niz se obi¢no zove slobodni
spektar). Kao i u slutaju varijeteta traka, slobodni spektar za BTes se sastoji
od konac¢nih brojeva. Tacnije imamo sledeci rezultat.
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Teorema 2.8.2. (Yamada, [125])

/»(B"s) = E (I) ) - 0 2,+i-
i=0

Struktura slobodnih regularnin Mraka je izuCavana u radu Gerharda i
Petricha [43], a srodna problematika je razmatrana i u [42],

Nakon ovih rezultata, logi¢no je da se paznja usmeri na Siru mreZzu, mrezu
svih varijeteta involutivnih traka. Medutim, ispostavlja se da varijeteti oblika
yreg j yO*gje je y ne]Q (centralni) varijetet traka, imaju naroCit znalaj i
posebnu ulogu.

Lema 2.8.3. (Dolinka, [25]) Neka je V centralan, homotipan varijetet tra-
ka. Tada je V° sadrzan u svakom varijetetu involutivnih traka ciji se polu-
grupni deo jednakosne teorije poklapa sa jednakosnom teorijom od V, osim u
yreg_

PosLEDICA 2.8.4. Podvarijeteti od B° su ta¢no varijeteti oblika V°, gde
je V centralan i homotipan varijetet traka. Stoga je mreza podvarijeteta od B°
beskonacni (prebrojiv) lanac sa vrhom.

l. Dolinka je u radu [25] opisao mrezu svih podvarijeteta od Zreg V B°,
ujedinjujuci tako rezultat Adair [2] i prethodnu posledicu. On je pokazao da
je, unutar B*, ovaj varijetet definisan identitetima

XX*XYY*Y = XY(Xy)*Xy —XX*Xy = Xyy*y.
Ah, najpre su odredeni svi varijeteti involutivnih polumreza.

Teorema 2.8.5. (Dolinka, [25]) Postoji tacno Cetiri netrivijalna varijete-
ta involutivnih polumreza: SCreg, SC°, ST1= SCTesWSC° (nije teSko videti da
je on opisan identitetom xx*y = xx*y*). i SC*, paje tako mreZa podvarijeteta
od SC* data slede¢im dijagramom.

SC*

SCe SCTes

Slika 2-4- Svi varijeteti involutivnih polumreza
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Teorema 2.8.6. (Dolinka, [25]) MreZa svih podvarijeteta od Breg VvV B® je
data slede¢om slikom.

B™s v B°

Gornja teorema pokazuje kako je struktura mreZe podvarijeteta od B*
daleko komplikovanija od strukture mreZe svih varijeteta traka. Na primer, za
razliku od potonje mreze, gornja mreza nema konacnu Sirinu. Takode, gornja
mreza nije modularna, dok je mrezZa svih varijeteta traka ¢ak distributivna.

Najzad, mrezu svih varijeteta normalnih traka sa involucijom, samo dno
mreZa podvarijeteta od B*, odredio je Dolinka u radu [26]. Taj cilj je postignut
klasifikacijom svih involutivno-polugrupnih identiteta unutar klase NB*.

Teorema 2.8.7. (Dolinka, [26]) Za svaki involutivno-polugrupni identitet
p = g, uNB* vazi jedan od slede¢ih uslova:
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(1) p = q je trivijalan (u smislu da sledi iz aksioma normalnih traka sa
involucijom),

(2) P=q = xy = yx,
(3) p=q == Xyy* = xx*yy*,
(4 p=0q & %y = yyn
(5) P=0g O xx*yy* = yy*xx*.
Kao posledica ove klasifikacije, dobija se

Teorema 2.8.8. (Dolinka, [26]) MreZa svih varijeteta involutivnih nor-
malnih traka je data dijagramom na Slici 2.6.

2.9. Problemi globalne odredenosti

Neka je A = (A,F) proizvoljna algebra. Algebra kompleksa od A (ili
global od A) je algebra F(A), istog tipa kao i A, Ciji su elementi neprazni
podskupovi od A, dok su njene operacije, za sve / £ F, definisane sa

I(11,...,An) —{/(®1, ==, On) [~ d,, 1 *5 n},

za sve neprazne A\,..., An C A. Jasno, izomorfne algebre indukuju izomorfne
globale. Postavlja se pitanje kada je tatan obrat. Stoga kaZemo da je klasa
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istotipnih algebri K globalno odredena akozasve A, B GiCiz T(A) = T(B)
sledi A = B.

Probleme u vezi sa globalnom odredenos¢u pokrenuli su Sezdesetih godina
B. M. Schein i T. Tamura. Na primer, Tamura i Shafer [114] su pokazali da
su grupe (prsteni) globalno odredeni, dok je Kobayashi [63] dokazao da to isto
vazi i za polumreze. S druge strane, Mogiljanskaja [80] i Vazenjin [119] su dali
primere parova neizomorfnih polugrupa koje indukuju izomorfne globale.

Primetimo daje za svaku involutivhu polugrupu S = (S, ®*) njen global
P(S) takode involutivna polugrupa, posto vaZi

(AB)* = {ab\af A, bEB}* = {(ab)* @ EA, b£ B]
{b*a* \ae A, be B} = B*A*,

i slicno,
(A)* = {(a*)* \a £ A} = {a\a EA} = A,

za sve neprazne A, B C S.

Teorema 2.9.1. (Crvenkovié, Dolinka, Vinci¢, [18]) Postoje involutivne
polugrupe A i B, obe sa netrivijalnom involucijom, tako daje P(A) = T(B),
ali A~ B.

U preostalom delu ovog paragrafa, prikazatemo detaljno rezultat iz [121]
koji predstavlja originalni doprinos autora disertacije problematici globalne
odredenosti. Naime, ispostavlja se daje varijetet BTes svih regularnih *-traka
globalno odredena klasa. Dokaz koji sledi je inspirisan radom Y. Kobayashija
[63], koji je pokazao da je klasa svih polumreZa globalno odredena, anal-
izirajuéi neke osobine parcijalnog uredenja polumreza. Kako se svaka traka
moze prirodno pretvoriti u parcijalno ureden skup definiSuci

a<bO ab=ba= a

interesantno je videti do koje mere se metoda Kobayashija moZe primeniti na
neke opstije situacije. Ispostavilo se da regularne ‘-trake daju moguc¢nost za
uspesSnu primenu tih metoda. Podsetimo se, regularna involucija na polumrezi
je nuzno trivijalna, tako da najavljeni rezultat zaista uopStava Kobayashijev.

Za bilo koju involutivhu polugrupu S, sa Su(S) oznatavamo skup svih
involutivnih potpolugrupa od S. Polazimo od sledece Cinjenice.

Lema 2.9.2. Za bilo koju traku B, 5u(B) se poklapa sa skupom svih pro-
jekcija (idempotenata fiksiranih involucijom) od P(B). Prema tome, ako su
Bi, B2 involutivne trake, bilo koji izomorfizam p : T(Bi) —T(B2) inducira
(restrikcijom) bijekciju 5w (Bi) —=5u(B'2).
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Dokaz. Pre svega, primetimo da za sve X ¢ B imamo (X *)* = X , i zbog
idempotencije, X ¢ X 2. Prema tome, X £ 5u(B) ako i samo akoje X2 c X
i X* C X, §to je ekvivalentno sa X = X 2= X*, O

Dalje, izdvajamo jednu posebnu podfamiliju od 5u(B) :
Ch(B) ={X £SuB) X =Y2=X =Y).

Jasno, kao u prethodnoj lemi, bilo koji izomorfizam r(Bj) i L(B2) definise
bijekciju izmedu Ch{Bx) i Ch{B2). Dajemo opis elemenata Ch(B) na sledeci
nacin.

Lema 2.9.3. Neka je B regularna *-traka. Tada X £ Ch{B) ako i samo
ako je X lanac projekcija.

Dokaz. Uzmimo da xy € {x,y} za neke x,y £ X. Tada x,y £ X \{xy}
i prema tome, xy £ (X \{xy})2. Kako je X \{xr/} Q (X \{xy})2, sledi
(X \{xyh2= X, jerje (X \{xy}2C X2= X. Sledi da X i Ch(B). Sada za
svako x £ X imamo xx* £ {x,x*}, Sto implicira daje x projekcija. Konacno,
s obzirom da xy £ {x,y} za sve x,y £ X i X,y su projekcije, xy mora biti
projekcija i prema tome, xy = yx. Imamo daje X lanac.

Obratno, neka je X lanac projekcija i X = Y2 za neki podskup Y C B.
Tadaje Y C X, ipostoje svaki podskup lanca njegova potpolugrupa, dobijamo
Y =Y2=X. O

Ranije smo pomenuli relaciju parcijalnog uredenja koja se mozZe definisati
za bilo koju traku B. Na analogan nacin, definiSemo parcijalno uredenje na
Su(B) kao restrikciju prirodnog uredenja na skupu idempotenata od r(B):

X <Y & XY =YX =X

Cinjenicu da y pokriva x u B (tj. ako je x < y i ne postoji z E B tako da
je X < z < y) oznatavamo sa x — y. Medutim, kada su u pitanju elementi
Su(B), koristicemo dve vrste strelica. Ako Y pokriva X u Su(B), onda. piSemo
X =>Y. Sdruge strane, slabije tvrdenje da je X < Y i da nema elemenata
Ch{B) izmedu X i Y oznafavamo sa X —Y.

Sledeci Kobayashijevu terminologiju [63], niz | j, ..., Yn elemenata familije
Ch{B) nazivamo izdanak od X (duzine n) ako

X =myj =>.=>ey, .
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Gornji izdanak je maksimalan ako se ne moZe produZziti do izdanka duZine
n+ 1. Konacno, Cetvorka X,Y,Z,T razlititih elemenata od Ch{B) naziva se
poklopac od X ako vaze sledece relacije

Glavna teorema iz [63], koja dozvoljava da se dokaZe globalna odredenost
polumreza, je sledeca.

Teorema 2.9.4. (Kobayashi, [63]) Neka je S polumreza i X lanac u S.
Tada je |X[ = 1 ako i samo ako X nema poklopce i izdanke duze od 1.

Nas cilj je da dokaZemo analogno tvrdenje za regularne ‘ -trake.

Dobro je poznato (npr. iz [1, 2, 25]) da ako je ft najveéa polumrezna
slika regularne ‘-trake B, onda je svaka D-klasa od B zatvorena za *, odakle
sledi da ove klase (koje su inafe pravougaone trake) moraju biti kvadrati.
Drugim reCma, B je polumreZa involutivnih pravougaonih traka. Neka je
(c : B —f ft odgovarajudi sirjektivni homomorfizam. Slede¢a jednostavna
primedba omogucava nam da koristimo Lemu 1 iz [63] za regularne ‘-trake.

Lema 2.9.5. Neka je B regularna *-traka. Ako su X,Y £ Ch(B) takvi
daje X <Y i<r(X) =c(y) @(X) —cr(Y)) vazi ur(fz), onda X =Y
(X™Y).

Dokaz. Pretpostavimo da postoji Z £ Su(B) (Z £ C/i(B)) tako da je
X < Z < Y. Tada, jasno, cr(X) < <r(T) < oX). Lema sada lako sledi iz
primedbe daje a(Z) polumreza (podlanac) od ii. O

Ovo odmah daje sledeci rezultat.

Lema 2.9.6. Nekaje X £ Ch(B), gde je B regularna *-traka. Ako x £ X
nije maksimalan element od X , onda X =X \{a;}.

Dokaz. PoSto je restrikcija a na dati lanac projekcija (u ovom slucaju
X) izomorfizam X i cr(X), i posto po Lemi 1 iz [63] imamo a(X) < a{X) \
{a(x)} = cr(X\ {<r(a;)}), sledi daje X < X\{a;}. TraZeni zakljuak sada sledi
iz pretodne leme i Leme 1 iz [63]. O

Potrebne su nam jo$ dve leme, koje su analogoni (ah vazno je naglasiti, ne
posledice) Leme 2i Leme 3 iz [63].
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Lema 2.9.7. Za regularnu *-traku B, neka je X E Ch{B) i pretpostavimo
da X ima najveéi element x'. Ako, StaviSe, postoji projekcija y E B tako da
x: —>Yy, onda X —» X U{?/}.

Dokaz. Kako je X (X U({i/}) = (X U{y}H X X ,imamo X < X U{?/}.
Pretpostavimo daje X <Y < X U{j/} za neko Y E C7i(B). Tadaje XY =

yi=ii

Y = {X U{y}HY = XY U{y}Y = X U{2/4,
paje X < Y. Slitno, Y = X UY{y}. Sada, akoje X 7-Y, neka z EY \X.
Onda je x' < z, jer bi inace bilo 2= x'z EXY = X.
S druge strane, 2 pripada {y}Y fl Y{y}, tj. z = yu = vy vazZi za neke
u v EK,iprematome yz = zy = z, z < y. Ali mi imamo da x' — vy, pa sledi
y —z. Prema tome, Y —X U{y}. O

Lema 2.9.8. Neka je B regularna *-traka i x E B projekcija. Ako {x} —
Y za neko Y E Ch(B), ondaje Y = {x,y}, gde x —y.

Dokaz. Pre svega, znhamo daje {x}Y —K{.r} = {x}. Drugim recima, za
sve y EY imamo xy = yx = x, tj. x < y. Prema tome, ako je Y' —{1} UK,
sledi

YY' = Y({x} UY) = {x} UY = Y\
i slicno, YY' =Y i{x}Yr=Y"{x} —{m}, tj. {ir} < Y' <Y, Sto znaci da je
Y = Y', odnosno x EY.

Izaberimo sada 2 E Y \ {x} na proizvoljan nain i posmatrajmo lanac
projekcija Z = {y E Y |y < 2}. Jasno, imamo {x}Z = Z{x} = {r} i
YZ = ZY = Z,tako da {;r} < Z <Y, Sto implicira Z = Y. Ovo pokazuje da
Y ima samo dva elementa, Y = {x,y}. Moramo imati x —vy, jer inaCe, ako
je x < u<y, imamo {x} < {.r,w} <Y, kontradikcija. O

Predimo sada na glavni deo dokaza globalne odredenosti regularnih *-traka.

P ropozicija 2.9.9. Neka je X E Ch(B) za regularnu *-traku B tako da
fX |> 3. Tada X ima poklopac.

Dokaz. Pretpostavimo da X sadrzi elemente x < y < z. Tada prema Lemi
2.9.6, X ima poklopac

XNAXIMX\N{x,y}<=X\{y}
\ /
X

(StaviSe, obicne strelice —su u stvari =>=), i propozicija je dokazana. O
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Propozicija 2.9.10. Ako je X involutivni podlanac regularne *-trake B
sa tatno dva elementa, onda on ima ili maksimalni izdanak duZine 1, ili pok-
lopac.

Dokaz. Neka je X = {x,x'} i x < x'. Prema Lemi 2.9.6, imamo X ==
X \{x} = {x'}. Ako bi se ovaj izdanak mogao produZziti, onda Lema 2.9.8
daje projekciju y £ B tako da x' —ay i {x'} == {x\ y}. Sada prema Lemi 2.9.7
imamo X —aX U{y} = {x,x\y}, i {x,x",y} == {x',y}, prema Lemi 2.9.6.
Prema tome, upravo smo konstruisali poklopac

{z'} == {x"y} =X U{y}
\ X

i trazeni zakljuCak sledi. O
Konac¢no, dajemo dokaz glavnog tvrdenja.

Teorema 2.9.11. Nekaje X £ C/i(B), gde je B regularna *-traka. Tada
je IX] = 1 ako i samo ako X nema ni maksimalne izdanke duZine 1, ni pok-
lopce.

Dokaz. (=#) Pre svega, jasno je da ako X = {x} ima izdanak duZine 1,
{.r} =Y, onda prema lemi 2.9.8 on mora biti oblika {x}  {x,y}, sax -*v.
Ocigledno, on moZe se produZiti, jer prema Lemi 2.9.6, {x,y} = {y}.

Pretpostavimo da {s} ima poklopac oblika

Y=>T<Z
\ X
{x}

Tadaje Y = {xi/} i Z = {x,z} (prema Lemi 2.9.8), i imamo x —y, x —2,
y ™ z, tako da je yz = zy = x. Sada se argument sa dna stranice 220 u radu
[63] primenjuje doslovno, kako bismo dokazali da vaZi Y, Z < {x,y, z} < T,
Sto spreCava postojanje gornjeg poklopca.

(<t2) Ovo sledi direktno iz Propozicija 2.9.9 i 2.9.10. O

TEOREMA 2.9.12. Varijetet svih regularnih *-traka je globalno odreden.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi i primedbama nakon definicije Ch(B),
ako su Bi i B2 regularne *-trake, onda bilo koji izomorfizam 4>: T(Bi) —=
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r (B 2) definide bijekciju medu jednoelementnim podskupovima od Bi i B2 koji
sadrze projekcije. Primetmo daje u bilo kojoj regularnoj *-traci svaki element
X proizvod dve projekcije, naime xx* i x*x, s obzirom da je (xx*)(x*x) =
Xx*x = X. Prema tome, ako x £ Bi, onda je x = pg za neke projekcije
p.q e Bi, i

<K{z}) = 4>{{pa}) = <P{{p}Ha}) = 4>(pH4>{a}) = {PIW} = {pa’},

Sto implicira da (>definiSe injekciju familije jednoelementnih podskupova od
Bi u odgovarajucu familiju jednoelementnih podskupova od B2. Naravno,
ovaj zakljucak vaZi i za inverzno preslikavanje tako da su jednoelementni
podskupovi od Bi i B2 u bijektivnoj korespodenciji indukovanoj sa 4 Sada
se direktno moze proveriti da je preslikavanje tp: Bi  »B2 definisano sa

ip(x) = x* akoisamo ako <N{2}) = {xnr}

izomorfizam. Prema tome, Bi = B2 O

2.10. Baerove *-polugrupe

Neka je S involutivna polugrupa. Skup svih projekcija od S oznatavamo sa
Pr(S). DefiniSimo uredenje u Pr(S) sa e < f ako i samo ako je ef = e (ili
ekvivalentno fe —e). Lako se uveravamo daje Pr(S) parcijalno ureden skup.
Ako S ima 0, onda je 0 najmanji element od Pr(S), i ako S ima jedinicu 1,
onda je 1 najve¢i element Pr(S).

Lema 2.10.1. ([74]) Neka su e i f projekcije u involutivnoj polugrupi S.
Tada je eS C fS ako i samo ako je e < f.

Dokaz. Ako je e < /, onda poSto je e = /e, imamo eS C fS. Obratno,
ako je eS C fS, onda posSto je e = ee GeS C fS, postoji x G S tako da je
e = fx. Prema tome,

fe - ffx - fx = ¢

Sto se i trazilo. O

Involutivna polugrupa S sa 0 se zove Baerova *-polugrupa ako za svaki
element a £ S postoji projekcija e £ S tako da je

{aa £ S Jax = 0} = eS.

Iz prethodne leme sledi daje ejedinstveno odredeno sa a. Takvo e oznatavamo
sa al



62 INVOLUTIVNE ALGEBRE

Lema 2.10.2. ([74]) Svaka Baerova *-polugrupa S ima dvostranu jedinicu
livazidaje O =1%*1=0.

Dokaz. Kako je OS = {x ES|0a = x} = S, imamo da za svako s E S
postoji t E S tako da vazi Oi = s, odnosno OOt = 0's tj. 0.s = s Dalje,
imamo sO = (0V)* = (s*)* = s. Sladi daje 0' jedinica polugrupe S. Takode,
vaZi 1' = Ojerje I'S = {x e S\Ix = 0} = (0). O

Lema 2.10.3. ([74]) Neka su a i b elementi Baerove *-polugrupe S i neka
su e i f projekcije iz S. Tada vaZi

(1) aa'=0iaa*=0;

(2) ae=0=e < aj,

(3) a < (6a)]

4)e<f=f <e

(5) a—aa" ie<e";

(s) @' = a™

(7) ab = 0 ako i samo ako a"b = 0;
(8) ea = ae e'a = ae'.

Dokaz. (1) aa' = 0,jer &' Ea'Si a'a* = (aa")* = 0.

(2) Ako je ae —0,onda e Ea'S paje a'e=etj. e< a'.

(3) baa' = 0 po (1), paje a < (ba)' po (2).

(4) Akoje e</, ondaje po (3) f < (ef) = e

(5) Kako je a'a* = 0 po (1), imamo da a*  a"S. Prema tome, aa" -
(a"a*)* = (a*)* = a. Specijalno, ee" —e, pa sledi e < e".

(6) & < a"™ prema (5). S druge strane, poSto a"x = O implicira ax =
aa"x = 0 prema (5), imamo da je a™'S C a'S, Sto daje a"1 < a".

(7) Prema (6), imamo {x E SJax = 0} = a'S = a”"S = {x ES Ja"x = 0}.

(8) Ako je ea = ae, onda posto je eae1 = aee' —O0 prema (1), imamo da
ae' Ee'S. Sledi da vazi e'ae’ = ae'. Kako je ea* = (ae)* = (ea)* = a*e, slitno
pokazujemo da vaZi e'a*e' = a*e’, tj. e'ae' —ae'. Prema tome, ae' —e'a. O

Neka je S Baerova *-polugrupa. Projekcija e E S je zatvorena ako je
e = e". Prema (6) iz prethodne leme, projekcija e je zatvorena ako i samo
ako je e = a' za neko a E s. Skup svih zatvorenih projekcija oznatavamo sa
iV (S). Skup Pr'(S) ima parcijalno uredenje indukovano onim iz Pr(S).
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Lema 2.10.4. ([74]) Neka su e i f projekcije Baerove *-polugrupe S. Ako
je ef = fe, onda je ef = e A/ = infimumfe,/} uPr{S). Akosueif
zatvorene, onda je ef zatvorena ief = e A/ u Pr'{S).

Dokaz. OcCigledno je da je ef projekcija i ef < e, ef < f. Ako je g
projekcija iz S tako dag < eig < f, onda imamo g —eg = efg, tj. g < ef.
Sledi ef = e A/, uPr{S).

Ako su e i / zatvorene, onda prema (3) i (4) iz prethodne leme imamo
{ef)" = {fe)" < e" = e. Naime, ef < e paje, na osnovu (4), e < {ef)1 tj.
{ef)" < e". Takode, {ef)" < f" =/, paje {ef)" < ef. S obzirom da prema
(5) vazi ef < (el)", projekcija ef je zatvorena i prema tome, ef = e A/ u
Pr(s). O

Teorema 2.10.5. ([74]) Neka je S Baerova *-polugrupa. Skup Pr'{S),
zatvorenih projekcija od S ¢ini ortomodularnu mrezu sa ortokomlpementiran-
jem e —e', i u Pr'{S) vazi

e Al = e{f'e)' = (/'e)'e.

Dokaz. Neka je e,f G Pr'{S) i oznaimo a = fe. Pokazatemo da e A/
postoji u /V (S), i da vaZe gornji uslovi. Imamo da je €' < a’, prema (3), i €'
komutitra. saa’. Kako e = " komutira sa a' prema. (8), imamo daje ea' = eha'
u Pr'{S), prema prethodnoj lemi. StaviSe, sobzirom daje fea’ = aa'x, imamo
ea' < f" = f prema (2). Sledi da je ea' donja granica za{e,/}. Ako je
g e Pr'{S) donja granica za {e, /}, ondaje ag = f'eg = f'g = f'fg =0, paje
g < a'. Prema tome,g < e Aa —ea'. Sledi ea' - e A/ uPr'(s).

Preslikavanje e —¢' je involutivni dualni automorfizam u Pr'(S), tj. vazi
(e'A/")' = eV/. Prema tome, Pr'(S) €ini mreZu. StaviSe, e Ae' = 0 za svako
e G Pr'{S), posto ee' = e'e = 0. Sledi da je e —¢" ortokomplementiranje u
PP(S).

S obzirom daje e' Af —e'{fe’)' = e' A{fe')’, zasve e,/ GPr'{S) prema
prethodnom imamo

ev/ =eV(/e)".

Ako je e </, onda s obzirom da / komutira sa ¢' prema (8), imamo {fe')" =
fe' = f Ae'. Prema prethodnom je

[ =eV/=eV (/] Ae").
Sledi daje Pr'(S) ortomodularna mreza. O

D. J. Foulis je 1960. godine u radu [39] pokazao daje svaka ortomodularna
mreZa izomorfna mreZi zatvorenih projekcija neke Baerove *-polugrupe.
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Primer 2.10.6. Involutivha polugrupa svih binarnih relacija na nepraz-
nom skupu X ,B(X) = (V(X XX), o, 1) je primer Baerove ' -polugrupe. Neka
je, naprimer, p= AxBC Xx X. Tadaje

{aCXxX\poa =4 = A5(B(X)),
Sto se lako proverava.

Posledica ovog je Cinjenica da svaka polugrupa moZe biti izomorfna pot-
polugrupi polugrupnog redukta Baerove *-polugrupe.

Pogledajmo joS jednu konstrukciju Baerove *-polugrupe koja se dobija iz
proizvoljne polugrupe S. DefiniSimo skup Q na sledeéi nacin.

Q=5uru{e,/,0,1},

gde je S* antiizomorfna kopija od S, e je spoljna jedinica za 5*, a / spoljna
jedinica za S. Neka su 0i 1 redom spoljna nula i spoljna jedinica za Q. Neka
je, dalje, ea = ae —0 zasve a £ S, fa* = a*f = 0za sve a* G S*, i

e*=e=¢ee, ,-=/ =[], ef="fe —0.
Jasno, 0* = 0i 1* = 1. Posmatrajmo skupove
Ao = {x £ Q\0x = 0} = 1Q,

Ax = {x £ Q\Ix = 0} = {0} = 0Q,

za svako a* G 5%,
Aa*= {x £Q Ja*x - 0} = SU{/, 0} = fQ,
za svako a £ S,

Aa= {x £ Q Jax

0} = S* U{e, 0} - €Q,

i najzad,
Ae={x £Q Jex = 0} = SU{/, 0} = fQ,

0} = S* U{e, 0} = Q.

Af = {x GQ |fx

Na osnovu date konstrukcije sledi da je Q = (Q, -,*) Baerova '-polugrupa i S
je potpolugrupa polugrupe (Q, *).



Glava 3 Involutivni poluprsteni

3.1. Varijeteti involutivnih poluprstena

Podsetimo se, poluprsten sa involucijom je algebra A = (A, +, m*) takva daje
(-4, +, 9 poluprsten i sledeci identiteti vaze na A:

Z+y)* = x*+y%
(xy)* = y*=x\
(z%)* = x

TipiCan primer poluprstena je (M, +, ® gde je N = {0,1,2,...}. Veoma vaZan
poluprsten u teoriji formalnih jezika je Booleov poluprsten B2 = ({0,1}, -f, 9
gdeje 1+ 1= 1-1 = 1. Jasno, svi prsteni se mogu posmatrati kao poluprsteni,
npr. Z, Q, E, C.

Neka je NOD = NU {oo}. Tada je (N°°,+, min) poluprsten, i on se u lite-
raturi naziva tropski poluprsten. Osim toga, jo§ neki poluprsteni brojeva
(prirodni, celi) proSireni beskonatnim elementom (sa raznim operacijama) se
zovu tropski poluprsteni, i oni igraju vaznu ulogu u najnovijim istrazivanjima
u algebarskoj teoriji automata, dok su prvi put koris¢eni u operacionim is-
traZivanjima i teoriji optimizacije.

Svi gore navedeni primeri su komutativni, pa samim tim i involutivni
poluprsteni sa identickom involucijom.

Primer nekomutativnog poluprstena je poluprsten binarnih relacija

(P(XxX),U,0,0,AXx),
gde su 01 Ax nula i jedinica ovog poluprstena. Naravno, algebra
(P(XxX), U0,~1XAX),

gde je p~I — {(a,b) £ X x X\(b, a) £ p}, je involutivni poluprsten. Od
narocitog je interesa proSiriti skup operacija ovih algebri operacijom refleksiv-
no-tranzitivnog zatvorenja relacija. Na taj nalin se dobijaju RTC-poluprsteni,

69
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odnosno involutivni RTC-poluprsteni binarnih relacija. Kao $to smo ranije ve¢
pomenuli, ovakve strukture imaju svoj poseban naziv u literaturi. Naime, u
teorijskom raCunarstvu i algebarskoj logici [58] je uobitajeno da algebru

Rel(X) = {V(X x X), U, o,rtc, 0, A x),

zovemo puna Kleenejeva algebra binarnih relacija na skupu X . Sve po-
dalgebre punih Kleenejevih algebri nazivamo standardne ili reprezentabil-
ne Kleenejeve algebre. Ukoliko razmatramo i inverz relacija kao osnovnu
operaciju, koristimo istu terminologuju sa razlikom da umesto Kleenejevih al-
gebri govorimo o involutivnim Kleenejevim algebrama, dok odgovarajucée pune
involutivne Kleenejeve algebre binarnih relacija oznatavamo sa Rel_1(A").
Najzad, Kleenejeve algebre (sa inverzijom) su ¢lanovi varijeteta gener-
isanog svim algebrama oblika Rel(X) (Rel _1(X)). Taj varijetet oznacavamo
sa KA (odnosno KA-1).

Varijeteti poluprstena (sa involucijom) i njihove mreZe su predmet suvre-
menih algebarskih istrazivanja. Za poluprstene, atome u mrezi podvarijeteta
odredioje S. V. Polin 1980. godine [100], dok je atome u mreZi involutivnih
poluprstena odredio I. Dolinka 2000. godine u radu [27].

Podsetimo se Polinovog rezultata, koji daje listu svih minimalnih vari-
jeteta. poluprstena. DefiniS§imo prvo nekoliko binarnih i unarnih operacija na
izvesnim konacnim skupovima.

V 0 1 A 0 1 0 0 1 *x 0 1 0 1
0O 0 1 0 O 0 0O 0O 0O O 0O 0 1
1 1 1 1 0 1 1 0 O 1 1 1 1 0 1
0 1 2 01200123
A03000003000 0 01 23
. ) . 1 1 1 3 3
S A E R S
3 33 3 3
O 01 2 3
00101 a 01 2 a 01 2 3
1 ol ol a o221 a o 1 3
2 2 3 2 3
3 23 2 3

Teorema 3.1.1. (Polin, [100]) Varijetet poluprstena je minimalan ako i
samo ako je generisan jednim od sledecih poluprstena:
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(1) ({0,1}, 0, A), ({0,1}, 0,0), ({0,1}, V,V), ({0,1}, V. A), ({0,1}, V,0),
({0.1}, A o),

(29 ({0,1}, V,*r), ({0,1}, V,*r)j

3) 1P= ({0,1,... ,p—1}, +p, P, gde je p prost broj, a +p i p su respektivno
sabiranje i mnoZenje po modulu p.

(4) = ({0,1 ,p—1}, +p, op), gde je p prost broj, aopje nula mnozZenje
u skupu {0, 1,... ,p —1}.

Varijeteti involutivnih poluprstena sa trivijalnom involucijom su upravo
komutativni varijeteti. Ovo vaZi i za minimalne varijetete, pa (1), (3) i (4) iz
poslednje teoreme daju tatno minimalni varijetete poluprstena sa identickom
involucijom. Stoga, ako razmatramo involutivne poluprstene i njihove mini-
malne varijetete, moZemo se ograniCiti na one sa netrivijalnom involucijom, t;j.
na nekomutativne poluprstene. Tako, slede¢a lema nam pruza vazna ograni-
¢enja u potrazi za takvim varijetetima.

Lema 3.1.2. ([27]) Neka involutivni poluprsten A generiSe minimalni var-
ijetet V. Pretpostavimo da A ima element fiksiran involucijom koji nije ni
aditivno ni multiplikativno idempotentan. Tada se V sastoji od komutativnih
poluprstena sa trivijalnom involucijom.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji a 6 A tako da je a* = a i tako da vaZi
a+a™aiaa/l a Zbog ovih razliitosti, involutivni poluprsten B < A
generisan sa a je netrivijalan, pa B mora generisati isti varijetet kao A. Lako
se pokazuje da a* = a implicira da je involucija na B trivijalna. Prema
tome, imamo monogeni poluprsten snabdeven identickim preslikavanjem kao
involucijom, koji oCigledno mora biti komutativan. O

Zbog prethodne leme, moZemo pretpostaviti da je bilo koja fiksna tatka
involucije u involutivnim poluprstenima koji generiSu minimalni varijetet is-
tovremeno aditivno i multiplikativno idempotentan (primetimo da svaki invo-
lutivni prsten ima elemente fiksirane involucijom, npr. a+a* i aa*). Poluprsten
(sa involucijom) je aditivnho idempotentan ako zadovoljava identitet

X+ X=X

Lema 3.1.3. ([27]) Neka je A poluprsten sa involucijom koji nije aditivno
idempotentan i koji pripada minimalnom varijetetu. Tada A ima samo jednu
fiksnu tacku involucije e koji je multiplikativna nula, i koji je u isto vreme ili
aditivna jedinica ili aditivha nula u A.



68 INVOLUTIVNE ALGEBRE

Dokaz. Pre svega, primetimo da je i? = {a E A\a + a = a} nosa¢ podal-
gebre B < A, koja zadovoljava identitet x + x = x. Po pretpostavci leme,
B mora biti prava podalgebra od A, i kao takva generiSe netrivijalan pod-
varijetet varijeteta kome pripada A. Kako A pripada minimalnom varijetetu,
sledi da B sadrZi samo jedan element. Jasno, ovo je jedinstvena fiksna tacka
involucije u A (jer smo pretpostavili da su svi elementi fiksirani involucijom
idempotentni). Dalje, za svako a E A imamo ea + ea = (e + e)a = ea, pa
je ea EB = {e}. Sledi da je ea = e (slicno ae = e), tj. e je multiplikativna
nula od A. Posmatrajmo preslikavanje ip : A — A dato sa ip(a) = e + &
Ovo je ocigledno idempotentni endomorfizam od A. Prema tome, imamo da
je i/)(A = e + A = {e} (tako da je e aditivna nula), ili pak podalgebra A Ciji
nosac je e + A generiSe taCno isti varijetet kao A. Kako za svako x Ee + A
imamo e+x —X, zbog jedinstvenosti fiksne tatke involucije e imamo x-\-x* = e,
pa sledi x + x* + x = x. Ovaj identitet mora vaziti na ¢elom poluprstenu A,
Sto znaci da je tada e aditivna jedinica. O

Dalje, u [27] je pokazano da ukoliko je element e iz prethodne leme aditivha
jedinica u involutivnom poluprstenu A koji generiSe minimalni varijetet, tada
zbog x + x* —e dobijamo da je A zapravo prsten (sa aditivnim inverzom a*).
StaviSe, tada za sve a £ A vazi

e= ae = ala+ a*)= a2+ e = a2,

pa prema poznatom opisu svih minimalnih varijeteta prstena (koji je dao A.
Tarski), sledi da se razmatrani varijetet poklapa sa onim koji je generisan
nula-prstenom RP (za p > 3, poSto razmatramo samo nekomutativni slucaj).

S druge strane, ako je pomenuti element e aditivha nula, nakon duZih raz-
matranja i prilagodavanja nekih Polinovih pomoénih rezultata involutivhom
"ambijentu”, dobija se da uofeni minimalni varijetet mora biti jedinstven, i
on je generisan troelementnim involutivnim poluprstenom ({0,1,2}, 03, A3,“).

Tako, preostaju aditivho idempotentni poluprsteni sa involucijom. U [27]
se sada razmatraju dva slucaja. Ako je minimalni varijetet generisan involu-
tivnim poluprstenom A koji ima jedinstvenu fiksnu tacku involucije, on mora
biti jedan od varijeteta koji su redom generisani algebrama ({0,1,2}, A3,03,),
({0,1,2}, A3,A3"). S druge strane, ako A ima bar dva elementa fiskirana in-
volucijom, onda A sadrZi podalgebru izomorfnu sa ({0,1,2,3}, O,0,"). Na
kraju se, dakle, dobija sledece tvrdenije.

Teorema 3.1.4. (Dolinka, [27]) Varijetetpoluprstena sa netrivijalnom in-
volucijom je minimalan ako i samo ako je generisan jednim od slede¢ih invo-
lutivnih poluprstena:
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(1) ({0.,1,2}.A3,A3,), ({0,1,2}, A3,03,7), ({0,1,2},03,A3.),
(2 ({0,1,2},<>,0,9,

3) ({0,I,....,p —1}, +p,°p,—P), gde je —p operacija aditivhog inverza po
modulu prostog broja p > 3.

3.2. ldempotentni distributivni involutivni poluprsteni

Poluprsten (5,+,-) je idempotentan ako su obe njegove operacije idempo-
tentne. OCcigledno, uslov idempotencije daje da je (5, +) polumreza. Kazemo
daje poluprsten distributivan ako je + distributivan u odnosu na m tj. vazi
zakon dualne distributivnosti:

X+yz = (x+y)}{x+2).

Idempotentni i distributivni poluprsteni se krace zovu ID-poluprsteni. ID-
poluprsteni ¢iji su aditivni redukti polumreze (buduci da se kod nekih autora
komutativnost sabiranja ne uzima kao aksioma) su razmatrani od strane F. J.
Pastijna i A. Romanovske u radu [88] i A. Romanovske u radovima [103, 104].

Ispitivanje ID-poluprstena pocelo je u kasnim Sezdesetim godinama [60, 96]
sa ispitivanjem distributivnih bipolumreZa (pod bipolumreZzom podrazumeva-
mo komutativni idempotentni poluprsten). Medutim, pravi ID-poluprsteni po-
¢inju ozbiljnije da se ispituju tek pofetkom osamdesetih u pomenutim radovi-
ma F. J. Pastijna i A. Romanovske [86, 88, 103, 104]. Posebno, mreZa svih vari-
jeteta ID-poluprstena je data. u [104], Rec je o Cetvorodimenzionalnoj kocki.
Nedavno su M. Kufil i L. Polak u radu [70] nasli naCin da opiSu sve varijetete
idempotentnih poluprstena (bez zahteva za distributivnoséu -f nad m). F.
J. Pastijn i Y. Q. Guo su u radu [87] opisali mreZu svih ID-poluprstena. pod
uslovom da + nije komutativna operacija. Ova mrezZaje prebrojivo beskonatna
i distributivna (videti takode i [89]).

Sa stanoviSta teorije varijeteta, istrazivanja vezana za poluprstene sa in-
volucijom su tek u povoju, i prakti¢no prve razultate (prezentirane u prethod-
nom paragrafu) je dobio Dolinka [27]. Ovde kratko prikazujemo rezultate
njegovog rada [31], gde je opisana mreZa svih varijeteta ID-poluprstena sa
involucijom. Ispostavilo se da postoji tatno 64 takva varijeteta.

U radu [88] je dokazano daje u bilo kom ID-poluprstenu (S1+, ® (sa komu-
tativnim sabiranjem), redukt (F, ® normalna traka (x2 = X, Xyzu = Xzyu).
Slededi rezultat daje strukturu ID-poluprstena sa involucijom kao involutivne
Plonkine sume specijalnih poluprstena.
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Teorema 3.2.1. ([31, 32]) Svaki ID-poluprsten sa involucijom je pred-
stavljiv kao involutivna Plonkina suma involutivno-polumreZzno uredenog sis-
tema ID-poluprstena koji zadovoljavaju identitet x + xyx = x. Obratno, invo-
lutivha Plonkina suma svakog takvog sistema je ID-poluprsten sa involucijom.

U radu [104], A. Romanovska je dokazala daje svaki ID-poluprsten koji
zadovoljava identitet x + xyx = x suma distributivho-mrezno uredenog m-
sistema pravougaonih ID-poluprstena (tj. poluprstena sa pravougaonim mul-
tiplikativnim reduktom). To znali da imamo sistem disjunktnih poluprstena
S, indeksiranih distributivnom mreZzom (D, V,A) (tako da i G D), i za svako
i,j GD takve daje i > j, potapanje

*Si >Sj
takvo da vazi
(i) ipi,i je identicko preslikavanje na St za sve i G D,
(i) tpij o ipjtk = 4%k za sve i,j, K GD takve daje i >j > Kk,
(bi) 4)i,iAj(SIY) T PLIAI{Sj) C 1piVj,iNj{SiVj").

Suma ovog sistema definisana je tako da su operacije u rezultujuéem poluprs-
tenu (5, +, 9 (gde je S = UieD Si) date sa

VtiAj (ai) Vj.iAj (b)),
AiNVj(dHiAj(ai) T 45,iA(bj),

gde je n, G Si, k8 G Sj.

Familiju poluprstena S{ indeksiranu distributivhom mreZom sa involuci-
jom (D, A, V,*) zvatemo m*-sistem poluprstena, ukoliko je ona snabdevena
poluprstenskim potapanjima

yij ms, Sj

za svaki par i > j i bijekcijom * na {JieD Si tako da su gornji uslovi (i)-(iii)
zadovoljeni, kao i sledeéi uslovi:

(iv) *:8{ -+ Si*je poluprstenski antiizomorfizam za sve i G D,
(V) §ji*j*(x) = ,zasve i,j GD tako daje i > j izasve x G5/*,

Sto izrazva simetriju m*-sistema u odnosu na involuciju i respektivno, kom-
patibilnost * sa strukturom m*-sistema.



INVOLUTIVNI POLUPRSTENI 71

Teorema 3.2.2. ([31]) Algebra (S, +, m*) je ID-poluprsten sa involucijom
koji zadovoljava identitet x + xyx = x ako i samo ako je on suma m*-sistema
pravougaonih ID-poluprstena.

Pogledajmo detaljnije Sta su to zapravo pravougaoni poluprsteni. Podse-
timo se konstrukcije koja je dobro poznata u univerzalnoj algebri [54], Ona
se zove matricni stepen. Naime, za svaku univezalnu algebru (A, F) (gde je F
familija operacija na A) i n £ N, rati matri¢ni stepen je definisan na skupu

An= AXAX---XA

tako da su sve fundamentalne operacije originalne algebre nasledene prime-
njujuci ih po koordinatama u An, i dodate su joS dve operacije: n-arna dija-
gonalna operacija d data sa

d(Xi, . ..,Xn)—(a-'"ixzz, mmm, Xnn),

gde su xt= (xn,Xiz2, mme Xin) za sve 1 < i < n, i unarna operacija p definisana
sa
p((xi,x2,...,xNn)) = (X2,..., Xn, X\).

Poznato je da za svaki varijetet V i dati pozitivan broj n, sve izomorfne
kopije svih n-tih matri¢nih stepena elemenata V takode Cine varijetet, koji
oznatavamo sa Takode, poznato je da ova konstrukcija ofuvava jed-
nakosnu kompletnost, tj. minimalnost varijeteta [76].

Sledeée tvrdenje nema svoj neinvolutivni analogon.

Propozicija 3.2.3. ([31]) Svaki pravougaoni ID-poluprsten sa involuci-
jom je matri¢ni kvadrat neke polumreZe i obratno, svaki matri¢ni kvadrat
polumreze je pravougaoni ID-poluprsten sa involucijom. Drugim recima, var-
ijetet pravougaonih ID -poluprstena sa involucijom je SC& i prema tome, on
nema pravih podvarijeteta.

U radu [31], I. Dolinka je pokazao da postoji tacno 17 netrivijalnih pod-
direktno nesvodljivih ID-poluprstena sa involucijom, koriste¢i upravo opSte
rezultate iz [32] dobijene zajedno sa autorom ove diseratacije (prikazane u
Glavi 1), kao i Teoremu 3.2.1. Njegov glavni rezultat je sledei.

Teorema 3.2.4. (l. Dolinka, [31]) Postoji tatno 64 varijeteta 1D-poluprs-
tena sa involucijom i njihova mreza je data slede¢om slikom.
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Slika 3.1. MreZa svih varijeteta 1D-poluprstena sa involucijom

3.3. Involutivni poluprsteni binarnih relacija i jezika

Kao $to smo to vec opisali u prvom paragrafu ove glave, polaze¢i od poluprste-
na binarnih relacija na nekom skupu X i dodajuéi mu operaciju refleksivno-
tranzitivnog zatvorenja, dobijamo

Rel(X) = {V{X x X),U,o0,rtc,0,Ax),

punu Kleenejevu algebru binarnih relacija na skupu X, koju moZemo dopuniti
operacijom inverza relacija, tako da dobijamo involutivhu Kleenejevu algebru
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Rel_1(X). Algebre Rel(X) (Rel_1(X)) generiSu varijetet K.A (ICAM), i
Clanovi tog varijeteta se nazivaju Kleenejeve algebre (sa inverzijom).

Varijetet Kleenejevih algebri se moze, medutim, dobiti i na sasvim drugaciji
natin. OznaCimo sa £ proizvoljan konafan skup. Slobodan monoid nad £
oznatavamo sa E*. Njegov nosac se sastoji od svih re¢i nad £, uklju€ujudi
i praznu re¢ A kao jedinicu ovog monoida. Clanovi skupa P (£*) nazivaju se
jezici. Unija jezika Li,L2 E P(£*) se iz tradicionalnih razloga oznafava sa
Li + L2. Takode, posmatra se konkatenacija ovih jezika

LiL2 = {wiw2 |wi GLi, w2 EL2},
kao i Kleenejeva zvezda, koja saza L E P(£*) definiSe sa

L* = {A} UXUI2U... = 1J Ln,

n>0

posSto po dogovoru uzimamo da je L° = {A}. Kako bismo izbegli zabunu,
u ovom paragrafu involuciju oznacavati sa -1, za razliku od operacije * koja
nastaje apstrakcijom refleksivno-tranzitivnog zatvorenja, odnosno Kleenejeve
zvezde (primetimo da za tu operaciju koristimo petokraku zvezdicu *, za raz-
liku od 3estokrake zvezdice * koja u ostalom delu disertacije oznatava involu-
ciju).
Operacija inverza jezika L definiSe se na slede¢i nacin:
X“1 = {ru-1 |w E L},

gde ¢u-1 oznaCava re¢ koja se dobija obrtanjem reci tu Na taj nafin smo dobili
algebru jezika nad £,

Langf = (P(E*), +, ,0,{A}),
odnosno algebru jezika sa inverzijom
Langjl = (P(£*),+, =*,-1 ,0,{A}).
Lema 3.3.1. Neka je S proizvoljna polugrupa. Tada je algebra
M(S) = (P(61), U, =*0, {A}),

pri cemu je mmnoZenje kompleksa, * operacija generisanja podmonoida, stan-
dardna Kleenejeva algebra.
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Dokaz. Posmatrajmo preslikavanje f : P (51) —= V{SI| X S1) definisano za

sve AC Slsa
ﬂ\)lz{(s,sa) |3951'\ e A) :[Jpa,

acA

gde pa oznaCava desnu translaciju monoida S1 u odnosu na a 6 S1. Lako se
pokazuje da je £ u stvari potapanje algebre M(S) u Rel” 1). O

Gornje tvrdenje ima jednu znacajnu posledicu. Naime, ako uzmemo S =
E*, tada je
M(E*) = LangE
Ovo znali da se svaki jezik moZze posmatrati kao binarna relacija, tacnije kao
unija desnih translacija na slobodnom monoidu. Time je dokazana

P ropozicija 3.3.2. Svaka algebra jezika je standardna Kleenjeva algebra.

PROPOZICIJA 3.3.3. Varijetet C generisan svim algebrama jezika je pod-
varijetet varijeteta Kleenejevih algebri ICA.

Veza algebri jezika i Kleenejevih algebri je jos jata. Ovo sledi iz fundamen-
talnog tvrdenja, poznatog kao Kozen-Nemetijeva teorema. Ovu teoremu
je prvi dokazao Kozen 1979. godine u radu [64], u kontekstu dinamickih
algebri. Medutim, ovaj rad je bio u formi IBM-ovog tehnickog izveStaja. i
nikad nije bio objavljen. Dokaz je prvi publikovao Nemeti tri godina kasnije
u radu [82]. Oznacimo sa RegE= (fZzep (E), 0, {A}) podalgebru algebre
Langv generisanu jezicima {a}, a G E. Njeni elementi su regularni jezici.
Po ¢uvenoj Kleenejevoj teoremi, regularni jezici su tacno jezici konacnih au-
tomata.

Teorema 3.3.4. (Kozen, Nemeti) Algebra Reg2 je slobodna Kleenejeva
algebra nad E, slobodno generisana preslikavanjem a >*{a}, a 6 S.

P ropozicija 3.3.5. C = KA.

Dokaz. 1z Posledice 3.3.3 imamo da je C < K.A. S druge strane algebre
(regularnih jezika) RegEsu podalgebra algebri jezika, pa je varijetet generisan
njima sadrZzan u C. Medutim, algebre regularnih jezika su slobodne Kleenejeve
algebre, pa one generiSu ICA. Sledi da je KA < C. O

Klasa Kleenejevih algebri nema konatnu bazu identiteta. Ovo je dokazao
V. N. Redko 1964. godine u radu [101]. Prvu eksplicitnu jednakosnu aksio-
matizaciju za varijetet C = ICA dao je D. Krob 1991. godine u radu Complete
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systems of B-rational identities. Ovim radom D. Krob je potvrdio hipotezu J.
H. Conwaya iz [13].

Nakon Sto je Redko dokazao da jednakosna teorija regularnih jezika nema
konatnu bazu identiteta, krenulo se u potragu za konac¢nim opisom ove klase al-
gebri. Pokazalo se da postoje teorije kvaziidentiteta sa konachom bazom, Cije
su jednakosne posledice upravo identiteti algebri regularnih jezika, odnosno
Kleenejevih algebri. Ovo znali da postoje konatno aksiomatizovani kvazivar-
ijeteti Q koji generiSu KA, tj. KA = HSP(Q).

Svaka algebra jezika zadovoljava Conwayeve identitete

(x+yyr = (x*y)*xx
(xy)* = 1+ x(yx)*y.
Poluprstene sa nulom i jedinicom i dodatnom unarnom operacijom * u ko-
jima vaZe gornji identiteti zovemo Conwayevi *-poluprsteni. Conwayevi

identiteti opisuju dejstvo unarne operacije * na zbir i konkatenaciju jezika. U
algebrama jezika takode imamo

o = 1,
* = 1.

Drugi od ova dva identiteta zovemo w-idempotentni zakon (primetimo da
iz ovih zakona sledi (x*)* = x* = x*x*). Prema tome, svaka algebra jezika je
u-idempotentni Conwayev *-poluprsten.

Teorema 3.3.6. (Krob, [68]) Kvazivarijetet Q definisan identitetima koji
definiSu Conwayeve *-poluprstene zajedno sa 1+ 1= 1 i kvaziidentitetom

X2=X I x*=1Tx
generide KA.

T eorema 3.3.7. (Kozen, [66]) Kvazivarijetet Q' definisan identitetima
koji definiSu Conwayeve *-poluprstene zajedno sa 1+ 1 = 1 * kvaziidentite-
tima

a+ bx < x = b*a <X,

a+xb< x == ab*<x
generide KA.

Nekaje A matrica formata nxn Ciji su elementi regularni izrazi (tj. termi na
jeziku Kleenejevih algebri). DefiniSimo matricu A* (istog formata) indukcijom
po n.
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e Zan =1, A= ]r], definiSemo A* = [r*].

e Nekajen = ft+ |I,A:>1. Podelimo matricu na blokove
- P Q
A=
R s
gde je P matrica formata k X k, S matrica formata 1x1, dok su Qi R
redom odgovarajuce vektor kolone i vektor vrste. Sada definiSemo

(P +QS*R)* (P + QS*R)*QS*
A*
(S + PP*Q)*PP* (S + PP*Q)*

Neka je G = ({g\,... ,gn}, ® proizvoljna konatna grupa. Definisatemo
matricu Aq = [a,j],xn pridruzenu ovoj grupi, Ciji su elementi promenljive iz
skupa X = {xk |k > 1}, na slede¢i nacin:

aij = xk  gigk =gj o 9j —gK-
Dalje, neka oznatava vrstu duzine n Ciji je prvi element 1, a ostali 0, dok
sh oznacava kolonu visine n Ciji su svi elementi 1. Identitet

VIlAG SN = (Ti + eeet dn)*

zovemo grupni matri¢ni identitet pridruZzen grupi G i oznatavamo ga
sa P(G). Leva strana ovog identiteta je u stvari zbir prve vrste matrice Aq .

T eorema 3.3.8. (Krob, [68]) Identiteti u-idempotentnih Conwayevih *-
poluprstena, zajedno sa matri¢nim identitetima P (G) pridruzenim svakoj ko-
nacnoj grupi G, Cine bazu zakona algebri jezika (tj. bazu identiteta za KA).

Ispostavilo se da se gornje tvrdenje moZe pojacati u smislu da G pripada
nekoj klasi konacnih grupa. KaZemo da grupa H deli grupu G ako je H
izomorfna faktor-grupi neke podgrupe od G.

T eorema 3.3.9. (Bloom, Esik, [7]) Neka je Q neka klasa konacnih grupa.
Aksiome u-idempotentnih Comvagevih*-poluprstena i identiteti P (G), G 6 Q,
¢ine bazu identiteta za KA ako i samo ako svaka konatna prosta grupa deli
neku grupu iz Q.
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D. A. Bredikhin je 1993. postavio pitanje da li varijetet generisan alge-
brama binarnih relacija
(V(A x A), o,rtc)

(proSirene, eventualno, konstantama $,Aa) ima konatnu jednakosnu bazu.
Rec je, naravno, o multiplikativnhim reduktima punih Kleenejevih relacionih
algebri. U radu [17] dat je negativan odgovor na ovo pitanje. Za proizvoljni
skup A definiSimo algebru

UFRel(A) = (P(A X A), o,rtc, 0, Aa),

koju zovemo puna multiplikativha Kleenejeva relaciona algebra. Va-
rijetet generisan ovim algebrama oznafavamo sa UT, a njegovi Clanovi su
multiplikativne Kleenejeve algebre.

Lako se uveravamo daje U-slobodni redukt Kleenejeve algebre M (S) kom-
pleksa monoida S1, multiplikativha Kleenejeva algebra. Specijalno, ako je
S = S* slobodan monoid, dobijamo redukt algebre jezika bez -f,

UFLangs = (?>(£%),-,*,0, {A}).

Sa UFRegs oznatavamo podalgebru od UFLangE generisanu jezicima {a},
a G E. Elementi ove algebre su multiplikativni regularni jezici.

P ropozicija 3.3.10. ([17]) Jednakosna teorija Eq(UT) se poklapa sa sku-
pom identiteta iz Eq(JCA) koji ne sadrze +.

Adaptacijom Kozen-Németijeve teoreme dobija se

P ropozicija 3.3.11. ([17]) UFRegs jeUT-slobodna algebra nad E, slo-
bodno generisanu preslikavanjem a  {a}, a G E.

Teorema 3.3.12. (Crvenkovi¢, Dolinka, Esik, [17]) Ne postoji konacan
skup identiteta koji vaze na K.A iz kojeg se mogu izvesti svi identiteti od jedne
promenljive koji vaze na UT. Stoga, varijetet UT nema konatnu bazu iden-
titeta.

Vratimo se sada algebrama jezika sa inverzijom
Lang™1= (P(£*),+, <*,_.1 ,0,{A}).

Varijetet generisan svim ovakvim algebrama oznatavamo sa £ 1. Medutim,
za razliku od slucaja Kleenejevih algebri bez inverzije, K.A~l ~ £-1. Posma-

trajmo identitet
X + XX~*X = xx~Ix.
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On vazi na svim algebrama Rel_1(X), a time i na ¢elom varijetetu /CA-1.

Ali, on oCigledno ne vaZi na algebrama jezika Lang”1, a time ni na C~I.
DefiniSimo skup £' tako Sto se svakom elementu a £ £ obostrano jed-

noznacno pridruzuje slovo a' 6 £'. Za jezik L C (£ U£")* definiSemo

L~I = {u;-1 |Jw G L},
gdeje zaw=ai...an, u*l = a“l...a]-1, pri Cemuje zax GE£ UE',

-i (X xEE
T y, x=y'e £

Dobijamo algebru
L"1n, £') = (P((S u £Y*), +, =*r 1,0, {A}).
P ropozicija 3.3.13. ([17]) Za sve azbuke £, L_1(£,£') 6 C~I.

Neka je R_1(£,£') podalgebra od L_1(£,£') generisana jezicima {.x},
xe £UE"

Teorema 3.3.14. (Bloom, Esik, Stefanesku, [8]) R_1(£,£') je C~I-slo-
bodna algebra nad £. Stoga baza identiteta za K.A, zajedno sa identitetima

x+y)~I = x 1+ 21,
(Iri/)-1 = y~1x~\
X*)-1 = (a-1)*,

(r-1)-1 = i,

¢ini bazu identiteta za C~1. Drugima recima, C~l je upravo varijetet svih
Kleenejevih algebri sa involucijom.

KaZzemo daje jezik L C (Eu £)* zatvoren ako za svaku re¢ w G L oblika
w = U\w~lvuz vazi UM G L. Najmanji zatvoren jezik koji sadrzi L (koji
postoji postoje (EU£")* zatvoren jezik i poSto se zatvorenost Cuva presecima)
je zatvorenje od L, koje oznatavamo sa cl{L). Jasno, jezik je zatvoren ako i
samo ako je L = cl(L). DefiniSimo relaciju p na sledec¢i nacin

(Li,L2) cl(Li) = cl(L2).

Lako se pokazuje da je p kongruencija na Regs ali i na R_1(£, £'), pa dobi-
jamo faktor algebru

CR-1(£,£') = R“1(£,£)/p.
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T eorema 3.3.15. (Bloom, Esik, Stefanesku, [8]) CR 1(S,E') je ICA~1-
slobodna algebra nad E.

Rezultati dobijeni u radu [8] omogudili su Z. Esiku i L. Bernatskom da u
[35] dobiju slededi rezultat.

Teorema 3.3.16. (Esik, Bernatsky, [35]) ldentitet
X+xx~|x —xx~1x
definiSe /CA_1 unutar varijeteta £ 1.

Na osnovu jedne opSte teoreme o jednakosnim teorijama involutivnih al-
gebri iz rada [18] (koja je prikazana u magistarskoj tezi autora [120]), dobijamo
sledece rezultate.

Teorema 3.3.17. (Crvenkovié, Dolinka, Esik, [16]) Varijetet £-1 nema
konatnu bazu identiteta.

Teorema 3.3.18. (Crvenkovié¢, Dolinka, Esik, [16]) Varijetet fCA~I nema
konatnu bazu identiteta.

Za bilo koji skup A, UFRel_1(A) je algebra koja se dobija od UFRel(,4)
proSirivanjem operacijom inverzije relacija,

UFRel_1(A) = (P(A XA), o,rtc, 1,0, A7),

Varijetet generisan ovakvim algebrama oznatavamo sa UT~X Clanovi ovog
varijeteta su multiplikativne Kleenejeve algebre sa inverzijom.

Teorema 3.3.19. (Crvenkovi¢, Dolinka, Esik, [17]) Ne postoji konacan
skup identiteta koji vaze na K,A~l iz koga se mogu izvesti svi identiteti od
jedne promenljive koji vaze na UT~I. Stoga varijetet UT~I1 nema konatnu
bazu identiteta.

T eorema 3.3.20. (Crvenkovié¢, Dolinka, Esik, [17]) Varijetet generisan
multiplikativnim Kleenejevim algebrama sa inverzijom UFLang”1 nema ko-
na¢nu bazu identiteta.

Napominjemo daje materijal koji se odnosi na poluprstene relacija i jezika
ovde iznet u sazetom obliku. Detalji dokaza navedenih tvrdenja mogu se naci
u doktorskoj disertaciji 1. Dolinke [24].
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3.4. Globalna neodredenost involutivnih poluprstena

Involutivni poluprsteni nisu globalno odredeni. Ovo je pokazano u radovima
[21] i [120]. Dokaz globalne neodredenosti involutivnih poluprstena bazira se

na Teoremi 2.9.1.

T eorema 3.4.1. (Crvenkovié, Dolinka, Vinci¢, [21]) Varijetet involutiv-
nih poluprstena nije globalno odreden.

Dokaz. Dajemo postupak kojim se proizvoljna involutivna polugrupa S
pretvara u involutivni poluprsten 0{S). Dodajmo novu nulu 0 (Cak i ako S
ve¢ ima nulu) tako da je 0* = 0. DefiniSimo komutativhu operaciju + na
SU{0} tako daje a+ 0= azasvea 6 SU{0O} ia+ b—0 za sve a,b 6 S. Nije
teSko videti da je sada <r(S) involutivni poluprsten.

Posmatrajmo <r(A) i cr(B), gde su A i B involutivhe polugrupe iz Teo-
reme 2.9.1. Jasno, <j(A) = <r(B), poSto je svaki izomorfizam involutivnih
poluprstena ujedno i izomorfizam odgovaraju¢ih involutivnih polugrupa. S
druge strane, ako je 9: T(A) —=* F(B) izomorfizam iz ve¢ pomenute teoreme,
proSirimo ga do preslikavanja ip : P(A U{0A}) —T(B U{Og}) tako da imamo
~NOa)= {Ob} i za sve neprazne C C A:

ip{Cu {oA}) = s{C) u{oB}-

Jasno, ip je bijekcija. Takode, lako se vidi da je tp izomorfizam involutivnih
poluprstena r(cr(A)) i T(or(B)). Ovo se moze proveriti koriste¢i Cinjenicu da
je sabiranje kompleksa (npr. u <r(A)) dato sa (C,D C A U{0"}):

' {0A}, a "CUD,
C+D = "U{OA'}, OA eC, oa Nd,
cu{oAj, OA ~"C, OAeh,
CUDU{0A}, 0A GC nD.
Zbog toga je r(cj(A)) = T(<i(B)). m

Posledica 3.4.2. ([21]) Varijetet poluprstena nije globalno odreden.



Glava 4 Involutivni prsteni

4.1. Istorijski pregled

Teorija prstena je jedna od najrazvijenijih i najznacajnijih oblasti algebre.
U okviru ove teorije razvija se i teorija prstena sa involucijom. Do sada je
napisano viSe knjiga na temu involutivnih prstena od kojih su najznacajnije
knjige 1. N. Hersteina [52] i S. K. Berberiana [3]. Takode, delovi nekih poz-
natih monografija posveceni su prstenima sa involucijom. Kao §to je refeno
u delu o ‘-regularnim polugrupama, knjiga L. A. Skornjakova [112] sadrzi
vrlo interesantna razmatranja prstena sa involucijom. Spomenimo i knjigu 1.
N. Hersteina [49], koja u Poglavlju Il govori o prostim prstenima sa involu-
cijom. Veza involutivnih prstena i simetricnih mreza data je u knjizi [74].
Interesantna veza Baerovih ‘' -polugrupa, odnosno Baerovih ‘-prstena, i orto-
modularnih mreza data je u knjizi [9].

Spomenimo joS i poznate radove o involutivnim prstenima [53, 72, 126].

Jedna od poznatijih teorema algebre je teorema Jacobsona. koja kaze da
je svaki prsten u kome za neko n £ M vaZi identitet xn+l = x komutativan
(videti [48, 51, 57]). Jedan od nalina da se dokaZe Jacobsonova teorema je
da se pokaze da svaki poddirektno nesvodljiv prsten koji zadovoljava identitet
gornjeg oblika mora biti polje. U ovoj disertaciji ¢emo opisati involutivne
prstene koji su poddirektno nesvodljivi i zadovoljavaju identitet gTHl = x za
neko n £ N. Koristeéi ovaj rezultat, bicemo u mogucénosti da konstruiSemo
mreZe varijeteta involutivnih prstena koji zadovoljavaju ovakve identitete.

4.2. Involutivni prim prsteni

Involutivne prim prstene ispitivali su mnogi autori (videti, na primer, radove
[50, 72]). Ovde ¢emo razmotriti neke osobine involutivnih prim prstena izuca-
vane u radu [50]. Podsetimo se, prsten R je prim ako za sve a,b £ R takve
daje aRb=0vaZzia—0ihb=0.

81
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Neka je R prsten sa involucijom *. Oznalimo S = {X £ R |x* = x} i
K = {x £ R |x* = -a;} i nazovimo elemente 5 simetricnim, a elemente /i’
antisimetri¢nim elementima od R. Sa Z ili Z(R) oznatavamo centar od
R. Prsten R ¢emo zvati domen (Cak i ako nije komutativan), ako ab = O u

R impliciraa= 0ili b= 0.
Lema 4.2.1. ([50]) Neka je R prsten sa involucijom * i neka je U ™0

ideal u R tako da je U* = U. Akoje Ufl S = 0, tj. U nema simetri¢nih
elemenata, onda je U3 = 0.

Dokaz. Akoje 0 7-x EU,onda x* £ U* = Upavazix + x* £ UflS=0.
Sledi x* = —x, za svako x £ U. Posebno, s obzirom da je Ufl S = 0, imamo
da 2x = 0 povlai x —0 za sve x £ U, kao i da za sve x £ U vazi (2)* = x2.
Ovo znaCi da x2 £ S, pa kako je U ideal, g2 £ U, tj. x2 = 0. Dalje, za sve
X,y £ U imamo

Xy = (-x)(-y) = x*y* = (yx)* = -yx,

pa sledi
xyz = x(yz) = -x{zy) - ~{xz)y = zxy.

Iz prethodnog imamo

xyz - zxy = 0,
Sto uz -z(xy) = (xy)z daje
Xyz + xyz = 0,
-
2xyz = 0.
Sledi xyz = 0tj. U3= 0. |

Ideale | involutivnog prstena R fiksirane involucijom, /* = / (kao $to je
to U u gornjoj lemi), zvacemo ‘-ideali.

KaZemo da je podskup A C R Liejev potprsten od R ako je A aditivha
podgrupa od R tako da za svako a,b £ A, ab- ba £ A. Ako je A Liejev
potprsten od R, aditivha podgrupa U C A se zove Liejev ideal od A ako vazi

Ut U a£ A=[ua = ua—au £ U

Lema 4.2.2. Nekaje R prsten bez nenula nilpotentnih ideala u kome vaZi
da 2x = 0 implicira x —0. Pretpostavimo da je U 7{0} potprsten od R koji
je ujedno i njegov Liejev ideal. Tadaje ili U C Z(R), ili U sadrZi nenula ideal
od R.
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Dokaz. Pretpostavimo da U, kao potprsten, nije komutativan. Tada za
neke x,y £ U, xy - yx N 0. Za bilo koje r £ R, x{yr) - (yr)x £ U. To znai
daje (xy —yx)r + y(xr —rx) £ U. Drugi sabirak je iz U, jer y,xr —rx £ U.
Sledi da je (xy —yx)r £ U. Imamo da je (xy —yx)R C U. Ali, tada za
rhsER, ((xy- yx)r)s - s((xy - yx)r) £ U, Sto daje - yx)R C U. Ako
je  tx—xy)R = 0, onda je (R(xy —yx))2= 0, suprotno pretpostavci za R.

Ako je i/ komutativan, Zelimo da pokaZzemo da on lezi u centru od R. Neka
jeaf U, x ER. Tadaje ax —xa £ U. Sada za x,y £ R imamo

a(a{xy) - Qy)a):(x(xy)- (xy)a)a.

Prikazujuéi a(xy) - (xy)a kao (ax - xa)y + x(ay - ya), i koristeci Cinjenicu da
a komutira sa ovim elementom, kao i sa ax —xa i ay - ya, dobijamo

2(ax —xa)(ay - ya) = 0
za sve X,y £ R. lzaberimo y = ax. Ovo daje
(ax —xa)a(ax - xa) = 0.
Sledi daje ax - xa = 0, paje ax = xa. O

Teorema 4.2.3. ([50]) Neka je R involutivni prim prsten Ciji nijedan
nemila simetri¢an element nije nilpotentan. Tada vaZi bar jedan od uslova:

(1) xx* = 0=x = 0;

(2) SC Z(R) iprsten R je red u prstenu F2 svih 2 x 2 matrica nad nekim
poljem F.

Dokaz. Pretpostavimo da je xx* = 0 za neko x / 0 iz R. Zelimo da
pokaZzemo daje SC Z(R) idaje R red u F2

Najpre, imamo x*Sx C 5, i iz xx* = 0 sledi daje kvadrat svakog elementa
iz x*Sx jednak 0. Prema tome, iz pretpostavke o R sledi x*Sx = 0. Ako je
r £ R, ondaje x*(r* + r)x —O0, pa imamo da vaZi

X*r*x = —x*rx,

8to znali da je x*rx antisimetrian za svako r £ R. S obzirom da je R prim
prsten, sledi daje zaneko r £ R, x*rx ™ 0. Sada R ne mozZe biti karakteristike
2. Naime, ako oznacimo k = x*rx i ako bi bilo k + k = 0, imamo k = -k, tj.

k* = (xX*rx)* = x*r*x = —x*rx = —k = k,
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pa bismo imali daje k simetri¢an element, stoje nemoguce, imajuci u vidu da
je k2= —kk* = 0 i pretpostavku teoreme o simetricnim elementima. Dalje, iz
gornjih relacija imamo kSk = 0. Ako je s £ S, onda ks —sk £ 5, (k* = —K i
(—s)* = —5). StaviSe, s obzirom daje k2= 0, s,s2£ S i kSk = 0, vidimo da
je (ks —sk)2 = 0. NaSa hipoteza za R daje ks —sk = 0 za sve s £ 5. Dakle,
k komutira sa svakim elementom potprstena (S) od R generisanog sa S.

Sada, akos £ Siy £ R, ondasy-ys = sy+y*s-(y +y*)s pripada (S). To
znali daje (S) Liejev ideal od R. Sobzirom daje R 2-torziono slobodan i nema
nilpotentnih ideala, po prethodnoj lemi je ili S C Z(R), ili (S) sadrzi nenula
ideal U od R. Ova poslednja moguc¢nost znaci da k komutira sa elementima
nenula ideala U. U prim prstenu to znac¢i da k £ Z(R). Medutim, kako je
k”~ 0ik2= 0, krk —0, §to u prim prstenu forsira da je k = 0.

Sledi daje jedina mogucnost S C Z(R).

Tvrdimo da ovo znati da je R red u F2 za neko polje F. Kako vazi
S C Z(R) ielementi Z(R) nisu delitelji nule u R, moZzemo lokalizovati R tako
da dobijemo prsten

T={r/s\WYER,s/0eb5}.

T je prim prsten sainvolucijom. StaviSe, nenula simetri¢ni elementi su inverti-
bilni u T. Tvrdimo daje T prost kao prsten. Ako je k / Oideal od T, onda je
U=VV* 2 0iU*= U. Prema Lemi 4.2.1, U ima nenula simetri¢an element.
Ovaj element je invertibilan u T, paje U= T. PoSto je U C V, imamo da je
V —T. Sledi daje T prost (nema netrivijalnih idela). Simetri¢ni elementi iz
T leZze u centru od T, paje T 4-dimenzionalan nad svojim centrom. Prsten
T ima delitelje 0 (x*x = 0), pa nije telo. Po poznatim rezultatima iz teorije
prstena, sledi da je T = F2 za neko polj F. Po konstrukciji, R je red u T. O

Lema 4.2.4. ([50]) Nekaje R prim prsten sa involucijom u kome je ab 7*0
akosua”™ 0670 uS. Tada vazi barjedan od slede¢a dva uslova:

(1) R je domen;

(2) SC Z(R) iprsten R je red uprstenu F2 svih 2x2 matrica nad nekim
poljem F.

Dokaz. Pretpostavimo da. R nije red u F2. Prema prethodnoj teoremi,
xx* = 0 implicira x = 0 u R. Pretpostavimo daje uv = 0, u,v GR. Tada je
(u*u)(vv*) = 0 i kako u*u,vww* £ S, onda je ih u*u = 0, ih w* —0. Prema
tome, ili je u = 0, ih v —0. Sledi da je R domen. O

KaZemo da je prsten poluprim ako nema nenula nilpotentnih ideala. Ako
Zehmo da Lemu 4.2.4 uopStimo na poluprim prstene sa involucijom u kojima
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jeab/ Oakosua/ Oii~” Oui', mozemo pretpostaviti da postoje ideali
AN0i5720uR takodaje AB = 0.

Tvrdimo da je A*a = 0. Sigurno vazi A*aB = 0, paje 0 = (A*aB)* =
B*a*a. S obzirom da je R poluprim prsten, ova relacija implicira da vaZi
A*aB* = 0. Prama tome (A*a){B + B*) = 0. Ako je A*a / 0 onda, s
obzirom da je R poluprim, prema Lemi 4.2.1 postoji element u £ A*a, u/ 0,
tako da je u* = u. Sli¢no, u B + B* postoji v/ 0 tako da vazi v* = v. Iz
A*a(B + B*) = 0imamo daje uv = 0, Sto protivreli naSoj hipotezi o S. Sledi
da ako je AB —0i A, B / 0, onda je A*a = 0. Primetimo da u poluprim
prstenu R iz A*a = O sledi A DA* = 0.

Nekaje M = {x £ R\xA = 0}. M je ideal od R i A* C M. Kako je
MA = 0, prema prethodnom je M*M = 0. S obzirom da je R poluprim
prsten, ovo daje MM* = 0. Ako je Mx = 0, onda je A*x = 0, jer je A* C M.
Sledi x*A = 0, paje x* £ M. Drugim recima M* je anihilator M u R.

Tvrdimo da je R/M* domen. Prvo primetimo da M nema nenula nilpo-
tentnih elemenata. Ako je, na primer, u2 = 0, gde je u £ M, onda s obzirom
da vazi uu* £ MM* = 0i u*u £ M*M = 0, dobijamo (u+ u*)2= 0. PoSto 5
nema nilpotentnih elemenata, sledi u+ u* = 0iu = -u* £ Mf)M* = 0. Dalje,
tvrdimo da je M domen. Ako je uv = 0, u, v £ M, onda posto je (vu)2= 0,
vu = 0. Sadaje (u+ u*)(v+ v*) = 0, jerje uv = 0, u*v* = (vu)* = 0, uv* = 0
i u*v = 0, s obzirom da svi ovi elementi leze u MM* = 0i M*M = 0. NaSa
pretpostavka o S forsiradaje u+ u* = 0ili v= v* = 0. Zbog M fl M* = 0
imamo daje ili u - 0, ih v= 0. Sledi da je M domen.

Pretpostavimo daje xy £ M*. Ako £ M, onda {rri\x)(ymz2) E
M fl M* = 0. Medutim, M je domen i mpr,ymi £ M, pa sledi daje m\x = 0
ili ym2 = 0. Ovo odmah daje Mx = 0 ili yM —0. Ako je yM = 0, onda,
zbog Cinjenice daje R poluprim, My = 0. Drugim recima, xy £ M* implicira
Mx = 0. Dakle, xy £ M* implicira x £ M* ili y £ M*, §to prakti¢no znaci da
je R/IM* domen. Slicno, R/M je domen.

Kako je MfIM* = 0O, R je poddirektan proizvod R/M i R/M* i involucija
razmenjuje komponente ovog poddirektnog proizvoda. Ovim je pokazana

Teorema 4.2.5. (Lanski, [72]). Ako je R poluprim prsten sa involucijom
tako daje ab”~ 0zaa”~ 0¢,6/0 uS, onda. vazi barjedan od uslova:

(1) R je domen;

(2) SC Z(R) iprsten R je red u prstenu F2, svih 2x2 matrica nad nekim
poljem F;

(3) R je poddirektan proizvod domena i njegove antiizomorfne kopije, sa
involucijom koja razmenjuje komponente.
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*

4.3. Specijalni regularni *-prsteni

Jedna od (istorijski) najvaznijih klasa involutivnih prstena je klasa regularnih
*-prstena. U stvari, regularni prsteni, koje je definisao J. von Neumann,
u fundamentalnom delu [122], bili su polazna tacka (i glavna motivacija) za
c¢itavu teoriju regularnih polugrupa. Regularni prsteni i regularni *-prsteni su
na jedan zanimljiv naéin ¢vrsto povezani sa (ortokomplementiranim) modu-
larnim mrezama, a na taj nacin i sa projektivnim geometrijama. Ova veza
je data u poznatoj von Neumannovoj teoremi koordinatizacije, koja uopstava
klasi¢ne teoreme koordinatizacije projektivnih prostora.

TEOREMA 4.3.1. (von Neumann, [122]) Neka je M (ortokomplementi-
rana) modularna mreza. Tada postoji ragularan prsten (sa involucijom) R
¢iji glavni desni ideali éine mrezu, koja je izomorfna sa M. Stavise, R se
moze dobiti kao prsten matrica (konaéne dimenzije) nad prstenom D tako da
je D C M 1 prstenske operacije od D su izrazene kao polinomi mreie M. U
sluéaju ortomreza, ortokomplementiranje je jedinstveno odredeno involucijom
na R.

Lako se pokazuje da je uslov regularnosti za *-prsten ekvivalentan uslovu da
je svaki glavni ideal generisam projekcijom, idempotentom fiksiranim involu-
cijom. Prema tome, u ortokomplementiranoj verziji gornje teoreme, mozemo
zameniti mrezu glavnih ideala od R mreZzom projekcija od R u odnosu na
parcijalno uredenje definisano sa e < f ako i samo ako je ef = e. Sledi, svaka
se modularna ortomreza moze reprezentovati projekcijama nekog regularnog
*-prstena. Pri tome, polugrupni redukti odgovarajuéih prstena su Baerove
*-polugrupe, pa je re¢ o Baerovim *-prstenima.

Dalje, moze se pokazati da je regularnost *-prstena R ekvivalentna impli-
kaciji

pr =0=r=0

za sve 7 € R. Sledec¢i Yamadu [126], involutivni prsten u kome vazi identitet
T T = &,

nazivamo specijalni regularni *-prsten. Kazemo da je element prstena
centralan ako komutira sa svim elementima prstena.

LEMA 4.3.2. ([45]) Ako je e idempotent u regularnom prstenu R, onda su
sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) e je centralan;
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(2) e komutira sa svakim idempotentom u R;

(3) eR je dvostrani ideal od R;

(4) Re je dvostrani ideal od R;

(5) Za bilo koje xe £ Re, xe —ex = 0, x ER;

(6) Za bilo koje ex EeR, ex —xe = 0, x ER.
Koristeci ovaj rezultat, lako dobijamo slede¢u lemu.

Lema 4.3.3. ([126]) Neka je R regularan prsten. Tada su slede¢i uslovi
ekvivalentni:

(1) Multiplikativna polugrupa (R, < je inverzna polugrupa;
(2) Svaki idempotent od (R, ® je centralan;
(3) (R,-) je Cliffordova polugrupa, tj. polumreza grupa.

Dokaz. Skup idempotenata E (R) inverzne polugrupe (R, 9 ¢ini polumreZu,
pa (1) = (2) sledi iz Leme 4.3.1. Implikacije (2) => (3) i (3) 2> (1) su ocigledne.

Uslov (2) prethodne leme znaci daje R Abelov regularan prsten.

Vidimo da je multiplikativna polugrupa (R,-) specijalnog "-regularnog
prstena Cliffordova polugrupa. Sledi da se specijalna involucija * poklapa sa
inverznom operacijom -1 u inverznoj polugrupi (R, ® i da vazi xx~I = x~Ix
za sve elemente x. Sada imamo

2x = (2x)(2x)*2x = 8xx*x = 8,

paje ex = 0. Prema tome, 6R = {63 |[x £ R} —0. Dalje, neka je x,y £ R.
Kako vazi (x + y)(x + +y) —x +y, imamo

xy~Ix + yx~ly + 2xx~ly + 2yy~1x = 0.

Oznatimo sa R2 = {x £ R|2x = 0} i R3 — {y £ R\3y = 0}.Lako se
uveravamo da su R2 i R3 ideali od R koji su zatvoreniza operaciju -1 (tj.
(R2,+, -_1)i (R3,+, -,_1) su specijalni "-regularni prsteni). Zatim, imamo

R2nR3=0 i R2+ R3=R.

Sledi daje R = R2® R3. Ovim smo dokazali naredni rezultat.
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Lema 4.3.4. ([126]) Svaki specijalni *-regularni prsten je direktna suma
A ® B specijalnih *-regularnih prstena A i B, od kojih je jedan karakteristike
2, a drugi karakteristike 3.

Obratno, lako se vidi da ako je R direktna suma (odnosno, direktan
proizvod, Sto je u ovom sluc¢aju svejedno, s obzirom na konacan broj sumana-
da) specijalnih ‘-regularnih prstena A i B, onda je R takode specijalan *

regularan prsten.
Posmatrajmo sada specijalni ‘-regulani prsten R = R2® R3,gde suR2i

R 3 prethodno pomenuti prsteni. Stavimo y = xx~I u formuli
xy~1x -f yx~ly + 2xx~1ly + 2yy~Ix = 0.
Tada je
X2+ x 1+ 2xx 1+ 2x = 0.
Ako je x GR2,ondaje x2+ x 1= 0tj. x4= x. S druge strane, ako je x G IZ3,
onda je x3 —x2—x + xx~I = 0. Sledi x(x2- xx~l) —x2—xx~1, odnosno,
X2(X2 —XX X(x2- xx 1) - x2- xx-

(T2—xx~1)2 x4 - 2xx-1 + (xx~A2=
X4 - 2XX~AX2 + XX~A-
X4 - 2X2. Xx~I -
XA — X2- (X2 = XX- a) -
XA~ Xz - (x4 - X2) =

0.

Kako je (iz, ® ChfFordova polugrupa, sledi x2 —xx~1 tj. x3 —x. Prema vec
navedenoj teoremi Jacobsona, R2 i R3 su komutativni i prema tome, R je
komutativan. Na. osnovu prethodnog se dobija

Teorema 4.3.5. (Yamada, [126]) Svaki specijalni regularni*-prsten je ko-
mutativan.

Za regularne prstene karakteristike 2 i 3 imamo sledece tvrdenje.

Lema 4.3.6. ([126]) U regularnom prstenu R karakteristike 2, slede¢i us-
lovi su ekvivalentni:

(1) (R, je inverzna polugrupa i R je specijalni *-prsten;

(2) (R,-) je inverzna polugrupa i vaZi xy~xx = yx~ly za sve X,y GR,;
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(3) (R, zadovoljava identitet x4 = x;

(4) (iz, ® je polumreza Abelovih grupa eksponenta 3.
Dokaz. (1) o (2) Postoje R karakteristike 2, iz identiteta
XYy~IX + yX~Xy + 2X2~xy + 2yy~xx = 0,

sledi daje R specijalni regularni ‘ -prsten, paje xy~xx = yx~xy zasve x,y £ R.
Obratno, lako se uveravamo da (2) implicira

x+ 2@ 1+2 )a+y) =x+y

@-1 + y~I)(x + y)(x~x+ y~1) = x~x+ y~\

pa imamo da je R specijalni regularni ‘-prsten.

(2) = (3) Posto je (iz, ¢ inverzna polugrupa, iz Leme 4.3.3 sledi da je
svaki idempotent centralan. Prema tome, xf~xx —fx~xf. Kako je f~x =/,
imamo daje x2f = x~xf, x £ R, f E E(IL). Sobzirom daje (A, ¢ polumreza
grupa (prema Lemi 4.3.3), imamo da vaZi xx~x = x~xX. Nekaje / = xx~Xx.
Sledi g2= X_1 tj. x4= x.

(3) (4) R zadovoljava x4 = x, paje (A, 9 komutativna inverzna polu-
grupa. ZakljuCujemo daje (R,-) polumreZza Abelovih grupa G\. Kako u G\
vazi ¥4 = x, G> je eksponenta 3.

(4) (2) Po pretpostavci, (R, < je polumreza A Abelovih grupa {R\ JA£
A} eksponenta 3. Jasno, (R, ® je inverzna polugrupa. Neka je x £ Ra i
y £ Rp. Tadaje xy~| 6 Rap. Sadaje (xy~x)3 = eap, gde je eag jedinica R dfj,
i poSto je svaki idempotent centralan, sledi da je xy~xx = yx~xy. Naime,
xy~xx £ Ral, yx~xx £ Rap i Xxy~xxy~xxy-x = eap, pa je

(Xy~xx) (yx~xy)~Xx = eap,
Sto daje
XY~XX = YyX~Xy.

Lema je dokazana. O

Lema 4.3.7. ([126]) Regularni prsten R karakteristike 3 je specijalni re-
gularni *-prsten ako i samo ako (R, ® zadovoljava identitet x3 = x. U tom
slucaju, (R, ® je inverzna polugrupa i R je specijalni *-prsten. Drugim recima,
(R, ® je polumreza Abelovih grupa eksponenta 2 (tj. Booleovih grupa).
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Dokaz. (=>) Ovo je ve¢ pokazano u prethodnom.

(<=) Pretpostavimo da je (iZ, @ inverzna polugrupa. Sledi da je (iZ, -) polu-
mreza A Abelovih grupa {R> JA G A}. Kako je x3 = x za sve x G R, svaka
grupa R a ima eksponent 2. Prema tome, vaZi x = x~Il za sve x G R- Tako, R
zadovoljava

Xy~IX + yx~1y + 2XX~Xy + 2yyx~x —3x2y + 3y2x = 0
za sve X,y GR. Ovo znaci da vaZi
(x+y)(x1-f2 1)(x+y) =x+y,

za sve X,y G R- Kao i ranije, poslednji identitet implicira da je R specijalni
regularni *-prsten. O

Nula-prsten je, jasno, specijalni involutivni prsten. Takode, oCigledno je da
je svaki (nenula) specijalni regularni ‘ -prsten poluprim (u stvari, svi regularni
prsteni su poluprim prsteni). Dalje, lako se proverava da ako je (nenula)
specijalni regularni ‘-prsten prim, onda je on polje.

Lema 4.3.8. ([126]) Polje je specijalni regularni *-prsten ako i samo ako
ima. 2,3 ili 4 elementa, pri ¢emu je involucija data sa x* = x_1 zax ™ 0i
0= 0.

Dokaz. Lema se dokazuje direktnim proveravanjem svih sluCajeva. U
sluCaju karakteristike 3, identitet x3 = x implicira da polje ima (najvise)
3 elementa. U slucaju karakteristike 2, identitet x4 = x implicira da polje ima
(najvise) 4 elementa, i prema tome ima 2 ili 4 elementa. O

Neka je R nenula specijalni regularni ‘-prsten karakteristike 2 ili 3. Videli
smo da on uvek zadovoljava identitet oblika xn+l = x, i stoga, kao Sto je to
ve¢ napomenuto, on jeste (kao prsten) poddirektan proizvod polja (videti [77]).
StaviSe, nije teSko pokazati da se specijalna involucija (5to je zapravo involucija
polja) slaze sa takvim poddirektnim proizvodima, tj. da ako (a,-)ie/ pripada
posmatranom poddirektom proizvodu, tada to vazi i za (a*),-6j. Stoga se R
moZe razloZiti na poddirektan proizvod polja sa involucijom iz prethodne leme,
tj. ta involutivna polja su jedini poddirektno nesvodljivi specijalni regularni
‘-prsteni. Taclnije, vaZi

Teorema 4.3.9. (Yamada, [126]) Svaki specijalni regularni *-prsten R je
direktna suma R2© R 3 specijalnog regularnog *-prstena R 2 karakteristike 2
i specijalnog regularnog *-prstena R 3 karakteristike 3. Dalje, ako je R2/ 0,
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onda je R 2 izomorfan poddirektnom proizvodu polja sa 2 i 4 elementa, dok ako
je R3 0, onda je R3 izomorfan poddirektnom stepenu troelementnog polja
(sa involucijama naznacenim u prethodnoj lemi).

Napominjemo daje materijal u delu o specijalnim regularnim ‘ -prstenima
vecinom preuzet iz rada M. Ya.made [126]. Ovaj rad (narocito gornja teorema)
bio je inspiracija za rezultate koje ¢eme izlozZiti u narednom delu o poddirektnoj
dekompoziciji i varijetetima proizvoljnih (a ne samo specijalnih) involutivnih
prstena koji zadovoljavaju Jacobsonov identitet xntl = x za neki prirodan
broj n.

4.4. Poddirektna razlaganja

U teoriji prstena, kao Sto je poznato, posebnu ulogu igra Cuvena teorema
N. Jacobsona koja kaZe da je svaki prsten na kome je zadovoljen identitet
xn+l = xn, n E N, komutativan, ili opStije, ako je prsten R takav da za svako
X 6 R postoji ceo broj n(x) > 1 tako daje xn® = x, tadaje R komutativan
prsten.

Teorema Jacobsona Siroko uopStava poznatu Wedderburnovu teoremu pre-
ma kojoj je svako konatno telo komutativno, tj. polje. lako .Jacobsonova teo-
rema daje samo dovoljan uslov za komutativnost prstena i primenjiva je na rel-
ativno usku klasu prstena, njen znacaj je u tome Sto se iz algebarskih osobina
elemenata izvodi komutativnost, pa je ta ideja iskoris¢ena za dobijanje ve-
likog broja opstijih teorema o komutativnosti prstena. Od naSih matematicara
zapazene rezultate u tom smeru su dobili M. Janji¢ i V. Peri¢ [91].

Postoji viSe dokaza Jacobsonove teoreme, i svi ti dokazi se viSe ili manje
svode na Cinjenicu da je svaki poddirektno nesvodljiv prsten koji za neko n
zadovoljava identitet £n+l = x polje.

Nas cilj je da problem poddirektnog razlaganja reSimo za involutivne prs-
tene u kojima vaZi identitet xn+l = x, gde je n fiksan prirodan broj. Ovaj
rezultat primeni¢emo kod konstrukcije mreza varijeteta prstena sa involucijom
koji zadovoljavaju zakone datog tipa.

Posto radimo isljucivo sa komutativnim prstenima, pojmovi antiautomor-
fizma i automorfizma ¢e se poklapati. Ispostavlja se da konacna polja (sa
involucijom) nisu jedini poddirektno nesvodljivi prsteni sa involucijom u ko-
jima vazi xn+l —x, tako da gore navedeni rezultat (za obi¢ne prstene) viSe ne
vazi. Pored "internog” fenomena involucije na polju, mi ¢emo sresti drugi tip,
"spoljadnji”, koji opisujemo u kratkim crtama.

Naime, neka je R prsten, i nekaje R' njegova izomorfna kopija (nad istim
nosatem R kao i R). Posmatrajmo direktnu sumu R O R "i definiSimo unarnu
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operaciju * na toj sumi tako da za sve r,s ER imamo
(r,s)* = (s,r).

Lako se proverava da je na ovaj nafin direktna suma R ® R ' pretvorena u
prsten sa involicijom, koji ¢emo oznacavati sa Ex(R). Opisana involucija se
Cesto naziva i razmenjujuéa involucija (videti [106]). Susretaéemo se sa
slede¢om tipicnom situacijom: prsten sa involucijom R ima ideal | tako da
je R direktna suma | i I* (Sto je takode ideal u R). Tada je R = Ex(I).
Naravno pod idealom podrazumevamo prstenski ideal (ideale zatvorene za *
smo jo$ ranije nazvali "-idealima).

U prvoj glavnoj teoremi ovog paragrafa dokazacemo da je prsten sa in-
volucijom koji zadovoljava xn+l = x za neki ceo broj n > 1 poddirektno
nesvodljiv ako i samo ako je ili kona¢no polje sa involucijom (u kom slucaju
¢emo diskutovati sve moguce involucije), ili oblika Ex(F) za neko konacno
polje F u kojem vazi navedeni identitet. Kasnije, da¢emo jedan primer kako
se ova informacija mozZe primeniti na konstrukciju mreZa podvarijeteta vari-
jeteta involutivnih prstena koji zadovoljavaju aratl = x za dato n. Nas primer
uljucuje sve varijetete specijalnih regularnih "-prstena iz prethodnog paragrafa
(naime, posmatraéemo slucaj n = 6).

Poznato je da su kongruencije i ideali u ”1-1” korespodenciji tako da kon-
gruencija 9 u prstenu daje ideal | od R tako da a E/ ako i samo ako (0, a) E 9.
i obratno, za svaki ideal | od R imamo kongruenciju 9 definisanu sa (a, b) E9
ako i samo ako a—b E I. Primetimo da se slicha simetrija pojavljuje u prsten-
ima sa involucijom Sto se ti¢e njihovih "-kongruencija i "-ideala.. Naravno, ako
je 9 "-kongruencija od R, onda je ideal konstruisan kao gore "-ideal, poSto ako
a El, onda (0,a) E9, Sto daje (0, a") E 9 (poSto imamo 0* = 0) i onda a* EI.
Obratno, ako je | "-ideal i 9 odgovaraju¢a kongruencija, onda (a,b) E 9 im-
plicira a- b E/, tako da je a* - b*- (a- b)* E/. Sledi (a*,b*) E 9. Ova
razmatranja sumira

Lema 4.4.1. Neka R prsten sa involucijom. Onda su *-kongruencije i *-
ideali u ”1-1” korespondenciji, tako da ideal R nastao iz njegove *-kongruencije
jeste *-ideal, i obratno.

Nas glavni rezultat, koji uopStava. Yamadinu Teoremu 4.3.9 za proizvoljne
involutivne prstene sa identitetom oblika xn+l = a; je sledeci.

Teorema 4.4.2. Prsten sa involucijom R je poddirektno nesvodljiv i za-
dovoljava zakon Tn+l = x ako i samo ako postoji prost brojp i ceo broj k > 1
za koje je (pk—1)]n, tako daje R izomorfan jednoj od sledecih algebri:
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(1) GF(pfy (konacno polje od pk elemenata), sa identicCkom involucijom,

(2) GF(pk) sa involucijom definisanom sa x* = xpm, gde je k parno, k = 2m
(ovo éemo oznacavati sa G F*{pk)),

(3) EX(GF(pk)).

Najpre ¢emo izloZiti neka pomoéna tvrdenja. Ona Cine prve korake ka
nasem cilju.

Lema 4.4.3. Neka je R prost prsten takav da je R2 = R. Tada R ima
jedinicu ako i samo ako je njegov centar Z(R) netrivijalan.

Dokaz. Pretpostavimo daje z € Z(R), z/ 0. Tadaje zR = R i postoji
e £ R tako da je z = ze. Neka je r £ R proizvoljno. Imamo zr = zer, i
stoga, z(r —er) = 0. Medutim, kako je anihilator elementa z trivijalan (jer je
R2 = R i R je prost prsten), dobijamo r = er, i slicno, r = re. Prema tome,

e je jedinica u R. Obrat je ocigledan. O

Involutivni prsteni koji su ‘-prosti (u smislu da nemaju netrivijalnih *
ideala) su razmatrani u radu Birkenmeiera, Groenewalda i Heatherlyja [6].
Jedan od njihovih rezultata je sledeci.

P ropozicija 4.4.4. ([6]) Neka je R *-prost involutivni prsten. Tada je
R ili prost kao prsten, ilije R = Ex(K), gde je K maksimalan i prost ideal u
R, pri ¢emu je R2”™ 0 i K,K* su jedini netrivijalni ideali u R.

Lema 4.4.5. Neka je R poddirektno nesvodiljiv involutivni prsten sa ne-
trivijalnim polinomnim identitetom. Tadaje R *-prost i ima jedinicu.

Dokaz. Posmatrajmo presek H*(i2) svih nenula ‘ -ideala od R. Po datom
uslovu poddirektne nesvodljivosti, H*(iZ) je nenula i ‘-prost. Po prethodnoj
propoziciji, on je i prost kao psten, ili je H*(R) = Ex{K), gde je K prost
prsten. Iz rezultata rada [105] i Leme 4.4.3, H*(R) ima jedinicu e. Stoga,
imamo prstensko razlaganje R = eR® A, gde je eR = H*(R), dok je A
anihilator od H' (R). Kako je H*(R) zapravo ‘-ideal, to mora biti i A. Stoga,
po datim uslovima, anihilator A mora biti trivijalan, tj. R = eR = H*(R),
Sto povlaci da je R *-prost. O

Koristeci gornja tvrdenja, kre¢emo se polako ka dokazu Teoreme 4.4.2.



% INVOLUTIVNE ALGEBRE

Lema 4.4.6. Neka je R poddirektno nesvodljiv prsten sa involucijom koji
zadovoljava identitet x"+1 = x za neko n > 1. Tada je R ili kona¢no polje sa
involucijom, ilije R = Ex(F) za neko kona¢no polje F.

Dokaz. Prema Lemi 4.4.5, R je *-prost i ima jedinicu. Naravno, R je
komutativan. Ako je R prost kao prsten, onda je on polje, StaviSe, konacno
polje, poSto svi njegovi elementi koreni polinoma xn+l - x = 0.

S druge strane, pretpostavimo da je R = Ex{K) sa K opisanim u gornjoj
propoziciji. Tada postoje e,f £ K tako da

1=1e+ f*.
Sada za proizvoljno a £ K imamo
a = ae + af* —ae,

posto je af* = 0. Dakle, e je jedinica u K. Kako je K prost i komutativan,
K je konatno polje i lema je dokazana. O

Dokaz Teoreme j.f.2 Naravno, jasno je da konacno polje GF(ph) zado-
voljava identitet xn+tl — x ako i samo ako (pk —I)|n. Prema tome, ako je
R = Ex{F), dobijamo involutivne prstene opisane sa (3).

S druge strane, pretpostavimo da je R polje sa involucijom. Poznato je iz
teorije polja daje grupa automorfizama konacnog polja GF (pk) ciklicna grupa
od k elemenata i njeni elementi su preslikavanja oblika x Xxp ,1l<m<k
Sada treba odabrati koji od ovih su involucije tj. automorfizmi reda 2. Ovo se
dobija iz uslova

X= (@fmpm= z@m

ili ekvivalentno,
x ~ 0~ A"2m1l-= 1

Kako je multiplikativnha grupa svakog konacnog polja cikli¢na, gornji uslov ¢e
vaziti ako i samo ako (pfc-1) ] (p2m-1), tj. K\2m. Postoje 2m < 2k, imamo dve
mogucnosti: ili je 2m = 2k, tj. m = k i odgovarajuca involucija je identicka,
(kada imamo slucaj (1)), ili 2m = k, Sto daje situaciju opisanu u (2).
Obratna implikacija je laka, jer je oCigledno da su svi navedeni prsteni
sa involucijom *-prosti i prema tome, poddirektno nesvodljivi. Tako, naSa
teorema je dokazana. O

U narednom, konstruisatemo mrezu svih varijeteta involutivnih prstena
koji zadovoljavaju identitet x7 = x. Razlog zbog kojeg smo se operdelili bas
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za taj identitet (tj. slucaj n = 6) lezi u Cinjenici (koju smoizneli u prethodnom
paragrafu) da se svaki specijalni regularni ‘' -prsten R razlaZe u direktnu sumu
R2© R3>gde su R2i R3redom ideali 2-torzionih i 3-torzionih elemenata od
R. Kao $to smo videli, R2 zadovoljava x4 = x, dok R 3 zadovoljava x3 —X,
tako da na svakom specijalnom regularnom ‘-prstenu vaZzi upravo X7 = X.

Podsetimo se, Yamada je u [126] pokazao da su poddirektno nesvodljivi
specijalni involutivni prsteni oni koje mi oznafavamo sa GF(2), GF(3) i
GF*(4) (imamo daje GF*(2) = GF(2)). Ovaj rezultat se sada lako dobija
iz naSe Teoreme 4.4.2. Kako nas interesuju involutivni prsteni koji zadovol-
javaju x7 = x, dovoljno je potraziti proste brojeve p i pozitivne c¢ele k tako da
je (pk —1)]6, tako da dobijamo p = 2,3, 7za k= 1lip=2zak= 2 Prema
tome, imamo 9 poddirektno nesvodljivih u posmatranom varijetetu (dva za
svaki prost broj u slu€aju k = 1i tri u poslednjem slucaju), i sada lako biramo
one koji zadovoljavaju x = xx*x kao Sto je navedeno gore. Primetimo da su tri
razmatrana polja sa involucijom jedina koja su pokrivena Teoremom 4.4.2 u
kojima se involucija poklapa sa inverzom multiplikativne grupe (kompletirana
sa 0* = 0). Prema tome, dobijamo slede¢u posledicu, koja precizira Yamadine
rezultate.

POSLEDICA 4.4.7. Prsten sa involucijom je specijalan regularan *-prsten
ako i samo ako je on podclirektan proizvod polja sa inverznom involucijom
(@*=a-1 zasveal 0, i0=Q1

Obratimo sada paZznju na neke metode koje mogu da pomognu da se za
da,to n konstruiSe mreza svih varijeteta prstena sa involucijom koji zadovol-
javaju Xntl = x. Vazno je primetiti da svi prsteni sa involucijom navedeni
u Teoremi 4.4.2 imaju prostu karakteristiku, i da ima samo konatno mnogo
mogudih karakteristika za poddirektno nesvodljive prstene (se involucijom)
koji zadovoljavaju zn+l = x. Detaljnije, vaZi

Posledica 4.4.8. Neka je R poddirektno nesvodljiv prsten sa involucijom
koji zadovoljava xn+l = x. Tada je karakteristika od R prost broj p takav da

(p- Din.

Prema tome, involutivni prsteni dobijeni u Teoremi 4.4.2 prirodno se raspo-
reduju u nekoliko grupa prema, svojim karakteristikama. Prili¢no je razumno
pretpostaviti da takva klasifikacija mora imati nakog uticaja na strukturu
mreZe varijeteta, ¢ak i ako razmatramo obi¢ne prstene bez involucije. Koliko
je taj uticaj jak, pokazuje
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Teorema 4.4.9. Neka je n pozitivan ceo broj, i neka je {pi,... ,p*} skup
svih prostih brojeva p takvih da (p —I)Jra Dalje, neka je L mreZa varijeteta
svih prstena (sa involucijom) koji zadovoljavaju xn+l = X, i neka za prost
broj p kao gore, Lp oznaCava podmrezu od L koja se sastoji samo od onih
varijeteta u kojima je px = 0 (tj. varijeteta karakteristike p). Onda je L =
Lpj XLR2 X ... Lpk.

Dokaz. Nije teSko videti da je dovoljno dokazati sledece tvrdenje: neka
su Vi,..., VK varijeteti prstena (sa involucijom) koji zadovoljavaju x71+l = x,
takvi daje Vi karakteristike pt, 1 < i < k, i neka je R poddirektno nesvodljiv
¢lan Vi VV2V ... V Vit onda R pripada jednom od Vi, 1 < i < k. Opétije,
pokazaéemo da ako je karakteristika char(R) —pi i R G Vi VV2V ... VVt,
onda je R G V- Cak i bez pretpostavke poddirektne nesvodljivosti R.

Pretpostavimo suprotno: da je R proste karakteristike pn ali R ™ V,.
Iz univerzalne algebre je poznato da je R homomorfna slika poddirektnog
proizvoda €lanova Vi,..., Mt (primetimo da svi faktori imaju proste karakter-
istike). Neka je S taj poddirektan proizvod (tako da je R = ¢>(S) za neki
homomorfizam ip); tada je S potprsten direktnog proizvoda Rj x ... X R*,
gde zasve 1 < j < k rj Gvj.

Jasno, svaki element a G S moZe biti napisan kao

a=ai+ .. + ak,
tako da je pjaj —O (tj. aj je pj-torzioni): dovoljno je uzeti
vj = (0,...,0,71j@), 0,..., 0),

gde je #j j -ta kanonicka projekcija posmatranog direktnog proizvoda i gde se
7Tj(@ pojavljuje na j-toj koordinati. Oznalimo

=P\ ma®i-m+i =m-Pk-

Kako je {pi,g3) = 1, postoji ceo broj ii tako da je gtit = I(mod p,). OCcigledno,
gtita G S. Medutim, mi takode imamo da je gjaj = 0 za sve j i, Sto daje
gllla = qiliGi = a2 Prema tome, ai G S. Ali kako je *,-(5) = Ri za sve
1< i<k, lako sledi daje S=Ri X... Xx R™.

Sada, i>(S) je karakteristike pi (po pretpostavci). Prema tome, za svako
a G 5, imamo Pi~r{a) — 0. Prema kineskoj teoremi o ostacima, posto je
(Pi,Pj) = 1zaj ™ i, mozemo naci ceo broj £ koji zadovoljava sistem linearnih
kongruencija

pit = I(mod pi), 1<j<«k, j/ i
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Za takav izbor i, sledi (u odnosu na gornju dekompoziciju za a) p{fat = 0'i
prfaj = cij za sve j © i, tako da je

0 = piftl>@ - ip(pila) = i>{a- at) =
= 4%a) ~ H ai),
pa je ip(a) = ip(a,i). Sledi da se R = ~>(S) mozZe predstaviti kao homomorfna
slika od R 2, Sto implicira R f V,, kao Sto se i traZilo. O

Prema tome, zadatak nalaZenja mreZe varijeteta prstena (sa involucijom)
koji zadovoljavaju xn+l = x redukuje se na odredivanje struktura mreza va-
rijeteta koji zadovoljavaju xntl = x i px = 0, gde (p —I)|n. U primeru koji
Zelimo da prikazemo, imamo n = 6, tako da p 6 {2,3,7}. Kada razmatramo
obine prstene bez involucije, situacija je viSe ili manje jasna: zap = 2 imamo
2 poddirektno nesvodljiva prstena GF(2) i GF(4), gde se GF(2) potapa u
GF(4); zap = 3, imamo GF(3), i zap = 7 imamo GF(7). Prema tome,
lako je (koriste¢i gonju teoremu) videti da postoji 12 varijeteta prstena koji
zadovoljavaju x7 = X, i njihov dijagram inkluzije je dat na narednoj slici, koja
daje i polozaje navedenih polja.

GF(7)

Slika 4-1. Svi varijeteti prstena koji zadovoljavaju x7= x

Medutim, situacija sa involutivnim prstenima koji zadovoljavaju x7 = X je
neSto komplikovanija, najvise zbog onih karakteristike 2, poSto imamo 5 takvih
poddirektno nesvodljivih, dok su karakteristike 3 i 7 lakSe za rad. Sledecalema
reSava zadnja dva slucaja.

Lema 4.4.10. Involutivna polja GF(pk) i GF*(p/)) (pod uslovom da ovo
poslednje postoji) se mogu potopiti u Ex(GF(pk)).
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Dokaz. Posmatrajmo sve elemente od Ex(GF(pk)) koji su fiksirani involu-
cijom. Oni su svi elementi oblika (a, a), a G GF(pk), i 0. Lako se pokazuje da
ovakvi elementi Cine potprsten od Ex(GF(pk)) snabdeven identickom involu-
cijom, koji je izomorfan sa GF(pfo).

S druge strane, pretpostavimo daje k = 2m i oznaimo r = pm. Posmatra-
jmo nulu od Ex(GF(pk)) i elemente ovog involutivnog prstena oblika (a, ar),
a G GF(pk). Ovaj skup je oCigledno zatvoren u odnosu na mnozZenje i

(a, ar)* = (ar,a) = (ar,ar2) = (a,ar)r.
Konacno,
®,ar) + (b,br) = (a + b,ar + bT).

Medutim, s obzirom da radimo sa karakteristikom p, primenjujuci formulu
"brucoski san” (a + b)p= ap + bp, dobijamo da je ar + bT= (a+ b)Ti lema je
dokazana. O

Iz gornje leme sledi da je mreZa varijeteta prstena sa involucijom Kkoji
zadovoljavaju x7 —x i px = 0 izomorfna troelementnom lancu kako za p —3,
tako i za p —7. Ostaje da se razmotri slucaj p = 2, koji je malo slozeniji.

Lema 4.4.11. MreZa varijeteta prstena sa involucijom koji zadovoljavaju
X7 = x i2x —O0 data je narednom slikom, sa navedenim poloZajima poddirektno
nesvodljivih.

GF(4)

Slika 4-2- Svi varijeteti involutivnih prstena koji zadovoljavaju x7=xi2x =0

Dokaz. 1z Teoreme 4.4.2 sledi da postoji tacnho pet poddirektno nesvodlji-
vih prstena sa involucijom karakteristike 2 koji zadovoljavaju x7 = x. To
su: GF(2), Ex(GF(2)), GF(4), GF*(4) i Ex(GF(4)). Primetimo da svi oni
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zadovoljavaju x4 = x, pa prema tome mozZemo raditi sa ovim jednostavnijim
zakonom.

Pre svega, GF(2) se potapa u svaki od Cetiri preostala prstena sa involu-
cijom sa gornje liste, tako da on generiSe jedinstven minimalan varijetet u
trazenoj mrezi.

Da dokaZzemo da je "srednji deo” Slike 4.2 trodimenzionalna kocka, do-
voljno je da dokaZemo da za svaki od £r(GF(2)), GF(4), GF*(4) moZemo
naci identitet koji ne vazi u datoj algebri, ali vazi u ostale dve. Razmotrimo
sledece identitete:

(D (x3)* = a3,

(2) (x3+ x)* = x3+ x2,

(3) (x3+ x)* = x3-fx.

U GF(2) imamo x3 = x2 = x, pa (1) ne vaZi u Ex{GF(2)), poSto on ima
neidenti¢ku involuciju. S druge strane, (1) je tacho u GF(4) i GF*(4), jer
za svako a vazi a3 £ {0,1}. Tako, a3 je fiksirano involucijom. Dalje, (2) je
oCigledno netacno u GF(4), jer x = x2 nije tacno u ovom polju. Osim toga,
(2) vazi u £i(GF(2)), jer se obe strane uvek svode na 0, dok u GF*(4) imamo

(X3+ X)* = (x3+ x)2= x6+ 2x4+ x2= x6+ x2= x3+ x2.

Konacno, (3) je tatno u Fx(GF(2)) iz istog razloga kao gore, i trivijalno vazi
u GF(4). Medutim, u gornjem lancu idenetiteta se vidi da (3) ne moZe da
vazi u GF*(4).

Konacno, varijetet V generisan sa tri malopre razmatrane algebre sadrzan
je u varijetetu generisanom sa £r(GF(4)). Da je takva inkluzija prava,
pokazuje se identitetom

{x2+ x)* = x2+ X,

koji vazi u V, ali ne vazi u Fx(GF(4)), poSto za x moZemo uzeti element
prvog sumanda u Fx(GF(4)) razlicit od 0 i jedinice od GF(4), paje x2+ x
jedini¢ni element od GF(4), koji, jasno, nije fiksiran involucijom. Time je
lema dokazana. O

Sumirajuéi, konstruisali smo na$ primer, jer je dokazana

Teorema 4.4.12. Varijetet prstena sa involucijom definisan sa x7 = X
ima tacno 90 podvarijeteta, i oni ¢ine mrezu izomorfnu direkthom proizvodu
mreZe opisane u Lemi 4.4-11 i kvadrata troelementnog lanca.
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Posebno, postoji Sest varijeteta prstena sa specijalnom involucijom: to
su varijeteti generisani sa GF(2), GF(3) i GF*(4), njihov supremum i trivi-
jalan varijetet. Njihova mreZaje izomorfna proizvodu dvoelementnog i troele-
mentnog lanca.

Slicnim metodama kao gore prezentiranim, moZemo primeniti naSu Teo-
remu 4.4.2 (zajedno sa Teoremom 4.4.9) na nalaZenje mreZe varijeteta prstena
sa involucijom koji zadovoljavaju xn+l = x za proizvoljan pozitivan ceo n.
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