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Glava 1

Uvod

Pored, sada ve¢ klasi¢nih, teorija grupa, prstena, polja i drugih, u poslednje
vreme se U matematickim istrazivanjima intenzivno proucavaju i oslabljene alge-
barske strukture, odnosno strukture sa manjim brojem aksioma. U takve struk-
ture dolaze: polugrupe (semigrupe), kvazigrupe, skoroprsteni, poluprsteni i druge.
IstiCemo neke poznate monografije tzv. oslabljenih struktura navedene pod referen-
cama [25], [39], [49] i [73]. Osnovna istrazivanja u ovakvim strukturama, izmedu
ostalog, sastoje se u uopstavanju nekih vaznih teorema klasicnih teorija. Takode,
Sto je radeno i u ovom radu, daje se karakterizacija nekih klasa oslabljenih struktura
pomocéu unije klasi¢nih struktura. UopsSte, opis neke klase struktura cesto se daje
pomodéu drugih poznatih struktura.

Poluprsteni spadaju medu algebarske strukture koje su trenutno u centru alge-
barskih istrazivanja u svetu. Razlog je njihova primena u teorijskom racunarstvu i
teoriji rasplinutih (fuzzy) skupova. Taj znacaj u teorijskom smislu potvrduju brojni
radovi i dve nedavno objavljene monografije:

J.S. Golan, The theory of semirings with applications in mathematics and theo-
retical Computer Sciences, Longman Scientific & Technical, Harlow, 1992.

U. Hebish, H.J. Weinert, Semirings, Algebraic theory and applications in Com-
puter Sciences, World Scientific, Singapore-London-New Jersey-Hong Kong, 1999.

Poluprsteni su ,krenuli” kao apstraktna algebarska struktura od interesa za is-
trazivace u teoriji brojeva zainteresovanih za generalizaciju svojstava prirodnih bro-
jeva i od teorije prstena sa ciljem da se izvrSi generalizacija algebarskih svojstava
skupa ideala komutativnhog prstena. Ostali interesantni primeri poluprstena brzo
su se pojavili u, prakti¢no, svim oblastima matematike. Univerzalni algebristi ih
predstavljaju kao univerzalnu (2, 2)-algebru. Sa druge strane proucavaoci teorij-
skog racunarstva pronasSli su poluprstene koji su korektna osnova za proucavanje
automata i formalnih jezika. Svi ovi razliCiti interesi doveli su do toga da razliCiti
autori razmatraju poluprstene iz razliCitih perspektiva. Otuda terminologija, oznake
i Cak bazi¢ne definicije nisu uvek usaglasene.

Poluprsten je algebarska struktura (S, +, *), sa dve binarne operacije u kojoj su
(5%+) i (5, ® polugrupe (tj. obe operacije su asocijativne) i druga je distributivna
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prema prvoj sa obe strane. Po pojedinim autorima prva operacija je komutativna,
a zahteva se i neutralni element u odnosu na prvu, a kod nekih i u odnosu na drugu
operaciju.

lako su veoma prirodna struktura (primer su prirodni brojevi u odnosu na sabi-
ranje i mnozenje), poluprsteni se tek odnedavno intenzivno izuCavaju. Prvo su
koriS¢eni u izucavanju ideala u teoriji prstena, zatim u reSavanju problema opti-
mizacije. Sada se koriste u teoriji kodiranja i automata, u opisivanju baza podataka
i drugim oblastima teorijskog racunarstva. Druga aktuelna oblast primene je teorija
rasplinutih (fuzzy) struktura. Kolekcija svih rasplinutih skupova na nosacu A, pri
¢cemu je skup vrednosti jediniCni interval realne prave, ima strukturu poluprstena u
odnosu na operacije izvedene iz uopStenja unije i preseka. Pokazuje se da rasplinute
strukture znacajno zavise upravo od svojstava spomenutog poluprstena.

Kao Sto je refeno dosta radova iz teorije poluprstena se odnosi na rasplinute
strukture ([3], [34], [52], [53], [86]). Na poluptstenima su definisani L-fuzzy ideali,
L-fuzzy fc-ideali i fuzzy kongruencije na sledeci nagin.

Ako je (5,+,-) aditivno komutativan poluprsten sa nulom i multiplikativhom
jedinicom, (L, A, V) kompletno distributivha mreza i p : S — L proizvoljan L-fuzzy
podskup od S. Tada sey zove L-fuzzy levi ideal od S ako, za sve x,y £ S:

(0 p(x+y)>min{p(x),p(y)}

(i) y(xy) > fi(y).

Prethodno vazi akko za bilo koje i 6 i skup pt —{x £ S |Jy(x) > i} je prazan
ili levi ideal od S. Slicno L-fuzzy levom se definiSu i L-fuzzy desni, odnosno L-
fuzzy dvostrani ideal. KaZemo da je L-fuzzy levi ideal poluprstena (5, +, 9 L-
fuzzy levi (-ideal ako, za sve x,y £ Sje //(y) > min{fi(x), p(x + y)} ili /;(y) >
min{fj,(x), /z(y + x)}. Komutativno regularni poluprsteni su okarakterisani preko
svojstava njihovih fuzzy ideala.

Na aditivho komutativnom poluprstenu (S, +,#) sa nulom definisane su i fuzzy
relacije. Preslikavanje a : S x S —[0,1] je fuzzy ekvivalencija ako
(1) a(x,x) = sup{a(y,z) ly.z €8],

(2) a(x\y) = a(y.x),

() a(x,y) > sup{min(a(x, z), a(z, y)) |y GS?}.

Fuzzy ekvivalencija za koju vazi

a(a + ¢, b+ d) > min(a(a, b),a(c,d)) i a(ac, bd) > mm(a(a, b), a(c, d))

zove se fuzzy kongruencija na S. Fuzzy kongruencije su definisane u radu [33].

Drugi pravac istraZzivanja posvecenje svojstvima klase Mn(S) kvadratnih matrica
nad poluprstenom S ([38], [65], [66]). NajceSce je ispitivan aditivno i multipli-
kativho komutativan poluprsten sa nulom i multiplikativhom jedinicom. Uveden
je pojam polu-invertibilne matrice. Za matricu A £ Mn(S) kazemo da je polu-
invertibilna ako postoje AItA2 G Mn(S) tako da In+tAAiI = AA2i INFA\NA —A2A.
Dato je nekoliko neophodnih uslova za polu-invertibilnost kvadratnih matrica nad
poluprstenima.

Poslednjih godina viSe autora ([6], [9], [45], [55]) je istrazivalo polumodule, koje
su definisali, po ugledu na module, na sledeéi nacin. Neka je (M ,+) Abelova grupa
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i (T,+,») aditivho komutativan poluprsten sa nulom i multiplikativhom jedinicom.
Tada se M naziva desnim S'-polumodulom ako je dato preslikavanje od M x S
naM takodajezax,yGMiabGS:

(i) (x+ya=xa+ya,

(i) x(a + b) = xa + xb,

(1i1) x(ab) = (xa)b.

Sli¢no kao kod modula definisani su i pojmovi projektivnog i injektivnog CNpolu-
modula. Kazemo da je A-polumodul Q injektivan ako za svaki monomorfizam
a : A —¥B i svaki homomorfizam ip : A — Q postoji homomorfizam p : B —¥ Q
takav da je ip — pa. Kazemo da je 5-polumodul P projektivan ako za svaki
epimorfizam /3 : B — C i svaki homomorfizam ip : P —=C postoji homomorfizam
A:P B, takav daje ip = (3X Date su karakteristike poluprstena S sa injektivnim
i projektivnim i-polumodulima. Na ovaj nacCin se doSlo do uopStenja nekih teorema
iz teorije prstena.

Takode se razmatraju regularni poluprsteni ([80]) kao poluprsteni Cija je aditivha
polugrupa regularna. Dati su uslovi regularnosti za komutativne poluprstene preko
[/c-ideala, gde pod fc-idealom podrazumevamo ideal | za koji vazi: Akoje a G 1 i
at+tbGlilib+aG/, ondaje bE /.

Takode su razmatrani Cvrsti varijeteti poluprstena ([32]). Varijetet V algebri
istog tipa zove se Cvrst ako svaki identitet u V je ujedno i hiperidentitet, tj. ako
za svaku zamenu operacijskih simbola koji se pojavljuju ujednakosti s = t, termima
odgovarajuce arnosti, rezultujuci identitet vaZi u V. Dokazano je da postoje tacno tri
netrivijalna ¢vrsta varijeteta poluprstena, varijetet svih pravougaonih poluprstena,
varijetet Vnid svih normalnih, idempotentnih i distributivnih poluprstena i podva-
rijetet v/a koji je definisan aditivhom jednako3¢u (x + y)(y + X) = Xy + yx.

Kako su (S, +) i (S, 9 polugrupe, jasno je da je teorija poluprstena tesno vezana
sa teorijom polugrupa. U radu se koriste osnovni pojmovi iz polugrupa kao na
primer podpolugrupa, polugrupa generisana nekim skupom, regularna polugrupa
i drugi. Kako su ti pojmovi poznati iz elementarnog kursa algebre, neemo ih
definisati u ovom radu. Podsetimo se samo daje polugrupa (5, @ regularna ako je
ispunjeno (Va G 5)(3x G S)(a = axa). PomenimojoS da, ukoliko je podpolugrupa
A polugrupe S grupa, kazemo daje A podgrupa polugrupe S.

U radu se istraZzuje jedna klasa polugrupa, tzv. p-polugrupa. Kazemo daje polu-
grupa (S, +) p-polugrupa (p G N) ako (Vx)(3y)(x +py+ x =y Apy+z+py = X).
Kako je svaka p-polugrupa unija grupa, to se javlja potreba za koriSéenjem pojmova
i rezultata teorije grupa. NajceSce se pojavljuju ciklicke, Klajnova, kvaternionska
i uopStena kvaternionska grupa. Ako grupa ima jednoclani generatorni skup, onda
takvu grupu zovemo ciklicka grupa.



Klajnova grupa je grupa data slede¢om tablicom.

e a b c
e e a b c
a a e ¢ b
b b c e a
c ¢c b a e

Kvaternionska grupa je grupa data slede¢om tablicom.

1 - I 3 k -k
1 1 - I 4 3 -~3 k —k
-1 -1 1 - i 3 —k k
i i = -1 1 k -k -3 3
— - i 1 -1 -k k 3 -~3
j 3 -3 -k k -1 1 i —i
-3 ~3 3 k -k 1 -1 i
k k -k 3 3 — i -1 1
-k -k k -3 3 i 1 -1

UopStena kvaternionska grupa je grupa
&k = [{a,b}] —{e, a 2a,..., (4k- Da,ba+ b 2a+ 6,..., Ak—I)a + b}

za koju vaZze sledete jednakosti: 4ka = e, 2b = 2/ca, 36 = 2ca+ 6, 6+ 2ma =
2Zma+ 6 (m G/V), 6+ (2n+ l)a = (2c+ 2n + l)a + 6 (n G No).

DefiniSemo joS neke pojmove koji se u radu koriste. Neka je (5,-,+,), 1 G/,
data familija grupa i oznacimo sa S skup svih funkcija definisanih na skupu | tako
da za svako i £ / vrednost funkcije u i je element iz Si. Ako je po definiciji
(@a+6)(z) = a(i)+b(i), i G/, ondaje S grupa koja se zove direktan proizvod grupa
Si, i G 1, koju oznatavamo sa S = JJS1 Specijalno, ako je / = {1,2, ...,n}, piSemo

iei
S=Six™2x..xSn kaoia= (aj,eaz, ..., an). Neka su (Si, *i) i (S2,*2) polugrupe.
Preslikavanje h : S\ — 52 je homomorfizam polugrupe Si u polugrupu S2 ukoliko
vazi(Va,6 G Si)h(a*ib) = h(a)*2h(b). Kazemo daje homomorfizam hizomorfizam
ako je h bijekcija.

U radu sa p-polugrupama je koris¢ena aditivna notacija zato Sto je aditivna polu-
grupa p-poluprstena p-polugrupa. Zapravo p-poluprsten je i definisan tako da mu
je aditivna polugrupa p-polugrupa i joS je 4pa;2 = 4px za sve x iz p-poluprstena.
Neprazan podskup T poluprstena (5,+,-) je podpoluprsten od S ako za sve
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a,b £ Tjeispunjenoa+ 6 £ T i amb£ T. Presek proizvoljne neprazne familije
podpoluprstena poluprstena S jeste podpoluprsten tog poluprstena. Nekaje A ~ 0
neprazan podskup poluprstena S. Presek svih podpoluprstena poluprstena S, koji
sadrze skup A, oznaCavamo sa [A] i zovemo podpoluprsten generisan skupom
A. Jasno je daje podpoluprsten [A] najmanji podpoluprsten (u odnosu na inkluziju)
poluprstena S koji sadrzi skup A. Akoje [A] = S, onda skup A zovemo generatorni
skup poluprstena S. Ako je poluprsten S konacan, onda broj elemenata poluprstena
S zovemo red poluprstena. Kazemo da je poluprsten komutativan ako mu je
multiplikativna operacija komutativna. Poluprsten, Cija multiplikativna polugrupa
ima jedinicu, zove se poluprsten sa jedinicom. Ako u poluprstenu (S:+, < adi-
tivna operacija ima neutralni element O i akoje uzto x 0= Oex = 0 za sve X £ S,
onda poluprsten zovemo poluprsten sa nulom. KaZzemo da je poluprsten regu-
laran ako mu je aditivna polugrupa regularna. Poluprsten (S, +, 9 se zove Bulov
ako je a2 = azasve a £ S. Neka su (Si, +i, u) i (S2,+ 2,'2) poluprsteni. Pres-
likavanje h : Si — S2je homomorfizam poluprstena Si u poluprsten S2 ako je
ispunjeno h(a-\-\b) = h(a) + 2h(b) i h(a <lb) = h(a) -ih"b) za sve a, b £ SN Ako je ho-
momorfizam h bijekcija, onda ga zovemo izomorfizam. Poluprsten, €ija je aditivna
polugrupa grupa, ovde zovemo pretprsten. Podpoluprsten nekog poluprstena koji
je pretprsten zvacemo pod-pretprsten.

Prvi korak u radu je bio pokuSaj uopStavanja pojma anti-inverzne polugrupe.
Pojam anti-inverzne polugrupe je uveden u radu [10]. Dva elementa a i b polugrupe
S su uzajamno anti-inverzni ako aba = bi bab = a. Polugrupa S zove se anti-
inverzna ako svaki element iz S ima anti-inverzni element u S. Sa A oznacimo
klasu anti-inverznih polugrupa. U radu [10] dokazane su sledeée teoreme.

Teorema 1 [10] Nekaje S polugrupa. Tada

SE£A (VX € S)(3y €1S)(x2= y2,yx = x3y,x5= Xx).
Teorema 2 [10] Neka je S polugrupa. Tada
SEA (Vz € S)3y ES)(x2=y2,z2= (Xxy)2,2z5= X).

Neka je Aaoznaka za skup svih anti-inverznih elemenata elementa a anti-inverzne
polugrupe S.

Teorema 3 [10] Neka je S anti-inverzna polugrupa i a £ S. Tada za svaki podskup
laC Aa, Gla= [aUlq]je podgrupa od S.

Posledica 1 [10] (i) Ako skup la ima tacno jedan element i a £ Aa, onda Gla je
kvaternionska grupa.

(ii) Ako a G lai lo ima tatno dva elementa, tj. la= {a, 6), onda Glaje Klajnova
grupa ili ciklicka grupa reda 2.

U ovom radu je uopSten pojam anti-inverzne polugrupe. Naime, ovde je uveden
pojam p-polugrupe. Za p = 1 p-polugrupa je anti-inverzna polugrupa. Rezultati iz
radova [10] i [59] se dobijaju iz odgovarajucih teorema u ovom radu uzimajuéi da je
p = 1 Anti-inverzne polugrupe su pokrivene grupama koje mogu biti kvaternionska,



Klajnova ili ciklicka grupa reda 2. Medutim, p-polugrupe su pokrivene Sirom klasom
grupa. Takode je dokazano daje polugrupa, koja je pokrivena grupama iz te klase,
p-polugrupa. Za neke vrednosti parametra p, klasa p-polugrupa je varijetet, dok za
neke to nije slucaj. U radu je uveden i pojam p-poluprstena. Detaljno su ispitani
Bulovi p-poluprsteni. Takode su odredjene vrednosti parametra p za koje je klasa
p-poluprstena varijetet.

U Glavi 2 se uvodi pojam p-polugrupe. Nekaje (S, +) polugrupa i p £ N, tada
relaciju, u oznaci rp, polugrupe S definiSemo na slede¢i nacin:

Xrpy <i=> x+py+x=y A py+x+py- X

Ako je xrpy za x,y £ S, onda py zovemo p-element elementa x. Polugrupu (S, +)
zovemo p-polugrupa ako svaki element ima svoj p-element. Klasu svih p-polugrupa
oznatavamo sa llp. Dakle,

SEIllp <= (Vi£ S)@3y £ S)(xrpy).

Klasa p-polugrupa je opisana polugrupnim formulama i taj opis je dat Teoremama
2.1.1 i 213, Isticemo daje Teoremom 2.3.1. i njenom posledicom dokazano daje
svaka p-polugrupa pokrivena grupama. Pri tome, u te grupe dolaze: ciklicka grupa
Ck, reda k, Klajnova Cetvorna grupa K4, direktni proizvod ciklickih grupa Ck x C2x
C2i uopstena kvaternionska grupa Qsk, reda 8k (za k = 1je Q&kvaternionska grupa).
Za posebne vrednosti p opisane su klase grupa u oznaci P(, P" i V” (strana 38). Na
taj nacCin klase grupa, kojima je pokrivena proizvoljna p-polugrupa, efektivno su
opisane Teoremama 2.5.1., 2.5.2,, 25.3,, 2.5.4. i 2.6.3. Takode i obratno, Lemama
2.7.1.,2.7.2. i 2.7.3. je dokazano da svaka polugrupa, koja je unija grupa iz neke od
klasa Tp, T", T™, je p-polugrupa. Specijalno za p = 1 dobijaju se rezultati iz radova
[10] i [59],

U Glavi 3 se uvodi pojam p-poluprstena. Neka je (5, +,=) poluprsten ip £ IV,
tada relacija, u oznaci 6P, poluprstena S definisana je na sledeéi nacin:

X6py <> x+py+x=y A py+o+py =a A 4px2= 4px,
tj-
x6py Xrpy A 4px2= 4px.

Ako je x6py za x,y £ 5, onda py zovemo p-element elementa x. Poluprsten
(5,+,-) zovemo p-poluprsten ako svaki element ima svoj p-element. Klasa svih
p-poluprstena je oznacena sa Ep. Dakle,

5£Ep «=» (Vi£ S)3y £ S){x6py).

Klasa p-poluprstena je opisana poluprstenskim formulama i taj opis je dat Teore-
mom 3.1.1. Poluprsten, Cija je aditivha polugrupa grupa, ovde smo nazvali pret-
prsten. Teoremom 3.2.1. i njenom posledicom je dokazano da je svaki p-poluprsten
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pokriven pretprstenima. U radu su posebno razmatrani Bulovi p-poluprsteni. Tako,
Teoremom 3.3.1. je dokazano daje svaki Bulov p-poluprsten pokriven komutativnim
Bulovim prstenima sa jedinicom. Za te prstene uvedene su oznake: Ck ako je adi-
tivna grupa ciklicka, K4 ako je aditivna grupa Klajnova i C222 ako je aditivna
grupa Ci X Ci X Ci- Za posebne vrednosti p opisane su klase prstena u oznaci

i rp (strana 58). Na taj nacin klase prstena, kojima je pokriven proizvoljan Bulov
p-poluprsten, efektivno su opisane Teoremom 3.4.1. Takode i obratno, Teoremom
3.4.2. je dokazano da proizvoljan Bulov poluprsten, koji je unija prstena iz neke od
opisanih klasa, je Bulov p-poluprsten.

U Glavi 4 se ispituje zatvorenost klase p-polugrupa kao i klase p-poluprstena
za operatore H,S i P, tj. za homomorfne slike, podstrukture i direktne proizvode.
Dokazano je da je, za svako p € N, svaka od ovih klasa zatvorena za H i P.
Dati su i uslovi pod kojima vazi zatvorenost za S. Pokazano je da, za p parno ili
p = 4k -f 3 (k € No), klasa p-polugrupa i klasa p-poluprstena su varijeteti. Dati su
i odgovarajuéi identiteti.



Glava 2
p-polugrupe

U ovoj glavi opisane su klase p-semigrupa za proizvoljno p iz N. Taj opis je
semigrupnim formulama u potpunosti dat teoremama 2.1.1. i 2.1.3. Teoremom
2.3.1. i njenom posledicom je dokazano daje svaka p-semigrupa pokrivena grupama.
Te klase grupa su u potpunosti opisane teoremama 2.5.1., 2.5.2., 2.5.3., 2.5.4. i 2.6.3.
Specijalno za p = 1 dobijaju se rezultati iz [10] i [59].

2.1 Osnovne definicije i tvrdjenja

Nekaje (5,+) semigrupa i p € N. Relaciju, u oznaci rp, semigrupe S uvodimo
na sledeéi nacin:

Xrpy X+ py+ X —yApy + X + py —x.
Ako je xrpy za X,y G S, onda py zovemo p-element elementa x.
Lema 2.1.1. Neka je xrpy usemigrupi S. Tada vazi:
1° 2x = (p+ Ly
22 py+x=(2p+ 1)z +py
3 (4p+ Hhx = x.
Dokaz. 1°

2 py + X = p(x+py+ x)+ X
= X+py+x+x+tpy + x+ ---+ xX-\-py + x + X
= x+p(py + 2x) = x+ppy + (p+ Ny)
= a+p(2p-)-y =x+pp+y+py
= X+ p(2x) + py = (2p+ Dx + py.

9
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¥ X = py+Xx+py = (2p+)x + py+py
— @p+ Dx+pp+ Dy =(2p+ Hx -fp(2x) = 4p+ \)x. O

Lema 2.1.2. Nekasux,y ES, p EN inekaje (4p+ IDx = x i2x = (p + Dy.
Tada vazi {p+ Dy = (p+ D2p + ly.

Dokaz. Na osnovu pretpostavke imamo
P+ 1y =2x=(@4p+ hx+x=(@2p+ 1)(2x) = 2p+ D(p + Ny. O
Lema 2.1.3. Nekasux,y 6 S, pEN inekaje (VaES) (4p + 1)a = a. Tada
2x = {p+ )y =>-y = (2p2+ 2p + 1y.
Dokaz. Kako je (2p2+ 2p+ )y = (p+ 1)y + (2p2+ p)y, na osnovu pretpostavki
i Leme 2.1.2. imamo

(2pz+ 2p+l)y = 0+ I)(2p+ Dy + (2p2+ p)y = p(4p + )y + (3p + Ny
= Py+@p+ly=@lp+ly=y O

Tvrdjenje 2.1.1. Neka je xrpy u semigrupi S. Tada vazi
() y+x=3x+py
(i) y4x+y=5x
(iii) x+y+x = (3p+ 2)y
(eu) 2(x +y) = 6x.
Dokaz, (i) Na osnovu Leme 2.1.1. imamo

y+x = x+py+x+a=g+py+ (p+Il)y=x+ P+ 1y +py
X+ 2xX + py = 3X + py.

(Wy+x+y=y+py+x+py+y=2x+ x+ 2x = bx.
(iitf) Na osnovu Tvrdjenja 2.1.1. pod (i) i Leme 2.1.1. imamo

X+y+Xx=xX+3x+py=2(2x)+py=2p+1)y+py= (3p+ 2)y.
(iu) Na osnovu Tvrdjenja 2.1.1. pod (¢2) imamo

2x+y)=x+y+Xx+y=x+5x=6x 0O



2.1 OSNOVNE DEFINICIJE | TVRDJENJA n

Definicija 2.1.1. Semigrupu (5',+) zovemo p-semigrupa ako svaki element ima

svoj p-element.
Klasu svih p-semigrupa ozna¢imo sa llp. Dakle,

S)(3y e S){xrpy).
Teorema 2.1.1. Neka je S semigrupa. Tada
Sellp<=m(Vxe S)(By e S)(2x = (p+l)y, py+x = (2p+I)x+p2y, (4p+I)x = x).

Dokaz. Nekaje S £ llp. Tada, na osnovu Leme 2.1.1., neposredno sledi desna
strana ekvivalencije.
Obratno, neka za proizvoljan x £ S i njegov postojeéi y £ S vazi

2x = {ip+ Dy, py+ x=(@2p+ h)x +p2yi@p+ I)x = x
Tada, koriste¢i Lemu 2.1.3., dobijamo
X+ py + X X+ (2p+ Dx +p2y = (p+ 1)(2x) + p2y
0+ D+ Dy+py=(2p2+2p+ Ly =y.

Dalje imamo

py + X + py @p+ Dx+py+py=(2p+ )x +p(p+ 1y
@2p+ Dx +p(2x) = (4p+ hx = x.

Dakle, S € llp. O

Kazemo da element x polugrupe (S,+) ima svoju jedinicu ex ako je X + ex =
ex + X = X.

Posledica 2.1.1. (i) Svaka p-semigrupa je regularna semigrupa.
(ii) Svaki element x p-semigrupe ima svoju jedinicu ex, gde je ex = 4px.
(i) Up-semigrupi S svi elementi y koji su u relaciji rp sa x imaju istu jedinicu.
(iv) Ako je up-semigrupi 2px = ex i xrpy, onda py + X = X + p2y.

Dokaz. (i) 1z (4p + I)x = x sledi x = x + (4p —I)x + x za svako X.
(i) 1z 4p + I)x = x imamo X + 4px = 4px + X = X, paje ex = 4px.
(iii) Nekaje xrpy. DokaZzimo daje ex = ev. Koriste¢i Lemu 2.1.3. imamo

4px 2p(2x) = 2p(p + Dy = (2p2+ 2p- Dy +y

(2p2+ 2p- Dy + (4p+ Dy = (2p2+ 2p+ L)y + (4p- 1)y = Apy.
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(iv) Nekaje 2px = ex i xrpy. Tada na osnovu Leme 2.1.1. imamo
py + x=(2p+ I)x + p2y = 2px + X f-p2y = X + p2y. O

Teorema 2.1.2. Neka je xrpy u p-semigrupi S. Za proizvoljan prirodni broj k
imamo:

(i) 2kx +y=y+ 2kx
(i) x + 2ky = 2ky + x

Dokaz, (i) 2kx + y = k(p + )y -fy (Lema 2.1.1)) = y + 2kx.
(ii) Koristeci 2k puta Tvrdjenje 2.1.1. pod (i) kao i Lemu 2.1.1. imamo

2ky + x - (k- Dy+y+x=2k- Dy+3x+py=(2k- Dy + x + 2x + py
(k- Dy + x+ (p+ )y +py = (Zk- Dy + x+ (Zp+ 1)y
eee= x + 2k(2p+ 1)y = x+ k(4p+ )y + ky = x + 2ky. O

Teorema 2.1.3. Neka je S semigrupa. Tada
S £rip (VxGS)BYG5)2x = (p+ Dy, 2x = 2(x + py), (4p-f Hx = x).

Dokaz. Nekaje S G np.Tada za proizvoljno x G S postoji y GS daje xrw. Za
te x iy, prema Teoremi 2.1.1.,, imamo 2x = (p+ 1)y i (4p + I)x = x. Dalje imamo
2(x +py) - x+py+x+py=y+py=2x

Obratno, na osnovu pretpostavke 2x —(p+ )y i (4p + I)x = x i Leme 2.1.3.
imamoy = (2p2+ 2p + l)y. Sada dokazimo da je ex = ey. Imamo

ex = 4px = 2p(2x) = 2p(p + )y = (2p2+ 2p—1l)y +y
= (2p2+ 2p- )y + (4p+ )y = (2p2+ 2p+ 1)y + (4p- 1)y
- y+ (4p- ly = 4py = ey.

KoristeCi i pretpostavku 2x = 2(x + py) imamo

X+py+x = x-fpy + X+ ex=Xx+py+ X+4py = x+py +Xx+py+ 3py
= 2(x +py)+3py=2x+3py=(p+ly +3py=y.

py +X+py= ey+ PP+ X+ py = 4px + py + X + py
(4p —Dx + x+py + x+ py = (4p - 1)x + 2(x+py)
@Ap—Dx + 2x = x. O
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2.2 O p-elementima p-semigrupa

OznaCimo sa Aa skup svih p-elemenata elementa a p-semigrupe S, tj. Aa—
{pb Jarpb}.
Teorema 2.2.1. Nekaje S GIIP. Tada za svako a iz S je
o Cl(2pt)a
Dokaz. Neka pb G Aa. Tada, koristeci se Teoremom 2.1.2., imamo
pb+ (2p+ NDa+pb=pb+ 2pa+a+pb=2pa+pb+a+pb=2pa+ o= (2p+ la.
Takodje

2pa+a+pb+a+ 2pa=2pa+ b+ 2pa
2pa-f2pa+ b=ea+ 6= 6.

(2p+ Da + pb+ (2p + l)a

Dakle, ya (Z -d"PpH)a*
Obratno, neka je pb G N (D+H)a- Tada je (2p + larpfe Dokazimo da je arpb, tj.
da pb G Aa. Na osnovu Teoreme 2.1.1. dosta je da dokazemo da je 2a = (p+ 1)6 i
pb+a= (2p+ Da + p2b. Primenjujuci Teoremu 2.1.1. imamo:
1° 2a dpa+ 2a=2(2p+ Da = (p + 1)6.
2° pbAa pb+ (Z2p+ a+ 2pa= (2p+ 1)(2p + l)a + p26 + 2pa
(2p+ Dha+ 2p(2p + Na + p26+ 2pa
(2p + a + 2pa -f p26+ 2pa.

Na osnovu 1° dalje imamo

p6+ a (2p+ Da+p(p+ 16+ p2b+ p(p+ 1)6
2p+ Da+2p(p+ 16+ p26= (2p + Ha + 2p(2a) + p2b6

= (p+thHha+eat+tp26= (2p+ l)a + p%.

Znaci, na osnovu Teoreme 2.1.1., imamo arp6, tj. pb G Aa. Dakle, A(2+i)0 C Aa
Time je teorema dokazana. O

Lema 2.2.1. Nekaje SGllpix,y GS. Tada
xtpV =>« xtp(2x + pY).
Dokaz. Neka je xrpy. Tada

X + p(2x + py) + X x+p((p+ Dy +py)+x=x+2p2y+py+Xx
2p2y + X + py + x (Teorema 2.1.2.)
2p2y +y =2py+ (4p+ )y = (2p2+ 2p+ l)y + 2py
y + 2py (Lema 2.1.3) = (p+ l)y + py = 2x + py.
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p(2x + py) + x+ p{2x+py) = p((p+ Dy +py) +x+p({p+ Dy+ py)
= 2p +py+ X+ py+2py = 202 + X+ 2py
= (2p2- p)yy + py + X+ py + (2p2- p)y
= (2p2- p)y + X+ (2p2- p)y = =mm= X. [

Lema 2.2.2. Mefa;e5 € npix € 5. Tarfa
xtpx => pPX = X A\2x = ex.
Dokaz. Neka je irpi. Tada
X=pX + X+ px=x+pi+x+ (p—I)x =x+ (p—1LXx = px.
Kako je px + X + px = X i px = X, to imamo
2X = X+ X = (pXx + X+ pXx) + px = 4px = ex. O
Lema 2.2.3. Nekaje xrpy up-semigrupi S i kK N. Tada vazZi 4ky = 8kx.

Dokaz. 4ky —ky + 3ky = k(4p + 1)y + 3ky = 4k(p + l)y
= 4A:(2x) (Lema 2.1.1.) = 8kx. O

Lema 2.2.4. Neka je xrpy u semigrupi S. Neka je k najmanji prirodni broj takav
daje kx = ex. Tada
gx = ex =>= k |q.

Dokaz. Neka je gx — ex. Primetimo da g-ovi postoje, recimo q = 4p. Pret-
postavimo da se k ne sadrzi u g Kako je q = kik + kO, gde je kO < k, to imamo
gx — (kKik + ko)x = k\{kx) + koX —ex + koX —koX. To je u suprotnosti sa pret-
postavkom. Dakle, k \g. O

2.3 Podgrupe p-semigrupe

Neka je T neprazan podskup semigrupe S. Sa [T] oznafavamo podsemigrupu
semigrupe S generisanu skupom T. Kao Sto je reteno podpolugrupa polugrupe S
koja je grupa zove se podgrupa grupe S.

Tvrdenje 2.3.1. Nekaje S6 npia6 S. Tadaje [a grupa.

Dokaz. Tvrdenje se dobija neposredno iz Cinjenice daje u p-polugrupi (4p+I1)x =
X zasvako x € 5. O

Teorema 2.3.1. Nekaje S € IIPio € S. Tada za svaki podskup la C Aa je
Gla= [aU/a] podgrupa od S.

Dokaz. Nekaje x G Gla. Tada je x = xi + X2+ eee+ xn, gde je x-EaUla
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(1 —1,2, ===, n). Pri tome je

X. 0 P« + pa- Gla

a,
\ a, Xt= a

UocCimo X' oblika X' = Xn+ Xn_x+ eee+ X1, gde je

x>_ i 3pa-, x-+ a, pa{G/a
“ \(4p-DHa, x-=a (*= 1.2, ee=n).

Jasno daje X' iz £/<,. Kako za svako i = 1,2, e n je X, + Xm= eai Xx- + ea- X¢
toje x -f x' = ea. Slicno je X' + x —ea, paje Glagrupa. O

Posledica 2.3.1. Svaka p-semigrupa S je oblika S = Gla. Drugim recima svaka

. . abS
p-semigrupa pokriva se grupama. O

Lema 2.3.1. Neka je xrvy u p-semigrupi S. Tada
(i) Ako je p paran broj, onda p2y = ex.
(ii) Ako je p neparan broj, onda p2y = py.

Dokaz. (i) Kako je p paran broj, imamo p2y = (4y) = P (8x)

(Lema 2.2.3) = ’£\(4px) - ex.

(i) Razlikujemo dva slucaja: p = 4pi + 1ip = 4p2+ 3, gde je pi,p2 G NO. Za
prvi sluaj imamo p2y = (4pi + I)(py) = Pi(4py) + py = ey + py = py. U drugom
slu¢aju imamo p2y = (4p2+ 3)py = p2(4py) + 3py = ey + 3py - 3py. Kako je S
p-semigrupa, to postoji z G S tako da je yrpz. Zato imamo

3PV

p(2y) + py —p(p + 1)z + py = p(4p2+ 4)z + py
(P2 + 1)(4pz) -fpy = ez+ py = py.

Dakle, p2y = py. O

Lema 2.3.2. Neka je pb G Aa, la—{pb}, gde je a iz p-semigrupe S. Tada
Gla= {e,,a, 2a, ===, (k —1)a,p6,a + pb,2a + pb, mme (k —I)a + pb},

gde je k najmanji prirodni broj takav da je ka —ea.

Dokaz. Kako je pb-fa = (2p + l)a + p2b, koriste¢éi Lemu 2.3.1. imamo da je
po+a= (2p+ Dailipp+ a= (2p-fl)a + pb. Akoje pp+ a = (2p + l)a, onda
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2pb = 2p(a+pb +a)=2pla+ 2p+ ha) = (p+ 1)(4pa) = ea
Akoje pb+ a= (2p+ l)a + pb, onda

2pb p(b+ b) =p@a+pb+a+b=p@+@p+ha+pb+D

p(a 2o+ la + 2a) = 2p2a+ 4pa = 2p2a.

Iz prethodnih jednakosti imamo 3pb —pb ili 3pb = 2pa2+ pb. Takodje je Apb = ea.
Zato je svaki element iz Glajednog od sledecih oblika: ea, ma,pb, na +pb, gde su m
i n prirodni brojevi manji od k. O

Teorema 2.3.2. Neka je pb,pc G Aa, pb ~ pc, la= {pb}, /' = {pc}, gde je a iz
p-semigrupe S. Tada vazi:

(i) Ako je pc = ma+ pb za neko m £ N, onda je Gla= Gl'a

(if) Ako je pc ™ ma + pb za sve m G N, onda je
Glan Gl'a= {ea, a, 2a, me{k —I)a}, gde je k najmanji prirodni broj takav da
je ka = ea.

Dokaz. (i) Neka je pc = ma + pb za neko m G N. Tada je pc G Gla, pa je
Gl'aC GlamKako za bilo koje mGJV postoji | GN tako da je m < Alp, to imamo

pb = ea+ pb = (Alp—m)a + ma + pb = (Alp —m)a + pc,

paje pb G Gl'a. Dakle, GlaC GTa.

(if) Neka je pc ™ ma + pb za sve m G N. Pretpostavimo da Glai Gl'a imaju
osimeaita (i GIV it < k—1)joS neki zajedniCki element, tj. neka je
mia + pb = m2a + pc. Tadaje (Ap —m2a + mia + pb = (Ap —m2a + m?2a + pc,
odnosno (4p+ mi —m2)a+ pb —Apa+ pc. Zato je pc = (Ap+ mi —m2a + pb, Sto je u
suprotnosti sa pretpostavkom da je pc 7*ma + pb za sve m G N. Dakle, Gla”™ Gl'a
i

Gla n Gl'a= {ea, a, 2a, ===, (k —l)a}. O

2.4 Osobine p-semigrupe kada je p neparan broj

Sledeta razmatranja se odnose na p-semigrupe kod kojih je p neparan broj.
Lema 2.4.1. Neka je XTpy up-semigrupi i p neparan broj. Tada je 2px = 2py.

Dokaz. Razlikujemo dva sluCajaitop = 4pi + 1ip = 4p2+ 3 (pi,P2 £ No).
Ako je p = 4pi + 1, onda je

2px = p(p + 1)y = (4pi + 1+ l)py = pi(4py) + 2py = ex+ 2py = 2py.
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Ako je p = 4p2+ 3, onda je
2px = p(p + 1)y = p(4p2+ 3+ 1)y - (p2+ 1)(4py) = ex.

Posto je yrpz za neko z iz p-semigrupe, to, slicho prethodnom, imamo 2py = ey.
Kako je ex = ey (Posledica 2.1.1. pod (ni)), to konacno imamo 2px = 2py. O

Tvrdjenje 2.4.1. Nekaje x proizvoljni element p-semigrupe ip neparan broj. Tada
je px = px.

Dokaz. Ako je p oblika 4pi + 1 (pi G No), onda je
p2x = (4pi + )(px) = px(4pa;) + px —ex + px = pX.
Neka je p oblika 4p2+ 3  (p2 G NO). Posto je x iz p-semigrupe, to postoji y tako
daje xrpy. Zato je 2px - p(p + )y = p(4p2+ 3+ l)y = (p2+ 1)(4py) = ex. Dalje
imamo

p2 = (4p2+ 3)(px) = p2(4px) + 2px + px = ex + ex+ px = px. O

Lema 2.4.2. Neka je xrpy up-semigrupi i p neparan broj. Tada vazi
p(x + py) = px + py.

Dokaz. Kako je 2(x + py) = 2x (Teorema 2.1.3.), imamo
p—1 p—-1
p(x + py) = ——2(x + py) + x + py = (2x) + x + py - px + py. O
Iz Leme 2.1.1., Leme 2.3.1. i Leme 2.4.1. neposredno se dobija sledec¢a posledica.

Posledica 2.4.1. Neka je xrpy u p-semigrupi ip neparan broj. Tada vazi:

(i) py +x = (2p+ )i + py

(U) py+ x = x+ 3py. O
Posledica 2.4.2.Neka je xrpy u p-semigrupi, p neparan broj i m G N. Tada vazi
py + 2m+ Da: = (2p+ 2m + 1)x + py.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.1.2. i Posledice 2.4.1. imamo

py + 2mx + X = 2mx + py + X —2mx + (2p + 1)x + py
(2p+ 2m + la: + py. O

py + (2m + I)x
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Lema 2.4.3.Neka je xrpy up-semigrupi i p neparan broj. Tadaje 2y = (2p + 4)x.

Dokaz. Nekaje xrpy. Tada imamo

X+py+ X+ X+py + X=X+py+ 2x+py + X
X+ 2x + py + py -f x (Teorema 2.1.2.) = 38 + 2py + X
3x-fx+ 2oy = 4x + 2px (Lema 2.4.1) = (2p + 4)x. O

2y

Posledica 2.4.3.Neka je xrpy iXxrpz up-semigrupi i p neparan broj. Tadaje 2y =
2z. O

Lema 2.4.4.Neka je x proizvoljan element p-semigrupe i p neparan broj. Tada vazi
xtpx 2X = ex.
Dokaz. Neka je xtpx. Prema Lemi 2.2.2. je 2x = ex. Obratno, ako je 2x —ex,

onda je

px = p_:L(Ex)'+x: I-3_1ex+x: X,

jer je p neparan broj. Zato )ex+px + X=X+ X+ x=ex+ x = x kao i
pPX-\-X-\-px = X + X + X = X. Dakle, xtpx. O

Lema 2A .5.Neka je xrpy up-semigrupi i p neparan broj. Tada
xtp(x + py) pX = X.
Dokaz. Neka je xtp(x + py). Tada je
2= (p+ Dix+py) - PYAx+py +x+ py) = PRIk 09 = o+ x.
Zatoje 2x + (4p —I)x = (p+ )x + (4p —1)x, odnosno (4p + I)x = 4px + px. Iz

poslednje jednakosti imamo x = ex + px, tj. X = px.
Obratno, neka je px = x. Koriste¢i Lemu 2.4.2. i Posledicu 2.4.1. dobijamo

X+ pxX+py + X=X+ px+ (2p+ 1)x + py
= X+ 3px+ X+ py =X+ 3px + px + py
= X+ 4px -fpy = x + py.

X+ p(x +py) + X

Dalje imamo

P(x +py) + X +p(X+py)=px+py+x+px+py=px+py+x+x+py
= pxT2xXTpyTpy (Teorema 2.1.2.) = px + 2px + 2py
X + 2px + 2px (Lema 2.4.1) = (4p + I)x = x.
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Iz prethodnog imamo xtp(x + py). O

Posledica 2.4.4. Neka je S p-semigrupa ip neparan broj. Tada
(xrpy =A xtp(x + py)) => S 6 Il

Dokaz. Neka je xrpy ==> xtp(x + py). Prema Lemi 2.4.5. je (Vx)(px = x). Kako
je S Gllp, to za svako x £ S postoji y £ S tako da xrpy, paje

X+ Y-\-X=xX\-py+x=y i y-\-x+y=py-\-x+py=x.
Dakle, S € Ill. O
Tvrdjenje 2.4.2. Neka je xrpy up-semigrupi S ip neparan broj. Tada je pxr\py.
Dokaz. Neka je xrpy. Koriste¢i Posledicu 2.4.2. dobijamo
PX + py + px = pX + (2p + p)x + py —4px + py = py.
Koriste¢i Lemu 2.4.1. i Posledicu 2.4.2. dobijamo
py + px + py = (2p + p)a; + py + py = 3px + 2py = 3px + 2px = 4pa; + px = px. O

Tvrdenje 2.4.3. Neka je a iz p-semigrupe S i p neparan broj i neka je 2pa ™ eQ
Tada vazi
px,py €Aa=> px + py Aa

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je px,py,px + py € Aa Tada postoji
2GStako dajepz = px+pyiz=a+pz+ a odnosno 2 = a+ px +py + a
Koristeci Posledicu 2.4.1. i Posledicu 2.4.2. dobijamo

Z = at+px+py+ a=at+px+ (2p+ha+py=a+ (2p+ (2p+ I))a+ px + py
= 2a+4pa+ px+py —2a+px+py = {p+ Dz +pz —2p+ 1)2.

PosSto je 2= (2p + 1)2, to imamo

2pz=2+(2p—12=(2p+ 1)2+ (2p —1)2 = 4p2 = ea.

Prema Lemi 2.4.1. je 2pa = 2pz, paje 2pa = ed Sto je u suprotnosti sa pret-
postavkom da je 2pa / ea. Dakle, px + py 0 Aa. O

Tvrdenje 2.4.4. Neka je a iz p-semigrupe S, p neparan broj i px,py G Aa. Tada
vazi
2pa = ea Apx + py = py + px 4=" px + py € Aa
Dokaz. Neka je 2pa = ea i px + py = py + px. Prema Posledici 2.4.1. je
px Ja= (2p+ l)a+ px i poSto je 2pa = ea toje px + a = a+ px. Slitho je
py + a= a+ py. Koristeci joS i Tvrdjenje 2.4.1. imamo
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p(2a + px + py) = p(2a) + px + p2y = ea+ px + py = px + py.
Element 2a + px + py oznacimo sa 2. Iz prethodnih jednakosti je pz = px + py, pa
je

a+tpz+a=a+px+py+a=2a+px+py==z

Koriste¢i Lemu 2.4.1. dalje imamo
pz+a+pz=px+py+a+px+py —a+ 2px+ 2py = a+ 2pa+ 2pa—(4p\-l)a = a

Dakle, px + py € Aa
Obratno, neka je px + py 6 Aa, tj. postoji z tako da je pz = px + py i arpz.
Prema Lemi 2.4.1. je 2{px + py) —2pa, pa imamo

a+tpx+py+a = a+px+py+ (px+py+ a+px+py)
a+ 2(px + py) + a+ px + py
= a+Zpa+ a+px+py=2a+ px+ 2Zpa+ py.

Ako na obe strane prethodne jednakosti dodamo sa desne strane py, dobijamo a +
px + py + a+ py —2a+ px + 2pa + 2py, odakle je

a+tpx+a=2a+px+2pa+2pa=(p+ Hx + px + ett= (2p + DX,

odnosno x — (2p + 1)x.l1z poslednje jednakosti imamo 2px = ea. Zato je, prema
Lemi 2.4.1., 2pa= 2px = 2py = 2pz — ea. Kako je 2pz = 2(px + py), to je
px + py + px + py = ea Daljeje px + (px + py + px + py) + py = px + ea+ py, odnosno
2px + py + px + 2py —px + py. Posto je 2px = 2py = ea, toje py px = px + py,
paje teorema u potpunosti dokazana. O

Tvrdenje 2.4.5. Neka je xrpy up-semigrupi, p neparan broj i r £ N. Tada vazi

2rx + py € Ax 4rx = ex.

Dokaz. Nekaje 2rx + py € Ax. Tada je (2rx + py) + x + (2rx + py) = X, odakle,
koristeCi Teoremu 2.1.2., dobijamo 4rx + py + X + py = x. Kako je py + X + py = X,
to imamo 4rx -f x = x. Ako na obe strane poslednje jednakosti dodamo (4p —I)x,
dobijamo da je 4rx = ex.

Obratno, nekaje 4rx = ex. Prema Teoremi 2.1.2. imamo

2rx + py) + X+ (2rx + py) = 2rXx + 2rx + py + X + py = 4rx + X = X.
Koristeéi Posledicu 2.4.1. (i) dobijamo
X+ 2rx+py)+ Xx=x+2rx+ (2p+ Dx +py=2(p+r+ I)x + py.

Ostaje joS da dokazemo da je p(2(p + r + I)x + py) = 2rx + py.
Koriste¢i Lemu 2.3.1. (ii) iz prethodne jednakosti dobijamo
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P2(p + r + I)x + py) — 2p(pX) + 2r{px) + Zpx + py.
PoSto je p = 2pi + 1 za neko pi & NO, imamo

P2(p + r + 1)x + py) 2{2pi + I)(px) + 2r(2pi + I)x + 2px + py
Pi(4px) + 2px + pi(4rx) + 2rx + 2px + py
ex + 2px + ex + 2rx + 2px + py = 2pX + 2rx + 2px + py
4px + 2rx + py = 2rx + py.

Dakle, 2rx + py G/ix. O

Tvrdenje 2.4.6. Neka je xrpy u p-semigrupi i neka je p = 4pi + 1 (pi G NO) i
r £ N. Tada vazi

2r - Dx + py GAx «=> 4(2r —I)x = ex.

Dokaz. Nekaje (2r —I)x + py G Ax. Tada je
((2r —Dx + py) + x + ((2r —1)x + py) = x, odakle se, na osnovu
Teoreme 2.1.2. (z), dobija (47— I)x + 2py —x. Prema Lemi 2.4.1. je 2py = 2px, pa
je (4r —I)x + 2px = x. Ako na obe strane poslednje jednakosti dodamo (4p —I)x,
dobijamo (4r —2)x + 2px + 4px —4px, odnosno (4r —2)x + 2px = ex. Dalje je
2((4r —2)x + 2px) = 2ex, tj. 4(2r —1)x = ex.

Obratno, neka je 4(2r —I)x = ex. Prema Teoremi 2.1.2. i Lemi 2.4.1. imamo

((2r - Dx +py) + x+ ((2r- Dx +py) = (2r- )x + 2rx + py + py
= (4r —Dx + 2py = (4r —I)x + 2px = 2(2r —I)x + 2px + X.

Neka je k najmanji prirodni broj takav da je 4kx = ex. Prema Lemi 2.2.4. je
k |(2r —1) i k Jp. PoSto su 2r —1 i p neparni prirodni brojevi, to postoje brojevi
ki, ki G No, takvi daje 2r —1 = k(2ki + 1) i p = k{2k2 + 1). Zato je

22r —)x + 2px + x = 28(2A1+ I)x + 2k{2k2 + I)x + x
Ki(4kx) + k2(4kx) + 4AX + X = ex+ ex+ ex+ X = X.

Dakle, ((2r —I)x + py) + x + ((2r —1)x + py) = x. Dalje je
X+ ((2r —Dx + py) + x = x+ ((2r —=D)x + 2p+ )x + py = (2r + 2p + 1)x + py.
Koriste¢i Teoremu 2.1.2. i Lemu 2.4.2. dobijamo

p(2r + 2p + I)x + py) — p{2r + 2p)x + p(X + py) = 2rpx + 2p(px) + pX + py
= 2rpx + (4pi + 1)(2px) + px + py
= 2rpx + 2px + px + py = (2r —I)(px) + 4px + py
= (@2r—D@@pi + Dx + py
= pi(4@2r —Dx) + (2r —1)x + py
- ex+ (2r- Dx +py = (2r - I)x +py.
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Dakle, 2r —I)x + py £ Ax. O

Teorema 2.4.1. Neka je S p-semigrupa i p neparan broj. Svaki element iz S ima
jedinstven p-element u S ako i samo ako je (p+ I)x = x zasve X £ S.

Dokaz. Nekaje (p+ I)x = x zasve x £ S. Tada je
X+p2x)-fx=@E-fh)x+ (p+ Hx = x+ x = 2x.
Dalje imamo

p(2x) + x + p(2x) — 3px F(p+ Dx =3px + x = Zpx + (p+ )X
= 2px+Xx=px+ (pt+ h)x = px + x = x,

pa x ima p-element 2px. Pretpostavimo da x ima joS neki p-element razliCit od
2px, tj. neka postoji y E S tako da je xrpy i py ™ 2px. Tada je 2px = p(2x) =
p(p + 1)y = py, Sto je suprotno pretpostavci da je 2px 7 py. Dakle, svaki element
iz 5 ima jedinstven p-element u S.

Obratno, neka je py jedinstven p-element od x 6 S. Prema Lemi 2.2.1. je
Xrp(2x + py), paje p(2x + py) = py. Kako je p = 2px+ 1 za neko pj £ AQ, to je

p((p+Ny + py) = (2p+l)py = (4pi+3)py
Pi(4py) + 3py = ey-f 3py = 3py.

p(2x + py)

Na osnovu prethodnog je 3py = py, paje 4py = 2py, odnosno 2py = ey. Iz poslednje
jednakosti i Posledice 2.4.1. (ii) dobijamo da je py + x = x + py. Dalje je

g+y = (py+X+py)+ (xX+py+x)=py+y+py+X
= py+y+X=ev+ty+X=y+X

Iz jednakosti 2py = ey, na osnovu Leme 2.4.1. i Posledice 2.1.1.(ni), imamo
2px =ex. Dalje imamo x+ p(2x) + x = 2x i p(2x) + x + p(2x) =x. Kako je
p-element jedinstven, to je 2px = py = ex. Iz jednakosti X + py + X = y i py = ex
dobijamo da je y = 2x. KoristeCi jednakosti y = 2x, py = ex \x +y —y + X
dobijamo

X+ppx+y)+x = X+pX+py+x=x+ (2pi+ )px + ex+ X
pxX + px(2pX) + 2X = pX + ex+ y = px + V.

Takodje imamo

p(px +y) + X+ p(px +y) = p2X + py + X + pX + py
= pX+ex+ X+ px+ex=2pxX+X=ex+ X=X
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Zbog jedinstvenosti p-elementaje p(px + y) = py = ex. Kako je p(px + y) = px, to
je px = ex. Zato je (p + I)x = x, Cime je teorema dokazana. O

Teorema 2.4.2. Neka je S p-semigrupa i p neparan broj. Svaka dva elementa iz
S su u relaciji tp ako i samo ako je S Abelova grupa Ciji su svi elementi sami sebi
grupni inverzi.

Dokaz. Neka je xrpy za sve x,y £ S. Tada je xrpx, pa je, prema Lemi 2.2.2.,
px = X i 2x = ex. Prema Posledici 2.1.1. (iii) ex je jedinica semigrupe S, pa je
mozemo oznaciti sa e. 1z 2x = e sledi daje —x —x. Kako je px = x, py = y i prema
Posledici 2.4.1. (ii) py + x = x+ 3py, toje y+ x = x + y, paje grupa S Abelova.

Obratno, neka je S Abelova grupa, takva daje —x = x. Tada za sve x G S je

2x = e, gde je ejedinica grupe S, pa, za bilo kojey £ S, imamo py = IO—-_—(2y) +y =
e+ y=y. Zato je
X+py+x=2+y+x=2E+y=e+y—y

py+ X+py=y+x+y=x+2y=X+e=x

Dakle, bilo koja dva elementa iz S su u relaciji rp. O

2.5 O strukturi podgrupa "»-semigrupe kada je p
neparan broj

Neka je a proizvoljni element p-semigrupe S, p neparan broj i neka a £ Aa. U
nastavku rada ¢emo ispitivati grupu Gla, gde la ima tatno jedan element pb, ftj.
la= {pb}, odnosno Gla= [{a,p6}]. Dalje ¢emo sa k oznaCavati najmanji prirodni
broj takav da je ka = ea.

Lema 2.5.1. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p neparan broj i k najmanji
prirodni broj takav da je ka = ea i neka a (t Aa. Tadaje k\Ap i k > 2.

Dokaz. Pretpostavimo daje A= 1 Tadaje a = €0, pa je a £ Aa, Sto je u
suprotnosti sa pretpostavkom da a ™ Aa. Dakle, k ~ 1 Pretpostavimo sada da je

k=2 tj. 2z= ea Tadaje pa = a4~-9-é_—1(2a) = aH—P-E—_—leaz a, paje a€ Aa, §to

je suprotno pretpostavci da a £ Aa. Dakle, k > 2. Prema Lemi 2.2.4. je k |p. O
Posledica 2.5.1. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p neparan broj, k
najmanji prirodni broj takav da je ka —ea i neka a (jt Aa- Tada za neko K\ \p je

k —ki ili k= 2k\ ili k= AN ipri tomeje k> 2. O

Teorema 2.5.1. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p neparan broj, k
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najmanji prirodni broj takav daje ka = ea i neka a (E Aa. Tada za k = Aki (ki \p)
i la= {pb} imamo da je

Gla= {ea a, 2a, ===, (k —l)a,p6,a+ pb, 2a + pb, -mm (A —1)a + pb}

fj. to je uopStena kvaternionska grupa.

Dokaz. Na osnovu Posledice 2.4.1. (i) i Leme 2.4.1. imamo
pb+ a= (2p + l)a + pb, 2pb —2pa, 3pb = 2pa + pb i Apb —ea. Zato je

Gla= {ea a 2a, mme (k —l)a,pb, a + pb, 2a + pb, me, (k —1)a + pb}.

Dokazimo da su svi elementi Gla razli¢iti.

(D

(2)

@)

(4)

()

Posto je k najmaniji prirodni broj takav da je ka —ea, to je {ea, a, 2a, ==
(k —Da} ciklicka podgrupa grupe Gla, pa je ma 7 na za sve medjusobno
razliite m,n < k.

Dokazimo sada da je pb 7 ea. Pretpostavimo suprotno, tj. da je pb — ea.
Tadaje b= a+ pb+ a= a+ ea+ a = 2a. Dalje imamo ea= pb = p(2a) = 2pa,
paje A |2p, odnosno 4& |2p, Sto je nemoguce jer je p neparan broj. Dakle,
pb + ea.

Dokazimo sada da je pb 7 ma, za bilo koji prirodni broj m manji od k.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je pb = ma za neki prirodni broj m. Tada je
a=pb+a+pb=ma+ a+ ma= (2m + l)a. Dalje imamo

ka= (k—lDa+a—((k —Da+ 2m+ Da = ka + 2ma. Posto je ka = ea, to
je i 2ma = ea. Po pretpostavci a ™ Aa, pa je pb " a. Zato je 2 < 2m < 2k, pa
je 2m = k —AKi. Iz poslednje jednakosti jem —2ki, pa je pb = 2kia. Dalje
imamo b—a+pb+a = a+ 2Aia+ a = 2k\ + )a, odakle je pb = p(2(ki + )a) =
2(ki + I)(pa). Prema Posledici 2.5.1. je ki \p, pa je kx neparan broj. Zato je
4 12(ki + 1), paje pb = 2(kx+ I)(pa) = ea, Sto je nemoguce prema (2). Dakle
pb 7”ma za bilo koji prirodni broj m manji od k.

Dokazimo sada da je ma + pb 7*ea za bilo koji prirodni broj m manji od k
Pretpostavimo suprotno, tj. daje ma + pb = eaza neki prirodni broj m. Tada
je

pb—ea+ pb—ma + pb+ pb= ma+ 2pb=ma + 2pa = (M + 2p)a,
Sto je nemoguce prema (3). Dakle, ma + pb ~ eaza bilo koji prirodni broj m.

Dokazimo sada da je ma + pb 7*na ako sumin prirodni brojevi manji od k.
Pretpostavimo suprotno, tj. daje ma + pb = na za neke prirodne brojeve m i
n manje od k. Tada je

pb=4dpa+pb= (4p—m)a+ ma+pb= @dp—m)a+ na= (4p+ n—m)a,

Sto je nemoguce prema (3). Dakle, ma+pb 7*na za bilo koje prirodne brojeve
m i n manje od k.
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(6) Dokazimo sada da je ma + pb © pb za bilo koji prirodni broj m manji od k
Pretpostavimo suprotno, tj. daje ma+ pb = pb za neki prirodni broj m manji
od k. Tada je

ma ~ ma + 4pb = ma + pb + 3pb —pb + 3pb —ea,

Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom daje k najmanji prirodni broj takav da
je ka —ea. Dakle, ma + pb ™ pb za bilo koji prirodni broj m manji od k.

(7) Ostaje jos da dokazemo daje ma+ pb ™ na+pb ako sumin razliCiti prirodni
brojevi manji od k. Pretpostavimo suprotno, tj. daje ma + pb = na + pb za
neke prirodne brojeve m i n manje od k. Tada je

na=na+ Apb=na+ pb+ 3p6=ma+ pb+ 3pb= ma,

Sto je nemoguce prema (1). Dakle, ma + pb ™ na + pb ako sumin razliCiti
prirodni brojevi manji od k. O

Na osnovu (I)-(7) svi elementi skupa Gla su medjusobno razliciti. Za k = 4
grupa Glaje kvaternionska, pa je za k > 4, Gla uopsStena kvaternionska grupa.

UopStenu kvaternionsku grupu ¢emo oznaCavati sa Qsq (g je neparan broj) a
kvaternionsku sa Q8. Navodimo primer grupe Q24- Taj primer je izloZzen u okviru
tabela 2.5.1.(a), 2.5.1.(b), 2.5.1.(c), i 2.5.1.(d). Prva tabela sadrzi prvih Sest kolona
tablice operacije. Svaka slede¢a tabela sadrzi narednih Sest kolona tablice operacije

(to je uradjeno iz tehnickih razloga).
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Tabela 2.5.1.(a)

+ éa a 2a 3a 4da 5a
éa éa a 2a 3a 4a ba
a a 2a 3a 4a 5a 6a
2a 2a 3a 4a 5a 6a Ta
3a 3a 4a ba 6a 7a 8a
4a 4a 5a 6a 7a 8a 9a
5a 5a 6a Ta 8a 9a 10a
6a 6a Ta 8a 9a 10a 11a
7a 7a 8a %9a 10a 11a ¢a
8a 8a %9a 10a 11a éa a
9a 9a 10a 11a ¢a a 2a
10a 10a 1la éa a 2a 3a
11la 1la éa a 2a 3a 4a
pb pb 7a+pb 2a4pb 9ad4pb 4dadpb 1ladpb
a+ pb aVpb 8a+pb 3a4pb 10a4pb 5as pb
2a+pb 2a+pb Qa+pb 4as lla4pb 6a4 pb a4 pb
3a + pb 3a+pb 10a+ pb 5a4-pb pb 7Ta4pb 2a4pb
4da+pb 4da+pb 1lla+pb 6ad4pb aspb 8a4-pb 3a4pb
Sa+ pb  5a+ pb pb 7a 4 2a4pb  9a4pb 4da4dpb
6a+pb Ga+pb a+pb 8a 4 3a4pb 10a4pb 5a4pb
7a+pb 7a+pb 2a+pb Qa4pb 4adpb 1ladpb 6a4d pb
8a+pb 8a+ 3a+pb 10a4pb 5a4 pb pb 7a 4- pb
9a+pb Y9a+pb 4da+pb 1lad4pb 6ad4pb a+pb 8asdpb
10a+ pb 10a+ pb 5a+ pb pb 7ad4pb 2a4pb 9a4 pb

lla+ pb 1la+pb 6a4 pb a+pb 8a4pb 3a4pb 10a4 pb
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Tabela 2.5.1.(b)

+ 6a 7a 8a 9a 10a 1la

éa 6a Ta 8a 9a 10a 1la

a 7a 8a %9a 10a 1lla

2a 8a 9a 10a 1la a

3a 9a 10a 1la a 2a

4a 10a 1la a 2a 3a

5a 11a ea a 2a 3a 4a

6a ¢a a 2a 3a 4a 5a

Ta a 2a 3a 4a ba 6a

8a 2a 3a 4a ba 6a 7a

9a 3a 4a ba 6a 7a 8a

10a 4a ba 6a Ta 8a 9a

1la ba 6a 7a 8a %9a 10a

pb 6a + pb a+ pb 8a + 3a+pb 10a+ pb 5a+ p6
aApb 7a+pb 2a+ 9a + 4a+pb 1la+ 6a + p6
2a+pb Ba+pb 3a+ 10a+ pb 5a+ pb pb 7a + p5
3a + pb 9a+pb 4da+pb 1lla+ G+ pb aApb 8a + p6
dJa+pb 10a+ pb 5a+ pb 7a+pb 2a+p6 9a+ pb
52 Apb 1laApb 6a-f a+ pb 8a+p6 3a+pb 10a+ pb
6a + pb pb 7a+pb 2a+ 9a+pb 4a+p6 1llaApb

7a + pb aApb 8a+pb 3a+pb 10a+ pb 5a+ pb pb

8a-fpb 2a+pb Q9a+pb 4da+pb lla+pb GaApb aApb
9a+pb 3a+pb 10a+pb 5a+ pb pb 7a+pb 2a+pb
10aApb 4a+pb 1la+pb Ga+pb aApb 8a+pb 3a+pb
1lla+ pb 5a+ pb 7a+pb 2a+pb Qa-fp6 4aApb
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+
ca
a

2a
3a
4a
5a
6a
7a
8a
%9a
10a
1la
pb
a+ pb
2a+ pb
3a+ pb
4a + pb
5a + pb
6a + pb
7a+ pb
8a + pb
9a + pb
10a + pb
11a + pb

pb
pb
a+ pb
2a + pb
3a + pb
4a + pb
ba + pb
6a + pb
7a + pb
Sa+ pb
9a + pb
10a + pb
11a + pb
6a
7a
8a
%9a
10a
11a

ca
a

2a
3a
4a
ba

GLAVA 2. P-POLUGRUPE

Tabela 2.5.1.(c)

a-\xpb
a+ pb
2a -f pb
3a + pb
4a + pir
ba + pb
6a + pb
7a + pb
8a + pb
9a + pb
10a + pb
lla + pb
pb
a
2a
3a
4a
5a
6a
Ta
8a
9a
10a
1la

2a+ pb
2a+ pb
3a+ pb
da+ pb
ba + pb
6a + pb
7a+ pb
8a + pb
9a + pb
10a + pb
1la + pb
pb
a+pb
8a

3a + pb
3a + pb
4a+ pb
5a + pb
6a + pb
7a + pb
8a + pb
9a + pb
10a +
11a + pb
pb
a+ pb
2a+ pb
3a
4a
5a
6a
7a
8a
9a
10a
1lla

2a

4a + pb
4a +
5a -f pb
6a + pb
7a+ pb
8a +
9a + pb
10a +
11a +
pb
a+ pb
2a+ pb
3a + pb
10a
11a

ea

2a
3a
4a
ba
6a
7a
8a
%9a

5a +

5a +
6a + pb
7a + pb
8a +
9a + pb
10a + pb
1la + pb
pb
a+ pb
2a+ pb
3a+ pb
4a + pb
5a
6a
7a
8a
9a
10a
11a

2a
3a
4a
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Tabela 2.5.1.(d)

Ga+pb 7a+pb 8a+pb Qa+pb 10a+ pb 1laApb
6a+pb 7a+pb 8a+pb Ya+pb 10a+ pb 1la Apb

+

ta

a 7a+pb 8a+pb Qa+pb 10a+pb 1laApb pb
2a 8a+pb 9a+pb 10a+pb 1laApb pb aApb
3a 9a+pb 10a+ pb 1laApb pb aApb 2a 4 pb
4da 10a+ pb 1laApb pb aA pb 2a4-pb  3a4pb
5a 11a A pb pb aApb 2a+pb  3a4pb 4da4dpb
6a pb aApb 2a+pb 3a+pb 4a4pb 5a4pb
7a a A pb 2a+pb 3a+pb 4dad4pb 5a4dpb 6asdpb
8a 2a+pb 3a+pb 4d4aApb S5a+pb 6adpb T7asdpb
%a 3a+pb 4d4a+pb DS5a+pb OGa-fpb 7a4pb 8a4dpb

10a 4a+pb bSaApb 6Ga+pb 7a+pb 8a4pb 9asdpb
1la ba+pb 6Ga+pb T7a+pb 8aApb 9a4pb 10a4-pb

pb éa 7a 2a %9a 4a 1lla
aApb a 8a 3a 10a 5a ea
2a+ pb 2a 9a 4a 1lla 6a a
3a+ pb 3a 10a 5a ta 7a 2a
4a + pb da 1lla 6a a 8a 3a
ba + pb 5a ta 7a 2a %9a 4a
6a + pb 6a a 8a 3a 10a 5a
7a -f pb 7a 2a 9a 4a 11a 6a
8a + pb 8a 3a 10a 5a ¢a 7a
9a -f pb %9a 4a 1la 6a a 8a
10a + pb 10a 5a ¢a 7a 2a 9a

1la + pb 1lla 6a a 8a 3a 10a
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Teorema 2.5.2. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p neparan broj, k
najmanji prirodni broj takav da je ka = ea i nekaa Aa. Tada za k = 2ki (kx \p)
i la—{pb} imamo da je:

(1) Gla= {ea,a, 2a, === (k - 1l)a,pb,a + pb,2ca+ pb, ®== (k - lI)a + pb} i Gla ~
CH x Ci X Cz2, gde je CHK ciklicka grupa reda kx a C2 i C2 ciklicke grupe reda
dva, ili

(2) cla= {eaa, 2a,***, (k — l)a} tj. ciklicka grupa reda k.
Dokaz. Prema Posledici 2.5.1. je kx \p, paje k \2p. Zato je 2pa = ea. Posto je

2pa = 2pb, toje i 2pb = ea. Iz jednakosti 2pa = eaipb+ a= (2p+l)a + p6 dobijamo
pb+ a= a+ pb. Prema Lemi 2.3.2. je

Gla= {ea,a,2a, mm (k - l)a,pb,a+ pb,ca+ pb, mm (k - )a + pb}.
Dokazimo prvo da je pb = ma samo ako je m = k\ Pretpostavimo suprotno, tj.
dajepb=maim ~i. Uzmimo prvo daje m paran broj, tj. m = 2mi

(mi £ N). Tada je

b
pb

atpb+a=za+ma+a=(m+ 2a i
p(m + 2)a = p(zm\ + 2)a = (mi + 1)(2pa) = (mi + l)ea- ea.

Posto je pp — ma, to je ma = ea. Kako je m < k, to je ma = ea protivre¢no
pretpostavci da je k najmanji prirodni broj takav da je ka = ea. Dakle, ne postoji
paran prirodni broj m takav da je pb = ma. Uzmimo sada da je m neparan broj
manji od kim ™ kx, tj.. m = 2m2+ 1 {m2 E N). Tadaje b= (m -f 2)a i pb =
p(m+ 2)a = p(2m2+ 3)a = (m2+ 1)(2pa) +pa = ea+ pa = pa. Dakle, pb = pa = ma.
PoSto je ki |p i pje neparan broj, to postoji k2 E No tako da je p = k\(2k2 + 1).
Zato je pa = ki(2k2+ l)a = k™~ k™ + ~a = ea+ fcia = Kkia. 1z poslednjih jednakosti
sledi da je ma = kia. Dalje imamo (m + fci)a = ma + kia = kxa + kxa = ka = ea.
Kakoje 1 < m < 2kx, to je kx+ 1 < m + fo < 3kx. Zato je m + kx = 2kx, odnosno
m = kx. Dakle, ako je pb = kxa, onda je Gla = {e3,a,2a, mm= (k —I)a} ciklicka
grupa reda k.

Ako je pb = ea, onda je takodje Gla = {e0,a,?2a, === (k —I1)a} ciklicka grupa
reda k.

Nekaje pb ~ eaipb N kxa. Dokazimo daje uovom slucaju Gla—{ea, a, 2a, me=, (k—
Na, pb,a+ pbh,2a+ pb, ee=,(k —I)a + pb} i Gla”™ CHK x C2 x C2, gde je ck ciklicka
grupa reda kx a (72 i C2cikli¢ke grupe reda 2. Po pretpostavci je pb ™ eaipb ™ ¢ia.
Takodje smo dokazali da je pb 7*ma za m / jji. Da su ostali elementi G/a razliciti
dokazuje se isto kao Sto je uradjeno u Teoremi 2.5.1.

Dokazimo joS da je Gla~ CK xC2x C2. Uzmimo da je

CH = {ea,2a,4a,6a,---,2(fci - l)a}, G2= {eafcia} i C2= {eapb}.
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Neposredno je jasno da je Ck, ciklika grupa reda k\, a C2 i C2 su ciklicke grupe
reda 2. DefiniSimo preslikavanje / skupa Ckt x C? X C2 u skup Gla na sledeéi nagin:
f(x,y,z) —x + y + z. PoSto je a+ pb= pb+ a, to je grupa Glakomutativha. Zato

je

f((xuy1,z1) + (x2,y2,22)) = [(XX+ X2yi + y2,z2x+ 22)
= (xit 22+ (ALt 2+ tozoy — (204 UL+ ziy + (X2t 22+t z2)
= f{xuyuzZX + f(x2,y2,22),

pa je preslikavanje / homomorfizam. Dokazimo sada daje svaki element skupa Gla
slika nekog elementa skupa Ck, x C2 x C™ Neka je x iz skupa Gla. Ako je x = e,
ondaje x = e0+ ea+ ea= f(ea,eaea). Akoje x = 2ma (1 < m < ;i —1), onda je
X = 2ma + ea+ ea= /(2ma, ea,ea). Ako je x = 2m —l)a (1 < m < kx), onda je

X 2m —la + ea= 2m —Na + 2k\d = (2m + ki —l)a + K\d + ea

I((2m + ki —1)a, Axa, ea).

Ako je x —pb, onda je x = ea+ ea+pb = f(ea,eapb). Akoje x = 2ma+pb (1 < m £
A —1), ondaje x = 2ma + ea+p6 = /(2ma, ea,pb). Akoje a= 2m—la+pb (1 <
m < ki), onda je

2 (2m —l)a + ea+ pb = (2m —l)a + 2&<a + pb

(2m + fo —Da + K\a+ pb = /((2m + £x—I)a, k\a,pb).

Dakle, preslikavanje / je "na”.
Dokazimo joS daje preslikavanje/ ”1- 1”. Nekaje (X, Y, z) iz skupa C*, xC%2x C™
Element (X, y, 2) je nekog od sledecih oblika:
(ea e, ea), (eq, ea,pb), (eA&<a, ead), (ea, kia,pb), (2ma, ea, ea), (2ma, ea,pb),
(2ma, fc.a, ea), (2ma, kxa,pb), gdeje 1 < m < K\ —1. Dalje imamo:

f(ea,eaeca) = ea, f{eaeapb)-pb, f(eakia,ea) = kia,
f{eakia,pb) —kia-\-pb, f(2ma,ea,ea) = 2ma, f{2ma,eapb) —2ma-\-pb,
f(2ma, kia,ea = (2m + ki)a, f(2ma, k\a,pb) = (2m + ki)a + pb.

Da bismo dokazali da su svi elementi na desnim stranama jednakosti razliciti,
dovoljno je dokazati da je (2mi + k\)a ™ (2m2+ k\)a za mi ™ 712 jer je za ostale
sluCajeve to neposredno jasno ili se dokazuje slicno ovome. Pretpostavimo suprotno,
tj. daje (2mi + k{)a —(2m2+ k\)a i mi ~ m2. Dalje imamo

2mxa = 2mxa+ ea= 2mxa+ 2Axa = (2mx+ fa + foa = (2m2 + foda + K\a
= 2m2a+ 2kid = 2mi2d + ea= 2ni2d,

Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da su 2mxa i 2m2fl razliCiti elementi (2 <
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ami,2nme < k —1). Dakle, preslikavanje / je "1 - 1”. Na osnovu dokazanog za-
kljuCujemo daje preslikavanje / izomorfizam. Time je teorema dokazana. O

Navodimo primer grupe izomorfne sa (73x C2 x C2. Primer je izloZzen u dve tabele
od kojih prva sadrzi prvih Sest, a druga ostalih Sest kolona.

Tabela 2.5.2.(a)

+ éa a 2a 3a 4a ba
¢a éa a 2a 3a 4a 5a

a a 2a 3a 4a ba &
2a 2a 3a 4a ba éa a

3a 3a 4a 5a éa a 2a
4a 4a 5a éa a 2a 3a
ba ba éa a 2a 3a 4a
pb pb aApb 2a+pb 3a-fpb 4a+ pb 5a+ pb

aApb a+pb 2a+pb 3a+pb 4a+pb Sa+ pb pb

2a+pb 2aApb 3a+pb 4a+pb 5a+ pb pb aApb
3a+pb 3a+pb 4aApb 5a+ pb pb aApb 2a+pb
4a+pb 4da+pb 5a+ pb pb aApb 2a+pb 3a+pb
5a+ pb 5a+ pb pb aApb 2a+pb 3a-fpb 4aApb

Tabela 2.5.2.(b)

pb aApb 2a+pb 3a+pb 4a+ pb 5aApb

pb aApb 2a+pb 3a+pb 4a+pb 5aApb
aApb 2a+pb 3a+pb 4aApb 5a+ pb pb
2a-fpb 3a+pb 4a+pb 5a+ pb pb a A pb
3a 3a+pb 4aApb 5a+ pb pb aApb 2aApb
4a dJaApb 5a+ pb pb aApb 2a+pb 3a+pb
5a 5a A pb pb aApb 2a+pb 3a+pb 4a+ pb

o o8 >

pb ea a 2a 3a 4a ba
aA pb a 2a 3a 4a 5a éa
2a A pb 2a 3a 4a 5a éa
3a + pb 3a 4da 5a ¢a a 2a
4a + pb 4a 5a ca a 2a 3a

ba + pb 5a a 2a 3a 4a
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Teorema 2.5.3. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p neparan broj, k ™ 1
najmanji prirodni broj takav daje ka = eainekaa Aa. Tada za k = ki \p) i
la= {pb} imamo da je

Gla= {eQa, 23, »==, (k —1)a,pb, a+ pb,2,a + pb, mm (k —I)a + pb}
tj. ciklicka grupa generisana sa a + pb.

Dokaz. Ako je pb = ea onda je Gla = {eaa, 2a, mm (k - l|)a} ciklicka grupa
generisana sa a + pb.

Neka je pb ™ a. PoSto je k \pi ka = ea, to je pa = ea. Kako je 2pa = 2pb i
pb+a= (2p+ l)a+pb, toje 2pa - 2pb = eaipb+ a= a+ pb. Prema Lemi 2.3.2. je

Gla= {ea,a,2a mme (k- T)a,pb,a+ pb,ca+ pb, mm (k - l)a + pb}.

Dokazimo da su svi elementi G 1a razliciti.

Dokazimo prvo da je pb £ ma (1 < m < p). Pretpostavimo suprotno, ftj.
daje pp — ma. Tadajeb = a-\-pb + a = a-\- ma -f a— (m+ 2)a.Dalje je
pb — p(m + 2)a = (M + 2)ea = ea, Sto je suprotno pretpostavci da je pb N ea.
Dakle, pp ™ ma. Da su ostali elementi razliCiti dokazuje se isto kao Sto je uradjeno
u Teoremi 2.5.1.

Dokazimo joS da je G1a cikliCka grupa generisana sa a + pb. Ako je m paran
broj, onda je mpb = ea, a ako je m neparan broj, onda je mpb —pb. Kako je
pb + a = a + pb, to imamao:

1) ea= (2k)(a * pb)

2) pb = k(a+ pb)

3) Ako je m paran broj, ma = m(a + pb).

4) Ako je m neparan broj, ma = (m + k)(a + pb).
5) Ako je m paran broj, ma + pb = (M + k)(a + pb).
6) Ako je m neparan broj, ma + pb = m(a + pb).

Dakle, c1aje ciklicka grupa reda 2k generisana sa a + pb. O

Navodimo primer ciklicke grupe C2P- Primer je izloZzen u dve tabele od kojih prva
sadrZi prvih p, a druga ostalih p kolona.



+

ca
a

2a
3a

P~Na
pb
aApb
2a+ pb
3a+ pb

(p- Da+pb

(p- Na
pb
aApb
2a+ pb
3a + pb

(p- Na+pb

Tabela 2.5.3.(a)

ca a 2a

ca a 2a

a 2a 3a

2a 3a 4a

3a 4a 5a

P- i)o ca a
pb aApb 2a+ pb
aApb 2a+ pb 3a+ pb
2a + pb 3a+pb 4a+ pb
3a+ pb 4a+ pb 5a+ pb

| *
(p~ ha+pb pb a+pb
Tabela 2.5.3.(b)
pb a+pb 2a+pb
pb aApb 2a+ pb
aApb 2a+pb 3a+ pb
2a+ pb 3a+pb 4a+pb
3a -f pb da+ p6 5a+ pb
(p- Da+pb6 pb a+ pb

éa a 2a

a 2a 3a

2a 3a 4a

3a 4a 5a

(P- ha &a a

GLAVA 2

3a
3a
4a
ba
6a

2a
3a+ pb
4a + pb
5a + pb
6a + pb

2a + pb

3a + pb
3a + p6
4a + p6
5a + pb
6a + pb

2a+ pb
3a
4a
ba
6a

2a

P-POLUGRUPE

(P~ 1)
(P- Da

a
2a

(P —2)a
(p- Da+p&
pb
aApb
2a + p5

(p- 2)a+pb

(p- Da+ pb
(p- Da+ p6
pb
aApb
2a+ pb

(p- 2)a+pb
(p- Da

B o 8

(p- 2)a
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Teorema 2.5.4. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p neparan broj, a £ Aa
i la= {pb}. Tada imamo:

(1) Akoje a= pb= ea, ondaje Gla —{ea} ciklicka grupa reda jedan;

(2) Akoje a= eai pb” ea onda je Gla= {eapb} ciklicka grupa reda dva;

(3) Akoje a eai pb= ea onda je Gla= {eaa} ciklicka grupa reda dva;

(4) Akoje a/ eai pb”™ ea onda je Gla= {etta,pb, a+ pb] Klajnova grupa.
Dokaz. (1) Tvrdjenje je neposredno jasno.

(2) Nekaje a —eaipb ™ ea. Prema Lemi 2.4.1. i Lemi 2.4.4. je 2pb = ea,

paje Gla= {ea,pb}.
(3) Nekaje a ™ eaipb = ea Prema Lemi 24.4. je 2a = ea, pa je

Gla {eaaj"

(4) Nekaje a”™ eaipb ™ ea. Prema Lemi 24.1. i Lemi 24.4. je 2a = ea
i 2pb = ett Koriste€i joS i Posledicu 2.4.1. (i) zakljuCujemo da je pb+ a = a+ phb.
Dakle, Gla — {ea,a,p6,a + pb}. Dajemo tablicu grupe Gla iz koje se vidi da je
grupa Gla Klajnova. O

Tabela 2.5.4.
+ éa a pb a+ pb
ca ta a po a+pb
a a ta a+ pb pb
pb pb a+ pb ¢a a
a+pb a+pb pb a s

Tvrdjenje 2.5.1. Neka je x proizvoljan element p-semigrupe ip = Api + 3
(pi £ No). Tadaje 2px = ex.

Dokaz. Prema Tvrdjenju 2.4.1. je p2x = pX, pa imamo
2pX = pX + p2X —px + (4pi + 3)(px) = (pi + 1)(4px) —ex. O

Posledica 2.5.2. Neka je xrpy u p-semigrupi i p = 4pi + 3 (px £ NO). Tada je
X+y=y+X

Dokaz. Neka je xrpy. Tada imamo

X+y=x+{Xx+py+x) =2x+py+x=(p+h)y +py+x=2py+y+x=y+x. O
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Neposredno iz Posledice 2.5.1. i Tvrdjenja 2.5.1. dobijamo sledecu posledicu.
Posledica 2.5.3. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe,

p = Api + 3 (pi G No), k najmanji prirodni broj takav da je ka = ea i neka a ™ Aa
Tada za neko ki |pje k= ki ili k= 2ki ipritomeje k> 2. O

2.6 Podgrupe p-semigrupe kada je p paran broj
Slede¢a razmatranja se odnose na p-semigrupe kod kojih je p paran broj.

Lema 2.6.1. Neka je xrpy up-semigrupi i p paran broj. Tada vazi:

Q) 2y = 4x
(2) 2py = ex
(3) py = 2px

(4) y= @p+ 2)

(G) x+y=y+Xx

(6) x + py = py + x

(7) p(x + py) = px.
Dokaz. Nekaje xrpy.

(1) Posto je p paran broj, na osnovu Teoreme 2.1.2. imamo 2y = y 4-Xppy + X
= y+py+2x =2X+2X = 4X.

(2) Na osnovu (1) je 2py —4px —exX.

(3) Kako je p paran broj, na osnovu (1) imamo py = I-:]_(Zy) —E(4x) = 2px.
(4) Naosnovu (3) imamo y —x-\-py-\-x=x-\- 2px + x —(2p -f 2)x.

(5) Prema (4) imamox+y=x+ 2p+2)Xx = 2p+ 2)XxX + X = y + X

(6) Jednakost x + py = py + x je neposredna posledica (5).

(7) Posto je p paran broj, na osnovu Teoreme 2.1.2. imamo p(x + py) = px Pp2y.
Prema Lemi 2.3.1. (i) je p2y = ex, paje p{x + py) —px. O
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Teorema 2.6.1. Neka je S semigrupa i p paran broj . Tada
S Gllp === (Vx G *5)((@p + )x = Xx).

Dokaz. Nekaje S Gnp. Prema Teoremi 2.1.1. je (VX GS)((4p+ 1)x = Xx).
Obratno, neka je (Vx € B)(4p + I)x = x). Uzmimo dajey = (2p + 2)x |
dokazimo daje xrpy. Nekaje p = 2p\(p\ € N). Tada imamo

X+ p2p+ 2)x+ x=x+p@pi + 2)x + X
pi(4px) + (2p + 2)x = ex+y = y.

X+ py+ X

Dalje imamo
py + X+ py = p(2p + 2)x + X+ p(2p + 2)x = (p + I)(4px) + x = ex+ x —x.
Dakle, xtpy. O

Teorema 2.6.2. Neka je xrpy u p-semigrupi i p paran broj. Tada su sledeéi uslovi
medjusobno ekvivalentni:

(i) xtp(x *+ py)
(U) XTpX
(iii) X = ex.

Dokaz, (i) => (iii). Nekaje xtp(x + py). Prema Lemi 2.6.1. (4) je X + py
= (2p + 2)x. Takodje prema Lemi 2.6.1. (3) je py = 2px, paje x + py = (2p + Dx.
Zatoje (2p + 2)x = (2p + 1)x, odakle je x = ex.

(iii) => (i). Nekajex = er. Prema Lemi 2.6.1. (3) je py = ex, paje xrp(x+py).

(it) => (iii). Neka je xrpx. Na osnovu Leme 2.6.1. (2) i (4) je 2px = ex i
X = (2p + 2)x, odakle je x = 2x, odnosno x = ex.

(iii) =>= (ii). Nekaje x = ex. Neposredno je jasno daje tada xrpx. O

Teorema 2.6.3. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p paran broj, k naj-
manji prirodni broj takav daje ka = es i la= {pb}. Tada je
Gla= {ea a, 2a, =-m (k —I)a} ciklicka grupa reda k.

Dokaz. Prema Lemi 2.6.1. postoji tacno jedno b tako da je arpb. Prema istoj
lemi je pb = 2pa, paje Aa= {2pa}. Zato je Gla= {ea, a, 2a, =-n(& —I)a} ciklicka
grupa reda k. O

Neposredno iz Teoreme 2.6.2. i Teoreme 2.6.3. dobija se sledeca posledica.

Posledica 2.6.1. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p paran broj i a G Aa.
Tada je Gla= {ea}. O
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2.7 Opis grupa koje pokrivaju p-semigrupe

Sa Ck oznacimo ciklicku grupu reda k, sa K4 Klajnovu Cetvornu grupu, sa
Ck x C2 x C2 direktni proizvod ciklickih grupa i sa Qsk uopsStenu kvaternionsku
grupu reda 8k, gde je k G N. Specijalno za k = 1 imamo da je Q8 kvaternionska
grupa.
DefiniSimo klase grupa T3, r", r"' i to:

(D Zap=4pi + 1(pi GNo) klasu IT na sledei nacin
GGr; <=> (3ke N)(klr A(G=ck VG=CXV G=Kua
V G=(tx C2x C2V G = Qsk))-
(i) Zap = 4p2+ 3 (p2 G No) klasu T" na slede¢i natin
GgT ;~ (BkGN)K IPA(G = CkMG = = K4YG = CfcxC2xC2)).

(iii) Za p = 2p3 (p3 GiV) klasu Tp' na sledeci nacin
GG1l7 <=» Bk g V)(A: WA (G=ckVG=cCc2%kVG = c4).

Za druge vrednosti parametra p klase 17 T" i T" su prazni skupovi.

Lema 2.7.1. Neka je S semigrupa koja je unija grupa iz klase Tp, tj.
S=J{GIGGr;}.Tadaje SeU p.

Dokaz. Nekaje S semigrupa, p = 4p2+1 (p2GNQ), S=UiNIG GTp}ix GS.
U zavisnosti od toga kakvoj grupi pripada element x razlikujemo pet slucajeva.

1) Nekaje x GCk ik [p. Kako je
Ck = {e,a, 2a, ===, (k —1)a}
za neko a G S, razlikujemo dva slucaja.

a) Ako je x = e, zay uzmimo da je p = e. Tada imamo
X+py+x=e\pe+e=e=ykaoipy+ x-fpy —pe+e-fpe=¢e=x
Dakle, xrpy.

b) Nekaje x = ma,1 < m < k—1. Zay uzmimo da je y = 2x = 2ma.
Tada imamo

X+ py + X ma + p(zma) + ma = 2ma + k\k(zma) = 2ma + kim(2ka)

2Zma+e=2ma=p
za neko kx GV, kao i

pp 4-x+ pp — p(2ma) + ma + p(2ma) —ma + m(4pa)
= ma+ m(Ak\ka) = ma+ e= ma = x.

Dakle, xrpp.
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2) Nekaje x GCZXi k \p. Kako je
CXx—{e,a2a, =m 2k —1)a}

za neko a G S, razlikujemo dva slucaja.

a) Akoje x = ezay uzmimo daje y = e. Slicno kao u 1) pod a) imamo
Xrpy.

6) Nekaje x = ma, 1< m < 2k—1 Zay uzmimo daje y = 2a = 2ma.
Sli¢no kao u 1) pod 6) imamo xrpy.

3) Nekaje x G/T4. Za y uzmimo da je y = x. U Klajnovoj grupi je X + X —eg,

. —1 —1 -
paje px = IO—(2x)+x = P % x —x Dalje imamo x + py + X =
z z

X+pX+X=X+X+X—X —ykaoipy+x+py=px+x+px =X+X+X- X
Dakle, xrvy.

4) Nekaje x GCkx C2Xx Cz2ik \p, gde je Ck= {ei,ai,2aj, === (k- Iai}, C2 —
{e2,a2} i C2 = {e3,a3} za neke ax,a2,a3 € S. Razlikujemo dva slucaja.

a) Nekaje x nekog od sledeéih oblika: (ei,e2,e3), (ei,e2,a3), (ei,a2e3),
(ei,a2,a3). U svakom slucaju je 2x = (ei, e2,e3). Zay uzmimo dajey = 2x =
(ei, e2,e3). Tada imamo x + py + X = X + p(el5e2,e3) + x = 2x = (ex e2,e3)
kao i py + x + py = p(ei, e2,e3) + a + p(ei, e2,e3) = x. Dakle, xrpy.

b) Neka je x nekog od sledeéih oblika: (mai,e2,e3), (ma!,e2a?3),
(mai,a2,e3), (mai,a2,a3), gde je 1 < m < k —1. U svakom slucaju je 2x =
(2mai, e2,e3). Za y uzmimo da je y = 2x = (2mai, e2,e3). Tada imamo

X+py+x = x+p(zmax,ez2eld) + x = x + (2mpax, e2,e3) + x
— X + (2mkikai,e2,e3) + x = x + (ei,e2,e3) + x = 2x = y,

kao i

py + X + py p(2mar,e2,e3) + x + p{2max, e2, e3)
(Zpmax,e2,e3) + x + (2pmax,e2,el)
(2mk\ka\ e2,e3) + x + (2mkika\, e2,e3)
(ej, €2,e3) + x + (ei, e2,e3) = x

za neko fa G A'. Dakle, xrpy.
5) Nekaje x G Qsfc, k |p, gde je
Qsk = {e, a, 2a, ===, (4k —I)a, 6,a + 6,2a + b, mm (4fc —I)a + b}

zaneke a, b G5. Poznato je da za elemente a i 6 iz QsAvaZe sledece jednakosti:
4£a= e 26= 2fca, 36= 2ka + 6, 46= e, 6+ 2ma = 2ma+ 6
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K\ + DA

ip=4pi+ 1(ki,pi 6 A, to imamo:

2pa = 2(2ki A )Aa = k\{Aka) A 2ka = e A 2ka = 2ka

2D,

2paA6=2b+ b= 36

dpa = 26+ 2b= 46 = e,

6 +(2n+ hHa=_2k+2nAla+b=(2p+2n+ l)a + 6,
pb = (4pi + 1)6 = pi(46) + 6= e+ 6= 6.

Da bismo dokazali da je xrpy za neko y G S, razlikovacemo Sest slucajeva.

a) Ako je X —e za y uzmimo daje y = e. Slitno kao u 1) pod a) imamo

Xrpy.

6) Ako je x = 2ma (m G iV) zay uzmimo da je y = Ama + 26. Tada imamo

X+ py + X

py + X + py

Dakle, XTpy.

2ma + p(4ma + 26) + 2ma - 2ma + m(Apa) + 2p6 + 2ma
2Zma+ e+ 26+ 2ma = 2ma+ 2ma+ 26 = 4dma+ 26 = vy,
p(4ma + 26) + 2ma + p(Ama + 26)

m(4pa) + 2p6 -f 2ma + m(4pa) + 2p6

e+ 26+ 2ma+ e+ 26= 26+ 2ma + 26

2ma -f 26+ 26 = 2ma + e = 2ma = Xx.

c) Akoje x = 2n+ l)a, (n G Ao) zay uzmimo dajey = (2p+ 4n+ 2)aA®6.

Tada imamo

X+ py+ X

py + X+ py

—

nm + + > 1l

2n+ Da+p((2p+4n+ 2)a+ 6) + (2n + Da

2n+ Da+p2p+ An+ 2)a+ p6+ (2n + la

(2n -f a + 2p2a+ n(4pa) + 2pa+ 6+ (2n + la
2n + Na + (4pi + I)(2pa) + e+ 2pa+ 6+ (2n + l)a
(2n + la + 2pi(4pa) + 2pa + 2pa+ 6+ (2n + l)a

2n A Na 4 eTeT6+@2nTIHo=2nTIl)o
CpT2n T HaAb—2pT4nT2)aT6=Y,

p(2p +4n+ 2)a+ 6)+ (2n+ l)a + p((2p + 4n + 2)a A 6)
2p2a + n(4pa) + 2pa Apb A (2n + l)a + 2p2a + n(Apa)

2pa+ pb= (4pi + )(2pa) + e+ 2pa+ 6+ (2n + la

(4pi + 1)(2pa) + e+ 2pa+ 6= 2pi(4pa) + 2pa A2pa A6
(2n + Na + 2pi(4pa) + 2pa + 2pa + 6
ete+6+(2n+l)at+te+e+6=6+2n+1a+6
(2p+2n+ Da+6+6=(2p+ 2n+ l)a + 2pa

dpa+ 2n+ Ha =e+ (2n+ l)a = x.
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Dakle, xrpy.
d) Ako je x

X+py + X

py + X + py

Dakle, xrpy.

e) Ako je x =

imamo

X + py + X

py + X + py

Dakle, £1pj.

/) Ako je x
Tada imamo

X+ py+ X

py + X + py

za 'y uzmimo da je y = pa. Tada imamo
b+ p(pa) + b= b+ (4px+ l)(pa) + b
b+ pi(4pa) + pa+ b—b+e +pa+ b= b+pa+ b
2p+pa+ b+ b=3pa+ 2pa=pa=y,
p(pa) + b+ p(pa) = pa+ b+ pa=pa-f(2p+pla+hb
dpa+ b= 6= X.

2ma + b, (m G AXY zay uzmimo da je y = (4m + p)a. Tada

2ma+ b+ p(dm + p)a+ 2ma + b

2ma+ b+ m(4pa) + p2a+ 2ma+ b

2ma+ b+ e+ pa+ 2ma+ 6= 2ma+ 2ma+ b+ pa+ b
4dma+ (2p + p)a+ b+ b= Ama + 3pa + 2pa

Ama+ pa =y,

p{Am + p)a + 2ma + b+ p(Am + p)a

m(Apa) + p2a + 2ma + b+ m(4joa) + p2a
e+pa+2ma+ 6+e+ pa=pa+2ma+ (2p+pa+b
Apa+ 2ma + 6= 2ma + b= x.

=@2n+NDa+i), (a GAXYzayuzmimodajey = (p+ 4u+ 2)a.

@2n+ NHha+b+p(p+4n+ 2)a+ a+ )a+ b

2n+ Da+ b+ p2a+ n(dpa) + 2pa+ (2n+ Da + b

2n+ lDa+b+pa+e+2pa+ (2n+l)a+ b
2n+ la+ b+ 3pa+ (Zra+ la+ Db

2n+ Da+ Bp+2n+t )a+ b+ b=Bp +An+ 2)a+ 2pa

(p+t4n+ 2)a=vy,

p(p+4n+2)a+ (2n+ Da + b+ p(p + 4n + 2)a
p2a + n(4pa) + 2pa+ (2n + l)a + b+ p2a+ n(4pa) + 2pa
pa+ e+ 2pa+ (2n+ l)a+ b+ pa+ e+ 2pa

3pa+ (2n + a + b+ 3pa

pa-f(2n+ l)a+ 2p+ 3p)a+b=8paf+(2n+ lla+ Db
2n+ hHa + b= x.

Dakle, xrpy. Time je dokaz leme zavrSen. O
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Lema 2.7.2. Neka je S semigrupa koja je unija grupa iz klase Tp, tj. S = U{G I
GGT"}. Tadaje S GIIP.

Dokaz. Dokaz je slitan dokazu Leme 2.7.1. O
Lema 2.7.3. Neka je S semigrupa koja je unija grupa iz klase 17", tj. S = U{¢? |

GeT”~}.TadajeSeUP

Dokaz. Neka je S semigrupa, p —2p$, (3G N), S —U{C IGGr"} ix GS.
Razlikujemo dva slucaja.

a) Ako je x = e zay uzmimo da je y = e. Slitno kao u 1) pod a) Leme 2.7.1.
imamo xrpy.

b) Akojex=ma(l<m<A—1) V1i<m<2k—1V l<m<4k—1) zay
uzmimo daje y = 2mpa + 2ma. Tada imamo

xfpy+x = ma+ plmpa+ 2ma) + ma = ma+ 2mpza + 2mpa + ma
= 2ma + mpi(4pa) + 2mpa = 2mpa + 2ma =Y,
py -fx +py = p{ampa+ 2ma) + ma + p(zmpa + 2ma)
= 2mpZa+ 2mpa + ma + 2mpz2a + 2mpa
= (mp+ m)4pa) + ma=e+ ma= Xx.
Dakle, xrpy. O

Na osnovu Teoreme 2.5.1, Teoreme 2.5.2, Teoreme 2.5.3, Teoreme 2.5.4, Teoreme
2.6.3, Leme 2.7.1, Leme 2.7.2 i Leme 2.7.3 neposredno se dobija sledeca teorema.

Teorema 2.7.1. Neka je S semigrupa. Tada
1) Zap = 4pi + 1 (pi G Nqg imamo
seup<=s=3G|ger>
2) Zap= 4p2+ 3 (p2 G NO) imamo
Seup<”s = U{GIG GI""}
3) Zap = 2p3(P3 GN) imamo
Selip® s = ]JG IG e fp}

Ustvari Teoremu 2.7.1 mozemo iskazati i na slede¢i nacin.
Neka je S semigrupa. Tada vazi

5 GNP«=*5=[j{G IGGI>V5=U{G |g GI'}v5=\JG Ig g '}
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2.8 Neki primeri p-polugrupa

Prvo pitanje koje se namece u radu sa p-polugrupama je da li je skup n pneprazan.
Odgovor sledi iz Cinjenice da su sve grupe iz klasa rp, P" i Y”* ujedno i p-polugrupe.

Drugo pitanje je da li, pored p-grupa, postoje i p-polugrupe koje nisu grupe iz
klasa Tp, T" i V. Odgovor je i u ovom slucaju potvrdan. Jednostavan primer takve
p-polugrupe je bilo koja idempotentna polugrupa (traka). Neposredno je jasno da
je svaki element trake u relaciji rp sa samim sobom. Drugi jednostavan primer je
polugrupa (5, +) u kojoj je po definiciji x + y = x za sve X,y 6 S. U ovoj polugrupi
je xtpx zasve X £ S.

Kako se, u zavisnosti od parametra p, svaka p-polugrupa moze predstaviti kao
unija grupa iz klasa rp, T", odnosno T", moZe se postaviti pitanje da li su te grupe
disjunktne ili imaju neprazan presek. Odgovor bi bio da neke od tih grupa imaju
neprazan presek, dok su druge disjunktne. Navodimo primer p-polugrupe (p neparan
broj) koja se mozZe predstaviti kao unija grupa iz klase Tp. Operacija p-polugrupe
(S, +) je data slede¢im tablicama.

+ e a pb pc
e a pb pc
a a e a+ pb a+ pc
pb pb a+ pb e pb + pc
pc pc a+ pc pb + pc e
pb + pc pb + pc a+ pb+ pc pc pb
a+ pb a+ pb pb a a+ pb+ pc
a+ pc a+ pc pc a-\xpb-\pc a
a+pb+pc a+ pb-\pc pb + pc a+ pc a+ pb
+ pb + pc a+ pb a+ pc a+ pb+ pc
e pb + pc a+ pb a+ pc a-\xpb-\pc
a a-\pb+ pc pb pc pb + pc
pb pc a a-\xpb -\pc a+ pc
pc pb a+ pb+ pc a a+ pb
pb + pc e a+ pc a+ pb a
a+ pb a+ pc e pb + pc pc
a+ pc a+ pb pb + pc e pb
a+ pb+ pc a pc pb e
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3
Iz tablica dobijamo da je S = (J £ gde su Gi = {e,a,p&,a+ pzs}, G2 =
{e,a,pc,a + pc} i G3 = {e,a,p6+ ;cl,a + pb + pc} Klajnove grupe Ciji je presek
neprazan, tj. Gi H G2 D G3 = {e,a}. Polugrupa S takode je grupa, ali nije iz
klasa r;,r", odnosno T". Nije teSko zakljuciti daje S ~ C\ x C] x CJ], gde su
C\ = {e,a},Cl = {e,p6} i = {e,pc} ciklicke grupe reda dva.
Na kraju dajemo konstrukciju disjunktne unije p-grupa koja je e‘-polugrupa ali

nije grupa. Neka su date p-grupe (5',,+,), i = 1,2,..,ninekaje S = (J Si. Na skupu
=
S definiSimo operaciju + na sledeci nafin. Nekaje x- 6 5-i Xj GSj, i,j = 1,2,...,n.
Tada je
xiTixj, ako i—j

XiTE Xj, ako i<]j
X\, ako i>j

Nije teSko zakljucCiti daje (5, +) p-polugrupa, koja, naravno, nije grupa.



Glava 3

p-poluprsteni

U ovoj glavi razmatraju se klase p-poluprstena za proizvoljno p iz N. lzmedju
ostalog dokazano je da je svaki p-poluprsten pokriven pretprstenima, tj. pod-
poluprstenima Cija je aditivna polugrupa grupa (Teorema 3.2.1. i Posledica 3.2.1.).
Dalje, posebno su razmatrani Bulovi p-poluprsteni za koje je dokazano da su pokriveni
prstenima. Te klase prstena su u potpunosti opisane Teoremama 3.4.1. i 3.4.2.

3.1 Osnovne definicije i tvrdjenja

Neka je (5',+,-) poluprsten i p £ N. Relaciju, u oznaci P, poluprstena S
uvodimo na slede¢i nacin

X6 py X+ py+Xx—y Apy+x+py—x A 4px2= 4px,

tj. xspy <—m xrpy A 4px2 —4px. Ako je xepy za X,y £ S, onda py zovemo
p-element elementa x.

Definicija 3.1.1. Poluprsten (S, +, 9 zovemo p-poluprsten ako svaki element
ima svoj p-element.

Klasu svih p-poluprstena oznac¢imo sa Ep. Dakle,
S £ Tip<=> (Vx e S)(3y £ S)(X0py).
Teorema 3.1.1. Nekaje S poluprsten. Tada

S£Ep (Vx £ S)(By £S)(2x = (p+ )y A py+ x = (2p+ I)x + p2y
A  (dp+ Ihx = x A 4px2 = 4px).

Dokaz. Teorema 3.1.1. je neposredna posledica Teoreme 2.1.1. za semigrupe. O

Posledica 3.1.1. (i) Svaki p-poluprsten je regularan poluprsten.

45
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(if) Svaki element x p-poluprstena ima svoju aditivnu jedinicu ex, gde je ex =
4px.

(iii) U p-poluprstenu svi elementi y koji su u relaciji sPsa x imaju istu aditivnu
jedinicu.

(iv) Ako je up-poluprstenu 2px = ex i Xepy, ondapy + x = X + p2y. O

Teorema 3.1.2. Neka je S poluprsten za koji vazi xn+1 = X (n GN) zasve x GS.
Tada

SebEp «» (VWXE€3S)By GS)2x = (p+ 1y Ay+x=x+y
A (2p+ I)x = x A 2px2 = 2pX).

Dokaz. Nekaje S G Ep. Tada za svaki x G S postoji y G 5 tako da je x9py.
Prema Teoremi 3.1.1. je (p+ )y —2%x, (4p+ Dx = xipy + x —(2p + I)x + p2y.
Kako je xn+l = x, to imamo

2x= (X + xX)tl = xnHl + xntl + hxmtl = x+ X + -+ X = 2n+lx.

Dakle, 2x= 2n+1x. Kako je 4px = ex, to je 4k(px) = ex za sve K GN, pai za
k = 2n_1. Zato je 4p(2n_1x) = ex, odnosno p(2n+1x) = ex. Dalje je p(2x) = ex. Iz
poslednje jednakosti dobijamo (2p+1)x = x. Ako je p neparan broj, onda je, prema
Lemi 2.3.1.(ii), P2y = pytpaje py + x = (2p + I)x + p2y = x + py. Dalje imamo

X+ Y= X+ (X+PY+X) = (X+py+x) +X=y+x
Ako je p paran broj,onda je takodje x + y = y + x prema Lemi 2.6.1.(5). Dalje je
2px2 —X *(2px) = X *eX = X *(4px) = 4px2 m 4pX = 2pX.

Obratno, neka za x G S postoji y G S tako daje 2x = (p+ )y, y+ x =
X+y, (2p+)x = xi2px2 —2px, tadaje (4p+1)x = (2p+I)x +2px = X+ 2px = X.
Iz jednakosti 2x = (p+ l)y sledi 4x = 2(p+ )y = (2p+ )y +y = y+y = 2y, odakle
je 4px = 2py. Dalje imamo

py + X + py — 2py + X = 4px + X = X,
X+py+x = 2xX+py=(p+h)y+py=(2p+1ly=y.

Imamo joS da je 4px2 = 2(2px2) = 2(2px) = 4px, paje S GEp. O
Lema 3.1.1. Neka je aOpb u p-poluprstenu i m G N. Tada vaZi:
(i) ama= cama= ca
(i) ed= e,.

(ni) eampb = pbmea — ca.
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(zu) 4pam= ett
() am+ ea= ea+ am= am.

(vi) 4p(pb)m = ea.

(vit) (pb)m+ ea- ea+ (pb)m= (pb)m.

Dokaz. Neka je adpb. Tada imamo:
(i) amea= amApa = Apa2 = 4pa = ea. Slitno je eama = e0.
(¢1) e2= 4pa =ea= Ap(a =ea) = 4pea = ea.

(iif) eampb = Aca<pb —ea =Apb = eca mea = ea. Slitno je pb mea —ea.

Za m = 1 sve formule (zu) —(uzi) su trivijalne. Nekaje m >2. Tada imamo:
(iv) Apam= am+ amH-----\am= am-1-(a+aH------ |8 = am-1(4pa) = am_1-ea= ea.
(u) am+ ea= am+ 4pam- (4p + I)am= am. Sli¢no je ea+ am= am.

(Uz) 4p(PE)m= (pE)m+ (pE)m+ ee=+ (pi>)m= (pb)m~Il =(p6+ pb + ==+ pb)
= (pb)m~1 =Ap(pb) = (pb)m 1 «p(Apb) = (pb)m~1e-ea = ea.

(vil) (pb)m+ ea = (pb)m+ Ap(pb)m- (Ap + 1)(pb)m= (pb)m. O

Tvrdjenje 3.1.1. Neka je S p-poluprsten ip neparan broj. Svaka dva elementa iz
S su u relaciji op ako i samo ako je S prsten Ciji su svi elementi sami sebi grupni
aditivni inverzi.

Dokaz. Nekaje x9py za sve x,y € S. Prema Teoremi 2.4.2. S je prsten Ciji su
svi elementi sami sebi grupni aditivni inverzi.

Obratno, neka je S prsten €iji su svi elementi sami sebi grupni aditivni inverzi.
Prema Teoremi 2.4.2. zasve X,y £ Sjex+py+ x = yipy+ x+ py = x. Posto
je e= 2z zasve z € S, gde je e aditivna jedinica prstena, to imamo 2(2px2) = e,
odnosno Apx2z = e = 4px. Dakle, bilo koja dva elementa iz S su u relaciji eP. O

3.2 Pod-pretprsteni p-poluprstena

Poluprsten kod koga je aditivha semigrupa grupa zovemo pretprsten. Sa Ba
oznacCimo skup svih p-elemenata elementa a, a sa Gla podpoluprsten generisan sa
aUla gdeje laC Ba tj. Gla= [aU/,].

Lema 3.2.1. Neka je S p-poluprsten i a proizvoljan element iz S. Tada je pod-
poluprsten poluprstena S generisan sa a pretprsten.

Dokaz. Neposredno je jasno da je svaki element x podpoluprstena [a] oblika
x = ami + anR + eee+ anfc, gde je m- € N,i = 1,2,..., k. Prema Lemi 3.1.1.(u)
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imamo X + ea= ea+ X = x. Uocimo element x"' oblika
X = (4p —Dank + (4p — + eeet (4p —1)ami.

Tada imamo

X + X' Gm + mmet+ ank + (4p - Dan™+ (4p - l)amk-1+ eee+ (4p - l)am
arR+ eeet+ a™*1+ Jpank + (4p - lja"I*-1+ eee+ (4p - 1l)am

= am + a"DR+ meet+ ant-1 + ea+ 4p- lja7*“1+eee+(4p- l)am

+

= am

Slicno je X' + g = ea, pa je aditivha semigrupa podpoluprstena [a] grupa, tj.
podpoluprsten [a] je pretprsten. O

Lema 3.2.2. Neka je aspbi (i = 1,2,..., m) up-poluprstenu i neka je x = aia2..am
gdejeaf = aili =pbi (i= 1,2,..., m). Tadaje 4px = ex = eaix+ea= eatXx = X,
gde je ea= 4pa.

Dokaz. Neka je x —a\az...am Tada je
ex — 4px —alaz...am-\xaiaz-..am-\ =m*A aiaz...am
— aiaz..ami(am+ am+ eeet+ am) - axa2..am_i <4pam
= aia2.ami eea= e=== eca(Leraa3.l.l.).

Dalje je x + ea—x + ex = X. Slitno je ea+ x = X. O

Teorema 3.2.1. Neka je s p-poluprsten i a € s. Tada za svaki skup la C
Ba, Gla—[a Ulq je pretprsten.

Dokaz. Neka je S p-poluprsten i a G S. Ako je la = 0, onda je Gla = w
pretprsten prema Lemi 3.2.1.
Neka je la”™ 0. Neposredno je jasno da su svi elementi x iz Gla oblika

= + a\a\..am2 + ---- ha\a\...a.nki

gdejeaf = ailiaf = po\ Gla\i —1,2,...,nij; j = 1,2,..., A tj. X = Xi+Xx2H---- hz*;,
gde je x, = ajaj.~.ain, J= 1,2, Prema Lemi 3.2.2. je 4pxt = eQi x- + ea =
eat+ = xt z= 1,2,...,k Dakle, x+ ea= ea+ x = X. Neka je
X'= 4p- xt+ (4p- hHxtkc! +-—-—--- h(@dp- Dxi.
Tada imamo
X+ X = XX+ X2+ ----- \Xk + {4p - I)xfc + (4p —I)xfc-i + —- h(4p —1)zi

= Xi + x24----- Ixfci + 4pxk+ (4p - I)xtkci 44—+ (4p - Dzi

= Xi+ x2H---—-(xfti+ea+ (4p- Dxfc_i H--—-- b@4p- Dxi

= Xi + x2H-—--- Ixt!-1(4p- Dxtci+—-—+ @p- Dxi

= mEm= ca
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Slicno je X' + x = ea, paje Glapretprsten. O
Posledica 3.2.1. Svaki p-poluprsten S je oblika

S= Ugala °
aES

Drugim recima svaki p-poluprsten se pokriva potprstenima.

Tvrdjenje 3.2.1. Neka je xepy u poluprstenu S i neka je zn+1 = z (n € N) za sve
Zz£ S. Tadaje
{xnmy, py mxn, xn mpy mxn} C Bx.

Dokaz. Neka je xQpy. Tada imamo
XNmy + X + Xnmy = Xnmy + X+l + xn mpy = xn m(py + X + py) = XnmX = X,

X+ XNWy + X —Xn+1 + XN Wy + Xl = xnm(X + py + X) = xn ey

Dalje imamo
p(xny) = xny + xny H--—-- fxny = xnmly + y -3---—-- hy) = xn my.

Iz dokazanih jednakosti imamo xn mpy € Bx. Sli¢no je py mxn £ Bx. Dokazimo joS
daje xnmpy mxn £ Bx. Kako je X2#1 = Xn+1 ®XNn= X ®Xn = X, to je

XNWy XN+ X + XNy IXN—XN Yy BXN+ X2l + XN mpy mXn
= Xne(py+ X + py) eXN= XN WX BXN = X2n+1 = X.

Takodje imamo

X+ XNmWy XN+ X = X2n+1 + XN WOy XN+ X2WL = xnm(X + py + X) *Xn —xnyxn
kao i

p(Xnyxn) = Xnyxn+ xnyxn+ eee+ xnyxn = xnmy + y + mee+ y) EXN = XN WOy EXN.
Iz poslednjih jednakosti imamo xn mpy mxn £ Bx O

Sledece tvrdjenje je neposredna posledica Tvrdenja 2.4.4. i Teoreme 3.1.2.

Tvrdjenje 3.2.2. Neka je S p-poluprsten u kojem je zn+1 = z (N £ N) za sve
z £ S, p neparan broj i py,pz £ Bx. Tada vazi

py + pz = pz + py py + pz £ Bx. O
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3.3 Bulovi p-poluprsteni

Poluprsten (S, +, ) zovemo Bulov akoje a2z = azasveaGS.

Tvrdjenje 3.3.1. Neka je S Bulov poluprsten i p neparan broj. Svaka dva elementa
iz S su u relaciji 9p ako i samo ako je S komutativan Bulov prsten ¢iji su svi elementi
sami sebi grupni aditivni inverzi.

Dokaz. Neka su svaka dva elementa iz S u relaciji 9P. Prema Tvrdjenju 3.1.1.
S je prsten Ciji su svi elementi sami sebi grupni aditivni inverzi. PoSto je S Bulov
poluprsten, to za bilo koje x,y £ S imamo

X+y=(X+Yy)2—X2+Xy+yx+y2=X+Xy+yx+y—X+y+Xy+yx

Kako je (S, +) grupa, to je xy + yx = e, gde je e jedinica grupe (S, +). Posto je
svaki element sam sebi grupni aditivni inverz imamo xy = yx. Dakle, prsten S je
komutativan.

Obrat tvrdjenja sledi neposredno iz Tvrdjenja 3.1.1. O

Tvrdjenje 3.3.2. Neka su x iy elementi Bulovog p-poluprstena S. Tada vazi:
() x9py => x9iy.
(if) Ako je p neparan broj, onda x9py <=> x9xy

Dokaz, (i) Neka je x9py. Kako je p-poluprsten S Bulov, imamo
2X = (X + X)2 = 4x2= 4x, paje x = (4p+ I)x = 2x -f x = 3%, tj. 3x = x. Ako je
p neparan broj, ondajepy = (p —1)y+y = 2y+ y = 3y = y. Prema prethodnom
imamo X+y+X = X+py+x = y I y+x+y = py+x+py = X, tj. xX9\y. Ako je p paran
broj, onda je py = 2y. Kakoje (p + )y = 2x, to je 2y + y = 2%, odnosno 3y = 2x.
Posto je 3y = y, imamoy = 2x. Daljejex + y+ X=X+ 2Xx+ X =4X = 2x =y |
y+ X+y=2Xx+ X+ 2x = bx = X, tj. X9xy.

(if) Prema (i) imamo x9py =$> x9xy. Neka je p neparan broj i x9xy. Kako
je3x = xipx = (p—Dx + x = 2x + x = 3x, to je px = xX. Prema tome
X+py+z=x+y+X=yipy + X+py=y+ x+y= X, odnosno x9py. O

Lema 3.3.1. Neka je a9pb u Bulovom p-poluprstenu. Tada vazi:
(i) 2a= 2b= ea

(if) pp+ a=a+ pb

(ii1) pbma = a mpb

(iv) a+ amb=amb+ a

(u) pb+ amb—amb+ a
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Dokaz. Neka je aspb. Tada imamo:

(i) 2a = (a+ a)2= 4a2= 4a = 6a = -m== 4pa —ea. Slicho je 2b = —ea.
Dakle, 2a —2b —ea.

(ii) Ako je p neparan broj, onda je p2 —pb (Lema 2.3.1. (ii)), paje pb+ a =
2p + Da + p2= a+ pb. Ako je p paran broj, onda je, prema Lemi 2.6.1.(6),
pb+ a= a+ phb.

(iif) a+pb=(a+ph2=a+a<pb+ pbma+ (phy2 —a+ ampb+ pbm+ pb. Prema
Teoremi 3.2.1. za la—{pb}, Glaje potprsten Cijaje aditivna jedinica e = 2a
Zato je a =pb + pbma = e, odakle je pb *a = a mpb.

(iv) at amb=a>+ amb=am@+pb)=ampb+ a)=amb+ a>= ampb+ a
(u) pb+a-pb = (pb)2-\-a-pb = (pb+a)-pb — (a+pb)-pb = a-pb+(pb)2 —a-pb+pb. O

Teorema 3.3.1. Neka je aspb u Bulovom p-poluprstenu i la= {pb}. Tadaje Gla
komutativan Bulov prsten sa jedinicom a + pb + a mpb.

Dokaz. Prema Teoremi 3.2.1. Glaje Bulov potprsten. Koriste¢i Lemu 3.3.1.
imamo da je Gla komutativan prsten. Prema istoj lemi je

Gla= {ea, a, pb, amb, a+ pb, a+ amb, pp+ ampb, a + pb-f a pb}
Dalje imamo
e cam(a + pb+ amb) = ea,
e ama+phb+ amb) = a+ aephb+ amb=a+ eQ= g,
epom@a+ pb+ aepb) = ampb+ pb+ ampb = pb+ ea = pb,
e (amb)ma+ pb+ aeph) = ampb+ ampb+ ampb = ampb + ea= a mb,

e (@a+pb)m@a+pb+ amb) —a+ a-pb+ ampb+ amb+ pb+ amb
—a+pb+ ea= a+ pb,

e (a+amb)-(@a+pb+aeph)=a+amb+amb+ amb + ampb + a mb
= a-\-a-pb-\-ea= a-\-a<pb,

e (pb+ ampb) m(a+ pb+ ampb) = ampb+ pb+ a=pb+ ampb + ampb + ampb
= pb+ ampb + ea= pb+ ampb,

e (a+ pb+ aeph) m(a + pb+ ampb) = a+ pb+ ae<pbh.

Dakle, Gla je prsten sajedinicom a+ pb+ amb. O
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3.4 Opis prstena koji pokrivaju Bulove
p-poluprstene

Neka je a proizvoljni element Bulovog p-poluprstena S. Dalje ¢emo ispitivati
potprsten Gla, gde la ima tacno jedan element pb, tj. la = {p6}, odnosno Gla =
[{a,p6}]. Takodje ¢emo opisati prstene koji pokrivaju Bulove p-poluprstene.

Teorema 3.4.1. Neka je asvb u Bulovom p-poluprstenu i la= {pb}. Tada imamo:

(1) Akoje a= pb=ea, ondaje Gla= {ea} i (Gla,-f) je ciklicka grupa reda
jedan.

(2) Ako je a—ea” pb, onda je Gla= {eapb} i (Gla, +) je ciklitka grupa reda
dva.

(3) Ako je pb = ea/ a, ondaje Gla—{ea,a} i (Gla,+) je ciklicka grupa reda
dva.

(4) Akoje a+ pb=ea a™ et ipb "ea ondaje Gla= {eaa} i (Gla,+) je
ciklicka grupa reda dva.

(5) Ako je ampb=ea, a”™ ea, pb”™ eaia+pb” ea ondaje Gla= {ea,a,pb,a+
pb) i (Gla, +) je Klajnova grupa.

(6) Akoje a+ a=pb = ea, a”™ eap6”™ ea ampb ™ eaia+ pb”™ ea onda je
Gla= {eaa,pb,a+ pb} i (Gla +) je Klajnova grupa.

(7) Ako je pb+a-pb = ea, a”™ ea, pb ™ ea, a-pb ™ ea, atpb/ eaia+a-pb ™ ea
onda je Gla= {ea,a,pb,a+ pb} i (Gla, +) je Klajnova grupa.

(8) Ako je at+pb+a-pb = ea, a”™ ea, pb ™ ea apb ™ ea atpb ™ ea ata-pb ™ ea
ipb+ a-pb=aa ondaje Gla= {ea,a,pb,a+ pb} i (Gla +) je Klajnova grupa.

(9) Ako je a 7 ea, pb ™ ea, a-pb ™ ea, a+p6”™ ea a+ a-pb ™ ea, pb+ a-pb ™ ea
ia+pb+ amb ™ ea, onda je

G/a= {ea,a,p6,a-pb,a+ p6,a+ a-pb,pb+ a *p6,a+ pb+ a <p6)
i (Gla, +) je izomorfna sa C2x Cj x CJ.

Dokaz. Tvrdjenja (1), (2) i (3) su neposredno jasna.
Operacije + 1 < su date tablicama 3.4.1.(a) i 3.4.1.(6) za slucaj (1), 3.4.2.(a)
i 3.4.2.(6) za slutaj (2) i 3.4.3.(a) i 3.4.3.(6) za slucaj (3).
Tabela 3.4.1.(a) Tabela 3.4.1.(b)

+



3.4.

Tabela 3.4.2.(a)

+ & pb
da ea pb
pb pb ¢a

Tabela 3.4.3.(a)

+ ¢ a
ea Ca a
a a Ca
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Tabela 3.4.2.(6)

" & pb
éa Ca ca
pb g pb

Tabela 3.4.3.(b)

a
ca
a

o 8
88 8

53

(4) Nekaje a+pb = €0, a ™ eaipb ™ ea. Tada imamopb = pb-\-ea= pb+a+pb =

a, paje Gla= {ea a}.

(5) Nekaje ampb = ea, a”™ ea, pb”™ eaia+ pb”™ ea Tada imamo a+ a mb =
a pb+amphb = pbia+pb+ aepb = a+ pb. Ako bi bilo pb = a, onda bismo
imali a = a2 = a mpb = ea, Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je a ™ ea.
Dakle, pb ~ a. Ako bi bilo a+ pb = a, onda bismo imali pb = ea+ pb = 2a + pb =
a+ (a+pb6) = a+ a = ea, Sto nije moguée. Dakle, a+ pb ™ a. Ako bi bilo a+ pb = pb,
onda bismo imali a = a+ea= a+ 2p6= (a+pb)+pb = pb+pb = ea, Sto je nemoguce,
paje a+ pb/ pb. Dakle, Gla= {e0,a,pb, a+ pb}. Iz tablice se vidi da je (Gla,+)

Klajnova grupa. Operacije + i *su date tablicama 3.4.4.(a) i 3.4.4.(6).

Tabela 3.4.4.(a)

+ ca a pb a+ pb
ca ca a pb a+ pb
a a éa a+ pb pb
pb pb a+ pb ¢a a
a+pb a+pb pb a éa
Tabela 3.4.4.(b)
éa a pb a+ pb
ca ca ca ca ea
a éa a ca a
pb ca ca pb pb
a+ pb ¢a a pb a+ pb
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(6) Nekaje a+ a-pb = ea, a/ ea pb”™ ea, a-pb ™ ea ia+ pb 7ea Tada imamo
a-pb—ea+ amb= (a+amh)+ a-pp=a+ea=a pb+a-pb=pb+ a—a+pb
iatpb+ a-pp=a+ pb+ a= ea+ pb= pbh. Ako bi bilo pb = a, onda bismo imali
a+pb= a+ a= ea, Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom a+ pb ™ ea, paje pb N a
Ako bi bilo a + pb = a, onda bismo imali pbp —ea+ pb = 2a+ pb=a+ (a + pb) —
a+ a = ea Sto nije moguce, paje a+ pb~ a. Ako bi bilo a+ pb = pb, onda bismo
imalia=a+ea= a+ 2pb= (a+ pb6) + pb=pb+ pb = eaq Sto je nemoguce, pa
je a+ pb Tpb. Dakle, Gla —{ea,a,pb,a + pb}. Iz tablice se vidi da je (Gla,+)
Klajnova grupa. Operacije + i msu date tablicama 3.4.4.(a) i 3.4.5.

Tabela 3.4.5.
6a a pb a+ pb
sa 6a 6a 6a
a 6a a a 6a
pb sa a po  a+pb
at+pb sa sa a+pb a+pb

(7 Nekaje pb+a-pb = ea, a/ et pb ™ ea, a-pb ™ ea, a+pb/ eaia+a-pb/ ea
Tada imamo ampb = ea+ a-pb= 2pb+ ampb —pb+ (pb+ a-pb) = pb+ ea=
pb, a+ a-pp=a+pbia+pb+amb=a+ pb+ pb—a+ ea= a Slicno kao u (6)
dokazuje se daje pb 7*a, a+ pb ™ ai1a+ pb ™ pb. Dakle, Gla= {ea,a,pb, a + pb}.
Iz tablice se vidi da je (Gla,+) Klajnova grupa. Operacije + i *su date tablicama
3.4.4.(a) i 3.4.6.

Tabela 3.4.6.
6a a pb a+ pb
sa sa 6a 6a 6a
a sa a pb a+ pb
pb 6a pb pb 6a

a+ pb 6a a+ pb 6a a+ pb

(8) Nekaje a+pb+a-pb = ea, a/ e,, pb 7ea, a-pb ™ ea, a+pb ™ ea, a+ a-pb ™
eai pb+a-pb 7”ea. Tada imamo a-pb = eata-pb —(at+pb+a-pb)+a-pb = a+pb+ea—
a+pb, a+a-pp=a+a+pb=ca+tpb—pbipb+a-ppb=pb+ a+pb=a+ea=a
Slicno kao u (6) dokazuje se da je pb 7 a, a+ pb ™ aia+ pb/ pb Dakle,
Gla= {eaa,pb,a+pb}. Iz tablice se vidi daje (Gla, +) Klajnova grupa. Operacije
+ i =su date tablicama 3.4.4.(a) i 3.4.7.
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Tabela 3.4.7.
¢a a pb a+ pb
G Ga ca ca ta
a éa a a+ pb pb
pb ¢a a+ pb pb a
a+ pb ca pb a a+ pb

9 Nekaje a ™ ea, pb Zea, a-pb ™ ea, a+p6 7 ea a+ a-pb ™ ea pb+a-pb ™ ea
ia+pb+ ampb 7™ ea Slicho ako u (6) dokazuje se daje pb ™ a, a+ pb N a
ia+ ™ p6. Dokazimo da su i svi ostali elementi ¢ér/0 medjusobno razli€iti.
Pretpostavimo suprotno, tj. da su bar dva medjusobno jednaki. Tada imamao:

e Akoje ampb = a, ondaje a+ amb= a+ a= ea

e Akoje a+ amb = a, ondaje a-pb = ea+ ampb = 2a\-a-pb = a+ (a+ amb) —
a+a= ea

e Akoje pb+ amb = a, ondaje a+ pb+ amb —a+ a—ea-

= Akoje at+pb+a-pb = a, ondaje pb+a-pb = 2a+pb+a-pb = at+{atpb+a-pb) —
a+a= ea

Ako je a b= pb, onda je ampb+ pb=pb+ pb = ea.

Ako je a+ a<pb = pb, onda je a+ pb+ a mb — 2pb = ea

Ako je pb+a-pb —pb, onda je a-pb = eat+ a-pb —pb+(pb+a-pb) = pb+pb = ea.

Akoje at+pb+a-pb = pb, ondaje ata-pb = 2pb+a+a-pb = pb+(a+pb+a-pb) =
pb + pb = ea

e Akoje ampb= a+ pb,ondaje a+ pb+ amb= amb+ ampb = ea

e Akoje a+a-pb = a+pb,ondaje pb+ a-pb = 2a+pb+a-pb =atpb+ a+ a-pb —
a+pb+ a+ pb=ea

< Akoje pb+a-pb —a+pb, onda je a+ a-pb = Z2pb+a+ a-pb = pb+a-pb+a+pb =
a+pb+ a+pb=cea

e Akojea+ pb+ a-ppb—a+ pb, onda je ampb = 2(a + pb) + a-pb = a+ pb+
(@a+ pb+ amb) = a+ pb+ a+ pb—ea

e Akoje a+ ampb = a-pb, ondaje a —at+ 2(a-pb) = (a+ ampb)+ a-pb =
ampb+ ampb = ea
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Ako je pb+ ampb = a epb, onda je pb = pb + 2(a =pb) = (pb+ ampb) + a mb =
amb+ amb —ea.

Akoje a+ pb+ ae-pb = amb, ondaje a-fpb= a+ pb+ 2(a <pb)
= (a+pb+aeph) + ampb = aephb+ ampb—ea

Ako je ppb+ a<pb —a+ amb, onda je a-fpb = a+ pb+ 2(a mb)
=pb+ amb+a+amb=a+ amb+ a+amb= ea

Akoje a+ pb+ ampb= a+ amb, onda je pb= pb+ 2(a + a mpb)
= (a+pb+amph)+ a+ amb=a+ amb+ a+ amb = ea

Akoje a+ pb+ a<epb = pb+ a<pb, ondajea—a+ 2(pb+ amph) —a+ pb+ a-
pb+ pb+ ampb —pb+ amb + pb+ ampb = ea.

Znaci, u svim slucajevima dobijaju se tvrdjenja koja su u suprotnosti sa pret-
postavkom. Dakle,

Gla= {ea,a,pb,a+ pb,a=pb,a+ amb,pb + a mb, a+ pb + a mb}.

Dokazimo jo§ da je grupa (G/a,+) izomorfna sa C2 x C2 XC~AUzmimo da je

C2 = {eaa}, C2 = {eapb} i C2 —{eaa-pb}. Neposredno je jasno da suC2,C2 i
C2 ciklicke grupe reda dva. DefiniSimo preslikavanje / skupa C2 X C2 x C2 u skup

Gla na sledeci nacin: f(x,y,z) = x + y + z. Posto je grupa (Gla, +) komutativna,
imamo

f((xi,yi,zi) + (x2,¥2,z2) = f(xi + x2,yi + y2,z1+ 22
(Xi + X2+ (yi+y2d+ (zi+2z2) = (Xi +yi+ zX)+ (x2+y2+ z2
f(xi,yi,zi) +f(x2,y2,22),

gde je (x1,y1,zi), (X2,y2,22) 6 C2 X C2 X C2. Dakle, preslikavanje / je homomor-
fizam. Dokazimo sada da je svaki element skupa Gla slika nekog elementa skupa
C2 x C2 x C2. Za elemente skupa Gla imamo:

e —@ @& ca—/(eaea cea),

e a= a+ ea+ ea= f(a, eaea),

pb —ea+ pb + ea= f(eapb, ea),

a+pb~ a+ pb+ ea= f(a,pb, ea),

e ampb = ea+ ea+ amb - f(ea ea a =ph),

a+ a-pb = a+ ea+ a-pb —/(a, ea a mpb),

pb+ amb = ea+ pb+ amb = f(ea,pb, a mpb),
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- a+ pb+ ampb = f(a, pb,a- pb).

Dakle, preslikavanje / je ,na”. Iz navedenih jednakosti neposredno je jasno da pres-
likavanje / je ,1 - 17, dakle, bijekcija. Sada je jasno da je preslikavanje / izomor-
fizam. Operacije + i *su date tablicama 3.4.8.(a), 3.4.8.(6), 3.4.9.(a) i 3.4.9.(b).

+ ta
ca ca
a a
pb b
a+ pb a+ pb
amb a=pb

a+ amb a+ amb
po+ amb pb + a mob

aApb+ amb a+ pb+ amb pb A amb

Tabela 3.4.8.(a)

+ a mpb
Ca a mpb
a a A dmpb
pb pb A a mpb
aA pb aApbA dmpb
a mpb ga
a A a-e=pb a
pb A d mpb pb
a A pb A ampb aA pb
ca
ca ca
a ga
pb ga
a A pb ta
a mpb ca
a A dmpb ca
pb A d =pb ca

aA pb A dmpb

ca

a pb aApb
a pb aApb
ca aApb pb
aApb ca a
pb a ta
aA. <pb pb A ampb aApbA amb
amb aApbA . =pb pb A . =pb
aApbAamb amb a+ amb

aA dmb amb

Tabela 3.4.8.(6)

aA depb pb A d mpb aA pb A dmpb
a A a-e-pb pb A a mpb a+ pb+ ampb
a mpb aA pbA depb pb A dmpb
aA pb A a-e-pb a =pb aA depb
pb A a mpb aA depb a mpb
a pb aApb
ca aA pb pb
a A pb ¢a a
pb a Ca
Tabela 3.4.9.(a)
a pb aA pb
ca ca ca
a a mpb a A ampb
a mpb pb pb A depb
aA depb pbA ampb aA pb
a =pb a mpb ga
aA depb ca a A dmpb
a pb A dmpb pb A dmpb
a pb aA pb
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Tabela 3.4.9.(6)

- amb a+amb pb+amb a+ pb+ amb
ca ca ca ca ca
a amb a+ amb ¢a a
pb a <pb éa pb -f a mpb pb
a+ pb da a+amb pb+ amb a+ pb
a mb a mb éa ea a =pb
a+ amb ea a+ aepb éa a-famb
pb + a mpb ca ca pb + a mpb pb + a mb

at+tpb+amb amb a+amb pb-famb a+ pb+ amb

Sa Ck oznaCimo komutativne prstene sa jedinicom reda k Cija je aditivna grupa
ciklicka, sa K4 komutativne prstene sa jedinicom Cija je aditivnha grupa Klajnova i
sa C222 komutativne prstene sa jedinicom €ija je aditivna grupa C2 X C2 X C2.

DefiniSimo klase komutativnih prstena sa jedinicom i to:

(i) Zap—2p\ + 1, (pi G No) klasu na sledeci natin:

RE >VR=CiVR—C2VR —Ks4VR —C222~

(i) Zap = 2P2 (p2 € N) klasu Tp na sledeéi nacin:

Rgr" R=CiVR=C2
Za druge vrednosti parametra p klase Tp i r” su prazni skupovi.

PosSto je u Bulovom poluprstenu 4pa2 = 4pa, za svako a, na osnovu Teorema
2.7.1, 3.3.1 i 3.4.1 dobijamo sledecu teoremu.

Teorema 3.4.2. Nekla je S Bulov poluprsten. Tada
(1)) Zap = 2pi + 1, (pi GNO) vazi
sezp”™ s =I_|{i?1r er>.

(2) Zap= 2p2, (p2 GN) vazi

s e ep s =U{RIr €r"}. O

Ustvari teoremu mozemo iskazati i na sledeéi nacin.
Neka je S Bulov poluprsten. Tada zap € N vaZi
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3.5 Neki primeri p-poluprstena

U ovoj glavi je dokazano da se svaki p-poluprsten moZe predstaviti kao unija
pretprstena. U opStem slucaju ti pretprsteni nisu potpuno opisani. Oni su potpuno
opisani u sluc¢aju Bulovog p-poluprstena. Bulov p-poluprsten je pokriven pretprste-
nima koji su ustvari prsteni. U vezi sa ovim se mogu postaviti dva pitanja. Jedno
pitanje bi bilo da li postoje p-poluprsteni koji nisu Bulovi i drugo da li u pokrivacu
mogu biti i pretprsteni Kkoji nisu prsteni. Na oba pitanja odgovor je potvrdan.
Slede¢im tablicama dajemo primer p-poluprstena (S,+, 9 zap = sk + 3 (k € NO)
koji nije Bulov. Prva tabela sadrzi prvih pet, a druga preostale cetiri kolone ope-
racije +. Treca tabela sadrzi prvih pet, a Cetvrta preostale Cetiri kolone operacije «
(to je uradjeno iz tehnickih razloga).

Tabela 1

a 2a az2 2a2

a 2a a2 2a2

2a éa a+ a2 a+ 2a2
2a éa a 2a+ a2 2a+ 2a2
a2 a+ a2 2aT a2 2a2 ea
2a2 2a2 at+ 2a2 2a+ 2a2 éa a2

a+ a2 a+ a2 2a+ a2 a2 a+ 2a2 a

a - 2a2 af2a2 2a+ 2a2 2a2 a a+ a2

2a+ a2 2a+ a2 az2 a+ a2 2a{m2a2 2a

2aT 2a2 2aT 2a2 2a2 a - 2a2 2a 2a+ a2

+

ca
a

2y g s

Tabela 2

+ a+ a2 a+2a2 2a+ a2 2a+ 2a2
éa a+ a2 a-f2a2 2a-fa2 2a+ 2a2
a 2a+ a2 2a+ 2a2 a2 2a2
2a a2 2a2 a+ a2 a+ 2a2
a2 a+ 2a2 a 2a + 2a2 2a
2a2 a a+ a2 2a 2a a2
a+ a2 2a + 2a2 2a 2a2 éa
a+ 2a2 2a 2a+ a2 éa
2a f a2 2a2 ta a f 2a2 a
2a + 2a2 ¢a a a+ a2
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Tabela 3
a 2a a2 2a2
ea ta ca ca ta
a a2 2a2 a 2a
2a 2a2 a2 2a a
a2 a 2a a2 2a2
2a2 2a a 2a2 az2
a+ a2 a+a2 2uz+2a2 a+a2 2a+ 2a2
a--2az2 2a+ta2 a+2a2 a+2a2 2242

2a+ a2 . a+2a2 2a+a2 2zf+f@ (@-}2a2
2af2a2 ., 2a+2a2 a+a2 22-fF2a2 a+ a2

Tabela 4
- a+a2 a+2a2 2a+ a2 2a+ 2a2
ea ¢a ca ca ca
a at+a2 2a+ a2 QC}ze2 2a+ 2a2
2a 2+2a2 z“F2a2 2a+ a2 a+ a2
a2 a+a2 a 2a2 2a+ a2 2a-\2a2
2a2 2af2a2 2a+ a2 <¥+F2a2 a+ a2
a+ a2 2a f 2a2 ¢a ¢a a+ a2
a+ 2a2 ¢a a+ 2a2 2@ -+ 2 éa
02+ 2 ¢a 2a+ a2 a+ 2a2 ¢a
2a f 2a2 a+ a2 ia ga 2a+ 2a2

U ovom poluprstenu je x6p(2x) za sve x G S.

Neka je (5, +) uopStena kvaternionska grupa, koja, naravno, nije komutativna.
Neka je polugrupa S generisana sa a i pb, tj. S = [{a,p&}]. Bilo koji element iz S
je oblika ma + n(pb) (m,n GNO, p =4k + 1, k € N). Uzimamo da je po definiciji
Oa= e i 0(pb) = e. Na skupu S definiSimo operaciju ” <’ na slede¢i nacin:

(mia + nipb) e(m2a + n2pb) = (mi i rii)(m2+ n2)(2pa).

Neposrednom proverom dobijamo da je (5, +, < p-poluprsten, koji je pretprsten, ali
nije prsten. Slede¢im tablicama dajemo primer jednog takvog pretprstena.
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+ e a 2a 3a b a+b 2a+b 3a+b
e e a 2a 3a b a+b 2a+b 3a+6
a a 2a 3a e a+b 2a+b 3a+6 b
2a 2a 3a e a 2a+b 3a+ 6 b a+b
3a 3a e a 2a 3a+ b b a+b 2a+6
b b 3a+b 2a+b a+b 2a a e 3a
a+b a+b b 3a+6 2a+b 3a 2a a e
Pa{-b 2afb a+hb b 3a+ b e 3a 2a a
3a+b 3a+b 2a-lb a+b b a e 3a 2a
e a 2a 3a 6 a+b 2a+b 3a+hb

e e e e e e e e

a e 2a e 2a 2a e 2a e

2a e e e e e e e e

3a e 2a e 2a 2a e 2a e

b e 2a e 2a 2a e 2a e

a+b e e e e e e e e

2a+b e 2a e 2a 2a e 2a e

3a--b e e e e e e e e



Glava 4

Varijeteti p-polugrupa i
p-poluprstena

U ovoj glavi se ispituje zatvorenost klase p-polugrupa kao i klase p-poluprstena
za operatore H, S i P, tj. za homomorfne slike, podstrukture i direktne proizvode.
Teoremama 4.1.1., 4.1.2., 4.2.1. i 4.2.2. je dokazano daje, za svako p 6 N, svaka
od ovih klasa zatvorena za H i P. Dati su i uslovi pod kojima vazi zatvorenost za
S. Pokazano je da, za p parno ili p = Ak + 3 (k € NO) klasa p-polugrupa i klasa
p-poluprstena su varijeteti. Odgovarajuci identiteti su dati teoremama 4.1.6. i4.2.4.

4.1 Operatori H, Si P u klasi p-polugrupa

Ispitajmo sada zatvorenost klase p-polugrupa za operacije H,S i P za razne
vrednosti p.

Teorema 4.1.1. Homomorfna slika p-polugrupe je p-polugrupa.

Dokaz. Neka je / homomorfizam koji preslikava p-polugrupu (51,+) na polu-
grupu (5'2,+) i nekaje x2€ S2. Tada postoji X\ ESi tako daje /(x i) = x2. Kako
je Si p-polugrupa, to postoji yi € Si za koje je XiTpyu tj. XX+ pyi + XX = yxi
PVi + £i + pyi = xi. Tada za y2= f(yi) imamo:
x2+ PI2+ x2= f{x1 + pf{yi) + f(xi) = f(xi + pyi + xx) = f(yi) = y2,

PV2+ x2+ py2= pf(yi) L/(xi) + pf(yi) = /(pyi + xx+ pyx) = f(xi) = x2,
paje, (52,+) p-polugrupa. O

Teorema 4.1.2. Neka je S~ i £/ familija polugrupa ip€ N. Tadas=nw .i€
1) je p-polugrupa akko Si je p-polugrupa za svako i 6 /.

Dokaz. Neka je (5,, +),i € / familija p-polugrupa i x 6 S. Tada, zasvei € /,
postoje a- € S, tako daje x(z)rpa-. Uzmimo daje a € S funkcija za koju je a(i) = &
zasve i £ /. Dalje je

62
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(X + pa+ x)(z) —x(z) + pa(z) + x(2) = x(2) + pa-+ x(z) = a- = a(z), i £ J. Dakle,
X+pat+x=a

Takodje imamo (pa + x + pa)(i) = pa(i) + x(i) + pa(i) = pa- + x(2) + par = x(2),
paje, pa+ X + pa = x. Dakle, xrpa.

Obratno, neka je S = JNS, p-polugrupa. Tada za proizvoljno x E 5, postoji

«6/
a E 5, tako da je xrpa, odnosno x + pa+ x = aipa+ i + pa = Xx. Neka su

x- € I,i E [/, proizvoljni elementi polugrupa 5-. Uzmimo da je x £ 5 funkcija
za koju je x(i) = x, za sve z E /. Tada postoji a E 5 tako da je xrpa. Dalje je
(x + pa+ x)(z) = a(i’) i (pa + x + pa)(i) —x(i), odnosno x(z) + pa(i) + x(i) = a(i)
i pa(z) + x(z) + pa(z) = x(z) zasve zE /. Kakoje x(z) = x-zasvezE/, toje
X-+ pa(z) + x- = a(z) i pa(z) + x-+ pa(z) = x-. Dakle, za svaki x- E 5}, zE / postoji
a(z) E S;, tako da je x,rpa(z), pa su sve polugrupe S-, z E/ p-polugrupe. O

Posledica 4.1.1. Klasa p-polugrupa (p E N) je zatvorena za operacije H i P. O

U onome Sto sledi dacemo potrebne i dovoljne uslove pod kojima je podpolugrupa
p-polugrupe takodje p-polugrupa.

Teorema 4.1.3. Neka je p neparan prirodni broj. Svaka podpolugrupa p-polugrupe
S je p-polugrupa ako i samo ako je 2px = ex za sve X E S.

Dokaz. Neka je svaka podpolugrupa p-polugrupe S p-polugrupa i neka je x
bilo koji element proizvoljne p-podpolugrupe A polugrupe S. Ako je k najmanji
prirodni broj, takav da je kx —ex, onda, prema Lemi 2.2.4., je k \4p. Polugrupa
(x) = {ex,x, 2X,..., (k—)x} je podpolugrupa polugrupe A. Kako je (x) p-polugrupa,
to postoji r E{0,1,2,...,/:—1} tako daje y = rx (Ox = ex) i xrpy. Dakle, imamo:
X + p(rx) -f x = rx, p(rx) + x + p(rx) = x. lz druge jednakosti je r(2px) + x = X,
odnosno r(2px) = ex. AKo je r neparan broj, onda je 2px = ex. Ako je r = 0,
iz prve jednakosti je 2x = ex, pa je 2px = ex. Razmotrimo joS slucCaj kada je r
paran broj. Ako je r = 4r0 (rO E N), iz jednakosti x + p(rx) + X = rx imamo:
rpx + 2x = rx, rO(dpx) + 2x = rx, 2x = rx. Kako su elementi ciklicke grupe (x)
medjusobno razli€iti i r —4ro ™ 2, to zakljuCujemo da r ne moze biti oblika 4ro-
Nekaje, dakle, r = 4r2+2 (r2 E A0). Tada iz jednakosti x+p(rx)+x = rx dobijamo:
r(px) + 2x = rx, (4r2+ 2)(px) + 2x = (4r2+ 2)x, r2(4px) + 2px + 2xX = 4r2X +
2X, 2pX+ 2X = 4r2x + 2X, 2pX+ 2X + (4p—2)x = 4r2X+ 2x+ (4p—2)X, 2px + 4px =
4r2x + 4px, 2px = 4r2X, p(2px) = p(4r2x), E"™NApX) + 2px = r2(4px), 2pX = ex.
Dakle, u svakom slucaju je 2px = ex.

Obratno, neka je 2px = ex za sve X E S. Nekaje x proizvoljni element bilo koje
podpolugrupe A p-polugrupe S. Uzmimo daje y = 2x. Jasno je daje y E A. Dalje
imamo:

X+py+X=X+p2X) + X = 2X+ 2px = 2X = Y,
py + Xx + py = p(2x) + x + p(2x) = X, pa je xrpy. Dakle, podpolugrupa A je
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p-polugrupa. O

Teorema 4.1.4. Neka je p paran prirodni broj ilip = 4k + 3 (k G No), 1 S
p-polugrupa. Tada svaka podpolugrupa od S je p-polugrupa.

Dokaz. Nekaje p = 4k + 3 (A £ NO). Prema Tvrdjenju 2.5.1. je 2px = ex za
sve X G S, paje, prema Teoremi 4.1.3., svaka podpolugrupa p-polugrupe S takodje
p-polugrupa.

Neka je p paran prirodni broj i neka je x bilo koji element proizvoljne podpolu-
grupe A od S. Tadaje y —2px + 2x takodje iz polugrupe A. Kako je p paran broj,
to je p(2px) = ex, pa imamo:

p(2px + 2x) + x + p{2px + 2x)
P(2px) + 2px + X + p(2px) + 2px
2px + X + 2pxX = 4px + X = X,

py -f x + py

X+ py+ Xx=X+p@2px + 2xX) + X = p(2px) + 2px + 2X = 2pxX + 2X = V.
Dakle, podpolugrupa A je p-polugrupa. O

Posledica 4.1.2. Neka je p paran prirodni broj ili p = 4k + 3 (k E No). Tada je
klasa p-polugrupa zatvorena za operator S. O

Na osnovu predhodnog imamo sledecu teoremu.

Teorema 4.1.5. Ako je p paran prirodni broj ilip = 4k + 3 (k = 0,1,2,...), onda
klasa p-polugrupa je varijetet. O

Dajemo eksplicitne opise varijeteta.

Teorema 4.1.6. Neka je Q varijetet polugrupa. Tada vazi:

(a) Ako je p —4k+ 3 (k £ No) onda je llp jednakosna klasa odredjena identitetom
2p+ Dhx = x;

(b) Ako je p paran prirodni broj, onda je llp jednakosna klasa odredjena identitetom
4p+ Dx = x.

Dokaz, (a) Nekaje S € llp. Prema Lemi 2.5.1. je 2px = ex, odnosno (2p-f I)x =
X zasve x € S.
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Obratno, nekaje (Vx 6 S)((2p -f I)x = a&). Uzmimo da je y = 2x i dokazimo da
je xrvy. Dalje imamo:

X+py+x = XAp2X)+x=X+ (2p+ \)Xx =X+ X =y,
py + X + py — p(2X) + X + p(2x) —2px + (Zp+ )x = 2 + X = X.

Dakle, S £ np.
(b) Tvrdjenje se dobija neposredno iz Teoreme 2.6.1. O

Akoje p = 4k + 1 (A £ No), onda klasa IIPnije varijetet, poSto nije zatvorena za
operator S. Zapravo, ako

S={e a2a,.,@p—Na,ba+ b2+ b,.. 4p—1a+ b}

je uopStena kvaternionska grupa, onda ona ima svojstvo 2pa ™ e. Prema Lemi
2.7.1. polugrupa S je p-polugrupa. Otuda, prema Teoremi 4.1.3., klasa llp za
p = 4k + 1 (k £ No) nije varijetet. Primetimo da postoje polugrupe u klasi 11Pkoje
zadovoljavaju uslove Teoreme 4.1.3. Takva je npr. ciklicka grupa {ea, a}.

4.2 Operatori H, S i1 P u klasi p-poluprstena

Ispitajmo sada zatvorenost klase p-poluprstena za operacije H,S i P za razne
vrednosti p.

Teorema 4.2.1. Homomorfna slika p-poluprstena je p-poluprsten.

Dokaz. Nekaje / homomorfizam koji preslikava p-poluprsten (Si, +, < na polu-
prsten (S2,+, minekaje Xo £ ;2. Slicnho kao u Teoremi 4.1.1. se dokazuje da postoji
P £ S2, tako da je x2rpy2. Dalje je

4p"2

4P (f(x))2 = 4P (f(x) mf(x)) = 4pf(x mx)
dpf(x2) = I(4px2) = f(4px) = 4pf(x) = 4px2,

paje z20R/2- D

Teorema 4.2.2. Nekaje {si, i £ 1} familija p-poluprstena ip £ N. TadaS = 1J Si
iei
je p-poluprsten ako i samo ako Si je p-poluprsten za svako i £ /.

Dokaz. Neka su (Si,+,m),i £ |, p-poluprsteni i x £ S. Sli¢no kao u Teoremi
4.1.2. se dokazuje da postoji a £ S tako daje xrva. Dalje je (4px2)(z) = 4px2(i) =
dpx(i) = (Apx)(i) zasve i £ I, paje 4px2 = 4px. Dakle, x9pa.

Obratno, nekaje S = Si p-poluprsten. Sli¢no kao u Teoremi 4.1.2. se dokazuje

iei
da za sve x- £ Si,i £ / postoje a(i) £ Si tako da je x,rpa(i). Kako je 4px2 = 4px,
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to je (4px2)(i) = (4px)(i), odnosno 4px2(i) = 4px(i), za sve i G I- Dakle, X{9pa(i)
zasve i 6/, pa su svi poluprsteni Si,i G I, p-poluprsteni. O

Posledica 4.2.1. Klasa p-poluprstena (p G N) je zatvorena za operacije H i P. O

Teorema 4.2.3. Neka je p paran prirodni broj ilip = 4k + 3 (k GNo) i Sp-
poluprsten. Tada svaki podpoluprsten od S je p-poluprsten.

Dokaz. Ako je (5, +, 9 p-poluprsten, onda je (S, +) p-polugrupa. Akoje (A, +, 9
podpoluprsten p-poluprstena (5,+,-), onda je (A, +) podpolugrupa p-polugrupe
(S,+). Prema Teoremi 4.1.4. je (A, +) p-polugrupa. Posto je 4px2 = 4px za sve
x G S, toje (A, +,-) p-poluprsten. Dakle, svaki podpoluprsten p-poluprstena S
takodje je p-poluprsten. O

Posledica 4.2.2. Klasa Ep p-poluprstena, za paran prirodni brojp ilip = 4k+3 (k G
No) je varijetet. O

Teorema 4.2.4. Ako je p paran prirodni broj, onda Epje jednakosna klasa odredjena
identitetima (4p + I)x —x i 4px2 = 4px. Ako je p = 4A + 3 (k G No),onda Ep je
jednakosna klasa odredjena identitetima (2p + 1)x = x i4px2 = 4px. O
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