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Glava 1

Uvod

Pored, sada već klasičnih, teorija grupa, prstena, polja i drugih, u poslednje 
vreme se u matematičkim istraživanjima intenzivno proučavaju i oslabljene alge­
barske strukture, odnosno strukture sa manjim brojem aksioma. U takve struk­
ture dolaze: polugrupe (semigrupe), kvazigrupe, skoroprsteni, poluprsteni i druge. 
Ističemo neke poznate monografije tzv. oslabljenih struktura navedene pod referen­
cama [25], [39], [49] i [73]. Osnovna istraživanja u ovakvim strukturama, između 
ostalog, sastoje se u uopštavanju nekih važnih teorema klasičnih teorija. Takođe, 
što je rađeno i u ovom radu, daje se karakterizacija nekih klasa oslabljenih struktura 
pomoću unije klasičnih struktura. Uopšte, opis neke klase struktura često se daje 
pomoću drugih poznatih struktura.

Poluprsteni spadaju među algebarske strukture koje su trenutno u centru alge­
barskih istraživanja u svetu. Razlog je njihova primena u teorijskom računarstvu i 
teoriji rasplinutih (fuzzy) skupova. Taj značaj u teorijskom smislu potvrđuju brojni 
radovi i dve nedavno objavljene monografije:

J.S. Golan, The theory of semirings with applications in mathematics and theo- 
retical Computer Sciences, Longman Scientific & Technical, Harlow, 1992.

U. Hebish, H.J. Weinert, Semirings, Algebraic theory and applications in Com­
puter Sciences, World Scientific, Singapore-London-New Jersey-Hong Kong, 1999.

Poluprsteni su „krenuli” kao apstraktna algebarska struktura od interesa za is­
traživače u teoriji brojeva zainteresovanih za generalizaciju svojstava prirodnih bro­
jeva i od teorije prstena sa ciljem da se izvrši generalizacija algebarskih svojstava 
skupa ideala komutativnog prstena. Ostali interesantni primeri poluprstena brzo 
su se pojavili u, praktično, svim oblastima matematike. Univerzalni algebristi ih 
predstavljaju kao univerzalnu (2, 2)-algebru. Sa druge strane proučavaoci teorij­
skog računarstva pronašli su poluprstene koji su korektna osnova za proučavanje 
automata i formalnih jezika. Svi ovi različiti interesi doveli su do toga da različiti 
autori razmatraju poluprstene iz različitih perspektiva. Otuda terminologija, oznake 
i čak bazične definicije nisu uvek usaglašene.

Poluprsten je algebarska struktura (S, +, •), sa dve binarne operacije u kojoj su 
(5”,+ ) i (5, ■) polugrupe (tj. obe operacije su asocijativne) i druga je distributivna2
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prema prvoj sa obe strane. Po pojedinim autorima prva operacija je komutativna, 
a zahteva se i neutralni element u odnosu na prvu, a kod nekih i u odnosu na drugu 
operaciju.

Iako su veoma prirodna struktura (primer su prirodni brojevi u odnosu na sabi­
ranje i množenje), poluprsteni se tek odnedavno intenzivno izučavaju. Prvo su 
korišćeni u izučavanju ideala u teoriji prstena, zatim u rešavanju problema opti- 
mizacije. Sada se koriste u teoriji kodiranja i automata, u opisivanju baza podataka 
i drugim oblastima teorijskog računarstva. Druga aktuelna oblast primene je teorija 
rasplinutih (fuzzy) struktura. Kolekcija svih rasplinutih skupova na nosaču A , pri 
čemu je skup vrednosti jedinični interval realne prave, ima strukturu poluprstena u 
odnosu na operacije izvedene iz uopštenja unije i preseka. Pokazuje se da rasplinute 
strukture značajno zavise upravo od svojstava spomenutog poluprstena.

Kao što je rečeno dosta radova iz teorije poluprstena se odnosi na rasplinute 
strukture ([3], [34], [52], [53], [86]). Na poluptstenima su definisani L-fuzzy ideali, 
L-fuzzy fc-ideali i fuzzy kongruencije na sledeći način.

Ako je (5 ,+ ,-) aditivno komutativan poluprsten sa nulom i multiplikativnom 
jedinicom, (L, A, V) kompletno distributivna mreža i p : S —> L proizvoljan L-fuzzy 
podskup od S. Tada se y zove L-fuzzy levi ideal od S ako, za sve x ,y  £ S:
(0 p(x +  y )> m in {p (x ) ,p (y )} i  
(ii) y(xy) > fi(y).
Prethodno važi akko za bilo koje i 6 i  skup pt — { x £ S | y(x) > i}  je prazan 
ili levi ideal od S. Slično L-fuzzy levom se definišu i L-fuzzy desni, odnosno L- 
fuzzy dvostrani ideal. Kažemo da je L-fuzzy levi ideal poluprstena (5, +, •) L- 
fuzzy levi ¿-ideal ako, za sve x ,y  £ S je //(y) > min{fi(x), p(x + y)} ili /¿(y) > 
min{fj,(x), /z(y + x)}. Komutativno regularni poluprsteni su okarakterisani preko 
svojstava njihovih fuzzy ideala.

Na aditivno komutativnom poluprstenu (S, +,•) sa nulom definisane su i fuzzy 
relacije. Preslikavanje a : S x S —> [0,1] je fuzzy ekvivalencija ako
(1) a(x ,x) =  sup{a(y,z) | y,z  <E S],
(2) a(x,y) = a(y,x),
(3) a(x ,y) > sup{min(a(x, z), a(z, y)) | ¿r G S'}.
Fuzzy ekvivalencija za koju važi
a(a + c, b +  d) >  min(a(a, b),a(c, d)) i a(ac, bd) > mm(a(a, b), a(c, d))
zove se fuzzy kongruencija na S. Fuzzy kongruencije su definisane u radu [33].

Drugi pravac istraživanja posvećenje svojstvima klase Mn(S) kvadratnih matrica 
nad poluprstenom S ([38], [65], [66]). Najčešće je ispitivan aditivno i multipli- 
kativno komutativan poluprsten sa nulom i multiplikativnom jedinicom. Uveden 
je pojam polu-invertibilne matrice. Za matricu A £ Mn(S) kažemo da je polu- 
invertibilna ako postoje AltA2 G Mn(S) tako da In+AAi = AA2 i In+A\A — A2A. 
Dato je nekoliko neophodnih uslova za polu-invertibilnost kvadratnih matrica nad 
poluprstenima.

Poslednjih godina više autora ([6], [9], [45], [55]) je istraživalo polumodule, koje 
su definisali, po ugledu na module, na sledeći način. Neka je (M ,+) Abelova grupa
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i (T ,+,•) aditivno komutativan poluprsten sa nulom i multiplikativnom jedinicom. 
Tada se M naziva desnim S'-polumodulom ako je dato preslikavanje od M  x S 
na M tako da je za x, y G M i a, b G S:
(i) (x + y)a =  xa +  ya,
(ii) x(a + b) = xa +  xb,
(iii) x(ab) =  (xa)b.
Slično kao kod modula definisani su i pojmovi projektivnog i injektivnog ČNpolu- 
modula. Kažemo da je A-polumodul Q injektivan ako za svaki monomorfizam 
a : A —¥ B i svaki homomorfizam ip : A —> Q postoji homomorfizam p : B —¥ Q 
takav da je ip — pa. Kažemo da je 5-polumodul P projektivan ako za svaki 
epimorfizam /3 : B —> C i svaki homomorfizam ip : P —>• C postoji homomorfizam 
A : P B, takav da je ip = (3X. Date su karakteristike poluprstena S sa injektivnim 
i projektivnim i-polumodulima. Na ovaj način se došlo do uopštenja nekih teorema 
iz teorije prstena.

Takođe se razmatraju regularni poluprsteni ([80]) kao poluprsteni čija je aditivna 
polugrupa regularna. Dati su uslovi regularnosti za komutativne poluprstene preko 
/c-ideala, gde pod fc-idealom podrazumevamo ideal I za koji važi: Ako je a G I i 
a + b G I ili b + a G / ,  onda je b £ /.

Takođe su razmatrani čvrsti varijeteti poluprstena ([32]). Varijetet V algebri 
istog tipa zove se čvrst ako svaki identitet u V je ujedno i hiperidentitet, tj. ako 
za svaku zamenu operacijskih simbola koji se pojavljuju u jednakosti s = t, termima 
odgovarajuće arnosti, rezultujući identitet važi u V. Dokazano je da postoje tačno tri 
netrivijalna čvrsta varijeteta poluprstena, varijetet svih pravougaonih poluprstena, 
varijetet Vnid svih normalnih, idempotentnih i distributivnih poluprstena i podva- 
rijetet V)v/đ koji je definisan aditivnom jednakošću (x + y)(y +  x) = xy +  yx.

Kako su (S, +) i (S, •) polugrupe, jasno je da je teorija poluprstena tesno vezana 
sa teorijom polugrupa. U radu se koriste osnovni pojmovi iz polugrupa kao na 
primer podpolugrupa, polugrupa generisana nekim skupom, regularna polugrupa 
i drugi. Kako su ti pojmovi poznati iz elementarnog kursa algebre, nećemo ih 
definisati u ovom radu. Podsetimo se samo daje polugrupa (5, •) regularna ako je 
ispunjeno (Va G 5)(3x G S)(a = axa). Pomenimojoš da, ukoliko je podpolugrupa 
A polugrupe S grupa, kažemo daje A podgrupa polugrupe S.

U radu se istražuje jedna klasa polugrupa, tzv. p-polugrupa. Kažemo daje polu­
grupa (S, +) p-polugrupa (p G N) ako (Vx)(3y)(x + py + x = y A py +  z+ p y  = x). 
Kako je svaka p-polugrupa unija grupa, to se javlja potreba za korišćenjem pojmova 
i rezultata teorije grupa. Najčešće se pojavljuju cikličke, Klajnova, kvaternionska 
i uopštena kvaternionska grupa. Ako grupa ima jednočlani generatorni skup, onda 
takvu grupu zovemo ciklička grupa.
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Klajnova grupa je grupa data sledećom tablicom.

e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Kvaternionska grupa je grupa data sledećom tablicom.

1 -1 i —i 3 - i k - k
1 1 -1 i —i 3 ~3 k —k

-1 -1 1 —i i 3 —k k
i i —i -1 1 k - k ~3 3

—i —i i 1 -1 - k k 3 ~3
j 3 -3 - k k -1 1 i —i

-3 ~3 3 k - k 1 -1 —i i
k k - k 3 -3 —i i -1 1

- k - k k ~3 3 i —i 1 -1

Uopštena kvaternionska grupa je grupa

Qs,k =  [{a, b}] — {e, a, 2a ,..., (4k -  l)a, b, a + b, 2a + 6,..., (Ak — l)a +  b}

za koju važe sledeće jednakosti: 4ka =  e, 2b =  2/ca, 36 = 2/ca + 6, 6 +  2ma = 
2ma + 6 (m G /V), 6 + (2n + l)a = (2/c +  2n + l)a + 6 (n G No).

Definišemo još neke pojmove koji se u radu koriste. Neka je (5,-,+,), i G /, 
data familija grupa i označimo sa S skup svih funkcija definisanih na skupu I tako 
da za svako i £ /  vrednost funkcije u i je element iz Si. Ako je po definiciji 
(a + 6)(z) = a(i)+b(i), i G / ,  onda je S grupa koja se zove direktan proizvod grupa 
Si, i G I, koju označavamo sa S =  JJS1,. Specijalno, ako je /  =  {1,2, ...,n}, pišemo

iei
S = Si x 2̂ x ... x Sn, kao i a =  (aj, a2, ..., an). Neka su (Si, *i) i (S2, *2) polugrupe. 
Preslikavanje h : S\ —> 52 je homomorfizam polugrupe Si u polugrupu S2 ukoliko 
važi(Va,6 G Si)h(a*ib) = h(a)*2h(b). Kažemo da je homomorfizam h izomorfizam 
ako je h bijekcija.

U radu sa p-polugrupama je korišćena aditivna notacija zato što je aditivna polu- 
grupa p-poluprstena p-polugrupa. Zapravo p-poluprsten je i definisan tako da mu 
je aditivna polugrupa p-polugrupa i još je 4pa;2 = 4px za sve x iz p-poluprstena. 
Neprazan podskup T poluprstena (5 ,+ ,-) je podpoluprsten od S ako za sve
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a,b £ T je ispunjeno a + 6 £ T i a ■ b £ T. Presek proizvoljne neprazne familije 
podpoluprstena poluprstena S jeste podpoluprsten tog poluprstena. Neka je A ^  0 
neprazan podskup poluprstena S. Presek svih podpoluprstena poluprstena S, koji 
sadrže skup A, označavamo sa [A] i zovemo podpoluprsten generisan skupom 
A. Jasno je daje podpoluprsten [A] najmanji podpoluprsten (u odnosu na inkluziju) 
poluprstena S koji sadrži skup A. Ako je [A] =  S, onda skup A zovemo generatorni 
skup poluprstena S. Ako je poluprsten S konačan, onda broj elemenata poluprstena 
S zovemo red poluprstena. Kažemo da je poluprsten komutativan ako mu je 
multiplikativna operacija komutativna. Poluprsten, čija multiplikativna polugrupa 
ima jedinicu, zove se poluprsten sa jedinicom . Ako u poluprstenu (S: +, •) adi- 
tivna operacija ima neutralni element 0 i ako je uz to x ■ 0 = 0 • x = 0 za sve x £ S, 
onda poluprsten zovemo poluprsten sa nulom. Kažemo da je poluprsten regu­
laran ako mu je aditivna polugrupa regularna. Poluprsten (S, +, •) se zove Bulov 
ako je a2 = a za sve a £ S. Neka su (Si, + i, u) i (S2,+ 2, '2) poluprsteni. Pres­
likavanje h : Si —> S2 je homomorfizam poluprstena Si u poluprsten S2 ako je 
ispunjeno h(a-\-\b) =  h(a) + 2 h(b) i h(a •1 b) =  h(a) -ih^b) za sve a, b £ SN Ako je ho­
momorfizam h bijekcija, onda ga zovemo izomorfizam. Poluprsten, čija je aditivna 
polugrupa grupa, ovde zovemo pretprsten. Podpoluprsten nekog poluprstena koji 
je pretprsten zvaćemo pod-pretprsten.

Prvi korak u radu je bio pokušaj uopštavanja pojma anti-inverzne polugrupe. 
Pojam anti-inverzne polugrupe je uveden u radu [10]. Dva elementa a i b polugrupe 
S su uzajamno anti-inverzni ako aba =  b i bab =  a. Polugrupa S zove se anti- 
inverzna ako svaki element iz S ima anti-inverzni element u S. Sa A  označimo 
klasu anti-inverznih polugrupa. U radu [10] dokazane su sledeće teoreme.
Teorema 1 [10] Neka je S polugrupa. Tada

S £ A  (Vx € S)(3y €1 S)(x2 = y2, yx = x3y , x5 =  x).

Teorema 2 [10] Neka je S polugrupa. Tada

S € A  (Vz € S')(3y (E S)(x2 =  y2,z 2 = (xy)2,z 5 =  x).

Neka je Aa oznaka za skup svih anti-inverznih elemenata elementa a anti-inverzne 
polugrupe S.
Teorema 3 [10] Neka je S anti-inverzna polugrupa i a £ S. Tada za svaki podskup 
Ia C Aa, GIa = [a U Ia] je podgrupa od S.
Posledica 1 [10] (i) Ako skup Ia ima tačno jedan element i a £ Aa, onda GIa je 
kvaternionska grupa.
(ii) Ako a G Ia i Io ima tačno dva elementa, tj. Ia =  {a, 6), onda GIa je Klajnova 
grupa ili ciklička grupa reda 2.

U ovom radu je uopšten pojam anti-inverzne polugrupe. Naime, ovde je uveden 
pojam p-polugrupe. Za p =  1 p-polugrupa je anti-inverzna polugrupa. Rezultati iz 
radova [10] i [59] se dobijaju iz odgovarajućih teorema u ovom radu uzimajući da je 
p =  1. Anti-inverzne polugrupe su pokrivene grupama koje mogu biti kvaternionska,
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Klajnova ili ciklička grupa reda 2. Međutim, p-polugrupe su pokrivene širom klasom 
grupa. Takođe je dokazano daje polugrupa, koja je pokrivena grupama iz te klase, 
p-polugrupa. Za neke vrednosti parametra p, klasa p-polugrupa je varijetet, dok za 
neke to nije slučaj. U radu je uveden i pojam p-poluprstena. Detaljno su ispitani 
Bulovi p-poluprsteni. Takođe su odredjene vrednosti parametra p za koje je klasa 
p-poluprstena varijetet.

U Glavi 2 se uvodi pojam p-polugrupe. Neka je (S, +) polugrupa i p £ N, tada 
relaciju, u oznaci rp, polugrupe S definišemo na sledeći način:

xrpy <i=> x + py + x =  y A py +  x + py -  x.

Ako je xrpy za x ,y  £ S , onda py zovemo p-element elementa x. Polugrupu (S, +) 
zovemo p-polugrupa ako svaki element ima svoj p-element. Klasu svih p-polugrupa 
označavamo sa IIp. Dakle,

S £ Ilp <=>• (Vi £ S)(3y £ S)(xrpy).

Klasa p-polugrupa je opisana polugrupnim formulama i taj opis je dat Teoremama 
2.1.1. i 2.1.3. Ističemo daje Teoremom 2.3.1. i njenom posledicom dokazano daje 
svaka p-polugrupa pokrivena grupama. Pri tome, u te grupe dolaze: ciklička grupa 
Ck, reda k, Klajnova četvorna grupa K4, direktni proizvod cikličkih grupa Ck x C2 x 
C2 i uopštena kvaternionska grupa Qsk, reda 8k (za k =  1 je Q& kvaternionska grupa). 
Za posebne vrednosti p opisane su klase grupa u oznaci P(,, P" i V” (strana 38). Na 
taj način klase grupa, kojima je pokrivena proizvoljna p-polugrupa, efektivno su 
opisane Teoremama 2.5.1., 2.5.2., 2.5.3., 2.5.4. i 2.6.3. Takođe i obratno, Lemama 
2.7.1.,2.7.2. i 2.7.3. je dokazano da svaka polugrupa, koja je unija grupa iz neke od 
klasa Tp, T", T"', je p-polugrupa. Specijalno za p = 1 dobijaju se rezultati iz radova 
[10] i [59],

U Glavi 3 se uvodi pojam p-poluprstena. Neka je (5, +,•) poluprsten i p £ IV, 
tada relacija, u oznaci 6P, poluprstena S definisana je na sledeći način:

x6py <=̂ >- x + py +  x = y A py + o:+py = a: A 4px2 = 4px,

tj-
x6py xrpy A 4px2 = 4px.

Ako je x6py za x ,y  £ 5, onda py zovemo p-element elementa x. Poluprsten 
(5 ,+ ,-) zovemo p-poluprsten ako svaki element ima svoj p-element. Klasa svih 
p-poluprstena je označena sa Ep. Dakle,

5 £ Ep «= »  (Vi £ S)(3y £ S){x6py).

Klasa p-poluprstena je opisana poluprstenskim formulama i taj opis je dat Teore­
mom 3.1.1. Poluprsten, čija je aditivna polugrupa grupa, ovde smo nazvali pret- 
prsten. Teoremom 3.2.1. i njenom posledicom je dokazano da je svaki p-poluprsten
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pokriven pretprstenima. U radu su posebno razmatrani Bulovi p-poluprsteni. Tako, 
Teoremom 3.3.1. je dokazano daje svaki Bulov p-poluprsten pokriven komutativnim 
Bulovim prstenima sa jedinicom. Za te prstene uvedene su oznake: Ck ako je adi- 
tivna grupa ciklička, K 4 ako je aditivna grupa Klajnova i C2,2,2 ako je aditivna 
grupa Ci X Ci X Ci- Za posebne vrednosti p opisane su klase prstena u oznaci 
i rp (strana 58). Na taj način klase prstena, kojima je pokriven proizvoljan Bulov 
p-poluprsten, efektivno su opisane Teoremom 3.4.1. Takođe i obratno, Teoremom 
3.4.2. je dokazano da proizvoljan Bulov poluprsten, koji je unija prstena iz neke od 
opisanih klasa, je Bulov p-poluprsten.

U Glavi 4 se ispituje zatvorenost klase p-polugrupa kao i klase p-poluprstena 
za operatore H,S  i P, tj. za homomorfne slike, podstrukture i direktne proizvode. 
Dokazano je da je, za svako p € N, svaka od ovih klasa zatvorena za H i P. 
Dati su i uslovi pod kojima važi zatvorenost za S. Pokazano je da, za p parno ili 
p =  4k -f 3 (k € No), klasa p-polugrupa i klasa p-poluprstena su varijeteti. Dati su 
i odgovarajući identiteti.



Glava 2

p-polugrupe

U ovoj glavi opisane su klase p-semigrupa za proizvoljno p iz N. Taj opis je 
semigrupnim formulama u potpunosti dat teoremama 2.1.1. i 2.1.3. Teoremom 
2.3.1. i njenom posledicom je dokazano daje svaka p-semigrupa pokrivena grupama. 
Te klase grupa su u potpunosti opisane teoremama 2.5.1., 2.5.2., 2.5.3., 2.5.4. i 2.6.3. 
Specijalno za p = 1 dobijaju se rezultati iz [10] i [59].

2.1 Osnovne definicije i tvrdjenja
Neka je (5 ,+ ) semigrupa i p € N. Relaciju, u oznaci rp, semigrupe S uvodimo 

na sledeći način:

xrpy x + py + x — yA py + x + py — x. 

Ako je xrpy za x, y G S, onda py zovemo p-element elementa x.

Lema 2.1.1. Neka je xrpy u semigrupi S. Tada važi: 

1° 2x =  (p + 1 )y 

2° py + x = (2p +  l)z  + p2y 

3° (4p + l)x = x.

Dokaz. 1° 

2 ° py + x = p(x + py + x) + x
=  x + py +  x + x + p y  + x + -- - +  x-\-py + x + x 
=  x +  p(py + 2x) =  x + p(py + (p + l)y)
=  a: +  p(2p -)-l)y =  x + p(p + l)y + p2y 
=  x + p(2x) +  p2y = (2p +  l)x  + p2y.9



10 GLAVA 2. P-POLUGRUPE

3° x =  py + x + p y  = (2 p + l)x  + p2y + p y
— (2p + l)x + p(p +  l)y = (2p +  l)x  -f p(2x) =  (4p +  \)x. □

Lema 2.1.2. Neka su x ,y  E S, p E N i neka je (4p + l)x =  x i 2x =  (p + 1 )y. 
Tada važi {p +  l)y =  (p +  l)(2p +  l)y.

Dokaz. Na osnovu pretpostavke imamo

(P +  !)y = 2x =  (4p + l)x  + x =  (2p +  l)(2x) = (2p +  l)(p + l)y. □

Lema 2.1.3. Neka su x ,y  6 S, p E N i neka je (Va E S) (4p +  1 )a = a. Tada

2x = {p + l)y =>- y =  (2p2 + 2p +  1 )y.

Dokaz. Kako je (2p2 + 2p + l)y = (p+  1 )y + (2p2 + p)y, na osnovu pretpostavki 
i Leme 2.1.2. imamo

(2pz + 2 p + l)y  =  0 +  l)(2p+  l)y +  (2p2 + p)y = p(4p + l)y + (3p + l)y 
= Py +  (3p +  l)y =  (4p + l)y =  y. □

Tvrdjenje 2.1.1. Neka je xrpy u semigrupi S. Tada važi

(i) y +  x =  3x +  py

(ii) y 4- x +  y = 5x

(iii ) x + y + x =  (3p + 2)y

(¿u) 2(x + y) = 6x.

Dokaz, (i) Na osnovu Leme 2.1.1. imamo

y + x =  x + py + x +  a: =  a; +  py + (p + l)y = x + (p +  l)y +  py 
=  x + 2x + py = 3x + py.

(u) y + x + y = y +  py + x +  py + y =  2x + x + 2x = 5x.
(iii) Na osnovu Tvrdjenja 2.1.1. pod (i) i Leme 2.1.1. imamo

x + y + x = x + 3x + py =  2(2x) +  py = 2(p + l)y + py =  (3 p + 2 )y.

(iu) Na osnovu Tvrdjenja 2.1.1. pod (¿ž) imamo

2(x + y) = x +  y +  x + y = x + 5x = 6x. □
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Definicija 2.1.1. Semigrupu (5',+) zovemo p-semigrupa ako svaki element ima 

svoj p-element.

Klasu svih p-semigrupa označimo sa IIp. Dakle,

S)(3y e S){xrpy).

Teorema 2.1.1. Neka je S semigrupa. Tada

S e  IIp <*=>■ (Vx e S)(3y e S)(2x =  (p+l)y, py+x = (2p+l)x+p2y, (4p+l)x = x).

Dokaz. Neka je S £ IIp. Tada, na osnovu Leme 2.1.1., neposredno sledi desna 
strana ekvivalencije.

Obratno, neka za proizvoljan x £ S i njegov postojeći y £ S važi 

2x = {jp +  l)y, py +  x =  (2p + l)x + p2y i (4p +  l)x  =  x.

Tada, koristeći Lemu 2.1.3., dobij amo

x +  py + x x + (2 p +  l)x +  p2y =  (p +  l ) (2x) + p2y 
0  + l)(p + 1 )y +  p2y =  (2 p2 + 2  p +  1 )y =  y.

Dalje imamo

py + x + py (2 p + l)x +  p2y + py = (2p + l)x + p(p +  1 )y 
(2 p +  l)x + p(2x) = (4p +  l)x =  x.

Dakle, S € IIp. □

Kažemo da element x polugrupe (S, +) ima svoju jedinicu ex ako je x + ex =
ex + x = x.

Posledica 2.1.1. (i) Svaka p-semigrupa je regularna semigrupa.
(ii) Svaki element x p-semigrupe ima svoju jedinicu ex, gde je ex =  4px.
(iii) U p-semigrupi S svi elementi y koji su u relaciji rp sa x imaju istu jedinicu.
(iv) Ako je u p-semigrupi 2px =  ex i xrpy, onda py +  x =  x + p2y.

Dokaz. (i) Iz (4p + l)x = x sledi x = x + (4p — l)x + x za svako x.
(ii) Iz (4p + l)x = x imamo x + 4px = 4px + x = x, pa je ex = 4px.

(iii) Neka je xrpy. Dokažimo daje ex =  ev. Koristeći Lemu 2.1.3. imamo

4px =  2p(2x) =  2p(p + l)y =  (2p2 + 2p -  l)y  + y
= (2p2 + 2p -  l)y + (4p + 1 )y =  (2p2 + 2p + 1 )y +  (4p -  1 )y = Apy.



12 GLAVA 2. P-POLUGRUPE

(iv) Neka je 2px = ex i xrpy. Tada na osnovu Leme 2.1.1. imamo

py +  x =  (2p +  l)x +  p2y =  2px +  x -f- p2y =  x +  p2y. □

Teorema 2.1.2. Neka je xrpy u p-semigrupi S. Za proizvoljan prirodni broj k
imamo:

(i) 2kx + y = y +  2kx 

(ii) x + 2ky =  2ky +  x

Dokaz, (i) 2kx + y = k(p + l)y -f y (Lema 2.1.1.) = y +  2kx.
(ii) Koristeći 2k puta Tvrdjenje 2.1.1. pod (i) kao i Lemu 2.1.1. imamo

2ky + x -  (2k -  l)y + y + x =  (2k -  1 )y + 3x + py =  (2k -  l)y + x +  2x + py
= (2k -  l)y  +  x + (p + l)y + py = (2k -  l)y +  x +  (2p +  l)y 
= • • • =  x +  2k(2p +  1 )y =  x +  k(4p +  l)y + ky =  x +  2ky. □

Teorema 2.1.3. Neka je S semigrupa. Tada

S £ rip (Vx G S)(3y G 5')(2x = (p + l)y, 2x = 2(x +  py), (4p -f l)x  = x).

Dokaz. Neka je S G n p. Tada za proizvoljno x G S postoji y G S da je xrvy. Za
te x i y, prema Teoremi 2.1.1., imamo 2x = (p +  1 )y i (4p + l)x  =  x. Dalje imamo 
2(x + py) -  x + py +  x + py =  y + py =  2x.

Obratno, na osnovu pretpostavke 2x — (p +  l)y i (4p +  l)x  =  x i Leme 2.1.3. 
imamo y = (2p2 + 2p + l)y. Sada dokažimo da je ex =  ey. Imamo

ex =  4px = 2p(2x) =  2p(p +  l)y = (2p2 + 2p — l)y + y
= (2p2 + 2p -  l)y + (4p +  l)y = (2p2 +  2p +  1 )y + (4p -  1 )y 
- y + (4p -  l)y =  4py = ey.

Koristeći i pretpostavku 2x = 2(x + py) imamo

x + py + x =  x -fp y  + x + ex = x + py + x + 4py = x + p y  + x +  py + 3 py
=  2(x + py) + 3 py =  2x +  3 py = (p +  l)y +  3 py =  y.

py + x + py = ey + PP + x + py = 4px + py +  x + py
=  (4p — l)x +  x + p y  + x + py = (4p -  l)x  +  2(x + py)
= (4p — l)x + 2x =  x. □
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2.2 O p-elementima p-semigrupa

Označimo sa Aa skup svih p-elemenata elementa a p-semigrupe S, tj. Aa — 
{pb | arpb}.

Teorema 2.2.1. Neka je S G IIP. Tada za svako a iz S je

■čio -čl(2p+l)a'

Dokaz. Neka pb G Aa. Tada, koristeći se Teoremom 2.1.2., imamo 

pb + (2p + l)a +  pb = pb + 2 pa + a + pb =  2 pa + pb +  a + pb =  2 pa +  o =  (2 p + l)a. 

Takodje

(2p + l)a + pb +  (2p + l)a =  2 pa +  a +  pb +  a + 2 pa = 2pa + b +  2 pa
= 2pa -f 2pa + b = ea +  6 = 6.

Dakle, y4a (Z -d̂ 2p+i)a*
Obratno, neka je pb G .̂(2p+i)a- Tada je (2p + l)arpfe. Dokažimo da je arpb, tj. 

da pb G Aa. Na osnovu Teoreme 2.1.1. dosta je da dokažemo da je 2a = (p + 1)6 i 
pb + a =  (2p +  l)a +  p2b. Primenjujući Teoremu 2.1.1. imamo:

1° 2a 
2° pb A a

4 pa + 2a = 2(2p + l)a = (p + 1)6.
pb + (2p +  l)a +  2 pa = (2p + l ) (2p + l)a + p26 + 2 pa
(2p + l)a + 2p(2p + l)a +  p26 + 2pa
(2p + l)a + 2pa -f p26 +  2pa.

Na osnovu 1° dalje imamo

p6 + a = (2p +  l)a +  p(p + 1)6 + p26 + p(p + 1)6
= (2p + l)a +  2p(p + 1)6 +  p26 = (2p + l)a + 2p(2a) + p26 
= (2p + l)a +  ea + p 26 = (2p + l)a + p26.

Znači, na osnovu Teoreme 2.1.1., imamo arp6, tj. pb G Aa. Dakle, A(2p+i)0 C Aa. 
Time je teorema dokazana. □

Lema 2.2.1. Neka je S G IIp i x ,y  G S. Tada

xtpV =>•  xtp(2x +  py).

Dokaz. Neka je xrpy. Tada

x + p( 2x + py) + x x +  p((p + 1 )y + py) +  x = x + 2 p2y +  py +  x 
2p2y + x +  py + x (Teorema 2.1.2.)
2 p2y + y = 2p2y +  (4 p + l)y =  (2 p2 + 2p + l)y + 2 py 
y + 2py (Lema 2.1.3.) =  (p + l)y +  py = 2x + py.
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p(2x +  py) + x +  p{2x +  py) =  p((p + l)y + py) +  x + p((p +  l)y +  py)
=  2 p2y + py + x +  py + 2 p2y =  2 p2y + x +  2 p2y 
=  (2p2 -  p)y + py + x + py +  (2p2 -  p)y 
=  (2p2 -  p)y + x + (2p2 -  p)y =  ■ ■ ■ =  x. □

Lema 2.2.2. /Ve£a ;'e 5 € n p i x € 5. Tarfa

x t px  = >  px = x f\2x = ex.

Dokaz. Neka je i r pi .  Tada

x = p x  + x + px =  x +  p i + x + (p — l)x =  x + (p — 1 )x =  px.

Kako je px + x + px =  x i px =  x, to imamo

2x = x + x = (px + x +  px) + px = 4px = ex. □

Lema 2.2.3. Neka je xrpy u p-semigrupi S i k (ž N . Tada važi 4ky = 8kx.

Dokaz. 4ky — ky +  3ky = k(4p +  l)y + 3ky =  4k(p + l)y 
= 4A:(2x) (Lema 2.1.1.) =  8kx. □

Lema 2.2.4. Neka je xrpy u semigrupi S. Neka je k najmanji prirodni broj takav 
da je kx =  ex. Tada

qx =  ex =>• k | q.
Dokaz. Neka je qx — ex. Primetimo da q-ovi postoje, recimo q =  4p. Pret­

postavimo da se k ne sadrži u q. Kako je q =  kik +  k0, gde je k0 < k, to imamo 
qx — (kik + ko)x = k\{kx) + koX — ex +  koX — koX. To je u suprotnosti sa pret­
postavkom. Dakle, k \ q. □

2.3 Podgrupe p-semigrupe
Neka je T neprazan podskup semigrupe S. Sa [T] označavamo podsemigrupu 

semigrupe S generisanu skupom T. Kao što je rečeno podpolugrupa polugrupe S 
koja je grupa zove se podgrupa grupe S.

Tvrđenje 2.3.1. Neka je S 6 n p i a 6 S. Tada je [a] grupa.

Dokaz. Tvrđenje se dobija neposredno iz činjenice daje u p-polugrupi (4p+l)x = 
x za svako x € 5 . □

Teorema 2.3.1. Neka je S € IIP i o € S. Tada za svaki podskup Ia C Aa je 
GIa =  [a U / a] podgrupa od S.

Dokaz. Neka je x G GIa. Tada je x = xi +  X2 + • • • +  xn, gde je x,- E a U Ia
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(i — 1,2, • • •, n). Pri tome je

x . _  i P«.', ±  a, pa,- G la
\ a, xt- =  a.

Uočimo x' oblika x' =  x'n + x'n_x + • • • + x'1; gde je

x> _  i 3pa,-, x,- ±  a, pa{ G / a
‘ \ ( 4 p - l ) a ,  x,- =  a, (* = 1,2, • • • ,n).

Jasno da je x' iz £/<,. Kako za svako i =  1,2, • • •, n je x, +  x ■ =  ea i x,- + ea -  xt-, 
to je x -f x' = ea. Slično je x' + x — ea, pa je GIa grupa. □

Posledica 2.3.1. Svaka p-semigrupa S je oblika S = GIa. Drugim recima svaka

p-semigrupa pokriva se grupama. □
a6S

Lema 2.3.1. Neka je xrvy u p-semigrupi S . Tada

(i) Ako je p paran broj, onda p2y =  ex.

(ii) Ako je p neparan broj, onda p2y =  py.

Dokaz. (i) Kako je p paran broj, imamo p2y = (4y) =  (8x)

(Lema 2.2.3.) =  ^(4px) -  ex.
£

(ii) Razlikujemo dva slučaja: p =  4pi + 1 i p = 4p2 + 3, gde je pi,p2 G N0. Za 
prvi slučaj imamo p2y =  (4pi +  l)(py) = Pi(4py) + py =  ey + py = py. U drugom 
slučaju imamo p2y =  (4p2 + 3)py = p2(4py) + 3py =  ey + 3py -  3py. Kako je S 
p-semigrupa, to postoji z G S tako da je yrpz. Zato imamo

P

3 PV =  p(2y) + py — p(p + l)z  + py = p(4p2 + 4)z + py 
= (P2 + l)(4pz) -f py =  ez + py = py.

Dakle, p2y = py. □

Lema 2.3.2. Neka je pb G Aa, Ia — {pb}, gde je a iz p-semigrupe S. Tada

GIa = {e„,a, 2a, • • •, (k — 1 )a,p6, a + pb,2a + pb, ■ ■ •, (k — l)a + pb},

gde je k najmanji prirodni broj takav da je ka — ea.

Dokaz. Kako je pb -f a =  (2p + l)a + p2b, koristeći Lemu 2.3.1. imamo da je 
pb + a =  (2p + l)a ili pb +  a = (2p -f l)a +  pb. Ako je pb + a =  (2p + l)a, onda
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2 pb = 2 p(a +pb + a) =  2 p(a +  (2 p +  l)a) = (p + 1)(4 pa) =  ea.
Ako je pb + a = (2p +  l)a + pb, onda

2 pb = p(b + b) = p(a + pb +  a + b) =  p(a + (2 p + l)a + pb + b)
= p(a (2jo +  l)a + 2a) =  2 p2a +  4 pa =  2 p2a.

Iz prethodnih jednakosti imamo 3pb — pb ili 3pb =  2pa2 + pb. Takodje je Apb = ea. 
Zato je svaki element iz GIa jednog od sledećih oblika: ea, ma,pb, na +pb, gde su m 
i n prirodni brojevi manji od k. □

Teorema 2.3.2. Neka je pb,pc G Aa, pb ^  pc, Ia =  {pb}, / '  =  {pc}, gde je a iz 
p-semigrupe S. Tada važi:

(i) Ako je pc = ma +  pb za neko m £ N, onda je GIa = GI'a.

(ii) Ako je pc ^  ma + pb za sve m G N, onda je
GIa n GI'a = {ea, a, 2a, ■ ■ • ,{k — l)a }, gde je k najmanji prirodni broj takav da 
je ka = ea.

Dokaz. (i) Neka je pc =  ma + pb za neko m G N. Tada je pc G GIa, pa je 
GI'a C GIa■ Kako za bilo koje mGJV postoji l G N tako da je m < Alp, to imamo

pb = ea +  pb = (Alp — m)a + ma +  pb =  (Alp — m)a + pc,

pa je pb G GI'a. Dakle, GIa C GTa.
(ii) Neka je pc ^ ma + pb za sve m G N. Pretpostavimo da GIa i GI'a imaju 

osim ea i ta (i G IV i t < k — 1) još neki zajednički element, tj. neka je 
mia +  pb =  m2a + pc. Tada je (Ap — m2)a +  mia +  pb = (Ap — m2)a + m2a + pc, 
odnosno (4p + mi — m2)a + pb — Apa + pc. Zato je pc =  (Ap + mi — m2)a + pb, što je u 
suprotnosti sa pretpostavkom da je pc 7̂  ma + pb za sve m G N. Dakle, GIa ^ GI'a 
i

GIa n GI'a =  {ea, a, 2a, • • • ,(k — l)a }. □

2.4 Osobine p-semigrupe kada je p neparan broj
Sledeća razmatranja se odnose na p-semigrupe kod kojih je p neparan broj.

Lema 2.4.1. Neka je XTpy u p-semigrupi i p neparan broj. Tada je 2px = 2py.

Dokaz. Razlikujemo dva slučaja i to p = 4pi + 1 i p = 4p2 + 3 (pi,P2 £ No).
Ako je p = 4pi + 1, onda je

2 px = p(p + l)y = (4pi + 1 + l)py = pi(4py) +  2 py =  ex +  2 py = 2 py.
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Ako je p = 4p2 + 3, onda je

2px = p(p +  1 )y =  p(4p2 + 3 + l)y -  (p2 +  1)(4py) =  ex.

Pošto je yrpz za neko z iz p-semigrupe, to, slično prethodnom, imamo 2py =  ey. 
Kako je ex =  ey (Posledica 2.1.1. pod (ni)), to konačno imamo 2px =  2py. □

Tvrdjenje 2.4.1. Neka je x proizvoljni element p-semigrupe ip neparan broj. Tada 
je p2x = px.

Dokaz. Ako je p oblika 4pi + 1 (pi G No), onda je

p2 x =  (4pi + l)(px) =  px(4pa:) +  px — ex +  px =  px.

Neka je p oblika 4p2 + 3 (p2 G N0). Pošto je x iz p-semigrupe, to postoji y tako
da je xrpy. Zato je 2px -  p(p + l)y = p(4p2 + 3 + l)y  =  (p2 +  l)(4py) = ex. Dalje 
imamo

p2x =  (4p2 + 3)(px) = p2(4px) + 2px + px = ex + ex +  px = px. □

Lema 2.4.2. Neka je xrpy u p-semigrupi i p neparan broj. Tada važi 
p(x + py) = px + py.

Dokaz. Kako je 2(x +  py) = 2x (Teorema 2.1.3.), imamo

p — 1 p — 1
p(x + py) = —-— 2(x + py) +  x + py =  ̂ (2x) + x + py -  px + py. □

Iz Leme 2.1.1., Leme 2.3.1. i Leme 2.4.1. neposredno se dobija sledeća posledica. 

Posledica 2.4.1. Neka je xrpy u p-semigrupi ip  neparan broj. Tada važi:

(i) py + x =  (2p + l ) i  + py 

(U) py +  x = x + 3py. □

Posledica 2.4.2.Neka je xrpy u p-semigrupi, p neparan broj i m G N. Tada važi

py + (2 m +  l)a: =  (2p + 2 m + l)x + py.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.1.2. i Posledice 2.4.1. imamo

=  py + 2 mx +  x =  2 mx + py + x — 2 mx +  (2p + l)x + py 
= (2p +  2m + l)a: +  py. □

py + (2 m +  l)x
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Lema 2.4.3 .Neka je xrpy u p-semigrupi i p neparan broj. Tada je 2y =  (2p + 4)x.

Dokaz. Neka je xrpy. Tada imamo

2 y =  x + py +  x + x + p y  + x = x + py + 2x + p y  + x
= x + 2x + py + py -f x (Teorema 2.1.2.) =  3a; +  2py + x 
=  3x -f x + 2py =  4x +  2px (Lema 2.4.1.) =  (2p +  4)x. □

Posledica 2.4.3 .Neka je xrpy i xrpz u p-semigrupi i p neparan broj. Tada je 2y = 
2z. □

Lema 2.4.4.Neka je x proizvoljan element p-semigrupe i p neparan broj. Tada važi

xtpx 2x = ex.

Dokaz. Neka je xtpx . Prema Lemi 2.2.2. je 2x = ex. Obratno, ako je 2x — ex, 
onda je

p — 1 ,n . p — 1px =  (2x) + x =  -  ex + x =  x,

jer je p neparan broj. Zato ) e x + p x  + x =  x +  x + x =  ex +  x =  x kao i 
px-\-x-\-px =  x +  x +  x =  x. Dakle, xtpx . □

Lema 2 A .5.Neka je xrpy u p-semigrupi i p neparan broj. Tada

xtp(x + py) px = x.

Dokaz. Neka je xtp(x + py). Tada je

p T 1 p -(- 12x = (p + l)(x  +  py) -  ~ Y ~ (X + py + x +  py) = —^ ~ (x +  x) =  (p +  l)x.

Zato je 2x + (4p — l)x = (p +  l)x + (4p — l)x, odnosno (4p + l)x =  4px + px. Iz 
poslednje jednakosti imamo x =  ex + px, tj. x =  px.

Obratno, neka je px = x. Koristeći Lemu 2.4.2. i Posledicu 2.4.1. dobijamo

x + p(x + py) +  x =  x + p x+ p y  + x = x + px + (2 p + l)x + py 
=  x + 3px + x +  py =  x + 3px + px + py 
=  x + 4px -f py =  x + py.

Dalje imamo

P(x + p y )  + x + p(x + py) = px + py + x + px + py = px +  py + x + x + py 
=  px T 2x T py T py (Teorema 2.1.2.) =  px + 2px + 2py 
=  x +  2px + 2px (Lema 2.4.1.) =  (4p + l)x  = x.
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Iz prethodnog imamo xtp(x +  py). □

Posledica 2.4.4. Neka je S p-semigrupa i p neparan broj. Tada

(xrpy =A  xtp(x +  py)) = >  S 6 III.

Dokaz. Neka je xrpy ==> xtp(x + py). Prema Lemi 2.4.5. je (Vx)(px = x). Kako 
je S G IIp, to za svako x £ S postoji y £ S tako da xrpy, pa je

x + y-\-x =  x-\-py + x = y i y-\-x +  y = py-\-x + py = x.

Dakle, S € III. □

Tvrdjenje 2.4.2. Neka je xrpy u p-semigrupi S ip  neparan broj. Tada je pxr\py. 

Dokaz. Neka je xrpy. Koristeći Posledicu 2.4.2. dobijamo

px + py + px = px +  (2 p + p)x + py — 4 px +  py =  py.

Koristeći Lemu 2.4.1. i Posledicu 2.4.2. dobijamo

py +  px +  py = (2p + p)a; +  py +  py =  3px + 2py =  3px + 2px = 4pa; + px = px. □

Tvrđenje 2.4.3. Neka je a iz p-semigrupe S i p neparan broj i neka je 2pa ^ eQ. 
Tada važi

px , py <E Aa = >  px + py Aa.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je px,py,px + py € Aa. Tada postoji 
2 G S tako da je pz =  px +  py i z =  a +  pz +  a, odnosno 2 =  a + px +  py +  a. 
Koristeći Posledicu 2.4.1. i Posledicu 2.4.2. dobijamo

z = a + px +  py + a = a + px + (2p + l)a + py =  a + (2p + (2p +  l))a + px +  py
=  2 a + 4 pa + px + py — 2a + px +  py = {jp +  1 )z +  pz — (2 p + 1)2.

Pošto je 2 =  (2p +  1)2, to imamo 
2 pz =  2 + (2 p — 1)2 =  (2 p +  1)2 + (2 p — 1)2 = 4p2 =  ea.
Prema Lemi 2.4.1. je 2pa =  2pz, pa je 2pa =  eOJ što je u suprotnosti sa pret­
postavkom da je 2pa /  ea. Dakle, px + py 0 Aa. □

Tvrđenje 2.4.4. Neka je a iz p-semigrupe S, p neparan broj i px,py G Aa. Tada 
važi

2pa = ea A px + py =  py + px 4=^ px + py € Aa.
Dokaz. Neka je 2pa = ea i px + py = py + px. Prema Posledici 2.4.1. je

px J- a =  (2p + l)a +  px i pošto je 2pa =  ea, to je px +  a = a +  px. Slično je
py + a = a + py. Koristeći još i Tvrdjenje 2.4.1. imamo
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p(2a + px + py) = p(2a) + p2x +  p2y = ea + px + py = px +  py.
Element 2a + px +  py označimo sa 2. Iz prethodnih jednakosti je pz = px +  py, pa
je

a +  pz + a =  a +  px + py + a = 2a + px +  py =  z.

Koristeći Lemu 2.4.1. dalje imamo

pz + a + pz =  px + py +  a + px +py — a + 2px + 2py =  a + 2pa +  2pa — (4p-\- l)a =  a. 

Dakle, px + py € Aa.
Obratno, neka je px + py 6 Aa, tj. postoji z tako da je pz =  px + py i arpz. 

Prema Lemi 2.4.1. je 2{px +  py) — 2pa, pa imamo

a + px +  py + a =  a + px + py + (px + py +  a + px +  py)
=  a + 2 (px + py) + a + px + py 
=  a +  2 pa +  a + px +  py =  2a +  px +  2 pa +  py.

Ako na obe strane prethodne jednakosti dodamo sa desne strane py, dobij amo a + 
px + py + a + py — 2a +  px +  2pa +  2py, odakle je

a +  px +  a =  2a + px +  2 pa +  2 pa = (p + l)x + px +  ett = (2p + l)x,

odnosno x — (2p +  l)x.Iz poslednje jednakosti imamo 2px =  ea. Zato je, prema 
Lemi 2.4.1., 2pa =  2px =  2py =  2pz — ea. Kako je 2pz =  2(px + py), to je
px + py + px + py =  ea. Dalje je px + (px + py +  px + py) + py =  px + ea + py, odnosno 
2px +  py + px +  2py — px + py. Pošto je 2px = 2py = ea, to je py px = px + py, 
pa je teorema u potpunosti dokazana. □

Tvrđenje 2.4.5. Neka je xrpy u p-semigrupi, p neparan broj i r £ N . Tada važi

2rx + py € Ax 4rx =  ex.

Dokaz. Neka je 2rx + py € Ax. Tada je (2rx +  py) + x + (2rx + py) = x, odakle, 
koristeći Teoremu 2.1.2., dobij amo 4rx + py + x + py = x. Kako je py + x + py =  x, 
to imamo 4rx -f x = x. Ako na obe strane poslednje jednakosti dodamo (4p — l)x, 
dobij amo da je 4rx =  ex.

Obratno, neka je 4rx =  ex. Prema Teoremi 2.1.2. imamo

(2rx + py) +  x +  (2rx + py) = 2 rx +  2rx +  py + x + py =  4rx + x = x.

Koristeći Posledicu 2.4.1. (i) dobijamo

x + (2rx + py) +  x =  x + 2rx + (2p +  l)x + py =  2 (p +  r + l)x + py.

Ostaje još da dokažemo da je p(2(p +  r + l)x  +  py) =  2rx + py.
Koristeći Lemu 2.3.1. (ii) iz prethodne jednakosti dobijamo
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p(2(p + r  +  l)x + py) —  2 p(px) + 2 r{px) + 2px + py. 
Pošto je p =  2pi +  1 za neko pi (=. N0, imamo

p(2(p + r  + l)x + py) 2{2pi + l)(px) + 2r(2pi + l ) x  + 2 px + py
Pi(4px) +  2 px  + p i (4 rx )  + 2rx  +  2px + py

ex + 2 px  +  ex +  2 r x  + 2 px  +  py = 2px + 2rx + 2 px  +  py
4px + 2rx +  py =  2 r x  + py.

Dakle, 2r x  +  py G /ix. □

Tvrđenje 2.4.6. Neka je xrpy u p-semigrupi i neka je p = 4pi + 1 (pi G N0) i 
r £ N . Tada važi

(2r -  l)x +  py G Ax «=> 4(2r — l)x = ex.

Dokaz. Neka je (2r — l)x + py G Ax. Tada je 
((2r — l)x +  py) +  x +  ((2r — l)x +  py) =  x , odakle se, na osnovu 
Teoreme 2.1.2. (z), dobija (4?—  l)x +  2py — x. Prema Lemi 2.4.1. je 2py =  2px, pa 
je (4r — l)x +  2px = x. Ako na obe strane poslednje jednakosti dodamo (4p — l)x, 
dobijamo (4r — 2)x + 2px + 4px — 4px, odnosno (4r — 2)x + 2px = ex. Dalje je 
2((4r — 2)x + 2px) =  2ex, tj. 4(2r — l)x = ex.

Obratno, neka je 4(2r — l)x =  ex. Prema Teoremi 2.1.2. i Lemi 2.4.1. imamo

((2r -  1 )x + py) + x + ((2r -  l)x + py) =  (2r -  l)x + 2rx + py +  py 
= (4r — l)x +  2 py = (4r — l)x +  2 px = 2(2r — l)x + 2 px +  x.

Neka je k najmanji prirodni broj takav da je 4kx = ex. Prema Lemi 2.2.4. je 
k | (2r — 1) i k | p. Pošto su 2r — 1 i p neparni prirodni brojevi, to postoje brojevi 
ki, ki G No, takvi da je 2r — 1 = k(2ki +  1) i p =  k{2k2 +  1). Zato je

2(2r — l)x + 2 px + x =  2&:(2A;1 + l)x + 2k{2k2 + l)x +  x
= ki(4kx) + k2(4kx) +  4A;x + x = ex +  ex + ex + x = x.

Dakle, ((2r — l)x +  py) +  x +  ((2r — l)x + py) =  x. Dalje je

x + ((2r — l)x + py) +  x = x + ((2r — l)x +  (2 p + l)x +  py = (2r +  2p + l)x + py.

Koristeći Teoremu 2.1.2. i Lemu 2.4.2. dobijamo

p((2r + 2p + l)x +  py) — p{2r +  2p)x + p(x + py) = 2 rpx + 2p(px) + px + py
= 2 rpx + (4pi + l)(2px) + px + py 
= 2 rpx + 2 px + px + py =  (2 r — l)(px) + 4px +  py 
=  (2r — l)(4pi + l)x +  py 
= pi(4(2r — l)x) +  (2r — l)x  +  py 

- ex +  (2r -  l)x  + py =  (2r -  l)x  +py.
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Dakle, (2r — l)x +  py £ Ax. □

Teorema 2.4.1. Neka je S p-semigrupa i p neparan broj. Svaki element iz S ima 
jedinstven p-element u S ako i samo ako je (p +  l)x =  x za sve x £ S.

Dokaz. Neka je (p +  l)x  =  x za sve x £ S. Tada je

x +  p(2x) -f x =  (p -f l)x +  (p + l)x = x +  x = 2x.

Dalje imamo

p(2x) + x +  p(2x) — 3 px -f- (p +  l)x =  3 px +  x =  2 px + (p + l)x
= 2 px +  x =  px +  (p +  l)x = px + x =  x,

pa x ima p-element 2px. Pretpostavimo da x ima još neki p-element različit od 
2px, tj. neka postoji y E S tako da je xrpy i py ^  2px. Tada je 2px = p(2x) = 
p(p + l)y = py, što je suprotno pretpostavci da je 2px 7̂  py. Dakle, svaki element 
iz 5 ima jedinstven p-element u S.

Obratno, neka je py jedinstven p-element od x 6 S. Prema Lemi 2.2.1. je 
xrp(2x + py), pa je p(2x +  py) = py. Kako je p =  2px + 1 za neko pj £ 7V0, to je

p(2x +  py) = p ((p + l)y  + py) =  (2p+ l)py  = (4pi+3)py 
= Pi(4py) + 3py = ey -f 3py = 3py.

Na osnovu prethodnog je 3py = py, pa je 4py = 2py, odnosno 2py = ey. Iz poslednje 
jednakosti i Posledice 2.4.1. (ii) dobijamo da je py + x = x + py. Dalje je

a; + y =  (py + X + py) + (x +  py +  x) =  py + y +  py + X
= 2py + y +  x =  ev + y + x =  y + x.

Iz jednakosti 2py = ey, na osnovu Leme 2.4.1. i Posledice 2.1.1. (ni), imamo
2px = ex. Dalje imamo x +  p(2x) +  x =  2x i p(2x) + x +  p(2x) = x. Kako je
p-element jedinstven, to je 2px = py =  ex. Iz jednakosti x +  py + x = y i py = ex 
dobijamo da je y =  2x. Koristeći jednakosti y = 2x, py =  ex \ x + y — y +  x 
dobijamo

x + p(px +  y) + x = x + p2x + py +  x = x + (2pi + l)px +  ex + x
=  px + px (2px) + 2x = px + ex + y =  px + y.

Takodje imamo

p(px + y) + x +  p(px + y) =  p2x + py +  x +  p2x + py 
=  px +  ex + x + px + ex =  2px + x = ex +  x = x.
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Zbog jedinstvenosti p-elementa je p(px + y) = py =  ex. Kako je p(px + y) =  px, to 
je px =  ex. Zato je (p + l)x = x, čime je teorema dokazana. □

Teorema 2.4.2. Neka je S p-semigrupa i p neparan broj. Svaka dva elementa iz 
S su u relaciji tp ako i samo ako je S Abelova grupa čiji su svi elementi sami sebi 
grupni inverzi.

Dokaz. Neka je xrpy za sve x ,y  £ S. Tada je xrpx, pa je, prema Lemi 2.2.2., 
px = x i 2x = ex. Prema Posledici 2.1.1. (iii) ex je jedinica semigrupe S, pa je 
možemo označiti sa e. Iz 2x =  e sledi daje —x — x. Kako je px =  x, py =  y i prema 
Posledici 2.4.1. (ii) py +  x = x +  3py, to je y + x = x +  y, pa je grupa S Abelova. 

Obratno, neka je S Abelova grupa, takva da je — x = x. Tada za sve x G S jep — I
2x = e, gde je e jedinica grupe S, pa, za bilo koje y £ S, imamo py = —-—-(2y) + y = 
e + y =  y. Zato je

x + py + x = 2 + y +  x =  2£ + y =  e + y — y

i
py +  x + py = y + x +  y = x + 2y = x + e =  x. 

Dakle, bilo koja dva elementa iz S' su u relaciji rp. □

2.5 O strukturi podgrupa ^»-semigrupe kada je p 
neparan broj

Neka je a proizvoljni element p-semigrupe S, p neparan broj i neka a £ Aa. U 
nastavku rada ćemo ispitivati grupu GIa, gde Ia ima tačno jedan element pb, tj. 
Ia = { pb}, odnosno GIa =  [{a,p6}]. Dalje ćemo sa k označavati najmanji prirodni 
broj takav da je ka =  ea.

Lema 2.5.1. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p neparan broj i k najmanji 
prirodni broj takav da je ka = ea i neka a (fc Aa. Tada je k\Ap i k > 2.

Dokaz. Pretpostavimo da je A; = 1. Tada je a =  e0, pa je a £ Aa, što je u 
suprotnosti sa pretpostavkom da a ^ Aa. Dakle, k ^  1. Pretpostavimo sada da je

p — 1 p — 1k =  2, tj. 2<z = ea. Tada je pa =  a 4---- -— (2a) = a H---- -— ea = a, pa je a € Aa, što
21 £

je suprotno pretpostavci da a £ Aa. Dakle, k > 2. Prema Lemi 2.2.4. je k | p. □

Posledica 2.5.1. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p neparan broj, k 
najmanji prirodni broj takav da je ka — ea i neka a (jt Aa- Tada za neko k\ \ p je 
k — ki ili k =  2k\ ili k =  Ak\ i pri tome je k > 2. □

Teorema 2.5.1. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p neparan broj, k
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najmanji prirodni broj takav da je ka =  ea i neka a (£ Aa. Tada za k = Aki (ki \ p) 
i Ia =  {pb} imamo da je

GIa = {e a, a, 2a, • • •, (k — l)a ,p6, a + pb, 2a +  pb, • ■ ■, (A: — l)a + pb} 

tj. to je uopštena kvaternionska grupa.

Dokaz. Na osnovu Posledice 2.4.1. (i) i Leme 2.4.1. imamo 
pb + a =  (2p + l)a + pb, 2pb — 2pa, 3pb =  2pa + pb i Apb — ea. Zato je

GIa = {ea, a, 2a, ■ ■ •, (k — l)a,pb, a + pb, 2a +  pb, ■ ■ •, (k — l)a + pb}.

Dokažimo da su svi elementi GIa različiti.
(1) Pošto je k najmanji prirodni broj takav da je ka — ea, to je { ea, a, 2a, ■ ■ ■,

(k — l)a } ciklička podgrupa grupe GIa, pa je ma 7̂  na za sve medjusobno 
različite m,n  < k.

(2) Dokažimo sada da je pb 7̂  ea. Pretpostavimo suprotno, tj. da je pb — ea. 
Tada je b = a + pb + a = a +  ea + a = 2a. Dalje imamo ea = pb = p(2a) = 2pa, 
pa je A: | 2p, odnosno 4&i | 2p, što je nemoguće jer je p neparan broj. Dakle, 
pb ±  ea.

(3) Dokažimo sada da je pb 7̂  ma, za bilo koji prirodni broj m manji od k. 
Pretpostavimo suprotno, tj. da je pb =  ma za neki prirodni broj m. Tada je 
a = pb + a +  pb =  ma +  a + ma =  (2m + l)a. Dalje imamo
ka = (k — l)a + a — (k — l)a +  (2m + l)a = ka + 2ma. Pošto je ka =  ea, to 
je i 2ma =  ea. Po pretpostavci a ^ Aa, pa je pb 7̂  a. Zato je 2 < 2m < 2k, pa 
je 2m = k — Aki. Iz poslednje jednakosti j em  — 2ki, pa je pb = 2kia. Dalje 
imamo b — a+pb+a =  a + 2Aia + a =  2{k\ +  l)a, odakle je pb =  p(2(ki +  l)a) = 
2(ki + l)(pa). Prema Posledici 2.5.1. je ki \ p, pa je kx neparan broj. Zato je 
4 | 2(ki + 1), pa je pb = 2(kx + l)(pa) = ea, što je nemoguće prema (2). Dakle 
pb 7̂  ma za bilo koji prirodni broj m manji od k.

(4) Dokažimo sada da je ma +  pb 7̂  ea za bilo koji prirodni broj m manji od k. 
Pretpostavimo suprotno, tj. daje ma + pb = ea za neki prirodni broj m. Tada
je

pb — ea + pb — ma +  pb +  pb = ma + 2pb = ma + 2 pa = (m +  2 p)a, 
što je nemoguće prema (3). Dakle, ma + pb ^ ea za bilo koji prirodni broj m.

(5) Dokažimo sada da je ma + pb 7̂  na ako s u m i n  prirodni brojevi manji od k. 
Pretpostavimo suprotno, tj. da je ma + pb = na za neke prirodne brojeve m i 
n manje od k. Tada je

pb = 4pa + pb = (4p — m)a + ma + pb =  (4 p — m)a + na = (4 p +  n — m)a,

što je nemoguće prema (3). Dakle, ma+pb 7̂  na za bilo koje prirodne brojeve 
m i n manje od k.
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(6) Dokažimo sada da je ma + pb ^ pb za bilo koji prirodni broj m manji od k. 
Pretpostavimo suprotno, tj. da je ma + pb = pb za neki prirodni broj m manji 
od k. Tada je

ma ~ ma + 4pb = ma +  pb +  3pb — pb +  3pb — ea,

što je u suprotnosti sa pretpostavkom daje k najmanji prirodni broj takav da 
je ka — ea. Dakle, ma + pb ^  pb za bilo koji prirodni broj m manji od k.

(7) Ostaje još da dokažemo daje ma + pb ^  na+pb ako s u m i n  različiti prirodni 
brojevi manji od k. Pretpostavimo suprotno, tj. da je ma + pb = na +  pb za 
neke prirodne brojeve m i n manje od k. Tada je

na = na + Apb = na + pb + 3p6 = ma +  pb + 3 pb = ma,

što je nemoguće prema (1). Dakle, ma + pb ^  na +  pb ako s u m i n  različiti 
prirodni brojevi manji od k. □

Na osnovu (l)-(7) svi elementi skupa GIa su medjusobno različiti. Za k =  4 
grupa GIa je kvaternionska, pa je za k > 4, GIa uopštena kvaternionska grupa.

Uopštenu kvaternionsku grupu ćemo označavati sa Qsq (q je neparan broj) a 
kvaternionsku sa Q8. Navodimo primer grupe Q24- Taj primer je izložen u okviru 
tabela 2.5.1.(a), 2.5.1.(b), 2.5.1.(c), i 2.5.1.(d). Prva tabela sadrži prvih šest kolona 
tablice operacije. Svaka sledeća tabela sadrži narednih šest kolona tablice operacije 
(to je uradjeno iz tehničkih razloga).
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Tabela 2.5.1.(a)

+ ča a 2a 3a 4a 5a
ča ča a 2a 3a 4a 5a
a a 2a 3a 4a 5a 6a
2 a 2a 3a 4a 5a 6a 7a
3 a 3a 4a 5a 6a 7a 8a
4 a 4a 5a 6a 7 a 8a 9a
5 a 5a 6a 7a 8 a 9a 10a
6 a 6a 7a 8a 9a 10a 11a
7 a 7a 8a 9a 10a 11a ča
8a 8a 9a 10a 11a ča a
9 a 9a 10a 11a ča a 2a
10 a 10a 11a ča a 2a 3a
11 a 11a ča a 2a 3a 4a
pb pb 7a + pb 2a 4- pb 9a 4- pb 4a 4- pb 11a 4- pb

a +  pb a V pb 8a +  pb 3a 4- pb 10a 4- pb 5a 4- pb
2 a + pb 2a + pb 9a + pb 4a 4- 11a 4- pb 6a 4- pb a 4- pb
3 a + pb 3a + pb 10a + pb 5a 4- pb pb 7a 4- pb 2a 4- pb
4 a + pb 4a + pb 11a + pb 6a 4- pb a 4- pb 8a 4- pb 3a 4- pb
5 a + pb 5a + pb pb 7a 4- 2a 4- pb 9a 4- pb 4a 4- pb
6 a + pb 6a + pb a +  pb 8a 4- 3a 4- pb 10a 4- pb 5a 4- pb
7 a +  pb 7a + pb 2a + pb 9a 4- pb 4 a 4- pb 11a 4- pb 6a 4- pb
8 a + pb 8a + 3a + pb 10a 4- pb 5a 4- pb pb 7 a 4- pb
9 a +  pb 9a + pb 4a + pb 11a 4- pb 6a 4- pb a + pb 8a 4- pb
10a + pb 10a + pb 5a + pb pb 7a 4- pb 2a 4- pb 9a 4- pb
11a + pb 11 a + pb 6a 4- pb a + pb 8 a 4- pb 3a 4- pb 10a 4- pb
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Tabela 2.5.1.(b)

+ 6a 7 a 8a 9a 10a 11a
ča 6a 7 a 8a 9a 10a 11a
a 7a 8a 9a 10a 11a

2 a 8a 9a 10a 11a a
3 a 9a 10a 11a a 2a
4 a 10a 11a a 2a 3a
5 a 11a ea a 2a 3a 4a
6 a ća a 2a 3a 4a 5a
7 a a 2a 3a 4a 5a 6a
8 a 2a 3a 4a 5a 6a 7 a
9 a 3a 4a 5a 6a 7a 8a
10 a 4a 5a 6a 7a 8a 9a
11a 5a 6a 7a 8a 9a 10a
pb 6a + pb a + pb 8a + 3a + pb 10a + pb 5a + p6

a A pb 7a +  pb 2a + 9a + 4 a +  pb 11a + 6a + p6
2 a + pb 8a + pb 3a + 10a + pb 5a + pb pb 7a + p5
3a + pb 9a + pb 4a + pb 11a + Ga +  pb a A pb 8a + p6
4a + pb 10a + pb 5a + pb 7a +  pb 2a + p6 9a + pb
5a A pb 11a A pb 6a -f a + pb 8a + p6 3a + pb 10a + pb
6a + pb pb 7a + pb 2a + 9a + pb 4a + p6 11a A pb
7a + pb a A pb 8a + pb 3a + pb 10a + pb 5a + pb pb
8a -f pb 2a + pb 9a + pb 4a +  pb 11a + pb Ga A pb a A pb
9a + pb 3a + pb 10a + pb 5a +  pb pb 7a +  pb 2a + pb
10a A pb 4 a + pb 11a + pb Ga +  pb a A pb 8a + pb 3a + pb
11a + pb 5a + pb 7a +  pb 2a + pb 9a -f p6 4a A pb
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Tabela 2.5.1.(c)

+ pb a -\- pb 2a + pb 3a + pb 4a + pb 5a +
ča pb a + pb 2a + pb 3a + pb 4a + 5a +
a a +  pb 2a -f pb 3a + pb 4 a +  pb 5a -f pb 6a + pb
2 a 2a + pb 3a + pb 4 a +  pb 5a + pb 6a + pb 7a + pb
3 a 3a + pb 4a + pfr 5a + pb 6a + pb 7a +  pb 8a +
4 a 4a + pb 5a + pb 6a +  pb 7a + pb 8a + 9a + pb
5 a 5a + pb 6a + pb 7a +  pb 8a + pb 9a + pb 10a + pb
6 a 6a + pb 7a + pb 8a + pb 9a + pb 10a + 11a + pb
7a 7a + pb 8a + pb 9a + pb 10a + 11a + pb
8 a Sa + pb 9a + pb 10a + pb 11a + pb pb a + pb
9 a 9a + pb 10a + pb 11a + pb pb a +  pb 2a + pb
10a 10a + pb 11a + pb pb a +  pb 2a + pb 3a + pb
11a 11a + pb pb a + pb 2a + pb 3a +  pb 4a + pb
pb 6a a 8a 3a 10a 5a

a + pb 7a 2a 9a 4a 11a 6a
2a + pb 8a 3a 10a 5a ea 7a
3a + pb 9a 4a 11a 6a a 8a
4a + pb 10a 5a ča 7a 2a 9a
5a + pb 11a 6a a 8a 3a 10a
6a + pb ča 7a 2a 9a 4a 11a
7a + pb a 8a 3a 10a 5a
8a + pb 2a 9a 4a 11a 6a a
9a + pb 3a 10a 5a 7a 2a
10a + pb 4a 11a 6a a 8a 3a
11a + pb 5a 7a 2a 9a 4a
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Tabela 2.5.1.(d)

+ 6a + pb 7a + pb 8a + pb 9a + pb 10a + pb 11a A pb
ča 6a + pb 7a + pb 8a + pb 9a + pb 10a + pb 11a A pb
a 7a +  pb 8a +  pb 9a + pb 10a + pb 11a A pb pb
2 a 8a + pb 9a + pb 10 a + pb 11 a A pb pb a A pb
3 a 9a + pb 10a + pb 11 a A pb pb a A pb 2a 4- pb
4 a 10a + pb 11 a A pb pb a A pb 2a 4- pb 3a 4- pb
5 a 11 a A pb pb a A pb 2a + pb 3a 4- pb 4a 4- pb
6a pb a A pb 2a + pb 3a + pb 4a 4- pb 5a 4- pb
7a a A pb 2a + pb 3a + pb 4a 4- pb 5a 4- pb 6a 4- pb
8a 2a + pb 3a + pb 4a A pb 5a + pb 6a 4- pb 7a 4- pb
9a 3a + pb 4a + pb 5a + pb 6a -f pb 7a 4- pb 8 a 4- pb
10a 4 a +  pb 5a A pb 6a + pb 7a +  pb 8a 4- pb 9a 4- pb
11a 5a + pb 6a + pb 7a +  pb 8a A pb 9a 4- pb 10a 4- pb
pb ča 7a 2a 9a 4 a 11a

a A pb a 8a 3a 10a 5a ea
2a + pb 2a 9a 4a 11a 6a a
3a + pb 3a 10a 5a ča 7 a 2a
4 a + pb 4a 11a 6a a 8 a 3a
5a + pb 5a ča 7a 2a 9a 4a
6a + pb 6a a 8a 3a 10a 5a
7a -f pb 7a 2a 9a 4a 11a 6a
8a + pb 8a 3a 10a 5a ča 7a
9a -f pb 9a 4a 11a 6a a 8a
10a + pb 10a 5a ča 7a 2a 9a
11a + pb 11a 6a a 8a 3a 10a
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Teorema 2.5.2. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p neparan broj, k 
najmanji prirodni broj takav da je ka =  ea i neka a Aa. Tada za k =  2ki (kx \ p) 
i Ia — {pb} imamo da je:

(1) GIa = {ea, a, 2a, • • • ,(k  -  1 )a,pb,a + pb,2 a +  pb, • • •, (k -  l)a + pb} i GIa ~  
Ckl x Ci X C2 , gde je Ckl ciklička grupa reda kx a C2 i C '2 cikličke grupe reda 
dva, ili

(2) G I a =  {ea, a, 2a, • • • ,  (k  —  l)a } tj. ciklička grupa reda k.

Dokaz. Prema Posledici 2.5.1. je kx \ p, pa je k \ 2p. Zato je 2pa = ea. Pošto je 
2pa = 2pb, to je i 2pb = ea. Iz jednakosti 2pa =  ea i pb + a =  (2p+l)a  + p6 dobijamo 
pb + a = a + pb. Prema Lemi 2.3.2. je

GIa = {ea,a ,2 a, ■■■,(k  -  l)a,pb, a + pb,2 a +  pb, ■ ■ ■, (k -  l)a + pb}.

Dokažimo prvo da je pb =  ma samo ako je m = k\. Pretpostavimo suprotno, tj. 
da je pb =  ma i m ^ i .  Uzmimo prvo da je m paran broj, tj. m = 2mi 
(mi £ N). Tada je

b = a + pb +  a =  a + ma + a =  (m + 2)a i 
pb = p(m + 2)a = p(2 m\ +  2)a = (mi + l ) (2pa) = (mi + l)ea - ea.

Pošto je pb — ma, to je ma = ea. Kako je m < k, to je ma =  ea protivrečno 
pretpostavci da je k najmanji prirodni broj takav da je ka =  ea. Dakle, ne postoji 
paran prirodni broj m takav da je pb =  ma. Uzmimo sada da je m neparan broj 
manji od k i m ^ kx, tj. m = 2m2 + 1 {m2 E N ). Tada je b = (m -f 2)a i pb = 
p(m + 2)a = p(2m2 + 3)a = (m2 + l)(2pa) +pa = ea + pa =  pa. Dakle, pb =  pa = ma. 
Pošto je ki | p i p je neparan broj, to postoji k2 E N0 tako da je p = k\(2k2 +  1). 
Zato je pa = ki(2k2 +  l)a = k ^ k ^  +  ̂ a  =  ea + fcia = kia. Iz poslednjih jednakosti 
sledi da je ma =  kia. Dalje imamo (m + fci)a = ma + kia = kxa + kxa =  ka =  ea. 
Kako je 1 < m < 2kx, to je kx +  1 < m + fci < 3kx. Zato je m +  kx =  2kx, odnosno 
m = kx. Dakle, ako je pb =  kxa, onda je GIa =  {e3, a, 2 a, ■ ■ •, (k — l)a } ciklička 
grupa reda k.

Ako je pb =  ea, onda je takodje GIa =  {e0,a ,2a, • • •, (k — l)a } ciklička grupa 
reda k.

Neka je pb ^ eaipb ^ kxa. Dokažimo daje u ovom slučaju GIa — {ea, a, 2a, ■ • •, (k—
l)a, pb, a +  pb,2 a + pb, • • • ,(k — l)a +  pb} i GIa ^  Ckl X C2 x C2, gde je ck, ciklička 
grupa reda kx a (72 i C2 cikličke grupe reda 2. Po pretpostavci je pb ^ ea i pb ^ ¿ia. 
Takodje smo dokazali da je pb 7̂  ma za m /  ¡¡i. Da su ostali elementi G /a različiti 
dokazuje se isto kao što je uradjeno u Teoremi 2.5.1.

Dokažimo još da je GIa ~  Ckl x C 2 x C'2. Uzmimo da je

Ckl =  {ea,2a,4a,6a,---,2(fci -  l)a }, G2 = {ea,fcia} i C '2 =  {ea,pb}.
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Neposredno je jasno da je Ck, ciklička grupa reda k\, a C2 i C '2 su cikličke grupe 
reda 2. Definišimo preslikavanje /  skupa Ckt X C? X C '2 u skup GIa na sledeći način: 
f ( x , y ,z) — x +  y +  z. Pošto je a + pb = pb + a, to je grupa GIa komutativna. Zato
je

f ( ( x u y1,z 1) + (x2 ,y2 ,z2)) =  / ( x x + x2,yi + y2 ,z x + z2)
=  ( x i  +  2 : 2 )  +  ( 2 / 1  +  2 / 2 )  +  +  Z 2 )  — ( 2 : 1  +  2/1 +  Z i )  +  ( x 2  +  2/2 +  Z 2 )

= f{x u y u Z X) + f ( x 2 ,y 2 ,z 2),

pa je preslikavanje /  homomorfizam. Dokažimo sada daje svaki element skupa GIa 
slika nekog elementa skupa Ck, x C'2 x Ĉ - Neka je x iz skupa GIa. Ako je x =  e„, 
onda je x =  e0 + ea +  ea = f ( e a, ea, ea). Ako je x =  2ma (1 < m < ¿i — 1), onda je 
x =  2ma + ea + ea =  /(2ma, ea, ea). Ako je x = (2m — l)a (1 < m < kx), onda je

x =  (2 m — l)a + ea =  (2 m — l)a + 2 k\d =  (2m + ki — l)a +  k\d + ea
= /((2m  + ki — l)a, A;xa, ea).

Ako je x — pb, onda je x =  ea +  ea+pb = f ( e a, ea,pb). Ako je x =  2 ma+pb (1 < m 
A?i — 1), onda je x =  2ma + ea +p6 = /(2ma, ea,pb). Ako je a: =  (2m — l)a + pb (1 
m < ki), onda je

2; = (2m — l)a + ea + pb =  (2 m — l)a + 2&xa + pb
= (2m + fci — l)a + k\a + pb =  / ( ( 2m + £;x — l)a, k\a,pb).

Dakle, preslikavanje /  je ’’na” .
Dokažimo još daje preslikavanje /  ” 1 - 1” . Neka je (x, y, z) iz skupa C*, xC*2 x Ĉ - 

Element (x, y, 2) je nekog od sledećih oblika:
(ea, e„, ea), (ea, ea,pb), (eOJ &xa, ea), (ea, kia,pb), (2ma, ea, ea), (2ma, ea,p6),
(2ma, fc:a, ea), (2ma, kxa,pb), gde je 1 < m < k\ — 1. Dalje imamo:

f ( e a,ea,ea) =  ea, f { e a,ea,p b )-p b , f ( e a, k i a , e a) =  k1a,

f { e a,kia,pb) — kia-\-pb, f ( 2 ma,ea,ea) = 2 ma, f { 2 m a,ea,pb) — 2 ma-\-pb,
f ( 2 ma, kia, ea) =  ( 2 m  +  ki)a, f ( 2 ma, k\a,pb) =  ( 2 m  +  k i)a  +  pb.

Da bismo dokazali da su svi elementi na desnim stranama jednakosti različiti, 
dovoljno je dokazati da je (2mi + k\)a ^  (2m2 + k\)a za mi ^ 7122, jer je za ostale 
slučajeve to neposredno jasno ili se dokazuje slično ovome. Pretpostavimo suprotno, 
tj. da je (2mi + k{)a — (2m2 + k\)a i mi ^  m2. Dalje imamo

2 mxa = 2 mxa + ea = 2mxa + 2A;xa = (2 mx + fcx)a +  fcxa =  (2m2 + fcx)a + k\a 
= 2  m2a + 2 kid =  2 rri2d + ea =  2 ni2d,

što je u suprotnosti sa pretpostavkom da su 2mxa i 2m2fl različiti elementi (2 <

VI VI



32 GLAVA 2. P-POLUGRUPE

2 m i,2 m,2  <  k — 1). Dakle, preslikavanje /  je ” 1 - 1” . Na osnovu dokazanog za­
ključujemo daje preslikavanje /  izomorfizam. Time je teorema dokazana. □

Navodimo primer grupe izomorfne sa (73 x C2 x C'2. Primer je izložen u dve tabele 
od kojih prva sadrži prvih šest, a druga ostalih šest kolona.

Tabela 2.5.2.(a)

+ ča a 2 a 3a 4a 5a
ča ča a 2 a 3a 4a 5a
a a 2 a 3a 4a 5a ča

2 a 2 a 3a 4a 5a ča a
3 a 3a 4a 5a ča a 2 a
4 a 4a 5a ča a 2 a 3a
5 a 5a ča a 2 a 3a 4a
pb pb a A pb 2 a +  pb 3a -f pb 4a + pb 5a + pb

a A pb a + pb 2 a +  pb 3a + pb 4a + pb 5a + pb pb
2a + pb 2a A pb 3a + pb 4a + pb 5a + pb pb a A pb
3 a + pb 3a + pb 4 a A pb 5a + pb pb a A pb 2 a + pb
4 a +  pb 4a + pb 5a + pb pb a A pb 2 a +  pb 3a + pb
5 a + pb 5a +  pb pb a A pb 2 a +  pb 3a -f pb 4a A pb

Tabela 2.5.2.(b)

A pb a A pb 2a + pb 3a + pb 4a + pb 5a A pb
ča pb a A pb 2 a + pb 3a + pb 4a +  pb 5a A pb
a a A pb 2 a +  pb 3a + pb 4a A pb 5a +  pb pb

2 a 2  a -f pb 3a + pb 4a +  pb 5a +  pb pb a A pb
3a 3a + pb 4a A pb 5a +  pb pb a A pb 2a A pb
4a 4a A pb 5 a +  pb pb a A pb 2  a +  pb 3a + pb
5a 5a A pb pb a A pb 2 a +  pb 3a + pb 4a + pb
pb ea a 2 a 3a 4a 5a

a A pb a 2 a 3a 4a 5a ča
2a A pb 2 a 3a 4a 5a ča a
3a + pb 3a 4a 5a ča a 2 a
4a + pb 4a 5a ča a 2 a 3a
5a + pb 5a a 2 a 3a 4a
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Teorema 2.5.3. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p neparan broj, k ^  1 
najmanji prirodni broj takav da je ka =  ea i neka a Aa. Tada za k = ki \ p) i 
Ia =  {pb} imamo da je

GIa =  {eQ, a, 2a, • • •, (k — 1 )a,pb, a + pb,2 a + pb, ■ ■ ■, (k — l)a + pb} 

tj. ciklička grupa generisana sa a + pb.

Dokaz. Ako je pb = ea, onda je GIa =  { ea, a, 2a, ■ ■ ■, (k -  l)a } ciklička grupa 
generisana sa a + pb.

Neka je pb ^ a. Pošto je k \ p i ka = ea, to je pa =  ea. Kako je 2pa =  2pb i 
pb + a = (2p + l)a +  pb, to je 2pa -  2pb =  ea i pb + a = a +  pb. Prema Lemi 2.3.2. je

GIa = {ea, a, 2 a, ■ ■ •, (k -  T)a,pb, a + pb,2 a + pb, ■ ■ ■, (k -  l)a + pb}.

Dokažimo da su svi elementi G I a različiti.
Dokažimo prvo da je pb ±  m a  (1 < m < p).  Pretpostavimo suprotno, tj. 

da je pb — m a .  Tada } e b  = a -\ -p b  +  a =  a-\- m a  -f a — (m  + 2)a. Dalje je
pb — p (m  + 2)a = (m + 2)ea =  ea, što je suprotno pretpostavci da je pb ^ ea.

Dakle, pb ^ m a .  Da su ostali elementi različiti dokazuje se isto kao što je uradjeno 
u Teoremi 2.5.1.

Dokažimo još da je G I a ciklička grupa generisana sa a + pb. Ako je m  paran 
broj, onda je m pb = ea, a ako je m  neparan broj, onda je m pb — pb. Kako je 
pb + a = a + pb, to imamo:

1 )  ea =  ( 2 k)(a  +  pb)

2 )  pb =  k(a  +  pb)

3) Ako je m  paran broj, m a  = m(a + pb).

4) Ako je m  neparan broj, m a  = (m  + k)(a  + pb).

5) Ako je m paran broj, m a  + pb = (m + k)(a  + pb).

6) Ako je m  neparan broj, m a  + pb = m(a + pb).

Dakle, G I a je ciklička grupa reda 2k generisana sa a +  pb. □

Navodimo primer cikličke grupe C2P- Primer je izložen u dve tabele od kojih prva 
sadrži prvih p, a druga ostalih p  kolona.
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Tabela 2.5.3.(a)

+ ča a 2a 3a (P ~ 1)«
ča ča a 2a 3a ( P -  l )a
a a 2a 3a 4a
2a 2a 3a 4a 5a a
3a 3a 4a 5a 6a 2a

(P ~ ! ) a (.P -  i )0 ča a 2a (p — 2)a
pb pb a A pb 2a + pb 3a + pb (p -  l)a +  p&

a A pb a A pb 2a + pb 3a + pb 4a + pb pb
2a + pb 2a + pb 3a + pb 4a + pb 5a + pb a A pb
3a + pb 3a + pb 4a + pb 5a + pb 6a + pb 2a + p5

■. * . * .
(p -  l)a + pb (.p ~ l)a + pb pb a + pb 2a + pb (p -  2)a + pb

Tabela 2.5.3.(b)

A pb a + pb 2a + pb 3a + pb (p -  l)a +  pb
ča pb a A pb 2a + pb 3a + p6 (p -  l)a + p6
a a A pb 2a + pb 3a + pb 4a + p6 pb
2a 2a + pb 3a + pb 4a + pb 5a + pb a A pb
3a 3a -f pb 4a + p6 5a +  pb 6a + pb 2a + pb

* . * . * .
( p -  l)a (p -  l)a + p6 pb a + pb 2a + pb (p -  2)a +  pb

pb ča a 2a 3a ( p -  l)a
a A pb a 2a 3a 4a ča

2a + pb 2a 3a 4a 5a a
3a + pb 3a 4a 5a 6a 2a

‘ .
(p -  l)a + pb (p -  l)a ča a 2a (p -  2)a
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Teorema 2.5.4. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p neparan broj, a £ Aa 
i Ia = {pb}. Tada imamo:

(1) Ako je a = pb = ea, onda je GIa — { ea} ciklička grupa reda jedan;

(2) Ako je a =  ea i pb ^ ea, onda je GIa =  {e a,pb} ciklička grupa reda dva;

(3) Ako je a ea i pb =  ea, onda je GIa =  { ea,a } ciklička grupa reda dva;

(4) Ako je a /  ea i pb ^  ea, onda je GIa =  {ett, a,pb, a +  pb] Klajnova grupa.

Dokaz. (1) Tvrdjenje je neposredno jasno.
(2) Neka je a — ea i pb ^ ea. Prema Lemi 2.4.1. i Lemi 2.4.4. je 2pb = ea, 

pa je GIa =  {ea, pb}.
(3) Neka je a ^  ea i pb =  ea. Prema Lemi 2.4.4. je 2a = ea, pa je 

GIa {ea,aj".
(4) Neka je a ^ ea i pb ^  ea. Prema Lemi 2.4.1. i Lemi 2.4.4. je 2a =  ea 

i 2pb =  ett. Koristeći još i Posledicu 2.4.1. (i) zaključujemo da je pb + a = a +  pb. 
Dakle, GIa — {ea,a ,p6,a + pb}. Dajemo tablicu grupe GIa iz koje se vidi da je 
grupa GIa Klajnova. □

Tabela 2.5.4.

+ ča a pb a + pb
ča ča a pb a +  pb
a a ča a + pb pb
pb pb a +  pb ča a

a + pb a + pb pb a ča

Tvrdjenje 2.5.1. Neka je x proizvoljan element p-semigrupe i p = Api +  3 
(pi £ No). Tada je 2px = ex.

Dokaz. Prema Tvrdjenju 2.4.1. je p2x =  px, pa imamo

2px =  px + p2x — px + (4pi + 3)(px) = (pi +  1)(4px) — ex. □

Posledica 2.5.2. Neka je xrpy u p-semigrupi i p =  4pi + 3 (px £ N0). Tada je 
x + y = y + x.

Dokaz. Neka je xrpy. Tada imamo

x + y = x +  {x + py +  x) =  2 x + py +  x = (p + l)y  + py + x = 2 py + y + x = y +  x. □
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Neposredno iz Posledice 2.5.1. i Tvrdjenja 2.5.1. dobijamo sledeću posledicu.

Posledica 2.5.3. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, 
p = Api +  3 (pi G No), k najmanji prirodni broj takav da je ka = ea i neka a ^ Aa 
Tada za neko ki | p je k = ki ili k =  2ki i pri tome je k > 2. □

2.6 Podgrupe p-semigrupe kada je p paran broj

Sledeća razmatranja se odnose na p-semigrupe kod kojih je p paran broj.

Lema 2.6.1. Neka je xrpy u p-semigrupi i p paran broj. Tada važi:

(1) 2y = 4x

(2) 2py = ex

(3) py = 2px

(4) y =  (2p + 2)x

(5) x +  y = y + x

(6) x + py = py + x

(7) p(x + py) =  px.

Dokaz. Neka je xrpy.

(1) Pošto je p paran broj, na osnovu Teoreme 2.1.2. imamo 2 y = y 4 - x p p y  + x 
=  y + py +  2 x =  2 x +  2 x =  4x.

(2) Na osnovu (1) je 2py — 4px — ex.

P  P(3) Kako je p paran broj, na osnovu (1) imamo py =  - (2 y) — -(4x) =  2px.
¿j Cj

(4) Na osnovu (3) imamo y — x-\-py-\-x=x-\- 2 px +  x — (2 p -f 2)x.

(5) Prema (4) imamo x +  y =  x +  (2p + 2)x =  (2p + 2)x +  x =  y +  x.

(6) Jednakost x +  py = py + x je neposredna posledica (5).

(7) Pošto je p paran broj, na osnovu Teoreme 2.1.2. imamo p(x + py) =  px P p 2y. 
Prema Lemi 2.3.1. (i) je p2y = ex, pa je p{x + py) — px. □
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Teorema 2.6.1. Neka je S semigrupa i p paran broj . Tada

S G Ilp •<=>• (Vx G •5')((4p + l)x = x).

Dokaz. Neka je S G n p. Prema Teoremi 2.1.1. je (Vx G S’)((4p+ l)x = x). 
Obratno, neka je (Vx € -5,)((4p + l)x = x). Uzmimo da je y =  (2p +  2)x i 

dokažimo daje xrpy. Neka je p =  2 p\(p\ € N). Tada imamo

x + py + x = x + p(2p +  2)x + x = x + p(4pi + 2)x +  x 
=  pi(4px) +  (2p + 2)x = ex + y = y.

Dalje imamo

py + x + py =  p(2p + 2)x +  x + p(2p + 2)x =  (p + l)(4px) + x = ex + x — x. 

Dakle, XTpy .  □

Teorema 2.6.2. Neka je xrpy u p-semigrupi i p paran broj. Tada su sledeći uslovi 
medjusobno ekvivalentni:

(i)  x t p( x  +  p y )

(U) XTpX

(i i i ) x = e x .

Dokaz, (i) = >  (iii). Neka je xtp(x + py). Prema Lemi 2.6.1. (4) je x + py 
= (2p + 2)x. Takodje prema Lemi 2.6.1. (3) je py =  2px, pa je x + py =  (2p + l)x. 
Zato je (2p +  2)x = (2p + l)x, odakle je x = ex.

( i i i )  = >  ( i ) .  Nekajex = er. Prema Lemi 2.6.1. (3) je p y  = e x , pa je x r p( x + p y ) .

(ii) = >  (iii). Neka je xrpx. Na osnovu Leme 2.6.1. (2) i (4) je 2px = ex i 
x = (2p + 2)x, odakle je x = 2x, odnosno x =  ex.

(iii) =>• (ii). Neka je x =  e x . Neposredno je jasno daje tada xrpx. □

Teorema 2.6.3. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p paran broj, k naj­
manji prirodni broj takav da je ka = es i Ia =  {pb}. Tada je 
GIa = {ea, a, 2a, • • ■, (k — l)a } ciklička grupa reda k.

Dokaz. Prema Lemi 2.6.1. postoji tačno jedno b tako da je arpb. Prema istoj 
lemi je pb =  2pa, pa je Aa =  { 2pa}. Zato je GIa =  {ea, a, 2a, ••■,(& — l)a } ciklička 
grupa reda k. □

Neposredno iz Teoreme 2.6.2. i Teoreme 2.6.3. dobija se sledeća posledica.

Posledica 2.6 .1. Neka je a proizvoljni element p-semigrupe, p paran broj i a G Aa. 
Tada je GIa =  {ea}. □



38 GLAVA 2. P-POLUGRUPE

2.7 Opis grupa koje pokrivaju p-semigrupe
Sa Ck označimo cikličku grupu reda k, sa K4 Klajnovu četvornu grupu, sa 

Ck x C2 x C2 direktni proizvod cikličkih grupa i sa Qsk uopštenu kvaternionsku 
grupu reda 8k, gde je k G N. Specijalno za k =  1 imamo da je Q8 kvaternionska 
grupa.

Definišimo klase grupa TJ,, r", r"' i to:
(1) Za p =  4pi + 1 (pi G No) klasu IT na sledeći način

G G r ; <=> (3k e  N)(k I P  A (G = Ck V G =  C2k V G =  K 4 
V G = Cjt x C2 x C2 V G = Qsk))-

(ii) Za p = 4p2 + 3 (p2 G No) klasu T" na sledeći način

G g T ; ^  (3 k G N)(k I PA(G = CkMG =  =  K 4 \jG =  CfcxC 2xC 2)).

(iii) Za p = 2p3 (p3 G iV) klasu Tp" na sledeći način

G G 17 <=► (3k g V)(A: \ p A (G = C k V G = C 2k V G =  c 4k)).

Za druge vrednosti parametra p klase 17 T" i T"' su prazni skupovi.

Lema 2.7.1. Neka je S semigrupa koja je unija grupa iz klase T'p, tj.
S =  (J{G I G G r ; } . Tada je S e U p.

Dokaz. Neka je S semigrupa, p = 4p2 +1 (p2 G N0), S =  U i^  I G G Tp} i x G S. 
U zavisnosti od toga kakvoj grupi pripada element x razlikujemo pet slučajeva.

1) Neka je x G Ck i k | p. Kako je

Ck =  { e, a, 2a, • • •, (k — l)a }

za neko a G S, razlikujemo dva slučaja.
a) Ako je x = e, za y uzmimo da je p = e. Tada imamo 

x + py + x =  e-\-pe + e =  e = y kao i py + x -f py — pe +  e -f pe =  e =  x. 
Dakle, xrpy.

b) Neka je x = ma, 1 < m < k — 1 . Za y uzmimo da je y =  2x =  2ma. 
Tada imamo

x + py +  x =  ma + p(2 ma) + ma = 2 ma + k\k(2 ma) = 2 ma + kim(2 ka) 
=  2 ma +  e =  2ma = p

za neko kx G V, kao i

pp 4- x +  pp — p(2ma) +  ma + p(2ma) — ma +  m(4pa)
= ma + m(Ak\ka) =  ma +  e =  ma = x.

Dakle, xrpp.
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2) Neka je x G C2k i k \ p. Kako je

C2k — {e, a, 2 a, ■ ■ ■, (2k — l)a }

za neko a G S, razlikujemo dva slučaja.
а) Ako je x = e za y uzmimo da je y = e. Slično kao u 1) pod a) imamo 

xrpy.
б) Neka je x =  ma, 1 < m < 2k — 1. Za y uzmimo da je y =  2a: =  2ma. 

Slično kao u 1) pod 6) imamo xrpy.

3) Neka je x G /T4. Za y uzmimo da je y = x. U Klajnovoj grupi je x + x — e,p — 1 p — 1pa je px =  — (2x) + x =  —- — e + x — x. Dalje imamo x +  py + x =
z z

x + px + x =  x + x + x — x — y kao i py + x +  py = px + x + px = x +  x +  x - x. 
Dakle, xrvy.

4) Neka je x G Ck x  C2 X C '2 i k \ p, gde je Ck =  {e i ,a i ,2aj, • • •, (k -  l)a i}, C2 — 
{e 2 ,a2} i C '2 =  {e3,a3} za neke ax,a2,a3 € S. Razlikujemo dva slučaja.

a) Neka je x nekog od sledećih oblika: (ei,e2,e3), (ei,e2,a3), (ei,a2,e3), 
(ei,a2,a3). U svakom slučaju je 2x = (ei, e2, e3). Za y uzmimo da je y = 2x = 
(ei, e2, e3). Tada imamo x +  py + x = x +  p(el5 e2, e3) + x = 2x =  (ex, e2, e3) 
kao i py + x +  py =  p(ei, e2, e3) + a: + p(ei, e2, e3) = x. Dakle, xrpy.

b) Neka je x nekog od sledećih oblika: (mai,e2,e3), (m a!,e2,a3), 
(mai,a2,e3), (mai,a2,a3), gde je 1 < m < k — 1. U svakom slučaju je 2 x = 
(2mai, e2, e3). Za y uzmimo da je y = 2x =  (2mai, e2, e3). Tada imamo

x + py + x =  x + p(2 max, e2, e3) + x =  x + (2mpax, e2, e3) + x
— x + (2 mkikai,e2, e3) + x =  x + (ei, e2, e3) +  x =  2x = y,

kao i

py + x + py p(2 mar, e2, e3) +  x + p{2 max, e2, e3)
(2pmax,e2, e3) + x + (2pmax,e 2, e3)
('2 mk\ka\, e2, e3) + x + (2 mkika\, e2, e3) 
(ej, e2, e3) + x +  (ei, e2, e3) = x

za neko fci G A". Dakle, xrpy.

5) Neka je x G Qsfc, k | p, gde je

Qsk =  {e, a, 2a, • • •, (4k — l)a, 6, a + 6,2a +  b, ■ ■ ■, (4fc — l)a + b}

za neke a, b G 5. Poznato je da za elemente a i 6 iz QsA: važe sledeće jednakosti: 
4£:a =  e, 26 =  2fca, 36 =  2ka  + 6, 46 =  e, 6 +  2ma =  2ma +  6
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(:m G N), 6 + (2n + l)a =  (2A; +  2n + l)a + 6, (n G jV0). Kako je p = (2k\ +  1)A: 
i p = 4pi + 1 (ki,pi 6 Â o), to imamo:

2pa = 2(2ki A l)A;a = k\{Aka) A 2ka = e A 2ka = 2 ka = 2b,
2 pa A 6 = 2b +  b =  36,
4pa = 26 + 2b =  46 = e,
6 + (2n + l)a = (2 k +  2 n A l)a + b =  (2p + 2n + l)a + 6, 
pb =  (4pi + 1)6 =  pi(46) + 6 =  e + 6 =  6.

Da bismo dokazali da je xrpy za neko y G S, razlikovaćemo šest slučajeva.
а) Ako je x — e za y uzmimo da je y = e. Slično kao u 1) pod a) imamo 

xrpy.
б) Ako je x =  2ma (m G iV) za y uzmimo da je y = Ama +  26. Tada imamo

x + py + x =  2ma + p(4ma + 26) + 2ma - 2ma + m(Apa) +  2p6 + 2ma 
= 2 ma + e + 26 + 2ma = 2ma + 2ma + 26 = 4ma + 26 =  y, 

py + x + py =  p(4ma + 26) + 2 ma + p(Ama + 26)
= m(4pa) + 2p6 -f 2ma + m(4pa) + 2p6 
= e + 26 +  2ma + e + 26 =  26 + 2ma + 26 
=  2 ma -f 26 +  26 =  2ma + e =  2ma = x.

Dakle, XTpy.
c) Ako je x =  (2n + l)a, (n G Aro) za y uzmimo da je y =  (2p + 4n + 2)a A 6. 

Tada imamo

x + py + x

py + x + py

= (2n + l)a + p((2p + 4n + 2)a +  6) + (2n + l)a 
=  (2 n +  l)a + p(2p + An + 2)a +  p6 + (2n + l)a 
=  (2n -f l)a + 2 p2a + n(4pa) +  2 pa + 6 + (2n + l)a
= (2 n +  l)a + (4pi + l)(2pa) + e + 2 pa +  6 + (2 n + l)a
= (2n + l)a + 2pi(4pa) + 2 pa + 2pa + 6 + (2n + l)a 
= (2n A l)a 4- e T e T 6 -t- (2n T l)o = (2n T l)o
T (2p T 2n T l)a A b — (2p T 4n T 2)a T 6 = y,
= p((2p + 4n + 2)a + 6) +  (2n +  l)a +  p((2p + 4n + 2)a A 6) 
=  2p2a + n(4pa) + 2pa A pb A (2n +  l)a + 2p2a +  n(Apa)
A 2 pa +  pb =  (4pi + l)(2pa) + e +  2pa + 6 + (2n + l)a 
+ (4pi + l)(2pa) + e +  2pa + 6 = 2pi(4pa) + 2pa A 2pa A 6 
+  (2n + l)a +  2pi (4pa) + 2pa + 2 pa + 6 
= e + e +  6 +  (2n + l)a + e + e + 6 =  6 +  (2n + l)a + 6 
= (2p + 2n + l)a + 6 + 6 =  (2p + 2n + l)a + 2 pa 
=  4pa + (2n + l)a =  e + (2n + l)a =  x.
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Dakle, xrpy.

d) Ako je x =  b, za y uzmimo da je y =  pa. Tada imamo

x + p y  +  x = b + p(pa) + b = b +  (4px + l)(pa) +  b
= b + pi (4 pa) + pa+ b — b + e  + p a +  b = b + p a +  b 
=  (2 p +  p)a + b + b = 3pa +  2 pa =  pa =  y, 

py + x +  py =  p(pa) +  b + p(pa) = pa + b + pa = pa -f (2p + p)a + b 
=  4pa + b =  6 =  x.

Dakle, xrpy.
e) Ako je x =  2ma +  b, (m G Â ) za y uzmimo da je y =  (4m + p)a. Tada 

imamo

x +  py +  x =  2 ma + b +  p(4m + p)a + 2 ma + b
—- 2ma + b + m(4pa) + p2a + 2ma + b
=  2 ma +  b +  e +  pa + 2ma + 6 =  2ma + 2ma + b + pa +  b
= 4ma + (2p + p)a + b + b = Ama +  3 pa +  2pa
=  Ama + pa =  y,

py + x + py =  p{Am + p)a +  2 ma + b +  p(Am +  p)a
=  m(Apa) +  p2a +  2 ma +  b +  m(4joa) + p2a 
=  e + pa + 2 ma + 6 + e + p a = pa  + 2ma + (2p + p)a + b 
=  Apa +  2ma + 6 = 2 ma +  b =  x.

Dakle, £tpj/.
/ )  Ako je x = (2n +  l)a + i), (a G Â o) za y uzmimo da je y =  (p + 4u + 2)a.

Tada imamo

x + py + x =

py +  x + py =

(2 n + l)a + b +  p(p + 4n + 2)a + (2ra + l)a + b 
(2 n + l)a +  b + p2a + n(4pa) +  2pa + (2 n +  l)a + b 
(2 n + l)a +  b + pa + e + 2pa + (2n + l)a + b
(2 n +  l)a +  b +  3pa + (2ra + l)a + b
(2 n +  l)a +  (3p + 2n +  l)a + b +  b =  (3 p + An +  2)a + 2pa
(p + 4n + 2)a =  y,
p(p + 4n + 2)a +  (2n + l)a + b +  p(p + 4n + 2)a
p2a + n(4pa) +  2pa + (2n + l)a + b +  p2a + n(4pa) + 2 pa
pa +  e + 2pa + (2n + l)a + b + pa +  e + 2pa
3pa + (2n + l)a + b + 3pa
3pa -f (2n + l)a + (2p + 3p)a + b =  8pa -f- (2n + l)a + b 
(2 n +  l)a + b =  x.

Dakle, xrpy. Time je dokaz leme završen. □
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Lema 2.7.2. Neka je S semigrupa koja je unija grupa iz klase Tp, tj. S = U{G I 
G G T"}. Tada je S G IIP.

Dokaz. Dokaz je sličan dokazu Leme 2.7.1. □

Lema 2.7.3. Neka je S semigrupa koja je unija grupa iz klase 1?"', tj. S =  U{ć? | 
G e T ^ } .T a d a je S e U P.

Dokaz. Neka je S semigrupa, p — 2p$, (p3 G N), S — U{C I G G r " '}  i x G S. 
Razlikujemo dva slučaja.

a) Ako je x = e za y uzmimo da je y = e. Slično kao u 1) pod a) Leme 2.7.1. 
imamo xrpy.

b) Ako je x = ma (1 < m < A; — 1) V 1 < m <. 2k — 1 V 1 < m < 4k — 1) za y 
uzmimo da je y = 2mpa +  2ma. Tada imamo

x -f- py + x =  ma + p(2 mpa +  2 ma) +  ma = ma +  2 mp2 a + 2 mpa + ma 
= 2ma + mpi(4pa) + 2 mpa = 2 mpa + 2 ma =  y, 

py -f x +  py =  p{2 mpa +  2 ma) +  ma + p(2 mpa + 2 ma)
= 2  mp2a +  2 mpa + ma + 2  mp2 a +  2 mpa 
=  (mp +  m)(4pa) +  ma = e +  ma =  x.

Dakle, xrpy. □

Na osnovu Teoreme 2.5.1, Teoreme 2.5.2, Teoreme 2.5.3, Teoreme 2.5.4, Teoreme 
2.6.3, Leme 2.7.1, Leme 2.7.2 i Leme 2.7.3 neposredno se dobija sledeća teorema.

Teorema 2.7.1. Neka je S semigrupa. Tada
1) Za p =  4pi + 1 (pi G Nq) imamo

s eup <=> s = !J{G | g e r;>
2) Za p =  4p2 + 3 (p2 G N0) imamo

S e u p < ^ s  =  U{G I G  G r"}
3) Za p = 2p3 (P3 G N) imamo

S e l i  p ^ s  =  |J{G I G e fp'}

Ustvari Teoremu 2.7.1 možemo iskazati i na sledeći način.
Neka je S semigrupa. Tada važi

5 G np «=* 5 = [ j {G  I G G r;> V 5 = U {G  | g  G r"} v 5 =  \J{G I g  g r"'}.
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2.8 Neki primeri p-polugrupa

Prvo pitanje koje se nameće u radu sa p-polugrupama je da li je skup n p neprazan. 
Odgovor sledi iz činjenice da su sve grupe iz klasa r p, P" i Y”' ujedno i p-polugrupe.

Drugo pitanje je da li, pored p-grupa, postoje i p-polugrupe koje nisu grupe iz 
klasa Tp, T" i V” . Odgovor je i u ovom slučaju potvrdan. Jednostavan primer takve 
p-polugrupe je bilo koja idempotentna polugrupa (traka). Neposredno je jasno da 
je svaki element trake u relaciji rp sa samim sobom. Drugi jednostavan primer je 
polugrupa (5, +) u kojoj je po definiciji x +  y =  x za sve x, y 6 S. U ovoj polugrupi 
je xtpx za sve x £ S.

Kako se, u zavisnosti od parametra p, svaka p-polugrupa može predstaviti kao 
unija grupa iz klasa r p, T", odnosno T"', može se postaviti pitanje da li su te grupe 
disjunktne ili imaju neprazan presek. Odgovor bi bio da neke od tih grupa imaju 
neprazan presek, dok su druge disjunktne. Navodimo primer p-polugrupe (p neparan 
broj) koja se može predstaviti kao unija grupa iz klase Tp. Operacija p-polugrupe 
(S, +) je data sledećim tablicama.

+ e a pb pc
e e a pb pc
a a e a + pb a + pc
pb pb a + pb e pb +  pc
pc pc a +  pc pb +  pc e

pb +  pc pb +  pc a + pb +  pc pc pb
a +  pb a + pb pb a a + pb + pc
a + pc a + pc pc a -\- pb -\- pc a

a + pb + pc a + pb -\- pc pb +  pc a +  pc a + pb

+ pb +  pc a +  pb a + pc a + pb + pc
e pb +  pc a +  pb a +  pc a -\- pb -\- pc
a a -\- pb +  pc pb pc pb + pc
pb pc a a -\- pb -\- pc a + pc
pc pb a + pb +  pc a a +  pb

pb +  pc e a + pc a +  pb a
a + pb a +  pc e pb +  pc pc
a + pc a +  pb pb +  pc e pb

a + pb +  pc a pc pb e
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Iz tablica dobijamo da je S =  (J £?»> gde su Gi =  {e,a,p&, a + pž>}, G2 =
t=l

{e,a,pc,a + pc} i G3 = {e, a,p6 + pc,a +  pb +  pc} Klajnove grupe čiji je presek 
neprazan, tj. Gi Pl G2 D G3 = {e ,a }. Polugrupa S takođe je grupa, ali nije iz 
klasa r ; ,r " ,  odnosno T"'. Nije teško zaključiti da je S ~  C\ x C] x C|, gde su 
C\ =  {e, a}, Cl =  {e ,p6} i =  {e,pc} cikličke grupe reda dva.

Na kraju dajemo konstrukciju disjunktne unije p-grupa koja je p-polugrupa ali
n

nije grupa. Neka su date p-grupe (5',,+,), i =  1,2,.., n i neka je S =  (J Si. Na skupu
1=1

S definišimo operaciju +  na sledeći način. Neka je x,- 6 5,- i Xj G Sj, i , j  =  1, 2, ...,n. 
Tada je

3

Xi T Ej
x i T i x j ,

Xj, 
X\,

ako i — j  
ako i < j  
ako i > j

Nije teško zaključiti daje (5, +) p-polugrupa, koja, naravno, nije grupa.



Glava 3

p-poluprsteni

U ovoj glavi razmatraju se klase p-poluprstena za proizvoljno p iz N. Izmedju 
ostalog dokazano je da je svaki p-poluprsten pokriven pretprstenima, tj. pod- 
poluprstenima čija je aditivna polugrupa grupa (Teorema 3.2.1. i Posledica 3.2.1.). 
Dalje, posebno su razmatrani Bulovi p-poluprsteni za koje je dokazano da su pokriveni 
prstenima. Te klase prstena su u potpunosti opisane Teoremama 3.4.1. i 3.4.2.

3.1 Osnovne definicije i tvrdjenja
Neka je (5 ',+,-) poluprsten i p £ N. Relaciju, u oznaci 6 P, poluprstena S 

uvodimo na sledeći način

x 6 py x +  py +  x — y A py + x +  py — x A 4px2 = 4px,

tj. x 8 py <==>■ xrpy A 4px2 — 4px. Ako je x6 py za x ,y  £ S, onda py zovemo 
p-element elementa x.

Definicija 3.1.1. Poluprsten (S, +, •) zovemo p-poluprsten ako svaki element 
ima svoj p-element.

Klasu svih p-poluprstena označimo sa Ep. Dakle,

S £ Tip <=> (Vx e S)(3y £ S)(x0py).

Teorema 3.1.1. Neka je S poluprsten. Tada

S £ Ep (Vx £ S)(3y £ S)(2x =  (p +  l)y  A py +  x = (2p + l)x  +  p2y
A (4p + l)x =  x A 4px2 = 4px).

Dokaz. Teorema 3.1.1. je neposredna posledica Teoreme 2.1.1. za semigrupe. □ 

Posledica 3.1.1. (i) Svaki p-poluprsten je regularan poluprsten.45



46 GLAVA 3. P-POLUPRSTENI

(ii) Svaki element x p-poluprstena ima svoju aditivnu jedinicu ex, gde je ex = 
4 px.

(iii) U p-poluprstenu svi elementi y koji su u relaciji 8 P sa x imaju istu aditivnu 
jedinicu.

(iv) Ako je u p-poluprstenu 2px = ex i x6 py, onda py +  x = x +  p2y. □

Teorema 3.1.2. Neka je S poluprsten za koji važi xn + 1  =  x (n G N) za sve x G S . 
Tada

S e  Ep «=► (Vx € S )(3y  G S)(2x = (p + l)y A y + x = x +  y 
A (2p +  l)x = x A 2px2 =  2px).

Dokaz. Neka je S G Ep. Tada za svaki x G S postoji y G 5 tako da je x9py. 
Prema Teoremi 3.1.1. je (p +  l)y — 2x, (4p + l)x = x i py +  x — (2p + l)x +  p2y. 
Kako je xn+1 = x, to imamo

2x = (x +  x)n+1 = xn+1 + xn+1 +  h xn+1 = x + x + -- - + x =  2n+1x.

Dakle, 2x = 2n+1x. Kako je 4px =  ex, to je 4k(px) = ex za sve k G N, pa i za
k = 2n_1. Zato je 4p(2n_1x) = ex, odnosno p(2n+1x) =  ex. Dalje je p(2x) =  ex. Iz 
poslednje jednakosti dobijamo (2p+ l)x  = x. Ako je p neparan broj, onda je, prema 
Lemi 2.3.1.(ii), P2y =  pyt pa je py + x = (2p + l)x +  p2y = x +  py. Dalje imamo

x + y =  x + (x + py +  x) = (x + py +  x) +  x = y + x.

Ako je p paran broj,onda je takodje x + y = y + x prema Lemi 2.6.1.(5). Dalje je

2px2 — x • (2px) = x • ex =  x • (4px) = 4px2 ■ 4px = 2px.

Obratno, neka za x G S postoji y G S tako da je 2x = (p + l)y, y + x = 
x + y, (2p+l)x =  x i 2px2 — 2px, tada je (4p+l)x =  (2p+l)x + 2px = x + 2px =  x. 
Iz jednakosti 2x =  (p+ l)y sledi 4x =  2(p+ l)y =  (2p+  l)y + y = y + y = 2y, odakle 
je 4px = 2py. Dalje imamo

py + x + py — 2 py +  x =  4px + x = x,
x + py +  x =  2x + py = (p + l)y + py =  (2p + l)y = y.

Imamo još da je 4px2 = 2(2px2) = 2(2px) = 4px, pa je S G Ep. □

Lema 3.1.1. Neka je aOpb u p-poluprstenu i m G N . Tada važi:

(i) a ■ e a = e a ■ a =  e a.

(ii) e2a =  e„.

(ni) ea ■ pb = pb ■ e a — e a.
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(zu) 4pam =  ett.

(u) am + ea = ea + am = am.

(vi) 4p(pb)m = ea.

('vit) (pb)m + e a -  ea +  (pb)m =  (pb)m.

Dokaz. Neka je adpb. Tada imamo:
(i) a ■ ea = a ■ Apa =  Apa2 =  4pa = ea. Slično je ea ■ a = e0.

(¿i) e2 = 4pa • ea = Ap(a • ea) =  4pea =  ea.

(iii) ea ■ pb = Aea • pb — ea • Apb =  e a ■ ea = ea. Slično je pb ■ ea — e a.

Za m = 1 sve formule (zu) — (uzi) su trivijalne. Neka je m > 2 . Tada imamo:
(iv) Apam =  am + amH------\-am =  am-1-(a+aH------|-a) = am-1(4pa) = am_1-ea =  ea.

(u) am + ea = am + 4pam - (4p + l)am = am. Slično je ea + am = am.

(uz) 4p(p6)m =  (p6)m + (p6)m + • • • +  (pi>)m = (pb)m~l • (p6 + pb + • • • + pb)
= (pb)m~l • Ap(pb) =  (pb)m_1 • p(Apb) =  (pb)m~1 • ea = ea.

(vii) (pb)m + e a = (pb)m + Ap(pb)m - (Ap + 1 )(pb)m =  (pb)m. □
Tvrdjenje 3.1.1. Neka je S p-poluprsten ip  neparan broj. Svaka dva elementa iz 
S su u relaciji 0p ako i samo ako je S prsten čiji su svi elementi sami sebi grupni 
aditivni inverzi.

Dokaz. Neka je x9py za sve x ,y  € S. Prema Teoremi 2.4.2. S je prsten čiji su 
svi elementi sami sebi grupni aditivni inverzi.

Obratno, neka je S prsten čiji su svi elementi sami sebi grupni aditivni inverzi. 
Prema Teoremi 2.4.2. za sve x, y £ S je x +  py +  x =  y i py + x + py =  x. Pošto 
je e = 2z za sve z € S, gde je e aditivna jedinica prstena, to imamo 2(2px2) =  e, 
odnosno Apx2 = e =  4px. Dakle, bilo koja dva elementa iz S su u relaciji 6 P. □

3.2 Pod-pretprsteni p-poluprstena
Poluprsten kod koga je aditivna semigrupa grupa zovemo pretprsten. Sa Ba 

označimo skup svih p-elemenata elementa a, a sa GIa podpoluprsten generisan sa 
a U Ia, gde je Ia C Ba, tj. GIa = [a U /„].

Lema 3.2.1. Neka je S p-poluprsten i a proizvoljan element iz S. Tada je pod­
poluprsten poluprstena S generisan sa a pretprsten.

Dokaz. Neposredno je jasno da je svaki element x podpoluprstena [a] oblika 
= ami + am2 + • • • + amfc, gde je m,- € N,i = 1,2,..., k. Prema Lemi 3.1.1.(u)x
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imamo x + ea = ea + x =  x. Uočimo element x' oblika
x =  (4p — 1 )amk +  (4 p — + • • • +  (4 p — 1 )ami.

Tada imamo
x + x' =  Gmi +  ■ ■ • + amk +  (4p -  l)am* + (4p -  1 )am k ~ 1 + • • • + (4p -  l)ami

= ami +  a7712 + • • • + a™*-1 + 4pamk +  (4p -  lja "1*-1 +  • • • +  (4p -  1 )ami 
= ami +  a"12 + ■ • • + am*-1 + ea +  (4p -  lja7"*“ 1 +•••+(4p -  l)ami

Slično je x' +  a; =  ea, pa je aditivna semigrupa podpoluprstena [a] grupa, tj. 
podpoluprsten [a] je pretprsten. □

Lema 3.2.2. Neka je a6 pbi (i =  1,2,..., m) u p-poluprstenu i neka je x = aia2...am, 
gde je a{ = a ili = pbi (i =  1,2,..., m). Tada je 4px = ex =  ea i x +  ea = ea+x = x, 
gde je ea =  4pa.

Dokaz. Neka je x — a\a2 ...arn. Tada je
ex — 4px — aia2 ...am-\- aia2-..am-\- • ■ • A aia2 ...am

— aia2...arn-i(am +  am +  • • • + am) - axa2...am_i • 4pam 
= aia2...am-i • ea =  • • • = ea (Leraa3.1.1.).

Dalje je x +  ea — x +  ex =  x. Slično je ea +  x =  x. □

Teorema 3.2.1. Neka je S p-poluprsten i a € S. Tada za svaki skup Ia C 
Ba, GIa — [a U Ia] je pretprsten.

Dokaz. Neka je S p-poluprsten i a G S. Ako je Ia =  0, onda je GIa 
pretprsten prema Lemi 3.2.1.

Neka je Ia ^  0. Neposredno je jasno da su svi elementi x iz GIa oblika

= W

= + a\a\...a2m2 + -----h a\a\...a.mki

gde je a{ = a ili a{ =  pb\ G Ia\ i — 1,2,..., nij; j  =  1,2,..., A:; tj. x = x i+ x 2H------hz*:,
gde je x, = a'jaj.-.aJn., J =  1,2, Prema Lemi 3.2.2. je 4pxt- = eQ i x,- +  ea = 
ea + = xt-, z = 1,2,..., k. Dakle, x + ea =  ea +  x = x. Neka je

x' =  (4p -  l)x fc +  (4p -  l)x fc_! -I------- h (4p -  l)xi.
Tada imamo

x + x = xx + x2 + -----\- Xk + {4p -  l)xfc +  (4p — l)xfc-i + ----- h (4p — l)zi
= xi + x2 4-------1- xfc_i + 4pxk +  (4p -  l)x fc_i 4----- + (4p -  l)z i
= Xi + x 2 H------- (- xfc_i + ea + (4p -  l)xfc_i H------- b (4p -  l)xi
= xi + x2 H------- 1- xfc_! -1- (4p -  l)x fc_i -I-----+ (4p -  l)xi
= ■■■ =  ea.
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Slično je x' +  x = ea, pa je GIa pretprsten. □ 

Posledica 3.2.1. Svaki p-poluprsten S je oblika

S =  U GIa- °
a£S

Drugim recima svaki p-poluprsten se pokriva potprstenima.

Tvrdjenje 3.2.1. Neka je x 6 py u poluprstenu S i neka je zn + 1  =  z (n € N) za sve 
z £ S. Tada je

{x n ■ py, py ■ xn, xn ■ py ■ xn} C Bx.

Dokaz. Neka je xQpy. Tada imamo

xn ■ py + x + xn ■ py =  xn ■ py + xn+1 + xn ■ py = xn ■ (py +  x +  py) =  xn ■ x = x,

x + xn ■ py +  x — xn + 1  +  xn ■ py +  xn+1 = xn ■ (x +  py + x) =  xn • y 

Dalje imamo

p(xny) = xny + xny H------- f  xny = xn ■ (y + y -1-------h y) = xn ■ py.

Iz dokazanih jednakosti imamo xn ■ py € Bx. Slično je py ■ xn £ Bx. Dokažimo još 
da je xn ■ py ■ xn £ Bx. Kako je x2n+1 = xn + 1  • xn = x ■ xn = x, to je

xn ■ py ■ xn + x +  xn ■ py ■ xn — xn ■ py ■ xn +  x2n+1 + xn ■ py ■ xn 
=  xn • (jpy +  x + py) • xn = xn ■ x ■ xn = x 2n +1 =  x.

Takodje imamo

x + xn ■ py ■ xn + x =  x 2 n +1 + xn ■ py • xn +  x2n+1 = xn ■ (x +  py +  x) • xn — xnyxn 

kao i

p(xnyxn) =  xnyxn +  xnyxn + • • • +  xnyxn = xn ■ (y + y + ■ • • + y) ■ xn = xn ■ py ■ xn.

Iz poslednjih jednakosti imamo xn ■ py ■ xn £ Bx □

Sledeće tvrdjenje je neposredna posledica Tvrđenja 2.4.4. i Teoreme 3.1.2.

Tvrdjenje 3.2.2. Neka je S p-poluprsten u kojem je zn + 1  =  z (n £ N) za sve 
z £ S, p neparan broj i py,pz £ Bx. Tada važi

py +  pz =  pz +  py py + pz £ Bx. □
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3.3 Bulovi p-poluprsteni
Poluprsten (S, + , •) zovemo Bulov ako je a2 = a za sve a G S.

Tvrdjenje 3.3.1. Neka je S Bulov poluprsten i p neparan broj. Svaka dva elementa 
iz S su u relaciji 9p ako i samo ako je S komutativan Bulov prsten čiji su svi elementi 
sami sebi grupni aditivni inverzi.

Dokaz. Neka su svaka dva elementa iz S u relaciji 9P. Prema Tvrdjenju 3.1.1. 
S je prsten čiji su svi elementi sami sebi grupni aditivni inverzi. Pošto je S Bulov 
poluprsten, to za bilo koje x,y £ S imamo

x +  y =  (x + y ) 2 — x2 +  xy +  yx + y2 =  x + xy + yx + y — x + y + xy + yx.

Kako je (S, +) grupa, to je xy +  yx =  e, gde je e jedinica grupe (S, +). Pošto je 
svaki element sam sebi grupni aditivni inverz imamo xy =  yx. Dakle, prsten S je 
komutativan.

Obrat tvrdjenja sledi neposredno iz Tvrdjenja 3.1.1. □

Tvrdjenje 3.3.2. Neka su x i y elementi Bulovog p-poluprstena S. Tada važi:
(i) x9py = >  x9iy.
(ii) Ako je p neparan broj, onda x9py <=> x9xy

Dokaz, (i) Neka je x9py. Kako je p-poluprsten S Bulov, imamo 
2x = (x +  x ) 2 =  4x2 =  4x, pa je x = (4p + l)x = 2x -f x =  3x, tj. 3x =  x. Ako je 
p neparan broj, onda je py =  (p — 1 )y +  y =  2y + y =  3y =  y. Prema prethodnom 
imamo x+y+x = x+py+x = y i y+x+y = py+x+py =  x, tj. x9\y. Ako je p paran 
broj, onda je py =  2y. Kako je (p + l)y =  2x, to je 2y + y =  2x, odnosno 3y = 2x. 
Pošto je 3y = y, imamo y = 2x. Dalje je x  + y + x = x +  2x +  x = 4x = 2x = y i 
y + x + y =  2x + x +  2x = 5x =  x, tj. x9xy.

(ii) Prema (i) imamo x9py =$> x9xy. Neka je p neparan broj i x9xy. Kako 
je 3x =  x i px =  (p — 1 )x +  x =  2x + x = 3x, to je px =  x. Prema tome 
x + py +  z = x + y + x =  y i p y  +  x + py = y +  x + y = x, odnosno x9py. □

Lema 3.3.1. Neka je a9pb u Bulovom p-poluprstenu. Tada važi:

( i )  2 a =  2 b =  ea 

(ii) pb + a = a + pb

(iii) pb ■ a =  a ■ pb

(iv) a +  a ■ pb =  a ■ pb +  a 

(u) pb + a ■ pb — a ■ pb + a
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Dokaz. Neka je a6 pb. Tada imamo:

(i) 2a =  (a + a)2 = 4a2 =  4a =  6a = • ■ • = 4pa — ea. Slično je 2b =  — ea.
Dakle, 2a — 2b — ea.

(ii) Ako je p neparan broj, onda je p2b — pb (Lema 2.3.1. (ii)), pa je pb + a =  
(2p + l)a + p2b =  a +  pb. Ako je p paran broj, onda je, prema Lemi 2.6.1.(6), 
pb +  a =  a +  pb.

(iii) a + pb = (a +  pb) 2 =  a2 + a • pb + pb ■ a + (pb) 2 — a +  a ■ pb +  pb ■ a +  pb. Prema
Teoremi 3.2.1. za Ia — {pb}, GIa je potprsten čija je aditivna jedinica e = 2a.
Zato je a • pb +  pb ■ a =  e, odakle je pb • a = a ■ pb.

(iv) a + a ■ pb =  a2 +  a ■ pb = a ■ (a +  pb) =  a ■ (pb + a) =  a ■ pb + a2 =  a ■ pb +  a.

(u) pb+a-pb =  (pb)2 -\-a-pb = (pb+a)-pb — (a+pb)-pb =  a-pb+(pb) 2 — a-pb+pb. □

Teorema 3.3.1. Neka je a6 pb u Bulovom p-poluprstenu i Ia =  {pb}. Tada je GIa 
komutativan Bulov prsten sa jedinicom a +  pb +  a ■ pb.

Dokaz. Prema Teoremi 3.2.1. GIa je Bulov potprsten. Koristeći Lemu 3.3.1. 
imamo da je GIa komutativan prsten. Prema istoj lemi je

GIa = { e a, a, pb, a ■ pb, a +  pb, a +  a ■ pb, pb + a ■ pb, a + pb -f a • pb}

Dalje imamo

• ea ■ (a + pb +  a ■ pb) =  ea,

• a ■ (a +  pb +  a ■ pb) =  a + a • pb + a ■ pb =  a + eQ =  a,

• pb ■ (a +  pb + a • pb) =  a ■ pb +  pb + a ■ pb =  pb + ea = pb,

• (a ■ pb) ■ (a +  pb +  a • pb) =  a ■ pb +  a ■ pb + a ■ pb = a ■ pb + ea = a ■ pb,

• (a + pb) ■ (a +  pb + a ■ pb) — a + a • pb + a ■ pb +  a ■ pb +  pb +  a ■ pb 
— a + pb +  e a =  a + pb,

• (a + a ■ pb) • (a +  pb + a • pb) =  a +  a ■ pb + a ■ pb + a ■ pb +  a ■ pb + a ■ pb 
= a-\-a-pb-\-ea =  a-\-a• pb,

• (pb + a ■ pb) ■ (a +  pb +  a ■ pb) =  a ■ pb + pb + a • pb +  a ■ pb + a ■ pb +  a ■ pb 
=  pb +  a ■ pb + ea =  pb + a ■ pb,

• (a + pb + a • pb) ■ (a + pb + a ■ pb) = a +  pb +  a • pb.

Dakle, GIa je prsten sa jedinicom a +  pb +  a ■ pb. □
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3.4 Opis prstena koji pokrivaju Bulove 
p-poluprstene

Neka je a proizvoljni element Bulovog p-poluprstena S. Dalje ćemo ispitivati 
potprsten GIa, gde Ia ima tačno jedan element pb, tj. Ia =  {p6}, odnosno GIa = 
[{a,p6}]. Takodje ćemo opisati prstene koji pokrivaju Bulove p-poluprstene.

Teorema 3.4.1. Neka je a6 vb u Bulovom p-poluprstenu i Ia =  {pb}. Tada imamo:
(1) Ako je a =  pb = ea , onda je GIa =  {ea} i (GIa, -f) je ciklička grupa reda 

jedan.
(2) Ako je a — ea ^  pb, onda je GIa =  {ea,pb} i (GIa, +) je ciklička grupa reda 

dva.
(3) Ako je pb = ea /  a, onda je GIa — {ea,a } i (GIa,+ ) je ciklička grupa reda 

dva.
(4) Ako je a + pb =  ea, a ^  ett i pb 7̂  ea, onda je GIa =  {ea,a } i (GIa,+ ) je 

ciklička grupa reda dva.

(5) Ako je a ■ pb =  ea, a ^ ea, pb ^ ea i a + pb ^  ea, onda je GIa = {ea, a,pb, a + 
pb) i (GIa, + ) je Klajnova grupa.

(6) Ako je a +  a • pb =  ea, a ^  ea,p6 ^ ea, a ■ pb ^ ea i a +  pb ^  ea, onda je 
GIa =  {ea, a, pb, a + pb} i (GIa, +) je Klajnova grupa.

(7) Ako je pb+a-pb = ea, a ^ ea, pb ^ ea, a-pb ^ ea, a+pb /  ea i a +  a-pb ^ ea, 
onda je GIa =  {ea, a,pb, a +  pb} i (GIa, + ) je Klajnova grupa.

(8 ) Ako je a+pb+a-pb = ea, a ^  ea, pb ^ ea, a-pb ^  ea, a+pb ^  ea, a+a-pb ^ ea 
i pb + a - pb =4 aa, onda je GIa =  { ea, a,pb, a +  pb} i (GIa, +) je Klajnova grupa.

(9) Ako je a 7̂  ea, pb ^ ea, a-pb ^  ea, a + p6 ^  ea, a + a-pb ^ ea, pb + a-pb ^ ea 
i a + pb + a ■ pb ^ ea, onda je

G /a = {ea, a, p6, a - pb, a + p6, a + a - pb, pb +  a • p6, a +  pb + a • p6) 

i (GIa, +) je  izomorfna sa C2 X Cj x  C'J.

Dokaz. Tvrdjenja (1), (2) i (3) su neposredno jasna.
Operacije + i • su date tablicama 3.4.1.(a) i 3.4.1.(6) za slučaj (1), 3.4.2.(a) 

i 3.4.2.(6) za slučaj (2) i 3.4.3.(a) i 3.4.3.(6) za slučaj (3).

Tabela 3.4.1.(a) Tabela 3.4.1.(b)

+
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Tabela 3.4.2.(a)

+ ča pb
ča ea pb
pb pb ča

Tabela 3.4.3.(a)

+ ča a
ea ča a
a a ča

Tabela 3.4.2.(6)

■ ča pb
ča ča ča
pb ča pb

Tabela 3.4.3.(b)

ča a
ča ča ča
a ča a

(4) Neka je a+pb =  e0, a ^  ea i pb ^  ea. Tada imamo pb = pb-\-ea = pb+a+pb = 
a, pa je GIa =  { ea, a}.

(5) Neka je a ■ pb = ea, a ^ ea, pb ^  ea i a + pb ^  ea. Tada imamo a + a ■ pb = 
a, pb + a ■ pb = pb i a + pb +  a • pb = a + pb. Ako bi bilo pb =  a, onda bismo 
imali a =  a2 = a ■ pb = ea, što je u suprotnosti sa pretpostavkom da je a ^ ea. 
Dakle, pb ^ a. Ako bi bilo a +  pb =  a, onda bismo imali pb = ea + pb =  2a + pb = 
a + (a + p6) = a +  a = ea, što nije moguće. Dakle, a + pb ^  a. Ako bi bilo a + pb = pb, 
onda bismo imali a = a + ea = a + 2p6 = (a+pb)+pb = pb+pb =  ea, što je nemoguće, 
pa je a + pb /  pb. Dakle, GIa =  {e0, a,pb, a + pb}. Iz tablice se vidi da je (GIa, +) 
Klajnova grupa. Operacije +  i • su date tablicama 3.4.4.(a) i 3.4.4.(6).

Tabela 3.4.4.(a)

+ ča a pb a + pb
ča ča a pb a + pb
a a ča a + pb pb
pb pb a + pb ča a

a + pb a + pb pb a ča

Tabela 3.4.4.(b)

ča a pb a + pb
ča ča ča ča ea
a ča a ča a
pb ča ča pb pb

a + pb ča a pb a + pb



54 GLAVA 3. P-POLUPRSTENI

(6) Neka je a + a-pb = ea, a /  ea, pb ^ ea, a-pb ^ ea, i a + pb 7̂  ea. Tada imamo 
a - pb — ea + a ■ pb =  (a + a ■ pb) + a - pb =  a +  ea =  a, pb +  a - pb =  pb +  a — a + pb 
i a + pb +  a - pb = a + pb + a = ea + pb =  pb. Ako bi bilo pb =  a, onda bismo imali 
a + pb = a + a = ea, što je u suprotnosti sa pretpostavkom a + pb ^  ea, pa je pb ^  a. 
Ako bi bilo a + pb = a, onda bismo imali pb — ea +  pb = 2a + pb =  a +  (a + pb) — 
a + a = ea, što nije moguće, pa je a + pb ^  a. Ako bi bilo a + pb = pb, onda bismo 
imali a = a + ea =  a + 2pb =  (a + p6) + pb = pb + pb = ea, što je nemoguće, pa 
je a + pb 7Ć pb. Dakle, GIa — {ea,a,pb,a +  pb}. Iz tablice se vidi da je (GIa,+ )  
Klajnova grupa. Operacije + i ■ su date tablicama 3.4.4.(a) i 3.4.5.

Tabela 3.4.5.

6 a a pb a + pb
6 a 6 a 6 a 6 a

a 6 a a a 6 a
pb 6 a a pb a +  pb

a+ pb 6a 6 a a + pb a + pb

(7) Neka je pb+a-pb =  ea, a /  ett, pb ^  ea, a-pb ^  ea, a+pb /  ea i a+a-pb /  ea. 
Tada imamo a ■ pb =  ea + a - pb =  2pb + a ■ pb — pb +  (pb + a - pb) = pb + ea = 
pb, a + a - pb =  a +  pb i a + pb + a ■ pb =  a + pb + pb — a + ea =  a. Slično kao u (6) 
dokazuje se da je pb 7̂  a, a + pb ^  a 1 a + pb ^  pb. Dakle, GIa = {ea, a,pb, a + pb}. 
Iz tablice se vidi da je (GIa, +) Klajnova grupa. Operacije +  i • su date tablicama 
3.4.4.(a) i 3.4.6.

Tabela 3.4.6.

6 a a pb a +  pb
6 a 6a 6 a 6 a 6 a
a 6 a a pb a + pb
pb 6 a pb pb 6 a

a + pb 6 a a + pb 6a a + pb

(8) Neka je a+pb+a-pb = ea, a /  e„, pb 7̂  ea, a-pb ^ ea, a+pb ^ ea, a + a-pb 7̂  
ea i pb+a-pb 7̂  ea. Tada imamo a-pb = ea+a-pb — (a+pb+a-pb)+a-pb =  a+pb+ea — 
a +  pb, a +  a - pb =  a +  a +  pb =  ea +  pb — pb 1 pb + a - pb =  pb +  a +  pb =  a +  ea =  a. 
Slično kao u (6) dokazuje se da je pb 7̂  a, a + pb 7̂  a i a +  pb /  pb. Dakle, 
GIa = {e a,a,pb,a+pb}. Iz tablice se vidi daje (GIa, + ) Klajnova grupa. Operacije 
+ i • su date tablicama 3.4.4.(a) i 3.4.7.
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Tabela 3.4.7.

ča a pb a + pb
Ca Č-a ča ča ča
a ča a a + pb pb

pb ča a + pb pb a
a + pb ča pb a a + pb

(9) Nekaje a ^ ea, pb =4 ea, a-pb ^  ea, a+p6 7̂  ea, a + a-pb ^  ea, pb+a-pb ^ ea 
i a + pb + a ■ pb 7̂  ea. Slično ako u (6) dokazuje se da je pb 7̂  a, a +  pb ^  a 
i a + 7̂  p6. Dokažimo da su i svi ostali elementi ćr/ 0 medjusobno različiti.
Pretpostavimo suprotno, tj. da su bar dva medjusobno jednaki. Tada imamo:

• Ako je a ■ pb =  a, onda je a + a ■ pb =  a + a =  ea.

• Ako je a + a ■ pb =  a, onda j e a-pb = ea +  a ■ pb =  2 a-\- a-pb = a + (a +  a ■ pb) — 
a + a = ea.

• Ako je pb +  a ■ pb = a, onda je a +  pb + a ■ pb — a +  a — ea-

• Ako je a+pb+a-pb =  a, onda je pb+a-pb =  2 a+pb+a-pb =  a+{a+pb+a-pb) — 
a + a =  ea.

• Ako je a ■ pb = pb, onda je a ■ pb +  pb =  pb + pb =  ea.

• Ako je a + a • pb =  pb, onda je a + pb + a ■ pb — 2pb =  ea.

• Ako je pb+a-pb — pb, onda je a-pb = ea + a-pb — pb+(pb+a-pb) = pb+pb = ea.

• Ako je a+pb+a-pb =  pb, onda je a+a-pb = 2pb+a+a-pb =  pb+(a+pb+a-pb) = 
pb + pb = ea.

• Ako je a ■ pb = a + pb, onda je a + pb + a ■ pb = a ■ pb +  a ■ pb = ea.

• Ako je a + a-pb =  a + pb, onda je pb + a-pb =  2a+pb+a-pb =  a+pb + a + a-pb —
a + pb +  a +  pb =  ea.

• Ako je pb+a-pb — a+pb, onda je a + a-pb =  2 pb+a + a-pb =  pb+a-pb+a+pb = 
a + pb + a + pb = ea.

• Ako je a + pb + a - pb — a + pb, onda je a ■ pb = 2(a + pb) +  a - pb = a + pb +
(a + pb +  a ■ pb) = a + pb + a + pb — ea.

• Ako je a + a ■ pb = a - pb, onda je a — a +  2(a - pb) =  (a +  a ■ pb) + a - pb =
a ■ pb + a ■ pb = ea.
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• Ako je pb + a ■ pb =  a • pb, onda je pb = pb + 2(a • pb) =  (;pb + a ■ pb) + a ■ pb = 
a ■ pb + a ■ pb — ea.

• Ako je a + pb +  a • pb =  a ■ pb, onda je a -f pb = a + pb +  2(a • pb)
= (a + pb + a • pb) + a ■ pb =  a • pb + a ■ pb — ea.

• Ako je pb + a • pb — a +  a ■ pb, onda je a -f pb = a +  pb +  2(a ■ pb)
= pb +  a ■ pb + a +  a ■ pb = a + a ■ pb +  a +  a ■ pb = ea.

• Ako je a +  pb + a ■ pb = a + a ■ pb, onda je pb = pb +  2(a +  a ■ pb)
= (a + pb +  a ■ pb) +  a +  a ■ pb = a +  a ■ pb +  a + a ■ pb =  ea.

• Ako je a + pb +  a • pb = pb +  a • pb, onda je a — a + 2(pb +  a ■ pb) —a + pb + a-
pb + pb + a ■ pb — pb +  a ■ pb + pb +  a ■ pb = ea.

Znači, u svim slučajevima dobijaju se tvrdjenja koja su u suprotnosti sa pret­
postavkom. Dakle,

GIa = {e a, a,pb, a +  pb, a • pb, a + a ■ pb,pb +  a ■ pb, a + pb + a ■ pb}.

Dokažimo još da je grupa (G /a,+ ) izomorfna sa C2 x C '2 X C'̂ . Uzmimo da je
C2 =  {ea,a}, C '2 =  {ea,pb} i C2 — {ea,a-pb}. Neposredno je jasno da su C2 ,C 2 i
C2 cikličke grupe reda dva. Definišimo preslikavanje /  skupa C2 X C2 x C2 u skup 
GIa na sledeći način: f (x ,y ,z )  =  x +  y + z. Pošto je grupa (GIa, +) komutativna, 
imamo

f ( ( x i ,yi ,zi )  +  ( x2,y2,z2))  =  f ( x i  +  x2, yi +  y2,z1 +  z2)
=  (xi  +  x2) +  (yi +  y2) +  (zi +  z2) =  (xi +  yi +  zx) +  (x2 +  y2 +  z2)

=  f ( x i ,y i , z i )  + f ( x 2,y2,z2),

gde je (x1 ,y 1,zi), (x2 ,y 2 ,z2) 6 C2 X C2 X C2. Dakle, preslikavanje /  je homomor- 
fizam. Dokažimo sada da je svaki element skupa GIa slika nekog elementa skupa 
C2 x C2 x C2. Za elemente skupa GIa imamo:

• Ca — Ga Ga ca — /(e a, ea, ea),

• a = a + ea +  ea =  f(a , ea, ea),

• pb — ea + pb + ea =  f ( e a,pb, ea),

• a + pb ~ a + pb + ea = f(a,pb, ea),

• a ■ pb = ea +  ea +  a ■ pb -  f ( e a, ea, a • pb),

• a + a-pb =  a + ea + a-pb — /(a , ea, a ■ pb),

• pb + a ■ pb = ea + pb +  a ■ pb = f ( e a,pb, a ■ pb),
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• a +  pb +  a ■ pb =  f(a , pb, a - pb).

Dakle, preslikavanje /  je „na” . Iz navedenih jednakosti neposredno je jasno da pres­
likavanje /  je „1 - 1” , dakle, bijekcija. Sada je jasno da je preslikavanje /  izomor- 
fizam. Operacije + i • su date tablicama 3.4.8.(a), 3.4.8.(6), 3.4.9.(a) i 3.4.9.(b).

Tabela 3.4.8.(a)

+ ča a pb a A pb
ča ča a pb a A pb
a a ča a A pb pb
pb pb a A pb e a a

a + pb a +  pb pb a ča
a ■ pb a • pb a A c l • pb pb A a ■ pb a A pb A a ■ pb

a + a ■ pb a + a ■ pb a ■ pb a A pb A c l • pb pb A c l • pb
pb +  a ■ pb pb +  a ■ pb a A pb A a ■ pb a ■ pb a + a ■ pb

a A pb + a ■ pb a +  pb +  a ■ pb pb A a ■ pb a A cl ■ pb a ■ pb

Tabela 3.4.8.(6)

+ a ■ pb a A  cl • pb pb A  cl ■ pb a A  pb A  cl ■ pb

ča a ■ pb a A a • pb pb A a ■ pb a +  pb +  a ■ pb
a a A  cl ■ pb a ■ pb a A  pb A  cl • pb pb A cl ■ pb

pb pb A  a ■ pb a A  pb A  a • pb a • pb a A  cl • pb
a A pb a A pb A  cl ■ pb pb A  a ■ pb a A  cl • pb a ■ pb
a ■ pb ča a pb a A pb

a A a • pb a ča a A  pb pb
pb A  cl ■ pb pb a A  pb ča a

a A pb A a ■ pb a A  pb pb a ča

Tabela 3.4.9.(a)

č a a pb a A  pb

č a č a č a č a č a

a č a a a ■ pb a A  a ■ pb
pb č a a ■ pb pb pb A  cl • pb

a A  pb č a a A  cl • pb pb A a ■ pb a A  pb
a ■ pb č a a • pb a ■ pb č a

a A  cl ■ pb č a a A  cl • pb č a a A  cl ■ pb
pb A  cl • pb č a č a pb A  cl ■ pb pb A  cl ■ pb

a A pb A cl ■ pb č a a pb a A  pb
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Tabela 3.4.9.(6)

• a ■ pb a +  a ■ pb pb + a ■ pb a +  pb +  a ■ pb
ča ča ča ča ča
a a ■ pb a +  a ■ pb ča a
pb a • pb ča pb -f a ■ pb pb

a +  pb ča a +  a ■ pb pb + a ■ pb a +  pb
a ■ pb a ■ pb ča ea a • pb

a +  a ■ pb ea a +  a • pb ča a -f a ■ pb
pb + a ■ pb ča ča pb + a ■ pb pb +  a ■ pb

a + pb + a ■ pb a ■ pb a +  a ■ pb pb -f a ■ pb a +  pb + a ■ pb

Sa Ck označimo komutativne prstene sa jedinicom reda k čija je aditivna grupa 
ciklička, sa K 4 komutativne prstene sa jedinicom čija je aditivna grupa Klajnova i 
sa C2,2,2 komutativne prstene sa jedinicom čija je aditivna grupa C2 X C2 X C2. 

Definišimo klase komutativnih prstena sa jedinicom i to:

(i) Za p — 2p\ +  1, (pi G No) klasu na sledeći način:

R E >—v R =  Ci V R — C2 V R — K 4 V R — C*2,2,2•

(ii) Za p = 2P2 (p2 € N) klasu Tp na sledeći način:

R g r "  R = Či V R = Č2.

Za druge vrednosti parametra p klase Tp i r ” su prazni skupovi.
Pošto je u Bulovom poluprstenu 4pa2 = 4pa, za svako a, na osnovu Teorema

2.7.1, 3.3.1 i 3.4.1 dobijamo sledeću teoremu.

Teorema 3.4.2. Nekla je S Bulov poluprsten. Tada

(1) Za p = 2 pi +  1, (pi G N0) važi

s e zp^ s  = ij{i? 1 r e r;>.
(2) Za p = 2p2, (p2 G N) važi

s  e  e p s  =  U { R I r  € r " } . □
Ustvari teoremu možemo iskazati i na sledeći način.

Neka je S Bulov poluprsten. Tada za p € N važi
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3.5 Neki primeri p-poluprstena
U ovoj glavi je dokazano da se svaki p-poluprsten može predstaviti kao unija 

pretprstena. U opštem slučaju ti pretprsteni nisu potpuno opisani. Oni su potpuno 
opisani u slučaju Bulovog p-poluprstena. Bulov p-poluprsten je pokriven pretprste- 
nima koji su ustvari prsteni. U vezi sa ovim se mogu postaviti dva pitanja. Jedno 
pitanje bi bilo da li postoje p-poluprsteni koji nisu Bulovi i drugo da li u pokrivaču 
mogu biti i pretprsteni koji nisu prsteni. Na oba pitanja odgovor je potvrdan. 
Sledećim tablicama dajemo primer p-poluprstena (S, + , •) za p =  6 k + 3 (k € N0) 
koji nije Bulov. Prva tabela sadrži prvih pet, a druga preostale četiri kolone ope­
racije + . Treća tabela sadrži prvih pet, a četvrta preostale četiri kolone operacije • 
(to je uradjeno iz tehničkih razloga).

Tabela 1

+ ča a 2a a2 2 a2
ča ča a 2a a2 2 a2
a a 2a ča a + a2 a + 2a2

2 a 2a ča a 2a + a2 2a + 2a2
a2 a2 a + a2 2a T a2 2a2 ea

2 a2 2 a2 a + 2a2 2a + 2a2 ča a2
a + a2 a + a2 2a + a2 a2 a + 2a2 a

a -f- 2a2 a -f- 2a2 2a + 2a2 2a2 a a + a2
2a + a2 2a + a2 a2 a + a2 2a -{■ 2a2 2a

2a T 2a2 2a T 2a2 2 a2 a -f- 2a2 2a 2a + a2

Tabela 2

+ a + a2 a + 2a2 2a + a2 2a + 2a2
ča a + a2 a -f- 2a2 2a -|- a2 2a + 2a2
a 2a + a2 2a + 2a2 a2 2a2

2a a2 2 a2 a + a2 a + 2a2
a2 a + 2a2 a 2a + 2a2 2a
2a2 a a + a2 2a 2a a2

a + a2 2a + 2a2 2a 2 a2 ča
a + 2a2 2a 2a + a2 ča
2a -f- a2 2 a2 ča a -f- 2a2 a
2a + 2a2 ča a a + a2
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Tabela 3

a 2a a2 2a2
ea č a č a č a č a

a a2 2a2 a 2a
2 a 2 a2 a2 2a a
a2 a 2a a2 2a2
2a2 2a a 2a2 a2

a +  a2 a + a2 2cz -f- 2a2 a + a2 2a + 2a2
a -(- 2a2 2a + a2 a +  2a2 a + 2a2 2(2 -j- cz2
2a + a2 č a a + 2a2 2a + a2 2cz -f- (22 (2 -|- 2a2
2a -f- 2a2 č a 2a + 2a2 a + a2 2(2 -|- 2a2 a + a2

Tabela 4

• a + a2 a + 2a2 2a + a2 2a +  2a2
e a ča ča ča ča
a a + a2 2a + a2 CL -|- 2(22 2a + 2a2

2a 2(2 -f- 2a2 cz “I- 2a2 2a +  a2 a + a2
a2 a + a2 a 2a2 2a + a2 2a -\- 2a2

2 a2 2a -f- 2a2 2a + a2 <2 -f- 2a2 a + a2
a + a2 2a -f- 2a2 č a ča a + a2

a + 2a2 ča a + 2 a2 2(2 -f- (Z2 ča
2(2 -f- (22 ča 2a + a2 a + 2a2 ča
2a -f- 2a2 a + a2 č a ča 2a + 2a2

U ovom poluprstenu je x6p(2x) za sve x G S.
Neka je (5, +) uopštena kvaternionska grupa, koja, naravno, nije komutativna. 

Neka je polugrupa S generisana sa a i pb, tj. S =  [{a,p&}]. Bilo koji element iz S 
je oblika ma +  n(pb) (m,n G N0, p = 4k + 1, k € N). Uzimamo da je po definiciji 
0a = e i 0(pb) =  e. Na skupu S definišimo operaciju ” • ” na sledeći način:

(mia +  nipb) • (m2a +  n2pb) =  (mi -fi rii)(m2 +  n2)(2pa).

Neposrednom proverom dobijamo da je (5, +, •) p-poluprsten, koji je pretprsten, ali 
nije prsten. Sledećim tablicama dajemo primer jednog takvog pretprstena.
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+ e a 2 a 3 a b a + b 2a + b 3a + b
e e a 2 a 3 a b a + b 2a +  b 3 a +  6
a a 2 a 3 a e a + b 2a + b 3a + 6 b
2 a 2 a 3 a e a 2a +  b 3 a +  6 b a +  b
3 a 3 a e a 2a 3 a + b b a +  b 2 a + 6
b b 3 a + b 2a +  b a + b 2a a e 3a

a + b a +  b b 3 a + 6 2 a + b 3a 2a a e
!2a -(- b 2 a -f- b a + b b 3a + b e 3a 2a a
3 a + b 3 a + b 2a -I- b a +  b b a e 3a 2a

e a 2a 3a 6 a + b 2a +  b 3a + b
e e e e e e e e e
a e 2a e 2a 2a e 2a e
2a e e e e e e e e
3a e 2a e 2a 2a e 2a e
b e 2a e 2a 2a e 2a e

a +  b e e e e e e e e
2a +  b e 2a e 2a 2a e 2a e
3a -)- b e e e e e e e e



Glava 4

Varijeteti p-polugrupa i 
p-poluprstena

U ovoj glavi se ispituje zatvorenost klase p-polugrupa kao i klase p-poluprstena 
za operatore H, S i P, tj. za homomorfne slike, podstrukture i direktne proizvode. 
Teoremama 4.1.1., 4.1.2., 4.2.1. i 4.2.2. je dokazano daje, za svako p 6 N, svaka 
od ovih klasa zatvorena za H i P. Dati su i uslovi pod kojima važi zatvorenost za 
S. Pokazano je da, za p parno ili p =  Ak + 3 (k € N0) klasa p-polugrupa i klasa 
p-poluprstena su varijeteti. Odgovarajući identiteti su dati teoremama 4.1.6. i 4.2.4.

4.1 Operatori H, S i P  u klasi p-polugrupa
Ispitajmo sada zatvorenost klase p-polugrupa za operacije H,S i P za razne 

vrednosti p.

Teorema 4.1.1. Homomorfna slika p-polugrupe je p-polugrupa.

Dokaz. Neka je /  homomorfizam koji preslikava p-polugrupu (51,+ ) na polu- 
grupu (5'2,+ ) i neka je x2 € S2. Tada postoji x\ (E Si tako daje / (x  i) =  x2. Kako 
je Si p-polugrupa, to postoji yi € Si za koje je XiTpyu tj. x x + pyi +  xx = yx i 
PVi +  £i + pyi =  xi. Tada za y2 =  f(y i) imamo:
x 2 + PJ/2 + x2 =  f{x1) +  pf{yi) + f(xi) =  f(x i + pyi + xx) = f(yi) =  y2,
PV2 + x2 + py2 = pf(yi) -1- /(x i)  +  pf(yi) =  /(pyi + x x +  pyx) = f ( x i) =  x2, 
pa je, (52, +) p-polugrupa. □

Teorema 4.1.2. Neka je S',-, i £ /  familija polugrupa i p € N . Tada s = n w . i €  
I) je p-polugrupa akko Si je p-polugrupa za svako i 6 /.

Dokaz. Neka je (5,, + ),i € /  familija p-polugrupa i x 6 S. Tada, za sve i € /, 
postoje a,- € S',-, tako daje x(z)rpa,-. Uzmimo da je a € S funkcija za koju je a(i) = a{ 
za sve i £ /. Dalje je

62
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(x + pa + x)(z) — x(z) + pa(z) + x(z) =  x(z) + pa,- + x(z) =  a,- =  a(z), i £ J. Dakle, 
x + pa + x =  a.

Takodje imamo (pa +  x + pa)(i) = pa(i) +  x(i) + pa(i) =  pa,- + x(ž) + pa,- =  x(ž), 
pa je, pa + x +  pa = x. Dakle, xrpa.

Obratno, neka je S =  J^S, p-polugrupa. Tada za proizvoljno x E 5, postoji«6/
a E 5, tako da je xrpa, odnosno x + pa + x =  a i pa +  i  +  pa = x. Neka su 
x,- € I ,i  E / ,  proizvoljni elementi polugrupa 5,-. Uzmimo da je x £ 5 funkcija 
za koju je x(i) =  x, za sve z E /. Tada postoji a E 5 tako da je xrpa. Dalje je 
(x + pa + x)(z) = a(i’) i (pa + x + pa)(i) — x(i), odnosno x(z) + pa(i) + x(i) = a(i) 
i pa(z) + x(z) + pa(z) = x(z) za sve z E /. Kako je x(z) = x,- za sve z E / ,  to je 
x,- + pa(z) + x,- =  a(z) i pa(z) +  x,- +  pa(z) = x,-. Dakle, za svaki x,- E 51,-, z E /  postoji 
a(z) E S;, tako da je x,rpa(z), pa su sve polugrupe S,-, z E /  p-polugrupe. □

Posledica 4.1.1. Klasa p-polugrupa (p E N) je zatvorena za operacije H i P . □
U onome što sledi daćemo potrebne i dovoljne uslove pod kojima je podpolugrupa 

p-polugrupe takodje p-polugrupa.

Teorema 4.1.3. Neka je p neparan prirodni broj. Svaka podpolugrupa p-polugrupe 
S je p-polugrupa ako i samo ako je 2px = ex za sve x E S.

Dokaz. Neka je svaka podpolugrupa p-polugrupe S p-polugrupa i neka je x 
bilo koji element proizvoljne p-podpolugrupe A polugrupe S. Ako je k najmanji 
prirodni broj, takav da je kx — ex, onda, prema Lemi 2.2.4., je k \ 4p. Polugrupa 
(x) = {ex, x, 2x ,..., (k— l)x } je podpolugrupa polugrupe A. Kako je (x) p-polugrupa, 
to postoji r E {0 ,1 ,2 ,...,/:— 1} tako da je y =  rx (0x = ex) i xrpy. Dakle, imamo: 
x + p(rx) -f x =  rx, p(rx) + x + p(rx) = x. Iz druge jednakosti je r(2px) + x =  x, 
odnosno r(2px) = ex. Ako je r neparan broj, onda je 2px = ex. Ako je r = 0, 
iz prve jednakosti je 2x = ex, pa je 2px =  ex. Razmotrimo još slučaj kada je r 
paran broj. Ako je r = 4r0 (r0 E N), iz jednakosti x +  p(rx) +  x = rx imamo: 
rpx + 2x = rx, r0(4px) + 2x =  rx, 2x =  rx. Kako su elementi cikličke grupe (x) 
medjusobno različiti i r — 4ro ^  2, to zaključujemo da r ne može biti oblika 4ro- 
Neka je, dakle, r =  4r2+2 (r2 E Â o). Tada iz jednakosti x+p(rx)+x = rx dobijamo: 
r(px) + 2x = rx, (4r2 + 2)(px) +  2x = (4r2 + 2)x, r2(4px) +  2px + 2x = 4r2X + 
2x, 2px +  2x = 4r2x + 2x, 2px + 2x + (4p — 2)x = 4r2X + 2x + (4p — 2)x, 2px + 4px = 
4r2x + 4px, 2px = 4r2X, p(2px) =  p(4r2x), E= -̂(4px) +  2px = r2(4px), 2px = ex. 
Dakle, u svakom slučaju je 2px =  ex.

Obratno, neka je 2px = ex za sve x E S. Neka je x proizvoljni element bilo koje 
podpolugrupe A p-polugrupe S. Uzmimo da je y =  2x. Jasno je da je y E A. Dalje 
imamo:

x + py + x = x + p(2x) + x = 2x + 2 px =  2x = y, 
py + x +  py = p(2x) + x + p(2x) = x, pa je xrpy. Dakle, podpolugrupa A je
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p-polugrupa. □

Teorema 4.1.4. Neka je p paran prirodni broj ili p =  4k +  3 (k G No), i S 
p-polugrupa. Tada svaka podpolugrupa od S je p-polugrupa.

Dokaz. Neka je p =  4k + 3 (A; £ N0). Prema Tvrdjenju 2.5.1. je 2px =  ex za 
sve x G S, pa je, prema Teoremi 4.1.3., svaka podpolugrupa p-polugrupe S takodje 
p-polugrupa.

Neka je p paran prirodni broj i neka je x bilo koji element proizvoljne podpolu- 
grupe A od S. Tada je y — 2px +  2x takodje iz polugrupe A. Kako je p paran broj, 
to je p(2px) = ex, pa imamo:

py -f x + py = p(2px + 2x) +  x + p{2px +  2x)
= p(2px) + 2 px + x + p(2px) +  2 px 
= 2 px +  x +  2 px =  4 px +  x =  x,

x + py + x = x + p(2px +  2x) + x =  p(2px) + 2 px +  2x =  2 px +  2 x =  y. 

Dakle, podpolugrupa A je p-polugrupa. □

Posledica 4.1.2. Neka je p paran prirodni broj ili p =  4k +  3 (k E No). Tada je 
klasa p-polugrupa zatvorena za operator S. □

Na osnovu predhodnog imamo sledeću teoremu.

Teorema 4.1.5. Ako je p paran prirodni broj ili p = 4k +  3 (k =  0,1,2,...), onda 
klasa p-polugrupa je varijetet. □

Dajemo eksplicitne opise varijeteta.

Teorema 4.1.6. Neka je Q varijetet polugrupa. Tada važi:

(a) Ako je p — 4k + 3 (k £ No) onda je IIp jednakosna klasa odredjena identitetom

(2 p +  l)x = x;

(b) Ako je p paran prirodni broj, onda je IIp jednakosna klasa odredjena identitetom

(4 p +  l)x =  x.

Dokaz, (a) Neka je S € IIp. Prema Lemi 2.5.1. je 2px = ex, odnosno (2p-f l)x = 
x za sve x € S.
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Obratno, neka je (Vx 6 S)((2p -f l)x  =  a:). Uzmimo da je y =  2x i dokažimo da 
je xrvy. Dalje imamo:

x +  py +  x =  x A p(2x) +  x =  x +  (2p +  \)x =  x +  x =  y, 
py + x + py — p(2x) +  x + p(2x) — 2 px + (2 p +  l)x  =  2 px + x = x.

Dakle, S £ n p.
(b) Tvrdjenje se dobija neposredno iz Teoreme 2.6.1. □

Ako je p = 4k + 1 (A; £ No), onda klasa IIP nije varijetet, pošto nije zatvorena za 
operator S. Zapravo, ako

S = {e, a, 2a,..., (4p — l)a, b, a +  b, 2a + b,..., (4p — 1 )a + b}

je uopštena kvaternionska grupa, onda ona ima svojstvo 2pa ^  e. Prema Lemi
2.7.1. polugrupa S je p-polugrupa. Otuda, prema Teoremi 4.1.3., klasa IIp za 
p =  4k + 1 (k £ No) nije varijetet. Primetimo da postoje polugrupe u klasi IIP koje 
zadovoljavaju uslove Teoreme 4.1.3. Takva je npr. ciklička grupa {ea, a}.

4.2 Operatori H, S i P  u klasi p-poluprstena
Ispitajmo sada zatvorenost klase p-poluprstena za operacije H ,S i P za razne 

vrednosti p.

Teorema 4.2.1. Homomorfna slika p-poluprstena je p-poluprsten.

Dokaz. Neka je /  homomorfizam koji preslikava p-poluprsten (Si, +, •) na polu- 
prsten (S2 , +, ■) i neka je X2 £ ¿ 2. Slično kao u Teoremi 4.1.1. se dokazuje da postoji 
3/2 £ S2, tako da je x2rpy2. Dalje je

4p 2̂ =  4P (f(x ))2 =  4P(f(x) ■ f(x ))  =  4p f(x  ■ x)
= 4 p f(x 2) =  /(4px2) =  f(4px) =  4 p f(x ) =  4 px2,

pa je z20Py2- D

Teorema 4.2.2. Neka je {Si, i £ 1} familija p-poluprstena i p £ N . 

je p-poluprsten ako i samo ako Si je p-poluprsten za svako i £ / .

Tada S = IJ Si 
iei

Dokaz. Neka su (Si,+,■), i £ I, p-poluprsteni i x £ S. Slično kao u Teoremi
4.1.2. se dokazuje da postoji a £ S tako daje xrva. Dalje je (4px2)(z) =  4px2(i) =  
4px(i) =  (4px)(i) za sve i £ I, pa je 4px2 = 4px. Dakle, x9pa.

Obratno, neka je S =  Si p-poluprsten. Slično kao u Teoremi 4.1.2. se dokazuje
iei

da za sve x,- £ Si, i £ /  postoje a(i) £ Si tako da je x,rpa(i). Kako je 4px2 = 4px,
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to je (4px2)(i) =  (4px)(i), odnosno 4px2(i) =  4px(i), za sve i G I- Dakle, X{9pa(i) 
za sve i 6 / ,  pa su svi poluprsteni Si, i G I, p-poluprsteni. □

Posledica 4.2.1. Klasa p-poluprstena (p G N) je zatvorena za operacije H i P. □

Teorema 4.2.3. Neka je p paran prirodni broj ili p =  4k + 3 (k G No) i S p-
poluprsten. Tada svaki podpoluprsten od S je p-poluprsten.

Dokaz. Ako je (5, + , •) p-poluprsten, onda je (S, +) p-polugrupa. Ako je (A, +, •) 
podpoluprsten p-poluprstena (5 ,+ ,-), onda je (A, +) podpolugrupa p-polugrupe 
(S,+ ). Prema Teoremi 4.1.4. je (A, +) p-polugrupa. Pošto je 4px2 = 4px za sve 
x G S, to je (A, + ,-) p-poluprsten. Dakle, svaki podpoluprsten p-poluprstena S 
takodje je p-poluprsten. □

Posledica 4.2.2. Klasa Ep p-poluprstena, za paran prirodni brojp ili p =  4k+3 (k G 
No) je varijetet. □

Teorema 4.2.4. Ako je p paran prirodni broj, onda Ep je jednakosna klasa odredjena 
identitetima (4p + l)x  — x i 4px2 =  4px. Ako je p =  4A; + 3 (k G No), onda Ep je
jednakosna klasa odredjena identitetima (2p + l)x =  x i 4px2 =  4px. □
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