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0. Uvod

Ova disertacija je nastala na osnovu radova koje je autor napisao u toku prethod-
nih godina. Zbog obima izlozene materije, disertacija je pisana u formi nauc¢nog
rada i namenjena je specijalistima u oblasti apstraktnih diferencijalnih jednacina
u Banachovim prostorima. Ovaj deo teorije operatora je povezan sa mnogim
drugim disciplinama, navedimo neke: teorija uopStenih funkcija, kompleksna
analiza, teorija integralnih transformacija, pogotovu teorija vektorsko-vrednosne
Laplaceove transformacije, obi¢ne i parcijalne diferencijalne jednacine, teorija
parcijalno uredjenih Banachovih prostora, teorija funkcionalnih jednacina, teori-
ja verovatnocde, teorija mreza itd.

Disertacija je pre svega orjentisana na analizu slabo postavljenih Cauchyjevih
problema, tj. problema koji se ne mogu resiti primenom klasi¢ne teorije Cq
polugrupa operatora. Analiziraéemo stoga mnoge druge operatorske familije
koje vode do reSenja odgovarajucih parcijalnih diferencijalnih jednacina. Kren-
imo hronoloSki. PocCetkom teorije Co-polugrupa smatra se Hille-Yosidina teo-
rema koja je dokazana 1948. godine. Nakon toga je doSlo do velike ekspanzije
date teorije. Za teoriju Co-polugrupa videti monografije [36] i [74], Teorija dis-
tribucionih polugrupa operatora datira od rada Lionsa objavljenog 1960. godine.
U sedmoj dekadi proSlog veka radovima Brezisa, Barbua, Crandalla, Miyadere
i drugih je nastala teorija nelinearnih Co-polugrupa i ona je bazirana na mono-
tonim i disipativhim operatorima u Banachovim prostorima, videti monografije
[10] i [69]. Autor tek zeli da se posveti ovom delu teorije operatora i on nije
ukljucen u ovu disertaciju. Otprilike u isto vreme, radovima Bealsa, Chaz-
araina, Komatsua, Ouchia, Emami-Rada, Cioranescu i drugih postavljene su
osnove teorije ultradistribucionih i hiperfunkcionih polugrupa operatora.
Integrisane polugrupe operatoraje uveo Arendt 1987. godine i to je oznacilo novi
pocetak u teoriji slabo postavljenih Cauchyjevih problema. Najveée primene
date teorije dali su W. Arendt, M. Hieber i F. Neubrander i ona je upotre-
bljena u analizi velikog broja diferencijalnih i pseudodiferencijalnih jednacina u
Banachovim prostorima. Sedam godina nakon toga, 1994. godine, Cioranescu
i Lumer su definisali prirodna uopStenja integrisanih polugrupa-konvolucione
polugrupe. One su se pokazale ja€im sredstvom u analizi Cauchyjevih prob-
lema od distribucionih, ultradistribucionih i integrisanih polugrupa. Teorija je
jo§ u nastanku, $to pokazuje rad [48]. Cini se da nije dobro ispitana veza kon-
volucionih polugrupa i samoadjungovanih operatora; prostori uopStenih funkcija
koji prirodno odgovaraju ovakvoj vrsti problema su definisani u [65] na 'iznud-
jen’ nacin, gde su nazvani prostorima novih distribucija. Teorija asimptotske
Laplaceove transformacije, razvijena od strane Neubrandera i Lumera, nije
pokazala Zeljeni rezultat u analizi datih problema. Stoga mozemo konstatovati
da je teorija konvolucionih polugrupa joS nedovoljno jasna.

Veoma elegantna i naizgled jednostavna, teorija C-polugrupa se pokazala veoma
korisnom. C-polugrupe su definisane nezavisno radom Daviesa i Panga sa jedne
i DaPrata sa druge strane i to krajem osamdesetih godina proSlog veka. lako su
teoretski mnogo jace od integrisanih polugrupa, C-polugrupe nisu nasle takvu
primenu kao integrisane polugrupe. Trenutno se datom disciplinom bavi veliki
broj matemati€ara, pomenimo delLaubenfelsa, Zhenga, Kunstmanna, Strauba,
Wanga itd. Ovde ¢éemo naglasiti da je zapravo pravi tvorac teorije C-polugrupa
Beals koji ih je implicitno konstruisao joS 1971. godine. DaPratoje 1966. godine
definisao i polugrupe reda r > O i danas se date klase polugrupa izlazu kao deo



teorije eksponencijalno ogranic¢enih C-polugrupa. Do danasSnjih dana nije data
dobra veza izmedju polugrupa reda r > O integrisanih polugrupa.

Lokalno integrisane polugupe i lokalne C-polugrupe su uvedene 1990. godine u
radu Tanake i Okazawe. Mnogo lepSi pristup lokalno integrisanim polugrupama
je dat 1994. godine u [2], gde su date veze Lionsovih distribucionih polugrupa i
lokalnih integrisanih polugrupa. Neguste distribucione polugrupe su definisane
u radovima Kunstmanna 1999. godine i Wanga 1997. godine, gde je ponovo
ispitivana veza distribucionih polugrupa sa lokalno integrisanim polugrupama.
U ovoj disertaciji ¢emo proucavati klasu C-distribucionih polugrupa i na taj
nacin dobiti ekstenzije rezultata Kunstmanna i Wanga. lIzloZimo sada osnovne
delove ove disertacije.

Prvi deo disertacije je nastao kao deo zajednic¢kog rada sa Profesorom Stevanom
Pilipovicem, Covekom Kkoji je mozda jedini Citao moje radove. JoS jednom se
zahvaljujem na tome. Taj deo je posvecen analizi konvolucionih, ultradistribu-
cionih i hiperfunkcionih polugrupa. U drugom delu, definiSemo i sistematski
proucavamo C-distribucione polugrupe i njihove veze sa lokalno integrisanim
C-polugrupama ([58]). U treéem poglavlju dajemo bez dokaza osnovne rezul-
tate vezane za [r]-polugrupe, klasu negustih distribucionih polugrupa koja pred-
stavlja ekstenziju glatkih distribucionih polugrupa Balabana i Emami-Rada.
Nakon toga dajemo analizu distribucionih kosinus funkcija, njenih veza sa in-
tegrisanim kosinus funkcijama, lokalnim C-kosinus funkcijama i jednainama
konvolucionog tipa. Neki rezultati vezani za analiticke integrisane polugrupe su
dati u sledecoj sekciji. U poslednja dva poglavlja prou¢avamo konvolucione C-
polugrupe, konvolucione C-kosinus funkcije, ultradistribucione i hiperfunkcione
sinuse, kao i njihove veze sa analitiCkim konvolucionim polugrupama. Dato je
puno primera koji ilustruju apstraktne rezultate.

Zahvaljujem se svima koji su imali posrednog ili neposrednog uticaja na mene
u izradi ove disertacije. lzrazavam posebnu zahvalnost Profesorima Stevanu
Pilipovi¢u, MiloSu Kuriliéu, Marku Nedeljkovu, Bogoljubu Stankovi¢u, Jizhou
Zhangu, C.J.K. Battyu, Francisco Periagu i Berndu Straubu, mojoj porod-
ici, Marijani Milutinovic, Sekuli¢ Milanu, Draganu i Radu, Radojc¢i¢ Milenku i
Mileni, Stojsavljevi¢ Aleksandru i Vasi¢ Darku.



1. Konvolucione, ultradistribucione i hiperfunkcione
polugrupe

Najvec¢i deo ovog poglavlja ¢emo posvetiti proucavanju klase eksponencijalno
ogranic¢enih konvolucionih polugrupa. Analiza date klase, koja se u nekim as-
pektima esencijalno razlikuje od klase eksponencijalno ogranicenih integrisanih
polugrupa, je detaljno izvrSena primenom Laplaceove transformacije. Sustinski,
ovo poglavlje €ine dva dela. Prvi deo Cine teoreme koje daju strukturne osobine
uvedene klase i njegovi najznacajniji delovi se odnose na aditivne perturbacije
generatora eksponencijalno ogranic¢enih konvolucionih polugrupa i na analizu
globalnih konvolucionih polugrupa koje su polinomski ogranic¢ene. U drugom
delu su date veze lokalnih i eksponencijalno ogranic¢enih konvolucionih polugrupa
sa ultradistribucionim i (Fourierovim) hiperfunkcionim polugrupama. Uvedena
je klasa eksponencijalnih ultradistribucionih polugrupa i data je veza te klase sa
eksponencijalnim konvolucionim polugrupama. Na osnovu razmatranja iz [52] i
[92] su definisane i neke nove klase ultradistribucionih polugrupa koje nemaju
analogone u teoriji distribucionih polugrupa.

1.1. Uvod

Konvolucione polugrupe ([17]-[20], [65]) predstavljaju prirodna uopStenja inte-
grisanih polugrupa za koje je literatura dosta bogata i jedan njen deo je naveden
u referencama. Najpre ¢emo dati definiciju lokalne konvolucione /¢-polugrupe.

Definicija 1.1.1. Neka je A zatvoren linearan operator i neka je K lokalno

integrabilna funkcija na [0, t), O < r < oo. Ako postoji jako neprekidna familija

operatora (5ic(f))t6[or) = {<SA(t) : t G[O,r)} takva daje SK{t)Ax = ASk {t)x,
t

x £ D(A), f Sx(s)xds 6 D(A), X £E, (t £[0,r)) i
o

AJ SK(s)xds = SK(t)x —Q(t)x, x £ E, gdeje O (i) := J K(s)ds, (D
] ]

onda Sk zovemo (lokalnom) AT-konvolucionom polugrupom, Af-polugrupom
krace, generisanom sa A i A nazivamo generatorom od Sk -

Neposredna posledica Definicije 1.1.1 je Cinjenica da ako A generiSe AT-konvoluci-
onu polugrupu (Sjf(i))te[0,T), onda SK{t)x £ D(A), t £ [0,r), X £ E.
Primetimo da u Definiciji 1.1.1 ne zahtevamo da je K neprekidna funkcija na
[0,t); ova pretpostavka je navedena u Definiciji 1.3.1 u [65]. Ako je if /7 Ou
Aibc([0, t)), onda je jasno daje polugrupa Sk nedegenerisana, tj.

ako je 5if(f)x —Ozasvet £ [0,r), ondaje x = 0.

Ako je K = O ss. na [0,r), onda je sa Sk(t) = 0, 0 < t < r, data K-
konvoluciona polugrupa na [0,r) i svaki zatvoren linearan operator je njen gen-
erator. Jasno je daje ovo patoloSki slucaj tako da éemo u nastavku pretpostaviti:
K Z 0 u L}odq[0,t)).

Takodje, O je apsolutno neprekidna funkcija na [0, r) €iji je izvod K skoro svuda
na [0, t).

Ako je [0,r) = [0,00), u nastavku ¢emo cesto koristiti sledeci uslov:



(P1)

K je eksponencijalno ograni¢ena funkcija, tj. K je lokalno integrabilna na
[0, 00) i < Mel3d, tG[0,00), ss. zanekoM >0i /2> (;

« K(X) ™~ 0, Re\ > /3 gde je K (A) Laplaceova transformacija od K .

Oznacimo sa £T(C) skup svih Laplaceovih transformacija eksponencijalno ogran-
icenih funkcija.

Ako je u Definiciji 1.1.1, K{t) = (f-zy)n t G [0,r), fc G N, onda je {Sx(t) :t G
[0,r)} fc-puta integrisana polugrupa generisana sa A.

Koriséenjem (samo) Definicije 1.1.1 se mogu dati neki funkcionalni zakoni koji
vaZe za operatore polugrupe Sk« Dobro je poznato da Sk zadovoljava 'polu-
grupovno’ svojstvo (videti na primer [65]):

+s t 8

SK(t)SK(s) = I _ I _ I K(t+s- nSi{{r)dr, o<i, s t+s<T.

Sledeca definicija bi¢e uporedjena sa rezultatima iz [58] i ona je neophodna za
dalji rad.

Definicija 1.1.2. Neka je A zatvoren linearan operator i neka je C G L(E)

injektivan operator. Pretpostavimo O<r<ooifc G N . Ako postoji jako

neprekidna operatorska familija (S,(f))t6[0iT) takva daje S(t)Ax = AS(t)x, X G
t

D(A), CS(t) = S(t)C, JS(s)xds GD{A), X GE, t G[0,r) i
(o]

t
r tk i
A / S(s)xds = S(t)x — iGB, tG]J[O,r), (2)

(o]

onda je A subgenerator lokalne fc-puta integrisane C-polugrupe (5 (i))te[o,T).

Propozicija 2.4 u [58] daje

(t{-s—r)k 1 )
S(t)S(a) S{r)Cdr, 0<i, s, t+s<T1 (3

Lé)' /o' /oj (-
i (5'(i))fe[o,T) je fc-puta integrisana C-polugrupa u smislu Definicije 2.1 iz [58].
Generalno, subgenerator nije jedinstven; medjutim, ako je C = | tada je sub-
generator jedinstven i to je zapravo generator fc-puta integrisane polugrupe
(5 (f))te[o,T) (pogledati Definiciju 1.1.1).
Podsetimo se da je (integralni) generator fc-puta integrisane C-polugrupe
(5 (i))t€[0,T) dat sa:

{(x,y) GE2:S(t)x - Cx = J S(s)yds, t G [0,r)},
0

i on je ekstenzija subgeneratora A (u Definiciji 1.1.2). Ako je CA C AC, tada
je generator od (5 (i))i6[or) jednak C~1AC ([58]).



Pretpostavimo daje (5(f))t> oglobalna fc-puta integrisana C-polugrupa u smislu
Definicije 2.1 iz [58]. Ako je A generator od (S(t))t>0, tada je pokazano [55] da
t

je 5(f)A C AS(t), t > Oidaje f S(s)xds G D(A), x GE, t > 0. Takodje, (2)
0
vazi i C~1AC = A. Nije jasno kako dokazati data tvrdjenja u lokalnom slucaju.

Semigrupovno svojstvo se moZe upotrebiti za drugi nacin definisanja konvolu-
cionih polugrupa. Zbog konzistentnosti ¢emo dati samo 'novu’ definiciju glob-
alne A'-konvolucione polugrupe.

Definicija 1.1.1'. Jako neprekidna familija operatora (5 (i))t>0 je (globalna)
ATkonvoluciona polugrupa na E, ako su zadovoljeni slede¢i uslovi:
(@) 5(0) = O,

‘t+s t s'
(b) S(t)S(s)x= , _y_y7 K(t+ s—nS{rxdr, xGE, t, s> 0

o) o oJ

Polugrupa S(-) je nedegenerisana ako S(t)x —O0 za sve t G [0, 00) povlati x = 0.
Za nedegenerisanu A'-konvolucionu polugrupu mozemo definisati njen generator
A na slededi nacin:

A | (X,y) GE2:S(t)x —Q(t)x = J S(s)yds, t G [0, oo)

Lako se pokazuje da je A zatvoren linearan operator u E.

Propozicija 1.1.3. Nekaje fi/ 0 « Ljoc([O, 00)). Ako je A zatvoren linearan
operator i ako je (S(t))t>o0 nedegenerisana jako neprekidna familija operatora,
ondaje (S(t))t>o K-konvoluciona polugrupa generisana sa A u smislu Definicije
1.1.1 ako i samo ako je (S(t))t>o0 K-konvoluciona polugrupa generisana sa A u
smislu Definicije 1.1.1".

Dokaz. Pretpostavimo daje (5(f))t>0 A'-konvoluciona polugrupa generisana
sa A u smislu Definicije 1.1.1. Na osnovu prethodnih razmatranja, (5 (f))t>o
zadovoljava polugrupovno svojstvo. Evidentno je da je 5(0) = 0. Oznacimo

Ai "= |(a,i/) GE2:S(t)x —Q(t)x = f S(s)yds, t G [0,00)] . Ako je (X,y) G

t t
S(s)yds, i na osnovu toga, Af SK(s)xds =

Ai, onda je S(t)x —O(t)x =
0 0

t
f S(s)yds, t > 0. Kako je A zatvoren operator, ovo daje A(5(i)a:) = S(t)y,
0

tj. A(Q(t)x + f S(s)yds) = S(t)y, t > 0. Sada 0 ™ 0 (u prostoru neprekidnih

t
funkcija definisanih na [0, 00)) i f S(s)yds G D(A), t > 0, impliciraju x G D(A).
o
Dakle, S(t)Ax = S(t)y, t > 0i Ax = y. Kako je 5(-) nedegenerisana jako
neprekidna familija operatora koja komutira sa A, lako je videti da je A C A\.
Dokazali smo da je A — Ai. Pretpostavimo da A generiSe A'-konvolucionu
polugrupu (5(t))t>0 u smislu Definicije 1.1.1'. Kako 5(f) i 5(s) komutiraju za
sve i, s > O (videti (b) iz Definicije 1.1.1'), jasno je daje S(t)A ¢ AS(t), t > 0.
P/q‘ér)iilljajuéi doslovno dokaz Teoreme 2.4 iz [92], deo (iii) —»(ii), sa K umesto

(fc-n)!, se fobija (1), Sto zavrSava dokaz propozicije.



ZapazZanje. Situacija je mnogo komplikovanija ako je r < oo. Tada polu-
grupovno svojstvo vazi zasve O< f, s, t+ s<T i ovo moze imati neke veoma
neprijatne posledice. Primetimo da definicija lokalno integrisanih polugrupa u
[92] kao i deo pomenute Teoreme 2.4 iz [92] sadrze greSku: t+ s < r je Cinjenica
koja je morala biti razmotrena. Na kraju ove diskusije navedimo pitanje koje
se prirodno namece: da li su navedene definicije ekvivalentne akojer < oo ? U
nastavku ovog poglavlja ¢emo uvek koristiti Definiciju 1.1.1.

Primetimo takodje da ne zahtevamo u Definiciji 1.1.1 da je funkcija K kernel,
tj-

(Vu GC([O,r) :E)){J K{t - s)u(s)ds = 0”~u = 0).
0

Sliéna pretpostavka za K je razmatrana u [19]. Na osnovu Titchmarshove teo-
reme, ([6], str. 106), uslov O £ suppA povlaci da je K kernel. Ako A generiSe
A-polugrupu na [0, r) tada postoji reSenje odgovarajuceg O -konvolucionog prob-
lema (videti trecu celinu). Jedinstvenost je automatski zadovoljena ako je K
kernel. To se moZe izvesti na isti nacin kao i u Teoremi 2.4 u [92].

Primetimo da su funkcije

r+zoo

K s(t) Jf ext~xSd\, t >0, 0<6< 1, r >0 (T5= 1)

= Ja
2Ki

kerneli (videti [6], str. 107). U Primeru 1.5.3 konstruisa¢emo globalnu (poli-
nomski) ograni¢enu Ai/ 2-polugrupu. Primetimo da je -KiZ2(f) = 2w e~*>
t > 0. Na isti naCin se mogu konstruisati globalne (polinomski) ogranicene
Ks-polugrupe, za neko £ (0,1).

1.2. Globalne eksponencijalno ogranicene if-polugrupe
Najvaznija veza izmedju globalnih eksponencijalno ogranic¢enih A-polugrupa i

Laplaceove transformacije je sadrzana u naSoj prvoj teoremi.

Teorema 1.2.1. Neka je A zatvoren linearan operator i neka je (5(i))t>o0
jako neprekidna, eksponencijalno ogranicena familija operatora u L(E). Neka
funkcija K : [0, o0) —R zadovoljava (PI). Sledecéi iskazi su ekvivalentni.

(i) (S(t))t>o je K-polugrupa generisana sa A.
(ii) Postoji 4y > 0 takvo daje {A £ C : ReX > oj} C p{A) i
R{X :A) = ReX > w
0
Dokaz, (i) —=(ii) Pretpostavimo da je za neko (3> O uii > 0O,

IAM] < MeOt, |S*t)] < MieWlt, t > O s.s.

Stavimo

0
uj = rnax(wi,/3), R\ m= j e~xtSK{t)dt, ReX > w.
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Neka je Re\ > oj. Tada je
(A - A)R\Xx —-"pr-f e XtSK{t)xdt - -*~A f e xtSK{t)xdt
]

A TPNEOAf SK{s)xds + Q(t)x dt
o)

KW i
3 00 t
K{N A e~xt J SK{s)xds + Xf e xtf SK{s)xdsdt
t=0 ) 0

K(\) f e xtQ{t)xdt = x, x £ E.

Kako je R\A ¢ AR\, imamo A S p(A) i R(X : A) —R>,.
(if) — (i) Neka je x £ E i ReX > oj za neko A e C. Jasno,
a a |
I e~xtSK{t)xdt = X | e~xtJ SK{s)xdsdt,
0 0 0
oo t

/ -* 7 SK{s)xdsdt GD(A).

0 0
Takodje,
oo t
AJ e~xtj Sic{s)xdsdt = AR{X : A)x
= K(X)R(X : A)x - = J e~xt[Sx{t)x —Q(t)x]dt.

Koriste¢i inverznu formulu za Laplaceovu transformaciju kao u [91], Teorema
t

1.10, i zatvorenost operatora A, lako je pokazati f Sj((s)xds GD(A), t > 0, i

I
1J Sx(s)xds = Sk {i)x —Q(t)x, t > 0.

Ponavljajuci joS jednom navedene argumente, iz

A /7 e~xtSK{t)xdt — / e~xtSK{t)Axdt
JO Jo

(x s D(A) je fiksiran, ReX > to), sledi Sk (t)A C ASK(t), t > 0.

Iskoristicemo neke rezultate iz [11] da pokazemo da operator —A sa Dirich-
letovim ili Neumannovim grani¢nim uslovima u L 2[0,«] generiSe polinomski
ogranicenu K-polugrupu za neku eksponencijalno ograni¢enu funkciju K koja
zadovoljava 0 € suppifT, ali ne i (Pl). Stoga dajemo sledec¢e uopStenje Teoreme
121

Teorema 1.2.2. Nekaje K eksponencijalno ograni¢ena funkcija.
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(i) Ako je {Sfc(t))t>0 eksponencijalno ograniena K-polugrupa generisana sa A,
tada postoji ui >  takvo daje {A GC : ReX > ui, K(A) 70} C p(A) i

Rv A) = -— Jf B~MSK (t)dt, ReA > u, K{A) £ 0. (4)

K{A

(ii) Neka je (SK(t))t>0 jako neprekidna, eksponencijalno ograni¢ena familija
operatora. Pretpostavimo da je A zatvoren linearan operator tako da za neko
w> Bvazi (4) i {A £C :ReA > w; K(A) 0} C p{A). Tada je (Sif(i))t>0
eksponencijalno ograni¢ena K-polugrupa generisana sa A.

Dokaz. Dokaz za (i) je ve¢ dat u prethodnoj teoremi. Dokazimo (ii). Kako
smo pretpostavili da je K(t) 70, za s.s. t £ [0,00), imamo

(zEC: Rez>uw} = {z £C :Rez > u, K{z) » 0}.

Neka je A £ {z £ C : Rez > uj, K{z) 7 0}. Fiksirajmo x £ E. Kao u dokazu
Teoreme 1.2.1, dobijamo

o J [0]
AJ e~xt J SK{s)xdsdt = J < AHSK(t)x —Q(t)x]dt.

Koristeci zatvorenost operatora A, prethodna formula ostaje tacna za sve A £ C
sa Re\ > = Primena Teoreme 1.10 iz [91] daje (1). Sli¢no, ako je x £ D(A),
tada je za sve AeCsa ReA> u i K(X) ™0,

D

AJ e~ XtSi({t)xdt —VJ e~ XtSK{t)Axdt.

0O - 0]
Kao i malopre, prethodna jednakost je tatna za sve A £ {z £ C : Rez > tu} i
primenom Teoreme 1.10 iz [91] imamo SK(t)A C ASk (i), i > 0.

Propozicija 1.2.3. Nekaje A generator eksponencijalno ograni¢ene K-polugrupe
(S;c(f))t>0 i z e C. Ako funkcija

K{X) - K(X + Z), ReX > 7, (za neko 7 > 0),
K(X + 2)

A

pripada £T(C), tadaje A—z generator eksponencijalno ograni¢ene K-polugrupe.

Dokaz. Neka F zadovoljava \F()\ < Me“1 t > O

K(X) - K(X + 2)
K{X + z)

ReX > 7.
DefiniSimo

t
Rk .z(t) := c~tzSk {1) +\] F{t - s)e~zsSK{s)ds, t £ [0, 00).
0]
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Tada je (SK,z(t))t>0 jako neprekidna, eksponencijalno ograni¢ena familija op-
eratora. Standardan racun

o4} 00 t
f e~MSK,z{t)xdt = f e~Xt e~tzSK{t)x + f F(t - s)e~z3SK(s)xds dt
o] o] L o]
= f e~(x+ztSK(t)xdt + f e~(x+z)tSK{t)xdt f e~XtF(t)dt
n 0 0
= K{X +2) 1+ K(XK)(‘;j;)”)] R(X + 2 : A)x = K(X)R{X + z : A)i

= K(X)R{X : A —2z)x, X GE, ReX > ojq za neko > 0,

pokazuje da A —z generiSe if-polugrupu (Sx,z(t))t>o0-

Zapazanje. Ovaj rezultat je generalizacija Propozicije 1.3 iz [3]. Lako je videti
da uslove date propozicije zadovoljava funkcija K — su PK i
Pm polinomi stepena k i m, respektivno, i k> m.

U nastavku ¢emo proSiriti lokalno integrabilne funkcije na (0, oo) nulom na
(—o0, 0] tako daje konvolucija njihovih ekstenzija /7 ig, f*g = f(-—t)g(t)dt,
jednaka 7/ *o g{x) := f(x —t)g(t)dt, x > O (i nuli zar< 0).

Zapazanje. Pretpostavimo daje a € C'([0,r)), O < r < oo i da A generiSe
/¢-polugrupu Sk na [0, r). DefiniS$imo Sk,o =—a*0Sk - Tada je Sx,a (a *o K)-
polugrupa (na [0, r)) generisana sa A. Ovo je direktna posledica Definicije 1.1.1
i nekih elementarnih osobina vektorsko-vrednosnih funkcija (videti, na primer,
[6], Poglavlje 1).

Koristeé¢i ¢uvenu Arendt-Widderovu teoremu ([1]), lako je pokazati sledeéu
propoziciju.

Propozicija 1.2.4. Neka je K eksponencijalno ograni¢ena funkcija i neka je
A zatvoren linearan operator.

(i) Tadaje A generator eksponencijalno ogranic¢ene O-polugrupe (S’e(i))i>o koja
zadovoljava uslov

lim sup

N {t + h)-Se{t)\\
tr->° h<a h

< Me“lL, t>0, zanekoM, v»> 0,

ako i samo ako postoji a > max{w, /3} takvo daje ispunjeno
{AeC: ReX > a K(X)x 0} Cp(A) i

g‘kKXRX-A < M\ ke N ReX > K{X) ~ o 5
IOOROGAN < o 7o a g ke Nay ReX > a KOO A0 ()

]
(ii) Pretpostavimo da je A gusto definisan. Tada A generiSe eksponencijalno
ograni¢enu K-polugrupu (¢>/c(f))t>0 koja zadovoljava |S/cf)]] < Me“1, t > 0O,
ako i samo ako postoji a > max{w,/3} takvo daje {A € C : ReX > a, K{A) /
0} C p{A) i da (5) vaZi.

Za gusto definisani operator A oznacimo sa A* njegov adjungovani operator.
Poznato je da vazi ([6]): R{X : A)* = R{X : A*) za sve A G p{A) — p{A*\
ako pretpostavimo dodatno da je Banachov prostor E refleksivan, onda je i A*
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takodje gusto definisan. Takodje, dobro je poznato da je preslikavanje B H>
B* linearna izometrija prostora L(E) i L{E*). Na osnovu ovoga i prethodne
propozicije odmah imamo sledeci rezultat; istorijski gledano, rezultati ovog tipa
su zasnovani jo§ na radovima Hilla i Phillipsa koji su definisali 'sun-dual’ polu-
grupu date C'o-polugrupe.

Propozicija 1.2.5. Pretpostavimo daje K eksponencijalno ograni¢ena funkcija
i daje A gusto definisani generator eksponencijalno ograni¢ene K-konvolucione
polugrupe na E. Tada A* generiSe eksponencijalno ograni¢enu Q-konvolucionu
polugrupu E*. Ako je prostor E refleksivan, tada A* generiSe eksponencijalno
ograni¢enu K-konvolucionu polugrupu na E*.

U narednoj teoremi ¢emo dati karakterizaciju polinomski ogranic¢enih konvolu-
cionih polugrupa. Uslov 3 — 0 ¢e igrati vaznu ulogu u drugom delu teoreme.
Zbog jednostavnosti éemo posmatrati samo slucaj kada K zadovoljava (P1);
zainteresovanog citaoca upucujemo na [48] za odgovarajuc¢u analizu u opStem
slu€aju. Ona je bazirana na principima analitickog produZenja u Banachovim
prostorima.

Propozicija 1.2.6. Pretpostavimo da K zadovoljava (Pl).

(i) Neka je (5x(i))t>0 K-polugrupa sa ||5if)]] < M{tk+ tm), t > 0O, za neko
M > 01ik, m £ No- Ako je A generator od Sk tada vaZi

(A €C :ReA> i3} C p(A) i (6)

R

K(X)R(X : A) . +
(JzeA)fcHl  (/zeA)m+l

ReA > p. (7)
(ii) Ako je A zatvoren linearan operator koji ispunjava uslove (6) i (7), za neke
P >0, M >0ik m ENo, tadaje A generator globalne {K *0t)-polugrupe koja
je O(ent(tk+2 + tm+2)) rasta.

Koristicemo Landauov simbol "veliko O” Sto znaci ||S/f0(i)]] < CeMl(tk+2 +
im+2), f > 0, za neko C > 0. Kasnije ¢emo koristiti i "malo o0.”

Dokaz. Dokaz za (i) je jednostavan tako da ga nec¢emo ovde dati. Da bi
pokazali (ii), pretpostavimo da je a > P proizvoljan realan broj. DefiniSimo

a+zoo
S(i):=20 J oXt—~R{X :A)\, i> 0.
a—¢00
Na osnovu Cauchyjeve formule, data definicija ne zavisi od a > p. Lako se
pokazuje da je (S(t))t>0 jako neprekidna familija operatora i da je:

wgw< eE K w0
NN < 2 ak+2 amt2 ' (8)

Upotreba istih argumenata kao u Teoremi 1.12 u [91] pokazuje da je (S(t))t>0
(K *ot)—polugrupa generisana sa A. Nekaje t > O fiksiran. Cauchyjeva formula
povlaci

B+i+ioo
S(t)= A f  e~~rR(X:A)DX.
{3+j-ico
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Stavljaju¢i a= @+ i u (8), imamo

N, L eOtk\tk+2 eOtm\tm+2
~ 6 2/3i+ I)fer2+ 2/3t+ 1)m+2 0 1~ °F

Ovo zavrSava dokaz. Ako je /?> O tada je takodje ispunjeno []|51)]] = O{eOt).

U nastavku ¢emo dati primere odgovarajucih konvolucionih polugrupa na puno
funkcionalnih prostora. Mnoge od tih polugrupa su polinomski ogranicene.
Kao §to prethodni deo ove celine pokazuje, mnoga strukturna svojstva inte-
grisanih polugrupa vaze i za konvolucione polugrupe. Neke karakterizacije glob-
alnih konvolucionih polugrupa koje imaju O{tk+ 1) rast, mogu se pokazati na
isti nacin kao u [28]; aproksimacija eksponencijalno ograni¢enih konvolucionih
polugrupa se moze dati kao u [61] i [88]. Detalji i odgovarajuca tvrdjenja ce
stoga biti izostavljeni.

Klasa konvolucionih grupa zadrzava skoro sve osobine klase konvolucionih polu-
grupa tako da nece biti ovde detaljno razmotrena. Jedna od najvaznijih razlika
je povezanost konvolucionih grupa sa jednacinama drugog reda. O ovome ce se
u generalnijem kontekstu govoriti neSto kasnije.

U nastavku ¢emo Cesto koristiti slede¢e jednostavno tvrdjenje (to je zapravo
Teorema 1.12 iz [91)):

Propozicija A Nekaje a> 0inekajef :{X 6 C : ReX > a} —E analiticka
funkcija takva daje |I/All < MJA]Jr, ReX > a, zanekor £ER i M > 0.
Tada
(Va > I)(37/ia € C([0,00); E), ha(0) = 0){3Ma > 0)
roo

IIMOIl < Maeat, t >0, i /(A) = Arta / e~xtha(t)dt, ReA > a.
Jo

Direktna posledica Propozicije A je sledeéi rezultat:

Posledica 1.2.7. Neka je K eksponencijalno ograni¢ena funkcija i neka je A
zatvoren linearan operator koji zadovoljava {A € C : ReA > w, A(A) ~ 0} C
p(A), za neko u > 3. Pretpostavimo da postoji analiticka funkcija T : {z £ C :
Rez > w} —C takva daje T(A) = K(X)R(X :A), ReX> u, K{X) 7/ 0. Ako je

HTALI <M O\, ReX > w,

za neko Mg > 0 i r > —1, tada za svako a > 1 postoji neprekidna funkcija
S :[0,00) —L(E) sa5(0) = 0i Mi > O tako daje

Xa+r

NS\ <Miewt, f > 0, i R(X :A) e~MS(t)dt, ReX > w, K{X) £ 0.
K(X) /m

Dakle, A je generator eksponencijalno ograni¢ene ~K *o j -polugrupe.

Dokaz. Primena Propozicije A daje da za svako a > 1 postoji neprekidna
funkcija 5 : [0,00) —L(E) i Mi > 0 tako daje [I5f)]] < Miewt, t > 0O, i

T(A) = AQ+r \Te~XtS(t)dt, ReX > u.
0
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Na osnovu Teoreme 1.2.2, (S(t))t>0 je eksponencijalno ograni¢ena \K *0 j
polugrupa generisana sa A.

ZapaZanje. Stavimo za a > 0, fa(t) = ii(i)iQ_Lr(a), i £ R, gde je H
Heavisideova funkcija. Ovo je lokalno integrabilna funkcija. Ako je a < 0 tada
je dobro poznato da je fa — (/a+jv)*> gde je N £ N takvo daje a+ N > 0,
distribucija i to posebno vazi za a £ —NO, fa = Takodje, za svako a £ R
imamo C{fa){z) — 1/za, Rez > 0. Ovo je razlog za pretpostavku r > —1 u
Posledici 1.2.7.

Umesto pretpostavke r > —1, moguce je dati jedan slabiji uslov: g * fa+r je
lokalno integrabilna funkcija (videti Definiciju 1.1.1). U ovom slucaju, tvrdjenje
Posledice 1.2.7 ostaje u vaznosti.

Zapazanje. Pretpostavimo da A generiSe eksponencijalno ogranicenu fc-puta
integrisanu polugrupu, k £ N. Tada je \\RX: Al < M\X\k, ReX > o,
za neko g > 0. Ako je K eksponencijalno ogranicena funkcija takva da je

M,
K{X) |A[7r+T

eksponencijalno ograni¢enu (K *o /a-i)-polugrupu za sve a > 1. Ovo implicira
da apstraktni Cauchyjev problem

ReX > o}, tada Posledica 1.2.7 povlaCi da A takodje generiSe

' u€ CLlo, 00); E) fl C([0, 00),;D{A))

< u'(t) = Au{t) + (K *0fa){t)x, t > 0,

ima jedinstveno reSenje za sve X £ E i a > 1. NaSe zapazanje se moze uporediti
sa Posledicom 3.2.11 u [6].

Za dalji rad su nam neophodni neki osnovni pojmovi iz teorije ultradistribucija.
Neka je (M p)pe™O niz pozitivnih brojeva takav da je Mg = 1i da su ispunjeni
sledeci uslovi:

(M.l) Mp < Mp+iMp-i, p £N,

(M.2) sup +9=n MpMg< AHNMn, n £ N ( za neke A, H > 0),

(M.3)" £Ep=iMp_i/Mp <oo.

Niz (p!3)p, s > 1, zadovoljava sve navedene uslove. Asocirana funkcija niza
Mp je definisana sa M(p) suppgNInpp/Mp, p > 0; M (0) := 0, i ona igra
vaznu ulogu u Laplaceovoj transformaciji ultradistribucija. Ako je A £ C, onda
definiSemo M (A) M(JA[). ViSe detalja ¢emo dati neSto kasnije, sada nam je
uvedena notacija potrebna za slede¢u jednostavnu posledicu.

Posledica 1.2.8. Neka je A zatvoren linearan operator takav daje {A £ C :
ReX > w} C p{A) i dazaneko f £ R i svako q £ R postoji Co > 0 takvo daje

A : A1l < CoJAl?eM(fJA]), ReX > oj.

Pretpostavimo da K zadovoljava (P1) i daje a > 1 kaoi dazasver > r i neko
p £ R postoje a> 0i C > 0 takvi daje

\K{X)\ < CJA]pe-M(rlAD, ReX > a.

Tadaje A generator eksponencijalno ograni¢ene K-polugrupe.
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1.3. O-konvolucioni Cauchyjev problem

Definicija 1.3.1. 0-konvolucioni Cauchyjev problem

f uec 1[0,ry,E)nC([0,ry,D(A))
(0) : < u'(t) —Au(t) + O(i)x, O<t<r
[ u@@=20
je dobro postavljen ako za sve x 6 E postoji jedinstveno reSenje za (0). Ako je
t = 00, tada je (0) eksponencijalno dobro postavljen ako je dobro postavljen i

ako je svako reSenje od (0) eksponencijalno ograni¢eno. Ovde je D(A) opremljen
graf normom ||xm = ||+ HAI-

Cak i usluéaju K = fk, k £ N, dobra postavljenost (0) problema ne implicira
eksponencijalno dobru postavljenost za (0), videti [2], Poglavlje 5.
Sledeéa propozicija uopStava Propoziciju 5.3 datu u radu [2].

Propozicija 1.3.2. (i) Pretpostavimo da K zadovoljava (P1) i daje za svako

m rooie'W) A +e°. 9)
Ako A generiSe eksponencijalno ograni¢enu K-polugrupu, tadaje (0) eksponen-
cijalno dobro postavljen.
(ii) Nekaje K € L}oc([0, 00)). Akoje (0) eksponencijalno dobro postavljen, tada
A generiSe eksponencijalno ograni¢enu Q-polugrupu.

Dokaz. (i) Pretpostavimo najpre da je Sk A'-polugrupa generisana sa A.
Tada je

u{t,x) JSic(s)xds, t>0 xeE,
o]
eksponencijalno ograniceno reSenje za (0). Jedinstvenost je posledica Ljubiceve
teoreme (videti na primer [2]), mada se mogu iskoristiti i argumenti dati u Lemi
1.1 i Teoremi 1.2 datih u €etvrtom poglavlju knige [74], jer gustina operatora A
nije upotrebljena u njihovom dokazu. Uslov (9) je potreban da bi se pokazalo
da je za svako a > (O,

Un HfI(A:»)ll=a
a—>+00 eaX

Jedinstvenost (0)-problema za x — O sledi kao u [74]; jasno, to implicira da je
(0 )-problem dobro postavljen.

(ii) Pretpostavimo sada da je (0) eksponencijalno dobro postavljen i da K
zadovoljava navedeni uslov. DefiniSimo Se(t)x := u(t,x), t > 0, x £ E, gde je
u reSenje za (0). Jasno,
ul M
AJ SQ(s)xds —Se(t)x - J Q(s)xds, t > 0.
o] o]

Koristeci iste argumente kao u dokazu Propozicije 5.3 u [2] imamo neprekidnost
preslikavanja 13> u(t). Na osnovu prethodne definicije, za svako x € E postoje
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Mx, ux > 0 takvi da je
[1IS9a|] < Mxe~\ t > 0.

Upotrebom principa globalne eksponencijalne ograni¢enosti datog u Propoziciji
5.4 u [2], moze se pokazati da je S@ globalno eksponencijalno ograni¢ena. Kao
u Propoziciji 3.1(c) u [2], imamo S©(f)A ¢ AS©O(f), t > 0. Dakle, (S©(f))t>0je
0-polugrupa generisana sa A.

Zapazanje. Ako je (0) eksponencijalno dobro postavljen i ako je K eksponen-
cijalno ograni¢ena funkcija, tada je A > K(\)R(X : A), ReA > a Laplaceova
transformacija jako neprekidne familije operatora (S(t))t>o, koja ne mora biti
eksponencijalno ogranic¢ena. Verifikacija ovog tvrdjenja se moze dobiti kao u [3].

Primetimo da u ovom slucaju f e~MS(t)dt postoji u poluravni (videti [3]).
0

Navedimo sada joS neke komentare vezane za dobru postavljenost (0)-problema.

Pretpostavimo daje (0) dobro postavljeni O < r < oo. Tada postoji jedinstvena

nedegenerisana jako neprekidna funkcija S : [0,r) —¥ L(E) takva da je za sve
t

x £ E, f S(s)xds £ D(A) i davaZi (1). Dokaz je analogan dokazima Propozicije
0
2.3 u [2] i Teoreme 2.4, (*) —(ii), [92]. Koristeci iste argumente kao u Teoremi

2.4, [92], (ii) — (m), imamo S(t)A ¢ AS(t), t £ [0,r). Dakle, ako je (0) dobro
postavljen za A (0 < r < o00), onda A generiSe (lokalnu) AT-polugrupu na [O,r).

Dalje, pretpostavimo da je (0) dobro postavljen i K £ Cfq[0,r); C), k £ N.
Tada za sve x £ D (Ak+1) postoji jedinstveno reSenje slede¢eg problema

ufC 1[0, Ty,E)nC([0,T);D(A))
u'(t) - Au(t) + ~ K(t)x

'u(0O) = X)g_ (0O)Ak~1~ix.
1=
Dokaz ¢e biti dat kasnije u slu€aju konvolucionih C-polugrupa.
1.4. Perturbacije

Sledeéa teorema je prvi znacajniji rezultat ove disertacije. Ona uopStava pertur-
bacionu teoremu za generatore eksponencijalno ogranicenih integrisanih polu-
grupa u Banachovim prostorima (videti [70] i [71]).

Teorema 1.4.1. Pretpostavimo da A generiSe K-polugrupu (SK(t))t>o0 koja
zadovoljava ||5x®)]] < Mewt,t > 0, zanekou e Ri M >0. Pretpostavimo da
je B E£L(D(A)) i daje R(A:A)B = BR(A : A), za sve dovoljno velike AeR.
Pretpostavimo i:

1 Postoji nenegativan ceo broj no takav daje lim |]i2A:A)n°+1[]= O.
A-+00
2

(@) 'Ne CT(C), gdeje Tn= KE£,(I/K), n £N;
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(b) Postoje C > 0i 7 6 K takvi daje sup |l 7tiEnl0 < C, gde je Kn —
n>1

Tada je A + B generator eksponencijalno ograni¢ene K-polugrupe {SB(t))t>o,
date sa

% Tt VAR /
5] (i) :=etBSK (f) + EE T (_I)n(n) Kn(t-s)si~nSK(s)ds.
&l n=l "' q

VaZi i sledeta procena: |KB(i) —etBSx(t) = O(fe(IIBHmax(wW7/t).
Slededéi uslov povlaci ispunjenost uslova 1. Specijalno, dati uslov vazi za funkcije
K —fk-i, kG N, Sto je trivijalno proveriti.

Lema 1.4.2. Pretpostavimo da postoji nenegativan ceo broj no takav daje

dl 1]

. = o(A"0_i+1), A —=m+o00, i = 0,..., no-
d\i | ~(a)d

Tada je
Ili2A : 1)"0+1]->0, A -m+00.

Dokaz. Nekaje x £ E. Jasno, za sve dovoljno velike vrednosti A vaZzi

Wo\R(\ s A) e+ gl = {R ([R5 T e xtSK(nxdt

o
X(A)J f e~Xttn°~iSK (t)xdt

TQ
< EIS? M o (A" -<+]) (Ai "f f 11k 1k
é

Dakle, (A dovoljno veliko)

N n° 1 ni'Ano_i+1
h\&e(x.A)n +1] < Mly 71 (Ail"\'/\'/'ﬁb'fhi’ za neko > 0.
i= \
Zapazanje. Uslove Teoreme 16 zadovoljava funkcija K — C 1(~fxy)’ gde Je
Pk polinom stepena fcsNiagC \{0}. Tadajeno= ki Kn=0,n> k+ 1

Sada ¢emo pokazati da uslovi perturbacione teoreme vaZe i za Siroku klasu
funkcija koja je blisko povezana sa teorijom pseudodiferencijalnih operatora i
specijalno sa hipoelipticnim glatkim simbolima.

Zapazanje. Nekaje no > 1i nekaje P analiticka funkcija na {A 6 C : ReA >
Ao} za neko Ao > 1. Pretpostavimo da je -P(A) ~ 0, ReA > Ao, i da postoji
C > 0sa

IPA)] > C\xr, ReA> AQ, (10)

I~"P(A)] < CIA]-i [P(A)], izeA > AO, i e N, (L)

y e CT(C). 12)
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Pokazac¢emo da uslov 2. vazi za funkciju K = £ _1(1/P).
Najpre, pretpostavka (10) i Propozicija A (sa a = no) impliciraju postojanje
funkcije K e C([0, o0); E), K(0) = 0, takve daje K{t) < MeXot, t > 0, za neko
M >0i

C{K)(A) = 1/P(A), ReA > AO.

Kako smo ve¢ pretpostavili (12), sa notacijom Kj = Lrn) = C~L{PN'/P),
j = 2,3,..., (funkcija P~'/P je element skupa £7_(C) za sve prirodne brojeve
j > 2; naime, pretpostavka (11) povlaci

IPW(A)/P(A)] < ReA > A0,

i treba samo primeniti Propoziciju A da bi zakljucili (a)) je dovoljno pokazati
da postoji Ci > 0 takvo da je

\Kj)\ = |[E A~ p )to | < CieXot, t> 0, = 2,3,.... (13)

Neka je Ag> Ag. Stavimo zaj = 2, 3,...
A pxAo+too
Kj(t) 2 \]ﬁ p(n) dp, t > 0.

Tada je (zaj > 2),
c

1 - r C
\Kj(t)\< - e Aoty ~ -ds < C/2ire’d
(A2+ s2)P 2 I-oo (Ag + s2)

ds, t > 0.

Pustajuci Ao —t Ao, imamo (13) i (b).

Napomenimo da se u teoriji pseudodiferencijalnih operatora glatki simbol P
naziva hipoelipti¢an ako i samo ako vazi uslov (10) (sa dodatnom pretpostavkom:
IP(A)] < JAIr, r € R) dok uslov (11) vazi zasve {z 6 C : A\ > M} ineko M > 0.

Dokaz Teoreme 1.4.1. Ozna¢imo R\ = R(A : A), ako A e p{A). Lema 14.2
daje AIi>ng0 | 1(PPA)n°+1 = 0. Stogaje 16 p((BR\)n°+1)ile p(BR\)r\p(A+B)
za sve dovoljno velike A.

Koristeéi 2., lako je proveriti daje {S”(t))t>o dobro definisana, jako neprekidna
i eksponencijalno ograni¢ena familija operatora. Racun

P(A:A+ B)x = Rx{1- BRx)~Ix = £

&0
~ LD N\ d\v r/e XtSK{t)xdt
50 ! k(S
= E 7 e X tSK(i)xdt
i>0

+nE:I(_ir_(;)fe K(A) ]:)e xttl nSK{t)xdt)

K(xj f e XtetBSii(t)xdt
i 4°°
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= K(X)(f e XtetBSK (t)xdt

+E i r ~Ne- A ti- nsK{t)xdt)
6>11n=ICD
- if-{/R)Cf e -xtetBSK {t)xdt
+ 2 oo ) i ) -
2I>Elnl§l o Se-»((-)i- NSK (-)x*0K n)(t)dt)

0o
= KpO f e~Xt"K~)x”™ >x e E, Xdovoljno veliko,
implicira daje (SB(t))t>o eksponencijalno ogranitena if-polugrupa generisana
sa A + B. Da bi pokazali nejednakost iz drugog dela teoreme, moZzemo bez
smanjenja opStosti pretpostaviti w> 7. KoriS¢enje sledecih procena

[ISI(P) - e tBSK (N < CMJ2 + V fQ f er-°)si-"e" s

i>In=1
< CMenNJ2 E («) I si-ne(* -7)sds
¢>In=1 0
< CMeNJ2 E < CMeutd2 ;) MUI(;)i<-"+i
¢>In=l1 ¢>In=1
< E @)t~n< CMte”j: < Cte”BH¥)', t > Q
> n=1 >1 *

zavrSava dokaz.

ZapazZanje. Pretpostavka 1. se moZe zameniti sa:
1°: postoji prirodan broj n takav da je 1 6 p((BR(X : A))"), za sve dovoljno
velike A € K.

Stavljajué¢i K EN, K(t) = jk~-iy.sM = K\ v>= 1, nO= k+ 1i

n> Kk
l1<n<k

Kn

dobijamo

Posledica 1.4.3. Neka je A generator k-puta integrisane polugrupe (S(t))t>0
koja zadovoljava ||59)]] < Meut, t > 0 (za neko u>M > 0). Pretpostavimo da
zaB £ L(D(A)) vazi R(X : A)B = BR(X : A), za sve dovoljno velike A £ 1.
Tada A + B generiSe eksponencijalno ogranifenu k-puta integrisanu polugrupu
(SB(t))t>0, datu sa

SB(t) = etBS{t) + E E f (-i)nn(*) Q J(t- 9n-V - nSp)<fc, t> 0.

Lako je pokazati da se prethodna formula moze zapisati u sledecem vidu:

t
SB(t) = etBS(t) + Y, (*) (-BY Il {(~~y eBsS(s)ds, t> 0.
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Napomenimo da se u [91] mogu pronaéi perturbacioni rezultati za generatore
eksponencijalno ogranicCenih integrisanih polugrupa u sekvencijalno komplet-
nim lokalno konveksnim prostorima. Oni su jednostavne preformulacije odgo-
varajucih rezultata u slu€aju da je prostor E Banachov. | naS rezultat se moze
lako preformulisati u ovom svetlu; zbog jednostavnosti su detalji ovde izostavl-
jeni.

1.5. Primeri eksponencijalno ogranic¢enih K-polugrupa

U ovom delu ¢emo dati puno primera eksponencijalno ograni¢enih konvolucionih
polugrupa. U narednom primeru operator A je povezan sa 'obrnutom talasnom
jednacinom’ na Lp prostorima. Analiza date jednacine na L2 prostorima nije
nimalo jednostavnija od odgovarajuce analize na Lp prostorima, Sto nije slucaj
sa velikom klasom jednacina medju koje spada i Schrodingerova jednacina.

Primer 1.5.1. Nekaje A —A na E = L2[0,#] sa Dirichletovim ili Neu-
mannovim grani¢nim uslovima. Stavimo

n2—A
MA) := ~ n ReA > 0.

n=0

Lako je na osnovu Propozicije A zakljuc€iti da postoji eksponencijalno ograni¢ena
neprekidna funkcija K takva da je K (A) = h(A), ReA > 0. Baumer je pokazao
u [11] slede¢u procenu

Q il
HAMRIZA : A) | < W'Al, ako je ReA > 0, K{A) ~ 0.

Takodje, funkcija

A K(A)R(A :A), ReA > 0i K{A) ~ 0,

se moze analiticki produziti na desnu poluravan funkcijom T :{z £ C : Rez >
0} —yC koja zadovoljava

ITA)] < ~ j~ i, ReA> 0.

Propozicija A implicira da postoji neprekidna funkcija Sk ®m[0,00) — L(E)
takva da je za sve e > O, ||5iff)]] = O(eft) i

T(A) = \] e~XtSK (t)dt, ReA > 0.
o]
Na osnovu dokaza Teoreme 1.12 u [91], za svako r > O imamo

r+joo
SK(t) = ¢r J eAtT(A)dA, t > 0.
r—ioo
Fiksirajmo t > 0. Sa r = 1/t dobijamo [|5rE)]] < C(1+ i3), gde konstanta

C > O ne zavisi od t. Teorema 1.2.2 daje: (Sk (i))t>0 je polinomski ograni¢ena
/L-polugrupa generisana sa A.
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Na osnovu toga zaklju€ujemo da odgovarajuc¢a 'backwards heat equation’ na
L 2[0, 71 mozZe biti razmotrena u kontekstu eksponencijalno ograni¢enih konvolu-
cionih polugrupa. Analiza date jednacCine se moze dati koriSéenjem regulariza-
cionih metoda i lokalnih C-polugrupa (za ovaj pristup videti [65], Primer 1.4.4,
str. 79).

Da izbor oblasti definisanosti operatora A nekada predstavlja sustinsko pitanje
pokazuje i rezultat da -A i domenom W2p{M) I1iyd,p(fz) (1 < p < oo, D je
neprazan otvoren ogranic¢en skup u R") generiSe ¢elu C-grupu na Lp(il) za neki
injektivni operator C £ L(Lp(Cl)) ([23], Primer 8.6).

Sada ¢emo pokazati da se analiza nekih nehomogenih Schrodingerovih jednacina
na Lp prostorima moZze lakSe uraditi primenom eksponencijalnih konvolucionih
polugrupa nego primenom teorije integrisanih polugrupa. U slede¢em primeru
nije upotrebljena nijedna teorema koja se odnosi na dobru postavljenost neho-
mogenog apstraktnog Cauchyjevog problema. Ukoliko se dati problem reSava
teorijom integrisanih polugrupa, onda je neophodno upotrebiti takvu vrstu teo-
rema.

Primer 1.5.2. Nekaje E —Lp{R"), 1<p<oo, k ngN, k>n A-

Dobro je poznato ([7]) da Schrodingerov operator A = zA sa maksimalnim
distribucionim domenom u E zadovoljava cr(A) C .i []iZzA:All < M Ii;gf‘l-l}mb
ReA™ O

U cilju jednostavnosti, pretpostaviéemo u nastavku: p= 3il<n<6.

Izaberimo K{t) = sini. Lako je pokazati: K(X)R(\ :A) < |\F<Ii> ReA > 1
Upotrebom Posledice 1.2.7 lako se pokazuje da A generiSe eksponencijalno ogra-
ni¢enu (1—cosi)-polugrupu na L3(Rn). Propozicija 1.2.3 i Teorema 1.4.1 povlace
da operator A + z + B takodje generiSe eksponencijalno ogranicenu (1 —cosi)-
polugrupu na L3(Rn), gde je Bf = tp*f, f e L3(R") iipe LLYRn) je fiksiran.
Stoga problem

'"ue CL(]0, 00); LIRN)) n C([0, 00); IUZ3(RnN))
(R) : ut(t,x) = (IAX)u(t,x) + zu(t,x) + f ip(x - y)u(t, y)dy + (t - sint)f(x)
R

u(0,x) = 0, X £ Rn,

ima jedinstveno reSenje za sve tp € ZA(Rn), zGC, / GL3(R”)i 1< n < 6.

Naredni primer Kunstmanna ([51]) je ovde neznatno promenjen i upotrebljen
za primenu Posledice 1.2.8. Nizovi (Mp)p su ovde neSto drugaciji u odnosu na
originalnu verziju Kunstmanna.

Primer 1.5.3. Neka je (Mp)p niz pozitivnih brojeva koji zadovoljava (M .1),
(M.2), M.3)iM(0)= 1
Defmisimo

EMp i= {/ GC~[0,1: IMinp = sup <00

MLp

Amp m—- d/ds, D(Amp) = {/ £ Emp uf £ EMp,f{0) = O}.



23

Moguce je iskoristiti slicne argumente kao u Primeru 1.6 iz [51] da se pokaze
da Amp nije stacionarno gust operator. Dakle, Amp ne moze biti generator
(lokalne) integrisane polugrupe. Na osnovu Teoreme 3.5 date u [51], AMp ne
moze generisati (DSG). Vazi

(A €C :Re\ > 0} C p(Ajvip) i

11iZA : AMp)|| < CeM(flA]), ReA > 0, zanekeC, r > 0.

Posledica 1.2.8 implicira da je Amp generator eksponencijalno ogranic¢ene K-
polugrupe, gde je K bilo koja funkcija koja zadovoljava (P1) i

Iff(A)] = 0{e~MrlAD), A — 00, za neko r > f.

Ako je Mp —pl2, p £ No, onda asocirana funkcija M (-) zadovoljava procenu
eM(x) < emi]r]i/2 N > o, za neko mi > 0 ([41]).

2
1. Funkcija K(t) — 2Yht3e~™* >i > 0 je ogranitena i glatka na (0,00). Njena

Laplaceova transformacija je data sa K{A) = e_av®, ReA > 0 (\/T= 1).
Standardni argumenti daju

\N\KN\)R{\ : A) 1< Ce{mi~ ™ X ReA > 0.

Posledica 1.2.7 pokazuje daje u slu€aju mi < pp, Amp generator eksponen-
cijalno ograni¢ene K —polugrupe (Sjr(f))t>0 na Empm U radu [48] je pokazano
11(i)11 = O(tk), k e No; specijalno, (5W(i))t>0 je globalna ograni¢ena K-
polugrupa.

Slicno, ako je mi = pp, tada Amp generiSe polinomski ograni¢enu (K *o
fa)~polugrupu na Emp za sve a > 1.

2. U ovom primeru mozemo upotrebiti i specijalnu funkciju er/c(”j)j t > 0,

o) 2
gde je erfc(t) := p=fe~x dx (t € K) dobro poznata komplementarna funkcija
v*ot

greSke ([48]). Primetimo daje
I
er/c(”n) =3 KV/2s)ds, t>0
(¢}

i da je ispunjena asimptotska formula

erfc(t) =2 — (-I)n2n - 11 .
i —»+00;
t\pll ( I+ E_ 2nt2n )1 00;
n=1
zbog toga je
i oft -— ®
er/c(-")-——- i1+ X) (2n ~ DI(- 2i)")> * 0+ -
* * n:I

Primer 1.5.4. Pretpostavimo sada daje Mp = pl. Tada (M.3)"' ne vazi, ali
¢emo nastaviti da razmatramo Banachov prostor E = Ep\i zatvoren linearan
operator A — Ap\na njemu, gde je notacija potpuno ista kao u prethodnom
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primeru. Neka je C injektivni operator u L(E). Primetimo da je (videti, na
primer, [41]) E potprostor prostora svih funkcija analitickih u nekoj okolini
zatvorenog intervala [0,1]. U nastavku neéemo pretpostaviti da je R(C) gust u
E.

Pokazacemo da A ne moze biti infinitezimalni generator neke C —polugrupe,
iakoje (A £ <C:ReA> 0} Cp{A)i [IfZA: All < MeAl, ReA > 0.
Pretpostavimo da je A generator C-polugrupe (S'(i))t>0 na E. Poznato je da
tada mora biti ispunjena slede¢a jednakost

AjS(s)fds = S{t)f-Cf,t>0, fEE.
(0]

Nekaje 7 6 D(A) i Uf(t,x) := [S(f)/](:r), t > 0, x £ [0,1]. Lako je videti daje
Uf reSenje sledeceg problema

( u £ CXYl0,00) x [0, 1))
(P) : < ux+ut=0
{ u{0.x) = [Cf](x).

Ovaj problem se moze resiti elementarnim metodama karakteristika; tako dobi-
jamo

O<x<t

1>x>t

[SMOF](x) - {

Ovo povlaci [C/](d(0) =0, zasve i € NOi / € D(A). Dakle, Cf —0 za sve
/ £ D(A), Sto je kontradikcija sa injektivno$¢u operatora C.

Primetimo daje konstrukcija eksponencijalnih konvolucionih polugrupa u prethod-
nom primeru nemoguca (videti [48] i [56], str. 40).

1.6. Ultradistribucione polugrupe

Citaoca najpre upuéujemo na [21], [15], [41] i [42] za razliGite pristupe teoriji
ultradistribucija. Ako (M.1), (M.2) i (M.3) vaze za niz (Mp)p, tada definiSemo
ultradiferencijabilne funkcije Beurlingovog, respektivho, Roumieuovog tipa, na
slede¢i nacin p (Mp) = p (Mp)(R) = ind lim/cCCKD”lip\ respektivho, VMMA —

p fMp>(R) = ind limKcosVI?*”", gde je =proj limh->00T>"p'h, respek-
tivno, = ind limil*"Q'D™p’h (K CC R oznatava kompaktan podskup od
R)i
V™”'h = {§>G : supp (C K, 110JMp.h < oo},
HI™MIMp,h = sup{h x £ K, s £ No}.

Koristicemo notaciju * za oba sluCaja zagrada; oznacimo dalje

V*(E) L(V*(R); E) prostor neprekidnih linearnih funkcija iz L>*(K) sa vred-
nostima u E; V q ozna€ava potprostor od V*(E) koji ¢ine ultradistribucije *-
klase i nosacCa sadrzanog u [0,00), dok £q oznaCava prostor ultradistribucija
*-klase koje imaju kompaktan nosa¢ sadrzan u [0, 00). Analiza datih prostora
je izlozena u [41] i [42].
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Kako ¢e nam u daljem radu biti neophodna strukturna reprezentacija ultra-
distribucija sa jednotackastim nosacem ([42]), pretpostaviéemo umesto uslova
{M.3)" nesto jaci uslov (M.3) :

(M.3) Y"Mp+i Mg-i/Mg< ApMp/Mp+1, p £ N (za neko A > 0).

Definisaéemo L-ultradistribucione polugrupe parafrazirajuci pionirski rad Li-
onsa [60] i ultradistribucione polugrupe u smislu radova Kunstmanna [52] i
Wanga [92].

Definicija 1.6.1. Element Q G V+{L{E)) je L-ultradistribuciona polugrupa
* —klase ako su ispunjeni sledeci uslovi:

(ua) dof<p = gy>, W), <p,ipe v 6,
(U.2): Af(g):= f] Af(G@4>, ) = {0}

(u.3): H{G):= (J R{Q{4>, ) je gust u E;

SFEUO
00
{UA) : (VX G T2 (3u G C([0,00); E)){u{0) = x) G{(p,x) = I<p{t)u{t)dt, $GV*.
0

Lako je pokazati da je za svako Q G T>+(L(E)) uslov

(U.5) : suppQ(-,x) {0} zasve x GE \{0},
ekvivalentan sa {U.2).

Definicija 1.6.2. Nekaje QG V'+{L{E)). Ako je ispunjen sledeéi uslov:

{U.6): g4>*olp <) = S<p, g(ip, m),
onda g nazivamo predultradistribucionom polugrupom *-klase, pre-(UDSG)
kraée. Ako {U.6) i {U.2) vaze za G, onda G nazivamo ultradistribucionom polu-
grupom *-klase, (UDSG) krace. Ako je G pre-(UDSG) *-klase, onda kazemo da
je G gusta ako dodatno zadovoljava uslov {U.3).

Kao u distribucionom sluc¢aju, ako {U.3) vazi, tada su (f/.1), {U.2) i {UA) ekvi-
valentni sa {U.6) i {U.2).

Ako je G pre-(UDSG) *-klase, tada je M{G) zatvoren potprostor u E.

U nastavku piSemo i G{p) za G{p, W. Naredni primer je baziran na Primeru 2.3
u [52],

Primer 1.6.3. Neka je E Banachov prostor i neka je T ograni¢en linearan
operator na E takav da postoje C > Oi L > O, resp.,, za sve L > 0 postoji
C >0, sa |[TPh< Cjj~, p GNO. Tada je sa

Gi4>) 1= X > (P)(0)Tp+\ <pev*,
P=o0
data pre-(UDSG) *-klase koja zadovoljava N{G) = E. Provera je trivijalna i.

detalji su izostavljeni. Jasno, uslov (C7.5) ne vazi. Primetimo da ne zahtevamo
daje T nilpotentan operator kao u Primeru 2.3 u [52].
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Lako je konstruisati operator T sa navedenim osobinama. Stavimo Mp =
p! p GNo, gdeje s> 1 E = Lo i T((;cn)n) = (“n+l/n )n»> (*n)n G loo,
s > 1 Tada je ||TP] = p!l_s, p G No- DefiniSimo Q kao gore. Tada je Q
pre-(UDSG) Beurlingove klase i T nije nilpotentan operator.

Na primer, E. Borelova teorema za ultradiferencijabilne funkcije (videti [77])
implicira da postoji funkcija / G V* takva da je

/(n)(0) =ane C, n< no, an= 0, n > nO.

Sada smo u mogucénosti da damo teoremu koja kompletno opisuje ponaSanje
neke pre-(UDSG) *-klase na njenom kernel prostoru J\T(Q. Dokaz naredne
propozicije je sliCan dokazu Leme 2.2 iz [52]; izloziéemo ga ovde u cilju kom-
pletnosti.

Propozicija 1.6.4. Nehaje Q pre-(UDSG) *-klase i G G{-)\m (Q- Tadaje
G pre-(TIDSG) *-klase na Af(G) i postoji T G L(J\f(G)) takav da postoje C > O
iL >0, resp., zasve L > Opostoji C > 0O, takvi daje

Tj 00
IIT+13< C— , j GNO iG = J25j® (-1)jTj+1.
J j=o

Dokaz. Jasno je da (U.6) implicira da je Af{G) invarijanto u odnosu na G i
da je G pre-(UDSG) *-klase na Af(G) sa Af(G) = N(G)- Lako je proveriti da
je suppG C {0} i primena Teoreme 4.8 iz [42] daje postojanje niza (Tj)je™O u
L(E) takvog da postoje C > Oi L > O, resp., za sve L > 0 postoji C > O, takvi
daje

U
™M <C— ,jGNO, iG=J25j®Ti-

] j=0
Na osnovu (U.6) i
i-1
(4>*q<p)™(0) = zasvej GN,
co
lako je pokazati
oo j—1 00

(-1y + kG (0)y.Cic) (0) Tj Tkx,

j—1k=0 j>k=0

za sve X GAf{G) i & GV *.lzaberimo O GV* sa0(0) = 1i0~(0) = O, j GN;
dobijamo

53 (-1)y “1(0)rjiC= £ )(-1)j <pW{0O)TOTj xt X GAF(G), PGV .
3-1 3=0

Sada mozZemo izabrati niz (pfc)fcgNO u T>* sa <pj™0) = Sjk, j, k G No, da bi
zakljucili Tic = () fcTo+1, k G N, Sto zavrSava dokaz.
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Ako je Q (UDSG) *-klase, onda je njena ekstenzija na T G £'f data sa:

Q{T) = {(as, Q{T * Hx = o<y}

Jasno, Q{5) = | i G(T), T G£(*, je zatvoren linearan operator.
Infinitezimalni generator za G je definisan sa A := G(-S").

Kako je za sve 9 G Vg, R+ := <Elo,00) £ £0~> definicija za G(<p+) je jasna.

(I[o,00) je karakteristicna funkcija intervala [0, 00)).

Ako je G pre-(UDSG) *-klase, onda se njen ’'adjoint’ G*, moze definisati na
prirodan nacin i to je takodje pre-(UDSG) *-klase.

Ultradistribucione polugrupe imaju niz istih strukturnih osobina kao i odgo-
varajuce distribucione polugrupe; ovde ¢emo se pretezno bazirati na razlikama
izmedju datih klasa polugrupa.

Najpre, generatori distribucionih polugrupa moraju biti stacionarno gusti, dok
ovo viSe nije tatno za generatore ultradistribucionih polugrupa. Takodje, rezol-

ventni skupovi generatora ultradistribucionih polugrupa ne moraju sadrzati ek-
sponencijalne (logaritamske) regione u smislu [16] i njihove rezolvente ne moraju

biti polinomski ogranicene. Medjutim, kao Sto smo i napomenuli, situacija nije

baS tako jednostavna. Postoji generator A (eksponencijalne) (UDSG) *-klase

Ciji rezolventni skup sadrzi poluravan takav da on ne generiSe distribucionu

polugrupu.

Sada ¢emo dati nekoliko rezultata koji se sa neznatnim promenama mogu dokazati
kao u distribucionom sluc€aju (videti [52], [44], [41]) tako da su njihovi dokazi

izostavljeni. Sledece dve teoreme vaze i u Beurlingovom i u Roumieovom slucaju.

Teorema 1.6.5. Nekaje G pre-(UDSG) *klase, F = E/M(G) i neka je q
odgovarajuce kanonicko preslikavanje q: E -* E/ZI\f(G).

(@) Nekaje H G L(V*,L(F)) definisano sa qG(<p) = H(ip)g za sve G V*.
Tadaje H (UDSG) *-klase u F.

(b) (72(G)) = R(G), gde je (7Z(G)) linearni potprostor u E generisan sa 1Z(G).
(c) Pretpostavimo da G nije gusta. Stavimo R —I1Z i H = Gwr- Tadaje H gusta
pre-(UDSG) *-klase na R.

(d) Adjoint’ G{-)* od G je pre-(UDSG) *-klase na E* sa Af[G*) = R(G) =
(E(G) je polara od 7Z(G)-)

(e) Ako je E refleksivan, tadaje Af(G) = 7Z(G*) =

(f) G* je (UDSG) *-klase na E* ako i samo ako je G gusta pre-(UDSG) *-
klase, za proizvoljan Banachov prostor E. Ako je E refleksivan, tada je G*
gusta pre-(UDSG) *klase na E* ako i samo ako je G (UDSG) *-klase.

(g) Gje (UDSG) *-klase ako i samo ako vaze (C7.1), (U.2) i (U.8), gde je

(U.8) : g(<pt) = Gl<p), Ve v*.

(h) Af(G)n (K(G)) = {0}.

Teorema 1.6.6. Nekaje G (UDSG) *klasei S, T G £q, ipG Vq, ipG V?*;
X G E. Tadaje
(@) (G(<p)x, G(T *...*T *ip)x) GG(T)m, me N.

m

(b) 9(S)g(T) ¢ G(S*T), G(S)G(T) = D(G(S *T)) nD(G(T)) i
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G(S) + g(T) c G{S+T).

(c) (G(ip)x, G(-Ip')x - ip(0)x) G G(~8").
(d) Ako je Q gusta onda je njen generator gusto definisan.

Teorema 1.6.5 nam omogucava da definiSemo generator neke pre-(UDSG) *-
klase.

Definicija 1.6.7. Nekaje G pre-(UDSG) *-klase. Generator A od Q je gen-
erator ultradistribucione polugrupe H u F := E/Af(G), koja je data u Teoremi
1.6.5(a).

Slucaj kada je Q (UDSG) *-klase nije iskljucen: tada mozemo jednostavno iden-
tifikovati E sa F.

Generator neke pre-(UDSG) *-klase je zatvoren linearan operator iz F u F i ovo
je neSto drugacije od definicije generatora neke pre-(DSG) date u [40]. Naime,
prema Definiciji 1i Posledici 2 iz [40], generator neke pre-(DSG) u E je zatvoren
linearan operator iz E u F.

Cilj narednog dela je posmatranje apstraktnog Cauchyjevog problema kao sis-
tema konvolucionih jednacina. U distribucionom slucaju, analiza takvih prob-
lema je predstavljena u radu [52] u slu€aju kada operator A nije obavezno gusto
definisan. U ultradistribucionom slucaju, javljaju se problemi i analiza takvih
problema nije jednostavna. Najpre ¢emo dati definiciju ultradistribucionog
fundamentalnog resenja koja zapravo predstavlja ultradistribucioni analogon
Definicije 3.9 iz [52]. U njoj je konvolucija vektorsko-vrednosnih ultradistribu-
cija uzeta u smislu Posledice 3.6 iz [53].

Definicija 1.6.8. Neka je D takodje Banachov prostor i V G V+(L(D, E)).
Ultradistribuciono fundamentalno reSenje za V je element Q G D'f (L(E, D)) sa
slede¢im osobinama:

V*Q=S®leiG*V —5%wljo.

Kao i u distribucionom slucaju, ultradistribuciono fundamentalno resenje za
V G VTf.(L(D,E)) je jedinstveno.

Sledeca teorema je ultradistribucioni analogon Teoreme 3.10 iz [52], 1z nje ¢e
biti potpuno jasno zasto smo definisali generator neke pre-(UDSG) *-klase.

Teorema 1.6.9. Neka je A zatvoren operator u E. Ako A generiSe (UDSG)
G *-klase, onda je G ultradistribuciono fundamentalno reSenje zaV '=8® | —
8<wA G D+(L(D(A), E)), gde je D(A) opremljen graf normom i | oznatava
inkluziono preslikavanje iz D{A) u E. Obratno, ako je G £ V'f(L(E,D(A)))
ultradistribuciono fundamentalno reSenje za V, tada je G pre-(UDSG) *-klase
generisana zatvorenjem operatora

4= {(9(2).a{y)) =m(x,y) e A}-

Dokaz. Ako A generiSe (UDSG) G *-klase, tada Teorema 1.6.6(c) implicira da
je G ultradistribuciono fundamentalno reSenje za V. Koristeéi iste argumente
kao u Teoremi 3.10 ([52]), lako je pokazati da ako je G G V+(L(E, D{A)))
ultradistribuciono fundamentalno reSenje za V, tada je G pre-(UDSG) *-klase
u E. Ovde ¢emo pokazati samo da je generator od G zatvorenje operatora A.
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Pokazimo najpre da je operator A zatvoriv. Pretpostavimo da je (i, ), hiz u
D(A) takav daje q(xn) -> 0 i A(g{xn)) -» g(i/), n 00, za neko y E E. Ove
pretpostavke povlace egzistenciju podniza {xnk)k od (xn)n sa:

inf  |fc+z]| < /K, |Ze|tr}(fg) ; k—2+z|| < /A, ft 6 N. Stoga Qosto;e dva

niza (zk)ki (zZficffc uj\f(5) takva daje |lafc+zfel < /fc,i ||ArE-y + £]| < /7,
A GN. Neka je 0 GV fiksirana ultradistribuciona funkcija *-klase sa nosatem
u [0, 00). Kako je Q ultradistribuciono fundamentalno reSenje za V, tada je
G((f))Axn — —g<>)xn, n E N. Imamo:

\\-eWvW = \m){Axnk-y+zl)-g{<t>){Axnk+zI\\ < [I<TO]I/A+ | |£(0)A:rnJ

= 110021/ + NG{-4> )(X,,k+ ZO]] < \\g<t\WKk+ II<7(0 \\Vk, za sve AGN.

Pustajuc¢i k — oo, dobijamo q(y) — 0, $to pokazuje da je A zatvoriv operator
u F. Pretpostavimo da A\ generiSe Q. Ako (q(x),dq(y)) pripada zatvorenju
operatora A za neke X, y E E, tada postoji niz ((xn,yn))n u A takav da je
(g{xn),q(yn)) -> {q(x),q(y)), n —m oo, u F2. Koristeci iste argumente kao
malopre, imamo egzistenciju podniza (xnk)k od (xn)n i dva niza (zk)k i (zl)k u
Af{Q) takva daje |pnt —x + zk]< iZk i IVnk- y+ zZ\ | < 1/K, za sve prirodne
brojeve k. Nekaje 0 GV * fiksirana. Ako je ip EV+, tada vazi:

\\G{V){G(-<P)x - g4>y)\\
= NG{V)[G{4> ){xnk-xA zKk)-g{(j) ){xnk+zKk)+g(4>)(ynk-y+zl)-g(4>){ynk+z)\\

= \\G{<p)[G{4>){xnk- x + z K)+G(<I>)(ynk-y+ZK)]\\ < {\\Q{"*04>)\\+\\g{<p*o(I>\\)Ik,

za sve K GN.

Dakle, g(-</>)x - g[<>ly € AH{Q), tj., H(-(p )a(x) = H(<p)q(y), za sve 0 G V'+,
i A\ sadrZi zatvorenje operatora A. To povlaci da je V+(D(A)) izomorfan
potprostoru od V+{D{A\)). Prvi deo teoreme povlaci daje H ultradistribuciono
fundamentalno reSenje za P 6 <l - &® A\, gde | oznacava inkluziono
preslikavanje iz D (Ai) u F. Primenjujudi iste argumente kao u Teoremi 3.10 u
[52], imamo D(Ai) = D(A), Sto zavrSava dokaz.

Zapazanje. U distribucionom slu¢aju, ako je G fundamentalno reSenje za V u
smislu Definicije 3.9 iz [52], tada je g (DSG), tj., vazi i: Af(g) = {0}. Generalno
govoreci, ovo nije tacno u ultradistribucionom slucaju. Dobro je poznato da pos-
toji Banachov prostor E, zatvoren linearan operator A u E i ultradistribuciono
fundamentalno reSenje g za V takvo da je suppg = {0}, Sto automatski daje
Af(g) = E. Takav primer je prva konstruisala Cioranescu. Napomenimo, ako
je g ultradistribuciono fundamentalno reSenje za V koje je takodje i (UDSG)
*-klase, tada je operator A definisan u prethodnoj teoremi obavezno zatvoren.
Nije jasno da li isto tvrdjenje vaZzi ako je g samo ultradistribuciono fundamen-
talno reSenje za V.

Objasni¢cemo sada zaSto ultradistribuciono fundamentalno reSenje G za V ne
mora biti (UDSG) *-klase. Ako pratimo dokaz Teoreme 3.10 iz [52], onda
moramo koristiti Teoremu 4.8 iz [42] koja tvrdi da je nosa¢ elementa iz V*(E)
podskup od {0} ako i samo ako je isti oblika a,<s" ® gde je, za neko
L > 0ineko C > 0O, resp., za svako L > 0 postoji C > 0, tako da je ispunjen
uslov Ja] < CjE-, p EN.
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Osnovni problem je da li identitet

(o6} (e0]
T 1 @) ® Axk - 2 ak$(k+11® Xk = 5® x (14)
k=0 fc=0

povlaci ak = 0, k G NO. U distribucionom slucaju, prethodna suma je kona¢na
i uslov {UA) vazi. Za ultradistribucije, u opstem sluc¢aju, nemamo ak —0, k 6
NO. Preciznije, postoje nizovi (ak)k,a,k /0,/seNoi (Xk)k takvi daje ispunjen
uslov (14). To je pokazao Pilipovi¢ u [48] koriSéenjem problema momenta ([29]-
[30]) i Hankelove transformacije.

U nastavku, ultradistribuciono fundamentalno reSenje za
V -=6'®Ild(a)-5® A eV (L{D{A),E))

¢emo jednostavno zvati ultradistribuciono fundamentalno reSenje za A.
Sledeca teorema je u slucaju gustih distribucionih polugrupa pokazana u [60].

Teorema 1.6.10. Nekaje T E V+(E) i nekaje A gusto definisan zatvoren
operator. Pretpostavimo dajednaclina

-Au+ju =T, ueV'l{D(A)),

ima jedinstveno reSenje koje neprekidno zavisi od T tako da ako je suppT C
[a,00), tada supp u C [a, 00). Pretpostavimo takodje da za T —5 odgovarajuce
reSenje u zadovoljava

suppu(-,x) {0}, ie £\ {0}
Tada je A generator L-ultradistribucione polugrupe *—klase.

Dokaz. Dokaz je sliCan dokazu Teoreme 5.1 u [60]. Ovde samo treba primetiti
da moramo koristiti dobro poznato tvrdjenje Schwartza koje se odnosi na transla-
ciono invarijantne linearne operatore. Kako je preslikavanje H :u —+t —Au+”~u
izomorfizam V'jj(D(A)) i V'jj(E) i kako H komutira sa translacijom, sledi da je
H konvolucioni operator, tj. postoji Q E (E) sa vrednostima u L(E; D(A))
takvo daje H(T) = Q*T.

Mora se upotrebiti i Teorema 4.8 iz [42].

Sa ove dve izmene, ostaje samo da se ponovi dokaz Lionsa. Jedina esencijalna
novina je postojanje uslova koji garantuje (17.2), o ¢emu je vec bilo govora.

1.7. Temperirane ultradistribucione polugrupe

U ovom delu ¢emo definisati i prouciti temperirane ultradistribucione polugrupe
i dati neke nove rezultate za L-ultradistribucione polugrupe. Najpre, (videti
[78]), prostori temperiranih ultradistribucija Beurlingovog odnosno Roumieuovog
tipa su duali sledecih test prostora

S{MA m := proj inKrQ SM” k(R), resp., <SiM»>(IR) := ind IimOSM” k(R),
-KX>

gde je QMpfR) = {~E C°°; XK < o0},k> 0O,

LCC+/3
m\k := + [iI2~21Na)(0)]; tER, a, p E NO}.
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Zainteresovanog Citaoca upucujemo na [33] za analizu datih prostora.

Definicija 1.7.1. Pretpostavimo da je A zatvoren operator i da je Q ultra-
distribuciono fundamentalno reSenje za A. KaZzemo da je Q eksponencijalno
ultradistribuciono fundamentalno reSenje za A ako je e~NQ G S+(L(E, D(A))),
za neko £ G R.

Definicija 1.7.2. Nekaje £o 6 R. Tada je
seim = {fi @ C°°(R); G S*(R), £ > £0}.
DefiniSimo konvergenciju u ovom prostoru na sledeci nacin:
</>—=m0 u <Sffo ako (>N -"Ou <S*(R) za sve £ > £q.

DefiniSimo dalje S|o kao prostor ultradistribucija T G X>"*(R) takvih daje T*f> G
£ za sve #£G 2?*%(R).

Definicija 1.7.3. L —ultradistribuciona polugrupa Q *— klase je eksponen-
cijalneg rasta, EL-ultradistribuciona polugrupa *— klase, ako, pored uslova
(U.1) —(UA) vazi i uslov (U.6):

(U.6) :  (3£0G R)(VE > £0)(e~*g G S'*(L(E))).

Dodavajuéi uslov (U.6) na (C7.5), resp. (U.5) i (U.2), dobijamo odgovarajuce
klase pre-(UDSG) resp., (UDSG), eksponencijalnog rasta oznaCene sa
pre-(EUDSG), resp., (EUDSG).

Primetimo da postoji eksponencijalno ograni¢ena n-puta integrisana polugrupa
Ciji generator nije gusto definisan. Njen n-ti distribucioni izvod je negusta ek-
sponencijalna distribuciona polugrupa (videti na primer [6]).
Neka je Q EL-ultradistribuciona polugrupa *—klase. Jasno je da Q ima eksten-
ziju na S£M(R) :

(GA) =5 (e~*G, eNd>)sti £> o

Takodje, imamo e~"G € <S+, £ > £0.

Neka je G <SMO(R). Tada je ip+ = ipl[xQ0 G i (GA) = G(i>+)- Ovaj
operator je gusto definisan u E.

Pretpostavimo da je A G C; ReA > £0i da te G £* zadovoljava te = 0 na
(—o00, —a) i te = 1 na [0, 00). Jasno,

(0,00) 9 1M w(t)e~Xt pripada <SEJo(R) i

G(e~Xt) = (G,w(t)e~Xt), ReA > £0,

ne zavisi od te. Kao posledicu imamo da je Laplaceova transformacija od Q
definisana sa
C(G){A) = G(A) = G(e~xt), ReA > £0,

analiticka funkcija u oblasti ReX > fo-

Na osnovu [41], ¢ela funkcija P oblika P(A) = 12”Loap™Pi A G C, je klase
(Mp), respektivno, klase {Mp}, ako postoje k > 0i C > 0, resp., za svako
k > 0 postoji C > 0, takvo da je |gp|< Ckp/Mp, p g N. Odgovarajuci ultra-
diferencijabilni operator P(d/dt) = J2”Lo apdp/dtp je (M p)-klase, respektivno
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{M p}-klase. Primetimo da smo stavili d/dt umesto —id/dt koji se ¢eS¢e koristi
([41]). NaSa notacija je prilagodjena upotrebi Laplaceove transformacije.

Teorema 1.7.4. Nekajef :{A GC : ReX > a} — E analiticka i neka je
117A1] < CIP(A)], PeA > a za neko C > 0 i neki ultradiferencijalni operator
P *—klase sa osobinom |P(A)] > 0, ReA > a. Tada

(Va > 1)(3h e C(R+;E))(h(0) = 0)

takvo daje
(€D
I1/i®]] = O(eat), t>01i /(A) = AQP(A) / e~xth(t)dt, ReA > a. (15)
JO
Dokaz. Nekaje a> ai
1 r::1+ioo efit
f(p)dp, t> O.

Za pogodno izabrano C\ > 0 imamo

na+ioo dp
\\h{t)\\<C,e* L W t> 0.
Sada (15) sledi puStanjem da a —a. Dalje, za a > ReA > 3,
naD naD i Nh+ioo
L e-xtfir di=JO e=X” il pap(p) Pdpldt

~ /-a+ioo p

5+ /(m)/(m™ (m))

Jd—ioo  -10 daP{p) 2niJa X —p
. i TREPE)
A“P(A)  TYDD7Ziri ™ A—p AaP(A)’

gde je 7(r) = {a + ré% —f&/2 < 0 < ®&/2}. Na osnovu Cauchyjeve formule

170 fydp /U)

-— dp = 0.
paP(p) ZITZ 100 ; 1y P

Sada smo u mogucnosti da formuliSemo ultradistribucionu verziju Teoreme 6.1
iz [60].

Teorema 1.7.5. Nekaje A zatvoren gusto definisan operator. Tada A generiSe
EL-ultradistribucionu polugrupu *—klase ako i samo ako su ispunjeni sledeci
uslovi:

(i) Postoji a > 0 takvo daje za ReX > a operator —A + A : D(A) — E
izomorfizam;

(ii) Stavimo P(A) = R(X : A), ReX > a. Postoji ultrapolinom P *—klase sa
osobinom daje |P(A)] > 0, ReX > a, kao i C > 0 takvo daje

IiZA1l < CIP(A)l, ReX>a.

(iii) R(X) je Laplaceova transformacija od Q koje zadovoljava (U.5).
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Dokaz. (<5 Nekaje a £N, a > 1 Na osnovu Teoreme 1.7.4, imamo

1€))
R(A) = A“P(A) / e~xtS(t)dt, ReA > a,
Jo

gde je S neprekidno, 5(0) = 0 i |[ISOI] < Ceat, t > 0. Ovo daje R(A) =
E(£)(A), PeA > a gde je G= DaP(D)S, i £ SE£(R), £ > a. Takodje
imamo

GEr{-A) +5®le)*Q=5®le,

G*(S&(—A)+ 5®Ild(a)) = ® ld(a)
i na osnovu (iii), (7je EL-ultradistribuciona polugrupa *—klase.

(-») Nekaje f2(€) = e_At, t 6 R, PeA > £0iPa = fi+. Tadaje tS+ AC)*P* = 5,
Neka je p€ Vgi x e E. Imamo

G((S' + A9 * E\ * px = Gg)),

G{5' * EX* (j))x + XQ{E\ * 4)x = G{5')G(E\ * <+ \G(\)G(4>)x.

Dakle,
—A(G(A)Q(<fi)x) + \G{\)g{4>)x = G4>)x.

Koriste¢i standardne argumente imamo {—A + A)G(A) = |. lzraCunavajudi
| lu;(i)e~Ai]lk za neko K, resp., za svako kK, i koriste¢i odgovarajuéi ultrapolinom,
dobijamo |1GA]l < CjP(A)], ReA > a. Pokazimo ovo u Beurlingovom slucaju.
Koristeéi posledicu od (M.l), Ma-iMi < Ma, i, a £ NO, i < a, imamo daje
zaneke C, Ci, C2>0i k £N:

ka+tHP E to {j)wla~iHt)\ie-xt
IGAI < C  sup

a/36N0, t€» MaMp 1

i kptpe xt 2Ki Xi
< GWAK  sup PP X qup T < coem(2wAl).
B6NO, t€® M P i Mi
Koristeéi ¢injenicu da postoji ultrapolinom P takav daje eM(2dAD < P(] A]), A £
C, dokaz teoreme je zavrSen. Odgovarajuce ocene za Roumieov slucaj slede kao
u Primeru 1.8.1 datom kasnije.

Zapazanje. Pretpostavimo daje A zatvoren linearan operator koji nije obave-
zno gusto definisan. Ako vaze uslovi (i) i (ii) prethodne teoreme, tada je G
(definisano na isti nacin kao u dokazu date teoreme) eksponencijalno ultradis-
tribuciono reSenje za A. Ako takodje vazi (iii) onda je G (EUDSG) generisana
sa A. Postavi¢éemo sledece pitanje: Da li uslov (—) prethodne teoreme vazi ako
A nije gusto definisan?

Sada nije teSko formulisati veze eksponencijalnih konvolucionih polugrupa sa ek-
sponencijalnim ultradistribucionim fundamentalnim reSenjima i eksponencijal-
nim ultradistribucionim polugrupama. Diskusija je ostavljena zainteresovanom
Citaocu.
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1.8. Ultradistribucione polugrupe (nastavak)

Nastavicemo da razmatramo uslove (M.l), (M.2) i (M.3). Svrha uslova (M.3)
je strukturna teorema za (UDSG) kao i eksplicitna forma polugrupa.

Stavimo mp —Mp/Mp_i, p e N. Sledece tvrdjenje je posledica rezultata iz [41]
i [43] (Teorema 4.7). Preformulisaéemo tvrdjenja kako koristimo d/dx umesto
—id/dx (u [41)).

Neka je T 6 V+(X). Tada za svako a > 0 postoji ultradiferencijalni operator
{Mp) —klase, formalnog oblika

°o j 2 00
PL{d/dt) = J](I + — d2/dt2)= J ~2apdp/dtp, (16)
p=i m P p=o

gde je L > 0 konstanta, resp., {M p}-klase, formalno oblika

0o 00

Plp{d/dt) = n M+ -Td2M 2=  J>pdPM P, 17)

p=i m P p=0

gde je {Ln)n niz koji monotono opada ka O, i neprekidna funkcija f : {—a, a) —»
X takva daje p (Mp)((-a,a)), resp, {{-a, a))

T = PL{-id/dV)f,

u (Mp)-slu€aju, resp. T = PLp{—id/dt)f u {M p}-slucaju.

Zapazanje. Prethodna tvrdjenja takodje vaze za ultradiferencijalne operatore

@ @
Pl(d/dt) = 11(1 H-----d/dt) = ~2apdp/dtp, L > 0
p=i mp p=o
00 n 00
PLp{dsdt) = TT(1 + — d/dt) = Y 'a pdp/ditp,
p=i mp P=0

(Lp)p je niz koji monotono opada ka O (videti Teoremu 10.3 u [41]).

Primer 1.8.1. Primeri koji slede su dati na osnovu ocena ultradiferencijalnih
operatora datih u [41] u Poglavljima 4 i 10, Propozicijama 4.5, 4.6 i Teoremama
10.1, 10.2.

Beurlingov slucaj.
Neka je P11 oblika (16). Tada postoje C, Cj > O, Li, L2> 0 takvi da je

e2M(Lci) < IpLE)] < CeM{LIKD, Ce C

i lap]l< CiL~"/Mp, p e NO.
Stavimo K{A) = P£'1(—i\), ReX > 0. Primetimo,

£{PL(-id/dt)4>){A) = PL(-i\)C{<t>(\)), ReX > 0, 96 Z>*([0,00)).

Dalje imamo

(O-lg-M~IATL) < |MA)] < e-2ML\X\) ReX > Q
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Vratimo se na Primer 1.5.3. Operator A = —d/dx i prostor Epr/-, su isti kao
u datom primeru. KoristecCi iste argumente kao u Primeru 1.5.3, A generiSe
eksponencijalno ograni¢enu K-polugrupu. Oznac¢imo je sa S.

MoZe se pokazati da je

S(t,bu) =T-(-~g?2), « G t> 0.
Sada imamo
g=cil(i/K)*s =c-\pL)*s

i ovo daje
G(4>{u) = (PL(-id/dt)S{t,u){-),<j>(t)) = {u(—1),<f>(t)), &£ £5Mp)(M), u £ Epn/y.

Dakle, Q je negusta ultradistribuciona polugrupa eksponencijalnog rasta, (EU-
DSG), Beurlingove klase generisana sa A.

Primetimo da date ocene za K daju eksponencijalno dobru postavljenost (0)-
problema.

Roumieuov slucaj.
Neka je sada (Lp)p niz koji striktno opada ka nuli i neka je P1 definisana sa
(17). Tada za svako L > 0O postoji C > 0 takvo da je

\PIp{O\ < CeM(ilil), (eR ,

i (sa drugim C,L > 0) |ao]l< CLP/MP, p £ NO. Dalje, postoji "subordinate
function” e(p), p > 0, ([41]: ovo je rastuca funkcija takva da je p(0) = O
e{p)/p O kada p —00)

e2M(E(If) < \P1e(01.

Sa K (A) = PE*(—i\), ReX > 0, imamo

IVA)] < Ce* 2ME(A]), ReX > 0.

Ponovo, sa A = —d/dx i E = Ep4/7, A generiSe eksponencijalno ograni¢enu
K-polugrupu. Oznacimo je sa S. Tada je

g m=C-\1/k) *S = C-\PLp(A)) *S = PLp(—id/dx)S

negusta eksponencijalna ultradistribuciona polugrupa Roumieuove klase gener-
isana sa A.

Ponovo ocene za K daju eksponencijalno dobru postavljenost (O)-problema.

Sledeéi primer pokazuje razliku izmedju L-ultradistribucionih polugrupa i ultra-
distribucionih polugrupa. Parafraziraemo samo jedan Primer iz [52].

Primer 1.8.2. Nekasu A i E kao u prethodnom primeru. lzaberimo x £ E i
x* £ (D(A))° sa (x*,x) = 1. Sa Q definisanim kao u prethodnom primeru i

G = G+ Sg(x*,-)x

imamo: G zadovoljava (U.1), (U.2), (C/.4), ali ne i (17.5).
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1.9. Strukturne teoreme za (UDSG)

Kao u [43] i [53], definiSemo ii* kao podskup od C koji sadrzi region sledece
forme

q(mp) = g c :ReA> M{k\\\) + C}, zaneko k> 0, C > 0O, resp.,

ii<Mp} = {A GC :ReA > M {K\\\) + Ck}, za svako k > 0i odgovarajuce Ck > 0.
Koristeci pristup Kunstmanna i Wanga za (DSG) i Komatsua [43] za ultradis-
tribucione polugrupe, pokaza¢emo slede¢u teoremu.

Teorema 1.9.1. Oznacimo sledece iskaze:

(a) A generiSe (UDSG) *—klase Q.

(a) ' A generiSe (UDSG) *—klase Q koja se mozZe neprekidno proSiriti na S*.
(b) A generiSe (UDSG) *—klase G takvu da za sve a > 0, Q ima formu Q =
PE£{—id/dt)Sx naV*MA{{—o0, a)) u{Mp)—slucaju, resp., Q = id/dt)Sx
u {Mp}—slutaju, gdeje S :(—o0, a) —=L{E, D{A)) neprekidna i

S%(t) =0, t< 0.

(b) ' A generiSe (UDSG) *—klase Q takvu da za sve a > 0, Q ima formu
G = PE{—d/dt)Sj( na u {Mp)—slucaju, resp., G —Pfip{—id/dt)Sfi u
{M p}—slutaju, gdeje S :(—oo0, a) —L{E, D{A)) neprekidna i

S%(t) = 0,t< 0.

(c) za svako a > 0, A je generator lokalne Ka-polugrupe S n a [0,a), gde
je Ka = u {Mp)~slucaju, resp., Ka = (zjx)) u{Mp}-
sluaju, i {P£ : a > 0} je skup ultradiferencijalnih operatora koji zadovoljava:

P1”"k = PI*k>naP (Mp)((-oo>min(a,b))), a, b G (0, 0o).

(c) ' za svako a > 0, A je generator globalne K a-polugrupe S~ na [0,a), gde

je Ka= ¢'Hpjpay) u {Mp)—slufaju, resp., Ka = £-1(p, u{Mp}-
slucaju.

(d) postoji ultradistribuciono fundamentalno reSenje za A, Q, takvo daje
N{G) = {0}

(d) ' postoji ultradistribuciono fundamentalno reSenje za A, Q.
Jasno, (a)’ (a), (b)" (b), (c)'—(c), (b) —(a) i (b) — (a)
Vazi: (a)' —.(c)’, (@)  (d), (c) —¥(d)’, (d) -t (e).

Specijalno, ako je Q (UDSG) generisana sa A, tada

(e) p{A) D ii* i

1A : All < CeMf]AD, A Gii(Mp),

zaneko k >0iC >0 u {Mp)-slucaju, resp.,

[1i7A : AN\ < CkeM(kW\ A Gii{Mp},
za svako k > 0 i odgovarajuce Ck > 0 u {M p}-slucaju.
Pitanje. Da li se generatori ultradistribucionih polugrupa mogu kompletno
spektralno okarakterisati ?

Dokaz. Ekvivalencija (a) o (d) je dokazana i (d) — (e) je posledica analize
date u [43]. Jasno, (b) — (a). Pokazimo (a)’ — (c)’. Potrebna nam je slede¢a
lema; za dokaz videti [48]. Jasno je Sta znaci P I {~id/dt).
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Lema 1.9.2. Preslikavanja
PL(id/dt) : 5<"»)([0,00)) -4 $<"»>m>([0, 00)), <$n- PL(id/dt)<j),

PLp{id/dt) :5 {Af}([0,00)) ->${"«->([0, 00)), P Lp{id/dt)<t>,
su neprekidne linearne bijekcije.

Pokazimo (a)’ -> (c)’ u Beurlingovom slu€aju. Dokaz u Roumieovom slucaju se
izvodi slicno. Na osnovnu strukturne teoreme za temperirane ultradistribucije
vai:

Q{40 = (i>, PL{—d/dt)S(t, *)), G 5*(R),
gde je

e-wfc|C]I5 (i>a;)] <00) "6R> xe E .

Kako je AQ{tj>)x = -Q{<j))x - 0(0)x; x G E, 4 G S(mp\ x G E, i kako je
1= P1(~id/di)£_1(I/Px,(—i-)) u smislu ultradistribucija, za () G
imamo:

AQ<PIX = (4>,PL(-id/dt)AS(-)x) = -((f>',PL(-id/dt)S(-)x) - <~(O)x,

za sve $e ,S(MO(R) i x e £. Stogaje (0 GS*(R))
(<>, (PL(—d/dt)A io S(s,x)ds —PL(—d/dx)S(t,x)
J

t
+1 C-\I/PL(-i.))(s)xds))
0
t
= (PL(id/dt)<j> (t), (Aj S(s,x)ds-S(t,x) + J C-\I/PL(-i.))(t)x)).
0

Pretpostavimo da za e X>(R) i G <§MO(R) vazi tp= PL{id/dt)(f>. Upotreba
Leme 1.9.2 daje:

A\] S(s,x)ds —S(t,x) + \] £- 11/ Pi,{—-)){s)xds —const, a>t> 0, (18)
0 0]
u smislu Beurlingovih ultradistribucija na (0, o0o0). Za x — 0, (18) implicira
const = 0. Kako je leva strana od (18) neprekidna na R imamo (1), sa datim K
i Sk- ovo daje (a)’ — (c)'.
Pokazimo (c) — (d)’. Definis§imo Q na a)) (za sve a> 0)

g := PI{-id/dt)SK.

Tada je Q neprekidno linearno preslikavanje iz x>mp)((—00,00)) u L(E) koje
komutira sa A. Imamo i suppC/ ¢ [0,00); izbor Ka daje



G{—t)x- AQ<j)x = - X > PH )P f (pp+1\s)S”(s)xds

p>° o

a a

ap{-i)p f (j)"(s)ASK(s)xds = ~ "~ a p{-i)p i (pp+1)(s)Sic{s)xds

p>o0 o p>° {
a

+ '"2ap(~i)PJ 4p+1\s)(Sk(s)x - Qa(s)x)ds

~ Y lap(~"P /7 «p){s)Ka(s)xds = 4{0)x

p>o {

za pogodan niz (ap)p i sve © e ((-oo, a)), x e E. Dobijamo: £
2?'(mp) (E(.£, Z)(-A))) je ultradistribuciono fundamentalno reSenje za A.
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1.10. Hiperfunkcione polugrupe

Navedimo najpre osnovna svojstva hiperfunkcija i Fourierovih hiperfunkcija
([38]).

Nekaje fZ otvoren u C i neka d sadrzi |l c | kao zatvoren podskup. O(CI) je pros-
tor svih E-vrednosnih holomorfnih funkcija na fi. Tada je prostor E-vrednosnih
hiperfunkcija na | definisan sa B{I\E) O(CI\I)/0(d). Ako je 7 E O(CINI),
tadaje /7 + O(fl) E B(l; E); taj element ¢emo oznaciti sa [/(z)] i / ¢emo zvati
definicionom funkcijom za [/(z)]. Korespodencija | — B(l;E) obrazuje 'flabby
sheaf’ i nosaC se definiSe na klasi¢an nacin. Skup svih hiperfunkcija Ciji je nosac
sadrzan u kompaktu K C | je ozna¢ensal'k (I,B(E)) = B[K](E). To je takodje
dual prostora A{K) koji se sastoji od funkcija holomorfnih u nekoj otvorenoj
okolini skupa K; A(K) je opremljen sa topologijom uniformne konvergencije na
kompaktnim okolinama skupa K. Za viSe informacija o hiperfunkcijama videti
[73] i [37]. Primetimo da ako je nosa¢ hiperfunkcije / E B(R,E) sadrzan u {a},
tada

e]e]

/= 5Z7Nn)("" 6 E>
n=0
gde je lim,,_>00n!|Jan|B) /n = O.
Neka je D radijalna kompaktifikacija za R i /,, = (—/v, 1/v), nu > 0, S> 0.
Prostor C~5{D + ill,) je definisan kao potprostor od O (R + ilu) sa osobinom da
zasvako K CC /,ie > O, postoji C > Otakvo daje |F(z)] < Ce~(s~ERez\ z E
R + iK. Sada definiSemo

V:= ind limC_1/n(D + iln)
n

i njegov dual je prostor Fourierovih hiperfunkcija V' = Q(D).

Obavezno, B[K]{E) C Q(D) i inkluziono preslikavanje je neprekidno.
Citirajuci [38], operator P(D) koji ima formu P (D) = Y”~k=0"kDK je lokalni
operator ako je limfe-vood™fcIM)I® — 0. Glavna strukturna teorema za Q(D)
govori da svako / E Q(D) ima formu / = P(D)F, gde je P{D) lokalni operator
i F je neprekidna sporo rastuc¢a funkcija, tj. za svako e > 0 postoji Ce > 0
takvo daje \F(t)\ < Ceefl1, t E R.

DefiniSimo dve klase polugrupa, Fourierove hiperfunkcione polugrupe i hiper-
funkcione polugrupe.

Definicija 1.10.1. Element Q E V+(L(E)) je hiperfunkciona polugrupa,
(HSG) krace, (resp., Fourierova hiperfunkciona polugrupa, (FHSG) krace) ako
je

(H.1) : () *Oip, ) = G4 Gip, *). & i>e V (resp., ¥ tbE A),
(H.2) :  n+ev N{G{<P, )) = {0} ( resp., O™ ® = {0}).
Ako je ispunjen i uslov

(H.3) :  Linearno zatvorenje 77. od UR(G(<P,-))
4>ev

(resp., UNeN-NiNiN-")) je Sust u E, onda je G gusta (HSG) (resp., (FHSG)).
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Sli€na tvrdjenja kao za eksponencijalno ograniene ultradistribucione polugrupe
Roumieovog tipa vaze i za (Fourierove) hiperfunkcione polugrupe. Glavna raz-
lika je sadrzana u sledecoj lemi gde umesto Laplaceove transformacije koristimo
Fourier-Laplaceovu transformaciju:

Lema 1.10.2. Preslikavanje
PL,(id/dt) :P-+V, 4 P£p(id/dt<p

je neprekidna linearna bijekcija.
Za dokaz date leme videti [48]. Kao u ultradistribucionom slucaju, imamo:

Teorema 1.10.3. Oznaclimo:

(a) A generiSe (FHSG) oznatenu sa Q.

(b) A generiSe (FHSG) Q takvu daje Q = Pj¢p{—id/dt)Sj(, gde je Sk mR —
L (E) je neprekidno, eksponencijalno ogranifeno i Sk (i) = 0, t < 0.

(c) A je generator globalne K-polugrupe (Si((t))t>0> gdeje K = o).
(d) A generiSe (FHSG) Q kojaimaformu Q = PEp(—id/dx)SK, gdeje Sk mR —
L(E) neprekidno, SK(t) = 0, t < Oi toje K-polugrupa saK = £_11/P; (—i\)).
(e) Problem

8®{-A)+8®le)*G= 8®IE,, G*{8® (-Yl)+8®ID@)) = 8®ld(a)

ima jedinstveno reSenje Q £ Q+(L(E, D(A))) saJ\f{Q) —{0}.

(e)" potpuno isto kao (e) samo bez uslova Af(G) —{ 0}.

Vazi: (a) — (c), (a) (b) O (d), (c) — (e)"

Specijalno, akoje G (FHSG) generisana sa A, tada vaZi (/), gde je
(/) postoji b> 0 takvo daje

p{A) D (A £ C :ReX > b}

i za svako e > 0 postoji CE> O takvo daje

[IPA : 411 < CeefW, ReX > h

Teorema 1.10.4. Oznacimo:
(a) A generise (HSG) G-
(b) Problem

©® (-A)+8®le)*G = 8®IE, G*(8® (—A) + 8 ® ld{a)) —8® ID(a)

ima jedinstveno reSenje G S Q+{L{E, D(A))) koje zadovoljava M(G) = {0}.
Vazi: (a) <= (b). Specijalno, ako je G (HSG) generisana sa A, tada vaZi (c),
gde je:

(c) za svako e > 0 postoje Ce> 0i Ke > 0 takvi daje

p{A) b :={A e C:ReA>¢elAl + C£} i

HiZA : Vi1l < KseEr, A€ iie.
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Napomenimo samo daje implikacija (6 -> (c) dokazana u [73].
Sada ¢emo uporediti hiperfunkcione polugrupe sa konvolucionim polugrupama.

Teorema 1.10.5. Pretpostavimo da K zadovoljava (P 1) i daje (S/f(i))ie[OiT),
0 < t < oo, (lokalna) K-polugrupa generisana sa A. Neka za sve e > 0 postoji
f0 E (0, te) and Tt > O takvo daje

-J— < T£'"M, XE fl {A e C :Re\ > /72}

KW\

Tada za svako e > 0 postoje Ce > 0 i Ke > 0 takvi daje

= {AGC:Re\>¢lpAl + CJ C p(A) i
\\R(\:AN\\<KeefPW, XE iij.

Dokaz. Neka su M i i3kao u (P1l) i nekaje e > O fiksiran. Izaberimo t E (O, r)
takvo da je £g < et i stavimo

R(X,t) := ;g(; j eXsSK{s)ds, ReX > p, t E [O,r).

Kao u Teoremi 1.3.1 u [65], dobijamo

(XI—A)R(X,t) = I - /I:ﬁ(— [e-XISK(t)+ | e=XsK(s)lds] := 1-B t(A), ReX > p.
|

Neka su P\ E (p,00) i 5 E (0,1) fiksirani. DefiniSimo

5

Ce Pi + Ce+ \P—In
Te(@™\\SK(t)\ \ + M)

i Ke:= |J e XsSK(s)ds\Y+$. Za sve A6 imamo
o

m m < -J— [e-ReXtN\K(t)\\+M | e”-RexX"ds]

| tf(A)f

< T£eeolAle(/3 ReA)t(e™] 15x ()11 + ReX—P)

M
-)e falAl+(/3—meA)t < S.
ReX —P

Kako R(X,t) i Bt(A) komutiraju sa A, vaZi fi* ¢ p(A) i

< re(e8[ISQyll +

t
FHZ(A,-) 1 =:117(A,D)(7-Bf(A))-1] < J
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< KeeeoW < K eeENA, Ae fij.
Dokazali smo i slede¢u propoziciju.

Propozicija 1.10.6. Nekaje 0 K e zanekoO<r < 1inekaA
generiSe K-polugrupu. (S/1(i))te[Q)T). Ako se K moZe produziti do funkcije K\ u
Llocdni °°)) tako da za Ki vazi (P1) i da njena Laplaceova transformacija ima
iste procene kao u Teoremi 1.10.5, tada postoji hiperfunkciono fundamentalno
reSenje za A.

Za dokaz sledece teoreme videti [48].

Teorema 1.10.7. Pretpostavimo da za svako e > 0 postoje Ce> 0i Me> 0
takvi daje fle C p{A) i

IiZA : S]] < M £e£IAl, A € fie.

(a) Neka je K eksponencijalno ograniCena funkcija i neka za K vaZi: Postoji
£0 > 0 takvo da za sve e > 0 postoji Te > 0 sa

|£(A)] <ree-elA, AGiie. (29)

Akojer > 0i akoje K[[o,) 770 (K\"™" je restrikcija na [0, r)), tada A generiSe

lokalnu K-polugrupu na [O,r).

(b) Pretpostavimo daje K eksponencijalno ograni¢enafunkcija, r > 0i I*|[o,) ™

0. Pretpostavimo da za svako e > 0 postoje Te > 0i £0 G (e(l + r), 00) tako da
(19) vazi. Tada A generiSe lokalnu K-polugrupu na [O,r).

Veze izmedju hiperfunkcionih i C-polugrupa su prilicno komplikovane. Slededéi
primer Bealsa ([13]), u naSoj verziji, pokazuje da postoji gusto definisani oper-
ator A na H2(C+) koji nije subgenerator (lokalne) integrisane C'-polugrupe.

Primer 1.10.8. Nekaje ip(t) = in*+1, t > 0, tp(0) = 1. Tada je Ip nenega-

tivna, neprekidna, konkavna funkcija na [0, 00) i vazi rp{t) —00, Np- —0, i —
00, kao i

1

Jasno, za svako £ > 0 postoji CE> 0 tako daje et + CE> rp(t), t > 0. Neka je
A zatvoren, gusto definisan operator na E H2(C+) takav da je

= {A e C:ReA> rp(\ImM\\)} C p(A) i

i da za svako r € (0,00) ne postoji reSenje problema

f tleC((0,r);D(A))nC K [O,r);£)),
< u'(t) = Au(t), te (O,r),
( u@ = x

osim u slucaju x = 0. Egzistencija takvog operatora je pokazana u Teoremi

2’ u [13]. Kako je p(A) ~ 0, imamo (9 D(An) = E. Pretpostavimo da je A
neN
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subgenerator lokalne fc-puta integrisane C-polugrupe na [0, r), za neki injektivni
operator C GL(E) i kK GN. Tada problem

GC([0O)r);£E>(A))NC7L[O,r);E;))>
(i) = -Au(t), i G[O,r),
0) = x,

—_ A =
ccc

ima jedinstveno reSenje za sve X G C(D(Ak+1)) ([58]). Dakle, C{D{Ak+1)) =
{0} i ovo je kontradikcija. Zbog toga A ne generiSe C-distribucionu polugrupu
([44]). Medjutim, lako je pokazati fz£ C C p{A). Rezolventa je ograniena
na 0. i zbog toga postoji hiperfunkciono fundamentalno reSenje za A.

Primer 1.10.9. Nekaje E = L2(M) i

Af(x) = (x + ix)f(x), ig K, /7 GE,

sa maksimalnim domenom u E. Lako je pokazati: a(A) —{x + ix : X GK} i
[iiA 9]l < Her_JmA], A Gp{A). Dakle, ne postoji hiperfunkciono (ultradis-
tribuciono, distribuciono) fundamentalno reSenje za A. Lako je proveriti da je
A generator C-polugrupe

T(t)f(x) := exl1+i» - Xf(x), X GR, / GE, t> 0,

gde je C = T(0). Polugrupa T(-) se moze proSiriti do ¢ele C-grupe ([23]).
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2. C-distribucione polugrupe

U ovom poglavlju ¢emo prouciti klasu C-distribucionih polugrupa. Za C —I,
data klasa se svodi na klasu distribucionih polugrupa Kunstmanna i Wanga.
Dokazaéemo veze C-distribucionih polugrupa i lokalno integrisanih C-polugrupa,
definisaéemo takodje eksponencijalne C-distribucione polugrupe i dati njihove
veze sa eksponencijalnim integrisanim C-polugrupama. Poseban deo ¢emo posve-
titi i analizi gustih C-distribucionih polugrupa.

Neka je C injektivan operator na Banachovom prostoru E i nekaje n £ NO. U
ovom poglavlju koristicemo definiciju lokalne n -puta integrisane C-polugrupe
(rn(i))te[o,r) iz [58]; u prethodnom poglavlju smo diskutovali veze takve defini-
cije sa Definicijom 1.1.2. Ako je n = 0, to je lokalna C-polugrupa. Pret-
postaviéemo u nastavku da je data polugrupa nedegenerisana. Podsetimo sg,
operatorska familija (T (f))t6[QjT) (T (i) € L{E)) je nedegenerisana ako:

T{t)x —0, zasve t £ [0,r), povla¢i x = 0.

(Integralni) generator A lokalne n-puta integrisane C-polugrupe (Tn(i))ie[0,r)
je dat sa

|
{(x,y) EE xE :Tn(t)x - ~Cz = JTn(s)yds, t £ [0,r)}.

(o]

To je zatvoren linearan operator. Ako je (T'o(€))i>0 C-polugrupa, njen infinitez-
imalni generator je definisan sa

— . . TO(t)x-Cx __
A= <(x,y) EE X E .thrBJr = Cy

i to je zatvoren linearan operator koji zadovoljava C 1AC = A. Pokaza¢emo

da se infinitezimalni generator C-polugrupe (To(i))t>0 poklapa sa njenim inte-

gralnim generatorom. Ako je R(C) —E, tada se u definiciji generatora A jaki

limit mozZe zameniti sa slabim limitom ([18]).

C rezolventni skup za A, pc{A), je skup svih kompleksnih brojeva A takvih da

je XI —A injektivan i daje R(C) C R(XI —A).

Ako je C = I, dobijamo lokalno integrisane polugrupe.

Neka je n £ No- Apstraktni Cauchyjev problem:

f 4 £C([0,r);O(ii))nCI[O0,r);9)),
(Cn+i(r)) : < u'(t) = Au{t) + £Cx, t £ [0,r)
{ u(© =0,

je C-dobro postavljen ako za svako x £ E postoji jedinstveno redenje za Cn+i (r).
2.1. Elementarne osobine C-distribucionih polugrupa

Pretpostavimo Q £ V'g{L{E)) i CQ —QC. Ako Q takodje zadovoljava uslov

(C.D.S.l) Gp*o'0)C' = G(<p)9(i>), 1 ipeV,
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t
gde je =

o —h

P (t—u)ip(u)du, t 6 R, onda Q zovemo C-preddistribucionom

polugrupom, pre-

—

C-DSG) krace. Ako pored toga vazi i uslov

(C.D.S.2) M{G) := f] KernG(ip) = {0},
veva

onda je G C-distribuciona polugrupa, (C-DSG) kra¢e. Qje gusta pre-(C-DSG),
ako je ispunjeno (C.D.S.l) i

(C.D.S.3) R(G) := Y9 ImG(ip) je gust u E.
<pev0

Ova definicija, sa C = 7, je uvedena u [52] i [92]. Jasnho, ako je Q pre-(C-DSG),
tada je G(p)G(ip) — G(ip)G(<p), p, ip £ V. Takodje, u ovom slucaju, Af(G) je
zatvoren potprostor u E. Kao u [52], moZzemo pokazati slede¢u propoziciju koja
daje strukturu pre-(C-DSG) na njenom kernel prostoru. Dokaz je izostavljen.

Propozicija 2.1.1. Neka je Q pre-(C-DSG). OznaCimo N = N(Q); Gi je

restrikcija od Q na N, ( G\ = Qw). Ispunjeno je:
Postoji jedinstven skup operatora To, Xj,..., Tm £ L(E) takav daje

m
Gi =Y ,S(j)Tj, TiC1l= (-iyn+\ i=0,1,....m—1i TOTm= TOH2 = 0.
31
Zapazanje. Akoje C = I, imamo Ti — (-1)*To+1,i = 0,1,..., mi TOje

nazvan u [52] kernel operatorom za Q U ovom slu€aju postoji pre-(DSG) Q
sa Af{G) = E ([52]).

Sledeéa propozicija takodje moze biti pokazana kao u [52],

Propozicija 2.1.2. Neka je Q pre-(C-DSG), F = E/I\f{G) i neka je g odgo-
varajuce kanonicko preslikavanje q: E —2~E/M(Q).

1 Nekaje H £ L(V,L(F)) definisana sa qG{ip) = H(ip)q, za sve ip £V i neka
je C linearan operator u F definisan sa Cq = qC. Tadaje C £ L(F) injektivan
operator i H je (C-DSG) uF.

2. C((TZ(G))) C 7Z(G), gde je (7Z(G)) linearno zatvorenje za 7Z(Q).

3. Pretpostavimo daje Q negusta i daje C7£(¢/) = 7Z(Q). Stavimo R —I1Z i
H = Gr . Tadaje H gusta pre-(Ci-DSG) u R, sa C\ —C\R.

4. Pretpostavimo R{C) = E. Tada je adjoint G(-)* pre-(C*-DSG) u E* i vaZi
ar(g*) = n(Gjo- o}

5. Ako je E refleksivan i R(C) —E, tadaje Af(G) = R{G*) =
6. Pretpostavimo R(C) = E. Onda je Q* (C*-DSG) u E* ako i samo ako je
G gusta pre-(C-DSG), za proizvoljno E. Ako je E refleksivan, tada je G* gusta

pre- (C*-DSG) u E* ako i samo ako je G (C-DSG).

Dokaz. Dajemo samo detaljan dokaz za 1. Najpre, pokazimo da definicija od
C{a{x)) ne zavisi od izbora klase q(x). Pretpostavka q(x) = q(y), tj. G(p)(x —
y) = 0, p £ VOi CG = GC, impliciraju G((p)(Cx - Cy) — 0O, £ VOi
C{a{x)) = C(q{y)). Sada je jasno da je C linearan operator u F. Pokazimo

da je C neprekidan operator. Pretpostavimo x £ E. Tada je C(q{x))
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EiAr}{fG) lICx+ ]| Fiksirajmo y £ Af(G) . Primenjujuéi ponovo CG = QC,
y

imamo Cy £ Af(Q). Dakle, C(q(x)) < \Xx+ OA\ < |l IIx+ #1I; ovo daje

¢ax)) < IdIBXIlL, C £L(F) i C < |IGj|. Pretpostavimo C(q(x)) = O.
Tada je Cx £ Af(G) i CG(tp)x = 0, p G Po- Kako je C injektivan operator,
dobijamo x G Af(G) i q(x) = 0. Zbog toga je G GL(F) injektivan. Direktno se
proverava da H zadovoljava (C.D.S.I) i CH = HC. Nekaje H(p)q(x) = 0, 9G
A), tj. G(<p)x G Af(G), P G Po- Ovo daje G(ip)G(<p)x — 0O, CG(<p * ip)x —Oi
G{p*ip)x = 0, 4 ip G P O- I1zaberimo regularizacioni niz (pn) u Po da dobijemo
G{<p)x = lim G{p * pn)x = 0, p GVo; dakle, q(x) = 0i dokaz je kompletiran.

Neka je G (C-DSG) i nekaje T G£¢(0), tj. T je skalarno-vrednosna distribucija
sa kompaktnim nosacem sadrzanim u [0, 00). DefiniSimo G(T) na potprostoru
od E sa

y = G(T)x ako i samo ako G(T * p)x = G(p)y, p G Po-

Oznagimo domen operatora G(T) sa D(G(T)). Linearnost i zatvorenost opera-
tora G(T) : D(G(T)) —E se lako proveravaju. Imamo G(S) = I.
Infinitezimalni generator neke (C-DSG) je definisan sa A := G(—5").

Kako je za Ip G V, ipt := Vl[0o,00) S £0(C), (I[0o,00) je Heavisideova funkcija),
definicija za G(ipt) je jasna. Primetimo da se C ne nalazi u definiciji operatora
G{T). Pravi razlog ovog izbora ée se videti neto kasnije. Defini§imo zbog toga
i operator G¢{T) (T G ¢"¢(C)) na sledeéi nagin

GC{T) = {(z,y) GE x E :G{T *p)Cx = G(p)y, p GVO}.
Na osnovu (C.D.S.2) G¢(T) je funkcija; obavezno, G¢(T) je zatvoren linearan
operator. Vazi Gec (5) = C i G(T)C = GC(T), T G~(C).
Propozicija 2.1.3. Nekaje G (C-DSG). Tada je G(tp+)C —G(jI>), ip GV.
Dokaz. Operator G(T) komutira sa G(p) isaC zasve T G £qi p GV. Skup
TI(G) je podskup od D(G(T)). Nekaje x G E. Jasno,
G{ip+)Cx = G{i>)x
$
G(ip+ * p)Cx = G(p)G{ip)x, Pg PO,
t
G{ip+ * p)Cx —G{p *o ip)Cx, ™ G Po,

G(p *Oip- p* tp+t)Cx = 0, p GPO-
Primetimo, ako je 77 G P(-00,0] tada neprekidnost preslikavanja Q implicira
Aim G(ThThx = G(v)x — 0, zasve X G E. Kako je 77:= tp*oip—p*ip+ G P(-00,0]>
dokaz je zavrsen.
Koristec€i iste argumente kao u Lemi 3.6 datoj u [52], imamo:
Propozicija 2.1.4. Nekaje S, T G£q, 9G Po, ipGP ix G E. Tada
1L (G(p)x, G(T*...*T*p)x) GG{T)m, me N.

A
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2 G(S)G(T) C G(S™*T) i D(G(S)G(T)) = D(G(S *T)) ND(G(T));

G{S) + G{T) cG{S + T).
3. (G(ip)x, G (-ip")x- iP(0)Cx) £ G (-S").
4. Ako je Q gusta ondaje njen generator gusto definisan.

Primer 1. 1. Ako je A infinitezimalni generator C-polugrupe (T (t))t>0 tada

je sa

Gp) - jDT(t)ip(t)dt, <p€Vv,
o

data (C-DSG) generisana sa A.

Dokaz. Pokaza¢emo samo daje A generator za GmDobro je poznato: C~XAC =
A, T(t)C = CT(t), T(t)A C AT(t), t > 0. Pretpostavimo sada (X,y) ¢

C~IAC = A. Tada je ispunjeno

AJT(S)CXdS =T(t)Cx - C2X i
0

JT(S)ACXdS = T{t)Cx —C2, t > 0.
0
t t
Dobijamo / T(s)Cyds = CT(t)x - C2 i f T(s)yds = T(t)x - Cx, t > 0. Treba
o

pokazati

jD D
J <ot = | ipwToydt, oo

Ovo sledi iz

»O »O

- J ip{i) I T(s)ydsdt = - J <p'(t)[T(t)x - Cx\dt
(0]

' <p(t)T(t)ydt
0 0

—\T t)xdt.

Dobljamo {X,y) £ B, gde je B generator od GmPretpostavimo (x y) £ B. Tada

oo

je -
0o o
t t
VO. Dakle, T(t)x - f T(s)yds = consti f T(s)yds = T(t)x - Cx,
0 0

t > 0. Stoga

je

ul
AJT(s)xds —J T(s)yds, t> 0.

f ip'(t)T(t)xdt = f |p(t)T(t)ydt| / <p'()T(t)xdt = f <p'(t) f T(s)ydsdt,
0

£
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Kako je A zatvoren, imamo T(t)x ED{A) i AT(t)x = T(t)y, za sve t > 0. Ovo
daje (x,y) EC~IAC = A.

2. Ako je Q (DSG) sa generatorom A i QC — CQ, tada je QC (C-DSG) sa
generatorom A.

llustrujmo 1. sa konkretnim primerom.

3. (Primer 6.1, [27]) Neka je multiplikativni operator A definisan sa
Af(z) —zf(z), D(A) = {f e E = L2(C) : zf{z) EE) .
Tada je A generator C —polugrupe

T{t)f := ex-1*12f(z), t> 0, / € E,

gde je Cf(z) = e-~2/, / E E. Poznato je ||TOI] = eV, t > 0i a(A) —C.
Zbog toga je sa
0°

'm= | <p(t)ezt-\z\f(z)dt, ipe V, f GE, zGC,
0

data gusta (C-DSG) generisana sa A.
2.2. Relacije sa integrisanim C-polugrupama

U ovoj sekciji ¢emo dokazati najvaznije relacije izmedju C-distribucionih polu-
grupa, apstraktnog problema Cn+i(r) i integrisanih C-polugrupa. Pocinjemo sa
sledecom teoremom.

Teorema 2.2.1. Neka je Q (C-DSG) generisana sa A. Tada postoji r > 0,
n 6 N i nedegenerisana operatorska familija (kP (i))f€[o,T) tako daje:

t
(@) Af W(s)xds = W(t)x —~Cx, tE[O,r), x EE,
(b) CA c AC, W(t)A C AW(t), CW{t) = W{t)C, t E [0,r).
(c) W () je lokalna n-puta integrisana C-polugrupa generisana saA (= C~1AC).
Takodje, problem Cn+i(r) je C-dobro postavljen za A i za svako t' > 0, postoje
n', | EN tako daje Cn'{T') Cl-dobro postavljen A.

Dokaz. Imamo AQ(ip)x = —Q{p")x —ip(Q)Cx, za sve ip E V i x E E, Sto
poviagi da je Q neprekidno linearno preslikavanje iz V u L{E,D{A)). Kao u
Teoremi 7.2 datoj u [2] zakljuCujemo da postoji r > 0, n E N i neprekidna
funkcija W : [, r] —» L{E,D{A)) tako daje

Q(p)x = (- 1" J ipn\t)W (t)xdt
zasve X E E, ipEP(_T]T). Imamo i supplK C [0, r], kao i
(-1)" f ipfn\t) AW {t)xdt = AQ(ip)x
o]
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= G{-y')x —tp(0)Cx — (- )n+tl f gn+1) (t)W(t)xdt —<p(0)C:r; dobijamo
0

|
S"D iy Aw(s)xds —W(t)x dt= 0, za sve ip£ £{0Y>x £ E.

/ /
.0

Stoga je

t£[0,r),

za neke operatore Bj £ L{E), ] —0,1,..., n. Kao uTeoremi 3.8 u [92] dobijamo
Bj=0j=0,1,...,n—1iBn= — C, Sto daje

t
(2.1) J AW(s)xds = W (t)x - F\CX\ t£[0,r), X €E.
0

Zbog CG — GC i komutiranja operatora A sa C (videti sledee zapazanje) i
G{<p), P £ T>, ostatak dela (b) se dobija slitno, (c) je jednostavna posledica
Propozicije 2.4, Teoreme 2.5 i Teoreme 4.1 iz [58].

Zapazanje. 1. Nekaje G (C-DSG) generisana sa A. Tada je C~1AC —A.
Dokaz. Nekaje (X,y) £ A. Imamo G(~<p')x = G(<p)y, CG(-<fit)x = CQ{p)y i
G{-p')Cx = G{p)Cy, ip £ VO. Zbog toga je (Cx,Cy) £ A i A C C~1AC.
Pretpostavimo (X,y) £ C~1AC. Zaklju¢ujemo ACx — Cy i G{—p>i)Cx =
G{p)Cy, ip £ Vag. Na osnovu CG — GC i injektivnosti operatora C, imamo
G{—p')x —G{<p)y, Y€ 2V Dobili smo (x,y) £ A i C~XAC = A.

2. Pretpostavimo da je G (C-DSG) generisana sa A. Tada za svako r' > O,
postoje n', | £ N tako da je Cn'(r') C~-dobro postavljen za A. Zbog C~IAC =
A, imamo C~nACn = A, n £ No- Primenjujuéi ponovo Propoziciju 2.4 i
Teoremu 2.5 iz [58], imamo da za sve r' > 0, postoje n", | £ N tako da je A
(= C~IACI) generator n"-puta integrisane C~polugrupe na [O,r").

Teorema 2.2.2. Pretpostavimo da postoji niz ((Pk,Tk)) (pk € No, A £ (0,00);
A £ Noj takav daje lim Tk = 00 i daje CPk+i(Tk) C-dobro postavljen za A.

Ako je CA ¢ AC, tada C_1AC generiSe (C-DSG).

Dokaz. Jasno, mozemo pretpostaviti r*, < Tk+li Pk > 2, kK £ No- Neka je
(WPk{t))te[o,rK lokalna p~-puta integrisana C-polugrupa generisana sa C'_1ylIC.
Ovde je WPK data Teoremom 2.5 u [58]. Kako je svaka (lokalno) integrisana
C-polugrupa jedinstveno odredjena njenim generatorom (videti Propoziciju 1.3
u [55]), imamo:

za pkl = Pk2 : WPk (i) = WR(i) ,0 < t < min(rfcl, rfc?,

. . S)ds < < min(rfc
B pki ( ) ’ | (r r ’

t

f

za PN <Pk2 : Wk [t)= /
J

(0]
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AR M—WFK (s)ds, 0 <t < min(rd,r.
(-pfei-pfej-iji

Zog toopje decia cHindjareavisaad AE N Savino p £V ((ad R
Chinsno ssch

glipx == (-1) 7 PAt)WPK(t)xdt, xeE.

INnan©Q £VO(L(E)) 1QC =CQ. Zasex £E 1ip ip£ DO @B |a
supp+ sygap C(—earfo), ddjano

Q(<p)GWx

= 7 i \gpfe)(i) 70 V (pfc)(s)W pdt(i) W pfo(s)a;dsdi
t+s )

— g 7 PAt) gip[Pk)(s) (/ - p LHP7- \)Y WPK(r)Cxdr dsdt

=-f HPK(t)

fA -V (S)E U -i){tT :~ ~ lw(r)cxdr dsdt

- f 7 PR T Rk 1S

T-p WG WP s

= 1 7RI TR 10 U - h % ;.27 2wPkrjexdr dsdt
+(-|)|d‘(0)027t Pk~1]{S)WPK(s)Cxds.
Rinerjujud ise ag nerte chdianbrg g,
_ glip)lipx
=(— (/7 PRt) F ip(s)WPKt + s)Cxdsdlt
+P__kE(')l7 jo)(O):ig 7 ;Jk~1- i) (S)WPK(s)Cxds)
= J—)Pk(?? Pk\t)jlg /(i —s)WPK(s)Cxdsdit

+ E40)(0)F 7 Pre1) (s)WPK(S)Cxdls)
]— 0
Pk- 1

= (_|)Ij;g *0ip)(s) + <p™MO)ippk 1 INS) WPK(s)Cxds

3=0
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°0
—(_1Fe/ (P+o ip) KK (S)WPK{s)Cxds = Q(ip+0 ip)Cx, X e E.
o

Dakle, (C.D.S.l) vazi. Pretpostavimo da a £ E zadovoljava G(ip)x —0,
PG XH0,Tg i neko k G N. Dobijamo

Pk-1
WPk(t)x = tizi> t 6 [O.t*),

i=o

za neke EE,j=0,1,... pk—1 Koristeci zatvorenost operatora A i relaciju

{
A\] WPK(s)xds = WRK(t)x - £— Cx, t 6 [0,rfo,

lako se pokazuje zj = 0, - 0,1,...,pk- 1. Dakle, x = 0i (C.D.S.2) vaii.
Pokazimo da je C~1AC generator od Q. Pretpostavimo (X,y) G C~1AC i
$G ~[0,M) za neko A€ N. Tada je

e]e]

G(-<p')x = (-1)Pk+Ll / VApfc+l) (i) WPk (t)xdt
0

00 t
4 r

Fe
(- 1)pfetl i gpk+I\t) — Cx + J WPk(s)yds
d 0
@ i
- (-1 ):HN" Pk+I\t) I WPk(s)ydsdt = g(<p)y,
o o

i C XAC C B, gde je B generator od Q. Pretpostavimo sada (x,y) G B. Tada

je
("Im ~ Pk+1\ t)W PK(t)xdt
0
(-1)ij M (t)WPk(t)ydt
0
(-1)Pk+l i <dpfe+D) (1) J WHK(s)ydsdt, r e v [OTK.
(o] (o]
Zbog toga,

Pk

(2.2) WPk(t)X - \] WPk{S)de 53 N Zj, t ~O,rfd)
0 1=0
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za neke zj GE, j —0,1,... ,pk. Stavimo t = 0 da dobijemo z0 = 0. Koristedi
(2.2) imamo:

T Pk
-W PK{t)x-W Pk{t)y = Y ,itj~lzo 1
=1
Pic r Pk
AWPRK(t)x + jlyCx - AJ WR(s)yds - — Cy
0]
Pk
= t g [0,rfo.
=i
Dakle,
(] iPk~1 tRc
23) ANy Z= Zj - {pk_iyCx + —fy, t GO, Tfe).

Kako je A zatvoren, diferencirajuci obe strane od (2.3) dovoljan broj puta do-
bijamo zj = 0,j = 1,2,... ,pk- 1lizPk = g . Ovo daje

t
tpk
/ WPk(s)yds = — Cx, t € [0,rfo),

(o]

i zbog toga (z,y) GC~1AC. Dokaz je kompletiran.

Zapazanja 1. Ako je C = /, dovoljno je pretpostaviti da je Cfc+i(r0) dobro
postavljen za neko K GN i rO> 0. Tada je C2c+i(2r0) dobro postavljen (videti
Teoremu 4.1, [2]). Ovo je netacno za proizvoljno injektivno C\ napomenimo da
C-dobra postavljenost za Cic+ 1(r0) daje C2-dobru postavljenost za C2Xc+i(2r0)
(videti [58]). Primetimo da postoje (Stamparske ?!) greSke u dokazu Teoreme
4.1 u [58]. Glavna formula ([58]) mora biti zapisana na sledeé¢i nacin:

T2K{t) = SK(TO)Sk(t - tO) + E ¢r(rT2c m(i - to) + (t - ro)mT2c_ m(r0)),
m=0

i u drugoj formuli moramo pisati “0< m < k” umesto “0< m < k".

2. Akoje p(A) ™~ 0, CA ¢ AC i ako vaZe uslovi Teoreme 2.2, tada C~1AC = A

generiSe (C-DSG).

Ovim smo pokazali i sledeci rezultat.

Propozicija 2.2.3. (a) Neka je Q (C-DSG). Tada postoje r > 0, n G N i
lokalna n-puta integrisana C-polugrupa (kPn(i))i6[olT) tako daje Q —win™u
distribucionom smislu na (—oo,r).

(b) Neka je (Wn(t))t>0 n-puta integrisana C-polugrupa. Tada je Q :=
(C-DSG); Wn i Q imaju iste generatore, n GNO.

Zapazanje. Na osnovu dokaza datog u Primeru 1. 1, imamo sledece: ako je
A infinitezimalni generator C-polugrupe (T (i))t>q, tada je
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C IAC=<(x,y) EE X E :T(t)x —Cx = J T(s)yds, t> 0
| 0
i integralni generator za (Tt)t>0je C~1AC = A.
Slede¢a lema se pokazuje kao u slucaju integrisanih polugrupa.

Lema 2.2.4. Nekaje (5(i))te[o,T) n-puta integrisana C-polugrupa generisana
saA, 0<r < o0, n£N. Akoje x £ D(Ak) zaneko k £ N sa k < n, onda vaZi

k—
S(t)Akx+ J2 I1£E ~ C A kMx,t£[0,r).
i=0
Podsetimo se daje n-puta integrisana C-polugrupa (Wn(t))t>o eksponencijalno
ograni¢ena ako postoje M > Oi ui £ R tako daje |Wh({]] < Me“(, t > 0.

Definicija 2.2.5. C —distribuciona polugrupa G je eksponencijalna C —distribu-
ciona polugrupa ako postoji e £ R takvo daje e~£tQ £ S'(L(E)).

Teorema 2.2.6. Neka je A zatvoren linearan operator. VaZi:

(a) A je generator eksponencijalne C—distribucione polugrupe Q

ako i samo ako

(b) postoji n £ N takvo da je A generator eksponencijalno ograni¢ene n-puta
integrisane C —polugrupe (Wn{t))t>o

Dokaz. (b) —» (a) Neka je A generator polugrupe (W ,(i))t>0 takve da je

[Mh@I] < Me“*, t > 0. Propozicija 2.2.3 povla¢i da je Q := W”™n) (C-DSG)
generisana sa A. Zasvee > 0i go£ V imamo

| 1(e-("+e)tEy>)|] < M f eut \{e~"+£y ™ n\t)\dt
0]

0o n 0o n
<M 2nfeutd2 \u+ £h-,e-(“+e)t [*"W(i)] dt < Mxf e~£tJ2 g{i)(t)\dt
¢0 0] i-0
i=0
za pogodnu konstantu M\ nezavisnu od tp, gde je poti(ip) = | ,ip£fS,

neprekidna seminorma na S. Dobijamo e~<u+£1tQ £ S'(L(E)), ako je e > 0.

(@) — (b) Pretpostavimo da je Q C—distribuciona polugrupa generisana sa A
i da je e~£tQ £ S'(L(E)). Jasno, e~£tQ je (C-DSG) generisana sa A —el. Za
svako fiksno £V, imamo

A{e £Q,(p)x —(e £Q, -ip') x + e (e £Q, tp)x - ip(0)Cx,

§to daje e~£tQ £ S'(L(E, D(A))). Sada moZzemo primeniti Teoremu 2.1.2 iz
[65] da zakljuCimo da postoje n £ N, r > 0 i neprekidna funkcija V : R —m=

L(E, D{A)) ¢iji je nosa¢ sadrzan u [0,00) tako daje

00

(e~£tG,(f) x — (- 1)nf V(t)ip(n\t)xdt,
]
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zasve PEV, X £EE i |PE)] < Mtr, t > 0. Sli€no kao u Teoremi 2.2.1, dobijamo
daje (V(t))t>o n—puta integrisana C —polugrupagenerisanasaC'_1(A—el)C =
A —el. DefiniSimo

t
Wn(t) := eetV(t) + f efspn(t - s)V(s)ds, 0< t < oo,
0

gde je pn polinom stepena (n - 1) takav da je

E (")("e)iA *= (f)e Mpn(t)dt, A > 0.

i=1
Na osnovu standardnog perturbacionog argumenta (kao u Lemi 3.2 datoj u
[2]), (WnN(£))t>0je eksponencijalno ograni¢ena n-puta integrisana C-polugrupa
generisana sa A.

Zapazanje. Dobro je poznato da ukoliko je A (integralni) generator (lokalne)
n-puta integrisane C-polugrupe (Tn(f))t€[0IT), n £ NO, tadaje C~IAC = A
([55]). Primetimo da ne zahtevamo D(A) = E u prethodnoj teoremi.

Sada ¢emo razmotriti klasi¢an slucaj: p(A) » 0i C = R(X : A)k, A £ p(A). Za
dalji rad nam je neophodna sledeéa lema.

Lema 2.2.7. Nekaje A zatvoren operator , A £ p(A), n, K£ No, 0 < r < oo.
Tada su slede¢a tvrdjenja ekvivalentna:

(a) Cn+k+i(r) je I-dobro postavljen za A,

(b) C,+1(t) je R(A : A)k—dobro postavljen za A.

Dokaz. Ako je k= 0, dokaz je trivijalan. Pretpostavimo k £ N.
(a) (b) Neka je (Sn+k(t))te[otT) kao u Propoziciji 2.3 u [2]. Lako se pokazuje
(x £ D{AK) je fiksan) da je.

t fc,

u{t) := [ S(s)Akxds + t £ [0,r),
i 0y + K

reSenje problema

i UEC([O,r),D(A))nCL[0,T),E)),
< u'(t) = Au{t) + £x, t £[0,r),
( u(0) = 0.

Stoga problem C,+i(r) (sa C = R{\ : A)K) ima reSenje za sve x £ E. Jedin-
stvenost sledi iz dobre postavljenosti problema Cn+fc+i () za x —O.

(b) — (a) Ako je Cn+i(r) R(A : A)k—dobro postavljen za A, tada problem

f «6C([01r),D(yl))nC1O)r),£))
< u'(t) = Au(t), t £[0,t)
( u{0) = R(X : A)kx,

ima jedinstveno reSenje za sve X £ D(An+l) (videti [58]). Primena Propozicije
3.3 u [2] zavrSava dokaz.
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Propozicija 2.2.8. Nekaje A zatvoren linearan operator i X £ p{A). Tada su
sledeci iskazi ekvivalentni:

(a) A generiSe (DSG),

(b) A generiSe R(X : A)k-distribucionu polugrupu za sve k £ No,

(c) A generiSe R(X : A)k-distribucionu polugrupu za neko k £ No-

Dokaz, (a) — (b) Neka je G (DSG) generisana sa A. Kako je GA ¢ AG ([52]),
imamo da je Q := GR(X : A)k R(X : A)fedistribuciona polugrupa generisana sa
A. Implikacija (b) -> (c) je trivijalna. Ako A generiSe R(X : A)fedistribucionu
polugrupu za neko k £ No, tada primena Teoreme 2.2.1 povlaci postojanje
prirodnog broja n i realnog broja r > 0 tako da je problem C,+i(t) R(X : A)k-
dobro postavljen za A. Sada mozemo primeniti Lemu 2.2.7 kao i Teoremu 3.8
u [92] da pokazemo da A generiSe (DSG).

Posledica 2.2.9. Pretpostavimo daje problemCn+i(r) R(X : A)k—dobro postavl-
jenzaA, n, KENo, 0<r < oo, A£ p(A). Tada A generiSe (DSG).

Za terminologiju integrisanih C-kosinus funkcija videti [94].

Propozicija 2.2.10. Neka je A subgenerator n—puta integrisane C—kosinus
funkcije (C,(f))t>0, n £ Ng. Tada je operator C-1AC generator C-distribucione

(~ o)lIC vo C

Dokaz. Najpre, poznato je Cn(t)C = CCn(t), t > 0i CA C AC (videti [94]).
Na osnovu toga imamo CA C AC, tj. C~IAC c¢ A. Definis§imo

polugrupe UE 2, gdeje A 1 O I\ i c 0)

( fCn(s)ds f(t- s)Cn(s)ds ~
Wn+1(t) := 0 , 0< t < oo

Cn(t) Hﬂ f C,(s)ds
/
Lako je pokazati daje (Wn+i(i))20 jako neprekidna operatorska familija koja

zadovoljava Wn+x(t)C —CWn+i(t), 0 < t < oo. Fiksirajmo x i y £ E. Tada je
t ( f(t - s)C,(s)xds + / Cn(s)yds N
AjW n+l(s)(x)ds = A

f Cn{s)xds - (n+iyCx + f (t - s)Cn(s)yds
\ O 0 /

f Cn(s)xds - TATYjjCx + f(t - s)Cn(s)yds »
" 0

f(t- s)C,(s)xds + f Njp—Cn(s)yds

t t
f Cn(s)xds - TATHVICx + f(t - s)Cn(s)yds.

:(°

V Cn(t)x - %Cx + f Cn(s)yds - ££yCy

Pretpostavimo (x y)T £ D(A). Tada je x £ D(A) i
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f Cn(s)xds + f (t - s)Cn(s)yds ~
Wn+ (1) {0 0 0
N Cn(t)x - ppCx+ f Cn{s)yds ~

Zbog X £ D(A), sledi Cn(s)x £ D(A), s> 0. Dakle,
Wn+1(t)($ £ D(A), t> Oi

( Cn{t)x - £ Cx + f Cn(s)yds \
AWn+1(t)(D = t t 0
f Cn(s)Axds + A f(t - s)Cn(s)yds
\o 0
\

/ Cn(t)x - %Cx + f Cn(s)yds

f Cn(s)Axds + Cn(t)y - £Cy )

= Wn+1(t)(«x)= W n+1(t)A $
Zaklju€¢ujemo Wnjr\(t)A C AWn+i(t), t > 0. Na osnovu Propozicije 2.4 i Teo-
reme 2.5 u [58], (Wn+i(i))t>0 je (n + 1)—put integrisana C-polugrupa u E2
generisana sa C~1AC. Propozicija 2.2.3 kompletira dokaz.

Zapazanje. Neka je A zatvoren operator i neka su A i C kao u prethodnom
tvrdjenju. Tada je

CACAC & CACACIiIiC~IAC = A& C~-XAC = A.

Napomenimo da primeri dati u [94] mogu posluziti za konstrukciju neekspo-
nencijalnih C-distribucionih polugrupa. Na kraju navedimo da je problem
poboljSanja Teoreme 2.2.2 otvoren.

2.3. Guste C-distribucione polugrupe

Razmotrimo nekoliko novih uslova za element Q £ V'O(L (E)):

(di): g{ip*tp)c = g(ip)g(tp), tp, iP£VO
(da): isti kao i (C.D.S.2)
(d3): 72(9) je gust u E
(d4): za sve X £ TI(g) postoji funkcija ux £ C([0,00) E) takva da je
ux(0) - Cx i o(tp)x = \Tp(t)ux(t)dt, PEV.
0
(d5y:. ako (d2) vazi, onda (d5) znagi G(p+)C — g(p), PEV.

Propozicija 2.3.1. Nekaje Q £ VO(L(E)) i QC = CQ. Tadaje Q (C-DSG)
ako i samo ako vaze (d\), (<2 i (ds).

Dokaz. Neka (di), (¢2) i (ds) vaze. Treba pokazati samo (C.D.S.l). Lako
se proverava da G{T) komutira sa Q{g) i C, zasve T £ £q, 7 £ V q, ako pret-
postavimo samo (di) i (d2). Sli¢no, u ovom slucaju imamo TZ(Q) C D(G(T)),



T £ £9. Nekaje 9 ip6 P i X £ E. Racun

Q<p *0 ip)Cx - G(tp)G(ip)x
t
G<P*0ip)Cx = G((p+)CG(ip+)Cx

V77 £ T0 : Q<p+ * r])CG(ip+)Cx —Q(n)G(<p *0 ip)Cx

Vil £ P 0: G{v+ * Tj)CG(ip+)th = Q[r})G((<p *Otp)+)C2x
V13, i) € P O: G((<p *o ip)+ * B)G{r}tCZX = G(R)G(ip+ * r])CG(ip+)Cx
VB, n£PO: QPpt*(B* 4>"))9(f][)3C2X = GR)Gipt * t])CG(ip+)Cx
vz, Jevo: g8 *ipH)Gipt)g(r])C2< = g(B)g(ipt - ri)CH4>+)Cx

vi3, V€ @0 : S(/3)G(V'+)G (¥>)S(r/)C2z = S(/3)e(v>+ * V)CGN+)CX
t
\W6Po: = Q&+ *rj)CG(ij>+)Cx
t
G (M+)CG(V>+)Cx = G{ip+)G((p+)C 2

t
G(<p+)G(ip+)C X = GW+)G{v+)C X
G{(ip* ip)+)C2x = G((ip * P+)C X

daje rezultat, gde ¢éemo samo primetiti da (di) i (d?) impliciraju
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G{S)G(T) ¢ G(S *T), D(G(S)G(T)) = D{G{S *T)) nD(G(T)), T, S £ £0.

Parafrazirajuci Lionsa [60], uvodimo regularne C-distribucione polugrupe.

Definicija 2.3.2. Regularna G-distribuciona polugrupa, (C-DSGL) krace, je

element G £ V'O(L (E)) koji zadovoljava (di), (¢2), (¢3), (¢4) i GC = CG.
Pokazimo da svaka regularna G-distribuciona polugrupa zadovoljava (ds).

Propozicija 2.3.3. Nehaje G (C-DSGL). Tada je G (C-DSG).

Dokaz. Nekaje ip £ P i x £ E. Kako je G(<p+) zatvoren linear operator,
moZzemo pretpostaviti X £ N(G) da bi pokazali (Cx,G(ip)x) £ G(<p+). Neka je
(BN)n>0 Po-niz takav da pn —5, n —00. Neka je ux funkcija data sa (d4). Za

sve i je P O dobijamo

Qpn)G{<P+ * V)Cx = G{P+ * Pn) * 1)C2X = G{ri)CG{<p+ * Pn)x

= G(v)C / (E-*pn)(t)ux(t)dt -t G{HCG(<p)x, n > 00, i

G{pn)G(T+ *ri)Cx = G(<P+ *T]* Pn)C2x -> G((p+ *r))c2x, n >=00.

Dxlde, Q(tp+ * rj)cx = G{r)G{tp)x, 1 6 Po, 1 (Cb) \aa.
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Zapazanje. Cak i uslugaju C = 1, (d\), (¢ i (cL) ne povlage (C.D.S.I),
videti [52].

Propozicija 2.3.4. Nekaje Q (C-DSG) generisana sa A. Tada postoji e > 0
takav da za svako x G (A) postoji funkcija ux koja zadovoljava

r UXGC°°([0,£] :E),
j G(<p)x = f ip(t)ux(t)dt, tp G 27[0ie],
I ux(0) = Cx.
sO
Dokaz. Nekaje Q<p) = (—1)" f p:n\t)Wn{t)dt na (—00, so0), za neku n-puta
0]

integrisanu C-polugrupu (W n(¢))te[o,sO) generisanu sa A i n G N. DefiniSimo
ee7ai

*(0 := fjjJAWNN X' O~ t A e-

Na osnovu Leme 2.2.4, imamo
u*(i) = Wn(i)Anr+ ~"Jolln-I'-iyCAn-1-1X, O< t < £

Kako je x G Doo(A), vazi ux G Cloo([0,£] : E). StaviSe, ux(0) = Cx i rezultat
sledi primenom parcijalne integracije.

Zapazanje. Neka su Gi A kao u prethodnom tvrdjenju. Tada je CDoa(A) C

Ovo sledi iz Propozicije 2.3.4 i regularizacionog niza (pn) u VO koji
zadovoljava supp pn C [0, £], n G N. Pretpostavimo sada: p{A) /7 0, D(A) i
1Z(C) su gusti u E. Tada je Dao(A) = E i stoga CDoo(A) = E\ sledi da je Q
gusta. Koristeci iste metode kao u [52], ovo je ekvivalentno sa: Q* je (C*-DSG)
u E*. Pokazali smo slede¢u propoziciju.

Propozicija 2.3.5. Neka je Q (C-DSG) generisana sa A . Tada je CDao(A)
ClZ(G)- Pretpostavimo dodatno p(A) 720i R(C) = E. Tada su slede¢a tvrdjenja
ekvivalentna:

(a) Qje gusta,

(b) A je gusto definisan,

(c) G*je (C*-DSG) uE*.

Ako je X G P-iG), moZzemo pokazati sledece.
Propozicija 2.3.6. Nekaje G (C-DSG). Tada G zadovoljava (d4).
Dokaz. Nekaje x —G(ip)y, ip £ T>0, V£ E. Tada imamo

G(v)x = G{p)G{ip)y = G{p*0 ip)Cy = G V(1)TtTpdt" cy

= Bp{t)G{Ttip)Cydt, tpev.

Funkcija ux : t Q@ Ttif)Cy ima traZzene osobine.

Navedimo neke primere C'-distribucionih polugrupa. Ocigledno je da primeri (in-
tegrisanih) C-polugrupa mogu posluziti za konstrukciju C-distribucionih polu-
grupa.
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Primer 2.3.7. Nekaje P ograni¢en projektor na E i PC = CP. DefiniSimo

Q(p) \jDip(t)dtPC, PGV.

o
Tada je Q pre-(C-DSG). Takodje, Af(Q) = KernP.

Primer 2.3.8. Neka je E LP(R), 1 < p < o0o. Pretpostavimo da je C
injektivan operator na E i da je ispunjeno:

C(f *g) —f *Cg, f £L\R), g £ LP(R),
tj. C je translaciono invarijantan. DefiniSimo
G(<p)f ~ g+ *Cf, v €V, f e E.

Tada je Q (C-DSG) na E. Njen generator je operator -d/dx sa maksimalnim
distribucionim domenom. Specijalno, mozemo uzeti:

1. Cf = a* f, za bilo koje a £ L (R) takvo daje C "1—1",

2. C = R(A : A), za bilo koji diferencijalni operator A : D(A) —E sa nepraznim
rezolventnim skupom, gde je

k k
D(A) :={/ £E : f £ E distribuciono } i Af := anD3f,
30 j=0
zanekeaj £c,j —0,1,..., k, A6 p(A). Akoje R(C) = E tadaje Q (C-DSGL).

Primer 2.3.9. Nekaje E := C[0,1] i Cf{t) = / {t(k§>!/l /(s)ds, f £E, t£
[0,1], k £ N. Tada je C ogranicen injektivan opergtm\’/ na E. DefiniSimo
-t
-:J ~ s)Cf(s)ds, g>£V, f £E, t £ [0,1].
o

Tada je Q C-distribuciona polugrupa na E generisana operatorom —d/dx sa
maksimalnim domenom.

Primer 5.3(b) u [95] moze posluziti za konstrukciju eksponencijalnih (J+ A)_r-
distribucionih polugrupa (za neko r > 0) na Lp(M"), BUC(WI) i Co(Rn).

U [96] je pokazano da ukoliko ograni¢ena analiticka polugrupa (T(z))nez>0 na
L2(n) (ft ¢ K" je otvoren neprazan skup) zadovoljava Gausovu ocenu reda
m i ako je Ap generator njene konzistentne polugrupe na Lp(fl) 1 < p <
00), tada iAp generiSe (I —Ap)_*“-polugrupu (Sp(t))t>0 na Lp(fl) tako da vaZzi

N\PHPON\ < M1 + i2nl5_rl), t > 0, gde je a > 2n \ —= . Dakle, iAp generiSe

eksponencijalnu (I —Ap)_Q-distribucionu polugrupu.

Zainteresovanog Citaoca upucéujemo na monografiju [23] za primere globalnih
C-polugrupa i njihovu primenu u Petrovkii korektnim sistemima diferencijalnih
jednacina. Za primenu C-polugrupa u analizi Shilov korektnih paraboli¢nih sis-
tema diferencijalnih jednacina u Banachovim prostorima videti [97]. Takodje, C-
distribucione polugrupe se mogu upotrebiti i u analizi obrnute talasne jednacine
na Lp(ft), gde je fl otvoren neprazan podskup od Rn sa glatkim rubom.
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3. [r]-polugrupe

U ovoj sekciji éemo samo navesti rezultate i primere klase [rj-distribucionih polu-
grupa proucavanih u [45]. Data klasa je u bliskim vezama sa mnogim drugim
klasama polugrupa. Najpre, glatke distribucione polugrupe i glatke distribu-
cione polugrupe eksponencijalnog rasta su prouavane u radovima Balabana i
Emami-Rada i predstavljaju specijalne slucajeve [r]-polugrupa. Klasa distribu-
cionih polugrupa reda (r, 0) je analizirana u radu Wanga i svodi se na klasu
[r, O]-polugrupa definisanih neSto kasnije. Sa druge strane, [r]-polugrupe pred-
stavljaju specijalni slucaj jakih distribucionih polugrupa analiziranih u [67].
Poseban znacaj za uvodjenje [r]-polugrupa je i njihova primena u teoriji regu-
larizovanih funkcionalnih racuna; posebno ¢emo prezentovati primenu na guste
semispektralne distribucije, funkcionalni racun koji je opisao glatke distribu-
cione polugrupe.

Poseban deo ¢emo posvetiti primerima [r]-polugrupa.

3.1. [r]-polugrupe: osnovne strukturne osobine
Nekaje r > 0i k G Nqg. Stavimo

k k

) - . (i) \BE
Prit<P) . . ¢ erttV (i) (HtO .00y QTKISP) == i\io i*(erv) LMI10.00))

Poznato je da je ([45]) inkluziono preslikavanje id : (V+,pTk) — (V+,qrk)
neprekidno preslikavanje izmedju normiranih prostora. Neka su Trk i Drk
kompletiranja prostora (V+,prk) i (T>+,qrk), respektivno. Oznac¢imo h\{t) =
e~XtH(t), t € R. Tada je h\(t) element prostora Trk i Drk za sve A € C sa
ReX > r. U [45] je pokazano da su Trk i Drk algebre za konvolucioni proizvod
*0_

Definicija 3.1.1. Nekaje r > 0, k G No- Distribuciona polugrupa G je [r,k\-
polugrupa, respektivno, {r, fc}-polugrupa ako se G moze proSiriti do neprekidnog
linearnog preslikavanja iz Trk, respektivno Drk, u L(E). KaZemo da je G [r]-
polugrupa, resp., {r}-polugrupa ako je G [r, fc]-polugrupa, resp., {r, /c}-polugrupa
za neko k £ No-

Svaka {r, fc}-polugrupa je takodje [r, fc]-polugrupa, r > 0, k £ No- Pokazaéemo
da za svako r > 0, postoji gusto definisani operator A takav da je A generator
[r, I]-polugrupe i da A nije generator {r, &}-polugrupe za bilo koje k G NO.
Klase [r, O]-polugrupa, {r, O}-polugrupa i (r, 0)-polugrupa Wanga se poklapaju,
r > 0. Potreban i dovoljan uslov da zatvoren linearan operator A bude generator
[r, O]-polugrupe, r > O, je: (r,00) C p(A) i zaneko M > 0

dn Mn\

[R(X :A)]

d\n - a—nma A nela

Zbog toga je svaki Hille-Yosidin operator (videti [6], Definicija 3.5.1) generator
[r, O]-polugrupe za neko r > O.

Osnovna strukturna teorema za klasu gustih {r, /c}-polugrupa je slede¢a teorema
koja je dokazana u [45].
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Teorema 3.1.2. Nekajer > O, k GNo i nekaje D(A) gust u E. Tada su
sledeci iskazi ekvivalentni.
(@) A je generator {r, k}-polugrupe G.
(b) A —r je generator eksponencijalno ogranicene k-puta integrisane polugrupe
(S(t))t>o0 takve daje [IS0)]l = O (tk).
(c) (r, 00) C p(A) i postoji konstanta M > O takva daje

d? 'R(\ +r -.A)] (k + j)!

<M

d\i Xk \ \K+j+I" A>0j+ 1GN.

(d) r —A poseduje glatku semispektralnu distribuciju reda k.

Primer 3.1.3 ([45]). Nekajer >0, 1<p<o00,p”2, £GN, k>n

Tadaje A := iA + r sa maksimalnim distribucionim domenom generator {r, k+
2}-polugrupe na Lp(Mn).

Propozicija 3.1.4. Pretpostavimo daje G [r,k]-polugrupa generisana sa A,
r >0, ftG No. Tadaje:

(a) G(ip)A ¢ AG(<p), PG Trjic

(b) Ako je G gust, tadaje G* [r, K -polugrupa u E* generisana sa A*.

Isto vazi akoje “\r, fd” zamenjeno sa “{r, k}” (i Tk sa Drk).

Zainteresovanog Citaoca upucujemo na [67] za definiciju i osobine jakih dis-
tribucionih polugrupa. Specijalno, poznato je da je svaka [r]-polugrupa jaka
distribuciona polugrupa i da njen generator A zadovoljava n{A) < 1. StaviSe,
ako je prostor E refleksivan, tada je svaka [r]-polugrupa gusta. Lema 1.5u [51] i
slede¢a propozicija takodje daju ocenu n{A) < 1, ako A generiSe [r]-polugrupu.

Propozicija 3.1.5. Nekaje A generator [r, k]-polugrupe, r > 0, k G N. Tada
je (AGC :ReA>r} c p(A) i postoji M > 0 takvo daje zasveneN i AGE
sa ReA > r:

[fI(A : AW\ < + Nemm("+
v ~ (ReA - r)n+k

3.2. Relacije sa integrisanim polugrupama

Dve osnovne veze [r]-polugrupa i integrisanih polugrupa su date u slede¢im
teoremama.

Teorema 3.2.1. Pretpostavimom, m —k G No ir>0. Tadaje:
(a) Ako je A generator k-puta integrisane polugrupe (S(t))t>o takve daje

1HSOIl = O(ert(ie+ r)),

tada je A generator [r, m]-polugrupe.
(b) Ako je A —r generator k-puta integrisane polugrupe (W (t))t>o0 takve daje
lIkFOIl = O(tk+ tm), tadaje A generator [r,m]-polugrupe.

Teorema 3.2.2. Pretpostavimo da je A generator [r, k]-polugrupe G, r >
0, k G No- Tada je deo od A —r u D (A), resp., 7Z(G), generator k-puta
integrisane polugrupe (S(t))t>o0 u D(A), resp., R(G), takve da je ||SO)]|] =
O(tk+t2K).
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Upotrebom integrisanih polugrupa su u [45] pokazani i sledeci rezultati.

Propozicija 3.2.3. Neka je A generator [r, K] -polugrupe G, r > 0, k 6 No-
Tada vazi:

(a) G je reda (w,k) za svew > r.

(b) Ck+2(00) je dobro postavljen za A.

Teorema 3.2.4. Nekaje A zatvoren linearan operator takav daje {A € C : ReA >
r} C p{A), zanekor > 0. MAoje

HB(A:A)||<M@Uj y r)w, ReX>r,

zaneko K GNo i M > 0, tadaje A generator (k + 2)-puta integrisane polugrupe
(S(t))t>o rasta O(eTttk+2) i A je generator [r, k + 2]-polugrupe. Ako je r > 0O,
tadaje IS0l = O(eTttk+1).

Teorema 3.2.5. Neka je A generator [r, K]-polugrupe za nekor > 0i k £
No- Tada je A generator (k + 2)-puta integrisane polugrupe (S(t))t>o koja je
O(eTttk+2) i O(erttk+1) rasta.

Teorema 3.2.6. Nekaje A zatvoren linearan operator i r > 0. Tada su slededi
iskazi ekvivalentni.

(a) A je generator [r]-polugrupe.

(b) Postoje k6 N i M >0 takvi daje

{AeC:ReA>r}c p(A)i

Re\ > r.

(c) Postoji k GN takav daje A generator k-puta integrisane polugrupe (S(t))t>o
takve daje ||50)]] = 0{eTttk).

Teorema 3.2.7. Nekaje A zatvoren linearan operator i r > 0. Sledece je ekvi-
valentno.

(a) A je generator {r}-polugrupe.

(b) Postoje KGN i M > O tako daje

{AeC:ReA>r} Cp(A)i

W NMNH < ™ > r-
(c) Postoji k £ N takvo da A —r generiSe k-puta integrisanu polugrupu (S(t))t>o
kojaje O{tk) rasta.

Stoga se Teorema 6 u [9] moze upotrebiti za konstrukciju {r}-polugrupa. U [45]
su takodje date veze fc-puta integrisanih polugrupa rasta O (tk+ tm), k, m G No,
sa distribucionim polugrupama.

Perturbacioni rezultat za integrisane polugrupe je upotrebljen u dokazu sledecih
rezultata.
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Propozicija 3.2.8. Pretpostavimo daje D(A) —E i daje A generator [O, fe]-
polugrupe. Akoje B £L(E) i BA c AB, tadaje A + B generator [2\\B\\k+ []-
polugrupe.

Propozicija 3.2.9. Pretpostavimo daje D{A) —E i daje A generator [r,Kk]-
polugrupe, r > 0, KEN. Akoje B £L(E) iBAc AB, B = -r, tadaje A+ B
generator [2]|P + r]], 2k + 1]-polugrupe.

Propozicija 3.2.10. (a) Neka je Agenerator {r, k}-polugrupe, r > 0, k £
N. Nekaje B kao u prethodnoj propoziciji. Tadaje A + B generator [r, k + 1]-
polugrupe.

(b) Ako je A generator glatke distribucione polugrupe reda k £ N, tada je za sve
z £ C operator A + z generator [2 ¥\, k + 1]-polugrupe.

(c) Ako je A generator guste [r, K\-polugrupe, tadaje zasvez £ C saz / —,
operator A + z generator [2\z+ r\, 2k + 1\-polugrupe.

3.3. Relacije sa funkcionalnim racunima

Ve¢ smo napomenuli da su distribucione i [r]-polugrupe upotrebljene u [45]
u analizi semispektralnih distribucija i funkcionalnih racuna deLaubenfelsa i
Jazara. Potrebna nam je sledeca definicija.

Definicija 3.3.1 ([24]). Oznac¢imo sa A prostor svih Laplaceovih transfor-
macija funkcija iz Schwartzovog prostora S, opremljenog slede¢im sistemom
seminormi

lisllj.fc := 1] &V io)i)l|Li(fo,°0)), j, kK £NO, g = £(<p) £ A.
Glatka semispektralna distribucija za A je neprekidni algebarski homomorfizam
/ :A —L(E), takav daje
(i) (AeC:ReA< 0} C p(A)iZ/ = iZ(A : A) kadaje ReA< 0i
(u) f(9{Nn))x ™ x>n —o00, zasve X e E i ge A takve daje (0) = 1

Ako je A gusto definisani generator globalne /c-puta integrisane polugrupe rasta
O(tk(1+ fn)), za neke n, k £ No, tada —A poseduje glatku semispektralnu
distribuciju na osnovu Teoreme 3.2 u [24].

Teorema 3.3.2. Pretpostavimo daje D{A) gustuE im, k£ N, m > k Tada
su slededi iskazi ekvivalentni.
(a) A je generator (DSG) G koja zadovoljava za neko C > 0,

[IGM ] I<c] I(it+ rM ®JIL, <pEV.

(b) A je generator k-puta integrisane polugrupe Osa |[IS®Il = O[tk+
tm).
(c) —A poseduje glatku semispektralnu distribuciju f takvu daje za neko C > 0

H/<Oll < C\\(tk + tm)ip¥K) |]i, ip £V. (Podsetimo se, P= £(tp).)

U [45] je pokazana sledeca karakterizacija operatora koji pose”uju glatke semis-
pektralne distribucije: Neka —A poseduje glatku semispektralnu distribuciju /.
Tada je A gusto definisan.
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Teorema 3.3.3. Neka je A zatvoren, gusto definisan operator u E i neka je
r > 0. Tada su sledeci iskazi ekvivalentni.

(a) A je generator [r]-polugrupe.

(b) r —A poseduje glatku semispektralnu distribuciju f takvu da je

zaneke k mENsam>ki neko C > 0.
(c) A je generator k-puta integrisane polugrupe (S(t))t>0 takve daje

\\SO\\ = O(ert(tk + tm)),

zaneko kk m€ N sam > k
(d) A—r je generator k-puta integrisane polugrupe {W (t))t>o takve daje ||Wb]] =
O(tk+ tm), zaneke k, m £N sam > k

Podsetimo se ([24]), ako su n, k £ N, tada je

~ '" ([0, o0)) := {F £ CT- [0, 00)) : F& 6 L\[0,00)) zaj = 0,1,..., n}

Ank = {g = C(F) : (1 + t)kF(t) e W In([0, 00))}.

Uvedimo normu na Ank

/1U,.8= E 4]JL+ O~~M IU hload), 7 - C(F) £Ank.
J=0

U sledecoj propoziciji, Ank funkcionalni racun je uzet u smislu Definicije 1.1
date u [24].

Propozicija 3.3.4. Neka je A generator [r, k\-polugrupe, r > 0, k £ N. Tada
vazi:

(a) A je generator R{r + 1 : A)k+2-polugrupe (C(t))t>o0 takve daje ||G()]] =
O (ert(l + ffc+l)).

(b) r —A poseduje Ak+2,n funkcionalni raun zasve n£N san>k + I.

3.4. Primeri

Prvi primer je izveden iz analize grani¢nih vrednosti analitickih polugrupa koja
je data u [5].

Primer 3.4.1. Nekaje 1< p < oo. Ozna€imo sa Jp Riemann-Liouvilleovu
polugrupu na Lp((0, 1));
X
(Ip(z)f)(x) := J {x- y)z~={y)dy, f £ Lp((0,1)), x £ (0,1), Rez > 0.
0
Neka je Ap generator za Jp. U [5] je pokazano da operator iAp generiSe Co-

grupu (Tp(t))ter na Lp((0,1)) takvu daje |[p @]l = 0((2 +t2e”), t £ R.
Propozicija 3.4.3 implicira da je sa
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GP{9) := I<p(t)Tp(t)dt, yEV,
o]
definisana gusta [], 2]-polugrupa u Lp((0,1)) generisana sa iAp. Evidentno,
—iAp takodje generiSe gustu [], 2]-polugrupu na Lp((0,1)).
U slede¢em primeru E je modifikacija Lp prostora.

Primer 3.4.2 ([28]). Nekaje 1< p < oo i nekaje m : R —(0,00) merljiva
funkcija takva da je

(SUPTEZy » A )N < M (1 + Y, t> 0, (20)

zaneko KEN i M > 0. Fiksirajmo r > 0. Sa
(Tp(t)f)(x) = eTtF(x +i),iel,f>0,/e Lp(R, m{x)dx),
je definisana Co-polugrupa (Tp(f))t>0 na Lp{R, m{x)dx) takva daje

eIl = ert(sup=2i)i = O(ert(l + ffo).
SE® '
Dakle, sa Gp() := f ip(t)Tp(t)dt, p E V, je definisana gusta [r, &]-polugrupa
0

na Lp{R, m(x)dx). Ako je m pozitivan polinom, tada je (20) ispunjen za neko
KENiIiM >0

Primer 3.4.3 ([6]). Nekaje r > O fiksiran i

E 'ms={f GC([0,00)) : lim~ = 0},
71 := supr , [/ eE,
x>

(T(t)f)(x) :=f(x +t), fEE,t>0 x>0.

Tada je (T(t))t>0 Co-polugrupa na E i ||TH)]] = t+ 1, t > O, videti Primer
5.4.5 u [6]. Njen generator A je operator ~ sa maksimalnim dimenom u E. Na
osnovu toga, sa

G(tp) := j<p{t)ertT(t)dt, PpEV,
0

je definisana gusta [r, I]-polugrupa na E generisana sa A + r. Pretpostavimo
da je G (r, fc}-polugrupa za neko k E N. Tada A generiSe fc-puta integrisanu
polugrupu (S (f))t>0 na E takvu da je ||SfI] < Mtk, t > 0, za neko M > 0.

Kako je S(t) = J~ I\)] T(s)ds, t> O, sledi

/ (% -i)i f(x+s)da

sup < MtksuplM, f £E,t O.
£>0 x>0

Izaberimo /(°) = da zakljuc¢imo
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A
vx+sds

-k 1
f(i-SK 1 f-j ~
JR8E W < sup ol < Mtk/2, t> 0
0

x>0

Ovo je kontradikcija. Stavise, za svako k G No operator A generi$e fc-puta inte-
grisanu polugrupu (S (f))t>0na E takvu daje ||S()]] = O (tk+tk+1). Primetimo
da ne postoji konstanta a G [0, k + 1) takva da je ||Si)]] = O{tk+ ta + 1).

Takodje smo pokazali:

Nekaje r > 0 i k GN. Tada ne postoji konstanta M > 0 takva daje
llerti<p'lli < Mqgrk(<p), Yy G V+.

Primer 3.4.4. Pretpostavimo daje A generator fc-puta integrisane polugrupe
(S(t))t>0 na E. Ako postoji a > 0 takvo daje |IXI| < allxll, x G D{A), tada
je A generator [a, k + I]-polugrupe. Kako je

t k
A f S(s)xds = S(t)x —I1jS, t>0,x 6 E,
imamo
k
NS\ < x Bl +a/]|5(s; A\ds, t> 0, x GE.
0
Gronwallova nejednakost daje

lnsaxil < IN+aeatf e asp- |MIds, t >0, x GE.
(o]

Stoga je |I50)]] = O(eat(tk+ ifc+l)) i A generiSe [a, k + I]-polugrupu.

Pokazimo da za svako r > 0 i k G N postoji gusta [r, fc]-polugrupa koja nije
[r, K —I]-polugrupa.

Primer 3.4.5. Nekajer > Oinekaza T GL(E) vazi Tktl — 0O, za neko
k G N. DefiniSimo

pid

Tadaje (T (i))t>0 Co—polugrupa generisana sa T+r. Takodje, ||T(@)I] = O(erf(l+
tk)) i T + r generiSe gustu [r, fc]-polugrupu.
Izaberimo sada E := ]Rfctl sa sup-normom i stavimo

T[Xxi,X2, ee. , Ek+l) o ("2 eeexA+1>0), X GK, i —1,2,..., k+ 1L
Tadaje Tk+l = 0i T + r generiSe gustu [r, fc]-polugrupu G. Pretpostavimo da
je G [r,k —I]-polugrupa. Tada T generiSe (k —I)-put integrisanu polugrupu
(S(t))t>o0 takvu da je |IS0)]l = O{tk~1+ t2k~2). Ako je k = 1, to znaci da
T generiSe ogranicenu Co-polugrupu. Tada je kontradikcija neminovna, jer je
llertT@)] = 1+ t+ ... + i > 0. Ako je k> 1, tada je

S (i)(xi,x2, ..., Xk+i) = J (S 2R "™ ni e e Bkt s,
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Direktan rac¢un pokazuje 115011 = + ...+ £k-i)\” 1> °- Ovo Je kon-
tradikcija sa |IS0)]] = O (ffc 1 + i2fc-2).

Napomenimo na kraju da analiza Petrovsky korektnih sistema diferencijalnih
jednacina data u [97] mozZe biti upotrebljena za konstrukciju [r]-polugrupa.
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4. Distribucione kosinus funkcije

Integrisane kosinus funkcije su uvedene 1989. godine u radu Arendta i Keller-
manna [4]. Nakon toga su definisane a-puta integrisane kosinus funkcije i one
su proucavane od strane mnogo autora. U zadnjem poglavlju ovog rada ¢emo
prouciti osnovne strukturne osobine K-konvolucionih C-kosinus funkcija, klase
koja objedinjuje mnoge postojece operatorske familije vezane za jednacine dru-
gog reda. U ovom delu sistematski prouc¢avamo distribucione kosinus funkcije,
njihove veze sa lokalnim integrisanim polugrupama, lokalnim C-kosinus funkci-
jama, stacionarno gustim operatorima i jednaCinama konvolucionog tipa. Uve-
S¢emo i eksponencijalne distribucione kosinus funkcije i dati njihove veze sa ek-
sponencijalno ogranicenim integrisanim kosinus funkcijama. Jednostavni spek-
tralni uslovi karakteriSu generatore datih polugrupa. U zadnjem delu ovog
poglavlja daéemo odgovarajuce primere distribucionih kosinus funkcija na puno
funkcionalnih prostora.

4.1. Preliminaries

Kao i u prethodnim poglavljima, E oznacava netrivijalan kompleksan Banachov
prostor i L{E) —L(E, E) je prostor ograni¢enih linearnih operatora iz E u E.
Nekaje K C |. Tada je T>k potprostor od V koji se sastoji od test funkcija ciji
je nosaC€ sadrzan u K. Nekaje a £ P[_2-i] fiksirana test funkcija takva da je

e]e]
f ct(x)dx = 1. Onda, sa a izabranom na ovaj nacin, za svako fiksno p € V
— 00

definiSemo I(p) € V na sledeéi nacin
I(<p)(x) := [p(t) - a(t) /7 p(u)du]dt, x £ H_

e}

Primetimo daje ~ I{p){x) = p(x) —a(x) f p(u)du, x £R, p £ V. Sada za

G £ V'(L(E)) definiSemo G-1 na slede¢i na¢in G-17~) = —G(I(ip)), p £ V.
Jasno, G-1 £ W(L(E)) i (G-1)' = G; preciznije,

e]e]

-G~\p’) = G{l{p)) = G{I [p'(t)-a(t) I p'(u)du}di)

= G(\] p'(t)dt) = G(tp), p £ V.

Fiksirajmo funkciju p £ V sa suppy C (—o0, 0). Na$ izbor funkcije a daje
AM{p){x) = 0, x > a za pogodno a £ (—oo, 0). Zbog toga, supp/”?) c
(—o0, 0). Na osnovu toga sledi: suppG C [0, 00) => suppG-1 C [0, 00). Podse-
timo se, distribucije 6i 8 su definisane sa 5(p) = p(0), 6'(p) ——p'(0), p £ V.
ZapEVi/Z EV ,ilizap £ £i/ € £', definiSemo konvoluciju /7 * p na
uobic¢ajen nacin (f *p){t) := /(p(t —e)), t € R. Sledeca bilinearna preslikavanja
su hiponeprekidna: * : V' *£'XV —=Ti*: £ xf ->5.Za/ £V,
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ili za / € £', definiSemo 7/ na sledeci nacin: f((p) := 6V (tp € £).
Generalno, konvolucija dve distribucije /, g GV, f *g e V , je definisana sa
(/*9)(P) = g(f*<p), £ D. Hiponeprekidnost sledecih bilinearnih preslikavanja
je obavezna: * :V xV —»V  *.£'xV V i*:£' x £ £'. Imamo i
supp(/ *g) C supp/ + suppg. Poznato je: / *tp€ Vq, akoje / £ £qi G X0-

Integrisane kosinus funkcije uvodimo kao u [47].

Definicija 4.1.1. Neka je A zatvoren operator, a > 0, 0 < r < 0o. Ako postoji
jako neprekidna operatorska familija (CQ(f))(e[or) (C'a(i) € L(E), 0 <t < r)
takva da je:

(i) Ca(t)A C ACa(t), te [0,t) i
(i) zasveXx EE it GO, t):

ft (t —s)Ca(s)xds 6 D(A) i
0
t

Af(t s)Ca{s)xds Ca(t)x r(a+i)

tada je (Ca(i))f€[or) (lokalna) a-puta integrisana kosinus funkcija i A je gener-
ator od (Ca(f))te[oiT).

Sledeé¢a propozicija ¢ée biti dokazana u generalnijem sluaju u predzadnjem
poglavlju i zbog toga je dokaz izostavljen.

Propozicija 4.1.2. Neka je {Ca(t))t>0 jako neprekidna, eksponencijalno ogra-
niCena operatorska familija i neka je A zatvoren operator. Tadaje A generator
a-puta integrisane kosinus funkcije (Ca(t))t>o ako i samo ako postoji > > 0
takvo daje (2,00) c p{A) i

1o}
XR(X2:A)x = Xaj e~xtCa{t)xdt , A> u, x 6 E.

(0]

Definicija 4.1.1 automatski namece sledece pitanje: ako je (CQ(t))te[olT) (lokalna)
a-puta integrisana kosinus funkcija, koje je njeno ‘semigrupovno’ svojstvo? U
ovom radu ¢éemo dati odgovor kada je a = n 6 N. Esencijalno, odgovor je
sadrzan u [94], gde je analizirano semigrupovno svojstvo integrisanih C-kosinus
funkcija. Ponavljajuci doslovno argumente date u [94], dobijamo:

It-s]

2C(H)C(s)x=-"-[y[(-ir 1 (Jt—s|] —r)n~1C(r)xdr+

t+S t
[/ - /7 > + s-r)n IC(r)xdr
0o o

t s

+j (s—t+r)n~1C(r)xdr+J (t—s+r)n~1C(r)xdr], 0< t, s, t+s <r, X GE.



70

Dakle, ako je (Cn(f))t6[o,r) n-puta integrisana kosinus funkcija, tada je
Cn(t)Cn(s) —Cn(s)Cn(t), 0< t, s < |]. Uskoro ¢emo pokazati da je ovo tac¢no
i zasve (i,s) E[O,r) x [0,r). Zainteresovanog Citaoca upucujemo na [99] za vise
detalja koji se odnose na semigrupovno svojstvo a-integrisanih polugrupa.
Eksponencijalna verzija sledece propozicije je dobro poznata; pokazimo sada
tvrdjenje u, generalno gledano, lokalnom slu€aju. Tada je upotreba Laplaceove
transformacije eksponencijalno ogranic¢enih funkcija nemogucéa.

Propozicija 4.1.3. Neka je A zatvoren operator, a > 0, 0 < r < oo. Tada su
sledec¢a tvrdjenja ekvivalentna:

(i) A je generator a-puta integrisane kosinus funkcije (Ca(£))te[a.r) u E.

0 |1
(ii) Operator A =~ ~ g j 3egenerator (a + 1)-put integrisane polugrupe

(SH()ERN uE 2

U ovom slucaju, imamo

( fca(s)ds f(t —s)Ca(s)ds
Sa+I(t) 0 0 ,0<t<T.
calt) r(a+1); / Ca(s)ds
(o]

Dokaz. (i) — (ii) Lako je pokazati da je (Sa+i(f))ie[d7) jako neprekidna
operatorska familija u E2i da je Sa+i(t)A C ASa+i(t), 0 < t < r. StaviSe,

/1 Ca(r)xdr + f(s - r)Ca(r)ydr
-fsa()fes- »J " .
0

s)x  r(a+i)n'-~f Ea(n)ydr

f(t —s)Ca(s)xds + f ' 2 Ca{s)yds
o

= A 0
f Ca(s)xds - X + j(t - s)Ca{s)yds
f Ca(s)xds - x + f(t - s)Ca(s)ydi
0 0
t
Ca{t)x —p(Q+j)x + f Ca{s)yds —p(a+2y
x\ a+tl
Sa+l(t) Kd  r(a+2)\y ,0<t<t, X, YEE.
(i) - (i) Nekaje S,+1(«) = ( §«<{> ~ i

5,+j(i) £L(E), i £{1,2,3,4}, 0< t < r. Kako je Sa+i.4 C «45a+i, imamo
SUi(™ + Sa+1(t)yED{A),
Si+i(t)y + S2+1(t)Ax = SI+1(t)x + Si+1(t)y,

Sa+i(t)y + S*+1(t)Ax = ;4(5i+1t)a: + S2+1(t)y), O<t<r, x £D(A), y £E.
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Dakle, SI+I(t)x = SI+1(t)Ax, x £ D(A) i SI+1(t)y = ASa+I{t)y,y £ E,
0 <t < t. Stoga za svako x £ D(A), imamo 5™+ 1t)Aa; = AS™M+i(t)Ax =
ASI+1(t)x. Dakle, SI1+1(t)A C AS*+1{t), t £ [O,r) i (B®L + r (" 1)7)te[o,r) je
jako neprekidna operatorska familija. Racun izveden iz

t
daje

ot
J Sl+1{s)xds +J S*+1(s)yds = SM+1(t)x + SI+1(t)y - N+ 2)x |
0 0

Al s+ siv -
Sl+i(s)xds Sl+i(s)yds = Si[+i(t)x + s*+1{t)y -

T(a+ 2
o o ( )y
t
zasve 0< t<r, X, y£ E. Stoga je éSI+1(s)xds = i#i(<)* - rfSzrz 1
Al;]sa+i(s)xds = S]
"t
A J(t ~s){SI+1{s)x + A x)ds = A (v)Xx)v=sds

.0

ta

ta

X + H

OX* ra+i)x T+ 1)x
zasve 0 < t < +t, Xx £ E i A je generator a-puta integrisane kosinus funkcije
(Sa+i(t) + r~iy-f)ite[o,r)- Jasno je da vaZi S£+1(t) = 5’\+1(t) i SI+1{t) =
f SI+1(s)ds, 0< t< .
0]
Primetimo, ako je r = oo, tada je Ca eksponencijalno ogranic¢ena ako i samo
ako je Sa+i eksponencijalno ogranic¢ena.

Posledica 4.1.4. Svaka a-puta integrisana kosinus funkcija (Ca{t))tg[o,r) (<* >
0) je jedinstveno odredjena njenim generatorom.

Sada mozemo pokazati slede¢u propoziciju.

Propozicija 4.1.5. Neka je A generator n-puta integrisane kosinus funkcije
(Cn(1))t€O)T), n £ NO. Tadaje Cn(t)Cn(s) = C,,(s)C,(t), 0<t, s<r.

Dokaz. Iz datih pretpostavki sledi da je operator A generator (n + I)-put
integrisane polugrupe (S'n+i(¢))te[o,T)- Na osnovu Teoreme 4.1 u [2], A generiSe
(2n + 2)-puta integrisanu polugrupu (52n+2(i))te[o,2r)- Dakle, A generiSe (2n +
I)-put integrisanu kosinus funkciju (C2n+i (¢))ie[o,2) takvu daje
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Cen+i{t)C2n+i{s) = C/ n+i{s)Czan+i(f), o < t, S< . Posledica 4.1.4 implicira
t n

Con+i(t) C,(u)du, 0< t < 1 izbog toga je

= f
o
dn+i dn+i

fC ,(,M «/ (i~ L C,(u)xiu

dtn+1 dsn+1 o

dn+l dn+l

/I "5+nf H°n(u)de\] AN ~ 2~ nCn{u)xdu
0
zasve 0<t, s<r ix 6E. Dakle, Cn(t)Cn(s) = Cn(s)Cn(t), 0<t, s<r.

' dtn+1 dsn+1

Ponovimo slede¢u definiciju Kunstmanna.

Definicija 4.1.6 ([51]). Neka je A zatvoren operator. Tada je A stacionarno
gust ako i samo ako

n(yl) := inffA: e NO: (Vn > k) D(An) C D(An+")} < oo.

Zapazanja ([51]). 1 Ako je D(A) = E i p(A) ™~ O, tada je n(A) = 0. Gusto

definisani operator ne mora biti stacionarno gust.

2. Ako je p(A) /7 Otadaje n(A) = inf{ffc S No : D(Ak) ¢ D{Ak+1)}.

Ako je A zatvoren operator, koristi¢emo slede¢u notaciju Doo (A) := fj D(An).
n€ENO

Neka je A zatvoren operator u E. Tada je D{An) — D(Artl) x D(ALtI)5

Nn GNOi DOJQA) —DOO(A) x Doo(A). Ovdeje [|] ([fJ) najmaniji ceo broj > |

(>f-i)-

Za dokaz sledece leme videti [47].

Lema 4.1.7. Neka je A zatvoren operator. Tada je A stacionarno gust ako i
samo ako je A stacionarno gust. U tom slucaju n(A) = 2n(A).

Propozicija 4.1.8. Neka je A generator n-puta integrisane kosinus funkcije
(Cn(t))te[loNi O<r < oo. Tadaje n(A) < LI ].

Dokaz. Operator A je generator (n+l)-put integrisane polugrupe (Sn+i(i))tg[0T).
Primena Posledice 1.8 iz [51] daje n(A) < n+ 1. Lema 4.1.7 kompletira dokaz.
Dobro poznato tvrdjenje da generator (lokalne) kosinus funkcije (Co”jjtgfo.r)
mora biti gusto definisan sledi direktno iz prethodne propozicije. Primetimo
da postoji eksponencijalno ogranic¢ena jedan put integrisana kosinus funkcija
Ciji generator A nije gust, videti Primer 3.15.5 u [6]. Za dato A, operator A
generiSe dva puta integrisanu polugrupu i vazi n(A) = 2. Na kraju, primetimo
da je za svako A S C, ispunjeno: A € p(A) A2e p(A).
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4.2. Elementarne osobine distribucionih kosinus funkcija

Definicija 4.2.1. Element G G V'O(L (E)) je preddistribuciona kosinus funkcija,
pre-(DCF) krace, ako je

(DCFi) : G~\p *01¥» = G~\V)GW) + GNIG"1N),
G je distribuciona kosinus funkcija, (DCF) krace, ako dodatno zadavoljava
(DCF2) : X = y= 0ako i samo ako je G(p)x+G~1p)y = 0, zasvep GVaq.

Pre-(DCF) G je gusta ako je 7Z(G) := |J ImG(p) gust u E.
€0

(DCF2) povlaci (pL_j KernG(p) = {0} i fj KernG_1(p) = {0}. Iz Definicije
Do
4.2.1 sledi: ako je G pre-(DCF), tada je G(p) = 0 za sve p G~ (-00, o- Nije
jasnodaliuslov ( fj KernG(p) D) fj KernG~1p) = {0} povlaci (DCF?2).
¥ec0 ip&o
Sledece tvrdjenje je zasnovano na Propoziciji 4.1.3.

Propozicija 4.2.2. Pretpostavimo G GVO(L(E)). Tadaje G pre-(DCF) uE
ako i samo ako je

g = 9. G,(E GQ~X \J pre-(DSG) uE2. Qje (DSG) ako i samo ako je G pre-
(DCF) i zadovoljava (DCF)2.

Dokaz. Kako je a G X)[_2-i], imamo Q G TO(L(E2). Jednostavan ra¢un
pokazuje da Q zadovoljava (qd\) ako i samo ako vaZe sledeéi uslovi:

1. G~\p *OVO = G~1p)G(xP) + G(p)G~1"),

2. G(p *04) = G(p)G(in + G~Lp)(G' - 6)0»),

3. G'(p *OMO = (G' - 8)(<p)Gty) + G(tp)(G' - 6)W, p,ip&V.

Kako je (p *0ip)' = p' *0ip+ p(O)ip = p *o ip’' + ip(O)p, p, ip GV, lako se
proverava da 2. i 3. mogu biti dobijeni iz 1. Naime, pretpostavimo da 1. vaZi.
Tada je

G(p*0ip) = -G 1(p *04)") = ~G 1p *0ip" + ip(Q)p)
= —G~1(p)G(ipl) + G(p)G~1ip) + 5(1>)G-\<p))
= G -1(p)G'(iP) + G(p)G(iP)-6(iP)G-1(p), p,iP&V,

i 2. vazi. Slicno, 3. sledi iz 2., S§to pokazuje racun

G'(p *0ip) —~G((p *0ip)’) = -G(p' *0i>+ p(0)ip)
= -(G(p)G(iP) + G"V )(G ' - 5)0) + 5(p)G(4.))
= (G'- 5)(p)G(iP) + G(p)(G" - 6)(i;), p, IPGV.

Takodje, Q zadovoljava (¢2) ako i samo ako G zadovoljava (DCF2). Pret-
postavimo da (d2) vazi za Q. Dokazimo da G zadovoljava (DCF2). Pret-
postavimo da je za neke fiksne X, y £ E ispunjeno G(p)x + G~1(p)y —0, p G
T0. Tada je

(G- S)(p)x + G(p)y = —G(p')x - p(O)x - G Lp')y =0, pGVQ
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Kako za Q vazi (¢2), sledi x —y = 0.

(DCF\) i (DCF2) se mogu interpretirati kao adiciona formula sin(a + /3 =
sina cos /?+ cos a sin j3i linearna nezavisnost funkcija cos(-) i sin(-), respektivno.

Propozicija 4.2.3. Nehaje G GVO(L(E)). Tadaje G (DCF) ako i samo ako
(DCF2) vazi i

(01) G~Il(ip* 1> = G~\ip)G") + G(<p)G~I(ip), e Vv 0, <pev.

Dokaz. Pretpostavimo daje G (DCF). Tada je Q (DSG) u E2i stoga imamo
G{>Y) = G(i>), i> € T> Zbog toga je

( G(tp*ip+) G~1Lip*ip+t) \ fx\
V (G1l- s)(v *id) G(<p*1p+) )\vy)
= G(tp) G~%) ) «( G(VOo G -x{ip) \ (x\
I (G'-i)M G{<p) Gty) )\y)"

za sve PG VO, ipGT> X, y G E. Izaberimo x = 0 da dobijemo (01).
Pretpostavimo sada da (DCF2) i (01) vaze. Tada Q zadovoljava (¢ 2)- Pret-
postavka (01) implicira G-1(p*ip) = G~Lip)G(ip) + G{p)G~1ip), tp, ipe VO
i na osnovu toga,

Gl<p * 4) = G(tp)G(ip) + G -V )(G ' - 5)(ip),
(G'- G(p*WO= (G- 5)(ip)G(ip) + G(<p)(G' - 6)(ip), 4 * GVO.
Pokazali smo da (d\) vazi za Q. Tada je
(02) G(ipipt) = -6 _1((~ *0ipt)’) = -6 _1(~* voipt + (p(0)ipt)
= -[G“V)G(VO+ G(p')G-Im = G(<p)G(ip) + G 'frfG -*),

(tp *0 (V',)+) + MNOX™, P £ VO,

za sve PG VO, ip G V. Kako je (tp *Oip+)'
ip G X5, dobijamo

(03) G(p *0ip+) = -G _1((y> *0iP+Y) = -G ~I(p *O(V,)+ + ~(0)p)

~[G~1<p)G(ip') + G(v>)G-\i,)} - mMG~\<p)

G(ip)G(ip) + G-\<p)(G' - 6)(1>), PG T0, iP£ V, i

(04) (G'- Y(p*ip+) = G(ip *ip+) = -G((tp *0ip+Y) = ~G(<p' 0 i>+)

63 —G(tp’)G(ip) + G"V )(G ' - 6)W}
= (G' - &(<P)G(1>) + G(<p)(G" - 5)(¥),
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za sve PE T>0, ip (2T>. Dakle, ((¢5) vaZi za Qi Qje (DSG) u E 2. Ostatak dokaza
sledi iz Propozicije 4.2.2.

Propozicija 4.2.4. Nekaje G E VO(L(E)). Tadaje G pre-(DCF) ako i samo
ako

(05) G-"KG'- 6)W)=(G'- 5)(p)G~Lip), © ipeV.

Dokaz. Pokazali smo daje G pre-(DCF) u E ako i samo ako je Q pre-(DSG)
u E2 Upotrebom Propozicije 2 u [40] bilo koji od ova dva uslova je takodje
ekvivalentan sa

06)  G{p)G{ip) - G{p)G{ip’) = ip(0)G(ip) - p(0)G(ip), P ipeV.

Kao u dokazima Propozicije 4.2.2 i Propozicije 4.2.3, pokazujemo da (06) vazi
ako i samo ako (05) vazi.

Definicija 4.2.5. Ako je G (DCF), tada je njen generator A dat sa
{(x,y) EE2: (VSBE VO) G~I{p")x = G~1{p)y).

Zbog (DCF2), A je funkcija i lako je proveriti daje A zatvoren linearan operator
uE.

Lema 4.2.6. Nekaje A generator (DCF) G. Tadaje A C B, gdeje A = 2 :)
i B je generator od Q.

Dokaz. Nekaje ((y), (“)) EA. Tadaje x GD{A), y= ui Ax = v. Na oshovu
Definicije 4.2.5,

—G(<p)x+ G Ypy) - G(p)u+ G HPyv, i
~{G'{p")x + G(<py) = G'(tp)u + G(<p)v, PG VO.
Ovo daje = G{p)C), pGPo i ((X, (*)) £B.

Zapazanje. 1 (X,y) GA «((010 ) € B. 2. Pokazaéemo nesto kasnije
A = B.

Sledeca propozicija je od sustinskog znacaja za analizu relacija (D CF) sa lokalno
integrisanim kosinus funkcijama; za njen dokaz je vazan uslov (D CF2).

Propozicija 4.2.7. Nekaje G (DCF) generisana sa A. Tadaje
1 (G{ip)x, G(ip")x + tp'(0)x) G A, ipGV, x GE.
2. (G~Lip)x,—G(tp")x —ip(0)x) G A, ipG T> X E E.
3. G{ip)A C AG(ip), ipeV.
: G-\xI))A C AG~I{x), ipeV.

Dokaz. Nekasua, yGE.
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1. Vaze sledece ekvivalencije:
(G(ip)x, y) e A
t
G'(<p)G{ijj)x = G <peVO
t

G(<p *o ip)x - G(ip)G'(ip)x + ip(0)G((p)x = G 1(p)y, y GT0
~G{<p *o ip’ + tp{O)(p)x - G(<IO)G'(iP?X + ip(0)G(tp)x = G J(ip)y, Pe VO
-G(ip *0ip)x - G{tp)G'Eip)x = G 1fy»)y, <peVO0
~[G(<P)GW)xX + G-\y>){G'W)X - A(é)*)] - GA)G'M)x = G-1pdy, Pe VO

t
G{ip)[-GW)x - G'(ip)x\ + G -L(p)[-G'(ip')x + ip'(0)x -i,] = 0 ,~ P,
it
y —G(ip")x + ip'(0)x.

2. Upotrebom 1. dobijamo

AG tip = —a 70 (), J o) —am | ip@icuiat
0 -] W)
I W0 IO -
J [qc@a{l)i W O=-0h t- ...,
J 10-a0J G - oo

— 00

3. Nekaje x € D(A). Tada ({9, *x)) 6 Bi Lema 3.6 u [52] daje

dobijamo G(ip)Ax — G(ip")x + ip'(0O)x. Dakle, 3. je posledica od 1. i 4. sledi
direktno iz 3.
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4.3. Relacije sa integrisanim kosinus funkcijama,
konvolucionim jednacinama i lokalnim C-kosinus
funkcijama; eksponencijalne (DCF)

Osnovne veze distribucionih kosinus funkcija i lokalno integrisanih kosinus funkcija
date su u Teoremi 4.3.1, Teoremi 4.3.2 i Teoremi 4.3.6. U dokazu sledeée teoreme
koristimo i argumente date u dokazu Teoreme 7.2 u [2],

Teorema 4.3.1. Nekaje A generator (DCF) G. Tada postojer > 0, n £ N i
lokalna n-puta integrisana kosinus funkcija (Cn(t))tefo,«) generisana sa A.

Dokaz. Za svako ip £ V i x £ E, imamo AG(ip)x = G{p")x + ip'(0)x. Ovo
implicira da je G neprekidno linearno preslikavanje iz V u L(E, D(A)), gde je
D(A) opremljen graf normom. Na osnovu Teoreme 2.1.1 u [65], postoji r > O,
n £ N i neprekidna funkcija C,, : [, r] — L{E,D{A)) takva da je

G(p)x = (- I)nj A n\t)Cn(t)xdt,

—T

zasve X £ E, £ ~(-r, r)- Vazi i suppC, C [0, r], kao i

(- J Hn\t)ACn{t)xdt = AG(<p)x = G{<p")x + ip'(0)x
0
T
= (-1)n+2J <pEn+2\t)Cn(t)xdt + <p'(0)x,
o
zasve X £ E, p £ X>(Ti Ty Dakle, postoje Bo, mmm Bn+i £ L(E) takvi da je

i n+l
/ A(t —s)Cn(s)xds —Cn(t)x — t3BjX, x £ E, t £ [0,r). Stoga je,
n+1
N+ (i) Bjxdt —p'(0)x, iP£T>(r, ¢)i X £E, {-
3=0
n+l
(-2 32 (-1 j+1j'®(n+1~j)(0)B>X = <p{0)x, VG 2>(_Tit), x £E.
3=0
Izaberimo niz V/8fcBNO u ~(-r, «) sa —$jk, j, k £ No, da zaklju¢imo:
Bj=0j £{0,1,...,n+ 1} \ {n}, Bn= i
t
/ tn
(t - s)Cn(s)xds = Cn{t)x------ X, X £E, t £][0,r).
ni
o
Kako G(ip) komutira sa A, £ V, postoje Fo,..., £ L(E) takvi da je

n—1
ACn(t)x —Cn(t)Ax = ~2 VFjX, x £ D(A), t £ [0, r).
j=o
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Koriste€i iste argumente kao u prvom delu dokaza dobijamo Fj —0, 0 < j <
n —1i (Cn(i))te[o,T) je lokalna n-puta integrisana kosinus funkcija generisana
sa A.

Primetimo daje dokaz sledece teoreme esencijalno isti kao u Teoremi 7.2 datoj u
disertaciji Keyantua i specijalno u radu [2], Ova teorema je neznatno modifiko-
vana od strane Wanga [92], gde je on izbacio uslove vezane za gustinu operatora
A. U radu [52], Kunstmann je dato tvrdjenje pokazao na potpuno drugaciji
nacin.

Teorema 4.3.2. Neka je A generator (lokalne) n-puta integrisane kosinus
funkcije (C ,(f))te[0T). Tadaje A generator (DCF).

Dokaz. Jasno, A je generator (n+1)-put integrisane semigrupe (5'n+i(t))i6 [0iT)
u E 2, gde je 5n+i data u Propoziciji 4.1.3. Na osnovu toga, za svako k £ N, A
je generator (2fdn + I))-puta integrisane polugrupe (S2e(,+i)("))te[o,2fer) u E 2.
Oznacimo

2K+~ A2k(n+1) (N
~2k(n+ )W A (n+1)7)

0<t < 2.

2q(n +1)(0

Dokaz Propozicije 4.1.3 daje:

n2 |
AMn+hN) S2k(reppy () = / Cok(n+1y (S)ds

t2k(n+1)-1
2K 1) () — g 21(n+l)(t)~ (2K(n + 1) - 1)!.|, 0 <t < 2kT.

Za svako tp £ V, izaberimo k £ N takvo da je tp £ 'D(_00 Zr)- DefiniSimo

= (—1)2Q" +1) j< pi2k{n+D)){t)S2AKn+i){t)(Ajdt, X, y&E i

G(<p)x = (- I)2fc(n+l)\] H2k(n+1)){t)Sk[n+1){t)xdt, x £ E.
o
Lako je pokazati da date definicije ne zavise od k £ N. StaviSe, Q je (DSG) u

E 2 generisana sa A; videti dokaz Teoreme 3.8 u [92], Neka je ip £ 'D[-0X 2kr) i
x £ E. Tada je

G \<p)x = - G{l{<p))x = - I (7(*))(2t(n+1)(i)5 Fe(n+) (i)a:di

= - \j <p{u)du)Slk{n+1)(t)xdt
0 —00
[e]e] o]
= ~J N 2k(n+1)~1{t) sl Kn+i)(t)xdt = J ip KN +17{t) jS$k{n+1)(s)xdsdt
0] 0] 0]
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= \jD <(2fe(n+1)) (i)S PR(N+i) (t)xdt, i
0

(G" - 6)((p)x = - \T<p{2k{n+1)+1)(t)S$k(n+1)(t)xdt - tp(0)x

0]
a a k

(2fn + 1) - 1)f

= | <H2k{n+1)(t)S 2k(n+1)(t)xdt
0

Dalje imamo G{<p) — (Gl—G\g;){V) GG&C\p;/) , P£ V. Na osnovu Propozi-

cije 4.2.2, sledi da je G (DCF). Ako je G generisana sa B, tada je

s /(P
(x,y)GB&( ( yedtt(x,j)eA
oj’"\.

Pokazali smo i slede¢a tvrdjenja.

Propozicija 4.3.3. Neka je A generator n-puta integrisane kosinus funkcije
(Cn(t))t>0- Tadaje G = (DCF) generisana sa A.

Propozicija 4.3.4. Nekaje G (DCF) generisana sa A. Tada postoje r > 0,
n £ N i lokalna n-puta integrisana kosinus funkcija (Cn(i))te[ojT) generisana sa
A takva daje G = u distribucionom smislu na (—oo, r).

Razmotrimo nekompletni apstraktni Cauchyjev problem (ACP2):

IArP )ml u = AuW>0<t<rt,
27 (u(0=x u{o=y.
Podsetimo se ([94]), funkcija t v(t) koja pripada prostoru C([0, r) : E) je
n-puta integrisano mild reSenje problema {ACPf) u (x,y) £ E2 ako je za sve
t

t £ [0,r), /(i —s)v(s)ds £ D(A) i
0

t
£n t"+1

/(i - s)v{s)ds = v(t) - —X- (n+ 1yV, te [O,r).
0

Koristeci iste argumente kao u [94], moZzemo pokazati:

Propozicija 4.3.5. Nekaje A zatvoren operator. Tada su sledeCi iskazi ekvi-
valentni:

(i) A je generator n-puta integrisane kosinus funkcije (C,,(f))te[o,r).

(ii) Za sve (x,y) £ E2 postoji jedinstveno n-puta integrisano mild reSenje za
(acp2).

Logaritamski region AQ @ i eksponencijalni region E(a, ft) su definisani na
sledeci nacin:

Aq,j} = {A GC :ReA> d+ (3In(\ + [A])}, a, i3> 0,
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E(a, p) = {XGC :Re\ > /22 \Im\\ < eaReX}, a, p > 0.

Teorema 4.3.6. Neka je A zatvoren operator. Tada su sledec¢i iskazi ekviva-
lentni:

1. A je generator (DCF).

2. Postojer > 0in GN takvi daje A generator n-puta integrisane kosinus
funkcije na [O, r).

3. Za svako r > 0 postoji n G N takvo daje A generator n-puta integrisane
kosinus funkcije na [0, r).

4. Operator A = je generator (DSG) u E 2.

5. Za svako r > 0 postoji n GN takvo da za sve (x,y) G E 2 postoji jedinstveno
n-puta integrisano mild reSenje za (ACP2).

6. p{A) jtz O; A je stacionarno gust i operator Aoo generiSe Co-polugrupu u
DUA).

7. Postoje konstante a, P, M > 0i n GNo tako daje

Aa/s =={A2:AGA ~} c p{A) i

[ Hiz(A:A) | <M( + JA]r , AeA2i3

Dokaz. Implikacija 1. -i- 2. je Teorema 4.3.1 i implikacija 2. -» 1. je Teorema
4.3.2. Pretpostavimo da je 2. tacno. Tada je operator A generator (n + I)-put
integrisane polugrupe (S, +i(i))t€0IT) u E2. Na osnovu Teoreme 4.11 u [52], A
generiSe (DSG) u E2i 4. vazi. Ako 4. vazi, tada za sve r > 0 postoji n G No
tako da operator A generiSe (n + |)-put integrisanu polugrupu (Sn+i(i))i6[0)T)
ui?2i 3 sledi iz Leme 4.1.3. Implikacija 3. —2. je trivijalna. Ekvivalencija
3. i 5. je Propozicija 4.3.5. Dakle, pokazali smo: 1. 2. H 3 *¥4. 5.
Ekvivalencija 4. i 6. sledi iz Teoreme 3.5 u [51] i Leme 4.1.7 i ekvivalencija 4. i
7. je jednostavna primena Posledice 3.12 u [52], gde treba samo primetiti da je
1iz- : M) (b2 polinomski ogranicena na Ae> p ako i samo ako je |]iZ- :
polinomski ograni€ena na A2 p.

Zapazanje. Razlika izmedju logaritamskog i eksponencijalnog regiona je ovde
nebitna. Preciznije, moZzemo zameniti 7. sa:
7'. Postoje konstante a, P, M > 0i n G No takve daje:

E2(a, p) := {A2:AGE(a, p)} Cp(A) i

IIRMA:A)I<M(l + JA]r, AG£2(a, p).
Zainteresovanog Citaoca upucujemo na [47].

Teorema 4.3.6 pokazuje da generatori distribucionih kosinus funkcija zadovol-
javaju veoma restriktivne spektralne uslove. Specijalno, ako A generise (DCF),
tada rezolventni skup operatora A sadrzi desnu poluravan i rezolventa je na njoj
polinomski ograni¢ena. Ovo nas vodi do sledeéeg rezultata.

Propozicija 4.3.7. Neka je A generator (DCF). Tada postoji n G No tako da
A generiSe globalnu eksponencijalno ograni¢enu n-puta integrisanu polugrupu.
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Propozicija 4.3.8. Neka je A zatvoren operator takav da A i —A generisSu
(DSG). Tada A2 generiSe (DCF).

Dokaz. Bez smanjenja opStosti, moZzemo pretpostaviti da postoje a, O > 0
tako da su \\R- : A\\L’E) i \\R- : —A\\L(E) polinomski ograni¢ene na AQ p.
Zaklju€ujemo A2_0 C p{A2 i 2AiI?(A2: A2 —RMA : A) + R{\ : -A), AE
Aa>p. Jasno, |Ji-: je polinomski ogranicena na A2_j8 Teorema
4.3.6 kompletira dokaz.

Istaknimo sada veze (DCF) sa jednaCinama konvolucionog tipa. Konvolucija
vektorsko-vrednosnih distribucija je u ovom radu uzeta u smislu Propozicije 1.1
u [52],

Propozicija 4.3.9. Pretpostavimo dasu X, Y i Z Banachovi prostori i daje
b:X xY —Z bilineamo, neprekidno preslikavanje. Tada postoji jedinstveno
bilinearno, separatno neprekidno preslikavanje *b : VO(X) x V'O(Y) —»V'QZ)
takvo daje

(Sex)™(T®Y) =S*T ®b(X,y),

zasve S, TE TOixE X,yE Y. Ovo prelikavanje je i neprekidno.

Teorema 4.3.10. Neka je A zatvoren operator i G e V'O(L(E)). Tadaje G
(DCF) generisana sa A ako i samo akoje G E V'O(L(E, D(A))),

G*P=5®M~"a)iP*G=5®Me,

gde je D(A) opremljen graf normom, P ~ 6"® 1 —5® A E VO(L(D(A),E)) i
I oznaCava inkluziju D(A) —t E.

Dokaz. Ako A generise (DCF) G, tada Propozicija 4.2.7 daje trazenu im-
plikaciju. Pretpostavimo sada da G E V'O(L(E, D(A)j) ispunjava G * P =
5 ¢ldDA)iP*G=5®Me-

G ~
Oznacimo G = G -S GG . Kako je suppG C [0, 00) sledi suppG-1 c
[0, 00). Tada je suppC/ c¢ [0,00). Ako je x E E, tada pretpostavke G * P =
6' ® Ido(A) i P *G = 5 ® Ids impliciraju 1. Propozicije 4.2.7 i G(tp)Ax —
G(ip”)x + ip'(0)x, ip E v, X E D(A). Na osnovu dokaza Propozicije 4.2.7,
imamo

AG~1p)x = —G{p')x —Vv?(Om, ipe V, XE E i

G~1Utp)Ax = —G{p")x —tp{fj)x, PEV, x e E.

Sada se pravolinijski pokazuje Q E V'O(L(E2,D(A))), gde je D(A) opremljen
graf normom. Neka je x E D{A). Tada je

WE-  =BQ -QM@)

= ( -G{p')x-G-Hp')y-G{p)y-G~Yp)Ax \ = ix

E V.
\-G'(tp')x + p,(0)x-G(tp')y-G'(tp)y + p(0)y-G(tp)AxJ  ~ \y P

Sliéno, ako X, YE E, tadaje -Q &’)(*) - AG{p)(*) = p(0)(*), tpe V. To daje

G*Pi —5&Mefa)iPi *G= S®Mez,
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gde je Pi 5'®ld —5®A GVO(L(D(A), E2) i ld oznacava inkluziju D(A) —»
E 2. Na osnovu dokaza Teoreme 3.10 u [52], dobijamo da je Q (DSG) u E2
generisana sa A. Dakle, G je (DCF). Ako je B generator od G, imamo

Posledica 4.3.11. Nekaje G GTx(L(E)). Tadaje G (DCF) u E generisana

generisana sa

Dokaz. Pretpostavimo daje G (DCF) generisana sa A. Onda je Q (DSG) u
E 2. Ako je P kao u prethodnoj teoremi, imamo

G*P —5 ¢ iP*G =05 8&lds-

Tada dokaz Teoreme 4.3.10 implicira da je generator od Q jednak A. Obratno,
ako je Q (DSG) generisana sa A, tada je G (DCF). Lako je proveriti da je
generator od G zapravo A.

Direktno iz Propozicije 4.3.11 i Posledice 2 date u [40] sledi:

Posledica 4.3.12. Svaka distribuciona kosinus funkcija je jedinstveno odred-
jena svojim generatorom.

Analizirajmo relacije (DCF) sa lokalnim C-kosinus funkcijama. Za uvod u, sada
ve¢ mozemo reci teoriju, lokalnih C'-kosinus funkcija videti [80]. Navedimo samo
sledece tvrdjenje dato u [80]:

Propozicija 4.3.13. Nekaje A zatvoren operator sap(A) /7 0, 0 < r < oo.
Sledece je ekvivalentno:

1 A je generator (lokalne) C-kosinus funkcije [0,r),

2. CA C AC i problem (ACPf) ima jedistveno (jako) reSenje koje pripada
prostoru C2([0,r) : E) O C”Oj-r) : D(A)) zasve x, y GC(D(A)), gde je D(A)
opremljen graf normom.

Propozicija 4.3.14. Neka je A zatvoren operator; n GN, A € p{A), 0<r <
o0o. Tada je

A generator 2n-puta integrisane kosinus funkcije [0, r)

ako i samo ako je

A generator R(X : A)n-kosinus funkcije na [0, r ).

Dokaz. Ako A generiSe 2n-puta integrisanu kosinus funkciju (C2n(t))te[o,T) na
[0,r), tada operator A generiSe (2n+1)-put integrisanu polugrupu (52n+i(i))i6][o,r)
Imamo i p(A) ™ 0 i upotreba Propozicije 3.3 u [1] daje: za sve (a; Yy )T
G D{A2n+2) — D (An+1) x D(An+l) postoji jedinstvena funkcija U G C'1([0,r) :
E2 n C([0,r) : D(A)) koja zadovoljava U'(t) —AU(t), 0O< t<r i U(0) =
(a; U)T r Ozna€imo U(t) = (u(t) v(t) )T ,0< t < t. Lako je prover-
iti da je u jedinstveno jako reSenje za (ACP2) i ( X y )T 6 D(An+l) x
D (An+1). Primena Propozicije 4.3.13 povlaci da A generiSe (lokalnu) f?(A : A)n-
kosinus funkciju na [0,r). Pretpostavimo da A generiSe (lokalnu) R{A : A)n-
kosinus funkciju (~(ijjiejo.r)- Neka su X, y G D(An+1) fiksirani i neka je u
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jako reSenje problema (ACP2) dato Propozicijom 4.3.13. DefiniSimo U(t) :=

(u(t) u'(t) ) ,0<t< t. Pravolinijski se proverava da je U jedinstvena
funkcija sa slede¢im osobinama

U E C7(0,t) : D(A)) fl C1([0,r) : E2))
U'(t) = AU(t), tE[0,r)

u(@=(* y)T.

Kako je p(A) ™ 0, A generiSe lokalnu (2n + I)-put integrisanu polugrupu
(S2,+i(i))ig[or) u E2na osnovu [1, Propozicija 3.3]. Propozicija 4.1.3 zavrSava
dokaz.

Posledica 4.3.15. Neka je A zatvoren operator. Tada su sledeci iskazi ekviva-
lentni:

1. A generiSe (DCF),

2. p(A) ~ | ipostojen EN ir E (0,00] tako daje A generator R(X : A)n-
kosinus funkcije [0,r), za sve A € p(A),

3. p(A) A ®i postoje X E p(A), n EN ir E (0,00 tako daje A generator
R(X : A)n-kosinus funkcije [0, t) .

Napomenimo da se na osnovu Teoreme 4.3.6 mogu konstruisati neki novi ekviva-
lentni iskazi u prethodnoj posledici. Analizirajmo sada eksponencijalne (DCF).
Ponovimo najpre definiciju eksponencijalne (DSG).

Definicija 4.3.16. Distribuciona polugrupa G je eksponencijalna distribuciona
polugrupa, (EDSG) krace, ako postoji ce R tako da je e~etG E S'(L(E)).

Definicija 4.3.17. Distribuciona kosinus funkcija G je eksponencijalna dis-
tribuciona kosinus funkcija, (EDCF) krace, ako je Q =
(EDSG) u E2.

Podsetimo se da je Co-polugrupa (T (t))t>0 u Frechetovom prostoru X kvazi-
uniformno neprekidna ako postoji a > 0 takvo da je skup (exp(-a-)T (i)
t > 0} podjednako neprekidan; videti [91] za osnove teorije jednoparametarskih
polugrupa operatora u lokalno konveksnim prostorima.

Teorema 4.3.18. Neka je A zatvoren operator. Tada su sledeta tvrdjenja
ekvivalentna.

1 A je generator (EDCF) uE.

2. Operator A je generator (EDSG) u E2.

3. A je generator globalne eksponencijalno ograni¢ene n-puta integrisane kosinus
funkcije za neko n E N.

4. Postoje konstante ¢j,M >0 i k EN takve daje

HW:= {x + iy :x > J2- VZ‘} Cp(A) i

1HZA Al < MAX\K, Aenw.
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5. p{A) /7 0, A je stacionarno gust i operator Moo je generator kvazi-uniformno
neprekidne Co-polugrupe u Doo(A).

Dokaz. Implikacija 1. — 2. sledi direktno iz Posledice 4.3.11. Obratno,
pretpostavimo da je Q (DSG) u E 2 generisana sa A i da je e~etQ G Sq(L(E 2).

Jasno, e~etGje (DSG) u E2generisanasa A —™ fg ~ ~. Zasve ipGV i

X, Y GE, imamo (videti Lemu 3.6 u [52])
A (*) = (e~HG, ~<p) (*) + £(e-«g,<p) (*) - p(0) (*);

to daje e~etQ GS'(L(E2,D(A))). MoZemo primeniti Teoremu 2.1.2 u [65] da do-
bijemo da postoje n GN, r > 0 i neprekidna funkcija Sn+1:R ~ L(E2,D(A))
¢iji ji nosac sadrzan u [0, 00), tako da je

®-ctov>) Q = (-ir+ij ~ +i\t)gn+1(1)Q dt,
0

zasve p GV, X, YGE i |5n+i(t)] < MtT,t > 0. Slicno kao u [1, Teorema 7.2],
imamo daje (&Gn+i(i))t>0 (n+ I)-put integrisana polugrupa generisana sa A —
f el O
\ 0 el
da je A generator globalne eksponencijalno ogranic¢ene (n + I)-put integrisane
polugrupe (S'n+i(i))t>0. Primetimo ovde da Propozicija 4.1.3 povlaci 2. — 3.
Da bi pokazali da 2. implicira 1., moZzemo primeniti argumente date u zavrSnom
delu dokaza Teoreme 4.3.2. Naime, lako je videti

~ . Standardni perturbacioni argument (kao u [1, Lema 3.2]) pokazuje

g{p) = (-Dyn+Liip A +1\t)sn+1(t)dt, pev.
0

DefiniSimo G sa

G(<p)x := (-1j~+D J ip(n+1\t)S(n+1}(t)xdt, x GE, ipGV,
]

sa istom notacijom kao u dokazu Teoreme 4.3.2. Tada je G (EDCF) generisana
sa A i 1 vazi. Pretpostavimo da je 3. tacno. Tada je A generator ekspo-
nencijalno ogranicene (n + l)-put integrisane polugrupe (5n+i(i))t>0- Jasno,
sa

G(ip) := (- 1)n+11 ~ n+1(f)S,+Lt)df, ipGV,
o

je definisana (EDSG) G u E 2generisana sa A i 2. je ispunjeno. Ekvivalencija
2. i 5. je posledica Leme 4.1.7 i Teoreme 3.6 u [51]. Ako 2. vazi, tada postoji
g > Otakvo daje {A 6 C : ReA > w} C p(A) i daje |JJi- : M]] polinomski
ograni¢ena na {A GC : ReA > qgj}. Zbog toga je IIW= {A2: A GC, ReA > w}
sadrzan u p(A) i |lil- : A]l je polinomski ograni¢ena na nw. Dakle, 4. vaZzi.
Pretpostavimo da je 4. tatno. Tadaje {A GC : ReA > qj} C p(A) i 1137 : M|
je polinomski ograni¢ena na {A G C : ReA > qj}. Primenjujucéi Propoziciju
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A, imamo da A generiSe eksponencijalno ograni¢enu (n + l)-put integrisanu
polugrupu za neko n G N i Propozicija 4.1.3 implicira 3.

Sledeéi rezultat moZe biti iznenadjujuci:

Propozicija 4.3.19. Neka je G (DCF). Tadaje G (EDCF) ako i samo ako
postoji e GK takvo daje e~etG~1G <Q,(£(£)).

Dokaz. Podsetimo se, topologija na S je data familijom seminormi

IM kB :=supNVail)(B){X\ , a, B GNO, tpG S.
XGR

Pretpostavljaju¢i daje G (EDCF), postoje e GR, M > 0i a, B G NOtakvi da
I(e-"G, p)x + (e~etG~1ip) W+ J(e~™G'- 5),v)x+ (e”"G, PN

< MNP\NaiRNW\ + D

vazi zasve PE£Vix, y GE. lzaberimo x = 0da dobijemo e~etG~1G Sq(L(E)).
Pretpostavimo e_£iG_1 G SO(L(E)). Tada postoje M > 0i a, B G NO tako da
je

1IG_Le_eV)Il < MlIy>lla) B, ip GV. Imamo

(e-£tG) (M) = 1]G(e-EV)II =
< Midllyzlla, B+ MNp\\at R < MlellIV3lla B + M\ip\\a, B+1, ipeV.
To daje e~etG G Sq(L(E))-, sli¢no, e~£t(G' —6) G SO(L(E)) i dobijamo

e Et( G'G 5 V ) e~N(L(£:2).

Primenom Teoreme 4.3.18 i Teoreme 3.3 date u [99], imamo direktno:

Propozicija 4.3.20. Neka je A gusto definisan operator. Ako je A generator
(EDCF) u E, tada je adjoint A* od A generator (EDCF) u E*.

Navedimo perturbacionu teoremu za generatore a-puta integrisanih kosinus fun-
kcija.

Teorema 4.3.21 ( [99, Teorema 3.1]). Nekaje A generator eksponencijalno
ogranifene 2a-puta integrisane kosinus funkcije (G2Q(i))t>o0 za neko a > O.
Ako je B GL(E) i R(B) C D(A™al), tada je A + B generator eksponencijalno
ograni¢ene 2a-puta integrisane kosinus funkcije (G *,(f))t>o-

Primetimo da R{B) C £>("~“1) nije ispunjeno akoje a > 0i B = al, aGC \
{0}. Stoga ¢emo postaviti i delimi¢no odgovoriti na pitanje: ako je A generator
eksponencijalno ograni€ene a-puta integrisane kosinus funkcije za neko a > 0O,
da li isto vazi i za A —al ?

Propozicija 4.3.22. Pretpostavimo daje A generator eksponencijalno ograni-
Cene a-puta integrisane kosinus funkcije (Ca(t))t>0 za neko a > 0. Tada za
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svez £ CiB>a+ 1 A+ zl generiSe eksponencijalno ograni¢enu 3-puta
integrisanu kosinus funkciju.

Dokaz. Neka za w> 0 vazi

XaR(X2:A)x = X\Te~xtCa(t)xdt, X £E, ReX > tu
o

Tada postoji M > 0 takvo da je
A _1i?2(A2: 4] <M ,ReX>u+ 1

To daje
A _Lii(A2:A+ z)]] = X -1iz(A2- z : AN\ < IAI“- 1- N-m1l<M]
|AJ—2z] 2
za sve X £ C takve da je ReX dovoljno veliko i odgovaraju¢e Mi > 0. Primena

Propozicije A kompletira dokaz. Ovde je Aa = e“(InPl+iars (A £ C \ {0}).

Posledica 4.3.23. Ako je A generator (EDCF) tadaje za sve z £ C operator
A + z| takodje generator (EDCF).

Propozicija 4.3.24. Pretpostavimo da A i —A generiSu (EDSG). Tada je A2
generator (EDCF).

Dokaz. Ve¢ smo pokazali da date pretpostavke povlaCe da postoji n £ N
takvo da A i —A generiSu eksponencijalno ograni¢ene n-puta integrisane polu-
grupe. Sada treba primeniti Teoremu 5.1 u [4] i Teoremu 4.3.18 da bi se dokaz
kompletirao.

Vratimo se na jedno elementarno svojstvo (DCF).

Propozicija 4.3.25. Nekaje G (DCF). Tadaje

G(<p)G(ip) = G(VOG(¥>), V, ipeV-

Dokaz. Tadaje A generator od G. Tada postojin GN i t £ (0, oo) takva da je
A generator n-puta integrisane kosinus funkcije (Cn(t))t”oiT) koja zadovoljava

00
G<p)x = (-1)" ] n\t)Cn(t)xdt, x £ E, ip£ 2?(_00, T).
0]
Iz dokaza Teoreme 4.3.2 (koristimo istu notaciju), sa
0o
Gi(p)x = (-1 f {n+tl) 1 <Hikin+1)(t)SInn+1)(t)xdt, X £EE, pEV{ ™ 2,r),
0
je data (DCF) generisana sa A i Posledica 4.3.12 implicira
00
G(p)x = (-1)2'(n+1) J ip{2&Ln+1I\t)SIkn+1Nt)xdt, x £ E, ip£ P (_00 2*r).

(0]
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Oznac¢imo S2k{n+1)(i) = 3*<n+l.L ff (n+D!i! I, KENo, O0< t< 2kr.
v

(
A\ V(n+ D)W  r2t(n+l).C

Lema 4.1.3 daje
“2(n+l) MAOTN+]) (§ = 2" 2(n+) (9" 2(n+)W >0< i < T; i,j £{1,2, 3,4}.
Neka je to £ [0, 2far). Na osnovu Teoreme 4.1 date u [2]:

r(t- u)2iqdn+1)-1
r2edn+i)(0  J "K[n+ 1) — ) 2dn+i)(u)eNi’ @ A~ — To>

52"+1(n+1)(i) ~ 52k(n+1)(ro)'Skic(Tl+i)(i — To)

L9 tem \jV(i-A{?-w)zfc(nﬂ) 1

oA (2fcn + 1) —1)! 52 ("+ D(t*)dt

7 fm - u)Z(n+i)

+(- FO)my (2n+ 1) 1)' g(+)(ydy r° 7~ 2ro

Indukcijom zaklju€ujemo

~A2fn +1)(i)~2k(n +1)(S) = “2fg(n+1) (S)2't(n+1) (0§ ~ S A0,

zasve 0< t,s < 2fx; i,j £{1,2, 3,4}
Pretpostavimo y> ip £ 2?(_00, 2kT) za neko fceN. Tada racun

Gfo>)G(V0o* = \]" 2> +1))(t)Sl,,In+1)(t) I N n+n(s)S 2k{n+1)(s)xdsdt
0 0

00 oo

=/ / ~(2fe(n+1))W V'(2t(n+1))(S)5 2t(n+1)(i)S Afc(n+1)(s) ~ sdi
0 o

j“ k™ +1\ s)S M n+1)(s) T 224"+ 1)) (i)5 2qn+1) (t)xdtds
— G(ip)G(<p)x, x £ E, zavrSava dokaz.

Pitanje. Da li tvrdjenje ostaje u vaznosti ako je G samo pre-(DCF) ?
4.4. Guste distribucione kosinus funkcije

Pokazali smo daje generator proizvoljne (DCF) stacionarno gust i da, u opStem
slu€aju, ne mora biti gust. Sada ¢emo analizirati guste (DCF). Potrebna nam
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je sledec¢a propozicija.

Propozicija 4.4.1. Nekaje G (DCF). Tada za sve (*) G 7£(¢?) postoji funkcija
u G CLJ0,00) : E) takva daje u(0) = x, u'(0) —y i
G(tp)x + G~I(ip)y —Ixp(t)u(t)dt, ipGV.
o

Dokaz. Jasno, Qje (DSG) u E2. Zbog toga Q zadovoljava (d4) i to povlaci
da za sve (“) G 7Z(Q) postoje dve funkcije u, v G C([0,00) : E) takve da je
u(0) —x, u(0) = yi

G(ip)x + G 1{tp)y= Eip(t)u(t)dt,

00

(G' - S){ip)x + G(tp)y = f ip(t)v(t)dt, tpeV.
0

Say= 0ix GE, parcijalna integracija daje

v(s)ds)dt = G(<p')x + G'(<p)x —O0, ipGVaq.

t
Sada je lako zaklju€iti da je u(t) = x + f v(s)ds, t > 0i funkcija u ima trazene
0]
osobine.
Propozicija 4.4.2. Nekaje G (DCF) generisana sa A. Tada za sve X, y G
Doo(A) postoji funkcija u G C ([0,00) : D(A)) takva daje ti(0) = x, u'{0) = y i

{D
G(tp)x + G~1(<p)y —J ip{t)u(t)dt, e vO.

Dokaz. Primenom Posledice 3.9 u [92] dobijamo da za sve (*) G Doo(A) =
Dao(A) x D ™ A) postoje dve funkcije uiv G C([0,00) : E) takve daje u(0) = X,

nO) = vyi o

G((p)x + G~1ipy = g(p(t)u(t)dt

@
(G1- 5)Nip)x + G(ip)y —1;) <p(t)v(t)dt, ip G 2?0.

Dokaz zavrSavaju isti argumenti kao u Propoziciji 4.4.1.

Sada mozemo pokazati glavnhu teoremu ove sekcije.

Teorema 4.4.3. Nekaje G (DCF) generisana sa A. Tadaje D{A) = E ako
i samo ako je G gusta.

Dokaz. Pretpostavimo daje G gusta. Tada Propozicija 4.2.7 implicira D{A) =
E. Suprotno, ako je D(A) = E tada je Doa(A) = E kako A ima neprazni
rezolventni skup. Dovoljno je pokazati DOO(A) ¢ 7Z(G). Neka je x G DOOA).
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Na osnovu Propozicije 4.4.2, postoji funkcija u G C 1[0, oo) : E) takva da je
u(0) = x, u'(0) = Oidaje

00

pc VO
0
Stoga imamo X = lim G(pn)x G TZ{G), gde je (pn) regularizacioni niz uVq.
4.5. Primeri

Napomenimo samo da ukoliko A generiSe (EDCF), tada spektar a(A) operatora

A mora biti sadrZzan u unutrasnjosti parabole {x + iy : x < to2— } za neko
u > 0.
Prvi primer je jednostavna modifikacija Primera 3.14.19 u [6].

Primer 4.5.1. Nekaje E := L2(R), m{x) := -|x] + iX, X GR,
®mf)(x) :=m(x)f(x) , D(A) :={/ GE :mf GE}.

Tada A generiSe ogranienu analitiCku Co-polugrupu ugla | i A ne generiSe
kosinus funkciju ([6]). Pokazimo da A ne generiSe (DCF). Nekasua > 0i0 >0
fiksni. lzaberimo z G E(a, 0) sa argz = Kako je a(A) = {0} U{A G
C rargA= }, imamo z2 G E2(a, 0) fl a{A) i primena Teoreme 4.3.6 daje
navedeno tvrdjenje.

Primer 4.5.2. Neka je

E:={fe f] CKklk o00) :/(0) = 0O, IE 1+ = SUp SUp |/(fc)(f)] < 00).
fceNO fogho >k

Ovaj prostor se pojavljuje u [52], Razmotrimo sledeci operator
Af :=/" , D{A) :={/ GF e E}.

Pretpostavimo da A generiSe (DCF). Tada postoje konstante u > 0O, M > 0O
k GN takve daje (A GR : A> w2} C p(A) idaje |[IfZA2: Al < MAfc, A> w.

Izaberimo
2X O0< x < |

g{x) = < -2x+2 , \<x<1

0 X > 1
Tadaje |iAk= 1i
MXk+l > |]ARA2 : A)g\\s — [Isinh(At) *ONe > f sup |f —e~x(t~3Vg(s)ds
t>0 o
> sup |/(eAr —e Ysds] > sup \-y-+ 1
te[o,i] o iefo, |1

- ji~?~?. A> U

Loy By o
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Dakle, A ne generise (DCF). Primetimo da operator —d/dx sa maksimalnim
domenom u E generiSe (DSG) u E, videti Primer 3.5 u [52],

Primer 4.5.3. (a) Neka je E := Lp((0,00)), 1< p < 00, m(X) := (X + zex)2,
X > 0,
(Af)(x) :=m(x)f(x) , D{A) := {/ €E :mf € E}.

Jasno, {x + iex :x > 0} fl Ai,! = 0. Oznac¢imo d := dist({x(x + iex) : x > 0},
dAM). Tadaje d € (0,00), Afj c p(A) i

\\R(\:AN\\<t, AGAIj.

Zbog toga A generiSe (DCF). Kako je a(A) = {(x + zex)2:x > 0}, imamo
<r(A) fl 11U 70, za sve w > 0.

Dakle, A ne generiSe (EDCF). Lako je proveriti da A generiSe lokalnu jedan put
integrisanu kosinus funkciju (sinus funkciju) (Ci(i))te[0,i) datu sa

(Cx(i)/)(x) = Nnh((~")0-/(X) ,o<«Il,x>0,/¢eF
Jasno je da (Ci(i))te[0i) moze biti proSirena na [0,1] i daje sup [ICi0)]] < 1.

te[o,i]
Pored toga, A ne generiSe lokalnu sinus funkciju na [0, r), za proizvoljnor > 1

(b) Neka je E := Lp((1,00)), 1<p < oo, m{x) x+i—)2, x > 1,
®mf)(x) ~ m(x)f(x) , D(A) :={/££: mf £ E}.

Tada je A generator lokalne sinus funkcije (C'i(i))t€[oil) date sa

(cT()/)(x) = ,0<t< 1, x>1/cE.

Imamo i %rd]i) lICi()|] = oo.

Primer 4.5.4. Razmotrimo sada slu¢aj kada je E Hardyjev prostor funkcija
holomorfnih u gornjoj poluravni. Stavimo R2={z£ C :Irnz > 0}. HP(R\),
1< p < o0, je definisan na slede¢i nacin

Hp(E2) := {F : F je holomorfna na i
= (sup f \F(x + iy)\pdx)1/p<oo}.
y>0jR

Neka je B funkcija holomorfna na R2 i R(R2) C {x + iy : x < ui2—¢ }, za
neko Ij > O

(AF){z) := B(z)F(z), Imz > 0, D{A) := {F e Hp{R*) : AF G /LP(R)}.

Jednostavno je proveriti llw+i C p(A)i [JIAJAA2 : A)l < 2A_JA] , ReA >
u + 1. Primena Propozicije A daje da za sve a > 2, A generiSe eksponencijalno
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ograniCenu a-puta integrisanu kosinus funkciju. Dakle, A generiSe (EDCF) u
ffp(R+). Specijalno, moZzemo uzeti

B(z) = (*rIn + a)2, Imz >0 (a G C), ili jednostavno

B(z) = —In2z , Imz > 0O,
gde je Inz = InNA+ iarg(®), z £ C \ {0}.
Primer 4.5.5. Neka je E proizvoljan Banachov prostor, P £ L(E) i P2= P.
DefiniSimo

G((p)x := \Tip(t)dth, X £ E, P£ V.

(6]
00

Tadaje G~1ip)x = f tip(t)dtPx, x £ E, ip£ V. Kako je P neprekidni projektor
0

f t<p(t)dt T ifi(s)ds -f f (p()dt f sifis)ds = T f (t+ s)<p(t)i/>(s)dsdit
0 0 0 0 00
oo U [e]e) u 00

= f f up(u —v)ip(v)dvdu —f u j <plu—v)ip(v)dvdu = f u(<p *o ip)(u)du,
00 00 o

za sve ip, ip £ T>, G je pre-(DCF) u E. Takodje,

{X,y} C KernP « (dip £ >0 G(p)x + G~1(p)y —O0.
Primetimo takodje da je G pre-(DSG) u E koja zadovoljava Af(G) = KernP.
Primer 4.5.6. Nekaje E S2{L2(M)) prostor Hilbert-Schmidtovih operatora.
DefiniSimo

(Ax, f) (i) := -]i] (x,}) (i), tER, /7 GL2(M);D(A) := {x £E :Ax £ E}.
Podsetimo se da je x : L2(ffi) — L2(R) Hilbert-Schmidtov operator ako i samo
ako postoji kvadratno integrabilni kernel ax £ L 2(R2) takav da je
<*/) = / ax{-,t)f(t)dt, za sve / £ L2(R).
R

U ovom slucaju, [Ja]lIE = (/ \ax(s,t)\2dsdt)1/2. Neka je xi £ E i A £ C \
R2
(—o0, 0]. Definisimo xt £ E sa aXl(s,t) := Tada je Xi jedinstveno

reSenje jednacine (X —A)- = X2 i

N ReA < 0
( f \aXl(s,t)\2dsdt)12 < 2% 1
o DI ReA > 0.

Ovo daje: X\ = R{\ : A)x2, a(A) C (=00, Oi [JAJAA2: A]] < M, ReA> 1
Ponovna primena Propozicije A implicira da je za sve a > 1, A generator ek-
sponencijalno ogranicene a-puta integrisane kosinus funkcije. Dakle, A generiSe
gustu (EDCF).

Primer 4.5.7. Ozna¢imo Ag = {z £C \ {0} : |argz] < 6}, 9 £ (0,%]. Neka je
ii C R" otvoren neprazan skup. Pretpostavimo daje (T(z))zea”/2 ogranitena
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analiticka Co-polugrupa ugla | na L2(fi) koja ima (gornju) Gausovsku procenu
reda m (videti na primer [96]). Tada za sve p G [l,00) postoji konzistentna
Co-polugrupa (Tp(i))t>0 na Lp(Cl) takva daje
Tp(t)f = T(t)f, f GLP(ii) nL2(il), t> 0.
Oznacimo sa Ap njen generator. Zheng i Zhang su pokazali u [96]:
o-(Ap) ¢ (-oo0, 0],
[]fI(A:4P)JUp(n) <M | Arl:MI-5(]A] + .ReA)-nlW I-5 , AeC\(-00, 0,

Dakle, za sve p G [l,00), Apje generator (EDCF) u Lp(fi), zato 5to je

11il(-, Mp)| 1z,p(n) polinomski ograni¢ena na Ill. Za slicne rezultate videti Teoremu
5.4 u [31].
Primer 4.5.8. Neka je E := Lp(Rn), 1 < p < 0o, n € N. Hieber je

pokazao da je Laplacian A sa maksimalnim distribucionim domenom u E gen-
erator eksponencijalno ogranicene a-puta integrisane kosinus funkcije na E za
bilo koje a > (n —1)JA — |l- (Hieber je ovo pokazao koriS¢enjem teorije
Fourierovih multiplikatora, dok je dokaz Keyantua zasnovan na Cistoj primeni
Laplaceove transformacije [39].) Dakle, operator A + el je generator eksponen-
cijalno ograni¢ene 2a-puta integrisane kosinus funkcije a > \((n =11 - ||+ 1
(videti Propoziciju 4.3.22). Primenom Teoreme 4.3.21, operator A = A+el+B
generiSe eksponencijalno ogranic¢enu r-puta integrisanu kosinus funkciju, gde je

r:= 2r(in~DI| - [1+21 i
Bf tp*f , f GE (rPGWXr(Rn)).

Pretpostavimo u nastavku p = 3i 2 < n < 13; tada A generiSe 4-puta inte-
grisanu kosinus funkciju. Primena Teoreme 4.2, str. 111, date u [91] povlaci da
problem

d7i dsu C N
) = Ax—"(t0+e 2 10+ 3 ipx-y) I (ty)dy+azB, MY )
dt7 . W
infn =0
QN

q£t{0,x) = Uj(x), 0<j < 6, (i>0 XGM"

ima jedinstveno reSenje za sve ¢ G R, ip G fF14(R") i proizvoljne zatvorive
operatore Bi u E, 0 < i < 4, koji zadovoljavaju

1 fF32(ir) ¢ D(Bi), O<i < 4,

2. Hi(kP32(Rn)) ¢ IF32(Rn), i G{1,2},

3. Bi(IT32(R")) ¢ IF34(K"), i G {3,4},

iU G f) 0<j < 4, u56 G kP36(Rn).
(=0
Primetimo da ovakav izbor reda jednacine zapravo omogucava da je jedini uslov

za zatvoriv operator Bg: W 32(Rn) C D(Bq).

Mnogi drugi primeri eksponencijalnih (DCF) se mogu dobiti primenom Teoreme
3.1 iz [39] i Teoreme 6.6 iz [4]. Glavni rezultat rada [98] moze biti upotrebljen
za konstrukciju eksponencijalnih (DCF).
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5. AnalitiCke integrisane polugrupe

U ovoj glavi ¢emo pokazati daje generator proizvoljne eksponencijalno ogranice-
ne, analiticke integrisane polugrupe ugla a koja ima odgovarajuéi rast u O
takodje generator analiticke Co-polugrupe istog ugla. Najpre, reformuliSemo
poznatu definiciju analiticke integrisane polugrupe. Nakon toga, upotrebom
distribucionih polugrupa dolazimo do sledeceg rezultata:

Teorema B. Nekaje A gusto definisani operator i neka je a E (0, ~]. Tada su
sledeci uslovi ekvivalentni.

(i) A je generator eksponencijalno ograni¢ene, analiticke n-puta integrisane
polugrupe (Sn(t))t>o0 ugla a, takve daje 15,211 = O\z\n), z >m0, z E
Up, zasve 3E (0, a) i neko n E No-

(i) A je generator analitiCke Co-polugrupe ugla a.

5.1. Preliminaries

Analiticke polugrupe reda r > 0 su proucavane u [83] i [76].

Distribucija St e V, t E R, je definisana sa (St, tp) := <p(t), PEV.
Parafrazirajuci [6, Definicija 3.2.5], jako neprekidna operatorska familija (T (t))t>0
je polugrupa, ako vaze sledeci uslovi:

e T(t+ s)=T(1)T(s), t, s> 0,
e T(t)x —0, za sve t > O, povlaci X = 0,
= suPteiMiroil < °°,
Obavezno, ako je (T (t))t>0 polugrupa, tada postoje konstante M > 0i 1lj > O

t

takve da je |IT®OIl < Me“1, t > 0. DefiniSimo Si(t) f T(s)ds, t > 0.
o

Tadaje (Si(t))t>0 eksponencijalno ograni¢ena, jedan put integrisana polugrupa.

Zatvoren linearan operator A je generator polugrupe (T (f))t>o0 ako i samo ako
je A generator za (Si(i))t>0> ili ekvivalentno, ako postoji S > U takvo daje

R(X :A) = AJe~XtSi(t)dt, A> ui.

(0]

5.2. Analiticke integrisane polugrupe

Za materijal koji se odnosi na analitiCke polugrupe videti monografije [6] i [63].
Neophodna nam je [6, Posledica 3.9.9]:

Neka je 7 E (O, |). Pretpostavimo da exl1A generiSe Co-polugrupu. Tada A
generiSe analiticku Co-polugrupu ugla 7.

Neka je a E (0,#]. Koristicemo notaciju :={z€eC:z” 0, [argz] < a}.
Neka je K e Ljoc([0,00)) eksponencijalno ograni¢ena funkcija. Analiticke K-
polugrupe ¢e biti analizirane nesto kasnije. Navodimo definiciju sa K(t) —
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im—
(n_1!, n £ N; zapravo, reformulisaéemo [23, Definicija 21.2] (videti i [25])

datu u radu delLaubenfelsa tako Sto ¢emo jedan njegov nepotreban uslov iz
definicije zanemariti.

Definicija 5.2.1. Neka je 0 < a < j, n £ N i neka je (6'n(f))i>0 ek-
sponencijalno ograniena n-puta integrisana polugrupa. Tada je (Sn(f))t>o
analiticka n-puta integrisana polugrupa ugla a, ako postoji analiticka funkcija
Sn: Ea —L(E) takva da vaZi:

e Sn(f) = Sn(t), t> 0i
e limz_»0, zes7Sn(z)a; = 0, zasve 7 £ (0, a) i X £ E.

(Sn{t))t>0 je eksponencijalno ograni¢ena, analiticka n-puta integrisana polu-
grupa ugla a, ako za sve 7 £ (0, a) postoje M7 > 0 i w7 >0 takvi da je
11S.@I] < M7e~Re*, z€ S7.

Jasno je daje analiticka n-puta integrisana polugrupa (Sn(t))t>o0 ugla a ekspo-
nencijalno ograni¢ena ako za sve 7 £ (0, a) postoje odgovarajuce konstante
My > 0i w7 > 0 takve daje |Isn@]] < M™eu™z\ z € E7.

Od sada ¢emo oznaciti Sn sa Sn kako to nece izazvati nikakvu konfuziju. Stavimo
T(z) = Sn(z), z £ Ea.

Za analiticku n-puta integrisanu polugrupu {Sn(t))t>0 ugla a u smislu [23,
Definicija 21.2] je takodje pretpostavljeno da zadovoljava slede¢e semigrupovno
svojstvo: T(zi + Z2) = T(zi)T(z2), z1, Z2 £ EQ. Pokazimo da ovaj uslov au-
tomatski vazi.

Propozicija 5.2.2. Nekaje (Sn(t))t>0 analiticka n-puta integrisana polugrupa
ugla a. Tadaje (T(z))zeza analiticka operatorska familija i vazi:

1. T(zi + 22 = T(zi)T(22), =+, zZ2£ Eq,

2. T(t)x = 0, zasvet > O, povlati x = 0, kao i

3. limz_>0, zesyT(z)x = x, x £ D{An).

Dokaz. Neka je A generator za (Sn(t))t>0 i neka su ii > 0i £ > O fiksirani.
Stavimo

G{p)x = (- I)n\] ipn\t)Sn(t)xdt, peV.
0

Tada je G (DSG) generisana sa A ([44]). Parcijalna integracija implicira da je
za svako ip EV sa supp?j € (a, 00), 0 < a < min(iLi2), ispunjeno

0
G(p)x = j p(t)T(t)xdt.
0]
Neka su (pk) i k) nizovi u {p £ V : supp</j C (a, 00)} koji konvergiraju
u distribucionom smislu ka 5tl i St2, respektivho. Tada je {pk * St2) niz u
{p £ T>:suppp C (a, 00)} koji konvergira u distribucionom smislu ka &l+t2 i
T(tYT(t2x = \imk-+00G(pK)T(t2x = Iimk "®G(pk)limj->00G (ipj)x

— linife—"00finij—00G{*Pk)Gipfj~)x  lim”_y00limj_~00¢j(i*/c*0 j)x
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= limfc S00G(MA: * SI2)x = T(ti + t2)x, x £ E.

To vazi za sve 2\ i z2koji pripadaju £a na osnovu poznatih tvrdjenja iz kom-
leksne analize. To dokazuje 1. Pretpostavka T(t)x = O, za sve t > O, implicira
da za svako p GV sasuppy> C (0, 00) imamo G(p)x = 0. Kako je translacija
neprekidno linearno preslikavanje iz V u V, prethodna jednakost vaZzi za sve
P £ 'Do- To daje x £ Af(G) i x = 0. Ovim smo pokazali 2.

Dokazimo 3. Fiksirajmo x £ D(An). Dobro je poznato

~ S n{t)x - Sn{t)Anx + N AN~IX + ..+ tAX + X, t> 0.

Dakle,

dn

Zn~X
— Sn(z)x = Sn{z)Anx + jA-— "An~Ix + ... + ZAX + X, z £ S7,

i 3. sledi na osnovu Definicije 5.2.1.
Dokaz Propozicije 5.2.2 daje:

Posledica 5.2.3. Nekaje (Sn(t))t>o n-puta integrisana polugrupa generisana
sa A. Ako je Sn(m £ Cn((0, oo) : L(E)), tada (T (i))t>0 zadovoljava 2. Takodje,
1. vaZi za sve pozitivne realne brojeve t\ i t2.

Slede¢a lema ¢e biti neophodna u dokazu Propozicije 5.2.5.

Lema 5.2.4. Nekaje n £ N. Pretpostavimo da A generiSe n-puta integrisanu

polugrupu (Sn(f))t>0 i £C,i=0,1,...,n- 1 Nekaje Vn(t) := Sn(t) +
X)r=0 aiP 1, t > 0. Ako je (Vn(t))t>o n-puta integrisana polugrupa generisana
saB, tadaje A—B iai—0, i=0,1,...,n—1

Dokaz. Nekaje x £ E, (p£ V. DefiniSimo

00 00

G(p)x = (-1)" / pa){t)Sn(t)xdt i H{p)x = (-1)" K n)(t)Vn(t)xdt.
o} 0

TadasuGili (DSG) generisane sa A i B, respektivno. Na osnovu pretpostavki
dobijamo G(p) —H(tp), p £ VO; to daje

A={x,y) EE2:G{—)x - G(p)y, p £VO0}
= {(x,¥) EE2:H(-p")x = H(p)y, p £ VO0} = B.
Kako je svaka (lokalno) integrisana polugrupa jedinstveno odredjena njenim

generatorom, imamo Sn(t) —Vn(t), t> 0. Ovo zavrSava dokaz.

Propozicija 5.2.5. Pretpostavimo daje A gusto dejinisani operator i daje A
generator eksponencijalno ograni¢ene, analitiCke n-puta integrisane polugrupe
(S, (t))t>0 ugla a takve daje 15,211 = O(\z\n), z 0, z £ EO, za sve
P £ (0, a). Tada A generiSe Co-polugrupu.

Dokaz. Fiksirajmo7 £ (0, a) ii £ (0, 1#sin ). Pretpostavimo dalje \NShW Il <
M\z\n, M\ < 1, z £ £7, za neko M > 0. Cauchyjeva integralna formula daje

Sn{z)

TS) = 25 / (z - t)m+l
\z—t\=tsin7
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Kako je t+ tsin7etd GE7fl {z GC :0 < V< 1}, 6 G [0, 271], imamo

2w

n i 15,6+ tsin7ed L
. ) -isin7d0 < . 2rrM (i + i sin7)";
2n j tn+l sinn+17 2-ntnsin" 7

ITOIl <
dakle, supte(01j [|IT()Il < 00. Posledica 5.2.3 implicira da je (T (i))t>0 polu-
t

grupa. Neka je Si(t) —f T(s)ds, t > 0. Tada je (Si(i))t>0 eksponencijalno
0
ogranicena, jedan put integrisana polugrupa. DefiniSimo

/t (t —s)n ~
n_ 11 T(s)xds» t > 0.
0
Tada je (Vn(t))t>0 eksponencijalno ograni¢ena, n-puta integrisana polugrupa.
Fiksirajmo x G E. Imamo Vn(-)x £ Cn_1([0,00) : E) n C"((0,00) : E) i
$p;Vn(t)x = T(t)x, t > 0. Stavise, ~ Sn(t)x = T{t)x, t > 0. Lema 5.2.4
implicira Sn(t) = Vn(t), t > 0. Stoga je

®0
AJ e~XtS1{t)xdt = \nJ e~ xtJ T{s)xdsdt
0 0

= A" jDe—-XtSn(t)xdt —R(A : A)x, A dovoljno veliko,
0
i A je generator polugrupe (T (i))t>0. DefiniSimo T(0) I. Na osnovu [6,
Posledica 3.3.11], (T (i))(>0je Co-polugrupa generisana sa A.

Sledeca propozicija uopStava [25, Propozicija 3.7(a)].

Propozicija 5.2.6. Nekaje A generator eksponencijalno ogranitene, analiticke
n-puta integrisane polugrupe (Sn(t))t>0 ugla a, 0 < a < n € N. Neka je
0 G (—0, oc). Tada el6A generiSe eksponencijalno ograni¢enu, analiticku n-puta
integrisanu polugrupu (e~inaS{tel9))t>0 ugla a — H|.

Dokaz. U [25, Propozicija 3.7(a)] je pokazano da je (e~m9S(tel9))t>0
eksponencijalno ograni¢ena n—puta integrisana polugrupa generisana sa el9A.
Stavimo := e~moS(zel9), z G Sa_]g]. Na osnovu Definicije 5.2.1,
(Se(t))t>0 je eksponencijalno ograni¢ena, analiticka n-puta integrisana polu-
grupa ugla a — K.

Propozicija 5.2.7. Ako A generiSe eksponencijalno ograni¢enu, analiticku

n-puta integrisanu polugrupu (Sn(t))t>0 ugla a, tada za sve 7 G (0, a) vaZzi:
(nastaviéemo numeraciju)

4. Sn(z)A C ASn(z), zG £q,

5. T{z)A c AT(z), z G akoje x G D{A), onda j~T(z)x = T(z)AX, zG £a,
z

6. akoje X GE i zG £a>tadaje f Sn(X)xd\ G D(A) i
0

z

A f Sn(X)xdX = Sn(z)x — _ x.
% N\
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Dokaz. Nekasua £ D(A) izS S, fiksirani. Propozicija 5.2.6 implicira da je
gtargza generator n-puta integrisane polugrupe (e~marszSn(tezal&z))t>0- Ovo
poviacCi 4. Primetimo da je 5. dokazano u [25] primenom C-polugrupa. Ovde
¢emo dati sasvim drugaciji dokaz. Propozicija 5.2.6 implicira da je elaTgzA
generator (DSG) Gz date sa

Gz(<p)x = (—1)n\] ~ n\t)e-inaTgz5n(ieiargz)xdt, x £ E, ipeV.
0

Parcijalna integracija i holomorfnost funkcije Sn(-) daju: za sve ip £ V sa
supp pC G ,00), vazi

Gz(<p)x = J ip(t)T(telarsz)xdt, x e E.
o

Nekaje (ipn) nizu {tp GV :suppipc (©, 00)} koji konvergira u distribucionom
smislu ka 5%\ Zato je T{z)x = \imn™o00Gz(pn)Xx, X G E. Pretpostavimo X €
D(A). Kakoje Gz(pn)x G D(A), nG Ni YNmM"™ 00AGz{({pn)x = \\” 00Gz{gn)AX
= T(z)AXx, zatvorenost operatora A daje T(z)x G D(A), z G i AT(z)x =
T(z)AX, z G Ea. Kako je x G D(A), vazi takodje Gz(—ip')x = Gz(p)eiaTgzAx,
PG Tgi to povlati da za sve ip G V sa supppC (~, 00), vazi

J p{t)jT{teiaTgz)xdt = \jo<p(t)T(teiang)Axdt.

Standardni argumenti sada daju: j~T(z)x = T(z)Ax = \imn->00Gz(ipn)AXx.
Ovim je 5. dokazano. Dokazimo 6. Nekaje x G E i z G £Q. Na osnovu
Propozicije 5.2.6, imamo

\] Sn(X)xd\ —eiarg2 f Sn{teiai&z)dt G D(eiarszA)- zbog toga je,

(0] (o]

A eiarezA \] Sn(teiargz)xdt
0

_ einargzeiargz”™ J e-TMTM&ZSn(teiKSZ)xdt
0

= eina” z{e-ina® zSn{\ \diatgz)x-'-"-x) = Sn(z)x-einaig: *Ycc = Sn{zjx—-lx.
ni n!

Podsetimo se [83, Posledica 4], zatvoren linearni operator A je kompletni
infinitezimalni generator analiticke polugrupe (T(z))ze™a reda r G (0,1) ako i
samo ako vaze sledeci uslovi:

(a) A je gusto definisan i postoji ui 6 R takvo da je 1j + £ *+Q C p{A).
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(b) Zza sve 7 G (0, a), postoji M1 > O takvo da je

l1i?2(A:A)]|<~", ABW+ Sf+7,

Ako je A kompletni infinitezimalni generator takve polugrupe, tada je lako
proveriti da je ispunjen uslov [23, Teorema 21.17] sah — 1i A je infinitez-
imalni generator jedan put integrisane eksponencijalno ograniCene, analitiCke
polugrupe ugla a. Moguce je lako konstruisati primer gusto definisanog opera-
tora A Kkoji generiSe eksponencijalno ogranic¢enu, analitiCku jedan put integrisanu
polugrupu ugla |, ali takvog da A nije c.i.g. analiticke polugrupe radar G (0,1),
kao i generator holomorfne polugrupe u smislu Definicije 3.7.1 u [6].

Primer 5.2.8. Nekaje E = L2{R) x L2(R). DefiniSimo sledec¢i multiplikativni
operator

M fuh)ix) ;= (—xzfi(x) + xaf2(x), -x2f2{x)), ieR,

sa maksimalnim domenom u E. Lako je pokazati da za svako > G (0, |) pos-
toji w7 > O takvo da je w7 + S *+7 C p(A) i da je rezolventa ograni¢ena na
datom sektoru. Na osnovu [23, Teorema 21.17], operator A generiSe eksponen-
cijalno ograni¢enu, jedan put integrisanu analiticku polugrupu ugla \. Moguce
je pokazati da A ne generiSe analitiCku Co-polugrupu kao i da A nije c.i.g. anal-
itiCke polugrupe reda r G (0,1).

Dokaz Teoreme B. (ii) — (i) Dovoljno je pokazati da za svako 7 G (0, a),
A generiSe analiticku Co-polugrupu ugla 7. Na osnovu Propozicije 5.2.6, za sve
7 G (0, a), exn A generiSe eksponencijalno ograni¢enu, n-puta integrisanu anal-
itiCku polugrupu ugla a — 17 | koja zadovoljava uslove Propozicije 5.2.5. Dakle,
et n A generiSe (diferencijabilnu) Co-polugrupu (T (fexl7))t>o0 i A generiSe anal-
iticCku Co-polugrupu ugla 7. Pretpostavimo sada da vazi (i). Fiksirajmo n G
N; na osnovu [23, Teorema 21.17], jasno ja da A generiSe eksponencijalno
ograni¢enu, analiticku n-puta integrisanu polugrupu (Sn(f))t>o0 ugla a. Neka je
7 G (0, a). Tada postoji konstanta M > 1 takva da je ||T@I]l < M, z G
S7 fl {z G C : VM < 1}. Takodje, za sve 3G (-7, 7), el*A je generator
Co-polugrupe (Tp(t))t>0 date sa Tp(t) = T(el~t), t > 0. Na osnovu Propozi-

. Fnl xn- .
¢ije 5.2.6, Sn(z)x = emar8z T{seia™ z)xds, x G E, z G S7. Dakle,

11S.@11 = 0(lzln), z->0, zG S7. Ovim je dokaz kompletiran.

Dokaz slede¢e teoreme, koja uopStava [23, Teorema 21.13(a)] i [25, Lema
5.5(a)], ¢e biti dat u poslednjem poglavlju rada.

Teorema 5.2.9. Nekaje A zatvoren linearan operator i 0 < a < NnGN.
Tada su sledeca tvrdjenja ekvivalentna.

* A je generator eksponencijalno ogranic¢ene, analiticCke n-puta integrisane
polugrupe (Sn(t))t>0 ugla a.

e Zasve 7 G (0, a), postoje C7 > 0i w7 > Otakvi daje w7+ S™+7 c p(A)
i da vazi:

[92A: A11 < C7(1 + JADN_1, AGWT7 + Ef+7, i (21)
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(b) Zasve 7 £ (0, a), postoji M7 > 0O takvo da je

11iZA : -A1l < _J]i_r>A6w+ S$+7.

Ako je A kompletni infinitezimalni generator takve polugrupe, tada je lako
proveriti da je ispunjen uslov [23, Teorema 21.17] san = 1i A je infinitez-
imalni generator jedan put integrisane eksponencijalno ogranicene, analitiCke
polugrupe ugla a. Moguce je lako konstruisati primer gusto definisanog opera-
tora A Kkoji generiSe eksponencijalno ogranic¢enu, analitiCku jedan put integrisanu
polugrupu ugla f , ali takvog da A nije c.i.g. analiticke polugrupe radar £ (0,1),
kao i generator holomorfne polugrupe u smislu Definicije 3.7.1 u [6].

Primer 5.2.8. Nekaje E = L2(R) x L2(R). DefiniSimo slede¢i multiplikativni
operator

A{h>f2)(x):={-x2fi(x) + xaf2{x), -x2f2(x)), i £1,

sa maksimalnim domenom u E. Lako je pokazati da za svako w 6 (0, f ) pos-
toji yr > O takvo da je w7 + S™+7 C p{A) i da je rezolventa ograni¢ena na
datom sektoru. Na osnovu [23, Teorema 21.17], operator A generiSe eksponen-
cijalno ogranicenu, jedan put integrisanu analiticku polugrupu ugla Moguce
je pokazati da A ne generiSe analitiCku Co-polugrupu kao i da A nije c.i.g. anal-
itiCke polugrupe reda r £ (0, 1).

Dokaz Teoreme B. (ii) — (i) Dovoljno je pokazati da za svako 7 £ (0, a),
A generiSe analiticku Co-polugrupu ugla 7. Na osnovu Propozicije 5.2.6, za sve
7 £ (0, a), ex11 A generiSe eksponencijalno ograni¢enu, n-puta integrisanu anal-
iticku polugrupu ugla a - [/ |koja zadovoljava uslove Propozicije 5.2.5. Dakle,
e+%1A generiSe (diferencijabilnu) Co-polugrupu (T (iexl7))t>0i A generiSe anal-
itiCku Co-polugrupu ugla 7. Pretpostavimo sada da vaZi (i). Fiksirajmo n £
N; na osnovu [23, Teorema 21.17], jasno ja da A generiSe eksponencijalno
ograni€enu, analiticku n-puta integrisanu polugrupu (>n(i))t>0 ugla a. Neka je
7 £ (0, a). Tada postoji konstanta M > 1 takva da je [|T@]] < M, z £
S7 Pl {z £ C : A\ < 1}. Takodje, za sve (3 £ (—7, 7), el™A je generator
Co-polugrupe (Tp(t))t>0 date sa Tp(t) — T(e'~t), t > 0. Na osnovu Propozi-
il

¢ije 5.2.6, Sn{z)x = einare* / -T(seiaigz)xds, x £ E, z £ S7. Dakle,
0

(n—1)!
HSViMII = z y0, 2€ S7.0Ovim je dokaz kompletiran.

Dokaz sledeée teoreme, koja uopStava [23, Teorema 21.13(@)] i [25, Lema
5.5(a)], ¢e biti dat u poslednjem poglavlju rada.

Teorema 5.2.9. Neka je A zatvoren linearan operator i 0 < a < n £ N.
Tada su sledeca tvrdjenja ekvivalentna.

* A je generator eksponencijalno ogranic¢ene, analiticke n-puta integrisane
polugrupe (S, (f))t>0 ugla a.

e Zasve 7 e (0, a), postoje C7 > 0i w7 > Otakvi daje w7+ E»+7 c p(A)
i da vazi:

HHZA Al < C7(1 + IAD)"-1, A€W/ + S?+7, i (21)
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=0, xekE. (22)

Napomenimo, ako je D(A) —E, uslov (22) je posledica uslova (21).

Navedimo na kraju ove sekcije da se vazni primeri jedan put integrisanih anal-
itiCkih integrisanih polugrupa mogu dobiti iz analize elipticnih diferencijalnih
operatora viSeg reda u prostorima Holder neprekidnih funkcija ([87]). Genera-
tori takvih polugrupa nisu gusti i mogu se iskoristiti u analizi jednacina drugog
reda, o Cemu govori rad Periaga i Strauba [76]. Autor tek Zeli detaljnije prouciti
teoriju frakcionih stepena operatora, koja je nezaobilazna u teoriji analitickih
polugrupa operatora.
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6. Konvolucione C-polugrupe i konvolucione C-kosinus
funkcije

U ovom poglavlju ¢emo dati osnovne strukturne osobine klasa konvolucionih C-
polugrupa i konvolucionih C-kosinus funkcija. Mnoge klase jednoparametarskih
operatorskih familija koje smo analizirali u prethodnim poglavljima postaju
unificirane i potopljene u mnogo Sire klase konvolucionih C-polugrupa, defin-
isanih od strane Cioranescu i Lumera 1994. godine, i klase konvolucionih C-
kosinus funkcija uvedenih u radu [50] i ovoj disertaciji. Specijalno, klase lokalnih
C-polugrupa i lokalno integrisanih polugrupa, definisanih 1990. godine u radu
Tanake i Okazawe, lokalno integrisanih C-polugrupa, definisanih 2001. godine
u radu [58], lokalnih a-integrisanih polugrupa, falsifikovanih 2003. godine u
[59] predstavljaju specijalne podklase klase lokalnih konvolucionih C-polugrupa;
analogno, klase lokalnih C-kosinus funkcija i lokalno integrisanih C-polugrupa
su proucavane od strane puno autora i predstavljaju specijalan slu¢aj konvolu-
cionih C-kosinus funkcija.

Sve je usmereno ka analizi apstraktnih problema

* U £C(0,r) :D(A)) nC2(0,r) :E),
(ACP2) : u"{t) = Au(t),

u(0) = x,u’{0) =y,

"'uSC(o,r) :C(j) flCAO, ) : E),
(0C) : < u'{t) = Au(t) + O[t)Cx,

«(0) - 0.

Konvolucione C-kosinus semigrupe ¢emo opisati koriSéenjem pojma asimptot-
skih OC-rezolventi.

Kao i do sada, E oznacava netrivijalan kompleksan Banachov prostori C € L(E)
je injektivan operator. Pretpostavicemo u nastavku da zatvoreni linearan oper-
ator A zadovoljava CA C AC. U radu nam je neophodan pojam C rezolventnog
skupa za A, oznacenog sa pc(A)-, to je skup svih kompleksnih brojeva A takvih
da je A—A injektivan i daje R{C) C R{A —™).

U nastavku ¢emo zbog konzistentnosti, izvrSiti neophodne korekcije date u radu
[50] gde su klase lokalnih konvolucionih C-polugrupa i kosinus funkcija definisane
nesto drugacije. U globalnom slucaju, definicije se poklapaju.
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6.1. Definicija i osnovne osobine

Pretpostaviéemo kao u prvom poglavlju da je K nenula lokalno integrabilna
t

funkcija na [0, r), O < r < oo i definisaéemo O (i) := f K(s)ds, t € [0,r). Tada
0

je 0 apsolutno neprekidna funkcija na [0,r) i 0'(f) = AT(f), zass. t € [O,r).

Definicija 6.1.1. Neka je A zatvoren linearan operator i nekaje C € L(E)
injektivan operator. Pretpostavimo O < r < o0o. Ako postoji jako neprekidna
operatorska familija or) takva da je S(t)Ax — AS(t)x, x € D(A),

CS{t) = S(t)C, f S(s)xds e D(A), x € E, te[0o,r) i
o

AjS(s)xds = S(t)x —Q(t)Cx, x GE, te [O,r), (23)
0

onda je A subgenerator (lokalne) A'-konvolucione C-polugrupe (5 (i))t€[0,T)-

Generalno, subgenerator nije jedinstven. Medjutim, jedinstvenost je uvek is-
punjena ako je C = |; tada je svaki subgenerator zapravo jednak genera-
toru (lokalne) AT-polugrupe (S (f))t6[0iT). Iz Definicije 6.1.1 je ocigledno da je
(S'(f))t6[o]T) nedegenerisana operatorska familija. Integralni generator AT-konvo-
lucione C-polugrupe (S'(t))ie[0r) je dat sa

A= <(X,y) eE2:S(t)x —Q(t)Cx = \] S(s)yds, t € [O,r)
| 0
To je zatvoren linearan operator koji je ekstenzija proizvoljnog subgeneratora.
Definicija 6.1.2. Neka je A zatvoren linearan operator i neka je C € E(E)

injektivan operator. Pretpostavimo O < r < oo. Ako postoji jako neprekidna
operatorska familija (C (i))i6[0iT) takva da je C(t)Ax — AC(t)x, x € D(A),
t

CC(t) = C(t)C, f(t - s)C(s)xds e D(A), xe E, te [O,r) i
o

Aj(t —s)C(s)xds = C{t)x —Q(t)Cx, x e E, te [O,r), (24)
o

ondaje A subgenerator (lokalne) AT-konvolucione C-kosinus funkcije (C (i))f€[o,r)-

Kao i u slu€aju (lokalnih) konvolucionih C-polugrupa, subgenerator konvolu-
cione C-polugrupe nije jedinstveno odredjen. Kada je C = |, svaki subgen-
erator AT-konvolucione C-kosinus funkcije (C (f))t€[0)T) se svodi na generator
AT-kosinus funkcije (C (f))t€[o,T), videti sledece poglavlje. Integralni generator
AT-konvolucione C-kosinus funkcije (C (f))i6[0,T) je definisan sa

= J(x,y) eE2:C(t)x - @{t)Cx = j{t - s)C(s)yds, t e [0,r)
1 0 )

kao i malopre, to je zatvoren linearan operator koji je ekstenzija proizvoljnog
subgeneratora.



102

(0C) problem je dobro postavljen ako ima jedinstveno reSenje za svako x £ E.
Kao u [58] i [50] pokazujemo sledec¢a tvrdjenja.

Propozicija 6.1.3. Nekaje O < t < o0o. Pretpostavimo daje (0C) dobro
postavljen. Tadaje A subgenerator K-konvolucione C-polugrupe (s, f))iefo,T).

Propozicija 6.1.4. Neka je A subgenerator (lokalne) K-konvolucione C-
polugrupe (S (i))te[0,T)- Tada vaZi:
(a)

S(t)S(s) K(t + s-r)S{r)Cdr, 0<i, s, t+s<T.

Ako je K kemel, tada vaZe (b), (c) i (d), gde je:

(b) (OC) je dobro postavljen.

(c) Integralni generator za (,S(i))i€10iT) je C~1AC.

(d) ZasveAe pc(A) : (A- AMNCS® =S{t){A- A~C, t£]0,r).

Zapazanje. Cak i u sludaju K{t) = , K £ N, postoje lokalno inte-
grisane C-polugrupe ¢iji generatori imaju praznu C-rezolventu ([58]). Sledeca

propozicija se dokazuje kao u slu€aju integrisanih polugrupa i njen dokaz je
stoga izostavljen.

Propozicija 6.1.5. Nekaje (5(i))te[or) (lokalna) K-konvoluciona C-polugrupa
generisana sa A. Akoje x £D(Ak) i K £ C&_1(0,r) : C) za neko k £ N, onda

e
) k-1

;\:;S(t)x = S{t)Akx + J 2 Kil)(t)CAk- 1- ix, tE [0,t).
i=0

Osobine i primeri globalnih, u opstem slucaju neekponencijalno ogranicenih,
integrisanih C-polugrupa su proucavani u [94]. Jasno, ako je A subgenera-
tor (lokalne) /”-konvolucione polugrupe (C (i))t6[0T), tada je za sve x £ D{A)
funkcija t C(t)x neprekidno diferencijabilna na [O,r) i

t
t £ [0,r).
(o]

Funkcija t >> v(t) koja pripada prostoru C([0, r) : E) je K-konvoluciono mild
t

reSenje problema (ACP2) za (x,y) £ E2ako zasvet £ [0,t) vazi f(t s)v(s)ds £
0

D(A) i

t £ [0,¢).

Koristeci iste argumente kao u Teoremi 1.5 datoj u [94] dobijamo:

Propozicija 6.1.6. Nekaje A subgenerator K-konvolucione C-kosinus funkcije
(C(t))te[o,T) i x, y £ E. Ako je K kemel, tada su sva K-konvoluciona mild
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reSenja problema (ACP2) za (x,y) jedinstvena.

Propozicija 6.1.7. Pretpostavimo da za sve x £ R(C) postoji jedinstveno
K-konvoluciono mild reSenje problema (ACP2) za (x,0), 0 < r < 00. Tada je
A subgenerator K-konvolucione C-kosinus funkcije.

Dokaz. DefiniSimo C(t)x := v(t), gde je v(t) -konvoluciono mild reSenje
problema (ACP2) za [CX,0). Jedinstvenost mild reSenja implicira daje
(C'(i)t6[0,r) jako neprekidna familija operatora koja zadovoljava (24). Lako
je videti da je t CC(t)x if-konvoluciono mild reSenje problema {ACPf) za
(C2x, 0). Kao posledicu, imamo C(t)C = CC{t), t € [0,r). Na isti nacin
kao u Teoremi 1.5 u [94] dobijamo C(t)A C AC(t), t £ [0,t). Ostaje nam
da pokazemo da je C(t), t £ [0,r) neprekidan. Posmatrajmo preslikavanje
$ :E —» C”O,r) : D(A)), dato sa

t
$(*)(*) = / (*- s)C(s)xds, t £ [0,r), x £E,
0

gde je D(A) opremljen graf normom |iclp* = Ml + 1IA&Il- C([0, t) : D(A)) je
Frechetov prostor cija je topologija indukovana seminormama

pn{v) := sup  \\WM)\\D(A), v £ C{[0,t) : D(A)),
te[o.T—i]
ako je r < 00, odnosno seminormama
p.{v):= sup IKOIlInpi), v £ C([0,r) :D(A)),
te[O0,n]

ako je r = 00. Jasno, $ je linearno preslikavanje. Pokazimo da $ ima zatvoren

graf. Bez smanjenja opStosti, mozemo prepostaviti r < 00. Pretpostavimo
Vot

XN X, N —>00 i sup f(t —s)C(s)xnds —¥f(t), n —00. Ovo povlaci
i€[0,r-i] 0
t
Af(t) = lim A (t —s)C(s)xnds = Ilim [C(t)xn —Q(t)Cxn\ t G [0,r), i
71—k0O0 J 71—00
0]

lim C(t)xn = Af(t) + Q()CxX, t £ [0,r).

Upotrebom teoreme o dominantnoj konvergenciji, dobijamo

t t
f(t)= lim J(t —s)C(s)xnds = f (t- s)[Af(s) + O(s)Oa;lds, t £ [O,r).

0 (0]
Dakle, /(0) = /'(0) —O, f £C2([0,r) :E) i

Af(t) = f'{t) - Q()Cx, t£ [0, r).

Stoga, A f(t —s)v(s)ds = v(t) —Q(t)Cx, t £ [0,r), gde je v — f". Imamo

o
v(t) = C{t)x,i 6 [0,t) i / = $(x). Dakle, za sve dovoljno velike n £ N postoji
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cn takvo da je
<gllall. X £E, t£][0,r - -n).

t
Kako je A f (t—s)C(s)xds = C(t)x —Q(t)Cx, x £ E, t £ [0,r), lako je zakljugiti:

CK(t) £ L{E), t£ [0, 1).

Lema 6.1.8. Pretpostavimo daje A subgenerator K-konvolucione C-kosinus
funkcije (C'~-(i))te[o)T). Tada za sve (x,y) £ R(C) x R(C) postoji jedinstveno
K-konvoluciono mild reSenje problema {ACPf).

Dokaz. Nekaje x = Cxtx i y = Cyi. Lako je proveriti daje v(t) := Ci<r(i)xi +
t

f Cji{s)yids K-konvoluciono mild reSenje problema (ACPf) za (x, V).
o

Na osnovu Propozicije 6.1.7 i Leme 6.1.8, dobijamo:

Propozicija 6.1.9. Ako je K kemel tada su sledec¢a tvrdjenja ekvivalentna:
(a) A je subgenerator K-konvolucione C-kosinus funkcije.

(b) za sve (x,y) £ R(C) xR (C) postoji jedinstveno K-konvoluciono mild reSenje
problema (ACPf).

6.2. Eksponencijalno ograniCene konvolucione
C-polugrupe i C-kosinus funkcije

U ovoj sekciji ¢emo opisati veze globanih eksponencijalno ograni¢enih konvolu-
cionih C-polugrupa i kosinus funkcija sa Laplaceovom transformacijom.

Teorema 6.2.1. (a) Nekaje w > 0 i neka je A zatvoren linearan operator.
Neka je K eksponencijalno ograni¢ena funkcija i

{A2e C:K{A) ~ 0, ReA> 10 c pc (A).

Ako postoji jako neprekidna operatorska familija (C(t))t>o takva daje [IQi)]] =
o(ewt), t>0i

A(A2—A) 1Cx —~ J e XtC(t)xdt, ReA > max(uj,/3), K{A) 7 0, x £ E,

0
(25)

tada je A subgenerator eksponencijalno ograni¢ene K-konvolucione C-kosinus
funkcije (C (i))f>0.
(b) Nekaje A subgenerator eksponencijalno ogranifene K-konvolucione C-kosinus
funkcije (C(t))t>o0 koja zadovoljava ||CH]] < Me“4, t > 0, zaneko M > 0 i
u> 0. Tadaje (A2£ C : ReA > oj, K{A) 70} C Pc(A) i vaZi (25).
Dokaz, (a) Nekaje x £ E. Jasno, (A2- A)~1C2x = C(A2- A)_1Cx, za sve
A € € takve daje K(\) 7 0i ReA > oj. Na osnovu pretpostavke dobijamo

00
\] e~XtCC(t)xdt, K{A) ~ 0, ReA > oj.

K{X)
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Na osnovu teoreme o jedinstvenosti Laplaceove transformacije, imamo CC{t) —
C(t)C, t > 0. Pretpostavimo sada x £ D(A). Jasno,

A(A2- A)~1CAX \jDe~XtC(t)Axdt, tje

AA(A2- A)~ICx \jDe~XtC{t)Axdt, K(A) /7 0, f2eA > ta

Stoga je

Aj e~xXtCK (t)xdt = j e -xtCK{t)Axdt, K{A) ~ 0, ReX>o0j.

Kako je {A £C :K(A)~ 0, J2eA > ta} = {A £ C : f?eA > ta}, zatvorenost
operatora A povlaci da prethodna jednakost ostaje tacna za sve A £ C takve da
je ReA > ta. Teorema 1.10 data u [91] daje C{t)A C AC(t), t > 0. Primetimo
daje zasve AE£ C saK(A) ™ 0i ReA > taispunjeno

(t- s)C{s)xdsp (A) = ".K(A)A(A2- A)~ICx = ~~ (A 2- A)~1Cx.
To implicira
A (t —s)C(s)a:ds™ (A = K(A)A(A2- A)~ICx AA Cx

= £(C(1)x - Q(HC:r)(A),

za sve A £ C sa K{A) 0 i ReA > ta Kao i malopre, zatvorenost operatora
A povlaci da prethodna formula vazi za sve A £ C takve da je ReA > ta. Kao
posledicu Teoreme 1.10 u [91] imamo (25).

(b) Nekaje x £ E fiksiran. Koriste¢i C(t)A ¢ AC(t), t > 0i (24), dobijamo
E{C{t)x){\) = ~-C x + "AC(C(t)x){\), ReA> w, K{A) ~ 0, tj.

(A2- A)E(C(i)z)(A) = XK{X)Cx, ReX > w, K{A) " 0. (26)

Dakle, iZ(C) C J?(A2- >1), za svako takvo A £ C. Pokazimo da je A2 —A
injektivan. Pretpostavimo (A2 —A)x = 0. Dalje imamo

1 t
- Q{t)x = J(t - s)Cii{s)Axds = A2J (t - s)Cjf(s)xds, t > O;

na osnovu toga sledi

£(Cfc(i)*)(A) = A C tr + A2E(I)E(CK()Xx)(A) = A~ C x + £(C* (f)tr)(A).
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To daje Cx = 0i x = 0. Koriste¢i (26), sledi {A2: ReA > w, K{A) /7 0} C
Pc(A) i (25).

Koristeci slicne argumente, moguce je pokazati slede¢u teoremu.

Teorema 6.2.2. (a) Nekaje w > 0 i neka je A zatvoren linearan operator.
Neka je K eksponencijalno ograni¢ena funkcija i

{A e C:K{A) Z 0, ReA> w) C pc (A).

Ako postoji jako neprekidna operatorska familija (S(t))t>0 takva daje ||50)]] =
o (ewt), t>0i

00

(A —A)~1Cx = -- m i e~XtS(t)xdt, ReX > max(u>/3), K(A) /7 0, x £ E,
a)ld
( )0
(27)

tadaje A subgenerator eksponencijalno ograni¢ene K-konvolucione C-polugrupe
(S(t))t>om
(b) Neka je A subgenerator eksponencijalno ograni¢ene K-konvolucione C-polu-
grupe (S(t))t>0 koja zadovoljava ||S()]] < Me“1, i > 0,zanekoM > 0iu > i3
Tada {A £ C : ReA > v, K{A) ™ 0} C pc(A) i vazi (27).

U sledecoj teoremi ¢emo zbog jednostavnosti pretpostaviti da funkcija K zado-
voljava (P1). Teorema je neposredna posledica Arendt-Widderove teoreme i
zbog toga je njen dokaz izostavljen. Za formulaciju odgovarajuce teoreme u
slu€aju konvolucionih C-polugrupa videti [50].

Teorema 6.2.3. (a) Neka funkcija K zadovoljava (P1). Tada su slede¢a tvrd-
jenja ekvivalentna:

(ai) A je subgenerator eksponencijalno ogranifene O -konvolucione C-kosinus
funkcije (C@(t))t>o0 koja zadovoljava uslov

lim sug1 O-t + Ah < Me“1L t>0 zanekoM > 0.

(aii) Postoji a> w takvo daje (a2 00) C pc(A) i

n , Mk\
LINK{\y){\2- A)-'C] < (A —w)k+ k £ No, A> a

(b) Pretpostavimo da je A gusto definisan. Tada su slede¢a tvrdjenja ekviva-
lentna:

) A je subgenerator eksponencijalno ogranifene K-konvolucione C-kosinus
funkcije (Ci<{t))t>o0 takve daje |ICx()|]] < Mewt, t > 0, zaneko M > 0.

l) Postoji a>w takvo daje (a2,00) C pc{A) i daje

N FIXK(X)(X2-A)-IC] < MI k £NO, A> a
J (A - wk+'’ ’ )
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6.3. (0C) problem, asimptotske ©C-rezolvente

U ovoj sekciji ¢emo dati joS neka tvrdjenja koja su blisko povezana sa apstrakt-
nim (0(7) problemom. Potom ¢emo koristeci rezultate datih u radu [58] defin-
isati asimptotske O(7-rezolvente i ispitati njihovu vezu sa generisanjem konvolu-
cionih C-polugrupa.

Propozicija 6.3.1. Pretpostavimo K £ Cfq[0,r) : C), K £ N i daje (0(7)
dobro postavljen za A. Tada za sve x £ D (Ak+1) postoji jedinstveno reSenje
problema

ueC LY[O0,T):E)nC([OIr):D(A))I

(0 Cfc) - u'{t) = Au(t) + j*K{t)Cx,

u(0) = E K~{0)Ak-1~iCx.
i=0

Dokaz. Nekaje (5 (i))te[o,T) operatorska familija data u Propoziciji 6.1.3. Lako
je proveriti da je

K
u{t) xds + 2 Q~{t)Ak~iCx-, t £ [0,r), xeD (A k+l),
t=0

reSenje problema (QCk)m Jedinstvenost sledi iz dobre postavljenosti problema
(0C) zax = 0.

Teorema 6.3.2. Nekaje KEN, k/ 1i nekazaK vazZi K £ (7fc+1([0,r) : C)
i KM(0) =0, O0< i < k—2. Ako je A zatvoren linearan operator takav da je
Ao £ p{A) i da za sve x £ D{Ak+1) postoji jedinstveno reSenje problema (0Cfc),

tada je (0C) dobro postavljen za A.
t
Dokaz. Nekaje z = Cy, y £ D(Ak+l). DefiniSimo mui(f) := (Ao —A) f uy(s)ds,
o

t £ [0,t), gde je uy reSenje problema (0(7*) za y. Jednostavno je proveriti da
je iti reSenje problema

uf£ CL[Oo,r) :E) 0<7(0,r) : D{A)),
(O<7fc i) u'(t) = Au(t) + *rK (t)x,
u(0) - O,

za X = (Ao —A)z. Stavise, (0(7fc_i) ima redenje za sve x £ (Ao —A)C D (Ak+1).
Sliéno, problem

i tieCHIO.rJnJnCa0O.r):n)),
(OCk-2) ; < u'(t) = Au(t) + -E~K{t)x,

{ v

ima reSenje za sve X £ (Ao —A)2CD(Ak+1l) (moZzemo uzeti ii2(f) = (Ao —

0

A) f ui(s)ds).
0
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Indukcijom dobijamo resenje Uk+1 problema
"ueC1([0,T):E)nC{[O,r):D(A)),

(ec_1) < u'(t) = >lu(@i) + O(F):r,

za sve X £ (Ao —A)k+1CD{Ak+1). Kako je R(C) ¢ (AO- A)k+ICD{Ak+1),
dokaz je kompletiran, jer jedinstvenost sledi iz dobre postavljenosti problema
(O Cfc) za x —0.

Zapazanje. Ovim smo pokazali obrat Zapazanja 2.6(d) datog u [58]. Takodje,
uopStena je Propozicija 3.3 data u [4].

Na osnovu prethodnih rezultata mozemo pokazati slede¢u teoremu; videti [50].
Teorema 6.3.3. Neka sur, K ik kao uprethodnoj teoremi. Akoje A zatvoren
operator i Ao £ p(A), tada su sledeéi iskazi ekvivalentni:

(a) (0,7) je dobro postavljen za A na [O,r).
(b) (Q(K\R(\o :A)K) je dobro postavljen za A na [O,r).

Ako je K kemel, tada su (a) i (b) ekvivalentni sa:
(a) ' A generiSe K-konvolucionu polugrupu na [O,r).
(b) ' A generiSe -konvolucionu R(Xq: A)k-polugrupu na [O,r), respektivno.

Neka je O < r < oo. Pretpostavimo da je (0C) dobro postavljen. DefiniSimo

Ly(A) := \je~XsS(s)ds; 7 6 [0,t), AE [0,00),
0
gde je S(-) dato kao u Propoziciji 6.1.3. Kao u Propoziciji 5.1 u [58], imamo:

Propozicija 6.3.4. Nekaje x € E. Tada:
(a) Funkcija A — L1 {X)x pripada prostoru C°°([0,00) : E) i postoji M7 takvo
daje

\n jn -1

<M7,A>0 neN.

(b) L~f(A) komutira sa C i A.
(c) (A —)L7(A) = —e~XIS{n)x + f e~XsK{s)Cxds.
(d) Le (\)Le{r]) = L1 {r]L2L{N\).

Operatorska familija (L 7(A) : 7 £ [0,r), A> 0} C L(E) se naziva asimptotska
0C-rezolventa za A ako postoji jako neprekidna operatorska familija (Vt)te[o,r)
takva da (a), (b) i (d) vaze i da vazi (c) sa S(7) umesto (7).

Primena istih argumenata kao u Teoremi 5.2 i Posledici 5.3 u [58] daje:

Teorema 6.3.5. Nekaje A zatvoren operator. Pretpostavimo da A ima asimp-
totsku QC-rezolventu {L1{A) : 7 £ [0,r), A > 0}. Ako je K kemel tada je

f Q(s)ds,C ) dobro postavijen.
0 /

Teorema 6.3.6. Pretpostavimo daje D(A) gust u E i daje K kemel. Tada
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je (OC) dobro postavljen za A na [0,r) ako i samo ako A ima asimptotsku
QC-rezolventu (L 7(A) : 7 € [0,r), A> 0}.

6.4. Neki odnosi konvolucionih C-polugrupa i kosinus
funkcija

U ovom delu ¢emo pokazati neke medjusobne relacije konvolucionih G'-polugrupa
i kosinus funkcija. U sledecoj propoziciji ¢emo zbog jednostavnosti pretpostaviti
da su polugrupe koje se pojavljuju u formulaciji eksponencijalno ogranicene.

Propozicija 6.4.1. Pretpostavimo da A i —A generiSu eksponencijalno ograni-
Cene K-konvolucione C-polugrupe (Si(t))t>o0 i (Sz2{t))t>0, za neku eksponenci-
jalno ograni¢enu funkciju K. Tadaje A2 generator eksponencijalno ogranitene
K-konvolucione C2-kosinus funkcije.

Dokaz. Lako se proverava daje A2—A2 injetivan operator za sve A 6 C takve
da je ReA dovoljno veliko i da je .K'(A) / 0. Takodje, za takve A, R(C2) C
R(A2- A2) i

(A2-42)_1G2a = [(A-A)-1G][(A+4)_1Ga] = ~-[(A+4)-1Ga;+ (A-A~CX]

C(Si(t)x + S2{t)x)(X), x £ E, Adovoljno veliko, K(A) ~ 0.
2K(X)

Dakle,

A(A2- A2)_1C2 = Q (5x(i)* + S2{t)x)B (A),
za sve X € E, A € C takve da je ReA dovoljno veliko i da je K{A) /7 0. Da bi se
dokaz kompletirao, dovoljno je primeniti Teoremu 6.2.1.

Teorema 6.4.2. Neka je A zatvoren operator, K € L]oc{[Q,r)), 0 < r < 00.
Tada su slede¢a tvrdjenja ekvivalentna:

(a) A je subgenerator K-konvolucione C-kosinus funkcije (Gjc(i))t6[or) u E.

(b) Operator A = 2 IO je subgenerator 0 -konvolucione C-polugrupe
(S©(f))i6[o,T) UE 2.
Tada je:
~ f CK{s)ds f(t - s)CK{s)ds ~
Se{t) = 0 0 O<t<r.
NeK(t)-e(t)c f CK(s)ds
0 /

Dokaz, (a) -t (b) Lako je proveriti daje (5'e(i))te[o,r) jako neprekidna opera-
torska familija u E2 takva da je Se(f).4 C -4Se(i) i S&(t)C = CSo(t), za sve
0 < t < t. Takodje,

t t jC K{r)xdr + f(s-r)C K{r)ydr
A 1 Se(s)( jds —A (° 0] s )ds
{ w 0 KCK(s)x-Q(s)Cx + fC K(r)ydr/
0
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f(t - s)CK{s)xds + f L YL CK(s)yds
0 0
t t t

f Cx(s)xds - /7 Q(s)Cxds + f(t- s)CK{s)ydt

=A

t t t
f CK(s)xds - f Q(s)Cxds + f(t - s)Cx(s)yds
0 0 0 \

Ci{(t)x —Q(t)Cx + f CK(s)yds —f Q(s)Cyds
0 0
= Se(t) -\]O(s) ds,0<i<t, X yeeE.
o

0N (L)ex*x (L)=(*!'S$
5@(i) £L(E), i £{1,2,3,4}, 0<t< t. Kako je SqA C .ASs, dobijamo
SI(t)x + SI(t)y € D(A),
Se(t)y + S%(t)Ax = S%(t)x + S™(t)y,
SUtfv + S%{t)Ax = A(S™(t)x + 5](i)y), O<t<r, a£D(A), YE£E.
Dakle, S%(t)x = SI(t)Ax, x £ D{A), i S%{t)ly = AS%{t)ly, y£ E, 0 < t <
t. Ovo implicira da za svako x £ D(A) dobijamo S%(t)Ax = AS%(t)Ax =

AS%{t)x. Stoga, S%{t)A ¢ AS%{t), t £ [0,7) i (5] + O(i)C)t€[OIT) je jako
neprekidna operatorska familija u E. Jednostavan racun izveden iz

t
ds = Se(t)

daje
-t ; \]( S I S \]( ;

kao i

ot
J SQ(s)xds +J S%{s)yds = 5](i)a: + S%{t)y - J Q(s)Cyds ,
.0 0 J 0

t t
zasve 0 < t < r, X, y £ E. Dakle, /S%{s)xds = S'4(f)x - /7 0(s)Cx i
0 0
t

Af 5q(s)xxs= 5],(i))x, 0< t < t,x £ E. Dobijamo
)

mt ‘ot
f(t- s)(sa(s)x+ Q(S)Cx)ds = A /A - S)(~SQ{V)x)v=sds
.0 .0
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—AJ Sq(s)xcls = [6@(i):c + @(t)Cx] —Q(t)Cx , O<t<r, X 6 E.

0
t
Jasno, S©(E) = 5@(i) i S@Q(i) = + S@(s)ds, 0 < t < r. Pretpostavka S@{t)C —
o
t t
CSe(i), i € [0,r), implicira Cf Cck (s)xcls — f CK(s)Cxds, t e [O,r), Sto daje
o 0

CCx(t) = CK(t)C, t 6 [0,r). Dakle, A je subgenerator iiT-konvolucione C-
kosinus funkcije (S,],(f) +

Zapazanje. Ako je r = oo i ako je © eksponencijalno ogranic¢ena funkcija,
tada je (CK(t))t>o0 eksponencijalno ograni¢ena ako i samo ako je (5e(i))i>o0
eksponencijalno ogranicena; ako je 0 < r < oo i ako je K kernel, tada je
integralni generator za (CA(i))tg[o,r) jednak C~1AC i integralni generator za
(Se(t))te[o.r) je jednak C~1AC.

6.5. Semigrupovno svojstvo konvolucionih C-kosinus
funkcija

U ovom delu éemo semigrupovno svojstvo konvolucionih C'-kosinus funkcija
dati kroz reSenje odgovarajuce parcijalne jednacine. Problemi nastaju odmah
ako se pogleda semigrupovno svojstvo n-puta integrisane C-kosinus funkcije
(C,(0)is[o,r)! n GN,
li-s|
2C'(i)C@x =N -~ [(-1)" I (t-s\-r)n-I1C(r)Cxdr
0

r)n~-1C(r)Cxdr

=S

+ J(s—t+ ryn~1C(r)Cxd r+J (t—s+r)n~1C(r)Cxdr\ 0< ¢, s, t+s <r, X GE.

Jasno je da se ova jednakost ne moze lako interpretirati u slucaju konvolucionih
C'-kosinus funkcija. Glavni problem lezi u tome Sto se funkcija K ne moze
produziti na (—r, 0) na zadovoljavajuéi nacin; ovo je neophodno za razumevanje
izraza

3

(f-s +r)""1
. C(r)Cxdr.
/ <@a¢ -i)i c[r)CxdT 1, (n- 1
0 0

Pokazimo sada tvrdjenje koje prirodno odgovara Lemi 3.1 u [55].

Lema 6.5.1. Nehaje K £ (*([0O?)), 0< r < oo. Tadaje
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trst S
/ -/ -/ K({t+s—r)K(r)dr=0, 0<t s t+s<r. (28)
Lo o] 0.

Dokaz. Kako je (@(£))te[o,r) K-polugrupa u C sa generatorom O, imamo
“t-fS t
Q(t)Q(s) = K{t+ s—r)Q(r)dr, 0<t, s t+ s<t.
Lo o} 0]

Parcijalnom integracijom dobijamo

S

t+ S t !
0 (t)O(s) = 20(i)0 (s) + J _J _ ! O(i + s—r)K(r)dr\
L J

posledica je

O(i + s—r)K(r)dr = -0(i)0(s), O<t, s t+s<r.

Diferencirajuci obe strane ove jednakosti po t dobijamo (28).

U nastavku ovog dela éemo zajako neprekidnu operatorsku familiju (Ck (€))te[o,r)>
fiksne a;€£'i0<r<oo, oznaciti DT {(t,s) GIR2:0<t, s, t+ s< r},

u(t,s):= jCK(r)(CK(s)x - 0 (s)Cx)dr, (t,s)eDr i

(0]

F(t,s) := + s- r)CK(r)Cxdr —e (s)cjf (i)CXx, (t,s) e DT.

Cl(Dt : E) oznaCava vektorski prostor svih funkcija iz DT u E koje su jedan
put neprekidno diferencijabilne na intDr i Ciji parcijalni izvodi reda < 1 mogu
biti neprekidno proSireni na DT. Za fiksno x € E, uvedimo problem (P) na

sledeéi nacin

f ue CADr :E),
@) =< ut{t,s) + us(t,s) = F(t, s), (t,s) £DT,
[ u(0,s) = u(t,0 = 0.

Propozicija 6.5.2. Nehaje K lokalno integrabilna funkcija na [0,r), O < r <
oo i nekaje A subgenerator K-konvolucione C-kosinus funkcije (CK(t))te[o,r)-
Fiksirajmo x € E. Tadaje u(t,s) jedinstveno reSenje za (P).

Dokaz. Pokazali smo daje operator A subgenerator O-konvolucione C-polugrupe
(Se{t)te[o,r) u E2. Na isti nacin kao u [58] moZe se pokazati da 5© zadovoljava
semigrupovno svojstvo za konvolucione C-polugrupe koje je dato u Propoziciji
6.1.4(a) i na osnovu toga imamo za (i, s) € DT:
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S@(1)S®(s)

f Ck {v)f(s - r)CK(r)xdrdv + f(t - v)Ck (v)f CK(r)xdrdv
0o o 0 o

CK(t) f(s - rCi<(r)xdr - Q(t)

f(s- rnCi((r)Cxdr + f f CK{v)CK(r)xdrdv
0 0 00

f(r —v)CK(v)Cxdv

s
f_f_l G(t+s-r)(° r jdr, (t,s) GDT, x £ E.
o] 0 0. fC K(v)Cxdv

t 3 t S

I Ck (W) (s- r)CK{rxdrdv + J{t- v)Ck (v)/ CK{r)xdrdv

0 0
t+S ul

= A J HQ(t+ s—r) / (,- Vv)Cii(v)Cxdv >.
.0 0 0

Ova jednakost i Lema 6.5.1 daju

ut S =

J CK(v)(Cii{s)x—Q(s)Cx)dv+CK(t)jCK{r)xdr Q(t)J ck(rycxdr (29

©(i + s—r)CK{r)Cxdr, (i,s) £DT, x £ E.

/ /.
Lo o] 0]

Fiksirajmo t £ [0,r). Standardni argumenti iz teorije mere impliciraju

£+s t
d
- O(i + s—r)Ci((r)Cxdr
@ ., ., Of )Ci((r)

Lo 0o 0o

K(t + s—r)CK{r)Cxdr —0(8Cat{s)C:r, s £ [0,r —t).

Diferencirajuci (29) po s, direktno dobijamo daje u(t, s) reSenje problema (P).
Jedinstvenost reSenja problema (P) je posledica teorije jednacCina prvog reda i
moguce ga je resiti metodom karakteristika. Dokaz je kompletiran.

Zapazanje. Prethodna propozicija daje
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CK{t)CK{s)x = ut(t, ) + e(s)cK{t)Cx, (t.9) e dt, xee.

Na osnovu razmatranja datih u prethodnoj propoziciji, globalne konvolucione
kosinus funkcije su definisane u radu [49] kroz semigrupovno svojstvo i pokazana
je ekvivalencija sa definicijom koju smo do sada koristili. Nije jasno kako datu
ekvivalenciju pokazati u lokalnom slucaju; videti [49] za viSe detalja.

Zapravo, svi primeri integrisanih (C-) polugrupa i kosinus funkcija predstavljaju
primere konvolucionih (C-) polugrupa. Autor ne zna primer operatora koji
generiSe konvolucionu C'-polugrupu, ali ne i integrisanu C'-polugrupu, iako se
nalazi blizu reSenja.

U slede¢em poglavlju ¢emo analizirati klase (lokalnih) konvolucionih kosinus
funkcija, analitickih konvolucionih polugrupa, njihove medjusobne veze, kao i
veze sa ultradistribucionim i hiperfunkcionim sinusima. Predmet daljeg rada
moze biti prouCavanje C'-ultradistribucionih polugrupa, C-hiperfunkcionih polu-
grupa i odgovarajuc¢ih analogona u teoriji jednacina drugog reda kao i njihovih
veza sa konvolucionim C-polugrupama i kosinus funkcijama.
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7. AnalitiCke konvolucione polugrupe i njihove veze sa
konvolucionim kosinus funkcijama, ultradistribucionim i
hiperfunkcionim sinusima

Definisaéemo klasu analitickih konvolucionih polugrupa. Jednostavne spek-
tralne karakterizacije generatora takvih polugrupa su neposredne posledice prin-
cipa analiticke reprezentacije i teorema Tauberovog tipa koje sujasno predstavl-
jene u [6]. One uopStavaju rezultate deLaubenfelsa za analiticke integrisane
polugrupe date u [25]. Na potpuno sliCan nacin se moze definisati i klasa
analitiCkih k'-konvolucionih C-polugrupa i karakterizacije njenih generatora,
S§to nece biti dalje diskutovano u ovom radu. Dajemo veze analitickih kon-
volucionih polugrupa sa (lokalnim) kosinus funkcijama, ultradistribucionim i
hiperfunkcionim sinusima kao i sa analitickim hiperfunkcionim fundamentalnim
reSenjima.

Kao §to smo napomenuli, koristicemo klasicnu Laplaceovu transformaciju ek-
sponencijalno ogranicenih funkcija, za razliku od Lumera i Neubrandera [62]
koji proucCavaju asimptotsku Laplaceovu transformaciju, ali sa malo uspeha.
U ovom kontekstu, moguce je definisati Laplaceovu transformaciju proizvoljne
funkcije koja pripada prostoru C([0,00)) i analizirati operatore €iji rezolventni
skup ne sadrzi poluprave oblika (0j,00), za neko u £ i i €ija rezolventa pred-
stavlja meromorfnu funkciju u desnoj poluravni. Pokazaéemo da se neki prob-
lemi koji prirodno odgovaraju primeni asimptotske Laplaceove transformacije
mogu veoma lako posmatrati i u kontekstu klasicne Laplaceove transformacije.
Analiziramo biharmonijski operator A 2 u L 2|0, f].

Napomenimo da u radu nisu posmatrane Laplaceove hiperfunkcije i Laplaceove
hiperfunkcione polugrupe i sinusi. Zaintersovanog Citaoca upucujemo na [43].
U ovoj disertaciji neéemo dati rezultate koji se odnose na eksponencijalno dobru
postavljenost problema

'u6C(0,r) :D(A)) nC2]O0,r) : E),
(ACP2a * u"(t) = Au(t) + Q(t)x + ft Q(s)yds,

. u(0) = 0, u'(0) = 0.

Za datu problematiku videti [49]. Mozda jedini uspeh asimptotske Laplaceove
transformacije je sadrzan u radu Baumera [11], gde su ispitivane veze prob-
lema (0) sa problemom (ACPi). Ove relacije su znatno komplikovanije nego
u integrisanom sluc¢aju u kome veé¢ nastaju problemi izborom funkcija K(t) =

fAy, a > 0 umesto K(t) = ne N.
Koristiéemo istu notaciju kao i u prethodnim poglavljima. Podsetimo se samo
osnovnih regiona kompleksne ravni koji ¢e nam biti znacajni.

2

1 ZawSM stavimo ={x+iy x> twe— Primetimo da je
rh, = {A2: A€ C, ReA > oj}.
2. Za dato e > 0 i odgovarajuc¢e CE> O definiSemo

—{A €C :ReA> £+ C£}, ifi2:= {A2:A6

3. Kao u [43] i [53], definiSemo flI* kao podskup skupa C koji sadrzi domen
forme
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a(mp) ._ ~ g Cj Re\> MK\X\) + C}, zaneko k> 0, C > 0O, resp.,

il<Mp} = £ C; ReX > M(fc|]A]) + C*}, za svako A > 0 i odgovarajuce
Ck> 0.
Korisno je uvesti i sledeéi region ([65])

A«UB7 := (A G<C:ReA > + /3.
7

Sliéno, definiSemo ii*2:= {A2: A Gii*} i na isti nacin A2

4. Zasve 0O< a < definiSemo Ea := (re*e: r>0, —a < 9< a}.
7.1. Analiticke A-polugrupe

Sledeca definicija uopStava pojam analitiCke n-puta integrisane polugrupe, n G
N.

Definicija 7.1.1. Nekaje 0 < a < ~ i nekaje (5/c(l))t>0 eksponencijalno
ogranic¢ena AT-polugrupa, za neku eksponencijalno ogranic¢enu funkciju K. Tada
je {Si({t))t>0 analititcka AT-polugrupa ugla a, ako postoji analiticka funkcija
Sif : Ea —aL (E) takva da je

1. SK(t) = t>0i

2. lim Sk (z)x —0,0< 7 < a, x GE.

z—>0,

{Sx(t))t>o0 je eksponencijalno ograni¢ena AT-polugrupa ugla a, ako za sve 0 <
7 < a postoje konstante M 1, ai¥ > O takve daje ||Sif(z)]] < M 7ew*Rez, z G E7.

U nastavku ¢emo oznacavati sa Sk kako to nece izazvati nikakvu konfuziju.
Jasno, analiticka K-polugrupa (S[c(t))t>0 ugla a je eksponencijalno ograni¢ena
ako za sve 0 < 7 < a postoje konstante M7, w7 > 0 takve da je |ISr-(2)]] <
z EE7.

Pokazacemo ’glatki efekat’ analitickih AT-polugrupa koji je opisan kasnije. Da bi
ovo uradili neophodne su teoreme vezane za analitiCku kontinuaciju Laplaceove
transformacije u Banachovim prostorima. Navedimo stoga teoremu koja je u
[6] pokazana elementarnim osobinama vektorsko-vrednosne Laplaceove trans-
formacije.

Teorema 7.1.2. NekajeO< a < |, caGIRi nekaje q: (o,-,(I)) —mE. Sledece
je ekvivalentno:

(a) Postoji holomorfna funkcija f : EQ—E takva daje supzg2i \\e-uzf(z)\\ <
CD, zasve 3G (0, a) i q(X) = C(f)(X), zaA> u.

(b) Funkcija g ima analiticku ekstenziju q : ®+ Ea+| —m E takvu da je
suPa,+s7+f II(A - w)g(A)]] < 00, za sve 7 G (0, a).

Teorema 7.1.3. Nekaje 0< a < | i nekaK zadovoljava (P1). Pretpostavimo
da A generiSe analiticku K-polugrupu (SK(t))t>0 ugla a i da postoji konstanta
w > /3takva daje

sup lle “zS/c(2)]] < 00, za sve 0< 7 < a. (30)
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gde je p kao u (PI). Ako se K(-) moZe analiticki produziti do funkcije g :
w+ S|+Q —C takve daje g(A) » O, A6 w+ S| +a, tada vaZi:

w +a C p(A), (31)
sup uA - UDNG{X)R{X : 4|l < oo, zasve0< 71 < a, i (32)
lim XK(X)R(X:A)x= 10, xt E. (33)

Dokaz. Imamo {A £ C : ReX > w} C p(A) i
K{X)R{X :A) = Je~ XtSK{t)dt, ReX > u.
o

Primena Teoreme 7.1.2 implicira da se funkcija

A-mK(X)R(X :A), ReX > w,
moze analiticki produZiti do funkcije q : w+ E]+Q — L(E). Kako je g(X) /
0, A € oj + Si+a, Propozicija B.5 u [6] daje (31) i (32). Nekaje a e E
fiksiran. Tada je 2 — Sk (z)x, z £ £Q, analiticka funkcija koja zadovoljava
(a) Teoreme 1.2. Kako je lim5A:(i)a; = 0, Teorema 2.6.4 u [6], str. 91, daje:

Alli—|m XK(X)R(X :A)x —0. Ovo je (33) i dokaz je kompletiran.
-H-Cc»

Teorema 7.1.4. Pretpostavimo daje 0 < a < | i da K zadovoljava (PI).

Neka je u>> P i neka funkcija K(-) moZe biti analiticki produZzena do funkcije
g :u+ £i+q —t C. Pretpostavimo da za zatvoren linearan operator A vaze
(31), (32) i (33). Tada A generiSe eksponencijalno ograni¢enu, analiticku K -
polugrupu ugla a.

Dokaz. Kako smo pretpostavili (31), (32) i (33), primena Teoreme 7.1.2 daje
postojanje analiticke funkcije Sk WEQ —» L (E) takve da je

sup lle_“z5if(2)]] < 00, zasve O< 7 < a, i
sy

Fale)

K{X)R(X -A) :J e~XtSK (t)dt, ReX > u.

0

Stavimo Sk {0) := 0. Fiksirajmo x G jE; pokazac¢emo 0Iim Sk (z)x = 0.
z—t0,

Naime, funkcija f(z) := e~uzSk (z)x, z £ Ea, je analititka i ona zadovoljava

sup \f(z) |< oo, zasve 0 < 7 < a. Na osnovu Propozicije 2.6.3 u [6], dovoljno je

pokazati limS'if (t)x = 0. Ovo je posledica pretpostavke (33) i jedne od teorema

Tauberovog tipa, Teoreme 2.6.4 u [6], str. 91. Dokaz sledi iz Definicije 7.1.1 i
Teoreme 7.1.2.

Pokazali smo 'the smooth effect’ analitiCkih konvolucionih polugrupa :
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Propozicija 7.1.5. Pretpostavimo daza K vazi (PI) i bilo koji od slede¢a dva
uslova:

(a) K je kernel,

(b) za svako e > 0 postoji Ce> 0 i Ke > 0 tako daje

<Keeffa, AG
AKX\
Ako A generiSe analiticku K-polugrupu ugla a, 0 < a < tada je (0) ek-
sponencijalno dobro postavljen. Ako je u reSenje za (0), tada se U]J(O oo) mozZe
analiti¢ki produZiti na £ Q.
Sledeca propozicija takodje uopStava Propoziciju 3.7(a) u [25].

Propozicija 7.1.6. Nekaje K eksponencijalno ograni¢ena funkcija i nekaje A
generator eksponencijalno ograni¢ene analiticke K-polugrupe uglaa, 0< a < =
Neka je 9 G (—a, a). Pretpostavimo da postoji eksponencijalno ograni¢ena
funkcija K\, ¢{9) G C i dovoljno veliko u g R tako da je

T :={A SC:ReX > u, K{Xe~ie) = 0} = {A €C :i?eA > w, Ki{X) = 0},

i daje = ¢(0), ReX > tu X T. Tadaje elBA generator eksponenci-
jalno ogranicene Ki-polugrupe {c{s)S{telB))t>o0-

Dokaz. Ozna¢imo r = {te~IB : t > 0}. Jasno, (c(9)S(telB))t>o je jako
neprekidna, eksponencijalno ograni¢ena operatorska familija. Fiksirajmo A € C
sa Ki(A) Z 0. Tada je K(Xe~i0) + O

K1{X)R{X : eieA)x = K N e ™ aR{Xe~ie : A)x

= e-'6 j e~Xe tS{t)xdt = e~IBc(9)\] e~XtelBS(tel6)xdt
~o r,
= \joe—-Xt(c(o)S(telB)x)dt, (34)
]

gde (34) sledi primenom Cauchy-Goursatove teoreme. Dokaz je ovim kompleti-
ran.

ZapaZanje. Pretpostavke prethodne teoreme su zadovoljene za funkcije K (t) =
,t>0, z> 1 Tadaje Ki = K, T = 0i ¢{9) = e~IBz. Za dalje informacije

videti [49].

Sada ¢emo pokazati konvolucionu verziju apstraktne Weierstrassove formule.

Teorema 7.1.7. Neka je K eksponencijalno ograni¢ena funkcija sa J3C(i)] <

MteP*, zas.s. t > 0i nekaje A generator eksponencijalno ogranitene K-kosinus

funkcije (C/r(0)i>o- Tada A generiSe eksponencijalno ograni¢enu, analitiku
Ki-polugrupu (S(t))t>o0 ugla f, gde je
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KI(t) =J 273/2 K (s)ds' 1> °>> i
0

00

S(t)x := ~’\:J e~2/4tCK{s)xds, t > 0.
V7rt
)
StaviSe, za sve 0 < {3< ™ vaZi sup 115211 < oo.
ze'Sp, |zl<
Dokaz. Praticemo dokaz apstraktne Weierstrassove formule. Na osnovu

Propozicije 1.6.8 u [6], imamo da je K\ lokalno integrabilna funkcija i da za
sve AeCsa ReA > /2postoji Ki(\) i daje KT?A) = K(V A), ReA > /2. Uslov
\K(t)\ < MteP\ za s.s. t > 0, daje eksponencijalnu ograni¢enost funkcije K\:

se- *2/4 ds < M A3
-~ /o SEpsds rze™-zdr<
2\/7ri3/2 p 2iJ [
0 0
[e]e) 00
8MR 4M
= 2M B 2tel32t + Vte? . ve dv+ B3 y2e u dv, t > O.
/
Neka je x £ E fiksiran. Stavljaju¢i r = -~ i koristeéi teoremu o dominantnoj
konvergenciji posle toga, dobijamo
S(t)x = J CK{rvVt)xdr -» 0, i = 04-. (35)

DefiniS§imo S(0) := 0. Na osnovu (35), (S(t))t>0 je jako neprekidna, eksponen-
cijalno ogranic¢ena operatorska familija. Dalje, primena Propozicije 1.6.8 u [6]
implicira da za sve AeCsa ReA> wOi ICi (A) N O, vaZi

[e]e)

\] e xtS(t)xdt = \] e xt e s l4tCK{s)xdsdt \] e "XsCK(s)xds
/

o o 0

= ~ R {A:A)VXK{V\) = kTi(A).R(A : A).
VA

Dakle, (S (f))t>0je eksponencijalno ograni¢ena K\ —polugrupa generisana sa A.
DefiniSimo ekstenziju S(z), Rez > 0, na prirodan nagcin:

S(z)x= —L [ e-s2/4zCK(s)xds.
\fanO

Tada je funkcija S : {z e C : Rez > 0} i=> L(E) analiticka. Koristeci iste
argumente kao u dokazu Weierstrassove formule, videti [6], str. 220, za sve
0 < B< | postoje M, uji > O takvi da vazi
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\SIZ\\ < Me“12, z G EA.

Preostaje da pokazemo i S(z)x — 0. lzaberimo uo > Tada ie
zeV|}, zzso0 Vv cosP J

funkcija z >» e~WZS(z)Xx, z G Ep, analiticka i sup ||e"W2Z5(z)]] < oo. Kako je

lim e~WtS(t)x —O, Propozicija 2.6.3 u [6] daje

lim e WZS(z)x = O.

z—>0

7.2. Relacije sa ultradistribucionim i hiperfunkcionim
sinusima

Pokazimo najpre slede¢u teoremu koja opisuje lokalne K-kosinus funkcije u
pogledu asimptotskog ponaSanja funkcije K.

Teorema 7.2.1. Pretpostavimo da za © vaZi (Pl) i daje A generator li-
kosinus funkcije (C k(i))i6[oi#), 0 < r < o0o. Pretpostavimo da za sve e > 0
postoje £q G (0, re) i Te > 0 takvi daje

< TseEoW, X G n{A GC :ReX > /7,
~A)

gde je 3kao u (Pl) (za Q). Tada za sve e > 0 postoje Ce > 0 i Ke > 0 takvi
daje

tth —{A2: AGC, ReA> ¢e]A] + Ce} C p(A), i
\\R(X :A)\\<K~eeTe”™, A G file.

Dokaz. Jasno, A generiSe O-polugrupu (Se(f))te[o]T) u E2. Teorema 8.3 u [48]
daje postojanje realnih brojeva Ce, Ke > 0 takvih da je ili£C p{A) i

HfAA)]] <ITeeTer, AGiile.

Kako je \\RX : ADO)I] = (¥ % ) 1, sledi
@+ NXAO\N\R2 - AN\ < ]i7A : .All, A Gp(A). Zbog toga, iNec p(A) i

[iZ(A2:A)Il- r fw eTE|AL AGTilE-

Notacija (analitickih) hiperfunkcionih fundamentalnih reSenja za zatvoren op-
erator A je data u [73].

Jednostavno ¢emo reéi da A generiSe (eksponencijalni) ultradistribucioni sinus
* —klase ako postoji (eksponencijalno) ultradistribuciono fundamentalno reSenje
za operator A i da A generiSe hiperfunkcioni sinus ako postoji hiperfunkciono
fundamentalno reSenje za operator A- Iz radova Komatsua [43], Ouchia [73],
Kunstmanna [53] i Pilipovi¢a i KoStica [48], vazi:

1. A generiSe ultradistribucioni sinus *—klase ako i samo ako postoji domen
forme U* takav da je
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{A2:AGfi*} c p(A) i

1IPA2: All < CeM~A \ A G C(Mp),

zaneke K> 0i C > 0u (Mp)-slucaju, resp.,

[1iZA2 : A1l < CkeMWXI}, A G QOMp\

za svako k > 0 odgovarajuée Cfc > 0 u {M p}-slucaju.
2. Ako gusto definisani operator A generiSe eksponencijalni ultradistribucioni
sinus *-klase tada postoji u > 0 i ultradiferencijalni operator P *-klase takav
daje |P(A)] > O, ReA> wii

nwc p(A), |li?A2:A)1L< |P(A)], ReA > u. (36)

Ako je A zatvoren linearan operator i ako postoje u > 0 i ultradiferencijalni
operator P *-klase takav da je |P(A)] > O, ReA > u i da (36) vazi, tada A
generiSe eksponencijalni ultradistribucioni sinus.

3. A generiSe hiperfunkcioni sinus ako i samo ako za sve e > 0 postoje C£, Ke >
0 i domen forme ii2 koji pripada p(A) i zadovoljava
[IP(A2 : A1l < KeeeW, A G De.

4. Postoji hiperfunkciono fundamentalno reSenje za A i ovo reSenje je analiticki
proSirivo na £Q ako i samo ako za svako e > 0 postoje gE£> 0i CE£> 0 takvi da
je wE+ S|+Q-£C p(A) i

[HiZ(A : A11 < CeeEX\ AG + £s+Q e.
Funkcija K1/2(t) = n Je ograni¢ena i glatka na (0,00). Poznato
je: K{A)=¢e-~, ReA> 0 (Vi=1).

Teorema 7.2.2. Pretpostavimo da A generiSe hiperfunkcioni sinus. Tada je
A generator eksponencijalno ogranicene, analiticke Ki/2—polugrupe ugla

Dokaz. Jasno, dovoljno je pokazati da za sve 0 < e < A generiSe ek-
sponencijalno ogranic¢enu, analitiCku Ai/ 2*Polugrupu ugla a := 2arccose —
Neka je e G (0, -”) fiksiran. Tada postoje C£, K£ > 0 takvi da je f2Z2C p(A) i
da vazi

[IP(A: A)N\<K£f ~ |, AGfi2

Evidentno,

|argA] — 2arccos£, A — oo, A G dflf.

Dakle, za sve dovoljno velike u G | vazi

w+ Ef+a ¢ p(A).
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Imamo i lim A~12(A)iz(A : A) — 0O; funkcija Ki”™i') se moze analiticki

produziti do funkcije g : w+ Ei+q -> C, g(X) = e~", A 6 U+ E»+Q.
Fiksirajmo O < 71 < a. Tada je cos(] + > ei

1A - W)GINR{N Al < A e(IA] +

< tfe(JAl + w)eV N (£ cos(f+ ~)), Ae w+ E7i+-.
Teorema 7.1.4 kompletira dokaz.

Sli€no se razmatraju veze (temperiranih) ultradistribucionih sinusa sa ekspo-
nencijalno ogranic¢enim, analitickim if-polugrupama. Tako se mogu konstru-
isati primeri eksponencijalno ogranicenih, analitickih /<j'i-polugrupa, 0 < &< 1.
Preciznije, ako je Mp = pls, s> 1, tada vazi ([49]):

Pretpostavimo da A generiSe ultradistribucioni sinus Beurlingove, resp., Roumi-
euove klase. Tada A generiSe eksponencijalno ograni¢enu, analiticku Kg-polugru-
puugla \, zasves £ (¢, \), resp., zasve S£ [, 8§).

Teorema 7.2.3. (a) Pretpostavimo da 0 ima iste osobine kao u Teoremi 7.2.1 i
da A generiSe K-kosinus funkciju (Cif(i))te[o,T)) 0 < r < 00, gde smo restrikciju
funkcije K na [0, r) oznacili istim simbolom i pretpostavili da je K(t) 70, za
ss. t £ [0,t). Tada postoji eksponencijalno ultradistribuciono fundamentalno
reSenje za A.

(b) Pretpostavimo da O ima iste osobine kao u (a) i da A generiSe K-kosinus
funkciju (Cic(t))t6[o,T), 0 < r < 1, sa istim pretpostavkama za K kao u prvom
delu teoreme. Tada A generiSe hiperfunkcioni sinus.

2

Dokaz, (a) Oznacimo K(t) = t> 0 a> 0. lzaberimo e £ (0,
tako da je a > ry/2e. Tada je fije, definisan na osnovu Teoreme 7.2.1, sadrZi

poluravan i ||fZ- : v)]] se moZze majorirati sa KeeTe'*”, na nekoj desnoj polu-
ravni. Imamo

N\N\KX)R{X : 9)Il < KEe ™ {Te- 2~1/25), za sve A e C sa ReX > u;,

za neko u £ R. Sada treba primeniti Posledicu 3.1 i Posledicu 3.2 date u [48]
da se dobije da A generiSe eksponencijalno ograni¢cenu * e~ -konvolucionu

poolugrupu. Sada (a) sledi na osnovu Teoreme 7.6 u [48], dok je (b) nepospredna
posledica Teoreme 7.2.1.

Diskusija u ultradistribucionom slucaju sledi sli¢no.

Teorema 7.2.4. Neka je A generator lokalne K-kosinus funkcije na [0,r), O <
r < 00. Pretpostavimo da se 0 moze proSiriti do funkcije (oznacene istim
simbolom) koja zadovoljava (P1). Ako je za neko a > 0

= 0 (eAtf(aA))
oA HWO

tada za svako t\ £ (0, r) postoje /3 C > O takvi daje AApT C p(A) i da vaZi
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PM(av A)
lHiz(A:N)] | <Ci+ , A6 A*m

Dokaz. Na osnovu pretpostavki dobijamo da A generiSe lokalnu O-polugrupu
na [0, t). Moguce je ponoviti argumente date u Teoremi 1.3.1 u [65] da za-
klju¢imo da za svako t\ € (0, r) postoje (3, C > 0 tako da je Aaiftri c p{A) i
da vazi

[1iT(A™M]] < CeMaX\ A6 Aa M .
Dokaz se rutinski privodi kraju.

Koriste¢i argumente date u poglavlju o konvolucionim polugrupama i iste ar-
gumente kao u [65], moguce je pokazati i odgovarajuca tvrdjenja koja prirodno
odgovaraju Teoremi 7.2.3 i Teoremi 7.2.4. Ovo ¢e biti pokazano na primer-
ima koji slede. Neke od veza analitickih konvolucionih polugrupa i analitickih
hiperfunkcionih sinusa su date u [49]. Za dalje analize relacija konvolucionih kos-
inus funkcija, analitickih konvolucionih polugrupa, ultradistribucionih i hiper-
funkcionih sinusa, videti [49].

7.3. Primeri

Primer 7.3.1. Nekaje A := -A na E —L2[0,#] sa Dirichletovim ih Neu-
mannovim grani¢nim uslovima. Stavimo

i 00 2 \

N > O_
n=0

Tada Teorema 1.12 u [9]1] povlaCi postojanje eksponencijalno ograni¢ene, nepreki-
dne funkcije K takve daje K{A) = h(A), ReA > 0. Baumer [11] je dodatno
pokazao: O £ suppifi
g ilil
| IK'(A)?(A : Al < _IAZ ako je ReA> 0, A" n2, neN.

Ovo je upotrebljeno u [48] da se pokaZze da A generiSe Tf-polugrupu (Sk (f))t>o0
sa |I5ir()]] = O(1 + t3). Jasno da to implicira da A generiSe O-polugrupu
(Se(t))t>0 sa |ISC)] = o (t+ t4); —A takodje generiSe eksponencijalno ograni-
¢enu O-polugrupu (Ve(i))(>0u E, jer je —A generator analiticke Co-polugrupe
ugla DehniSimo C@(t) := 1/2(S@(t) + V@(i)), t > 0. Pokazali smo da bihar-
monijski operator A2 generiSe eksponencijalno ogranic¢enu 0-kosinus funkciju
(Ce(i))t>0. Stoga .42 generiSe eksponencijalno ograni¢enu, analiticku Oi-polu-
grupu ugla gde je ©i kao u Teoremi 7.1.7. Jasno, Oi je kernel zbog

In |©
hmsupk 101~ = hmsup n 1o/l
A—»00 n A—>00
Takodje, A2 ne moze biti generator (lokalne) a-puta integrisane polugrupe, a >
0, kako rezolventni skup A2 ne sadrzi nijednu polupravu oblika (w, 00). Iz istih

razloga, A2 ne generiSe hiperfunkcioni sinus.
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Razmotrimo sada slucaj kada samoadjungovani operator A ima diskretni spek-
tar (An)neN) gde karakteristiCne korene piSemo u obliku rastuceg niza; zbog
jednostavnosti, ne ponavljamo korene. Pretpostavimo ReXn >0, n > uq. Ako
je

\Vn —1) < 0o

E d ,

n>no \fXn + 1
tada Teorema 1.11.1 u [6] daje postojanje eksponencijalno ogranicene funkcije
K takve da je AT(-WVAn) = 0, n > no- Ako je m prirodan broj koji je vec¢i od
multipliciteta svakog korena A,, n > no, funkcija A 4 K*m(X)R(X2 : A) se
moze analiticki produziti na desnu poluravan, gde je K*m m-ti konvolucioni
stepen funkcije K. Uslov

IIAPM(A)iZ(A2: A1l < M\X\~3, ReX > i (> 0), A~ v E n > no0,

za odgovarajuc¢e M > 0, povlaci da je A generator eksponencijalno ogranicene
AT*m-kosinus funkcije.

Jasno je da se data procedura ne moze izvesti ako je {S/X”)n>no 'a uniqueness
sequence’, videti [6]. Tada je nemoguce koristiti konvolucione polugrupe. Kon-
jektura Weyla i njene posledice pokazuju daje prirodan okvir za proucavanje ve-
like klase samoadjungovanih diferencijalnih operatora na Lp prostorima teorija
C-polugrupa i njeni sublimati. lzvesno je da primena C-polugrupa u ovom
podrucju nije analizirana dovoljno dobro.

ReformuliSimo sada jedan primer, ranije dat u distribucionom slucaju.

Primer 7.3.2. Nekaje B holomorfna funkcija na C+. Pretpostavimo da za
svako e > 0O postoje Ce, Ke > 0 takvi da je B(C+) C (fl2)c. Primer jedne
takve funkcije je esencijalno dao Beals u dokazu Teoreme 2’ u [13]; tamo je
konstruisana analiticka funkcija ai : C+ —{z £ C : ¥\ > 1} sa osobinom da za
svako e > 0, postoji domen forme takav da je ai(C+) Piie = O, i moZzemo
uzeti B = a\. DefiniS§imo

(AF)(z) := B{z)F(z), Imz > 0, D(A) := {F e Hp(C+) : AF £ Hp(C+)}.

Neka je 0 < e < 1 fiksiran. Izaberimo £\ G (0, e). Za sve dovoljno velike Ce,
udaljenost d :=dist(9Q&£I, 9fzZie) je pozitivan realan broj, gde je fZ£l izabran
tako da njegov komplement sadrzi f?(C+) i ili£ ima isto znaCenje kao u Teoremi
7.2.1. Imamo C p(A) i

|IR(A: AN\ <d~\ AG u -
stoga, A generiSe hiperfunkcioni sinus. Takodje, |IRA : Al < M AI2, A G
rzie, za neku pozitivhu konstantu M. Pretpostavimo da je K eksponencijalno
ograni€ena funkcija takva da za sve e G (0,1) postoje a£, Ks > O takvi da je
|0(A)] < K ee™*Rex]|A]-p, A G J2le,

za neko p > 3. DefiniSimo
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S@(t) = N Ji eAfO(A)i?(A : A)dX, t £ [0, eaA.
m
dQ ie
Kao u [48] i [65], (5'e(i))ie[0f2) je O-polugrupa na E2 i A je njen generator.
Ocenimo ||59()]]. Prelaskom na polarne koordinate dobijamo da za sve t £
[0,eae) i e £ (0,1), postoje Me, Ne > O takvi da je
arecos e

\N\= (t)\\<Me J ec”c’s(Ot/c’s(0-£ | Q((Er-/ cos(™) —£)ei0)]

(Cecos(0)t/cos(9) - e)z\da-[(CECOS(O)t/COS(Q) - e)els]\d9

arccos e
Cecos(s) / . \
/ ccos(e)—e e\cos(6) —e)p(cos(0) —e)~4d0 < Ne.

— arccose

Ako je K(t) 70, za sss. t £ [0,eaf) i e je proizvoljan element intervala (0,1),
tada A generiSe lokalnu AT-kosinus funkciju (CV (f))t6[o,£ae) sa limsup[]6V(i)] | <

T —tecig —
0o. Takodje, C/c(f) se moze definisati zat —eae. Ultradistribuciona verzija ovog
primera ¢e biti data u Primeru 7.3.4.

Na sledecem jednostavnom primeru diskutujemo maksimalan interval egzisten-
cije lokalne AT-kosinus funkcije.

Primer 7.3.3. Neka je O<r<oo0iO/AT e £7(0, r)). Dakle,

(C'ic(i))te[0iT) := (O (i))t6[or) je A'-kosinus funkcija u C sa generatorom O.

Pretpostavimo r < oo i tIi\[_rn I0 (i)] = oo. Tada jet _IiTm [ICW@Il = oo i Ck
NT— T —

je nemoguce proSiriti na [O,r].

2. Pretpostavimo «+ — 1. Poznato je da postoji neprekidna strogo rastuéa
funkcija K : [0,1] — [0,1] sa AT(0) = O i AT'(i) = O, za ss. t € [0,1]. Tada je
(CW(i))ie[o,T) := (O(i))te[o,r) AT-kosinus funkcija u E := C sa generatorom O.
Za sve X € E imamo

d d2 .
—CK(t)x = AT(f), te [0,r), — CK(t)x = 0, zass. t€[0,r) i

ck{0) = —Cjf(i)a; k=0 = 0,
ali sut i=> \\iCK({®W it lIC/@)]], O < t < « strogo rastuce, neprekidne
funkcije.
Primer 7.3.4. Nekaje E = LP(R), 1< p < oo. Razmotrimo slede¢i multip-
likativni operator A sa maksimalnim domenom u E
Af{x) = (x + ix2)2f(x), x £R, f £ E.

Jasno je da je A gust i stacionarno gust za 1 < p < oo, ali nije generator
(lokalno) integrisane kosinus funkcije, 1 < p < oo. Ako je p —o00, tada je lako
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verifikovati da A nije stacionarno gust jer za svako n G N, funkcija X i=> n
pripada D (An) \D(An+1).

Kako je cr(A) = {x + ix2:x GK} i kako je rezolventa operatora A polinomski
ogranicena, za svako e >0i | </ 3 <1, A generiSe e_£(_'4™polugrupu, gde
je grana viSeznacnog preslikavanja z e~f(_z)6 uzeta kao u Teoremi 1' u [11];
videti takodje [23], Primer 22.31. Za definiciju odgovarajuceg funkcionalnog
racuna videti [23].

Tadazasvea > 0i7 > 0postoji dovoljno veliko /3> Otakvo daje Aap,j C p(A)
i da je rezolventa operatora A polinomski ograniCena na tom regionu. Ovde
M (-) oznacava asociranu funkciju niza Mp —pls, s < 2. Stoga A generiSe

ultradistribucioni sinus *-klase. Fiksirajmo 5G (j,l). Nas izbor za s implicira
daje sa (videti [65], Teorema 1.3.2, str. 58, i [48])

Sai(i) = J extk 5s(\)R{\ : A)d\ t > 0,

~Aa,/3 Y

definisana globalna KT”~-polugrupa generisana sa .4, jer je |Kj(A)] = o (e~M”"xN),
JA — 00, za sve £ > 0. Dakle, A generiSe globalnu K~-kosinus funkciju u E.
Ona nije eksponencijalno ogranicena, jer rezolventni skup za A ne sadrzi desnu
poluravan.
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