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Predgovor

Tema doktorske disertacije ,,Sumiranje redova sa specijalnim funkcijama”
pripada oblasti matematicke analize i doprinos je teoriji specijalnih funkcija,
koje imaju viSestruku primenu u raznim nauc¢nim oblastima. Ova disertacija
tretira sumaciju redova na dva razliita naina. lako se prevashodno bavi
nalaZzenjem sumacionih formula, u njoj se posmatraju i numeric¢ki postupci
koji uklju€uju ubrzanje konvergencije.

Redovi sa specijalnim funkcijama sumirani su metodima koji se zasnivaju
na koriséenju integralnih reprezentacija specijalnih funkcija, pri ¢emu se dolazi
do redova sa trigonometrijskim funkcijama. Navode se postupci kojima se
ova sumacija svodi na sumaciju redova preko Riemanove £-funkcije kao i njoj
srodnih funkcija 77 Ai (3 Ovako dobijeni redovi konvergiraju mnogo brze nego
polazni. Najznacajnije slucajeve predstavljaju takozvane formule zatvorenog
tipa, Sto drugim recima znali da se sumacija beskonacnih redova svodi na
konacne sume.

Vrednost dobijenih rezultata ogleda se, s jedne strane, u tome Sto izve-
dene opSte formule u sebi sadrZze dobro poznate partikulame slucajeve koji
se nalaze u literaturi, a s druge strane omogucavaju i nalaZenje velikog broja
novih suma. Ovi rezultati mogu se iskoristiti i za reSavanje konturnih prob-
lema u matematickoj fizici u konatnom obliku. Takode se uspostavlja veza
izmedu nekih integralnih transformacija (Laplaceove, Mellinove, Besselove) i
redova sa specijalnim funkcijama i dolazi se do suma novih redova, do ko-
jih bi se teSko moglo do¢i nekim od dosadasnjih pristupa. Pomocu izvedenih
sumacionih formula sumirani su i redovi sa integralima trigonometrijskih i
specijalnih funkcija. Neke od sumacionih formula opSteg tipa predstavljene su
i tablicama koje sadrze sve pojedinatne sume koje se mogu izvesti kombinaci-
jom parametara.

Ova disertacija zasnovana je delimi¢no na ranijim istrazivanjima autora
u ovoj oblasti. Medutim, ona se najve¢im delom oslanja na brojne rezultate
ostvarene u saradnji sa koautorima, objavljene u poznatim medunarodnim
Casopisima kao Sto su Journal of Mathematical Analysis and Applications,
Integral Transforms and Special Functions, Zeitschrift fur Analysis und ihre
Anwendungen, Applicable Analysis, Journal of Computational Analysis and
Applications, ili saopStene na medunarodnim konferencijama. U disertaciju su,
osim toga, ukljuceni i neki rezultati koji su proizvod najnovijih istrazivanja,
a koji se ne nalaze u do sada objavljenim radovima. Ovi rezultati odnose se

na sumiranje redova sa Bourgetovim funkcijama, redova Ciji ¢lanovi sadrze



proizvod specijalnih i trigonometrijskih funkcija, kao i redova sa proizvodom
trigonometrijskih funkcija i integrala specijalnih funkcija. Prvi put je prikazan
i metod sumiranja nekih redova sa specijalnim funkcijama pomocu Poissonove
formule.
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Uvod

Klasi¢ne specijalne funkcije igraju vaznu ulogu u matematickoj fizici,
posebno kod grani¢nih problema. Obi¢no se funkcija naziva specijal-
nom, ako kao logaritamske, eksponencijalne i trigonometrijske funkcije
(elementarne transcedentne funkcije) spada u oruda primenjenih mate-
matiCara, fiziCara ili inZenjera. Ova oblast matematike ima znacajnu
istoriju, sa velikim imenima kao Sto su Gauss, Euler, Fourier, Legendre,
Bessel, Riemann, itd. Njihovi radovi preteZzno su bili inspirisani fizikom
i reSavanjem diferencijalnih jednacina nastalih u fizickim problemima.
Pre oko 70 godina sva ova istrazivanja kulminirala su u poznatom delu
0 modernoj analizi E.T. Whittakera i G.N. Watsona, [61], koje je i do
danas zadrzalo svoj znacaj.

U svom predavanju o specijalnim funkcijama, [55], F.G. Tricomi je
najpre naveo Eulerovu gama-funkciju, r(x), kao jedinu specijalnu funk-
ciju od efektivnog interesa za primenu, koja ne zadovoljava nijednu al-
gebarsku diferencijalnu jednacinu. Ostale specijalne funkcije klasifikovao
je po znaCaju za razne oblasti nauke. Na primer, za teoriju brojeva
potrebno je poznavanje Riemannove zeta funkcije i srodnih funkcija, a za
algebarsku geometriju znacajne su Abelove funkcije. Za primene u fizici
1 tehnici od vaznosti su dve velike grupe specijalnih funkcija: elipticke
funkcije i hipergeometrijske funkcije i njihovi grani¢ni slucajevi. U ovu
drugu grupu spadaju, izmedu ostalih, Besselove funkcije, polinomi Le-
gendrea, Laguerra, UebtmieBa, Gegenbauera, Jacobija, Hermitea, itd.

Besselove funkcije su od velikog znacaja za sve ve€i broj matematicara
i fiziCara koji ih koriste u svojim istrazivanjima. S jedne strane, veoma su
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pogodne za razvoj primena teorije funkcija kompleksne promenljive, dok
se u teoriji Fourierovih redova CeS¢e primenjuju nego trigonometrijske
funkcije. Besselove funkcije se u novije vreme Kkoriste za reSavanje raznih
problema matematicke fizike, akustike, fiidrodinamike, radio-fizike, nu-
klearne fizike itd. NumeriCke vrednosti suma sa Besselovim i srodnim
funkcijama, kao i suma sa proizvodom Besselovih i trigonometrijskih
funkcija, potrebne su kod odredenih problema teorije telekomunikacija,
elektrostatike, itd. U svakom slu€aju, kad god je to moguce, korisno je
da ove sume budu u zatvorenom obliku.

U mnogim zadacima matematicke fizike, Cije je reSavanje vezano s pri-
menom cilindri¢nih i sfernih koordinata, metod razdvajanja promenljivih
dovodi do diferencijalne jednacine, [60], [23], [31]

odM du .o 9. .
zdsS+zdi+{z -~ 1 )u =0 (u)

koja se naziva jednatinom Bessela, a njena reSenja predstavljaju cilin-
dri¢ne ili Besselove funkcije.

00

ReSenje se trazi u obliku stepenog reda u(z) = z + ,do7™0i
m=0
dobija se da je a —=+.v. Partikularno resenje

o (CIrd Y 4

oM r(u + m+ 1)

naziva se Besselova funkcija prve vrste i reda u [40],[31]. OpSte reSenje
Besselove diferencijalne jednacine predstavlja linearnu kombinaciju dva
nadena partikularna resenja:

u@ = Cidu( + C23~v{z), v~n,neZ,

pri ¢emu redovi Jv(z) i J-y(2) konvergiraju u celoj kompleksnoj ravni,
osim za z = 0, a C\ i C2 su proizvoljne konstante.

Opste reSenje jednacine (1.1) moZe se predstaviti joS na dva nacina
[31]:

u(z) = C[J,.(2) + C2Y,.(2),
u(z) = C\H”™(2)+CIH"™{2),
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gde su C[,C'2,C\,C2 proizvoljne konstante. Funkcija Y,,(z) naziva se
Neumannova funkcija, ili Besselova funkcija druge vrste, a =
1,2, Hankelova funkcija, ili Besselova funkcija trece vrste. Ove funkcije
mogu se izraziti pomoc¢u Besselove funkcije prve vrste na sledeci nacin
([40], str.727):

Y,,(2) —— -—\JV{z) cosirrt — J_v(z)\, U~ 71, L€ N
sm vir

HINz) = Ju(z) + iYlI(2)
H2\z) = JvW{z)-iY v{2).

Besselove funkcije prve, druge i trece vrste poznate su i kao cilindri¢ne
funkcije.
Ako se posmatra modifikovana Besselova diferencijalna jednacina, [60]

dz2 dz 22r i+ zt -

opSte reSenje se izrazava na dva nacina:

u(z) = Cdv{z) + C2-v{z), v~ nnGZ
u(z) = C[Iv{z) + CK u(z),

gde su C\, C2,C[, C2 proizvoljne konstante. Funkcija l,,(z) naziva se mo-
difikovana Besselova funkcija prve vrste, a K,,(z), modifikovana Besselova
funkcija druge vrste ili MacDonaldova funkcija, ([26], str.23). Ove funk-
cije mogu se predstaviti u obliku ([40], str.729):

u+2m

W= Ei‘gnhr{% 771+1)
7r

Kv{z) = I- -1 7™ +71,71 G N.
D=, VD) - VN v

Struveova funkcija je reSenje nehomogene Besselove diferencijalne jed-
nacine [60], [23]

2 da _ 4(i)”+'

+z— + (z2—v2u

dz2 dz |"|3) nM )

(1.3)
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koje se izraZzava stepenim redom

il+2m+1

Definicija Besselove funkcije koju je uveo Lommel, predstavlja u stvari
integralnu reprezentaciju ove funkcije ([']):

Ovaj integral naziva se i integral Poissona. Poisson, [38], i Lommel, [24],
su dokazali da za 2v E NO on predstavlja reSenje Besselove diferencijalne
jednacine (1.1).

Integralna reprezentacija Struveove funkcije ima sli¢an oblik:

Sto omogucéava da se Besselova i Struveova funkcija izraze jednim inte-
gralom, (3.4).
Besselov integral

(16
0

ustvari je Besselova definicija funkcije In(z) ([6], str.34). MoZe se pokaza-
ti da se ovaj integral dobija iz Poissonovog integrala (1.4) za v = n E NO.

S druge strane, Besselov integral se moze uopStiti uzimajuci da je
red funkcije, n, realan broj. Na taj natin je definisana tzv. Angerova
funkecija, i predstavlja se integralom [60]

0

koji se za u= m E NO svodi na Besselovu funkciju. Takodje, posmatraj-

mo integral
T



8 uvoD

koji definiSe Weberovu funkciju. Oba integrala mogu se napisati odjed-
nom, kao u relaciji (3.8).

Pomenuéemo joS jednu specijalnu funkciju Cija definicija na sasvim
drugi nacin uopStava Besselov integral (1.6). Naime, to je Bourgetova
funkcija [7]:

Ink{z) = —3J (2cos 9)kcos(N9 —;sin#) d9, n E No, KE N,
0

koja se, o€igledno, za k —0 svodi na Besselov integral (1.6). Ovu funkciju
proutavao je K.K. Gorowara, [17], dok je H.M. Srivastava u radu [44]
definisao funkciju, analognu Bourgetovoj :

17
Ink(z) ——3J (2cos 9)ksin(n9 —;sin#) dQ n E No, K E N.
0

UopStene funkcije Angera i Webera, (videti [29], str.288) definisane
su integralima

J,,(z) = —Y (2sin9y cos{u9 —zsin 9) A
7o

*

Ev(z) = —J (2sin 6y sin(z/# —z sin 9) d9,
0
i za ii = 0 svode se na Angerovu i Weberovu funkciju, redom. Ove
funkcije prou¢avao je T.N. Verma u radu [58].
Sferna Besselova funkcija prve vrste, jk(z),([1], str.437), moze se iz-
raziti pomocu Besselove funkcije prve vrste Ciji je red polovina neparnog
celog broja, naime:

jk(z) = k E NO.

Ova funkcija koristi se u mnogim oblastima matematicke fizike i stoga
su je mnogi autori razliito oznacavali (videti [60]). Znacajno je i to
Sto se sferna Besselova funkcija moZe izraziti u konachom obliku preko
algebarskih i trigonometrijskih funkcija promenljive z. Pomenimo da
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postoje i sferne Besselove funkcije druge i trece vrste, yv{z) i h"*\z),j =
1, 2, aizraZzavaju se pomocu Y,(2) i H( }(2),] = 1,2, redom, na isti nacin
kao jk(z) pomocu Jk(2).

Hipergeometrijska funkcija Gaussa deiiniSe se redom ([27], str.37)

) 7 (a@n{bnzn
2 Fi(ab\c,'2) —n=0 ©.

koji konvergira za Y\ < 1. Simbol PocKhammera, (a)n, oznatava

T(a+ n)
@n=a@+N(a+2.a+rn=D= "

gde je r(z) gama funkcija.
Generalisana hipergeometrijska funkcija Gaussa je ([27], str.62)

oFq( 1,02, Q@p.PI, @i Pqi%) A [ ("n-—(op)n
to (PDn-(Pg)n N\

Neke viSe transcedentne funkcije predstavljaju specijalne slucajeve
hipergeometrijske funkcije. Na primer, Besselova funkcija reda u moZze
se izraziti pomocu generalisane hipergeometrijske funkcije kod koje je
p=0,qg= 1, naime

Aill
JUz . + 1;
wz) r(_ + |) d\{v
a slicno se mogu predstaviti i modifikovane Besselove funkcije.
Lommelova funkcija takode se moze prikazati pomoéu ove funkcije
(videti [27], str.108):

M1 o Ut 3 pru+3

gde je jix VA -1, -2, -3,....
Gegenbauerova funkcija data je kao ([27], str.199):
T(a+2u) 11 1

n
= iFx a+ 2u,-a;u+ - -2
CM = a+iyr(2in
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Legendreovi polinomi mogu se takode predstaviti hipergeometrijskom
funkcijom Gaussa ([27], str.229):

Ovo vazi i za polinome Gegenbauera, Jacobija, Legendrea, HeSbime-
Ba, itd.

U literaturi je prouCavano viSe tipova redova sa Besselovim i srod-
nim specijalnim funkcijama. To su, na primer, Neumannovi redovi,
Kapteynovi redovi, Fourier-Besselovi i Dinijevi redovi, itd. [60]. Re-
dovi koji ¢e biti ovde razmatrani spadaju u klasu Schlomilchovih re-
dova, (videti [3], [60]), koji se odlikuju time Sto je argument Besselove
funkcije u svakom ¢lanu reda proporcionalan indeksu tog ¢lana. Naime,
Schlomilchovi redovi su redovi oblika

@
V) anBv(nx),
71=1

gde Buozafava Besselovu, JJ Neumannovu, Yu, Struveovu, H, ili Mac-
Donaldovu, Ku funkciju. Ovakve redove prvi je proufavao Schlomilch,
u radu [41], ali samo za Besselovu funkciju i za specijalne slu¢ajeve kod
kojih je u= 0iliv = 1.

Redovi sa Besselovim funkcijama sumirani su u mnogim radovima,
koji sadrze samo pojedinacne slucajeve nekih generalnih formula iz treceg
poglavlja. To su radovi M.L. Glassera, [16], B.C. Berndta, [2], [5], P.J.
De Doeldera, [9], [10], B. Berke3a, [4], L. Lorcha i R Szegoa, [25], D.b.
ToSiéa, [54], A.G. Williamsona, [62], kao i radovi [13], [37] i [56]. Neke
pojedinatne sume iz treceg i Cetvrtog poglavlja mogu se naci i u literaturi
koja sadrzi tablice suma redova sa specijalnim funkcijama, kao $to su, na
primer, [19], [28], [40] i [63].

Vecina generalnih formula iz trefeg, Cetvrtog i petog poglavlja izve-
dena je u zajednickim radovima autora sa koautorima, [46], [47], [48],
[49], [50], [51], [52], [53] i [57], i svaka od njih predstavlja novi rezultat za
dotada poznatu literaturu. Ostale sumacione formule su prvi put izve-
dene u ovoj disertaciji, a prikazane su u odeljcima 3.2, 3.5, 5.2 i 5.4, i
delimi¢no u 4.1 i 4.3.

Ako se u Schlomilchovim redovima Besselova ili neka druga srodna
funkcija izraze svojom integralnom reprezentacijom, tada se nakon za-
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mene redosleda sumacije i integracije dolazi do redova sa trigonometrij-
skim funkcijama. Na taj nalin se javlja potreba za nalaZzenjem suma
odredenih tipova redova sa sinusnom i kosinusnom funkcijom. U stvari,
to su redovi kod kojih je trigonometrijska funkcija pomnoZena negativnim
stepenom indeksa Clana reda, a argument trigonometrijske funkcije je
proporcionalan tom indeksu. lzvedene su i sumacione formule za redove
ovog istog tipa, ali sa proizvodom dve trigonometrijske funkcije. Pored
toga, sumirani su i opStiji redovi dobijeni uvodenjem realnog parametra.
Pokazano je da granicni proces pri kome ovaj parametar tezi nuli, dovodi
do sumacionih formula za redove bez parametra. Medutim, izvedene for-
mule same po sebi predstavljaju znacajne rezultate, najpre zato Sto su
opSteg tipa, u smislu da obuhvataju neke do tada poznate sume kao speci-
jalne slucajeve, a pored toga omoguéavaju i dobijanje novih suma. Zatim,
sumacione formule su u odredenim slucajevima u zatvorenom obliku, Sto
se moze iskoristiti kod reSavanja grani¢nog problema, za ubrzavanje kon-
vergencije nekih redova, itd.

U literaturi ima radova u kojima se sumiraju neki od ovih redova
sa trigonometrijskim funkcijama, na primer, [32] i [42], Pojedinacni
slucajevi sa konacnim sumama redova sa trigonometrijskim funkcijama
mogu se naéi u poznatim knjigama sa tablicama suma, na primer, [18],
[39] i [63]. Medutim, sve sumacione formule opSteg tipa prvi put su
izvedene u zajedniCkim radovima autora sa koautorima, [45], [48], [50] i
[53].

SadrZzaj drugog poglavlja upravo Cini sumiranje redova sa trigo-
nometrijskim funkcijama. Polazne osnove ovih razmatranja date su u
odeljku 2.1. Kako se u radu [42] razmatraju neki od ovih redova, sa
koeficijentima koji sadrZe negativne stepene od nili 2n—1, n G N, u
radu [48] dali smo generalnu formulu koja predstavlja reprezentaciju svih
ovih redova:

Tf y- (s)"~-7((an-6)i) CTI--1 2, (-DiF(qg-2i-j) 218
° h (“«-5)" h (2% +5>!
a.7)
gdeje a= {j;} b= {3}, s=1ili-1/ = {t"} 6= {3}, a€ R+, a
vrednosti ¢ciF na odreden nacin zavise od izbora parametara a,b is. Ova
zavisnost, kao i oblasti konvergencije, prikazani su Tabelom I. Simbol F

oznacava Riemannovu zeta funkciju C(z) = ~2 F-2 i njoj srodne funkcije
k=l
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(videti [1], [15])

[e]e]

vM= E t-i)*-1* - =a - 2*-'k «,
k-1
AM = £(2*+ )" = (I1-2-"K «,
L
00
m = E (-i)'(2fc+i)-z.
=0

Sumaciona formula (1.7) dobija zatvoren oblik

o © 1+ £ 18
Ti=(-1 2(a—1)!>< +2:0 2%+ i)l (1)

kad je a prirodan broj, paran ili neparan u zavisnosti od funkcija / i F.
U stvari, za a treba uzeti paran broj ako je / = cos, a F predstavlja
C 9 ili A funkciju, ili akoje / = sin, F = (3 a neparan, ako je / = sin,
F=£ 7Aili/ = cos, F —j3 U tim sluajevima suma na desnoj strani
je konacna posto se funkcije F anuliraju pocevsi od m+1-vog ¢lana sume,
jerje C(-2m) = 0, rj{-2m) = 0, A(-2m) =0, (3{-2m- 1) =0, me N
(videti [1], str.807).

Sumaciona formula (1.8) izvedena je i na drugi nacin, uzastopnom
integracijom redova (1.7) sa sinusnom i kosinusnom funkcijom za a = 1,
odnosno a = 2. Pritom je promena redosleda sumiranja i integracije
mogucdéa zbog uniformne konvergencije ovih redova u odgovaraju¢im in-
tervalima. Tako dobijena formula dokazana je matematickom indukci-
jom.

Za neke od redova koje obuhvata generalna formula (1.8) sume se
mogu nadi u literaturi, u stvari u poznatim tablicama sa sumama redova.
To su, na primer, formule 5.4.2. (2,4-8,12,13), str.726 i formule 5.4.6.
(3-14), str.732 u [39], ili iste takve sume u [18],[63].

OpSta sumaciona formula (1.8), zbog svog zatvorenog oblika, pogodna
je za lakSe reSavanje raznovrsnih problema. Na primer, uz pomo¢ metoda
Krylova ([11], str.217), koristi se za ubrzavanje konvergencije sporokon-
vergentnih trigonometrijskih redova.

Zatim, za odredene vrednosti promenljive x formula (1.8) postaje
formula za sumiranje numerickih redova. Na taj nacin su izvedene re-
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kurzivne relacije za izraCunavanje Riemannove zeta funkcije i srodnih
funkcija.

Generalna formula (1.8) primenjena je i za sumiranje redova sa ge-
neralisanim integralnim sinusom. lzvedena je formula generalnog tipa,
(2.13), koja obuhvata partikularne slucajeve poznate u literaturi. Naime,
za v = 0 dobija se formula koja sadrzi, na primer, sumacione formule 2,
4, 5 u [40] str. 649.

Konacno, iz formule (1.8), primenom integralnih transformacija (La-
placeove, Melhnove, Besselove), mogu se dobiti sume novih numerickih
redova, ah i nekih redova Schlomilchovog tipa.

Odeljak 2.2 odnosi se na sumiranje redova

Tf =Y B~V ((Qn ~ b)x)
aiJ (an —b)a((an —b)2—u?2)

zaa=2m+d—Im G NOd = 0ili 1,2 G R,y ™~ an —h ¢(ija
suma je prvi put izvedena u radu [50]. U literaturi (npr. [18], [39], [63])
se mogu naci sume ovog reda za m = 0. Sve te sume ovde su pred-
stavljene jednom generalnom formulom, iz koje se pomocu rastavljanja
na parcijalne razlomke i primenom formule (1.8) izvodi opSta formula
(2.16) za m e NO. Ova formula je zatvorenog tipa, a moze se izvesti i
uzastopnom integracijom poznatih suma kod kojih je m = 0. Osim toga,
kad parametar u —0, formula (2.16) postaje formula (1.8) za sumiranje
odgovarajuceg reda bez parametra.

Za odredene vrednosti promenljive x formula (2.16) postaje formula
za sumiranje numerickih redova. Na taj nacin se dobijaju relacije izmedu
bilo koje dve od funkcija £, 77 A i i3

U literaturi su poznati samo neki slucajevi sumacionih formula koje
obuhvata generalna formula (2.16). U knjizi [39], to su formule 5.4.6.
(24-27), str.733. Sve takve sume, naime za a = 0 i a = —1, nalaze se
i u tablicama [63], gde se moZe nadi i nekoliko suma za koje je a = 1
Jedna od njih je data formulom TB6, str. 407, a isti rezultat se dobija
iz formule (2.16) za/ = sin,a= 1, b= 0, s = —1 Dakle, generalna
formula (2.16) je opStiji rezultat, jer vazi zaa = 2m+ d—1, m G NG
d=0ili 1

U sledeéem odeljku, 2.3, sumirani su redovi koji sadrze proizvod dve
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trigonometrijske funkcije (videti [45])

Thg_y In~T({(Q" ~ b)y)g{(an - b)x)
a h (an ~ ba ’ 1

gde / i g oznacavaju sinusnu ili kosinusnu funkciju. Sumaciona formula
(2.33) izvedena je opet na dva nafina, pomoc¢u formule za sumiranje
reda sa jednom trigonometrijskom funkcijom, ili uzastopnom integraci-
jom odredenih polaznih suma. Rezultat je red sa Riemannovom zeta
funkcijom i ostalim srodnim funkcijama, zbog €ijeg anuliranja u nega-
tivnim celobrojnim vrednostima argumenta, formula u takvim slucajevi-
ma daje konacnu sumu.

Za odredene vrednosti promenljive x (ih y) generalna formula (2.33)
svodi se na formulu (1.8).

Generalna formula (2.33) za sumiranje reda (1.10) obuhvata neke po-
znate rezultate iz literature, koji se slazu sa naSim rezultatima. Medutim,
formula (2.33) vaZi za sve prirodne brojeve a (parne ih neparne, zavisno
od izbora parametara reda), dok u poznatim knjigama [39], [63] postoje
slucajevi samo zaa = 1ih 2 (a —3 ujednom slucaju). Osim toga, oblasti
konvergencije u [39], [63] samo su podskupovi naSih oblasti ih najviSe
jednaki sa njima. Na primer, formula 8, str. 743 u [39], ih formula 3r3,
str. 435 u [63]. Treba primetiti da neki rezultati u navedenim knjigama
nisu tacni. Naime, formula 3, str.743 u [39] treba da ima rezultat —|
umesto —|, a formula 337, str. 445 u [63], —\y umesto \y. U formuli
3>K8 str.443 u [63] ih rezultati ih oblasti rusu tacni.

Generalna formula (2.33) moZe se primeniti prilikom reSavanja granic-
nog problema. Naime, reSenje je beskonacni trigonometrijski red oblika
(1.10), koji po formuli (2.33) ima konacnu sumu. Tako se reSenje izrazava
u pogodnijem, zatvorenom obliku.

U odeljku 2.4 sumiran je red sa proizvodom trigonometrijskih funkcija
i sa realnim parametrom u:

fg= 7" (s)n If((an-b)y)g((an-b)x) i)
ii
ad (an —b)a((an —h)2—u?2)
Sumaciona formula (2.39), dobijena na dva nacina, svodi se na formulu
(2.33) za sumiranje odgovarajuceg reda bez parametra kad parametar
teZi nuli. Konacno, generalna formula (2.39), prvi put izvedena u naSem
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radu [53], predstavlja potpuno novi rezultat, jer u literaturi nisu sumirani
ni partikularni slucajevi redova oblika (1.11).

U trecem poglavlju sumiraju se redovi sa Besselovom funkcijom i
drugim specijalnim funkcijama, kao i neki opStiji redovi sa realnim para-
metrom. Sumirani su i redovi sa proizvodom Besselovih funkcija i nekih
drugih specijalnih funkcija. U odeljku 3.1 razmatra se red

N (s)n 1q/((an —b)x)

(1.12
o (an - b)o
gdejea ER, a= {j b= s=1ih —1, a predstavlja
Besselovu funkciju prve vrste i reda u, ili neku od srodnih specijalnih

funkcija.

Red (1.12) sumiran je pomo¢u metoda prikazanog u radovima [47] i
[48], ali samo za slutaj Besselove funkcije. Medutim, u [50] dat je opStiji
rezultat jer obuhvata i red sa Struveovim funkcijama. U ovim radovima
polazi se od poznatih integralnih reprezentacija Besselove i Struveove
funkcije ([1]), koje se zbog slicnog oblika mogu izraziti jednom formulom

d' i r 7ri2

P2 J sin2'9 f(z cos 9) d9, (1.13)
Foyr+i) o
gde je Reu > i gde postoji zavisnost p,= {¢} [ = {“ s}

Nakon zamene ove integralne reprezentacije u redu (1.12), promenom
redosleda sumiranja i integracije dolazi se do reda sa trigonometrijskom
funkcijom Cija suma se izratunava pomocu formule (1.7) ili (1.8). Tako
je trazena suma reda (1.12), data generalnom formulom (3.6), izraZzena
pomocu redova sa Riemannovom zeta funkcijom i ostalim srodnim funkci-
jama. Ovi redovi imaju konatne sume za ¢elobrojne negativne vrednosti
argumenta, jer se tada pomenute funkcije anuliraju (C, 77i A za parne, a
/3 za neparne vrednosti). Zbog toga i formula (3.6) za takve vrednosti
dobija zatvoren oblik.

U literaturi postoje mnogi partikularni slu€ajevi generalne formule
(3.6). Medutim, oni se odnose samo na redove kod kojih je a = v +
m, m E N, dok (3.6) vazizaa > u> — a > 0. To su, na primer,
formule 13 i 14 iz [40], str. 678. Ova dva partikularna slucaja dokazali
su matematickom indukcijom i L.Lorch i RSzego u radu [25], mada su
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ove sume vec bile poznate. U tom radu su, takode indukcijom, dokazana
i dva slucaja formule (3.6) zatowv= H,ia=v+ 2k kGN,a= 1,b=
0,5 = +1; u tablicama [19] postoje tri posebne sume ovog tipa, (59.2.2),
(59.2.3) i (59.2.4).

Red (1.12) zatim je sumiran u slucaju kad q, predstavlja Angerovu
ili Weberovu funkciju. Zbog toga se polazi od jedinstvene integralne
reprezentacije ovih funkcija, date relacijom (3.8). lzvedena sumaciona
formula (3.10) je takode generalnog karaktera; u knjizi [40] mogu se nadi
neki partikularni slucajevi ove formule, ali samo za v = Jv. Naime, to
su formule 3-9, str.678.

Odeljak 3.2 odnosi se na Bourgetove funkcije. Ako se u redu (1.12)
zameni zajednicka reprezentacija Bourgetove i modifikovane Bourgetove
funkcije, (3.14), slicnim postupkom dobija se sumaciona formula i za re-
dove sa ovim funkcijama koje predstavljaju uopStenje Besselove funkcije.
Naravno, u odredenim slucajevima i ove sume su konacne. U literaturi
ovakvi redovi nisu sumirani, pa je sumaciona formula novi rezultat, izve-
den prvi put u ovoj disertaciji. Formula je proverena za sluaj kad se
Bourgetova funkcija svodi na Besselovu, jer tada postaje formula (3.6)
za sumiranje reda sa Besselovom funkcijom.

U odeljku 3.3 sumiran je red sa proizvodom dve Besselove funkcije

0JJ_ T2 (5)n1M(an - b)x)Jdv{(an- b)x) M ~
- S ' (U4)

Kako se proizvod dve Besselove funkcije moZe predstaviti integralnom
reprezentacijom sa jednom Besselovom funkcijom, (videti [60]), naime

2

2 r
Juz) = ;é J,,+u(2zcos9) cos(/i —v)9dO, /[i+ u> —1, (1.15)

to se red koji treba sumirati svodi na red sa jednom Besselovom funkci-
jom, pa se zato koristi jedna od izvedenih formula (3.6) ih (3.10) za

Tako dobijene generalne formule (3.19) i (3.20) imaju zatvoreni oblik
zaa-/i-i/l + 1+ BGparno, gdeje 5= 1lako]e F = {3 &5 —Qako je
F = (,r), X Ovi rezultati prvi put su objavljeni u radu [48].

Sumacione formule (3.19) i (3.20) obuhvataju neke poznate rezultate
iz literature. Na primer, akoje a—"—uparnanbrojis= l,a= 1, b= 0,
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dobijase formula (13) iz rada M.L. Glassera, [16]. U radu [54], D.D. ToSi¢
je sumirao red (1.14) u slucaju kad je s= 1, a= 1, b—0.

Dve sume reda oblika (1.14) postoje u radu [10] P.J. De Doeldera, a
mogu se dobiti iz formule (3.20) pogodnim izborom parametara. Naime,
u jednom slucaju je potrebno da /j+ //, ji —u i a budu parni prirodni
brojevi, a u drugom, da budu neparni. Pored toga, jedan rezultat nije
tacan {ji = L,u= 0,a = 1,s = 1). Na ovu greSku ukazano je i u radu
[54].

U poznatoj knjizi [40] ima takode nekoliko suma koje se mogu dobiti
kao specijalni slucajevi formula (3.19) i (3.20). Iz prve slede formule 10
i 12, str.684, a iz druge 2 i 4, str.683.

Odeljak 3.4 odnosi se na sumiranje jednog reda opStijeg tipa nego Sto
je red (1.12), koji se dobija uvodenjem realnog parametra:

™ (s)n~1™ ((an —b)x)
i(an-i))a((im-&)2-w 2’ [ }

gde je U € R, w» an —b Postupkom koji je sliCan izvodenju sume
reda (1.12) dobija se traZzena sumaciona formula (3.21), koja je prvi put
izvedena u radu [50]. Naime, polazi se od integralne reprezentacije (1.13)
Besselove i Struveove funkcije, a kasnije se koristi sumaciona formula
(2.16) za trigonometrijski red tipa (1.9).

U knjizi [40] postoji samo jedan partikularni slu¢aj formule (3.21),
a to je formula 24, str.679. Medutim, nema nijedne sume kod koje je
m / 0. U radu [20] E.R. Hansen je izveo sumu zaa= 1lb=
0,s= —,m /0, au radu [25], L. Lorch i P. Szego su dali Cetiri par-
tikularna slu¢aja, SintW i Sfm xH”™ zaa= 1,b=0,s= 1 m+ 0. U
tablicama [19] postoji joS jedna formula, (59.2.7), za sumiranje ovog reda
sa Struveovom funkcijom, naime suma S“lu, zaa= 1, b= 0,s = —],
koja se dobija iz prethodne za m = 1.

Red tipa (1.16) sumiran je i za funkcije Angera i Webera. Partikularni
slucajevi tako dobijene sumacione formule (3.22) mogu se naci u [40], ali
samo za m —O0 i ip= J. Na primer, takva je formula 22 u [40], str. 679.
Za m / 0 u literaturi nema odgovarajucih rezultata.

U odeljku 3.5 prikazan je jedan drugi nacin za sumiranje redova (1.12)
i (1.14) kadje a= 1, b= 0,s = 1i = J. Ovaj metod zasniva se
na formuli Poissona i na Fourierovoj transformaciji pogodno odabrane
funkcije. Dobijene sumacione formule (3.30) i (3.35), u slucaju konac¢nih
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suma, poklapaju se sa generalnim formulama (3.10) i (3.20) za taj isti
izbor parametara. U literaturi takode postoje primeri koji se mogu izvesti
iz ovih nasih formula. To su, na primer, formule 81i 9 u [40], str.678, koje
slede iz formule (3.30), kao i sume 1,2,3,9, str.683, iz iste knjige, a koje su
specijalni slucajevi formule (3.35). Napomenimo da su rezultati iz ovog
odeljka novi, kako u odnosu na ranije radove autora, tako i u odnosu na
poznatu literaturu.

Odeljak 3.6 sadrzi sumacione formule za neke redove sa drugim speci-
jalnim funkcijama. To su, na primer, redovi sa sfernim Besselovim funkci-
jama, zatim sa Neumannovom funkcijom i modifikovanim Besselovim
funkcijama. Za razliku od prethodno izvedenih sumacionih formula u
ovom poglavlju, ovde se ne koriste formule za sumiranje trigonometrijskih
redova, veé formula (3.6) za sumiranje reda sa Besselovom funkcijom.

Cetvrto poglavlje odnosi se na odredivanje formula u zatvorenom
obliku za sumiranje redova sa proizvodom Besselove ili Struveove i tri-
gonometrijske funkcije, zatim opStijeg reda sa realnim parametrom, kao
i reda sa proizvodom dve Besselove i jedne trigonometrijske funkcije.

U prvom odeljku, 4.1, sumiran je red

f=7 (s)wy.((an - b)x)f((an - by) (1.17)
a ¢l (an- b)*

gdeje a Giz, a= j»j b= |°],s= 1ili —1,/ = sinili cos, a ipu pred-
stavlja Besselovu ili Struveovu funkciju prve vrste i reda u. Pritom se
ponovo polazi od zajedniCke integralne reprezentacije Besselove i Stru-
veove funkcije (1.13), a u daljem postupku se dolazi do reda sa proizvo-
dom dve trigonometrijske funkcije, koji se sumira pomocéu formule (2.33).
Na kraju se dobija generalna formula (4.5), koja je izrazena redom sa
Riemannovom zeta i srodnim funkcijama, $to znaCi da se u odredenim
slucajevima radi o kona¢nim sumama. Ova formula moZe se lako pro-
veriti uporedivanjern sa nekim formulama iz prethodnih poglavlja, jer
se za odredeni izbor promenljivih X, y i parametara a, b's, ¢, u, svodi
na te formule. Na primer, za ip — J, u= 01 x = 0 formula (4.5
postaje formula (1.7) za sumiranje redova sa trigonometrijskim funkci-
jama (jer je Jo(0) = 1, videti [1], str.390). Zatim, ako je v —+], tada je

J+1/2 —v'S /M ./ = {£}. pa se formula (4.5) svodi na formulu (2.27)
za sumiranje redova sa proizvodom dve trigonometrijske funkcije. Ova
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¢injenica pritom dokazuje i da formula (4.5) vazi ¢ak i kad je v = —].
Ili, ako izaberemo y tako da je F((an —b)y)\= 1, formula (4.5) postaje
formula (3.6) za sumiranje redova sa Besselovim/Struveovim funkcijama.

Generalna formula (4.5) obuhvata neke rezultate iz literature. Naime,
sume redova oblika (1.17) postoje samo za ip= J, a—v = 0,1,2 i
a— I,b = 0, dok naSa formula (4.5) vazi za a > u > —1/2, pri ¢emu
se sume u zatvorenom obliku dobijaju za a —u E NO. Na primer, to su
formule (74.1.18-22) iz knjige [19], zatim suma 1114.D.12 u [28]. Za slucaj
Struveove funkcije pomenucemo dva rezultata iz [19], koji se takode mogu
dobiti iz generalne formule (4.5) za odgovarajuci izbor parametara. To
su formule (74.7.1) i (74.7.2).

Osim toga, iz generalne formule (4.5) mogu se izvesti i sume redova
kojih nema u literaturi. Ako razmatramo samo konafne sume, nema
sumiranih redova kod kojih je a —v > 3, a —u E NO, a formula (4.5)
obuhvata i te slucajeve.

Red (1.17) zatim je sumiran za sluc¢aj Angerove i Weberove funkcije.
Sume (74.1.16) i (74.1.17) u [19] predstavljaju partikularne slu€ajeve tako
dobijene formule (4.7).

Svi rezultati ovog odeljka prvi put se pojavljuju u ovoj disertaciji,
osim formule (4.5) za slucaj Besselove funkcije, koja je izvedena u naSem
ranijem radu [49].

Iz ovog istog rada poticu i rezultati odeljka 4.2, koji se odnosi na
sumiranje redova sa proizvodom jedne trigonometrijske i dve Besselove
funkcije

STM — E (s)n 1IN(an —b)x)JI{(an —b)x) f

= (an —b)a ((an —b)y),  (1.18)

gde se polazi od integralne reprezentacije (1.15) proizvoda dve Besselove
funkcije. Red (1.18) svodi se na red tipa (1.17), pa se koristi prethodno
izvedena formula (4.5) za odgovarajuci izbor parametara. Na kraju se
dobija generalna formula (4.11), koja sadrZi neke pojedinacne rezultate
iz literature. To su, na primer, sume (74.5.6) i (74.5.7) u [19] ili sume
(5.7.28.1) i (5.7.28.2) u [40].

Iz formule (4.11) dobijaju se mnogi rezultati u zatvorenom obliku, ko-
jih nema u literaturi. U stvari, mogu se sumirati svi redovi oblika (1.18),
kod kojih je jj. + v £ NO,a G N, a izbor parametara i trigonometrijske
funkcije je u odredenoj medusobnoj zavisnosti.
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Na kraju, u odeljku 4.3 odredena je i suma reda opStijeg karaktera
od reda (1.17)

ovd v (s)wV,((tro - b)x)f((an - b)y)
¢ (@n-by{{an-by-u2 - 1

gde je uveden parametar £ R,u an—hb Sli¢nim postupkom kao kod
izvodenja formule za red (1.17), ali pomocéu formule (2.39) za sumiranje
odgovarajuceg trigonometrijskog reda sa parametrom, dolazi se do gene-
ralne formule (4.12). Naravno, kad parametar u tezi nuli, ova formula se
svodi na formulu (4.5) za sumiranje reda (1.17) bez parametra.

Generalna formula (4.12) ukljucuje Cetiri partikularna slucaja nave-
dena u [40], str. 683, a ove iste rezultate predstavljaju i formule (74.1.24-
27) iz knjige [19]. Napomenimo da je u disertaciji izvedena opStija for-
mula za sumiranje reda (1.19) nego u radu [56], gde je a —OQilia = 1

U petom poglavlju sumirani su redovi sa trigonometrijskim i nekim
drugim integralima. Pre svega, u odeljku 5.1 razmatraju se redovi oblika
(1.12), koji umesto specijalne funkcije, oznacene sa'®, imaju jedan od tri-
gonometrijskih integrala

1 1
S(X) = j ip(y) sinxydy, C(x) = Jip(y) cosxydy, (1.20)
0 0

koji se mogu posmatrati kao generalizacija Besselovih i drugih srodnih
specijalnih funkcija. U postupku izvodenja sumacione formule dobija se
red sa trigonometrijskom funkcijom za Cije sumiranje se koristi formula
(1.8) iz drugog poglavlja, naravno uz odgovarajuci izbor parametara. Na
kraju se dobija generalna formula (5.4).

Zatim su sumirani redovi opStijeg tipa, dobijeni iz prethodnih uvo-
denjem realnog parametra. lzvodenje trazene sumacione formule ovog
puta se zasniva na poznatoj sumi (2.16) za trigonometrijske redove sa
parametrom. Rezultati ovog odeljka prvi put su objavljeni u naSem radu
[52],

U odeljku 5.2 predstavljeni su potpuno novi rezultati. Naime, izve-
dene su sume redova koji se iz dva prethodna reda dobijaju mnoZenjem
opSteg Clana trigonometrijskom funkcijom. Trazene formule dobijene
su pomoc¢u odgovaraju¢ih formula za sumiranje redova sa proizvodom
trigonometrijskih funkcija iz drugog poglavlja. Dakle, i sume svih ovih
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redova sa trigonometrijskim integralima izraZzene su preko redova sa Rie-
mannovom £ funkcijom i ostalim srodnim funkcijama. Zbog toga u
odredenim slucajevima i one imaju zatvoren oblik.

Sumacione formule (5.4), (5.8), (5.12) i (5.13) iz prethodna dva odelj-
ka su novi rezultati u odnosu na do tada poznatu literaturu. Prve dve for-
mule mogu se lako proveriti uporedivanjem sa formulama iz prethodnih
poglavlja, tako Sto se na pogodan nacin izabere funkcija ip(y) u integra-
lima (1.20). Na ovaj nacin, specificiranjem funkcije il>(y) i pomocu izve-
denih formula, sumirani su i neki redovi ovog tipa, koji sadrZze odredene
specijalne funkcije umesto trigonometrijskih integrala.

Odeljak 5.3 odnosi se na redove sa integralima koji sadrze Besselove
ili Struveove funkcije. Naime, ako se u integralima (1.20) funkcije sin i
cos zamene Besselovom i Struveovom funkcijom, dobijaju se integrali

i .
Bv{x) = \] JV(xy)ip(y)dy, Sv{x) = \]I H I/(xy)ip(y)dy. (1.21)
0 0

Sumirani su novi redovi, nastali zamenom specijalne funkcije ip(y) u redu
(1.12) ovim integralima. Pritom se postupak izvodenja trazene formule
zasniva na sumacionoj formuli (3.6) za redove sa specijalnim funkcijama
iz tre¢eg poglavlja.

Sumirani su i redovi opStijeg tipa, sa realnim parametrom. Prilikom
izvodenja sumacione formule koristi se odgovarajuéa formula (3.21) za
sumiranje redova sa specijalnom funkcijom i realnim parametrom. Rezul-
tati ovog odeljka poti¢u iz radova [56] i [57].

U odeljku 5.4 formirani su novi redovi, dobijeni iz prethodnih mno-
Zenjem opSteg ¢lana reda sinusnom ih kosinusnom funkcijom. Ovi re-
dovi sumirani su pomocéu odgovarajucih sumacionih formula za redove sa
proizvodom specijalne i trigonometrijske funkcije iz Cetvrtog poglavlja.
Sumacione formule ovog odeljka prvi put su izvedene u disertaciji.

Glavne rezultate odeljaka 5.3 i 5.4 predstavljaju sumacione formule
(5.18), (5.21), (5.24) i (5.25), izraZene preko redova sa Riemannovom zeta
i srodnim funkcijama, pa zato mogu imati i zatvoren oblik. Ove formule
ne postoje u literaturi, a nema ni odgovarajucéih partikularnih slucajeva.
Na kraju su dati primeri koji pokazuju kako se specificiranjem funkcije
ip{y) u integralima (1.21), mogu izvesti sume nekih konkretnih redova sa
specijalnim funkcijama.



22 uUuvoD

U prilogu su date tablice konacnih suma, izraCunatih pomocu izve-
denih opstih formula iz prethodnih poglavlja. Kako za sve opSte formule
nije bilo prostora, izvrSen je izbor koji omogucava da budu zastupljeni
rezultati iz svih poglavlja. Veéina tablica izvedena je prvi put u ovoj
disertaciji, a uklju€ene su i one iz naSih ranijih radova, [45], [47], [52],
N .

Koncepcija metoda u disertaciji zasnivala se na principu dobijanja
formula opSteg tipa iz kojih se, kombinacijom parametara, mogu izvesti
svi pojedinacni slucajevi. To je i bio razlog da svi oni budu navedeni u
tablicama, iako se neke od suma iz tablica mogu dobiti pomocu nekih
drugih.

Na kraju je dat spisak literature koja je direktno koris¢ena ili citirana
u radu.
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Sume nekih redova sa
trigonometrijskim funkcijama

U ovom poglavlju biée izloZeni rezultati sumiranja odredenih tipova re-
dova sa sinusnom i kosinusnom funkcijom. Prvobitna motivacija za na-
laZenje ovih suma bila je da se pomocéu njih odrede sume nekih redova
sa specijalnim funkcijama. Medutim, izvedene formule i nezavisno od
toga predstavljaju znacajne rezultate. Naime, pored toga Sto obuhvataju
neke do tada poznate sume kao specijalne slucajeve, iz ovih formula se
mogu izvesti i nove sume. Zatim, sumacione formule su u odredenim
slucajevima u zatvorenom obliku, $to se moZe iskoristiti kod reSavanja
grani¢nog problema, za ubrzavanje konvergencije nekih redova, itd. Svi
rezultati ovog poglavlja prvi put su izvedeni u zajednickim radovima
autora sa koautorima, [45], [48], [50] i [53].

Metod za odredivanje suma redova sa Besselovim i srodnim specijal-
nim funkcijama zasniva se na sumiranju trigonometrijskih redova

Tf=v2 ()" 1f{{an-b)x)

_ 2.1
“ A (on - b)°
Tf =y {skidan - b)x) (2.2)
Ny (an —b)a((an —b)2 —u2) '
mfg= 12 (»)" "/((«n &)jN9((ari - b)x) 2.3)
a (nn —h\a '
(2.4)

23
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gde f(x) i g(x) predstavljaju trigonometrijske funkcije sin(x) ili cos(x),
aGR, a= {2} b= s=1ili -1, uGR, u”™ an- h U odredenim
slucajevima ovi trigonometrijski redovi imaju sume u zatvorenom obliku.

2.1 Suma reda s jednom
trigonometrijskom funkcijom

U radu [42] razmatraju se redovi sa trigonometrijskim funkcijama ciji
koeficijenti su negativni stepeni od n ili 2n —1, gde je n G N. Reprezen-
tacija ovih redova data je u [48] u opStem obliku

; " (3)"-V((an-b)x) ori“-1 (-1)'f(a-2i-1)
AL 2T (a)f(f)+ Fo (2i + i)!

(2.5)
gde je / = {1 8 = [)}, a e i?+, a svi ostali zna€ajni parametri dati
su u Tabeli I, u kojoj £, 77, Ai 0 predstavljaju Riemannovu zeta funkciju

CM = 'z i njoj srodne funkcije (videti [1])
fe=i

M=Et-J*%" =(1- 2MM

A(@z) = £(2fc+1)-* = (I-2-'K (z2),
co

PN=E(1) @+ hare

Primetimo da, kad je f(x) = sinz io; —»2m ili f(x) = cosx ia —+2rn+l,
m G Ngq, treba uzeti grani¢nu vrednost na desnoj strani formule (2.5),
kao Sto je pokazano u radovima [30] i [42].

Tabela I: zavisnost F icod a bi s

a b s ¢ F za
o ! 1 ¢ 0 < x < 2ix
! 1 0 v —m<x <7
1 Lox O<x <
2 1 2
1 0 0 -2 <* <)
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Specijalni slucajevi ove formule, koji se odnose na redove kod kojih je
stepen a prirodan broj (paran ili neparan u zavisnosti od izbora funkcija
F i/ u Tabeli Il), imaju zatvoren oblik

T g4 (-)F(a-2.-<),M

TF .
Y 2@—1my* *E 22+ oj! :

(2.6)

0
gdejea€iV,/={" }<S={;}.

Tabela Il: slu€ajevi u zatvorenom obliku

F f a
sin 2m+ 1, m G NO
cos 2m,me N
sin 2m, m £ N

P cos 2m + I,m E NO

Suma na desnoj strani fornule (2.6) je konacna jer se funkcije F anu-
liraju poCevsSi od m 4-1-vog ¢lana sume. Naime, poznato je da za Rie-
mannovu zeta funkciju i ostale sume negativnog stepena vazi da za celo-
brojne negativne vrednosti argumenta imaju vrednost O, t,j. ((—2m) =
0, rj(—=2m) = 0, A(—2m) = 0, 3(—2m —1) = 0, m £ N [1], str.807.
Pored toga, u jo$S dva slucaja je i poslednji ¢lan ove sume jednak nuli.
Jedan od njih nastupa kad je F = A jer je i A(0) = 0, Sto sledi iz gore
pomenute veze Ai £ funkcije.

Drugi slucaj odnosi se na izbor F = j3i/ = sinu formuli (2.6), kad je
poslednji ¢lan sume jednak nuli, jer je /?(—1) = 0. Da bismo dokazali da
je /13(—1) = 0, potrebna nam je generalisana Riemannova zeta funkcija
((z,a) (videti [40Q], str.723)

+@O 1

B y Rez > 1;a™ 0, —1, —2...,
i(za)=£T +Ap

koja se moze analiticki prosiriti na ¢elu kompleksnu ravan, osim zaz = 1,
gde ima pol. Funkcija j3{z) moze se predstaviti na sledeci nacin

+00

M =£ k+ 1z )
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i takode je analiticka u celoj kompleksnoj ravni, osim za z = 1. KoristeCi
integralnu reprezentaciju generalisane Riemannove zeta funkcije (videti
[39], str.652)

@)=y, (Rez>1)

funkcija f3(z) se sada moZe predstaviti u obliku

B +00
i xz 1
I dx.

m ex+ e~X

Za Rez > 1 integral na desnoj strani definiSe analiticku funkciju. Pri-
menjujuci dva puta parcijalnu integraciju, lako dolazimo do sledece re-
prezentacije

+00

041 €5° - 6e3z + ex
’ d
T(z + 2) 22 4+ 1)2

gde integral na desnoj strani definiSe analiticku funkciju za Rez > —L
Iz poslednje relacije sledi

+00
SX 63X + eX - e~X +00

P(-d =] - @iz P exaexz O

Sume nekih od redova koje obuhvata generalna formula (2.6) mogu se
naci u poznatim knjigama, na primer u [39], formule 5.4.2. (2,4-8,12,13),
str.726 i formule 5.4.6. (3-14), str.732. Iste ove sume postoje i u [18],[63].

Za odredene vrednosti promenljive x formula (2.6) postaje formula
za sumiranje numerickih redova. Ova Cinjenica moZe se iskoristiti za
izvodenje nekih rekurzivnih relacija za Riemannovu zeta funkciju i ostale
srodne funkcije.

Na primer, uzimajuci / = cos u formuli (2.6) i stavljajuci x = n ako
je F = CinA ax = A2 ako je F = ft, dobija se rekurzivna relacija
«36], [48])

(-1Y+1F{2m-2i + d) ?

_c(=D
Fem*=d—=c S0, tY. 2zidi+ 1- a\ m>t
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0, F=
1, F=0.
ove relacije na desnoj strani pojavljuje F(d), potrebno je znati odgo-
varajuce vrednosti Riemannove zeta funkcije i ostalih srodnih funkcija
([1], str.807) : £00) = —], 740) =  A(0) = 0, (3() = |. Primetimo da
u radu [21] ovakva rekurzivna relacija postoji samo za slutaj £ funkcije.
Formula (2.6) moZe se izvesti i na drugi nafin, koji ¢e ovde biti ilu-
strovan na primeru sumiranja reda (2.1) zas= 1,a— 1 b= 0. Za ove
vrednosti parametara uvedimo oznake

gde je d = acje u Tabeli I. Kako se prilikom primene

- sin nx COS NX
IT=S= . ™ _o, =¢ ae N.
71=1 n 71=1 na
S obzirom da postupak zahteva integraciju ovih redova ¢lan po ¢lan, treba
pokazati da su ovi redovi uniformno konvergentni. Jasno je da ovo vaZi

za a > 2 na osnovu Weierstrassovog kriterijuma, pa ostaje da se pokaZe
m— X X
uniformna konvergencija za a = 1. Kako se funkcije————z————i —In2sin o)

mogu razviti u Fourierov red na intervalu 0 < x < 2n, pri ¢emu je

—x N sinnx2 -
o tndsmZ= Y 000X 2.7)
2 71=1 n 2 712! n

to su ovi redovi na svakom zatvorenom podintervalu uniformno konver-
gentni na osnovu Dirichetovog kriterijuma, pa su oni uniformno konver-
gentni na 0 < x < 2n, i moguce je izvrSiti promenu redosleda sumacije i
integracije. Najpre integrahmo prvu sumu

\] Sadx = £(a+ 1) - Catt, (2.8)
0
a zatim i drugu
J Cadx — Sa+l- (2.9)
0

Primetimo da je £(a) Riemannova zeta funkcija. Integracijom relacije

Si = £ 0<x<ar
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i primenom formule (2.8), sledi da je

j Sidx=C@2) —C2 =» C2=C(2)-]x+]j.
(0]

Integraleci sada C2i primenjujuéi (2.9), dobija se

J C2dx = SZ= C(Qar- jx 2+
(0]

Na isti nacin, koristeéi integraciju i naizmeni¢no (2.8) i (2.9), dobijaju se
C4,;5,C8 itd. Pomocu metoda matematicke indukcije moze se doéi do
formula u zatvorenom obliku za S2mnt+1i C2m m G Nqg

2(2m —1)! 2\

Istom ovom procedurom dobija se joS Sest formula za sumiranje reda
(2.1) za ostale vrednosti parametara s, ai b Konafno, moZe se postaviti
opSta formula (2.6), koja sadrzi svih ovih osam formula.

2.1.1 Ubrzavanje konvergencije

Formula (2.6) uz pomo¢ metoda Krylova ([11], str.217) moZe se isko-
ristiti za ubrzavanje konvergencije trigonometrijskih redova. Na primer,
razmatracemo red

Za svaki prirodan broj M dokazuje se, metodom matematicke indukcije,
da vaZi

n2+ 1 n2
(2.11)
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Zamenom (2.11) u formulu (2.10), dobija se

M (_1)M ginnx
T=E{(-1r-liS-1 +E (n2+ )n2v1’

gde se T]* _1predstavlja pomoc¢u formule (2.6), dakle konatnom sumom.
Prema tome, Sto je broj M veci, to je brZza konvergencija preostalog
reda, pa zbog toga i red T brze konvergira. Slede¢om tabelom prikazano
je koliko €lanova reda je potrebno sabrati da bi se postigla tacnost e za
zadato M.

£ 101 10"2 105 -8
M=1 3 8 224 7072

-8 2 2 6 16
M=10 1 2 2 3

2.1.2 Redovi sa integralnim sinusom

Generalna formula (2.6) moZe se primeniti kod sumiranja redova sa ge-
neralisanim integralnim sinusom. Poce¢emo od integrala ([39] str.387,
formula 13, zan= 1, b= 1)

(e]e)

J tu-l sin tdt = reIN IR < 1

X r(i-f)’

i integral na levoj strani predstaviéemo zbirom dva integrala

[e]e]

/ UL cin tdt _\] t1 1sintdt + \] tu 1sin tdt.

Prvi integral na desnoj strani oznacimo sa Si (X, u). On je generalizacija
fxsint
integralnog sinusa Si (x) = ;/Io e dt, jer je Si (x, 0) = Si (x). Drugi in-

tegral je generalisani Fresnelov integralni sinus S(x, u), Reu < 1. Dakle,

r(i f) = Si (X, V)+ S(X,Vv), [ReM < 1L (2.12)
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Polazedi od
(ane—b)x ' )
. ’J_b A zv 13|n(an —b)z
Si((an —b)x, u) = tr 1sintdt = dz,
(an — b))~
dobija se da je
E (s)n 1Si ((an —&)x, if) 00 zv 1Sin(an —b)z
dz.
n=1 (an — b)a n nE=1 (an — b

Sada se koristi formula (2.6), gde je / = sin,S= 1, a a —vV igra ulogu a
u Tabeli Il. Tako se dobija

(s)a-1Si ((an —b)x, u)
(an —ftV+2m+r
‘an u>

n=X (n io\
(- 1) mC7T™+2m (-)iF(2m -2i-1+r) { 1
-X
2(u+2m)(2m)\ (2i+v+D)(2i+ D\

gde je r q N N ia6s,cTsuu Tabelil.
Pomocu ove formule i formule (2.12) moZe se odrediti jo$ jedna suma.

s)n 1
Naime, formulu (2.12) treba pomnoziti sa ------ ( )_— pa onda iz-

(an —b)v+Him+r
vrsiti sumiranje po n, gde n prolazi skupom svih prirodnih brojeva.
Promenom redosleda integracije i sumacije, kao i uzimajuci u obzir for-
mulu (2.13), konacno se dobija

g (nISs((an-b)x,u) _ ~T (™) F(v+2m+r)

n=1 (an “ b)u+2m+r 2X%-Vr (i - f)
-1) marx,/+2m ™ (-iyF(2m-2i-1+r ]
¢ ( y_ ( . me IReZy < 1
2(u+2m)(2m)\ 2i+i/+ D(2i+DH\

Generalna formula (2.13) je novi rezultat koji obuhvata partikularne
sluCajeve poznate u literaturi. Tako se iz formule (2.13) za u = 0 dobija
formula

(s)n-1Si ((an — b)x)

7= (an — b)2m+r
1)mC7rx2m N (D)*F(2m - 2i- 1+ ) A M

4m2m)\ @i ) D(2i + 1)

koja sadrzi, na primer, sumacione formule 2, 4, 5 u [40] str. 649.
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2.1.3 Integralne transformacije
Na primer, uzimajuci da je / = cos, S= 0 u formuli (2.6), i primenom
Laplaceove transformacije, dobija se
(s)n Ip _ ( DiF(a-2i)
E, = (-2~ i+

(an —b)a(p2+ (an —b)?2) pa , 0 BA
Ako se zatim odabere daje s= 1 a= 1, b= 0, sledidaje F = £ c= 1,
i dobija se

El _________________ = (-1)«/2-0 + 9 (-1)<(a-2i)
na(p2+ n2) 2P L, JSrl

Na ovaj red sada se moze primeniti inverzna Mellinova transformacija,
znajuci daje ([35], str. 166, 2.16 i str. 167, 2.25)

M-_i( z \ I cos(nlogor) x <1
z2+ n2J [ 0 X > 1
(iogh1“1 1
X X <
M 'l[_ ] = r »
0 X > 1,
i dobija se
E cos(n logor) (—1)al2m 1\2-
log-
= nc 2a—11 9% . (201 log;d -

Ako na prethodno posmatrani red hoéemo da primenimo Besselovu ume-
sto Mellinove transformacije, najpre primetimo daje ([34], str. 36, 4.23
i str. 33, 4.6)

aij+2 (f-u.+iyn~?

K
(@2+ x2Y N 1r(uy T EATIM

BM =2 r 2+f+ D
e r(f-f +D’

gde je Kv Hankelova funkcija. Na taj nafin se dobija suma jednog od
Schlomilchovih redova

r(1-f) ,~ {-1)iq a - 2))y&\T{\-i)

£ = (_,)» ) . . i
: +
a+ir (ni) =0 2
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2.2 Suma opStijeg reda s jednom
trigonometrijskom funkcijom

U ovom odeljku izloZiéemo proceduru za sumiranje reda (2.2), ¢ija suma
je prvi put izvedena u radu [50]. Nekaje a=2m+ d—1,ra £ iVo, ad je
dato Tabelom Il1, tj. moZe biti 0 ili 1, zavisno od izbora parametara. U
literaturi (npr. [18], [39], [63]) se mogu nadi sume reda (2.2) za m = 0.
Svi ti slucajevi obuhvaceni su jednom generalnom formulom:

\A (s)n If((an —b)x) _sd(l —b) ™ stsinb 1
(an —b)d~1 ((an —b)2 —ai2) 292 dalicos¥: w '

gde je fu(xX) — f (ux - ##26HU)) ,u £ R, u ™ an - b, a sve ostale
relevantne parametre sadrzi Tabela IlI.
Koristeéi rastavljanje na parcijalne razlomke:
. . A .
! - ! ' (2.15)
k2am(k2—u2) u2mk2—u2) M kKAvZIn-2ixx2

red (2.2) se moze prikazati kao:

1 (s)n Y((an —b)x)

f
Mm+d—tw u’QW{E (an —5)d_1((an —b)2 —u?2)
m

E 1 v (s)n 1f((an ~ b)x)
= I_1L12m-|2«+2 A, (fln _ &)2i+d-I

Za odredivanje prve sume na desnoj strani koristi se formula (2.14),
dok je za drugu potrebna formula (2.6) gde je a = 2i + d—1. Tako se
na kraju dobija generalna formula:

(s)n~1f((an-b)x) _sd(l- b STrsin6-1/"
(an —b)2m+d~1 ((an —6)2 —c2) 222m2  4ca2m+dcos N N
"arm™ (_1).+dx2n-2 ™ M (_DfeF2i _ 2k+ d- 1- 5 2ki5
2 # u2m-2+2(2i + d —2)! min u2nm2l+2(2k5)\
(2.16)
gdejeu £ R,u”™~an—b f = {™M} 5= {;}, Af=1i- 1+ d(l - 5),

oznaka /w(x) ima isto znafenje kao kod formule (2.14), a ostali parametri
dati su u Tabeli Il
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Ako posmatramo grani¢ni proces kad u —»0 u formulama (2.14)
i (2.16), dobijamo formulu (2.6) za sumiranje reda (2.1). Na primer,
formula (2.14) zas = 1, a= 1,b—0,d—1,/ = cos, postaje (Tablica I,
ili [19] 17.3.9, str. 243):

°  cos nx 1 7TCOS(U>X — LUTY)

217
£ ot 242 2u sin GIT 2.17)

Kad w—>0, dobija se

CO0S NX X TR
£ rr
Ako izaberemo daje a—1, b= 0,s= 1,a= 2,/ = cos u formuli (2.6),
ostali parametrisu5= 0,c= I, m—1 F = (, tako da se dobija
gcnN?2%=_Irx+c(2)M«0)az2
71=1 n*

To isto se dobija i ako to — 0 u formuli (2.17), poSto je poznato da je

™ 1
C(2) = —, a vrednost C(0) = — se odreduje na osnovu analitickog

proSirenja funkcije £(;0 na ¢elu kompleksnu ravan (osim za z = 1, gde
ima pol, [22]).

Tabela 111
abscF f
i 1 C sin
sin

-1 0
v cos
L i2A sin
2 1 cos
10 ¢ sin
cos

za

0< x<2n
_f<x<TA
0<X<W

-f <x < f

O R P OFr ORLr OO

2.2.1 Rekurzivne relacije

Kao i u slucaju formule (2.6), za odredene vrednosti promenljive x for-
mula (2.16) postaje formula za sumiranje numeric¢kih redova. To omo-
guéava da se dobiju relacije izmedu bilo koje dve od funkcija £, r/, A i
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P. Ovde ¢e biti prikazane relacije izmedu funkcija £ i 1, kao i izmedu
funkcija A'i p.
Najpre, formula (2.16) zaa= 1, b= 0,s -—1,/ = cos,p = 1 postaje

~  (=1)n_1cosnx 1 itcosujx
n2m(n2 —qgj2) 2ui2my2  2u;2mEl sinmu
™ 1 “ (-)nlcosnz
B \2m—2i+2 r21ijl na

Stavljajuci x = k, dobija se

E 1 _ 1 7TC19W7T+E -D)jez- 2j) %
— nN2m(N2—u2) — 20;2m+2~ 202l = £y2m—2i+2 2 2y m
n=1 1=1 30
(2.18)

Ovde je upotrebljena sumaciona formula (2.6) za isti izbor parametara.

Posmatrajmo rastavljanje na parcijalne razlomke (2.15) za k = n.
Tada je
m 4 00

1
& (219
1

00 1 i 00 i
n2mn2—u2)  UWanf~¢gn2 —u?2 ?:-,’ n2M22
Kako je (formula 4 u [39], str. 685)
1 1 m

Ctg7 Ty,
nEl n2—u2 2af 2u g
formula (2.19) postaje
1 MCtlg/RI ~  £(27
E omzie (220
h=1 h2m(n2- u2) 2u2mt2 2u2m+l u

Uporedivanjem formula (2.18) i (2.20), dobija se

U slede¢em primeru posmatra se formula (2.16) za a= 2,b= 1,s
1,/ =sinp=1

(—)n1sin(2n —1)x 7Tsm WX
E @n- Ham((2n- 1)2- ar) 4w2mil cos N
™ 1 “ (-D)n-1sin(2n - D)x

[..2m-2842 2n- 132

2— =1
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Za izraCunavanje sume na desnoj strani koristi se formula (2.6) za isti

izbor parametara, pa se zatim za x = —dobija
No(@2n—1)~2di _ TrtgnNMf 0™ 1 (f)2j+1
n=12n—)2—u2 4u2mtl ~"uj2m-2H+2 (2j + 1)

Na slican nacin kao u prethodnom primeru, najpre se zamenjuje ([39],
str. 688)
Vv 1 I . ()
2n—NH2—u2 45 ® 2
u formuli
N (2n—I1)~2m 1 1 ™ 1 " 1
@2n—)2—u2 u2m @2n —1)2—u2 ~ 2~ 2m2i2~ (2n —1)a°
koja se dobija kao formula (2.19) iz rastavljanja na parcijalne razlomke.
Stoga je
~ (@n- D)~2m _ Ttg~nf ™ \(2i)
2n —1)2—uw2  40;2m+l j¢2um- 21+2 1

odakle se na kraju dobija

2+ 1

a@p=1E£ 1 v3r 21 vy ~of

{ J ko (23 + 1) V2;
Primetimo da ovde j ide do i —1 jer sabirak koji se dobija za j = i sadrZi
I»(-1) = 0.
Formula (2.16) moze se izvesti i na drugi nacin. Na primer, za vred-
nosti parametara s = l,a = I,6 = 0 oznatimo 7]“_Iw = S™m-i i

= C2m. Lako se moZe pokazati da je

: G ome 221
2m— N T (2.21)

71

Da bismo odredili sumu na desnoj strani, najpre koristimo (2.15). Tako
se trazena suma dobija u obliku

00 1 1 0 1 777,‘ 9§ o<?'

2 , .2m —2i+2 n2.1

1 i= 1N n=1

- >
n2m(n2 — cu2) a12en _

n
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Kako je (po formuli 4 iz [39] str. 685)

* Ctg7TU,
E n2luz 2d2 %"

i kako poslednja suma na desnoj strani predstavlja £ funkciju, formula
(2.22) moze se napisati kao

i i 7TCtg 7TU C(2i) 923
E n2mn2_ ii2) 202m2  2uZmei '|7:51Uzm—zi+z' (2.23)

71=1

Uzimajuci u obzir ovu relaciju (2.23), formula (2.21) postaje

" 1 7TCtg TTU £(2i)
J 72K oromi2 ovwsr ryome2ie2 Coame (2:24)
7=1

Lako se moze nadi i integral druge polazne sume
J C2mdx — S2m+1- (2.25)

Postupak izvodenja zapoceéemo od sume (formula 2., Tablica II)

N sin nx wSin(U;:r —utt)
7121 N2—U2 2sinum

koja je sadrZzana u generalnoj reprezentaciji (2.14), i dobija se iz nje
izborom odgovarajuc¢ih parametara. Integracijom se dobija da je

mo U)X 1.
S-\dx —----- (sm2—2 ctgutt ——25|n<vx ).
o .

S druge strane, formula (2.24) za m = 0 glasi:

Uporedivanjem dveju poslednjih relacija, sledi da je
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U slede¢em koraku, u cilju odredivanja Si —\] Codx, koristimo (2.25)

zam = 0i nalazimo
X T

Si = — r+ — r(cosu;:;r —ctg nFsinux —1).
Zu2 AFR2
Ponavljanjem ove procedure odreduju se -S3,55,... i C2,C4, _ Pomodu

metoda matematiCke indukcije dokazuje se da vaZi

s 7rsin(cj(x —7r)) ™
2m 1 2u;2msina;7r I=i §2m-2i+2'1
1 7TCQS(U(X - Ti)) T2S

2m  22mi2 2cj2m+l sina; 2 CJ2mr2i+2

Na sliCan nacin dobijaju se formule za ostale vrednosti parametara
s,a,b. Konacno dolazimo do generalne formule koja obuhvata sve ove
slucajeve

N sd(1—b)  STrsin~f o™ %%
JZ}’WOHU 2cj2mt2 Nj2m+d cos  , JUNX) iﬁ_u D (2.26)

A
gde je e R,u”™ an—b parametri a b, s i oblasti vazenja nalaze se u
Tabeli I, a parametar d u Tabeli Il1l. Za odredivanje sume T(i+d_1 koristi

se (2.6), a oznaka /w(x) znaci isto Sto i u (2.14). Konatno, formula (2.26)
postaje formula (2.16).

U literaturi se pojavljuju samo neki slu¢ajevi sumacionih formula koje
obuhvata generalna formula (2.16). U knjizi [39], to su formule 5.4.6.
(24-27), str.733. Ako posmatramo bilo koju od tih formula, na primer
5.4.6.24

N (H)esin((2fc + 1)x) 7Tsin @Mn m m
ho 2c+ 1)2—12 iJcoSTAM ~2<X <2’

oCigledno je da se ona za k = n —1 poklapa sa formulom 8. iz Tablice I.
Sve takve sume, naime zaa = Oi a = -1, nalaze se i u tablicama [63],
gde se moZe nadi i nekoliko suma za koje je a = 1. Jedna od njih je data
formulom TBG6, str. 407

N (H)nsin(na))  x Fsin(ux
= n(nZz=u2)" 22 2ARsmu;®x © T1")° < x <
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a isti rezultat se dobija iz formule (2.16) za f —sin, a= 1, b= 0, s = —1
Kako su u literaturi poznate sume redova oblika (2.2) samo za sluca-
jeve kad je a = 0ia= —1 (Tablica 1), i neke za a = 1, to je generalna

formula (2.16) novi rezultat, jer vazi za a —2m + d—1, m G NO, d u
Tabeli 1l1.

2.3 Suma reda s proizvodom dveju
trigonometrijskih funkcija

U ovom odeljku razmatracemo klasu redova (2.3) koji sadrze proizvod
dve trigonometrijske funkcije (videti [45]). Za a G R+, red (2.3) moZe se
predstaviti pomo¢u Riemannove zeta funkcije i funkcija 7, Ai i3
Proceduru za dobijanje trazene sume objasniéemo na primeru slede-
¢eg reda
<Tiamas = v2Z (s)n~-xsin(an - b)ycos(an - b)x
a (.JI ian - b)a

Uzimajuci u obzir da je
sm(an—b)y cos(an—b)x = ’(;j(sin(an—b)(y—x) + sin(an—b)(y+x)),

dobijamo

= ly . (s)"-1sin(ara-6)(y-i) 1“ (s)"-1sin(an-6)(y+i)
“ i h 2 (m ~b)a

Primenom formule (2.5) na oba reda, dobija se da je

Tkm,cos __ (] _t)“'l + (y+ x)a-l
4r(a) sin Tf
+5£ (=1-(a+j)!l*~1)(fa-1)2i+1 + (*») e K«

gde oblasti Kt(i = 1,2,3,4), bez granica, i c,F zavise od parametara
s, 8, b, kao u Tabeli IV. Pomoc¢u binomne formule dobijamo na kraju

T(y-x)“-"+(y+x)°-1 2k* (-iyF(a-2i-1)xVy»-W

“ Ar(«)smf
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Generalna formula, koja obuhvata sve slutajeve, mozZe se predstaviti
u obliku :

j . {s)n iH((an-b)y)g({an-b)x) = & ., (y+x)*-1+ (-T)s{y-x)c-1
] (an —(%a_ AT (a)ft(?)
' {-IYF(a-2i-d-5)x2i+sy2- d+d
* Bk (2i-2j + D\@j + 5\

(2.27)
gde Je/ = {“ } d = {£}, i nezavisno od toga, g = {“ } 5 = {¢}.
Funkciju h biramo na slede¢i nain: h = C.OS’ f=9 Sve ostale

sin, f~g.
znacajne parametre sadrzi Tabela IV:
Tabela 1V
a b s ¢ F Oblasti konvergencije
10 1 1 CKi={(xy)[|-7r<xX<7x <y<Z2Ar—y,
10-10 K2 = {(x,Y) —ir<x<7T,x—7l'<y<n—_N}
2 11 L A K3={(xy) |I-f <x<f,x <y<=n x
2 1 -1 0 p = \>lj r <3< :llr—\_a <;r_M>

Na primer, zaa= 16=0,s=1 =mc= 1 F = £iakoje/ = sin ==
d= 1, g=cos =5= 0, h= sin, formula (2.27) postaje

yAsinnycosnx_  (y+x)a+ (y—X)“-1 DIC(a—2i—)x2jy2l 2-#1
hi n° _7f  4r(a)sin(4f) +h h Qi —2j + D'(2j)!

U slu€aju da je h(x) = sinx i a —=2%2m + 1, m G iVO, treba uzeti u obzir
grani¢nu vrednost desne strane formule (2.27).

ZaaSlIV, tj. a= 2m—, gde r moze biti 0 ili 1, suma reda na desnoj
strani formule (2.27) sastoji se od konacnog broja ¢lanova zbog anuliranja
C V, A i3funkcija, pa svih 16 tako dobijenih formula u zatvorenom obliku
¢ine Tablicu Il, a prvi put su izvedene i objavljene u radu [45].

Suma reda 2.3) zaa = 2m —r (r = 0ilir — 1, m €V) moZe se
izvesti i na drugi nalin. Ovaj postupak prikazaéemo na primeru reda

zaa = I,b = 0,s = I, koji éemo oznaciti sa u

sin Ny cos Nx
S"mi — m £ V. (2.28)
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Posmatrajmo ovaj red za m = 1

sm ny cos Nx
S.- (2.29)
n=1 n
Pomocdu relacije sinny cosnx = \(sin n(y —x) + (sinn(y + x)), dobijamo
a= 1 sinn(y — ) s sin n(y + x)
— —_—— . 2
SI=;E —i— ¢t E- (2.30)

“ TI=I

Polazeci od prve formule iz (2.7) nalazimo

N osinn X 1. .
C e g X_____)_ O<y—X< 2%
71=1 U 1
N sinn(y-\ x) 1. . .
SR [ «(*m- (2 a)), O<y + x<27r.
2

Stoga, u oblasti
{(z,y) I0<y—x<2iy0<y+ x< 2k}

t.
i={@,y) "n<x<uwp<y<2u—|ml}
(videti prvu formulu iz

vazi Si = |(7r - y), Sto je suma reda ]T)
71=1

(2.7) zai = y), pa uporedujuci sa (2.29) dobijamo
(2.31)

smny cos Nx smny ]
—E (x,y) e Ki.

n

E

Integracijom po x u Ki, promenom redosleda integracije i sumiranja, t.j

N o smny f ) smny f
D [ cosnxdx = > -2 dx,
n:l n n n=I n ﬁ]
imamo da je
E sm ny sm nx aa smnj/ , ,
=XxJ2~z— i
n2 5457
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uklju€ujuci i granice oblasti. Ponavljanjem ovog postupka nekoliko puta,
dobijamo formule za sume S3,S$,... itd., tako da moZzemo pretpostaviti
da ¢ée nakon ponavljanja 2m puta, konacna formula biti oblika

- m—1 “ -
o E_I sin :Z/mc:s nx E (-1lyx2a y]sm 77,_][ , (2.32)
za (x,y) Gi£i, ukljucujuéi granice, osim za m = 1
Dokazac¢emo formulu (2.32) metodom matematicke indukcije. OCi-
gledno, formula (2.31) znali da formula (2.32) vazi za m = 1 Pret-
postavljaju¢i da formula (2.32) vazi za m = k > 1 (k £ N), treba
dokazati da vaZi i za m = k+ 1. Integracijom pretpostavljene jednakosti

N sinnycosnx MM (—)IxZA™4 sinny

21 okt -2 BV &N nokeaix
dobija se

frsmny [ fel .ke? A4 sinny
nZ1J J FE T, n2Aa2il

71—

tj.
gsin sin nx lEl i) 2 O gy
o X (25 + 1)! | Sy

Ponavljanjem integracije,

L J *
O n~f 2o —V 1021 14 siriny
E

e~ N nxdix= . . T odx
Tie1 n n i (2i_1)! ta n2A2i+l

gde je suma na desnoj strani Siftovana, dobijamo

Esmnycos nx + smny 1 L smny
pr n2k+ % S —-El (Zi)! EHZK'ZHI'
i konatno

sin Ny cos Nx (-1)42 ~ sinny

E n 2fc+l E rp2k—2i-f-1 *
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a to je formula (2.32) za m —k+ 1. Dakle, formula (2.32) je dokazana.
Na slican nacin dobija se svih 16 formula koje se mogu predstaviti
generalnom formulom:

m— —S ~

rlng,g ;/ y~L) x rnf L 1,sd(-1)rax 5x2mi
m-r — A ney s o=
. (?t_-i_'_S)’! fom"2i-i-r Hi~1 2(2™-1i).
(2.33)
gde je / = {*“ } i = {3} i nezavisno od toga, g = {“ } 5 = {J}-
Parametar r odreduje se na slede¢i nacin: r= r °'/ = P zaF = Cr7A,
.1, fZ9
ali kad je F — {3, treba uzeti da je r — L7 =9 U formuli (2.33)
0/ ™9
izraz
of s, E (s)"-7((aK - k?)y) _
=1 (an —6)2n-2X-i-r 2(2to —2i —5 —r —1)!
M (—)JIF(2m —2i —5 —r —2j —t)ya+t

+E

(2j + i)

(2.34)
se izracunava po formuli (2.6) stavljajuéi y umesto x. Ostali potrebni pa-
rametri nalaze se u Tabeli 1V, osim parametra d Cije se vrednosti mogu
naéi u Tabeli Ill. Primetimo da su u ovom slucaju intervali za X iy
zatvoreni, osim za 2m—r = 1. Formula (2.33) obuhvata neke partikularne
rezultate iz [39].

Treba pomenuti da ako se koristi druga trigonometrijska jednakost:

sinny eosnx = -(sin712+y) sin(n(x - y)))

na pocetku opisane procedure, za red (2.28) se dobija formula

[e]e)

E sinny cosnx méz (-1 > o5 nx

(2.35)
koja je razliita od formule (2.32). To je zbog toga Sto formula (2.35)
vazi u oblasti K[, dualnoj oblasti K\. Naime,

Ki= {Odz/) ®7TSJ/S
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Medutim, ista ta formula (2.35) vaZi u oblasti K\ kad se medusobno
razmene promenljive X i y u redu (2.28), ali to je formula

X cosny sinna; (D blr2i+l /() T70 17ry2mi 2i 3
n2m-i z-j 22+ N v 2(2m —2i —3)!
+ 2! V) 22m-1)!

za (x,Yy) E Ki, koja se dobija iz formule (2.32) za pogodan izbor funkcija
/ ig. Ovo razmatranje pokazuje da nema potrebe za izvodenjem formula
za dualne oblasti.

Za odredene vrednosti promenljive x (ili y) generalna formula (2.33)
svodi se na formulu (2.6). Na primer, za a= 2, 5=1, = —1, c=
00 F=P, d—0,/ =cos, t=0, g—sin, 5=1, r = 0, formula (2.33)
postaje

X (H)n1lcos(2n—\)ysin2n—I)x K 1(—lr2d+xlnyT1(dpPFij Z-
h (2«-1)Z =tS i+ ¢S @)t 9

gde je Pij = P(2m —2i —2j —1), (X,y) E i-Ct. Ova formulazay = 0
postaje

© (—)n 1sin(2n —Dx ' () Lr2i+1/3(2m —22 —1)
E (2n- 1)2m E (2i + 1)

a to je upravo formula (2.6) za/ = sin,a=2m, s= —,a = 2, 6=1.

S druge strane, zaf = g=cos, a=2m—1, s= —1, ¢=0, a =
2,56=1,d=0,r=1t=0, 5= 0 (?.mje isto kao gore) formula (2.33)
glasi

X (Dri-1cos(2n-)y cos(2n-I)x _ IX1(-)PXr2AnyE1(-1)jPRij
hi (2n—)2m-1 n (22)! .S 2pr v

Za, x =y = 0 dobija se P(2m —1).

Izvedena generalna formula (2.33) obuhvata neke rezultate koji su
poznati u literaturi. Pored toga Sto oni potvrduju tacnost na3e formule,
jasno je da nema rezultata za sve redove koji se pomo¢u nje mogu sumi-
rati. Naime, primetimo da formula (2.33) vazi za a = 2m —r, r = 0 ili
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r=1I,mGiV, dok upoznatim knjigama [39], [63] postoje slu€ajevi samo
zao, = 1lili 2 (g = 3 ujednom slucaju). JoS viSe, oblasti konvergencije
u [39], [63] samo su podskupovi nasih oblasti Ki (i = 1,2,3,4) ili najvise
jednaki sa njima. Na primer, formula 8, str. 743 u [39] daje rezultat

~——— sincos ky —— (M2 —x2—3y2), WXt A< n
zri k 12
u oblasti koja je jednaka naSoj oblasti K2. Uporedivanjem sa sumom
)n_1cosnysinnx H)y*s2Hlmy 7 1(—DJ%"' 2?2 (H)m_Ix2m1
01 ~ h 2i+1)! h ~~~V 22m-1)!

koja se moze dobiti kao partikularni slu¢aj formule (2.33) za odgovarajuce
parametre ( 7 = rj(2m —2i —2j —2) i (x,¥) € K2), jasno je da se za
m = 1 dobija isti rezultat.

Posmatrajmo sada formulu 3r3, str. 435 u [63] :

" sin(2n - Di/cos(2n - Dx _ ff, -y < X<y , <
A 2n —1 (0, y<x<rc-y K ~ 2h

Razmotrimo prvu oblast koja je polovina naSe oblasti K3. Pomocu for-
mule

~ sin(2n —l)ycos(2n —\)x ~ (-H~"2> -1 774V m-2i~2

hi @2n- nH2m1 ~ ho (2iI¥ V 42m—=2i—2)!
-1 “271-21- N
+nmg _1(-iy\(2m-2i-2j-2)" i+l (x.y) € K3

(2.36)
koja je specijalan slu¢aj formule (2.33), za m = 1 dobija se takode rezul-
tat Druga oblast je polovina dualne oblasti K'3, pa zato posmatramo
odgovarajucu formulu, sadrZzanu u (2.33)

cos(2n- Dysin(2n- HDx ~_ (-D)™A221/ (-i)m-i-iny2m2i-3
= (2n- hz- 1 Is:- (21 +2)! 4(2m—21—3)!
+"e"*(~1Y r * ~ ~— v2) (*,V)€EN3
J=0 m

koja zam = | daje takode O, kao gore.
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Treba primetiti da neki rezultati u navedenim knjigama nisu tacni.
Naime, formula 3, str.743 u [39] treba da ima rezultat —] umesto — a
formula 337, str. 445 u [63], —\y umesto \y. U formuli 3>K8 str.443 u
[63] ili rezultati ili oblasti nisu tacni, jer je suma

£ (1) T8 sin@n” 1)

jednaka 0 za x = 0, dok formula 3>K8 daje ~(1 —y) uoblastiO <y < |,

-y < %<\ +y-
Generalna formula (2.33) moze se primeniti na dobijanje reSenja gra-
ni¢nog problema u zatvorenom obliku. Na primer, poznato je da je

reSenje sledeéeg granic¢nog problema
4hx(L —Xx)
u* = <?ulL U(x, 0) = Ul(x,0) = 0
L2
za0< x < L, t>0, dato sa ([59])

32h &, cos A7 HEsm Z I

T n=| 2n- 1)3

Pomocu formule (2.36) za m — 2, dobija se da je u oblasti: 0 < ~
< f < 1—j; ,reSenje dato u zatvorenom obliku

U(x, t) —\M(XL —x2 —a2f2),
(%, 1) |_2( )
u kome se jednostavnije moze koristiti.

Kao drugi primer posmatrajmo granicni problem

K = UX+ x(x-L)
U(x, 0) ut(x,0) = U(0,t) = U(L,t) = 0

za0 < x <L, t>0 Ccijeje reSenje ([59])
8L4  cos (2m~1#i sin
me1 2m —1)5

Koriste¢i formulu (2.36) za m = 3, ovo reSenje dobija zatvoren oblik

X
A (x3-2 x2L + L3).

U((x,t) = —\Lxt2+ -i-i4
gon >

2 12

za0< i< ™ t<x< L—t
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2.4 Suma opStijeg reda s proizvodom dveju
trigonometrijskih funkcija
U ovom odeljku izloZiéemo proceduru za sumiranje reda (2.4), ¢ija suma

je prvi put izvedena u radu [53]. Najpre je potrebno sumirati ovaj red za
specijalne slucajeve kad je a = p —1, gde p moZze biti 0 ili 1. Sumaciona

formula, koja obuhvata 16 formula iz Tablice Ill, glasi :
N (s)n=Y((an - b)y)g{{fan - b)x) = sp{l-b)
i1 {an-by~I{{an-b)2-u 2 9{ ) 2u2 » 37
STsinG-1~  / (s + 1)(6 + vy (2.37)
- ~cosN fr - Sr

gdeje U € R, v an~ aparametri a, 6, s i oblasti konvergencije dati su
Tabelom V. Funkcije / i g mogu biti sin ili cos a parametar p bira se tako

dabudep=]2" j "~ zaF = (,7A dokjep = ] za F =

(3 Svaka od ovih 16 formula dobijena je koris¢enjem trigonometrijskih
identi¢nosti oblika:

sin(an —b)ycos(an —b)x —’A(sin(an —b)(y —X%) + sin(an —b)(y + X))

uredu (2.4) zaa = p—1izatim primenom formule (2.14) na oba dobijena
reda.

Posmatrajmo sada red (2.4) za a —2m + p — 1. Pomodu relacije
(2.15) ovaj red postaje :

Tfg J_ (s)n~V((an - b)y)g{{an - b)x)

2m+p-i,w uz2m 2-° {an — b)P~I1{{an —Db)2 —u 2)

~ (s)n~V((an - b)y)g{{an - b)x)
u2m-2i+2ian_ y\2i+p-I
1=1n=1 ' '

Za odredivanje prve sume koristi se formula (2.37), a za drugu sumu
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je potrebna formula u zatvorenom obliku, (2.33), zar= 1—p :

E (s)n If{(an - b)y)g((an - b)x)

>1
1o (an- b)2mP
(b-1)sd(-1)m~5X2Tn- S CITm~ p (-"m-1+d-dS x2i+6y2m-2i-S+p-2
2(2m-S)\ ) 2i + 5\(2m —2i —S+ p —2)!
m-1-dSM (_ly+jF(2m_ 2i_2j_S+p_1_1tjx2i+t6y2j+t
"z JE ;T 2i + B\(2j + O\

(2.38)
gdejeme N, g= {“ } 5 = {J}, i nezavisno od toga, / = {""} i = {;}.
Parametar p bira se na isti nacin kao kod formule (2.37). Ostali parametri
dati su u Tabeli IV, osim parametra d koji je u Tabeli Ill. Kona¢no se
dobija formula

(s)n If((an —b)y) g((an —b)x)  g(0)sp(l-b)

E (an —b)2m+P~1 ((an —h)2—u?) 2u2m2
sirsin6 1 sd/(\l - p AN ,_ Li—6j*2i—s
amrpoos T M 9WO T =T =22 ponaagn oy
cttZV -T:~ ~_-i?y—d—dS »,2k+Sy2i—2k—S+p—2 (2.39)
+ 2N u2m 2l+22k + 6)\(2i-2k-d + p-2)I
7 i~Yn (~Dk+jF(21-2k-2j-5-t+ p - 1) x 2k+by2j+t
=l k0 j—0 @m—2+2 2k + S)I(2j + O\
gdejeu e R, u”™ an—bhb g = j S — {*} i nezavisno od toga,
[/ = {cos}t — N\ M = i —k- 1+ (-1)51 —p)d, dok parametar p
treba izabrati na slede¢i nacin: p = Lf=g za F = CViK ali kad
0,/ ™9
0,f =g

je F = p, treba uzeti da je p = . Oznaka fu(y) uvedena je

I»/ ™9
radi preglednosti, na isti nacin kao u formuli (2.14). Svi ostali relevantni
parametri navedeni su u Tabeli 1V, dok je d u Tabeli IlI.
Kao Sto se formula (2.6) moZe dobiti kad u —0 u formulama. (2.14)
i (2.16), isto tako se moZe doci do formule (2.38) grani¢nim procesom u
formulama (2.37) i (2.39) kad u —0.
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Generalna formula (2.39) moZe se dobiti i na drugi nacin, koji ¢e ovde
biti izloZzen na slu¢aju kad je s —1,a—1,b= 0. Neka je

cos ny
nEl N2Mm(n2 —u2)’
e " cos ny cos nx cOS Ny sm nx
2m =/ n2m-1(n2 —u?)

Integracijom druge i tre¢e sume dobijaju se dve relacije:

\] SEdx = SZ+ (2.40)

[ XS WO —opm — & (2.41)
0
Na pocetku procedure posmatra se formula 4. iz Tablice IlI:

= COS Ny sm Nx

cos(ujy —um) sincaz, (a, G
1 iinAnz.n) 2 sin vy SOSWY ) @,y)

Integracijom od 0 do X, pa zatim koriSéenjem relacije (2.41) za m = 0,
dolazi se do

5- & — T cos (uy —um) (cos ux — 1),
APsin uir
i na taj nacin je odredena suma SqC Pomodéu integracije ove sume i
relacije (2.40) za m = 0, dobija se
Si*= Sax- " cos(uy —uin AP
E 2usin AT y u
Ponavljanjem ovog postupka, i naizmeni¢nim koris¢enjem relacija (2.40)
i (2.41) za pogodan izbor m, dobijaju se sume Sz2°, S”3, Sl'c, S5, ...
Metodom matemati¢ke indukcije mogu se dokazati formule

ircos{uy - uir) i~ (-1)™-z-ixam-2i-i
ms

mwi+ V Suij,i(y)

S 2m—i
2u2msinum o1 (2m —2i —1)!
(2.42)
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7Tcos (UYy —gitt) m -] 2

m=— COSLIX + y~'] . 243
m 2u2m+l sinu/n T em —2iy Su(y) (243)

gC

Tcos(uy - uty)
2°21+1 sin carr 21
Suma reda S”, u stvari reda , izraCunava se po formuli (2.26) sa
promenljivom y umesto X i za odabrane parametre. Na kraju, formule
(2.42) i (2.43) postaju

gde je, zbog preglednosti, uvedena oznaka 5Wt(y)

yMeA)m x2m A 1( 1 nNNgs(y)
2ui2msinuir smutX @m—=21—1)! 12w2+2 ~ w2i-2j+2

C.C 7rcos(q;y —attt) A (-Imix2Zm2A( 1 A ?2%s(y) \
2m 2 2mkLsirwir cosa;x 2 (2m —2i)!  IXe2i+2  j-Nu2i-2j+2]

Na slican nac¢in mogu se izvesti jo$ dve formule za sume S™-i i po-
laze¢i od formule 3. iz Tablice Ill. Za ostale vrednosti parametara s, a, b
dobijaju se joS tri grupe od po cetiri formule. Konacno, sve one zajedno
mogu se predstaviti jednom generalnom formulom (2.39). Napomenimo
da je za odredivanje sume (y) upotrebljena formula (2.6) sa promen-
ljivom y umesto x.

Izvedene generalne formule (2.37) i (2.39) ne samo Sto su novi rezul-
tati, ve¢ u literaturi nisu sumirani ni partikularni slu¢ajevi redova oblika
(2.4).



3

Redovi sa Besselovim 1
drugim specijalnim
funkcijama

Ovo poglavlje sadrzi neke nove rezultate (odeljci 3.2 i 3.5), kao i rezultate
iz zajednickih radova autora sa koautorima iz oblasti sumiranja redova
sa specijalnim funkcijama, [46], [47], [48], [50], [51] i [53].

Najpre ¢e biti odredena suma reda oblika

= (s)n Iqv((an - b)x) (3.1)

a ¢i (an-b)°
gdejea GR, a—{*} b= |]°, s= 1ili —1, a 9, predstavlja Ju(x),
Besselovu funkciju prve vrste i reda v, ili neku od srodnih specijalnih

funkcija.

funkcije
ii ~ (s)""13,{{fan - b)x)Jdv{{an - b)x)

a n=i (an- b)°

(3.2)

Na kraju, razmatrace se i red opstijeg karaktera

™ = (S)" Vvv((an -
atJ {an —b)a{{an —b)2—u?2)’

gdejeue R, v an —h

50
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Sume svih ovih redova sa Besselovim ih drugim specijalnim funkci-
jama (3.1) i (3.3), kao i sa proizvodom dve Besselove funkcije (3.2), bice
izraZzene pomocu redova sa Riemannovom zeta funkcijom i njoj srodnim
funkcijama. Poznato je da se ove funkcije anuliraju za celobrojne nega-
tivne vrednosti argumenta, i to £, j i A funkcija za parne, a 3 funkcija
za neparne vrednosti. Zbog toga u takvim sluajevima pomenuti redovi
imaju konacne sume, pa odatle i formule za sumiranje specijalnih funkcija
dobijaju zatvoren oblik.

3.1 Sumiranje reda sa jednom
specijalnom funkcijom

Za sumiranje reda (3.1) koristi se metod opisan u [47] i [48], gde red
sadrzi samo Besselovu funkciju. Medutim, u [50] dat je opStiji rezultat
jer obuhvata i red sa Struveovim funkcijama. U ovim radovima polazi
se od poznatih integralnih reprezentacija Besselove i Struveove funkcije
(I1D), koje se zajedno mogu predstaviti jednim integralom

7rl2

<P J sinZ2' 9 f(z cos 9) d9, (3.4)
0
gde je Rep > —\ i postoje dva slucaja: <, = {;"j/ = Pritom

H, predstavlja Struveovu funkciju prve vrste i reda u.
Posmatrajmo najpre red

E (s)n 1sin2' 9f((an —b)x cos 9)
(an —5)a~"

Parcijalne sume me)fc~-1sin2' 9 f{(ak — b)xcos9) ogranitene su uni-
ki

formno na svakom segmentu intervala 0 < 9 < 2w, a niz I/(an —b)a~u

monotono tezi nuli, pa je prema Dirichletovom kriterijumu gornji red

uniformno konvergentan. Sada se on moZe integraliti ¢lan po ¢lan, ¢ime

se dobija red (3.1) u kome je funkcija ipv(z) zamenjena integralnom
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reprezentacijom (3.4), to jest vazi

2(H" r “ (s)n 1sin2t/i9/((an - b)xcos9)

+ I hi (an —b)a~v

Zﬁ (s)n~1s 9f({an-b)xcos9)
f(l)r r‘ ’T(ZJ <«

Na ovaj nacin imamo

el 2

2 (1 i —b) g cos 9
(I'r sm'zv A {{an—b) acos )d9, a—u > 0.

ﬁii) I( =l (an—b)a~u

Deo podintegraine funkcije je trigonometrijski red, Cija suma je odredena
formulom (2.5) za acos# umesto x i za a —Vv umesto a. Tako se dobija
da je

. a—il—1
=, Bew s 1= NIV D)
“r(Yrwm ’5 S
ivF a Vv-21-5
+2_)( yr 2|+ T )~(xcos 9)2i+57d9,
i=0
i dalje,
1 tw/2
S* = S v/ I"']Z 9cos 9d9
© GuT (a-u)f{anr) /S
2xvA  (-iyF(a-u-2i-d)~2i5 f
X\{E (-iy (? u-«1 d)x 5 sin%'/90052i+d9d9,
Gvi=o @+ 9\
gde je zbog preglednosti uvedena oznaka Gv = 2iT T = Dobi-

jem integrali izraCunavaju se na osnovu formule iz [12]:

w

§ siM4-1x cosl-1 x dx =Yb LF; D Rela>OReu>0 (@9
0
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pa se nakon sredivanja dobija generalna formula za sumiranje reda (3.1)

a—l1
(D
2r"a—v+|jir-ia+iz+|ji/ -

(3.6)
| ~ (-1)iF(a-u-2i-S) (ff+2+5
or +1+ rp+i+1+)
gde je a, UG R+, v > a>u (= {:"}/ - {~} 6={?},s,a6,0¢,

idsu u Tabeli I. U slu€aju daje a—u= j2* 1}, k G iVo, a da je funkcija

/ = potrebno je uzeti grani¢ne vrednosti ili glavne vrednosti gama
funkcije. Napomenimo da formula (3.6) vazi i kad je a —v = 1

Druga suma u formuli (3.6) sastoji se, za odredjene vrednosti parame-
tara, od konacnog broja ¢lanova zbog anuliranja F funkcija, pa se tako
dobijaju svi slu€ajevi u zatvorenom obliku.

Parametri takvih redova dati su u Tabeli Il gde a treba zameniti sa
a —u. Tablica IV sadrzi formule u zatvorenom obliku za sve slutajeve
kod kojih je v GNO,a EN ip = J, au Tablici V su analogne formule
za V?= H.

U literaturi su navedeni mnogi partikularni slu€ajevi generalne for-
mule (3.6). Medutim, oni obuhvataju samo one redove kod kojih je
a=u+m mEN, dok (3.6) vazizaa > u> — a > 0. Na primer,
formula (3.6) zaa=0,b=0, s= %1, a= u+ 2k gv = Jv, svodi se na
formule 13 i 14 iz [40], str. 678, t.j.:

~ 1 (—Dkexaken 2 Mm—1)l2) @K\ [26\

~[Nn2el vinx  {2K\2uH T(k+u+l—n/2) ~n X n
gde je k= 1,2,3,...; Rev> 2k— 0<x<2n,i

-i)”J (") = Dkrixiksv © (2K\  Zvn (2k- n\ 2ng"*!
T @oNt+1r 2 an b"iZ N e

n=1

ikj

T(k—(Mn+i—1)/2)
r(fc+ , +i_(n+1i)/2)"
obe sume Bn oznacava Bernoullijeve brojeve.

gde je Rev > —2k—t2 —c< X < ir, %ik_—
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Ista ova dva partikularna slucaja dokazali su matematickom indukci-
jom L.Lorch i P.Szego u radu [25], iako su ove sume ve¢ bile poznate. U
tom radu su, takode indukcijom, dokazana i dva slucaja formule (3.6) za
4, = Hj,ia=v+ 2k k GN,a= 1, b= 0,s = +1; u [19] postoje tri
posebne sume ovog tipa, (59.2.2), (59.2.3) i (59.2.4).

Koris¢enjem formule (3.6) i Laplaceove transformacije, mogu se naci
sume joS nekih redova. Ako se, na primer, u formuli (3.6) izabere da je
(pu— Jdu, sledi daje / = cos, 5—0, i formula (3.6) postaje

(s)n 1Iv((an —b)x) C7TX
7141 (an —b)c 2«r r (stjfi) cos( 1)
(-DVF(a -V - 2i)xui

TE O 2uRinT(v+i+ )

3.7)

Primenom Laplaceove transformacije dobija se

(s)n 1(\VVp2+ (an —b)2—p)u
(an —b)at+vy/p2+ (an —b)2
CKT(a)(2p)-a +y  (-DiF(a-v-2i)T(v+2i+l)
r2=fthr(stfrhcos(s=m s  2urzpurzirt JUHH

Razmotrimo sada funkciju Angera, koja se definiSe integralom ([60])
Jv(z) zsin6)d6,

i koja se za u= m G Ngsvodi na Besselovu funkciju. Takode, posmatra-
jmo integral

Ev(z) z sin9)d9,

koji definiSe Weberovu funkciju. Oba integrala mogu se predstaviti jed-
nom formulom

1 .
) = = [ F(vO —asin 9)do, £ = (3.8)
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koja dobija pogodan oblik za u= m e NO ako se razdvoje slucajevi za
parno i neparno m:

Vak+s(x) = N jg{(2k + 5)9)h(xsm9)d9, g=j™j 5=jjj, ke iVO>

(3.9)
gde je 92kt5 = {££'} h= {8} r = {(¥+]} ig= {™}. Na osnovu
toga, mozemo odrediti sumu reda (3.1), gde ipu(x) predstavlja Angerovu
ili Weberovu funkciju. Zamenom reprezentacije (3.9), red (3.1) postaje

Sr =- jam + m
Tre ,

Il I+

i (an-b)

gde je zbog uniformne konvergencije odgovarajuéeg reda, kao u prethod-
nom slucaju, promenjen redosled sumiranja i integracije. U okviru podin-
tegralne funkcije je trigonometrijski red, ¢ija suma je odredena formulom
(2.5) za xsin# umesto X, pa je

Spr= ¥ 'cTv(xsing)a 1
: .2r(a)h (f)

+ f; ) Sn )ym,
=0 2i + dji

gde je umesto Suveden novi parametar d koji zavisi od izbora funkcije
h, naime, h= j® } d— |J|. Dalje se dobija da je

cTx@

S* sin“* 19d9
+ 2T(a)hnf)

T ODIF@ 21 X2, o (2k+5)9) sinzitd 9do,
KT=0 (2i + A\ u

pa se pomocu formule (videti [39]) za integrale tipa:

_ ixf(f)T(@+ 1 sin )
J sin™ x f(ux)dx = | = Re/i > —1
270 (N +i)r (N + i cos |
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dolazi do sumacione formule za red (3.1)

)V (a-2i-d) f =

st=r(-ne" (O (3.10)
L2ft(in)G* ~ ;=0 Gi k
u kojoj su, u cilju preglednosti, uvedene oznake
c.-r(£xftl +*)r(
Gii=r(~ti +i+ 1+k'jT(idlIl +i+1-ky
gde je a<=R+,g = {“ } 5= {3}, g2k+= {£" '}

s, a, b, ¢, F odreduju se po Tabeli I. Dalje, ako je h = sin, tadaje d= 1
a ako je h = cos, tada je d = 0. Za razliku od formule (3.6) kod koje
se zahteva uslov a > u, formula (3.10) vazi i za a < 2k + 5 Ako je
a—2k—5EN ili 2k+ 5—a £ N, formula (3.10) dobija zatvoren oblik
i tada a —2k —5, odnosno 2k + 5—a igra ulogu a u Tabeli II.

Kako se Angerova funkcija za v E N svodi na Besselovu funkciju, to
se formula (3.10) poklapa sa formulom (3.6) u slu€aju Besselove funkcije,
kad je u£ Ngi a GN.

U knjizi [40] mogu se naci neki partikularni slucajevi formule (3.10),
ali samo za ipu= Jv. Naime, to su formule 3-9, str.678.

3.2 Sumiranje reda sa Bourgetovom
funkcijom

Posmatrajmo jedno uopStenje Besselove funkcije, tj. funkciju Bourgeta:

N
JPHz) = —I (2cos Q9cos(pd —zsin.9)d9, p ENO,q EN, (3.11)
no

koja se, oCigledno, za g —0 svodi na Besselov integral (1.6). Najpre ¢emo
Bourgetovu funkciju napisati u pogodnijem obliku. Naime, u formuli
(3.11) posmatracemo odvojeno svaki od cetiri slucaja koji nastaju za
parno ili neparno p i g Koristeci formulu za kosinus razlike uglova, neki
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od tako dobijenih integrala ¢e se anulirati, tako da se Bourgetova funkcija
(3.11) moze izraziti kao

JpAz) —~ T (2cos 9)df (p9)f(zsin9) d9, (3.12)
0
gdeje/ = |“s} 5= p+t+g—2m+ 5 me N.

H.M. Srivastava u radu [44] definisao je funkciju, analognu Bourge-
tovoj :

Ipoz) = —y (2cos 9)qgsin(jg—=zsin9)d9, pe NO,qG N.
To

I ova funkcija moze se transformisati kao i Bourgetova, pa je
(--pi+i } _
IPAZ) = ——--- — J (2c0s9)df(p9)f(zsin9) dO (3.13)
0

gde / oznacava kofunkciju funkcije /. Integralne reprezentacije (3.12)
i (3.13) imaju slican oblik, pa se mogu predstaviti jednom zajedni¢kom
formulom

o
Ppa(z) = ~ J {2cos 9)dgf(p9)h(z sin9) d9, (3-14)
0
gde je / = {*§ ~ tg=2m+6 = {¢*} h={E}r =

Sumiracemo red (3.1) u kome tpv predstavlja ightg tj. Bourgetovu,
JRg, ili njoj analognu funkciju 1R naime

nvig = " (9)n Vp,o((awy - b)x) 3.15
I N o

Zamenom reprezentacije (3.14), a zatim promenom redosleda sumiranja
i integracije, red (3.15) postaje

r2q 0 7"—1h ((an—b) x sin¥) de
Cpa_ c0s99f(p9) .
s > «=1 an- _bY
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Podintegralna funkcija sadrzi trigonometrijski red, ¢ija suma je odredena
formulom (2.5) za zsin# umesto X, pa je

r2q r C7r(xsin0)*—*
sYpq= —; J/ cos? Of(pQ) 2T (a)A(f)

N~ (-DIF(a-2i-d)., . 2
4—62:%—— /(Ei'+’c1)\_ ————— —(x5|n6yIdVV

gde je uveden novi parametar d koji zavisi od izbora funkcije h u formuli

(2.5), tj. h= @= {,}- Tako se dobija da je
SUpPg= - + 7 / cosqOf(p6) sin“- 19d0
r(o)ft(¥) I

! Tin (DR A df(poysm2t+dede.
T £ 2i + d)!

Potrebni integrali mogu se izraCunati pomocéu formule

+1+2j+5 2vn—2j +1\
/ c0s90/(p0) sin“ddd = X X* 1)J 5 5 , 5 Y

gdeje/ = {™s} 5= {?},P + 9= 2m+ ¢ AT= f zap parno, aM = 2=1
za p neparno. Na taj nacin se dobija konacna formula

w,, CT2»-1 “-1ji. , ja+2j+S 2m-2j+I'\
"t r@A() v )
T2gn (-iyF(a-2i-d)x2i+d™ p”™ ( 2i+2j+2d+l 2m-2j+I1»
+
izo (2» + d)! * JIPiIB\ 2 ' 2 )’
(3.16)
gde je uvedena oznaka Pj = (—1)J(34”)- Osim togaje / = {“*} 5=
{(hp+r9=2m+ = {£»} h={L} r = {(Ji+1}; h= {e'} d=
M = | zapparno, aM —” za p neparno.
Formula (3.16) dobija zatvoren oblik u slucaju daje argument funkcije

F paran broj (neparan za F = 0), Sto znaCi da je a prirodan broj. Kao i
kod prethodno izvedenih generalnih formula, suma tada postaje konatna
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jer se funkcije £, Vi A anuliraju za parne negativne vrednosti argumenta,
a funkcija (3 za neparne.

Ako se u formuli (3.16) izabere da je 9= JRgi da je q = 0, dobija
se formula (3.6) za = J,, kao Sto se i moglo oCekivati, jer se zaq= 0
Bourgetova funkcija svodi na Besselovu funkciju.

Napomenimo da su sume iz ovog odeljka novi rezultati i da se prvi
put pojavljuju u ovoj disertaciji.

3.3 Sumiranje reda sa proizvodom
Besselovih funkcija

funkcija, potrebna je sledeca integralna reprezentacija proizvoda dve Bes-
selove funkcije (videti [60]), koju je izveo L. Gegenbauer, [14]

Tt/ 2

2
In(2)Iv(z) = - | H+U(2zcosO)cos(fj, —u)9dd, n+ v > . (3.17)

0]

Ovu integralnu reprezentaciju treba zameniti u redu (3.2) Cija suma se
traZi. Slicno kao kod sumiranja reda (3.1), i ovde se moZe pokazati da je,
zbog uniformne konvergencije odgovarajuceg reda, dozvoljena promena
redosleda sumiranja i integracije. Na taj nacin se dobija

/2

5. (s)n 1In+V(2 (an —b)x cos 9) 4o
11- 1/«

cos(ji —v)6 N2
@i ) @ by

71=1

, a>0.

(3.18)
Red u podintegralnoj funkciji je red tipa (3.1) u kome je tp= J, pa se
zaa > fj, + u> —" suma odreduje formulom (3.7) za 2x cos 9 umesto X
i N+ v umesto v. Tako se dobija

cir(2x cos 9)5‘_l
2ap (2=xrY+ijr S (N=f1,

f—1)iF (a—fj,—u—21)(2x cos 9)"+"+2i
+§) 24" +AIN\r (fj,+u+i+i) d

V)g
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a nakon sredivanja,

a I w/2
—_ CX

sy = 7 /cosO™ 19cos(p—v)9d6

t/2
2" (-1)iF (o-//-t/-2i)" +il+2i i )

) . J cosM#'+219 cos {jj,—u)9d6.
T i TUJ+ U+i+ 1)

0]

Dobijeni integrali izraunavaju se po formuli

r/2 -
é cosMK cos uxdx — m o r((l+i) )
2Zr(izi +i)r (N + i)’

i traZzena generalna formula za sumiranje reda (3.2) Ciji opSti ¢lan sadrZi
proizvod dve Besselove funkcije, glasi

. a+|(_:|-‘lr|\'l(+al)r(liw—a+1 P(!)a—l
I

2r( atli—v+ _-VHARI
2 n
© (LI)T(2i+/+ A+ 1)F (a-17-il-22) (f) 2+
+(I;E=o NV{iNg-\Nu-\X\V) r(i+/i+i)r(i+in+i)

(3.19)
gdeje a,p,vGR, a>0,a>/p+v>-—-)/2.
S druge strane, akoje p+v G iVO, suma reda u podintegralnoj funkciji
u relaciji (3.18) odreduje se formulom (3.10) u kojoj treba izabrati daje
(p= J. Analognim postupkom dolazi se do konacne formule

C7T(-D r(a)(l)-1

a+n+u+l a+fi—v+1)p" Q~-M+~+1 )P~ ot—f3—v+I|*j ~rra’j

" (3.20)
~ (-1) (2iH+INF (a- p- v-2%)(f )2+

i=o r(i+M+i)r(i+i/+i)

gdejea,p,vGR,a>0. Osimtogajep+tu=j2x143/ ={*} = {J>
k G A\, F i c dati su u Tabeli I, u kojoj treba uzeti 2x umesto x. Kao i
pre, treba raditi sa grani¢nim ili glavnim vrednostima gama funkcija kad
jea —p—v =2k+ 1l u 319 ikadjep+ u—a = 2A+ 1 u (3.20),
k G Ng Primetimo da je vazenje formule (3.19) ograni¢eno uslovom
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a > H+ v > —1/2, koji je posledica odgovarajuceg uslova za formulu
(3.6). Da bi se izbegao ovaj uslov, izvedena je formula (3.20), ali samo
zan+ uG Nag

Generalne formule (3.19) i (3.20) dobijaju zatvoreni oblik ako je zbir
parametara a —n —v +1 + 5 paran broj, gdeje 5—1akoje F = /3 a
¢, = 0akoje F = C V. A Ovi rezultati prvi put su objavljeni u radu [48].

Za odredeni izbor parametara, formule (3.19) i (3.20) dovode do poz-
natih rezultata iz literature. Na primer, za paran zbir a —ji—u i za
s = l,ba = 16 = 0, dobija se formula (13) iz rada M.L. Glassera,
[16]. U radu [54], D.B. ToSi¢ je sumirao red (3.2) u slutaju kad je
s=1a—1,b—0.

P.J. De Doelder u radu [10] daje dva rezultata koji se odnose na sumi-
ranje reda (3.2), i koji se mogu dobiti iz formule (3.20) pogodnim izborom
parametara. Naime, u jednom slucaju je potrebno dafj,+ u ji—ui a
budu parni prirodni brojevi, a u drugom, da budu neparni. Pored toga,
jedan rezultat nije tatan (f, = l,u= 0,a = l,s = 1). Ova primedba
postoji i u radu [54], koji je i sam delimi¢no netacan.

I u knjizi [40] ima nekoliko suma koje se mogu dobiti kao specijalni
slucajevi formula (3.19) i (3.20). 1z prve slede formule 10 i 12, str.684.,
a iz druge formule 2 i 4, str.683.

3.4 Sumiranje opStijeg reda sa jednom
specijalnom funkcijom

Sumirac¢emo sada redove opStijeg tipa (3.3), gde ipv oznatava Besselovu,
Ju{x), ili Struveovu, funkciju prve vrste i reda u Metod za
sumiranje ovog reda, Cija suma je prvi put izvedena u [50], slican je
metodu kojim je sumiran red (3.1). Naime, posmatrajmo red (3.3) za
a = 2m —fj, m G NO. Koris¢enjem integralne reprezentacije (3.4), pa
zatim promenom redosleda sumiranja i integracije, dobija se

7rl2

. . 2(“’ sm2V (s)n 1f(_(a_n—b)xcosg)
- Z“—!LL) n(O r (||+ !) an- 'J)m_v((an—b)Z—lLQ)
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gde se red u podintegralnoj funkciji sumira pomoéu formule (2.16) za

H+ v =1 —d iza xcos9 umesto x, tako da je
/2
n
SL-,*=Sh /sin2» (i4-—m-mmmmmm- f(ux cos 9 —ili)
uj- I:»-

crm +v (-1)i+l-»-u(xcos9)2A-"x - 1
2 fz{ uj-2i 2 i —i—v—I\

B le kEZO( 1)fq-a'!-|(ﬂk!\_53“\ y *&(*C0S0)2k+s d9

gde su, u cilju preglednosti, uvedene oznake

P _ meutrfe)(s+lh) . Sirsmb\Y)
- Za ’ 4cos(ly)
260y I-n-u)(1-b
iia— (1) s(I-n-u)(1-b)

oj2m+2r (J) N M )

Transformacijom izraza f(u>x cos 9 —fzi) pomocu formule za sinus ili ko-
sinus razlike dva ugla, dobijaju se integrali

J sin2' 9 f(ux cos 9) d9,
0

koji se prema integralnoj reprezentaciji (3.4) Besselove ili Struveove funk-
cije, mogu izraziti preko funkcija J/(U>) i Hu{ux). Na taj nacin sledi da

je
w2 _
/ sinzvad9 172 (-Ds/(t2D)N(wi)+/(ni)H ,(w])
0O
ol v Vj.2i—A~v—1 7 _ _
L. o sin2' 9 cos2i~fi~1~1 9d9
2 u~2iGi—fi—u—x / 3
= M{_I)kF{zi_Zk_’\_Ll_S) e

in2' 9 cosz2k+5 9d9
o i u~2'(2k + 5\ f§
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odakle se, koriste¢i formulu (3.5) za izratunavanje integrala, izvodi ko-
nacni rezultat, odnosno opSta formula za sumiranje reda (3.3):

U
o , fia F T Jd2ix2in~Vl
Wou2m2 ey g ei-p-v--DIr(;+ 1
m M DkF(2i-2k-p~u-5)r (fc+ (+1) uzixzkss
iél£k:0 Ck+ DIT(v+h+l+ )

U X-\)sf{Sh)JIv{ux) + f(n 1)Hv(ux)
(3.21)

gde se za fij, fI2,  koriste prethodno uvedene oznake i gde je Re u > —],
*={£}M “}7=fe}'5="U}
a ostali parametri dati su u Tabeli 111, u kojoj je d= 1—p —u

U knjizi [40] postoji samo jedan partikularni slu¢aj formule (3.21), a
to je formula 24, str.679:

(zi>'
Jv(kx)
kv{k: —p2)
X m J()ictgpr 1+HI/ T
X
2y+Hlp2Y (v+1)  2put (b (cosecp7rj ()

koja vazi za {°0<*<32}; Re”™ > —]. Primetimo da je ovo red S™p za
a= 1,b—0,s = £1 u naSim oznakama, i da nema slucajeva kod kojih
jem ~ 0. U radu [20] E.R. Hansen je izveo sumu S(nmM\MJ) za a =
1,b=0,s= —1, m~ 0, au radu [25], L. Lorch i P. Szego su dali Cetiri
partikularna sluéaja,S"mtl/w i Sfm Hyad) za a= 1, b= 0,s= +t1, mz 0.
U knjizi [19] postoji joS jedna formula, (59.2.7), za sumiranje ovog reda
sa Struveovom funkcijom, naime suma S™.lw,zaa= 1,6 = 0,s = —I1,
koja se dobija iz prethodne za m = 1.

U cilju prevazilazenja ogranicenja p + u= 0 ili 1, izveS¢emo formulu
za sumiranje reda (3.3) sa Angerovim/Weberovim funkcijama, i to za
p,ve No (a=2m—p, u= 2p—r, p e NO, m G NO). Polazeéi ovog
puta od integralne reprezentacije (3.9) za Angerove/Weberove funkcije,
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isti postupak dovodi do formule

2i—t—
. or "\t —t+p—T
Qf* . )" or mH]) (M
mem+2(2p—1) o2 , K Ci
2ot
m M (-hk+p-rF (2i - 2k - t-6) (f)
=110 Eik
ggm +1— CHY (DI Dr(v2) + /(M HE D_r(ax)
(3.22)
gde oznake Qi i fZ2 imaju isto znacenje kao u formuli (3.21) i gde je

Apor- {£55}1 = fe} *= {}= Kadjet= ft"}, tadaje r = {J}.

Ako je / = 1" *}, tada je / = {**}. Svi ostali relevantni parametri
nalaze se u Tabeli Ill, aM =t- |+ (I-i)(l-i). Takode, uvedene su
oznake
t+r—1 t—r—1
Ci = cu-2ir (t+p-"" 2 r(™i-p

5—r\ . f . 5+r
Ejfc —tu T ~fc+p+l r fcpt-

Partikularni slucajevi formule (3.22) mogu se naci u [40], ali samo za
m —O0 i o= J. Na primer, formula 22 u [40], str. 679.:

E 70— 2Jh+i(*a) = - - [H+i(px) + ctgpFIn+i(px)], 0< x < 2.
tik P 2

Za m /0 u literaturi nema odgovarajucih rezultata.

3.5 Sumiranje pomocu Poissonove formule

Na potpuno drugaciji na¢in mogu se sumirati redovi (3.1) i (3.2), za slucaj

kadjea= 1,6=0,s = 1i = J. Ovaj metod bazira se na formuli

Poissona i na Fourierovoj transformaciji pogodno odabrane funkcije.
Poissonova formula ([8], [33], [43]) je:
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Fc(u) je Fourierova transformacija funkcije f(x), t..

Fe{fp).u) = Fajij= 2 (3.24)

Zal(x) = I X, largx] < mje

2 7 3, )
TcU (x),w)=J-f cos ujxdx.
XV

Zamenom ove funkcije u formuli (3.23), dobija se:

m( 1 Mo ™ ) N 20/1 [0,0)) LA [IAX
E NO)+E W  J=VV (2/ — * +y a— .

(3.25)
. 2t .
Iz formule (3.23) je i3—; , pa (3.25) postaje:

Ix(na) _ 2 /1 rINXX

cosn -i/(0).
E « 12/ fil n « )i ( ,)
(3.26)
Na osnovu [18], str. 698. je:
m dx_2-*r (“H i _
7 Sy - I‘((Jil‘t£)’ RejU+ I>Rez/>—. (3.27)
1z [40], str. 192. je:
* Ju(x) 2nkx , 1 a (u-jz+Iw
/ COS === dX = - iki yn7Ry €OS =rommmm = -
(3.28)
T(fM-u+l) (fi-u+l iL-v+2 (a)2

za a < 2mr, -Re”i < Re (1 —i/) < Iz [18], str. 965. je:

) x A % (—) &K

f(z) = on A= 2%efd r(At + iE+ 1)



66 REDOVI SA BESSELOVIM | DRUGIM SPECIJALNIM FUNKCIJAMA

paje /(0)=0 za /i>v, a/(0)= za [i=u tij
+ 1)
m = 2T (Ji + 1)’\11| (3.29)
: _ 1, Ji=v
gdeje SpV= o' sy,
Zamenjujuci (3.27),(3.28) i (3.29) u (3.26), konacno se dobija :
Jp(na) _ 2" ). vy (3.30)
N |+H'|'\/\j . . '
oo F(rEE X 22))2
r(“=p +*)r ('~ +*X7”) i(zk+v-v+i)
XEs K\T{fi+I+k) 2n41r (fi+1)

za 0< a< 2ir,Re[i> Reu>

Ovom formulom (3.30) sumira se red (3.1) zaa= 1, b= 0,s = li
P= J, dakle jedan od redova koji se sumiraju formulom (3.6). Medutim,
formula (3.6) vazi za u > /i, dok formula (3.30) vazi za ji > v, pa ne
mogu da se uporede. Ali ako posmatramo slucajeve za koje formula
(3.30) dobija zatvoren oblik, videéemo da oni ne nastaju kao posledica
anuliranja £ funkcije (jer njen argument u ovoj formuli ne moZze biti paran
negativan broj), ve¢ zbog funkcije T ((i/—fi)/2) u imeniocu drugog sabirka
u formuli(3.30). Naime, za v —ji = —2n,n £ NO, ova funkcija ima pol,
pa je taj drugi sabirak (koji sadrzi beskona¢nu sumu) jednak nuli. Tako
formula (3.30) ima zatvoren oblik za /j —v —2n, n £ NO, i u tom slucaju
se poklapa sa formulom (3.10) za isti izbor parametara.
Posmatrajmo sada formulu 9 u [40], str.678:

f* Jv{kx) = r(n + f) /X
hi ke (@+Dru- n+1) \2
gdeje n = 1,2,3,..., Rei/ > 2n— 0 < x < 2n. Moze se pokazati da

naSa formula (3.30) vazi pri ovim uslovima i da se pomocéu nje dobija ovaj
isti rezultat. Formula 8, str.678 iz iste knjige takode predstavlja primer
partikularnog slucaja koji se moze dobiti iz naSe formule (3.30).
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Naveséemo joS jedan primer primene Poissonove formule (3.23). Neka

= T/i(x)*7f(x)
f(X) - X7

Za ovu funkciju, Fourierova transformacija (3.24) je:

je

* /2 7 Ji¢x)Iv{X) 005 Uxdx
>Hi1J X7 '

Poissonova formula (3.23) sada postaje:
~ Jjma)vina) 1

n=i (na)7 21 W
1z Fmxymx) e
X7 d x+r']=EI\J - X741® cos (N(3x)dx

2w
Kako je 3= = mnoZenjem prethodne jednakosti sa a7, sledi da je:

11ti n
dNCN)*7H(X) IMX)J,,(X) 2ufx .
d 2 I * -
care | g axrz DU 2% i)
n=Iln
(3.31)
Iz [40], str. 211. je:
=0 HWWH/—~
JIn{x)Iv{x r(7)r
/ COMP) o, N (Nr (7 _ . (3.32)
X7 p NM+/i-i/+ 7N p NMEM+AU+TNp NM-jHE/+ TN

za Re(1—7)< 1, Re(1 —7+ p,-fu > 0. Naosnovu [40], str. 226. je:

* IKx)Iv{x) cos dx = i2>) o r(|'7 '|7,_]+U) cos &*+?+U)n
X7 ~~ 27 r(li+i)r(il+i)
X4F3 Nk N RN L+ N A+ Z2, 1+ T+ ME ),
(3.33)

zaa>0Re(l—7)< 1, Re(1—7+ jj+ u) > 0. Iz [31], str. 124. je:

I{)Iy{x) x~~7Tg, (—)rr (/i+zj+2n+1) ~2n

a s A(HH)ZHH)(HZ+HH)
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odakle sledi daje /(0) = 0 za jjrv>7 i/(0) = L .
2 r (/i + Dr(z™M+ 1)

za =7, tj
! 3.34
1(0) = 22r(Ix + i)r(i/ + 1) (3.34)
Kona€no, zamenjujuéi (3.32), (3.33) i (3.34) u (3.31), dobija se formula
za sumiranje reda (3.2) zaa = 1,6 = 0, s = I

g Jn(na)dv(na) _ anr2T'-22-2-~r(I+ M + v -7)r(l+"+iy)

71=1 nr Gi (22
o G3C(2fc+1—7 +~t+il)

X £
O(q) r(™+i+/™+ir(fc+i+t)r(fc+1+/MkKI
a- X(N)r a'
+-
E g7 M+ +ir(N+i)r(N+i) M7
(3.35)
gde je 0 < a < n, Re(7) > 0,ReyU+ v —7) > —i gde su u cilju
preglednosti uvedene oznake

Gi=r (2+1i+v-"\ (2+n+v—y 7-1i-v
\Y
gz=r (I+i+7~zl)r (1ziizF)r (HX£+0"\,
v 2
+ g v— i
G3=T A 2+ v ; fC4I+M+|—7 1+/2z+V r 2+//+1
G4 r *"+M-~+72p M+M+v+7Nr M- U+E+T7TA

MoZe se pokazati da je formula (3.35) zatvorenog oblika u sluajevima
kad je 7 —ji —u — —2n,n E NO, jer za ove vrednosti T funkcija u
izrazu Gi ima pol, pa se prvi sabirak u formuli (3.35) anulira. Dakle, za
f,+ u—7 = 2n, n E NO, formula (3.35) poklapa se sa formulom (3.20) za
sumiranje reda (3.2) sa istim izborom parametara a= 1, b= 0, s= 1

Primeri iz literature koji se mogu uporediti sa formulom (3.35) nalaze
se u knjizi [40]; to su sume 1,2,3,9, str.683. Medutim, generalne formule iz
ovog odeljka predstavljaju nove rezultate, izvedene prvi put u disertaciji.
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3.6 Sumiranje redova sa drugim
specijalnim funkcijama

Ovaj odeljak odnosi se na sumiranje redova sa drugim specijalnim funkci-
jama, kao Sto su sferne Besselove funkcije, modifikovane Besselove i njoj
srodne funkcije. lzvodenje odgovarajucih sumacionih formula ne zasni-
va se, kao u odeljcima 3.1-3.4, na sumiranju redova sa trigonometrij-
skim funkcijama, nego na sumacionoj formuli (3.6) za red sa Besselovom
funkcijom. Sve izvedene formule izrazene su pomocu Riemannove zeta
funkcije i srodnih funkcija i predstavljaju konatne sume.

3.6.1 Red sa Neumannovom funkcijom

Na primer, posmatrajmo formulu (35 u [40], str. 179)

gde je Yv Besselova funkcija druge vrste, poznata i kao Neumannova
funkcija. Mnozenjem obe strane sa I/na, a zatim sumiranjem, dobija se

Formula (3.6) koristi se za odredivanje sume na levoj strani, pri ¢emu je
a—v=2m, m£ N, (fv= Jv, odakle sledi daje / = cos,5= 0. U ovom
slucaju je a= 1,b= 0,s — 1 pa zato mora biti c = 1,F — G U daljem
izvodenju potreban je integral

r x> _ ftlyP+ltghf
J X2 —Yy2 2y2

da bi se konacno dobila nova suma
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3.6.2 Red sa MacDonaldovom funkcijom

Kao drugi primer posmatracemo formulu (28 u [40], str.179)

7° i-+ | n'otetel, ,

Jo Ut =xenp)

NnE£N,Rez> 0, —1l< Rev < 2Re p—\, gde Kv{z) oznatava modifikova-
nu Besselovu funkciju druge vrste, poznatu i kao MacDonaldova funkcija.
Ponavljanjem procedure iz prethodnog primera, sledi da je

r xv+ 1 2~ Junx)
J {x2+ 2)P]JL ~ ¢ d* 2p-1T{p) ¢ i na-p+l

Pomocu integrala

+00

xXp + + p)
é (x2+ z2)p 2™r(p)

dobija se slede¢a sumaciona formula

K,,-p+i(nz) (-D) T\2em+2"+1T (p-m-u-~)

75 n2m+il-p+1 22m+u-p+2zv+p+1lr (m + 1)
™ (-D)I((2m-2i)\zr+2+2r(p-iy-i-1)
\ A 2M\~2i—pp+2zv+p+lp

3.6.3 Red sa modifikovanim Besselovim funkcijama
prve i druge vrste

Podimo sada od formule (30, [40], str. 179)

+00

(2nYr(~+1) fnz\ fnz\
JlI/(nx)dx
(X2 + Z2Y +2 z2-T(2u+l) u{2) "'v2)’

N GN, Rez > 0, Reu > —], gde su lu(z) i Ku(z) modifikovane Besselove
funkcije prve i druge vrste, redom. Kao u prethodnom primeru, vaZi

2vT (v+I
[ _____________ fA~N 1 d x 4 (V )
i {x2+ z2zy+\tx zN T v+1) na~u
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a pomodu integrala iz prethodnog primera, sledi da je

~NNA tem—i){zi—)\\z2i~I
n2m v N 2342 —

gde je (a)n simbol Pochhammera.

3.6.4 Red sa sfernom Besselovom funkcijom

Posmatrajmo sfernu Besselovu funkciju prve vrste, jk(z), koja se moZe

izraziti pomocu Besselove funkcije prve vrste Ciji je red polovina neparnog
celog broja, naime:

M z) = keNO.

AKo u redu (3.1) stavimo ovu funkciju umesto funkcije 49 dobi¢emo
red sa sfernom Besselovom funkcijom prve vrste. Medutim, na osnovu
prethodne relacije ovaj red postaje red sa Besselovom funkcijom prve
vrste. Zato se koristi odgovarajuci slucaj generalne formule (3.6), u stvari
formula (3.7) za v = k+ \, kG No i kona€no se dobija

(s)"_1ife(@an —b)x) _ c “tl)xa 1 A (—)IF(@a—k—2i) xk+21
(an-b)a 20:1r (M p + 1) @2NEA; + 2i +1)11

gde je a Giz, a > k. Primetimo da je ova formula generalnog tipa, jer
se odnosi na sve redove, dobijene izborom parametara a, bi s. Na osnovu
Tabele | odreduju se, kao i ranije, odgovarajuce vrednosti za ci F. Za
a —k parno (neparno, u slu€aju da je F = /?), formula dobija zatvoren
oblik.
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Redovi sa proizvodom
Besselove ili Struveove
I trigonometrijske funkcije

Cilj ovog poglavja je odredivanje formula u zatvorenom obliku za redove
sa proizvodom Besselove/Struveove i trigonometrijske funkcije

avd _ v2 (s)n_ - b)x)f((an - b)y) AN
S ~h ’ (41)
gde je a G ii, a = &= {°], 5= 1ili —1, / = sin ili cos, a ipu

predstavlja Besselovu ili Struveovu funkciju prve vrste i reda v.
Zatim ce biti sumirani redovi sa proizvodom jedne trigonometrijske i
dve Besselove funkcije

S».Il=f (s)"-1 - B*>/((an _ % ). 4,2)
" AL (an-b)Q v
Na kraju, odredi¢emo i sumu reda opstijeg karaktera od reda (4.1)
nv,f = V2 (s)n~lyt/((an - b)x)f{{an - b)y)
(an —b)a((an —by2 —u?2) ' 1
gdejeu 6 R, ™ an —h
Ove redove izrazicemo kao redove sa Riemannovom zeta funkcijom

i sa ostalim srodnim funkcijama. U odredenim slu€ajevima sumacione
formule se svode na zatvoren oblik.

72
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Sumacione formule izlozene u ovom poglavlju su ili novi rezultati, ili
su izvedene u naSim ranijim radovima [49] i [56]. Naime, odeljak 4.1
sadrzi novu sumacionu formulu (4.5), koja se za slucaj Besselove funkcije
svodi na formulu iz rada [49]. Zatim, nova je i sumaciona formula iz
odeljka 4.3, jer kao specijalni slu€aj sadrzi odgovarajuéu formulu iz rada
[56].

4.1 Red sa proizvodom Besselove ili
Struveove 1 trigonometrijske funkcije

U cilju odredivanja sume reda (4.1)-koristi se integralna reprezentacija
(3.4) Besselove/Struveove funkcije, ali ovog puta sa funkcijom g umesto
funkcije /, naime

P2 J sm2v9 g(zcosO) d9, (4.4)
ro)r (m+1) o

gde je Rei' > ipv = {¢([J g= |"*]. Zamenom (4.4) u (4.1) a zatim
promenom redosleda integracije i sumiranja, u podintegralnoj funkciji se
dobija red sa proizvodom trigonometrijskih funkcija

avj _ 2(s) [m2vpy'(s)nlg((an-b)xcoss)f((an-b)y)jn
* ~r(]jr(v+i) / B

gde je a—u > 0, za Ciju sumu se koristi odgovarajuca sumaciona formula
(2.27) sa promenljivom :rcosO umesto x i za a —u umesto a. Tako se
dobija

G» | \ 4T (a—u)
y'y' (=-"yF(a—u~2i—d—s)(xcoss)2!+5y2t~2' +d\
U h @i - 2J+d)\(2j+S)\ J
gde je zbog preglednosti uvedena oznaka G,, = 2"“]’ T Osim

toga, zbog uslova za sumacionu formulu (2.27) vaZi daje a > u> —A



74 REDOVI SA PROIZVODOM BESSELOVE | TRIGONOM. FUNKCIJE

/ = {2 } d= {3} 1lnezavisno od toga, g= {“s} 5- {J}.
cos,/ =g

Nak
sin, T~ g akon

Funkcija h zavisi od funkcija / i g, naime: h =

sredivanja, dobija se

o (-\rcK y . a-u-

Gu\2T(a-u) h(a® ) froV 2J+S
,AN(-1)'F (a-v-2i-d-5)xi+iy2'-2i+dT \
h h (2i-2j+d)t(2j+6)\ Nro-

j+ 8 a-u-\~2j-5 ¢
~a Ny I'\s

gde je integral

lus = J sin2'€cost+sedd: "Bfrt1l, 2Jp +1)
0 . .

izraCunat po formuli (3.5). Na kraju se dobija trazena sumaciona formula

Si's = ip @R P -V-INT (3 + 7o) pwu2itsya v- - I s
A+ / r(i+i/++])
~ " (-DHV N+ VvV A+dN (a-F -2z-d-i)r (] + i)

Fogin  PNIF(H/H HH(20-2+d)(2i45)!

(4.5)
koja vaZzi z&a > v > — f = d = jjj i nezavisno od toga, za
ipv = } g= 5= |]°]. Funkcija h odreduje se na slede¢i natin:

cos, f = . . . .
. Ostali parametri dati su u Tabeli IV.
( sin, TN g

Formula (4.5) za sumiranje reda (4.1) za nenegativne celobrojne vred-
nosti parametara a i u, za koje se funkcija F anulira, dobija zatvoren
oblik. U Tablici VI prikazane su sume ovakvih redova sa Besselovom
funkcijom, a u Tablici VII, sa Struveovom funkcijom.

Neki rezultati u prethodnim poglavljima mogu se izvesti iz gene-
ralne formule (4.5) pogodnim izborom promenljivih X, y i parametara
a, bs, /i, u

Na primer, za —J v —0ix = 0 formula (4.5) svodi se na
formulu (2.5) za sumiranje redova sa trigonometrijskim funkcijama (jer
je poznato daje JO(0) = 1, videti [1], str.390). Dalje, akoje u= %], tada
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je Jtin — f = {“ } istoga se formula (4.5) svodi na formulu
(2.27) za sumiranje redova sa proizvodom dve trigonometrijske funkcije.
To ujedno znati da formula (4.5) vazi ¢ak i kad je u= — Konacno, ako
izaberemo y tako daje F((an —by)\ = 1, formula (4.5) postaje formula
(3.6) za sumiranje redova sa Besselovim/Struveovim funkcijama.

Generalna formula (4.5) predstavlja novi rezultat, koji obuhvata i
sadrzi neke rezultate iz literature.

Naime, suma reda (4.1) data je samo za ¥ = J, a—v = 0,1,2
ia= 1b— 0 dok naSa formula (4.5) vazi za a > u > —1/2, pri
¢emu se sume u zatvorenom obliku dobijaju za a —v e NO. Na primer,
razmotrimo formulu (74.1.19) u [19], za a —u —2

E cosnx = 3r(J+2)2~I-3xl'fix2 + (U+ ~ 127rx + 47r2)i’

gde je 0 < x < ¥, Re”™ > —3/2. Isti rezultat dobija se pomoc¢u formule
(45) zay = x, Reu > —1/2. Slitno se moZe pokazati i za formule
(74.1.20), (74.1.21) i (74.1.22) iz iste knjige.

Sledeci primer je suma 1114.D.12 u [28] za a —Vv = 0 (ista kao suma
(74.1.18) u [19])

1 i
i 0<X<y<Tl
nv I‘(Ai)(f) O<y<X<7T.

Za 0 < X <y < T, Sto je tacno Cetvrtina oblasti Ki, formula (4.5) daje
isti rezultat, iako ne bi trebalo da vaZi za a = u.

Za slucaj Struveove funkcije pomenuéemo dva rezultata iz [19], koji
se takode mogu dobiti iz generalne formule (4.5) za odgovarajuci izbor
parametara. To su formule (74.7.2):

o O<x<y

{_J-es smnu = Inie-y2y 2
71=1 ~ I‘(y+|)(&)" o y<x<rtt

i formula (74.7.1).

Jos viSe, pomocu generalne formule (4.5) mogu se izvesti i sume redova
kojih nema u literaturi. Ako razmatramo samo konafne sume, nema
suma za redove kod kojih jea-i/>3, a-v G NO, a formula (4.5)
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obuhvata i te slu€ajeve. Na primer, za izbor parametara a —v = 3, p=

Jf =sina—2,b=1,s = 1, iz formule (4.5) se dobija
Iv{[2n - D)x) . Y u * Va2
sin(2n —1 — ’
E (2n- iy+r SN » ve*T{y+\)x V Z+HZ/+ 2)X

za u> —i, gde je oblast K3.
Ako, na primer, izaberemo daje a—u= 4, (p= J,/ = cos,a= 1,b=
0,s = —1, (4.5) postaje

74 —30y2/2 + 15y4
E Rrea——cosnZ . 45 w7/ +1) ©

32U+ %" vz + 3

za i/ > —]. Oblast konvergencije je sada K2.

Sledeéi primer predstavlja jednu sumu sa konkretnim parametrima:
a=5v=2@p=H,/ =sina= 2,b= 1s = —1, za koje formula (4.5)
glasi:

(—)n~1H 2((2n - 1)x)

1 3
E en- 15 T sm(2n - y= —z3,

a oblast u kojoj vazi je A4. Primetimo da je ovde a —u = 3, §to znali
da je i ovo novi rezultat.

Odredimo sada sumu reda (4.1) za Angerovu/Weberovu funkciju, i za
vrednosti parametara a = 2m —r,v —2k + 5, gde je m E N, k E NO, pri
¢emu r i 5mogu biti Oili 1. Ovde koristimo reprezentaciju ovih funkcija,
datu u prethodnom poglavlju:

Pk+s(x) = ~Ig{{2k + 5)6) h(xsin9)d9, g= j”~ j 5= jjj, k ENO,

(4.6)
gde je ipzk+s = {(2 } h={£} r = {(P+x} ig= {Z}- Zamenom
ovog izraza u formuli (4.1) i promenom redosleda integracije i sumiranja,
dobijamo opet red sa proizvodom dve trigonometrijske funkcije

(s)n 1h ((an—b) x sin9) f((an—b)y)
mo T0 E (an—b)*
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ali sada za a = 2m —r E IV. Zato koristimo formulu u zatvorenom
obliku (2.33) umesto formule (2.27), stavljajuci x sin 9 umesto x i funkciju
h umesto g. Naravno, uslovi vazenja formule (2.33) odnosiée se i na
sumacionu formulu koja se izvodi. Na taj nacin je

71-12

« E = T1 g({2k + 5)6) (—i(xsin9)Z+s f

20 @i+ 9\  HFH
(6- 1)sd(—)m-5(x sin 9)2m-s q
2(2m-<$)! ’
ili
T rm—=3-eb (] j*2,2i+5 /2
ELE i1 P T2m-2iir [ Sins00((2fc + <50)0
1=0
(6-1)sd (-1) T 52m 5 'rl2
2(2m -<f)! smzm-5 9g({2k + 5)9)d9

Tako dolazimo do integrala tipa ([12])

i s xf(i)dx —— f (VT r(in+ 1) g
0 2 V27 r (eti + 1)r («=£ + 1) cos

za Re/i > —1, i kona¢no do formule u zatvorenom obliku

M. (e (D122
2m-r—r b ci @+ k+ s\ =Kyfom 2 51
(b—1)sd(—) mk=s(x/2 )am-s"
2(m+ KI(m —k —e)1

4.7)

zam> k+ S alizam < k+ S suma je jednaka 0. Ovde je TZn 4 (_r
dato formulom (2.34) zay umesto AXm EN, KE No, f = {““} t= {¢},

i nezavisno od toga, g = {“ } 5= {¢}, i<fk+s = {(~} h={]}r =

{(_D)i+i}- Parametar r bira se na slede¢i nacin: r = j N~ ’r;
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v
{4 h = Ostali

parametri odreduju se iz Tabele 1V, osim parametra d koji se nalazi u
Tabeli I1l. U oblastima K\, K2, K3, K4 intervali za x i y su zatvoreni osim
zam —r = 1.

MoZe se pokazati da se formula (4.7) svodi na formulu (4.5) za slucaj
funkcije Angera, jer ona za v G No postaje Besselova funkcija.

Sume (74.1.16) i (74.1.17) u [19] predstavljaju partikularne slucajeve
nase formule (4.7), t.j. red 5/'saza v = 2k ired Si'ocszav = 2k + 1,
redom, samozaa = Ife=0,s=li0<x<y< #*ilizaO<a<y< *
Primetimo da kG Z za (74.1.16) i (74.1.17) u [19], dok k G Nqu formuli
4.7).

4.2 Red sa proizvodom trigonometrijske i
dve Besselove funkcije

Sumiranje redova sa proizvodom trigonometrijske i dve Besselove funkcije
(4.2) zahteva integralnu reprezentaciju (3.17)

7ri2

_ﬁ' / JM"‘,,(ZZCOS 9)cos(/j,—u)9d9, y +u> —1 (48)

Stoga, kao Sto je i ranije uradeno, treba zameniti ovu reprezentaciju u
redu (4.2). Promenom redosleda sumiranja i integracije, dobija se red
tipa (4.1), naime:

e E CCOS(/i-I/)O £CO gs)n~IJII+I/{2 {an—b)xcos9)f{(an _b)y)—dd
7i n=I (an —b)c

gde je a > 0. Da bi se odredila suma ovog reda, potrebna je formula
(4.5) za = J™v, 2xcos 9 umesto X i+ uumesto v, uz uslov da je
a>n+v> -V

2- o " (xcos9)tvin+2jya- ti- v- 1- 2§
/(tt*“ U,A JroT(a—y,—v—2j)T(f],+u+j + Dj\
-DiF(a-n-v-2i-d)(xcos9Y +'+2jya- 2j+d

oo r(/j,+v+j+1)(2i - 2j+d)\j\

2 ] r
SEJf= —[ cos(fi—u)9
Ttj

do.
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Dalje je
XH+v+2jyCt-n-v-1-2j
F(22N G T (a-fx-u-2)) T(n+u+j+1)j P
2 (-1)iF (a-ii-v-2i-d)x»+"jy2i- 24d T
030 Flii+v+j+)(2i - 2+aiTN v

Wz
Integral JMW = J/b coSMH'+2J0 cos{/j—u)9 ds izracunava se po formuli

ir/2
r(M + i)

, Reli > —1 (4.9)
MLr (N +i)r (A + )

/ COSMX COS z/xcte =
i kona¢no se dobija
00 or—fi—/—2j -
/_ Cr V'iili n rm
2/NGT "9 tg T{a=/i=1.-2))1 >
: (-D)iF(a-Ai-i/-22-d) ()™ +2 2- F+iiT,

+72/Y70 ji(2*-2j+d)!

CJ3,
a

(4.10)
gde je (Ai/GR,a>/i+ "> -§,/ = {“*} ~= {J}- ZboS preglednosti,
uvedena je oznaka

r(/i+zZ+ 2 + 1)
T(i+v+j+ DTG+ 1ii+ DTG + u+ 1)

r. —

U Tabeli V mogu se naci ostali potrebni parametri.

Tabela V
ab scF (x>y)eKi
10 11 Cks —w2<x<tw2 2Xcy<2r--2[
10-10 v ke —t2 <x < W2 2\x—7l'<y<7r—2x|
2 1 121AKr—7t/4<x<7t/4 2X<y<7r—2X
2 1-10p ks 4 <x<Hs 2Ix-7T/2 <y <H2-2N

Slicno kao kod formule (4.5), neophodne su granicne ili glavne vred-
nosti gama funkcija kad je f(x) = sinx i a —fi —u —2m ili kad je
f(x) = cosxia—ijg—u—32m+ 1, m E NO.
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Neka su sada u redu sa proizvodom trigonometrijske i dve Besselove
funkcije t.j. u redu (4.2), i p+ v i a prirodni brojevi, tj. /j+ v —
2k + 55a = 2m —r, gde je K G Noom G N, a 5i r mogu biti O ili
1. Zamenjujuci reprezentaciju (4.8) u redu (4.2), i menjajuéi redosled
integracije i sumiranja, dobija se red tipa (4.1):

staT= 2 TcoS(p-v)ot <£>r.-N.Nj<L2(art- 6)~co3g)”»aTi- &)rfg,
irJ (an - &2m-r

Za sumiranje ovog reda sada moZemo iskoristiti formulu (4.7) (za ip —
3 = J) umesto formule (4.5), pa je

o ™2

_ "N v ) iHo(M cosh)2i+5n
= jcos(ﬁ—u)o

i+fc+5)!I(i-fc)! ~™-zj-s-r
sd(-1)m+k~5(x cos0)2m 51

+(5-1) do,
2(m+k)\(m—k—S\

i—k

gde je T(m 2i_5 r suma reda sa trigonometrijskom funkcijom, data for-
mulom (2.34). U sledeéem koraku se dobija

m——eb i1fg, 28 "N
'quJJ oo ) -|)|+8'I’ ) ) )
'2m—r T i/_ij (i+k+S)I(i_1!yT'm_2'_6_rJO ARA+S COs(p-u)d ds

Tt/ 2

(5—I)sd (_1)m +k—5j.2m—5
J cos2m~s cos(/u—u)9do.

T(m+k)\(m—k—5H)\
Koristeci integral (4.9) dobija se formula u zatvorenom obliku

KVIJ ., (- 1) i+fc(2™+M)1(F)2+
2nt'r h (i+k+5)\{i-k)\Gt
(b-I)sd(-1)mtk-sern-s)\(%2ms { J
2(m+fc)l(m—fc—J ) !IN

zam > k+ 6,alizam< k+ s, suma je jednaka 0. Pritom su uvedene
oznake

Gii=r(M"+2+D)r("t™+z+1),

G2=r(""+m +Dr(~"fx~+m +1).
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Osim togaje me N,k € NO,g,+v=2k+5,5= {{} g= i nezavisno
od toga, / = t= {¢}, dokje suma T™m 2i_s Tdata formulom (2.34).
Ostali parametri nalaze se u Tabeli V, osim parametra d koji je u Tabeli
I11. U slucajevima kad je F — uzima se da je r = 0.f=9
L1, f*9
1,f=9

alizaF = i{3jer = Oblasti konvergencije K5 K6,K 7, K% u

.O,f29

Tabeli V su zatvorene, osim za 2m —r — 1.
Sto se tice reda (4.2), sume (74.5.6) i (74.5.7) u [19] ili sume (5.7.28.1)
i (5.7.28.2) u [40]:

v J2q+p(jd) m fop\gsr X 1N-Yy 'y
7 - = (.1 A
il n smnv = ()%, 0R0 o T o
00
nx) JogpH (™ / X X
py RO zn— e coss 50 A PI- + dpso-
n=1

gdejep,qe NO, M+ il < ir—ffF—y+ 2n blF predstavljaju zat —x u
formuli (4.11), sumu s('J'smza g —p, U= 2q+ p, odnosno sumu j™'Jd5
zaf,=p,u=2q—p+ 1lsamozaa= 1,b= 0,s—1, redom. Primetimo
da ova oblast postaje Ks zat=x i 0< vy < 2ir.

Iz formule (4.11) dobijaju se mnogi rezultati u zatvorenom obliku,
kojih nema u literaturi. U stvari, mogu se sumirati svi redovi oblika (4.2),
kod kojih je ji+ u E Ng a G N, a izbor parametara i trigonometrijske
funkcije je u medusobnoj zavisnosti,kao Sto je objaSnjeno kod formule
(4.11). Na primer, jedan od tih novih rezultata je suma sledeceg reda:

“ (-Dn Wi((2n- Hx)Is({2n- D*) x3
> 1z

cos(2n —\)y = —.
A (2n-1) i( )>{/ 30

Takode, moze se odrediti i suma

Ji(nx)J_i{nx) T 2X2

Azl ZT*——aBNV= 5, 3A;

i jo§ mnoge druge.
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4.3 OpsStiji red sa proizvodom Besselove ili
Struveove
I trigonometrijske funkcije

Za odredivanje sume reda opStijeg tipa, (4.3), €iji ¢lanovi sadrze proizvod
Besselove/Struveove i trigonometrijske funkcije, koristi se reprezentacija
(4.4). Promenom redosleda sumiranja i integracije, prethodni red postaje

/2
p 00

[an p
TY / ¢ y* ~9nfndo,
r(Dr"+1) (an- b2 U
gde je gn = g((an - b)xcos6), fn — f((an - b)y). Sumirajuci red u

podintegralnoj funkciji pomocu formule (2.39), sa xcos 8 umesto X, i za
a—v=2m+p—1, dobija se

Sy = 2(| f sin2'# 0(%-2&

") r () o
sd(\-b) ™ ()i—2&(xcos#)®"
4u; mp cos —a 2 (Y)9(Ux cos9) + iL:—. Yem+2=2i(2i - 91
m i——d5  (-1y-dM (x CoS0)"+Sy2i-2k-6+p-2

+9E E Q2me2i+2(2k + <J)(2i - 2k - S+ p- 2)

= k=0
AlA A (-1) BiF(22-2fC-2)-3-t+p-1)(xcOSM) AN >4t
=1 =0 j—0 uZm-2i+2 2k + 6)1(2j +i)! ’

gde je, kao u formuli (2.14), uvedena oznaka: fu(y) = / (by—
U sledeem koraku je

J= 4 0O L SI(I-GA (DA x
> dijom2  W2Y0) ¥ 5= Anp0142.21(22-5)!
crr AM\¢-1—=6 (,L|¥J-d-d6 )§u2k+5¥2i'2k'6-+-9'2

(',O w2’ 214+2(2fc + 5)1(2i - 25- 6+p - 2\IN ' 2k+S>
A A ALY K+ FRI-2k—2 -8 -t p -H)x 2kisy2® t TN

T - uRr 33K + 5)\(2j + ! J(2il, 2fc+5)
/2
STrsing' 1— 1 9(—) /2

(BHF-+) |
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2 s\ /‘12

(1)

Y 1 1fu™» =h
ro)rkK Jd
a ovaj tip integrala izraCunava se po formuli (3.5). Integral u poslednjem
sabirku u prethodnoj formuli se, prema integralnoj reprezentaciji (4.4),

predstavlja pomodéu tp/(ux). Konacna formula glasi:

quf= (tr JOpH)Y'F sd{1-b)~(-iy-5a-sr(i+~)ua
T ovemsvrt 2>+ ) 2 B t-<Ir(i/+tH-8)
146>

1074 m i—l—dS N_-~Ny—d—d6 x 2k+5y2i—2fc—i5+Hp—

gde je oznaceno: A — sin“ 9 cos“ 8d9,

+tD &i €0 (k+6)\ei-2k-6+p-2)}r(iy+k+l+ io- 2
mi-i-ds M (-i)K+JF(2i-2k-2j-5-t+p-1) X 2ktsyAHT{k+ffi)

~0 ho {2k+5)\(2j+O\T{v+k+l + {)u~2
STsin6—= T

(4.12)
gdeje xc= Z4-2ra+ p—1 mEZN,»£ER, u”™ an—b Rep > —

V = {¢} 5 = {sin3} 5 = {!} inezavisno od toga, / = {~} i = {J},
M —i—k—1+ (—1)5(1 —p)d. Parametar p bira se na sledeci nain: p =
_ _ . . _ A

I\ 0./~ ¢? zaF = C77A dokseza F = Qummadajep— i 17
Svi ostali relevantni parametri navedeni su u Tabeli 1V, osim d, koji je u
Tabeli 1I.

Generalna formula (4.12) ukljucuje Cetiri partikularna slucaja nave-
dena u [40], str. 683:

1  (fesinfe&l , ircosecan \asina(ir—b)\ T. . 1 f0
£w ~ ooskbj Mkx)==x~  — { JIE)+2?[1]

gdeje O < b+ x< 2, 0 < b—x < 2it, i

N (1) fofe-* 2~v~IxXV  7rcosec an jcos a(X —t)

rn
kZZAiA-lg:"éZ_ cos kXJV{kX) ) 82' (/\'l'l) 2a"+1 cos ax )

gde je Rev > ;0<x< (32 1)].
Ove iste rezultate predstavljaju i formule (74.1.24-27) u knjizi [19].
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Redovi sa trigonometrijskim 1
drugim integralima

U ovom poglavlju razmatrace se najpre redovi sa trigonometrijskim inte-
gralima, koji se mogu posmatrati kao generalizacija Besselovih i drugih
srodnih specijalnih funkcija; zatim, redovi dobijeni iz prethodnih mnoZe-
njem opSteg ¢lana trigonometrijskom funkcijom.

Osim toga, bice sumirani i redovi sa integralima koji sadrze Besselove
ili Struveove funkcije, kao i redovi Ciji opSti ¢lan sadrzi proizvod ovih
integrala i trigonometrijske funkcije.

Za izvodenje ovih sumacionih formula koristice se u prvom slucaju
generalne formule iz drugog poglavlja, a za redove sa Besselovim ili Stru-
veovim integralima, rezultati iz treceg i Cetvrtog poglavlja. To znaci da
¢e trazene sume biti izrazene preko redova sa Riemannovom £ funkcijom
i ostalim srodnim funkcijama, i da ¢e zbog toga u odredenim slucajevima
biti u zatvorenom obliku.

U primerima ¢e biti prikazana primena izvedenih sumacionih formula
na sumiranje nekih redova sa specijalnim funkcijama.

Rezultati izloZeni u ovom poglavlju su delom prvi put izvedeni u ovoj
disertaciji (odeljci 5.2 i 5.4), a delom su bih objavljeni u naSim ranijim
radovima [52], [56] i [57] (odeljci 5.1 i 5.3).

84
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5.1 Sumiranje redova sa trigonometrijskim
integralima

Posmatrajmo trigonometrijske integrale, definisane sa (videti [52])

S(z) =jm ™ *Vvdy, (I

Birajuci ip(y) = (1 —y2Y~1%2, stavljaju¢i zatim y = cos6 i mnozeli
2(x/2)u

integrale (5.1) sa r (i/2)r(i/+ 1/2)’ dobijamo formulu (3-4)>koJa P o -
stavlja integralnu reprezantaciju Besselove odnosno Struveove funkcije.
Na taj nacin integrale (5.1) moZemo smatrati generalizacijom Besselovih
i Struveovih funkcija.

Ako umesto Besselove ili Struveove funkcije v redovi (3.1) i (3.3)
sadrze ove integrale, dobijaju se novi redovi

(s)n IT((an —b)x)

21 (an—ba 62
. _ (s)n_IT((an —b)x)
'du= pj i —b)a((an —b)2—u?2)’ (®-3)

gde T(x) oznatava S(x) ili C(x), au> ER, mY an—b a > 0, a parametri
s, a, b dati su u Tabeli III.

5.1.1 Red sa trigonometrijskim integralom

Odredivanje formula za sumiranje redova (5.2) i (5.3) zasniva se na
koris¢enju generalnih formula (2.5) i (2.16). Na taj nacin ¢e i redovi
(5.2) i (5.3) biti predstavljeni kao redovi sa Riemannovom zeta funkci-
jom i ostalim srodnim funkcijama.
U redu (5.2) zameni¢emo trigonometrijski integral T((an —b)x) u
obliku ;
T(x) = J ip(y)f(xy)dy,
0



86 REDOVI SA TRIGONOMETRIJSKIM | DRUGIM INTEGRALIMA

gde je, na osnovu (5.1), funkcija/ = sinili/ = cos, i promenom redosleda
sumiranja i integracije, dobija se:

a " ®@ (s)n 1f((an-b)xy)

= (e m (an—b)a iply)dy.

Ocigledno, deo podintegralne funkcije je red tipa (2.1), $to znaci da se
njegova suma odreduje formulom (2.5), ali za Xy umesto x (granice za xy
iste su kao i one za X u Tabeli I, jer je 0 < y < 1). Na taj nalin dobija
se traZzena formula za sumiranje reda (5.2):

CKXa 1 (-lyF(a-2i-6)
2r 2+ <Y
(5.9)
gdeje ae R+J = {*} T(X) = {Jg} 5 = {J}. Ostali potrebni
parametri nalaze se u Tabeli IlI.
U odredjenim slucajevima, za vrednosti parametara u Tabeli Il, red

na desnoj strani (5.4) sastoji se od konacnog broja ¢lanova zbog anuli-
ranja F funkcija i formula dobija oblik:

4 1
la= ()T 5, pyj/ va VY

(-1)7(0 - 2i - 5% J _

+Ej5 (2i + ) y 2i+54>(y)dy,
(5.5)

gdeje a = 2milia = 2m + 1, m G NoO, zavisno od sluaja. Na primer,

ako se izabere daje a = 1,5 = 0,s = 1, iz Tabele Il sledi da je c =

1,F — G Kako je F = (, na osnovu Tabele Il sledi da ako se odabere

daje T = S, tadaje / = sin, a kako a mora da bude neparno, neka je

a—2m+ 1, m £ NO. Za ovakav izbor parametara, sledi da je 5 = 1 (iz

uslova pod kojima vazi formula (5.4)). Na taj nacin je odredena suma

S(nx) ] nx iliy)dy
L pame .-|)r2(2m)loy 1147
M ()icem —2i)x2+1 _
tE 22+ 1) Vv I+ ip(y)dy,

Sto znaci da se beskonalni red (5.2) moZe predstaviti konatnom sumom.
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5.1.2 OpStiji red sa trigonometrijskim integralom

Istu proceduru primeniéemo i na sumiranje specijalnog tipa redova (5.3),
kod kojih je 0; = p—1, ap moze biti 0 ili 1. Zamenom trigonometrijskog
integrala T((an —b)x), a zatim pramenom redosleda sumiranja i inte-
gracije, dolazi se do reda Cija suma se odreduje pomocu formule (2.14),
ali za xy umesto za x. Zatim se koriste dobro poznate trigonometrijske
formule, koje se mogu napisati u obliku

f(a- 3 = f(a)cos/3 &/(a) sin/3,

gde je / = I} a/ = i“s]. Ponovnim koriSéenjem definicija (5.1),
konacno se dobija sledec¢a formula

vZ @)-1T{{an-b)x) = sp(l-b)
(an - 6)i,_1((an - b)2 - a;2) 2a;2 (5.6)

—u~pfi2 (T(ux)cosili T T{uix) sinili) ,

gde je T{x) = C{x) ako je T(x) = S(x) i obrnuto, uvedene su oznake

e + b)(s+ 1) _ STrsinG x(™)

2a ’ 2 4cos(4p) S

ip=0ilip= 1 U Tablici VIII dati su partikularni slu¢ajevi ove formule.
Odredi¢emo sada sumu reda (5.3) zaa = 2m+ p—1 m GN,p je O

ili 1. Koristeci ovog puta formulu (2.16) umesto formule (2.14), na slican

nacin dobijamo generalnu formulu za odredivanje sume reda (5.3):

_ -1) i+FCNAQIH- 2
er+p—I,ui - /\/j UZtn—z +2 2(2i+p_2)| 4r(22+p-2)
L _I)k|:(2i+p_1_2k_5)x,2k+8 (58)
.. -V{2k+5)) + . o
Eo (2kT&jl u

gdejem > 1, u £ R, ut an-b, 5= {£},T(a;) = {§?7)}> TX) = {?(*)}
L=1—1+p(l —5), a ostali potrebni parametri dati su u Tabeli Ill, u
kojoj se p tretira kao d Oznaka 1j_x ovde ne predstavlja odgovarajudi
red, ve¢ njegovu sumu, naime desnu stranu formule (5.6). Uvedena je i
oznaka

i
4+) = \] "ip(y)yudly. (5.9)

0]



88 REDOVI SA TRIGONOMETRIJSKIM | DRUGIM INTEGRALIMA

Generalne formule (5.4) i (5.8) su glavni rezultati ovog odeljka. Pri-
metimo da se formula (5.6) moZe dobiti iz generalne formule (5.8) za
m = 0.

5.1.3 Primeri

Formule (5.4), (5.5), (5.6) i (5.8) su novi rezultati i ne mogu se nadi u lite-
raturi. Neki redovi tipa (5.2) i (5.3), koji sadrze specijalne tipove funkcija
umesto trigonometrijskih integrala, mogu se na jednostavan nacin pred-
staviti pomoc¢u Riemannove zeta funkcije i ostalih srodnih funkcija, speci-
ficiranjem funkcije Tp(y). U vezi sa tim dacemo nekoliko primera. Prvi i
drugi primer ujedno predstavljaju i proveru formule (5.8) pomocu upo-
redivanja sa formulama koje su izvedene u prethodnim poglavljima.
Primer 1. Ako se posmatra specijalni slu¢aj kad je ip(y) = 1, tj.

i n i

S(xX) = [ sinxydy = — cosx-]— i C(x) = /[ cosxydy = - sinx,
g X X X

tada, zamenjujuci da je, na primer, C(xX) = “sinx, i ijjiy) = 1li u

levoj i u desnoj strani formule (5.8) redom, nakon sredivanja dobija se
formula (2.16) za sumiranje trigonometrijskog reda (2.2) za slucaj kad
je /(i) = sini. Slitno, koriste¢i S(x), moZe se doci do formule (2.16) za
f(t) = cost. Dakle, generalna formula (5.8) vazi za ip(y) = 1.

Primer 2. Poznata integralna reprezentacija Besselove/Struveove
funkcije prve vrste i reda v glasi (videti [60]):

M) =vM/T) j{I~\a1fa)d/RV>. )m
gde je tov= {jj}, / = I}, i H, su Besselova i Struveova funkcija,

redom). Zamenom ip(y) = (1 —y2Y~% u formuli (5.8), I™ se svodi na red
(3.3) sa Besselovom ili Struveovom funkcijom, jer je

Time se formula (5.8) svodi na formulu (3.21) za sumiranje reda (3.3).
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Primer 3. Nekaje ip(y) = y(1—y2Y 1/2. U ovom slucaju je ([18],
str. 441, No 3.771.12)

J y{1- y2)v 1/2cos(xy)dx = —" s u hl/+i(x),
0

gde je sv-x"+\{x) Lommelova funkcija. Sledi da je

C({?) = Al

Prema formuli 8 iz Tablice VIII, koja je specijalni slu¢aj formule (5.6),
vazi
C (—)n-1(2n—1) 1

. T VU .
E Nf—il+iinx) N -~Msec— st +1H{ux).
(2n —1)2—u2 @xyY

Konacno je

A (-0 —1) T el w 1(n).

Primer 4. Vazi relacija ([18], str. 440, No 3.771.3)

J y2ll 1(1- y2)7-1sin(xy)dy = | b (7,v+ "\F2(y+ |, 7+v+

0

gde je Re7 > O0,Rez/ > -1/2, a iFz2(a;/3,752) je hipergeometrijska
funkcija Gaussa. Ovde se moZe uzeti da je funkcija ip(y) = yarI(l —
y2)7-1. Tada je S(x) desna strana prethodne formule. Kao C(x) uzmimo
desnu stranu od

Jy2~1{1- y2Y~lcos(xy)dy = N (7,utF2(1, 7+ 1, ,
0

gde je Re7 > O,Rez/ > O0([18], str. 441, No 3.771.4). Zamenom
tjj(y),S(x) i C(x) u (5.8) za T(x) = S(x), i koris¢enjem
ir/2

xcos" 1
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konac¢no imamo da je

(an —b)2mip~2((an —b)2 —u2)
-u - 2mepfi2(i-p2(v+5; |, 7+i/+i; - (*f) 2)ujcosfzi

1,7+*;-(¥)!) Sian,)
™ JEGACTTXA+P-3Y N (1) |- (2Z2+p-1-2fc-<5)a;2cts 1if2
+zH 2(2,+P- 2): "S l--ee- (2fc+5)i----m-mmmmmmm
gde je vi= B(i+tu—I +],7), "2= B(fc+z/+§,7), /3= "a

oznake rzxi 02 uvedene su u formuli (5.7).

Primer 5. Razmotrimo sada sledeéu formulu
Ia-SHi\
f (-)n(
2(St|12)n+1

P3(z+6,Mxx2+M-n,6+1 T L0y 2,

([40], str. 433, No 2.17.7.2) gde je 23(71,72;A ,# 2 As; 2) generalisana
hipergeometrijska funkcija Gaussa, Pn(x) oznacava Legendreove poli-
nome, 7= 0ili 7= 1i Rea > —5—77 Ako se uzme da je V(y) =
yQ Ip2n+7(y), tada prethodni integral predstavlja 5(z) za i — 1 ili
C(x) zad = 0. Dalje, zamenom S(x),C(x),ij)(y) u formuli (5.8) za
T(x) = S(x) i koris¢enjem relacije

‘T (-1) « (1=5jaw
) ya~xP2nt\(y) dy = O(ISE‘LZ/}H , = 0or 7= 1, Rea > —77

([40], str. 420, No 2.17.1.1), dobija se

M -'jisd +1, 241 252+ 1-4y & 2451 1A 1
E L Q)2MEP-2030 _ )2 _ NP
,TST? ml, A1 i, + -(fr»cosfi,
P ./ a+l. 1+a-77 [ ] a+l7 , L4 [u \2\{l_a+77’>\ln”+aéHle +Ujn Q.,}
Tondfo 250 BT B0 i7 4 U 1"5Y) x5 %) A <iniil
m /| (-iji+PCT-"t+p-i 1 (~1)feF (2i+p-1—2A—")m2c+<?~1\

+ \ 2Q2i+p—2)lax A (2fc+&)1a2 /
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do i ) /'|7+0:-f:_2|i:-|P—2\ 5 (7)) 4 " B( 1
eje ai = , -a -, a 1Y ; LDV
gae |J I v IJZ‘p+3?J (J-Oriy Ty I «3 A+2(2=")i
oznake fii i fZz2 date su relacijama (5.7).

Primer 6. Polazeci od formule

G Hr—e—a
6))“+1- v+'+L+v)"dy: 72”"'29\ 2 ).

XffSj2.X ,,) 23(f+'5 i~N-n, I+1,i+2+\+n-,-i),

za 5 = {¢},([40], str. 535, No 2.21.7.2), gde je C~(y) Gegenbauerova
funkcija, 7= 0ili 77— 1i Rea > —(/74-5), ReA > —1/2, uzmimo da
je if}(y) = ya-l{1 —y2)X-*Czon+v{y). Prethodni integral predstavlja S(x)
za 5= 1ili C(x) za 5= 0. Zamenom S(x), C(x),<p(y) u formuli(5.8) za
T(x) = C{x) i koris¢enjem relacije ([40], str. 518, No 2.21.2.5)

2\X-h,

‘{DV + i -V 2CL +V(y) dy
()" 22, 1 yv--a+1' 1 a+7m
2 .
271+ 79 (A)n+r_£ 2 élnrl( s o
gdeje 7 0ili 7= 1, Rea > —7, ReA > —1/ 2, sledi da je
EO (/\)n_lng(; a;l: a—;?+1 '4? 12, a+i2’?+| A ] 2)

(cm —6)2m+~1(@r7. —6)2 —u2)

n=1

~We2MeP o (o314 A -3 i Y qi+i+A; - (f)2) cos,

=Fsi3(fm+l, + ; + P -3, 12f£2+i+A; - (f )Qum 4sr
AFC K (-1)i+px 2i+p~2r]l N(-1)KF(2i+p-1-2k-5)x2k+sij2
2(2z+p—2)! A (2k + &)\
gde su oznake Oi i fi2 iste kao u prethodna dva primera, i joS$ je
7w 22 p+3\ 1 77+a+2i+p—2
7= .+
--------- 2o -7 ,B 2. 2
—a+1—2k—5 .1 77+g+2A:+(5\
m B A+)+
v

20N (A ) HTr (26 F+i+A+j)
B (2A)2+22N £1) T (A +1)r(2t2)a2— 2 2’
ALjr(as2ei+A+j)r(it] £22)

M= y2har (2p)r (22 hasj)
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5.2 Sumiranje redova sa trigonometrijskim
integralom
I trigonometrijskom funkcijom

U ovom odeljku prikazani su novi rezultati, koji se prvi put pojavljuju
u ovoj disertaciji. Posmatrajmo redove (5.2) i (5.3) Ciji ¢lanovi sadrze
trigonometrijske integrale, definisane relacijom (5.1). Ako se u ovim re-
dovima svaki ¢lan sume pomnoZi trigonometrijskom funkcijom sina; ili

cos X, dobijaju se novi redovi:

. @n—ba (5.10)

i 19 = o (s)n~I1T((an —b)x) 5 (5.11)
33 7Y (an _pja(an —b2—uz’ (@ D2 '
gde je a = 5= {°}, s= 1lili—1, a £ R+,u GR, u” an—h g(x)
moZe biti sinx ili cosx, a T(x) oznatava trigonometrijski integral S(x)
ili C(x), definisan relacijom (5.1).

5.2.1 Red sa trigonometrijskim integralom
I trigonometrijskom funkcijom

U redu (5.10) zamenimo integral T(x), pa zatim promenimo redosled
sumiranja i integracije. Tako se dobija sledeci integral:

(O 1f((an - b)xy)g((an

(an—bya —  ilxy)dy, aGR+.

Sumu reda koji je deo podintegralne funkcije, u stvari reda sa proizvodom
dve trigonometrijske funkcije, dobi¢éemo pomocu formule (2.27) za a E N,
t. a=2m —r,m £ N, ar moZe biti O ili 1. Pritom se u ovoj formuli
uzima xy umesto y, a z umesto X. Primetimo da su granice za xy iste kao
za X jer je 0 < y < 1. Na kraju se dobija konatna formula za sumiranje
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reda (5.10):
Qi( \mSr2m-d N\
= (6- 1} {o(L-sy. i f{v)dy
m——d5~ 1 + d —d S 2 i —-5—4—X2-\-5 r\ P21
A (2245)122tr—2i—5——1)  J YV dy

Am-rdSmA (-1y+3F{2m- 2i-5-r-2 - t)xA+tz2i+s

(2i+5)\(2j+t)l L, ip{y)y2:+dy,

i=0 j=0
(5.12)
gde je / = {6J i = {o} i nezavisno, g = {"“} 5= {j}. Parametar r
odreduje se na slede¢i nacin: r = 0.1 =g za F = CihA ali kad je
1, f 779
_ . . _ 1,f =9 .
F = P, treba uzeti da je r = Vrednosti za d nalaze se u
Q/ Mg
Tabeli 111, a za ostale potrebne parametre u Tabeli VI:
Tabela VI
abs cF Oblasti konvergencije
10 1 1 ¢cOG\= {(z,X) |-m<z<mz <Xx<2n—
10 -1 0 v G2={(z,xX) |—r<z<mz —m< X<ir—\2\}
21 1 lr, X G3={(z,x) -f <z<f,z <X< m— zI
2110 p Gd={(zx) I-f <z<t Z _ 9o §f.N|

5.2.2 OpsStiji red sa trigonometrijskim integralom i
trigonometrijskom funkcijom

Posmatrajmo red (5.11) zaa = 2m+ p—1 m G N, p uzima vrednost 0
ili 1. Zamenom integrala T(x), pa zatim promenom redosleda sumiranja
i integracije, dobija se slede(i integral:

g

f (~ (s)nIf((an - b)xy)g((an - b)z)\
2mP-1,u J N

(an_6)2m+RPI((an_ 62 _ ~2) J

Kako se u okviru podintegralne funkcije pojavljuje red sa proizvodom dve
trigonometrijske funkcije opStijeg tipa, (2.4), njegovu sumu odredi¢emo
pomocu odgovarajuée formule, (2.39). Pritom se u ovoj formuli uzima
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Xy umesto y, a z umesto x. Primetimo da su granice za xy iste kao za x
jer je 0 < y < 1. Konacno se dobija trazena suma

T crv' ' PHy-d-d5 22k sx2i~2k~SHo~-2¥ (2i—2k—S+p—2)
vamep ok 020 2] U2m-2i+2(2k +5)\{2i-2k-5+p-2)\
N (-Dk+HjF{2i_2k-2j-5-t+p-1)z2k+sxA+tiWo, , N
2= 24 2° wath-2i2[jt £ 5)1(2j+ i + 9
i-S™Mi-57n  si2g{u? )
22m2 AP +g  u-2i2i- ¢) uem - Jp TPOIWOY)AY,
(5.13)
gdejem £ N,u £ R, u an —b g = 5 = {*} i nezavisno od
toga, / - |]t—{£}, M —i —k—1+ (—1)5(1 —p)d, dok parametar

p treba izabrati na slede¢i nacin: p = ® zaF = CrA ali kad

|
{0 ftg
a p_

{ 1j ~ moOznaka fU{x) uvedena je

radi preglednosti, na isti nacin kao u formuli (2.14), tj.

s+ DB+ w)

[«(®) = | o (5.14)

a 02i T(;v) dati su relacijama (5.7) i (5.9). Svi ostali relevantni parametri
navedem su u Tabeli VI, dok je d dato u Tabeli IlI.

5.3 Sumiranje redova sa integralima
Besselovih/Struveovih funkcija

Stavljajuci u formuli (5.1) umesto funkcija cos i sin, Besselovu ,/,, odnosno
Struveovu funkciju, dolazimo do integrala (videti [57])

B.(x) = JIJU(W)'tp(Y)dy, S.(x) = JlHV(XY)i/>(Y)dY- (5.15)
0 0

Sada se mogu traZiti sume novih redova, koji nastaju tako Sto se u re-
dovima (3.1) i (3.3) Besselova ili Struveova funkcija zamene integralima
(5.15), redom.
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Koriséenjem formula (3.6) i (3.21) za sumiranje redova (3.1) i (3.3),
mogu se odrediti sume sledecih redova

td = (s)n 1D, {{an-b)x) (5.16)
1D (s)n IDv((an-b)x) (5.17)
all (an —b)a((an —b)2 —u?2)’

gde je a= {*} b= s=1ili —1, uu GR, Uu”™ an—b, a £ R+, a

Dv(x) oznatava Bu(x) ili S,,(x), tj.
Dv
gde ipv predstavlja, kao u trecem poglavlju, Jvili Hw

5.3.1 Red sa integralom Besselove ili
Struveove funkcije

Da bi se odredila suma reda (5.16), najpre se u tom redu zameni integral
oblika Dv(x), pa se zatim promeni redosled sumiranja i integracije i dobija
se

s)n 1(pl/((an —b)xy)’

(an —b)a Tp(y)dy1 ae R+.

Za sumiranje ovog reda koristi se formula (3.6), gde se uzima xy umesto
X. Primetimo da su granice za xy iste kao za x jer je 0 < y < 1. Tako se
dobija kona¢na formula za sumiranje reda (5.16)

crvx@ 1

- " fpfy)d
21 () rexRE)A ) i
AYF{a u 2i —8)xV+d

+ |~ v+21+5dy,
E 2"+2A+ST (i + 1+ j) | (u + 2+ 1+ 1) )y Y
(5.18)

gde je Du = [/ = {“*} 5 = ]°]. Ostali parametri odredeni su
Tabelom Ill. Formula (5.18) postaje zatvorena u istim slucajevima kao
formula (3.6).

[=?
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5.3.2 Opstiji red sa integralom Besselove ili
Struveove funkcije

Odredi¢emo sada sumu reda (5.17) za a = 2m —/;, m £ NO, /i £ i?, i
to prvo za slutaj m = 0. Najpre se zameni integral pa se onda
promeni redosled sumiranja i integracije. Zatim se koristi formula (3.21)
za m = 0. Na taj nacin se dobija sledeca formula za sumiranje reda
(5.17)

+ /(iiiv(uMO], (5.19

N o A (iiDiv(uMo], (5.19)

gde je u £ i?, u ™ an —b. U cilju preglednosti, koriséene su oznake za
fZi, i ~(v) date relacijama (5.7) i (5.9), a uvedena je i nova oznaka

2T (v+1) (5-20)

Ovde je D,,(X) = {Jg}/ - M [ = {~} 5= (?}* Ostale parame-
tre odredujemo na osnovu Tabele Ill. Partikularni slucajevi 1-8 formule
(5.19) navedeni su u Tablici IX.

Pomocu slicnog postupka, ali ovoga puta koris¢enjem formule (3.21)
za m > 1, nalazi se suma reda (5.17). Dakle, dobija se formula

&0 1) f<.Sh)B,,(Wwx) + m")S,,(wx)]
i—m *m M
ML ArAVpi-n-v-1) - ~rE £ Bik*(2k+6) + K*(u)
1 =i v 7r i=1 fc=0
(5.21)
gde su Ai i Bik prethodno uvedeni u formuli (3.21), K je dato izrazom
(5.20), a rzi, O2i 'k(i') relacijama (5.7) i (5.9). Dv{x) = /[ =
{y 1= {t} S={}HL VvV = i- 1+ (L- ,- W(l- <5me JNNo
a = 2m —IJi. Ostali parametri su u Tabeli Ill, gde je d= 1 —(fi + u).

Pomocu generalnih formula (5.18),(5.19) i (5.21) sumiraju se redovi
koji do sada nisu razmatrani u literaturi.

Neki redovi oblika (5.16) i (5.17) koji sadrze specijalne tipove funkcija
umesto Besselovih ili Struveovih integrala, specificiranjem funkcije ip(y)
takode se mogu predstaviti pomoéu Riemannove zeta funkcije i srodnih
funkcija.
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’Il‘V
Na primer, posmatrajmo ifily) = , m ~r u formuli (5.15). Kako je
Vi -y
([18], str.702)
}ivixyylv » /1Tt
J VTzryz dv V 2xHi/l 1/2 X

to je B,,(X) _V\\//T H” _i/2(a;)). Zamenom u formuli (5.16), dobija se
¢du

B (s)~1Bv{nx) HT * (s)n-1HZ i/2(no;)
nL 2X =1 Tia+1/2

Uzimajuci u obzir da je suma I B data formulom (5.18), gde je a= 1,6 =
0,/ = cos, 6= 0 (sada je Du= B,,), moZe se izraCunati
fs)n-1HY_1/2(rzx) C'KXa~1/2
na+1/2 2a+1/2r (nz™£2)r(ax!xl) cos( )
~ (DiF(a—v—=2i)xI+2i+lt2
+ NUNATLi+\N)T(v+i+ 1)

71=1

a ostali parametri nalaze se u Tabeli I.
Kod drugog primera uzmimo da je ip(y) = yv{l —j/2)"-1/2. U ovom
slucaju je ([18], str.702)

fl(x) = 2"-Ix-“dH > + i)4 (]

Zamenjujuci ovaj izraz u formuli (5.17) i stavljaju¢éi a= 1,6 = 0,s —
—1, m = 0, dobija se

B V- LTI/ + i) — (-1D)"-1~"" ks
- al 7151 n2- o2 >z )
Pomocu formule (5.21) za ipv —Bu,m —0,a= 1,6 = 0,s = —1, odakle
sledi daje j,+ u= 0 (po Tabeli Ill gde je y + v — 1 —d) izraCunava se
suma reda
f tD Iin = N L (@
1 n2'(n2-w Y~ rfiz+ijl - 7u2Y(u+ 1)7° ~ )
. i)
™ Bv{ux) Jjim

25|nmj 2a;2!/+1sjn7ra; 24i/+la;2r 2(~ + 1)
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5.4 Sumiranje redova sa Besselovim
ili Struveovim integralom
I trigonometrijskom funkcijom

Odredi¢emo sume novih redova, koji se dobijaju tako Sto se u redovima
(5.16) i (5.17) svaki €lan sume pomnozi trigonometrijskom funkcijom
sina: ih cosx. Naime, sumiraéemo sledeée redove:

(s)n IDv((an -

E (an —b)a —b)2), (5.22)
DI 2 (s)n~IDv(@n
hal = (an —b)a((an —b)2- u?2) H{an b)), (5.23)

gde je a= b= J°), s= 1ili—1, a £ R+, vui £ R, u ~ an —b, f(x)
moZze biti sin x ih cos X, a Dv(X) oznatava integral Besselove ih Struveove
funkcije, tj.
i
Dv{x) = J ipv(xy)i>(y)dy,
0

gde predstavlja Besselovu, Ju, ih Struveovu, H”, funkciju.

5.4.1 Red sa Besselovim ili Struveovim integralom
I trigonometrijskom funkcijom

U redu (5.22) zamenimo integral D, (x), pa zatim promenimo redosled
sumiranja i integracije. Tako se dobija sledeéi integral:

(s)n 1q/((an-b)xy)

f((an i dy, af£ R-
(@ —ba (¢ i>(y)dy
Sumiraéemo red koji je deo podintegralne funkcije, i to koristec¢i formulu
(4.5), gde se uzima xy umesto X, az umesto y. Primetimo da su granice
za Xy iste kao zaa;jerjeO <y<Il. Na kraju se dobija kona¢na formula
za sumiranje reda (5.22):
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jD ,f (1) cv 7F2’ 1 v+2j+ svg_—v-gj_-|l_-6 i ~(y)yH-2j+6d
r(a-v)h (& M)E> Jo J
(—) Ix 427452 21~ 20 {a—v —2i —d—5) frl N
+ £ y)yvtzj+ody,
;=0 3=0 02 \D
(5.24)

gde su uvedene oznake:
(a-v-IN  r(j+n)

ax -
I 2J+5 )T (j+v+I1+S)’
22s3)eT {j+u+1+ D(2i-2j+d)\(2j+5)\
nNJ+W)
igdejea> u> f = {**} = {¢} i nezavisno od toga, ipv =
g= S= Funkcija h odreduje se na sledec¢i nain: h —
oS f —Q . . .
L, . Ostali parametri odredeni su Tabelom VII:
sm,f~ g
Tabela VII
abs cF Oblasti konvergencije
1 0 1 1t ¢ RI={(x,2) —ar<x<1mm A<z<2n—I|x}
1 0-1 0 v R2={(x,2) | -r<x<mx —ir<z<n—J[r[}
21 1 5 AR3={@a,2) -f <x<§ x <z<7T—\
2 1 -1 o,pR4={(a:,z)| <x <f,x —\<z<\—x]}

Formula (5.24) postaje zatvorena u istim slucajevima kao formula
(4.5), naime za nenegativne celobrojne vrednosti parametara a i u, takve
da se funkcija F anulira.

5.4.2 Opstiji red sa Besselovim ili Struveovim
integralom i trigonometrijskom funkcijom

Red (5.23) sumiraéemo tako $to ¢emo u njemu zameniti integral D u(x),
a onda promeniti redosled sumiranja i integracije. Tako se dobija sledeCi
integral:

\Y; (s)n V., ((an - b)xy)

.¢i (an-b)a{(cm-b)2-u 2)I{ >()dy.
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Red koji je deo podintegralne funkcije je u stvari red sa proizvodom
Besselove (Struveove) i trigonometrijske funkcije opStijeg tipa, (4.3). Za
njegovo sumiranje upotrebi¢cemo formulu (4.12) zaa = v+2m+p—1, m e
N, ap uzima vrednost 0 ili 1. Umesto promenljive x treba staviti xy, a
umesto y, promenljivu 2. Primetimo da su granice za xy iste kao za x
jerje0<y<1l. Na kraju se dobija konatna formula za sumiranje reda
(5.23):

\

\
DI A2 il \l

——————— <£{v+2i-5)
=1
m i-1-dS ,,y-d-d8 ,,2k+5,2i-2k-5+p-2 '
+E E - 5 *(v+2k+5)
i=1 A=0
t=1 k=0 j=0
(5.25)
gdejea=v+2m+p—1, mGN,u ER, u” an—b Keu > —
V = {h} 9 = {sin} 6 = {!} 1nezavisno od toga, / = {£} i = {3},
M = i—k—1+ (—1)5(1 —p)d. Parametar p bira se na slede¢i nacin: p =
1L,1=9 zaF —£, 77 A doksezaF = Buzimadajep = 0,f =g
0/ 79 1,/ ™9
Svi ostali relevantni parametri navedeni su u Tabeli VII, osim d, koji je
u Tabeli Ill. Oznaka fcj(x) uvedena je formulom (5.14), a f22i ~{y) dati
su relacijama (5.7) i (5.9). Osim toga je oznaceno:
* g(Q)sp(i-b)Vvz 2(2»-g)IP(i/+i+i- 1)
1 2r(i/+1) ' 2 5d(I-b)T(i+M)uz’
_ 2(2k+5)1(2i-2k-6+p-2)\r(v+k+I1 +1)
3 C7rr(A;+14i)y2i
(2k+5)\(2j+t)\T(v+k+1+D
4 T(k+™M)u2

Rezultati prikazani u ovom odeljku su novi i prvi put se pojavljuju u
ovoj disertaciji.
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Tablice

Sadrzaj ovog priloga Cini devet tablica konatnih suma. Svaka tablica
izvedena je iz jedne formule opSteg tipa i sastoji se od svih pojedinacnih
suma koje se iz nje dobijaju kombinacijom parametara. OpSte formule
su birane tako da budu zastupljeni rezultati iz svih prethodnih poglavlja,
s obzirom da nisu sve mogle biti prezentirane na ovaj nacin.

Primetimo da u nekim od ovih tablica ima suma koje se mogu izvesti
jedna iz druge nekom smenom, diferenciranjem ih integraljenjem. Sve
takve sume su ipak navedene, jer predstavljaju celokupnost svih poje-
dinacnih rezultata dobijenih iz odgovarajuce opSte formule. Osim toga,
za primene je pogodnije imati svaku potrebnu sumu, nego je racunati
pomocu druge.

Neke od ovih tablica prvi put se pojavljuju u ranijim radovima, [45],

[47], [52], [56], a ostale su izvedene u ovoj disertaciji ( Tablica I, I, V,
VI1iVI.
Tablica |

% cosnx 1 7TCOSUI(x — 7r)

]: E n2—o;2 2u2 2u sin uitt

71=1

2 E nsin nx Tsincj(a: —7)
n2 —upe 2sin Orir

71=1

X6 (0,2m), o0 ™ 7,0, GR za li2

101
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JZ, (—I)n 1cosn x 1 kKcosijx

3 .1 n2—u2 a ™ 2u sin Uzt
(—I1)n 1Insinna: 7rsina;2
*.anl n2—u;2 2sino;7r

XG (=M, u”™n uGR za 3i4

cos(2n —I)x 7rcos(0;2 — |(u; + 1))
S'nzl(Zn—I)Z—uz 4a; cos ¥
© (2n —1)sin(2n —1)x *sin(0;2 —f(o; + 1))
6 E (2n- 1)2- 02 4cosif

2G(0, ), 0™2n—1, uGR zab5i6.

Mon —pkosl> - 12

(-1
7'51 (2n - 1)2-0 ;2 4 cos N
n I)n 1sin(2n —1)2 ‘fsinu;2
8- 2n —1)2—a2 4a; cos N

2 G(—Hf,f),aa™2n—1L uG/? za7i 8.

Tablica Il
A cosny cosnx 920 fo)ymmy?M—2i—
e 2D\ \2(2m —2i —1)!
| A (-1)<d'C(2m-2i-2]) 2\  (—)m22m
+S - mi------ar W

sinny sinn2 y,1 22+1 /(—1)m 17ry2m 21 2
Al n = ¢Z i+ D'V 22m —2i —2)!
, (-1)"C(2m-2i-2j-2) 2+
0 (2j+i)i y
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ASiNNY €OSnx N2 sz 1 (—i) WAy 2m—2i2

2+ faml FE (1 v 2(2m —22—2)!
M Chac(2m-2i-2j-2) 241
{\:o (2] +l)! N

~ cosnysinnx X2+l (

2% amd - X (@1+1) \ 22m —21—3)!
me1(-1)i+JC(2m -2i-2j-2) 2N (-1)T-IXx2m-i
v2ii-
i=o pn! X J)I 2¢(2m — 1!

X,y) G{—fFr<« < K<y <2n—|x} za l 2 3, 4

I)n 1cos ny oS n «

n=1 nam .
M M riem 22y 2 (—1)%2m
. -yt
-Sm S (2j)! 2(2m)!
E —)n 1sinni/sin
n=I nZ’n
_ g X24+L mg '1(-Di+™(2m-21-2j-2)"ZF+H
i=o (21 + 1)1 J=0 (23 + 1)
(—1)71-1sin ny cos ng;
E jrom-
_mE:l 2 WL YA pxom-22-2j-2), 24
A @) E 2j + 1!
{)n 1lcosnysinnx
- an—I
_m=2 2B m=e eg7em 2 25 2) 5 ( Dm pEm—
“e(2i+ 11 (2))! y 2(2m —1)!

(X,?/) G{—W< x < n, \x\ —7r<y < W—IXI} Za 5, 6, 7, 8
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cos (2n —1)y cos (2n —I)x
5 Gen-~ DM

"~1 x2 (—) m7ry27n-2i-1
= Bs @) A4@m —21—1) + §

9.

sin (2n —I)y sin (2n —1)x

£, (2n- 1)2M
10, nAl x2iH /(-1)m-17Try2m2n2
§(22+1)1U (2m-2z-2)1 E

i=o0
sin(2n—l)ycos(2n—\)x
_E _ 1?2m—1
11 n=1 (™n 1
Jinrr® i(—jm ry2w-2
FPNHAQY m -S-2GM
cos 2n—l)ysm (2n—)x
79
12

§(2i+1)\4(2m - 2!- 3) £Go’

(-1)+IA(2m-2i-2]) 2

y
m

A(2m-27-2j-2) 2j+]

@7+ 1) y

_ "Rj+,
%+ H H

— N N
2 x2»+in"\ DBifj/2an~™3 I A-1)+A(2m-2i-2j-2)

2j)!

xy) G{—l <E< ], N<y<n—Jap za 9, 10, 11, 12.

(—)n_1cos (2n —1)y cos (2n —I)x

2%-2i-3) 24
-y

LB T
| JAX2 il |)<-Ij[_{%‘%2l-2j-|)_z
=0 (21)! m y
£ (—)n 1sin (2n — 1)y sin (2n —1):r
14 "= (@2ra- 1)2m-1
' N2 x2iM (-1)i+ (2m
co(2i +1)1Zs (2; + 1!
(—)n 1sin (2n —1)y cos (2n —1)x
15, n=1 (‘2“_ 1):

= £5 () 6% 2 + 1)

(~D)+1/2(2m-21-2j-1) 2j+1

S
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TABLICE

(—)n 1cos (2n —1)y sin (2n —\)x

L= (2n- 1M
m-1

S + e JZZb @B?'

x,%) G{-f <3<f, M- |<y<f- [a]} za 13, 14, 15, 16.

Napomena: m G N.

Tablica 111

[Selm}

" cos ny cos nx

le n2—u?2 2u2  2usinuk

© sinny sinnx sin( k) singja
in(uy — incja;

f:l n2—u?2 2u sinuk Y J

° nsinny cos nx )

£ . __.__Sin(a;y —utt) cosux

o n2—u?2 2sincj7r

°° ncos ny sinnx .

£ cos(uy —uk) sinulg;

n2—u?2 2sinuk

71=1

X, y) G{—r<x<T VN<y<2k —\\}za 1 2, 3, 4

°° (_1" 1cosny cos nx 1
2N ; ; = - = + .
Jien n2—u?2 2u2 2usinuk
°° {(—1y* '1sin ny sin nx m .
. sinuiy sinux
ne1 n2—U2 2u SINuik

Q0o/i,\n-
A(—l) ]nsmn'ycosnxz

k.
.—I—smw?/cosa;z

71=1 nz_tl-é 2sin Iuk
,Zszo (—1)" Incosnysinnx_ oS cos Uy sm tux
71:_1J n2 —ub 2sinuk y

x,y) G{—r<x<k,N—k<y<k—|[xJ}zah 6, 7, 8

M2V Di+jP (2m -2i-2j-1) 2.

2

cos(uy —uk) cosoe

COS Uy COS LPX
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AD o5 (2n—1)9/cos (2n—|)x 7rcos.,x I
T A o T e — = =+
> E (2n 2 4a; 0w 4 COS(UY- ~(ai+ 1))
A sin(2n—l)ysin (2n—I)x irsinux . mo
_ N\ _ - H . __ .
10 EI (2n'—\4)»2—a;2 4a; cos ™ sin(azy--(a;+1))
A0 2n—I)sin(2n—l)ucos(2n—l)o: 7rcosa;2: . , T
U- £ % meev @n—1 )W - C =0y N (N - (04Y)
n—1

@ (2n—1) cos(2n —l)ysin(2n —1)x 7rsina;x

2 pat—" @nl)2a2 - = Jrit oS )

(xy) £E{—F <2< f, W<y<T- 2]} za9, 10, 11, 12.

(—)n (2n—1)cos(2n—l)j/cos(2n —)x  7rcosa;x

13 > — = --- COS Uni

n (2n—I)2—¢j2 4cosif

(—l)n 1(2n—1)sin(2n —l)ysin(2n—I)x 7rsino;x

14 E — e L [ = KogEd
n=1I &n_l) — I\C f
1sin (2n—I)y cos (2n—I)x 7rcoso;X
15—, (2n-iF"N e L=4~if s

f:D (—)n_1cos (2n—1)y sin (2n—)x  7rsino;x
(2n—I1)2—o0;2 4a; cos f y

y

x,y) £{-f <x<f,\x\-\<y <\ - [x]} za 13, 14, 15, 16.

Napomena: u ™~ n za 1-8, ™ 2n—1 za 9-16, u £ R

Tablica 1V

% (nx) J(‘(ﬁl?&_gznr]n:?) x22mzak>m,-odnosno

L (-1) o mxam A (-hyivc@m-2i) (1)
@m+2A;+)nEm-2A;-Hn T (i+k+D\ (i —K)\
za0< k< m
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J2k(nX)  (2k—2m—1)!

E 2m ' (2f0+2m_|)”x2m 1za k> m, odnosno |
2. (-1 m (—)itk((2m —2i) (f) *
(2m+2k —)!1(2m —2k—1)!! (KN (i —R\

zaO<k<m ,0<k<m

XE[02k]zali2

N (-1)" 132k+1(nx) n
}] R = 0 za k> m, odnosno
n=1
3. +1
( I) 4t(2m2|) %
—————— TTT—rrr——-—- za0< k<m
~o(-1)-V nx n , N
}. (1) Z‘ZG( )= 0 za k> m, odnosno
4 n=i nm .
. , 21
m (-iy+kv(2m-2i) (]Y
i)gk, -------- fITkW-Ia_k)% y z0<k<mO0O<k<m

XE[MMza3id

V' I+i{{2n Dg) _ {2k 2m DI 2m k> odnosno
n (2n—I) 2m+1 2(2fc+2m+NHN ~
2i+1
5. (_)fc-mx2m () i+fcA(2m—=2i)(]) I

2(2ro+2J3fc+DH(2m-2A:-HN * K (iI+Ar+D)I(i —A)
za0< k< m

E ‘72(f2n|)%x) = 2(2&+2m-N! za * > m, odnosno
6. &77-‘-2777,7 () i+fcA(2m —2i) (f) 2
2(2m+2fc-H(2m-2fc-NH! * A (i+Jfc)!(z-fc)!

zalO<k<m,0<k<m

X E[0,7 za5i 6.
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(-ir-132fc¥((2n-1)x)

—0za k> m, odnosno
= (@2n- 1)am
7. . 2i+1
m (-D)*+*/?(2m-2i-
Y za0< <mO0O< k< m
= (i+fc+1)1(i-fe)!
G 1 -
> —( ————— )— LN 2n)x)_ 0 za k> m, odnosno
n:1 (2n' 1 2
N (H)HAT?2m—=2i+1) (f)
. . za0< k<m
A (Z+fc)!(i—fc)!

xe [ \,flza7i8.

Napomena: m G No za 1,3,5,8, m GN za 2,4,6,7; k£ NO. Oblasti
vazenja su otvorene samozam=0u 1,358, izam= 1u24,6,7

Tablica V

A CHX(nX)  (-1)f~m7r(])2m 2 ™

(-1)* -fC (2m-22)x 21
n2ml 2(m—k)\(M+k)\

n "™ k(2i —2k+D\\(2i+2k+D)\\
H 2fcH (nx)
i, nm
_ (Cfem+i7r(f)2m 1 2 ™ (-iy-k((2m-2i-2)x2i+2
2(m—k—D\(m+Kk)I Tt (2z—2fc+DN(2z+2A;+3)!!
xG[02Zrdzali2
N

(-I"Hafefoap ~ 2 ™

(~iy-kr]{2m-2i)x2i+1
N2mi

Te—k{2i —2k+D\\(2i+2k+1)\\

N (-)"-IH2fcH(nx) _ 2 ™ (Hy~k}2m—2i —2)x2i+2
n2m i i—=2k+HUi+2k+3)U

XG[—MMnza3il
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H2f((2n-1)aQ
(2n—1)2m+1

n=1
> (-1)*~ (i)2 27~ (-1)i-fA(2m-2i)2:2i+1
A(M—\M+K\ + "hk {2i~2k+DI(2i+2k+1)\I
H 2fc+1l((2n-1)aQ
¢ (2n—1)2m
_ (-1) ~N(f) 2 ™ (—)*-feA(2m—2i —2)x2i+2
4(m —A—D)!(m+/c)!  n (i —2A:+DI(2i+2A;+3)!!

af£[0,mMzab5i6.
N (H)n~H2(2n- 1)g) _ 2 ™ (—iy~K3@m—2i—I)x2i+1
~ i (2n —1)2m i (2z—=2/c+D)I1(2?2+2A;+ 1)

0 N ()nIH2A+i(2n—Dx) _ 2~ (HA)i-f/32m—=2i—l)a:2i+2
A (2n-1)2m+1 o (2i-2fc+DIN(2i+2A;+3)!!
xe [f>f]lza7i8.

Napomena: m E NO za 2,4,6,8, m £ N za 1,3,5,7; K£ NOmSume
2,4,6,8 se anuliraju zam <fc + I, asume 1,3,5,7 zam < k

Tablica VI
nam-i A 2fmHKNM —K—D\ =~ (i+k+D\ (i —K\
213 m-i-l (DA (2m -2i-2j-2) 2
2(2m-2i-3)!  + (EH 9
© T :r{nl—l('—iv+fc {E\Z [/Izl'i'im— %1

, ;1 on2v odl V) ¢ (i+ KNG\ { 2(2m—=2i—I\

A (CiyC(2m-2i-2j) 2]\  (~ir+fc(f)2m
) (2)\ v ] 2(m+k)I(m-k)l
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2t+1
A J 2kH(NX) ., A (- 1) ()
3 R AL sm2)= E THCHIHO)
I MTL(-1K (2m -2i-2j-2) 2741
X|l  2(2m—2i—2\ 2j +1)!

2i
J2k(nX) G0
W ok Foemin) = o) (i-fo)!
' A Dm-i-1Ty2m-2i-2 Am-i-1 (_DJI((2m-2Z ~2j- 2) 2j+1’
22m—2i—2)! + § (7 + 1) 2
X,y)G{—F<o<T M<y<2Zr—Jaltzal 2 3, 4
L2t+1
v- (-1)" 12k+i(nX) v-? (- 1)+t (?)
E ---—-- == “M =E {i+k+mi. k]
5 n=l 2m—
m——i F
V  (-1)dr@m=~2i~23~2)227 1 (1)
s (2j)! 2(m+fc)!l(m —A—1)!
(- (I)Z
(-1) T 1J2A(na:) B +
B G Al am
| —hIA2Zm-2«-2)) 2 (-1)m# (i)
fro 2D\ 2{m+k)\(m-k)\
E S0 22N gy
7 i/ \2i+1
=~ (=1)+ (f) " ()d2Cm—2i—2j—2) 2,+i
hk {i+k+D\{i-K)\ ;o 2j +1)!
~ )n 1J2k(n2)
E— 1)

= vAL( - X)|+fe(f) AL (F1)A(2m -2%-2-2) 271
h o (i+K)\{i-K)\ 27 + 1)

Xy G{—F<x<ir, ]l—ir<y<n—|x]}za 5, 6, 7, 8



10.

11.

12.

13.

14.

TABLICE 111

2i+1
£,.W (2n_,—|%z_) _ -1) '+t ()
o &r—h cos(@n-Ny) = & Iertciiyiicfoy
_’\\77l—>>—l,":i2y77l—2*—3 + Tp2—1 \/‘IVA (2 m '2t'2j'2)/\,.l
4(2m-2z-3)! j=o 2!
A JE((2n-DX)  .n N, n i) (f)”

gi (2n '_ll)\%ﬂ COS(‘(Zn' I)y) = E E+fC)|(i *0]l
(—) M AT (- I)J 'A(2m-2i-2j) 2,

Fzm=z=nr Y2 LLL s
2t+1
n2feH((2n 1)1 ~ns M (i) e (i)

—, (n—ham sin((2n-ly) - (i+fe+1)1(i-fo)!
PMEHR2M2i-2 MAL C panom 22 2) 2) o
4(2m-2i-2)! 2j + ! v

; - 2

~ BA(2nh) . N2~ -De ()

5 (n-nz-1 2 A §  (i+k)I(i-k)!

m-t-1 (_i)ja(Rto- 2™ 2j- 2) 2j+1
42m—2z—2)! + § (2j + 1) )

X, E{—] <x<f,K<y<T—IJal}za 9 10, 11, 12.

(2n-ham
ag ()i (i) (—) I3(2m—2F—2j —1) 2.
Ci (i+fe+N)i(i-feyr K (55 o

N (-DVA((2n-Dx) ,,n

C nvaen) n

f1 2
-3 Lgn ™ My M 2m -2z2-2j-1)2.
i=k (¢+fc)l(i-fc)! (2))!
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112
(—r-j;t+1((2n-i)x)
E 2n—)2m1 u
> = N 2 (~1)iHe (f) 24+ MM T2 () J3(2m—22—2j —3) 2j+1
hk (»+fc+1)!(i-fc)! (2j + 1) y
AN (-Dn13X((2n-Dx) . ,,n "~
n (2n—I1)2m u
16 By (12 A1 (—)Jj3(2m—2i—2]—1) w
ti H+k)'.(Gi-k)l ti (2j+ 1) v

(x,¥y) £{-8 <x<f,M—]<y<|]—I}za 13, 14, 15, 16.

Napomena: Sume 2,4,6,8,10,12,14,16 se anuliraju za m < k, a sume
1,3,5,79,11,13) 15 zam < k+ 1, KE NOIm £ iV.

Tablica VI

m—k—1 A_~fe-m + 1 r2fc+2j-1-222m-2fc-2j-3

L - jlr:s (2m—2/c—2 j—3)!1(2j+4/c+3)1(2j+ )
+mg -1£ (—)i2x2fc+2i+2y2i-2j C(2ra—2k—2i—2)

o j=0  Tr(2»-2))1(2j+4Jfc+3)11(2)+

H
E ,\222(:1);) cos (ny)

m—k—i A 2Me—mj.2k+2j+1ly2m —2k—=2j—1

: B E (2m-2fc-2j-)1(2j+4Ifc+D)11(2j + )N
< (H)*2x2Aetg+ly2~2j(j(2m—2fc—2)
+ ho ho 7r(2i-2j)!(2j+4A:+DN(2j+)!!
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= H
E"24 Smf
n=
m—k— N NAA—AHIN2fcH2j+2/2m—2c2j—2
= jll:i (2m-2fc-2;-2)1(2i+4A:+3)11(2i+1)!!
mAT 1 * (—1)i2x2fcr27+2y2i_27+1C (2m —2K—21 —2)
+ 45 7r(2i-2j+D1(2j+4i;+3)11(2j+ )

~_ H2Xgnr) .
E N2m - smM
n=1 . .
m—k—1 A"mM+I12.2A:+2j+ly2m—2062j—2
- jll:i (2m-2fc-2j-2)!(2j+43fc+)11(2j+DH
M T1 * ()i2x2c+Zl+ly 2i~2j+1C(2m—2fc—2 i—2)
+ ho ho 7r2—2j+1)!(2j4-4A+1D)1(2i7+1)!

Xy G{—F<x<irhb N<y<2r—\\}zal 2 3 4
A (-D)"-i1H 2cHl(nx)

E -l v’

n=1 n
_ * (-ly2x2kt2J+2y 2 2jr){2m-2k-2i-2)
ho ho  7(2i-2i)1(2;+4/c+3)11(2j+1)!!
E — —  COSM
oy fey, (-1)i2x2fcH+1y2i- 21?7 (2m-2fc-2i)
Z7z ho 7(2?-2i)!(2j+4fc+D!(2j+ DI
_E sin(ny)
7i=l n
_ * (~1)j232dAct+2y2j- F+177(2m-2A:-2%-2)
“5 7r(2i-2j+ DI2j+4A+3)I(2;"+ I
E sm(ny)

71=1 71

(-1Y 2 x 2k+2j+1y 20 2j+1y (2 m -2k -2i-2)
ho h  7r(2i-2j + DI(2j+4/c+D)11(2j + D!

Xy G{—fr<x<ir, f]—F<y<u—|x]} za b, 6, 7, 8.
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g U 2k+1((2n-1)x) cos((2n—1)y)

(2n—1)2m

m —k—1 N_-Qfc—m + 1 N, 2k+2j+2y2m —2k—2j—3

71=1

9. - E 2(2m—2/c—2j —3)1(2j+4A;+3)11(2j+

(—D*2:r2A:+2j+2y2i_2jA(2m —2fc—2i—2)
Tr(2z—2j)1(2j+4A:+3)11(2j + )

cos((2n —Im
u 2>
m—k— AN Nk —mj.2k+2j+Xy2m —2k—2j—I
10. = B 2{2m-2K-2j-D\ (2j+4k+D\\(2j+1)\\
* (1Y 2x2k+2jHly2I-2]\{2m -2 k-21)
+h h  <2i-2)\{2j+Ak+D\\(2j + D\

g H 2fc+l((2n-1)x)
(2n -1)2m+1
m—k—1 I’\2fc+gj+21(2ﬂ—2/—2]—2

sin((2n-Dj/)

71=1

11 1Eo 2(2m-2k-2j-2)\(2j+Ak+3)IN{2j+D\\

+ N (=) i2a;2A+2:,+2y 2i _2'+1A (2m —2A;, — 2z —2)

i=0 jf=0  7r(2Z-2j+D1I(2i+4A+3)1(2)+ D!

E @ A )
71=1 - .
m —k—1 NNk —m+I1j.2k-j-2j+ly2m —2k—2j—2

12> S 2(2mM—2&-2j —2)1(2j+4A;+1)11(2j+ N

+ng ‘I (- )22ty i“AHA2M 2k -2i - 2)
o jeo  N{2i-2j+ DH2j+ak+D)INEJ+H\\

Xy G{—] <x<f,M<y<u—|x]}za9 10, 11, 12

E (—1)n~1H 2fc+1((2re — Aco ((2n |) )
— ”\cos —
= (2n-1)2m+1 Y
13. mokl D i2x 2k+2j+2y 2 2P{2m-2 k -2 i-1)

E E 7i{2i-2))\(2j+4k+3)\\(2j + D\\

= i=o
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E (= ir-iH2o((2n-i)x) cos((2n—l)y)

= (en—ham

14. m-£ i
- E E -Di2x2k2i+ly2~2i32m— k—2 i—I)
T om0 w(22-2 §)I(2j +4A+1)11(2j + 1)
-1) 1H 2fe+1((2n —I
EI ) (2n-|)((2n x) sin((2n—1)y)
15. "°
=my 1y _ (-iy2x2k2i+2y2i~2j+1P{2m -2k -2i-3)
=0 ¢Z  Md—ai + 1)1(2j +aA;+3)1(2j + DN
AN (-D"-TH M((2n-1)x) :
E @n—h2mt1*  sin(2n 1)y)
16.

mv - 1v- ()j2xde+2j+1y 2i~2j+1/1(2 m —2fc—272—1)
(0 ¢S Tr(2i-2)+ DI(2j+4fc+D)(2.7 + D!

~>2h G{ 2<a< 2, Bl 2<y<f—|x]|}za 13, 14, 15, 16.

Napomena: m E NO za 2,3,6,7,10,11,13,16, m EN za 1,4,5,8,9,12,
14,15; G M. Sume 2 i 6 se anuliraju za m < k, a ostale za
m< k

Tablica VIII

S(xX) = J ix(y)sinxydy, C(x) = J il'(yj cosxy dy

Ny~ - - )
h 71E=1 2= (12S(nx) = S (C(ux)-ctgTruS(ux)), 0< x < 2t
°0 1 n
2 = 27 C(0) + otg™ c(usi)),

0 < x < 2t

° ,2:“17(2,;25?27'5 gnx)\= ?csc?nj,s(cj:r)\, —Tr<a<Tl
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@ 1 n
4. Y ———--C = ——-C(0) H-—-—-- C
G_3n2—1g2 (\?X); 2u2 (w) u oo (k'X)J hoxLw
5"~ (2re—1)2—a;2 = 4(C(wx) + " S{fux)\ 0O<a<u«
6- E (2n - 1)2—uj2™ (nx) = T Cu;t)yo21"
00) )™ 1 a Tl
7E @2n- D2—u2"(nx) = i1 ST S("I)" 217
8- E ((2n- iy - J JC(nx) =1 secT c”™ ' -*l2<x<*I2

Napomena: u 7”*n za 1-4, au7/™2n—1 za 5-8, u £ R

Tablica I X

1 1
Bu{x) = J Ju(xy)'ip(y)dy, S.(z) = I HI(xy)ip(y)dy.

nf\B I/(nx)
n=y N2—a2
" J/k(o vd A(ct Tra;™") + S,,(ux
2is iy ) Py gTra; »(UX))
O<x<2irh n+v=2~0
~ MISI{nx) TV 1. . . ot/ N\
- X rlr_:_érT = —8— (~(Nz) ~ ctgmjS~ncdz))
O<x<2m ji+1=1
3 E (—1)” IntiBl/(nx) (x/2)"
n2 —a;2 2UX(I/H) i v(y)fdy+jre7z B {iax

—fF<x<n y+u=0
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Dn IntBv{nx) Aull 1

4 75 n2—u?2 2singr
—M<X<7T, R+ ~"~r=1
(2n —\YBM2n —1)x) izul 1 jry
s EV on_yose © 4 W@5BJUD) - S,(u2)

O0<2<® @gZ+7=0

@n- DASI(@2n - Dx) Tzun N _
eE  on_i2_az , (BUUX) +tgS,(wa;))

71=1

O<2<® [z+7Z-=1

(—)n_1(2n —1)Ms /(2N - m1)@)

775 (2n —1)2—u2 4cosn Bu{ux)
_I <2< I, Z+ Z= 1
(-1)-1(2n —1)MN((2n —1)x) iMFL
75 @2n- 12—u2 4cosn S, (WX
—f<x<f, z+z=0

Napomena: u”~n za 1-4, u ™ 2n—1 za 5-8, u,fj,,uE R
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