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PREDGOVOR
1

Teorija nepokretne tačke u fazi strukturama spada u veoma savreme- 
ne oblasti nelinearne analize sa brojnim primenama u mnogim prirod
nim naukama. Teorija fazi struktura je veoma obimna oblast i sadrži 
verovatnosne metričke prostore kao specijalan slučaj. Kao rela
tivno nova ova oblast matematike privlači pažnju sve većeg broja 
naučnika, tako da za sada postoje na stotine radova iz ove oblasti. 
Ova oblast nelinearne analize je razvijena u klasičnim prostorima, 
kao što su normirani prostori, lokalno konveksni i vektorsko topološki 
prostori i prostori sa konveksnom strukturom, a može se primeniti i u 
stohastičkoj analizi za rešavanje stohastičkih operatorskih jednačina.

Pojam i osnovne osobine statističkog metričkog prostora prvi je 
postavio K. Menger 1942. godine u radu [29], u kojem je dao pos
tulate za funkciju raspodele FPiq, koji su se odnosili i na uopštenu 
nejednakost trougla. Ubrzo posle objavljivanja Mengerovog rada, A. 
Waild je napisao rad [50] u kojem je kritikovao Mengerovu uopštenu 
nejednakost trougla i predložio novu. K. Menger je 1951. godine 
u [30] usvojio Waildovu verziju nejednakosti trougla. Velik značaj 
za razvoj teorije verovatnosnih metričkih prostora ima knjiga B. 
Schweizera i A. Sklara [38] koja sadrži i mnoge podatke o ovoj 
oblasti matematike, važne kako>za teoriju tako i za primenu. Teorija 
verovatnosnih metričkih prostora predstavlja vezu između verovat
nosne teorije i funkcionalne analize, koja ima veliki praktičan značaj 
a sadrži obične metričke prostore kao specijalan slučaj.

U ovom radu se razmatraju jednoznačna i višeznačna preslika
vanja u verovatnosnim metričkim i fazi metričkim prostorima sa 
aspekta nelinearne analize, i to onaj deo ove oblasti koji se odnosi 
na teoriju nepokretne tačke.

Rad sadrži tri poglavlja:

Glava 1 Uvod

Glava 2 Teoreme o nepokretnoj tački za jednoznačna preslikavanja 

Glava 3 Teoreme o nepokretnoj tački za višeznačna preslikavanja
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U prvoj glavi su date osnovne definicije verovatnosnih metričkih 
i fazi metričkih prostora koje se koriste u daljem radu. Posebno se 
proučavaju klase t-normi T  i nizova (rrn)n6N koji teže 1 i za koje je 
lim T ° l nXi =  1. Više o ovoj temi može se naći u [11], [14], [18],71—>00 1 1
[19], [23], [24], [25], [29], [30], [32], [36], [37], [38], [40], [50], [51],

U drugoj glavi su dokazane teoreme o nepokretnoj tački za jed
noznačna preslikavanja koje predstavljaju verovatnosno uopštenje 
Banahovog principa kontrakcije, teorema koja se odnosi na teoriju 
kontraktora i teorema o nepokretnoj tački u sekvencijalno komplet
nim Hausdorfovim kvazi-uniformnim prostorima. Literatura na ko
joj se zasniva ovo poglavlje je [1], [2], [3], [4], [5], [6], [10], [11], [14], 
[16], [19], [22], [26], [27], [28], [34], [39], [41], [42], [43], [44], [46], [47], 
[49], [52]

U trećoj glavi dokazane su teoreme o nepokretnoj tački koje pred
stavljaju višeznačna uopštenja Banahovog principa kontrakcija, i to 
teorema o zajedničkoj nepokretnoj tački za Nadlerovu g-kontrakciju 
i teorema o zajedničkoj nepokretnoj tački za Hiksovu kontrakciju. 
Takođe je dokazana teorema koja obezbeđuje jedinstveno rešenje 
za nelinearne operatorske jednačine sa višeznačnim operatorom uz 
pomoć kontraktora. Relevantna literatura za ovu oblast je [1], [2], 
[6], [7], [8], [12], [13], [14], [15], [17], [18], [19], [21], [31], [33], [35], 
[45], [48], [53],

Prof. dr Olgi Hadžić dugujem duboku i iskrenu zahvalnost na 
pomoći koju mi je pružila i na podsticaju i podršci.

Na korisnim primedbama zahvaljujem se članovima komisije prof. 
dr Endre Papu i prof. dr Mili Stojaković.
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Glava 1

Uvod

Pojam trougaonih normi (t-normi) prvi je uveo K. Menger u [29], 
pošavši od ideje osnovne nejednakosti trougla. Prva oblast gde su t- 
norme imale značajnu ulogu je teorija verovatnosnih metričkih pros
tora. Takođe, t-norme su značajna operacija u raznim poljima kao 
što su fazi skupovi, fazi logika [24], i njihove primene, kao i u teoriji 
generalizovanih mera [24, 32] i teoriji nelinearnih diferencijalnih i 
diferencijalnih jednačina [32], Međutim originalni skup aksioma je 
bio slab i sadržavao je i funkcije koje su danas poznate kao trougaone 
konorme. B. Schweizer i A. Sklar [36, 37] su izvršili promene i 
definisali aksiome za t-norme koje se i danas koriste. Većina rezul
tata vezanih za t-norme koji su dobijeni u tom pravcu razvoja su 
prikazani u monografiji [38].

U ovoj glavi se daju osnovne definicije vezane za verovatnosne 
metričke i fazi metričke prostore kao i t-norme i t-konorme. Posebna 
pažnja se posvećuje beskonačnoj ekstenziji t-normi i t-konormi, i 
daje primer na Dombievoj, Aczel-Alsininoj i Sugeno-Weber familiji 
t-normi. Data je definicija t-norme H -tipa koja je jako značajna 
za dalji rad. Uvodi se pojam Arhimedovih, striktnih i nilpotentnih 
t-normi, pojam multiplikativnih i aditivnih generatora za t-norme i 
t-konorme a jedan deo je posvećen dekompozabilnim merama.
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6 Glava 1. Uvod

1.1 Trougaone norme, verovatnosni metrički i 
fazi metrički prostori

D efin icija  1.1 Preslikavanje T  : [0, 1] x [0, 1] -+ [0, 1] je trougaona 
norma (t-norma) ako su zadovoljeni sledeći uslovi:

( T I )  T(a, 1) =  a, za svako a G [0, 1] .

(T2) T{a , b) =  T(b, a), za svako a, b G [0, 1].

(TS) a > c i b > d = >  T (o , b) >  T(c, d) za svako a, b, c, d G 

[0, 1].

(T4) T(a, T [b , c)) =  T(T (a , b),c) za svako a, b, c G [0, 1].

P r im er 1.1: Osnovne četiri t-norme su:

(i) Minimum t-norma, u oznaci (Tm ), se definiše sa

Tm (x , xj) =  min(x, y).

(ii) t-norma proizvoda, u oznaci (Tp), se definiše sa

TP(x , y ) = x -  y.

(iii) Lukasiewiczeva t-norma, u oznaci {T i), se definiše sa

TL(x, y) =  max(a; +  y -  1, 0).

(iv) Drastični proizvod, u oznaci {Tp), se definiše 
na sledeći način

Td {x , y)
min(a:, y), m ax(i, y) =  1 
0, inače .

P rim er 1.2: (i) Dom bieva familija t-normi (T/3)>,6[o,oo]
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se definiše na sledeći način:

T?{x, y)

Td {x , y)-, 
Tm (x , y),

i
T/T i

A =  0 
A =  oo 
A e  (0, oo).

(ii) Aczel-Alsinina familija t-normi (T)(1'4)^e[o1oo] koja se definiše na 
sledeći način

f Td (x , y), A =  0
T x A{x, y) =  \ Tm {x , y), A =  oo

{  g —( ( — log x)^+ (— log y)*)1/*  ̂ A  e  ^

(iii) Sugeno-Weber familija t-normi (T f^Aei-poo] koja se definiše 
na sledeći način

f Td (x , y), A =  -1
Txw(x, y) =  \ TP{x, ij), A =  oo

I max(0, A G (-1 , oo).

Kako je t-norma preslikavanje jediničnog kvadrata u jediničan in
terval može da se izvrši poređenje t-normi na sledeći način:

Defin icija 1.2 : (i) Ako dve t-norrne Tx i T? zadovoljavaju uslov 
Ti (x, y) <  7 2 (0:, y) za svako (x , y) e [0, l ]2, onda je t-norma T\ 
slabija od t-norme T2, ili ekmvalentno t-norma T2 je jača  od t- 
norme T\ i zapisuje se

Tx < T2.

(ii) T\ < T2 ako je Tx <  T2 i Tx ^  T 2, tj. kada je Ti < T2 i postoji 
(zo, 2/o) e [0, l ]2 takvo daje Tx(x 0, y0) < T2(x 0, y0).
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t-norma Tm  je najjača a TD najslabija t-norma, tj. za proizvoljnu 
t-normu T  važi:

Td < T <  Tm .

Lako se pokazuje i da je Tl < Tp za svako x, y £ [0, 1] pa je poredak 
navedenih t-normi sledeći:

Tp < Tl <  Tp < Tm -

Schweizer i Sklar su 1961. godine uveli pojam trougaone konorme 
kao dualne operacije trougaonoj normi.

D efin icija  1.3 : Trougaona konorma (t-konorma) je preslika
vanje S : [0, l ]2 —* [0, 1] tako da je za svako (x, y, z) £ [0, l ]3 
zadovoljeno:

{S I) S {x , y) =  S{y, x)

(S2) S(x, S(y, z)) =  S{S{x, y), z)

{S3) S{x, y) <  S{x, z) za y < z 

{SA) S{x, 0) =  x.

Veza između t-normi i t-konormi je data sledećom propozicijom 
(videti [24]).

P ropozic ija  1.1 Funkcija S : [0, l ]2 —» [0, 1] je. t-konorma ako i 
samo ako postoji t-norma T  takva da je za svako {x, y) £ [0, l ]2 
zadovoljeno

S{x, y) =  1 - T ( l  - x ,  1 - y ) .

Važi i obrnuto tvrđenje, tj. od t-konorme S se može dobiti t-norma 
T  na sledeći način:

T{x, y) =  \ — S{\ -  x, 1 -  y).
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Prim er 1.3: Osnovne četiri t-konorme su Sm , Sp, Sp i Sp gde 
je

SM(z , V) =  m ax(i, y)

SP{x, y) =  1 -  (1 -  :r )(l -  y) =  x +  y -  xy 

SL{x, y) =  min(a: +  y, 1)

SD(x, y) 1, (x, V) e (0, l ]2
max(ï, y), inače .

Na osnovu Propozicije 1.1 sledi da svaka t-norma ima dualnu 
t-konormu pa su {TM, SM), (TP, SP ), (TL, S'L) i (TD, ¿T ) parovi t- 
normi i t-konormi koje su dualne jedna drugoj.

Ako za dve t-norme Tj i T2 važi Ti <  T2 tada za dualne t-konorme 
S\ i S2 važi S 1 >  S2■ Prema tome poredak je Sm  < Sp < Sl < Sp.

Prim er 1.4: a) Familija Dombievih t-konormi (S^)xe[o,00] j e data
sa:

y)

SD(x, y),
Sm (x , y),

■ ♦ ( ( * ) ♦ ( * ) )
1/A î

A =  0 
A =  00 
A e (0, 00).

b) Aczél-Alsinina familija t-konormi (5'^y4)^e[o,00] je data sa

cAA
te, y)

SD(x, y), A =  0
< SM(x, y), A =  00

1 -  e-((-iog(i-x))A+(-iog(i-v))*)1̂  \ E (0, 00).

c) Sugeno-Weber familija t-konormi (5,f M/)Ae[-1)00| je data sa
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f SD(x, y), A =  -1
Sf.w(x, y) =  < SM{x, y), A =  oo

[ min(l, x +  y +  Axy), A 6 (-1 , oo).

D efin icija  1.4 ; (i) t-norma T  je striktna ako je neprekidna i 
striktno monotona.

(ii) t-norma T  je n ilpotentna ako je neprekidna i svako a £ (0, 1) 
je nilpotentan elemenat za T  tj. za svako a £ (0, 1) postoji b £ (0, 1) 
takav da je T(a, b) =  0.

( i i i )  Neprekidna trougaona norma T  : [0, l ]2 —*• [0, 1] je  A rh im e- 
dova trougaona norma ako je T (x , x) < x, za svako x £ (0, 1).

Klasa neprekidnih Arhimedovih t-normi se sastoji od dve disjunktne 
klase: klase striktnih t-normi i klase nilpotentnih t-normi. 
t-norma proizvoda TP, Lukasiewiczeva t-norma TL (koje nisu strogo 
monotone, pa prema tome nisu striktne), i najslabija t-norma Tp 
su Arhimedove, t-norma minimum Tm  međutim nije Arhimedova 
t-norma.

Generalni način za konstrukciju novih t-normi, pomoću datih t- 
normi je dat sledećom teoremom (videti [24], [38]).

Teorem a 1.1 : Neka je K  prebrojiv skup. Neka je (Tk)kei< famil
ija t-normi i neka je { ( a fe, Pk)}kei< familija međusobno disjunktnih 
otvorenih podinteruala jediničnog intervala [0, 1]. Neka je linearna 
transformacija ipk '■ [ak, Pk] [0, l], k £ K  data sa

Vk{u)
U — Oi k

Pk

Tada je funkcija T  : [0, l ]2 —► [0, 1] definisana sa

T ,x \ =  i  V f 'iT k & k ^ ),  <Pk(y))), {x, y) £ (ak, Pk)2
' ’ J \ min(a:, y), inače.
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trougaona norma. Trougaona norma T  se zove ordinalna suma 
za sumande Tk, k £ K . Pisaćemo T  =  { <  (a^, /?*), Tk > k £ K }.

Defin icija 1.5 ; Neka su [a, 6] i [c, d] dva podinteruala realne prave 
[—oo, oo] i neka je f  : [a, 6] —» [c, d\ monotona funkcija. 
Pseudoinverzno preslikavanje f(~^  : [c, d] —* [a, 6] za f  se definiše 
na sledeći način :

/(- 1)(y) =  sup {a: £ [a, 6]; ( f (x )  -  y )(f (b ) -  f (a ) )  < 0}.

Sledeća teorema je data u [24],

Teorem a 1.2 : Funkcija T  : [0, l ]2 —> [0, 1] je neprekidna Arhime- 
dova trougaona norma ako i samo ako postoji neprekidna, strogo 
rastuća funkcija 6 : [0, 1] —> [0, 1] takva da je 9( 1) =  1 (takozvani 
m ultip likativn i generator ), i takva daje za svako x ,y  £ [0, 1]

T(x, v) =  0< - » (

T  je striktna t-norma ako i samo ako svaki multiplikativni generator 
9 za T  zadovoljava 9(0) =  0.

Ako t-norma T  ima multiplikativan generator 9, tada je funkcija 
£ : [0, 1] —> [0, 1] data sa £(x) =  9( 1 — x) multiplikativni generator 
za dualnu t-konormu S.

Prim er 1.5: i) Za Dombievu familiju striktnih t-normi i konormi 
p ? )  Ac[0,oo] 1 ('S>A)) a6[0,oo] multiplikativni generatori su

ii) Za Aczel-Alsininu familiju striktnih t-normi i t-konormi 
(TxAA)xzl0,ooh (S\ A ) a 6[0,oo] multiplikativni generatori su

9 fA(x) =  e- (~ losx̂  i =  e-(-iog(i-*))\
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Teorem a 1.3 Funkcija T  : [0, l ]2 —> [0, 1] je neprekidna Arhirne- 
dova trougaona norma ako i samo ako postoji neprekidna, strogo 
opadajuća funkcija t : [0, 1] —-> [0, +oo], i ( l )  =  0 takva da za svako 
x, y E [0, 1] važi

T(x, y) =  i_1(min(i(a:) +  t(y), t(0))) =  i(~1} (t(z) +  t(y)).

Funkcija t se naziva aditivan generator za T, on je jedinstveno de- 
terminisan sa T  do pozitivne multiplikativne konstante.

Prim er 1.6: Za familiju Sugeno-Weber t-konormi (N f^Aei-i.oo ) 
odgovarajući aditivan generator je dat sa

4 w W
X,
lo g ( l+ A i)  
l°g(l+A) >

A =  0
A 6 (-1 , oo)\ {0 }.

Ako je t : [0, 1] —» [0, oo] aditivan generator za neprekidnu t- 
normu T, tada je 9{x) — e_t^  multiplikativni generator za T .

Neka je A + skup svih funkcija raspodele F  : R  —> [0, 1]

takvih da je F {0) =  0 (F  je neopadajuća, neprekidna sa leve strane 
i sup F (x )  =  1.)

i£R

Sledeća definicija je data u [36].

D efin icija  1.6 Uređen par (S , fF) je verovatnosni m etričk i pros
to r ako je S neprazan skup i F  : S x S  -*• A + , gde je F{p, q) =  FPtQ, 
za svako (p, q) E S X S, i zadovoljeni su sledeći uslovi:

1 . FPiq(0) =  0, za svako p, q 6 S.

2. FPiQ =  FgtP, za svako p, q G S.

3. Fp q (u) =  1, za svako u >  0 <=> p =  q.

4 . FPtq(x) =  1 i Fqr(y) =  1 => Fp,r (x +  y) =  1, za svako
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p, q, r E S i svako x, y >  0.

D efin icija  1.7 Mengerov prostor je uređena trojka (S, ČF, T ), gde 
je (S, F )  verovatnosni metrički prostor, T  je t-norma i zadovoljena 
je sledeća nejednakost:

FP,r(x +  y ) >  T (F Piq{x), Fqtr{y))

za svako p, q, r  E S i svako x, y >  0.

P rim er 1.7: (Drossos): Neka je (M, d) separabilan metrički pros
tor i (£1, E, P ) prostor verovatnoće. Neka je S skup svih klasa ek
vivalencije merljivih preslikavanja X  : Cl —► M . Ako X, Y  E S i 
x 6 R  tada Fx ,y (%) definišemo na sledeći način:

Fx ,y (x ) =  P {{w ; m G ii, d(X(w), Y (w )) <  x }) .

Očigledno je Fx ,y (0) =  0 za svako X , Y  G S] FXy  — FY,X za svako 
X , Y  G S] za svako X , Y  G S, FX Y (x) =  1 za svako x >  0 =>• 
X  =  Y.

Pokazaćemo da je za svako X, Y, Z  G S i  svako x, y G R  zado
voljena sledeća nejednakost:

(1.1) Fx>z(x +  y) > T L(FXtY(x), FYtZ(y))

Da bismo dokazali (1.1), dokazaćemo da

(1.2) P ({w ; w G 0, d(X(w), Z (w )) <  x +  y}) >  P{{w, w G ii, 

d(X(w), Y (w )) <  z } )  +  P[{w\ w G ii, d(Y(w), Z(w )) < y}) -  1.

Neka je A =  {m; w G ii, d(X(w), Y (w )) < x}, B =  {w, w G 
ii, d(Y(w), Z{w)) < y} i C =  {w, w G ii, d(X(w), Z (w )) <  x +  y}

Nekamo EAC\B. Tada je d(X(w0), T (m 0)) < x id (Y (w 0), Z(w0)) < 
y. Na osnovu nejednakosti trougla

d(X(w), Z (w )) < d(X(w), Y (w ))+ d (Y (w ),  Z(w )), w E Î 1
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sledi da Wo 6 C , odnosno A  D B C C . Sada iz P (A  D B) — 
P (A )  +  P {B ) -  P (A  U B ) sledi da je P (A  n B) > P {A )  +  P (B )  -  1, 
odnosno P (A n B )  >  max (P (A ) +  P (B )  — 1, 0), i prema tome (1.2) 
je zadovoljeno.

Ako je (S , F , T ) Mengerov verovatnosni metrički prostor sa neprek
idnom t-normom T, tada je S Hausdorfov topološki prostor sa topologi- 
jom indukovanom familijom (e, A)-okolina

U  =  {Up (e, A) :p  € S,e >  0, A € (0, 1 )}, gde je 

Up(e, A) =  {x E S : Fx,p(e) >  1 -  A}.

Ako je supT(ar, x) =  1, tada familija {ZY} definiše na <5 metriz-
X < 1

abilnu topologiju.

Neka je (S, T )  verovatnosni metrički prostor. Niz (xn)n6N iz S 
je K oš ijev  niz ako i samo ako za svako e > 0 i A € (0, 1) postoji 
7io(e, A) 6 N  takav da

FXn+p,xn(£) >  1 — A, za svako n >  no(e, A) i svako p 6 N .

Ako je verovatnosni metrički prostor (S, T )  takav da svaki Košijev 
niz iz S konvergira u S tada je (S, F )  kompletan prostor.

Fazi m etričk i prostori koje su uveli Kramosil i Michalek [25], 
predstavljaju generalizaciju verovatnosnih metričkih prostora. Ko
risteći pojam fazi broja, Kaleva i Seikkala [23] su definisali po
jam fazi metričkog prostora i ispitali vezu između verovatnosnih 
metričkih i fazi metričkih prostora.

Fazi broj u je preslikavanje u : R  —► [0,1]. Fazi broj u je nor
malan ako postoji to E R  takav da je u(to) =  1 i konveksan ako za 
svako ti, ¿2 G R  i za svako p, E [0, 1] važi

u(pti +  (1 -  p)t2) >  min('u(i1), u(t2)).
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Svi od gore poluneprekidni, normalni, konveksni fazi brojevi se označavaju 
sa 5.
Neka je

€+ =  {u; u G 5, u(t) =  0, za svako t <  0}.

a - nivo sečenja [u]a =  {i;  t G R, u(t) >  a} (a  G (0, 1]) 
za fazi broj u je neprazan zatvoren interval [aa,6Q], ako a“ , ba G 
R, a ako je aQ =  — oo ili ba =  +oo tada je poluotvoren interval 
( oo, b% [a“ , oo).

Neka su L, R : [0, 1] x [0, 1] —» [0, 1] simetrične, neopadajuće 
po oba argumenta i važi da je L (  0, 0) =  0 ,R (1 , 1) =  1.

Neka je X  neprazan skup, d : X  x X  —*• £+ i za svako a G (0, 1] 
i za (ic, y) G X  x X  je

[d{x, y)]a =  [Aa(x, y), pa{x, y)], a G (0, 1],

Uređena četvorka (X , d, L, R ) se naziva fazi m etrički prostor, a 
d je fazi m etrika ako važe uslovi (i)-(iii), gde je

(i) za svako x, y G X

d{x, y) =  /{o} x =  y
gde je

7{o}(£)
0, ¿ ^ 0
1, t =  0.

(ii) za svako x, y e X , d(x, y) =  d(y, x).

(iii) za svako x, y, z G X

a) d(x, z ) (s+ t ) >  L(d(x, y) (s), d(y, z)(t ) ) , kadgod je s < X1 (x, y), t < 
Ai (y, z) i s + 1 <  \i(x, z),

b)  d(x, z ) (s+ t ) < R(d(x, y)(s), d(y, z)(t ) ) , kad god je s >  Ai(x, y), t > 
Ai (y, z) i s + 1 >  Ai(x, z).
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Svaki Mengerov prostor (X, F , T ) je i fazi metrički prostor 
(.X , d, L, R ) ako je

d(x, y)(u)
0 , u <  sup{s; FX!y(s) =  0 } =  uXtV

1 Fx>y(tl) , ti ^  'U 'X ,y

Funkcije R i L se definišu na sledeći način:

L  =  0, R(a, b) =  1 -  T(1 -  a, 1 -  b) (a, 6 e  [0, 1]).

Obrnuti zaključak ne važi u svim slučajevima. Pod izvesnim do
datnim uslovima za fazi metriku d fazi metrički prostor (X , d, L, R) 
je Mengerov prostor. Ako je:

lim dix, y)[u ) =  0, za svako x, y £ X,
IL — M X)

tada je (X , F ,  T )  Mengerov prostor, gde je T  (a, b) — 1 — R (l  — 
a, 1 — b), za svako a, b £ [0, 1] a preslikavanje F  se definiše sa 
(x, y E X, s £ R )

Fx,y{s) =  0, za .s <  Aj(x, y), FXiV(s) =  1 -  d(x, y)(s), z a s >  
A:(x, y).

Sledećom lemom, datoj u [15], uopštena je veza između fazi metričkih 
i verovatnosnih metričkih prostora.

Lem a 1.1 Neka je (X, d, L , R) fazi metrički prostor, f  : [0, 1] —► 
[0, 1] neprekidna, monotono opadajuća funkcija takva daje / ( 1) =  0 
i /(0) =  1 i d i R zadovoljavaju sledeće uslove:

lim d(x, y)(s) — 0, za svako x, y £ X3—*00

R(a, 1) =  1, R(a , 0) =  a, za svako a £ [0, 1]

R je asocijativna.

Tada je (A , F T ) Mengerov prostor, gde su F  i T  definisani na 
sledeći način:
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0, ako s < Xi(x, y)
F (x, y )(s ) =

f ~ 1[d(x, y )(s )],s  >  X1(x, y). 

T(a, b) =  f - ' [R ( f ( a ) ,  f(b))}, (a, b E [0, 1]).

Važnu klasu Mengerovih prostora čine verovatnosni normirani pros
tori koje je uveo Sherstnev [40].

Neka je S vektorski prostor nad poljem realnih ili kompleksnih 
brojeva JC, F  : S —> A + i t-norma T  >  Tp. Uređena trojka 
(S , T , T )  je verovatnosni norm iran prostor ako i samo ako su 
zadovoljeni sledeći uslovi, gde je F (p )  =  Fp za svako p E S:

2. FXp(x ) =  i za svako p e  S, x >  0, A e  /C\{0}.

3. Fp+q(x +  y) >  T (F p(x), Fq(y)), za svako p, q E S i svako
x, y >  0.

Ako je (S, fF, T )  verovatnosni normiran prostor i ako se za svako 
(jPi q) € S X S, T  : S X S —> A + definiše na sledeći način:

tada je (S, fF, T )  Mengerov prostor.

Sledeća definicija je data u [6].

Defin icija 1.8 (S , J-, T ) se naziva nearhimedovski M en gerov  
verovatnosni m etričk i prostor ako je (S, T ,  T ) Mengerov verovat
nosni metrički prostor i t-norma T  zadovoljava sledeći uslov: za

1. Fp( 0) =  0, za svako p E S i F p =  H = > p  =  0

gde je

f ( p ,  q) =  FP- g,
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svako x, y, z E S i t\, t2 > 0

FXi*(max(ti, t2)) >  T (F x>y{ti), FVtZ(t2)).

Ultrametrički prostori pripadaju klasi nearhimedovskih verovatnos- 
nih metričkih prostora.

D efin icija  1.9 (M , d) je ultrametrički prostor ako važi 

d(x, z) <  max{d(x, y), d(y, z ) } t 

za svako x, y, z E M.

U [9] je dat primer ultrametričkih prostora važan za teoriju distribu
cija.

P rim er 1.8: Neka je (E , p) seminormirana algebra nad JC E {R ,  C },
takva da je

p(ab) <  p(a) ■ p(b), za svako a, b E E.

Neka je r E R +, gde je r =  (rn)n, i rn >  0 (n E N ), rn \  0. 
Tada se za svako / E E N, gde je / =  ( f n)n (fn £ E ), definiše 
seminorma

11/llp.r =  Jirn supp(/n)r".

Podprostori F ViT i /CPir prostora F N se definišu na sledeći način:

r pr =  {/  e  £ N | ||/||p, <  OO},

K vr =  {/  € B n | ||/|W =  0}.

Važi sledeća propozicija:

P ropozic ija  1.2 1. Funkcija

dp<r . F p tr  X F p )T R+>
(/» 9) ll/-^llp,r

je ultrapseudometrika na F v<r-

2. F Ptr je podalgebra na F N; i /Cp>r je  ideal od F p>r-
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3. GP,r =  F P,r/fcP,r je (Hausdorfov) topološki prsten i količnička 
topologija je ista kao i topologija indukovana ultrametrikom

tjp,r • Gp.r ^  G rip,r ?p,r R•+

([/], [i/]) •-» dPir(f, g),

gde [/], [g] G GP,r -

P rim er 1.9: Neka je (M , d) separabilan ultrametrički prostor i 
(Q, A , P )  prostor verovatnoće. Neka je S  skup svih klasa ekviva
lencije merljivih preslikavanja X  : 0  —* M . Ako X , Y  G M  i x G R  
tada definišemo F^y{x )  na sledeći način:

F^ y (x ) =  G 0, d(X (u ), Y(u>)) <  x }).

Pokazaćemo da je za svako X, Y, Z  i svako x, y G R  zadovoljena 
sledeća nejednakost:

Fx ,y (max(z, y)) > TL(Fx y{x),Fy ž (y)).

Da bismo dokazali datu nejednakost, dokazaćemo da važi

Fx,y (m&x(x  ̂ 2/)) — ^ x ty (x ) +  Fy ž(y) — 1.

Neka je d (X , T )(m ) < x i d (Y , Ž)(u>) < y. Tada je d(X, <
max(i, y). Neka je

A  =  {u  : d(X (u ), Y (u ) )  < x}, B — {u> : d(Y(u>), Ž (uj)) < y).

Ako je C := {lu : d(X(co), Ž (u ) )  <  m ax(i, y)} tada je C D A  D B te 
je

P{C) > P ( A n B )  =  P (A )  +  P (B ) -  P (A  U B)
>  ma x (P (A ) +  P (B ) — 1,0)

=  TL(P (A ),  P (B )).

Odavde sledi da je

P (C) =  Fx ,ž (max(x ’ V)) ^  Tl {Fx ,y (x )' Fy,ž(l/))-
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1.2 Prebrojivo proširenje t-normi

U radu [11] je data klasa t-normi koja je značajna za teoriju nepokretne 
tačke u verovatnosnim metričkim prostorima.

Neka je T  t-norma i neka je Tn : [0, 1] —> [0, 1] (n € N ) defin- 
isano na sledeći način:

T i(x ) =  T (x , x), Tn+1{x) =  T (T n(x), x) {n e N , x e [0, 1]).

t-norma T  je t-norma H -tipa  ako je familija {T n(a;)}n6N je pod
jednako neprekidna u tački x =  1.

Kažemo da je familija {T n(x ) }n6N podjednako neprekidna u 
tački x =  1, ako za svako A 6 (0, 1) postoji <5(A) G (0, 1) tako da 
važi implikacija:

x > 1 — 8(X) => Tn(x) >  1 — A, za svako n G N.

Osobina asocijativnosti za t-norme omogućava da se svaka t-norma 
T  proširi na jedinstven način kao n-arni operator definisan za svaku 
n-torku (x u x2, ... ,xn) G [0, l ]n na sledeći način:

T }= 1 Xi =  xu T " =1Xi =  T ( T ^ X i ,  xn) =  T {x u . . . , x n).

Ako je Xi =  ... =  xn =  x, tada je x ^  =  T (x tx , . . .  ,x).
Takođe se pretpostavlja da je za svako x € [0, 1] x ^  =  1 i x ^  — %■

Svaka t-norma T  može se proširiti na beskonačan operator t j., 
za svako (x i)i(rN 6 [0, 1]N važi

T oo ,. npn= nm 1 i-iXi.1—1 n—♦ oo 1

Granica sa desne strane uvek postoji pošto je niz

( T ”=i^i)n6N

nerastući i ograničen sa donje strane.
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P rim er 1.10: n-arna proširenja za t-norme Tm , Tl , Tp i Tp> su

Tm (x u . . . ,  xn) =  m in ^ j,... ,xn)

n
Tl (x u . . . , x n) =  m ax(E  -  (n -  1), 0)

i=l

Tp[x i ,. .., xn'j — X\ • x% • ■ xn

TD(x u . .. ,xn) =
Xi, ako Xj =  1 za svako j  ^  i 
0, inače .

Za teoriju nepokretne tačke su zanimljive klase t-normi T  i nizova 
(Xn)neN iz [0, l] za koje je

(1.3) lim xn =  1 i lim T ° !  xt — lim =  1.
n —»oo n —»oo n—>oo 1

n
U specijalnom slučaju za T  =  Tp važi (T p )"=1 =  f [  xi i za svaki

¿=1
O O

niz (xn)ngN iz [0, 1] za koji je E  (1 — <  oo sledi da je
i= 1

O O

lim ( T P) g n =  lim TT Xi =  1.
n —*oov /l n n —»oo

i=n

Poznato je da važi ekvivalencija
O O  O O  O O

xi >  0 <£=*> Jirn̂  n ^  =  l — xi) <  °°-
¿=1 i=i

Ekvivalencija E (1  — xA <  oo <=> lim T ° lnXi =  1 važi takođe za
t=i n->0°

T  =  Tl
n n

( T L)?=iXi =  m a x (^  Xi -  ( n -  1), 0) =  m a x (^ ( i j  -  1) +  1, 0)
i=1 ¿=1

i stoga E  (1 -  Zn) <  OO važi ako i samo ako
71= 1

JI™ (T L)Znxi =  “  1) +  1, 0) =  1.



22 Glava 1. Uvod

Za T  >  Tl imamo T l lXi >  ( T  L)i'=ixi i prema tome za takve 
t-norme T  važi implikacija

OO
E (1  -  Xi) <  oo =► =  1.
i=i

Uslov (1.3) je zadovoljen u slučaju da je t-norma T  H -tipa.
Sledeća propozicija je dokazana u [19].

P ropozic ija  1.3 Neka je (xn)neN niz brojeva iz [0, 1] takav da je 
lim xn — 1 i neka je t-norma T  H-tipa. Tada je zadovoljen uslovn—>oo
(1.3) .

Dokaz: Pošto je t-norma T  H-tipa, za svako A G (0, 1) postoji 
<5(A) G (0, 1) takvo daje

x >  ¿(A) => T pi=1x >  1 -  A

za svako p G N. Kako je lim xn =  1 postoji n0(A) G N  takvo da jen—>oo
xn >  S(A) za svako n >  n0(A). Prema tome

T L , ?n+i >  T ' =16(A)
>  1 -  A,

za svako n >  n0(A) i svako p G N. Prema tome, zadovoljen je uslov
(1.3) .

Za neke familije t-normi postoje nizovi (xn)n6N koji teže 1 i za koje 
je lim Xi =  1.
J n —>oo 1~ n

Sledeća tvrđenja su data u [19].

T v rd jen je  1.1 Neka je  o,oo) Dombieva familija t-normi i
(xn)neN niz elemenata iz (0, 1] takav da je Jim xn =  1. Tada važi 
sledeća ekvivalencija:
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T vrd jen je  1.2 Neka je {TAA)\e{o,oo) Aczel-Alsinina familija t-normi 
i (^n)nen  niz elemenata iz (0, 1] takav da je lim xn =  1. Tada važi

v '  v J n —*oo
sledeća ekvivalencija:

OO

E (1  -  *<)* <  oo <=*• „lim (TJi ' , ) £ nxi =  1.
1=1

Propozic ija  1.4 Neka je (rrn)n6N niz elemenata iz (0, 1) takav da
O O

red (1 — ^n) konvergira. Tada je za svako \ E  (—1, oo]
71=1

nlim {T™ )?=nXi =  1.

Za teoriju nepokretne tačke u verovatnosnim metričkim prostorima 
je važna primena uslova (1.3) na specijalne nizove (1 — qn)nen  za 
q E (0, 1).

Sledeća definicija je data u [19].

D efin icija  1.10 Kažemo da je za neko q0 E (0, 1) t-norma T  ge
ometrijski konvergentna ako je

i 1-4) ~Qo) =  1-

U radu [20] je dokazano da iz (1.4) sledi da je ^ im ^ T ^ ^ l — ql) =  1 

za svako q E (0, 1).

Sledeća propozicija je data u [19].

P ropozic ija  1.5 Neka je T  t-norma i ip ■ (0, 1] —*• [0, oo). Ako je 
za neko 6 E (0, 1) i svako x E [0, 1], y E [1 — 6, 1] zadovoljeno

IT(x, y) -  T{x, 1)| <  ip(y)

tada za svaki niz (xn)n6N iz intervala [0, 1[ takav da je lim xn =  11 1  71—+00
važi sledeća implikacija:

OO

ip(xn) <  oo =► -  xn) =  0.
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Analogno kao i za t-norme T  možemo izvršiti proširenje S'-konorme 
na n-arnu operaciju tako da za svako (rci,. .. ,xn) G [0, l ]n, n G N  
važi

S ni=lXi =  S {S ^ ix i ,  xn) =  S (xu . . . , x n)

Soo
i= 1Xi lim S ”=1:Tj

n —>oo

Ako je x x =  ... =  xn =  x, tada je x ^  =  S (x , . . .  ,x )  i x^0) -  0 

i x$'> =  x za svako x G [0, 1].

P r im er 1.11: a) S u (x i , . . . ,  xn) — m ax(x i,. . . ,  xn)

b) s P (x i , . . . , 3?n) i n  ( i  *̂ i)
i=l

c) Sl (X\, . . . iXn)

d) »Sp (x i , . . . ,  )

m in (E  1)
¿=1

( Xi, ako Xj =  0 za svako j  ^  i 
1, inače .
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1.3 Dekompozabilne mere

Sledeće definicije su date u [51].

Neka je A  cr-algebra podskupova datog skupa 0. Klasična mera 
je skupovna funkcija m : A  —► [0, oo] tako da je m (0 ) =  0 i

o o  OO

m ( U ^ )  =
i= 1 ¿=1

za svaki niz (y4j)j£N međusobno disjunktnih skupova iz A. U speci
jalnom slučaju kada m : A  —> [0, 1] i m(Q) =  1, m je verovatnosna 
mera i označava se sa P.

D efin icija  1.11 Neka je S t-konorma. S-dekompozabilna mera m 
je skupovna funkcija m : A  —► [0, 1] takva da je m (0 ) =  0 i

m(A  U B) — S (m (A), m (B )),  A, B E A i A  fl B =  0.

P rim er 1.12: Uzimajući t-konormu Sp, fž =  N  , A  =  2N i 
m {E ) =  min(^-, 1), E  G A, za fiksiran prirodan broj N, gde je 
\E\ kardinalni broj od E  dobija se daje m S^-dekompozabilna mera.

Defin icija 1.12 Neka je S levo neprekidna t-konorma. Skupovna 
funkcija m : A  —» [0, 1] je a S-dekompozabilna mera ako je m (0 ) =  
0 i

O O

™ (U  Ai) =  s i^iw (A )
t=l

za svaki niz {Af) ¿6N iz A  čiji elementi su međusobno disjunktni 
skupovi.

Skupovna funkcija iz prethodnog primera je cr-SL-dekompozabilna 
mera.

P rim er 1.13: Neka je P  : A  —* [0, 1] mera verovatnoće. Tada 
je definisano sa

mA(E ) =  i ( ( l  +  A)p^ - l )
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cr-Sf ̂ -dekompozabilna mera.

Neka je S neprekidna Arhimedova t-konorma sa aditivnim gen
eratorom s. Tada može da se napravi sledeća klasifikacija cr-S- 
dekompozabilnih mera.

(A ) s o m  je cr-aditivna mera nad A.

(P ) s om  je pseudo-cr-aditivna mera nad A, tj. postoji niz (A n)n6N 
disjunktnih skupova iz A  da je

(s o m ) (  U  An) =  s ( l )
n € N

<  ^ ( s o  m )(A n).
n €  N

Slučaj (A ) važi za striktne t-konorme S ili za t-konorme S koje nisu 
striktne ali imaju konačnu cr-aditivnu meru s o m.

Kažemo da je S-dekompozabilna mera m monotona ako za A, B €
A, A  C B i m (A ) <  m(B). Mera m  je (NSA)-tipa ako i samo ako 
je s om  konačna aditivna mera, gde je s aditivan generator za t- 
konormu S, koji je neprekidan, nije striktan, Arhimedov i u odnosu 
na koji je m  dekompozabilan (s ( l )  =  1).

Ako je m  A-dekompozabilna mera tada je m  S-vrednosna, što znači

S (m (A  U B), m (A  n B )) =  S (m (A ), m (B )).

Neka je (fž, A, m) merljiv prostor i (Ai, d) separabilan metrički 
prostor, S skup svih klasa ekvivalencije merljivih preslikavanja X  :
Cl —* M . Element iz S se označava sa X  ako {A^(w)} 6 X.

Sledeća propozicija je data u [19].

P ropozic ija  1.6 Nehaje (Cl, A, m) merljiv prostor, gdejem neprekidna 
S-dekompozabilna mera (NSA)-tipa sa monotono rastućim genera
torom s.
Tada je (S , ĆF', T )  Mengerov prostor, gde se ĆF i t-norma T  definišu



na sledeći način {F (X ,  Y ) =  y):

Fx ,y (u) =  m i UJ : w 6 fž, d (X (u;), Y (u ) )  <  u} — m{d(X, Y )  < u } 

(za svako X , Y  € S, u G R ),

T (x , y) =  s~1(max(0, s(x) +  s(y) -  1)) 

za svako x, y £ [0, !]•

1.3. Dekompozabilne mere 27
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Glava 2

Teoreme o nepokretnoj 
tački za jednoznačna 
preslikavanja

Poznato je da svaka q-kontrakcija / : M  —* M, gde je (M , d) kom
pletan metrički prostor, ima jedinstvenu nepokretnu tačku. Sehgal 
i Bharucha-Reid [39] su uveli pojam verovatnosne q-kontrakcije u 
verovatnosnom metričkom prostoru i prvi dokazali teoremu o nepokret
noj tački u Mengerovim prostorima (S, F , TM).
U delu 2.1 dokazana je teorema koja predstavlja uopštenje teoreme 
o nepokretnoj tački za verovatnosnu (^-kontrakciju / : S —» S, gde 
je (S, T , T )  kompletan Mengerov prostor. Uveden je pojam jake 
(6n)-kontrakcije i u delu 2.2 dokazana je teorema koja predstavlja 
uopštenje teoreme Sehgala i Bharuche-Reid kada je preslikavanje 
f  : S S jaka (6n)-kontrakcija.
U delu 2.3, koji se odnosi na teoriju kontraktora, dokazana je teo
rema koja obezbeđuje postojanje i jedinstvenost rešenja za nelin
earne operatorske jednačine sa jednoznačnim operatorom u Mengero
vim verovatnosnim normiranim prostorima.
Deo 2.4 odnosi se na uopštenje Caristijeve teoreme u kompletnom 
Mengerovom prostoru (S , JF, T )  ako je t-norma T  H -tipa.
U delu 2.5 dokazana je teorema o zajedničkoj nepokretnoj tački 
u sekvencijalno kompletnim Hausdorfovim kvazi-uniformnim pros
torima a takođe je data primena na kompletan Mengerov prostor.

29
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2.1 Teorema o nepokretnoj tački za verovatnosnu 
g-kontrakciju

Neka je (M , d) metrički prostor i f  : M  —* M. Ako postoji q £ [0, 1) 
takav da je

d(fx,  fy )  <  qd(x, y)

za svako x, y E M, tada se / naziva q-kontrakcija.
Jedan od najvažnijih rezultata za teoriju nepokretne tačke pred

stavlja Banahov princip kontrakcije u metričkim prostorima koji 
glasi:

Svaka q-kontrakcija / : M  —> M  u kompletnom metričkom pros
toru (M , d) ima jednu i samo jednu nepokretnu tačku.

Sehgal i Bharucha-Reid su 1972. godine uopštili pojam g-kontra- 
kcije u verovatnosnim metričkim prostorima [39].

D efin icija  2.1 Neka je (S, T )  verovatnosni metrički prostor. Pres
likavanje f  : S  —> S je verovatnosna q-kontrakcija ako postoji q £ 
(0, 1) tako daje

FfPl,fP2 (X) — -̂ Pl.P2 ( “ )
i

za svako px, p2 £ S i x £ R.

P rim er 2.1: Neka je (O, A, P )  prostor verovatnoće, (M , d) sepa- 
rabilan metrički prostor, i Bm familija Borelovih podskupova od M . 
Preslikavanje / : i l x  M  -> M  je slučajan operator ako za svako 
C £ Bm  i svako x £ M

{ cj : cj £ f  (uj, a:) £ (7} £ A,

tj. ako je preslikavanje u) f ( u ,  x)  merljivo nad Cl. Slučajan 
operator f  : Cl x M  M  je neprekidan ako je za svako u £ Cl 
preslikavanje x i—> f ( u ,  x)  neprekidan nad M .

Ako je f  : Cl X M  ^  M  neprekidan slučajan operator tada 
je ([3]) za svako merljivo preslikavanje X  : Cl —* M  preslikavanje 
uj —* f(ui, X(u>)) merljivo nad fž.

Neka je S skup svih klasa ekvivalencije merljivog preslikavanja
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X  : fl —» M  i neka je / neprekidan slučajan operator. Preslikavanje 
/ : S —» S, definisano sa

(fX )(u i) =  X(u>)) za svako X  £ 5 (w £ fl, I  6  X ),

se zove operator Nemytskog za /. Ako je / : i !  X M  ^  M  slučajan 
operator, tada je merljivo preslikavanje X  : 0  —> M  slučajna nepokretna 
tačka preslikavanja / ako je

(2 .1 ) X [uj) =  f(u ), X(co)), skoro svuda.

Ako je / neprekidan slučajan operator tada važi (2.1) ako i samo 
ako je X  =  fX ,  X  G X. Prema tome, u ovom slučaju se problem 
postojanja slučajne nepokretne tačke neprekidnog slučajnog opera
tora / redukuje na problem postojanja nepokretne tačke operatora 
Nemytskog / za /.

Neka je za svako X , Y  G S i svako x > 0

(2.2) P ({u  : to e f l ,  X {u )), f (u ,  Y {u )) < qx})

> P {{u  : oj E ii, d(X(u>), Y(u>)) < x}), 

gde je q G (0, 1). (<i>, J-, Tl ) je Mengerov prostor gde je 

F xty (x ) =  P ({u  : u  G 0, d{X{u), y (c j)) <  x } ) 

za svako X , Y  G S  i x G R. Tada (2.2) implicira

F j k j v ^ )  — Fx ,y (x '̂

Prema tome, / je verovatnosna ^-kontrakcija ako i samo ako važi
( 2 .2)  .

Prvu teoremu o nepokretnoj tački u verovatnosnim metričkim pros
torima su dokazali Sehgal i Bharucha-Reid [39].

Teorem a 2 .1  Neka je  (S, P , Tm ) kompletan Mengerov prostor i 
f  : S —*• S verovatnosna q-kontrakcija. Tada postoji jedinstvena 
nepokretna tačka x preslikavanja f  i x =  lim f np za svako p G S.

Dalji razvoj teorije nepokretne tačke u mnogo generalnijem Mengerovom 
prostoru (S, T , T j  je povezan sa ispitivanjem strukture t-norme T .
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Taj problem je bio ubrzo rešen. Naime, ako je (S , T ’, T )  kompletan 
Mengerov prostor, gde je T  neprekidna t-norma tada svaka verovat- 
nosna q-kontrakcija f  : S —> S ima nepokretnu tačku ako i samo 
ako je t-norma T  H -tipa.

Veoma zanimljiv novi prilaz teoriji nepokretne tačke u verovat- 
nosnim metričkim prostorima je dat u radu Tardiffa [49], gde su pret
postavljeni neki dodatni uslovi za funkciju raspodele F  : S  x S —* 
A + i T  >  Tl .

Teorem a 2.2 (TardifFj Nehaje (S , F , T ) kompletan Mengerov pros
tor i T  neprekidna t-norma takva da je T  > TL. Ako je za svako 
u, v 6  S zadovoljen uslov

00J ln (u)dFUiV(u) <  oo
1

tada svaka verovatnosna q-kontrakcija f  : S —> S ima jedinstvenu 
nepokretnu tačku.

Koristeći teoremu dokazanu u [19] sledeća teorema predstavlja uopšt- 
enje teoreme Sehgala i Bharuche-Reid.

Teorem a 2.3 Neka je (S , jF, T ) kompletan Mengerov prostor i f  :
S —> S verovatnosna q-kontrakcija takva da za neko p € S i k > 0

(2.3) sup xkh(Fpj p(x )) <  oo
x>0

gde je h : [0, 1] —* [0, &] (6 6  R ) neprekidna, opadajuća funkcija
takva da je  /i(l) =  0. Ako t-norma T  zadovoljava uslov
lim T t° !n/i_1 ((//)*) =  1, gde p G (0, 1) tada postoji jedinstvena
nepokretna tačka z preslikavanja f  i z — lim f n{p).

Dokaz: Analogno kao u [20] može se dokazati da ako je 
Jirn̂  T °^n/i- 1 ((/io)‘ ) =  1 za neko p0 E (0, 1 ) tada je

lim T ° lnh~1((p ky) =  1 za svako p E (0, 1 ), jer je h opadajuća 
funkcija.
Neka je 8 =   ̂ <  1. Treba dokazati da je niz { f np)nen  Košijev.

OO

Kako je red & konvergentan, sledi da postoji ni =  n i(e ) E N
¿=i
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takav da £  F  <  £• Neka je n >  rt\. Tada je za svako n, m E N
i=ni

Ffnp,r >(£) ^  Ff"p,f"+mp(y^  F )
i =n
n+m —1

>  F/r.pJn+mp( ^  F )
i =n

>  T (T ( . .. T (F ,„ t ,r » p(6" ), i / » « p,/ -«r (<” +1), ̂ V ^
(m - 1)—puta

... Ffn+m-lpjn+tnp(6n+m *))

(m —1)—puta

F > ,/ p (^ n+m _ ! ) ) -

Neka je M  >  0 takav da je

xkh(FPifp(x )) < M , za svako x >  0.

Tada je h(Fpj p(x )) <  M ^ ,  za svako x >  0 odnosno 

Fpjp(x) >  ¡f), za svako x >  0.

Neka je x =  -k-. Tada sledi da je

<2-4) F p . lv (^ )> h - \ M (^ Y ) ,n €  N .

Neka je 712 € N  takav da h~1(M(/j,k)n) E [0, 1) za svako n >  n2. 

Iz (2.4) za n >  max(nj, n2) sledi da je

Ffnp,fn+rnp{£) >  T { T ( . . . { T (h~1{M {jik)n), h~1(M ( j ik)n+1),
( m - l ) - p u t a

... h_1 (M  {ixk)n+rn~1) ) ) .
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Neka je s0 takav da je M (p k)so < pk. Tada za svako n E N  i za 
n >  max(ni, n2) i m E N  sledi

Fr „ 0pir+.ot« p(e) >  t(r ( . - . ( r (ft-|( ( / r ,° )), (A '1( ( / ) " +,0+1)).

(m-1)—puta

... (/i-1 ((Atfc)n+S0+m- 1))

>  T ^ / r 1« / ) * ) .

Na osnovu uslova datog u teoremi da je l i ^  T °^ n/i_ 1 ((/xfc)1) =  1 

sledi da je niz (/np)neN Košijev.
Neka je z =  lim f np. Iz neprekidnosti preslikavanja / sledi da jen—► oo

/z =  / f e / " r t = » 1Lia , ^ +Ip = z -

Na osnovu prethodne teoreme i Propozicije 1.5 dobija se sledeća 
posledica.

Posledica 2.1 Nehaje (S, T , T ) kompletan Mengerov prostor i f  :
S S verovatnosna q-kontrakcija takva da za neko p E S i k >  0

supxkh(FPifp(x )) <  oo
i>0

gde je h : [0, 1] —♦ [0, 6] (6 e  R ) neprekidna, opadajuća funkcija 
takva da je h( 1) =  0. Ako je ip : (0, 1] —► [0, oo) takvo da za neko 
8 E (0, 1) i za svako x E [0, 1] i y E [1 — 8, 1] važi

|T(x, y) - T { x ,  1 )| <

oo .
i 5D '0(^- 1 ((Aifc)1)) <  oo, zaneko p E (0, 1), tada postoji jedinstvena

n= 1
nepokretna tačka z preslikavanja f  i z =  lim f np.

O O  .

Dokaz: Na osnovu Propozicije 1.5 uslov ip(h~1((p  )*)) <  oo im-n=l
plicira lim T °^ n/i_ 1 ((/xfc)1) =  1 , te su zadovoljeni svi uslovi prethodne 
teoreme.

Posledica 2.2 Nekaje(S , T ,  ( T f )  A€(o,<»)) kompletan Mengerov pros
tor i f  : S —> S verovatnosna q-kontrakcija takva da za neko p E S
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i k >  0 važi
sup xkh(Fpjp (x )) <  oo
x>0

gde je h : [0, 1] —► [0, 6] (b £ R ) neprekidna, opadajuća funkcija
OO

takva da je h( 1 ) =  0. Ako red X j(l — h~l (pk) l) x konvergira, gde
¿=1

¡x £ (0 , 1 ) tada postoji jedinstvena nepokretna tačka z preslikavanja 
f  i z =  lim f np.

n —*oo
oo

Dokaz: Na osnovu Tvrđenja 1.1 uslov ¿ (1  — h~1(pk)t)x <  oo ekvi-
i=i

valentan je uslovu lim {Tf>)^=1(h~1 (pk)1) =  1 te su zadovoljeni svi 
uslovi prethodne teoreme.

Posledica 2.3 Neka je (S, T , o,oo)) kompletan Mengerov pros
tor i f  : S —* S verovatnosna q-kontrakcija takva da za neko p £ S 
i k >  0 važi

supxfc[l — Fpjp(x)] <  oo.
x>0

Tada postoji jedinstvena nepokretna tačka z preslikavanja f  i z =  
lim f np.

n —>oo

Dokaz: Neka je h(x ) =  l —x. Tada su zadovoljeni svi uslovi prethodne 
teoreme.

Posledica 2.4 Neka je (S, T , (T jfA)x£(o,oo)) kompletan Mengerov 
prostor i f  : S —*• S verovatnosna q-kontrakcija takva da za neko 
p £ S i k > 0 važi

supxkh{Fpjp(x )) <  oo
x > 0

gde je h : [0, 1] -> [0, b] (b £ R ) neprekidna, opadajuća funkcija
OO

takva da je h( 1 ) =  0. Ako red Z l ( l  — /i-1(//)l)A konvergira, gde
i=1

p £ (0 , 1 ) tada postoji jedinstvena nepokretna tačka z preslikavanja 
f  i z =  lim f np.n —»oo

oo
Dokaz: Na osnovu Tvrđenja 1.2 uslov J2 (1 — /i- 1 (/xfc) I)A <  oo ekvi-

t=i
valentan je uslovu =  1 te su zadovoljeni svi
uslovi prethodne teoreme.
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Posledica 2.5 Neka je (S, ČF, (T AA)xe(o,oo)) kompletan Mengerov 
prostor i f  : S —> S verovatnosna q-kontrakcija takva da za neko 
p £ S i k >  0 važi

supxfc[l -  Fpjp (x)} <  oo.
x>0

Tada postoji jedinstvena nepokretna tačka z preslikavanja f  i z — 
lira f np.

n —► oo

Dokaz: Neka je h(x) =  \—x. Tada su zadovoljeni svi uslovi prethodne 
teoreme.

Posled ica 2.6 Neka je (X , d, L, R ) kompletan fazi metrički pros
tor, lim d(x, y)(s ) =  0 za svako x, y E X , R (a , 1) =  1 za svako

3 — > 0 0

a 6  [0, 1 ], R(a, 0) =  a za svako a E [0, 1], R je neprekidno u (0, 0) 
i f  : X  —> X  verovatnosna q-kontrakcija tako da za neko p G S i 
k >  0

sup xkd(p, fp )(x ) <  oo.
x>0

M o  je lim R Z n((T k ) l) =  0 za p E (0, 1 ) tada postoji jedinstvena 
nepokretna tačka z preslikavanja f  i z =  lim f np.

71— KX>

Dokaz: Za h{x) =  1 — x i na osnovu Leme 1.1 zadovoljeni su svi 
uslovi prethodne teoreme.

Posledica 2.7 Neka je (Ti, A , rn) merljiv prostor, gde jem-neprekidna, 
s-dekompozabilna mera (NSA)-tipa sa monotono rastućim aditivnim 
generatorom s, (M , d) kompletan, separabilan metrički prostor i 
f  : Ti x M  —> M  neprekidan slučajni operator takav da je za neko
q e (0 , 1 )

m({co | u E Ti, d (f  X(u>), f Y ( u )) <  u }) >  m ({u \ u E i2,
đ (X (u ), <  s } )

za sva merljiva preslikavanja X , Y  : Ti —> M  i svako u >  0. Ako 
postoji merljivo preslikavanje U : Ti M  takvo da je za neko k >  0

supxkh(m (d (U , fU )  < x )) <  oo
x>0
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gde je h : [0, 1] —» [0, 6] (b E R ) neprekidna, opadajuća funkcija 
takva da je h( 1) =  0 i t-norma T  definisana sa

T (x , y) =  s~1 (max(0, s(x) +  s(y) -  1)), x, y E [0, 1]

zadovoljava uslov lim T °fLnh~l ((p f )1) =  l, p E (0, 1) tada postoji 
slučajna nepokretna tačka za operator f .

Primedba: Neka su (iž, A, m), (M , d) i / isti kao u prethodnoj 
teoremi za neku t-konormu S fw, A 6  (—1, oo]. Neka je preslikavanje 
h(x) =  1 — x. Kako je i-norma T^w, A E (—1, oo] geometrijski 
konvergentna sledi postojanje slučajne nepokretne tačke slučajnog 
operatora / : 0, x M  —»■ M.

Teorem a 2.4 Neka je  (S, T , T ) kompletan Mengerov prostor i f  : 
S —> S verovatnosna q-kontrakcija takva da za neko p E S i k >  0 
važi

sup(ln x )kh(Fvj p(x )) <  oo
i> i

gde je  /i : [0, 1 ] —> [0, 6] (b E R ) neprekidna, opadajuća funkcija 
takva dajeh( 1) =  0. Ako t-normaT zadovoljava uslov lim T
1, za Q >  0 tada postoji jedinstvena nepokretna tačka z preslikavanja 
f  i z =  lim f np.

n —too

Dokaz: Neka je 6 =  * <  1, gde p E (<?, 1). Tada je 6 <  1 i red
0 0  OO

2J v <  oo, pa postoji rii =  ni(e) G N  takav da £  <  e.
i= l  i=n i
Neka je n >  n\. Tada je analogno kao u dokazu Teoreme 2.3

F /” p,/n+mp (e )

OO

n + m —l
> F f n p J n+np (  ^  8l )

> T ( T ( .  . . T ( F f n pJ n + lp (8 n ) ,  F f r i+ lpjn + 2 p (8 n + 1 ) ,

(m —l ) —puta

Ffn+vn-\pjn+-mp {8n + m  * ) )
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>  _ £ ( F r J r ( p ,  F r J r ( ^  ■ ■ ■

(m — 1)— puta

Neka je M  >  0 takav da je

(ln x )kh(Fpj p(x )) < M , za svako x >  1.

Tada je FpJp(x) >  za svako x >  1.

Neka je x =  -F. Tada je

-^k/p(^n) >  h X(
M

(ln 1—nlnu) *) =  /i“ 1 ( ^ m r ) ) « e N .

Neka je Q =  >  0. Tada je

(2-5) FpJp ( jn) ^  h~1̂ ) -

Odavde sledi da je

Ffnpjn+,np(£) >

>

>

- \ t  Q Q

^ v------' nK (n +  1
(m - l ) - p u t a

- i /  Q

(n +  m — 1)

X

1 -  A,

i ) ) )

%K

za n > no(e, A), te je niz (/np)neN Košijev. Neka je z =  lim f np. 
Iz neprekidnosti preslikavanja / sledi da je z =  /z.

Posledica 2.8 Nehaje (S, T , {T^w)xe (-i l00]) kompletan Mengerov 
prostor i f  : S —> S verovatnosna q-kontrakcija takva da za neko 
p £ S i k >  0 važi

sup(lna;)fc/i(Fpjp(a;)) < oo
X > 1

gde je h : [0, 1] —> [0, b] (b £ R ) neprekidna, opadajuća funkcija
oo n

takva da je h( 1) =  0. Ako red X )(l — konvergira za neko
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Q > 0, tada postoji jedinstvena nepokretna tačka z preslikavanja f  
i z =  lim f np.

71—+ 0 0

Dokaz: Neka je T  =  T f w. Uslov £ j ( l  ~  Je ekvivalentan
¿=1

uslovu (Propozicija 1.4) ^limj(T,<f VK) g n(/i_1(^ ) )  =  1, te su zadovo
ljeni svi uslovi prethodne teoreme.

Posledica 2.9 Neka je  (S, jF, i iOC]) kompletan Mengerov
prostor i f  : S —> S verovatnosna q-kontrakcija takva da za neko 
p E S i k > 1

sup(lnx)fc( l  -  FpJp(x )) <  oo.
X > 1

Tada postoji jedinstvena nepokretna tačka z preslikavanja f  i z =  
lim f np.

n —kx>

Dokaz: Neka je h{x) =  1 — x. Kako red konvergira za k >  1,
i= 1 1

zadovoljeni su svi uslovi prethodne teoreme.
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2.2 Teorema o nepokretnoj tački za jaku 
¿„-kontrakciju

Jedno od uopštenja teoreme Sehgala i Bharuche-Reid predstavlja i 
sledeća teorema. Za teoremu nam je potrebna sledeća definicija.

D efin icija  2.2 Nehaje (S, ĆF) verovatnosni metrički prostor i (&n)neN 
niz iz (0, 1 ) takav da je lim bn =  1 . Preslikavanje f  : S —> S je

V 7 1 — * OO

jaka (bn)-kontrakcija ako je zadovoljen uslov

(3q £ (0, 1 ))(Vn £ N )(V e > 0)(Vx, y £ S)

F x ,y {p )  >  bn =$■ F f Xj y ( q e )  >  6n+ i-

Sledeća definicija je data u [19].

D efin icija  2.3 Neka je (S , ĆF) verovatnosni metrički prostor. Pres
likavanja f  : S —> S je (q, qi)-kontrakcija (e, A)-tipa, gde je q, q\ € 
(0 , 1 ), ako je zadovoljena sledeća implikacija za svako p: , p2 £ S:

(Ve >  0)(VA 6  (0, l ) ) (F piiPa(e) >  1 -  A => Ffpufn{qe) >  1 -  q1X).

Svaka (q, 91)-kontrakcija (e, A)-tipa je stroga ¿„-kontrakcija, gde je 
q, iji £ (0, 1), ako se niz (6n)ngN definiše na sledeći način:

bm+1 =  1 — q™A, m £ N , za neko A £ (0, 1).

Teorem a 2.5 Neka je  (S, j*7, T ) kompletan Mengerov prostor i (6n)ngN 
nu u  (0, 1) takav da je  lim 6n =  1 . ylA;o t-norma T  zadovoljava 
uslov

lim bi =  1
7 1 — »OO *

i f  : S —> S jaka (bn)-kontrakcija tada postoji jedinstvena nepokretna 
tačka x £ S preslikavanja f i x — lim f np, za svako p £ S.

n —* 00

Dokaz: Pokazaćemo da je preslikavanje / : S —* S uniformno 
neprekidno jer je / jaka (¿n)-kontrakcija. Neka su <5 > 0 i A £ (0, 1) 
dati. Kako je lim bn =  1 postoji m  £ N  takav da je 6m+i > 1 — A.

7 1 — »OO
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Neka je £ =  <7 G (0, 1).

Važi implikacija Fx ŷ{£) >  bm =$■ Ffxjy(qe') = Ffxjy (6) > bm+1 ^ 
1 -  A.

Odatle sledi

(x, y) G N (^ , 1 - b m) => (fx ,  fy ) E N (6, A),

gde je
N(e, A) =  {(u , v) : u, v E S, FUtV(e) >  1 -  A}

što znači da je preslikavanje / uniformno neprekidno.
Treba pokazati da je niz (/np)neN Košijev za svako p E S, tj. treba 
pokazati da za svako e >  0 i A E (0, 1) postoji no(e, A) E N  takav 
da za svako n > no(e, A) i r E N  važi

(3.1) Ffnvjn+rv(e) >  1 — A.

Kako t-norma T  ispunjava uslov lim T°^  bi
n—*oo 1 1

mo E N  takav da je
=  1 sledi da postoji

(3.2) T “ mof>, >  1 — A.

Neka je p E S. Kako Fpj p E A + postoji ij tako da je

(3-3) Fpj p{rj) > bmo.

Preslikavanje / je jaka (6n)-kontrakcija i (3.3) implicira

•̂ /p./2p (w ) -> bmo+1•

Nastavljajući na taj način, dobijamo da za svako k E N

(3.4) FfkpJk+lp(qkr)) ^ bmo+k-

oo
Neka je ko E N  takav da Yj qk < z. i ko >  Tada za svako

k=k0 V
/ G N  i svako r >  2 važi

oo
F fkO+‘PJko+‘ + rp{£) A Ffk0+lpjk0+l + rp(T) ^2 Qk)

k=ko
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ko+l+i— 1

^  F fko+ip jko+,+rp(v y ] 9 )
k=ko+l

(i—l)-puta

, Ff k0+i+ipjk0+i+2p(r)qko+l+1))

... Ffk0+l+̂ Pifk 0+i+rp(r?gfc0+i+r- 1))

>
>  1 -  A

Odavde sledi daje niz (f np)neN Košijev, a kako je prostor kompletan 
sledi da postoji x E S  takav da je x =  lim f np. Iz neprekidnosti

71— K X )

preslikavanja / sledi da je x =  fx . Neka je y =  fy, za y E S. 
Pokazaćemo da je x =  y. Tada za svako k E N  važi x =  f kx i 
V =  f kV- Neka su e >  0 i A E (0, 1) dati i postoji m E N  takav da 
je bm >  1 — A i 8 >  0 da je FXty(6) > bm. Na osnovu definicije sledi 
da je FXty{qk8) >  1 — A. Kako je q E (0, 1) postoji k takvo da je 
£ >  qk6, tj. FXty(£) =  1 pa je x =  y.

Posled ica 2.10 Neka je (S , F , T ) kompletan 
f  : S —>■ S (q, qi)-kontrakcija (e, A)-tipa. Ako 
java uslov

-  y\) =  1

Mengerov prostor i 
t-norma T  zadovol-

tada postoji jedinstvena nepokretna tačka x E S preslikavanja f  i 
x =  lim f np, za svako p E S.

n —*oo J ^

Dokaz: Neka je niz (6 n ) n e N  definisan sa

bm+ 1 — 1 — On \

m E N, za neko A E (0, 1). Kako A E (0, 1) važi da je q\\ < q\ pa

JC T“ (i - , ; a) > t “ 1(i - 9;).
Odatle sledi da je lim T ^ n( l  — q\ A) =  lim T°!. =  1, pa su

n —>oo 1 nK 1 J n —xx> 1 71
zadovoljeni svi uslovi prethodne teoreme.
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2.3 Verovatnosni kontraktor i nelinearne oper- 
atorske jednačine sa jednoznačnim opera
torom u verovatnosnim normiranim prostorima

Teorija kontraktora koju je 1977. godine postavio M. Altman [1] ima 
veliki značaj u proučavanju postojanja i jedinstvenosti rešenja za 
nelinearne operatorske jednačine u Banahovim prostorima. Teorija 
kontraktora obezbeđuje jedinstven pristup za velik broj klasa itera
tivnih metoda. Inspirisani Altmanovim radom, 1979. godine A.C. 
Lee i W.J. Padgett [26, 27, 28] su postavili teoriju slučajnih kon- 
traktora koja unapređuje Altmanov rad i obezbeđuje nove metode 
za proučavanje slučajne operatorske jednačine. 1990. godine S.S. 
Chang [5] i W.J. Zeng [52] su uveli pojam verovatnosnog kontrak
tora. Primenjujući ovaj koncept veliki broj naučnika, posebno Chang, 
bavio se rešavanjem nelinearnih operatorskih jednačina sa verovat
nosnim kontraktorom u verovatnosnim metričkim prostorima.

Primenjujući koncept verovatnosnog kontraktora [6], u ovom pogla
vlju dokazana je teorema u kojoj se na osnovu teorije kontrak
tora u verovatnosnim normiranim prostorima obezbeđuje postojanje 
rešenja nelinearne operatorske jednačine sa jednoznačnim opera
torom.

Sledeće definicije preuzete su iz [6 ],

D efin icija  2.4 Neka su (X , T , T ) i (Y, T , T ) dva verovatnosna 
normirana prostora i t-norrna T  zadovoljava uslov 
sup T(a, a) =  1. Neka su T\ i r2 dve topologije indukovane farnil-

0< a< l

ijom (e, X)-okolina za (X , T , T ) i (Y, JF, T ) respektivno. Preslika
vanje P  : D (P )  C X  —* Y  je zatvoreno ako za svaki niz (xn) iz 
D {P ) takav da je xn —A x, P xn —A y, važi da x G D (P ) i P x  — y.

Funkcija ip : [0, + 00) —> [0, + 00) zadovoljava uslov ($ ) ako je strogo 
rastuća, <z>(0) =  0 i lim pn(t) =  + 00, za svako t >  0 .n—>00

Ako funkcija ip zadovoljava uslov ($ ) tada je ip(t) > t za svako t >  0.

D efin icija  2.5 Neka su (X , Z7, T ) i (Y, jF, T ) dva verovatnosna 
normirana prostora, r  : X  —> L(Y, X )  (skup svih linearnih opera
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tora iz Y  u X )  i P  : D (P )  C X  —> Y . V je verovatnosni kontraktor 
od P  ako postoji funkcija <p : [0, +oo) —» [0, +oo) koja zadovoljava 
uslov (3>) takva da je

(4.1) Fnx+r(x)y)-p(x) - y(t) > Fy(<p(t)), t > 0 , x E  D(P) ,  y e Y .

Teorem a 2.6 Neka je (X , T , T ) Ti-kompletan nearhimedovski Mengerov 
verovatnosni normiran prostor, (Y, F , T ) r^-kompletan verovatnosni 
normiran prostor. Neka je P  : D (P ) C X  —> Y  zatvoren operator,
T : X  —> L(Y, X )  i važe sledeći uslovi:

( i )  Za svako x G D (P ) i y E Y

(4.2) x +  Y{x)y G D (P ),

(i i) r  je verovatnosni kontraktor od P  i <p je funkcija definisana 
sa (4 .1).

( i ii ) Postoji konstanta M  >  0 takva da je za svako x G D (P ) i 
y e Y

(4-3) Fr(x)y{t) >  Fy( j j ) , t  >  0.

(iv ) Postoji Xo E D (P ) takvo da važi uslov

0.

Tada za svako yo G Y, nelinearna operatorska jednačina

(44 ) P(x)  -  y0

ima rešenje u D (P ), i niz

(4.5) xn+1 =  xn -  T (xn) (P x n -  2/0)

T\-konve.rgira ka re.se.nju od (4 4 )-

Ako postoji x E X  takav da je. T (š ) : Y  —> X  surjektivno, tada 
za dato y0 E Y , (4-4) ima jedinstveno rešenje u D (P ).
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Dokaz: Bez gubitka opštosti možemo pretpostaviti da je yo =  9. 
Ako je yo 9, neka je G (x ) =  P (x ) — y0, x E D (P ).  Tada je 
D (P )  =  D{G ) i G zadovoljava sve uslove teoreme.

Na osnovu uslova (i) i (4.5), za svako n =  1 ,2 ,.. .sledi da xn E
Đ ( P ) .

Na osnovu uslova (ii) i (4.2) važi

(4.6) FPXn+l(t) = F p ( Xn- r ( x n) ( P x n) ) - ( P x n) - ( - P x n) { t )

> Fpxn(<p(t))

> FPxo(v n+1(t )), t >  0.

Na osnovu uslova (iii) i (4.6) imamo da je

Fx„-xn+1 (č) =  Pr(xn)(Pxn){t) >  Fp(In) (— ) >  FpXo(<p 

Za svako m, n, m > n imamo

P x n - x m ( t )  >  T ( F X n - X n + l (0? P X n + \ - X m  (£))

>  T [ ^ T { F x n ~Xn+1(^)> ^ I n + l- I n +2 ( 0 ) ,  

(m —n )—puta

( F X j n _ 2-xm_i(i);  P x m - i - x m ( t ) ) )

>  T £ ^ J T
(m —n)—puta

... (rPl„(v>m-2(^)),Fp,0(v”- 1( ^ )))
i

=  T ^ ^ P(i0)( ^ ( - ) ) .

Kako je lim T ^ nF Pxo(y?i (-^:)) =  1 sledi da za svako t >  0 i A E

(0, 1) postoji n(t, A) E N  tako da je FXn- Xm(t) >  1 — A za n >
n(t, A).
Odatle sledi da je niz (sn)n6N Košijev u X.

Neka xn x t . Na osnovu (4.6) važi

lim FPxn (t) =  1, t >  0
n —>oo 7

tj. P xn Q Na, osnovu uslova zatvorenosti od P, x t E D (P ) i 
P x t = 9, tj. x t je rešenje od (4.4) i iterativni niz (4.5) Ti-konvergira
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ka x t .

Ako je T (ž ) : Y  —* X  surjektivno, tada je x t jedinstveno rešenje 
za (4.4) u D (P ).  Pretpostavimo da je x „  E D (P ) takođe rešenje 
od (4.4). Kako je T surjektivno, postoji y E Y  takvo da x tt — x t =  
T (x)y. Prema tome

=  F p ( x , , ) ~  P ( x , ) - y { t )

=  F p ( x , + r ( x ) y ) - P ( x * ) - y { t )

>  F y (< p ( t ) )

>  m =  1 , 2 , . . .

Neka m —> oo. Tada je Fy(t) =  1, za svako t >  0, odnosno y =  6. 
Prema tome x t -- x „ .

Posledica 2.11 Nehaje (X , T , T ) T\-kompletan nearhimedovski 
Mengerov verovatnosni normiran prostor, (Y , T , T ) T2-kornpletan 
verovatnosni normiran prostor. Neka je P  : D (P ) C X  —*■ Y  
zatvoren operator, T : X  —* L(Y, X )  i važe sledeći uslovi

( i )  Za svako x E D (P ) i y E Y

x +  T (x)y E D (P ),

(i i) Postoji q E (0, 1) takvo da je za svako x E D (P ) i y E Y

F p ( x + r ( x ) y ) - P x - y { t )  ' ž  F y ( ~ ) ,  ^

( i ii ) Postoji konstanta M  >  0 takva da je za svako x E D (P ) i 
y e Y

Fr(x)y(t) ^  t > 0,

(iv ) Postoji x0 E D (P ) takvo da važi uslov

Hm T “ „F p ,0( w ) =  1. i >  0.

Tada važi tvrđenje iz Teoreme 2.6.
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Dokaz: Neka je ip(t) =  Tada su zadovoljeni svi uslovi prethodne 
teoreme.

Posledica 2.12 Neka je  (X , T , T ) r-kompletan nearhimedovski 
Mengerov verovatnosni normiran prostor, L : X  —» X  i važe sledeći 
uslovi:

(i ) FLx- Ly(t) >  Fx-y(<p(t))

za svako t >  0, x, y G X  gde <p : [0, +oo) —> [0, +oo) zadovol
java uslov ($ ).
( i i) Postoji x0 G X  tako da je

\ i m T Z nF X0- i n (<p<(t)) =  l,t> 0.

Tada postoji x* £ X  takvo da je x* — Lx* tj. x* je jedinstvena 
nepokretna tačka za L i iterativni niz (xn) iz X  konvergira ka x* u 
topologiji r, gde je xn =  Lxn_i, n — 2, 3 ,___

Dokaz: Neka je P (x ) — x — Lx  i r(a:) =  Ix- Preslikavanja P  i T 
zadovoljavaju sve uslove Teoreme 2.6, pa postoji x* £ X  takvo da 
6 =  P (x * ) =  x* — Lx* tj. x* je nepokretna tačka preslikavanja L.



48 Glava 2. Teoreme o nepokretnoj tački za jednoznačna preslikavanja

2.4 Caristijeva teorema o nepokretnoj tački

Jedan od najvažnijih rezultata za teoriju nepokretne tačke i nelin
earnu analizu predstavlja Caristijeva teorema o nepokretnoj tački 
[4]. Caristijeva teorema, koja predstavlja uopštenje Banahovog prin
cipa kontrakcije ima veliki značaj i u kontrolnoj teoriji, optimalnoj 
teoriji, ekonomskoj teoriji, globalnoj analizi, geometrijskoj teoriji 
Banahovog prostora, teoriji diferencijalnih jednačina i problemima 
minimizacije.

Teorem a 2.7 (Caristi) Neka je  (M , d) kompletan metrički pros
tor i (f> : M  —* R  od dole poluneprekidna funkcija sa konačnim 
donjim ograničenjem. Neka je f  : M  —> M  bilo koja (ne obavezno 
neprekidna) funkcija takva da

d(x , f ( x ) )  <  4>(x) — 4> (f(x )) za svako x 6  M .

Tada f  ima nepokretnu tačku.

U radu [19] dokazana je sledeća teorema.

Teorem a 2.8 Neka je T  t-norma. Tada važe ( i )  i ( i i )  gde je:

( i )  Pretpostavimo da postoji strogo rastući niz (fen ) n c N  ¿ z intervala 
[0, 1) takav da je Jim bn =  1 i T(bn, bn) =  bn. Tada je t-norma T  
H-tipa.

(ii) Ako je t-norma T  neprekidna i H-tipa, tada postoji niz (&n)n6n  
koji zadovoljava uslov (i).

Teorema koja je dokazana predstavlja uopštenje teoreme date u [14].

Teorem a 2.9 Neka je (S, T , T ) kompletan Mengerov prostor takav 
da je t-norma T  neprekidna i H-tipa, f  : S —> S neprekidno pres
likavanje, <hn : S —► R + (n € N ), i preslikavanje R + na R + koje. 
je neopadajuće i

pb{a +  b) <  p,(a) +  jj,(b)
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za svako a, b E R + . Ako je za svako x E S, svako s >  0 i svako 
n £  N

M 5) >  $n0»0 -  => Fxj ( x)(s ) > bn

gde je. (bn)neN monotono rastući niz iz (0 , 1 ) takav da je  Jim^n =  1

i T(bn, bn) =  bn za svako n E N . Tada postoji nepokretna tačka 
x* E S preslikavanja f i x * — lim f n(xo) za proizvoljno Xq E S.n—>oo

U sledećoj teoremi (bn)nen  je monotono rastući niz iz (0, 1) takav 
da je lim bn =  1 ali članovi niza (5n)n eN  nisu u opštem slučajun—>oo
idempotentni elementi preslikavanja T.

Teorem a 2.10 Neka je (S, ĆF, T ) kompletan Mengerov prostor, t- 
norrna T  H-tipa, f  : S —► S neprekidno preslikavanje, $>n : S —► R + 
(n E N ) i p, neopadajuće preslikavanje R + na R + za koje važi 
p(a +  b) < p(a) +  p(b), za svako a, b E R + . Ako za svako x E S, 
svako s >  0 i svako n E N

(5.1) p(s) >  $ n(x) -  A>n( f (x ) )  =*> FxJ(x)(s) > bn,

tada postoji x* E S takav da je x* =  f (x * )  i x* =  lim /n(x0), 
za proizvoljno Xq E S.

Dokaz: Pokazaćemo da (5.1) implicira

(5.2) p\dn{x, / (x ))] <  $ n(x) -  $ n(/ (x )),

za svako n E N  i svako x E S, gde je

dn(x, y) =  sup {u | u E R, FXiV(u) < bn}.

Da bismo pokazali (5.2), pokazaćemo da važi sledeća implikacija

(5.3) S >  $ n(x ) -  A>n( f (x ) )  => fJt\dn(x, f(x ))\  <  S .

Neka je s >  $ n(x ) — 5>n(/ (x )). Kako p : R + —> R + , postoji Sj >  0 
da je

p (Sl) =  s >  $n(x ) -  $ n(f (x ) ) .

Iz (5.1) sledi daje FxJx{s1) >  bn, tj. dn{x, f ( x ) )  <  sx pa je

D[dn(x, f (x ))}  <  fJL(Si) =  s.
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Prema tome važi (5.3).
Kako je T  t-norma PT-tipa sledi da za svako a £ (0, 1), postoji 
(3 £ (0, 1) da je

T (T ( . .. T (  1 -  (3, 1 -  0 ) , . . . ,  1 -  (3) >  1 -  a, za svako

n —puta
n £ N. Neka je 1 — a =  bn za n £ N. Tada postoji s(n ) £ N  da je 
1 ~ ¡3 < bs(n), pa je

T (T ( . .. T ( 68(n), 6a(n) ) , . . . ,  68(n)) >  bn, za svako n £ N .

n —puta

Pokazaćemo da za svaki konačan skup {u!, v2, . ■ ■ vm} C S, važi

(5.4)
m— 1

'dm) — X) ^i+l) 1
i=  1

Neka su « i ,  u2, ... £ R  takvi da važi

ds(n)(v 1, m2) < « i

ds(n)(^2, W3) <  «2

(5.5)

ds(n) (^m— 1 ) Mm) ^m— 1- 

Tada je na osnovu definicije za dn

Fvi ,V2 ("Ml) ŝ(n)

d̂ V2)4J3 (m 2 ) ^  ^s(n)

F'vrn-i,V m {Um - l )  >  ^s(n))

odnosno F„liUm(ui +  u2 +  ... um) >  T ^ j 6s(n) > 6n, tj. dn(ui, um) < 
Mi +  u2 +  ... +  «m odakle sledi da važi (5.4).
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Neka je Xq G S i xm =  f m(xo) (m G N ). Tada je za svako (m  G N ) 

¡J,\d,n{Xm+li 2-m)] =  f-t[dn -̂m)]

te je za svako f c e N

k
¡A.d n { x i + i ,  X i ) \  <  i ) n ( rE o )  -  $ n ( a ; f c + i )

i=0
<  $ n (x  o ) -

Pošto je fi subaditivna sledi da je

k
AiE ^ ( rr*+1> ^0 ] <  $ n(®o)

¿=0

a to implicira da je

k
Y^dn(xi+1, £*) <  sup{u \u >  0, ¡j,(u) =  $ „ (2:0) }  =  M 7
i=0

tj. red

(5.6)
O O

J2 dn(xi+i, x{) je konvergentan.
¿=0

Uslov (5.6) važi za svako n G N  pa važi i za s(n) te je

dnip̂ mi ■Z'm+p)
m+p—1

— ^ ' ^s(n) (̂ 5 i *^t+l)
i=m 
00

5: ^ *£¿+1 )
i=m

pa na osnovu (5.4) sledi da je niz (xn)neN Košijev. Neka je x* =  
lim xn =  lim f n(x0). Iz neprekidnosti preslikavanja / sledi da je 

2:* =  f(x * ).
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2.5 Teorema o zajedničkoj nepokretnoj tački

Kako Mengerovi prostori pripadaju klasi kvazi-uniformnih prostora 
u ovom paragrafu će biti dokazana teorema o zajedničkoj nepokret
noj tački tri preslikavanja u jednoj specijalnoj klasi kvazi-uniformnih 
prostora.

Sledeću definiciju je uveo D.H. Tan.

D efin icija  2.6 Neka su S i i  proizvoljni skupovi, g : I  —» I  i za 
svako i 6  I  je di : S x S —*■ R + . Uređena trojka (S, (di) ie I, g) je 
kvazi-uniforman prostor ako za svako x, y, z E S i i E I  važi:

a) di(x, y) >  0 i di(x, x ) =  0

b) di(x , y) =  di(y, x)
c) di(x, y) <  dg{i){x, z )+ d g(i)(z, y).

Kvazi-uniforman prostor je Hausdorfov ako relacija di(x, y) =  0, za 
svako i 6  / implicira x =  y. Hausdorfov kvazi-uniforman prostor je 
Hausdorfov topološki prostor ako je fundamentalni sistem okolina 
od x € S familija Ux =  (B (x , e, ¿))i6/°

B(x, e, i) =  { y\yeS ,  d{{x, y) <  e }, i e l , e >  0.

Sledeća lema je data u [19].

Lem a 2.1 Mengerov prostor (S, T T )  takav daje sup T (x , x) =  1
X < 1

je kvazi-uniforman prostor. (S, (d\)\€j,  g), gde je J  =  (0, 1); g : 
J -»• J i

(6.1) dx(x, y) =  sup{s |FXiI/(s) <  1 -  A}

A E J, x, y E S.

Dokaz: Iz sup T (x , x) =  1 sledi da za svako A 6  (0, 1) postoji
1

6X € (0, 1 ) daje

T(1 - 6 X, 1 - 6 X) > 1 -  A.
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Neka je g (A) =  6X, A 6  (0, 1). Pokazaćemo da je (S , (dx)xej , g) 
kvazi-uniforman prostor. Dokazaćemo da važi uslov c). Neka su r\ 
i r2 proizvoljni brojevi takvi da je dĝ (x ,  z) <  r\ i dĝ X){z, y) <  r2- 
Tada je

FXM )  >  1 _  9{F) =  1 -  FZiV(r2) >  1 -  g (A) =  1 -  Sx.

To implicira da je

FXiy(r1 + r 2) > T (F XiZ(r i),  FZiy(r2))
>  T ( l  — 8X, 1 — 8X)
> 1 -  A

te je dx(x, y) < n  +  r2, tj. važi c).

Lem a 2.2 Nehaje (S , F", T ) Mengerov prostor i t-normaT H-tipa. 
Tada je (S, (dx) XsJ, g), J  =  (0, 1) kvazi-uniforman prostor takav da 
za svako a £ (0, 1 ) postoji (3 £ (0, 1 ) tako da je za svako x i , ... xn £ 
S

(6 .2 ) da(x i, xn) < dp(xi, x 2) +  d0(x2, x3) +  ... +  d0(xn_ 1, xn).

Dokaz: Neka je a £ (0, 1). Kako je T  t-norma H -tipa za dato 
a £ (0, 1 ) postoji (3 £ (0, 1 ) tako da važi — (3 >  1 — a, za
svako n £ N.
Za dokaz relacije (6.2) pretpostavićemo da su cci, a2, ... an- i  , n £ 
N  takvi da važi

d0(x u x2) <  « i

(6.3) d0(x2, x3) <  a2

d0{xn—\i •zn') ^

Treba pokazati da je da(xi, xn) <  «2 +  a2 +  ... +  an- i -  
Iz (6.3) sledi

Fx 1, X2 (®1 ) ^  I $

(6.4) FX2>X3(a2) > 1 - / 3

FXn_1,x„{an -l) >  1 — (3
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te je

F X u xn { a l + a 2 + • • • + a n-l) >
>

(n—2) —puta

>  T (T ( . . . T (  1-/3, 1 1 -/? )
"----- ~ '(n—2 ) - puta

> l — o

odnosno da(x j, xn) <  Ox +  o 2 +  ... +  an- i  što znači da važi (6 .2 ).

Teorem a 2.10 Nehaje (S, (dx)\ai, g) sekvencijalno kompletan Haus- 
dorfov kuazi-uniforman prostor, familija (dx)xei zadovoljava relaciju
(6.2), f  : I  —> I , L\, L2 : S —*• S1 neprekidna preslikavanja i 
L : S L\S fl L2Č>' neprekidno preslikavanje koje komutira sa L\ i 
L 2 i zadovoljeno je sledeće:

( i )  Za svako i & I  postoji q, : R + —► [0, 1) koje je neopadajuća 
funkcija, tako da je  l̂im i/"(i)(£) <  1 , za svako t £ R + i za svako 
x ,y  € S je

di{Lx , Ly) <  qi(df(i)(Lix, L2y)) • dm (L ix , L 2y).

( i i )  Postoji x0 £ S tako da je za svako i £ I

sup d j(Lxo, Lx i )  <  Ki (Ki £ R + )
j € 0 ( i ,  f )

gde je 0 (i,  f )  =  { f n(i) : n £ N } ,  i niz (xp)ptzu definisan sa

L ix 2n_! =  Lx2n_2 i L 2x2n =  Lx2n_1 (h 6  N j.

Tada postoji z £ S takvo da Lz =  L xz — L2z.

Ako je za svako i £ I

sup d j(L 3X\, L2xo) <  Mi, (M i £ R +),
ieo(i,/)
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tada je Lz zajednička nepokretna tačka za L, L\ i L2,

a Lz je jedinstvena nepokretna tačka za L, L i, L2 nad skupom

{u \u G S, (Vi G /), (3Vi G R +) ( sup dj{Lz, u) <  K )}-
jeo(i,f)

Dokaz: Neka je (xn)neN niz iz S takav da
■£'2a'2k — Lx2k-i i L\X2k-\ =  Lx2k-2i za svako k G N. 

Treba pokazati da je niz (La;n)nGN Košijev tj. da za svako i G / i 
svako e > 0 postoji n(e, i) G N  takav da

(ii) di(Lxn, Lxn+P) <  e, za svako n >  n(e, i), i svako p G N.

Da bismo pokazali (ii), prvo ćemo majorirati

di(Lx2k, Lx2k-1 ) i di(Lx2k+i, Lx2k), za svako i 6 I  i svako k G N. 

Na osnovu (i) važi

di(Lx2k, Lx 2k — l) < <li(df(i)(L2X2k, L\X2k-l)) •
Qi{df(i)(Lx2fc —1, Lx2k-2)) ■

< Qi{df(i){Lx2k-1, Lx2k-2)) •
(df2(i))(LiX2k-l, L2X2k-2)

<
2fc—3

Qi(df(i){Lx2k-1, Lx2k-2)) •

i slično

ns=0 Qfs+1(i) (^/s+2(i) {Lx2k-s-i,

di(Lx2fc+l, Lx2k:) < (df(i) (Lx2ki Lx2k—\))
2k—2
JI Qf‘,+i (i)(dfs+2^(Lx2k-3-\, Lx2k-S- 2))
5=0
d/2k ̂ [L x i , Lx0)

Kako je qi(t) <  1, za svako i G / i t G R + sledi da je za svako i G / 
i za svako u G N
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dj(Lxn, Lxn- i )  <  Ki, za svako j  £ 0 { i , /) pa je

2fc—2

di{Lx2k, Lx2k- i )  <  I I
3=0

2 k - l

di(Lx2k+1, Lx2k) <  JJ qfs{i)(Ki)Ki
3=0

gde je / °(i) =  i za svako i G /.

Kako je lim qfnM{K i) < Q{ <  1 za svako i E I  postoji rij 6  N  

takav da za neko Si £ R + (i £ I )  važi

di(Lxn, Lxn- 1) <  SiQi, za svako i £ I.

Na osnovu Leme 2.2 za svako i £ I  postoji j  £ I  takav da važi

di(Lxn, Lxn+V) ^  dj(Lxn, Lxn±\) dj[Lxnjri, Lxnjr2) ~\~
.. .  ~\~dj(Z/Xn-)_p_ i , Lxn+P)

oo

<  Si E  Qi-
i=n+1

Odavde sledi, na osnovu uslova Qj < 1, ( j  £ I ),  da je niz (o:n)n6N 
Košijev. Neka je

z =  lim Lxn =  lim Lrr2n-i =  km Lx2n.n—>oo n—*oo n—+ oo

L i Li su neprekidne funkcije, te je

L\z =  lim L\Lx2n+\ =  lim LL\x2n+\ =  Lzn—* oo n—*oo

i slično L2z =  Lz.

Sada ćemo pokazati da je Lz zajednička nepokretna tačka za L, 
Li i L2 ako je

sup dj(L3X i, L 2x0) <  Mi za svako i £ I.
jeo(i,f)

Prvo ćemo pokazati da je za svako i £ I

sup dj(L2z, Lz) < M i. 
jeo(i,f)



2.5. Teorema o zajedničkoj nepokretnoj tački 57

Kako je d j(L 2z, Lz) =  Jim d j(L 2Lx2n+\, LLx2n) 

dovoljno je da se pokaže da je za svako i £ I

dj (L 3x2n+1, L 2x2n) <  za svako n e N  i j  £ 0 (i,  /).

Parovi L, L\ i L, L 2 komutiraju pa je

dj{L X2n+li L X2n) ^

<

Q j ( d f ( j ) (L 2(L x2n), L i (L 2x2n+i ) ) )  
2{Lx2n), L i (L 2x2n+i) )  

Qj ( d f U ) ( L ( L 2 X 2n), L 2(L iX 2n+l))) 
d f ( J )  (,d j (.dj2x 2 n )  1 L 2 ( L i X 2 n+i ) )

Qj(dfÜ) (L L x 2n— 1 > L Lx2n)) 
d/(j) (L L x 2n- 1, L  Lx2n)

9j(^/ (j)(^  ^2n— 1 ) L ^2n)) 
d f U ) ( dj ■̂'2n—1> L X 2 n ) 

dm (L  X 2 n —i , L a?2n)

<  d/(j)(L3Xi, L 2x0)

<  Mi

za svako n £ N  jer f 2n( j )  £ 0 (i,  /).
Iz toga sledi da je

di(L2z, Lz) < qi(df^ (L iLz ,  L2z )) ■ df^)(LiLz, L2z ) 
=  <7¿(d/(¿)(Z/2z , L z ) )  • df{i)(L2z, Lz)

— Qi(M {)qj(^ (M i) ... qfn(i)(M i)M i

za svako i £ I.

Iz Jim qf”(i){M i) <  1 sledi da je d¿(L2z, Lz) =  0 za svako i £ I  
odnosno Lz =  L 2z.

Na osnovu Lz = LiZ = L2z sledi da je L2z = LLxZ = LiLz 
L 2L z =  Lz tj. Lz je zajednička nepokretna taka za L, L\ i L 2.
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Neka je y — Ly =  L\y =  L2y i za svako i E I

sup d j(Lz, y) < V i (Vi e R +).
ieo(t,/)

Treba pokazati da je y =  Lz za svako i E /.

di(Lz, y) =  d i(L (Lz ), Ly)

<  qi(d f(i){L i(Lz), L2y)) ■ df^ (L x (L z ), L 2y)
=  Qi(df (i)(Lz, y )) ■ df(i)(Lz, y)

< qi(df (i)(Lz, y ) ) ... qfn(i)(dfn+i{i)(Lz, y)) ■ dfn+i(i)(Lz, y)

Kako je lim 9/"(i)(Vi) <  1 sledi da je di(Lz , y) — 0 za svako i E I, 
odnosno y =  Lz.

Posledica 2.13 Neka je (S, F , T ) kompletan Mengerov prostor, t- 
norma T  je H-tipa, f  : (0, 1) —* (0, 1), L 1, L2 : S —*■ S neprekidna 
preslikavanja, L : S —> L\S fl L2S neprekidno preslikavanje koje ko
mutira sa L\ i L2 i zadovoljen je sledeći uslovi:

(1) Za svako A 6  (0, 1) postoji neprekidna sa desne strane, neopadajuća 
funkcija

qx : R + —*• [0, 1) za koju važi lim qn(\)(t) < 1 za svako 
t E R + i za svako A E (0, 1), svako r >  0 i svako x, y E S

(6.5) FLlxMy(r ) > 1 -  /(A) FLXiLy(qx( r ) r ) >  1 -  A. 2

(2) Postoji xq E S tako da za svako A E (0, 1) postoji K\ E R + 
da je za svako n E N  ispunjeno

Fl„ ,L z, (K J  >  1 -  /"(A )

gde je niz (xn)n€n  definisan sa

L\X2n- l  — Lx 2n_2 i L2x2n — Lx 2„_ i (n 6  N ).
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Tada postoji z G S takvo da je

Lz =  L\z =  L 2z.

Ako za svako A € (0, 1) postoji M x G R + takvo da za svako n G N  
važi

FLsxltLiX0( Mx) > i - r ( \ ) ,

tada je Lz zajednička nepokretna tačka za preslikavanja L, L\ i L 2, 
a ona je jedinstvena zajednička nepokretna tačka za skup

{u I u G S, (VA G (0, 1)) (3 Px G R +) (Vn G N ) (FLz,u(Px) >  l - / n(A ))}.

Dokaz: Treba da pokažemo da uslov (6.5) implicira da za svako 
A G (0, 1) i svako x, y G S

dx(Lx, by) < qx{dx(L xx , L2y)) ■ df (X)(L lx, L2y)

Pretpostavimo da je df{x)(L xx, L 2y) < r. Tada je FLlxMy(r ) >
1 -  /(A) i na osnovu (6.5) sledi daje FLXtLy(qx(r )r )  >  1 -  A. Prema 
tome dx(L x , Ly) < qx(r )r  i pošto je qx neprekidna sa desne strane 
sledi tražena nejednakost.
Na osnovu Leme 2.2 sledi da za svako a G (0, 1) postoji /? G (0, 1) 
tako da je za svako X i,... ,xn € S

da(x i, xn) <  d0(x u x2) +  d0(x2, x3) +  ... +  d0(xn_u xn)

te su zadovoljeni svi uslovi prethodne teorema.





Glava 3

Teoreme o nepokretnoj 
tački za višeznačna 
preslikavanja

Postojanjem nepokretne tačke za višeznačna preslikavanja u verovat- 
nosnim metričkim prostorima bavi se veliki broj naučnika. 
Nejednakost FfxJy(qs) >  FXtV(s) (s >  0), gde q G (0, 1) je u 
slučaju višeznačnih preslikavanja uopštena na razne načine. U delu 
3.1 je dokazana teorema koja predstavlja jedno od verovatnosnih 
uopštenja Nadlerove teoreme o nepokretnoj tački, a odnosi se na 
tri preslikavanja. Takođe je dokazana i posledica ove teoreme na 
verovatnosne metričke prostore sa konveksnom strukturom.
T.L  Hicks je u [21] uveo novi pojam verovatnosnog kontraktivnog 
preslikavanja koje nije uporedivo sa verovatnosnom q-kontrakcijom. 
U delu 3.2 je dokazana teorema o zajedničkoj nepokretnoj tački za 
tri preslikavanja koja predstavlja višeznačno uopštenje Hicksove C- 
kontrakcije. Dokazana je i posledica ove teoreme na fazi metričke 
prostore.
U delu 3.3 je definisan pojam verovatnosnog kontraktora za opera- 
torske jednačine sa višeznačnim operatorom u Mengerovim verovat- 
nosno normiranim prostorima i dokazana je teorema koja obezbeđuje 
postojanje i jedinstvenost rešenja operatorske jednačine primenom 
kontraktora.

61
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3.1 Verovatnosno uopštenje Nadlerove g-kontrakcij

S.B. Nadler je u [31] dokazao generalizaciju Banahovog principa kon
trakcije za višeznačno preslikavanje / : X  —> CB( X) ,  gde je (X , d) 
metrički prostor i

D{ fx,  fy ) <  qd(x, y), 

gde je D  Hausdorfova metrika i q E (0, 1).
Uopštenje Nadlerovog principa kontrakcije u verovatnosnim metričkim 
prostorima (S , X ) je definisano u [12 ].

Neka je (S , X ) verovatnosni metrički prostor, M  neprazan podskup 
od S i / : M  —► 2S. Preslikavanje / je verovatnosna Nadlerova 
^-kontrakcija, gde q E (0, 1) ako je zadovoljen sledeći uslov:

Za svako u, v E M, svako x E fu  i svako 6 > 0 postoji y E fv  
takvo da za svako e >  0

Fx,y(e) > Fu

Ako je / jednoznačno preslikavanje pojam verovatnosne Nadlerove 
^-kontrakcije se poklapa sa pojmom verovatnosne q-kontrakcije koju 
su uveli Sehgal i Bharucha-Reid, jer je funcija FU)V(-) neprekidna sa 
leve strane.

U ovoj glavi je dokazana teorema o zajedničkoj nepokretnoj tački 
za tri preslikavanja koja predstavlja uopštenje teoreme o nepokret
noj tački za verovatnosnu Nadlerovu (^-kontrakcije, a takođe je data 
teoreme primenjena na prostore sa konveksnom strukturom.

Za datu teoremu potrebna nam je sledeča definicija:

D efin icija  3.1 : Neka je  (S, T ,  T ) Mengerov prostor, 0 /  M C 
<S", f  : M  —* M  i A  : M  —* 2M (familija svih nepraznih podskupova 
od M ). Preslikavanje A je f -  strogo dem ikom paktno ako za 
svaki niz ( i n)new iz M , takav da je  lim FfXntyn(e) =  1 , za neki niz 

(ž/n)neN, Un € Axn, n E N  i za svako e >  0, postoji konvergentan 
podniz ( f x Tlk')kgN-

Ako je f  identičko preslikavanje, kažemo daje A strogo demikom-
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paktno.

Preslikavanje A : M  —> 2M slabo kom utira sa / : M  —> M  ako je 
za svako x E M  zadovoljeno

f (A x )  C A {fx ).

Sledeća teorema predstavlja jednu varijantu teoreme koja je dokazana 
u [45],

Teorem a 3.1 Neka je  (S, T , T ) kompletan Mengerov prostor sa 
neprekidnom t-normom T, supT(a, a) =  1 i A neprazan, zatvoren

a< l
podskup od S. Neka je f  : A —> A neprekidno preslikavanje i 
L, L\ : A —> zatvorena, višeznačna preslikavanja i zadovol
jen je sledeći uslov:

Za svako u, v E A, x E Lu i 6 >  0, postoji y E L\V tako da 
je

(7.1) Fx>y(e) >  FfUtfv(^Y-), za svako e > 0, gde je q E (0, 1).

Ako su L i Li slabo komutativni u odnosu na f  i ako je zadovol
jen bar jedan od sledeća dva uslova

(i )  L ili Li su f-strogo demikompaktni

(ii) postoje x0, Xi E A, f x i  E Lx0 i p. E (0, 1) tako da t-norma 
T  zadovoljava uslov

\ i m T Z nF fX0lfXl( j - )  =  l.

Tada postoji x E A tako da f x  E Lx  D L\X.

Dokaz: Neka su x0, x x E A  takvi da fx\ E Lx0. Na osnovu (7.1) 
birajući da je x =  fx\, u =  Xq, v =  X\ i 6 =  q sledi da postoji 
X2 E A tako da je f x 2 E L\Xi i

FfXi,fX2{£) ^  Ffxo, fX\ ( ~ )•

Nastavljajući ovaj postupak dobijamo niz (xn)ngN iz A takav da 
važe uslovi (a) i (b), gde je
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(a) fx2n+\ £ Lx2n i f  %2n+2 £ L\X2n+l

Na osnovu (b) sledi da je

Kako je za svako e >  0 lim Ffxufxo( L- ^ )  =  1 jer je lim ( £- ^ )  =
T I — »OO j TI   ̂O O  »

oo, sledi da je i

Ako pretpostavimo da je L f - strogo demikompaktno, koristeći

JliSo ^ f x?r\, /*2n+l (*0  =  1 1 f x2n+l £  Lx2n

dobijamo da postoji konvergentan podniz ( f x 2nfc)fceN niza ( f x 2n)neN-

Treba pokazati da je niz ( f x n)neN konvergentan ako t-norma T  
zadovoljava uslov (ii).

Neka je a =  i . Kako je <r € (0, 1) red ¿  a1 je konvergentan, pa
 ̂ i — 1

postoji m0 € N  takav da je J2 a1 < 1. Prema tome, za svako

O O

OO

l=7TLQ
m > rrio i s E N  je

OO m+s

Tada je

i=m

3—puta
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, . , ,£<jm+s — (m  +  s)qm+s.
>  T ( T ( . .. T ( F f xlj xo(-------jm+, )

s—puta

£am+s 1 — (m +  s — l)qm+s *
f x i , f xo \  m + s - 1

£am — mqm .
> ^ fX\,fXQ i. m ) )

T ( T { . ..  T ( F f Xuf X0( iq +3 (m + s))
s—puta

F f x \ , f x o (  / q \m+s-
■ (f)T

7 * i,/ z o (^ m+s

m+s r̂ ,
=m r  fxiJxQ

(* )r

— — (m +  s — 1)),

- m ) )

t ; (7 7 - * )-

Kako je pt G (0, 1), postoji m ^e) > mo tako da je — m >  za
svako m > m ^e) i prema tome za svako m >  m ^e) i svako s G N

/̂ m+s+1 ifxrX e )
r p m + S p  / • _ £ _ ■ »

— i = m r f x i , f x 0 \2 ^ i )

h  ,!.ul\ T 3 „ X f , lJr,J.^i =  1 sledi da je  i J in ^ T  Zm F/n.fn(.£r) =  
1, za svako £ >  0. To implicira da za svako £ > 0, A G (0, 1), 
postoji 7712(e, A) >  TOi(e) da je FfXm+a+ufXm(e) >  1 -  A, za svako 
m  >  m2(e, A) i svako s G N.

To znači da je niz (/xn)n6N Košijev i kako je S kompletan sledi 
da postoji lim f x n.n—+oo
Prema tome, u oba slučaja (i) i (ii) postoji podniz niza ( f x nic)keN 
takav da

X  =  lim f x 2nk e A.
k—> oo

Iz (7.2) sledi da je x =  lim f 2nk+1- Treba da pokažemo da f x  Gk—> oo
Lx fl L\X. Kako su Lx i L\X zatvoreni, ostaje da se pokaže da 
f x  G Lx  D L xx, tj. da za svako £ >  0 i A G (0, 1) postoje takvi 
q(£, A) G Lx i r(e, A) G L\X da je zadovoljeno
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q(e, A) G Ufx(e, A) i r(e, A) € Ufx(e, A)

Iz sup T (x , x ) =  1 sledi da postoji ¿>(A) € (0, 1) tako da
x<\

r ( l  -  <5(A), T(1 -  5(A), 1 -  <5(A))) >  1 -  A.

Iz neprekidnosti preslikavanja / i iz x =  l̂im f x 2nk sledi da postoji 

G N  da je

(7.3) Ffx,ffx2nk{ f )  >  1 ~  ¿(A), za svako >  A*.

Iz (7.2) sledi da postoji k2 € N  da je

(7.4) F}fX2nkJfX7nk+1{ l )  > 1 -  <5(A), za svako k > k2.

Neka je 5 =  Kako je L  slabo komutativno u odnosu na /
sledi da

f f x 2nk+\ € f ( L x 2nk) C L ( f x 2nk),

te na osnovu (7.1) postoji r(e, A) G da je

£ £ 
Fffx2nk+l,r(e,X){ )̂ > FffX2rlkJx{ — )

>  1 -5 (A ).

Tada je

Ffx,r(e,\) (F) >  T ( F f Xtf f X2rlk(~),

, T ( F f f X2nktf f X2nk+1(—), F f f X2nk+ltr(Si\ ) ( - ) ) )

> 1 -  A.

Odavde sledi da r(e, A) G Ufx(e, A).
Na sličan način se dokazuje da postoji g(e, A) G Tx fl Ufx(e, A).

W. Takahashi [48] je uveo pojam metričkog prostora sa konveksnom 
strukturom. Ta klasa metričkih prostora sadrži normirane linearne
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prostore i metričke prostore hiperboličkog tipa.
Metrički prostor (S , d) ima konveksnu strukturu u smislu Taka- 
hashija ako postoji preslikavanje W  : S x S x [0, 1] —*• S tako da je 
za svako (u, x, y, <5) E S  x S x S X [0, 1] zadovoljeno

d(u, W {x, y, <5)) <  6d(u, x ) +  (1 — 6)d(u, y).

U radu [14] prethodna definicija je uopštena u Mengerovim pros
torima (S , T T ) .

Preslikavanje W  : S x S X [0, 1] —» S je konveksna struktura na 
S ako je za svako (x, y) G S X S
W(x, y, 0) =  y, W (x, y, 1) =  x, i za svako 6 6 (0, 1), u 6 S, £ > 0

Fu,w(x,y,6)(2e) >  T (F UtX(~ ), FUtV(^ _  ^)).

Lako se uočava da se svaki metrički prostor (S, d) sa konveksnom 
strukturom W  može smatrati Mengerovim prostorom (S, F , Tm ) sa 
istom funkcijom W.

U ovom paragrafu pretpostavićemo da konveksna struktura W  nad 
Mengerovim prostorom (*5', J-, T ) zadovoljava uslov

(7-5) F\\r{x,z,S),W{y,z,S) (£^) ^  Fx,y(s)

za svako (x, y, z) 6 S  x S x S , za svako e >  0 i 6 G (0, 1).

Za narednu teoremu potrebne su nam sledeće definicije.

Defin icija 3.2 Nehaje (S, F , T ) Mengerov prostor sa konveksnom 
strukturom W. Podskup M  od S je W-zvezdast ako postoji x0 £ M  
takav da je skup {W (x , x0, A) : x € M, X 6 (0, 1 )} C M . Tačka x0 
se naziva zvezda od M .

D efin icija  3.3 Nehaje (S, F , T ) Mengerov prostor sa konveksnom 
strukturom W  i M  neprazan podskup od S. Preslikavanje f  : M  —> 
S je (W, x0)-konveksno ako je za svako (x , A) 6 M  x [0, 1]

(7 .6 ) W ( f x ,  x 0, A) =  f ( W ( x ,  xo,  A )).
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Lem a 3.1 Neka je  (S , F , T ) Mengerov prostor, M  neprazan pod
skup od S koji je W-zvezdast sa zvezdom u x0, f  : M  —► S je 
preslikavanje koje je (W, Xo)-konveksno. Tada je i f (M )  (W, xo)- 
konveksno sa zvezdom u xo.

Dokaz: Neka je u E f {M ).  Tada postoji x E M  takav da je 
u =  f (x ) .  Treba pokazati da je za svako A E [0, 1],

z =  W(u, xo, A).

Kako je u =  f (x )  sledi da je

z =  W (f (x ) ,  x0, A).

Kako je preslikavanje f  {W, xo)-konveksno sledi da je

z =  x0, A)).

Na osnovu uslova daje skup M  W-zvezdast sledi daje W  (x, xo, A) C 
M , odnosno z E f {M ).

Lem a 3.2 Neka je  (S , T , T ) Mengerov prostor, t-norma T  ispun
java uslov snpT(x , x) — 1, M  neprazan podskup od S, f  : M  —* S

K l
neprekidno preslikavanje, L : M  —> C (S ) (gde je C (S ) familija svih 
zatvorenih i nepraznih podskupova od S ) i zadovoljena je sledeća ne
jednakost:

(7.7) Za svako u, v E M , svako x E Lu i svako 6 >  0, postoji 
y E Lv da je

s &
Fx,y{£) — Ffu,fv{ ~ )

za svako £ > 0. Tada je L zatvoreno preslikavanje.

Dokaz: Neka je (a:n)n6N niz iz M  takav da je lim xn =  x i neka je 
yn E Lxn, za svako n E N  takav da je lim yn =  y. Treba dokazatin—>oo
da y E Lx.
Kako je po predpostavci Lx — Lx dovoljno je pokazati da y E Lx. 
Neka su e >  0 i A E (0, 1) dati. Treba da se pokaže da postoji b E Lx 
takav da b E Uy(e, A), odnosno da F6)J/(e) >  1 — A. Na osnovu uslova
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(7.7), za u =  xn, v =  x i 8 = ^  iz yn E Lxn sledi da postoji bn E Lx 
takav da važi

Fy„,bn (.£)  — ( ~̂ q ) '

Dakle,

Fy,bn{e) > T (F y<yn(^ ), FVntbn(^ ))

— F ( F yjyn ( - ) ,

Iz neprekidnosti preslikavanja / sledi da je lim f x n =  fx ,  odnosno 

lim Ft- fx(£) =  1. Takođe je i lim Fy v (e) =  1, za svako e >  0. Izn—>oo J n—*oo x 7
uslova supT(z, x) =  1, sledi da za dato A E (0, 1) postoji 77 E (0, 1)

X < 1

tako da je T(r], rj) >  1 — A, pa postoji no(r]) takvo da je za svako 
n >  72,0 (77) zadovoljeno

> V 1 FfXn,fx(~^) >  V-

Odavde sledi da je

Fy<bn{e) >  T(?7, 77)

>  1 -  A,

odnosno bno E Uy(e, A) fl Lx.
Sledeća teorema predstavlja uopštenje teoreme iz [6 ]

Teorem a 3.2 Neka je  (S, T , T ) kompletan Mengerov prostor sa 
konveksnom strukturom W  i neprekidnom t-normom T  i M  neprazan, 
zatvoren i W-zvezdast podskup od S sa zvezdom xq. Neka je f  : 
M  —» M  neprekidno, (W, Xo)-konveksno preslikavanje i L : M  —> 

tako daje L (M ) kompaktan skup i zadovoljen je. sledeći uslov:

(7.8) Za svako u, v E M, x E Lu i 8 >  0 postoji y E Lv tako 
da je

Fx,y{e) >  Ffuj v(e — 8), za svako e >  0.

Ako L slabo komutira sa f , tada postoji x E M  takav da f x  E Lx.
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Dokaz: Neka je (kn)nen  niz iz (0, 1) takav da je lim kn =  1 i neka 

je Lnx =  W (Lx , x0, kn) tj.

Lnx =  U  ^ ( z ,  x° > ^n)> n £ N , x G M.
z € L x

Na osnovu Leme 3.1 sledi daje f (M )  (JK, :ro)-konveksan. Pokazaćemo 
da je Lnx C / (M ), tj. da za svako z G L nx sledi z G / (M ). 
Kako je z G Lnx =  W (L x , Xo, kn) postoji u G Lx  takav da je 
z =  W(u, xo, kn). Kako je po pretpostavci Lx  C / (M ) sledi 
da u G f (M ) ,  pa je W (u , Xq, kn) C f ( M ) tj. z G / (M ). Znači 
Lnx C f {M ).
Na osnovu (7.5) sledi da je preslikavanje W  neprekidno u odnosu na 
prvu promenljivu pa kako je Lx  zatvoreno sledi da je Lx kompak
tan (kao podskup od L (M ))  pa je W (L x , x0, kn) zatvoren za svako 
n G N. Odavde sledi da je Lnx zatvoren za svako n G N i r G M .  
Sada ćemo pokazati da za svako u, v G M  i svako x G L nu i 5 >  0 
postoji y G Lnv takav da je

£ S
F x,y(£) > F f u j v i r r — ), £ > 0.

Neka su u, v G M , 6 >  0 i x G Lnu — W (Lu, x0, kn). Tada postoji 
z G Lu takav da je x =  W (z, Xo, kn) pa na osnovu (7.8) postoji 
y' G Lv da je

F z,y' { £ ) >  F f uj v (e  — — ).
%

Neka je y =  W(y\ x0, kn) G Lnv. Tada je

£
Fx,y( £ )  =  ^W (z,xo,*n ), w(y ' txo,kn) (~r~^n)

>  F f ^ Č - r r ^ ) -
Kn

Treba da pokažemo da je L m f -strogo demikompaktno. Neka je 
(^n)neN niz iz M  takav da za svako e >  0 je

U“  F f x n ,yn ( e )  =  1
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za neki niz (y n)ne n  U n  € Lmxn.
Kako je Ln(M )  =  W (L (M ), x0, kn), n 6 N  relativno kompaktan, 
iz G L mx n sledi da ( y n ) n6n  ima konvergentan podniz (j/nJfceN i 
neka je lim =  z. Tada je

k—>oo

FfXnk,z{.e )  :£ T ( F f Xnk,ynk( 2 ) ,  F y nk}Z( ^ ) )  

pa je lim f x nic =  z, a odatle sledi da je Lm /-strogo demikompak-
fc—>oo

tno.
Treba da pokažemo da je preslikavanje Ln slabo komutativno u 
odnosu na /, tj. da je za svako x G M

L n (fx ) C f ( L nx ) =  W (L (fx ),  rr0, fc„).

Neka je «  G =  W (Lx, x0, kn) Tada postoji z G Lx takav da je 
u =  W (z, x0, kn), pa je

f (u )  =  f (W (z , x0, kn)) =  W (fz , x0, kn) C W (f (L x ),  x0, kn).

Na osnovu uslova da je preslikavanje L  slabo komutativno u odnosu 
na / sledi da je W (f (L x ),  x0, kn) =  W (L (fx , x0, kn), odnosno 
f (u )  e Ln(fx ).
Sada su ispunjeni svi uslovi Teoreme 3.1, pa za svako n 6 N  postoji 
xn E M  da

f x n £ Lnxn.

Kako je Lnxn =  U W (z, x0, kn) postoji zn E Lxn takav da je
z d L x n

f x n =  W (zn, Xo, kn). Tada je za svako n € N

f̂XTi,Zn(£) — '̂zn,W(zn,XO,kn) (£)

— T ( F ZntZn( - ^ ~ ) ,  F Znp 0(   ̂ ^  ^ ) )

= r ( l ’ FWo(-2(1_ fcn)))

— /r c____£____j
Zn'XoK2 { l - k n) h

Kako je Um =  oo, sledi da je Um Fz„,xo =  1 jer je

zn e L (M )  koji je verovatnosno ograničen. Tada je i lim , F f x n , z n ( £ ) —
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1. Kako zn E Lxn i L (M ) je kompaktan sledi da postoji konvergen
tan podniz (znJfceN niza (2n)neN- Iz lim  ̂f x Uk =  2 sledi da je 
lim 2n, =  2 .n—>°o
Ostaje da se pokaže da fz  E Lz. Iz lim^2nfc =  2 i neprekidnosti 
preslikavanja / sledi da je  Jim fz nk =  fz . Kako zUk E Lxnk sledi 

da je
f z nk E } {L x  nk ) C L { fx nk).

Na osnovu Leme 3.2 sledi da je preslikavanje L  zatvoreno tj.

f z  E Lz.
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3.2 Uopštenje C-kontrakcije za višeznačna 
preslikavanja

T.L. Hicks [21] je 1983. godine uveo novi pojam za kontraktivno 
preslikavanje koji se naziva G'-kontr akcija i dokazao je teoremu o 
nepokretnoj tački za (7-kontrakciju u verovatnosnom metričkom pros
toru (S, T , Tm )- Preslikavanje / : S —» S je C-kontrakcija ako 
postoji k E (0, 1) tako da za svako p, q E (0, 1) i x >  0 zadovoljeno

FPtQ(x ) >  1 — x =>- Ffpj q(kx) >  1 — kx.

U radu [33] je uveden pojam ($, (Nj-višeznačne kontrakcije koja 
predstavlja uopštenje pojma (7-kontrakcije. Preslikavanje / : S —> 
2S je (<i>, C )-kontrakcija, gde $ : R + —> R + ako je za svako p, q € S 
i svako x >  0 zadovoljena sledeća implikacija:

Fpa (x ) >  1 -  x => (Vu G fp )(3v  E fq ) FUtV($ (x )) >  1 -  $ (x ).

Ako je $ (2:) =  kx, x >  0, k £ (0, 1) (i>, C )-kontrakcija f  : S —> S 
je (7-kontrakcija.
U ovom poglavlju dokazana je teorema o zajedničkoj nepokretnoj 
tački za tri preslikavanja, koja predstavlja uopštenje Hicksove teo
reme i data je primena na fazi metričke prostore.

Neka je $ familija svih neopadajućih funkcija ip : [0, 00) —> [0, 00) 
takvih da za svako t >  0 J2 konvergira.

n g N

Neka je A t familija svih funkcija m  : [0, 00] —> [0, 00] takvih da
(i) m (t +  s) > m (t ) +  m(s)
(ii) m (t) =  0 <=k t =  0
(iii) m je neprekidna.

Teorem a 3.3 Neka je  (5, F , T ) kompletan Mengerov prostor, 
sup T (x , x) =  1 , M  neprazan i zatvoren podskup od S, f  : M  —> M
x < \

neprekidno preslikavanje, A, B : M  —> i -0 6 <f>, mi, m2 E
M  i h : [0,1] —► [0,6] (6 e  R ) neprekidno preslikavanje koje je 
opadajuće i 6,(1) =  0 tako da je zadovoljena sledeća implikacija za 
svako u, v E M  i svako e >  0
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h o FfUt fv{m.2{e)) <  mi(e) za svako p G Au postoji q G Bv
takvo da je hoFPiq(m 2(tl>(£))) <  m i(^ (e )) 
i za svako p' G Bv postoji q' G Au 
takvo dajehoFpiiq:(m 2('ip(e) ) )  <  m i(ip (e)).

Ako su A i B slobo komutativni u odnosu na f  i (a) ili (b) zado
voljeni, tada postoji tačka x G M  takva da fx  G Ax fl Bx, gde je

(a) A ili B su f -  strogo demikompaktni.

(b) t-norma T  zadovoljava uslov

Jim)T ~ n(/i_1(TO1('i/>t(s ))) )  =  1 za svako s >  0.

Dokaz: Neka su Xq G M  i x x G M  takvi da f x i G Axo. Neka je 
s >  0 takvo daje h( 0) <  m i(s). Kako je FfXOifXl(m 2(s )) >  0 i pres
likavanje h opadajuće sledi daje ho FfXOtfXl (m 2(s )) < h( 0) <  m i(s ) 
i prema tome postoji x2 G M  takav da je h o Ffxu fX2(m 2(ip(s))) <  
m i(ip (s)) i f x 2 € Bx\. Nastavljajući na ovaj način dobijamo niz 
(^n)neN iz M  takav da za svako n G N  važi:

(c) fX2n+l £ Ax2ni f  %2n+2 £ B x2n+l

(d) / ioF/lni/ln+1(m2( f ( s ) ) )  < m i ( f ( « ) ) .

Kako je Jirn̂  ipn(s) =  0, mx neprekidno i m^O) =  0 postoji n0(s) 
takav da je za svako n >  n0(s)

(8-1) FfXnifXn+1(m2(t/jn(s)) ) > h~1(m1(tpn(s))).

Ako pretpostavimo da je A f -  strogo demikompaktno, tada (8.1) 
implicira postojanje konvergentnog podniza niza ( / i 2n )neN -

Ako je ni(e, A) takav da za

n >  ni(e, A) =$■ m2('0n(s)) <  e, m\{'ipn{s)) <  h( 1 — A) 

korišćenjem (8.1) dobijamo

K“ , FfX2nj X2n+i (e) l i  f x 2n+i £ Ax 2n (n G N),
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pa sledi da postoji konvergentan podniz ( f x 2nk)keTSt niza { f x 2n)n&N-

O O

Neka je e >  0 i A G (0, 1). Kako je red tpn(s) konvergentan,
n= 1

sledi da postoji n'(e, s) E N  takav da je X) ,0n(s) <  £■ Iz kon-
n>n'(e, s)

vergencije reda X) '¡/’n(s) sledi konvergencija reda X) (s )).
n€N  neN

Zaista, za svako k € N , na osnovu uslova (i) važi

k k
¿ m 2 ( f ( « ) )  <  rn2(J2 ipn{s))
n=0 n=0

i iz neprekidnosti sledi da je

O O  OO

¿ m 2(V'n(s)) < m 2( ^ f ( s ) ) .
n=0 n=0

Neka je e >  0 i n2{e) € N  takvo da X! <  e.
n>n2(e)

Tada je za svako n >  n2(e) i za svako p £ N  zadovoljeno: 

FfXn+p+1j Xn(e) > T ^ F fXi+lJXi(m 2{^ (s ))) .

Iz uslova (d) sledi da je

(8.2) FfXn+p+1j Xn(e) >  T ^ / r ^ m j^ G s ) ) )  >  T ^ / r ^ r a i ^ s ) ) )  

za svako u >  max(n0(.s), n2(e)) i svakop € N  postoje T  neopadajuće.

Iz uslova (b) sledi da postoji n” (s, A) 6 N  takav da je

(8.3) T °^ n/i-1(rai(i/>l (s ))) >  1 — A, za svako n >  n” (s, A).

Uslovi (8.2) i (8.3) impliciraju daje

FfXn+p+l , fXn {£ )  > 1  ^

za n >  max(n0(.s), n2(ff), n” (s, A)) i za svako p € N.
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Kako je S kompletan i M  zatvoren sledi da u oba slučaja (a) i (b) 
postoji x =  lim f x 2nk € M. Iz (8.1) sledi da je x =  lim f x 2nk+\-

k-+ oo k—* oo

Dokazaćemo da f x  E Ax fl Bx. Pošto su Ax i Bx  zatvoreni, 
ostaje da se dokaže da f  x E Ax fl Bx tj. da za svako e >  0 i 
A E (0, 1) postoje takvi q(e, A) E Ax i r(e, A) E Bx da je zadovo
ljeno

q(s, A) € Ufx(e, A), r(e, A) E UfX{e, A).

Iz supT(a:, x) =  1 lako sledi da postoji <5(A) E (0, 1) takvo da je
a:<l

T{ 1 -  S(A), T ( 1 -  S(A), 1 -  6(A))) >  1 -  A.

Iz neprekidnosti preslikavanja / i iz x =  lim f x 2nk sledi da pos-
fc—> oo

toji ki E N  takvo da je

Ffx,ffxa„fc( f )  > 1 -  <5(A) za svako k >  kx.

Na osnovu lim F/Xni/Xn+1(e) =  1 sledi da postoji k2 E takvo 

da

*>/**.*,//*2»t+1(§ ) >  1 -  6(A)- za svako k ^  fc2- 

Neka je t0 E R + takav da je

m2(ip(to)) <  f  i m i(ip(to)) < h{ 1 -  6(A)) 

i G N  takav da je

(8.4) h °F fx ,ffX2nk(m2(to)) < m i ( t Q), za svako k > k3.

Kako je h( 1) =  0 i h neprekidno, takav broj k$ E N  postoji.

Iz f%2nk+i £ AE2n*. ( k E N  ) i pošto A slabo komutira sa 
/ sledi da je

(8.5) f f x 2n, + l e  f (A x 2„J C AfX2,^ (k € N ).
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Korišćenjem (8.4) i (8.5) i implikacije iz teoreme, gde je v =  x, 
u =  f x 2nk i P =  f  f% 2nk+i dobijamo da postoji r(e, A) =  q G Bx 
takav da za k >  k% je

h °  F f  fx2nk+1,r(e,X) (m2(lP(t0) ) )  <  m ^ ip i t o ) ) .

To implicira da je

F f f x 2nk + l , r ( e , X ) { ^ )  F f  f x 2 n k+l ,r(e, X) (^2 (t^(^o)))

> hr'(mi(ip(to)))

za svako k >  /c3.

Prema tome, za k >  max(A;i, k2, k$) dobijamo da je

F fx,r(e,X) ( £ ) >  T { F f x , f f x  2„fc(f)> 'F ( F f f x 2r>k , f f x 2nk+\ ( 3 )>

F f f x 2nk+i,r(e,  A )( 3 ) ) )  > 1  A.

Odatle sledi da r(e, A) G UfX(e, A). Iz neprekidnosti preslika
vanja / i

x =  lim f x 2nk =  lim f x 2nk+1 =  lim f x 2nk+2
k —>00 k—>00 h—> 00

sledi da postoje k[ , k2, k'3 G N  takvi da

Ffx jfx 2^+1 ( f )  >  1 ~  ¿(A), za svako k > k[

Fffx2nk+,,ffx2nk+2(V  >  1 -  S(X), za svako k >  k2 

Neka je to G R + takav da

m a ^ to )) <  |, m i(ip(t0))  <  h{ 1 -  <5(A)) 

i fcg G N  takav da

h 0 Ffx jfx {m 2(t0)) <  mi (to), za svako k >  k'3.

Iz f x 2nk+2 G 5 x 2r,k+i ( k £ N ) i 5  slabo komutira sa / sledi
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da je f f x 2nk+2 e f (B x 2nk+i) C B (fx 2nfc+i). Prema tome, postoji 
q(e, X) G Ax takav da za svako k >  k'3

h o  F ffX2nk+2,q(e,x ) (m2{'iP(t0) ) )  <  mi (i />( t0) )  

što implicira da je za k >  max(&[, k'2, k3)

T{Fffx2nk + l,ffX2nk+2 (g) l  

^ ' f fX 2nk + 2,q(.S,X)(' )̂)) >   ̂ ~  X.

Posledica 3.1 Neka je (S, X, T ) kompletan Mengerov prostor, A, 
B, f ,  h m i, rri2 i ip zadovoljavaju sve uslove prethodne teoreme, a 
t-norma T  je striktna sa multiplikativnim generatorom 6. Ako su A 
ili B f-strogo demikompaktni ili je

OO

lim JJ 6(h~1(m 1('i/j'l(s ))) =  1
i—TI

tada postoji x G M  takav da f x  G Ax fl Bx.

Dokaz: Kako je neprekidno sledi da je

O O

lim T ^ n(/i_1(m1(,0*(s))) =  0_1( lim (s ))) )  =  1.
i=n

Prethodna teorema može da se uopšti u fazi metričkim prostorima.

Teorem a 3.4 Neka je  (X , d, L, R ) kompletan fazi metrički prostor 
takav da je  lim d(x, y)(s) =  0, za svako x, y G X , R(a, 1) =  1 za
svako a G [0, 1], R{a, 0) =  a za svako a G [0,1], R je neprekidna 
u (0, 0), f  : X  —* X  neprekidno preslikavanje, A, B : X  —> 2{(A) ; 
ip G $ i h : [0, 1] —*• [0, 1] neprekidno, opadajuće preslikavanje takvo 
daje h( 1) =  0 i h( 0) =  1, mi, m2 G JA. Neka je zadovoljena sledeća 
implikacija za svako u, v G X  i svako s >  0
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d(fu, /u)(7712(5 )) <  m i(s ) 2a st/ato p E Au postoji q E Bv
takvo da je
h o FPtq(m2{ip(s))) <  mi(V»(s)) 

i
za svako p' E Bv postoji q' E Au 
takvo da je
hoF p>tq/(m 2{'ip(s) ) )  <  m,!(ip(s)).

Ako su A i B slabo komutativni u odnosu na f  i a) ili b) zado
voljeni, tada postoji x E X  takvo da

fx  E Ax fl Bx

gde je

a) A ili B su f  -strogo demikompaktni

b) lim i ž “ n(m i('0l (s ))) =  0, za svako s > 0.

Dokaz: Treba pokazati da iz implikacije iz ove teoreme sledi imp
likacija iz prethodne teoreme. Pretpostavimo daje za neko u, v E X  
i s > 0

h o FfUtfv(m2(s)) < m 1(s).

Ako je m2(s) >  A i ( fu , fv )  koristeći Lemu 1.1 sledi da je d{fu, fv )(m 2(s )) 
mi (s). Koristeći implikaciju iz teoreme, sledi da za svako p E Au 
postoji q E Bv takvo da h o FPiq(m2('ip(s))) < m i(if (s )) i za svako 
p’ E Bv postoji q' E Au tako da h o Fpiiqi(m 2(ip(s) ) )
<  m 1(ip(s)). Ako je 7772(5 ) <  A i(fu , fv )  tada je Ffuj v(m 2(s)) =  0 
odakle sledi h o F fUi fv(m2(s)) =  1 te je d(fu, fv )(m 2(s)) <  Wi(.s), 
pa je zadovoljena implikacija iz prethodne teoreme.

Takođe je

1 ( ^ i (■»))') =  1 ( ^ ( 3 ))) =  /rx( 0 ) =  1 ,

pa koristeći prethodnu teoremu sledi da postoji x E X  takav da 
f x  E Ax Pl Bx.

Posledica 3.2 Neka je (X , d, L, R ) kompletan fazi metrički pros
tor, f , A, B, mi, m2, h i ip isti kao u prethodnoj teoremi. Ako
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su A ili B f  -strogo demikompaktni ili je  R  striktna t-konorma sa 
multiplikativnim generatorom £ tako da je

OO

ji™ ru(mi(̂ i(s))) =1
i=n

tada postoji x E X  takav da f x  E Ax D Bx.

Dokaz: Kako je  £_1 neprekidna sledi daje
OO

= r 1(nlimo n?(mi(^ (s)))) = °-
i=n
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3.3 Verovatnosni kontraktor i nelinearne opera- 
torske jednačine sa višeznačnim operatorom 
u verovatnosnim normiranim prostorima

B. Reddy i Subrahmanyan [35] su koncept teorije kontraktora proširili 
na višeznačna preslikavanja i dokazali teoremu za višeznačne oper- 
atorske jednačine 6 E P x  u podskupu Banahovog prostora. Njihov 
rezultat sadrži teoremu o nepokretnoj tački koju je dokazao Czervik 
[8] za višeznačna preslikavanja. Czervikova teorema o nepokretnoj 
tački je generalizacija ranijih teorema o nepokretnoj tački koje su 
dokazali Nadler [31] i Covitz i Nadler [7]. Koristeći te rezultate 
i rezultate iz [6], u ovom poglavlju je dokazana teorema o posto
janju rešenja nelinearnih operatorskih jednačina sa višeznačnim op
eratorom u verovatnosnim normiranim prostorima.

Neka je (X , F ,  T ) verovatnosni normiran prostor, t-norma T  is
punjava uslov sup T(a , a) =  1 i neka je fix  familija svih nepraznih,a<l
r-zatvorenih, verovatnosno ograničenih podskupova od X.
Za date A, B E fix  funkcije raspodele Fa,b i FA se definišu na 
sledeći način:

Fa, b (i) =  sup T ( inf sup Fa_b(s), inf sup Fa_6(.s)) 
3<t aeA beB beB aeA

i
FA(t) =  sup sup Fa(s), t E R.

s<t aeA

Sledeća lema je dokazana u [6].

Lem a 3.3 Neka je  (X , F , T ) verovatnosni normiran prostor (re- 
spektivno nearhimedovski Mengerov verovatnosni normiran prostor), 
gde t-norma T  ispunjava uslov supT(a, a) — 1 i A E f lx ■ Tada važi

a<\ 1 2
sledeće:

(1) Fa (0) =  0.

(2) FA(t) =  1 za svako t >  0 ako i samo ako 9 E A.
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(3) FXA(t) =  FA(\t\), za svako A e R .

(4) Za svako A, B E 0.x i 0 E B, FA(t ) >  FAiB(t) za svako t E R.

(5) Ako je t-norma T  neprekidna tada je

FA+X(ti +  t2) >  T (F x(t i),  FA(t2))

(respektivno FA+X(max(ti, t2))  > T (F x(t1), FA(t2))

za svako ti, t2 E R + i x E X .

Sledeća definicija je data u [6].

D efin icija  3.4 Neka su (X , T , T ) i (Y, T , T ) dva verovatnosna 
normirana prostora i t-norma T  zadovoljava uslov sup T(a, a) =  1.

a<l
Neka su T\ i r2 dve topologije indukovane familijom (e, A)-okolina 
za (X , 4F, T ) i (F, T , T ) respektivno.
Višeznačno preslikavanje P  : D (P ) C X  —* Qy je r-zatvoreno ako 
za svaki niz (zn)n6N E D (P ) i niz (yn)nen  G Pfan) takav da je 
xn x i yn y važi x E D (P ) i y E P {x ).

Neka je P  : D (P ) C X  —> Cly nelinearno višeznačno preslikavanje i 
T : X  —> L(Y, X ), gde je L(Y, X )  skup svih neprekidnih linearnih 
preslikavanja Y  u X . Neka je (p : [0, + 00) —> [0, + 00) preslika
vanje koje zadovoljava uslov (4>) (tj. <p(0) =  0 i lim <pn[t) =  + 00,

za svako t >  0) i u E Y  data tačka. Tada se T naziva verovat- 
nosni kontraktor za P  u odnosu na u ako važi za svako x E D (P ) i 
y E {y E Y  : x +  T(x)y E D (P )}

(a) ip(i+r(j:)!/),p(i)+!/(f) m in{i^(<p(i)), Tp(x)_u(<p(i)),
Fp(x+r(x)y)—u (v^(^))} )  t > 0

U dokazu sledeće teoreme koristi se lema dokazana u [6].

Lem a 3.4 Neka su F\ i F2 dve funkcije raspodele F i(0 ) =  F2(0) i 
neka je ip : [0, + 00) —> [0, + 00) funkcija koja zadovoljava uslov (<f>). 
Ako je zadovoljeno
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(9.1) F i(t ) >  m in{Fi (</?(£)), F2((p (t))}, za svako t >  0

tada je F2(tp(t)) < Fx(ip(t)), za svako t >  0.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno. Tada postoji io >  0 takav da je

(9.2) F 2( (p { to ) )  >  Fi (<p(t0) ) .

Tada na osnovu (9.1) i iz <p(to) >  to sledi

F \ ( t0)  >  F i ( ( p ( t o ) )  >  F i ( t 0)  

odnosno F i(io) =  Fi((p(to)).
Neka je t* =  max{£ >  t0, F i(t) =  F i(t0)}. Kako je funkcija F\ 
neprekidna sa leve strane strane takav broj t* postoji i t* >  (p(to). 
Iz t* <  tp(t*) sledi da je

F M t * ) )  >  F ^ n

Kako je funkcija F2 neopadajuća iz uslova (9.2) sledi da je

F 2(<p(t* ) )  >  F 2{<p(to)) >  F 1{(P ( t0) )  =  F i ( t * ) .

Prema tome i F j(i* ) <  min(Fi(c^(£*)), F 2( i p ( t * ) ) )  što je u suprot
nosti sa uslovom (9.1).

Teorem a 3.5 Neka je (X , F , T ) Ti-kompletan nearhimedovski Men- 
gerov verovatnosni normiran prostor, (Y, F , T ) r2-kompletan verovat
nosni normiran prostor. Neka je P  : D (P ) c l - *  Oy t -zatvoreno 
višeznačno preslikavanje. Pretpostavimo daY : X  L(Y, X ) zado
voljava sledeće uslove:

(9.3) x +  r(rr)r/ £ D (P ) za svako x £ D (P ) i y E Y ,

(9-4) r  je verovatnosni kontraktor od P  u odnosu na u,

(9.5) postoji M  >  0 takav da za svako x £ D (P ) i svako y £ K

Fr (x )y ( t )  >  F y ( — ),  t >  0,

(9.6) za svako x £ D (P ) i za svako y £ P {x ) postoji v £ P (x  +  
r(ar)y) tako daje
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Fv(t) >  F P (x+r ( x)y),p(x) - y ( t )  za svako t >  0,

(9.7) postoji Xo E X  i yo E P (x o) tako da t-norma T  zadovoljava 
uslov

Tada nelinearna višeznačna operatorska jednačina u E P (x ) ima 
rešenje x* iz D (P ) i postoji niz (arn)neN (xn E X )  definisan sa

X n+1 =  X n r(^n)ž/n

gde yn E P (x n) n E N  U {0 } koji r x-konvergira ka rešenju x* 
jednačine u E P (x* ) u topologiji r x.

Dokaz: (I) slučaj: u =  9. Tada uslov (a) glasi 
(a1) Fp(x+r(x)y),P(x)+y{t) > min{Fy(ip(t)), FP{x)((f{t)),

F p (x+r(x)y)  ( ^ ( 0 ) } »  ^

Neka su x0 i y0 iz uslova (9.7) i

x i = x 0 -  r (x 0)y0.

Na osnovu uslova (9.3) x x E D (P ).  Ako u (a ’) zamenimo x i y sa xq 
i — y0 respektivno i kako 9 E P (x o) — yo na osnovu uslova (4) Leme 
3.3 imamo da je

F p (x i ) { t )  P  Fp (x i )yP(xo)—yo ( j )

=  Fp(xo—r(xo)yo),P(xo)—yo ( )̂
>  min(Fyo(y>{t)), FP{xo)(ip{t)), FP[xi)(ip (t))).

Pokazaćemo da je FP(X0)(ip (t)) > Fyo(ip(t)).
Kako je y0 E P {x0) i Pp(x0)(</>(i)) =  sup sup Fa(s) sledi da je

s<ip(t) aeP (xo)

sup Fa{s) > Fyo(s).
aeP(x  o)

Tada je Fp (*0) (#?(*)) >  sup Fyo{s) =  Fyo{(p{t)) jer je Fyo neprekidna
S<(p(t)

sa leve strane.
Prema tome FP(Xl)(t) >  min{Fyo(ip(t)), FP(xl){(p (t))), t >  0.
Na osnovu Leme 3.4 sledi
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(9.8) Fyo(<p(t)) <  FP(xi)(<p(t)), t >  0.
Iz uslova (9.6) za yo G P (x  o) sledi da postoji y\ G P {x  i) takav daje

Fyi(t) >  Fp(Xl')ip(X0)^y0(t), t >  0.

Na osnovu (a ’) i (9.8) sledi daje  Fyi(t) >  Fyo(ip(t)), t >  0.
Neka je X2 =  Xi — r (£ i)y i.  Primenjujući isti postupak dobijamo da 
postoji ?/2 G P (x 2) takav da

^ ( 0  >  F y M t ) )  >  Fyo(ip2(t)), t >  0.

Tako dobijamo dva niza (xn) iz D (P )  i (yn) iz Y  da je

(9.9) xn_)_i xn r ( 2Tn)yn,

(9.10) yn e  P (x n),

(9-11) Fyn{t) >  Fyo(ipn(t)), t >  0.

Iz uslova (9.5), (9.9) i (9.11) imamo

F x „ - x n- i ( t )  =  Fr(xn)yn(t) > Fyn (j^j) ^  ^  Fyo(ip ( ^ ) )

za svako t >  0.

Na osnovu toga, za svako m, n (E N  (m >  n) je 

^Xn~ Xm «  >  T (F x„ xn+1 (^)i ^n+l-am (0)

>  T ( r ( T . . . ( F J„_ I „+1(i), ^ „ „ - , „ « ( 0 ) .
(m —n )—puta

■■■ (Fxm~ F x m-i -x,n(t) ) )

(m-n)puta

t t
••• (^ o (^ m- 2(¥ )), Fw ( ^ - 1( - ) ) )

AT
i

Na osnovu uslova lim T ^ nFJ/0((^<(T ) )  =  1 sledi da za svako A e 

(0, 1), i >  0 postoji n(i, A) 6 N  tako da za n >  n(i, A), m >  n važi
■ t
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odnosno

>  T TJn'Fm(9< (T ) )  > T Z nFm(<p‘ ( T ) )  >  1 -  A.

To znači da je niz (xn) r-Košijev niz iz X . Kako je (X , T , T ) r r  
kompletan nearhimedovski Mengerov verovatnosni normiran pros
tor, xn —U x *. Funkcija ip zadovoljava uslov (i>) pa je iz (9.11) 
lim Fv (t) =  1, t > 0 odnosno yn —^  9. Preslikavanje P  je r-

n —>oo
zatvoreno i iz (9.10) sledi da x* G D (P )  i 9 G P (x* ), odnosno x* je 
rešenje jednačine u G P{x).

II slučaj: u /  9. Neka je M [x ) =  P {x ) — u, za r  G D (P ).  Tada 
je D (P ) =  D (M ) i uslov da P  zadovoljava uslov (a) je ekvivalentan 
uslovu da M  zadovoljava uslov (a ’). Koristeći slučaj u =  9, može 
se pokazati postojanje rešenja za nelinearnu višeznačnu operatorsku 
jednačinu 9 G M (x ).

Posledica 3.3 Nehaje (X , F , T ) r-kompletan nearhimedovski Men
gerov verovatnosni normiran prostor i L : X  —> zadovoljava
uslov

(9.12) FLx,Ly{t) >  mm(Fx- y(p (t )), Fx_Lx(<p(t)), Fy_Ly{(p(t)))

za svako t >  0, x, y G X  a <p : [0, +oo) —* [0, +oo) zadovoljava 
uslov ($ ). Postoji x0 G X  i yo € x0 — Lxo tako da t-norma T  
zadovoljava uslov

„1iiä ,T ^nFvo( ^ ( i ) )  =  !, i >  0,

i neka za svako x G X  i svako y G x —L (x ) postoji v G x + y —L{x+y ) 
tako da je Fv(t ) >  Fx+y-L (x+y),x-L(x)-y(t) za svako t >  0. Tada 
postoji tačka x* G X  takva da x* G Lx* tj. x* je nepokretna tačka 
preslikavanja L.

Dokaz: Neka je P (x ) =  x — Lx  i T (x ) =  I x ■ Preslikavanja P  i T 
zadovoljavaju sve uslove Teoreme 3.5, pa postoji x* G X  takva da 
9 G P{x*) =  x* — Lx* tj. x* je nepokretna tačka preslikavanja L.
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