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U pocetku bjeSe rijec...

Jovan I, 1

I like words much better than numbers;
and | always did.

P. R. Halmos

Poznajem, poznajem lukavstvo tvoje;
Nikada ne kaze$ re€ koju bi trebalo.

R. Tagore: Gradinar, 35

"Kada se blizi kraj”, zapisao je Kartafil,
"iz seCanja nestaju slike; ostaju samo reci.”

J. L. Borges: Besmrtnik

Ako jezike Covecije i andelske govorim,
a ljubavi nemam,

onda sam kao zvono koje zvoni,

ili praporac koji zveci.

Kor. XIII, 1
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Predgovor

Predmet istrazivanja u ovoj disertaciji jesu univerzalno-algebarska pitanja ve-
zana za neke osnovne pojmove iz teorijskog raCunarstva, narocito iz teorije
formalnih jezika i logike racunarskih programa. Takva pitanja motivisana su
potrebom, koju nameée ubrzani razvitak racunarske tehnologije, da se nadu
odgovarajucdi teorijski, matematicki okviri unutar kojih bi se na apstraktnom
nivou modelirao raCunarski softver - programi i proces njihovog izvrSenja na
raunaru. Formalizacijom osnovnih gradivnih elemenata programskih jezika i
struktura podataka, dosSlo se do reéi i njihovih kolekcija, jezika, kao matematic-
kih objekata. Jasno, sam karakter ovih objekata izbacuje u prvi plan inter-
akciju algebre i diskretne matematike kao glavni izvor matematickih oruda za
rad sa formalnim jezicima.

Prirodno, ako je data familija jezika nad nekom azbukom (kao skupom os-
novnih, nedeljivih simbola), na njoj se mogu uocditi razne operacije sa jezicima
kao nacini da se iz datih jezika konstruiSu novi. Takvo razmatranje je svakako
isuviSe grubo za ispitivanje strukture govornih jezika, ali je sasvim zadovo-
ljavajuée ako zelimo da opiSemo programske jezike. Polazeéi od Cinjenice da
se svaki struktuirani programski jezik, u osnovi, gradi uz pomo¢ tri konstruk-
cije: selekcije, sekvence i iteracije, nije teSko videti da je od naroCitog znacaja
da posmatramo upravo operacije unije, konkatenacije i iteracije jezika nad
datom azbukom. Na taj nacin, dolazimo do algebri jezika.

Ali, pri tome se odmah postavlja prakti¢an, i, sa stanovista primenjene
matematike i raCunarstva, klju¢an problem: kako zadati jezik nekim konacnim
zapisom koji ga u potpunosti odreduje. Naravno, na taj nacin je moguce treti-
rati samo prebrojivo mnogo jezika (naspram neprebrojivo mnogo, koliko ih ima
ve¢ nad konafim azbukama). Medutim, takav pristup omogucava ispitivanje
najinteresantnijih klasa jezika. Ukoliko za opisani konacan zapis koristimo
formalan izraz kojeg formiramo od slova azbuke i simbola koji oznacavaju
operacije sa jezicima (tj. term u signaturi algebri jezika), dolazimo do regu-
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larnih izraza, koji predstavljaju regularne jezike, tj. jezike kona¢nih automata.
Ali, takva reprezentacija regularnog jezika uopSte ne mora biti jedinstvena:
on moZe biti predstavljen sa viSe razliCitih regularnih izraza. Tako, pitanje
kada dva regularna izraza odreduju isti jezik vodi pojmu regularnog identiteta,
odnosno identiteta u algebri regularnih jezika.

Drugo znacajno orude u algebarskoj teoriji raCunskih maSina jesu algebre
binarnih relacija. Jedinstvo sintakse i semantike u logici ratunarskih pro-
grama realizuje se upravo kroz pojam binarne relacije. Razlog za to je Sto se,
apstraktno gledano, programi mogu posmatrati kao binarne relacije na skupu
svih mogucdih stanja raunara, pri ¢emu svaka elementarna naredba omogucéava
masini prelazak iz jednog stanja u drugo. Najzad, to je upravo nacfin na koji
rade Tjuringove masine, koje intuitivno mozemo smatrati za racunare bez
stvarnih fizickih ogranicenja u smislu hardvera.

Kljuéna veza izmedu jezika i binarnih relacija je sada sledeca: svaka al-
gebra jezika izomorfna je algebri binarnih relacija, tako da se i sami jezici i
operacije medu njima mogu "kodirati” binarnim relacijama. StaviSe, algebre
jezika i njima odgovarajuce algebre binarnih relacija zadovoljavaju potpuno
iste identitete, Sto znaci da generiSu jedan isti varijetet - varijetet Kleene-
jevih algebri. Ispostavlja se da su algebre regularnih jezika upravo slobodne
Kleenejeve algebre. Sve ove veze omogucéavaju da se problematika regularnih
identiteta osvetli iz viSe uglova i obezbeduju bogatu metodologiju u radu sa
Kleenejevim algebrama.

Medutim, lako se uotava da Kleenejeve algebre predstavljaju tek prvu
stepenicu koja aproksimira problem algebarskog tretmana procesa izvrSenja
ratunarskog programa. Naime, glavni nedostatak je u neodredenosti: ope-
racije unije, odnosno refleksivno-tranzitivnog zatvorenja relacija na apstrakt-
nom nivou odgovaraju tek nedeterministickoj (tj. slucajnoj) selekciji, odnosno
iteraciji. S druge strane, ofekujemo da naSe programske aplikacije rade de-
terministicki, tj. tatno onako kako mi Zelimo, a ne po principu probabiliteta
(iako su, sasvim izvesno, mnogi korisnici raunara i odgovarajuc¢ih progam-
skih paketa ne jednom iskusili suprotan slucaj!). Nedostajuéi element je, u
stvari, ispitivanje tacnosti iskaza tokom izvrSenja programa (a Sto se svodi na
poredenje sadrzaja dva registra procesora), Sto onda odreduje njegov dalji tok.
Prema tome, kako bi se ukinula neodredenost, neophodno je, osim Kleengje-
vih algebri programa u razmatranje uvesti i Booleove algebre, Cija je uloga da
Cuvaju informaciju o stanjima maSine na kojoj se program izvrSava i, povre-
meno, omoguce testiranje tih stanja. Na taj nacin, prirodno se namece pojam
dinamicCke algebre. Razna pitanja koja se tiCu verifikacije, korektnosti, ek-
vivalentnosti programa i optimizacije programskog koda se mogu formulisati
kao pitanja u vezi sa identitetima dinamickih algebri. Fiksiranjem Kleene-



jeve algebre (Sto intuitivno odgovara fiksiranju programskog paketa) dolazi
se do Jonssonovih dinamickih algebri. Ovde je stavljen naroCit akcenat na
uspostavljanje veze izmedu njih i "klasi¢nih” dinamickih algebri, kada su u
pitanju osobine odgovarajuéih jednakosnih teorija.

Materijal koji je izlozen u ovoj disertaciji pretpostavlja izvestan fond poj-
mova i tvrdenja, koji leZze u osnovama raznih algebarskih disciplina. Spisak
referentne literature sadrZi stoga i stavke udZbenickog i monografskog karak-
tera. U najkra¢em, one su obuhvadene sledecom listom:

univerzalna algebra: [36], [68], [108],

polugrupe i grupe: [29], [38], [45], [76], [98],

formalni jezici: [54], [63], [74], [75], [98], [99], [104], [141], [142], [152],

teorija binarnih relacija: [78], [103], [144],
logika: [16], [20], [35], [70], [71], [91].

Na kraju, zelim da pomenem nekolicinu dragih ljudi kojima dugujem veliku
zahvalnost na njihovoj ulozi u realizaciji ove doktorske disertacije. Na prvom
mestu, re€ je 0 mojim roditeljima, Jeleni i Vojinu, koji su uspeli da obezbede
tako neophodanu ljubav, porodi¢ni sklad i mir, atmosferu u kojoj sam preko
dve i po decenije, iz dana u dan, dobijao maksimum uslova za kvalitetan
rad, neumornu pomo¢ i nezamenljivu podrSku u svakom pogledu, bilo daje u
pitanju profesionalno napredovanje, bilo da su u pitanju problemi sa kojima
se svi svakodnevno sudaramo.

Kada je u pitanju struka, tu je moj mentor, dr SiniSa Crvenkovi¢, redovni
profesor PMF-a u Novom Sadu, koji je bio uz mene od mojih prvih koraka u
matematickoj nauci i sa istrajnoScu i strpljenjem me uvodio u istrazivacki rad.
Kada ova disertacija bude branjena, verovatno ¢e se napuniti Citavih jedanaest
godina naSeg poznanstva: sada mogu re¢i da one nisu bile ispunjene pukom
saradnjom u nau¢nom radu - bile su, pre svega, ispunjene prijateljstvom. To
prijateljstvo je predstavljalo, a i danas predstavlja, veliku inspiraciju za mene.

Osim toga, moram pomenuti dr Esik Zoltdna, profesora Informatickog
Instituta "Kalmar Laszlo” Univerziteta u Segedinu. Saradnja sa jednim od
vodecih strucnjaka u oblasti algebarskih osnova teorijskog racunarstva pred-
stavljala je za mene pravo zadovoljstvo. Rezultati te saradnje Cine jedan
deo originalnih doprinosa izloZzenih u ovoj disertaciji. Najzad, zahvaljujem
se dr Rozaliji Sz. Madardsz i dr Buri Pauniéu, redovnim profesorima PMF-a
u Novom Sadu, na pruZenoj podrsci.

Novi Sad, 27. januar 2000.



Glava 1 Osnovni pojmovi

1.1. Reci ijezici. Algebre jezika

Neka je £ proizvoljan neprazan skup. Re€ nad E je bilo koji konatan niz
elemenata iz E. Naravno, pri tome uzimamo u obzir i prazan niz, kojeg zovemo
prazna re€ i oznatavamo sa A Skup E od Cijih elemenata gradimo reci zovemo
azbukom, a njegove elemente slovima.

Primera radi, ako je E = {a, b}, tada je jedna re¢ nad ovom azbukom
(&, b b a, a, a, 6,a a). Medutim, uobicajeno je da se (kadgod je to moguce) za
zapisivanje reci koristi jednostavnija notacija u kojoj izostavljamo zagrade i
zareze, pa ¢e u tom slucaju predthodna re¢ naprosto glasiti abbaaabaa, Sto
mnogo viSe odgovara nasem intuitivnom pojmu reci.

Ako je w neka ret¢ nad azbukom E, tada sa JH oznatavamo duZinu reci
w. Za a £ E, sa |uJa oznatavamo broj pojavljivanja slova a u w. Na primer,
\abbaaabaa\ —9 i \abbaaabaa\a = 6.

Skup svih refi nad azbukom E oznatavamo sa E*. Ako na E* uofimo
operaciju konkatenacije (dopisivanja) reci, preciznije, operaciju definisanu za
u=ai...aniv=">0...bmsa

uv = ai ... anbi ... bm,

tada nije teSko videti da se na taj nafin dobija slobodni monoid nad E. Sli¢no,
ako sa E+ oznalimo skup svih nepraznih reCi nad E, £+ = £* \ {A}, tada
dolazimo do slobodne polugrupe nad E.

Rel v je podreC re€i w ako postoje reCi u,z tako da je w —uvz. Ukoliko
je pri tome u = A za v kazemo i da je prefiks reci w, dok u slucaju z = A
govorimo o sufiksu reci w.

Jezik je proizvoljan skup reci, tj. za datu azbuku E, proizvoljan podskup
slobodnog monoida E*. Na taj nain, skup svih jezika nad azbukom E jeste
partitivni skup j 1



2 O IDENTITETIMA ALGEBRI REGULARNIH JEZIKA

Razmotrimo, kao ilustraciju prethodno uvedenih pojmova, sledeci jednos-
tavan program (recimo, u PASCAL-u):

program zbir;
const
Faktor=3;
var
X,Y,z-Integer;
begin
ReadLn(x);
ReadLn(y);
z ==Faktor*(x+y);
WriteLn(z)
end.

Kao i u slu€aju prirodnih jezika, i programske jezike i u njima realizovane
programe moZemo tretirati dvojako (pri ¢emu uloga reCenice u govornom
jeziku odgovara konkretnom programu). Mozemo poci od alfabeta nekog jezika
(odnosno, simbola koji se nalaze na tastaturi) i od njih formirati re€i. Neke od
tih reCi su smislene u odredenom jeziku, a neke ne, i na taj nafin se, recimo,
srpski jezik sastoji od viSe stotina hiljada rei sastavljenih iz trideset slova.
Takode, PASCAL se onda sastoji od klju¢nih re¢i (npr. program, const, var,
Integer, begin, ReadlLn, itd.), reCi koje oznaavaju imena promenljivih (zbir,
Faktor, x,...), operatora (:=,=, +, *), specijalnih razdvajajuéih simbola (;,
.), itd. Drugi pristup je da zapravo same refi govornog jezika (odnosno,
kljuéne reci i ostale gradivne elemente programskog jezika) smatramo os-
novnim, nedeljivim simbolima - znaci, elementima alfabeta - dok su re€enice
(programi) reci, ajezik skup svih gramaticki korektnih re€enica, tj. sintakticki
korektnih programa.

Sa jezicima mozZemo izvoditi razliCite operacije. Pre svega, tu su osnovne
skupovno-teoretske operacije (unija, presek, komplement), od kojih unija ima
najve¢i znacaj. lz tradicionalnih razloga, unija jezika se zapisuje u aditivnoj
notaciji, dakle (Li,L2 Q £*):

Li+L2={w: u6Li VwEL2.

Naravno, operacija konkatenacije se iz E* prenosi na jezike kao proizvod kom-
pleksa:

L\L2= {wiw2: Wi ELi A w2EL2}.
Najzad, definiSemo i jednu unarnu operaciju koju zovemo Kleenejeva zvezda
(ili Kleenejeva iteracija):

L* —{w : (3n £ w)(3ti;1,..., wn£ L) w= wi.. wn}



OSNOVNI POJMOVI 3

Ako po dogovoru uvedemo daje L° = {A}, tada je zapravo

L*= U Ln.

n>0

Na ovaj nacin (ukoliko jo§ uzmemo u razmatranje dva istaknuta jezika O i
{A}), mi smo definisali jednu algebru sa nosatem

Lang(E) = (7>(E*),+,-,*,0,{A}>,

koju zovemo algebra jezika nad E. Varijetet generisan svim algebrama jezika
(nad svim azbukama) oznafavamo sa C.

Sada ¢emo razmotriti neke osnovne osobine algebri jezika, odnosno iden-
titete koji vaze na C. Sledece tvrdenje se sasvim jednostavno dokazuje.

Propozicija 1.1.1. Za proizvoljnu azbuku E, algebra (V(£*),+,-, 0, {A})
je poluprsten sa jedinicom. Drugim recima, Lang(E) zadovoljava identitete
(konstantni simboli 0,1 se interpretiraju redom kao 0,{A}":

(1) x+y)+z=x+(y+2),
(2) x+y=y+x,
(3) a+0=0]4a = &

(4) 0 V)z = x(yz),

(5) a;-0 = 0- x = Q,
(6) xml =1 ex = X,

(7) x{y + z) = xy + xz,

8) (x+y)z=xz+ yz

Interesantno je da osim distributivnih zakona (7) i (8) iz prethodne propo-
zicije, na algebrama jezika vazi i osobina koju, grubo govoreci, mozemo nazvati
"beskonacna distributivnost”. Nju ¢emo kasnije koristiti u viSe navrata.

Lema 1.1.2. Neka su A iBi, i £ 1, jezici nad azbukom S. Tada je

(1) A\Jbz= U ABiI,
iei iei
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© USP=UD5A
Wi /

iei
Kada uzmemo u obzir operaciju * imamo, izmedu ostalog, identitete
opisane narednom lemom.

Lema 1.1.3. Na svakoj algebri jezika vaZe identiteti:
(1) x*x* = x*,
(2 xx* = x*x,
(3) {x*Y = x*
Dokaz. Neka je X proizvoljan jezik nad nekom azbukom E. Tada je
L*L* = U Lm+n = Q\/ = X*,
m,n>0 «>0

¢ime je dokazano (1). Dalje, imamo:
LL* =L L = L*L.

Najzad, iz (1) imamo da je (X*)2 = X*, odakle se induktivnim putem lako
dobija (L*)n = L* za sve n > 0. Zbog toga je

*= K X)" = {A}+ X* = L*,

n>0

Sto se i trazilo. a

Takode, lako se pokazuje da su sve opisane operacije sa jezicima monotone
u odnosu na skupovnu inkluziju.

Lema 1.1.4. Za proizvoljne jezike A,B,C,D C E* takve daje A C B i
C C D vai:

(1) A+ CCB + D,
(2) AC C BD,

(3) A* C B*.
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U daljem radu ¢e nam biti potrebna i naredna tri identiteta.

Lema 1.1.5. Na svakoj algebri jezika vaze sledei identiteti:
(1) x* = 1+ xx* = 1+ x*x,
(2) (xy)*x = x(yx)*.

Dokaz. ldentiteti (1) slede iz same definicije Kleenejeve zvezde, identiteta
(2) iz Leme 1.1.3 i Cinjenice da je za sve jezike L,

LL* = DLn.

n>1

Zato, posmatrajmo prozivoljne jezike A,B C £*, gde je S neka azbuka,
i pretpostavimo da w £ (AB)*A. Tada postoje reci Uj,..., un,unti E A i
vi,... ,vnE B tako da je

w = UIVi ...UnWnUn+i.

Medutim, tada je Viu2mmmnun+l £ (BA)*, paje w E A(BA)*, tj. (AB)*A C
A(BA)*. Potpuno analogno se dokazuje i obratna inkluzija, pa dobijamo da
vazi (2). a

Slede¢a dva identiteta algebri jezika imaju naroCit znacaj. Njih zovemo jo$
i Conwayevi identiteti (prvi i drugi). Osim toga, identitet (3) iz Leme 1.1.3 se
ponekad zove i tre¢i Conwayev identitet.

Propozicija 1.1.6. Svaka algebra jezika zadovoljava identitete:
(1) (x+y)* = {x*yyX*
(2) (xy)* = 1+ x(yx)*y.
Dokaz. Na osnovu (1) i (2) iz prethodne leme odmah imamo
(xy)* = 1+ {xy)*xy = 1+ x(yx)*y.

Stoga prelazimo na dokaz identiteta (1). Jasno je daje (A*B)*A*C (A + B)*
(ovo sledi iz Cinjenice da je A,B C (A + B)*, Lema 1.1.3 i 1.1.4). Zato,
pretpostavimo da je u; £ (A + B)*, w ™~ X Tada se re¢ w moZe predstaviti
kao w = ui ... un, pri Cemuje zasve 1< i< n, U EAili U EB. Odaberimo
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sve indekse ¢1 < ... < ik za koje je 6 B, 1 <j < k (dakle, uocili smo sve
one reci iz niza Ui, ..., un koje pripadaju jeziku B). Tada imamo:
u\... £ AZA~1BCA*B,

uik 1+i ... uik®luik e Alk~Ik-1~1B C A*B,
ulk+1...un £ An~'k CA~*.

Mnozeci gornje relacije, zakljucujemo da vazi w £ (A*B)kA* C (A*B)*A¥*, Sto
je i trebalodokazati. ]

Poluprstene sajedinicom i dodatnom unarnom operacijom * u kojima vaze
gornja dva identiteta zovemo Conwayevi *-poluprsteni.

Primetimo da Conwayevi identiteti, slobodno govoreéi, opisuju "dejstvo”
zvezde redom na zbir, konkatenaciju i samu zvezdu. Sto se tiCe dejstva zvezde
na konstante, u algebrama jezika ocito imamo:

0> =1, (D
r = 1. (2)

Drugi odgornjadva identiteta zovemo u>-idempotentni zakon. Prema tome,
svaka algebra jezika je u>-idempotentni Conwayev *-poluprsten.

Do sada smo razmatrali (formalne) jezike nad datom azbukom naprosto
kao podskupove slobodnog monoida £*. Medutim, namece se pitanje kako
predstaviti jezike nekom kona¢nom Semom, tj. konatnim zapisom. Naravno,
to pitanje je potpuno neinteresantno za konalne jezike; medutim, kada se
radi o beskonacnim jezicima, opisani problem ima klju¢ni znacaj u slucaju da
Zelimo da zadamo neki jezik tako da ta reprezentacija bude "upotrebljiva” sa
stanoviSta racunarskih nauka. Od te reprezentacije, dakle, o€ekujemo sledece:

(1) da je sama reprezentacija konatan niz simbola, znati, re¢ (nad nekom
azbukom),

(2) da razliciti jezici imaju razliCite reprezentacije.

Odmah se moze uotiti da gornja dva zahteva u startu ograniavaju moguc-
nosti teorije formalnih jezika. Naime, svaki slobodni monoid E* jeste (prebro-
jivo) beskonacan, Sto povlali da nad E imamo |P(E*)] = 2N (neprebrojivo
mnogo) jezika. To znaci da je svaki pokuSaj da svakom jeziku dodelimo neku
konatnu reprezentaciju a priori nemoguc¢, buduc¢i da kona¢nih zapisa mozemo
imati najviSe prebrojivo mnogo. Prema tome, najveci deo jezika nad datom
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azbukom (pa cak i jednoelementnom!) izmice takvom tretmanu. U tom smislu,
najvise Sto teorija formalnih jezika moze postiéi jeste da izdvoji neke prebrojive
klase jezika, koje su zbog svoje strukture narocito interesantne za izu¢avanje.
Takvi su, na primer, regularni jezici: jezici koje dobijamo od konatnih jezika
primenjujuci (kona¢no mnogo puta) operacije algebre jezika.

Naravno, u okviru teorije formalnih jezika su razvijeni i "alati” kojima se
(napusStajuci zahtev za konatnom reprezentacijom) mogu ispitivati mnogo Sire
klase jezika. Takva je teorija formalnih redova nad poluprstenima [66, 96, 143].
Na taj nacin, svaki jezik se moze posmatrati kao formalni red nad dvoelement-
nim Booleovim poluprstenom B 2. Ovakav pristup vodi raznim interesantnim
generalizacijama, od kojih je u ovom trenutku najaktuelnija teorija formalnih
redova nad tropskim poluprstenima [124, 151] (za neke rezultate u vezi ove
problematike, vidi [30, 95]), tako daje teorija formalnih redova nad poluprste-
nima prerasla u samostalnu oblast teorijskog raCunarstva i algebre.

Vracajuci se problemu konatne reprezentacije jezika, mozemo uociti dva
osnovna pristupa u reSavanju tog problema:

(1) konatan niz simbola opisuje MBSINU koja prepoznaje reci (koje dobija kao
ulazne podatke) u odnosu na to da li pripadaju datom jeziku ili ne,

(2) konagan niz simbola generise, ili opisuje masinu koja generise (na osnovu
nekog programa) reCi trazenog jezika.

Kada je u pitanju prvi pristup (za regularne jezike), o njemu ¢e detaljnije biti
re¢i u Poglavlju 1.4. Ovde ¢emo se skoncentrisati na regularme izraze, konacne
sintakticke objekte koji u sebi ¢uvaju informaciju o ¢elom regularnom jeziku,
i na taj naCin predstavljaju reprezentaciju tipa (2).

Regularan izraz nad £ je, u univerzalno-algebarskoj terminologiji [36], term
tipa algebri jezika, dakle, tipa (2,2,1,0,0), i to nad £ kao skupom promenlji-
vih. Detaljnije, imamo slede¢u induktivnu definiciju:

= 0,1 i slova a E £ su regularni izrazi,
= ako su I, S regularni izrazi, onda su to i (r + s), (rs) i (r*),

= regularni izrazi su samo oni nizovi simbola koji se mogu dobiti konatnom
primenom gornja dva pravila.

Osim toga, primenjuju se uobitajene konvencije o izostavljanju spoljasnjih
zagrada.

Naravno, sada moramo opisati semantic¢ku interpretaciju regularnih izraza,
tj. specifikovati nafin na koji oni predstavljaju jezike. Stoga uvodimo pres-
likavanje L : Regz —P(E*) (gde smo sa Regs oznagili skup svih regularnih
izraza nad £) koje zovemo Urednost regulamog izrazai definisemo ga sa:
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- L(0)=0,

= L) = {A}

e L(a) = {a}, zasve S£S,
= Ur+s)= L+ Ls),
e L(rs) = L(r)L(s),

- L) = (L),

Izuzetno je vazno primetiti da se sa obe strane gornjih definicionih jed-
nakosti pojavljuju simboli ali da oni imaju razli¢ito znafenje: dok su
oni sa leve strane formalni, sintakti¢ki simboli koji sluZe za izgradnju regu-
larnih izraza, dotle je sa desne strane ref o ranije definisanim operacijama sa
jezicima.

Nije teSko videti da se vrednost regularnog izraza r nad E u stvari poklapa
sa vrednoSéu terma I u algebri jezika Lang(E) u odnosu na interpretaciju
promnljivin ai> {a}, a EE, dakle, sa

rLang(E)[{a}]a6"

Opisanu interpretaciju promenljivih u regularnom izrazu zovemo Standardnom
interpretacijom.

Jezik L C E* je regularan ako postoji regularan izraz r tako daje L(r) = L
U tom slugaju kazemo da r predstavljajezik L

Pri tome, reprezentacija regularnog jezika uopste ne mora biti jedinstvena:
viSe regularnih izraza moZe predstavljati isti jezik; drugim recima, za dva
regularna izraza I',S se moze desiti da je L(r) = L(s). U tom slucaju ¢emo
pisati

r=S.

Formalnu jednakost gornjeg tipa (razlikujmo je od fizicke jednakosti regu-
larnih izraza, koju ¢emo zapisivati kao I = S) zvacemo regulami identitet. U
Poglavlju 1.3 ¢emo videti da se skup svih regularnih identiteta poklapa sa
skupom identiteta algebri jezika, tj. sajednakosnom teorijom varijeteta C.

Sada se lako uoCava da se do skupa regularnih jezika nad nekom azbukom
moze doci i na nacin opisan u narednoj lemi.

Lema 1.1.7. Nekaje E azbuka. Skup regulamih jezika je ngjmanja fami-
lijajezika nad E koja sadrzi 0, {A}, jednoelementne jezike oblika {a} zaa EE
(ili, sve konacnre jezike), i zatvorena je na operacije + Drugim recima,
regulami jezici nad E su tatno elementi podalgebre od Lang(E) generisane
jezicima {a}, a EE (konaCnim jezicima).



OSNOVNI POJMOVI 9

Dokaz. Regularni izrazi formiraju apsolutno slobodnu term-algebru tipa
(2,2,1,0,0). Po definiciji, regularni jezici su njihove slike u odgovarajucoj
algebri jezika u odnosu na preslikavanje L, za koje je iz definicije olito da je
re¢ o0 homomorfizmu uocene term-algebre u algebru Lang(E). Znaci, regularni
jezici su tacno slike regularnih izraza u odnosu na homomorfizam L, pa oni
obrazuju podalgebru od Lang(E) i ona je generisana slikama promenljivih -
generatora term-algebre regularnih izraza - tj. sa {a}, gde je a£ E. |

Prema tome, regularni jezici obrazuju algebru u odnosu na osnhovne ope-
racije sajezicima,

Reg(£) = (Reg(Y), 0, {A}),

algebru regulamih jezika nad £. Identiteti ovih algebri predstavljaée nas glavni
predmet izu€avanja.

Primetimo da se pojam regularmog podskupa (u literaturi se moze naéi i ter-
min racionalan podskup) moze odgovaraju¢éom modifikacijom gornjih definicija
uvesti u proizvoljnom monoidu, ne samo u slobodnom monoidu £*. Pret-
postavimo da je monoid M generisan skupom X C M. Formirajmo sledeéu
algebru kompleksa monoida M:

(V(M), U,-*,0,{1}),

gde je eoperacija mnozenja kompleksa, * je operacija generisanja podmonoida,
a 1je jedinica u M. Sada je regularni podskup od M bilo koji skup oblika
V?(Z), gde je L C X* regularan jezik nad X, aip : X* —=M homomorfizam koji
prodiruje identi¢ko preslikavanje na X . Drugim recima, regularni podskupovi
nekog monoida su ¢lanovi najmanje familije njegovih podskupova zatvorene
na uniju, mnoZenje kompleksa i generisanje podmonoida, koja sadrzi 0,{1} i
jednoelementne podskupove {x} za X £ X .

Ako izbacimo konstantu 1 iz razmatranja, na sliCan nafin mozemo defini-
sati pojam regularnog podskupa bilo koje polugrupe.

U radu [55] Eilenberg i Schitzenberger ispituju neke osobine regularnih
podskupova komutativnih monoida. lzmedu ostalog, oni dokazuju i sledece
tvrdenje.

Teorema 1.1.8. (Eilenberg, Schiitzenberger, [55]) Ako suX,Y regulami
podskupovi komutativnog monoida M, ondasuto i X nF i1 X \Y.

Na osnovu dobro poznate veze konacnih automata i regularnih jezika (koja
¢e biti razmotrena u Poglavlju 1.4), gornja teorema vazi i kada se umesto
komutativnog monoida M posmatra slobodni monoid £*.



10 O IDENTITETIMA ALGEBRI REGULARNIH JEZIKA

Na kraju, pomenimo da se, kao uopStenje pojmova uvedenih u ovom po-
glavlju, u novije vreme intenzivno razvija teorija jezika koji se sastoje od
beskonatnih reci. Osnove ove teorije dao je Biichi [34] jo3 potetkom 60-tih
godina, ali je njen znacaj uofen tek u novije vreme. U okviru ove discipline
se sintetiSu metode kombinatorike na recima i matematicke logike. Wilke
je u [156] konstruisao algebarsku teoriju beskonacnih reéi kao generalizaciju
klasi¢ne algebarske teorije formalnih jezika (koja poCiva na vezi jezika sa au-
tomatima i polugrupama).

U prethodnom, uveli smo osnovne pojmove u vezi sa jezicima: to su poj-
movi reci, azbuke, jezika i algebre jezika. Sada je trenutak da otkrijemo drugu
"glavnu ulogu” u ovoj disertaciji. Ona pripada - binarnim relacijama.

1.2. Relacione algebre

Otkud binarne relacije u teorijskom raCunarstvu? Odgovor je veoma jednos-
tavan: binarne relacije predstavljaju glavni algebarski aparat kojim se mode-
liraju procesi automatskog izratunavanja, tj. rad ratunara. Naime, apstrakt-
no gledajuci, ratunarske programe mozZemo posmatrati kao relacije na skupu
stanja racunara, pri ¢emu svaka elementarna "komanda” omogucava racunaru
da prede iz jednog stanja u drugo (5to se u konkretnom slucaju odrazava
na promenu sadrzaja memorije, procesorskih registara, aktiviranja ulazno-
izlaznih kanala, itd.). Zapravo, ono Sto smo opisali je upravo nacin na koji rade
Tjuringove masine, koje mozemo zamisliti kao racunare bez ikakvih stvarnih
ograni¢enja u odnosu na hardverske moguénosti. Programirati Tjuringovu
masinu ne znaci nisSta drugo nego zadati njenu relaciju prelaza.

Pocetke racuna binarnih relacija nalazimo joS u proSlom veku, i to na-
jpre kod De Morgana [52] u ¢uvenom radu On the syllogism: IV; and on the
logic of relations iz 1860. godine. Polaze¢i od kritike klasi¢ne Aristotelove
logike, De Morgan sasvim izvesno prvi zasniva teoriju relacija na egzaktnim,
matematickim osnovama, uvodeci (rudimentarno) osnovne operacije sa relaci-
jama. De Morgan je ve¢ tada nazreo daje re¢ o fundamentalnoj problematici,
na kojoj, u stvari, poCiva veliki deo matematike.

Medutim, ovo je ostao jedini De Morganov rad iz teorije binarnih relacija.

Oko 1870, ovom tematikom je poc€eo da se bave C. S. Peirce [119], i izuCavao
ju je u narednih dvadesetak godina. Peirce je ispitivao identitete koji vaze za
binarne relacije, tako da veliki broj danas poznatih identiteta relacionih algebri
poti¢e od njega. Takode, od izuzetnog znacaja je Cinjenica Sto je Peirce prvi
uoCio strogu razliku izmedu dve vrste operacija sa relacijama: logickih (ili
statickin) operacija, koje su zapravno skupovno teoretske operacije (unija U,
presek fl, komplement ", itd.), i Cije dejstvo ne zavisi od "unutradnje” strukture
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binarnih relacija kao skupova uredenih parova; i relativnih (ili dinamickih)
operacija, Cija definicija sustinski zavisi od te strukture (kao npr. kompozicija
relacija o ili inverz relacija v). Na slican nacin se mogu podeliti i konstante
relacionih algebri.

Krajem XIX veka, binarnim relacijama i njihovim zakonima se bavio i
Schroder [146], koji je uveo operacije tranzitivnog i refleksivno-tranzitivnog
zatvorenja (o njemu c¢e biti re¢i i u narednom poglavlju). Najzad, znataj
binarnih relacija u matematici su podvukli Russel [137] i Russel i Whitehead
[138]. U [137], Russel kaZe:

“...Peanova logka se teSko moZe smatrati komplethom bez
izri¢itog uvodenja pojma relacije... definicija funkcije je, strogo
gledajuci, nemoguca bez poznavanja nove, primitivnije ideje, ideje
relacije.” [Prev. aut.]

Nakon toga, pocetkom XX veka, problematika binarnih relacija doslovno
pada u zaborav. Razlog za to je Sto je ova tema bila daleko ispred svog vre-
mena, kako u pogledu zasnivanja matematickih teorija na onaj nacin kako ih
danas poznajemo (imajuci u vidu raspoloziva matematiCka oruda i tehnike),
tako i pogledu primene i (danas sasvim jasne) veze sa raCunarskim naukama
[144]. Istrazivanja u teoriji binarnih relacija ¢e ozZiveti tek pocetkom 40-tih
godina, pre svega sa antologijskim radom A. Tarskog [153]. Kasnije, najvise
zaslugom Tarskog i njegovih ucenika, teorija binarnih relacija i relacionih alge-
bri izrasla je u nezavisnu matemati¢ku disciplinu u okvirima algebarske logike
[16]. Medutim, binarne relacije se sada tretiraju u sasvim novom svetlu, u
svetlu moderne matematike: Tarski je opremljen metodologijom savremene,
aksiomatske logike, i pre svega, razvijenom teorijom nocdela. Sve ovo bilo je
nedostupno matematicarima X1X veka.

Ako je A proizvoljan skup, tada algebru

R(A) = (V(AXx A),U,rv,0,Vx,0,A¢,v)

zovemo puna relaciona algebra. Svaka podalgebra pune relacione algebre je
prava relaciona algebra

Gornja konstrukcija se moze i uopStiti ako umesto Dekartovog kvadrata
A x A posmatramo proizvoljnu relaciju ekvivalencije p na skupu A i sve njene
podskupove. Tako, ako & oznatava relativni komplement p\a, imamo sledecu
algebru binarnih relacija:

EO) = (*(p)>u,n,~,0,p,0,AA V).

Sve podalgebre algebri gornjeg oblika zovemo konkretne relacione algebre.
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U potrazi za apstraktnim, aksiomatskim zasnivanjem teorije relacionih al-
gebri, Chin i Tarski [37] 1951. definiu relacione algebre kao klasu svih algebri
A = (A +, 0,1, 0, I',v) tipa (2,2,1,0,0,2,0,1) koje zadovoljavaju sledece
aksiome:

(Rl) (A,.. ,0,1) je Booleova algebra,
(R2) (A, 0,I') je monoid,

(R3) (X +y)v=2zv+yv,

(R4) (xoy)Vm Vo V

(R5) (*VV= X
(R6) xo(y+2) = (xoy)+ (xo2),

(R7) (xyoxo ,,, =0-

Otito, svi gonji uslovi su identiteti, pa je ovim definisan varijetet relacionih
algebri 1IZA

Nije teSko videti da se svaka Booleova algebra moZe dodefinisati do rela-
cione algebre. Takode, postoji nafin da se od proizvoljne polugrupe kon-
struiSe relaciona algebra koja je (strukturno gledajuci) u tesnoj vezi sa tom
polugrupom. Na taj nagin se dobijaju tzv. polugrupne relacione algebre [47].
Medutim, klasa polugrupnih relacionih algebri nije elementarna, tj. nije ak-
siomatizabilna formulama prvog reda, vidi [49].

Relacione algebre koje su izomorfne nekoj konkretnoj relacionoj algebri
zovemo reprezentabilne relacione algebre (naime, svaka algebra binarnih rela-
cija koja zadovoljava gornje aksiome jeste podalgebra algebre oblika E(p), vidi
Teoremu 2.11 u [103]). Klasu reprezentabilnih relacionih algebri oznatavamo
sa TZTZA U Teoremi 3.7 u [103] je dokazano sledece tvrdenje koje pokazuje
da sve reprezentabilne relacione algebre na izvesan nacin "nastaju” od punih
relacionih algebri.

Propozicija 1.2.1. Nekaje K kasa svih punih relacionih algebri. Tada
je TZTIZA= 1SP(/C).

Svoju aksiomatsku teoriju relacionih algebri Chin i Tarski su (verovatno)
uveli sa nadom da bi se na taj nafin mogla okarakterisati klasa konkretnih al-
gebri relacija, odnosno da vaZi "kompletnost” ove teorije u smislu da je svaka
algebra koja zadovoljava uslove (R1)-(R7) u stvari neka reprezentabilna rela-
ciona algebra (tj. da je TZA = TZIZA). Da to nije tako, pokazao je Lyndon
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[100], jo3 dok je rad [37] China i Tarskog bio u Stampi (ironija je u tome da
se Lyndonov rad pojavio pre [37]). Naime, koriste¢i projektivne ravni i neke
tehnike iz projektivne geometrije, Lyndon je konstruisao nereprezentabilnu
relacionu algebru, dakle, algebru koja zadovoljava sve uslove (R1)-(R7), ali
nije izomorfna nijednoj konkretnoj relacionoj algebri. Kasnije, McKenzie je u
svojoj doktorskoj disertaciji [107] naSao primer nereprezentabilne relacione al-
gebre sa samo 16 elemenata i pokazao da je to baS najmanja nereprezentablina
relaciona algebra.

Naravno, to joS ne znaci da aksiomama relacionih algebri nije opisana jed-
nakosna teorija konkretnih relacionih algebri tj. da nije EQ(TZA) = E{TZTZA.
Medutim, Tarski je 1953. dokazao da vaZi

Propozicija 1.2.2. (Tarski, [154]) TZIZAje varietet.

Postoje TZTZA/ 1ZA sledi da postoji identitet koji vaZi na svim reprezen-
tabilnim relacionim algebrama, a da on nije posledica aksioma (R1)-(R7).
Teorema 4.33 iz [103] daje primer jednog takvog identiteta. No, postavlja se
pitanje da li se sistem aksioma China i Tarskog moZe " popraviti”, tj. dopuniti
sa joS nekoliko aksioma, pa da se dobije kompletna aksiomatizacija konkretnih
algebri relacija (drugim recima, da je problem samo u tome 3to su Chin i
Tarski "zaboravili” nekoliko identiteta)? Ne! Naime vaZi

Teorema 1.2.3. (J. D. Monk, 1964) Klasa TZIZA nije konatno aksiome-
tizabilna. Drugim recimea, varijetet TZTZA nema konacnu bezu identiteta.

Na taj nalin, identiteti konkretnih algebri relacija su neuhvatiljivi bilo
kakvom konatnom Semom zakona. Rezultati ovakvog tipa, problemi (bes)ko-
nacne aksiomatizacije klasa algebri povezanih sa pojmovima u teorijskom
racunarstvu i specijalno, u algebarskoj teoriji formalnih jezika, bi¢e prisutni u
najvecem delu ove disertacije. Intuitivno, to znaci daje problematika formal-
nih jezika (i sa njima, binarnih relacija) u odnosu na njihove zakone mnogo
sloZenija (i sa ratunarskog stanoviSta "loSa”) nego $to se to Cini na prvi pogled.
Zato ¢emo se (ali ne samo iz tog razloga) na kraju okrenuti dinamickim algeb-
rama, koje u mnogome reSavaju ove nedostatke [131].

Od rezultata opisanog tipa pomenuc¢emo sledece tvrdenje za {U, o}-redukte
konkretnih relacionih algebri. Neka u narednoj propoziciji /C oznatava klasu
svih algebri izomorfnih algebrama binarnih relacija sa operacijama unije i kom-
pozicije relacija.

Propozicija 1.2.4. (Andréka, [9, 10]) Klasa K je kvazivarijetet, ali nije
varijetet. Pri tome, K nije konacno aksionmatizabilna klasa.
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S druge strane, varijetet generisan kvazivarijetetom K se poklapa sa vari-
jetetom aditivno polumreznih poluprstena, paje o€ito konatno baziran. Za de-
taljan pregled problematike reprezentacije (redukata) relacionih algebri, upu-
¢ujemo na rad Scheina [145]. Takode, izuzetno lep prikaz istorijata teorije
binarnih relacija dat je u ¢lanku [133]. UopSte, kada je u pitanju teorija rela-
cionih algebri, bez sumnje centralna literatura (na naSem jeziku) jeste mono-
grafija Madarasz, Crvenkovi¢: Relacione algebre [103].

Medutim, relacione algebre Tarskog nece biti predmet naSeg izucavanja.
Naime, kada dodemo do intuitivne interpretacije operacija sa binarnim relaci-
jama u odnosu na osnovne programske konstrukcije (vidi poletak narednog
poglavlja), vidimo da operacije ovih relacionih algebri omogucéavaju iskljucivo
rad sa linearnim programima. Naravno, ono $to zaista daje mo¢ struktuira-
nom programiranju jeste iteracija. Za pocetak, razmatracemo nedetermi-
nisticku iteraciju (kako bismo uveli kontrolu, tj. determinizam kroz ispi-
tivanje Booleovskih uslova u petljama, moramo ponovo pribe¢i dinamickim
algebrama). Na taj natin (grubo govoreci), dolazimo do regularmog programi-
ranja. Kako bismo nasli relacioni "komplement” takvih programskih struk-
tura, neophodna nam je nova operacija - (refleksivno-jtranzitivno zatvorenje.
Tako dolazimo do Kleenejevih relacionih algebri.

1.3. Kleenejeve relacione algebre i regularni jezici

Operaciju refleksivno-tranzitivnog zatvorenja relacija razmatrao je Schroder
[146] joS 1895. godine. Motivacija je poticala iz formalne aritmetike (koju
je zasnovao Peano 1889.), buduci da je relacija poretka na prirodnim broje-
vima bila definisana kao tranzitivno zatvorenje interpretacije predikata ”biti
sledbenik”. Naime, ako je p relacija na skupu A i ako za N > 1 oznagimo

nN=po...op,
pn=po . op

kao i p° = Aa, tada definisemo

pnc = U pn-

n>0

Ako iz gornje unije izostavimo dijagonalu (tj. p°), dobijamo tranzitivno zatvo-
renje ptc relacije p.

Kao Sto je ve¢ reCeno, (nedeterministiCke) raCunarske programe mozemo
interpretirati kao neku binarnu relaciju na skupu stanja racunara. Tako, ako
su A'i B dva takva stanja, ¢injenica da je ApB znati da primenom programa
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p, ratunar moZe da prede iz stanja A u stanje B. Po Wirth-ovoj Semi do-
bro struktuiranog programa, on se sastoji od elementarnih komandi koje su
povezane jednom od sledeée tri konstrukcije:

= selekcija (izbor u odnosu na to koji ¢e se od dva ili vise potprograma
izvrsiti),

= sekvenca (nadovezivanje potprograma),
= iteracija (uzastopno ponavljanje jednog potprograma).

Ocito, ovim konstrukcijama odgovaraju redom operacije unije, kompozicije i
refleksivno-tranzitivnog zatvorenja.

Znacaj ovih operacija (a narocCito refleksivno-tranzitivnog zatvorenja) uocio
je S. C. Kleene 1956. godine [82], On je uveo regularne izraze i regularne jezike
kako bi modelirao rad neuronskih mreza, dok je kona¢ne automate razmatrao
kao prvu aproksimaciju stvarnih raCunarskih sistema. U istom radu, Kleene je
dokazao da su regularni jezici ta¢no jezici konatnih automata, tvrdenje danas
poznato kao Kleenejeva teorema. 0 njoj Ce viSe biti reci u narednom poglavlju.

Ako je A proizvoljan skup, tada algebru

Rel(A) = (V(AXA), U,o0,rtc, 0, A®)

zovemo puna Kleenejeva relaciona algebra. Svaka algebra izomorfna nekoj
podalgebri pune Kleenejeve relacione algebre je standardna (ili reprezentabilna)
Kleenejeva algebra. Varijetet generisan svim algebrama oblika Rel(A) oznaca-
vamo sa jCA. Algebre iz tog varijeteta su Kleenejeve algebre. Ako algebri
Rel(A) dodamo operaciju v inverza relacija, dobijamo algebru Relv(A). Sve
ovakve algebre generiSu varijetet /CAV Kleenejevih algebri sa inverzijom.

Veoma je interesantno primetiti da se od svake polugrupe na veoma jed-
nostavan nafin moZe napraviti standardna Kleenejeva algebra. U osnovi ove
konstrukcije je zapravo algebra kompleksa monoida S1.

Lema 1.3.1. Nekaje S proizvoljna polugrupa. Tada algebra
M(S) = {'P(5|1)’U7-i*lol{1})l

pri ¢emu je mmnoZenje kompleksa, a* operacija generisanja podmonoida, jeste
standardna Kleenejeva algebra.

Dokaz. Posmatrajmo preslikavanje £ : 72(5'1) V(S| x Al) definisano za
svei Cblsa

£(A) = {(s,sa) : sG51,aGA} = Qpa,
atA



16 O IDENTITETIMA ALGEBRI REGULARNIH JEZIKA

gde pa oznacava desnu translaciju monoida 51 u odnosu na a £ S1 Sada se
direktno pokazuje da je £ u stvari potapanje algebre M (5) u Rel(5"). |

Gornje tvrdenje ima jednu izuzetno znacajnu posledicu. Naime, primetimo
da ako uzmemo S = £*, tada je M(£*) = Lang(£), algebra jezika nad
azbukom £. Tako, gornje tvrdenje znaci da se svaki jezik moZe posmatrati kao
binarna relacija, tatnije kao unija desnih translacija na slobodnom monoidu
koje odgovaraju recima tog jezika. Time je odmah dokazana

Propozicija 1.3.2. Svaka algebra jezika jeste standardna Kleenejeva al-
gebra.

Posledica 1.3.3. C < KA.

Medutim, veza algebri jezika i Kleenejevih algebri ovim nije iscrpljena.
Naprotiv, varijetet generisan algebrama jezika, razmatran u prvom poglavlju,
poklapa se sa varijetetom Kleenejevih algebri. Ovaj zakljucak sledi iz narednog
fundamentalnog tvrdenja, poznatog kao Kozen-Nemetijeva teorema. Naime,
ovu teoremu je prvi dokazao Kozen 1979. godine u [83], u kontekstu dinamickih
algebri. Medutim, ovaj rad je bio u formi IBM-ovog tehnickog izveStaja i nikad
nije bio objavljen. Dokaz je prvi publikovao Nemeti tri godine kasnije u radu

[H4].

Teorema 1.3.4. (Kozen, [83], Nemeti, [114]) Algebra regularnih jezika
Reg(£) je slobodna Kleenejeva algebra nad £, slobodno generisana preslika-
vanjem a i*{a}, a £ £.

Dokaz. Kako bismo pojednostavili dokaz, koristimo Cinjenicu da ako je neka
algebra slobodna nad nekim skupom za klasu algebri /C, tada je ona slobodna
nad istim tim skupom za varijetet generisan klasom K,. Naravno, ulogu klase
Jovde igra klasa punih Kleenejevih relacionih algebri.

Ako sa i oznaimo preslikavanje koje svakom slovu a £ £ dodeljuje jezik
{a}, ono Sto treba dokazati jeste da za svako preslikavanje ¢ : £ — V(A X A)
(gde je A neki skup) postoji homomorfizam : Reg(£) —»Rel(/1) takav da
je ioif —p. Najpre, primetimo da se slobodni monoid £* potapa u monoidni
redukt algebre Reg(£) (naime, potapanje je £ : w >m{in} za w E £*). S druge
strane, postoji homomorfizam monoida -0 : £* —(~(A X A), o, A") takav da
je 10ip0 = p. DefiniSimo sada preslikavanje ib : Reg(JE) —»V (A X A) sa

L) = U M7)-

wEL
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Lako se proverava da je ip homomorfizam Kleenejevih algebri, kao i da je
tetp= £° tpQ Ali, takode je oCito daje 1.« - i, pa sledi

LOIp = LOLOII) = Lot;0"Ifi0 = 101130 = (b,
Sto se i trazilo. ]
Gornja teorema ima nekoliko neposrednih, ali veoma znacajnih posledica.
Posledica 1.3.5. L= KA.

Dokaz. Iz Posledice 1.3.3 ve¢ imamo da je £ < KA. S druge strane,
algebre regularnih jezika su podalgebre algebri jezika, pa je varijetet generisan
njima sadrzan u C. Medutim, algebre regularnih jezika su slobodne Kleenejeve
algebre, pa one generiSu ICA. Zato je ICA < C. ]

Posledica 1.3.6. ldentitet p = q vazi za sve jezike ako i samo ako vazi
za sve regularne jezike.

Dokaz. Implikacija (=>) je trivijalna. S druge strane, ako identitet p = q
vaZi za sve regularne jezike, onda on vaZi na svim algebrama regularnih jezika,
i tako, u svim Kleenejevim algebrama, pa specijalno i u algebrama jezika. =

Ipak, najvaznija posledica Kozen-Nemetijeve teoreme je sledeéa (podse-
timo, regularni izrazi su upravo termi tipa Kleenejevih algebri).

posLepica 1.3.7. Kleenejeve algebre zadovoljavaju identitet p = q ako i
samo ako regularni izrazi p, g predstavljaju iste regularne jezike, tj. L(p) =
L(?)-

Dokaz. Implikacija (=) je trivijalna. Obratno, pretpostavimo da regularni
izrazi p = p(xi,..., xn) i g —q(x1,..., xn) predstavljaju iste regularne jezike
(nad fiksiranim skupom promenljivih X ) i neka je K proizvoljna Kleenejeva
algebra. Na proizvoljan nacin odaberimo ki, ..., kn 6 K i definiS§imo preslika-
vanje Ip: X — K sa <p(xi) = kt za sve 1 < i < n. Postoji homomorfizam
ip: Reg(X) &K za koji vazi ioip— gdeje ((X,) = {xZ} zasve 1< i< n.
Sada je

P (Alj...i/\n) = PK(f(Xl)!vp(Xn)) =

= V(L) = V(L) =
= gK(V(@@&i}),---,A({*n})) =

I ("1; ==m kn).

Sledi da K zadovoljava identitet p =
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Dakle, identitet Kleenejevih algebri je dovoljno proveriti u Kleenejevoj
algebri regularnih jezika u odnosu na standardnu interpretaciju.

1.4. Automati, regularni jezici i polugrupe

Kao 3$to smo joS ranije napomenuli, alternativni nafin da se (neki) jezici kodi-
raju konatnim objektima jeste konstrukcija apstraktne matematicke masine
koja prepoznaje taj jezik (tj. njegove reéi). Takvi objekti su, u izvesnom
smislu, "pasivni”: potreban im je ulazni signal (re¢ u nekoj ulaznoj azbuci)
kako bi dali odgovor (DA ili NE) da li uneta re¢ pripada uofenom jeziku
ili ne. Doslovno, ovde je re€ o programiranim raCunarima. Krajnji dometi
takvog pristupa jesu Tjuringove masSine, kojima odgovaraju rekurzivno nabro-
jivi jezici (u hijerarhiji Comskog, jezici tipa 0). Kada su u pitanju regularni
jezici, odgovaraju¢e masine jesu kona¢ni automati. Preko njih, uspostavlja se
veza jezika i konacnih (uredenih) polugrupa, koje u sebi nose potpunu informa-
ciju o strukturi tog jezika. StaviSe, videéemo da su konacne polugrupe u stvari
ti konacni objekti koji prepoznaju regularne jezike, dok je koncept automata
samo pomoc¢no tehnicko sredstvo, koje je pogodno kako zbog mogucnosti nji-
hove vizuelizacije (putem grafa automata), tako i zbog €injenice da su oni
intuitvno bliZe jezicima, pa je rad s njima mnogo laksi.

Osim toga, vezajezika i polugrupa se nastavlja kada po¢nemo da formiramo
klase jezika. Cuvena Eilenbergova teorema o varijetetima kaZe kako izvesnim
"dobrim” klasama formalnih jezika (tzv. varijetetima jezika) tacno odgovaraju
(kroz vezu koja se ostvaruje preko automata) pseudovarijeteti konacnih polu-
grupa.

Poluautomat je uredena trojka

A = (S,E,®6),

gde je S neprazan skup stanja, £ azbuka, a 6 : S X £ —aS funkcija prelaza.
Graficki, poluautomat predstavljamo usmerenim grafom ciji su ¢vorovi stanja
iz 5, dok su lukovi oznaceni slovima azbuke, a G £, na taj nacin Sto se Cinjenica
da je 6(qgi,a) —q2 predstavlja strelicom koja vodi iz o\ u 82, pri ¢emu je ona
oznalena slovom a:

Primetimo da smo poluautomat ekvivalentno mogli da definiSemo i kao
unarnu algebru (S, Ma)ae£ (Sto se u literaturi Cesto i sreée), gde je

Ma(x) = 6(x,a)
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prelaz pridruZzen slovu a. Jasno, funkcija prelaza poluatomata moZe da se
prosiri na proizvoljne reci nad E, tako da je S(g, A) = q i

8(g,ax...,an) = 6(. ..(¢(g,ai), = (Ma o ...0 Man)(q).
Rabin-Scottov konatan automat je uredena petorka
A = <S,E,¢,g0,T),

pri ¢emu je (S, E,;i) poluautomat, g0 £ S je poletno stanje, dok je F C S
skup zavrdnih stanja. KaZzemo da automat A prihvata re¢ w E S* ukoliko je
S(qo, w) £ T, dakle, ukoliko re¢ w prevodi pofetno stanje automata u neko
od zavrdnih stanja. Jezik automata A (u oznaci L(A)) je skup svih re€i pri-
hvacenih od strane A.

Naravno, u duhu prethodnih napomena kako svaki program (Sto je u
ovom sluCaju prelaz pridruzen nekom slovu) moZze da se posmatra kao bi-
narna relacija na skupu stanja, koncept automata mozemo uopstiti na sledei
nacin. Naime, gornja definicija automata je "deterministicka”, poSto za svako
slovo a e T, iz svakog stanja izlazi tacno jedna strelica oznafena sa a. Na taj
nacin, stanje automata i ucitano slovo jednoznac¢no odreduju naredno stanje.
Nedeterministicki konafan automat je uredena petorka

A= <S,£ {rataeS,J,F),

gde je ra C S X S za sve a E E relacija prelaza koja odgovara slovu a, a
[/ C S skup pocetnih stanja (dok su ostale komponente iste kao i u determi-
nistickoj varijanti). Automat A prihvata re¢ w = a\ .. .an ukoliko postoji niz
go,<imm gn £ Stakodaje QE7,gnf Fizasve 1<i < n vaZi

(qi-1,9) £ Tar

Pri tome je jezik automata ponovo skup svih prihvaéenih reci. Na ovaj nacin,
do izraZaja dolazi relaciona priroda programa: mozemo re¢i da je automat
A opremljen familijom relacija prelaza (elementarnih programa) ra. Program
je tada sintakticki ispravan niz elementarnih programa, Sto znali da njegova
primena vodi do uspesSnog izvrSenja (zavrsSnog stanja) na automatu.

MoZe se na prvi pogled uCiniti da su nedeterministicki automati opStiji i sa
stanovista jezika koje prihvataju. Medutim, to nije slucaj. Naime, vazi sledece
tvrdenje.

Teorema 1.4.1. Za svaki nedeterministicki automat A postoji determi-
nisticki automat A' takav da je L{A) = L(A").
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Za dva automata kaZzemo da su ekvivalentni ako prihvataju isti jezik. Tako,
svaki nedeterministicki automat ima deterministicki ekvivalent. Medutim,
kako izgledaju jezici automata? Odgovor na to pitanje daje ¢uvena Kleenejeva
teorema, dokazana 1956. godine. Slobodno mozemo reci da sa njom pocinje
savremena algebarska teorija automata i formalnih jezika.

Teorema 1.4.2. (Kleene, [82]) Jezik L CE* je jezik nekog konatnog au-
tomata ako i samo ako je regularan.

Ako je A = (5, £,¢, qo,F) (deterministicki) automat, tada definiSemo
monoid automata A kao podmonoid polugrupe transformacija Tr(S) generi-
san funkcijama prelaza Ma, a £ S. Jasno, re€ je o konachom monoidu, kojeg
¢emo oznacCavati sa M(A). Nije teSko videti da A4(A) ima reprezentaciju
preko Booleovih matrica. Naime, ako za a £ S definiSemo kvadratnu matricu
Ba formata Sj (indeksiranu sa S X S) sa

j 1, 6(p.a) = q
v \ 0, inace,

lako se pokazuje da se preslikavanje Ma h> Ba, a £ E, moZe prosiriti do
potapanja monoida. A4(A) u monoid svih Booleovih matrica uoenog formata.

Sada kazemo da homomorfizam monoida  : E* —+ M prepoznaje jezik
L C E*x akoje L = p(L)), tj. ako postoji podskup P C M takav da
vaZzi L = € _1(P). Dalje, kazemo da monoid M prepoznaje jezik L C S* ako
postoji homomorfizam ¢ : E* —aM koji prepoznaje L. MoZe se pokazati da
ako automat A prihvata jezik L, tada monoid AJ(A) prepoznaje L. S druge
strane, od svakog konacnog monoida se lako moZe napraviti poluautomat C&iji je
monoid izomorfan polaznom (primetimo da monoid automata u sustini zavisi
samo od njegovog poluautomatskog dela), te da se pocetno stanje i zavrina
stanja odaberu tako da ako uofeni monoid prepoznaje jezik L, da tada dobijeni
automat prihvata L (ako je L = (@ 1(P), dovoljno je staviti za ¢o jedinicu
monoida i F = P). Tako, Kleenejeva teorema moze da se preformuliSe na
sledeci nacin.

TEOREMA 1.4.3. Za proizvoljan jezik L C £*, sledeéi uslovi su ekvivalent-
ni:

(1) L je jezik nekog konatnog automata,
(2) L je prepoznat nekim konalnim monoidom,

(3) L je regularan.
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Iz gornjih ekvivalencija se odmah dobija

Posledica 1.4.4. Klasa regularnih jezika (nad proizvoljnim alfabetom) je
zatvorena na skupovno-teoretske operacije (uniju, presek, komplement, raz-
liku), homomorfizme i inverzne slike homomorfizama (slobodnih) monoida.

Kako dokaz Kleenejeve teoreme sadrzi efektivnu konstrukciju koja za dati
regularni izraz daje konaCan automat koji prihvata jezik predstavljen tim izra-
zom i kako se, poznavajuéi automate koji prihvataju jezike Li i L2 lako kon-
struisu automati za Li fl L2i £% \ Li, to znaci da vazi

Posledica 1.4.5. Jednakosna teorija Kleenejevih algebri je odlutiva.

Dokaz. Po Posledici 1.3.7, identitet p = g vazi na svim Kleenejevim al-
gebrama ako i samo ako je L(p) = L(g). KonstruiSimo automate koji prih-
vataju jezike L(p) i L(g) i od njih napravimo automat koji prihvata jezik
(L(p) fl (E* \L(9))) U(E* \L(p)) fl L(g)). Kako postoji algoritam koji daje
odgovor na pitanje da li je jezik datog automata prazan (vidi Teoremu 15.1 iz
[104]), time smo dali i odgovor na pitanje da li je L(p) = L(g), ¢ime je tvrdenje
dokazano. ]

Neka je L C E* regularan jezik. Jasno, skup svih konac¢nih monoida koji
prepoznaju L je parcijalno ureden u odnosu na relaciju deljenja (pri ¢emu
monoid Mi deli monoid M2 ako je Mj izomorfan kolicniku nekog podmonoida
od M2, tj. Mi £ HS(M2)). MoZe se pokazati da u tom parcijalnom uredenju
postoji najmanji monoid. Do na izomorfizam, taj monoid sa opisanim mini-
malnim svojstvom se moZe zadati i direktno, kao koli¢nik slobodnog monoida
£*. Naime, posmatrajmo relaciju na E* definisanu za u,v £ E* sa

u v ako i samo ako (Va,y £ £*) xuy £L  xvy £ L.

Direktno se pokazuje da je kongruencija na £*, koju zovemo sintakticka
kongruencija jezika L, dok je faktor-monoid X*/~L (koji je minimalan kona-
¢an monoid koji prepoznaje L) sintakticki monoid jezika L.

Propozicija 1.4.6. Sintakticki monoid jezika L C £* izomorfan je mo-
noidu minimalnog automata za L.

Kako bismo profinili ispitivanje regularnih jezika i njihove strukture, ¢esto
se na sintaktickom monoidu jezika uvodi poredak, ¢ime se on obogacuje do
uredenog monoida. Najpre uoimo na E* sledecu relaciju (u,v £ £%):

u v ako i samo ako (fix,y £ £*) xvy £ L = xuy £ L.
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Lako se vidi daje <1 kompatibilno kvazi-uredenje na E*, ali u opStem slucaju
nije uredenje, jer imamo

u v ako i samo ako u viv u.

Medutim, nakon faktorizacije slobodnog monoida sa ~ 1, relacija <i definisana
sa
(u/ ~L) <L (u/ ) ako i samo ako u <1 v

(gornja definicija je logicki ispravna zbog kompatibilnosti jeste kom-
patibilni poredak na sintaktickom monoidu jezika X, koji zovemo sintakticki
poredak za L. Na taj nalin, dobijamo uredeni sintakticki monoid jezika L.
Pokazuje se da ako je L prepoznat homomorfizmom (p : E* —=M, gde je M
(uredeni) sintakticki monoid jezika L, tada P = p(L) C M jeste ideal (sin-
taktickog) poretka za i na li (Sto znali daizs < tit £ P sledi s 6 P).
Dakle, tre¢a formulacija Kleenejeve teoreme bi mogla biti sledeca.

Teorema 1.4.7. Jezik L C E* je regularan ako i samo ako je prepoznat
idealom poretka nekog kona¢nog uredenog monoida.

Svi gornji pojmovi mogu se analogno formulisati i za jezike koji ne sadrze
praznu re¢, pri ¢emu ulogu slobodnog monoida E* preuzima slobodna polu-
grupa E+. Tako dobijamo (uredenu) sintakticku polugrupu jezika L C E+.

Najraniji poku$aji (od sredine Sezdesetih godina) klasifikacije regularnih
jezika bili su upravo usmereni na karakterizaciju raznih potklasa regularnih
jezika preko njihovih sintaktickih monoida. Jedna od znaajnijih klasa re-
gularnih jezika su tzv. *-slobodni jezici’, re¢ je o najmanjoj klasi jezika koja
sadrzi konacne jezike i zatvorena je na Booleove operacije (tu spadaju svi jezici
predstavljivi proSirenim regularnim izrazom - dopuStena je upotreba simbola
komplementiranja c - bez pojavljivanja *). 1965. godine, M. P. Schiitzenberger
(jedan od najistaknutijih predstavnika "francuske Skole” u teoriji polugrupa)
je dokazao sledecu teoremu.

Teorema 1.4.8. (Schiitzenberger, [147]) Jezik L je *-slobodan ako i samo
ako je njegov sintakticki monoid "H-trivijalan, tj. ima samo trivijalne podgrupe.

Od rezultata ovog tipa pomenuéemo joS dva. Jezik L C E+ je lokalno
testabilan ako se moZe dobiti primenom konacno mnogo Booleovih operacija na
jezike oblika uE*, E*v i E*u;E* za neke u,v,w £ E+ (ovim jezicima odgovaraju
masine koje porede sadrZaj konatne memorije i "prozora” date dimenzije koji
Cita deo unete reci, koje se zovu skeneri). Pofetkom sedamdesetih godina,
Brzozovvski i Simon, i, nezavisno, McNaughton, dobili su sledeCi rezultat.
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Teorema 1.4.9. (Brzozowski, Simon, [33], McNaughton, [109]) Jezik L
je lokalno testabilan ako i samo ako je njegova sintakticka polugrupa S lokalno
idempotentna i komutativna (tj. ako je svaki njen lokalni monoid eSe polu-
mreza, gde je e £ S neki idempotent).

Jezik L C E* je testabilan po delovima ako se moZe dobiti od jezika oblika
E*aiE* ... E*a"E* (gde je aj,..., £ Ei k > 0) primenom konatno mnogo
Booleovih operacija. MaSine koje prihvataju ovakve jezike su tzv. hidra-
automati, koji imaju h linearno uredenih glava, od kojih svaka Cita po jedno
slovo, tako da maSina moZe da procita sve podnizove unete reci duzine < h
(koji se ne sastoje nuzno od uzastopnih slova), a zatim ih poredi sa sadrZzajem
konatne memorije. 1975. godine I. Simon dobija sledecu karakterizaciju.

Teorema 1.4.10. (Simon, [150]) Jezik L je testabilan po delovima ako i
samo ako je njegov sintakticki monoid J-trivijalan.

Medutim, sva navedena tvrdenja su samo instance jednog opStijeg tvrde-
nja. Kako bismo ga formulisali, potrebni su nam neki novi pojmovi.

Pseudovarijetet (algebri datog tipa) je klasa algebri zatvorena na homo-
morfne slike, podalgebre i konacne direktne proizvode. Na primer, sve konacne
polugrupe (kona¢ni monoidi) formiraju pseudovarijetet. Takode, klase konac-
nih monoida (polugrupa) koje smo sreli u prethodnim teoremama:

= ?7-trivijalni (joS se zovu i aperiodi¢ni, ili kombinatorni) kona¢ni monoidi,
= lokalno idempotentne i komutativne konacne polugrupe,
= ~-trivijalni kona¢ni monoidi,

formiraju pseudovarijetete konacnih monoida (polugrupa). Uskoro ¢emo videti
da to nije slu¢ajno. (Za detaljan pregled teorije pseudovarijeteta,, upucujemo
na [8].)

S druge strane, ako je C neka klasa jezika (u opStem slucaju, nad raznim
azbukama), sa C(E*) oznatavamo skup jezika nad E koji pripadaju klasi C.
Ako je L C E* i w £ E*, definiSemo levi (desni) koli¢nik jezika L po w sa

WNL={vEE*: w£f£l} (L/w={vEE": vwEL}).

Najzad, klasa V regularnih jezika je ~-varijetet jezika (ovaj termin ne treba
meSati sa varijetetom algebri), ako su ispunjeni sledeci uslovi:

(1) za svaku azbuku E, V(E*) je zatvoren na Booleove operacije,
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(2) za svaki homomorfizam ip: EJ *~2>L £ V(E!j) povlaci
V~\L) GV(Ei),

(3) zasve L GV(E*) i w G E* vazi

WAL,L/w G V(E*).

Sli¢no, ako n prethodnim definicijama slobodni monoid S* zamenimo slobod-
nom polugrupom E+, dobijamo pojam -\--varijeteta jezika.

Koristeci Posledicu 1.4.4, mozemo videti da svi regularni jezici formiraju
N-varijetet jezika. Sada ¢emo formulisati jedan od kamena temeljaca alge-
barske teorije formalnih jezika, Eilenbergovu teoremu o varijetetima, koju je
S. Eilenberg objavio 1976. u drugom tomu svoje knjige [54], dajuci tako
zajednicki okvir svim prethodnim rezultatima iz ovog poglavlja. Ova teorema
je u znatnoj meri odredila pravce kasnijih istraZivanja u teoriji formalnih jezika.

Teorema 1.4.11. (Eilenberg, [54]) Pridruzivanje V —V koje pseudova-
rijetetu konac¢nih monoida (polugrupa) dodeljuje klasu svih regularnih jezika
Ciji sintakticki monoidi (sintakticke polugrupe) pripadaju V, je bijekcija pseu-
dovarijeteta konacnih monoida (polugrupa) i *-varijeteta (+-varijeteta) regu-
larnih jezika.

Na primer, Kleenejeva teorema tvrdi da pseudovarijetetu svih konacnih
monoida odgovara ~-varijetet svih regularnih jezika. Teoreme Schiitzenber-
gera, Brzozowski-Simon-McNaughtona i Simona su takode tvrdenja gornjeg
tipa. Medutim, bitno je napomenuti da ova tvrdenja nisu posledice Eilenber-
gove teoreme (npr. Eilenbergova teorema za aperiodicne monoide tvrdi da
pseudovarijetetu 7¢-trivijalnih konaCnih monoida jednoznacno odgovara neki
*-varijetet regularnih jezika, ali ne precizira koji), ve¢ njene instance u okviru
kojih se tacno karakteriSe odgovarajuci varijetet jezika.

Na kraju, napomenimo da Eilenbergova teorema ima i svoj analogon za
uredene monoide (polugrupe), koju je dokazao J.-E. Pin 1995. godine, pri
¢emu se pojam varijeteta jezika zamenjuje pojmom pozitivnog varijeteta jezika
(vidi [123]).

1.5. Jednakosna logika

U ovom poglavlju ¢emo se osvrnuti na neke osnovne ¢injenice vezane za logiku
i univerzalnu algebru. Implicitno, one su ve¢ bile koriS¢ene u dosadasnjem
izlaganju. Medutim, poSto se najveci deo ove disertacije odnosi na identitete,
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bitno je da preciziramo logicko okruZenje koje omogucava rad sa njima. Rec je
o formalnom sistemu koji zovemo jednakosna logika. Kompletnost jednakosne
logike u odnosu na njene modele - (univerzalne) algebre (dakle, poklapanje
relacije sintakticke dedukcije sa model-teoretskom relacijom logi¢ke posledice),
predstavlja osnovu teorije varijeteta.

Najpre, neka je 0 neki skup identiteta datog tipa r i p = q identitet istog
tipa. KaZzemo da je p = ¢ logicka posledica od 0 (Sto piSemo O |=p = 0Q),
ako za svaku algebru A tipa r za koju je A |0 vazi A |=Fp = g Ono $to
Zelimo je da nademo formalnu teoriju Cije ¢e formule biti identiteti takvi da se
iz 0 moZe formalno izvesti p = g ako i samo akoje O [Ep = g Razmotrimo
slede¢a pravila izvodenja (p, g, r,p8 g; su termi tipa r nad unapred fiksiranim
prebrojivo beskonatnim skupom promenljivih):

(simy: P=d
qg=p’
(Tranz) : p=g g= r’
p=r
(Zzam) : g(x1,m.,xn) = r(x1,...,xn)
; <I(Pi,---,Pn) = r(pi,...,pn) "
(Sagl) . Pl - «i5...-Pn ~ @

f(pi-----Pn) - f(qi,---,qny

gde je / proizvoljan n-aran operacijski simbol. Pri tome je aksioma trivijalan
identitet x = x. Primetimo da smo poslednja dva pravila mogli zameniti
jednim pravilom ”kompozicije”:

pi = gx,...,pn= gn,r(x1,.._.,xn) = s;xi,...,xn}_

(A omp) : x(p\, mmm-Pr) = s(qlL....,qn)

Kako je ovim definisana formalna teorija, zapis 0 P p —q ima svoje uobicajeno
znacCenje: identitet p —q ima svoj formalni dokazni niz iz hipoteza 0. Sada
vaZi

Teorema 1.5.1. (Birkhoff, 1935) Neka je 0 proizvoljan skup identiteta
datog tipa. Tadaje O Fp = q ako i samo ako 0 Pp = q.

Dokaz gornje teoreme kompletnosti za jednakosnu logiku moze se naéi npr.
u [36], Teorema 14.19.

Ranije smo ve¢ pominjali pojam jednakosne teorije. Podsetimo, skup iden-
titeta 0 je jednakosna teorija ako postoji klasa algebri K odgovarajuceg tipa
tako da je 0 tacno skup svih identiteta koji vaze na svim clanovima /C. U



26 O IDENTITETIMA ALGEBRI REGULARNIH JEZIKA

tom slucaju piSemo 0 = Eq(IC). S druge strane, skup identiteta je deduk-
tivno zatvoren ako je zatvoren na gore navedena pravila izvodenja. Posledica
teoreme kompletnosti je i sledece tvrdenje.

Posledica 1.5.2. Skup identiteta je jednakosna teorija ako i samo ako je
deduktivno zatvoren.

Ako je A proizvoljan skup identiteta, tada deduktivnim zatvorenjem od A
zovemo najmanji deduktivno zatvoren skup identiteta (odgovarajuéeg tipa)
koji sadrZzi A. Nije teSko videti da je re¢ o svim identitetima koji se mogu
formalno izvesti iz A, u oznaci

A)={p=9q: Abp=q}

Ukoliko 0 deduktivno zatvoren skup identiteta, za A C 0 kaZzemo da je
baza identiteta za 0 ako je D(A) = 0. Sli¢no, ako je K klasa istotipnih
algebri, a 0 njena jednakosna teorija, kaZzemo daje A baza identiteta za K ako
c FA T A O (tj. A je baza za 0). Naravno, svaka klasa K ima trivijalnu
bazu Eq(IC). Klasa K je aksiomatizovana sa A ako su klasom K iscrpljeni svi
modeli skupa identiteta A. Jasno, klasa IC ima (jednakosnu) aksiomatizaciju
ako i samo ako je IC varijetet.

Naravno, gore opisani pojmovi se mogu definisati i za druge tipove formula
(kvazi-identitete, univerzalne formule, itd.), pa tako dolazimo do definicije
baze, aksiomatizacije, itd. kada radimo sa takvim formulama, odgovaraju¢im
logickim sistemima i teorijama (kao Sto su kvazi-teorija, ili univerzalna teorija
klase /C, u oznaci Q(IC) i Thy(IC), respektivno).

Za klasu K (deduktivno zatvoren skup identiteta) kaZemo da je konacno
baziran(a) ako ima konalnu bazu identiteta. Pitanje konalnih baza za vari-
jetete je mozda centralno pitanje jednakosne logike i sigurno je jedno od naj-
interesantnijih pitanja univerzalne algebre uopSte. Veliki deo ove disertacije
posveéen je ovom problemu, specijalizovanom za varijetete Kleenejevih i srod-
nih algebri, kao i varijetete generisane raznim algebrama jezika. Pri tome ce
Cesto biti koriS¢eno slede¢e poznato tvrdenje.

Teorema 1.5.3. (Teorema kompaktnosti za identitete) Neka je O proiz-
voljan skup identiteta i p = q identitet odgovarajuceg tipa, tako daje 0 |=p =
g. Tada postoji konacan podskup 0o C 0 takav da 0o J=p = q.

Dokaz. Tvrdenje dokazujemo primenom Teoreme kompletnosti. Naime,
0 }p = gekvivalentno je sa 0 b p = g Medutim, u formalnom dokazu
identiteta p = q po hipotezama iz 0 ucestvuje samo konatno mnogo identiteta
iz 0. Neka ti identiteti formiraju skup 0o C 0. Tada je 0o P p = g, to je
ekvivalentno sa 0O |=p = q. ]
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Teorema kompaktnosti nam je potrebna u sledecoj formi, u kojoj ¢e ona
kasnije imati viSestruku primenu.

posLepica 1.5.4. Neka deduktivno zatvoren skup formula 0 (ili klasa K.)
ima konatnu bazu identiteta i neka je A proizvoljna baza za 0 (za K-). Tada
postoji konatna baza Ao za 0 (za K,) sadrZzana u A.

Dokaz. Neka je T konatna baza za 0. Tada za svaki identitet e G T vaZi
A |=£, pa se po prethodnoj teoremi moZe izabrati konatan podskup AEC A
tako da vaZi A£ [re. DefiniS§imo

A° = AE.
eer

Jasno, re¢ je o konacnom skupu, i pri tome je AO |= T. To znali da je
0 = -D(r) ¢ D(AO) C D(A) = 0, tj. D(Ao) = 0, Sto znati da je AOC A
baza za 0. ]

1.6. Problem reci za Kleenejeve algebre

Problem reCi je moZzda najinteresantniji od algoritamskih problema u algebri.
U izvesnom smislu, u "menadzeriji” algoritamskih problema, on zauzima cen-
tralno mesto: u svakom od njih, ¢lanovi varijeteta sa nereSivim problemom
re€i pruzaju veoma znacajnu informaciju. Istorijski, ovaj problem potice iz
klasi¢nih algebarskih struktura, pre svega grupa i polugrupa. Grubo govoredi,
polazec¢i od grupno-teoretskog pojma predstavljanja grupe sistemom genera-
tora i relacija medu njima, pitamo se kada dve reCi saCinjene od generatora
predstavljaju isti element grupe, tj. kada se jednakost te dve reCi mozZe izvesti
na osnovu datih definiSucih jednakosti medu generatorima. Problem reci je
reSiv ako postoji algoritam koji daje odgovor na ovo pitanje.

Probleme reci prvi je razmatrao Axel Thue poetkom XX veka. On je
posmatrao tzv. asocijativne racune (koje danas zovemo " Thueovi sistemi”),
drugim recima, problem reci za polugrupe. Od tada, a naroCito u novije vreme,
istrazivanja na polju problema reci dozivljavaju buran razvitak, pri ¢emu se
pojavljuju lepi, interesantni i najceS¢e veoma teSki problemi. Za izuzetno
iscrpan pregled problematike algoritamskih problema (a narocito problema
rei) za varijetete klasicnih algebri, upuéujemo na rad Kharlampovich, Sapir
[81].

Primera radi, moZe se pokazati (vidi Posledicu 15.1 u [45]) daje diedarska
grupa stepena n (grupa simetrija pravilnog u-tougla) prezentirana na sledeci
nacin:

Dn= (@ab\ an= 1, b2= 1, ab = ba-~l).
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Jasno, pri tome a predstavlja rotaciju za a b jednu od osnih simetrija
pravilnog n-tougla. Medutim, gornji zapis znaCi da se sve jednakosti koje
vaze za ove generatore mogu formalno izvesti iz date tri relacije, uz koriS¢enje
aksioma grupa. Pri tome upotrebljavamo pravila jednakosne logike. No, obra-
timo paznju na jednu kljutnu razliku u odnosu na identitete: dok u iden-
titetima figuriSu promenljive na koje se mogu primeniti zamene preko pravila
(Zam), dotle je ovde re¢ o jednakostima u kojima figuriSu generatori a, b koji
imaju tretman konstantnih simbola i oni ne mogu, kao promenljive, biti za-
menjeni drugim recima. Dakle, dozvoljene su samo manipulacije recima u
smislu primene operacija na ve¢ dobijene reci.

U konkretnom slucaju naSe diedarske grupe, dobijamo da se sve grupne
reCi nad a,b (a u odnosu na date relacije) mogu svesti na oblik atb3, gde je
0< i< n—1i0<j < 1 Da, medutim, nikoje dve od ovih reCi nisu
jednake u Dn dokazuje upravo mogucénost reprezentacije generatora preko ge-
ometrijskih transformacija, Sto na kraju i daje efektivan algoritam koji reSava
problem reci za Dn. Tako problemi re€i veoma Cesto podrazumevaju "izlete” iz
algebre u geometriju, topologiju, kombinatoriku i teoriju grafova, teoriju dife-
rencijalnih jednacina, itd. To cini probleme refi veoma zanimljivom oblaS¢u
za istrazivanje. Naravno, i problemi reCi za razne klase algebri mogu imati
medusobne povezanosti (kao Sto ¢e to biti i u slucaju Kleenejevih algebri).

Sada ¢emo dati opSte-algebarsku, preciznu definiciju problema reci u vari-
jetetu algebri V tipa r. Najpre, ako je G neki skup simbola, tada ¢emo sa tq
oznaciti tip (algebarski jezik) koji je dobijen od r tako Sto su mu dodati ele-
menti skupa G kao novi konstantni simboli. Par oblika (G, R) je prezentacija
tipa t ako je R skup identiteta bez promenljivih (znaci, u kojima ucestvuju
samo konstantni simboli) tipa rG. Prezentacija je konactna ako su i G i R
konacni skupovi. Dalje, ako je A algebra tipar i G C A, sa AG ¢emo oznaciti
algebru tipa Ta proSirenu elementima iz G kao konstantama (Cije se inter-
pretacije poklapaju sa odgovaraju¢im konstantnim simbolima).

Ako je A baza identiteta za varijetet V, kaZzemo da je algebra A tipa r
prezentirana sa (G,R), u oznaci A = (G\R)v (naravno, ovu oznaku treba
shvatiti do na izomorfizam), ako vaZi:

(1) algebra A je generisana sa G,
(2) Agi=AUR,
(3) za svaki identitet = w2 tipa tq bez promenljivih vazi:

ako Aa =W\ = 102, onda A UR h W\ = w2.
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NaveScemo jos jednu definiciju prezentacije algebre (za koju se moze poka-
zati daje ekvivalentna prethodnoj), koja vise korespondira sa klasi¢nom defini-
cijom prezentacije grupa, i u kojoj vise figuriSu algebarski nego jednakosno-
logicki pojmovi. Naime, kazemo da je A = (G\R)v ako je

A = FY(©)
Sr
gde je Fy(G) V-slobodna algebra nad G, a Sr kongruencija na toj algebri
generisana parovima {wi,u>2) za sve jednakosti W\ = W2 iz R (pri ¢emu w
oznacava vrednost terma w u Fv(G) u odnosu na standardnu interpretaciju).

Naravno, sa racunarskog (a time i algoritamskog) stanovista, interesantne
su samo algebre date konatnom koli¢inom podataka, dakle konafno prezenti-
rane algebre. Problem reci za varijetet V pita da li za svaku konacno prezen-
tiranu algebru (G\R)y iz V postoji algoritam koji odlu¢uje da li su dva terma
(dve "reci”) Wi,W2 tipa tg bez promenljivih jednaki. Drugim recima (pri-
hvataju¢i Churchovu tezu), pitamo se da li je skup identiteta tipa tq bez
promenljivih koji vaze na A q rekurzivan za svaku konacno prezentiranu algeb-
ru iz V (ekvivalentno, da li je relacija Sr rekurzivan skup).

Varijetet V ima uniformno reSiv problem reci, ukoliko postoji univerzalni
algoritam koji istovremeno reSava problem re¢i za sve konatno prezentirane
algebre iz V. Naravno, uniformna reSivost problema reCi povlaci njegovu
(lokalnu) reSivost u svakom varijetetu, ali obratno ne mora da vazi (kon-
struisani su kontraprimeri). Takode, Maljcev je 1958. napomenuo da je za
proizvoljan varijetet V uniforman problem reci ekvivalentan odlucivosti nje-
gove kvazi-teorije Q(V).

Kasnije, nadeni su mnogi primeri konacno prezentiranih algebri sa nereSi-
vim problemom reci, ¢ime je negativno reSen problem reci za razne "klasi¢ne”
varijetete. Tako su, na primer, E. Post i A. Markov nezavisno 1947. nasli
konacno prezentirane polugrupe sa nereSivim problemom re€i. 1953. Tarski
nalazi konacno prezentiranu relacionu algebru Ciji je problem re€i nereSiv.
Takode, 1954/55. P. S. Novikov i W. Boone su (opet, nezavisno) pokazali
da varijetet grupa nema reSiv problem re€i. Kasnije, Cejtin je naSao sasvim
jednostavan primer polugrupe sa nereSivim problemom reci. Primer je sledeci:

G
R

{a,b,c, d e},
{ac = ca, ad = da, bc —cb, bd = db,
abac = abace, eac = ac, edb = be}.

S druge strane, Abelove grupe, kvazigrupe, komutativnhe polugrupe i ko-
mutativni prsteni, kao i neasocijativni prsteni imaju uniformno reSiv problem
reci.
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Uocimo daje bitno u odnosu na koji varijetet se prezentira algebra. Naime,
G. Hutchinson i L. Lipschitz su 1973/74. dokazali da varijetet modularnih
mreza nema reSiv problem reci, dok varijetet svih mreZa ima uniformno reSiv
problem reci (T. Evans). Ova prividna protivre¢nost znaci da postoji mreza
koja je konacno prezentirana u varijetetu modularnih mreza i koja ima nereSiv
problem reci, ali da baS ta mreZza nema konaCnu prezentaciju u varijetetu
svih mreza. Drugim recima, modularni zakon se nikako ne moze "simulirati”
konac¢nim skupom jednakosti na generatorima (ovde do izraZaja dolazi razlika
izmedu identiteta i jednakosti u smislu primene pravila zamene).

NereSivost problema reCi za polugrupe, tj. egzistencija konacno prezenti-
rane polugrupe sa nereSivim problemom reci omogucava nam da, indirektnim
metodama, pokazemo nereSivost problema reCi za neke druge klase algebri.
Veza se ostvaruje preko sledeceg tvrdenja.

Teorema 1.6.1. (Crvenkovi¢, Madarasz, [50]) Neka je V varijetet koji u
svom tipu sadrZi binarnu asocijativnhu operaciju. Ako se svaka polugrupa mozZe
potopiti u redukt koji odgovara ovoj operaciji neke algebre iz V, tada V ima
nereSiv problem, reci.

Dokaz. Neka je 5 = (G\R)s polugrupa sa nereSivim problemom reci (gde
S oznacCava varijetet svih polugrupa). Tada relacije iz R jesu, u stvari, jed-
nakosti izmedu nekih (polugrupnih) reci, pa kako tip varijeteta V sadrzi aso-
cijativhu binarnu operaciju, mozemo ih tumaciti kao jednakosti tipa tog vari-
jeteta. Zato moZemo posmatrati par (G,R) kao prezentaciju u V, pa definisSimo
A = (G\R)v-

Sada ¢emo pokazati da algebra A 6 V nema reSiv problem re€i. Lako se
vidi da ¢e taj cilj biti postignut ako pokazemo da za svaki identitet u = v
bez promenljivih, a nad skupom konstantnih simbola iz G, koji sadrzi samo
razmatranu binarnu asocijativnu operaciju (dakle, za svaku polugrupnu G-
jednakost) vazi:

Sq Fu=vakoisamo ako Ag f u=v.

Najpre, ako Sg |F u = u, to znali da je relacija u = v logitka posledica
asocijativnog zakona i relacija iz R. Neka 0 oznafava neku bazu varijeteta
V. Kako je asocijativni zakon za posmatranu binarnu operaciju posledica od
0, sledi da 0 UR h u = v. No, po definiciji prezentacije algebre, imamo da
A(? FO0 UR, pa dobijamo Ag Fu = v.

Obratno, pretpostavimo da Ag \—u = v. Ponovo po definiciji prezentacije
algebre A, mora biti 0 UR b u —v, gde je 0 neka baza identiteta varijeteta
V. Pretpostavimo da Sg Jmu = v. Medutim, po uslovima teoreme, polugrupa
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S se moze potopiti u odgovarajuci redukt neke algebre B £ V. Ako generatore
G C S oznalimo istim simbolima i u B, tada imamo Bq | R, 3ta viSe,
BG F 0 UR, ali Bg u = v. Ovo je kontradikcija sa zakljuckom da
0 UR b u = v, paje traZena ekvivalencija dokazana, a zajedno sa njom i
tvrdenje teoreme. u

POSLEDICA 1.6.2. (Crvenkovi¢, Madarasz, [50]) Varijetet Kleenejevih al-
gebri ICA ima nereSiv problem reci.

Dokaz. Neka je S proizvoljna polugrupa. Preslikavanjem 1: S —VAS1)
definisanim za sve s 6 S sa

r(s) = {s},

ona se potapa u multiplikativni redukt Kleenejeve algebre M (5) definisane u
Lemi 1.3.1. Prema tome, ispunjeni su uslovi prethodne teoreme, pa tvrdenje
sledi. -

Na slitan natin se moZe pokazati nereSivost problema refi za relacione
algebre, prstene, involutivne polugrupe, Baerove *-polugrupe, itd.

Osim toga, gornji rezultat ¢emo iskoristiti u poslednjoj glavi, kako bismo
konstruisali varijetet dinamickih algebri sa neodluivom jednakosnom teori-
jom. Tu neodluCivost éemo dobiti upravo prenosom nereSivog problema reci
za Kleenejeve algebre u indekse unarnih operacija u dinami¢kim algebrama.



Glava 2 Identiteti regularnih jezika

U ovoj glavi, na8 osnovni cilj je da prikazemo jedan od klasi¢nih rezultata
algebarske teorije formalnih jezika (koji je ujedno i polazna tactka za rezultate
ove disertacije), a to je da regularni identiteti, tj. identiteti algebri jezika (koji
se po Posledici 1.3.5 poklapaju sa identitetima Kleenejevih algebri) nemaju
konatnu bazu. Prvi dokaz ovog tvrdenja dao je Redko [134] 1964. godine.
Prvu eksplicitnu jednakosnu aksiomatizaciju za varijetet C = KA dao je Krob
[93] tek 1991. potvrdujuci tako dvadeset godina staru hipotezu Conwaya [40].

Medutim, pre toga, razmotricemo neke mogucnosti da se identiteti Kleene-
jevih algebri ipak na neki na¢in dobiju iz kona¢nog skupa formula prvog reda.
Tacnije, posmatracemo razne konacne skupove kvazi-identiteta iz kojih se kao
skup jednakosnih posledica dobija bas Eq(KA).

2.1. Meta-pravila i aksiomatizacija kvazi-identitetima

Nakon Sto je Redko [134] dokazao da identiteti regularnih jezika nemaju ko-
natnu bazu (kasnije su nadeni i drugi dokazi za ovu Cinjenicu), krenulo se u
potragu za nekim nacinom da se ovi identiteti ipak opiSu kona¢nim skupom
aksioma. Na taj nacin se otkrilo da postoje konano bazirane teorije kvazi-
identiteta Cije su jednakosne posledice tatno posmatrani identiteti. Nije teSko
videti da, drugim recima, ovo znali da postoje konatno aksiomatizovani kvazi-
varijeteti Q koji generisu KA, tj. KA = HSP(Q).

S druge strane, neki autori, vezujuci se viSe za logicke nego univerzalno-
algebarske metode, posmatraju problem na drugi nacin ostajuci tako, na izves-
tan nacin, u okvirima jednakosne logike. Naime, za svaki kvazi-identitet p
oblika

Pi=qgi A... Apk=gk = p=q,

koji se pojavljuje u opisanim aksiomatizacijama (gde termi pi,qi,p, g zavise od
promenljivih ari, , xn), jednakosna logika za identitete na jeziku {+, 0,1}

33
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se proSiruje novim pravilom izvodenja

/). Pi(ri,...,rn)= gi(rl,...,rn),...,pR(rl,...,r@d = gk(ri, smm, rn)
p{ri,...,rn) = g(rx,...,rn)

gde su TT,..., rn proizvoljni regularni izrazi. U ovako modifikovanoj jednakos-
noj logici se sada iz konacnog skupa identiteta (najcesce, iz aksioma Con-
wayevih w-idempotentnih *-poluprstena) moZe dobiti tatno jednakosna teorija
za KLA Ovakva novouvedena pravila izvodenja (odnosno, odgovarajuci kvazi-
identiteti) se zovu meta-pravila. Dati skup meta-pravila je kompletan za KA u
odnosu na skup identiteta 0 ako seiz 0 u odgovarajucoj proSirenoj jednakos-
noj logici kao skup posledica dobija bas Eq{KLA).

Prvi poku8aji ovakvih aksiomatizacija sadrZani su, na primer, u [1], [139]
i [18]. Verovatno najpoznatija od njih je ”aksiomatizacija” koju je 1966. dao
Salomaa [139]; medutim, kvazi-identiteti koje je on dao bili su tacni u alge-
brama regularnih jezika samo u odnosu na standardnu interpretaciju (a ne i u
odnosu na ostale), a njegovo "meta-pravilo” sadrZzavalo je nealgebarski uslov
za neke od regularnih izraza koji u njemu ucestvuju (u smislu da se taj uslov
ne moZze izraziti identitetom).

MoZda je najjednostavniji rezultat u ovom pravcu dobio Krob [93], potvr-
dujuéi hipotezu koju je postavio Bofla u [28]. Naime, posmatrajmo kvazi-
identitet

X2=x =mx*=14-x. 3)

Teorema 2.1.1. (Krob, [93, Posledica 15.13]) Meta-pravilo (3) je kom-
pletho za KA u odnosu na identitete koji definisu Conwayeve *-poluprstene,
zajedno sa identitetom 1+ 1 = 1.

Kvazivarijetet definisan identitetima Conwayevih *-poluprstena, identite-
tom 1+ 1= 1i (3) oznaci¢emo sa Q\.

Drugi kvazivarijetet (oznaciéemo ga sa Q2) sa trazenim osobinama kon-
struisao je Kozen u radu [86]. Naime, kako u proizvoljnom idempotentnom
poluprstenu imamo prirodno definisanu relaciju poretka, to identitet p+ q = g
mozemo pisati joS i kao p < g. Sada posmatrajmo sledeée kvazi-identitete:

Xy <y = Xy <y, “4)
yX <y = yx* <y. (5)
Teorema 2.1.2. (Kozen, [86, Teorema 19]) U odnosu na identitete Con-

wayevih *-poluprstena i 1+ 1 = 1, meta-pravila (4) i (5) ¢ine kompletan sistem
pravila za KA.
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Moze se pokazati da se implikacije (4) i (5) mogu zameniti slede¢om:
1t xt y2<y = x* <y,

Najzad, tredi rezultat ovog tipa dali su Arhangelskij i GorSkov [17]. Njihova
aksiomatizacija je slede¢a.

TEOREMA 2.1.3. (Arhangleskij, GorSkov, [17]) Kvazivarijetet Q3 defini-
san identitetima Comvagevih uj-idempotentnih *-poluprstena i kvazi-identite-
tima

(xtt X2)*z = (2/1+ y2)*u = (Zi 1 X2)*z = (xi t x2yly\)*{z * x2y2u),
z{x1t x2)* = u(yl+ y2)* = z(xxt x2)* = (z1 uy™x2){x1t 2/12/3'\2)*,

generide varijetet ICA.

Podsetimo se, varijetet ICA je po definiciji generisan standardnim Kleene-
jevim algebrama binarnih relacija. Ova klasa nije kvazivarijetet (jer se moze
pokazati da nije zatvorena na ultraproizvode), ali vaZi

Propozicija 2.1.4. Klasa standardnih Kleenejevih algebri je zatvorena
na direktne proizvode.

Dokaz. Neka je {K,},e/ proizvoljna familija standardnih Kleenejevih al-
gebri. Pri tome bez ogranifenja opStosti moZzemo pretpostaviti da je K, <
Rel(A,), gde su A-, i 6 /, disjunktni skupovi. Posmatrajmo preslikavanje

iH Ki*"V(AxA),
iei
gde je
A={jAu
iei

definisano sa
iei

Zbog disjunktnosti osnovnih skupova A,, jasno je da je i injektivno preslika-
vanje. Takode, lako se pokazuje da je re¢ o homomorfizmu. ]
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Kvazivarijetet generisan svim standardnim Kleenejevim algebrama oznaci-
¢emo sa Qo- Moze se pokazati da vazi Qo C Qi ™ Q2, pri ¢emu su sve inkluzije
striktne. Prva od ovih inkluzija sledi iz Cinjenice, koja se moZe izvesti iz
Propozicije 1.2.4, da Qo nije konatno aksiomatizabilna klasa. S druge strane,
kvazivarijetet Q3 je neuporediv sa ova preostala tri.

Na kraju, zanimljivo je razmotriti jednu Kleenejevu algebru iz Q3\Q-2- Re¢
je o Reg({a})/0, gde je 9 kongruencija algebre Reg({a}) koja ima Cetiri klase:
u jednu klasu spada 0, u drugu {A}, trecu klasu Cine svi konacni jezici sem
prethodna dva, dok su u Cetvrtoj klasi svi beskonacni jezici. Ova algebra se u
literaturi zove Conwayev skok (oznaCavacemo je sa C4) i rec je 0 najmanjoj (u
smislu broja elemenata) nereprezentabilnoj Kleenejevoj algebri. Kako bismo
obrazlozili njenu nereprezentabilnost, uo¢imo slede¢i pojam.

Za Kleenejevu algebru K kazemo daje *-neprekidna (ili samo neprekidna)
ako, grubo govoredi, za sve a G K, a* predstavlja (baS kao za jezike, odnosno
relacije) sumu "geometrijskog reda” £n>o0a”- Preciznije, traZimo da za sve

a, 6,c,d GK za koje je abnc < d za sve n > 0 (pri ¢emu je b° —1), vaZi
ab*c < d.

Drugim recima, ab*c je supremum skupa {abnc : n > 0} u odnosu na prirodni
poredak u idempotentnom poluprstenu K.

Ako sada izaberemo u C4 (Cije elemente oznaavamo sa 0, A, F, 00, pri cemu
je iz oznaka jasno o kojim se klasama relacije 6 radi) daje a=c= Aib=F,
imamo da je za sve n > 0, Fn —F (poSto je konkatenacija konatno mnogo
konacnih jezika konacan jezik). Stoga je F, a ne F* = 00, infimum skupa
{Fn: n > 0}. S druge strane, jasno je da je svaka standardna Kleenejeva
algebra neprekidna.

Pojam neprekidnosti bi¢e detaljnije razmotren u Poglavlju 6.4. Medutim,
vec¢ sada se postavlja pitanje aksiomatizacije neprekidnih Kleenejevih algebri,
kao prirodne potklase od ICA u kojoj * zaista odgovara intuitivhom pojmu
iteracije [85]. U tom smislu imamo slede¢u hipotezu.

Problem 1. (Kozen, [86]) Da li je tatno da je kvazivarijetet generisan
neprekidnim Kleenejevim algebrama jednak Q2?

2.2. Grupe i matric¢ni identiteti Kleenejevih algebri

Kao $to smo to ve¢ ranije rekli, Sezdesetih godina je pokazano da identiteti
(regularnih) jezika nemaju konac¢nu bazu. Medutim, kako izgledaju te (nuzno
beskonatne) baze identiteta? Ovo pitanje je dugo bilo otvoreno. 0Odgo-
varajucu pretpostavku je formulisao Conway [40] joS 1971. godine, ali je
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njegova hipoteza bila dokazana Citave dve decenije kasnije (Krob [93], 1991.
godine). Conwayeva ingeniozna ideja je bila da trazeni identiteti moraju, na
neki nalin, da "izraze” prepoznavanje regularnih jezika od strane konatnih
monoida (vidi Poglavlje 1.4). Konkretno, Conway svakom konaénom monoidu
M pridruzuje identitet P (M) nad skupom promenljivih Xm = {xm: m GM]
koji je ekvivalentan sa

gde je ifM : X~ — M homomorfizam monoida koji proSiruje preslikavanje
xm i-» m, m £ M. Gornji identitet implicitno izrazava poznatu teoremu
Myhill-Nerodea koja kaZe da je jezik regularan ako i samo ako je unija celih
klasa ekvivalencije neke kongruencije kona¢nog indeksa na slobodnom monoidu
(stoje zapravo jo$ jedna varijanta Kleenejeve teoreme). U potrazi za konkret-
nijim i formalnijim nainom da se gornji identitet zapiSe, Conway dolazi do
monoidnih matri¢nih identiteta. Za naSa razmatranja ¢e, medutim, biti do-
voljno da posmatramo slucaj kada je monoid u pitanju grupa, pa ¢emo tako
raditi sa grupnim matri¢nim identitetima. Ali, najpre moramo definisati ope-
raciju zvezdiranja na kvadratnim matricama regularnih izraza.

Neka je A matrica formata n X n Ciji su elementi regularni izrazi (tj. termi
na jeziku Kleenejevih algebri). DefiniSemo matricu A* (istog formata) induk-
cijom po n.

e Zan =1, A = [r], definiSemo A* = [w.
e Nekaje n= k+ 1, k> 1. Podelimo matricu na blokove:

P

gde je P matrica formata k x k, S je formata 1x1, dok su Q i R redom
odgovarajuée vektor-kolone i vektor-vrste. Sada je

(P + QS*R)* (P + QS*R)*QS* '
(S + RP*Q)*RP* (S+ RP*Q)*
Nekaje G = {g\,---, gn} proizvoljna konacna grupa. Definisatemo matricu

Ag = [aijlnxn pridruZzenu ovoj grupi Ciji su elementi promenljive iz skupa
X = {xk : k> 1} na slede¢i natin:

atl= xk 9 g,gk=g3 (o gtlgj = gk).
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Dalje, neka oznatava vrstu duzine n Ciji je prvi element 1, a ostali 0, dok
s, 0znatava kolonu visine n Ciji su svi elementi jednaki 1. ldentitet

= (zi + ... + xn)* (6)

(gde matricu 1 X 1 sa leve strane identifikujemo sa njenim jedinim elementom)
zovemo grupni matricni identitet pridruZen grupi G i oznatavamo ga sa P(G).
Primetimo da je leva strana gornjeg identiteta u stvari zbir prve vrste matrice
regularnih izraza AG.

Sada mozemo formulisati glavni rezultat Krobove fundamentalne studije
[93] (rec je o radu od 137 strana, koji je zauzimao Citav drugi broj volumena
89 Casopisa Theoretical Computer Science). Radi kompletnosti, podseticemo
se Conivagevih identiteta:

0 + VT = (X*y)*x*
(xy)* = 1+ x{yx)*y.

Svaki poluprsten sa unarnom operacijom * koji zadovoljava gornje identitete
je Conwayev *-poluprsten. On je jD-idempotentan ako zadovoljava 1* = 1.

TEOREMA 2.2.1. (Krob, [93, Teorema 13.5]) Identiteti uj-idempotentnih
Convoagevih *-poluprstena, zajedno sa matri¢nim identitetima P (G) pridruZe-
nim svakoj konacnoj grupi G, Cine bazu regularnih identiteta (tj. bazu iden-
titeta za ICA).

Medutim, kasnije se ispostavilo da se gornje tvrdenje moZe pojacati u
smislu potrebnih i dovoljnih uslova da aksiome u;-idempotentnih Conwayevih
*-poluprstena i identiteti P{G), gde G pripada nekoj klasi konacnih grupa,
Cine bazu za ICA. Podsetimo, grupa H deli grupu G ako je H izomorfna
faktor-grupi neke podgrupe od G; u univerzalno-algebarskoj terminologiji,
H G HS(G).

Teorema 2.2.2. (Bloom, Esik, [26]) Neka je Q neka klasa konacnih gru-
pa. Aksiome u>-idempotentnih Conwayevih *-poluprstena i matri¢ni identiteti
P(G) za G G G Cine bazu identiteta za ICA ako i samo ako svaka konatha
prosta grupa deli neku grupu iz Q.

Gornja teorema vodi nekim redukcijama baze za ICA iz Teoreme 2.2.1. Na
primer, dovoljno je uzeti identitete P(G) za sve konacne proste grupe, dakle
P{Zp) za sve proste brojeve p i P(G) za sve nekomutativne proste grupe. (Uz-
gred, pomenimo da je u odnosu na u;-idempotentne Conwayeve *-poluprstene,
identitet

1+ X+ ...-)-xp D(Xp)* = x
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ekvivalentan sa P(ZV).) Dalje, za klasu Q moZemo uzeti samo konacne simet-
ricne grupe permutacija (¢ak, moZemo odabrati proizvoljno nO > 1 i posmat-
rati samo grupe Sn za n > no). Isto vaZi i za alternativne grupe permutacija
An (ove poslednje dve redukcije baze su bile poznate joS i Krobu). Na taj
nacin prirodno se postavlja sledece pitanje.

PROBLEM 2. Da li Kleenejeve algebre imaju nezavisnu (minimalnu) bazu
identiteta?

Napomenimo da je jedna aksiomatizacija Kleenejevih algebri, sustinski ra-
zlicita od Krobove, data u radu Bloom, Esik [22]. Ona je dobijena u Sirem
kontekstu iteracijskih teorija [23], koje predstavljaju primenu teorije kategorija
u teorijskom racunarstvu.

Interesantno je da se uz grupne (monoidne) matri¢ne identitete vezuje
jedno meta-pravilo, tzv. Conwayevo meta-pravilo. Nekaje M konac¢an monoid
i familija regularnih izraza. Conwayevo meta-pravilo pridruzeno
monoidu M je sledece: ako imamo

rmrn —rmn

zasvem,ntE M,i

mu—m

zasve m £ M, tada mozemo izvesti

f E rm)y = X)

\mEM / mEM
Medutim, ovo meta-pravilo upotrebljavacemo u slucaju da je M grupa. Tako,
konacnoj grupi G se pridruzuje kvazi-identitet

[V7,h £ O) Xgxh ™ %gh X~ - £1] I"1XJd ="1X
\geG ) 0eG

Conwayev kvazi-identitet pridruzen monoidu M (grupi G) je u w-idempo-
tentnim Conwayevim *-poluprstenima ekvivalentan monoidnom (grupnom)
matricnom identitetu P(M) (P{G)). Ovo tvrdenje se moze naci bez dokaza
jo§ u Conwayevoj knjizi [40] (prvi njegov dokaz dao je Platieau [125]). U
slu€aju grupa, dajemo ga u nesto operativnijoj formi. Na taj nacin, dobijamo
prakti¢an kriterijum kojim moZemo proveriti kada w-idempotentni Conwayev
*-poluprsten zadovoljava P(G) za datu konac¢nu grupu G.
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P ropozicija 2.2.3. (Platieau, [125], Krob [93]) Neka je K u-idempoten-
tan Conwayev *-poluprsten, a G konatna grupa. Tada K zadovoljava P(G)
ako i samo ako za proizvoljnu familiju elementa {ag E K : g E G} koja
zadovoljava uslove:

(1) agah < agh za sve g,h E G,
(2) a\ = a\,

vaZi (E geGagT = E geGagm

2.3. Kleenejeve algebre nemaju konaCnu bazu identiteta

U ovom poglavlju dajemo dva dokaza da varijetet ICA nema konalnu bazu
identiteta. Prvi od njih je Conwayev dokaz iz [40], dok se drugi izvodi na
osnovu eksplicitnog poznavanja baze za ICA i joS nekih Krobovih rezultata iz
[93], a u vezi sa tzv. Conwayevim modelima koji ¢e biti od velikog znacaja za
naSa kasnija razmatranja.

Najpre, primetimo da se na osnovu aksioma poluprstena sa jedinicom
(Propozicija 1.1.1) i prvog Conwayevog identiteta (Lema 1.1.6, (1)) svaki re-
gularan izraz ™~ 0 moZe ekvivalentno zapisati kao zbir regularnih izraza od
kojih je svaki ili = 1, ili se u njemu od operacijskih simbola pojavljuju samo

Takve izraze ¢emo zvati kanonicki regularni izrazi. DuzZina kanonickog
regularnog izraza se definiSe kao broj sabiraka u njemu, a duZina regularnog
identiteta u kome ucestvuju kanonicki izrazi je maksimum njihovih duzina.

Sada ¢emo za sve proste brojeve p definisati algebru Ap tipa (2,2,1,0,0)
Ciji su elementi svi podskupovi ciklicne grupe Zp = {1, a,..., ap_1} zajedno
sa simbolom o0, a operacije redom +,-,* i konstante 0 i {1}. Operacija +
funkcionide na V{ZP) kao unija, dok je za sve B C Zp, B < oo (dakle, B +
00 = 00 -f B —00). Operacija =je mnoZenje kompleksa nad Zp, pri ¢emu je
0-00 = 00-0 = 0i.B-00 = 00-J9 = ooza sve B /0. Najzad, 0* = {1}* = {1},
dok * primenjeno na sve druge elemente algebre A p daje 00.

Lema 2.3.1. Za sve proste brojeve p, Ap nije Kleenejeva algebra.
Dokaz. Algebra Ap ne zadovoljava P(Zp), tj.
1+a+ ...+ gPl)(ap)* = a*

ako se x interpretira npr. kao {a}, skup ¢iji je jedini element generator cikli¢ne
grupe Zp. Naime, tada je vrednost leve strane Zp = {1, a,..., ap~1}, dok
vrednost desne strane iznosi 00. Medutim, lako se pokazuje da gornji identitet
vaZi na svakoj algebri jezika, pa tako i na ICA. ]
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Lema 2.3.2. (Conway, [40]) Svaki regularni identitet u kome ucestvuju
samo kanonicki izrazi duZine manje od p vazi na Ap.

Dokaz. Posmatrajmo minimalan kanonicki regularan identitet
r{xi,...,xn)=s ( X X n)

koji ne vazi u Ap (npr. minimalan u smislu broja operacijskih simbola koji se
u njemu pojavljuju). Tada je za neke Bi,... ,Bn EV(ZP) U{oo},

rA’>(Bi,...,Bn)~ s A’>(Bi,...,Bn).

Ako je za neko 1 < k < n, B™ E {0, {1}}, tada odgovarajuéu promenljivu Xk
moZzemo zameniti sa 0, odnosno 1 i tako dobiti prostiji kanonicki identitet koji
ne vazi u Ap, Sto je po pretpostavci nemoguce.

Posmatrajmo sada relaciju ekvivalencije 6 na V(ZP) U{oo} Cijajedna klasa
sadrzi Zp i oo, dok su preostale klase jednoelementne. Lako se proverava da
je 9 kongruencija algebre Ap, i pri tome je Ap/0 oCito Kleenejeva algebra (po
Lemi 1.3.1, buduéi da je Ap/9 = M(ZP)). Nije teSko videti da stoga bez
ogranitenja opStosti mozemo pretpostaviti da je

rAp(Bi,..., Bn) = Zp,
sAp(B1,...,Bn)

00.

Takode, jasno je da iste promenljive moraju biti pod dejstvom *u r i s (jer u
slu€aju daje npr. promenljiva x pod dejstvom zvezde u r, ali nei u s, tada pos-
toji ns tako da za sve w E L(s) imamo W\ < ns, dok takvog ograni¢enja nema
za re€i iz L(r), pa bismo dobili L(r) / L(s), kontradikcija sa pretpostavkom
da je r —s regularan identitet). Dalje, za svaku promenljivu x, koja je pod
dejstvom * u r i s mora biti B, = {(/*} zaneko 1 < li < p—1,jer seu
suprotnom lako pokazuje (induktivnim argumentom) da svaka "zvezda” koja
sadrzi Bt tako da je [?j > 1 mora biti jednaka oo, pa tako i rAp[Bi,. .., Bn).

Zamenimo sve promenljive koje nisu pod dejstvom * u r, odnosno s, sa
1. Ukoliko ostale promenljive (one pod dejstvom *) interpretiramo, kao i
ranije, odgovarajué¢im skupovima Bi = {a"1}, tada je jasno da dobijeni iden-
titet takode ne vaZzi na Ap, jer na levoj strani svi "zvezdirani” izrazi imaju
vrednost {1} (pa tako leva strana ne moZe imati vrednost o0o), dok zbog sli¢nih
razloga vrednost desne strane ostaje 00. Ponavljajuéi argument s pocetka
dokaza, vrednost leve strane ovako modifikovanog identiteta mora biti Zv.
Ali, sada je vrednost svakog sabirka te leve strane (koja je i dalje kanonicki
izraz) jednoelementni skup, pa sabiraka mora biti bar p. Kontradikcija sa
pretpostavkom da je polazni identitet r = s duZine < p. m
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Teorema 2.3.3. (Redko, [134], Conway, [40]) Varijetet KA (odnosno,
varijetet C) nema konatnu bazu identiteta.

Dokaz. Pretpostavimo da je O konatna baza identiteta za KA. Tada
se svaki od identiteta iz 0 moZe ekvivalentno predstaviti kao identitet u
kome uclestvuju samo kanonicki izrazi. Neka je m(0) maksimum duZina tih
(kanonickih) identiteta. Tada uzmimo prost broj p > m(0). Po prethodnoj
lemi, A p zadovoljava sve identitete iz 0, Sto znali da Ap G KA. Kontradikcija
sa Lemom 2.3.1. ]

Kao $to smo to ranije najavili, prikazaéemo jo$ jedan dokaz gornje teo-
reme. On se zasniva na Cinjenici da aksiome cu-idempotentnih Conwayevih
*-poluprstena i grupni matri¢ni identiteti (sa eventualnim redukcijama) Cine
bazu identiteta za Kleenejeve algebre. Zapravo, pokazacemo da za ove iden-
titete vaZi izvesna nezavisnost. Kako bismo to ucinili, uvodimo jos jednu klasu
algebri tipa (2,2,1,0,0).

Neka je G grupa i T familija nekih njenih podgrupa (u koje uratunavamo i
0) koja sadrzi Oi trivijalnu podgrupu {1}. Neka G° oznafava 0-grupu, dobijenu
pridruzivanjem nule grupi G. Sada defimSemo Conwayev model pridruzen
grupi G i familiji T kao

C™-(G) = (V(G°), u, m*,0,{1}),

gde moznalava mnoZenje kompleksa nad G°, dok je * definisano za sve A C
G U{0} sa ((A) oznatava podmonoid od G° generisan sa A):

f (A), (A) GT,
A* = |
[ (A) U{0}, inace.

Pri tome je, po dogovoru, (0) = {1}. Dakle, A* je uvek podgrupa od G ili
unija podgrupe od G sa 0. Lako se vidi da je Cjf(G) uvek cu-idempotentan
*-poluprsten. Postavlja se pitanje kada on zadovoljava Conwayeve identitete,
kao i grupne matricne identitete.

Propozicija 2.3.4. (Krob, [93, Propozicija 16.3]) Neka je G konatna
grupa. Na Cp{G) vaZi identitet. (x + y)* = (x*y)*x* ako i samo ako za sve
I GT izA < Jl sledi A GT, tj. ako je familija T zatvorena na podgrupe.

Dokaz. Najpre, pretpostavimo da je familija J= zatvorena na formiranje
podgrupa. Ako je neki od elemenata A, B Conwayevog modela Cjr(G) prazan
ili sadrzi 0, tada se lako proverava da je

(AUBY = (A*B)*A*.
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Zato pretpostavimo da A, B nisu prazni i ne sadrZe 0. Jasno, tada je {{A)B) C
(AliB). Sdruge strane, takode je olito da vazi B C ((A)B). Medutim, kako je
G konacna grupa, zasve b£ B imamo da 6_1 £ (B), paje zato za proizvoljno
atA,
a = abb~l £ ((A)B), '

Sto znaCi da A C {(A)B). Dobili smo da je {A UB) C ((A)B), odakle je
(AuB) = ((A)B).

Sada pretpostavimo da (AliB) £ T , odakle je ((A)B) £ T i, po zatvorenos-
ti T na podgrupe, (A) £ T. Stoga je A* = (A) i (A*B)* = {(A)B), pa sledi

(A UB)* —(A UB) = ((A)B){A) = (A*B)*A*,
Medutim, u slu¢aju da (A UB) $ T,imamo ((A)B) $ T, zbog Cega je
(AUBf = {AUB) U{0} = (((A)B) U(O}H(A) = (A*B)*A*.

Obratno, neka na C/~r(G) vazi (x + y)* = (x*y)*x*, ali da pri tome familija
T nije zatvorena na podgrupe. Tada postoji H £ T tako da za neku podgrupu
A<H,ANT.Al, tada je

(AUH)* = H* = (H)Z(H)13{0} [{((A) U{0})H) U (0}1((A) U{0})

(A*H)*A*.

Kontradikcija. ]

Propozicija 2.3.5. (Krob, [93, Propozicija 16.4]) Neka je G konatha
grupa. Na C?{G) vaZi identitet (xy)* = 1+ x(yx)*y ako i samo ako je za
sve H £T igé£ G, g-1Hg £ T, tj. ako je familija T zatvorena na konju-
gaciju.

Dokaz. Podimo prvo od pretpostavke da je familija T zatvorena na kon-
jugaciju. Ponovo, ako je neki od elementat A, B Conwayevog modela ¢ H G)
prazan ili sadrzi 0, tada se lako proverava jednakost

(AB)* = {1}U A{BA)XB.
U suprotnom, za proizvoljne a, c £ A, b £ B imamo
c~1(ab)c = (bc)~1(ba)(bc) £ (BA),

zbog pretpostavke daje G konalna grupa. Sledi daje zasve c £ A, c~1ABc C
(BA), odakle je
c~1(AB)c = (c-"ABc) C (BA).
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Analogno se moZe pokazati da za proizvoljno ¢ £ A vazi c(BA)c~1 C {AB),
pa dobijamo da je (BA) = c~1(AB)c zasvec£ i.

Zbog toga, ako je (AB) £ T, tada je po gornjoj relaciji i pretpostavkama
propozicije (BA) £ T . Sledi

(AB)* = (AB) = {1} UA(BA)B = {1} UA(5A)*£.
S druge strane, ukoliko (AB) ~ T, tada (BA) 0 T, pa se u tom slucaju dobija
(AB)* = <Af£) U{0} = {1} UA((BA) U{0})5 = {1} UA(BA)*B.

Obratno, pretpostavimo da C?(G) zadovoljava identitet (xy)* = 1 +
x(yx)*y, ali da familija T nije zatvorena na konjugaciju. Tako, postoji H £ T
tako da za neko g £ G1g~IBg ~ T. Tada uzmimo A = {<-1}, B — Hg.
Dobijamo:

(AB)*
{1} UA(BA)*B

(9~1Hg)* = g~IHgU{Q},
{1}U g~1H*Hg = g”~Hg,

kontradikcija. ]

Ukoliko je T familija svih pravih podgrupa date grupe G (dakle, podgrupa
G), tada Conwayev model krade piSemo C(G). Za ovakve specijalne modele
(koji ¢e nam biti potrebni u dokazu da ICA nema kona¢nu bazu) vazi sledeci
kriterijum koji odreduje kada takvi modeli zadovoljavaju neki grupni matricni
identitet. Propoziciju ostavljamo bez dokaza, ali on se, uz nesto viSe tehnickih
detalja, preteZzno oslanja na Propoziciju 2.2.3.

Propozicija 2.3.6. (Krob, [93, Propozicija 16.6]) Neka je G konatna
prosta grupa. Conwayev model C(G) zadovoljava matri¢ni identitet P(H)
ako i samo ako grupa G ne deli grupu H.

Sada ponavljamo tvrdenje Teoreme 2.3.3, ali dajemo dokaz koji se zasniva
na Krobovim idejama.

Teorema 2.3.7. Varijetet KA nema konacnu bazu identiteta.

Dokaz. Pretpostavimo da je 0 konalna baza identiteta za KA. Tada je
svaki od identiteta iz 0 logicka posledica konatnog skupa identiteta iz neke
unapred zadate baze za KA. Mi éemo posmatrati bazu koja se sastoji od
aksioma cu-idempotentnih Conwayevih *-poluprstena i matri¢nih identiteta
P(An), n > 5, gde An oznafava alternativhu grupu permutacija stepena n. Po
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gornjem zakljuCku sledi da ova baza ima konac¢nu podbazu, i bez ogranienja
opStosti moZzemo uzeti da su to identiteti cu-idempotentnih Conwayevih *-
poluprstena zajedno sa P(An), 5< n < no za neko no > 5.

Posmatrajmo sada Conwayev model C(A,0+i). Po Propozicijama 2.3.4
i 2.3.5, on zadovoljava oba Conwayeva identiteta. Dalje, on po Propoziciji
2.3.6 zadovoljava i sve identitete P(An), 5 < n < n0, poSto je Ak prosta
grupa za sve k > 5, a Anotl ne deli An zbog VAnN\< JAno+1] ZakljuCujemo
da je C(Anoti) Kleenejeva algebra, Sto je netacno jer, takode po Propoziciji
2.3.6, C(Ano+i) oCito ne zadovoljava identitet P (Ano+1), koji, medutim, vaZi
na svim Kleenejevim algebrama. ]

Na kraju ove glave pomenimo da je Pratt [132] naSao konacno baziranu jed-
nakosnu teoriju ACT na jeziku koji proSiruje tip Kleenejevih algebri, takvu da
je njen "regularan deo”, tj. skup identiteta koji sadrZze samo operacijske sim-
bole +,m* 0,1, tatno Eq(ICA) (kaZzemo da jednakosna teorija .4CT konzerva-
tivno proSiruje jednakosnu teoriju Kleenejevih algebri). Rec je o tzv. akcionoj
jednakosnoj logici Ciji su modeli akcione algebre. Jasno, njihovi odgovarajudi
redukti su Kleenejeve algebre, i pri tome se uvek dobijaju *-neprekidne Kleene-
jeve algebre, tako da * uvek predstavlja refleksivno-tranzitivho zatvorenje.
Osim toga, svaka konatna algebra iz Kozenovog kvazivarijeteta Q2 se moZe
prosiriti do akcione algebre.

Dodati binarni simboli su —i <—i oni u akcionim algebrama relacija pred-
stavljaju operacije desne i leve reziduacije. Tacnije, imamo sledeci uslov:

a< (c<Db ab<c b< (a—c).
U akcionim algebrama uopS3te, ove operacije se redom nazivaju preimplikacija
i postimplikacija.
Aksiome za ACT su identiteti idempotentnih poluprstena sa jedinicom i

(X <yjezamenazax+y =y):

Xy < (X. z){y. u.

ooy S (y+ 2))i

(v x) S ((y+z2) e
X(x =i < (X - Xy),
(y->x = y < (yx X)),
1. x*x".') X < X

X< (x +y)\
X X
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Pratt istiCe naroCit znalaj poslednjeg identiteta, kojeg zove aksioma Ciste
indukcije. Ona je kljuna u tome da obezbedi da Kleenejevi redukti ak-
cionih algebri budu ' -neprekidni i da tako a* uvek predstavlja infimum skupa
{an : n > 0} (u definiciji tog infimuma je zaista "skrivena” indukcija).
Mozemo reci da je pojam matematicke indukcije u neku ruku dotaknut ope-
racijama —i <—i njihovim osobinama. Specijalno, to znaci da se npr. Con-
wayev skok C4 ne moze proSiriti do akcione algebre. Na taj nalin, po cenu
izlaska u Siri algebarski jezik je ipak moguéa konacna jednakosna aksiomati-
zacija regularnih identiteta.



Glava 3 Multiplikativne Kleenejeve algebre

U prethodnoj glavi smo videli da Kleenejeve algebre nemaju konatnu bazu
identiteta. Ako udemo u detaljniju analizu tog tvrdenja, postavlja se pi-
tanje koje su od operacija U,o,rtc sa relacijama (odnosno +, =* sa jezicima)
"odogvorne” za takav negativan rezultat, tj. da li se mogu izdvojiti neke dve od
njih Cija interakcija forsira beskonacnost baze, ili je ona posledica medudejstva
sve tri operacija zajedno.

Nije teSko dokazati da se svi regularni identiteti koji sadrZze samo +,e
(eventualno sa konstantnim simbolima 0, 1) mogu aksiomatizovati identitetima
idempotentnih poluprstena (pa su stoga konacno bazirani). Takode, moze se
pokazati da se identiteti koji sadrze +,*,0,1 mogu dobiti iz identiteta za +,0
koji opisuju polumreze sa nulom, zatim 0* = 1, i

x'x — X
X - )* = (x+ y)*,
(x+y* = (x+y*~

Prema tome, preostaje da se istraZi Sta se deSava kada kombinujemo mi * (sa ili
bez prisustva 0,1). Upravo je to sadrZaj problema kojeg je 1993. postavio D.
A. Bredikhin. Preciznije, on pita da li varijetet generisan algebrama binarnih
relacija

(V(AXxA), o,rtc)

(koje su, eventualno, proSirene konstantama 0,A”) ima kona¢nu jednakosnu
bazu. Primetimo daje re¢ o "multiplikativnim reduktima” punih Kleenejevih
relacionih algebri.

U radu [43], S. Crvenkovi¢, Z. Esik i autor disertacije su dali negativan
odgovor na ovo pitanje. Na taj nacin, uzroci beskonacne jednakosne aksiomati-
zacije Kleenejevih algebri leZze u superpoziciji kompozicije relacija i refleksivno-
tranzitivnog zatvorenja (odnosno, konkatenacije i Kleenejeve iteracije jezika).

47
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U ovoj glavi prikazujemo kompletan dokaz tog rezultata. Ali, najpre ¢emo
uvesti osnovni pojmovni aparat i razmotriti neka pitanja u vezi sa regularnim
jezicima koji su predstavljivi regularnim izrazima u kojima ne ucestvuje +.

3.1. Osnovne definicije i pojmovi

Za proizvoljan skup A definiSemo algebru
UFRel(A) = (V(A x A), o,rtc, 0, A™),

koju zovemo puna multiplikativha Kleenejeva relaciona algebra. Varijetet
generisan ovim algebrama oznatavamo sa UJ-, a njegovi ¢lanovi su multi-
plikativhe Kleenejeve algebre.

Lako se vidi da je U-slobodni redukt Kleenejeve algebre M(5") kompleksa
monoida Al (vidi Lemu 1.3.1) multiplikativna Kleenejeva algebra. Specijalno,
ako je S = £* slobodan monoid, dobijamo redukt algebre jezika bez +,

UFLang(£) = (7>(E*), m* 0, {A}).

Podalgebru od UFLang(E) generisanu jezicima {a}, a E £, oznafavamo
sa UFReg(E). Elementi ove podalgebre su multiplikativni regularni jezici.
Ocito, regularni jezik je multiplikativan ako i samo ako se moZe predstaviti
regularnim izrazom u kojem ne figuriSe +. Ova primedba obrazlaZze naredno
tvrdenje.

PROPOZICIJA 3.1.1. EqiLEF) se poklapa sa skupom identiteta iz Eq(K.A)
koji ne sadrze +.

Takode, adaptacijom dokaza Kozen-Németijeve teoreme dobija se

P ropozicija 3.1.2. UFReg(E) je UT-slobodna algebra nad £, slobodno
generisana preslikavanjem a e>{a}, a6 £.

Naravno, prirodno se postavlja sledece pitanje.

PROBLEM 3. Da li postoji algoritam koji odlucuje da li je dati regularni
jezik (odreden nekim regularnim izrazom koji ga predstavlja) multiplikativan,
tj. da li je skup svih multiplikativnih regularnih jezika (nad nekom datom
azbukom EJ rekurzivan?



MULTIPLIKATIVNE KLEENEJEVE ALGEBRE 49

Drugim recima, trazi se (ako postoji) efektivna karakterizacija multiplika-
tivnih regularnih jezika. Zaista se lako pokazuje da klasa svih multiplikativnih
regularnih jezika nije ~-varijetet jezika. Tako, nije mogucée reSenje gornjeg
problema u duhu Eilenbergove teoreme o varijetetima, tj. sintakticki monoidi
koji odgovaraju multiplikativnim regularnim jezicima ne formiraju pseudova-
rijetet.

U preostalom delu ovog poglavlja ¢éemo napraviti jednu malu digresiju:
naime, dactemo karakterizaciju multiplikativnih regularnih jezika u slucaju
jednoelementne azbuke, E = {a}. Najpre nam treba jedna lema vezana za
teoriju brojeva. Sa u> oznatavamo skup prirodnih brojeva (koji ukljucuje 0).
Primetimo da je algebra

N +>0)

monoid.

Lema 3.1.3. Svaki podmonoid monoida i) je konatno generisan.

Dokaz. Neka je M podmonoid od i neka je d najveéi zajednicki deljitelj
svih elemenata od M. Jasno, tada postoje mi,..., me 6 M tako da je
(mi,..., mi) = d

Poznato je iz teorije brojeva da postoji prirodan broj kO tako da za sve k > kO
jednaclina

milji + ... + mtyi = dk
ima pozitivno celobrojno reSenje. Sledi da je M kofinitan podskup skupa

dio = {dn : n Eco}.

Sada konstruiSemo brojeve ni,n2, ... na slede¢i nacin. Najpre, ni je naj-
manji nenula element iz M. Zatim, n2 je najmanji nenula element iz M koji
ne pripada podmonoidu (ni). U ¢-tom koraku odabiramo najmanji nenula
element N iz M koji ne pripada podmonoidu (d”-i), pri ¢emu je

di = {nl,...,n9).
Po konstrukciji, ako je dk-1 > d, tada imamo da
dk—+ —(ni,... ,nfci) Tk

pa mora biti dk < dk-1- Stoga je d0 = d za neko I0.
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Medutim, sada je skup
M'={nlx1+ ... + ntOxio : x1,..., x0 £u] CM
kofinitni podskup od dw, pa je M \M' konacan skup. Kako vaZi
M=M UM\MI,
sledi da je podmonoid M generisan sa {ni,..., ne0} U(M \ M'). Dakle, M

ima konatan skup generatora, stoje i trebalo dokazati. ]

Teorema 3.1.4. Svaki multiplikativni regularni jezik L / 0 nad azbukom
S = {a} se moZe predstaviti regularnim izrazom oblika

am(ani )* ... (ark)*.

Drugim recima, multiplikativni regularni podskupovi monoida fl su prazan skup
i translacije njegovih (konacno generisanih) podmonoida.

Dokaz. Tvrdenje je jasno za jednoelementne jezike. Sada teoremu dokazu-
jemo indukcijom po slozenosti multiplikativnog regularnog izraza r koji pred-
stavlja L. Ako je r = st, pri ¢emu su s i t redom ekvivalentni izrazima
ak(ail .(alb)* i ap(ad)* . .. (aqc)*, tada je (zbog komutativnosti jezika nad
jednoelementnom azbukom u odnosu na konkatenaciju) r ekvivalentno sa

ak+p(ahy ...{alb)*(a”y ...{aqy.
U slucaju daje r = s*, neka je
M ={n: an £ L}.

Tadaje 06 M ivazi M2= M, 8to znaci da je M podmonoid od iZ. Po Lemi
3.1.3, vazi
M = (ni,... ,nh)

za neke ni,..., > 1, odakle sledi da je L predstavljen regularnim izrazom
(@a")* ... (@a’h)*. ]

Precizirajuci poslednji sluc¢aj u induktivnhom koraku u prethodnom dokazu,
imamo da je za sve m, nl1?..., > 0,

(a I(am)* mmm(ank)*)* n m+nial+...+nkak
0<qQi,...,cfera
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3.2. UopSteni Conwayevi modeli

Conwayeve modele smo defmisali u prethodnoj glavi. Njihova glavna ideja
bila je da se, prilikom izraCunavanja operacije * za neke komplekse posmatrane
(konactne) grupe, podgrupa generisana tim kompleksom proSiri dodatim nultim
elementom. Time postizemo to da strukturne osobine konacnih grupa uti¢u na
identitete koje takvi modeli zadovoljavaju. Medutim, ispostavlja se da Con-
wayevi modeli nisu dovoljno "jaki” da bi se njima dokazalo da UF (odnosno,
skup multiplikativnih regularnih identiteta) nema kona¢nu bazu. Stoga ¢emo u
ovom poglavlju razmotriti jednu generalizaciju Conwayevih modela, sa nadom
da ¢e nam oni omoguciti finiju analizu regularnih identiteta.

Podsecajuéi se definicije Conwayevih modela, primetimo da smo, umesto
familije podgrupa F date grupe G koja sadrZi sve podgrupe od G kojima
se prilikom izraunavanja “zvezde” ne pridruzuje nulti element 0, mogli da
definiSemo preslikavanje T koje svakoj podgrupi H od G (uraCunavajuéi tu i
0) dodeljuje Th koje je ili 0, ili {0}, pri ¢emu smo se dogovorili da mora biti
T$ = — 0 (kako bi bila ispunjena w-idempotentnost). Sada se "zvezda”
jednostavno definide kao

A* = ((A))UT{AI,

u slucaju A C G, gde ((A)) oznafava podgrupu od G generisanu sa A, dok je
inace A* = (A) (jer je tada 0 E A), gde ¢e u ostatku ove glave (=) oznacavati
generisanje potpolugrupe. Ovakav pristup Conwayevim modelima omogucava
njihovo uopStavanje.

Nekaje G grupa, a S polugrupa (pri ¢emu pretpostavljamo daje GnS1= 0).
Neka je Gs polugrupa definsana na skupu G US tako da za sve g e G i
s E S vaZzi gs = sg = s, dok su operacije na G, odnosno S, indukovane iz
izvornih struktura. Primetimo da je re¢ o veoma specijalnom tipu idealskog
proSirenja polugrupe S 0-grupom G°, posto je S oCito ideal u G, dok je faktor
Gs/S izomorfan sa G°. Neka je svakoj podgrupi H grupe G pridruzena ili
potpolugrupa Th polugrupe 5, ili O (drugim recima, imamo preslikavanje T iz
familije svih podgrupa od G u familiju svih potpolugrupa od S koje ukljucuju
i 0). Tada definiSemo uopsteni Conwayev model

Mt(G,S) = (P(Gs),U,-,*,0,{1}),

gde je A mB proizvod kompleksa A, B C Gs, 1 jedinica grupe G, dok ¢emo *
definisati u dva koraka. Najpre, ako je A C G, tada je

A= ((A))U %
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Primetimo da je (A) = ((A)), ukoliko je A 7~ 0. Medutim, (0) = 0, dok je
((0) = {1}. Najzad, za proizvoljno A C Gs definisemo

A* = {(An5) UAnG)*).

Radi lakSeg zapisa, uvodimo notaciju

r(A)
£(A)

AnG,
Anb.

Skupove T(A) i £(A) zovemo redom grupni, odnosno polugrupni deo od A.
Sledece tvrdenje se odmah dobija direktnom primenom gornjih definicija.

Lema 3.2.1. Nekaje M x(G,S) uopSteni Conwayev model i A,B njegova
proizvoljna dva elementa. Tada vaze jednakosti:

T(AUB) = r(A) UY(B), 7)
T(AB) = r(A)r(5), (8)
T(A%) = ((r(A)), 9)

£(AUB) = £(A)UE(5), (10)
£(A5) = E£(A)SUAE(5), (U)
E(A*) = (E(A) UE(r(A)*)). (12)

Primetimo da se jednakost (11) moZe zapisati u razli¢itim oblicima, u za-
visnosti od toga da li su grupni delovi skupova A, odnosno B, prazni ili ne.
Na primer, ako su T(A) i r(1?) neprazni, tada je

£(AE) = £(A)E(E) UE(A) UE(5).

S druge strane, ako je P(A) = T(B) = 0, tada imamo "E(AB) —£(A)£(f?).

Sa uopStenih Conwayevih modela se lako moze preéi na obitne Conwayeve
modele putem koli¢nika u odnosu na odredene kongruencije. Tacnije, neka je
6s kongruencija na M x(G,5) generisana parovima

{{™)5 {s2}) : si, 26 5%,

tj. najmanja kongruencija u kojoj su svi jednoelementni skupovi {s}, S£ S
sadrzani u jednoj klasi. Primetimo da par elemenata A, B C Gs pripada
Os ako i samo ako T(A) = T(B) i pri tome je ili £(A) = £(5) = 0, ih
E(A)E(5)MO.
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Lema 3.2.2. Neka je M t(G,S) uopSteni Conwayev model i
T—{H <G: Th = 0}.
Tada je M j(G, S)/0s —C"-(G).

Gornje oCigledno tvrdenje zapravo ”deli” postupak provere identiteta na
uopStenom Conwayevom modelu na dve faze, kao stoje to pokazano u narednoj
propoziciji. Medutim, postupak provere je time znatno uproscen.

P ropozicija 3.2.3. Neka sup = p(xi,..., xn) i g = q(xi,..., xn) dva
regularna izraza. Tada model M G, S) zadovoljava identitet p = g ako i samo
ako Cyr(G) zadovoljava identitet p = g, gde je T definisano u prethodnoj lemi,
i za sve Ai,...,AnC Gs imamo

S(p(Ai,..., An)) = T,(q(Ai, ..., An)).

Dokaz. Ako p — g vaZzi na Mx(G,5’), tada je taj identitet tatan i na
koli¢cniku C~r(G), dok je drugi uslov takode oCigledan. Obratno, pretpostavimo
da identitet p = q ne vazi na M t(G, S). Tada je

p(Ai,..., N 2(A\,..., An)
za neke Ai,..., An C Gs. Ali, ako Cjr(G) zadovoljava p = q, sledi da je
T(p(AL, ..., An)) = r(g(Al,...,An)),
jer (A,B) £ 9s jasno povlaci L(A) = T(B). U tom slucaju, mora biti
X(p(AL...,An)ZX(q(A1,...,An)).

Kontradikcija, pa je tvrdenje dokazano. |

Odmah se vidi da je uopsteni Conwayev model u;-idempotentan ako i samo
ako je Ty = 0. Sada je nas cilj da nademo uslove pod kojima on zadovoljava
dva Conwayeva identiteta. Jasno, po gornjoj propoziciji, to ¢e se dogoditi
samo ako leve i desne strane imaju iste polugrupne delove.

Za uopsteni Conwayev model M t(G,S) kazemo da je *-monoton ako za
sve podgrupe H,K < G, H < K povladi Th < Tk -

P ropozicija 3.2.4. Neka su A, B elementiu-idempotentnog *-monotonog
uopstenog Conwayevog modela M]r(G,5), gde je G konacna grupa, a S konac-
na polugrupa. Tada je

E((dU5)") = Z{(A*B)*A*).
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Dokaz. Najpre, po Lemi 3.2.1 imamo

E((AUB)¥) = (E(A) UE(P) UE([r(A) UP(P)]¥)),

kao i
£ ((A*B)*A*) = £((A*P)*)E(A*) UE((A*P)*) U£(A¥),
buduéi da su grupni delovi "zvezdiranih” skupova neprazni. Nastavljajuci
gornja izracunavanja, dobijamo
E((A*P)*) = <£(A*P) UE((r(A*P))*)),
gde je
E(A*P) = £(A*)P UA*E(P) =
= £(A*)P UE(P) UE(A*)E(P) = £(A*)P UE(P),

i £(A*) je dato sa (12).

Sada posmatramo dva slucaja.

Prvo, nekaje T(B) = Oioznaimo P = £(A) UE(r(A)*) i Q —E(B), tako
daje £(A*) = (P). Po gornjim relacijama, sledi

E((AUB)¥) = (P UQ),

Sto je niSta drugo nego vrednost regularnog izraza (p + q)+ u algebri M (5)
(vidi Lemu 1.3.1) u odnosu na interpretaciju p P, g Q. S druge strane,
imamo (posto je B = £(P), T(A*B) = 0i P?j. = 0):

(P)Qug
(P)QUQ)

e(a™p)
E((A*P)*)

E((A*P)*A*) = {{P)Q UQ)(P) U((P)Q UQ) U(P).

Desna stranagornje jednakosti je vrednost terma (p+qg+q)+p++(p+q+q)++p+
u M (5) za istu interpretaciju promenljivih kao i malopre. Ali, jasno je da ova
dva izraza predstavljaju isti regularni jezik (prvi ¢lan drugog izraza predstavlja
sve reci koje se zavrSavaju sa p i sadrZe bar jedno g, drugi ¢lan predstavlja sve
reCi koje se zavrSavaju sa g, dok treéi clan predstavlja reci bez g). Zato M (P)
zadovoljava identitet kojeg Cine gornja dva regularna izraza, pa je propozicija
dokazana u ovom slucaju.

Sada pretpostavimo daje P(P) / 0. Prvo, imamo £(A) Q £(A¥*), i kako
u ovom slucaju vazi E(A*P) = £(A*)E(P) UE(A*) UE(P), sledi

£(A) C £(A*P).
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Dalje, primetimo da je
r ((A*BY) = «T(A*B))) = ((T(A*)T(B))) = ««r(A)))P(£))),

gde se za desnu stranu lako vidi da je jednaka ((r(A) UT(B))) (vidi Propoziciju
2.3.4). Znaci, vazi

E(T(A*B)*) = % (a*»P = % (A)urB)) = S([r(A) UT(B)]*).
Kako je, po pretpostavci, u posmatranom modelu zvezda monotona, sledi
E(r(A)*) ¢ s([r(A) ur(i?)]*),

pa je
£(P(A)*) C £(r(A*£)*).

Time smo upravo pokazali da je
£(A*) = <£(A) UE(P(A)*)) C <E(A*5) UE(P(A*B)*)) = £((A*5)%),
pa se prethodna formula za £((A*i?)*A*) svodi na
E(A*E)*A*) = £((A*5)*) = (E(A*5) UE((r(A*B))¥)) =

= (E(A*)E(5) UE(A*) UE(5) UE([r(A) Ur(B)]¥)).

Sada se sasvim lako vidi daje gornja potpolugrupa od S jednaka potpolugrupi
(E(A) US(B) UE([P(A) UT(B)}*)), koriste¢i £(A*)E(5) C (E(A*) U£(5)),
relaciju (12) i monotonost zvezde. Zaista,

E(A*)E(5) = (E(A)U E(r(A)*))E(5) C
C(E(A) UE(5) UE([r(A) UT(5)]*))E(5) C
C(E(4)Uu£(5)U E([r(A)urm,
i slicno,
E(A*) = (E(A) UE(P(A)¥)) C (E(A) UE(E) UE([r(A) UT(B)]™)).
sto dokazuje da je (E(A*)£(i?) UE(A*) UE(5) UE([r(A) UT(j5)]*)) sadrzano

u (E(A) UE(5) UE([r(A) UT(@J5)]*). Kako se obratna inkluzija dokazuje
neposredno, dokaz drugog slucaja je kompletiran. ]
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Uopsteni Conwayev model M t{G,S) je stabilan na konjugaciju ako za sve
g€ Gisve H < G vazi Th —Tg-iHg.

P ropozicija 3.2.5. Neka je G konatnha grupa, S konafna polugrupa i
neka su A,B elementi uopStenog Conwayevog modela Nt{G,S) koji je u-
idempotentan i stabilan na konjugaciju. Tada je

E((A5)*) = X(A(BA)*B).
Dokaz. U opStem slucaju, vazi

£((AB)*) = <E(AJ?) UZ([T(A)T(B)}*))

E((5A)*) = (E(SA)UE([r(5)r(A)D).

Sada imamo tri slucaja, prema tome da li su neki od skupova F(A) i T(B)
prazni ili ne.

Najpre, pretpostavimo daje F(A) = T(B) = 0. U tom specijalnom slucaju
je £E((AfD)*) = (E(A)E(fl)) i E((fIA)*) = (E(B)Z(A)), a takode i

£(A(BA)*B) = S(A)S(B) UE(A)(E(.B)E(A))E(fI).

Kako identitet (ab)+ = ab + a(ba)+b olito vaZi za regularne jezike, rezultat
sledi ako uzmemo interpretaciju a >»£(A), b  E(5).

Drugi slutaj nastupa kada je P(A) / 0, ali T(B) = 0 (slucaj kada je
T(A) = 0i T(B) 0 je simetrian i stoga u potpunosti analogan). Sada
imamo sledecu situaciju:

E((A5)*) = (£(£) UE(A)E(E)>,

£((5AT)

<E(£) UE(5)E(A)>.

ViSestrukom primenom formule (11) za izratunavanje polugrupnog dela pro-
izvoda, sledi

£(A(5A)*5) = £(A)(E(2?) UE(5)E(A))E(5)U

U(E{B) UE(B)Z(A))E(B) UE(A)E(B) UE(B).

Tvrdenje propozicije je u ovom slucaju posledica sledeéeg regularnog iden-
titeta:
(b+ ab)+ = a(b + ba)+b+ (b+ ba)+tb+ ab+ b
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Najzad, razmotrimo slutaj kada su skupovi r(A) i T(B) neprazni. Tada je

E((A5)*) = (E(AD) UE([r(A)r(22)]%)> =
= (E(A)E(0)UE(A) UE(0) UE([r(A)P(0)]%) =
= (E(A)UEG )UE([r(A)r(5)1)
i analogno,
s((W ) = (S(™) uE(5) u£([r(0)r(A)n>.
Razvoj za £(A(0A)*0) je dat nize:
£(A(0A)*0) = £(A)E((0A)*)E(0) UE(A)E((0A)*)U

UE((0A) )£(0) UE(A)E(0) UE(A) UE((0A)*) UE(5).

Medutim, jasno je daje £(A), £(-0) C £((0A)*), pa se gornja jednakost svodi
na
E(A(0A)*0) = £((0 A)*) = (E(A) UE(0) UE([r(0)r(A)]I*)).

Imitacijom argumenta iz Propozicije 2.3.5, moZe se pokazati da r(A)T(0)
i P(O)r(A) generiSu konjugovane podgrupe od G. Zato je T((r(A)r(B)) =
% (B)r(A)» i

£([r(A)r(0)1*) = £([r(0)r(A)]),

§to okoncava dokaz propozicije. ]

Naravno, za cu-idempotentne uopStene Conwayeve modele vaZe i tvrdenja
obratna Propozicijama 3.2.4 i 3.2.5. Kontraprimeri su u sustini isti kao i u
Propozicijama 2.3.4 i 2.3.5, dok se obrazloZenje prilagodava ambijentu uopSte-
nih modela. Naprimer, akoje H < K is £ Tjj\Tk, tadaje s G £((/v*H)*K¥*),
ali s £ £((i¢ UH)*) = £(/£") = Tk m Ova obratna tvrdenja nismo posebno
istakli, jer ih necemo koristiti van ovog poglavlja. Medutim, time je objasSnjen
obrat u narednoj teoremi.

Teorema 3.2.6. UopsSteni Conwayev model M r(G, S) (za konacne G,S)
je uj-idempotentan Conwayev *-poluprsten ako i samo ako je *-monoton, sta-
bilan na konjugaciju i zadovoljava uslov —0.

Dokaz. Obratna implikacija je razmotrena malopre, pa podimo od pretpos-
tavke daje uopSteni Conwayev model M t{G,S) cu-idempotentan = 0),
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‘-monoton i stabilan na konjugaciju. Posmatrajmo familiju podgrupa od G
definisanu sa

T={H<G: Th=0}

Dati uslovi povlate da je komplement ove familije filter u mrezi podgrupa
grupe G koji je zatvoren na konjugovanje. Ali, tada je T ideal u toj mrezi
koji je takode zatvoren na konjugovanje. Po Propozicijama 2.3.4 i 2.3.5, Con-
wayev model C/-(G) je in-idempotentan Conwayev ‘-poluprsten. Teorema
sada neposredno sledi iz Propozicija 3.2.3, 3.2.4 i 3.2.5. |

3.3. Multiplikativne Kleenejeve algebre nemaju konacnu bazu
identiteta

Kako bismo dokazali rezultat sadrZzan u naslovu ovog poglavlja, usresredi¢emo
se na jednu specijalnu klasu uopstenih Conwayevih modela.

Neka su p < q prosti brojevi. Sa M(p, ) oznatavamo uopSteni Conwayev
model LN3), gdeje Zpm ciklitna grupa reda pg, a LN 3 (idempotentna)
troelementna polugrupa data tablicom:

a
a a
c
c

o T T

c
a
c
c

(Lako se vidi daje ova polugrupa prezentirana sa (a, ha2 = a, b2= b, ab = a).
Sta vi3e, re¢ je o poddirektnom proizvodu dvoelementne polumreZe i dvoele-
mentne levo nulte trake, pa LN3 generide varijetet levo normalnih traka.)
Naravno, Zpg ima Cetiri podgrupe: dve trivijalne i podgrupe izomorfne redom
sa Zpi Zg. Da bismo sada zadali zvezdu u naSem modelu, dovoljno je defini-
sati potpolugrupe od LN3 pridruzene ovim podgrupama. DefiniSemo da su to
r{1} =0, T = {a}, TZq= {b} i TZ49 = LN3.

Kao direktnu posledicu tvrdenja dokazanih u prethodnom poglavlju, dobi-
jamo da vazi

Lema 3.3.1. Za proizvoljne proste brojeve p < g, M(p, q) je co-idempoten-
tan Conwayev *-poluprsten.

Sada Zelimo da pokazemo da za dovoljno velike p i g, M(p, q) zadovoljava
neke od grupnih matri¢nih identiteta koji odgovaraju simetricnim grupama
permutacija.
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PROPOZICIJA 3.3.2. Neka je n prirodan broj, a p,q prosti brojevi takvi da
je "\ < p < g. Neka je S proizvoljna (konacna) polugrupa. Ako je uopSteni
Conwayev model M t(ZF9, S) cv-idempotentan i *-monoton, tada M 7-(Zpq, S)
zadovoljava identitet P(Sn) pridruZzen simetri¢noj grupi permutacija Sn ste-
pena n.

Dokaz. Po Propoziciji 2.2.3, dovoljno je dokazati da za svaku familiju { Aa :
a G5,} elemenata modela My(Zpg,5) (tj. podskupova od Zpg U5) takvu
da je AaATC Aaor za sve a,r E Sn i A*d = Aid (id je identicka permutacija
n-elementnog skupa) vazi A* = A, gde je A = (Jff€5 Aa

Najpre, primetimo daje

A2= AA= ( U Aff) i (J Ard= U A*ArQ U A*or = A.

MES, J \reSn J aT(iSn (r,reS,
Takode, poSto je A*d = Aid, sledi daje 1 G Atd, a time i 1 G A. Ovi zakljucci
pokazuju da A mora biti potpolugrupa od Zpg koja sadrzi jedinicu grupe Zpq,
dakle, unija podgrupe od Zpgi potpolugrupe od S. Sledi daje T(A*) = r(A)
i stoga preostaje da se dokaze da je £(A*) = E(A). Podsetimo se da je
S(A*) = (S(A) UE(r(A)*)). Medutim, T(A) je podgrupa od Zpqg, pa je
S(r(A)*) = 7t(a)- Tako, nas cilj je da pokazemo da je ?r(A) Q S(A) (jer je
tada E(A*) = (S(A)) = S(A)).

U tom smislu, imamo cetiri slu¢aja. Prvo, ako je F(A) = {1}, tada je
Tt[A) = 0, kada nema Sta da se dokazuje. Dalje, neka je F(A) = Zp. Ako
elemente ciklicne grupe Zp oznacimo sa 1,9,92,... ,0pa~1, tada je gq G Zp =
F(A) C A, pa postoji a G Sn tako da gq G Aa. Neka je k red permutacije o u

Sn. Sledi
gkq= (9K £ Aaaa... Aa C Ack = Aid.
N V N

kputa
Ali, k < n\ < p, pa element gkg takode generiSe Zp. Sledi Zp < {(T(Aui))),
odakle je
TZp C T ™ Ad)) C (r(A,-d))* C A*xd= Aid C A,

jer je model M r(Zpg, S) *-monoton. Slutaj F(A) = Zg se reSava u potpunosti
analogno, koristeci Cinjenicu N\ < g. Najzad, neka je T(A) = Zpg. Slicno kao
i malopre, imamo g G Aa za neko a G Sn. Ako je k red a u Sn, zaklju€ujemo
da gk G Ald. Medutim, k < M\ < p < q, paje ((gK) = Zp i F(Atd) = Zpq.
Poslednja jednakost ocito povlaci

TZw C S(A*d) = S(Ald) C S(A),

stoje i trebalo dokazati. [ ]
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Teorema 3.3.3. Ne postoji konatan skup regularnih identiteta (identiteta
koji vaZze na /CA) iz kojeg se mogu izvesti svi identiteti od jedne promenljive
koji vaZze na U T. Stoga varijetet UT nema konac¢nu bazu identiteta.

Dokaz. Pretpostavimo, suprotno tvrdenju teoreme, da postoji konatan
skup identiteta Kleenejevih algebri takav da se svaki identitet od jedne pro-
menljive koji vazi na UT moze izvesti iz tog skupa koriséenjem pravila izvode-
nja jednakosne logike. Po primedbama nakon Teoreme 2.2.2, aksiome u>-idenm-
potentnih Conwayevih *-poluprstena, zajedno sa grupnim matricnim iden-
titetima P(Sn), n > 1, line bazu identiteta za K.A. Po primedbi iz [93]
nakon Posledice 13.6, u klasi u;-idempotentnih Conwayevih *-poluprstena, iz
matriCnog identiteta P(Sn) se mogu izvesti svi identiteti P(Sm), m < n.
Zbog toga, mozemo pretpostaviti da se konatan skup identiteta od kojeg smo
posli sastoji od aksioma poluprstena sa jedinicom, Conwayevih identiteta, u-
idempotentnog zakona i matri¢nog identiteta P(Sno) za neko n0 > 1.

Neka su sada p,q prosti brojevi za koje vazi nOl < p < g Po Lemi 3.3.1,
uopsteni Conwayev model M(p, q) je cj-idempotentan Conwayev *-poluprsten.
Prema Propoziciji 3.3.2, M (p,q) zadovoljava P(Sno). Sledi da redukt modela
M (p, g) iz koga je uklonjena operacija U zadovoljava sve identitete varijeteta
UT, tj. pripada tom varijetetu. S druge strane, posmatrajmo identitet

{xpy{xgT = (xa)*{xp)*.

On je ocito zadovoljen na UT. Medutim, on ne vazi u M(p, q), jer ako za
x stavimo {<7} (gde je g generator ciklicne grupe Zpq), tada leva strana ima
vrednost ZpqU{a, b,c}, dok desna strana postaje ZpqU{a, 6}. Kontradikcija. m

Obratimo paZnju na opStost gornjeg tvrdenja, iz kojeg se rezultat o besko-
nacnoj bazi za UT dobija kao posledica. Medutim, ono pruza moguénosti za
druge primene. Jedna od njih je i sledeca.

Teorema 3.3.4. Varijetet UT- uredenih multiplikativnih Kleenejevih al-
gebri, generisan uredenim algebrama (V(A X A), o,rtc,0, A®, C), nema konac-
nu aksiomatizaciju.

Takode, primetimo da je u Teoremi 3.3.3 potpuno svejedno da li se u tipu
varijeteta UT pojavljuju konstantni simboli 0,1 (koji nastaju redom iz prazne
relacije i dijagonale). Zato ta teorema zapravo ima cetiri "verzije”, ali svaka
od njih ima isti zakljutak o nepostojanju konatne baze identiteta.

Interesantno bi bilo videti kako eksplicitno izgleda neka netrivijalna (na-
ravno, beskonatna) baza identiteta za UT.
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Problem 4. Nadi netrivijalnu bazu za UJ-.

LaksSa verzija ovog problema bi bila da se nade baza za identitete od jedne
promenljive koji vaze na TAT. Po Teoremi 3.3.3, ta baza takode mora biti
beskonacna.

Osim toga, imajudi u vidu daje Eq(UT) C Eq(K.A), mozemo se zapitati
kakav je odnos izmedu ove dve jednakosne teorije.

Problem 5. Nadi relativnu bazu za ICA u odnosu naU¢F. Da lije varijetet
K,A konatno aksiomatizabilan nad IAT?

Ovu glavu ¢emo zavrsSiti jednim zanimljivim problemom u vezi multiplika-
tivnih regularnih jezika koji je autorima ovde prikazanog rada [43] postavio
J. L. Rhodes na IX medunarodnoj konferenciji o automatima i formalnim
jezicima AFL '99. (Vasszecseny, Madarska, 9.-13. avgust 1999.)

Problem 6. (Rhodes, 1999) Nadi geometrijsku karakterizaciju minimal-
nih automata koji prihvataju multiplikativne regularne jezike nad datom konac-
nom azbukom X.



Glava 4 Kleenejeve algebre sa inverzijom

Podsetimo se, Kleenejeve algebre sa inverzijom su ¢lanovi varijeteta /CMV
generisanog algebrama binarnih relacija

Relv(A) = (V(A x A),U,o,rtc,v,0,A A>

Osim toga, ako je w = a\... an re¢ nad azbukom E, tada definiSemo inverznu
re€ in-1 = an... a\. Ova operacija sa recima indukuje operaciju -1 sajezicima
definisami za L C E* na slede¢i nacin:

X-1={w_ 1: wEL}
Posmatrajmo sada algebre jezika sa inverzijom:
Langv(A) = ("P(E*), +,m* - 1,0, {A}).

Varijetet generisan svim ovakvim algebrama oznaci¢emo sa £v. Za razliku
od sluCaja Kleenejevih algebri bez inverzije, imamo da je ICAV/ £v; naime,
vazi stroga inkluzija /CMV C Ev. Ovu c¢injenicu ¢emo obrazloziti u narednom
poglavlju.

Na$ zadatak u ovoj glavi bice da ispitujemo identitete ova dva varijeteta
tj. da ustanovimo na koji nalin uvodenje nove, involutivne operacije utiCe
na regularne identitete. Okosnicu glave ¢ini rad Crvenkovica, Esika i autora
disertacije [42] u kojem je na dva nacina pokazano da K,Ay i £v nemaju
konalnu bazu identiteta, ¢ime je, izmedu ostalog, reSen Problem 4.2.3 Jonssona
[78]. Oba metoda ¢e ovde biti detaljno razmotrena: jedan je viSe "sintakticki”
po karakteru i zasniva se na analizi identiteta involutivnih algebri i njihovih
izvodenja u jednakosnoj logici; drugi pristup se sastoji u uvodenju involutivne
operacije u (klasicne) Conwayeve modele. Ah, pre toga moramo dati pregled
ranijih rezultata u vezi razmatrana dva varijeteta, neophodnih za dalji rad.

63
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4.1. 1CAVi £v: slobodne algebre i relativha aksiomatizacija

Najpre ¢emo definisati joS jednu algebru koja predstavlja proSirenje algebri
jezika. Naime, za azbuku £ neka je E' neka druga azbuka, disjunktna sa E,
koja je u bijektivnom odnosu sa E, tj. svakom slovu a £ E se obostrano
jednoznacno pridruzuje slovo a' £ £'. Za jezik L C (E U£")* definiSemo
Lv={wv: w£ X}, gdeje zaw= a\...an,

w' =ah .3
pri ¢emu je zax £ EUE',

eE,
~\V x=y £E.

Na taj nacin smo dobili algebru
LV(S,E") = (7>((EUE/N)*),+,-,* \0,{A}>.

Pokazuje se da se algebra LV(E, £') moZe potopiti u algebru jezika sa inverzi-
jom.

P ropozicija 4.1.1. Za sve azbuke £ je LV(£,£") £ £v.

Dokaz. Neka je T = E U {#}, gde je j novi simbol. Definisimo najpre
preslikavanje $: EUE' —=T* zax £ E, X' £ E' sa

£ ) = xh
= O-
ZareC w= a\...an £ (E U£")*, ova definicija se proSiruje sa
<) = 0(ai). m<>{an).
Sada se za preslikavanje $ : ~((E UE")*) —» V(T*) dato sa
$z) = {PW: we L}

rutinski pokazuje da je re€ o potapanju LV(£,£') —Langv(T). ]

Neka je sada RV(E, E') podalgebra od Lv(£, £') generisana jezicima {x},
x £ EUE'. Zapravo, re€ je o algebri regularnih jezika nad azbukom EUE'
na kojoj je dodefinisana inverzija v, koja funkcioniSe isto kao i u Lv(£,£").
Znacaj ovih algebri u odnosu na varijetet £v je iskazan slede¢im rezultatom.
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Teorema 4.1.2. (Bloom, Esik, Stefanescu, [27]) RV(E,E") je £v-slobod-
na algebra nad E. Stoga baza identiteta za KA, zajedno sa identitetima

(*+ 2)V = XV+1yV, (13)
oyy = 7Y (14)
(*T = (ovr, (15)
(*T = X (16)

¢ini bazu identiteta za £v.
Primetimo da su identiteti

17)

oV = 0
1 (18)

lv =

posledice identiteta (13)—16).
Na osnovu gornje teoreme, odgovarajucom adaptacijom dokaza Posledice
1.4.5, odmah se dobija

POSLEDICA 4.1.3. Jednakosna teorija varijeteta £ v je odluciva.
Posmatrajmo sada identitet
X + XXYX = XXVX. (29)

(Ekvivalentno, mogli smo pisati x < xxvx.) Njegov znataj je u tome da on
vazi na svim algebrama relacija Relv(A) (a time i na ¢elom varijetetu KAV),
Sto se lako proverava. Ali, on oCito nije tatan na algebrama jezika Langv(E)
i LV(E, E'). Prema tome, KAy + £v.

U vezi sa identitetom (19), uvodimo slede¢i pojam. Kazemo da je jezik
L C (E UE"* zatvoren ako za svaku re¢ w G L oblika w = wivvsAu?2 vazi
ULM2 G L. Najmanji zatvoren jezik koji sadrzi L (koji postoji postoje (EUE")*
zatvoren jezik i poSto se zatvorenost Cuva presecima) je zatvorenje od L, koje
oznaCavamo sa cl(L). Dakle, jezik je zatvoren ako i samo ako je L = cl(L).
Neposredno se pokazuje da je relacija p definisana na algebri regularnih jezika
Reg(E) sa (pri ¢emu uzimamo u-1 umesto uv):

(ii, ¢ 2) Gp ako i samo ako cl(Li) = cl(L2),
kongruencija. Slicno se moze reci i za RV(E,E"), pa imamo faktor-algebru
CRV(E,E") = Rv(E,E")/p.

Ispostavilo se daje re¢ o slobodnim algebrama varijeteta KAV.
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Teorema 4.1.4. (Bloom, Esik, Stefanescu, [27]) CRV(S,E") je HAV-
slobodna algebra nad E.

Stavie, u [27] je pokazano da je zatvorenje regularnog jezika regularan
jezik, i to efektivno: naime, postoji algoritam koji za dati kona¢ni automat
koji prihvata jezik L konstruiSe automat koji prihvata jezik cl(L). Specijalno,
to znali da vazi

Posledica 4.1.5. Jednakosna teorija varijeteta HAA je odlutiva.

Osim toga, lako se vidi da je algebra CRV(E, E') izomorfna algebri Ciji su
elementi zatvoreni regularni jezici nad E, pri ¢emu je rezultat proizvoda dva
jezika zatvorenje konkatenacije ta dva jezika, a zvezda - zatvorenje Kleenejeve
iteracije.

Navedeni rezultati bili su dovoljni Esiku i Bernatskom da nadu relativnu
jednakosnu aksiomatizaciju varijeteta Kleenejevih algebri sa inverzijom HAy
u odnosu na HA. Time su oni potvrdili hipotezu postavljenu u [27].

Teorema 4.1.6. (Esik, Bernatsky, [58]) Regularni identiteti, identiteti
(13)—16) i (19) Cine jednakosnu bazu za /CAy.

Specijalno, to znati da je HAy C Cy. U daljem, mi ¢emo poci upravo od
gornjeg kljuénog tvrdenja, kako bismo pokazali da HAy nema konalnu bazu,
tj. da prisustvo operacije inverza relacija v uglavhom ne "remeti” strukturu
jednakosne teorije Eq(ICAv) u odnosu nha jednakosnu teoriju Eq(ICA).

4.2. Sintakticka teorema o jednakosnim teorijama involutivnih
algebri

Neka je r tip algebri. Sa rv oznatavamo tip koji se dobija proSirivanjem r
unarnim simbolom v. Algebra A tipa rv je involutivha t-algebra ukoliko za
sve / Gr (/ je arnosti n > 0), A zadovoljava identitete

(.f{xx,...,xn))y = f(xy,...,xy), (20)
(xv)v = x (21)
Primetimo da za n = 0 (slutaj konstantnog simbola), identitet (20) glasi

/v = /. Primera radi, ako se tip r sastoji samo iz jednog binarnog simbola,
identitet (20) postaje
xy)V =y VY,
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i pri tome govorimo o involutivnhim grupoidima. Asocijativni involutivni gru-
poidi su involutivne polugrupe. Takode, Teorema 4.1.2 upravo govori daje £v
varijetet svih Kleenejevih algebri sa involucijom.

Neka je V netrivijalan varijetet r-algebri. Sa V obeleZzavamo varijetet in-
volutivnih r-algebri koje zadovoljavaju sve identitete koji vaze u V. To znaci
da je r-redukt svake algebre iz V algebra koja pripada V (specijalno, tada
je ICA = £v). U ovom poglavlju éemo dokazati tvrdenje koje daje potreban
uslov da podvarijetet >V < V ima konatnu bazu identiteta.

Za term t tipa rv definiSemo njegovu pozitivhu normalnu formu t+ i ne-
gativhu normalnu formu t~ na sledeéi nacin.

e Akoje t = x zaneko x 6 X ,onda je t+ = X i t~ = x*
e Akoje t=/(ii,..., tn), gde su ti,..., tn termi, tada je
i+ = f(t+,...,t+),
= /On,...'*/)-

e Ako je t = sv, tada je t+ = s~ it~ = s+.

Nije teSko videti da je zapravo t~ = (iv)+.
Za svaki term t tipa r definiSemo njemu inverzni term tR sa

«tR=x,akojet=xGX,
< tR = f(tR,..., tR), ako je t = f{ti

Neka je X = {x : x £ X} disjunktna (bijektivna) kopija skupa X. Tada
slobodnu algebru Fv(X) mozemo posmatrati kao podalgebru od Fy(X UX).
Za bilo koji term t = t\x\,..., xn,xf,..., xff) tipa rv (gde je t' term tipa
r) koji je u pozitivhoj normalnoj formi, sa [i] oznatavamo element algebre

Fv(lUI),
(i/)Fv(Ifui)(i) xn).

Rec je o vrednosti termovskog preslikavanja t' u slobodnoj algebri Fy(X U J)
kada su vrednosti promenljivih odgovarajuci slobodni generatori. Na primer,
ako je V varijetet svih r-algebriit = (zv)v, s = xv, tadaje li+l = x, |st|= X,
tako da |i+] pripada Fy(X), ali nei |st|

Pretpostavimo da je Ax skup identiteta tipa rv. Ako su ¢i,i2 termi tog
tipa, tada piSemo t —Ax tl ukoliko su oni oblika

= NN s eemj %mi PI(QI jmeej Qn)),
t2 = r(xl,...,xm,p2(qi,...,qn)),
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gde term r(xi,... ,xm,xm+1) sadrZi samo jedno pojavljivanje xm+i, identitet
Pi(xi7.. ., xn) = P2{xi, ..., xn) pripada Ax, dok su qi, ..., gn neki termi. Sada
se lako pokazuje da vazi Ax F p = gako i samo ako postoji niz terma to,...,tk
tako daje io = P, tk = Qidavazi L-i “Axti zasvel <i<k

Skup identiteta E tipa r je zatvoren u odnosu na inverziju ako za svaki
identitet p = g koji pripada E, identitet pR = gR takode pripada E. Oznacimo
sa Inv involucijske identitete (20) i (21).

Lema 4.2.1. Za bilo koje terme ti it2 tiparv je ty = ako i samo ako
Inv hti = ;2*

Dokaz. Dokaz sledi iz Cinjenice da za svaki term t vazi Inv ht = t+, kao i
da p —inv q implicira p+ = g+. ]

Primetimo da operator + vrSi na termu primenu involucije, sve dok se ona
ne "spusti” do nivoa promenljivih.

Lema 4.2.2. Nekaje E skup identiteta tipa «. Akoje E zatvoren u odnosu

na inverziju i ako je ti —%£ t2 za neke terme ii,;2, tada je tf — i2'2
ij — -

Dokaz. Ako je ii —e 72, onda postoji identitet pi = P2 iz E (koji sadrzi,
recimo, n promenljivih), term r(xi, ..., xm,xmjri) koji sadrzi samo jedno po-
javljivanje promenljive xm+i i termi qi,..., gn, tako da je

h = r(xi,...,xm,pi(qi,...,qn)),
h = r(xi,....,xmp2(qi,...,qn))-

Tvrdenje pokazujemo indukcijom po sloZenosti terma r.
Najpre, neka je r = xm+i. Tada je

4

)i
4 e
A = Pltil, = )

N = p’?(?(,-

Sada t+ -+e 4 sledi trivijalno, dok tjj -*£i7 vazi poSto identitet pf = pf
pripada E.

Neka je sada r = f(ri,..., re). Bez ogranitenja opStosti, pretpostavimo da
je ri podterm koji sadrzi xm+i- Tada imamo

h = f(ri(xi,...,xm),...,re(xi,...,xm,pi(qi,...,qn)),
t2 = f(ri(xi,...,xm),...,r&xi,...,xm,p2(qi,...,qn))-
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Primetimo da za bilo koje terme si,S2,tii, ®= ,ut-i takve da si —e s2 vaZi

-yE/O0 i,..., 1B i,s2),
kao i
I(=S1, UE-1, ..., Ui) =E f(s2) , Ul).
Oznacimo
t = ri(xx,...,xm,pl(qu...,qn)),
t = r\(xi,...,a;m,p2(gi,---,gn))-

Tada vazi t —e t1, Pa je, P° induktivnoj pretpostavci, t+ M e (t')+ i t~ —m
(tY)~. Ali, po prethodnoj primedbi imamo i

firt 1enlf&iNTY ~E f(r+. mnU At)+)
f(t~,rj. -S mn-~

Sto u stvari znaCi tf —g AN #Etim
Najzad, razmotrimo slu¢aj r = rf. Imamo:

N = (n(ni,-

@2 = {n(x1,. ==.9n))V.
Oznacimo kraée t\ = (si)v i i2 = (s2)v- Kako identitet p\ = p2 pripada E,
to je si — s2. Po induktivnoj pretpostavci, vaZi —e Visf —e s2nm
Tvrdenje sada sledi neposredno, posto je tf = s~ it~ = sf zai= 1,2. |

Ako je >V < V, kazemo da skup identiteta Ax Cini relativhu bazu identiteta
za IV u odnosu na V ako Ax zajedno sa nekom bazom identiteta za V Cini
bazu identiteta za W. Tako, Teoreme 4.1.2 i 4.1.6 opisuju (konacne) relativne
baze identiteta za £v, tj. /CAV u odnosu na ICA.

Teorema 4.2.3. Neka je E neki skup identiteta koji vaZe u varijetetu r-
algebri V i neka je Ax relativna baza identiteta za varijetet >V < V u odnosu
na V. Pretpostavimo da su ispunjeni slede¢i uslovi:

(1) E je zatvoren na inverziju,

(2) ako su ii,i2 termi tipa rv takvi daje t\ —mx t2 i |i] pripada Fv(AT),
tada E Ulnv :}t\ = t2.

Tada je E' = E Ulnv UAXx baza identiteta za W ako i samo ako je E baza
identiteta za V.
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Dokaz. Najpre, jasno je da je za proizvoljnu bazu identiteta E varijeteta
V, E' baza identiteta za varijetet >V. Obratno, pretpostavimo da identiteti
E' = E Ulnv UAx aksiomatizuju varijetet W. Cilj je da pokaZzemo da je tada
E baza identiteta za V.

Neka su i i i' termi tipa r i neka identitet t = t' vazi u V. Tada postoji
niz terma to,t\, m.. ;tk tako dajet=to, t' = tkii, i —m tizasve 1 <i< k
Tvrdimo da

Ei-tu =4
zasve 1 < i < k Kako su t,t' r-termi, tojet = t+ i t' = {t")+, pa bi tada
sledilo E b t = t', ime bi nasS cilj bio postignut.

Dokazimo da je E b tf_x = tf indukcijom po i. Razlikujemo tri slucaja.
Ako je C x —Zinv t{, tada je tf_x = tf po Lemi 4.2.1. Ako je i —e U, onda
je tf_j —e tf po Lemi 4.2.2, paje E Htf x = tf. Najzad, nekaje i,:-i tt.
Tada po induktivnoj hipotezi sledi E b tf_x = tf za sve j < %—1, odakle

= |i+ |pripada slobodnoj algebri Fv(X). Po uslovu (2), imamo da

E Ulnv b ti-1 = ti,

§to na osnovu prethodne dve leme znaci da E b tf r = tf. |

POSLEDICA 4.2.4. Neka konaan skup identiteta Ax tipa r Cini relativnu
bazu varijeteta W < V u odnosu na V. Ako varijetet V ima konatnu bazu
identiteta, onda je ima >V. Pretpostavimo da su ispunjeni i sledeéi uslovi:

(1) jednakosna teorija varijeteta V je zatvorena na inverziju,

(2) postoji konacan skup identiteta F koji vaZze na V tako da ako su t\,t2
termi tipa rv takvi da vazi t\ -~Ax ;2 * V'] pripada Fy(X), tada

FUlnv bii = ;2-

Tada IV i V zadovoljavaju iste identitete tipa r i ako je varijetet W konacno
baziran, onda je to i V.

Dokaz. Kako je >V < V, to bilo koji identitet tipa r koji vaZi u V vazi i
u W. Stavise, podto su Inv i Ax kona¢ni skupovi, ako V ima kona¢nu bazu
identiteta, onda to vazi i za W.

Pretpostavimo sada da vaZe data dva uslova. Neka je E konafan skup
identiteta tipa r koji je zatvoren u odnosu na inverziju koji sadrzi skup F i
zajedno sa Inv i Ax Cini bazu identiteta za >V. S obzirom da sada E zadovo-
ljava uslove prethodne teoreme, sledi da je E jednakosna baza za varijetet V.
Prema tome, ako W ima konalnu bazu, onda je ima i V, i ova dva varijeteta,
osim toga, zadovoljavaju iste identitete tipa r. n
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Posledica 4.2.5. Varijeteti V iV zadovoljavaju iste identitete tipa r ako
i samo ako su identiteti varijeteta V zatvoreni na inverziju. U tom slu¢aju V
ima konaCnu bazu identiteta ako i samo ako V ima konatnu bazu identiteta.

Odavde se neposredno dobija
Teorema 4.2.6. Varijetet £v nema konalnu bazu identiteta.

Na osnovu pokazanih opstih jednakosno-logi¢kih tvrdenja, sada moZemo
dokazati i glavni rezultat ove glave.

Teorema 4.2.7. Varijetet KAA nema konac¢nu bazu identiteta.

Dokaz. Najpre, jasno je da je Eq{K,A) zatvoreno na inverziju, tj. ako je
p = g regularni identitet, onda je to i pR = gR. Stoga je prema Posledici 4.2.4
dovoljno pokazati da postoji konatan skup F regularnih identiteta takav da
za sve v-regularne izraze ;i,i2 nad E vazi: ako je ['] £ Reg(T,) iii ~e0i2
(gde se Eq sastoji iz jedinog identiteta (19)), tada je F Ulnv h t\ = t2.

Po pretpostavci, t2 se dobija iz t\ zamenom podterma oblika p + ppvp sa
ppwp, ili obratno. Medutim, regularni jezik \tf\ ne sadrZi nijednu re¢ u kojoj
se pojavljuje slovo iz E, pa se p + ppwp, odnosno ppwp, mora pojaviti u ii u
okviru podterma g koji predstavlja prazan jezik, ili pak p predstavlja {A}. U
svakom od ovih sluCajeva se lako vidi da F Ulnv h ii = i2, gde je F skup
jednakosnih aksioma za w-idempotentne Conwayeve *-poluprstene. ]

Ovu teoremu ¢emo jo$ jednom dokazati u narednom poglavlju, primenom
Conwayevih modela sa involucijom.

Na kraju ovog poglavlja, pomenimo jo§ jednu primenu Teoreme 4.2.3 i
njene Posledice 4.2.4, i to u teoriji (involutivnih) polugrupa. Crvenkovic,
Vinci¢ i autor disertacije [46] su upravo uz pomo¢ pomenutih tvrdenja opisali
klasu involutivnih polugrupa sa beskonathom bazom identiteta. Najmanji
primer te vrste je 13-elementna involutivna polugrupa koja se dobija od 3esto-
elementne Perkinsove polugrupe, tj. Brandtovog monoida B\ (gde je B2 =
(a,b]a2 = b2 = 0, aba = a, bab = b)), konstrukcijom koja je u teoriji polu-
grupa poznata kao O-direktna unija (odnosno ortogonalna suma) polugrupe sa
svojom anti-izomorfnom kopijom.

4.3. Involutivni Conwayevi modeli

Neka je Ce (G) = (P(G°), U, *0,{1}) Conwayev model. Neka za g £ G,
g_1 oznafava inverz elementa g u grupi G, dok je 0-1 = 0. Jasno, ovim je
definisana jedna involucija na 0-grupi G°. Neka je sada za A C G°,

Av = {a-1: af A}.
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Tada je

CE£(G) = <7>(G°),U,-,*,V,0,{1})
involutivni Conwayev model (koji odgovara grupi G i familiji njenih podgrupa
T). Kao i u slucaju obi¢nih Conwayevih modela, ako je J familija svih pravih
podgrupa od G, tada izostavljamo donji indeks koji se odnosi na tu familiju.

Lema 4.3.1. Nekaje G grupa. Tadaje C"-(G) involutivni u-idempotentni
*-poluprsten (dakle, zadovoljava identitete (13)-(16)J koji zadovoljava i iden-
titet (19).

Dokaz. Najpre, joS smo ranije videli da je CjRG") iD-idempotentni *-polu-
prsten. ldentitet (13) je oCito zadovoljen u Cyr(G), kao i (16), poSto je
(a-1)-1 = a za sve a G G U{0}. Identitet (14) takode lako sledi, jer je
unarna operacija  involucija ne samo na grupi G, ve¢ i na 0-grupi G°. Dalje,
primetimo da za podskup A C G U{0} koji sadrzi element a ~ 0 imamo

A = A{a~1}{a} C AAVA,

dok se inkluzija A C AAVA dobija neposredno akoje A = 0ili A = {0}. Tako,
Cjr(G) zadovoljava identitet (19).

Preostaje da ispitamo identitet (15). Prvo, primetimo daje A* ili podgrupa
od G, ili unija podgrupe od G i {0}. Zato je (A*)v = A*. S druge strane,
svaki podskup A C G generi8e istu podgrupu od G kao i Av. Takode, 0 G A
ako i samo ako 0 G Av. Otuda je (Av)* = A*, tj. imamo (A*)v = (Av)* za
sve A C G U{0}. ]

Sada moZemo pokazati analogon Teoreme 2.2.2 Blooma i Esika za varijetet
/CAV.

Teorema 4.3.2. Neka je Q neka klasa konacnih grupa. Aksiome invo-
lutivnih uj-idempotentnih Conwayevih *-poluprstena, matri¢ni identiteti P(G)
za G G G i identitet (19) Cine bazu identiteta za K.Av ako i samo ako svaka
konacna prosta grupa deli neku grupu iz Q.

Dokaz. Ako svaka konalna prosta grupa deli neku grupu iz Q, tada nabro-
jani identiteti Cine bazu identiteta za /CAV po Teoremama 2.2.2 i 4.1.6. Obrat-
no, neka je Q neka klasa konacnih grupa koja na u teoremi opisan nacin in-
dukuje bazu identiteta za /CAV i neka je G konacna prosta grupa. Posmat-
rajmo involutivni Conwayev model CV(G). Ako G ne deli nijednu grupu iz
Q, tada po Propoziciji 2.3.6 model CV(G) zadovoljava sve grupne matri¢ne
identitete pridruzene ¢lanovima klase Q. Prema ovom zakljucku i prethodnoj
lemi, sledilo bi CV(G) G/CAV. Medutim (ponovo po Propoziciji 2.3.6), CV(G)
oCito ne zadovoljava identitet P(G), Sto je kontradikcija. ]
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Najzad, ponavljamo Teoremu 4.2.7 sa dokazom koji koristi involutivne
Conwayeve modele (njihova upotreba je sadrZzana u pozivu na gornju teoremu).

Teorema 4.3.3. Varijetet ICAV nema konatnu bazu identiteta.

Dokaz. Analogno kao i u dokazu Teoreme 2.3.7, dolazimo do zakljutka
da ako ICAV ima konatnu bazu identiteta, tada se jedna takva konacna baza
sastoji od aksioma involutivnih cu-idempotentnih Conwayevih *-poluprstena,
identiteta (19) i grupnih identiteta P(An), 5 < n < no, za neko ug > 5.
Ali, tada prosta grupa A, 0+1 ne deli nijednu od grupa A5,..., Ano, Sto je
kontradikcija sa prethodnom teoremom. ]

4.4. Multiplikativhe Kleenejeve algebre sa inverzijom

Neka je za bilo koji skup A, UFRelv(A) algebra koja se dobija od UFRel(A)
proSirivanjem operacijom inverzije relacija, tj.

UFRelv(A) = (V(A X A), 0,rtc, v, 0, Aa).

Varijetet generisan ovim algebrama oznafavamo sa UTy. Njegovi ¢lanovi su
multiplikativne Kleenejeve algebre sa inverzijom.
Imajudi u vidu Teoremu 4.1.6, prirodno je odmah postaviti

Problem 7. Dalije U relativno konac¢no baziran nadUJc? Ako jeste,
odrediti jednu konacnu relativhu bazu identiteta za navedene varijetete.

S druge strane, moZe se pokazati da varijetet generisan multiplikativnim
algebrama jezika sa inverzijom UFLang” (koje se dobijaju od UFLangs
dodavanjem operacije inverza jezika) ima kona¢nu bazu identiteta nad UT.
Dovoljno je uzeti u obzir involucijske aksiome (xy)s = yvxv, (&*)v = (rv)*,
0V = 0 (pri ¢emu iz poslednja dva identiteta i 0* = 1 sledi Iv = 1).

Ukoliko bismo nasli kona¢nu aksiomatizaciju UJ~y nad 1AT koja se traZi u
gornjem problemu, mogli bismo lako, adaptacijom metoda prikazanih u ovoj i
prethodnoj glavi, dokazati da varijetet UiTv takode nema kona¢nu jednakosnu
bazu. Medutim, u ovom poglavlju ¢emo pokazati upravo to tvrdenje ¢ak i bez
poznavanja reSenja Problema 7. Kako bismo mogli da ga "zaobidemo”, bice
nam ponovo potrebna specijalna klasa uopstenih Conwayevih modela (razliita
od one upotrebljene u prethodnoj glavi), koju ¢emo dobiti komponovanjem dve
konalne grupe.

Oznafimo sa D(p, q) uopsteni Conwayev model ~M.T(Zpg, D4), koji je uz to
proSiren involutivhom operacijom v, kao Sto sledi. Ovde je Zpg (kao i ranije)
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ciklicna grupa reda pq, gde su p < q prosti brojevi, dok je D\ grupa simetrija
kvadrata, diedarska grupa stepena 4m Podsetimo se da su elementi grupe D4
osne simetrije u odnosu na prave a,b,c,d (vidi sliku), rotacije Pq i p62 oko
0 za ugao %], centralna simetrija u odnosu na 0 i identi¢ko preslikavanje u
ravni (dakle, ukupno osam elemenata). Osne simetrije aa,ab,aci aj, generisu
ciklicne podgrupe od D4 reda 2. Primetimo da podgrupe Ha = {(aa)) i lic —
(=c)) ne komutiraju, posto je

T
aaoac- pl

GcOCm = PQ2.

Neka je T{1} = 0, TZp = Ha, TZq = Hci TZxg = D4. Najzad, operacija v
je definisana isto kao i u prethodnom poglavlju:

Av = {a-1 :a £ A],

gde a-1 oznacava grupni inverz elementa a £ Zpg UD4 (ve¢ prema tome da li
ae Zpqg, ili a £ 2?4).

Kako je pridruzivanje T definisano u D(p, q) tako daje odgovarajuci uop-
Steni Conwayev model *-monoton, stabilan na konjugaciju i <D-idempotentan,
odmah se dobija

Lema 4.4.1. B(p,q) zadovoljava identitete u-idempotentnih Conwayevih
*-poluprstena.

Primetimo da smo malopre opisano proSirenje uopStenog Conwayevog mo-
dela involutivhom operacijom v mogli da jednako izvedemo i na svakom dru-
gom uopStenom Conwayevom modelu u kojem je "polugrupni deo” takode
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grupa (ili, joS opStije, polugrupa na kojoj se moze definisati neki antiautomor-
fizam). Na taj nacin se dobija model M~ (G,H).

P ropozicija 4.4.2. Neka su G,H proizvoljne konacne grupe. Tada svaki
involutivni uopSteni Conwayev model oblika WL j(G,H) zadovoljava identitete

(13)—€16) i (19).

Dokaz. Kako je operacija v definisana kao tackasta primena grupnog in-
verza, identiteti (14) i (16) slede kao posledice dobro poznatih identiteta grupa,
dok je identitet (13) ocCigledan. Stoga preostaje da se provere identiteti (15) i
(19).

Pretpostavimo prvo da je A C G. Tada sledi

UT = ((A)UT{a)Yy = {({A)y UTfa = ((A) UT{a} = A~*,

posto za svaku grupu K (pa tako i za svaku podgrupu od H) vazi Kv = K.
Kako A i Av generiSu istu podgrupu od G, imamo

(Av)* = A*,
Posmatrajmo sada opSsti slu¢aj. Tada je

(A*)v

((An H)u (An G)*)v = ((An HY u ((AnG)*)v) =
<(AVn H) u (Av n G)*) = (Av)*

posto se lako proverava da u polugrupi GH vazi (i?)v = (Bw) zasve B C GUH.
Konac¢no, za sve A C G UH imamo

A = {awmaEA}={aa~1la: aEA} C
C {a: aEA}a_1l: aEA}{a: aEA) = AAVA

Sto pokazuje tvrdenje za identitet (19). ]

T eorema 4.4.3. Ne postoji konafan skup identiteta koji vaze na ICAV iz
kojeg se mogu izvesti svi identiteti od jedne promenljive koji vaze na UJ-V.
Stoga varijetet UTy nema konatnu bazu identiteta.

Dokaz. Analogno kao i u dokazu Teoreme 3.3.3, pretpostavka da UZFy ima
konatnu bazu vodi zakljutku da se iz aksioma to-idempotentnih Conwayevih *-
poluprstena, (13)—16), (19) i grupnog matri¢nog identiteta P(Sn), za dovoljno
veliko n, moze izvesti Cela jednakosna teorija Eq(ICAv). Ali tada, po Lemi
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4.4.1, Propoziciji 4.4.2 i Propoziciji 3.3.2, D(p, g) je model za sve pobrojane
identitete. Medutim, u ovom modelu ne vaZi

(Zp)*(>9* = (z9*")*

(Sto oCito vaZi na jer se za interpretaciju x a, (gde je a generator
cikli¢ne grupe Zpq) dobija ZpgUHclia na levoj strani (jer je HaUHCUHcHa =
Hclla)i dok desna strana ima vrednost ZpgUHaHc. Ali, kao Sto smo primetili,
imamo HaHc ~ H(Ha, pa dobijena kontradikcija okontava dokaz. |

Prethodni dokaz se moZe prepraviti tako da se dobije

T eorema 4.4.4. Varijetet generisan multiplikativnim algebrama jezika sa
inverzijom UFLangV nema konatnu bazu identiteta.

Primetimo daje u gornjem dokazu sustinska bila jedino ¢injenica da D4 ima
dve nekomutirajuce podgrupe. Na taj nacin, gornji dokaz smo mogli izvesti uz
pomoc¢ bilo koje konacne grupe sa ovom osobinom; medutim, opredelili smo
se za T4, jer je reC o grupi sa najmanjim brojem elemenata koja ima dve
nekomutirajuée podgrupe (vidi [45], strane 203-204).
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Ve¢ smo u prvoj glavi napomenuli da se celokupna teorija algebri jezika i,
specijalno, regularnih jezika, moze uopstiti na komplekse proizvoljnog monoida
i njegove regularne podskupove. Takode, moZemo posmatrati algebre M(S)
(gde je S monoid) kao analogone algebri jezika (koje se pokalapaju sa M (E*)).
Varijetet generisan klasom ovakvih algebri svakako je podvarijetet od ICA. U
ovoj glavi ¢emo posmatrati sluaj kada radimo sa kompleksima i regularnim
podskupovima slobodnih komutativnhih monoida nad nekom azbukom E. Te
monoide ¢emo oznacavati sa E®.

Komutativna re¢ nad azbukom E je proizvoljni element monoida E®. Jas-
no, ako je E = {oi, a2,a3, ...}, i ako se u komutativnoj re¢i w G E® pojavljuju
slova ai,..., an, tada imamo veoma prirodno kanoni¢ko predstavljanje za w:

w = cijl.. .aEn,

gde su fci,..., fm > 1 prirodni brojevi. Komutativni jezik L nad E je sada
proizvoljan skup komutativnih reci, odnosno, proizvoljan podskup L C E®.

Ovde moramo skrenuti paZnju na izvesnu terminoloSku nepravilnost u
gornjim definicijama. Naime, komutativne reci (jezici), strogo uzev, nisu
reCi (jezici) u smislu definicija sa poCetka disertacije. Redko [135] i Conway
[40] koriste izraz "komutativni dogadaj” umesto termina ”komutativni jezik”.
Medutim, ovakvu terminologiju je koristio Salomaa u svojoj knjizi [141], i
¢ini se da se (pod njegovim uticajem) ona ustalila u literaturi. Ovde ¢emo
preuzeti njegove nazive, imajuci stalno u vidu da se pri tome "re¢” i "jezik”
ne upotrebljavaju u smislu viSeg rodnog pojma.

5.1. Identiteti komutativnih jezika

Algebra komutativnih jezika nad azbukom E je algebra

CLang(E) = (T"E®), + 0, {A}),

77
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gde je + skupovna unija, eprozivod kompleksa odreden komutativnim mno-
Zenjem u monoidu X®, a * iteracija komutativnih jezika definisana sa

71>0

pri ¢emu je ponovo L° = {A}. Varijetet generisan svim algebrama komu-
tativnih jezika (lako se vidi da je dovoljno uzeti samo one konstruisane nad
najviSe prebrojivom azbukom) oznatavamo sa CL. MoZe se pokazati da se
CL poklapa sa varijetetom koji je generisan svim komutativnim standard-
nim Kleenejevim algebrama binarnih relacija. Medutim, veze varijeteta CL
sa Kleenejevim relacionim algebrama nisu toliko transparentne kao u slucaju
"velikog” varijeteta /CM, pa ¢emo se ovde mnogo viSe oslanjati na komutativne
jezike.

Podalgebru od CLang(S) generisanu sa {a}, a G X (ili, ekvivalentno,
konatnim komutativnim jezicima), oznatavamo sa CReg(X), a njene ele-
mente zovemo komutativnim regularnim jezicima. Re€ je o slikama obicnih
regularnih jezika nad X u odnosu na homomorfizam Reg(X) — CLang(X)
koji je odreden homomorfizmom monoida X* —* X® koji fiksira slova iz X.
Primetimo da ako je |Xi] = 1, tada je CLang(Xj) = Lang(Xj) i, sledstveno
tome, CReg(X!) = Reg(Xi) (u daljem ¢emo, za proizvoljan kardinalni broj
k, koristiti notaciju XKkako bismo oznacili azbuku sa k slova).

Imitacijom dokaza Kozen-Nemetijeve teoreme, moZemo pokazati da vaZi
njen komutativni analogon.

Propozicija 5.1.1. CReg(X) je CL-slobodna algebra nad X, slobodno
generisana preslikavanjem a i-m{a}, a 6 X.

Gornja propozicija i primedba pre nje imaju jednu interesantnu posledicu.
Za proizvoljan varijetet V, sa Eqn(V) ¢emo oznaciti onaj deo jednakosne teorije
Eq(V) Ciji identiteti sadrze najvise n promenljivih.

Posledica 5.1.2. Eqi(CL) = Eqi(K.A).

Dokaz. Dokaz sledi neposredno iz prethodne propozicije, Kozen-Nemetijeve
teoreme, jednakosti CReg(Xi) = Reg(Xi) i €injenice da za proizvoljan vari-
jetet V, skup X i prirodan broj n takav daje [|X] > n, vazi Eqn(Fp(X)) =
Eqn(V).

Redko [134], Conway [40] i Krob [93] daju (istu, ali sa razli¢itim doka-
zima) jednakosnu aksiomatizaciju za EqQ\(/CM) u okviru Eq(ICA), tj. netri-
vijalnu kolekciju regularnih identiteta iz kojih se mogu izvesti svi regularni
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identiteti sa jednom promenljivom. Podsetimo se, grupni matri¢ni identitet
P(Zp) pridruzen cikli¢noj grupi Zp prostog reda p je ekvivalentan identitetu

(i +x+... +xp~l)(xpy = x*

Gornji identitet oznatavamo sa Cp. ldentiteti u;-idempotentnih Conwayevih
*-poluprstena, zajedno sa identitetima Cv za sve proste brojeve p, nazivaju se
klasi¢ne aksiome.

Teorema 5.1.3. (Redko, [134], Conway, [40, Teorema IV.5], Krob [93,
Teorema 14.8]) Skup posledica klasicnih aksioma sa samo jednom promenlji-
vom je tatno Eqi(K,A).

U preostalom delu ovog poglavlja prikazujemo glavni rezultat Redkovog
rada [135] koji opisuje jednu bazu identiteta za varijetet CL. Treba pomenuti
da je Redkov dokaz imao greSku, koju je primetio i korigovao Pilling [120].
Pillingova ispravka je u formi rukopisa bila dostupna jo§ krajem S3ezdesetih
godina Conwayu, pa se ispravljen dokaz pojavio ve¢ u [40]. Ovde je prezen-
tiran upravo taj dokaz, prilagoden naSem pojmovnom aparatu i notaciji. U
narednom poglavlju éemo pokazati da CL nema konacnu bazu identiteta, tako
da svaka baza za CL mora biti beskonacna.

Posmatrajmo identitete

Xy = Yyx, (22)
XFy* = (Xy)*(X*+ y*). (23)

Skup koji se sastoji od klasi¢nih aksioma i ova dva identiteta oznaci¢emo sa
©CL- Primetimo da iz &c1 sledi

V=0 yrr = (@) +Hy) > (V)T = 2ty > TV
(podsetimo se, r < s je skraceni zapis za r + s = s), odakle dobijamo
(X +y)* = x*y* (24)
Dalje, odavde imamo
OFy)* - 1+ (CFy) Xy = 1+ @& + y)*y = 1+ x*y*y. (25)

Primetimo da se, uz pomo¢ klasicnih aksioma, iz identiteta Cv mogu izvesti
identiteti
(1+ @+ ...t *n-q)(an)* = a*
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za sve n > 1. Gornji identitet oznaavamo sa Cn. Ako uvedemo skracenu
oznaku x<n = 1+ x + ... + xn~1, tada Cn piSemo kao x<n(xn)* = x*. Induk-
tivnim putem, iz O cl se sada za svaki niz prirodnih brojevan= ( n i,,n*),
k > 1, moze dobiti identitet Cn:

X\.ooxi = {x? ... xk«)\x<n'*;... 4 + X U x <nk).

Za (komutativni) regularni izraz r nad £ kaZzemo da je u normalnoj formi
ako je r zbir izraza oblika uvj ... v*, gde su u,vi,..., un reci nad £.

Lema 5.1.4. Svaki komutativni regularni izrazje Qc L-ekvivalentan nekom
komutativnom regularnom izrazu u normalnojformi (tj. iz Ocl se vnoZe izvesti
identitet u kome ucestvuju uoceni izraz i neki izraz u normalnoj formi).

Dokaz. Putem (24) eliminiSemo sva pojavljivanja simbola -f pod dejstvom
zvezde, dok koriSéenjem (22) i (25) uklanjamo zvezde na koje deluju druge
zvezde. Nakon ovih transformacija, svaki "zvezdirani” izraz je rec, pa se nor-
malna forma dobija primenom komutativnog zakona (22). ]

Za (komutativne) reci w\,... ,wn kaZemo da su nezavisne ako iz

m'l...w°n= wfl... womn

sledi a%= f= za sve 1 < *< n. Normalna forma je nezavisna ako su za svaki
njen sabirak uv\ ... v*, reci V\,..., vn nezavisne.

Lema 5.1.5. Svaki komutativni regularni izraz je QcL-ekvivalentan nekoj
nezavisnoj normalnoj formi.

Dokaz. Pretpostavimo da se u normalnoj formi datog izraza nalazi sabirak
uv\ ... u*, pri ¢emu su reci V\,... ,un zavisne. Tada ih mozemo prenumerisati
tako da ta zavisnost glasi vfv% ... = vfv)+l ... za neko r > 1 i eksponente
a, /3,7,6,... koji nisu svi nula. Ako oznaimo n = {a, j3,...) im = (7,6,...),
tada redom iz identiteta Cn i Cm dobijamo

1 * <h
Vi m + viv:

KK+1leem= (vrvr+lee)("<7<+] """+ KW+
Mnozenjem ova dva identiteta, koris¢enjem komutativnog zakona (22) i iden-
titeta x*x* = x*, a zatim i mnoZenjem sa u, dobijamo zbir ©cL-ekvivalentan
izrazu uvi mmevn u kojem svaki od sabiraka ima manje od n re€i pod dejstvom
zvezde. Upravo opisani postupak se nastavlja (jasno, on se na datu normalnu
formu moZe primeniti samo konano mnogo puta) sve dok ne dobijemo neza-
visnu normalnu formu. ]
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Do kraja poglavlja ¢emo fiksirati komutativni izraz

t =
takav da su reci ti,...,tm nezavisne. Zatim, primetimo da se svaka re¢
nad azbukom Pm = {ai,...,ajvf} (koju ¢emo takode smatrati fiksiranom)
w = a"l... moze identifikovati sa uredenom M-torkom nenegativnih
celih brojeva (0+ Na taj nacin, komutativne reci jesu elementi

skupa ujim, a komutativni jezici - podskupovi ovog skupa. Naravno, na ovom
skupu se moZe definisati struktura polumodula nad jedini¢nim poluprstenom
{u, +, -,0,1); medutim, opisane nizove brojeva mozemo posmatrati i kao speci-
jalne elemente vektorskog prostora

Qm=00..0Q,

511
M

dimenzije M nad poljem racionalnih brojeva Q. Formalno, elementima ovog
vektorskog prostora bismo mogli pridruziti pojam razlomljene reci, u kojima
su eksponenti at proizvoljni racionalni brojevi (pri ¢emu smo presli na multi-
plikativno-eksponencijalnu notaciju). Primetimo da u tom smislu nezavisne

reci zaista predstavljaju skup linearno nezavisnih vektora, jer ako
je u g m neka netrivijalna racionalna linearna kombinacija vektora (u ovom
slucaju ¢i, ..., tm) jednaka nuli, od nje se lako dobija celobrojna linearna kom-

binacija, koja, opet, lako daje neku relaciju zavisnosti sa nenegativnim koefi-
cijentima, Sto predstavlja upravo zavisnost u smislu zavisnosti re¢i. Stoga se
skup reci moze dopuniti do baze ¢j,..., tm,¢m+1,..., Im prostora
Qm, « odnosu na koju svaka "razlomljena” (pa tako i obitna komutativna)
reC w ima jedinstvenu reprezentaciju
we s TR gy

gde je zasve 1< i< M, a, £ Q. Komutativna re¢ w je ti-pozitivna: ti-nula,
odnosno ti-negativha za 1 < i < M, prema tome da li je redom a- > 0, a- = 0,
ili O < 0. lzraz uv\...v® je tt-meSovit ako medu recima vi,...,vn ima i
¢e-pozitivnih, i ¢¢-negativnih. U suprotnom, taj izraz je ti-nemeSovit. On je
nemesSovit ako je ¢¢-nemeSovit zasve 1 <i < M.

Lema 5.1.6. Svaki izraz oblika uv® .. .v* se moZe QcL-ekvivalentno pred-
staviti kao zbir nemeSovitih sabiraka.

Dokaz. Pretpostavimo, na primer, daje dati izraz ;i-meSovit; bez ograni-
¢enja opStosti razmatranja, pretpostavimo da je rec vi ¢i-pozitivna, dok je \2
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ti-negativna re¢. Tada je za pogodne prirodne brojeve a, b re¢ v“v2 D-nula.
Sada zamenimo sabirak uv" .. .v* 0CL-ekvivalentnim izrazom

u(v'vBy(v<awo+ vivfb) ...v*.

Time je prethodni sabirak zamenjen sa dva koji sadrZe isti broj simbola *,
ali je pri tome povetan broj ij-nula re¢i po sabirku. Jasno, ovaj postu-
pak zamene se mora zavrSiti nakon konatno mnogo koraka, pa ¢emo doci do
0 cz,-ekvivalentnog predstavljanja pofetnog izraza kao zbira tj-nemeSovitih
sabiraka. Dalje, na dobijeni prikaz primenjujemo isti postupak za dobijanje
redom t2,.. m ;M-neme3ovitih zbirova. Kako i,-nemeSoviti sabirci ostaju tt-
nemesSoviti prilikom primene postupka za konstrukciju ~-nemeSovitog pred-
stavljanja (j > i), na kraju opisanog algoritma se dobija zbir sabiraka koji su
Zj-nemeSoviti zasve 1 < i< M. u

Ako su TT, r2 dva (komutativna) regularna izraza, pisaéemo r1CJr2 = s ako
izraz s predstavlja (komutativni) jezik jednak preseku (komutativnih) jezika
predstavljenih izrazima r\ i r2 (vidi Teoremu 1.1.8).

Lema 5.1.7. Svaki nemeSovit izraz w = uv\ .. .v*, sa ti-negativhom zvez-
diranom reci (1 < i < M) ili t: -pozitivnom zvezdiranom re¢i (m\-1 < j < M)
se moZe OcL~ekvivalentno prikazati kao zbir nemeSovitih izraza w® od kojih
svaki ili ima manje zvezdiranih rec¢i od w, ili zadovoljava ¢i=0.

Dokaz. Podimo od pretpostavke da je, recimo, rec D-negativna. Pred-

stavimo redi to,v\,u u bazi ti,.. ., tM prostora
10 = {T- eelM’
M - tp I—iR}i)

U= & wilf-

Primetimo da eksponent koji odgovara baznom vektoru N\ u prikazu redi
uujl ... vy (koja pripada komutativnhom jeziku kojeg predstavlja izraz w) nije
veci od + 7i, dok je odgovarajuci eksponent u razvoju bilo koje reci
iz komutativnog jezika predstavljenog izrazom t bar a\. Kako je po pret-
postavci f3 < 0, za dovoljno veliko I\ ima¢emo da komutativna re€ uvll... vn
ne pripada komutativhom jeziku kojeg predstavlja t. U tom slucaju, izraz
W =u Vv . .v*zadovoljava wM flt = 0. Zamenimo sada w zbirom

UWNVIE---vn+ uvli”™ v2 ' eyn

Time je lema dokazana u razmatranom slucaju, dok se ostali slucajevi reSavaju
analogno. ]
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propozicida 5.1.8. Za svaki komutativni regularni izraz r postoje izrazi
7T, r2 takvi da Qcl br = r\+ r2, pri ¢emu Qgl b \< tivaZi r2flt = 0.

Dokaz. Koristeci identitete iz ©cx, razlozimo izraz r, po Lemi 5.1.6, na
zbir nemeSovitih sabiraka, a zatim na taj zbir uzastopno primenjujmo Lemu
5.1.7. Na kraju tog procesa se dobija zbir

lei

pri ¢emu svaki od sabiraka WE zadovoljava ili WEfl t = 0 (zbir svih ovakvih
sabiraka ¢e biti r2): ili sadrzi samo ¢j-nenegativne re¢i za 1 < i < m, odnosno
samo tj-nula re¢éi zam+ 1 <j < M. Ali, ako re¢ v zadovoljava ova poslednja
dva uslova, tada postoji prirodan broj k tako da je
u —Al Am5

gde su Ki, ..., km nenegativni celi brojevi. Za svaku zvezdiranu (komutativnu)
re€ v iz napred dobijenog normalnog predstavljanja izraza r, zamenimo (po
identitetu Ck) sva pojavljivanja v* sa v<h{vk)*. Na taj nacin smo dobili da svi
sabirci w = uv/vlj mm koje nismo ve¢ smestili u r2 zadovoljavaju v.C\t 0 (neka
je, na primer, uv v m.. zajednicka re¢ komutativnih jezika predstavljenih izra-

zima w i t) i svaka od reci v1,v2,... je proizvod reci ii,..., tm sa nenegativnim
celobrojnim eksponentima. U sabircima opisanog tipa, zamenimo
redom sa vfa+ itd. Time se w zamenjuje zbirom izraza sa

manjim brojem zvezda od w i izraza
* *
V\/ = uv'_:ﬁ\/E".vxvz. e

Kako su vi,v2,... proizvodi reci ii,..., tm, a uvW\ ... pripada komutativhom
jeziku kojeg predstavlja i, iz &cl lako izvodimo identitet w' < i. Sada se izraz
7T formira od sabiraka tipa w' indukcijom po maksimalnom broju zvezda u
sabircima koji ne ulaze u izraz r2. u

propozicisa 5.1.9. Ako komutativni regularni izrazi r,s redom predstav-
ljaju komutativne jezike R, S takve daje R C S, tada Qcl br<s.

Dokaz. Na osnovu Qcl i Leme 5.1.5, najpre s izrazavamo u nezavisnoj
normalnoj formi, s = si +...-\-Sk Po prethodnoj propoziciji, Qgql b r = ri+r’
za neke komutativne izraze 7T,r' takve da ra < si sledi iz Qct i r' fl Si = 0.
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Zatim, r' izrazavamo kao r2+ r", gde ®c:1 P 12 < s2i r"'n.s2 = 0. Ponavljajuci
ovo razmatranje k puta, dobijamo

oect n = 71+ r2+ mmm+ rk. r°k\
gdeje zasve 1< i< K, o., Pri<sti n s%= 0. To znali da je
r©ns=0.

Medutim, komutativni jezik predstavljen sa r©) je sadrzan u R, pa R C S
povlaci da taj komutativni jezik mora biti prazan, tj. r©) = 0. Otuda ocito
sledi c .. Pt<s. ]

Teorema 5.1.10. (Redko, [135], Pilling, [120]) - .. je baza identiteta za
varijetet CL.

Dokaz. Neka na svim algebrama komutativnih jezika vaZi identitet r = s.
Tada r i s predstavljaju iste komutativne jezike, pa po prethodnoj propoziciji
sledi ®1 Pr = s. Obratno, ako se identitet r = s izvodi iz ©c1, on tada vazi
na CL, posto je oCito da CL \=0Ocl - ]

5.2. ldentiteti algebri jezika nad jednoelementnim alfabetom

U prethodnom poglavlju smo videli da se regularni identiteti nad jednoele-
mentnom azbukom poklapaju sa identitetima sa jednom promenljivom Koji
vaze na CReg(Si) = Reg(Ei), ioni svi slede iz klasi¢nih aksioma. Ali, staje
sa celokupnom jednakosnom teorijom Tg(CReg(Ei)), i uopste, Sta se moze
re¢i o jednakosnim teorijama algebri CReg(En) za 1 < n < uj! Ako su u
pitanju algebre (obi¢nih) regularnih jezika, tada imamo slede¢u situaciju.

P rovozic ;« 5.2.1. Za sve prirodne brojeve n > 1, Reg(En) se moZe
potopiti u Reg(E2).

Dokaz. Tvrdenje je jasno za n = 1,2, pa pretpostavimo da je n > 2. Neka
je En = {ai,...,an} i / : BE* —mEj homomorfizam monoida koji proSiruje
preslikavanje

a 2 AW

1< i< n. Lako se vidi da/ dalje indukuje homomorfizam Kleenejevih algebri
/ B:Reg(S,) Reg(E2) dat sa

f\L) = {f(w): w GL}.



O IDENTITETIMA KOMUTATIVNIH JEZIKA 85

Propozicija ¢e biti dokazana, ako pokazemo da je injektivno preslikavanje.
Za to je (potrebno i) dovoljno da pokaZzemo injektivnost preslikavanja /. Za-
ista, neka je

Wj = % i ~~.aIG,t]
zaj = 1,2. Tada je
) -kji+kjo N~k Jej ik
f(wj) = a2 X 1a\a5' Kji+kjo TN @02 Jei aNag

Stoga iz f(w\) = f(w2) sledi \ = i2—£, kao i

¢1,1 - 1 = 2,1 - 1,

n- (.4111+ (.41!2- 1 n - 2,1+ 42,2 —1)

n- ¢1M1+ 41/ - 1
n- ;1

n- k2e-i + k2e- 1,
n- kZ.

Gornji sistem ocCito daje ¢i,m= (2mzasve 1 < m < £ paje W\ = w2, Sto je i
trebalo pokazati. ]

Teorema 5.2.2. (Salomaa, [141, Teorema Ill.3.1]) Za sve n > 2 je
Eq{Reg(£n)) = Eq(JCA).

Dokaz. OcCito za sve n > 2 imamo £,4Reg(£2) 5 i?<z(Reg(E,)), a zbog
prethodne propozicije je zapravo i?g(Reg(S2) = Eq(Reg(En)). Medutim,
odavde je

Egk{Reg(S2)) = Eqk{Reg(Sn))

za sve k > 0, pa imamo

Eq(ICA) = 1J Egn{KA) = (J £gn(Reg(£n)) =
n<.LJ n<u>
= U Eqn{Reg(S2) = Eq{Reg(S2)),
n<W»
Sto se i trazilo. u

POSLEDICA 5.2.3. Varijetet Rleenejevih algebri K.A je generisan (ponao-
sob) svakom od algebri Reg(SK), Lang(SK), za sve n > 2.
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U radu [44] je pokazano daje situacija sli¢na u slu¢aju komutativnih jezika.
StaviSe, ispostavilo se da je lanac jednakosnih teorija

Eq(CReg(£a) DEq{CReg(£2) D...Eq(CReg(£w) = Eq{CC)

trivijalan, tj. da u njemu figuriSu sve jednakosti (tako je jEg(Reg(Si)) jed-
nakosna teorija algebri komutativnih jezika, dok je £'3(Reg(E2)) vec cela
teorija algebri jezika, tj. skup svih regularnih identiteta). Time je reSen
trideset godina star Problem 111.5.1 koji je postavio Salomaa u [141].

Propozicija 5.2.4. Za sve prirodne brojeve n > 1 je
CReg(£n) 6 ISP(CReg(EY)).

Dokaz. Pokazimo najpre da se za sve n > 1algebra CReg(E, +i) moZe po-
topiti u direktan stepen algebre CReg(E,) (gde je E, = (0i,..., an}). Neka
jezasvem > 0, hm: CReg(En+l) —aCReg(£,) homomorfizam Kleenejevih
algebri, jedinstveno odreden preslikavanjem

{do}

{diy ~»

{at} {a,-i}, 2<i<n
To znaCi da je za sve L C £®+1, hm(L) skup svih komutativnih reci koje se
dobijaju od komutativnih reci iz L zamenom svakog pojavljivanja slova do sa

a™, slova ai sa d™+1, dok se svako pojavljivanje slova ai, 2 < i < n, zamenjuje
sa a,_i. Definisimo homomorfizam h : CReg(En+i) —=(CReg(En))wsa

— (hm

Akoje L ™ L', tada postoji komutativna re¢ u E E® koja leZi npr. u L\L".
Neka je ta re€ baS u = a”™a™a™2...a"n. Neka je m prirodan broj za koji je
m > pT g Sledi da je

a HMH)O< 2!

Pretpostavimo da gornja komutativna re€ pripada hm(L"'). Tada je ona dobi-
jena kao homomorfna slika neke re¢i v E L' (v » u), v = a™afa™2mm.fl«". U
tom slucaju, imamo at= 0l zasve 2 < i< n, kao i

m(p+qg)+qg=m(r+5)+s.
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Stoga, ako je p+ q < r + s, tada je g > m, kontradikcija. Medutim, ako je
p+q>r-fs, tadaje 5> m, pa sledi

m(p + ?)+ 9> m2.

Ali, tada zbog q < m imamo p + g > m, 3to je suprotno na3oj pretpostavci.
Zato je p+q = r+s, odakle dobijamo g = sip = r. Odatle je hm(L) ~ hm(L"),
tj. h(L) 7Sh(L"), 3to znai da je preslikavanje h injektivno.

Sada se dokaz tvrdenja propozicije okontava rutinskim induktivnim argu-
mentom. ]

Prethodni dokaz se moZe upotrebiti i da bi se pokazalo da za sve prirodne
brojeve n > 1 vazi CLang(E,) £ ISP(CLang(£i)).

Teorema 5.2.5. (Crvenkovi¢, Dolinka, Esik, [44]) Za sve n > 1 je
Eq(CReg(£n)) = Eq{CC).

Dokaz. Dovoljno je pokazati da se algebra CReg(E”) (koja oCito generiSe
Cf°) moze potopiti u direktan stepen algebre CReg(E1). Za sve prirodne bro-
jeve n > 1, neka je hn: CReg(Eu) —=CReg(E,) homomorfizam lvleenejevih
algebri odreden preslikavanjem {aj} {a{} zai < ni{a;} {A} za sve
i > n. Kako se u svakom komutativhom regularnom jeziku nad £w pojavljuje
samo konatno mnogo slova, lako sledi da direktan proizvod ovih funkcija daje
injektivni homomorfizam

CReg(Ew) ™~ U CReg(£n).

n<tu

Medutim, svaki od faktora CReg(£n) u gornjem direktnom proizvodu se po
Propoziciji 5.2.4 potapa u direktan stepen od CReg(Ea), pa teorema sledi. m

Posledica 5.2.6. Varijetet CC je generisan (ponaosob) svakom od algebri
CReg(£ft), CLang(EK), za sve k> 1

Prema tome, jednakosna teorija algebri komutativnih jezika se poklapa sa
jednakosnom teorijom regularnih jezika nad jednoelementnim alfabetom. U
Teoremi 5.1.10 je data jedna beskonatna baza za CC (a time i za Reg(EY)).
Medutim, da li jednakosna teorija u pitanju mozda ima konac¢nu bazu iden-
titeta? Negativan odgovor na ovo pitanje su nedavno dali Aceto, Fokkink,
Ingolfsdottir u [5], reSivSi tako joS jedan stari problem iz [141]. Kako bismo
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iskazali njihov rezultat, potrebna su ham dva nova pojma vezana za regularne
izraze.

DuzZina I(r) regularnog izraza r (nad azbukom E) definiSe se induktivno u
odnosu na slozenost r na sledec¢i nacin: duzina svakog slova iz E je jednaka 1,
dok je

¢(0) = 0,
*(1) = 1.
t(ri +r2) = t(ri) + e(r2),
I(nr2) = t{ri)l(r2),
I(rl) = 1.

Ako sa var(r) oznatimo ukupan broj pojavljivanja (ne obavezno razliitih)
slova iz E u regularnom izrazu r, tada je teZina izraza r broj 2var(r™(r). Sada
moZemo formulisati glavni rezultat rada [5].

Teorema 5.2.7. (Aceto, Fokkink, Ingolfsdottir, [5]) Za svaki prost broj p
postoji algebra M p tipa (2,2,1,0,0) sa slede¢im osobinama:

(1) za sve proste brojeve g, Mp \=Cq ako i samo ako p ™ q,

(2) svaki identitet r = s koji vazi u Reg(Ei), pri ¢emu regularni izrazi r,s
imaju tezinu manju od p, vazi i u Mp.

Ovde ¢emo izostaviti tehniCke detalje dokaza gornje teoreme, ve¢ samo da-
jemo njegovu ideju tako Sto ¢emo opisati konstrukciju algebre M p. Nosac¢ ove
algebre Cine svi podskupovi skupa p = {0,1,... ,p —1} i skup prirodnih bro-
jeva u. Konstante su redom 0i {0}, dok se + interpretira kao skupovna unija.
Dalje, za dva elementa 1,J (podsetimo, /, J su skupovi brojeva) definiSemo
mnoZenje sa

joj_ iu, I —uw I~ 0ili 1 770,J = u;,
\ (7+7) mod p, inace.

Ovde za skup A, koji se sastoji od prirodnih brojeva, A mod p oznafava skup
svih ostataka elemenata iz A pri deljenju sa p. Najzad, unarna operacija je
data sa
r = f {0} /=0ili// {0}
( u, inace.
Sada se lako pokazuje da Cp ne vazi na M p: naime, dovoljno je uzeti valuaciju
X * {1}, jer tada leva strana identiteta Cp ima vrednost { 0 , 1 ,p—1}, dok
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je vrednost desne strane u. Takode, nije teSko dokazati da za q ™ p, Cq vaZi
na M p, imajuéi u vidu daje (1g* = 4 kadgod / sadrzi broj razli¢it od 0.
Najznacajnija posledica gornje teoreme je

PosLEDICA 5.2.8. Algebrareg(Ei) nema konatnu bazu identiteta.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji konalna baza identiteta O za algebru
Reg(Ei). Neka je p prost broj veéi od tezine svih regularnih izraza koji se
pojavljuju u identitetima iz 0. Tada M p zadovoljava sve identitete iz 0, ah
ne zadovoljava identitet Cp, koji oCito vazi u Reg(Ei). Kontradikcija. a

Kombinovanjem gornje posledice i Teoreme 5.2.5 se neposredno dobija
Posledica 5.2.9. Varijetet CL nema konatnu bazu identiteta.

Izlaganje u ovoj glavi zavrSavamo problemom vezanim za pitanja raz-
motrena u Glavi 3. Naime, neka UFCLang(E) oznatava redukt algebre komu-
tativnih jezika CLang(E) koji se dobija uklanjanjem operacije + (multiplika-
tivne algebre komutativnih jezika). Sa UTCL oznatavamo varijetet generisan
opisanim reduktima.

Probtem 8. Da li varijetet UTCL ima konalnu bazu identiteta? Naci
neku netrivijalnu bazu za UTCL.



Glava 6 Dinamicdke algebre

6.1. DinamicCke logike i algebre u teorijskom raCunarstvu

Jo$ u prvoj glavi smo napomenuli da operacije Kleenejevih algebri (binarnih
relacija) +, intuitivno odgovaraju osnovnim konstrukcijama struktuiranog
programiranja, kojima se od atomarnih programa dobijaju sloZeniji. Na taj
nacin, regularni izrazi modeliraju ”"regularne programe”. Medutim, odmah
moramo naglasiti da takav pristup predstavlja samo prvu, najgrublju aproksi-
maciju problema algebarskog modeliranja stvarnih struktuiranih programskih
jezika, buduéi da on ima slede¢u o€iglednu manjkavost: operacije +,* odgo-
varaju nedeterministickoj selekciji (grananju), odnosno nedeterministickoj ite-
raciji, Sto znali da ako a, b reprezentuju neke programe, a + b predstavlja
slu¢ajan izbor da li ¢e se izvrSiti program a ili b, dok a* odgovara iteraciji
programa a proizvoljan (slucajan) broj puta.

Ako za nas "softver” uzmemo najjednostavniji model stukturiranog prog-
ramskog jezika - while programe [82, 91, 90], koji se, polazec¢i od atomarnih
programa a, b,c,..., grade pomocéu sekvence a; b, uslovnog grananja

if pthen a else b
(gde je p neki iskaz) i petlje
while p do a

(i, naravno, zagrada begin... end), tada je jasno da je modeliranje poslednje
dve konstrukcije apsolutno nemogucée putem regularnih izraza.

Ono Sto ocito nedostaje jeste kontrola, odnosno mogucénost ispitivanja
tacnosti Booleovih iskaza (u ovom slucaju p). Prema tome, moramo ocekivati
da strukture Ciji ¢e termi modelirati konstrukciju while programa (koji uz
ulazno-izlazne procedure i neke druge, manje dodatke ve¢ jesu PASCAL) na
neki nalin sadrze kako Kleenejeve algebre, tako i Booleove algebre. Booleovu
algebru c¢e Ciniti iskazi (npr. o sadrzaju registara procesora i memorijskih

91
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lokacija), dok elemente Kleenejeve algebre (ili joS opStije, regularne algebre,
algebre tipa (2,2,1,0,0)) treba zamisliti kao akcije procesora koje se deSavaju
u toku izvrSenja programa.

Ovakva razmisljanja vode pojmu dinamicke algebre. Naime, akcije (pro-
cesora) proizvode nova stanja (registara). Primetimo da smo prethodnom
reCenicom dobili novi iskaz; tako, ako a oznatava neku akciju, a p iskaz (o
stanju registara), tada imamo iskaz (a)p, "akcija a proizvodi p”. Pisatemo
(a)p = g ako tacnost iskaza g, nakon izvrSenja akcije a, povlaci tatnost iskaza
p, odnosno, ako rafunar iz stanja q akcijom a prelazi u stanje p\

Prema tome, dinamicka algebra ¢e biti dvosortna algebra D = (K,B, (*)m),
gde je K regularna algebra, B Booleova algebra, a (*m: K X B — B opera-
tor .. .proizvodi.. pri ¢emu ¢e biti zadovoljeni neki identiteti. Primetimo
da se od algebre K uopSte ne zahteva da bude Kleenejeva: glavna ideja di-
namickih algebri upravo i jeste u tome da se uz pomo¢ Booleove algebre B
(preko kona¢nog skupa identiteta) definiSu Zeljene osobine regularnih operacija
- e*

Dinamicke algebre su nezavisno definisali Kozen [83] i Pratt [127] 1979. go-
dine kao algebarske modele dinamicke iskazne logike. Ova logika je izu¢avana
i ranije (Fischer, Ladner [61, 62], prvi nagovestaji Hoare [73], Dijkstra [53],
Pratt [126]) i njeno uvodenje bilo je motivisano potragom za odgovaraju¢im
formalno-logickim sistemom koji bi omogucio matematicki tretman strukture
imperativnih programskih jezika. Aksiomatiku za ovu logiku dao je Segerberg
1977. godine [148], a jednakosnom transkripcijom tih aksioma doslo se do
definiSudih identiteta za dinamicke algebre.

Mozda najjasniji primer kroz koji se ilustruje kako akcije proizvode iskaze,
kao i intuitivhu motivaciju aksioma dinamickih algebri je dao sam autor teorije,
Pratt, u [127], pa ovde preuzimamo njegovo objadnjenje.

Neka, na primer, x:=5 oznaava program koji postavlja vrednost promen-
ljive i na 5. Tada iskaz (x := 5)g = 5 tvrdi da nakon dodele vrednosti 5
promenljivoj x vazi x = 5, stoje nuzno istinit iskaz, pa ¢emo pisati

x:=8Sx=5 = T.

S druge strane, iskaz (x := x + l)a: = 5je oCito ekvivalentan iskazu x = 4, jer
X = 5 moze postati tatan iskaz nakon izvrSenja komande x:=x+| ako i samo
ako je prethodno vaZilo x = 4. Najzad,

(X =x—D®a: =0 = x>0,
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budué¢i da nije moguce da negativan broj uzastopnim umanjivanjem za 1
postane 0.

Naravno, gornja razmatranja zavise od tipa promenljivih u konkretnom
programu, aritmetike podataka (u ovom slucaju, celih brojeva) sa kojima
radimo, itd. Medutim, mozemo uoCiti neke opStije zakonitosti ne znajudi
niSta o karakteru podataka koji se obraduju u datom programu i detaljima
implementacije. Najpre, nijedna akcija (program) ne moZe proizvesti nijedan
drugi iskaz polaze¢i od kontradiktornog iskaza, tj. oCekujemo da vazi

(f)-L = -L (26)

Osim toga, program a proizvodi iskaz p V q ako i samo ako proizvodi p ili
proizvodi g, tj.

(@(pV g = (fhpv (a)a. (27)

Dalje, ako imamo selekciju akcija a + b, ona moZe proizvesti p ako i samo ako
ili a, ili b prozivodi p, Sto zapisujemo kao

(a+ bp= (a)pV (bp. (28)

Niz akcija ab proizvodi p ako i samo ako a proizvodi iskaz iz kojeg b moze
proizvesti p:
(ab)p = (a)(b)p. (29)

Najzad, po dogovoru, prazna akcija proizvodi svaki iskaz iz kontradikcije:
<0)P = J-, (30)

a identicka akcija fiksira svaki iskaz:

L)p =P (31)

Pretpostavimo sada da ili vaZi p, ili pak program a proizvodi situaciju iz
koje iteracija akcije a moZe nakon nekog broja koraka proizvesti p. Tada,
jasno, aiteracijom moZe proizvesti p, odnosno, imamo p\V(aa*)p<(a*)p (pri
Cemu p<gq znaida pimplicira €, tj. pVg= ). Sdrugestrane, ako a
iteracijom proizvodi p, tada ili ve¢ vazi p, ili a iteracijom proizvodi stanje u
kojem ne vaZi p, ali joS jedna primena programa a daje p. Drugim recima,
(@*)p < p V(a*)(-ip A (a)p). Tako smo dobili dve nejednakosti:

pV (aa*)p < (a*)p < pV(a*)(-ip A(a)p). (32)

Gornja aksioma se naziva aksioma indukcije. Zaista, ako posmatramo drugu
od ovih nejednakosti (tj. njenu kontrapoziciju, dobijenu primenom negacije),
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i ako piSemo [a]p umesto -i((a)-ip), p == q umesto ->pV qi r umesto -ip, tada
ona glasi:
r VvV [a*](r = [a]r) < [a*]r,

gde je sada veza sa principom matematicke indukcije jasna. Ovde je operacija
[*l* dual operacije (W, i [a]p intuitivno znaci: "Stagod radio program a, p Ce
vaziti kada i ako se on izvrSi”.

Sada moZzemo dati preciznu definiciju dinamicke algebre: re€ je o dvosort-
noj algebri D = (K, B, (=}*), gde je K regularna algebra, B = {B,V, A, -i, LLT)
Booleova algebra, pri ¢emu su zadovoljeni identiteti (26)-(32). Varijetet di-
namickih algebri oznatavamo sa VA.

Ovde ¢emo napraviti jednu malu digresiju u vezi osnovnih algebarskih kons-
trukcija i pojmova u vezi sa dvosortnim (specijalno, dinamickim) algebrama.
Najpre, primetimo da terme koje formiramo od simbola u tipu dinamickih
algebri moZzemo podeliti u dve klase, posSto se njihovom interpretacijom mogu
dobiti term funkcije kako na regularnoj, tako i na Booleovoj algebri date
dinamiCke algebre. Stoga ¢emo ove terme redom zvati regularni, odnosno
Booleovi termi. Ista podela se odnosi i na identitete, pa govorimo o regu-
larnim i Booleovim identitetima. Na taj nacin se jednakosna teorija svakog
varijeteta V < VA deli na regularni deo EqB(V) i Booleov deo EqB{V).

Direktan proizvod dinamickih algebri se definiSe na oCigledan nacin, pri-
menom operacija po komponentama. Podalgebra dinamitke algebre D =
(K,B,(-)-) je dinamicka algebra D' = (K', B', (=)m) takva da su K',B' re-
dom podalgebre od K,B i D' je zatvorena na meSovitu operaciju (=)m tj. za
sve a E K', p GB' vazi (a)p E B'. Najzad, homomorfizam f : Di —»D2
dinamickih algebri je par preslikavanja / = (g, h) takav da je g homomorifzam
regularnih algebri Ki —aK 2, h homomorfizam Booleovih algebri Bi —aB?2, i
za sve a E Ki, p E B\ vazi

K(a)p) = (ff(a))h(p)-

Shodno tome, kongruencija dinamicke algebre D = (K,B,(-)-) je par kongru-
encija 9 = (9 ,9b) redom na K i B takav da za sve a,b EK ip,q EB, iz
(a,b) E9K i (p,q) E 9B sledi ((a)p,(b)q) G 9B.

Sa stanoviSta primena u raCunarstvu, naroCito je interesantna jo$ jedna
operacija, koju moZzemo dodati dinamickim algebrama: to je operacija testa
? : B —K, tako da je za p E B, p? akcija ispitivanja taénosti uslova p. Test
pl, jasno, ne moZe proizvesti novo stanje; StaviSe, on ne moZe proizvesti ni
stanje p ukoliko ono ve¢ nije nastupilo. Zato je

(phg = p Aq. (33)
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Dvosortne algebre T = (K, B, (*)=,?) u kojima je (K, B, (=}*) dinamicka algeb-
ra, a koje zadovoljavaju (33), su test algebre. Sada se grananje ”if p then a
else 6" prikazuje u test algebrama kao regularni test-izraz

p?a + (~ip)lb,
dok petlja "while p do a” oCito odgovara izrazu
(p?a)*(--p)?-

Modifikujuéi pojam test algebre, Kozen je nedavno uveo Kleenejeve algebre
sa testovima. On je u [90] neposredno primenio identitete koji vaze na tim
algebrama kako bi dokazao ekvivalenciju odredenih programskih struktura u
while programima. ReC je o Cisto formalnim, jednakosnim dokazima koji
se izvode iz aksioma (Kleenejevih) test algebri. lzmedu ostalog, on daje do
sada najkraci i najelegantniji dokaz sledeéeg klasi¢nog teorijsko-racunarskog
rezultata (koji je verovatno bio poznat jo§S Kleeneju, iako se pripisuje Bohmu
i Jacopiniju).

TEOREMA 6.1.1. Svaki while program se mozZe simulirati while progra-
mom sa najvise jednom "while...do” petljom, pod uslovom da se dopusti
uvodenje novih Booleovih promenljivih.

Ranije poznati dokazi koje su dali K. Hirose i M. Oya, odnosno G. Mirkow-
ska (oba 1972.) su znatno sloZeniji, i nisu Cisto sintakticki (kao Kozenov).
Prema tome, dinamicke algebre, test algebre i njihova uopStenja pruZaju
veoma pogodno matematicko okruZenje za rad sa programskim celinama, tj.
razmatranje pitanja korektnosti programa, njihove ekvivalentnosti, optimizo-
vanosti koda, i drugih.

U ovoj disertaciji, medutim, neée biti formulisan nijedan rezultat za test
algebre. Razlog za to je Sto se gotovo svako tvrdenje o dinamickim algebrama
uz izvesne dodatne tehnicke detalje moze preformulisati i analogno dokazati za
test algebre, Sto treba imati u vidu u celokupnom daljem tekstu. Tvrdenja su
formulisana samo za dinamicke algebre kako bi ideje sadrzane u tim tvrdenjima
bile jasnije i transparentnije.

S druge strane, Jonsson [78] je ponudio jedan interesantan alternativni
pristup dinamickim algebrama. Naime, on polazi od toga da je unapred fiksi-
rana neka Kleenejeva algebra K = (K, +, 0,1), i definiSe dinamicke algebre
kao Booleove algebre sa normalnim unarnim operatorima koji su indeksirani
algebrom K. Naj taj nalin se dobijaju K-dinamicke algebre, koje obrazuju
varijetet VA{K). Tacnije, reC je o algebrama

D = (B, V,A -i, LT, fa)aek>
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takim daje (B,v, A, _L,T) Booleova algebra, pri ¢emu imamo sledece deiini-
Suce identitete:

fa(0) = 0 (34)
fa(x Vy) = fa(x) Vfa(y), (35)
JarBE) = fa{x)V fb(x), (36)
fab(x) = fa(fb(x)), (37)
fo(x) = T, (38)
MX = X (39)
fax(x) - X Vfar(="x A _fa(x)), (40)

zasve a, b £ K. Gornji spisak aksioma (koji je beskonacan ¢im je K beskonac-
na algebra) oznaciéemo sa 0(K), a tip K-dinamickih algebri sa r(K).

Primetimo malu razliku u aksiomama indukcije (32) i (40). Naime, u
Kleenejevim algebrama vazi identitet 1+ xx* = x*, pa se otuda iz (36), (37) i
(39) kao posledica izvodi

fa*(x) = Xv fa(fa*(x))

za sve a £ K, tako da se leva nejednakost iz (32) u "Jonssonovoj varijanti”
izvodi iz ostalih aksioma. Takode, na osnovu istih identiteta kao i malopre,
odnosno iz regularnog identiteta 1+ x*x = x*, za sve a £ K dobijamo:

XV 7a.C-ix A fa{x)) < Xv fat(fa{x)) =
=  FfIX") V fa*ax") = fl+a*a(x") - Fa*("™xX»

posto iz (35) sledi da u K-dinamickim algebrama vaZi

x~y ~ fafx) 4 /a(y)

za sve a £ K. Tako, (40) je zapravo analogon desne strane u (32), pojatan
obratnom nejednakoS¢éu koja sledi iz ostalih aksioma K-dinamickih algebri.
Razlike koje nastupaju u ova dva pristupa su ocite. Najpre, Jonssonove K-
dinamicCke algebre su jednosortne univerzalne algebre. Dok u slu¢aju dvosort-
nih dinamickih algebri imamo jedan jedini varijetet, dotle u drugom slucaju
dobijamo po jedan varijetet za svaku Kleenejevu algebru indeksa K, pa tako
imamo klasu varijeteta K-dimaickih algebri indeksiranu varijetetom Kleeneje-
vih algebri. Jasno je da ¢e ova razlika imati veliki uticaj na razna pitanja u vezi
identiteta i jednakosnih teorija. Razlog za to je taj Sto dok u prvom slucaju
imamo dve vrste identiteta, pa tako i dve vrste promenljivih - regularne i
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Booleove, na koje se jednako primenjuju manipulacije odredene jednakosnom
logikom, dotle u drugom slucaju imamo samo obi¢ne, jednosortne identitete u
kojima su unarne operacije indeksirane elementima konkretne algebre, na koje
se, naravno, ne mogu primeniti pomenute manipulacije u smislu jednakosne
logike.

Stoga je nas cilj u ovoj glavi dvojak. Jedan se sastoji u tome da prikazemo
neke osnovne, klasi¢ne rezultate vezane za dinamicke algebre, a narocito za
jednu klasu dinamickih algebri koja odgovara intuitivnoj vezi sa programskim
strukturama, tzv. separabilne dinamicke algebre. Pokazace se da su one na
neposredan nacin povezane sa algebrama jezika, te da pruzaju mogucénost da
se (uz pomoé Booleovih algebri) jednakosna teorija Kleenejevih algebri ipak,
u izvesnom smislu, dobije iz konatnog skupa identiteta. Drugi cilj jeste da
istrazimo veze (kako razliCitosti, tako i sli¢nosti) dinamickih i K-dinamickih
algebri i da, koliko je god to moguce, izvrSimo "transfer” dvosortnih rezultata
na Jonssonove dinamicke algebre. Neke mogucnosti takvog prenosa rezultata
su razmotrene u radu Crvenkovica i autora disertacije [41], i ovde ¢e detaljno
biti prikazani odgovarajuci rezultati tog istrazivanja.

6.2. Osnovne osobine dinamickih algebri

Na pocetku ovog poglavlja ¢emo razmotriti jednu moguénost da se alternativno
formuliSe aksioma indukcije (32). Ta formulacija neée biti u obliku identiteta,
ali moZe biti mnogo operativnija za rad.

Nekaje @\)p = {q : pV(a)q < q}. Za parcijalno ureden skup P, neka
min(P) oznatava najmanji element u P, ako on postoji; u suprotnom, min(P)
nije definisano.

Lema 6.2.1. Aksioma indukcije (32) se u dinamickim algebrama moZe za-
meniti sa

(@)p = min((a\)p).

Dokaz. (=) Podimo od dvostruke nejednakosti (32). Leva nejednakost je
oCito ekvivalentna sa (a*)p £ (a\)p. Neka je sada q £ (a!)p; dokazacemo da
je tada (a*)p < g Zaista, iz pV (a)qg < gqsledi p < g, pa iz (27), desne
nejednakosti (32) i (26) dobijamo

(@)p < (@9)g <gV (@)(->qA(a)q) < qV (a*)x = q,
jerizpV(aqg < qgsledi <gA{a)g=J.

(<=) Pretpostavimo da vazi (a*)p = min({a\)p). Tada je (a*)p 6 (a!)p, pa
sledi leva nejednakost u (32). Po ucinjenim pretpostavkama, sada je dovoljno
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da pokazemo p V (a*)(->p A (a)p) £ (a!)p. Slededi niz identiteta i nejednakosti
dobijamo iz aksioma Booleovih algebri, (27) i €injenice da smo ve¢ dobili levu
nejednakost u (32):

2V (@)(p V(@) (-p A<a)p)) = pV(npA(a}(pV(o*)(nTIA(a)1)))) =
= PV GiPA (@pV @) (-ipA @p)) <
< PV (GipA (@p)V (0a*)(ip A (@P))) <
< pV(FI*)(npA(a)p).,

§to je i trebalo dokazati. [

Ako je D = (K, B, (m® dinamiCka algebra, tada element a £ ii' zovemo
refleksivnim ako za sve p £ B vazi p < (a)p. On je tranzitivan ako je za sve
p £ B ispunjeno (a2)p < (a)p. Prema tome, a je refleksivan i tranzitivan ako
je

pV(agp < (a)p,
tj. (a)p £ (@\)p. S druge strane, a je zvezda ako je za sve p £ B, (a*)p = (a)p.

LEMA 6.2.2. U svakoj dinamickoj algebri, regularni element a je zvezda
ako i samo ako je refleksivan i tranzitivan,

Dokaz. (=>=) Kako je (a)p = (a*)p £ (@\)p, sledi da je a refleksivan i tranzi-
tivan element.

(=) Po prethodnoj lemi, (a*)p = min((a\)p) < (a)p. S druge strane, po
(32) je p < (a*)p, odakle je (a)p < (aa*)p < {a*)p, pa je a zvezda. ]

Prethodne leme smo analogno mogli formulisati i za Jonssonove K-dina-
micke algebre, a to ¢e biti slucaj joS nekoliko puta u daljem tekstu. Razlog
za to je Sto vaze sledeéa dva tvrdenja opSteg karaktera, koja uspostavljaju
"most” izmedu opisana dva pristupa dinamickim algebrama.

Propozicija 6.2.3. Nekaje D = (K,B,(-)-) dinamicka algebra takva da
je K £ K.A. DefiniSimo algebru Os(D) = (B,fa)aEk> ¢de su unarni operatori
dati sa fa(x) = (a)x. Tadaje Os(D) K-dinamicka algebra.

Propozicija 6.2.4. Za K-dinamicku algebru D = (B ,/a)a6/< definiSimo
dvosortnu algebru Ts(D) = (K,B,(-)-) sa (a)x = fa(x). Tada je Ts(D)
dinamicka algebra. StaviSe, konstrukcije Os (iz prethodne propozicije) i Ts
su uzajamno inverzne, Sto znaci da za sve ~K-dinamicke algebre D imamo
Os(Ts(D)) = D, odnosno da za sve dinamicke algebre D' sa Kleenejevom
regularnom komponentom vazi Ts(Os(D") = D".
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Na pocCetku disertacije smo videli da su tipi¢ni primeri Kleenejevih alge-
bri bili Kleenejeve algebre binarnih relacija (StaviSe, one su generisale vari-
jetet K-A). U slu€aju dinamickih algebri, takode moZemo konstruisati algebre
saCinjene od binarnih relacija. Medutim, one sada moraju da deluju na neku
Booleovu algebru: u pitanju ¢e biti polje skupova nad istim skupom nad kojim
su definisane odgovarajuce binarne relacije.

Neka je A neki skup i neka 2A oznatava punu Booleovu algebru skupova
nad A. Puna dinamictka algebra relacija nad A je algebra (Rel(A), 2A, (m)u},
gdejezapc Ax AiX c A

(p)X={b£A: (3ab6 X) {a,b) Gp}.

(Vazna napomena: kako bismo bili u saglasnosti sa (29) i (37), u ovoj glavi
¢emo koristiti kompoziciju relacija definisanu obratno u odnosu na prethodne
glave.) Svaka podalgebra pune dinamicke algebre relacija (znaci, dinamicka
algebra koja se sastoji od standardne Kleenejeve algebre i polja skupova nad
datim skupom) je Kripkeova dinamicka algebra (KDA) [92]. Dinamicka al-
gebra je reprezentabilna ako je izomorfna nekoj KDA. Klasu reprezentabilnih
dinamickih algebri oznatavamo sa I1ZDA.

Putem operatora Os, moZemo definisati jednosortne Kripkeove K-dinamic-
ke algebre, kao i pojam reprezentabilnosti. Naravno, taj pojam se moze
"preneti” na jednosortni slucaj samo ukoliko je K standardna Kleenejeva al-
gebra relacija. U suprotnom, varijetet VA (K) nema reprezentabilne algebre.

Sliéno Propoziciji 2.1.4, vaZi i naredna (u stvari, Propoziciju 2.1.4 smo
dobili razmatranjem " Kleenejevog dela” ovog tvrdenja).

Propozicija 6.2.5. (Nemeti, [114]) Klasa 7ZVA je zatvorena na direktne
proizvode.

Dokaz. Neka je za i £ I, D, = (Kt Bi, (m);*) KDA nad skupom At (pret-
postavimo, bez ogranicenja opStosti, da su svi skupovi A{, i £/, disjunktni).
Neka ie D puna KDA nad

A=\jAi.
iei
DefiniSimo preslikavanje
t:1} Dt- D
iei
sa

>'K({pitia) = (JFi

iei

= U *-
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Disjunktnost skupova A{ implicira da je t injektivno preslikavanje. Takode,
lako se pokazuje da je r homomorflzam dinamickih algebri, ¢ime smo izvrSili
potapanje direktnog proizvoda algebri D; u D, odnosno, pokazali njegovu
reprezentabilnost. ]

Kripkeove dinamicke algebre igraju klju¢nu ulogu u razmatranju separa-
bilnih dinamickih algebri i njihovom povezivanju sa jednakosnom teorijom
Kleenejevih algebri.

6.3. Separabilnost dinamickih algebri

Bududi da je prvobitna motivacija za izu¢avanje dinamickih algebri modeli-
ranje raCunarskih programa i njihovog dejstva na stanja ratunara, oekujemo
da dinamicke algebre na odredeni naclin odgovaraju "programerskoj’ intu-
iciji. Tako, ako dva programa proizvode isto dejstvo na sva moguca stanja
raunara, njih smatramo ekvivalentnim, odnosno, jednakim. Primetimo da,
kada su u pitanju dinamicke algebre, ovu osobinu imaju pune KI)A. Naime,
ako su p\ 4 p2 dve relacije na skupu A, tada postoje x,y £ A tako da, na
primer, (x,y) £ p\ \p2- Ali, taday £ (pi){x} iy 4 (p2){x), tj.

(Pi)M 1 (P2){x)-

Dinamicke algebre D = (K,B, (=)m) takve da za sve a,6 £ K postoji p £ B

tako da je
(@p/ {b)p

se zovu separabilne dinamilke algebre. Klasu svih separabilnih dinamickih
algebri oznaavamo sa SVA.

Kako su separabilne dinamicke algebre definisane u odnosu na VA Horno-
vom formulom

(Va)(V6)(3p)(a 4 b= (a)p 4 (b)p),

odmah je jasno da je klasa SVA zatvorena na direktne proizvode. S druge
strane, SVA nije zatvoreno na homomorfizme i podalgebre. Naime, posma-
trajmo dinamicku algebru Cija regularna algebra ima elemente K = {0,1, a, 6},
dok je odgovaraju¢a Booleova algebra B = { L,p,->p, T}. Nekaje (b)p = T,
dok je u svim ostalim slucajevima (a)x = (b)x = x. Rezultati ostalih ope-
racija se deiiniSu tako da se dobije dinamicka algebra (specijalno, dati uslovi
forsiraju jednoznacnu definisanost regularnih operacija +, -, *). Neka je sada h
endomorfizam opisane dinamicke algebre koji fiksira regularne elemente, dok je
ksi-i-) = hs(-ip) = Li hs(T) = hgip) = T. Odgovaraju¢éa homomorfna slika
(koja je ujedno i podalgebra polazne algebre) oCito nije separabilna. Stoga
SVA nije varijetet. Varijetet generisan sa SVA oznacavatemo sa S.
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PROPOZICIJA 6.3.1. Neka je D = (K,B,(-)-) podalgebra separabilne di-
namicCke algebre takva da je Booleova algebra B kompletna i atomi¢na. Tada
je D reprezentabilna. Specijalno, svaka konalna podalgebra separabilne di-
namicCke algebre je reprezentabilna.

Dokaz. Neka je A skup atoma algebre B. Po datim uslovima, B = 2A.
Dalje, za a £ K definiS§imo paC A XA sa

(P<) £Pa O g< (ap.

Lako se vidi da je preslikavanje a i pa izomorfizam regularnih algebri i,
StaviSe, da on zajedno sa malopredasSnjim izomorfizmom Booleovih algebri
daje izomorfizam dinamickih algebri. ]

Odmah se postavlja pitanje kakav je odnos izmedu jednakosnih teorija
varijeteta VA i njegovog podvarijeteta S (odnosno, klase SVA). Iz samih
definicionih identiteta za dinamicke algebre nije teSko videti daje regularni deo
jednakosne teorije za VA, Eqn{VA), trivijalan (buduci da su pomenuti defini-
cioni identiteti svi Booleovog tipa). Ispostavilo se daje EQR(SVA) = Eq{K.A)
(Sto sledi iz prvobitnog oblika Kozen-Nemetijeve teoreme, koja je izvorno bila
formulisana u kontekstu dinamickih algebri), dok je Eqs(SVA) = Egs(VA).
Najpre ¢emo pokazati kako iz glavnog rezultata Prattovog antologijskog rada
[127], datog niZe, sledi jednakost Booleovih jednakosnih teorija za SVA i ceo
varijetet VA.

Teorema 6.3.2. (Pratt, [127]) Neka dinamicka algebra D ima osobinu
univerzalnog preslikavanja za klasu SVA. Tada za svaki konafan skup Bqg
Booleovih elemenata algebre D postoji konacna separabilna dinamicka algebra
D' i sirjektivni homom,orfizam fs0: D —D" koji je injektivan na Baq.

Pri tome se homomorfizam /b0 (algebra D') zove filtracija (filtrat) za Bq.

Teorema 6.3.3. (Pratt, [127]) Svaka VA-slobodna algebra Fxa (X,Y) je
poddirektan proizvod konacnih dinamickih algebri i jedne dinamicke algebre sa
trivijalnim Booleovim nosafem.

Dokaz. Za Booleove elemente p,q slobodne dinamicke algebre ¥va(X,Y)
takve daje p ™ qpostoji, po prethodnoj teoremi, filtracija f{Pqy, pa definiSimo
9vq = ker(f{pqy). Osim toga, neka je 9q relacija koja je dijagonala na regu-
larnom delu posmatrane dinamicke algebre, a univerzalna relacija na njenom
Booleovom delu. Jasno, presek opisane familije kongruencija je trivijalna kon-
gruencija. Faktori oblika Fx,~(X,Y)/9Hq su, prema Teoremi 6.3.2, konacne
dinamiCke algebre, dok je Fda(X,Y)/0q algebra sa trivijalnim Booleovim
nosacem.
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Neka je sada 1ZVA+ klasa svih reprezentabilnih dinamickih algebri koja
je proSirena svim dinamickim algebrama sa trivijalnim Booleovim nosacem.
Ispostavlja se da ova klasa generiSe varijetet VA.

Teorema 6.3.4. VA = HSP(WA+)

Dokaz. Jasno, TZVA+ C VA. Obratno, po Propoziciji 6.3.1 i Teoremi
6.3.3, svaka slobodna dinamicka algebra je poddirektan prozivod algebri iz
UV A+, odakle sledi VA C HSP{UVA+). ]

Klasa separabilnih dinamickih algebri SV A nije zatvorena na podalgebre,
8to znali da, a priori, nismo sigurni da ta klasa sadrZi slobodne algebre. Da
je to ipak slutaj, pokazuje naredna lema (zajedno sa Teoremom 6.3.14).

Lema 6.3.5. Akoje |Yj > 1, tada Fs(X,Y) G SVA.

Dokaz. Neka je D <S-slobodna algebra sa bar jednim Booleovim slobodnim
generatorom pi. Po definiciji slobodne algebre, za sve regularne elemente
a/ b algebre D postoji D' G SVA i homomorfizam / : D — D' takav da
je fji(a) ™ fn(b). Ali, tada postoji Booleov element po algebre D' tako da
je (/r(o))po !/ (fR(b))Po. Neka je sada g : D — D' homomorfizam koji se
poklapa sa / na regularnom delu i za koji vazi g(p\) = Po- Imamao:

9{(a)po) = (gRiA)gB(po) = {fii(a))pi i (fR(b))pi =
= {9R(b))gjB(po) = g({b)po),
odakle je (&)p0/ (b)po, tj. D je separabilna dinamicka algebra. n

Teorema 6.3.6. Svaka slobodna separabilna dinamicka algebra je poddi-
rektan proizvod konacnih dinamickih algebri.

Dokaz. Analogno kao u dokazu Teoreme 6.3.3, uzmimo jezgra 6Hq filtracija
dvoelementnih Booleovih podskupova algebre Fs(A',y). Presek tih kongru-
encija je oCito trvijalan na Booleovom nosacu ove algebre. Medutim, on mora
biti trivijalan i na regularnom nosacu, jer zbog separabilnosti N-slobodnih al-
gebri (vidi Lemu 6.3.5 i Teoremu 6.3.14) postoji Booleov element p tako daje
(a)p ™ (b)p, Sto znali da neka od kongruencija 6Hqg razdvaja (a)p, (b)p, a time
i a, b Koli¢nici Fs(X,Y)/0Hqg su konacni po Teoremi 6.3.2. ]

Najzad, sada moZzemo da pokazemo Segerberg-Parikhovu teorem,u komplet-
nosti [148, 118], koja tvrdi daje aksiomatika separabilnih algebri kompletna za
identitete reprezentabilnih dinamickih algebri (odnosno, KDA). Tacnije, vazi
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Teorema 6.3.7. S = HSP(7ZVA).

Dokaz. Svaka puna KDA je separabilna, pa sledi 1ZVA C S, posto je
svaka reprezentabilna dinamicka algebra izomorfna podalgebri pune KDA. Po
Propoziciji 6.3.1 i Teoremi 6.3.6, svaka <S-slobodna algebra je poddirektan
proizvod reprezentabilnih dinamickih algebri, odakle sledi obratna inkluzija,
tj. 5 C HSP(7ZVA). ]

Direktno iz Teorema 6.3.4 i 6.3.7 (imajuci u vidu definiciju klase 1ZDA"1 i
¢injenicu da na trivijalnim algebrama vaZzi svaki identitet odgovarajuceg tipa),
dobija se

Posledica 6.3.8. Eqs(SDA) = Eqs{DA).

Gornji rezultat znaCi da nametanje uslova separabilnosti nista ne doprinosi
Booleovoj jednakosnoj teoriji dinamickih algebri, tj. ostavlja je neizmenjenu.
S druge strane, isti taj jednostavni uslov drastitno menja regularni deo jed-
nakosne teorije. Pokazuje se da je on dovoljan da od trivijalnih identiteta tipa
(2,2,1,0,0) "izgradi” Citavu jednakosnu teoriju Kleenejevih algebri.

Teorema 6.3.9. EqQR(SVA) = Eq(JCA).

Dokaz. 1z Teoreme 6.3.7 imamo daje Eq(SVA) = Eq(IZVA), pa se ta jed-
nakost odnosi i na regularne delove jednakosnih teorija. Medutim, klasa regu-
larnih algebri sadrZanih u reprezentabilnim dinamickim algebrama se poklapa
sa klasom standardnih Kleenejevih algebri (koje generiSu ICA), odakle rezultat
sledi. ]

Posledica 6.3.10. (Kozen, [83], Németi, [114]) Regularni deo S-slobodne
algebre Y") izmomorfan je algebri regularnih jezika Reg(A).

Kao Sto smo ve¢ pomenuli, ovo je originalna forma u kojoj se prvi put
pojavila Kozen-Németijeva teorema. Teorema 1.3.4 jeste dobijena "odseca-
njem” Booleovog dela u gornjem tvrdenju, imajuci u vidu cinjenicu da svaka
standardna Kleenejeva algebra ucestvuje u nekoj KDA, kao i Teoremu 6.3.7.

Posledica 6.3.11. Eq(S) = Eq(VA) UEq(ICA). Tako, aksiome (26)-
(32) zajedno sa identitetima Kleenejevih algebri aksiomatizuju varijetet S.
Prema tome, S se sastoji tatno od onih dinamickih algebri Cija je regularna
komponenta Kleenejeva algebra.
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To znaci da se konstrukcija Ts odnosi tatno na elemente varijeteta S,
odnosno da je rezultat konstrukcije Os upravo dinamicka algebra iz tog vari-
jeteta.

Specijalno, gornja posledica znaci i da svaka dinamicka algebra sa regu-
larnom komponentom koja nije Kleenejeva algebra nije separabilna. Ali, s
druge strane postoje i Kleenejeve algebre koje forsiraju neseparabilnost, iako
odgovarajué¢e dinamiCke algebre leze u S. Takva je ranije ve¢ razmotrena
Cetvoroelementna algebra ” Conwayev skok” C4 (interesantno je daje ona kon-
traprimer u gotovo svakoj "problemati¢noj” situaciji). Podsetimo se, reC je
kolicniku algebre (regularnih) jezika, koju Cine prazan jezik 0, jezik {A} pisan
kao A, dok su preostali konac¢ni jezici reprezentovani sa F, a beskonacni jezici
sa 0o.

P ropozicija 6.3.12. U svakoj dinamickoj algebri D = (C4,B,{-)-) vaZi
(F)p — (oo)p za sve p 6 B. Drugim recima, svaka C"-dinamitka algebra je
neseparabilna, tj. identitet fp(x) = foo(x) sledi iz aksioma 0 (C 4).

Dokaz. Kako je A< F, sledi daje p= (A)p < (F)p za sve p G B. Takode,
F2=F, paje (F2p = (F)p. Dakle, element F je refleksivan i tranzitivan, pa
je zvezda, po Lemi 6.2.2, tj. (F)p = (oo)p za sve p £ B (poSto je F* —00).
Medutim, F ~ oo. [

Do sada izloZeni materijal je dovoljan da pokaZzemo kako jednakosna teorija
Kleenejevih algebri nije samo deo jednakosne teorije (takode beskonano bazi-
ranog) varijeteta S, nego da je ona ipak "skrivena” ve¢ u kona¢no baziranom
varijetetu VA, iako je njegova regularna teorija trivijalna. Medutim, ako se
"angaZzuje” Booleov deo dinamickih algebri i ima u vidu dejstvo regularnih
elemenata na Booleove promenljive - tada odmah imamo regularne identitete,
kao Sto je to opisano u narednoj teoremi.

Teorema 6.3.13. KA J=r = sako i samo ako VA J=(r)x = (s)x.

Dokaz. Ako je r = s identitet Kleenejevih algebri, tada po Teoremi 6.3.8,
S [Fr = s, odakle S |=(r)x = (s)x. Ali, kako je (r)x = (s)x Booleov identitet,
po Posledici 6.3.8 dobijamo VA J=(r)x = (s)x.

Obratno, iz VA [ (r)x = (s)x sledi S (= (r)x = (s)x. Specijalno, ako je
£ prebrojiva azbuka, imamo F,s(£,{:e}) = (r)x = (s)x. Po Teoremi 6.3.10
dobijamo Reg(£) |rr = s, Sto znaci da KA |Fr —s. ]

Time smo resili jo§ jedan problem u vezi sa praktichom, ratunarskom pri-
menom Kleenejevih algebri, a koji nismo pomenuli na pocetku glave. Naime,
¢injenica da ICA nema konacnu bazu identiteta u startu onemogucava bilo
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kakvu automatsku (maSinsku) produkciju regularnih identiteta, na ¢emu bi se
zasnivali razni postupci optimizacije programskih celina. Ali, ispostavilo se da
ipak postoji "zaobilazni” nacin da se uz pomo¢ konatne Seme identiteta dobiju
svi regularni identiteti - u pomo¢ su nam pritekle Booleove algebre i dinamicke
algebre kao njihov spoj sa Kleenejevim algebrama. Tako (po gornjoj teoremi),
dovoljno je iz aksioma (26) (32) izvesti sve posledice oblika (r)x = (s)x i iz
njih "filtrirati” regularne izraze r, s.

U narednom ¢éemo dovrSiti posao zapocet Lemom 6.3.5. Slu¢aj slobodnih
separabilnih algebri saY = 0 (praznim skupom Booleovih generatora) razresio
je Nemeti 1982. godine.

Teorema 6.3.14. (Nemeti, [114]) Sve dinamicke algebre oblika Fs(X, 0)
su separabilne. Stoga sve S-slobodne algebre pripadaju klasi SVA.

Dokaz. Dokazacemo da je -i(a:)T univerzalni separator za svaka dva raz-
licita regularna elementa algebre Fs(X, 0) (podsetimo se da su to regularni
jezici, po Teoremi 6.3.10). Neka su uofeni neekvivalentni regularni izrazi r,s
koji redom predstavljaju jezike Zj, Z2i nekaje, na primer, w £ L\\L2- Neka je
D puna KDA nad skupom X*. Zay £ X, definiSimo py kao desnu translaciju
koja odgovara slovu y na slobodnom monoidu X*. Dalje, definiSimo binarne
relacije na X*, ax = px \{(wx, u;)} iay = py zasvey £ X \{z}. Tadau D
imamo

(ax)X* = {w}.

Medutim, lako se vidi da za interpretaciju a :y i» ay,y £ X, imamo (w, A) £
rD(cr) \sD(cr) (zbog w £ Li \L2), odakle je

A £ {rD ((M){t} \ {sD )=}

To znaci da
D (N->(X)T = (s)-.(anT,

pa tako ni klasa 1ZVA ne zadovoljava gornji identitet. Ali, po Teoremi 6.3.7,
odavde sledi da ga ne zadovoljava ni S, tj. da imamo

(LD)NMX)T ™ (12)-.(x)T

u F5 (X,0). m

Na osnovu ove teoreme i Propozicije 6.3.1, dobija se

PosLEDICA 6.3.15. Svaka S-slobodna dinamicka algebra je reprezentabil-
na.
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Propozicija 6.3.12 pokazuje daje situacija sa separabilnoS¢u slobodnih al-
gebri drugacija u slucaju Jonssonovih K-dinamickih algebri u odnosu na do
sada razmatrane dvosortne dinamicke algebre. Razlog za to leZi u Cinjenici
da je separabilnost slobodnih algebri u varijetetu VA(K.) ekvivalentna posto-
janju separabilne K-dinamiCke algebre, odnosno, u terminima dinamickih al-
gebri, postojanju separabilne dinamicke algebre sa regularnom komponentom
K. Drugim recima, pitanje karakterizacije varijeteta Jonssonovih dinamickih
algebri sa separabilnim slobodnim algebrama svodi se na karakterizaciju onih
Kleenejevih algebri koje se pojavljuju kao regularne komponente algebri iz
SVA. Svakako, medu njima su sve standardne Kleenejeve algebre binarnih
relacija. U daljem, nas cilj ¢e biti da opiSemo jednu klasu Kleenejevih algebri K
koja daje separabilne XM (K)-slobodne algebre, Sto je jedan od glavnih rezul-
tata u [41]. lzmedu ostalog, pokazacemo da je klasa regularnih komponenti
separabilnih dinamickih algebri kvazivarijetet kojem pripadaju sve slobodne
algebre svih podvarijeteta od K.A. Ali, prvo nam treba nekoliko tehnickih
pojmova i pomocénih tvrdenja u vezi sa njima.

Neka je a : K —»a(K) sirjektivni homomorfizam Kleenejevih algebri.
Za term t tipa r(K) definiSemo term ta tipa r(a(K)) koji se dobija od t
zamenom svakog unarnog simbola fa sa fa(ay Za skup identiteta E ¢emo
koristiti analognu notaciju; prema tome, Ea oznatava skup identiteta koji se
dobija kada se na obe strane svih identiteta iz E primeni operator ".

Lema 6.3.16. Neka je K Kleenejeva algebra i a : K — a(K) sirjektivni
homomorfizarn. Tada iz VA(K) |Fp = g sledi VA(K) ¥ pa = ga.

Dokaz. Lemu dokazujemo indukcijom po duZini formalnog dokaza iden-
titeta p = q iz aksioma 0(K). Pre svega, primetimo da je (0(K))" =
0(a(K)), paje tvrdenje tatno ako je p = q neka od aksioma. Takode, induk-
tivni korak je jasan, ukoliko je p = g dobijeno iz nekih identiteta primenom
pravila (Sim) ili (Tranz).

Ako je p = f(px,...,pn)iq = f(qi,...,qn), pri ¢emu su identiteti pt = qt,
1 < z < n, ranije dokazani (Sto znaci da je p = g dobijeno primenom pravila
(Sagi)), tada po induktivnoj pretpostavci imamo identitete pf = qf za sve
I < i < n, odakle izvodimo

r(p?,...,K) =n??, mm),

Sto je tacno identitet pa = ga.
Najzad, ako je p = q dobijeno primenom pravila (Zam), tada je taj iden-
titet oblika r(ti,... ,tn) = s(D,..., tn), pri ¢emu su neki termi, a
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identitet- r = s je dobijen ranije u dokazu. Ali, tada sledi ra = sa, Sto znacli
da

odnosno p° = q°, vazi u XL4(K).

Takode, biée nam potrebna jedna lema opSte-algebarskog karaktera, a u
duhu teorije kategorija.

Lema 6.3.17. Neka algebra Ux zrma osobinu univerzalnog preslikavanja
(nad X) za klasu algebri C odgovarajuceg tipa. Tada za svaku algebru A 6 C i
svaka dva homomorfizma £,£' : —aA postoji endomorfizam v algebre UM
takav daje £ = no£.

Dokaz. Zai; £ 1 oznafimo £(x{) = a, i = a\ Kako je £ sirjektivni
homomorfizam, elementi a, generiSu algebru A, pa postoji term tj tako daje
al = t~(ai, a2,...) za sve j. DefiniSimo preslikavanje 0 : X —»Ux sa

Vo{xi) = (NM1) X2 mmem

Po datim uslovima, ovo preslikavanje se (na jedinstven nacin) proSiruje do
endomorlizma 1j : —U x. Pri tome je

Z(v(xi)) = ~Vo{xz)) = {(t}IX(x1,X2,...)) = ti~(al,a2...) = a,

Sto zapravo znali da je
(»7°01* =01*m

Po uslovu jedinstvenosti homomorfizma koji proSiruje dato preslikavanje na
generatornom skupu, sledi r/o£ = £. Na kraju, primetimo da se opisani dokaz
lako moZe prilagoditi i za viSesortne algebre. ]

Neka je sada T x term algebra tipa (2,2,1,0,0) i h: Tx —»K sirjektivni
homomorfizam takav da je K Kleenejeva algebra. Ako je t Booleov term
na jeziku dinamickih algebri, tada sa ih oznatavamo term tipa r(K) koji se
dobija od t zamenom svakog podterma oblika {r)s (gde je r regularan izraz, a
s Booleov term) sa fh(r)(s)-

Sada dokazujemo jedno tehnicko tvrdenje, na osnovu kojeg ¢emo biti u
mogucnosti da detaljnije ispitujemo problem separabilnosti, odnosno da raz-
matranja sa dvosortnih dinamickih algebri prenosimo na Jonssonove jedno-
sortne modele, kao i obratno.
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Propozicija 6.3.18. (1) Nekaje K Kleenejeva algebra i X,Y proizvolj-
ni skupovi. Tada za svaku Kleenejevu algebru K (generisanu. sa najvise
Y] elemenata) postoji Booleova algebra B j((y) tako da za sve dinamicke
algebre D = (K,B,(-)-) i za svaki sirjektivni homomorfizam

h:Fxa(X,Y) —=D
postoje sirjektivni homomorfizmi p, f tako da dijagram

¥VA(X,Y) = (Tx,B0,(-)-)

komutira. U tom slucaju je Fp_4(K)(®) = Os((K,BR(Y), (=)m)=

(2) Neka je K Kleenejeva algebra, @ : Fva{X,Y) —#(K,Bk (P), (s ho-
momorfizam (P = (PI<iPb))> ap,q Booleovi dvosortni termi. Tada je

(K,Bk(Y), {®=*) E p =g ako i samo ako FXNK)(Y) [FpWK = gPK.

(3) Nekaje V podvarijetet, od K.A i neka VA(V) oznaava podvarijetet od VA
definisan istim identitetima koji odreduju V (specijalno, VA(fcA) = S).
Ako je K = Fv(Y), tada je

fda(K)(F) = Os(Fxm(v)(™,F)).

(4) FS(X,Y) = (Reg(X),BReg(x)(Y), (wm), pa je stoga Fp”~(Reg(x))(Y)
separabilna 'R.eg(X)-dinamictka algebra.

Dokaz. (1) Najpre primetimo daje regularni deo algebre Fva(X,Y) jednak
Tx, buduéi da VA zadovoljava samo trivijalne identitete regularnog tipa.
Sada fiksirajmo proizvoljni sirjektivni homomorfizam £ : TN —aK i definiSimo
kongruenciju na Fva{X,Y) sa

#o(E) = f1 {(Ok,0b) e ConFVA(X,Y) : OK = ker 1},

00(0 = {0o(Ok ,00(£)b). Pokazatemo da tada dinamicka algebra

(K,BK,t(n (*®) = FA~ m ,y)
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zadovoljava sve traZene uslove.
Nekaje D = (K,B,(-)-) i hf : Fva(X,Y) —»D sirjektivni homomorfizam,
hfb), takav da je /i"a = £ (lako se vidi da postoji bar jedan takav
homomorfizam). OCito, vaZi #o(£) G ker(h”), Sto povlaci

{ker{ht)!9Q(0) G Con (¥VA{X,Y)/60{0)

o EAXGF)

( keT(hi)\ ker(hg)

\ MO ;
Ovo nam omogucava da u slu¢aju homomorfizma za p \Iy uzmemo odgo-
varajuée prirodne homomorfizme.

Neka je sada h : Fxa(X,Y) — D proizvoljan sirjektivni homomorfizam.
Po Lemi 6.3.17, postoji endomorfizam 7 na F-pA(X,Y) takav daje h= g0
Sada za  ve¢ imamo trazenu dekompoziciju 0 ip. Stoga definiSimo
P = VO(Pt-

Pokazimo sada da je ip injektivno nad Y. Nije teSko videti da za svaku
Kleenejevu algebru K postoji dinamicka algebra sa regularnim nosaem K i
netrivijalnim Booleovim nosafem (dinamicke algebre Ts(Fp_4(K)(0)), odnosno
(K, {1, T}, (=)= tako daje O)p= XLi(a)p=pzasvea GK \{0}, p G{-L, T},
su primeri te vrste). Ako uofimo preslikavanje g : Y —B dato sa g(yt) = Li
og(yj) = T zasvej ™ i, tada se par preslikavanja (£,<?} (jedinstveno) proSiruje
do homomorfizma Fea (X,Y) — D C(ija je prva komponenta £, Sto pokazuje
da

(ViiVj) t 60o(Ob

za sve yi,yj GY. TraZeni zakljuak sledi po konstrukciji homomorfizma ip
Kako bismo pokazali da Os((K, Bk (F), (w)*)) ima osobinu univerzalnog

preslikavanja nad Y u VA{K) (tj. daje re¢ o slobodnoj algebri tog varijeteta),
oznacimo

- - Vi

M  0o@wb *
Gornji elementi (algebre (K,Bj(~(P), (=)m) su razliliti, zbog malopre dokaza-
ne injektivnosti p>nad Y. Neka je Xo preslikavanje definisano sa

Xo(yt) = di,

gde su di elementi proizvoljne algebre Do G XM(K). Neka je D(, = Ts(DO).
Sada postoji jedinstven homomorfizam x' mF-p~(X,Y) — Dq koji proSiruje
£ na regularnom, odnosno Xo na Booleovom delu. Primenjujuéi prethodno
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obrazloZzenu dekompoziciju homomorfizma x', dobijamo x' = €' 0i''- Preslika-
vanje x : Os((K,Bk~(P), (=))) ~*Do definisano sa

X(P) = "b(p)

je homomorfizam K-dinamickih algebri; osim toga, imamo

x(Vi) = xWB{y*)) = ~BABiVi)) = XB(Vi) = di = Xo(Vi),

pa stoga x proSiruje xo- ldentifikacijom elemenata yi sa odgovaraju¢im slovima
yi (odnosno, pogodnim preimenovanjem elemenata) dolazimo do trazenog
rezultata.

Na kraju, primetimo da, poSto je algebra sa osobinom univerzalnog pres-
likavanja nad datim skupom do na izomorfizam jedinstvena u svakom vari-
jetetu, algebra (K,B k"™ (P), (w)*) ne moZe da zavisi od izbora sirjektivnog ho-
momorfizma £. Drugim recima, vaZi

(K,BKi(y).(-)-) = <K,BK,i/(y),(=)m),

pa se indeks f moZze ispustiti.

(2) Radi krace i jednostavnije notacije, uvedimo oznake D = FzMfK)") 1
C = (K,Bk(F), (=)m). Po tacki (1), vazi C = Ts(D).
Pretpostavimo prvo da imamo C }-p = q, gde je

P = P(xi, = Lyn), g= q(xu ..., xm\yx,..,,yn).
Tada za sve a\,..., am6 K i 6i,..., bn 6 B-&(F) sledi
P (@®i>-mj . bi .. ., bn) — qH(®1,---, y~1leeeibn)e

S druge strane, za svaki Booleov dinamicki term t vaZi
N {bK{xI])i *me>pK{xm')i  mmmibn) = ) (bj, ...,6n),

pa dobijamo
(PVK)D{bu ...,bn) = (g*«jD(b1,...,bn)

za sve &, 6 Bk (Y) = FVA{K)(Y), tj.
D [FpWK = gqVK.

Obratno, podimo od gornjeg tvrdenja. Tada imamo

(PVK)D (9B(yi)i ===, <pB(yn)) = {qfiKD("B(yi), ===, <PB{yn)),
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paje, po ve¢ razmotrenim jednakostima,
PC{Pk (xi), ===, <~ri<om); <b (vi), ---, <PB{yn)) -

=q mmm <PKixmy,<PB(yi), = mpB(yn))-

Kako p i g nisu regularni termi, poslednja jednakost je ekvivalentna sa

15 ==mi %mi Ul) mmm) 2/n)) PB (2(=£1le=ei%mi V1, ===, 2/n)) =

Ali, ovo po definiciji homomorfizma p : Fp~t(X, K) —C znadi, u stvari, daje
CFp=a

(3) Neka je D = (K', B, (**) E VA(V). Primetimo najpre da je K' E V.
Koriste¢i (1), dobijamo dekompoziciju homomorfizma h : Fva(X,Y) —D
u obliku h = ipo if, gde je p : Fva{X,Y) —>(K"'Bj(/(P), (w)*). Nije teSko
videti da ¢e tacka biti pokazana ako ip razlozimo u obliku p = p o u, gde
je fi : Fva(X,Y) —m(Fv(X),Bj'v(x)("); (=) sirjektivni homomorfizam koji
proSiruje identicka preslikavanja na odgovaraju¢im generatornim skupovima,
tj. ako dokaZzemo daje ker(p) C ker(p).

Najpre, ako je p k{t) = Ph'(s) za neke regularne izraze r,s, tada

= Fy(X) Er=-s
% V Fr=s
= K'[r=s
= Pk () = pk(s).

S druge strane, ako su p,q Booleovi termi takvi da je pb(p) = /¢s(g), sledi

=a VA{Fv{X)) Fp"A = oK (zbog (1) i («J)

> XT4(K") E = gK (L. 6.3.16, ker(px) C ker(px))
=  Os((K', BK'(K), (m<}) FpWK = qWK

= (K, BK'(K), (% ¥p=q (zbog (2))

= ¥p(p) = ¥ (?),
¢ime je nas cilj postignut.

(X) Prema (1) i (3), z. specijalni slucaj V = K.A (imajuéi u vidu da je
VA(ICA) = S) vazi

(Reg(X),BReg(x)(y).(.)-) = F5(")(X,K).

Koriste¢i tatku (1) i Teoremu 6.3.14, dobijamo daje algebra Fp”~(Reg(™""(K)
separabilna za proizvoljan skup Y . m



112 O IDENTITETIMA ALGEBRI REGULARNIH JEZIKA

Gornji niz tvrdenja nam sada omogucéava da dokaZzemo separabilnost slo-
bodnih algebri za Citavu klasu varijeteta Jonssonovih dinamickih algebri. Ali,
pre glavnog rezultata koji opisuje tu klasu, potreban nam je joS jedan pomoc¢ni
rezultat.

Lema 6.3.19. Neka je X proizvoljan skup, V podvarijetet od ICA i neka
je a : Tx —aFv(X) homomorfizam koji proSiruje identicko preslikavanje na
X. Tada Fp~(M(1,y) ¥ p = q (gde su p,q Booleovi termi) ako i samo ako
postoje termi pi, gi takvi daje p° = pa, gj —gqa i S |Fpi =

Dokaz. Za (dinamicki) term t, ozna¢imo sa i vrednost terma t u slobodnoj
dinamickoj algebri Ft=a (X,Y) uodnosu na standardnu interpretaciju (u kojoj
se promenljivama dodeljuju odgovarajuci slobodni generatori). Sada nije teSko
videti da je za proizvoljan podvarijetet V < ICA, relacija p(V) definisana na
oba nosala algebre Fva(X,Y) sa

(P.g) Gp(y) 44 Eq{V)\~p=q 44 VA(V) Fp=q
p(V) = (pa'(V), Po(V)), kongruencija. Pri tome se lako vidi da je za Booleove
terme p,q iskaz (p,q) Gps(V) ekvivalentan sa
r = qga.
Osim toga, oc¢ito imamo p(ICA) C p(V), Sto povlaci
p(V) = p{XA) op(V) = P{V) o pfICA) o p(V).

Sada gornja jednakost, zajedno sa prethodnim primedbama i ¢injenicom daje

PuamiY D Pl

dokazuje tvrdenje leme.

Najzad, dajemo glavni rezultat iz [41] o separabilnosti slobodnih K-dina-
mickih algebri.

Teorema 6.3.20. (Crvenkovi¢, Dohnka, [41]) Neka je /C klasa svih Klee-
nejevih algebri K takvih da su slobodne algebre varijeteta V A (K) separabilne
(ili, ekvivalentno, klasa svih regularnih komponenti separabilnih dinamickih al-
gebri). Tadaje /C kvazivarijetet koji sadrzi sve standardne Kleenejeve algebre,
kao i klasu T svih slobodnih algebri svih podvarijeteta od ICA. Specijalno, za
sve Kleenejeve algebre K G ISPP[/(<S™MAU”r) (gde je SK.A klasa svih standard-
nih Kleenejevih algebri), varijetet VA(K) ima separabilne slobodne algebre.
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Dokaz. Na pocCetku, primetimo da za K = Reg(X) tvrdenje sledi iz
Propozicije 6.3.18, (4).

Neka je sada V < ICA i K = Fy(X) za neki skup X. Jasno, algebra
Fi,4(K)(Pr) je separabilna ako i samo ako je to (dvosortna) dinamicka al-
gebra Ts(F ™ {K)(F)). Prema Propoziciji 6.3.18, (3), ova dinamicka algeb-
ra je izomorfna sa F ™ (V)(X,F). Primenimo sada Lemu 6.3.19 na terme
P={r\)yi 2= (r2y, gde je y GY, dok su r,r2 regularni izrazi. Ako,
dakle, Fp_ 4(M)(X,Y) [Fp = q, tada postoje regularni izrazi si,s2 takvi da je
«(rj) = a(si) i a(r2) = a(s2) za prirodni homomorfizam a : Tx —K, i

SN {«i)y = B2)y.

Kako su slobodne algebre varijeteta S separabilne, sledi da si i s2 predstavljaju
iste regularne jezike, tj. ICA (= si = s2. Ali, tada V |= si = s2, odakle
V [Frl—r2 (jer «(r,-) = a(sd za *= 1,2 daje V [Fr- = s,). Drugim recima,
dobili smo da regularni izrazi ri,r2 (u odnosu na standardnu interpretaciju)
predstavljaju iste elemente u K, Sto znaci da za sve a,i £ K,

VA(K) Ffaly) = fb(y)

povlati a = h.

Dalje, pretpostavimo daje K Kleenejeva algebra za koju varijetet VA(K)
ima separabilne slobodne algebre i K' < K. Tada je algebra Fp_4(K)(®) sepa-
rabilna, pa to vaZi i za njen redukt tipa r(K"), koji pripada VA (K'). Medutim,
re¢ je o homomorfnoj slici algebre Fp.4(K")(0)j pa zbog toga ova slobodna al-
gebra mora takode biti separabilna, odakle su sve slobodne algebre u VA{K")
separabilne.

Neka je sada (K,),e/ familija Kleenejevih algebri sa osobinom da su slo-
bodne algebre FE>x(k,)(0) separabilne. Tada uocimo algebru

D=<nB-/la>aen6iK, £EVANK~"
iei i€i

pri ¢emu su unarni operatori definisani sa

f&(x) — (fai(xi))ifl -

Sada je D ocito separabilna dinamitka algebra, odakle se analogno kao i u
prethodnom pasusu izvodi zakljucak da su sve slobodne W K .-dinamicke
algebre separabilne.

Najzad, klasa SVA je olito aksiomatizabilna, pa je zatvorena za ultra-
proizvode. Tako, ako uzmemo, kao i malopre, familiju (KKleenejevih
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algebri sa osobinom da su slobodne algebre separabilne, tada su
separabilne i dinamicke algebre Ts(Fp_4(K,)(®)) Pa van 1 za svani Ut
traproizvod ovih algebri. Ali, tada je regularna komponenta ove algebre
(oznafimo je sa K) ultraproizvod Kleenejevih algebri K,, i £ I, odakle sledi
da je r:m (x)(0) separabilna K-dinamitka algebra. Drugim recima, klasa IC
je zatvorena i na ultraproizvode.

Cinjenica da K = K' implicira

F7TM(K)(F) = F ~ (KO(F)

za sve skupove Y, i primedba da za sve K £ SICA varijeteti VA{K) imaju
separabilne slobodne algebre, okoncavaju dokaz teoreme. a

proBLEM 9. Opisati kvazivarijetet Kleenejevih algebri K iz prethodne teo-
reme. Po mogucénosti, dati aksiomatizaciju za IC preko kvazi-identiteta. Da li
je klasa IC uopste konacno aksiomatizabilna?

6.4. Neprekidnost dinamickih algebri

U Glavi 2 smo definisali neprekidnost Kleenejevih algebri. U izvesnom smislu,
one odgovaraju intuiciji koja je motivisala uvodenje operacije *. Naime, oCe-
kujemo da * uvek bude "refleksivno-tranzitivho zatvorenje”, tj. da je za
proizvoljan element a date Kleenejeve algebre, a* supremum (u odnosu na
odgovarajuéi polumrezni poredak) suma a° + ol + ... + on, n > 0 (gde je
a° = 1lial—a). Medutim, primer Conwayevog skoka C4 pokazuje da ovo
naSe ocCekivanje nije ispunjeno, tj. da postoji Kleenejeva algebra koja nije
neprekidna. U ovoj algebri je za sve n > 1, Fn = F (F, podsetimo se,
oznaCava klasu ekvivalencije koju Cine konacni jezici), pa je stoga F supre-
mum odgovaraju¢ih suma, ali je, s druge strane, F* = oo F.

Dinamicke algebre pruzaju moguénost da se problem neprekidnosti raz-
matra nesto preciznije, ali u osnovi, situacija nije nista bolja nego u slucaju
Kleenejevih algebri. Naprotiv, pokazalo se da klasa neprekidnih dinamickih
(Kleenejevih) algebri cak nije ni aksiomatizabilna formulama prvog reda, pa
stoga ove algebre, ma kako prirodne bile, Cine, sa stanoviSta matematicke
logike, prilicno " neuhvatljivu” klasu.

Dinamicka algebra D = (K,B,(-)-) je neprekidna ako iz (an)p < q za sve
n > 0, sledi {a*)p < gq. Drugim recima,

{a*)p = \J (an)p.

n>0
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Kozen u [83] definiSe dinamicke algebre tako da od njih zahteva neprekidnost.
Primetimo da, iako C4 nije neprekidna Kleenejeva algebra, dinamicke algebre
sa regularnim delom jednakim C4 (odnosno, C4-dinamicke algebre, gde se za
Jonssonove dinamicCke algebre neprekidnost definiSe analogno) jesu neprekidne,
poSto upravo imamo neseparabilnost elemenata F i 00: vazi (F)p = (00)p =
(F*)p (po Propoziciji 6.3.12). Medutim, postoji (¢ak, separabilna) dinamicka
algebra koja nije neprekidna.

Neka je B puna Booleova skupovna algebra ordinala = wU{w} i neka je
K < Rel("P(o;+)) algebra koja se sastoji od svih normalnih unarnih operatora
na B (konacno aditivnih funkcija / na B za koje je /(0) = 0), pri ¢emu funkcije
deluju U1a elemente B (tj. podskupove od u+) na prirodan nacin (primetimo
da nije re¢c o KDA, jer K nije podalgebra od Rel(u;+)). Oznacimo sa < sledeci
normalni operator B — B (ovde je A ¢ cj+):

j {a+1: aEA} A je konatan,
n [ {a]l: a£i)U {u;} A je beskonacan,

pri ¢emu je >+ 1= u. Sada se lako dobija da je

VISR,

n>0

ali
W ){0} = "+,

pa dinamicka algebra (K,B,(-)-) nije neprekidna.

S druge strane, sve reprezentabilne dinamicke algebre su oCito neprekidne
(Kozen je pokazao da je ovde re€ o strogoj inkluziji). Odavde se odmah vidi da
neprekidne dinamicke algebre ne Cine varijetet, jer bi u suprotnom sve algebre
iz HSP(7££b4) = S bile neprekidne, a $to smo u gornjem primeru videli da nije
slucaj. StaviSe, neprekidne dinamicke algebre ne Cine ¢ak ni aksiomatizabilnu
klasu.

teorema 6.4.1. (Kozen, [85]) Klase neprekidnih Kleenejevih, odnosno
neprekidnih dinamickih algebri nisu zatvorene na ultraproizvode, pa stoga nisu
aksiomatizabilne formulama prvog reda. Takode, isto vaZi i za klasu 7ZVA.

MoZe se pokazati da je malopre prikazani primer dinamicke algebre koja
nije neprekidna zapravo jedan ultrastepen pune KDA na skupu u»

Danas je poznata tatna karakterizacija aksiomatizabilnih klasa koje se sas-
toje od neprekidnih (reprezentabilnih) dinamickih algebri, Sto Cini pojacanje
gornjeg tvrdenja.
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Teorema 6.4.2. (Andreka, Guessarian, Nemeti, [12]) Klasa JC neprekid-
nih dinamickih algebri (odnosno, K, C 1ZVA) je zatvorena na ultraproizvode

*

ako i samo ako je klasa redukata algebri iz K, bez ™ zatvorena na ultraproizvode

i operacija * se nad K, mozZe izraziti preko ostalih operacija.

S druge strane, klasa neprekidnih dinamickih algebri je, baS kao i 1ZVA,
zatvorena na podalgebre i direktne proizvode. Ovakve klase se nazivaju uop-
steni kvazivarijeteti i one imaju veliki znacaj u teorijskom racunarstvu (al-
gebarska specifikacija struktura podataka i si.). Takve klase su odredene
uopstenim kvazi-identitetima, gde SU uopstene formule Objekti koji se dobijaju
na isti naCin kao i obi¢ne formule, sa jedinom razlikom Sto je dopustena pri-
mena beskonatno mnogo iskaznih veznika A, V (tj. logickih veznika beskonacne
arnosti). Nije teSko videti da je ustvari re¢ o logici drugog reda, gde je dozvo-
ljena ogranicena kvantihkacija po nekom ordinalu.

6.5. Odlucivost jednakosnih teorija dinamickih algebri

Verovatno najveéa razlika u pogledu jednakosnih osobina dinamickih i K-
dinamickih algebri nastaje kada su u pitanju problemi odlucivosti. Naime,
Fischer i Ladner [61, 62] su 1977. pokazali da je jednakosna teorija klase
1ZVA odluciva, pokazavsi da za svaki identitet koji je izgraden od n simbola
koji ne vazi na 1ZVA, ne vazi ve¢ na nekoj KDA nad skupom U tako da je
J | ograniceno eksponencijalnom funkcijom po n (Sto znaci da odgovarajuci
algoritam zahteva eksponencijalno vreme). Po ranije dokazanim tvrdenjima,
ovo povlaci da varijeteti ,5, odnosno VA imaju odlucive jednakosne teorije.

S druge strane, Crvenkovi¢ i Madarasz [51] su 1994. pokazali da postoji
Kleenejeva algebra K sa osobinom da varijetet VA(fK) ima neodludivu jed-
nakosnu teoriju. To je, ako se detaljnije proanalizira, i prirodno, jer dok jed-
nakosna teorija dinamickih algebri na regularnoj koordinati "krije” odlucivu
jednakosnu teoriju Kleenejevih algebri, odnosno regularne identitete, dotle
je, putem unarnih operatora, u jednakosnu teoriju varijeteta VA{K) "utis-
nut” problem reli za konkretnu algebru K. Postojanje Kleenejeve algebre sa
nereSivim problemom reci (Posledica 1.6.2) onda direktno daje malopre opisani
rezultat.

Iz ovih razloga, prirodno se postavlja pitanje karakterizacije onih Kleene-
jevih algebri K za koje VA{K) ima odludivu jednakosnu teoriju. U [41] je
opisana jedna klasa Kleenejevih algebri sa tom osobinom, i ovde ¢emo prikazati
odgovarajuca tvrdenja. Ali, najpre ¢éemo u najgrubljim crtama skicirati kako
su Fischer i Ladner u [61] dokazali odlucivost jednakosne teorije dinamickih
algebri.
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Za skup Booleovih terma T na jeziku dinamickih algebri ¢emo re¢i da je
FL-zatvoren ako on ima sledeCih Sest osobina (gde su a,b regularni, a p,q
Booleovi termi):

1L pVgeT =>=p,qe T,

2. "peT => peT,

3. (x)p 6 T = p ET, gde je x regularna promenljiva,
4, (a+ b)p ET =>m (a)p, (b)p,p E T,

S. (ab)peT == (a)(b)p, (b)p.p E T,

6. (@*)pe T = p, (a)(@*)pe T.

Osim toga, za term p sa || oznatavamo duZinu od p, tj. ukupan broj simbola
koji se pojavljuju u p. Pokazuje se da gornja definicija odreduje jedan operator
zatvorenja na skupu svih Booleovih terma, pa postoji FL-zatvorenje datog
skupa terma T, najmanja FL-zatvorena familija koja sadrzi T. Sada navodimo
prvu od dve kljucne leme iz [61].

Lema 6.5.1. (Fischer, Ladner, [61]) Neka je T skup Booleovih terma na
jeziku dinamickih algebri. Tada postoji FL-zatvoren skup T* D T takav da je

insE M -
P&T

Specijalno, FL-zatvorenje konacnog skupa Booleovih terma je konacan skup.

Gornja lema je bila, u stvari, "kljuéni sastojak” u dokazu Teoreme 6.3.2,
koji je omogucio Prattu da dokaze postojanje iiltracija, iz ¢ega onda, kao Sto
smo videli, sledi vecina klasi¢nih rezultata o varijetetima dinamickih algebri.

Neka je sada D = (K,B,{-)-) KDA nad skupom U i v neka valuacija u D
(preslikavanje koje svakoj regularnoj promenljivoj dodeljuje binarnu relaciju
na U iz K, a svakoj Booleovoj promenljivoj podskup od U koji pripada B),
i neka je T skup Booleovih terma. Uvodimo relaciju ekvivalencije =V,T na
osnovnom skupu U na sledeci na¢in (ui,u2 EU):

M =V, T u2 (Vp GT)(ui E P°(v) <&u2E P°(v)).

Ova relacija nam omogucéava da, polaze¢i od D, definiSemo KDA Dvj na
skupu U/=VT, (iji se Booleov deo sastoji od skupova oblika

U —{m =v;t" ub U\),
—d, T
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W £ B, odnosno, sa regularnim delom koji Cine relacije
ZT'F = {(“i/ =v,T,«2/ =v,t) m (ui,u2) Gp),
=V,
p G K. Takode, definiSemo valuaciju v tako da je za proizvoljnu promenljivu
x (bilo regularnog, bilo Booleovog tipa):
v{x
=v,T

Lema 6.5.2. (Fischer, Ladner, [61]) Neka je D KDA nad u, v valuacija
uD, aT skup Booleovih terma. Tada zasve u £ U ip GT vazi:

v(X) —

uGp°(v) ako i samo ako u/=vj £ p~VvT(V).

Booleov term p je zadovoljiv ako postoji KDA D i valuacija v u D tako da
pD(v) ™ O (tj. ako u D ne vazi identitet p = _L). Jasno, provera Booleovog
identiteta na D se svodi na proveru zadovoljivosti nekog terma na D, bududi
da se lako vidi da je identitet

P=4q
ekvivalentan sa
(P AQ V(pA-iq — L
Tako p = qvaZi na 1ZVA ako i samo ako term (->pA<?) V(pA-><?) nije zadovoljiv.
Zbog toga, naredna teorema daje algoritam za odlucivanje Booleovih identiteta
ulzvAm

Teorema 6.5.3. (Fischer, Ladner, [61]) Neka je p zadovoljiv term. Tada
postoji KDA D nad skupom U takvim da N\ < u kojoj ne vazip= L

Dokaz. Neka je D proizvoljna KDA za koju postoji valuacija v u odnosu
na koju je pD(u) ~ 0. Po Lemi 6.5.1, postoji konatan FL-zatvoren skup T
koji sadrzi term p, takav daje [T] < |lpll Medutim, tada po Lemi 6.5.2 vaZi

pDv'T(v) ~ 0,
pa KDA D ,j takode ne zadovoljava identitet p T. Time je dokaz teoreme
okoncan, posSto za osnovni skup ove KDA vaZi
< 2'r!
=v,T
(jer ako za. u £ U definiSemo
Tu={p GT : uf pD(v)},

tada o€ito imamo u\ =\t 2 ak® i samo ako TU = TR stoga = Vit moZe imati
na U najviSe onoliko klasa koliko T ima podskupova). ]
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Prema tome, da bismo proverili da li identitet p = q vazi na klasi 1ZVA
(odnosno, na varijetetu S = HSP(7£XM)), dovoljno je konstruisati (do na
izomorfizam) sve KDA sa osnovnim skupovima kardinalnosti ne vece od 2ry
gde je r = (-lpAqQq) V (p A -1g) (kojih ima konatno mnogo), i videti da li
je r zadovoljiv na nekoj od njih, kada 1ZVA ~ p —q. Ako to nije slucaj,
tada, po prethodnoj teoremi, p = g vazi na svim reprezentabilnim dinamickim
algebrama (a time i na svim separabilnim dinamickim algebrama). Kako se
jednakosne teorije varijeteta S i VA razlikuju (po Posledici 6.3.11) samo za
odlucivu jednakosnu teoriju Eq(K,A) (pri ¢emu je regularna teorija varijeteta
VA trivijalna), odmah se dobija

Posledica 6.5.4. Varijeteti VA i S imaju odlucive jednakosne teorije.

Podsetimo se da smo u Lemi 1.3.1 za svaku polugrupu konstruisali Kleene-
jevu algebru M (5'1) koja se sastoji od kompleksa monoida Sl. Daje zaista re¢
0 Kleenejevoj algebri, pokazali smo tako $to smo je potopili u Kleenejevu rela-
cionu algebru Rel(5'1). Pri tome je uspostavljen izomorfizam izmedu M (52X
1 podalgebre od R el”™1) tako Sto proizvoljnom podskupu od 51 odgovara
unija desnih translacija monoida S1 pridruzenih elementima uofenog pod-
skupa. Sli¢nu konstrukciju ¢emo imati i u ovom slucaju. Podsetimo se, leva
translacija monoida 51 je funkcija

Aa = {(s, as) : s ES1},

a E 51. Ali, sada moZemo uoCiti jednu manju podalgebru od Rel(S'1): pod-
algebru generisanu levim translacijama. Tu podalgebru (u skladu sa notaci-
jom iz [51]) oznaCavamo sa $(51). Sada definiSemo reprezentabilnu 4,(5 3)-
dinami¢ku algebru D (53) tako da je njena "osnovna” Booleova algebra puna
skupovna algebra nad 51. Osnovu za prenos nereSivosti problema reCi za
Kleenejeve algebre na neodlucivost jednakosnih teorija nekih varijeteta Jons-
sonovih dinamickih algebri predstavlja sledece tvrdenje.

Lema 6.5.5. (Crvenkovi¢, Madarasz, [51, Lema 3.7]) Neka je S monoid
prezentiran sa (G, R) i neka je al;..., a,, 61,..., bmE G. Tada

Sg't " wein—B\... bm

ako i samo ako

DS h t(A,W)) = A, (...(1.(X))-
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Dokaz. Najpre, primetimo da je (zbog prisustva jedinicnog elementa)
Sg [/l eem™ —Db\... bm
ekvivalentno sa
Aai o... 0Aa, = Adi.,.an —Abl.bm Ajo... o Am.

Pri tome je Ag = {A3 : g e G} oCito generatorni skup za monoid levih
translacija na 5. Odavde, medutim, imamo daje Ag generatorni skup ujedno
i za Kleenejevu algebru $(5), i osim toga, u ®(5) takode vazi gornja jednakost.
Zbog toga u D(5) vaZe identiteti

fA\a (- --(fxan(x))) = MN\aio..oXal(x) = 7 at, o..0gn(x) = X (= -m( A fom(*)))-

Obratno, ako Sg ™ ai -sman = b\... bm, tada je

Aai..an ™ A
pa imamo
fXd (= ==(/A,n({1}))) = /Aaio..oAan({1}) = {al m--a@n}r
fxd @ --{fxbm{1}))) = /A6lo..0A6m({1}) = {&!.. -M ,
¢ime je lema dokazana. ]

Ako sada za S uzmemo bilo koji monoid sa nereSivim problemom reci,
imacemo da ni 'i'(S) nema reSiv problem reci, Sto upravo vodi trazenom vari-
jetetu Jonssonovih dinamickih algebri sa neodluc¢ivom jednakosnom teorijom.

T eorema 6.5.6. (Crvenkovi¢, Madarasz, [51]) Neka je S monoid sa ne-
reSivirn problemom reéi. Tada varijetet H™M(",(5)) ima neodlucivu jednakosnu
teoriju.

Dokaz. Kako D(S) G VA(™(S)), to iz pretpostavke da VA(™(S)) zado-
voljava identitet oblika

la.j(===(fxan(x))) = fxbl(---(fxbm{x)))
sledi da D(S) zadovoljava gornji identitet, odakle po Lemi 6.5.5 dobijamo
Sg - —Db\... bji.
Obratno, ako vaZi gornji uslov, tada je
Aaio...oAan= Ad ... .0Xbm

pa identitet
/a0L(==m(/*«,(*))) = fxHb (s *=(fxm(x)))
sledi uzastopnom primenom aksiome (37), tj. vazi na *"($(5)).
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Na taj nacin dobijamo beskonatno mnogo Kleenejevih algebri kojima odgo-
varaju varijeteti Jonssonovih dinamickih algebri sa nerekurzivnim jednakosnim
teorijama. S druge strane, mogli smo, kao 3to se to obi¢no zahteva u razmat-
ranju algoritamskih problema za module i polugrupne algebre (vidi [81]), da
isklju¢imo Kleenejeve algebre indeksa kao izvor neodlucivosti za odgovarajuce
varijetete dinamickih algebri, tj. da pretpostavimo da su kako nosaci, tako i
operacije tih Kleenejevih algebri rekurzivni skupovi (odnosno, da te algebre
imaju reSiv problem reci). To otvara sledec¢i problem.

proeLEM 10. Neka je K Kleenejeva algebra sa reSivim problemom recéi.
Da lije tada jednakosna teorija varijeteta "D.4(K) odluciva? Specijalno, kakva
je situacija sa konacnim Kleenejevim algebrama K ?

Imajuci u vidu tezinu slicnih problema za polugrupne algebre, module,
prstene i Lie algebre [81], verovatno je da je gornji problem takode veoma
tezak.

U preostalom delu ovog poglavlja, bi¢e izloZzeni neki parcijalni rezultati u
vezi sa Problemom 10 do kojih se dosSlo u [41]. Glavni rezultat u tom pravcu
je sledeci: ako se Kleenejeva algebra K moze prikazati kao kona€an direktan
proizvod slobodnih algebri nekih podvarijeteta od K.A generisanih standard-
nim Kleenejevim algebrama, tada D.4(K) ima odlucivu jednakosnu teoriju.
Da ovaj poslednji zakljutak vazi u slutaju kada je K slobodna Kleenejeva
algebra, tj. neka algebra regularnih jezika, mozemo zakljuciti odmah, " preno-
som” rezultata Fischera i Ladnera, uz koris¢enje klju¢ne Propozicije 6.3.18.

Teorema 6.5.7. Varijetet D,,4(Reg(X)) ima odlucivu jednakosnu teoriju.
Dokaz. Prema Propoziciji 6.3.18, (1), (2) i (4), oito imamo:
Eq(VA(KeS(X))) = {pl =al : S \p=aqa},

gde je L : T(X) — Reg(X) prirodni homomorfizam, zapravo preslikavanje
koje svakom regularnom izrazu dodeljuje jezik koji predstavlja. Stoga se al-
goritam za odlucivanje da li dati identitet ti = t2 vazi u D,4(Reg(X)) sastoji
od sledecih koraka:=

= najpre, pretpostavljamo da su svi regularni jezici koji se pojavljuju u
indeksima unarnih operatora u termima t\,t2 dati na neki uniforman i
konatan nacin: regularnim izrazom, odgovaraju¢im automatom koji ga
prihvata, ili sli¢no,
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= na proizvoljan nacin rekonstruiS§imo terme pi,P2 za koje vazi p\ = ti
i pL _ f2 “ovo se Svodi na zamenu svakog podterma od t, (i = 1,2)
oblika /¢ (s) sa (r)s, pri Cemu je r regularan izraz takav da je L(r) =
L\ primetimo da se, po prethodnoj tacki, takvi regularni izrazi nalaze
algoritamski, npr. analizom automata),

= koristeéi algoritam Fischera i Ladnera, odlu€ujemo da li vazi
S \=Pi = P2-
Ako opisani algoritam daje pozitivan odgovor, jasno je da
PA(Reg(X)) IFh = t2.

Obratno, pretpostavimo da ii = t2 vazi na VA{Reg(X)). Tada postoje
Booleovi dinamicki termi qgi,q2 tako daje g\ = ti, =t2iS [Fq = g2. Ali,
tada po Lemi 6.3.19 (primenjenoj za V = K.A) imamo

S = VA(ICA) \epi = p2,

odakle dobijamo da ti = t2vazi na PA(Reg(2T)). Prema tome, ovaj varijetet
ima odlucivu jednakosnu teoriju. ]

U daljem, potrebna nam je jedna konstrukcija koja je implicitno koriS¢ena
u dokazu Teoreme 6.3.20, ali sa dodatnim informacijama koje se mogu dobiti
iz te konstrukcije. Podsetimo, u direktnom stepenu Y | skupa Y, dijagonalnim
elementima zovemo konstantna preslikavanja | —Y.

Lema 6.5.8. Neka su Bt Booleovi redukti slobodnih algebri Fx>.4(K,)(")>
i GI, inekaje
d=<n"/~n,6K,
iel
pri ¢emu su unarni operatori definisani po komponentama, kao u dokazu Teo-
reme 6.3.20. Tada je podalgebra od D generisana dijagonalnim elementima
direktnog stepena Y 1 izomorfna slobodnoj algebri F-p~j-j  K,)(™)-

Dokaz. PiSimo kratée K = JLe/ Kt i ozna¢imo sa Y skup dijagonalnih
elemenata u Y I. Jasno, imamo oCitu bijekciju g : Y —Y . Primetimo da se
svaki element z E Fp~(K)(F) moZe predstaviti u obliku

%— yn)t
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gde je t neki term tipa r(K), t indukovana term-funkcija i y1,... ,yne Y.
DefiniSimo sada preslikavanje 7 : Fx>"(K)(X) (F)d (gde (-)g oznatava
operator generisanja podalgebri u D) sa:

t0O) = (u(yi,---,yn))i£i,
gde je t, term tipa r(Kj) koji se dobija od t zamenom svakog pojavljivanja

unarnog simbola fa sa fai. Kako je zapravo

1{z) = tD(g(y1),.. .,g(yn)),

rutinski se proverava daje 7 dobro definisana bijekcija i homomorfizam. Stoga
je 7 izomorfizam. ]

Sada mozemo preci na uopsStenje Teoreme 6.5.7. Dokaz narednog tvrdenja
dobijamo imitacijom dokaza te teoreme, ali ée nam biti neophodan jedan do-
datni korak.

Teorema 6.5.9. Neka Kleenejeva algebra K ima konacno direktno razla-
ganje
KMAFVI(I1)x...xFv,(l,),
gde su VI) 1 < i < n, podvarijeteti od ICA takvi da su Booleove jednakosne
teorije EqB{DA{Vi)) odlucive. Tada VA(K.) ima odluivu jednakosnu teoriju.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je K = Fy(X), pri ¢emu je EqB{VA{V))
odluCiv skup identiteta Booleovog tipa. Po Propoziciji 6.3.18, (1), (2) i (3),
zakljucujemo

Eq(VA(Fv(X))) = {pa=gq° : VA(V) Fp = a},

gde je a : T(X) —Fp(X) (prirodni) homomorfizam koji proSiruje identicko
preslikavanje na X . Uz pretpostavku da su elementi slobodne algebre Fy(X)
dati preko regularnih izraza koji ih standardnom interpretacijom indukuju,
imamo slede¢i algoritam za dati identitet t\ = t2:

= rekonstruiSimo Booleove terme p\,p2 tako da vazi pf = U, za i = 1,2,

= ispitajmo da li VA(V) [=p\ = p2, Sto je odlucivo, po pretpostavci teo-
reme.

Ponovo, ako algoritam daje pozitivan odgovor, jasno je da mora biti

VA(K) Eh = t2
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Obratno, pretpostavimo da vazi poslednji uslov. Tada postoje termi g\,q2 za
koje je gf = ti, i = 1,2, i VA(V) |=d\ = g2. Ali, tada po Lemi 6.3.19 postoje
termi ut, i = 1,2, tako da imamo u“ = qf = = p“,kaoi

S = VA(ICA) Ful\ = W
Po istoj lemi, koriSéenoj u suprotnom smeru, zakljuCujemo da
VA{V) [Fpi = p2-
Najzad, neka je

K~AFVI(X1)x...xFv,(An),

gde varijeteti VA(VV),..., VA(Vn) svi imaju odlucive Booleove delove jed-
nakosnih teorija. Za term t tipa r(K) oznafimo sa i, terrri koji se dobija
zamenom svakog pojavljivanja simbola fasa fa (a = (ai,... ,an)). Po Lemi
6.5.8, sledi:

VA(K) Ep=q 44 (Vi <n) VA(FVi(Xi)) P = d.

Medutim, uslov na desnoj strani gornje ekvivalencije je, po prethodnim raz-
matranjima, odluciv. ]

Videli smo daje glavni uslov u prethodnoj teoremi bio odlu¢ivost Booleovih
jednakosnih teorija varijeteta dinamickih algebri VA(Vi). Naredna teorema
nam daje primere upravo takvih varijeteta.

Teorema 6.5.10. Ako je varijetet V < ICA generisan standardnim Klee-
nejevim algebrama, tada je skup identiteta EqB{jDA(V)) odlutiv.

Dokaz. Ako je V generisan standardnim Kleenejevim algebrama, tada je
varijetet VA{V) generisan reprezentabilnim dinamickim algebrama, tj. tatno
onim KDA D = (K, B, (w)e*) za koje je K £ V. Oznacimo ovu potklasu od 1ZVA
sa lZVAv. Sada se lako vidi da se tvrdenja Fischera i Ladnera mogu prepraviti
tako da dobijemo slede¢i zakljuak: ako neka KDA D £ I1ZVAv zadovoljava
term p, tada postoji KDA u IZVAv koja ga zadovoljava nad skupom sa ne vise
od 2HpHelemenata. Naravno, takvih KDA moze biti samo kona¢no mnogo, pa
se, slitcno kao i ranije, provera nekog identiteta na VA(V) svodi na proveru
zadovoljivosti nekog terma u konac¢noj klasi konacnih KDA. To je algoritamski
reSiv problem, pa tvrdenje sledi. ]
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Posledica 6.5.11. Neka je K Kleenejeva algebra sa konatnim direktnim
razlaganjem

K2"FVI(ID)x...xFv,(In),

gde su Vi, 1 < i < n, podvarijeteti od KA generisani standardnim Kleenejevim
algebrama. Tada V A (K) ima odlucivu jednakosnu teoriju. >

Ako je varijetet V generisan klasom C standardnih Kleenejevih algebri,
tada je za sve skupove X, Fy(X) E ISP(C). Medutim, primetimo da se (po
Propoziciji 2.1.4) klasa I1SP(C) sastoji iz standardnih Kleenejevih algebri, pa su
sve slobodne algebre varijeteta V standardne. Na taj nacin, mi smo prethod-
nom posledicom konstruisali klasu standardnih Kleenejevih algebri K kojima
odgovaraju varijeteti PM(K) sa odluc¢ivom jednakosnom teorijom.

Zanimljivo je da rezultati o separabilnosti i odlucivosti dinamickih algebri
imaju kombinovan efekat, dajuci rezultat o odlucivosti za Kleenejeve alge-
bre. Poslednja tvrdenja u ovoj disertaciji zapravo "kompletiraju” odluivost
jednakosnih teorija varijeteta VA{V) opisanih u Teoremi 6.5.10.

Posledica 6.5.12. Svaki podvarijetet V < KA generisan standardnim
Kleenejevim algebrama ima odlucivu jednakosnu teoriju.

Dokaz. Neka je K = Fy(X). Tada je algebra FAKjOO separabilna (po
Teoremi 6.3.20), pa koristeci Propoziciju 6.3.18, (3), zakljucujemo:

VA{V) I=(nNx = (s)x o V [Er =s.

TraZeni rezultat se sada dobija neposredno iz Teoreme 6.5.10. |

Dakle, po prethodnim primedbama, vaZi

Posledica 6.5.13. Svaki podvarijetet od VA generisan reprezentabilnim
dinamickim algebrama ima odlucivu jednakosnu teoriju.

Na kraju, primetimo da u odnosu na konstrukcije na Kleenejevim algeb-
rama indeksa Jonssonovih dinamickih algebri koje Cuvaju separabilnost, pri
razmatranju odlucivosti njihovih jednakosnih teorija postoji problem sa pod-
algebrama. Naime, nije jasno da li za K' < K, identiteti iz O(K'") aksio-
matizuju sve identitete tipa r(K') koji vaze na VA (K) (tj. slede iz 0(K)).
Postoji opasnost da identiteti iz 0(K) \0(K") proizvedu nove identitete tipa
r(K"') koji se ne mogu dobiti iz 0(K'"). Naravno, ove teSkoce bi se razreSile
ako bi se pokazalo da za sve identitete p = g tipa r(K') vaZzi

VA(K) Fp=9g & VA{K') \=p=q
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To bi prosirilo klasu (standardnih) Kleenejevih algebri koje daju varijetete
Jonssonovih dinamickih algebri sa odlu¢ivom jednakosnom teorijom. Upravo
opisani problem ima svoju alternativnu formulaciju.

Problem 11. Ako je K' < K, da li je tatno da je homomorftzam iz
Yva(Ki){Y) o T(K')-redukt algebre F-p~(K)(”) k°P proSiruje identicko pres-
likavanje na Y injektivan?
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Na kraju disertacije, identiteti Kleenejevih algebri se posmatraju u kon-
tekstu dinamickih algebri. ReC je o algebarskoj verziji dinamickih logika, koje
su konstruisane sedamdesetih godina kao matematicki model rada raCunara,
kada se na njima izvrSava program pisan u nekom imperativhom program-
skom jeziku. Na primer, problemi verifikacije i ekvivalentnosti programa se
lako izraZzavaju preko identiteta dinamickih algebri, tako da razne njihove jed-
nakosne osobine odgovaraju pojmovima iz teorijskog racunarstva. Takode, in-
teresatno je da je jednakosna teorija Kleenejevih algebri " kodirana” u konacno
baziranoj jednakosnoj teoriji dinamicih algebri. Polaze¢i od poznatih rezul-
tata za dvosortne dinamicke algebre (pri ¢emu je jedna komponenta algebra
istog tipa kao i Kleenejeve algebre, dok je druga Booleova algebra), neki od tih
rezultata su transformisani i proSireni za Jonssonove dinamicke algebre (jed-
nosortne modele dinamickih logika). Na primer, ako se Kleenejeva algebra K
moze predstaviti kao konatan direktan proizvod slobodnih algebri varijeteta
Kleenejevih algebri generisanih Kleenejevim relacionim algebrama, tada vari-
jetet K-dinamickih algebri ima odluivu jednakosnu teoriju. Odavde se izvodi
da svaki varijetet Kleenejevih algebri generisan Kleenejevim relacionim algeb-
rama takode ima odluCivu jednakosnu teoriju.
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Abstract (AB): A language over £ is an arbitrary set of words, i.e. any
subset of the free monoid £*. All languages over a given alphabet form the
algebra of languages, which is equipped with the operations of union, concate-
nation, Kleene iteration and 0, {A} as constants. Regular languages over £ are
the elements of the subalgebra of the algebra of languages over £ generated
by finite languages. It turns out that algebras of languages generate exactly
the same variety as algebras of binary relations, endowed with union, rela-
tion composition, formation of the refelxive-transitive closure and the empty
relation and the diagonal as constants. The variety in question is the vari-
ety of Kleene algebras, and the algebras of regular languages are just its free
algebras.

The present dissertation starts with several aspects of algebraic theory of
automata and formal languages, theory of binary relations and universal alge-
bra, which are related to problems concerning identities of language algebras.
This material is followed by the classical result (Redko, 1964) claiming that
the variety of Kleene algebras have no finite equational base. We present the
proof of Conway from 1971, since it contains some ideas which can be used
for generalizations in different directions.

Chapters 3 and 4 contain original results which refine the one of Redko. It
is shown that the cause of nonfinite axiomatizability of Kleene algebras lies in
the superposition of the concatenation and the iteration of languages, that is,
composition of relations and reflexive-transitive closure. In other words, the
class of -(--free reducts of algebras of languages has no finite equational base,
which answers in the negative a problem of D. A. Bredikhin from 1993. On
the other hand, by extending the type of Kleene algebras by the involutive
operation of inverse of languages (converse of relations), we also obtain a
nonfinitely based variety, which solves a problem of B. Jonsson from 1988.

Analogously, commutative languages over E are defined as subsets of the
free commutative monoid £®. It is proved in Chapter 5 that equational the-
ories of algebras of commutative languages and, respectively, of the algebra
of (regular) languages over the one-element alphabet, coincide. This result
settles a thirty year old problem of A. Salomaa, formulated back in his well-
known monograph Theory of Automata. Thus, we obtain an equational base
for the algebra of one-letter languages, and, on the other hand, a very short
proof of another Redko’s result from 1964, according to which there is no finite



equational base for algebras of commutative languages.

Finally, identities of Kleene algebras are considered in the context of dy-
namic algebras, which are just algebraic counterparts of dynamic logics. They
were discovered in the seventies as a result of the quest for an appropriate
logic for reasoning about computer programs written in an imperative pro-
gramming language. For example, problems concerning program verification
and equivalence can be easily translated into identities of dynamic algebras, so
that many of their equational properties correspond to notions from computer
science. It is also interesting that the whole equational theory of Kleene alge-
bras is "encoded” in the finitely based equational theory of dynamic algebras.
Starting with known results on two-sorted dynamic algebras (where one com-
ponent is an algebra of the same signature as Kleene algebras, while the other
is a Boolean algebra), some of those results are transformed and extended for
Jonsson dynamic algebras (that is, one-sorted models of dynamic logics). For
example, if a Kleene algebra K can be represented as a finite direct product
of free algebras of varieties of Kleene algebras generated by Kleene relation
algebras, then the variety of K-dynamic algebras has a decidable equational
theory. The latter yields that all varieties of Kleene algebras generated by
Kleene relation algebras have decidable equational theories, too.
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