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Uvod

Savremena teorija i praksa poznaju mnoStvo problema koji, poput
grani¢nih problema, integralnih jednacina ili problema optimalne kont-
role, iziskuju reSavanje sistema nelinearnih jednacina. Postojanje sraz-
merno malog broja nelinearnih sistema Cije je nule moguce egzaktno
odrediti, osnovni je motiv neprekidnom razvoju i usavrSavanju postu-
paka za iterativno reSavanje pomenutog problema. Svakako najpoz-
natiji iterativni postupak za reSavanje nelinearnog sistema jednacina
jeste Njutnov postupak, koji se odlikuje dobrim teorijskim osobinama
kao Sto su kvadratna konvergencija i afina invarijantnost. Uprkos svo-
jim prednostima, ovaj postupak, u prakti¢noj primeni, ispoljava odred-
jeni broj ogranifenja. To se pre svega odnosi na cenu Njutnove it-
eracije, koja je veoma visoka zbog potrebe izratunavanja svih elemenata
matrice Jakobijana, kao i zbog egzaktnog reSavanja linearnog sistema
jednacina sa potpuno novom matricom sistema u svakoj iteraciji. U
teZiStu opsezne analize koja je sprovedena u okviru disertacije, nalaze
se razliCite klase postupaka koji su nastali modifikacijom Njutnovog
postupka, sa osnovnim ciljem da se njegova ogranicenja ublaZe ili u
potpunosti prevazidju.

U prvom delu su, pored pregleda oznaka, definicija i teorema, izloze-
ni direktni i iterativni postupci za reSavanje linearnog sistema jednaci-
na. Takodje je data opSta definicija iterativnih postupaka za reSavanje
nelinearnog sistema jednacina i osobina postupaka koje su razmatrane
u daljem radu, kao Sto su brzina konvergencije, afina invarijantnost i
redukcija norme.

Njutnov postupak je definisan i ukratko analiziran na pocetku dru-
gog dela, pri ¢emu su razmatranjem obuhvacene i dve velike grupe
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modifikacija Njutnovog postupka,
= kvazi-Njutnovi postupci (QN postupci);
= netacni Njutnovi postupci (IN postupci);

Osnovni zadatak QN postupaka sastoji se u eliminaciji izrauna-
vanja matrice Jakobijana u svakoj iteraciji. Matrica Jakobijana bira
se, nekim postupkom, medju reSenjima jednacine seCice. Pored os-
talih, u ovu grupu postupaka spadaju "dobar” i ”lo$” Brojdenov pos-
tupak, redak i simetrican Brojdenov postupak, Martinezov postupak sa
modifikacijom jedne kolone, Martinezov postupak sa QR dekompozici-
jom, Dennis-Marwell-ov postupak i neki drugi. Kod ovih postupaka
Njutnova jednacina se zamenjuje kvazi-Njutnovom jednacinom, tako
da je problem reSavanja linearnog sistema jednacina prisutan i u ovom
slucaju. Neki od QN postupaka, kao stoje Martinezov postupak sa QR
dekompozicijom, omogucuju da se ovaj nedostatak eliminiSe.

Za razliku od QN postupaka, IN postupci zadrzavaju Njutnovu jed-
nainu, odnosno matrica Jakobijana se izracunava u svakoj iteraciji.
Medjutim, za razliku od Njutnovog postupka, pomenuta jednacina se
reSava samo priblizno. Opravdano je pitanje kada se priblizno reSenje
moze smatrati dovoljno dobrim, tj. prihvatljivim. Stoga je u drugom
delu navedeno nekoliko takvih uslova, na osnovu Cega je predloZzena
sistematizacija IN postupaka.

U Herceg, Kreji¢, Luzanin [34] je data nova klasa modifikacija Njut-
novog postupka. Osnovna ideja novih postupaka jeste da se Njutnova
jednacina zameni jednafinom koja u svakoj iteraciji ima istu matricu,
¢ime se broj reSavanja linearnog sistema svodi na jedan, a da se korek-
cija vrSi samo na slobodnom vektoru Njutnove jednafine. Ovu klasu
postupaka nazivamo postupcima modifikacije slobodnog vektora (MSV
postupci). Uvodjenjem relaksacionog parametra moguce je ubrzati kon-
postupci su razmatrani u trecem delu.

Ozbiljan nedostatak iterativnih postupaka za reSavanje nelinearnog
sistema jednacina predstavlja lokalna konvergencija, pri ¢emu postu-
pak konvergira za pocetnu iteraciju koja je dovoljno bliska reSenju. S
obzirom da pomenuto ograni¢enje u nekim slucajevima moZe predsta-
vljati nereSiv problem, kao jedna od moguc¢nosti za ublaZzavanje ovog
problema predlaze se uvodjenje relaksacionog parametra. Ova ideja
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je, u Cetvrtom delu, primenjena na netatnim Njutnovim postupcima,
gde je dokazana globalna konvergencija relaksacionih IN postupaka. Uz
malu modifikaciju uslova na preslikavanje F i pofetnu iteraciju, uvo-
djenjem relaksacionog parametra dobijena je osobina redukcije norme,
koja je, uz neka ogranicenja, omogucila globalnu konvergenciju. Za ra-
zliku od dosadadnjih rezultata, u disertaciji su, po prvi put, dovedeni
u vezu parametar relaksacije i parametar greSke (forcing term) IN pos-
tupka. Na ovaj nacin se, pogodnim izborom parametra greSke, moZze
odrediti relaksacioni parametar i bez pomoci backtrackinga kao, do
sada, najpoznatijeg iterativnog postupka za odredjivanje relaksacionog
parametra.

U prakti¢noj primeni iterativnih postupaka pojavljuju se i neki
problemi kao Sto su izbor poCetnih aproksimacija, izbor izlaznog kri-
terijuma, ocena nekih veliina i slicno. Ovi problemi su razmatrani u
petom delu. Takodje je, na relevantnim primerima, izvrSeno testiranje
postupaka koji su definisani i razmatrani u ovoj disertaciji.

U okviru dodatka A nalazi se spisak primera koji su koris¢eni u nu-
meric¢kim eksperimentima. Dodatak B sadrzi spisak programskih rutina
za numericka izracunavanja, koje su realizovane primenom programskog
paketa Matematika (Mathematica 2.0). Imajuci u vidu teoriju fraktala,
koja poslednjih godina dozivljava ekspanziju, u dodatku C su pred-
stavljene dve fraktalne slike koje su nastale kao rezultat primene novog
MSV postupka.

Prilozena disketa sadrzi programe iz dodatka B i slike iz sekcija 2.4,
3.3, 4.2 i dodatka C.

Veliku zahvalnost na idejama, pomoci i zainteresovanosti u toku mog
dosadasnjeg rada dugujem dr Dragoslavu Hercegu, redovnom profesoru
Prirodno-matematickog fakulteta.

Zahvaljujem se akademiku dr Olgi Hadzi¢, redovnom profesoru Pri-
rodno-matematickog fakulteta, dr Mariu Martinezu, redovnom profe-
soru Univerziteta u Kampinjasu i dr Zorici Uzelac, vanrednom profesoru
Fakulteta tehnickih nauka na pomoci i interesovanju sa kojom su pratili
moj rad i izradu ove disertacije.

Posebno se zahvaljujem dr Natasi Kreji¢, docentu PMF u Novom
Sadu, na podrsci i nesebi¢noj pomoci koju mi je do sada pruzala.
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Oznake:

N - skup prirodnih brojeva,;

R - skup realnih brojeva;

R+ - skup nenegativnih realnih brojeva;

Rn - skup n-dimenzionalnih realnih vektora;

Rmxn _ skl realnih matrica formata m X n;

Db - skup nesingularnih matrica;

x = [iE},... ,xn]T - n-dimenzionalni vektor;

A = [ai,..., an] - matrica A G Rnxn sa kolonama aj G fZn;

A

[a,j] - matrica A £ RnXn sa elementima a,j, i,j = 1,..., n;
At - transponovana matrica matrice A\

A~x - inverzna matrica matrice A\

diag(d,) - dijagonalna matrica sa elementima d{ na dijagonali;

I - jediniCna matrica;

el,..., en -jedini¢ni vektori prostora Rn;

A = [o0j, §- (] - tridijagonalna matrica sa elementima hi na glavnoj
dijagonali, elementima ai ispod, i elementima iznad glavne di-
jagonale;
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Uvodni deo

1.1 Definicije, teoreme

Definicija 1.1 Matrica A E RnXn naziva se:

retka, ako ima relativno malo elemenata razli¢itih od nule;

simetricna, ako je AT —A;

ortogonalna, ako je ATA = I;

pozitivno definitna, ako je XxXTAx > 0 za svako x E Rn;

permutaciona, ako je A = [esi,..., eSn] gde je (si,... ,sn) per-
mutacija brojeva (1,..., n);

Givensova matrica (transformacija,rotacija), ako je oblika

1

J(i, k, 6) =

gdeje c= cos6 is = sin9.
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Perturbaciona lema [61] Neka A,C £ RnXn i neka je A nesingularna
matrica za koju vazi |JA1|ll< a. Ako je |[M—C\ < 3 i a@B < 1, tada
je C takodje nesingularna i

[ICLh<a/(l- asm).

Definicija 1.2 KaZemo da preslikavanje F : D C Rn —Rn zadovolja-
va LipSicov uslov u tacki x sa konstantom L > 0, ako za svakoy E D
vazi

HFX)-FYW) T < \Nx—y] |-

Definicija 1.3 Preslikavanje F : D C Rn —+ Rnje LipSic neprekidno
sa konstantom 7 nad oblasti D, ako za svako x, y € D vaZi

HFC) - FOIL < 7lIx - |-

Skup svih preslikavanja koje zadovoljavaju prethodnu definiciju ozna-
¢avamo sa Lipl(D).

Definicija 1.4 Preslikavanje F : D C Rn —Rn je Frechet-diferenci-
jabilno ( F-diferencijabilno) u unutrasnjoj tacki x oblasti D, ako postoji
linearni operator A 6 Rnxn, takav da je

IIF(x+ h) - Fx-Ah\\

li = 0. 11

Ako postoji linearni operator A koji zadovoljava relaciju (1.1) tada
je on jedinstven, nezavisan od norme i naziva se F-izvod preslikavanja
F u tacki x, u oznaci F'{x). Matri¢ni zapis linearnog operatora A je

du

matrica Jakobijana J(x) = dxj_

Lema 1.1 [61] Pretpostavimo daje F : D C Rn —=Rmdiferencijabilno
preslikavanje na konveksnom skupu DO C D. Tada, za svako x,y G DO,
vazi

HFY) - FOI < sup [13(x+ fly-x)) 1| =lly—x]I.

o<i<l
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Lema 1.2 [61] Neka je F : D C Rn—>Rm neprekidno diferencijabilno
na konveksnom skupu DO C D i X £ DO. Pretpostavimo da vazi

1H30) - I < 7RMly- M| zasve y € Do.

Tada vazi
HHTF(Y)-FO)-I'C)Yy-X)] <1 7X]ly- X2 zasve y € DO.

Lema 1.3 [16] Nekaje F : D C Rn—Rn neprekidno diferencijabilno
na otvorenom konveksnom skupu D i neka F' zadovoljava LipSicov uslov
uz£ D, sa konstantom L. Tada za svako X,y £ D vaZi

HFX) - F@y) - F'@X- VI < Lmax{]Ix- 2|, ly- ZIHIX- viI

1.2 Linearni sistemi

Pri reSavanju nelinearnih sistema jednacina primenom postupaka koji
su obradjeni u ovoj disertaciji, pojavljuje se problem reSavanja lin-
earnog sistema jednacina. |z tog razloga, u ovom delu osvrnuéemo
se na reSavanje pomenutog problema.
Neka je
AXx = b, (1.2)

gde je A ERNXn nesingularna matrica i b 6 Rn. Za odredjivanje jedin-
stvenog resenja X* 6 Rn sistema (1.2) poznati su mnogi postupci koji
se mogu podeliti u dve grupe - direktne i iterativne postupke. Direktni
postupci omogucuju dobijanje tacnog reSenja X* primenom konacnog
broja racunskih operacija, uz zanemarivanje greSke zaokruZivanja. Me-
djutim, vreme potrebno za primenu ovakvih postupaka cesto pred-
stavlja ogranicavajuci faktor, dok se kod nekih, npr. loSe usloveljenih,
sistema ne moZe zanemariti uticaj zaokruzivanja.

Za razliku od direktnih postupaka, kod iterativnih postupaka dobija
se samo priblizno reSenje sistema (1.2), ah sa proizvoljnom tafnos¢u.
Ovi postupci u nekim slucajevima mogu biti brZi i jeftiniji od direktnih
postupaka. Osnovni nedostatak iterativnih postupaka ogleda se u tome
Sto se pojedini od njih mogu primeniti samo na sisteme €ija matrica ima
neku specijalnu strukturu.
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1.2.1 Direktni metodi

Iz ove grupe metoda naveS¢emo samo faktorizacione metode tj. metode
koji se zasnivaju na razlaganju matrice sistema na proizvod dve ili vise
matrica, Ciji je oblik takav da omogucuje svodjenje reSavanja sistema
na dva ili viSe sistema jednacina koji se jednostavno reSavaju (sistemi
sa dijagonalnom, trougaonom ili ortogonalnom matricom). Narednom
definicijom obuhvacene su tri dekompozicije koje su koris¢ene u daljem

radu.
Definicija 1.5 Neka je A £ RnXn. Tada

(i) razlaganje A = LU, gde je L £ RnXn donja trougaona matrica
sa jedinicama na glavnoj dijagonali i U £ RnXn gornja trougaona
matrica, nazivamo LU dekompozicija matrice A;

(i) razlaganje PA = LU, gde je P £ i?nXn permutaciona matrica, a
L i U isto kao pod (i), nazivamo LUP dekompozicija matrice A;

(iii) Ako je A £ RmXn, m > n tada razlaganje A = QR, gde je
Q £ Rmxm ortogonalna matrica i R £ RmXn gornja trougaona
matrica, nazivamo QR dekompozicija matrice A.

Odgovarajuci algoritmi za njihovo odredjivanje mogu se definisati
na sledeéi nacdin,

Algoritam 1.1: LU dekompozicija matrice A
zar=1,...,n
ako je aTr= 0 tada "ne postoji LU dekompozicija”,
inace,
LU1: odredjivanje Ellemenata matrice U
r

urj —arj " jlrk™kii 3 —r,...,n
=1

LU2: odredjivanje elemenata matrice L
—

lir —(ir - A jlikocke)/Arre; =T+ 1000
k=\
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Algoritam 1.2: LUP dekompozicija matrice A
pocetne vrednosti: P=I

zar=1,.,n

LUPI: odredjivanje najveceg pivota
i = mn{&]& > rila”l = maxr<s,<, [aijl}

LUP2: zamena j—te i i—te vrste u matrici A i matrici P

LUP3: odredjivanje illemenata matrice U
r

it aT vy Jirk™kji J r,...,n
fc=i

LUP4: odredjivanje Ellemenata matrice L
r

T — (0!7.  ~ 1jkAke)!Arri 1 AP 1, .., 7
k=\

Algoritam 1.3: QR dekompozicija pomocu Givensovih transforma-
cija
pocCetne vrednosti: R=A, Q = E

za q= 2, m

zap—1,2,..., min{c —1,n}
QR1: odredjivanje 0, tako da za ¢ = cos 6 i s —sin 0 vazi

c

c
—S Uop 0

QR2: odredjivanje matrice R —J(p,q,9)R

QRS3: odredjivanje matrice Q = QJ(p,r,0)
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1.2.2 Iterativni postupci
Stacionarni iterativni postupci

Iterativni postupak koji moZzemo zapisati u obliku
Xk+l = £2xk+ c,

gde B GRnXn i ¢ G RN ne zavise od k, nazivamo stacionarni iterativni
postupak.
Neka je dato standardno razlaganje matrice A

A=D+ L+ U,

gde je D dijagonalna matrica, L strogo donja, a U strogo gornja trou-
gaona matrica. 1z klase stacionarnih postupaka izdvajamo:

e Gaus-Zajdelov postupak za koji je
Bgz = ~(D + L)~1U, c¢={D + L)~Ib
Algoritam 14" Gaus-Zajdelov postupak

k=1,2..
GS1: zai=1,...,n

= (i- £>ix'tl- E 0O,**)/<>«
j=1 j=«+1

e SOR postupak (Successive Overrelaxation) koji je dobijen ek-
strapolacijom Gaus-Zajdelovog postupka

Bsor = (D + cuL) 1((1- u)D - uU), c¢—u(D + ulL)~1b,

gde je oj ™ O ekstrapolacioni parametar.

Algoritam 1.5 SOR postupak

k=12..
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SOR1: zai=n,..., 1

x-+1 = u(bi - )>2aijXd- jr aijxk+l)/aii+ (1 - u)xk
j=i J=<H
Kod oba postupka konvergencija je dokazana samo za specijalne
klase linearnih sistema. Parametar u ima veliki uticaj na brzinu konver-
gencije SOR postupka, Sto odredjivanje optimalnog izbora ¢ini poseb-
nim pitanjem. U vezi sa konvergencijom, brzinom konvergencije i izbo-
rom parametra o> postoji znatan broj rezultata, videti [67].

Nestacionarni iterativni postupci

Nestacionarni postupci razlikuju se od stacionarnih utoliko Sto se po-
daci koriS¢eni za izratunavanja menjaju u svakoj iteraciji. 1z ove klase
postupaka izdvajamo:

e Metod konjugovanog gradijenta jeste jedan od najstarijih i
najpoznatijih metoda iz ove grupe. Primenljiv je na simetri¢ne
pozitivno definitni sisteme. ldeja je da k—tu iteraciju xk odred-
imo kao minimum funkcionele $ : Rn —R definisane sa

<> —xXTAX —xTb

nad skupom x° + Jk, gde je ICk k—ti Krilov podprostor definisan
sa Kk —span(ro, Aro, me= A* 1ro0), ro = b—AXx°. Ovaj postupak
moZemo opisati slede¢im algoritmom.

Algoritam 1.6: CG postupak

CGIl: x° =0, r° = 6

k=1,...,n
CG2: Akoje rk=1 = 0tada x = xk 1 i STOP,
inace,
fo = I1kfe 1lI71K-2 A =0
pk = rk-i+f3kpk-i P ((P1= r°))
ak = |ifc 1p/{{pkTApk)

Xk = xk 1 -f Okpk
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CG3: x = xk

e GMRES postupak (Generalized Minimum RESidual) predsta-
vlja postupak koji je nastao 1986. godine kao postupak Krilovog
podprostora za nesimetricne sisteme. Ideja je da fc-tu iteraciju
odredimo kao reSenje problema najmanjih kvadrata (the least
squares problem)

min 116 — Ax |R.
Xex°+x;k
Zbog sloZenosti i duzZine algoritma navodjenje ce izostati. Na-
pomenimo da je koriséena verzija sa Gram-Schmidt-ovim proce-
som ortogonalizacije i primenom Givensovih rotacija za reSavanje
problema najmanjih kvadrata. Buduci da je najveéi nedostatak
GMRES postupka izraZzena potreba za memorijom, definisan je
postupak GMRES(m), koji posle svakih m iteracija restartuje
GMRES i na taj nacin ublazava pomenuti problem.

Detaljnije o pomenutim postupcima moZe se naci u [1, 38].

1.3 Iterativni postupci za nelinearne sis-
teme

U ovom delu bice definisani opSti iterativni postupak i neke osobine
postupaka koje su razmatrane u daljem radu.

Posmatramo problem odredjivanja nule funkcije F : D C Rn —Rn,
odnosno, problem reSavanja jednacine

F(x) = 0. (1.3)

Prethodna jednacina moze imati proizvoljan broj reSenja, pri ¢emu se
podrazumeva da skup reSenja moze biti i prazan. Odredjivanje broja
reSenja kao i njihova lokalizacija joS uvek su otvoreni problemi. U da-
ljem radu pretpostavicemo da postoji izolovano reSenje x* jednafine
(1.3) nad skupom D.

Nasuprot sistemima linearnih jednacina, vrlo je mali broj sistema
nelinearnih jednacina za koje su poznati direktni metodi za odredjivanje
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nule. Obi¢no su to sistemi sa specijalnom strukturom. Zbog toga je za
reSavanje sistema (1.3) razvijen veliki broj postupaka koji aproksimiraju
reSenje x*, odnosno veliki broj iterativnih postupaka.

Jednaclina (1.3) se uvek moze zapisati u ekvivalentnom obliku

X = GX,
G : D C Rn—Rn. Najces¢i izbor preslikavanja G je
Gx =x - AX)F(x), v4(XxX) GRnXn, xgD .

Na ovaj nacin, problem reSavanja sistema (1.3) svodi se na problem
odredjivanja nepokretne tatke preslikavanja G.
Tatku x° G D nazivamo pocetna aproksimacija. Niz {xK}ELO defi-
nisan sa
xk+l = G(xk), ¢=0,1,... (1.4)

nazivamo iterativni niz, funkciju G funkcijom koraka, a formulu (1.4)
iterativno pravilo ili iterativni postupak. Kada iterativni niz konvergira
ka x* kaZzemo da iterativni postupak konvergira.

U analizi iterativnih postupaka pojavljuje se nekoliko problema.

Prvi problem je tzv. problem dobre definisanosti, u smislu da za
svako k tatka G (xk) pripada skupu D.

Drugi problem je problem konvergencije iterativnog niza ka nepo-
kretnoj tacki preslikavanja G, odnosno ka nuli preslikavanja F. Prva
vrsta konvergencije koja je razmatrana jeste lokalna konvergencija, u
kojoj polazimo od pretpostavke daje x* nepokretna tacka preslikavanja
G i pokazujemo egzistenciju okoline tacke x*, (9(x*) sa osobinom da za
svako x° G G(x*), odgovarajuéi iterativni niz konvergira ka x*. Jednos-
tavno receno, iterativni postupak lokalno konvergira ka x* ako konver-
gira za svako x° dovoljno blisko x*. Druga vrsta konvergencije koja je
razmatrana jeste globalna konvergencija, pod kojom podrazumevamo
da postupak konvergira za svaku pocetnu aproksimaciju iz domena ili
veceg dela domena preslikavanja F.

U slucaju pozitivhog odgovora na pitanje da li iterativni niz kon-
vergira, postavlja se problem brzine ili reda konvergencije. Zbog toga
uvodimo neke pojmove vezane za ovaj problem.

Definicija 1.6 Neka je {xk}*iOGD i
iterativni niz konvergira

lim xk = x*. Tada kazemo da
k—=m
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g-linearno ako postoji a £ (0, 1) takvo da je

Hxt+1-x-] | <ff] | xk -x*] ],

g-superlinearno ako je

lim ALY g
| [L O DN = ’
k>00 “xk —X*

= g-superlinearno sa g-redom a > 1 ako postoji K > 0 takvo da je

|IXk+1 —x*|| < AT||xk -x *|r,

g-kvadratno (ili g-superlinearno sa g-redom 2) ako postoji K > O
takvo da je

lIxk+1-x-]|<||xk-x-]]|2
za dovoljno veliko k.

Naredna lema daje vaZznu osobinu g-superlinearnih nizova.

Lema 1.4 [15] Neka niz {xk}ELO konvergira g-superlinearno ka x*.
Tada vazi
lixk+l - x k

im
k—m0 Ixk -X*| |

U nastavku teksta, zbog konciznosti, navedeni termini su korisc¢eni
bez q prefiksa.

U slucaju iterativnih postupaka moZemo razmatrati i sledece os-
obine

Definicija 1.7 Za iterativni postupak kazemo daje afino invarijantan
na kodomenu ako, primenjen na probleme F(x) = 0i F = TF(x) = 0,
gde je T nesingularna matrica, daje identi¢ne iterativne nizove za svaku
pocetnu aproksimaciju.
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Definicija 1.8 Nekaje D domen preslikavanja F, T nesingularna ma-
trica ixe D. Nekaje D transformisani prostor nezavisne promenljive,
tj. xgD akoje x = Tx. Neka je G iterativnafunkcija na D, a G odgo-
varajuca iterativna funkcija na D. Za iterativni postupak (1-4) kaZzemo
da je afi.no inverijantan na domenu ako vazi,

G(x) = T~IG(x).

Definicija 1.9 Za iterativni postupak kazemo da ima osobinu redukcije
norme, ako odgovarajuéi iterativni niz {Xxk}£LO ima osobinu

| 1'NF(xk+D|l < | INFXK)]L

gde je A £ Rnxn nesingularna matrica. Cesto se razmatra specijalan
slucaj kada je A = I.

Radi preglednosti, uveséemo oznake za neke pretpostavke o pres-
likavanju F, na koje ¢emo se pozivati u daljem radu.

SI: Preslikavanje F je neprekidno diferencijabilno na otvorenom kon-
veksnom skupu D;

S2: Postoji x* 6 D takvo da je F(x*) = 0 i J{x*) je nesingularna
matrica;

S3: J zadovoljava LipSicov uslov u x* sa konstantom 7, tj. postoji
konstanta 7 > 0 takva da za svako x £ D vaZi

FTIX)-I(X)I<7]]X-X"
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Definicija iterativnih
postupaka 1 lokalna
konvergencija

2.1 Njutnov postupak

Najpoznatiji postupak za resavanje nelinearnog sistema F(X) = Ojeste
Njutnov postupak (skraceno NP), Cije iterativno pravilo glasi

xkitl = xk- [7(xK)~1F(xK), k=0,1,... 2.2)

Prakti¢no, jedna iteracija Njutnovog postupka razlaZe se u dva koraka,
pa dobijamo odgovarajuci algoritam,

Algoritam 2.1: Njutnov postupak
Neka je dato X° 6 D\

zak=20,1,...

NI: odrediti korekciju sk kao reSenje linearnog sistema

J(xKsk = -F (xK) 2.2)

N2: odrediti novu iteraciju

xk+i = xk + sk

15
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Jednacina (2.2) poznata je kao Njutnova jednalina, a vektor sk kao
Njutnova korekcija.
Bez dokaza navodimo tvrdjenje o konvergenciji Njutnovog postupka.

Teorema 2.1 [16] Neka F zadovoljava uslove SI, S2. Tada postoji
otvoren skup S koji sadrzi x* takav daje za svako x° £ S iterativni niz
{xK}ELO dat sa (2.1) dobro dejinisan i konvergira superlinearno ka x*.
Ako je zadovoljen i uslov S3 tada Njutnov postupak konvergira kvadratno
ka x*.

Neka je F(x) = AF(x), gde je A nesingularna matrica. Tada je
J(x) = AJ{x) pa vaii

xk+l = xk —i7(xk)_1F(xk) = xk —I7(xk)- IA_M F (xk) = xk+1.

Na osnovu definicije 1.7 sledi daje Njutnov postupak afino invarijantan
na kodomenu.

Nekaje x = Ax i F(x) = F(A_Ix). Tadaje J(x) = J(A~IX)A~1i
vazi

xk+l = xk-A J (~ - 1xK) - IF (#-1xK) = A(xk—7(xK)- IF (xK)) = Axk+1.

Iz prethodne relacije na osnovu definiceije 1.8 zakljuCujemo daje Njut-
nov postupak afino-invarijantan na domenu.

Afinu varijantu dobro poznate Njutn-Kantoroviceve teoreme o kon-
vergenciji NP dali su Deuflhard, Heindl [22].

Analizom Njutnovog postupka moZzemo doéi do slede¢ih prednosti i
ogranicenja.

1. prednost: Njutnov postupak je brz, tj. za dovoljno dobru po-
¢etnu aproksimaciju konvergira kvadratno;

2. prednost: Njutnov postupak je afino invarijantan i na domenu i
na kodomenu;

1. ogranicenje: u svakom iterativnhom koraku potrebno je izracu-
nati svih n2 elemenata matrice Jakobijana;
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2. ogranicCenje: u svakoj iteraciji potrebno je resiti linearni sistem
jednacina sa potpuno novom matricom sistema;

3. ogranicCenje: nema osobinu redukcije norme;

Poslednjih decenija razvijen je velik broj postupaka koji su nastali
modifikacijom Njutnovog postupka, sa ciljem da se otklone navedena
ogranicenja, uz Sto bolje ofuvanje postojeéih prednosti.

2.2 Kvazi-Njutnovi postupci

Prva klasa postupaka koje ¢emo razmatrati nastala je iz Njutnovog pos-
tupka eliminacijom 1. ogranicenja. Glavna ideja ovih postupaka jeste
da se matrica Jakobijana J7(xk) zameni nekom matricom Bk koja je
znatno jednostavnija za izraCunavanje, a relativno dobro aproksimira
Jakobijan. Najjednostavniji postupak sa ovom osobinom jeste fiksni
Njutnov postupak u kojem se matrica ¢7(xk) zamenjuje nekom kon-
stantnom matricom C za svako k = 0,1,  NajceS¢e se za matricu C
uzima ¢7(x°). Glavni nedostatak ovih postupaka ogleda se u tome Sto
je lokalni karakter jo$ izraZeniji, tj. poCetna aproksimacija mora biti
veoma blizu tac¢nog reSenja, Sto je prakti¢no teSko izvodljivo. Drugi
pravac razvoja postupaka koji aproksimiraju matricu Jakobijana jesu
diferencni Njutnovi postupci, u kojima se elementi matrice J7(xk)
zamenjuju diferencnim kolicnikom. Kod diferencnih postupaka izbeg-
nuto je izraCunavanje izvoda funkcije F, ali se zato znatno povecao
broj izrafunavanja funkcije F u svakoj iteraciji. Trea grupa pos-
tupaka sa idejom da se aproksimira Jakobijan jesu postupci u ko-
jima se nova aproksimacija Jakobijana, Bk+\, dobija pomodéu prethodne
aproksimacije Jakobijana, B i vrednosti funkcije F u tatkama xk 1 i
xk. Kod ovih postupaka, dakle, nema dodatnih izratunavanja vred-
nosti funkcije F. Ovakve postupke nazivamo kvazi-Njutnovi pos-
tupci (skraceno QN postupci). Prema tome, kvazi-Njutnov postupak
se moze opisati slede¢im algoritmom,

Algoritam 2.2: QN postupak

Neka je dato x° ED, 50 E FnXn.
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zak=0,1,...

QIl: odrediti korekciju sk kao reSenje sistema

Bksk = —F (xk) (2.3)

Q2: odrediti novu iteraciju

xk+1 = Xk+ sk

Q3: odrediti novu aproksimaciju Jakobijana

Bm = Gi(Bk xk).

Analizom prethodnog algoritma zakljuCujemo da iterativno pravi-
lo QN postupaka predstavlja uredjeni par iterativnih pravila, od kojih
jedno daje iterativni niz vektora {xk}£i0 koji su aproksimacija reSenja
x*, a drugo, iterativni niz matrica {B k}jjLO koje su aproksimacije ma-
trica Jakobijana J (xk), odnosno

$=(G,G), <3:D XDb-» RnXDb,

G:D XDb -» Db: xk+l = G(xk,Bk) = xk- BkIF{xk)

G1l: D x Do -» . Ffredl = Gaxk,5,),
gde Db C Fnxn predstavlja skup nesingularnih matrica.

Kako se iz navedene definicije kvazi-Njutnovog postupka vidi, itera-
tivno pravilo za odredjivanje matrica Bk nije precizirano. Umesto niza
{BK} moZe se posmatrati niz matrica {Hk} (Hk = Bjjl) koje aproksimi-
raju matrice J (xk)-1. Nad skupom nesingularnih matrica, ova dva niza
jednoznacno odredjuju jedan drugog, pa ¢emo se kod analize QN postu-
paka zadrzati samo na aproksimacijama Jakobijana, tj. matricama BKk.
Poslednjih trideset godina razvijen je veliki broj postupaka iz ove klase.
Jedan od prvih rezultata objavio je Broyden, 1965. godine. Takodje
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veliki doprinos razvoju ovih postupaka dali su More, Dennis, Martinez,
Wolker i neki drugi autori.
Kljuénu ulogu kod odredjivanja iterativne funkcije G\ ima jedna-
Cina selice
5(X - y) = F(X) - F(y).
Zax = Xk, y —xk 1, uz oznake Xxk—xk 1 = sk i yk = F(xkK) —
F(xk- 1) gornja jednacina postaje

Bsk = yk, (2.4)

koja je poznata pod nazivom kvazi-Njutnova jednacina. Oc€igledno
postoji neogranicen broj matrica B koje za tatno odredjene vektore xk
i yk zadovoljavaju jednalinu (2.4). Skup svih takvih matrica obeleZi-
¢emo sa Q (ykisk)- U ovom odeljku naveS¢emo neka poznata iterativna
pravila za odredjivanje niza Bk.

| "dobar” Brojdenov postupak [8]: matrica Bk+i odredjuje se
kao jedinstveno reSenje problema

mm{\\B - BkN: B 6 Q(yk,sk)},

odnosno,

(yk - Bkslt] KT
Bktl — Bk + (sk.sk) (2.5)

Il ”10S” Brojdenov postupak [8]:

(yk - Btsk)ykTBt
— 2.6
Bk+l —Bk + (~sky k) (2.6)

Brojdenovi postupci mogu pogorSati osobine matrice Jakobijana,
Sto znaci da ako je matrica Jakobijana retka ili simetricna, njena aprok-
simacija Bk ne mora imati istu osobinu. Na taj nain znatno se moze
oteZati problem reSavanja linearnog sistema (2.3). lz tog razloga razvi-
jeni su postupci kod kojih matrica Bk, osim Sto pripada skupu nesin-
gularnih matrica koje zadovoljavaju kvazi-Njutnovu jednacinu, takodje
pripada i skupu matrica sa nekom dodatnom osobinom (skup simetric-
nih matrica, skup matrica sa 0 na istim mestima kao J7(x) i si.). Skup
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matrica sa nekom specijalnom osobinom obelezavamo sa Ob =Ukoliko je
presek pomenuta dva skupa prazan, matrica J3+1 bira se kao najbliZza
matrica iz skupa Ob skupu Db- Na ovaj nacin nastala su sledeca dva
postupka: (uvodimo oznaku = yk —Bksk)

Il simetriCan Brojdenov postupak [16]: Ob je skup simetri¢nih

matrica
BK+i — Bk rkskT + skrkT rkTsVsVs}/(T 07
+i — + : .
! (sk, Sk sksky = @D

IV redak Brojdenov postupak 1 [65]: Ob je skup matrica koje
imaju nule na istim mestima kao matrica Jakobijana

Bk+l= Bk+ ¢ (N ,sk)T(55k)+eiTrkei(SSK)T  (2.8)

»=l

gde je Si, i= 1,... n operator ortogonalne projekcije u Frobeni-
jusovoj normi na prostor matrica koje imaju 0 na mestima gde i
J(x), x GD.

Kod prethodnih postupaka menjaju se svi elementi ili svi elementi
matrice Bk koji su razliCiti od 0. Martinez [45, 49] je definisao QN
postupke u kojima se pri jednoj iteraciji aZurira samo jedna kolona

matrice Bk, odnosno Hk-

V Martinezov postupak sa aZuriranjem jedne kolone [45]:

Neka je a € (0, i j takvo da je |g] > allsk ]l Neka je
Ij C {1,..., n) skup indeksa elemenata iz j -te kolone koje treba
aZurirati. Tada se matrica Bk+1 razlikuje od matrice Bk samo u
j-toj koloni,
yi - J2biisi
i€lg

4 (2.9)

ik o

bo i1 1!

lpoznat i kao Subertov postupak
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Kod prethodnih postupaka uvek se pojavljuje problem reSavanja
linearnog sistema Bksk = —F (xk). Osnovna ideja za naredne QN pos-
tupke jeste da se iskoristi informacija o faktorizaciji matrice Bk pri
odredjivanju matrice Bk+i, odnosno da matricu Bk azuriramo na takav
nafin da bez dodatnih izraCunavanja dobijemo faktorizaciju matrice
Bk+1, ¢ime se problem reSavanja linearnog sistema (2.3) veoma pojed-
nostavljuje. Za ilustraciju ovakvog tipa QN postupka posluzice sledeci
postupak.

VI Martinezov postupak sa QR dekompozicijom [46]: Neka je
data dekompozicija matrice Bk

Bk = QKkDKTK,

gde je Qk ortogonalna matrica, Tk gornja trougaona matrica sa
jedinicama na glavnoj dijagonali i Dk dijagonalna matrica. Tada
je matrica Bk+1l = Qk+iDk+1Tk+i, gde je

Qk+l = Qki Tk+l = Tk, Dk+l = diag(dfc+l) (2.10)

[k Yy ke irmkiin _11k
i ATEs Jil > alk

- Irtsii] < Qffs<

Postupke sa faktorizacijom razmatrali su, izmedju ostalih, Dennis,Mar-
wil [19] i Johnson,Austria [35].

Martinez je u [47] razvio familiju QN postupaka koja, kao specijalne
sluCajeve, sadrzi mnoge poznate QN postupke kao Sto su Brojdenov
"dobar” postupak, Brojdenov " 108" postupak, redak Brojdenov postu-
pak, Dzonson-Austrijin postupak. Takodje je u [26] predstavljen veliki
broj numerickih rezultata za QN algoritme koji su primenjeni na retke
nelinearne sisteme.

2.2.1 Lokalna konvergencija QN postupaka

Pocetkom sedamdesetih godina ovoga veka, nastupila je ekspanzija
razvoja QN postupaka. Pored novih postupaka iz ove klase, pojavio
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se i veliki broj rezultata u vezi sa konvergencijom QN postupaka. U
prve, a ujedno i najznacajnije rezultate, spadaju rezultati Broyden-a,
Dennis-a, More-a, [9, 10, 15, 16]. Krajem sedamdesetih i poCetkom
osamdesetih godina Dennis, Walker i Schnabel, [17, 18], proSirili su
teoriju o konvergenciji QN postupaka. Martinez, [50], je dao teoriju
nepokretne tatke za QN postupke.

Ovde ¢emo navesti samo neka jednostavnija tvrdjenja o QN pos-
tupcima. Naredna teorema je jedna od prvih tvrdjenja koje je dalo
dovoljne uslove za linearnu konvergenciju QN postupaka.

Teorema 2.2 [16] Neka preslikavanje F zadovoljava uslove Si, S2 i
S3, i neka je

e JOMNN < L+ a<Tok XK+AD]IIBE- IO || + a27(xk,xk+1),

za neke konstante ax a2, gdeje cr(xk,x k+1) = max{] |xk—<*]1, |p&k+1—
x*11}. Tada postoje €,8 > 0 takve da ako x° £ D i Bq£ RnXn zado-
voljavaju |IX¥ —x*L < £ i 1IBq—J7(x*)]] < 6 onda je iterativni niz
{xKk}£10 definisan QN postupkom dobro definisan i linerano konvergira
ka x*.

Naredna teorema je, svakako, najeSce koriS¢ena pri dokazivanju
superlinearne konvergencije.

Teorema 2.3 [15] Neka F zadovoljava uslove Sl i S2 i neka je {Bk}
niz nesingularnih matrica. Pretpostavimo da je za neko x° G D, niz
definisan QN postupkom dobro definisan, xk / x*, za ft > 0, i da
konvergira ka x*. Tada niz {xK}£L0 konvergira superlineamo ka x* ako
i samo ako je

Bk —J7(x*) (xk+l B
li = 0. (2.11)

Uslov (2.11) poznat je pod nazivom Dennis-More-ov uslov. Koristeci
prethodne dve teoreme moZe se dokazati superlinearna konvergencija
QN postupaka datih sa (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) i (2.10). Radi postizanja
superlinearne konvergencije, postupak definisan sa (2.9) ili Dennis-Mar-
wil-ov postupak [19], zahteva restart posle q iteracija.
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Za razliku od Njutnovog postupka, QN postupci, u opStem slucaju,
nisu afino invarijantni. Tako su, na primer, "dobar” Brojdenov pos-
tupak i Martinezov postupak sa azuriranjem jedne kolone afino invari-
jantni na kodomenu, a "108” Brojdenov postupak je afino invarijantan
na domenu.

Na kraju treba napomenuti da je ideja slicna onoj koju koristi QN
postupak, takodje primenjena i za reSavanje diferencijalnih i integralnih
jednacina [29, 36, 37]. Takodje je posmatrana i njihova primena na
reSavanje linearnih sistema jednacina.

2.3 Netacni Njutnovi postupci

Za razliku od QN postupaka koji donekle otklanjaju problem izracu-
navanja Jakobijana, netacni Njutnovi postupci (IN postupak) stav-
ljaju akcenat na otklanjanje drugog ogranicenja Njutnovog postupka.
Naime, Njutnova jednacina se viSe ne reSava tacno ve¢ samo pribliZzno,
tj. umesto primene direktnog metoda za sistem (2.2) primenjujemo neki
linearni iterativni postupak. Postavlja se pitanje kada treba smatrati
da je priblizno reSenje Njutnove jednacine dobro. Dembo, Eisenstat i
Steihaug, [13], definisali su jedan dovoljan uslov. Vektor sk se smatra
zadovoljavajuc¢im reSenjem Njutnove jednacine (2.2) ako vazi

[ 1I(xK)sk + F(xk)| I<ift] | F(xK)II, (2.12)

gde je k < n < 1. Na ovaj naCin definisan je klasican netactan Njut-
nov postupak (skraéeno CIN postupak). Uslov (2.12) se moze mo-
difikovati na nekoliko nacina. Jedna moguénost je uvodjenje matrice
skaliranja Ak tako da (2.12) postaje

/W 3 (xK)sk + F(xK)II <, LRI F (xK)II (2.13)

Prethodna relacija definiSe skaliran netatan Njutnov postupak
(skra¢eno SIN postupak). Martinez [54] je razmatrao podklasu SIN
postupaka gde je matrica Ak odredjena kao aproksimacija inverznog
Jakobijana ¢7(xk)_1 tj. Ak —B~1,

HBpfJ(xK)sk + F(xXK)]] < ., ! |IB 1F (xK)]] (2.14)
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Ovakav postupak predstavlja jednu moguéu kombinaciju QN postupka
i netatnog Njutnovog postupka. Ovu klasu postupaka oznaciéemo sa

QIN.

Posebno ¢emo razmatrati podklasu SIN postupaka, gde je = A
konstantna matrica. Takve postupke oznalicemo sa AIN, a uslov (2.13)
se svodi na

HAQ(xK)sk + F(xK)I < Pl IAFGK)IIL (2.15)

Treba napomenuti da nijedan od ponudjenih uslova nije afino-invari-
jantan. Jednu takvu modifikaciju dao je Ypma [68],

11I(xKk) - (I (xK)sk + F(XK)II < , t113-(xk) - IF (xK)]I- (2.16)

Ove postupke oznacicemo sa YIN.
Sada IN postupke mozemo definisati slede¢im algoritmom,

Algoritam, 2.3: Netacan Njutnov postupak

Neka je dato x° £ D i realni niz {//it}, vh> Q.
zak=0,1,...

INI: odrediti sk tako da vaZi uslov (2.12) ili (2.13) ili (2.14) ili (2.15)
ili (2.16)

IN2: odrediti novu aproksimaciju

xk+1l = xk + sk.

Njutnov postupak je o€igledno specijalan slu¢aj CIN postupka za
flkk = 0. Medjusobni odnosi navedenih podklasa IN postupaka mogu se
graficki ilustrovati na sledeci nacin.
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SIN

"ain\ QIN

CIN YIN

slika 2.1: Odnos podklasa IN postupaka

2.3.1 Lokalna konvergencija IN postupaka

Kao Sto je kod QN postupaka bilo neophodno definisati pravilo za
odredjivanje matrice Bk, kod IN postupaka potrebno je definisati niz
{7¢}£L0. Realni parametar r/;, poznat je pod nazivom forcing term.
Ocigledno je da ¢e rk igrati odlucujucu ulogu kada su u pitanju kon-
vergencija i brzina konvergencije za IN postupke. 1z tog razloga prvo
navodimo osnovno tvrdjenje za IN postupke.

Teorema 2.4 [13] Neka za F vazi SI iS2inekaje k< fmax < t< 1
Tada postoji e > 0 takvo da ako je ||xX° —x]| < e, tada iterativni niz
definisan IN postupkom sa (2.12) (CIN postupak) linearno konvergira
ka x*, u normi =1l Glyll*= 113<*ylD).

StaviSe, ako je lim”~oo 7% = 0 tada niz {xk}£10 konvergira superlin-
earno, a ako je gc = ¢)(] 1ixk)]l) konvergencija je kvadratna.

Konvergenciju YIN postupaka ispitao je Ypma [68]. Ako se pret-
postavka S3 zameni sa

HI(XTV (y) - IM)II </Clly - z||\

A G [0,1] i K\ > 0, tada vazi tvrdjenje slicno teoremi 2.4.

Za konvergenciju SIN postupaka dovoljno je da pored standardnih
pretpostavki o preslikavanju F vazi da su |JAE]] i [JAJL1 ograniceni.
Tada za SIN postupke vazi tvrdjenje analogno teoremi 2.4,

Neki od poznatih izbora parametara rk su:
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= najjednostavniji izbor: k= const < 1, npr. rjk= 10_1,10-4... ;
= Brown, Saad [6]: Mk —1/2*+ ;
m Dembo,Steihaug [14] : Tk= min{l/(/; + 2), | |F&K)ID ;

= Eisenstat, Walker [24]:
W= (JIF(XK)-F (xk-1)-J (x k- )sk- 1| /] 1F(xk- DI

Potrebno je napomenuti da ni QN ni IN postupci nemaju osobinu
redukcije norme, kao ni Njutnov postupak.

2.4 Medjusobni odnos lokalnih konver-
gencija Njutnovog postupka, QN 1IN
postupaka

QN i IN postupci nastali su kao modifikacija Njutnovog postupka u
cilju ublazavanja nekih njegovih nedostataka. Ove modifikacije raz-
matrane su u sekcijama 2.2 i 2.3. U ovom delu ¢emo na jednom jed-
nostavnom primeru razmatrati uticaj pomenutih modifikacija na izbor
pocetne aproksimacije x°. Na osnovu poznatih teorijskih rezultata sva
tri postupka su lokalnog karaktera, odnosno konvergiraju za x° iz neke
dovoljno male okoline tatke x*. Posmatracemo cetiri postupka: Njut-
nov postupak (kvadratna konvergencija), "dobar” Brojdenov postupak
(superlinearna konvergencija) iz klase QN postupaka, a iz klase IN pos-
tupaka, CIN postupak za koji je ijk= 1/(k + 2) (superlinearna konver-
gencija) i k= 0.5 (linearna konvergencija).
Posmatramo problem reSavanja nelinearnog sistema

fi(xi,x2)
h(xl,x2)

X&- 3xiX2- |,
3x\x2 -xI\

koji ima tri reSenja xj = [1,0]T, x£ = [0.5,y/Z®0.5]T i X£ = [0.5, —y/Zm
0.5]t. Uradjen je test konvergencije posmatranih postupaka pri izboru
pocetne aproksimacije x° iz pravougaonika D = [—3.5, 3.5] x [2.5,2.5].
Za izlazni kriterijum koriséen je uslov |]F(xk) < 10-3, a maksimalni
broj iteracija je 64.



Medjusobni odnos lokalnih konvergencija..

Slika 2.2: Njutnov postupak

Slika 2.3: Brojdenov "dobar” postupak

27
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Slika 2.j: CIN postupak sa gk = I/(k + 2)

Slika 2.5: CIN postupak sa jk = 0.5
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konvergencija ka xj;
konvergencija ka x£;
konvergencija ka x£;

ne konvergira;

Analizirajuéi prethodne slike dolazimo do zakljutka da se Brojdenov
postupak najloSije ponaSao. Eliminacija izraCunavanja matrice Jakobi-
jana znatno je uticala na izbor poletne aproksimacije. Za razliku od
Njutnovog i IN postupaka pojavila se i oblast za koju Brojdenov pos-
tupak divergira. Oba postupka iz klase IN postupaka, za razliku od
Brojdenovog postupka, zadrzala su ponaSanje slicno Njutnovom pos-
tupku.

Pored dve velike grupe modifikacija Njutnovog postupka koje su do
sada obradjene, u poslednjih dvadesetak godina razvijen je jo$ jedan
broj postupaka sa slichom idejom da se ogranitenja Njutnovog pos-
tupka minimiziraju. U daljem radu definisatemo nekoliko hibridnih
postupaka kao kombinaciju do sada poznatih postupaka i jednu novu
modifikaciju Njutnovog postupka.

2.5 Hibridni postupci

Poznat je velik broj postupaka koji predstavljaju kombinaciju Njut-
novog, QN i IN postupaka. Neke mogucnosti su ve¢ spomenute. To se
pre svega odnosi na kombinaciju neke od modifikacija Njutnovog pos-
tupka sa Cistim Njutnovim postupkom, pri ¢emu se, posle g iteracija
nekog modifikovanog Njutnovog postupka, primenjuje Cista Njutnova
iteracija. Ovakav postupak se obi¢no naziva postupak sa restartom. Za
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neke QN postupke ovakva kombinacija je bila neophodna za postizanje
konvergencije, dok je u drugim slu€ajevima mogla da ubrza postupak.
Ovo se pre svega odnosi na rafunsko vreme potrebno za realizaciju
nekog od modifikovanih Njutnovih postupaka. Naime, restart sa Njut-
novom iteracijom znatno smanjuje broj potrebnih iteracija. S druge
strane, precesto koriSéenje Njutnove iteracije zbog izraCunavanja ma-
trice Jakobijana ili tatnog reSavanja Njutnove jednacine, mogu suvise
da produZe vreme izratunavanja, smanjujuci efikasnost algoritma.

Naredni algoritam predstavlja kombinaciju QN i Njutnovog pos-
tupka.

Algoritam 2.4-" QN-Njutnov postupak
Neka je x° € D, BOC RnXxni m € N dato.
za k —0,1,...
QNN1: odrediti korekciju sk

—Bk k”~ 0 (mod m)
—7 (xk)- IF (xk), k= 0 (mod m)

QNNZ2: odrediti novu iteraciju

xk+l = xk + sk

QNNS3: odrediti novu aproksimaciju Bk+l = (?i(xk, BK) nekim QN pos-
tupkom

Napomenimo da se u svakom m-tom koraku moZe restartovati i iter-
ativni postupak za odredjivanje aproksimacije B~+i Sto takodje znatno
ubrzava postupak. Tacnije, korak QNN3 zamenjujemo sa

QNN3: odredtiti novu aproksimaciju Bk+i

G'i(xk, 7 (xk)), k= 0 (mod m)
Bk+1
<7i(xk,Bl), k™ 0 (mod m)
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Drugu moguc¢nost kombinacije opisanih postupaka dao je Martinez
koji je predlozio postupak koji predstavlja kombinaciju QN i IN pos-
tupaka. lzmedju ostalog, ovakvi postupci su razmatrani u [51, 54, 55].
Jedan od pomenutih postupaka moZe se definisati slede¢im algoritmom.

Algoritam 2.5: [51] Kvazi-netatan Njutnov postupak

Neka su x° GD, BO€ Dg, Ot € (0,0), k=0,1,...,0<0<t<
1i lim Ok = O dati.
k—-00

za i =0,12,...

QIN1: (QN iteracija) izracunati

QIN2: ako je
(x4 + F(xt)[|<S[[F(xK)I|

tada je sk = Sq

inate (IN iteracija) odrediti sk primenom linearnog iterativnog
metoda na Njutnovu jednacinu, koriste¢i Bk kao matricu prekon-
dicioniranja, tako da vazi

I(xK)sk + FxK)I < 0t [ICOKII (2.17)

QINS: odrediti novu iteraciju

xk+l = xk + sk

QIN4: odrediti novu matricu (prekondicioniranja) I7fctl

Analizom prethodnog algoritma zakljuCujemo da se IN iteracija ko-
risti samo za loSe QN iteracije, ali se i tada koristi informacija iz QN
iteracije o matrici Bk koja se koristi kao matrica prekondicioniranja
Njutnove jednacine.
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Martinez [54] je uopStio prethodni algoritam uvodeéi parametar
pri odredjivanju korekcije sk i zamenjujuci uslov (2.17) sa

I3 (J-(xK)sk + i "(xK)]I < O [IBili'(x K)]I. (2.18)

Kako je to ve¢ napomenuto u odeljku 2.2, ¢ak i kod nekih postu-
paka iz klase QN postupaka ostaje problem reSavanja linearnog sistema,
npr. kod "dobrog” i "loSeg” Brojdenovog postupka. Ako za reSavanje
linearnog sistema upotrebimo iterativni postupak, dobijamo nov pos-
tupak koji nazivamo netacni kvazi-Njutnov postupak (IQN postupak)
i definiSemo ga slede¢im algoritmom

Algoritam 2.6: Netacni kvazi-Njutnov postupak

Neka je dato x° G D, BO G Db, 1k £ (0,7, = 0,1,..., 76
(0, 1.

zak=0,1,...

1Q1: odredi sk tako da vazi

[IBtSk + i'(xK)| | <,i HI'(xK)I (2.19)

1Q2: odredi novu iteraciju

xk+l = xk + sk

1Q3: odredi matricu Bk+1

Primetimo da za Bk = ¢7(xk) dobijamo CIN postupak, a za k= 0
QN postupak.

Martinez [55] je definisao novu klasu QN postupaka u kojima se
jednacina secice (2.4) zamenjuje Jakobijevom jednacinom

Bk+lsk = J (x k+1)sk.

Za ove postupke je interesantno da matrica Bk nema viSe cilj da zameni
izraCunavanje matrice Jakobijana, kao kod veéine QN postupaka, vec
je njen osnovni zadatak da pojednostavi reSavanje Njutnove jednacine.
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Dennis,Li [21] definisali su hibridni postupak kao kombinaciju dva
QN postupka. Tacnije, ako matricu B" razloZimo na zbir dve matrice,
Bk = B\ + Bi, tada za azuriranje matrice BK primenjujemo dva QN
postupka, pri ¢emu prvi postupak primenjujemo na matricu B\, a drugi
na matricu B\.
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3

Postupak modifikacije
slobodnog vektora

U ovom delu definisan je novi postupak koji u svakoj iteraciji ima
istu matricu sistema, a azurira se samo slobodan vektor u Njutnovoj
jednacini. Njutnova jednaina zamenjuje se novom jednacinom

Ask = -F (xk) + ar\ (3.2)

gde je A E RnXn konstantna nesingularna matrica za svako k = 0,1,...,
rk £ Rn vektor, a a je realan parametar. Ako matricu A smatramo
aproksimacijom matrice Jakobijana !7(xk), tada postupak definisan
pomocéu relacije (3.1) moZzemo smatrati QN postupkom, a ako vek-
tor rk posmatramo kao greSku pri reSavanju sistema Ask = —F (xKk)
tada postupak (3.1) mozemo posmatrati kao IN postupak, tj. postu-
pak definisan sa (3.1) moze biti tumacen i kao netatan kvazi-Njutnov
postupak. Medjutim, mi ¢emo ovaj postupak tretirati na drugi nacin.
Naime, unapred ¢emo zadati vektor rk i tada sistem (3.1) tacno resiti.
Neka je
F(x) = Ax + G(x), (3.2)

gde je A £ RnXn nesingularna matrica i G : D C Rn —=Rn nelinearno
preslikavanje. Napomenimo da se svako preslikavanje F moZe zapisati
u obliku (3.2) na neogranicen broj naina. Jedan od prirodnih nacina
za izbor matrice A i preslikavanja G, jeste da se za matricu A uzme
linearni deo preslikavanja F, a za G nelinearni deo preslikavanja F.

35
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Jos jedan logi€an izbor jeste A = ¢Z(x°) i G(x) = J(x) —I(xP). Za
preslikavanje oblika (3.2) matrica Jakobijana postaje

J(X) = A+ G'(X).

Novi postupak nazivamo postupak modifikacije slobodnog vektora
(skraceno MSV postupak) i definiSemo slede¢im algoritmom,

Algoritam 3.1: MSV postupak

Neka je x° £ D i a G R dato;
zak=0,1,...
MSV1: izradunati rk

MSV2: izraCunati sk
sk = A _1(—F (xk) + ark) (3.3)

MSV3: odrediti novu iteraciju

xk+! = xk + sk

Primetimo da se kod MSV postupka reSavanje linearnog sistema po-
javljuje samo u prvoj iteraciji, a u svim ostalim koristimo ve¢ izracunatu
matricu A-1 ili sraCunatu LU dekompoziciju matrice A.

3.1 Lokalna konvergencija MSV postu-
paka

Teorema 3A Neka su za preslikavanje F ispunjeni uslovi SI i S2 i
neka postoji t 6 (0, 1) takvo da je

e GL(xKA"IF(xk) + a(l + G'(xKA-Jrl 1 (3.4)
™ (xkll

za k = 0,1,.... Tada postoji e > 0 takvo da za |]X¥ —x]] < e niz
{xK}£10 definisan M SV postupkom linearno konvergira ka x*.
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Dokaz: Koristeci (3.2) i (3.3) dobijamo

7 (xK)sk + F (xK)I \\A+ G\xk))A-1(-F (xk) + ark) + F(xk)

- G"(xk)EI-1F (xk) + a(l + G'(xkv4_Drk i
= (3.5)

pa tvrdjenje sledi na osnovu primene teoreme 2.4.00

Za QN postupke bilo je potrebno definisati pravilo za odredjivanje
matrice Bk- Neke od mogucnosti su navedene u odeljku 2.2. Sli¢no
je u odeljku 2.3 dato nekoliko mogucnosti za izbor parametra rk kod
IN postupaka. Kod MSV postupaka potrebno je definisati pravilo za
odredjivanje vektora rk. Ovde ¢emo navesti tri moguénosti

rk =0 (3.6)
rk = —G"(xk)F(xk) (3.7)
rk = -G"(xk)sk_1. (3.8)

Sada se (3.4) svodi
* za (3.6) na

* = HGKK)/r'F (x KTVTIFOLL

« za (3.7) na

1k = 1|G'(xk)(al + A-" + a4 -*G"(xK))F (xK) | I/ IFK)];

- za (3.8) na

m= 1]G'(xk) =(A-'F(xk) +

Ocigledno je da je za izbor vektora (3.8) u prvoj iteraciji potrebno
primeniti neki drugi izbor vektora rk ili neki drugi postupak.
Treba napomenuti da konvergencija MSV postupka, pored izbora
vektora rk, zavisi i od izbora matrice A, odnosno preslikavanja G.
PredloZeni postupak kao specijalan slu¢aj sadrzi fiksni Njutnov pos-
tupak, izbor (3.6), ali ne i Njutnov postupak.

a X -'G'(xk))sk- 1] |.
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Lokalna konvergencija za izbor (3.7). U nastavku ¢emo razma-
trati konvergenciju MSV postupka kada za vektor rkbiramo (3.7). Ovaj
postupak je definisan i razmatran u Herceg, Kreji¢, Luzanin [34]. Za
postizanje konvergencije neophodno je modifikovati predlozeni algori-
tam restartovanjem sa Njutnovom iteracijom. Tacnije, posmatramo
MSV-Njutnov postupak definisan slede¢im algoritmom,

Algoritam 3.2: MSV-Njutnov postupak
Neka je x° £ D, a £ Rim £ N dato;
zak=0,1,...

MN1: izraCunati sk

- J(xK)"IF (xk), k = O(mod m)

k-A _1(/ + aG'(xk))F(xk), k= g(modm), g=1,..., m —1
(3.9

MN2: odrediti novu iteraciju

xk+l = xk+ sk.

Radi preglednosti, uvodimo oznaku Hk = A 1L(E + a(?'(xk)), za
k”~ 0 (modm)iH*= ¢7(xk)_1za k=0 (mod m).

Teorema 3.2 Neka F zadovoljava uslove SI, S2 i S3 i neka je r £
(0,1). Tada postoje e = e(r) > 0 i 6 — S(r) > 0 takvi daje za ||X¥ —
xql < £ [167(xk)-1 —i7 (x*)-1 I < 8, k = O(mod m) niz {xk}£LO dobro
definisani, konvergira ka x* i

IP&+1-x*]] < r]Ixk—x*1L
Dokaz: Neka su M i C konstante za koje vaZi
HIGA)-HI<M 0 [IALI<

DefiniS§imo pomoc¢ne funkcije bi : R2 —R,

bo(8,e) —6 (3.10)
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bi(S,e) = birL(S,e) + Ke, i=1,2,...,m- 1, (3.11)

gde je K = (7 la]7 (1 + r) konstanta. OcCigledno je za svako ¢,S >0,

b0(6,e) < h(S,e) < me= < bM(S,e), (3.12)
5'!30 bi(6,e) = 0, i=1,2,..., m—1 (3.13)

Kakoje J (x) = A+G"(x), to i preslikavanje G' zadovoljava LipSicov
uslov u tacki x* sa konstantom 7,

11GV)-G'(:)II<7Ik* -xII (3.14)
Na osnovu pretpostavke S3 i leme 1.3 sledi
[HIFX) - F(x*) - J(X*)(x - X1 < 7 1IXx- x]12, x GD. (3.15)

Na osnovu (3.10) i (3.11) moZemo izabrati e —e(r) > 0, i 8 =
6(r) > 0 takve da vazi

W £)+7£<Jfi’ *=0,1,....,m-1, (3.16)

gde je Mi = max{] | x®]|].2M}.
Koristeéi indukciju pokazaéemo da za k = g (mod m) vaZi:

it -J (x-)-1] 1 <6,(£,1);
(ii) : Hk je nesingularna i JJic]] < 2M;
(i) o JpKtl —x*L< r] &k —x4|;
za svako 5= 0,1,..., ra—1.
Neka je k = 0. Na osnovu pretpostavke je
\N\HD - J(x*)-1] | <¢ = i(£,¢).

Iz prethodne relacije i (3.16) sledi

Htfoli < | JIx*)-1+ N0 - j'(x*)"1lI< M + 8 < 2M.
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Iz primene (3.15), takodje sledi:

Hx1—x*]]

IbO-x* + | = | [ x°-x*-iio~ (xO)|
< IxC-x*-ii0Jd(x*)(x0-x*)]]
+ IO = IF(x°) - F(x*) - I(x*)(x° - x9]I
< (UG <lUM 1" 7o]| + 7| J#l ) 11X - x1]

< Mribo&e) + 7OIx° - x| < rlI¥ - **].

Posmatrajmo sada slucaj k = g (mod m). Za q = 0 dokaz relacija
(¢) —(iu) analogan je dokazu za slucaj k —0.
Pretpostavimo da je k > 0 i da vazi

\Hri - J(x*)-111< 6¢-1("c)

Ik - 1] < rlIxk 1 —x*1

Preostaje da pokaZzemo da relacije (i), (ii) i (iii) vaZze za k = q,
g> 0.
Ocigledno je,

Hk = A-1(/ + aG"(xk))
= A-\I+ a(j'(xk_1)) + - M (xAN 1)),
pa je
- J(x')-I = J(x*)-1H+ IM ~1(G'(xK)-G "(x t- )|l
< h,-i(S,c) + H ' IJG'(xK) - G'(xk-')+ G(x¥)]|
< b,,(«,«) + IA-UTRI7(AIX - XT1 + 1k
< 6_i(i,e) + Clal7(l +r)£ =

(3.17)
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Ovim je dokazana relacija (i). Takodje je

IM < 13+ [Iffe 36N

< TUX*) 1+ .

Mi L (3.18)
< M)+ < 2M,
ol 13{*")
tako da na osnovu perturbacione leme sledi da je H.t nesingularna, pa
je dokazano (ii). Na osnovu (3.17), (3.18) i (3.16) sledi

Ik - X-+ skf|= [k- x* - 113 (xK)I

IPD&+L - x|
< W- fy-(x) - Ik- X1
+ft] | <]JF(xKk) - F(x*) - J(x-)(xk- x9]]
< (X)) =I(x-)-1- //ill =||xk- x'||
+7el 1A PK -x-] |
< + 7E Xk —x] < rlxk -x"] | .
¢ime je dokazana i relacija (Hi), odnosno tvrdjenje teoreme. O
Vazno je napomenuti da restart nije morao biti vrSen Njutnovom

iteracijom. Tacnije, za k = 0 mod(m), ako je \N-k —J7(x*)_ 1| < 6
korekciju sk odredjujemo sa

sk = -H kF ~ k).

PosSto smo do sada spomenuli neke od mogucih izbora za matricu A
i vektor rk, preostaje da damo jo$S neka zapaZzanja o uticaju parametra
a. Najjednostavniji izbor parametra je a — const. Medjutim, mozZe se
razmatrati i opstiji slufaj kada se parametar a menja u svakoj iteraciji.
Ako korekciju sk (3.3) tretiramo kao aproksimaciju Njutnove korek-
cije sNj (slsi = —J7(xk)~1li7(xk)), tada uslov (3.4), odnosno velitina Tk
predstavlja greSku primenjene aproksimacije. Mozemo reéi da, Sto je
Tk bliZze nuli, to je novi postupak "bliZzi” Njutnovom postupku. Na ovaj
nafin mozemo definisati optimalan izbor parametra a u svakoj iteraciji
kao minimum funkcije

h@) = - G'(XK)A-1F(xK) + a(l + G/(XK)ETDrk|}
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Tako je dobijen postupak iz klase MSV postupaka koji je "najblizi”,
odnosno najslicniji Njutnovom postupku. Parametar a odredjen na
opisan nacin zvatemo optimalan parametar. Ovakvu ideju ilustrovacemo

na primeru.

Izbor optimalnog parametra za MSV postupak sa izborom
(3.7). Nekaje x £ D. Definisimo funkcijus : R —R+ sa

s(@) = |- G,(X)A"IF(X) + aG'(x)F(x) + aG',(xX)A-1G,X)FX) 12

(3.19)
Zbog preglednosti uvedimo oznake:
M = G'(xX)A"l
v = MF{x)
W = G'(X)F(X) (3.20)
t - Mw.

Sada funkciju s mozemo zapisati u obliku
s(or) = v + aw + otll]
Kako je funkcija s nenegativna i polinom drugog stepena po a to ona

sigurno ima minimum Kkoji ujedno predstavlja i optimalni parametar
aop. ReSavajuéi jednacinu s'(a) = 0 dobijamo

(vw+ 1) 3.21

°v W+ t,w + t), (3.21)

= s(aop) = |Iv- (vw+1 + 3.22
= s(aop) = (w+t,WTt)(W ol (3.22)

Analizom relacija (3.20), zaklju€ujemo da je za izraCunavanje opti-
malnog parametra potrebno izvrsiti jedno mnoZenje matrica i tri mnozenja
matrice i vektora. Ako je smin = 0 tada se novi postupak poklapa sa
Njutnovim postupkom.
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3.2 Numericki primeri

Na primeru 1 (Dodatak A) zan= 4ix° = [0.9,0.9,0.9,0.9] i izlaznim
kriterijumom |Ji7(xk)]] < 10-8 testiratemo uticaj izbora matrice A,
vektora rk i parametra a na konvergenciju MSV postupka.

Njutnov postupak je konvergirao u 8. iteraciji.

'L0 0O
A 12 10 A2 3(x)
0 12 1 -
0012
a —aGkrFh aG[s*“1
a -aG'kFk -aG|[sk1 1 53 > 100
1 D D 0.5 28 67
0.4 D 9 0.3 22 38
03 D 9 0.1 18 23
0.2 D 8 0 14 14
0.1 12 8 -0.1 15 13
0 7 7 -0.3 14 17
o1 . 8 05 12 22
s . g 08 10 28
03 8 8 -1 / 33
04 5 o 12 10 M
-1 D 10 Tabela 3.2
Tabela 3.1

Analiziraju¢i prethodne dve tabele zakljucujemo da je najbrzi pos-
tupak dobijen pri izboru matrice Aj, vektora rk = —aG"(xk)F(xk) i
parametra a = —0.1. Treba napomenuti da je ovakav izbor omogucio
dobijanje rezultata koji je bolji, kako od Njutnovog postupka tako i od
fiksnog Njutnovog postupka (a = 0). Za izbor rk = -aG'(xk)F(x)),
izbor matrice A je imao znatan uticaj, ne samo na broj iteracija, ve¢ i
naizbor parametra ct, jer se oblast konvergencije za parametar a znatno
smanjila kod izbora Ai. Kod izbora rk = —a(?,(xk)sk_1, izbor matrice
A uticao je pre svega na brzinu, odnosno na broj iteracija.

Na istom primeru ilustrovaéemo i izbor optimalnog parametra o”,
pri izboru rk = —afcG'(xk)F(xk). Za matricu A je uzeta matrica
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iter. @k  uslov (TR [jsk-Snl

1 1. 0. 0.

2 -94.87 2.362-10"16 6.67-10-15
3 3.57 0. 5.66-10" 15
4 10.50 0. 1.79-10-15
5 2148 1.14-10"15 9.58-10-16
6 25.58 0. 3.30-10-15
7 25.73  4.09-10-16  8.95-10-15
8 3391 8.16-10-16 8.37-10- 15

Tabela 3.3

Ocigledno je da je novi postupak zadrzao isto ponaSanje kao Njut-
nov postupak, iako je teorijski dokazana samo linearna konvergencija.
Ovakvo ponaSanje postupka moglo se zakljuciti na osnovu relacije (3.22).
Za dati sistem i dati izbor matrice A u svakoj iteraciji vazi smn =
s(aop) = 0, odnosno rflk = 0. Mala odstupanja Ak od 0 su posledica
zaokruzivanja.

Na primeru 8 (Dodatak A) testiranje novi MSV postupak sa izborom
(3.7) i a = 1 lzlazni kriterijum je ||FXK)]] < 10-5. Za reSavanje lin-
earnog sistema koriSéena je LU dekompozicija blok-tridijagonalne ma-
trice, videti ([25]). U tabeli 3.4 uporedno su dati broj iteracija i CPU
vreme za Njutnov i novi postupak.

Njutnov postupak MSV postupak

N iter. vreme iter. vreme

8 8 34.7 14 39.2

16 8 156.0 9 101.2

32 7 851.7 8 399.6

64 7 6589.3 7 1845.4
Tabela 3.4

Bitno je napomenuti da ni kod jednog primera nije radjen restart
sa Njutnovom iteracijom.
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3.3 Medjusobni odnos lokalnih konver-
gencija MSV postupaka

Na primeru iz odeljka 2.4 posmatra¢emo i ponasSanje postupaka iz klase
MSV postupaka sa izborom (3.7).

Slika 3.1: Fiksni Njutnov postupak (MSV sa a —0)

Slika 3.2: MSV postupak sa a = —0.1
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Slika 3.3: MSV postupak saa = —0.5

Slika 3.j: MSV postupak sa a —0.1
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Slika 3.5: MSV postupak saa = 1

konvergencija ka xj;

konvergencija ka Xx£;

konvergencija ka xj;

ne konvergira;

Analizirajuéi prethodne slike zaklju¢ujemo da se najbolje ponaSao
MSV postupak sa a = —0.1, dok je kod postupka sa a — 1 najviSe
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doSao do izrazaja lokalni karakter.

Napomena: Na kraju napomenimo da veéi deo teorijskih rezultata iz
poglavlja 2 i 3 vazi i za opStiji uslov od S3. Naime, S3 moZzemo zameniti

sa
11309 - ICHI < 71Ixx*]Ip, 7.p > 0,

Sto je ovde, zbog jasnoce i konciznosti, izostavljeno.
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Uticaj relaksacije postupaka
na konvergenciju

Kako je ve¢ napomenuto, jedan od najvecih nedostataka iterativnih
postupaka za reSavanje nelinearnih sistema jeste lokalna konvergencija,
odnosno potreba da se poCetna aproksimacija dovoljno dobro odredi.
U vedini slutajeva ovaj problem nije zadovoljavajuée reSen. Jedan
pravac istrazivanja predstavljaju postupci za odredjivanje prihvatljivog
pocetnog vektora, videti [57, 58, 59, 64]. Drugi pravac, koji éemo ovde
razmatrati, jeste uvodjenje relaksacionog parametra. Na ovaj nacin
postize se da postupak konvergira za svako x° iz D ili iz veteg dela
skupa D.

Svi do sada razmatrani postupci mogu se predstaviti u dva koraka.
U prvom koraku se odredjuje korekcija sk, a u drugom, nova iteracija
xk+1.

Postupci razmatrani u ovoj disertaciji mogu se modifikovati uvod-
jenjem relaksacionog parametra pri odredjivanju nove iteracije. Relak-
sacione postupke definiSemo pomocu sledeceg algoritma.

Algoritam 4-1:. Relaksacioni postupak
Neka su date potrebne pocetne veli€ine,
zak=0,1,2,...

R1: odrediti korekciju sk

49
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R2: odrediti novu iteraciju
xk+l = xk -M*sk (4.2)
za neki realan parametar

U ovoj disertaciji razmatran je uticaj relaksacionog parametra na
IN postupke definisane u odeljku 2.3. U zavisnosti koji IN postupak
koristimo u koraku R1 dobijamo odgovarajuéi relaksacioni postupak,
npr. relaksacioni CIN postupak, relaksacioni SIN postupak i si.

4.1 Lokalna konvergencija i brzina kon-
vergencije relaksacionih postupaka

Relaksacioni parametar nekada moze ubrzati konvergenciju osnovnog
postupka, Sto se pre svega deSava kod relaksacionih iterativnih postu-
paka za reSavanje linearnih sistema, dok je kod iterativnih postupaka
za reSavanje nelinearnih sistema glavni cilj proSirenje oblasti za izbor
poCetne aproksimacije (globalizacija postupka). Naravno, uvodjenje
parametra kod nelinearnih iterativnih postupaka ne srne da narusi brz-
inu konvergencije. Drugim recima, relaksacija je dobra ukoliko postoji
ko takvo da za svako k > kO moZzemo uzeti i*, = 1, tj. relaksacioni
postupak se svodi na osnovni, pa brzina ostaje oCuvana.

Naredna teorema daje oblast za izbor relaksacionog parametra kod
CIN postupka (2.12).

Teorema 4.1 Neka su ispunjene pretpostavke Si i S2 i neka je

O<t<tk<s —— 10< 7L< 7<1, (4.2)

gde je t,s,ri E (0,1). Tada postoji e > 0 takvo da ako je ||X—x]] < e
iterativni niz definisan relaksacionim CIN postupkom linearno konver-
gira ka x*.

Ako je l!%tk =1 Ik% 7F = 0 tada relaksacioni RIN postupak kon-
vergira superlinearno.
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Dokaz:
Oznalimo St = tksk. Tada je

11IxKk)i© + i " (xK)]I

I (xk)f*sk + iiF (xk) + (1 - (t)F(xK)]I

N

Ml 1JI(xK)sk+ F(xK)II+ [1-i*H | F(xK)I

N

"M FE XK+ [-<*]-TTFxKI

taM + | I-itDIFXKI
Defini§imo zatim
ok = VKN + L ~tk\-
Posmatraéemo dva slucaja u zavisnosti od parametra tk. Parametar
tk odredjujemo tako da vazi ak £ [0O,0r), o; £ (0,1) pa na osnovu

primene teoreme o0 lokalnoj konvergenciji CIN postupka sledi konver-
gencija relaksacionog postupka.

I slu¢aj: Nekaje 0 < t < tk< 1, odnosno ak—1+ ~(7k—1). Tada
je ak£ [O,max{l - i,7}) za k£ [0, 7).

Il sluaj: Neka je tk > 1, odnosno ak = tk(1+ rjkf —1. Tada je
ak£ [0,1- s)zagk£ [0, 7 itkE (1,(2- s)/(I + 77)).

Na osnovu predjasnjeg sledi da su za tki rikiz uslova (4.2) ispunjeni
uslovi teoreme 2.4 o konvergenciji CIN postupka tj. dokazana je lokalna
konvergencija relaksacionog CIN postupka.

Ako je limfc-ootk = 1 i lim*-~ Tk = O tada je lim~"™ ak = 0
pa relaksacioni CIN postupak superlinearno konvergira na osnovu ve¢
pomenute teoreme 2.4 .

4.2 Redukcija norme

Funkcija g definisana sa

S(x) = 1IFHZ (4.3)
£(x) = [1AFXIZ (4.4)

5(x) = TUKX*)_IFX)112 (4.5)
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naziva se nivo funkcija. Ocigledno je da nivo funkcija (4.3) predstavlja
specijalan slu€aj nivo funkcije (4.4) za A = |, dok je funkcija (4.5)
afino-invarijantna. U prethodnim poglavljima je napomenuto da ni
jedna klasa posmatranih modifikacija Njutnovog postupka, kao ni sam
Njutnov postupak, nemaju osobinu

4(xk) < 5(xk+1) (4.6)

ni za jednu funkciju g definisanu sa (4.3),(4.4),(4.5). Drugim recima,
nemaju osobinu redukcije norme. Ocigledno da postupci za koje bi
bila zadovoljena relacija (4.6) daju opadajuéi niz {C7i7(xK)}, gde je C £
{/, A, J (x*)-1}, Sto joS uvek nije dovoljan uslov za konvergenciju. Tac-
nije, takav postupak moze konvergirati ka lokalnom minumumu funkcije
F.

Za svako x £ D definisatemo nivo skup.

Definicija 4.1 Nekaje dato preslikavanje F ix £ D. Tada maksimalni
povezani podskup skupa

* = {yly HCFWIT < TICFXI I}

koji sadrzi tacku x*, nazivamo nivo skup zax u odnosu na matricu C
(u oznaci L(x, C)).

Prvo pitanje koje se postavlja jeste da li za svaku korekciju sk postoji
parametar tk tako da relacija (4.6) bude zadovoljena za neki od izbora
funkcije g. Ako postoji t0 takvo da za svako i* £ (0, t0) iteracija xk+1
zadovoljava (4.6), korekcija sk naziva se pravac opadanja. Dovoljan
uslov da sk bude pravac opadanja jeste da vazi

Vitf(xk)Tsk < 0

gde je V<?(xk) gradijent funkcije g u tatki xk. Odnosno, ako iskoristimo
osobine funkcije F i za nivo funkciju uzmemo npr. (4.3), dobijamo da
je Vg(xk) = 2¢7(xk)TjF(xk), pa prethodni uslov postaje

(j(x K)TF(xK))Tsk < 0. (4.7)

Za Njutnov postupak vaZzi sk = —7(xk)- 1li7(xk), te (4.7) postaje

— (xk)Ti?(xk) < 0,
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Sto je uvek zadovoljeno. Kod QN postupaka uslov (4.7) svodi se na
-F (xK)Ti7 (xk)fI*1F (xk) < O.

Ovde ¢emo dokazati teoremu da je za AIN postupak (2.15) korekcija
sk takodje pravac opadanja ako za nivo-funkciju biramo (4.4).

Teorema 4.2 Neka je F diferencijabilna na nepraznom i otvorenom,
skupu D. Neka je xk GD i F(xk) ~ 0. Oznacimo

z{t) = xk + isk,
gde sk zadovoljava relaciju
p (J-(xk)sk 4 F(xk)I < ijil JAF(xK)]I, (4.8)
za 1k G [0,1). Tada postoji to > 0 takvo da vaZi
PE(*(i»)Il < P r(x kIl (4.9)
iz(tk) GD za tk G [0,i0).

Dokaz: Kako je D neprazan i otvoren skup i z(0) = x G D to
postoji t' > 0 takvo daje z{t) GD za svet G [0, t"). DefiniSimo funkciju
g . R —R+

g(t) = \\AF(z(tm2
Diferencirajuéi g(t) dobijamo

g'(t) = 2(AJ(z(1))sk,AF(z(1))).
Stavljajuc¢i t — 0 i koriste¢i Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost i (4.8)

dobijamo

2(43(xkK)sk,4F (xKk)) £ (AF(xk),AF (xk))

p'(0)
< 2[(A(J(xk)sk+ F(xk)), AF(xk)) - (AF(xk), AF(xk))
< 2(rfc-D)] TAF(xK)I2 < O,
za sve jk G [0,1). Prema tome, postoji t0 < t' takvo da je

9 {h) < g(O)

zadovoljeno za sve tk G [0, ¢0), tj- vazi (4.9). O
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4.2.1 Uticaj relaksacionog parametra na lokalnu
konvergenciju

Ponovo ¢emo posmatrati primer iz odeljka 2.4 i primenu relaksacionog
Njntnovog postupka i CIN postupka sa gk = 0.5. Parametar tk odred-
jujemo tako da vazi (4.6) za g(x.) = [IFX®]]- Ako je tk < 2-12 tada
stavljamo tk = 1.

Slika 4-1+ Njutnov postupak sa relaksacijom

Slika 4-2: CIN postupak sa k= 0.5 i relaksacijom
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Slike 4.1 i 4.2 ilustruju uticaj relaksacije na lokalnu konvergenciju.
Uporedjujuci sliku 4.1 sa slikom 2.2 i sliku 4.2 sa slikom 2.5, vidimo da
parametar tk neznatno utie na konvergenciju u posmatranoj oblasti.
Drugim recima, relaksacija nije imala znacajnog uticaja u oblasti gde
stacionarni postupak (i* = 1) konvergira.

Kako je ve¢ napomenuto, uslov (4.6) nije dovoljan uslov za kon-
vergenciju niza {Xk}£LO ka nuli x* funkcije F. Pomenuti nedostatak
moze se otkloniti uvodjenjem jacih uslova na preslikavanje F, skup D
ili startnu aproksimaciju x°. Postoji velik broj rezultata koji se odnose
na slican problem za Njutnov, QN i CIN postupak, videti [3, 4, 6, 7,
11, 20, 23, 26, 28, 38, 41].

4.3 Globalna konvergencija relaksacionih
IN postupaka

U odeljku 2.3 definisano je nekoliko podklasa netatnog Njutnovog pos-
tupka. U ovoj disertaciji razmatracemo globalnu konvergenciju dve
podklase IN postupaka; AIN postupke i YIN postupke, kao afino-inva-
rijantnu podklasu IN postupaka. Napomenimo da su do sada najcesce
razmatrani CIN postupci, koji predstavljaju specijalan slu¢aj AIN pos-
tupaka.

4.3.1 Globalna konvergencija AIN postupaka

Prvi postupak iz grupe IN postupaka koji ¢emo razmatrati, jeste AIN
postupak. DefiniSimo relaksacioni AIN postupak slede¢im algoritmom.

Algoritam J™\2. Relaksacioni AIN postupak

Neka je dato x° 6 D

zak=0,1,...
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RAIN1: odrediti sk tako da vazi
P70V +FXRII <., ilIVIFOKII (4.10)
gde je 7> 0 realan parametar.
RAINZ2: izraCunati novu iteraciju
Xk+1 = xk + tksk,
gde je tk > O relaksacioni realan parametar.

Pre glavnih teorema o globalnoj konvergenciji, zbog jasnoce i pre-
glednosti, uvodimo neke pretpostavke i oznake.

Za nesingularnu matricu A £ RnXn i x £ D, uvodimo sledece pret-
postavke:

Al:  A(x, A) je kompaktani L(x,A) CD

A2: z) je nesingularna matrica i neprekidno preslikavanje za z £
A(X,A)

A3: Postoji g> 0 takvo da je
113(y)_Vnz) - 7l < illy—2l za y.z £ L(x, A).

Ql: /5(x) = sup \\J(y) 1IFX)]I

yeL(x,A)

Q2 K(x) = AN =11(A7 (x))_1

Q3: ao(x) = "K(x)(I + K(x)¥(x)))

1+ 2ri(x) + 2k (x)¥(x)2

ﬂI(X) 1+ Kx)i(x)
1 ~ KX)iy(x)
() a0(x)

Q4: P3(x,i) = a0(x)t((ql3(x.)t)2+ al(x)a/3(X)t - a2(x)).

Bez dokaza navodimo teoremu o Njutnovoj stazi.
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Teorema 4.3 [11] Nekaje x £ D i A 6 RnXn. Neka F, x i A zadovo-
ljavaju pretpostavke Al i A2. Tada postoji jedinstvena diferencijabilna
funkcija p : [0,1] —L(x, A) za koju vaZi

F(p{t)) = (i - *efo,i].

Takodje, p zadovoljava i relacije

p'{t)
P{0)

—J(p(t))~1F(x), t<E[0,1]
X.

StaviSe, x* = p(l) predstavlja jedinstveno reSenje sistema F(x) = 0 u
L(x,A).

Funkcija p poznata je pod nazivom Njutnova staza.

Prva teorema koju ¢emo dokazati predstavlja najvaznije tvrdjenje za
dokaz konvergencije iterativnog niza. Ona daje egzistenciju parametra
t, tako da iterativni niz bude dobro definisan.

Teorema 4.4 Neka su A GRnXn i x GD takvi da vazi F(x) ~ 0 i da
su zadovoljene pretpostavke A1,A2,A3. Neka s zadovoljava relaciju

HTAQX)s + FO)IT < 2(x)pF(X) 1 1. (4.11)
Pretpostavimo da postoji konstanta 9 > 0 takva da je
tx )k (x) < 1. 4.12
Tada, za svako t koje zadovoljava
0 < t < min(l,£(i)),
gde je £(x) realni pozitivni koren jednaCine P3(x,t) = O, tj.

-ai(x) +yai(x)2+ 4a2(x)

) = ---mmm- A

vazi x + ts 6 F(x, A) i

(4.13)

[1/MIE'(x+ )1 < (I + P3(x,1))pF'(xX)11. (4.14)
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Dokaz: Na osnovu teoreme 4.3 postoji jedinstvena funkcija p
[0,1] L, L = L(x, A), takva da za svako t G [0,1] vaZi

F(p(1) = 1 - HF(x) (4.15)

p'(® = -J(P())~"F(x), 0 = x.  (4.16)

DefiniSimo funkcije z : [0,1] —Rn, w : [0,1] X [0,1] —Rn, 8 :[0,1] —
R i skup Lo na sledeéi nacin

z{t) =x+1ts (4-17)
w(t,v) =p(t) + v(z(t) - p(t) (4.18)
8(t) =sup{u |Jv F0,1], w(t, v') G Lzasve Vv'G [0, n]}(4.19)

LO ={x |x= i £]0,1],« G[0,f(i)]} (4.20)
Na osnovu neprekidnosti funkcije F i (4.15), sledi 8(t) ~ 0 zai G
(0,1]. Zat = 0je u>(0,n) = x Sto daje (>0 = 1. Prema tome vazi
8{t) ™0 zasvet G[0,1].

Na osnovu (4.19) imamo w(t,v) GL zasvet G [0,1] i v G [0,E(t)),
dok iz uslova o kompaktnosti skupa L, sledi w(t78(t)) G L, na osnovu
Cega sledi L0 C L.

Sada ¢emo dokazati relaciju (4.14). lzaberimo t G [0,1]. Za v G
(0,E(t)] primenjujemo teoremu o srednjoj vrednosti

F(w(t, n)) = F(w(t, 0) H—V Jo J(w(t,v))dv' (w(t, v) —w(t, 0)).
Na osnovu definicije funkcije w i relacije (4.15), imamo

AF(w(t,v)) = (@A-t)AF(x) + AJ(X)(w(t,v) - p(t)) +

U }‘0 (I (w(t,v)) - IJ(x))dv" (w(t,v) -p(i)),
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odnosno,
< (1-0H™MW I+ (]|A7(X) ]|+ (4.21)
- L NNAQw(tVY)) - 7(x)la’) [m(i,u) - pMI].
v Jo /
Pre ocena za
i = \\w(t,v) - pO\\ i 12 = 50 \\A(I(w(t,vh)) - Jx)\\dv',

ocenicemo joS neke potrebne izraze. Na osnovu (4.16) i pretpostavke
A3, sledi

M *) -P'(0)II 1 1-3(p(i))-1F(x) + I7(p(0))-1P(X) | 1(4.22)

QP M)-1 (x)-/)J (x)-1FII

N

IO x| =1 1I(X)-IFX)] 1.
Koriste¢i lemu 1.1, imamo
\\p{t) —x|| < i/3(x). (4.23)

Kombinujuci relacije (4.22) i (4.23) dobijamo

1P (0)-p'(O) I I <30Il 1I(x)-IKT -

Sada na funkciju p moZzemo primeniti lemu 1.2, pa sledi
IP(<)-x-PO)l < Ti/30)[[3(x)-T"(X)[]<I (4.24)
< S5«430) 11 (MIC))-1H=11N")] i2.

Ocena za li : Na osnovu relacija (4.18) i (4.16), imamo

w (t,v)-p (1) v(z(t)-p(t)£tp’(0))

vA(x p(t) + tp\0) + t(s + J (x)-1F(x))" ,
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tako da iz (4.24) i (4.11) sledi

h < vI[lIx —p(t) + ~0)11 + i||¥ (x)_1A_1 =] JAV (x)s + FO)I 1]
< (FiBER2+ L)) 1yI3x)-11L AR (4.25)

Ocena za 12 : Koriste¢i pretpostavku A3 dobijamo

HHTAMLIN)-3NTT < HAI)TTTT13()-13 K i, u))-/1 1]
< \N\AI\\g\\w(t,v) —x] I,

dok iz (4.16), (4.18) i (4.23) sledi

IK*=,<)-x1 = \\p@®) + v'(z(t)-p(t)xtp’(0))-p (0N
< @- vO\m -pO)I + vi\\s + J(x)-"F{x)\\
+M 1 I(X)-1FX)1
< (@- <hHirx) + i) TATE))_1HR HHARLT + vit/3(X)
< tp(x) + 2 1(AIr(x))- 10 HHAF)L ]
Konacno je

h < \NAJX)\\qt (/3(x) + 7Ax) (AT (x))-1lI=] JAF)LD (4.26)

Na osnovu (A7 (x))-1 B =lIMF.(x) L < K(X)/?(X), te relacija (4.25) i
(4.26), iz (4.21) sledi

INFUGwW)l < (@ —) + KX)(Ig™)t + )(X)-
@ +<p(x)(I +ij(x)K (x)))) THAFKII.
Nakon sredjivanja desne strane dobijamo

HAFE>(LB)] < @ +P3D) TN, i€[0,1] i € (0,¢(i)]
(4.27)
Kako je a2(x) > 0, to na osnovu uslova (4.12) postoji jedinstvena,
pozitivnha nula polinoma P3(x,t) koja je data relacijom (4.13). Koristeci
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uslove o kompaktnosti skupa L i neprekidnosti Jakobijana J kao i
definicije funkcija w i 6, moZe se pokazati da vazi S(t) = 1za f £
[0,min(l,£(x))].

Pretpostavimo suprotno,

are (0,1), r<E(x), s(t*)<I.

Tada na osnovu relacije (4.27) sledi | ARGt u) ]l < [JAFX]] za v £
[0,6(f*)], tj. w(t*,6(t*)) £ int(L). Na osnovu pretpostavke A2, F je
lokalni homeomorfizam za svako y £ int(L), pa postoji p > 0 takvo da
vazi

S(w(t*,6{t*)),p) = {¥I lly—w(t*, c(F)II < p} C L.

Prema tome, w(t*, v) £ int(L) za svako v < 8(t*) + p Sto je u kontradik-
ciji sa definicijom funkcije 8{t).
Sada moZemo uzeti v —1, pa iz relacije (4.27) sledi

[HHAFKX + i9]]l < 1 + P3Xi)ITAFX)] for t £ [0,min(l,£(x))]

Sto je trebalo dokazati. O

Upravo dokazana teorema dala je egzistenciju polinoma treceg ste-
pena Cije vrednosti, pored parametra t, zavise i od tatke x. Naredna
teorema daje ocenu pomenutog polinoma P3.

Teorema 4.5 Neka su ispunjeni uslovi teoreme 4-4 1neka a zadovol-
java relaciju

6-1

0 < a < min(l, 4.28
N sgreKE)( -f 6) ™ (4.28)

Tada je a < (I,£(x) —a) i za svako t koje zadovoljava
a<t< min(l,E(x) —a) (4.29)

vazi x T ts £ T(x, A) i

pf(x +<9ll <(1-Y<l- j)IJAFX)]]. (4.30)
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Dokaz: Koriste¢i K(X) > 1i uslov t(x)k(x) <1/9 imamo

0-1 ' o 2
2-- -[;——< a2(X)'< —+ < 2
KT+~ 26 < Rl
Na osnovu nejednakosti —b+ \fe2-f x > b+ za b,x > 0 dobi-
jamo ocenu za £(x),
02(X)
¢ (*)> (4.32)

9/3(x) (ai(x) + Ma2(x))
Kako je K(x) > 1,6 > 1, to je 7Ax) < 1, pa ocena za a!(x) glasi
al(x) = + s j+2DPKx) <3
1+ K(x)¥(x)

Sada dobijamo

Oi(x) + yja2(x) < 3+ \/2 < 4.5,
Sto u kombinaciji sa (4.31) daje
f(x) > > 2(* ~ N .
45<?(x)  45<3(x)k(x)(1 + 0)

Na osnovu prethodne nejednakosti, za a koje zadovoljava (4.28), sledi
a < £(x)/2, sto daje
a<(l,i(x)-a). (4.32)

Znajuci da je interval (4.29) uZi od intervala [0,min(l,£(x))], na
osnovu teoreme 4.4, sledi x + ts £ L(X,A).
Za ocenu relacije (4.30) dovoljno je pokazati

Ps(x,t) < -y (i ” for 1G - a)L (4-33)
Oznacéimo

P2(x,t) = (@/3(X)Yt2 + ai(x)q/3(x)t - a2(x).
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Polinom P2(x, i) ima jednu realnu pozitivhu nulu £(x) datu relacijom

(4.13) i minimum u tacki

Q(x)
22/2(x)

Prema tome, P2(x, i) je negativna i neopadajuc¢a zat E [0,min(l,£(x))].

Oznacimo
£=min(l,E(x) - a),

tada je P2(x,i) < P2(x,f) i

P3(x,t) = a0(x)fP2(x,i) < aO(x)ftP2(x,((x)) zat E [a,£].

Sada se problem svodi na dokazivanje relacije

P2(x,0 < - ja 2(x).

Stavljajuci d = £(x) —£, dobijamo

P2(x,0 = P2(x,0 - P2(x,i(x))
-(@P{™))2dU + C(™))-ai(x)qf3(x)d

pa na osnovu (4.13) i £ = £(x) —d, sledi

P2(x, <0 = g/?(x)d (gP(x.)d - \Jai(x)2+ 4a2(x)™ .

Konafno preostaje da ocenimo izraze
Oi = g/3{x)d i 02= qgfl(x)d -
Razlikovacemo dva slucaja u zavisnosti od £

Slucaj I £ = £(x) —a, tj. d= a;
Koristeéi relacije (4.32) i (4.13), imamo

N (-°i(x) + Vai(x)2+ 4a2(x)) .

a”n)2+ 4a2(x).

(4.34)

(4.35)

(4.36)
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Mnozeéi prethodnu relaciju sa g/?(x), dodajuc¢i —Jai(x)2 + 4a2(x) i,
konacno, koriste¢i a = d, dobijamo

02 < -- 7ai(x) +)/oi(x)2+ 4a2(x)™ < 0. (4.37)
Na osnovu £< 1id< 1tj. £(x) < 2, sledi

-ai(x) + yjai(x)2+ 4a2(x)
22/?(x)

Mnozeci prethodnu relaciju sa dg/3(x.)/2 i koristeéi d = a, dobijamo
Oi > *a ax(x) + yjai(x)2+ 4a2(x)™ > 0. (4.38)

Prema tome, iz (4.36), na osnovu (4.37) i (4.38), sledi relacija (4.35).

Slucaj Il: £=1
Koristeéi (4.13) i £ = 1, dobijamo

1 -<*i(x) + yjai(x)2+ 4a2(x) i

Mnozeéi prethodnu jednakost sa gq/3(x)d i nakon sredjivanja sledi

dIt3(x) = 2{\+d) + \/°i(x)2+ 4a2(x)) (4.39)

Kako je funkcija h : R+ —* R definisana sa h(y) = y/(l + y) opadajuéa
i h(y) < 1, iz (4.39) sledi

02 < 7oi(x) + ilai(x)2+ 4a2(x)™) < O. (4.40)

Ako iskoristimo Cinjenicu da je a < £(x) —£ = di h(a) < h(d), iz
(4.39) dobijamo

- 21+ @) (_31,x) + \Zi(x)1+ 4aj(x)) > °- (4.41)
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Koristeci (4.40), (4.41) kao i uslov a < 1, iz relacije (4.36) sledi (4.35).
Na osnovu dokazane relacije (4.35), iz (4.34) sledi

az2
Ps(x,i) < oo(x)a3(x). (4.42)
Na osnovu definicije izraza a0(x), a!(x) i uslova (4.12) dobijamo
a0(x)a2(x) < 1-

odnosno relaciju (4.33).

Kako je [ar,£E(X) —a] C [0,£(x)], to na osnovu teoreme 4.4 sledi
relacija (4.30). O

Sada mozemo dati teoremu o globalnoj konvergenciji posmatranog
postupka. Pre toga uvedimo skra¢enu oznaku 7{xk) = rjk.

Teorema 4.6 Neka x° £ D, i neka je A £ RnXn nesingularna ma-

trica i neka vaZe pretpostavke Al, A2, A3. Neka je niz {xk} definisan
algoritmom 4-2, F(xk) ~ 0 i neka postoji konstanta 6 > 1 takva da vazi

TTKXK) < i ¢=0,1,2... (4.43)

Ako konstanta a zadovoljava relaciju

0< 0 <min(l, 452)(xXKK™ ) -(i-+ ). « = 0.1.2. m= («4)
a parametar tk relaciju

a<tk<min(l,E(xk) —a), ¢ =0,1,2,... (4.45)
tada vaze sledeca tvrdjenja
(i) niz {xk} je dobro definisan i {xk} C L(x°,A)
(if) niz {xk} konvergira ka jedinstvenom reSenju x* £ L(x°)

(iii) postoji ¢0O > 0 takvo da tk = 1 zadovoljava (j.j5) za k > ;0.
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Dokaz: Koriste¢i indukciju pokaza¢emo da vazi tvrdjenje (i). Na
osnovu definicije nivo skupa, za k —0je x° G L(x°, A). Pretpostavimo
da vazi xk G T(x°, A). Tada, na osnovu definicije i kompaktnosti skupa
L (x°,zl), nivo skup L(xk,A) je takodje kompaktan i vaZzi L(xk,A) C
L(x°, A). Prema tome, za xk su ispunjeni uslovi teorema 4.4 i 4.5, pa
njihovom primenom dobijamo

xk+l = xk + ticsk G 1(xk,A) za sve tk G [0, min(l, £(xK))]

I/inxk+DIl < @ - y (I - i)DITATK]I (4.46)
za tk koje zadovoljava (4.45).

Kako 0> 1lia < 1ne zavise od k, iz (4.46) sledi

lim ARG = 0.

Iz kompaktnosti skupa L (x°, A) sledi postojanje podniza niza {x k}
koji konvergira ka x* Gi(x°, A) tako da vazi F(x*) = 0. Jedinstvenost
reSenja sledi iz teoreme 4.3. Ovim je dokazano tvrdjenje (ii).

Kako je lli_gg]o/?(xk) = 0, to postoji ko > 0 takvo da je

£(xk) >2 za sve k > Ko,

paje min(l, ~(xk)—a) = 1. Prema tome, mozemo uzeti tk = 1 za svako
k > ko, ¢ime je dokazano i tvrdjenje (iii). O

Relacija (4.46) predstavlja ocenu brzine konvergencije. Ocigledo

a2 1
da izraz 1-—-—(1 —— opada kada O raste. Za Njutnov postupak je
ijk = 0 pa za 6 moZzemo uzeti proizvoljno veliki broj i tako dobiti najbrzi
postupak u ovoj klasi.

Kao ilustracija predloZzene globalizacije posluZi¢e jedan jednostavan
primer.
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Primer 4.1: Nekaje f(x) = Ina;, x0= 10 i A = 1. Primenom Njut-
novog postupka dobijamo sO0 = —OInlO, pa ~ D, te Njutnov pos-
tupak nije dobro definisan. Kako je L(xo0) = [0.1,10] kompaktan skup,
f'(x) = I/x, f(x) £ 0, x G L(x0), \f\y)~1f\z) - 1] < 10ly - z}
y,z € L{x0) i K(X) = 1, x G {(x0), mozemo primeniti Teoremu 4.6,
tj. postupak definisan algoritmom 4.2 konvergira za izbor parametra
tk kako je to dato u teoremi 4.6.

Analiza globalizacije AIN postupaka

Veéina do sada poznatih postupaka za globalizaciju CIN postupaka, za
odredjivanje parametra tk koristi tehniku poznatu pod nazivom back-
tracking, koja se moZe jednostavno opisati sledeéim algoritmom.

Algoritam 4-3: Backtracking
Neka je dato 6,a £ (0,1), i tk = 6.
BCI: Ako je

IIf (xk+ iisk) | | <a [|6K)]],
tada i¢i na BC3.

BC2: Staviti tk —6tk i i¢i na BCI.

BC3: tk je prihvatljiv parametar.

Takodje se pri prakticnom odredjivanju parametra tk koristi i pos-
tupak interpolacije (najéeS¢e se koristi kvadratna ili kubna interpo-
lacija). Radi jasnoce algoritma, definiS§imo funkciju h : [0,1] — D,
h{t) = ||k + isk)]] ili h[t) = JIAT (K + isk)]]

Algoritam 4-4: Kvadratna interpolacija
Neka je ti = 1ia E (0,1).
KI1: Odrediti ts —:2/ 2.

KI2: Postavljanje parabole kroz tacke (0, h(0)), (;:2,™(;2) i (ts, i
odredjivanje njenog minimuma

1(t2- thh(t]) + tlh(ts) - t2k(t2)



68 4. Uticaj relaksacije postupaka na konvergenciju

Kl13: Ako je
h(tmin) < <*h(0)

tada. je i/j —tmin
inaCe —.. .. i idi na korak KI1.

Nedostatak prethodnih algoritama ogleda se u nemoguénosti procene
broja potrebnih iteracija za odredjivanje prihvatljivog parametra. Ta-
kodje se ne moze proceniti da li je prihvatljiv parametar suvise mali Sto
moZe prouzrokovati prekid izraunavanja.

Takodje je za sve poznate globalizacije IN postupaka niz {rjk} bio
zadat nezavisno od parametra tk.

Glavna prednost postupka globalizacije koja je predloZzena u ovoj
distertaciji jeste dovodjenje u vezu parametara rk i tk. Na taj nacin se
izbegava upotreba backtrackinga ili interpolacije. Za primenu novog
pristupa potrebno je oceniti neke veliCine. To se pre svega odnosi na
kondicioni broj matrice Al7(xKk) i veliCinu /?(xk). S tim u vezi raz-
motricemo dve mogucnosti.

I moguénost: Ako je za posmatrani problem poznato M > 0 tako
da vazi ||v7(X)_1Jl< M, tada koristimo aproksimacije

K (x)»K (x)=  MKa [136)I
(4.47)
12(x)«l?2(x)= AFIIFOL

gde je KA = \\A x[In]All

Il mogucénost: Matricu ¢7(x)-1 aproksimiramo matricom -BT1] tac-
nije koristimo deo iteracije QN postupka, odnosno koristimo sledece
aproksimacije

K (x)«K (x)= KATISE LTI
(4.48)
[?2(x)*i9(x)= [15-Inx)| |

Napomenimo da je druga mogucnost podobna za primenu na hib-
ridne postupke gde se koristi IN i QN postupak.
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Vratimo se na odredjivanje relaksacionog parametra. U teoremama
0 konvergenciji dat je interval iz kojeg moZemo da biramo parametar
tk. Postavlja se pitanje kako iz zadatog intervala odabrati jedan param-
etar. Jedna mogucnost je da za parametar tk biramo minimum funkcije
1+ P3(xk,t). Ovako odredjen parametar tk nazivaéemo optimalnim
parametrom i oznaCavati sa tkpt. Jednostavnim racunom dobijamo da
je

_ ~ai(xk) + \ai(xk)2+ 3a2(xk)
opi ~ 3™ (xK)

Tehnikom slicnom kao u dokazu teoreme 4.5 pokazuje se da tk t pripada

intervalu za izbor parametra tk. Za ilustraciju novog pristupa global-
izacije nastaviéemo Primer 4.1.

Primer 4.2: Za funkciju / iz Primera 4.1 dobijamo q = 10,

f xk\nxk, xk> 1
\ <1 e

pa se sve veliCine al(xk) mogu tacno odrediti, odnosno u svakoj iteraciji
se parametar tlkgt moze odrediti.

Pretpostavimo, za trenutak, da se mogu tacno izracunati /5(xk), K(xk)
i g Globalni postupak tada mozemo predstaviti slede¢im algoritmom,

Algoritam \.5: Globalni AIN algoritam
Neka je x° £ jD, A €£Rn*ni 6 > 1 dato.
za k—0,1,...
Gl: izraCunati K(xk) i /?(xk)

G2: izabrati 7% tako da vazi

WK < OK(xK) (4.50)
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G3: odrediti korekciju sk nekim linearnim iterativnim postupkom,
tako da vazi

P(i7(xKk)sk+ F(xk)II < ,tp F (XK (4.51)

G4: ako je ||AF(xk + skl < 11AFCK)
tada (bez relaksacije)

xk+1l = xk + sk,
inace (relaksacija)
xk+l = xk +
gde je thpt dato sa (4.49)

Kako je ve¢ napomenuto, u praksi je ¢esto nemogucée odrediti po-
trebne veliCine, Sto iziskuje primenu jedne od aproksimacija (4.47) ili
(4.48). U ovom slucaju potrebno je izbeci loSe aproksimacije. Jedna
mogucnost, koju ¢emo ovde izloZiti, koristi se u kombinaciji sa back-
trackingom. U narednom algoritmu za ocenu potrebnih veli€ina koris-
timo (4.48).

Algoritam 4-6: Globalni AIN algoritam sa aproksimacijama
Neka je dato x° ED, A,BOERnXni 0> 1
zak=10,1,2,...
GAL: odrediti K(xk) i /3(xk) koristeci (4.48)
GAZ2: izabrati rjk tako da vaZzi

1
Vk<W ~o

GA3: odrediti korekciju sk tako da vazi (4.51)

GA4: akoje |1AF(xk + sk)ll < 1TAFXK)II
tada (bez relaksacije) staviti t» = 1i i¢i na korak GABG,

inace, odrediti thot
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GA5: akoje ||AF(xk + ISIst)Il < |[-4FxK)|I

tada (optimalni) staviti t™ = tht

inaCe (backtracking) tk odrediti postupkom backtrackinga
GAG6: odrediti novu iteraciju

xk+l = xk + ijtSk

GA7: odrediti novu aproksimaciju Bj™ x

Analizirajuéi prethodni algoritam dolazimo do zaklju¢ka da matrica
Bjjx nije dovoljno iskoriséena, odnosno da je u nekim slu¢ajevima skupo
sracunavati matricu Bjj! iskljucivo radi ocene pojedinih veli¢ina. Stoga
se prethodni algoritam moZe povezati sa idejom iznetom kod hibridnih
postupaka tj. kombinovati sa QN iteracijom. ldeja je da se korak GA3
razgrana na sledeci nacin

GAS3': Odredi sk=-B *F ™).
Ako je zadovoljen uslov (4.51)
tada (QN iteracija) idi na korak GA4
inate (IN iteracija) primeni korak GAS.

Na ovaj nacin iskoristili smo dobru aproksimaciju inverznog Jako-
bijana i preskoCili primenu lineranog iterativhog metoda.

4.3.2 Globalna konvergencija YIN postupka

Druga podklasa IN postupaka, Cija je globalizacija izvrSena uvodjenjem
relaksacionog parametra, jeste afino-invarijanta podklasa (YIN pos-
tupci). Posmatrani postupak definiSemo sledeé¢im algoritmom:

Algoritam 4-7: Relaksacioni YIN postupak

zak=0,1,...
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RYIN1: odrediti sk tako da vaZi
n.7(xkr v (x V +f (xk))n < niid'(xk)-if'(xKk)ii
RYINZ2: odrediti novu iteraciju

xk+i = xk+ hsk”

gde je tjt realni parametar.

Ako uvedemo nove oznake,

Ql: 12(x) = sup [13(y)-1i "I
yel,(X,A

Q2 Koy POLINIFI

Q3: ao(x) = "K(x)(I + 7(x)))

1+ 2€(x) + 2r?2(x)2

ai(x) 1+ 2/(x)
1~ ™M(X)
2209 J0(x)

Q4: P3(x,i) = a0(x)i((~(x)i)2+ al(x)gh(x)i - a2(x)).

i za nivo funkciju izaberemo (4.3), tehnikom slicnom kao za globalizaciju
AIN postupka mozemo dokazati analogna tvrdjenja za globalni YIN
postupak (LuZanin,Kreji¢,Herceg [42]). Ovde navodimo glavnu teoremu
o konvergenciji relaksacionog YIN postupka.

Teorema 4.7 Nekasu A = 1 ix° 6 D takvi da vaZze pretpostavke Al,

A2, A3. Neka je niz (xk) definisan algoritmom j.,7, F(xk) ™ 0 i neka
postoji konstanta 9 > 1 takva da vazi

ifck(<k) < i, A=0,1,2... (4.52)

Ako konstanta a zadovoljava relaciju
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0 < a < min(l, (4.53)
a parametar tk relaciju
a < tk 5, min(l, £(xk) —a) (4.54)
tada vaZe sledeca tvrdjenja
(i) niz {xk} je dobro definisan i {xk} C L(x°,A);
(i) niz {xk} konvergira ka jedinstvenom reSenju x* £ ;(x°);

(iii) postoji takvo da tk = 1 zadovoljava (j.54) za k > kO.

Na kraju napomenimo da je, primenom sli¢ne tehnike, moguce glob-
alizovati i IQN postupak definisan algoritmom 2.6.

lako je u ovom odeljku data globalizacija dve podklase IN postu-
paka, AIN i YIN, logi¢no je oCekivati da se slican postupak globalizacije
moZe primeniti i na najSiru klasu IN postupaka, tj. na SIN postupke.
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4. Uticaj relaksacije postupaka na konvergenciju



S

RacCcunarska primena i
numericki rezultati

5.1 Konstrukcija algoritama

Pri prakti¢cnom reSavanju problema F(x) = 0 primenom postupaka koji
su razmatrani u ovoj disertaciji, pojavljuju se i neki problemi kao Sto
su izbor pocetnih vrednosti, izlaznog kriterijuma, ocena nekih veli¢ina
i si. Pored toga, do sada posmatrani postupci ostavljaju neke izbore
proizvoljnim, npr. postupak za reSavanje linearnog sistema. U ovom
odeljku razmatracemo konstrukciju algoritma za reSavanje nelinearnog
sistema jednacina. Pri reSavanju pomenutog problema potrebno je
izvrsiti sledece izbore:

1. izbor iterativnog postupka;
2. izbor pocetnih vrednosti;
3. izbor postupka za reSavanje linearnog sistema jednacina;

4. izbor kriterijuma zaustavljanja;

5.2 lzbor iterativnih postupaka

Zbog preglednosti, za postupke razmatrane u disertaciji, uvodimo oz-
nake:

75
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NP - Njutnov postupak;

BD - dobar Brojdenov postupak;

BL - loS Brojdenov postupak;

BS - simetriCan Brojdenov postupak;

B R - redak Brojdenov postupak;

M K - Martinezov postupak sa azuriranjem jedne kolone;
M D - Martinezov postupak sa QR dekompozicijom;

IN - netatan Njutnov postupak;

M SV - postupak modifikacije slobodnog vektora;

5.3 lIzbor pocCetnih vrednosti

Broj i vrsta pocetnih vrednosti zavise od izbora iterativnog postupka.
Izvesno je da je, za sve iterativne postupke potrebna pocetna aproksi-
macija x°, Ciji izbor spada u teze probleme. U slucaju numerickih
primera koji slede smatracemo da je vektor x° odredjen na neki nacin.

Za QN postupke potrebno je izabrati pofetnu aproksimaciju matrice

Jakobijana. Posmatra¢emo dve mogucnosti,
1. Bg=/;
2: BO= J (x°);

Za IN postupke potrebno je definisati niz rjk. Neke moguc¢nosti nave-
dene su u odeljku 2.3,a mi éemo testirati tri moguénosti,

Wk = 0-5;
4 = 1/2%+>;
4 = 1+ 2), [ IFOKI X

Za MSV postupke potrebno je izabrati vektor rk i parametar a.
Razmatracemo MSV sa rk = —G'(xk)F (xk) i
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al —0;

a2 ——0.1;
a3 = -0.5;
ad= -1;

Takodje ¢emo posmatrati i MSV postupak u slucaju kada a biramo kao
optimalni parametar, aop.

5.4 lzbor postupka za reSavanje linearnog
sistema

Primena Njutnovog ili QN postupka zahteva odredjivanje taénog reSenja
linearnog sistema. Pri numerickim izraCunavanjima ponudjena su tri
direktna postupka za reSavanje linearnog sistema jednacina,

« LU dekompozicija;

< LUP dekompozicija;

< QR dekompozicija;
kao i tri iterativna postupka,

e CG postupak;

e GMRESmM postupak;

< SOR postupak;

5.5 lIzbor kriterijuma zaustavljanja

Kriterijum konvergencije. Kod svih postupaka postavlja se pitanje
kada je xk dovoljno dobra, odnosno prihvatljiva aproksimacija nule x*.
Prvi uslov koji zahtevamo jeste

r (* Kii < (5.1)
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gde je Sp unapred zadata tolerancija. Uslov (5.1) zaustavlja raCunanje
kada je vrednost funkcije F u tacki xk dovoljno mala, bez obzira na
udaljenost aproksimacije xk od reSenja x* ili prethodne iteracije xk_1.
Problem nastaje kada funkcija F suviSe sporo raste, odnosno opada u
okolini tacke x*, tj. kada je [|€7(<*)]] suviSse malo. Na osnovu Leme 1.2
zay = xki x = x* dobijamo

HF(XK) - J-(x*)(xk - )11 < O] Ixk - x*]]).

Iz prethodne relacije vidimo da ako je |Pp&k —x*]] malo i | |¢7(x*)(xk —
x¥)11 veliko, tj. [IFA(x]| veliko, tada je [||i?(xKk)]] vehko i Kkriterijum
(5.1) bi¢e zadovoljen samo za xk koje je dovoljno blisko x*. U slucaju
kada je |]¢7(x*)(xk —x¥)]] malo u odnosu na |pk —x*]], tada i?(xk)
moze biti dovoljno malo i kada xk nije dovoljno blizu tacki x*.

Zbog svega Sto je navedeno, koristiéemo i drugi kriterijum konver-
gencije koji se mozZe predstaviti u obliku

Ik —x| < ix| [k |+ i al (5.2)

gde su Sx i Sax unapred zadate tolerancije. Problem kriterijuma (5.2)
je, naravno, nemogucénost izraCunavanja veli¢ine |p&k —x*]], jer nije
poznato x*. Jedna moguénost je zamena kriterijuma (5.2) kriterijumom

Ik - xk-1[1< 6rx|I I+ Sax. (5.3)

U primerima koji slede aproksimaciju xk smatracemo dovoljno dobrom
ako su zadovoljeni uslovi (5.1) i (5.3), u kom slucaju kazemo da postu-
pak konvergira.

Ako je zadovoljen uslov

HFOI > M mex (5.4)

gde je Mmax unapred zadati broj (u primerima je koriséeno Mnax =
1010) smatraéemo da postupak divergira.

Pri svakoj primeni iterativnih postupaka mora se ograni€iti broj
dozvoljenih iteracija (ovaj broj oznaCiéemo sa itmax.) Ako posle itmex
nije zadovoljen ni uslov konvergencije ni uslov divergencije smatracemo
da postupak sporo konvergira. Napomenimo da u ovu grupu prekida
spada i slucaj kada postupak konvergira ka nekom lokalnom minimumu.
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Takodje se pojavljuje i problem prouzrokovan aritmetikom racunara.
MozZe se pojaviti numericka singularnost matrice Jakobijana ili doéi do
pojave suviSe male vrednosti relaksacionog parametra, pojave ispadanja
trenutne aproksimacije iz oblasti definisanosti i slicno. U ovakvim
slu€ajevima smatracemo da je doSlo do prinudnog prekida.

Prema tome, racunanje se prekida u jednom od cetiri slucaja,

K : zadovoljen je kriterijum konvergencije, odnosno, dobili smo do-
voljno dobru aproksimaciju resenja;

S : zadovoljen je uslov spore konvergencije;
D : zadovoljen je uslov divergencije;

P : zadovoljen je uslov prinudnog prekida;

5.6 Numericki rezultati

U ovoj sekciji predstavicemo neke numericke rezultate koji su dobijeni
primenom razmatranih postupaka na reSavanje problema iz dodatka A.
U radu su koriséene programske rutine iz dodatka B, koje su pisane u
programskom paketu Mathematica (verzija 2.0). Za sva izratunavanja
koriS¢eno je S = SIX = 6ax = 10-8, Mmex = 1010, i itmex = 50. U
primerima 2 i 5 uzeto je ¢ = 10, a u primeru 3 ¢ = 10-3.

Tabela 5.1: Prvi rezultati prikazani u tabeli 5.1 pokazuju broj potreb-
nih iteracija za Njutnov postupak, QN i IN postupke. Ovi rezultati
dopunjuju razmatranja iz sekcije 2.4. Kod primene IN postupaka za
reSavanje linearnog sistema koriséen je GMRESmM postupak (m = 4).

Tabela 5.2: Pored rezultata za tri ve¢ pomenute klase postupaka, u
tabeli 5.2 su dati i rezultati za novodefinisanu klasu MSV postupaka
(poglavlje 3). Za primer 8, n = 49, kod primene IN postupaka koriséen
je GMRESmM za m = 8, dok je u ostalim slucajevima m = 4.
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Tabela 5.3: Izmedju ostalog, u sekciji 2.5 definisani su QN-Njutnovi
postupci. U tabeli 5.3 prikazani su rezultati za Cetiri QN postupka, pri
¢emu je restart vrSen posle svakih m f£{3,4,5,6} iteracija.

Tabela 5.4: U tabeli 5.4 prikazan je uticaj relaksacije postupka na
lokalnu konvergenciju (sekcija 3.1). S oznacava striktni ili osnovni pos-
tupak (i = 1), B primenu backtracking-a, a | primenu kvadratne in-
terpolacije na Njutnov i dva Brojdenova postupka. Donja granica za
relaksacioni parametar t kod backtracking-a je 2-10, a broj dozvoljenih
interpolacija u relalksaciji jedne iteracije je 10.
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QN postupci
Pr. n NP BD BL BR
1 4 I 8 (13,12)* (12,11) (S,12)
1 8 | 25 (14,16) (0,19) (S,16)
1 4 1l 15 (20,9) (17,19) (S,9)
1 4 1 23 (D,14) (D,32) (S,14)
2 4 | 4 (18,5) (18,5) (S,5)
2 8 | 1 (D,P) (D,D) (D,D)
3 4 | 5 (11,28) (11,D) (0,8)
3 8 1l 9 (21,D) (24,D) (0,17)
4 4 I 4 (16,5) (15,5) (17,5)
4 4 1 4 (18,6) (a7v,6) (17,13)
4 8 1l 4 (21,6) (19,6) (0,13)
4 4 11 6 (22,14) (16,13) (20,14)
5 4 | 6 (D,15) (0,14) (32,15)
5 8 | 7 (D,19) (D,17) (37,17)
5 16 | 7 (D,19) (0,18) (41,18)
Tabela 5.1

MD
(0,14)
(D,D)
(D,D)
(D,D)
(S,6)
(D,D)
(22,D)
(36,D)
(D,5)
(10,D)
(S,.D)
(S,.D)
(D,16)
(D,S)
(D,S)
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IN postupci

Vi
10

Vi

B o TuoNw~Nuao

N NN O 0ot

vl

Ro T~ vu~NOo O

N NN N AO

*—prvi i drugi broj u zagradi predstavljaju QN postupak za B0 = /,

odnosno, Bqg= i7 (x°);

BDrri BLm
P.. n i? NP 3 4 5 6 3 4 5 6
3 I 5 103 133 163 113 104 163 124 143
5 4 1 7 &8 & 92 &8 8 92 & 82
MKm MDm
3 4 5 6 3 4 5 6
D D D D 14s 257 D D
94 103 123 133 94 103 123 102
Tabela 5.3

—donji indeks predstavlja broj Njutnovih iteracija;



Y
Il
5

32

0 00 NN~ OO0 OO

49

*—broj u zagradi oznaCava ukupan broj linearnih iteracija;

IEO- nP

g o a ~ oo b o

BD
12,7)
(18,6)
(32,7)
(12,5)
(83)
(8.7)
(8.7)
(24,8)
(9,8)

BL
(14,7)
(21,6)
(36,8)
(12,5)
8,7
8,7
8.7)
(38,8)
(D.8)

QN postupci
BS BR
(15,7) (S.,7)
(38,6) (S.,5)
(S,7) (S,6)
(14,5) (S.,5)
(8,7) (12,7)
(8,7) 19,7)
8,7) (19.7)
(D,8) (S.,8)
(D.,8) (S.8)

MD
(S.,13)
(S.9)
(D,13)
(8.7
(11,13)
(17,13)
(17,13)
(D,14)
(D,12)

vi
17(28)*
20(52)
26(147)
17(34)
9(9)
10(10)
H(H)
20(29)
27(71)

IN postupci
vi vl
5(16) 5(17)
7(65) 6(83)
8(239) 7(360)
4(15) 4(15)
6(9) 5(12)
6(10) 5(12)
6(10) 6(23)
10(57) 10(95)
10(102) 11(184)
Tabela 5.2

13
13
13

13
13
13
14
12

MSV postupci

ar

12
13
13
7
12
12
12

12
12

or
n

13
13

11
10

a4

10
9
13

25
11

PR
,_.Hovmoamw\lw_g’

1181]NZ3J {2148WnU 1 euswiid eysieuney



N BD BL
Pr. N xu S B | S B | S B |
1 4 1 8 5 6i (13,12) (P9%)  (13i2,97) (12,11) (123,94) (146,7B
1 4 1 15 B s (20,9 PP PP (1719  (HaP) (64.pP)
1 4 m 23 132 9% (O (PP PP (G.32) (PP PP
6 4 1 5 V* o\ (12,7)  (126,\)  (164\) (14,7)  (133,\) (164,\)
Tabela 5-4

* —donji indeks oznacava broj iteracija u kojima je vr3ena relaksacija;
**__jterativni niz stacionarnog metoda ima osobinu redukcije norme (ne vrsi se relaksacija);

17€1INZ3J BIQLIBWINN  '9'G
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5.

Racunarska primena i numericki rezultati



Primeri

DODATAK A: Primeri

Primer 1. [Brown]
n
-1+ JIx™

/i(x)

[i(x) -{n + 1) + x-+ t=2,...,n;
fec=i

reSenje:

xi = i,

x2 = [l/pn-1liP7'--»P]>

p je realna nula polinoma np—(n+ NDpnl1+1=0, p~™ 1
pocetna aproksimacija:

I:  x° = [0.9, ===,0.9]

I x° [0.5, ®==,0.5]

Il:  x° [5, *Ne 5]

Primer 2: [Bus]

1
li(x) = c¢Jl xk- 1
fc=l
I»(X) = fex —@+ "), t=2,...,n;

gde je ¢ > 0 realan parametar;
reSenje: zavisi od n i c;

pocetna aproksimacija:

T 30 =%Mx2i- =¢

Primer 3: [Powell]

le(x) = 1HI~> 0=
reSenje:
Xi = [l,mee i];

pocetna aproksimacija:
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I: z°t= 0.5 = -0.5
II: x° = [0.5, me= 0.5]
Primer 4: [Rosenbrock]
li(x) = -4c(x2- x{)xx- 21 - zx);
[«(X) 2¢(z,- i) 4d|x Zj)zj 2@ Zi), t—2,..., 4
[ t(x) 2¢(z, Di
gde je ¢ > 0 realan parametar;
reSenje:
xi = [1,
pocetna aproksimacija:
I: z°, =1, zg,-!'= -1.2;
II:  x° = [0, ®==,0];
I:  x° = [10, - -, 10];

Primer 5:

1i(x)
1,(x)

/n(x)

[Broyden]

= ¢(3- czi)zi + 1- 2z2

— 8 cz,)zj 41 XX 22"xx, t—2,...,n 1,
— (3 CXn)xn‘f"1 Zn.i,

gde je ¢ > 0 realan parametar;
reSenje: zavisi od ni ¢

pocetna aproksimacija:

I x° = [, ---,]
Primer 6: [More,Cosnard]
li(x) = 2zx—z2+ |/i2(zi + ¢i+1)3
lie(x) = 2X- xitl- z, '+ |/i2z-+ U+ 1)3, i=1,...,n
n(x) — 2z, Xn—+A?2"@®n4 4'1)

gde je U=

ih, i=1,...,n,ih=1/(n41)
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reSenje: Zavisi od n;

pocetna aproksimacija:
I: x° = [0.5, ==n,0.5];
II: x° = [0, ===,0];

Primer 7: [More,Cosnard]

/;(x) = Xi+)h Q- U)Y~ tk(xk+ tk+ 1)3
Z \ k=1
n
+t% "2 (i —tk)(xk + tk + 1)3
fe=i+l
gdejeti=ih, i=1,...,n, i/i=1/(n + 1)

reSenje: Zavisi od n;
pocetna aproksimacija:
I: x° = [0.5, -=n,0.5];
Primer 8: ([52]) Puasonova jednacina

Familija nelinearnih sistema nastala petotackastom diskretizacijom ne-
linearne Puasonove jednacine

Vu + u3 = f{x,y).

Funkciju / i Dirihleove grani¢ne uslove na [0,1] X [0,1] generiSemo na
taj nacin da funkcija

u*(x,y) = (x —0.5)2+ {y —0.7)2+ sinx + cos 3y

bude egzaktno reSenje Puasonove jednacline.
reSenje: Zavisi od n;

pocetna aproksimacija:
|: XO = [0, eoee 0]1
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DODATAK A
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DODATAK B: Programske rutine

paket: Utils
e fn[a_]
opis: izratunava Frobenijusovu normu matrice
a - kvadratna matrica;
izlaz: {p}
p - Frobenijusova norma matrice a;
e vn2[a ]
opis: izratunava vektorsku normu dva
a - vektor;
izlaz: {p}
p - vektorska norma dva vektora a;
= proj [v]j
opis: projektuje vektor v na dijagonalnu matricu Si tako da je
Sii,i = 0, ako je v; = 0, inace Si{ti = 1,
v - vektor;
izlaz: {si}
si - dijagonalna matrica sa 0i 1 na dijagonali;
e inv[a_]

opis: izratunava inverzan elemenat od a

a - realan broj;
izlaz: {ai}
ai - inverzan broj 1/a (0, ako je a=0);

paket: LinDir

Programi za direktno reSavanje linearnog sistema.
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e LUa]
opis: odredjuje LU dekomoziciju matrice
a - kvadratna matrica;
izlaz: {l,u}
1 - donja trougaona matrica sa 1 na dijagonali;
u - gornja trougaona matrica,
e LLP[a]
opis: odredjuje LUP dekomoziciju matrice
a - kvadratna matrica;
izlaz: {l,u,p}
1 - donja trougaona matrica sa 1 na dijagonali;
u - gornja trougaona matrica;
p - permuatciona matrica;
= QR[a]
opis: odredjuje QR dekomoziciju matrice
a - kvadratna matrica;
izlaz: {q,r}
g - ortogonalna matrica;
r - gornja trougaona matrica;®
e res[l_,u_b]
opis: reSava sistem LUx=b
1 - donja trougaona matrica sa 1 na dijagonali;
U - gornja trougaona matrica;
b - vektor;
izlaz: {x}
x - vektor, reSenje posmatranog sistema,;

e resi[a b ,d ]
opis: reSava sistem Ax=b
a - kvadratna matrica sistema;
b - slobodan vektor sistema;
d - parametar izbora direktnog postupka (1-LU; 2-LUP;)
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izlaz: {r}

r - vektor, reSenje posmatranog sistema;

e Trougao [U_,f ]
opis: reSava sistem U x=f Cija je matrica sistema gornja trougaona;

U - gornja trougaona matrica,

f - slobodan vektor sistema;

izlaz: {xr}

xr - vektor, reSenje posmatranog sistema;

paket: Linlter
Programi za iterativno reSavanje linearnog sistema.

potrebni paketi: Utils;

e SORFrO-jA-jb-_om-jkmaK-jeps—]
opis: reSava linearni sistem Ax=b SOR postupkom;

x0 pocetna aproksimacija resenja;
A kvadratna matrica sistema;
b slobodan vektor sistema;
an realni parametar iz (0,1];
kmax maksimalan broj iteracija;
eps zahtevana tafnost;
izlaz: {x,it}
x - vektor, numericko reSenje posmatranog sistema,
it - broj izvedenih iteracija;e

e CGXO A D kmax Fps |
opis: reSava linearni sistem Ax=b postupkom konjugovanog gradi-

jenta;
X0 - pocetna aproksimacija resenja;
A - simetri¢na pozitivno definitna matrica sistema;
b - slobodan vektor sistema;
kmax - maksimalan broj iteracija;

€eps - zahtevana tacnost;
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izlaz: {x,it}
x - vektor, numericko reSenje posmatranog sistema;
it - broj izvedenih iteracija;

= OVRES[X A b kmax_,eps ]
opis: reSava linearni sistem Ax=b GMRES postupkom;

X - pocetna aproksimacija reSenja;
A - kvadratna matrica sistema;
b - slobodan vektor sistema;
kmax - maksimalan dozvoljeni broj iteracija;
€ps - zahtevana tacnost;
izlaz: {xk,k}
xk - vektor, numericko reSenje posmatranog sistema;
k - broj izvedenih iteracija;

e QVRESTX A ,b m, itmax_, eps |
opis: reSava linearni sistem Ax=Db restartovanjem postupka GM-
RES nakon svakih m iteracija;

X pocetna aproksimacija resenja;
A kvadratna matrica sistema;
b slobodan vektor sistema;
m maksimalan broj iteracija pri jednom pozivu GMRES-
itmax ukupan maksimalan broj iteracija;
eps zahtevana tacnost;
izlaz: {xk,it}
xk - vektor, numericko reSenje posmatranog sistema;
it - ukupan broj izvedenih iteracija;

paket: Conver

Programi koji ispituju konvergenciju postupaka za nelinearne sisteme,
kao i postupci za relaksaciju.
potrebni paketi: Utils;=

= konver [fx_,x_,xs _,df _,dr_,daj
opis: ispituje konvergenciju trenutne iteracije;
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fx vrednost funkcije f u trenutnoj aproksimaciji;
X trenutna aproksimacija reSenja;
XS prethodna aproksimacija reSenja;
df,dr,da zahtevana tacnost;
izlaz: {px}
px - parametar konvergencije:

0 - nije zadovoljen nijedan uslov prekida;
1- zadovoljen uslov konvergencije;
2 - zadovoljen uslov divergencije;

= backtr [xv_, sv_,max_,qj
opis: odredjuje relaksacioni parametar metodom backtrecking-a;

XV - trenutna aproksimacija reSenja;
sv - razlika dve poslednje iteracije;
nmax - maksimalan broj iteracija;
q - faktor duZine koraka;

izlaz: {t,detk}

t - izraCunati relaksacioni parametar;

det - indikator:
0 - parametar suviSe mali, numericka
singularnost;

1- parametar je odredjen;
k - broj izvrSenih iteracija;

e inter [xv_sv_,max ]
opis: odredjuje relaksacioni parametar primenom kvadratne in-

terpolacije;
XV - trenutna aproksimacija resenja;
SV - razlika dve poslednje iteracije;
nex - maksimalan broj iteracija;

izlaz: {t,det,k}
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t - odredjeni relaksacioni parametar;

det - indikator:
0 - parametar suvise mali, numericka

singularnost;
1- parametar je odredjen;
k - broj izvrSenih iteracija;

napomena: za sve iterativne postupke za reSavanje nelinearnih sis-
tema potrebno je van programa definisati funkcije:
funkcija[x_]: sratunava vrednost funkcije f u tacki x;
jakob [x_] : sracunava matricu Jakobijana u tacki x;

nelin[x_]: sratunava nelinearni deo matrice Jakobijana potre-
ban za MSV postupak;
paket: NMeth

Program za Njutnov postupak.
Potrebni paketi: Utils, LinDir, Conver;=

e Njutn[xO_, itmax_,df _,dr_,da_,rel_,pos_]
opis: reSava nelinearni sistem f(x)=0 Njutnovim postupkom;

x0 poCetna (startna) aproksimacija reSenja sistema;
it max maksimalan broj iteracija;
df,dr,da zahtevana tacnost;
rel parametar koji odredjuje vrstu relaksacije:

0 - bez relaksacije;
1- backtracking;
2 - postupak interpolacije;

pos direktni postupak za reSavanje njutnove jednacine:
1- LU,
2- LUP;

izlaz: {k,it,xk}
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k - vrsta prekida:
0 - spora konvergencija;
1- Kkonvergencija;
2 - divergencija;
3 - prekid zbog numericke singularnosti;
it - broj iteracija do prekida izratunavanja;
xk - vektor, numericko reSenje posmatranog sistema;

paket: QNMeth

Programi za QN postupke.
Potrebni paketi: Utils, LinDir, Conver;

e DBrojden[bk_,yk ,sk_]

opis: odredjuje novu aproksimaciju Jakobijana dobrim Brojden-
ovim postupkom;

bk - trenutna aproksimacija Jakobijana;

vk - vektor razlike funkcije u dve uzastopne iteracije;
sk - vektor razlike dve uzastopne iteracije;

izlaz: {b}

b - nova aproksimacija Jakobijana;

e LBrojden[bk_,yk ,sk_]
opis: odredjuje novu aproksimaciju Jakobijana loSim Brojden-
ovim postupkom;

bk - trenutna aproksimacija Jakobijana;

yk - vektor razlike funkcije u dve uzastopne iteracije;
sk - vektor razlike dve uzastopne iteracije;

izlaz: {b}

b - nova aproksimacija Jakobijana;

e SBrojden[bk_,yk_,sk_]
opis: odredjuje novu aproksimaciju Jakobijana simetri¢nim Bro-
jdenovim postupkom;
bk - trenutna aproksimacija Jakobijana;
vk - vektor razlike funkcije u dve uzastopne iteracije;
sk - vektor razlike dve uzastopne iteracije;
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izlaz: {b}
b - nova aproksimacija Jakobijana;
RBrojden[bk_,yk ,skJ

opis: odredjuje novu aproksimaciju Jakobijana retkim Brojden-
ovim postupkom;

bk - trenutna aproksimacija Jakobijana;

vk - vektor razlike funkcije u dve uzastopne iteracije;
sk - vektor razlike dve uzastopne iteracije;

izlaz: {b}

b - nova aproksimacija Jakobijana;

KolonaM[bk_,yk ,sk_,alfa_]
opis: odredjuje novu aproksimaciju Jakobijana Martinezovim pos-
tupkom aZuriranja jedne kolone;

bk - trenutna aproksimacija Jakobijana,
yk - vektor razlike funkcije u dve uzastopne iteracije;
sk - vektor razlike dve uzastopne iteracije;

alfa - realni parametar;

izlaz: {b}
b - nova aproksimacija Jakobijana;
QRdekM[mqg_,md Jmt_,yk Jsk ,alfa ]

opis: odredjuje novu aproksimaciju Jakobijana Martinezovim pos-
tupkom sa QR dekompozicijom;

mgq - ortogonalna matrica iz dekompozicije bk;
md - dijagonalna matrica iz dekompozicije bk;
mt - gornja trougaona matrica iz dekompozicije bk;
vk - vektor razlike funkcije u dve uzastopne iteracije;
sk - vektor razlike dve uzastopne iteracije;

alfa - realni parametar;

izlaz: {mdl}

mdl - azurirana dijagonalna matrica iz dekompozicije bk;
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¢ ON[XO_,1tmax_,df_,dr_,da ,rel_,pos_,apr_,poc ]
opis: reSava nelinearni sistem f(x)=0 QN postupkom;

x0 pocetna (startna) aproksimacija reSenja sistema;
itmax maksimalan broj iteracija;
df,dr,da zahtevana tacnost;
rel parametar koji odredjuje vrstu relaksacije:

0 - bez relaksacije;
1- backtracking;
2 - postupak interpolacije;

pos direktni postupak za reSavanje njutnove jednacine:
1- LU;
2- LUP;

apr koriséena aproksimacija Jakobijana:

1- dobar Brojdenov postupak;
2 - loS Brojdenov postupak;
3 - simetri¢an Brojdenov postupak;
4 - redak Brojdenov postupak;
5- Martinezov postupak sa aZzuriranjem jedne kolone;
6 - Martinezov postupak sa QR dekompozicijom;
poc pocetna aproksimacija Jakobijana:
1- jedini¢na matrica;
2 - matrica ™ (x0);

izlaz: {k,it,xk}

k - vrsta prekida:
0 - spora konvergencija;
1- konvergencija;
2 - divergencija;
3 - prekid zbog numericke singularnosti;
it - broj iteracija do prekida izratunavanja;
xk - vektor, numericko reSenje posmatranog sistema;e

e QNMXO, itmax_,df ,dr_,da >rel ,pos_, apr_m ]
opis: reSava nelinearni sistem f(x)=0 QN postupkom koji serestar-
tuje Njutnovim postupkom posle svakih m iteracija,;
x0,..., a@pr - isto kao kod QN[ =<,
m- broj iteracija posle kojih se vrsi restart;
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izlaz: {k,it,xk}
k,it,xk - isto kao kod QN[ ==

paket: MSVMeth

Programi za MSV postupke.
potrebni paketi: Utils, LinDir, Conver;

 MBM[XO, itmai-jdf-.dr-.da-, izbor_,poc_,koefJ
opis: reSava nelinearni sistem f(x)=0 MSV postupkom bez restarta

X0 pocetna aproksimacija;
df,dr,da zahtevana tacnost;
izbor izbor vektora rk:
1. rk=0;

2. rk=G’(xk)F(xk);
3 rk=G’(xk)s(k-1);

jpoc izbor matrice A:
1: po slobodnom izboru;
2:  A=J(x0);
koef realan parametar;
izlaz: {k,it,xk}
k - wvrsta prekida:

0 - spora konvergencija;
1- konvergencija;
2 - divergencija;
3 - prekid zbog numericke singularnosti;
it - broj iteracija do prekida izratunavanja;
xk - vektor, numericko reSenje posmatranog sistema;e

e MBMP[x0 , itmax_,df ,dr_,da , izbor_,poc , 1]
opis: reSava nelinearni sistem f(x)=0 MSV postupkom bez restarta
sa odredjivanjem optimalnog parametra;

x0, ..., poc - isto kao kod MSV[- =<
izlaz: {k,it,xk}
k,it,xk - isto kao kod MSV[- =u;



Programske rutine

paket: INMeth

Programi za IN postupke.
potrebni paketi: Utils, Linlter, Conver;

= IN[XO_,itmax_,df_XHr_,da_,rel_,linmax_Jwex, izbor_]
opis: reSava nelinearni sistem f(x)=0 IN postupkom;

x0 pocetna aproksimacija;
df,dr,da zahtevana tacnost;
rel parametar koji odredjuje vrstu relaksacije:

0- bez relakacije;
1- backtracking;
2- postupak interpolacije;

linmax dozvoljen broj linearnih iteracija;
mrax dozvoljen broj iteracija pri pozivu GMRES-a;
izbor izbor parametra 77;
1. 7= 0.5;

2. TF = 0.5fc+L;
3. k= min{l/(A; + 2), |[IFK)II}

izlaz: {k,it,linit,xk}

k  -vrsta prekida:

0 - spora konvergencija;
1- konvergencija;
2 - divergencija;
3 - prekid zbog numericke singularnosti);

it -Dbroj iteracija do prekidaizratunavanja,;

linit -broj linearnih iteracija;
xk  -vektor, numeri¢ko reSenje posmatranog sistema;
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DODATAK C: Fraktalne slike

Poznati su nacini crtanja fraktalnih slika koristeci iterativne pos-
tupke. Detaljnije o fraktalima moze se naéi u [5], [66]. Na prilozenoj
disketi nalazi se 10 fraktalnih slika i to:

fraktal Njutnov postupak;
fraktal IN postupak sa = 0.5;
fraktal Brojdenov dobar postupak;

1

2

3

fraktal 4: Njutnov postupak sa relaksacijom;
fraktal 5: IN postupak sa rlk = 0.5 i relaksacijom;
fraktal 6: Fiksni Njutnov postupak (MSV sa« = 0);
fraktal 7 postupak MSV saa = —0.1;

fraktal 8 —0.5;

fraktal 9: postupak MSV saa = 0.1;

fraktal 10 postupak MSV sa a = 1,

postupak MSV sa a

Za ilustraciju dajemo dve fraktalne slike.
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Slika A.l: MSV postupak saa —1

Slika A.2: MSV postupak sa a —0.1
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