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Pooeci diferenci'lalnih jednnoina datiraju s kraja sedanna- 
estoft ’.-e'ca ižucavahjem nekih prdblema mehanike kao i nekih ge- 
ometriskih problena. Nasiv Je potekao od G. Leibniza (1646-1716) 
1676 rcodine a ned;'u prvira radove su inali G. Leibniz, J. Ber- 
noulli i I. Nev/ton, da bi se u ovo.j oblasti ogledali mnosi ve- 
likani ; atematike.

Obicne diferencij'alne jednaoine imaju veliki značaj /u pri- 
menarna, javljaju se mbćnim orudjem u rešavanju nnogih proble- 
ma iz prirode i tehnike, Široko se koriste u nehanici, astro- 
nomiji, fi'žici i mnogim problemima kenije i biologije. ITajveću 
primenu nalaze u teoriji kolebanja i teoriji automatskog upra—
vljanja.

Za razliku od samih početaka, kada je težište bilo na reši- 
• vosti i kada se uvidel'o da je- egzaktno rešenje moguće dobiti 
saro u ianjem broju slučajeva, vrlo brzo su se kao glavni pro-
blemi pojavili egzistencija, jedihstvenost, asimptotika i raz- 
' '6 vr s t e s t ab i 1 no s t i.

Điferencijalne jedhačine sa otklonjenim argumentom pojavlju- 
ju se ta'codje veoma rano, 1771 godine, u radu Condorceta veza- 
ni’r za. rešenje geonetriskog problema koji je postavio Luler. 
Pugo su predstavljale previše tvrd orah za proučavahje a nije 
se ni u praksi pokazivala neka veća potreba njihovog izučava- 

Poslednjih pedeset podina obnovilo se interesovanje za 
..'V , ’:a-o zbog rezličiti'' primena, tako i zbog efikasnosti 

bdredjenog matematičkofe aparata u njihovbm rešavanju.
Pro- le . interpolaci je je doveo do velc <or- 5 :teresovanja za
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jnač z3 ' 'o .joč u šAdatnnaeštonl vekti, ali se prva di feren-r- 
c • jed lačida pdjavljuje u radu Brooka Tavlora (1685-1731) tek 
1715 f p r i rešavanju odredjenog prohle ia at: .osferske refrakcije. 
1759 j. Lagrange resava linearnu jednačinu sa promenljivim ko- 
eficijentima, da ’ai sve to uopštio P. S. Laplace u radovima iz 
1774 i 1776. Tin problemima su se zatim bavili Condorcet, G.
Mo -e, J. A. C. Ciarles kao i mn'ogi drugi. Interes za njihovim 
proučavanjem pojačan je razvojem numeričkih metoda i diskret-
ne : ate-atike uopšte. Posebno su postale ir.teresantne sa sta-

jnovišta analize jer je uočer.o da se problem asimptotike i li-
oripadnošti može, u' bdredjenim slučajcvi.ma, izu.čavati metoda- 
jna rarrradjer.in rri proučavanju običnih ddferencijalnih jedna—? 
čir.a.

Iđeja da se, rečavaujn :ie’:5 ■ prohler.a vezanih za dife- 
•. koriste metode razradjene pri rešavanju od-

6i diferencijalnih jednačina potakla je verova:je da 
će se dobi-ti analovni rezultati. Prvi rađovi su posperivali
takvo 
č en j a

•ivererje ali se nvrzo pojavil? nrineri ~de se ze. re-
d5 ferencne jeđhači.ne dobija.jV- ^enomeni ko ji su nepoznati

za rešehja odpovarajuće điferenoijalne jednačine (videti l2ol, 
1221 : I3; I). sar pojam "odjovarajuća" d:ferencna jednačina
■̂ 7. :Te jednozriačno definisan pa se, u zavisnosti od izbora, mo- 

dobiti ra.-.ličita ponašanja rešenja (videti 1361 i 1371). 
'ar.era ove disertacije je da se neki noviji rezultati veza-

dok&žv,
c r.v, jed.n 
poz ' at'. 
cijal: e

i-nptots'-o ponašar.je rešenja diferencijalne jednačine 
• z odpo'. •' ru juće modi.fikaci je, za odpovarajuću diferen- 

takodje, uopštavaju sv i piroširuju neki do’?ro 
režul tratl vezani za L -perturbaciju lineame diferen- 

d • - : ie đa ’ se ns kraju oni pror.eli i na diferen-

Z



cne jednačine, 
vanje rezultata.
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'vo 1 slu':at1u se dobija 5".teresantno objedinja-

Doktorska disertacija pored uvoda sadrži dve plave. Prva 
ina naslov "Asinptotska analiza nelinear e diferencne j'ednači- 
ne drugog reda" i podeljena je na sedam paragrafa. Prva dva su 
uvodna i daju formulaciju problema, neka poznata tvrdjenja ko- 
ja će se se koristiti u daljem radu, lcao i dve leme koje impli- 
ciraju uVodjenje pojma mininalnog i malcsir.alnog rešenja. U tre- 
ćem paragrafu se dobija karakterisacija r.eoscilatornih rešenja 
minimalno; ■ i maksimalnbg tipa. Faranraf i- sadrži neke 'oscila- 
torne rezultate u zavisnosti od toga da li je p(n) konstantnog 
znaka. U paragrafd 5 primenjujemo dobiver.e resultate na diskre- 
tnu Snden-Pov/lerovu diferer.cnu jednačinu i dobijamo konpletnu 
informaciju o oscilatorno?. i neoscilatornom ponašanju te jed- 
načine. Pokazu.je se da, pod odredjenim uslovima, ona ima samo 
neoscilatorna rešenja :iini~;alnor ili maksimalnog tipa. fakodje, 
dobijaju se i odredjer.i sre'iilizacioni resultati za linearni 
slučaj. Šesti paragraf sadrži neke komparacione rezultate Stur- 
movor tipa. TJ poslednjem paragrafu ove plave se daju neka uop- 
štenja prethodnih.rezultata, diskutuju moguči pravci .proširenja 
i osvetljava pojam "odgovarajuće diferenc-e jednačine". ITave- 
deni su i primeri lcada za diferencijalnu jednačinu i njoj od- 
povarajuću diferencnu jedr.ačinu ne važe analogne tvrdnje.

U trećoj ~lavi proučavamo i P  pripadnost rešenja i njihovih
•O- -

izvoda obične diferencijalne jednačine i pridruženih diferen- 
cijalnih operatora. Pored uvodnih napomena o značaju ove pro- 
bleraatike i o dosadašrj^m -̂ e-”m^atima u ovoj oblasti, u drugof? 
paragrafu. sn. data obeležavar.ja kao i neke pomoćne tvrdnje. U 
troćem para~ro.fr so daju uopštenja poznafih rezultata V/evla i 

i-HvJcuhare za, u praksi najinteresantniji., slučaj linearne
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pex*tnr? acije, da bi se ' sledećim pj....rafima sve to prenelo
a ar le pertnrbacije, tako .i na linearne penturba—

c-3e sa otklo'menim argrimentom. Posle onširne diskusi.ie o zna- 
oa-iu ovih rezultata i mogućim poboljšanjima ili daljim pravci- 
na uopstavanaa, n poslednjem paragrafu se većina rezultata iz 
trećeg paragrafa, uz odgovarajuće modifikacije, prenosi i na 
odgovara.ju.ee dr ferencne jednačine. II điskusiji se ukazuje na 
pravce mogućih uonštenja.

Đeo rezultata iz ove teze je već publikovan (134l,lv55 0  ili 
primljen u štamnu. ( 1311 , 11 5 1 ).

/■ 'ra.ju, zelio bih da se zahvalim svo.jim profesorima, aka- 
deivi■ u. Bovol.juhu. Stankoviću. za niz korisnih saveta koji su don- 
rineli pobol.jšaniu kvaliteta disertacije i profesoru Marić dr 
Vojislavu za višegodišnji interes 2 pomoć ko.ju mi je pružao 
u morv r.aučnom radu a posebno pri izradi ove doktorske diserta- 
ci.je brojnim korishin savetima i predlozima.

Takodje se za’valju.jem 'Culenović dr Mustafi, sa'ko.jim sam 
uspešno šaradjivao pošlednjih godina i čire r.i je iskustvo i 
znanje iz oblasti diferencijalnih i diferencnih jednačina ve- 
or.ia pomoglo pri izboru te::e doktorske disertacije i njenoj iz- 
radj. i akadeni':••>. Olgi Madžić za podršku koju mi je pružala u 
mom naučnom radu.
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II A 3 I M P T 0 T S  K A A K A L I Z A I S L I N E A R N E 
D I P E R E  N G N E J E D N A Č I N E D S U G 0 G R E D A

1. UVOD
U ovoj glavi ćeno se pozabaviti oscilatornošću i asinptotskin 

ponašan,jen rešenja nelinearne difenencne jednačine drugog reda 
obllka ' i

(1 ) A(r(n)Ay(n))+p(r_+l)f(y(n+l))=o , n=o,l,... ,
gde su {r(n)}“ i (p(n)}“ dati realni nisovi i r(n)>o za 
n=o,l,.., , a A diferencni operator aefinisan sa Aj(n)=y(n+1)- 
-y(n) . Za funl'ciju f predpostavljano da zadovoljava sledeći us- 
lov
(2) f je neopadajuća i uf(u)> o za u ± o

Poznato je (viđeti 12 11) da se opšti linearni diferencni ope- 
rator drugog reda nože prcdstaviti >ao prvi član jednačine (1 ).

Pod rešenjem jednačine (1) podrazumevaEO real.ni niz {y(n)j” 
koji je zadovoljava. Cčigledno, rešenje (y(n)}” od (1 ) je je- 
dnoznačno odredjeno početnin vredr.ostina y(o) i y(l) ili , 
što je ekvivalentno, sa bilo koje dve uzastopne vrednosti y(k) 
i y(k+l) i nože se definisati za sve n=o,l,... .

Sledeće obeležavanje će se koristiti u nizu.
El riz { f'(n)}; ina fincIno neku osobinu ako postoji 

jN 3* o tako da g(n) inn. tu osobinu za r.=N,IT+l,... . Kroz či- 
tavu o-va glava obeležavaćeno rešenje {y(r.)^ jednačine (1 ) je- 
dnostavno sano sa y i posmatraćero sano netrivijalna rešenja y . 
Netrivijalno rešenje y d.i.ferencne jednačine (1 ) ćeno zvati ne- 
oscilatornlrn ako je y(n) finalno stalno'* znaka. U suprotnon



ćemo y zvati osci1atornim .
Jednačina (1) se zove oscilatornom ako je svako njeno reše- 

nje oscilatorno. II suprotnom ona se zove neoscilatornom.
Detaljna điskusija o različitim problemima kvalitativne teo- 

rije diferer.cnih jednačina, uključujući oscilacije i probleme 
stabilnosti, može se naći u 119I i 1321. Takodje navodimo rado- 
ve 1241 , I22l i 1291 za neka dalja prouča\ranja problema osci- 
laci~;a i asir.ptotskog ponašanja rešenja jednačine (1).
2. POKOĆUE TVSĐKJE

U ovom paragrafu ćemo nabrojati neke t\m?dn,je koje ćemo kori- 
stiti u pararrafima koji slede.

Pr\ra od r.jih je jedna jednostavna teorema fiksne tačke koja 
potiče od Ur.astera a može se naći u radovi~a !2.5! i 1331 .

Teorema- PT» ITeka je (A, - ) parcijalno ured.jer. skup i pret- 
postavimo ca za svaki podskup B , B G 'A  vredi infB,supBe A . 
Pretpostavimo da F preslikava A u A na taj r.ačin da za sve x,y 
iz A , x — “ povlač? da ":e — Py . ^a^a "ie za r.eko
x e A .

TI dalje- radu će se koristiti i sledeća jednostavna formuT.a 
za susirar.je po delovima

r-1 r.-l
(3) E-(i)AvCi) = u(n)v(n)-u(m)v(m)-H[v(i+l)Au(i) .i=m i=m

' (_>■ - ■ ■■
Sledeće tvrdr.je daju korisne informaciie o orraničenjj.ma re- 

oscilatorrm'v rešeria jedračine (1).
Le~a i . keka su zadovoljenJ uslovi 

(Cn) p(n)  ̂o zu "=0,1,... i p(n) nije finalno nula ,

6



(C2) L r ( i )  1=0 v ' < 00

Tada, svaTo neoscilatorno rešen;je y .iednačine (1) zadovoljava 
finalno ocenu
(4) aq(n) 4 ly(n)l 4 A
za neke pozitivne konstante a i A (koj.e zavise od y) vde ;je

q(
co

f t h -i=n “ ' *'

L'okaz: lie umanju^ući opštost, r.ožemo pretpostaviti da j’e 
y > o  finalno, što povlači da ,ie A(r(n)A~(r)) 4 o finalno, sto 
daie da ;je Ay(n) finalno konstantnor zna.-:a,

Prvo, pretpostavino da ie Ay(n) - o finalno, t.j. Ay(n) - o 
ra n  ̂IT 4 o . Tada, očirledno je y(n) - -y(’T) i štaviše za
n 4 IT

n-1
o r(n)Ay(n) 4 c =>y(n) 4 y(N)+cH_ J-pr 4i=N

4 y(W)+cZI 1l—  r r r  _ ci1=0

Pretpostavimo sada da -*e Ay(n) < o finalno, t;j. Ay(n) < o
za n + IT + 0 . Očigiedno, moždrao pretposfaviti da <1e y(
za n + IT . Stoya, dohi.jano da je y(n) 4 y(IT) za n + N
r(n)Ay(n) 4 -C za neku konstantu C > 0 i n + N . Sada,
za n + TT

7
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■■=1 k-1
yOO-y(n)  ̂-g2_  ̂ n " i

x=n TTJ ~>y(n) ^ y('-0 +c2Z
i=n n(i)

i e, kada -  ̂03 , povlači da je y(n) * Cn> 0

y(n)  ̂a,q(n) ako je y(oo)=0 .
Lema 2. ITeka su. zadovoljeni uslovi (cp i

n-1
) x(n) r(TJ -* “ * 

1=0 v y sa n — >>

Tada, svaho neoscilatorno rešenje 3/ jednačire (1) zadovoljava
final.no sledeću apriornu ocenu
(5) a + ly(n)l  ̂AR(n) ,

no :e pozitivne 'ronstante a i A (hoje zsvise od y).
DoTraz: Ne unan.pujući opštost, možemo pretpostaviti da je 

G>o final.no, št-o implicira da je A(r(n)A7 (n))  ̂c fžnalno, 
sto snači da je Aj(n) finalno konstantnon znaka.

Prvo, pokažimo da Ay(n) < o finalno, r.e nože da važi. Kada 
bi moglo, imali bisno

r(n)Ay(n)  ̂- H< o finalno,
što vodi ka

n- 1
y(n)-y(n,) + -H )

i=n-. (T J — co n —  ̂co

što je neposredna kontradikcija.
Stoga, zairlJucu+emo da ,je Ay(n) ^ o finalno, što vodi ka 

y(n) ^ a > o finai-.lo i
r(n)Ay(n) ^ finalno.

Prema torne

8
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n-1

y(n) * y ( n - , ) + A ^  AR(n) ,~i=n^ K '

što je i trebalo pokazati.
Lene 1 . i 2. nas prirodno navode da uvedemo pojam maksimal- 

nor i "ii.ni:-alnop: tipa rešenja. U slučaju kada je zadovoljen us- 
lov (4) , rešenje asimptotski ekvivalentno sa aq(n) će se zva-

i
ti rešenjen minimalnog tipa, dok će se rešenj'e koj'e Je asimptot- 
ski ekvivalentno sa, od nule različitom, konstantom zvati reše- 
ljem maksinalnog tipa. Slično se, ako ,je zadovoljen uslov (5), 
rešenje asimptotski ekvivalentno sa, od nule različitom, kon- 
stantom naziva rešenjem minimalnog tipa, dok je rešenje koje je 
asimptotski ekvivalentno sa AR(n) naziva rešenjem maksimalnog 
tipa«
3. ICARAKTERIZACIJA MINIMALNOG I MAKSIMALI70G TIPA REŠENJA

U ovon paragrafu ćemo dati potrebne i dovoljne uslove koji 
obezbedjuju postojanje minimalnog i maksimalnor tipa rešenja.

"'eorema 1. Neka su zadovoljeni uslovi (C-, ) i (Cp). Tada di- 
ferencna jednačina (1 ) ima neoscilatorno rešenje maksimalnog ti- 
pa ako i samo ako je zadovoljen sledeći uslov

co

cc4) 2Z°-(n)p(n)4 00n=o <0 •

Dokaz: Prvo, pretpostavimo da (C^) važi. Tada, postoji IT>o
takvo da je

oo
f(2N)Hq(n)p(n) * K , n=N

9



Gđ-e je Iv > o proisvoljna konstanta.
Keka je S skup svih nerastućih nizova x sa osobinom 

K  ̂x(n)  ̂2K za n  ̂N .
Skup S snabdevano uobičajenim tačkastim irredjenjem  ̂ kao što 
sledi:

■y*  ̂v" '"2 — > X-, (n)  ̂x?(n) za svako n  ̂N
Dalje, posmatrajno pneslikavanne F na S definisano na sledeć 

način: !

n-1 co
(Fx)(n)=E+q(n) lZp(i+l)f(x(i+l))+ZZ q(i+l)p(i+l)f(x(i+l)) ,i =r: 1=1

n=N,N+l,... .
Sledeća kalkulacija

n-l oo
(Fx)(n)=K+q(n),ZIp(i+l)f(x(i+l)) + llq(i+l)p(i+l)f(x(i+l))i=N- i=n.

n-1 oo
- K+ZZq(i+^-)p(i+l)f(x(i+l))+2Zq(i+l)n(i+l)f(x(i+l)) =i =N

Y~=K+Z—  q(i+l)p(i+l)f(x(i+l)) z K+f(2K)ZIq(i+l)p(i+l)  ̂2Ki=N i =IT

pokazuje da .je pneslikavanje zatvoneno. Monotoniju pnovenavamo 
kao što sledi

‘C>~ --.n n-1
A((Fx)(n))=q(n+l)ZIp(i+l)f(x(i+l))-q(n)ZIp(i+l)f(x(i+l))+i=N i.N

00 - co
H. q(i+l)p(i+l)f(x(i+l))-Zq(i+l)p(i+l)f(x(i+l)):i=n+l i=n

10



•ro

11 n-l
=q(n+l) Z_p(i+l)f(x(i+l))±q(n+l) Hn(i+l)f(x(i+l)) +i=N i =N

n- 1

-q(n) ZIp(i+l)f(x(i+l))-q(n+l)p(n+l)f(x(n+l)) =i=N

n- 1

= - -7--y Hp(i+l)f(x(i+l)) < o ."A ' i=N
>

Cc,i _led.no, s\-?. n.slovi teoreme Fi'. su zadovoljeni, što oovla— 
či da posto,ii w e S takvo da je Fw=w , tj. 

n- 1  oo
v;(n)=K+q(n)ZZp(i+l)f(w(i+l))+ZZ<l(i+l)p(i+l)f(w(i+l)) , n  ̂N .i=N i=n
I'ako t-je

n- 1

A(r( n)Aw(n) ) =a ( - p(i+l-)f(v;( i+1) ) ) =
i=N -p(-n+l)f (w(n+l) )

sledi da -e \i traženo neoscilatomo rešen.je jednačine (1 ).
rretpostavimo sada da (1 ) ima neoscilaiorno rešenje y takvo

da je lin y(n)=A> o . Tada, na osnovu leme 1., zaključujemo n—-> 00
da o’e ^^(^) finalno konstantnog znaka. Prema tome, postoji
k > o takvo da

n ž II => y(n) - § i Ay(n)  ̂o ili Ay(n)  ̂o . 
r.'o ie Ay(n)  ̂o , uvođimo niz u(n)=q(n)r(n)^y(n) i do- 
amo

Au.(n)=o(n+l)A(r(n)Ay(n))-Ay(n)= -q(n+l)p(r+l)f(y(n+l))-Ay(n) , 
’-0oie, sumiranjem od N do k-1 (k>N), vodi ka

11
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k-1
o * u(k) 6 u(N)+y(N)-y(k)-)~q(n+l)p(n+l)f(y(n+l)) ^

n=N

k- 1

A

C-J~q(n+l)p(n+l)f(y(n+l)) ,
rfeN

gde qe C=u(n) + . Stoga, dobijamo
co oo

f ( l ) L  q(n+l)p(n+l)  ̂ J~q(n+l)p(n+l)f(y(n+l))  ̂Cn=N n=N

U sluoag'u kada je Ay(n) ž o , ponovo dobigamo relaciju
k- 1

u(k)  ̂C-XZq(n+l)p(n+l)f (y(n+l)) , k > N ,n=N

co.-ia povlačf
--1

u(k)  ̂c-f(A)Z~q( n+l-)p(n+l)n=N
k > N

Ako (C„) ne bi bilo zadovoljeno, poslednja relacija bi dala da 
je u(k)  ̂-1 za k ± H  ̂N , što neposredno povlači

Ay(k) - - H J M F r  ’ k - n ’
pa sumiranjem od M do n > M dobig'amo

n- 1 n- 1

7(n) < 7(B)-L =y(K)+Z I ^k=M
~  y(H)+lnq(n-l) dok n — > co

Prena tome. lim y(n)= - «» , što je kontradikcija*
n-> 03

leorema S. Neka su zadovolj'eni uslovi (C^) i (C0). Tada di- 
ferencna jednačina (1 ) ina neoscilatorno rešenje minimalnog ti-

12



pa ako i samo ako je
co

(Cr;) / p(n) lf(gq(n)) I < ~ , za nek" konstantu a * o .
n=o

Dokaz: Prvo, pretpostavimo da.(C^) važi. Tada postoji N - o 
tako da

2^p(n) lf(aq(n)) I a
n=IJ

Neka je S skup svih nerastućih nizova takvih da je 
£yq(n)  ̂x(n)  ̂aq(n) , n  ̂P

S snabaevamo uobioa-ienin tačkastin uređjenjea  ̂kao i u dokazu 
prethodne teoreme. Đalje, posmatra.ro rreslikavanje G na S defi- 
risano na sledeći način:

00 i —1

(Gx)(h)= |q(n)+H i r  Ep(j+l-)f(x(^!)) , n=N+l,IV2,. .. .
' i-n <j=N

Očirledno, svi uslovi teorene PT. su zedovol+eni, što povla-
či da G ina fiksnu tačku z , t(j. Gz=z , i jasno je da je z 
.traženo rešenje od (1 ).

Pre .postavimo sađa oa je y neoscilstomo rešenje nininalnop; 
tipa. lizima.juci u obzir lemu 1 . zakljuoujerro da je y  nerastući 
niz za koji postoji konstanta . k  ̂o tak̂ a. da
: = 5>y(n)  ̂a,c(n) i iy(n) - o ~de je a> o konstanta.
Sada, (1 ) povlači 

n- 1

r(n)Ay(n)+/Zp(y-l)f(y(i+l))=r(::)Ay(:') za n > II .i=N

lioristeći sledeći identitet

1)



(6)
N

y(\'+l)=y(N+l)-r(M)A,y(Ii) ZZ ~ČT^ +i=k+l J

N k-1
+( L  J T*y)IIp(i+Df(y(i+D) +

i=k+3 A "-' i=M

N N
+ 11(11 JYj)p(n+l)f(y(n+1)) , M < k < N ,
n=k i =n A '

ko;ji ‘odnah povladi
N k-1

y(k+l)  ̂ ( H  ^ V t) XIp(i+Df(y(u D) , M < k < Ni=k+l 'U ;  i =H
«

i, shod.no tome,
k-1

(7) y(h+l) - q(k+l) Hp(i+l)f(y(i+l))
i=.. ,

Cdavde, dobijamo
co co
H  p(i)f(aq(i))  ̂ Hp(i)f(y(i))  ̂lir. i=M i=M oo. °A ^

što completira dokaz teore.me.
Teorema a» Neka su zadovoljeni uslovi (0-, ) i (C,.). Tada di- 

ferencna jednačina (1) ima neoscilatorno rešenje minimalnog ti 
pa ako i samo aho ,1e zadovoljen siedeći v.slov

co
(CD ZZ^(i)p(i) < oo

i=o
/

Dokaz: Prvo, pretpostavimo da ,je uslov (Cg) zadovoljen. Ta-
da, postoji IT  ̂o tako da je

D



*f(*)L*(i)p(i) - ^i - :

za neku proizvoljnu konstantu K > o
Neka je S skup svih neopadajućih nizova x sa osobinom da je 

K  ̂x(n)  ̂2K za n  ̂N
Skup S snabdevamo uobičaj-enim tačkastim trredjenjem kao i u do- 
kazu teoreme 1. Očigledno, za svako B ? S  , infB,supBe S . 
Sada, posmatrajno presli' avanje F na S definisano kao što sledi

“ n- 1
(Fx)(n)=K+R(n)2Z p(i)f(x(i))+ZlR(i )p(i)f(x(i)) , n > R  .

i=n i=rT

Jasno je da su svi uslovi teorene FT zadovoljeni što povlači 
da postoji z € S talcvo da je Pz=z tj.

oo n—1

z(n)=K+R(n) T~ p(i)f(z(i))+7~R(i)n(i)f(z(i)) , n> N
i=n i=N'

Oč.i~ledno, niz z ’̂e tražer.o neoscilatorno rešenje od (1).
3ađa, pretpostavimo da (1) ima neoscilatorno rešenje y tako 

da y(n)— > a > o dok n— > » , što na osnovu leme 2 povlači da 
Ay(n)  ̂o finalno. Stoga, posto.ji N  ̂o tako da je za

n > :i-
y(n) ^  i y(n)  ̂o .

kktepežavajući u(i)=P(i)r(i)Ay(i) i koristeći (1) dobijamo 
Au(i)=Ay(i)+p(i+i)A (r(i)Ay(i))=Ay(i)-R(i+l)p(i+l)f(y(i+l)) ,

posle suniranja od k do n-1, vodi do
n-1

o  ̂u(n)=u(H)+y(n)-y(IT)-/_R(i+l)p(i+l)f(y(i+l) ) ^
i=:t

l 1?



n-1

 ̂u(N)+a-y(N)-f(|)IZR(i+l)p(i+l) .^ i=N

Odavde
n- 1

f ( v ) H R(i+l)p(i+l)  ̂u(lT)+a-y(N) , * i=N

što lcompletira dokaz teoreme.
Teorema 4. Neka su sadovoljeni uslovi (C-j ) i (C^). Tada di- 

ferencna jednačina (1 ) ina neoscilatorno rešenje maksimalno;" 
tipa alco i samo ako je zadovoljen u.slov

co
(Cr?) Y~ p(,n) lf(aR(n)) I < °° 5

sa neku konstantu a + o
Dokaz: Prvo, pretpostavi.no da je uslov (C9) zadovol jen.. Tada, 

postoji '•!  ̂o tako da je
oo
H  P(i)f(ocR(i))  ̂% i=N ^

Heka ,je S skup svih neopadajućih nizova x takvih da je 
rfP(n)  ̂x(n)  ̂aR(n) za n > IT

Skvp 3 snahdevar.o tačkastim iiredjenjem ’cao i u dokazu teoreme 1 .
Dalje, posmatrajmo preslikavanje G na 3 definisano na slede- 

ci nacm:
n- 1

(Gx)(n)= £ P.(n)+E + t t  E  P ( d ) f « d »  ,
i=!T J ;:=++!

Oći.nledno, sv uslovi teoreme PT su zadovolrjeni

n >

n; + 0 povlači
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da Ct ima fiksnu tačku z tj. Gz=z . Odavde, dobijamo

(8) Az(n)= g + TTnrr L  P(,1)f(s(o))
'' J=n+1

:a n > IT

što povlači da je z traženo neoscilatorno rešenje od (1 ).
Sada, pretpostavimo da (1) ina neoscilatorno rešenjie malcsi- 

malnos tipa y ta’-o da y(n)~AR(n) dok n— > °° , gde ,je A> o
konstanta. Lena 2 povlači ia je Ay(n)  ̂o finalno. Tako, pos- 
toji N  ̂o taI"'o da je sa n > N

y(n) t 4 P.(n) i Ay(n)  ̂o 
Sada, iz (1) dotijamo svriranjem od N do n-1

(9)
n-1

<N)A3rC+0-n(n)Ay(n) = ZZp(i+l)f(y(i+l)) ,
8 =N

što vodi ka

[ , ( i + l ) f ( k i + D )  - Z_ P(i+l)t(y(i+l)) + r(N)Ay(”) ,
 ̂ i=Ni -TI

i dokas je komplatan.
Primedba 1. Leorena 3 je povesana sa resultatom Hookera i Pa- 

tule !22,teorer"a 4.2.1, koji pređstavlja diskretni analogon At- 
kinsonovog rezvltata 1191. Gtaviše, teorena 4 je poboljšanje i 
uopštenje rezultata Hookera i Patule 122,+eorena 4.4.1, dolc je 
očigledno da je rešenie, :o.je ima asimptotski pozitivno ograni- 
čene diferencije u smislu definisanom u 14!, rešenje naksinal- 
nog tipa.

Primedba 2. Lako je dokazati da se u dovoljnorn delu teorene 3, 
uslov (C6) može zameniti sledećim



(C') H ̂TTTT ZZ p( i  ) < 00n=o "v '  i=n

4. OSCILACIONE TEOREME
U ovon paragrafu ćerno dati neke oscilacione rezultate jedna- 

čine (1 ) koji su komplementami rezultatima prethodnog paragrafa, 
Teorena r. Ueka su zadovoljeni uslovi (C-,),(C9),

(Co) Y _ a(n)p(n)=n=o

(CQ) ) —7-t-7-r / a(l)t>(l)=°=>1—  arrn)r(n) .—  jA J1 v n=o J v J i=o

Ako je sadovoljen sledeći uslov

^Clo)
±6 dur u.u . c/ -rrrr y <00 , >0 ,
o X W

tada rie diferer.cr.a jednačina (1) oscilatorr.a.
To’-as: "eka je x neoscilatorno reše ie cd (1). Tada, x je 

constantnog znaka finalno, recimo za n  ̂ . Ueka je
»£»)- g# ž @ ?a(n) , n * .

Tada inano
« r \ r s /r(n )Ax(n)\ r(n)nx(n) . . nv.<n) =a(n+1 )a (.y  )+ ) =

=q(r:+l) nr
~~7( x ( n + 1 ) )  f ( x ( n ) ) f ( x ( n + i ; ; J  : ( x ( n ) )

=.q(,+i )p(,+1).q(n+i)4 ^ ^ | ^ . . ,

što povlači
v/(n)  ̂-q(n+l)p(n+l)- 3̂ ^  , n II ,

pa posle su.niranja od IT do n-1, m > II , dolija-.o

'D-
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m-1 m-1
(lo) w(m)  ̂v/(rO-Hq(n+l)p(n+l)-IZ , m > N  .n=N n=N

Sada, uzimajući u obzir uslove ( C g ) i ( C ^ )  zaključujemo da
je lim v/(m)=- 03 i prema tome postoji M > N takvo da je 

m-> 00
x(n)ax(n)  ̂o za svako n  ̂M . Shodno tome lim lx(n)l=6 ,n-> 00
6 ^ 0

Cdavde, koristeći uslove (Cc,) i (C^Q), relacija (lo) povlači 
da Je

m
v/(n) - - rv JZq(n)p(n) z a m  ̂TT , n=N+l

gde r'e pogodno izabrano. Stoga, imamo da je

Ax(m) z 1 1
2(x(m)) “ 2 q(m)r(m)

m
H  q(n)p(n )-n=N+l

'm  ̂TT ,

što daje

1 f  12 q(mjr(ra)
mL q(n )p(n)n=IT+l

k > IT

Puštajući da k— i koristeći (C0) i (C-,0) dobijamo kontra- 
dikciju, čime je kompletiran dokaz teoreme.

Ceorema 6. Ne’_a su zadovoljeni uslovi (C-^),(C0) i
OO

(C-,,)' fq(r-)p(n)lf(aq(n))l = 00 za sve oc ± o .J— n=o

made ê diferencua ;;ednačina (1) oscilatorna.
Cokaz: Neka je :j neoacilatorno rešenje jednačine (1). fada 

;ie 0:20 konstantnog znaka finalno i ocena (4) važi, što znači da
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postcgi I* ^ o takvo da
n  ̂I: =a=>e.q(n)  ̂ ly(n)l  ̂A. i Ay(n) ,-je konstantnop; znaka. 

:e unan.iujući' opštost, rnoženo pretpostaviti da je y > o 
Stoga, na osnovu (C-^), zaključujemo da ,je

( 11) Y i(n)p(n)f(y(n)):
::=0

L« n)p(n) =
n=o

. i sunirajući (1) od II do n-1, nalazimo da je
n- 1

r(n)Ay(n)-r(N)^y(N)+ XZp(i+l)f(y(i+l))=o ,i=N

-'°0'e, na osno-vu relaciie (1 1 ), povlači da je lim r(n)A,y(n)=- «>
n->

Tavo, Ay(n)  ̂o finalno. Ne uman,iutiući opštost, pretoostavimo 
ia ,-je Ay(n)  ̂o za n  ̂N . Uvodeći niz u(n), kao u dokazu 
teorene 1 , dobipavo relaciju

k-1
u(k)+y(k)  ̂C-ZZq(n+l)p(n+l)f(y(n+l)) ,

r r _ TT

gde je C=u(N)+y(lT) .
Sada je lako pokazati-da je u(k)+y(k)  ̂o finalno, u kom 

sluča;;u poslednja ne.jednakost povlači traženi zaključak.
v

Stvarno, rnnožeći (1) sa ZI ptt t i sumirajući tada od m-1i=n+l ;

do k-1, dobijamo
_ i
L c L

k-1 k
Jw)A(r(ii)^y(n))+ Y L ( H  ' n=m-l i=n+l ^-j)p(n+l)f(y(n+l))=o

koje, oosle pri-ene formule za sumiranje po delovima, povlači

2 o



\

(12) 5rrTT)r(m)^7(-i) = i=m  ̂ '

1 K
r

r*=rn—1 i=n+l
__T

,M.-+1 )+^ZZ_1 ( _ Zl^ j^Yj)p(n+l)f(y(n+l)) i o

Stoga, đoM.iamo
y(m)+q(m)r(m)Ay(m) i o ,

vsto omplenra do::az teoreme.
\

. ~~eka su zadovoljeni uslovi (Cn),(Cg) i (C]o). 
:adc. , c di;erenc.ua o'ednačina (1 ) oscilatorr.a a':o i samo ako je
zadovolien uslov (Co).

o '

Cc'-az: Sledi neposred.no iz teoreme 1 i "eorene 5 , ako se uz- 
ne u oizir činjenica da (Cg) i (Cg) povlače (C0) i (Cq). 

eore' . ,eua su zadovoljeni uslovi

^C12^
oo

Hp(n) =n=o

Con,)
03 n

2_ .Hp(i> =n=o v J i=o

Ako ,:'e zadovoljen uslov (Clo) tada je diferencna jednačina (1 ) 
oscilatorna.

Do-az: 'eka ,'e x neoscilatorno rešenje od (1). Tađa je x kon-
stantnog zr.aka finalno, recir.o za n  ̂N . 'Teka ,-je

v/(n)= - + - u-' ' f(x(nj) ’
Gada, ime.no

fl-(rO= n^(n?}A(r^^^n^)-r(n)Ax(n)Af(x(n)) .

2.1



_n)Af(x(n n) )f(x(n+l

što \rodi ka
Aw(n)  ̂-p(n+l) , n  ̂N ,

( 1? )

m
v;(m+l)-w(N) 4 -IZp(n+l) .

n=F
oto-a 1 im v;( m ) = - i prema tome postoji N^  ̂N takvo da

o  ̂x(n)Ax(n) za svako n  ̂N-, ,
pa je lir. Ix(n)l=d , d  ̂ori—> 03

Cdavde, na osnovu uslova (C12), relacija (1 3) povlači da jae
m •

w(m+l)  ̂ ^ ZIp(n+l) za svako m> N9 ,n=n

gde .je r9  ̂N^ pogodno izakrano. Štaviše, za svako m > Ng ,
m

Ax(m+1) 1 1 Y~ . *
i(x(m+l)) 1? r(m+l) n+~̂  ’

koje, posle suniranja od Ng do n > N? , daje

i z ?| J ( x(m+l))
n m+1

1 f  _,
77 t i l  n=N+l3? L_ P(n)

Pučtajući da n— > «> , na osnovu (C-^), dobijamo
r du 

x((2) ^
= r —  OO
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što Je, na osnovu (C]q), kontradiivcija.
•?eo??e:.':a . Neka su sadovolgeni r.slovi (C-,)

(^1 4 ) E ( n ) P(n) = «>
n=o

i
+

(cl5) r du ,
/ r(TTT<M » c > 0 •
—c

Tada, diferencna ^ednač^ na (1) je oscilatorna.
Dokas: ileka ,je v "eoscilatorno nešenje od (1). Tada je x kon-

stantnoT r',na1"a .finalno, recino za n  ̂" . Ako ,j e
/ n rfTilArfnk/ s 
(n)= -

tada je a,v(n) =

+ 4 ^ n i iR(n)v

-  -H(r+l)n(n+i)+ n 4 r! ’
Sur.ira.ju6i poslednju nejednakost od H do - > II , docijamo

m n
v(m+l)  ̂v(iI)-ERC«l)p(n+l)+ E  za m > N .n=II n=N -v-v-j;

Uz?.majuć?. u obzir uslove ( C ^ )  i (0^ )  zaključujemo da je
Iv'1 l’X(n).|=d , d ^ o i x(n)Ax(n) < o ze svako n ^ N, > Nn-> r-°

Ne umanjujući opštost, možemo pretpostaviti da je x (n)> o , 
što povlači da je Ax(n) £ o

»3ad, u.vodeći niz u(n)=R(n)r(n)Ax(n) za n > N^ i.mamo da je
Au(n)=

4



=R(n+l )A(r(n)Ax(n))+r(n)Ax(n)AR(n)=-p(n+l)R(n+l)f(x(n+l))=Ax(n) 
za' n > N-, , što posle suniran.ja od N-̂ do n > , vodi ’ca

m+1
u(m+l)=u(N-, )+x(m+l)-x(N-, )-T~p(n+l)R(n+l)f(x(n+l)) =

1 1 n-N^

m n
=u(N-, )+x(m+l)-x(N-, )-H  f(x(n+l))A( L s ( i ) p ( i )  .

n=N! i=Nl

Sada, primenom relacije (3), dobijamo
m n+1

u(m+l)=u(N )+x(m+l)-x(N-, )+ZI ( ZZR(i)p(i) )Af(x(n+l))-
‘ n= %  i=Nl

n+1
-f(x(m+2)) H-R(i)p(i)  ̂u(N,)<o za m > N, .

i=IL

Sfo'ja, dobijamo

Ax(m+1 )  ̂u(Ni)r^rri-+lMh+T)‘ = u(IIl)A!{l-+li za m > N l ’

što povlači

Gada, uzimajući u obzir uslov (C-), docijamo lin x(Ic)= - °° ,
C  k - >  OO

što je Nontradihcija.
Posledica 2. Nelca su zadovoljeni uslovi (C-j ) , ( )  i (C-,̂ ). 

Nada je điferencna 'ednačina (1 ) oscilatorna ako i samo ako va- 
zi ( C-| ̂ ) .

Đo>az: To je neposredna posledica teorene 3 i teoreme S .
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'Urinedba 3« Teoren.a 5 se aože posmatrati kao delimioni dis- 
kretni analogon resultata I'ulenovića i Granrnatikopoulosa I 23 I 
’-roji se odnosi na od'ovarajuću diferencijalnu jednačinu. Štavi- 
še, teorema 6 je diskretni analogon rezultata Kulenovića l3ol.

Primedba G. -Posledica 2 poboljšava i uopštava u rasličit'im 
pravcima rezultat 'lookera i Patule l22,teorema 4.1.1.

Takodje, napomenimo da su teorene 7 i diskretni analogoni 
odgovarajućih rezultata za điferencijalne rednačine i nejedna- 
čine datih od Kulenov-ića i Grammatikopoulosa 1231.

Konačno, teore e 7 i 3 su, u zajedničkim tačkama, opštije
od rezultata Gzr.ande 1261.
5. PRIMLNA ITA PKPEK-PONIERCVU JEDI'TAČIKU

IJ ovom paragrafu ćemo posnatrati Emden-Pov/lerovu diferencnu 
jednačihu
(14) A(r(-)A7(n))+p(:.+l) IjCn+l) s 7 (n+l)=o ,

^>o , n=o,l,... ,
i do’oiti neke daije rezttltate o opštem asi-.ptotskom ponašanju 
njenih oscilatornih i neoscilatornih rešer.-a.

Teorema 9. Ueka su zadovoljeni uslovi (C-, ) i (Cp). Ako važi 
(C,) i ako je  ̂  ̂1 , tada je svako neoscilatorno rešenje di-
ferencne jednačine (14) ili minimalnog ili ~avsimalnog tipa.

Do'-:az: Pošto :'e  ̂  ̂1 , uslov (Ĉ _) povlači (C^) i na osno-
vu teorema 1 i 2 :eđnačina (14) ina ooa tina resenja. 3ada ćemo 
do’-azati da (14) nerna dnri: tipova rešenra.

; 'o’-'a ? e  y proizvolčno neoscilatorno re en; e od (14), iTe uma- 
ijujući opčtost, lozemo pretpostaviti da je y > o fmalno, što 
povlači da jo Ay(n) finalno konstantnog znaka. Ako je a y(n) i o 
'i. al 'o, ii.umo tvrd:...',u teore: e. ') suprotro. , Ay(n) 4 0 finalno
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:> moaeno pretpostaviti da je 
H  ̂o taJ;o da

lini y(a)=o 
n ->

Sto"a, postoii

p ~ ^ ~>Z'r(r0 > o i Ay(n) 4 o 5 oceVa (4) vaši. 
Polazeći od relacijie (12) i pušta.iući da — > co } dobijamo

co

L 2("!+l)p(n+l)(y(n+l))̂ -q(n)r(rPA7(n) m  ̂Hn=m-l 7 ’

što na osnovj. ocene (4) i uslova (Cv ) vodi !:a
'• OO

y(m) 4 y(n) q(n)p(n)(y(n))'> -1-c(r.)r(:=)Ay(m) 4n=n

 ̂AV -Iy(n) t  q(n)p(n)-q(::)r(:-/A~(-) ^n=H

- £y(rn)-q(m)r(n)Ay(n) , n V  H ,

a’:o re N dovolino veliko da bi bilo zadovolieno

A'*’ 1 YL q(n)p(n) 4 e ,n=::

proizvoljno, unapred dato £ > o  . Stoma, do:itiamo
-q(n)r(m)Ay(ra) ^ (l-£)y(n) , v. s :: .

Gada, uzimaiući u obzir ovu relaci.ju, ocenu (4) i (C.) dobi-
;iar.no

r-1
(l-£) [r(H)Ay(!T)-r(n)Ay(n)|=(!-£.) H c (  '+l)(y(:"+l) f

1 6



n- 1

“  Z _ P ( n+ l)( ,y (ri+ l)  ~‘,'q(m+l)r("+l)Ay(m+1)rn=N

^ -A'J-lr(n)Ay(n) Hq(n)p(r) 4n=N'

• .  ̂ •— ..... -

- ~k -lr(n)Ay(n)/_q(m)p(m) 4 -£r(n)^y(n) .
n=iT

k

Stoga, zaklj'učujeno da ,ie
(l-e)[r(TT)Ay(N)-r(n)Ay(n)] 4 -Er(r.)Ay(n) , 

što povlači

r(n)Ay(n) ^ r i ^ O I)Ay(IT) ,
i tako je lira r(n)^y(n)=6 t (- °°,o] , što na osnovu Stolzoven-> c°
teoreme daje

lim = ~lin rC'n)Ay(n) = -6 ,n—> 03 1' ' n—> oo
čirae g'e kompletiran dokaz teorene.

olicnira rezonoxran,jera dolazirao do odgovarajućeg rezultata za 
sublinearnu ( 4 ^ 1) diferencnu jednačinv. (14),

.'eoreraa lo. raeka su zadovoljeni uslovi (C-, ) i (C?). Ako je 
 ̂~ 1 1 âzi uslov (Cc), tada je svako neoscilatorno rešenje
diferencne jednačine (14) ili miniraalnog |li raaksiraalnog tipa, 

ćemo pos atrati. raedjurešenja i za njin dobiti nešto oš- 
triju. ocenu nerao (4).

"eorcraa 11. Te':a su zadovoljeni uslovi (C^) i (C^). 
sledeći uslov

Ako važi
^ c>

(°17) liminf n-> °°

■p
(c(-o))x Z Z p CO > ok=o

u



■fcc’.đc., r-ci svci\ 0 neoscilatomo pesenje diferencne jednačine (14),
vaši sledeća ocen.a 

1-Xn \
a(q(n))“ - ly(n) I  ̂A finalno, o < i < X  ̂1

Ako važi dodatni uslov

(cl8)

tada vaši sledeća ocena

lim sup (q(n)) KL  p co 
k=o

=  CO

Tl —i>00

\ X-1
(15) aq(n)  ̂ ly(n)l ^A(q(n))v_x finalno, 1 < X  ̂\> ,
za neke odšovara-'uće konstante a i A (koje zavise od rešenja y), 

Dokaz: Pretpostavino da je y neoscilatorno rešenje od (14). 
ke uman-”-ući opštost, mošemo pretpostaviti da y > o  final- 
no. Tada, lako je zalcltjučiti da je Ay(n)  ̂o finalno.

Gtvarr.o, ako ;e Ay(n) X o- , u prvom sluoaju tada imamo tra- 
ženi zaključa-. U đrugom slučaju, koristeći (C-,-), imano ' 

r. n n
lr '  L ( c C - ) f v C - )  • (q(n)ftEp(k).

što na osnovr tecreme 1 povlači da je lim y(n)=o i prema tome
n-> ®

Ay(n)  ̂o finalr.o*
Neka ,je k X o takvo da

n x — >y(r-)> o i Ay(n) 4 o .
Polazeći od identi.teta (k) dobijamo nejedr.ak.ost (7) ko,ja povlači

>-l k-1
y(k+l) X q(’-+l) L— p(i+l)(y(i+l)) X q(k+l)(y(k+l) j ZZp(i) ,

■i =’■' n _r.:i =M

na na orvovu uslova (C-,̂ ) ćobi.jamo

28
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1 +-  q(!:+lKy(''+l))') ' 1 H p ( ’-) -1 = 1 > ■

= "v q(k+l)X Lp(V)  ̂ ,
(q(k+l))X“ - i=M (q(k+l)r "

k-1 n) —1

za neko C > o , što odnah povlači traženv ocenu.
Prtnedba 6. Po^to uslov (C-j0) povlači ■islo',r (Cq), č'T’11r'-; deo 

teoreno 11 noše se sw atiti na sledeći načir.: r.’-:o postoji neos- 
cilatorno rešen.ie od (14) tada ocena (15) važi.

Posledica 5« Teha su zadovoljeni uslovi (C-, ) i (Cq). Ako je 
9> 1 , tada re diferenđria jedriačina (14) oscilatoriia ako i. sa-o
ako važi sledeći uslov

■(̂-j q) (n)(o(n))^ =n=o

Pokar: Potrebar deo. sledi iz teoreme 2 dok se dovolian deo 
može đo’oiti fia slican naciri kao u dokazu teorema 5 i 6.

Pada ćemo dati rezultat koji se tiče opžte~ ponašanja osci- 
latorni h reš en.j a od (1 ).

Teorema 12. Neka su zadovoljeni uslbvi (C-j),(C9) i

(c2o) Ln — r r(n) L P(k)k=n+l < 00

A'-o "je f slabo su.blinearno, tj. lim sup u“1.f(u) < 00 , tada sva
I u i -> 00

oscilatorna rešenia diferencne Jednačine (1 ) teže nuli.
Dokazt Ako naša tvrdn,ja v t.je tačna, tada postoje nizovr pri-

todnih brojeva {t(n)}“ i (7t(n)^ i oscilatorno rešenje x,
čaT:o da je lim t(n)=lin 7i(n)= «> , t(n+l)> t(n)+l i n(n)en—>00 n-> »»
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e (t(n-l) ,t(n)) sa osobinama x(t(n))x(7i(r.)) ± o i lx(t(n))l>
> 6 > o < :o n.lar.jujnci opstost, moseno prstpostaviti da je 
:c(n(n))  ̂o i x(t(n))=max{x(m) : t(n-l) < - < t(m+l)} .

Sada, sumirajući (1) od k do t(n)-l, dobijamo
t(n)-l

r(t(n))Ax(t(n))=r(k)Ax(k)- H  p(i+l)f(x(i+l)) , n=l,2,... .i=k

Uzimajući u obzir čingenicu da je Ax(t(n))=x(t(n)+l)-x(t(n)) £ o/
poslednja relacig'a povlači 

. t(n)-l
r(k)Ax(k) £ H  p(i+l)f(x(i+l)) , r=l,...,t(n-l) ^: < t(n) ,

što vodi ka
t(n)-l

Ax(k) - 7TTPJ JZ p(i+l)f(x(i+l)) , n=l,... ,t(n-l) ^k<t(n)

pa, sunirajući od n:(n) do t(n)-l, imaco
t(n)-l t (::)-!

x(t(n')) t x(%(n))+ E  k  P(i+Df(x(i+1)) 4
k=7i(n) i=x

t(n)-l t(r.)-l
- f(x(t(n))) r  PT>7 J Z l'i+1 ) -k=7c(n) rU; i=k

z -p
UJ -

n))) L
k=7t(n) rU; i=k+l

Stora, dobi;jamo

x( t( n ' L
k=u(n) FT l  p(i)n( - / -j _v



što je, na osnovu (C?0) i pretpostavki o funlcciji f, kontradik- 
ci ja.

Prinedba 7. Oči.vledno, uslov (Cp0) je posledi.ca uslova
oo co

( 4 0) t  . E p ( n ) < -  .n=o ' ' n=o
kao i uslova

(C2o> L'1 = 0
1

^TnT = co Ln=oR(n)p(n) <
Pošto (Cg0) povlači uslove (C^) i (C^), noženo dobiti slede- 

ći resultat.
Posledica 4-. Neka su sadovoljeni uslovi (C^) i (c0 ). Ako je 
 ̂ 1 , tada je svako neoscilatorno rešenje diferencne jedna-

čine (14) ili. ninir.alnop ili maksimalnog tipa i svako oscilator- 
no rešenje teži nuli. Ar:o je =1 , to snači da su sva. rešenja
od (14) stabilna.

''a'rodje, u svetlu teorere 1 2, noženo dociti sledeći resultat. 
osled~rca f. ITeka su zađovoljeni uslovi (C-, ) i (C"Q). Ako je 

■0 - 1  , tada svako neoscilatorno rešenje diferencne jednačine
(14) :e ili asimptotski ekvivalentno sa, od nule različitom,
■"onsoantom ili sa AP.(n) (A h o) i svako oscilatorno rešenje te-
ži ka nuli.

l.-k1: ed^a ■. Veki dalji rezultati o stabilhosti i asimptotskoj 
stabilnosti linearne jednačine (14) (')=!) hogu se dobiti upore- 
d/i.van.'-er uslova našik rezultata sa pretkodnin rezultatima IToo- 
era 3 Patiile 1291, :đe s-’ dati neki. resultati stabilnosti. Na- 

poneni >o da se linearna diferencna jednačina drugog reda



c(n+l)y(n+r)+c(n)y(n)=b(n+l)y(n+l) , n=o,l,... ,
"de .je c(n) > o , =o, 1,... , mbše v.vo’ : redujcovati na jedra-
činu (14) sa \) =1

A(c(n)Ax(n))+a(n+l)x(n+l)=o , n=o,l,... ,
Cdo je a(n)=c(n)+c(n-l)-b(n) , n=l,2,... (videti 1211 i 1291).

ICoristeći tu rinjenicu i oscilacione i neoscilacione resul- 
tate iz 1211 i 1291 možemo dati neke dalje nezultate o stabil- 
nosti i asimptotskoj stabilnosti jednačine (14).

Teorena lo. 'le’ a su zadovol.jeni uslovi (C-, ) i (C7). Ako je 
9 ^ 1  i važi uslov (C7), tada svako neoscilatorno rešenje di- 
ferencne jednačine (14) je ili minimalnog ili maksimalnog tipa.

Dokaz: Pošto je 9 i 1 , uslov (C^) po'/lači (Cg) pa prema 
teorenama 3 '1’ •' jednačina (14) ima oba tipa rešenja. 3ad ćeno 
po’cazati da (14) nerna drupih tipova rešenja.

Pretpostavimo da .je y neograničeno rešer.j.e od (14). Ile uma-
*

njujući opštost, noženo pretpostaviti da fe y > o  finalno, tj. 
7(n) > 0 za n. ^ N . Tada, na osno’/u leme 2, zalcl jučujemo da 
je Av7(n) - o fir.alno i da važi ocer.a (5). Kožemo pretpostavi- 
ti da je Ay(n)  ̂o za n ^ K . Sada, na osnovu Stolzove te- 
oreme, dobijamo da je

lin = lim r(r.)Ay(n) = Lc Co,~) .n-> co - n- v n->c°
n

Hnožeći (14) sa —rvv i sumirajući, nalazimo da jek=N
n- 1 k n- 1 k
ZI_A(r(k)Ay(’')) H  + Up(k+l)(y(k+l))g H  =»,-*■= o ,k=N i=H ru; k=N i-H rix;



n- 1 n- 1 k
(16) r(n)Ay(n)L_ Trprj -7(n)+y(N)+ZIp(k+l)(y(l;+lf II

7 =o

što, na osnovu Ay(n)  ̂o za n  ̂N , vodi do
n- 1

(1?) y(n) 4 y(W)+HR(k+l)p(v+l)(y(k+l)),°+?-(n)r(n)Ay(n) , n > N  .k=Nk=N

Stoga, imamo da je 
n- 1

J'O) + y(H)+y(n)CR(k+X)p(k+l)(7(k+l))',-1+?,(Sn)r(n)4y(n) , n>k=N N

n-1
(16) 1 < $ 0  +EE(JJ+l)p(k+l)(y(!:+l))'»-1+ -.( o k j + ^ n )  ^

Sada, koristeći ocenu (S), nalazino da re

n > N .

n
* -1■ L H O c M k ) ^ ) ) ^ 1* Ls(k)p(k)(AR(k))V~ ^  Av -'7_(R(k))vp(k) . 

k=N+l k=N
A':o je II izabrano dovoljno veliko, da ?i zadovoljilo, da je

co
a^ E crO O ^ p O O  e ,:=n

za proizvoljno unapred dato £ > o , tada (1 1 ) povlači da ie

‘U "

zgl} + , x _ £ t

što neposred.no daje
!in inf a(n);k)Ay(n) , ^  
n -> oo </ v. -1 /

(19) R(n)r(n)A7 (n)  ̂(!-£., )y(n) za svako n  ̂M  ̂N .
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tc<

ida, koristeći relaciju (19), iz (14) dobijamo
n- 1

(1-Et ) [r^rO^^O-r^n^A^^n^J^l-e^) IZp(k+l)(y(k+l)) 4
k-IT

n
4 L  p(k)(y(k))^ 1r(k)R(k)Ay(k) 4 k=H+l
n- 1

4 A’,~1 Hp(k)(H(k))',-1r(k)H(:c)ay(k) < k=M
oo

^ "1r(r:)Ay(M) H  (R(k))^p(k) < €-,r(H)Ay(M) ,k=M

ako je K dovoljno veliko da bi važilo
co

AV - 1 ZI  (R(k))%(k)< £ .k=M . 1

Sto'-a, dobijamo
(2°) (l“ £i) [r(M)Ay(M)-r(n)Ay(n)j < 6,r(M)Ay(M)

, , , , (l-2e,)r(M)Ay(M)
r ( n ) A y ( n )  > ---------^----------------- finalno,

to povlači da je lim r(n)Ay(n)=L> o i prena tomen-> oo
lin 9 =lj>°» cime je kompletiran dokaz teoreme.r—> oo ' k * '

Odsovarajući rezultat za r-;.* linearni slučaj je sleđeći. 
feorerna 14. ITeka su zadovoljeni uslovi (C, ) i (Cx). Ako je 

94 1 x važi uslov (C^), tada svako neoscilatorno rešen.je di- 
ferencne -jednačine (14) je ili minimalnog ili maksimalnos tipa, 

Dokaz: :>onto ,je 9 4 i , uslov (C^) povlači (C^) pa na os-

3^



novu teorema o 5 4, jjednačina (14) ima oba tipa reoenja.
Pretpostavimo da ;ie y neograničeno rešenje od (14). Ne uma- 

r;juo’u65 opštost, r.ošeno pretpostavit; da ie y > o finalno, što 
povlači da pe Ay(n) 4 o finalno, tj'. postoji N ^ o takvo da 
;je y(n) > o i A7r(-0  ̂o :;a n  ̂N . Polazeći od relacije 
(16) dobip'ano (lr’) što, na osnovu A 3r(n)  ̂o i ocene (5), vo- 
di lca

n- 1 j

y(n) 4 y(H)+J3?.(-+l)p(k+l)(y(k+>))) +P(n)r(n)Ay(n) 4

_ |
 ̂y(II) +y(n) J Z ?.(;:+!)p(-• +1 ) (y( >+l) “1+P(n)r(n)a v (n) 4

- y(N)+a^ y( )^R(k)p(k)+P(n)r(n)Ay(n)

Sada, nalazino da ie

<s - ^ - l L  'C-)?C:)+ y -0^n)A-+ l  ,

< Ifl} ̂ < H O c ) p ( k ) + 47 U J

f t t  *l+ , za n ^ I* ,O-
:de ;je II dovol.jno veliko da bi važilo

co

^ ~  L r O ' ) p (k) < e ,«N

/a proizvoljno £ > 6 . Eoristeći iste arprumente kao u dokazu
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prethodne teorene dobija!1° ~el^c,m  (!':)»
T“>

(i-e,)[j<f!)ay(fO-»,(n>»y<n)l*d-f?.), f i ^ c - K v M )  -

-(!-£) £  yOOp(k)(y(k)t 1* ErOOfly(‘r(;-)p(!0(yeO)
■L ];-=H+l K=[-! + l

vi 4

r\ ~_
4 a* " 1 !ŽRO:)p(lOr(lOAyOO - ”1r(” .̂7(i:' _ ^ O O pO O  -

- f-,r(M)A7(l) ,
'de ,je II izabrano tako da oude zadovol.jerc

co

b - 1 L E O O p ( v )  * £, .

3to'*a, nalazir.o relaciju (P.o) . i dckaz tece. ?.stim tpcom :ao 
i dokaz prethodne teoreme.

Sledeći rezultat daje oštriju ocer.v asirptotskog ponašanja 
neoscilatornih rešerja jednaon_ne (14).

neorer.a 15. ITeka su zadovoljeni uslovi ' 3-,) i (C*). Ako va-— y

ži sledeći uslov

(C2i) lim inf (R(n))X J Z  P(k)> o , za reko o < X 4 S)
r-> K=n

tada, za svako neoscilatorno rešen-'e diferencne jednačine (14) 
važi sledeća ocena

( 21.) M  !̂ n)l  ̂A(R(n))* , finaln0j
[de su a i A od• ;ovara,juće pozitivne konstsrte • ,°je zavise od y.

■G-



\

Do’cas: Pretpostaviino da je y neoscilatorno rešenje od (14). 
:ie unanjujući opštost, inoSerao pretpostaviti da je y > o final- 
no, što na osnovn lerae .?, povlači da t"je Ay(n) - o finalno tj'. 
postoji N  ̂o takvo da j'e y(n) > o i Ay(n) - 0 za n - N .

Knožeći (14) sa Y1 —rrr a surairajući od N do k-1, dobi-
i=N

jarao
k- 1 n k- 1 . n

(22) E£>(U-)A7(n))L J t t  +Cp(^D(yC-+l)) T  T7TJ •n=I7 i=N n=H i=N

Priraen~"ujući relaciju (3) na drura5 safcirak poslednje rela— 
cije, dobi,1a.no

k- 1 n
A(r(n)A7 (n)) H

k- 1 n
=rO-)A7(’D L  'i =IT ; n=N i =N ;ri' ~ '

k ]:-] ':c y -

-(>)Ay(k)t 4 - j  -Ay(N)-tAy(n+l)=r(k)A7(k) E
i=H  ̂ n=N r=ii

=r(k)Ay(k)t J-pr -y(k+l)+700 i=IT r ^1J -O
>toga, nalazimo da Je

:-l n
(25) ZTA(r(n)A7(n)) Zl 1 =r(’0Ay(>) L  ?JTT - ^ * ! ) * ^— TT — TT \ ~r J *' —n=JT i=TT

druge strane iz (14) iraarao

5?



(24) 'OOa j OO
M-1

-r(k)Ay(')+ IZ^p(n+-)(y(n+i) =0n=k

Koristeći (2?) i (24), relacija (22) vodi ka
k k M-1

(25) y(k+l)=y(N)+r(M)i7 (M) E  J t T +( II J t t ) IIp(n+l)(y(n+l))i=N v J i=N v ' n=k

n
■ r P(n+l)(y(n+1)) T- jTJ , finalno, 
n=N i=n

što neposredno povlači da je

7 0 - i=N

r M-l
:+l) 4 H  -ipv ZIp(n+l)(y(n+l))  ̂

1 ^ J n=k

+ C H C : ) E p ( n +l ) ( y ( n +l ) ^  , f i n a l n o ,  
n=lt

.za neku odgovarajuću konstantu C « (o,l) . Pušta.ju6i da M—+ »
do^ij^.c

oo
y(k+l)  ̂C R ( k ) H P(n)(y(n))  ̂CR(k)<y(k))* H p ( n )  »finalno,+n=> p=>

Što, na osnovu (C91 ) i ocene (5) vodi ka
s> ii o

y(v)  ̂ (R(k)f+1 Lp(n) * ^y(k)^2llllL. finalno,■ (+))>■ nric ( V ’+ f
r,p "•ek’i. popodno •» za'branu konstantu (T, čime je konpletiran do- 
’-a" teoreve.

ITa sličan način, nočerno dokazati sledeću. tvrdnju. 
koorera. 16. keka su sadovol.jeni uslovi (C-^),(Q^) i (cpj).



'r’.dn ? za. 9--sdzo neoscilatorno rešen,ie difenencne tiednačine (14) 
vači sledeća ocena

X-1
a - ly(n)l 4 A(R(n))^“ , finalno, za 1 < X ^

T_

1-A
?(R(n))  ̂ !y(n)l 4 hR(n) , finalno, ra o<-p<\<l
Posled^ cr. 6. Posnatrajmo diferencnu .jedr.ačinu (14) i neka 

S" zadovolieni uslovi (C-,),(C^) i ( C n ) • Ako je 
(a) 0> 1 , tada svako rešenje, sa ograničenim diferencijama,

jednačine (14) je ili minimalnog ili r.aksioalnog tipa.
('::) o <>?<1 i Ay(n) ne teži nuli dok r— > «> , tada svako re-

šenje od (14) je ili minimalno^ ili maksimalnog tipa.
Dovaz: _'o je neposredna posledica teorer.a 13 i 14 kao i 

l2R,teorera 5.1 .1.

4. ::o;;?aracicni rezui/tat
ovor paragrafu dobijamo komparacioni rezultat Sturmovog 

npa z'\ '.eiinearru jednačinu. Posmatrajmo diferencnu jednačinu 
A(?(n)A7 (n))+P(n+l)F(y(n+l))=o , n=o,l,... ,

fđe je :(:-.)> o i P(n)  ̂o za n=o,l,... a P neopadajuća 
funl'cija takva da je uF(u) > o za u 4 o 

ecre-.a jr:t Feka su ispunjeni uslovi

(2?)

(28)
5.
(29)

ef;.-

r(n)  ̂R(n) i P(n)  ̂p(n) za n=o,l,... 

(F—f) [o,°°) 4 o i (F-f)(- OT,o) 4 o



Ako j'c điferencna -jcdnačina (1) oscilatorr.a, tada je i diferen 
cna jednačina (26) oscilatorna takodje.

Do-:az: Neka ie j neoscilatorno rešenje od (26). Ne unanju- 
jući opštost, možemo pretpostaviti da je y > o  finalno što, 
na osnovu leme 2, povlači da je Ay(n) ^ o finalno tj. posto- 
O'i N - o takvo da je y(n) > o i Ay(n)  ̂o za n  ̂N . 0- 
davde, na osnovu (28) i (29), inamo

P(n)F(y(n))  ̂p(n)f(y(n)) za n  ̂N ,
i \

A(P(n-l)Ay(n-l))+p(n)f(y(n))  ̂o , n ^ N ,
što'povlaČi

i : - i
R(n-l)Ay(n-l) ^ J~"p(n)f(y(n)> , m ^ N

n=m

i na osnovu (28)
CO co

A7( -1) - p r k i r j Hp(n)f(y(n))  ̂jrr~ J T  H  P(n)f(y(n)) .v ' n=m ~J n=m
Sumirajući poslednju nejednačinu od N do k, nalazimo da je

k o°
7C0  ̂7("-D* E  —rl i ■, Lp(n)f(y(r.)) , k > II .m=IT ~ Lj n=m

ITeka je X skup svih neopadajućih nizova :c, takvih da je 
y(il-l)  ̂x(k)  ̂y(k) za svako k  ̂N

Skup X snabdevamo uobičajenim tačkastim uredjenjern kao u 
dokazu teoremel* Posmatre.no preslikavanje X na X definisano sa

('fe)(:0 =j(::)tl J - r v  [p(!l)f(!t(n)) , k>I! .m=N v J-J n=m
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Uzimajući u obzir sve pretpostavke, lako se proverava da su 
svi uslovi za primenu teorer.'.e PT ispunjeni, što povlači da H 
ina fiksnu tačku z tj. (Ils)(k)=z(k) za svako k > N  . Očigle- 
dno z <je neoscilatorno rešenje od (1 ), što Je kontradikcija.

7. ZAKLJUČNA RAZiiATHAIIJA
Prinedba °. U slučaju T’.iomas-Fermigeve diferencne jednačine 

i), tj. u slučaju kada je uslov (C-̂ ) zarenjen sledećim 
(C-,) p(n) 4 o za n=o,l,... i p(n) niie finalno np.la, 
coristeći slične metode kao u dokazu teorer.e 1 i 2, mbžemo do- 
-'cazati, uz od.novara.iuće uslove, postojanje rešenja asimptotski 
ekvivalentnih konstanti i q(n). Dokazaće'mo sledeće.

"ecrera l'--. Ileka su zadovoljeni uslovi (C^) i ( C p ). Tada 
diferencna jednači.na (1 ) ima nebscilatornb rešenje mi-nimalnog
tipa ako i samo ako važi sleđeći uslov

(Cg2) r  i
n

n=o H pCO::=o

Jiforo cra Jcl.iačina (1 ) ? :a rerenje naksiralno-r tipa ako i 
samo ako važi uslov (C^).

.edoa lo. Lako se vidi da su u sluča.pi Thomas—Permijeve 
di"erencne Jednačine sva rešenja neoscilatorna (videtiI22I). 
i on.steć?. slične metode *-ao u dokazima teorema 13 i 14 možemo 
do azati., uod odr’ovarajućim nretpostavkama, erz-istenci.ju reše-

•Ijt- .
asimptotski ekvivalentnih konstanti i H(n). Odgovarajući 

rezirltat se može formulisati kao što sledi.
lr. reva su :-adovol,jeni uslov.i (C-,) i (C^). Tada 

d?.ferencna .jednačina (1 ) ima neoscilatorno rešenje
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(a) minimalnps fcipa alco i samo ako ,je sadovoljen uslov (Cpo)* 
('•) naJ'sir.alaOo tipa ako i sano ako Je zadovoljen uslov (C7).

Ca šalost, u sluoaju Thonas-Fermijeve d'Terencne Jednačine 
apriorne ocene (4) ili (5) ne važe.

Prinedba 11. Većina dobivenih rezultata se nože proširiti 
na diferencnu nejednačinu
(3o) y(n)[A(r(n)Ay(n))+p(n+l)f(y(n+l))J 4 0 , n=o,l,... ,
gde nisovi r i p i fun.kci.ia f zadovoljava~u iste uslov^ kao 
i u slučaju diferencne jednačine (1). Precizni.ie, svi rezulta- 
ti para~rafa 2 - 4 i 6 mogu se proširiti, pod istin pretpostav- 
kar.a, na slučaj nejednačine (3o). Štaviše, kao i u sluča.lu od- 
povarajućih diferencijalnih .jednačina i nejednačina, možemo 
dokazati sledeću tvrdnju o ekvivalenciji od (1 ) i (3o) s obzi- 
ro::i na oscilatornost (videti. 1231 i 1271 aa detaljnije prouča- 
vanje to a predmeta).

Teorera 2o. Posmatrajmo diferencnu jednačinu (1) i odgova- 
rajuću nejednačinu (3o) i neka su zadovol~eni uslovi (C-j) i 
(C3). Tada važi sledeći zaključak

(1 ) je oscilatorna <==> (3o) Je oscilatorna
Dalje, u slučaju linearr.e diferencr.e jednačine i ne.jednači- 

ne moženo dobiti oštriji zaključak (videti 1241 za analognu 
tvrdnju u neprekidnom slučaju).

"eore.ua 2 1. Posmatrajmo linearnu diferencnu .jednačinu (1) 
linearnu nejednačinu (3o). Tada,

(1 ) ,je oscilatorna <==> (3o) je oscilatorna 
Dokazi poslednje dve teoreme se u ideji ne razlikuju od od- 

govarajućih dokaza za neprekidni slučaj, koji se mogu naći u
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lovi"'a I °r I i 10/1 I , samo sv. potrehne od<~ovaraiuće nodifika- 
ciie r.bof dis.kretne pronenljive, pa će biii isostavljeni .
• Konaeao, prinetirno da u slučaju Thomas-?er~ijeve diferencne 

jednačine (1 ), tj. u slučaju kada je p(n)  ̂o , n=o,l,...
od 'ovara.iuća jednačina ima obli.k
(31) 7(n)[A(r(n)A7 (n))+p(n+l)f(y(n+l))J , n=o,l,... ,
va se teorema 18, rezultat iz primedbe lo,kao ■’ rezultat iz 
1221, ’-oli se odnose na ovu jednačinu, mo ' proširiti nja ovaj • 
ooš t i .j 1 s luč a j.

?rl:".ed%a 1 2 . Uvodeći diskretni analonon star.dardne Liouvi- 
lleo’. sformacije jedr'r"-1 -e (1 ) se no"n redukovati na ob-
lik

o _A  x(n)+p(m+l)r(x(m+l))=o , m=o,l,..-. ,
al.i mi radije operišemo sa oblikom (1 ) zbon tehničke jednosta— 
vnosti.

ITapor.enimo da se ‘svi dobijeni rezultatl moeu proširiti na 
sledeća dva oblika diferencnih lednačina d-"u.‘-o~ reda 

A(r(n)Ay(n))+p(n)f(y(n))=o , n=o,l,...

A(r(n)Ay(n))+p(n+?)f(y(r+9))=o , n=o,l,... ,
u vo jim slučajevima, u.slove ko je s^o koristili, morano zameni- 
ti. odpovarajućima, dok metode ostaju iste.

Takodje, dobiveni rezuitati paragy*afa - 4 i 6 važe i kada 
ce uslov (2), na funkciji f, zarneni sa uslovon da je f subli- 
nearna (u. ^f(u) je neopadaj"ća za u<o i nerastuća za u > o) 
}-li superlinearna (u .̂f(u) je neopadajuće za < o i nerastu- 
će za u > o) .



OB.novu pretiiodnih islananja dalo bi se pretpostaviti da 
se sa diferencij'alnu jednačir.u i njoj odgovarajuću diferencnu 
.iednač-1' nu dobi jag'u analorrr;?' resultati.

Već san termin "odgovara.juća" diferencna jednačina nije pre 
cizan što ćemo ilustrovati sledećim primerom. U biologiji ima 
veliku prinenu nelinearra diferencijalna -'ednačina Verhulsta

'
’:o-'a se koristi kao nodel jednostruke populacije ekoloskog si-/
stera sa faktoro’: rasta x :c.;i se men.ia usied sprečavajućeg

p ^clana -x , čije rešerie je dobro poznata loristička kriva

Uobičajena diskretizacija .; e
Ax(rO=(x(n)-/(r.'iAt(n) , n=c,l,... ,

ali i ona kao i
Ax(n>=(x(n+l)-x(n)x(n+l))h , n=o,l,... ,

ili
x ( n+1 )- x (n- 1 ) = ( x ( r ) - x 2 ( n)) h , r -o, 1 , . .  , 

i”aju tzv. "fantorska" rešer.ra, rešenja sa oscilatornim pona-
šanjen. Uev jedr.ačina

Ax(n)=(x(n)-x(n)x(n+l))(e:'-l) , h>o , n=o,l,...
sa rešenjem

3c(n)=[x-a-x-1 (o))e-n:rl- 1 ,- --

da.je diskretne tačke pravov rešenja (i, prema tome, fantomskih 
rešenja nema). Više o ovor. pro'olemu videt: u radu B. Pottsa 
1571 .

Posnatrajrno sada B".de:-- cvlerovu diferenci.jalnu jednačinu
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(33) y"+; (t)y^=o , t > o  , t ^ o  ,
i ngoj odrovarajuću dislviretisaciju

(3^) A y(n)+g(n)y^(n+l)=o , n=o,l,... .
U radu Utza 13 ,teorema 1.1 je dokazano da ako ,je g(t)> o 

i neopadaj'uća, ili nerastuća .i ograničena sa donje strane po- 
zitivnom konstantom, da su sva rešenja od (33) ograničena. U 
diskretnom slučaj-i analorna tvrdnja ne važi, kao što pokazmje 
primer dat u radu. 'Tookera i Patule 1221.

-4
Prir.er 1 . Ileva je t = a g(r.)=(n+l)' ((n+2)4+2(n+l)^+n*) • 

Lako se provera\ra da f.e y(n)=(-l)*'(n+l) rešenje jednačine 
(34) koje r.i.je o':raničeno.

U radu. Atkinsona 12o I ,je polrazano da ako ,je !T> 1 , g(t) - o
00 ti r:(t) nije jedrako nuli finalno, g*(t) 4 o i /xđg(x)dx < 00 ,

tada jedndčdna (*33) r.ena oscilatornih rešenja.
Analomr.a tvrđnja - di skretnon slučaju r.e važi kao što poka- 

zuje sledeći pri er iz istog rada 1381.

Prir.er 2. Te" a je JT=5 a . •(n)=(n+l)“~°(4..i +Sn+6) . Sada.
co

je '•(: ) pozitivno i opadajuće, ^  n^g(n) < <» pa ipak postoji
t poscilatorno rešenje y(n)=(-l)n(n+l)/J

'f*-
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■p n n U R B A nLr T J S L I N
I R I D I p E R E N C N I

f R :: I II 5 I F E 5 E  n
7* J E D N A 5 I N A

1. UVOD

Pozabav\ćeno so L*—ograničenožću (o Jk r'} reSen^a i
vz . v .. < -i ooren—izvoda obicnih diferencijalnih jednačina 1 pridruzenin;

-•. -I -i _c:i .jrlnih operatora. U suštini, naći ćorao uslove koji °e o ,■ ; 
cirati da svi j-ti izvodi (o 6 j  ̂n-i) rešenja pertur''-irai‘e 
diferenci,inlne Jednačine pripadaju L^[o,°°), za neko V " ’
pod pre^postavkpn da svi j-ti izvodi rešenja neperturbi?ane 
jednačine posedu^u istu osobinu. Odsrovare -'uće tvrdnje c e ' re 
ppkazati i za slučaj diferencnih Jednačina.

Takvi rezul-tati 'su • potstaknuti IJapuncvl jevim -istrašivanj1- 
■ ilnosti sistema diferencijalnih jednačipa 121 kao i os- 

novnim pezultati a V/eylovih .i straživan.ja sinpularnih rubnih 
problena za (jeđnodinenzionalnu talasnu) Jednačinu drugog re- 
da
( 1) ’"+p(t)y=o , t  ̂o
videti 161,181 i njihove reference.

Tipični rezultati te vrste su sledeći:
Teorema A (Dini-’Iukuhara I2,str. 361). Ako su q. (t), t e Co,«>) 

merljive funkcije i q.(t)t L[o,») , i=o,l,... ,n-l , i. ako
su c^realni brojevi. takvi da su sva rešenia jednačine
(2) V-rr = ,/n).-J/ s 7' +Cn-1^(n-1 ) +coy=°
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0;~;raničena na [ o, °° ) , tada su i sva rešenjj?- r ednačine

(3) i-'py s Ky+qn_1(t)y^n 1'>+*. .+Q0(t)y=o

takodje ograničena.
Teorena B (Weyl 161,181 i 191). Posmatrajno jednaoinu (1) 

satiedno sa perturbiranom linearnom jednačir.on 
(4) y"+[p(t)+q(t)]3'=o , t  ̂o ,
'de su p(t) i q(t) lokalr.o integrabilne furlcci^e na [o,°°). Ta- 
da važi sledeća 'Jejlova alterns.tiva: Ako s'ra resenja jednačine 
(1) pripadaju (ne pripadaju) L~[o,°®) i ako je q(t) 6 L [o,~) 
tada i sva rešenja jednačine (4) pripadark'. (re prapada.ju)
_ Oi<”[o,«>).

Uzimajući u obzir činjenicu da ,je stabilnost (2) i (3) ek- 
vivalentna sa ograničenošću (2) i (3), videti 121, zalcljučuje- 
r.:o ča ,;je teorerna A perturbacioni rezultat vesan za stabilnost.

-.;eylov alternativni rezultat je, u nekon snislu, uopšten 
od Patule i V/o :;a 191 da uključi proizvolinu L^Io,«5) perturba- 
ciju q(t). Takodie, Mironov !?l ,je uopštio teoremu B na slučaj 
diferencijalne ,jednačine sa kašnjenjer, dc'r ,je ’7yrwinska 1121

posmatrala ešto opštije slučajeve perturkacija. Konačno, V/ong 
1111 je dokio od~ovara,juće rezultate teoreue 3 za specijalan 
slučaj sa.-oadjvnpovane jednačine 2n-tog reda, dok je Zettl 
1131,1141 dao neka uopšter.ja teoreme 3 za opštu linearnu dife- 
rencijalnu jednačinu n-tog reda. ITa žalost, V/ongovi rezultati 
1111 važe za veona restriTrtivnu ilasu di ~erenci,jalnih jednači- 
ru k -tog reda dc1' Zettlov? re::u.ltati 1131,! 141 važe samo za 
lincarne perturbac"’* ie.

’Tača. ;;e ^a-e^e da sve ove, -ore spomenvte rezultate, nroši-
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xiiiao tia slučaj o-\"to linearne dj.ferenpijalnfe fiednnči.ne nT|;og 
redn

C ' - 1 ) , NV +. . .+"*_( + ' T*=0ThT =: xr\ /+-p . ( + )’■ 1-1 _1 ■■ y‘ d o(r') "■ --- o'
i nridr’ičenih linearnih i nelinearnih perturhacija

(5) ĐTy = 15y+qr,_1(t)y^ _1''+* • .+q0(t)y=o , t  ̂o ,

(7) D•Ny 5 T)D+on_1(t)(

~de su r . o , i=o
q,-(t), ’=o,...,r- 1 ,
t? ta+o da renenia (?)

y(n-l)) -1+...+qo(t)v o=o t, h o

, ...,n-l dol: realr.e Punhci.ie p. (t) i 
cadovol r'ava.ju uohičalene uslove rlntkos- 
nostoie za svaki ic+or početnih uslova

i noui da se produše na čitav interval [c,”).

2. 0BELS7. AVANJA I POMOĆHE TVRDNJE

Uvecji’ o r.e'-a. oheležavan.ja i nab.ro,ina ne'*e rezultate koje 
ćem.o ’-oristiti u dalj'em radu.

Helra le 5) ma koji od diferencigalnih cperatora K,K ,D,Dr
ili Dtt . Obeležino sn

D (J3) = {ŷ  3) y=o} za k=o,...,n-l .
Prema tore, G( J) ) označava s-uip svih rešer.-'a .jednačina (2), (3), 
( )»(■■) ili (7), S'( <£) označava skup prvih izvoda rešenja tih 
■ edračina, itd. Dal.je, neka su y. za i=l,...,n rešenja od (5)

odred.iena početnirn uslovima yV + ̂ (o)=6. , . za j=o,...,n-l ,i +», <_ —
'T’o ;;e 6 kroreckerov simbol.

rrvi od rezultata koje koristimo je reprezentacija vezana 
>a Cornulu za vari jaci ju konstanti .

1 (Goldbergl3»str.l4ol). Pretpostavimo da je funkcija
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lo’calno l} , p - 1 , i da Je rešenje 'ednačine Dy=f(t)
Tada

n
y( 3} (t) - E  <= ty,( 3} (t) +/ ^  ■ S M s  ,

i=l o 9tJ za j=o, , n- 1

Sde je

G(s,t) =

•
y2(s)
•

••• yn(s)
•
/ R-2)(s)

•
4 n-2)(s>

• • • *• • • •
v(n~2)* * * 7 n

7l(t) y2(t) ••• yn(t)

(s)

T:/(s)
s

a '(s)=exP(-/Pn_T (u)du) je Vronski.jan od y- ,.. y .o ~ x n
Sledeći rezultat je tehnicke prirode.

":a - (Bec’-er’-ach', Be.llman 11 ,str. 17o!). a .:g u e la ,
y( :)e Jj za P»r - 1 i n > 1 tada u^ e Lra za ra  ̂max|p,
i '=o,...,n-l .

oledeći rezultat je uopštenje Gronwall-Bellmanove nejedna- 
čir.e kao i nekih njenih nelinearnih varijanti.

Perca r (Cesari IC,str.35l i V/illet,'Von- 191). Meka su u(t), 
v(t) dve nenegativne funlccije, lokalno integrabilne na fo,«>). 
Tada sledeća nejednačina

u(t)  ̂C + / v ( s ) u p ( s ) d s  , C  ̂o za pe[o,l)

tu(t)  ̂C+/v(s)u(s)ds , C * o za P=l 
o

povlači da je



u(t)  ̂ fc-p+(l-p)/v(s)ds]^ , za pt (o,l)
*■ J

u(t)  ̂Cexp(/v(s)ds) , za p=l , 
o

respektivno.
ITavedir.o sada nejed.na.kost ':oju ćer.o Sesto koristiti. 
Lera 4 (TTardy, Littlev/ood i Polya I 5, s~r. 2? I). TTeka su 

a..  ̂o za i=l,...,ra . Tada je

YY a?  ̂ra1_p( YY aT )P , -a c < p  ̂1 ,
1=1 1 i=l 1

odnosno
rn

n15-1 L  a? » ( a. )o za
i=l i=l

3. LIITEAPIIE ?IP— .'E.'.OIJE

Prvi rezultat fe opšta verzija V/eylove

Teorera 1. Teka je 3(D) U Sr l(D)c i :[c ,») i. q . (t) e L°° fo,»)

?rr. a.. - vre t eorerae.

za i=o,...,n-l . Ako je (t) e L[o,~) , tada S(LL)USn 1(D.
<Z TJ j2 ,Co,«0 , ;de ,;'a (t)=raax{pn_i(t) ,c - .

Dokaz: ’Ta osrovu lerae 1 zaključujerao de se sva rešenja od 
(c) raovu. predstavit?* kao

n n t _ g
y(t) = r  C.y. (t)+ L  ŷ  (t)/(-l)' +1'T. (s)er//?_- ̂ v)du)f(s)ds 

i=l “ ' i=l " o ~ 0 * “

•de V/,. označa.va Vronskija.n od ?/•, , vv-| >•' »? n



n-1
f(s)= - Z Z q,- (s)y( (s.

1 = 0
IJzimajući u obzir činjenicu da <ie G(t,t)=o dobiiamo

n n
cs) y(kb t ) = L = ^ b t ) + r yr ^ , ) } ( - o - G ^ - l(u)duf(s)dsi=l i=l o
za k=o,...,n-l .

\

3 druge strane, lema 2 povlačl da ;e J 3*0 )c f| Lp lo,«»)" ■ f •~ W L> —
što dat]e

za

n
..r;; (s)l - n Y_ ly .(s) I ^ r  l:~ s) Ii=l ^

J 1 i
sva-.o i-l,...,n i neko > o . a’:o, pomoću ( ), dobijamo

n
(9) i y ( ' l ( t ) i  < E  i y f ° ( t ) i [ i :  +;:/ E 1.7 ' n J ’ i=(s) idr ,l  ,

1 = 1 ri — 1

t  ̂O
o .;. = _

=0 —1 ,
ili

t /P _t(u )'
(lo) \ /  /(t) I  ̂Cd)v(t) [l+/d>o(s)e°

o '(s) Ids] , t  ̂'o ,

b=o,. . . ,n-l
■de smo uveli obe] ;avanje <k^(t)=max jlyV i(t)l: i=l,...,n}

=0,..., -i-l , sto zbog p ( t ) € : . [ o neposred.no povlači

(11) l.7 {’:Zt)l  ̂C-J d>v( t) [l+/d>Q(s) I f( ?;) | ds"j , t
o r>  ̂ —o j   ̂n—j . 0
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OdavcLe, na osnovu Cauchy-Sc.hwarzove nejednačine, sledi
r  . t 1 t 1 

ly0O (t)l 6 C1<fc-r(t) [l+(/đ>2(s)đs)^(/f2(s)ds)^ 1 , t -
A

oo O
^oo,•••  ̂n- 1 ^

•2 ,sto u svetlu čin,]en?_ce da 4>0(t) e I/c[o,°°) , povlači. da j'e
t 1

(12) ly(]c)(t)l ž C2ik(t)[l+(/f2(s)ds)3 ] , t s o , ':=o,... ,n-:

,v(-0:;(t)I “ * C3*J(t)[l+/f2(s)ds] , t » c , k=o,...,n- 1

Sada, uzinagući u obzir činjenicu da je ^(t) e L'[o,“>) ,
mano

n- 1"s -j- i I
•( 0 (t)l2 i C,*2(t)[l+/I J ~ q  .(s)y(i)(s)l2dsl ^o i=o

_ n- 1

ž Cz*2(t)[l+/ L l q 1 (s)l2 ly(i)(s)l2ds] o i=o J

n- 1

- C5^(t)[l+ r  /ly(l)(s)l2ds] , t  ̂o , k=o,... ,n-l , i=o o J

)to neposredno povlači 

t n- 1

(--3) / H l y ( °(s)l~ds - C5 / Z__ <b/(s) [l+/ II ly(l)(u)l2dulds ,o k=o k=o K L c i=o J

n- 1

o x=o
t  ̂o

Koristeći činjenicu da y t ) e l 2 [o,») za svako k=o,...,n-l , 
dobijano
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Eo k=o
n-1 n-1 n-1

f YL ly^:"(s)l2ds  ̂C6+CA /( H<t>v(s))(/ ,Z_ ly-' ' (u) l':du)ds ,
o k=o o 1=0

t  ̂o ,
što-zfcog leme 3 da,-je y^'^(t)e L^[o,°°) za svako k=o,...,n-l , 
čine je konpletiran do’caž teorerne.

Posledica 1. Neka S(D) U Sn_1(D)^ L2 lo,=°) i ^^(t) 6 L°°[o,~)

za i=o,...,n-l . Ako P̂ _-, (t) e L[o,°°) , tada S(D^) U/Sn“'''(D-̂ )̂
c£l'[o ,*>)

Dokar: Pretpostavir.o da je S(D^) U Sn“~(r^)9 L"[o,“) , što

na osncm, teorev:e 1 povlači da je S(D) U _(D) £ l/~ [o,°°) ,
3er seOy r.ože pos’ atrati kao linearna perturbaci/ja od Dj , tj.

n- 1
i>7=DI7-ZIq:L(t)y(:L)(t) .

r'::~'QO-ba 1 . U specipalnom slučaju, ako je pn_j(t)=qn -,(t)=o ,
-- ao.a operatori Đ i Dr uzir.aju oblike

(l4') ::7 = 7  ̂ ;+P~ ?(t)y(n~''') + .. .+P (t)y=o , t a o ,

(15) r(n-2)
v j 7 = “"**'''+•• .+q0(t)7=° , t & o ,

oo.r.ja- o j_z teorene 1 i posledice 1 stroše t"/rdjenje, kao što 
sledi.

Teoreaa if . A':o qn- (t) e L°° [o,~) za i=o,...,n~2 , tada 

'(■;) u "(:;)9 J n ~ ’[o,«>) ako i samo akc S(UT ) U Sn“^(Mj ) S
s rtn-” [0,.,) .

kr.?'Qdv,- p. ueorena l' , u slučaju kada je n=2 , daje pro-
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čirenje 'clasične './eylove alternativne teoreme, dok u slučaju 
kada ,je My realni formalno samoad/jungovani t linearni diferen- 
cijalni operator reda n=2m , dobijamo uopštenje linearnog 
dela rezultata \7onga 11 1 ,teorema 1 .1 (videti 1111 za reprezen- 
taciju opštep rešenja sar.oadjungovane,. linearne diferencijalne 
jednačine).

Sledeći rezultat je opšta verzija rezultata Dini, Hukuhara 
(teorer.a A).

?eore~T. 2> Neka io 3(Đ) U Sn“^(D)£ iT*fo,«») i neka ~e 
q.(t) 6 I;[o,“) za i=o,...,n-l . Ako tie p^_n (t) e L[o ,«>) ,
tada je 3(Dj ) U Sr~~(D7) £ L' [o,~)

Dokaz: !Ta isti •'.ačir kao i pri dokazu teorene 1, dobi'cano 
rclaci-ju (11), koia, na osnovu činjenice da iv(t) e L~Co ,») ,
za k=o,...,n- 1 , odnah povlači

-f-
iŷ  '(t) i * C7<t>v(t) [l+/lf(s) ids] ^

-l
- C7<bv(t) [l+/ Z Z  IHj (s) I "(s) Ids] ^

O 1 = 0

n- 1

Cp[l+/q(s)IZ ly^ \s)ldsl ,O 1=0
4- o , k=o,...,n-l ,

pde srno -’veli obeležavarie q(s)=nax{l(s) I : i=o,..., .-l{ 
Gomia nejednakost da.je 

•r1- 1 n- 1
Ip"' ^(t)l - nGo+n/q (s) ) I j  '  ̂( s '

l'— n ~  ̂ _ \yK ;(s) Ids , t o ,i=o

:o;ie, na osnovu leue 3 i či.n.jenice da ie r(t) e L[o,<”) , po-
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vlači
n- 1

T ~  iy^(t) I  ̂A , t  ̂o ,k=o

gde ie A pozitivna konstanta,
Posledica 2. Nekaje S(D) U S11_l(D) ̂  l/'fo,~) i q (t) fe L[o,»)

za i=o,...,n-l . Ako je p*  ̂(t) & L[o,°°) , tada

S(DT)USn-1(DL)#L” to,~) . j
Dokaz: Sledi neposredno na osnovu teoreve 2 na isti način 

kao i dokaz posledice 1 .
r.-dr.edba U specijalnom slučaju, ’:ada operišemo sa dife- 

rencijalnim operatorima M i Ik , dobi.jarno opštigu tvrdnju.
Deorena z' . Ako q_. (t) £ L[o,«>) ẑ  i=o,...,n-2 , tada

-S(Ti) U Sn_2(M) c L&'[0,~) ako i samo ako D(TTr ) U Sn“'''(Mj ) SL°°[o,") .

Leorema 2 ' je uopštenje teoreme A što se tiče operatora M. 
Takodje naglasino da se teorema A može dckazati istim modelom 
dokaza ko.ji je korišćen za dokaz teoreme 2.

Sledeći rezultat je opšta v.erzija pert-;.rbacionog rezultata 
pote 'lor od Patule i I7onga 191 i uopštenog od Uonga 1111.

Deorer.a k. Neka ,je 'S(D) U Sn'"1 (D) £ L2 n L°°[o,oo) i c^t^e
"0 4-£ L- [o,«=) za i=o,...,n-l i neko p  ̂1 . Ako je p^ -,(t)e

e L[o,oo) , tada.r].e S(DL) U Sn-1(DL)G L2fl l“ [o,oo) .
Dokaz: Na isti način kao i u dokazu teoreme 1, dolazimo do 

relacije (11). Dalje, lema 2 povlači da i.„(t) € L^[o,«>) za 
svako k=o,...,n-l i svako p  ̂2

Prvo, pretpostavimo da je 1  ̂p  ̂2 
Sada, iz (1 1 ), dobijamo relaciju
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I;"' '(t)l - Ĉ A-.Ct) [l+/d>o(s) J Z  lo. (s) ! ,yO--)(s) Idsl ,
n i — n

n-l

1=0

t  ̂o
koja povlači 
n- 1

v-o,...,n-l ,

n- 1

JZly(:)(t)l i nri[l+/*0(s)q(s)Hly(iks)]ds , t » o  .k=o o i=o J

-■merju^ući le:-: 3 i '-oristeći činjenicu da je <t>0ft)q(t)e
€ _j[o,=> . , dobija::0 da je yC \t) e L°°[o,co) za svako
>=o,...,n-l , tj. S C D ^ U S ^ C D ^ c ^ f o , « )  .

I:::a:;:ći u vidu ovu činjehicu i relaciju (1 1 ), zakliučuiemo

*^ct), - :i M ^ ) [ i+K ( s ) r , qd(S),,yc1)(S),dsi +
t n-l

o 0 i=o

- CQ*>(t)[l+/d>0(s)q(s)ds]  ̂Clod>-.(t) , o 9 'L—o ̂  ̂n—*1 ^

sto da.je yv y(t) e L"(o,«) , k=o,...,n-l , tj. S(Dt ) U Sn_1(DT )C
- L" [c ,co)

Sađa, pretpostevimo da je p >2  

Definišivo p*> 2 tako da zadovolr’ava p + p-= 3 . Tada,

' U  -

't-.(t) e ,r [o,-) za k=o,... ,n-l , što povlači da q(t)d>,.(t)£
2€ j lo, --0 za k=o,... ,n-l . Odavde, (1 1 ) povlači 

l ' / \ t ) \  6 c1M t)[1+/*0(s),f(s),ds] ^

+- n-1
Ci* :t)[i+/*o(£)c(s) E i y <:i)(3)idsl , o 5=0 “* o 9 o , • • • , n—1 ^
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koje, na osnor.i Caucl:y-Sci

(16) iy(k)(t)rc * ci;Li>K(

p o v r  ̂o.
-  ̂nCln d>K(t) jl+/d>(_(s 

~ ' ~ 0

-1

+ n-1

o 1=0

+ ■  - -  -

- [?.+/ ZZl7(? )Cs)l2ds] , t S O , k=o,.. i ,n-l
L o 5=o J

Prer.a tor0

7n_Ht v_=2- , , -1 t t ::-l
f ,I_l70:)(s)l?'ds e C12 E  /*2(s)dsjl+/ E  |y(i)(s),2ds] ^
0 :=o "" k=o o n ■> =no : =o

n-1

- ':->:z+-'-2; / IT ly(l)(s) I ' ds , t ž O ,
0  1  = 0

pa r̂iraenon ie~;e : .ledi da S(DL) U Sn~1(rT )<=;i?£o,«) . Koris-
leći ta om^err.cu, zakl.jučugemo r.a osnovu relacije (1 7) da Je

*K( \  t) I - C-j^j/t) , t ^ o , :=o,...,n-l ,
č>.’"’e , e .roapletirar do’ra:-: teorene.

t o - icro orrr_ "orr,5ea ,je sledeći rerrltat.
PoaTodma 7. Ke>a je S(D) U Sn"^(D)jfr[o,«) i S(D) U 3n_1(D)9 

~ Jj *-0,̂ ) i q1 /7~. 6 [Oj03) za i=o,...,r-l i neko p - 1 •

Ako ;;e pj_i(t) e :.[=,“) , tada 3(DTj) U Sr“1(DL)£L 2 [o,°°) .

Ko..az; .e -~.ar. ,ći opčtost, možer.o rretoostavit? da je 
, . ^, :jer se svarc q. (t) e Jj [o,°°) nože pretstaviti kao 

Tj( c)=pr(t)+c) (t) , i=o,...,n-l , ?;de 7t(t) fe Lto,00) i
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t

Ii [o,°°) ::a sva :o t=o,...,n-l . Stvarno, definiširao za
svalco i=o,...,n-l
, f q.(t) za Iq .(t) I > 1
li(t)=^ 1

o za Iq.(t)I  ̂1
i q‘- (t) =

za lq.(t)> 1

q,-(t) za I q• (t) I  ̂ 1

Sada, u svetlu posledi'.ce 1, zaključu^erao da rnožerao zadršati 
našu pažnju na slučaju p=l

Pretpostavimo da riaša tvrd Ja nije tacna, tj. S(DL)U Sn_1 (DL)
p? I"[o,co) . Polazeći od relacije (11) i kcristeći činjenicu da 

<i>v(t) 6 l“ [o ,co) dobi-iarao nejednačinu
•n—1

l7(k)(t)l  ̂ 0 1 A [l+f Elq,-(s)l!j(i)(s)lds] ^
o i=o

n-1

c1 4 [l+/q(s) JZ !y'(1 ̂ (s)Ids] , t ^
1  =  0

k=o,...,n-l

n- 1

& y (-:)(t>i * 3014[x+/«cs)Ei7(i5c*:i<ul , t » o .o i=o J

Frn -:er.a lerne 3 n' čin.jenice da q(t) e lfo,«>) , neposredno
povlači da y( ̂ (t) 6 L [o,<») za svako ;:=o,...,n-l , tj. 
3(3T)U 3n""(D-)cj, [o,°°) . Stoga, poraoću neorerae 3 dobij'amo

(lQ- S(D) U Sr"‘1(lO S Ij2 n LOT[o,oo) , što aac'e kontradikci ju.
'}/' 0 0.0 9. 4- # j jc o se vidi da teoreraa 3 i posledica 3 aogu
dokazane i pod slabijim pretpostavkana o funkcijaraa q. (t)-

s,-q_. (t) £ L [o,«0 , s.;  ̂l za svako i=o,...,n-l ,

j *..i r:e tada dosta iz-ii- •> lo -n. ,jednostanrnosti dokaza.
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U speciQalnoRi slfrčaju, za rb\ferencijaliie operatore M i M£ ,
dobijamo j'aču tvrdnju kao što sledi.

s.Teovena ’7;' . Ako q^(t) eL x[o,~) , s,-  ̂1 za svako 
i=o,... ,n-2 i S(M) U Sn"2(M) c l” [o ,~) , tada ,je S(M) U Sn"2(M) 
ci/ [o,“) alco i samo ako S(ilT ) U Sn _ '(I-'A ) SL" [o,<»)

U specijalnon slučaju, kada je n=2 , dobijamo poboljšanje
rezultata Patule i V/onga l9,teorema 5*1* i 5*4.1, dok u sluča-

r
ju kada je K j realan formalno samoadjungovan, diferencijalni

. t
operator reda n=2m dobijamo poboljšanje i uopštenje rezulta- 
ta V/onga lll,teorema 2.1 u linearnom sluča.ju.

U mogućnosti smo da damo poboljšanje teoreme 5 kao što sledi.

Teorer.a i. Ileka je S(D) U Sn"“(B) E L̂ fi L°[o,») za 1  ̂p  ̂co

i neka su q -(t) € L^fo,«3) za k  ̂1 i p 4 Pp- . Ako je

pr-l(t) 6'Llo,“) tada je S(DL) U Sr ""(D^) £ iP 0 i T [o,-) .

Dokaz: Sledeći istu liniju dokaza kao i v. teoremi 1 dobija- 
mo relaciju (1 1 ) na osnovu koje se do^ija

■p "
(1 7) l7 ^ ( t ) l   ̂C1*]Xt)[l+/*0(s)q(s),ri7 (i)(s)|dsJ

t ^ o , k=o -1

Staviro — + —. = rr + tr/ = 1 • Razlikovaćevo sledeće slučajeve:"D "O* -- rZ v
a) 1  ̂k  ̂p' (=> k' ̂  p)

TTa osr.ovu relacije (17) a zbog 3(Đ) U ' " \ d )c l °° sledi 
da je
•n-i . n- 1

H l y ^ ( t ) l  * C,c[l+/*_(s)q(s)H ly^(s)lds] , t * o . k=o '• o i=o J
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ra’vo d)o(t)eI 0 T' [o,«>) povlači da je .tQ(t) e L to je,

-,hofj q(t) e I L , *0(t)q(t) € L[o,“) . Sada, na osno\m leme 7,
slodi da

n- 1

Y ~ ly^lv̂ (t) l e l”ro.”) , t — ok=o

Koristeći ponovo relaci.in (!?■) dobijamo

«yC-)(t)i * 1+C16 /4>0(s)q(s)dsJ ^ c17*k(t)

t ži o , k=o ,... ,n-l ,
što povlači da ;:e y( \  t) e IL [o,«) , k=o,...,n-l , što je
i trecalo dokacati.
b) 1  ̂p 4: 2  ̂p'< (==> ?  ̂p > k' )

DeLinisimo sJmrpove Â . i B̂  na sledeći način: B̂ _= [o,t)\A. ,
 ̂[o,t] : q(s)  ̂l] . Tada' se, primenor Kolderove nefiedna- 

čine, dobi.ja

( 18)
n-1

/*0( s)a(s) H l y (l \s) I ds= o - .i=o f + f
At Bt

r-l 1 1

- (/ ( E l 7 (,’)(s)0Pđs)P(/ C*„(s)o(s))Pds)p,+ / i
At ;=p At 0

t n-x . I t o I,
~ O j r / j  E l y ( )(s)lpds)p(/*p(s)ds)p +

O 1=0 o

t r“'' . 1 t I
+Co(/ 1—  I  ̂( s) I Dđs)^(/a(s)ds)^ J o i=o o

' . +. n- 1 i
< c19( /  E l y (i)(s)lpds)p .o i=o

6 o



Uvrštavanjem ”0-r31Je nejednakosti u relaciju (1 7) dobijamo
n- 1 _1

(19) Iy(k)(t)l ž C-, <fc-|c(t) [l+C1Q(/ IIiy(l)(s)lpds)p ] ,
t
o x=o

t  ̂o , k=o,...,n-l ,
što, posle primene- leme 4, povlači
n- 1  n- 1 n-1
)_ ly(::)(t) lp  ̂Cp ZT^Ct^fl+Cno / /L ly(r"\ s )  ipds] , t ^ ok=o ' ° k=o iV L ' o i=o J

Kalco je d>/(t) e L[o,c°) za k=o,...,n-l , to se integracijom 
poslednje nejediiakosti od o do t i primenon Bellmanove leme, 
dobija da j’e S(Dj ) U Sn-~(pT ) - Lp [o ,«0 pa na osnovu relacije 
(lO) sledi da ;ie S(DL) U Sn_1(DL) c L°°[o,“)

c) 1 < p'< 2 < p , v> < k p
o-2

.ako je
oo o-o

/ (i (s)q(s))pds  ̂ (/ d>p(s)ds)p(/ (q(š))p p/ds)pp/ ^
A A U  At “t

3. o-p'
 ̂ (/  *5(s)ds)P(/ qk( S)dS)I>P' * C „  , t  i* 0  ,A, ° A, < Lo t

(đer je >  ̂ Pa se ponovo dobir'a relacija (18) i do-

kaz teče poznatin tokom.
Lako Je sa uslovima a), b) i c) prekrivena čitava oblast

pvP1 •' - 1 , P - , teorema je dokazar.e,
Za slvča-‘ n=8 ova teorema je prošj rev.je rezultata Eutlera 

i Paoa H7,teore: a 4.1.1, >o,ji su u istor. radu pokazali da je 
to i .oajvir.e sto ože da se uradi na teoreni 1 , u smislu, da
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za svaki par (p ,' ) , k> 1 , p

lika (1) čija su sva rešenja u Lp nLc°[o,«>) i funlccija q(t)e 
ć L [o,«>) tako da jednačina (4) ima rešer.je koje nije u Lp [o,») 

Frimedba Uslov p*_^(t) &L[o,«>) u teoremama 1 - 3 i pos- 
leđicama 1 - 3  noče da se zameni sa sledećima:

t
qn- (t)exp(/p|*_-, (s)ds)eL"[o,«>) za i=o,...,n-l

1 o *“
u teoremi 1 i posledici 1 , /

L/
o.- (t)exp(/p*_-, (s)ds) e L[o,«>) za i=o,...,n-lo

u teoremi 2 i posleđici 2 ,
4-

(t)exp(/r^_-j (s)ds) e Ir[o,«>) , p ^ 1 , za i=o,...,n-l

u teoremi 3 i posledici 3*

4. PERTURBAČIJE SA FETARDIRANIL ARGUMENTULA

Sada ćemo do’cazati neke tvrdnje, analorne onima koje su do- 
bivene u prethodnim paragrafima, za slučar kada perturbirana 
jednačina sadrži neko kašnjenje.

Posmatrajno jednačinu (5) zajedno sa perturbiranom retardi- 
ranog tipa

(2o) DRy=Dy+qn_1(t;)y(n-1 )(t-rn_i(t» + ...+c0(t)y(t-rCt))=o ,
t  ̂O , ‘O

r"de, za svako '=o,...,n-l , lim (t-'T. (t))= .
t-> oo x

Štaviše, pretpostavir.o da funkcije q,.(t) zadovol,iava,ju uo- 
biča.jene uslove glatkosti tako da rešenje jednačine (2o), za 
sve početne fn.nkcijo ¥(t) definisane na pcČetnim skupovima

P'-\- postoji jednačina ob-
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E.={o)u{S: s=t-f. (t) < o ::a * * o } , postoji (videti 141 ro
osnovne nezultate o proMeai .v ■istenci.je za (”o))*

Sada, uvodino sledeći. usl.ov

(21) f/(t) ^ 33 <1 za f  ̂o i ^(i)(t) e »°] i
i=o, • • • ̂ n- _ .. *

Sledeći rezultati se 3.aI:o :iocu. dokazati onsteči slior.e 
raetode kao u prethodnov. para rafu.

Teorema p. Posmatra.' o .iednačinu (5) ra.-edno sa jed/iačinon 
(2o) i pretpostavino da s^ -adovoljeni uslovi teorema 1 - 3, 
l/ - 3'i posledica 1 - 3 i d? je zadovoljen dodatni uslov (2 1) 
kogi važi za p=2 u teorenama 1 , 1 i posledici 1 i za p= °° 
u ostalim sluča.jevina. fada, sve odgovara.'uće tvrdnje osta.j”. 
na snazi.

Dokaz: Pošto dokazi slede iste korake kao u odgovarajućim 
rezultatima prethodnor parar-rafa, daćemo sar.o razliku dokaza 
analogona teoreme 3.. fao i dokazu teore~e 1 dobijano relaci-

^ x)(u) -a en.'er.o sa (u)). Sada, imamoju (13) gde je 7

č i ) ( u-'ri ( - .o ) i2du= £  l y ( l ) ( u ) | 2 r i f r u r  -
t
/1 y K
o

(l-Bf  -%(<>')
/ 17^ ~ ̂ C’-1) ! 2du=B, [ / lNfCl)(u)i ndu+/l7 (i\u)l2dulu(o) -^(o) o J

*0- /Bo+Bo /l;^l)(u) l^du , t ^ o  , i=o,... ,n-l
^ ^ o

i dokaz može biti r.astavljer. kao u dokazu feoreme 1 .
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5. NELirTEARNE P S R T l^ ^ 01'7̂

U ovom raragrafu ćeno se posabaviti nelinearnim perturbaci-
Jama jednačine (5) -'oje su ooli. ca ( ), Preciznije, pretposta-
vimo da su r- jž 1 za svako i=o,...,n-l , tj. posmatrajmo
sublinearnu perturbaciju (?). '.ezultati. koji će se dobiti pro-
širuju i uopštava~u prethodne iz paragrafa 3* Za razliku od
paragrafa 3, gde sr.o se, zborv tehničke jedr.ostavnosti i očigle-

/dnosti, više upustali u ftetalje, u ovom paragrafu cemo: manje 
detaljisati, stir pre što u dokazina koristimo slične ideje 
kao i u paragrafu 3.

ITaponenino da, v svin sledećin rezultatima, brojeve ^ »

i=o,...,n-l treba interpretirari T:ao <» ako su r̂  =1
Teorena 6. Posr.atrajmo diferenciJalne -'ednačine (5) i (7) 

i p.eka su zadovoljene pretpostavke teorene 1, gde Je q.. (t)e
 ̂(n -p ~* 1

c-L (o,°o) za i=o,...,n-l zanenjemo sa q. (t) e L 1 (o,»)
za svako i=o,...,::-l . Tada, važi zaključak teorene 1.

Đokaz: Polazeći od relaci.ie (12) i kcristeći Holđerovu ne- 
Jednačinu, dobijano

1+/I (s)(y^(s)) xl2dso i=o

a z p * y ( *>[1+/ I I I s ) i2 1y( 15( s ) 1 2 r i dS]
‘0

O 1=0

- ■_~ i ~  T Z ^ T  1 -•I' -p
02p*?(t)|X+II(/,q,(E)r ds) k / l j ^ k a ) ! ^ )  1 1 < i=c o o J

2
1- r 1-r •
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n- 1

ĉ <t)J:(t)[1+ II(/iy^(s)rcds) ] , t ^ o , 
1 L i=o o

]c=o, • < • ,n—J- ,

što vodi ka 
n- 1

E  /<y(k)(S) d d s , c2, / E*2(S)ri+E(/'y(i)’(u^ u)ri J d s  ž
n- 1

k=o o '2*  ̂ t-—  wk'" o k=o ' L 1 = 0 o

n- 1 n- 1

- coi+c2^ /(H * S ( s))( (u),2du)_lds * - :° •o k=o “ i=o o

Obeležavajući

z1Xt)=/ly'v 'y(s))"ds , k=o,...,n-l ’Iv o
zaključuiemo da su zv(t) neopadajuće funkcije štc, Pre^o pos- 
lednje nejednačine, povlači da mošeno pretpostaviti da je 
zv(t)  ̂1 za svako k=o,...,n-l i t  ̂o (u suprotnom, pos- 
rnatne.no u poslednjoj nejednačini funJccije l+zk(t), k=o,... ,n-l).

r*.
storra, (.Zj,(t)) x - (z>(t))J- za svako k=c,...>ri_p j_ t ^ o ,

’a obzir ovu či- 
je

1 — T'l—1t
/<o k=o

u ' n "̂r|r. . o - i - n- 1 j 4 x . Uzima-ući ,, 
njenicu i lenu 4, poslednja uejednakost povlači da

r.-i t n-1 n-1
zn (t) - Cc>4.+r"9z /( ŽZ*CCs)) Z—  u(~)ds zk ' ■ * ’ v o k=o ‘ "=o ~

+ n ,+c„. / ( I I * S ( n ) ( E ^ ( s ) ) rds■ o ' = 0 1=0
4- vJ ~ O ,

(to, na osnovu le~e 3, uslovljava da .je
n- 1 1tr-J

r , ( t )  4t=0 f / r
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čime ;je lcompletiran dokaz, teoreme.
Pr^medba Očigledno, posledica 1 i teorema 1 se mogu pro- 

ši.riti i na nelineamu nertnrhi rann jednačinu (p ), na isti na-
čin kao i teorema 1. U svetlu te činjenice, aaključujemo da 
ie nelinearna versij'a teoreme 1# poboljšanie i uopštenje rezul- 
tata Wonga !ll,teorema 1.1.

Teorema 7. Posnatrajmo diferenciJalne iednačine (5) i (7) 
sa obzirom na pretpostavke teoreme Tada, zaključci ^eoreme 2 
ostaj'u na s.nazi.

Dokac: Polazeći od relacije (11) i koristeći činjenicu da 
d>k(t) e Tj° [o ,°°) , k=o,...,n-l , dobio'amo

n-1
lŷ  \ t ) l   ̂ c1*7„(t)("l+/q(s) IZ  ly  ̂’ ' (s) I ^dsl ^

L o i=o J

t 71-1 . r .
£ C9S|l+/q(s) Y1 (̂s) I 1dsl , t ^ o , k=o,...,n-l ,

-L o i=o J

što vodi ka
n-1 y>

wk(t) ž C26[l+/q(s)_II(wi(s)) "dsj , t  ̂o , k=o,...,n-l ,

pde smo uveli obeležavanje w^(t)=l+l7  ̂ '(t)l , t  ̂o , 
v=o,...,n-l . Uzimajući u obzir činjenicu da je w, (t) i 1 za 
svako k=o,...,n-l i lenu4, imamo

r- 1 n—1 . n—1_~ -r. . . v 27 r»
k * 0?6 i_[i+/q(s)L('',-':s))‘ids|"" (. 

k=o k=o o i=o J

+. n-1 ^
- nC10[l+/q(s) JZ(w.(s)) xds] , 

' L o i=o J
1



\

kcge, ponoću leme ? povlači da wv(t) € L^Co,«) za k=o,...,n-l ,
čiine je kompletiran dokaz teorerne.

?̂ l: .ed>a 7. Očigledno, posledica 2 i teorema 2 se mogu pro-
širiti na nelinearnu pertiirbiranu diferenci^alnu Jednačinu (7)«
Teorerna 7 de proširenje teoreme A na nelinearni slučaj, i šta
više, zaključak teore ie A važi za nelinearne perturbacije li-
nearne .jednačine sa konstantnim koeficijentima (2).

Teore-ra 2. Fosmatrajmo diferencijalne jednačine (5)/i (7)
sa obzirom na pretpostavke teoreme 3, gde je q. (t) e i P  [o ,<*>)

m .za i=o,...,: -l i p  ̂ 1 zamenjeno'uslovima q.(t)e L 1 [o,°°)
Oza 1  ̂r.?. - TZ^r- i svako i=o,...,n-l . Tada važe zaključci 

teorene 3.
Dokaz: Pošto je dokaz sličan dokazu teorerae 3 , a zbog neli- 

nearnosti koriste rastavljanja demonstrirana u dokazima teore- 
ma 6 i 7 ? izostavljano ga.

?ri,..ed'~a "♦ Očirledno, posledica 3 i teorema 3# se m.ogu pro- 
siriti i na slucaj nelinearne perturbirare diferencijalne jed- 
načine- (7). Stoga, zaključujemo da je nelir.earna verzija teo- 
rerae 37 poboljšar.je i uopštenje rezultata Vonga lll,teorema 2.1.

6. PPIMSD33 I DISIOJSIJA

Razraotrirno izložene rezultate i ukažimc na moguća uopštenja 
vezana za opštije 'lase diferencijalnih operat'dra.

ri edki, 9. k/i rezultati dobiveni u paragrafima 4 - 6  mogu 
se prožiriti na diferencijalne jednačine oblika:

Dy-,?(t,T(l:),...,y(n''1)(t)) , t * o  ,
ili
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(24) Dy=F(t,y(t-^ (t)),... ,y(':1 ]''(t-'ćT',_1 (t))) , t * o  ,

''.’de ,1e

n t ^ oIF(t,u1 }...,un l * g(t)+h1 (t)lu1l +...+hn(t)lun .

- °° < u ± < °° , r̂  > o , i=l,... ,n .
Osin toga, hašn.ienja £j(t) zadovoljavaju uslove date u pa- 

rarra-fu H, do': funlccije . (t) zadovoljavaju iste uslove :cao i 
perturbirjani koeficijenti q.(t) iz paragrafa 3 - 5 «  Dodatni, 
nehomogeni član g(t) zadovol;;ava različite uslove u različitm 
rezultatina. Lako se vidi da teorerae 1 i 6 (teoreme 2 i 7) va- 
že za diferenci,ialnu lednačinv (23), ako dođatno pretpostavirao 
da je -'(t) e 1°fo,~) (”(t)tL[o,“) ). Štaviše, teoreme ? i 8

važe uz dodatni -slov g(t) 6 L^fo,00) . Seda če očigledno, ka-
ko se i ostali rezu.ltati paragra.fa 3 - 5  ' Ogu proširiti na di- 
ferencijalne jednačine (23) i (24).

U svetlu ove čino'enice, teorema 1 za n=2 , ,je pobol.jšanje
rezultata './yr".-/inske 112,teoreme 1 , i 2.1, dok je teorema 5 za 
n=2 , poooljšan.je rezultata Mironova l̂ l.

Konačno, sv? dobiveni rezultati se mogu podesiti da glase: 
ako je q - (t) = o za j=l,...,m tada je dovoljno pretpos- 
taviti da je 3( 3) ) U 3r J’“1( $ ) S  l P [o ,00) za odgovarajuće 
p ^ 1 , gde je <3 bilo koji od D i M, da bi imali zaključak 
3( 3) ) U 3n"’°"'1( ) Sr Ld [o,») , gde ,je X) bilo koji od Dj , D,,,
Kt i D- .

Pri' edba lo. Verojratno, na.jinteresapkrni,‘H slučaj u primeni 
,je sluča.j kada ,je Dy = K y . U tom slučaju lako se dobija ka- 
rakterizacija kađa se sva rečenja jednači.ie Ky=o nalaze u Lp fo,°°)

6 B



za nel o pfi 1 . Ohelešavajući karalcteristični polinom aa
(2) sa Đ(A), t,i.

Đ(A)= A +Cj,_-̂ A '"+...+CQ ,

zalcl.iučujemo sledeće: jeđnačina (2) ima sva rešenja u Lp Co,«>) , 
1 - P < 00 , zajedno sa svin svojim izvodina ako i samo ako je
Re(\) < o , i=l,...,n , gde je karakteristdčni koren a
Re(X■) njegov realni deo. Štaviše, jednaoina (2) ima sva reše- 
nja u L Lo,°°; zajedno sa svim svojim lzvodima alco i sano ako 
je ke(A,: ) + o i višestrukost korena, čiji realni deo je nula 
(ako ih uopšte i: a) Je 1 . Stoga, na osnov dobro poznatih re- 
zultata (videti 12! i njegove reference), zaključujemo da je 
3(1 ) U S“~''(T ) — Ih [o,°°) za neko J=l,...,n i neko 1 4 p < “> 
ako i sam.o ako tje-diferencijalna jednačina (2) asimptotski sta- 
’bilna, do:: ,je slov S(K) U Sn“'](K) £ L°° [o,») za neko j=l,...,n 
ekvivalentan. sa stabilnošću jednačine (2). Đetaljnije o ovom 
i za ovo vezanin problemir.a nože se naći u I2,str. 19-2?I.

’r-1'.' ed'-a 1 1 . Ako želimo da izbegnemo pretpostavke o vlatko-
sti rešenja neperturbirane jednačine u našim. rezultatima, mo- 
žerr.o koristiti oblik formule za varijaciju parametara ko,ji ko- 
risti Zettl I1 3 I i 1141, u kom slučaju nar trebaju neke odgo- 
varajuće pretpostavke o rešenjima adjungovane jednačine. Sada, 
uzimajući u obzir ovu čin.jenicu, lako se uogu preneti svi rezul- 
tati ove rlave da sadrže pretpostavke o rešenjima adjungovane 
jodnačir.e uvesto pretpostavki o Sn_1(D) ili Sr‘“ (M) ili 3n_1(Dp).

7 . PEP.DTJRSACIJE DIP'CREITCITIH JEDkACIn'A

IJ ovom paragrafu ćemo posnatrati linearr.u diferencnu jedna- 
tinu n-tog reda
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1(°4) = y(n+m)+^.p_̂ (".)y(n-l+!n) + .. .+po( rv’\"'('’’ ) - 0

i njoj pridrnženu perturbiranu jednaeinu

m=o,1 ,...

(25) T)Ly = 'fiy.+qr>_ 1 (m)y(n-l+m)+.. .+q„(m)y(r):■ln-l m=o,l,

i po’-ušati da prenesemo rezultate analogne cnima iz paraprafa 
Zbop jednostavr.5,1e strukture skupa prostora 1* , odnosno zbog 
osobine da l^ E  l Cl kad mod 1e 1 ^ p ^ q  ̂°° » formulacitie
teorema kao i nelci dokazi poprimiće Jednostavmju formiji«

3

ITvedir.o ^eka obeležavanja i navedimo neke dobro pozhate re-
zultate kole ćemo koristiti u dallem radu.

ke1-" 1e 3 bilo ko.ii od operatora T), D_ , k 5 li V r . Tada 
uvodi mo obeležavan.ie

c ( <3 ) = (a V : 5 y=° } za k=o,...,n- 1 .

Tako, S( <3 ) oznacava skup svib rešenia od (24), (SS), (29) ili 
(3o), 1 (( ) označava skup svih prvih diferenci.ia. rešer.ja i td.
Dalje, neka su .ŷ (m), i=l,...,n linearrc nezavisna rešenja

jednašire (94).
Prvi rezultat 1e reprezentaciia rešenja proistekla iz for- 

mule ze vari.iaci.ju konstanti .
Lema 3» Heka 1e P(u,v) neprekidna funkci.ja nad r 2 s v(m) 

rešen.je jednačine Uy=F(m ,y(m)) . Tada je

m- 1
c.; A,Jy,- (m)+ H  A.  'G(s  ,n)F(s ,y(s) ) 

s=o 0=o,...}n-l

^de ,ie-J o

J o



\

y:(s+i)
•

••• yr(s+i) 
• • • ••

^(s+n-l)
• • • •
••• 7n(s+n-l)

n O ) ••• yn(m)
^(s+l)
•

yn(s+i; 
• • • ••

(s+n)
• • • •
• • • yn(s+n)

/
Determinanta D(s) je Casoratijeva deterninanta i za nju va- 

ži sledeća tvrdnja (videti 118, str. 354-3581).
" 3. (Hejmannova teorema) Casoratijeva determinanta D(s) 

zadovoijava linearnu diferencnu jednačinu prvog reda

D(s+l)=(-l)npo(s)D(s) .

Gledeći rezultat je direl'tna posledica leme 4.
Le.-a 7« Ako u e l 1' tada i 1?
Sledeća lema je generalizacija diskretnog analogona Gronv/ali 

-Bellmanove leme i može se naći u radu Willeta i Wonga llol.
L.e a 8. ITeka su v(n), vr(n) i u(n+l), n=o,l,... , nenegati- 

vni nizovi brojeva za koge .je v(o)=w(o)=o a uQ i p su kon- 
stante, takve da je p  ̂o , p 4 1 i uQ > o . Tada, nejed- 
načina

n n
(n+1 ) 4 u +  H  v(j)u(j)+ Hw(j)up(j) , n=o,l,... , 

0=o j=o

povlači da je
n

:(n)u(n+l) £ ^J~P+(l-p) Hv/OOe 1 P(k)]
1
--P , n=o,1,... ,
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Gđe
n

e(n)= f j (l+v(j)) 1 , n=o,1 ,
J=o

Sarta raoseno da forraulišemo diskretnu verziju uopštenja V/ey- 
love alternativne teoreme.

Teoreraa ?. Neka je S(U) g l2 i q . e 1“ za i=o,...,n-l
s

A'-o postoji M^ tato da je | | lp (m) I  ̂M, > o za s=o,l,...
ra=o

tada j'e S(DT ) Sl^'
Do o.z: ..a osnovu leme 5 zaklgučujerao da se sva rešenia od

(25) m i pretstaviti kao 
nn n m-l

- J • ' ~ J ~  °i Ji v ' “ ')—  y i C::') Y Z  ̂ ±(̂ 1 » * * * »7-i _! »H-; J.] » • • • ) (s) *1=1 " ' 1 = 1 " S = 0 L 1 + J- n

•r_i)n+i____LL?J . . m_0 i
D„ F I p„&)

0 k - V 0'
Sde je D =D(o) dok je

T"_l n- 1

f (s)= -JZ q±(s)y(i+s) = JZq̂(s) ̂y(s) .x=o 1 =  0

Cči ledno su q̂ .(s) linearne kombinacije od q.(s), pa preraa 
torae q. e 1°°

Morisfeći činjenicu da .je G(s,m)=o za s=r-n+l,... ,m-l
dobijamo

n n r _i

(2'7) a  7 (m)= c . A :y - (m)+ (ra) J Z  (-l)n+1M. (s)-----------
i=l i=l s=o 1 2

D- lp„(k)o = 0

7 2



• • •/_;ci i-i — — O ̂  ̂] —0. •
Na osnovu leme ?, S(L)£12 povlači da tie S(U) E 1°° , pa Je

n n
I'"'’-iCs) I - K E  ly.(s+l)l ^ KEly..(8+l)l

,j=l J ' ' '
,1 * i 0=1 ' " J

sa svai'o i=l,...,n i nelco K> o . Tako, na osnovu (26) do- 
bijamo

m- 1 nJi

I a V(’ ) I * E  'A y.(m) i [rr +k E  E  iy,-(s+ 1) 1---- 1 /-------- ] ,
1 =1 L ~ S=0 p~l ' Ji. ->

»>n r n W ) i0 ico 0
sa r=o,..., r.-] ,,.. . , odnosno

n-3
lA 'y(3i)l < r,*,.(n)[i+E * 0(«^)---'--------  ] ,

' 'Kolfl lp„<k)l
s=o

0 :c=i'"0'
k=o,...,n-l , m=o,1 ,... ,

6de sr.o uveli obeležavanje i>k(m)=max |l đ zy. (n) ! : i=l,...,n} 
u=o,...,r,-l . Zbor; pretpostavke o orrnnioenosti sa donje

^trane (| }p (:■■)!, sledi da ;i>e '
1 =  0

m- 1

(op) !A:v(n)l I^*v(m)[l+E*0(s+l)lf(s)l] ,L s=o J
.-o,... ,n-l , m=o, 1 ,... ,

odakle, ra osnovu Cauchy-oc-'v/arzove nejednakocti, dobijamo
m—1 1 n—1 1

! A y(m) I  ̂ :-/4..(; 0[l+( E 4o(s+1^ ( I I f?(3))7 J *;=o s=o
o ,...,■ —1 , m.—o, 1, •..



što, zbor; eo , povlaci. đa ,1e 
m-1 1

I A' ,7C") I - yd\-(ra) [l+( J~ r~(3)r j ’:=o,...,n-l , m=o,l,... ,;=o
odnosno,

\A~7(v.)\2 * K5<br(rn)ri+y2 f2(s)] , 
^ " L s^o J

ra- 1

k=o,...,n- 1 , m=o,1 ,...

Iloristeći činlenicu da je q. 6 l” , i=o,...,n-l , nalasi~L j
mo da Je

m—1 n-1
lA;y(n) ! 2 ^ K5<fc2(m)[l+E I E  q, (s) a V (  s) I 2 1 ^L s=o i=o -!

m—1 n-1
- [k+ L  IZ •q1-(s)l~IA~7(s)l2 1L s=o i=o “ J

ri-1 m-1
-' IV*-?(ra) [l+ H  E  ! AX7( s ) ! 2 ] , >=o,.i=o s=o J .,n-l , m=o,1 ,

što posle sur.lranla po I: od o do n- 1 povlači 
_n- 1  ̂ n- 1 ra- 1 n- 1

ZZ I A"y(ra) I ̂ 4 K7 Zv-2(m)(l+ ZI Z _ ! ^ 7 (s)!2 ]r=o ( k=o L s=o i=o -I

Definisino sada
n-1

r r ( 1 ~_ IA 7/(ra) I 2 , ra=l,2 ,...
1 =  0

pa iz poslednje relacije iraamo
-̂c n—1 ra- 1

n(' ) - K? H * 2 ( n ) [ l + E u ( s ) |
* k=o L s=o J 5



C
j

.

odnosno

, dobiti

f/

P p-1
=Ks[1+ T L *(ni)w(ni-llKgri+y^ *(=+l)w(m)]n=o J ' *- n=o -»

n- 1

gde sno stavili d»(m)= £]<;(-) i u(-l)=o što povlači da jer=o ~
v:(-l)=o . Koristeci sada lenu 5 dobijamo e(p-l)v;(p)  ̂7C što
je elrvivalentno sa

p- 1

w (p ) * vt— t v ^na+*(ii+i))<-
w  0 = 0

oo
a ovo povlači da Je I I K  0+1 ) < 03 , o'er is e 1 ' sledi da

0=1 ■ . K
e <b e 1

losledica č. Keka S(D) l2 ,JL neka je q. fc 1°° D A:;o ge
s

*'']_> o tako da oe ( [ lp (m) ! ^ P, > o za svako s=o,l,...rn=o
tada 3(TL ) 4  l2 .

Dokaz: Pretpostavimo da S(TTL) Sl 2 što, na osnovu teoreme 9

P n-1 p m-1
Y~ a(m) 4. Kr; J 7  JL *2 (ra) fl+ Y~u (s )]n=o k=o - ,=o v L s=o J

■ P
Stavimo v:(p) = Y~ u(m) , pa ćemo zbog 4>. e l2 feo K

p m- 1

<Km) Y ~ uCg)m=o s=o
w(p)



povlaci da je i 3( -) - i , ier se Dy moše posmatrati kao li- 
nearna perturbaci(1a od D-, y, t,1.

21-1

'Dj(m) = ULy(m)- ̂  q. (n)y(i+m) .
.1 =  0

Primedba 1°. U specijalnom slučagu, ako je p (m) = 1  i
sdnacine TTy i P_y primaju specijalne oblike

Primedba 12.
q0O iii o s* Pl P P- P

(29) Uy = y(n+n
i

(3o) “Ly = “ y+qr__;

dobijamo iz teore:
... ,

Ueorora Viosu q ± t f ’ za i=l,...,n-l tada je
s0 0  s r  ako i samo ako je S(!Tt ) E 1'

J J

llec.eći rezultat je proširenje teoreme Dini-Hukuhare sa slu-
v  mcal diferencne c’e<inačine.

__ocrema ’.o. eka je S( 0) i neka su q„. t 1 za
1 - 0 1 • • • ,n~l . 'o posto^i . >  o tako da je za svalso m=o,l,..
m

!l 1 Prt(s) I  ̂Ili > o tada i S(U) c l“s=o u x -u

Dokaz: Kao i u dokazu teoreme 9 dobija se relacija (28). ko- 
-e ? na osncva čin.jenice đa <t>v(m) e l°° ze. k=o,...,n-l , nepo- 
oredno oovlači

n- 1

I a V ( "-) I  ̂T̂ o*v(-)Fl+5~ !̂ (r:Tl] ^L ' i

n-1 r-1
- K0iv(m ) H  H  I q.- ( s ) I I A V  s ) 11L s=o 1=0 -1
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■ _1
Z  T.f' lo fi+ H  q(s) .H i aV(s) i=o i.=0

, -0 , . . . , —1 , : i—o, 1 , . . . ,

gdc smo uveli obelešavaeje q(s)-ma>:|l (s) I : i=o,... ,n-l j .
Prethođna ne.iednal-rost datie 
n—1 1 n- 1

ZZlAy(^)l = H q ( s ) E  1^7(8). , m=o, 1 ,... .:Q X = 0

Stavimo n(m)=}~ lfl'y(i)l pa dobi.jamo

m—1

- Kn + K n  £c(s)u(s)s=o

sto, na osnovu lene daie
m-K

< r) - e(r-T); =}: ( l+q(s) ) < 03 ,c=o

što je ebvlvalentno sa Z_l(s) ̂  03 , ođr.osno qels=o

Koristeći se istorn idejom dokaza kao u posledici 4, na os-
inovu teoreme lo, možemo dokazati sledeće.

Posledica 5. ieka S(IT) ̂  1°° i neka je o. e 1 za
m

i=o,...,n-l . Ako postoji M-, > o tako da ,je ! J |p (s) I ^ M^> o
s=o

za svabo rn=o,l,... tada S(TL)
> *IJ specijalnom slućaju, za diferencne jednačine 17 i Fv , do- 

bija se oštriji rezultat kao što sledi.
Toorena lo'. Avo je e 1 za i=o,...,n-l tada S(T7) £ 1°°
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a’to i samo ako S(;_)9l'°
Ulvasimo na ne-ce pnirnedbe kao i na nopnća uopšbenja*
-..i'. • -___m* 0 su slu " • u diferencijalnih jednačina te-

orema A i teorena B bile uopštene teoremar.a 1 i u slučaju 
diferencnih jednačir.a, nji’̂ ova diskretna ropštenja su objedi- 
ngena teoremo.n

- T'-- sc ra . Prir.etir.o da je diferencr.a iednačina My=o
odgovarajuća diferer.cijalnoo jednačini My=o i u prakii od 
veli’.op sr.ačaia.
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