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Predgovor

Doktorska disertacija posvecena je resavanju nelinearnih hiperboli¢nih skalar-
nih zakona odrzanja u heterogenim sredinama, proucavanjem osobina kom-
paktnosti resenja familija aproksimativnih jednacina. Tacnije, u cilju dobi-
janja resenja u = u(t, x) problema

Oyu + div, f(t,x,u) =0,

U‘t:o = Uo($)7

gde su promenljive z € R? it € R*, posmatramo familije problema koji na
neki nac¢in aproksimiraju pocetni problem, a koje znamo da resimo, i ispitu-
jemo familije dobijenih reSenja koja zovemo aproksimativna resenja. Cilj
nam je da pokazemo da je dobijena familija u nekom smislu prekompaktna,
tj. da ima konvergentan podniz ¢ija granica reSava pocetni problem.

Nelinearni hiperboli¢ni zakoni odrzanja su model mnogih fenomena u
fizici, mehanici i hemiji, kao Sto su protok kroz propustljive (porozne) mate-
rije, procesi sedimentacije, protok saobracaja, protok krvi itd. Ovi fenomeni
se najces¢e javljaju u heterogenim sredinama. Zbog toga je od velikog
znacaja ispitivati zakone odrzanja, kod kojih funkcija f, fluks odrzive veli¢ine,
eksplicitno zavisi od prostorne i vremenske promenljive.

Disertacija je podeljena na cetiri poglavlja. U uvodnom poglavlju opisan
je problem istrazivanja i date su osnovne osobine klasicne teorije H-mera.
Poseban akcenat stavljen je na Panovljevo uopstenju klasicne H-mere, odno-
sno na H-mere neprebrojive dimenzije, koje koristimo gotovo pri svakoj ana-
lizi problema u disertaciji i koje je jako bitno shvatiti pre no sto krenemo u
resavanje problema.

U drugom poglavlju resavamo problem difuziono-disperzione granice. Tac-
nije pokazujemo prekompaktnost niza resenja aproksimacije multidimenzio-
nalnog zakona odrzanja u heterogenoj sredini preko difuzije i disperzije.



Trece poglavlje bavi se aproksimacijom preko viskoznosti dvodimenzi-
onalnog skalarnog zakona odrzanja sa prekidnim fluksom, tj. prekompaktno-
S¢u niza reSenja takve aproksimacije. U tom poglavlju dat je i novi uslov
prirodne nelinearnosti znatno slabiji od postoje¢ih u literaturi.

U cetvrtom poglavlju, zakoni odrzanja u heterogenim sredinama su pos-
matrani u algebri Kolomboovskih uopstenih funkcija. Ukratko je pretstav-
ljena pomenuta teorija i dati su rezultati postojanja i jedinstvenosti Kolom-
boovskih uopstenih resenja.

Originalni rezultati dati su u drugom, tre¢em i cetvrtom poglavlju.

Na ovom mestu zelim da se zahvalim ¢lanovima svih komisija za ocenu
i odbranu ove disertacije, profesorki Mirjani Stojanovi¢, profesoru Darku
Mitrovié¢, profesoru Teodoru Atanackoviéu, profesorki Dusanki PeriSi¢ i pro-
fesoru Stevanu Pilipovié¢, sto su dali niz korisnih sugestija u cilju poboljsanja
kvaliteta disertacije.

[zuzetno sam zahvalna profesoru Darku Mitroviéu na gostoprimstvu i
neiscrpnim diskusijama u toku mog boravka u Budvi i Podgorici, kao i na
njegovom trudu i ¢estim posetama Novom Sadu, tokom kojih je i nastala
ideja za ovu doktorsku disertaciju. Pored moga mentora, on mi je pruzio
najvise stru¢ne pomoc¢i u naucnom radu i pri izradi disertacije.

Na kraju, posebno bih Zelela da se zahvalim mentoru, profesoru Stevanu
Pilipovic¢u, koji mi je uvek predstavljao neiscrpan izvor znanja i konstantno
pruzao snaznu podrsku tokom c¢itavih studija. Od njega sam puno naucila
tokom proteklih godina i sigurna sam da bez njegovog usmeravanja ova di-
sertacija ne bi imala sadasnji oblik.
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Novi Sad, 2009.
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Glava 1

Uvod

Nelinearni hiperboli¢ni zakoni odrzanja su model mnogih fenomena u fizici,
mehanici i hemiji, kao §to su protok kroz propustljive (porozne) materije,
procesi sedimentacije, protok saobracaja, protok krvi itd. Ovi fenomeni se
najcesée javljaju u heterogenim sredinama. Zbog toga je od velikog znacaja
ispitivati zakone odrzanja sa fluksom koji eksplicitno zavisi od prostorne i
vremenske promenljive.

1.1 Opis problema
Predmet istrazivanja doktorske disertacije je Kosijev problem

ug + div f(t, 2, u) = 0, reRY teR,

Uli=0 = up(x), z € R% (1)
Nepoznata funkcija v = u(t,z) : R* x R? — R je resenje problema (1.1),
odnosno gustina fizicke veli¢ine koja se odrzava. Izvod po vremenskoj pro-
menljivoj obelezavamo sa u;. div, f(t,z,u) = Zle Oy, [i(t, z,u) je divergen-
cija fluksa f = (f1, ..., f4) uw odnosu na prostorne promenljive x = (z1, ..., z4) €
RY. Fluks f = f(t,z,u) je data vektorska funkcija koja, osim od odrzive
veli¢ine, zavisi i od vremenske i prostorne promenljive, sto govori da je sred-
ina u kojoj se nalazimo heterogena. Ako je fluks f = f(u) zavisan samo od
u, odnosno isti u svakom trenutku i u svakoj tacki prostora, to znaci da se
nalazimo u homogenoj sredini. Data funkcija ug(z) opisuje pocetno stanje
resenja.



Uvod

Zakoni odrzanja imaju dugu istoriju resavanja. U opstem slucaju, klasi¢na
resenja Kosijevog problema za nelinearni hiperboli¢ni zakon odrzanja (1.1)
postoje samo lokalno po vremenu ¢ak iako su pocetne vrednosti ug male i
glatke. To znac¢i da se posle nekog vremena uvek pojave udarni talasi u
reSenju, odnosno reSenja postaju prekidna i ne zadovoljavaju jednacinu u
klasicnom smislu. Zbog toga proucavamo slaba resenja koja zadovoljavaju
(1.1) u smislu distribucija D’(R* x R?), odnosno koja, za sve test funkcije
¢ € DR x R?), zadovoljavaju jednacinu

/ Op(t,x)u(t,x) + Voo(t,x) - f(t,z,u(t, z)) dedt+
RJR?

+ /Rd uo(x)e(0, z) dz = 0.

Ovde smo koristili oznaku V, = (0,,, ..., 0s,) za gradijent u odnosu na pros-
tornu promenljivu z € R, tj. V¢ = (95,9, ..., Or,¢). Ovakva resenja nazi-
vaju se slaba, a cCesto i klasi¢na, resenja. Da bismo pokazali egzistenciju
slabog resenja jednacine (1.1), standardni metod se sastoji u resavanju odgo-
varajuCe familije problema koji na odgovaraju¢i nacin aproksimiraju prob-
lem (1.1), a koje znamo da resimo. Ono $to se nadamo da ¢emo dobiti je
da reSenja te aproksimativne familije problema konvergiraju, ili bar imaju
podniz koji konvergira, ka reSsenju pocetnog problema. Put do dobijanja
ovakvog rezultata je dugacak i zahteva koriS¢enje raznih metoda i tehnika
funkconalne analize: metoda slabe konvergencije, kompenzovane kompakt-
nosti, (mikrolokalne) mere defekta itd. Slaba konvergencija se uzasno lose
slaze sa nelinearnoscéu, a slaba konvergencija je najlepse Sto mozemo dobiti.
Ipak prava, tzv. prirodna nelinearnost (engl. genuine nonlinearity) moze da
ulepsa stvari, tj. da nam omoguéi rezultate o kompaktnosti resenja aproksi-
mativne familije jednacina. Uslov prirodne nelinearnosti pojavljuje se pri
reSavanju svih problema obradenih u ovoj disertaciji. Posebno dolazi do
izrazaja u tre¢em poglavlju.



1.1 Opis problema

1.1.1 Difuziono-disperziona regularizacija

Jedna dobra aproksimacija problema (1.1) je sledeca familije problema:

d d
O™ + div, f(t 2, u™) = e Y 0 by(Veu™) +8 Y Oopynyus (1.2)
j=1 J=1
uE"s(O,x) =ug(z), € R (1.3)

ZvaCtemo je aproksimacija nelinearnom difuzijom i linearnom disperzijom
(engl. zero-diffusion-dispersion limit). Vektorsku funkciju b = (b1, ..., bg)
zovemo difuzija i u ovom slucaje je nelinearna. Iz (1.2) vidimo da je difuzija
modelovana drugim izvodom. Disperzija je modelovana tre¢im prostornim
izvodom i u nasem slucaju je linearna, Z;lzl O 22, U-

Svaki od problema iz (1.2)—(1.3) ima svoj difuzioni parametar ¢ > 0,
disperzioni parametar 0 > 0 i pocetni uslov v za koji pretpostavljamo da je
u nekom od Soboljevih prostora. Sa poc¢etnim uslovom problema (1.1), novi
pocetni uslovi su prirodno vezani na slede¢i nacin

ug — up, jakou L*(RY) N LY(RY), kada ¢ — 0.

Skraceno pisemo u° = u*?, jer nam je cilj da nademo odnos izmedu difuzionog
i disperzionog parametra koji ¢e nam omoguciti da niz reSenja problema
(1.2)—(1.3) ima podniz koji konvergira (u nekom smislu) ka resenju problema
(1.1). Tacnije iz niza resenja problema (1.2)—(1.3) treba izvuéi neki kon-
vergentan podniz ¢iji limit u resava (1.1). Granica u je onda jedinstveno,
(entropijski) prihvatljivo slabo resenje problema (1.1). Nas cilj je da do-
bijemo tu granicu pod $to slabijim odnosom parametara € i d. Naprimer,
§ = o(e?), € — 0, $to znaci da ;% — 0 kad ¢ — 0, je jaca pretpostavka od
§ = 0(e?), € — 0, §to znaci da ;% < ¢, ali druga pretpostavka daje bolji
rezultat.

Dac¢emo sad hronoloski pregled resavanja ovog problema u homogenom
slucaju. U homogenim sredinama, kada fluks ne zavisi od vremena i pros-
tora, problem difuziono-disperzione granice prvi put je reSen 1982. u radu
[37]. Koristeéi metod tzv. kompenzovane kompaktnosti, Maria Schonbek
je pokazala da familija reSenja KdV-jednacine konvergira ka slabom resenju
Burgers-ove jednacine ako je odnos izmedu parametara

§=0(?), e — 0.
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U ovim jednac¢inama fluks je oblika f(u) = u?/2.
Isti problem, samo za fluks u opstem obliku, f = f(u), resen je 1999. u
radu [25]. Dobijen je isti odnos parametara.
Uz pojacan uslov
§=o(e?), e — 0,

resen je i multidimenzionalni problem u radu [19]. Bitno je istac¢i da se ovde
prvi put koristi DiPerna-in koncept meroznac¢nih resenja.

Cetiri godine kasnije u radu [13], koriste¢i kineticki pristup iz [35] i Leme
usrednjenja (engl. averaging lemma) iz [26, 35, 40], autorpoboljsava odnos
parametara na

§ = 0(?), e — 0, odnosno § = O(g%?), e — 0, za neko r > 1.

Bitno je ista¢i da u svim prethodno pomenutim radovima fluks koji odgovara
posmatranim zakonima odrzanja ne zavisi eksplicitno od vremena i prostora,
Sto znaci da se posmatrani procesi odvijaju u homogenim sredinama.

U heterogenim sredinama radi se na reSavanju ovog problema u dva
slucaja, za prekidan i neprekidan fluks. Za prekidan fluks (po z i t), Holden,
Mitrovié i Karlsen! dobijaju odnos parametara

0= 0(82), £ — ()’
dok bolji odnos
5= 0(c2), e — 0, tacnije § = O(e7+1), £ — 0

za r > 1 dobijamo mi, ali po ceni "lepseg”, LipsSic-neprekidnog fluksa. Osim
poboljsanja dosadasnjih rezultata, znacaj naseg rada je sto se prvi put koriste
tzv. H-mere (jos se zovu i mikrolokalne mere defekta, engl. microlocal defect
measures ). Uveli su ih nezavisno jedan od drugog Tartar u radu [41] i Ger-
ard u radu [9]. H-mere opisa¢emo detaljno u sledeé¢em odeljku, ovde dajemo
samo motivaciju. H-mere su znacajne jer mere gubitak (defekt) jake konver-
gencije, u smislu da jaku konvergenciju nemamo u okolini tacaka iz nosaca
H-mere (znamo da ako niz resenja problema (1.2)—(1.3) ima jako konvergen-
tan podniz, da je limit tog podniza resenje problema (1.1)). Ilustrova¢emo
ih na nekim primerima.

Naime, neka je Q otvoren skup u R" i neka je niz (uy), ogranicen u

(), takav da konvergira u smislu distribucija ka nekom u € LZ ().

L2

loc

INjihove rezultate ¢emo detaljnije objasniti u poglavlju 2.2.
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Trebamo ispitati gubitak jake kompaktnosti u L2 () skupa {u}l U {uy, : k €
N}. Prvi pokusaj su bile tzv. mere defekta, definisane na slede¢i naécin.
Naime, niz

je ogranicen u Li (Q), stoga slabo konvergira ka nekoj pozitivnoj Radonovoj?

meri v, koju zovemo mere defekta niza (ug),. Nosa¢ mere v je skup tacaka
iz 2 blizu kojih u; ne konvergira jako ka u. Pomoc¢u ovih mera mozemo
klasifikovati gubitak kompaktnosti. Na primer, ako je

—k|r — z0|?
u(x) = (2mk)"? e 2 :

v je Dirac-ova (delta) mera u x, i gubitak je posledica koncentracije (suppr =
suppd = {zo}).
Drugi primer je
() = e, (1.5)

gde je & € R™\{0}. U ovom slucaju, v je Lebegova mera, pa je gubitak
kompaktnosti posledica oscilacija. Kako v ne zavisi od frekvencije &, a os-
cilacije su veoma zastupljene u resenju problema (1.2)—(1.3), trebaju nam
mere koje ¢e zavisiti i od frekvencije. Zbog toga umesto (1.4), posmatramo
granice nizova oblika

(A(uy, — u) [uy, — u)

gde je (|) skalarni proizvod, a A se uzima iz klase tzv. test-operatora koja
je sira od samo mnozenja neprekidnom funkcijom. Najcesce je to neki pseu-
dodiferencijalni operator, a najpoznatiji primer je sa Furijeovom transforma-
cijom, dat u slede¢oj teoremi.

Teorema 1. [42] Ako je (up)nenw niz u L (Q;R7), Q C R, takav da

loc

u, — 0 u L2 (), tada postofi podniz (U ) C (), i pozitivna kompleksna

loc

2Radonova mera definise se na Hausdorff-ovom prostoru kao lokalno konacna i unu-
trasnje regularna mera na Borelovoj o-algebri. Unutrasnje regularna znaci da je mera
Borelovog skupa supremum mera kompaktnih skupova sadrzanih u tom skupu, a lokalno
konacna zna¢i da svaka tacka ima okolinu konacne mere. Na lokalno kompaktnom
Hausdorff-ovom prostoru (svaka tacka ima kompaktnu okolinu), Radonove mere su mere
koje odgovaraju neprekidnim linearnim funkcionelama definisanim na prostoru neprekid-
nih funkcija sa kompaktnim nosacem.
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Radonova mera pi = (p7%) k=1, » na R¥1 xS tako da za sve oy, 09 € Co(9)
iy € C(ST),

im [ Fond) () F (pauh ) (E () = (i, o) =

n/—o00 Rd E

o ’ (1.6)
. /Rd gd—1 ¢1(x)@2(x)¢(§)dﬂjk(x7§>’

gde je F oznaka za Furijeovu transformaciju, S je jedinicna sfera u R%, T je
oznaka za konjugovani kompleksni broj i Q je otvoren skup u R%.

Za nizove beskona¢nih dimenzija, sa kojima i mi radimo (i,j € &, gde
je € beskonacan, neprebrojiv skup), Tartarov rezulat je uopstio Panov u
radu [31]. Kako se nas rad oslanja na pomenuti Panovljev rad, odnosno na
teoriju H-mera koje odgovaraju nizovima beskonacnih dimenzija, u slede¢em
poglavlju pretstavicemo glavne rezultate te teorije.

1.1.2 Uslov prirodne nelinearnosti

Kao sto smo pomenuli, resavanje nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jed-
nacina je uvek pradeno takozvanim uslovom prirodne nelinearnosti (engl.
genuine nonlinearity). U poslednjem poglavlju posmatramo dvodimenzi-
onalni skalarni zakon odrzanja sa prekidnim fluksom i sa poc¢etnim uslovom
ogranicene varijacije. Preciznije, posmatramo slede¢i Kosijev problem za
dvodimenzionalani skalarni zakon odrzanja

ut+f1($ay7u)x+f2($7yau)x:()7 (17)
U(O,I,y) = ’LL()(I,IU),

gde je u = u(t,z,y), v,y € R, t € RTi f = (fi, f2) : R* — R? Kako
je pocetni uslov uy € (BV N L>)(R?), aproksimiramo ga familijom glatkih
uslova {ug}s-0 koju dobijamo konvolucijom pocetnog uslova sa adekvatnim
molifajerima.

Aproksimacija zakona odrzanja koju koristimo zovemo reqularizacija po-
mocu viskoznosti (engl. vanishing viscosity). Ona podrazumeva da na desnu
stranu jednacine (1.7) dodamo Laplasijan resenja pomnozen malim pozi-
tivnim parametrom ¢ — 0. Osim toga i prekidan fluks aproksimiramo famili-
jom glatkih funkcija {f°}s, za isti parametar ¢ kao kod poéetnog uslova, koju
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opet dobijamo konvolucijom sa adekvatnim molifajerima, tako da imamo dve
regularizacije (dva parametra € i 9).

Dakle posmatrani problem, (1.7), aproksimiramo slede¢om familijom pro-
blema (oznaka A oznacava Laplasov operator, Au = g, + y,):

Opus? + div fO(x, y,u™’) = eAu?, (1.8)

€,0 )
u |t=0 - an

gde su

o) =g [[[ aten 0w (555)w (150w (255 deine,
e = 5 [ wene (550 (51 asan

za w : R — R proizvoljnu glatku funkciju, takvu da je w(§) = 0 za |{] > 1,
i [w(&)d¢ = 1. Nas rezultat je novi, slabiji nego u dosadasnjim radovima,
uslov prirodne nelinearnosti koji obezbeduje jaku prekompaktnost familije
reSenja regularizacije posmatranog zakona odrzanja u prostoru lokalno inte-
grabilnih funkcija.

Egzistenciju reSenja poc¢etnog problema (1.7) dobijamo tako sto pokazemo
da je familija resenja aproksimacije tog problema, (1.8), jako prekompaktna
u LL (R" x R?). Da bismo to pokazali neophodan je uslov prirodne neline-
arnosti. Standardno se koristi sledeéi uslov, [17, 18, 33, 40]:

Neka je 5?2 C R? jedinicna sfera. Kazemo da fluks (fi, f2) zadovoljava
uslov prirodne nelinearnosti ako vazi

za skoro sve (z,y) € R? i sve ¢ € S? preslikavnje
A 50)\ =+ fl(x7 Y, )‘)61 + fZ(xv Y, )‘)52

nije konstantno po A na bilo kom netrivijalnom intervalu.

U nasoj analizi dobilijamo da je izvod wu(t,-,-) ograni¢en u L'(R?), z
svako t > 0. To nam omogucava da u; zamenimo funkcijom (h(z,y,u))s, a u;
prebacimo na desnu stranu jednacine, i da pri tom ne pokvarimo argumente
potrebne za prekompaktnost. To zna¢i da mozemo da zamenimo £\ u stan-
dardnom uslovu prirodne nelinearnosti, sa h(z,y, \). Ovako dobijeni uslov
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je opstiji i glasi:

postoji funkcija h(z,y,\) € C'(Ry; L®(R, x R,))
tako da za sve £ € S?, preslikavanje

)"_>€0 h(l’,y,A) +£1 'fl(xaya)‘) +§2 'fz(l',y,/\)

nije konstantno po A ni na jednom netrivijalnom intervalu.

Na kraju uvodnog dela, napomenimo da ¢emo, ako drugacije nije nave-
deno u tekstu, koristiti slede¢e oznake i skrac¢enice:

e ¢ za razlicite konstante koje se pojavljuju u ovoj disertaciji;
e M(+) za prostor Radonovih mera na odredenom skupu;
e 0 ili H je Heavyside-ova funkcija;

e Za vektor g = (g1, ..., gq), piSemo
d
lgI* = Z l9:%;
i=1

e Parcijalni izvod po nezavisnoj promenljivoj D,, u tacki (¢,z,u), gde u
moze da zavisi od (¢, ), definiSemo kao

Dzzg(tu z, /\) = (azlg@u xz, A))‘)\:u(t,x)-
Preciznije, pun izvod, 0,,, i parcijalni, D,., vezani su identitetom

O, 9(t,x,u) = Dy, g(t, x,u) + 0ug(t, v, u)0y,u.

e Dejstvo funkcionele p (mere, distribucije) na test funkciju ¢ obele-
zavacemo sa ([, ).
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1.2 H-mere

Dali smo veé¢ primer sa oscilacijama, (1.5), koji ilustruje neophodnost uvo-
denja H-mera, kao i Teoremi 1. U ovom odeljku ¢emo se detaljnije upoznati
sa H-merama, [9, 22, 31, 42].

H-mere, ili kako se jos nazivaju mikrolokalne mere defeka, definisali su
krajem osamdesetih godina dvadesetog veka, nezavisno jedan od drugog, Luc
Tartar, [42], i Patric Gérard, [9]. Tartar je reSavao probleme iz homoge-
nizacije, te ih je nazvao H-mere, a Gérard mikrolokalne mere defekta jer ih
je uveo kao uopstenje mere defekta uvodjenjem frekvencijske (mikrolokalne,
fazne) promenljive, §to smo videli u uvodnoj pri¢i. One su Radonove mere
koje zavise od dve promenljive, prostorne € R? i frekvencijske ¢ € %1,
gde je S91 jedini¢na sfera prostora R?. Dobijaju se kao granica kvadrat-
nih izraza funkcija iz prostora L?. Od posebnog znacaja je njihova primena
u hiperboliénim i paraboliénim problemima [9, 12, 22, 31, 32, 33, 36, 42].
Metode koje se pri tom koriste se temelje na dva svojstva H-mera: loka-
lizacijskom i transportnom. Lokalizacijsko svojstvo opisuje nosa¢ H-mere,
dok transportno svojstvo omogucava pridruzivanje parcijalnim diferencijal-
nim jednac¢inama posebne transportne jednacine koje opisuju Sirenje i os-
cilacija i koncentracija. Ovo svojstvo razlikuje H-mere od Young-ovih, koje
daju samo staticki opis oscilacija.

Egzistencija H-mera osigurana je Teoremom 1. Mera p definisana u
pomenutoj teoremi zove se H-mera pridruZena nizu (u,). Za niz (u,) kazemo
da je cist ako svaki njegov podniz definise jednu i smao jednu H-meru.

Granicu u izrazu (1.6) Teoreme 1 mozemo napisati i u drugacijem obliku
koristeci slede¢u komutacijsku lemu.

Lema 2. Neka su funkcijamaa € C(S41) ib € Co(RY)? pridruzeni operatori
na L*(R%), A i B:

Tada je njihov komutator K := [A, B] = AB — BA kompaktan operator na
L*(RY).

30vde pod C'Q(Rd) podrazumevamo prostor funkcija koje se anuliraju u beskona¢nosti.
Ako je b definisana samo na kompaktnom podskupu od R?, onda je van tog skupa prosto
mozemo (do)definisati nulom.
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Koristeéi ovu lemu, granicu iz (1.6) mozemo napisati u obliku
lim <901UZ1,¢0902U7]§> = lim <901U£: (750902“@ > =
n—oo 12 n—oo L2
. _ —\V
= lim <801U¥m ©2 <¢0Uﬁ> > )
n—oo L2

gde je " oznaka za Furijeovu transformaciju, ¥ oznaka za inverznu Furijeovu
transformaciju i ¢o(&) = ¥ (&/|€]). Dakle, (1.6) mozemo napisati u obliku

(", o) = lim <¢U¥£, zﬁoui‘;>L2, P = P12,

Kao direktne posledice Teoreme 1 imamo slede¢u osobinu H-mera.

Posledica 3. H-mera p je pozitivno semidefinitna, odnosno za svaku ograni-

cenu vektorsku funkciju ¢ € C (Rd), mera 1@ - ¢ je pozitivna Radovova mera
na R* x §9-1,

Drugi pristup definiciji H-mere, [9], dat je preko pseudodiferencijalnih
operatora. Klasicni pseudodiferncijalni operator je linearni operator

A:8(RY - & (RY

pridruzen funkciji (simbolu) a € C*°(R* x R?), takav da je

Aule) = [ emeSala, )il e

pri cemu simbol a zadovoljava jos neke dodatne uslove, koje ¢emo kasnije
navesti. Prostor pseudodiferencijalnih operatora na R¢ reda m € Z, u oznaci
U™ (R?), sastoji se od operatora ¢iji simbol a pripada Hormander-ovoj klasi
S, odnosno zadovoljava sledece ocene: za sve multiindekse «, 3, postoji

konstanta C, 3 > 0, tako da za sve z,§ € RY,

m—|B|
0207a(@,6) < Cap (VITAIEP) .

Osim toga, potrebno je da je simbol oblika

a(z, &) = a™(2,8) (1 = 6(¢)) + a™ ' (2,),
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gde je a™ homogena funkcija reda m po &, ¢ € C°(R?), sa nosacem u
jedini¢noj lopti i osobinom da je na nekoj okoliki tacke & = 0 identicki jednaka
jedinici, a ™! pripada Hérmander-ovoj klasi 671_1. Funkciju a™ nazivamo
glavnim simbolom operatora A, sto skraceno pisemo o,,(A) = a™. Potprostor
oparatora iz \Ifm(Rd), ¢iji simboli imaju kompaktan nosa¢ po = obelezi¢emo
sa U™(RY).

Sada granicu iz (1.6) Teoreme 1 mozemo preformulisati na sledeéi nacin,

lim Puy, - updr = (u, p),
n—oo Rd
za sve P € UT(RY), sa glavnim simbolom p.
H-mere su definisane za kompleksne nizove, ali ako je niz (u,) realan,
onda njemu pridruzena H-mera ima dodatne osobine koje su posledica sledece
leme.

Lema 4. Neka je (uy,) cist kompleksni niz w L*(R") i u njemu pridruzena H-
mera. Tada je i niz (uy,) c¢ist i za njemu pridruzenu H-meru v vazi v(x,§) =
,U(aja _5)

Kako H-mere proucavaju limese kvadratnih izraza slabo konvergentnih
nizova, osnovni primeri H-mera se odnose na pojave koje uzrokuju odstupanje
slabe od jake konvergencije, tj. oscilacije i koncentracije.

Primer 5. Neka jev € Lfoc(Rd) periodicna funkcija sa jedinic¢nim periodom
po svakoj promenljivoj, ¢ija je srednja vrednost nula. Neka je (u,) niz u
L2 (R definisan kao
up () := v(nx).

Ovako definisani niz, slabo konvergira ka nuli u LQ(Rd), te mu mozZemo, na
osnovu Teoreme 1, pridruziti H-meru. Osim toga, definisani niz je cist, tj.
svaki njegov podniz definise istu H-meru. Pomenuta H-mera se dobija kao
kombinacija Dirac-ovih mera u dualnom (faznom) prostoru (promenljive &)
i Lebesque-ove mere u fizickom prostoru (promenljive x), tj. kao

_ 2
pr &)= 3 ol meas(s) o (€)
ke ZM\{0}
gde su v, Fourier-ouvi koeficijenti funkcije v, tj.
’U(I) _ Z ,UkeQﬂ'ik-:p’
kez?

a meas je Lebesque-ova mera na R®.
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Primer 6. Neka je v € L*(RY) i neka je (uy,) slabo konvergentan niz u
L*(RY) definisan kao

Up () := ngv(nx).
Ovako definisani niz je ¢ist i pridruzena mu je H-mera oblika
1i(z, §) = do(z)v(§),

gde je v mera na sferi definisana sa

WQIAmW%WﬁWt

Direktna posledica Teoreme 1 je da je H-mera pridruZena L?-jako konver-
gentnom nizu trivijalna (skoro svuda je nula), ali obrnuto ne mora da vazi,
tj. H-mera pridruzena samo slabo konvergentnom nizu moze biti trivijalna,
kao Sto pokazuje slede¢i primer.

Primer 7. Posmatrajmo funkciju v(x) = ﬁ sin(2mzx). Jasno da je funkcija
v € (L*NL*®)(R), a nije integrabilna L*(R)-funkcija. Definisimo niz (skali-
ranje funkcije v)

n(z) = v ( ’ ) =" g (2”—56) . (1.9)

n? 2 n?
Furijeova transformacija ¢lanova ovog niza je
R n < 1
Un(g) = 27 |£| vn2 ]
0, mace

Ocigledno je da ovaj niz ne konvergira jako ka nuli u L?, jer su L*-norme
ovih funkcija jednake 1/2, ali konvergira slabo, jer za test-funkciju ¢ € (L' N
L*)(R) vazi

2mx

’/Run(x)gb(x)dx‘ §/R %sinﬁ (x)|dx
/ n ||2rx

< Jolamal [

r 12wzl n?

Izracunajmo sad H-meru pridruZenu nizu (u,). Uzmimo test-funkcije p €

CP(R), v € C(R), ¥o(&) = ¥(E/|E]), 1 operator P € WI(R) sa glavnim

o(@)lde < o]l 0.
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simbolom oo(P) = pibg. Dobijemo

lim (Puy, , un) = lim ((Yo(Pun))”, un) = Tl (@uy , Potn)

. £
= lim @un() ( ) U, (€)dE = hm / Pun (& (— d¢
n—oo € 1 §
< HSOHOOHIPHOO
-~ n2 7
jer je
|Punl(§ —‘/ (€ —n)an(n dn( <5 /nl |6(& —m)ldn
<3 2||s0||oo = Eleloo.
Dakle,

(1, o) = lim (Pu,, , u,) =0,

§to znaci da je H-mera pridruzena nizu (u,) trivijalna.

Ovaj primer, odnosno skaliranje kao u (1.9), moze se generalizovati na
klasu nizova generisanih netrivijalnom funkcijom v € (L?NL*®)(RY), za koju

definisemo niz
1 x
() = nd” <n2)
Ovaj niz ne konvergira jako ka nuli u L2, jer su L?-norme ovih funkcija

konstantne i jednake ||v||z2, ali konvergira slabo, jer za test-funkciju ¢ €
(L' N L?)(R?) vazi

(/R un(@)(w)dr| < /R

Kao u prethodnom primeru, dobijemo da je H-mera pridruzena niza (u,)
trivijalna i da je niz (u,) ¢ist.

Ovo uopstenje nastalo je prou¢avanjem fenomena suprotnih koncentraciji
koje mozemo nazvati disperzijom. Mozemo zakljuciti da iako ne mora jako
da konvergira ka nuli u L2, niz (u,) ¢ija je H-mera trivijalna, konvergira jako
ka nuli u L?

loc*

1
v(5)0(@)|dw < —[l6lluslJollz= — 0.
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1.2.1 Panovljevo uopstenje H-mere

Kao §to vidimo, u Teoremi 1, H-mera p*, k j € E je definisana za niz
(Un)n = (Un(T,\))n, © € Q, X € E, koji slabo konvergira ka nuli u L*(),
gde je E konacan skup. Koriste¢i proceduru dijagonalizacije, H-mera moze
biti definisana za nizove (u,), = (un(x,\))n, gde je A € E 1 E je prebrojiv
skup. Ali ako pretpostavimo da je niz u,, = u,(z, A) definisan za A € R, tj.
neprebrojiv skup, i dodatno pretpostavimo da je (u,), uniformno neprekidan
na skupu £ C R pune mere, tada mozemo definisati H-meru p = p*7 za sve
k,j € E. Mozemo izabrati prebrojiv gust podskup skupa E i definisati H-
meru na tom prebrojivom skupu, koju ¢emo zatim prosiriti za sve k,j € E.
Ova ¢injenica je prvi put primenjena u [31] i mi éemo je koristiti.

Panovljev rad,[31], moze se primeniti na zakon odrzanja kad fluks zavisi
od nezavisne promenljive x,

up + (f(z,u))e =0, (1.10)

i odgovarajuci entropijski par (7, q), Ouq(v,u) = 1'(u)0, f(z,u). Jedan takav
par je
n(u) = |lu— ¢, q(z,u) =sgn(u — c)(f(z,u) — f(z,c)),

za proizvoljnu konstantu c¢. Kad pomnozimo (1.10) sa n'(u) = sgn(u — ¢)
dobijemo

Oglu — | +sgn(u — ¢) (D f(x,u) + Oy f (x,u)0pu) = 0, (1.11)

Sto mozemo zapisati u obliku
divg,q) (sgn(u—c) (u—c, f(x,u)— f(z, c))) +sgn(u—c)0, f(z,c) =0. (1.12)

Ako u jednacini (1.12) zamenimo ¢(z,u) = (u, f(x,u)), i promenljive (¢, z)
posmatramo kao jednu viSsedimenzionalnu promenljivu, dolazimo do kvazi-
linearne jednacine prvog reda

divé(z,u) + ¢(z,u) =0, x€QcRY (1.13)

dije je redenje u € LY (R®) N L>(RY) merljiva i ogranicena funkcija.

Kako bi tvrdenje Teoreme 1 pokazao i za nizove neprebrojivih dimen-
zija, Panov uvodi pojam uopstenog meroznacénog reSenja i druge pomocéne
pojmove i njihove osobine, date u slede¢im definicijama.
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Definicija 8. Merljiva, ogranicena funkcijau € L'(RM)NL®(R?) je uopsteno
reSenje jednacine (1.13) ako za sve f € CY(Q) i sve ¢ € R vaZi

/Q [<Sgn(u —¢) (p(x, 1) — d(x,¢)), VE(x))

—sgn(u — ¢) (dive(z, u) + ¥(z, u))f(:z:)} dx > 0.

Primedba 9. Pojmovi iz prethodne i sledec¢ih definicija dati su onako kako
ih je definisao Panov, [31]. Prethodna definicija se dobija tako §to se u
(1.12) zameni ¢(z,u) = (u, f(x,u)), a nejednakost potice od paraboli¢ne
regularizacije, tj. iz ocene eu,sgn(u —c) = e(sgn(u — c)u, ), — 26(u — c)uZ <

e(sgn(u — c)ug), — 0, u D'(Q).
Definicija 10. Meroznacna funkcija je slabo merljivo preslikavange
v:Q—Mg(R), x> v,

gde je MB(Rd) prostor Borelovih probabilistickih mera.  Slaba merljivost
ovakvog preslikavanja znaci da je funkcija

Fla) = [ p)aus ()

merljiva za sve neprekidne funkcije p € C(R). Skup meroznacnih funkcija
na 0 obelezavamo MV ().

Za niz meroznacnih funkcija (V¥)en, v* = {vF}ecq, kaZemo da slabo
konvergira uw MV (Q), u oznaci v* — v, ako za sve p € C(R)

/ p() diE(\) = / p(N) dva(2), slabo+ u L=(€2).

Za niz meroznacénih funkcija (V) gen, vF = {vF} eq, kazemo da jako kon-
vergira u MV (Q), u oznaci v* — v, ako za sve p € C(R)

/p()\) dvi(\) — /p()\) dv,()\), jako u Li (Q).

Definicija 11. Meroznacéna funkcija {v*}, koja, u smislu distribucija, zado-
voljava nejednakost

div /sgn()\ —0) (¢(x, A) — oz, c))dux()\)—l—
+ /sgn()\ . c)(divm oz, c) + ¥(z, A))dum(A) <0

naziva se uopsSteno meroznacno resenje.

(1.14)



22

Uvod

Primedba 12. Ako na mestu v,()), u Definiciji 11, zamislimo §(\ — u),
dobijamo definiciju uopstenog resenja.

Definicija 13. Niz meroznacnih resenja (V*)ren je ogranicen ako je
suppvy C [—M, M],

uniformno po k, za skoro sve x € Q, tj. v*((a,b)) = 0 dako je
(a,b) N [—M, M] = (.

Napomenimo da ako je ogranicen niz (), oblika v8(\) = §(\ —uy(z)),
onda je niz |ug(z)| < M.

Prvi korak ka uopstenju Tartarove teoreme je uopstenje Teoreme o Young-
ovoj meri (engl. Young measure theorem). Navedimo osnovnu teoremu i
njeno uopstenje.

Teorema 14 (Teorema o Young-ovoj meri). Ako je niz (ug)x € L>®(R2), onda
postoji njegov podniz (uy), i Radonova mera v,, tako da za sve p € C(R):

a) plu(x)) = [ p(N)dv(N), slabo— u L>().

b) v, =0\ —u(z)) <= u,(z) — u(x), jako u L (Q).

loc

Teorema 15 (Panov). Neka je (V*),, niz ogranicenih meroznacnih funkcija.
Tada postoji njegov podniz (isto indeksiran) i {v,}. € MV () tako da
V¥~ u,, slabou MV (Q).
Dokaz Teoreme 15: Neka je suppr® C [—M, M]. Za p(x, \) € Co(2 x
[— M, M]) definisemo meru p* na Q x [—~M, M] (ovde i inace, ako to nije
drugacije naglaseno, Cy oznacava neprekidne funkcije sa kompaktnim nosa-
¢em):

L P ) = G ) =

MM . (1.15)
_ /Q/_Mp(x, NdF (V) da.
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Vidimo da je u* = v* ® meas (ovde i inace, ako to nije drugacije naglaseno,
"meas” oznacava Lebesque-ovu meru na 2). Jasno je da je (uy)x niz pozi-
tivnih lokalno ogranicenih mera, jer je

[ (e, V)| = | / / Pl Vel < e Wl - lsupp)

Kako svaki lokalno ogranic¢eni niz mera ima slabo konvergentni podniz, za-
kljuéujemo da postoji podniz (p"), i mera p € M(Q x [—M, M]) tako da

u"— p, slabo u M(Q x [—M, M]), (1.16)

Sto znaci da za sve p € Co(Q x [-M, M]), (u",p) — {(u,p), kad r — oo,

odnosno
/Q/_Z”“)d”i“)dH / p(x, \) du(z,y).

Qx[—M,M)

Kako je projekcija svake mere p” na ) Lebegova mera na {2, onda je i projek-
cija grani¢ne mere i na €2 takode Lebegova mera na (). Dalje, primenjujemo
Teoremu o dekompoziciji (engl. Decomposition Theorem) koja tvrdi da ako
imamo meru p na Ax B iprapu = us onda postoji mera na B g, takva da je
[ = g X . Dakle, postoji mera v, na [—M, M] takva da je p = v, X meas.
Jasno je da je v, ograni¢ena meroznacna funkcija.

Uzmimo sad test-funkciju oblika p(z,\) = ¢(x)g(\), ¢ € Co(Q), g €
Co(R). Tada

/SZLQ(A)d”;(A) df”*// N)dvy(\) - d(z)dz, r— o0, (1.17)

Oznacimo sa F(x fR g(AN)dv,(N). Funkcija F' je uniformno ogranic¢ena na
Q, jer je |F(z)| §~ 2M||g||oo Prostor Co je gust u L' pa hoéemo da (1.17) vazi
iu L' Neka je ¢ € L'(Q) 1 ¢, niz u Cy(Q) takav da je

/ 16, — Bldz < -
T



24 Uvod

Tada imamo da za ¢ € L(Q),

/Q/Rg(A)du; d:z:—// (N)dvy(\)d(z)da

/(/ g(N)dvz(A) — F(w)) (6(z) = ¢ () + ¢r(x))da

< [19() - lexémmwuwfuo@@m

s-+A(Ammw@wFuQ@mm—w,rem

sto sledi iz (1.17) i konstrukcije niza ¢,. Dakle, (1.17) vazi i za sve ¢ € L(Q)
sto znaci da v, — v,, slabo— u L*(2). Time smo dokazali Teoremu 15.
U

Uopstenje Tartarove teoreme

Veé¢ smo napomenuli da ¢emo raditi sa H-merama indukovanim nizovima

beskonacne dimenzije. Uzmimo sada notaciju iz Teoreme 1, odnosno posma-
r d+1 2

traJmo niz (un)neN u LIOC(Q R"), @ c R, takav da u, —= 0 u LIOC(Q)

77777

bismo dosli do uopstenja Teoreme 1, potrebne su nam sledece leme.
Lema 16. Neka je M; = limsup,_, . |[u¥|2q, i = 1,....,p. Tada vaZi

Varp” < 4M;M;.

Dokaz: Prvo izvodimo dokaz za i = j. Za ¢1 = pa = ¢ i ¢ = 1 iz (1.6)
dobijamo

(1, 0@) = lim [ |F(puf)(&)[de >0,

r—00 JRd

odnosno da je u* pozitivna mera (delujuéi na pozitivnu funkciju daje pozi-
tivan broj). Stoga je

Varp™ = p(Q x S) = (1", xaxaxs) =" lim [ |F(xau])(§)]*d¢

=00 JRd
:(Planch) lim |(XQu:)<x>|2d5E = lim ||U:||§ QO — Mz2
T—00 ’
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Zai#jiAC QxS dobijamo
17 (A)] = [ Xorojq AXproi A Xproiga)| =
lim " F (Xprojoatti ) (§)F (Xprojoa15) (§) Xprojs 4 (|§|) at

T—00

3 1
< g ([ 50 @ d€) ([ 15O € )
r—00 Rd Rd
- ,,h_{go ||“:H2QHU§||2Q = M;M;.

Tvrdenje sledi iz |u” (A)| = \/(Reuii)? + (Imp7)?, i Hahn-Jordanove dekom-
pozicije realnih mera Rep™ i Imp® na razliku nenegativnih mera. O

Lema 17. Neka je {v,}, € MV (Q). Tada, za svaku Borelovu funkciju p(\),
preslikavanje = +— / p(A)dv,(N) je merljivo. (1.18)
R

Dokaz: Posto je {v,}. € MV (Q), to znaci da je v, Borelova probabilisticka
mera i da za sve neprekidne funkcije p, vazi (1.18). Sada hoéemo da pokazemo
da (1.18) vazi i za sve Borelove funkcije. Potsetimo se da je funkcija f
Borelova ako je inverzna slika svake poluprave Borelov skup, tj. f~!((a, o)) €

B. Potreban i dovoljan uslov da je funkcija Borelova je da f € |J B;, gde su
ieN
B, Borelove klase reda ¢ ¢iju ¢emo konstrukciju videti u ovom dokazu.
Definisimo prvo klasu funkcija F"

F = {p(/\) ’p(/\) je neprekidna na R, [p(\)| <1,

{x — /R p(/\)dux()\)] € Ll(Q)}.

Vidimo odmah da je jedini¢na sfera prostora Cy(R), Beyr)(0; 1) sadrzana u
F. Posmatrajmo tackasti limes proizvoljnog niza {py(\)} C Beymr)(0;1),

pr(A) — p(A) tackasto.

Tada za fiksirano x € (), na osnovu Lebesque-ove teoreme o dominantnoj
konvergenciji, imamo da

/pk )dv, (A —>/ A)dvg (A (1.19)



26 Uvod

jer je pr(N) <1=g(\) i [1dv,(\) =1, tj. funkcija g(A) = 1 je merljiva u
meri v, ().

Odatle zakljucujemo da je preslikavanje [z — [; p(A)dv,(N)] € L' kao
tackasti limes merljivih funkcija, odnosno da (1.18) vazi i za sve limese oblika
(1.19).

Borelova klasa prvog reda, B, definiSe se kao unija funkcija iz Beygr)(0; 1)
i svih tackastih limesa oblika (1.19). Dakle, za sve funkcije iz By vazi (1.18).
Ponavljajuéi istu proceduru dobijamo da (1.18) vazi i za tackaste limese
funkcija iz By, odnosno za sve funkcije iz Bg, jer se B, definise kao unija
svih funkcija iz B; i njihovih tackastih limesa. Rekurentno zakljucijemo da
za sve i € N, vazi da za svaka funkcija iz B; vazi (1.18), odnosno da za svako
P € Ujen Bi vazi (1.18). g

Lema 18. Neka je {v,}, € MV (Q). Tada je funkcija
u(@, A) = v;((A, 00))
Lebesque-merljiva na Q2 x R.

Dokaz: Znamo da je preslikavanje
- / HO = p)dv,(A) = / ()
R p
merljivo na €, a treba da pokazemo da je
@) [
p
merljivo na 2 x R. Posmatramo niz

wp(, \) :u(x%) :/H(p—é) dvy(p), ’;1 <A< L

Po prethodnoj lemi, preslikavanje x — wuy(z, ) je merljivo. Jasno da je
preslikavanje [\ — x (52 < A < £)] € L*(R). Stoga je prelikavanje

[(m,)\),_)x(igl S)\S%) ./H<p—%> dux(p)] e L'(Q x R).

=l
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Odatle je i
1 , ,
uk(x,)\):ZX(Zk §)\§%)-/H(p—%)dux(p)ELl(QxR).

Kao tackasti limes merljivih funkcija i u je u L*(2 x R).
Ovde smo sa H obelezavali Heavyside-ovu funkciju, a sa y karakteristicnu
funkciju. O

Lema 19. Neka je v¥ € MV (Q), k € N, ogranicen niz meroznaénih funkcija
takav da
v,k — oo (1.20)

Neka je dalje
W) = (o)) i (e, ) = (A 50).
Oznacimo sa E sledeci skup,
E={)\€R|u’(z,\) = u’(x,\), kad A — \g u L .(Q)}.
Tada vazi:
a) Skup E¢ = R\FE je najvise prebrojiv.
b) Za sve X\ € E, u*(z,\) = u®(x,\), kad k — oo, slabo— u L>®(2).

Dokaz: a) Neka je ¢(z) € C(Q) U LY(Q), » > 0 i neka je A skup tacaka
prekida funkcije

p(A) :/Quo(x,/\)gb(x)dx.

Jasno je da je p(\) nerastuca funkcija, stoga ima najvise prebrojivo mnogo
tacaka prekida, odakle zakljuéujemo da je A neprebrojiv skup. Pokaza¢emo
da A® Cc E. Uzmimo proizvoljno \g € A®. To znaci da je

lim [ (u(z,A) — u’(z,\)) #(z)dz = 0.

>\—>>\0 O
Za ¢ biramo Y, za proizvoljan kompaktan potskup K CC €. Naravno ova
funkcija nije neprekidna, ali je mozemo napisati kao limes neprekidnih x5,
Sto ¢e nam resiti problem i dovesti nas do zakljucka da je

lim [ w2, \) —u’(x, \o) dx = 0,

A— Ao K
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tj. Li. —limy_y, u®(x, \) = u®(z, \). Dakle \g € E, tj. A° C E.

b) Sada dokazujemo da

uF(z,\) = /QH(p — N dvE(p) — /QH(p — Ndv,(p) = u’(x, \)

Definisimo familije funkcija

B 1, A>X+h 1L, A> )\
0, (\) = LN = Co
0, A<\ 0, A<X—h

Jasno je daje HA—Xo—h) <6, (\) < HA—Xo) <07 (\) <HA=Xo+h),
Sto kad prointegralimo po v daje sledece

up(x, Ao + h) < /Hg(A)dz/f()\) < ug(x, Ng) < /HZ(A)de()\) < uk(A = Ao).

Ovde sada posmatramo slabi— limes kad k£ — oo, $to nam daje

/ 6 (\)dva(N) < w* — Tim u(a, ho) < / 6 (\dva(\).

k—o0

Kada pustimo da h — 0, vidimo i da leva i desna strana prethodne nejed-
nakosti tezi ka wug(z, Ag), dok ukljestena veli¢ina ne zavisi od h. Stoga je

w* — lim ug(z, \g) = ug(xAg).

k—oo

Definisemo sada
Uk () = ug(z, Ao) — uo(zAo). (1.21)

Iz prethodne leme sledi da za sve A € E, Uk(x) — 0, kad k — oo, slabo—* u
L>(Q).
Sada mozemo formulisati i dokazati uopstenje Teoreme 1.

Teorema 20 (Panov, uopstenje Tartar-ove teoreme).
1. Postoji familija lokalno konacnih Borelovih mera {p#?}, er na 2 x S
1 postoji podniz

U (2) = {Uy (2)}per = {u"(,p) — uo(z,p) e = {v;(p,00) — va(p, 00) }yer
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takav da za sve ¢1, g2 € Co(Q) i sve yp € C(S), vazi
(WP, d1(2)p2(2)Y(€)) =

| U (1.22)
= Tlggo d?(éﬁlUp)(f)?(%U(}")(f) el d§.

2. Preslikavanje (p,q) — pP? je neprekidno kao preslikavanje iz E X E
u Z (2 x S)- prostor lokalno konacnih Borelovih mera sa topologijom gene-
risanom polunormama ||p||x = Var(p)(K), K CC Q x S.

Dokaz: Dokaz ¢emo izvesti za otvoren, prekompaktan skup Q C Q. Prelaz
sa ) na () ide standardno. Neka je D prebrojiv, gust podskup skupa E.
Na osnovu Tartar-ove teoreme o H-merama vazi da za svaki konacan skup
B C D, postoji podniz U"(z) i postoji familija mera {49}, ,e g na QxS takvi
da vazi (1.22). Postupkom dijagonalizacije sa kona¢nih skupova B mozemo
tvrdenje (1.22) prosiriti i na prebrojiv skup D. Stoga zaklju¢ujemo da (1.22)
vazi za sve p,q € D.
Uzmimo sad proizvoljne p,p’ € E, i ocenimo razliku

/~|Ug(:r;) \dm</\u z,p)—u"(z,p’ ]d:lt+/|u0:r;p) ug(x,p')|dx.
0

Kako je za fiksirano p, " (z,p) —u"(x,p') = v.(p,00) — vL(p', 00) istog znaka,
to je

/ﬁ [u"(z,p) —u" (z,p)|dx =

pa mozemo dalje ocenjivati

/\U’“ (2)|dz <

+ /ﬁ(uT(a:,p/) — ug(z, p')dz + /ﬁ(uo(x,p) — uo(z, p')dz|+

/ﬁur(:&p) —u'(z,p)dx

/Q( "(z,p) — uo(z,p))dr+

+ /?z luo(z, p) — uo(x,p')|dr < ‘/ﬁ(uT(x,p) ol p))dz|+

+ ‘ /@(U’"(%P') = to(, p)dz

Kako su p,p’ € E, iz Leme 19 imamo da

+2 [ Jun(z,p) — wn(a, )l do
Q

u'(x,p) — up(z,p), u(x,p") — up(z,p’), slabo— u L>=(Q).
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Stoga je

< |u"(z,p) — uo(z,p)|o - meas(fl),

/(UT@’p) — ug(z, p))dx

Q

< Ju"(z,p") — uo(z, p")| oo - meas(ﬁ),

/ﬁ(ur(x,p’) — ug(z, p'))dz

odakle dobijamo da je

limsup/ U,y (z) = Uy(z)|dx < 2/ |ug(x, p) — ug(x, p')|dx.

r—00

Dalje je
1
limsup |Uy(z) — Uy ()| 2@ = limsup /|U’” |dm>
3
< limsup <||UT( U @) e /]U’" |dx)

20/ |up(z, p) — uo(, p)|d:v) .
Sada pustamo da p’ — p. Kako je p € E dobijamo da je
lim limsup [U, (z) — Uy (@) 2, = 0 (1.23)

—P r—oo

Uzmimo sada proizvoljne test-funkcije ¢1, 0o € CO( )iy e C(S), p
definisimo

R = [ STt () d

Zap,q,p,q € E imamo

B =| [ Sttty - v+ 5@t ()
- / TV T (T Uy + T @ ) de| =
-| [ stontwy - uppie Tt (i ) d

- [ supesmm ey (&) |
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Sada primenimo Caushy-Schwartz-ovu nejednakost i Plancharel-ovu teoremu
na desnu stranu prethodne jednakosti i dobijemo

Fi(p'.q') — Fi(p, q)‘ < [#]]so

: (H%(U,ﬁ"/ - U;)HL?(()) ' ||¢2U;'||L2(§) + ”GblU;HL?(ﬁ) ’ H@(U; - U;')“p(ﬁ))

< ||¢||oo||¢1||oo||¢2||oo(HU;/ - U;||L2(ﬁ)||U;/||L2(ﬁ) + ||U;||L2(S~2)||U; - U;/||L2(§))
< C(HU;’ - U;”p(ﬁ) + !IU§ - U;HL%Q)) —(1:29) 0, 7—o00, p—=p, qg—d,

jer je [|[Ugll 2@ < [[Ugllos -/ meas(2) = c. Dakle, dobili smo da je

lim  limsup
®q)— (P9 r—oco

F.(v',q¢) — F.(p, q)‘ =0, zasve p,q € E. (1.24)

Znamo dazap',q € D vazi F.(p,q') — (47’7, ¢1¢21)). Zbog toga, proizvoljne
p,q € E aproksimiramo nizom p,,q, € D, p, — p, ¢, — g. Takvi nizovi
postoje jer je D gust u E. Tada je

0 = lim lim sup

Fr(pm%z) - Fr<p7 Q>‘ =

n—0 ;00
= lim | limsup F,.(pn, ¢,) — limsup F(p, q)’ = (1.25)

lin (51, 61650) — limsup F, (p, )

n r—o00

Tako smo dobili da je

Lim (479", $169¢p) = limsup F.(p, q) =: F(p, q)-

r—00

Pokazimo sad da je tako definisana funkcija F' neprekidna na F x E. Neka
sup,q,p,q € E. Kako je D gust u E, postoje pp, qn, P, ¢, € D, tako da je

(@) = (Do @n)| < €, [(V',¢) = (P, @,)| < €n, za proizvoljan nula niz (€,)n
realnih pozitivnih brojeva. Tada je

|F(p,q) — F',d)| < |F(p,q) — F(Pns @n)| + |F(pnyan) — F (D), 4,) |+
+ [F(pr, q,) — F(',d)| < 2en + |F (P, @n) — F(p),, q,)| — 0,

jer je F neprekidna na D zbog (1.24).
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Iz Leme 16 imamo da je za p,q € D,

Varp?* < 4limsup ||Up|| 2 limsup [|Ug]] 2 < c.

r—00 T—00

Kako je prostor mera slabo prekompaktan zakljucujemo da za svaki niz
(uPm) postoji konaéna mera (pP?) na Q x S i postoji podniz pPrd — P9,
slabo— u Z(2 x §) = (Co(2 x S))*, tj. za sve ¢y, Pa, ¥

(PR dypp) — (P, drpat)).
Kako je F' neprekidna to je
F<p7 q) - kll_)I{.loF(pk7qk) = kll_{EO<Mquk ) ¢1§52¢> - <Mpq7 ¢1¢_52¢>7
za sve p,q € F, i svaki podniz. ]

Lokalizacija H-mere

Neka je o = {p"7}; ; H-mera indukovana nizom (UF),ep. Ho¢emo da nademo
njen nosa¢. Prvo §to ¢emo pokazati je da je

suppu’? = Q x S.

U cilju dobijanja pomenutog rezultata dokazimo slede¢u lemu.

Lema 21. Neka je v, meroznacno resenje jednacine (1.13) i konstanta M >
0, takva da za skoro sve x € Q, suppy, C [—M, M]. Neka je, dalje, za ¢ i1
iz (1.13),

g(x) = / (0, N) — (. p))d(N) = /R H(A = p)(0(x, ) — 6(z, p))dva(N)
(@)= [ @iva 6(o.5) + vl () =
- /R H(A = p)(div, oz, p) + (x, ), (A).

Tada postoji nenegativna lokalno konacna mera p na 2 takva da je

div g(x) + c(z) = -, u D,
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pri cemu je jos
Varow = [ lole)dv(e) < on e B, oully < ca
Q

za sve ¢ € C°(Q) i neke konstante ¢y, ¢y koje zavise od M, ¢.*

Dokaz: Neka je f € C5°(£2). Definisemo
- [ Hate) V1(@)) s ()] da
Aty i= [ [( [ (6t = otepsnix - pia ), V50~
[ st = ) (v o)+ 60,0 ) ) ) o
5(7)i= [ [{ [ @) - o3, V10))-
[ (s 60.0) + 060 ) () )

Jednostavnim ratunom dobijamo da je L(f) = 2[A(f) +B(f)]. B(f) =0 jer
je v, (A) meroznacno resenje jednac¢ine (1.13). Naime,

B(f) = /[ /gbx Ndvy(\), V f(x /W; Ndvs(N) f(x) (1.26)
~ (ot [ a0, V5) - (divxqs(x,p) [ an)s@]araan

Sada je (1.26) nula zbog toga $to je v,(\) meroznacno resenje jednacine
(1.13), a sabirci u (1.27) se potiru. Kako je A(f) ustvari —1 puta leva strana
u (1.14) u Definiciji 11, zakljuéujemo da je L = 3(f)A(f) > 0.

Na osnovu Schwartz-ove leme o nenegativnim distribucijama zakljucujemo
da postoji mera p € M(Q) takva da je A(f) = (u, f). Dalje, mera p je

4Norma funkcije f € Hy(9Q),za Q C RY, definisana je kao

1 g0y = 11+ €2 F(E) o
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lokalno konacna i nenegativna, jer je za proizvoljan kompaktan potskup

K cc Q wK) = (p, xx) < (. xkx) = Alxk), gde je xi neprekidna
regularizacija karakteristicne funkcije skupa K, xx. Dakle,

L) = (~divg—e, f) = JAU) = 3, ).

za sve f € C§°, odnosno u D' vazi —divg —c = %,u.
Ostaje jos da dokazemo i drugi deo tvrdenja leme. Za "novo” u uzetemo
dosadasnje %p. Neka je ¢ € C§°. Kako je

divgg = ¢pdivg + (¢, V9),
to je
—¢n = ¢(divg +c) = diveg — (g, Vo) + co.
Znamo da su ||¢]|c < ¢, ||Vl < ¢ [|¢(2)|l0o < ¢, paje [Vl < ¢, odakle

je divpg € HH(Q). Takode jei (Vo, q) € L=(Q) — HH(Q), $to nam daje

i ostatak tvrdenja leme. O

Za dokaz principa lokalizacije trebace nam i sledec¢e dve poznate teoreme.

Teorema 22 (Muratova lema o interpolaciji). Ogranicen skup u H,; () je
prekompaktan u H;l(Q), za sve q < p.

Teorema 23 (Muratova lema). Neka je niz {q-}. ogranicen u H,*(Q) za
neko p > 2 i neka je q. = a. + b, pri cemu je {a.} ogranicen niz mera u
M(Q) i {b.}. € H71(Q) je prekompaktan niz w H=1(Q), onda je q. € H7 ().

Definisimo za ¢ iz (1.13) izaxz € Q, pe R, £ € S,

> Zgl‘%l (1.28)

Neka je v¥(\) niz uopstenih meroznaénih regenja jednacine (1.13), takav da
vi — 10, ineka je {4*7}, ep H-mera koja odgovara nizu U} = v,(p,00) —

V2(p, 00).

Teorema 24 (Princip lokalizacije). Za sve p,q € E vazi

Az, &, p)pP = 0.

et = (. 24
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Dokaz: Neka je ¢ € C°(Q) i suppr) C [-=M, M]. Na osnovu Leme 21 i
Murat-ove leme sledi da za sve p € R, k € N,

ehi=diva (p(o) [ (060, 0) = 6o )ark()) = diva g + (6", V)
P
——om—p [ [divaoe.p) + vz A (1.29)
P
(Vo [ (0 X) = ola O,
p
prekompaktan u H, (). Preciznije, znamo da je o, € M(Q). Dalje (1.29)
jeu L2NL>(), paiu svakom LP(f), stoga je prekompaktan u H, '(£2). Na
isti nacin zaklju¢ujemo i da je

x(z) = / T ldiva ¢la,p) + (w NJdvA(N) € Hy ().

Onda na osnovu Murat-ove leme sledi da je U; € HQ_S(Q)
Dalje, neka je p € [-M, M]. Vazi

au(x) = / (6w, A) — (. p))drE()

N ; (1.30)
=~ [ 0le.3) = o) (i
p
jer je %uk = %f)\oo dv¥(p) = —dv¥()\). Dalje parcijalnom integracijom u

(1.30), dobijamo da je
qk(m) — /OO uk(x’ )\)8(25(1‘, )\>d)\ — /OO 8(;5(:5, )\)dl/k()\)
p p

O\ O\ *

M Op(x, A
_/p —¢(8i\ )uk(x,)\)d)\7

jer je supprly C [—M, M]. Sada to vratimo u L} i dobijemo

Ll;(x) =div, <g@($)qk(x)> = div, (gp(x) /M %uk(x, )\)d)\>

p

:/pM div, (gp(x)&é(;)\’ /\)uk(x, A))d)\.
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Neka je
V) (2) := Uy (2)p(2)

p p

B (z) = / div, (%vﬁ(:ﬁ))dx = Lh(x) — £(x) € H)!

Kako U¥ — 0 slabo— u L*°, onda i B% — 0 u H, ", jer | Byl ;1 — €, do na

podniz (jer je prekompaktan), i
_1
1Byl = 11+ )7 2F (B r2re)

-1 —i27x
10+ [ e B el g

1 Ciomee (ML 00(m, A
—(1+¢3) z/Rde 2 f/ dlvx( f,» >vf(q;))dAdx||L2(Rd)
p

-5 —14TTX a 'T )\
(14 &%) Z@/ / g imas %m )V/\k(x)d)\d:cHLg(Rd)

d
— Z1+5 / /Rde—ﬂmfa% ) VE(x)dAdiz| 2 gay-

Kako je €7#2m¢ W € L'iV¥(z) — 0 kad k — oo, slabo—x u L™, to i, za

fiksirano &,
M
. (z, A
/ / e-iznet 905 N) iy v o,
, Jr O\

odnosno ¢ = 0. Dakle, po definiciji konvergencije u H, ' imamo da je

@?(Bk)(é’) — 0, u L*(Q). (1.31)
Dalje je i
[ T EOTONE G =0, k= .
jer je
[ T B TR g e <
we 1€l Gk

< || (B 2O 1FVE)E) ol

Mz =0, k — o0,

€] €]
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odakle je i

//Rd|§|Z€g 720 ).

?<Vk><f>w(é|

Sada u (1.22) stavimo 1 = %@/J(é—'), o) = p(x)2 5, $2 = ¢, i dobijemo da

(1.32)
YdédA — 0, k — oo.

& € ¢
€] el €]

Sumiramo (1.33) po j = 1,...,d, a zatim integralimo po A € [p, M]. Tako
dobijena desna strana, zbog (1.32), tezi nuli kad k& — oo, pa je leva strana
(granica) jednaka nuli, tj.

M
/ ¢Zg,a¢f d\ = 0.

Sada diferenciramo po p i dobijemo

a¢] 5]

d¢é — (M
)d§ — (u, ¢ AT

| 3050 - FU@ S SuE). (139)

(1, PP A(z,p,€)) =0,
tj.
(A, p, f)ﬂ/\q, SOQZD) =0, odnosno A(z,p, f),u)‘q =0.
d

Prekompaktnost niza meroznacnih resenja kvazi-linearne jednacine

Sada nam je cilj da rezultate o lokalizaciji H-mere primenimo na niz uopstenih
meroznacnih resenja jednacine (1.13). Pretpostavljamo da vazi sledeéi uslov
prirodne nelinearnosti. Za sve £ € S i skoro sve z € (), funkcija

d
A A, 60 =D §—E0— #0

j=1

0¢,(z,la)
O\

na svakom netrivijalnom intervalu.
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Teorema 25. Neka je vF niz uopstenih meroznacni resenja jednacine (1.13).
05

Ako vF — 10, onda vF — 10.
Dokaz: Neka je E = {)\ € R : up(x,\) — up(x, A\g), A\ — Ao u L} ()} i
{uP1}, ,cr H-mera koja odgovara nizu meroznacnih resenja {v/%};. Dokaza-
¢emo da jezap € E, uP? = 0.

Neka je p € E, ¢ > 01 K C  kompaktan skup. Preslikavanje p?? :
ExE — Z(QxY5) je neprekidno iz E x E u prostor lokalno ograni¢enih mera
Z(Q x S) sa topologijom generisanom polunormama ||u||x = Var(u)(K),
Teorema 20, §to znaci da za svako € > 0 postoji 6 = d(¢) > 0 tako da

AN —p| <d = Var(p — u??)(K) < e. (1.34)

Neka je
07 A('%.? 67 )\) = 07
1, Az, &N #0

Tada iz Teoreme 24 sledi da je za A € F,

f(ﬂf,&)\):{

fz, &, N dp*(z,€) = 0. (1.35)
KxS

Sada iz (1.34) i (1.35) sledi da

|/\ _p| <) = f(x,g,)\)dupp(x,f) =

KxS

= f2, &, N)d(pP? — ) (x, ) < e.
KxS

Sada integralimo prethodni izraz po A od p— 9 do p+ 9 i podelimo sve sa 20,

| o

1 p+6
/ e / (s & A (2,€) < S (p+ 6 —p+6) ==,
KXS25 p—0o 2

o)

odnosno,

/ F, )du(z,€) < e,
KxS

5Uopsteno meroznaéno resenje je definisano u Definiciji 11 relacijom (1.14), a slaba i
jaka konvergencija u Definiciji 10.
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zZa
p+6

Flz,¢) ::% RN

Neka je P takav skup za koji vazi da je A = 0na P x Si A # 0 na
(P x S)¢. Jasno je da je meas(P) = 0. Tada jei F' = 0 na P x S, odnosno,

pP? =0 na (K x S)N (P x S)°. (1.36)

Iz definicije H-mere, (1.22), za ¢1 = ¢o = ¢ i » = 1, imamo da je za sve

Qb € CO(Q)7

G ) = Jim [P = i [ (007 @)

r—00 Rd
< lim (U5~ [ JoPdr<e [ joPda,
r—00 R4 R4

odakle zakljucujemo da je projouf? apsolutno neprekidna u odnosu na Le-
besque-ovu meru, tj.

projouf? < c - meas. (1.37)
Sada sledi da je

PP (K x S) = P (K x S) U (P x S)) + u#* (K x S)uU (P x S)°)
=199 projout” (K U P) =470,

jer je meas(P) = 0, pa i meas(K U P) = 0. Dakle, u?? = 0, svuda, tj. za sve
p € E. Sada mozemo zakljuciti i da je za sve ¢ € Cy(12),

0= (", () = lim [ 16U} (2)[d,
Rd

r—00

loc loc
Stoga za p € E, mozemo zakljuciti da

tj. da U} konvergira ka 0 jako u Lj .(Q) (pa i u Ly, (Q)).

/9@ _ ) — /9()\ _ )N, (1.38)

kad k — oo, u L}, gde je 6 Heavyside-ova funkcija. Kako proizvoljnu

neprekidnu funkciju p € C'(R) mozemo aproksimirati kona¢nom linearnom
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kombinacijom p(A) ~ Y- Cs0(X — p,), na svakom K CC Q uniformno,
imamo i da

[k = [k, k-

u L2.(Q), paiu L (Q)), $to znaci da podniz v* konvergira jako ka /2.

Konaé¢no, kako je grani¢na meroznacna funkcija jedinstvena za bilo koji izbor

podniza ¥ i pocetni niz /¥ konvergira jako ka 1/0. O



Glava 2

Difuziono-disperziona granica u
heterogenim sredinama

U uvodnom poglavlju opisali smo problem difuziono—disperzione granice i
dali smo kratak pregled postoje¢ih resenja u homogenim sredinama. Sada
¢emo prikazati nase rezultate na resavanju pomenutog problema u hetero-
genim sredinama. Ako pretpostavimo slabiji odnos parametara € i § nego
u [13], onda se mozemo osloniti na rad [6] (kao Sto je uradeno u [19]), da
bismo tvrdili da familija (u°°). s reSenja problema (1.2)-(1.3) konvergira ka
jedinstvenom entropijski dopustivom slabom resenju jednacine (1.1). Takode
u jednodimenzionalnom sluc¢aju problema (1.2)—(1.3), pod pretpostavkom da
je odnos € i ¢ isti kao u [13], mozemo koristiti metod kompenzovane kom-
paktnosti, i cak pretpostaviti da je fluks f = f(¢,z,A) iz (1.1) prekidan po
(t,x) € R x R, da bismo dobili rezultat o konvergenciji (vidi [12]).

U cilju da dobijemo analogan rezultat rezultatu iz [13] (viSedimenzionalan

prostor, optimalni difuziono-disperzioni odnos) osloni¢emo se na teoriju Lema
o usrednjenju (engl. averaging lemma) (isto je uradeno u [13]).

Jedini rezultat vezan za Leme o usrednjenju za transportnu jednacinu sa
fluksom koji eksplicitno zavisi od vremena i prostora dat je u [9]. Tamo je
pokazano da za niz resenja (h,), € L*(R? x R) transportne jednacine

div, f(z, \)h Z@Agn z€R% ) eR,
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i svako p € Cj(R), niz usrednjenih veli¢ina
(/ p(N)hy (2, )\)dA) je jako prekompaktan u L (R%), (2.1)
R4 n

ako su za svako k = 1, ..., N nizovi (g¥(z, \)), jako prekompaktni u H ! (R%x
R).

Dalje, rezultat iz [9] je slabiji nego rezultat iz [35], koji se koristi u [13].
Stoga, trebamo poboljsati rezultat iz [9]. To ¢emo postiéi koristeéi poboljsanu
varijantu iz [33] tehnika iz [9] (H-mere), i oslanjajuéi se na regularnije pret-
postavke o nizu (h,,), iz (2.10), ¢iju konvergenciju zelimo da pokazemo.

Prvi rezultat o difuziono-disperzionoj granici u heterogenim sredinama
dat je u [12]. Tamo je pokazano da za fluks f = f(t,z,\), (t,z, ) € RT X
R? x R koji je Caratheodory-vektor, tj. prekidan je po (¢t,z) € R x R i
neprekidan po A, familija resenja odgovarajuceg skalarnog zakona odrzanja
perturbivanog disperzionim i difuzionim parametrom konvergira ka slabom
reSenju odgovarajuceg skalarnog zakona odrzanja ako su parametri € i § u
odnosu § = o(g?), kad ¢ — 0. Rezultat je dobijen oslanjajuéi se na [33], koji
je baziran na tehnikama H-mera datim u [9, 42], a kasnije razvijen u [31, 32].

Poboljsac¢emo odnos parametara iz [12], po ceni lepseg fluksa. Preciznije,
za razliku od [12], pretpostavicemo da je fluks f = f(¢,z,u) Lipschitz-
neprekidan po (¢,z) € R™ x R i neprekidno diferencijabilan po u € R.

2.1 Difuziono-disperziona granica sa neprekid-
nim fluksom

Zbog precizne i jasne slike naveséemo na jednom mestu sve pretpostavke pod
kojima smo radili na reSavanju ovog problema. Neke su tehnicke prirode.

1. Pretpostavke o resenju u° i poc¢etnom uslovu:

Pretpostavljamo da je familija resenja (u®?).s dovoljno regularna kako
bi formalni racun koji sledi bio ispravan. Pored toga pretpostavljamo da
funkeije u™°, kao i njihovi izvodi 0,,u™° i 9,,,,u™° teze nuli kad |z| — oo.

Pretpostavljamo da pocetni uslovi ispunjavaju sledece uslove:

up € LY(RY) N L*(RY),
ui € H'(RY) i eVug, € H' (R RY), za svako fiksirano £ > 0,
ug — ug, kad ¢ — 0, jakou L*(R%) N L'(RY).
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Primetimo da iz poslednje pretpostavke dobijamo da je familija (uf). uni-
formno ograni¢ena u L?(RY).
2. Pretpostavke o difuzionom ¢élanu b(\) = (by(A), ..., ba(N)):

(H1) Postoji r > 1 i konstante C, Cy tako da
CLAMT < A-b(\) < Cy|A|MT", za sve A € RY.
(H2) Matrica Db()) je pozitivno definitna uniformno po A € R,

tj. za sve \, & € RY postoji pozitivna konstanta Cj tako da
€' Db(NE > Cslef.

3. Pretpostavke o fluksu f = (f1,..., f4) : I x R — R%
(H3) Funkcije f = f(t,x,u) i fu(t,2,u) su neprekidne, a njihovi izvodi po t
i x su lokalno integrabilne funkcije i jos vazi sledece:
e Ako jer > 1, koje se pojavljuje u (H1), onda 0, f € LT
R); ako je r = 1, onda 9, f € L*(R* x R¢ x R).

(RT x R x
o D, fi € L'R* x R x R) i Dy, fi(t,2,v)] < |Gt 7)[|v], za neke
funkcije ¢;; € L*(RT x RY), i,j=1,...,d.

4. Uslov prirodne nelinearnosti:

Pretpostavicemo da je vektorska funkcija fluksa f prirodno nelinearna
(engl. genuinely nonlinear), tj. da za sve & = (£,...&4) € S% ! i skoro sve
(t,z) € RT x R? preslikavanje

A= (&, fit,z,\)) nije linearno po A (2.2)
na bilo kom netrivijalnom intervalu.

U ovom poglavlju, glavno tvrdenje je sledece:

Teorema 26. Familija glatkih resenja (u°).s Kosijevog problema (1.2)-
(1.3) je jako prekompaktana u Li (R* x RY) ako su e i 0 iz (1.2) u odnosu

0= 0(5%), kad ¢ — 0.

Da bismo pokazali ovu teoremu, kombinova¢emo metodologije iz [13] i
[36]. Prvo redukujemo jednacinu (1.2) na familiju transportnih jednacina
(2.30), a onda koristimo tehnike H-mera, date u [36], da bismo pokazali
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jaku prekompaktnost familije resenja problema (2.30). Ukratno, to radimo
na sledeéi nac¢in. Prvo dokazujemo a priori ocene za familiju (u°).s. Za-
tim dokazujemo potrebni rezultat o prekompaktnosti familije resenja odgo-
varajucCe transportne jednacine. Onda ih povezujemo, tj. pokazujemo kako
da redukujemo jednacinu (1.2) u transportnu jednacinu (2.30), pa za tako do-
bijenu transportnu jednac¢inu (2.30) dokazemo da familija njenih resenja, kao
i sama jednacina (2.30), zadovoljavaju uslove potrebne za rezultat o prekom-
paktnosti familije reSenja, da bismo zakljucili jaku prekompaktnost familije

(ue,zi)g’é.

Primedba 27. Osim u ovom poglavlju, Teorema 26 je jedan od dva naj-
vaznija rezultata ove disertacije, stoga ¢emo, pre no sto pocnemo da je
dokazujemo, precizno uporediti dat rezultat sa postojeéim rezultatima u
literaturi koje zelimo da poboljsamo, [4, 12, 13]. Da bismo pojednostavili
diskusiju, pretpostavic¢emo da je |0, f| < oc.

Jednacina (1.2) je uvedena u radu [4] u slucaju kada je sredina homogena,
tj. f = f(u) : R — R% Tamo je pokazano da ako je § = 0(5%?1)), e — 0,
onda familija reenja (u®?).; konvergira u L*((0,7); Li . (R?)) za sve s <
o0 i T > 0, ka jedinstvenom entropijskom resenju v € L>((0,7T); L*(RY))
jednacine (1.1).

Isti problem sa istim pretpostavkama kao u [4] posmatran je u radu [13].
Tamo je pokazano da ako je § = 0(5%) tada familija resenja (u°). s kon-
vergira u L*((0,T); LL .(R%)) za sve s < oo i T > 0, ka slabom regenju
u € L>((0,T); L"(R%) jednacine (1.1). Mi dobijamo isti odnos param-
etara, ali za fluks koji zavisi i od vremena i prostora i to koriste¢i drugaciju
metodologiju.

2.1.1 A priori ocene

Izveséemo sada a priori ocene za resenja problema (1.2)—(1.3). Zbog jedno-
stavnosti, u daljem radu pisa¢emo u?, € € (0, 1), umesto u°.

Lema 28. Pod pretpostavkama (H1) i (H3), familija resenja (u®) problema
(1.2)(1.3), za svako t € [0,T] zadovoljava sledeéu nejednakost

t
/ |u€(t,x)|2dx+€/ / (Vus (¢, z) [ dadt’ < c, (2.3)
Rd 0 Jrd

pri ¢emu konstanta ¢ > 0 ne zavisi od €.
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Dokaz: Neka je n = n(u), u € R, data glatka funkcija. DefiniSemo entro-
pijski fluks sa

¢tz u) = /Ou n' ()0, fi(t,z,v)dv, i=1,...d, ¢=(q,..,qq). (2.4
Kako je entropijski par (7, ¢) povezan relacijom
1 (w)0ufi(t, x,u) = Ougi(t, z, u),
zakljucujemo je entropijski fluks dobro definisan u (2.4) ako je
1'(0)0ufi(t,x,0) = 0. (2.5)

Izbor entropije n(u) = u?/2, daje nam da je 1'(0) = 0, §to, uz pretpostavku
da je |0, fi(t,z,0)| < ¢, obezbeduje dobro definisan entropijski fluks.

Kada pomnozimo (1.2) sa n'(u®) dobijemo

om(u +Z@ qi(t, z,u%)

—Z/ Dy fi(t,x,v)n dv—i—Zn VD, fi(t,x,u)

zez&m(n( )by (V) — en’( Zb (Vu©)

1(, € € 0 - €

i=1 i=1

Uzimajudi za n(u) = “72 i integraleci nad [0, ) x RY, uz pomo¢ (H1) i parcijalne
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integracije, dobijamo

1 t
—/ |ua(t,:p)|2dx+601/ / \Vus (', )| dadt!
2 JRa 0o JRd

1 t
<0 3 [P e [ G o o)t
2 Rd 0 R4

1 d t uf(t',z)
= —/ ]ug(x)|2dx+2/ / / VD, fi(t, @, v)dvdzdt”  (2.7)
2 R =1 0 Rd
d ¢
-y / / w Dy, fi(t', x, u)dxdt’
i=1 70 JRI

1 t u® (¢ ,x)
5 [ i [ [ v st oo,
2 Rd 0 R4

Za izvodenje ove ocene potrebno nam je i da je lim,, 4o ¢;(¢, x,u®(t,x)) =
0, Sto osim (2.5) zahteva jos i da je

u (t,z)

lim (¢, x)fi(t,z,u*(t,z)) =01 lim fi(t,z,u) du =0,

x;—+00 x;—Foo 0

Sto pokrivamo pretpostavkama da se reSenja u. anuliraju u besknacnosti i
da nam je fluks ogranicen. Iz (2.7), koristeé¢i (H3) odmah dobijamo (2.3).
|

d
Lema 29. Pod pretpostavkama (H2) i (H3), za |D*ul* = 3" |0z, ul?, fami-
ik=1

lija resenja (u®) problema (1.2)-(1.3), za svako t € [0,T], zadovoljava sledeéu
nejednakost

r+3 2(r+2)

t
et / Ve, 2) P+ £ / / D2 (¢ 2)Pdedt < e, (2.8)
Rd 0 Rd

pri cemu konstanta ¢ > 0 ne zavisi od parametra €.

Dokaz: Diferenciramo (1.2) po z;, i mnozimo dobijeni izraz sa u;, . Inte-
graleé¢i nad R?, koristeéi parcijalnu integraciju i sumirajuéi po k = 1,...,d,
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dobijamo

d
1 13 g g g
§/Rd 0| Vus |Pdx — ;/Rd Vg, - (D, f(t,z,u%) + Ouf - us, ) du
d
(Vug, )" Db(Vus) Vg, do <M —eC3 ) / Vg, |*da.
k=1 R

Integrale¢i dobijeno nad [0,¢] i koristeéi Cauchy-Schwartz-ovu nejednakost,
dobijamo

d t
= Vus( - ,t)|*de + eC Vg, |“dzdt
MR O A S

1
S—/ (Vs |*da
2 Rd

d
+ > IV, e ey 1Dy f (-, - 0) + Ouf - 5, Il may-
k=1

Zatim, koriste¢i Young-ovu nejednakost (C3 je ista konstanta kao i ranije),
038

C
ab < =2a® + =20, a,beR,
2 €

za konstante C'3, Cy koje ne zavise od €, smemo pisati

d t

1
— [ V(- t)Pdx +eC Vg, |*dxdt’
o JL I CooPar ey [1 [, P

1 e [
< Z €12 - e |2 / 2.
_2/Rd\Vu0| d:v—i—CgQ;/o /Rd|Vumk|da:dt (2.9)

C t d 2
+?6// Z‘Dwkf(t’,x,ue(t’,x))—I—(()uf-uik dxdt'.
o Jrt I

Dalje ¢emo izvoditi dokaz odvojeno za r > 1 i r = 1. Koriste¢i nekednakost
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(a+b)? < 2a? 4 2b* i Holder-ovu nejednakost, za r > 1 dobijamo

1

d t
€
— (-, t)|Pd —CE ¢ Pdxdt!
2/Rd|Vu( 3l x—|—2 3 //Rd\Vuxk\ x

1 2
< / |Vus |2 dx + ﬁ/ / )kaf (t,x,u(t,z)) d:vdt
2 Rd Rd

L 2% Z 1)) (t, 2, s, )]

e+l T L= 1(R+><Rd)

2
T+
< / / uy )" (x t’)dxdt) :
R

Mnozimo prethodni izraz sa £7+1 i koristimo posledicu ocene (2.3) da su

t t
/ / luf (s, z)[Pdrds < c i 5/ / |Vu(s, )| P dxds < c,
0 JRd 0o JRd

da bismo dobili (2.8).
Koriste¢i iste argumente, u slu¢aju kada je r = 1, mnozimo (2.9) sa &2,
da bismo dobili

—/ |Vus(t, )| dx+03—/ / | D*uf|*dwdt

< 5205/d |Vug|*dzdt’ + C7||auf”L°°(R+><Rd><R)
R
. d
" 506/ / Z Doy St (', ) Pdadt’ < & Cs| Vg2 go
Rd

F OO+ <GS Kl [ [ e oPasar

i,7=1
sa odgovarajué¢im konstantama. Iz (2.3) i poslednje nejednakosti dobijamo
(2.8). O
2.1.2 Rezultati o konvergenciji

Da bismo pokazali jaku prekompaktnost familije (u. ). resenja problema (1.2)—
(1.3) koristi¢emo teoriju H-mera [9, 31, 42].
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Iz prethodnog odeljka imamo da je niz (uf). uniformno ogranicen u L*(IT).
Stoga, na osnovu Teoreme o Young-ovim merama, postoji njegov podniz
(uF)y, 1 Young-ova mera v = (v, ,), v € Prob(R), tako da za sve neprekidne
funkcije f(\) = o(|A|*), u smislu distribucija, vazi

lim f(u /f ) dvi (), kad |A| — oo.

k—oo

Pokaza¢emo da je niz (hy)y oblika

1, 0 <\ <uF(t,z),
hp(t,z, A) = ¢ =1, 0>\ >uF(t, ), (2.10)
0, otherwise

koji zadovoljava transportnu jednacinu

d

Ouhie(t, 2, 0) + Y 0, (Onfilt, 7, NIi(t, 7, \))
=1 . (2.11)

= Oy (t, z, \) + my(t, z, \) + Z OOz, gi(t, 2, ) + gi(t, z, N),
i=1
pekompaktan u LIOC(H), p € [1,00). Ovde su (gx(t,z,A)g 1 (gr(t,z, )k
prekompaktni u LHT(H) uniformno po A € R, tj. postoji funkcija g( -, -, )
ig(-,-,\) u L™ (II), tako da, do na podniz,

AER

) t
sup lge( -, . A) = g(+ - Moz gy — 0 kad k= oo, -
2.12
)~

SupHgk( ’ 7/\

AeR. ( 7A)||L1+%(H) - O? kad k — Q.

Dalje pretpostavljamo da su my, my lokalno ogranicene Radon-ove mere na
IT x Ry. Pisacemo my, my € Mioo(II X Ry). Iz lokalne ograni¢enosti mera
my 1 my, zakljuéujemo da postoji mera m, m € M,.(II x R)) tako da (do na
podniz)

mr —=m i m;—m, slabo— uMpy(II x Ry), kad k — oco. (2.13)

Zbog uniformne ogranic¢enosti niza (hy)g, postoji funkcija h € L>*(II x R,),
tako da, do na podniz,

hi — h, kad k — oo, slabo— u L*(II x R,). (2.14)
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S druge strane, za ¢» € C*°(R,), dobijamo da

Ohhy, d\ = gbg(uk(t, x)) — G dvy »(N), (2.15)

R)\ R)\

u D'(IT), kad k — oo. Koristeéi notaciju Stieltjes-ove parametrizovane mere,
mozemo pisati dv; . (A) = dhg(t, x, ), gde je g(t,z,\) = fo X{s:s<2} A0 (5)
funkcija distribucije Young-ove mere v. Tada mozemo granicu u (2.15) za-
pisati kao

— | $(Ng(t,z, A) dA
R

i zakljuciti da je
h(t,z,\) = —/ X{s:s<n}dVea(s) = —g(t, o, A).
R

Pretstavljena preko Young-ove mere, grani¢na funkcija h iz (2.14) je mono-
tona po A. Stoga je skup tacaka prekida A\ funkcije h, tj. komplement skupa

& :={\ €R|A(-,\) — h(-,-, No), jako u L} (IT), kad X — Ao},

loc
najvise prebrojiv. Stoga, za svako fiksirano A € €, imamo da
hi(-,s A) = h(-,-,A), kad k— oo, slabo— u L*(II), (2.16)

i tada niz (hg(A) — h(X))rce, definise H-meru p (videti i [31, lema 4]), tj.
postoji H-mera (uP?), ,ce na II x S¢ tako da za proizvoljne test funkcije

¢17¢2 € CO(H) 1 w € C(Sd)7

O1(t, 2)da(t, ) (y) dpi(t, x,y) =

xS ¢ (2.17)
= lim Flo1UL () F 02Ul (Y (77) d€
k—oo Rd+1 ‘5|

vazi za svako p,q € &€, gde je UMt,x) = hy(t,z,\) — h(t,z,\) i F je Fourier-
ova transformacija.

Da bismo koristili tehnike H-mera, potrebne su nam sledece osobine pseu-
dodiferencijalnih operatora nultog reda i Riesz-ovih potencijala, [38].
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Definicija 30. Riesz-ov potencijal Jo, 0 < a < d, je definisan formulom

Fdal](€) = 27l€]) Tl (£),

za sve p € C(RIY).
Pseudodiferencijalni operator nultog reda A sa simbolom ¢ € C(S%) defi-
nisan je formulom

FIALLII(E) = »(&/1EDFTe)(E)-

Pseudodiferencijalni operator nultog reda R;, j = 0,...,d, sa simbolom
i&; /€| se zove Riesz-ova transformacija.

Naves¢emo osnovne osobine pseudodiferencijalnih operatora nultog reda,
[38],

(3a 0 3p)[#] = da+rsly]
31[8IJ90] = Rj[@]) ] = Oa "'7d7 Ty = l.
Riesz-ove potencijale J; karakterise sledeca lema.

Lema 31. Za p > d, Riesz-ov potencijal J, je kompaktni operator iz LP(R?)
u C(RY).

Za 1 < p < d, Riesz-ov potencijal J, je kompaktni operator iz LP(RY) u
LP(RY), za proizvolino q € [1, pd(d — p)~1].

Posledica Hormander-Mikhlin teoreme, [30], je sledeca osobina pokazana
u [38, Sect. 3.2, Example 2].

Lema 32. Za sve p € (1,00),
||A[SOH|LP(Rd) < Cp||SOHLP(Rd) Vo € Lp(Rd)u (2-18)

pri cemu je A pseudo-diferencijalni operator nultog reda sa simbolom 1) €
CH(S4 1) iN >k > %l.

Sada ¢emo pokazati osnovnu osobinu H-mere p, definisane u (2.17).

Teorema 33. Za H-meru p vazi sledece

d
/RA (/HXSd <y0 * Z akfi(t’ s A)%)ﬁ(t, L )\’ y)dlu/v\(ta z, y)) d\ = 0,

ij=1
(2.19)
za proizvoljnu funkciju § € Co(I1 x Ry; C(SY)).
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Dokaz: Posmatramo jednacinu (2.11)u D'(IT x R,),

d
/HXR/\ <¢t + Zzl (quzakfz(t, x, )\)))hk(t, x, )\) dxdtd

—/ (bAdmk(t,x,)\)—l—/ qﬁdmk(t,x, /\)+ (220)
IIxXRy

HXRA

d
+ / ge(t, 2, 0) Y~ bag, drdtd) + / Ogi(t, z, \) dadtd)\ = 0,
HXR/\

i=1 HXRA

za svako ¢ € Ca(IIx Ry). Koristedi (2.12), (2.13)) i (2.14), iz (2.20) dobijamo

d
/ Up(t, ) (gzﬁt + Z Gz, O fi(t, x, )\)> dxdtd\
IIxRy i=1

d
—/ Prd M (t, z, A)+/ Gilt,, 7)) _ b, dadtd) (2:21)
IIxR xRy 1

+/ ¢ dMy(t,z, \) +/ dGL(t, z, \) dzdtd)\ = 0,
IIxRy IIxR )
pri cemu je
Up(t,z) := h(t,z,\) — h(t,z, N,
MF =mk —m, MF.=mF—m,
Gi(t,z, \) = ge(t, 2, A) — g(t, 2, A), Gi(t, 2, A) = Gelt, @, A) — g(t, 2, ),

i gigsudefinisani u (2.12). Sada mnozimo (2.21) sa pr ®o(p) dp, pri cemu
je ¢o € CF(R).

Zmajuci da je skup
{Qb(t,l‘, /\) ’ ¢0(p) : QS S Cg(H X R/\)? ¢O € Cg(Rp)}
gust u C3(II x Ry x R,), dobijamo da

d
xRS i—1

d
_ / / dx dM(t, x,\) dp + / Gilt,2,0) ) bz, drdtdrdp+
R, JIIxR) xRS i1

—l—/ / qﬁd]\_ik(t,as,)\)dp—i—/ ¢G(t, 2, \) dzdtdrdp = 0,
R, JIIxR) xRS
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vazi za sve ¢ € C3(II x R ). Prateéi [36], u ostatku dokaza zameni¢emo
¢ u (2.22) odgovarajuéim test funkcijama. Za test funkciju prvo biramo

¢ € C3(I1 x R} ) oblika
¢(t,$, )‘7p) = ¢1(t7 Z, Aap) ’ (81 OA)[QS?(ta Jf) ’ Ulf]? (223)

pri cemu je ¢1 € C5(IT x RS ), ¢o € CF(IT), d1 je Riesz-ov potencijal i A je
pseudodiferencijalni operator nultog reda na R*! sa simbolom 1 € C(S9).

Dakle, zamenimo ¢ u (2.22) test funkcijom oblika (2.23). Koristimo
¢injenicu da svi pseudodiferencijalni operatori nultog reda komutiraju uza-
jammo i sa parcijalnim izvodima, kao i jednakost J1(0,,¢] = R;[¢], 7 =0, ..., d,
xg = t, iz (2.22) dobijamo sledece

0= / (cblt (310 A)[@2Up] + ¢1(A o Jzo)[qbw,f]) U dadtddp
IIxR?2

d

+ / > (d)lmi (@1 0A) + g1 (Ao le-)) [02UP)U Ry, dadtdAdp
IIxR2 i—1

- / / ¢1, (31 0 A)[@2Ui] dMy(t, 2, N) dp (2.24)
R,p HXR)\

o] e e A a2

[ 61810 NGUNG (. V) dudrdddpt
IIxR2

d

TMIxR2

i=1

Sada smo spremni da pustimo k& — oo. Koristeéi kompaktnost Riesz-ovog
potencijala kao preslikavanja iz LP(R**!) u C(R*™!), za p > d + 1 (lema 31)
dobijamo da je

fim {/ (91U (A © Ro)[¢2UF]) dzdtdAdp
k—oo| JrIxR2

. (2.95)
* /HXR2 ;<¢1U’?aix (A o R;)[p2U}]) dedtdAdp| = 0.

Zaista, svaki izraz u (2.24) koji sadrzi J konvergira ka nuli, dok za preostali
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izraz u (2.24) imamo

d
/ G Y b1, (A 0 R))[$oUF) dadtdrdp| <
IIxR?2 i1

d
<D N Grllprseqmary 61, (A 0 Re)[doU]| 1o ass

=1

3(2'18) C||¢1||Loo(an2) ||Gk||L1+a(n) meas(supp¢o: ) ||¢2sz||Lﬂ(n) —(212) 0,

pri cemu je HLQ + % = 1.
Koristimo sada slede¢u prezentaciju H-mere preko pseudodiferencijalnog

operatora nultog reda
TIx Sd k—oo 1y

pri ¢emu je A pseudodiferencijalni operator nultog reda sa simbolom v €
C(S%) (]9, 36]). Primenimo (2.26) u (2.25) i dobijemo

d
/ / DLdat) (yo +) %yi) AP (t, z, y)d dp = 0, (2.27)
R2 JIIxSd i=1

pri éemu je y = £/|¢| € S Zamenimo test funkciju ¢y (¢, z, X, p) o2 (t, 2)1b(y) €
C3(IT x R C(SY)), test funkeijom (zove se Kruskovljeva test funkeija, [20]),

é%(tam,y)%()\ ;p>¢7<)\ —21—p>7

pri ¢emu je ¢ parna funkcija sa jediniénom srednjom vrednosti ([ ¢ = 1),
%6, ¢7 € C3(R) 1 ¢5 € C3(II;C(S])). Zatim uvodimo smenu promenljivih
p = ek + A, i pusStamo da € — 0. Dobijamo sledece

/m /Hxsd #alt 7, 4)¢7() (yo ' i“ﬂ dp™\(t, 2, y)dX = 0,

koristeé¢i da je preslikavanje (p,q) — pP? neprekidno iz & x & — Z(II x S9)
(videti Teoremu 20). Dokaz zaklju¢ujemo c¢injenicom da su test funkcije

oblika ¢5(t,z,y)¢7(X) guste u CF(II x Ry; C(ST)). g
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Posledica 34 (princip lokalizacije). Nosa¢ H-mere p™, za skoro sve A € R,
lezi u skupu

d
{(t,x,y) eIl x Sd “ Yo+ Z a)\fi(t7xa)‘)yi = O} (228)

ij=1

Dokaz. Kao sto je uradeno u [36], mozemo namestiti da nam podinte-
gralna funkcija u (2.19) bude nenegativna koristedi test funkciju

d
Bt = (o + 3 00t ) e, ),

1,7=1

pri cemu je §; € Cy(II x R)) proizvoljna funkcija. Kad ubacimo ovu test
funkeiju u (2.19) i iskoristimo da je (3; proizvoljna, dobijamo trvrdenje pos-
ledice.

Posledica 35. Pretpostavimo da je vektorska funkcija fluksa prirodno neline-
arna (vidi (2.2)). Tada je niz (hi(t, z, \))y, jako prekompaktan v L (ITxR),
p € [1,+00).

Dokaz: Iz Posledice 34 i uslova prirodne nelinearnosti zakljuc¢ujemo da je
meas(suppu™) = 0, tj. p™ = 0, za skoro sve A € R. Prema teoriji H-
mera, [42], imamo da je p™ = 0, za skoro sve A € R, ako i samo ako
R*(-, o X) — h(-,+, A), jako u L2 (I1), za X € €. Koriste¢i Lebegue-ovu teo-
remu o dominantnoj konvergenciji zaklju¢ujemo i da A*(-,-,\) — h(-,-,\)
jako u L¥ (II), za sve p € [1,+00), jer je niz (hg)x ogranicen. g

loc

2.1.3 Dokaz glavne teoreme

Dokazac¢emo Teoremu 26.

Dokaz Teoreme 26: Pratimo postupak iz [13]. Delimo dokaz na pet
koraka:

1. korak: Neka je n proizvoljna glatka konveksna funkcija. Preko funkcija

1, 0 <\ <u(t,z),
h5<t,$, )‘) - _]-a 0> A 2 ug(t7$),

0, inace
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mozemo zapisati (2.6) kao

8,5/RAh(tm)\ dA+Za/ (2, N f(t, 2, N () dA

d E(t’, )
—Z/ Do fi(t,z, N dA+Zn D, fi(t, z, u°)
=1
d d
=) 0, (' (u)bi (V) —en"(u) Y b(Vu
i=1 =1

d
+5Za Oz %) — 0" (u Zauaw

Testirajuéi poslednju jednakost na test funkciji ¢ € C§°(II), dobijamo

_ / ho(t 2 0 (Nt 7) dMdadt (2.29)
IIxR
d
= / he(t, 2, N0 fi(t, 2, N/ (N g, (t, ) dAdzdt
IIxR

i=1
d

+) /H Rhs(t,x, A)Dyr fi(t, 2, " (N (t, 7)dAdxdt
1 X
d
—/ Z (ebi(VuT) + §04,2,u°) 0 (u) oy, (t, x)dzdl

—Z/ (b (Vuo)us, + 0u, Oypi®) " (uF)p(t, ) dardlt.

Kao u [13], posmatramo jednac¢inu (2.29) u smislu distribucija D, g.
Oznacimo sa

HE(t,x) = ebi(Vu®), H(t,z) = 60,,,,u°,
G5 (t,x) = eb(Vu)us,, Gi(t,x) = 6us Oy,
i primetimo da su sve familije (Hf)., (H?)., (G%). i (G5)., uniformno ogranicene
u L (IT x R) (zbog (H1)-(H3) i Lema 28 i 29).

loc
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Neka je 6(A — u) Dirac-ova delta funkcija definisana sa (6(A —u),n(\)) =
n(u). Tada su funkcionele

mi =06\ —u)G5, kj =0(\ — )G,
=86\ —u)H;, 7 =0\—u)H;, i=1,...4d,

)

definisane kao distribucije u D’(II x R) preko sledeéih tenzorskih proizvoda:
(i@ 1) = [ Gitahpltal (1, )i,
(.0 w) = [ Gelta)o(t, o () dadt,
(rivp ) = [ Hilta)(tan (o (b)) dadt
(g} = [ HE(ta)tam (ot ))dadr
Kako je preslikavanje n(\) — G5(t, x)n'(u®(t, x)) neprekidno, prva prezenta-

cija sledi iz Schwartz-ove teoreme o jezgru. Stoga se (2.29) moze zapisati kao
jednacina u D'(II x R) na sledeéi nacin:

d
Ouhe(t, 2, A) + Y On, (he(t, 2, NOAfi(t, 2, \)) = (2.30)
d - d
=1 i=1

2. Korak: U ovom koraku ocenjujemo izraz sa desne strane jednacine
(2.30), kako bismo primenili rezultate iz prethodno podpoglavlja. Prvo ¢emo
pokazati da se 77 1 77 mogu pretstaviti u slede¢em obliku:

za neke g7, g7, p; 1 p; za koje vazi da

75,65 —0, kad £ —» 0, u L (Il x R),

ﬁfapf - O) u LQ(H X R)
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Pokazimo da vazi (2.31). Za proizvoljno 0(t,z,\) € Cg°(Il x R), koristedi
(H1), Lemu 28 i Hélder-ovu nejednakost, dobijamo

(x5, 0)| < 035/ Vs ||| dwdt
1T

, w1
< Cgel ™7 <€/ |Vu5|r+1d$dt) 10(t, z,u(t, )| Lreramy
m

< Cé‘l_ﬁ HGHLT-‘rl(H;WI,T‘-‘rl(R)).

r+1

Odavde zakljutujemo da 7§ — 0 u L+ (I[; W=1"(R)), pa se moze pret-
staviti u obliku (2.31). Zatim, koristeé¢i Schwartz-ovu nejednakost i Lemu 29,
dobijamo da za 7 vazi

. )
(75, ) < C—5 10] L2 qnm (m))-

gr+1

Odavde zakljuéujemo da ako je § = O(e7+1), onda 75 — 0 u LA(IL; HL(R)),
pa se moze pretstaviti u obliku (2.31).
Pokazimo sad da za sve i =1, ...,d

m;, k; lezi u ograni¢enom podskupu

L (2.32)
prostora ogranic¢enih mera M(II x R).

Naime, iz (H1) i Leme 28 dobijamo da je
|(m:,0)| < 5/ [Vus||b;(u)|6(t, z,u®)|dzdt < C sup |0(t, z, N)]|.
I xR

Iz Lema 28-29 i nejednakosti
abl < a0 + £ 1v?4,

dobijamo ocenu
)
[{k7,0)] < C— sup [0(t, 2, A))|
er+1 IIXR

odakle mozemo zakljuciti da vazi (2.32).
Kona¢no posmatrajmo preostali sabirak na desnoj strani jednacine (2.30).
Oznacimo sa

Hf = D)\J?ifi(t?x’ )‘)H<u6 - )‘)’ i = ]" 7d



2.1 Difuziono-disperziona granica sa neprekidnim fluksom 59

Za proizvoljno 0(t,z,\) € C(RT x R¢ x R) i svako i = 1,...,d, imamo da
je

IIxR

< ||‘9)\||CO(H><R)/ | D fi(t,z, N)|dtdzd) < C|0x||coqxr)

suppf

pri ¢emu je C' konstanta koja zavisi samo od nosaca test funkcije 6. Stoga za
svako @ = 1,...,d, familija IIf lezi u lokalno ogranicenom podskupu Radon-
ovih mera M(II x R).

3. Korak: 1z prethodnog koraka zakljuc¢ujemo da se (2.30) moze zapisati
kao

d
Ouhe(t, 2, N) + Y On, (he(t, 2, N)Orfit, 2, \))
=1
d
(0NQ5(t 2, A) + Q5 (tm, N)) + > (OaPF + FY),

=1

||M&

Ve
79

r+1

pri éemu zbog 2 > , imamo da su ) i 1 = 1,...,d, prekompaktni

WL (HXR) doksuPaiP‘E

loc % i

Radon-ovih mera M(IT x R).

Stoga mozemo da primenimo Posledicu 35 na familiju (h.). da bismo
zakljucili da postoji podniz (hg)r C (h:). takav da za sve R € N, vazi

t = 1,...,d, lokalno ogranic¢eni u prostoru

R
(/ hi(t, z, )\)d)\) je konvergentan u L;, (R* x RY). (2.33)
—-R keN

Dalje je

R R
ua—/ ha(t,x,)\)d)\‘ - ‘/hg(t,x,)\)d)\—/ hg(t,m,)\)d)\‘

R A —R

(2.34)

00 —R
_ / hE(t,x,A)d/\Jr/ ho(t, 2, \)d

R —00

=H(u — R)(u* — R)+ H(—u® — R)(—u® — R).
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Iz Leme 28 zaklju¢ujemo da postoji konstanta K; > 0 koja ne zavisi od ¢
tako da je

/Ot /R[H(uE — R)(u* — R) + H(—u® — R)(—u® — R)|dxdt

2.35)
I K (
S/ |u®|dzdt < —/ /|u5\2dxdt <
|[us|>R R 0 Jzx R

jer je

/ R|uf|dxdt < / uf|2dadt < K.

|us|>R [ue|>R
Stoga iz (2.34) i (2.35) sledi da je

K
/ / u® —/ (t,x )\)d)\'dtdx < = (2.36)

Sada je lako pokazati da je niz (u¥)y, indeksiran kao u (2.33), Cauchy-ev niz
u LL (TI). Za svaki kompaktan skup K CC II, dobijamo ocenu

loc

/ M — w2 |dxdt
K
R
g/ ukl—/ B, (t, 2, \)dA
K —-R

.

pri ¢emu se pojavljuje zbog (2.36), i v je funkcija koja konvergira ka nuli
kad k; — oo, z 1,2, i sve je tako jer je (hy); konvergentan u L (IT x R).
Stoga vidimo da je podniz (u*);, C (uf). Cauchy-ev niz u L (1), sto
implicira L (IT)-prekompaktnost familije (uf).. O
Primetimo da ako je § = o(¢?), ¢ — 0, (u,), konvergira ka jedinstvenom
entropijskom resenju jednacine (1.1).

R
- / hae, (£, 2, \)dA |dzdt

R

dxdt + / e
K

R R
/ hlﬂ(tvm?/\)d)‘ - / hk2(t,$, /\)d/\
-R

2K
drdt < —* + v(k1, k2),
. R

2K1

2.2 Difuziono-disperziona granica sa prekid-
nim fluksom

U slucaju kada radimo sa prekidnim fluksom imamo jos jednu dodatnu apro-
ksimaciju. Naime, prekidan fluks je potrebno aproksimirati nizom ”lepsih”
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funkcija, te se zbog toga uvodi pojam ”difuziono-disperzione-uglacavajuce
granica” (engl. zero diffusion-dispersion-smoothing limits).
U radu [12] posmatran je visedimenzionalni zakon odrzanja sa prekidnim

rizovan uglacavanjem prekida funkcije fluksa. Tacnije, posmatra se konver-
gencija glatkih reSenja u = u®(t,z), (t,z) € R* x R? nelinearne parcijalne
diferencijalne jednacine

d
Owu + div, fo(t, z,u) = ediv, b(Vu) + 9 Z aijwjzju, (2.37)
j=1

kada ¢ — 0, pri ¢emu i 6 = d(¢),0 = p(¢) — 0. Prekidan fluks f €
C(R; BV(R; x RY)) aproksimiran je nizom funkcija {f,} koje su glatke
po svim promenljivama, na slede¢i nacin

Sug ||fg(t,l',U) - f(tax7u)||Lfoc(R+><Rd) - 07 0 — Oa P > 2.
ue

Kao i do sad, cilj je pokazati da slaba reSenja problema (2.37), u.5 €
L>=([0,T]; H*(RY)), konvergiraju ka reSenju hiperboli¢nog zakona odrzanja,

o+ div, f(t,z,u) =0, uw=u(t,z), z€ R t>0. (2.38)
Posmatra se i pocetni uslov
e 5(2,0) = up(z), =€ R, (2.39)
kao i isti pocetni uslov pri ¢emu wug zavisi od €. Pretpostavke o difuziji
b(A) = (bi(N),...,by(N)) su slicne kao u prethodnom poglavlju , ali éemo ih
navesti zbog kompletosti.
(H1) Postoje konstante Cy,Cy > 0 za koje vazi
Ci A2 < X-b(\) < Cy A\ za sve A € RY.

(H2) Matrica Db()) je pozitivno definitna, uniformno po A € R, tj. za
sve A, o € R?, postoji konstanta C5 > 0 tako da je

0" Db(X)o > Cs|o|*.

Dodatna pretpostavka na fluks f je sledeca:
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(H3) Postoje konstante C, a > 0 takve da je

d
i=1

d
p(t, )
Z |0, f5(t, 2, u)| < W

1,j=1

gde je 1 € M(R' x RY) ograni¢ena mera, pa se stoga gornja nejednakost
tumaci u smislu mera.

Dobijene a priori ocene date su u sledec¢oj teoremi.

Teorema 36. Neka je fluks f = f(t,x,u) Lipschitz-neprekidan na RTx R x
R i neka vazi (H3). Neka je pocetni uslov ug € L?(RY). Pod pretpostavkama
(H1)-(H2), niz resenja (uc)eso problema (2.37)—(2.39) za svako t € [0,T]
zadovoljava sledece:

t
/]ug(t,x)]%la:%—e// \Vu(t, z)|*dxdt’ (2.40)
R4 0 JR?

t ue (¥,)
< (Cy / |u0(:v)|2dx—// / div, f(t, z,v)dvdzdt’ |,
R¢ 0 JR?Jo
/ \Vu(t, z)|*ds + * / / D?u(t', ) Pdxdt’ (2.41)

§C5<€2/ |Vu0(:17)|2dx+5/ / Z|0xkf(t',:1:,ua(t',x))|2dxdt'
R4 0 JR' ]

101 iy )

za konstante Cy 1 Cs.

Dokaz ove teoreme je slican dokazu Lema 28 i 29, stoga ¢emo ga ovde
izostaviti.

Sada posmatrajmo problem (2.38)-(2.39), gde je pocetni uslov ug € L*(R%),
uz sledeée pretpostavke o fluksu f = f(t,z,u), (t,z,u) € R* xR*x R, (H4):
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(H4a) Pretpostavimo da je fluks f € C(R; BV(R" x R?%)) i da za svako
l € R vazi

max f(t,z,u) € L’ (RT xR, p>2.

w€ -] loc

(H4b) Postoji niz f, = (fip,---» fap)s 0 € (0,1), f, = folt,z,u) €
CY(R' x R? x R), koji za neko p > 2 i svako I € R* zadovoljava sledeée:

lim max || fo(t, 2, 2) — f(t, 2, 2) | Lo m+ xrey = 0, (2.42a)
0—0 ze[-1]]
d
pa(t, x)
,-Zl |ax¢fig(t,l’,u)’ S W, (2.42b)
d
&> 10s, fiolt, w, w) P < piat, @), (2.42¢)
i=1
Ed: 0 fio(t, 2, u)| < —— ¢ (2.42d)
ple)’
Mg(t,I)

gde su u; € M(R*' x Rd), 1 =1,2,3, ogranicene mere.

Dobar nacin da se aproksimira fluks je sledeéi. Neka je ¢; € C°(RTxRY)
i@y € C§°(R) proizvoljna nenegativna funkcija sa kompaktnim nosacem, ¢iji
je integral (totalna masa) jednak jedinici. Oznac¢imo sa

1 z. 1 U

polzu) = QdH%(Q)ﬁ( )902(6(9))’

ze RTxR%iu e R, gde je § realna funkcija koja tezi ka nuli kad ¢ — 0. U
sluéaju kada je fluks f € C(R; BV(RT x R%))N BV (R x R* x R%)) lokalno
ogranicen, direktan rac¢un nam daje da niz f, = f* @, = (fip---, fdo)
zadovoljava (H4b) sa ((p) =

Uslov prirodne nelinearnosti u ovom slucaju je slede¢i: za sve (t,z) €
R™ x R%isve £ € R%\ {0}, preslikavanje

f
If\

nije konstantno ni na jednom netrivijalnom intervalu realne prave.

R> A\ Z it (2.43)
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Sada mozemo posmatrati problem za pocetni uslov koji zavisi od €, tj.

d

Owu + divy, fo(t, z,u) = ediv, b(Vu) + (52 ;U (2.44)
7j=1

u(r,0) = ug (), =€ R (2.45)

pri ¢emu fluks f, zadovoljava pretpostavku (H4b). Pretpostavljamo da resenje
problema (2.44)-(2.45), u. = u.(t, x), zadovoljava sledeée:

HU/O,E — UOHLQ(RUZ) — 01 “uO,EHLQ(Rd) + €Hu075HH1(Rd) < C. (246)

Takode pretpostavljamo da o = o(¢) - 019 = d(¢) - 0, kade — 0. U

ovom slucaju dobijene su sledece a priori ocene date u sledecoj teoremi, ¢iji
¢emo dokaz takode izostaviti.

Teorema 37. Neka fluks f(t,x,u) zadovoljava (H4) i neka pocetni uslov ug
zadovoljava (2.46). Tada niz glatkih resenja (u.)eso problema (2.44)-(2.45)
zadovoljava sledeée nejednakosti, za sve t € [0,T],

/ lue(t, x)| d:c—|—5/ / \Vu(z, s)|*dzds (2.47)
§ 03 (/ |U07g(ﬂf)|2dl’ + ClO) s
Rd

t
52/ |Vu€(t,x)|2dx+€3// | D?u.(t', z)Pdxdt’
R¢ 0 JR?

C
< 2 20r + = 12
~ 04 (6 /Rd |VU07E(ZE)| dx + QCH + ﬁ(Q)Q

za konstante Chg, Ci1, Cha, pri cemu su konstante Cs, Cy iz Teoreme 36.

) . (2.48)

Specijalan sluc¢aj: linearna difuzija b(\i, ..., \g) = (A, ..., A\a)

Ovakav oblik difuzije nije esencijalna restrikcija problema, ali mnogo pojed-
nostavljuje resavanje problema. Za dobijanje konvergencije resenja problema
(2.44)-(2.45), u ovom slucaju, koristi se sledeca teorema, [33].
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Teorema 38. Neka je vektor f(t,x,u) prirodno nelinearan u smislu (2.43).
Tada svaki niz (ve(t,x))es0 C L2(RY x RY) za koji vaZi da je za sve ¢ € R,

0 (0(ve — ¢)(ve — ¢)) + div, (O(ve — o) (f(t, z,v:) — f(t,z,¢))) (2.49)

-1

prekompaktan w H_!, sadrzi podniz koji konvergira uw Ll . (R" x Rd).

loc

Dobija se sledeci rezultat.

Teorema 39. Neka je vektor f prirodno nelinearan u smislu (2.43) i neka
zadovoljava (H4). Dalje pretpostavimo da

0 =e, § =e%p*(e), (5/2(8% — 0, kad ¢ — 0, (2.50)

i da upe zadovoljava (2.46). Tada postoji podniz resenja (u.)e~o problema
(2.44)—(2.45) koji konvergira ka slabom resenju problem (2.38)—(2.39).

Dokaz ove teoreme je koristan jer sadrzi mnostvo korisnih ideja. Zbog
toga ¢emo navesti znacajne korake u dokazu.

Dokaz: Uzmimo proizvoljnu C?-funkciju S = S(u), v € R, i pomnozimo
jednacinu (2.44) sa S’(u.). Definisimo i entropijski fluks,

alt, o) = / Sdufodv,  a= (a1, d0).
0
Dobijamo,

S (ue) + divy q(t, z,us) — divy q(t, 2, v) v, + S (ue) divy fo(t, 2, 0) =,

(2.51)
= ediv, (9 (u.)Vu.) — 5" (u.)|Vue|?
d d
+6) Dy (S (ue)2 , ue) =6 Y 8" (1), u02, e
j=1 j=1

Ova formula je znacajna jer se razlicitim izborom funkcije S(u), dobijaju
mnogi rezultati.
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Kako niz resenja (u.).~o problema (2.44)—(2.45) nije uniformno ogranicen,
Sto je potrebna osobina za primenu Teoreme 38, taj niz modifikujemo funkci-
jom otsecanja 17,

-1, u<-—lI,
Ti(u)=qu, —I<u<l, (2.52)
[, u >,

[ € N, i pravimo niz (7}(u.))eso-

Pokaza¢emo da je niz (7j(u.))e>o prekompaktan za svako fiksirano [.
Oznac¢imo sa u; granicu podniza (u Ll ) niza (Tj(u.))es0, Sto nas dovodi
do novog niza (u;);>1 za koji pokazujemo da konvergira ka slabom resenju
problema (2.38)-(2.39). Da bismo to pokazali moramo regularizovati T;, C*-

regularizacijom 7;,: R — R. Definisimo 7},: R — R kao 7;,(0) =0 i

1, lul <1 —o,
T (w) == - < |u <1, (2.53)
0, lu| > 1.

Primetimo da kad ¢ — 0, dobijamo da T;,(u) — T;(u) u L} ., za svako
p < 00, gde je T; definisano u (2.52).
Da bismo ocenili [|7)", (u:) Vue|| 2 g+ «re), tbacimo nove funkcije Tlig ume-

sto S u jednacinu (2.51), pri ¢emu su Tli(7 definisani na sledeéi nacin,

Tl:,I;(O) =0,
(1, u <l
(T5,) (u) = B2 I <u<l+o,
L0, u>1l+o,
(1, u > —I,
(Tl_a)’(u) = H"%, —l—0o<u<—lI,
L0, u<—l—o.
Primetimo da je
(T () <1, T (w)] < Jul,

<
. 2.54
Ti(u) =T (u), z2a —1<u<l (2.54)
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Ako ubacimo S(u) = =T, (u), ¢ = qi(t,x,u) = — [[(T;L) (v)uf,dv u
(2.51) i integralimo po II, = [0,¢] x R?, dobijamo

—/'ﬂgwamwy/ T, (uo)dz + — [/ |V, [*dzdt
R4 d mn{l<uc<l+o}

// div, g4 (t, z,v)|y=y dxdt + // "(ue) divy fo(t, 2, v)|ymy. dzdl
II;

)
— = 8%%3 Jusdzdt. (2.55)
o IiN{l<uc<l+o} ]Z

Slicno za S(u) = T, (u), ¢ = q_(t,z,u) = [ (T,) (v)0uf,dv iz (2.51) dobi-
jamo,

/ Z}U(ug)dx—/ 1), (uo)dx + — // |Vu|*drdt
R4 N {~l—o<uc.<—1}
// div, q_(t, z,v)|y=y dxdt — // "(ue) divy fo(t, 2, v)|ymy. ddt
I

4
— 2.
+ > //n Z&%us oy, Usddt. (2.56)

tN{—l—o<u.<— l}] 1

Sumirajuéi (2.55) i (2.56) dobijamo,

5// V. 2dwdt =
0 J Jmn{i<|ue|<i+o}

- [ Tt =T ) det [ (T ) = T () do

+// div, q_(t, x,v)|v:usda:dt—// div, g4 (t, 2, ) |ymy, dxdt
11,

// 1) () divy, fo(t, 2, v) |p=u drdt + // "(ue) divy fo(t, x,0)|pmy, dzdt
II;

d
_? / / Za%uaa Jucdxdt
0 JJmn{-l—-o<u.<—1} =

d
5//

— — g Dy, u02  u-dudt.
o JJImn{i<u.<i+o} S5 B
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Iz (2.54) i definicije funkcija ¢_ i ¢y sledi da je

i// |Vug|2dxdt§/ 2|u€|das+/ 2|ug|dx
0 J Jmn{i<|uc|<l+o} lue|>1 lug|>1

+2//H /Z\D io(t, z,v)|dvdzdt
+2 / /H Z |0u, fio(t, 2, ue) | ddt

t =1

d
2— Oy U c|dxdt.
= 101, el

N{l— U<|ug|<l}j 1

(2.57)

Bez gubitka opstosti, mozemo pretpostaviti da je [ > 1. Imajuéi to na umu,
z (H4) i (2.57) dobijamo,

E// |Vu|*dzdt
0 JJmn{i<|uc|<l+c}

S/ 2|u€|2dzl:+/ 2|uo|*dz
Jue|>1 |ug|>1

2 — "7 _dvdxdt
*/A/ 1+MH !

+2 / /H Z\a% fio(t, , ug)|dadt (2.58)

t =1
d

)
+2— // Z |0z u0;, u|ddt
0 JJmn{i<|uc|<l+o} =

< /dz (Jus(a, D + luo(z, D)) da
R
5 d
+ K1+ Ky + 2@ Z “EaCEiUEHLQ(R"'XRd)H82aﬁfixiu€HLQ(R+XRd)
=1

52 52 1/2
<
—&+QWW@Vﬂ%9 Ralts,
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gde su K;, i =1,...,5, konstante takve da je (pogl. (2.47) 1 (2.48)):

ps(t, x)
— dvdxdt < K
/// T o b

// Z|3x¢fig(t,x,u€)|dxdt < Ko,
IT

t =1

€0z, ue || L2mt xmey < K,
( )

=1

d 1 o\ 12

2

9 Bmmu +opd) < + - K ,
ZZIH EHLQ(R xR?%) ((ﬁ(@))Q Q) 4

/ 2 (lua(, ) + up e, D)) da + K, + K < Ko,
Rd

d

4]
20_§‘|5VU5HL2(R+de) Z H528xixius||1:2(R+de) <
i=1

52 52 1/2
< ( + ) K3 Ky,

02ei32(e) | o2t

pri ¢emu smo u poslednjoj formuli koristili pretpostavku da je ¢ = p iz
(2.50). Ove ocene slede iz (H4) i a priori ocena, (2.47) i (2.48). Stoga, iz
(2.58) dobijamo

e ) 52 52 1/2
o //Htﬂ{l<|u5|<l+a} o?e?[F*(e) = ot

Sto je i trazeno za ocenu T}, (ue) Ve || 2w+ xra)-
Uzmimo sad funkciju U,(2) koja zadovoljava U,(0) = 0 i

0, z<0,
/ _ Z
Uy(z) = Z, 0<z<p,
1, z>p.

Jasno, U, je konveksna i vazi U)(2) — 0(z), u Ly (R), kad p — 0, za

sve p < oo. Kao i dosad, 6 je Heaviside-ova funkcija. Ubacimo S(u.) =
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U,(T)5(us) — ¢) u (2.51), da bismo dobili

0,(6(Ti(u.) - O)(Ti(u) - <)) (2:60)

+ div, (8(Ti(ue) = &) (f(t,2, Ty(u.)) = f(t,2,6)))
- Fl,e + F2,6 + P?),s + F4,s + F5,€ + FG,& + F?,s

pri cemu su
Pie = 0, (0(T(ue) = O(Ti(ue) =€) = Up(Tio () = <) ).
Ty, = div, (9(Tl(u£) —O(f(t,z, Ti(w)) — f(t,z,¢))

_ /u Up(Tio(v) — )T}, (v)0y fo(t, , v)dv>,

I3, = / U/')(TZJ(U) — )T} ,(v) div, O, f,(t, z,v)dv
- U;Cn,a (u6) - C)TI/,U(U€> divﬂﬁ f@(t7 z, U) |U:us’
Fye =eAU,(T0(u:) —c)

+5ZD1’1 u Tla(us)_ )]aizz )

I'se = _5U;:(Tl,o(us) - C)]}i’c,(ue)|Vu€|2,

= -9 Z D Tl N ua) - C)] &Uzufazﬂiua

[7e = —eU) (T (ue) — o) (T] 4 (ue))?| Ve,
U nastavku pretpostavimo da o zavisi od € na slede¢i nacin:
o= 3. (2.61)

Sada mozemo pokazati da niz (7}(u.)).>0 zadovoljava uslove Teoreme 38.
Stoga treba pokazati da je leva strana jednakosti (2.60) prekompaktna u
H_ NR*T x R?). Za dokaz prekompaktnosti treba¢e nam Murat-ova lema, tj.
treba da pokazemo sledece:
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(i) Kada levu stranu jednakosti (2.60) zapisemo u obliku div )., dobijemo
Q. €L (R" xR zap>2i

(ii) Desna strana jednakosti (2.60) je oblika Mc 5 + ngcl,c, gde je Mige,n
skup familija koje su lokalno ogranicene u prostoru mera, a ngic je skup

familija prekompaktnih u ngg.

Prvo, kako je Tj(u.) uniformno ogranicen jedinicom, vidimo da je (i) zado-
voljeno. Da bismo pokazali (ii), posmatramo svaki sabirak sa desne strane
jednakosti (2.60). Precizna ocena funkcija I';., i = 1,...,7, iz (2.60) moze
se naéi u [12] gde je data na Sest kucanih stranica. Zakljucak tog detaljnog

ocenjivanja je da je

0i0(Ti(uz) = ¢)(Ti(ue) = )
+dive 0(Ti(ue) — ) (f(t 2, Ti(ue)) = f(t,2,¢)) € Mioe + Hige,
odnosno da (ii) vazi i mozemo iskoristiti Murat-ovu lemu da bismo zakljuéili
sledece:

00(Ti(ue) — c)(Ti(ue) — ¢)
+div, 0(Ti(u2) — O)(f (1,2, Ti(we)) — F(t,,)) € Higl.
Stoga su uslovi Teoreme 38 zadovoljeni, pa sledi da je za sve [ > 0 niz
(Ty(u.))->0 prekompaktan u LL (R x R). Kako je niz (u.).o uniformno
ogranicen u L?(R™ x R%), iz [7, Lemma 7], zaklju¢ujemo da je niz (u.)sso
prekompaktan u L (R* x R%). g

loc

Jednodimenzionalni slucaj

Sada ¢emo analizirati konvergenciju niza (uc).=o reSenja problema (2.44),
(2.45) u jednodimenzionalnom sluc¢aju. Za razliku od visedimenzionalnog
slucaja, pretpostavicemo da je fluks neprekidno-diferencijabilan po promen-
ljivoj u. To ée nam omoguéiti da optimiziramo odnos §/¢%. Radi¢emo pod
sledeé¢im pretpostavkama o fluksu f = f(¢,z,u), (H4’):

(H4a’) pretpostavimo da je fluks f € CY(R; BV(R" x R,)) N LR x
R*xR,)i0,f € LR xR" x R,).

(H4b’) Postoji niz (f,),»0 na R* x R x R, glatkih funkcija po (¢,z) €
R" x R i neprekidno-diferencijabilnih po promenljivoj u € R, koji za neko
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p > 2 zadovoljava sledece:

gi%rzrle% ||fg(t7l" 2) - f(taxvz)||Llpoc(R+><R) =0,

|3xfg(t,x,u)| S ]_ILL].(t7$)

T 10feltiz 0 < pualt, @)

2 /'63(t7'r)
’axufg(tv Z, U)l < W’

|3uf(t,x,u)| S C?

gde su p; € M(R' x R), i = 1,2,3, ograniene mere (stoga, gornje nejed-
nakosti interpretiramo u smislu mera).
Pod ovim pretpostavkama dokazac¢emo sledece:

e Bez pretpostavke prirodne nelinearnosti na fluks, niz (u.).~o konvergira
do na podniz ka resenju problema (2.38)—(2.39) u smislu distribucija
kad je § = O(?) i o = O(g) (blaze pretpostavke nego u multidimen-
zionalnom slucaju).

e Ako dodatno pretpostavimo f € C?(R; BV(R" xR,))NL®(RxR™" x
R.), i da je f prirodno nelinearan u smislu (2.64), onda je niz resenja
(¢ )e>0 problema (2.44)—(2.45) jako prekompaktan u L (R x R) za
§ = 0(e?).

Primedba 40. Dokaz se oslanja na a priori ocene (2.47) i (2.48). Primetimo
da u nejednakosti (2.48) mozemo uzeti da je 5(0) = 1 zbog (H4a’).

Trebace nam sledeé¢i oblik Teoreme o Young-ovim merama.

Teorema 41. [34] Neka je niz (u, ) uniformno ogranicen u L®(R*; LP(R))N
L"'(RT x RY), p,r > 1. Tada postoji njegov podniz (u,) i niz probabilistickih
mera

Via) € M(R), (t,z) € R* x R?
tako da granica
g(t,x) :== lim g(t, z,u., (t,))

k—o00

postoji u smislu distribucija za sve funkcije g merljive po (t,z) € R* x R¢,
neprekidne po u € R i za uniformno sve (t,x) zadovoljavaju sledeée:

lg(t, 2, u)| < C(1+ |ul?)
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za konstante C', M i q, takve da je 0 < q < p. Granica je pretstavljena preko
ocekivanja

alt,z) = / ot 2 Ndviem (V).
Rt xR

za skoro sve (t,2) € R* x R".
Takav niz mera v = (v z)) zove se Young-ova mera asocirana nizu (Ue, )xeN -
Dalje,
u, —u u LT (RTxRY, 1<r<p

loc

ako 1 samo ako
Vy = Ou(y) skoro svuda.

Takode ée nam trebati i tzv. Div-Curl lema.

Lema 42 (Div-Curl). Neka je Q C R* ograniceni domen. Pretpostavimo da
je

1 ol 2 _ =2
v, =T, v =T,

1 1 2 2
w, ~w, w.—w,

u L*(Q), kad ¢ — 0. Pretpostavimo takode da dva niza {div (v},v2)}.., i

{ewr] (wl, w?)}, ., leze u kompaktnom podskupu prostora H NQ), gde je

(12 1 2 12 2 1
div (vl,v2) = 0y 0f + Oppv? 0 cuwrl (wl,w?) = 0wl — Oy,

Tada, do na podniz, vazi

€1 7e

(vl 02) - (wlw?) — (@,9°%) - (W', ®*), uwD(Q), kade | 0.

Lema 43. Neka niz (u.).so € L*(R* x R) slabo konvergira u L>( R™ x R) ka
funkeiji u € L*(R" x R). Pretpostavimo da je n(t,z,\), (t,z,\) € RT x R?
funkcija takva da je n € C*(Ry; L N BV (RS x R,)).

Oznacimo sa n, odsecanje funkcije 1,

77<t737,)\), |>\‘ <n, i
nt,.x,)\ = 7 t,ZC cR XR’ 92 692
il ) {07 |A| > 2n (t,2) (2.62)
i sa qn(t,x, \) odgovarajuci entropijski fluks.
Ako za sve n € N vazi
div(nn(u€)7 Qn(t; l‘, ug)) E }J_1

loc,c

(R" x R), (2.63)
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tada je graniéna funkcija u slabo resenje jednacine (2.38).
Dalje ako je fluks f = f(t,z,\) dvaput diferencijabilan po \, i prirodno
nelinearan, tj. za sve (t,2) € RT x R® preslikavanje

R > X\ — O\f(t,x,\) nije konstantno (2.64)

na netrivijalnim intervalima, tada niz (ue)eso — u, jako u LL (RT x R).

Dokaz: Primeni¢emo metod kompenzovane kompaktnosti kao u [37]. Prvo
primetimo da iz Teoreme 41 imamo da postoji podniz (u., ) C (u.) i niz
probabilistickih mera

Vitz) € M(R), (t,z) € R" xR

tako da limes
g(t,x) = ]}L%Og(t,x,usk(t,x))

postoji u smislu distribucija za sve funkcije g merljive po (t,z) € R* x R,
neprekidne po u € R, koje uniformno, za sve (¢, z), zadovoljavaju uslov

lg(t, 2, u)| < C(1+ |ul?),

za konstante C, M i ¢, takve da je 0 < ¢ < p, i pretstavljen je preko
glta) = [ gltw N (M),
RTxR

za skoro sve (t,r) € RT x R. Odavde, zbog (H4), zakljucujemo da za fluks
f(t,x,v) vaz

k—o0

lim f(t, z,u., (t,z)) = / F(t, 2, N)dvg ) (N).
RTxR
Primetimo da je
u(t,z) = /)\dl/(t7x)()\). (2.65)
Izaberimo n(u) = I(u) = w u (2.62), i posmatrajmo vektorsko polje
([n(ll/e), fn(t, :1;7 u€>>7

¢ € C*(R) proizvoljna entropija, a 1, je entropijski fluks koji odgovara ¢,.
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Ovde [, i ¢, oznacavaju glatke funkcije odsecanja za [ i ¢, redom, vidi
(2.62).

Zbog (2.63) mozemo primeniti Div-Curl lemu na dato vektorsko polje.
Stavimo da ¢ — 0 i, do na podniz, dobijemo da je

/ (]n()\)@/zn(t, T, A) — dn(N) fu(t, x, )\))dl/(tjx)(/\) (2.66)
=/@Nw%ﬁmﬂ—h@@%wme&

gde je
Fa(t z) = / Jult 2 v (V) n(t, 2) = / Lo\ din (V)-

Dalje, izaberemo ¢(\) = |A — u(t,x)|. Primetimo da za |\ < n vazi
Un(t,x, N) = sgn(A — u(t,z))(f(t,x,\) — f(t,z,u(t,z))). Stoga iz (2.66) do-
bijamo sledece

/”p%MA—wamxﬂmnM—fmxmmxm

—-n

— Jult, x) = Af (1,2, 0) | dvn (M)

- /n [u(t7x)sgn()‘ - u(t,:z:))(f(t,x, )‘) - f(t,:L“, u(t’ :L‘)))

—n

~Ju(t,z) — A fn] vy (M) (2.67)
=—</:+/W)((ﬁm@%ﬂ—éAMh@%MMw@O)

(/_"+/ ) (8, @), 2, A) = fabn(N)) d(e.z) (A)
(/” / ) A)dv g,y (A /z/fn (t, 2, Ndvg.a (V).

Jasno je da za sve fiksirane (¢, z) € R™ x R* desna strana jednakosti (2.67)
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tezi ka nuli kad n — oo, Sto implicira

[ Ousnix = utt o) 70,0 = 7ttt )
~ fult. ) — At 0))d (V)

— [ (e b3 = w270 = 7ttt 0)
~ fult. ) = AT 2) vy () = 0

Odavde lako dobijamo da je
(ftavu(t,) = F(t.2) [ = ult. )l () =0, (2.68)

gde je f(t,z) = [ f(t,z,\)dv . (N), odakle sledi da je u slabo resenje jedna-
¢ine (2.38). Time smo pokazali prvi deo leme. Detaljniji dokaz moze se naéi
npr. u [37].

Sada pretpostavimo da je f € C*(R; BV(R* xR,))NL®(RxR* xR,),
i da je prirodno nelinearan u smislu (2.64).

Uzmimo proizvoljno n;(t,z,u) € CH((R;L*® N BV(R; x R,))) i n €
C1(R); stoga 9,m; zavisi ekspilcitno od (¢, z), dok n} ne zavisi. Ozna¢imo sa
Mon 1 Mo, odgovarajuca glatka odsecanja , vidi (2.62), i sa g1, 1 g2, 0dgo-
varajuce entropijske flukseve, tj.

A

Gy, ) = / Dompn(ts 2, 2)0. (1, 7, =)z,
A

Gy, ) = / Do ()0 f (£, 2, 2)d=.

Zbog (2.63) i Div-Curl leme imamo sledece

/ (Mn(t, 2, N)gamn(t, 2, A) = 12(N)qun(t, 2, X)) AV ) (2.69)
R
:/’fh,n(t,x, )\)dy(t,m)/ Qo (t, 2, N)dv ()

R R

—/ 772,n()\>dy(t,x)/ Qi (t, 2, N)dv s ).
R

R
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Pustamo n — oo kao u (2.67), i dobijamo da je
/ (00 (s N (2 A) — s (N (£ 2, N)) i (2.70)
R

= / m(t, )‘)dy(t,z)/ 2(t, T, A)dvt ) —/ 772<)\)d7/(t,x)/ @1 (t, , A)dvie ).
R R R R
Dalje, pratedi [17], ubacujemo u (2.70) sledece:

m(t,z, A) = f(t,2,A) = f(t,z,u(t, ©)), m(A) = A —u(t, z),

A
ql(t,x,)\):/(t )(&,f(t,x,v))de, otz \) = F(t.2,2) — F(t 2, u(t, 7).

Sto nas dovodi do sledece relacije:

(fen - seeutonie) « [ (0-uw  en

A
[ @0 e~ (N - Tt u))?)dwt,xm) 0.

(tz)
Zbog Cauchy—Schwarz-ove nejednakosti, imamo

A

(f(t, 2, ) = f(t,z,u)* = (/u O f (¢, , 9)d9>2

(t,z)
A

< (- ult,z) / 0o (t, 7, o) Py (),

u(t,x)

sa jednakoséu samo ako je f,(t,z, o) konstanta za sve g izmedu u(t,z) i .
Ipak, zbog prirodne nelinearnosti (2.64), to nije moguce. Stoga odavde i iz
(2.71) zakljucujemo da je

A

(O~ u(t, 2)) / 0o/ (1, 7, 0)Pdodv(es) (N) = 0,

(t,z)

skoro svuda, pa je i v y) = Oy(t,2) skoro svuda na R" x R, sto implicira jaku

L} ~konvergenciju niza (u.).~0, do na podniz (vidi Teoremu 41). a

Sada mozemo dokazati glavnu teoremu u jednodimenzionalnom slucaju.
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Teorema 44. Neka je
§=06() =0(eh), 0=0(e), € —0, (2.72)

i ug € H'(R). Pretpostavimo da fluks f iz jednacine (2.38), sa d = 1, zado-
voljava (H}’). Pretpostavimo takode da funkcija b iz (2.44) zadovoljava (H1)
i (H2). Tada postoji podniz (ue,) C (u.) resenja problema (2.44)(2.45), koji
konvergira u smislu distribucija ka slabom resenju problema (2.38)—(2.39).

Ako je fluks f € C*(R; BV(R" x R,))NL¥(R x R" x R,), prirodno
nelinearan u smislu (2.64), tada postoji podniz resenja (ue,) C (u.) problema
(2.44)—(2.45), koji konvergira jako uw L*( R* x R) ka slabom resenju problema
(2.38)-(2.39).

Dokaz: Neka je funkcija n(¢,z,)), (t,z,)) € R" x R? takva da n €
C?*(R; L>* N BV (R} x R,)). Oznac¢imo sa 7, odsecanje definisano u (2.62),
i neka je entropijski fluks koji odgovara entropiji 7, i fluksu f,

qn(t,x,u) = /u O (t, 2,0)0, f(t, 2, v)dv. (2.73)

Iz Leme 43 sledi da je dovoljno pokazati da za sve fiksirane n € N, niz
div(n,(t, 7, u-(t, ), qu(t, 7, u.(t, 7)) je prekompaktan u H (R x R).
Da bismo to pokazali, uzmimo slede¢e molifajere

1 t x
Un,s(tﬂ%u) = 77”(" "u) * 51/2w(51/4)w(51/4)’

gde je w nenegativna realna funkcija ¢iji je integral jednak jedinici. Entro-
pijski fluks koji odgovara entropiji 7, i fluksu f oznaci¢emo sa

Qne(t,x,u) :/ OpMne(t, 2,v)0, fo(t, z,v)dv. (2.74)

Ovde i u buduée pretpostavljamo da je o = O(g). Ustvari, mozemo uzeti da
je o = € bez gubitka opstosti. Primetimo da zbog pretpostavki o 7 i zbog
izbora molifajera 7, . imamo da je

|atnn,6(t7xuu)|7 |aa?nn,€(tax7u)|a |a$v77n,€(t7x7u)| S ﬂ(t7I)7

t (2.75)
|ax77n,5(t,l’,u)|27 ‘aiwn,s(t,x,uw < M(éx)’

za lokalno ograni¢enu Radonovu meru 1 € M(R* x R).
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Zatim primenimo jednacinu (2.51) pri ¢emu je S zamenjeno sa 7, .. Do-
bijamo da je

Dinu(t, x, ue) + Dagn(t, v, ue)
= / (éﬁvfg(t, T,0)0Nne(t, x,0) + 0y fo(t, z, V)02 e (t, 7, v)) dv
- avnn,s<t7 Q?, us)azfg<t7 Q?, us) - atnn,s(ta $, ue)

+ D (0pNne(t, x, ue )b(Opue)) — sagvnn,a(t, T, ue)b(0pue ) O (2.76)
— €0,b(u) 02 e (t, T, ue) — 602,102 M o (t, 7, u,)

& x

)
+ 6D:p(av77n,e(t7 ‘IJ /U’E)a‘gzui) - iagvnn,e(tv ‘TJ us)Dm(axus>2

+ Dz<_Qn,s(t7 z, us) + Qn<t> x, uz—:))
+ Dt(_nn,a<t7 .7}, UE) + nn(ta x) ua))

Sada primenjujemo slicnu proceduru kao i u visedimenzinalnom slucaju. Iz
(H4b’) i (2.75) dobijamo da postoji konstanta C; koja zavisi samo od 7,
takva da vazi

’ /us (aivfg(t,x,v)é?vnn(t,m,v) + &,fg(t,x,v)@vnn(t,x,v)>dv < (2.77)
S Cl(ﬂ3<t7 :U) + :u(t? .CE)),

odakle sledi ogranicenost u smislu mera.
Sli¢no, postoji konstanta Cs, tako da je

| - @Unn,s(ta X, U€>axfg(t7 X, Us) - atnn,é(tv z, u€)| (278)
< C2(M1(t> I) + M(t? QZ)),

odakle sledi ogranic¢enost u smislu mera.
Zatim iz (2.75), (2.47) i (2.48) zaklju¢ujemo da je

—£0,b(u) 02 N (t, 7, u) — 602, u 02 e (t, T, u.) (2.79)

ogranicen u M(R* x R) (videti ocene za T's.).
Jos je i

D, (83vnn(t, x,ue)b(Opus) + 80,y (t, x, uak)@iwugk) (2.80)
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prekompaktan u H'(R* x R), jer je || < C, § = 0(e?), 0 = O(e), i iz
(2.47) i (2.48) (pogledati i primedbu 40) sledi da je

eb(0pu.) + 602, u. — 0, kad ¢ — 0, u L*(R* x R).

Slicno iz (2.47) i (2.48) (videti ocene za I'g.) sledi da je
)
EQypn.e(t, T, ue)b(Opue ) Opuie + annn,e(t, 7, u:) Dy (0pu.)? (2.81)

ograni¢en u M(R* x R).
Zatim iz (H4Db’) i definicije ¢, 1 ¢, sledi da vazi

|Qn,a(tax’u<€) - QH(t7$au£)|
<40 max|fy(t,2,0) ~ f(t.2,0)| =0,

—2n<v<

u L2 (R x R), kad € — 0, za proizvoljno p > 0 i neku konstantu C' > 0,

odakle sledi prekompaktnost u ngcl niza

Dx(qnzg(t7x7u€) - Qn(t7w7us>>- (282)
Na isti na¢in mozemo zakljuciti da

max (_nn,e(t7xaus) +77n(t7x,u5)) —0 u LZ(R+ X R,),

—2n<v<2n
1 stoga je
Di(—=nne(t, z,u:) + nu(t, z,u.)) € H'(R" x R). (2.83)

Iz (2.77)—(2.83) i ¢injenice da je (n,(t, z, u.), ¢ (t, 7, u.)) € L=°(R* x R),
koriste¢i Murat-ovu lemu zakljuc¢ujemo da je

dlv(nW»(t? x? u5)7 qu(t7 x? ug)) E H_l

loc,c

(R x R). (2.84)

Konacno iz Leme 43 sledi tvrdenje teoreme. O



Glava 3

Novi uslov prirodne
nelinearnosti za
dvodimenzionalni zakon
odrZzanja u heterogenim
sredinama

Almost all natural phenomena, and social and
economic charges, are governed by nonlinear
equations and attempts to understand them
using linearized equations turn out to be futile.
Analysis and solution of nonlinear equations is
more difficult than linear as most of the scien-
tists, students and mathematicians are aware.
However, they may not be aware of the fact
that there is a special type of nonlinearity called
genuine nonlinearity which distinguishes itself
from other nonlinearities due to very spacial
properties...

Phoolan Prasad, Indijski matematicar
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3.1 Opis problema

U ovom poglavlju izucavamo dvodimenzionalni skalarni zakon odrzanja sa
prekidnim fluksom i sa pocetnim uslovom ogranic¢ene varijacije. Prekidan
fluks aproksimiramo familijom glatkih funkcija, a zakon odrzanja aproksimi-
ramo tzv. regularizacijom preko viskoznosti (engl. vanishing viscosity). Nas
rezultat je novi, slabiji nego u dosadasnjim radovima, uslov prirodne neline-
arnosti, koji obezbeduje jaku prekompaktnost u L{ . familije reSenja regula-
rizacije posmatranog zakona odrzanja.

Preciznije, posmatramo slede¢i Kosijev problem za dvodimenzionalani
skalarni zakon odrzanja

Ut + din(ﬂf,y, U,) = 07 (31)
u(as,y, 0) = uo(x,y),

gdejeu =u(z,y,t), 2,y €R, t e RYi f = (f1, fo) : R® = R? (divergenciju
posmatramo u odnosu na promenljive x i y). Pretpostavke o pocetnom uslovu
ug su sledece:

ug € (BVNL®)RY), a<up(r,y) <b, z,y€R. (3.2)
Pretpostavljamo da fluks f = (fi, f2) ima sledeée osobine:

fi(-,,A) € (BVN L*®)(R?), zasve A € R, (3.3)
fi(z,y,-) € C(R), za sve (z,y) € R?
0= fi(-,-,b) = fi(-,-,a), i = 1,2, zasve (z,y) € R

Ako su funkcije f; i1 fo glatke, tada je postojanje i jedinstvenost entropij-
skih resenja moguce pokazati poznatom Kruzkov-ljevom metodom dupliranja
promenljivih (engl. of doubling of variables), [20], ili koriste¢i DiPerna-in
koncept meroznacnih resenja, [6]. Poznato je da za Lipshitz-neprekidan fluks,
familija resenja vanishing-viscosity-regularizacije problema (3.1) konvergira
ka resenju problema (3.1) u jakoj topologiji prostora L'(R*xR™), [5, 20]. Ali
ako je fluks prekidan po promenljivama x,y, ne mozemo primeniti klasicne
rezultate.

Postojanje resenja problema tipa (3.1) pokazano je nedavno u radu [17].
Dokaz je baziran na dvodimenzionalnoj varijanti, [16], poznate metode kom-
penzovane kompaktnosti, [41]. Slucaj kada je prostor proizvoljne dimenzije
je kompletirao Panov, [33], koristeéi drugi Tartar-ov metod, H-mere, [42]
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(koje je nezavisno od Tartar-a uveo Gerard, [9], pod nazivom mikrolokalne
defekt-mere, engl. "microlocal defect measures”).

U oba rada, [17, 33], koris¢ena je sledeca regularizacija problema (3.1)
(oznaka A oznacava tzv. Laplasov operator, Au = g, + Uy,):

Opus? + div fO(x, y,u™’) = eAu?, (3.6)
- (3.7)

gde su aproksimacije f? i u3 konstruisane na sledeéi nacin. Neka je w R—R
proizvoljna glatka funkcija takva da je w(§) = 0 za [{| > 1,1 [gw(§)d§ = 1.
Definisimo

pn = e (5o (52) (25) st
o = e (55) o (25

Primetimo da iz (3.3), za sve A € R, vazi

(.., \) € (LN BV) (R?) (3.8)

7

i £, A) = fi(,, A\), kad 6 — 0, u L (R?), za sve \.

U radovima [17, 33|, autori su dobili egzistenciju resenja pokazavsi da je
familija resenja jednacine (3.6) (tj. jednacine (3.1) regularizovane nestaju¢om
viskoznosti i uglacanjem fluksa) jako prekompaktna u L. (R?* x R*). Da bi
to pokazali koristili su sledeéi uslov prirodne nelinearnosti (ovo je slabija
varijanta koris¢ena u radu [33]; ostale mozete naéi u [17, 18, 40]): Neka je
S? c R? jedini¢na sfera. Kazemo da fluks (fy, f2) zadovoljava uslov prirodne
nelinearnosti ako vazi

za skoro sve (x,y) € R? i sve ¢ € S? preslikavnje
A 60)‘ + fl (l’, Y, )‘>§1 + fQ(fE, Y, )‘)62 (39)

nije konstantno po A na bilo kom netrivijalnom intervalu.

Naglasimo da u jednodimenzionalnom slucaju uslov prirodne nelinearnosti
nije neophodan za dokaz egzistencije slabog resenja skalarnog zakona odrzanja
sa fluksom prekidnim po prostornim promenljivama. Preciznije, ako pos-
matramo familiju resenja jednodimenzionalne varijante problema (3.6), ko-
risteéi argumente kompenzovane kompaktnosti, [12, 18], nije tesko pokazati
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da familija entropijskih resenja, [17, 33|, problema (3.6) slabo konvergira, do
na podniz, ka reSenju jednodimenzionalne varijante problema (1.1). Ipak,
ne mozemo nista da tvrdimo o jakoj L[ -prekompaktnosti. Medutim ako
oslabimo uslov prirodne nelinearnosti (vidi (3.10) ispod), familija resenja

problema (3.6) je jako prekompaktna u Ll .(R* x R™).

loc
Kao posledicu, u jednodimenzionalnom slucaju, mozemo pokazati jaku
Ll -prekompaktnost familije (u®%), prakti¢no samo pod pretpostavkom da
je pocetni uslov ogranicene varijacije. U cilju dobijanja tog rezultata, ko-
risti¢emo varijante ocena izvedenih u radu [17], i sledeéu teoremu:

Teorema 45 ([33], Posledica 2). Neka je Q C R" otvoren skup i neka je
vektor ¢(z,u) € (C(R,; BV(2)))™ prirodno nelinearan u smislu da za skoro
sve x € Q i sve & € R", & # 0, preslikavanje (a,b) 3 u — (&, ¢(x,u)) nije
konstantno ni na jednom netrivijalnom intervalu.

Tada svaki odgranicen niz (ug(x))r € L>®(2), a < ug(z) < b, koji zado-
voljava uslov da je niz

div, | H(uk(x) — p)(o(x, up(x)) — é(z,p))

prekompaktan u W,_*(Q), sadrzi podniz konvergentan u Lk (Q) (H je oznaka
za Heaviside-ovu funkciju,).

Grubo govoredi, kljuéni podatak u nasoj analizi je je taj da smo dobili
da je izvod (-, -,t) ogranicen u L'(R?), za svako t > 0. To nam omoguéava
da w; zamenimo funkcijom (h(z,y,u));, a u; prebacimo na desnu stranu
jednacine, a da ne pokvarimo argumente potrebne za prekompaktnost. To
znaci da mozemo da zamenimo {A u (3.9) sa Eoh(z,y, A), pri ¢emu h bi-
ramo tako da vazi (3.10) (ovo je ustvari (3.9) pri ¢emu je A zamenjeno
sa &h(x,y,N\)). Tada mozemo primeniti Teoremu 45 da bismo dobili Lj, -
prekompaktnost familije (u™°). .

U sledec¢em odeljku, prvo ¢emo izvesti potrebne a priori ocene, tj. dacemo
tri leme potrebne za primenu Teoreme 45, a zatim ¢emo i pokazati glavni
rezultat ovog poglavlja, Teoremu 49. U poslednjem odeljku ovog poglavlja,
primeni¢emo nas rezultat na jednodimenzioni slucaj i dacemo primer gde
mozemo primeniti nas novi uslov prirodne nelinearnosti, jer standardni uslov
ne moze da se primeni.
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3.2 A priori ocene i dokaz prekompaktnosti
Da bismo iskoristli Teoremu 45, moramo dobiti sledece a priori ocene (Leme
46-48).

Lema 46. Postoji konstanta ¢ > 0 tako da za sve t € (0,T),

1= Gy )] oo 2y < e

Dokaz: Ovo je klasican rezultat stabilnosti resenja Kosijevog problema za
paraboli¢nu jednacinu. Iz (3.2) i (3.5) sledi da i regenje u®? ostaje ograni¢eno
istim konstantama kao i pocetni uslov, a i b iz (3.2). 0

Lema 47. Ako je § = ce, za neku konstantu ¢ > 0, onda postoji konstanta
co, koja ne zavisi od €,9 tako da za svet > 0,

J[oaes ol < o
R

Dokaz: Uvedimo oznaku w®® = 9,u™°. Diferenciranjem (3.6) po t dobijamo
da w*? zadovoljava jednacinu

0 € € € € €
+ (0uf? (g, u™) - w™) 4 (Dufs @,y u™®) - w®) = eAw™.
Kada pomnozimo dobijenu jednaéinu sa sign w™ dobijemo da

05 (D (o, w5) - [0 ]), + (0,0 < ™))

=& (AJw™?| — sign'w™® (w5®)* + (w*)?)),

Y

vazi u distributivhom smislu. Zatim integralimo dobijeno po R? i koristimo
(3.8) da bismo dobili

// jw|(z,y, - )dedy =

_ / / O (D, y,159) - [w™)) + 8, (Buf (1,5, u™) - [w™]) dudy
R2

+€// |ws,6|mx+ |we,6

_ 8// 55 5)2) Signl(w€76>dﬁlj’dy
R2
B / /R ((ws?)? + (wy?)?) sign’ (w**)dzdy < 0,

dxdy
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odakle zakljucujemo da je [[g2 [w™|(z,y, )dzdy ne rastuca funkcija po vre-
menskoj promenljivoj ¢, tj. da za sve t > 0, vazi

// |w?|(z,y, t)dxdy < // |w|(z,y, 0)dzdy
R2 R2

g
< C ot l)an + lley < O+ 5 [ 16l + ()| oy
9
<C+ SHUOHBV(R2),

pri ¢emu se konstanta C' dobija iz (3.8) i (3.2). Sada iz uslova § = ce i ponovo
(3.2) mozemo zakljuciti dokaz tvrdenja leme. O

Lema 48. Postoji konstanta ¢ > 0 koja ne zavisi od € 1 takva da vaZi

SO0 N+ (0 ) de )
g//RQ(uw(,,t)) + (U (-, 1)) dady < e,

za sve t > 0.

Dokaz: Pomnozimo (3.6) sa u*? i integralimo po R?, da bismo dobili

// (6 0)" + (1)) dedy
_//R u”ui‘s (O fi(@,y,v)dv )—/au (£ (z,y,v)), dv

(/ 3z, y,v > f2 T, Y, ))ydv} dxdy

€,0
(T —— // 1 oo
R 0

o\ [ ot o)

5
< C(H“i | Loo (R0t (R2)) T

rgangfl (2,9, )|l By m2) +;§3§b”f§(xayaU)HBV(R2)>-
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Sada iz leme 47 i (3.8) sledi dokaz tvrdenja. g

Uveséemo sada uopstenje uslova (3.9) koji ¢emo koristiti u dokazu Te-
oreme 49. Pretpostavljamo da

postoji funkcija h(z,y,A) € C'(Ry; L®(R, x R,))
tako da za sve £ € S?, preslikavanje

A 50 ’ h($7y7 )‘> +£1 ) fl('rvy?/\) +§2 ’ f2(37,y, )‘) (310)

nije konstantno po A ni na jednom netrivijalnom intervalu.

Da bismo koristili uslov (3.10), zapisa¢emo jednacinu (3.6) u obliku

Iy, w™)e + £ (@, y,u™0)e + fo (@, y,u7),

’ (3.11)
= h(x,y, ug’é)t - Utﬁ + 5(“33 + u;f)

Oznac¢imo sa n'(\) = H (A — k), za neku konstantu k (oznaka H oznacava
Heaviside-ovu funkciju) i definisimo odgovarajuée entropijske flukseve:

QO(xvyv )‘> = H(/\ - k)<h<x7y7 )‘) - h(SL’,y, k’)),
gi(x,u, \) = HOAN = k) (fi(z,y, \) — fi(z,y, k), 1=1,2
@ (x,y,\) = HA=k)(f(z,9,)) = [ (z,9,k)), i=1,2.

Pomnozimo jednacinu (3.11) sa n’(u*%) i dodajmo joj na obe strane jednakosti
01 (7, y,u™°) i ,qa(, y, u™°). Tako dobijemo da

Ougo(, y,u™®) + Qo (2, y, u™°) + Oy qa(w, y, u™°) = H(u™ — k)-
(Ol y.u ) = Do i@,y k) = Dy Sy, k) =0’ +
2 [0 (o (")) = (5" (") 4 0, (a5 (™)) -
— ("' ()| + Oulan — D),y 0 + 0y (@2 — )y, ) (g )
< H(u — k)-
(Ol y.u ) = Do fi(w,y k) = Dy Sy, k) — 0’ +

+ (D (uz®n' (w™)) + 9, (ug ' (u™°)))+
+a$<q1 )(‘7; Y, u 6) ( q2 — 3)(x7y7u6,§)



88

Novi uslov prirodne nelinearnosti...

vazi u D'((0,T) x R?). Dobijenu nejednakost iskoristi¢emo u dokazu sledeée
teoreme.

Teorema 49. Neka funkcije fi1, fo iz (3.1) zadovoljavaju uslove (3.3)-(3.5)
i (3.10). Ako je e = ¢6, tada je familija resenja (uf). = (u°). 5 jednacine
(3.6) jako prekompaktna u L*((0,T) x R?).

Dokaz: Neka je Q = (0,T) x R* i neka W,?(Q) oznacava familije funkcija

c,loc
koje su prekompaktne u ngj 2(Q), dok My 10c(€2) oznacava familije funkcija
koje su lokalno ogranicene u prostoru Radonovih mera M(£2).
Da bismo iskoristili Teoremu 45, treba da pokazemo da je

diV(t,x,y) [(Qm qi, QQ) (l’, Y, UE)} € Wcjlcl)f(Q) (313)

Iz nejednakosti (3.12) i Schwartz-ove leme o nenegativnim distribucijama
sledi da postoji ograni¢ena mera p;, € M(Q), takva da je

eqo(, y,u®) + Ooqu (7, y, u") + Oyqa(w, y, u%)
= H(u — k) (Oh(z,y,u®) — Doff(x,y,k) — Dy f3(x,y, k) — u5)
+ 0u(q1 — 1) (2, y,u%) + Oy (@2 — q3) (w, y, u)
+ e (0p(uin' (uf)) + 9y (ugn' (u))) + pr(t, z,y),

odnosno,

O H (u” — k) (h(z, y,u’) — h(z,y, k) + 0. H (u* — k)(fi(z,y,v") — fi(z,y,k))
+ 0y H(u® — k)(foz,y, ") — fo(z,y, k))
= (@ (2, y,u%) — @ (2,9, u%)) + 9y (@a(. y, u°) — g3 (@, y, u))
+ H(uw — k) (Ouh(z,y,u) 0’ — D, fi(z,y, k) — Dy f2(x, vy, k))
+e(0n(uzn' (w9)) + 0y (uyn' (u))) + p(t, =, y).

Da bismo pokazali (3.13) koristi¢emo Murat-ovu lemu koja tvrdi da

(divQ.). € W% ako je divQ. = p. + ¢,

c,loc

i pri tom (q.). € W_.22(Q) 1 (pe)e € Mp1oe(Q). Iz Leme 47 dobijamo

c,loc

H(uf — k) (Ozh(z, y, u¥) 0 — 0puf) € My 1oe(Q). (3.14)
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Lema 48 implicira

0, (e0,uf H (uf — k) + 0, (ed,u°H (uf — k)) € W_22(Q), (3.15)

c,loc
jer
g0, utH(u® — k) — 0, u L (),

loc

/Q led,uf H(u® — k)|? dedydt < & /Q 0,u°|*dxdydt < Tes — 0, & — 0.

Vazi i

(Do fi 2,y k) + Dy fo (2, y, k) H(u® — k)) € Mioc(€2), (3.16)
jer je f2 € BV(Q). Konaéno, vazi i

0ol — ¢0), 0y (g2 — 4b) € WL.(9), (3.17)

Jer je

4 — @} < |f (2, y.w) = filw,y, )| + [ f (2,9, k) — fi(z.y. k)]

< 2 max |f)(z,y,p) — filz,y,p)] — 0, u Lj, (R?).

a<p<b loc

Dobijeni rezultati, (3.14)—(3.17), nam omogucéuju da primenimo Murat-ovu
lemu i dobijemo (3.13). Sada samo primenimo Teoremu 45 da bismo zavrsili
dokaz. g

3.3 Jednodimenzionalan sluc¢aj i primeri

Sada ¢emo primeniti dokazanu teoremu na jednodimenzionalni slucaj pos-
matranog problema

u+ (f (2, 1)) =0,
uli—o = up(z) €(BVNL®)(R) a <wuy <D,

pri ¢emu pretpostavljamo da su ispunjeni uslovi (3.3)-(3.5) (sa R umesto
R?). Pretpostaviéemo da za skoro sve = € R, preslikavanje

[a,0] 3 A — f(z,\), (3.18)

nije konstantno ni na jednom netrivijalnom intervalu.



90 Novi uslov prirodne nelinearnosti...

Posledica 50. Familija resenja (u). problema
up + (f*(2, u7))e =eug,,
u€|t:0 :U(EJ(% y))

pri emu smo notaciju preuzeli iz (3.6)-(3.7), je jako prekompaktna u Ll (R* x
R).

Dokaz: Prema prethodnoj teoremi, dovoljno je naéi funkciju h(z, A) takvu
da preslikavanje

A= h(z, N + fx, N)é (3.19)
nije konstantno ni na jednom netrivijalnom intervalu. Stoga biramo funkciju
h(z,\) = f*(z,))

da bismo zakljucili da uslov (3.19) nece biti zadovoljen samo u slucaju da
postoji netrivijalan skup € C Rtakav da za sve z € 2 postoje (£,&1) €
R?\{0} koji zadovoljavaju

—&1 /& 4 46c
280 ’

za neku konstantu ¢, $to je u kontradikeiji sa (3.18). O

fx,A) =

Primer 51. Posmatrajmo sledeci Caushy-ev problem

u + (k(x)g(u))e + (1(y) f(u))y =0
uli—o = uo(z,y) € BV (R?)

gde je

— 1< u(z,y) <1

0, lul > 1
g(u) =qu+1, —1l<u<0
1 —u?, O<u<l1

k(x):{:s, x>0

1, x <0,
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0, lu| > 1
flu) =41 —u? —1l<u<0
l—u, O<u<l
4,  y=20
l(y)z{
2, y <0,

Jasno je da fluks (k(z)g(u),(x)f(u)) ne zadovoljava klasiéni uslov prirodne
nelinearosti (3.9). Stoga na osnovu dosadasnjih reultata nije bilo moguce da
niz resenja (uf). jednacine

up + (ke(2)g(u®))e + (1Y) f (ue))y = e(ug, + uy,)

gde je
(3, Tr>e€
ko(r) =242, —e<x<e
L1, r < —¢,
Z’ (
4, T >e€
l(y) =4 %+3, —e<zr<e
2, r < —¢,

\

je jako prekompaktan u L. (R* x R?). Ali koristeé¢i Teoremu 49 to mozemo
da zakljucimo izborom funkcije h(x,u) = u® u uslovu (3.10). U tom sluc¢aju
vektorska funkcija (h(z,u), k(z)g(u),l(y)f(u)) zadovoljava uslove Teoreme
49, jer k € BV. Stoga nam Teorema 49 daje Li -prekompaktnost familije

(uf)e.
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Glava 4

Kolomboovska resenja zakona
odrzanja u heterogenim
sredinama

U ovom poglavlju proucavamo reSenja zakona odrzanja u heterogenim sre-
dinama u algebri uopsenih funkcija, [1, 3, 10, 29]. Takva resenja se nazi-
vaju uopstena ili Kolomboovska resenja. U homogenim sredinama, uopstena
reSenja su izucavana u radu [29]. Posmatramo hiperboli¢ni jednodimenzi-
onalni zakon odrzanja

u + (f(z,u)), =0, re€R, teRT, (4.1)
u|t=0 = UO('T)a VIS R7 '

i njegovu paraboli¢nu aproksimaciju
up + (f(2,u)e = pttgs, (4.2)

U|t:0 = Uo(ﬁ),

gde je p > 0. Izucavaéemo resenja u Kolomboovoj algebri G,(R?2), gde je
R2 =R x (0,00). Bitno je da algebra §,(R) sadrzi prostor ogranicenih dis-
tribucija D)« (R), tako da u ovim algebrama mozemo raditi i sa singularnim
pocetni uslovima. Osim jednakosti, u Kolomboovim algebrama definise se i
relacija asociranosti, u oznaci =, koja ¢e biti definisana u slede¢em odeljku.
Ako uopstena Kolomboova funkcija u € §,(R?2), zadovoljava jednacinu (4.1)
sa asociranoS¢u umesto jednakosti, tj. vazi

u+ (f(2,u)e = 0,

U|t:0 = Uo(x)a
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onda se u zove aproksimativno (uopsteno) resenja zakona odrzanja (4.1).

U ovom poglavlju, izu¢avaé¢emo uopstena i aproksimativna resenja zakona
odrzanja (4.1), kao i ista resenja u slucaju kada je p uopsten pozitivan broj,
kao i njihov odnos sa klasi¢nim, slabim resenjima zakona odrazanja. U prvom
odeljku ovog poglavlja da¢emo osnovne defunicije i osobine Kolomboovih
uopstenih funkcija.

4.1 Kolomboova algebra G,(R?)

Definisimo sada najvaznije pojmove Kolomboove teorije uopstenih funkcija
u slucaju algebre §,(R%). Za R = (0,00) x Ri R = [0, 00) x R, oznacimo
sa C°(R) (resp. C°(R2)) algebru glakih funkcija na R (resp. R2), ¢iji
su svi izvodi ograni¢eni. Primetimo da se svaki element iz C{°(R%) moze
glatko produziti na {t = 0}, tako da je C°(R?) = C°(R2). Isto vazi i za
Ce(R2) :={u € C*(RY) : ulorxr € C5°((0,T) x R), za sve T' > 0}.

Za familiju {u"}.co1) € (C°(RZ))®Y kazemo da je umerena (engl.
moderate) ako zadovoljava slede¢u osobinu: za sve (o, 3) € N? i sve T > 0
postoji N € N tako da je

sup 000 uf(t,2)| = O(c7Y), kad e — 0.
(t.0)€(0,T) xR

Skup umerenih familija obelezavamo €,7,(R2).
Za umerenu familiju {u®}.c1) kazemo da je zanemarljivo mala (engl.
negligible) ako vazi: za sve (o, 3) € N?, g€ Nisve T >0

sup 9200 u(t, )| = O(e), kad e — 0.
(t,2)e(0,T)xR

Skup zanemarljivo malih familija obelezavamo N, (£2; R"™).

Jasno jeda je &€ M,g(RfL) diferencijalna algebra, u kojoj se operacije definisu
po komponentama, dok je Ng((Ri)) njen ideal, zatvoren u odnosu na dife-
renciranje. Kolomboova algebra definisana je kao faktor algebra 99(R2+) =
Enrg(R2)/N,(R?). Analogno se definige i Kolomboova algebra G,(R).

Kako je, kao §to smo pomenuli, C2°(R%) = C2°(R?), mozemo definisati
restrikciju Kolomboove funkcije u € G,(R%) na {t = 0}, u|,—o € G4(R), kao
klasu familije {u®(z,0)}., gde je {u®(z,t)}. pretstavnik uopstene funkcije wu.

Sada ¢emo definisati kompoziciju f(z,u) nelinearne funkcije f : R* — R
i uopstene funkcije u € §,(R?2), tako da je f(x,u) € G,(R?).



4.1 Kolomboova algebra §,(R?) 95

Za glatku funkciju f : R? — R, kazemo da sporo raste u beskonacénosti
ako za sve a € N2 postoji N, € N i konstanta ¢, > 0, tako da je
051037 F(§,N)] < call + [A])N, za sve §,A € R. Broj Ny se zove red
funkcije f.

Ako je f glatka funkcija koja sporo raste u beskonacnosti, onda kom-
poziciju f(x,u(t,x)) mozemo definisati preko pretstavnika f(z,u(t,z)) =
[{f(z,us(t,x))}e] € G4(RZ). Stoga su sve operacije iz problema (4.1) dobro
definisane u G, (R?).

Ve¢ smo napomenuli da je prostor ogranicenih distribucija D’ . (R) potop-
ljen u G4(R). Sada ¢emo opisati to potapanje. Neka je p € S(R), proizvoljna
brzo opadajuca funkcija, takva da je

/Rp(x)dx =1, /R:E"p(x)dx —0,n=12,.. (4.3)

i neka je
1 /2
p:(z) = —p (—) ,z€e€R, e>0. (4.4)
e \e
Potapanje prostora ograni¢enih distribucija D}« (R) u §,(R), moze se defi-
nisati kao preslikavanje

ot w i [{wx pE}E]Ng :

Preslikavanje ¢, komutira sa izvodima. Stavige, ako je w € Cy°(R), onda je
w pretstavnik uopstene funkcije ¢,(w), stoga je ¢, [Cy°] podalgebra algebre
uopstenih funkcija G, (R2).

Za uopstenu funkciju u € SQ(Ri), kazemo da je asocirana distribuciji
w e D (Ri), ako za nekog, pa samim tim i svakog, pretstavnika funkcije
u € G,(R2), {uf}., vazi da v* — w u D'(R2), kad ¢ — 0. U tom slucaj
pisSemo u ~ w.

Za uopstenu funkciju p € G4(R), kazemo da je uwopstena konstanta, ako
ima pretstavnika {/.}. koji je konstanta za sve €. Ako je p. ograni¢ena van
nule, preciznije ako postoji N € N tako da je

ENg,uggs_N, e — 0,

tada kazemo da je u uopsten pozitivan broj. Ako je p uopsSten pozitivan broj,
onda je i 1/u takode uopsten pozitivan broj. Jasno je da su svi pozitivni
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realni brojevi takode i uopsteni realni brojevi. Uopsten pozitivan broj u je
asociran nuli, u oznaci p ~ 0, ako i samo ako pu. — 0, kad ¢ — 0.

Za uop$tenu funkciju u € Sg(Ri), kazemo da je v/log-tipa ako ima pret-
stavnika {u®}., takvog da za sve T' > 0,

sup  |u(t,z)| = O(+/|logel), kad e — 0,

(t,2)e(0,T) xR,
a kazemo da je ogranicenog tipa ako ima pretstavnika {u®}., takvog da za
sve T' > 0,
sup  |uf(t,z)| = O(1), kad e — 0.

(t,7)€(0,T)xR

Slicno se definisu isti pojmovi za §,(R). Primetimo da ako je uy € L*(R),
tada je ¢,(ug) ogranicenog tipa. S druge strane, preslikavanje

(e,2) = {/Iloge| p({/[logelz)

je v/log-tipa, pa definiSe uopstenu funkciju iz G,(R), asociranu Dirac-ovo]
meri.

Iz definicije y/log-tipa mozemo zakljuciti da ako je f glatka funkcija, koja
sporo raste u beskonacnosti, reda r, i ako je u € SQ(Ri) v/log-tipa, tada je i
eflew) e G (R2), ili preciznije

e 1
sup elf@uta)l — 9 (—) , kade — 0, zasve T > 0.

(t,x)€(0,T) xR €

4.2 Uopstena reSenja

Posmatrajmo problem (4.2) sa glatkim pocetnim uslovom uy € Cp°(R), ¢iji su
svi izvodi ogranic¢eni. Problem mozemo zapisati u obliku integralne jednacine
(koristeéi Duhamel-ov princip i fundamentalno resenje jednac¢ine provodenja
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toplote!)

u(t, r) = % /+OO € ug( — 2v/uty)dy+ (4.5)

+oo
+/ \/W_MS/ ye v f (x —2/psy, u(t — s,z — 2,/psy))dyds.

Ovaj oblik nam omoguéava da zaklju¢imo da jednacina (4.2) u klasiénom
smislu ima jedinstveno resenje u € (C3° N L>®)(R2), za koje vazi i princip
maksimuma

||u||Loo(R3) < Juol| oo (r)- (4.6)
Jednacinu (4.5) koristicemo da pokazemo postojanje uopstenih resenja.

Teorema 52. Neka funkcija f sporo opada u beskonacnosti i neka je |f,|
ogranicen.

Tada za uy € G,(R), postoji jedinstveno resenje u € G,(R>) problema
(4.2).

Dokaz: Uzmimo proizvoljnog pretstavnika {u§}. pocetnog uslova ug, i pos-
matrajmo problem

Opu® + (f (2, u7))e = ptgy, (4.7)
Ul = ug(x).

Iz (4.5) imamo da postoji jedinstveno resenje u® € C°(R?) problema (4.7).
Kako je uf € €y4(R), princip maksimuma (4.6) implicira da postoji Ny € N
tako da je

sup |uf(t,z)| = O(e™™0), & — 0. (4.8)
(t,x)GRa_

!Takozvano ”jezgro provodenja toplote ili fundamentalno resenje jednacine

provodenja toplote je E(x,t) = ﬁe 4“, gde je p konstanta uz ug,, pa Duhamel-
ov princip kaze da se onda problem (4.2) moze zapisati u obliku

u(t,x) = JEXTIE /E * (fo)(t —s,-)ds.
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Sada ocenimo uf. Zamenimo u sa u® i ug sa u§ u (4.5) i diferencirajmo po z.
Dobijamo

c(t, ) \/_/ Y (z — 2/ pty)dy+

+/0 W/Rye Dof(x - 2y/sy,u(t — 5,0 — 2/7isy))+ (49)

+ O0uf (@ — 2¢/psy, u*(t — s, 0 — 2\/pusy) Jus,(t — 5,2 — 2\/usy) | dyds,

odnosno,

lu(t,z)] < — / ) (x — 2/ uty)|dy+

+/0 ws/ lyle™ [clo(1+ [us(t — s, 2 — 2¢/psy)|) N0+ (4.10)
+10uf(x — 23/msy, uf (t — 5,2 — 23/fsy))| [us (t — s, 2 — 2\/ﬁy)|}dyds,

Sada uzimamo supremum po z € R i dobijemo

t
e, Y < NEY o + ex(L+ e, ->||Loo>N1’o\f;+

c | .
Tl [ (s s, (a.11)

Sada ¢emo na (4.11) primeniti Gronwall-ovu nejednakost. Naime, ako za
nenegativnu, neprekidnu funkciju, w(t) vazi nejednakost

t
w(t) < aflt) —I—/ b(s)w(s)ds, tel,

0

gde su a,b > 0, nenegativne, onda je

t
w(t) < al(t) +/ a(s)b(s)efst bdrgs tel.
0

Za
S 3 t
a(t) = w5 o=+ ea(1 + e, ->||Loo>“°\/g
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|| full e 1
VI VE—s

iz, (4.11), kada primenimo Gronwall-ovu nejednakost, dobijamo

b(s) =

2¢|| full VE
[ (t, )l < Cr+ CoVi+ s Vi (4.12)

Odavde dobijamo da za sve T' > 0, postoji N; € N tako da je

sup  |ui(t,x)| = O0(e™), £ —0. (4.13)
(t,z)eRx[0,T

Na slican na¢in mozemo oceniti i ostale izvode od u®, tj. zakljuciti da {u°}. €
Emg(RY), odnosno da je {u®}. pretstavnik klase u Gy(R2), koja definise
uopsteno resenje problema (4.2).

Da bismo pokazali jedinstvenost, pretpostavimo da su u; i uy dva uopstena
reSenja problema (4.2). Tada postoje N € N,(R2) i n € Ny(R) tako da je

(Ui —uy), + f(@,ul)e = [, u3)e = p (Ui = u5),, + Ne

(Ui - ug)t:O = Ne.

Koriste¢i ponovo (4.5), dobijamo da je
1 2
T —us)(t = — € YV n.(x — 2y uty)d
(5 =) (1) = = [ e nafo = 20y +
1 /t/ Ly
+ — €Y N.(t — s, 2 — 2/ uty)dyds
v Jo Jr

i /Ot 1 /Ryey2 [f@ — 23/psy, ui(t — s, x — 2\/usy))—

TS
— [ = 2/Esy, us(t — 5,3 — 2 /fisy)) | dyds,
Sto implicira da je
[ (ui = u3) (& e < Nnellzee + LI Nell oo @xorn +

1 € 13
(uf — U2)(3, ')||L°°d37

c t
N L v




100 Kolomboovska reSenja zakona odrzanja...

gde opet primenjujemo Gronwall-ovu nejednakost i dobijamo

[ (uy = u5) (&) <

2c
< (el + V-l o) (14 Z= Ml vE) e

Odavde zakljucujemo da je

sup | (uf —u3) (t,2)| = O(e"), € —0,

(t,x)€[0,t] xR
zasve T >0i M €N, jer su N € Ny(RY) in € Ny(R). Za izvode razlike
uj — uj izvodimo iste ocena na isti nacin kao u dokazu egzistencije, kako
bismo zakljucili da je u; — ug € Ny(R2).

Teorema 53. Neka funkcija f sporo opada u beskonacnosti i neka je |f,|
reda 7.

Tada za ug € G4(R), %/log-tipa, postoji jedinstveno resenje u € Gy(RY),
3/Tog-tipa, problema (4.2).

Dokaz: Kako je up € §,(R), ¥/log-tipa, njegov pretstavnik u§ zadovoljava
sledece ||ug|lz~ < ¢ %/|logel|. Koristedi princip maksimuma (4.6), zakljucu-
jemo da i za reSenje u® vazi

|u]| e < ¢ X/]logel,

Sto implicira da je i

[ fu(u)]lLe < c1y/[logel, (4.14)

jer je f, reda r.

Kao u dokazu prethodne teoreme, nejednakost (4.12) implicira da resenje
problema (4.7) zadovojava (4.13), odnosno zakljuéujemo da je familija {u®}
umerena. Za ostale izvode reSenja, iste ocene se izvode kao u dokazu pret-
hodne teoreme, koristeé¢i ocenu (4.14). To znaci da je klasa familije {u®}.
3/log-tipa, i da je uopsteno resenje problema (4.2).

Sada pokazimo jedinstvenost. Pretpostavimo da su uq,us € Sg(Ri) dva
uopstena resenja problema (4.2), ¢iji su pretstavnici {u$ }. i {us}e, 3/log-tipa.
Tada postoje N € Ny(R%) i n € N,(R) tako da je

(ui —u3)y + f(@,ul)e — (2, 05)0 = p (U5 — u3)y, + Ne

(Ui — u3)_g = Me.
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Kako su {uj}. i {uj}. 3¥/log-tipa, znamo da za sve T > 0,

sup
(t,2)€[0,T]xR

/1 fulz, 0ui(t,z) + (1 — O)us(t, x))dd| < Cr+/|logel.
0

Stoga lako dobijamo, na isti nacin kao i u dokazu jedinstvenosti prethodne
teoreme, da klasa familije {u — u}. pripada idealu N,(R?2). g

Formalno pustaju¢i u prethodnoj teoremi da r — oo, dobijamo slede¢i
jaci rezultat za pocetni uslov ogranicenog tipa.

Posledica 54. Neka funkcija f sporo opada u beskonacnosti.
Tada za uy € G4(R), ogranicenog tipa, postoji jedinstveno resenje u €
G,(R2), ogranicenog tipa, problema (4.2).

Dokaz: Kako je uy € G4(R), ogranicenog tipa, njegov pretstavnik {ug}
ima uniformnu granicu, tj. ||uf||r~ < M, uniformno za sve € > 0. Koristeci
princip maksimuma (4.6), zakljucujemo da je i reSenje |uf| ograni¢eno kon-
stantom M, pa je i |f,(u®)| uniformno ograni¢eno nezavisno od €. Dalje se
dokaz izvodi isto kao u prethodnoj teoremi. a

Primedba 55. Uopstena resenja konstruisana u prethodnim teoremama i
posledici su uopstenja klasi¢nih resenja u smislu da ako je pocetni uslov
up € Cp°(R), on se moze posmatrati kao pretstavnik od ¢,(ug) € G4(R), pa

je klasi¢no resenje u C'I;(R_i) pretstavnik uopstenog resenja.

Sada posmatramo problem (4.2) kada 1 moze biti i uopstena konstanta.
Dac¢emo samo rezultat koji odgovara rezultatu poslednje posledice.

Teorema 56. Neka je p uopsteni pozitivni broj takav da je 1/p log-tipa, tj.
1/ue = O(|logel), € — 0. Neka f slabo opada u beskonacnosti i neka je
ug ogranicenog tipa. Tada postoji jedinstveno u € Sg(Ri), ogranicenog tipa,
resenje problema (4.2).

Dokaz: Kao u prethodnoj posledici, dobijamo da je |f,(u®)| uniformno
ograni¢eno nezavisno od e. Ostatak sledi kao i u prethodnim dokazima,
koristedi ¢injenicu da je 1/p. = O(log(1/¢)) u nejednakostima oblika (4.12).

|
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Sada ¢emo nastaviti poredenje dobijenih uopstenih resenja sa klasi¢nim
reSenjima zapoceto u prethodnoj primedbi. Klasi¢na resenja izuc¢avana su
davno u radu [21], gde je uvedena sledeca pseudo-norma, definisana na
lokalno integrabilnim funkcijama g na R,

/ zg(&)dg‘,

i pokazano je da ako su u; i uy dva klasi¢na rsenja problema (4.2) sa po¢etnim
uslovima ug; 1 uge, tada vazi |(ug — ug)(t, )|« < 2|upr — uoels, za sve t > 0.
Primetimo da i ako |r.|. — 0, kad ¢ — 0, onda i g. — 0 u D'(R). Dalje, ako
jeug € L(R) 1 p. kao u (4.3)-(4.4), sledi da i |ug — ug * pe|« — 0, kad e — 0.

Sada neka je ug € L*(R) i p pozitivna konstanta ili uopstena pozitivna
konstanta takva da je 1/u log-tipa. Prema poslednjoj teoremi i posledici
imamo da problem

9l+ = sup
zeR

Ou+ (f(x,u))s = ptlg,, (4.15)
uli=0 = tp(uo),

ima jedinstveno resenje u € G,(R?) ogranicenog tipa. Neka je {y}. pret-
stavnik uopstene pozitivne konstante p i posmatrajmo problem

atv& + (f($7 UE))OC = UeVezg, (416)
Ua|t:0 = Uop.

Zbog jednostavnosti pretpostavicemo da je ug € C;°(R). Tada problem
(4.16) ima jedinstveno klasi¢no resenje v., a (4.15) ima uopsteno resenje u
¢iji pretstavnik {u®} resava problem

atus + (f($, us))x = Helegz, (417)
u€|t:0 = U * Pe.
Ova dva resenja su bliska u smislu da razlika resenja
W —v. =0, c—0, uD(RY),

sto je posledica prethodne analize o pseudo-normi | - |, odnosno ¢injenice da
je

sup |(ve — u®) (-, t)]s < 2lug —up *x p| = 0, & —0.

>0

Dakle, mozemo zakljuciti da vaze slede¢e dve posledice.
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Posledica 57. Ako f sporo raste u beskonacnosti, i je pozitivan realan broj
i up € C°(R), onda je uopsteno resenje, u € G(R?), problema (4.15),
asocirano sa klasicnim resenjem v problema

atv + (f<x>v))oc = UeVgg, U’t:O = Ug.

Posledica 58. Ako f sporo raste u beskonacnosti, u =~ 0 je uopsten poziti-
van broj, takav da je 1/p log-tipa, i ako je ug € C;°(R) U L*(R), onda je
uopsteno resenje, u € 9(Ri), problema (4.15), asocirano sa slabim entropij-
skim resenjem w € L>(R?2) problema

atw + (f(ZE, w))ﬂc = UeVUgg, w|t:0 = Up.

Kod poslednje posledice treba samo primetiti da reSenja v. problema
(4.16) konvergiraju u L .(R?) ka slabom entropijskom regenju w, kad p. —
0, pa kakoiu® —v. — 0, kad e — 0, u @’(Ri), onda i u®* — w, kad ¢ — 0,
u D'(R?), sto znaéi da je uf ~ w.

Primetimo da su uopstena resenja iz poslednje posledice ogranicenog tipa,
pa kako je u =~ 0, to je i pu,, ~ 0, odakle sledi da je u aproksimativno reSenje
zakona odrzanja (4.1) u smislu da resava problem (4.1) pri ¢emu je jednakost
zamenjena asociranoséu, tj.

w4 f(z,u), =0 ulmg = up.
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