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2.4 Proširenje G6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Predgovor

Univerzalna algebra je zasnovana na povezivanju semantičkog pojma va-
rijeteta i sintaktičkog pojma jednakosne teorije koje se ostvaruje putem
Birkhoffove teoreme. Ova veza semantike i sintakse će predstavljati os-
novnu metodu istraživanja u ovoj doktorskoj disertaciji. Krenućemo od
sintaksnog uslova kvazilinearnosti i težićemo predstavljanju svih idempo-
tentnih varijeteta grupoida, koja ispunjavaju taj sintaksni uslov, pomoću
konačnih grupoida koji ih generǐsu.

Motivacija za ovaj rad dolazi iz nekolicine radova u kojima su istraživani
varijeteti generisani konzervativnim grupoidima (operacija je konzervativna
ako je rezultat operacije uvek jednak nekoj od vrednosti na koje je opera-
cija primenjena). Mada ovo svojstvo nije invarijantno u odnosu na jedna-
kosne klase (nije očuvano proizvodom), ipak se o varijetetima generisanim
algebrama sa konzervativnim operacijama može dosta toga reći. Samo kao
jedan primer navodimo rezultat A.Bulatova [3] koji rešava poznato pitanje
o računskoj složenosti ’constraint satisfaction’ problema u slučaju varijeteta
generisanih konačnim konzervativnim algebrama.

Svaka refleksivna binarna relacija ρ se predstavlja pomoću konzervativne

binarne operacije ·ρ na sledeći način: x ·ρ y =
{

x, 〈x, y〉 ∈ ρ;
y, inače

. Za jed-

nakosnu teoriju algebri parcijalnih ured-enja, definisanu i istraženu u [16]
i [11], ispostavilo se da važi sledeće interesantno svojstvo: svaki term sa na-
jvǐse tri promenljive jednak je jedinstvenom linearnom termu. Postavilo se
prirodno pitanje da li postoje varijeteti grupoida koji imaju istu tu osobinu
i za terme sa proizvoljnim brojem promenljivih. U magistarskom radu [8]
je dat potpun odgovor na ovo pitanje. Med-utim, da li se mogu opisati va-
rijeteti grupoida sa slabijom osobinom od gore date osobine linearnosti kao
što je osobina da je svaki term jednak (ne nužno jedinstvenom) linearnom
termu? U ovoj disertaciji smo se bavili ovim pitanjem i dali potpun odgovor
u slučaju idempotentnih varijeteta grupoida dok u slučaju neidempotentnih
varijeteta grupoida navodimo kontinuum mnogo primera.
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Prva glava Elementi univerzalne algebre sastoji se od šest odeljaka.
U prva četiri odeljka uvedeni su neki osnovni pojmovi i predstavljeni neki
klasični rezultati univerzalne algebre sa izvorima gde se mogu naći njihovi
dokazi. U prvom odeljku ove glave definǐsemo term algebru, svojstvo univer-
zalnog preslikavanja, slobodnu algebru i navodimo njihova osnovna svojstva
koja će se koristiti kroz ceo rad. U drugom odeljku data je definicija jed-
nakosne klase i Birkhoffova teorema koja povezuje jednakosne klase i vari-
jetete. U trećem odeljku su definisani pojmovi: konačna baza, beskonačna
baza i inherentno beskonačna baza. U ovom odeljku je dat kratak istorijat
problema koji su povezani sa ova tri pojma. Navedena je Parkova hipoteza
koja je i danas otvoren problem. Pored toga su navedeni potrebni i dovoljni
uslovi za lokalno konačne varijetete koji imaju konačnu bazu ili inheren-
tno beskonačnu bazu. U četvrtom odeljku je uveden niz pojmova i teorema
potrebnih za Birkhoffovu teoremu kompletnosti jednakosnih teorija koja je
navedena kao poslednje tvrd-enje ovog odeljka. U petom odeljku uvodimo
pojam rezidualne granice, navodimo neke primere i Quackenbushovu lemu.
U šestom odeljku uvodimo pojmove vezane za linearnost i kvazilinernost,
zatim razmatramo njihova osnovna svojstva koja ćemo kasnije koristiti bez
napomene i usklad-ujemo notaciju.

Druga glava Linearnost ima šest odeljaka. Najveći deo odeljaka ove
glave rezultat je rada P.-Dapića, J.Ježeka, P.Markovića, R.McKenzieja i
D.Stanovskog, Star-Linear Equational Theories of Grupoids, [10]. Takod-e
su ovi rezultati sem drugog i trećeg odeljka ove glave prezentovani i u ma-
gistarskom radu [8] tako da dokaze tvrd-enja koji se mogu pronaći u [10, 8]
nismo navodili. U prvom odeljku pokazujemo koje uslove treba da ispunjava
grupoid sa n-generatora da bi bio slobodan grupoid n-linearnog varijeteta.
U drugom odeljku navodimo da postoji tačno dvanaest egzaktno 2-linearnih
jednakosnih teorija i navodimo sedam grupoida reda četiri G0, . . . , G6 koji
su slobodni grupoidi nad skupom od dva generatora nekih varijeteta koji
odgovaraju egzaktno 2-linearnim jednakosnim teorijama dok preostali slo-
bodni grupoidi nad skupom od dva generatora koji nisu navedeni su duali
grupoida G2, . . . ,G6. Zatim se pokazuje da su 3-linearne jednakosne teorije
proširenja grupoida G5,G6,G∂

5 ,G∂
6 . Treći odeljak se sastoji od pet pod-

odeljaka u kojima dokazujemo osobije jednakosnih teorija koje su proširenja
grupoida G5, pokazujemo da postoji tačno devet egzaktno 3-linearnih jed-
nakosnih teorija koje su proširenje grupoida G5, i navodimo tvrd-enje da ne
postoji 4-linearna jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G5, i da
su sve ∗- linearne jednakosne teorije regularne (Teorema 2.3.25). Četvrti
odeljak se sastoji od dva pododeljka. U njima opisujemo sve egzaktno 3-

iv



-linearne jednakosne teorije koje su proširenje grupoida G6, zatim opisu-
jemo tri ∗-linearne jednakosne teorije od ukupno šest jer su preostale tri
duali navedenih, i navodimo njihove osobine. U petom odeljku navodimo
baze u slučaju dva ∗-linearna varijeteta, dok za jedan varijetet pokazujemo
da je inherentno beskonačno baziran. U šestom odeljku navodimo dijagram
∗-linearnih varijeteta i njihovih podvarieteta i navodimo generatorne pod-
direktno nesvodljive grupoide ∗-linearnih varijeteta.

Treća glava Kvazilinearnost ima dvanaest odeljaka. Ova glava rezultat
je rada P.-Dapića, J.Ježeka, P.Markovića, Star-quasilinear equational theo-
ries of groupoids, [9]. U prvih jedanaest odeljaka proučavamo idempotentne
jednakosne teorije dok se u poslednjem odeljku bavimo neidempotentnim
∗-kvazilinearnim jednakosnim teorijama. U prvom odeljku pokazujemo os-
novne osobine n-kvazilinearnih jednakosnih teorija i njihovih slobodnih gru-
poida, zatim pokazujemo koje uslove treba da ispunjava grupoid sa n ge-
neratora da bi bio slobodan grupoid n-kvazilinearnog varijeteta. U drugom
odeljku pokazujemo da postoji sedamnaest egzaktno 2-kvazilinearnih jed-
nakosnih teorija i navodimo četiri grupoida reda četiri G7, . . . ,G10 koji su
slobodni grupoidi sa dva generatora nekih varijeteta koji odgovaraju pravim
2-kvazilinearnim jednakosnim teorijama. Preostali slobodni grupoid sa dva
generatora koji nije naveden je dual grupoida G9. U trećem odeljku za
grupode G0, G2 i G3 pokazujemo da ne postoje 3-kvazilinearna proširenja.
U četvrtom odeljku pronalazimo ∗-kvazilinearna proširenja grupoida G8,
G9 i G10 i podvarijetete njima odgovarajućih varijetet. U petom odeljku
pokazujemo da je ∗-kvazilinearno proširenje grupoida G1 jednakosna teorija
koja odgovara varijetetu pravougaonih traka. U šestom odeljku opisujemo
jedino ∗-kvazilinearno proširenje grupoida G4 i podvarijetete njoj odgo-
varajućeg varijeteta. Sedmi odeljak se sastoji od četiri pododeljka. U ovom
odeljku opisujemo svih četrnaest egzaktno 3-kvazilinearnih jednakosnih teo-
rija i pokazujemo da se njih jedanaest ne može proširiti do 4-kvazilinearne
jednakosne teorije dok za preostale tri pokazujemo da njima odgovarajući
varijeteti VA, VB i VC su ∗-kvazilinearni varijeteti i pronalazimo njihove
podvarijetete. Osmi odeljak se sastoji od tri pododeljka. U njima pokazu-
jemo da postoji osam egzaktno 3-kvazilinearnih jednakosnih teorija i da
u slučaju pet ne postoje proširenja do 4-kvazilinearnih jednakosnih teo-
rija a preostala tri se mogu proširiti do sedam ∗-kvazilinearnih jednakos-
nih teorija koje su podvarijeteti ∗-linearnih varijeteta. U ovom odeljku
pokazujemo i da postoji beskonačno mnogo 3-kvazilinearnih jednakosnih
teorija koje su proširenje grupoida Q4 i da se egzaktno 3-kvazilinearno
i egzaktno 4-kvazilinearno proširenje grupoida Q2 razlikuju. U devetom
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odeljku opisujemo jedino ∗-kvazilinearno proširenje grupoida G7 i podvari-
jetete njoj odgovarajućeg varijeteta. U desetom odeljku navodimo dijagram
∗-kvazilinearnih varijeteta i njihovih podvarieteta i navodimo generatorne
poddirektno nesvodljive grupoide ∗-kvazilinearnih varijeteta koji nisu nave-
dene u prethodnim odeljcima. U jedanaestom odeljku pokazujemo da 12
idempotentnih ∗-kvazilinearnih varijeteta ima rezidualnu granicu κ gde je
κ ≤ 5 dok preostalih 16 idempotentnih ∗-kvazilinearnih varijeteta su rezidu-
alno veliki. U dvanaestom odeljku za razliku od prethodnih odeljaka anali-
ziramo neidempotentne ∗-kvazilinearne jednakosne teorije i pokazujemo da
ih ima kontinum mnogo.

Prilikom našeg istraživanja koristili smo računarski program [14]. On
ima sledeće mogućnosti: prilikom popunjavanja Kejlijeve tablice grupo-
ida, on automatski popunjava polja u tablici čije su vrednosti jednoznačno
odred-ene do tog trenutka definisanim rezultatima operacije i identitetima
koji su prethodno uneti kao zakoni tog grupoida. Ako je neki unos u tablicu
u suprotnosti sa nekim identitetom (prvi identitet na koji naid-e u algoritmu
programa), program obaveštava korisnika o tome, kao i o identitetu sa kojim
je unos u kontradikciji. Takod-e, kada se multiplikativna tabela popuni do
kraja, program proverava da li su i neki novi identiteti zadovoljeni, i nalazi
valuaciju promenljivih za koje identitet nije zadovoljen.

Ovaj program smo koristili veoma često, ali nezavisno od toga će mnogi
rezultati biti dokazani i ’peške’. Mesta gde bi čitalac mogao da ima prob-
lema sa verifikacijom naših rezultata bez korǐsćenja računarskog programa
su ona gde se tvrdi da neki identiteti važe na grupoidima sa većim brojem
elemenata (izmed-u 9 i 21 elemenata).

Napomenimo za kraj da u dokazima tvrd-enja identiteti koji nisu de-
taljno objašnjenji su direktna posledica identiteta iz uslova tvrd-enja ili pret-
postavki koje su uvod-ene u toku dokaza.

Spisak literature je dat na kraju teze.

Notacija je u celom tekstu standardna, dok se novouvedene oznake
detaljno objašnjavaju. Za notaciju i terminologiju koja nije definisana u
ovom uvodu, poziva se čitalac da konsultuje knjigu [24].

· · ·
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D.Stanovskom od kojih sam mnogo naučio prilikom istraživanja oblasti ko-
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Glava 1

Uvod - Elementi univerzalne
algebre

U ovoj glavi navodimo one definicije i rezultate iz standardnog osnovnog
kursa Univerzalne algebre koje ćemo koristiti u glavama 2 i 3. Svi dokazi
se mogu naći u udžbeniku S.Burris, H.P.Sankappanavar, A Course in Uni-
versal Algebra, [4]. U poslednjem odeljku ove glave uvešćemo definicije,
osnovne pojmove i osobine linearnosti i kvazilinearnosti.

1.1 Slobodne algebre

Definicija 1.1.1. Za dato F i X, ako T (X) 6= ∅ tada termovska algebra
(ili algebra terma, term algebra) tipa F nad X, pǐsemo T (X), ima za nosač
skup terma T (X), dok za fundamentalne operacije važi da je

fT (X) : 〈p1, . . . , pn〉 7→ f(p1, . . . , pn)

za sve f ∈ Fn i pi ∈ T (X), 1 ≤ i ≤ n. (T (∅) postoji ako i samo ako F0 6= ∅.)

Definicija 1.1.2. Neka je K klasa algebri tipa F i neka je U(X) algebra
tipa F generisana sa skupom X. Ako za svako A ∈ K i svako preslikavanje
α : X 7→ A postoji homomorfizam β : U(X) 7→ A koji proširuje α, tada
kažemo da U(X) ima svojstvo univerzalnog preslikavanja za K nad X, i za
U(X) kažemo da je slobodno generisan sa X (vidi sliku).
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2 Glava 1. Uvod - Elementi univerzalne algebre

X
α //

²²

A

U(X)
β

<<zzzzzzzz

Teorema 1.1.1 ([4], II.10.8). Neka je F proizvoljan tip i neka je X skup
promenljivih, gde je X 6= ∅ ako je F0 = ∅. Termovska algebra T (X) ima
svojstvo univerzalnog preslikavanja za klasu svih algebri tipa F nad X.

Definicija 1.1.3. Neka je K familija algebri tipa F . Za dati skup promen-
ljivih X definǐsimo kongruenciju θK(X) na T (X) kao θK(X) =

⋂
ΦK(X),

gde je
ΦK(X) = {φ ∈ ConT(X) : T(X)/φ ∈ IS(K)};

tada definǐsemo FK(X), K-slobodnu algebru nad X, kao

FK(X) = T (X)/θK(X),

gde je X = X/θK(X).

Atomarne formule na nekom jeziku jednakosne logike (logike u kojoj je
jedini relacijski simbol ’≈’ koji se uvek interpretira kao jednakost) mogu se
poistovetiti sa ured-enim parovima terma. Ovakve atomarne formule zovemo
identitetima. Ako govorimo o atomarnim formulama nad skupom promen-
ljivih X, možemo izjednačiti skup atomarnih formula sa odgovarajućom
binarnom relacijom na T (X).

Teorema 1.1.2. (Birkhoff) ([4], II.10.10) Pretpostavimo da T (X) postoji.
Tada FK(X) ima svojstvo univerzalnog preslikavanja za K nad X.

Definicija 1.1.4. Algebra A je lokalno konačna ako je svaka konačno ge-
nerisana podalgebra konačna. Klasa algebri je lokalno konačna ako je svaki
član K lokalno konačan.

Teorema 1.1.3 ([4], II.10.15). Varijetet V je lokalno konačan ako i samo
ako je |X| < ω ⇒ |FK(X)| < ω.

1.2 Birkhoffova teorema

Lema 1.2.1 ([4], II.11.2). Ako je K klasa algebri tipa F i p ≈ q identitet
tipa F nad X, tada je K |= p ≈ q ako i samo ako za sve A ∈ K i sve
homomorfizme α : T (X) → A imamo da je α(p) = α(q).



1.3. FB, NFB i INFB 3

Teorema 1.2.2 ([4], II.11.4). Neka je K klasa algebri tipa F i termi p, q ∈
T (X) tipa F . Tada je

K |= p ≈ q

⇔ FK(X) |= p ≈ q

⇔ p = q u FK(X)
⇔ 〈p, q〉 ∈ θK(X).

Jedan način da se interpretira prethodna teorema je i da θK(X) pred-
stavlja skup svih identiteta koji važe na K nad skupom promenljivih X
(obeležen sa IdK(X)).

Definicija 1.2.1. Neka je Σ skup identiteta tipa F , i obeležimo sa Mod(Σ)
klasu svih algebri A za koje važi da je A |= Σ. Klasa K algebri je jednakosna
klasa ako postoje identiteti Σ takvi da je K = Mod(Σ).

Teorema 1.2.3. (Birkhoff) ([4], II.11.9) K je jednakosna klasa ako i samo
ako je K varijetet.

1.3 FB, NFB i INFB

Definicija 1.3.1. Neka je X skup promenljivih i Σ skup identiteta tipa F
sa promenljivama iz X. Za p, q ∈ T (X) pǐsemo da je

Σ |= p ≈ q

ako za proizvoljnu algebru A
iz A |= Σ sledi da je A |= p ≈ q.

Definicija 1.3.2. Neka je X skup promenljivih i K klasa algebri. Kažemo
da je IdK(X) konačno bazirana (ili ima konačnu bazu, skraćeno FB) ako
postoji konačan podskup Σ od IdK(X) takav da je

Σ |= IdK(X),

inače kažemo da je beskonačno bazirana (ili nema konačnu bazu, skraćeno
NFB). Kažemo da su identiteti od K konačno bazirani ako postoji konačan
skup identiteta Σ takav da je za proizvoljno X,

Σ |= IdK(X).

U slučaju da je K = {A} tada za algebru A kažemo da je konačno bazirana
(odnosno, beskonačno bazirana) ako K zadovoljava to svojstvo.
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Postavljalo se pitanje da li svaka konačna algebra konačnog tipa ima
konačnu bazu. Konačne algebre mogu imati konačne baze, ali postoje i
konačne algebre koje nemaju konačne baze. Tako, R.Lyndonov primer
[22] beskonačno bazirane konačne algebre ima sedam elemenata sa jed-
nom binarnom i jednom nularnom operacijom, V.L.Murskij [31] konstruǐse
troelementni grupoid, P.Perkins [35] šestoelementnu polugrupu, a I.Dolinka
[6] sedmoelementni poluprsten sa beskonačnom bazom. R.Lyndon [21] je
pokazao da dvoelementne algebre imaju konačnu bazu, S.Oates i M.B.Powell
[33] su pokazali da konačne grupe imaju konačnu bazu, zatim R.L.Kruse [19]
i I.V.Ljvov [20] su pokazali da svaki konačan prsten ima konačnu bazu, svaka
konačna mreža ili mrežno ured-ena algebra ima konačnu bazu (R.McKenzie
[25]). Poslednji rezultat je bio inspiracija za poznatu teoremu K.Bakera ([1])
koja tvrdi da svaka konačna algebra koja generǐse kongruencijski distribu-
tivan varijetet ima konačnu bazu. Bakerova teorema je kasnije uopštavana
(R.McKenzie [29], R.Willard [42] i M.Maróti, R.McKenzie [23]). Med-utim,
ne postoji algoritam koji prepoznaje konačne algebre sa konačnom bazom
(R.McKenzie [26], [27] i [28])

Sedamdesetih godina prošloga veka svi do tada poznati primeri konačnih
algebri A konačnog tipa koje nisu imale konačnu bazu, imale su osobinu da
HSP (A) sadrži poddirektno nesvodljive algebre proizvoljno velike konačne
kardinalnosti i svih beskonačnih kardinalnosti. Zbog toga je R.Park 1976.
godine u svom doktorskom radu [34] postavio hipotezu:

Hipoteza 1.3.1 (Parkova hipoteza). Neka je A konačna algebra konač-
nog tipa. Ako postoji konačno ograničenje za kardinalnosti svih poddirektno
nesvodljivih algebri iz HSP (A) (ili se još kaže, ako HSP (A) ”ima konačno
rezidualno ograničenje”), tada A ima konačnu bazu.

Hipoteza je još otvorena. Proverena je u mnogim specijalnim slučajevi-
ma dok gore pomenute Bakerova teorema i njena uopštenja (McKenziejeva,
Willardova, i Maróti-McKenziejeva) potvrd-uju hipotezu u slučaju varijeteta
koji su kongruencijski distributivni, kongruencijski modularni i kongruencij-
ski ∧-semidistributivni. U odeljku 2.6 dat je grupoid A3 za koji je pokazano
da ide u prilog Parkovoj hipotezi.

Teorema 1.3.2 (Birkhoff [5]). Neka je A konačna algebra konačnog tipa F
i neka je X konačan skup promenljivih. Tada IdA(X) je konačno baziran.

Definicija 1.3.3. Za lokalno konačan varijetet V kažemo da ima inherentno
beskonačnu bazu (INFB) ako za svaki lokalno konačan varijetet W takav
da jeW ⊇ V, važi daW nema konačnu bazu. Za konačnu algebru A kažemo
da ima inherentno beskonačnu bazu kada isto važi za varijetet HSP (A).
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Krajem sedamdesetih godina dvadesetog veka V.L.Murskij prvi definǐse
pojam inherentno beskonačne baze i uočava značaj njegovog istraživanja.
Ispostavilo se da primeri V.L.Murskog [32] i P.Perkinsa [35] imaju inhe-
rentno beskonačnu bazu. G.McNulty i C.Shallon [30] pokazuju da neko-
liko od konačnih graf algebri, za koje je C.Shallon [40] pokazala da imaju
beskonačne baze, imaju inherentno beskonačne baze. J.Ježek [15] daje
tri grupoida sa tri elementa koji imaju inherentno beskonačnu bazu, a
M.V.Sapir [38, 39] karakterǐse inherentno beskonačno bazirane konačne polu-
grupe. I.Dolinka [7] daje dovoljan uslov kojim se obezbed-uje da poluprsten
ima inherentno beskonačnu bazu, a posledica toga je da su poluprsteni bi-
narnih relacija na konačnom skupu INFB.

Definicija 1.3.4. Neka je V varijetet. Označimo varijetet M(IdV(Xi)) sa
V i, gde je Xi = {x1, . . . , xi}.

Očigledno je V =
⋂

i∈N V i, kao i HSP (FV(Xi)) ⊆ V i.

Lema 1.3.3. Ako je V lokalno konačan varijetet tada V i ima konačnu bazu.

Dokaz. Na osnovu Definicije 1.3.4 imamo da je IdV(Xi) baza varijeteta V i.
Kako je na osnovu Teoreme 1.2.2

IdV(Xi) = IdFV (Xi)(Xi),

FV(Xi) je konačna jer je V lokalno konačan, pa iz Teoreme 1.3.2 sledi da
IdFV (Xi)(Xi) ima konačnu bazu. Dakle, i V i ima konačnu bazu.

Teorema 1.3.4. Neka je varijetet V lokalno konačan. Sledeća tvrd-enja su
ekvivalentna:

(1) V nema konačnu bazu (NFB)

(2) za svako i ∈ N je V i ) V,

(3) za svako i ∈ N postoji j ∈ N takvo da je V i ) V i+j.

Dokaz. Lako se pokazuje na osnovu Definicije 1.3.4 da su (2) i (3) ekviva-
lentni. Pokažimo samo ekvivalenciju (1) i (2).

Pretpostavimo da V ima NFB. Tada je V i ! V za svako i ∈ N , jer na
osnovu Leme 1.3.3 V i ima konačnu bazu za svako i ∈ N .

Ako V ima FB tada postoji i (broj promenljivih koje se pojavljuju u
konačnoj bazi) takav da je V i = V.
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Teorema 1.3.5. Neka je varijetet V lokalno konačan. Tada V ima INFB
ako i samo ako za svako i ∈ N , V i nije lokalno konačan.

Dokaz. Pretpostavimo da V ima INFB. Kako V i ima konačnu bazu (Lema
1.3.3) na osnovu Definicije 1.3.3 za svako i ∈ N varijetet V i nije lokalno
konačan.

Pretpostavimo da V nema INFB.Neka je W varijetet takav da je V ⊆
W, W lokalno konačan i W ima FB. Tada postoji i (broj promenljivih
koje se pojavljuju u konačnoj bazi) takav da je W = W i, pa je W i lokalno
konačan varijetet. Kako jeW i ⊇ V i, sledi da je V i lokalno konačan varijetet.

1.4 Jednakosna logika i potpuno invarijantne kon-
gruencije

Definicija 1.4.1. Kongruencija θ na algebri A je potpuno invarijantna ako
za svaki endomorfizam α na A važi:

〈a, b〉 ∈ θ ⇒ 〈α(a), α(b)〉 ∈ θ.

Neka je S ⊆ A × A. Tada sa ΘFI(S) obeležavamo najmanju potpuno in-
varijantnu kongruenciju na A koja sadrži S. Kongruencija ΘFI(S) se zove
potpuno invarijantna kongruencija generisana sa S. Ovaj pojam je dobro
definisan jer je presek proizvoljne familije potpuno invarijantnih kongruen-
cija potpuno invarijantna kongruencija.

Neka su dati skup promenljivih X i tip F , i neka je

τ : Id(X) 7→ T (X)× T (X)

bijekcija definisana sa
τ(p ≈ q) = 〈p, q〉.

Teorema 1.4.1 ([4], II.14.8). Neka je Σ podskup skupa identiteta Id(X).
Postoji klasa algebri K takva da je

Σ = IdK(X)

ako i samo ako τ(Σ) je potpuno invarijantna kongruencija na T (X).

Definicija 1.4.2. Podskup Σ od Id(X) se zove jednakosna teorija nad X
ako postoji klasa algebri K takva da je

Σ = IdK(X).
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Teorema 1.4.2 ([4], II.14.12). Ako je Σ skup identiteta nad X i p ≈ q je
identitet nad X, tada je

Σ |= p ≈ q ⇔ 〈p, q〉 ∈ ΘFI(τ(Σ)).

Definicija 1.4.3. Skup identiteta Σ nad X je zatvoren u odnosu na zamenu
ako za proizvoljan identitet p ≈ q ∈ Σ i term r ∈ T (X) važi: ako se
p pojavljuje kao podterm u termu r tada za term s koji se dobija od r
zamenom podterma p sa termom q imamo da je r ≈ s ∈ Σ.

Definicija 1.4.4. Skup identiteta Σ nad X je zatvoren u odnosu na sup-
stituciju ako za sve identitete p ≈ q ∈ Σ i svaki term r ∈ T (X) važi: ako se
zameni svako pojavljivanje date promenljive x u p ≈ q sa r, tada je dobijeni
identitet u Σ.

Definicija 1.4.5. Ako je Σ skup identiteta nad X, tada deduktivno zat-
vorenje D(Σ) od Σ je najmanji podskup od Id(X) koji sadrži Σ takav da
je

(1) p ≈ p ∈ D(Σ) za p ∈ T (X)

(2) p ≈ q ∈ D(Σ) ⇒ q ≈ p ∈ D(Σ)

(3) p ≈ q ∈ D(Σ), q ≈ r ∈ D(Σ) ⇒ p ≈ r ∈ D(Σ)

(4) D(Σ) je zatvoreno u odnosu na zamenu

(5) D(Σ) je zatvoreno u odnosu na supstituciju.

Teorema 1.4.3 ([4], II.14.17). Neka je Σ ⊆ Id(X), p ≈ q ∈ Id(X), tada je

Σ |= p ≈ q ⇔ p ≈ q ∈ D(Σ).

Definicija 1.4.6. Neka je Σ skup identiteta nad X. Za p ≈ q ∈ Id(X)
kažemo da je

Σ ` p ≈ q

ako postoji niz identiteta

p1 ≈ q1, . . . , pn ≈ qn

iz Id(X) tako da svaki pi ≈ qi pripada Σ, ili je oblika p ≈ p, ili je rezultat
primene nekog od pravila zatvorenja (2)–(5) u Definiciji 1.4.5 na prethodne
identitete u nizu, i poslednji identitet pn ≈ qn je p ≈ q. Niz p1 ≈ q1, . . . , pn ≈
qn se zove formalno izvod-enje od p ≈ q, i n je dužina izvod-enja.
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Teorema 1.4.4. (Birkhoff: Teorema kompletnosti za jednakosnu logiku)
([4], II.14.19) Neka je Σ ⊆ Id(X) i p ≈ q ∈ Id(X), tada je

Σ |= p ≈ q ⇔ Σ ` p ≈ q.

1.5 Rezidualna granica

Definicija 1.5.1. Neka je A algebra i κ kardinalni broj. Kažemo da A
ima rezidualnu granicu κ ako za svaki par različitih elemenata a i b iz skupa
A postoji algebra B i homomorfizam f : A → B takvi da je |B| < κ i
f(a) 6= f(b). Kažemo da je A rezidualno konačna ako za svaki par različitih
elemenata a i b iz skupa A postoji homomorfizam f iz algebre A u konačnu
algebru takav da je f(a) 6= f(b). Za klasu algebri K kažemo da ima rezi-
dualnu granicu κ (je rezidualno konačna) ako svaka algebra iz K ima isto
svojstvo.

Propozicija 1.5.1 ([24], Odeljak 4.5, Posledica 5). Neka je K klasa algebri
zatvorena u odnosu na homomorfizam. Tada K ima rezidualnu granicu κ
ako i samo ako svaka poddirektno nesvodljiva algebra iz K ima kardinalnost
manju od κ. Klasa K je rezidualno konačna ako i samo ako su sve poddirek-
tno nesvodljive algebre iz K rezidualno konačne, odnosno imaju rezidualnu
granicu ℵ0.

Napomenimo da ćemo u ovom radu smatrati da je trivijalan grupoid
poddirektno nesvodljiv prema definiciji datoj u [4] dok u mnogim drugim
radovima to nije slučaj.

Definicija 1.5.2. Klasa algebri je rezidualno mala ako ima rezidualnu
granicu κ za neki kardinal κ. Klasa algebri je rezidualno velika ako nije
rezidualno mala. Klasa algebri je strogo rezidualno konačna ako ima rezi-
dualnu granicu κ gde je κ konačan kardinal.

Primer 1.5.1. Klase Bulovih algebri, polumreža, distributivnih mreža ima-
ju rezidualnu granicu 3. Klasa monadičkih algebri je rezidualno velika.
Klasa konačnih mreža za proizvoljan konačan kardinal κ nema rezidualnu
granicu κ. Klasa svih mreža je rezidualno velika.

Teorema 1.5.2 (Quackenbush, [4], V.3.8). Ako je varijetet V lokalno kona-
čan sa do na izomorfizam konačno mnogo konačnih poddirektno nesvodljivih
algebri, tada V nema beskonačnu poddirektno nesvodljivu algebru.
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1.6 Uvod u linearnost i kvazilinearnost

U ovom odeljku kao i u naredne dve glave pod termom ćemo uvek podra-
zumevati term na jeziku grupoida (algebri sa jednom binarnom operacijom
koju ćemo obeležavati u multiplikativnoj notaciji). Za term kažemo da je
linearan ako se svaka promenljiva pojavljuje najvǐse jedanput u tom termu.

Definicija 1.6.1. ∗-linearna jednakosna teorija je jednakosna teorija E za
koju važi da za svaki term t postoji jedinstven linearan term t∗ takav da
〈t, t∗〉 ∈ E.

Označimo sa S(t) skup svih promenljivih koje se pojavljuju u termu t, a
neka |t| označava složenost od t, tj. ukupan broj pojavljivanja promenljivih
u t. Jasno, |S(t)| ≤ |t| a jednakost važi ako je t linearan.

Propozicija 1.6.1. ([8], Propozicija 2.1.3) U svakoj ∗-linearnoj jednakos-
noj teoriji S(t∗) ⊆ S(t).

Definicija 1.6.2. ∗-kvazilinearna jednakosna teorija je jednakosna teorija
E za koju važi da za svaki term t postoji (ne nužno jedinstven) linearan
term t∗ takav da je 〈t, t∗〉 ∈ E. Prava ∗-kvazilinearna jednakosna teorija je
∗-kvazilinearna jednakosna teorija koja nije ∗-linearna. Odgovarajući vari-
jetet za ∗-kvazilinearu (pravu ∗-kvazilinearu, ∗-linearna) jednakosnu teoriju
zvaćemo ∗-kvazilinearan (pravi ∗-kvazilinearan, ∗-linearan) varijetet

Lema 1.6.2. Neka je E ∗-kvazilinearna jednakosna teorija, tada za svaki
term t postoji linearan term t∗ takav da je S(t∗) ⊆ S(t) ako i samo ako je
E idempotentna jednakosna teorija.

Dokaz. Neka je E idempotentna jednakosna teorija. Pretpostavimo sup-
rotno, tj. da postoji term t takav da nije ekvivalentan ni sa jednim linearnim
termom l sa osobinom da je S(l) ⊆ S(t). Neka je term l linearan term mini-
malne složenosti koji je ekvivalentan sa termom t. Tada postoji promenljiva
z ∈ S(l)\S(t). Primenom supstitucije z 7→ l1 i idempotentnosti na identitet
l ≈ t, gde je l1 podterm terma l takav da je zl1 ili l1z podterm terma l,
dobijamo identitet l′ ≈ t kod koga je linearan term l′ manje složenosti od l,
kontradikcija.

Neka za svaki term t postoji linearan term t∗ takav da je S(t∗) ⊆ S(t).
Ako za term t uzmemo da je jednak sa x2 dobijamo da za term t∗ možemo
uzeti samo term x, prema tome, dobijamo zakon idempotentnosti.
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U ovoj glavi jednakosne teorije koje ćemo proučavati su idempotentne
sem jednakosnih teorija u odeljku 3.12 gde navodimo primere neidempo-
tentnih ∗-kvazilinearnih jednakosnih teorija. Primetimo da su sve ∗-linearne
jednakosne teorije idempotentne.

Propozicija 1.6.3. Svaka ∗-kvazilinearna jednakosna teorija definǐse lo-
kalno konačan varijetet.

Dokaz. Univerzum slobodne algebre sa n generatora u tom varijetetu se
moze predstaviti kao podskup skupa svih linearnih terma nad promenljivima
x1, . . . , xn, a njih ima konačno mnogo. Kod ∗-linearne jednakosne teorije
uslov da je svaki term ekvivalentan jedinstvenom linearnom termu znači i
da su svaka dva različita linearna terma neekvivalentna u ∗-linearnoj jed-
nakosnoj teoriji pa se univerzum slobodne algebre sa n generatora može
predstaviti kao skup svih linearnih terma nad promenljivima x1, . . . , xn.

Na primer, u ∗-kvazilinearnom varijetetu slobodan grupoid sa dva slo-
bodna generatora ima najvǐse četiri elementa, sa tri slobodna generatora
ima manje ili jednako od 21, a sa četiri slobodna generatora ima manje ili
jednako od 184 dok jednakost važi u ∗-linearnim varijetetima. Broj različitih
rasporeda zagrada u linearnom termu na nekom skupu od n promenljivih
([41], odeljak 8.4), odnosno broj različitih simple, ordered, rooted trees (SOR
drveta) sa n listova ([37], odeljak 6.4.1) je Cn−1 , gde je Cn = 1

n+1

(
2n
n

)
, n-ti

Katalanov broj, te je konačan broj linearnih terma sa n promenljivih (i pn

niz svakog ∗-linearnog varijeteta) jednak sa

pn = n!Cn−1 =
n!
n

(
2n− 2
n− 1

)
=

(2n− 2)!
(n− 1)!

.

Slobodni spektar se onda izračunava po poznatoj formuli fn =
∑n

k=0

(
n
k

)
pk.

Ako je E ∗-kvazilinearna jednakosna teorija i n-elementni grupoid G sa k
generatora pripada odgovarajućem varijetetu Mod(E) u kome je slobodan
grupoid sa k generatora reda n, onda G mora biti izomorfan slobodnom
grupoidu sa k generatora u ovom varijetetu. Naravno, to je tačno jer je svaki
grupoid generisan sa k elemenata homomorfna slika slobodnog grupoida sa
k generatora, pa je jezgro tog homomorfizma identička relacija, tj. u pitanju
je izomorfizam.

Propozicija 1.6.4. ([8], Propozicija 2.1.2) Svake dve uporedive ∗-linearne
jednakosne teorije (posmatrane kao binarne relacije na skupu svih terma
grupoida) su identične.
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Definicija 1.6.3. Neka je n prirodan broj. Pod n-linearnom jednakos-
nom teorijom podrazumevamo jednakosnu teoriju E tako da je svaki term
sa najvǐse n promenljivih E-ekvivalentan jedinstvenom linearnom termu
(koji takod-e mora imati najvǐse n promenljivih). Pod n-kvazilinearnom jed-
nakosnom teorijom podrazumevamo jednakosnu teoriju E takvu da je svaki
term sa najvǐse n promenljivih E-ekvivalentan linearnom termu nad istim
skupom promenljivih. Pod pravom n-kvazilinearnom jednakosnom teori-
jom (pravom ∗-kvazilinearnom jednakosnom teorijom) podrazumevamo jed-
nakosnu teoriju koja je n-kvazilinearna jednakosna teorija (∗-kvazilinearna
jednakosna teorija) ali nije n-linearna jednakosna teorija (∗-linearna jedna-
kosna teorija). Ako je n-linearna (n-kvazilinearna) jednakosna teorija E
generisana (kao potpuno invarijantna kongruencija na algebri terma) iden-
titetima iz E u kojima figurǐse najvǐse n promenljivih, onda kažemo da je
jednakosna teorija E egzaktno n-linearna (n-kvazilinearna). Naravno, takva
jednakosna teorija je jednoznačno odred-ena svojim slobodnim grupoidom sa
n slobodnih generatora.

Definicija 1.6.4. Reći ćemo da jednakosna teorija E proširuje grupoid G,
ako je G slobodan grupoid za odgovarajući varijetet nad nekim skupom
generatora. Za jednakosnu teoriju E ćemo reći da n-linearno (∗-linearno,
n-kvazilinearno, ∗-kvazilinearno) proširenje grupoida G ako je E proširenje
grupoida G i E je n-linearna (∗-linearna, n-kvazilinearna, ∗-kvazilinearna)
jednakosna teorija. Za grupoid G reći ćemo da je ∗-linearno (n-linearno,
∗-kvazilinearno, n-kvazilinearno) neproširiv ako ne postoji odgovarajući ∗-
-linearan (n-linearan, ∗-kvazilinearn, n-kvazilinearn) varijetet sa slobodnim
grupoidom G.

Takod-e će nam biti potrebni sledeći termini. Dual od terma t (pǐsemo
t∂) definǐsemo kao term t ako je t promenljiva, a ako je t = t1t2, onda je
t∂ = t∂2 t∂1 . Dual jednakosne teorije E biće klasa svih identiteta t∂1 ≈ t∂2 ,
gde identitet t1 ≈ t2 pripada E. Za identitet s ≈ t kažemo da je regularan,
ako važi S(s) = S(t). Za identitet s ≈ t kažemo da je levo nepermutacioni,
ako je redosled prvih pojavljivanja promenljivih u s, posmatrano s leva na
desno, isti kao i redosled prvih pojavljivanja promenljivih u termu t. Za neki
identitet kažemo da je desno nepermutacioni, ako je dual tog identiteta levo
nepermutacioni. Za jednakosnu teoriju E kažemo da je regularna (odnosno
levo, desno nepermutaciona), ako su svi identiteti u E regularni (levo, desno
nepermutacioni, redom).

Radi izbegavanja pisanja prevelikog broja zagrada u termima, koristiće-
mo zapise x1x2x3 . . . xn umesto terma ((. . . ((x1x2)x3) . . . )xn−1)xn (otvore-
ne zagrade su grupisane sa leve strane terma), x · yz umesto terma x(yz),
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itd.
Na termovskoj algebri T(X) obeležićemo sa σy 7→t endomorfizam koji se

dobija proširenjem preslikavanja σ(x) =
{

t, x = y;
x, x ∈ X \ {y}, za promen-

ljivu y i term t.
Za notaciju i terminologiju koju nismo definisali u ovom uvodu, upuću-

jemo čitaoca na knjigu [24].



Glava 2

Linearnost

Ova glava predstavlja pregled rezultata magistarskog rada [8], sem odeljka
2.1, kao i odeljka 2.3 u kome je data detaljna konstrukcija svih devet slo-
bodnih grupoida sa tri generatora egzaktno 3-linearnih jednakosnih teorija
koje su proširenje grupoida G5 (najavljene u magistarskom radu [8]), kao
i niz osobina proširenja grupoida G5 predstavljene u pododeljku 2.3.1, a
koje ćemo koristiti u odeljku 3.7 u narednoj glavi pa čitaocu preporučujemo
da odeljak 3.7 pročita neposredno posle čitanja odeljka 2.3. U ovoj glavi
opisujemo tri ∗-linearna varijeteta i njihove podvarijetete kao i generatorne
grupoide dok su preostala tri ∗-linearna varijeteta duali ovde opisanih ∗-
-linearnih varijeteta. Pored toga navešćemo konačne baze u slučaju dva ∗-
-linearna varijeteta (a samim tim su nam poznate baze njihovih duala) dok
dva varijeteta imaju INFB.

2.1 Slobodni grupoidi linearnih varijeteta

Teorema 2.1.1. Neka je Fn = (Fn, ·Fn) grupoid čiji nosač je skup svih
linearnih terma nad skupom {x1, x2, . . . , xn}, i neka na tom grupoidu važe
svi identiteti oblika t1 · t2 ≈ t1 ·Fn t2 za sve t1, t2 ∈ Fn. Tada postoji tačno
jedna egzaktno n-linearna jednakosna teorija čiji je slobodan grupoid sa n
generatora grupoid Fn.

Dokaz. Neka je V varijetet generisan grupoidom Fn, i neka je ∼Fn jedna-
kosna teorija koja odgovara datom varijetetu.

Linearni termi nad promenljivama {x1, x2, . . . , xn} su različiti u vari-

jetetu V jer bi u suprotnom za valuaciju
(

x1 x2 . . . xn

x1 x2 . . . xn

)
dobili da

su dva različita elementa iz grupoida Fn jednaka. Prema tome, ako je neki

13
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term sa n promenljivih ekvivalentan linearnom termu po modulu ∼Fn , onda
ne postoji drugi linearan term sa kojim je ekvivalentan. Pokažimo sada da
je ∼Fn n-linearna jednakosna teorija.

Neka je t term na jeziku grupoida sa najvǐse n promenljivih. Indukcijom
po složenosti terma t pokazaćemo da je term t jednak nekom linearnom
termu. Ako je term t i sam linearan, tvrd-enje je tačno. Ako nije, tada je
t = t1 ·t2, i po induktivnoj hipotezi važi da tj ∼Fn t′j , gde je t′j linearan term
za j = 1, 2. Dakle, dovoljno je pokazati da za svaki proizvod dva linearna
terma t′1t

′
2 važi da je t′1t

′
2 ∼Fn tl, gde je tl neki linearan term nad istih n

promenljivih. Ali, iz uslova teoreme imamo da je t′1 · t′2 ≈ t′1 ·Fn t′2, pri čemu
je term t′1 ·Fn t′2 linearan.

Posledica 2.1.2. Neka je F3 = (F3, ·F3) grupoid čiji nosač je skup svih
linearnih terma nad skupom {x, y, z}, i neka na tom grupoidu važe svi iden-
titeti iz Tabele 2.1. Tada postoji tačno jedna egzaktno 3-linearna jednakosna
teorija koja je proširenje grupoida F3 sa tri generatora.

(1) xx ≈ x, (17) xyz · x ≈ xyz ·F3
x,

(2) x · xy ≈ x ·F3
xy, (18) xyz · y ≈ xyz ·F3

y,
(3) x · yx ≈ x ·F3

yx, (19) xyz · yx ≈ xyz ·F3
yx,

(4) xy · x ≈ xy ·F3
x, (20) xyz · xzy ≈ xyz ·F3

xzy,
(5) xy · y ≈ xy ·F3

y, (21) xyz · zxy ≈ xyz ·F3
zxy,

(6) xy · yx ≈ xy ·F3
yx, (22) xyz · yzx ≈ xyz ·F3

yzx,
(23) xyz · zyx ≈ xyz ·F3

zyx,
(7) x · xyz ≈ x ·F3

xyz, (24) xyz · (x · yz) ≈ xyz ·F3
x · yz,

(8) x · yxz ≈ x ·F3
yxz, (25) xyz · (x · zy) ≈ xyz ·F3

x · zy,
(9) x · (y · xz) ≈ x ·F3

y · xz, (26) xyz · (y · xz) ≈ xyz ·F3
y · xz,

(10) x · (y · zx) ≈ x ·F3
y · zx, (27) xyz · (y · zx) ≈ xyz ·F3

y · zx,

(11) xy · xz ≈ xy ·F3
xz, (28) (x · yz) · y ≈ x · yz ·F3

y,
(12) xy · yz ≈ xy ·F3

yz, (29) (x · yz) · z ≈ x · yz ·F3
z,

(13) xy · zx ≈ xy ·F3
zx, (30) (x · yz) · zy ≈ x · yz ·F3

zy,
(14) xy · zy ≈ xy ·F3

zy, (31) (x · yz) · xyz ≈ x · yz ·F3
xyz,

(15) xy · yxz ≈ xy ·F3
yxz, (32) (x · yz) · yxz ≈ x · yz ·F3

yxz,
(16) xy · (z · yx) ≈ xy ·F3

z · yx, (33) (x · yz) · xzy ≈ x · yz ·F3
xzy,

(34) (x · yz) · zxy ≈ x · yz ·F3
zxy,

(35) (x · yz) · (y · xz) ≈ x · yz ·F3
y · xz,

(36) (x · yz) · (y · zx) ≈ x · yz ·F3
y · zx,

(37) (x · yz) · (z · xy) ≈ x · yz ·F3
z · xy,

(38) (x · yz) · (z · yx) ≈ x · yz ·F3
z · yx.

Tabela 2.1: Identiteti koji definǐsu slobodan grupoid nad tri ge-
neratora u 3-kvazilinearnom varijetetu.
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Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.1.1 dovoljno je pokazati da će svi identiteti
oblika t1 · t2 ≈ t1 ·F3 t2 za sve t1, t2 ∈ F3, biti tačni na F3. Kako se term
t1 · t2 može dobiti supstitucijom nekog terma koji se nalazi sa leve strane ≈
u gore navedenim identitetima dobijamo da će term t1 · t2 biti ekvivalentan
linearnom termu tl (ili termu koji se lako svodi na linearan primenom gore
navedenih identiteta) koji mora biti jednak termu t1 ·F3 t2 jer bi u suprotnom
dva različita elementa iz F3 bila jednaka.

Prilikom dokazivanja postojanja egzaktno 3-linearnih jednakosnih teo-
rija, tj. dokazivanja da je neki grupoid sa tri generatora slobodan grupoid
u nekoj 3-linearnoj jednakosnoj teoriji, koristićemo se prethodnom posledi-
com tako što ćemo korǐsćenjem računarskog programa proveravati tačnost
identiteta iz Tabele 2.1 na slobodnom grupoidu sa tri generatora.

Kao geometrijsku ilustraciju položaja identiteta navedenih u Posledici
2.1.2 prilažemo Kejlijevu tablicu (Tabela 2.2) za linearne terme nad skupom
od tri promenljive (a = x, b = y, c = z, d = xy, e = xz, f = yz, g = yx,
h = zx, i = zy, j = xyz, k = yxz, l = xzy, m = zxy, n = yzx, o = zyx,
p = x · yz, q = x · zy, r = y · xz, s = y · zx, t = z · xy, u = z · yx) u kojoj su
dati identiteti obeleženi simbolom £, dok su preostali proizvodi, obeleženi
sa ¡, ili već linearni sami po sebi, ili dobijeni supstitucijom od nekog od
proizvoda sa leve strane nekog identiteta iz Tabele 2.1.

· a b c d e f g h i j k l mn o p q r s t u

a £ ¡ ¡ £ ¡ ¡ £ ¡ ¡ £ £ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ £ £ ¡ ¡
b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d £ £ ¡ ¡ £ £ £ £ £ ¡ £ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ £
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
j £ £ ¡ ¡ ¡ ¡ £ ¡ ¡ ¡ ¡ £ £ £ £ £ £ £ £ ¡ ¡
k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
p ¡ £ £ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ £ £ £ £ £ ¡ ¡ ¡ ¡ £ £ £ £
q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tabela 2.2:Kejlijeva tablica položaja identiteta £ navedenih u
Tabeli 2.1.
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2.2 Egzaktno 2-linearne jednakosne teorije i potre-
ban uslov njihove proširivosti

Jasno je da postoji tačno jedna egzaktno 1-linearna jednakosna teorija: teo-
rija idempotentnih grupoida. Sledeća lema nam daje sve potencijalne slo-
bodne grupoide nad dva generatora u ∗-linearnim varijetetima.

Lema 2.2.1 ([8], Lema 2.2.1.). Postoji tačno dvanaest egzaktno 2-linearnih
jednakosnih teorija. Njihovi slobodni grupoidi sa dva generatora su sledećih
sedam grupoida predstavljeni u Tabeli 2.3 i njihovi duali. (Prva dva od
sedam grupoida su identični svojim dualima.)

G0 x y xy yx

x x xy yx y
y yx y x xy
xy y yx xy x
yx xy x y yx

G1 x y xy yx

x x xy xy x
y yx y y yx
xy x xy xy x
yx yx y y yx

G2 x y xy yx

x x xy xy yx
y yx y xy yx
xy x y xy x
yx x y y yx

G3 x y xy yx

x x xy xy yx
y yx y xy yx
xy x y xy yx
yx x y xy yx

G4 x y xy yx

x x xy x xy
y yx y yx y
xy xy x xy x
yx y yx y yx

G5 x y xy yx

x x xy x xy
y yx y yx y
xy xy xy xy xy
yx yx yx yx yx

G6 x y xy yx

x x xy xy xy
y yx y yx yx
xy xy xy xy xy
yx yx yx yx yx

Tabela 2.3: Kejlijeve tablice slobodnih grupoida G0, . . . ,G6 nad
dva generatora egzaktno 2-linearnih jednakosnih teorija.

Med-utim, za većinu grupoida iz Tabele 2.3 ne postoje proširenja do 3-
-linearnih jednakosnih teorija, odnosno važi sledeća lema.

Lema 2.2.2 ([8], Lema 2.3.1.–2.3.4.). Ne postoji 3-linearan varijetet takav
da je njegov slobodan grupoid generisan sa dva generatora jedan od grupoida
G0, G1, G2, G3 ili G4.
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Primetimo sledeće posledice Leme 2.2.2.

Lema 2.2.3. Da bi jednakosna teorija bila 3-linearna potreban uslov je da
slobodan grupoid sa dva generatora odgovarajućeg varijeteta bude izomorfan
sa nekim od grupoida G5, G6, G∂

5 ili G∂
6 .

Lema 2.2.4. Neka je E 2-linearna jednakosna teorija koja je proširenje
jednod od grupoida G5 ili G6. Tada za terme u, v važi ako je identitet
u ≈ v u teoriji E onda termi u i v imaju iste prve promenljive sa leve
strane.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je prva promenljiva sa leve strane
u termu u promenljiva x, a u termu v promenljiva y. Tada supstitucijom svih
promenljivih sem y u promenljivu x i na osnovu osobina slobodnog grupoida
nad dva generatora dobijamo da identitet x ≈ yx ili x ≈ y pripada E ako
je y /∈ S(u), a ako je y ∈ S(u) tada identitet xy ≈ y ili xy ≈ yx pripada
teoriji E, kontradikcija.

2.3 Proširenje G5

U ovom odeljku pretpostavićemo da je G5 slobodan grupoid sa dva genera-
tora za jednakosnu teoriju E. Tada će se u E nalaziti sledeći identiteti

x ≈ xx,

x ≈ x · xy,

xy ≈ xy · x ≈ xy · y ≈ x · yx ≈ xy · yx,

Korǐsćenje Leme 2.2.4 u ovom odeljku nećemo posebno naglašavati.
Pokazaćemo da za egzaktno 3-linearnu jednakosnu teoriju, kod koje je

slobodan grupoid sa dva generatora izomorfan grupoidu G5, postoji de-
vet mogućnosti (do na izomorfizam) za slobodan grupoid generisan sa tri
generatora. Tih devet slobodnih 21-elementnih groupoida P1, . . . ,P9 su
predstavljeni Kejlijevim tablicama (Tabele 2.4 i 2.5 na stranama 18 i 19)
sa istim nosačem {a, b, c, . . . , u}, pri čemu je svaki od njih generisan sa tri
elementa (a = x, b = y, c = z, d = xy, e = xz, f = yz, g = yx, h = zx,
i = zy, j = xyz, k = yxz, l = xzy, m = zxy, n = yzx, o = zyx, p = x · yz,
q = x · zy, r = y · xz, s = y · zx, t = z · xy, u = z · yx).

Primetimo da u Kejlijevoj tablici slobodnog grupoida sa tri generatora
za egzaktno 3-linearnu jednakosnu teoriju, kod koje je G5 slobodni grupoid
sa dva generatora, neki proizvodi su već definisani pomoću osobina grupoida
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r g r k g r r r k k r r r k r k g r r r k k
s n s f n n s s s f n s n s s s n n s s s f
t h mt t h mmt t t mt t mt t h mmt t
u o i u o o i u u u o u o u u u o o u i u u

P6 a b c d e f g h i j k l mn o p q r s t u

a a d e a a p d e q a d a e p q a a d p e q
b g b f g r b b s f g b r s b f g r b b s f
c h i c t h i u c c t u h c i c t h u i c c
d d d j d d p d j j d d d j p j d d d p j j
e e l e e e l l e q e l e e l q e e l l e q
f n f f n n f f s f n f n s f f n n f f s f
g g g k g r g g k k g g r k g k g r g g k k
h h mh t h mmh h t mh h mh t h mmh h
i o i i o o i u i i o u o i i i o o u i i i
j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j
k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k
l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l
m mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o
p p p j p p p p j j p p p j p j p p p p j j
q q l q q q l l q q q l q q l q q q l l q q
r r r k r r r r k k r r r k r k r r r r k k
s n s s n n s s s s n s n s s s n n s s s s
t t mt t t mmt t t mt t mt t t mmt t
u o u u o o u u u u o u o u u u o o u u u u

Tabela 2.4: Kejlijeve tablice slobodnih grupoida P1, . . . ,P6 nad
tri generatora egzaktno 3-linearnih jednakosnih teorija koje su
proširenje grupoida G5.
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P7 a b c d e f g h i j k l mn o p q r s t u

a a d e a a p d e q a p a q p q a a d p e q
b g b f g r b b s f r b r s b s g r b b s f
c h i c t h i u c c t u t c u c t h u i c c
d d d j d d p d j j d p d j p j d d d p j j
e e l e e e l l e q e l e q l q e e l l e q
f n f f n n f f s f n f n s f s n n f f s f
g g g k g r g g k k r g r k g k g r g g k k
h h mh t h mmh h t mt h mh t h mmh h
i o i i o o i u i i o u o i u i o o u i i i
j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j j
k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k k
l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l l
m mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n
o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o
p p p j p p p p j j p p p j p j p p p p j j
q q l q q q l l q q q l q q l q q q l l q q
r r r k r r r r k k r r r k r k r r r r k k
s n s s n n s s s s n s n s s s n n s s s s
t t mt t t mmt t t mt t mt t t mmt t
u o u u o o u u u u o u o u u u o o u u u u

P8 a b c d e f g h i j k l mn o p q r s t u

a a d e a a p d e q a p a q p q a a d p e q
b g b f g r b b s f r b r s b s g r b b s f
c h i c t h i u c c t u t c u c t h u i c c
d d d j d d p d j j d p d j p j d d d p j j
e e l e e e l l e q e l e q l q e e l l e q
f n f f n n f f s f n f n s f s n n f f s f
g g g k g r g g k k r g r k g k g r g g k k
h h mh t h mmh h t mt h mh t h mmh h
i o i i o o i u i i o u o i u i o o u i i i
j j l j j j l l j j j l j j l j j j l l j j
k n k k n n k k k k n k n k k k n n k k k k
l l l j l l l l j j l l l j l j l l l l j j
m o mmo o mmmmo mo mmmo o mmmm
n n n k n n n n k k n n n k n k n n n n k k
o o mo o o mmo o o mo o mo o o mmo o
p p d j p p p d j j p p p j p j p p d p j j
q q l e q q l l e q q l q q l q q q l l e q
r g r k g r r r k k r r r k r k g r r r k k
s n s f n n s s s f n s n s s s n n s s s f
t h mt t h mmt t t mt t mt t h mmt t
u o i u o o i u u u o u o u u u o o u i u u

P9 a b c d e f g h i j k l mn o p q r s t u

a a d e a a p d e q a p a q p q a a d p e q
b g b f g r b b s f r b r s b s g r b b s f
c h i c t h i u c c t u t c u c t h u i c c
d d d j d d p d j j d p d j p j d d d p j j
e e l e e e l l e q e l e q l q e e l l e q
f n f f n n f f s f n f n s f s n n f f s f
g g g k g r g g k k r g r k g k g r g g k k
h h mh t h mmh h t mt h mh t h mmh h
i o i i o o i u i i o u o i u i o o u i i i
j j l j j j l l j j j l j j l j j j l l j j
k n k k n n k k k k n k n k k k n n k k k k
l l l j l l l l j j l l l j l j l l l l j j
m o mmo o mmmmo mo mmmo o mmmm
n n n k n n n n k k n n n k n k n n n n k k
o o mo o o mmo o o mo o mo o o mmo o
p p p j p p p p j j p p p j p j p p p p j j
q q l q q q l l q q q l q q l q q q l l q q
r r r k r r r r k k r r r k r k r r r r k k
s n s s n n s s s s n s n s s s n n s s s s
t t mt t t mmt t t mt t mt t t mmt t
u o u u o o u u u u o u o u u u o o u u u u

Tabela 2.5: Kejlijeve tablice slobodnih grupoida P7,P8,P9 nad
tri generatora egzaktno 3-linearnih jednakosnih teorija koje su
proširenje grupoida G5.
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x · xyz, xy · xz, xyz · x, (x · yz) · y,
x · yxz, xy · yz, xyz · y, (x · yz) · z,
x · (y · xz), xy · zx, xyz · xz, (x · yz) · xy,
x · (y · zx), xy · zy, xyz · yz, (x · yz) · xz,

xy · yxz, xyz · yx, (x · yz) · yx,
xy · xzy, xyz · zx, (x · yz) · zx,
xy · zxy, xyz · zy, (x · yz) · zy,
xy · yzx, xyz · yxz, (x · yz) · xyz,
xy · zyx, xyz · xzy, (x · yz) · yxz,
xy · (x · yz), xyz · zxy, (x · yz) · xzy,
xy · (x · zy), xyz · yzx, (x · yz) · zxy,
xy · (y · xz), xyz · zyx, (x · yz) · zyx,
xy · (y · zx), xyz · (x · yz), (x · yz) · (x · zy),
xy · (z · yx), xyz · (x · zy), (x · yz) · (y · xz),

xyz · (y · xz), (x · yz) · (y · zx),
xyz · (y · zx), (x · yz) · (z · xy),
xyz · (z · yx), (x · yz) · (z · yx),

Tabela 2.6: Skup terma (koji su u obliku proizvoda linearnih
terma) koje treba ”linearizovati” i iz kojih se dalje mogu izvesti
sve ostale ”linearizacije” terma koje su u obliku proizvoda linear-
nih terma nad tri promenljive preimenovanjem promenljivih x, y,
z.

G5 (Kejlijeva tablica G′
5, Tabela 2.7 na strani 21), dok je za odred-ivanje

ostalih elemenata Kejlijeve tablice dovoljno definisati proizvode iz Tabele
2.1, ili Tabele 2.6 (obeleženi u Kejlijevoj tablici P′ sa kvadratićima, Tabela
2.7 na strani 21) koji obuhvata širi skup proizvoda ali se svi ostali proizvodi
u Kejlijevoj tablici dobijaju preimenovanjem promenljivih.

Primetimo još da za jednakosnu teoriju koja je proširenje grupoida G5

važi da svaka dva terma t1, t2 takva da identitet t1 ≈ t2 pripada toj jed-
nakosnoj teoriji imaju iste prve promenljive sa leve strane. Prema tome, ako
je x prva promenljiva sa leve strane u termu t nad promenljivama x, y, z,
tada postoji sedam kandidata linearnih terma koji mogu biti ekvivalentni
sa termom t u 3-linearnoj jednakosnoj teoriji, i to su termi x, xy, xz, xyz,
xzy, x · yz i x · zy.

U pododeljku 2.3.1 posmatraćemo jednakosnu teoriju E koja je prošire-
nje grupoida G5, dok ćemo u pododeljcima 2.3.2, 2.3.3 i 2.3.4 posmatrati
3-linearnu jednakosnu teoriju E koja je proširenje grupoida G5.

U ovom odeljku koristićemo se parcijalnim grupoidima H0, H1, H2, H3

(sa istim nosačem {a, b, c, . . . , u} kao i grupoidi G′
5,P1, . . . ,P9) pomoću ko-

jih ćemo uspostaviti vezu izmed-u grupoida G′
5 i grupoida P1, . . . ,P9 pred-
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G′5 a b c d e f g h i j k l mn o p q r s t u

a a d e a a p d e q . . . . p q a a . . . .
b g b f g r b b s f . . r s . . . . b b . .
c h i c t h i u c c t u . . . . . . . . c c
d d d j d . . d . . d . . . . . . . . . j .
e e l e . e . . e . . . e . . . . . l . . .
f n f f . . f . . f . . . . f . n . . . . .
g g g k g . . g . . . g . . . . . . . . . k
h h mh . h . . h . . . . h . . . . . m. .
i o i i . . i . . i . . . . . i . o . . . .
j . . j j . . . . . j . . . . . . . . . j .
k . . k . . . k . . . k . . . . . . . . . k
l . l . . l . . . . . . l . . . . . l . . .
m . m. . . . . m. . . . m. . . . . m. .
n n . . . . n . . . . . . . n . n . . . . .
o o . . . . . . . o . . . . . o . o . . . .
p p . . . . p . . . . . . . p . p . . . . .
q q . . . . . . . q . . . . . q . q . . . .
r . r . . r . . . . . . r . . . . . r . . .
s . s . . . . . s . . . . s . . . . . s . .
t . . t t . . . . . t . . . . . . . . . t .
u . . u . . . u . . . u . . . . . . . . . u

P′ a b c d e f g h i j k l mn o p q r s t u

a . . . . . . . . . ¤ ¤ . . . . . . ¤ ¤ . .
b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
d . . . . ¤ ¤ . ¤ ¤ . ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ . ¤
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
j ¤ ¤ . . ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ . ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ . ¤
k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
p . ¤ ¤ ¤ ¤ . ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ . ¤ . ¤ ¤ ¤ ¤ ¤
q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tabela 2.7: Parcijalna Kejlijeva tablica G′
5 proizvoda u slobod-

nom grupoidu nad tri gneratora koji su odred-eni osobinama gru-
poida G5, i parcijalna Kejlijeva tablica P′ položaja proizvoda line-
arnih terma iz Tabele 2.6.

stavljenu na Slici 2.1 (strana 22), pri čemu na Slici relacija A → B znači da
su svi proizvodi koji su definisani u grupoidu A na isti način definisani i u
grupoidu B.

2.3.1 Osobine proširenja G5

Kao što smo i najavili dalje u ovom pododeljku bavićemo se (ne nužno
egzaktno 3-linearnom) jednakosnom teorijom E koja je proširenje grupoida
G5. Kroz Leme 2.3.1–2.3.7 ćemo za svaki term t ∈ {xy ·xz, xyzx, x(yz)z, xy ·
zy, x·xyz, x·(y ·xz), xy ·zx} ako postoji linearan term t′ takav da je identitet
t ≈ t′ sadržan u E pronaći linearan term t′, tj. važiće neki od identiteta
(1)–(7) u zavisnosti od izbora terma t.

Lema 2.3.1. ([8], Lema 2.4.1–2.4.3) Neka je E jednakosna teorija koja je
proširenje grupoida G5. Tada E sadrži identitet:

(1) xy · xz ≈ xy akko je term xy · xz ekvivalentan linearnom termu u E,

(2) xyzx ≈ xyz akko je term xyzx ekvivalentan linearnom termu u E,

(3) x(yz)z ≈ xyz akko je term x(yz)z ekvivalentan linearnom termu u E.
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Slika 2.1: Dijagram parcijalnih grupoida u odnosu na relaciju →.

Dokaz. Identiteti (1), (2), (3) su redom pokazani u Lemama 2.4.1,2.4.2 i
2.4.3 u [8] za 3-linearne jednakosne teorije, ali argumenti korǐsćeni u do-
kazima ovih Lema se mogu na isti ili sličan način iskoristiti za dokazivanje
ove Leme. Jedina razlika u dokazu je što u [8] se na primer linearnim iden-
titetom nad skupom od tri promenljive dolazi u kontradikciju zbog uslova
linearnosti a ovde se tim identitetom obezbed-uju tvrd-enja ove Leme.

Lema 2.3.2. Neka je E jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G5.
Tada E sadrži identitet

(4) xy · zy ≈ xyz

akko je term xy · zy ekvivalentan linearnom termu u E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je identitet u ≈ xy · zy sadržan u
E. Ako je u jednak sa x, xz ili x · zy, dolazimo u kontradikciju primenom
supstitucije z 7→ x. Ako je u jednak xy ili x · yz, dolazimo u kontradikciju
primenom supstitucije y 7→ x. Pretpostavimo da je u = xzy. Tada važi da
je xyz ≈ xz · yz ≈ (x · yz) · (z · yz) ≈G5 x · yz · zy ≈ (x · zy) · (yz · zy) ≈
(x · zy) · (y · zy) ≈ xy · zy ≈ xzy, čime je tvrd-enje Leme dokazano.

Lema 2.3.3. ([8], Lema 2.5.1) Neka je t term, i neka se u jednakosnoj
teoriji E nalaze sledeći identiteti:

t · x ≈ t,
t · y ≈ t,
t · z ≈ t,

xy · zy ≈ xyz.
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Tada je t · s ≈ t za sve linearne terme s takve da S(s) ⊆ {x, y, z}.
Posledica 2.3.4. Neka je t term nad skupom od tri promenljive, i neka
je E 3-linearna jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G5 i sadrži
sledeće identitete:

t · x ≈ t,
t · y ≈ t,
t · z ≈ t,

Tada je t · s ≈ t za sve linearne terme s takve da S(s) ⊆ {x, y, z}.
Dokaz. Posledica Lema 2.3.2 i 2.3.3.

Lema 2.3.5. Neka je E jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G5.
Tada E sadrži identitet

(5) x · xyz ≈ x

akko je term x · xyz ekvivalentan linearnom termu u E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je identitet u ≈ x · xyz sadržan
u E. Ako je u jednak sa xy, xz, xyz, xzy, x · yz ili x · zy, dolazimo u
kontradikciju primenom supstitucije z 7→ y. Jedina preostala mogućnost je
u = x.

Lema 2.3.6. Neka je E jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G5.
Tada E sadrži identitet

(6) x · (y · xz) ≈ xy

akko je term x · (y · xz) ekvivalentan linearnom termu u E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je identitet u ≈ x · (y ·xz) sadržan
u E. Ako je u jednak sa x ili xz, dolazimo u kontradikciju primenom
supstitucije z 7→ x. Ako je u jednak sa xyz, xzy ili x · zy, dolazimo u
kontradikciju primenom supstitucije y 7→ x. Pretpostavimo da je u = x ·yz.
Tada važi yx ≈ y(x · xz) ≈ y(x(y · xz)) ≈ y(x · yz) ≈ y · xz, čime je tvrd-enje
Leme dokazano.

Lema 2.3.7. Neka je E jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G5.
Tada E sadrži identitet

(7) xy · zx ≈ xyz
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akko je term xy · zx ekvivalentan linearnom termu u E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je identitet u ≈ xy · zx sadržan u
E. Ako je u jednak sa x, xz ili x · zy, dolazimo u kontradikciju primenom
supstitucije z 7→ x. Ako je u jednak sa xy ili x ·yz, dolazimo u kontradikciju
primenom supstitucije y 7→ x. Pretpostavimo da je u = xzy. Tada važi
xzy ≈ xy · zx ≈ (x · zx) · yx ≈ xz · yx ≈ xyz, čime je tvrd-enje Leme
dokazano.

Lema 2.3.8. Neka je E jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G5 i
sarži identitete (1)–(7). Tada sledeći identiteti pripadaju jednakosnoj teoriji
E:

(8) x · (y · zx) ≈ x · yz,

(9) xy · xzy ≈ xy, xy · zxy ≈ xyz, xy · zyx ≈ xyz, xy · (x · yz) ≈ xy,
xy · (x · zy) ≈ xy,

(10) xy · (y · xz) ≈ xy,

(11) xy · (z · yx) ≈ xyz,

(12) xyz · xz ≈ xyz,

(13) xyz · zx ≈ xyz,

(14) xyz · zy ≈ xyz,

(15) xyz · zxy ≈ xyz,

(16) xyz · zyx ≈ xyz,

(17) xyz · (x · yz) ≈ xyz,

(18) xyz · (x · zy) ≈ xyz,

(19) xyz · (z · yx) ≈ xyz,

(20) (x · yz) · xy ≈ x · yz, (x · yz) · xz ≈ x · yz, (x · yz) · (x · zy) ≈ x · yz,

(21) (x · yz) · zy ≈ xyz,

(22) (x · yz) · zx ≈ xyz, (x · yz) · zyx ≈ xyz,

(23) (x · yz) · xyz ≈ x · yz,

(24) (x · yz) · xzy ≈ x · yz,
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(25) (x · yz) · zxy ≈ xyz,

(26) (x · yz) · (y · zx) ≈ x · yz,

(27) (x · yz) · (z · xy) ≈ xyz,

(28) (x · yz) · (z · yx) ≈ xyz.

Dokaz.

(8) x · (y · zx) ≈ x · ((y · zx) · x) ≈(3) x · yzx ≈ x · yz,

(9) primenom (1), (4) i (7)

(10) xy · (y · xz) ≈(6) (x · (y · xz)) · (y · xz) ≈ (x · (y · xz)) ≈(6) xy,

(11) xy · (z · yx) ≈ (x · yx) · (z · yx) ≈(4) (x · yx) · z ≈ xyz,

(12) xyz · xz ≈(4) xyz · x ≈(2) xyz,

(13) xyz · zx ≈(7) (xy · zx) · zx ≈ xy · zx ≈(7) xyz,

(14) xyz · zy ≈(4) (xy · zy) · zy ≈ xy · zy ≈(4) xyz,

(15) xyz · zxy ≈(9) (xy · zxy) · zxy ≈ xy · zxy ≈(9) xyz,

(16) xyz · zyx ≈(9) (xy · zyx) · zyx ≈ xy · zyx ≈(9) xyz,

(17) xyz · (x · yz) ≈(3) (x · yz · y) · (x · yz)) ≈G5 x · yz · y ≈(3) xyz,

(18) xyz ·(x ·zy) ≈(4) (xy ·zy) ·(x ·zy) ≈(4) (xy ·zy) ·x ≈(4) xyz ·x ≈(2) xyz,

(19) xyz · (z · yx) ≈ (xy · z) · (z · (y ·xy)) ≈(7) (xy · z) · ((z · (y ·xy)) ·xy) ≈(3)

(xy · z) · (zy · xy) ≈(7) (xy · z) · zy ≈(14) xyz,

(20) primenom (1),

(21) (x · yz) · zy ≈ (x · yz) · (z · yz) ≈(4) (x · yz) · z ≈(3) xyz,

(22) primenom (7) i (3),odnosno (7) i (21),

(23) (x · yz) · xyz ≈(3) (x · yz) · (x · yz · z) ≈ x · yz,

(24) (x · yz) · xzy ≈(4) (x · yz) · (xz · yz) ≈(4) (x · yz) · xz ≈(1) x · yz,

(25) (x · yz) · zxy ≈(7) (x · yz) · (zx · yz) ≈(4) (x · yz) · zx ≈(22) xyz,

(26) (x · yz) · (y · zx) ≈(7) (x · yz) · (y · zx · x) ≈(3) (x · yz) · yzx ≈ x · yz,
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Tabela 2.8: Kejlijeva tablica parcijalnog grupoida H0.

(27) (x ·yz) · (z ·xy) ≈(4) (x ·yz) · ((z ·xy) ·yz) ≈(21) (x ·yz) · zxy ≈(25) xyz,

(28) (x · yz) · (z · yx) ≈(7) (x · yz) · (z · yx · x) ≈(3) (x · yz) · zyx ≈(22) xyz.

Na osnovu Lema 2.3.1, 2.3.2, 2.3.5, 2.3.6, 2.3.7 i 2.3.8 zaključujemo da
je jedan deo proizvoda u Kejlijevoj tablici slobodnog grupoida sa tri genera-
tora 3-linearnog varijeteta sa slobodnim grupoidom G5 nad dva generatora
odred-en i predstavljen parcijalnim grupoidom H0, Tabela 2.8. Dakle, treba
još odrediti proizvode iz Tabele 2.9.

Lema 2.3.9. Neka je term t iz skupa {x ·yxz, xy ·yz, xy ·yxz, (x ·yz) ·y, (x ·
yz) · (y · xz), (x · yz) · yxz}, tada jedan od identiteta t ≈ xy ili t ≈ x · yz
pripada jednakosnoj teoriji E koja je proširenje grupoida G5 akko je term t
ekvivalentan nekom linearnom termu u E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je identitet u ≈ t sadržan u E. Ako
je u jednak sa x, xz ili x·zy, dolazimo u kontradikciju primenom supstitucije
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x · yxz, xy · yz, xyz · y, (x · yz) · y,
xy · yxz, xyz · yz, (x · yz) · yx,
xy · yzx, xyz · yx, (x · yz) · yxz,
xy · (y · zx), xyz · yxz, (x · yz) · (y · xz),

xyz · xzy,
xyz · yzx,
xyz · (y · xz),
xyz · (y · zx),

Tabela 2.9: Proizvodi koje nismo uspeli utvrditi na osnovu
identiteta (1)–(7) u 3-linearnim jednakosnim teorijama koje su
proširenje grupoida G5.

z 7→ x. Ako je u jednak sa xzy ili xyz, dolazimo u kontradikciju primenom
supstitucije y 7→ x.

Lema 2.3.10. Neka je term t iz skupa {xyz · y, xyz · xzy}, tada jedan od
identiteta t ≈ xyz ili t ≈ xzy pripada jednakosnoj teoriji E koja je proširenje
grupoida G5 akko je term t ekvivalentan nekom linearnom termu u E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je identitet u ≈ xyz · y ili u ≈
xyz · xzy sadržan u E. Ako je u jednak sa x, xz ili x · zy, dolazimo u
kontradikciju primenom supstitucije z 7→ x. Ako je u jednak sa xy ili x · yz,
dolazimo u kontradikciju primenom supstitucije y 7→ x.

Tvrd-enja prethodne dve Leme nećemo naglašavati prilikom korǐsćenja u
preostalom delu odeljka.

Lema 2.3.11. Neka je E jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G5,
neka E sadrži identitete (1)–(7) i neka je term xy · yz ekvivalentan nekom
linearnom termu u E. Tada su u jednakosnoj teoriji E termi xy ·yz, xy ·yzx
i xy · (y · zx) ekvivalentni.

Dokaz. Identitet xy · yz ≈ xy · yzx je tačan na osnovu identiteta (7).
Pokažimo identitet xy · yz ≈ xy · (y · zx). Razmotrimo dva slučaja (Lema
2.3.9). Prvi slučaj, ako je xy · yz ≈ xy tada je i xy · (y · zx) ≈ xy. Drugi
slučaj, ako je xy · yz ≈ x · yz, tada je xy · (y · zx) ≈ x · (y · zx) ≈(8) x · yz.

Lema 2.3.12. Neka je E jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G5

i neka E sadrži identitete (1)–(7). Tada su u jednakosnoj teoriji E termi
xyz · y, xyz · yx, xyz · yz, xyz · yxz, xyz · yzx, xyz · (y · zx) i xyz · (y · xz)
ekvivalentni.
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x · yxz, xy · yz, xyz · y, (x · yz) · y,
xy · yxz, xyz · xzy, (x · yz) · yxz,

Tabela 2.10: Tabela predstavnika (jednakosnih klasa identiteta)
proizvoda linearnih terma iz Tabele 2.1 ili 2.6 koji nisu linearizo-
vani na osnovu osobina grupoida G5.

Dokaz. Ekvivalentnost terma xyz · y, xyz · yx, xyz · yz i xyz · yxz sledi iz
identiteta (4) i (7). Pokažimo da je svaki od poslednja tri terma ekvivalentan
sa nekim od prva četiri terma. Tada važi xyz · yzx ≈(7) xyz · (yz · xy) ≈(7)

xyz · yz, zatim, xyz · (y · zx) ≈(8) xyz · (y · (z · xy)) ≈(11) xyz · y, a zatim,
xyz · (y · xz) ≈(8) xyz · (y · (x · zy)) ≈(4) (xy · zy) · (y · (x · zy)) ≈(4) (xy · zy) ·
((y · (x · zy)) · zy) ≈(3) (xy · zy) · (yx · zy) ≈(4) (xy · zy) · yx ≈(4) xyz · yx.

Lema 2.3.13. Neka je E jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G5

i neka E sadrži identitete (1)–(7). Tada su u jednakosnoj teoriji E termi
(x · yz) · y, (x · yz) · yx i (x · yz) · (y · xz) ekvivalentni.

Dokaz. Prva dva terma su ekvivalentna jer je (x · yz) · y ≈(7) (x · yz) · yx.
Pokažimo ekvivalentnost prvog i trećeg terma. Pretpostavimo suprotno,
tada iz Leme 2.3.9 znamo da je jedan od ova dva terma jednak xy, a drugi
x·yz. Ako pomnozimo oba terma sa desne strane sa xz, dobijamo jednakost,
jer je ((x ·yz) ·y) ·xz ≈(3) ((x ·yz) · (y ·xz)) ·xz, sto implicira da je xy ·xz ≈
(x · yz) · xz. Dakle, prema (1) dobijamo xy ≈ x · yz, kontradikcija.

Na osnovu Lema 2.3.11, 2.3.12 i 2.3.13 da bi proizvodi u Kejlijevoj tablici
slobodnog grupoida sa tri generatora 3-linearnog varijeteta (čiji je slobodan
grupoid nad dva generatora G5) bili definisani treba još odrediti proizvode
navedene u Tabeli 2.10.

U narednim pododeljcima pretpostavićemo da je E 3-linearna jedna-
kosna teorija koja je proširenje grupoida G5, odakle sledi da jednakosna
teorija E sadrži identitete (1)–(7), prema tome, moći ćemo koristiti sve oso-
bine Lema pokazane u ovom pododeljku, ali isto tako Leme iz ovog odeljka
ćemo moći koristititi i u slučaju kvazilinearnih jednakosnih teorija koje su
proširenje grupoida G5.

2.3.2 3-linearna proširivost G5 sa xy · yz ≈ xy

Neka je u ovom pododeljku E 3-linearna jednakosna teorija koja je proširenje
grupoida G5 i neka sadrži identitet

xy · yz ≈ xy. (a)
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Lema 2.3.14. Jednakosna teorija E sadrži identitet xyz · xzy ≈ xyz.

Dokaz. xyz ·xzy ≈(2) (xyz ·x)·(xz ·y) ≈(4) (xyz ·xz)·(xz ·y) ≈(a) xyz ·xz ≈(4)

xyz · x ≈(2) xyz.

Lema 2.3.15. Neka je t linearan term na promenljivama x, y, z i neka je
prva promenljiva sa leve strane u tom termu promenljiva y. Tada jedna-
kosna teorija E sadrži identitet xy · t ≈ xy.

Dokaz. Ako je term t oblika y·t1 tvrd-enje teoreme sledi direktno iz identiteta
(a). U preostalim slučajevima važi da je

xy · yxz ≈G5 (x · yx) · (yx · z) ≈(a) x · yx ≈ xy, i

xy · yzx ≈(7) xy · yz ≈(a) xy.

Na osnovu pretpostavke (a) i 3-linearnosti jednakosne teorije E, a samim
tim i identiteta (1), (4), (7), (9), (11), kao i zbog Leme 2.3.15, za svaki line-
aran term t nad promenljivama x, y, z važi da je term oblika xy · t ekvi-
valentan linearnom termu xy ili xyz. (Napomena: Jedinstvenost linearnih
terma nije dokazana).

Lema 2.3.16. Neka je E 3-linearna jednakosna teorija (koja je proširenje
grupoida G5) u kojoj se pored (a) nalazi identitet x · yxz ≈ xy. Tada se
identitet xyz · y ≈ xyz takod-e nalaze u jednakosnoj teoriji E.

Dokaz. Pretpostavimo da važi identitet xyz · y ≈ xzy u jednakosnoj teoriji
E. Tada je yx ≈ y · xyz ≈ y · (xyz · y) ≈ y · xzy ≈ y · xz, kontradikcija.
Dakle, na osnovu Leme 2.3.10 sledi da je xyz · y ≈ xyz.

Na osnovu Lema 2.3.14 i 2.3.16 zaključujemo da je veći deo slobodnog
grupoida sa tri generatora jednakosne teorije E u kojoj važe identiteti xy ·
yz ≈ xy, x · yxz ≈ xy odred-en, tj. treba još odrediti ((x · yz) · y)∗ i
((x ·yz) ·yxz)∗, a u Kejlijevoj tablici parcijalnog grupoida H1 (Tabela 2.11)
su predstavljeni poznati proizvodi.

Lema 2.3.17. Ako su identiteti xy · yz ≈ xy (a), i x · yxz ≈ xy sadržani u
3-linearnoj jednakosnoj teoriji koja je proširenje grupoida G5, tada su jedini
mogući slobodni grupoidi sa tri generatora P1 i P2.
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Tabela 2.11: Kejlijeva tablica parcijalnog grupoida H1.

Dokaz. Razmotrimo dva slučaja.
Slučaj x · yz · y ≈ xy: Tada je (x ·yz) ·yxz ≈(6) (x ·yz) ·((y ·(x ·yz)) ·z) ≈

(x · yz) · y ≈ xy. Dobijamo da je slobodan grupoid sa tri generatora P1.
Slučaj x · yz · y ≈ x · yz: Tada je (x·yz)·yxz ≈(6) (x·yz)·((y·(x·yz))·z) ≈

(x·yz)·y ≈ x·yz. Dobijamo da je slobodan grupoid sa tri generatora P2.

Lema 2.3.18. Neka je E 3-linearna jednakosna teorija (koja je proširenje
grupoida G5) u kojoj se pored (a) nalazi identitet x · yxz ≈ x · yz. Tada se
identitet xy · yxz ≈ xy takod-e nalazi u jednakosnoj teoriji E.

Dokaz. xy · yxz ≈ (x · yx) · (yx · z) ≈ x · yx ≈ xy.

Na osnovu Lema 2.3.14 i 2.3.18 zaključujemo da je veći deo slobodnog
grupoida sa tri generatora 3-linearne jednakosne teorije E u kojoj važe iden-
titeti xy · yz ≈ xy, x · yxz ≈ x · yz odred-en, tj. treba još odrediti (xyz · y)∗

i ((x · yz) · y)∗, a u Kejlijevoj tablici parcijalnog grupoida H2 (Tabela 2.12)
su predstavljeni poznati proizvodi.
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Tabela 2.12: Kejlijeva tablica parcijalnog grupoida H2.

Lema 2.3.19. Ako su identiteti xy ·yz ≈ xy (a), i x ·yxz ≈ x ·yz sadržani u
jednakosnoj teoriji E koja je proširenje grupoida G5, tada su jedini mogući
slobodni grupoidi sa tri generatora P3, P4 i P5.

Dokaz. Razmotrimo dva slučaja.
Slučaj xyz · y ≈ xyz: Za x · yz · y ≈ xy dobijamo grupoid P3, a za

x · yz · y ≈ x · yz dobijamo grupoid P4

Slučaj xyz · y ≈ xzy: Tada na osnovu identieta x · yxz ≈ x · yz sledi da
je (x · yz) · y ≈ ((x · y) · yz) · y ≈(a) xy · y ≈ xy. Dobijamo da je slobodan
grupoid sa tri generatora P5.

2.3.3 3-linearna proširivost G5 sa xy · yz ≈ x · yz

Neka je u ovom pododeljku E 3-linearna jednakosna teorija koja je proširenje
grupoida G5 i neka sadrži identitet

xy · yz ≈ x · yz. (b)
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Lema 2.3.20. Ako su identiteti xy · yz ≈ x · yz (b), i x · yxz ≈ xy sadržani
u jednakosnoj teoriji E koja je proširenje grupoida G5, tada je jedini moguć
slobodni grupoidi sa tri generatora P6.

Dokaz. Tada je:

• xy · yxz ≈G5 (x · yx) · (yx · z) ≈(b) x · (yx · z) ≈ xy.

• xyz · y ≈ xyz jer ako bi bilo xyz · y ≈ xzy tada bi na osnovu tog
identiteta i identiteta x · yxz ≈ xy važio sledeći niz identiteta y · xz ≈
y · (xz · y · z) ≈ y · xyz ≈ yx, kontradikcija.

• xyz·xzy ≈(1) ((xy·xz)·z)·xzy ≈(4) ((xy·xzy)·z)·xzy ≈ (xy·xzy)·z ≈(4)

(xy · xz) · z ≈(1) xy · z.

• (x · yz) · y ≈(b) ((x · y) · yz) · y ≈ xy · yz ≈(b) x · yz, pri čemu smo u
drugom koraku koristili identitet xyz · y ≈ xyz.

• (x · yz) · yxz ≈(6) (x · yz) · ((y · (x · yz)) · z) ≈ (x · yz) · y ≈ x · yz, pri
čemu smo u drugom koraku koristili identitet x · yxz ≈ xy.

Na osnovu gore dobijenih identiteta dobijamo grupoid P6.

Lema 2.3.21. Neka je E 3-linearna jednakosna teorija (koja je proširenje
grupoida G5) u kojoj se pored (b) nalazi identitet x · yxz ≈ x · yz. Tada se
identiteti

• xy · yxz ≈ x · yz,

• (x · yz) · yxz ≈ x · yz,

takod-e nalaze u jednakosnoj teoriji E.

Dokaz. xy · yxz ≈G5 (x · yx) · (yx · z) ≈(b) x · (yx · z) ≈ x · yz,
(x · yz) · yxz ≈ (x · yxz) · yxz ≈G5 x · yxz ≈ x · yz.

Na osnovu Leme 2.3.21 zaključujemo da je veći deo slobodnog grupoida
sa tri generatora 3-linearne jednakosne teorije E u kojoj važe identiteti
xy · yz ≈ x · yz, x · yxz ≈ x · yz odred-en, tj. treba još odrediti (xyz · y)∗,
(xyz · xzy)∗ i ((x · yz) · y)∗, a u Kejlijevoj tablici parcijalnog grupoida H3

(Tabela 2.13) su predstavljeni poznati proizvodi.

Lema 2.3.22. Ako su identiteti xy ·yz ≈ x·yz (b), i x·yxz ≈ x·yz sadržani
u 3-linearnoj jednakosnoj teoriji E koja je proširenje grupoida G5, tada su
jedini mogući slobodni grupoidi sa tri generatora P7, P8 i P9.
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Tabela 2.13: Kejlijeva tablica parcijalnog grupoida H3.

Dokaz. Razmotrimo dva slučaja.
Slučaj xyz · y ≈ xyz: Tada dobijamo da je xyz · xzy ≈ xyz na osnovu

Leme 2.3.4, i (x · yz) · y ≈ ((x · y) · yz) · y ≈ (x · y) · yz ≈ x · yz. Dobijamo
slobodan grupoid P7.

Slučaj xyz · y ≈ xzy: Tada je xyz · yxz ≈(3) ((x · yz) · z) · yxz ≈ ((x ·
yxz) · z) · yxz ≈ (x · z) · yxz ≈(4) xz · yx ≈(7) xzy. Za identitet x · yz · y ≈ xy
dobijamo slobodan grupoid sa tri generatora P8, a za identitet x·yz·y ≈ x·yz
dobijamo slobodan grupoid sa tri generatora P9.

2.3.4 Egzaktno 3-linearna proširenja G5

Kao posledicu prethodna dva pododeljka imamo sledeće tvrd-enje.

Teorema 2.3.23. Postoji tačno devet egzaktno 3-linearnih jednakosnih teo-
rija čije su slobodne algebre sa dva generatora izomorfne sa G5; njima odgo-
varajući slobodni grupoidi sa tri generatora su grupoidi P1, . . . ,P9.

Dokaz. Na osnovu Lema 2.3.17, 2.3.19, 2.3.20 i 2.3.22 jedini potencijalni
slobodni grupoidi sa tri generatora su P1, . . . ,P9. Neka je P grupoid iz
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skupa grupoida {P1, . . . ,P9}. Iz tačnosti identiteta

x · x ≈ x,

x · xy ≈ x ·P xy,

x · yx ≈ x ·P yx,

xy · x ≈ xy ·P x,

xy · y ≈ xy ·P y,

xy · yx ≈ xy ·P yx,

x · xyz ≈ x ·P xyz , (5)
x · yxz ≈ x ·P yxz

x · (y · xz) ≈ x ·P y · xz , (6)
xy · xz ≈ xy ·P xz , (1)
xy · zy ≈ xy ·P zy , (4)
xy · zx ≈ xy ·P zx , (7)
xy · yz ≈ xy ·P yz

xyz · x ≈ xyz ·P x , (2)
xyz · y ≈ xyz ·P y

x · yz · y ≈ x · yz ·P y

x · yz · z ≈ x · yz ·P z , (3)

na grupoidu P koje smo proverili računarskim programom, tj. tačnosti
osobina grupoida G5, identiteta (1)–(7) i definisanih proizvoda iz Tabele
2.10, sledi da važe svi identiteti iz Posledice 2.1.2. Prema tome, postoji
tačno jedna egzaktno 3-linearna jenakosna teorija čiji je slobodan grupoid
sa tri generatora P.

2.3.5 4-linearna neproširivost G5

Lema 2.3.24 ([8], Lema 2.4.4.). Ne postoji 4-linearna jednakosna teorija
takva da je njen slobodan grupoid generisan sa dva generatora G5.

Kao posledica neproširivosti grupoida G0, . . . ,G5 i osobina grupoida G6

sledi da je sledeće tvrd-enje tačno.

Teorema 2.3.25 ([8], Lema 2.4.5.). Svaka ∗-linearna jednakosna teorija je
regularna.
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2.4 Proširenje G6

U ovom odeljku ćemo navesti egzaktno 3-linearne jednakosne teorije, kod
koje su slobodni grupoidi sa dva generatora izomorfni grupoidu G6, odno-
sno, postoji sedam mogućnosti (do na izomorfizam) za slobodan grupoid
generisan sa tri generatora. Tih sedam slobodnih 21-elementnih groupoida
Q1, . . . ,Q7 su predstavljeni Kejlijevim tablicama (Tabele 2.14 i 2.15 na
stranama 36 i 37) sa istim nosačem {a, b, c, . . . , u}, pri čemu je svaki od njih
generisan sa tri elementa (a = x, b = y, c = z, d = xy, e = xz, f = yz,
g = yx, h = zx, i = zy, j = xyz, k = yxz, l = xzy, m = zxy, n = yzx,
o = zyx, p = x · yz, q = x · zy, r = y · xz, s = y · zx, t = z · xy, u = z · yx).

2.4.1 Egzaktno 3-linearna proširenja G6

Teorema 2.4.1 ([8], Posledica 2.5.21.). Postoji tačno sedam egzaktno 3-li-
nearnih jednakosnih teorija čije su slobodne algebre sa dva generatora izo-
morfne sa G6; njima odgovarajući slobodni grupoidi sa tri generatora su
grupoidi Q1, . . . ,Q7.

Na osnovu osobina slobodnih grupoida Q1, . . . ,Q7 egzaktno 3-linearnih
varijeteta koja su proširenja grupoida G6, identiteti sa najvǐse tri promen-
ljive u posmatranim varijetetima su levo nepermutaciona ([8], Lema 2.5.22.).
Navedena osobina čini bazu matematičke indukcije kojom se pokazuje da je
svaka ∗-linearna jednakosna teorija levo ili desno nepermutaciona ([8], Teo-
rema 2.5.23.).

2.4.2 ∗-linearna proširenja Q1, Q2, Q4, i 4-linearna neproši-
rivost Q3, Q5, Q6, i Q7

Opǐsimo u ovom pododeljku sve ∗-linearne jednakosne teorije.

Proširenje Q3, Q5, Q6, i Q7

Lema 2.4.2 ([8], Lema 2.6.1.). Ne postoji 4-linearna jednakosna teorija
takva da je njen slobodan grupoid generisan sa tri generatora izomorfan sa
Q3, Q5, Q6 ili Q7.

∗-linearna proširenja Q2 i Q4 su jedinstvena

Za svaku ∗-linearnu jednakosnu teoriju se može pokazati da identiteti koji
važe na slobodnom grupoidu sa četiri generatora odgovarajućeg ∗-linearnog
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Tabela 2.14: Kejlijeve tablice slobodnih grupoida Q1, . . . ,Q6 nad
tri generatora egzaktno 3-linearnih jednakosnih teorija koje su
proširenje grupoida G6.
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Tabela 2.15: Kejlijeva tablica slobodnog grupoida Q7 nad tri ge-
neratora egzaktno 3-linearne jednakosne teorije koja je proširenje
grupoida G6.

varijeteta pripadaju posmatranoj jednakosnoj teoriji. Prema tome, važi
sledeće tvrd-enje:

Teorema 2.4.3 ([8], Teorema 2.7.1.). Svaka ∗-linearna jednakosna teorija
je generisana sa njenim slobodnim grupoidom sa četiri generatora.

Slobodan grupoid sa četiri generatora u svakom ∗-linearnom varijetetu
ima 184 elementa, pa ga nije lako predstaviti, med-utim, važi sledeće tvrd-e-
nje:

Teorema 2.4.4 ([8], Teorema 2.7.2.). Za svaki od grupoida Q2, Q4, postoji
najvǐse jedno proširenje koje je ∗-linearna jednakosna teorija.

Proširenje Q1

Pretpostavimo da je X prebrojivo beskonačan skup promenljivih. Obele-
žimo sa T slobodan grupoid nad skupom X, i sa T′ njegovo proširenje sa
neutralnim elementom, koji obeležavamo sa ∅. Neka je S(∅) = ∅, tako da
je S(t) sada definisan za sve t ∈ T ′. Definǐsimo |∅| = 0. Naravno, T′

je relativno slobodna algebra na jeziku {·, ∅} koja zadovoljava identitete
x · ∅ ≈ x i ∅ · x ≈ x.

Za svaki podskup Y od X obeležimo sa δY endomorfizam od T′ tako da
δY (x) = ∅ za x ∈ Y i δY (x) = x za x ∈ X − Y . Tada za dva podskupa
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Y1, Y2 od X važi da je δY1δY2 = δY2δY1 = δY1∪Y2 . Za podskup M od T ′ neka
je δM = δY , gde je Y =

⋃{S(t) : t ∈ M}; za t ∈ T ′ neka je δt = δ{t}.
Obeležimo sa L skup linearnih terma nad X i neka je L′ = L ∪ {∅}.

Definǐsimo binarnu operaciju ◦ na L′ sa u ◦ v = u · δu(v). Neka je L = (L, ◦)
i L′ = (L′, ◦).

Obeležimo sa `1 jedinstveni homomorfizam iz T′ na L′ za koji važi da
je `1(x) = x za sve x ∈ X.

Obeležimo sa L1 varijetet generisan sa L i sa ∼1 odgovarajuću jed-
nakosnu teoriju.

Teorema 2.4.5 ([8], Teorema 2.8.3.). ∼1 je ∗-linearna jednakosna teorija
koja je proširenje Q1. Preslikavanje terma t u odgovarajući linearan term
t∗ jednako je sa `1, tj. u ∼1 v ako i samo ako `1(u) = `1(v). Grupoid L je
slobodan L1-groupoid nad X i grupoid L′ je takod-e sadržan u L1.

U jednakosnoj teoriji ∼1 se nalazi identitet t ≈ tx,i, gde je t term,
x je promenljiva koja se pojavljuje najmanje i-puta u t, i ≥ 2, i tx,i je
term dobijen od t tako što je podterm px,i = p′(xp1p2 . . . pn) zamenjen sa
p′(p1p2 . . . pn) (Slika 2.2).
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Slika 2.2: Skraćivanje u jednakosnoj teoriji ∼1 i-te promenljive x
sa leve strane u drvetu terma.

Proširenje Q2

Neka je t nelinearan term i razmotrimo promenljivu x koja se pojavljuje
vǐse puta u termu t. Za i ≥ 2, obeležimo sa px,i jedinstveni podterm od t
koji je oblika

px,i = p′(xp1p2 . . . pn),

pri čemu je gore navedeno x i-to pojavljivanje preomenljive x sa leva u
termu t, n je nenegativan broj (ako je n = 0, tada je p = p′x) i p′, p1, . . . , pn

su termi.
Neka je ∼2 ekvivalencija na slobodnom grupoidu T generisana sa svim

parovima 〈t, tx,i〉, gde je t term, x je promenljiva koja se pojavljuje najmanje
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i-puta u t, i ≥ 2, i tx,i je term dobijen od t tako što je podterm px,i =
p′(xp1p2 . . . pn) zamenjen sa p′p1p2 . . . pn (Slika 2.3).
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Slika 2.3: Skraćivanje u jednakosnoj teoriji ∼2 i-te promenljive x
sa leve strane u drvetu terma.

Teorema 2.4.6 ([8], Teorema 2.10.1.). ∼2 je ∗-linearna jednakosna teorija
koja je proširenje Q2.

Odgovarajući varijetet označavamo sa L2.

Proširenje Q4

Počećemo sa jednom tehničkom definicijom. Za term t definǐsemo induk-
tivno levi i desni niz koji odgovara jednom pojavljivanju neke promenljive
x u t. Ako je t promenljiva, oba niza su prazna. Neka je t = t1t2 i pret-
postavimo da je pojavljivanje x (kojem odgovaraju nizovi koje definǐsemo) u
t1. Tada je levi niz za t isti kao i levi niz za t1, dok je desni niz q1, . . . , qn, t2,
gde je q1, . . . qn desni niz za t1 koji odgovara dotičnom pojavljivanju pro-
menljive x. Analogno, pretpostavimo da je pojavljivanje promenljive x ko-
jem odgovaraju nizovi koje definǐsemo u t2. Tada je levi niz za t jednak
t1, p1, . . . , pn, gde je p1, . . . pn levi niz za t2 koji odgovara dotičnom pojavlji-
vanju, dok je desni niz za t jednak desnom nizu za t2.

Analogno možemo da definǐsemo za term t i njegov podterm p levi i desni
niz za term t koji odgovaraju nekom fiksiranom pojavljivanju podterma p u
t.

Neka je p nelinearan term i razmotrimo promenljivu x koja se pojavljuje
vǐse od jedanput u termu p. Ako je i ≥ 2, obeležimo sa px,i = p′x,ip

′′
x,i

podterm od t takav da p′x,i sadrži (i− 1)-vo pojavljivanje promenljive x u p
i p′′x,i sadrži i-to pojavljivanje promenljive x u p.

Neka je ∼3 relacija ekvivalencije na slobodnom grupoidu T generisana sa
svim parovima 〈p, px,i〉, gde je p term, takav da se promenljiva x pojavljuje
najmanje i-puta u p, i ≥ 2, i px,i je term dobijen od terma p zamenom
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Slika 2.4: Skraćivanje u jednakosnoj teoriji ∼3 i-te promenljive x
sa leve strane u drvetu terma.

podterma px,i sa (p′x,i(p1(p2(. . . (pn−1pn)))))q1q2 . . . qm, gde je p1, . . . , pn levi
niz i q1, . . . , qm desni niz prvog pojavljivanja x u p′′x,i (Slika 2.4).

Ako prihvatimo manje formalnu notaciju, tj. koristimo notaciju {q1q2q3

. . . qω} kao zamenu za term (((q1q2)q3) . . . )qω kod koga su zagrade levo aso-
cirane, dok notaciju [q1q2 . . . qω] koristiti umesto terma q1(q2(. . . (qω−1qω)))
kod koga su zagrade desno asocirane, tada u ovoj notaciji term p′′x,i možemo
pisati kao

{[p1 . . . {[pα+1 . . . pβ{xpβ+1 . . . pγ}]pγ+1 . . . pδ}] . . . pω}.

(To znači da je p1, . . . , pβ levi niz za uočenu promenljivu x u p′′x,i i
pβ+1, . . . , pω je desni niz.) Tako je px,i dobijen iz p zamenom podterma px,i

sa {[p′x,ip1 . . . pβ]pβ+1 . . . pω}. Na primer, ilustrujmo ovu definiciju na Slici
2.5.
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Slika 2.5: Primer skraćivanja u jednakosnoj teoriji ∼3 druge pro-
menljive x sa leve strane u drvetu terma x · (a · ((b · cxd) · ef)) na
term {[xabc]def}.

Za ovako definisanu jednakosnu teoriju ∼3 važi sledeće tvrd-enje:
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Teorema 2.4.7 ([8], Teorema 2.12.10.). ∼3 je ∗-linearna jednakosna teorija
koja je proširenje Q4.

2.5 Baze svih ∗-linearnih jednakosnih teorija

2.5.1 Baza identiteta varijeteta L1 i L2

Baza identiteta varijeteta L1

Teorema 2.5.1 ([8], Teorema 2.9.1.). Varijetet L1 ima bazu koja se sastoji
od sledećih identiteta:

(1) xx ≈ x,

(2) x · yx ≈ xy,

(3) x(xyz) ≈ x · yz.

Kako je baza varijeteta L1 definisana na skupu od tri promenljive sledi
da će ∗-linearni varijetet koji je proširenje grupoida Q1 biti podvarijetet od
L1. Prema tome, postoji tačno jedna ∗-linearna jednakosna teorija koja je
proširenje groupoida Q1.

Baza identiteta varijeteta L2

Teorema 2.5.2 ([8], Teorema 2.11.2.). Varijetet L2 ima bazu koja se sastoji
od sledećih identiteta:

(1) xx ≈ x,

(2) x(yx) ≈ xy,

(3) x(yxz) ≈ x(yz),

(4) xy(yzu) ≈ xyzu.

Sve ∗-linearne jednakosne teorije

Teorema 2.5.3 ([8], Teorema 2.13.1.). Postoji tačno šest ∗-linearnih vari-
jeteta grupoida: L1, L2, L3 i njihovi duali.
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2.5.2 L3 je inherentno beskonačno baziran

Za razliku od varijeteta L1 i L2 varijetet L3 nema konačnu bazu, šta vǐse,
važiće da je L3 inherentno beskonačno baziran.

Neka je t term u kojem se pojavljuju isključivo neke od promenljivih
x1, . . . , xn. Uvedimo nekoliko tehničkih pojmova. Neka je ϕ(t) semigrupna
reč dobijena od terma t brisanjem svih zagrada i skraćivanjem svih stepena
(dakle, najkraća semigrupna reč koja je jednaka termu t u semigrupi prezen-
tiranoj sa 〈x1, ..., xn|x2

1 = x1, ..., x
2
n = xn〉). Na primer, ϕ(x(y(y(z(xy)y)x)))

= xyzxyx.
Reći ćemo da term t ima svojstvo Bk (kraće pǐsemo Bk(t)), ako

ϕ(t) = x1 . . . xnx1 . . . xn . . . x1 . . . xnx1 . . . xlw,

gde je w proizvoljna reč, 1 ≤ l ≤ n i k = |ϕ(t)| − |w|. Prefiks dužine
k nazivamo k-glava od ϕ(t). Ako pretpostavimo da term t ima osobinu
Bk(t), tada je k-separator prvo pojavljivanje promenljive xl u t za koje je
odgovarajuće pojavljivanje xl u ϕ(t) poslednje slovo u glavi. Na primer,
term x(y(y(z(xy)y)x)) ima osobinu B5 i separator je treće pojavljivanje s
leva promenljive y. Naravno, isti term ima i osobinu B4, a odgovarajući
separator je drugo pojavljivanje s leva promenljive x.

Reći ćemo da term t ima svojstvo Ak (ukratko Ak(t)) ako ima svojstvo
Bk i svojstvo Ck koje tvrdi da levi niz koji odgovara separatoru sadrži samo
terme od jedne promenljive. Primetimo da je Ck ekvivalentno sa tvrd-enjem
da svaki podterm od t koji sadrži pojavljivanje neke promenljive levo od
separatora (odnosno, glavno pojavljivanje), ili sadrži samo pojavljivanja
jedne iste promenljive, ili sadrži separator. Takod-e, primetimo da Ak(t)
implicira Aj(t) za sve j ≤ k. Na primer, term x(y(y(z(xy)y)z)) ima svojstvo
A5, ali ne i svojstvo A6.

Lema 2.5.4 ([8], Lema 2.14.7.). Neka je Σ konačan skup identiteta L3

sa dužinom terma najvǐse n i neka je Σ ` t ≈ s, gde su t i s termi sa
promenljivama x1, . . . , xn. Tada je za svako k, Ak(t) ako i samo ako je
Ak(s).

Teorema 2.5.5 ([8], Teorema 2.14.8.). Varijetet L3 je inherentno besko-
načno baziran.

Dokaz. Neka je Ln
3 varijetet čija je baza skup svih identiteta varijeteta L3 sa

najvǐse n promenljivih. Pokažimo da Ln
3 nije lokalno konačan za proizvoljno

n i tada je L3 inherentno beskonačno baziran.
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Primetimo da Ln
3 ima bazu Σn identiteta dužine najvǐse 2n: to se može

dobiti iz Kejlijeve tablice slobodnog grupoida sa n generatora koja je odre-
d-ena sa r · s ≈ `3(r · s) gde r, s prolaze kroz sve linearne terme sa n istih
promenljivih. Razmotrimo terme

ti = [x0 . . . x2nx0 . . . x2n . . . x0 . . . x2nx0 . . . xi−1 mod 2n+1︸ ︷︷ ︸
i slova

],

za sve i ≥ 2n + 1. Osobina Ak(ti) je tačna ako i samo ako je k ≤ i. Prema
tome, po Lemi 2.5.4, svi ti su po parovima različiti u Σn, odakle je slobodan
grupoid sa (2n + 1) generatora varijeteta Ln

3 beskonačan.

2.6 Mreže podvarijeteta od L1, L2 i L3 i njihovi
generatori

Mreže podvarijeteta od L1, L2 i L3

Neka je

• N1 varijetet algebri iz L1 u kojima je tačan identitet w(xy · z) ≈
w(x · yz);

• N2 varijetet algebri iz L1 u kojima je tačan identitet w · xy ≈ w · yx;

• S1 varijetet idempotentnih semigrupa u kojima važi identitet xyx ≈
xy;

• S2 varijetet idempotentnih semigrupa u kojima važi identitet wxy ≈
wyx;

• S3 varijetet semigrupa u kojima važi identitet xy ≈ x;

• S4 varijetet polumreža;

• S5 trivijalan varijetet.

Teorema 2.6.1 ([8], Teorema 2.15.5). Dijagram na Slici 2.6 predstavlja
parcijalno ured-enje podvarijeteta varijeteta L1, L2, L3 i njihovih duala L∂

1 ,
L∂

2 , L∂
3 .
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Slika 2.6: Dijagram podvarijeteta varijeteta L1, L2, L3 i njihovih
duala L∂

1 , L∂
2 , L∂

3 .

Generatori za varijetete L1, L2 i L3

Obeležimo sa FV(n) slobodne grupoide sa n generatora u varijetetu V.

Teorema 2.6.2 ([8], Teorema 2.16.1.). Varijetet L1 je generisan sa FL1(4),
ali nije sa FL1(3)(∼= Q1) (pripada varijetetu N1); generisan je sa grupoidom
Q′

1 koji se dobija od FL1(3) proširenjem sa neutralnim elementom. Takod-e,
L1 je generisan sa petoelementnim poddirektno nesvodljivim grupoidom A1

definisanim sledećom Kejlijevom tablicom:

A1 a b c d e

a a b c c a
b b b d d b
c c c c c c
d d d d d d
e a b c d e

Teorema 2.6.3 ([8], Teorema 2.16.2). Varijetet Li je generisan sa FLi(3),
i ∈ {2, 3}. Takod-e, L2 je generisan sa petoelementnim poddirektno nesvod-
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ljivim grupoidom A2 predstavljenim Kejlijevom tablicom:

A2 a b c d e

a a d c d e
b b b e b e
c c c c c c
d d d c d c
e e e e e e

i L3 je generisan sa petoelementnim poddirektno nesvodljivim grupoidom A3

predstavljenim Kejlijevom tablicom:

A3 a b c d e

a a d e d e
b d b c d d
c c c c c c
d d d d d d
e e e e e e

Ako bismo uspeli da pokažemo da su u HSP (A3) kardinalnosti poddi-
rektno nesvodljivih grupoida ograničene nekim konačnim kardinalom tada
bismo oborili Parkovu hipotezu. Med-utim, primetimo da već podgrupoid

G a d e

a a d e
d d d d
e e e e

grupoida A3 generǐse beskonačnu poddirektno nesvodljivu polugrupu
(J.A.Gerhard, [13]).

Teorema 2.6.4 ([8], Teorema 2.16.3.). Varijetet L3 = HSP (A3) sadrži
beskonačne poddirektno nesvodljive algebre čije kardinalnosti nisu ograniče-
ne.





Glava 3

Kvazilinearnost

Ova glava jeste rezultat istrazivanja pojma kvazilinearnosti koji smo dobili
od pojma linearnosti oslabljivanjem uslova. Kako su svi ∗-linearni varijeteti
i njihovi podvarijeteti ∗-kvazilinearni varijeteti u ovoj glavi ćemo se obilato
koristiti rezultatima prethodne glave. Opisaćemo svih 28 ∗-kvazilinearnih
idempotentnih varijeteta od kojih dva nemaju konačnu bazu pokazano u
prethodnoj glavi, i navesti njihove generatorne grupoide. Na kraju ćemo
pokazati da postoji kontinum mnogo ∗-kvazilinearnih varijeteta.

Leme 3.3.1, 3.3.2, 3.7.11 i 3.8.2 su dokazane u [8] u slučaju linearnosti
ali argumenti korǐsćeni u dokazima su dovoljni da se pokažu tvrd-enja ovih
Lema i u slučaju kvazilinearnosti što je ovde i urad-eno.

3.1 Slobodni grupoidi kvazilinearnih varijeteta

Lema 3.1.1. Neka je V odgovarajući varijetet egzaktno n-kvazilinearnoj
jednakosnoj teoriji E sa slobodnim grupoidom Fn nad n generatora. Tada
je varijetet V najveći varijetet sa slobodnim grupoidom Fn.

Dokaz. Neka je V ′ varijetet sa slobodnim grupoidom Fn takav da je V ⊆ V ′.
Imamo da je V = Mod(IdFn(x1, . . . , xn)) = Mod(IdV′(x1, . . . , xn)) ⊇ V ′.
Prema tome, V = V ′.
Lema 3.1.2. Neka je E egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teorija sa slo-
bodnim grupoidom Fn nad n generatora, i neka je V odgovarajući varijetet
jednakosnoj teoriji E. Tada svaki podvarijetet V ′ od V koji sadrzi grupoid
Fn ima osobinu da je grupoid Fn slobodan nad skupom od n generatora.

Dokaz. Neka je F′n slobodan grupoid nad n generatora u varijetetu V ′. Kako
je V ′ ⊆ V sledi da je |F′n| ≤ |Fn| pa se identičko preslikavanje promenljivih

47
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može proširiti do endomorfizma grupoida F′n na Fn, a kako su u pitanju
konačni grupoidi sledi da je posmatrano preslikavanje u stvari izomorfizam.

Lema 3.1.3. Neka je E egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teorija i k-
-kvazilinearna jednakosna teorija gde je n ≤ k, tada je E egzaktno k-kvazi-
linearna jednakosna teorija.

Dokaz. Kako je jednakosna teorija E generisana svojim identitetima na
skupu od n promenljivih sledi da je generisana i svojim identitetima na
skupu od k promenljivih, tj. E je egzaktno k-kvazilinearna jednakosna teo-
rija.

Lema 3.1.4. Postoji tačno jedna egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teo-
rija, koja je podteorija ∗-linearne jednakosne teorije E.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoje dve različite egzaktno n-kvazili-
nearne jednakosne teorije E1 i E2. Med-utim, odgovarajući slobodni grupoidi
nad n generatora su izomorfni sa slobonim grupoidom nad n generatora
jednakosne teorije E odakle sledi da je E1 = E2.

Teorema 3.1.5. Neka je Fn = (Fn, ·Fn) idempotentan grupoid čiji nosač
čine klase neke particije π skupa linearnih terma Linn nad skupom {x1, x2,
. . . , xn}, i neka na tom grupoidu važe svi identiteti oblika t1 · t2 ≈ t3 za
sve t1, t2, t3 ∈ Linn takve da je [t1]π ·Fn [t2]π = [t3]π. Tada postoji tačno
jedna egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teorija čiji je slobodan grupoid sa
n generatora grupoid Fn.

Napomena 3.1.1. Primetimo da na grupoidu Fn važi identitet t1 ≈ t2
za terme t1, t2 ∈ Linn takve da je [t1]π = [t2]π, jer zbog idempotentnosti
imamo da je [t1]π ·Fn [t1]π = [t1]π, odakle sledi da važi [t1]π ·Fn [t1]π = [t2]π.
Prema tome, iz prethodne dve jednakosti imamo da na grupoidu Fn važe
identiteti t1 · t1 ≈ t1 i t1 · t1 ≈ t2, odkle sledi i identitet t1 ≈ t2.

Dokaz. Neka je V varijetet generisan grupoidom Fn, i neka je ∼Fn jedna-
kosna teorija koja odgovara datom varijetetu.

Za linearne terme t1, t2 iz Linn koji pripadaju različitim klasama parti-
cije π ne važi da je V |= t1 ≈ t2 jer bi u suprotnom valuacijom

(
x1 x2 . . . xn

[x1]π [x2]π . . . [xn]π

)
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dobili da su dva različita elementa iz grupoida Fn jednaka. Prema tome,
ako je neki term sa n promenljivih ekvivalentan linearnom termu po modulu
∼Fn , onda je taj term ekvivalentan samo linearnim termima koji se nalaze u
istoj klasi particije π. Pokažimo sada da je ∼Fn n-kvazilinearna jednakosna
teorija.

Neka je t term na jeziku grupoida sa najvǐse n promenljivih. Indukcijom
po složenosti terma t pokazaćemo da je term t jednak nekom linearnom
termu. Ako je term t i sam linearan, tvrd-enje je tačno. Ako nije, tada je
t = t1 · t2, i po induktivnoj hipotezi važi da tj ∼Fn t′j , gde je t′j linearan
term za j = 1, 2. Dakle, dovoljno je pokazati da za svaki proizvod dva
linearna terma t′1t

′
2 važi da je t′1t

′
2 ∼Fn tl, gde je tl neki linearan term nad

istih n promenljivih. Ali, iz uslova teoreme imamo da je t′1 · t′2 ≈ t′3 gde je
t′3 proizvoljan term iz klase [t′1]π ·Fn [t′2]π.

Napomena 3.1.2. Prilikom dokazivanja postojanja pravih 3-kvazilinearnih
jednakosnih teorija koristićemo se prethodnom Teoremom 3.1.5 tako što
ćemo korǐsćenjem računarskog programa proveravati tačnost:

• identiteta t ≈ s za predstavnike t klasa particije π koji počinju sa leva
promenljivom x i terme s ∈ [t]π,

• identiteta iz Tabele 2.1.

3.2 Egzaktno 2-kvazilinearne jednakosne teorije

U ovom odeljku opisaćemo sve egzaktno 2-kvazilinearne idempotentne jed-
nakosne teorije koje su prave 2-kvazilinearne idempotentne jednakosne. U
odeljku 2.2, Teorema 2.2.1 su opisani svi slobodni grupoidi sa dva genera-
tora egzaktno 2-linearnih jednakosnih teorija i one ulaze u izbor slobodnih
grupoida sa dva generatora za n-kvazilinearne jednakosne teorije za n > 2.

Sledeća Lema karakterizuje egzaktno 2-kvazilinearne idempotentne jed-
nakosne teorije.

Lema 3.2.1. Postoji tačno sedamnaest egzaktno 2-kvazilinearnih idempo-
tentnih jednakosnih teorija od kojih su pet prave 2-kvazilinearne jednakosne
teorije. Za prave 2-kvazilinearne jednakosne teorije slobodni grupoidi sa dva
generatora su sledeća četiri grupoida predstavljena u Tabeli 3.1, kao i dual
grupoida G9. (Prvi, drugi i četvrti grupoid su identični svojim dualima.)

Dokaz. Na osnovu Leme 2.2.1 imamo da su opisani svih dvanaest egzak-
tno 2-linearnih jednakosnih teorija kojima važi zakon idempotentnosti zbog
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G7 x y xy

x x xy y
y xy y x
xy y x xy

G8 x y xy

x x xy xy
y xy y xy
xy xy xy xy

G9 x y

x x x
y y y

G10 x

x x

Tabela 3.1: Kejlijeve tablice slobodnih grupoida G7, . . . ,G10 nad
dva generatora egzaktno 2-kvazilinearnih jednakosnih teorija koje
nisu 2-linearne jednakosne teorije.

uslova linearnosti. Ostaje nam da opǐsemo sve slobodne grupoide pravih
2-kvazilinearnih idempotentnih jednakosnih teorija.

Obeležimo sa G slobodan grupoid sa dva generatora varijeteta V koji
odgovara pravoj 2-kvazilinearnoj idempotentnoj jednakosnoj teoriji.

Slučaj 1: xy ≈ yx. Tada grupoid G ima najvǐse tri elementa. Razmot-
rimo sledeća tri podslučaja. Primetimo da će sa identitetom x · xy ≈ u,
gde je u neki linearan term nad dve promenljive, slobodni grupoidi nad dva
generatora biti odred-eni.

Podslučaj 1a: x · xy ≈ y. Tada je G = G7.

Podslučaj 1b: x · xy ≈ xy. Tada je G = G8.

Podslučaj 1c: x · xy ≈ x. Tada je x ≈ x · xy ≈ xy · x ≈ xy(x · xy) ≈ xy,
odnosno dobijamo da je G = G10.

Slučaj 2: x ≈ yx. Tada je G = G∂
9 .

Slučaj 3: x ≈ xy. Tada je G = G9.

Slučaj 4: x ≈ y. Tada je G = G10.

Proverom utvrd-ujemo da su identiteti xx ≈ x, x · xy ≈ x ·G xy, x · yx ≈
x ·G yx, xy · x ≈ xy ·G x, xy · y ≈ xy ·G y, xy · yx ≈ xy ·G yx tačni
na grupoidu G za G ∈ {G7,G8,G∂

9 ,G9,G10}. Prema tome, na osnovu
Teoreme 3.1.5 sledi da postoji pet egzaktno 2-kvazilinearnih idempotentnih
jednakosnih teorija koje su prave 2-kvazilinearne jednakosne teorije.

Grupoidi navedeni u Teoremi 2.2.1 i Teorema 3.2.1 predstavljaju sve
potencijalne slobodne algebre sa dva generatora varijeteta koji odgovaraju
pravim n-kvazilinearnim idempotentnim jednakosnim teorijama na kojima
će se zasnivati sledeći odeljci.
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3.3 3-kvazilinearna neproširivost G0, G2 i G3

U ovom odeljku su Leme sa dokazima proistekle iz [10], poglavlja 3, gde su
tvrdjenja formulisana za 3-linearne jednakosne teorije.

Lema 3.3.1. Ne postoji 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prošire-
nje grupoida G0.

Dokaz. Neka je E 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proširenje gru-
poida G0 i neka je `(x, y, z) linearan term takav da je identitet `(x, y, z) ≈
xy · zx sadržan u E. Primenom supstitucije z 7→ y na identitet dobijamo
identitet `(x, y, y) ≈ x. Na osnovu osobina grupoida G0 poslednji identitet
je moguć jedino u slučaju kada je term `(x, y, z) jednak jednom od terma
x, t1xt2, t2(xt1) za {t1, t2} = {y, z} jer se u preostalim slučajevima dobija
jedan od identiteta xy ≈ x, yx ≈ x, y ≈ x koji su u kontaradikciji sa gru-
poidom G0. Ako je `(x, y, z) = x tada supstitucijom z 7→ x na identitet
`(x, y, z) ≈ xy·zx dobijamo identitet x ≈ y, kontradikcija. U preostala četiri
slučaja za term `(x, y, z) supstitucijom t1 7→ x na identitet `(x, y, z) ≈ xy·zx
dobija se jedan od identiteta xy ≈ y ili yx ≈ y, kontradikcija.

Lema 3.3.2. Ne postoji 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prošire-
nje grupoida G2 ili G3.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teo-
rija E koja je proširenje jednog od grupoida G2 ili G3. Pronad-imo linearan
term l takav da je S(l) ⊆ S(x · xyz) i l ≈ x · xyz. Poslednja promenljiva u
termu l sa leve strane je promenljiva z i |l| ≥ 2 jer u suprotnom supstitucijom
y 7→ x dolazimo u kontradikciju tako što postoji term t ∈ {x, z, zx} takav da
je t ≈ σy 7→x(l) ≈ σy 7→x(x · xyz) ≈ xz. Prema tome, term l je jednak nekom
od terma xz, yz, xyz, yxz. U drugom, trećem i četvrom slučaju dolazimo
u kontradikciju supstitucijom z 7→ y, tj. dobijamo identitet xy ≈ y. Ako
je l = xz tada u slučaju grupoida G2 dolazimo u kontradikciju supstitu-
cijom z 7→ yx, tj. dobijamo identitet x ≈ yx, a u slučaju grupoda G3

supstitucijom x 7→ yz, tj. dobijamo identitet yz ≈ z.

3.4 ∗-kvazilinearno proširenje G8, G9 i G10

Lema 3.4.1. Neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija koja je prošire-
nje grupoida G8 generisanog sa dva generatora, n ≥ 3. Tada jednakosnoj
teoriji E pripada identitet xyz ≈ x · yz.
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Dokaz. Posmatrajmo term x(y · xz). Lako se uočava da dati term nije E-
-ekvivalentan sa termima x, y, z, xy, xz i yz primenom jedne od supstitucija
y 7→ x, z 7→ x ili z 7→ y, jer se dobija identitet x ≈ xy. Ostalo je da
razmotrimo još tri slučaja.

Slučaj x(y · xz) ≈ x · yz: Tada na osnovu identiteta x(y · xz) ≈ x · yz i
komutativnosti važi sledeći niz ekvivalencija x·yz ≈ x·yz ·yz ≈ (x·yz)(y((x·
yz)z)) ≈ (x · yz)(y(z(x · zy))) ≈ (x · yz)(y(z · xy)) ≈ (x · yz)(y(z · yx)) ≈ (x ·
yz)(y ·zx) ≈ (x·yz)(y ·xz). Analogno se pokazuje da je y ·xz ≈ (y ·xz)(x·yz),
što nas vodi u asocijativnost zbog komutativnosti.

Slučaj x(y · xz) ≈ z · xy: Tada je y · xz ≈ x(z · xy) ≈ x(x(y · xz)) ≈
x(y · xz) ≈ z · xy ≈ yx · z.

Slučaj x(y · xz) ≈ y · xz: Tada je term xy · xz nije ekvivalentan sa ter-
mima x, y, z, xy, xz i yz jer se primenom jedne od supstitucija y 7→ x,
z 7→ x ili z 7→ y dobija identitet x ≈ xy. Ostalo je da razmotrimo još tri
podslučaja.

Podslučaj xy · xz ≈ x · yz: Tada je x · yz ≈ xy · xz ≈ xy(x · xz) ≈ x(y ·
xz) ≈ y · xz.

Podslučaj xy · xz ≈ y · xz: Tada je y · xz ≈ xy · xz ≈ xz · xy ≈ z · xy.
Podslučaj xy · xz ≈ z · xy: Analogno prethodnom slučaju.
Jednakosna teorija E je asocijativna.

Teorema 3.4.2. 3-kvazilinearan varijetet kod koga je G8 slobodan grupoid
sa dva generatora je ∗-kvazilinearan varijetet polumreža (varijetet S4, defi-
nisan na strani 43). Za svako n postoji tačno jedan n-kvazilinearan varijetet
kod koga je G8 slobodan grupoid sa dva generatora. Postoji tačno jedna ∗-
-kvazilinearna jednakosna koja je proširenje grupoida G8, a njoj odgovara-
jući varijetet S4 je generisan slobodnim grupoidom G8.

Dokaz. Posledica Leme 3.4.1 i osobine da je varijetet S4 minimalan varijetet
koji sadrži grupoid G8.

Teorema 3.4.3. Za svako n ≥ 2 i za svako G ∈ {G9,G10} postoji tačno
jedna n-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G. Pos-
toji tačno jedan ∗-kvazilinearan varijetet sa slobodnim grupoidom G9 i to je
varijetet levo nultih polugrupa generisan grupoidom G9 (varijetet S3, defini-
san na strani 43). Postoji tačno jedan ∗-kvazilinearan varijetet sa slobodnim
grupoidom G10 i to je trivijalan varijetet (varijetet S5, definisan na strani
43).

Dokaz. Varijetet S3 je minimalan varijetet koji sadrži grupoid G9.
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3.5 ∗-kvazilinearno proširenje G1

Lema 3.5.1. Neka je G1 slobodan grupoid sa dva generatora za n-kvazili-
nearnu jednakosnu teoriju, n ≥ 3. Tada identiteti x(yz) ≈ (xy)z i xyz ≈ xz
pripadaju datoj jednakosnoj teoriji.

Dokaz. Neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proširenje gru-
poida G1. Ako E sadrži identitet p ≈ q u kome je prva promenljiva u p
sa leve strane različita od prve promenljive sa leve strane u q, tada sup-
stitucijom svih preostalih promenljivih u jednu od dve gore pomenute do-
bijamo identitet sa istim svojstvom ali sa tačno dve promenljive, koji nas
vodi u kontradikciju. Tada svaki identitet u E ima osobinu da je prva
promenljiva sa leve strane identiteta jednaka prvoj promenljivoj sa desne
strane identiteta. Pošto je G1 sam sebi dualan, analogno se pokazuje da
u svakom identitetu iz E poslednja promenljiva sa leve strane identiteta je
jednaka poslednjoj promenljivoj sa desne strane identiteta. Prema tome,
term koji počinje i završava sa promenljivom x je ekvivalentan linearnom
termu sa istom osobinom, a jedini takav linearan term je x. Tada važi
x·yz ≈ (xz·x)(y(z·xz)) ≈ xz u E, odnosno važi xyz ≈ ((xz·x)y)(z·xz) ≈ xz
u E, odakle sledi tvrd-enje leme.

Obeležimo sa R varijetet pravougaonih bendova, koji je definisan iden-
titetima:

• xx ≈ x,

• x(yz) ≈ (xy)z,

• xyz ≈ xz,

a njemu odgovarajuću jednakosnu teoriju obeležimo sa ER.

Napomena 3.5.1. Prilikom definisanja varijeteta R na osnovu identiteta
iz poslednje rečenice dokaza Leme 3.5.1 umesto trećeg identiteta smo mogli
staviti identitet xyx ≈ x (xyz ≈ xzx · y · zxz ≈ xz · xyz · xz ≈ xz).

Teorema 3.5.2. Varijetet R je ∗-kvazilinearan varijetet.

Dokaz. U ovom varijetetu svaki term sa prvom promenljivom sa leve strane
x i poslednjom promenljivom sa leve strane y je jednak linearnom termu
x (ako je x = y), odnosno xy (ako je x 6= y). Dakle, R je *-kvazilinearan
varijetet.
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Slobodna algebra sa n generatora varijeteta R je izomorfna direktnom
proizvodu n-elementne levo nulte polugrupe i n-elementne desno nulte polu-
grupe, pa je slobodni spektar fn = n2.

Teorema 3.5.3. Jednakosna teorija ER je jedina ∗-kvazilinearna idempo-
tentna jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G1. Varijetet R je
generisan grupoidom G1 i jedini njegovi pravi podvarijeteti su varijetet levo
nultih polugrupa, varijetet desno nultih polugrupa i trivijan varijetet (va-
rijeteti generisani redom sa slobodnim grupoidima sa dva generatora G9,
dualom od G9 i G10).

Dokaz. Dakle iz Leme 3.5.1 sledi da je svako n-kvazilinearno proširenje G1

za n ≥ 3 podvarijetet varijeteta R pravougaonih traka. Kako su jedini
pravi podvarijeteti ovog varijeteta (videti na primer [2]) varijetet levo nul-
tih polugrupa, varijetet desno nultih polugrupa i trivijalan varijetet čiji su
slobodni grupoidi sa dva generatora redom G9, dual od G9 i G10, sledi da je
jedini varijetet koji je n-kvazilinearno proširenje grupoida G1 za n ≥ 3 baš
varijetet R.

Posledica 3.5.4. Za svako n ≥ 3, postoji tačno jedna n-kvazilinearna jed-
nakosna teorija E koja je proširenje grupoida G1.

Dokaz. Na osnovu dokaza Teoreme 3.5.3 svaka n-kvazilinearna jednakosna
teorija E koja je proširenje grupoida G1 ima osobinu da je E = ER.

3.6 ∗-kvazilinearno proširenje G4

Lema 3.6.1. Neka je n ≥ 3, tada svaka n-kvazilinearna jednakosna teorija
koja je proširenje grupoida G4 sadrži sledeće identitete:

1. xx ≈ x

2. xyy ≈ x

3. x(yz) ≈ xy

4. xyzy ≈ xz.

Dokaz. Neka je E 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proširenje gru-
poida G4. Identiteti 1. i 2. sigurno važe u E. Kao i u dokazu Leme 3.5.1
pokazuje se da ekvivalentni termi u jednakosnoj teoriji E imaju iste prve
promenljive. U tom slučaju, ako je t = xy · yz, tada linearan term t1
ekvivalentan termu t može biti jednak jednom od 7 linearnih terma nad
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promenljivama x, y, z koji počinju promenljivom x. Supstitucija y 7→ z
pokazuje da je t1 6= xz. Supstitucija z 7→ x eliminǐse slučajeve da je term t1
jednak nekom od terma xy, xyz, yxz i x ·yz , a supstitucija z 7→ y eliminǐse
slučajeve da je term t1 jednak termu x · zy. Konačno, ostaje još mogućnost
xy ·yz ≈ x. Tada bi identitet (xy ·yz) ·yz ≈ x ·yz pripadao jednakosnoj teo-
riji E. Med-utim, kako identitet x ≈ xy · y takod-e pripada E (kao proširenje
grupoida G4), sledi da i xy ≈ (xy ·yz) ·yz pripada E. Tada iz tranzitivnosti
dobijamo da xy ≈ x · yz pripada E.

Na osnovu prethodnog identiteta proizvoljan term t, koji možemo za-
pisati kao xp1p2 . . . pn, je ekvivalentan termu xy1y2 . . . yn u grupoidu G4,
gde je yi prva promenljiva u pi sa leve strane. Konačno, razmotrimo line-
aran term l nad promenljivama x, y i z koji je ekvivalntan termu xyzy u
grupoidu G4. Ovaj term l mora imati promenljivu x kao prvu promenljivu
sa leve strane i možemo pretpostaviti da je levo asociran term. Supstituci-
jom z 7→ y utvrd-ujemo da je term l različit od terma x, xyz ili xzy, dok se
supstitucijom z 7→ x pokazuje da je term l različit od terma xy. Preostala
mogućnost, xyzy ≈ xz, je tačna u grupoidu G4, i prema tome, term l mora
biti jednak termu xz.

Posledica 3.6.2. Neka je n ≥ 3, tada svaka n-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je proširenje grupoida G4 sadrži identitet xyz ≈ xzy.

Dokaz. Na osnovu Leme 3.6.1 (3) važi sledeći niz identiteta xyz ≈
G4

xyzyy
≈ xzy.

Napomena 3.6.1. Za definisanje slobodnog grupoida sa tri generatora 3-
-kvazilinearnog varijeteta koji je proširenje grupoida G4 dovoljno je defin-
isati proizvode (1), . . . , (8), (11), . . . , (15), (17), (18), (19), (21), (22) iz
Tabele 2.1 jer na osnovu njih, Leme 3.6.1 i Posledice 3.6.2 možemo odrediti
i preostale proizvode iz tabele.

Neka je

πW = {{x}, {y}, {z},
{xy, x · zy}, {xz, x · yz}, {yx, y · zx},
{yz, y · xz}, {zx, z · yx}, {zy, z · xy},
{xyz, xzy}, {yxz, yzx}, {zxy, zyx}}

particija skupa Lin({x, y, z});
Teorema 3.6.3. Postoji tačno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je proširenje grupoida G4; njoj odgovarajući slobodan grupoid
sa tri generatora je grupoid W (Tabela 3.2).
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W x y z xy xz yx yz zx zy xyz yxz zxy

x x xy xz x x xy xy xz xz x xy xz

y yx y yz yx yx y y yz yz yx y yz

z zx zy z zx zx zy zy z z zx zy z

xy xy x xyz xy xy x x xyz xyz xy x xyz

xz xz xyz x xz xyz xyz xyz x x xz xyz x

yx y yx yxz y y yx yx yxz yxz y yx yxz

yz yxz yz y yxz yxz yz yz y y yxz yz y

zx z zxy zx z z zxy zxy zx zx z zxy zx

zy zxy z zy zxy zxy z z zy zy zxy z zy

xyz xyz xz xy xyz xyz xz xz xy xy xyz xz xy

yxz yz yxz yx yz yz yxz yxz yx yx yz yxz yx

zxy zy zx zxy zy zy zx zx zxy zxy zy zx zxy

Tabela 3.2: Slobodan grupoid W nad tri generatora egzaktno 3-
-kvazilinearne jednakosne teorije koja je proširenje grupoida G4.

Dokaz. Na osnovu tvrd-enja Leme 3.6.1 i Posledice 3.6.2 zaključujemo da
prava 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G4 ima
sledeće osobine:

(1’) x je ekvivalentan sa nelinearnim termima x · x, xy · y, x · xy, xy · yx,
x · xyz, xy · yz, xy · yxz

(2’) xy je ekvivalentan sa nelinearnim termima x ·yx, x ·yxz, xy ·x, xy ·xz,
xyz · zxy i linearnim termom x · yz,

(3’) xz je ekvivalentan sa nelinearnim termima xyz · y, xyz · yx, xyz · yzx,

(4’) xyz je ekvivalentan sa nelinearnim termima xyzx, xy · zx, xy · zy i
linearnim termom xzy,

čime su odred-eni proizvodi iz Napomene 3.6.1, tj. grupoid W. Pokažimo
da je grupoid W jedini potencijalni slobodni grupoid nad tri generatora u
3-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji koja je proširenje grupoida G4. Prava
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3-kvazilinearna jednakosna teorija, čiji je slobodan grupoid sa dva genera-
tora G4, ne sadrži identitet x ≈ xy, kao ni identitete t1 ≈ t2 gde termi t1
i t2 imaju različite prve promenljive sa leve strane, pa zaključujemo da su
termi x, y, z, xy, xz, yx, yz, zx, zy, xyz, yxz, zxy medjusobno različiti
u posmatranoj jednakosnoj teoriji jer bi u suprotnom iz jedino mogućih
identiteta:

• x ≈ xyz primenom supstitucije y 7→ x dobili da važi identitet x ≈ xy,

• xy ≈ xz primenom supstitucije z 7→ x dobili da važi identitet xy ≈ x,

• xy ≈ xyz primenom supstitucije z 7→ y dobili da važi identitet xy ≈ x.

Prema tome, jedini potencijalni slobodni grupoid sa tri generatora 3-kva-
zilinearne jednakosne teorije koja je proširenje grupoida G4 je grupoid W.
Proverom pomoću računara utvrd-ujemo da na grupoidu W važe identiteti
iz Leme 3.6.1, odakle sledi da važe i identiteti navedeni u (1′), (2′), (3′) i
(4′). Na osnovu Napomene 3.6.1, Teoreme 3.1.5 i particije πW zaključujemo
da postoji tačno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je
proširenje grupoida G4, a njoj odgovarajući varijetet sadrži grupoid W kao
slobodni grupoid nad tri generatora.

Lema 3.6.4. Varijetet W koji odgovara jednakosnoj teoriji EW generisanoj
identitetima:

(W1) xx ≈ x,

(W2) xyy ≈ x,

(W3) x · yz ≈ xy,

(W4) xyz ≈ xzy,

je ∗-kvazilinearan varijetet.

Dokaz. Neka je E jednakosna teorija generisana identitetima (W1)–(W4).
Naravno, korǐsćenjem identiteta (W3), dobijamo da je proizvoljan term
t ekvivalentan u jednakosnoj teoriji E levo asociranom termu t′. Tada,
korǐsćenjem identiteta (W4), term t′ se redukuje na levo asocirani term t′′

čija je semigrupna reč dobijena iz terma t′′ brisanjem zagrada jednaka sa
xm1

1 xm2
2 . . . xmk

k , gde je xi 6= xj za i 6= j. Konačno, korǐsćenjem idem-
potentnosti i identiteta (W2), dobijamo da je term t ekvivalentan termu
l = y1y2 . . . ys, gde je y1 = x1, yi 6= yj za i 6= j, dok je skup {y2, y3, . . . , ys}
jednak sa skupom {xi|2 ≤ i ≤ k i mi je neparan}.
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Primetimo da u gore navedenom varijetetu svaka dva linearna levo aso-
cirana terma sa istim promenljivama koji imaju iste prve promenljive sa
leve strane su ekvivalentna.

Teorema 3.6.5. Varijetet W je jedini ∗-kvazilinearan varijetet kod koga je
grupoid G4 slobodan grupoid nad dva generatora. Varijetet W je generisan
grupoidom G4, a njegovi jedini pravi podvarijeteti su varijetet levo nultih
polugrupa i trivijalan varijetet (varijeteti generisani sa G9 i G10).

Dokaz. Pošto su na grupoidu G4 tačni identiteti (W1)–(W4) iz Leme 3.6.1,
na osnovu Leme 3.6.4, oni generǐsu ∗-kvazilinearan varijetet. Pretpostavimo
da su dva levo asocirana linearna terma t1 i t2 ekvivalentna u ovom vari-
jetetu.

Pokažimo da oni moraju imati isti skup promenljivih i iste prve pro-
menljive sa leve strane. Pretpostavimo suprotno. Ako je skup promenljivih
različit, tada se od identiteta t1 ≈ t2 odgovarajućom supstitucijom dobija ili
identitet xy ≈ x, ili x ≈ y ili xy ≈ y. Prvi je varijetet levo nultih polugrupa,
drugi je trivijalan varijetet, dok iz trećeg identiteta sledi identitet xyx ≈ yx,
pa važi y ≈ xy ≈ xyx ≈ yx ≈ x, trivijalan varijetet.

Ako je prvo pojavljivanje promenljive sa leve strane u termima različito,
recimo promenljiva x u termu t1, i promenljiva y u termu t2, tada supstitu-
cijom svih ostalih promenljivih sa promenljivom x, term t1 svodimo na term
xy (korǐsćenjem (W1) i (W4)), dok se term t2 svodi na jedan od terma yx
ili y, u zavisnosti od parnosti dužine terma t2 (korǐsćenjem identiteta (W2)
i (W4)). Konačno, iz identiteta xy ≈ yx sledi xy ≈ xxy ≈ xyx ≈ yxx ≈ y,
koji, kako smo već ranije pokazali, generǐse trivijalan varijetet.

Kako grupoid G4 nije levo nulta polugrupa niti trivijalan grupoid, dobi-
jamo da varijetet generisan identitetima (W1)–(W4) je varijetet generisan
grupoidom G4, i jedini njegovi podvarijeteti su trivijalan varijetet i varije-
tet levo nultih polugrupa (pošto je grupoid G9 homomorfna slika grupoida
G4).

Posledica 3.6.6. Za svako n ≥ 3, postoji tačno jedna n-kvazilinearna jed-
nakosna teorija E koja je proširenje grupoida G4.

Dokaz. Na osnovu Leme 3.6.4 imamo da je E = EW .

3.7 Kvazilinearno proširenje G5

Neka je E jednakosna teorija čija je slobodan grupoid sa dva generatora
grupoid G5. Tada na osnovu Leme 2.3.24 ne postoji 4-linearna jednakosna
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teorija, dok na osnovu Leme 2.3.23 postoji devet egzaktno 3-linearnih jed-
nakosnih teorija čiji odgovarajući varijeteti kao slobodne grupoide sa tri
generatora imaju sledeće grupoide P1, . . . ,P9.

U ovom odeljku pretpostavićemo da je E jednakosna teorija koja je
proširenje grupoida G5. Tada će se u E nalaziti sledeći identiteti

x ≈ xx,

x ≈ x · xy,

xy ≈ xy · x ≈ xy · y ≈ x · yx ≈ xy · yx,

a za terme u i v kako je naglašeno u Lemi 2.2.4 važiće: ako je identitet u ≈ v
sadržan u E, tada termi u i v imaju iste prve promenljive. U ovom odeljku
ćemo koristiti ovu činjenicu bez posebnog naglašavanja.

Pored toga, u odeljku 2.3 (Leme 2.3.1, 2.3.2, 2.3.5, 2.3.6, 2.3.7) je
pokazano da u jednakosnoj teoriji kaja je proširenje grupoida G5 ako su
termi xy ·xz, xyz ·x, x · (yz) · z, xy · zy, x ·xyz, x · (y ·xz), xy · zx ekvivalentni
nekim linearnim termima onda važe sledeći identiteti:

(1) xy · xz ≈ xy.

(2) xyz · x ≈ xyz,

(3) x · (yz) · z ≈ xyz,

(4) xy · zy ≈ xyz,

(5) x · xyz ≈ x,

(6) x · (y · xz) ≈ xy,

(7) xy · zx ≈ xzy,

Lema 3.7.1. 3-kvazilinearna jednakosna teorija E koja je proširenje gru-
poida G5 je odred-ena identitetima (1)–(7) i proizvodima iz Tabele 2.10.

Dokaz. Na osnovu identiteta (1)–(7) dobijamo da svi identiteti iz Leme 2.3.8
pripadaju jednakosnoj teoriji E, prema tome, na osnovu Lema 2.3.11, 2.3.12
i 2.3.13 dobijamo da još treba linearizovati terme iz Tabele 2.10 kako bismo
dobili 3-kvazilinearnu jednakosnu teoriju.

Lema 3.7.2. U jednakosnoj teoriji E koja je proširenje grupoida G5, jedini
linearni termi nad promenljivama x, y, z koji mogu biti ekvivalentni jesu xyz
i xzy, odnosno x·yz i xy, tj. jedini identiteti na skupu od tri promenljive koji
izjednačavaju dva linearna terma i koji mogu pripadati jednakosnoj teoriji
E su identiteti xyz ≈ xzy i x · yz ≈ xy.
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Dokaz. Neka je identitet t1 ≈ t2 sadržan u E, pri čemu su t1 i t2 različiti
linearni ternarni termi na skupu {x, y, z}. Kako smo već ranije konstatovali,
ne gubeći na opštosti neka dati termi počinju istom promenljivom x. Bar
jedan od datih terma sadrži tri promenljive. Neka je to term t1. Tada,
ne gubeći na opštosti t1 može biti oblika xyz ili x · yz, koji med-usobno
nisu u relaciji ≈E , kao ni sa termom x, što se lako uočava supstitucijama
y 7→ x i z 7→ y, respektivno. Term t2 može biti xy, xz, x · yz, x · zy, xyz, xzy.
Razmotrimo sada dva slučaja:

Slučaj 1: t1 = xyz. U slučaju da je term t2 jednak jednom od terma
xy, xz, x · zy i x · yz, u kontradikciju dolazimo u prvom i četvtom slučaju
supstitucijom y 7→ x, a u drugom i trećem supstitucijom z 7→ x. Ostaje da
je t2 = xzy.

Slučaj 2: t1 = x · yz. U slučaju da je term t2 jednak jednom od terma
xz, xzy, x · zy i xyz, u kontradikciju dolazimo supstitucijom y 7→ x. Ostaje
da je t2 = xy.

Lema 3.7.3. Neka je E ∗-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proširenje
grupoida G5 i koja sadrži identitet x ·yz ≈ xy. Tada za različite promenljive
x, y1, . . . , yn, n ≥ 0, jednakosna teorija E sadrži identitet

xy1 . . . ynx ≈ xy1 . . . yn.

Dokaz. Na osnovu identiteta x·yz ≈ xy imamo da je svaki term ekvivalentan
levo asociranom linearnom termu, prema tome, možemo pretpostaviti da E
sadrži identitet

xy1 . . . ynx ≈ xz1 . . . zk, (∴),

gde su x, z1, . . . , zk različite promenljive.

Pretpostavimo da promenljiva u pripada skupu promenljivih S(xy1 . . .
ynx)4S(xz1 . . . zk). Supstitucijom svih promenljivih u promenljivu x sem
promenljive u dobijamo da E sadrži identitet xu ≈ x, kontradikcija. Sledi
da je k = n i {y1, . . . , yn} = {z1, . . . , zk}.

Neka je funkcija f : {y1, . . . , yn} → {y1, . . . , yn} definisana sa f(yi) = zi

za 1 ≤ i ≤ n. Već smo pokazali da je f permutacija na skupu {y1, . . . , yn}.
Kako je f permutacija konačnog skupa sledi da je konačnog reda. Neka je
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permutacija f reda k. Tada je

xy1y2 . . . ynx ≈G5 xy1y2 . . . ynxx

...
≈G5 xy1y2 . . . yn xx . . . x︸ ︷︷ ︸

k

≈(∴) xf(y1)f(y2) . . . f(yn) xx . . . x︸ ︷︷ ︸
k−1

...

≈(∴) xf (k)(y1)f (k)(y2) . . . f (k)(yn)

= xy1y2 . . . yn.

U pododeljku 3.7.4 dokazaćemo jače tvrd-enje (Lema 3.7.13) od prethod-
ne Leme koju smo ovde naveli zbog elegantosti dokaza.

U naredna tri pododeljka ćemo razmotriti sve slučajeve vezane za 3-
-kvazilinearnu jednakosnu teoriju E u zavisnosti od toga koje identitete
sadrži od identiteta xyz ≈ xzy i x · yz ≈ xy.

3.7.1 xyz ≈ xzy i x · yz 6≈ xy

Neka je Ea 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G5

i neka Ea sadrži identitet

xyz ≈ xzy, (a),

dok na odgovarajućem varijetetu koji obeležavamo sa Va imamo da je

Va 6|= x · yz ≈ xy.

U sledećoj Lemi ćemo pokazati većinu preostalih 3-kvazilinearnih oso-
bina koje ima jednakosna teorija Ea.

Lema 3.7.4. Jednakosna teorija Ea sadrži sledeće identitete:

(8) x · yxz ≈ x · yz,

(9) xy · yxz ≈ xy · yz,

(10) xyz · y ≈ xyz,
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(11) xyz · xzy ≈ xyz,

(12) (x · yz) · y ≈ xy · yz,

(13) (x · yz) · yxz ≈ x · yz,

Dokaz.
(8) x · yxz ≈(a) x · yzx ≈(a) x · yz,
(9) xy · yz ≈(a) (x · yz) · y ≈ (x · (yz · x)) · y ≈ (x · yxz) · y ≈(a) xy · yxz,
(10) xyz · y ≈(a) xyy · z ≈G5 xyz,
(11) xyz · xzy ≈(a) xyz · xyz ≈ xyz,
(12) (x · yz) · y ≈(a) xy · yz,
(13) (x · yz) · yxz ≈(a) (x · yxz) · yz ≈(a) x · yz · yz ≈G5 x · yz.

Iz Tabele 2.10 ostao je još samo term xy · yz za koji treba pronaći odgo-
varajući ekvivalentan linearan term. Na osnovu Leme 2.3.9 sledi da jedan
od identiteta:

xy · yz ≈ xy

ili

xy · yz ≈ xyz

pripada jednakosnoj teoriji Ea.
Neka je a = x, b = y, c = z, d = xy, e = xz, f = yx, g = yz, h = zx,

i = zy, j = xyz, k = yxz, l = zxy, m = x · yz, n = x · zy, o = y · xz,
p = y · zx, q = z · xy, r = z · yx, i neka je

πP10,11 = {{x}, {y}, {z}, {xy}, {xz}, {yx}, {yz}, {zx}, {zy},
{xyz, xzy}, {yxz, yzx}, {zxy, zyx},
{x · yz}, {x · zy}, {y · xz}, {y · zx}, {z · xy}, {z · yx}}

particija skupa Lin({x, y, z}).

Teorema 3.7.5. Postoje tačno dve egzaktno 3-kvazilinearne jednakosne teo-
rije koje su proširenje grupoida G5 i kojima pripada identitet xyz ≈ xzy,
dok im identitet x·yz ≈ xy ne pripada. Njima odgovarajući slobodni grupoidi
sa tri generatora su grupoidi P10 i P11, Tabela 3.3 (P1, . . . ,P9, kao što smo
rekli, odgovaraju egzaktno 3-linearnim jednakosnim teorijama).
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P10 a b c d e f g h i j k l m n o p q r

a a d e a a d m e n a m n a a d m e n
b f b g f o b b p g o b p f o b b p g
c h i c q h r i c c q r c q h r i c c
d d d j d d d d j j d d j d d d d j j
e e j e e e j j e e e j e e e j j e e
f f f k f f f f k k f f k f f f f k k
g k g g k k g g g g k g g k k g g g g
h h l h h h l l h h h l h h h l l h h
i l i i l l i i i i l i i l l i i i i
j j j j j j j j j j j j j j j j j j j
k k k k k k k k k k k k k k k k k k k
l l l l l l l l l l l l l l l l l l l
m m d j m m d m j j m m j m m d m j j
n n j e n n j j e n n j n n n j j e n
o f o k f o o o k k o o k f o o o k k
p k p g k k p p p g k p p k k p p p g
q h l q q h l l q q q l q q h l l q q
r l i r l l r i r r l r r l l r i r r

P11 a b c d e f g h i j k l m n o p q r

a a d e a a d m e n a m n a a d m e n
b f b g f o b b p g o b p f o b b p g
c h i c q h r i c c q r c q h r i c c
d d d j d d d m j j d m j d d d m j j
e e j e e e j j e n e j n e e j j e n
f f f k f o f f k k o f k f o f f k k
g k g g k k g g p g k g p k k g g p g
h h l h q h l l h h q l h q h l l h h
i l i i l l r i i i l r i l l r i i i
j j j j j j j j j j j j j j j j j j j
k k k k k k k k k k k k k k k k k k k
l l l l l l l l l l l l l l l l l l l
m m m j m m m m j j m m j m m m m j j
n n j n n n j j n n n j n n n j j n n
o o o k o o o o k k o o k o o o o k k
p k p p k k p p p p k p p k k p p p p
q q l q q q l l q q q l q q q l l q q
r l r r l l r r r r l r r l l r r r r

Tabela 3.3:Kejlijeve tablice slobodnih grupoida P10 i P11 nad tri
generatora egzaktno 3-kvazilinearnih jednakosnih teorija koje su
proširenje grupoida G5 i kojima pripada identitet xyz ≈ xzy, dok
im identitet x · yz ≈ xy ne pripada.
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Dokaz. Na osnovu Leme 3.7.2 u 3-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji Ea (čiji
je slobodan grupoid sa dva generatora G5) nikoja dva terma od terma x, y,
z, xy, xz, yx, yz, zx, zy, xyz, yxz, zxy, x · yz, x · zy, y · xz, y · zx, z · xy,
z · yx nisu ekvivalentna u posmatranoj jednakosnoj teoriji. Prema tome,
jedini potencijalni slobodni grupoidi sa tri generatora prave 3-kvazilinearne
jednakosne teorije koja je proširenje grupoida G5 na osnovu Lema 3.7.1
i 3.7.4 jesu grupoid P10 u slučaju kada je xy · yz ≈ xy i grupoid P11 u
slučaju kada je xy ·yz ≈ xyz. Proverom pomoću računara utvrd-ujemo da na
grupoidima P10 i P11 važe identiteti (1), . . . , (7), i xyz ≈ xzy, dok identitet
x ·yz ≈ xy ne važi. Prema tome, odatle sledi da važe i identiteti navedeni u
Tabeli 2.1 bez xy·yz ≈ xy·F3yz, dok proverom pomoću računara utvrd-ujemo
da identiteti xy · yz ≈ xy i xy · yz ≈ xyz redom važe u grupoidima P10 i
P11. Na osnovu Teoreme 3.1.5 i particije πP10,11 zaključujemo da postoje
tačno dve egzaktno 3-kvazilinearne jednakosne teorije Ea koje su proširenje
grupoida G5, a njima odgovarajući slobodni grupoidi sa tri generatora su
grupoidi P10 i P11.

3.7.2 xyz 6≈ xzy i x · yz ≈ xy

Neka je Eb 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proširenje grupoida G5

i neka Eb sadrži identitet

x · yz ≈ xy, (b)

dok na odgovarajućem varijetetu koji obeležavamo sa Va imamo da je

Vb 6|= xyz ≈ xzy.

U sledećoj lemi ćemo pokazati većinu preostalih 3-kvazilinearnih osobina
osobina koje ima Eb.

Primetimo da je svaki term na osnovu identiteta (b) ekvivalentan sa levo
asociranim termom.

Lema 3.7.6. Jednakosna teorija Eb sadrži sledeće identitete.

(8) x · yxz ≈ xy,

(9) xy · yz ≈ xy

(10) xy · yxz ≈ xy,

(11) xyz · xzy ≈ xyz,

(12) (x · yz) · y ≈ xy,
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(13) (x · yz) · yxz ≈ xy.

Dokaz.
(8) x · yxz ≈(b) x · yx ≈(b) xy,
(9) xy · yz ≈(b) xy · y ≈G5 xy,
(10) xy · yxz ≈(b) xy · yx ≈G5 xy,
(11) xyz · xzy ≈(b) xyz · xz ≈(b) xyz · x ≈Lema 2.3.8 xyz,
(12) (x · yz) · y ≈(b) xy · y ≈G5 xy,
(13) (x · yz) · yxz ≈(b) xy · yxz ≈(b) xy · yx ≈G5 xy.

Iz Tabele 2.10 ostao je još samo term xyz · y za koji treba pronaći odgo-
varajući ekvivalentan linearan term. Na osnovu Leme 2.3.10 sledi da jedan
od identiteta:

xyzy ≈ xyz

ili

xyzy ≈ xzy

pripada jednakosnoj teoriji Eb.
Neka je a = x, b = y, c = z, d = xy, e = xz, f = yx, g = yz, h = zx,

i = zy, j = xyz, k = xzy, l = yxz, m = yzx, n = zxy, o = zyx i neka je

πP12,13 = {{x}, {y}, {z},
{xy, x · yz}, {xz, x · zy}, {yx, y · xz},
{yz, y · zx}, {zx, z · xy}, {zy, z · yx},
{xyz}, {xzy}, {yxz}, {yzx}, {zxy}, {zyx}}

particija skupa Lin({x, y, z}).
Teorema 3.7.7. Postoje tačno dve egzaktno 3-kvazilinearne jednakosne teo-
rije koje su proširenje grupoida G5 i kojima pripada identitet x·yz ≈ xy, dok
im identitet xyz ≈ xzy ne pripada. Njima odgovarajući slobodni grupoidi sa
tri generatora su grupoidi P12 i P13, Tabela 3.4.

Dokaz. Na osnovu Leme 3.7.2 u 3-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji Eb (čiji
je slobodan grupoid sa dva generatora G5) nikoja dva terma od terma x, y,
z, xy, xz, yx, yz, zx, zy, xyz, xzy, yxz, yzx, zxy, zyx nisu ekvivalentna u
posmatranoj jednakosnoj teoriji. Prema tome, jedini potencijalni slobodni
grupoidi sa tri generatora prave 3-kvazilinearne jednakosne teorije sa slo-
bodnim grupoidom G5 (nad skupom od dva generatora) na osnovu Lema
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P12 a b c d e f g h i j k l m n o

a a d e a a d d e e a a d d e e
b f b g f f b b g g f f b b g g
c h i c h h i i c c h h i i c c
d d d j d d d d j j d d d d j j
e e k e e e k k e e e e k k e e
f f f l f f f f l l f f f f l l
g m g g m m g g g g m m g g g g
h h n h h h n n h h h h n n h h
i o i i o o i i i i o o i i i i
j j j j j j j j j j j j j j j j
k k k k k k k k k k k k k k k k
l l l l l l l l l l l l l l l l
m m m m m m m m m m m m m m m m
n n n n n n n n n n n n n n n n
o o o o o o o o o o o o o o o o

P13 a b c d e f g h i j k l m n o

a a d e a a d d e e a a d d e e
b f b g f f b b g g f f b b g g
c h i c h h i i c c h h i i c c
d d d j d d d d j j d d d d j j
e e k e e e k k e e e e k k e e
f f f l f f f f l l f f f f l l
g m g g m m g g g g m m g g g g
h h n h h h n n h h h h n n h h
i o i i o o i i i i o o i i i i
j j k j j j k k j j j j k k j j
k k k j k k k k j j k k k k j j
l m l l m m l l l l m m l l l l
m m m l m m m m l l m m m m l l
n o n n o o n n n n o o n n n n
o o n o o o n n o o o o n n o o

Tabela 3.4: Kejlijeve tablice slobodnih grupoida P12 i P13 nad
tri generatora egzaktno 3-kvazilinearnih jednakosnih teorija koje
su proširenje grupoida G5 i kojima pripada identitet x · yz ≈ xy,
dok im identitet xyz ≈ xzy ne pripada.
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3.7.1 i 3.7.6 jesu grupoid P12 u slučaju kada je xyzy ≈ xyz i grupoid P13 u
slučaju kada je xyzy ≈ xzy. Proverom pomoću računara utvrd-ujemo da na
grupoidima P12 i P13 važe identiteti (1), . . . , (7), i x ·yz ≈ xy, dok identitet
xyz ≈ xzy ne važi. Prema tome, odatle sledi da važe i identiteti navedeni u
Tabeli 2.1 bez xyz·y ≈ xyz·F3y, dok proverom pomoću računara utvrd-ujemo
da identiteti xyzy ≈ xyz i xyzy ≈ xzy redom važe u grupoidima P12 i P13.
Na osnovu Teoreme 3.1.5 i πP12,13 zaključujemo da postoje tačno dve egzak-
tno 3-kvazilinearne jednakosne teorije Eb koje su proširenje grupoida G5

a njoj odgovarajući slobodni grupoidi sa tri generatora su grupoidi P12

i P13.

U pododeljku 3.7.4 ćemo pokazati da su sve 3-kvazilinearne jednakosne
teorije koje su proširenje slobodnog grupoida G5 i kojima pripada identitet
x · yz ≈ xy dok identitet xyz ≈ xzy ne pripada, ustvari, ∗-kvazilinearne
idempotentne jednakosne teorije.

3.7.3 xyz ≈ xzy i x · yz ≈ xy

Pretpostavimo u ovom pododeljku da je G5 slobodan grupoid sa dva gene-
ratora za 3-kvazilinearnu jednakosnu teoriju Ec (odgovarajući varijetet Vc)
koji sadrži identitete

xyz ≈ xzy, (a),
x · yz ≈ xy, (b),

Lema 3.7.8. Jednakosna teorija Ec sadrži sledeće identitete.

(8) x · yxz ≈ xy,

(9) xy · yz ≈ xy

(10) xy · yxz ≈ xy,

(11) xyz · y ≈ xyz,

(12) xyz · xzy ≈ xyz,

(13) (x · yz) · y ≈ xy,

(14) (x · yz) · yxz ≈ xy.

Dokaz. Dokaz sledi na osnovu Lema 3.7.4 i 3.7.6 (iz prethodna dva pot-
poglavlja).
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Neka je a = x, b = y, c = z, d = xy, e = xz, f = yx, g = yz, h = zx,
i = zy, j = xyz, k = yxz, l = zxy i neka je

πP14 = {{x}, {y}, {z},
{xy, x · yz}, {xz, x · zy}, {yx, y · xz},
{yz, y · zx}, {zx, z · xy}, {zy, z · yx},
{xyz, xzy}, {yxz, yzx}, {zxy, zyx}}

particija skupa Lin({x, y, z}).

Teorema 3.7.9. Postoje tačno jedna egzaktno 3-kvazilinearne jednakosne
teorije koja je proširenje grupoida G5 i kojoj pripadaju identiteti xyz ≈
xzy i x · yz ≈ xy. Njoj odgovarajući slobodni grupoid sa tri generatora je
grupoid P14, Tabela 3.5.

P14 a b c d e f g h i j k l

a a d e a a d d e e a d e
b f b g f f b b g g f b g
c h i c h h i i c c h i c
d d d j d d d d j j d d j
e e j e e e j j e e e j e
f f f k f f f f k k f f k
g k g g k k g g g g k g g
h h l h h h l l h h h l h
i l i i l l i i i i l i i
j j j j j j j j j j j j j
k k k k k k k k k k k k k
l l l l l l l l l l l l l

Tabela 3.5: Kejlijeva tablica slobodnog grupoida P14 nad tri
generatora egzaktno 3-kvazilinearne jednakosne teorije koja je
proširenje grupoida G5 i kojoj pripadju identiteti xyz ≈ xzy i
x · yz ≈ xy.

Dokaz. Na osnovu Leme 3.7.2 u 3-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji Ec (čiji
je slobodan grupoid sa dva generatora G5) nikoja dva terma od terma x,
y, z, xy, xz, yx, yz, zx, zy, xyz, yxz, zxy nisu ekvivalentna u posmatranoj
jednakosnoj teoriji. Prema tome, jedini potencijalni slobodni grupoid sa tri
generatora prave 3-kvazilinearne jednakosne teorije sa slobodnim grupoidom
G5 (nad skupom od dva generatora) na osnovu Lema 3.7.1 i 3.7.8 jeste gru-
poid P14. Proverom pomoću računara utvrd-ujemo da na grupoidu P14 važe
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identiteti (1), . . . , (7), x · yz ≈ xy i xyz ≈ xzy, odakle sledi da važe i iden-
titeti navedeni u Tabeli 2.1. Na osnovu Teoreme 3.1.5 i πP14 zaključujemo
da postoji tačno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teorija Ec koja
je proširenje grupoida G5, a njoj odgovarajući slobodni grupoidi sa tri ge-
neratora je grupoid P14.

U pododeljku 3.7.4 ćemo pokazati da su sve 3-kvazilinearne jednakosne
teorije koje su proširenje slobodnog grupoida G5 i kojima pripadaju iden-
titeti x · yz ≈ xy i xyz ≈ xzy, ustvari, ∗-kvazilinearne idempotentne jedna-
kosne teorije.

Teorema 3.7.10. Postoji tačno četrnaest (pet pravih) egzaktno 3-kvaziline-
arnih jednakosnih teorija koje su proširenje grupoida G5; njima odgovarajući
slobodni grupoidi sa tri generatora su grupoidi P1, . . . ,P14 (P10, . . . ,P14).

Dokaz. Tvrd-enje ove Teoreme sledi na osnovu Teoreme 2.3.23, Leme 3.7.2,
i Teorema 3.7.5, 3.7.7, 3.7.9.

3.7.4 ∗-kvazilinearna proširenja G5 i njihovi podvarijeteti

U odeljku 2.3 i prethodnom delu odeljka 3.7 je pokazano da za grupoid
G5 postoji tačno 14 proširenja koja su egzaktno 3-kvazilinearne jedna-
kosne teorije, a njihove odgovarajuće slobodne grupoide na skupu od tri
promenljive smo obeležili sa P1, . . . ,P14. Pokazali smo da ne postoje 4-
-linearna proširenja grupoida P1, . . . ,P9 (Lema 2.3.24), a u Lemi 3.7.11
ćemo pokazati na sličan način da ne postoje ni 4-kvazilinearna proširenja
grupoida P1, . . . ,P9. U Teoremi 3.7.12 pokazaćemo da za grupoide P10

i P11 ne postoji 4-kvazilinearno proširenje tako da nam ostaju samo tri
mogućnosti potencijlnih slobodnih grupoida sa tri promenljive P12, P13 i
P14 za ∗-kvazilinearan varijetet.

Lema 3.7.11. Ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna teorija takva da je
proširenje nekog od grupoida P1, . . . ,P9.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji 4-kvazilinearna jednakosna
teorija E takva da je proširenje nekog grupoida P iz skupa {P1, . . . ,P9}.
Svaki od grupoida P1, . . . ,P9 ima osobinu da su mu linearne term funkcije
nad skupom od tri promenljive različite. Neka je ` linearan term ekviva-
lentan u E sa x(yz)(wz). Dokaz koji sledi pokazuje da za proizvoljan izbor
terma ` dobijamo da identitet x(yz)(wz) ≈ ` ne važi na P. Naša strategija
će biti da pokažemo prvo da je S(`) = {x, y, z, w}.

Očigledno je da x ∈ S(`), pošto je prva promenljiva u zadanom termu.
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Takod-e važi da y ∈ S(`), jer inače supstitucijama y 7→ z i y 7→ x na
` ≈ x(yz)(wz) i primenom tranzitivnosti dobijamo identitet xz ·wz ≈ x ·wz,
na koga kada se primeni supstitucija w 7→ x dobijamo xz ≈ x, kontradikcija.

Važi i da z ∈ S(`), jer inače supstitucijom z 7→ yz na ` ≈ x(yz)(wz)
dobijamo identitet ` ≈ xy(w · yz), odakle sledi identitet x(yz)(wz) ≈ xy(w ·
yz). Tada primenom supstitucije w 7→ y na poslednji identitet dobijamo da
važi identitet x · yz ≈ xy, kontradikcija.

Što se tiče w ∈ S(`), primetimo da bi u suprotnom supstitucijama w 7→ z
i w 7→ x(yz) na ` ≈ x(yz)(wz) i primenom tranzitivnosti dobili identitet
(x · yz)z ≈ x · yz, na koga kada se primeni supstitucija y 7→ x dobijamo
identitet xz ≈ x, kontradikcija.

Prema tome, dobijamo da je S(`) = {x, y, z, w}. Tada postoje termi a i
b takvi da je ` = ab. Razmotrimo sledeće slučajeve.

Slučaj a = x: U ovom slučaju prvo dokažimo da b ne može biti jedan od
terma y · zw, . . . , w · zy, tj. ne može biti desno asociran. Ako pretpostavimo
da je b jednak nekome od desno asociranih navedenih terma, tada pois-
tovećivanjem neke dve promenljive od y, z, w dobijamo jedan od identiteta
xy ·wy ≈ xy, x · yz ≈ xy, (x · yz)z ≈ xz. U prvom identitetu supstitucijom
y 7→ x dobijamo da je xw ≈ x; u trećem identitetu supstitucijom z 7→ x
dobijamo identitet xy ≈ x. Prema tome, b je jedan od levo asociranih terma
yzw, . . . , wzy. Ako b počinje sa y tada supstitucijom w 7→ z, y 7→ x dobi-
jamo xz ≈ x. Ako b počinje sa z, tada w 7→ y daje x · yz ≈ x · zy, koji je
linearan identitet nad skupom od tri promenljive. Ako b počinje sa w, tada
supstitucijom z 7→ y dobijamo xy ·wy ≈ x ·wy, što nas dovodi do identiteta
xy ≈ x kada se primeni supstitucija w 7→ x.

Slučaj b = y: Supstitucijom y 7→ x dobijamo ax ≈ x · wz. Pošto a mora
biti jedan od terma xwz, xzw, x · zw, x · wz, tada važi identitet ax ≈ a.
(Videti Lemu 2.3.1 (2) i identitet xyx ≈ xy gore.) Tada sledi da je a ≈
x · wz, tako da je a jednako sa termom x · wz i identitet x(yz)(wz) ≈ ab
postaje x(yz)(wz) ≈ x(wz)y. Supstitucijom w 7→ z dobijamo x(yz)z ≈ xzy.
Med-utim, to je u kontradikciji sa Lemom 2.3.1 (3).

Slučaj b = z: Postoje četiri podslučaja. a = x · yw se eliminǐse supsti-
tucijom w 7→ y, jer tada dobijamo identitet x · yz ≈ xyz. a = x · wy se
eliminǐse supstitucijom w 7→ x i z 7→ x, jer tada dobijamo xy ≈ x. a = xyw
i a = xwy se eleminǐsu supstitucijom y 7→ x, jer tada dobijamo x·wz ≈ xwz.

Slučaj b = w: Postoje četiri podslučaja. U svakom od tih podslučaja
supstitucija y 7→ x nas vodi do identiteta xw ≈ x · wz ili xzw ≈ x · wz.

Jedino su još preostali slučajevi kod kojih termi a i b sadrže po tačno
dve promenljive. Tada za neko e ∈ {y, z, w}, a je xe i b je proizvod dva
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elementa skupa S(`) \ {x, e}. Ako je a = xz, tada supstitucija w 7→ y daje
identitet x · yz ≈ xzy. Ako je a = xw, b = yz tada supstitucija y 7→ x daje
x · wz ≈ xw (korǐsćenjem Leme 2.3.1 (1)). Ako je a = xw, b = zy, tada iz
supstitucije z 7→ wz, x 7→ wz proizilazi wzyw ≈ wzw ·wzy, odakle dobijamo
wzy ≈ wz (korǐsćenjem Leme 2.3.1 (1), (2)). Ako je a = xy, b = zw tada iz
y 7→ x dobijamo x · zw ≈ x · wz.

Samo je još jedna mogućnost preostala za term `. To je xy ·wz. Prema
tome, imamo x(yz)(wz) ≈ xy · wz u E. Ali tada supstitucijom w 7→ x
dobijamo x · yz ≈ xy prema Lemi 2.3.1 (1).

Teorema 3.7.12. Ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna teorija Ea u kojoj
važi xyz ≈(a) xzy i x · yz 6≈(a) xy, gde je G5 slobodan grupoid sa dva ge-
neratora, tj. ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proširenje
grupoida P10 ili P11.

Dokaz. Dokažimo da za term x(yz)(vz) ne postoji ≈a-ekvivalentan linearan
term. Pretpostavimo suprotno. Neka je u linearan term takav da važi
identitet u ≈ x(yz)(vz). Primetimo da primenom identiteta (1)–(7) iz ovog
odeljka (navedenih pre Leme 3.7.1), zatim Leme 3.7.4 i identiteta na skupu
od dve promenljive dobijamo da važi:

σy 7→x(x · yz · vz) = x · vz
σz 7→x(x · yz · vz) = xvy
σv 7→x(x · yz · vz) = x · yz
σz 7→y(x · yz · vz) = xyv
σv 7→y(x · yz · vz) = x · yz
σv 7→z(x · yz · vz) = xzy

Tada x ∈ S(u) jer u suprotnom imamo da važi xy ≈a σz 7→y(σv 7→y(x · yz ·
vz)) ≈a σz 7→y(σv 7→y(u)) ≈a y.

Tada y ∈ S(u) jer u suprotnom imamo da važi xy ≈a σz 7→x(σv 7→x(x · yz ·
vz)) ≈a σz 7→x(σv 7→x(u)) ≈a x.

Tada z ∈ S(u) jer u suprotnom imamo da važi x·yz ≈a σv 7→y(x·yz·vz) ≈a

σv 7→y(u) ≈a xy.
Tada v ∈ S(u) jer u suprotnom imamo da važi xv ≈a σz 7→x(σy 7→x(x · yz ·

vz)) ≈a σz 7→x(σy 7→x(u)) ≈a x.
Dokažali smo da je S(u) = {x, y, z, v}.
Neka je u = u1u2. Neka termovi v1, v2 i v3 predstavljaju jednu per-

mutaciju promenljivih y, z, v. Razmotrimo sledeće slučajeve:
Slučaj u1 = x: Tada u2 sadrži preostale promenljive.
Podslučaj u2 = v1 · v2v3: Supstitucijom v1 7→ x i v2 7→ v3 dolazimo u

kontradikciju.
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Podslučaj u2 = v1v2v3: Supstitucijom v1 7→ x i v2 7→ v3 dolazimo u
kontradikciju.

Slučaj u1 = xv1: Tada je u ≈ x · v2v3 · v1. Supstitucijom v2 7→ x dobi-
jamo da je xv1 ekvivalentan sa nekim linearnim termom sa tri promenljive
od, xv1v3, x · v1v3, x · v3v1, sa kojima dolazimo u kontradikciju redom sa
supstitucijom v1 7→ x, uslovom teoreme x · yz 6≈ xy, supstitucijom v3 7→ x.

Slučaj u2 = v3: Tada term u1 moze imati dva oblika.
Podslučaj u1 = x · v1v2: Tada je u = x(v1v2)v3 ≈a xv3(v1v2), tj. pret-

hodni slučaj.
Podslučaj u1 = xv1v2: Tada je xyzv ≈a u ≈ x · yz · vz, pa supstitucijom

y 7→ x dobijamo da je x · vz ekvivalentan sa termom xvz, kontradikcija.

Lema 3.7.13. Neka je E idempotentna jednakosna teorija koja sadrži iden-
titet x · yz ≈ xy. Tada za različite promenljive x, y1, . . . , yn, n ≥ 0, jedna-
kosna teorija E sadrži identitet

xy1 . . . ynx ≈ xy1 . . . yn.

Dokaz. Ako je n = 0 onda identitet predstavlja zakon idempotentnosti. Za
n > 0 na osnovu identiteta x · yz ≈ xy i na kraju idempotentnosti važi
sledeći niz identiteta:

xy1 . . . ynx ≈ xy1 . . . yn · xy1

≈ xy1 . . . yn · xy1y2

...
≈ xy1 . . . yn · xy1 . . . yn

≈ xy1 . . . yn.

Lema 3.7.14. Varijetet VA koji odgovara jednakosnoj teoriji EA generisa-
noj identitetima:

(A1) xx ≈ x

(A2) xyy ≈ xy

(A3) x(yz) ≈ xy

(A4) xyzy ≈ xyz
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je ∗-kvazilinearan i proširenje grupoida G5. Grupoid P12 je slobodan grupoid
sa tri generatora u varijetetu VA.

Dokaz. Korǐsćenjem identiteta (A3) dobijamo da je proizvoljan term t ek-
vivalentan u jednakosnoj teoriji EA levo asociranom termu t′. Jednakosnoj
teoriji EA pripada identitet xy1 . . . ynx ≈ xy1 . . . yn za svaki nenegativan
ceo broj n (Lema 3.7.13). Prema tome, zaključujemo da je identitet t′ ≈ t′′

sadržan u EA, pri čemu se levo asocirani term t′′ dobija od terma t′ brisa-
njem svih pojavljivanja prve promenljive terma t′ sa leve strane sem sa prvog
mesta. Jednakosnoj teoriji EA pripada identitet xyz1 . . . zny ≈ xyz1z2 . . . zn

za svaki nenegativan ceo broj n jer za n = 0 identitet sledi iz (A2) dok za
n > 0 važi sledeći niz identiteta:

xyz1z2 . . . zny ≈(A4) xyz1yz2 . . . zny

≈(A4) xyz1yz2y . . . zny

...
≈(A4) xyz1yz2y . . . yzny

≈(A4) xyz1yz2y . . . yzn

...
≈(A4) xyz1z2 . . . zn.

Tada identitet t′′ ≈ t′′′ pripada jednakosnoj teoriji EA pri čemu je term t′′′

levo asociran i dobija se od terma t′′ brisanjem svih neprvih pojavljivanja
promenljivih sa leve strane koje se razlikuju od prve promenljive terma t′′ sa
leve strane. Kako je term t′′′ linearan zaključujemo da je jednakosna teorija
EA ∗-kvazilinearna.

Slobodan grupoid nad dva generatora u ∗-kvazilinearnom varijetetu ima
najvise četiri elementa a grupoid G5 je generisan sa dva elementa i identiteti
(A1)–(A4) su tačni na grupoidu G5, prema tome dobijamo da je slobodan
grupoid sa dva generatora u varijetetu VA upravo grupoid G5.

U grupoidu P13 ne važi identitet (A4) pa ne može biti slobodan grupoid
varijeteta VA. Grupoidi P12 i P14 pripadaju varijetetu VA jer su identiteti
(A1)–(A4) tačni na njima. Kako je na grupoidu P14 tačan identitet xyz ≈
xzy dok na grupoidu P12 nije tačan, tada sledi da ni na varijetetu VA ne
važi posmatrani identitet na skupu od tri promenljive pa grupoid P14 ne
može biti slobodan grupoid nad skupom od tri generatora u varijetetu VA.
Prema tome EA je proširenje grupoida P12.
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Lema 3.7.15. Vrijetet VB koji odgovara jednakosnoj teoriji EB generisanoj
identitetima:

(B1) xx ≈ x

(B2) xyy ≈ xy

(B3) x(yz) ≈ xy

(B4) xyzy ≈ xzy

je ∗-kvazilinearan i proširenje grupoida G5. Grupoid P13 je slobodan grupoid
sa tri generatora u varijetetu VB.

Dokaz. Korǐsćenjem identiteta (B3) dobijamo da je proizvoljan term t ek-
vivalentan u jednakosnoj teoriji EB levo asociranom termu t′. Jednakosnoj
teoriji EB pripada identitet xy1 . . . ynx ≈ xy1 . . . yn za svaki nenegativan
ceo broj n (Lema 3.7.13). Prema tome, zaključujemo da je identitet t′ ≈ t′′

sadržan u EB, pri čemu se levo asocirani term t′′ dobija od terma t′ brisa-
njem svih pojavljivanja prve promenljive terma t′ sa leve strane sem sa prvog
mesta. Jednakosnoj teoriji EB pripada identitet xyz1 . . . zny ≈ xz1z2 . . . zny
za svaki nenegativan ceo broj n jer za n = 0 identitet sledi iz (B2) dok za
n > 0 važi sledeći niz identiteta:

xyz1 . . . zny ≈(B4) xyz1 . . . zn−1yzny

≈(B4) xyz1 . . . zn−2yzn−1yzny

...
≈(B4) xyz1yz2y . . . zny

≈(B4) xz1yz2y . . . zny

...
≈(B4) xz1z2 . . . zny.

Tada identitet t′′ ≈ t′′′ pripada jednakosnoj teoriji EB pri čemu je term t′′′

levo asociran i dobija se od terma t′′ brisanjem svih neprvih pojavljivanja
promenljivih sa desne strane koje se razlikuju od prve promenljive terma
t′′ sa leve strane. Kako je term t′′′ linearan zaključujemo da je jednakosna
teorija EB ∗-kvazilinearna.

Slobodan grupoid nad dva generatora u ∗-kvazilinearnom varijetetu ima
najvise četiri elementa a grupoid G5 je generisan sa dva elementa i identiteti
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(B1)–(B4) su tačni na grupoidu G5, prema tome, dobijamo da je slobodan
grupoid sa dva generatora u varijetetu VB upravo grupoid G5.

U grupoidu P12 ne važi identitet (B4) pa ne može biti slobodan grupoid
varijeteta VB. Grupoidi P13 i P14 pripadaju varijetetu VB jer su identiteti
(B1)–(B4) tačni na njima. Kako je na grupoidu P14 tačan identitet xyz ≈
xzy dok na grupoidu P13 nije tačan, tada sledi da ni na varijetetu VB ne
važi posmatrani identitet na skupu od tri promenljive pa grupoid P14 ne
može biti slobodan grupoid nad skupom od tri generatora u varijetetu VB.
Prema tome EB je proširenje grupoida P13.

Lema 3.7.16. Varijetet VC koji odgovara jednakosnoj teoriji EC generisa-
noj identitetima:

(C1) xx ≈ x

(C2) xyy ≈ xy

(C3) x(yz) ≈ xy

(C4) xyz ≈ xzy.

je podvarijetet varijeteta VA i VB i proširenje grupoida G5. Grupoid P14 je
slobodan grupoid sa tri generatora u varijetetu VC.

Dokaz. Identiteti (A4) i (B4) se lako dokazuju iz identiteta (C2) i C4).
Slobodan grupoid nad dva generatora u ∗-kvazilinearnom varijetetu ima

najvǐse četiri elementa a grupoid G5 je generisan sa dva elementa i identiteti
(C1)–(C4) su tačni na grupoidu G5, prema tome, dobijamo da je slobodan
grupoid sa dva generatora u varijetetu VC upravo grupoid G5.

Kako na grupoidima P12 i P13 ne važi identitet (C4) dobijamo da je
P14 slobodan grupoid nad tri generatora u varijetetu VC.

Primetimo da u varijetetu VC proizvoljna dva levo asocirana linearna
terma sa istim promenljivama i istom prvom promenljivom sa leve strane
su ekvivalentna.

Lema 3.7.17. Varijetet VC je ∗-kvazilinearan varijetet generisan sa slo-
bodnim grupoidom G5. Njegovi jedini pravi podvarijeteti su varijetet levo
nultih polugrupa i trivijalan varijetet ( varijeteti generisani sa grupoidima
G9 i G10).

Dokaz. Varijetet VC je ∗-kvazilinearan varijetet jer je podvarijetet ∗-kvazili-
nearnog varijeteta VA (Lema 3.7.16). Neka je V pravi podvarijetet varijeteta
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VC. Neka su t1 i t2 dva levo asocirana linearna terma i neka su oni ekviva-
lentni u posmatranom varijetetu. Ako je skup promenljivih u ovim termima
različit, tada se identitet t1 ≈ t2 odgovarajućom supstitucijom može svesti
na identitet xy ≈ x, xy ≈ y ili x ≈ y. U prvom slučaju V je sadržan u vari-
jetetu levo nultih polugrupa, a iz drugog slučaja sledi identitet x · yx ≈ yx,
prema tome, sledi da važi y ≈ xy ≈ x · yx ≈ yx ≈ x i V je trivijalan va-
rijetet kao i u trećem slučaju. Ako je S(t1) = S(t2) i termi t1, t2 imaju
različite prve promenljive sa leve strane, recimo x u termu t1, a y u termu
t2, tada supstitucijom svih ostalih promenljivih promenljivom x možemo
svesti term t1 na term xy (korǐsćenjem identiteta (C1), (C2) i (C4)), dok
term t2 svodimo na term yx (korǐsćenjem identiteta (C1) i (C2)). Konačno,
iz identiteta xy ≈ yx sledi xy ≈ xy ·x ≈ x ·xy ≈ x, pa sledi da važi identitet
xy ≈ y, iz kojeg sledi da je V trivijalan varijetet. Ako je S(t1) = S(t2) i
termi t1 i t2 imaju iste prve promenljive sa leve strane onda na osnovu iden-
titeta (C4) imamo da je VC |= t1 ≈ t2. Jedini pravi podvarijeteti varijeteta
VC su trivijalan varijetet i varijetet levo nultih polugrupa (pošto je grupoid
G9 homomorfna slika grupoida G5).

Pošto grupoid G5 nije ni levo nulta polugrupa ni trivijalan grupoid, tada
sledi da je varijetet VC generisan grupoidom G5.

Posledica 3.7.18. Za svako n ≥ 3, postoji tačno jedna n-kvazilinearna
jednakosna teorija E koja je proširenje grupoida P14.

Dokaz. Na osnovu Lema 3.7.16 i 3.7.17 Imamo da je E = EC .

Lema 3.7.19. Svi pravi podvarijeteti varijeteta VA su podvarijeteti varije-
teta VC. Varijetet VA je generisan slobodnim grupoidom P12.

Dokaz. Primetimo da u varijetetu VA važi xyx ≈ xxyx ≈ xxy ≈ xy. Neka
je V pravi podvarijetet varijeteta VA. Neka su t1 i t2 dva levo asocirana
linearna terma i neka su oni ekvivalentni u posmatranom varijetetu. Ako
je skup promenljivih u ovim termima različit, tada se identitet t1 ≈ t2
odgovarajućom supstitucijom može svesti na identitet (xyx ≈)xy ≈ x ili
xy ≈ y. U prvom slučaju V je podvarijetet varijeteta levo nultih polugrupa,
a drugom slučaju V je trivijalan varijetet. Ako je S(t1) = S(t2) i termi t1
i t2 imaju različite prve promenljive sa leve strane, recimo x u termu t1, a
y u termu t2, tada supstitucijom svih ostalih promenljivih u promenljivu
x možemo svesti term t1 na term xy, dok term t2 svodimo na term yx.
Konačno, identitet xy ≈ yx daje trivijalan identitet, odnosno V je trivijalan
varijetet. Pretpostavimo da termi t1 i t2 počinju istom promenljivom i da
sadrže iste promenljive. Tada, neka se termi t1 i t2 sa leve strane prvo
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razlikuju na i-tom mestu i neka se na i-tom mestu u termima t1 i t2 nalaze
redom promenljive y i z. Tada se supstitucijom svih promenljivih do i-tog
mesta u promenljivu x i supstitucijom svih preostalih promenljivih različitih
od y i z u y, dobija da se termi t1 i t2 korǐsćenjem identiteta baze VA svode
na terme xyz i xzy, tj. dobijamo da je V podvarijetet varijeteta VC.

Kao što smo videli u dokazu Leme 3.7.14 grupoid P12 ne pripada vari-
jetetu VC, prema tome grupoid P12 ne generǐse prave podvarijetete varije-
teta VA već sam varijetet VA.

Posledica 3.7.20. Za svako n ≥ 3, postoji tačno jedna n-kvazilinearna
jednakosna teorija E koja je proširenje grupoida P12.

Dokaz. Na osnovu Lema 3.7.14 i 3.7.19 Imamo da je E = EA.

Lema 3.7.21. Svi pravi podvarijeteti varijeteta VB su podvarijeteti varije-
teta VC. Varijetet VB je generisan slobodnim grupoidom P13.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu Leme 3.7.19.

Posledica 3.7.22. Za svako n ≥ 3, postoji tačno jedna n-kvazilinearna
jednakosna teorija E koja je proširenje grupoida P13.

Dokaz. Na osnovu Lema 3.7.15 i 3.7.21 Imamo da je E = EB.

Teorema 3.7.23. Postoje tačno tri ∗-kvazilinearna varijeteta VA, VB i
VC koja su proširenje grupoida G5 sa dva generatora. Varijeteti VA i VB

pokrivaju varijetet VC, a njegovi jedini podvarijeteti su varijetet levo nultih
polugrupa i trivijalan varijetet (varijeteti generisani sa grupoidom G9 i G10,
redom). Varijeteti VA i VB su generisani, redom, petoelementnim poddirek-
tno nesvodljivim grupoidom A i četvoroelementnim poddirektno nesvodljivim
grupoidom B.

A a b c d e B a b c d
a a a a a a a a a a a
b b b b b b b b b b b
c d e c c c c d c c c
d d d d d d d d c d d
e e e e e e

Dokaz. Grupoid A je izomorfan sa količničkim grupoidom P12/α gde je
α = (adejk)(bfglm)(c)(hn)(io) kongruencija na grupoidu P12. Tada gru-
poid A pripada varijetetu VA, dok varijetetima VB i VC ne pripada jer ne
zadovoljava identitete (B4) i (C4), tj. ((c ·A a) ·A b) ·A a 6= (c ·A b) ·A a i
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(c ·A a) ·A b 6= (c ·A b) ·A a. Na osnovu Leme 3.7.19 imamo da grupoid A
generǐse varijetet VA. Grupoid A je poddirektno nesvodljiv grupoid kod
koga je monolit generisan ured-enim parom 〈d, e〉.

Grupoid B je izomorfan sa količničkim grupoidom P13/β gde je β =
(adejk)(bfglm)(cin)(ho) kongruencija na grupoidu P13. Tada grupoid B
pripada varijetetu VB, dok varijetetima VA i VC ne pripada jer ne zado-
voljava identitete (A4) i (C4), tj. ((c ·B a) ·B b) ·B a 6= (c ·B a) ·B b i
(c ·B a) ·B b 6= (c ·B b) ·B a. Na osnovu Leme 3.7.21 imamo da grupoid
B generǐse varijetet VB. Grupoid B je poddirektno nesvodljiv grupoid kod
koga je monolit generisan ured-enim parom (c, d).

Posledica 3.7.24. Za svako n ≥ 4, postoje tačno tri n-kvazilinearne jed-
nakosne teorije EA, EB, EC koje su proširenje grupoida G5.

3.8 Kvazilinearno proširenje G6

Neka je u ovom odeljku E jednakosna teorija takva da njoj odgovarajući
varijetet V je varijetet sa slobodnim grupoidom G6 nad skupom od dva
generatora. Tada su u varijetetu V na osnovu Kejlijeve tablice grupoida G6

tačni sledeći identiteti:

x ≈ xx,

xy ≈ x(xy) ≈ x(yx) ≈ xyx ≈ xyy ≈ xy(yx).

U [10] (Lema 5.1) je pokazano da postoji sedam egzaktno 3-linearnih
jednakosnih teorija sa slobodnim grupoidom G6 nad dva generatora, i njima
odgovarajući slobodni grupoidi nad tri generatora su grupoidi Q1, . . . ,Q7

navedeni u odeljku 2.4.

Lema 3.8.1. Ako je t ≈ s identitet sadržan u jednakosnoj teoriji E koja
je proširenje grupoida G6 tada je S(t) = S(s) i termi t, s imaju istu prvu
promenljivu sa leve strane.

Dokaz. Pokažimo da je S(t) = S(s). Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
promenljiva x ∈ S(t)4S(s). Supstitucijom svih promenljivih u promenljivu
y sem promenljive x i primenom gore navedenih identiteta nad dve promen-
ljive dobijamo da jednakosnoj teoriji E pripada jedan od identiteta xy ≈ y,
yx ≈ y, x ≈ y, kontradikcija.

Pokažimo da termi t, s imaju istu prvu promenljivu sa leve strane. Pret-
postavimo suprotno, tj. da term t počinje promenljivom x a term s počinje
promenljivom y. Tada supstitucijom svih promenljivih u promenljivu y sem
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promenljive x i primenom gore navedenih identiteta dobijamo da jednakos-
noj teoriji E pripada identitet xy ≈ yx, kontradikcija.

Lema 3.8.2. Ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna teorija takva da je njen
slobodan grupoid generisan sa tri generatora izomorfan sa Q3, Q5, Q6 ili
Q7.

Dokaz. Na osnovu [10] (Leme 5.2) imamo da svi identiteti sa najvǐse tri
promenljive u egzaktno 3-linearnoj jednakosnoj teoriji koja je proširenje
grupoida G6 su levo nepermutacioni. Med-utim, svi identiteti sa najvǐse tri
promenljive u 4-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji koja je proširenje grupo-
ida Q3, Q5, Q6 ili Q7 su levo nepermutacioni. Pretpostavimo suprotno, tj.
da postoji identitet t ≈ s nad tri promenljive koji nije levo nepermutacioni.
Na osnovu [10] (Leme 5.2) imamo da postoje linearni termi t∗, s∗ takvi da
su identiteti t ≈ t∗ i s ≈ s∗ levo nepermutacioni, odakle sledi da identitet
t∗ ≈ s∗ nije levo nepermutacioni, ali kako posmatrane 4-kvazilinearne jed-
nakosne teorije imaju osobinu da su 3-linearne jednakosne teorije dobijamo
da je t∗ = s∗, kontradikcija.

U 4-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji koja je proširenje grupoida Q3,
Q5, Q6 ili Q7 identiteti nad četiri promenljive su levo nepermutacioni. Pret-
postavimo suprotno, tj. da postoji identitet t ≈ s nad skupom od četiri
promenljive koji nije levo nepermutacioni. Neka su promenljive x, y prve
sa leva koje narusavaju levu nepermutabilnost u identitetu t ≈ s. Supsti-
tucijom promenljivih koje nisu x, y u promenljivu z dobijamo identitet nad
tri promenljive koji nije levo nepermutacioni, kontradikcija sa prethodnim
pasusom.

Pokažimo da ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proši-
renje grupoida Q3, Q5, Q6 ili Q7. Ako bi postojala takva jednakosna teorija,
tada bi kao sto smo pokazali svaki term sa četiri promenljive morao biti
ekvivalentan linearnom termu sa četiri promenljive, i taj identitet bi morao
biti levo nepermutacioni i tačan u slobodnom grupoidu sa tri generatora.

Med-utim, term wxy(x ·zw) nije ekvivalentan nijednom linearnom termu
za grupoide Q5, Q6, Q7. Naime, takav linearan term bi morao da bude
jedan od wxyz, w(xy)z, wx · yz, w ·xyz ili w(x · yz), ali nijedan od ovih pet
identiteta ne važi u Q5, Q6, Q7. Za sva tri grupoida, u svih pet pretpostavki,
identično se dolazi u kontradikciju.

Slučaj wxy(x · zw) ≈ wxyz: Tada je yxz ≈ yxyz ≈ yxy(x · zy) ≈ yx(x ·
zy) ≈ y(x · zy) ≈ y · xz, kontradikcija.

Slučaj wxy(x · zw) ≈ w(xy)z: Tada je yxz ≈ y(xy)z ≈ yxy(x · zy) ≈
yx(x · zy) ≈ y(x · zy) ≈ y · xz, kontradikcija.
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Slučaj wxy(x · zw) ≈ wx · yz: Tada je x · yz ≈ xx(yz) ≈ xxy(x · zx) ≈
xy · xz ≈ xyz, kontradikcija.

Slučaj wxy(x · zw) ≈ w · xyz: Tada je z · xy ≈ z(xyz) ≈ zxy(x · zz) ≈
zxy · xz ≈ zxy, kontradikcija.

Slučaj wxy(x · zw) ≈ w(x · yz): Tada je x ·yz ≈ x(x ·yz) ≈ xxy(x ·zx) ≈
xy · xz ≈ xyz, kontradikcija.

Takod-e, term w(x(ywz)) nije ekvivalentan nijednom od terma wxyz,
w(xy)z, wx · yz, w · xyz ili w(x · yz) u slučaju Q3. Razmotrimo svih pet
slučajeva.

Slučaj w(x(ywz)) ≈ wxyz: Tada je yxz ≈ yxyz ≈ y(x(yyz)) ≈ y(x ·
yz) ≈ y · xz, kontradikcija.

Slučaj w(x(ywz)) ≈ w(xy)z: Tada je yxz ≈ y(xy)z ≈ y(x(yyz)) ≈ y(x ·
yz) ≈ y · xz, kontradikcija.

Slučaj w(x(ywz)) ≈ wx · yz: Tada je x · yz ≈ xx · yz ≈ x(x(yxz)) ≈
x(yxz) ≈ xyz, kontradikcija.

Slučaj w(x(ywz)) ≈ w · xyz: Tada je w · xz ≈ w(xxz) ≈ w(x(xwz)) ≈
w(xwz) ≈ wxz, kontradikcija.

Slučaj w(x(ywz)) ≈ w(x · yz): Tada je x · yz ≈ x(x · yz) ≈ x(x(yxz)) ≈
x(yxz) ≈ xyz, kontradikcija.

Na osnovu Teoreme 2.5.3 imamo da postoje tačno tri ∗- linearna varije-
teta L1, L2 i L3, sa slobodnim grupoidima nad tri generatora izomorfnim
sa Q1, Q2 i Q4, respektivno. U Teoremi 2.6.1 su predstavljeni svi njihovi
podvarijeteti koji su ujedno svi ∗-kvazilinearni.

Dalje u ovom odeljku ćemo pokazati da su sve ∗-kvazilinerne jednakosne
teorije sa slobodnim grupoidom G6 nad dva generatora podvarijeteti vari-
jeteta L1, L2 i L3.

Lema 3.8.3. Jednakosna teorija L1 je egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna
teorija. Jednakosna teorija L2 je egzaktno 4-kvazilinearna jednakosna teo-
rija. Za svako n ≥ 3 jednakosna teorija L3 nije egzaktno n-kvazilinearna
jednakosna teorija.

Dokaz. Baza ∗-linearnog varijeteta L1 se sastoji od identiteta sa tri pro-
menljive (Teorema 2.5.1) odakle sledi da je L1 egzaktno 3-kvazilinearna
jednakosna teorija.

Baza ∗-linearnog varijeteta L2 se sastoji od identiteta sa četiri promen-
ljive (Teorema 2.5.2) odakle sledi da je L2 egzaktno 4-kvazilinearna jedna-
kosna teorija.

Pretpostavimo da je L3 egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teorija za
neki prirodan broj n. Tada varijetet L3 ima konačnu bazu na skupu od
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n promenljivih x1, . . . , xn, odred-enu skupom svih tačnih identiteta na L3

koji svaku promenljivu sadrže najvǐse tri puta. Kontradikcija sa Teore-
mom 2.5.5.

Lema 3.8.4. Neka je n ≥ 3 i neka je V n-kvazilinearan varijetet čiji je
slobodan grupoid nad tri generatora grupoid Q1. Tada je varijetet V pod-
varijetet ∗- linearnog varijeteta L1.

Dokaz. Na osnovu Leme 3.8.3 imamo da je V podvarijetet od L1 jer je
L1 egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teorija, a na osnovu Leme 3.1.1
varijetet L1 je najveći varijetet koji sadrži grupoid Q1 kao slobodan grupoid
nad tri generatora.

Teorema 3.8.5. N1 nije egzaktno 3-kvazilinearan varijetet. Za n ≥ 4 pos-
toje tačno dve egzaktno n-kvazilinearne jednakosne teorije koje su proširenje
grupoida Q1, a njima odgovarajući varijeteti su L1 i N1.

Dokaz. Na grupoidu Q1 važi identitet w(xy ·z) ≈ w(x·yz) odakle sledi da je
Q1 ∈ N1 i na osnovu Leme 3.1.2 sledi da je Q1 slobodan grupoid u N1. Na
osnovu Leme 3.1.1 dobijamo da N1 nije egzaktno 3-kvazilinearan varijetet.
Varijetet N1 ima bazu definisanu nad skupom od četiri promenljive odakle
sledi na osnovu Leme 3.1.3 da je odgovarajuća jednakosna teorija varijeteta
N1 egzaktno n-kvazilinearna za sve n ≥ 4.

Lema 3.8.6. Za n ≥ 3 postoji tačno jedna egzaktno n-kvazilinearna jedna-
kosna teorija koja je proširenje grupoida Q gde je Q ∈ {Q2,Q4}.
Dokaz. Neka je E egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teorija koja je pro-
širenje grupoida Q ∈ {Q2,Q4}. Tada, kako grupoid Q generǐse jedan od
∗-linearnih varijeteta L2 ili L3 (Theorem 2.6.3) sledi da je jednakosna teorija
E podteorija ∗-linearne jednakosne teorije pa na osnovu Leme 3.1.4 imamo
da je E jedinstvena egzaktno n-kvazilinearna jednakosna teorija koja je
proširenje grupoida Q.

Teorema 3.8.7. ∗-linearne jednakosne teorije L2 i L3 su jedine ∗-kvazili-
nearne jednakosne teorije koje su redom proširenja grupoida Q2 i Q4.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. recimo da jednakosna teorija L2 nije
jedinstveno ∗-kvazilinearno proširenje grupoida Q2. Tada za neko n ≥ 3
postoje dve različite egzaktno n-kvazilinearne jednakosne teorije koje su
proširenje grupoida Q2, kontradikcija sa Lemom 3.8.6. Slično se pokazuje
za jednakosnu teoriju L3.
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Lema 3.8.8. Poddirektno nesvodljiv grupoid GL2 generǐse 3-kvazilinearan
varijetet sa slobodnim grupoidom nad tri generatora Q2 koji nije 4-kvazili-
nearan varijetet.

GL2 a b c d e f

a a a f d e f
b a b c d e f
c c c c e e c
d d d d d d d
e e e e e e e
f f f f d d f

Dokaz. Grupoid GL2 je poddirektno nesvodljiv grupoid kod koga je monolit
generisan ured-enim parom 〈d, e〉.

Pomoću programa [14] utvrd-ujemo da na grupoidu GL2 važe svi iden-
titeti iz Tabele 2.1 za F3 = Q2, odakle sledi da je varijetet generisan sa
grupoid GL2 3-linearan varijetet. Varijetet L2 ne sadrži grupoid GL2 jer na
njemu ne važi četvri identitet baze xy · yzu ≈ xyzu (ab · bcd 6= abcd) za
varijetet L2. Prema tome, kako je L2 pravi podvarijetet varijeteta V(GL2)
generisanog grupoidom GL2 , sledi da varijetet V(GL2) nije 4-kvazilinearan
na osnovu Lema 3.8.3 i 3.1.1.

Posledica 3.8.9. Egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teorija i egzaktno 4-
-kvazilinearna jednakosna teorija koje su proširenja grupoida Q2 su različite.

Dokaz. Sledi na osnovu Lema 3.1.1 i 3.8.8.

Lema 3.8.10. Skup Eegz = {E | E je egzaktno n-kvazilinearna jednakosna
podteorija od L3 za neko n ≥ 3} je prebrojivo beskonačan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je skup Eegz konačan. Tada važi da
je L3 =

⋃
Eegz ∈ Eegz, kontradikcija sa Lemom 3.8.3.

Ostaju otvorena sledeća dva pitanja:

• Kako izgleda mreža jednakosnih teorija izmed-u egzaktno 3-kvaziline-
arne jednakosne teorije koja je proširenje grupoida Q2 i jednakosne
teorije L2?

• Kako izgleda mreža jednakosnih teorija izmed-u egzaktno 3-kvaziline-
arne jednakosne teorije koja je proširenje grupoida Q4 i jednakosne
teorije L3?



3.8. Kvazilinearno proširenje G6 83

U narednim teoremama pokušaćemo da opǐsemo sve egzaktno 3-kvazili-
nearne jednakosne teorije E koje su prave 3-kvazilinearne jednakosne teorije
sa slobodnim grupoidom G6 nad dva generatora.

Na osnovu Leme 3.8.1 znamo da ekvivalentni termi u jednakosnoj teoriji
E imaju jednaka prva pojavljivanja promenljivih sa leve strane, i da su svi
identiteti regularni, tj. ako je u ≈ v onda je S(u) = S(v). Prema tome,

Lema 3.8.11. Neka je E jednakosna teorija koja je proširenje grupoida
G6. Jedini linearni termi nad promenljivama x, y, z koji mogu biti ekviva-
lentni jesu termi xyz, xzy, x · yz i x · zy, tj. jedini identiteti na skupu od
tri promenljive koji izjednačavaju dva linearna terma i koji mogu pripadati
jednakosnoj teoriji E su identiteti:

(a) xyz ≈ x · yz.

(b) x · yz ≈ xzy,

(c) xyz ≈ xzy,

(d) x · yz ≈ x · zy.

Lako se proverava da su identiteti iz prethodne Leme tačni na grupoidu
G6. Do kraja ovog odeljka baziraćemo se na n-kvazilineranim jednakosnim
teorijama koje su proširenje grupoida G6 i u kojima važi jedan od identiteta
(a), (b), (c) i (d).

3.8.1 ∗-kvazilinearna proširenja G6 sa xyz ≈ x ·yz, x ·yz ≈ xzy
i x · yz ≈ x · zy

Lema 3.8.12. Neka je G(a) grupoid (J.A.Gerhardova polugrupa B2 u [12])
definisan Kejlijevom tablicom:

G(a) a b c

a a b c
b b b b
c c c c

Tada je grupoid G(a) poddirektno nesvodljiv i na njemu važi identitet (a),
dok identiteti (b), (c), (d) ne važe. Varijetet S1 je generisan grupoidom G(a),
kao i slobodnim grupoidom FS1(3) nad tri generatora. Identiteti (a), (b), (c),
(d) važe u varijetetu S2 koji je generisan grupoidom G6.
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Dokaz. Grupoid G(a) je poddirektno nesvodljiv grupoid kod koga je monolit
generisan ured-enim parom 〈b, c〉. Varijetet S1 je generisan grupoidom G(a)

na osnovu Teoreme 2.6.1.

Teorema 3.8.13. Neka je n ≥ 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je proširenje grupoida G6 i kojoj pripada identitet

xyz ≈ x · yz, (a).

Tada je odgovarajući varijetet za E jedan od varijeteta S1 ili S2.

Dokaz. Svi elementi baze za L1 pripadaju jednakosnoj teoriji E, odakle
sledi da je odgovarajući varijetet V jednakosne teorije E podvarijetet od
L1. Kako jednakosna teorija E sadrži identitet (a) dobijamo da je V ∈
{S1,S2,S3,S4,S5} ali varijeteti S3,S4,S5 kao što smo već pokazali ne sadrže
slobodan grupoid G6 za razliku od varijeteta S1 i S2.

Teorema 3.8.14. Neka je n ≥ 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je proširenje grupoida G6 i kojoj pripada identitet

x · yz ≈ xzy, (b).

Tada identitet xyz ≈ x·yz, (a), pripada jednakosnoj teoriji E i odgovarajući
varijetet za E je S2.

Dokaz. Jednakosnoj teoriji E pripada identitet xyz ≈ x · yz jer je: xyz ≈
x ·zy ≈ x ·zy ·x ≈ xy ·z ·x ≈ xy ·xz ≈ x ·xzy ≈ x(x ·yz) ≈ x ·yz. Na osnovu
Leme 3.8.12 i Teoreme 3.8.13 zaključujemo da je S2 odgovarajući varijetet
za jednakosnu teoriju E.

Lema 3.8.15. Neka je n ≥ 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija
koja je proširenje grupoida G6 i kojoj pripadaju identiteti

xyz ≈ xzy, (c)

i
x · yz ≈ x · zy, (d).

Tada identitet xyz ≈ x·yz, (a), pripada jednakosnoj teoriji E i odgovarajući
varijetet za E je S2.
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Dokaz. Važi xy · z ≈ xy(xy · z) ≈ (x · xy)(xy · z) ≈(c) x · (xy · z) · xy ≈(d)

x·(z ·xy)·xy ≈(d) x·(z ·yx)·xy ≈(d) x·yxz ·xy ≈(c) x·yzx·xy ≈ x·yz ·xy ≈(c)

x·xy ·yz ≈ xy ·yz ≈(c) x·yz ·y ≈ (x·yz)(y ·(x·yz)) ≈(d) (x·yz)(y ·(yz ·x)) ≈(d)

(x·yz)(yz·x·y) ≈(c) (x·yz)(yz·y·x) ≈ (x·yz)(yz·x) ≈(d) (x·yz)(x·yz) ≈ x·yz.
Tvrd-enje sledi na osnovu Leme 3.8.12 i Teoreme 3.8.13.

Teorema 3.8.16. Neka je n ≥ 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je proširenje grupoida G6 i koja sadrži identitet

x · yz ≈ x · zy, (d).

Tada je odgovarajući varijetet za E jedan od varijeteta S2 ili N2.

Dokaz. Ako je term xy ·xz ekvivalentan po modulu E sa x · yz ili xzy, tada
se supstitucijama x 7→ yx i y 7→ xy, redom, dobijaju identiteti (a) i (c), pa
tvrd-enje sledi iz Teoreme 3.8.14 (iz identiteta (a) i (d) sledi (b)) ili Leme
3.8.15. Ostaje da se razmotri slučaj kada važi identitet xy ·xz ≈ xyz. Tada
je term x · xyz ekvivalentan sa jednim od tri linearna terma x · yz, xyz i
xzy.

Slučaj x · xyz ≈ x · yz: Tada važe svi identiteti baze za L1, ali zbog iden-
titeta (d), osobine da je varijetet N1 3-linearan varijetet i Leme 3.8.12 sledi
da je odgovarajući varijetet za E jedan od varijeteta S2 ili N2.

Slučaj x · xyz ≈ xyz: Tada je xzy ≈ x(xzy) ≈ x(xz·xy) ≈(d) x(xy·xz) ≈
x(xyz) ≈ xyz, odnosno važi identitet (c). Tvrd-enje sledi na osnovu Leme
3.8.15.

Slučaj x · xyz ≈ xzy: Tada je xzy ≈ x ·xyz ≈ x(xy ·xz) ≈(d) x(xz ·xy) ≈
x · xzy ≈ xyz, odnosno važi identitet (c). Tvrd-enje sledi na osnovu Leme
3.8.15.

3.8.2 3-kvazilinearna proširenja G6 sa xyz ≈ xzy

Neka u ovom pododeljku E predstavlja 3-kvazilinearnu jednakosnu teoriju
sa slobodnim grupoidom nad dva generatora izomorfnim sa grupoidom G6,
koja od identiteta (a), (b), (c) i (d), sadrži samo identitet

xyz ≈ xzy, (c),

jer smo u prethodnom pododeljku razmotrili ostale slučajeve.

Lema 3.8.17. Jednakosna teorija E sadrži identitet

x · xyz ≈ xyz, (1).
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Dokaz. U jednakosnoj teoriji E važi x ·xyz ≈ xyz jer u svim drugim situaci-
jama (bilo da je x · xyz ≈ x · yz ili x · xyz ≈ x · zy) se lako pokazuje da bi
važilo x · yz ≈ x · zy jer je x · xyz ≈ x · xzy.

Lema 3.8.18. Jednakosna teorija E sadrži identitete

x(y · xz) ≈ x · yz, (2)

i
x(y · zx) ≈ x · yz, (3).

Dokaz. Pretpostavimo da je x(y · xz) ≈ x · zy. Tada iz pretpostavke sledi
x · zy ≈ x(y · xz) ≈G6 x(y(x · xz)) ≈ x · xzy ≈(1) xzy, kontradikcija jer
identitet x · zy ≈ xzy ne pripada jednakosnoj teoriji E.

Pretpostavimo da je x(y · zx) ≈ x · zy. Tada iz pretpostavke sledi
x · zy ≈ x(y · zx) ≈G6 x((y · zx) · x) ≈(c) x(yx · zx) ≈ x(z · yx) ≈ x · yz,
kontradikcija jer x · zy ≈ x · yz ne pripada jednakosnoj teoriji E.

Termi x(y · xz) i x(y · zx) mogu biti ekvivalentni sa termom x · yz ili
termom xyz. Razmotrimo sve slučajeve:

Slučaj 1: x(y ·xz) ≈ xyz, (α), i x(y ·zx) ≈ xyz, (β). Tada je xy ·yz ≈(α)

x(y(x · yz)) ≈(α) x · yxz ≈(c) x · yzx ≈G6 x · yz, (γ). Iz niza ekvivalencija
x · yz ≈(γ) xy · yz ≈(c) x · yz · y ≈G6 x · yzx · y ≈(c) x · yxz · y ≈(c)

xy · yxz ≈(c) xy · yzx ≈(β) (xy)(y(z ·xy)) ≈(β) xyyz ≈ xyz sledi da identitet
x · yz ≈ xyz ∈ E, kontradikcija.

Slučaj 2: x(y · xz) ≈ xyz, (α), i x(y · zx) ≈ x · yz, (β). Dokažimo da je
xy · yz ≈ x · yz, (γ), i xy · zy ≈ xyz, (δ).

Podslučaj xy · yz ≈ x · zy: Tada je yxz ≈(α) y(x·yz) ≈G6 y(x·yz ·y) ≈(c)

y(xy · yz) ≈ y(x · zy) ≈(β) y · xz, kontradikcija.
Podslučaj xy · yz ≈ xyz: Tada je yxz ≈(α) y(x · yz) ≈G6 y(x · yz · y) ≈(c)

y(xy · yz) ≈ y · xyz ≈(c) y · xzy ≈ y · xz, kontradikcija.
Podslučaj xy · zy ≈ x · yz: Tada je y·xz ≈(β) y(x·zy) ≈G6 y(x·zy·y) ≈(c)

y(xy · zy) ≈ y(x · yz) ≈(α) yx · z, kontradikcija.
Podslučaj xy · zy ≈ x · zy: Tada je xzy ≈ xyz ≈(α) x(y ·xz) ≈(β) x(y(x ·

zy)) ≈(α) xy · zy ≈ x · zy, kontradikcija.
Tada je x · yz ≈G6 x · yz · yzx ≈(δ) (x · yz)(yz · xz) ≈(γ) x · (yz · xz) ≈(α)

x · yz · z ≈(c) xz · yz ≈(δ) xzy ≈(c) xyz, kontradikcija.
Slučaj 3: x(y ·xz) ≈ x ·yz, (α), i x(y ·zx) ≈ xyz, (β). Tada je x ·yz ≈(α)

x(y · xz) ≈G6 x(y(x · zx)) ≈(α) x(y · zx) ≈(β) xyz, kontradikcija.

Lema 3.8.19. Jednakosna teorija E sadrži identitet

x · yz · zy ≈ xyz, (4).
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Dokaz. Važi da je x ·yz ·zy ≈(c) x ·zy ·yz. Ako bi x ·yz ·zy bio ekvivalentan
sa x · yz ili x · zy tada bi na osnovu prethodnog identiteta važilo da je
x · yz ≈ x · zy, (d), što je u kontradikciji sa uslovima jednakosne teorije
E.

Lema 3.8.20. Jednakosna teorija E sadrži identitet

xy · zy ≈ xyz, (5).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je term xy·zy ekvivalentan sa jednim
od terma x · yz ili x · zy.

Slučaj xy · zy ≈ x · yz: Tada važi sledeći niz ekvivalencija xyz ≈G6 xy ·
xyz ≈(c) xy · xzy ≈ x(y · xz) ≈(2) x · yz, kontradikcija.

Slučaj xy · zy ≈ x · zy: Tada važi x·zy ≈G6 x(z ·yz) ≈ (x·yz)(z ·yz) ≈G6

x · yz · zy ≈(4) xyz, kontradikcija.

Za definisanje 3-kvazilinearne idempotentne jednakosne teorije neop-
hodno je linearizovati u toj jednakosnoj teoriji terme iz Tabele 2.1, a to
je rezultat Leme 3.8.21.

Napomena 3.8.1. Za definisanje slobodnog grupoida sa tri generatora 3-
-kvazilinearnog varijeteta koji je proširenje grupoida G6 dovoljno je defin-
isati proizvode iz Tabele 2.1 pri čemu su proizvodi (1)–(6), (7), (9), (10),
(14) i (30) iz Tabele 2.1 odred-eni na osnovu Lema 3.8.17–3.8.20 i osobina
grupoida G6, a veliki deo proizvoda ćemo odrediti pomoću Leme 3.8.21, a
preostali proizvodi se mogu lako dobiti primenom identiteta (c) i (1)–(5).

Lema 3.8.21. Neka jednakosna teorija E sadrži identitete (1)–(5), tada
u jednakosnoj teoriji E za linearan term t i S(t) ⊆ {x, y, z} važe sledeća
tvrd-enja:

(a’) identitet x · t ≈ t pripada jednakosnoj teoriji E pri čemu je u termu t
promenljiva x prva sa leve strane;

(b’) identitet x · t ≈ x · yz pripada jednakosnoj teoriji E pri čemu je u
termu t promenljiva y prva sa leve strane i z ∈ S(t);

(c’) identitet xyz · t ≈ xyz pripada jednakosnoj teoriji E;

(d’) identitet xy · t ≈ x · yz pripada jednakosnoj teoriji E pri čemu je u
termu t promenljiva y prva sa leve strane i z ∈ S(t);

(e’) identitet (x · yz) · t ≈ x · yz pripada jednakosnoj teoriji E pri čemu je
u termu t promenljiva y prva sa leve strane i z ∈ S(t);
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Dokaz.

(a’) Term t može biti oblika xuv i x · uv, gde su u, v ∈ S(t), pa je tvrd-enje
u prvom slučaju tačno na osnovu identiteta (1), a u drugom slučaju
na osnovu osobina grupoida G6.

(b’) Ako je t ∈ {yxz, yzx} tada je x·t ≈ x·(yz ·x) ≈G6 x·yz, a u preostalim
slučajevima tvrd-enje sledi na osnovu identiteta (2) i (3).

(c’) Primetimo da je
xyz · x ≈(c) xyx · z ≈G6 xyz,
xyz · y ≈(c) xyy · z ≈G6 xyz,
xyz · z ≈(c) xzy · z ≈(c) xzz · y ≈G6 xzy ≈(c) xyz,
prema tome, na osnovu identiteta (5) i Leme 2.3.3 sledi tvrd-enje.

(d’) xy · t ≈(4) x · (y · t) · (t · y) ≈(a′),(b′),G6
x · t · t ≈G6 x · t ≈(b′) x · yz.

(e’) (x · yz) · t ≈(c) (x · t) · yz ≈(b′) (x · yz) · yz ≈G6 x · yz.

Neka je a = x, b = y, c = z, d = xy, e = xz, f = yx, g = yz, h = zx,
i = zy, j = xyz, k = yxz, l = zxy, m = x · yz, n = x · zy, o = y · xz,
p = y · zx, q = z · xy, r = z · yx, i neka je

πQ8
= {{x}, {y}, {z}, {xy}, {xz}, {yx}, {yz}, {zx}, {zy},

{xyz, xzy}, {yxz, yzx}, {zxy, zyx},
{x · yz}, {x · zy}, {y · xz}, {y · zx}, {z · xy}, {z · yx}}

particija skupa Lin({x, y, z}).
Teorema 3.8.22. Postoji tačno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je proširenje grupoida G6 i kojoj pripada identitet xyz ≈ xzy,
dok joj identiteti x ·yz ≈ xzy, x ·yz ≈ x ·zy i xyz ≈ x ·yz ne pripadaju. Slo-
bodan grupoid sa tri generatora koji odgovara toj jednakosnoj teoriji je Q8,
Tabela 3.6 (proširenja grupoida Q1, . . . ,Q7, kao što smo rekli, odgovaraju
egzaktno 3-linearnim jednakosnim teorijama).

Dokaz. Na osnovu identiteta (c), (1), . . . , (5) (navedenih u ovom odeljku)
i njihovih posledica (Lema 3.8.21) zaključujemo da prava 3-kvazilinearna
jednakosna teorija kod koje je slobodan grupoid sa dva generatora G5 ima
sledeće osobine:
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Q8 a b c d e f g h i j k l m n o p q r
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b f b g f o f g p g o k p o o o p p p
c h i c q h r i h i q r l q q r r q r
d d d j d j d m j j j m j m j m m j j
e e j e j e j j e n j j n j n j j n n
f f f k f o f k k k o k k o o o k k k
g k g g k k k g p g k k p k k k p p p
h h l h q h l l h l q l l q q l l q l
i l i i l l r i l i l r l l l r r l r
j j j j j j j j j j j j j j j j j j j
k k k k k k k k k k k k k k k k k k k
l l l l l l l l l l l l l l l l l l l
m m m j m j m m j j j m j m j m m j j
n n j n j n j j n n j j n j n j j n n
o o o k o o o k k k o k k o o o k k k
p k p p k k k p p p k k p k k k p p p
q q l q q q l l q l q l l q q l l q l
r l r r l l r r l r l r l l l r r l r

Tabela 3.6: Kejlijeva tablica grupoida Q8 nad tri generatora eg-
zaktno 3-kvazilinearne jednakosne teorije koja je proširenje grupo-
ida G6 i kojoj pripada identitet xyz ≈ xzy.

(1’) x je ekvivalentan sa nelinearnim termom xx,

(2’) xy je ekvivalentan sa nelinearnim termima x · xy, x · yx, xy · x, xy · y,
xy · yx,

(3’) xyz je ekvivalentan sa nelinearnim termima i x · xyz, xy · xz, xy · zx,
xy · zy, xy · (z · yx), xyz · t, (x · yz) · z, (x · yz) · xyz, (x · yz) · xzy,
(x · yz) · zxy, (x · yz) · (z · xy), (x · yz) · (z · yx), i sa linearnim termom
xzy,

(4’) x · yz je ekvivalentan sa nelinearnim termima x · yxz, x · (y · xz),
x · (y · zx), xy · yz, xy · yxz, (x · yz) · y, (x · yz) · yxz, (x · yz) · (y · xz),
(x · yz) · (y · zx),

tj. odred-eni su svi proizvodi iz Tabele 2.1. Na osnovu Leme 3.8.11 u 3-
-kvazilinearnoj jednakosnoj teoriji E (čiji je slobodan grupoid sa dva gene-
ratora G6) termi x, y, z, xy, xz, yx, yz, zx, zy, xyz, yxz, zxy, x · yz, x · zy,
y ·xz, y ·zx, z ·xy, z ·yx su medjusobno različiti u posmatranoj jednakosnoj
teoriji. Prema tome, jedini potencijalni slobodni grupoidi sa tri generatora
prave 3-kvazilinearne jednakosne teorije sa slobodnim grupoidom G6 (nad
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skupom od dva generatora) jeste grupoid Q8. Proverom pomoću računara
utvrd-ujemo da na grupoidu Q8 važe identiteti (1), . . . , (5), xyz ≈ xzy, kao i
identiteti nad dve promenljive iz G6, odakle sledi da važe i identiteti nave-
deni u (1′), (2′), (3′) i (4′), dok identiteti x · yz ≈ xzy, x · yz ≈ x · zy i
xyz ≈ x · yz ne važe. Na osnovu Teoreme 3.1.5 i particije πQ8

zaključujemo
da postoji tačno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je
proširenje grupoida G6 i kojoj pripada identitet xyz ≈ xzy, dok joj iden-
titeti x · yz ≈ xzy, x · yz ≈ x · zy i xyz ≈ x · yz ne pripadaju, a njoj
odgovarajući slobodni grupoid sa tri generatora je grupoid Q8.

Lema 3.8.23. Jednakosne teorije L1, L2, L3 nisu podteorije egazktno 3-kva-
zilinearne jednakosne teorije koja je proširenje grupoida Q8.

Dokaz. Grupoid Q8 ne pripada varijetetu L1 jer nije tačan njen treći iden-
titet baze x·xyz ≈ x·yz na grupodu Q8. Grupoid Q8 ne pripada varijetetima
L2 i L3 jer četvrti identitet baze xy · yzx ≈ xyzu za varijetet L2 pripada
jednakosnoj teoriji L3 ali nije tačan na grupoidu Q8 jer u suprotnom sup-
stitucijom u 7→ x dobijamo da na grupoidu Q8 važi identitet x · yz ≈ xyz,
kontradikcija.

3.8.3 ∗-kvazilinearno proširenje G6 sa xyz ≈ xzy

Teorema 3.8.24. Neka je n ≥ 4 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je proširenje grupoida G6 i kojoj pripada identitet

xyz ≈ xzy, (c).

Tada je varijetet koji odgovara jednakosnoj teoriji E jednak varijetetu S2.
Ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna teorija koja je proširenje grupoida Q8.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je u ≈ x(yz)(vz). Znamo da je
S(u) = {x, y, z, v} na osnovu Lema 3.8.1. Na osnovu Lema 3.8.20, identiteta
xyz ≈ xzy i identiteta na skupu od dve promenljive lako uočavamo da važi:

σy 7→x(x · yz · vz) = xzv
σz 7→x(x · yz · vz) = xvy
σv 7→x(x · yz · vz) = xzy
σz 7→y(x · yz · vz) = xyv
σv 7→y(x · yz · vz) = x · yz
σv 7→z(x · yz · vz) = xzy

Neka je u = u1u2. Neka promenljive v1, v2 i v3 predstavljaju jednu
permutaciju promenljivih y, z, v. Razmotrimo sledeće slučajeve:
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Slučaj u1 = x: Tada u2 sadrži preostale promenljive.
Podslučaj u2 = v1 · v2v3: Supstitucijom v1 7→ x na u ≈ x(yz)(vz) i pri-

menom identiteta (c) dobijamo da je tačan identitet (a).
Podslučaj u2 = v1v2v3: Supstitucijom v3 7→ x na identitet u ≈ x(yz)(vz)

dobijamo da je tačan identitet (a).
Slučaj u1 = xv1: Supstitucijom v1 7→ x na identitet u ≈ x(yz)(vz) dobi-

jamo da je tačan identitet (a).
Slučaj u2 = v3: Tada term u1 može imati dva oblika.
Podslučaj u1 = x · v1v2: Tada je u = x(v1v2)v3 ≈(c) xv3(v1v2), tj. dobi-

jamo prethodni slučaj.
Podslučaj u1 = xv1v2: Tada supstitucijom v 7→ y na u ≈ x(yz)(vz) i

primenom identiteta (c) dobijamo da je tačan identitet (a).
Prema tome, jednakosna teorija E sadrži identitet (a). Tada važi da je

x · yz ≈(a) xyz ≈(c) xzy ≈(a) x · zy odakle sledi da identitet (d) pripada
jednakosnoj teoriji E pa na osnovu Teoreme 3.8.15 sledi da je S2 varijetet
koji odgovara jednakosnoj teoriji E. Ne postoji 4-kvazilinearna jednakosna
teorija koja je proširenje grupoida Q8 jer ona ne sadrži identitet (a) i sa
druge strane ta jednakosna teorija je proširenje grupoida G6, pa sadrži
identitet (a).

Teorema 3.8.25. Postoji tačno jedanaest egzaktno 3-kvazilinearnih jed-
nakosnih teorija koje su proširenja grupoida G6, od kojih su četiri prave
3-kvazilinearne jednakosne teorije.

Dokaz. Posledica Teoreme 2.4.1, Leme 3.8.11 i Teorema 3.8.13, 3.8.14, 3.8.16
i 3.8.22.

Teorema 3.8.26. Postoji tačno sedam egzaktno n-kvazilinearnih jednakos-
nih teorija, za n ≥ 4, odnosno ∗-kvazilinearnih jednakosnih teorija L1, L2,
L3, N1, N2, S1, S2, koje su proširenja grupoida G6, od kojih su četiri prave
n-kvazilinearne jednakosne teorije.

Dokaz. Ova Teorema je posledica sledećeg niza tvrd-enja Teoreme 2.4.1,
Leme 3.8.2, 3.1.4, Teoreme 3.8.5, Leme 3.8.6, Leme 3.8.11 i Teorema 3.8.13,
3.8.14, 3.8.16 i 3.8.24.

3.9 ∗-kvazilinearno proširenje G7

Neka je u ovom odeljku E jednakosna teorija i neka je njoj odgovarajući
varijetet V varijetet sa slobodnim grupoidom G7 nad skupom od dva ge-
neratora. Tada su u varijetetu V na osnovu Kejlijeve tablice grupoida G7
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tačni sledeći identiteti:

x ≈ xx ≈ y · xy,

xy ≈ yx.

Lema 3.9.1. Neka je n ≥ 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija
koja je proširenje grupoida G7. Tada važi da je x(y · xz) ≈ z · xy ∈ E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je u ≈ x(y · xz).
Dokažimo prvo da je S(u) = {x, y, z}.

Ako x 6∈ S(u) tada je σy 7→z(u) ≈ z i σy 7→z(x(y · xz)) ≈ x, kontradikcija.
Ako y 6∈ S(u) tada je σz 7→x(u) ≈ x i σz 7→x(x(y · xz)) ≈ y, kontradikcija.
Ako z 6∈ S(u) tada je σy 7→x(u) ≈ x i σy 7→x(x(y ·xz)) ≈ xz, kontradikcija.

Term u je različit od terma x · zy i y · xz jer bi u suprotnom imali da je
σy 7→x(u) ≈ z i σy 7→x(x(y · xz)) ≈ xz, kontradikcija.

Zaključujemo da je u = z · xy.

Lema 3.9.2. Neka je n ≥ 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija
koja je proširenje grupoida G7. Tada važi da je xy · xz ≈ x · yz ∈ E.

Dokaz. Neka je u linearan term takav da je u ≈ xy · xz.
Dokažimo prvo da je S(u) = {x, y, z}.

Ako x 6∈ S(u) tada je σy 7→z(u) ≈ z i σy 7→z(xy · xz) ≈ xz, kontradikcija.
Ako y 6∈ S(u) tada je σz 7→x(u) ≈ x i σz 7→x(xy · xz) ≈ y, kontradikcija.
Ako z 6∈ S(u) tada je σy 7→x(u) ≈ x i σy 7→x(xy · xz) ≈ z, kontradikcija.

Term u je različit od terma y · xz i z · xy jer bi u suprotnom imali da je
σz 7→y(u) ≈ x i σz 7→y(xy · xz) ≈ xy, kontradikcija.

Lema 3.9.3. Neka je n ≥ 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija
koja je proširenje grupoida G7. Tada važi da je xyzux ≈ yuz ∈ E.

Dokaz. Neka je t linearni term ekvivalentan sa xyzux i S(t) ⊆ {x, y, z, u}.
Dokažimo da je S(t) = {y, z, u}.

Neka y 6∈ S(t). Tada je σz 7→x(σu7→x(t)) ≈ σz 7→x(σu 7→x(xyzux)), odakle
sledi da je x ≈ y, kontradikcija.

Neka z 6∈ S(t). Tada je σy 7→x(σu 7→x(t)) ≈ σy 7→x(σu7→x(xyzux)), odakle
sledi da je x ≈ xz, kontradikcija.

Neka u 6∈ S(t). Tada je σy 7→x(σz 7→x(t)) ≈ σy 7→x(σz 7→x(xyzux)), odakle
sledi da je x ≈ u, kontradikcija.

Pretpostavimo da x ∈ S(t). Tada je term t zbog komutativnosti ekviva-
lentan sa jednim od terma x(v1 · v2v3), xv1 · v2v3, x · v1v2 · v3, xv1v2v3 gde
je S(t) = {x, v1, v2, v3}.
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Slučaj t = x(v1 · v2v3): Korǐsćenjem Leme 3.9.1 dobijamo kontradikciju
jer je σv1 7→x(σv2 7→v3(t)) ≈ v3 i σv1 7→x(σv2 7→v3(xyzux)) ≈ t′ ∈ {x, xv3}.

Slučaj t = xv1 · v2v3: Koristićemo Lemu 3.9.1 i Lemu 3.9.2. Ako je v1 =
y, tada je σy 7→z(σu7→z(t)) ≈ x i σy 7→z(σu7→z(xyzux)) ≈ z, kontradikcija.
Ako je v1 6= y, tada je σy 7→x(σu7→z(t)) ≈ xz i σy 7→x(σu7→z(xyzux)) ≈ x,
kontradikcija.

Slučaj t = x · v1v2 · v3: Korǐsćenjem Leme 3.9.1 dobijamo kontradikciju
jer je σv1 7→x(σv2 7→v3(t)) ≈ v3 i σv1 7→x(σv2 7→v3(xyzux)) ≈ t′ ∈ {x, xv3}.

Slučaj t = xv1v2v3: Tada dobijamo da je σv2 7→x(σv1 7→v3(t)) ≈ v3 i da je
σv2 7→x(σv1 7→v3(xyzux)) ≈ t′ ∈ {x, xv3}, kontradikcija.

Prema tome, S(t) = {y, z, u}. Ako je t ≈ yzu ili t ≈ uzy, tada na osnovu
Leme 3.9.1 dobijamo da je σu 7→y(t) ≈ z i σu7→y(xyzux) ≈ yz, kontradikcija.
Jedini mogući slučaj je t ≈ yuz.

Lema 3.9.4. Neka je n ≥ 3 i neka je E n-kvazilinearna jednakosna teorija
koja je proširenje grupoida G7. Tada važi da je xzyt ≈ xtyz ∈ E.

Dokaz. xzyt ≈ zxyt ≈ zxytzz ≈ xtyz.

Posledica 3.9.5. Jednakosna teorija generisana identitetima IdG7(x, y) i
xzyt ≈ xtyz je podteorija svake n-kvazilinearne jednakosne teorije koja je
proširenje grupoida G7.

Napomena 3.9.1. Kako u jednakosnoj teoriji E važi zakon komutativnosti
tada se svi proizvodi iz Tabele 2.1 mogu odrediti (”linearizovati”) na osnovu
definisanosti proizvoda:

x · x ≈ x,

xy · x ≈ xy ·E x,

x · xyz ≈ x ·E xyz,

xy · xz ≈ xy ·E xz,

xyz · xzy ≈ xyz ·E xzy,

koji su u Tabeli 2.1 navedeni redom pod brojevima (1), (4), (7), (11) i (20).
Neka je a = x, b = y, c = z, d = xy, e = xz, f = yz, g = xyz, h = xzy,

i = yzx, i neka je

πD = {{x}, {y}, {z}, {xy, yx}, {xz, zx}, {yz, zy},
{xyz, yxz, z · xy, z · yx},
{xzy, zxy, y · xz, y · zx},
{yzx, zyx, x · yz, x · zy}}
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D a b c d e f g h i

a a d e b c i h g f
b d b f a h c i e g
c e f c q a b d i h
d b a g d i h c f e
e c h a i e g f b d
f i c b h g f e d a
g h i d c f e g a b
h g e i f b d a h c
i f g h e d a b c i

Tabela 3.7: Kejlijeva tablica slobodnog grupoida D nad tri genera-
tora egzaktno 3-kvazilinearne jednakosne teorije koja je proširenje
grupoida G7.

particija skupa Lin({x, y, z}).
Teorema 3.9.6. Postoji tačno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna
teorija čija je slobodan grupoid sa dva generatora izomorfna sa G7; njoj
odgovarajući slobodan grupoid sa tri generatora je grupoid D (Tabela 3.7).

Dokaz. Na osnovu tvrd-enja Leme 3.9.4 zaključujemo da 3-kvazilinearna jed-
nakosna teorija koja je proširenje grupoida G7 ima sledeće osobine:

(1’) x je ekvivalentan sa nelinearnim termima x · x, xy · x, xyz · xzy,

(2’) xy je ekvivalentan sa linearnim termom yx,

(3’) xyz je ekvivalentan sa linearnim termima yxz, z · xy, z · yx.

(4’) xzy je ekvivalentan sa nelinearnim termima x · xyz,

(5’) yzx je ekvivalentan sa nelinearnim termima xy · xz.

Iz gore navedenih osobina i Napomene 3.9.1 sledi da su svi proizvodi t1 · t2
za linearne terme t1 i t2 na skupu od tri promenljive odred-eni (”linearizo-
vani”) za potencijalnu 3-kvazilinearnu jednakosnu teoriju koja je proširenje
grupoida G7 sa dva generatora. Pokažimo da postoji tačno jedno egzaktno
3-kvazilinearno proširenje. Prava 3-kvazilinearna jednakosna teorija (kod
koje je slobodan grupoid sa dva generatora G7) ne sadrži identitete x ≈ xy,
x ≈ yx, pa zaključujemo da su termi x, y, z, xy, xz, yz, xyz, xzy, zyx
medjusobno različiti u posmatranoj jednakosnoj teoriji jer bi u suprotnom
iz identiteta:
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• x ≈ yz primenom supstitucije z 7→ y dobili da važi identitet x ≈ y,

• x ≈ xyz primenom supstitucije y 7→ x dobili da važi identitet x ≈ xy,

• x ≈ xzy, primenom supstitucije z 7→ x dobili da važi identitet x ≈ xy,

• x ≈ yzx, primenom supstitucije z 7→ y dobili da važi identitet x ≈ yx,

• xy ≈ xz, primenom supstitucije z 7→ x dobili da važi identitet xy ≈ x,

• xy ≈ xyz primenom supstitucije z 7→ y dobili da važi identitet xy ≈ x,

• xy ≈ yzx primenom supstitucije z 7→ x dobili da važi identitet xy ≈ y,

• xyz ≈ xzy primenom supstitucije z 7→ x dobili da važi identitet y ≈
xy,

• xyz ≈ zyx primenom supstitucije y 7→ x dobili da važi identitet xz ≈
z.

Prema tome, jedini potencijalni slobodni grupoid sa tri generatora 3-kva-
zilinearne jednakosne teorije koja je proširenje grupoida G7 (nad skupom
od dva generatora) je grupoid D. Proverom pomoću računara utvrd-ujemo
da na grupoidu D važe identiteti xx ≈ x, xy ≈ yx, xy · x ≈ y i iz Leme
3.9.4 identitet xzyt ≈ xtyz, odakle sledi da važe i identiteti navedeni u (1′),
(2′), (3′), (4′) i (5′). Na osnovu Teoreme 3.1.5 i particije πD zaključujemo
da postoji tačno jedna egzaktno 3-kvazilinearna jednakosna teorija koja je
proširenje grupoida G7, a njoj odgovarajući slobodni grupoid sa tri genera-
tora je grupoid D.

Neka je D varijetet čija je odgovarajuća jednakosna teorija ED generi-
sana identitetima:

(D1) xx ≈ x

(D2) xy ≈ yx

(D3) x · xy ≈ y

(D4) xzyt ≈ xtyz

Lema 3.9.7. Jednakosna teorija ED sadrži sledeće identitete:

(5) xzyx ≈ xyz

(6) xy · zt ≈ xz · yt
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Dokaz. (5) xzyx ≈(D4) xxyz ≈(D2) xyz,

(6) xy · zt ≈(5) (x · zt · y)x ≈ ztxyx ≈ tzxyx ≈(D4) tyxzx ≈(D2),(5) xz · yt,

Lema 3.9.8. Neka je x promenljiva koja se u termu t pojavljuje bar dva
puta i neka je t1 podterm terma t takav da sadrži dve promenljive x i |t1|
ima minimalnu vrednost. Tada postoji term t′ takav da su ispunjeni sledeći
uslovi:

• identitet t′ ≈ t pripada jednakosnoj teoriji ED,

• sve promenljive različite od x se pojavljuju jednak broj puta u termima
t′ i t,

• broj pojavljivanja promeljive x u termu t′ je manji nego u termu t
ili je broj pojavljivanja promenljive x u termima t′ i t isti ali postoji
podterm t′1 terma t′ koji sadrži dve promenljive x i |t′1| < |t1|.

Dokaz. Neka je t1 = (u1u2)(u3u4) gde se promenljiva x nalazi u podtermima
u1 i u3, tada je t1 ≈(6) (u1u3)(u2u4) = t′1. Prema tome, term t′ koji se dobija
od terma t zamenom podterma t1 sa termom t′1 ispunjava uslove tvrd-enja.

Neka je t1 = u1u2u3x gde se promenljiva x nalazi u podtermu u1, tada
je t1 ≈(D4) u1xu3u2 = t′1. Prema tome, term t′ koji se dobija od terma t
zamenom podterma t1 sa termom t′1 ispunjava uslove tvrd-enja.

Neka je t1 = xu1x, tada je t1 ≈(D2) x · xu1 ≈(D3) u1 = t′1. Prema
tome, term t′ koji se dobija od terma t zamenom podterma t1 sa termom t′1
ispunjava uslove tvrd-enja.

Neka je t1 = xx, tada je t1 ≈(D1) x = t′1. Prema tome, term t′ koji
se dobija od terma t zamenom podterma t1 sa termom t′1 ispunjava uslove
tvrd-enja.

Sve preostale mogućnosti za term t1 se pomoću identiteta (D2) mogu
svesti na neki od prethodnih slučajeva.

Lema 3.9.9. Jednakosna teorija ED je ∗-kvazilinearna.

Dokaz. Neka term t sadrži vǐse puta promenljivu x. Tada konačnom pri-
menom Leme 3.9.8 dobijamo term t′ koji je ekvivalentan sa termom t u
jednakosnoj teoriji ED i važi da je |t| − 1 ≥ |t′|. Ako term t′ nije linearan
ponavljanjem ovog postupka doći ćemo do linearnog terma jer se dužina
ekvivalentnih terma koje dobijamo na ovaj način stalno smanjuje.
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Teorema 3.9.10. Postoji tačno jedan ∗-kvazilinearan varijetet D sa slo-
bodnim grupoidom G7 nad dva generatora. Njegov jedini pravi podvarijetet
je trivijalni varijetet. Varijetet D je generisan slobodnim grupoidom G7

koji je ujedno prost grupoid. Jednakosna teorija ED je takod-e generisana
identitetima:

xx ≈ x,

xy ≈ yx,

x · xy ≈ y,

xy · zu ≈ xz · yu.

Dokaz. Obeležimo sa V varijetet čija odgovarajuća jednakosna teorija je ge-
nerisana gore navedenim identitetima. Na osnovu Leme 3.9.7 imamo da je
D ⊆ V. Pokazano je u [17] i takod-e u [18] da je varijetet V minimalan vari-
jetet. Kako varijetet D sadrži grupoid G7 sledi da varijetet D nije trivijalan
i važi D = V. Prema tome varijetet D je generisan poddirekto nesvodljivim
grupoidom G7. Na osnovu Leme 3.9.9 varijetet D je ∗-kvazilinearan. Na os-
novu Leme 3.9.4 varijetet D je jedini ∗-kvazilinearni varijetet sa slobodnim
grupoidom G7 nad dva generatora.

Posledica 3.9.11. Za svako n ≥ 3, postoji tačno jedna n-kvazilinearna
jednakosna teorija E koja je proširenje grupoida G7.

Dokaz. Na osnovu Posledice 3.9.5 i Teoreme 3.9.10 imamo da je E = ED.

3.10 Ured-enje i generǐsući grupoidi idempoten-
tnih ∗-kvazilinearnih varijeteta

Neka su N1, N2, S1, S2, S3, S4 i S5 varijeteti definisani na stranici 43. Kao
rezultat prethodnih odeljaka imamo sledeće tvrd-enje.

Teorema 3.10.1. Postoji tačno 28 idempotentnih ∗-kvazilinearnih varije-
teta, a to su: L1, L2, L3, N1, N2, S1, S2, S3, S4, S5, R, W, VA, VB, VC , D,
L∂

1 , L∂
2 , L∂

3 , N ∂
1 , N ∂

2 , S∂
1 , S∂

2 , S∂
3 , W∂, V∂

A, V∂
B, V∂

C . Varijeteti L3 i L∂
3 su

inherntno beskonačno bazirani, a svih preostalih 26 varijeteta imaju konačnu
bazu. Slika 3.1 predstavlja inkluzivno ured-enje svih 28 ∗−kvazilinearnih va-
rijeteta.
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Slika 3.1: Ured-enje idempotentnih ∗-kvazilinearnih varijeteta.

Dokaz. Dokaz sledi na osnovu sledećeg niza tvrd-enja: Teoreme 3.2.1, Teo-
reme 2.6.1, Teoreme 3.4.2, Teoreme 3.4.3, Teoreme 3.5.3, Teoreme 3.6.5,
Teoreme 3.7.23, Teoreme 3.8.26, Teoreme 3.9.10.

Teorema 3.10.2. Za svako n ≥ 4 postoji 28 idempotentnih n-kvazilinearnih
varijeteta. Postoji tačno 60 idempotentnih egzaktnih 3-kvazilinearnih vari-
jeteta. Postoji beskonačno mnogo idempotentnih 3-kvazilinearnih varijeteta.

Dokaz. Dokaz broja idempotentnih n-kvazilinearnih varijeteta sledi na os-
novu sledećeg niza tvrd-enja: Teoreme 3.2.1, Teoreme 3.4.2, Teoreme 3.4.3,
Posledica 3.5.4, Posledica 3.6.6, Posledica 3.7.24, Teoreme 3.8.26, Posle-
dica 3.9.11. Na osnovu Teoreme 3.7.10 i Teoreme 3.8.25 i gore navedenih
tvrd-enja dobijamo da ima 60 idempotentnih egzaktnih 3-kvazilinearnih va-
rijeteta. Beskonačnost broja idempotentnih 3-kvazilinearnih varijeteta sledi
iz Leme 3.8.10.

Primetimo da idempotentne 3-kvazilinearne jednakosne teorije nisu opi-
sane u slučaju proširenja grupoida G5 i G6.
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Teorema 3.10.3. ∗-kvazilinearan varijetet W je generisan poddirektno nes-
vodljivim grupoidom GW.

GW a b c

a a a a
b c b b
c b c c

Dokaz. Grupoid GW dobijamo od grupoida W tako što je GW ∼= W/ρ, gde
je ρ = (x y xy xz yx yz xyz yxz)(z zxy)(zx zy) kongruencija na W. Gru-
poid GW je poddirektno nesvodljiv grupoid kod koga je monolit generisan
ured-enim parom 〈b, c〉. Kako grupoid GW nije levo nulta polugrupa, jer je
ba 6= b, sledi da grupoid ne pripada varijetetu S3, ali on pripada varijetetu
W. Prema tome, na osnovu Teoreme 3.10.1 grupoid GW generǐse varijetet
W.

Teorema 3.10.4. ∗-kvazilinearan varijetet VC je generisan poddirektno nes-
vodljivim grupoidom GVC

.

GVC
a b c

a a a a
b c b b
c c c c

Dokaz. Grupoid GVC
dobijamo od grupoida P14 tako što je GVC

∼= P14/ρ,
gde je ρ = (abdefgjk)(c)(hil) kongruencija na P14. Grupoid GVC

je pod-
direktno nesvodljiv grupoid kod koga je monolit generisan ured-enim parom
〈b, c〉. Kako grupoid GVC

nije levo nulta polugrupa, jer je ba 6= b, sledi da
grupoid ne pripada varijetetu S3, ali on pripada varijetetu VC . Prema tome,
na osnovu Teoreme 3.10.1 grupoid GVC

generǐse varijetet VC .

U radu [13] su opisani svi poddirektno nesvodljivi grupoidi za varijetete
S2, S3 i R. Pokazano je da varijetet S3 ima dva poddirektno nesvodljiva
grupoida (trivijalan grupoid i dvoelementnu levo nultu polugrupu), S2 ima
četiri poddirektno nesvodljiva grupoida (trivijalan grupoid, trivijalan gru-
poid proširen sa nulom, dvoelementnu levo nultu polugrupu i dvoelementnu
levo nultu polugrupu proširenu sa nulom) i R ima tri poddirektno nes-
vodljiva grupoida (trivijalan grupoid, dvoelementnu levo nultu polugrupu i
dvoelementnu deso nultu polugrupu).

Teorema 3.10.5. ∗-kvazilinearan varijeteti S5, S4, S3 i S2 su generisani
redom poddirektno nesvodljivim trivijalnim grupoidom, poddirektno nesvod-
ljivim trivijalnim grupoidom proširenim sa nulom, poddirektno nesvodljivom
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dvoelementnom levo nultom polugrupom i poddirektno nesvodljivom dvoele-
mentnom levo nultom polugrupom proširenom sa nulom. ∗-kvazilinearan
varijeteti pravougaonih traka R nema poddirektno nesvodljiv generǐsući gru-
poid već je generisan poddirektno nesvodljivim generǐsućim grupoidima va-
rijeteta S3 i S2.

Lema 3.10.6. ∗-kvazilinearan varijetet N1 je generisan grupoidom GN1.

GN1 a b c d e

a a a a a a
b d b b d d
c a b c e e
d d d d d d
e e e e e e

Dokaz. Kako na varijetetima N2 i S1 (na Slici 3.1 predstavljeni kao jedini
varijeteti koje pokriva varijetet N1) važe linearni identiteti, redom, w ·xy ≈
w·yx i xyz ≈ x·yz, dobijamo da GN1 /∈ N2∪S1 jer je c·ab 6= c·ba i cba 6= c·ba,
ali GN1

∼= Q1/ρ gde je ρ = (adehjlmpqt)(bfi)(c)(gknors)(u) kongruencija
na grupoidu Q1. Prema tome, kako imamo da grupoid Q1 ∈ N1, na osnovu
Teoreme 3.10.1 sledi da je varijetet N1 generisan grupoidom GN1 .

Primetimo da grupoid GN1 nije poddirektno nesvodljiv a sve njegove
netrivijalne homomorfne slike su sadržane u S1∪N2. Pokažimo u narednim
tvrd-enjima da ne postoji poddirektno nesvodljiv grupoid koji je homomorfna
slika slobodnog grupoida Q1 i koji je generatorni grupoid varijeteta N1.

Lema 3.10.7. Neka je G grupoid iz varijeteta N1 sa tri generatora a, b, c.
Tada ako na grupoidu G ne važi identitet z · xy ≈ z · yx ili identitet xyz ≈
x ·yz, tada za svaki identitet od ova dva koji ne važi postoji valuacija

(
x y z
d e f

)
takva da je {d, e, f} = {a, b, c} i za koju neće važiti posmatrani identitet.

Dokaz. Neka identitet z · xy ≈ z · yx nije tačan za valuaciju z = d, x = e,
y = f . Tada se d, e, f mogu pretstaviti kao linearni proizvodi genera-
tora. Varijetet N1 je podvarijetet od varijeteta L1 za koji su opisana sva
skraćivanja promenljivih u podpododeljku 2.4.2. Svaki od generatora je
zastupljen u bar jednom od linearnih proizvoda koji predstavljaju elemente
d, e, f jer bi u suprotnom važila jednakost d · ef = d · fe. Element d mora
biti neki od generatora jer bi u suprotnom opet bilo d · ef = d · fe. Dalje,
kako se d · ef i d ·fe mogu pretstaviti kao različiti linearni proizvodi genera-
tora ostaje nam da za e i f možemo na jedinstven način izabrati preostale
generatore (bez d). Na sličan način se analizira i identitet xyz ≈ x · yz.
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Lema 3.10.8. Neka je G grupoid iz varijeteta N1 sa tri generatora a, b, c.
Ako na grupoidu G važi da je a·bc 6= a·cb tada za kongruenciju ρ1 generisanu
ured-enim parom 〈a·bc, a·cb〉 važi da je ρ1 = 4G∪{〈a·bc, a·cb〉, 〈a·cb, a·bc〉}.
Ako na grupoidu G važi da je ab·c 6= a·bc tada za kongruenciju ρ2 generisanu
ured-enim parom 〈ab·c, a·bc〉 važi da je ρ2 = 4G∪{〈ab·c, a·bc〉, 〈a·bc, ab·c〉}.

Dokaz. Neka je d proizvoljan element iz skupa G koji je jednak nekom line-
arnom proizvodu generatora iz G.

Pretpostavimo da je a · bc 6= a · cb. Tada na osnovu osobina slobodnog
grupoida Q1 imamo da je (a · bc) · d = a · bc i (a · cb) · d = a · cb, prema tome,
važi da je 〈(a · bc) · d, (a · cb) · d〉 ∈ ρ1. Takod-e na osnovu osobina slobodnog
grupoida Q1 imamo da je d · (a · bc) = d · (a · cb) akko d 6= a. Ako je d = a
tada važi da je 〈d · (a · bc), d · (a · cb)〉 = 〈a · bc, a · cb〉 ∈ ρ1. Prema tome ρ1

je kongruencija na grupoidu G.
Pretpostavimo da je ab · c 6= a · bc. Tada na osnovu osobina slobodnog

grupoida Q1 imamo da je (ab · c) · d = ab · c i (a · bc) · d = a · bc, a na osnovu
identiteta w(xy ·z) ≈ w(x ·yz) imamo da je d ·(ab ·c) = d ·(a ·bc) odakle sledi
da je 〈(ab · c) ·d, (a · bc) ·d〉, 〈d · (ab · c), d · (a · bc)〉 ∈ ρ2, tj. ρ2 je kongruencija
na grupoidu G.

Teorema 3.10.9. Neka je G grupoid iz varijeteta N1 sa tri generatora
a, b, c. Ako na grupoidu G ne važe identiteti w · xy ≈ w · yx i xyz ≈ x · yz,
tada grupoid G nije poddirektno nesvodljiv grupoid.

Dokaz. Na osnovu Leme 3.10.7 imamo da postoje a1, b1, c1, a2, b2, c2 takvi da
je {a1, b1, c1} = {a2, b2, c2} = {a, b, c}, a1 ·b1c1 6= a1 ·c1b1 i a2b2 ·c2 6= a2 ·b2c2.

Ako je {a1 · b1c1, a1 · c1b1} 6= {a2b2 · c2, a2 · b2c2} tada tvrd-enje sledi na
osnovu Leme 3.10.8 jer postoje kongruencije različite od dijagonale a njihov
presek je dijagonala.

Pretpostavimo sada da je {a1 · b1c1, a1 · c1b1} = {a2b2 · c2, a2 · b2c2} i
neka je a1 · b1c1 = t1, a1 · c1b1 = t2 i {t1, t2} = {a2b2 · c2, a2 · b2c2}. Tada
na osnovu identiteta w(xy · z) ≈ w(x · yz) iz varijeteta N1 imamo da je
a1 · b1c1 = a1 · (a1 · b1c1) = a1 · t1 = a1 · t2 = a1 · (a1 · c1b1) = a1 · c1b1,
kontradikcija.

Pronad-imo poddirektno nesvodljiv grupoid sa četiri generatora koji će
biti generǐsući grupoid za varijetet N1.

Teorema 3.10.10. ∗-kvazilinearan varijetet N1 je generisan poddirektno
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nesvodljivim grupoidom G′
N1

.

G′
N1

a b c d e f

a a a a a a a
b d b b d d b
c a b c e e c
d d d d d d d
e e e e e e e
f a b f d d f

Dokaz. Pokažimo da grupoid G′
N1

pripada HSP (GN1) = N1 (Lema 3.10.6).
Neka je grupoid G jedanaestoelementni podgrupoid grupoida GN1 ×GN1

generisan ured-enim parovima 〈a, a〉, 〈a, b〉, 〈a, c〉, 〈b, c〉 ali zbog jednostavno-
sti zapisa grupoida G elemente ćemo obeležiti na sledeći način: 〈a, a〉 7→ a;
〈a, b〉 7→ b; 〈a, c〉 7→ c; 〈a, d〉 7→ d; 〈a, e〉 7→ e; 〈b, c〉 7→ f ; 〈d, a〉 7→ g;
〈d, b〉 7→ h; 〈d, c〉 7→ i; 〈d, d〉 7→ j; 〈d, e〉 7→ k.

G a b c d e f g h i j k

a a a a a a a a a a a a
b d b b d d b d b b d d
c a b c e e c a b c e e
d d d d d d d d d d d d
e e e e e e e e e e e e
f g h i k k f g h i k k
g g g g g g g g g g g g
h j h h j j h j h h j j
i g h i k k i g h i k k
j j j j j j j j j j j j
k k k k k k k k k k k k

Grupoid G′
N1

dobijamo od grupoida G tako što je G′
N1
∼= G/ρ, gde je

ρ = (ag)(bh)(c)(djk)(e)(fi) kongruencija na G. Grupoid G′
N1

je poddirek-
tno nesvodljiv grupoid kod koga je monolit generisan ured-enim parom 〈d, e〉.
Grupoid G′

N1
nije polugrupa jer je cba 6= c · ba, i na njemu ne važi identitet

w · xy ≈ w · yx jer je c · ab 6= c · ba, sledi da grupoid ne pripada varijetetima
S1 i N2, ali pripada varijetetu N1. Prema tome, na osnovu Teoreme 3.10.1
grupoid G′

N1
generǐse varijetet N1.

Teorema 3.10.11. Varijetet N2 je generisan poddirektno nesvodljivim gru-
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poidom GN2.
GN2 a b c d

a a d c d
b b b b b
c c b c b
d d d d d

Dokaz. Grupoid GN2 dobijamo od grupoida Q1 tako što je GN2
∼= Q1/ρ,

gde je ρ = (a)(bfgiklmnorstu)(ceh)(djpq) kongruencija na Q1. Grupoid
GN2 je poddirektno nesvodljiv grupoid kod koga je monolit generisan ure-
d-enim parom 〈b, d〉. Kako grupoid GN2 nije polugrupa, jer je acb 6= a · cb,
sledi da grupoid ne pripada varijetetu S2, ali se lako proverava da važi
identitet w · xy ≈ w · yx. Prema tome, na osnovu Teoreme 2.6.1 grupoid
GN2 generǐse varijetet N2.

Poddirektno nesvodljive generatorne grupoide za varijetete:

• L1, L2, L3 smo predstavili u Teoremi 2.6.2 i Teoremi 2.6.3,

• VA, VB smo predstavili u Teoremi 3.7.23,

• D smo predstavili u Teoremi 3.9.10,

• S1 smo predstavili u Lemi 3.8.12.

3.11 Rezidualne granice idempotentnih ∗-kvazili-
nearnih varijeteta

U ovom odeljku ćemo predstaviti rezidualne granice svih idempotentnih ∗-
-kvazilinearnih varijeteta (Tabela 3.8)

Varijetet V i V∂ imaju iste rezidualne granice. U prethodnom odeljku
smo rekli da su u radu [13] za varijetete S2, S3 i R opisani svi poddirektno
nesvodljivi grupoidi pa su samim tim i odred-ene njihove rezidualne granice.
U Primeru 1.5.1 smo rekli da varijetet S4 (varijetet polumreža) ima rezi-
dualnu granicu 3. Kako varijetet S1 sadrži J.A.Gerhardov grupoid G(a)

(Lema 3.8.12) koji za svaki kardinal κ generǐse poddirektno nesvodljiv gru-
poid reda većeg od κ sledi da svi varijeteti koji imaju kao podvarijetet S1

su rezidualno veliki, tj. varijeteti S1, L1, L2, L3, N1 su rezidualno veliki.
Varijetet D je generisan svojim prostim slobodnim grupoidom G7 (Teo-

rema 3.9.10). Kako baza varijeteta D, navedena u odeljku 3.9, sadrži iden-
titete (D1) xx ≈ x, (D2) xy ≈ yx, (D3) x · xy ≈ y, sledi da je grupoid G7

Štajnerova kvazigrupa. Quackenbush je pokazao sledeće tvrd-enje.
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Varijetet Rezidualna granica

S5 2

S3, S∂
3 , S4, R, 3

S2, S∂
2 , VC , V∂

C , D, 4

W, W∂ 5

L1, L2, L3, N1, N2, S1, VA, VB,
L∂

1 , L∂
2 , L∂

3 , N ∂
1 ,N ∂

2 ,S∂
1 , V∂

A, V∂
B

rezidualno velik

Tabela 3.8: Rezidualna granica idempotentnih ∗-kvazilinearnih
varijeteta.

Teorema 3.11.1 ([36], Teorema 5.9). Neka su A1, . . . ,An po parovima
neizomorfne konačne proste planarne Štajnerove kvazigrupe ili Štajnerove
lupe. Tada je V(A1, . . . ,An) = PS(A1, . . . ,An).

Na osnovu Teoreme 3.11.1 imamo da je D = V(G7) = PS(G7) pa su u
varijetetu D jedini poddirektno nesvodljivi grupoidi G7 i trivijalan grupoid.

U narednim pododeljcima ćemo pronaći rezidualne granice za preostale
idempotentne ∗-kvazilinearne varijetete N2, W, VA, VB, VC .

Uvedimo još neke oznake koje ćemo koristiti dalje u radu.
Neka a, b ∈ G i j ∈ κ, tada element aκ

j 7→b iz Gκ definǐsemo na sledeći
način

aκ
j 7→b(i) =

{
a, za sve i ∈ κ \ {j};
b, za i = j.

Neka α ∈ Gκ i e, f ∈ G, tada element αe7→f iz Gκ definǐsemo na sledeći
način

αe7→f (i) =
{

α(i), ako je α(i) 6= e;
f, ako je α(i) = e.

3.11.1 Rezidualne granice varijeteta N2, VA, VB

Teorema 3.11.2. Varijetet N2 = HSP (GN2) sadrži beskonačne poddirek-
tno nesvodljive algebre čije kardinalnosti nisu ograničene. Drugim rečima,
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varijetet N2 je rezidualno velik.

GN2 a b c d

a a d c d
b b b b b
c c b c b
d d d d d

Dokaz. Grupoid GN2 je generatorni grupoid za varijetet N2 na osnovu
Teoreme 3.10.11. Neka je κ proizvoljan kardinal. Posmatrajmo grupoid
G = Gκ

N2
i obeležimo sa bκ i dκ elemente grupoida G takve da je bκ(i) = b

i dκ(i) = d za sve i ∈ κ. Definǐsimo relaciju ρ na grupoidu Gκ
N2

na sledeći
način: xρy ako i samo ako važi jedan od sledećih uslova

1. x = y,

2. {x, y} = {bκ, dκ},
3. {x, y} ∩ {bκ, dκ} = ∅,

d ∈ x(κ), d ∈ y(κ),
x(κ) 6⊆ {a, d}, y(κ) 6⊆ {a, d},
{x(i), y(i)} ∈ {{a}, {b}, {c}, {d}, {b, d}}, za sve i ∈ κ.

Ovako definisana relacija ρ je relacija ekvivalencije i ima bar 2κ klasa ek-
vivalencije. Pokažimo da je ρ kongruencija na grupoidu G. Dovoljno je
pokazati za sve x, y, z ∈ G da važi: ako je xρy onda je xzρyz i zxρzy.

Neka je xρy tada je zbog definicije relacije ρ i osobine da su u grupoidu
GN2 kolone elemenata b i d jednake sledi da je zx = zy.

Ako je x = bκ i y = dκ, tada je xz = x i yz = y jer su b i d leve nule u
grupoidu GN2 . Neka su x i y različiti elementi iz G i {x, y} ∩ {bκ, dκ} = ∅.
Tada d ∈ x(κ) ∩ y(κ) i kako je element d leva nula u grupoidu GN2 tada
d ∈ xz(κ) ∩ yz(κ). Kako je xρy sledi da je {b, c} ∩ x(κ) 6= ∅, ali kako
je {b, c} · G = {b, c} sledi da je {b, c} ∩ xz(κ) 6= ∅, tj. xz(κ) 6⊆ {a, d}.
Analogno se pokazuje da yz(κ) 6⊆ {a, d}. Ako je x(i) 6= y(i) tada je
{x(i), y(i)} = {b, d} odakle sledi da je {xz(i), yz(i)} = {b, d}. Prema tome,
{xz(i), yz(i)} ∈ {{a}, {b}, {c}, {d}, {b, d}}, za sve i ∈ κ. Ovim smo pokazali
da je ρ kongruencija na G.

Primetimo da za x, y ∈ G ako je x(κ) = y(κ) = {b, d} onda je xρy.
Pokažimo sada da je G�ρ poddirektno nesvodljiv grupoid. Neka je

kongruencija θ ∈ Con(G) takva da je ρ ( θ. Pokažimo da je 〈bκ, p〉 ∈ θ gde
za p ∈ G važi da je p(κ) = {b, d}. Neka su x, y ∈ G takvi da je 〈x, y〉 ∈ θ \ρ.
Razmotrimo sada sve slučajeve:
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Prvi slučaj: Neka postoji j ∈ κ takav da je {x(j), y(j)} ∈ P2({a, b, c, d})\
{b, d} gde P2(X) predstavlja skup svih dvočlanih podskupova skupa X.
Tada je bκ

j 7→ax(i) = bκ
j 7→ay(i) = b za sve i ∈ κ \ {j} i {bκ

j 7→ax(j), bκ
j 7→ay(j)} ∈

P2({a, c, d}). Ako c ∈ {bκ
j 7→ax(j), bκ

j 7→ay(j)} tada je

{bκ
j 7→axdκ, bκ

j 7→aydκ} = {bκ, bκ
j 7→d},

prema tome, 〈bκ, bκ
j 7→d〉 ∈ θ. Ako je {bκ

j 7→ax(j), bκ
j 7→ay(j)} = {a, d} tada je

{bκ
j 7→axcκdκ, bκ

j 7→aycκdκ} = {bκ, bκ
j 7→d},

prema tome, 〈bκ, bκ
j 7→d〉 ∈ θ.

Drugi slučaj: Neka za svako i ∈ κ važi

{x(i), y(i)} ∈ {{a}, {b}, {c}, {d}, {b, d}}.

Na osnovu pretpostavke za x i y imamo da je x 6= y, {x, y} 6= {bκ, dκ}.
Ako je x = bκ sledi da je y(κ) = {b, d}, pa je bκ = x θ y ρ bκ

j 7→d za
proizvoljno j ∈ κ, prema tome, 〈bκ, bκ

j 7→d〉 ∈ θ. Analogno se dokazuje za
x = dκ.

Neka je {x, y} ∩ {bκ, dκ} = ∅. Pretpostavimo da d 6∈ x(κ) i d 6∈ y(κ), ali
to znači na osnovu pretpostavke drugog slučaja da je x = y, kontradikcija.
Neka je d ∈ x(κ) i d 6∈ y(κ), tada postoji j ∈ κ tako da je x(j) = d i y(j) = b.
Tada važi da je bκ = yya 7→cb

κ θ xya 7→cb
κ i kako je xya7→cb

κ(κ) = {b, d} sledi
da je 〈bκ, bκ

j 7→d〉 ∈ θ. Analogno se pokazuje slučaj kada je d 6∈ x(κ) i d ∈ y(κ).
Neka je sada {x, y} ∩ {bκ, dκ} = ∅ i d ∈ x(κ), d ∈ y(κ). Pretpostavimo

da je x(κ) ⊆ {a, d}. Tada je bκ ρ dκ = xbκ θ ybκ, a kako je ybκ(κ) = {b, d}
sledi da je 〈bκ, bκ

j 7→d〉 ∈ θ. Analogno se pokazuje slučaj kada je y(κ) ⊆ {a, d}.
Grupoid G�ρ je poddirektno nesvodljiv, a ured-en par 〈bκ�ρ, bκ

j 7→d�ρ〉
je njegov monolit.

Teorema 3.11.3. Varijetet VA = HSP (A) sadrži beskonačne poddirek-
tno nesvodljive algebre čije kardinalnosti nisu ograničene. Drugim rečima,
varijetet VA je rezidualno velik.

A a b c d e

a a a a a a
b b b b b b
c d e c c c
d d d d d d
e e e e e e
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Dokaz. Grupoid A je generatorni grupoid za varijetet VA na osnovu Teo-
reme 3.7.23. Neka je κ proizvoljan kardinal. Posmatrajmo grupoid Aκ i
skup G = {dκ

i7→j | j ∈ {a, b, c}, i ∈ κ} ∪ {d, e}κ. Tada je G podgrupoid
grupoida Aκ. Definǐsimo relaciju ρ na grupoidu G na sledeći način:xρy ako
i samo ako važi jedan od sledećih uslova

1. x = y,

2. {x, y} ∈ {d, e}κ \ {dκ}.

Ovako definisana relacija ima κ mnogo klasa ekvivalencije. Pokažimo da je
ρ kongruencija na grupoidu G. Dovoljno je pokazati da za sve x, y, z ∈ G
ako je xρy onda je xzρyz i zxρzy, a kako su d i e leve nule i desni neutralni
elementi u grupoidu A sledi da je ρ kongruencija na G.

Pokažimo sada da je G�ρ poddirektno nesvodljiv grupoid. Neka je
kongruencija θ ∈ Con(G) takva da je ρ ( θ. Pokažimo da za 〈x, y〉 ∈ θ \ ρ
postoji i ∈ κ takvo da važi 〈dκ, dκ

i 7→e〉 ∈ θ.
Razmotrimo sada sve slučajeve:
Prvi slučaj: Neka postoji j ∈ κ takav da je 〈x(j), y(j)〉 ∈ {a}×{b, c, d, e}

∪{b, c, d, e} × {a}. Tada je

〈(dκ
j 7→cx)dκ

j 7→b, (d
κ
j 7→cy)dκ

j 7→b〉 ∈ {〈dκ, dκ
j 7→e〉, 〈dκ

j 7→e, d
κ〉},

prema tome, 〈dκ, dκ
j 7→e〉 ∈ Θ(x, y) ⊆ θ.

Drugi slučaj: Neka postoji j ∈ κ takav da je 〈x(j), y(j)〉 ∈ {b}×{c, d, e}
∪{c, d, e} × {b}. Tada je

〈(dκ
j 7→cx)dκ

j 7→a, (d
κ
j 7→cy)dκ

j 7→a〉 ∈ {〈dκ, dκ
j 7→e〉, 〈dκ

j 7→e, d
κ〉},

prema tome, 〈dκ, dκ
j 7→e〉 ∈ Θ(x, y) ⊆ θ.

Treći slučaj: Neka postoji j ∈ κ takav da je x = dκ
j 7→c i y ∈ {d, e}κ\{dκ}.

Tada je 〈dκ, y〉 = 〈xdκ
j 7→a, ydκ

j 7→a〉 ∈ Θ(x, y) i 〈y, dκ
j 7→e〉 ∈ ρ, prema tome

〈dκ, dκ
i7→e〉 ∈ θ. Analogno se pokazuje simetričan slučaj trećem slučaju.

Četvrti slučaj: Neka postoji j ∈ κ takav da je x = dκ
j 7→c i y = dκ.

Tada je 〈dκ
j 7→e, d

κ〉 = 〈xdκ
j 7→b, ydκ

j 7→b〉 ∈ Θ(x, y) ⊆ θ. Analogno se pokazuje
simetričan slučaj četvrtom slučaju.

Na osnovu Leme 3.7.15 imamo da je baza varijeteta VB:

(B1) xx ≈ x,

(B2) xyy ≈ xy,
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0 1 2 3 4 . . . 4′ 3′ 2′ 1′ 0′

0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 . . . 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 . . . 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 . . . 3 3 3 3 3
4 4 4 4 4 4 . . . 4 4 4 4 4
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

4′ 4′ 4′ 4′ 4′ 0′ . . . 4′ 4′ 4′ 4′ 4′

3′ 3′ 3′ 3′ 0′ 0′ . . . 3′ 3′ 3′ 3′ 3′

2′ 2′ 2′ 0′ 0′ 0′ . . . 2′ 2′ 2′ 2′ 2′

1′ 1′ 0′ 0′ 0′ 0′ . . . 1′ 1′ 1′ 1′ 1′

0′ 1′ 0′ 0′ 0′ 0′ . . . 0′ 0′ 0′ 0′ 0′

Tabela 3.9: Kejlijeva tablica poddirektno nesvodljivog grupoida
reda 2κ iz varijeteta VB.

(B3) x · yz ≈ xy,

(B4) xyzy ≈ xzy,

Teorema 3.11.4. Varijetet VB = HSP (B) sadrži beskonačne poddirektno
nesvodljive algebre čije kardinalnosti nisu ograničene. Drugim rečima, va-
rijetet VB je rezidualno velik.

Dokaz. Neka je κ proizvoljan kardinal. Posmatrajmo grupoid G = ({0, 1}×
κ, ·) (Tabela 3.9, α 7→ 〈0, α〉, α′ 7→ 〈1, α〉) kod koga je operacija · definisana
na sledeći način, pri čemu ćemo za x ∈ G sa x0 i x1 obeležiti prvu i drugu
koordinatu elementa x:

x · y =




〈1, 1〉, ako je x = 〈1, 0〉, y = 〈0, 0〉;
〈1, 0〉, ako je x0 = 1, y0 = 0, y1 6= 0 i x1 ≤ y1;
x, inače.

Primetimo da su elementi iz skupa {0}×κ leve nule dok su elementi iz skupa
{1}×κ desni neutralni. Pored toga, možemo primetitit da je 〈1, 1〉y = 〈1, 0〉y
za sve y ∈ {0} × κ.

Pokažimo da grupoid G pripada varijetetu VB, odnosno, pokazaćemo da
na grupoidu G važe identiteti (B1)–(B4).

Identitet (B1): Kako je svaki element iz grupoida G leva nula ili desni
neutralni element dobijamo da na tom grupoidu važi zakon idempotentnosti.

Identitet (B2): Ako je x leva nula ili y desni neutralni element jednakost
važi trivijalno. Pretpostavimo da je x0 = 1 i y0 = 0. U slučaju x = 〈1, 0〉,
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y = 〈0, 0〉 direktnom proverom utvrd-ujemo da (B2) važi. Ako je y1 6= 0
i x1 ≤ y1 tada je xyy = 〈1, 0〉 · y = 〈1, 0〉 = xy. Ako je xy = x tada je
xyy = xy.

Identitet (B3): Ako je x leva nula, y leva nula ili z desni neutralni ele-
ment jednakost važi trivijalno. Pretpostavimo da je x0 = 1, y0 = 1 i z0 = 0.
Tada je yz ∈ {1} × κ odakle sledi da je x · yz = x = xy.

Identitet (B4): Ako je x leva nula, y desni neutralni ili z desni neutralni
element jednakost važi trivijalno. Pretpostavimo da je x0 = 1, y0 = 0 i
z0 = 0.
Slučaj x = 〈1, 0〉: Ako je y = 〈0, 0〉 tada je xyzy = 〈1, 1〉zy = 〈1, 0〉zy = xzy,
a ako je y 6= 〈0, 0〉 tada je xy = x pa je xyzy = xzy.
Slučaj x1 > 0: Tada je xy, xz ∈ {x, 〈1, 0〉}. Ako je xy = x sledi xyzy = xzy.
Ako je xy = 〈1, 0〉 i xz = x tada je xyzy = 〈1, 0〉zy = (〈1, 1〉y =) 〈1, 0〉y =
xyy = xzyy =(B2) xzy. Ako je xy = 〈1, 0〉 i xz = 〈1, 0〉 tada je xyzy =
〈1, 0〉zy = xzzy =(B2) xzy.

Pokažimo da je grupoid G poddirektno nesvodljiv i da je njegov monolit
generisan ured-enim parom 〈〈1, 1〉, 〈1, 0〉〉. Neka su x, y različiti elementi iz
G.

Slučaj x0 = y0 = 1: Neka je x1 < y1. Tada je

〈〈1, 0〉, y〉 = 〈x〈0, x1〉, y〈0, x1〉〉 ∈ Θ(x, y),

zatim
〈〈1, 1〉, y〉 = 〈〈1, 0〉〈0, 0〉, y〈0, 0〉〉 ∈ Θ(x, y),

prema tome, iz tranzitivnosti sledi 〈〈1, 1〉, 〈1, 0〉〉 ∈ Θ(x, y).
Slučaj x0 = y0 = 0: Neka je x1 < y1. Tada je

〈〈1, y1〉, 〈1, 0〉〉 = 〈〈1, y1〉x, 〈1, y1〉y〉 ∈ Θ(x, y).

Prema tome, na osnovu slučaja x0 = y0 = 1 sledi da je 〈〈1, 0〉, 〈1, 1〉〉 ∈
Θ(x, y).

Slučaj x0 = 0, y0 = 1: Ako je x1 = 0 tada je

〈〈1, 1〉, 〈1, 0〉〉 = 〈〈1, 0〉x, 〈1, 0〉y〉 ∈ Θ(x, y).

Ako je x1 6= 0 tada je

〈〈1, 0〉, 〈1, 1〉〉 = 〈〈1, 1〉x, 〈1, 1〉y〉 ∈ Θ(x, y).
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3.11.2 Rezidualna granica varijeteta VC

Na osnovu Leme 3.7.16 imamo da je baza varijeteta VC :

(C1) xx ≈ x,

(C2) xyy ≈ xy,

(C3) x · yz ≈ xy,

(C4) xyz ≈ xzy,

Lema 3.11.5. Neka je G grupoid iz varijeteta VC , i neka je ab = b za neke
a, b ∈ G. Tada je a = b.

Dokaz. a = aa =(C3) a · ab = ab = b.

Lema 3.11.6. Neka je G grupoid iz varijeteta VC , i neka je ab = c za neke
a, b, c ∈ G. Tada je cb = c i za sve x ∈ G važi xa = xc.

Dokaz. cb = ab · b = ab = c, xa =(C3) x · ab = xc.

Lema 3.11.7. Neka je G konačan grupoid reda n iz varijeteta VC , i neka
je za a ∈ G skup Ca definisan kao

Ca = a ·G ∪ a ·G ·G ∪ · · · ∪ a ·G · . . . ·G︸ ︷︷ ︸
n

.

Neka je relacija ρa grupoida G definisana na sledeći način:

b ρa c akko b = c ili b, c ∈ Ca.

Relacija ρa je kongruencija grupoida G.

Dokaz. Neka je b ρa c za različite elemente b, c i neka je d ∈ G. Tada postoje
i, j ≤ n takvi da je b ∈ a ·G · . . . ·G︸ ︷︷ ︸

i

i c ∈ a ·G · . . . ·G︸ ︷︷ ︸
j

. Na osnovu identiteta

(C3) i tranzitivnosti jednakosti sledi da je da = db i da = dc, prema tome,
〈db, dc〉 ∈ ρa. Sa druge strane, elementi bd, cd pripadaju skupu Ca, pa je
〈bd, cd〉 ∈ ρa.

Posledica 3.11.8. Neka je G konačan grupoid reda n iz varijeteta VC , i
neka je za a ∈ G. Tada za sve b, c ∈ Ca i sve x ∈ G važi da je xb = xc.

Dokaz. Na osnovu Leme 3.11.6 imamo da je xa = xd za sve d ∈ Ca i sve
x ∈ G.
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Lema 3.11.9. Neka je G konačan grupoid reda n iz varijeteta VC , a ∈ G,
b ∈ a ·G, b 6= a, tada za svako c ∈ G važi

(ac = a) ∨ (ac = b) ⇒ bc = b.

Broj pojavljivanja b-ova u b-toj vrsti Kejlijeve tablice grupoida G je veći od
broja pojavljivanja a-ova u a-toj vrsti Kejlijeve tablice grupoida G.

Dokaz. Kako je b ∈ a · G sledi da postoji d ∈ G takav da je ad = b. Dalje
imamo da je bc = adc =(C4) acd = ad = b ili bc = acc =(C2) ac = b.

Lema 3.11.10. Neka je G konačan grupoid reda n iz varijeteta VC , ab = c
i c ·G = c. Tada za svako d ∈ Ca važi d · b = c.

Dokaz. Kako d ∈ Ca sledi da postoje d1, . . . , di ∈ G, i ≤ n, takvi da je
ad1 . . . di = d. Tada je db = ad1 . . . dib =(C4) abd1 . . . di = cd1 . . . di = c.

Lema 3.11.11. Neka je G konačan grupoid reda n iz varijeteta VC , a ∈ G,
tada postoji tačno jedan c ∈ Ca takav da je c ·G = c.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je b ∈ Ca takav da je broj po-
javljivanja b-ova u b-toj vrsti Kejlijeve tablice grupoida G nije manji od
broj pojavljivanja x-eva u x-toj vrsti Kejlijeve tablice grupoida G za svako
x ∈ G \ {b}. Pošto je {b} 6= b · G tada postoji c ∈ b · G, c 6= b, pa na os-
novu Leme 3.11.9 dobijamo kontradikciju sa izborom elementa b. Na osnovu
Leme 3.11.10 element c sa osobinom c ·G = c je jedinstven.

Lema 3.11.12. Neka je G konačan grupoid reda n iz varijeteta VC , a ∈ G,
i neka je |Ca| = 3. Tada grupoid G nije poddirektno nesvodljiv.

Dokaz. Neka je Ca = {a, b, c} i neka je na osnovu Leme 3.11.11 recimo c·G =
c. Pored toga, na osnovu Leme 3.11.10 imamo da je c ∈ a ·G. Prema tome,
a ·G = {a, b, c} jer bi iz pretpostavke a ·G = {a, c} sledilo da je Ca = {a, c},
kontradikcija. Na osnovu Leme 3.11.10 imamo da je {a, b, c} · d = c gde je
d ∈ G takav da je ad = c. Na osnovu Leme 3.11.9 imamo da je b ·G ⊆ {b, c},
a na osnovu Leme 3.11.10 je c ∈ b · G pa je b · G = {b, c}. Prema tome,
na osnovu Posledice 3.11.8 imamo da je ρb = 4G ∪ {〈b, c〉, 〈c, b〉} atom
u mreži kongruencija grupoida G. Pokažimo da je Θ(a, b) atom u mreži
kongruencija grupoida G. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji h ∈ G
takav da je 〈ah, bh〉 ∈ {〈a, c〉, 〈b, c〉, 〈c, b〉}. U prva dva slučaja dolazimo u
kontradikciju na osnovu Leme 3.11.9 jer iz ah ∈ {a, b} sledi da je bh = b.
Neka je e ∈ G takav da je ae = b, tada dolazimo u kontradikciju i sa trećim
slučajem jer za ah = c imamo da je bh = aeh = ahe = ce = c 6= b.
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Lema 3.11.13. Neka je G konačan grupoid reda n iz varijeteta VC , a, b ∈
G, i neka je |Ca| = |Cb| = 2. Tada grupoid G nije poddirektno nesvodljiv.

Dokaz. Na osnovu Leme 3.11.7 imamo da su ρa, ρb različiti atomi u mreži
kongruencija grupoida G.

Teorema 3.11.14. Ne postoji konačan poddirektno nesvodljiv grupoid iz
varijeteta VC koji ima vǐse od tri elementa.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji a ∈ G takav da je |Ca| = 3, tada tvrd-enje
sledi na osnovu Leme 3.11.12.

Pretpostavimo da postoji a ∈ G takav da je |Ca| > 3. Tada na osnovu
Leme 3.11.11 imamo da postoji c ∈ Ca takav da je c · G = c. Na osnovu
Leme 3.11.10 imamo da za svako d ∈ Ca važi da je c ∈ d · Ca. Primenom
Leme 3.11.9 konačan broj puta dobijamo da postoji b ∈ Ca, b 6= a, takav da
je b ·G = {c, b}. Ponovo primenom Leme 3.11.9 konačan broj puta dobijamo
da postoji d ∈ Ca, b 6= d 6= a, takav da je d ·G = {c, d} ili d ·G = {c, b, d}. U
prvom slučaju tvd-enje sledi na osnovu Leme 3.11.13, dok iz drugog slučaja
sledi da je Cd = {c, b, d} pa tvrd-enje sledi na osnovu Leme 3.11.12.

Pretpostavimo sada da za sve a ∈ G važi da je |Ca| ≤ 2. Ako pos-
toje a, b ∈ G takvi da je |Ca| = |Cb| = 2 tada tvrd-enje sledi na osnovu
Leme 3.11.13. Neka je sada a ∈ G jedini element sa osobinom da je |Ca| = 2.
Tada je recimo Ca = {a, b} i svi elementi sem a su leve nule. Kako grupoid
G ima bar četiri elementa tada postoji 〈u, v〉 ∈ G2 \ {〈a, b〉, 〈b, a〉} takav
da je au = av. Ali tada su Θ(a, b) i Θ(u, v) atomi u mreži kongruencija
grupoida G, kontradikcija.

Teorema 3.11.15. Varijetet VC sadrži do na izomorfizam tri poddirektno
nesvodljiva grupoida predstavljeni u Tabeli 3.10. Varijetet VC ima rezidu-
alnu granicu 4.

a b c

a a c a
b b b b
c c c c

a b

a a a
b b b

a

a a

Tabela 3.10: Kejlijeve tablice poddirektno nesvodljivih grupoida
varijeteta VC .
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Dokaz. Neka je grupoid G poddirektno nesvodljiv grupoid iz varijeteta VC .
Na osnovu Teoreme 1.5.2 i Teoreme 3.11.14 imamo da je |G| < 4.

Slučaj |G| = 3: Neka je G = {a, b, c} i neka je ab = c jer levo nulti
grupoid sa tri elementa nije poddirektno nesvodljiv. Ranije smo pokazali
da je tada ac = a i ab = ca = cb = c. Pošto je aa 6= ab 6= ac sledi na
osnovu Leme 3.11.6 da ba, bc 6∈ {a, c}. Prema tome dobijamo prvi grupoid
iz Tabele 3.10 koji je poddirektno nesvodljiv i kod koga je monolit generisan
ured-enim parom 〈a, c〉.

Slučaj |G| = 2: Neka je G = {a, b}. Na osnovu Leme 3.11.5 dobijamo
treći grupoid od navedenih.

Slučaj |G| = 1: G je trivijalan grupoid.

3.11.3 Rezidualna granica varijeteta W
Na osnovu Leme 3.6.4 imamo da je baza varijeteta W:

(W1) xx ≈ x,

(W2) xyy ≈ x,

(W3) x · yz ≈ xy,

(W4) xyz ≈ xzy,

Lema 3.11.16. Neka je G grupoid iz varijeteta W. U grupoidu G važi
desni zakon kancelacije, tj. za sve a, b, c ∈ G važi ba = ca ⇒ b = c. Ako su
a, b ∈ G različiti elementi onda je ab 6= b.

Dokaz. Dokaz sledi na osnovu identiteta (W2).

Lema 3.11.17. Neka je G grupoid iz varijeteta W i neka za različite ele-
mente a, b, c ∈ G važi ab = c. Za svaki ured-eni par 〈d, e〉 ∈ Θ(a, c) (kongru-
encija generisana ured-enim parom 〈a, c〉) važi da je zd = ze za sve z ∈ G.
Kongruencija Θ(a, c) je atom u mreži kongruencija grupoida G čije klase
ekvivalencije sadrže najvǐse dva elementa.

Dokaz. Na osnovu (W1)–(W4) imamo da je ac = a · ab = aa = a, ca =
aba = aab = ab = c, cb = abb = a, tj. važe sledeći proizvodi

G a b c . . .

a a c a . . .
b . b . . . .
c c a c . . .
...

...
...

...
. . .
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Kako je a = cb sledi da za svako z ∈ G važi za = zc (za = z(cb) =(W3) zc).
Neka su d1, . . . , dn ∈ G. Tada za sve z ∈ G važi

z · ad1 . . . dn =(W3) z · ad1 . . . dn−1

...
=(W3) za

= zc

=(W3) z · cd1

...
=(W3) z · cd1 . . . dn,

i važi da je

ad1 . . . dnb =(W4) ad1 . . . bdn

...
=(W4) abd1 . . . bdn

= cd1 . . . dn,

cd1 . . . dnb =(W4) cd1 . . . bdn

...
=(W4) cbd1 . . . bdn

= ad1 . . . dn.

Neka su d1, . . . , dn, e1, . . . , em ∈ G. Pokažimo da je

|{ad1 . . . dn, cd1 . . . dn} ∩ {ae1 . . . em, ce1 . . . em}| 6= 1.

Pretpostavimo suprotno. Ako je ad1 . . . dn = ae1 . . . em, cd1 . . . dn 6=
ce1 . . . em, tada je

cd1 . . . dn = ad1 . . . dnb

= ae1 . . . emb

=(W4) ae1 . . . bem

...
=(W4) abe1 . . . em

= ce1 . . . em

6= cd1 . . . dn,
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kontradikcija. Ako je ad1 . . . dn 6= ae1 . . . em, cd1 . . . dn = ce1 . . . em, u
kontradikciju dolazimo na sličan način kao u prethodnom slučaju. Ako
je ad1 . . . dn = ce1 . . . em, cd1 . . . dn 6= ae1 . . . em, tada je

cd1 . . . dn = ad1 . . . dnb

= ce1 . . . emb

=(W4) ce1 . . . bem

...
=(W4) cbe1 . . . em

= ae1 . . . em

6= cd1 . . . dn,

kontradikcija. Ako je ad1 . . . dn 6= ce1 . . . em, cd1 . . . dn = ae1 . . . em, u kon-
tradikciju dolazimo na sličan način kao u prethodnom slučaju.

Odavde zaključujemo da klase kongruencije Θ(a, c) sadrže najvǐse dva
elementa. Kako na osnovu identiteta (W2) važi da je

Θ(a, c) = Θ(ad1 . . . dn, cd1 . . . dn),

sledi da je Θ(a, c) atom u mreži kongruencija grupoida G.

Lema 3.11.18. Neka je G poddirektno nesvodljiv grupoid iz varijeteta W i
neka za različite elemente a, b, c ∈ G važi ab = c. Tada je {a, c} ·G = {a, c}
i svi elementi iz G \ {a, c} su leve nule.

Dokaz. Na osnovu tabele iz dokaza Leme 3.11.17 imamo da je {a, c}·{a, b, c}
= {a, c}.

Ako postoji element d ∈ G \ {a, b, c} takav da ad 6∈ {a, c} tada je na
osnovu Leme 3.11.17 kongruencija Θ(a, ad) atom u mreži kongruencija gru-
poida G i neuporediva sa kongruencijom Θ(a, c), kontradikcija.

Ako postoji element d ∈ G \ {a, b, c} takav da cd 6∈ {a, c} tada je na
osnovu Leme 3.11.17 kongruencija Θ(c, cd) atom u mreži kongruencija gru-
poida G i neuporediva sa kongruencijom Θ(a, c), kontradikcija.

Prema tome, važi da je {a, c} · G = {a, c}. Tada je Θ(a, c) = 4G ∪
{〈a, c〉, 〈c, a〉}.

Pretpostavimo da postoji d ∈ G \ {a, c} i e ∈ G \ {d} takvi da je d 6= de.
Tada na osnovu Leme 3.11.17 imamo da je kongruencija Θ(d, de) atom u
mreži kongruencija grupoida G, kontradikcija. Prema tome, svi elementi iz
G \ {a, c} su leve nule.
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Teorema 3.11.19. Ne postoji poddirektno nesvodljiv grupoid iz varijeteta
W koji ima vǐse od četiri elementa.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je G poddirektno nesvodljiv gru-
poid varijeteta W koji ima bar pet elemenata. Grupoid G nije levo nulti jer
poddirektno nesvodljiv levo nulti grupoid ima najvǐse dva elementa. Tada
na osnovu Leme 3.11.16 i idempotentnosti sledi da postoje različiti elementi
a, b, c ∈ G takvi da je ab = c. Na osnovu Leme 3.11.17 imamo da je kon-
gruencija Θ(a, c) atom u mreži kongruencija grupoida G i Θ(a, c) 6= ∇G jer
grupoid sadrži bar pet elemenata a klase ekvivalencije najvǐse dva.

Na osnovu Leme 3.11.3 imamo da je {a, c} · G = {a, c} i da su svi
elementi iz skupa G \ {a, c} leve nule. Kako grupoid ima bar pet elemenata
znači da postoje elementi d, e ∈ G \ {a, c} takvi da je ad = ae. Tada za
svako z ∈ G važi da je zd = ze jer je z ∈ G \ {a, c} leva nula, a za z = c
imamo da je cd = abd =(W4) adb = aeb =(W4) abe = ce. Prema tome
Θ(d, e) = 4G ∪ {〈d, e〉, 〈e, d〉} je atom u mreži kongruencija grupoida G i
važi da je Θ(a, c) ∩Θ(d, e) = 4G, kontradikcija.

Teorema 3.11.20. Varijetet W sadrži do na izomorfizam četiri poddirektno
nesvodljiva grupoida predstavljeni u Tabeli 3.11. Varijetet W ima rezidualnu
granicu 5.

a b c d

a a c a a
b b b b b
c c a c c
d d d d d

a b c

a a c a
b b b b
c c a c

a b

a a a
b b b

a

a a

Tabela 3.11: Kejlijeve tablice poddirektno nesvodljivih grupoida
varijeteta W.

Dokaz. Neka je grupoid G poddirektno nesvodljiv grupoid iz varijeteta W.
Na osnovu Teoreme 3.11.19 imamo da je |G| < 5.

Slučaj |G| = 4: Neka je G = {a, b, c, d} i neka je na primer ab = c jer
levo nulti grupoid sa četiri elementa nije poddirektno nesvodljiv. Ranije
smo pokazali da je tada ac = cb = a i ab = ca = c. Na osnovu Leme 3.11.3
imamo da su elementi b, d leve nule. U slučaju da je ab = ad sledilo bi da je
cd = ab · d = ad · b = ab · b = cb, pa bi 4G ∪{〈b, d〉, 〈d, b〉} bila kongruencija,
kontradikcija. Na sličan način zaključujemo da je cb 6= cd pa dobijamo prvi
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grupoid od navedenih u tvrd-enju teoreme kao jedini poddirektno nesvodljiv
grupoid sa četiri elementa kod koga je monolit generisan ured-enim parom
〈a, c〉.

Slučaj |G| = 3: Neka je G = {a, b, c} i neka je ab = c jer levo nulti gru-
poid sa tri elementa nije poddirektno nesvodljiv. Tada je kao i u prethodnom
slučaju ac = cb = a i ab = ca = c, pa na osnovu Leme 3.11.16 dobijamo
drugi grupoid od navedenih kod koga je monolit generisan ured-enim parom
〈a, c〉.

Slučaj |G| = 2: Neka je G = {a, b}. Na osnovu Leme 3.11.16 dobijamo
treći grupoid od navedenih.

Slučaj |G| = 1: G je trivijalan grupoid.

3.12 Neidempotentne ∗-kvazilinearne jednakosne
teorije

Kao što smo videli u predhodnim odeljcima postoji konačno mnogo idem-
potentnih ∗-kvazilinearnih varijeteta grupoida i svi ti varijeteti su konačno
generisani pa samim tim i lokalno konačni. Proizvoljan ∗-kvazilinearan va-
rijetet ne mora biti lokalno konačan, što ćemo videti na osnovu sledećeg
primera.

Primer 3.12.1. Neka je G grupoid sa nosačem ω (skup nenegativnih
celih brojeva) i multiplikativnom operacijom ◦ definisanom na sledeći način:
a◦b = a+1. U jednakosnoj teoriji EG generisanoj grupoidom G svaki term
predstavljen u oliku xt1 . . . tn (primetimo da se svaki term na jeziku grupo-
ida moze na jedinstven nacin predstaviti sa xt1...tn, gde je x promenljiva,
a ti podtermi) je ekvivalentan linearnom termu xy1 . . . yn. Prema tome,
posmatrana jednakosna teorija EG je neidempotentna i ∗-kvazilinearna.

Odgovarajući varijetet VG jednakosnoj teoriji EG nije lokalno konačan
jer termima x, xx, xxx, . . . , xi, . . . odgovaraju različite term funkcije na gru-
poidu G pa slobodni grupoidi nad konačnim skupom generatora imaju pre-
brojivo mnogo elemenata. Jasno je takod-e da je svaki term t = xt1...tn
ekvivalentan u EG sa xn+1, pa zato se svaki element slobodne algebre nad
prebrojivo mnogo generatora u VG moze predstaviti na jedinstven način levo
asociranim termom sa jednom promenljivom, tj. takvi termi čine normalnu
formu elemenata te slobodne algebre.

Slično kao u slučaju monounarne algebre (ω, f) kod koje je f unarna
operacija definisana sa: f(a) = a + 1, pokazaćemo da postoji prebrojivo
mnogo podvarijeteta varijeteta VG. Obeležimo sa Ii,j za sve prirodne brojeve
i, j, i ≤ j, skup identiteta nad skupom promenljivih X definisan na sledeći
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način:

Ii,j =
{

IdG(X) ∪ {xi ≈ yi}, ako je i = j;
IdG(X) ∪ {xi ≈ xj}, ako je i < j.

Pokazaćemo da identiteti Ii,j generǐsu različite podvarijetete varijeteta
VG, a pred toga, sledećom Lemom ’̧emo pokazati da su to i svi podvarijeteti
varijeteta VG.

Lema 3.12.1. Proizvoljan pravi podvarijetet V varijeteta VG ima osobinu
da je generisan skupom identiteta Ii,j pri čemu je uredjen par (i, j) izabran
kao najmanji (u leksikografskom poretku) prirodni brojevi takvi da važi xi ≈
yj ∈ IdV(x, y) (lako se pokazuje da je i = j), a ako takvi ne postoje onda kao
najmanji različiti prirodni brojevi (i < j) takvi da važi xi ≈ xj ∈ IdV(x).

Dokaz. Neka su prvo i, j takvi da je xi ≈ yi ∈ IdV(x, y), tada važi da je Ii,i `
x1 . . . xk ≈ y1 . . . yl, za i ≤ k, l, i različite promenljive x1, . . . , xk, y1, . . . , yl.
Pretpostavimo suprotno, tj. da nije Ii,i ` IdV(X). Ne gubeći na opštosti
možemo pretpostaviti da identitet xp ≈ xq, za p < q, p < i, pripada skupu
identiteta IdV(x). Ali, tada i identitet xp ≈ xp+t(q−p) pripada skupu iden-
titeta IdV(x) za sve prirodne brojeve t pa ćemo za dovoljno veliko t imati da
važi xp ≈ xp+t(q−p) ≈ yp+t(q−p) ≈ yp a to je u kontradikciji sa minimalnosti
broja i.

Pretpostavimo sada da su i, j takvi da xi ≈ xj ∈ IdV(x) i xk ≈ yk 6∈
IdV(x, y) za proizvoljan prirodan broj k, tada važi da je Ii,j ` x1 . . . xk ≈
x1y2 . . . yl, za i ≤ k < l, (j − i)

∣∣(l − k). Pretpostavimo suprotno, tj. da
nije Ii,j ` IdV(X). Tada postoji identitet xp ≈ xq ∈ IdV(x) (p < q) takav
da je q − p < j − i, odakle sledi da je xi ≈ xi+q−p ∈ IdV(x), prema tome,
kontradikcija sa izborom prirodnih brojeva i, j.

Teorema 3.12.2. ∗-kvazilinearnih varijeteta ima bar prebrojivo mnogo.

Dokaz. Pokažimo da identiteti Ii,j generǐsu različite varijetete za različit
izbor brojeva i ≤ j. Posmatrajmo grupoid Gi,j = ({0, 1, . . . , j}, ◦) gde je
binarna operacija ◦ definisana na sledeći način:

a ◦ b =
{

a + 1, ako je a < j;
i, ako je a = j.

Tada važi da je Gi,j |= Ii,j , Gi,j ∈ VG, i Gi,j 6|= Ik,l za 〈k, l〉 < 〈i, j〉. Prema
tome, postoji prebrojivo mnogo podvarijeteta varijeteta VG.

Sada ćemo pronaći ∗-kvazilinearnu jednakosnu teoriju takvu da odgo-
varajući varijetet ima 2ℵ0 podvarijeteta.
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Definicija 3.12.1. Skup mršavih terma je najmanji skup terma koji sadrži
sve promenljive i ako term t pripada skupu mršavih terma i x je promenljiva
tada termi tx i xt pripadaju skupu mršavih terma. Za term t ćemo reći da
je mršav term ako pripada skupu mršavih terma.

Lema 3.12.3. Neka je U skup terma koji nisu linearni ili nisu mršavi, i
neka je E relacija ekvivalencije na skupu terma takva da je U jedina klasa
relacija ekvivalencije E koja nije jednoelementna. Tada je E potpuno invari-
jantna kongruencija u kojoj svaka klasa relacije ekvivalencije sadrži linearan
term, tj. odgovarajuća jednakosna teorija je ∗-kvazilinearna.

Dokaz. Pokažimo da je E kongruencija. Neka su p, q, r, s termi takvi da
〈p, q〉, 〈r, s〉 ∈ E. Ako term p ∈ U , tj. nije linearan ili nije mršav, tada term
pt ∈ U za proizvoljan term t. Prema tome, ako je p 6= q ili r 6= s tada termi
p, q ∈ U ili termi r, s ∈ U odakle sledi da pr, qs ∈ U , tj. 〈pr, qs〉 ∈ E. Ako
je p = q i r = s tada je 〈pr, qs〉 ∈ E na osnovu refleksivnosti.

Pokažimo da je E potpuno invarijantna kongruencija. Neka je p term iz
skupa U i x ∈ S(p). Ako je term p nelinearan (nemršav) tada supstitucijom
x 7→ r za proizvoljan term r od terma p dobijamo term koji je nelinearan
(nemršav). Prema tome, proizvoljnom supstitucijom terma iz iste klase
relacije ekvivalencije E dobijamo terme koji su takod-e u istoj klasi, tj. E je
potpuno invarijantna kongruencija.

Sve klase relacije ekvivalencije E sem U sadrže po jedan term koji je
istovremeno linearan i mršav dok klasa U sadrži recimo linearan term xy ·zt
koji nije mršav. Prema tome, odgovarajuća jednakosna teorija potpuno
invarijantne kongruencije E je ∗-kvazilinearna.

Neka je A prebrojivo beskonačan skup takav da 0 6∈ A. Obeležimo sa
B skup svih nepraznih reči a1 . . . an nad skupom A pri čemu su elementi
ai ∈ A po parovima različiti. Za reč u ∈ B sa S(u) ćemo obeležiti skup
elemenata iz skupa A koje se pojavljuju u reči u, a sa |u| ćemo obeležiti
dužinu reči u.

Lema 3.12.4. Neka je C grupoid sa nosačem C = B ∪ {0} i multiplika-
tivnom operacijom definisanom na sledeći način:

u ◦ v =





uv, ako je u, v ∈ A i u 6= v;
uv, ako je u ∈ A, |v| = 2 i u 6∈ S(v);
uv, ako je |u| ≥ 3, v ∈ A i v 6∈ S(u);
0, inače,
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pri čemu smo sa uv označili reč koja se dobija konkatenacijom reči u i v.
Tada je grupoid C model ∗-kvazilinearne jednakosne teorije E definisane u
Lemi 3.12.3.

Dokaz. Na osnovu definicije multiplikativne operacije ◦ i osobine da 0 6∈ A
sledi da za sve a, b, c, d ∈ C važi da je a◦0 = 0◦a = a◦a = (a◦b)◦(c◦d) = 0.
Neka je t nemršav term, tada term t sadrži podterm oblika (t1 ◦ t2)◦ (t3 ◦ t4)
koji za svaku valuaciju promenljivih ima vrednost 0, prema tome, i term t
ima vrednost 0 za svaku valuaciju. Neka je t nelinearan mršav term, tada
term t sadrži podterm oblika xt1 ili t1x kod kojih važi da je x ∈ S(t1), a
kako termi xt1 i t1x imaju vrednost 0 za svaku valuaciju sledi da i term t
ima vrednost 0 za svaku valuaciju. Prema tome, važi da je 〈u, v〉 ∈ E ako i
samo ako je C |= u ≈ v.

Lema 3.12.5. Neka je K podskup skupa nenegativnih celih brojeva i neka
je RK relacija na skupu C iz Leme 3.12.4 definisana za sve u, v ∈ C na
sledeći način:

〈u, v〉 ∈ RK

ako i samo ako je ispunjen jedan od sledeća dva uslova

1. u = v, ili

2. postoji n ≥ 0 i elementi a, b, c, di, ei ∈ A takvi da su
ispunjeni sledeći uslovi:

(a) u = abcd0 . . . dn ∈ B, v = abce0 . . . en ∈ B,

(b) ako 2|n onda je dn = en,

(c) za svako i sa osobinom 0 ≤ 2i < n važi da je

〈d2i, d2i+1〉 = 〈e2i, e2i+1〉, ili je
〈d2i, d2i+1〉 = 〈e2i+1, e2i〉 & i ∈ K.

Relacija RK je kongruencija na grupoidu C.

Dokaz. Refleksivnost relacije RK sledi iz uslova (1) dok simetričnost sledi
direktno iz uslova (2). Primetimo da za reči u, v važi ako je |u|, |v| ≤ 4 i
〈u, v〉 ∈ RK tada je u = v.

Pokažimo tranzitivnost relacije RK , tj. da za elemente u, v, r ∈ C takve
da je 〈u, v〉, 〈v, r〉 ∈ RK sledi da je 〈u, r〉 ∈ RK . U slučaju da elementi u, v, r
nisu različiti po parovima tačnost tvrd-enje je direktna. Pretpostavimo sada
da su elementi u, v, r različiti po parovima, tj. da su dužine n + 4, n > 0, i
da postoje a, b, c, di, ei, fi ∈ A takvi da važi:
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(a) u = abcd0 . . . dn ∈ B, v = abce0 . . . en ∈ B, r = abcf0 . . . fn ∈ B

(b) ako 2|n onda je dn = en = fn,

(c) za svako i sa osobinom 0 ≤ 2i < n važi da je

〈d2i, d2i+1〉 = 〈e2i, e2i+1〉, ili je
〈d2i, d2i+1〉 = 〈e2i+1, e2i〉 & i ∈ K.

i

〈e2i, e2i+1〉 = 〈f2i, f2i+1〉, ili je
〈e2i, e2i+1〉 = 〈f2i+1, f2i〉 & i ∈ K.

Treba pokazati da za svako i sa osobinom 0 ≤ 2i < n važi da je

〈d2i, d2i+1〉 = 〈f2i, f2i+1〉, ili je
〈d2i, d2i+1〉 = 〈f2i+1, f2i〉 & i ∈ K.

Iz slučaja 〈d2i, d2i+1〉 = 〈e2i, e2i+1〉, 〈e2i, e2i+1〉 = 〈f2i, f2i+1〉 kao i iz slučaja
〈d2i, d2i+1〉 = 〈e2i+1, e2i〉, 〈e2i, e2i+1〉 = 〈f2i+1, f2i〉, i ∈ K sledi da je
〈d2i, d2i+1〉 = 〈f2i, f2i+1〉.
Iz slučaja 〈d2i, d2i+1〉 = 〈e2i, e2i+1〉, 〈e2i, e2i+1〉 = 〈f2i+1, f2i〉, i ∈ K kao i iz
slučaja 〈d2i, d2i+1〉 = 〈e2i+1, e2i〉, i ∈ K, 〈e2i, e2i+1〉 = 〈f2i, f2i+1〉 sledi da
je 〈d2i, d2i+1〉 = 〈f2i+1, f2i〉 & i ∈ K. Prema tome, relacija RK je relacija
ekvivalencije na C.

Ostaje još da se pokaže kompatibilnost relacije RK sa ◦. Neka ured-eni
par 〈u, v〉 pripadaju relaciji RK . Pokažimo da ured-eni parovi 〈u ◦ r, v ◦ r〉
i 〈r ◦ u, r ◦ v〉 pripadaju relaciji RK . Na osnovu definicije relacije RK važe
jednakosti |u| = |v| i S(u) = S(v). Ako je |u| 6= 1 i |r| 6= 1 tada je
u◦r = v◦r = r◦u = r◦v = 0, odakle sledi da 〈u◦r, v◦r〉, 〈r◦u, r◦v〉 ∈ RK .
Ako je 1 ≤ |u| ≤ 4 tada je u = v. Ako je |r| = 1 i r ∈ S(u) tada r ∈ S(v)
i važi da je u ◦ r = v ◦ r = r ◦ u = r ◦ v = 0. Ako je |r| = 1, r 6∈ S(u) i
|u| ≥ 5 tada važi da r 6∈ S(v) i |v| ≥ 5. Na osnovu definicije ◦ sledi da je
r ◦ u = r ◦ v = 0, u ◦ r = ur i v ◦ r = vr. Ako je |u| paran broj tada se reči
u, v zavrsavaju istim simbolom zbog uslova (b) odakle sledi da će dvocifreni
zavrsetak reči ur, vr biti isti pa će pored uslova (a) i (b) za reči ur, vr važiti
i uslov (c), prema tome, 〈u ◦ r, v ◦ r〉 ∈ RK . Ako je |u| neparan broj tada
će za reči ur, vr važiti uslov (b) dok uslov (a) važi zbog uslova r 6∈ S(v) i
v ∈ B, a uslov (c) važi jer je istovetan sa uslovom (c) za reči u i v, jer zbog
parnosti broja n imamo da je 2i < n ako i samo ako je 2i < n + 1.
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Lema 3.12.6. Neka su dati termi t = (x · yz)x0 . . . x2i−1, t1 = tx2ix2i+1 i
t2 = tx2i+1x2i. Dokazati da je

C/RK |= t1 ≈ t2 ako i samo ako i ∈ K.

Dokaz. Ako i 6∈ K tada termi t1, t2 imaju različite vrednosti iz C koji nisu u
relaciji RK za valuacije u kojima se promenljive interpretiraju različitim ele-
mentima iz skupa A. Neka je i ∈ K. Neka je h prizvoljno preslikavanje skupa
{x, y, z, x0, . . . x2i+1} u skup C i obeležimo sa H homomorfizam grupoida
terma u grupoid C koji je proširenje preslikavanja h. Treba da pokažemo
da je 〈H(t1), H(t2)〉 ∈ RK . Nije teško videti da ako slika preslikavanja h
nije sadržana u skupu A tada je H(t1) = H(t2) = 0. Prema tome, možemo
pretpostaviti da su a = h(x), b = h(y), c = h(z), ai = h(xi) elementi iz
skupa A. Ako ovi elementi nisu različiti tada bi opet važilo da je H(t1) =
H(t2) = 0. Pretpostavimo da su a, b, c, a0, . . . , a2i+1 različiti elementi. Tada
je H(t1) = abca0 . . . a2i+1 ∈ B i H(t2) = abca0 . . . a2i−1a2i+1a2i ∈ B. Ali
tada, prema definiciji relacije RK sledi da je 〈H(t1), H(t2)〉 ∈ RK .

Na osnovu Leme 3.12.6 sledi da za različite podskupove K grupoidi
C/RK generǐsu različite varijetete koji su podvarijetet ∗-kvazilinearnog va-
rijeteta generisanog grupoidom C. Prema tome, dobijamo:

Teorema 3.12.7. Postoji 2ℵ0 različitih ∗-kvazilinearnih jednakosnih teorija
grupoida.
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položio prosečnom ocenom 9,88.
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studijama sam položio sve ispite i stekao uslov za izradu magistarske
teze koju sam odbranio 11.11.2006. godine pod naslovom ”Linearni
varijeteti grupoida”.

Novi Sad, 1.8.2008. Petar -Dapić
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je da postoji tačno dvadeset osam idempotentnih ∗-kvazilinearnih varijeteta
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Abstract: The topic of this thesis are ∗-quasilinear varieties of groupoids.
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rieties of groupoids and find small generating algebras for each of them. In
the end we show that there exist continuum many ∗-quasilinear varieties of
groupoids, not all of which are even locally finite.
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