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Glava 0
Uvod

0.1 Uvodne napomene

U doktorskoj disertaciji ¢e biti proucavani problemi u okviru teorije
integrisanih polugrupa, njihove veze sa distribucionim polugrupama i primene u
reSavanju diferencijalnih jednacina. [zloZi¢emo ukratko razvoj teorije integrisanih
polugrupa.

Intenzivniji razvoj integrisanih polugrupa poceo je radom Wolfganga Arendta,
1987. godine (cf. [3]). Osnovna ideja sastoji se u sledecem: Neka je (T(t))e0
C, - polugrupa na Banahovom prostoru E i ncka je A njen generator. Za neN,
stavimo

t o
S ()= [*—2_T(s)ds, t=0.
{ (n—-1)!

Tada familija (S,(1))eo ima sledece osobine:

(i) S.(0)=0,

(ii) t— S,(1) je jako neprekidna,
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1
(n-1)!

(iii) S,(1)S,(s)= { f(t +s—1)"'S, (r)dr- j(t S Sn(r)dri\, t,5>0.
t 0

Medjutim, Arendt je u ([3]) otiSao korak dalje i posmatrao je proizvoljnu
familiju jako neprekidnih operatora S: [0,0) = L(E), za koju je ispunjeno
R(L)=A"4(S)(1) (£ - Laplasova transformacija). Ako ta familija zadovoljava 1),
(i) i (iii) onda se ona naziva n-puta integrisana polugrupa. Posmatrano na ovaj
nac¢in, familija jako neprekidnih operatora (S(t))so je n-puta integrisana
polugrupa, a nije nastala formalnom integracijom C, - polugrupe, ili neke druge
polugrupe. Takodje, smatralo se da su integrisane polugrupe eksponencijalno

ogranicene, tj. da postoje konstante M >0io >0, takve, da je ispunjeno

S(v)| <« Me™ , t20.

Medjutim, Kelerman je, 1989. godine, u svom radu ([33]) konstruisao
integrisanu polugrupu koja nije cksponencijalno ogranicena. Ipak, LipSicove

integrisane polugrupe su uvek eksponencijalno ograni¢ene (videti odeljak 2.3).

Dalji tok istrazivanja integrisanih polugrupa i$ao je u smeru traZenja odgovora
na pitanje: da li je eksponencijalno ogranifena, integrisana polugrupa, u smislu
definicije Arendta, ipak nastala integracijom C, - polugrupe? Nojbrander i Time
su, u svojim radovima ([51], [67]), pokazali da je odgovor na ovo pitanje pozitivan i
da je svaka eksponencijalno ogranicena integrisana polugrupa nastala integracijom
C, - polugrupe, ali na podprostoru sa jatom normom. Dalje, Time i Lumer ([67],
[39]) su dokazali da je svaka cksponencijalno ograni¢ena integrisana polugrupa
ustvari restrikcija integrisane C, - polugrupe na veéem prostoru, ali sa slabijom

normom.

Distribucione polugrupe uveo je Lions (38]). Vezu izmedju distribucionih
polugrupa i integrisanih polugrupa otkrio je Arendt ([3]), koriste¢i rezultat Sove
([65]). Naime, on je pokazao da je linearni operator A, koji je gusto definisan u

Banahovom prostoru E, infinitezimalni generator n-puta integrisane polugrupe

operatora ako i samo ako je A generator cksponencijalne distribucione polugrupe.
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Polugrupe operatora veliku primenu imaju u reSavanju linearnih i nelinearnih
parcijalnih diferencijalnih jednacina. Naime, ako je familija (T(1))=0 Co - polugrupa
i ako je linearni operator A njen infinitezimalni generator, tada je reSenje

apstraktnog Kosijevog problema

du(t)
i Au(t),
u(0) =x,

za xeD(A), jednako u(t) = T(t)x. Zato u reSavanju apstraktnog KoSijevog
problema veliki znaCaj ima istrazivanje veza izmedju infinitezimalnog generatora
polugrupe i integrisane polugrupe. Posebno, te veze su istraZivane u radovima [2],
[3], [33], [24], [25], [51], [67]. Na kraju ovog kratkog pregleda napomenimo da je
teorija polugrupa operatora, distribucionih polugrupa i integrisanih polugrupa
prihvaéena kod veceg broja svetski priznatih matematicara, pa je i danas vrlo
aktuelna u primenama u teoriji diferencijalnih jednacina, a i Sire, u drugim
nauénim disciplinama (biologija, fizika, hemija itd.).

Prva dva poglavlja teze posvecena su prouc¢avanju osnova teorije uniformno
neprekidnih polugrupa operatora 1 Cg - polugrupa (glava 1) i n-puta integrisanih
polugrupa (neN) (glava2) i uglavnom su preuzcta iz poznatih monografija [21],
[28], [57] i ve¢ pomenutih radova [3], [33], [51], [67].

Ostala poglavlja sadrZe originalne rezultate koji su nastali zajedni¢kim radom
M. Mijatoviéa, S. Pilipovi¢a i F. Vajzovica [41], i M. Mijativi¢a i S. Pilipovica [42],
[43], [44], [45] i [46]. U glavi 3 je, teorija n-puta integrisanih polugrupa, prosirena
na o-puta integrisane polugrupe, acR'. Napomenimo da je do slitnog rezultata

istovremeno doao i M. Hieber [26]. U glavi 4 uvedene su 0O-puta integrisane

polugrupe i (3-puta integrisane polugrupe, u glavi 5 neguste distribucione

polugrupe, a u glavi 6 uvedene su a-puta integrisane polugrupe, ae R
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0.2 Raspored izlaganja

U prvoj glavi su dati osnovi teorije uniformno neprekidnih polugrupa i C -
polugrupa, koji su od znacaja za dalja izlaganja u ovom radu. To se posebno
odnosi na veze izmedju C, - polugrupe (T(t))so 1 njenog infinitezimalnog
generatora A. Dalje, date su karakterizacije infinitezimalnog generatora A (Hile -

Josidina teorema).

U drugoj glavi uveden je pojam n-puta integrisanih polugrupa, ne N, u smislu
definicije Arendta ([3]) i date su veze izmedju infinitezimalnog generatora A i n-
puta integrisanih polugrupa. Takodje, u ovoj glavi je pokazano da su
cksponencijalno ograni¢ene integrisane polugrupe nastale integracijom Co -
polugrupe na podprostoru (prema [67]) sa jatom normom, odnosno restrikcijom
C, - polugrupe na podprostor sa slabijjom normom ([67]). Na kraju ove glave je
izlozena teorija integrisanih polugrupa, primenjena na reSavanje odgovarajuceg
Kosijevog nehomogenog problema ([3]).

U trecoj glavi uveden je pojam a-puta integrisanih polugrupa, acR’, date su
veze izmedju infinitezimalnog generatora A i a- puta integrisanih polugrupa i data
je karakterizacija generatora te polugrupe. Dobijena teorija a-puta integrisanih
polugrupa, aeR', primenjena je na reSavanje odgovarajuéeg KoSijevog
nechomogenog problema. Takodje, dati su primeri a-puta integrisanih polugrupa.
Rezultati u ovoj glavi izloZeni su prema [41].

U &etvrtoj glavi uveden je pojam O-puta integrisanih polugrupa za znatno Siru
klasu operatora nego $to je to uradjeno u (3], [23], [39], [33], [67] i dokazno je da

su one eksponencijalne distribucione polugrupe ako je infinitezimalni generator A

gusto definisan. U slucaju da infinitezimalni generator A nije gusto definisan,

uveden je pojam é-puta integrisane polugrupe. Takodje, u ovoj glavi, pomocu
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C, - polugrupe (T(t))=o, uvedena je odgovarajuca distribuciona polugrupa
T(p,x) = (T*(p) (0)(x) i istrazivane su njene osobine. Dobijena teorija (3-puta

integrisanih polugrupa primenjena je na reSavanje odgovarajuceg apstraktnog

Kosijevog nehomogenog problema. Rezultati u ovoj glavi izloZeni su prema [42].

U petoj glavi uveden je pojam negustih distribucionih polugrupa i date su veze
izmedju njih i n-puta integrisanih polugrupa. Takodje, data je veza izmedju
infinitezimalnog generatora A i n-puta integrisanih polugrupa (S,(t))=o koje nisu
nastale integracijom C, - polugrupe. Rezultati u ovoj glavi izloZeni su prema [43],

[44] i [45].
U Sestoj glavi uvode se i analiziraju a-puta integrisane polugrupe, aeR".

Takodje, istraZuju se veze izmedju infinitezimalnog generatora A 1 a-puta
integrisanih polugrupa i daje se karakterizacija infinitezimalnog generatora A.
Dalje, istraZuju se veze izmedju o-puta integrisanih polugrupa i distribucionih
polugrupa. Dobijena teorija primenjena je na relavanje apstraktnog Kosijevog
problema. Rezultati u ovoj glavi su izloZeni prema [46].

Zahvaljujem se mentoru prof. dr Stevanu Pilipoviéu na velikoj pomo¢i u izradi
disertacije, koja je inae i bazirana na naSem zajedni¢kom radu u ovoj oblasti.

Takodje, zahvaljujem se prof. dr Fikretu Vajzovicu, koji me je usmerio u ovu

nau¢nu oblast i sa kojim sam zapoc¢eo prva istraZivanja.




Glava 1
Polugrupe ogranic¢enih
linearnih operatora

U ovoj glavi razmatrani su pojmovi i ¢injenice iz teorije polugrupa.

U prvom odeljku razmatrane su polugrupe ograniCenih linearnih operatora
koje su neprekidne u uniformnoj operativnoj topologiji u t = 0, ili, Sto je
ekvivalentno, polugrupe koje su generisane ogranicenim linearnim operatorima.

U drugom odeljku razmotrene su jako neprekidne polugrupe operatora ili
C,y- polugrupe.

U treéem odeljku data je karakterizacija generatora C, - polugrupa, prvo za
polugrupe kontrakcija (Hille - Yosida teorema), a zatim proSirenje na bilo koje C -
polugrupe. Inace, teorema 3.1 (Hille - Yosida), koja je dokazana 1948. godine,
doprinela je kasnijem burnom razvoju teorije polugrupa i njenim primenama,
posebno u teoriji linearnih i nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina.

Razmatranje u ovoj glavi ée i¢i prema [21], [57], [28], [7].
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1.1  Uniformno neprekidne polugrupe
ograniCenih linearnih operatora

Neka je E Banahov prostor sa normom ||

, i neka je L(E) = L(E,E) Banahov
prostor ograni¢enih linearnih operatora iz E u E.

Definicija 1.1 Familija (T(t))wo = L(E) ogranicenih linearnih operatora izE
u E je polugrupa ogranicenih linearnih operalora na E ako je ispunjeno:

(1) TO)=1 (I je identicki operator na E).
(i) T(t+s)=T() T(s), ts=0 (polugrupovna relacija).

Polugrupa ogranicenih linearnih operatora (T(1))o je uniformno neprekidna
ako je

(1.1) lim|T(t)~1] = 0.

Na osnovu prethodne definicije, sledi da je, za uniformno neprekidnu
polugrupu ogranienih operatora (T(t))o, ispunjeno:

(1.2) lti_r)?HT(t) -T(s)|=0.
Linearan operator A, definisan na sledec¢i nacin:
(1.3) D(A):= {x cE; 1[1%11‘)%_—" postoji}
i
(1.4) Axi= l[ilr(r)lT(t):_ s d*’g(tt)x H), x € D(A),

naziva se infinitezimalni generator (kraée generator), polugrupe (T(t))0, gde je
D(A) domen operatora A.

Teorema 1.1 Linearan operator A je generator uniformno neprekidne
polugrupe ako i samo ako je A ogranicen linearan operalor.

Dokaz. Neka je A ogranieni linearni operator na E. Stavimo

2 = (tA)" 0

1.5 r) e =3¢ , A=l

(1.5) (1) nzo "

Desna strana (1.5) konvergira u normi za svako t 20 i definise ograniceni linearni
operator. Takodje, iz (1.5) sledi T(0) = I. Da bi dokazali polugrupovnu relaciju,
stavimo

Tnmzzo(—t;% , 'rl,<s>=_§(‘;(ii‘5!)—.
! o -
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T.()T,(s) = {Z (‘A_) HZ (sA }

i nakon mnoZenja i sredjivanja, dobijamo

Tada je

tj I-j 2n n tj I

T, ()T, : >
()T, (s) = ZZ(; T J), + Yy

r=n+1 j=r-n _]'(I‘ - -])’
Sa druge strane imamo

Ta(t+s) —Z(HS) Z l {Zﬁt’ ST_J}A‘

|
. r0r =0

A",

r tJrJ

5 ZZO, ji(r— J)'

Prema tome, imamo

2n n j T-i
T, ()T, (s)-T,(t+s)= Z {Z j't(rs_ j)!}\r’

odnosno,
(1.6) IT, ()T, (5) - Ty(t+5)] < Z 1{ Z J\:\(rM J)l 1A
3 als ot oy - 3 g

I/\

Z (M H) (“ H) (\(Inlq)' H “ﬂﬂ (dHshial

r=n+1
Pustimo u (1.6) da n — o. Tada dobijamo
T(t +s) = T(t) T(s).
Takodje, iz (1.5) dobijamo

(1.7) [T -1) < t]Afet™,

(18) “L(‘_)i _ Al <paq -1,

Pustajuéi u (1.7), odnosno (1.8) da t 1 0, dobijamo da je (T(t)) uniformno
neprekidna polugrupa ogranienih linearnih operatora na E i da je A njen
generator.
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Pretpostavimo sada da je (T(t)).o uniformno neprekidna polugrupa ograni-
&enih linearnih operatora na E. Neka je p fiksno, dovoljno malo, takvo da je

<l

1p
[-—[T(s)ds
p 0

P

Iz poslednje nejednakosti sledi da je l-[T(s)ds invertibilan, odnosno, da je
0

P

IT(S) ds invertibilan. Tada je

0

h+s=u
ds = du

T(h)-1 %
— |

0

T(s)ds = %(]: T(h+s)ds - .:ET(S) ds] =

1 h+p p 1 h+p h
:EU T(u)du—jT(s)ds] E{I T(s)dsz(s)dsj,
0 0

h P
odnosno,

. . h+p h P e
(1.9) F(hh)-l :%{j T(s)ds—j’r(s)dsJ (jT(s)dsJ .
P 0

0

U (1.9) pustimo da h 4 0. Tada —1&2—_—1 konvergira u normi ka ograni¢enom

-1
P

linearnom operatoru (T(p) - I) [I T(s)dsj koji je generator polugrupe (T(t))eo-
0

Iz same definicije polugrupe ogranicenih linearnih operatora na E, jasno je, da
polugrupa ima jedinstven generator. Takodje, teorema 1.1 ukazuje da uniformno
neprekidna polugrupa ograni¢enih linearnih operatora na E ima za generator
ograni¢en linearan operator. Tacno je, takodje, da je svaki ogranien linearan
operator na E, generator jedne uniformno neprekidne polugrupe ogranicenih
linearnih operatora. Sledeéa teorema ukazuje da je tako dobijena polugrupa
jedinstvena.

Teorema 1.2 Neka su (T(t))eo 7 (S(t))o uniformno neprekidne polugrupe
ogranicenih linecarnih operatora naE. Ako je

T(t) -1

S@-1

(1.10) lim - A= lim

40 t 40 t
tada je T(t) = S(t) zat 2 0.

Dokaz. Uzmimo fiksno t, > 0. DokaZimo da je T(t) = S(t) za 0 < t < 1. Kako
sut — |T(t)] i t > |S(t)| neprekidne funkcije, to postoji konstanta C > 0, takva da
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je |T(t)][S(s)| < Cza 0 <t < to. Neka je & > 0. Tada iz (1.10) neposredno sledi da
postoji & > 0, takvo da je ispunjeno:

€

(1.11) %”T(h)—S(h)Hs . 0<h<s.

Nekaje 0<t<t, inekajen >1,takvo daje —<§. Tada iz polugrupovne relacije 1
n

(1.11) dobijamo
IT(t) - S(v)] = Hf(“ 3 ¥ S[“ 3
o) o2
S ra-e-n3f (D))

n-1
<2
k=0

k=0

Otuda je T(t) =S(t)za 0 <t <,
Teorema 1.3 Neka je (T(t))wo uniformno neprekidna polugrupa ogranicenih
linearnih operatora naE. Tada
(i) Postoji konstantaw >0, takva da je
T <e”, t=0.
(i) Postoji jedinstven ogranicen linearni operator A, takav da je T(t):c‘A, t>0.
(iii) Operator A iz (ii) je generator polugrupe (T(t))0-

T(t+h)-"T(t) dT(t) i
h t

, obeleZavamo ga sa

Sl B
(iv) Postoji 1hl£101

dT(1)

= AT(t) = T(DA, t>0.

Dokaz. Sva tvrdjenja teoreme 1.3 slede neposredno iz (ii). Zato ¢emo
dokazati samo tvrdjenje pod (ii).

Neka je (T(t))so uniformno neprekidna polugrupa ograni¢enih linearnih
operatora na E. Iz teoreme 1.1 sledi cgzistencija A. Neka je ograniceni linearni
opcralor A generator polugrupe (T(1))eo. Tada je A, takodje, generator polugrupe
e, Zaista,

C(r\ —1 ACIA

lim = lim
40 t t0 1

= A.

Na osnovu teoreme 1.2, tada je T(t) = %, t > 0.
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1.2 G, - polugrupe

Definicija 1.2  Polugrupa (T(t)).o < L(E) je jako neprekidna polugrupa
ogranicenih linearnih operatora ako je

(1.12) lim T(x=x, (vx e E).
t

Jako neprekidnu polugrupu ogranic¢enih linearnih operatora na E nazivamo
polugrupa klase Cy , ili, krace C, - polugrupa.

Teorema 1.4  Neka je (T(t))o Co - polugrupa. Tada postoje konstante o = 0,
I M >1, takve da vredi

(1.13) IT(t)| <Me®, t=0.

Dokaz. Dokazimo da je, za proizvoljnon > 0,

T(t)| ogranieno za 0 <t <.
Ako to nije ispunjeno onda postoji niz {tn}m_1 (t, = 0), takav da je lil[};l t,=0 i
n= t

HT(ln)Hz n. Tada, na osnovu teoreme o uniformnoj konvergenciji, za x€E je

T(t,)x| neograniteni operator, §to je suprotno (1.12). Prema tome je [Tt <M
: 1 :
za 0 < t < n. Kako je |[T(0)| =1, to je M > 1. Neka je @ =—InM > 0. Odavde je
n

M=¢e®". Uzmimo t > 0 i stavimo t = nn + §, gde je 0 < & < n. Tada, koristeci
polugupovnu relaciju, imamo
[TV = [T(an+8)] = [T(nm)- TG
t-8 t
= H'r(n)“ ~T(6)H <M M=M-M" <M-M"

0n—

=Me " =Me"".
Teorema 1.5  Neka je (T(t)w < I(E), C, - polugrupa i ncka je A njen
generator. Tada zat >0,
(i) zaxeE,t — T(t)x je neprekidna funkcija: R0+ — E, gde je R0+: R+u{0}.

(i) za xeE je
t+h

1 1 o )
(1.14) lim !T(s)xds— I(t)x.

t
(iii) zax<E je J'I‘(s)xds e D(A) i
0

(1.15) A“T(s)xds] = T()x - X.
0
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(iv) zaxeD(A) je T(t)x e D(A) 1

(1.16) ‘”E:)x = AT(0)x = T()Ax.
(v) zaxeD(A) je
(1.17) T(t)x - T(s)x = jT(u)Axdu:jAT(u)xdu.

Dokaz.
(i) NekajexeEit>0,s>0.Tada
IT(t+s)x - T(t)x| < [T(t)] |T(s)x -x]
<Me®" [T(s)x —x

izat>s=>0
IT(t-s)x - T(1) x| < [T(t-s)| [x - T(s)x|
< Me*'

[x = T(s)x] .
Ako u prethodnim nejednakostima s ! 0, dobijamo da je t —» T(t)x (x€E)
neprekidna funkcija.

(ii) Neposredno sledi iz neprekidnosti t — T(t)x.

(iii) Neka je xeE 1 s > 0. Tada je
t t t

s 1| e .
I [(u)xdu = —[I'l(s+ u)xdu—j l(u)xdu] =
S
0

0 0
s+t s+t

t s
I T(v)xdv—le(v)xdv = : '[ 'I‘(v)xdv—lj.'l'(v)xdv.
s SO " t ’ 0

sS+tu=V
du=dv

T(s) -1

2
s

t
Pustimo sada da s 4 0. Tada dobijamo jT(s)xds e D(A) 1
0

AU T(s)xds] = T()x - X.

0
(iv) Neka je xeD(A)i s > 0. Tada je

x — T(t) Ax

(1.18) TS =1 pipyx = T(r) T(Sj E
< :

kada s 4 0. No, (1.18) takodje implicira

Q—li—‘)’f = AT(t)x = T()Ax.

Dokazimo da postoji levi izvod od T(t)x i da je jednak T(t)Ax.
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Zaista,

lim
s40

{T(t)x— T(t-s)x () Ax}
s

= lsiP(} T(t- s)[T_(S)SX__)E - Ax} + lsiflg['l‘(t —-s)Ax-"T(t) Ax] .

Oba izraza na desnoj strani teZe ka nuli kada s 1 0. Prvi zato jer je xeD(A) i
|T(t-s)| ograniten za 0 <s <t, a drugi zbog jake neprekidnosti T(t).

(v) Integracijom (1.16) dobijamo

T(t)x - T(s)x = [ T(u) Axdu = [ AT(w)xdu.

Teorema 1.6 Neka je operator A generator C, - polugrupe (T(t))eo c L(E).
Tada je D(A) gust u E i A zatvoren lincaran operator.

Dokaz. Neka je xeE. Stavimo
1 t
X = —J.T(s)xds.
Lo

Tada je na osnovu teoreme 1.5 x,eD(A) i liirgxt =x. Prema tome je D(A)= E.
t

Linearnost operatora A je o€igledna. DokaZimo njegovu zatvorenost. Neka je
x,eD(A)1

X, = X
(n > o).
Ax, oY
Tada, na osnovu teoreme 1.5, imamo
t
(1.19) T(1)x, - X, = [ T(u) Ax, du.

0

Integrand na desnoj strani (1.19) konvergira uniformno na ograni¢enom intervalu
ka T(u)y. Neka u (1.19) n — . Tada imamo

t
(1.20) T()x - x = j T(u)ydu.
0
Podelimo (1.20) sa t> 0, t).
T()x-x 1.
(1.21) _(_)tX—X:YJ'T(u)ydu.
0

Neka u (1.21) t 4 0. Tada, na osnovu teoreme 1.5, dobijamo xeD(A) 1 Ax =y.

Sli¢no kao i za uniformno neprekidne polugrupe ogranicenih operatora, tako i
za C, - polugrupe, generator A generiSe jedinstvenu polugrupu.
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Teorema 1.7 Neka su (T(t))o < L(E) 1 (S(t))o < L(E), C, - polugrupe i
neka su A 1B njihovi generatori, respektivno. Ako je A=B tada je T(t) = S(t), t 2 0.

Dokaz. Neka je xeD(A)=D(B). na osnovu teoreme 1.5 neposredno sledi da je
funkcija s — T(t —s)S(s)x diferencijabilna. Tada je
d .,
51(1— $)S(s)x = —AT(t—s)S(s)x+ T(t—s)BS(s)x

— _T(t—s)AS(s)x + T(t—s)BS(s)x = 0.

Otuda je funkcija s — T(t — s)S(s)x konstantna i prema tome su njene vrednosti u
s=0 i s=t jednake, tj. T(t)x = S(t)x, gde je xeD(A)=D(B). Buduci da je D(A) gust
u E (teorema 1.6) i operatori T(t) i S(t) su ograniceni, tada je T(t)x = S(t)x za svako
xeE.

1.3 Karakterizacija generatora C, - polugrupa

Neka je (T(1))eo < L(E), Cy - polugrupa. Tada, na osnovu teoreme 1.4, postoje
konstante ® >0 i M > 1, takve da je |[T(t)] <Me®, t=0. Ako je o =0, tada je

T <M, t20

i kazemo da je polugrupa uniformno ogranicena. Ako je, pak, jos iM =1, odnosno
ako je

Tt <1, t=0,
tada kazemo da je (T(t))o polugrupa kontrakcija.

Necka je A lincaran operator definisan u E. U teoriji polugrupa, jedno od
osnovnih pitanja je, koji su to potrebni i dovoljni uslovi da bi operator A bio
generator C, - polugrupe? Odgovor na ovo pitanje da¢emo prvo za C, - polugrupu
kontrakcija (T(t))so- Napomenimo da operator A nije obavezno ogranicen.
Takodje, podsetimo se da je rezolventni skup p(A) operatora A, skup svih
kompleksnih brojeva A za koje Al — A ima inverzan elemenat, definisan gotovo
svuda i za koje je R(A,A) = (Al - A) ! ograniéeni linearni operator. Familija R(A,A)
= (Al - A)', rep(A) naziva se rezolventa operatora A.

[nade, u primenama, posebno u parcijalnim diferencijalnim jednaCinama,
odnos izmedju polugrupe (T(t)), . i njenog generatora A je vrlo znacajan. Naime,
za xeD(A), T(t)x je reSenje Kosijevog problema

du(t)
dt
u(0) = x.

= Au(t)
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Teorema 1.8 (Hille-Yosida) Lincarni operator A je generator C, - polugrupe
kontrakcija (T(t)), >0 < L(E), ako i samo ako je

(i) A zatvoren operatori D(A)=E;

(i1) R c p(A) izasvako) € p(A), L>0, je
(1.22) IR(L, A)| < %

Dokaz. (Potreban uslov) Neka je operator A generator C, - polugrupe
kontrakcija (T(t)), > o- Tada je, na osnovu teoreme 1.6, D(A)= E. Za A > 0 i xeE,
stavimo

(1.23) R()x = [e ™ T(H)xdt.

0

Integral odredjen sa (1.23) postoji kao nesvojstveni Rimanov integral jer je
funkcija t — T(t)x neprekidna i uniformno ogranifena. Na taj nacin je sa (1.23)
odredjen ograni¢en linearan operator R(1), koji zadovoljava,

) . ) ‘ l

(1.24) [R(A)X| < [e™ [T(t)x]de < K-

0

Takodje, za s > 0, imamo

T(s) -1

(1.25)

R(A)x = MT&“ T(t)x dt
-+ 0

15 “Xt iy 157 Ty s+t=u
=—1e 1 t)xdt——| e T(t)xdt =
jc (s+1t)x s-[L (1) dt = du

0

= 1je—““-s> T(u)x du - ljc-“ T(t)xdt
S S 0

S

As ® @ As S
_ C_J'e-“T(u)xdu —1jc““ T()xdt - = jc-w'r(u)xdu
S S S
0 0 0
c).s _1°° Cks S )
= jc-”'r(t)xdt - jc‘*-"r(t)xdt.
S S

0 0
Neka u (1.25) s 4 0. Tada izraz na desnoj strani tezi AR(A)x—x. Prema tome
imamo zaxeEiA >0 daje R(A)x e D(A) i
ARA)x = AR(A)x—Xx.
Otuda je
(1.26) (M -A)R(A)x=x.
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Takodje, za xeD(A), imamo

(1.27) R(L) Ax = je-“ T(t) Axdt = Tc‘“ AT(t)xdt
0 0

= AUBe_M T(t)xdtj = AR(M\)x.

0
1z (1.26) i (1.27) sledi, za xeD(A)
(1.28) RA)(M-A)x =X,

odnosno operator R()A) je inverzan operator operatora Al — A i postoji za A > 0 i
zadovoljava (1.22).

Pre nego §to dokaZemo da su pretpostavke (i) 1 (ii) iz prethodne teoreme
dovoljne da bi operator A bio generator C, - polugrupe kontrakcija, dokaZimo
nekoliko lema.

Lema 19  Neka lincarni operator A zadovoljava pretpostavke (i) 1 (ii) iz
teoreme 1.8. Tada je

(1.29) im AR, A)x=x, xeE.

A—> o

Dokaz. Neka je xeD(A). Tada je
[AR(A, A)x - x| =|AR(A, A)x|

= [R(2, A) Ax| < %HAXH >0, A—>o.

Medjutim, D(A) je gustu Ei [AR(A, A)| <1 i tada
A R(A)x - X,
kad A > « i xeE.
Za A > 0 definisimo Josidinu (Yosida) aproksimaciju operatora A sa
(1.30) A; = MR(LA) = P R(L,A) — AL

Lema 1.10  Neka linearni operator A zadovoljava pretpostavke (1) 1 (i1) iz
teoreme 1.8. Ako je A, Josidina aproksimacija operatora A tada je

(1.31) lim A, X = AX

A—> 0
zaxeD(A).
Dokaz. Neka je x eD(A). Tada, prema lemi 1.9 1 definiciji A;, imamo
lim A, x = )lim AR(A,A) Ax = AX.

A—>0
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Lema 1.11 Neka linearni operator A zadovoljava pretpostavke (1) i (ii) iz

teoreme 1.8. Ako je A, Josidina aproksimacija operatora A tada je A, generator

uniformno neprekidne polugrupe kontrakcija et

A,u >0, ispunjeno je

(1.32) ”em*x —e'Mrx

. Osim toga, za svako X€E,

< tHAkx = A“x”.

Dokaz. Iz (1.30) jasno je, da je A, ograniCeni linearni operator, i prema

teoremi 1.2 je generator uniformno neprekidne polugrupe et

operatora. Takodje je

e1-

ograni¢enih

tAZR(L,A)-Mt At

y)
5 cFR(LA)

(&

21
A 2415 74 tA”"—
<eMWIRAM g oM™ =1
i prema tome, ¢'"*je polugrupa kontrakcija. Jasno je, na osnovu definicije, da

el | A, komutiraju jedan sa drugim. Prema tome je

1
\ = J'i(e‘“\lcm_sm“x)ds
o ds
1

_ tsAj I(l—s),\u 1.
= Ite € (A;x— A Xx)ds
0

l.
e™ ¢

y tA
ePrx—e Fx

1
< J‘t”e”“em_sm“ (A, x- Aux)Hds < t”Akx — AL
0

Dokaz teoreme 1.8 (Dovoljan uslov) Neka je xeD(A). Tada je
(1.33) ”e"\*x - cm“x“ < 1HA~AX - A X

<t|A,x - Ax|+ t”Ax - Aux“ :

Iz leme 1.11 i (1.33) sledi, da za xeD(A), ¢ x konvergira kada A —» o i
konvergencija je uniformna na ograni¢enom intervalu. Bududi da je D(A) gust u E

i ”c‘AK <1,sledi

(1.34) {imc“\*x:'l’(t)x, xeE.
Konvergencija u (1.34) je uniformna na ograni¢enom intervalu. Iz (1.34)
jednostavno se dobija da T(t) zadovoljava polugrupovnu relaciju, da je T(0) =11
|T(t)| < 1. Isto tako, t — T(t)x je neprekidna funkcija za t > 0 kao uniformna
konvergencija neprekidne funkcije t — e™x. Prema tome (T(t))=o je Co -
polugrupa kontrakcija. DokaZzimo da je A generator polugrupe (T(t))o. Neka je
xeD(A). Tada, iz (1.34) i na osnovu teoreme 1.5, imamo
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(1.35) T(t)x - x = lim (e‘Akx-x)
A—o0

t

¢
Ls ¥ SA _
_ix_rg.([e kAkxds—J‘T(s)Axds.

Poslednja relacija sledi iz uniformne konvergencije e Asx ka T(t)Ax na
konatnom intervalu. Neka je B generator polugrupe T(t) i neka je xeD(A).
Podelimo (1.35) sa t > 0, tj.

T(t)x - X _

X J T(s) Axds

i pustimo da t { 0. Tada je xeD(B) i Bx = Ax. Prema tome je A ¢ B. Kako je B
generator polugrupe T(t) sledi, iz potrebnog uslova, da je 1ep(B). Sa druge strane,
pretpostavljamo (pretpostavka (ii)) da ]c lep(A). Kako je A < B, (I-B)D(A)
= (I-A)D(A) = E, imamo D(B) = (I-B)" 'E=D(A) i, prema tome, A = B.

Posledica 1.12 Neka je A generetor C, - polugrupe kontrakcija i ncka je
A, Josidina aproksimacija operatora A. Tada je

(1.36) T(t)x = lime"**x.

A—>®©

Dokaz. Na osnovu dokaza teoreme 1.8 sledi da desna strana (1.36) definiSe
C, - polugrupu kontrakcija S(t) €iji je generator A. Tada, na osnovu teoreme 1.7,
sledi T(t) = S(t), t > 0.

Posledica 1.13  Neka je A generator Cy - polugrupe kontrakcija (T(t))eo.
Rezolventni skup operatora A sadrZi skup {heC; Red >0} cp(A) 7
Bl .
1.37 R(A A
(1.37) [ROLA) < -
Dokaz. Neka je

o}

R(Vx = [ T(1)xdt.

0
Tada je R(A)x dobro definisan za sve A koji zadovoljavaju ReAd > 0. Iz dokaza
potrebnog uslova u teoremi 1.8 sledi da je R(A)=(AM-A)™" i prema tome je
{A; ReA > 0} < p(A). Takodje, (1.37) neposredno sledi iz definicije R()).
Neka je (T(t))eo Co - polugrupa koja zadovoljava IT(t)| <e® (o 2 0). Stavimo
S(t) = e ' T(t). Tada je (S(1))wo Co - polugrupa kontrakeija jer je
SO = e T < e [T(W] s e™e™ =1.

Ako je A generator Cy - polugrupe (T(1))eo tada je A -0l generator polugrupe
(S(1))s0- Zaista, imamo za xeD(A)
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) S _ ' —ot i . —ot L =ot e
lim (H)x—x lim T(t)x—x _liml € T(t)x-e ™ “x .. x}
30 t t40 t t40 t t

= Ax-ox=(A-ol)x.

Takodje, ako je A generator Cy - polugrupe (S(1)):o tada je A+ol generator
polugrupe (T(t))so. Ustvari, prethodna primedba nam omogucava da damo

karakterizaciju generatora Cg - polugrupe koja zadovoljava |T(t)|<e™ (t=0).

Posledica 1.14  Linearni operator A je generator Cy - polugrupe koja
zadovoljava |[TI(t)| < e ako i samo ako je ispunjeno

(i) A Jje zatvoren operatori D(A)=E.
(ii)) {AeC; ImA=0,Rer>o}cp(A) 1

1
A—o

Na osnovu prethodnih rezultata, moZe se dati karakterizacija generatora
proizvoljne C, - polugrupe ogranicenih linearnih operatora. Prethodno, dokazimo
sledecu lemu.

(1.38) IR(A, A)| <

Lema 1.15 Nekaje A lineran operator za koji je (0,0) C p(A) i neka je

(1.39) !x" R, A<M, neN, 1>0.
Tada postoji norma |-| naE koja je ekvivalentna sa originalnom normom |-| na
E 7izadovoljava

(1.40) x| <[x < M]x|, xe€E
I

(1.41) AR, A)x|<[x, xeE, A>0.

Dokaz. Za p > 0 stavimo

(1.42) Nx“u = snlig)”u" R(p, A)" x'.
Tada je

(1.43) Ix] < ], < Mix|
1

(1.44) Hu R(u,A)Hu <1.
Dokazimo da je

(1.45) MR, A)H“ <1 zaO<A<p.

Zaista, ako je y = R(A,A)x, tada na osnovu rezolventne jednakosti sledi
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y =R, A)x =R, A)[x+(u-A)y],

odnosno, koristeéi (1.44), imamo

1 A
bl < 21, +(1-2] bl

Otuda je k”y”}l < ”x”}1 Takodje se iz (1.40) i (1.45) dobija

(1.46) AP R(k,A)"x]s e R(x,A)“x| <|xl,, 0<rs<p.
n
Uzmimo u (1.46) supremum za n > 0. Tada dobijamo ||, <[ s 0<Asp
DefiniSimo
(1.47) |x| = limeH“.
p—o

Tada iz (1.43) dobijamo
%] < x| < Mx
U (1.46) stavimo n = 1. Tada dobijamo
ARG A)X], <IN,

, xeE.

U prethodnoj jednakosti pustimo da p—co. Tada dobijamo

AR, A)X<[x|, xeE, A>0.

Teorema 1.16  Linearni operator A je generator Cy - polugrupe (T(1))o
koja zadovoljava |[T(t)| <M (M > 1) ako i samo ako je

(i) A zatvoreni D(A) gust uE.
(ii) R p(A)

=<

(1.48) [Rx, A)"

%, A >0, neN.

Dokaz. Neka je (T(t))eo Co - polugrupa u Banahovom prostoru E i neka je A
njen generator. Ako iz originalne norme || predjemo na ekvivalentnu normu |-

b

(T(t))so Ostaje Cy - polugrupa na E sa novom normom i istim generatorom A.
Takodje, operator A je zatvoren i D(A) je gust u E jer su sve to topologijske
osobine koje se ne menjaju pri prelasku na ekvivalentne norme na prostoru E.

Neka je operator A generator C, - polugrupe koja zadovoljava TV < M.
Stavimo

(1.49) x| = suEHT(t) x| .

Tada je
]| < x| < Mx|
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i prema tome |-| je norma u E koja je ekvivalentna normi |- | u E. Takodje je

(1.50) IT(t)x| = sug IT(s) T(t)x|| < sug IT(s) x| = ||

i (T(t))e0 je polugrupa kontrakcija u E sa datom normom H Na osnovu teoreme
1.8 (Hille - Yosida) A je zatvoren, D(A) je gust u E i |R(k,A)| s% za A > 0. Tada,
iz (1.49) 1 (1.50), imamo

HR(x,A)"x

< |R(x, A)"x

1 M
<—|x| < —|x
A" A"

, xeE

i prema tome, pretpostavke (i) i (ii) su potrebne.

Neka su pretpostavke (i) i (ii) zadovoljene. Na osnovu leme 1.15 postoji norma
|-| koja zadovoljava (1.40) i (1.41). Posmatrajmo prostor E sa novom normom |-
U odnosu na novu normu A je zatvoren operator i D(A) je gustu E i

IR(A, A)| < % zaA>01i(0,0) = p(A).

Na osnovu teoreme 1.8 linearni operator A je generator C, - polugrupe
kontrakcija na E sa novom normom |-|. Vratimo se na originalnu normu u E. Tada

linearni operator A ostaje generator Cg - polugrupe (T(t))eo 1

[T x| <|T(t) x| <[x] < M]x|, xeE.

Otuda je |[T(t)| < M.

Neka je sada (T(t))wo proizvoljna C, - polugrupa na E. Tada postoje konstante
® >0iM >1 (teorema 1.4), takve da je ispunjeno

IT(t)| < Me®™, t=0.
Posmatrajmo polugrupu S(t) = ¢ " T(t). Tada je
SO =[e™ T(v] < e Me®* =M.

Takodje, ako je A generator Cy - polugrupe (T(t))e0 , tada je A — ol generator C, -
polugrupe (S(t))eo -
Prethodna ¢injenica nam omogucava da damo sledecu teoremu:

Teorema 1.17  Lincarni operator A je generator C, - polugrupe (T(t))o k0ja
zadovoljava |T(t)| < Me®" ako i samo ako je

(i) A zatvoreni D(A) gust uE.
(ii) (@,0) c p(A) 1

(1.51) ||R(x,A)“ Re) > o, neN.

<

:

M
~a)"
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Dokaz. DefiniSimo

0

R(A)x = je-“ T(t)xdt.

0

Buduc¢i da je

T(t)| < Me®, R(}) je dobro definisan za sve A koji zadovoljavaju

ReA>n. Slicno dokazu teoreme 1.8, moZe se dokazati da je R(A) = R(ALA).
Pretpostavimo da je ReA > o. Tada je

d _dT o T At
d—XR(K,A)x—a.([e T(t)xdt_l(-t)e T(t)xdt.

Nastavljajuéi proces dalje, indukcijom dobijamo

dn

1.52
(1.52) 7

R(A, A)X = (-1)“jtn e M T(t)x dt.
0

Sa druge strane, iz rezolventne jednacine
R(A)-R(p) = (u-A)R(A, A)R(1, A)
sledi da je za svako Aep(A), A - R(A,A) holomorfna funkcija i

d >
—R(\,A)=-R(A,A)".
s ) (A, A)
Nastavljajuci proces dalje, indukcijom dobijamo
(1.53) - —R(%,A) = (-1)" n!R(A, A)".
Iz (1.52) i (1.53) dobijamo
(1.54) R(AA)' x = ——l—J t" e ™ T(t)xdt.
(n-1)ly
Zato je
[Rex, AY 3] s M [t e Rt = —— ],
(n-Dly (Rer-o0)"

Napomenimo da smo u prethodnoj nejednakosti iskoristili ¢injenicu da je svaki
realan A, A > o, u p(A), §to zajedno za (1.51) implicira da je svaki kompleksan A,
koji zadovoljava ReA > o, u p(A), 1

<—I—M—, ReA > ®, neN.

(1.55) !|R(x, A< T

Teorema 1.18  Neka je A gencrator Cy - polugrupe (T(1)) na E i necka je
A, = MAR(MA,A) Josidina aproksimacija. Tada je

(1.56) T(t)x = lime"**x.

A—©
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Dokaz. Pretpostavimo prvo da je |T(t)| < M. U dokazu teoreme 1.16 dokazali
smo, da je u odnosu na novu normu ||-|| koja je ckvivalentna sa originalnom
normom |-| na E, (T(t))s je Co - polugrupa kontrakcija. Iz posledice 1.12

neposredno sledi da IHe‘A*x— T(t)xm — 0 kada A — o za svako xeE. Bududi da je

norma ||-|| ekvivalentna normi |-| to (1.56) sledi u E. U opstem sluCaju kada je

|T(t)| < Me® uzmimo prvo da je o < 0. Tada je |IT(t)| <M i dokaz je proveden.
Preostaje jo§ da se dokaZe slucaj o > 0.

Neka je ® > 0. Tada je A — ”e‘A* ll ograni¢eno za A > 20. Zaista,

o Ve HR(x,A)k“

PRyl

k=0

AZR(A,A)t

(1.57) He"“k |]= e ™M le

Ao

[ ,
<Me*ro <Me?®!. |

Posmatrajmo uniformno neprekidnu polugrupu S(t) = ¢ " T(t). Njen generator
je A-ol. Iz prvog dela dokaza imamo

(1.58) T(t)x = lime"AP** x| xeE.
Imamo
(A-o0l), +ol=A,,, +HQ),
gde je
H(\) =20l -0(e +20)R(A+0,A)
:m[wR(K+m,A)—2AR(7»+0),A)].
Tada je
[H)| < 20 +(2@ +“’Tj M
izaxeD(A) je

[HO ] < %(m 2|+ 20[Ax]) >0, A-> .
Stoga H(A)x - 0 kad A — « za xeE.

Kako je
Hetn(k)x B XH < te!IHOI HHO")XH
dobijamo
(1.59) lime®®x = x, xeE.

A—>
Operatori H(A) i A,,, komutiraju i ispunjeno je

(1.60) ”e“"l x — T(t) x” < [etAr+tHA-®)y _ T(t) x“ + “e“"A “”c”m'“’)x - x”
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Kada A — o prvi deo desne strane u (1.60) tezi nuli na osnovu (1.58), a drugi deo
na osnovu (1.57) i (1.59). Prema tome je

lime"*x = T(t)x, xeE.

Ao

Definicija1.3 Neka je Ac C (C skup kompleksnih brojeva). Familija
(R(A))y.ca ograniéenih linearnih operatora na E koja zadovoljava

(1.61) R(A) - R(n) = (0 - A) RA) R(w), ApeA.
naziva se pseudorezolventa na A.

Neka je dat operator R: (0,0) - L(E) (0neR). Reci ¢emo da je R Laplasova
transformacija, ili krade, £ - transformacija ako postoji jako neprekidan operator
S: [0,00) — L(E) koji zadovoljava [|S(t)| < Me® (t > 0) za neko M > 0, takav da

R(A) = ]oe*"“ S(H)dt  (ReAr > o).

U ovom slucaju Je'“ S(t)xdt (xeE, ReA > o) predstavlja Bohnerov integral koji
0

koincidira sa nesvojstvenim Rimanovim integralom. Pod je'“ S(t)dte L(E)
0

podrazumevamo operator X — I e ™™ S(t)xdt.
0
Teorema 1.19  Neka je T: [0,0) = L(E) jako neprekidan operator, takav da

je [Tt < Me® (t=20),M e R" o € R. Neka je R(A) = Je’“ T(t)dt, (ReA > ).
0
Tada je (R(A))rerso pseudorezolventa ako i samo ako je
(1.62) T(t) T(s)=T(t+s) (ts=0).
Dokaz. Neka je (R(L))rerse pseudorezolventa i neka je ReA,Rep > o. Tada je

(1.63) R(MR(p) = L j g™ T(t)dtj[ j e T(s)ds]

0 0
- je-“jc—*“ T(1) T(s)dsdt.
0 0

Sa druge strane, imamo

o0

1 7 L—p)t 1 —-p)t —At
(1.64) —ﬂ[R(k)—R(u)]:.([CU ) R(x)dt—J;u—_xe(k eAT(1)dt
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) © © t
= je(x'“)‘ J. e T(s)dsdt - j et _[ e ™ T(s)dsdt
0 0 0 0

= Je(”'“)‘je'“ T(s)dsdt = J.e‘“‘ Ie’“s") T(s)dsdt
0 t 0 t

s—t=1u

ds = du

- Te‘“‘Te‘}"’ T(u+ t)dudt
0 0

= ]Se‘“]fe‘“s T(t+s)dsdt.
o 0

Na osnovu jedinstvenosti £ - transformacije [72] iz (1.63) i (1.64), imamo

T(t) T(s) = T(t +5), (t,s>0).

Teorema 1.20  Linearan operator A na E je generator C, - polugrupe
(T(t))so ako i samo ako postoji ©eR, takav da je (o,») < p(A) i da je
R: (0,0)—>L(E), definisan sa R(A) = (Al — A)' £ - transformacija polugrupe
generisane sa A.

Dokaz. Neka je

R\ = (M- A)'= Te-“ T(Hdt  (ReA>o0),
0

gde je T:[0,00)— L(E). Tada je, na osnovu teoreme 1.19, T(t +s) = T(t)T(s) (t,s 2 0).
Takodje je T(0) = I. Zaista, ako je T(0)x = 0 tada je T(t)x =T(t)T(0)x =0 i R(A)x=0
(ReA > ©). Medjutim, odavde je x = 0. Otuda je T(0) = L. Dokazimo da je (T(t))wo
C, - polugrupa. Neka je B njen generator. Tada je

(M -B) = je-“ T()dt = (AI- A)™"  (Red > ).

0

Tada je A = B. Otuda je (T(t))o Co - polugrupa.




Glava 2
Integrisane polugrupe

Integrisane polugrupe uveo je Arendt [3] 1987. godine, a dalje su ih razvijali
Nojbrander [51], Kelerman i Hiber [33], Time [67] i mnogi drugi.

U prvom odeljku, ove glave, izloZena je teorija n - puta integrisanih polugrupa
prema [3] i [51]. Napomenimo da je sli¢na teorija data u [33], i [67] samo Sto su
definicije i osnovne osobine date za 1 - put integrisane polugrupe. Takodje, teorija
n - puta integrisanih polugrupa je izloZena u [39], [40] nesto drugacije nego u [3] i
[S1] preko generalisanih evolucionih operatora pri reSavanju odgovarajuceg
nehomogenog Kosijevog problema.

U drugom odeljku data je karakterizacija generatora A, n - puta integrisanih
polugrupa.

U treéem odeljku posmatrane su LipSicove 1 - put integrisane polugrupe i
dokazano je da su one uvek eksponencijalno ogranicene.

U &etvrtom odeljku dokazano je da je svaka eksponencijalno ograni¢ena
integrisana polugrupa u stvari integrisana C, - polugrupa na odgovarajuéem
podprostoru.

U petom odeljku dokazano je da je svaka eksponencijalno ogranicena
integrisana polugrupa u stvari restrikcija integrisane C, - polugrupe, na veéem
prostoru, ali sa slabijom normom.

U $estom odeljku posmatran je Kosijev nehomogeni problem sa operatorom A
generatorom n - puta integrisane polugrupe.
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2.1 1 - puta integrisane polugrupe (neN)

Osnovna ideja integrisanih polugrupa sastoji se u sledecem. Neka je (T(t)) > o
C, - polugrupa na Banahovom prostoru E i neka je A njen generator. Stavimo za
ne N

((t=s)""
2.1) sn(t):j———T(s)ds, t>0.
o (a-1!
Familija (S,(t))so definisana sa (2.1) ima sledece osobine:
(1) S“(O) =0,
(ii) t = S,(t) je jako neprekidna,

t+s

: J(t +s—1)" 'S, (r)dr —j(t +s—1)"1S (r)dr|, t,s>0.
t 0

(n-1)!

(iii) S,(DS,(s)=

Kako je (T(t)),» o = L(E), C, - polugrupa, to postoje konstante M>1 020,
takve da ja ispunjeno |T(t)|<Me® (t > 0). Takodje, ispunjeno je i

(2.2) R(A, A)= jc‘“ T(t)dt, (ReA> o).
0

IntegriSudi (2.2) parcijalno, n - puta, dobijamo:
e™=u dv = T(t)dt

R(ALA)= e ™™ T()dt=| _ t
J(; ~Ae™Mdt=du v= JT(s)ds = S,(1)
0

=S, () +Afe S, (Dt
O 14
= xje-“ S,()dt == x“je-“ S (0dt, (Rer> o).
0 0
Otuda je
2.3) RLA) _[ems,dt,  (Red>o)

)\'n
0
Upravo je (2.3) motivisalo Arendta da u radu [3] posmatra klasu operatora

A— R)fzt) koja je £ - transformacija jako neprekidnih operatora S: [0, ) — I(E).

Sli¢no kao i u teoremi (1.19) (glava 1.), moZe se ocekivati da se preko rezolventne
jednakosti dobije neka funkcionalna jednakost za (S(t));=o-
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Teorema 2.1 Neka je S: [0, ©) — L(E) jako neprekidna familija operatora i
neka je |S(t)| < Me®, t 20. Neka jeneN i

(2.4) B% = ]Oc-“ S(t)dt, (Reh > o).
0

Tada je (R(A))gers » pScudorezolventa ako i samo ako je ispunjeno

(2.5) S(t)S(s) = 5

1),Us(t+s )" S(r)dr j(t+s )"lS(r)dr}, ts>0.

Dokaz. Neka su ReA > Rep > . Iz rezolventne jednakosti dobijamo
R(A) R(p) 1 1 1
ee  FREW_T T [R)-RwW)
A 1) ATt opu-A

Leva strana (2.6) daje

2.7) R(n“ .B(i_l)zﬁe-m s(t)dt]ﬁe-w S(s)dtj = Tc-“]oc-“s S(1)S(s)dsdt.
A K 0 0 0 0

Transformi$imo desnu stranu (2.6) u oblik

1 1 1 :
(2.8) ke [R(A) - R(w)]
ANt op-A
_1 1 [RW_RW|, 1 [L_LJRM
m P % A" l‘ln m A Ll" AD p.n .

IzraCunajmo

o0

1 |RA) R(w) -yt R(A) 1 s
. x{ } j‘ ) dt - ch M S(t)dt

A" T A" H—As

~ [t e s(s)dsdt - | —lie“—“’* ™M S()dt

0
T ot [ .- T o-mt -As
= je< W) je S(s)dsdt—je =, je s S(s)dsdt
0 0 0 0
(*)
. e MWt =y, dv =e MS(t)dt t
1 (A-p)t o -MQ t _ 1 (r=p)t [ . —2s >
—_ e “S(t)dt= =—-= e “S(s)ds
{p—ke ® (L - we P Mdt = du, v:je’“S(s)ds TRV { 0
0

+j et J. e S(s)dsdt = T ewi j e S(s)ds dt

0 0 0 0

8
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=Te(x'“)‘]‘°e'“ S(s)dsdt = Te‘“‘Te—“"” S(s)dsdt

t 0 t
:we‘“twe’“’ S(u+t)dudt =ooe'“we'“S S(t+s)dsdt.
0 0

0 0

_s—t:u
“|ds=du

Dakle, ispunjeno je

1 [RA) RW) [T —acf .ps
2.9 Hs S dsd
(2.9) o [ = o } '([e {e (t+s)dsdt.

Parcijalnom integracijom n - puta, integrala je"‘s S(t+s)ds , dobijamo
0
e ™ =u, dv = S(t+s)ds

J'e-m S(t+s)ds = s
. -pe ¥ ds=du, v= JS(t +u)du

+uJ.e = JS(t+u)dudv = u'[ Ea Jg(t+u)dudv

0 0

= *‘Sjsmu)du

e —u, dv:JS(Hu)du

—pe™ds=du, v= ”smg)dadr =] S(t+&)[ drde= [s-e)s+e)de
00 0 E 0

S

= e [(s-)S(t+£)de |

0

i sze-u*j(s ~1)S(t+r)drds
0 0

) n-1
:uzjc mj(s rS(t+r)drds=---=p j e (—SL—S(Hr)drds
) ) 4 , (n-1)!

Otuda je

o0 =) S n-1
1_|RO) RW|_ | ofg-nfowe BT r) S+ drdsdt,
p-A | A w" 0 0 g

odnosno,

11 [Rm R(W | _

L____l
o‘—.s

© s ey o |
e “je“‘s'f(—s—r)——S(tJr r)drdsdt
g 1!

W op-A AT 3 e
B o © t+s _ n-1
3 t+r=yv :J'e_)‘,[je-ps IS_H_S_L)__S(V)dVdet
dr=dv| { o ¢ @-D
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Prema tome, ispunjeno je

11 [RA)_RW]_Fonfewtrs—0""
2.10) — { j|.([e ie“Sj BT

Y op-A
Izratunajmo sada drugi deo desne strane relacije (2.8). Imamo,

S(r)drdsdt.

1 1 R(w) _ 11 1 R
" X" o #3 Ak ik )
H W H

k=0 H
nz_l SRR Te‘“s S(s)ds S 1 ]o i S(S)J——— r"*1drd
= — - — = - ras
k=0 VST 0 =0 f Lo 8 k-1)!
n-1 b e —p(s+r)
1 13
== — j S(s)j i r" %! drds
& AT L (k-1
S+r=V = 1 %7 < ™
= = g S n-k ld d
dr = dv o )\'Hl .([ (S)‘!( o 1)'(\’ S) vdas

s o S p=l/. = n-k-1 .k
= —je-“ j e-“*j G- U ghydrdsdt
17 27 L& @-k-Dk!

—(n-1 n-k-1 4k
: (s—r1) t* S(r)drdsdt
n-1I\ k

o= ®° n-1
i —je"“j e J MS(r)drdsdt .
A 5 5 (n-1)!

Il
ey 8§
(¢]
]
-y
O C—y
(¢]
|
i3
O ey
—~
o
=

Imamo,

< I 2 _ a\B=1
(211) 1 (__1;__“] R(Ll) _J‘C-—)Jj C—ps _(E‘_S_Il_
H—A \p A" " : 8 ) (n-1)!

Iz (2.10) i (2.11) dobijamo

S(r)drdsdt .

1 1 1
: Sk ook R(A) -
(2.12) TR [R(A) - R(w)]

) o0 t+s
— n n-1
:—‘([e ie”(n 1){j(t+s 1S(r)dr—J(t+s r)™1S(r)dr |dsdt .
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Na osnovu (2.6), (2.7) i (2.12) i jedinstvenosti £ - transformacije, dobijamo

4 n 1 n-1
S(1)S(s) = . 1)' j (t+s—1)""'S(r)dr - { (t+s-1)"1S(r)dr |, (ts=>0).
Iz (2.5) neposredno se dobija
(2.13) S(t) S(s) = S(s) S(t) (1, 20)
(2.14) S(t) S(0) = 0.

Definicija2.1  Neka je neN. Jako neprekidna familija operatora (S(t));>0 ©
L(E) naziva se n - puta integrisana polugrupa ako je (2.5) ispunjeno i S(0) = 0.
Osim toga (S(1)), s je nedegenerisana ako S(t)x =0, t > 0, povlaci x = 0. Konacno
(S(t))o j€ €ksponencijalno ogranicena ako postoje konstante M = 0, oeR" takve

da je [|S(t)| < Me®', t > 0.

Po dogovoru uzimaéemo da je C, - polugrupa O - puta integrisana polugrupa.

Primer 2.1
(i) Neka je (T(t))»0 < L(E), C, - polugrupa. Tada
S(t)y = j.g_—s)[:T(s)ds, (t=0)
4 (n-1)!
definiSe n - puta integrisanu polugrupu na E.
(i) Neka je ponovo (T(t))»o < L(E), C, - polugrupa. Tada

t _\n-1
S(b): :{%T*(s)ds, (t>0)

defini§e (n+1) - puta integrisanu polugrupu na E*. Ovde je T*(s) adjungovani
operator operatora T(s), a E* adjungovani prostor prostora E.

(iii) Neka je E = Cg (-0, 0] = {feC(~, 0]: £(0) = 0}. Definigimo
(T = { (x +1), X < —t

x>-t t>0.

Tada je (T(t));s0, Co - polugrupa. Takodje,

T(”(x ]u;'nlt(u)du, t<x
n
(SHx) =1,

I(t:: ;l))' f(u)du , t>-x
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je n - puta integrisana polugrupa (neN). Njen generator A je dat sa Af = f” na
D(A) = {feE n C'(-w, 0]; f(0) = 0}, gde je C" = {xeE; t =S(1)x, n-puta jako
neprekidno diferencijabilna, t > 0}.

Neka je familija (S(t))so < L(E) n-puta integrisana polugrupa (neN).
Pretpostavimo da je (S(t))so cksponencijalno ograni¢ena i definiSimo

o0

R(A) = X"Ie'“ S(t)dt, (ReA > o). Prema rezolventnoj jednakosti kerR(A) ne zavisi
0

od Re\ > o. Zato, na osnovu jedinstvenosti .Z - transformacije R(}) je injektivno
ako i samo ako je (S(t))so nedegenerisano. U tom slucaju postoji jedinstveni
operator A koji zadovoljava (0, ©) < p(A) i R(A) = (AI-A)". Operator A se naziva
generalor n - puta integrisane polugrupe (S(t)). - Talnije,

Definicija2.2  Neka je A linearan operator na E. Tada, za ne N,, operator
A je generator n-puta integrisane polugrupe ako je (o, ©) C p(A) za neko oeR 1

R(A,A) j

funkcija A — e £ - transformacija od S(t).

Ako je A generator n - puta integrisane polugrupe (S(t))e=0 < L(E), tada je
ona jedinstvena. Zaista, iz

B%;—Alx = J-c_“ S(t)xdt = Je'“ S, (H)xdt,
0 0

na osnovu jedinstvenosti . - transformacije imamo S(t) = S,(t), t > 0. Takodje, ako
je A generator n - puta integrisane polugrupe (neN,), tada je operator A
generator k - puta integrisane polugrupe, k > n.

Isto tako, poznata je ¢injenica da ako £ - transformacija neprekidne funkcije
postoji za neko AeC, tada ona postoji za svako AeC, takvo da je Red > Reh,,.
Prema tome, ako je A generator n - puta integrisane polugrupe (S(1))0, tada je

E(—;%A_)x = J‘e‘“ S(t)xdt, za svako xeE i Rel >o.
0
Propozicija2.2 Neka je neN, i ncka je A generalor n-pula integrisane,
eksponencijalno ogranicene polugrupe. 1ada, za xeD(A) i t=0, imamo

(2.15) S(x e D(A),  AS(t)x = S(t)Ax
(2.16) S(t)x = e j S(s) Axds.
n! A

t
Osim toga je IS(s)xds eD(A) za svakoxeE, 120, 1
0
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t n
2.17) A[S(s)xds = S()x - Lx.
n!
0
Dokaz. Neka su M > 0, oeR" takvi da je [S(t)|<Me®™, (t 2 0). Stavimo

R(MA) = J‘?\"c_“ S(t)dt, (ReA > ®). Uzmimo fiksno nep(A). Tada je
0

(l A)

e MS(HR(p, A)xdt = R(p, A)x

o}

= X—HR(H,A)R(X,A)X = jc-“ R(p, A)S(t)xdt,
0

—_ O %= 8

za Rel > i xeE. Tada, na osnovu jedinstvenosti £ - transformacije, dobijamo
(2.18) R(p,A) S(t)x = S(t) R(p,A)x, pnep(A), xeE.

MnozZeéi (2.18), prvo s leva sa pl-A, pa zatim s desna sa pl-A, uzimajuéi da je
xeD(A), dobijamo

S(t) (uI-A)x = (uI-A) S(V)x, t>0.
Otuda je S(t)x € D(A) 1
AS(tH)x =S(1) Ax, t=0, xeD(A).
Neka je xeD(A). Tada, za ReA > o, imamo

(2.19) [anet e Y xdt=x.
: n!
Takodje je
(2.20) x=R(LA) (I-A)x = AR(LA)X - R(LA)AX

J’x"“ e M S(t)x dt - jx" e~ S(t) Axdt
0

= jx““ e~ S(t)x dt —j Ko M jsa) Axdsdt
0

jx"“ ‘)‘{g(l)x J.S(s)Axds}ll
0
Iz (2.19) i (2.20), na osnovu jedinstvenosti Z - transformacije, dobijamo

n t

S(x = x + [ S(s) Axds.

n! 8

Necka je xeE, t >0, ReA > o, tada iz (2.15), (2.16) 1 (2.18) imamo
t t

jS(s)xds - (AI- A)R(L,A) jS(s)xds
0

0
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=AR(\,A) j S(s)xds — j S(s) AR(A, A)xds
0 0
=AR(, A)j S(s)xds — S(HR(A, A)x + t—n'R(x, A)X.
0 ni
Otuda je [S(s)xds eD(A) i
0

(M—A)J‘S(s)xds - ij(s)xds—S(t)Hix,
: s n!

odnosno,

n

AjS(s)xds:S(t)x—‘—x.
5 n!

Posledica 2.3 Za svako xeE je S()x € D(A), t = 0. Neka je xeE. Tada je
S(-)x desno diferencijabilna zat >0 ako i samo ako je xeD(A). U tom slucaju je

n-1

(n-1)!

(2.21) %S(t)x: AS(D)x + X,

(2.22) %S(t)x = AS(t)x= S(t)Ax, n=0.

Dokaz. Za xeE, t >0 imamo, na osnovu propozicije 2.2

t+h

S()x = lim-- ‘!.S(s)xds eD(A).

0

Drugo tvrdjenje direktno sledi iz (2.17) buduc¢i da je A zatvoren, tj.

n-1

AS®)x = L) x-———x,
dt (n-1)!
odnosno,
d n-1
—S(t)x=AS(t)x+ ’
GBI AR

zan>0 it>0. Ako je n =0, tada (2.17) dobija oblik
t

AjS(s)xds = S()x - X
0

i dobijamo (2.22), tj.

%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.
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2.2 Karakterizacija generatora
n - puta integrisanih polugrupa

Arendt je u radu [3] dao sledecu karakterizaciju generatora n - puta
integrisanih polugrupa (neNy).

Teorema 2.4 Neka jeneN, i neka suo >0, M 2 0. Linearni operator A je
generator (n+1) - puta integrisane polugrupe, (S(1))o < L(E), koja zadovoljava,
: 1 ®
(2.23) lr}%x supE”S(t +h) - S(v)| < Me**,

onda i samo onda ako postoji a > max (0,0), takav da je (a,0) c p(A), 1

(k—m)kﬂl(R_(;LA_))(k)

2.24
e k! A

<M, Re) >a, keN,.

Posledica 2.5 Ako operator A zadovoljava ekvivalentne pretpostavke
(2.23) i (2.24) tada je deo operatora A u D(A) generator n - pula integrisane

polugrupe (T(1))=0 , (n€N).
Dokaz. Neka su pretpostavke (2.23) i (2.24) zadovoljene. Na osnovu (2.23),
skup F; svih xeE, za koje je S(-)x € C'([0, »), E), je zatvoreni podprostor prostora

E. Stavimo F: = D(A). Na osnovu propozicije 2.2 je F < F,. Za xeF stavimo
T(t)x:%S(t)x, t > 0. Tada je T(t)x € F (prema posledici 2.3). Na taj nacin

dobijamo jako neprekidnu familiju operatora (T(t))=o na F. Necka je Ag deo od A
u F, tj. Agx = Ax za xeD(Ag): = {xeD(A); Axe F}. Tada je (a,») c p(Ap) i
R(A,A)=R(A,Ap), (ReA > a). Osim toga
R(LApX = [A™e™ S()xdt = [ame ™ T()xdt, (Red>a, xeF).
0 0

Ako je D(A) gust u E tada dobijamo sledecu karakterizaciju generatora n-puta
integrisanih polugrupa.

Teorema 2.6 Neka je A linearni operator u E i neka je skup D(A) gust u E,
takav da je (a,») c p(A) za nckia > 0. Neka jene Ny, M 20, oe(-w, al. Sledeca
tvrdjenja su ekvivalentna:

(i) A generiSe n - puta integrisanu polugrupu (T(t))o koja zadovoljava
Tt < Me®.
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(k)
(i) (x—m)k“i[R(x’A)) <M, Rek >a, keN,.

k! A"

Primedba. Ako je n = 0 dobijamo Hile - JoSidinu teoremu.

Posledica 2.7 Neka je A linearan operator I neka je skup D(A) gust u E.
Neka je A generator n - puta integrisane polugrupe (S(t))so, (n€Ny). Tada je
adjungovani operator A* operatora A generator (n+1) - puta integrisane polugrupe

(S*(t))zo u E*.

Dokaz. Neposredno sledi iz teoreme 2.6, uzimaju¢i u obzir ¢injenicu
R(A,A)*=R(A,A*).

2.3 Lokalne LipSic neprekidne
integrisane polugrupe

Za definiciju generatora A, n - puta integrisanih polugrupa operatora (S(1))e20
u prethodnom odeljku smo pretpostavili da su one eksponencijalno ogranicene, tj.
da postoje konstante M > 0 i o > 0, takve da je [S(t)] < Me®, (t > 0). Medjutim,
integrisane polugrupe nemaju uvek tu osobinu. U radu [33] konstruisana je sledeca
1-put integrisana polugrupa (S(1))=o koja nije eksponencijalno ogranicena.
t
Primer 2.2 Neka je E = 2, S(t): (x,) — Uca"s ds xn} , gde je a,:=n+2" Ti.
0
Ovako konstruisana polugrupa (S(t))so je 1 - put integrisana, ali nije
eksponencijalno ogranicena.

U tom pogledu znacajne su lokalne LipSic neprekidne integrisane polugrupe
koje su uvek eksponencijalno ograni¢ene. U prikazu ovih integrisanih polugrupa
uglavnom je koriS¢en rad [33] gde su tvrdjenja data za 1 - put integrisane
polugrupe, $to ne ogranitava opstost, jer je moguée prebacivanje tvrdjenja na
n - puta integrisane polugrupe. Takodje, ova materija je obradjena i u radovima
[39], [40].

Definicija2.3  Integrisana polugrupa (S(1))=0 < L(E) je lokalno Lipsic
neprekidna  ako za svako b > 0 postoji konstanta L, takva da je
[S(t) - S(s)| < Ljt - 5|, za svako t;s  [0,b].

Propozicija 2.8 Neka je (S(1))w0 nedegenerisana lokalno LipSic neprekidna
1 - puta integrisana polugrupa. Tada je

. ) 1 _ ot
lhlg)l supEHS(t +h) - S(t)| < Me™", t>0

za proizvoline konstante M 1 o.
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Dokaz. Nekaje E; = {xeE; t—>S(t)x je neprekidno diferencijabilna na [0, w)}.
Tada je E, zatvoreni podprostor. Neka je b > 0. Posmatrajmo prostor Co: = {feC
[0,b], £(0)=0} koji je zatvoren u Banahovom prostoru Lip,: = {feLip [0,b]; f(0)= 0},

f
M .Neka je x = limx

snabdevenim sa LipSicovom normom Hf”Lip = =9
n
{i{? o ol o

u E, gde je x,€E,. Tada funkcija fneCol, definisana sa f,(t) : = S(t)x,, konvergira ka
feLip, koja je data sa f(t) = S(t)x.

Neka je xeE,. Diferencirajmo

t+s

S(t)S(s) = j S(r)xdr - j S(r)xdr — JS’S(r)xdr.

Tada dobijamo O
S'(t) S(s) = %S(t) S(s) x = S(t + s)x - S(V)x, xeE,;.
Diferencirajmo jo$ jednom
St) S(s)x=S(t+s)x, xeE;, ts>0.
Dobijamo
S'(1)S'(0)x =S(t)x, xeE,,
odnosno, S'(0) =1 na E,. Prema tome (S(t)). j¢ jako neprekidna polugrupa na E;.
Zato postoje konstante M >0, oeR, takve da je
[(S't) x| = Me®||x]|.
Iz ||S(t)—S(s)|| <L |t-s| zas=0imamo
Is@| <Lltl.

Neka je he[0,b] i neka je L LipSicova konstanta za interval [0,b]. Tada je

[St+h) - S@® | = [|S'(t) S(h)|| < Me™ Lh.

Posledica 2.9 Svaka lokalna Lipsic neprekidna integrisana polugrupa je

eksponencijalno ogranicena.

Koristeéi teoremu 2.4 i propoziciju 2.8 moze se dati sledeca karakterizacija
generatora A 1-puta integrisane lokalne LipSic neprekidne polugrupe (bez
pretpostavke da je D(A) gust u E).

Posledica 2.10  Sledeca tvrdjenja su ekvivalentna
(i) A je generator lokalne LipSic neprekidne integrisane polugrupe,

(ii) Postoje konstanteM =0, oeR", takve da je (0,2) < p(A) 1

“R(k A)"|| < . ReA >0, neN.

|—M_
(A-o)"
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2.4 Integrisane polugrupe i C, - polugrupe
na podprostoru

Nojbrander [51] je pokazao da se svaka integrisana polugrupa moze dobiti
integracijom C, - polugrupe, ali na odgovarajuem prostoru.

U ovom odeljku, pokazana je upravo ta ¢injenica, ali na drugaciji naCin nego
$to je to uradjeno u [51]. Pri tome, pod pojmom integrisane polugrupe
podrazumeva se 1-put integrisana polugrupa. Medjutim, ta Cinjenica nede umanjiti
opstost izlaganja jer za n-puta integrisane polugrupe (neN) ideje dokaza ostaju
iste ali sa znatno sloZenijom tehnikom.

Generator A integrisane polugrupe (S(t))=o koja nije eksponencijalno
ograni¢ena moze se definisati na sledeci nain:

Definicija2.4  Generator A: D(A) ¢ E-E nedegenerisane integrisane
polugrupe (S(t))so se definiSe na sledeci nadin:

xeD(A) i Ax=y akoisamo ako je xeCl, i

(2.25) S(t)x -x=S(t)y, t=0.

Ekvivalentno prethodnoj definiciji, moZzemo staviti xeD(A) 1 Ax =y, ako i
samo ako je

(2.26) S(H)x - tx = j S(r)ydr, t>0.
0

Prethodna definicija ne zahteva da je integrisana polugrupa (S(t))e=0
eksponencijalno ograni¢ena, kako je to utvrdjeno u odeljku 2.1. MozZe se dokazati
da je A zatvoren linearni operator i da je ispunjeno:

(2.27) @) CCcD(A)cC.
(ii) Ax = S"(0)x, xeC™.

(iii) AjS(r)xdr: S(H)x-tx, t>0.
0

(iv) R(AA)= ?»J.e’M S(t)dt, Rel > o (u ovom slucaju pret-
0

postavljamo da je (S(t)) > o cksponencijalno ograni¢ena nedegenerisana, 1-put
integrisana polugrupa).

Neka je (S(t)so = L(E) eksponencijalno ograni¢ena, nedegenerisana 1-put
integrisana polugrupa operatora i neka je linearni operator A njen generator.

Neka je
(2.28) 0, = inffo >0 |S(V] < Me™, 120, M> 0}
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Kako smo ve¢ ranije videli (S(t)) formira na C' jako neprekidnu polugrupu
koja nije eksponencijalno ograni¢ena. Za xeC' uvedimo novu normu

229)  |Ixfe=supe ™ [SOx], Eo={xeCl|x], <}.
t20

Tada je E. Banahov prostor
IS0 < € [Xlos  XEEa-
Medjutim, ovom procedurom izgubljena je jaka neprekidnost. Zato, da bi smo

ostvarili jaku neprekidnost, posmatrajmo prostor E, ém , takav da je
(2.30) E, = {xeEo; [S(0)x - x]la— 0, t 40}

Tada je E, zatvoreni podprostor prostora Ex sa © - normom. Dalje S, ostavlja
E,, invarijantno i formira jako neprekidnu polugrupu na E, u odnosu na o - normu.
Postavlja se pitanje da li je nakon dve restrikcije prostora E dobijeni prostor E,
dovoljno velik da sadrzi D(A). Ako nasu pretpostavku ograni¢imo na © > o > 0,
sledi da je D(A) c E,, bez pretpostavke da je D(A) gust u E.

Teorema 2.10  Neka je (S(t))wo nedegenerisana cksponencijalno ogranicena
integrisana polugrupa. Tada za o > o, sledi

(1) E, sa ® - normom je Banahov prostor. Takodje,
D(A)cE.cC'

i Ixl < Ix[lo, x€Ea,

Ixlo <M [x[la, xeD(A).

Ovde ||-||a 0znacava graf normu operatora A 1 M Je pozitivna konstanta.
(i1) E, je invarijantno u odnosu na S\(t) 7 restrikcija T, operatora S naE,
Jje jako neprekidna polugrupa na (Ea, |-||s)- Tw j€ generisano od dela A, od A ili
S'(0) uE, Y.
D(A,) = {xeC’; AxeE,}
A,=A=S5(0) na D(Ao).
Dokaz. DokaZimo prvo tvrdjenja
(1) D(A)CE, i [xlosM [x]a, xeD(A).
(2) T, je generisano delom A, operatora A u E,.

Dokaz tvrdjenja (1). Neka je xeD(A). Bez ograni¢enja opStosti mozemo
pretpostaviti da je o> 0. Tada je na osnovu (2.25)

e |S(t+n)x - S)x || = e [[(S(t+r) - S()Ax |-
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Kako je S(t)Ax neprekidnou ti [[S(t)| < M e za neki 0, <0 <0 ,toiz (2.28) 1
(2.29) sledi xeE,, i tvrdjenje (1) je dokazano.

Dokaz tvrdjenja (2). Neka je A, generator S(t) na E,. Za xeD(A,) imamo
t
S(H)x —x = j S'(r)Auxdr = S(D)ALX.
0

Tada je na osnovu (2.25), xeD(A) i Ax = A,x € E,. Obratno, neka je xeD(A) 1
AxeE,. Posebno AxeC' i na osnovu (2.25) je xeC*, Ax = S'(0)x. Zato je

t
S(x - x = S()AX = [ S'(r)Auxdr = S(DALX.
0
Kako je AxeE,, xeD(A,) i A.x=S"(0)x = Ax.
Takodje je ta¢na i obratna teorema prethodne teoreme.
Teorema?2.11 Neka je A linearni operator u E. Tada A gencrise

nedegenerisanu eksponencijalno ogranicenu integrisanu polugrupu na E ako i
samo ako je ispunjeno:

(i) Postoji AeR takav da R(MA) postoji i gotovo svuda definise
ograniceni lincarni operator na E.
(i) Postoji norma ||-||» naD(A), takva da
@  Ixl <clxlosclxls  xeD(A)

(b) Deo A, operatora A u E, =D(A)m generise jako nepre-
kidnu polugrupu T, na E,.

) - .
(Ovde D(A) oznaCava zatvorenje u odnosu na o - normu.)

Primedba 1. Integrisana polugrupa na E je povezana sa jako neprekidnom
polugrupom T, na E,, formulama:

(2.31) S,()=[T,(s)ds, nakE,,
0
(2.32) S(t) = (A\I- A, )S, (DR(X, A)
-8, (DR, A) - T,R(A, A)+R(A,A),
(2.33) S(t)x = lim S, (DAR(A, A)x.

Osim toga, S(t) preslikava E neprekidno na (Eo, [||le)-
Primedba 2. Neka je bez ograniCenja

IT, ()] < Me™,  t=0.




Integrisane polugrupe 44

Tada je prostor E, =D(A)w sadrzan u prostoru E,, iz teoreme 2.10. Medjutim, mi

ne znamo da li se prostor E, , dobijen u teoremi 2.11 podudara sa bilo kojim
prostorom E,, dobijenim u teoremi 2.10.

2.5 Integrisane polugrupe kao restrikcija
integrisanih C, - polugrupa

U prethodnom odeljku je pokazano da je svaka eksponencijalno ograni¢ena
integrisana polugrupa ustvari integrisana C, - polugrupa na odgovarajuéem
podprostoru sa jatom normom. Medjutim, svaka integrisana eksponencijalno
ograni¢ena polugrupa je u stvari restrikcija integrisane C, - polugrupe na vedem
prostoru, ali sa slabijom normom.

Za prikaz ove problematike uglavnom je koris¢en rad [67], a sli¢an rezultat, ali
za Lipgic neprekidne integrisane polugrupe moZe se naci u radu [10].

Neka je (S(t))so nedegenerisana eksponencijalno ogranifena integrisana
polugrupa na Banahovom prostoru E i ncka je A njen generator. Tada je, na
osnovu teoreme 2.11, (S(t))so integrisana Cy - polugrupa na podprostoru E,c E sa
normom || koja je jata od norme |-| u E a slabija od graf norme na D(A).
Pretpostavimo da je

R, A), < 1@ , (Red>0)

=

Tl <e™, €20,
Ovde je Ty(t) = S'(t), t >0 C - polugrupa na E, < E. Uvedimo normu ||, naEsa
x|, =|RA,A)x],, Rer>o.

Lema2.12 Ako suRel, Rep > o, tada su norme

. ”, bi H . Hu ekvivalentne.

Dokaz. Iz rezolventne jednakosti imamo
R(LA)X = R(,A)x + (1-4) R(LA) R(1,A)x,
odnosno

IR(A, A)x], <[R(w, A, +|n - MR, Ag)R(k, A)x|,

<[R(p, A)x||, +

-A
B2, A
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Lema 2.13

@ [xl, =<l
(ii) D(A) jegust u (E, |-|,)-
Dokaz.

(i) Na osnovu teoreme 2.11b) je

I, =R, A)x], <o [RO, A)x],

, xeE, ¢>0.

< CZ(HR(X, A)x|+|AR(, A)XH) < ¢, (JRL, A) x| +[x] + A R(A, A)xn)
< c2[1 +(1+2)R(A, A) H]qu.
(i) [nR(p,A)x-x|, =[uR(k,A)RM,A)x-R(},A) x|, >0, n-ow

g =3 v .
Neka je E° kompletno prosirenje prostora E u odnosu na normu .l”l Na

osnovu leme 2.12 kompletno prosirenje prostora E ne zavisi od izbora A > .

Posledica 2.14  Prostor (E, |-|,) se neprekidno prosiruje na prostor (—Ex,

I-Il,) 7 Eq Jje gust skup u E.

Nas slede¢i korak sastoji se u prosirenju polugrupe Ty na Eq na polugrupu T na

= . , e :
E" . Dokazimo da je T, polugrupa ogranicenih linearnih operatora na (Eo,

Lema2.15 |T,()x], <e”'|x

.» X€Eq.

Dokaz. Imamo
ITo(x], =RA, A)T()x],
=T, (YR, A)x|, <e™|R(A,A) x|,

< Iul,.

- A =% . . =
Na osnovu leme 2.13 (ii) i kompletiranja prostora E* moZemo, za svaki xe E ,
nadi niz x,€E, takav da

I, =x], 20, (n—o).

: 38 . ot . =i . :
Na osnovu leme 2.15, za fiksno t > 0, (Io(t)x")ne\, je Kosijev niz u E 1zato ima
grani¢nu vrednost. Takodje, na osnovu leme 2.15, grani¢na vrednost ne zavisi od
izbora niza (X, ) _y- Stavimo

(2.34) T(O)x = A ~ lim Ty (V) x,

cx : =i
gde A ~ lim oznaCava da granicnu vrednost uzimamou E .
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Posebno, na osnovu dokaza leme 2.13 (ii), imamo

(2.35) T()x = A ~ lim Ty (t)pR(pn, A)x, xeE.
P

Propozicija 2.16 Familija (T(t))wo formira jako neprekidnu polugrupu na il

Dokaz. Na osnovu (2.34) i leme 2.15, (T(t))=o je polugrupa ogranicenih
linearnih operatora. Osim toga je |T(t)], <e®'. To implicira da je granicna
vrednost u (2.34) uniformna po t na kompaktnom intervalu. Zato, jaka
neprekidnost Ty na (Eq, |-|,) i takodje na (E,, -||,,) implicira jaku neprekidnost T
na E .

Neposredno iz (2.33) i (2.35) sledi da je integrisana polugrupa (S(1))=o dobijena
integracijom polugrupe (T(t))yo i uzimajuci restrikciju na E.

t
Teorema2.17  S(t)x = j T(s)xds, xeE.
0

N D A
Primetimo da je integral uzetu E .

Teorema 2.18  Neka je A generator polugrupe (T(1))wo. Tada
(1) R(M\,A,) je prosirenje R(MA).

(1) A je deo operatora A, uE.

(iii) D(A,) =Ey.

Dokaz.

(1) Za xeE, na osnovu teoreme 2.17 i (2.27)(iv), imamo
t ] t
R(A A, )X = XJ.C_M {J. T(s)xds] dt
0 0

t
= xjc-“ S(t)xdt=R(A, A)X.
0

(1) Neposredno sledi iz (1).
(1i1) Dovoljno je dokazati da je R(X,A;_)Ek = E,. Dokazimo prvo da je
R(L,AL)E"c Eq. Neka je x=1 ~ lim x, gde je x,<E. Zato
Xn = Xm|, = RO, A)X, - R\, A)xy[, 20,  (n,m—> ).
Na osnovu (i), imamo
R(A,A)X, = R(AA)X, n—
u E,. Zato je R(AAy)x € E,.
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Dokazimo E, ¢ RALA)E . Neka je xeE,. Tada [x-R(A,A)y,|. =0,
n — o, gde je y,eE. Kako je (R(A,A)y,), ., Kosijev niz u E,, (Vn), o j€ KoSijev
nizu E izato ima grani¢nu vrednost ye E". Tada je
x=A~lim R\, A,)y, =R A;)y.

n—o

Teorema 2.19  Sledeca tvrdjenja su ekvivalentna:

(1) T se moZe suziti na polugrupu ogranicenih linearnih operatora naE.
(ii) S(t) preslikavaE na D(A).

(iii) D(A) je invarijantno u odnosu na Ty(t), t > 0.

Primedba. Ovoga puta ne moZemo ocekivati da ¢emo na E dobiti
eksponencijalno ogranigene ili jako neprekidne polugrupe.

Dokaz.
(i)=(ii) Na osnovu teorema 2.17 i 2.18 znamo da je S(t)xeEq = D(A,)1i
A, S(H)x =T(t)x -x, xeE.
Ako T(t) ostavlja E invarijantno, znamo da je S(1)x € D(A) jer je operator A deo
operatora A, u E na osnovu teoreme 2.18 (ii).
(ii)=(i) Na osnovu teoreme 2.17 je
T(t)x —x = A, S(t)x, xeE.

Ako je S(H)x € D(A) tada je T(t)x € E. Osim toga, ako S(t) preslikava E na D(A),
linearan operator A je zatvoren i definisan gotovo svuda i zato je ograni¢en. To
implicira da je T(t) ogranicen.

(ii)<>(iii) Neposredno sledi iz druge formule u (2.31).

2.6 Kosijev problem

U ovom odeljku posmatra se Kosijev nehomogeni pocetni problem, tj. traZe s¢
reSenja jednacine

(2.36)

{u(t) = Au(t) +f(1) (te[0,b])

u(0)=1u,

gde je A linearan operator: E5E, uweE, f € C([0,b], E), (b > 0). Resenjem
jednatine (2.36) smatra¢emo funkciju u:u(t)eCl([O,b],E) koja zadovoljava (2.36) i
u(t)eD(A), (te[0,b]).

Kosijev nehomogeni pocetni problem, pod pretpostavkom da je operator A
generator n-puta integrisane polugrupe, razmatran je u [3], [51], [39], [40], a da je
operator A generator 1-put integrisane polugrupe, razmatran je u [33], [67]. U
ovom odeljku slediéemo razmatranje dato u [3] 1 [51].
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Neka je operator A generator n-puta integrisane polugrupe (S(t))z0 (neNy).
Pokazaéemo prvo da postoji najviSe jedno reSenje jednacine (2.36).

Neka je funkcija ve C([0,b],E) data u obliku
t
(2.37) v(t) = S(Du, +j5(t) f(t—s)ds.
0
Propozicija 2.20 Ako postoji resenje u = u(t), Kosijevog problema (2.36), tada

je veC™'([0,b,E) i u=v".

Dokaz. Neka je te[0,b]. Za se[0,t] neka je w(s) = S(t-s) u(s). Buduci da je
u(s)eD(A) prema pretpostavci, imamo iz (2.16)

w(s) = (S(t -s) u(s))‘

_%u(s) —S(t-s)Au(s)+ S(t —s) u'(s)
:_%u<s>+ S(t - ) (u(s) - Au(s))
=_%u(s) +S(t—s)f(s), se[0,t].

Medjutim,
S(t)ug = w(0) - w(t) = -j w'(s)ds
0

_j (t-s)""

u(s)ds — | S(t-s)f(s)ds, te[0,b].
O (n-1)! J(;

Dakle, imamo

v(t) = j(

nl

B u(s)ds - jS(t—s)t(s)desu s)f(s)ds

J‘(zn s)l”>'l u(s)ds, te[0,b].

Otuda je veC™'([0,b1,E) i u=v".

Teorema 221 Ako je veC™'([0,b),E) tada u: = v resenje Kosijevog
problema (2.36).
Dokaz teoreme 2.21 zasniva se na sledecoj lemi:

t
Lema222 Zasvako t20je jv(s)ds e D(A) I

0

(2.38) Aj v(s)ds_v(t)——n j -0 ¢rydr,  te[0Op).
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Dokaz leme 2.22 1z (2.37) imamo
t t ts
(2.39) Ajv(s)ds= AjS(s)uo ds + A”S(r)f(s—r)drds.
0 0 00
Koristeéi (2.17) i Fubinijevu teoremu dobijamo

t n
INEOIT ds=—‘—u, + S(O)u,
A n!

S(r)f(s—r)drds:A”S(r)f(s—r)dsdr

Or

jrS(r) f(u)dudr=A j ( _jUS(r) f(u)dr] du
0 oONO

t
Al
0

=A

O'——:"‘ O Gy

(t=w)"
n!

=J[S(t —w)f(u)- (t ‘n"‘) f(u)}du = jS(t —w)f(u)du- j f(u)du.
0 ’ 0 0

Tada je
(t _ u)l)

n!

([ 2 S)l]
n!

AJ'v(s)ds= S(t)uo-i'uﬁjsu— u)f(u)du —j f(u)du
0 ol 0 0

= v(t) -j S(s)f(t—s)ds —%u0+js<s)f(t —s)ds -j f(s)ds
0 : 0 0

t

t" t—s)"

=v(t) -—u, -j( )
n! 5 n!

f(s)ds.

Dokaz teoreme 221 Prema pretpostavei je veC™'([0,b],E) i, bududi da je A
zatvoren, (2.38) se moZe diferencirati (n+1)- puta. Tada dobijamo

; (=~
| =iy

ln—k—l

Ry — &+ Dy "
(2.40) AvV() =v (L) —;(n-k—l)!uo

a_k_p W

zak=0,1,...,n-1 i v™(t) e D(A), i

(2.41) Av® (1) = v (1) - £(1), t € [0,b].
Stavljajudi u (2.41) u: = v™  dobijamo da je funkcija u = u (t) reSenje Kosijevog
problema (2.36). Osim toga, ako je n =0, tada jie S(0)=1 i u(0) = v(0) = uy. Ako
je n > 0 tada je S(0) = 0 i, takodje v(0) = 0. Naime, iz (2.40), imamo v®(0) = 0, k<n
izak =n—1 dobijase v?(0) =y, + AV™Y(0) = u,. Takodje, u(0) = uy u svakom
slu¢aju.

Proporzicija 2.23 Ako jefe C™([0,b].E) 7 upeD(A), u;: = Aug + f(0) € D(A),

uy: = Auy + £'(0) € D(A), ..., Upyq: = Ay + f¥(0) € D(A), ... , uy = Augy + £(0) e
D(A), tada Kosijev problem (2.36) ima jedinstveno resenje.
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Dokaz. 1z (2.16) dobijamo da je veC' i

n-1

(n—-1)!

t

v(t) = u, +S(t) Aug +S(DE0) + [ S(s)f (L —5) ds.
0

Koristeéi pretpostavku Aug + £(0) € D(A) dobijamo, na osnovu (2.16) da je veC.
Nastavljajuéi postupak dobijamo na kraju da je veC™'([0,b],E) i tvrdjenje sledi na
osnovu teoreme 2.21.




Glava 3
OL - puta integrisane polugrupe (aeR™")

U ovoj glavi uvode se i analiziraju o - puta integrisane polugrupe operatora
(aeR"). Relacije koje se dobijaju za a - puta integrisane polugrupe operatora
sli¢ne su relacijama u sluaju da je o = ne N, medjutim, dokazi se znatno razlikuju.
U teoremi 3.1 dati su potrebni i dovoljni uslovi da bi familija (R(X))Rerso bila
pseudorezolventa.

U drugom odeljku date su relacije izmedju generatora A i a - puta integrisane
polugrupe (S(1))i=, zatim karakterizacija generatora A, o - puta integrisane
polugrupe (odnosno (a+1) - puta) ako je domen D(A) gust u E (odnosno domen
D(A) nije gust u E).

U treéem odeljku je izloZena teorija o - puta integrisanih polugrupa (axeRY),
primenjena na reSavanje KoSijevog nechomogenog problema.

U &etvrtom odeljku dati su primeri o - puta integrisanih polugrupa (aeRY).
Posebno, vazan primer koji je razmatran u [33], posmatran je u okviru teorije
o - puta integrisanih polugrupa, prosiren je rezultat iz teoreme 4.1 u [33] i

k j
pokazano je da diferencijalni operator p(D):Zaj %, sup(p(x)) <o, generiSe
=0 GX




Q - puta integrisane polugrupe (« eR’) s

o - puta integrisanu polugrupu ae(%,l} na prostorima Cyo(R), Cy(R), UC,(R),
L'(R), re[1,0].

Rezultati u ovoj glavi su originalni rezultati Mijatovica, Pilipovica i Vajzovica
[41] i Mijatovica i Pilipovica [44].

3.1 O - puta integrisane polugrupe (x€r")

Neka je T:[0,0) — I(E) jako neprekidan operator, integrabilan u okolini nule,
tj. integrabilan na (0,e) za neki € > 0 i eksponencijalno ogranicen, tj.

(3.1) IT(t)| < Me™, t20
za neko M >0 i oeR. Operator R: {AeC; ReA > 0} — L(E), definisan

R = [e™T()dt, Rer>o,
0

gde integral posmatramo u Bohnerovom smislu, je Laplasova transformacija
operatora T (krace £ - transformacija).

Neka je (T(t))wo, Co - polugrupa i neka je operator A njen generator. Uvedimo
familiju uopstenih funkcija

[a—l
E(t)__, o €R+ ———(O,OO),
(32 f.()=4 T(w)
£ 0, <0, a+n>0,neN, teR",

gde je H(t) Hevisajdova (Heaviside) funkcija.
Stavimo

t

(3.3) Sa(t)z(T(s)*fa(s))(t):—IT(laS j (t-s)* 1 T(s)ds, t20,aecR’,
0

gde je integral uzet u Bohnerovom smislu. Tada dobijamo
: 17 mm
£ (S) () =L (D) (1) - L) V) = 7 fe™T(dt, Rer>o,
0
§to daje

Z(So) N = X%R(x, A), Red>o.
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Sledecu teoremu dokazao je Arendt [3] za oo = ne N. Na§ dokaz je razliCit jer je
acR" i ne koristi se binomna formula kao u [3].

Teorema 3.1 Neka je ae R*, S: (0,0) — L (E) jako neprekidna,
eksponencijalno ogranicena i neka postoji integral
R =2* [e™ S(dt, Red>o.
0
Tada je (R(L))rerse pseudorezolventa ako i samo ako je

t+s

(3.4) S(H)S(s) = —— j(t+s )* 1 S(r)dr —j(t+s —r)* 1t S(r)dr|, ts>0.
0

Posebno, ako je (S(V) » o, Co - polugrupa, tada S, delinisano sa (3.3) za aeR’
zadovoljava (3.4).

Dokaz. Lako se proverava da je (3.4) potreban uslov. Dokazimo dovoljan
uslov.

Neka su ReA, Rep> o1 kiu. Tada, iz rezolventne jednacine, imamo

R(A) Rw)
3.5 F. SL
( ) b Llot e ] 1° ua

Iz desne strane relacije (3.5) dobijamo

RO R(w)

a

(3.6)

=2 (S())(A)- L(S(6))(n) = Te-’-‘Te—“ﬂ S(t)S(s)dsdt.
0 0

Da bi dokazali (3.4) treba da dokaZemo

R RS
7 LT _
(3.7) = e “_X[R(k) R(p)]
—°° —klw —us 1 n e e | _S _ a-1
_!;c {eu r(a)h(t” r)* S(r)dr {(Hs r) S(r)dr}dsdt.

Podjimo od jednakosti

T T 1 1 [RV) R 1 (1 1)R
111 ieayore] - L [RB RO, L (L _1)RG
A pu* p-A p* u-A[ A l p=Alp* A u

koja se neposredno proverava. [zracunajmo prvo

1 {R(k) R(u)} T““ ! RO»)dt
p-Al A% H 0

1 o0
—— e ™ §(t)dt
u_xg (v
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= i (l-lu)lo0 =
J(;e J;e
= ]‘Oe“'“" ]ze‘)”s S(s)dsdt = ]oe““‘ ]ie'“ S(s+ t)dsdt
t 0 0

= Te’“ Te'“s S(s+t)dsdt .
0 0

Tada
1 My arRES PR i T e THEHY)
), e { ) _ (“)} Jc IS(1+S)IC v* ! dvdsdt
p* - A% . 5 ()
i o r No-1
= J‘e_“.[ ¢ J‘Q—b—)—— S(t+s)dsdrdt
0 0 o T(@)
© L) t+s § a-1
= J'e’“j g ™ Ll At S(r)drdsdt.
A R
Izra¢unajmo
) ) ) __“\
(3.9) ia . -R(f) - je"—-““je e %)j ve ! dvdsdt
u® p-A A : % I'(a)
_wmw e al wnw—” .
=le™ | S(s r—t-— drdsdt= |e™ | e™ —————S dsdrdt
[0 L] oy 0o

S 0
= e j g™ (t—+—r——))—5(s)dsd1 dt ,
0 t

Takodje, izratunajmo

(310) —1' 1 R(“ - _1_'[ (A—p)t J' .—As S(b) ds dt
Sl Ve M The A S
]f j T =k (s+v-t) ’
- S(s) ve! dvdsdt

4 , (@)

© t+r S a-1 o @© t
=jc_ J e ™™ J Qi——)——S(s)dsdrdec‘“‘J e ™™ i §(S)dsdrdt.

0y 4ot ['(a) 0 0 0 “00

Koristeéi (3.9) i (3.10) dobijamo

- © s a-1
(3.11) L(L_k_laj R(1) _ [e fiaTe? j(‘—”—r)—— S(r)drdsdt.

H A * uu 0 0 0
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Tada (3.8) i (3.11) impliciraju (3.7). Tvrdjenje (3.4) sledi iz (3.6) i (3.7) i
jedinstvenosti £ - transformacije.

Posebno, ako je (S(1)), » o dobijeno pomocu C, - polugrupe (T(1))eo (aeRY)
date sa (3.3), tvrdjenje neposredno sledi.

Definicija3.1  Neka je (S(t))so = L(E) jako neprekidna, eksponencijalno
ograniena familija operatora i neka je acR’. Tada se (S(t)), - naziva a - puta
integrisana polugrupa ako je (3.4) ispunjeno i ako je S(0) = 0. Familija (S(V)e0 J€
nedegenerisana ako S(t)x = 0 za svako t >0 implicira x = 0.

Neka je (S(t))s0, o - puta integrisana polugrupa (exeR"), eksponencijalno
ograni¢ena i neka je R(A)=A"4(S), gde je ReA > 0. Tada, na osnovu rezolventne
jednakosti, kerR()) ne zavisi od ReA >o. Zato, na osnovu teoreme 0 jedinstvenosti
£ - transformacije, R(}) je injektivno ako i samo ako je (S())w0 nedegenerisana. U
tom slugaju postoji jedinstveni operator A, koji zadovoljava (0,%) C p(A), takav da
je R(A) = (AI-A)™', ReA > . Taj operator se naziva generetor a - puta integrisane
polugrupe (S(1))o-

Definicija 3.2  Neka je aeR". Operator A je generator o. - puta integrisane
) ) J g
(M-A)"

polugrupe (S(t))=o ako je (0,0) < p(A) za neki oeR i funkcija A— G

Z(S)(V), Red >w, je injektivna.

3.2 Relacije izmedju generatora A 1a - puta
integrisane polugrupe (S(t))o (xeR).
Karakterizacija generatora
a - puta integrisane polugrupe

Propozicija 3.2 Neka je A gencralor a - pula integrisane eksponencijalno
ogranicene polugrupe (S(1))eo, acR’. Tada je, za xeD(A) 1 t>0

(3.12) S(t)xeD(A), AS()x = S(t)AX,
i &
(3.13) S()x = T £ S(s)Axds.

Osim toga je, jS(s)xds eD(A) zaxeE 1 t20 1
0
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a

t
t
3.14 Al S(s)xds = S(t)x - ———x.
(3.14) { (s) G o
Dokaz. Po pretpostavci postoje M > 0, o 2 0 (M,0eR), takvi da je
[S(] < Me®, (t = 0). Neka je R(A)=A"4(S), (Red > »). Uzmimo fiksno pnep(A).
Tada je

Te’“ S(t)R(p, A)xdt = A"* R(A, A)R(p, A)x
0

o0

- A R(y, A)R(A, A)x = je-“ R(w, A)S(t)xdt,
0

za svako Re)d > o i xeE. Na osnovu teoreme o jedinstvenosti £ - transformacije,
sledi

(3.15) R(p,A) S(t) =S(t) R(,A) , nep(A), t=20.
Tada (3.15) implicira tvrdjenja u (3.12).
Neka je xeD(A). Tada za Rel > o imamo

o o

; t
j)\’a+l e—ht ____th =%

0 IN'o+1)

= R(A,A)AI- A)x = AR(A, A)x - R(A, A) Ax

) C el t
= j)»‘”l e ™M S(t)xdt - J AcH g™ jS(s) Axdsdt.
0 0 0

Tada, na osnovu teoreme o jedinstvenosti £ - transformacije, dobijamo (3.13).

Neka je xeE, t >0, Re) > 0. Tada, na osnovu (3.12), (3.13) i (3.15), dobijamo
t t t
J.S(s)xds - AR, A)jS(s)xds —IS(S)AR(K, A)xds
0 0 0

a

T(a+1)

= xR(x,A)jS(s)xds—s<t)R(x,A)x+ R(A, A)X.
0

t
Zato je IS(s)xds eD(A) i
0

t o

(lI—A)j;S(s)xds:kgS(s)xds—S(t)x+ ke

Poslednja jednakost implicira (3.14).
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Posledica 3.3 Neka je acR"'. Tada je S(t)x e D(A) zax€E i t>0. Neka je

xeE. Tada je S(-)x desno diferencijabilna u t >0, ako i samo ako je S(tH)xeD(A).
U tom slucaju je

a-1

d B t
aS(t)x = AS(t)x + (@)

x, t>0,xeE.

Dokaz. ZaxeE, t>0 imamo

t+h

ot S
S()x = lim— J:S(s)xds eD(A),

na osnovu propozicije 3.2. Drugo tvrdjenje sledi neposredno iz (3.14), buduci da je
operator A zatvoren.

Arendt [3] je dao karakterizaciju generatora A, (n+1)-puta integrisane polu-
grupe (S(1))e0, ne N, u sluaju da operator A nije gusto definisan u E. U slucaju da

je aeR" dobijamo:

Teorema 3.4
a) Nekaje acR'i M=>0. Nekaje A (ne gusto definisan) lincaran operator

u Banahovom prostoru E, takav da je (a,0)cp(A), za neko a 2 0. Sledeca tvrdjenja
su ekvivalentna:

(i) A generise (o+1) - puta integrisanu polugrupu (S(1))eo, koja zadovoljava

lhi%lsup%”S(tJrh) S < Me®, 120, 0e(-, a].

1 (R(X, A))‘k’

k! A

k+1
(i1) SM(K j , za sve Rel > a, ke Ny = NU{0}.
-®

b) Ako operator A zadovoljava ckvivalentne pretpostavke iz a) tada je deo

operatora A na D(A), generator o. - pula integrisanc polugrupe (aeR ™).
¢) Neka je lincaran operator A u a) gusto definisan. Tada je (ii) u a)
ekvivalentno sledecoj pretpostavci:
A generiSe o. - puta integrisanu polugrupu (S(1))=0, k0ja zadovoljava
IS()] < Me*™,  t>0.
Primedba. Ako u teoremi 3.4 c¢) stavimo o = 0 dobijamo Hile-JoSidinu
teoremu (teorema 1.8).

Posledica 3.5 Neka je A linearan operator inckaje D(A) gust u E. Ako
operator A generiSe o - pula integrisanu polugrupu (aeR"), tada adjungovani
operator A* generise (a+1) - puta integrisanu polugrupu u E*.

Posledica 3.5 neposredno sledi iz teoreme 3.4 buduci da je R(A,A)* = R(A,A¥*).
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Neka je
1
(n-1)!

n - puta integrisana C, - polugrupa (T(t))so i f, funkcija definisana u (3.2) za
a=neN. Tada se generator A, n - puta integrisane polugrupe (S(1))o moZe
predstaviti preko te integrisane polugrupe.

(3.16)  S,(O)=(T(s)*£,(s)) (1) = j(t-s)“-‘T(s)ds, t>0,neN,
0

Teorema 3.6 Neka je (S,(1)s0 = L(E) n - puta integrisana, cksponencijalno
ogranic¢ena polugrupa, definisana sa (3.16). Neka je A generator (S,(1)=0- Tada je

S, (h)x - hfx

(.17) Ax=(n + 1! lim hm“’ . xeD(A).

Dokaz. Neka je xeD(A). DokaZimo

RA) _,RM 1

A A=

’

A" b AD
gde je R)E?) X= J‘G'M S, (Hxdt, ReA > o.
0
Imamo,
S, ()~
(m+1)! ——BL [es, (xdt
hot )
e ©
- (n ‘:‘;})- Ie—ll Sn(h)Sn(t)th— n;]’l J‘e—/vt Sn(t)xdt
E 0
§ % h+t t
:(n+l)-j -t 1 J' (h+t—r)"_1S,,(r)dr—j(h+t—r)n_lsn(r)dr th_n+1R(k)
hn+l 0 (n—l)' h 0 h }\'n
o h+t
J@EDD Feon [ (h 4 t-n's, (xdrdt
h 0 h
w t
._(n 't]}l)n IC—M j(h +t— I’)n_lsn(r)xdrdt—l3
h 0 0
= I] = IZ " 13 .
Tada je

© h+t
- {otbn fe [h+t-r"™'s,(nx drdt
0 h
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o0

l o0
= (n ':+l)n '[Sn(r) J.(h+l_r)n—le—7\.l X dt dr
h h r-h
htt-r=u_ @+Dn T T it -rws
- dt = du - hn+1) ISn(r)J.u ; C Vo h)XdUdr
h 0
1 r < ) Ah IPNT
00 o, o] e - DR 0D s e
h h 0 h i 4
(m+Dn T -
12 n+1 J-e J'(h+t—r) Sn(r)x drdt
h 0 0
(n+Dn | [ \n-1 -t . _[h+t-r=u
hn+1 '([Sn(r)‘!.(h+t_r} c thdr— dt:du

o0

1 © © ’ )
= (n i )n J‘Sn(r)jun—l e—l(ll—h+r)x dudr i (n + l)n Cklljc—lrsn(r)jun-—le—ku Xdudr
0 h

n+1 n+l
h h h 0

\rr D w0
— (n +h1n)+nle R}En)") J‘un—l C—).u xdu .
h
Prema tome je,
Sn(h)— hl' A
(n +1)! ——Emrﬂ;jc”*&ioxdl
0
| oAb Ah % )
J (m+Dle™ Ie_h S (f)xdi - (n+1)ne™ R(A) J.u”"‘e“'” wdu_ D +1R(A)
hn+1 Kn hn+l )\'n h }\’n

h h

(n+1)!e™ J'e'“Sn(r)xdr ~(n+1)ne R(X)J‘u”'le‘}"' xdu—-(n+1)h"R(A)x
h

h

hn+l )\’n

Sada, nakon primene L” Hospital-ovog pravila, ako h{0, dobijamo

R(X)X:)\R(l)x_i
)\’n )\'ll )\}1

i A je generator n-puta integrisane polugrupe (S, (V)20 < L(E).

A X,

Prethodna teorema moze se posmatrati i u slucaju da je (S,(t))=o n - puta
integrisana polugrupa u smislu definicije 3.1, neN,, ali da integrisana polugrupa
nije nastala direktnom integracijom C - polugrupe. To ée biti uradjeno kasnije.
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3.3 Kosijev problem

Neka je A linearan operator na Banahovom prostoru E, u,eE i f eC([0,b],E)
(gde je b > 0). Tada je funkcija ueC!([0,b],E) resenje Kosijevog problema

(3.18) u'() = Au(y +f(1), tef0,b]
u(0) =u,

ako je u(t)eD(A) i (3.18) je ispunjeno za svako te[0,b].

Teorema 3.7 Neka je operator A u (3.18) generator o. - puta integrisane
polugrupe (S(t))=0, R’

a) NekajeuycE, f eC([0,b],E),b>07

(3.19) v(t) = S(t) ug + J.S(s) f(t—s)ds = S(t) ug + (S *£)(1).
0

Ako postoji resenje u = u(t) jednacine (3.18) tada je v * f eC'([0,b).E), x>0
u=vxf ,.

b) Neka jev = v(t) u obliku (3.19). Ako jev*xf 4 € C'([0,b),E), tada je
u=v"=v=x*f, resenjejednacine (3.18).

Dokaz.
a) Neka je te[0,b], b > 0iw(s) = S(t-s) u(s), se[0,t]. Bududi da je u(s)eD(A),

tada, prema propoziciji 3.2, imamo

w'(s) = (S(t-s) u(s))’

— —%u(s) + S(t—s) u'(s) — S(t —s) Au(s)
- _——(t;(si:_l u(s) + S(t =) [u(s) - Au(s)]

_ —Q%(%);_—lu(s) +S(t—s) £ (s).

Zato je
S(t) uy =w(0) —w(t)

t t(t_s)a-l t : _
— [wds = [L52 u(s) ds— [St-5) T(s) ds.
-[ -([ I'(a) J(;
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Tada imamo

J‘(t s)*” ! ; - ; =
u(s) ds—JS(t—S) f(s)ds + IS(S) f(t—s)ds
0 0

- L j(t— $)* T u(s) ds = (u*fo)(1),

Sto dajev*f o€ C'([0,b],E) i
u(t) = (v*f (1), te[0,b]l

b) Dokaz se zasniva na sledecoj lemi.

t
Lema 3.8 Zasvako t>0 je Iv(s)ds eD(A) I
0

~ B s,

(3.20) A{ V<S>ds=v“)’r< i j r<a+1>

Dokaz. 1z (3.19) dobijamo

t t ts
[v(s)ds = [S(s)ugds + [ [S(r) f(s —r)drds.
0 0 00
Koristeéi propoziciju 3.2 i Fubinijevu teoremu dobijamo
t o

" t
AJ’S(s)uO ds = S(t) ug - Fai™

7]

A“S(r) f(s—r)drds = A jj S(r) (s - r)drds
00 Or

_jS(t—s) f(s)ds -j (t- t(s) ds.

Tada je
A J:v(s)ds = S(t) ug - F(()tc+ U jS(t-s) f(s)ds —j i f( ) ds
= v(t) —isa-s) f(s)ds - (; U, +jS(t—s) f(s)ds —{ ﬁ(;ﬂ) f(s) ds
=V - r(a ' j r(a n 1) 5 ().
Dokaz teoreme 3.7 b)

Pretpostavimo da je v * [ 4 € C'([0,b],E). Budué¢i da je operator A zatvoren,
diferencirajmo (3.20) (a+1)-puta. Tada dobijamo
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(3.21) AVO>) =v* D) - f (1), te[0b].
Stavimo u(t): = v(“)(t) = (v * f ,)(t). Tada (3.21) pokazuje da u = u(t) zadovo-
ljava diferencijalnu jednacinu
Au(t) = u'(t) - f(v), te[0,b].

Da bi dokazali drugo tvrdjenje u (3.18) diferencirajmo (3.20) a-puta. Tada
dobijamo
t

AJU(S) ds = u(t) - uo—jf(s)ds
0

0
izat=0,imamo
0=u(0)-uy.

3.4 Primeri a - puta integrisanih polugrupa
(xeR™)

Sledecu o - puta integrisanu polugrupu konstruisaéemo koriste¢i (3.3). Neka je
E = Cy(-,0] = {feC(-x,0] ; f(0)=0}. DefiniSimo

f(x+1) ako je x < -t
0 ako je x>-t, t>0.

(T 1) (x) :{

Tada je (T(t))=o Co - polugrupa.
Neka je acR " Tada, (S(t)),sodato sa

I_—(—)Xj(twtx—u)““1 f(u)du, za t < -X,
o
(S(Hf)(x) = N
F(l—)J(t+x—u)“'lf(u)du, za t> —X,
o

defini¥e a-puta integrisanu polugrupu na E. Njen generator A, dat jesa Af =f'na
D(A): ={f € E N C'(-,0]; £(0)=0}.

ZnaGajan primer o-puta integrisane polugrupe, koja nije dobijena integra-
cijom C, - polugrupe, daéemo u sledecoj teoremi. Naime, koristeéi ideje

Kelermana i Hibera [33] konstruisaéemo o - puta integrisanu polugrupu o e(%,l}
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odredjenu diferencijalnim operatorom. U ovom delu, koristi¢emo Furijeovu
A

transformaciju (krade 7 - transformacija) i oznacavaéemo jesa , tj.

f(y):= % [te .

Inverznu 7 - transformaciju funkcije f oznacava¢emo .
k d j
Neka je A= Zaj(d—j diferencijalni operator sa koeficijentima iz C, p(x)
. X
=0
k .
= Zaj(ix)’ ,k >1 ineka je E jedan od poznatih prostora
i=0

(3.22) Co(R), Cy(R), UC,(R), L'(R), re[1,2].

(UC(R) je prostor uniformno neprekidnih i ogranicenih funkcija.) Preciznije,
posmatramo operator A: D(A)—E, gde je

=0

k
D(A): = {f € E;Z:aj D! f € E u distributivnom smislu},

k
Al = Zaj DIf.

=0

Pretpostavimo da je o = supygRe(p(x)) < . Tada imamo sledede prosirenje
teoreme 4.1 iz [33].

Teorema 3.9 Operator A: D(A) — E, gde je E jedan od prostora datih u
. . 1
(3.22), generiSe, neprekidnu u normi, o. - puta integrisanu polugrupu za o. 6(5,1J,
koja je data u obliku
) W 1

S(t,f):—\/,T—n‘Cbtu*f Za d)ta :ﬁa_)

: : 1
Dokaz. Teorema 4.1 u [33] dokazana je za oo = 1. Uzmimo da je o E(E’l) .

t
[(t-s)*terds, 12 0.
0

Tada imamo
Z(S(t,f))(k) = %R()\,f), A>o0, gdeje

1

J2n

U teoremi 4.1 u [33] dokazano je da je R(A,f) pseudorezolventa.

R(Lf) = rxf, A>o za 1 =(-px)™".
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[zaberimo m > 2, takvo da je o >1- et . MoZe se dokazati zao € (1 1)
m

2(m(m—l)ﬂ)
ha €€ 1+t> = e

t > ¢ Jje neprekidno gde je H'(R) prostor

d)la

i preslikavanje [0,0) — H'(R),

Soboljeva sa normom || |, -

Dokazimo da je preslikavanje t — ¢, neprekidno. Neka je Z:—m—l. Tada,
m_
pomocu Helderove (Holder) nejednakosti, dobijamo

e
-L L o) a-1\™ Ym/[t
14l o e
-0 =L L
:[_f : JE +]j ] (t _f)(m(a—l)ﬂ)j] : [Cch(p(x))t _CiRc(p(x))sj ok

= o L[ [m(e-1)+1]m {Re(p(x))

2 2

i o (m(a-1)+1)— (m(a-1)+1)—

[I o ] (t—s) m 22! (t—s) m
=

: dx + 2L —c>!
L [r(a)]“[m(a - l)+1]$ (IRe(p(x))) [r(a)]“[m(a— 1)+l]§

-

dx <

~ |

~ |8

~| N
(¢]

Buduéi da [m(a—1)+1]m > 0, sledi [p, — b, >0 kad [t=5|>0.

o)

d d
&d)ta _&(bsa

Sli¢no je ispunjeno i za

, gde je iskori¢ena Cinjenica da je

~

~ |t

(p—((—)zj integrabilno u okolini —e i+ buduci da je ! <2.
p(x

Primetimo da je r,eH'(R) ([33], Lema 4.3). Kako je R(A,f) pseudorezolventa

S(t,f):—\/i%&)m*f zadovoljava (3.4). Sada, koristeéi Cinjenicu da je &)m e}
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dokazano je da je S(t,f)= ¢, *f a-puta integrisana polugrupa na E, nepre-

1
V2T

kidna u operatorskoj normi i

S(t,- < a+bt%(m(a_“+l) e t>0.
)Lk

Koriste¢i teoriju distribucija, pokazuje se da A generiSe (S(t,7))o ([33], Lema
4.6).

Prosirenje teoreme 3.9 na viSedimenzionalan slu¢aj moZe se primeniti na
elipticke operatore ([33], teorema 4.9). Posebno se ovo proSirenje moZe se
primeniti i na Sredingerov (Schrodinger) operator iA.




Glava 4
0 - puta integrisane polugrupe

U ovoj glavi se uvodi pojam 0-puta integrisanih polugrupa za znatno Siru klasu
operatora na Banahovom prostoru E, nego §to je to uradjeno u radovima [3], [51],
[39], [40], [33], [67]. Naime, pomenuti autori uvode pojam n-puta integrisanih
polugrupa (neN) ili 1-put integrisanih polugrupa i naglasavaju da je C, - polu-
grupa, po dogovoru, O-puta integrisana polugrupa. Medjutim, mi dokazujemo da
postoji Sira klasa polugrupa koje nisu C, - polugrupe, ali koje zadovoljavaju uslove
O-puta integrisanih polugrupa. Takve polugrupe (S(1)zo < X, (L(E)) su
karakterizirane

(S(t+5,x),9(t,8)) = (S(t,S(s,x)), o(t,8)), @eXi(R?),t,s >0, xeE.

Takodje, dokazano je da je O-puta integrisana polugrupa, Ciji je generator
gusto definisan u E, eksponencijalna distribuciona polugrupa ili SGDE (u smislu
definicije 6.1 u [38]). Takodje je tatno i obratno tvrdjenje, tj. SGDE je O-puta
integrisana polugrupa pod pretpostavkom da je njen generator A gusto definisan u
E. Ako generator A O-puta integrisane polugrupe nije gusto definisan u E, tada
ona ispunjava sve uslove za SGDE, izuzev da je skup {775 (,x); 0eD,, xeE)} gust

u E. Zato uvodimo E)-puta integrisane polugrupe koje su SGDE na skupu D(A).
Takodje, konstruiSemo Banahov prostor Eqo ¢ E, takav da O-puta integrisana
polugrupa sa generatorom A, koji nije gusto definisan u E, ima suZenje na Ej koje
je SGDE.
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U prvom odeljku uvedeni su prostori test funkcija D(R), ER), S(R), Ki(R),
S., Z.. kao i odgovarajuéi prostori distribucija Z(R), €(R), S '(R), X' (R), S,
%, . Takodje, uvedeni su prostori S'(E) = L(S(R),E), %{(E) = L(X,,E), K| +(E) =
L(%,,.E) i data je karakterizacija prostora X +(E).

U drugom odeljku uveden je pojam O-puta integrisanih polugrupa kao i
medjusobni odnosi generatora n-puta integrisanih polugrupa (neN) i 0O-puta
integrisanih polugrupa.

U treéem odeljku, pomoéu C, - polugrupe (T(t))wso, uvedena je klasa
eksponencijalnih distribucionih polugrupa (kra¢e SGDE)

7 (0x) = (T* (Y)) 0)(x) =(T(t, x), o)), ¢ € X1, X€E

i dati su odnosi izmedju SGDE i njenog generatora.
U Z&etvrtom odeljku posmatrane su O-puta integrisane polugrupe Ciji
generatori nisu gusti u E i uveden je pojam 0-puta integrisanih polugrupa.
U petom odeljku su uvedeni pojmovi, O-puta integrisanih polugrupa i 0-puta
integrisanih polugrupa, primenjeni na reSavanje Sredingerove jednadine
ou

E_ iHOu=f , feXi'(D(A)),

m

gde je H(0) pseudodiferencijalni operator i(A)2,m>0.

Rezultati u ovoj glavi su originalni rezultati M. Mijatovica i S. Pilipovica [43].

4.1 Distribucione polugrupe

Neka su D(R), €(R), S(R), poznati prostori test funkcija i neka su 2(R),
€(R), S '(R), njihovi prostori distribucija (za njihove potpunije definicije upu-
¢ujemo na [62], [63], [70]). Takodje, ncka je S '(E) = L(S(R),E). Neka je
S, = {peC’(R); | t*e™(1) | < Cy., te [0,0), k,ve Ny} i neka je S prostor
temperiranih distribucija Ciji se nosali nalaze u [0,:0) ([70]). Uvedimo prostor
eksponencijalno opadajuc¢ih test funkcija Z(R) na sledeéi nacin: Xi(R) =

{peC”(R); | Mlo®(t) | < Cyy, teR, k,veNg} ([22]). Takodje se na sli¢an
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nadin moZe uvesti prostor Z;(R?). Primetimo da prostori Z,(R) i Zi(R?) imaju iste
topologijske osobine kao i S(R). Takodje, ispunjeno je

(4.1) feX'(R) akoisamo ako je ¢l feS'(R) za neki reR.

Dualni prostor prostora Z;(R) je prostor eksponencijalnih distribucija ' (R).
Koristiéemo prostor Xy, = {peC”(R); | Xl o™ () |<Ck'v, te[0,), k,ve Ny} koji
ima iste topologijske osobine kao i S.. Njegov dualni prostor Xis < Xi' (R) je
prostor eksponencijalnih distribucija ¢iji su nosaci u [0,%).

Uvedimo familiju distribucija

t tn-l
Ly AL PN €
f (t)=4 (n-1)!
£ (1), -neN ;n, eN,n+n; >0, teR,
n+n; 0

gde je H Hevisajdova funkcija.

Neka Z;'(E) = I(%,,E) oznacava prostor neprekidnih linearnih funkcija X;—E
u odnosu na topologiju uniformne konvergencije na ograni¢enim skupovima u Xj.
Oznacimo prostor %, (E) = L(X},,E), koji se sastoji od elemenata prostora %, (E)
&iji su nosaéi u [0,0). Takodje je ispunjeno Xi'(E) = Ki/(R)® E = L(X) ,E)gde
simbol é oznatava kompletiranje u odnosu na € - topologiju, koja je ekvivalentna
T - topologiji, buduéi da je Z'(R) jezgro (nuclear) ([68]). Sli¢no je i Zi(E) =
z1'+é E.

Konvolucija elemenata feX.(E) i geXi' definisana je sa (f*go) = (f, g* o),
gde je peZi(R), (g(t) = g(-t)). Takodje je f * g = g * f € Xi'(E).

Neka je T: [0,0) — L(E) jako neprekidna, eksponencijalno ogranicena, tj.
postoje konstante M >0 i o 20, takve da je

(4.2) [T <Me, t=0.
Tada o —>IT(t) o(t)dt, pe X ;(R) definise elemenat prostora Xi'+«(E).
0

Elementi prostora X;.(E) imaju sledecu reprezentaciju.

Propozicija 4.1 Neka je feX'.(E). Tada postoji noeN, takav da za svako
n > n, postoji jako neprekidna funkcija F, : R—E, supp F, [0,0) 1 pozitivne
konstante m, i1C, , takve da je

IF, (D|<Cpe™", t20, f= F," (u distribucionom smislu).
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Dokaz. Neka je 9eC* (R), keN, takvo da je lim sup{ew

x|—>e <

(pm(x)'} = 0.
Oznacimo prostor takvih funkcija sa X (R). Tada je

Zi(R) = proj El_)n; Zix(R) 1 X'YW(E)=ind }l(im X '1x(E)

u smislu jake topologije. Tada postoji n;eN, takav da je feX"y, (E). Takodje,
tada postoji n, takvo da za svako teR, f, (t - -)B(-)eXy,, (R), gde je 6eC*(R),

0(x)=0 zax<-1,6(x)=1,zax > —%. Takodje, ispunjeno je

(t—u) ™
(f* fno )(t) = <f(U),m H(t = U) 9(u)> 5 tER,

i funkcija je neprekidna, sa nosatem u [0,), eksponencijalno ogranicena i
(n . L - Sl
(f* fno) “ _f.Ovo implicira tvrdjenje za svako n > n,,.
Koristeéi (4.1) moZe se dokazati
(4.3) feX'.(E) akoisamo ako je zanecko r>0,¢e’" X't e S'.(E).

Neka je za funkciju f (4.3) ispunjeno. Tada je £ - transformacija funkcije f
definisana sa

1) ()= £(0) =(f(V),e ™ n(V), ReA>r,
gde je ne C* (R), supp n =[-€,2),e>0 i n=1 na [0,). Kao i u slu¢aju Schwartz-

ovih distribucija, pokazuje se da definicija ne zavisi od n ([70]). Ako je
fe Ll([(),oo),E) (odnosno \U f(t)dl” < ), tada je
E

f(n) = Te-“ f(t)dt = <1‘(1),e—”> . Rer>0,
0

gde je integral uzet u Bohnerovom smislu.

Neka je D, podprostor prostora Cy” koji se sastoji od elemenata Ciji su nosaci
u [0,0). J. Lions [38] je uveo distribucione polugrupe. Reci ¢emo da je distribucija
G sa vrednostima u L(E) distribuciona polugrupa ili SGD, ako je ispunjeno

(D.1) G eD.(LE)),
(D2) G *v,)=G(o, G(v, "), o,y e D,
(D.3) N N(G(o, -)) = {0},

¢eD,

(D.4) Linearni omotal R skupa U@ R(G(o, -)) je gust u E,
PEL,
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(D.5) Za svako xefR postoji funkcija u: R—E, takva da je supp uc[0,»),

u(0)=x iujeneprekidnazat>0 i G(o, x) = J.(p(t) u(t)dt za svako ¢ € D.

Ako postoji €, eR, takvo da je ispunjeno

(D.6) e *GeS'.(I(E)), za £>&,,

tada se G naziva eksponencijalna distribuciona polugrupaili SGDE.

4.2 0O-puta integrisane polugrupe

Neka je (S(t))so = I(E) jako neprekidna familija operatora na [0,x),
cksponencijalno ograni¢ena i neka je ne N. Prema definiciji 2.1 familija (S(t))eo je
n-puta integrisana polugrupa ako je ispunjeno S(0,x) =0 i

(4.4) S(t,S(s,x))

t+s

j(t+s e ‘S(r,x)dr—j(t+s—r)“-15(r,x)dr ts>0, xeE.
0

(@ —1)'

Propozicija 4.2 Pretpostavimo da je SeX\+(L(E)).

a) 7Tada, postoji nyeN takav da je S, =Sxf, € C(R,L(E)) sa nosacem u
[0, ), eksponencijalno ogranicena i

(4.5) (S(t, (S(s:x), w(5))), @(1))

:anO (t, S (s,x)) w0 ()™ (1) dsdt, y,0eX1(R).

b) Neka je o¢(ts) € Z’l(Rz) i neka su @y(t), y.(s) nizovi u D(R) koji
konvergiraju ¢ U Z,(R?) kad v—w. Tada postoji granicna vrednost
lim {S(t,(S(s,X), W(5))),0u(1)), € (R?) | definise elemenat prostora Z'(R?)

V—>0

koji cemo oznacavati S(t, S(s,x)), 1.
(46) (S(t, S(x)), 9(t3)) = lim (S(L(SEX), W($))0u(D)), 9R (R

¢) Takodje, imamo

) <‘3

(ii) <—S(t S(s,X)), 0(Ls)) = <S(t 2 56), 0(L5))
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= (-1)° {S(t, S(s,x)), 865—2 o(t,s)), 09X (R?), rpeN.

Dokaz.

a) Propozicija 4.1 implicira prvo tvrdjenje. Pretpostavimo da su ¢ i y sa
nosacima u [a,B]. Tada imamo

p
(S(s.), w(s)) = ()™ [, (5,0 W™ (s)ds

=(_1)n0 }ll—l:gnzsno (Si’x)w(no‘)(si)ASi .
i=0

Neprekidnost operatora S, - implicira
B
D[S, (680, (50, w™ () 0™ (D)t

_anIS (t,S (51, %)) W™ (s,) 0™ (1) As, dt

V—>0

i=0 o

0o (S5 x) \1/‘“0)(5)(9 ") (t)dsdt.

Q'——-.'D

Primetimo || S, (t, S, (5%)| < ek Ithex sl x|, x € E. Stoga obe strane u
(4.5) postoje za ¢,y € Zl(R). Uzimajudéi nizove ¢, i y, test funkcija u D(R) koje
konvergiraju u Z(R) ka ¢ i y respektivno, dobijamo da je (4.5) ispunjeno za
@, weX1(R).

b) Direktno sledi iz a) koriS¢enjem integralne forme date u (4.5).

¢) (i) Propozicija 4.2 a) i (4.6) impliciraju

( ;r S(t, S(s,)), W(s) (1))

=(-1)" J‘Sno S, (5, x)) ™) (s) M (t)dsdt, ¢,yeX(R)

S§to dokazuje tvrdjenje.
(i) Takodje

O s(t, S60) w(s) o))
=(-1)° jsno (.S, (5,%)) w0 (s)0 ™ (1) ds dt

~(S0y (6(80, XY™ PE)) WD), 0w € KiR).
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Neka je S: (0,0) — L (E) jako neprekidna, integrabilna u okolini nule i neka
zadovoljava (4.2) zaneckoM >0, oeR i

4.7) R(A) =" j e ™S(t)dt, Rel>o,neN.
0

Tada je (R(L))rerso pseudorezolventa ako i samo je (4.4) ispunjeno.

Teorema 4.3 Neka je SeX|,(I(E)) i R(A, ) = L(©S)(%, *), RerA>o. Tada je
(R(A, *))rerso psecudorezolventa ako i samo ako postoji nge N, takav da je

Spp (1,°) = (S* )(t,-), teR neprekidna, supp S, < [0,) i zadovoljava
(48)  (S(t, S0, o) w(s)) = ((8,, (1, S,, (5:x)) ™™, (1) W(s))

1

t+s s (ng,ng)
) —F(f (=07 S,, (1, )dr - | <‘+S—r>"°‘18n0<r,x>df] (VW)
(ny -1)! A t

za svaki o,y € Z(R). Osim toga, (4.8) je ispunjeno za S, =S * f,, za svakin 2 ny.
Takodje, (4.8) je ekvivalentno

(S(t, S(s,x)), p(t,5)) = (S(t+45,x), o(t,3)) , peXI(R?).

Dokaz. Imamo S = S(nr;“ . Neka je xeE. Relacija (4.8) implicira

(San (650, 6:2) ™

t+s S (flotlo)
[t forr-rsaame-fonn-os o] ™
(ny - ! t 0

u distribucionom smislu. Budu¢i da obe strane imaju nosace u [0,00) x [0,0) sledi
da je
Sn, (S0, (5:%))

t+s S
:—i— j(t+s—r)”O‘IS“O(r,x)dr—J(t+s—r)”O'ISnO(r,x)dr}
(ng - D! 4 A

ispunjeno za svako ts > 0. Tada je R(A,) = A £(S, ) (), Rer > o, pseudo-

rezolventa. Neka je n > ny. Tada je, S, :S([";'(]f’lino.), (S, =S*f,, neN) sto

dokazuje da je (4.8) ispunjeno za svako n > n,.
Takodje, (4.8) i (4.5) impliciraju
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(S(t, S,%)), 0(6,8)) = (Sp, (8, Sy, (5:X)), 0™ (1,5))

n Ny 1 13 ng-1 [ np—1
_<D[°DS [(n—o_l—)!u(ws-r)o Sno(r,x)dr—.([(t+s—r)° Sy, (1,X)dr

- I(t 4+g~r)07 S, (r,x)er ,(p(t,s)>, o e X (R?),
0

Ny

gde je Dy = g

tho

Tada je
<S(t, S(s, x)), (1, S)>

1 t+s t
=(DMDM| ——| [(t+s-)™7'S, (r,x)dr—|(t+s-r)™'S, (r,x)dr
< [ ((no _l)!{i ’ '([ 0( )

- j(t +s-r)"7'S, (r,x)er ,cp(t,s)>
0

nO—le

= <D?0 (Sno (t + S>X) 1 Sno (S’X) - ZTSno(j+])(Syx)\J > (D(t,S)>
=1 J°
= (S(t+s,%), o(t,5)).
Otuda je

(S(1,8(s,%)), 0(1,5)) = (S(t +5,%), 0(L,8)), @€ Z(R2).

Definicija4.1  Neka je SeX,.(L(E)). Tada se S naziva O-puta integrisana
polugrupa ako postoji nge N, takvo da je S, =S * f neprekidna na R, sa
nosalem u [0,0), eksponencijalno ograni¢ena i zadovoljava (4.8). O-puta
integrisana polugrupa je nedegenerisana ako (S(t,x), o(t)) = 0, za svako pe X,
povlacix = 0.

Jasno je, da je C, - polugrupa O-puta integrisana polugrupa.

Neka je (S(t))= O-puta integrisana polugrupa i neka je R(A) = Z(S)(L), gde je
Re) > o. Tada, na osnovu rezolventne jednakosti kerR(A) ne zavisi od ReA > o.
Zato, na osnovu teoreme o jedinstvenosti £-transformacije, R(A) je injektivno ako
i samo ako je (S(1))so nedegenerisano. U tom slucaju postoji jedinstveni operator
A: D(A) > E, (D(A) c E) koji zadovoljava (0,0) < p(A), takav da je
R(A) = (AI-A)™" za sve Red > o. Taj operator naziva se generator 0-puta
integrisane polugrupe (S(t))zo-
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Definicija4.2  Operator A je generator 0-puta integrisane polugrupe
(S(1))=o ako je (0,0) = p(A) za neko oeR i fukncija A ~ =AY = L)),
ReA>o, je injektivna.

Teorema 4.3 i prethodna definicija direktno impliciraju sledecu propoziciju.

Propozicija 4.4 Neka je S,, neN, n-pula integrisana polugrupa. Tada je
S *f _, O-puta integrisana polugrupa. Ako je S O-puta integrisana polugrupa tada
je, zanye N, Sf,,, n-puta integrisana polugrupa za svakon 2 n.

Takodje, operator A je generator n-pula integrisane polugrupe ako 1 samo
ako je operator A generator O-pula integrisanc polugrupe.

Medjusobni odnosi izmedju O-puta integrisane polugrupe i njenog generatora
A su sli¢ni relacijama za n-puta integrisane polugrupe. Medjutim, u dokazu se
koriste rezultati za n-puta integrisane polugrupe a kasnije se primenjuju na n-puta
distribucione izvode.

Propozicija 4.5 Neka je A gencerator 0-pula integrisane polugrupe (S(1)): > 0,
SeXi'W(L(E)).

a) Zasvako xeD(A), oe &y, imamo

(4.9) A(S(1,x), o(1)) = (S(t,Ax), ¢(1))-

b) Zasvako xeD(A), o Ky, imamo (S(1,x), (1)) € D(A).

¢) Zasvako xeD(A), e Xy, imamo

4.10)  (S(tx), o) = (Ei(1x), o(1) +{(f; * S)(L,AX), 0(1))
i

@11) A * S)(6X), 0(1)) = (S(tx), o(1) = {fi(tX), @(L))-

Posebno, A(S(,x), o(t)) = (S(t,x),0'(1)) — 0(0)x .

Primedba. Takodje ¢emo koristiti relaciju A (S(t,x), o)) = (AS(t,x), o(t)),
koja je pogodna za Kosijev problem.

Dokaz.
a) Nekaje peD(R) ixeD(A). Tada,
(S(tx), o)) = (-1)™(S,, (tx), 0" (1)),  neeN
i (2.15) iz propozicije 2.2 implicira S, (tx)eD(A) i AS, (tx)= S,, (LAX).
Ovo i neprekidnost operatora A implicira

AS(x), 0(®) = (-1)™ A(S,, (LX), 0™ (1)
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v—ow £

=(-)*A jsno (tx), 0™ (1) dt = (-1)™ A lim Y S, (t;.%), ™) (1)) At
=1

]

j_

= (-1)™ lim Z AS, (tjx), ™) (1)) At
=1
= (-1)"(A S, (tx), " (1)) = (S(t,Ax), o(t)), xeE, ¢eD,

gde je EZ Sno(tj,x)(p("")(tj)Atj] niz integralnih suma ano (t,x) @™’ (t)dt.

=1
Neka je X i neka je @, niz u D koji konvergiraka ¢ u % ;. Tada,
A (S0, 0(D) = lim (S(LAX), ¢u(D) = (SLAX), 9(V):
Ovo implicira (4.9).
b) Propozicija 2.2 implicira (f; * S(-,x), o) € D(A) za svako ¢eX'; i xeE.
Stoga, stavljajuéi ¢' umesto ¢, dobijamo (S(-x), o) € D(A) za svako e K.
c) Na osnovu (2.15), imamo
(S(t,x), o(t)) = (=1)"(S,, (%), 0™ (1))
= (1) (£01 (%), 0 (©) + (=1)" ((f; ¥, J(LAX), 0™ (1))
= (f; (tx), o(V)) + ((f * Sp’ ) (L,AX), 0(1))
= (£, (%), (1)) + ((f; * S)(LAX), (1)) ,  XED(A), 9%,
$to daje (4.10). Koriste¢i (2.17) dobijamo
A (£, * S)(6%), o(D) = (=1)" (A(f; * Sy, )(1X), 0™ (1)
= (=1)"(Sp, (1%, 0™ ®) - (-1)" (£,1 (L), (D)
= (S (1x), o(V) - {f1 (1%), 0(1)) = (S(L.x), o(1)) = {f1(tx), o(V)),

$to daje (4.11). Poseban slucaj sledi stavljajudi o' u (4.11).
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43 Relacije sa distribucionim polugrupama

Neka je (T(1))eo Co - polugrupa. Tada funkcija
0 a{(T* ij (0); x —>[ [ T e©- u)du] X = [ [ T(u)(p(u)duj x} , 9eZi(R),
0 0

definiSe elemenat prostora X;+(L(E)). Oznacimo ga sa 7. Prema tome je
7 (ox) = (T* J)) (0)(x) = (T(t, x), (1)) , Xx€E, X
Stavimo 2, = {¢eCo”; supp ¢ [0,0)} Tada je
(T*(ml WD 0)(x) = [(T v)* Ja] 0)®), 0w < DuR)

i ovo implicira 7(¢ * y,x) = 7(0,7(v,x)), XeE, o,y € Do(R).
Nekajey =7 (yx), gde je y € D,(R) i xeE je fiksno. Tada je distribucija
o= 7 (0.y)

odredjena neprekidnom funkcijom u: R — E, za koju je supp u c [0,0). Ustvari,

imamo u(t) =(T* \T/j (1), teR. Akoje 7(p,x) =0 zasvako 0D, tada je x = 01ili

x#01T =Zaa6(°‘) . a,eC. Medjutim, operator T nije ovog oblika i prema tome je

a=0
x = 0. Dokazimo da je skup {(T(t, x), @(1)) ; 0eD,, xcE} gust u E. Za svako
toe[0, ®) i svako x€E,

(T(t, x), 8, (t — o)) konvergira u E ka T(to, x) kad n—,
gde je 8,(t - ty) O-niz. Na primer, mozemo uzeti 8,(t - t) = no (n(t - tp)) gde je
0peCqy”, I(p = 1. Buduéi da je skup {T(to, x); toe [0, ), xeE} gust u E, tvrdjenje je
ispunjeno.

Na ovaj nacin dokazano je da je 7 ustvari SGDE (vidi 4.1).

Kao §to je uradjeno u [38], definiSimo (T, -) za Te€'(R) za koji postoji (uwE)
grani¢na vrednost lim 77 (T*py,x), xeD(7(T)), gde je p, 3, n—>x, 8-niz u D,

takav da 77 (p,, X) > X, n —> ©. Tada defini§imo 57 (T,-) kao zatvorenje 7(T,") na
uobitajen nacin. Ako je A generator polugrupe (T(t)) tada je A generator
distribucione polugrupe 77, jer je AX = - (-8',x), xeD(A) ([38]) i
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7 (-8',%)= [T*[—S D (0)(x) = (T*8')©)(x) = T (O)(x).-

Propozicija 4.6 Neka je (T(1))wo Co - polugrupa i neka je 7y odgovarajuca
SGDE. Tada

o0

AT(0.X)= j T(t, x)o' ()dt + (5(t,X), o(1)) = j T(t,x) ' (1) dt + ¢(0)x, xeE, peXi.
0

0

Dokaz. Imamo,

A 7 ((p,X) = 7(—6',7(®,X))= 7 (—8* (D,X) = 7 (—(pla X)

= (T* (— é)](@)(x) = —(T*Q(O)(x) = —T'l‘(t,x)(p(t)dt ,9e%,, xeE.

0

Na osnovu parcijalne integracije, imamo

o0

A7 (9%) = -T(tx) o(O|5+] Tt ) @' (Dt
0

§to implicira tvrdjenje.

Primetimo, f_;(t) = 8(t), 8(-t) =-8(1).

Teorema 4.7
a) Neka je S,, neNy n-pula integrisana polugrupa i neka je generator A e
polugrupe gusto definisan uE. Tada

(4.12) 7 (0,x)= (Sn *tvpj O0)(x), @&y,

definise element prostora Zy+(L(E)) koji je SGDE, ako i samo ako jen = 0.

b) Nekaje S, O-puta integrisana polugrupa i ncka je A njen generalor. Tada

Fo:0 > {So(t, ), (1), 0 €Ky

definise element prostora Z1+(L(E)) koji zadovoljava sve uslove za SGDE, izuzev
da je skup {7 (0.x); 9€Do, xeE} gust uE.

Dokaz.

a) Neka je 7 SGDE. Kao §to je primetio Arendt, ([3], teorema 4.3) i Sova
([65], teorema 3.2), tada postoji n-puta integrisana polugrupa (Sy(1)e0, (neN),
takva da je

(o) = (S® (1), 0®) = (SO (-, x)* 0)(0), 0D, x<E.
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Ovo implicira S =S, * f , = Sy, gde Sy zadovoljava teoremu 4.3.

Neka je S, O-puta integrisana polugrupa i neka je njen generator A gusto
definisan. Neka je 70(9,X), 9% 1, xeE definisano na sledec¢i nacin
(4.13) 7o(<p,X)=(So(‘,X)*@j(OF(SO(LX),(D(t)), ¢eXi, xeE.

Za o,y € D, imamo,

(So(- % )* (0% ) )(0) = (So(t.x), (@*y)(V)
= (So(t+5, %), POW(S)) = (So(1(Se(5:X), W())), ¢(D)) -
Ovo implicira
7o (0*y, X) = 70 (0, 7o (W,x)),  X€E, o,y € D,.
Jasno je, da je za fiksirano yeD, i xeE, Do 3 ¢ = 7o (0,70(w,%) je odredjeno sa

u(t) = (Sy(-X) * v )(t), neprekidno je i ima nosag [0,%).

m
Buduéi da S nije degenerisano i nije u obliku Zaa6“" , sledi

a=0
(7% (¢, x) = 0 za svako ¢eX)) = (x=0).
Na isti nadin kao i u ([38], strana 157-158) dokazuje se da je skup {7 (.x);
0eD,, xeE} gust u E. Prema tome, (4.13) definiSe SGDE.

Dokazimo da za neN, (4.12) ne odredjuje SGDE. Naime, ako bi se to desilo
za neku SGDE, S,, tada bi S, i S, odredjivale SGDE, §to je nemoguce na osnovu
jedinstvenosti SGDE za dati generator A.

b) Bududidaje D(A)=E, dokaz sledi kao u slucaju a).

Neka je S, O-puta integrisana polugrupa i neka je njen generator A gusto
definisan u E. Defini§imo Agx =77,(-8',x). Tada je A = A. Ovo sledi iz Cinjenice
da je R(LA) = L(Sp)(A), Rer > o, ([38]), a $to je takodje ispunjeno za operator
A.
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~

44 0 -puta integrisane polugrupe

Neka je Sy O-puta integrisana polugrupa i neka je A njen generator takav da
skup D(A) nije gust u E. Primetimo,

ako je za neko xeE
(4.14) ~7(0.X) = jso (t,x)o(t) dt =0 zasvako ¢eD,
tada je x = 0.
Kao i u [38], prosirimo S, na Te€' (R), supp Tc[0,0) koristeci & niz {pv}
(py — 8) uD,. Ozna&imo sa D(Sy(T)) skup svih xeE za koje je
(1) So(pw,X) > X, vo©.

(ii) lim Sy (T * p,, X) postoji i ne zavisi od p, za koje vredi (i).

To znaci, ako je ;;v drugi & niz u D, za koji je (i) ispunjeno, tada S, (T * ;)V, X) -
So (T * py,x) = 0 kad v — . Na taj nacin definiSe se operator Sy(T,x).

Zbog (4.14) moze se definisati zatvorenje od Sy(T, -) koje éemo oznaciti sa
Sy (T, +). Teorema 4.7 b) implicira da O-puta integrisana polugrupa ima sve uslove

za SGDE izuzev da je skup { 70(9,x); 0Dy, xeE} gustuE.

Definicija 4.3 O-puta integrisana polugrupa S, sa generatorom A naziva se 0-
puta integrisana polugrupa ako je skup E, = { 70 (¢,X); xeD(A), 9€Do} gust u
D(A).

Teorema 4.8 Neka je S, 6-pula integrisana polugrupa I ncka je A njen
,je SGDE.

generator. Tada restrikcija operatora Sona D(A) x X'y, S
\D(A) X%

Uopste, za O-puta integrisanu polugrupu na Banahovom prostoru E postoji
zatvoren podprostor Eg, takav da je la polugrupa ustvari SGDE na E,,

Propozicija 4.9 Neka je E, zatvorenje u E skupa E = {70(9,x); x€E, 0eDy}.
Neka je Sy O-puta intcgrisana polugrupa, neka je A njen generalor I neka je 7
definisano sa (4.13). Tada je

a) Skup {7o(0,x); xeEq, 0eD,} je gust uE,,
b) T o' o' definise SGDE sa generatorom A= A|pa)~E, > koji je posebno
.

gust uE,,.
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Dokaz.

a) Neka je yeEq iy, = 70(@nXn) € Ec E, niz koji konvergira ka y u E,.
Imamo, 7o(@nXa) = lim 7o(@p * s Xn), gd€ j€ ppy 8-niz U D,. Bududi da je

70((Dn * P xn) - 70(pma (70((~Dm Xn)) = 70(p1m yn)a m,neN,
dobijamo tvrdjenje.
b) Slediiz a)

4.5 Primene

Neka je A operator definisan na Banahovom prostoru E i u,eE. Neka je
TeZ,.(E). Tada je ueX;'.(E) reSenje diferencijalne jednacine

(4.15) uv=Au+T, u Z(E),
ako je <u(t), (p(t)) e D(A) za svako ¢eXi(R)i (4.15) je ispunjeno.
Neka je UeXi+(L(E,D(A))), VeZ ' (L(D(A)E)). Tadasu U *x ViV x U

definisani kao i u [63] . Osim toga, oni su elementi prostora Z(L(D(A))) i

zl|+(ME))'

Teorema 4.10

a) Neka je S)eX o é-puta integrisana polugrupa i neka je operator A njen
generator. Tada
0 0
—A+—at *SO=6®IDT\) ’ SO* —A+— :6®ID(A),

ot
. 0 :
gdeje —A+—= S®A+dOL
ot

Neka je 'Fei’l'+(6(_A_)) i supp T c [a,0) za neki aeR. Tada jeu = So* T
Jjedinstveno resenje Jjednacine (4.15).

b) Neka je operator A generalor 0-puta integrisane polugrupe So. Tada je Sy
SGDE sa generatorom A naEgx %, gde jeEg={ T0(0,%) ; 0D, xeE} i

0 0
(—A+—8_t_j * SO:6® IEO . SO* (—A-{*E):S@ ID(:\)(‘\EO X
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Neka je TeZ'(Eo) i supp T c [a,0) za ncko a > 0. Tada jeu = Sy * T
Jedinstveno resenje jednacine
u=Au+T u Z/'(LEy)).
Dokaz teoreme 4.10 je sli¢an dokazu teoreme 4.1 u [38] i zato ga izostavljamo.

Primenimo dobijene rezultate na Sredingerovu jednadinu

m

gt—u(x, t) - iAZ u(x,t) = f(x,1), m > 0.

Za m = 2 ova jednadina je posmatrana u [4]. Mi koristimo rezultat [64] u
pogledu prostora Furijeovih multiplikatora M. Na§ prilaz je razlicit od ([4]).
Primetimo da se prilaz u [4] ne moZe primeniti za slu¢aj me R\N.

Podsetimo se definicije prostora M, Furijeovih multiplikatora na LP(R"),
1<p <o ([64]); aeM,, ako i samo ako je a temperirana distribucija i

77 (af)

<00,

||a“Mp = sup

anLp=l LP

- e i <1 . &
Ovde 7 oznaava Furijeovu transformaciju , a 7 njenu inverznu trans-

formaciju. Takodje, f oznatava Furijeovu transformaciju funkcije f u R, tj %(X)

= jc-‘“ f(t)dt .

Propozicija 4.11 Nekaje m >0,k >0 7/H() = |£|™ EeR" Tadaje

k | e
aux(&,t) = t—kj.(t— sk e B dseM,, t>0,
0

ako je:
a)
g 1

p

(i) za m#1, k=n

;)

L&
S

b) Osim toga, any(€,t) ne zavisi od t i 0znacavamo ga sa ayx(€).

(ii) za m=1, k=(n-1)

Definisimo sa e S(R), ue S(R"),

Golo)u() = 7 Q AT oL “(@] . EeR"

Tada, za EeR",
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(D"

Gol@u(®) = 27" ( [t (G 0) (D ay  (8)dt fma)]

"

k ~
| 11? Itk(fk*(P)(1)7_l(au,k(é)u(i))dl.

Ovo implicira
|Go(@) vy < Clul,; » 9eSR), ueSRY,

§to pokazuje da se Go(¢p) moZe prosiriti na ueL’(R") kao neprekidan linearan
operator.

Neka ue S(R") i ¢eD,.Tada

1 i EX —itH(g)
Go(@)u(x) = 5 -[e'* Uw)c b u<a)dt) de
n
—_ —1_
2n
i UO,u) =u.
Neka je ue S(R" i neka je ¢, 8-niz (py—38), pveDs, ve N. Tada sledi

Uci&»* e 1tH®) ﬁ(a)dg) o(t)dt = IU(t,u)(p(t)dt,xe]R",

ILI(t,u)pv(l)dt — U(0,u) = u.
Ovo implicira da je {Go(o,u); 9D, ueS(R"} gusto u L°(R"). Imamo
A = Gy(-8',u)=7"( |&|™ Z(u())), ue S(R").

Oznac&imo sa T zatvorenje skupa {|&|™ (Ap(&); eeS(RM} u L(R"). Tada je
D(A) jednako zatvorenju 7 I(T) u L’(R") normi. Prema ranije re¢enom, dobijamo
da je {Go(o,u); 9€D,, ueD(A)} gusto u D(A). Prema tome Go ch)-puta

integrisana polugrupa. Stavimo da je

‘3/2 2
A=iH(8)=i[ S 5 ]

NE

>
8)(1“ axn“

Prema tome je u = Gy * f reSenje jednacine

%u(x,t) - iH() u(x,t) = f(x,1), xeR" teR, feX(D(A)), supp f c [a,»).




Glava 5

Distribucione polugrupe 1 n-puta
integrisane polugrupe operatora

U ovoj glavi nastavljamo dalja istraZivanja veza izmedju distribucionih
polugrupa u smislu definicije Lionsa [38] i n-puta integrisanih polugrupa
operatora. Osnovna ideja, koja je koriS¢ena, je ¢injenica, da je linearni operator A,
koji je gusto definisan u E, generator eksponencijalne distribucione polugrupe ako
i samo ako je A generator n-puta integrisane, nedegenerisane, eksponencijalno
ograni¢ene polugrupe.

U prvom odeljku uveden je pojam negustih distribucionih polugrupa i date su
veze izmedju njih i n-puta integrisanih polugrupa.

U drugom odeljku data je veza izmedju generatora A i n-puta integrisanih
polugrupa (S,(t))=o koje nisu nastale integracijom Cy-polugrupa. Ustvari,
uopstavaju se tvrdjenja teoreme 3.6 koriS¢enjem tehnike teorije distribucija.

Rezultati u ovoj glavi su originalni rezultati M. Mijatoviéa i S. Pilipovica [42],
[43], [44], [45].
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5.1 Neguste distribucione polugrupe 1
n - puta integrisane polugrupe

Kao i u prethodnoj glavi uvodimo poznate Svarcove (Schwartz) prostore test
funkcija 2, €, S na R. Neka su 2 ', €, S ' njihovi prostori distribucija. Sa D,
oznaciéemo podprostor prostora 2 koji se sastoji od test funkcija €iji su nosaci u
[0,0). Njegov prostor distribucija oznaci¢emo sa D,

Neka D(L(E)) = L(D,L(E)), €(L(E)) = L(€,L(E)) i S '(L(E)) = L(S,L(E))
ozna&avaju prostore neprekidnih linearnih funkcija 2—I(E), E->L(E) i S—>L(E)u
odnosu na topologiju uniformne konvergencije na ograni¢enim skupovima u 2, € i
S respektivno. Neka je S,'(L(E)) podprostor prostora S '(L(E)) &iji elementi

imaju nosale u [0,0). Takodje, za proizvoljni linecarni operator A, sa N(A)
odnosno R(A) oznacavademo njegov nula prostor, odnosno rang.

Distribucione polugrupe, ili SGD, kako je ve¢ navedeno u 4.1, uveo je Lions
[38]. Podsetimo se, distribucije G ¢ije su vrednosti u L(E) nazivaju se distribucione
polugrupe ili SGD, ako je ispunjeno

(D.1) G e D(LE)),
(D.2)  G(o*v, )= G(o, G(v, "), o,y e D,

D3) ) N(Glo, )= {0},
PEL

(D.4) Linearni omotal R skupa UD R(G(op, -)) je gustu E,
PeL,

(D.5) Za svako xe® postoji funkcija u: R—E, takva da je supp uc[0,x),

u(0)=x, u je neprekidna funkcija i G(o, X) = j(p(t) u(t)dt za svako ¢€D;.
0

Ako postoji £y eR, takvo da je

gt
(D6) ¢*GeSULE)), za &>&,
tada se polugrupa naziva eksponencijalna distribuciona polugrupa ili SGDE.
Primedba 1 Arendt je primetio da je gusto definisan lincaran operator A
generator eksponencijalne distribucione polugrupe ako i samo ako je A generator
n-puta integrisane, nedegenecrisanc, cksponencijalno ograni¢ene polugrupe za
neko neN,. Ovo inale sledi iz teoreme 4.3 u [3] i rezultata iz [65]. Postavlja se
pitanje §ta ée se desiti ako linearan operator A nije gusto definisan i integrisana
polugrupa (S(t))o nije eksponencijalno ograni¢ena? Da bi dali odgovor na to
pitanje uvedimo nove prostore test funkcija i distribucija.
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Neka C,7 oznacava skup svih restrikcija na [0,0), funkcija iz skupa C,". Neka
je K kompaktan skup u [0,0). Tada bﬂ{ oznacava prostor test funkcijaiz C,; €iji
su nosaci u K sa projektivnom topologijom, koja je definisana na isti naCin kao u

Svarcovom prostoru Dg. Osim toga, defini§imo 2. =indlimDg , gde je
K;

g_JlKi =[0,%), K; < Kj,; [0,), K; kompaktni skupovi u [0,%),i=1,2, ...

Tada imamo (D+) = ?,' gde je D,' prostor Svarcovih distribucija &iji su nosaci
u [0,0). U slu€aju distribucija vektorskih vrednosti, imamo L(é+, L(E)) =
D.'(L(E)) =D, (L(E)).

Neka je R skup 8-nizova {p,}, takvih da je p,e 2. (L(E)) N €(L(E)). Kao §to
smo ve¢ ranije napomenuli, Lions [38], je definisao proSirenje G(f) na skup

D(G(f)) c E, koje se sastoji od onih x€E, za koje postoji p,eR, takav da je
ispunjeno:

(1) G(py,Xx) > X, n — o.
(ii) Zasvako xeD(G(f)), G(p,*f, x) konvergira u E.
To prosirenje je definisano
G(f,x) = lim G(p,*f,x), xeD(G(f)).
Lions [38] je takodje dokazao da za svako €D, G(Ho,x)= G(o,x), xeE, gde

je H = H(t) Hevisajdova funkcija, koja omogucava da se definiSe G na D, pomocu
ovog prosirenja. Osim toga, teorema 2.1 u [38] implicira

Glo* v, %) = G(0,G(w,X)), ¢,y €D, xeE.

Mi ¢emo koristiti notaciju G(¢,x) =G(0,x), o D+, xE.

Iz do sada re¢enog, imamo sledecu teoremu:

Teorema 5.1 Pretpostavke ((D.1), (D.2), (D.3), (D.4), (D.5)) ekvivalentne su
pretpostavkama ((D.1), (D.2)s, (D.3), (D.4), (D.5)), gde je

(D.2)s Glo*v,x) = G(9,G(v,X)), ¢,y €Ds,xeE.

Definicija 5 Ako su ispunjene pretpostavke (D.1), (D.2)s, (D.3) i (D.5), tada
se G naziva negusta distribuciona polugrupa.
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‘ Jasno je, da ako je (S(1))o jako neprekidna familija operatora i S(0) = 0, tada
je

(5.1) (S(t,x), (1)) = J-S(t,x)(p(t)dt, xeE,
0

elemenat prostora 2, (L(E)), gde integral posmatramo u Bohnerovom smislu.

Teorema 5.2 Neka je (S(t))wso, n-puta integrisana, nedegenerisana polugrupa.
Tada je, njen n-ti distribucioni izvod negusta distribuciona polugrupa.

Obratno, ako je G negusta distribuciona polugrupa, oblika G = S™. gde je S
Jjako neprekidna 1 S(0) = 0, tada je (S(1)), n-puta integrisana polugrupa.

Primedba 2 Dokaz ove teoreme je potpuno drugaciji od dokaza tvrdjenja
koja su data u primedbi 1. Osim toga, on se moZe uzeti i kao drugaciji dokaz
Arendtovog tvrdjenja u toj primedbi.

Dokaz.
— Jasno je da (5.1) implicira (D.1). Neka je <S(")(t,x),(p(l)>= 0 za svako

0eD,. Tada sledi da je S™) = Zaaé‘)“’) ®1 za neki a,eC,a =0, 1, ..., m. Ali, u

a=0

m
tom slucaju imamo S = Zaa f ., ®I,gdeje {fi} niz distribucija uveden u 4.1,

a=0
k-1
Lol . .. W)
£ (=4 (k=1)!
flo) k<0,-keN,, aeN, k+a>0, teR

i S nije n-puta integrisana polugrupa. Zato je x =0 i (D.3) je zadovoljeno.

Dokazimo (D.2). Imamo

S(“’((p,S“’)(\u,x))

_ <s<">(t, (S™ s, %), w(s)>),<p(1)> = (S(1.5(, ), 0 (DY ™))

= <Df D! [(n i l)!{ j{s(l +s—1)"1S(r,x)dr - I(t +s—-p)* S(r,x)er,(p(l) \y(s)>

0

= <D{‘ [S(t +5,%)— S(s,X) - I]_~t,—l’S(j+l)(s,x)],(p(t) \y(s)>

=1 )
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an
atn .

=(S™(t+5.%),0(0 (), gdeje Dy =

Sada, na osnovu

Z(D(p—si)u/(si)Asi —>J.(p(p—s)\u(s)ds u é+ kadn > o

i=1

(S™(t+5,%), 00 W) = ((S™(t+5,%), wis)) o(v)
_ (—1)‘"><j S(t+ s,x)w(")(s)ds,(p(t)> - (—1)““”3«+s,x)w‘">(s) o(t)dsdt
= (S™ (1), (0*W)(V).-
Ovo implicira (D.2)s. Budu¢i da je
S(")(@,S(”)(\u,x)) = j((—l)‘“’jsa + s,x)\u(”)(s)ds)(p(t)dt,

(D.5) je ispunjeno.

< Pretpostavke za S i (D.3) impliciraju da je (S(1))=o jako neprekidna i
S(0)=0 i stoga je nedegenerisana. Takodje, (D.5) i (D.2)s impliciraju

G0, G(w,%)) = (G(t+5,X),0(DW(S)), W €D+

Na osnovu jednostavnog racuna dobijamo

G(p,G(v,x))

t+s S na)
- [ 1 . [ j (t+s—r1)"1S(r,x)dr - J(t PO e S(r,x)dr:D ,o(t)w(s)
(n-Dl 4 5
- (S(L56, )", 00V(E). v €D
Obe distribucije imaju nosace [0,%) x [0,%0), $to implicira

1
(n-1)!

U(Hs— r)" S(r,x)dr - j(t kg ey h S(r,x)dr} = S(1,5(s,x)), 1520,
t 0

odnosno, (S(t)) je n-puta integrisana nedegenerisana polugrupa.
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5.2 O generatoru n-puta integrisane
polugrupe

U glavi 3, teorema 3.6, data je veza izmedju generatora A i n-puta integrisane
polugrupe (S,(1))s0, koja je nastala integracijom C, - polugrupe. Medjutim, dati
problem se moZe uopstiti na jako neprekidnu familiju linearnih operatora (S(t))
za koju je S(0) = 0 i koja je n-puta integrisana polugrupa (tacnije, zadovoljava
(2.5)). Da bi smo to uradili koristiéemo se distribucijama vektorskih vrednosti.

Kao i u prethodnom odeljku defini§imo T(f,x), xeD(T(f)), gde je fe€'(R),
supp f c [0,00), na sledeéi nalin: D(T(f))cE je skup svih x za koje postoji niz {p,} u
Cy”, supp pv < [0,0), ve N, takav da

pv—8, v i T(p,,x)—x, T(f*p,x) konvergira kad v — .

Jasno je, da lim T(f*p,,x) ne zavisi od izbora niza {p,} i da je ta grani¢na

vrednost jednaka T(f,") u x. Neka je T(f,) zatvorenje od T(f,-). Primetimo da je
D(T(f)) gusto u E. Takodje,

T(-8',x) = Ax, xeD(A), T(8,x)=x, xeD(T(3)).
Neka je S,( -,x) =T(x) *f,, neN definisano sa
(Sy(s,%), 0(5)) = (T(s,x), (fa*9) (s)), €D, xeE,
gde je

j(t—x)“-‘ e(t)dt, xeR.

X

% . 1
(w0) X =5,

Propozicija 5.3  Postoji nge N takvo da je, zan > ng, t > S.(t, - ) neprekidno
preslikavanje [0, ©) u L(E) i

S, (t,x) = lim {(S,(s,X), pu(t - 5)), t>0.
Kao i ranije, defini§imo D(S,(f)) za fe€(R), supp f < [0,).
Propozicija 5.4 Imamo
a) S,(0"™,x)=(-1)"T(px), 0eD,, xeE.
b) Nekaje fe€(R), supp f < [0, »). Tada je D(T(f)) =D (Sy( £ ™) 7

S, (f™ x) = (-1)" T(f,x),xeD(T()).
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Posebno
D" S, (6™,x) = x, xeD(T()),

(-1 S, (-8 x) = Ax,xeD(A).
©)  Sy(hx) =S8,((t - h),x), xeD(T(8)).
Ranije smo napomenuli da je linearni operator A, koji je gusto definisan,
generator eksponencijalne distribucione polugrupe ako i samo ako je A generator

n-puta integrisane, nedegenerisane, cksponencijalno ograni¢ene polugrupe za
ne N,,.

Posmatrajmo sada uopSten slucaj.

Teorema 5.5 Neka je (S,(t))wso n-puta integrisana, eksponencijalno ogranicena
polugrupa, ne N, 1 neka je A njen generator. Tada

: h"

S, (h)x- — X

= i n D(A).
Ax=(n +1) lhlilg s , xeD(A)

Dokaz. Neka je pe?. Buduci da je

(n+1)!
hn+1

Ew(h)—h—,@‘”’(())j9@‘”“’(0), kad h—0,
§ 94

sledi

(n+1)!<5(1—h)—E(—l)"S‘"’(l), cp<t>>*><—1>“”<5‘“”’<‘>’ 0(1)), 0D kad h->0.

hn+1 1’1!

Tada, formalno, imamo,

L 5 hn n n
Sn(h,x)—h"x 8,1(6(t—h),x)—sn(n! (-1)"8" )(l),xj
it ST .y
(n+ l).lhlw e (n+1)! lh%\ i
Sn (6(1— h) == h" (_1)116(11)(1),)(]
n!
=(n+1)!lim

hi0 h n+1

= s,,((—1)““6“’“’(t),x) = So(-8',x) = Ax.




Glava 6
Ol - puta integrisane polugrupe (aeR")

U ovoj glavi uvode se i analiziraju o - puta integrisane polugrupe operatora
(aeR). Relacije koje se dobijaju za o - puta integrisane polugrupe (aeR") sli¢ne
su relacijama koje se dobijajuza aeR"ia =0

U prvom odeljku, u teoremi 6.1 dati su potrebni i dovoljni uslovi da bi familija
(R(L))Rrerso bila pseudorezolventa.

U drugom odeljku date su relacije izmedju generatora A i o - puta
integrisanih polugrupa, acR". Takodje, data je karakterizacija generatora A,
o - puta integrisanih polugrupa, aeR", ako je D(A) gust u E, odnosno D(A) nije
gust u E.

U treéem odeljku istraZivane su veze izmedju o - puta integrisanih polugrupa
(aeR) i distribucionih polugrupa.

U &etvrtom odeljku je teorija a - puta integrisanih polugrupa, aeR,
primenjena na reSavanje apstraktnog Kosijevog problema.

Rezultati u ovoj glavi su originalni rezultati M. Mijatovi¢a i S. Pilipovica [46].
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6.1 O - puta integrisane polugrupe (aeR")

Neka su D(R), €(R), S(R), kao i glavi 4, prostori test funkcija i neka su 2(R),
€(R), S '(R), njihovi prostori distribucija. Takodje, neka je S'(E) = L(S(R),E) i
S.={o; | ™) | < Cy,, te [0,0), k,ve Ny} incka je S.' prostor temperiranih
distribucija ¢iji se nosaci nalaze u [0,00) ([70]).

Uvedimo, na isti na¢in kao i u glavi 4, prostor eksponencijalno opadajucih test
funkcija Z(R), prostor eksponencijalnih distribucija Z'(R) i Z(E) = L(X,E),
kao i prostore Xy, X141 K'W(E) = L(X1+,E).

Osobine definisanih prostora, operacije sa elementima, kao i reprezentacija
elemenata tih prostora dati su u glavi 4, kao i u [62], [63], [22], [70], [71].

Uvedimo familiju distribucija

H(t)t*!
) _— a >0,
(6.1) fo ()=14 T(a)
fo a<0, a+n>0 neN, teR,

gde je H = H(t) Hevisajdova funkcija.

Neka je (T(t))so Co - polugrupa i neka je operator A njen generator. Stavimo

(6.2) Su(V)=(T(s)*f,(9))(1), 120, aeR,
gde je konvolucija uzeta u distribucionom smislu ([38]).

Tada, u distribucionom smislu, imamo

: i S
£ (S) M) =L (T -LE) ) = k—qjc MT(t)dt, Red> o,
0
Sto daje
LS (V)= %R(l, A), Rer>o.
Ako je a > 0, tada je
Sa(t)=(T(s)* £, () (1) = (t-s)* 1 T(s)ds, t=>0,
( o

gde je integral uzet u Bohnerovom smislu.

Zaa <0, (T*f,)(t,) je elemenat prostora Z'(L(E)).

Primer 6.1 Nekaje o =-n,neN. Tada je

(T*£.,) () 00) = (D" (T(1),0™ V), 0e X
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U glavi 3 istraZivali smo slu¢aj aeR" i uveli pojam o-puta integrisanih
polugrupa, a u glavi 4 istraZivali smo slu¢aj a = 0 i uveli pojam O-puta integrisanih
polugrupa. Uradimo to i za sluaj ae R".

Teorema 6.1 NekajeacR ™, Se Xi\'\(L(E)) 1

R(A, ) =AL(S)(R),

Tada je (R(A))rerso pScudorezolventa ako i samo ako postoji nge N, takav da je
ny+o > 0 7 da je

Snysa (b)) = (S*fy J(6:), 20,

neprekidna, supp S, ,, C [0,00) 7zadovoljava

(63)  (S(6S(s,%)),0()W(s)) = <(Sn0+a(u SW<s,x>))‘"°"‘°’,<p(t>W(s>>

1 t+s iy
=(—————| |(t+s=1)"""S§, ,,(r,x)dr
<I‘(n0 Toc)u.

s (ng,ng)
~[(t+s—ryrore S,,OJ,a(r,x)dr} o(DW(s)
0

za svako ¢,y € Ki(R).
Osim toga, (6.3) je ispunjeno za S, = S * f,,, za svako n 2 n,.

Dokaz. Imamo S = Si°), . Neka je xeE. Relacija (6.3) implicira

(6.4) (Suyea(tSnpra )

t (noqno‘)

1 t+s +s ot

" e

= ———— J’(t+s—r)"°+Ol lSnom(r,x)dr— j(t+s—r)"° Sny+a (1, X)dr ,
I(ng+a)| 4 l

u distributivnom smislu. Budu¢i da obe strane imaju nosace u [0,0)x[0,%), sledi da

je

Ny

S +a (l’ Sno+u (S’ X))
t+s

t+s
ol j(t +5-1)0*"S, La(r,x)dr - j(t +s—1)™*7S, Lo (r,x)dr
I'(ny, +a)

t t
ispunjeno za svako t,s > 0. Tada je

R(}‘, ) T }"no+u‘£(sno+a)()\" )

pseudorezolventa.
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Neka je n > ng

Sno+a 5 S(n_nO) (Sn+a =Sxf

ng+o+(n-ng) ? n+a > 0)

n»

§to dokazuje da je (6.3) ispunjeno za svako n > ng.

Definicija 6.1 Neka je acR™ i Se€X.(L(E)). Tada se S naziva a-pula
integrisana polugrupa ako postoji nge N, takav da je ng + a >0, S, ,, = S*f, je
neprekidna na R, sa nosatem u [0,), eksponencijalno ogranitena i zadovoljava
(6.3). Takodje, a-puta integrisana polugrupa je nedegenerisana ako
(S(t,x),p(1)) = 0, za svako @e K, povlacix =0.

Definicija 6.2  Neka je aeR ™. Operator A je generator o. - puta integrisane
polugrupe (S(1))w0, SEXI(L(E)), ako je za ncko veR, (0,0) C p(A) i funkcija

(M-A)" , YT .
K_)—_?J’—_ = Z(S.)(A), Reh > o, je injektivna gde se £ - transformacija

podrazumeva u distribucionom smislu.
Teorema 6.1 i definicija 6.2 direktno impliciraju sledecu propoziciju.
Propozicija 6.2
a) Neka je (S(t))wo, SEXIW(L(E)), @ - puta integrisana polugrupa (ceR").
Tada je S * f_, O-puta integrisana polugrupa.

b) Linearni operator A je generator a-pula integrisane polugrupe (S(t))eo,
SeZ(I(E)), (aeR"), ako i samo ako je A  gencrator O-pula integrisane
polugrupe S * f .

6.2 Relacije izmedju generatora A ia - puta
integrisane polugrupe (S(t))eo (xeR").
Karakterizacija generatora
a - puta integrisane polugrupe

Propozicija 3.2 Neka je linearni operator A generalor a - puta integrisane
polugrupe (S(1))eo0, SeX | (L(E)), (aeR").

a) Zasvako xeD(A), € %1, Imamo

(6.5) A(S(,x), 9(1)) = (S(L,AX), o(1))-
b) Zasvako xeD(A), € Z1, Imamo
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(6.6) (S(t,x), o(t)) € D(A).
¢) Zasvako xeD(A), pe Xy, imamo

(6.7) (S(t,%), (1)) = {far1(tX), @(1)) + ((f; * S)(t,Ax), (1))

(68) A((fl 1 S)(t,X), (p(t)> = <S(t,X), (P(‘)> F <fu+1(t’x)s (p(t)>
Dokaz.

a) Nekaje peD(R)ixeD(A). Tada je
(S(tx), o)) =(=1)* (Spysa (LX), " (1)) ,ng+a >0,
i (3.12) implicira
Spy+a (LX)ED(A) 1 AS, o (1X) =S, 40 (t,AX).
Ovo i neprekidnost operatora A implicira

A(S(Lx), 9(D) = (-1)™ A(Sy 4q (1X), 0™ (1))

= ('—1)n0 A JS[)0+(1 (t,X), (p(llo)(t) dfe= (—])nn A lim ZSHO+C~ (tj ,X), (p(no)(t J) A t]
=1

V—o0 7

— (_l)no lim Z AS|10+(1 (IJ ,X) (D(no)(t J) A tj
=1

V—0

= (-1)™(AS,,1a (tX), 0" () = (S(LAX), 9(1)), x€E, 0€D,

gde je (2 Sn0+a(1j,x)(p"‘°’(tj)A ljj niz integralnih suma J‘SnO+Ol (t,x) '™ (t)dt.

i=1
Neka je peX; i neka je ¢, niz u D koji konvergira ka ¢ u X ,. Tada,
A (S(tX), 0(D) = lim (S(LAX), 0u(D) = (SLAX), 0(1).
Ovo implicira (6.5).
b) Propozicija 3.2 implicira {(f; * S)(t,x), o(t)) € D(A) za svako peX; i xeE.
Stoga, stavljajuci ¢' umesto ¢, dobijamo (S(t,x), o(t))eD(A) za svako e K.
c) Na osnovu (3.13), imamo

(Stx), p(1)) = (-1)"(Sppa (tX), 0T (V)
= (<1)™ (£, o1 (1X), 0 (O + (1) {(£1 * Sy 00 )(LAX), 0 (D)

= (far (), 9(D) + (£ * ST, )(L,AX), o(1))
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= <f0r+l (t,X), (p(t)> + <(f1 ’ S)(tsAX)> (p(l)> ’ XED(A), (pezl,
Sto daje (6.7).
Takodje, koristeéi (3.14) dobijamo

A (£ * S)(tX), o)) = (=1)™ (A(fy *Spy 10 (LX), 0 (1)
= (-1)"(Spysa %), 0"V - (=1)™ (£ san1 (LX), 0 (D)

= (S5, (%), 9(V)) - (far1 (), 9(1)) = (S(tX), (1)) = (fai1 (%), (1)),
Sto daje (6.8).
Posledica 6.4 Neka je aeR™ i (S(t)so a-puta integrisana polugrupa,

SeZ\(L(E)). Tada je za svako xeE, pe K, (S(1,x), o(1)) € D(A). Neka je xeE,
¢e K. Tada je

d .
<a S(t,X),@(l)> = (AS(t,x) + £, (t,x),0(1))
ako i samo ako je (S(1,x), ¢(t)) € D(A) za svako ¢e K.
Dokaz. ZaxeE,t>01¢pe X}, imamo

<Sn +o (t,X), (p("o)(t)> - l]ml<sn +oa+1 (t+h,X)— Sll +a+1(t’x)’(p(n0)(l)> ’
= hlo h 0 0

Prema tome je (S(X), 0(1)) € D(A) jer je (Sy rarn (1X),0" (1) € D(A). Ovo i
(6.8) implicira drugo tvrdjenje.

Arendt [3] je dao karakterizaciju generatora A (n+1)-puta integrisane
polugrupe (S(t))0, n€N, u slucaju da operator A nije gusto definisan. U slucaju
acR' takvu karakterizaciju operatora dali smo u teoremi 3.4. U sluaju da je
aeR™ imamo sledecu teoremu:

Teorema 6.5

a) Necka je aeR, oeR, M > 0. Neka je A (ne gusto definisan) lincaran
operator u Banahovom prostoru E, takav da je (a,») < p(A), za ncko a = 0.
Sledeca tvrdjenja su ekvivalentna.

(i) A generiSe (a+1)-puta integrisanu polugrupu (S(1))o, SeX\'«(I(E)) koja
zadovoljava

lhi?(} sup[S(t+h) - S(t)| < Me"", t20, oe(-, al,

i, (R(k, A))“"

k!

k+1
< M(—l——j , zasvako Rek > a, keN,.
A A—®

(i)
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b) Ako operator A zadovoljava ekvivalentne pretpostavke iz a), tada je deo
operatora A na D(A) generator a-puta integrisane polugrupe.

c) Neka je lincarni operator A u a) gusto definisan. Tada je (i) u a)
ckvivalentno sledecoj pretpostavci:

A generiSe a-puta integrisanu polugrupu (S(1))so, S€Xi(I(E)) koja
zadovoljava

IS(V)| < Me**, t=0.

Posledica 6.6 Neka je A lincaran operator i ncka je D(A) gust u E. Ako
operator A generise a-puta integrisanu polugrupu (S(1))eo, SEXI(L(E)), acR-,
tada adjungovani operator A* generise (a+1)-puta integrisanu polugrupu u E*.

6.3 Distribucione polugrupe 1 a-puta
integrisane polugrupe aeR

Distribucione polugrupe u smislu definicije Lionsa [38], povezane su sa a-puta
integrisanim polugrupama a.e R na isti nacin kao i u slucaju a. = ne N.

Neka je (T(t))e Co - polugrupa. Tada funkcija

(p—){(j‘* (Vp) 0); x—)[]z T(u)J)(() - u)du] X'= []t T(u)(p(u)du} x}, 0eXi(R),
0 0

definiSe elemenat prostora X +(L(E)). Oznalimo gasa 7 . Prema tome je

7 (ox) = (T* J)j (0)(x) = (T(t, x), o(1))

= (T(1), o(1))(x), X€E, peX1.
Tada je

(T*(Qp:\un 0)(x) = ((l* \T/j * (vpj 0) (x), o,ye Do(R)
i ovo implicira
(6.9) (o * wx) = 7(0,7(wx)), XE, o,w € Do(R).

U odeljku 4.3 dokazano je da je 77 eksponencijalna distribuciona polugrupa ili

SGDE. Za Te€'(R) definisimo 77 (T,-) i zatvorenje 7(T,) na isti nacin kao u
odeljku 4.3. Neka je A gencrator distribucione polugrupe (T(t))so. Tada je A
generator distribucione polugrupe 7 i Ax= 7 (-8',x),xeD(A).
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Neka je S, =T * {,, aeR. Defini§imo

Zu(0X) = [Sac,x)* @ (0) =(<T*fa<-,x>>* cvp) (0), xeE, peXy.

Tada je
(6.10)  Tul0.X) =(T*(fa : tvp)j 0)(x) = 7[f: p (P)) (0)(x), xeE, peX,

elemenat prostora Z'.(L(E)). Budu¢i da (6.9) nije ispunjeno za a # 0, 7 nije
SGDE. Tacnije, ispunjena je sledeca teorema:

Teorema 6.7 Neka je (So(t))=o a-puta integrisana polugrupa ae R 1 neka je A
njen generator, takav da je D(A) gust uE. Tada

(6.11) 7 a(0:X) =(Su * (?)j 0)x), @&,

definise elemenat prostora Zy'+(L(E)) koji je SGDE ako i samo ako je a. = 0.

6.4 Kosijev problem

Nekaje A linearan operator: ESE, uieE 1 TeZ,.(E). Tada je ueX;.(E)
reSenje diferencijalne jednacine

(6.12) u=Au+T, u Z/(E),
ako je <u(t), (p(l)> e D(A) za svako ¢eXi(R)i (6.12) je ispunjeno.

Neka je UeZ(L(E,D(A))), VeXi«(L(D(A)E)). Tada su UxV i VxU
definisani kao i u [63] i elementi su prostora Z' (L(D(A))) i Zi+(L(E)).

Teorema 6.8 Neka je (Sa(t))w0 a-puta integrisana polugrupa Se€Xi+, 0eR 7

neka je linearni operator A njen generalor, takav da je Sq * f « 0-puta integrisana
polugrupa. Tada je

& : . . 0 ’
a) (—A-*--a—tj*sa:la@ 16(/\) ,Su* (—A*’E):tu@ID(,\)’

gde je —A+%= S@A+3®L
(9,
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b) Neka je TeZ|.(D(A)). Tada jeu = S, * f  * T jedinstveno resenje
Jjednacine (4.15).

Primedba. Prethodna tvrdjenja dokazana su u [38] u slucaju kada je Sq * f o
SGDE.

Dokaz.

a) Stavimo Sy =S, * f . Tada, kao u dokazu teoreme 4.1 u [38], imamo
0

(6.13) (—A+—8—lj* So=6® I

Buduéi da D(A) nije gust u E, primenimo obe strane u (6.13) na xeD(A).
Tada napravimo konvoluciju sa f, i dobijamo tvrdjenje u a).

Na sli¢an nacin dobija se i drugo tvrdjenje.
b) Sledi iz a).

Teorema 6.9 Neka je operator A gencrator a-puta integrisane polugrupe
(Se(1)i20, Su€ZIH(L(E)), aeR. Tada S, * f o, definise SGDE ¢iji je generator A na
E,x X1, gde je

E() = { Su * f—u((pax) ) (DGD“* XEE}

0 § ol : 0 ;
(—A+_)*Su:lu ® IF‘() 3 S“* (—A+—j:tu ® ID(;\)(\EO'

ot
Neka je Te®'(Eo). Tadajeu=Sy*f o*T Jedinstveno resenje jednacine

u=Au+T u Z'(LEy)).
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