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Semigrupa je jedna od osnovnih matematickih
struktura., Medjutim, zbog "siromastva" ove strukture pris-
tupa se njenom "obogadivanju", tj. dodavanju nekih poseb-
nih uslova, Na taj nadin se dobijaju razne klase semigrupa
koje su predmet izulavanja teorije semigrupa.

U ovom radu su ispitivane neke klase regqularnih
semigrupa, kao 3to su klase regularnih, levo regularnih,
desno regularnih, intra-regularnih, itd. Pojam regularhos-
ti kojl predstavlja uopstenje pojma idempotent je prvi uveo
J.von Neumann [38], za element prstena. U teoriji semigru-
pa ovaj pojam se prvi put javlja u radu G, Thierrina [56].

U bliskoj vezi sa pomenutim semigrupama su pros~
te, levo proste 1 desno prosfe semigrupe i prirodne grupe.,
Jedno od klju&nih mesta u teoriji semigrupa jesu svakako
konstrukecije raznih semigrupa, sa tim u vezi vrlo je znadaj~-
an pojam semilatise semigrupa i posebno semilatise grupa
¢ijim se karakterizacijama bavimo u Glavi IIi. Posebno u
ovom radu razmatramo jednu podklasu klase kompletno regular-
nih semigrupa (Glava IV), tzv. klasu (m,n)=-anti-inverznih
semigrupa, Ova klasa obuhvata klasu anti-inverznih semigru-
pa koje su izuXavane u [ 2], [ 3], [ 4], a koje su detalj-
nije izloZene u {5].
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U Glavi I su navedeni elementarni pojmovi o
semigrupama, grupama, idealima, kongruencijama, itd. Tako-
dije, navédené su razne teorije - o regularnim,'leﬁo,.deéno |
i intra-regqularnim semigrupama. Ovim materijalom su, uglav=
nom, predstavljeni rezultati R. Croisota [11], i to oni
rezultati koji se koriste u daljim ispitivanjima.

U Glavi II ispitiju se (m,n)-ideali i (m,n)-re-
gularne semigrupe. Najpre, karakteri§émo klasu semigrupa
kod kojih je (m,n)-ideal proizvoljnog (m,n)-ideala semigru-
pe (m,n)~-ideal semigrupe, (Teorema l.l). Zatim, Teoremom 1l,3.
uspostavlja se prirodna veza izmedju pojmova (m,n)-ideal 1
(m,n) -regularna semigrupa. Ova teorema predstavlja uopite-
nje rezultata K. Isékija [21], L. Kovacsa [23] 1 s. Lajosa
[29] . U ta¥ki 2. ove glave uvodi se pojam (m,n)*-ideala.
Ovaj pojam se obradjuje u tatkama 3. i 4. ove glave. Tako,
Teoremom 3.1, karakteri%emo prostu semigrupu (a ova je intra-
-regularna, I 3.3). Zatim, u tac¢ki 4. se karakterisu
r-semigrupe i homogrupe pomodéu (m,n)*-ideala;

U Glayi III ispitiju se, uglavnom, slabo komuta-
tivne (Weakly commutative) semigrupe-koje je uveo M, Petrich
[40]. U tagki 2. uvodimo pojam semiprimarne semigrupe i
Teoremom 2;l, karakterisu se ove semigrupe, U tatki 3. uvo-
dimo pojam r-semigrupe. Klasa svih r-semigrupa obuhvata,

na primer, klasu svih intra-reqularnih semigrupa, pa samim




tim i klasu svih prostih semigrupa. U ovoj ta&ki se_daje
odnos izmedju klase svih semiprimarhih semigrupa, klase
svih r-semigrupa i klase r-semiprimarnih semigrupa (Teore-
ma 3.3). Ustvari, Teorema 3.3, je uopStenje rezultata H. La-
la {30], [31], [32]. palje dokazujemo da su slabo komuta-~
tivne semigrupe r-semigrupe (Teorema 3.4). U tadki 4. raz-
matramo arhimedove slabo komutativne semigrupe. Dokazujemo
da arhimedova slabo komutativna semigrupa sa idempotentom
ima grupu-ideal (Teorema 4.1).Zatim dajemo teoremu koja
karakteriSe arhimedove slabo komutativne semigrupe (Teore-
ma 4.2), Ova teorema je uopétenje rézultata G.-Thierrina
[58] . U tatki 5. razmatramo regularne slabo komutativne
semigrupe (Teorema 4.l1). Teoremom 4,2, karakteriSemo prostu
slabo komutativnu semigrupu. U tadki 6. dajemo teoremu ko-
ja raspravlja o maksimalnim kompletno izolovanim idealima.
Dokazuje se, ustvari, da ako je S s8labo komutativna semi-
grupa u kojoj su kompletno izolovani ideali maksimalni i
idempotentni iz S obrazuju lanac, onda je S8 refrakt
grupe pomoéu arhimedove semigrupe ili je & arhimedova
semigrupa. U tadki 7. dokazujemo teoremu o ekstenziji gru-
pe pomoéu nil-semigrupe. Dalje, u tadki 8. uvodimo pojam

Q
Q

R—semigrupe 1 opisujemo sve arhimedove slabo komutativne

R-semigrupe*(Teorema 8.2). Takodje, daje se viZe novih

karakterizacija recionalnih (power joined = p.j.) semigrupa.




Teoremom 9.1, karakteriSemo nilpotentne semigrupe. Ova teo-
rema je uop3tenje jedne teoreme M.S. Putcha [46]. U tadki
10. karakteriZemo semilatise grupa (Teorema 10,2). Koris-~
tedéi ovaj rezultat dobijene su razne karakterizacije za
semilatise anti-inverznih semigrupa i za semigrupe (m,n)*-
-anti-inverznih semigrupa (Glava IV, taéka 9) ., Jasno, slidc-
'ne karakterizaclie se.mogu dati i za (m,n)-anti-inverzne
semigrupe. Na kraju ove glave razmatramo jako reverzibilne
(strongly reversible) semigrupe, i to regularne, primﬁrne,
semiprimarne i druge,. |

U Glavi IV razmatramo neka "uwop3tenja" anti-in-
verznih semigrupa., Ovaj materijal je tglavnom preuzet iz
[35] 1 [6]. U tadki 3. dajemo neke dekompozicije (m,n)-an-
ti-inverznih semigrupa. U taZki 4. razmatramo Greenove
relacije 1 primenjujemo rezultate R, Croisota [11] na |
(m,n)-anti~-inverzne semigrupe, pri femu se dobija niz karak-
terizacija semigrupa iz klase Sm'n (Teoreme 4.1, 4.3).
Glavni rezultat Glave IV jeste algoritam (tacka 5) kojim
se za razne m,n&< N odredjuje koje klase Sm’n su pod-
klase anti-invernih semigrupa..U tadki 6. razmatramo (m,n) *-
~anti-inverzne semigrupé. Glavni rezultat ove tadke je
Teorema 6,2, o dekompoziciji (m,n)*-anti-inverzne semigrupe.

U ta&ki 7., se navodi teorema o bazisnoj klasi u smislu

Ljapina. Ova teorema je dokazana u [3]. Ovde se daju neke
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ovde se daju neke posledice ove teoreme, Na kraju rada su
dati neki specijalni slu®ajevi (m,n)-anti-inverznih semi-
grupa.

Materijal koji sadrZe Glave II i III dje prvi
put izloZen u ovom radu, dok materijal iz Glave IV, uglav-
ﬁom, je sadrfan u radovima [35] i [6]. Glava I, sa manjim
izuzecima, ne sadrZi originalne priloge,

Literatura koriscéena pri izradi ovog rada nave-
dena je na kraju i &ine je 63 bibliografske jedinice.

Profesor dr Svetozar Milié¢ mi je, kao i u drugim
prilikama, i ovaj.put svojim savetima bio od izuzetne ko-

risti za 8ta mu se posebno zahvaljujem.




GLAVA 1

ELEMENTARNI POJMOVI I KARAKTERIZACIJE
SEMIGRUPA 1Z NEKIH KLASA REGULARNIH
SEMIGRUPA




1.1. Binarnom operacijom na skupu S nazivamo
preslikavanje SxS u S, gde je SxS skup svih uredjenih paro-
va elemenata iz S, Ako je 0peracija‘multiplikativna, onda
sliku u & elemenata {(a,b) iz Sx§& oznacdavamo sa a*b. Naj-

ce3ée je tadka izostavljena i pisSe se samo ab.,

1.2, Grupoidom nazivamo uredjen par (S,.) nepraz=
nog skupa S§ 1i binarne operacije "«" definisane.na njemu,

Cesto femo pisati samo S umesto (S,.).

1.3. Binarna operacija "+" na skupu S naziva se

asocijativnom ako je ispunjeno
(¥ a,b,cES) (a+(bec) = (asb)-c),

Semigrupa je grupoid (S,+), pri &emu je operacija "«" aso-
cijativna. Dalje femo kracde pisati "S je semigrupa".

Podgrupoid semigrupe S d&emo nazivatili podsemigrupa.

1.4, Element e&€ S nazivamo desnom jedinicom gru-
poida S akolje xe = X, za svaki x&S. Analogno se defini-
Se leva jedinica. Element e& S je dvostrana jedinica grupo-
ida S 1ili prosto jedinica ako je e istovremeno desna i

leva’ jedinica grupoida S.
1.5, Semigrupa S Jje levo prosta ako

(V¥ x€8) (s = sx).




slic¢no, semigrupa S Jje desno prosta ako
(¥ xE€8) (5 = x5) .
semigrupa S je prosta ako 1 samo ako
thES) (S = SxS) .
1.6, Grupa je semigrupa S pri Cemu je

'(-Vxes) (ex = x)

(Vx€s) Gx~l€ s) (x"1x = e)

gde je sa e oznadena jedinica u S,

- Podgrupa od S je podsemigrupa od S koja je grupa.

1.7. - Grupom nazivamo semigrupu S koja je isto-
vremeno levo i desno prosta.
Jasno da je ova definicija ekvivalentna sa Defini-

Cijom 1 .6,

1.8, Semigrupa S je komutativna ako je

(V¥ xE8) (VyES)(xy = yx) .

Komutativnu grupu nazivamo abelova.

1,9. Element XS nazivamo idempotentnim ako je

X% = x .,

‘Idempotentnu komutativnu semigrupu nazivamo semi-

1ati§a.

1.10. Red semigrupe S Jje broj elemenata u S,

ako je S kona&na, u suprotnom S Jje beskonadnog reda.

Semigrupa &iji je red 1 je trivijalna semigrupa.




Red elemenata a semigrupe S Jje red cikliéne
podsemigrupe od S koja Je generirana sa a. Semigrupa €iji

su”svi elerenti konac¢nog reda je periodicka,
1.11, Semigrupa je levo kancelativna ako
(Ya,b,x&<S){xa = xb => a = b) ,

Analogno se definisSe desno kancelativna semigrupa. Semigru-—

pa S je kancelativna ako je istovremeno levo i desno kan-

celativna.

1.12, Preslikavanje f' semigrupe S u semigrupu

T je homomorfizam ako je
(af) (bf) = (ab)f

- za svaki a,b&S. Ako je £ na, tada T nazivamo homomorf-

nom slikom od S. Ako je jos i 1-1, tada £ nazivamo izo-

morfizmom.,

1.13. Relacija ekvivalencije p na S Jje leva
kongruencija na S ako za proizvoljne xX,a,b&eS iz ap b
sledi xa p xXb. Desna kongruencija se definiée dualno. Dvost=
rana kongruencija, ili prosto kongruencija, je konjunkcija
prethodne dve, Skup klasa ekvivalencije u oznaci S/p nazi-
vamo kolid¢nik skupom. Preslikavanje a + ap, gde je ap kla- _
sa éﬁvivalencije elemnta a je priroédni homomorfizam od S

na S/p, pri ¢emu je u S/p operacija definisana na slede-

'é¢1i nacin

(ap) (bp) = (ab)p

za ap, bpes/p.




e

2.1, Podsemigrupa L(R) semigrupe S Jje njen
levi (desni) ideal ako je SLCL (RSCR). Podsemigrupa I
semigrupe S je njen dvostrani ideal ako je istovremeno
levi 1 desni ideal.

Poznata je slededa

" Teorema. Semigrupa S Jje levo prosta (desno

prosta) ako i samo ako S nema pravih levih (desnih, dvos-

tranih) ideala.

2.2, Ako je A neprazan podskup semigrupe S,
tada presek svih levih ideala koji sadrze A je levi ideal
koji sadrZi A, Za taj ideal kaZemo da je levi ideal gene-
riran skupom A, Sli¢no imamo za desni, odnosno, dvostrani
ideal. Levi (desni dvostrani) ideal semigrupe S generiran

skupom A Je
AUsa (AlJas , alJ salU as UJ sas) .

Ako je A jedno&lan skup, tada levi glavni ideal, u oznaci
L{a), je

L{a) = alJ 8a .-
Analogno, desni glavni ideal je

R(a) = a lJ as ,
i dvostrani glavni ideal je

J(a) = aly as U sa U sas ,




2.3. Good i Hughes su u [15] definisali bi~ideal
semigrupe. Podsemigrupa B semigrupe S Je bi-ideal od S

ako je
BSB CB .

2.4, O, Steinfeld je u [51] definisao kvazi-ideal

semigrupe. Podsemigrupa Q semigrupe $§ Jje kvazi~ideal od

s ako je
Qs N\ sQ CQ .

2.5, 8. Lajos, [26] je definisao (m,n)-ideal se-
mi grupe. Podsemigrupa A semigrupe S 3je (m,n)-ideal od

S ako je

A"sa" C A
za m,n &N |J {0}. Jasno da (m,n)-ideal predstavlja uopSte-
nje levog, desnog i bi-ideala. U istom radu je definisan i

(m,n)~kvazi~-ideal, Podsemigrupa A semigrupe S je {m,n)-

~kvazi-~ideal od S ako je
A"s N sA” Ca

m,n &€ N, Na sli¢an nac¢in mi €emo uopstiti pojam dvostranog

ideala (Glava II).
2.6, Ideal I semigrupe S je izolovan ako je
(VxEe8(x2eI—-xcI).

2.17. Ideal I semigrupe S je kompletno izolo-

van ako je

(¥ x,y€s)xy€l == x€lvVvyeclI .




Jasno, svaki kompletno izolovan ideal je izolovan. Obratno

ne vazi,

2.8. Jedno uop$tenje kompletno izolovanog ideala
je primaran ideal. Ideal I semigrupe S Jje primaran ako
je

(¥ x,vyES)Y(xy €I = x&I V Gnen)y" €1) .

Svaki kompletno izolovan ideal je primaran.,

2.9, Neka je I ideal semigrupe S, Definisimo

relaciju p, na sledeéi nadéin
aprb <=> 3 = bV a,b&I,

- Relacija o je kongruencija i nazivamo je Reesova kongru-
encija, [47]. Koli¥nik semigrupu S/p, oznaavamo sa S/I.
Klase ekvivalencije u ovom sludaju su I i jedno¢lani sku-

povi {a}, kada je a & S\I.

3.1, Semigrupa S Jje regularna ako
( ¥ x€8){Ha €8) (x = xax) .

Pojam regularnosti prfi je uveo J.von Neumann {On regular
rings, Proc.Nat.Acad.Sci., Usa, 22(1936) ,707=-713) za elemen-

te prstena. Element prstena, je ustvari, regularan ako je




regularan kao element multiplikativne semigrupe prstena.

U op3toj teoriji semigrupa regularne semigrupe pod
nazivom "demi-groupes inversifs" su prvi put razmatrane od
gtrane G. Thierrina (Sur une condition nécessaire et su-
ffisante pour gu un semigroupe soit un groupe, C.R.Aca.Sci.,
paris, 232(1951),376-378).

G. Thierrin je u pomenutom radu, izmedju ostalog,
dokazao sledeéu teoremu koju ¢emo kasnije Cesto koristiti.

Teorema. Ako fegularna semigrupa S ima samo
jedan idempotent, onda S jeste grupa;

Reqularne semigrupe demo mi karakterisati pomodéu

(m,n)~ideala u Glavi II.l. uop3tavajuéi Teoremu K. Isékija
[21]. |

3.2. Znaajna podklasa klase regularnih semigru-
pa je klasa inverznih semigrupa, koje prédstavljaju prirod-
no uopstenje grupa. Pojam inverzne semigrupe prvi put se
javlija u radovima 3.8, Barnep {(0GoSweHkue rpynnw, JAH CCCP,
84(1952),1119-1122) i G. Thierrina (Sur les €éléments unitaQ
ires 4 “un demi~groupe invesif, C.R.Acad.Sci., Paris,
234(1952) ,33-34, W,D. Munn i R, Penrose navode u [37] da je
nezavisno od Vagnera i Thierrina inverzne semigrupe proutavao

G.B. Preston, [45]. -

Semigrupa 'S “je inverzna ako
(V¥ a€s)(d,b&s)(aba = a A bab = b) .

Pojedini delovi teoreme koju ¢emo navesti nalaze
se u radovima Vagnera [62], Prestona [45], Libera [33] i

Munna i Penrosea [37].
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Teorema. Neka je S semigrupa. Tada se slededi

uslovi medjusobno ekvivalentni:

(i) S je regularna i svaka dva idempotenta
jz S komutiraju.

(i1) Svaki glavni desni i glavni levi ideal se-
migrupe 8§ ima jedinstveh generatorni idempotent.

(iiil) S Jje inverzna semigrupa.

3.3, A.H. Clifford je u [7] razmatrajuéi dekom-
pozicije semigrupa na proste podsemigrupe definisao pojam
intra-regularne semigrupe. Semigrupa S Jje intra-regularna

ako je
(¥ x €8)Ja,b €58)(x = ax?b) .

Teoremu koju navodimo je dokazao R. Croisot [11].

Ovu teoremu je nezavisno od.Croisota dokazao i Andersen [1].

Teorema 1. Neka je S semigrupa, Tada su slede-

éi uslovi medjusobno ekvivalentni:
(1) S de intra-regularna.
(ii) S Jje unija prostih semigrupa.
{(iii) Svaki ideal semigrupe S jé izolovan.

(iv) Glavni ideali_semigrupe S obrazuju semi-

latisu u odnosu na presek,

Oznadimo sa K klasu svih intra-regularnih (regu-

larnih) semigrupa. Neposredno se dokazuju sledede dve leme:

Lema 1. ‘Ideal I semigrupe S K 3je semigru-

pa iz Kn




Lema 2. Homomorfna slika semigrupe S & K e

semigrupa iz K,
Dalje, dokazujemo da vaZi:

Teorema 2. Neka je S semigrupa i I ideal

od S. Tada

SeEK <= (MI)(I &K AS/IEEK) .

Dokaz, Neka je S & K. Tada koristedéi Leme 1, i

2. sledi tvrdnja.

Cbratno, Neka je proizvoljan ideal I semigrupe
'S intra~regularan i S/I € K. Tada razlikujemo dva sludaja.

1° Ako a €I, onda postoje x,y €1 da je

a = xa‘y,

2° Ako a€sS\I, onda za af €S/I, gde je f

prirodni homomorfizam, postoje xf,yf & S8/I da je
af = (xf) (af)2(yf) .

Odavde, af = (xaly)f. Kako je f izomorfizam na "S\I, to
je a = xaly, Dakle, 8 €K,

Sli¢no se dokazuje i u sluCaju da je K klasa

svih regularnih semigrupa.

Primedba. Teorema 2. vaZi 1 ako je K presek
klase svih regularnih i klase svih intra-regularnih semigru-

pa.

3.5, Semigrupa S Jje levo regularna ako

(¥ a<s)3x &€s)ixa? = a) ,
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Analogno se definiSe desno regularna semigrupa.

ovaj pojam je uveo R. Croisot (Demi-groupes inversifs et
demi-réunions de demi-groupes simples, Ann.Sci.Ecole Norm,
sup., (3),70(1953),361-373), a umesto termin "regularan”
upotrebljavao je termin "{inversif". On je za ovakve semi-
grupe dao teoreme o dekompoziciji, pomoéu unije, Sto éemo

mi udiniti za semigrupe iz klase Sm n (Glava IV).

’

3.6. J.A, Green je 1951. svojim radom "On the
structure of semigroups®”, Ann., of Math,, 54,163-172, dao
jednu fundamentalnu studiju za razvoj teorije semigrupa. U
tom radu Green je definisao izvesne relacije ekvivalencije

na semigrupi, koristeéi pojam glavnog ideala semigrupe.

3.7. Relacije L, R, H, J, D definisane na se-

migrupli na sledeéi nadin
(1) al b <= L{(a) = L(b)
(ii) a Rb <= R(a) = R(b)
(iii) aJb <= J(a) = J(b)
(iv) H = LR
(v) D=LoR=Rol

su relacije ekvivélencije i nazivaju se Greenovim ekviva-

lencijama,

3:5:' 'Nepbsredno se dokazuje da je u regularnoj

semigrupi S

L(a) = Sa , R(a) = as , J(a) = Sas .
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odavde imamo da u regularnoj semigrupi § je
(i) alb <= Sa = Sb
(i1) a R b <= a5 = bS
(iii) a J b <=> gaS = Shb§ .

3.9. Koristedéi Greenove relacije iskazacdemo jed-

nu teoremu R, Croisota [11].

Teorema. Semigrupa S je levo (desno, intra-)
regularna ako i samo ako a L a?(a R a?, a J a?), za svako

ae€sS.

3,10, Navodimo jednu teoremu R. Croisota [11],

kojom se karakterisSu levo regularne semigrupe.

Teorema. Neka je S semigrupa., Tada su(slededi

uslovi medjusobno ekvivalentﬁi:'
(1) S Jje levo regularna,

(ii) Svaki levi ideal semigrupe S 3je izolovan.,

(iii) Svaka L-klasa semigrupe S dJe levo prosta

podsemigrupa od S.

(iv) Svaka L-klasa semigrupe S je podsemi-

grupa od S.

{v) S je unija disjunktnih levo prostih

podsemigrupa.
(vi) S je unijalevo prostih podsemigrupa.

Slid%na teorema vaZi za desno regularne semigrupe.
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3.11, Semigrupa S je kompletno regularna ako
(¥Ya€s){Jxe&€Es)(a=axa A ax = xa) .

Ovaj pojam je uveo A,H. Clifford [7]. Teoremu koju navodi-

mo dao je R. Croisot [11].

Teorema 1. Neka je S semigrupa. Tada su slede-

éi uslovi medjusobno ekvivalentni:
(i) S Jje kompletno regularna semigrupa.
(1i) S je unija grupa.

(1ii) Svakl levi i svaki desni ideal semigrupe

S je izolovan,
{iv) S je levo i desno regularna..
{v) S Je regularna i levo regularna.
{vi) S je reqularna i Qesno regularna.
(vii) Svaka H-klasa semigrupe S je grupa.
(viii) S Jje unija disjunktnih grupa.
Sli¢no Teoremi 2. iz tadke 3.3. imamo da vaZi

Teorema 2. Neka je S semigrupa i I njen
ideal, Tada S je kompletno regularna ako i samg ako I

je kompletno regularan i 8/I je kcmpletnor;égularan.
Dokazacdemo ovde sledecu

Teorema 3. Neka je S semigrupa. Tada S je
kompletno regularna ako i samo ako svaki bi-ideal od S

je izolovan,
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Dokaz. Neka je B bi-ideal kompletnb regularne
semigrupe S, Tada za a2 €B ije a € a?sa?, Odavde imamo
da a €BSB CB.

Dakle, bi-ideal B ije izolovan.

Obratno, neka je svaki bi-ideal o@ S izolovan,
Tada iz a2 € B(a?) = a? U a*Ua?sa? sledl a €a?sa?,

tji. S Jje kompletno regularna semigrupa.
3.12. Semigrupa S Jje anti-inverzna ako

(VY x €8) Jy €5) (x =-yxy/\ y = XyX) .

Ove semigrupe su izuZavane u [2], [3], [4], [50].

Detaljnije su izloZene u [5].

3.13. Neka je E skup idempotenata semigrupe S,
Ako e,f € E uzimamo da je e ¢ £ ako i samo ako ef = fe = e,
Relacija < je relacija parcijalnog poretka na E. Ako S
sadrZi nulu (0), tada 0 § e, za svaki e € E. Idempotent
f semigrupe S nazivamo primitivnim ako £ # 0 i ako
e £ povlati e é 0 il e = £,

Prosta semigrupa koja sadrzi primitivan ldempotent

naziva se kompletno prostom semigrupom,
Sledeéa teorema data je od strane A.H., Clifforda [7].

Teorema. Prosta semigrupa je unija grupa ako i

samo ako je ona kompletno prosta.
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3.14, Semigrupa S sa nulom naziva se nil-semi-

grupom ako za svaki x €S postoji n &N da je X" = 0,

3.15., Ako je s = U s , gde je ¥ semilatisa,
ac Y |

Sun Sg = ¢, (0 # 8) 1 za svaki a,B €Y je 5,58 & Sqp*

onda S nazivamo semilatisom semigrupa S, . u <Y),




GLAVA 1II

UOPSTENI IDEALI
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1. (m,n)-IDEALI I (m,n)-REGULARNE SEMIGRUPE

U ovoj tadki karakteriSe se klasa semigrupa kod
kojih je (m,n)-ideal proizvoljnog (m,n)~ideala semigrupe
(m,n)-ideal semigrupe (Teorema 1.1) 1 sli&noc u slucaju
(m,n)~kvazi-ideala, (Teorema 1,2). Teoremom 1.3. karakteri-
3u se (m,n)-reqularne semigrupe pomodu (m,n)-idéala; Ova

teorema predstavlja uopstenje teoreme Isékija [21].

Lema 1.1. Neka je S semigrupa, A (m,n)-ideal

od § 1 BCA. Tada

m n n n
([s,] )"s([B,] )" = B"SB
{m,n) (m,n)
gde je
m+n
i n
- = | B*U 8"aB" .
(m,n) i={
Dokaz. Neka su ispunjeni uslovi Leme, Tada

([B,] )"s([B,] )" = ([8,] )"

(m,n) (m,n) {(m,n)
sBUB2YU ... U™ U s"a™)"

= ([B,] s U B2U ... U B"" U B"aB")
{m,n)

U B2U ... UB™"y B"ap")""!
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= ([B,] y"(sB U sB2l ... sB"'" U ss”aB")
(m,n)

(8 U B2U... |y B"*" | B"aB")""!

= ([8,] )"sB(B U B2U ... UB™" U B"ap")""!
(m,n)

= ([B,] y?"sB(B U B2 U ... U 8™" U 8"aB")
{m,n) | |

BUB2YU ... UB™" |y s"ap™)"?

= ([s,] y®(sp2 U sB3 U ... U SB"*P*Y | sp™tiap")
(m'n,

(B Uilac2 U... JUs"" | s"aB")?"?

= .([BA]( y"sB2(B U B2 U ... U B™*" U 8"aB")""?
* m,n) _
- ([ y?sB™"4 (B, ] )
[ A](m:n, A](mrn)
- ([5,) 787U s8"* U .., U se™?" | s 7" !as")
n,n ' -
= ([BA] y"sB”
{m,n)
= ([8,] »™'@®UB2U...UB""U B"AB")SB"
- {m,n}
= ([B,] y*imsUsB2s U ... UB""s U B™AB"5)B"
% (m,n)
= ([s,] )y®=1 (Bs) B"
| (m,n)

= (BUB2U ... U 8™ B"AB") (8"~ *s)p"
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= (BmS U Bm'”SU oo U B2m+n-IS U BmABn*m-JS)BF
= (B"S)B"
= B"sp” ,

Teorema 1.1. Neka je A (m,n)-ideal semigrupe
S, Tada svaki (m,n)-ideal od A je (m,n)-ideal od S ako

i samo ako za svaki podskup B (m,n)-ideala A Je

(1,1) B"se” C [B,]
1 (m,n)
gde Je
m+n {
[BA] = U BTU B"AB" .
(m;n) 1=}
Dokas. Neka je A (m,n)-ideal semigrupe S,

B podskup od A i svaki (m,n)-ideal od A Jje (m,n)=-ideal

od S. Tada [B,] jeste (m,n)-ideal od A i
(m,n)

(1.2) ([8,] "s([B,] ' < [,] .

{m,n) (m,n) (m,n)

Iz (1.2) na osnovu Leme 1l,l1. imamo da je ispunjeno (1.1).

Obratno, neka je za svakl podskup B (m,n)-ideala
A semigrupe S ;SPunjeﬁo (1.1) 1 neka je C (m,n)=ideal
od A. “

Tada je

c"sc” < [c,] =clUc2U +oo U ™7 c™ac” = ¢

{m,n)

Dakle, € je (m,n)-ideal od S.
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Posledica 1.1. Neka je A 1levi (desni) ideal
gsemigrupe S. Tada svaki lévi (desni) ideal od A je levi
(desni) ideal od S ako i samo ako za svaki podskup B

od levog (desnog) ideala A je

SBC B aB , (BSCT B BA)Y .

Posledica 1.2. Neka je A bi-ideal semigrupe
s. Tada svaki bi—ideal od A je bi-ideal od S ako i sa-

mo ako za svaki podskup B bi-ideala A je |
BSBC BU B2 U BAB .
Teorema 1.2. Neka je Q (m,n)-kvazi-ideal se-
migrupe $S. Tada svaki (m,n)~-kvazi-ideal od Q Jje {(m,n)~

-kvazi-ideal od S ako i samo ako za svakil podskup D

(m,n)=kvazi-ideala Q je

D”s C [D i sp"C[p
9](m;n) erm'ﬂ)

gde je

ko |
[o,] = |J oy (®"aN ") , k = max(m,n) .
{mrﬂ) - iw] o :

Dokasz. Sli¢no kao i za Teoremu 1,1.

Pogledica 1.3. Neka je Q kvazi-ideal semigru-
pe S. Tada svaki kvazi-ideal od Q je kvazi-ideal od S

ako 1 samo ako za svakl podskup D kvazi-ideala Q Je

DSCD U(DQNaed) i sbCb U (bg Nop) .
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R. Croisot {11] razmatra (m,n)-regularne semigru-

pe. Semigrupa S je (m,n)-regularna ako
(MaE€s)dxes)(a = a"xa")

m,n €N U {0}, Croisot je dokazao da se (m,n)~uslovi za

mén > 1 razbijaju na Zetiri skupa medjusobno ekvivalent-

nih uslova:
I Ssvi uslovi (m,0), za m 3> 2 ,
IT Svi uslovi (0,n), za n3 2.
IITI Uslov (1,1} .
IV Svi uslovi (m,n), m>1, n 2 i, m+n > 3.

Neke karakterizacije (m,n)-regularnih semigrupa date su
u {24]. K. Iséki [21] je dokazao sledeéu teoremu kojom se

karakterisu regularne [(1,1)-regularne] semigrupe pomocéu

levih 1 desnih ideala.

Teorema (K. Iséki). Neka je S semigrupa. Tada

S je regularna ako i samo ako
R{OAL = RL

za svaki levi ideal L od S i za svaki desni ideal
R od &,
§1i¥nu teoremu dokazao je L. Kovacs (23], za re-

gularne prstene. Ovde mi uopstavamo Teoremu Isékija.

Teorema 1l.3. Neka je S semigrupa. Tada S

je (m,n)=-regularna ako i samo ako
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(1,3) (¥RER, jp(vrell, )RAL =R

gde je |F§ skup svih (m,0)-ideala semigrupe S 1

m,0)

U_(O n) skup svih (0,n)-ideala semigrupe §S. -

Dokaz. Ako je m=n = 0, tada je (1.3) ispunje-
no, tj. svaka semigrupa je (0,0)-regularna. Ako je m = 0,

n#0, tada R =5, pa iz (1.3) imamo da je
L=sL=s"L"CsL.CrL
tj.

S Jje (0,n)-reqularna ako i samo ako ( ¥ L € LL(O n))

(L = SL") Bto je ta%no (Teorema 1., [24]). Sli¥no imamo

daza m# 0, n= 0 vaZi

S je (m,0)~regularna ako i samo ako (¥ R & rR.(m OJ)
(R = R"S), |
Za m ¥ IO, n ¥ 0 za proizvoline R el'Rm’o, ile u—(g,n;
je |
(1.4) RIL"CRANAL .

Kako je S | (m,n)~regularna, to.za a&R(YL je a = a™xa”,
za neko xX & S, Odavde imamo

a = aMyxal

a2mf1xanxan

- aJm—lxanxanxan

- gnm-(n-1) (xaP)? < rAM~(n=1) . n C RLP
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pakle,
(1.5) RN L CR'L" .

1z (1.4) 1 (1.5) sledi.(1l.3).

Obratno, neka je ispunjeno (1.3). Tada jJe

(1.6) .'(vRefR( yyrell,, VRN LCRL .

m,0) {0,n

Za R = [a](m o)t L = S na osnovu (1.3) imamo

. m
[al 5,0y <2l (g,0)078

pa je

[a] im0y a"s (Lema 1.1)
tj. .
(1.7) | i [a] p. o) = a”"s .

Sli¢éno za R =5, L = [a](o nJ je
T ’

(1.8) = Sa” .

(2] 0 n)
Iz (1.6), (1.7) i (1.8) imamo
[a] (m.0) ) [a] (0"”. = a”s () sa” .C a"ssa" C a"sa” .

Dakle .
aca™a’ .
Time je teorema dokazana.
Za m=n=1 u Teoremi 1l.3. dobija se Teorema

Kf ISékijail
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Uzimajuéi u obzir rezultate R. Croisota koji su
navedeni u prvoj glavi zakljucdujemo da je Teorema 1.3, od

interesa samo.u sludajevima
a) m=0, n=1
b) n= 1-,_ n =20
c) m = 2., n=10
- d) ms=1, n =1
e) m=32, n=1 |,

Panedia&'1.4. Neka je S semigrupa. Tada §

je (m,n)-regularna ako i samo ako
(¥ a&sifal,, o Nlal,a = (alia, 00" Ualg,q))"

gde je [a](m'o) glavni (m,0)-ideal semigrupe S generi-

ran elementom a& S 1 [a] t0.n) J& glavni (0,n)-ideal od s.
. r

)
Za m=n=]1 u Posledici 1.4 dobija se Teorema

S. Lajosa [29].

Navodimo bez dokaza jo8 jednu teoremu kojom se

karakterisu (m,n)-regularne semigrupe.

Teorema 1.4. Neka je S semigrupa. Tada S Jje

(m,n)-regularna ako i samo ako

(Yaes)([a],, ,, = a"sa™) .

Posledica 1.5, |29I. Neka je § semigrupa.

Tada S je regularna ako i samo ako
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(Vacs)([a],, ,, =asa) .

Teoreme 1.3 i 1.4 pokazuju, dakle, da postoji pri-
rodna veza izmedju (m,n)-ideala i (m,n) regualarnih semi-

grupae.

2. (m,n)*-IDfALI

U ovoj tadki uvodimo pojam (m,n)*-ideala i navo-

dimo neka njegova svojstva,

Defintetja 2.1.

Podsemigrupa A semigrupe S

je (m,n)*=-ideal od S ako jJe
A"SC A i  sA"C a
za m,n < N,

Dvostrani ideal je (1,1)*~ideal.

- Primer 2.1. Semigrupa S Jje data tablicom

0 e £ a b
010 0 0 O d
e 0 e 0 0 O
£10 0 £ 0 Db
ai0 a 0 0 e
b|l0 0 b £ 0 .




(a)
uzmimo skup A = {0,a} C 5. Ovaj skup je podsemigrupa od S,
jer Jje J’L"Z = {0) C A. Dalje, A nije ideal od S Jer

AS = {0,a}{0,a,f,a,b} = {O,e,a}QZfA .
Kako je .
A?S = {0}s = {0} C {0,a}
~ SAZ = 5{0} = {0} < {0,a}
to je A (2,2)*-ideal od S;

(b)
Uzmimo skup B = {O,e,a}. Kako je BZ = B, to B jeste

semigrupa.
B nije (1,1)*-ideal jer SB = {0,a,f) ¢ {0,e,a}. Medjutim
BSB = {O,G,a} = B
pa je B (1,1)-1dea1.
Uzimajuéi u obzir definiciju (m,n)-ideala (I 2.5)
imamo da va¥i: podsemigrupa A semigrupe S je (m,n)*-jide-

al ako i samo ako A jeste istovremeno (m,0)~ideal i

(O,H)-ideal, m,n é N-

Navodimo bez dokaza neka tvrdjenja koja slede ne-

Posredno iz Definicije 2.1.

(1) Presek bilo kojeg skupa (m,n)*-ideala je
(m,n) *~ideal 111 prazan skup.

(2) Neka je k& N i1 A (m,n)*=ideal semigrupe
S, Tada a* je (m,n)*=ideal od 8.
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(3) Neka je A podskup semigrupe S. Za najma-
nji (m,n)*-ideal od S koji sadrizi A kaZemo da je gene~

riran sa A i oznafavamo ga sa [A](m nyee Tada je

m+n=1 i m n - m+n=1
[A](m'n)*f _H: a* UJa“slU sa” U sa s .

(4) Svaki (m,n)*-ideal semigrupe S generiran

elementom a ¢ S Jje

m+n -1 i, m n m+n=1
[a](m’n”- U f(a’tUasUsa Usa”"" ‘s .
i=1

(5) Svaki (m,n)*-ideal je (m,n)-ideal,.(Cm,n)'
-kvazi-ide&l). |

3. NEKE OSOBINE (m,n)*-IDEALA

U ovoj ta&ki dokazujemo razna svojstva (m,n)*-ide-

ala.

Teorema 3.1, Neka je S semigrupa. Tada S Je

prosta semigrupa ako i samo ako S nema pravih (m,n) *-ide-

ala.

Dokaz., Néié je S prosta semigrupa. Tada
(3.1) a (¥ x €8) (S = 5xS) .

Neka je A pravi (m,n)*-ideal od S. Za C& A na osnovu

(3.1) imamo da je
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g = Scm+n—ls
pa Je
m+n-1 m+n=1 .
S = Sc¢ S C SA sCaACA .

pakle, A = S.

Obratno, neka semigrupa S ne sadrii prave (m,n)*-

-ideale. Tada S ne sadrZi prave dvostrane ideale, pa je

S prosta semigrupa (I 2.1).

Poegledieoca 3.1. Grupa ne sadrZi prave (m,n)*-

-ideale.

Teorema 3.2, Neka je A podsemigrupa semigfupe
S i M Jje (m,n)*-ideél od 8. nga presek AN M e

(m,n)*-ideal od A, gde je AN M # §.

Dokaz. Kako su A i M podsemigrupe od S 1

AN M#$gg, to je 4 AN M podsemigrupa od S. Dalje,

MNA"ACMsSCM

MN AACA™AC A

pa ‘je

(3.2) |  MNATACHMN A
Sli¢no se dokazuja'dé’]é* L;i'ﬁ IR
(3.3) AMA BICMAA .

Iz (3.2) i (3.3) sledi tvrdjenje.

Teorema J3.3. Neka je S semigrupa, A (O,n)-

-ideal od S, B (m,0)~ideal od S 1 AB = BA, Tada AB
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jeste-(m,n)*—ideal'od S.
Dokaz. Neka su ispunjeni uslovi teoreme, Nepos-
redno imamo da je AB podsemigrupa od S. Zatim,
(AB)™s = A™B"S C A"B C AB
s(aB)” = sa"B" C aB" C aB .
pakle, AB jeste (m,n)*-ideal od S,
Pogledica 3.2. Neka je S semigrupa. Ako su L

Jevi 4 R desni ideal od § i RL = LR, Tada RL Jjeste

dvosrtani ideal od' S.

" Pogledica 3.3.(S. Lajos 127}). Neka mneN 1

. neka je § semigrupa, A (0,n)-ideal od S, B (m,0)-ide-

alod S i AB = BA, Tada AB jeste (m,n)~ideal od S,

Dokas, Sledi neposredno na osnovu Teoreme 3.3.

i tvrdjenja (5) iz taéke 2.

Slededa teorema daje dovoljan uslov da je (m,n)*-

-ideal proizvoljnog (m,n)*-ideala (m,n)*-ideal semigrupe.

i;georema 3.4, Neka je S semigrupa, A (m,n)*-
-ideal od S§,;.B (m,n)*-ideal od A 1 B2 = B, Tada B |
jeste (m,n)*-ideal od S.
Dokaz. Iz B2 = B imamo B" = B"B”, pa
B"s = B"(B"s) C B"A"SC B'AC B .

Sl:l.i‘..nﬁ je SB"C B, Dakle, B Jjeste (m,n) *-idea} od S,
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Pogledica 3.4. |[8}. Neka je S semigrupa, A
dvostrani ideal od S, B dvostrani ideal od A i B? = B,

Tada B jeste dvostrani ideal od S.

" Dokaz. Iz Teoreme 3,4 za m=n =1,

1}

Specijalno za poluproste semigrupe vaZi

Pogledica 3.5. [8]. Neka je s 'polupfosta semi=-
grupa. Tada svaki dvostrani ideal proizvoljnﬁg ideala je
ideal semigrupe S. |

Na osnovu posledice 3.5, neposredno sledi

Teorema's.s.'TMuhn 136{). Clanovi idealnog reda

Poluproste semigrupe S su ideali semigrupe S. Posebﬁo,

u poluprostoj semigrupi ne postoji razlika izmedju glavnih

redova 1 kompozicionih redova.

J{a)/I(a), (a€ S, I(a) = J(a)— 7). je faktorsemigrupa
Reesa koju nazivamo glavnim faktorom.

I

Semigrupu § nazivamo poluprostom ako svaki njéen glavni

faktor jeste O-prost ili prost.

Glavnim redom semigrupe S naziva se niz

(a) S = 5, DS, D DS DS . =0

+1
ideala S, (L=1,2,...,m), pri ¢emu ne postoji ideal semi-

grupe S koji je strogo izmedju S, i Si+1,

Niz (a) naziva se idealnim redom semigrupe S ako je svaki

Si+1 ideal od Si' (1 = 1,2,¢0.,m—1), KaZemo da je jedan ide-~

alan red zamenljiv drugim ako svaki &lan drugog reda jeste
i ¢lan prvog reda. Idealan red je kopozicioni ako nema sop-

stvenih zamena [8],

(i = 1;2;'--.,!11).
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Kako je regularna (intra-regularna) semigrupa poluprosta,

t£o neposredno imamo

Pogledica 3.6. Neka je S regularna (intra-re-
gularna) semigrupa. Tada svaki dvostrani ideal proizvoljnog

ideala semigrupe S jé ideal semigrupe S.

Sledecda teorema daje potrebne i‘dovoljne uslove
da je (m,n)*-ideal proizvoljnog (m,n)*-ideala semigrupe

(m,n) *-ideal semigrupe.

Teorema 3.6. Neka je I (m,n)*=~ideal semigrupe
S. Svaki (m,n)*—ideal'od' I jeste (m,n)*-ideal od@ § ako

i samo ako za svaki podskup A od I je

(3.4) a"s C (A ] i sa"c [a]
- {m,n)* | {m,n)*
gde je
[AI] = a U AZU “'” U Am-i-n-l U AmI U IAn'U IAm+n-II .
{m,n)*

Dokaz. Sli¢no kao i za Teoremu 1l1l.1.

. Posledica 3.7. (D.N.Krgovié [25}). Neka je I
dvostrani ideal semigfupe S. Svaki dvostrani ideal od I
je dvostrani ideal od S ako i samo ako za svaki podskup

A od I IJe

ascCalyyary al iar , ACAI U 1A U IATI .
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4, LOKALNO I UNIVERZALNO MINIMALNI (m,n)*-IDEALI

Ovde uvodimo pojam lokalno i univerzalno minimal-

nog (m,n)*-ideala i karakteriSemo m-semigrupe i homogrupe.

Definieija 4.1. (m,n) *~ideal semigrupe S je

lokalno minimalan ako ne sadr¥i svoje prave (m,n)*-ideale.
Neposredno na osnovu Teoreme 3,1.imamo'

(a) .  Lokalno minimalni (m,n)*-ideali semigrupe

S su proste podsemigrupe od S,

(b) Lokalno minimalan dvostrani ideal semigrupe

S je prosta podsemigrupa od S,

Teorema 4.1. Neka je A (m,n)*-ideal semigrupe
'S, Tada A je lokalno minimalan (m,n)*-ideal od S ako

i samo ako A jeste minimalan (m,n)*-ideal od S.

Dokaz. Neka je S semigrupa i A 1lokalno mi-
nimalan (m,n)*-ideal od S. Ako je B {(m,n)*-ideal od S
i B Jje sadrfan u A (B # A), tada na osnovu Teoreme 3.2.
B jeste (m,nj*-ideal od A, jer B.- A() B, Medjutim, A
nema pravih.(m,n)*-ideala, pa je A minimalan (m,n)*-ideal

od 8.

Obratno sledi neposredno na osnovu Teoreme 3.1,
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Definitcija 4.2, (m,n) *-ideal semigrupe S je
univerzalno minimalan u § ako je sadrZan u svakom (m,n)*-

Jasno da je univerzalno minimalan (m,n)*-ideal od

g minimalan.

Teorema 4.2, Neka je P podsemigrupa semigrupe
S. Tada P Jjeste prosta semigrupa i P Je dvostrani ideal

od S ako i samo ako P Jeste univerzalno minimalan

(m,n) *-ideal od 8.

" Dokaz. Neka su ispunjeni uslovi teoreme, Kako
je P dvostrani ideal, to je P (m,n)*-ideal od S. Neka

je A proizvoljan (m,n)*-ideal od S. Tada je
(4.1) A"p C-AmSCA
- PA"C sA"C A
Dalje je
(IA’"P)'?’P C A"p o P(A"P) " C pA"

pa je A"P  (m,n)*-ideal od P. Sli&no je pA” (m,n) *-ide-

al od P. Odavde na osnovu Teoreme 3.1, je
A"p = p = pA"

pa uzimajuéi u obzir (4.1) i Definicijli 4.2, imamo da se P
sadrZi u svakom (m,n)*-idealu od &S,
Obratno, neka je P univerzalno minimalan (m,n)*-

-ideal od S, Tada P jeste minimalan (m,n)*-ideal od 'S.
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kako je P2 (m,n)*-ideal od S (tvrdjenje (2), tacka 2),
to je |
(4.2) P = P2 ,

za proizvoljan a & P je [a] ‘m.n)+ Ldeal od S koji je

sadrZan u P, pa je

(4.3) P = {a]
Uzimajuéi u obzir (4.2) i (4.3) imamo

raP C [a] (mnye =P = Pla],, o) F CPaP .

Dakle, P je prosta semigrupa. Da je P dvostrani ideal

od S sledi neposredno,

Posledica 4.1. Neka je G podgrupa semigrupe S,
Ako je G dvostrani ideal od S, tada G Jjeste univerzal-

no minimalan (m,n)*~-ideal od S, 1 obratno.

o

Pogledica 4.2. (S.Lajos \28|). Neka je G pod-

grupa semigrupe S. Ako je G dvostrani jdeal od S, tada

G jeste univerzalno minimalan (m,n) -ideal od S.

Dokaz. Sledi neposredno na osnovu Posledice 4.1.

i tvrdjenja (5) iz tadke 2.

Posledica 4.3. Neka je G podgrupa semi-

grupe S. Ako je G vdostrani ideal od S, Tada G Jjeste
univerzalno minimalan dvostrani ideal od S.

Naravno da vaZi i obrat Posledice 4,3,
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Detiniciia 4, 3. Semigrupa S je m-semigrupa

ako sadrZi prostu podsemigrupu kao dvostrani ideal.

Poasledica 4.4. T-semigrupa ima jedinstvenu pros-

tu semigrupu kao dvostrani ideal.

Dokaz. Pretpostavimo suprotﬁo, tj. neka su P i
Q dve razli¢ite proste podsemigrupe semigrupe S 1 neka

su P i Q dvostrani ideali od S. Tada (PQ)% C PQ.

'pakle, PQ 3je podsemigrupa od S, Dalje je

PQCPSCP
PQC SQCQ
i
(PQ)PC (PQ)S = P(QS) C PQ
P(PQ)C 8(PQ) = (SP)Q CPQ
pa je .
(1) | PQ = P ,
Sli¢no je
(2) R PQ = Q .

Iz (1) 1 (2) imamo

Sto je nemogude.

Primer 4.1. Semigrupa S svih preslikavanja

skupa X u X je m~semigrupa,
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Lako se proverava da je
A= {f&s/BacX) (£(x) = a)}

dvostréni ideal od S 1 da je A prosta podsemigrupﬁ
od S.

Semigrupa S Je homogrupa ako i samo ako S sa-
dr#Zi podgrupu kéja je dvostrani ideal od S [9], [58),
(s9], [60].

Propozictja 4.1. Svaka homogrupa je ﬂ-semigrupa.q

Obrat Propozicije 4.1 ne va%i, jer nije svaka
prosta semigrupa grupa.

UIl.7 smo navelli da je grupa istovremeno levo
i desno prosta semigrupa. Naveidemo sada primer proste se-
migrupe koja nije niti levo prosta niti desno prosta semi-
grupa.,

Primer 4.2. Neka je Rt skup pozitivnih realnih

brojeva. DefiniSimo na A = R+xR+ operaciju
(a,b) (c,d) = (ac,bctd) .

Neposredno se verifikuje da je A semigrupa u odnosu na
definisanu operaciju.
1° 'Séﬁigfﬁpé A je prosta semigrupa. Zaista,

za proizvoljne (a,b),{c,d) € A doka%imo da postoje
(X, ), (u,v)E A da je

{x,y) (a,b) {u,v) = (c,d)
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ti.
(4.4) | (xau,yau+bu+v) = {(¢,d) .
Jednakost t4.4) je ekvivalentna sa
Xau = C
yaut+but+v = d .

Neka je y proizvoljan iz R+. Tada

| u ax ’ Vv d (&Y"“b) u
tje
s S _ 3 - flax+b)c

Uzmemo 11 da je X >'1Ex§%ls imamo da je Vv > 0, Dakler_

"Aa,b)A = A

tj} A Jjeste prosta semigrupa.

2°  Semigrupa A nije levo prosta. Zaista, jed~

nac¢ina
(x,y) (a,b) = (c,d)
nema reéeﬁle 2a svaki (a,b),(c,d). Jer iz
LR s e ... _ax = ¢
‘ay+b = d

imama




Jasno da za d > b ovaj sistem nema reSenje, pa A nije

levo prosta semigrupa.

3° Takodje jednadina

(a,b) (x,y) = (c,d)
nema refenje za svaki (a,b),{(c,d). Jer jednadine
ax = ¢
bx+ y = d
t3.
x = S
‘a

= q - RS
y =d - =

nemaju reSenja za ad < bc, pa A nlje niti desno prosta

semigrupa.

Teorema 4.3. Neka je S semigrupa., Tada § je
T-semigrupa ako 1 samo ako svaki (m,n)*-idéal od S Jjeste

r-semigrupa.,
Dokaz. Neka je S w-semigrupa, P prosta pod-
semigrupa od S i A proizvoljan (m,n)*-ideal od S. Tada
A”PC$PCP h.
AR E A"s C A
pa je

A" ANP .,
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pakle, presek A (VP 3je neprazan skup. Dalje, na osnovu
Teoreme 3.2, AP jeste (m,n)*-ideal od P. Odavde na

osnovu Teoreme 3.1. je
A(Yp =P,

Odavde imamo da semigrupa A sadrZi prostu semigrupu P
kao dvostrani ideal, pa je A w—semigrupa.

Obratno, neka je proizvoljan (m,n)*-ideal A se~
migrupe S mw-semigrupa. Tada postoji prosta semigrupa P

koja je dvostrani ideal od A, pa je
PS CP 1  sPCP.

Dakle, & Jeste m-semigrupa.

Pogledica 4.5. T=-semigrupa S Jje prosta semi-

grupa ako i samo ako S ne sadrii prave (m,n)*-ideale.

Slededa teorema &iji dokaz izostavljamo karakteri=-

Se homogrupe pomoéu (m,n)*-ideala.

Teorema 4.4. Neka je S semigrupa. Tada S Jje

homogrupa ako i samo ako svaki (m,n)*-ideal od S Jjeste

homogrupa.

Posgladica 4.6. Homogrupa S Jje grupa ako i sa-

mo ako S ne sadrZi prave (m,n)*-ideale.-




GLAVA II1

SLABO KOMUTATIVNE SEMIGRUPE
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1. DEFINICIJA SLABO KOMUTATIVNE SEMIGRUPE

U ovoj glavi de biti re&i, uglavnom, o slabo komu-
tativnim semigrupama, pomodéu kojih éemo,'izmedju ostalog,
dati neke nove karakterizacije za semilatise grupa. balje,
ispitivademo semiprimarne slabo komutativne semigrupe, ar-
himedove semigrupe i ekstenziju slabo komutativne arhimedo-
ve semigrupe sa idempotentom,

E.C. Lapin [34] razmatra razna svojstva semigrupa
sa komutatornim uslovima., Semigrupa S zadovoljava komu-

tatorne uslove ako za svakli a,b& S postoje Lab' Ra »
’

da je

ab = L a , ab = bRa

a;b fb g

Jasno da svaka komutativna semigrupa zadovoljava komutator-
ne uslove. Ove uslove zadovoljavaju i semigrupe koje su
potopljive u grupu, tj. svaka semigrupa S za koju posto-

Jji nadgrupa G da je
(¥ g€ 6)(g-lsg €5s) .
Zaista, u tom sludaju je

- -1 = h=l1l
La,b aba ’ R b"tab .
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Bitno 3iru klasu, od klase semigrupa sa komutatornim uslo-
vima, koja ovu obuhvata, &ini klasa tzv. slabo komutativ-
nih semigrupa, koje je definisao M. Petrich [40]. Klasa
slabo komutativnih semigiupa obuhvata i klasu jako rever-
zibilnih semigrupa, (G. Thierrin [58]) o kojima de biti re-
i u tac¢ki ll. ove glave. Slabo komutativne semigrupe su
kasnije tretirane u radovima J. Sedlocka [49], B. Pondeli~-

eka [44] 1 M. Gowda Seetharama [16].

Definteija 1.1. (M. Petrich [401). Semigrupa S
je slabo komutativna (weakly commutative) ako za svaki
a,b& s postoje X';YES i n&SN da je

(1.1) (ab)” = xa = by

2. SEMIPRIMARNE SEMIGRUPE

Ovde uvodimo slededu

Definicija 2.1. Ideal I semigrupe S Jje semi-

primaran ako

'q.h

(V¥ a,b&s)(abeE I = AmEN("E D)V

e

dné= N) (B"E 1)) .

Semigrupa S Jje semiprimarma ako je svaki njen ideal semi-

primaran.

Jasno, svaka primarna semigrupa je semiprimarna,
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gladeda teorema karakteriZe semiprimarne semigrupe.

Teorema 2.1, Neka je S semigrupa. Tada slede-

éi uslovi su medjusobno ekvivalentni:
(i) S Jje semiprimarna.

(1i) (V a,b< 8) ((Ime& N) (a" € sabs)v
| (Jne N) (b€ sabs)).

(iii) Svaki glavni ideal od & je semiprimaran.

Dokaz. (i) ==> (iii). Neka je S semiprimar-

na semigrupa. Tada za a,b& S ideal SabS Je semiprima~

.ran i kako je

a2h? = a(ab)b & Sabs

to imamo

(Im EN) ((a2)" & sabs) V (I n €N) ((b2)"& sabs) .

(ii) => (idii). Neka je ispunjeno (ii) i neka
je J(x) glavni ideal semigrupe S generiran elementom

X & 5. Tada imamo
ab & J(x) => Sabs C J(x)

= (GneN (@€ Jx))V
. vi@Ene mnepiedanx) .

(iii) => (i). Sledi neposredno .
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3. r - SEMIGRUPEL

| Najpre'demo definisati radikal podskupa semigrupe.

Defintetja 3.1, Radikal podskupa A semigrupe

S, u oznaci rad(A) 3je skup svih a &S5 da je neki stepen

od a u"A, tj.
rad(A) = {a€ s|(dn €N)(a" € A)}

Jasno da je pojam radikala skupa uopStenje pozna-

tog pojma radikala ideala.

Primedba 3.1. Radikal ideala nije uvek ideal,

Na primer, uzmimo semigrupu S datu tablicom

a b Lo d e

_;_“ a a | a a a

b a b a a a

o a a c a e

d a d a a b
ooe | a a e c a

za ideal I = (a} 3je rad(I) = {a,d,e}. Medjutim, rad(I)
nije ideal, jer de = b ¢ rad(I).
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Primedba 3.2. Postojli podskup A semigrupe S
koji nije podsemigrupa od S, (dakle nije ideal od S), a

da je rad(A) ideal od §S. Na primer, uzmimo semigrupu S

datu tablicom

» |
o}
'm
+}]
&
@

Podskup A = {a,c,d} od S nije podsemigrupa od S, pa
Ssamim tim nije ideal od S. Meajutim, rad(A) = {a,b,c,e}
jeste ideal od S.

Sada moZemo uvesti slededu

Definteija 3.2. Podskup A semigrupe S je
r - skupu S§ ako je rad(A) ideal od S, Ako je A ide-

al od S, onda ga nazivamo r-idealom.

Teorema 3.1. Podskup A semigrupe s je r-skup
u S ako i1 samo ako za proizvoljne m&N, s& S iz

a"e A sledi (as)’e A i (sa)kG_A, za neke n, k& N,




- 43 -

Dokaz. Neka je A r-skup u S. Tada rad(A)
je ideal od S, paza a €A i s&ES je as& rad(a).
odavde je (as)®< A, za neki n CN. Sligno je (sa)*< A,
za neki k & N.

Obratno, za a & rad(A) postoji me N da je
a" < A, pa za proizvoljan sE&€ S imamo da je (as)’E A,

za neki n & N, Dakle, as & rad(A). Sli¢no je sac rad(A).

Posledica 3.1. Ideal I semigrupe S je r-ide-
al ako i samo ako za proizvoljne m& N, s € S 1z a'_f’ < I
sledi (as)"& I, za neki n €N,

Definicija 3.3. Semigrupa S Jje r-~semigrupa

ako je svaki njen ideal r-=ideal.

Primedba 3.3. (1) Komutativna semigrupa je
r-semigrupa.
(ii) Intra~-regularna semigrupa je
r-semigrupa,
Teorema 3.2. Neka je S r-semigrupa. Tada radi-

kal primarnog ideala semigrupe S je kompletno izolo#an

ideal.

Dokas. Neka je I primaran ideal r-semigrupe &S.
Tada rad(I) je ideal od S. Pretpostavimo suprotno, tj.

da rad(I) nije kompletno izolovan ideal. Tada postoje
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a,p&E S da ab& rad(l), aérad(I), birad(I).

Neka je n najmanji prirodan broj da je (ab)? € 1. Jasno

da je n > 1, jer abG I. Kako je (ab)”'l (abl)e I 1

a" ¢ I, b"eL I, za svaki mE&N imamo da (ab)""lac 1.
Medjutim, (ab)”"1€§ I, {(jer je n najmanji ta-

xav broj da je (ab)" &€ I). Dakle, a"& I, za neki mE N,

3to je nemoéuée. |

Poznato je sledeée tvrdjenje:

Lema 3.1. Neka je I ideal semigrupe §. Tada
I Jje izolovan ideal ako i samo ako I Jeste presek kom-
pletno izolovanih ideala [41].

Na osnovu Leme 3.1, 1 Posledice 3.l. imamo

Lema 3.2. Neka je I ideal r-semigrupe S. Tada

rad (I) Jje presek kompletno izolovanih ideala,

Lema 3.3. Neka je I ideal semigrupe §S. Tada

I jeste izolovan ako i samo ako I = rad(I).

Dokas. Neka je I izolovan ideal semigrupe 5.
Za xX& rad(I) postoji n& N da Je x“e I. Odavde ima-
mo da x & I. Dakle, rad(I)C I. Kako vaZi i suprotna
inkluzija, to je I = rad(Il).

Obfatno, neka je I = rad(I). Za x2 € I imamo

da x &rad(I), pa je I izolovan ideal.
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Primedba 3.4. Lema 3.3 je dokazana u [10] za
radikal komutatitnog prstena, ali je u dokazu koriZdena

zornova lema.

N. Lal [30], [31], [32], razmatra semiprimarne
semigrupe, Da ne bi dos$lo do kolizije sa Definicijom 2.1,
mi femo semiprimarne semigrupe u smislu definicije H., Lala

nazivati radikalno semiprimarnim ili krade r-semiprimarnim,

Definicija 3.4. Ideal I semigrupe § Jje

r-semiprimaran ako njego? radikal je kompletno izolovan

ideal. Semigrupa S je r-semiprimarna ako svaki njen ide-~

al je r-semiprimaran [30].
Klasa svih r-semiprimarnih semigrupa je podklasa
klase svih semiprimarnih semigrupa, ustvari vaZi:
Teorema 3.3. Neka je S semigrupa. Tada su
sledeéi uslovi medjusobno ekvivalentni:
(i) S Jje r-semiprimarna.
(ii) S Jje semiprimarna r-semigrupa.
(iii) S Jje r-semigrupa u kojoj su kompletno

izolovani ideali totalno uredjeni u odnosu na inkluziju.

Dokaz., (i) => (ii). Neka je semigrupa S r-se-
miprimarna. Tada za a,b& S je rad(SabS) kompletno izo-

lovan ideal i kako je

(ba)? = b{ab)a & Sabs
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to Je
ba & rad(Sabs)
pa Jje
a & rad(Sabs) v be‘ rad (SabSs)
tj.

(Ime N) (a"< sabs) V (I n € N) (b" & sabs)
pa na osnovu Teoreme 2.1, S jeste semiprimarna semigrupa.

(ii) => (iii)., Neka je ispunjeno (ii) i neka su
I,, I, Xkompletno izolovani ideall semigrupe S. Pretpos-
tavimo suprotno, tj. I; & I,, I, ¢ I. Tada postoje
acI,\I,, i bE I,\I;, pa ab& I, Iy, aZ 11 NIz,
b¢ I, ('\12. Kako je Il(\ I, izolovanlideal, (Lera 3.1},

to na osnovu Leme 3.3 imamo da je
(3.1) i ) N I, = rad(I; N I,) .

Kako je a" € sabS, za neko méc N, (Teorema 2,.L); sludaj

b” & sabs se raspravlja na slian na&in, to imamo
ab& rad(1; ) I,) = J(ab)&G rad(I; N\ I,)
=> Sabs C rad(I; \ I,)

me P N e ame rad(Il n Iz)

- aerad(Iln Iz) »

Odavde na osnovu (3,.,1) imamo da je I; (A I, kompletno izo-
lovan ideal, tj. iz ab< I; ) I, sledi. agI; N I, ili
b& I; ) I,, §to je nemogude ,
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(1idi) => (i). Neka su kompletno izolovani ideall
semigrupe S totalno uredjeni 1 I proizvoljan ideal od
g, Kako je rad(I) 4ideal, jasno izolovan, to na osnovu
Leme 3.1, je rad(I) = N I, (ICIi, | I, su kompletno
izolovani ideali). Neka a¢ N Ii; b¢ N I, Tada posto-
jé komoletno izolovani ideali. IJ., I da a G;ZIj, béIk.
Po pretpostavci je I C I

3 k j

1, CI,. Tada a¢Ij i b¢1j, (jer b€t I). Kako je

Ij kompletno izolovan ideal, to ab ¢ Ij' Odavde imamo da

abéﬁIi. Kontrapozicijom dobijamo da je (\Ii = rad(I)

ili ;kc: I.. Uzmimo da je

kdmpletno izolovan ideal. Dakle, S Jje r-semiprimarna se-

,migrupa.

Primedba 3.65. Teorema 3.3, je vwop3tenje rezulta-

ta H. Lala [30], [31], (32].

Pogledica 3.2, Neka je S r-semigrupa,

Tada su.slededi uslovi medjusobno ekvivalentni:
(1) S Jje r-semiprimarna.
(ii) S je semiprimarna.
(;;i) Kompletno izolovani ideali iz S su

totalno uredjeni.

- N
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Definictja 3.5. ]49[. Semigrupa § Jje levo

glabo komutativna ako za svaki a,b&< S postoje x& S

i n€N da je (ab)” = bx.

Teorema 3.4. Levo slabo komutativna semigrupa

je r-semigrupa.

Dokaz. Neka je I ideal levo slabo komutativne
semigrupe S, a"e I, zaneki nEN i b proizvoljan
element iz S,

Tada postoje m&EN 1 x& 8§ da je

(3.2) , (ba)™ = ax .

Za a 1 x postoje x €85 i m&g N da -je (
. m _

(3.3) (xa) } = ax; .

Iz {3.2) i (3-3) imamo

| m m+m m +1
(ba) ! = [(ba) ] }

= a(xa) 1x

= a(axl)x

= aZx;x .,




- 49 =

pakle,

m. m+m
(3.4) (ba) !} = ax;X .

7a X)X 1 a2 postoje x &5 1 mp& N da je

m
(3-5) (xlxaz) 2 = 32X2 .

Iz (3.4) 1 (3.5) imamo

m (m m+m)+m +m m mé+m.m +1

(ba) 2 1 1 = [(ba) } | 2

- m_+1
= (a2x;x) 2

m
= az(xlxaz) lex
= a?(ax,)x;x
= a%*%ax1x .

Nastavljajuéi imamo da je

ba)® = a2’

(3.6) ( a) = a xnxn_lfcnxlx

za neke X, xz,,..,xnéi S i
m n

3 = m(1+ z m.+ I m.m.+-|i+ Z m.lTI..--m + n m.)
a . i 7 ’ : 1 r 1
i=] 1€i<j<n 1gi<j<,..<r<n Py

gde su m i m,, (1 =1,2,...,n) postojeéi brojevi kao u
relacijama (3.2), (3.3), (3.5) i (3.6). Iz (3.6) sledi da

(ba)*& I, pa na osnovu Posledice 3.l sledi da je I
r-ideal od S |
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4. ARHIMEDOVE SLABO KOMUTATIVNE SEMIGRUPE

Oznadimo sa ~® klasu svih slabo komutativnih

semigrupa.

Lema 4.1. Neka je S8& w. Tada svaki izolovan

jdeal semigrupe S e dvostrani.

Dokaz. Neka je ST i R njen desni izolo-
van ideal. Za proizvoljne a &R, b& S postoje X,y & S
i n& N da je

(ha)‘n = aXx& R

pa je ba& R. sli®no vaZi i za levi ideal od S.

Posledica 4.1, Svaki kompletno izolovan ideal

semigrupe S & m  je dvostrani.

Definitetja 4.1. Senigrupa S Jje levo (desno)

Arhimedova ako za svaki a,b& S postoje x,y& S 1
n& N da je a = xb, b = vya, (an=bx, b = ay).
S je Arhimedova semigrupa ako za svaki a,b& S postoje

x,Y,u,v&S 1 n&N da je an=xby, b”? = uav [8].

Lema 4.2. Neka je S & 7m. Tada su sledefi

uslovi ekvivalentni:
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(i) S je levo Arhimedova semigrupa..
(ii) S je desno Arhimedova semigrupa.
(iii) 8 Je Arhimedova semigrupa.

Dokaz. (i) => (ii). Neka za svaki a,b& S

postoje x,y&E S 1 n&N da je
(4.1) | a” mxb, b =ya.

Kako je S& 1T, toza x i b postoji m&N i z,uess

da je

(4.2) (xb)™ = bz = ux .
-5116nolje .

(4,3) (ya)k = av = ﬁy

2a neko k&N 1 neke v,w& S. Iz (4.1) 1 “'2). 1mamo
da je |

(4.4) a" a (xb)" = bz .
Iz (4.1) 1 (4.3) imamo

(4.5) pE = (ya)k = av .,
Iz (4.4) 1 (4.5) je

anmk = (bz).k ' bnmk—w;ﬁw(av)m .

Dakle, S Jjeste desno Arhimedova semig;gpa. Slitno pret-
hodnom dokazuje se da (iii) => (i), Da (ii) => (iii)

sledl neposredno,
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Teorema 4.1, Neka je S & ® Arhimedova semi-
grupa. Ako S sadrZi jedan idempotent e, tada eS je

grupa i vazi

eS = Se = Sed .,

Dokaz. Neka je ‘a EeS. Tada je a = ex, (za
neko X & 8).
Odavde je

ea = e?x = ex = a

pa je e leva jedinica za eS. Kako je S Arhimedova
'semigrupa, to postoji y &S da je e = ya, (Lema 4.2),

tj. e = (ey)a. Dakle, a ima u eS levi inverzan element
u odnosu na e, Dakle, eS Je grupa sa jedinicom e, Kako
za proizvoljan a& eS je a = ex, (x&S8), to je

a = eex € SeS. Sli¥no, za proizvoljan b & SeS jJje b = uev,
(u,v &58), tj.

b = u{ev)e = (uev)e & Se |
(jer je e Jjedinica u eS). Dakle,
(4.6) eS C SeS C Se .
Analogno se dokazuje da je
(4.7) - Se ¢ SeS  eS .
Iz (4.6) i (4,7) imamo da je

eS = Se = SeS .
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Teorema 4.2. Neka je S& rm., Tada S Jje Arhi-
medova semigrupa ako i samo ako S ne sadrZi prave komplet-

no izolovane ideale.

Dokasz. Neka je S & m Arhimedova semigrupa,
pretpostavimo suprotno, tj. neka S ima pravi kompletno
izolovan ideal I 1 neka je a& I, b& S\I. Tada posto-
ji X€S 4 nEN da je b =ax& I, (Lema 4.2), pa
b& I, Sto je nemogude.

Obratno, neka S& m 1 <a> je cikligna semi-
grupa generirana sa a & S. Oznadimo sa Sa skup svih
x ¢ S koji sa leve strane dele neki element iz <a>,. Skup
Sa je neprazan jer <a> C Sa. Skup S _ je podsemigrupa
od s, Zaista, za x,y iz Sa postoje u,we S‘l i h&e N

da je uxr-'ah, wy = a 1 postoje VGS'I i k&€ N da

je yv = ak, (Lema 4.2), pra je uixy)v = ah*k, (Lema 4.2).
Dakle, Xy G'Sa. Uzmimo da je S\Sa # 9 i z¢€ S\‘Sa’

(a € S). Element az nije u Sa, (ako az & Sa., tada pos-
toji uE€ s da je uvaz€&€ <a>, pa z & Sa, $to je nemogude).
Dakle, az & S\Sa, pa je S\S_ levi ideal od S. Kako

je s podsemigrupa od S, to je S\Sa kompletno izolo-
van ‘ideal od S. Neka a,b<& S. Kako S nema pravih komp-
letno izolovanih ideala, to je S\Sa = §,"t}. Sa = S i
postoje u& st 4 h& N da je a’ = ub. Analogno je

l::"c = va, (k€ N, v& Sl). Dakle, S Jje levo Arhimedova

semigrupa, pa je Arhimedova, (Lema 4.2).
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Primedba 4.1. U komutativnom glucaju dobija

se Teorema G. Thierrina [58].

Ako je S & 7w, tada potpuno istom konstrukcijom
koja je data u dokazu Teoreme 4.2, dokazuje se da je semi-
grupa SE€ 7w Arhimedova ako i samo ako S ne sadrii pra-
ve izolovane ideale. Obzirom na ovu &injenicu i na osnovu

Teoreme 4.2, imamo
Teorema 4.3, Neka jJe S & 'rr.. Tada su slededi
uslovi ekvivalentni:
(i) S je Arhimedova semigrupa.

(ii) S ne sadrii prave kompletno izolovane

ideale.

(idii) S ne sadrZi prave izolovane ideale.

Lema 4.3. Arhimedova semigrupa S &€ 7 sadrii

najvise jedan idempotent.

Dokaz. Neka su e 1 f dva razlid¢ita idem

potenta Arhimedove semigrUPe Sé& 7. Tada na osnovu Leme 4.2,
je
e=xf 1 f = ey , za neke X,y & S

pa Jje

e = Xf = (x£f)f = ef = e(ey) =ey = { .
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Lema 4.4. Svaka semigrupa S & Jje semila-

tisa Arhimedovih semigrupa [41].

5. REGULARNE SLABO KOMUTATIVNE SEMIGRUPE

Navodimo jednu poznatu

Lema &.1. Neka je S semilatisa semigrupa Sa'
(a € ¥). Tada S Je regularna ako i samo ako S je re-

gularna za svaki a &€ Y [41].

Teorena 5.1, Neka je S & m. Tada su slededi

uslovi ekvivalentni:
(i) S je intra-regularna semigrupa.
(11) S je levo regularna semigrupa.
(iii) S je desno regularna semigrupa.

{iv) S Jje kompletno regularna (S Jje unija

grupa) .
(v) - S Je regularna semigrupa.
(vi) Svaka Arhimedova komponenta od S je'grupa.-

(vii) S je semilatisa grupa.
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Dokaz, (i) => (ii). Neka je S intra-regular-

.a semigrupa. Tada za svaki ac s je J(a) = J(a?),

(Teorema I 3.9), pa je J{(a?) = J{a%). Odavde imamo da je
J(a) = J(a*), tj.

acJ(a) = a* |y a*s U sa*|y sa"s Csa's
pa je .
(5.1) | aw= xay , za neke X,y& S.
Iz (5.1) imamo
(5.2) a=xa‘*y=xaa3y=x(xa"y)a3y=x_2a(a3y)2=...=x"a(a3y)" 5
Kako je s, to postoje me& N i. z,u& S da Je
(5.3) (ady)™ = za3 = ya .
Na osnovu (5.2) i (5.3) inann da je

a = ¥X'azal € sa? ,

Dakle, S Jje levo regularna semigrupa.
(1} => (iii). Sli¢no kao (i) => (ii) .

(i) => (iv). Na osnovu (i) => (ii) 1

(i) => (iii) sledi tvrdjenje.

(iv}) v > (ir). Sledl neposredno.

R A

(v) => (ii). Neka *j'e S regularna Séfﬁf;g;"upa.

Tada za svaki a € S postojli x € S da je

(5.4) ' a = axXd .
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Iz (5.4) imamo da je
(5.5) a= (ax)"’a , za svaki n&N .

Kako je S & w, to iz (5.5) imamo da za a i x postoje
mEN 1 z& S da je

(5.6) (ax)” = za .
Iz (5.5) 1 (5.6) sledi

a= (ax)™a = zaa = za?¢€ sa? .
Dakle, S je levo regularna semigrupa.,

(11i) => (i). Neka je S levo regularna semigru-
pa. Tada za svaki a &€ S postoji x& S da je a = xaZ,
Odavde imamo da je a = x"an“, za svaki n& N. Dakle,

S Je intra-regularna semigrupa.
(iii) => (i). Sli¢éno kao (1ii) => (i) .

(v) => (vi). Na osnovu Leme 5.4, semigrupa
S& ™ je semilatisa Arhimedovih semigrupa. Neka je Su
Arhimedova komponenta od S. Tada na osnovu Leme 5.L Sa
je regularna semigrupa i na osnovu Leme 4.3, Su sadrzi

jedan idempotent, pa je S, 9grupa, (Teorema I 3.4).
(vi) => (vii) => (i). Sledi neposredno.

Posledica 5.1. Neka je SE€ 7 regularna semi-

grupa. Tada svakl ideal od S Jje dvostrani.
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" Dokaa., Neka je S& m regularna semigrupa 1
R njen desni ideal. Za a& R, x& S postoje n&N i

z,u& S da je
(5.7) (xa)? = za = auE R .

Kako je S desno regularna (Teorema 5.1}, to je svaki des-
ni ideal od S izolovan (Teorema I 3.3), pa iz (5.7) imamo
da xa & R. Dakle, R Jje levi ideal od S. Sli&no se doka-

zuje da je svaki levi ideal i desni.

Poznato je da je svaka levo (desno) prosta semi-
grupa prosta semigrupa. Da obratno ne vaZi imali smo Primer

IT 4.1. Ako je S slabo komutativna semigrupa, onda imamo:

Teoremda. 5.2, Neka je S semigrupa. Tada su

sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) S je levo prosta i S& .
(ii) S je desno prosta i S w.
(i111) S je prosta i S& .

S

{(iv) je grupa.

Dokaz. Da je (i) => (iii) i (ii) => (iii)
sledi neposredno., Da (iv) => (i), (iv) => (ii) 1
(iv) => (iii) imamo'na osno?dtéiﬁjenice da je svaka grupa
prosta semigrupa (levo, desno prosta) i da je svaiéjgrupa

slabo komutativna, tj. za proizvoljne a,b & S jednadine

xa = (ab)” , by = (ab)? , za svaki n&€ N
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imaju reSenje u grupl S po x, odnosno po Y.

DokaZimo da (iii) => (iv). Neka je S prosta
semigrupa 1 S & n, Odavde na osnovu Lema 4.2,1i 4.3, S ima
najvise jedan idempotent. Kako je S prosta, to za svaki
XxX& S je S = SxS, pa je S = Sx?S. Dakle, S Jje intra-
-regularna semigrupa. Odavde na osnovu Teoreme 5,1, imamo
da je S regulafﬁa i ima jedan idempotent, pa je S gru-

pa (I 3.1).

6. MAKSIMALNI IDEALI

Teorena 6,1, Neka jJe S & wn. Tada kompletno
izolovani ideali iz S su maksimalni i idempotentni iz S

Cbrazuju lanac ako 1 samo ako S Jjeste Arhimedova semigru-

pa 1i1li u S postoji samo jedan kompletno izolovan ideal P

koji je Arhimedova semigrupa i S\P je grupa.:

Dokaaz. Kako su kompletno izolovani ideali semi-

grupe S nﬁksinalni, to razlikujemo dva slutaja:

— -

1° § nema pravih kompletno izolovanih ideala.
Tada na osnovu Teoreme 4.2 semigrupa S Jje Arhimedova.

2° S sadrZi prave kompletno izolovane ideale.

Neka je P Jjedan od njih. Za xX& S\P Jje x?& s\P i
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kako je P maksimala ideal od S, to je
PpUI[x] =P U/([x%] =8

pa ]e x = x2 11i x = x%t, (t&€ S) ili x = £,x%, (t; € S)
ili x = t,x%t;, (t,,t3 &€ S). Na osnovu Teoreme 5.1, imamo
da u svakom od ovih slu¥ajeva x Jjeste regularan element,
ti. .S\P -je reqularna semigrupa 1 sadrZi idempotente.

Neka su e i £ dva idempotenta iz S\P. Tada je

P [e] =PU [£]

pa imamo
(6.1) e €[f] AN £E€(e] .
Za e € [f] razlikujemo slufajeve
e = £
e = fx, za neko x&S ,
(A)

e = yf, za neko ye< S .,
e = zfu, za neke z,u<S .
Sli¢no, za f € [e] imamo:

f

e
f = ex,, za neko x; & S .
(B) . Low
- £f=1yve, za neko y; &€ S5 .

f = z,euy, 2aneke z;,u;,& S .

Uzimajuéi u obzir (A) i (B) imamo da se (5.1) svodi na
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(6.2)

(e=f A f=a) v (e=f A f=ex;) V (e=f A f=y,e) V (e=f A f=z,eu)) v

(e=fx A f=e) V (e=£fx A f=ex;) V (e=fx A f=y,e) V {e=fx A £=2, )V-

(e=yf A f=e) V (e=y£ A f=ex;) V (e=yf A f=y e) V (e=yf A f=z,: )V

(e=zful f=e) Vv (‘e=zqu f=ex,) V (e=zfu A f=y,e) V (e=zfu " ' z,eu,).
Razmotrimo -sada posebno neke od 16 alternativa iz (6.2).

slufaj: e=fxAf=ex;. Tada fe=flx=fx=eA ef=e?x =ex=f,
pa je fe=meAef=f, Odavde imamo da je e=efxAef-f, pa se
dobija da je e=ewf, za neki we& S, (Jer s ) i ef=f,
odakle je ef=(ewf)f=ewf=e Aef=f, Dakle, efmweAef=f,

pa je e=f.

Sludaj: e=fxna f=z;eu;. Tada fe=e Af=z,eu;, pa je
fewe A f=fz ey, £
=f(zleu1f)k, za svaki k &N

=fsz,e, za neko s& 5, jer S& n,

pa imamo
feme Af=fsz,e => fe=e A fe=fsz,ee=fsz e=£f => e=f ,

Sluaj: e=zfuA f=z,eu;. Odavde imamo da jJe

" emezfue A f=fz ey £

pa je

e=e_(zfue)k., za svaki k&N 1 fﬂ(leeul)"f, za svaki

ne N.
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Oodavde je e=eszf, za neko s S 1 f=eu,;tf, za neko

t&E S, pa je ef=eAef=f, tj. e=f.

Ostali sluajevi su trivijalni ili se tretiraju sliéno

kao ispitivani sluajevi, dakle u svakom slwaju iz (6.2)
odnosno iz (6.1) sledi e=f, pa kako je S\P regularna
semigrupa i ima samo jedan idempotent, to je ona grupa
(Teorema I 3.1). Sli¢no za proizvoljan kompletno izolovan
ideal Q je S\Q g¢grupa. Neka su e; i e jedinice
za S\P i S\Q, respektivno. Uzmiro da je e;=e;e,=ejze,,
(jer idenpotenti po pretpostavci obrazuju lanac). Jasno je
da je_ defP grupa (jer bi u sﬁpkotnoﬁl e; bilo iz P).
Kako je S\P grupa i ima samo jedan idénpotent, to je
e;=e,. Za proizvoljan x & S\P postoji y& s\P da je
xy=e;. Odavde imamo da .xGS\Q, pa je SN\PC S\Q ¢
uzimajuéi u obzir simetri¥nu relaciju imamo da je P = Q.
Dakle, S ima jedinstven kompletno izolovan ideal P i
S\P je grupa. Ostaje da dokaZemo da je P Arhimedova
semigrupa. Kako je radikal ideala semigrupe S & m 1ideal

(Teorema 3.4), to za a,b& P Jje
rad([a]) = rad([b]) =P
na osnovu Leme 4.2. imamo da'jé P Arhimedova semigrupa.

Obratno, sluaj 1°., Aako je S Arhimedova semi-
grupa, tada na osnovu Teoreme 4.2. svaki kompletno izolovan

ideal iz S Jje maksimalan i na osnovu Leme 4.3, S 1ima
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najvise jedan idempotent..SIuEaj 2°. Neka u S postoji
samo jedén kompletno izolovan ideal P kojili je Arhimedova
semigrupa 1 S\P Jje grupa. Uzmimo da postoji pravi ideal
A koji sédrii P, tada za xXx & A\P postoji y& S\P

da Ije- xy = e, {(gde jJe e jedinica grupa S \P). Odavde
imamo da e & A. Za proizvoljan b & S\A imamo -da

b& S\P, pa je b = be& A, 3to je nemoguée. Dakle,' P je
nﬁksimalan ideal, pa su kompletno izolovani ideali iz S
maksimalni. Kako je P Arhimedova semigrupa, to na osnovu
Leme 4.3, P ima najviZe jedan idempotent. Sada razlikuje-
mo podsludajeve (a). P nema idempotenata, tada S ima sa-
mo jedan idempotent (jedinica iz S \P), pa idempotenti iz
obrazuju lanac., (b)., P ima idempotent £f. Tada fe& P

(e je jedinica iz S\P), pa za fe i (£ postoji n &€ N
i x&8 da je f£" = xfe, (jer je P Arhimedova semigru-
pa), ti.,

(6.3) -_ f= xfe .
Iz (6.3) imamo da Jje
fe = (xfe)e = xfe? = xfe = £
tj.
(6.4) fe = £ .

Sliéno je ef& P, pa za ef 1 f postoji y& S 1

k<N da je f = efy. Odavde imamo da je
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(6-5) _ ef = £ ,
1z (6.4) i (6.5) sledi
ef = fe= £ . .

pakle, idempotenti iz S obrazuju lanac i u ovom sludaju.

7. EKSTENZIJA SEMIGRUPE

Ovde fermo razmatrati ekstenziju slabo komutativ-
ne Arhimedove semigrupe sa jednim idempotentom. Navodimo

sledefu teoremu A.H., Clifforda [8].

Teorema 7.1. Parcijalni homomorfizam A -+ A°

parcijalnog grupoida T* = T\ {0} u S na sledeéi nalin

odredjuje ekstenziju (},*) semigrupe S pomoéu T:

’

AB, AB # 0
A * B =

\ A°B°, AB= 0

A 8 =2A"S, s * A=5sA”°, s »t =st, dok suli,B,C,...

iz ™ 1 s,t,n,... iz 8.

Ako S 1ima jedinicu, onda svaka ekstenzija semigrupe S
poroéu T dobija se na poménuti na&in, [8].
Koristeéi prethodnu teoremu za slabo komutativne semigrupe

imamo
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Lema 7.1, Neka je semigrupa S ekstenzija

(idealna) slabo komutativne semigrupe I sa jedinicom

pomodu nil-semigrupe N. Tada S jeste slabo komutativna

semigrupa.

Dokaz. Operaciju u S oznadavamo sa «, Sa
x(h) je oznac¢ena h-ta potencija elemnta iz S, sa a,b;Crens
su ozna%eni elementi iz I, sa a,B,Y,..s elementi iz
N\{0}. Semigrupa S (ekstenzija ideala I pomocu N) se
sastoji od elemenata iz I U (N\{0}}, pri Cemu I ima

jedinicu i postoji parcijalni homomorfizam £ od N\ {0}
u Ip

aB, af #£ 0

(7.1) | U.*Bﬂ‘__
aB, af = 0

\

Q@ % a=qga, a x 0= as ., a *bw=ab .
Iz (7.1) za svakli 1 2 llneposredno'inann
(1.2 a¥ =al, @rxaf? = Gal, (axa? = (@a)?

i za

P =0, () =0 je

(7.3 o«/R) o @it (@ e s) = @mit, 1>
Doka¥imo da za svaki x,y&E 8 postoji prirodan broj n
i uw,vES da je "

(7.4) (xay)P s uwx=y v
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Razlikujemo sledede sluCajeve:

I) x,y&€ N\ {0}. Stavimo x = a, y = B. Kako
je N nil-semigrupa, to postoje h,k,l da je
(7.5)  al=0, =0, (mt=o0.

Kako je I slabo komutativna semigrupa, to postoji priro-
dan broj m i postoje ¢, dES I da je
(7.6) (aB)™ = ca = Bd
pa Jje
@)™ = Get , (w.d, .50
= (cm? = Gt , (7.6
= (c *a)(f) = (B * d)(“; (7.2)

Odavde imamo da je u ovom slucaju ispunjeno (7.4).

11} x& N\{0}, y&€ I. Stavimo x=4qa, y = a,
Kako je I slabo komutativna semigrupa, to za a,a I

postoji prirodan broj p i postoje u,v& I da je
(7.7) (ca)? = na = av
pa je
(6 » a)(P) = @a)? (9.2)
=noa =av , (§.6)

=n 0 =a=*xvVv , (3.2)

Odavde imamo da je u ovom sludaju ispunjeno (7.4).
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IIT) x€ I, y& N~{0}. S8li¢no kao pod 1I[I),

IV) x,vy< I. U ovom sluctaju uslov (7.4) Jje is~

punjen na osnovu pretpostavke teoreme.

Teorema 7.2. Neka je S semigrupa. Tada S
je slabo komutativna Arhimedova semigrupa sa jednim idempo-
tentom ako i samo ako S Jjeste ekstenzija (idealna) grupe

1 pomoéﬁ nil-semigrupe.

Dokaz. Neka je S slabo komutativna Arhime-
dova semigrupa sa jednim idempotentom e. Uzmimo ideal
I = SeS 1 faktor-semigrupu Reesa S/I. Na osnovu Teoreme
3.1. I jeste grupa. Ostaje da dokaZemo da je S/I hil-
-semi grupa. Kakowje S Arhimedova semigrupa, to za svaki
a&eS, b& I postoji prirodan broj n 1 x& 8§ da je
a” » bx (Lema 4.2). Odavde imamo da a” € I. Dakle, 5/I
je nil=-semigrupa. Ako je e nula u S, tada S/I = S,

pa je § sama nil-semigrupa, jer I sadrZi samo e,

Obratno, neka je S ekstenzija (idealna) grupe
I pomocdu nil-semigrupe N. Na osnovu Leme 7.1, S je sla-
bo komutativna semigrupa. Jasno je da S sadr#i samo je-
dan idempotent (jedinicu iz TI). DokaZimo da je S Arhime-
dova semigrupa. Sémigrupa S/I je nil-semigrupa i kako je
S/I = N, to za proizvoljne a,b&e S postoje h,k (pritod-

ni brojevi da ah,bke I. Medjutim, I je grupa, pa pos-
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toje x,yS I da je a” =bFx, b= aly. pakle, S Je
desno Arhimedova semigrupa, pa na osnovu Leme 4.2, jaste

Arhimedova.

8, Q - SEMIGRUPE

Ovde dajemo neka uopitenja ped. gemigrupa.

rema 8.1. Neka je S slabo komutativna Arhi-

medova semigrupa bez idempotenata. Tada

(Va.bGS)(a # ab) .

Dokaz., Neka je S Arhimedova slabo komutativ-
na semigrupa bez idempotenata. Pretpostavimo suprotno, tj.
~da Je a = ab. Tada za a i b postoje x&8 4 ne&N
da je b? = ax (Lema 4.2), i kako je

a=ab=ab? = ..« = ab™

to je a = alx. Dakle, element a Jje desno regularan, pa
je regularan (Teorema 5.1). Prema tome, S ima idempotent,

3to je nemogude.,

Definieija 8.1 [41]. Semigripa s je racional-

na semigrupa (power joined) ako

(Va,b€s)(ImneN (a" =b") .
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Jasno da je racionalna semigrupa slabo komuta-
tivna,

Neposredno se dokazuje sledeéa

Propozicija 8.1. Semigrupa £ Jje regularna

racionalna semigrupa ako 1 samo ako S Jeste periodicdka

grupa.

Teorema 8.1. Neka je S semigrupa. Tada su

sledeéi uslovi medjusobno ekvivalentni:
(i) S Je racionalna semigrupa.
(ii) Svaki ideal iz S je racionalan.

(iid) Svaki desni (levi) ideal iz S Je

racionalan.

T.E. Nordahl [39], je razmatrao Q-semigrupe, tj.
semigrupe u kojima je svaki pravi ideal racionalan. Ovde
mi uvodimo pojaﬁIQR-semigrupe, koji pretstavlija jo3 jedno

uop§tenje pojma p.j. semigrupe.

Defintcija 8.2, Semigrupa S Jje QR-semigrupa
(QL-semigrupa) ako je svaki njen pravi desni (levi) ideal

racionalna semigrupa.

n I . Y

Q. -semigrupa je“Q-_sémigrupa. Obratno ne vaZi.

R
Na primer, éemigrupa data tablicom
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a a a a a
b a a a b
C a a a C

je Q-semigrupa., Medjutim, desni ideal {a,d} nije racional-

na semigrupa, pa S nije q;semigrupa.

Teorema 8.2. Neka je S semigrupa. Tada S
je slabc komutativna Arhimedova QR-semigrupa ako 1 samo ako

S Je racionalna semigrupa ili 5 Jjeste grupa.

Dokas. Neka je S Arhimedova slabo komutativ-
na QR-sendgrupa. Tada S ima najvisde jedan idempotent
(Lema 4.3). Ako S nema idempotent, tada na osnovu Leme 8,1l.
za svaki a€ S Je agé aS. Odavde imamo da jJe aS pravi
desni ideal od 8. Dakle; aS je p.j. semigrupa. Z2a b& S
postoji neN da je b" & as (Lexﬁa 4.2) i1 jasno postoji
me N da ame aS. Kako je aS racionalna semigrupa, to
postoje r,s& N da je a™*t = b"s. Dakle, u ovom sludaju
S 3je racionalna semigrupa. Ako S ima idempotent, tada
na osnovu Teoreme 4.1. eS je.grupafidqgl od S. Ako je

eS # S, tada je eS pravi ideal od S i prema tome eS

je racionalna semigruPa, pa je eS periodicéka grupa
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(Propozicija 8.1). Dalje, S Je ekstenzija periodilke
grupe pomoéu nil-semigrupe (Teorema 7.2). Odavde, S Jje
racionalna serigrupa sa jednim idempotentom.

Ako je eS = S, tada S Jje grupa.
Obrat sledi neposredno.

Primetimo da Teorema 8.1, vaZi 1 ako termin ide-
al zamenimo terminom kvazi-ideal (bi-ideal). Dakle, pojam

‘racionalne semigrupe se mo¥e uopZtiti i na sledeéi nadin:

Definictja 8.3. Semigrupa S je Qg-semigrupa

(QB-semigruPa) ako je svaki njen pravi kvazi-ideal (bi-ideal)

racionalna semigrupa.

Ozna&imo sa P, QB, QR, QL, QQ, Q redom klase

svih racionalnih QB—, QR-, QL—, QQ-, Q-semigrupa i sa

QR,\L klasu svih semigrupa koje su istovremeno QR- i

Q. ~semigrupe, Tada imamo

L
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9, PARTITIVNE SEMIGRUPE

Neka je S semigrupa 1 P(S) = (A|AXCS, A # (1.

Defini3imo u P(S) mnoZenje na sledec¢i nacin
AB = {ablae A , b & B}.

Tada P(S) Jeste semigrupa i nazivamo je partitivna semi- |

grupa za semigrupu S (T. Tamura i J. Shafer [55]).
Slededa teorema je uopStenje jedne teoreme

M.S. Putche [46].

Teorema 9.1. Neka je S semigrupa. Tada su

sledeci uslovi ekvivalentni:
(1) P(S8) Jje nil-semigrupa.
(ii) P(S) Jje racionalna semigrupa.

(iil) P{(S) je Arhimedova slabo komutativna

gsemigrupa.
(iv) S Jje nilpotentna semigrupa.
" Dokas., (i) => (ii) => {iii). Sledi neposredno

(i1ii) => (iﬁ). Neka je P(S) Arhimedova slabo komutativna

semigrupa. Tada postoje m&EN 1 B& P(S) da je

{a, a?} B = {a™} , (Lema 4.2) .
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Odavde, za b & B imamo da je

(*) ab = a2b = a”

Kako je S Arhimedova slabo komutativna semigrupa, to pos-
toje n&€& N 1 x&8& da je bx= a”, (Lema 4.2). Odavde

na osnovu (*}) imamo

- n+
a™ = abx = albx = ala” = a 2

Dakle, S 4ima idempotent. Na osnovu Teoreme 4.1, 5 1ma
grupu~ideal G i kako je P(S) Arhimedova slabo komuta-
tivna semigrupa, to na osnovu Leme 4.3,imaro da je |G| = 1.
Dakle, S§ ima nulu 0. Kako je 'P(S) Arhimedova, to je

SJ‘c = {0}, za neki k &€ N. Dakle, S jJje nil-potentna

semigrupa.

(iv) => (i). Neka je S nilpotentna semigrupa.
Tada za svaki podskup A # 0 semigrupe S postoji h& N

h

da je A" = {0}. Dakle, P(S) Jje nil-semigrupa.

Teorema 9.2. S dje idempotentna semigrupa ako

i samo ako

(**) (VA € P(S)) (AC AZ) ,

Dokasz. Neka je S idempotentna semigrupa i
ACS P(S). Tada za XCA je x%*& A?, Odavde imamo da je
x & A?, pakle, A C AZ,

Obratno. neka je ispunjeno (**)., Tada za a€ S

je {al} C {a?}, pa je a = a?.
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Posledica §9.1. S Jje semilatisa ako i samo ako

(VA,BES P(S)) (AB = BA , A CA?) .

Teorema 9.3. G Jje grupa ako i samo ako G

jeste nula u P C G.

Dokaz. Sledi neposredno.

10, SEMILATISE GRUPA

A.H. Clifford [27] je razmatrao dekompozicije

semigrupa 1 u tom radu se srede prvi put pojam semilatise:

grupa. U I 3. ll.su date neke karakterizacije kompletno
regularnih semigrupa, tj. semigfupa koje su unije grupa.
Ako se konpletnd regularnim semigrupama doda uslov "idem-

potenti semigrupe komutiraju", onda je moguda konstrukcija

takvih semigrupa do na semilatise.

Mi demo se u ovoj tadki zadrZati na nekim novim

karakterizacijama semigrupa koje su semilatise grupa.

Poznata je sledeca

Peorema 10.1. Neka je S semigrupa. Tada S
je semilatisa grupa ako i samo ako S jeste unija grupa i

svaki jednostrani ideal iz S Jje dvostrani [20].
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Slededom teoremom se, takodje, karakteriSu semi-

latise grupa.

Teorema 10.2. Neka je § semigrupa., Tada su

sledééi uslovi ekvivalentni:
(i) S je semilatisa grupa.
| .(.ii) | S je regularna i S & .
(iii) S Jje levo regularna i, S & T.
{iv) S 1je desno regularna i dS < 1rf

(v) S je kompletno regularna (S wmije

unija grupa) i S & w.

(vi) S Jje intra-regularna i S & 7.

Dokaxz. Da Jje (ii) <=> (iii) <=> (iv) <=> (v)
<==> (vi) s8ledi na osnovu Teoreme 5,1, Da je (ii) <=> (1)
sledi, takodje na osnovu Teoreme 5.1, DokaZimo da (i) <=> (v).
" Neka je. S semilatisa grupa. Tada S Jje unija grupa i na
osnovu Teoreme 10.l svaki ideal od S je dvostrani. Ostaje
da doka¥ermo da je S slabo komutativna semigrupa. Za proiz-
voljne a,b& S je

abS L{b) =bUSObCR(b) =blJbs "7

pa je

ab=b 1ili ab = bx , (za neko x & 8S) .
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Odavde imamo da je
(ab)? = b(ab) ili ab = bx .

Dakle, za proizvoljne a,b& S postoje n&N 1 z& S
da je

(10.1) (ab)? = bz

S51i¢no se dokazuje da za proizvelijne a,b& S postoji
mEN i ue S da je

(10.2) (ab)™ = ua .,
Iz (10.1) 1 (10,2) imamo da je
(ab)™ = (bz)” = (ua)”
pa je
(ab)™ = ((ua)?"{uw)a = b(z(bz)™ %) .

Dakle, S Je slabo komutativna semigrupa.

Primedba 10.1. U [49] dokazano je sledeée
tvrdjenje:

Neka je S periodicCka semigrupa., Tada S je
semilatisa grupa ako i samo ako S Jjeste unija grupa (kom

pletno regqularna) 1 S &€ n. Na osnovu Teoreme 1l0,2. vidimo

da pretpostaﬁka o periodi¢nosti nije potrebna.

Primedba 10.2. Uslov S& 1 u Teoremi 10.2.

se moZe zameniti uslovom:
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(*) (Ya,bE s)(Ix,y&E 8)((ab)? = xa = by) .

Lako se verifikuje da klasa svih semigrupa koje
zadovoljavaju uslov (*) obuhvata klasu svih semigrupa koje
zadovoljavaju komutatorne uslove, da obrat ne vaZi imamo

sledeél primer semigrupe date tablicom

a b C d
a a b a_- a
b b a b b
C a b a . a
d a b c .d

Klasa semigrupa koje ispunjavaju uslov (*), takodje obuhva-

ta klasu svih grupa.

Pogledica 10.1. Neka je S semigrupa. Tada

S je'sendlatisa kommtativnih anti-inverznih semigrupa
ako i samo,ako svaki element iz & je jedini sam sebi

inverzan.

- Na osnovu Teoreme 10.2, neposredno imamo

Teorema 10.3. Neka je S semigrupa. Tada su

sledeﬁi uslovi ekvivalentni:

(1) S Jje semilatisa anti-inverznih grupa.

(1i) S Jje inverzna i S je anti=inverzna

semigrupa.
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(1ii) S je slabo komutativna anti-inverzna

semigrupa.

{iv) S ije anti-inverzna i svaki jednostfani

ideal je dvostrani.

Navedimo jedan primer nekomutativne semigrupe

koja je semilatisa anti-inverznih grupa

Primer 10.1. Semigrupa S data tablicom

0 e a a2 a3 b ab - a?b ad ¢

0 o 0 o0 o T“o o o0 o0 0o o0
e 0 e a a2 a3l b ab a?b a¥b 0
a 0 a az al e ab a?b a3 b 0
a? 0 az a¥ e a a’b a’b b ab 0
ad 0 a3 e a a2 a3 b ab a?b 0
b 0 b a3 a? ab a? a e a? o
ab 0 ab b a’b a2b a¥? a? a e 0
"a2b | 0 a?b ab b adh e al a2 a 0
a'b | 0 adb a?b ab b a e a® a2 . 0
c 6 0 0 0 0 0 0 0 0 ¢

je nekomutativna semilatisa anti-inverznih grupa.
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11. JAKO REVERZIBILNE SEMIGRUPE

Ovde ¢e biti redi o jednoj podklasi klase slabo

komutativnih semigrupa.

G. Thierrin je u [58] definisao tzv. jako rever-
zibilne semigrupe (fortement reversible), kojima se uopSta-
va pojam komutativne semigrupe i koje su u slucaju da su
perioditke semilatise jednoidempotentnih podsemigrupa. Ove
semigrupe su razmatrane od strane K. Isékija [22], M. Ya-
made [63] i detaljnije u radovima A, Spolettini-Cherubini

1 A, varisco [52, 53].

Satayanarajana je u [48] razmatrao komutativne
primarne semigrupe. Ovde se na slidan nadin razmatraju
jako reverzibilne semigrupe koje su senﬂprimafne. Teoremom
11.1 karakteriéé se semiérimaran ideal u jako reverzibilnoj
semigrupi, potom Teoremom 11.2 karakteriéu se jako reverzi-
bilne semiprimarne semigrupe. Na kraju ove take karakteri-
3u se jako reverzibilne semigrupe u kojima su svi ideali
kompletno izolovani (Teorema 1l1ll.3). Odavde se neposredno

dobija da je regularna jako reverzibilna semigrupa prinar-

na ako i samo ako jeste sendprinarna.
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Definicija 11.1. (G. Thierrin |58{). Semigrupa

S je jako reverzibilna ako za svaki a,b& S postoje
h,k, 1€ N da je

(11.1) (ap) % = afpl = plak .

Jasno da je svaka komutativna semigrupa jako
reverzibilna 1 da idenmpotenti u jako reverzibilno] semigru-

pi komutiraju. Nave3éemo jedan primer jako reverzibilne

semigrupe koja nije komutativwvna.

Primer 11.1. Semigrupa S = <x,y> U (0,e}
gde je <x;y> slobodna semigrupa dgenerirana sa X,y 1 za
svaki s ©s\{e} je s2 =0, e? =e, es = se, za
svaki s& S, est = ets, za svaki ¢t,s € S Je jako re-

verzibilna semigrupa. Zaista, razlikujemo dva sluCaja:

{° a,b< s\{e}. Tada za elemente a,b i ab
je (ab)?2 = 0, a? =0, b2-= 0, pa je S jako reverzi-
bilna semigrupa.

2° a&€ s\ {e}, b = e, Tada za elemente a,e
i ae 4imamo da je (ae)? = a2e = ea? pa je S jako re-
verzibilna u ovom sluaju.

Ozna&imo sa T klasu svih jako reverzibilnih

semigrupa. - .

Slededa teorema daje jednu karakterizaciju semi-

primarnog ideala u klasi gsemigrupa T,
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Teorema 11.1. Neka je S & T. Tada ideal I
semigrupe § Jjeste semiprimaran ako i samo ako rad(I)

jeste kompletno izolovan.

Dokaz. Neka je I semiprimaran ideal semigru-
.pe_ S E&€T. Za xy & rad(l) postoji t &N da je

(xy)tG I i postoje s,p,q& N da je_
(11.2) - (xy)® = XPyT = yTRP
Iz (il.z) imamo
(11.3) PEyIE = yI5PE = ()FC 1
.Na osnovﬁ.pretpostavke o idealu I i (11l.3) imamo
Arnem((XH"EDV(IneM(yIH"E 1)
odakle;
x& rad(Il)Vy € rad(Il) .
Dakle, rad(I) je.kompletno izolovan ideal.

Obratno, neka je rad(I), (a to je ideal, Teore-

ma 3.4) kompletno izolovan ideal. Tada imamo

xw& I = xy € rad(I) = x & rad(I)v y & rad(I)
= (JneM (X< v (Ine )y € 1) .

Pogledica 11.1. Neka je S & T_,qua radikal
primarnog ideala je kompletno izolovan ideal.

Uzimajuéi u obzir Teoreme 3.3, 3.4, 1 11,1 imamo
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Peorema 11.2.- Neka jJe S& T. Tada su slededi

uslovi ekvivalentni:
- (i) S je semiprimarna semigrupa.
(ii) S je r-semiprimarna semigrupa,
(1ii) S Jje semiprimarna.

(iv) Kompletno izolovani ideali iz S su

totalno uredjeni.

Slededom teoremom se karakterisu jako reverzi-

bilne semigrupe u kojima su svi ideali kompletno izolovani.

Teorema 11.3. Neka je s €& T. Tada su sledeéi

uslovi ekvivalentni:
(i) Svaki ideal od S Jje kompletno izolovan.
(11) S Jje primarna i regularna semigrupa.

(111i) S je semiprimarna i regularna semigrupa.

Dokaz. fi) => (ii). Neka je svaki ideal semi-
grupe S kompletno izolovan. Tada svﬁki ideal od § je
izolovan, pa je S intra-regularna semigrupa (Teorema I 3.3).
Odavde na osnovu Teoreme 5.1. imamo da je S regu%g;na se-

migrupa. Da je S primarna sledi neposredno.
(ii) => (iii). Sledi neposredno.

(iii) => (1). Neka je S semiprimarna i
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regularna semigrupa. Kako je s & T, to je § Aintra-regu-
larna.semigrupa (Teorema 5.1), pa Je svaki ideal od S
jzolovan (Teorema I 3.3). Dakle svaki ideal semigrupe S
je semiprimaran i izolovan, pa je svaki ideal od S kom-

pletno izolovan.

Neposredno se dokazuju gsledede dve posledice.
Posledieca 11.2. Neka je S & T regularna
semigrupa. Tada su slede¢i uslovi ekvivalentni:
(i). svaki ideal od S Jje kompletno izolovan.
(ii) S je primarna semigrupa.
(iii) S je Senliprimrna senmigrupa.
(iv) Kompletno izdldvani ideali semigrupe S

su totalno uredjeni.

Posledica 11.3. Neka je S & T semiprimarna
semigrupa. Tada svaki ideal iz S je kompletno izolovan

kao i samo ako S jeste regularna semigrupa.

Definicija 11.2.  Semigrupa S je slabo rever-

zibilna ako za svaki a,b& 5§ postoje m,n,p,q9,r< N da |

je
(ap) T = (a™™)P = (b"a™ Y.
Ako je p=gq =1, za svaki a,b & S, onda dobijamo jako

)
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reverzibilnu semigrupu. U slabo reverzibilnoj semigrupi

idempotentl ne nbraju da komutiraju.

Oznadimo sa P klasu svih slabo reverzibilnih

semi grupa.

Teorema 11.4. Neka je S periodi’ka semigru-

pa. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(1) scT.
(ii) S& P i idempotenti iz S komutiraju.

(iii) s€ wm i idempotenti iz S komutiraju.

Dokaz.- (i) => (ii) => (iii). Sledi neposredno.

poka¥imo da (iii) => (i). Kako je S pericdiéka semi-
grupa, to za svaki a,b& S postoje r,mn& N da su
elementi (ab)*, a”,b” 4idempotentni. Kako idempotenti iz
5 komutiraju to je a"b” = b"a” idempotent. Na osnovu
Leme 4.4, imamo da za a & Su' b & SB' (a,FS Y gde je Y

semilatisa) elementi (ab)¥ i a"b" pripadaju semigrupi
SaB; Na osnovu Leme 4. 3. SaB sadrZli jedan idempotent.

Dakle, (ab)' = ab" = b"a"_',?_t.j. s &T.
Teorema 11.5. Neka ﬁé S periodi&ka semigru-
pa. Tada su slededi uslovi ekvivalentni:

(i) S je levo prosta i S CT.

(ii) S je desno prosta i S& T,
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(iii) S Jje prosta i S&T.

Dokaz., (i) => (ii) => (iii) => (iv) sledi na
osnovu Teoreme 5.2. DokaZimo da (iv) => (iii). Neka e S
periodidka semigrupa. Tada S Jeste prosta i za proizvolj-
ne a,b& S postoje h,k,le N da je (ab)h = akbz =

'='b£ak = @, gde je sa e oznafena jedinica grupe. Dakle,
seT.
Posledica 11.4. Neka je S& A. Tada su slede-
¢1 uslovi ekvivalentni:
(i) S Jje levo prosta i S&T.
(ii) S Jje desno prosta i S€& T.
(1ii) S jJeprostai S&T.

(iv) S je grupa.

Teorema 11.6. Neka je S & T. Tada su sledeli

uslovi medjusobno ekvivalentni:

(1) Kompletno izolovani ideali iz S su

maksimalni 1 idempotentni iz S obrazuju lanac.

(ii) S Jje Arhimedova semigrﬁba ili u S
postoji jedan kompletno izolovan ideal P koji je Arhime-

dova semigrupa i S\\P je grupa.
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(i11) Proizvoljan kompletno izolovan 1deal

iz S Jje maksimalan 1 S ima najvise dva idempotenta.

Dokaz. (ii) => (iii). Neka je S Arhimedova
semigrupa. Tada na osnovu Teoreme 4.2.svaki ideal od S
je maksimalan, a na osnovu Teoreme 4.3, S ima najvise je-
dan idempotent. Dakle, u ovom slufaju vaZi (iii). Uzmimo
sada da u S postoji samo jedan kompletno izolovan ideal
P koji je Arhimedova semigrupa i S\P je grupa. Tada
na osnovu Leme 4.3. S ima najviSe jedan idempotent. Doka-
imo da je P maksimalan ideal. Pretpostavimo suprotno,
tj. da postoji pravi ideal A semigrupe S koji sadrii
P, Tada za x& A\P postoji y&€ S\P da Je xy = e,
(gde je e jedinica grupe S P). Odavde imamo da e&< A.
%a proizvoljan b& S\A je b& S\P, pa Je b =Dbe A,

5to je nemogude, Dakle, P je maksimalan ideal od S.

(iii) => (i), Neka su e i £ Jjedina dva

idempotenta u S. Kako je S & T, to jJe ef = fe idempotent,
pa je

ef = fe = e ili ef = fe = £ ,

(i) => (ii). Sledl na osnovu Teoreme 6.1l.

Primedba 11.1. Teorema l1l.6.je pro3irenje re-

zultata H. Lala, jer je on dokazao sli&nu teoremu za slucaj
da je semigrupa kvazi-komutativna [31], odnosno g~refleksiv-

na [32], a ove klase se ne poklapaju sa klasom T.
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(m,n) - ANTI-INVERZNE SEMIGRUPE
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1, DEFINICIJA I NEKE OSOBINE ANTI-INVERZNE
SEMIGRUPE

Anti-inverzne semigrupe su razmatrane u [2],
(3], [4], [5]. Rezultati u vezi semigrupe iz ove klase su
detaljno izloieni u [5]. U ovoj ta¥ki femo navesti defini-
ciju anti-inverzne semigrupe i dve teorene koje karakteri-

Su anti-inverzne semigrupe.

Definicija 1.1. Elementi a 1 b semigrupe

S su medjusobno anti-inverzni ako
(1.1) " a = bab i b = aba .
Defiﬁicija 1.2, Semigrupa S je anti-inverz-
na ako za svaki a.es postoji b& § da je (1i.1l).
Ozna¢imo sa A klasu svih anti-inverznih semi-

grupa.

Teorema 1.1, Neka je S semigrupa. Tada

SEA <= (¥x€8)(FJyeSs)(x? =y2, xy = x¥y [ x5 = x .




- 88 -

Poslediea 1.1.

(i) Svaka anti-inverzna semigrupa je kom-

pletno regularna.

(11i) Anti-inverzni elementi iz S imaju

istu jedinicu.
(iii) Svaka anti-inverzna semigrupa je perio-

dicka.

Teorema 1.2. Neka je S semigfupa. Tada

SC A <= (yxES8)(JyeEs)(x2 =y2 , x2 = (x)?, x° = x.

2. (m,n) - ANTI-INVERZNE SEMIGRUPE

Oovde demo proudavati klase semigrupa za koje
su ispunjeni zakoni:

m m n

Y X =(XY)m;X =X)

(2.1 (Y0 @ENEE

y", yx = ™y, &7 = x)

(2.2) (¥ x) (F y) (X"
gde je m,né& N,

zakoni (2.1) i (2.2) su "uopstenja" zakona iz
Teorema 1.1l 1 1.2. redom, OznaCimo sa Sm klasu svih se-

2 11

migrupa za koje je ispunjen zakon (2.1), tj.
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_SGSH,‘r > (Vxes)(Jyve s) (X" =y", &= ()", & = X

n

i slidno, oznac¢imo sa S; , klasu svih semigrupa za koje

je ispunjen zakon (2.2), tj.

S & S; . <=> (¥ xGS)(ByES)(xm wy", Xy = x’"“y, X! = x).

Neka a& S i SsS&< Smn tada element b& S
’
¢ija egzistencija sledi iz (2.1) nazivamo (m,n)=-anti-inverz-
nim za a.

Sli%no koristeéi (2.2), b Jje (m,n)*-anti-inverz-

*

an za a ako a,b&e S i SGS .
m,n

Na osnovu Teorema l.l.i 1.2, imamo da je

*
S:z,s = Sz,s = A.
Klase S i S* se ne poklapaju. Na primer, uzmi mo

m,n m,n

grupu G reda 16 koja je generirana elementima a,b z2a

koje vaZi

*
Tada G & 34'9 i G¢ 34’9.
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3.  NEKE DEKOMPOZICIJE (m,n)=~ANTI-INVERZNIH
SEMIGRUPA |

U ovoj tadki dajemo neke oscbine semigrupa iz

HA

S . Pretpostavljaéemo, dalje, da je m = n.

m,n

Lema 3.1. Neka xXx&ESs i s& Sm o tada
f

X1 'je jdempotent u S.

Dokaz.,  Neposredno imamo da jJe

(xn'1)2 = x?n-.? - xnxn-2 = i""!

Lema 3.2. (m,n)-nati-inverzni elementi imaju

istu jedinicu.

Dokaz. Neka je y (m,n)-anti-inverzan element

za  X. Oznaéimo sa e 50pstvenu jedinicu elementa X.

Tada imamo

e :.xn-l - (xnnl)m #‘(xm)n-l - (ym)n-z - (yn—I)m - Yn-l -

Napomena. $1i¢no Lemama 3.1. i 3.2, mogu se dati

1*

tvrdijenja 1 ako je 8§ < S

*

[ ]
m,n

Lema 3.3. "Neka' X,y S i neka je y (m,n)-
~anti-inverzan za x, tada x jeste (m,n)-anti-inverzan

za Y.
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Dokaz. Neka je y (m,n)-anti-inverzan za X.

Tada na osnovu (2.1) vazi

m

(3.1) x(yx)m'iy = X .

MnoZeéi (3.1) sa yn'z sa desne strane i sa x""? sa le-

ve i koristeéi Lemu 3.2, imamo
(3.2) B LR S S G
MnoZedi (3.2) sa yx- sa desna imamo
(yx)m-Jyx = xn-2xmyn-1x
pa je
(yx)" = x° “x'x
m

(y)7 = x™ .

Ozna¢imo sa M_ - skup svih (m,n)-anti-inverznih
elemenata iz semigrupe za lement a& S.
Neka je P neprazan podskup semigrupe S. Sa

[P] oznadimo podsemigrupu od S generiranu skupom P,

Teorema 3.1. Neka S eSm n® Tada za svaki
, _

ac s i svaki Bae Ma

B, = [aU B,]

je grupa.
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Dokaz. Dovoljno je dokazati da jednaline

cx =b i yc=b imaju reSenjapo X 1 y u GBa.

Elementi ¢ 1 b su oblika

Cc = CICZ---C b - b1b2|ilbs

k ’

(ci;bj € al B_). Na osnovu Leme 3.2 neposredno imamo da

rééenje jedna¢ine c¢x = Db Je

_. _n=2 n-2 n-=2
= Cp  Cp_q+eC b,b,eeeb

Sli¢no za drugu_jednaéinu.

Pogledica 3.1,

s&S => 8= | GB .

m,n

Teorema 3.2.

sES e (FEemMs= Us,As. &5 ).

n .
M ier

U s.

Dokaz. Neka je S & S . Tada S
—_— m,n :
1

|

Obratno, neka je S U s i Si - Sm n* Tada
F

ier |
za proizvoljan x &€ S postoji i& I, da je x&§S,. Kako
je 5,€S  sledi da postoji element y koji je (m,n)-

-~anti-inverzan za' x. Dakle, S & Sm e
: ’
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4., GREENOVE RELACIJE NA SEMIGRUPI 17 Sm "

U ovoj tacdki dokazujemo razne teoreme kojima
se kasnije karakterisu semigrupe iz klase Sm n? pri Cemu
. ’

se koristl pojam ideala semigrupe i u vezi sa njim Green-

ove relacije i Teorija Croisota.

Lema 4.1. Neka je S semigrupa i I njen

ideal (levi, desni, dvostrani), tada

g€ S - T& S .
m,n m,n

Dokaz. Neka S& Sm 1 I ideal od S.

Tada za xGI je x"& I. Kako je SESm o to za x
postojli (m,n)-anti-inverzan element y & S, pa je ymez I.

Poto je m S n, to je y"&€ I, pa y<& I. Dakle, IGSm

nl

Lema 4.2. Neka je y (m,n)-anti-inverzan

‘element za x€ s S 0 Tada

n,
L(x) = L(y)
R(x) = R(y)

J(x) = J(y)

Dokaz. Kako S eSm n jeste levo regularna
F .

(jer x" = X, za svakl x& S), to je
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L{x) = L{x?) , (I 3.8)
za svakl x & S, Od&vdé imamo da jé

L(x) = L(x")
pa jednakost km = y" povladi

L(x) = L(y) .
Ostale dve jednakosti se slidno dokazuju.

Ozna&imo sa L L-klasu semigrupe S, za a & S.

Teorema 4.1. Neka je S semigrupa. Tada

sesmn <> (Ya& 8)(L, S Sm.'n) .

" Dokaz. Neka je SES’”“1 i L, proizvoljna
L-klasa. Kako je S levo regularna (jer za svaki X&= S
je x" = x), to na osnovu Teoreme I 3.10. L, Jje podsemigru-
pa semigrupe S. Za x< L‘a pdstoji (m,n)=-anti-inverzan

element y& S, pa na osnovu Leme 4.2 je

(4.1) L{x) = L(y) .
Kako je
(4.2) L(x) = L(a)

to iz (4.1) 1 (4.2) sledi

L(y) = L(a)

vyve L .
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Dakle,

Obrat sledi neposredno.

‘Posledica 4.1. Neka je S semigrupa. Tada su

sledeéi uslovi ekvivalentni:
(i) SES .
(ii) Svaka L-klasa semigrupe S Jje levo

?

prosta podsemigrupa od S koja je iz klase Sm n
(iii) S je unija disjunktnih levo prostih

m,n

podsemigrupa koje su iz klase S ‘
Dokaz. Sledi na osnovu Teoreme 4.1, 1i Teoreme I 3.10.

Teorema 4.2, Neka je S semigrupa. Tada

S(é Sm n ako i samo ako S jeste levo regularna i svaki
’

njen levi ideal je iz S .

m,n

Dokaz. Neka je S & Sm _» Tada S je levo

regqularna i svaki njen levi ideal Je iz Sm n (Lema 4.1).

4

Obratno, neka je S levo regularna semigrupa.,
Tada Proizwvoljna L-klasa La semigrupe S je podsemigru-

pa od § (Teorema I 3.10), Kako je

LaC L{a)& Sm’

It
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to za x&< L postoji (m,n)=-anti-inverzan element y & L(a).
Za elemente x i y va%i x" =y", pa je L(x) = L(y)

{(Lema 4.2). Dakle, ;yetha, tj. svaka L-klasa L semi~
grupe S Jje iz S# , Pa na osnovu Teoreme 3.2. imamo da

s S .
" Um,

n

Teorema 4.3. Neka je & semigrupa. Tada

s < Sm n ako i samo ako S Jjeste unija disjunktnih pod-

grupa koje su iz S .

2 N

Dokaz. Neka je SGSm'n. Tada, S je levo
i desno regularna, pa na osnovu Teoreme I 3.1l. imamo da je
svaka H-klasa semigrupe S grupa. Kako je na osnovu Teore-
me 4.1. svaka H-klasa H_ iz Sm'n, sledi da je S wunija

disjuhktnih grupa koje su iz S .

m,

Obrat sledi neposredno.

Posledica 4.2. Neka je S semigrupa. Tada su

sledeéi uslovi ekvivalentni:
(i) s&S5 .
m;n

(ii) S8 Jje regularna i levo regqularna i svaki

njen desni ideal je podsemigrupa koja pripada klasi Sm

r

({iii) S Jje regularna i desno regularna i sva-

ki njen levi ideal je podsemigrupa koja pripada klasi Sm .

n
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Dokaaz. Sledi neposredno na osnovu Teoreme 4,3,

i Teoreme I 3.11.

Teorema 4.3, se moZe iskazati i ovako

Teorema 4.4. Neka je S semigrupa. Tada

S &< Sm n ako 1 samo ako svaka H-klasa semigrupe S Jje iz

F

m,n

Posledica 4.3. Neka je S inverzna semigrupa.
Tada S& Sm n ako i samo ako S Jje semilatisa grupa ko=

je su iz klase S .

m,n

Dokaz. Sledi neposredno na osnovu Teoreme 4,4,

i Teoreme iII 3.2,

Posledica 4.4. Neka je S slabo komutativna

semigrupa. Tada

S < Sm => S je semilatisa grupa.

» NN

Dokasz. Kako je S & Sm n regularna semigrupa,

to na osnovu Teoreme III 3.2 sledi tvrdjenije.

Neka S& Sm o Tada relacija definisana na S

na slededi nadin
(R) X vy <=> J(x) = J{y)

je kongruencija na S i klase su proste podsemigrupe od S,

Zaista, kako S& Sm n je intra-regularna semigrupa, to je

’
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svaki dvostrani ideal od 5 izolovan (I 3.3), pa je kon-

gruencija na S 1 klase su proste semigrupe (I 3.3).

Teorema 4.5. Neka je S semigrupa. Tada
S < Sm . ako i samo ako S Jje intra-regularna semigrupa

i svaki dvostrani ideal od § Jje iz klase Sm .

s N

Dokaz. Neka S &€ Sm’n. Tada S je intra-regu-
larna semigrupa i svaki dvostrani ideal od S Je iz Sm'
(Lena_#.l).

Obratno, neka S Jje intra-regularna semigrupa.

Tada svaki njen ideal je izolovan (Teorema I 3.3). Kako

" je relacija (R) kongruencija na S 1 klase Ca(aGE S) su

proste podsemigrupe od S 1 CaG J(a) & Sm 0 to za
F

xe c, postojl (m,n)=-anti-inverzan element y& J(a). Kako

je J(a) = J{y) (Lema 4.2), .to vy Ca. Dakle, CaG Sm’n.

_Poszedida 4.5, Neka je S semigrupa. Tada su

gledeéi uslovi ekvivalentnil:

(i) SE& Sm'n.
(ii) Svaka J=klasa Ja semigrupe S je iz
S .
MR e .-

(iii) S je unija,(disjunktnih) prostih podse=-

migrupa iz S N

m,n
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(iv) S je unija kompletno prostih podsemi-

grupa koje su iz klase S .
m,n
. Dokaz. Sledi neposredno na osnovu Teoreme 4.5.

i Téoreme I 3.3,

- Pogledica 4.6. Neka je S semigrupa. Tada

sE€ S ako i1 samo ako S jeste semilatisa kompletno

m,n

prostih podsemigrupa koje su iz klase 9 5

m,n

Dokaz. Sledi na osnovu Teoreme 4.5. i

Teoreme I 3.3,

5. ANTI-INVERZNE SEMIGRUPE 1Z KLASE Sm "

U ovoj tal&ki daje se algoritam pomocéu kojeg se
za proizvoljne mn& N odredjuje koje od semigrupa iz

klase O n su anti-inverzne, tj. pripadaju klasi A.

n,

Lema §.1. Svaka semigrupa 1z Sl n je anti-
’

-inverzna semigrupa.

Dokaz. Zakon (2.1) za m= 1 glasi

(¥ x)(Iy)i(x=y, x= xy, X = x)
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odakle imamo

(¥ x) (x = x2) .,

Dakle, svaka semigrupa iz S‘1 n je idempotent’, pa je anti-
: ’
-inverzna.,
Lema §.2. Svaka semigrupa iz S: n (n > 1)
’

je anti-inverzna semigrupa.

Dokaz. Razlikujemo dva slucaja.

Slu¢aj 1. n = 2k. Tada zakon (2.1) glasi

(V¥ x) (T y)(x® = y2, x2 = (x)2, x*F = x)

Odavde imamo

(V0 (3 y) (x2K = v?%, x2 = (x)2, x°% = x)

2k

(V) (I Y(x=y, x2 = (xy)2, x** = X)

odnosno

2k

(V) (Fix=y, x2 = x*, x" = xX) .

Odavde imamo

(¥ x) (x2 = x¥, x*% a x)
pa je'

(¥ x) ((x°%)? = xzk. x?% = x)
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(9Lx)(x = x%2) .

Dakle, svaka semigrupa iz S je idempotentna, pa je

2,2k
anti-inverzna.

Slucaj 2. n =2k + 1 . Tada zakon (2.1) glasi
(¥ x) (Fy) (x2 = y2, x2 = (x)2, ¥ = x

tj. za proizvoljan x neka je postojec¢i bas vy, paimamo

x2k+1

(5.1) X2 = y? ' x2 = (xy)2 , = X .

Mno¥edi drugu jednakost iz (5.1) sa leva sa -xzk’l imamo
x2k+1 = x2kyxy

pa je
v = y2k+1xy

(jer iz prve j;dnakosti je .x2k = yzk), tj.

(5.2) . X = YXY .

Sli%no, mnoZ¥edéi jednakost vy? = (xy)? sa yzkil sa desne

strane imano

(5.3) SR y = xy32k+1 - xyx . e
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Iz (5.2) i (5.3) imamo

(V) (Fy)(x=yxy, ¥ = X¥YX)

pa je svaka semigrupa iz 32 Ikl anti=-inverzna semigrupa.
Bl 4

Time je lema dokazana.

Klasa Sm;l (m > 1) nije klasa anti-inverznih.
semigrupa.
Primer §5.1. Semigrupa data tablicom
a b
a a-._a
b a a
je 1z Sm’1 (m> 1) i nij; anti-inverzna semigrupa.
Lema §,3. Svaka semigrupa iz S je anti-

_ m, 4
~inverzna semigrupa.

Dokaz, 2a m= 2 zakon (2.1) glasi
(VI =ay", & = ()7, x2 = %) .
Odavde imamo
(¥ x) (x = x2) .

Dakle ’ S -
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Lema 5.4, Svaka semigrupa iz Sm m (m & N)

r

je anti-inverzna.

Dokaz, 2Za m=n zakon (2.1) glasi
(¥ (I =y", ¥ = ()", X = %)
Odavde imamo
(¥ x)(Fy)(x =y, x= xy)
pa je
(¥ x)(x = x?) .
Dakle,

S ca.
I

m,

Na osnovu dokazanih lema imamo

Teorema b.1. Semigrupe iz klase

S N (n>1) , S N

1l,n 2,n

za prizvoljne m,n € N su anti-inverzne semigrupe.

Dalje, razmatramo klasu semigrupa Sm . za
’

3 £ m< n,

n

Prvi korak. Neka je 3 ¢m<n 1 S& Sm .

U tom sluc¢aju imamo
n=ng; +r;, gde je 0 g r; sm=1,

(1) za r; =0 iz (2.1) imamo da za proiz-
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voljno x&€ S postoji y&E s da Je

m m mql
(5.4) ¥ = Y X" = (xy)” , X = X .
Iz prve i gruge jednakosti (5.4) imamo
ngq i mq ) mqj mnq)
X = Y ’ X = (xy)

Odavde primenom trede jednakosti iz (5.4) dobijamo
(5.5) X=Y , X= XY o
Iz (5.5) imamo da za svaki x&€ S Je

x = x?

pa je S idempotentna semigrupa.

Dakle, klasa S je klasa anti-inverznih
n, mql
semigrupa.
(ii) Za r; =nm- 1 imamo
mq , +m=1
(5.6) T ay®, L= (x)"., x ! - x ,

Iz prve 1 druge jednakosti (5.6) imamo

mig,+1) m(q1+1) m{g,+1) m(q1+1)
X =Y r X = (XY)

odavde koristeél tredu jednakost iz (5.6) dobijamo

m(q1+n)-1
(S5.7) x2 =y2 , x? = (xy)%2, x = X

pa je svaka semigrupa iz Sm,mq1+m-1 anti:}nvgrzna semi grupa
(Teorema 5.1) . Dakle,
S CA.

m,mql-l-m-l
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(1ii) Za r = 1 1mamo

_ m | . mq1+1
(5.8) S =y", L= () , % = X .
Iz prve i druge jednakosti (5.8) imamo
m(g,+1)  m{g,+1) m{gy+1) miq,+1)
X =Y ¢t Y | = (xy) |

' odakle koristedi tredu jednakost iz (5.8) koja glasi

m{q1+1)-(m—1)
X = X

-

dobijaﬁn
| mq1+1
' =y" , X" = (xy)m , X = X

- &to daje relacije (5.8), pa u ovom slutaju klasa S -
m,mqq+1

nije klasa anti-inverznih semigrupa za proizvoljne m,q;& N,

Primer 5.2. Neka je m= 3, q; = 1. U ovom

sludaju u klasi 33 - je cikli¢na grupa reda 3 koja nije

4
anti-inverzna.

Za 2 ¢ r; g m2 i m> 4 relacija (2.1) pos-

taje
(5.9) X" =y, X" = (tx)" , x = X .
Tz (5.9) imamo
mi{gy+1) m(q1+1) m(q1+1) m(q1+1) m(q1+1)-(m-r1)
X =Y ¢ X = (xy) ¢ X | = X
tj.
m-r1+1 m-r1+1 m—r1+1 m-r1+1 n
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Dakle,

S < §

m,n n-r1+1,n

Kako je 3 g m-r,;+1 < n, to nastavljamo algori-

tam kao u prvom koraku.

Oznadimo sa m; = m~r;+1, tada Je 3 ¢ m < n,

Drugi korak. Neka je S < Sml n tada je

n = mg,+r;, gde je 0 < r; < m=1, tj. 0 < ry < merl.

Iz (5.10) imamo

(5.11) X =Y y X = (xy) r X = X ,

Za r, =0, xr, =1, rp, = m=~1=mr; iz (5.11) redom imamo

kao u prvom koraku pod (i), (ii) i (iii)., Za 2 g ¥, £ m=2,

"

m » 4 nastavljajuéi dalje sliZno u k-tom koraku Ce biti

m._, = mk_z-rk_1+1 (k » 2, m = m)
ti.
k-1
m_,=m- ] r +k=1,
1-1
Tada je 3 < m _, <N, gde je m=m > M >e..0 > M .o
keti korak. U ovom slucaju je
n=m_,d, +r. o gdg je 0 < r, sm_, - 1l
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0*5.:]: (m-):r.'l'k'l.

Tada iz préthodnog koraka dobijamo

| My m, _ m, m, _ m, g, +r
(5.12) xk1=1yk1,xk1=(xy)_k,1rxk1k koo,

=1, r, = 1 iz (5.12) tmaneo,

Zza r, =0, » K m 4"

k k
redom Kao u prvonlkoraku pod (i), (ii) 1 (iii). DalJL, za

2 g ¥, £m  ,~2, > 4 nastavljamo postupak.

Mee1
Za .T.'i = 2 (i= l;.2;--.;m-2) je mm_3 = 3" Dakle’

posle m—2 koraka,’tj. za k= m—2 imamo

no= mm-3qm-2 + rm-2
tj.
n = qu_2 + r oo gde jJe 0 < r o2 £ 2 .
Za r _, = 0, r _, = 1, rm_z = 2 (i drugih mogué-

nosti ovde nema) imamo redom kao u prvom koraku pod (i),
(ii) 4 (iii).
Time je posle najvise (m=-2) koraka postupak

zavrsen.

Primer &5.3. Neka SE€ S tj. 8. je semi-

| 16,67
grupa u kojoj za svaki x& S postoji ye 8 da je

Ovde je m= 16, n = 67, pa je 67 = 16°4+3. Dakle, ry = 3,
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pa je m = m-r;+1 = 1l4. Sada je 67 = 14-4+11., Dakle,
r, = 11, pa je my = m=rp+l = 4. Odavde je 67 = 4-16+3,

Dakle, r3 = 3, pa je S< A, tj. SIG 67<: A,
. ' ’

Neka je m > n > 1, Tada je
m=ng +r, O0grg n=-i

pa na osnovu (2.1) je

ng+r n

(5.13) 150 an+r' KNI+ o (xy) %" = x

odakle na osnovu trede jednakosti iz (5.13) imamo x"? » x9,

pa koristeéi prve dve jednakosti iz (5.13) dobijamo

(5.14) xq+r = yq+r' xq*r o (}Cy)q"'r' xn = X .

Jasno je m = ng+r > g+r, pa ako je g+r = n
dobijamo iz (5.14).da je semigrupa iz klase Sq+r,q+r an-
ti=-inverzna (Teorema 5.1). |

Ako je q+r = 2, tada iz (5.14) dobijamo da je

semigrupa iz klase 32 n anti-inverzna (Teorema 5.1).
’

Ako je 3 ¢ g+r < n, onda postupak ponavljamo

kao u slu¢aju m < n.

Ako je: q+r > n; postupak se nastavlja. Posle

konatno koraka dobijamo slucaj ;iiﬁah relaciji (5.14), gde

[ .
e F

je q+r ¢ h,“a'tb je:véé bilo raspravljano.
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6. (m,n)*~ANTI-INVERZNE SEMIGRUPE

U ovoj tadki razmatrademo neka svojstva semi-

grupe iz klase S; n Mnoge teoreme se ovde dokazuju kao

’

teoreme iz tadaka 3. i 4. ove glave, pa ih necemo dokazi-
vati.

Oznac¢imo sa Ma skup svih elemenata semigrupe
S koji su (m,n)*-anti-inverzni sa a& S. Dalje, neka je
P neprazan podskup semigrupe S. Ozna&imo sa ([P] pod-

gsemigrupu S generiranu skupom P.

Slededa teorema se slidno dokazuje kao Teorema 3.1l.

Teorema 6.1. Néka je S & S::,n' Tada za svaki
a S isvaki BIC M.
GBa = [aU B]
je grupa.
Posledica 6.1. Neka je S semigrupa., Tada

sc€S* =-»s= U eB".

rema 6.1. Neka je S € S; . Tada
F

(‘qf:u:—:sn.x"’2 =e ) .
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W
Dokaz. Neka je S5€ Sm I vy&E S je (m,n)*-

!

-~anti-inverzan za =x& S. Tada na osnovu Teoreme 6.1, 12z

(2.2) imamo
(6.1) yw’1=>ﬂu'.

Stepenovanjem sa m iz (6.1) dobijamo

yxﬁy'l = x{m+1)m

ti.

I = xm2+m
odnosno

2
X' = e_ .
X
Slededéa posledica omogucava da se algoritam 12

prethodne tafke moZe primeniti na klasu S; e

Posledieca 6.2. (S, Crvenkovié'113|). Neka je

S semigrupa.

sesS" =>s&S,
m<,n

m,n

Lema 6.2, Neka je S & S; 0t Tada
. (4

(VxGS)(HkGN)(HtGN)(xk =x*An 3 t) .

’

Dokasz. Neka S€ S . Tada za svaki x& S
— m,n -

je X' = X,




- 1l1il =

Neka je k > n, tada k = nq+r,, pa je

7, I q; & q,+T)

Kako je n > 1, to

ng+r; =k > q+r; .
Ako je n > qi+r;, onda uZimamP t = qQ1+r;.
Ako je q1+£1 > n, tada

q+r; = ngp+r;

pa je
q_1+r1 n 2"‘1'2 qz 1."2 q2+r2
* = x = X = (xX') x = x .
Jasno
k > q+r; > q;+Xr;
dok je
= X = X °

Nastavljajuéi, posle kona&no koraka dolazimo do nekog ¢,

n>t tako da vazZi

k q1+r1 q2+r2 ¢
X = X = X =B L. = X .

Lema 6.3. Nekatge y {m,n)*-anti-inverzan

elementu X u.semigrﬁpi s E S; #. Tada je proizvoljan
xSyt

o def

gde s,tGN,n:-saO,m:-taO,-x = e .
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Dokasz. Na osnovu (2.2) sledi da jJe

(6.2) YX = xym+l

Iz (6.2) imamo

- - ' 1
(6.3) | yfx:= YI Ixym+1 _ yf 2xy2(m+1) = ... xyf(m+ )

Iz (6.3) dobijamo

- | _ L 2
yfxz _ yfxx _ xyf(m“)x _ xzyf(m 1)(m+1) _ xzyf(mu) .

Analogno dobijamo

k
fok _ xky.f(m-!-l) _

Na osnovu Leme 6.2 imamo da se k redukuje po n, a broj

1(m+1)* po mi n.

Posledica 6.3. Grupa [{x,y}] Jje kona&na.

Dokaz. Sledi neposredno na osnovu Leme 6. 3.

Slededom teoremom se karakteri%u semigrupe iz

klase s* .
m,n
Teorema 6.2.  Neka je S semigrupa. Tada
s€S" > (Wxesy@ye s ixy]e S, .

Dokaz. Na osnovu Teoreme 6.1 imano da je
[{qu}] grupa. Neka Jje xﬁy? proizvoljan element ove

grupe. DokaZimo da je tada

m{m=1) |
s t.m m{ > st+s+t)

(xy) =X
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Zzaista,
| (xsyt)m - x'syt.”xsytxsyt
pa je
(xﬁyt)m = xsyt_..ytx?syt{m+1)syt
tj.

23 $ |
t
(xgyt)m o xgyt_..xgsyt(m+1) Yttm+1) vt .

Nastavljajuéi dolazimo do

{m=-1)s ‘ (m=2)s -
(xgyt)m . xpsyt(m+1) Yt(m+1) . t(m+1)syt
)
Na osnovu Leme 6.1 imamno
m{m=-1)
(xgyt)m = xpsymt( , s+1)
Kako Jje
X" =y
imamo
mi{m=1)
(xsyt)m _ x:m(--—--é-----—-st-l-s-i-t)

Kako je S& S; 0 to grupa [{x,y}]e S; n ako i samo
ako jedna€ine
(xgyt)m = m’mr

(6.4) m+ 1

(x§y§ je proizvoljan element iz [{x,y}], imaju reSenja

po a u grupi :[{x,y}].




Ako postoji takvo o, onda Je

k., L

o = XYy

za neke k,l€ N|J {0}. Sistem jednaéina (6.4) tada postaje
-t)m

s _t\m

(Xy )" = (xky
(6.5)

xkyfxsyt - (xsyt)m-f-ixkyf |

pa reSenje sistema (6.4) je resSenje sistema (6.5) i obratno.

sistem (6.5) je ekvivalentan sa sistemom

m(m(gfz){st-kf)+s+t-k-f)
- = e
(6.6)
g m{m=1)
m{ > st+s+t-fs+k#)
X | = e .,

Refenja po k i ] sistema (6.6) nalazimo koristedi
Lemu 6.1, tj. da jJe

2
X =e , za svako xXx ¢ S .

Ako je m neparan broj, za k 1 I moZemo
uzeti k = s-~1, odnosno { ='t+1, pa je

o = xg-lyt+1

reSenje sistema (6.4).

Neka jeé m paran broj. Razlikujemo tri slucaja:
1° a) m= 4q
| s parno (ukljucujucéi i s = 0)

0)

t parno (ukljulujuéi ¢
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tada je

m
s=1+7
a4 = X zyt+1

redenje sistema (6.4}, $to se neposredno proverava.,

b) m= 4q + 2 '
s parno (ukljutujuéi s = 0)
t parno (kuljudujucéi t1- 0)
U ovom sluaju |

s=1+0 t+1+=

o= X _2}' 2
je redenje sistema (6.4)
2° s neparno
t parno
Zza o moZeno uzeti
t+1-Z
- xsﬂiy 2 .
0
3
s=-1 t+ld .
a =X Y je reSenje sistema (6.4) u

ostalim sluCajevima.

Kako je a” = a, sledli da su o 1 x?yt
(m,n) *-anti-inverzni.

Na osnovu dokazanog sledi da jJe

%
[{x,y}] € Sm'n .

Obrat teoreﬂe sledl neposredno.
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PQg}edica 3,4. Neka je S semigrupa. Tada

S & S: N ako i samo ako S Jjeste unija podgrupa od S

: ' i
koje su iz klase S .
, m,

'Egslegfca 6.5, Neka jg S slabo komutativwvna

semigrupa. Tada S ¢ S; n ako i samo ako s jeste semi-

F 4

latisa grupa kdje su iz klase S:

Dokaz. Sledi neposredno na osnovu Posledice 6.4,

i Teoreme III 3.2.

posledica 6.6. Neka je G grupa. Tada

ceS! > (¢x€e (Fye ) (lixyl]E S, e

Posledica 6.7. Neka je G grupa. Tada

- \ 3 - _ ' :
RS Sm'n ako i samo ako G Jjeste unija svojih podgrupa
: ’ . :

. koje su iz klase s* .
- | m,n

7. TEOREMA 0 BAZISNOJ KLASI I NEKE
NJENE POSLEDICE

Na osnovu Teorene 6.2. imanmo
Teorema 7.1. Neka je § semigrupa. Tada

sE A <> (¥xe s)(Tyes)ixyl]e A .
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Dokaz. 727a m=2 i n =25 iz Teorere 6.2.

Posledica 7.1. Neka je G grupa. Tada
ce A < (Yxea(Avye ) ([{xyl]€A) -

Nije te¥ko videti da je grupa [{x,y}] iz
Posledice 6.6. iz klase B koja se sastoji iz trivijalne

grupe, ciklic¢ne grupe rada 2 1 kvaterionske grupe.

7.1, (E.C.. JIANHH [34]). Neka su |

M, N, P t'r:l. xlase semigrupa, pri cemu je MCNC P,

Definicija

Klasa M Je bazisna za klasu N u odnosu na P ako je

ispunjeno:

a) Svaka semigrupa iz N se mo¥e pretstaviti

kao unija svojih podsemigrupa koje su iz klase M.

b) Svaka semigrupa jz P koja se moZe pret-
staviti kao unija svojih podsemigrupa koje su iz klase M

je iz klase N,

¢) Nijedna podklasa M' klase M ne zadovolja-
va uslov .(a}. .

Postoje klase semigrupa koje neﬁaju.bazisnu
klasu u smislu Lﬂapina (u smislu prethodne definicije). Na
primer, klasa svih komutativnih semigrupa.

Ako je M =8, N=A 1 P Kklasa svih semigru-

pa tada imamo -
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Teorema 7.2. Klasa B -je bazisna klasa u

smislu Ljapina 2za klasu A u odnosu na klasu P,

Dokaz. Uslovi (a) i (b) iz definicije bazisne
klase su ispunjeni na osnovu Posledice 6.7 i Teoreme 7.1.

Neposredno se proverava da je ispunjen uslov (c).

‘Poslédica'?;2;'12L§;]. Neka jJe S semigrupa.

Tada svaki element iz - S ima jedinstven anti-inverzan

element ako i samo ako S Jeste idempotentna seﬁigrﬁpa.

Dokasz. Ako svaki element a iz S ima
jedinstven anti-inverzan element, jasno da je tada S & A
i na osnovu Teoreme 7.2 S Jje unija trivijalnih grupa,

pa je S idenpotentna semigrupa.

Obratno, neka je S idempotentna semigrupa.
Pretpostavimo da za X & S postoji joS neki anti-inverzan

element Y& S. Tada je x = x* = y? =y, 8to je nemoguce.

Teorema 7.3, Neka je S semigrupa. Tada sva-

ka podsemigrupa od § je anti-inverzna ako i saro ako

(WxE8)(x3 = %) .

Dokaz. Neka je svaka podsemigrupa od S anti-
~inverzna. Tada S Jeste anti-inverzna, pa je S unija

svojih podsemigrupa koje su iz klase B, (Teorema 7.2), tj.
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S=Usi; SiGB-

Ako je Si kvaternionska gtupa, onda postoji podsemigrupa
od S koja nije anti~inverzna (ciklicna grupa reda‘4).
Dakle, S je unija podsemigrupa koje su iz klase B, ko=

ja se sastoji od tfivijalnih grupa i cikli&nih grupa reda

2, pa je za'svaki x€85, x=x%2 1il1i x? = e , pa je
(Vx& 8){(x = x3) .
Obrat slédi neposredno.
Posledica 7.3. Neka je G grupa. Tada svaka

podsemigrupa od G Jje anti-inverzna ako 1 samo ako za sva-

ki x€G je x% = e,. gde je sa e oznafena jedinica

grupe G.

8. NEKI SPECIJALNI SLUZAJEVI

Lema 8.1, Neka je S semigrupa. Tada

(VxE€ 8 (Myes)(x" =y™) <= (Jec€ S)(¥x&8) (X" = ¢)
(m & N) .

Dokaz. Jedinstvenost sledi neposredno.

Egzistencija:
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(VxE8)(YyE )X =y") = (JyEs)(¥xes) (X =y

— (Fy" € s) (¥ xS 8) (X" =

= (JcE€ s)(Vxes)(X =c¢

" - Obratno, neka postoji saro jedan c< § da je
X = ¢c, za svaki X € S, Tada za proizvoljan y & S Jje

v -=Ic, pa.je
(VxESY(Vyes)(x" =vy™) .

Teorema 8.1. Regularna semigrupa S u kojoj

(¥xE S) Yy Ss)(X" = y™)

(m & N) jeste periodidka grupa, i1 obratno.

Dokaz. Sledi neposredno na osnovu Leme 8.1. 1

Teoreme I 3.1,

Teorema 8.2. Neka 8§ & Sm o Tada
- ’

(VxeES)(Vyes)(F =y", ¥ = ()", & = x , za
neko n » 2 ako i samo ako S Jjeste grupa u kojoj je
(V¥ x € 8) (X" = e)

gde Je sa e oznacena jedinica grupe.

- Dokaz. Sledi neposredno,

Posledica 8.1. [2,50]. Neka je S ¢ A. Tada

svaka dva elementa iz S su medjusocbno anti-inverzni ako

™
y")

)
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i samo ako S Jjeste Abelova grupa u kojoj je svaki element

sam sebili inverzan u grupl.

. *
Teorema 8.4. Neka je S & Sm n® Tada
. ’

(8.1) (¥xE8)(¥yes) (¥ =y", yx=x""Ty, & = %

za neko n » 2 ako i samo ako S jeste komutativna grupa

u kojoj je

(Mx < 8) (X" = e)

gde je sa e oznaCena jedinica grupe.

' pokaz. Neka je ispunjeno (8.1). Tada na osno-
vu Teoreme 8.1.1i Leme 8.1 imamo da je S grupa 1 da je za
svaki x€ 85, ¥" = e, 0Odavde uzimajuéi u obzir (8.1) imamo

da jJe S komutativna grupa.

Obrat teoreme sledi neposredno.,

Teorema 8.65. Neka je S kona&na semigrupa.
Tada' S Jjeste p-grupa ako i samo ako postoje m = pk i

n » 2 da je

(8.2) (YxcS)(Myes) (X =y", x" = x .

Dokaz. Neka je S p=-grupa. Tada svaki element
k

xES je reda p *, pa je

“maxk

(¥ x < 8) (X

X o e)
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gde je e jedinica u S. Odavde imamo da Je

max k max k max k
X p x x+1

(YxES)(Vy &s) (X =y , xF = X).

Obratno, neka je u semigrupi S 2za m = pk (p Je prost

broj) ispunjen uslov (8.2). Tada na osnovu Teoreme 8.3, S

jeste grupa u kojoj Je
(VxGS)(xm = ) .

DokaZimo da je S p-grupa. Zaista, ako jJe -qx red elemen-

- q
ta xe S, tj. ¢ je najmanji takav broj da je X X = e,

X
Tada je qx|n1= p . Pretpostavimo suprotno, tj. neka Jje
a, najmanji takav broj da je

g
x " =e i X' =e i q/lm.

Jasno da je q, < n (jer ako je q, > m onda q, nije red

elementa X), tada imamo da je
m=nq + I, 0 < r < q,

Odavde imamo da je

e = X" = x = x*

$to je nemogude. Dakle, qxlm,= p , tj. ¢

Sto znaldi da je grupa S p-grupa [19}.
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9. SEMILATISE (m,n)*-ANTI-INVERZNIH SEMIGRUPA

Lema 9.1, Neka je S semilatisa grupa S,

a & Y. Tada S & S; ako i samo ako Sue S; ,¢ 23 svaki

» N ’

ae Y.

Dokasz. Neka je S &< S; n semilatisa grupa

’ .
Sa' a & Y., Tada za X €& S, postoji (m,nf—anti-inverzan
element yE S . Kako je x' =y " &S , to y &S, (Jer

ako bi yE€8S,, B#a tadabi y' & Sgr Bto je nemoguée) .

Br
Obrat sledi neposredno na osnovu Posledice 6.4.

Teorema 9.2, Neka je S semigrupa. Tada S

: N _
je slabo komutativna i S & Sm . ako i samo ako S Jjeste
, |
semilatisa grupa koje su iz klase S; n®
’
*
Dokaz. Neka je S & Sm n slabo komutativna
' F 4

semigrupa. Tada na osnovu Teoreme III 10.l.1i Leme 9.1, S
jeste séndlatisa grupa kojg su iz klase S;'n.

Obratno, neka je S semilatisa grupa koje su iz
klase S;'n. Tada na osnovu Teoreme III 10.1, S Je slabo
komutativnaﬁsemigrupa, a na osnovu Posledice 6.4. imamo da

sc §' .
mn,

n

Primedba 9.1. S1i¥%na teorema vaZi i ako je
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Teorema 9.2. Neka je S semrigrupa. Tada S

ig *
fe istovremeno inverzna i S & Sm n (S & Sm ,) ako i samo
’ ’ r

* ¥ 1 = & *
ako. S Jeste semilatisa grupa 12z Sm’n (Sm’n).




- 125 -

LITERATURA

O. Andersen, Ein Bericht ilber die Struktur abstrak-

ter Halbgrupen, Hamburg, 1952,

S. Bogdanovié, S. Milié, V. Pavlovié, Anti-inverse
gsemigroups, Pub.Inst.Math. Beograd, 24(38)1978, 19-28,

S. Bogdanovidé, On anti-inverse semigroups, Publ.Inst,
Math, Beograd, 25(39),1979, 25-31.

S, Bogdanovié, Deux caracterisations des semigroupes
anti-inverses, Zbornik radova PMF Novi Sad,
8(1978), 79-81. |

S. Bogdanovié, 0 jednoj klasi semigrupa, (magistar-
ski rad), Novi Sad, 1978.

S. Bogdanovié, S. Crvenkovié, On some classes of
semigroups, Zbornik radova PMF Novi Sad,
8(1978), 69-77. - . . .

A.H.'Clifford,.Semigroups admiting relative tnverses,
Ann, of Math,, 42(1941), 1037-1049,

" A.H, Clifford, G.,B. Preston, The algebratitec theory of

gemigroups, Vol. I, 1964, Vol. II (in Russian) Moscow.

A.H, Clifford, D.D. Muller, Semigroups having zeroid
elements, Amer.J.,Math., 70(1948), 117-125.

N.H. Mc Coy, The Theory of Rings, The Mac Milan
Comp., 1964, -

R. CroiSot,-Demi—groupes invergife et demi-groupes
réunions de demi-groupes s8imples, Ann,Sci, Ecole
Norm, Sup (3), 70(1953), 361-379,




- 126 - .

I. Creanga, D. Simorici, Teoria algebratca a semi-
grupurilor on aplicatii, Editura tehnicd,
Bucuresti, 1977

8. Crvenkovié, 0 jednoj klasi regularntih semtgrupa,

(magistarski rad), Beograd 1979,
P. Dubreil, Théorie des groupes, Dunod, 1972, Parié.

R.A. Good, D.R. Hughes, Associated groups for a
semigroup, Bull.Amer.Math.Soc., 58 (1952), 624-625,

M. Gowda Seetharama, Weakly Commutative semigroups,
Vignana Bharathi, 3(1977), N° 1., 55-57,

M. Gray, 4 radikal approach to algebra, Addison-

-Wesely Pul. Company, 1970.

J.A. Green, On the structure of sengroups, Ann, of
Math., 54(1951), 163-172.

M. Hall,-The theory of'groups, (Ha pyckam), MocHia 1962,

- J.M. Howie, An Introduction to semigroups Theory,

Acad.Press, 1976.

. K. Iséki, A charactertsatton of regular sengroup,

Proc. Japon Acad., 32(1956), 676-677.

K. Iséki, Contribution to the Theory of gemigroups I,

Proc, Japon Acad., 32(1956), 174-175.

.. Kovacs, A note on regular rings, Publ.Math., Deb-
recen, 4(1956), 465-468. -

D.N., Krgovié&, On (m,ﬁ)"regular semigroups, Publ.Inst.
Math., Beograd, 18(34), 1975, 107-110,

D.N, Krgovié, On intra-regular semigroups, MaT. Bec.,
13(28), 1976, 405-406. |

'S. Lajos, Generalized tdeals in semigroups, Acta Sci.

Math., Szeged, 22(1961), 217-222,

————, Notes on (my,n)-ldeals 1I, Proc. Japon Acad.,
8(1964),-631f632.




- 127 -

, Notes on (m,n}-Ideals, Proc. Japon Acad.,
5(1965), 383-385.

—————., On characterigation of regular aemigroups,
Proc. Japon Acad., 44(1968), 325-326.

H., Lal, Camgutative semi=-primary 8emigroups, Czech,
Math.J., 25(100), 1975, 1-3.

——, Quasi-commutative primary semigroups,
MaTt.Bec., 12(27), 1975, 271-278,

————, o-reflexive primary gemigroups, Indian J.
Pure and Appl.Math., 1977, N° 8, 930-937.

A.E. Nudep, H Teopur oGolbuwsHHEX rpynn, NAH CCCP.
97(1954), 25-28, ‘

E.C. Nanuu, Nonyrpynnw, ©®M Mockea, 1960.

S. Milié, S. Bogdanovié, On a class of anti=inverase
gemigroups, Publ.Inst.,Math., Beograd, 29(39),

- 1979, 95-100

W.D. Munn, On semigroup algebras, Proc. Cambridge
Phil.SOC‘., 51(1955) r 1-1511

W.D. Munn,. R. Penrose, A note on inverse semigroups,
Proc, Cambridge Phil.Soc., 51(1955), 396-399,

J. von Neumann, On regular rings, Proc.Math.,Acad.Sci.
USA, 22{1963), 707-713,

T.E., Nordahl, Commutative semigroupe whoae proper
subsemigroups are power joined, Semlgroup Forum,

M. Petrich, The maximal semilattice decomposition of
a semigroup, Math.Zeitsch., 85(1964), 68-82.

M. Petrich, Introduction to semigroups, Merill Publ.
Company, 1973. o

M. Petrich, Lecturea in gaemigroups, Akad. Verlog,
Berlin, 1977,




- 128 -

M. Petrich, Structure of regular semigroups, Cahiers
Math., Mountpellier, 1977.

B. Pondéli%ek, 4 certain equivalence on a semigroup,
Czech.Math.J., 21(96), 1971, 109-117.

G.B. Prestoﬁ} Inverse Semigroups, J.Lond.Math.S5Soc.,
29(1954), 3%6-403.

M.S. Putcha, On “the maximal semilattice decomposition
of the power semigroup of a semigroup, Semigroup

D. Rees, On semigroups, Cambridge Phil.Soc.,
36 (1940) , 387-400. |

M. SatyanaraYana, Commutative primary semigfoups,
Czech.Math.J., 22(97), 1972, 509-516.

J. Sedlock, Green’s relations on a periodic semigroup,

Czech.Math.J., 19(94), 1969, 318-323. .

~J.C. Sharp, Jr., Anti-regular semigroups, Publ.Inst.
'Math.., Beograd, 24(38), 1978, 147-150,

O. Steinfeld,‘ﬁber die Quasiideale von Halbgrupen,
Publ.Math, Debrecen, 4(1856), 262-275.

A. Spoletin-Cherubini, A. Varisco, Sui semigruppt
fortamente reversibili arhimediei, Instituto Lombardo,

‘Rend.Sci., A 110 (1976), 313-321, :

-—————, Sut semigruppt fortamente |
reversibili separativi, Instituto Lombardo, Rend.Sci.,
A 111 (1977), 31-43. -

T. Tamura, N. Kimura, On decomposition of a commuta-
tive semigroup, Kodai Math.Sem.Rep., 4(1954), 109-1lz.

T. Tamura, J. Shafer, Power semigroups, Math. Japon,
12(1967), 25-32.

G. Thierrin, Sur‘ane condition necessgsaire et suffi-
sante pour qu ‘un semigroupe soit un groupe, C.R.Acad.
Sci. Paris, 232(1951), 376-378.




- 129 -

¢. Thierrin, Sur les dléments unitaires d un demi-
~groupe inversif, C.R.Acad.Sci., Paris,
234(1952), 33-34,

—— e, Sur quelques proprietes de certaines
classes de demi-groupes, C.R.Acad.Sci., Paris,
239(1954), 1335-1337.

~ C e
_—————, Sur les homogroupes, C.R.Acad.Sci.,
Paris, 234(1952), 1519-1521.

, Contribution a la thdorie des dqivalen-
ces dang les demi-groupes, Bull.Soc.Math., France,
83(1955), 103-159,

O. Zariski, P, Samuel, Cammutatiue algebra, Vol. 1,11,
(Ha pyckom) Mocksa, 1963,

B.B, Baruep, 06o0wsHHBE rpynnsi, AAH, CCCP,
84(1952), 1119-1122,

M. Yamada, 4 remark on periodic esemigroupe, Sci.Rep.
Shimane Univ., 9(1959), 1-5.







	001a
	001b
	002a
	002b
	003a
	003b
	004a
	004b
	005a
	005b
	006a
	006b
	007a
	007b
	008a
	008b
	009a
	009b
	010a
	010b
	011a
	011b
	012a
	012b
	013a
	013b
	014a
	014b
	015a
	015b
	016a
	016b
	017a
	017b
	018a
	018b
	019a
	019b
	020a
	020b
	021a
	021b
	022a
	022b
	023a
	023b
	024a
	024b
	025a
	025b
	026a
	026b
	027a
	027b
	028a
	028b
	029a
	029b
	030a
	030b
	031a
	031b
	032a
	032b
	033a
	033b
	034a
	034b
	035a
	035b
	036a
	036b
	037a
	037b
	038a
	038b
	039a
	039b
	040a
	040b
	041a
	041b
	042a
	042b
	043a
	043b
	044a
	044b
	045a
	045b
	046a
	046b
	047a
	047b
	048a
	048b
	049a
	049b
	050a
	050b
	051a
	051b
	052a
	052b
	053a
	053b
	054a
	054b
	055a
	055b
	056a
	056b
	057a
	057b
	058a
	058b
	059a
	059b
	060a
	060b
	061a
	061b
	062a
	062b
	063a
	063b
	064a
	064b
	065a
	065b
	066a
	066b
	067a
	067b
	068a
	068b
	069a
	069b
	070a
	070b
	071a
	071b

