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Uvod

Od ideje uvodenja rasplinutih (fuzzy, fazi) skupova od strane Zadeha
1965., pa do danas, svedoci smo neverovatnog razvoja i primene rasplinutih
struktura. Ta, na izgled, jednostavna, ali veoma smela ideja da se odstupi od
uobicajenog (klasiénog) matematickog pristupa i da se napravi pristup koji je
blizi stvarnom zivotu, bazirana na ljudskom ponasanju i odlu¢ivanju, u kome
nije sve crno-belo, tacno-neta¢no, dobro-lose..., ve¢ izmedu dve krajnosti,
postoji viSe nivoa pripadanja skupu sa datim svojstvom, izazvala je burne
reakcije. Ovakav pristup podstakao je istrazivanje rasplinutih algebarskih
struktura koje su dobijene iz klasiénih (crisp) struktura, a koje su nasle
veliku primenu, prvenstveno u svim granama informacionih nauka.

Mrezno vrednosni rasplinuti (fuzzy, fazi) skup (prvo uveden od strane
Goguen-a [37]) je preslikavanje p : G — L, gde je G neki neprazan skup
i L kompletna mreza. Cesto se uzima da je L neki specijalan tip mreze
npr. [0,1] interval realnih brojeva, Bulova mreza, rezidualna mreza itd. Ako
su u skupu G definisane neke operacije i relacije, onda dobijamo specijalne
rasplinute skupove (rasplinute ili fuzzy algebre), ¢iji naziv odgovara nazivu
u klasi¢noj algebri, samo je nazivu klasi¢ne (crisp) algebre dodat prefiks

rasplinuti (fuzzy).

Mrezno vrednosne algebre se istrazuju od samog nastanka rasplinutih
struktura. Prvo su nastale rasplinute grupe (Rosenfeld [72] i Das [24]),
zatim polugrupe, prsteni i ostale posebne strukture (pocevsi od Malika i

Mordesona, videti [66] i reference date u njima). Za rasplinute polugrupe,
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monografija [65] daje sazet prikaz svih rezultata do 2003. Medu brojnim
rezultatima, mozemo pomenuti rad [36], gde su ispitivane strukture ras-
plinutih podgrupa grupa .

Usledilo je pojavljivanje rasplinute univerzalne algebre (videti Di Nola,
Gerla [32] i takode Seselja, Tepavcevié [76], [78]). Svi pomenuti rade sa
rasplinutim podalgebrama, tj. univerzum algebre je fazifikovan, dok su ope-
racije ostale klasi¢ne (crisp). Razlika postoji u kodomenu rasplinute struk-
ture kao funkcije, bilo da je to jedini¢ni interval ili kompletna mreza (u novije
vreme rezidualna). Takode je radeno uopstenje u smislu da kodomen bude
poset ili relacioni sistem [76].

U poslednje dve decenije najces¢i predmet istrazivanja univerzalnih alge-
bri u ovom kontekstu je bilo ispitivanje u smislu rasplinutog preslikavanja na
opisani nacin, ali takode sa razli¢itim pristupima. Bez veéeg ulaska u Siroko
polje fazi logike, pomenué¢emo samo neke posebne doprinose algebri, rele-
vantne za istrazivanja u ovom radu. Pojam rasplinute jednakosti je uveden
u radu Hohle [41] i onda koriséen od strane mnogih drugih autora. U neko-
liko radova, videti npr. [27], [29] Demirci razmatra specijalne algebarske
strukture u kojima postoje rasplinute relacije jednakosti.

Beélohlavek (videti knjigu [2], i knjigu sa Vychodilom [5]), samostalno,
i u saradnji sa drugim matematicarima uvodi i istrazuje algebre sa ras-
plinutim jednakostima. One su definisane kao klasi¢ne algebre u kojima je
obi¢na jednakost zamenjena rasplinutom jednakoséu koja je kompatibilna
sa osnovnim operacijama algebre. U ovom okviru, Bélohlavek razvija i is-
trazuje najvaznije algebarske teme (kongruencije, podalgebre, proizvode, kao
i varijetete). Kodomen ovih rasplinutih struktura je obi¢no neka rezidualna
mreza. Razlog za uzimanje rezidualne mreze kao kodomena u ovom kontek-
stu je to §to se u rezidualnoj mrezi uspesno moze modelirati logika (kad je
potrebna i upotreba implikacije). Nedostatak ovog pristupa je to sto tada
nivoi raspinutih struktura ne zadovoljavaju uvek svojstva analogna obi¢nim

strukturama. U okviru istrazivanja rasplinutih algebri, Seselja i Tepavéevié
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[89] uvode slabe mrezno vrednosne ekvivalencije i jednakosti preko oslabljene

refleksivnosti.

Jedna od znacajnih tema istrazivanja u ovom radu su razli¢iti aspekti
rasplinutih polugrupa. Ova oblast ima Siroku primenljivost u teoriji au-
tomata i drugim oblastima. Preciznije, strukturna teorija automata je bazi-
rana na polugrupama prelaza automata, tako da teorija razvijena u ovom
radu u tom kontekstu moze imati znacajnu primenu.

Nedavno su u svetu veé sprovedena neka istrazivanja vezana za mogucénosti
primene polugrupa i sa njima povezanih struktura, u pristupu vezanom za
rasplinute skupove (videti monografiju [65]). Siroko se istrazuju rasplinuti
automati (videti [64]). Rasplinuti automati sa vrednostima iz kompletne
rezidualne mreze se takode ispituju u skorije vreme (videti [43]).

Vrlo ¢esto, osobine rasplinutih struktura su ispitivane koriséenjem mogué-
nosti prenosa osobina samih struktura (rasplinutih skupova, rasplinutih re-
lacija, rasplinutih algebri, itd.) na njihove nivo ("cut”) strukture (koje su
odgovarajuce klasi¢ne strukture). One su poznate kao ” cut-worthy” osobine.
Termin ”cut-worthy” se prvi put pojavljuje u [1], videti takode [55], a za
mrezno vrednosni ”cut-worthy” pristup videti [39, 81, 105]. Neki delovi
ovog rada su nastali tako Sto je nastojano da bude ispostovan ”cut-worthy”
pristup.

Koristan alat za karakterizaciju razlicitih tipova polugrupa i rasplinutih
polugrupa su razli¢iti tipovi rasplinutih ideala. U [65] je dat prikaz veze
izmedu ideala i polugrupa. Posebno, kompletno regularne polugrupe su
okarakterisane preko razli¢itih tipova rasplinutih ideala i relacijskih struk-
tura. U skorije vreme dobijeno je nekoliko novih rezultata o karakterizaciji
rasplinutih polugrupa preko rasplinutih ideala. Medu mnogim drugim, regu-
larne polugrupe su okarakterisane upotrebom («, 3)-rasplinutih ideala [110]
i novi rezultati o rasplinutim idealima i poluprostim rasplinutim idealima u

polugrupama su dobijeni u [54].
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Podgrupa polugrupe je vazan pojam u klasi¢noj algebri (videti [22]).
Posebno, dobro poznat rezultat je particija nekih klasa polugrupa na familiju
grupa. Dobijene faktor strukture su ¢esto polumreze.

Rasplinute ekvivalencije, kongruencije i jednakosti spadaju u najvaznije
pojmove u algebarskim istrazivanjima. Prvobitno su ovi pojmovi definisani
na klasi¢noj algebri, a kodomen je bila obi¢na mreza sa nulom i jedinicom
ili pak rezidualna mreza. U skorije vreme je doslo do novog pristupa, u
smislu da je oslabljena refleksivnost, t.j. uslov p(z,y) = 1, zamenjen sa
p(z,y) < p(z,x), gde je sa p oznacena rasplinuta relacija.

U ovom radu su pomenuti pojmovi definisani na rasplinutoj podstruk-
turi tako §to je dodat uslov p(x,y) < p(x) A u(y), gde je p uvedena relacija
na rasplinutom podskupu (podalgebri) u, i zato je refleksivnost zamenjena
sa p(z,z) = p(z). Dalje, u skladu sa ovim definicijama, su uvedeni pojmovi
podalgebre rasplinute podalgebre, rasplinutog homomorfizma rasplinute po-
dalgebre u rasplinutu podalgebru i direktnog proizvoda rasplinutih podal-
gebri. Pojam zadovoljenja rasplinutog identiteta je razmatran tako Sto je
rasplinuta jednakost na algebri zamenjena sa rasplinutom jednakoSéu na
rasplinutoj podalgebri.

U radu su ispitivane i neke posebne klase mrezno vrednosnih podalgebri.
Nov pristup u ovim razmatranjima je taj sto je jedna mrezno vrednosna al-
gebarska struktura definisana na drugoj klasi¢noj ili rasplinutoj algebarskoj
strukturi, umesto na istoj, kao sto je do sada bio slu¢aj. Npr. rasplinuta
podgrupa je definisana na polugrupi, ali i na rasplinutoj polugrupi. U radu

je ispitivana i povezanost razli¢itih rasplinutih struktura.
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Rad se sastoji iz Uvoda i pet celina (glava odnosno poglavlja), od kojih
prve dve sadrze prikaz poznatih pojmova i rezultata, a poslednje tri sadrze

originalni nau¢ni doprinos.

U prvom poglavlju dati su osnovni pojmovi iz teorije mreza i univerzalne
algebre. To poglavlje sadrzi poznate pojmove i rezultate na kojima se bazi-
raju novo-uvedeni pojmovi i rezultati. U izuc¢avanju osobina koje su za-
jednicke za sve algebarske strukture (poput grupa, prstena itd.), ili osobina
koje odvajaju jednu klasu algebri od druge, mreze igraju vaznu ulogu. Ovde
su posebno znacajne mreze kongruencija, kao i mreze podalgebri, kao $to su
podgrupe ili podprsteni. Mnogi rezultati iz teorije rasplinutih skupova in-
spirisani su rezultatima iz teorije mreza. Pored toga, u definiciji rasplinutih
(fuzzy) skupova koja se koristi u ovom radu mreze imaju kljuénu ulogu. Iz
tog razloga, u prvom delu ovog poglavlja dati su neki osnovni univerzalno-
algebarski pojmovi vezani za mreze, kao pojmovi podmreze, homomorfizma
i kongruencije. Na kraju su navedeni neki specijalni tipovi mreza, Bulove,
distributivne i rezidualne mreze. Navedene su vazne teoreme vezane za nave-
dene pojmove. Izbor definicija i teorema je dat u skladu sa pojmovima koji
¢e biti koriséeni u ovom radu.

U drugom delu ovog poglavlja dati su osnovni pojmovi univerzalne al-
gebre, kao i neke osnovne teoreme potrebne u ovom radu. Date su definicije
algebre, podalgebre, koli¢nicke algebre, direktnog proizvoda algebri, izomor-
fizma, kongruencije, terma, identiteta i drugih, jer su to pojmovi koji se u
ovom radu uops§tavaju u okviru teorije rasplinutih struktura.

Neke definicije iz ovog poglavlja mogle su biti izostavljene u sluc¢aju da

smatramo da su opSte poznate i da ih ne treba navoditi. Medutim, kako je
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ovo uvodni deo iz klasi¢ne teorije, da bi ovaj doktorat predstavljao jednu

celinu, navedene su i neke dobro poznate definicije.

U drugom poglavlju su prvo dati osnovni pojmovi i rezultati iz mrezno
vrednosnih struktura. Definisan je rasplinuti podskup prvo na obi¢noj mrezi
sa nulom i jedinicom, a zatim i na rezidualnoj mrezi. Takode su definisani
presek i unija proizvoljne kolekcije rasplinutih podskupova. Dat je i po-
jam skupa nivoa p, gde je p proizvoljan element mreze koja se koristi kao
kodomen rasplinutog podskupa.

Zatim je definisana rasplinuta relacija i njene vaznije osobine kao sto
su rasplinuta refleksivnost, simetri¢nost, antisimetri¢nost i tranzitivnost.
Posebno su istaknute rasplinute relacije ekvivalencije, koje u ovom radu
imaju jednu od centralnih uloga, naroc¢ito njihov specijalan slu¢aj rasplin-
uta jednakost.

Sledi uvodenje pojma rasplinutog preslikavanja i rasplinute operacije na
datom rasplinutom podskupu kao preslikavanja posebnog oblika.

Pored rasplinutog preslikavanja koje je definisano kao klasi¢no preslika-
vanje rasplinutog skupa u rasplinuti skup koje zadovoljava date uslove, u
ovom poglavlju je rasplinuto preslikavanje definisano i kao rasplinuta bina-
rna relacija koja zadovoljava odredene uslove. Izlozeni su i osnovni principi
ovakvog pristupa koji je razvio M. Demirci ([26, 28, 29]).

Mrezno vrednosna podalgebra date algebre je definisana, kako u slucaju
kada je kodomen kompletna mreza sa nulom i jedinicom, tako i u slu¢aju
kada je kodomen rezidualna mreza.

Posebno su istaknute rasplinute kongruencije i rasplinute kompatibilne
jednakosti na datoj algebri. Slede definicije podalgebre date rasplinute po-
dalgebre, rasplinutog homomorfizma rasplinute podalgebre u rasplinutu po-
dalgebru i direktnog proizvoda rasplinutih podalgebri.

Pored rasplinute ekvivalencije i rasplinute jednakosti, slabljenjem os-

obine refleksivnosti, uvedeni su i pojmovi slabe rasplinute ekvivalencije i



UVOD 11

slabe rasplinute jednakosti. U daljim razmatranjima koriS¢ena mreza skoro
uvek je kompletna. Data je veza izmedu mrezno vrednosne slabe jednakosti
na skupu, odnosno podalgebri neke algebre i nivo skupova te relacije.

Uveden je i pojam mrezno vrednosnog identiteta i pojam njegovog zado-
voljenja, odnosno ta¢nosti na nekoj rasplinutoj podalgebri date algebre. Os-
novne osobine mrezno vrednosnih identiteta su prikazane, pre svega, preko
rezultata iz [105].

U ovom poglavlju se razmatraju i tzv. L-algebre kao obi¢ne algebre ko-
jima je pridruzena rasplinuta jednakost koja je kompatibilna sa funkcijama
ove algebre. Za kodomen je uzeta rezidualna mreza. Detaljan prikaz ovih
algebri dat je u knjizi [5].

Svi pojmovi u ovom pristupu su definisani na L-algebri. Tako se uvode
pojmovi podalgebre, kongruencije, homomorfizma i direktnih proizvoda na
klasi¢noj algebri sa rasplinutom jednakoséu. Naravno, ove definicije i rezul-
tati se razlikuju od sli¢nih rezultata i definicija ovih pojmova na rasplinutoj
podalgebri.

Takode su izlozene i osnove rasplinute jednakosne logike, koje su posluzile
kao osnova za uvodenje pojma jednakosne klase. Uveden je i pojam vari-
jeteta i na kraju teorema koja je uopstenje poznate teoreme Birkhoff-a (klasa
algebri varijetet ako i samo ako je jednakosna klasa).

U ovom poglavlju su takode navedeni primeri rasplinutih struktura u

sluc¢aju grupoida, polugrupe, grupe i poluprstena.

U treé¢em poglavlju je na rasplinutoj podpolugrupi definisana rasplinuta
podgrupa i razmatrane su particije rasplinute podpolugrupe. Postoje brojni
radovi u kojima su ispitivane rasplinute podgrupe grupa. Medu mnogob-
rojnim rezultatima, mozemo pomenuti rad [36], gde su ispitivane strukture
rasplinutih podgrupa; rad [114], gde je pokazano da rasplinut podgrupoid
grupe ne mora biti rasplinuta grupa, slicno kao u klasi¢énom slucaju i rad

[111] u kom su ispitivane rasplinute regularne podpolugrupe.
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Rasplinute particije su istrazivali mnogi autori (npr. [36]), i posebno
rasplinute § — e-particije (pristup koji je koriséen u ovom radu) koje su
uvedene i ispitivane u [61].

Treée poglavlje (kao i ¢etvrto i peto) sadrzi originalne rezultate. U
ovom delu, neki od gore spomenutih pojmova i rezultata su uvedeni u kon-
tekstu rasplinutih skupova, i ispitani koriséenjem delimi¢no ”cut-worthy”
pristupa. Dva nova koncepta su definisana i istrazena: rasplinuta (G, €)-
podgrupa polugrupe i rasplinuta (G, €)-podgrupa rasplinute polugrupe. Kao
glavni rezultat u ovom delu, dokazano je da rasplinuta polugrupa moze biti
prikazana kao particija (koriséenjem specijalnih tipova rasplinutih particija)
familije rasplinutih (G, €)-podgrupa ako i samo ako je ona kompletno regu-
larna rasplinuta polugrupa. Ovako dobijene particije su 1 — e-particije [61].
Otuda se dobija karakterizacija rasplinutih kompletno regularnih polugrupa
preko familije rasplinutih e-podgrupa.

Prednosti uvodenja nove definicije rasplinute e-podgrupe rasplinute polu-
grupe je §to omogucava predstavljanje rasplinute kompletno regularne polu-
grupe preko rasplinute particije familije takvih rasplinutih struktura (ras-
plinutih e-podgrupa ). Reprezentacija nije mogucéa ako koristimo samo
klasi¢ne rasplinute podgrupe. Drugi pojam koji omogucéava ovo istrazivanje
je koncepcija 1 — e-particija.

Podsetimo da smo koristili kompletne mreze kao kodomen, umesto re-
alnog intervala [0, 1], zato Sto je takav pristup opstiji, a i dalje vazi i saglas-
nost sa nivoima. Pored toga, u nekim delovima rada zahteva se da mreza

bude kompletno distributivna, a u nekim delovima da bude linearno uredena.

U cetvrtom poglavlju razmatramo rasplinute kongruencije na rasplinu-
tim podalgebrama obi¢ne (crisp) algebre. Rasplinute jednakosti su speci-
jalne rasplinute kongruencije i one su uvedene umesto obi¢nih jednakosti.
Skup vrednosti je kompletna rezidualna mreza, koja u nekim slucajevima

ima i dodatna svojstva.
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Posle uvodnog razmatranja su uvedene rasplinute kongruencije kao ras-
plinute relacije na rasplinutim podalgebrama obi¢ne algebre. Rasplinute
kongruencije su povezane sa rasplinutim podalgebrama preko prikladne defini-
cije refleksivnosti. Dokazano je da je kolekcija svih rasplinutih kongruencija
na rasplinutoj podalgebri neke algebre kompletna mreza u kojoj rasplinute
jednakosti formiraju kompletnu i-polumrezu. Dalje je definisan rasplinuti
identitet kao formula u kojoj su termi povezani preko rasplinute jednakosti
umesto obic¢ne. Rasplinuti identitet moze biti zadovoljen na rasplinutoj po-
dalgebri (u odnosu na neku rasplinutu jednakost), dok obi¢na nosac¢ alge-
bra ne mora zadovoljavati odgovarajuéi obican identitet. Dokazano je da,
ako rasplinuta podalgebra algebre zadovoljava rasplinuti identitet u odnosu
na neku rasplinutu jednakost, onda postoji najmanja rasplinuta jednakost
takva da odgovarajuéi rasplinuti identitet vazi na istoj rasplinutoj podalge-
bri. Glavni rezultat u ovom delu je da obi¢na algebra zadovoljava obi¢an
identitet ako i samo ako odgovarajuéa rasplinuta podalgebra zadovoljava
odgovarajuéi identitet za sve odgovarajuce rasplinute jednakosti.

Zatim su proucavane specijalne rasplinute kongruencije na obi¢noj alge-
bri, koje su nazvane slabe rasplinute kongruencije. Dokazano je da je, pod
odredenim uslovima, svaka slaba rasplinuta kongruencija na algebri takode
i rasplinuta kongruencija na rasplinutoj podalgebri. Obrnuto, svaka rasplin-
uta kongruencija na rasplinutoj podalgebri neke algebre je slaba rasplinuta
kongruencija na nekoj obi¢noj (crisp) algebri. U zaklju¢ku objasnjavamo
znacaj naseg pristupa, koji je sadrzan u sustini rasplinutosti novo-definisanih
rasplinutih struktura, koristeéi rasplinute identitete. Kao primer, dajemo
novu definiciju rasplinute podpolugrupe obi¢nog (crisp) grupoida.

Napomenimo da je na$ pristup rasplinutim identitetima na rasplinutim
podalgebrama potekao od ideje iz rada [105]. Medutim, u tom radu nisu
koris¢ene rasplinute kongruencije i rasplinute jednakosti na rasplinutim po-

dalgebrama. Sve ovo bilo je definisano sa fiksiranom dijagonalom (sa 1 na
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dijagonali) i otuda je bilo povezano sa algebrom nosacem, a ne sa njenom

rasplinutom podalgebrom.

U petom poglavlju se nastavljaju istrazivanja iz prethodnog poglavlja
uvodenjem novih pojmova i uopstavanjem postojec¢ih rezultata. Ovde je
kao kodomen rasplinutih struktura ponovo uzeta kompletna mreza

U ovom delu rada se definiSe rasplinuta algebra kao rasplinuta podalge-
bra univerzalne algebre na kojoj je data kompatibilna rasplinuta jednakost.
Zmaci rasplinuta podalgebra ima ulogu algebre, a jednakost je zamenjena sa
rasplinutom jednakoséu na toj podalgebri. Zatim je definisana rasplinuta
jednakosna klasa tako uvedenih rasplinutih algebri.

Na primeru rasplinutog podgrupoida je ilustrovana primena rasplinutih
kompatibilnih jednakosti. Rasplinuta podpolugrupa je definisana na ras-
plinutom podgrupoidu (ne na polugrupi) u odnosu na kompatibilnu rasplin-
utu jednakost datu na tom rasplinutom podgrupoidu. Dobijeni rezultati su
uopstenja poznatih rezultata iz klasi¢ne algebre.

Dalje su definisane podalgebre rasplinute podalgebre i dokazano da, ako
rasplinuta algebra pripada nekoj jednakosnoj klasi, onda i njena podalgebra
pripada toj jednakosnoj klasi.

Takode je definisan rasplinut homomorfizam jedne rasplinute algebre
u drugu, definisana homomorfna slika prve rasplinute algebre i dokazano
da, ako rasplinuta algebra pripada nekoj jednakosnoj klasi, onda i njena
homomorfna slika pripada toj jednakosnoj klasi.

Zatim je definisan direktan proizvod rasplinutih algebri i dokazano da,
ako kolekcija rasplinutih algebri pripada nekoj jednakosnoj klasi, onda i
njihov direktan proizvod pripada toj jednakosnoj klasi.

Kao posledica prethodnih teorema se dobija teorema, koja odgovara jed-
nom pravcu teoreme Birkhoff-a u klasi¢noj algebri, kao i jednom pravcu
odgovarajuce teoreme, kada je rasplinuta jednakost definisana na obi¢noj

algebri.



GLAVA 1

Algebarske strukture

Glavna oblast istrazivanja u ovom radu su mrezno vrednosne strukture.
Zato u ovoj uvodnoj glavi navodimo osnovne pojmove i tvrdenja iz mreza
i opstih algebarskih struktura koji ¢e se koristiti u daljem radu ili sa njima
Cine jedinstvenu celinu. Osvrt je podeljen na dve glavne celine: Mreze i

Univerzalne algebre.

1. Mreze

1.1. Definicije i osnovne osobine mreza. Poseban znacaj medu
uredenim skupovima imaju oni €iji svi konaéni podskupovi (ili svi pod-
skupovi), imaju infimum i supremum. Tako dolazimo do pojma mreze
kao uredenog skupa (L,<) u kome za svaka dva elementa a i b postoji
inf{a,b} i sup{a,b}. Lako se dokazuje da, ako je (L, <) mreza, onda infM
i supM postoje za svaki neprazan konacan podskup M skupa L. Cesto ko-
ristimo naziv mrezno uredeni skup za uredeni skup koji je mreza. Ako u
uredenom skupu svaki podskup (ne samo konacan i neprazan) ima infimum
i supremum, onda se on zove potpuna (kompletna) mreza. U potpunoj
mrezi infimum i supremum skupa L su redom najmanji (0) i najveéi (1)
element, dok je za prazan skup infimum (1), a supremum (0). Mreza je

ogranicena, ako je ogranic¢ena kao uredeni skup, tj. ako poseduje najmanji

15
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(0), i najveéi (1) element. Jasno je da je svaka potpuna mreza ogranicena,
a svaka kona¢na mreza je potpuna i ograni¢ena.

U uredenom skupu infimum i supremum su, ako postoje, jedinstveni.
Kako je mreza uredeni skup u kome infimum i supremum postoje za svaka

dva elementa, mogu se definisati dve binarne operacije na slede¢i nacin:
z ANy :=inf{x,y} , zVy:=sup{z,y}
Ako je M podskup mreze L, uvodimo oznake:
/\M:: mfM \/M:: supM
U mrezi je x < y ekvivalentno sa svakom od jednakosti:
TANy=x , rVyYy=y

Napomenimo da uredeni podskup mreze ne mora i sam biti mreza, jer
u njemu ne mora postojati infimum i supremum.

Sledec¢a tvrdenja govore o uslovima pod kojima je uredeni skup potpuna
mreza.

Uredeni skup (A,<) u kome svaki podskup ima infimum je potpuna
mreza.

Uredeni skup (A, <) u kome svaki neprazan podskup ima infimum i koji
ima najvect element, je potpuna mreZa.

Kako je mreza svih podskupova nepraznog skupa (u odnosu na inkluziju)
potpuna, infimum je skupovni presek, a supremum skupovna unija. Veéina
potpunih mreza koje se ispituju u algebri sastavljena je od skupova. U njima
je obi¢no infimum presek, ali supremum nije uvek unija. Na konstrukciju
takvih mreza upucuje sledeé¢a teorema.

Neka je F familija podskupova nepraznog skupa A, zatvorena u odnosu

na skupovni presek i koji sadrzi skup A. Tada je (F,C) kompletna mreza.
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Supremum proizvoljne kolekcije podskupova ovako konstruisane potpune

mreze je presek svih skupova koji sadrze uniju te kolekcije:
\V{A | A CFy=({BeFluR CB}.

Pored definicije mreze kao uredenog skupa, ona se moze definisati i kao
algebarska struktura.

Neka je L neprazan skup, a V i A binarne operacije na njemu. Tada je
uredena trojka (L,V,\) mreza (mreZa kao algebarska struktura), ako su
obe operacije komutativne i asocijativne i vaZe zakoni apsorpcije.

Na mrezi (L, A, V) vaze i zakoni idempotentnosti:
rVex=x , TNx==1x.

Iz definicije mreze kao algebarske strukture sledi da je svaki uredeni skup
(L, <) koji je mreza, istovremeno i mreza kao algebarska struktura (L, A, V).
Binarne operacije A i V su redom infimum i supremum. Takode, na mrezi

(L, A\, V) moze se definisati relacija poretka < tako da je (L, <) mreza:

x <y akoisamo akoje zAy=xz. (1)

Dakle, svaka mreza (L, A, V) je istovremeno i mrezno ureden skup (L, <)
u odnosu na poredak < definisan sa (1).

Svaki mrezno ureden skup (L, <) jeste mreza i kao algebarska struktura
(L, A, V), gde su operacije A i V redom infimum i supremum.

Mrezni termi (krace: termi) definisu se na sledeéi nacin:

(i) promenljive x,y, z, ..., T1, T2, T3, ... Su termi;
(ii) ako su A i B termi, onda su (AN B) i (AV B) termi;
(iii) termi su samo oni izrazi koji se obrazuju konacnim brojem primena

prethodna dva pravila.
Sa t(z1, ..., Ty) oznacava se tzv. n—arni term, u kome ucestvuju samo
promenljive iz skupa {z1,...,x,}. Svaki n—arni term odreduje n—arnu op-

eraciju, tzv. term funkciju na datoj mrezi L. Ta funkcija preslikava L"
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u L. Ako je t(x1,...,x,) n—arni term i aq, ..., a,, elementi proizvoljne mreze
L, onda je i t(aq,...,a,) element iz L koji je vrednost term funkcije za te
konkretne elemente. Mrezni identitet (krace identitet) je formula s = ¢,
gde su s it termi. Kazemo da je identitet zadovoljen na mrezi L ako su
jednake funkcije koje na toj mrezi odreduju termi s i t.

Mrezna nejednakost je formula oblika s < ¢t gde su s it termi, a <
relacijski znak koji se interpretira kao relacija poretka u mrezi. Ova formula
je ekvivalentna identitetu s At = s, tj. nejednakost je ispunjena ako i samo
ako vazi odgovarajuéi identitet.

Neka je L proizvoljna mreZa i
A1y ey Any b1, ..., b € L. Ako je a1 < b1, ...,an < by, onda je za proizvoljan

n-arnt term t,

t(al, cevy an) < t(bl, veny bn)

U svakoj mrezi za proizvoljan n-arni term t vazi:
TIN o ANxy < t(xp, ey ) <z V.oV,

Identiteti:

xV(yANz)=(xVy A(zVz) (dq)
xA(yVz)=(xAy)V(zAz) (d2)

se zovu zakoni distributivnosti i oni ne vaZe na svakoj mrezi. MrezZa je
distributivna ako na njoj vaze distributivni zakoni dy 4 do.

Identiteti d; i do su ekvivalentni, tj. ako u mrezi vazi jedan od njih, onda
vazi i drugi.

U svakoj mrezi vazi tzv. minimaks princip:

m

(V)2 V (A=)

i=1  j=1 j=1 =1

=

Mreza (L, <) kao uredeni skup moze imati najmanji i (ili) najveéi el-

ement. Ako se ona posmatra kao algebra (L,A,V) , onda se ti elementi
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definisu kao nula (0) i jedinica (1), na sledeéi naé¢in: za sve z iz L
OVez=z 1 1Az==x.

Nula i jedinica (ako postoje) su redom najmanji i najveéi element u mrezi u
odnosu na poredak <. Takode, ako postoje nulti i jedini¢ni element, onda,
za sve x iz L, vazi:

ONz=0 1 1Vz=1

Veé¢ smo naveli da je mreza ograni¢ena ako ima nulti (0) i jedini¢ni (1)
elemenat. U ogranic¢enoj mrezi definiSemo komplement 2’ elementa x preko
jednakosti:

AN =0 i zva =1.

Lako se proverava da su 0 i 1 uzajamno komplementi. Postoje mreze u
kojim, osim 0 i 1, nema drugih elemenata sa komplementima. Napomenimo
da jedan element moze imati vise od jednog komplementa.

MrezZa je komplementirana ako u njoj svaki element ima komplement,
a jednoznacno komplementirana ako svaki njen element ima tacno jedan
komplement.

Mreza (L1,A,V) je podmreza mreie (L,A\,V), ako je L1 C L, a op-
eracije na L1 su restrikcije operacija iz L.

Poredak se na podmrezi poklapa sa poretkom na samoj mrezi. Obratno
ne vazi; uredeni podskup iz L moze i sam biti mreza u odnosu na pos-
tojeci poredak, ali ne mora biti podmreza mreze L. Zato se pojam podmreze
definige iskljucivo za mrezu kao algebru (L, A, V).

Presek dve podmreZe mreze L, koje nisu disjunktne, je podmrezZa u L.

Ovo tvrdenje moze se uopstiti na proizvoljno mnogo podmreza koje
imaju neprazan presek. U tom smislu, ako je M neprazan podskup mreze L,
onda je presek svih podmreza koje sadrze skup M, u oznaci (M), podmreza
mreze L. Kazemo da je (M) podmreza generisana skupom M. Moze se
dokazati da je to najmanja podmreza mreze L koja sadrzi skup M.

Opstije tvrdenje dato je u sledecoj teoremi.
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Ako je M neprazan podskup mreze L i a € L, onda a € (M) ako i
samo ako je a = t(mq,...,my) za neki n-arni mreini term t i neke elemente
MYy ey My 12 M.

Kao i svaka mreza i podmreza moze biti potpuna tj. sadrzati infimum
i supremum svakog svog podskupa. Za mrezu i njenu podmrezu moze se
dogoditi da svaka od njih bude ( ili ne bude) potpuna, nezavisno od one
druge.

Homomorfizam mreZe (Li,A,V) u mrezu (L2, A\, V) je funkcija f :

Ly — Lo koja je saglasna sa operacijama N ¢ V: ako su x iy iz L1, onda je

flany)=f@)Afly) i fl@Vy) =fl)Vf(y).

Ako je f bijekcija, preslikavanje se zove izomorfizam .

Sledec¢e tvrdenje daje bitnu osobinu homomorfne slike.

Ako je f homomorfizam iz mreze L u mrezu M, onda je f(L) podmreza
u M.

Kako je homomorfizam saglasan sa operacijama u mrezi, to znaci da
oc¢uvava konac¢ne infimume i supremume. Vazi slededi stav:

Neka je f homomorfizam mreze (L, \,V) u mrezu (M,A,V) i L1 C L.

Tada je

FINL) S A\F@y) i f(\ L) >\ £(I)

pod uslovom da navedeni infimumi, odnosno supremumi postoje.
Specijalno, ako je f izomorfizam, onda u oba sluc¢aja vazi jednakost.
Vazi i sledece: Bijekcija f : L1 — Lo je izomorfizam mreza ako i samo

ako za sve x,y € L1 vazi:
z <y akoisamo ako f(z)< f(y).

Kongruencija (relacija kongruencije ) na mrezi (L, \,V) je relacija ek-

vivalencije 0 na L, koja je saglasna sa mreinim operacijama, tj.

iz xly i ubv sledi (x Auw)b(yAv) @ (xVu)b(yVov).
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Sledec¢a tvrdenja daju vezu izmedu homomorfizama i relacija kongruencije.
Ako je f : L — M homomorfizam mreze (L,A\,V) u mreiu (M, A, V),

onda je relacija 6 na L definisana sa

20y — f(x) = f(y)

za x,y € L, kongruencija na (L, \,V).

Ovako definisana kongruencija zove se jezgro homomorfizma f.

Neka je 6 kongruencija na mrezi (L, A, V) i L/ odgovarajuca particija
skupa L. Mreza (L/0,\,V) se zove faktor-mreza ili koli¢nicka mreza
mreze L po kongruenciji 6.

Ideal u mrezi L je njen neprazan podskup I koji ispunjava uslove:

(1) iza,be I slediaVbe I;
(2) izaelic<a sledicel.

Glavni ideal u mrezi L, generisan elementom a € L je
la={zel | z<a}.

Filter u mrezi L je njen neprazni podskup F' koji ispunjava uslove:

(1) iza,b € F sledia Nb € F,
(2) iza€ F ia<cslediceF.

Glavni filter v mrezi L, generisan elementom a € L definise se na

sledeci nacin :
Ta={zel | a<z}

Ideal (filter) uw mreZi L je pravi ako se ne poklapa sa L.

O svim idealima neke mreze govori sledece tvrdenje.

Skup Zd(L) svih ideala proizvoljne mreze L, ureden inkluzijom je potpuna
mreza.

Uvodimo jos neke pojmove iz teorije uredenih skupova. Ureden skup

(L, <) zove se i-polumreza ako svaki dvoelementni podskup ima infimum;
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dualno, (L, <) je ili-polumreza ako svaki dvoelementni podskup ima supre-
mum. Ekvivalentno, u algebarskoj terminologiji, polumreza je idempo-
tentna, komutativna polugrupa.

Polu-ideal u uredenom skupu (P, <) je njegov podskup I koji ispunjava:

za svako x € Piy € I, ako je x < y onda je x € I.

1.2. Rezidualne mreze. Kao §to je uobic¢ajeno, u dvovalentnoj logici,
istinitosne vrednosti formula oznacavamo sa 0 i 1 (redom, neta¢no i tacno).
U toj logici su definisane osnovne logicke operacije i data su logicka pravila
zakljucCivanja. Pored dvovalentne logike mogu se posmatrati i viSe-vrednosne
(polivalentne) logike. Jedna od poznatijih vise-vrednosnih logika, koja je
usko povezana sa teorijom rasplinutih skupova, za skup vrednosti formula
ima specijalnu mrezu sa najveéim elementom (1) i najmanjim elementom
(0).

Jan Lukasiewicz, poljski matematicar je prvi sistematski ispitivao po-
livalentnu logiku 1920-tih godina. Pored ostalih logicara koji su se ovom
oblaséu bavili, M. Wajsberg je 1935. godine dao svoj doprinos u razvoju
beskona¢no vrednosne iskazne logike. Dvadeset tri godine kasnije, 1958.,
C.C.Chang je uveo MV-algebre. Decenijama je polivalentna logika bila na
marginama matematickih istrazivanja, sve do 1965. godine kada se pojavio
Zadeh-ov rad "Fuzzy sets”. On je pokrenuo Siroko interesovanje za fazi
pristup i razvoj fazi skupova, fazi logike i njihove primene. Skup istinitosnih
vrednosti, predlozen od Zadeh-a, bio je jedini¢ni interval [0, 1] realnih bro-
jeva (Zadeh je i sam pominjao da se moze uzeti parcijalno ureden skup, ali
nije razvijao taj pravac). 1979. godine ¢eski matematicar Jan Pavelka uvodi
fazi pravila zakljucivanja, fazi dokaze, itd.

Rezidualna mreza, uvedena od strane Ward-a i Dilworth-a (1939.godine)

prvobitno je definisana drugacije (pomocu tri operacije) od definicije koju
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navodimo u nastavku. Medutim, lako se dokazuje da obe definicije odreduju
istu strukturu.

Ideja da se koriste kompletne rezidualne mreze kao strukture istinitosnih
vrednosti potice od Goguen-a. U svojim radovima Goguen je potpuno
raspravio i dao glavne smernice razvoja logike preko rasplinutog pristupa.
Njegove ideje formalno je razvio Pavelka.

Hohle [41] je proucavao rezidualne mreze sa tacke gledista rasplinute
logike. Rezidualne mreze daju moguénost sinteze rasplinute logike i ras-
plinutih skupova.

Prilikom uvodenja rasplinute logike pocetna ideja je bila da se na mrezi
uvedu operacije koje ¢e biti uopstenja osnovnih logickih operacija (jer sama
mreza je bila siromasna struktura da bi odgovorila svim zahtevima ras-
plinute logike). Pri tome je posebna paznja posveéena vaznim zakonima
zakljucivanja (kao Modus ponens) u smislu procene stepena istinitosti za-
kljucka ako su poznati stepeni istinitosti premisa. Te mrezne operacije treba
da poseduju bitna svojstva osnovnih logickih operacija i da se u slucaju
mreze, koja ima samo 0 i 1, poklapaju sa uobicajenim operacijama. Prvo
je uvedeno uopstenje konjunkcije i nova operacija je oznatena sa ®. Za-
htevano je da ima bitna svojstva konjunkcije, kao Sto su komutativnost i
asocijativnost, kao i da je 1 jedini¢ni element, tj. da je (L, ®, 1) komutativni
monoid. Takode se zahteva i da je za bilo koje elemente mreze, ispunjen
uslov:

r1 < w2 1 y; <y2 implicira 71 ® y1 < 22 @ Yo.
Uopstenje implikacije iz dvovalentne logike je oznaceno sa — i uvedeno je

kao operacija pridruzena operaciji ® na sledeéi nagin:

r<y— 2z akoisamo ako z®y < z.

Na taj nacin je prosSirena mrezna struktura i dobijena specijalna vrsta mreze
sa operatorima, koja je pogodna kao osnova za ovaj tip logike.

U nastavku dajemo preciznu definiciju rezidualne mreze.
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Rezidualna mreza je algebra
L= (L,N\V,® —,01)
u kojoj je
(i) (L,A,V) je mreza,
(ii) najmangi element je 0, a najveéi element je 1,
(iii) (L,®,1) je komutativni monoid, tj. @ je asocijativna i komutativna
operacija sa jedinicom, tj. xt @ 1 = x za sve x € L.

(iv) x <y — 2z ako i samo ako r ® y < z vazi za sve x,y,z € L (< je

mrezno uredenge).

Rezidualna mreza je kompletna ako je (L, A, V,0,1) kompletna mreza.

Operacije ® i — zovemo pridruzenim, jer, ako je data jedna od njih,
druga je pomoc¢u nje jedinstveno odredena.

Neka je data rezidualna mreza £ = (L, A, V,®,—,0,1) i neka je L; C L.
Kazemo da je Ly skup bez delitelja nule, ako je @ p; = 0, gde sup; € L (i €
I), samo ako je za neko i € I, p; = 0. !

Rezidualna mreza kod koje je
TRY=xTNY

zove se Heyting - ova algebra.
Navodimo osnovne osobine rezidualnih mreza.
Na svakoj rezidualnoj mrezi su ispunjeni sledeci uslovi:
e 18—y <y y<oo(@ey), 1< (@ =y -y
e x Lyakkox —y=1
erx—zr=12r—-1=10—2=1
ol -zx==x

z®0=0

e I QUYL T, TLY—T

~
e T XYL TNY

(z®y) mz=2—(y— 2)
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s (=Yl —2)<(r—2)
Dalje navodimo osobine koje govore o saglasnosti operacija ® i — sa

relacijom poretka na mrezi.

Na svakoj rezidualnoj mrezi su ispunjeni sledeci uslovi:

e Y KPR =>TRY KTOY
e YK YP=>T =YL ST — Yo
¢ I KXy => X2~ YL T —Y

Slede¢a svojstva su u vezi sa distributivnoSéu operacija ® i — prema
A, V.
Na svakoj rezidualnoj mrezi za bilo koji skup indeksa I su ispunjeni

sledeci uslovi:

ez®(Vuy)= Vo)

el el
ez — (Avi)= N — )
iel iel
e Vai—y= N(i—y
el el
e 2@ (Ay) < ANzoy)
el el
o \V/(z—y)<xz— Vu
el el
e V(ri—y) < ANwy—y
iel iel

Takode na svakoj rezidualnoj mrezi, za bilo koje skupove indeksa I 1 J,

je tacno sledeée tvrdenje

R (A1) < N(®-)

jeJ i€l i€l jeJ
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2. Univerzalne algebre

Neprazan skup zajedno sa nekim operacijama koje su definisane na tom
skupu ¢ini algebru. Umesto algebra ¢esto sre¢emo pojam univerzalna alge-
bra ili algebarska struktura. Jedan od ciljeva univerzalne algebre je da izd-
voji, kad god je to moguce, zajednicke osobine nekoliko prividno razli¢itih
algebarskih struktura. Tako otkrivajuéi uopstene ideje, konstrukcije i os-
obine poznatih specijalnih struktura, dolazimo do pojmova koji su na visem
nivou apstrakcije, koji sa druge strane mogu biti primenjeni u potpuno novoj
situaciji, dajuéi znacajne informacije o novoj strukturi. Definicija algebre,
koju ¢emo dati, ukljucuje veéinu dobro poznatih algebarskih struktura kao i
mnogo manje poznatih algebri koje se ispituju u skorije vreme. Na potrebu
za ovakvom definicijom ukazalo je nekoliko matematic¢ara kao sto su White-
head(1898), Noether i Birkhoff(1933).

Jezik ili tip algebri je ureden par (F, Ar), gde je F skup nekih simbola
(tzv. operacijskih simbola), a Ar funkcija koja preslikava F u skup prirodnih
brojeva sa nulom. Ako je Ar(f) = n, kaZemo da je f m-arni operacijski
simbol. Fy, je oznaka za skup svih operacijskih simbola iz F arnosti n.

Po dogovoru umesto ”"jezik (F, Ar)” kazemo krace "jezik F” ili "tip F
” i podrazumevamo da je svakom simbolu f dodeljena njegova ”arnost”. U
nekim slucajevima se tip algebri zadaje navodenjem redom arnosti operaci-
jskih simbola ("tip (n1,...,n4,...)").

Neka je F neki tip algebri i@ A # ¢. Algebra tipa F je svaki ureden
par A = (A, FA), gde je FA = (f4 : f € F) preslikavanje koje proizvoljni
n-arni operacijski simbol f € F preslikava na n-arnu operaciju f* skupa A.
Kazemo da je f4 interpretacija operacijskog simbola f u algebri A. Skup A
je nosac algebre A, a operacije f4 zovemo fundamentalne operacije od A.

Cesto ¢emo pisati f umesto f4. Ako je F konacan skup, odnosno F =

{fi,.-ss fn}, obicno pisemo
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(A, f1,..., fn) umesto (A, F'), prihvatajuéi dogovor da:

ar(f1) > ar(f2) > ... > ar(fn).

Algebra A je unarna ako su sve njene operacije unarne i mono-unarna ako
ima samo jednu unarnu operaciju. A je grupoid ako ima samo jednu binarnu
operaciju.

Algebra A je konaéna ako je nosa¢ A konacan skup i trivijalna ako nosac¢
A ima jedan element.

Koncepcije homomorfizma i izomorfizma u teoriji grupa, teoriji prstena
i teoriji mreza su specijalni slucajevi analognih pojmova na proizvoljnoj
algebri.

Neka su A i B dve algebre istog tipa F. Funkcija o : A — B je ho-
momorfizam A u B ako za svaku n-arnu operaciju (n > 1) f € F, za

a1,y Qp € A, vaZi

afA(al,...,an) :fB(aal,...,aan), (%)

A

i za svaku nularnu operaciju ¢? € A i odgovarajuéu nularnu operaciju

cB € B, vazi: ac?) = B,

Ako u prethodnoj definiciji, umesto preslikavanje, kazemo bijekcija, do-
bijamo definiciju izomorfizma.

Neka su A i B istog tipa. Preslikavanje o : A — B je utapanje A u B
ako je o ‘jedan-jedan” i vazi (*), (ovakvo preslikavanje se zove i monomor-
fizam). KaZemo da A moze biti utopljeno u B ako postoji utapanje A u
B.

Ima nekoliko nacina za konstruisanje nove algebre preko datih algebri.
Neki od najpoznatijih nac¢ina su preko konstrukcije podalgebri, homomorfnih
slika i direktnih proizvoda.

Neka su A i B dve algebre istog tipa. Algebra B je podalgebra od A
ako B C A i svaka fundamentalna operacija od B je restrikcija odgovarajuée
operacije iz A, tj. za svaki operacijski simbol f, fB je restrikcija od f4 na

B; kracée pisemo B < A. Poduniverzum od A je podskup B od A koji je
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zatvoren za osnovne operacije iz A, tj., ako je f osnovna n-arna operacija
iz Aiay,..,ay, € B sledi da f(ay,...,a,) € B.

Prazan skup moze biti poduniverzum, ali nije nosac neke algebre. Ako A
ima nularnu operaciju, onda svaki poduniverzum takode sadrzi tu operaciju.

Ako je h : A — B homomorfizam istotipnih algebri A i B, onda je
h(A) podalgebra algebre B.

Vazno pitanje u ovom kontekstu moze se formulisati na sledeé¢i nacin:
Neka je K klasa algebri i neka je K; prava podklasa od K.

(1) Da li je svaki ¢lan iz K izomorfan sa nekim ¢lanom iz K; ?

(2) Da li se svaki ¢lan iz K moze potopiti u neki ¢lan iz K; 7

Kongruencija, koli¢nicka algebra i homomorfizam su veoma usko povezani.
Normalne podgrupe koje je uveo Galoa pocetkom devetnaestog veka, imaju
kljuénu ulogu u definiciji koli¢nickih grupa i u takozvanim teoremama o
homomorfizmu i izomorfizmu koje su osnova za razvoj teorije grupa. Ide-
ali, uvedeni u drugoj polovini devetnaestog veka od strane Dedekinda, imaju
analognu ulogu u definiciji koli¢nickog prstena i u odgovaraju¢im teoremama
0 homomorfizmu i izomorfizmu.

Slede definicije i neke vaznije teoreme vezane za kongruenciju, koli¢nicku
algebru i homomorfizam.

Neka je A neprazan skup, p C A2 relacija ekvivalencije skupa A iz € A.

Klasa ekvivalencije elementa x, u oznaci x/p, data je na sledeéi naéin:

z/p={y € A|zpy}.

Skup A/p, ¢iji su elementi sve klase ekvivalencije relacije p, zove se koli¢nicki
skup.
Relacija ekvivalencije p na algebri A, koja je saglasna sa svim osnovnim

operacijama

(x’bpyla i = 17 sy T pO'UlCLCVY; f(xh 73771) pf(yh 73/n))

je kongruencija na A.
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Neka je 0 kongruencija na algebri A. Onda je koliéni¢ka algebra od
A u odnosu na 0, koju oznacavamo sa A/0, algebra ¢iji je univerzum A/ i

¢ije su operacije definisane sa:

fA/e(al/H,...,an/H) = fA(al,...,an)/Q

gde su ai,...,a, € A i f je n-arni operacijski simbol iz F.

Ako je p kongruencija na A i B podalgebra od A, onda uvodimo
oznaku p(B) = p N B2. Relacija p(B) je kongruencija na B.

Ako je A = (A, Fa) algebra, a ¢ njen homomorfizam na algebru
B = (B, Fp) istog tipa, p(A) = B, onda u A postoji takva kongruencija ,
da je algebra B izomorfna sa kolicnickom algebrom A/m.

Vise od toga, postoji takvo izomorfno preslikavanje ¢ : B — A/m da se
proizvod i podudara sa prirodnim homomorfizmom A na A/w.

Ako je f : I — X preslikavanje, tada za svako o € I imamo element
zo = fla) € X. Preslikavange f : I — X moZe se predstaviti i u obliku
{zq | @ € I} i tada se zove familija. FElementi z, € X su €lanovi ili
komponente familije f, a skup I je skup indeksa te familije.

Neka je data familija nepraznih skupova {X, | a € I}. Tada se skup
[T Xa svih preslikavanja f : I — X = |J X4 za koja je (Va € I)f(a) € X,
(;(6)’1116 direktni proizvod familije { X, O|[GOI¢ el}.

Preslikavanje m; : [[Ai — A; odredeno sa mi(g) = g(i) 2a g € [[ 4,
naziva se i-tom projelkcijom. '

Neka je {A; | i€ I} familija istotipnih algebri. Direktan proizvod
A = HIAi je algebra odredena ma sledeéi nacin: A = HIAi; ako je f

i€ i€

operacijski znak duzinen i gi,...,gn 1z [] Asi, onda
el

FAGLs s 90) (@) = FA(91(0), s 90 (D))

ako je ¢ simbol konstante tada c(i) = c™i.

Projekcija m; : [[ Ai — A; je homomorfizam algebre [] A; na A;.
i i
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Neprazna klasa algebri K tipa F zatvorena za podalgebre, homomorfne
slike i direktne proizvode zove se varijetet.

Neka je X skup simbola, tzv. promenljivih, F neki tip algebri. Skup
terma tipa F nad X je najmangi skup Tr(X) takav da

i) X UFo C Tr(X),

i) t1, ..ty € T(X) 1 f€ Fy onda f(t1,....,t,) € Tr(X).

Ako je iz konteksta jasno o kom tipu je re¢, onda umesto T'r(X) piSemo
jednostavno T'(X).

Ako je X = {x1,x2...} skup promenljivih, term tipa F, arnosti n zapisu-

jemo ovako

t= t(l‘l, ,l‘n)

Term arnosti n algebre A indukuje preslikavanje

tg: A" — A,

koje preciznije obja$njava sledeca definicija.

Neka je t(zq, ..., zp) term tipa F i neka je A algebra tipa F. Termovsko
preslikavanje (ili term funkcija) indukovano sa t u algebri A, u
oznaci t4, definise se na sledeéi nacin:

(1) t=c€ Fy onda t* = cA
(2) t = z; onda t4(ay, ..., an) = a,

(3) t = f(t1,...,tm) onda
tMay, .. an) = fAEN a1, oy an)s ot (a1, .oy an)).

Dalje navodimo neka korisna svojstva term funkcija.

Za neki tip algebre F i algebre A, B tipa F vaZi sledece:

(a) Neka jet n-arni term tipa F, 0 relacija kongruencije, i neka (a;, b;) €

0 zal<i<n. Onda

tA(al, ey an)HtA(bl, ey bn).
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(b) Ako je t n-arni term tipa F i a: A — B homomorfizam, onda
atd(ar, ..., an) = tP(aay, ..., aay)

za ai,...,a, € A.

(¢) Neka je S podskup od A. Onda je podalgebra generisana skupom S
Sg(S) = {tA(al, ey Gp) ¢ L je n-arni term tipa  F i aq,...,an € S}

Skup T'(X) se moze na prirodan nac¢in transformisati u algebru.

Za dato F i X, ako je T(X) # 0, onda term algebra tipa F nad X,
u oznaci T(X), ima za univerzum skup T(X) i fundamentalne operacije se
definisu:

I (b, o t) = f(t1, s tn)

za feFnitieT(X),1<i<n.

Ako je data algebra tipa F i ako je X skup promenljivih te algebre, onda
identitet tipa F nad X je svaki izraz oblika

p=q

gde sup,q € T(X). Obelezicemo sa I1dr(X) skup svih identiteta tipa F nad
X.

Ako je jasno o kom tipu algebre je re¢ izostavljamo indeks F.

Neka je data algebra A tipa F i neka je X skup njenih promenljivih.
Ako sup = p(x1,....xn) © ¢ = q(x1,...,25) termi tipa F i 3 skup identiteta
tipa F, kaZemo da:

(1) Algebra A zadovoljava identitet p = q (ili, p ~ q vazi na A )
ako p i q indukuju istu term funkciju u algebri A tj. za sve ay, ..., an
iz A vazi

A(

p(al,...,ap) = qA(al, ey )

U tom slucaju pisSemo
AEp=q.

i kaZemo da je A model identiteta p ~ q.
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(2) Algebra A zadovoljava ¥ (ili, ¥ vazi na A ), u oznaci

AETS,

ako A E p = q, za sve p =~ q € 3. A se zove model skupa
identiteta X.

Sada mozemo definisati jednakosnu klasu algebri.

Neka je 3 skup identiteta tipa F. Neka je

V(X)) ={A algebra tipa F: ARE=X}.

Klasa algebri 9 je jednakosna klasa ako postoji skup identiteta X
tako da je M =V (X). KaZemo da ¥ definise ili aksiomatizuje 1.

Jednakosna klasa je trivijalna ako i samo ako sadrZi jedino trivijalne
algebre jezika JF.

Neka je M klasa algebri jezika F i X neki skup. Algebra A € 9 je
slobodna algebra za M, nad skupom slobodnih generatora X akko X C A
i za svaku algebru B € M, svako preslikavange f : X — B, postoji jedinstven
homomorfizam h: A — B takav da f C h.

Neka je F algebarski jezik, M jednakosna klasa skupa identiteta ¥ = ()
jezika F i X skup promenljivih. Slobodna algebra A za M, nad skupom
slobodnih generatora X zove se apsolutno slobodna algebra.

Term algebra je apsolutno slobodna algebra.

Za svaki algebarski jezik F, svaku klasu identiteta X jezika F, netriv-
ijalan varijetet M klase identiteta ¥ i skup X, postoji jedinstvena (do na
izomorfizam) slobodna algebra A sa skupom slobodnih generatora X .

Neka je A slobodna algebra za jednakosnu klasu 9 sa slobodnim gener-
atorima ay, ..., an. Ako je u?(ar, ...,an) = v4(ay, ..., an), tada w = v vaZi na

svim algebrama jednakosne klase M.



2. UNIVERZALNE ALGEBRE 33

Ako je M klasa istotipnih algebri zatvorena za homomorfizme, podalgebre
i direktne proizvode, onda M sadrzi slobodnu algebru nad svakim skupom X
slobodnih generatora.

Teorema Birkhoff-a Klasa istotipnih algebri je varijetet ako i samo
ako je jednakosna klasa.

Dobro poznate algebre poput polugrupe, grupe, Abelove grupe itd. ¢ine
jednakosne klase.

Klasa svih polugrupa jeste jednakosna klasa na jeziku F = {-} koji

zadovoljava zakon asocijativnosti (G1).
(G1) - (y-2)=(x-y) 2z
Klasa svih grupa jeste jednakosna klasa na jeziku F = {-,7 1, e} koji zado-

voljava skup identiteta:

(G1) r-(y-2)=(z-y) -z

Grupa je komutativna (Abelova) ako vazi jos i identitet:

(G4) ToYRYy-T
Klasa svih komutativnih (abelovih) polugrupa jeste jednakosna klasa
na jeziku F = {-} koja zadovoljava zakone asocijativnosti (G1) i komu-
tativnosti (G4). Polumreza je komutativnu polugrupu u kojoj vazi zakon

idempotentnosti = - x ~ x.






GLAVA 2

Rasplinute strukture

Posto su istrazivanja u ovom radu iz oblasti rasplinutih struktura, to je,
pored mreza i klasi¢nih algebarskih struktura, u pregledu poznatih rezultata
potrebno navesti osnovne definicije i tvrdenja iz te oblasti. Dakle, u ovom
poglavlju su navedeni rezultati iz ove oblasti koji se koriste kao osnova za

originalne rezultate u nastavku.

1. Osnovni pojmovi i osobine

Pokazalo se da klasi¢ne matematicke discipline, kojima je u osnovi
teorija skupova i dvovalentna logika, ne mogu na zadovoljavajué¢i nacin da
posluze za razmatranje sistema baziranih na ljudskom ponasanju. U takvim
sistemima nije uvek jasna pripadnost elemenata skupu sa odredenim svoj-
stvom. Zato je L.A. Zadeh 1965. godine uveo fazi (rasplinute) skupove (fuzzy
sets), prosirivsi pojam pripadanja na stepen pripadanja elemenata nekom
skupu.

U klasi¢noj matematici pojam karakteristi¢ne funkcije je u tesnoj vezi sa
pojmom podskupa: Ako je A neprazan skupi B C A, onda je karakteristi¢na
funkcija kg : A — {0,1} data sa

1, zaxeB
0, zax ¢ B (tj. z € A\ B).

kp(x) =

35
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Izmedu svih podskupova datog skupa A i svih karakteristicnih funkcija na
skupu A (k : A — {0,1}) postoji bijekcija: funkciji k odgovara B C A,
takav da x € B akko je k(x) = 1.

DEFINICIJA 2.1. Neka je A neprazan skup i L = (L,<) proizvoljna

ogranicena mreza. Svako preslikavanje

A:A— L
zovemo rasplinut podskup od A (ili rasplinut skup).

Skup A se naziva univerzum za A. Za a € A, A(a) se zove stepen
pripadanja elementa a rasplinutom skupu A. Rasplinut skup identifikovan
je sa preslikavanjem - uopstenjem karakteristicne funkcije. Ako je L = {0, 1},
rasplinut skup je upravo jedna karakteristi¢na funkcija.

Neka su dati neprazan skup S i mreza L.

Za rasplinute skupove A, B : S — L kazemo da su jednaki (4 = B),
ako su jednaki kao funkcije, tj. akko vazi: Za svako = € S, A(z) = B(x).

Kolekciju svih rasplinutih skupova na S zovemo rasplinutim parti-

tivnim skupom skupa S (u odnosu na datu mrezu) i oznac¢avamo sa P(S).

Dakle,

P(S):={X|X:S — L}.

Ako su A i B rasplinuti skupovi na S, tj. A,B : S — L, kazemo
da je A rasplinut podskup od B, u oznaci A C B, akko je za svako
r €S, A(z) < B(x) (u smislu poretka na mrezi £).

Ako su A i B rasplinuti skupovi na S, tj. A,B : S — L, onda je

AN B:S — L presek rasplinutih skupova, pri éemu je za svako z iz S

(z) := A(x) A B(z).

]

AN
Sli¢no, AU B : S — L je unija rasplinutih skupova

(z) := A(x) V B(z).

oo

AU
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Unarna operacija, koja odgovara skupovnom komplementu se ne moze
uvek definisati na zadovoljavajuéi nacin i zavisi od izbora mreze L.
Ako je mreza L jedinstveno komplementirana komplement rasplinu-

tog skupa A na S definie se na sledeéi nagin:
A S — L, Az) = (A(2)),

zasve x € S.
Ako je L = [0,1], komplement se definige na slede¢i nacin: Za A : S —
[0,1],
A S —0,1], A(z) =1— A(x)

zasvex € 5.
DEFINICIJA 2.2. Neka je dat skup S # () i proizvoljna mreza L = (L, <)

sa nulom i jedinicom. Svaki rasplinuti podskup p direktnog stepena S™ (n €

N, n > 1) je jedna n-arna rasplinuta relacija na S. Dakle,
p:S" — L.
U ovom radu se uglavnom bavimo binarnim rasplinutim relacijama (za

n=2).

DEFINICIJA 2.3. Neka je A : S — L i neka je p € L. Skup nivoa
p (p-nivo skup, p-cut skup) je podskup od S izdvojen na sledeéi nacin: za

rzes

x € Ay ako i samo ako A(z) > p.
Kolekcija svih nivoa rasplinutog skupa A se oznacava sa Ay :
AL = {Ap |p S L}.

Ova kolekcija je kompletna mreza u odnosu na inkluziju.
Navodimo nekoliko tvrdenja o nivoima rasplinutih skupova.

Ako sup iqiz L ip<gq, onda je Ay C Ap.
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Ako je A : S — L rasplinuti skup na S, onda je

Az) = \/ p-ka, (@),

pEL
gde je za p € L, ka, karakteristicna funkcija skupa nivoa p i p - ka,(x) je 0
iz mreZe ako je ka,(x) jednako 0, a p-ka,(x) = p, ako je ka,(x) = 1.
Ako je A : S — L rasplinuti skup na S i K C L, onda vaZi:

ﬂ Ap=Avyp

peEKCL peR

U4, =5

peL
Sledeca teorema se naziva Teorema sinteze za rasplinute skupove i govori
o tome kada je kolekcija podskupova nekog skupa odgovara kolekciji nivoa

nekog rasplinutog skupa.

TEOREMA 2.1. Neka je F' kolekcija podskupova nepraznog skupa X koja
je zatvorena u odnosu na preseke i koja sadrzi X. Neka je rasplinuti skup

A: X — F definisan sa:

A)=(\pe F|zep).

Tada je A rasplinuti skup na skupu X sa kodomenom F, gde je (F, <) kom-
pletna mreza dualna sa (F,C), takav da je njegova familija p-nivoa bas F, i

za svako p € F, vazi: p = A,.

Narednih nekoliko definicija i tvrdenja se odnose na binarne rasplinute

relacije.

DEFINICLIA 2.4. Neka je p : S* — L i neka je p € L. Relacija nivoa p

je podskup od S? izdvojen na sledeéi nacin: za (x,y) € S?

(x,y) € pp ako i samo ako p(x,y) = p.
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Kolekcija svih nivo relacija takode obrazuje kompletnu mrezu u odnosu
na inkluziju. Navodimo osobinu relacija nivoa p koja sledi iz analogne teo-
reme za rasplinute skupove.

Za sve x,y € S vaZi:

pla,y) =\ p-kp,(x,y),
peL
gde je k,, (z,y) karakteristicna funkcija relacije nivoa p i p-k,,(z,y) je 0 iz
mreze ako je k,, (z,y) jednako 0, a p -k, (z,y) = p, ako je k,, (z,y) = 1.
Analogna teorema teoremi sinteze za rasplinute skupove, vazi takode i

za rasplinute relacije.

DEFINICIIA 2.5. Ako je dat neprazan skup S i kompletna mreza L, onda
se na skupu R(S) = {p | p: S* — L} svih binarnih rasplinutih relacija na S
definise binarna operacija, u oznaci o , (kompozicija relacija) na slededi
nacin:
poc:S?—1L i poo(z,y) = \/ (p(:r:,z) /\O‘(Z,y))

z€eS

za p,o € R(S) ¢ z,yedl.

Mozemo primetiti da je ova definicija ispravna i u slu¢aju kad za neke x
i y ne postoji z tako da p(z,2) i o(z,y). U tom slucaju dobijamo \/ 0, sto
je po definiciji jednako 0, jer je mreza kompletna.

1

Inverzna rasplinuta relacija p~! : S? — L date binarne rasplinute

relacije p : S? — L, definide se tako da je za sve z,y iz S
p~H(w,y) = p(y, ).
DEFINICIJA 2.6. Rasplinuta relacija p : S* — L je
(R) refleksivna ako je p(z,z) =1

(S) simetri¢na ako je p(z,y) = p(y, )

(T) tranzitivna ako je p(z,y) = p(x, z) A p(z,y)
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(A) antisimetriéna ako vazi: Iz © #y i p(z,y) >0, sledi p(y,x) =
0,

za, sve x,Yy,z 1z S.

Ovo su klasi¢éne definicije ovih osobina, a u nekim izvorima se mogu naci
i drugacije definicije refleksivnosti, tranzitivnosti i antisimetri¢nosti.

Moze se dokazati da i nivo relacije imaju analogne osobine (nivoi ras-
plinutih refleksivnih relacija su i sami refleksivne relacije, itd.)

Ako je mreza L kompletna, tranzitivnost se moze definisati na ekviva-

lentan nacin sa:

plz,y) = \/(p(z,2) A p(z,y))

z

za sve x,v,z iz S.
Refleksivne i simetricne rasplinute relacije na S zovu se relacije pri-

bliznosti.

DEFINICIJIA 2.7. Refleksivne, simetricne i tranzitivne rasplinute relacije

na S zovu se rasplinute relacije ekvivalencije na S ili relacije sliénosti.
DEFINICIJA 2.8. Rasplinutu ekvivalenciju p na S, za koju vazi
p(z,y) =1 akko x =y,
zovemo rasplinuta jednakost.

Refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna rasplinuta relacija na S zove se
rasplinut poredak na S.

Rasplinuto preslikavanje uvodimo slede¢om definicijom.

DEFINICIJIA 2.9. Neka je L proizvoljna mreZa sa nulom i jedinicom, a S
i T neprazni skupovi i neka su A : S — L i B: T — L rasplinuti skupovi.
Rasplinuto preslikavanje ili rasplinuta funkcija f : A — B je funkcija
f:8 =T, takva da je za svako © € S

A(x) < B(f(2)).
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2. Rasplinute funkcije

U prethodnom delu smo definisali rasplinuto preslikavanje rasplinutog
skupa A : S — L u rasplinuti skup B : S — L kao klasi¢nu funkciju
f:S— T, takvu da je A(x) < B(f(z)) za sve x € S. Takode je definisana
n-arna rasplinuta relacija na skupu S kao preslikavanje p : S™ — L.

Kako je u klasi¢cnom slu¢aju funkcija definisana kao specijalna binarna
korespondencija, moguce je, takode, i rasplinuto preslikavanje definisati kao
rasplinutu binarnu korespondenciju koja ispunjava odredene uslove. Bina-
rna rasplinuta korespondencija se definiSe kao preslikavanje p: A x B — L
(u nekim izvorima se ovaj pojam zove takode rasplinuta relacija). Pomenuti
pristup rasplinute funkcije kao specijalne rasplinute korespondencije nalaz-
imo u radovima Demirci-a ([26, 28, 29, 30, 31]). U nastavku dajemo
osnovne karakteristike ovakvog pristupa.

Prvo su na uobic¢ajeni nacin definisane rasplinute jednakosti na klasi¢nom
skupu. Zatim je definisana restrikcija rasplinute jednakosti nekog skupa na

neprazan klasican podskup na sledeéi nagcin.

DEeFINICIIA 2.10. Za rasplinutu jednakost Ex na X 4 obican neprazan

podskup Z od X, restrikcija od Ex na Z X Z, u oznaci E)Z(, je data sa
E)Z(($7y):EX(xuy>7 za sve xuyGZ-

Dalje se definiSe rasplinuto preslikavanje koje preslikava klasican skup
na kome je data rasplinuta jednakost u neki drugi skup na kome je data

druga rasplinuta jednakost.

DEFINICIJA 2.11. Neka su Ex @ By dve rasplinute jednakosti na X 1Y,
redom. Tada se rasplinuta korespondencija f na X xY ( rasplinuti podskup

f od X XY ) zove rasplinuto preslikavanje iz X u Y u odnosu na
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rasplinute jednakosti Ex i Fy, u oznaci f: X — Y ako i samo ako su

ispunjeni sledeci uslovi:

(1) Vze X)FyeY)f(z,y) >0
(2) (Vz,y € X)(Vz,w € y)f(z,2) A f(y,w) AN Ex(z,y) < Ey(z,w).

Takode se definiSe i slika rasplinutog podskupa pri nekom rasplinutom

preslikavanju.

DEFINICIJA 2.12. Neka je f: X — Y rasplinuto preslikavanje u odnosu
na rasplinute jednakosti Ex na X i By na'Y. Onda, za rasplinuti podskup
A od X, slika rasplinutog podskupa A pri rasplinutom preslikavanju f,
u oznaci f(A), je rasplinuti podskup odY odreden sa

f(A)(y) = jgg{fl(@ A f(z,y)}za sve y €Y.

Osnovne vrste rasplinutih preslikavanja su uvedene slede¢om definicijom.

DEFINICIIA 2.13. Za klasi¢ne skupove X 1Y neka je f: X — Y ras-

plinuto preslikavanje u odnosu na rasplinute jednakosti Ex na X i Ey na

Y. Tada

(a) f: X =Y jestrogo akko (Vx € X)(Jy € Y)f(z,y) = 1.

(b) f: X =Y jesirjektivno akko (Vy € Y)(3z € X)f(x,y) > 0.

(¢) f: X =Y jestrogo sirjektivno akko (Vy € Y)(Fz € X) f(z,y) =
1.

(d) f: X — Y jeinjektivno akko (Vz,y € X)(Vz,w € Y)f(z,2) A
fly,w) A By (2,w) < Ex(z,y).

(e) f: X —Y jebijektivno akko je sirjektivno i injektivno.

(f) f: X —Y jestrogo bijektivno akko je strogo sirjektivno i strogo

injektivno.
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3. Direktni proizvod rasplinutih skupova, podalgebre i

kongruencije

U ovom delu se navode poznate definicije i rezultati vezani za osnovne

algebarske pojmove na rasplinutim skupovima.

DEFINICIJA 2.14. Direktan proizvod rasplinutih skupova A4; : S —
L, i = 1,..,n definisemo kao preslikavanje Ay x --- x A, : S* — L, takvo

da je za x1,...,x, €S

1211 X X An(.’L‘l,...,.’L'n) = /\AI(ZEZ)
i=1

DEFINICIJIA 2.15. Neka je L proizvoljna mrezZa sa nulom i jedinicom, S

neprazan skup i A: S — L rasplinut podskup od S. Kazemo da je

faiAxAx- - xA— A,

n

n-arna rasplinuta operacija na A ako

U nastavku se definiSe rasplinuta podalgebra.

DEFINICIJA 2.16. Neka je data algebra A = (A, F'), kompletna mreza L
i rasplinut podskup 1 : A — L. KaZemo da je p rasplinuta podalgebra

algebre A ako je za sve operacije f, € F i sve x1,...,x, € A

n

p(fr(x1,.mp)) = /\ w(x;).

i=1
i ako za svaku nularnu operaciju (konstantu) ¢ € F, vazi u(c) = 1, gde je 1

najveci element u L.
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Umesto p(c) = 1 u nekim definicijama rasplinute algebre se zahteva da
vazi slabiji uslov: za svako x € A, u(z) < p(c), gde se uopstava ¢injenica da
konstantni element koji odgovara nularnoj operaciji pripada svakoj podal-
gebri.

Medutim posto je jedan od osnovnih zahteva u ovom pristupu da svaki
nivo rasplinute algebre u, pa otuda i 1-nivo, bude obi¢na podalgebra algebre
A 1 posto konstantni elementi pripadaju svim podalgebrama, oni moraju
pripadati i nivou 1 i njihova vrednost ¢e biti 1. Tako da je zahtev p(c) =1
u ovom kontekstu prirodan.

Navedimo definicije jos nekih pojmova koje ¢emo koristiti u daljem radu.

DEFINICIJA 2.17. Neka je A = (A, F) algebra, L kompletna mreza i neka
su p; A — Lyi = 1,...,n rasplinute podalgebre algebre A. Ako je f € F,
onda ovoj funkciji odgovara rasplinut podskup fu,. .. .., : A — L, algebre A

odreden na sledeéi nacin

0, ako ne postoje x1,xa, ...z, takvi da je x = f(x1,...,xy)

St oo (T) = \ ( : m(xi)), tnace.

1,22, Tn|T=f(Z1,....2n) 1=
Neka je dat skup S i mreza £. Ako je f n-arna operacija definisana na
L, tj. f: L™ — L, onda je mozemo prosiriti na n-arnu operaciju na skupu

svih rasplinutih skupova na S

na sledeéi nacin:

(f(A1, .., Ap)) (@) = f(A1(2), .., An(2))
U narednom delu ¢emo definisati jos neke pojmove koji ¢e imati veoma
znac¢ajnu ulogu u daljem radu. Pre svega je to pojam kompatibilnosti
neke relacije i pojmovi u ¢ijoj se definiciji pojavljuje pojam kompatibilnost

relacije.
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DEFINICIJA 2.18. Neka je A = (A, F) algebra, L mreZa i p rasplinuta

relacija na skupu A. KaZemo da je relacija p kompatibilna ako je

n

PUf(@1, ey @), FYLs s Yn)) = /\p(xi7yi)-

=1

za sve f €F 0 X1,y Ty, Y1, -, Yn € A.

DErFINICIIA 2.19. Kompatibilna rasplinuta relacija ekvivalencije zove se

rasplinuta kongruencija .

Kompatibilne rasplinute relacije jednakosti ¢emo, kad god to ne dovodi
do zabune, krace zvati rasplinuta jednakost.

Nivo relacije kompatibilne rasplinute relacije su obi¢ne kompatibilne
relacije, a takode su i nivo kongruencije i same kongruencije na algebri

nosacu.

4. Rasplinute podalgebre na rezidualnoj mrezi

Rezidualne mreze su izucavane, sa tacke gledista rasplinute logike, od
strane Hohle [41]. One daju moguc¢nost sinteze rasplinute logike i rasplinu-
tih skupova. Rezidualna mreza se uzima za oblast istinitosnih vrednosti
rasplinute logike u kojoj se operacija ® shvata kao uopstenje konjunkcije,
a operacija — kao uopstenje implikacije. U specijalnom slucaju se koristi

Heytingova algebra, kod koje se operacija ® poklapa sa infimumom.

DEFINICIJA 2.20. Neka je dat skup S, rezidualna mreza L = (L, A\, V,®, —

,0,1) i rasplinuti partitivni skup P(S). Tada operacijama ® i — odgovaraju

redom operacije @ i — na skupu P(S) definisane na sledeéi nacin:

(A® B)(z) := A(z) ® B(x)
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(A — B)(z) := A(z) — B(x)
dok su operacije A\ i V definisane isto kao u obi¢noj mrezi.

Ako jezasvakox € S, A(x) = 1, onda takav rasplinut skup A oznacavamo

sa S. Dakle, S(z) =11 S € P(S). Ako je za svako z € S, A(xz) = 0, onda

A oznacavamo sa (). Dakle, O(x) =014 () € P(S).

Poredak na P(S) uvodimo analogno onom na obi¢noj mrezi.

Strukturu (P(S),N,U, ®, —,0,S) oznacimo sa P(S). Vazi sledec¢a teo-

rema.

TEOREMA 2.2. Za bilo koju rezidualnu mrezu L i bilo koji skup S # ()

P(S) = (P(S)v N, ®,—,0, S)
je kompletna rezidualna mreza.

Dakle, rasplinuti partitivni skup rasplinutog skupa nad rezidualnom
mrezom obrazuje takode rezidualnu mrezu.

Refleksivnost, simetri¢nost i tranzitivnost rasplinutih relacija na mrezi,
koja ne mora biti rezidualna, su uvedeni definicijom 2.6. Isti pojmovi se
mogu definisati i kod rasplinutih relacija kod kojih je kodomen rezidualna
mreza. Refleksivnost i simetri¢nost su definisani na isti nac¢in. Razlika je
samo u definiciji tranzitivnosti. Umesto infimuma se koristi operacija ®.

Rasplinuta relacija p : S*> — L je
(1) tranzitivna ako je p(z,y) = p(z,2) ® p(z,9)

za sve x,Yy,z 1z S.
Ako je mreza L kompletna, tranzitivnost se moze zadati ekvivalentnom

definicijom sa:
p(z,y) = \(p(z,2) ® p(2,y))

za sve x,Yy,z 1z S.
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Definicijom 2.18 je uvedena kompatibilnost rasplinute relacije neke al-
gebre na mrezi. Ako je mreza rezidualna, onda, umesto infimuma koristimo

operaciju ®.

DEFINICIJA 2.21. Neka je A = (A, F) algebra, L rezidualna mreza i p

rasplinuta relacija na skupu A. KaZemo da je relacija p kompatibilna ako
je
n
p(f(xh ety l’n), f(ylv ey yn)) Z ®p(wl7 yl)
i=1

za sve f €F 0 x1,....Tn, Y1, -, Yn € A.

Takode se i definicija rasplinute podalgebre moze uvesti u kontekstu

rezidualne mreze.

DEFINICIJA 2.22. Neka je data algebra A = (A, F'), kompletna rezidualna
mreZa L i rasplinut podskup p : A — L. KaZemo da je p rasplinuta

podalgebra algebre A ako je za sve operacije f € F i sve x1,...,x, € A
n
i=1

i za svaku nularnu operaciju (konstantu) ¢ € F, je u(c) = 1, gde je 1 najveéi

element u L.

U ovoj definiciji rasplinute podalgebre, se umesto infimuma koristi op-

eraciju ®, jer ona u ovom kontekstu zamenjuje logicku konjunkciju.

5. Rasplinuti identiteti

U ovom delu su izlozeni rezultati o rasplinutim identitetima B. Seselje i
A. Tepavcevié¢ [105]. Originalni rezultati u ovom radu se nadovezuju na te

rezultate. U radu se, dalje, razmatraju algebre na kojima je data rasplinuta
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podalgebra i kompatibilna rasplinuta relacija jednakosti. Zatim je definisan
rasplinut identitet, kao uopstenje klasi¢nog identiteta. Na taj nacin razma-
tramo algebre u kojima vazi rasplinut identitet i ne mora da vazi klasi¢ni
identitet. Ova definicija daje uopstenje klasi¢nog identiteta, jer je svaki

klasi¢ni identitet istovremeno i rasplinuti identitet.

DEFINICIJA 2.23. Neka je data algebra A = (A, F'), kompletna mreza L,
rasplinut podskup 1 : A — L i E : A> — L rasplinuta relacija jednakosti
na A. Ako su t1(z1,..,Ty) @ to(z1,..,2n) termi u jeziku od A, onda izraz
E(t1,t2) zovemo rasplinuti identitet u odnosu na E, ili kracée rasplinuti

identitet, ako je E fiksirano.

DEFINICIIA 2.24. Uzmimo da su x1, ..,y promenljive koje se pojavijuju
u termima t1 i to. KaZemo da rasplinuta podalgebra p od A zadovoljava
rasplinut identitet E(t1,t2) (ili da je rasplinut identitet tacan na rasplin-

utoj podalgebri ) ako je za sve x1,..,x, € A

n

E(ty,ts) > N n(zi).
i=1

Trivijalan rasplinut identitet E(t1,t1) je zadovoljen na bilo kojoj ras-
plinutoj podalgebri. Dalje, ako je rasplinut identitet E(t;,t2) zadovoljen
u rasplinutoj podalgebri, onda je na toj podalgebri zadovoljen i identitet
E(t9,t1). Ako rasplinuta algebra zadovoljava identitete E(t1,t2) i E(ta,t3),
onda ona zadovoljava i identitet E(t1,t3).

Pomoc¢u sledeé¢ih teorema dajemo osnovna svojstva rasplinutih iden-

titeta.

TEOREMA 2.3. Neka su dati termi t1(21,..., %i, ..., Tj, ..oy Tp) 1
to(T1,s ey Tiy ooy T,y oy Tp) na jeziku algebre A.  Ako rasplinuta podalgebra

zadovoljava identitet

Et1(21, ooy Tiy ooy Ty ooy T )y 12(T15 ooy Ty ooy Ty o, Tny)),
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onda ona takode zadovoljava identitet
E(tl(ibl, ceiy Ly eeay Ly auny a:n), tg(l’l, ceeg Ljy eaey Ljyanny :L‘n)),

TEOREMA 2.4. Neka je A algebra u kojoj vazi identitet t1 = to Cije su
promenljive x1,..,x,. Neka je L kompletna mreZa i E rasplinuta jednakost
na A. Tada, bilo koja rasplinuta podalgebra p: A — L zadovoljava rasplinut
identitet E(t1,t2).

Na kraju navodimo teoreme koje daju vezu rasplinute relacije jednakosti

i skupa nivoa p te jednakosti.

TEOREMA 2.5. Neka je A algebra, L kompletna mreza, p : A — L
rasplinuta podalgebra od A i E rasplinuta jednakost na A. Tada za sve

peL:

(i) Nivo py, od p je poduniverzum od A.

(ii) Nivo E, od E je relacija kongruencije na A.

TEOREMA 2.6. Neka je A algebra, L kompletna mreza, p : A — L
rasplinuta podalgebra od A i E rasplinuta jednakost na A. Neka takode p
zadovoljava rasplinut identitet E(t1,t2). Tada, za svako p € L, ako je

neprazan, onda kolicnicka algebra p,/E,(1,) zadovoljava identitet t = ta.

Iz poslednje dve teoreme mozemo videti da ako rasplinuta podalgebra u
zadovoljava rasplinuti identitet E(¢1,t2) i ako je nivo p, neprazan, onda je
ip podalgebra i E, kongruencija algebre A i koli¢nicka algebra pu,/E, (1)
zadovoljava identitet t; = to.

Ako bismo umesto kompletne mreze uzeli rezidualnu mrezu, onda bismo

umesto
W(f (@1 eeszn)) = N nle:)
i=1
imali

3

(@1, 2a)) > Q) ula).
=1
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U tom slucaju da bi neprazan skup nivoa p, u oznaci ju, bio podalgebra
algebre A, mora biti ispunjen sledeéi uslov:

Ako je m; € pp, tj. p(x;) = p, i =1,...,n, onda je p(f(x1,...,x,)) = D,
tj. f(z1,...,xyn) € pp. Prema prethodnom je

PG n)) > @ i) > @
=1 =1

n

Kako operacija ® nije idempotentna, ne mozemo zakljuciti da je & p = p,
i=1

pa u slucaju rezidualne mreze ne dobijaju se rezultati kao u poslednje dve

teoreme.

6. Specijalne rasplinute strukture

Mrezno vrednosne algebre se istrazuju od samog pocetka fazi ere. Prvo
su nastale rasplinute grupe (Rosenfeld [72] i Das [24]), zatim polugrupe,
prsteni i ostale specijalne strukture, a dosta su izucavane i njihove primene
(pocevsi od Malik-a i Mordeson-a, videti [57, 65, 66, 72, 82, 111] ). Prikaz
rezultata rasplinutih grupa dat je u knjizi [66], a rasplinutih polugrupa u
knjizi [65].

U nastavku navodimo osnovne osobine rasplinutih podalgebri najpoz-
natijih algebarskih struktura.

Polazimo od definicije rasplinutog grupoida i rasplinute polugrupe. Ove

definicije su saglasne sa definicijom rasplinute podalgebre.

DEFINICIJA 2.25. Ako je G = (G,-) proizvoljan grupoid, onda je (i, -)
rasplinut podgrupoid na G ako vazi:
(1) u: G — L je rasplinut podskup od G.

(2) 7 -7 je rasplinuta operacija na p,
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#.
(- y) = p(x) A p(y),

za sve x,y € S.

DEFINICIJA 2.26. Neka je (S, ) polugrupa i L kompletna mreza. KaZemo
da je p : S — L rasplinuta podpolugrupa polugrupe (S,-) ako je za sve
r,y €S

wz - y) = p(@) A ply),

tj. ako je p rasplinut podgrupoid.

Dajemo neke od osnovnih osobina ovih rasplinutih struktura.

1. Neka je (G,-) grupoid i p : G — L rasplinut skup na G. Onda je p
rasplinut podgrupoid od (G, -) ako i samo ako za svako p € L, svaki neprazan
nivo p, je podgrupoid od (G, ).

2. Neka je (G,-) polugrupa i p : G — L rasplinut skup na G. Onda je
u rasplinuta podpolugrupa od (G, -) ako i samo ako za svako p € L, svaki
neprazan nivo p, je podpolugrupa od (G, -).

Dalje, mogucée je konstruisati rasplinut podgrupoid (rasplinutu podpolu-
grupu) tako da data (specijalna ) kolekcija podgrupoida (podpolugrupa) od
datog grupoida (polugrupe) bude upravo kolekcija nivoa konstruisane ras-
plinute strukture. Rezultati prethodno pomenuti se obi¢no zovu teoreme
sinteze 1 njih sada navodimo (videti [81]):

3. Neka je (G,-) grupoid i F familija podgrupoida od (G,-) koja je
zatvorena za presek i sadrzi G. Onda, postoji rasplinut podgrupoid p tako
da je F familija nivoa od p.

Zaista, posto je ta familija zatvorena za preseke i sadrzi G, ona je mreza u
odnosu na inkluziju. Ako je (F, <) mreza dualna sa (F, C), tada je rasplinuti

podgrupoid p : G — F definisan sa:

pa)=(UfeFlzef}
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Pokazuje se da je familija nivoa od u bas F, preciznije
pr=f, zasve fecF.

4. Neka je (G,-) polugrupa i F familija podpolugrupa od (G,-) koja je
zatvorena za presek i sadrzi G. Onda, postoji rasplinuta podpolugrupa
tako da je F familija nivoa od p. Ta podpolugrupa se konstruise isto kao i
rasplinuti podgrupoid pod 3.

Drugi vazan pojam je pojam rasplinute podgrupe (Cesto se kaze i ras-
plinuta grupa).

Kao i za druge rasplinute strukture, u nastojanju da dobijemo rasplinutu
podgrupu, polazimo od grupe (G,-). U grupi se obi¢no neutralni element
oznacava sa e, a inverzni element od = € G sa x~ L.

Rasplinuta podgrupa grupe (G, -) je rasplinut podgrupoid p: G — L
u kome vazi p(z71!) > p(x).

Ovde ne zahtevamo uvek (kao u nekim radovima ) da uslov p(e) = 1 bude
ispunjen u definiciji rasplinute grupe ( ovakav pristup je koriséen u [66]).
U slucaju ako bi se grupa posmatrala kao algebra sa jednom binarnom,
unarnom i nularnom operacijom, tada bi se po definiciji rasplinute algebre
morao zahtevati i ovaj uslov.

Lako dolazimo do zakljucka da je:

5 u(x) = pu(z7t), zasver € G

6. u(e) > p(z), zasve x € G.

TEOREMA 2.7. Rasplinut podskup p grupe G je rasplinuta podgrupa od
G ako i samo ako je p(zy=') = u(x) A u(y), 2a sve x,y € S.

Slicno kao za grupoide i polugrupe, imamo da su svi neprazni nivoi
rasplinute grupe podgrupe od (G, -). Tvrdenja analogna gore pomenutim su
takode tacna.

7. (videti npr.[66]) Neka je (G, -) grupa i neka je p : G — L rasplinut
skup na G. Onda, p je rasplinuta podgrupa od (G,-) ako i samo ako za
svako p € L, ako p, nije prazan, on je podgrupa od (G, -).
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8. (videti npr.[81]) Neka je (G,-) grupa i F familija podgrupa od (G, )
koja je zatvorena za presek i sadrzi G. Onda postoji rasplinuta podgrupa p
takva da je F familija nivoa od p (slicno kao pod 3. i 4.).

Sledeéa definicija i rezultati vezani za nju mogu se naéi u [65].

Neka je (G,-) polugrupa i L kompletna mreza. Neka su p : G — L
i v : G — L rasplinuti podskupovi polugrupe G. Tada je proizvod pu o v

rasplinut skup polugrupe G definisan sa:

V  A{wly) Av(z)}, ako postoje y,z takvi da x =y -z
(nov)(x) =< wzle=y=z
0, mace .

Ako je L beskonaéna distributivna mreza, onda je gore definisani proizvod
asocijativan. U nekim specijalnim slucajevima, proizvod dve rasplinute
polugrupe je opet rasplinuta polugrupa (videti [65]).

Neka je (G, -) polugrupa. Prema klasi¢noj notaciji i terminologiji (videti
[22]) (G, ) je polumreza grupa ako je unija familije {G;,7 € I} medusobno
disjunktnih podgrupa, takvih da su za sve j,k € I, proizvodi Gj o G i
G} o G sadrzani u istoj podgrupi G; za neko [ € I.

({GZ‘, 1€ I}, O)
je polumreza u kojoj je operacija o definisana sa:
Gj o Gk = Gl

gde je G; grupa u kojoj su sadrzani Gj o G}, i G o Gj. Ova operacija je
dobro definisana, posto familija {G;,4 € I} ¢ini particiju polugrupe G. Sta
vige, ona je idempotentna (posto je za svako i, G; zatvoren za operaciju o, i
tako G; o G; :== G;). Ona je takode asocijativna i komutativna.

Neka je ~ relacija kongruencije na G' odredena pomenutom particijom (
definisana sa: = ~ y ako i samo ako postoji i € I, tako da je x,y € G;).

Faktor grupa (G/ ~) je polumreza ( zato je zovemo polumreza grupa ).
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Ove klasi¢ne koncepte uopstavamo u glavi 3 na slucaj rasplinutih struk-
tura. U tom cilju nam je potreban pojam rasplinutih particija koji uvodimo
u nastavku.

Neka je o : A — L rasplinut skup. Prema jednoj od klasiénih defini-
cija, rasplinuta particija od p je familija rasplinutih podskupova rasplinutog
skupa p, {p; : A — L | i€ I}, takvih da p = |J pi 1 za sve 4,5 € I, ako je
i # j, pi Ny =0 gde je () prazan rasplinut skf; (onaj koji ima vrednost 0

za sve x € A).

DEFINICIIA 2.27. [61] Rasplinuta 6 — e-particija rasplinutog skupa
w:A— L, (0,e € L,d>¢) je familija rasplinutih skupova {u;|i € I}, takvih
da za sve p € (g,0),

(UM) = Hp;

ier P
iza svei,j €l i#j,

(1i O paj)p = 0.

Ova definicija je uvedena i koriséena do sada uglavnom za [0, 1]-vrednosne
rasplinute skupove. Glavna ideja je bila da svojstva particije budu zadovo-
ljena na nivoima za neke ”srednje” vrednosti, niti za one bliske 0, niti za one
bliske 1. U slucaju kada mreza L nije linearno uredena, zavisno od izbora
parametara, definicija nije uvek odgovaraju¢a. Medutim, mi u glavi 4 koris-
timo interval [e, 1], tako da su osobine particije zadovoljene za sve elemente
u neposrednoj blizini najveéeg elementa 1. Zbog toga, ova definicija je ovde
pogodna za odgovarajuéi izbor mreze L i parametra €.

U nastavku se bavimo rasplinutim podpolugrupama, pa dajemo neka
svojstva klasi¢nih polugrupa koja ¢e nam kasnije biti potrebna.

Neka je (5, -) polugrupa. Neprazan podskup A od S zovemo levi (desni)
ideal od S ako SA C A (AS C A), gde je SA={x-y |z € S,y € A}.

Sli¢no se definise i AS. Dalje, A se zove ideal od S ako je i levi i desni ideal.
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Polugrupa S je regularna ako za svaki element « iz S, postoji element x € S
takav da a = aza.
Sledeéim definicijama uvodimo pojam rasplinutog (levog, desnog) ideala

na polugrupi.

DEFINICIJA 2.28. Rasplinut podskup p : S — L na polugrupi S zove se

rasplinut levi ideal od S ako

p(ab) = p(b)

za sve a,b € S.

DEFINICIIA 2.29. Rasplinut podskup p : S — L zove se rasplinut desni
ideal od S ako

u(ab) > pu(a)

za sve a,b € S.

Rasplinut podskup p : S — L je rasplinut ideal od S ako je rasplinut
levi i rasplinut desni ideal od S.
Dalje navodimo osnovne osobine rasplinutog ideala na polugrupi (videti

[65]).

TEOREMA 2.8. Neka je p rasplinut podskup od polugrupe S, i o proizvod

rasplinutih skupova, onda vaze sledecéa tvrdenja:

1
2
3
4

w je rasplinuta podpolugrupa od S akko pop C p.
W je rasplinut levi ideal od S akko S o C p.
je rasplinut desni ideal od S akko oS C p.

(1)
(2)
(3) n
(4) w je rasplinut ideal od S akko Sou CpipoS C pu.

TEOREMA 2.9. Polugrupa S je regularna akko p Nv = v o u za svaki
rasplinut desni ideal p i svaki rasplinut levi ideal v od S, gde je o proizvod

rasplinutih podskupova.

TEOREMA 2.10. Neka je S polugrupa. Onda vaZe sledeéa turdenja:
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(1) Neka su p i v rasplinute podpolugrupe od S. Onda je N v takode
rasplinuta podpolugrupa od S.

(2) Neka su p i v rasplinut levi (desni, obostrani) ideal od S. Onda je
wNv takode rasplinut levi (desni, obostrani) ideal od S.

Podsetimo se da je poluprsten uredena trojka (S, +,-), gde su (S, +) i
(S, ) polugrupe i operacija - je distributivna prema operaciji +.
Rasplinut poluprsten uvodimo slede¢om definicijom, koje je takode u

skladu sa definicijom rasplinute algebre.

DEFINICIJA 2.30. Neka je (S, +, ) poluprsten i L kompletna mreza. KaZemo
da je p: S — L rasplinut podpoluprsten poluprstena S ako su ispunjeni

sledeci uslovi:

(1) plz+y) = plz) A py)
(2) pz-y) = pl@) Aply),

za sve x,y € S.

7. Rasplinute ekvivalencije i rasplinute jednakosti

U ovom delu razmatramo pojam skupa sa rasplinutom jednakoséu koji je
koristio Belohlavek sa saradnicima u radovima i knjigama ([2]) i ([5]). Kao
Sto smo ve¢ spomenuli, Belohlavek i saradnici su razradili veliki broj poj-
mova i rezultata iz rasplinute univerzalne algebre koristeéi taj pojam. Ovde
detaljno uvodimo taj pristup, da bismo ga uporedili sa nasim pristupom.

Polazimo od pojmova rasplinute ekvivalencije, rasplinute jednakosti i
rasplinutog homomorfizma skupa sa rasplinutom jednakoséu u skup sa ras-

plinutom jednakoséu. Vise o tome se moze videti u [2].
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Rasplinuta ekvivalencija i rasplinuta jednakost se definiSu na obi¢nom

skupu U kao preslikavanja U x U u rezidualnu mrezu £ na slede¢i nacin.

DEeFINICIJA 2.31. Rasplinuta relacija ekvivalencije (rasplinuta ek-

vivalencija) 6 na skupu U je preslikavanje
0:UxU—1L

koje zadovoljava uslove:

1 (refleksivnost)
(2) 0(u,v) = 6(v,u) (simetricnost)
(3) O(u,v) @ 0(v,w) < O(u,w) (tranzitivnost)

za sve u,v,w € U.
Rasplinuta ekvivalencija 0 na skupu U za koju 0(u,v) = 1 povlaci u = v

zove se rasplinuta jednakost.

Rasplinuta ekvivalencija se Cesto zove i rasplinuta slicnost. Tako kazemo
da 6(u,v) izrazava stepen slicnosti u,v € U. Uobic¢ajena oznaka za ovu
relaciju je E.

Skup nivoa a relacije 6 se uvodi na uobi¢ajeni nacin:

ag = {(z,y) | 0(z,y) > a}.

Neka je 6 rasplinuta ekvivalencija na U. Tada vazi:

(i) Za svako a € L, 0, je refleksivna i simetri¢na relacija. Ako je
a ® a = a, onda je 0, relacija ekvivalencije.
(ii) Nivo 1, 0 je relacija ekvivalencije. Ako je # rasplinuta jednakost,

onda je 61 jednakost na U.

Vidimo da su u ovom pristupu nivoi relacije ekvivalencije obi¢ne relacije
ekvivalencije samo u specijalnom sluc¢aju.
Ako je E rasplinuta jednakost na skupu U, onda uredeni par (U, E)

zovemo skup sa rasplinutom jednakosc¢u.
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DEFINICIIA 2.32. KaZemo da je funkcija f : U™ — U kompatibilna sa

rasplinutom jednako$éu E na U ako za sve ui, v, ..., Un, v, € U imamo
n
E(f(U1, ey Un), f(vb R3] Un)) > ® E(ulv Ui)
i=1

KaZemo da je n-arna rasplinuta relacija r na U kompatibilna sa rasplin-

utom jednakoséu E na U ako za sve ui,vi, ..., Un, vy € U imamo
n
(1, .y V) = (® E(u, vl)) @ r(u, ..., up)
i=1
Iz prethodne definicije i veze izmedu operacija u rezidualnoj mrezi do-
bijamo
n
T(Uly ooy Up) — (V1 ey V) = ®E(ul,vl)
i=1

Rasplinuta ekvivalencija 6 je kompatibilna sa rasplinutom jednakoséu F na

U akko E C 0, tj.
0(a,b) ® E(a,a’) @ E(b,b') < 6(d,b)

za sve a,a’,b,b € U.
Ako su (U, Ey) i (V, Ey) skupovi sa rasplinutom jednakoséu, u nastavku
definiSemo preslikavanje h : U — V koje je kompatibilno sa rasplinutom

jednako$éu i koje zovemo E-homomorfizam.

DEFINICIJA 2.33. Za skupove sa rasplinutom jednakosiéu (U, Eyr) i (V, Ey)

preslikavanje h : U — V' zove se E-homomorfizam ako
Ey(u1,u2) < By (h(u1), h(uz))
za sve ui,us € U.

Za E-homomorfizam h : U — V ozna¢imo sa 6 binarnu rasplinutu

relaciju na U za koju je
Oh(ul, UQ) = Ev(h(ul), h(UQ))

0y, se zove jezgro E-homomorfizma h. Ako je h : U — V preslikavanje

(U,Ey) u (V, Ey), onda je h E-homomorfizam akko Ey C 0.
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Analogno klasi¢nom sluc¢aju, jezgro E-homomorfizma je rasplinuta ekvi-
valencija kompatibilna sa rasplinutom jednakoséu Ey. Jezgro E-homomor-

fizma je i rasplinuta jednakost ako i samo ako je h injektivna funkcija.

8. Apstraktna rasplinuta logika

Pavelka [67] 1979 godine uvodi koncept apstraktne rasplinute logike,
koja je kasnije nastavila da se razvija i sada se naziva fazi logika Pavelkinog
stila. Za skup svih formula nekog jezika koristi se oznaka F'ml. Uvodi se
vrednovanje formula, tj. dodeljuje se svakoj formuli apstraktnog skupa F'ml
njen stepen istinitosti. U opstem slucaju za skup svih stepena istinitosti
formira kompletnu mrezu £ (koja ne mora biti rezidualna), sa nosacem
L. Stepen istinitosti u £ moze biti interpretiran kao stepen istinitosti u
smislu rasplinute logike, ali su moguée i neke druge interpretacije. Postupak
dodeljivanja stepeni istinitosti formulama ima dva "ulaza” i jedan ”izlaz”.
Prvi ulaz je formula ¢ € F'ml. Drugi ulaz je semanticka komponenta S u
kojoj se moze izraziti vrednost formule. Izlaz je stepen istinitosti || ¢ ||s€ L

od ¢ iz S. Na ovaj nacin preslikavanje

V:Fml— L,

tj. rasplinuti skup V od F'ml je uveden sa V(p) =|| ¢ ||s.
Semanticke komponente S se mogu i zanemariti i uvedena preslikavanja
V' se mogu posmatrati kao jednostavan nacin za opisivanje semantike ove

logike.
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DEFINICIJA 2.34. Rasplinuta semantika za skup formula Fml je skup

Lle

S, rasplinutih skupova od Fml, tj. S C , gde je

LM = (v |V : Fml — L}.
Elementi V € S se zovu evaluacije a V(y) je stepen istinitosti ¢ u V.

Koristi se oznaka || ¢ ||y umesto V (p).
Klasi¢éna predikatska logika je specijalan slucaj ove logike za dvoele-
mentnu mrezu.

Uvedimo jos neke vazne pojmove apstraktne logike.

DEerINICIJA 2.35. Rasplinuta teorija nad Fml i L je bilo koji ras-
plinuti skup T € LF™. Uzimajuci neku rasplinutu semantiku S za Fml,

kazemo da V € S je model teorije T nad F'ml i L ako je T C V.

DEFINICIIA 2.36. Za rasplinutu semantiku semantiku S za Fml, ras-
plinutu teoriju T i formulu ¢ € Fml, stepen || ¢ ||3- u kom ¢ semanticki

sledi iz T je definisan sa

lo = Allellv |V €S je model od T}.

DEFINICIIA 2.37. n-arno pravilo zakljuéivanja za Fml i L je ureden
par R = (Rsyn, Reem) Cije su komponente parcijalna funkcija
Rgyn : Fml"™ — Fml  (sintakticki deo) i funkcija

Rsem : L™ — L (semanticki deo).

To mozemo vizuelno predstaviti na sledeéi na¢in

(901) al)a ceey (SOTH an)
(Rsyn(@b ceey 9077,)7 Rsem(alu ceey an))

Pravilo R omogucava nam da zakljuc¢imo da je formula Ry (41, ..., ¢n) tacna
sa stepenom (najmanje) Rsem(ai, ..., ay) ako znamo da je svako p; tac¢no sa

stepenom najmanje a; (i = 1,...,n).
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DEFINICIJA 2.38. Apstraktna logika je uredena petorka
AL = (Fml,L,S,A,R),
gde je Fml skup formula, L kompletna mreza, S je L-semantika za Fml, A

je teorija (logickih aksioma) nad Fml i L, i R je skup pravila zakljuc¢ivanja.

Akoje 2% ={V | V:S — {0,1}}, u nastavku definisemo preslikavanja
Md i Th.
Md:LF™ 2% i Th:2% - LFm

Za rasplinuti skup 7' nad skupom formula Fml definisemo skup Md(T)

evaluacija iz S sa
Md(T)={V €S | V jemodel od T}.
Za skup K evaluacija iz S, definiSemo rasplinuti skup Th(K) sa

(Th(E) () = \V(0) | V € K}

Md(T) je skup svih modela od T, a Th(K) je rasplinuta teorija od K.
Primetimo da, korigéenjem funkcija Md i Th, stepen || ¢ |7 u kom ¢

semanticki sledi iz T se moze prikazati na sledeéi nacin

¢ 17 = (Th(Md(T)))(p).

9. Algebre sa rasplinutom jednakoséu

Pojmovi iz ovog dela su takode iz knjige [2]. Algebra sa rasplinutom jed-
nako§c¢u je skup sa rasplinutom jednakoséu i sa funkcijama koje su kompat-
ibilne sa ovom jednako$éu. Ako rasplinutu jednakost shvatimo kao sli¢nost,

kompatibilnost funkcija nam govori da funkcija preslikava sli¢ne elemente u
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slicne elemente. Sa ove tacke gledista, algebra sa rasplinutom jednakoséu
moze biti shvacena kao kolekcija funkcija koje ¢uvaju sliénost.

Definisimo sada osnovne pojmove vezane za algebre sa rasplinutim jed-
nakostima.

Tip je uredena trojka (E, F,0), gde E ¢ F' i o je preslikavanje

o: FU{E} — Ny

sa o(E) = 2. Svaki f € F je funkcijski simbol, E je relacijski simbol koji
se zove simbol rasplinute jednakosti. Preslikavanje ¢ oznacava arnost
o(f) svakog funkcijskog simbola f € F. Ako nema opasnosti od zamene,

(E, F,0) zamenjujemo sa F.

DEFINICIJA 2.39. Algebra sa sa rasplinutom jednakoséu tipa (E, F, o)
je uredena trojka M = (M, Enr, Far) takva da (M, Fyr) je algebra tipa (F, o)
i Ear je rasplinuta jednakost na M takva da fyr € Fy je kompatibilna sa
Eyr. Algebru (M, Fyr) oznac¢avamo sa Ske(M) i zovemo skeletom od M.

Algebru sa rasplinutom jednakoséu krace zovemo L-algebra.

Ako je jasno koja mreza L je u pitanju, kazemo i algebra sa rasplinutom
jednakoscu, pa je ¢esto oznacavamo (M, Eny, fi/, ..., ). Ponekad izostavl-
jamo M iz Eyr, Far i far. Cesto Epr(a,b) zovemo stepenom sli¢nosti izmedu
aib.

Ako je L = {0,1} dobijamo teoriju obi¢nih univerzalnih algebri, pa

proizvoljnu L-algebru mozemo shvatiti kao uopstenje pojma algebre.
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10. Podalgebre, kongruencije, homomorfizmi i direktni proizvodi

L-algebri

Ovaj deo je takode preuzet uz knjige [2].

Dalje definiSemo osnovne algebarske konstrukcije kao Sto su podalgebre,
homomorfizmi, kongruencije i direktni proizvodi.

Moze se shvatiti da svaka L-algebra M = (M, Eps, Fps) ima dva dela,
funkcijski deo Ske(M) i skup sa rasplinutom jednakoséu (M, Epy) (relacijski
deo), koji su povezani preko uslova kompatibilnosti.

Analogno definicijama iz klasi¢ne algebre, podalgebru i poduniverzum

L-algebre uvodimo na sledeéi nacin.

DEFINICIJA 2.40. Neka je M = (M, Ey, Fyr) L-algebra tipa F.  L-
algebra N = (N, En, Fn) se zove podalgebra od M ako je ) # N C M,
svaka funkcija fy € Fn restrikcija od fyr na N @ En je restrikcija od Eyp na
N. Poduniverzum od M je podskup N C M koji je zatvoren za sve funkcije

Kazemo da je L-algebra M = (M, Ey, Fyy) trivijalna ako je M = {a}.

Kongruenciju na L-algebri uvodimo slede¢om definicijom.

DEFINICIJA 2.41. Neka je M L-algebra tipa F'. Rasplinuta relacijo 6 na
M zove se kongruencija na M ako:
(i) @ je rasplinuta relacija ekvivalencije na M
(i1) 0 je kompatibilna sa Epy

(iii) Sve funkcije far € Far su kompatibilne sa 6.

Homomorfizam L-algebre definise se kao preslikavanje koje ¢uva ope-

racije fys i1 rasplinutu jednakost Ej;.

DEFINICIJA 2.42. Neka su M i N L-algebre tipa F'. Preslikavanje h :

M — N zove se homomorfizam L-algebre M u L-algebru N ako
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(i) h(fm(ar,...,an)) = fn(h(ar),...,h(ay)) za svaku n-arnu funkciju
f € F i proizvoljne a1, ...,a, € M
(ii) h je E-homomorfizam od (M, Ey;) u (N, En).

Neka su M i N L-algebre tipa F. Ako je h : M — N homomorfizam,
onda je homomorfna slika h(M) podalgebra L-algebre N.

Direktne proizvode uvodimo na sledeéi nacin.

DEFINICIJA 2.43. Neka je I skup indeksa. Direktan proizvod familije
{M; | i € I} L-algebri M = {M;, Eng,, Fig, } je L-algebra [ M; tipa F' tako
da M = H M; @ za svaku n-arnu funkciju fy v, € Fpq ]\flz aiy...,an € M
1Mamo ! “ !

fH Mi(ab ,an)(z) = fMi(al(i)v 7an(l))

el
za sve i € I i rasplinutu jednakost Ey py, definisemo sa
el

EH Mi(aa b) = /\ EMi (a(i)a b(l)),

el iel

za sve a,b € M.

Za klasu K L-algebri nekog tipa definiSemo sledece operatore:
H(K)={h(M) | M €K, h je homomorfizam}

S(K) ={M | M je podalgebra od nekog N € K}
P(K)={M | M je direktan proizvod neke familije P C K}
To zna¢i da je H(K) klasa svih homomorfnih slika L-algebri iz K. S(K)
je klasa svih podalgebri od L-algebri iz K. P(K) je klasa svih direktnih

proizvoda familija L-algebri iz K.

DEFINICIJA 2.44. Klasa K L-algebri tipa F zove se varijetet ako je
zatvorena za homomorfne slike, podalgebre i direkine proizvode, tj. ako je
HK)CK, S(K)CKiP(K)CK.

Ako je K klasa L-algebri nekog tipa sa V(K) oznacimo najmangi varijetet

koji sadrzi K. Tada kaZemo da je V(K) varijetet generisan sa K.
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Pored navedene definicije varijeteta L-algebri u nekim radovima (videti

[84] se uvodi pojam rasplinutog podvarijeteta na sledeéi nacin.

DEFINICLJA 2.45. Neka je V wvarijetet i £ mreza. Preslikavanje V :
VY — L kaZemo da je rasplinuti podvarijetet od V ako svaki nivo od V

je (obi¢an) podvarijetet od V .

11. Rasplinuta jednakosna logika

Dalje nastavljamo sa prikazom jednakosne logike Pavelkinog tipa u ras-
plinutom okruzenju, prema knjizi [5]. U rasplinutoj jednakosnoj logici for-
mule su identiteti koji se interpretiraju u algebrama sa rasplinutim jed-
nakostima (algebre sa rasplinutim jednakostima su semanticke strukture za

rasplinutu jednakosnu logiku ).

DEFINICIJA 2.46. Neka je (E,F,o) tip. Identitet tipa F nad X je
izraz E(t,t'), gde je t,t' € T(X) (T(X) je skup terma tipa F nad skupom
promenljivih X ).

Predstavimo sada osnovne koncepte semantike rasplinute jednakosne

logike.

DEFINICIJIA 2.47. Neka je M L-algebra tipa F', v : X — M wvaluacija ¢
t term. Vrednost || t ||p termat w M pri valuaciji v definise se na sledeci
nacin:
(i) Ako je t promenljiva x, onda || t ||rpr= v(z)
(i1) Ako je t oblika f(t1,...,tn), onda

o= Pl G a0 [ 0 |lag0)-
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Sada mozemo da definiSemo stepen istinitosti identiteta.

DEFINICIJA 2.48. Neka je M L-algebra tipa F', v : X — M wvaluacija ¢
E(t,t") identitet. Stepen istinitosti || E(t,t") ||ar, identiteta E(t,t') u M u

odnosu na v definisemo na sledeci nacin

1 Bt t) Haro= Exe(Il sz, 11 [1az0)

Stepen istinitosti || E(t,t') ||a od || E(t,t') || u M se definise sa

Itlhe= A NEGE) -

v: X—M
Ako je K klasa L-algebri tipa F', onda se stepen istinitosti na klasi K definise
kao:

| Ett) (k= N\ 1| E(t) [|m
MeK

Podsetimo se da je apstraktna logika uredena petorka AL = (F'ml, L, S, A, R),
gde je F'ml skup formula, £ je struktura stepena istinitosti, S je rasplinuta
semantika za F'ml, A je teorija logickih aksioma i R skup pravila izvodenja.

Rasplinutu jednakosnu logiku definisemo kao posebnu apstraktnu logiku
u kojoj u nastavku definisemo Fml, £, S, A1 R.

Za skup F'ml formula uzimamo skup svih identiteta, tj.
Fml={Et,t)| tt eT(X)}

Za L uzimamo proizvoljnu kompletnu rezidualnu mrezu.

Za S uzimamo rasplinutu semantiku S za F'ml definisanu sa:
S={V e L¥™| za neku L—algebru M V (E(t,t")) =|| E(t,t') ||, E(t, t')eFml}

Za A uzimamo prazan rasplinuti skup formula, tj. A(E(t,t')) = 0 za svaki
identitet E(t,t).
Za R uzimamo skup pravila izvodenja (ERef) — (ESub) za Fml i L,

koja navodimo u nastavku.
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(BRef) gy (efiksivaost)
(ESym) - W (simetricnost)

(ETra) : & (tEfE')(’:t),;)(i < bt)”)’ Y (tranzitivnost)
(ERep) ((5((;’52)‘;)) (zamena)

(ESub) (E(t(ggzgz;%)’a) (substitucija),

gde t,t',t" r;s € T(X); a,b € L; z € X; t je podterm terma s i s je term
dobijen od s zamenom jednog pojavljivanja t sa t'.

Tako je definisana posebna apstraktna logika. Medutim, cilj nam je
da radimo sa L-algebrama umesto sa evaluacijama i sa klasama L-algebri
umesto sa odgovaraju¢im skupovima evaluacija.

Izmedu L-algebri i evaluacija iz S postoji sledeca veza. Svaka L-algebra

M indukuje evaluaciju Vas € S na sledeéi nacin
Vi (E(t, 1) = || Et,t) |

za svaki identitet E(t,t').

Za evaluaciju V' € S, medutim, moze postojati vise L-algebri M takvih
da je V = V).

Upotrebljavajuéi ranije definisana preslikavanja Md i Th, mozemo defi-

nisati preslikavanja Mod i Id na sledeé¢i nacin.

Mod(}2) = {M | Viy € Md(}))} i
Id(K) = Th({Vy | M € K})
gde 3" € L™ je rasplinuta teorija i K je klasa L-algebri.

Sada mozemo reé¢i da je L-algebra M model za rasplinutu teoriju > ako

je M € Mod(})) (tj. ako je Var model od } ). Lako je videti da je M model
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od > € L™ akko
YE) < | Ett) [Im

za svaki identitet E(t,t') € Fml. Otuda je Mod(}") klasa L-algebri i Id(K)

je rasplinuti skup identiteta nad X za koje imamo:

Mod(>)) = {M | M jemodel od >}

(AN (E ) = NUIE@E) |l | M € K)

za svaki identitet E(t,t').

Ako zelimo da istaknemo skup promenljivih, pisemo Idx(K) umesto
Id(K). Takode pisemo Id(M) umesto Id({M}).

Sliéno, kao u apstraktnoj rasplinutoj logici mozemo definisati stepen

| E(t,t') [[y> ukom E(t,t') semanticki sledi iz Y € L¥™ na slede¢i nacin

1 E@Y) [y, = (Td(Mod(}))) (E(t,t)).

Mozemo uociti da su svi koncepti rasplinute jednakosne logike jedinstveno
odredeni izborom tipa (E, F, o) i kompletne rezidualne mreze £. Sledeca

definicija ukratko daje semanticki koncept rasplinute jednakosne logike date

sa (E,F,0)iL.

DEFINICIIA 2.49. Rasplinuta teorija je rasplinuti skup >, identiteta,
tj. S e LF™ | L-algebra M je model teorije Y ako M € Mod(Y"). Stepen
| E(t, ) [Is= u kome E(t,t") semanticki sledi iz teorije Y je definisan sa

1 E(t,t) Iy = (Id(Mod(32))) (E(t,t).

Za klasu IC L-algebri, stepen istinitosti || E(t,t') ||x od E(t,t') u K je

definisan sa

I Et,t) Ik = (Id(K)) (E(t,1)),

Prethodnu definiciju mozemo modifikovati na sledeé¢i nacin.



11. RASPLINUTA JEDNAKOSNA LOGIKA 69

M je model od Y akko za svaki E(t,t'):

S(E®T) < [[E(t) [l

1B ) Ik = N\ 11 EGE) |l AN ITEGE) e

MeK MeKv:X—M
HE) Iy =l EtY) lmoas) = N IEGE) |l =
Memod(d))

= A A B [l

Memod(>)) v:iX—M

Navedeni koncepti su neposredna uopstenja obi¢nih logickih koncepata.
Zapravo, M je model od ) ako je svaki identitet tacan u M najmanje u
stepenu u kome on pripada Y. Dalje, || E(t,t') ||x moze biti shvaceno kao

stepen u kome je E(t,t') istinito u svakoj L-algebri koja je model od .

DEFINICIJA 2.50. Za rasplinutu teoriju > € LF™ 9 = Mod(>]) se
zove jednakosna klasa od > . Za klasu K od L-algebri, Id(K) se zove
jednakosna teorija od K. Klasa K L-algebri se zove jednakosna klasa ako
je K= Mod(>]) za neku teoriju .

Rasplinuti skup ) identiteta se zove jednakosna teorija ako ) = Id(K)
za neku klasu K od L-algebri.

Dakle, jednakosna klasa teorije > se sastoji od svih L-algebri koje su
modeli od ) . Teorija klase K L-algebri sadrzi identitete od kojih je svaki
sa stepenom pripadanja u kom je istinit u K. Klasa L-algebri je jednakosna
ako se moze definisati pomoc¢u rasplinutog skupa identiteta.

Ako je K klasa L-algebri istog tipa, onda u ovom kontekstu vazi sledecéa

teorema, koja je analogna teoremi Birkofa za univerzalne algebre.

TEOREMA 2.11. Klasa K L-algebri istog tipa je jednakosna klasa ako i

samo ako je varijetet.

X 3k ok
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Pored navedene definicije varijeteta L-algebri u nekim radovima (videti

[84]) se uvodi pojam rasplinutog podvarijeteta na sledeéi nacin.

DEFINICIJA 2.51. Neka je V wvarijetet i L mreza. Preslikavanje V :
V — L kaZemo da je rasplinuti podvarijetet od V ako je svaki nivo od

V (obican) podvarijetet od V .

U ovom pristupu se kao kodomen koristi kompletna mreza. Karakter-
san je samo varijetet, pokazane njegove osnovne osobine, ali nisu definisani

identiteti niti jednakosna klasa, pa ni veza jednakosne klase i varijeteta.



GLAVA 3

Rasplinute s-podgrupe

1. Uvod

U ovom poglavlju razmatramo poznati problem klasi¢ne algebre, prob-
lem particije polugrupe na familiju grupa u slu¢aju mrezno-vrednosnih (ras-
plinutih) struktura i u tom kontekstu uvodimo i ispitujemo dva tipa ras-
plinutih podgrupa i to rasplinute podgrupe rasplinute polugrupe i rasplinute
podgrupe obi¢ne polugrupe. Kao glavni rezultat dokazujemo da rasplinuta
polugrupa moze biti predstavljena kao particija (uzimajuéi specijalan tip
rasplinutih particija) familije rasplinutih e-podgrupa ako i samo ako je ras-
plinuta kompletno regularna polugrupa. Otuda su rasplinute kompletno reg-
ularne polugrupe okarakterisane prvenstveno kao particija specijalnog tipa
rasplinutih podgrupa (analogno kao u standardnom sluc¢aju). Novouvedene
rasplinute e-podgrupe imaju znacaj u daljim istrazivanjima, u svim prob-
lemima gde se koriste podgrupe polugrupa. Rasplinute strukture koje u
ovom poglavlju koristimo su mrezno-vrednosne, gde je ko-domen proizvoljna
kompletna mreza. Taj pristup nam omogucava rezultate koji se analogni

klasi¢nim rezultatima kad se posmatraju nivo skupovi rasplinutih skupova.

71
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2. Rasplinuta podgrupa obi¢ne polugrupe

U klasi¢noj algebri jedan od vaznijih pojmova je pojam podgrupe polu-
grupe. U ovom delu uvodimo pojam specijalnog tipa rasplinute podgrupe

polugrupe i dajemo karakterizaciju preko nivoa.

DEFINICUIA 3.1. Neka je (S,-) polugrupa, G podgrupa polugrupe S, L
kompletna mreza i € € L. Preslikavanje p : S — L je rasplinuta (G, ¢)-

podgrupa polugrupe S, ako su ispunjeni sledeci uslovi:

(1) (Vz € S)(Vy € S)u(z - y) > p(z) A p(y)
(2) (Vz € G)(Vy € S\ G)u(z) > € > pu(y)
(3) (Vz € G)u(x™") > p(x).

U ovoj definiciji € je element mreze Cija je uloga da bude grani¢ni para-
metar koji razdvaja vrednosti rasplinute podgrupe od ostalih vrednosti iz
skupa koji je nosa¢ polugrupe S.

Iz ove definicije lako se dolazi do sledeé¢ih posledica:

e preslikavanje p je rasplinut podgrupoid (otuda i rasplinuta podpolu-
grupa,).
Ova posledica neposredno sledi iz uslova (1) u definiciji.
o (Vz € Q) ule) > u(x), gde je e neutralni element od G.
Koristeéi uslove (1) i (3) definicije ova posledica se dobija iz
sledeéeg niza jednakosti i nejednakosti:
ple) = p(a - = p(@) Ap(™) > ple) A ple) = ple).
o (Vx €G)p(a) = p().
Kako je z inverzni element od 27!, to je u(x) > u(z™1), sto

zajedno sa uslovom (3) daje u(z™1) = p(x).

Dakle, restrikcija rasplinute (G, e)-podgrupe pu na G je rasplinuta pod-
grupa na (G, -).
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Neposredno je jasno, da je rasplinuta podpolugrupa p od (S, -) rasplin-
uta (G,e)-podgrupa polugrupe S ako i samo ako je zadovoljen uslov (2) i
restrikcija g na G je obi¢na rasplinuta podgrupa od (G, -).

Sledeca teorema daje potreban i dovoljan uslov da rasplinuta podpolu-
grupa polugrupe S bude rasplinuta (G, e)-podgrupa polugrupe u slucaju

kada je L linearno uredena mreza.

TEOREMA 3.1. Neka je (S,-) polugrupa, G podgrupa polugrupe S, L
kompletna linearno uredena mreza i p @ S — L rasplinuta podpolugrupa

polugrupe S. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) p je rasplinuta (G, e)-podgrupa polugrupe S.
(2) G C e @ za bilo kojet € L, t > ¢ vazi da je py obi¢na podgrupa od
G

DokAz. Neka je p: S — L rasplinuta (G, e)-podgrupa polugrupe S, i
neka je t element iz L, takav da je t > €. Jasno je da, uy € G. Ako x,y € puy,
prema definiciji nivoa je, u(x) > tiu(y) > t, odakle p(z-y) > p(x)Au(y) > t.
Dakle, z -y € p.

Ako je x € uy, onda je u(x) >t > e. Kako je za (Vy € S\ G)u(y) < ¢,
to je z € G. Posto je x71 € G, imamo (1) > u(z) > t, paje 27! € .

Dakle, u: je podgrupa grupe G.

Ako je x € G, onda je u(z) > ¢, pa je x € p.. Dakle, G C pe.

Da bismo dokazali obrat, pretpostavimo da su svi nivoi p; za € < t,
podgrupe grupe G i G C p..

Ako je z € G, onda je © € ., paje u(z) > . Nekajey € S\ G i
u(y) = t. Ako bi bilo t > ¢, onda bi bilo y € u, gde je u; podgrupa grupe
G. To bi znacilo da je y € G, sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da
y € S\ G. Dakle, u(y) < e, posto je L linearno uredena mreza.

Tako dobijamo (Vz € G)(Vy € S\ G)(u(z) > > u(y)).

Na osnovu prethodnog je p(x) > € za sve z € G. Uzmimo dalje da je

w(xz) =t >e. Tada je x € yz. Kako je py podgrupa grupe G, to je 271 € py,
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pa je u(z~1) >t = p(z). Uzmimo sada da je u(z) = . Kako je 27! € G i
G C pie, to je z71 € pe. Zato je pu(z~h) > e = p(x).

Dakle, (Vo € G)u(z~!) > u(z), pa je p rasplinuta (G, )-podgrupa polu-
grupe S. O

3. Rasplinuta podgrupa rasplinute podpolugrupe

U ovom delu uvodimo pojam rasplinute podgrupe rasplinute podpolu-
grupe. Ponovo polazimo od obi¢ne polugrupe. Obe rasplinute strukture su

specijalni rasplinuti skupovi na nosacu polazne polugrupe.

DEFINICIJA 3.2. Neka je (S, -) polugrupa i G podgrupa polugrupe S. Neka
je jos L kompletna mreza, ¢ € L i u : S — L, rasplinuta podpolugrupa
polugrupe S. KaZemo da je pg : S — L rasplinuta (G,¢)-podgrupa

rasplinute podpolugrupe u ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

(1) (Vo € Sua(z) < p(z)

(2) (Vo€ S)(Vy € SHuc(z - y) > pe(z) A pe(y)
(3) (Vz € G)(Vy € S\ Gug(z) = € = pa(y)
(4) (Vz € Q)uc(z™") > pa().

Ponekad (G, )-podgrupu zovemo jednostavno e-podgrupa, kada je grupa
G odredena, ili radi pojednostavljenja, kada razmatramo familiju nekoliko
ovakvih struktura na razli¢itim grupama.

Iz definicije mozemo zakljuciti da su p i ug dve rasplinute podpolugrupe
polugrupe (S, ), tako da je ug C p u smislu inkluzije rasplinutih skupova, i
da je pq rasplinuta (G, e)-podgrupa polugrupe S.

U nastavku definiSemo pojam rasplinute kompletno regularne podpolu-

grupe.
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DEFINICIJA 3.3. Neka je (S, ) polugrupa i L kompletna mreza . KaZemo
da je rasplinuta podpolugrupa j : S — L rasplinuta kompletno regularna
podpolugrupa polugrupe S, ako je ispunjen sledeéi uslov:

(1) Vae S)YBxeS)la=a-x-a i a-x=x-a i p(z)> pla)).

Iz ove definicije lako se zakljuCuje: da bi rasplinuta podpolugrupa bila
kompletno regularna, polugrupa (.S, ) mora biti kompletno regularna.

Definicija rasplinute kompletno regularne podpolugrupe moze se nadi
u [65] za klasi¢ne rasplinute skupove. Pojam rasplinute kompletno regu-
larne podpolugrupe takode se prenosi na nivo polugrupe, $to je pokazano
u Tvrdenju 3.7.4 iz [65] za rasplinute skupove ¢iji je kodomen interval
[0,1], a u narednom tvrdenju analogni rezultat pokazujemo u slucaju kada

je kodomen proizvoljna kompletna mreza.

TVRDJENJE 3.1. Neka je (S,-) polugrupa i p : S — L rasplinuta pod-
polugrupa od S. Tada je p rasplinuta kompletno regularna podpolugrupa od
S ako 1 samo ako je za sve p € L, u, kompletno regularna podpolugrupa od

S ako je p, # 0. O

DokAz. Pretpostavimo prvo da je p rasplinuta kompletno regularna
podpolugrupa od S i p € L. Ako je a € pp, onda postoji x € S tako da je
a=a-xz-a,a-z=x-a i pu(x)>pla). Kako je p(z) = p(a) i pla) = p,
to je x € pp. Dakle, svaki nivo je kompletno regularna polugrupa.

Pretpostavimo sada da je svaki nivo kompletno regularna polugrupa.
Kako je mreza kompletna, ona ima najmanji element 0. Jasno da je ug = S.
Dakle, polugrupa S je kompletno regularna. Neka je a proizvoljan element
polugrupe S i neka je p(a) = p. Nivo pu, je kompletno regularna polugrupa,
pa postoji € up, takodajea=a-x-a i a-x = x-a. Posto je x € pp, to
je u(x) = p = p(a), pa je p rasplinuta kompletno regularna podpolugrupa.
O

U daljem radu nam je potreban pojam disjunktnih rasplinutih skupova

u odnosu na neki dati rasplinut skup.
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DEFINICIJA 3.4. Neka je S skup, L kompletna mreZa i neka su p: S —
L,y :S — L ipsy: S — L rasplinuti skupovi, takvi da p1 C p i pa C p.

Rasplinuti skupovi py i pe su disjunktni u odnosu na p, ako za sve x € S,

pa(x) Apa(z) < N\ ).
yes
Sledec¢a definicija rasplinute polumreze e-podgrupa je uvedena analogno

odgovaraju¢em klasicnom pojmu.

DEFINICIJA 3.5. Neka je (S,-) polugrupa, L distributivna kompletna
mreza i€ € L. Rasplinuta podpolugrupa i : S — L je rasplinuta polumreza
rasplinutih e-podgrupa ako postoji familija e-podgrupa rasplinute pod-
polugrupe p, F = {u; | i € I}, tako da familija odgovarajuéih grupa {G; |
i € I} ¢ini particiju od S, p je unija familije F, svaka dva rasplinuta skupa
iz F su disjunktna u odnosu na p i za sve p; 1 pj 1z F postogi py, € F, tako

da p; o prj C pug 1 g o pi S pug.

Sledec¢a teorema pokazuje da svaka rasplinuta kompletno regularna pod-

polugrupa je rasplinuta polumreza rasplinutih e-podgrupa.

TEOREMA 3.2. Neka je (S, ) polugrupa i L kompletna distributivna mreZa.
Ako je p: S — L rasplinuta kompletno reqularna podpolugrupa, onda postoji
e € L i familija rasplinutih e-podgrupa od p, F = {u; | i € I}, tako da su

ispungjeni sledeci uslovi.

(1) Ako je i # j, onda su rasplinute e-podgrupe pi; i p; disjunktne u
odnosu na .

(2 U Wi =
i€l

(3) piop; Cpzasvei,jel

(4

(5) (Vi,j € I)(3k € I)(piopj € pw i prjopi S pu)

i O = Wy za sve i € 1

)
)
)
)
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Dokaz. Ako je p : S — L rasplinuta kompletno regularna podpolu-
grupa, onda je polugrupa (.S, -) kompletno regularna. Ako je polugrupa kom-
pletno regularna, onda je S unija familije disjunktnih grupa {G; | i € I},
takvih da za sve i,j € I postoji k € I tako da G; o G; C Gy i takode
GjoG; C Gy [22].

Neka je F = {u; : S — L | i € I} familija rasplinutih skupova definisanih

na slededi nacin: za i € I,

u(z), zeG;
£, z ¢ G;

pi(z) =

gde je ¢ fiksiran element iz L, takav da e < /\ w(z).

zeS
Jasno je da je p; C .

Sada ¢emo dokazati da je za svako i € I, u; rasplinuta (G, €)-podgrupa

od p. Prvo pokazujemo da vazi:

pi( - y) = pa(@) A pay), @ € 1.
Razlikujemo dva slucaja.
(1) Ako z -y € G, onda
pi(x - y) = p(x-y) = ple) A py) = pa(e) A pa(y)
(2) Neka je z -y € G;. Tada = ¢ G; ili y € G;, 1 tako pi(x) = € ili
wi(y) = €. Dakle,
pi(z - y) =& = pi(@) A pa(y)-
Dokazacemo da
(Vo € Gi)(Vy € S\ Gi) pi(x) = & = pa(y).

Kako je z € G, po definiciji y; imamo p;(z) = p(x). Po istoj definiciji

je e = ni(y), jer y € G;. Posto je e < /\ w(z), mora biti p(z) > e. Dakle,
z€S

pi(z) = p(z) > e = ui(y)
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U nastavku dokazujemo da za svako x € G; i njegov inverzni element
o7l (27 > pi(x). Sa e; oznaéimo neutralni element grupe Gj.

Kako je p kompletno regularna rasplinuta polugrupa, imamo da

(VzeS)FyeS)(z=2-y- v ix-y=y -2 i py > u)).

Neka je y proizvoljan element iz S, koji zadovoljava z = z-y-z, z-y = y-x
i u(y) = p(x). Neka je y € Gj.

Izz=z-y-xix-y=y-ximamodajex=x-x-y. PoStojex -z € G; i
(x-x)-y € Gy, i familija {G; | ¢ € I} ¢ini particiju od S, onda G;0G; C G;.
Otuda, z-y e Giiz-y=e;.

Dakle, y-x -y € G; i y-x -y je inverzni element od x u G;. Zaista,
Ty x-y=x-y=eiy-x-y-xr=1y-xr=e;. Inverzni element u grupi je
jedinstven, dakle 2= ' =y -z - y.

Tako, pi(a™") = p(z™h) = p(y-z-y) > p(y) Ap(x) Aply) > ple) = wiz)
(posto u(y) > p(z)).

Otuda, je p; rasplinuta (G, £)-podgrupa rasplinute kompletno regularne
podpolugrupe pu.

U nastavku dokazujemo tvrdenja (1)-(5).

(1) Dokazacemo da su rasplinute e-grupe p; i pj za ¢ # j disjunktne
u odnosu na p. Kako su grupe G; i G disjunktne, neki element
x € S ne moze pripadati obema grupama G; i Gj, otuda p;(z) = ¢
ili pj(x) =e. Dakle, pi(x) A pj(x) = €, i tako su rasplinute e-grupe
i 1 pj disjunktne u odnosu na fi.

(2) Sada dokazujemo da

H= U K-
el
Neka je z € S. Onda, z € G za neko j € I. Nadalje, imamo

(Um)@ =V i) =me) v\ wiz) =) v\ e = u(2),

iel iel ieI\{j}
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(3) Neka je x € S,

(wiom)(@) = \/ (uilp) A psq)

T=p-q

\/ (u(p) A u(q))

T=pq

\ wp-q)

T=p-q

IN

IN

U gornjem dokazu koristili smo ¢injenicu da za svako x uvek
postoji takav par p,q € S tako da je z = p- q. Zaista, posto je S
kompletno regularna polugrupa, ona je jednaka uniji grupa. Otuda,
za sve x postoji grupa G;, takva da x € G4, 1 x = x - ¢;, gde je ¢;
neutralni element od G;.

(4) Prvo dokazujemo da je p; o p; C ;.
(iop)(@) = \/ (@) Api(a) <\ (milp-0) = \/ wlx) = pi(x).
z=p-q z=pq z=p-q
Zatim dokazujemo da je p; o p; 2 p.

Ako x € G;, onda imamo
(i o pi) (@) = \/ (a(p) A pi(q)) > i) A pales) = pa(x),

z=p-q
gde je e; neutralni element od Gj.

Ako x ¢ G;, onda imamo
(0 ms)(@) = \/ () A (@) > pal) A puen) = € Ao = & = (),
z=p-q
gde je ex neutralni element grupe Gy, kojoj pripada x.

Dakle, p; o i = p.
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(5) U nastavku dokazujemo da

(Vi,j € I)(Fk € I)(piop; © pr 1 pyopi S pig)-

pi(x) < p(z) sledi direktno iz definicije od p;(z). Neka su p; i p;j
proizvoljne rasplinute e-podgrupe, koje odgovaraju grupama G; i
Gj, redom. Onda, postoji grupa Gy, takva da je G; o Gj C Gy, i
GjoG; C Gy.
Za x € Gy, imamo da
(miopm)(@) = \/ (uilp) A psg))
r=p-q

\/ (u(p) A u(q))

T=p-q

\ w9

T=pq

IN

IA

i u ovom slucaju, (p; o pj)(x) < pg(x).

Ako x € G, onda ne postojep € G; i g € G takvidaxz =p-q.

(miop)@) = \/ (ui(p) Ap(q)

T=p-q

- Ve
z=p-q
= ¢

= ,Ll,k(l‘),

jer je pi(p) = e ili pj(q) = e.
Dakle, u svim slucajevima (piop;)(z) < pr(x), t.j., piop; < pg.

Sliéno, imamo fj o p; € .
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Sledi formulacija i dokaz najvaznije teoreme u ovom delu. Pokazano
je da je rasplinuta podpolugrupa kompletno regularna ako i samo ako je
ona rasplinuta polumreza rasplinutih e-podgrupa. Ova teorema je potpuno

analogna klasi¢noj poznatoj teoremi iz teorije semigrupa.

TEOREMA 3.3. Neka je (S,-) polugrupa i L kompletna mreZa. Sledeéi

uslovi su ekvivalentni za rasplinutu podpolugrupu p: S — L:

(1) p: S — L je rasplinuta kompletno reqularna podpolugrupa od (S, -).
(2) p:S — L je rasplinuta polumreza rasplinutih e-podgrupa, za neko

ee L.

Dokaz. Neka je p : S — L rasplinuta kompletno regularna podpolu-
grupa od (5,-). Prema teoremi 3.2, postoji ¢ € L tako da je p: S — L
rasplinuta polumreza rasplinutih e-podgrupa.

Da bismo dokazali obrat, pretpostavimo da je g : S — L rasplinuta
polumreza rasplinutih e-podgrupa. Onda, postoji e € L i familija rasplinutih
e-podgrupa F = {u; | ¢ € I}, tako da je p unija familije F, svaka dva
rasplinuta skupa iz F su disjunktna u odnosu na g i za sve p; i pj iz F
postoji p € F, tako da je p; o pj C pg i pj o pg S pge.

Prema definiciji rasplinutih e-podgrupa rasplinute podpolugrupe, za sve
1 € I postoje G;, podgrupe od S, koje ¢ine particiju od S, tako da su

ispunjeni slede¢i uslovi:

(1) (Vo € S)(Vy € S)ui(z - y) > pi(x) A pi(y)
(2) (Vz € Gy)(Yy € S\ Gi)pi(z) > & > pi(y)
(3) (Vo € Gy)pi(x™") > ().

Treba samo da dokazemo da (Va € S)(Ir € S)(la =a-z-aia-x =
xz-aip(x) > p(a)). Neka je a € S. Onda, a € G za neko j € I i postoji

r=a'l€Gjtakodaa=a-z-a,a-z=x-aipj(x)> p;a).
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Dalje, imamo

plz) = (\ w)(x)

el
= wilm)v \/ )
i€I\{j}
> pila) = pi(a)v \/  pila)
i€\ {7}
=V wila)
el
= w(a),

jerje \/ () <e, \/ mila) <eipia)>e
i€\{j} i€\{j}
Dakle, p : S — L je rasplinuta kompletno regularna podpolugrupa. O
PoOSLEDICA 3.1. Neka je (S,-) polugrupa i L kompletna distributivna
mreza. Ako je u : S — L rasplinuta kompletno reqularna podpolugrupa,
onda postoji € € L i familija rasplinutih e-podgrupa od p, F = {u; | i € I},
koja je polumreza u odnosu na operaciju * definisanu sa: p; * frj := py, gde

je k odredeno grupom Gy, tako da Gjo G; = G.

DokAz. Familija F = {u; | i € I} je familija koja ispunjava uslove
Teoreme 3.2. Operacija * je dobro definisana, posto je o dobro definisana
operacija na familiji grupa koje ¢ine particiju polugrupe, i px je jedinstveno
odredena sa (GG. Lako je proveriti da je * idempotentna, komutativna i

asocijativna operacija. O

PosLEDICA 3.2. Ako je (S, ) polugrupa, L kompletna distributivna mreza
iw: S — L rasplinuta kompletno regularna podpolugrupa, tada je odgo-
varajuc¢a (prema Teoremi 3.2) familija F = {p; | i € I} 1 — e-particija od
1.

Dokaz. Neka je ¢ < p < 1. Kako je U;erp; = p, jednakost je taéna za

sve p-nivoe dva rasplinuta skupa. Ako i # j, onda su rasplinute e-podgrupe
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i 1 pj disjunktne u odnosu na p. Po definiciji, ovo znaci da je

i) A (@) <e.

Sada je, z € (p; N pj)p ako i samo ako p;(x) A pj(x) > p > e.
Dakle, (p; N pj)p =0 =

Na kraju navodimo primer rasplinute podpolugrupe koja je rasplinuta

polumreza rasplinutih e-podgrupa koji ilustruje prethodne rezultate.

PRIMER 3.1. Neka je (S,-) polugrupa, gde je S ={f,d,g,e,a,b,c} i- je

definisana tabelom:

fldlglelal|b]|c
fllfldlglelalb]|c
dild|gl|flelalb]|c
gllglfldllelal|b]c

Tabela 3.1

Definisimo rasplinute skupove p: S — L, p1 : S — Lips: S — L, gde

je S gore navedeni skup i mreza L je realni interval [0, 1], na slede¢i naéin:

f d g e a b c
Fly 10102 10010 1 0
3 5 5 3 7 7 7
fd g e a b c
A T T R TR T U T
3 5 5 10 10 10 10
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fd g e a b c
R L R T S S
9 9 9 3 T 7T 7

Tada su py i pe rasplinute %—podgrupe rasplinute polugrupe p. Odgo-
varajuce obi¢ne podgrupe od S su Gy = {f,d, g} i Go = {e,a,b,c}.

Lako je proveriti da su g = p1 U o 1 pq i p disjunktne u odnosu na pu.
Sta vise, p1 0 pa C pa, pio o 1 C pig, g1 0y C pa i o o g C po. Dakle, p je
rasplinuta polumreza rasplinutih %—podgrupa.

Po Teoremi 3.3 zaklju¢ujemo da je p rasplinuta kompletno regularna

polugrupa.



GLAVA 4

Kompatibilne rasplinute jednakosti i rasplinuti

identiteti

U ovoj glavi razmatramo rasplinute relacije, posebno rasplinute jed-
nakosti. Rasplinute jednakosti su definisane na rasplinutom podskupu sa
ciljem da se uvedu i ispitaju rasplinuti identiteti. Kao i glava 3 i glava 6,
ova glava sadrzi originalne rezultate.

Umesto tacnosti relacije u klasi¢noj algebri, uvodi se stepen tacnosti
relacije na nekoj rasplinutoj podalgebri. Kako je rezidualna mreza uopstenje
klasi¢ne logike, to je ona pogodna za oblast vrednosti rasplinutih relacija.
Operaciju ® mozemo shvatiti kao uopstenje konjunkcije. Kao Sto je slucaj
sa svakim uopstenjem i ovde se ne mogu dobiti uopstenja svih pojedina¢nih
rezultata o klasi¢nim relacijama. Neka uopstenja tih posebnih rezultata se
mogu dobiti u slucéaju ako je operacija ® jednaka infimu, tj. u Heytingovoj
algebri. Naravno, pretpostavlja se da su sve mreze kompletne. Tako u
rezidualnoj mrezi operacija ® nije idempotentna, dok konjunkcija jeste, pa
neki rezultati, u kojima je bitna idempotentnost konjunkcije, ne mogu biti

uopsteni na rezidualnoj mrezi, ali mogu na obi¢nim kompletnim mrezama.

1. Rasplinute relacije

Neka je (L, A,V, ®,—,0,1) kompletna rezidualna mreza.

87
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Preslikavanje p : A2 — L je rasplinuta relacija na A. Kao §to je veé
istaknuto u glavi 2, rasplinuta relacija p on A koja je refleksivna, simetri¢na
i tranzitivna zove se rasplinuta ekvivalencija na A. Ako, uz to p ispunjava

jos i uslov
(1) p(x,y) =1 ako i samo ako = =y,

onda se zove rasplinuta jednakost na A.

Za refleksivnu relaciju, uslov (1) je ekvivalentan sa:
zasve x,y € A, izx #vy, sledi p(z,z) > p(x,y) i p(z,x) > p(y,x).
Preciznije, vazi sledece tvrdenje.

TVRDJENJE 4.1. Neka je p rasplinuta relacije ekvivalencije na skupu A.

Tada su sledeci uslovi ekvivalentni.

() pley) = 1=z =y
(ii) Ako z # y, onda p(x,x) > p(z,y) i p(z,x) > p(y,x).

Doxkaz. Neka vazi uslov (7). Ako je z # y, onda je p(z,y) < 1 i
p(y,x) < 1, jer bi u protivnom sledilo x = y. Kako je p(z,x) = 1, to je
p(z,x) > p(x,y) i p(z,x) > p(y, ).

Uzmimo sada da vazi uslov (i7). Ako je x = y, to je po definiciji ras-
plinute ekvivalencije, p(x,y) = 1.

Neka je, dalje, p(z,y) = 1. Ako bi bilo x # y, onda bi bilo 1 = p(x,z) >

p(z,y) = 1, §to nije moguce. Dakle, p(z,y) =1 <=z =1y O

Jasno je, ako (1) nije zadovoljeno, tj., ako p jeste rasplinuta ekvivalen-
cija i nije obavezno rasplinuta jednakost, onda kao varijantu refleksivnosti

mozemo posmatrati i sledeci slabiji uslov.

ple.2) > p(z,y) i pla,a) > ply,x) 7asve o,y € A,
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Ako je p simetri¢na i tranzitivna rasplinuta relacija na skupu A i L kom-

pletna rezidualna mreza u kojoj je operacija ® idempotentna, onda imamo:

p(z,r) = p(z,y) @ ply, )
= plx,y) @ p(x,y)
= plx,y)

= p(y,z)

Dakle, ako je operacija ® idempotentna, onda je osobina

p(z,x) 2 p(z,y) i p(z,z) 2 ply,z) zasve z,y € A,

posledica simetri¢nosti i tranzitivnosti relacije p.

2. Rasplinute kompatibilne relacije i rasplinute podalgebre

Rasplinute relacije se mogu razmatrati ne samo na obi¢nim skupovima
(univerzumima), ve¢ takode i na njihovim rasplinutim podskupovima.

U ovom poglavlju razmatramo rasplinute relacije na rasplinutim podal-
gebrama neke algebre A. To je originalan pristup uveden u ovom radu.

Neka je A neprazan skup, L kompletna rezidualna mreza i yu: A — L
rasplinuti skup na A. Za rasplinutu relaciju p : A2 — L na A kazemo da je

rasplinuta relacija na p ako za sve z,y € A

(2) p(,y) < p(x) @ p(y).

Ovaj uslov je uopstenje sledeée osobine relacije R na skupu A:
R (posmatran kao skup uredenih parova) je binarna relacija i na pod-

skupu M od A, ako xRy povlaci z,y € M.
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Prema uslovu (2) nije pogodno definisati refleksivnost sa p(x,z) = 1,
zato Sto u rezidualnoj mrezi vazi za sve z,y: z®y < x. Dakle, za rasplinutu
relaciju koja bi bila refleksivna na skupu A po klasi¢noj definiciji, i istovre-
meno i rasplinuta relacija na p, vazilo bi 1 = p(z,z) < p(x) @ p(x) < p(z)
za svako x € A. Ovo bi moglo da vazi samo za rasplinuti skup koji je jednak
1 za sve .

Otuda, mi uvodimo potpuno novi koncept refleksivne relacije na rasplin-
utom skupu, bez restrikcije za rasplinuti skup wu; tj. na svakom rasplinutom
skupu se mogu posmatrati refleksivne relacije, kao sto sledi u nastavku.

Rasplinuta relacija p na rasplinutom skupu p je refleksivna ako za sve

T,y € A,

(3) ple, x) = p(x).

U narednom tvrdenju pokazujemo da iz refleksivnosti relacije p na ras-

plinutom skupu u, slede neke specijalne osobine tog rasplinutog skupa.

TVRDJENJE 4.2. Ako je p refleksivna rasplinuta relacija na rasplinutom

skupu p na A, onda za sve x,y € A,

o (i) p(x) ® p(x) = p(z);
o (ii) p(z,2) = p(z,y) 1 plz,z) > p(y, ).

Doxkaz. (i) Prema (2), (3) je
() = pla, x) < p(r) @ p(z)
Kako je a ® b < a za sve elemente rezidualne mreze, to je
w(@) ® p(z) < p(x)
Iz prethodnih nejednakosti dobijamo:
() @ plz) = ()
(i) Koristeéi (2), (3) i navedenu osobinu operacije ® dobijamo:

p(x,y) < p(z) @ ply) < p(x) = pz, x)
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Py, x) < py) © px) < ple) = p(e, o).
O

PRIMEDBA. Iz prethodnog tvrdenja mozemo da zaklju¢imo da uslov
w(x) @ p(x) = p(x) za sve x € A, vazi za rasplinuti skup p, ako postoji bilo
kakva refleksivna rasplinuta relacija na njemu. Dakle, na skupu slika vazi
idempotentni zakon. O

PRIMEDBA. Kao §to je ve¢ spomenuto, samo ako se u poklapa sa karak-
teristicnom funkcijom od A, tj. ima vrednost 1 na celom skupu A, onda je
rasplinuta refleksivna relacija na p refleksivna na A i u klasiénom smislu:
p(z,x) =1, za sve x € A. O

Rasplinuta relacija p na g je simetri¢na i tranzitivna ako zadovoljava
odgovarajuée zakone kao i rasplinuta relacija na A.

Sliéno kao i kod rasplinutih relacija na obi¢nom skupu, kazemo da je
refleksivna, simetri¢na i tranzitivna relacija p na rasplinutom skupu p ras-
plinuta ekvivalencija na p. U nastavku uvodimo definiciju rasplinute
jednakosti, koja je motivisana Tvrdenjem 4.1.

Kazemo da je rasplinuta relacija ekvivalencije p na u, za koju vazi da je

za sve x,y € A:

4) iz z#y i plz,x) #0, sledi p(z,2) > p(x,y) i plz,z) > ply,z),

rasplinuta relacija jednakosti na rasplinutom skupu u.
Do sada poznate i proucavane rasplinute relacije jednakosti na skupu A
i novouvedena definicija rasplinute relacije jednakosti na rasplinutom skupu

w se razlikuju u definiciji refleksivnosti, uslovu (2) i uslovu (4).

Kompatibilna rasplinuta ekvivalencija na p je rasplinuta kongruen-
cija na ovoj rasplinutoj podalgebri.

Oznacimo sa fCon 1 i fEq i kolekcije svih rasplinutih kongruencija i svih
kompatibilnih rasplinutih jednakosti (redom) na rasplinutoj podalgebri p
algebre A. U nastavku pretpostavljamo da su ove kolekcije neprazne. Jasno

je da je fEq pu pod-kolekcija od fCon p, i da obe kolekcije mogu biti prirodno
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uredene preko uredenja <, preuzetog iz L, tj. ako pi1,p2 € fConpu (fEqu),
onda je

p1 < p2 akko (Va,y € A)pi(z,y) < p2(z,y).

Navodimo primer kompatibilne rasplinute jednakosti.

PRIMER 4.1. Neka su dati troelemenini grupoid G i rasplinuta podalgebra

u u nastavku, © petoelementna mreza L na Slici 4.1.

a b c
ala a b a b c
T
bla b c qQ q r
c|lb b ¢
1
q T
p
Slikaql.l

Pokazimo da je na resplinutoj podalgebri y moguce definisati samo dve
kompatibilne rasplinute jednakosti. Kako je E(x,z) = p(z), to je E(a,a) =
E(b,b) = q i E(c,c) = r. Za x # y imamo da je E(xz,y) = E(y,z) <
w(z) i E(x,y) = E(y,z) < p(y). Zato je E(x,c) = E(c,z) = 0 ako je
x # c. Imajuéi u vidu prethodne nejednakosti zakljucujemo da je FE(a,b) =
E(b,a) = p ili E(a,b) = E(b,a) = 0. Dakle jedini kandidati za kompatibilnu

rasplinutu jednakost su

Fila b c Eyla b c
a|lq p O a 0 0
b|p q O b |0 q O
c |0 0 r c |0 0 r
Neposrednom proverom se dobija da su za i € {1,2} ispunjeni sledeci
uslovi:
(1) Ei(w,) > Fi(@,2) A Ei(z,)
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(3) Ei(z1 22,91 - y2) = Ei(z1,51) A Ei(22,y2)
za sve xT,Yy,2,1,x2,Y1,Y2 € G.
Dakle, E1 © E5 su jedine kompatibilne rasplinute jednakosti na rasplinutoj
podalgebri L.
Neposredno je jasno da je By < Ey. Kako je fEqu = {E1, Es}, to je
(fEqu, <) kompletna mreza.

O uredenom skupu (fEqu, <) preciznije govori sledeéa teorema.

TEOREMA 4.1. Poset (fConu, <) je kompletna mreza, a poset (fEqu, <)

je kompletna i-polumreza, polu-ideal od (fConpu, <).

DoxkaAz. Prvo pokazujemo da je poset (fConu,<) kompletna mreza
pokazujuéi da je on zatvoren za proizvoljne infimume i da sadrzi najvedi
element.

Neka je {p; | i € I} proizvoljan neprazan podskup od fCon 1 i neka

plx,y) ==\ pil,y).
i€l

Dokazujemo da p € fCon . Zaista,

pla.y) = N\pilzy) < \u(@) @ py) = pl@) @ py),
il icl
Sto dokazuje da p zadovoljava (2), tj., da je to rasplinuta relacija na p.

Sada pokazujemo da je p refleksivna, simetri¢na, tranzitivna i kompati-

bilna redom:

el el
plx,y) = A pi(x,y) = A pily, =) = p(y, x);
iel el
p(x,y) = A pi(x,y) = A (pi(, 2) @ pi(2,y))
el el
> (Alie2)) @ (A i) = ple,2) © plzp):
iel el
p(f(xlv 7xn)7f(y17“'7yn))::4p}fh(f($la"7$n)>f(y17"7yn))
1€
> A (@ piles ) = @ (A piles 7)) = ® ol y))
el tj=1 j=1 Véiel j=1
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Za SVe T, Y, Z, T1y.oes Lns Y1, .-, Yn € A 1 za svaku ne-nularnu operaciju
ferF.

Tako, p € fCon pu.

Sledecée sto treba pokazati je da poset (fCon p, <) sadrzi najvedi element.

Zaista, rasplinuta relacija p' : A2 — L, definisana sa

p!(z,y) == p(z) @ p(y).

je rasplinuta kongruencija na u, tj., pripada (fCon u, <) :

o pl(z, ) = p(x) © p(z) = p(x)

o pl(z,y) = p(x) @ uly) = p'(y, x)

o pl(x,y) = p(x) @ ply) = (u(x) @ u(2) ® (uly) © u(2))
pH(x,2) @ pt(z,y

hd pl( (a:1,...,a:n), (y1,. 7yn = (fn(xlv" ))/\M(f(yéaayn))

> (& ule) A (@ uw) > Q) Antw)) = @ oz

=1 =1 =1

o pl(z,y) = p(x) @ p(y)

\_/

Zaista, za svako p € fCon y, imamo da

p(z,y) < p(x) @ ply) = p'(z,y).

Primetimo da prema Tvrdenju 4.2 (i), p*(z,2) = p(x). Dakle, p! je najveéi
elemenat u posetu (fCon p, <), ¢ime je zavrSen dokaz da je to kompletna
mreza.

Ostaje da dokazemo da je poset (fEq u, <) svih kompatibilnih rasplinu-
tih jednakosti na p i-polumreza, koja je i polu-ideal u (fCon pu, <). Posto je
svaka kompatibilna rasplinuta jednakost i rasplinuta kongruencija na u, je-
dini netrivijalni deo dokaza je da pokazemo da infimum proizvoljne neprazne
kolekcije {F; | i € I} kompatibilnih rasplinutih jednakosti na p zadovoljava
osobinu (4). Neka

)=\ Ei(z,y).

iel
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Sada imamo
E(z,z) = )\ Ei(z,2) = p(z) > )\ Ei(z,y) = E(z,y),
icl iel
i sli¢no
E(x,z) > E(y, ©).

Da bismo dokazali da je (fEqpu, <) polu-ideal u (fCon u, <) ostaje jos
da dokazemo da je svaka rasplinuta kongruencija na u koja je sadrzana u
proizvoljnoj kompatibilnoj rasplinutoj jednakosti na p takode kompatibilna
rasplinuta jednakost na istoj rasplinutoj podalgebri:

Neka su p rasplinuta kongruencija i E kompatibilna rasplinuta jednakost

na p za koje vazi uslov: p C E. Ako je z # y i p(z,x) # 0, onda je

p(x,y) < E(z,y) < E(z,z) = p(z) = p(z,z)

Naredno tvrdenje opisuje najmanju rasplinutu relaciju na mrezi

(fCon p, ).

TVRDJENJE 4.3. Najmanja rasplinuta kongruencija (kompatibilna ras-
plinuta jednakost) na rasplinutoj podalgebri p algebre A je preslikavanje
E%: A% — L, dato sa

wx), =y
0, =#uy.

Eo(wvy) =

DoxAz. Posto smo pretpostavili da su fCon p i fEq p neprazni, iz Tvrdenja
4.2 sledi p(z) = p(x) @ p(x) za sve z € A.

Prvo pokazujemo da je E° rasplinuta relacija na rasplinutom skupu p.
E%xz,y) < pu(x) @ u(y), sledi za z =y iz u(z) = p(r) @ p(r), aza x £y iz
E%(z,y) =0 < p(x) @ p(y).

Dalje, pokazujemo refleksivnost, simetri¢nost i tranzitivnost.

Za sve x,y € A
o %z, 2) = p(x) i
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o E%x,y) = E°(y, ).

Neka su dalje z,y i z proizvoljni elementi skupa A. Ako je x = y # z,
onda je E%(z,y) = u(z) > E%z,2) ® E°(z,y) = 0, $to sledi iz osobine
rezidualnih mreza 0 ® x = 0 za svako x € L. Ako je x # y, tada je svakako
ili z # zili y # 2, pa je opet E°(x,2) ® E%z,5) = 0. Akojexz =y = 2,
tada je E°(x,y) = E°%(x,2) ® E%(z,y), $to sledi iz u(z) = pu(z) ® p(x) za sve
x e A

Dakle, u svakom slucaju je E%(z,y) > E°(z,2) ® E°(z,y).

U nastavku pokazujemo da je E° rasplinuta jednakost.

Pretpostavimo da je  # y i E%(z,2) # 0. Iz x # y, sledi E°(x,y) = 0.
Kako je x # y, to je E°(x,y) = 0i E°(y,x) = 0 pa je E%(z,y) < E°(z, ) i
E(z,y) < E°(y,y)-

Na kraju pokazujemo kompatibilnost.

Uzmimo da je f proizvoljna operacija duzine n i x1,...,Zn, Y1,-.-, Yn
€ A. Akojer; =y;zasvei=1,..,n, ondaje EO(f(z1,....zn), f (Y1, Yn))
= u(f(x1y.ymy)) = éu(mz) = éEo(aﬁi,xi). U slucaju da je za neko

= =

n
i, x; # y; imamo da je & E%(z;, ;) = 0, pa je i u ovom slucaju
i=1

EO(f (@1, tn), fW1, ) = Q) B (i, ).
=1

Dakle, EY je najmanja rasplinuta kongruencija (kompatibilna rasplinuta jed-

nakost) na rasplinutoj podalgebri p algebre A.

3. Rasplinute jednakosti i rasplinuti identiteti

U ovom radu se razvija nova teorija rasplinutih identiteta i rasplinu-

tih algebri po analogiji na klasican sluc¢aj. Naime, mi koristimo rasplinutu
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jednakost umesto obi¢ne. U klasi¢nom slucaju, relacija jednakosti na podal-
gebri B algebre A je dijagonalna relacija na B. Jasno je da je to relacija kon-
gruencije na B (to je takode i posebna kongruencija na A koja se zove slaba
kongruencija (videti knjigu [89])). U ovom radu, mi razvijamo analognu
teoriju u okviru rasplinutih struktura. Na$ glavni zadatak je da upotrebimo
rasplinutu jednakost sa ciljem da uvedemo novi pojam rasplinutih identiteta,
koji vaze na rasplinutim podalgebrama, a ne vaze obavezno na celoj algebri.
U ovom delu takvi identiteti ¢e biti proucavani.

Kao i do sada, razmatramo algebru A = (A, F') i kompletnu rezidualnu
mrezu L. Neka je p rasplinuta podalgebra od A i E : A2 — L kompati-
bilna rasplinuta jednakost na p. Prema definiciji, F je refleksivna u smislu
p(xz,x) = p(z) za svako = € A, simetri¢na, tranzitivna i kompatibilna sa
operacijama i, kako je definisana na rasplinutom skupu p, ona takode zado-

voljava osobinu
p(x,y) < p(@) @ py).

Ako su t1,ts termi jezika od A i E fiksirana kompatibilna rasplinuta
jednakost, tada izraz E(t1, t2) nazivamo rasplinuti identitet u odnosu na
E, ili (krace) rasplinuti identitet . Uzmimo da su z1,...,x, promenljive
koje se pojavljuju u termima t¢1,%ts. Kazemo da rasplinuta podalgebra u od
A zadovoljava rasplinuti identitet E(¢1,t2) (ili da je rasplinuti identitet

tacan na rasplinutoj podalgebri ) ako za sve z1,...,z, € A
n

(5) R ulas) < Bltr, ta).
i=1

Znacenje formule (9) je uobicajeno: rasplinuta jednakost E(t1,t2) je
tacna na rasplinutoj podalgebri u, ako za bilo koju zamenu promenljivih

x1,...,T, elementima iz A, nejednakost vazi.

TVRDJENJE 4.4. Neka je p : A — L rasplinuta podalgebra algebre A
i E: A2 — L kompatibilna rasplinuta jednakost na p. Ako p zadovoljava
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rasplinuti identitet E(f,g), tada i p takode zadovoljava identitet E1(f,g),

za svaku kompatibilnu rasplinutu jednakost E1 na u, za koju vazi E < Ej.

DokAz. Pretpostavimo da p zadovoljava rasplinutu jednakost E(f, g)

i da su z1,...,z, promenjljive koje se pojavljuju u f i g. Posto E; >
n

EiE(f,g9) 2 Q p(x;), prema pretpostavci, imamo takode da Fi(f,g) >
i=1

n

Q) u(x;). Dakle, u takode zadovoljava identitet Eq(f, g).
i=1

a

LEMA 4.1. Neka je pu : A — L rasplinuta podalgebra algebre A, {E; :
A% — L,i € I} familija rasplinutih jednakosti na p i f i g termi na jeziku
A. Sada, ako p zadovoljava identitet E;(f, g) za svako i € I, onda u takode
zadovoljava identitet E(f,g), gde je E = /\ E;, pri ¢emu se infimum pos-
matra po komponentama. !
Dokaz. Nekasu 1, ..., x, promenljive koje se pojavljuju u f i g. Onda
imamo sledece:
n n
B(f.9) = NE(f.9) > N\ (Qula) ) = @ ulay),
icl el j=1 j=1

Sto dokazuje tvrdenje. O

PosLEDICA 4.1. Ako rasplinuta podalgebra p od A zadovoljava iden-
titet E(f,g) za rasplinutu jednakost F, onda postoji najmanja rasplinuta

Jjednakost na p, oznacicemo je sa E,, s 4y, takva da ji zadovoljava Ey,t.4)(f, g)-

DokAz. Neka je {E; | ¢ € I} familija svih rasplinutih jednakosti na
u, takvih da za svako i € I, identitet F;(f,g) vazi na pu. Ova familija nije
prazna posto po pretpostavci sadrzi £. Prema Lemi 4.1, B,y o) = A\ E;. O
Ako algebru A posmatramo kao rasplinutu algebru (kada je poisicf)lvetimo

sa njenom karakteristicnom funkcijom), onda dobijamo sledeéi specijalan

slucaj Posledice 4.1.

TEOREMA 4.2. Neka je L rezidualna mreza i p : A — L rasplinuta

podalgebra algebre A, tako da ju(x) # 0 za svakox € A iskup {u(z) | v € A}
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nema delitelja nule. Onda, A zadovoljava identitet f = g ako i samo ako u

zadovoljava identitet E(f,g) za svaku E € fEq .
DoxAz. Prvo pretpostavimo da algebra A zadovoljava identitet

f(z1,..yxn) = g(z1, ..., Tn).

Ako F € fEq u, onda

E(f(xh .-.,Jl’n),g(.%'l, ,.%'n)) = :U(f(xh ,iL‘n)) = ®M(wi),

i p zadovoljava rasplinuti identitet E(f, g).
Obrnuto, pretpostavimo da p zadovoljava rasplinuti identitet E(f, g) tj.,
da

E(f(xh ...,.’L‘n),g<1‘1, 7wn)) = ®:U’(xi)a
i=1

za sve E € fEqu. Gornja formula vazi takode i za minimalnu rasplinutu
jednakost E = E° (Tvrdenje 4.3). Ako je f(x1,...,zn) # g(21, ..., ), onda
E(f(x1,...,xn),g(x1,...,25)) = 0. Dakle, é wu(x;) = 0, sto je u kontradikeiji
sa pretpostavkom da je skup {u(z) | = ZEIA} bez delitelja nule, posto je
prema pretpostavci p(z;) # 0 za sve z1,...,o,. Posebno, za n = 1 imamo
wu(z1) = 0, sto je opet u kontradikciji sa pretpostavkom pu(x1) # 0.

Otuda, f(z1,....,xn) = g(x1, ..., xy). O

Sledi detaljniji prikaz veze rasplinutih i obi¢nih identiteta u slucaju ras-
plinutih jednakosti i nivo podalgebri. U tom cilju pretpostavimo da je L
specijalna rezidualna mreza u kojoj se operacija ® poklapa sa mreznim in-
fimumom A (Heytingova algebra). U takvom slucaju, svaki nivo skup ras-
plinutih podalgebri u je obi¢na podalgebra od A, i svaka nivo relacija od
FE je kongruencija na odgovarajué¢oj obi¢noj nivo-podalgebri. Ovo je dobro
poznata osobina nivoa, kao Sto je veé¢ spomenuto u glavi 2 (videti i npr.,

55, 78)).
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TEOREMA 4.3. Neka je p rasplinuta podalgebra algebre A takva da
wu(x) > 0 za svako x € A i neka je L rezidualna mreza u kojoj se ® poklapa
sa A. Neka su, takode f i g termi jezika algebre A. Onda vazi sledece.

Nivo podalgebra p, od 11 za p € L i p # 0 zadovoljava obican identitet
f = g ako i samo ako je nivo-relacija (E,s 4))p najmanje jednakosti E,, ¢ g

obi¢na jednakost na .

DoxkAz. Pretpostavimo da podalgebra p,, zadovoljava identitet f = g.

Dokazacemo da se u ovom sluc¢aju najmanja rasplinuta jednakost £, (s o)
poklapa sa E, definisanoj u Tvrdenju 4.3. Kako za 1, ...,2, € fp imamo
f(z1,...;xn) = g(z1, ..., 2y ), takode je tacno da

n

EO(f(21, ooy n), (@1, s ) = pu(f (1, 0o ) =\ ).

i=1

Neka je ,y € pp, (z,y) € Eg i p # 0. Prema definiciji nivoa je E°(x,y) >
p >0, dakle E%(z,y) = pu(x) i = y. Tako je E) obicna (crisp) jednakost.

Da bismo pokazali drugi pravac pretpostavimo da je (Eu( f,g))p obi¢na

jednakost. Neka x1,...,z, € pp. Tada

B0y (F(@1 s 20, g(@1, o)) = N\ i) > p,
=1

dakle, (f,g) € (Eug))p- Kako je (E,g))p obitna jednakost, konac¢no
imamo f(x1,...,xn) = g(x1, ..., Tpn). O

PRIMEDBA. Poslednja dva tvrdenja (Teoreme 4.2 i 4.3) mozemo pro-
tumadciti i na sledeéi na¢in: Za rasplinutu podalgebru p algebre A, minimalna
rasplinuta jednakost E, ;) izrazava "rasplinutost” jednakosti f = g na p.

Sto je ona manja, to smo blize odgovarajuéem obi¢nom identitetu. O

PRIMER 4.2. Neka je G cetvoroelemenini grupoid dat tabelom u nastavku
i neka je L 16-elementna rezidualna (Bulova) mreza (Slika 4.2 ), u kojoj se,

kao $to je poznato, operacija @ poklapa sa infimumom.
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Slika 4.2

Neka je p: G — L rasplinuti podgrupoid od G, definisan sa:

a b ¢ d
p(x) =
p P q q

Ovo je rasplinuti podgrupoid jer su nivo grupoidi obic¢ni podgrupoidi
grupoida G : pp, = {a,b}, pg = {c,d}, 1 = 0, pe = {a,b,c,d}, a ostali
su jednaki nekom od veé navedenih.

Razmatramo komutativan zakon x -y = y - x, koji ocigledno ne vazi
na grupoidu G, jer je npr. d=10b-c¢c # c-b = c. Medutim, u zadovoljava
rasplinuti identitet E(x -y,y - x) komutativnosti za sve rasplinute jednakosti

FE na p veée od minimalne E,,, koja je data tabelom u nastavku.

E,la b ¢ d
a |p 0 0 O
b {0 p 00
c |0 0 ¢ t
d |0 0 t ¢
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Ovaj jednostavan primer ilustruje Posledicu 4.1 i preko kontrapozicije
takode i Teoremu 4.2.

Proverom se utvrduje da je E,, rasplinuta relacija jednakosti i da ras-
plinuta podalgebra p zadovoljava identitet E,,(z-y,y-z), tj. zasve x,y € G
je Em(z-y,y-x) = w(@) A ply).

Neka je E proizvoljna rasplinuta relacija jednakosti za koju rasplinuta

podalgebra p, zadovoljava identitet:

E(z-y,y-x) = pu(x) A p(y).

Specijalno, mora biti E(c-b,b-c) = u(b)Au(c), odakle je E(c,d) =t > pAq =
t. Dakle, E,, je najmanja rasplinuta relacija jednakosti za koju rasplinuta
podalgebra p zadovoljava posmatrani identitet, Sto ilustruje Posledicu 4.1.

Tvrdenje u Teoremi 4.2 mozemo na ovom primeru, koristeéi simbole,

kraée zapisati na slede¢i nacin:

(V) (Vy)(z-y = y-x) akko (VE € fEqu)(Vz)(Vy)E(x-y,y-z) > p(x) A p(y)

Kontrapozicijom dobijamo sledeéi oblik:

(32)(Fy)(z-y # y-x) akko (3IE € fEqu)(3x)(3y)(~(E(x-y,y-x) = p(z) \uy)))

Kako je
M($)7 r=y
0, =#y.

E’(z,y) =
iz skupa fEqu, za r = b,y = ¢, imamo:
E°b-c,c-b)=E%d,c) =0<t=pAq=pub)Apu).

Iz tabele vidimo da jeb-c=d#c=c-b.

Dakle, ovaj primer moze posluziti i kao ilustracija Teoreme 4.2.
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Naredni primer ilustruje Teoremu 4.3.

PRIMER 4.3. Neka je G troelementni grupoid dat tabelom u nastavku i

neka je L 4-elementna mreZa (Slika 4.3).

1
p q
0
Slika 4.3
a b ¢
a b ¢ ala a b
W
P P q bla b c
clb b ¢

Neposredno se proverava da rasplinuta podalgebra p zadovoljava iden-
titet E0(z -y, y - ), gde je E° rasplinuta relacija jednakosti, definisana na
slede¢i nacin:
px), ==y

0, =#uy.

Eo(xa y) =

E° je minimalna rasplinuta relacija jednakosti takva da je na p zadovoljen
identitet F(z - y,y - x).
Imamo da je E, = {(a,a),(b,b)} i np = {a,b}. Na nivo skupu p,

vazi identitet = - y = y - x, a nivo relacija (£ najmanje jednakosti

u(:v-y,y-z))P
E

w(zy,y-z) J€ obina jednakost na p,, sto ilustruje Teoremu 4.3.

U glavi 2 su izlozeni rezultati R. Belohlavek-a i V. Vychodil-a o ras-
plinutim jednakostima. Rasplinuta jednakost je definisana na obi¢noj al-
gebri. Na$ pristup je opstiji u slede¢em smislu. Mi definiSemo rasplinutu
jednakost na rasplinutoj podalgebri, umesto klasi¢noj algebri. Znaci koris-

timo oslabljenu refleksivnost: F(z,x) = 1 je zamenjeno sa E(z,z) = p(z).
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Pomenuti autori ne razmatraju rasplinute podalgebre date algebre, veé ras-
plinute podalgebre definisu kao obi¢ne podalgebre sa rasplinutim jednakos-
tima koje su restrikcija rasplinutih jednakosti na celoj algebri. Kada su u
pitanju identiteti kod pomenutih autora se definiSe stepen istinitosti iden-
titeta, dok se u nasem radu definiSe kada neka rasplinuta podalgebra zado-

voljava rasplinuti identitet.

4. Veza sa obi¢nim algebrama

Rasplinute relacije na rasplinutoj podalgebri neke algebre su rasplinute
relacije i na samoj algebri. U ovom delu analiziramo osobine rasplinutih
relacija na obi¢nim algebrama u tom kontekstu.

Kreéemo od algebre A = (A, F) i rasplinute relacije na njoj, tj., pres-
likavanja iz A? na rezidualnu mrezu L.

Kazemo da je p : A> — L slabo refleksivna relacija na A, ako vazi

(6) plx,x) = p(z,y), p(z,r) = p(y, )

(7) p(c,c) =1 za sve konstante ¢ € F.

Rasplinuta relacija p : A2 — L na algebri A koja je slabo refleksivna,
simetri¢na i tranzitivna, zove se slaba rasplinuta ekvivalencija na A.

Ako, uz to, p takode zadovoljava i (4) tj., uslov
Zasve x,y € A, p(z,x) > p(z,y) i p(z,z) > p(y,z),

onda, p je slaba rasplinuta jednakost na A.
Poseban slucaj slabih rasplinutih ekvivalencija su rasplinute ekvivalen-

cije (i jednakosti ) koje zadovoljavaju klasiénu refleksivnost (p(x,z) =1 za
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svako x € A). U prisustvu slabe refleksivnosti (6)(7), uslov (1) je zamenjen
slabijim, (4).

Primetimo takode da je nula-relacija (p(x,y) = 0 za svako x,y € A) slaba
rasplinuta kongruencija na algebri bez konstanti. Zvacéemo je trivijalna
slaba kongruencija na algebri bez konstanti.

Dalje, za slabe rasplinute ekvivalencije koje su i kompatibilne koristimo
naziv slabe rasplinute kongruencije na 4. Podklasa slabih rasplinutih

kongruencija su kompatibilne slabe rasplinute jednakosti.

TEOREMA 4.4. Ako je p: A?> — L netrivijalna slaba rasplinuta kongru-

encija na algebri A, onda je preslikavanje i, : A — L, definisano sa

(®) o(2) = pla, )

rasplinuta podalgebra od A.

Dokaz. Neka je f proizvoljna fundamentalna n-arna operacija na alge-

bri A i neka su z1, ..., 2, elementi iz A. Onda imamo:
o(f(1, . zn)) = p(f(z1,....zn), f(z1,....20))
> Qi) ®Mp i)
i=1

a takode je i p(c,c) = 1, pa je u(c) = 1 za svaku nularnu operaciju ¢, tako

da je u, rasplinuta podalgebra od A. O

Teorema 4.4 daje vezu izmedu rasplinutih kongruencija na rasplinutim
podalgebrama i slabih rasplinutih kongruencija na celoj algebri. U slucaju
kada je kodomen specijalna rezidualna mreza u kojoj se ® poklapa sa A
(Heytingova algebra), ova dva pojma se poklapaju, kao $to je pokazano u

nastavku.

TEOREMA 4.5. Neka je L rezidualna mrza u kojoj se ® poklapa sa A.
Slaba rasplinuta kongruencija p : A*> — L na algebri A je rasplinuta kon-

gruencija na rasplinutoj podalgebri i, od A.
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Obrnuto, rasplinuta kongruencija p na rasplinutoj podalgebri yu od A je

slaba rasplinuta kongruencija na celoj algebri A.

DokAz. Neka je p : A> — L slaba rasplinuta kongruencija na algebri
A i p, rasplinuta podalgebra od A, definisana sa p,(z) := p(z,z). Prema
Tvrdenju (4.2), imamo p(z,z) = p(z,y) 1 p(y,y) = p(z,y) za sve z,y € A.
Odavde sledi p(x,y) < py(x) A py(y), pa je p rasplinuta kongruencija na j,.
Obrnuto, pretpostavimo da je p rasplinuta kongruencija na rasplinutoj
podalgebri p od A. Onda imamo da p(c,c) = u(c) = 1, i (6) vazi posto je A

idempotentno. Sledi da je p slaba rasplinuta kongruencija na A. O



GLAVA 5

Rasplinute algebre

1. Uvodne napomene

U prethodnim poglavljima je definisana kompatibilna rasplinuta jed-
nakost na rasplinutoj podalgebri neke univerzalne algebre. Ispitane su os-
novne osobine tako uvedenih rasplinutih jednakosti i njihova veza sa kom-
patibilnim rasplinutim jednakostima na celoj algebri. Takode su razmatrani
rasplinuti identiteti na rasplinutoj podalgebri univerzalne algebre u odnosu
na rasplinutu jednakost na rasplinutoj podalgebri.

U prethodnim istrazivanjima je koriS¢ena kompletna rezidualna mreza.
U ovom poglavlju ¢e glavna struktura biti obi¢na kompletna mreza. Nar-
avno, bilo je moguée upotrebiti i kompletnu rezidualnu mrezu, ali u tom
sluc¢aju se ne bi doslo do nekih vaznih specifi¢nih rezultata.

Jedan od bitnih faktora je da iz razloga Sto operacija ® nije idempo-
tentna, nivo 1, nije u opstem slucaju klasi¢na podalgebra algebre A, dok u
slucaju kompletne mreze, u, jeste podalgebra te algebre.

U prethodno objavljenim radovima iz ove oblasti su razmatrana pitanja
koja dovode do uopstenja poznate Birkhoff-ove teoreme u klasi¢noj algebri (u
glavi 2 su ti rezultati detaljno prikazani). U njima je razmatrana je klasi¢na
algebra tako $to je na njoj definisana kompatibilna rasplinuta jednakost.

Pomenuta jednakost je definisana na nosacu algebre i njena jedina veza sa

107
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operacijama algebre je kompatibilnost. U tim istrazivanjima se ne Kkoristi
pojam rasplinute podalgebre. Na§ pristup se razlikuje od svih dosadas$njih,
§to je objasnjeno u nastavku.

U ovom poglavlju se, za dobijanje slicnih rezultata, koristi prethodno
definisana kompatibilna rasplinuta jednakost na rasplinutoj podalgebri, a ne
na obi¢noj (crisp) algebri, kao §to je do sada bio slu¢aj. Dakle, objedinjeni su
koncepti rasplinutih podalgebri i kompatibilnih rasplinutih jednakosti. Na
ovaj nacin prethodne rezultate drugih autora mozemo shvatiti kao specijalan
sluc¢aj rezultata u ovom poglavlju uzimajuéi da je rasplinuta podalgebra
karakteristicna funkcija.

U ovom poglavlju se uvodi pojam rasplinute algebre kao uopstenje po-
jma algebre. Takode se definisu i drugi vazni pojmovi kao §to su pojam
podalgebre rasplinute algebre, rasplinuti homomorfizam i direktni proizvod
rasplinutih algebri.

Prvo uvodimo rasplinutu algebru kao rasplinutu podalgebru obi¢ne al-
gebra zajedno sa kompatibilnom rasplinutom jednakoséu na rasplinutoj po-

dalgebri.

DEFINICIJA 5.1. Neka je data algebra A = (A, Fa) tipa (F,0) i kom-
pletna mreza L. Neka je pa : A — L rasplinuta podalgebra od A i Ej4 :
A% — L kompatibilna rasplinuta relacija jednakosti na pa. Tada uwredenu

trojku A = (A, pia, E4) zovemo rasplinuta algebra tipa (F,0).

Ako u prethodnoj definiciji uzmemo da je pua : A — L karakteristi¢na
funkcija, dobijamo algebru sa rasplinutom jednako$éu na obi¢noj algebri
koja je poznata i izlozena u knjizi [2]. Ako je uz to i E4 obi¢na jednakost,
dobijamo klasi¢nu algebru.

Iz definicije rasplinute algebre zaklju¢ujemo da su rasplinute algebre A =

(A, pa,Ea)iB=(B,up, Ep) iste samo ako je A = B, s = up i Eso = Ep.

DEFINICIJA 5.2. Identitet tipa F' nad X je izraz E(t1,t2), gde jety, ta €
T(X) (T'(X) je skup terma tipa F' nad skupom promenljivih X ).
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Ponavljamo pojam koji je uveden u glavi 4 u kontekstu rezidualnih
mreza.

Kazemo da rasplinuta podalgebra 1 od A zadovoljava rasplinuti iden-
titet E(t1,t2) (ili da je rasplinuti identitet tacan na rasplinutoj podalgebri
u) ako za sve xy,...,x, € A

n

(9) N\ nlzi) < Bt ta).

=1

Jednakosnu klasu rasplinutih algebri uvodimo slede¢om definicijom.

DEFINICIJA 5.3. Neka je data kompletna mreza L. Ako je dat skup
rasplinutih identiteta ¥ tipa (F, o), onda sve rasplinute algebre istog tipa, u
kojima su zadovoljeni svi rasplinuti identiteti iz 32, ¢ine jednakosnu klasu

rasplinutih algebri.

2. Rasplinuti grupoidi i polugrupe

Pre nego sto detaljno predstavimo ostale rezultate ove glave, kao ilus-
traciju novouvedenih pojmova dajemo rasplinuti grupoid i rasplinutu polu-

grupu i ispitujemo neke njihove osobine.

DEFINICIJA 5.4. Neka je G = (G,-) grupoid, p : G — L rasplinut pod-
grupoid od G i E rasplinuta jednakost na p. Tada kaZemo da je G =
(G, i, ) rasplinuti grupoid.

Rasplinuti grupoidi ¢ine jednakosnu klasu nad praznim skupom iden-
titeta.

Sledi definicija rasplinute polugrupe.
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DEFINICJA 5.5. Neka je G = (G,-) grupoid, p : G — L rasplinut pod-
grupoid od G i E rasplinuta jednakost na pu. KaZemo da je G = (G, u, E)

rasplinuta polugrupa ako vazi:

(Vz)(Vy) (V2) (w(z) Ap(y) Ap(z) < E(-(y-2),(x-y) - 2)).

U nastavku se dokazuju svojstva rasplinutih polugrupa, analogna svo-

jstvima klasiénih polugrupa.

LEMA 5.1. Neka je G = (G, -) grupoid, i : G — L rasplinut podgrupoid od
G i E rasplinuta jednakost na . Ako je G = (G, u, E) rasplinuta polugrupa
ia; € G (i=1,2,....,n), onda je

/\ pla;) < E((ay ... am) - (Qmg1 = oo - Qp), Q1 « ev - Qp)s

za svako m < n, gde je

a,, n=1
aj ... Qp =

(a1 @pq) - Gn, n>1

DokAz. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Za n = 2 imamo

E(a1 - az,a1 - az) = plar - az) 2 plar) A plaz)
Pretpostavimo tac¢nost za n, tj.

n

/\ pla;) < E((ay ... am) - (mg1 = oo - Qp), Q1+ v - Q)
1=1

pa dokazimo za n + 1:

n+1

/\ wla;)) <K E((ar- ... am) - (@ma1 o Qng1), @1 oo s Qpi1),
i=1

Stavimo da je a1 - a2 = a}, ag = db, ..., an41 = a,. Tada imamo
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E((a1 am) '(am+1 -...-an+1),a1 -...-an+1)
= E((ay - apn) - (o ay) 01 - )
=AY

i=1

n+1
= plar-az) A ( A u(az))
=3

n+1
> N ula)

i=1

Dakle, tvrdenje je tacno za svaki n € N.

|

TEOREMA 5.1. Neka je G = (G,-) grupoid, pn : G — L rasplinut pod-
grupoid od G i E rasplinuta jednakost na . Neka je G = (G, u, E) rasplin-
uta polugrupa , a; € G (i =1,2,...,n) i neka je t(xq,...,x,) term u jeziku

grupoida G. Tada je
wlar) Ao A p(an) < E(t(ar, ...,ap), a1 - ... - ).

DokAz. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Zan =1 je t(a1) = a1 =

ai - ... Gn, pa je u ovom slucaju

E(t(a1),a1 - ... an) = E(a1,a1) = plar).

Pretpostavimo ta¢nost za svako j < n i dokazimo za n. Na osnovu

definicije terma je

t(ay, ...,an) =t1(a1,...,am) - t2(@mi1y -y n),

gde su ti(ay,...,am) i ta(am+1, --., an) neki termi.
Kako je relacija F saglasna sa operacijom grupoida, koristeé¢i induktivnu

pretpostavku imamo:
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E(t(at,...,an), (a1 ...  am) - (@mt1 - - - ap))
= E(t1(at, .y am) - to(@msty s an)y (@1« oo - am) - (@1 - oe - )
> E(t1(at, ey @m), a1 - oo @) A E(t2(Qmaty ooy Gn)y G © o - Gp)
z plar) A A p(am) A p(amgr) A A p(an)

plar) Ao A r(an) (+)

Prema Lemi 5.1 je

plar) Ao Aplan) < E((ar - oo - am) - (@mg1 - oG, a1 - oo - Gp) (%)
Iz (*) i (**) dobijamo:
(@) A A ifan) <

< E(t(ar,...,an), (a1 ... am) - (Gmt1 - .. - Gp)

AN E((ar- . am) (Qmat1 v e - Qp)y a1 - o s Gp)

Kako je relacija F tranzitivna, to je

E(t(a,...,an), (a1 ...  am) - (@mt1 - - - Qp))
AN E((ar- ... am) (@mg1 o Qn)y a1 - ... - ay)
< E(t(ar,...,an),a1 - ... - ap).
Dakle,
plar) Ao A plan) < E(t(ar, ..., an), 01 - ... - ap).
O
TEOREMA 5.2. Neka je G = (G,-) grupoid, pn : G — L rasplinut pod-

grupoid od G i E rasplinuta jednakost na . Neka je G = (G, u, E) rasplinuta

polugrupa i neka su t1(x1,...,xy) i ta(z1, ..., Ty) termi u jeziku grupoida G,



2. RASPLINUTI GRUPOIDI I POLUGRUPE 113

kod kojih se promenljive javljaju tacno navedenim redom. Ako su aq, ..., an,

elementi grupoida G, onda je

plar) Ao A p(an) < E(tl(al, vy @)y ta(ag, ...y an)).

Dokaz. Na osnovu Teoreme 5.1 dobijamo

wlar) Ao A p(ay) < E(ti(ar,...,an),a1 - ... - ap) 1

plar) Ao A plan) < E(ta(ar, ...;apn), a1 - ... - ap).
Koristedi simetri¢nost i tranzitivnost relacije £ dobijamo
/\ pla;)) < E(ti(a,...,an),a1 - ... ap) A E(ta(ar,...,an),a1 - ... - ap)

= E(ti(ai,....,an),a1-...-an) AN E(ay - ... - ap, ta(as, ...,an))

< E(ti(ar, ...,apn), ta(ag, ...,ap)).

POSLEDICA 5.1. Neka je G = (G, -) grupoid, i : G — L rasplinut pod-
grupoid od G i E rasplinuta jednakost na . Ako je G = (G, u, E) rasplinuta

polugrupa i a € A, onda je
wla) < E(a™-a", a™™).

DokAz. Na osnovu Teoreme 5.2 dobijamo

E@"-a",a™™) = E((a-...-a)-(a a),(a-...-a))
m n m—+n
> p(a) Ao A pfa)
= pl(a)
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DEFINICJA 5.6. Neka je G = (G,-) grupoid, pn : G — L rasplinut pod-
grupoid od G i E rasplinuta jednakost na p. ¢ € G se zove nula element

u rasplinutom grupoidu G = (G, u, E) ako za svako x € G imamo
/L($)<E<$C,C) i ,u(x)gE(cx,c)

TEOREMA 5.3. Ako su ¢y i ca nule u rasplinutom grupoidu G = (G, u, F),

onda vazi sledece
wler) A p(ea) = Eeq, co).

Dokaz. Ako su ¢; i ¢o nule u rasplinutom grupoidu G, onda je p(er) <
E(cy - 2, ¢2), posto je co nula i slicno p(c2) < E(cy - 2, ¢1), posto je ¢; nula
u . Koristedéi simetri¢nost i tranzitivnost od £ imamo

() Au(ea) < E(ey-co,c1) ANE(eq - ca,c2)
= E(Cl, cl - C2) VAN E(Cl . 62,62)
< E(Cl, CQ).

Kako je po definiciji rasplinute jednakosti na p, pu(c1) A pu(ce) = E(eq, c2), to
je p(e1) A plez) = E(er, ca).

3. Podalgebre rasplinute algebre

Sa ciljem uvodenja novog koncepta rasplinutih univerzalnih algebri u
ovom okviru prvo definisemo podalgebru rasplinute algebre A = (A, pia, E4),
gde je A = (A, Fy) algebra. Da bismo imali uopstenje klasi¢ne podalgebre,
prirodno je zahtevati da njena rasplinuta podalgebra B ispunjava sledece

uslove:
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(1) Da im nosaci budu isti;
(2) pup(x) < pa(z) za sve x € A.

Ako su E4 i Ep obitne jednakosti, onda pomoéu ovih uslova mozemo
definisati podalgebru rasplinute algebre A. Postavlja se pitanje koji jos
prirodan uslov treba da zahtevamo da bi B bila podalgebra rasplinute algebre
A, kada E 4 i Ep nisu obi¢ne jednakosti. Kao logi¢an se namece sledeéi uslov:

Ako je x # y, up(z) # 01 pup(y) # 0, onda treba uzeti Ep(z,y) =
Ea(x,y).

Po definiciji kompatibilne rasplinute jednakosti vazi uslov:

Akojex #yipp(x) #0, onda je Eg(z,y) < up(x).

Iz poslednja dva uslova dobijamo da za up(z) # 01 pup(y) # 0, treba
uzeti uslov Ex(z,y) < pp(z) 1 Ea(z,y) < pp(y).

Kako je po definiciji kompatibilne rasplinute jednakosti, Ep(z,y) <
up(z) A up(y), to, u slucaju da je pp(xr) = 0 ili up(y) = 0, moramo uzeti
da je Ep(x,y) = 0.

Takode trebalo bi da vazi jos i Ep(x,z) = pp(z) i pp(c) = pa(c), gde

je ¢ konstanta.

TEOREMA 5.4. Neka je data algebra A = (A, Fa), kompletna mreZa L
i A= (A, pa, Ea) neka rasplinuta algebra. Neka je pup : A — L rasplinuta

podalgebra od A, takva da su ispunjeni sledeéi uslovi:

(1) pup(x) < pa(z) za sve xz € A.
(2) Ako su x i y razliciti elementi skupa A i pp(x) > 0, onda je

Ex(z,y) < pp(x).
(3) up(c) = palc) , gde je ¢ konstanta.

Definisimo rasplinutu relaciju Ep na pup na sledeéi nacin:

Ep(z,y) == Ea(z,y) A pp(z) A pp(y).
Tada je Ep kompatibilna rasplinuta jednakost na rasplinutoj podalgebri

UB-
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Dokaz: Potrebno je da dokazemo da su ispunjeni sledeéi uslovi:

B fA(ﬂfl,--- Tn)s fAYL, s Yn)) = ‘/n\lEB(eTiayi)
Ep(x,y) < pp(x) A pp(y)

)
)
)
)
)
6) Ako je x #y i up(x) >0, onda je Ep(z,y) < Ep(z,x)

28 SV€ T, Y, Z, L1, ooy Ty Y1, -+ Yn 12 skupa A i sve fa € F4.

Dakle imamo:

(1) Ep(w,x) = Ea(z,2) A pp(z) = pa(®) A pp(z) = pp(z)
(2) Ep(7,y) = Ea(z,y) Aup(x) Aup(y) = Ea(y, ) Apup(y) App(r) =

Ep(z,y) = Ea(z,y) App(®) A pp(y)

> Ea(z,z) NEa(z,y) A () A pp(y) A pp(z)
= (Ba(z,2) Aps(@) A pp(2) A (Ealz,y) A up(z) A ps(y))

= Ep(z,2) AEg(z,y)

Ep(fa(®1,.szn), fa(Y1, - Yn))

EA(fA(:L‘la"'al‘n)’fA(yla- ayn))/\ B(fA($1>"'7 n))ANB(fA(y17-~-,yn))

(/n\EA(ﬂCi,yz‘))/\( A B( afz)/\(/n\uB )

i=1 =1

/ —

s
Il
—

Ba(wi, i) A ps(ws) A ns(y:))

EB(:L‘h yl)

~.

s
I
—

(5) Neposredno je jasno da je Eg(x,y) < up(z) A up(y).
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(6) Ako je x # y i pup(x) > 0, onda je Ep(x,y) = Ea(z,y) A pp(x) A
pB(y) < Ea(z,y) < pp(z),

Za SV€ T, Y, Z, L1y ees Tny Y1, ---,Yn € A, f € Fa. Dakle, relacija Ep je raspli-

nuta jednakost na rasplinutoj podalgebri up. O

DEFINICUJA 5.7. Neka je data algebra A = (A, Fy), kompletna mreza L
i A= (A, pa, Ea) neka rasplinuta algebra. Neka je pup : A — L rasplinuta

podalgebra od A, takva da su ispunjeni sledeci uslovi:

(1) pp(z) < pa(x) za sve x € A.

(2) Ako su x i y razliciti elementi skupa A i pp(x) > 0, onda je
Ea(z,y) < pp(z).

(3) up(c) = pale) , gde je ¢ konstanta.

(4) Ep(z,y) := Ea(z,y) A up(x) A pp(y).

Tada kazemo da je B = (A, up, Ep) podalgebra rasplinute algebre A.

TEOREMA 5.5. Neka je data algebra A = (A, Fy), kompletna mreza L,
rasplinuta algebra A = (A, pa, E4) i neka je B = (B, Fg) podalgebra algebre
A. Ako je

MA(x)v reB
pp() = , ,
0, nace 1

Ep(z,y) == Ea(z,y) A pp(x) A pp(y),

onda je B = (A, ug,Ep) podalgebra rasplinute algebre A.

Dokaz: Dokazimo prvo da je up rasplinuta podalgebra algebre A, tj.
n
da je pp(fa(xy,...,zpn)) = N pp(x;) za sve x1,...,x, € Aisve fy € Fy. U

i=1
dokazu razlikujemo dva slucaja.

(1) Neka je zy,...,xz, € B. Kako je B podalgebra algebre A, to je
fa(z1,...;2n) € B, paje pp(fa(z1,....xn)) = pa(fa(@r, ... zn)).
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Dalje imamo
pe(fa(i,.zn)) = palfa(@i,....zn))

> /\ pa(wi)

= A us(x).
=1

n
(2) Ako neko z; ne pripada B, onda je ug(z;) =0, paje A pup(z;) =0.
i=1

Dakle, u svakom slucaju je up(fa(zi,....,xn)) = /n\ up(x;).
Neposredno je jasno da je up(z) < pa(x) za sve x € Al._lKako svaka
konstanta ¢ pripada podalgebri B, to je up(c) = pa(c).
Neka su, dalje, = i y razliciti elementi skupa A i pg(z) > 0. Tada je
up(x) = pa(z), pa imamo Ey(z,y) < pa(r) = pp(x). Na osnovu izlozenog
i prethodne teoreme sledi da je B = (A, up,Eg) podalgebra rasplinute

algebre A. O

TEOREMA 5.6. Neka je 9 jednakosna klasa rasplinutih algebri. Ako
rasplinuta algebra A € M, gde je A = (A, pa, Ea) i B = (A, ug, Eg) je
podalgebra rasplinute algebre A, onda B € M.

Dokaz: Neka je A € MiB = (A, up, Ep) podalgebra rasplinute algebre
A i neka rasplinuta algebra A zadovoljava identitet F(u,v) , tj.

n

Ea(ua(z,...;xn),va(xr, ooy zp)) = /\ wa(z;)

i=1
za sve Ii,..., Ty € A. Tada imamo:
Ep(ua(zy,....;xp),va(x1, .0y 1))
— BAUA®@L, s 00), 04 (21, 0)) A BB UA(TL, ) A B (0AL, oy )

= (/n\uA ) (/Z\ >/\<Z\1MB(ZC2')>

1

;:
= /\MB

1=

[y
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Dakle, rasplinuta algebra B, takode zadovoljava identitet E(u,v). O

1z definicije podalgebre rasplinute algebre neposredno sledi da je
UA(Z1, ooy ) = up(T1,y ooy Tn)

za svaki term u(zq, ..., Tp).

4. Rasplinuti homomorfizmi

Da bismo uveli novi koncept rasplinutog homomorfizma prvo ¢emo defin-

isati rasplinuto preslikavanje jedne rasplinute algebre u drugu.

DEFINICUIA 5.8. Neka su A= (A, Fa) i B= (B, Fp) algebre istog tipa,
L kompletna mreza i A = (A, ua, Ea), B= (B,ug, Eg) rasplinute algebre.
Kazemo da je f : A — B rasplinuto preslikavanje rasplinute algebre A u
rasplinutu algebru B ako su ispunjeni sledeci uslovi:

1. (Ya € A) pp(f(a)) = pala)

2. Neka su ty(x1,...,x0), ta(21, ..., zn) termi u jeziku algebre A, t1', t4

odgovarajuce term operacije i ai, ..., an 1z skupa A. Ako je

n

Ba(t a1, oy an) 1 (a1, cvan)) > /\ ala),
=1

onda je

Ep(f(ti(ar, ... an)), f(t5 (a1, .. an))) = pp(f (£} (a1, .., an))) A

A :uB(f(t?(alv ceey an)))

U ovom delu rada razmatramo rasplinuto preslikavanje rasplinute po-
dalgebre sa rasplinutom jednako$éu definisanom na rasplinutoj podalgebri.
Uporedimo ovu definiciju rasplinutog preslikavanja sa odgovarajué¢om defini-

cijom Demirci-ja (|26, 29]). Demirci polazi od klasi¢nog skupa na kome
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definise rasplinutu jednakost. Zatim definiSe rasplinuto preslikavanje kao
rasplinutu binarnu relaciju koja zadovoljava odredene uslove.

Bitna razlika je u tome §to se u navedenoj definiciji koristi rasplinuta
jednakost na rasplinutoj podalgebri, a kod Demirci-ja na klasiénom skupu.
U ovom radu je rasplinuto preslikavanje klasi¢na funkcija definisana tako
da preslikava rasplinutu podalgebru u rasplinutu podalgebru, dok je kod
Demirci-ja rasplinuto preslikavanje definisano kao posebna rasplinuta bina-

rna relacija na klasi¢nom skupu.

TEOREMA 5.7. Neka su A = (A,pua,Ea), B = (B,up,Ep) i C =
(C,uc, Ec) rasplinute algebre istog tipa i f : A — B ig: B — C ras-

plinuta preslikavanja. Tada je fog: A — C rasplinuto preslikavanje.

Dokaz: (1) uc(g(f(a)) = pup(f(a)) = pa(a) za sve a € A.
(2) Neka su ti(x1,...,Tp), ta(x1, ..., ) termi u jeziku algebri A, B,C' i

neka su 1, 4 odgovarajuée term operacije i a1, ..., a,, iz skupa A. Ako je

n
Ea(t (a1, - n), 1 (a1, 0) > N\ pa(as),
i=1
onda je

Eg(f(tiay, ....an)), fFt) (a1, ... an))) >

> pp(f(ti(ar,an) A pp(fts (a1, an))).
I poslednje nejednakosti sledi
Eo(g(£(t (a1,,00))), 9 (£ (01, -, 00))) ) >
> Mc(g(f(tf‘(ab--.,an)))) A Mc(g(f(tf(alw-aan))D,
pa je f o g rasplinuto preslikavanje. 0

DEFINICUA 5.9. Neka su A= (A, Fa) i B= (B, Fp) algebre istog tipa,
L kompletna mreza i A = (A, ua, Ea), B= (B,up, Eg) rasplinute algebre.



4. RASPLINUTI HOMOMORFIZMI 121

KazZemo da je rasplinuto preslikavanje h : A — B rasplinuti homomor-
fizam rasplinute algebre A u rasplinutu algebru B ako su ispunjeni sledeci

uslovi:

(1) (Vfa € Fa)(Var, ...,an € A) h(Fa(ar, .. an)) = f5(h(a1), ... h(an)).
(2) h(ca) =caB

Drugim rec¢ima rasplinuti homomorfizam je rasplinuto preslikavanje koje
je homomorfizam.

Kako je kompozicija rasplinutih preslikavanja rasplinuto preslikavanje i
kompozicija homomorfizama homomorfizam, to je i kompozicija rasplinutih

homomorfizama rasplinuti homomorfizam.

TEOREMA 5.8. Neka su A = (A, Fa) i B = (B, Fp) algebre istog tipa,
L kompletna mreza, A= (A, ua, Ea), B= (B,up, Eg) rasplinute algebre i
h: A — B rasplinuti homomorfizam. Tada je D = (B,up, Ep), gde je

oy | Hp@ dED=hA)

0, ‘nace

Ep(x,y) = Ep(z,y) A up(x) A pip(y)

podalgebra rasplinute algebre B.

Dokaz: Kako je D = h(A) podalgebra algebre B, to je prema Teoremi
5.5, D podalgebra rasplinute algebre B. O
Podalgebru D = (B, up, Ep) rasplinute algebre B, koja je uvedena u

Teoremi 5.8, zovemo homomorfna slika rasplinute algebre A.

TEOREMA 5.9. Neka su A = (A, Fa) i« B = (B, Fp) algebre istog tipa,
L kompletna mreza, A = (A,pa,Er), B = (B,up, Eg) odgovarajuée ras-
plinute algebre i h : A — B rasplinuti homomorfizam. Ako je F(x1,...,xy)

term istog jezika i F, FB odgovarajuée term operacije redom u algebrama
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A i B, onda je h rasplinuti homomorfizam rasplinute algebre (A, F4) u ras-

plinutu algebru (B, FP).

Dokaz: Teorema je neposredna posledica odgovarajuée teoreme iz klasi¢ne

algebre. O

TEOREMA 5.10. Neka je M jednakosna klasa rasplinutih algebri. Tada
vazi: Ako A € M i D je homomorfna slika rasplinute algebre A, tada
D e M.

Dokaz: Neka su A, BiD rasplinute algebre date u Teoremi 5.8. Ako ras-
plinuta algebra A zadovoljava identitet E(u(z1, ..., 2, ), v(x1, ..., ), dokazimo
da i njena homomorfna slika D zadovoljava taj identitet.

Dakle, pretpostavimo da je za sve x1,...,x, € A
n
Ea(ua(z, .y n),va(@1, oo n)) =\ pal:)
i=1
Dokazimo da je za sve di,...,d, € B
Ep(up(d, ). 0p(d, ) > N\ p1(ds).
Razlikujemo dva slucaja.
(1) Ako je d; € D zasve i € {1,...,n}, onda postoje a; € A takvi da je

h(a;) = d;. Tada je

n
EA(“'A(a'lv cee an)7 UA(ah i3} an)) = /\ /LA(GZ‘).
=1



WV

4. RASPLINUTI HOMOMORFIZMI 123

Prema Teoremi 5.9 i definiciji rasplinutog homomorfizma je
Ep(h(ua(at, .. an)), h(va(at, ..., an)))

pp(h(wa(at, . an))) A ps(h(va(ar, ... an)))

= pp(up(h(ar),...,h(an))) A pe(ve(h(ar), ..., h(an)))

> /\ s (h(ai))

WV

= N\ ns(d).
=1

Dalje imamo

Ep(up(di,...,dy),vp(d1,....,dy)) =

EB(UB(dl, . dn), UB(dl, cees dn)) A /LD(’LLB(dl, ooy dn)) VAN HD(UB(db ...,dn))

Ep(up(har), .., h(an)), vp(hlar), . k@) A ( /\ up(di))
=1

Ep(h(ua(ar, . an))s h(va(ar, . an))) A (/\ w(dﬂ)
=1
(A nst@)) (A o)
=1 1=1
N 1p(ds).
=1
(2) Ako za neko i € {1,...,n} d; € D, onda je up(d;) = 0, pa je

Ep(up(dy,....dn),vp(d1, ...dn)) = /\ pp(di) = 0.
=1

Dakle, homomorfna slika rasplinute algebre takode pripada jed-

nakosnoj klasi 90t .
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5. Direktni proizvod rasplinutih algebri

Poznato je da se za kolekciju istotipnih algebri {A;,7 € I} definiSe nji-

hov direktni proizvod A = [] A; koji je takode algebra istog tipa. U nas-
el
tavku ¢emo definisati i direktni proizvod kolekcije rasplinutih algebri. Prvo

dokazimo sledeé¢u teoremu.

TEOREMA 5.11. Neka je {A; = (A, i, B;) | i € I} familija istotipnih
rasplinutih algebri, A = H A; direktan proizvod algebri A; i neka za sve
91,92 € [[ Ai vazi sledec’ilzglov:

Akozjilgl # g2 i ‘/e\I'ui(gl(i)) # 0, onda je

i

N Ei(g1(), 92(1) # /\ pi(91(0)).

el il

Tada vazi: Ako je

(1) ulg) == A pi(g9(@)), g € IT As

iel i€l
(2) E(g1,92) == '/\IEi(gl(i)v.%(i)); 91,92 € 'H[Ai)
S (S

onda je A= [[ A; := (A, 1, E) rasplinuta algebra.
el

Dokaz:Potrebno je da dokazemo da su ispunjeni sledeéi uslovi:

(1) Za bilo koju operaciju F' duzine n algebre A 1i bilo koje g1, ..., g, €
n
[T Ai vazi p(F(g1,.s9n)) = A 1(g)
icl j=1
(2) Relacija E je rasplinuta jednakost.
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Lo pFlgrga)) = (T[T F01(0): s 0a(i))
iel
= /\Mz(Fi(gl(Z) ---,gn(Z))>
el

\V;
>
~—
>

kS
)
=

= 1(95)

2. Dokazimo da je E rasplinuta jednakost.

a) E(g,9) = ,/E\I Ei(g(i),9(i)) = ,/e\lm(g(i)) = u(g)
b) E(g1,92) = '/e\[Ei(gl(i),QZ(i)) = A/E\IEi(92(i)791(i)) = E(92,91)

c) E(g1,93) = N\ Ei(g1(i),g93(1)) = N\ (Ei(gl(i)vQQ(i))AEi(QZ(i)ag3(i)))

icl el

= (A Ee12),9:0)) A ( A Ei92(0),95(0))) = E(g1,.92)AE(95, 95)

el el

d) E(F(g1,-eygn)s F(f1, s fn))

= A E(F(01(3), s 90(0)), F(F1(0), s fal0)))
i€l
> A A Bilgi). £5@0) = A A Eilg;(0), £50) = A Elgy. £5)
iel j=1 j=liel j=1
&) B(f.9) = N F(S@D.90) < A (/) i)

= (A mCF@) A (A pilo) = p) A bto)

el
f) Neka je g1 # g2 i pu(g1) # 0. Kako je E;(g1(7), g2(7)) < pi(g1(4)), to
je

A Eilg1(0), 92()) < N\ (i1 (@)

i€l il
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Posto je
N Eig1(i), 926)) # N\ (11 (i),
el icl
dobijamo
/\ Ei(g1(i), g2(4)) < /\ 1i(g1(1))-
icl iel
tji. E(g1,92) < p(g1)
Od

DEFINICIJA 5.10. Rasplinutu algebru A := (A, u, E) uvedenu u Teoremi

5.11 zovemo direktni proizvod rasplinutih algebri A;,i € I.

U dokazu prethodne teoreme imamo

N\ Eilg1(i), 92() < N\ (mi(g1(0)))-
iel el

1z nejednakosti F;(g1(7), g2(2)) < wi(g1(7), ¢ € I, ne mozemo zakljuciti
N Ei(g1(i), 92(1)) < \(ni(91(2))),
iel el

pa je u Definiciji 5.10 neophodan uslov
N\ Eilg1(i), 92() # \ (mi(g1(0)))-
icl i€l

Kada su u pitanju obi¢ne jednakosti ovaj uslov je trivijalan.

TEOREMA 5.12. Ako rasplinut identitet E(u(x1, ..., 2pn),v(x1, ..., Tp)) vaZi
u svim rasplinutim algebrama A; (i € I) nekog jezika, onda taj identitet

vaZi i u proizvodu A = [] A;.
el

Dokaz: Neka su u(zi,...,2,),v(z1,...,2,) termi nekog jezika i pret-
postavimo da rasplinut identitet E(u,v) vazi u svim rasplinutim algebrama

Ai, 1€ 1, tj.

n
Ei(ui(z1, ...y ), vi(T1, ooy ) = /\ pi(zj).
j=1
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Neka su f1, ..., fn proizvoljni elementi algebre 4. Tada imamo

EA(UA(flv ceey fn)7v14(f17 ceey fn))

WV

N Ei(wa(fr, ey f) (), 0a(f1, s ) (0))
i€l
N Eiwi f1(0), ooy Fu (@), 0i(f1(0), wors fa(0)))

el

A (A )

el j=1
n

(A milsi(n)

1 el

J

ra(fy)

~.

Il
i

J

Dakle, direktan proizvod rasplinutih algebri takode zadovoljava rasplinut

identitet F(u,v).

|

X X

TEOREMA 5.13. Neka je M jednakosna klasa rasplinutih algebri. Tada

vazi:

(1) Ako A€M i B je podalgebra rasplinute algebre A, tada B € 9.

(2) Ako A € M i D je homomorfna slika rasplinute algebre A, tada

D em.
(3) Ako za svaki i €I A; €M, tada ] A; € M.
i€l
Dokaz: Tvrdenje sledi neposredno iz teorema 5.6, 5.10, 5.12. O

Ovim smo dokazali jedan smer Teoreme Birkhoff-a. Moze se postaviti pi-

tanje da li vazi i obratna teorema, tj. da li je svaka klasa algebri zatvorena za

H, S| P takode jednakosna klasa. Drugi smer Teoreme Birkhoff-a u opstem

slu¢aju ne vazi, Sto se demonstrira u nastavku.

Na primer, klasa komutativnih grupoida sa obi¢nom jednakosS¢u posma-

trana u ovom kontekstu je zatvorena za H,S, P, ali nije jednakosna klasa.
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Tako, algebra u Primeru 4.2 u glavi 4 zadovoljava identitet E(zy,yz), ali

nije komutativna.

6. Zakljucak

U ovom radu se razvija nova teorija rasplinutih identiteta i rasplinu-
tih algebri po analogiji na klasican slu¢aj. Naime, mi koristimo rasplinutu
jednakost umesto obi¢ne. Nas glavni zadatak je da upotrebimo rasplinutu
jednakost sa ciljem da uvedemo novi pojam rasplinutih identiteta, koji vaze
na rasplinutim podalgebrama, a ne vaze obavezno na celoj algebri. U ovom
radu su proucavani takvi identiteti.

U glavi 2 su izlozZeni rezultati R. Belohlavek-a i V. Vychodil-a o rasplinu-
tim jednakostima. Rasplinuta jednakost je definisana na obi¢noj algebri.
Nas pristup je opstiji u slede¢em smislu. Mi definiSemo rasplinutu jednakost
na rasplinutoj podalgebri, umesto klasi¢noj algebri. Pomenuti autori ne raz-
matraju rasplinute podalgebre date algebre, ve¢ uvode pojam L-algebre, pri
¢emu L-algebru definiSu kao obi¢nu podalgebru sa rasplinutom jednakoséu
koja je restrikcija rasplinute jednakosti na celoj algebri. Kada su u pitanju
identiteti, kod pomenutih autora se definiSe stepen istinitosti identiteta, dok
se u ovom radu definie kada neka rasplinuta podalgebra zadovoljava ras-
plinuti identitet.

U radovima Belohlavek-a i Vychodil-a su razmatrana pitanja koja dovode
do uops§tenja poznate Birkhoff-ove teoreme u klasi¢noj algebri. Razmatrana
je klasi¢na algebra na kojoj je definisana kompatibilna rasplinuta jednakost.
Pomenuta jednakost je definisana na nosacu algebre i njena jedina veza sa
operacijama algebre je kompatibilnost. U tim istrazivanjima se ne koristi

pojam rasplinute podalgebre.
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U ovom poglavlju se, za dobijanje slicnih rezultata, koristi prethodno
definisana kompatibilna rasplinuta jednakost na rasplinutoj podalgebri, a ne
na obi¢noj (crisp) algebri, kao $to je do sada bio slu¢aj. Dakle, objedinjeni
su koncepti rasplinutih podalgebri i kompatibilnih rasplinutih jednakosti.
Na ovaj nacin prethodne rezultate drugih autora mozemo shvatiti kao speci-
jalan slucaj rezultata u ovom radu uzimajuéi da je rasplinuta podalgebra
karakteristicna funkcija.

R. Belohlavek i V. Vychodil dokazuju teoremu koja je uopstenje Teo-
reme Birkhoff-a. U ovom radu je dokazan jedan smer ove teoreme koristeci
novouvedene koncepte. Moze se postaviti pitanje da li vazi i drugi smer, tj.
da li je svaka klasa algebri zatvorena za H, S, P takode jednakosna klasa.

Primer 4.2 pokazuje da drugi smer Teoreme Birkhoff-a u opstem slucaju
ne vazi. Logiéno se namece pitanje da li pod nekim uslovima vazi i drugi
smer. Odgovor na to pitanje svakako je potvrdan. Npr. ako je rasplinuta po-
dalgebra L-algebra, vazi i drugi smer (Teorema 2.11). Da li se taj uslov moze
jos oslabiti je otvoreno pitanje i bi¢e predmet daljih istrazivanja. Postoje in-
dicije da moze. Precizan odgovor na ovo pitanje nije trivijalan. Potrebno je
na nov nac¢in (opstiji nego do sada) definisati pojmove kao sto su: klasa ras-
plinute kongruencije, rasplinute operacije na rasplinutom koli¢nickom skupu,
rasplinuti prirodni homomorfizam, slobodna rasplinuta algebra, termovska
rasplinuta algebra, itd. Nadamo se da ¢e se, u dogledno vreme, naéi odgovor

i na ova pitanja.
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