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Glava 1

Uvod

Uloga matematickih istrazivanja u reSavanju velikog broja problema u nauci
i drustvu je u zadivljuju¢em porastu, pri cemu vodec¢u ulogu ima upotreba har-
monijske analize. Moderna harmonijska analiza ukljucuje razli¢ite matemati-
cke oblasti, pre svega teoriju okvira, Banach-ovu algebru, Fourier-ovu analizu,
vremensko-frekvencijsku analizu, geometriju fraktala, i razne druge.

Teorija okvira spada u granu savremene matematicke analize koja belezi nagli
razvoj u poslednjoj deceniji. Tome je prvenstveno doprinelo Siroko polje primena,
pre svega u signalnoj analizi.

U svom radu , Teorija komunikacija”, Gabor je 1946. godine dao osnovni
pristup dekompoziciji signala u terminima elementarnih signala. Ukazujuéi na
neke probleme u teoriji neharmonijskih Fourier-ovih redova, Duffin i Schaeffer
[41] su 1952. godine iskoristili Gabor-ov metod da bi definisali okvire za Hilbert-
ov prostor. Predstavili su ih kao alternativu za ortonormiranu ili Rieszovu bazu
u Hilbert-ovom prostoru. Tek nakon skoro 30 godina, Young u svojoj knjizi [123]
daje osnovne ¢injenice vezane za okvire, ali ih i dalje koristi u kontekstu nehar-
monijskih Fourier-ovih redova. Godine 1986. Daubechies, Grossmann i Meyer
[38] ukazuju na ¢injenicu da se okvirima mogu dobiti razvoji funkcija iz L*(R)
veoma slicni onima sa ortonormiranom bazom. Smatra se da je tada teorija okvira
otvorila svoje prvo poglavlje u velikoj knjizi harmonijske analize i zapocela ,era
vejvleta”, sa kojom je uspostavljen zajednicki matematicki jezik izmedu razlicitih
disciplina primenjene i teorijske matematike. Najznacajnija uloga teorije okvira
u savremenim matematickim istrazivanjima je povezivanje srodnih ideja iz razli-
¢itih oblasti nauke, odnosno upotreba zajednickog jezika za teorije i tehnike koje
su na prvi pogled nepovezane, a koristile su se i pre uvodenja pojma okvir.

Posebno interesantna oblast istrazivanja je teorija okvira u prostorima koji
nisu Hilbert-ovi. Grochenig uvodi pojam Banach-ovog okvira [54], a nakon toga
mnogi matematicari upotpunjuju ovu teoriju ([4, 24, 25, 30, 31, 44, 103]). Razvi-
jena teorija Banach-ovi okvira iskoris¢ena je da bi se dobile reprezentacione teore-



me u projektivnoj i induktivnoj granici Banach-ih prostora i da bi se uveo pojam
Fréchet-ovog okvira za dati Fréchet-ov prostor u odnosu na Fréchet-ov prostor
nizova ([91, 92]).

Do sredine devedesetih godina proslog veka, teorija okvira je postala znacajno
orude u raznim granama nauke i tehnike, sa uveliko razvijenom softverskom
podrskom. Kao prednosti upotrebe okvira u raznim algoritmima navode se
brzina, efikasnost, kompresija podataka, brzina numerickih izracunavanja, otkla-
njanje Suma. Pri prenosu podataka internetom, koriste se koeficijenti razlaganja
nekog signala i odgovaraju¢i aparat linearne algebre i numericke matematike za
izradu brzih i pouzdanih algoritama koji dati signal razlazu, obraduju, prenose,
skladiste i rekonstruisu. Uslov ortogonalnosti onemoguéava da se izgubljeni koefi-
cijenti rekonstruisu iz dobijenih, tako da se deo informacija koje oni nose zau-
vek gubi. Pri prenosu slike ili zvuka, ispostavlja se da algoritmi zasnovani na
rezultatima linearne algebre, numericke analize, teorije operatora postaju efi-
kasniji ako se odustane od uslova jedinstvenosti. Na taj nacin najznacajnije
osobine ortonormiranih baza, linearna nezavisnost i ortogonalnost, dovode do
ozbiljnih poteskoca. Sa druge strane, okviri se mogu konstruisati tako da ispune
izvesne specificnosti koje priroda problema namece. Danas se teorija okvira ko-
risti za kompresiju snimaka otisaka prstiju koji ¢ine kartoteku FBI-a, otklanjanje
Suma kod audio signala, belog suma sa fotografija snimljenih pomocu satelita,
odredivanje nivoa razli¢itih slojeva zemlje na osnovu refleksije akusti¢nih talasa
emitovanih sa povrsine, itd.

Veliki znacaj Laplace-ove i Fourier-ove transformacije u inzenjerstvu doveo je
do potrebe da se definisu najsire klase prostora u kojima su navedene transfor-
macije dobro definisane. Pokazalo se da pojam funkcije u klasicnom smislu
nije dovoljan da se postave i reSavaju matematicki modeli koji opisuju pojave
iz prirode. Tridesetih godina XX veka, ¢uveni fizicar Dirac je definisao Dirac-
ovu delta funkciju. U radu na teoriji parcijalnih integralnih jednacina Sobolev je
izvrSio generalizaciju pojma funkcije uvodeé¢i pojam slabog izvoda i uopstene
funkcije preko dualnosti. Medutim, sredinom proslog veka, Schwartz je dao
kompletan teorijski prikaz teorije distribucija, pa se smatra osnivacem teorije
uopstenih funkcija. Zbog invarijantnosti u odnosu na Fourier-ovu transforma-
ciju od velikog znacaja je prostor temperiranih distribucija. Cinjenica da je rast
temperiranih distribucija polinomno ogranic¢en ¢ini prostor temperiranih distribu-
cija neodgovaraju¢im za primenu u problemima u kojima se posmatraju funkcije
skoro eksponencijalnog rasta. Teorija ultradistribucija predstavlja sastavni deo
teorije distribucija i prosiruje rezultate o Schwartzovim distribucijama na Siru
klasu objekata ([72, 73, 74, 75]). Ultradistribucije se koriste za proucavanje
evolucionih jednacina i imaju primenu u kvantnoj teoriji polja i mikrolokalnoj
analizi. Uvedene su u zelji da se u kvantnoj teoriji polja proucavaju pojave
koje umesto polinomnog imaju skoro eksponencijalno opadanje u vremensko-
frekvencijskoj ravni. Posebno su istrazivane temperirane ultradistribucije kao
uopstenje temperiranih distribucija ([70, 86, 87, 88, 110, 112]). U disertaciji je




pokazana povezanost izmedu dualnih prostora odgovarajuc¢ih Fréchet-ovih pro-
stora i prostora temperiranih distribucija i ultradistribucija.

Disertacija se sastoji od pet glava. Prva glava je uvodnog karaktera. Daje
se motivacija za rad sa translaciono invarijantnim prostorima i ukazuje na ve-
liki znacaj teorije okvira. U drugoj glavi su navedeni osnovni pojmovi teorije
distribucija i Fourier-ove analize. Zbog vazne uloge i Siroke lepeze primena, u
prvoj glavi dajemo osnovne pojmove i vazne rezultate ovih matematickih oblasti.
U trecoj glavi su date definicije i svojstva ultradistribucija. Osnovni pojmovi
i rezultati iz teorije ultradistribucija su navedeni zbog kompletnosti izlaganja,
mada se pri prvom c¢itanju ova glava moze preskociti. Smatramo da ¢e rezul-
tati poglavlja 5.6 biti jasniji ako se poznaju osnovna svojstva ultradistribucija. U
cetvrtoj glavi prikazani su osnovni rezultati teorije okvira u Hilbert-ovim, Banach-
ovim i Fréchet-ovim prostorima, ukazujuci na to da je teorija okvira veoma moc¢no
sredstvo u analizi velikog broja prostora i distribucija. Navedene su prednosti, ali
i nedostaci okvira u odnosu na baze i uspostavljena veza izmedu baza, ortonormi-
ranih baza, Rieszove baze i okvira.

U petoj glavi posmatracemo konkretne translaciono invarijantne prostore.
Njihova prednost se ogleda u tome sto se zadrzava jednostavnost i struktura pro-
stora, pa su samim tim fleksibilniji za aproksimaciju realnog podatka. Koriste se
u metodi konacnih elemenata, teoriji aproksimacija, za konstrukciju multirezolu-
cijskih aproksimacija i teoriji vejvleta ([3, 4, 5, 6, 7, 21, 29, 32, 33, 35, 63, 85, 115]).
Izlozeni su svi dosadasnji rezultati o okvirima u translaciono invarijantnim pro-
storima, i dati originalni rezultati o karakterizaciji prostora generisanim translaci-
jama funkcija koje ¢ine okvir za potprostor prostora L?(IR%). Pokazano je da takav
okvir predstavlja moéno sredstvo u analizi prostora temperiranih distribucija i
ultradistribucija. Data je konstrukcija p-okvira i p- Riesz-ovih baza za razlicite
zatvorene potprostore prostora L?(IR?) generisane translacijama funkcija koje ¢ine
okvir. Originalni rezultati ove glave (poglavlje 5.4; poglavlja 5.5 i 5.6) prihvaceni
su za Stampanje ([107], [89], respektivno). Takode, pregled osnovnih rezultata
koji su opisani u poglavlju 5.4 izlozen je na nau¢nom skupu ,,Approximation &
Computation 2008, Nis, 2008. U radu [90] su prikazani rezultati poglavlja 5.7.




Glava 2

Teorija distribucija i Fourier-ova
analiza

Da bi se lakse pratilo izlaganje osnovnih rezultata u disertaciji u ovoj glavi
se navode osnovne oznake, definicije i alatke koje ¢e se koristiti u nastavku. U
poglavlju 2.1 navodimo osnovne pojmove lokalno konveksnih vektorsko topoloskih
prostora. U poglavljima 2.2-2.4 uvode se prostori distribucija i navode osnovne
osobine i operacije nad njima. S obzirom da je za dalje izlaganje potrebno pozna-
vanje prostora temperiranih i periodi¢nih distribucija, u poglavljima 2.5 i 2.6 se
navode osnovni pojmovi i osobine ovih potprostora prostora distribucija. Posle-
dnjih sedam poglavlja ove glave bi¢e posveceno teoriji Fourier-ove transforma-
cije koja zajedno sa teorijom distribucija ¢ini veoma moc¢an matematicki aparat,
koris¢en pri dobijanju osnovnih rezultata disertacije.

Teorija uopstenih funkcija je nastala u zelji da se matematickim modelima
raznih procesa, koji nisu bili matematicki jasno zasnovani, nade pravilan matema-
ticki pristup i omoguce reSenja koja ¢e imati prirodan smisao.

Uopstene funkcije su prvi put uvedene od strane Sobolev-a 1930. godine, ali je
u monografiji ,, Teorija distribucija” [100] Schwartz prvi objavio sistematizovanu
teoriju jedne klase uopstenih funkcija, distribucija.

U klasi¢noj analizi neprekidne funkcije ne moraju biti diferencijabilne. Distri-
bucije su, grubo govoreéi, generalizacija koncepta funkcija tako da svaka nepre-
kidna funkcija bude diferencijabilna. Njen izvod, pri tom, nije funkcija, ve¢ distri-
bucija. Stavise, svaka distribucija je diferencijabilna i njen izvod je distribucija.

Naziv distribucija se koristi za elemente Schwartz-ovog prostora D’ ili nekog
njegovog potprostora, dok se za neprekidne linearne funkcionele nad proizvoljnim
prostorom osnovnih (test) funkcija koristi naziv uopstena funkcija. Teorija uop-
Stenih funkcija je matematicki aparat matematicke fizike, teorije linearnih i neli-
nearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina, harmonijske analize, teorije pseudo-
diferencijalnih i Fourier-ovih integralnih operatora.



2.1. PROSTOR TEST FUNKCIJA

2.1 Prostor test funkcija

U ovom poglavlju biée izlozene definicije i osobine osnovnih struktura koje
¢emo koristiti u daljem radu.

Sa R? ¢emo oznacavati d-dimenzioni prostor ¢iji su elementi uredene d-torke
realnih brojeva (z1, zs, ..., x4), snabdeven uobicajenom topologijom, a sa C skup
kompleksnih brojeva. Skup uredenih d-torki (ki,ks,...,ks) nenegativnih celih
brojeva oznacavacemo sa Z<% i pod |k| podrazumevati |k| = ki + ko +- - -+ k4. Ako
jex = (x1,22,...,2q4) € R 1= (a1, 09,...,04) € Z%, tadaje x* = -, . -2
Za 7} ¢emo koristiti kracu oznaku Z,. Sa Q ¢emo oznacavati otvoren podskup
od R4,

Za funkciju f : Q — R komplement najveéeg otvorenog skupa €2’ na kome je
f identicki jednaka nuli nazivamo nosacem funkcije f i oznacavamo sa supp f.

Uveséemo neke prostore funkcija potrebne za definisanje pojma distribucija.

Definicija 2.1. C™ (), m € Z. ili m = oo, je skup svih funkcija koje su defi-
nisane na £ i imaju sve neprekidne izvode do reda m, gde je k-ti izvod oznacen
sa

RILd
(k) — _ Ak _ d
10@) = g /) = 0@, k= (ko k) € 28

CiM () je podskup od C™(2) onih elemenata ¢iji u nosaci kompaktni u €.

Funkcije f € C*°(Q) nazivamo glatkim funkcijama.

1
o
Primer 2.1. Funkcija f(x) = 8‘ " IxI ; }’ |z = |@1 Pz P+ -+ |zal?
) Tz )

je element prostora C3°(R?) i njen nosac je sadrian u zatvorenoj kugli B[0, 1] sa
centrom u 0 1 poluprecnika 1.

Neka je K kompaktan podskup od Q. Prostor C§°(K) je lokalno konveksan
prostor! sa nizom normi Pim, M € Zy, datim sa

(2.1) Prm(9) = Y sup|@o(x)|.

j1<m P€K

Jednu bazu okolina nule ¢ine skupovi

1
UK,m,n = {¢ S C(())O(K) ‘ pK,m(Qb) < E}, n e IN7 m e Z+.

Vektorsko topologki prostor (X, 7) je lokalno konveksan prostor ako ima bazu okolina nule
sastavljenu od konveksnih skupova.




2.1. PROSTOR TEST FUNKCIJA

Definicija 2.2. Vektorski prostor C3°(K) snabdeven navedenom topologijom je
lokalno konveksan prostor D(K).

U ovoj topologiji niz {¢, }nen iz D(K) konvergira ka ¢ € D(K) ako i samo
ako { ¢${ )}nG]N konvergira uniformno na K ka ¢\, za svako j € Z‘i.

Neka su K; i Ky dva kompaktna skupa takva da je K; C K,. Tada je
CP (K1) C C§°(K>) i topologija u D(K7) se poklapa sa topologijom koju D(K)
indukuje na D(K;). Za otvoren neprazan skup 2 C R¢ moze se konstruisati niz
kompaktnih skupova K,, n € IN, takvih da je

K, C K1, G K, = Q.

n=1

Niz lokalno konveksnih prostora {D(K},) },ew u odnosu na identicka preslikavanja
i : D(K,) — D(K,), n < s, obrazuje striktni induktivni spektar u odnosu na
koji uvodimo u C§°(Q2) topologiju striktne induktivne granice. Ova topologija je
najfinija lokalno konveksna topologija u C§°(€2) za koju su identicka preslikavanja

i" : D(K,) — C§°(22), n € N, neprekidna.

Definicija 2.3. Vektorski prostor C3°(Q2) koji je snabdeven definisanom topologi-
jom striktne induktivne granice je prostor D(). Ovaj prostor se naziva prostor
osnovnih ili test funkcija.

eV x>0
0, <0’
parcijalni izvodi neprekidne funkcije i teze nuli kad x — 0. Za funkciju ¢(x) =
Y)Yl —x), v € R, vazi p € C°(R) i ¢p(z) =0, z ¢ (0,1), pa ¢ € D(R) ili
¢ € D(a,b), a<0ib>1.

Primer 2.2. Neka je ¢(z) = { Tada ¢ € C*(R), jer su

Sledeéi primer ilustruje konvergenciju u D(€2).

Primer 2.3. Neka je dat niz g,(x) = f(x)/n, n € WN, gde je f funkcija iz
primera 2.1. Svi ¢lanovi niza imaju isti nosac¢ B[O, 1], koji je kompaktan skup u
R?. Niz {9, () }new konvergira u D(B[0,1]) ka nuli, pa samim tim konvergira u
D(RY). Medutim, niz f,(z) = (1/n)f(z/n), n € N, ne konvergira u D(R?) jer
je supp fn(x) = B0, n], pa ne postoji kompaktan skup K u kome leze nosaci svih
¢lanova niza { f(x) }nen-

Teorema 2.1 ([106]). Prostor D(S2) je kompletan.

Dokazac¢emo jednu osobinu prostora test funkcija koja ¢e nam biti vazna za
dalji rad.

Teorema 2.2. Linearno preslikavangje prostora D(Q2) u lokalno konveksan prostor
je neprekidno ako i samo ako je neprekidno na D(K) za svaki kompaktan skup

K cQ.




2.2. DEFINICIJA DISTRIBUCIJA I OSNOVNE OSOBINE

Dokaz. Neka je K proizvoljan kompaktan podskup od € i neka je {K,}nen niz
kompaktnih skupova koji zadaje induktivnu granicu. Postoji bar jedan ¢lan ovog

niza, npr. K,,, takav da je K C K,,. Posmatrajmo niz K, K, K, 4+1,.... Ovaj
niz je sacuvao trazene osobine i daje istu induktivnu granicu kao niz {K, }nen,
pa je i preslikavanje na D(K) neprekidno. O

2.2 Definicija distribucija i osnovne osobine

U fizici se nailazi na veli¢ine koje imaju vrlo veliku vrednost, pa i beskona¢no
veliku vrednost na vrlo malom domenu, a izvan njega su jednake nuli. U jednodi-
menzionom slucaju, taj domen je u stvari vrlo mali segment, a u trodimenzionom
mali zapreminski element. Na primer, prilikom difrakcije svetlosti intenzitet moze
biti jako veliki na vrlo malom domenu, a da ostali maksimumi difrakcione slike
prakti¢no budu jednaki nuli (videti [66]).

U ovom odeljku ¢emo definisati pojam distribucija, navesti bitne osobine i
ukazati na prirodnu potrebu njihovog uvodenja.

Definicija 2.4. Neprekidna linearna funkcionela nad prostorom D()) naziva se

distribucija.

Za distribucije koristimo iste oznake kao i za funkcije, npr. f, g, i to su pre-
slikavanja iz D(2) u C, sto simbolicki oznacavamo sa

foo—(f9)

Neprekidnost linearne funkcionele f na D(f2) je okarakterisana teoremom 2.2,
dok pod linearnoséu podrazumevamo

(f,a101 + asgo) = ar(f, ¢1) + az(f, ¢2), a1,a2 € C, ¢1, 05 € D(N).

Neka fi, fo € D'(2). Tada, za svako ¢ € D(Q), vazi:

1° (fit+ f2,0) = (f1,0) + (f2,9),
2° (cf,9)=c(f,9), ceC,

pa je skup distribucija vektorski prostor, dualni prostor od D(£2) i oznacavamo
ga sa D'(Q).

Dirac je 1926. godine uveo u kvantnu mehaniku, i fiziku uopste, matematicku
oznaku za takve slucajeve definisuéi d-distribuciju, koja se naziva i Dirac-ova
delta distribucija.




2.2. DEFINICIJA DISTRIBUCIJA I OSNOVNE OSOBINE

Primer 2.4. 1) Neka je xy € 2. Dirac-ova distribucija data je sa

(6(x — o), d(x)) := ¢(0), ¢ € D(Q).
Kako za ai,a3 € C i ¢1, 09 € D(Q) vazi

a1(6(x — xo), ¢1(x)) + az(d(z — 9), P2(x)) = a1¢1(x0) + azdz(o)
= (6(z — 20), (@101 + a2¢2)(x)),

zakljucujemo da je §(- — xg) linearna funkcionela. DokazZimo da je neprekidna.
Neka je U = B(¢(xo),€), € > 0, proizvoljna okolina od ¢(xy) € C. Tada je

= {¢Y € DIK) | pxo( — ¢) < 1/n, 1/n < e} okolina u D(K) koja se
preslikava v U, gde je pro definisano sa (2.1). Dakle, §(- — xo) je neprekidna
na svakom kompaktnom skupu K. Na osnovu teoreme 2.2, zakljucujemo da je
d(- — xg) neprekidna linearna funkcionela na D(Y), tj. distribucija.

2) Neka je n € Z<4 i Q otvoren skup koji sadrzi nulu. Sa 6™ (x) : ¢ — ¢(™(0)
definisana je neprekidna linearna funkcionela na D(S2), jer za nju vazi

(6™, 0)| = [ (0)] < pry(@), ¢ € CF(RY), supp ¢ C K.

Ve¢ smo pomenuli da modelirajué¢i razne procese u prirodi dobijamo dife-
rencijalne jednacine Cija su reSenja funkcije koje u opstem slucaju ne moraju da
budu diferencijabilne u svim tackama. U nekim slu¢ajevima moguce je zanemariti
tacke u kojima funkcija nije diferencijabilna i posmatrati dobijenu funkciju kao
refenje date parcijalne diferencijalne jednac¢ine. Medutim, ako u R? posmatramo
Laplace-ovu jednacinu , ,

J0’u  0°u
Hu = 0x? * ox3 0

njeno resenje u R? \ {(0,0)} je u(wy,z2) = cyIn(2? + 23) + ¢o, gde su ¢; i ¢y
konstante. Pri tome, Au(0) nije definisana. Medutim, ako resenje u = In(z?+x3)
posmatramo kao distribuciju u R?, ono ne zadovoljava Laplace-ovu jednacinu, veé
jednacinu

Pu  u

0xr? + O3
gde je ¢ constanta, a § Dirac-ova distribucija. Ove ¢injenice su korisne za resavanje
Poisson-ove jednacine Au = f.

= ¢0,

Sledec¢e teoreme daju vazne karakteristike distribucija. Dokaz prve teoreme
moze se naci u [106].

Teorema 2.3. f € D'(Q) ako i samo ako za svaki niz {¢y, tnen iz D(Q) koji kon-
vergira ka nuli sledi da niz {(f, ¢n)tnen konvergira ka nuli u skupu kompleksnih
brojeva.

Uslovi dati u narednoj teoremi cesto se uzimaju za definiciju distribucija.
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2.2. DEFINICIJA DISTRIBUCIJA I OSNOVNE OSOBINE

Teorema 2.4. Potreban i dovoljan uslov da linearna funkcionela f: D(2) — C
bude distribucija jeste da za svaki kompaktan skup K C ) postoji konstanta C' > 0
i postoji n € Zi, tako da za svako ¢ € D(K) vazi

(2.2) (f, )| < Cpral9).

Dokaz. Ako niz {¢, tnen iz D(Q2) konvergira ka nuli, iz nejednakosti (2.2) sledi
da niz {(f, ¢n)}nen konvergira ka nuli u polju kompleksnih brojeva. Koriste¢i
teoremu 2.3, zakljucujemo da f € D'(Q).

Pretpostavimo da f € D/(Q) i da uslov (2.2) ne vazi. Tada postoji niz funkcija
{bn}nen iz D(K) takav da za neki kompaktan skup K vazi

Posmatrajmo niz v, = %, n € IN. Koriste¢i nejednakost (2.3), imamo da je
’ ((f,on)l
Dakle, niz {1, }new konvergira ka nuli u D(K) jer za svako j € IN vazi

1 .
pK,j(d}n) < pK,n(wn) < Ea n 2 J-

Sa druge strane je (f,1,) = 1 za svako n € N, pa niz {(f, ¥n) }nen ne moze da
konvergira ka nuli. To je u kontradikeiji sa pretpostavkom da f € D'(Q). O

Ako se broj n u teoremi 2.4 moze izabrati tako da ne zavisi od K, za distribu-
ciju kazemo da je kona¢nog reda. Najmanje takvo n naziva se red distribucije.

Nosa¢ distribucije v € D’(€2), u oznaci suppu, je komplement unije svih
otvorenih skupova u 2 nad kojim je u = 0. Slede¢a teorema govori da svaka
distribucija sa kompaktnim nosacem mora biti kona¢nog reda.

Teorema 2.5 ([96]). Neka je u € D'(R2) i neka je suppu kompaktan skup. Tada
postoji C > 0 in € Z, tako da je |(u, )| < Cprn(P), za svako ¢ € C*(Q) (tj.
C' ne zavisi od ¢).

Obrnuto tvrdenje u teoremi 2.5 ne vazi. Zaista, ako pretpostavimo da je
u(z) = ¢ # 0 za svako x € R, tada je suppu = R koji nije kompaktan. Medutim,
za neki kompaktan skup K i svako ¢ € C§°(K) imamo:

(u,6)] = \ [ cotys < Il diam K o]
R

Dakle, u je reda nula, ali njen nosac nije kompaktan skup.

U prostoru D'(§2) slaba topologija definisana je familijom seminormi || f||, =

(f,9)l, ¢ € D(Q), a jaka familijom seminormi || f[|; = sup{|(f,#)[}, gde je B
ogranicen podskup od D(). ¢€B

10



2.3. REGULARNE DISTRIBUCIJE

2.3 Regularne distribucije

Dve razlicite funkcije mogu da definisu jednu istu distribuciju ako su jednake
0, z#0,
1, =0,
istu distribuciju, nula distribuciju, jer je [, f(x)@(z) dz = 0 za svaku funkciju ¢ iz
D(9). Funkcija f za koju integral [, f(z)¢(x) dz apsolutno konvergira za svaku
funkciju ¢ € D(2) naziva se lokalno integrabilna funkcija. Skup svih lokalno
integrabilnih funkcija oznacavamo sa L} (). Svaka integrabilna funkcija je i
lokalno integrabilna, ali obrnuto nije tacno. Na primer, funkcija f = 1 je lokalno
integrabilna, ali nije integrabilna na R?. Svakoj lokalno integrabilnoj funkciji f
pridruzujemo distribuciju f datu sa

(2.4) (f.6) == / f(2)é(x) da
Rd

skoro svuda. Na primer, funkcija f(x) = i nula funkcija odreduju

Definicija 2.5. Distribucije definisane lokalno integrabilnim funkcijama sa (2.4)
nazivaju se reqularne distribucije.

Sledec¢a teorema pokazuje da je Lloc(Q) izomorfan sa potprostorom regularnih
distribucija. Dokaz ove teoreme nec¢emo navoditi i moze se na¢i u [106].

Teorema 2.6. Ako f,g € L}, .(Q) i ako je (f, ) = (g, ¢) za svako ¢ iz D(Q), tada
su f i g jednake skoro svuda, tj. razlicitim elementima iz Ly, () su generisane
razlicite distribucije.

Na osnovu prethodne teoreme zakljucujemo da je L}, () C D'(2), pa identi-
fikujemo regularne distribucije i odgovarajuce funkcije iz L, .(€2). Medutim, nisu
sve distribucije regularne sto se vidi u slede¢em primeru.

Primer 2.5. Dokazimo da Dirac-ova §-distribucija nije reqularna. Pretpostavimo
da je reqularna. Tada postoji lokalno integrabilna funkcija 6 takva da je

6(0) = / 5@)o(x)da, lx) € D(Q).

R4

Posmatrajmo ¢.(x) = f(e twy, ..., e xy), gde je

eleP=1. Jz| <1 2 2 2 2
) = D e = [ A el 4 el
@ {O, b ol = o oo o

Kako je ¢-(0) = e i |¢e(x)| < 1, ¢c(x) =0, |z] > &, dobijamo
el = /5($)e1|§252dx< /5(x)dx.

|z|<e |z|<e

11



2.4. OPERACIJE NA PROSTORU DISTRIBUCIJA

Posledngi integral tezi nuli kad € — 0, sto daje kontradikciju, pa zakljucujemo da
d-distribucija nije reqularna.

Prostori LP(Q), Co(Q) 1 LY () su potprostori od Lj,.(Q) koji sadrze gust
skup C§°(2), i mogu se identifikovati sa odgovarajué¢im podskupovima u skupu
regularnih distribucija.

2.4 Operacije na prostoru distribucija

U ovom poglavlju videéemo koje operacije nad test funkcijama mogu biti
pros§irene na prostor distribucija, a koje ne mogu biti definisane na ¢itavom pro-
storu D'(2). Time ¢e se dobiti jasnija slika o samom prostoru distribucija.

1/n
Neka je dat niz funkcija {fo}nen sa fo(z) =0, |z| > 2,1 [ fo(z)dz =1
Za niz regularnih distribucija —1/n
1/n
(hé)= [ fu)ola)da, o€ D@)
—-1/n

vazi da je lim (f,,#) = ¢(0) = (0, ¢). Dakle, d-distribucija se moze posmatrati

kao grani¢na vrednost niza test funkcija. Ako posmatramo f,(z — x¢), n € N,
2o € R%, tada smenom promenljivih dobijamo

[ e = aw)o(e) e = [ fl@ota + ) de,

1 prema tome
(6(- = 20),0) = (9,0(- + m0)) = ¢(—0).

S obzirom na to da za svaku distribuciju f € D’(Q2) postoji niz test funkcija
{&ntnen koji tezi ka f u smislu distribucija (videti teoremu 2.17), zaklju¢ujemo
da bi svaka operacija T nad test funkcijama, ako postoji lim T'¢,, trebalo da
bude prosirena na prostor distribucija sa T'f := nh_{go T, "

Uveséemo sada nekoliko vaznih operacija u D'(2) koje prirodno proisti¢u iz

odgovarajuéih operacija u skupu L}, (£2).

Neka je z = Ay + b, gde je A regularna linearna transformacija skupa €2; u €2
i be R Zasvako f € D'() posmatrajmo preslikavanje

$(A™(z — b))

25 (la+b.e) = (M. ST

), 6 € D).

12



2.4. OPERACIJE NA PROSTORU DISTRIBUCIJA

Kako je ¢(y) — ¢(A~(y — b)) neprekidno preslikavanje iz D(£2;) u D(£2), imamo
da f(Ay+0b) € D'().

Sledecée operacije se mogu dobiti iz (2.5) nad citavim D(S2).
1° Translacija se dobijaza A =1, b= —h = (—hy,...,—hg), t]

(f(x = h),¢(x)) == (f(2), o(x + h)).

2° Transporzicija se dobija za A = —I, b =0, tj. (f(—x),é(x)) = (f(x), p(—2)).
3° Za homotetiju je A = al, b =0, ¢ime dobijamo

(f(az),¢(x)) := (f(2).]al~"o(za™)).

4° Ako je 1 regularna distribucija generisana glatkom funkcijom, onda je moguce
definisati proizvod distribucije v i bilo koje druge distribucije f sa

V() [ (@), (x)) := (f(2),¥(x)d(x)).

Da bi ova definicija bila korektna, pokazacemo da je ¥¢ € D(R2) i da je ¢ f
linearna neprekidna funkcionela na D(£2).

Za svako ¢ € D(Q), funkcija ¥¢ je glatka svuda i nula u onim tackama u
kojima je ¢ nula. Dakle, 1¢ € D(Q).

Lako se pokazuje da je ¢ f linearna funkcionela. Za niz {¢, ,en test funkcija
koje teze nuli, niz {¢ ¢, },en takode konvergira ka nuli u D(Q2). Posto je f linearna

funkcionela, niz {(¢¥f, n)new = {(f, V0n) tnen tezi nuli, sto implicira nepreki-
dnost funkcionele 9 f.

Postoje, medutim, operacije koje nisu definisane na ¢itavom D’'(£2). To su
operacije navedene pod 5° i 6°.

5° Najveci problemi kvantne teorije polja poisticu iz nemogucénosti definisanja
mnoZenja distribucija za proizvoljne elemente prostora D’(R?). Na primer, ako
u jednodimenzionom sluc¢aju posmatramo f(z) = (\/H)fl, onda je f lokalno
integrabilna funkcija kao i regularna distribucija. Ali (f(x))? je funkcija koja je
definisana za svako x # 0 i nije integrabilna ni na jednom intervalu koji sadrzi
nulu. Ovo znaci da ona ne odreduje distribuciju izrazom

(I / S@e]” dr

posto integral ne konvergira za svako ¢ € D(R?). Dakle, proizvod ove distribucije
sa samom sobom ne postoji kao distribucija.

Moguce je definisati proizvod distribucija u specijalnim sluc¢ajevima. Videli
smo da je uvek moguce definisati proizvod regularne distribucije 1) generisane
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2.4. OPERACIJE NA PROSTORU DISTRIBUCIJA

glatkom funkcijom i bilo koje distribucije f. Takode, ako su f i g lokalno integra-
bilne funkcije na R? i ako je njihov proivod fg lokalno integrabilana funkcija, tada
proizvod odgovaraju¢ih regularnih distribucija postoji kao regularna distribucija
data sa

(f9.9) = / f(@)g(x)d(x) dz, 6 € D(RY).

Kada bi bilo moguée uvesti multiplikativnu operaciju u D’(Q2), onda ne bi
mogao da postoji element g # 0, takav da je fg = 0 za svako f € D'(Q).
Medutim, u prostoru D’'(£2) J-distribucija ima osobinu da je razli¢ita od nule i
postoji f € D'(Q2) tako da je f6 = 0.

6° Ako postoji konstanta C' takva da za svako ¢ € C5°(R?) vazi

lim(f (20 + 1), 6(2)) = (),

1 T — T
tin % (r2).0(*=")) = € [ o) dn
R4
onda distribucija f ima vrednost u tacki x = z¢ i oznacavamo f(z)|,_,, = C.

1, =0,

0, z<0, ’°
reqularna tacka i vrednost u xqg u distribucionom smislu ista je kao u uobicajenom.
Tacka xo = 0 je singularna posto granicna vrednost l,ii%(H(gx)’ o(x)) ne postoji.

Primer 2.6. Svaka tacka xy # 0 Heaviside-ove funkcije H(z) =

Dirac-ova §-distribucija ima vrednost 0 u svakoj tacki xo # 0, ali v xg = 0 nema
vrednost. Kada bi postojala graniéna vrednost lir%(5(5x),¢(x)), tada bi 6 bila
e—

wdenticki jednaka nuli.

Kako ne postoji vrednost Heaviside-ove funkcije i d-distribucije u tacki x = 0
u distribucionom smislu, zakljucujemo da se operacija odredivanja vrednosti dis-
tribucije u tacki ne moze preneti na ¢itav D'(€2). Medutim, ako je f regularna
distribucija odredena neprekidnom funkcijom za koju je f(xo) = C, tada je

F@)lymy = C-

7° Diferenciranje je neprekidno preslikavanje iz D’'(€2) u D'(€2) u odnosu na slabe
(jake) topologije u D'(€2). Dakle, svaka distribucija ima sve parcijalne izvode
prvog reda date sa

0 0 .
(8_3;2f’¢) ;:—(f,a—xigb>7 1=1,....,d.

Za proizvoljno a € Z2 vazi (0°f, ¢) = (—1)l(f, ¢'®)). Time je u D'(2) definisan
proizvoljan mesoviti izvod koji ne zavisi od reda parcijalnih izvoda u njemu.

Naveséemo neke primere diferenciranja u D'(£2).
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Primer 2.7. Odredimo izvod Heaviside-ove funkcije H. Na osnovu definicije
diferenciranja, za svako ¢ € D(R), je

(H'(z), 6(x)) = —(H(x), &/ (x)) = / ¢ (z) d
)

— — lim [p(e) — ¢(0)] = $(0

E—0Q

= (0(z), ¢(x)).
Dakle, izvod Heaviside-ove funkcije je d-distribucija.

Primer 2.8. Primenom pravila diferencirangja, za svako ¢ € C§°(§2) dobijamo da
je (0V(z — ), ¢(x)) = (=1)D¢(20), gde je Q otvoren podskup od R? koji sadrzi
To 1] € Zi

Kao 1 u slu¢aju glatkih funkcija, moze se pokazati da za svako k € Z< vazi
Lajbnic-ova formula

O (alx) f(w)) = >

a<k

k

a)a(a)(:r;) FE=0(1), ae C®(Q), feD(Q).

Posto svaka neprekidna funkcija moze biti posmatrana kao distribucija, na
ovaj nacin teorija distribucija ukljucuje ¢itavu klasi¢nu analizu. U slucaju lokalno
integrabilnih funkcija sve, osim diferenciranja, moze biti preneto na uobicajeni
nacin. Sto se diferenciranja tice, moze se desiti da oba izvoda postoje, i klasi¢ni
izvod lokalno integrabilne funkcije i distribucioni, i ne moraju biti jednaki. Na
primer, obican izvod Heaviside-ove funkcije jedne realne promenljive je nula dis-
tribucija, dok je distribucioni izvod ¢-distribucija. U teoriji distribucija klasi¢no
diferenciranje igra minornu ulogu.

Pokazac¢emo da vazi sledeéa teorema.

Teorema 2.7. Jednacina ¢’ = f, gde je f € D'(Q), ima resenja u D'(£2).
Dokaz. Neka je g funkcionela na C§°(Q2) data sa

(9(x), ¢(2)) == =(f(2), ¥(2)), ¢ € CF(Q),

T

de je ®
o wie) = [ [o0 - ( [ otw du)ato)] ar

[e.9]

ia € Ce(Q) takvo da je 7{0 a(z)dz = 1. Za proizvoljno ¢ € C§°(Q) vazi:
@.0) = ~0.6)= (100, [ 0~ ( 7 du)ato|at) = (), o)




2.5. PROSTOR TEMPERIRANIH DISTRIBUCIJA

Zakljucujemo da je ¢’ = f. Wl

Distribuciju g € D'(2) nazivamo primitivna distribucija za f € D'(Q2), a skup
svih primitivnih funkcija za distribuciju f naziva se neodredeni integral.

Kao posledicu dobijamo sledece tvrdenje koje se moze naéi, na primer, u [106].

Teorema 2.8. Neka je [ proizvoljan element iz D'(Y). Za svako n € N postoji
g € D'(Q) tako da je g™ (x) = f. Distribucija g je jednoznacno odredena do na
polinom stepena manjeq ili jednakog n — 1.

Primer 2.9. Primetimo da je Dirac-ova d-distribucija drugi distribucioni izvod

>
neprekidne funkcije G(z) = { 37 i Z 8’

Skup distribucija, dakle, prosiruje skup lokalno integrabilnih funkcija na €2
i pri tome je operacija diferenciranja neprekidna operacija na D'(€2). Skup dis-
tribucija je najmanji takav skup, tj. postoji izvod svakog njegovog elementa i time
je prosiren pojam klasi¢nog izvoda (pogledati [106, Teorema 5.12.]).

2.5 Prostor temperiranih distribucija

Zbog kompletnosti izlaganja da¢emo karakterizaciju prostora temperiranih
distribucija i navesti neke osnovne osobine. Po¢e¢emo sa uvodenjem i osobinama
prostora brzo opadajuéih funkcija, test prostora prostora temperiranih distribu-
cija.

Definicija 2.6. Funkcija ¢ € C®(RY) se naziva brzo opadajuéa ako za svako
d .-
a, B € 24 vazi .
Wollas = sup {|s°9°6(2)]} < oc.

z€RI
Skup brzo opadajuéih funkcija oznacavamo sa S(R?) ili krade S.

Ovo je §ira klasa funkcija od D(RY), jer npr. e~ pripada prostoru S, a ne

pripada prostoru D(R?). Prostor S je vektorski prostor i vazi C5° € S C O,
Dakle, elementi prostora S su funkcije iz C'*° sa odgovaraju¢im osobinama koje
navodimo u slede¢oj teoremi.

Teorema 2.9 ([106]). Za funkciju ¢ € C™ vaze sledeca ekvivalentna turdenja:
1° 9 €S8,
2° za svako n € Zy, B € Z% vazi da je sup {(1 + |z[*)"/?|0%¢(z)|} < oo,
3 P)(Q)o(n) € S. o
42 Q) (P(x)¢(x)) €S,
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2.5. PROSTOR TEMPERIRANIH DISTRIBUCIJA

gde su P(x), Q(z), x € R%, proizvoljni polinomi sa konstantnim koeficijentim, a
Q(0) je parczjalm’ diferencijalni operator koji se dobija kada se u polinomu Q(z)
zameni Tj $a 5—, j=1,...,d.

Definicija 2.7. Niz {¢,}new 12 S konvergira ka ¢ € S ako za svako o, € Z‘i
vaZi || ¢ — @llapg — 0, n — 00. Niz {Pp}nen iz S je Cauchy-jev niz u S ako
l¢n — Pmllas — 0, n,m — oo, za svako o, 3 € Z4.

Teorema 2.10 ([106]). Niz {¢ntnen iz S konvergira u S ako i samo ako:

1° za svako p € Z postoji C, > 0 tako da je za svako n € IN
sup  {(1+ |z )P/219%p,, ( )|} <
z€RY, |a|<p
2° niz {¢£‘a)}nem uniformno konvergira za svako o € 7.4 %, na svakom kom-
paktnom skupu K C R,

Teorema 2.11. Prostor S je kompletan, tj. svaki Cauchy-jev niz iz S konvergira
uS.

Teorema 2.12. Prostor C§° je qust u S.

Dokazi prethodne dve teoreme mogu se naéi, na primer, u [122].

Definicija 2.8. Prostor neprekidnih linearnih funkcionela na S predstavlja pro-

stor temperiranih distribucija ili distribucija sporog rasta i oznac¢ava se sa S'(RY)
ili S'.

Vidimo da f € §" ako i samo ako je f : & — C linearna funkcionela i za svaki
niz {¢, }new koji konvergira ka ¢ u S, vazi da (f, ¢,) — (f,¢), n — oo, u C.

Primer 2.10. Fiksirajmo a € R%. Neka je 8, : S — C dato sa d, : f — f(a).
Tada 6, € S'.

Napomena 2.1. Posto je (f,¢n) — (f,¢) = (f, pn— @) i & — ¢ u S ako i samo
ako ¢, — @ — 0 u S, vidimo da je linearno preslikavanje na S neprekidno ako ¢
samo ako je neprekidno u 0 € S.

Preciznija karakterizacija prostora temperiranih distribucija data je slede¢im
teoremama.

Teorema 2.13 ([122]). Ako je f : & — C linearno preslikavangje i ako postoje
o, B €ZL i C >0 takvi da je |(f,¢)] < C||¢|las 2a svako ¢ € S, tada f € S'.

Dokaz. Prema napomeni 2.1, treba samo dokazati neprekidnost u nuli. Ako
niz {¢nnen konvergira ka 0 u S, sledi da [|¢nfla,s — 01 [(f, ¢n)| < Clldnla,s:
n — o0o. Zaklju¢ujemo da je f neprekidno preslikavanje u O. O]

Da bismo dokazali da vazi i obrnuto tvrdenje u teoremi 2.13, uveséemo u S
jos jednu familiju normi.
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2.5. PROSTOR TEMPERIRANIH DISTRIBUCIJA

Definicija 2.9. Za svako k,m € Z i svako ¢ € S wvedimo ||¢||;,,, sa

16l = Iellas-

la|<k
[Bl<m

Jasno je da ||¢,—|la,s — 0zasvako o, § € Z% ako i samo ako ||¢,, — Ol — 072
svako k,m € Z . Dakle, linearna funkcionela f na S je temperirana distribucija
ako i samo ako (f, ¢,) — 0 kad god [|¢,||;,,, — 0 za sve k,m € Z,.

Teorema 2.14. Linearna funkcionela f na S je temperirana distribucija ako 1
samo ako postoji C' > 0 i neki k,m € Zy tako da je |(f,¢)| < C|¢ll,, za svako
peS.

Dokaz. Ako data nejednakost vazi, tada f pripada prostoru &’. Pretpostavimo
sada da f € &’ i da nejednakost ne vazi. Tada za svako n € IN ne vazi da je
\(f,¢)| < n|d],,,, za svako ¢ € S. Drugim recima, postoji niz {¢,}ren iz S

daje |(, )] > nlltnll,, Ako je b, = i tada e |(f,6u)| > 1, n € N

Medutim, [l
nllkm 1
1 6nllm = S

nl[vnll, 0
kad god je n > max{k,m}. Sledi da ¢, — 0 u S, sto je kontradikcija jer
(f,dn) - 0, n — o0. O
Distribucije uvek imaju slabe izvode. Sada ¢emo pokazati da je slabi izvod

temperirane distribucije takode temperirana distribucija.

Teorema 2.15. Za svako a € Zi, 0% : § — S je neprekidno preslikavanje.
Specijalno, za svako f € 8" vazi da je 0°f € §'.

Dokaz. Ako niz {¢,}nen konvergira ka 0 u S, tada za svako v,v € Z‘fr vazi
1000l = 079" 6ull, = [270°46ule = Ibullrass — 0, m — so. Dakle,
0% : § — S je neprekidno preslikavanje.

Ako f € &', onda je 9“f dobro definisano i linearno preslikavanje na S. Za
niz {¢, fnen, takav da ¢, — 0 u S, na osnovu prvog dela vazi da 9%¢, — 0 u S.
Stoga, (0°f, ¢n) = (—=1)I°I(f,0%¢,) — 0, n — oo, pa 0°f € S'. O

Sledeci rezultat pokazuje da je svaka temperirana distribucija zapravo dis-

tribucija.

Teorema 2.16. Ako f € S'(RY), tada fioe € D'(RY).

Dokaz. Pretpostavimo da ¢, — ¢, n — oo, u D(R?). Tada postoji kompaktan
skup K C R? takav da supp ¢, C K za svako n € IN. Za svako «, 3 € Zi je

[ = ¢llas = 12°9°(én = B)ll,c = sup[2°0 (60 = )| < Ca5up [0°($n = )| = 0,
n — oo, gde je C, konstanta takva da je |z*| < C, za svako x € K. Sledi

18



2.5. PROSTOR TEMPERIRANIH DISTRIBUCIJA

da ¢, — ¢, n — oo, u S(RY) i (f,¢,) — (f,#), n — oco. Dobijamo da je
preslikavanje ¢ — (f, ¢) neprekidno na D(R?). O

Nije svaka distribucija i temperirana distribucija. Na primer, funkcija e*,
x € R, definise distribuciju (e$2, I $2¢<£L')d$. Trebalo bi da sa funkcijom

o(x) = e /2 € S(R) bude zadata temperirana distribucija, §to nije tacno, jer je
(6172, e_$2/2) = / e e " 2dy = / " 2dx = oo.

Primer 2.11. Neka je p polinom na R%. Sa ¢ — [ p(z)¢(x)dz, ¢ € S, je
odredena temperirana distribucija. R4

Definicija 2.10. Funkcija f € L} (R?) je sporo rastuca ako i samo ako je

loc

[ 1@+ a2y e < o
Rd

Primer 2.12. Za sporo rastucu funkciyu f sa

(2.6) . / f@)o(z)dz, o€ S,
Rd

zadajemo temperiranu distribuciju. Ako je temperirana distribucija odredena

funkcijom f € L} _(RY), tada se naziva reqularna temperirana distribucija.

Temperirana distribucija ne mora biti zadata samo u obliku (2.6). Na primer,
f(x) = e*cose”, x € R, je izvod funkcije g(x) = sine®”. Na osnovu definicije
diferenciranja u &’ imamo da je

(£.6) = (¢, 6) = —(9.¢) = — / sine ¢ (z)dz, ¢ € S,

R
temperirana distribucija koja nije oblika (2.6).

Teorema 2.17 ([106]). a) Prostor C5°(RY) je gust u prostoru D'(RY), tj. za svako
f € D'(RY) postoji miz {on}nen iz D(RY) takav da ¢, — f, n — oo, u D'(RY).

b) Prostor C°(RY) je gust u prostoru S', tj. za svako f € S’ postoji miz
{on}nen iz S takav da @, — f, n — oo, u §'.

Teorema 2.17 nam omogucava drugaciji pristup teoriji distribucija. Za f € &’
iniz {¢, tnen iz S koji konvergira ka f u S’, f se moze posmatrati kao niz {¢, }nen
(grubo govoreci, klasa ekvivalencije takvog niza kojom se omoguéuje da razliciti
nizovi iz S konvergiraju ka istoj distribuciji u &’). Ovo je ,,u istom duhu” kao pos-
matranje realnih brojeva kroz klase evivalencije Cauchy-jevih nizova racionalnih
brojeva.
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2.6. PERIODICNE DISTRIBUCIJE

2.6 Periodicne distribucije

U poglavlju 5.6 bi¢e data karakterizacija potprostora prostora periodi¢nih
temperiranih distribucija, pa je u skladu sa tim ovo poglavlje posve¢eno osnovnim
definicijama i osobinama periodi¢nih distribucija. Pri prvom ¢itanju disertacije,
ovo poglavlje se moze izostaviti.

Za distribuciju f(z), x € R, kazemo da je periodi¢na (sa periodom 27) ako je

flz+2m) = f(2).

Teorema 2.18 ([9]). Integral [ f(t)dt postoji za bilo koju periodicnu distribuciju
I o

Teorema 2.19. Za svaki konvergentan red periodicnih distribucija vazi jednakost

™

/an(t) dt = Z]fn(t) dt.

g ne€lN TLE]N_,R_

Svaka periodi¢na distribucija je neki izvod neke neprekidne periodi¢ne funkcije.

Teorema 2.20. Ako se za periodic¢nu distribuciju f integral ffﬂ f(t)dt anulira,
onda postoji periodicna distribucija ¢ takva da je ¢'(x) = f(x) i ffﬂ WY(t)dt = 0.
Teorema 2.21 ([9]). Svaka periodicna distribucija f se na jedinstven nacin moze
predstaviti kao suma trigonometrijskog reda

Qo .
(2.7) f(z) = 5 + Z(an cosnx + by, sinnx),
nelN
gde je
- -
(2.8) an:—/f(t) cosnt dt, bn:—/f(t) sinntdt, n=0,1,2,....
7r T

Pri tome, red

(2.9) Z(an cos nx + by, sin nw)

nelN

konvergira u distribucionom smislu ako i samo ako postoji k € 7, tako da je

. Gp, - n
lim — =07 lim — = 0.
n—oo nk n—oo nk
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2.6. PERIODICNE DISTRIBUCIJE

Dokaz. Pretpostavimo da jednakost (2.7) vazi i da red konvergira. Mnozeé¢i obe
strane jednakost (2.7) sa cos mx, integracijom dobijamo

/f(t) cosmtdt:%/cosmtdt

™

+ Z (an / cosnt cosmt dt + b, / sin nt cos mt dt) )

nelN

—T —T

Koristec¢i teoremu 2.19 lako se nalazi da je f:r f(t) cosmtdt = wa,,. Slicnim
postupkom dobijamo i formulu za b,,. 1z ovoga zakljucujemo da reprezentacija f
u obliku (2.7) postoji i jedinstvena je.

Neka je f neka periodi¢na distribucija. Za distribuciju g(z) = f(x) — ao/2
imamo da je [ g(t)dt = 0. Primenjujudi k puta teoremu 2.20, zaklju¢ujemo da
postoji periodi¢na distribucija Gy takva da je Gék) (x) = g(x). S druge strane,
za dovoljno veliko k postoji neprekidna funkcija G tako da je G (z) = g(z).
Mozemo pretpostaviti da G ima neprekidan izvod. Distribucije Gy i G se razli-
kuju za polinom stepena manjeg od k, pa je G periodi¢na funkcija sa neprekidnim
izvodom. Na osnovu teorije Fourier-ovih redova, Gy je suma uniformno konver-
gentnih trigonometrijskih redova

(2.10) Gy = % + %(an cosnz + 3, sinnx),

gde je lim «,, =01 lim (3, = 0. Primenjujuéi distribucioni izvod k puta u (2.10)

n—oo

i dodajuci % na obe strane, dobijamo jednakost

f(x) = % + ;\I(nk@n cosnx + n* B, sinnx),

gde se konvergencija podrazumeva u distribucionom smislu. Posto je reprezen-
tacija f u obliku (2.7) jedinstvena, sledi da je a, = n*ay,, b, = n*B,, n € N, gde
su a, i b, dati sa (2.8).

Qn,

Ako je kg > k+1, ondaredovi >

red nelN

a?’b bn .

5 —.- cosnzx -+ —o sinnr
nko nko

nelN

bn _
> o apsolutno konvergiraju. Stoga,
nelN 1

uniformno konvergira. Diferencirajuéi poslednji red kg puta dobijamo red (2.9)
koji konvergira u distribucionom smislu. O

Definicija 2.11. Distribucija f € D'(R?) je periodicna distribucija sa periodom
T=(T,...,T7;), T; >0,i=1,...,d, ako je periodicna po svakoj promenljivoj,
t.

floy, o+ Ty oo ywg) = flag, oy mg), 1=1,...,d.
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2.6. PERIODICNE DISTRIBUCIJE

Skup svih periodicnih distribucija sa periodom T oznacavamo sa Dy(R®) ili kraée
D}

D/ je vektorski prostor. Vazi sledeéa teorema (pogledati [125]).

Teorema 2.22. Periodicne distribucije su temperirane distribucije.

Naves¢emo sada jedan karakteristican primer 2m-periodi¢ne distribucije na R
i istac¢i neke njene osobine. Narocito ¢emo uociti razliku izmedu konvergencije u
obi¢nom i distribucionom smislu.

Primer 2.13. Sa 0(x) := ) .y 0(x + 2k7) data je 2m-periodica distribucija,
tj. 6on € Dh_. Ova distribucija je izvod funkcije E (;) gde je
7r

E(%) —iH(z—an)—i— i (H(x —2nm) — 1),

n=—oo

za Heaviside-ovu funkciju H(x), v € R. Koristeéi teoremu 2.21, dobijamo

T

1 [ 1] ! 1
an:—/527r(t)cosntdt:—/5(t)cosntdt:_cosoz_’ nely,
T m &

1/1
Dobijamo da je dor(x) = — <§ +cosx + cos2x + - - ) Na ovaj nacin smo dobili
T

sumu .
cosx +cos2z + - - =7y (x) — 5

Red ), . cosnx ne konvergira ni u jednoj tacki u obicnom smislu, dok u dis-
tribucionom smislu konvergira na osnovu teoreme 2.21.

Vidimo da se prostor periodi¢nih distribucija moze posmatrati kao dualni
prostor za prostor periodi¢nih glatkih funkcija sa periodom 7.

Akojew = (T7, ..., Ty 1Y), familija funkcija e, = (Ty-.. .- Ty) "t ke | € 74,
¢ini ortonormiranu familiju funkcija, pri ¢emu se svaka periodi¢na distribucija
moze razviti u red po ovoj ortogonalnoj familiji. Ako f € Di(R?), pridruzujemo
joj red

T

(2.11) S wlfen alf) = /f(x)ekldx.
kezd 0

Ako f € L}, N D}, tada se Fourier-ov red koji pridruzujemo funkciji f svodi na

klasican Fourier-ov red. Taj red konvergira ka f skoro svuda. Sledeta teorema
pokazuje da isto vazi za f € D/.
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2.7. KONVOLUCIJA DISTRIBUCIJA

Teorema 2.23 ([106]). Fourier-ov red (2.11) proizvoljne periodicne distribucije
f konvergira u S" ka f.

Potreban i dovoljan uslov koji koeficijenti u redu Y. aze* % treba da zado-
kezd
voljavaju da bi taj red predstavljao Fourier-ov red neke periodi¢ne distribucije

Je
| < k", keZi C>0,reZt k= (k... ka), ki = max{1, |ki|}.

Ovaj kompleksan oblik trigonometrijskog reda je ¢esto veoma koristan.

2.7 Konvolucija distribucija

Konvolucija predstavlja jednu od najvaznijih alatki u teoriji Fourier-ovih
transformacija. U ovom poglavlju naveséemo neke njene vaznije osobine.

U prostoru lokalno integrabilnih funkcija na R¢ uvodi se konvolucija na sledeéi
nacin.

Definicija 2.12. Neka su f i g dve lokalno integrabilne funkcije na RY. Ako
integral

/f@M@—yMy
Rd

postoji za skoro svako x € R? i predstavlja lokalno integrabilnu funkciju, onda se
taj integral naziva konvolucija funkcija f i g i oznacava sa f * g.
Naves¢emo, najpre, neke vaznije osobine konvolucije.

Teorema 2.24 ([98]). (Young) Neka f € LY(R?) i g € LP(RY), p € [1,0]. Tada
integral

/f@—ywwﬁy

postoji za skoro svako x € R Ako oznacimo ovaj integral sa (f * g)(z), tada
funkcija f g pripada prostoru LP(R?) i vazi || f = gl|, < || f]l1[lgll,-

Definicija konvolucije moze biti prosirena na druge funkcijske prostore.
Teorema 2.25 ([53]). Ako f € LP(RY), g€ LY(RY) i 1/p+1/qg=1+1/r, tada
fxge L'(RY) ivazi || f *gll, < (ApAA) £l gll, gde je Ay = /ptirp'=2/r".

Jasno se vidi da konvolucija nije definisana za sve parove lokalno integrabilnih
funkcija.
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2.7. KONVOLUCIJA DISTRIBUCIJA

Dokaz sledece leme ne¢emo navoditi (videti [120] i [122]).
Lema 2.1. Za fiksirano f € S, preslikavanje g — f * g je neprekidno izS u S.
Definicija 2.13 ([122]). Za f € D'(R?) i ¢ € D(RY), konvolucija f x ¢ je
funkcija (f * p)(z) = (f,e(x —)). Zag e S iy € S, konvolucija g * ) je
funkcija (g V) (z) = (g,¥(x —-)).

Primetimo da (f, ) moze biti predstavljeno kao konvolucija (f * ¢)(0), gde
je p(z) = p(—x).

Naves¢emo leme koje ¢e nam biti potrebne za dokazivanje vaznijih svojstava
konvolucije sa distribucijama.

Lema 2.2 ([122]). Za f € S i k # 0, neka je fi(z) = w, gde su

er = (1,0,...,0), ..., eq = (0,0,...,0,1) vektori standardne baze prostora R.
Tada fr — 0;f, k — 0, u S.

Lema 2.3. Ako f € S, onda f(-—a) — f u S kad a — 0 u R

Posledica 2.1 ([122]). Ako f € D(RY) i fi, k # 0, dati u lemi 2.2, tada:
i) fr — 0;f wDR?) kad k — 0,
ii) f(-—a) — f uDMR?) kad a — 0.

Neke osobine operacije konvolucije bi¢e date sledeé¢im teoremama.
Teorema 2.26 ([122]). Ako f € D'(R?) i ¢ € D(RY), tada f* o € C°(RY) i
O*(f *p) = (0°f) x o = f* (0%), 2a svako o € Z<%. Pri tom je supp(f * ) C
supp f + supp ¢.

Dokaz. Na osnovu posledice 2.1 ii), sledi da p(y — ) — ¢(z — +) u D(R?) kad

y — xuR% Stoga (f,o(y =) = (fe(z =), ti- (f = 0)(y) — (f *9)(x),
y — x, ¢ime je pokazano da je f * ¢ neprekidno na R¢. Koris¢enjem posledice
2.1 4), dobija se da parcijalni izvod 9;(f * ¢)(x) postoji za svako z € R? i jednak
je (f x 0;0)(x). Dalje, za fiksirano = € R¢, imamo

(f % 050)(x) = (f, =0j0(x —-)) = =(f, Ojep(x = -)) = (9, f, oz — )
= (0;f = ¢)().
Opsti slucaj se dokazuje indukcijom.
Primetimo da je (f % ¢)(x) = 0 ako je supp f Nsupp ¢(z — -) = &. Stoga je
supp(f * ¢) C {z € R | supp f Nsupp p(z —-) # o}

={zr €R?| (Jy € supp f) v — y € supp ¢}
= {z € R | z € supp f +supp}.

Iz prethodne teoreme izvodimo sledec¢u posledicu.
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Posledica 2.2. Za f € D'(R?) i ¢ € D(R?) konvolucija f * ¢ pripada prostoru
D'(RY).

Analogan rezultat teoremi 2.26 vazi za prostore &' i S.

Teorema 2.27 ([122]). Neka je f € S'(RY) i ¢ € S(RY), tada f * ¢ € C(R?)
i 0%(fxp) = (0°f) xp = fx(0%) za svako o € Z<L. Posto je f = ¢ polinomno
ogranicena, odreduje temperiranu distribuciju.

Dokaz. Prvi deo tvrdenja se analogno dokazuje kao za D(R?). Pokazimo da je
f*¢ polinomno ogranic¢ena. Posto u € S'(R%), postoji konstanta C > 0ik,n € Z
tako da je |(f,9)| < Cllgll;,, za sve g € S(RY). Za x € R? imamo da je

(F )@ =1(fro(e = NI < Cllelx =i, = C D sup [y°]18)p(x —y)]

o<k YERY
|Bl<n

=C Y sup |(—y +2)*10%¢(y)|-

laj<k YER?
I81<n

Naves¢emo neke uslove pod kojima je konvolucija asocijativna operacija.

Teorema 2.28 ([122]). Ako f € D'(RY) i ¢,¢ € D(RY), tada je (f x p) *x 1 =
fr(pxy).
Teorema 2.29 ([122]). Za distribuciju f € S i funkcije ,1p € S vazi (fxp)xp =
frlpxy).

U opstem slucaju, konvolucija nije asocijativna operacija.

Primer 2.14. Za funkcije f(z) =1, g(x) = —ze ™" i h(z) = [ e dt, z € R,
lako se pokazuje da je f+g =0, pa je (f *xg) * h =0. Sa druge strane, g * h =
1/2\/7/2e %2 a fx (g« h) =m/2. Jasno je da je (f*g)xh # f* (g*h).

U prostoru distribucija vazi (1% 8 )« H =1+«H =011 (8« H) =1%dJ =1,
pa zakljucujemo da konvolucija nije asocijativna operacija u D'(Q).

Napomena 2.2. Ako postoje konvolucije @ x g i fx g, a € Z<, |a| > 1, ne
znaci da postoji fxg. Na primer, u D'(R) je H(x)x1 =0x1=14i H(z)*1 =0,
medutim, H(x) * 1 ne postoji.

Operacija diferenciranja je, u stvari, konvolucija sa odgovaraju¢im izvodom
S-distribucije f*) = §®) % f. a za translaciju vazi f(r — x0) = 6(z — x0) * f. 1z
tog razloga se mnoge parcijalne diferencijalne jednacine, diferencijalno-diferencne
jednacine sa konstantnim koeficijentima, integralne i integralno-diferencijalne jed-
nacine mogu se zapisati u obliku konvolucionih jednacina u ¢emu se ogleda veliki
znacaj konvolucije.
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2.8 Fourier-ova analiza

U narednim poglavljima ove glave da¢emo kratak pregled najvaznijih svojstava
Fourier-ove transformacije koja ¢e predstavljati osnovi matematicki alat koriséen
u glavi 5. Za Sire proucavanje Fourier-ove analize, ¢italac se upucuje, na primer,
na [13, 40, 52, 60, 71].

Teorija distribucija je veoma moc¢an matematicki aparat koji dobija jos veci
znacaj kada se koristi zajedno sa teorijom Fourier-ovih transformacija. Glavna
oblast njihove primene je teorija integralnih i parcijalnih diferencijalnih jednacina.
Integralne transformacije imaju vaznu ulogu pri resavanju brojnih matematickih
modela. Medutim, njihova upotreba u klasicnoj analizi je organi¢ena s obzirom
na to da nisu uvek neprekidne operacije. Teorija distribucija je omogudila dalji
razvoj integralnih transformacija. Prostori na kojima se primenjuju uopstene
integralne transformacije su siri od onih koje nam daje klasi¢na analiza i pri tom
su integralne transformacije neprekidne operacije na tim prostorima.

U poslednja dva veka Fourier-ova analiza ima veliki uticaj na razvoj mate-
matike, na razumevanje i na resavanje brojnih problema u matematici i nauci,
uopste. Osnovni zadatak Fourier-ove analize je opisati komplikovanu pojavu, kao
npr. zvucni talas, pomocu jednostavnih komponenti od kojih je sastavljena.

2.9 [Fourier-ova transformacija

U ovom poglavlju bic¢e izlozena teorija Fourier-ove transformacije. Teoreme
koje su navedene bez dokaza preuzete su iz [53, 96, 106, 108, 120].

U eseju ,,Analiticka teorija toplote” objavljenom 1822. godine, Joseph Fourier
je zasnovao teoriju koju danas zovemo Fourier-ova analiza. Sustina je da funkciju
predstavimo kao sumu sinusnih i kosinusnih talasa razlicitih frekvencija i ampli-
tuda i, poznajuci njihova ponasanja, dobijemo informacije i o samoj funkciji.

Dugo godina je Fourier-ova analiza bila glavni alat u obradi signala. Signal
je fizicka veli¢ina koja se menja u prostoru, vremenu ili u zavisnosti od neke
druge velicine. Ako signal zavisi od vremena, njegov grafik ¢e biti predstav-
ljen u koordinatnom sistemu vreme-amplituda, gde x-osa oznacava vreme, a y-
osa amplitudu, tj. vrednost predstavljene fizicke velicine u datom vremenskom
trenutku. Medutim, da bi se utvrdila brzina promene neke fizicke veli¢ine, signal
se zapisuje u frekvencijskom domenu, tj. u koordinatnom sistemu frekvencija-
amplituda. Grafik tada pokazuje sa kojim intezitetom se svaka frekvencija po-
javljuje u signalu. Frekvencijski sadrzaj signala se odreduje pomoc¢u Fourier-ove
analize.
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2.9. FOURIER-OVA TRANSFORMACIJA

Fourier je 1807. godine postavio tvrdenje da se svaka dovoljno glatka funkcija
moze predstaviti Fourier-ovim redom

fx)=ao+ Z(ak cos kx + by sin kx),
kN

tj. kao zbir njene srednje vrednosti i harmonika razli¢ite frekvencije k. Ako su
po apsolutnoj vrednosti veci koeficijenti uz sinusoide malih perioda, tj. velikih
frekvencija, onda je i sam signal vrlo promenljiv (oscilatoran). Ako dominiraju
koeficijenti uz sinusoide velikih perioda, tj. malih frekvencija, onda se i sam signal
sporo menja (malo osciluje u odnosu na srednju vrednost).

Definicija 2.14. Fourier-ova transformacija funkcije f € LY(RY) se definise sa
(2.12) Ff(& /f e 2MT g,

Iz prethodnog se lako dobija da je ||fH < | flly-

Lema 2.4. (Riemann-Lebesque) Ako f € LY(RY), tada je ]? uniformno nepre-
kidna i |§1|im (&) =0.

Drugim re¢ima, Fourier-ova transformacija F slika prostor L'(R?) u Cy(R?).

Jednakosti €'? = cosf + i sinf, cosf = (e +e71%) i sinf = 1(619 e %)
nam govore kako da zapisemo kompleksne eksponente preko sinusa i kosinusa, i
obrnuto. Dakle, vrednosti funkcije f u tackama £ i —& ne govore samo o inten-
zitetu frekvencijske komponente sa frekvencijom &, ve¢ i o fazi. Ako je originalna
funkcija f(z) realna, tada je f ( ¢) kompleksno konjugovana sa f(f) Gustina
energije za odredenu vrednost promenljive ¢ je definisana kao kvadrat amplitude
|f(=&)|. Integraljenjem ove veli¢ine dobijamo ukupnu energiju koja odgovara
frekvencijama u tom intervalu. Uobicajen nacin za prikaz frekvencijskog spektra
realnih vrednosti signala je da se prikaze amplituda i faza od f(£), za pozitivne
vrednosti promenljive £. U polarnim koordinatama mozemo f(f) zapisati kao
rel? gdejer = |f(§ )| amplituda odgovarajuée frekvencijske komponente i 6 faza.

Dakle, r je uvek nenegativno, a § je izmedu —r i 7. Kako je f(—¢) = f(&) = re™i€,
imacemo i informacije o negativnim vrednostima promenljive §. Faza se smatra
manje bitnom i zato je frekvencijski spektar ¢esto prikazan kao grafik od |f(§)]
za & > 0.

Sledeéa teorema nam daje uslove pod kojima funkcija f € L'(R?) moze biti
rekonstruisana ako znamo njenu Fourier-ovu transformaciju.

Teorema 2.30. (Fourier-ova inverzna formula) Ako f € L'(RY) i f € LY(RY)

ako je R ‘
:/f(t)e%””'tdt, z € RY,
d

tada g € Co(R?) i f(x) = g(z) s.5.
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2.9. FOURIER-OVA TRANSFORMACIJA

Kao posledicu prethodne teoreme navodimo slede¢u teoremu jedinstvenosti.

~

Teorema 2.31. Ako f € L*(R?) i f(t) = 0 za svako t € RY, tada je f(x) = 0

S.S.

Definicija Fourier-ove transformacije ne moze se direkno primeniti na L?(R¢),
ali kao posledicu sledec¢e teoreme imac¢emo prosirenje F do unitarnog operatora
na L?(R%). Vazan rezultat je slede¢a teorema kojom se u analizi signala tvrdi da
se Fourier-ovom transformacijom ¢uva energija signala.

Teorema 2.32. Ako f € L*(R%) N LA(RY), tada f € L2(RY) i ||f]l, = || f]l,-

[zometrija iz L*(R?) N L*(R?) na L*(R?) se moZe prosiriti do izometrije iz
L*(RY) na L?*(R?) i pri tome ekstenzija definise Fourier-ovu transformaciju za
svako f € L?(RY).

Neka je X C LYR4)NL*(R?) gust podskup od L*(RY) i izaberimo niz { f,, }new
iz X takav da ||f, — f|l, — 0, n — oco. Posto f, € L'(R?), za sve n,m € IN vazi
I1f, — fm||2 = ||fn — fmlly. Zakljuéujemo da je {Fdnen Cauchy-jev niz u L*(RY),
pa samim tim postoji jedinstvena grani¢na vrednost ]?data sa f:: lim fn

n—oo
Vidimo da vazne informacije o signalu daje njegov frekvencijski spektar, koji
je odreden Fourier-ovim koeficijentima. Spektar ukazuje na promenljivost pos-
matrane veli¢ine, a preko Parseval-ove jednakosti? u obliku

o0

(energijaf)2 = Z(!%P + |bk]?),
k=0

govori o energiji signala. Dakle, ukupna energija signala jednaka je ukupnoj
energiji u njegovom spektru.

_ L*-teorija daje mnogo vise simetrije nego L'-teorija. U L*-teoriji funkcije f i
f imaju gotovo istu ulogu, $to najbolje prikazuje sledeé¢a teorema (videti [98]).

Teorema 2.33. Svakoj funkciji f € L*(R?) moZemo pridruZiti funkciju f €
L*(RY) tako da vaze slededa turdenja.

a) Ako f € L*(RY)NLA(RY), tada je fFoum’er—ova transformacija funkcije f.
b) Za svako f € L*(BY) je || fll, = |11l

¢) Za svako f,g € L*(R?) vazi Plancherel-ova formula (f,g) = (f,3).

d) Ako je

4 A
oat) = [ fx)e 2™t de i pa(t) = J/C\(t)e%rix-tdt’
/ /

tada [[oa— Flly = 0 i 14 — fll — 0 kad A — oc.

o0
2Ako je {en }new ortonormirani sistem u H, tada za f € H vazi ||f]> = 3 [(f, en)]2.
n=1
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Fourier-ova transformacija moze biti prosirena i na neke druge L prostore.

Teorema 2.34 ([81]). (Hausdorff-Young) Neka je 1 < p < 2 i neka je p' takvo
da je 1/p+1/p' = 1. Tada F : LP(RY) — LP' (RY) i || f]|,, < 1],

2.10 Osnovni operatori

Osnovni alat u Fourier-ovoj analizi su operatori translacije i modulacije.

Definicija 2.15. Neka x,y € R? i f € LY(RY). Translacija za x, T,f, definisana
je sa Tpf(t) = f(t — x), a modulacija za x sa M,f(t) = e*™= f(t).

Teorema 2.35. Ako funkcija f pripada prostoru L*(RY), tada funkcije T,pf i
M, f, takode, pripadaju prostoru L*(R?) i vazi:

a) (T.f) (&) = (M, [)(6), E€R,
b) (Mof) (€) = (T])(€), &R

Dokaz. Lako se pokazuje daza f € L'(RY), funkcije M, f i T}, f pripadaju prostoru
LY(RY).

a) Prema definiciji Fourier-ove transformacije, imamo

T O = [ T = [ st —ajat = [ flere 05

R4 R4

—omee [ pogeniear = ML ().

R4
b) (M.f) (€) = / ft)ePmietesnetdt = / f(B)e eIt = F(& - x) = T.f (€).
R4 R4

]

Kako su modulacija i translacija pomeranja u vremenu i frekvenciji, respekti-
vno, mozemo definisati vremensko-frekvencijsko pomeranje kao kompoziciju ova
dva operatora. Vremensko-frekvencijsko pomeranje je dato sa

MeT, f(t) = *™¢ f(t — ).

Jednostavnim racunom dobijamo

TMef(t) = (Mcf)(t — o) = *ED f(t — 1)
= e ML £ (4 1) = e PEENLT, £ (1).
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2.10. OSNOVNI OPERATORI

Iz prethodne jednakosti zakljuc¢ujemo da je T, M¢ = M,T, akoisamo ako z-§ € Z.
Lako se dokazuju i sledec¢e osobine vremensko-frekvencijskih pomeranja.

1) T.M; i M¢T, su izometrije na LP(R?) za p € [1, 00], odnosno 1T Mefl, =
11,

2) (TyMef) = M_,Tef = e 2" =S T, M_,f.

Sledeca teorema govori o vezi Fourier-ove transformacije i konvolucije.
Teorema 2.36. Ako funkcije f i g pripadaju prostoru L*(R?), tada

1) (f*g) =13,

2) (f-9) =Fx3

Dokaz. 1) Prema definiciji konvolucije i Fourier-ove transformacije, primenjujuci
Fubini-jevu teoremu imamo

awwf@wa/(/ﬂwwx—w@)e%max

RY Re
= [ st ([ ot = e <ar Jay
R4 R4
= [©)a(e).
2) Tvrdenje sledi iz dela 1) primenom inverzne Fourier-ove formule. O

Definicija 2.16. Involucija funkcije f je funkcija f* data sa f*(x) = f(—x), a

refleksija je f(x) = f(—x).

- o~ ~
~ ~ ~

Bitnije osobine ovih operatora su ]a‘ =f if=f.

Koristeé¢i translaciju i involuciju mozemo konvoluciju funkcija zapisati na
slededi nacin: (f * g)(z) = (f, Tog").

Naveséemo joS neke operatore koji ¢e nam biti potrebni za dalji rad sa okvirima.

Parcijalne Fourier-ove transformacije su date sa
ﬂ”%O—/FWQW“ﬁ BF@O_/f@ﬁew&
R4 R

Glavni koncept klasicne Fourier-ove analize je da poveze osobine funkcije ili
distribucije f sa osobinama f. Na taj nacin glatkost f implicira opadanje f. O
tome govori sledec¢a lema.

Lema 2.5. D®f pripada prostoru L*(R?) za svako |a] < n ako i samo ako je

[1F©RA + [€P)rde < .
Rd
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2.11. FOURIER-OVA TRANSFORMACIJA BRZO OPADAJUCIH FUNKCIJA

2.11 Fourier-ova transformacija brzo opadajucih
funkcija

U ovom poglavlju definisana je Fourier-ova transformacija na prostoru brzo
opadajucih funkcija i navedene neke njene osobine. Zbog lakseg rada, koristi¢emo

d d
oznake D; = —i0;, D* = (=)o, Ja] = S ap i =] k.
k=1 k=1

Posto je S C LY(RY), Fourier-ova transformacija na S data definicijom 2.14,
odnosno

_ / fx)e e dr, e RY feS.

Teorema 2.37. Za funkciju f € S vazi:
a) (Def) (&) = (2mi&)*f(€), a ez,
b) (DEF)(E) = ((—2nie)f) (€), B eZd,
c) ]/”\E S.
Dokaz. a) Parcijalnom integracijom dobijamo
(Dgf)A (5) _ /(Dgf) (I,E) 67271’1:):-5 dr = /(27_‘,15)af($) 67271'113-5 d:]:’
R4 R4

odakle sledi tvrdenje.

b) Posto (—27ix)?f € S, moguée je izvrsiti promenu redosleda diferenciranja
i integracije. Imamo da je

(D2F)(©) = D [ flayesmean) = [(-2nia) ) e 2 s

R4

= ((~2ri2)f) ().

¢) Neka su o i 3 iz Z%. Primenom a) i b), imamo da je ’5“( ?fA)(f)}
‘50‘( —2mix) Bf) | = C‘(DO‘ )ﬁf))A(f)‘ za neko C' > 0. Posto D*((—z)" f)

pripada prostoru S a samim tim i prostoru L'(R%), sledi da je
sup [€2(D7F)(€)] = C sup |(D*((=)°f)) (&)] < C|| D (=) f)]|, < 0.
£ER4 £ER4

O

Primer 2.15. Fourier-ova transformacija funkcije f(x) = e~ ™ iz prostora S je
funkcija f(&) = e ™.
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2.11. FOURIER-OVA TRANSFORMACIJA BRZO OPADAJUCIH FUNKCIJA

Sada ¢emo dokazati teoremu koja omogucuje uvodenje Fourier-ove transfor-
macije na prostoru L*(R%). U analizi signala ova teorema govori da se Fourier-
ovom transformacijom Cuva energija signala.

Teorema 2.38. Preslikavanje f +— f definisano na S moZe se jedinstveno prosiri-
ti do unitarnog operatora na L*(RY).

Dokaz. Koristeéi da je S gust u L*(RY) i Fourier-ovu inverznu formulu, dovoljno
je dokazati da je || f||, = || fll, za svako f € S.

Neka je funkcija ¢ data sa o(z) = f(—z), x € R%. Tada p € S i
- /f(—x)e_%iw{dx = /f(x)e%imfdx = f(9).
R4 R

Stoga je

(213)  |fI2= / f(a / f(@)p(—2)dz = (f % 2)(0).

Na osnovu teoreme 2.26, imamo da f % ¢ € §. Na osnovu Fourier-ove inverzne
formule i teoreme 2.36, dobijamo da je

21) (Fre)0) = [(Fre) (O - /f £)d = /f — 1171l

Iz (213) i (214) je [|f]l, = Ifll,, f € S. 0

Slededi rezultat je jedan od najvaznijih rezultata u teoriji Fourier-ovih tran-
sformacija.

Teorema 2.39. Za funkciju f € S vazi | fle < (87)"(k+1)!|flansx (neprekidnost
Fourier-ove transformacije). Takode, vazi:

a) (@ f) = (), uwe 'R,

b) (Fourier-ova inverzna formula) f f ili drugim recima

/ 27T1$-£ dé,
R4

¢) (Plancherel-ova formula) (f,3) = (f.q), g € S.

f*l

Dokaz. a) Akou € L'(RY) i f € S, tada u(x) f(z) € L'(RY) i prema Fubini-jevoj
teoremi i zamenom y = —x dobijamo

@.5)= [ ( [ utorem<ae ) Fiepae - R/ ut-0)( R/ e rmveds )ay = (. ).

R4 R4
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b) S obzirom da e?™(@=¥)¢ f(y) ne pripada prostoru L'(RR??) kao funkcija po ¥ i &,
koristimo funkciju ¢ (&) = e ™" Dalje, uvodedi smenu y =z +¢e21 & = t/e, je

/ (e6) Fle)emeds = / B(EE) ()0 Edy dg

R2d

/ V() f(x + ez)e M= dzdt = /1/} (x +e2)dz.

R2d
Pustajuéi da e — 0, dobijamo (0 f ™Mot de = f(x /¢ )12)\(0),
a samim tim i tvrdenje.
¢) Na osnovu a) i b), lako dobljamo (f,g> = (f,g> = (f,g> =(f,9). O

Neposredna posledica Fourier-ove inverzne formule jeste da je Fourier-ova
transformacija f +— f injektivno preslikavanje iz S na S.

2.12 Fourier-ova transformacija temperiranih dis-
tribucija

Ukaza¢emo sada na neke osobine Fourier-ove transformacije definisane na
prostoru temperiranih distribucija.

Videli smo da ako ¢ € S, tada @ € S. Medutim, za ¢ € D(2) ne mora ¢ da
pripada prostoru D(2) (ispostavlja se da ako obe funkcije ¢ i @ pripadaju D(Q),
tada je ¢ = 0). To znadi da se Fourier-ova transformacija ne moze definisati na
¢itavom prostoru distribucija. Najveci potprostor distribucija na kome je moguce
definisati Fourier-ovu transformaciju je prostor temperiranih distribucija.

Ako distribucija f pripada prostoru &', tada, na osnovu Fubinijeve teoreme,

_ / Ft)e(t) dt = / ( / F(a)e-2rint dx)gp(t) dt
J

Rd Rd
B /(/SO(t)e‘Q””'t dt)f(x) dz = (f(x),9(x)), ¢€S.
RY Rd

Definicija 2.17. Ako distribucija f pripada prostoru &', tada je njena Fourier-
ova transformacija, Ff = f, data sa (f(t), o(t)) == (f(a:),¢(x))

Drugim re¢ima, fje funkcionela na S koja funkciji ¢ dodeljuje vrednost (f, p).
Ako f € §, tada je f temperirana distribucija koju ¢emo identifikovati sa funkci-
jom f(z), z € RL
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Teorema 2.40. Ako je [ temperirana distribucija, tada je f takode temperirana
distribucija.

Dokaz. Neka je {p,}nen niz iz S koji konvergira nuli u S. Treba dokazati da i
niz {$, }nen konvergira nuli u S. Neka su o i § iz Z%. Na osnovu teoreme 2.37,
imamo

s {le(DP3)(©)|} = s {1€((—=2)%¢,) (O]} = s {I(D*((—2)%pn)) ()}
<D (=) )5

Posto ¢,, — 0, n — oo, u §, postoji pozitivan broj N takav da

sup {(1+ [2))¥|(D°(~2)%0))(@)|} = 0, n — oc.

z€R4

Za svaki pozitivan broj N > n, imamo

ID*((=2) n)lly < sup {(1 + |z)™[(D*((=2) ")) ()]} /(1 +|z)~Vda,
Rd

z€R4

za svako n € IN. Zakljuéujemo da @, — 0, n — oo, u S. O]

Primetimo da je Plancherel-ova formula jednostavna posledica identiteta

(2.15) [ Faetare = [ 5@z

Za f(x) = p(x), imamo da je

ﬂ@—/ﬁﬁﬂm%wﬁ”ww,ﬂ@—ﬁfﬁ—ﬂﬂ

Rd

Zamenom u (2.15), jednostavno se dobija [ |o(z)|*dz = [ |§(x)|*dx.
R Rd

Teorema 2.41. Preslikavanje F : 8" — S’ je injektivno.

Dokaz. Pretpostavimo da su f i g razlicite temperirane distribucije za koje vazi
f = 9. Neka je funkcija ¢ € S takva da je (f,¢) # (g,¢) 1 neka je ¢ = 1) za
¥ € S (funkcija 1 postoji na osnovu sirjektivnosti preslikavanja F : & — §).
Kako je 0 = (f— g,0)=(f—g, {D\) # 0, dolazimo do kontradikcije. O

Inverzna Fourier-ova transformacija za temperirane distribucije je istog oblika
kao i za funkcije iz S, tj. F'Ff=fi FF 'f = fsa Flf :f, gde operacija”

za distribucije odgovara operaciji f(z) = f(—z) za funkcije i data je sa (f, @) =
(f,@). Posto je p = FF Lo za ¢ € S, imamo

~

(f,) = (f, FF ) = (F£,F o) = (f.%) = (,
= (F ', Fo) = (FF ' f.).

)
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2.12. FOURIER-OVA TRANSFORMACIJA TEMPERIRANIH DISTRIBUCIJA

Dakle, FF~'f = f. Sli¢no se dokazuje da je F*Ff = f.

Koristeci prethodne jednakosti, injektivnost i neprekidnost preslikavanja F i
F~1, dobijamo slede¢u teoremu.

Teorema 2.42. Preslikavanja F i F~' iz 8" u 8’ su homeomorfizmi u odnosu
na slabe i jake topologije u S', respektivno.

Primer 2.16. Ako je f = 0, tada je (fr0) = (0,0) = (6,8) = (0) = [ p(x)dz=
(1,¢). Dakle, 6 = 1. R4

Teorema 2.43. Za distribuciju [ € S8’ vaze sledeca turdenja:
a) FF[f(z)=f(-=),
b) F(32f) = —2mizif,
¢) F(2miz;f(x)) = 2 f(y),
d) F(f(z —20))(y) = ™ F(f(2))(y),
) F(f(2)(y +yo) = F(e*™ f())(y),

f) ako je A reqularna linearna transformacija prostora R? u R4, tada je

F(f(Ax))(y) = | det A|” F(f(2))((A™)Ty),

gde je AT transponovana matrica matrice A.

™

Dokaz. Posto su dokazi ovih tvrdenja sli¢ni i koriste iste tehnike, navodimo samo
dokaz tvrdenja b).

b) Prema definicijama 2.17 je
() #) = () ) = (7 (5::9))

a@ p = F(2mizgp). Dalje je
Ty,

(32) )1 () =t = 7

= (—27Tixkf, ©).

ZapeSje

~

Teorema 2.44. Ako f € &', tada f(&) = (f(z),e 2™*¢) € C™.

Kao posledicu ove teoreme imamo da ako su f,g € &', tada f*xg € &' i
(f = g) = f g € §'. Ovaj rezultat vazi za siru klasu distribucija, distribucije sa
kompaktnim nosac¢em, koju mi ne¢emo razmatrati.
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2.13 Konvolucija sa temperiranom distribucijom

U primenama Fourier-ove transformacije pri resavanju parcijalnih diferenci-
jalnih jednacina vodi ka konvoluciji gde je jedna funkcija temperirana distribucija.
S obzirom na to da za ¢, € Sje px1p € S 1 F(p*1) = @ -1, ne mozemo
ocekivati da mozemo definisati konvoluciju proizvoljne dve temperirane distribu-
cije. Medutim, ako je jedna od funkcija iz S, npr. ¢ € S, tada, da bismo definisali
Yx* fza f €8 treba naéi jedan adjungovani identitet. Posto je

/wwo( Jonl(a dx—/ bz — g)or(y)pala >dydx—/¢1< (i % 02) (),

R4 R4
mozemo konvoluciju 1) * f definisati sa
Wxfro)=(f,dxp), eS8
Kako jo (F(1x f), 9) = (0 + £,8) = (£,+8) = (1,7~ (@4 ), W*@
F i FWp = 1b, to je (F(¥xf), 0) = (F,i0-9) = (0-F, ), ti. F(eoxf) = v
Ako konvoluciju funkcija f i iz S zapisemo u obliku (¢ * f )( )= (f,T-

tada ovo ima smisla za temperiranu distribuciju f, jer definise ¢ * f kao glatku
funkciju, koja odreduje temperiranu distribuciju i saglasna je sa prethodnom
definicijom. Dakle, ako krenemo od neke temperirane distribucije, kakva god ona

bila, konvolucijom sa test funkcijom mozemo dobiti glatku funkciju. Pokazac¢emo
ovo na najjednostavnijem primeru. Ako je f =9, tada

2.10) (658)(a) = (0.Tat) = ¥la = )| _ = 0(@)
pa je ¥ x 6 = 1. Ovo je konzistentno sa F(¢) * ) = 15* 5= 1?, jer je 5 =1.
Diferenciranjem (2.16) dobijamo

0 0
J) = —0
S0) = (1 6) = e
odakle se vidi da je diferenciranje specijalni slucaj konvolucije (sa izvodom ¢
funkcije).

Inverzna Fourier-ova formula moze biti interpretirana kao konvoluciona jedna-
¢ina. Naime, kako je
lf-f / f / —27ri(:v—y)~§d§> dy,

mozemo ovo posmatrati kao konvoluciju f sa fRd e~ ?Mred¢ ) koja je inverzna
Fourier-ova transformacija od 1. S obzirom da je § = 1, to je [p. e 2™ ¢d¢ = 6(x)
(u distribucionom smislu), pa je F1Ff(z) = f*d = f.

Identitet [g,e ?™"¢d¢ = §(z) predstavlja inverznu Fourier-ovu transforma-

ciju za d-distribuciju iz koje se izvodi inverzna Fourier-ova transformacija za svaku
temperiranu distribuciju.
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2.14 Fourier-ov red 1 Poisson-ova formula

U ovom poglavlju navodimo Poisson-ovu formulu koja predstavlja glavnu vezu
izmedu Fourier-ove transformacije i Fourier-ovog reda. Ovu vezu ¢emo iskoristiti
kako bismo periodi¢nu distribuciju razvili u Fourier-ov red.

Lema 2.6. Za -distribuciju vazi Poisson-ova formula data sa

Y bw—k)y=> e

kezd kezd

Koristeci ovaj rezultat dolazimo do uopstene Poisson-ove formule.

Posledica 2.3. Ako f € S, tada je > f(x—Fk)= > J/L‘\(Qﬂ-k)e%rikw'

kezd kezd

Iskoristi¢emo prethodni rezultat da dobijemo razvoj u Fourier-ov red peri-
odicne distribucije.

Teorema 2.45. Neka je f € D'(R?) periodicna distribucija. Tada f € S’ i

f(l’) _ Z ﬁe27rikf'$7

kezd

gde su fi kompleksni brojevi takvi da za neke C, N > 0 vazi: |ﬁ| < C(1+ k)N,

Dokaz. Neka je 1 € D(R?) nenegativna funkcija takva da je Y. Ty = 1. Tada
kezd

f=f1=f> Tw=>Y f-Tw=> Tf V)

kezd kezd kezd

je

paje f=fx > Tid. Zakljuéujemo da f € S'. Poisson-ova formula nam daje
kezd

fla) =" fe®™ fi= (f)(2nk) = (f(@)i(x), e 2m0).

kezd

Vidimo da fmoiemo zapisati u obliku ]?: > ﬁégﬂk.
kezd

Slede¢a teorema pokazuje da vazi i obrnuto tvrdenje tvrdenja datog teore-
mom 2.45.

Teorema 2.46. Neka je {ay}reze niz kompleksnih brojeva takvih da je |ax| <
C(1+|k])N zaneko C >0, N <0. Red . ape®™** konvergira u S’ i predstavlja
periodicnu distribuciju. kezd
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S obzirom na to da elementi trigonometrijskih sistema nepriguseno osciluju
nad skupom realnih brojeva, mala promena u signalu f za posledicu ima promenu
svih koeficijenata. Drugim re¢ima, ako imamo trenutni zvué¢ni signal u vremen-
skom intervalu od, recimo, par minuta, za njegovu ,rekonstrukciju” potrebno
je poznavanje svih Fourier-ovih koeficijenata, isto kao i da je u tih par minuta
sviran deo nekog gudackog kvarteta. Jednom recju, Fourier-ova analiza nije naj-
pogodnija za ispitivanje lokalnih osobina objekata, koje mogu biti od znacaja u
primenama. Postojalo je nekoliko medusobno nezavisnih pokusaja da se nave-
deni nedostatak prevazide. Najznacajnija uloga teorije okvira u savremenim
matematickim istrazivanjima je povezivanje srodnih ideja iz razli¢itih oblasti
nauke, odnosno upotreba zajednickog jezika za teorije i tehnike koje su na prvi
pogled nepovezane, a koristile su se i pre uvodenja pojma okvir. O teoriji okvira
bice reci u cetvrtoj glavi ove disertacije.
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Glava 3

Ultradistribucije

U ovoj glavi posmatrani su prostori ultradiferencijabilnih funkcija i njihovog
dualnog prostora ultradistribucija. Sadrzaj ove glave je za prvo citanje dis-
ertacije vise informativnog karaktera. Cilj je da se kratkim prikazom osnovnih
osobina prostora ultradistribucija omoguéi lakse razumevanje rezultata dobijenih
u poglavlju 5.6. U prva dva poglavlja ove glave definisu se test prostori koji sadrze
ultradiferencijabilne funkcije i njihovi duali, prostori Beurling-ovih i Roumieu-
ovih ultradistribucija. U poglavlju 3.3 uvedeni su prostori Gelfand-Shilov-a i
time omoguéeno da se u narednim poglavljima definiSu prostori temperiranih i
periodi¢nih ultradistribucija, o kojima ¢e biti reci u glavi 5. Za Sire proucavanje
prostora ultradistribucija i njegovih potprostora, Citalac se upucuje na [17, 20,
22,23, 51, 70, 72, 86, 97, 112].

Teorija distribucija je osnova za razumevanje i resavanje problema koji se mo-
deliraju linearnim parcijalnim jednacinama, a teorija ultradistribucija predstavlja
,uopstenje” prostora distribucija. Ultradistribucije su okvir za proucavanje evo-
lucionih jednacina i imaju primenu u kvantnoj teoriji polja i mikrolokalnoj ana-
lizi. Kao prosirenje prostora temperiranih distribucija prouc¢avani su u radovima
Gelfand-Shilov-a ([51]), Grudzinski-og ([58]), Pilipovic-a ([86]). Uvedeni su u zelji
da se u kvantnoj teoriji polja opiSe rast brzi od polinomnog, tj. za proucavanje
onih objekata koji umesto polinomnog imaju skoro eksponencijalno opadanje u
vremensko-frekvencijskoj ravni. Prirodan izbor za takve prostore je modifikacija
prostora Gelfand-Shilov-og tipa. Prostori Gelfand-Shilov-a ¢iji su elementi ultra-
diferencijabilne funkcije ultrapolinomnog rasta su test prostori za prostore tem-
periranih ultradistribucija. Navei¢emo definicije prostora S®+) i S{P=} i dualnih
prostora S’ (Pn) § gripn} temperiranih distribucija Beurling-ovog i Roumieu-ovog
tipa, respektivno. Prostori temperiranih ultradistibucija oc¢uvavaju sve dobre
osobine prostora temperiranih distribucija. Rezultati ove glave preuzeti su iz
23, 87, 88, 110, 111].

39



3.1. NIZ {Py}nen, | NJEGOVE OSNOVNE OSOBINE

3.1 Niz {p,}nen, i njegove osnovne osobine

U ovom poglavlju ¢emo uvesti neke potprostore Schwartz-ovog prostora test
funkcija koris¢enjem nizova pozitivnih realnih brojeva koji zadovoljavaju odrede-
ne uslove. Odgovaraju¢i dualni prostori ¢e tada sadrzati Schwartz-ove uopstene
funkcije.

Sa {pn}new, Cemo oznacavati niz pozitivnih realnih brojeva koji zadovoljava
neki od sledecih uslova:

(p.1) (logaritamska konveksnost) p? < pn_1pni1, n € N,

(p.2) (stabilnost u odnosu na operator ultradiferenciranja) postoje pozitivne
konstante A i C' tako da je p, < AC" min{p,, _n,Pn, | 0 < g < n}, n,ne € Ny,

(p.3) (jaka ne-kvazi-analiti¢nost) postoji pozitivna konstanta A takva da je

e}

Pn—1 <ATL0 pn0+1’ no cNN.

pn p’no

n=nop+1

Ponekad se uslovi (p.2) i (p.3) mogu zameniti, respektivno, slabijim uslovima:

(p.2") (stabilnost u odnosu na operator diferenciranja) postoje pozitivne kon-
stante A i C tako da je p,.1 < AC"p,, n € Ny,
Pn-1

n

(p.3") (ne-kvazi-analiticnost) Z

nelN

< 00

Nizovi {p, }nen, koji zadovoljavaju neke ili sve navedene osobine su osnova za
proucavanje prostora ultradistribucija (videti [73]). Gevrey-ovi nizovi {p, }nen,
dati sa p, = n!'/7, p, = 07 ip, = I'(1 +n/y), gde je v € (0,1) i T’ gama
funkcija, su osnovni primeri nizova koji zadovoljavaju neke od gore pomenutih
uslova. Obicno se pretpostavlja da je py = 1.

Pored nizova {p,}nen posmatracemo i visedimenzioni slucaj, tj. p, za o =
(ala SR 7ad) € INg gde je po = Pai++aq-

Lema 3.1 ([23]). Ako je {pn}nen, niz pozitivnih realnih brojeva koji zadovoljava
uslov (p.1), tada je pgpn < PoPrktn, k,n € Ny.

Mozemo pretpostaviti da su konstante A i C' iz uslova (p.2), (p.2') i (p.3) vece
od 1. Uslov (p.2), tada, moze biti zapisan u ekvivalentnom obliku:

(p.2) postoje pozitivne konstante A i C' (veée od 1) takve da je
pi < Acnpnflanrly n € N.

Lema 3.1 zajedno sa uslovom (p.2) povlaéi slabiju verziju uslova (p.1), datu sa:
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3.2. ULTRADIFERENCIJABILNE FUNKCIJE I ULTRADISTRIBUCIJE BEURLING-OVOG I
ROUMIEU-OVOG TIPA

(p.1") postoje pozitivne konstante A i C' (vece od 1) takve da je

P2 < AC"py_1pni1, n €N

Neka su {pn}nen, 1 {@ntnen, nizovi pozitivnih realnih brojeva koji zadovo-
ljavaju uslov (p.1). Pisa¢emo p, C ¢, ako postoje pozitivne konstante B i L,
koje ne zavise od n, tako da je p, < BL"g,, n € Ny. Oznaku p, < ¢, ¢emo
koristiti ako za svako L > 0 postoji konstanta B > 0, nezavisna od n, tako da
vazi p, < BL"q,, n € INg.

Komatsu je u radu [73] pokazao da za svaki niz {p,}nen, koji zadovoljava
uslove (p.1) i (p.3') vazi da je n! < p,, n™ < p, i ['(s +n) < p, za svako s > 0.

Neki od uslova niza {p, }nen, mogu biti zadati preko pridruzene funkcije P(p)
date sa P(p) = sup log, (p"po/pn), p € (0,00), gde je log, p = max{log p,0}.

nelNg

3.2 Ultradiferencijabilne funkcije i ultradistri-
bucije Beurling-ovog i Roumieu-ovog tipa

U ovom poglavlju uveséemo ultradiferencijabilne funkcije i razlicite tipove
prostora test funkcija i ultradistribucija u smislu elemenata odgovaraju¢ih dualnih
prostora.

Neka je © otvoren podskup od R? i {p,}new, niz pozitivnih realnih brojeva
koji ispunjava sve ili neke od uslova iz poglavlja 3.1. Sa D) (Q) (respektivno,
DIr}(Q)), oznacavaéemo skup svih beskonacéno diferencijabilnih funkcija f, koje
imaju kompaktne nosace u €2, takve da postoji N > 0 za koje je

(3.1) sup [0°f(t)| < Nh®pa, «a € INg,
teR?
za svako h > 0 (respektivno, za neko h > 0). Konstante N i h zavise samo od
f, ne zavise od a. Neka je D"(K) prostor svih glatkih funkcija za koje vazi (3.1)
i imaju nosace sadrzane u kompaktnom skupu K i neka su D@ (K) i D{Pn}(K)
potprostori prostora D®)(Q) i DP=}(Q), respektivno, sa elementima ¢iji su nosaci
sadrzani u K. Tada je
DP)(Q) := ind lim projlim D"(K) = ind lim DP) (K)

KccQ h—0 KccQ

D }(Q) := ind lim ind lim D" (K) = ind lim D"} (K).
KccQ  h—0 KccQ
Dualne prostore prostora D®)(Q) i DP=}(Q) oznacavacemo sa D'P=)(Q) i
DPt(Q), respektivno, i nazivamo ih prostorima Beurling-ovih i Roumieu-ovih
ultradistribucija.
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Neka je DP»)(L?), s € [1, 00|, (respektivno, DIP=}(L*)) prostor svih beskona-
¢no diferencijabilnih funkcija f takvih da postoji pozitivna konstanta N za koju
je }|aaf| 1o SNhpy, a € INd, za svako h > 0 (respektivno, za neko h > 0). Vazi:

DP(R?) ¢ DPI(L*) c DY (L*), DPHRY) c DPH(LT), s €1, 00].

|0°f

Ls

Uvedimo u D®)(L*), s € [1,00], niz normi || f||s := sup za svako

4 hopg,
a€Ng
h > 0. Neka je DP™(L*) = {f eC=:|fllsp < oo} zasvako h > 0. Posto je
Df(ﬁn)(Ls) - D;SI;")(LS) kad god je 0 < hy < hy, imamo da je

DP)(L*) = projlim D" (L°),  DP}(L*) = ind lim D" (L*).
h—0 -

Prostor D'®»)(L*) (respektivno, D'{P+}(L?)) nazivamo prostor ultradistribucija
klase (py) ili Beurling-ovog tipa (respektivno, klase {p,} ili Roumieu-ovog tipa).

Za niz {p, tnen elemenata iz DP) (L*) kazemo da konvergira ka ¢ € D) (L?)
kad n — oo, ako je lim Hﬁa(cpn — g0)| ;. = 0, za svako o € INg, tj. ako postoji

konstanta N > 0, koja ne zavisi od n, tako da je

(3.2) [0%(pn — )]

Niz {©, }nen elemenata iz DPn} (L) konvergira ka ¢ € DIP} (L) kad n — oo,
ako postoje konstante N > 01 h > 0, koje ne zavise od n i «, tako da vazi (3.2).

L SNEpa, o€ N§, h>0.

Sledec¢a teorema daje karakterizaciju prostora D™ (L*), gde * zamenjuje (p,,) ili
{pn}. Takode, ona pokazuje da prostori ultradistribucija predstavljaju uopstenje
prostora Schwartz-ovih uopstenih funkcija.

Teorema 3.1 ([88]). Neka je 1 < s < 00 i {a}aena miz funkcija u prostoru L,
1/s+1/r =1, tako da za svako k > 0 (respektivno, za neko k > 0) vazi

1
(3.3) Igallzr = O<kaMa>’ la] — oo.
Tada
(3.4) V=> 0,

ae]Ng

pripada prostoru D'P}(L*) (respektivno, prostoru D'P)(L*)). Obrnuto, ako V
pripada prostoru D'{P2}(L*), tada je V oblika (3.4), gde je {9ataewa niz funkcija
u L" koji zadovoljava (3.3) za svako k > 0 (respektivno, za neko k > 0).

Lokalno konveksan topoloski prostor je (FS) prostor (respektiveno, (LS) pro-
stor) ako je projektivna (respektivno, induktivna) granica prebrojivog, kompak-
tnog spektra prostora. Ako je spektar nuklearan, tada je (FN) prostor (respekti-
vno, (LN)).
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3.3 Ultradiferencijabilne funkcije ultrapolinom-
nog rasta

Prostori Gelfand-Shilov-a, ¢iji elementi su ultradiferencijabilne funkcije ultra-
polinomnog rasta, predstavljaju test prostore prostora temperiranih ultradistribu-
cija. Ovi prostori su proucavani u [51, 23, 58, 110, 112, 94, 76, 86] i u mnogim
drugim radovima.

Posmatra¢emo, prvo, jednodimenzioni slucaj i dati karakterizaciju specijalnog
prostora Gelfand-Shilov-og tipa.

Definicija 3.1 ([110]). Neka je v € (0,1). Prostor S}, h > 0, je prostor funkcija
f € C>®(R) takvih da je
he Pz fO ()]

sup sup < o0
z€R a,€Ng a!l/’yﬁ!l/'y

i 8™ = projlim S;.

h—o00

Prostor S® je Fréchet-ov prostor sa topologijom datom prebrojivom famili-
jom normi. Slede¢a teorema daje karakterizaciju prostora S™.

Teorema 3.2. Za v € (0,1), sledeéi uslovi su ekvivalentni:
a) feSW,

b) sup |f()]e’®” < oo i sup|f(€)|e’” < oo, za svako s > 0,
zeR (ER
c) feH i feL® zasvako s> 0, gde su
H* = {f € L*(R) : /|fA(t)|2e25|t|7dt < oo},
L5 = {f € I2(R) : /|f(:£)|2e25|’”d93 < oo}.

Dokaz. Ekvivalencija tvrdenja a) i b) dokazana je u [94] za opsti slucaj kada niz
{Pn}nen, zadovoljava uslove (p.1), (p.2) i (p.3').

Ekvivalencija tvrdenja b) i ¢) data je u [110]. Kako je

/

R

sup | () [el Il
zeR

2
/|f(a:)|262”|7da: < e 22 dy < M/e‘mwdx,
R R

sledi da b) implicira ¢). Jasno je da je FL®Y = H*7 1 FH*Y = L*7. Dokaza¢emo
da za svako s > 0 vazi da je

(3.5) ||f’(m)es|”c|7HL2 <oo i Hz}?'(ﬁ)es‘w”L2 < 00.
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Zas>0if e H, iz - konvergencije integrala fR|f €)|?e*1E"d¢ dobijamo

konvergenciju integrala. [ IFO2(1 + |€]*)PdE za svako p € N. Dakle, funkcija f
pripada Sobolev-om prostoru H?, za svako p € IN. Na osnovu Sobolev-e teoreme
o potapanju, imamo f € C*°. Analogno, f € C"°. Na osnovu Cauchy-Schwartz-
ove nejednakosti, imamo da funkcije fef*!" i fesl¥l” pripadaju prostoru L'(R), za
svako s > 0. Na osnovu Riemann-Lebesque-ove leme, f(@ i f(a) su ogranicene
funkcije na R i isS¢ezavaju u beskonacnosti za svako o € IN. Posto je

x ca}+c

/ F@F s {7 0)e de < sl ()]} / (@) e da,
R teR 2

. . . .. . ¥
primenom Landau-ove nejednakosti’ dobijamo da je H fleslel H 12 < 00, za svako

s > 0. Analogno je HL]?’eS“’CPHL2 < 00 za svako s > 0. Zakljuéujemo da (3.5) vazi.

Neka je 6 glatka funkcija data sa
S|a:"‘/7 |Z‘| 2 1’
Os(x) = { 1, |7 <1/2

Funkcija @, je glatka i postoji A > 0 tako da je |0.(z)| < Ae*®l" z € R. Na
osnovu (3.5), Cauchy-Schwartzove nejednakosti i ¢), zakljucujemo da je

)| < [f@)0:(x) + )] \/ C“'*C\/ ro

g/|f’(t)98(t)\dt+/|f(t)9;(t)]dt+0/\f’(t)|dt
<o f1ropasera)”([era)” <o

Kao direktnu posledicu teoreme 3.2 i definicije 3.1 navodimo sledece tvrdenje.

]

Posledica 3.1. Za prostor S vazi da je S©) = projlim(H*7 N L*7).

§—00

Dualni prostor od S je prostor temperiranih ultradistribucija Beurling-ovog
tipa i oznacavamo ga sa S M.

Pretpostavimo sada da je {py, }nen, proizvoljan niz pozitivnih realnih brojeva
za koji vaze uslovi (p.1) i (p.3'). Zbog lakseg zapisivanja, u ovom poglavlju ¢emo
sa (r)? oznacavati (1 + |z|?)%/2.

N (@)P < SIf@P +2[f@)>  sup  {[f"®)]}, xR, c>0.

te€lz—c,x+c]
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Definicija 3.2 ([23]). Neka je k>0 i h € [1,00) dato. Sa P = S (RY)
oznacavamo prostor glatkih funkcija f na RY takvih da je

| T ]

a,BeNE 1

k:‘”ﬁ

()

h o q1/h
dx} < 00,

papﬁ

dok sa SE* = Ség”)’k(IRd) prostor glatkih funkcija f na RY takvih da je

< 0Q.

Troo(f) = sup || F

a,BeNd PaPp

Prostori S,(lp R Ség")’k su snabdeveni topologijama indukovanim normama
Ok.h 1 Ok 00, Tespektivno. Vazi da su S}(Lp")’k, h € [1, 00|, Banach-ovi prostori, dok
je Sép " Hilbert-ov prostor sa skalarnim proizvodom

ket ? _
()= 2 < ) /<w>25f(a)(x)g(“)(fr)dfv, f.g€ S
R4

a,[i’e]Ng PaPp

Sledeca definicija je osnovna u teoriji temperiranih ultradistribucija Beurling-
ovog i Roumieu-ovog tipa.

Definicija 3.3 ([23]). Prostori S®) i StPn} dati su sa

S(pn) — S(pn)<Rd) = pI‘Oj limSQ(ank(Rd)?

k—oo

Stent = Sienk(RY) .= ir}gd lim Sép")’k(Rd).

Ako niz {p, }nen, zadovoljava uslov (p.2'), tada je prostor S®») projektivna
granica (kad k — 00), a prostor St} induktivna granica (kad k — 0) 1ne samo
prostora Sy ()b e i S,(lp”) za h € [1,00]. Ako je p, = n!'/7, tada je SO = S,

Oznacimo sa R familiju svih nizova {a,, },en pozitivnih brojeva koji su rastuéi
1 nisu ograniceni sa gornje strane, tj. lim a,, = co. Ovaj skup je parcijalno ureden

n—o0

relacijom =< takvom da je {a,}nenw =< {bn}new ako postoji ng za koju je a, < b,
za svako n > ng.

Za niz {antnen € R ia = (a,...,aq) € Nf, uvodimo niz {Aq}seng 52
o
Ag=1, Ay : Haj,gdejea#0|a|—a1+ oy
iz
Sledece teoreme opisuju strukturu prostora test funkcija za prostore ultradis-
tribucija.
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Teorema 3.3 ([23]). Neka niz {p, tnen zadovoljava uslove (p.1) i (p.3"). Prostor

SEZ:% (b} J€ Skup svih glatkih funkcija f takvih da je
()£l
Ofan}fbut2(f) == sup < 0,
{an}{bn} apend PaAapsBps
gde su A, i Bg pridruZeni nizovi proizvoda elemenata nizova {a, }nen @ {bn nen,

respektivno. Tada je

Strel = projlim St
fan fpyer T HE

Dokaz. Funkcija f € C*®(RY) pripada prostoru S} ako i samo ako vazi da
je Ofantbny2(f) < o0 za proizvoljne nizove {a,}nen; {bn}nen € R. Norma

O{an},{bn},2 J€ neprekidna na prostoru S,?j’“, h > 0, pa samim tim i na S}, Posto

je prostor S{Pr} refleksivan, tada svaka neprekidna seminorma p je ograni¢ena sa

seminormom p? datom sa p?(f) = sup |<f, <p>|, gde je B ogranicen skup u S'{P»},
peB

Korigéenjem [23, Lemma 2.2.1], postoje nizovi {a, }nen, {bn}new € R tako da za
neko C' > 0 imamo da je p?(f) < Cogq 01 (f)- O

Definicija 3.4. Za nizove {a, tnen, {bn}nen € R, SEZ:} (b} oo J€ DTOStOT SUIh
glatkih funkcija f na R? takvih da je

1) o

< 00,
aﬁe]Nd PaAapsBgs

O’{Gn},{bn},OO(SO) =
snabdeven topologijom indukovanom normom o4, (b,},00-

Posmatrajmo u prostoru Sg Z)},{bn},oo ve¢ uvedene norme oyp, za k > 0,
h € [1, 0], kao i sledeée norme:

/ ket () / ka—i-,@ ()
oalf)i= > ||19f lpny  Ohool(f) = sup 19 F | e

a,BeING DaPp a,BeNg PaPbp
()7 F ]
Clayvynl(f) 1= D
a,BeNd PafapsB;
e 97,
Ora (f):= | o E—— 0la wo(f) = sup ==
fanhdadsh a%g PaAapgBy’ " lehnh wpend PaapsBs

gde je k>0, h € [1,00), {an}nen i {bn}nen proizvoljni nizovi iz R i ¥(x) = 2°.
Uvedimo za h € [1,00] familije Sy, := {oxn | & > 0}, S}, == {0}, | k > 0},

Sh = {0(an. {bn}h [ {an}, {ba} € R}, Sh = {000y gy | {an}, {0} € R}
Prostor 8" {a } (b} 00 snabdeven topologijom indukovanom bilo kojom gornjom

familijom normi poklapa se sa prostorom S},
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3.4. TEMPERIRANE ULTRADISTRIBUCIJE

Teorema 3.4 ([23]). a) Familije normi S i S’ (respektivno, S i S'.) u pros-
toru S®) (respektivno, SP}) su ekvivalentne.

b) Ako wvazi uslov (p.2"), onda su familije normi Sy, S; i S (respektivno, Sh,
Sy i S) u prostoru S (respektivno, S1Pr}) ekvivalentne za svako h € [1, ).

Dokaz. a) Dokazacemo tvrdenje a) u slucaju kada je d = 1. Za svaku glatku
funkeiju f i m > 0 vazi da je o}, (f) < oroo(f). Uslov (p.3'), za svako k: > 0,

npl

povlaci da — 0, n — 00, pa postoji konstanta C > 1 takva da je — < C}

Pn Pn
za svako n € No. Posto je ()7 < 272 max{1, [z|’} < 2°max{1,|z|’}, = € R,
0 € Ny, za svako & > 0 postoji C’k > 0 tako da za svaku glatku funkciju f i
a, # € Ny imamo da je

koth

. < Mzﬂm{uﬂ sl >HLN}
<maX{Ck L HLw Hﬁ “)Hm}
2k
<Ck;€u§0(p)pﬁ |9 HLOO = Crop oo (f)-

Dakle, za svako k > 0 postoji Cy tako da je opoo(f) < Croy, o(f) za svaku
funkciju f € C*°(R). Zaklju¢ujemo da su familije normi S, i S’ ekvivalentne.

Dokaze ostalih tvrdenja neéemo navoditi, mogu se naéi u [23]. [

Posledica 3.2. Za prostor S} vazi da je STP»} = projlim S{an} (bn
{an},{bn}ER

}roo

3.4 Temperirane ultradistribucije

U ovom poglavlju uvedeni su dualni prostori od S®+) i S{P»}. Njih ozna-
cavamo sa S ) i S'{Pn} i zovemo prostori temperiranih ultradistribucija Beurling-
ovog i Roumieu-ovog tipa, respektivno. Proucavani su u [34, 70, 72, 86]. U
ovim radovima se moze naéi razvoj elemenata prostora S®+) S} i njihovih
duala preko Hermite-skih funkcija, kao i njihova karakterizacija preko Fourier-
ove transformacije, Wigner-ove distribucije i Bergman-ove transformacije.

Prostor SP») je projektivna granica Banach-ovih prostora, pa je samim tim i
Fréchet-ov prostor. Vaze sledeée inkluzije?:

DP(R) — SP)(R) — S(R) — L*(R) — S'(R) — S'P)(R) — D" (R).

Naves¢emo jedan netrivijalan primer temperirane ultradistribucije.

2 A — B” oznacava da je A gust u skupu B i da je inkluziono preslikavanje neprekidno.
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3.4. TEMPERIRANE ULTRADISTRIBUCIJE

Primer 3.1. Za P(§) = >, cne ai€®, £ € RY, kazemo da je ultrapolinom klase
(pn) ako postoje pozitivne konstante A i C' takve da je |ay| < CA““'p‘;‘l, k € INy.
Lokalno konveksna integrabilna funkcija f ultrapolinomnog rasta je temperirana
ultradistribucija, tj. f € S P, ako postoji ultrapolinom P klase (pn) takav da je
|f(z)] < P(x), za svako z € R.

Teorema 3.5. a) Prostori SP) i S} sy (FS) i (LS) prostori, respektivno.
b) Ako za niz {p,tnen, vazi uslov (p.2'), tada

D' S e, ST S, £ ST DY S S
gde x menja (p,) za Beurling-ov tip, a {p,} za Roumieu-ov tip.

Dokaz. a) Tvrdenje vazi, jer je inkluziono preslikavanje i : 82(p e 82(p n)m

m < m, kompaktno, posto je skup {f | om2(f) < 1} relativno kompaktan (videti
23, Theorem 2.5.3]).

b) Neka je ¢ € D®) i supp¢ C [-m,m], m > 1. Iz uslova (p.3') za niz
{Pn}nen, za svako k > 0 postoji C' > 0 tako da je

)

koa+ﬁ k By ko
= oup EE e < 0 sup g
oo a,8eNg  PBPa a€lNg Pa

sup

s
a,BENg pozpﬁ

Zakljuéujemo da je i : D®») — S®n) neprekidno preslikavanje.

Neka je niz {¢, }nen definisan sa ¢, := p(x/n)é(z), n € N, gde je p funkcija
iz klase D®=) takva da je p = 1 u okolini nule. Niz {¢,},en konvergira ka
funkeiji ¢ u prostoru %), posto k*p, 1ps~t27¢(@ ()| konvergira uniformno
kad |z| — oo za proizvoljno fiksirano ¢ € S®») i k > 0. Zakljuéujemo da je DP»)
gust u S,

Analogno se dokazuje za Roumieu-ov tip. O

Definicija 3.5. Operator P(D) = Y. ¢,D?%, ¢ € C, je ultradiferencijalni ope-
aE]Ng

rator klase (py) (respektivno, klase {p,}) ako postoje pozitivne konstante A i h

(respektivno, za svako h > 0 postoji A > 0) tako da je |co| < ALY /pa, o € NG,

Teorema 3.6. Neka je ispunjen uslov (p.2'), r € (1,00] i f € D'®)(RY) (respekti-
vno, f € D'Pn(RY)).

a) Tada f € 8P (respektivno, f € S1Pr}) ako i samo ako je f oblika

F=> ((2)Fa)"™,

CM,,BGINO

u smislu konvergencije u S'®) (respektivno, SP}), gde je {Fu 3}apen, niz ele-
menata iz L™ takvih da za neko (respektivno, za svako) m > 0 vaZi da je
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3.5. PERIODICNE ULTRADISTRIBUCIJE

Z Lobi o] d " ko j 1
v F,s(x)| dz < 00, ako jer € (1,00),

sup PaPp

a,BeNg ma+ﬁ
zeER

|Fos(z)| < oo, ako jer = oo.

b) Neka za {pn}tnen, vaie uslovi (p.2) i (p.3). Tada f € 8™ ako i samo ako je
f=P(D)F, gde je P ultradiferencijalni operator klase x i F' neprekidna funkcija
na R ultrapolinomnog rasta klase *.

Prostori &* mogu biti okarakterisani pomoc¢u ¢clanova Hermite-ovog razvoja.

Teorema 3.7. Ako vazi uslov (p.2), tada su prostori SP»), S} (FN) prostori
i §'Pn) SHPat sy (LN) prostori.

3.5 Periodic¢ne ultradistribucije

Dacemo sada reprezentacione teoreme za elemente prostora D'{p,} i D'(p,),
tj. periodi¢ne ultradistribucione prostore Roumier-ovog i Beurling-ovog tipa, re-
spektivno. Rezultati ovog poglavlja su preuzeti iz [87].

Neka je {pn }nen, niz pozitivnih brojeva za koji vaze uslovi (p.1), (p.2) i uslov

(p.2*) lim {/p, = o0

Primetimo da je uslov (p.2') sekcije 3.3 zamenjen uslovom (p.2*). S obzirom
na to da je p, = po(p1/po) - - - -+ (Pn/Pn-1), zakljuéujemo da (p.2") povlaci (p.2*).
Medutim, za niz p, = (n!)®, 0 < a < 1, vazi (p.2*), ali ne i (p.2).

Sa D(py, L) oznacavamo prostor svih glatkih funkcija na jediniénom krugu?
tako da ¢ € D(p,, L) ako i samo ako

1ol
= Ssu
ol = sup{ 1 e

Prostor D(p,, L) je Banach-ov prostor i u topoloskom smislu je

Di{p.} = ir};d lim D(p,, L), D(pn) = projlimD(p,, L).

L—0

Neka je P prostor svih polinoma oblika Z cpe*, gde su ¢, k € Z, kom-
k=—n
pleksni brojevi. Lako se proverava da je uslov (p.2*) ekvivalentan uslovu da je

prostor P potprostor prostora D(p,), a samim tim i prostora D{p,}.
¢l = sup{le(t)] = t € [0,2n]}
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3.5. PERIODICNE ULTRADISTRIBUCIJE

Prostor A predstavlja sve elemente prostora L?(0,2m) N C*°(0,27) za koje
je sup{[|D'¢| : i < p} < o0, p € N, i (D*¢,e") = (=in)*(p,e™), k € N,
n € Ny, (videti [126]). U radu [87] ukazano je na to da prostori D{p,} i D(pn)
predstavljaju potprostore prostora A, jer funkcija ¢ pripada D{p,} ili D(p,) ako
Fourier-ovi koeficijenti cx(¢) = (¢,e”*), k € Z, opadaju brze nego bilo koji
stepen od |n| kad |n| — oo. Identifikacija ovih prostora sa prostorom A4 data je
slede¢om teoremom.

Teorema 3.8 ([87]). Prostori D{p,} i D(p,) mogu se identifikovati sa A{p,} i
A(py) respektivno, gde je

A{p,} = irid lim A(p,, L), A(p,) = projlim A(p,, L),

L—0

A D)= {oe A oll0- Z“‘“”%oo}-

Sledece dve teoreme predstavljaju glavne rezultate rada [87]. U slucaju da je
pn = n!l, n € N, dokazi teorema su trivijalni.

Teorema 3.9 ([87]). Ako f € D'(p,), tada postoji niz funkcija f,,, m € Ny, na
(0,27) i prirodan broj n tako da je

a) fm € L*(0,27), m € N,

b)  sup |||, < o0,

melNg
oo Mmoo
o) f(t)=3 ——fu"(1).
m=0 Pm
Obrnuto ako je fm, m € No, niz funkcija na (0,27) za koje vazi a) ib), tada
red Z ™ (t) odreduje jedinstven element prostora D'(py,).
m=0 Pm

Dokaz. Neka je A(pg,1/n) potprostor od A takav da ¢ € A(p,,1/n) ako i samo
ako je ||gb||1/n72 < oo za fiksiran prirodan broj n. Neka je {¢,},en Cauchy-ev niz
iz. A(px, 1/n). Posto je A kompletan, postoji ¢g € A tako da je

. nk sz(/k) —¢(k) —
Z H 0 ”2 _ Z_k: lim ||¢ k‘)HQ < hmlnfz Hﬁsk) ¢Lk)H2‘

k=0 Pk k=0

Zakljuéujemo da je A(pk, 1/n) kompletan Ako ¢ pripada prostoru A(pg,1/n)
io(t) = Z cxe*, tada niz Z cpe*, n € Ny, konvergira ka ¢ po normi

k=—o00 k=—n

| - {150 Posto je Z crelft element prostora A(py) za svako n, imamo da je

k=—n
A(pg, 1/n) kompletiranje prostora A(p,) u odnosu na normu | - [|; ,, ,. Niz normi
|11 /noor m € N, je ekvivalentan sa nizom normi || - ||, , na prostoru A(p).
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3.5. PERIODICNE ULTRADISTRIBUCIJE

Ako sa A(pg, 1/n) oznacimo kompletiranje prostora A(py) u odnosu na normu
||+ {1 /1,00 Onda je ovaj prostor identican sa D(p,1/n).

Na osnovu teoreme 3.8, za svako ng postoje_nl, Ny 1 ng, np < np < ng <
ng, takvi da su preslikavanja A(p, 1/n3) — A(pr, 1/n2) — Alp, 1/n1) —
A(pg,1/ng) neprekidna. Preslikavanje A(pg,1/ny) — A(pk,1/n1) je kompak-
tno (teorema Arcela-Ascoli), pa je i A(pg, 1/n3) — A(pk, 1/no) kompakno pre-

/
slikavanje. Stoga, D' (px) = A'(pr) = (proj lim A(py, 1/n)> = ind lim A(pg, 1/n),

n—oo

u smislu jake topologije na ovim prostorima. To znaci da ako f € D’'(py), tada se
f moze jedinstveno produziti na A(py,1/n) tako da f € A'(pg,1/n). Obrnuto,
ako f € A'(px,1/n), tada f € A'(py). Dovoljno je dati reprezentaciju za elemente
prostora A'(py, 1/n) za fiksirano n.

Prostor A(pg,1/n) je izometrican zatvorenom potprostoru A prostora

(T, ] - lp), gde je I' prostor nizova {tm}men, € [ L*(0,27) takvih da vazi

m=0

H{wm}memHF = > [[¥m]], < 0o. Izometrija je data preslikavanjem iz A(py, 1/n)
=0

uAsaé— {(=1)"n"p, 0™} nen,. Posto f € A’, oznaci¢emo ga sa f;. Na
osnovu Han-Banach-ove teoreme, f; mozemo produziti (neka je F' produzenje) sa
A na T tako da F € T”. Tada postoji niz { f,, tmen, iz L*(0,27) takav da je

(B (nbmews) = S0 mh = 3 [ Ful@im(t)dt, {d)mens, €T

i sup || fmll, < oo. Ako ¢ € A(pk,1/n), imamo da je

meNg

m

RO (w0 B G C i
- (2 (5a) ")

Posto za bilo koju funkciju F € L?(0,27) mozemo definisati element iz D' (py)
27
sa ¢ — [ F(t)¢(t)dt, ¢ € D(py), drugi deo teoreme trivijalno vazi. O
0

Slede¢u teoremu navodimo bez dokaza.
Teorema 3.10 ([87]). Ako f € D'{p,}, tada postoji niz funkcija f.,, m € N,
na (0,27) tako da: 1) f,, € L*(0,27), m € Ny, 2) > [[n"pmfinll, < 00 za svaki

prirodan brojn, 3) f(t) = > flm) (t).
m=0
Obrnuto, ako je { fm}tmen, niz funkcija na (0,27) za koje vazi 1) i 2), tada
red ) flm (t) odreduje jedinstven element prostora D'{p,}.
m=0
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Glava 4

Teorija okvira

U ovoj glavi prikazani su osnovni rezultati teorije okvira u Hilbert-ovim,
Banach-ovim i Fréchet-ovim prostorima, ukazujuéi na to da je teorija okvira
veoma mocéno sredstvo u analizi velikog broja prostora i distribucija. Navedene
su prednosti, ali i nedostaci okvira u odnosu na baze i uspostavljena veza izmedu
baza, ortonormiranih baza, Rieszovih baza i okvira. Ova glava se sastoji od Sest
poglavlja. U prvom poglavlju navedene su osnovne definicije i osobine baza u
Banach-ovim i Hilbert-ovim prostorima. U poglavlju 4.2 data je definicija okvira
u Hilbert-ovom prostoru i uvedeni osnovni operatori koji ¢e biti koris¢eni u da-
ljem radu. U tre¢em poglavlju je data veza okvira i baza i ukazano na, mozda
najznacajniju osobinu okvira, jednostavnost njegovih osnovnih pojmova i kon-
strukcija. U poglavlju 4.4 ¢e biti razmatran dualni koncept okvira koji je uveden
od strane Grdchenig-a. Cilj ovog poglavlja je ukazati na vezu izmedu okvira i
Grachenig-ovog skupa atoma u Hilbert-ovom prostoru nizova. U petom poglavlju
dato je uopstenje pojama okvira na Banach-ove prostore i karakterizacija prostora
kod kojih postoji Banach-ov okvir. Okviri na Fréchet-ovim prostorima ispitivani
su u [91, 92] i ovi rezultati su prikazani u poglavlju 4.6.

Okviri su uvedeni 1952. godine od strane Duffin-a i Schaeffer-a [41] pri prouca-
vanju neharmonijskih Fourier-ovih redova. Young-ov rad [124], koji se prvi put
pojavljuje 1980. godine, nastavlja razvoj teorije okvira i njihovu primenu u teoriji
neharmonijskih Fourier-ovih redova. Okvire za L?(R) konstruisali su Daubechies,
Grossmann i Meyer u [38], a zatim Daubechies [36] nastavlja intenzivno prouca-
vanje ovih okvira. Od tog trenutka pocinje veliko interesovanje za teoriju okvira,
¢ime je ubrzan njen razvoj i ona postaje znacajno orude u raznim granama nauke i
tehnike. Do 1991. godine postojalo je vrlo malo rezultata iz teorije okvira. Danas
je tesko u jednoj knjizi obuhvatiti sve vazne i interesantne rezultate ove oblasti.
Za komletnije proucavanje teorije okvira citalac se upucuje na sledece reference:
(37, 53, 28, 62, 60].
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4.1. OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE

4.1 Osnovni pojmovi i definicije

U ovom poglavlju navedene su bitnije definicije i osobine baza u Banach-ovim
i Hilbert-ovim prostorima.

Definicija 4.1 ([60]). Neka je {x,}nen niz elemenata Banach-ovog prostora X .

a) Niz vektora {x,}nen se naziva potpunim ako je nula vektor jedini orto-
gonalan na sve njih, tj. ako je (x,z,) =0 za svako n € N, tada je z = 0.

b) Niz {x,}nen je baza ako za svako x € X postoje jedinstveni skalari f,(z),
n €N, tako da je x = > fo(z)x,.

nelN

¢) Baza {x,}nen je bezuslovna ako red Y fn(x)x, konvergira bezuslovno za
svako v € X .1 neN

d) Baza {x,}nen je ogranicena ako je 0 < inf ||x,| < sup ||z,| < oc.
neN nelN

Ako je {x,}nen baza prostora X, tada ¢injenica da se svako z € X moze

jedinstveno predstaviti u obliku z = > f,(z)z, povlaci da je x, # 0 za svako
nelN
n € IN. Dakle, baza {x, },ew odreduje jedinstvenu kolekciju linearnih funkcionela

fn: X = K (K € {R,C}) koje ¢emo nazivati koeficijent-funkcionele.

Definicija 4.2. Baza {x,}n,en se naziva Schauder-ova baza ako je svaka koefici-
jent-funkcionela f,, n € N, neprekidna.
Napomena 4.1. a) Svaka baza je Schauder-ova baza.

b) Ako je {Tp}new baza, tada su {x,}nenw @ {fn}lnenw biortonormirani, tj.

(@) = Sn, gde je 6pn Kronecker-ov simbol.

Lema 4.1 ([60]). Neka je {x;};es niz elemenata Banach-ovog prostora. Ako

> x; konvergira apsolutno, tada konvergira i bezuslovno.
j€J

Teorema 4.1 ([109]). Neka je {x,}nen, on # 0, n € N, potpun niz v Banach-
ovom prostoru X. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna.
a) Niz {x,}tnen je bezuslovna baza za X.
b) Postoji konstanta C' > 0 tako da za sve skalare cy,...,cy i 01,...,0n €
{=1,1}, vazi
N
> e,
n=1

<C

N
§ OnCnTn
n=1

(oo}
'Red Y 2, u Banach-ovom prostoru X je bezuslovno konvergentan ako za svaku per-
n=1
mutaciju 3:IN — IN red )’ xg(,) konvergira.
n€N
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4.1. OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE

¢) Postoji konstanta Cy > 0 tako da za sve skalare by, ..., by i c1,...,CN 26
oje je [ba] < |cal, vazi
N
Z bnxy, Z Cnn .
n=1

n=1
d) Postoje konstante Cy, C3 > 0 takve da za sve skalare cy,. .., cy vazi

<Oy

N

2 leales

n=1

N

E CnTn

n=1

N

D leale

n=1

Cy < .

< O

Definicija 4.3 ([61]). Dve baze {zy}nen @ {Yn}new 2a Banach-ov prostor X su
ekvivalentne ako postoji topoloski izomorfizam U : X — X tako da je Ux, = y,
za sve n € N, ili, ekvivalentno, ako > c,x, konvergira ako i samo ako Y cpyn
konvergira. neN neN

Definicija 4.4 ([99]). Niz {x,}nen elemenata Hilbert-ovog prostora H je ortonor-
mirana baza ako je {x,}new ortonormiran, tj. (Tn, Tm) = Omn, © vazi Parseval-ova
formula, tj. > (z,x,)|* = ||z||* za svako x € H.

nelN

Skup svih konaé¢nih linearnih kombinacija vektora {x, },en, tj. skup

N
{chxn N >0, c,co,...,CN E]K},

n=1

oznacavademo sa span{z,}, a sa Span{z,} njegovo zatvorenje u X.

Teorema 4.2 ([99]). Za svaki ortonormirani sistem {x,}new u Hilbert-ovom
prostoru 'H sledeci uslovi su medusobno ekvivalenti.

a) H = span{z,}.
b) {zn}nen je potpun sistem vektora.

¢) Za svako x € H vazi v = ) (T, Tp)Tp.
nelN

d) Za svako x € H je ||z]|* = > [{z,x,)|?.
nelN

e) Za svako x,y € H skalarni proizvod je dat sa (z,y) = > {x,z,)(y, Tp).
nelN

Definicija 4.5. Baza za Hilbert-ov prostor ‘H se naziva Riesz-ova baza ako je
ekvivalentna nekoj ortonormiranoj bazi za H.

Definicija 4.6 ([60]). Niz {x,}new u Hilbert-ovom prostoru H je Bessel-ov niz

ako za svako x € H vazi Y [{z,x,)|* < 00.
nelN

Ako je {z,}new Bessel-ov niz, tada postoji konstanta B > 0 takva da je

ST K, z,)|? < Bl|z||* za svako x € H.
nelN

Sledeca teorema daje ekvivalenciju Rieszovih i ogranicenih bezuslovnih baza.
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Teorema 4.3 ([60]). Neka je dat niz {xy,}new v Hilbert-ovom prostoru H. Sledecéa
tvrdenja su medusobno ekvivalentna.

a) {zy }tnen je Riesz-ova baza za H.
b) {zn}nen je ogranicena bezuslovna baza za H.

¢) {Tp}nen je baza za H i Y. c,x, konvergira ako i samo ako Y. |c,|* kon-
vergira. nel nel

d) {zp}tnen je potpun i postoje konstante A, B > 0 tako da za sve skalare

Ci,...,CN VaZL
N N N
AZ]cn|2 < cha:n gBZ|cn\2.
n=1 n=1 n=1

e) {x, }nen je potpuni Bessel-ov niz i posedugje biortonormirani sistem {y, }new
koji je, takode, potpun Bessel-ov niz.

Teorema 4.4 ([109]). Neka je dat niz {xy,}new u Hilbert-ovom prostoru H. Ako

S° @, konvergira bezuslovno, tada brojni red . ||z,||* konvergira.
nelN nelN

U teoremi 4.4 obrnuto tvdenje u opstem slucaju ne vazi.

4.2 Okviri u Hilbert-ovim prostorima

U ovom poglavlju ¢emo definisati i opisati osnovne osobine okvira u Hilbert-
ovom prostoru H.

Definicija 4.7. Niz {x;};c; u (separabilnom) Hilbert-ovom prostoru H naziva se
okvir ako postoje pozitivne konstante A, B > 0 tako da za svako x € H vazi

(4.1) All=]? <3 [, )]* < Bl

jeJ

Konstante A i B za koje vaze nejednakosti (4.1) nazivaju se granice okvira.
Ako je A = B, onda se {x;},c; naziva ¢vrst okvir. Okvir je egzaktan ako izbaci-
vanjem bilo kog njegovog elementa ne dobijamo okvir.

Primer 4.1. Posmatrajmo ortonormiranu bazu €, = (0,1) i €, = (1,0) na C, i

vektore iy = (0,1), Uy = (_\/Tg’ —1) il = (\/Tg, —1). Poznato je da za proizvoljan

2 3
vektor & € C vazi ¥ = Y (T, é,)€,. Lako se dobija da vazi & =2 Y (T, ,),.
n=1

n=1

Koriste¢i Parseval-ovu formulu, zaklju¢ujemo da je svaka ortonormirana baza
okvir za koji je A = B = 1. Bilo koji ortonormirani niz koji zadovoljava Parseval-
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ovu formulu je ortonormirana baza i samim tim daje dekompoziciju u Hilbert-
ovom prostoru u terminima baznih elemenata. Pokaza¢emo da ¢e i nejednakosti
(4.1) davati dekompoziciju preko elemenata okvira, mada ta reprezentacija nece
biti jedinstvena.

Da bismo bolje razumeli okvire i rekonstrukcione metode, prouci¢emo neke

vazne operatore koje ¢emo koristiti u daljem radu.

Definicija 4.8. Operator analize C' definisemo sa Cx = {(z,2;)}jes, * € H, za
svaki podskup {x;};es Hilbert-ovog prostora H, dok je operator sinteze definisan
za konacan niz ¢ = {c;};ey, tj. niz sa konacno nenula elemenata, sa

Dc = Z cjr; € H.
jed
Operator okvira na prostoru 'H dat je sa Sx =Y (z,z;)z;, v € H.
jeJ
Naveséemo neke elementarne osobine ovih operatora.
Teorema 4.5. Neka je {z;};es okvir u H i A, B granice tog okvira.
a) Operator analize C : H — (*(J) je ograni¢en sa zatvorenim rangom.

b) Operator sinteze D je adjungovani operator operatora C, tj. D = C*. Posle-
dica toga je da je D : (*(J) — H ogranic¢en operator i vaZi

(4.2) | cias|| < VBlel.
jeJ
¢) Operator okvira S : H — H (S = C*C = DD*) je pozitivan, invertibilan i
vazi Aiy < S < Biy 1 B iy < S < A7 Yy Specijalno, {x;}jes je éurst okvir
ako i© samo ako je S = Aiy.

d) Optimalne granice okvira su Bop = ||S|| i Aoy = |5~

Dokaz. a) Kako je {x;};es okvir u H, vazi nejednakost (4.1), koja je ekvivalentna
sa tvrdenjem a).
b) Neka je ¢ = {c¢;},es konacan niz. Tada je

(Cc,x) = (c,Ca) = cja, <Zc]xj, > (De, ).

jeJ jeJ

Posto je C' ograni¢en operator na H i iz nejednakosti (4.1) je |C|| < v/B, sledi
da je D = C* ogranic¢en operator sa istom normom.

c) Kako je § = C*C = DD*, imamo da je S samoadjungovan, samim tim
i pozitivan. Posto je (Sz,z) = > [{z,z;)[*, nejednakost Aiyy < S < Biy se
jeJ
lako dobija iz nejednakosti (4.1). Mnozenjem sa pozitivnim komutativnim ope-
ratorom, dobijamo trazenu nejednakost za S~
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d) Tvrdenje sledi iz nejednakosti (4.1) i ¢injenice da je norma pozitivnog
operatora data sa ||S|| = sup{(Sz,x) | ||z|| < 1}. O

S obzirom na to da vektori okvira nisu, u opstem sluc¢aju, ortogonalni za dalju
analizu potrebno je objasniti konvergenciju neortogonalnih redova.

Posledica 4.1. Neka je {z;};es okvir u H. Ako je x = ) cjz;, za neki niz
jeJ
c ={c;}jes 12 3(J), onda za svako € > 0 postoji konacan podskup Fy = Fy(e) C J

tako da je
HI’ — ZCJ'IJ'

JEF

<,

za sve konacne nadskupove F' O Fy. Tada kazemo da red ) c;xj konvergira
bezuslovno ka x € H. jeJ

Dokaz. Neka je Fy C J takav da 3. |¢;|> < /v B za svako F D Fy i neka je
J¢F
cr = ¢+ xr € (*(J) konacan niz dat sa cp; = ¢;, j € F, 1 ¢p; =0, u suprotnom.
Tada je ) c¢;z; = Dcp, pa koristedd nejednakost (4.2) dobijamo
jEF

Hx — Z CiTj

jEF

= [|De — Depll = ||D(c — cp)ll < VBlle = cpll, < e

O

Napomena 4.2. Bezuslovna konvergencija nije samo pogodna za utvrdivanje
konvergencije neortogonalnih redova u Hilbert-ovom prostoru, vec i kao najzna-
cagnigi tip konvergencije u Banach-ovom prostoru.

Ako je {x;}jcs okvir, tada je Y |[(z,x;)|* apsolutno konvergentan red nene-
jEJ

gativnih realnih brojeva, pa konvergira bezuslovno. Kao posledicu, izvodimo

tvrdenje da svaka ,,premetacina” okvira ponovo daje okvir i zato mozemo koristiti

prebrojiv skup indeksa okvira kad god to zelimo.
Sada ¢emo dobiti prvu rekonstrukcionu formulu za f iz koeficijenata okvira
(,x)), j € J.

Posledica 4.2. Ako je {x;};es okvir sa granicama A, B > 0, onda je familija
{S™'x;}je, takode, okvir sa granicama B, A™' > 0, tzv. dualni okvir. Svako
x € 'H ima neortogonalni razvoj

(4.3) v=>Y (2,8 w;)a;,
. jeJ
7

(4.4) xr = Z(m,xj>5_1xj.

Obe sume konvergiraju bezuslovno u 'H.
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4.2. OKVIRI U HILBERT-OVIM PROSTORIMA

Dokaz. Uocimo da je

‘ Z(w,S’la:j) - ) Z(S’lx,a:ﬁ

jedJ jeJ

2

= (S(S7'z),S7'z) = (S, ).

2
Iz teoreme 4.5 imamo da je B~'|z|* < (S~ z) = 3 [(z, S~ 'a;)| < A~z

jed
Dakle, familija {S~'x;},cs predstavlja okvir sa granicama B~ i A~'. Ako isko-

ristimo da je iy = S71S = SS~!, dobijamo razvoj u red, tj.
r=S(S""r) = Z(S‘%Jg)@ = Z(x, S~lxVa;
jed jed

z=8""(S7) = Z(x,ay}S’lxj.

j€J

Posto su {(z,z;) }jes 1 {(x, S x;)};es nizovi iz prostora ¢£*(.J), na osnovu posle-
dice 4.1 oba reda konvergiraju bezuslovno. l

Ovi razvoji su od koristi ako je moguce eksplicitno odrediti dualni okvir. Naj-
efikasniji rekonstrukcioni metod je iterativni rekonstrukcioni metod, tzv. algo-
ritam za okvire. On je u praksi od velike primene u kombinaciji sa razlicitim
metodama numericke analize (videti [56]).

Primer 4.2. Neka sua,b > 0 fiksirani. Familija {e*™™%g(z—na)}mnez vremen-
sko-frekvencijskih translacija od g € L*(R) ¢ini okvir za L*(R) koji se naziva
Gabor-ov okvir. Slicno, kolekcija {a™?g(a™x — mb)} ez 2a g € L*(R) formira
okvir koji nazivamo vejvlet.

Dalje ¢emo navesti neke rezultate koji se odnose na jedinstvenost razvoja (4.3)

i (4.4). Sledeca teorema pokazuje da medu svim izborima koeficijenata {c;};c;

za koje je x = Y ¢z, skalari ¢; = (x,S7'z;), j € J, imaju minimalnu ¢*-normu,
jeJ

Teorema 4.6 ([26]). Neka je {x;};c; okvir u Hilbert-ovom prostoru H i x € H.

Ako je x = ) ¢;x; za neke skalare c;, j € J, tada
jeJ

ol = e, ST )P+ [, ST ) — o
jed jed jeJ
Specijalno, niz {{x,S™'z;)};es tma minimalnu (*-normu medu svim nizovima

{ejtier-

Dokaz. Na osnovu razvoja (4.4) imamo da je z = Y a;x;, gde je a; = (x, S~ z;),

jed
j € J. Neka je ¢ = {c¢j}jes niz skalara takav da je x = ) ¢jz;. Posto je
jed
> laj* < oo, bez gubljenja opstosti, pretpostavimo da je > |¢;|* < co. Tada
jed jeT

ce€?izaa={aj}jes vazi
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(x,S1x) = <Z ajxj7S_1:z:> = Zaj<5'_1xj,x) = Zajaj = (a,a)p

jeJ jeJ jeJ
i
(x,S'x) = <ch:r:j,571x> = Zq(Sflxj,x} = Zcﬂj = (¢, a)e.
jeJ jeJ jeJ

Dakle, (a,a) = (c,a), pa je

2 2 2 2
lelly = lle = a +ally = lle = all; + llall; + {c = a,a) + {a,c — a)

2 2 2
= [le = ally + [lally = llall;.

Jednakost vazi ako je ¢ = a. O]

4.3 Okviri i baze

Vektori koji ¢ine okvir, u opStem sluc¢aju, nisu ortogonalni i linearno nezavisni.
U tome se sastoji i najznacajnija razlika izmedu vektora koji ¢ine okvir i onih
koji ¢ine bazu. Medutim, iz posledice 4.2 vidimo da na jednoj strani imamo
neortogonalan zapis elementa x € H vektorima z;, 7 € J, koji ¢ine okvir, a
skalarni proizvod z sa dualnim okvirom nam daje koeficijente, dok sa druge strane
imamo razvoj preko koeficijenata okvira i vektora koji ¢ine dualni okvir. Ovde veé
uvidamo neke slicnosti sa razvojem elemenata preko ortonormirane baze. Naime,
u oba slucaja imamo skup vektora i pravimo skalarne proizvode elemenata sa
vektorima iz tog skupa.

Naves¢emo neke osobine okvira koje bi mogle da im istaknu prednost u odnosu
na baze prostora.

1) Okviri su fleksibilniji i prirodniji.
2) Okviri su robusniji.

3) Koristedi primer 4.1, ako izvrsimo perturbaciju koeficijenata koji ucestvuju
u razvoju, rekonstrukcione greske koris¢éenjem ortonormirane baze i datog okvira
se odnose kao 3 : 2.

Za razliku od ortonormirane baze, koeficijenti u razvoju pomocu vektora koji
¢ine okvir, iako imaju neke lepe osobine, u opstem slucaju, nisu jedinstveni.

Da vidimo, konaé¢no, u kakvom odnosu stoje okviri, ¢vrsti okviri i ortonormi-
rane baze.

Napomena 4.3. Ako je {z;};e; ortonormirana baza, tada za svako x € H vazi
S [, x)|* = ||zl pa je svaka ortonormirana baza curst okvir sa A = B = 1.
Jj€J

Medutim, ¢vrst okvir sa granicama A = B = 1 ne mora da bude ortonormirana
baza.
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Primer 4.3. Neka je {e,}nen ortonormirana baza za H. Posmatrajmo sistem

vektora F = {61, \e/—%, %, \e/—%, \6/—35, \e/—?’g, .. } Lako se pokazuje da je F curst okvir
sa granicama A = B =1, ali oc¢igledno nije ortonormirana baza jer smo izqubili

linearnu nezavisnost.

Svaka ortonormirana baza {z,};cs je egzaktan okvir, jer ako za neko k € J
izbrisemo xy, tada je > [(zg, z;)|* = 01zato {z; | j € J,j # k} ne moze da bude
okvir. izh

Slede¢om teoremom ¢emo pokazati da su ¢vrstoca i egzaktnost okvira razliciti
pojmovi.

Lema 4.2 ([60]). Neka je {e,}nen ortonormirana baza za separabilan Hilbert-ov
prostor H.

a) {en}nen je curst egzaktan okvir u H sa granicama A = B = 1.

b) {e1,e1,eq,€9,€3,€3,...} je corst neegzaktan okvir sa granicama A = B =1,
ali nije ortogonalan, pa nije baza, veé samo sadrzi bazu. Slicno, ako je { fu}nen
neka druga ortonormirana baza za H, tada je {e,U fn}new Cvrst neegzaktan okvir.

c) {e1,%,%,...} je potpun ortogonalan niz i baza uH, ali nema donju granicu
A, pa ne moze da bude okvir.

d) A{e, f/—%, f/—%, %, %, %, ...} je curst neegzaktan okvir sa granicama A =
B =1, ali nijedan neredundantan podniz nije okvir.

e) {2ey,e9,e3,...} je necurst egzaktan okvir sa granicama A =1, B = 2.

Lema 4.3 ([26]). Ako je{x;}jc; okvir u Hilbert-ovom prostoru'H, tada je {x;};c;
potpun u H.

Dokaz. Neka je x € H takvo da je (x,z;) = 0 za sve j € J. Tada je Alz|]* <
S [z, z;)|* = 0. S obzirom da je {z;};es okvir u H, imamo da je z = 0. O]
j€J

Posledica prethodnih rezultata je da ako H poseduje okvir {z;},c;, onda je
on separabilan prostor jer je skup svih konacnih linearnih kombinacija ) ¢;z;

j€J

sa racionalnim koeficijentima ¢; (ili sa racionalnim realnim i imaginarnim delom
ako je ¢; kompleksan broj) najvise prebrojiv svuda gust u njemu. Obrnuto, svaki
separabilan Hilbert-ov prostor ima okvir posto u njemu postoji ortonormirana
baza, koja je ¢vrst egzaktan okvir.

Definicija 4.9. Niz {z;};c; u Hilbert-ovom prostoru H je Bessel-ov ako za svako
r € H vazi Y [z, x;)|? < .

j€J
Lema 4.4. Ako je {x;};e; Bessel-ov niz, tada je preslikavanje Cx = {(z,z;) }jes
neprekidno i linearno iz H u (*. Drugim rec¢ima, postoji konstanta B > 0 tako

da je Y [(z,x;)|* < Bl||z||?, za svako z € H.
jes
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Broj B se naziva Bessel-ova granica ili gornja granica okvira {x;},c;. Proizvo-
ljan Bessel-ov niz ne mora biti okvir, jer ne mora da postoji donja granica za okvir.
Za okvire koji se koriste u praksi, lako je utvrditi da li su Bessel-ovi nizovi, dok
je donju granicu cesto teze proceniti.

Sledeci rezultat ima vaznu ulogu u karakterizaciji klase egzaktnih okvira.

Teorema 4.7 ([60]). Neka je {z;};es okvir za Hilbert-ov prostor H.

a) Ako je (xy,, S7'x,) = 1 za neko m € J, tada je (xm, S 'x,) = 0 za sve
n#m,nmeJ.

b) Uklanjanjem vektora x,,, za neko m € J, iz okvira, ostaje ili okvir ili
nepotpun skup. U stvari, ako je (T, S xy) # 1, tada je {x; | j € J, j # m}
okvir, a ako je (T, S~ 'wym) =1, tada je {x; | j € J, j # m} nepotpun niz.

Kao posledicu teoreme 4.7 dobijamo da je okvir egzaktan ako i samo ako je
biortogonalan sa svojim dualnim okvirom.

Posledica 4.3 ([60]). Ako je {x;};es okvir u Hilbert-ovom prostoru H, tada su
sledeca tvrdenja ekvivalentna.

a) {z;}jes je egzaktan okvir.
b) {z;}jes i {S x;}jes su biortogonalni.
¢) (xj, S 'w;) =1 za sve j € J.

Posledica gornjeg tvrdenja: Ako je okvir ¢urst sa granicama A = B, tada su
sledeca turdenja ekvivalentna.

a') {z;}jes je egzaktan okvir.
V') {x;};es je ortogonalan niz.

) |z;]|* = A za sve j € J.

Svi okviri imaju normu ogranic¢enu sa gornje strane i jedino neegzaktni okviri
mogu imati normu koja nije ogranicena sa donje strane.

Teorema 4.8 ([60]). Neka je {x;}jc; okvir u Hilbert-ovom prostoru H. Tada
vaZe sledeca tvrdenja.

a) Za okvir{x;};cs jesup ||:13]||2 < B, tj. norma-ogranicen je sa gornje strane.
jed

b) Ako je {z;}jes egzaktan okvir, tada je A < in£ ;11 tj. norma-ogranicen
JE

je sa donge strane.

Dokaz. a) Neka je m € J fiksirano. Za svako j € J vazi da je
4 2
lzml* = [{@m, 2m)* < [y, 25)F < Blls .
jeJ
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b) Ako je {x,};c; egzaktan okvir, tada su {x;};c; i {S ' xz;},cs biortogonalni,
pa za fiksirano m € J vazi

_ 2 _ _ _ 2
ANST " < D US s )P = ST i, ) [P < ST | |1

jeJ

Posto je {x;};cs egzaktan, vazi da je x, # 0. S obzirom da je S topoloski

izomorfizam, to je S7'z,, # 0, pa deljenjem sa ||S™'z,,||> dobijamo trazenu

nejednakost. O]
Ve¢ smo videli da ako je {z;}cs okvir i red Y |¢;|? konvergira, tada i red

jeT

> ¢jxj konvergira. Slededi primeri pokazuju da obrnuto tvrdenje nije tacno.

jed

Primer 4.4 ([61]). 1) Neka je {x,}nen okvir koji sadrzi beskonacno mnogo ele-

menata jednakih nuli. Neka je ¢, =1 kad god je x,, = 0, i neka je ¢, = 0 kad god

je x, # 0. Tada je Y. cpxy, =0, iako je Y. |cu|* = oo,

nelN nelN

2) Ako je {xy, tnen ortonormirana baza u Hilbert-ovom prostoru H, definigimo
fo=n"12, 19, =V1—-n"2x,, n € N. Tada je {fn U gptnew cvrst okvir sa
granicama A = B = 1. Neka je v = Y n~'z,. Ovaj element pripada prostoru

nelN
H jer red > n~% konvergira. Medutim, koristeéi okvir {f, U gntnen, mamo
nelN
=Y (1-fu+0-g,), iako je > (12 + 0%) = oco.
nelN nelN

Videli smo da ako {c¢;};es pripada prostoru ¢*, tada red Y c¢;z; konvergira
jed

bezuslovno. Prethodni primer pokazuje da obrnuto ne mora da vazi. Medutim,

pokazacemo da ako je okvir {z;};c; norma-ogranicen sa donje strane, tada ) ¢;x;

konvergira bezuslovno upravo za {z,};c; iz (2. jed

Teorema 4.9. Ako je {x;}jc; okvir norma-ogranicen sa dongje strane, tada red
3" |ej? konvergira ako @ samo ako red Y cjx; konvergira bezuslovno.

jeT jeT

Primer 4.5 ([61]). Moguce je da okvir {x,},enw bude norma-ogranicen sa donje

strane i za niz skalara {c, nen red > cpx, da konvergira, ali da je Y. |cn|* =
nelN nelN
o00. Neka je {e,}nen ortonormirana baza u Hilbert-ovom prostoru H. Tada je

{e1,€1,€9,69,...} okvir koji je norma-ogranicen sa donje strane. Red e; — e +
es es

BT \6/—3?—) — \e/—% + .-+ jako konvergira ka nuli v H. Medutim, red e; + e +

f/—% + % + \e/—% + % +- -+ ne konvergira. Zato gornji red konvergira uslovno. Posto

{n=Y2} ¢ 12, uslovna konvergencija sledi i iz predhodne teoreme.

Dolazimo do tvrdenja koja potpuno odreduju vezu okvira i baza.

Teorema 4.10. Neegzaktan okvir ne moZe da bude baza.
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Teorema 4.11 ([79]). Neka je {x;};c; niz u Hilbert-ovom prostoru H. Tada je
{x;}jes egzaktan okvir za H ako i samo ako je ogranicena bezuslovna baza za 'H
5. ako © samo ako je Riesz-ova baza za 'H.

Posto je operator okvira pozitivan, on je topoloski izomorfizam iz ‘H u samog
sebe. Operator S ima definisan S'/? koji je, takode, pozitivan topoloski izomor-
fizam iz H u H. Slicno, S~' ima kvadratni koren S~/2 i lako se proverava da
je (SY2)7t = S7Y2. Posto je {r;};cs egzaktan okvir, imamo da su {z;};cs i
{S~'x;};cs biortogonalni. Zato vazi

<S’%xj,S*%xk> = <l’j757%5’7%$k> = <xj7571$k> - Ok

Stoga je {S71/%z,},cs ortonormirani niz. On je potpun, posto topologki izomor-
fizam ¢éuva potpunost nizova. Zato je {S™!/%x;};c; ortonormirana baza za H
i topologki izomorfizam T = S'2 slika ortonormiranu bazu u okvir {z;};ec,.
Mozemo posmatrati niz {S~/2z;} ;c; ne samo za egzaktan okvir, veé za bilo koji
okvir. Ako je {e;};es neegzaktan okvir, tada {S™'/2z,},c; neée biti ortonormi-
rana baza za H, ali ¢emo pokazati da ¢e biti ¢vrst okvir za H.

Posledica 4.4 ([60]). Svaki okvir je ekvivalentan cvrstom okviru, tj. ako je
{z;}jes okvir sa operatorom okvira S, tada je S=1/2 pozitivan topoloski izomor-
fizam iz H uwH i {S7V%x;} ;e je curst okvir sa granicama A = B = 1.

Dokaz. Posto je S™Y/2 topologki izomorfizam, onda je {S~V2z; | j € J} okvir

za H. Za svako z € H vazi Z(x,S’%x])S’%xj = 572557 = 2 = iy
jeJ

Zaklju¢ujemo da je okvir ¢vrst sa granicama A = B = 1. O

Napomena 4.4. Ako je {x,}nen egzaktan okvir, tada je on Riesz-ova baza za

H. Iz svega navedenog smo imali ekvivalenciju tvrdenja: Y. |c,|? konvergira,

> cpmy konvergira i Y ¢y, konvergira bezuslovno. nelN
nelN nelN

Primer 4.6 ([61]). Neka je {e,}new ortonormirana baza u separabilnom Hilbert-
ovom prostoru H i posmatrajmo okvir {x,},exw = {e1,e1,€2,€3,...}. Posto je
{Zp}nen dobijen iz ortonormirane baze dodavanjem jednog elementa, onda red

> cnry konvergira ako i samo ako je Y |e,|? < oo. Kako je {x,}nen norma-
nelN nelN
ogranicen sa donje strane, na osnovu teoreme 4.9, red > |c,|* konvergira ako i

samo ako red Y cpx, konvergira bezuslovno. nel

n€lN
Napomena 4.5. Videli smo da ekvivalencija ovih konvergencija ne vazi ako je
okvir neegzaktan.

U ovom primeru okvir je dobijen dodavanjem jednog elementa ortonormiranoj
bazi. Holub je posmatrao okvire dobijene kada se Rieszovoj bazi dodaje konacno
mnogo elemenata (videti [65]).
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Napomena 4.6 ([113]). Jedan od otvorenih problema je Feichtinger-ova pret-

postavka da je svaki ogranicen okuvir konacna unija Riesz-ovih baznih nizova.

Videli smo da je okvir {x, }nen ogranicen ako je 0 < in{\I |zn]] < sup ||z,| < oco.
ne nEN

Sa druge strane, Riesz-ov bazni niz {x,}nen v H je familija {x,}nen koja je

Riesz-ova baza za zatvaranje skupa konacnih linearnih kombinacija svojih eleme-

nata u H.

Feichtinger-ova pretpostavka je ekvivalentna Bourgain-ovoj i Tzafriri-jevoj
”Restricted-Invertibility” teoremi iz 1987. godine, a u radu [27] se pokazuje da
je ovaj problem u tesnoj vezi sa Kadison-Singer-ovim problemom o C* algebrama
1z 1959. godine.

Vise o ovome se moze procitati na http://www.aimath.org/ WWN /kadisonsinger/.

4.4 Atomi u Hilbert-ovim prostorima

U prethodnim poglavljima je pokazano da u Hilbert-ovom prostoru H niz
{#n }new cini okvir ako postoji ekvivalencija normi izmedu ||z||,, i [[{{z, Zn) tnen||,2-
Za takav niz postoje koeficijenti {a,(f)}nen da je = > a,(z)x,. U speci-

nelN
jalnom slucaju je a,(x) = (x, S 'z,), n € N. Posto je {S 'z, },en takode okvir,
postoji ekvivalencija normi izmedu [|z||;, i |[{@n(2)}nen|l- U ovom poglavlju
¢emo razmotriti dualni koncept okvira uvedenog od strane Graochenig-a. On po-
lazi od postojanja koeficijenata koji reprodukuju x i zadovoljavaju ekvivalenciju
norme. Cilj je da u Hilbert-ovom prostoru nizova ukazemo na vezu izmedu okvira
i Grochenig-ovog skupa atoma.

Definicija 4.10 ([54]). Dat je niz {z,}nen © Hilbert-ovom prostoru H i niz li-
nearnih funkcionela { fn}new na H. Ako je
1°x= > fulx)x, za svako x € H,
ne€lN
2° postoje konstante A, B > 0 tako da za svako x € 'H
Allz]* < Y Ifal@)]* < Bllz|)?,
nelN

tada je {x,; fn} skup atoma za H. Konstante A i B su granice atoma i funkcio-
nele { fn}nenw se nazivaju koeficijent-funkcionele atoma.

S obzirom da je | fi(z)|> < > |fn(2)]? < Bl|z||?, svaka funkcionela f,,, n € IN,
nelN

je neprekidna i odredena sa f,(-) = (-,y,), gde je y, € H jedinstveno odreden.
Na taj nacin, funcionele f, mozemo identifikovati sa elementima y, i smatrati
{Yn}nen koeficijent-funkcionelama atoma. Na osnovu ovoga i definicije 4.10 do-
bijamo sledece tvrdenje.
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Teorema 4.12. Ako je {x,;y,} skup atoma i A, B granice atoma, tada je {y, }nen
okvir za koji su konstante A i B granice okvira.

Ako {x,; f,} ¢ini skup atoma za H, tada familija {x, },en ne mora da bude
okvir. Na primer, ako posmatramo ortonormiranu bazu {e, },en prostora H, tada
{€n,ney, tnen nije okvir jer nema gornju granicu okvira. Medutim, on ¢ini skup

atoma za H ako definisemo koeficijent-funkcionele sa {e,, 0}nen ili {3, 52 }nen-

Ako je {x,}nen okvir, tada je {z,; S 'z,} skup atoma, gde je S operator
okvira za {z, }nen.

Teorema 4.13. Neka je {x,;yn} skup atoma sa granicama A i B. Tada vaZe
sledeca turdenja.
2

a) {x tnen zadovoljava nejednakost B~||x||? < > [(x, x,)|* za svako x € H.

nelN
b) Ako je {x,}nen Bessel-ov niz sa gornjom granicom C, tada je {,}nen
okvir za koji su B~ i C' granice okvira. Stavise, u tom slucéaju je {yn;x,} skup
atoma gde su B™1, C granice atoma.

Dokaz. a) Neka je {z,;y,} skup atoma. Za z,y € H imamo

[yl = | Dy b ) Sty
< (S el ) (Sl < Bl Xl )

Dobijamo da je [|z]|2 = sup [(z,9)]> < B 3 [(z, z,))|2, pa niz {z, bne ima donju
granicu B!, lyll=1 neN

b) Pretpostavimo da je {z,},ew Bessel-ov niz. On ima gornju granicu okvira,
a na osnovu dela a) poseduje i donju granicu okvira, pa je samim tim okvir.

Dokazimo da je {y,;z,} skup atoma. Posto je {x,},en okvir, ekvivalencija

normi je zadovoljena, pa je potrebno jos pokazati da je x = > (x, x,)y, za svako
nelN
x. Nizovi {z,}nen 1 {Un}tnen su Bessel-ovi nizovi, pa su preslikavanja U,V :
H — (2 data sa Ur = {{z,2,) }nen 1 Vo = {{x,9,) }nen linearna i neprekidna.
Njihova adjungovana preslikavanja U*, V* : 2 — H, data su sa U*({c, }nen) =
> enn, V{entnen) = D) enyn. Kako je {y,;z,} skup atoma, imamo da je
n€lN nelN
UVr =) (r,yn)x, =z, tj. U'V = iy. Odatle VU = (U*V)* =i}, = iy, pa
nelN
jex=V*Ux = > (x,2,)Yn. O
nelN

Na osnovu ove teoreme zakljucujemo da su svi okviri skupovi atoma i da svi

atomi koji su Bessel-ovi nizovi ujedno i okviri. Takode smo videli da atomi koji

nisu Bessel-ovi nizovi ne moraju biti okviri.
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Sledeé¢i primer pokazuje da cak i u slucaju Bessel-ovih nizova koeficijenti
atoma nisu jedinstveni.

Primer 4.7. Neka je {e, }nen ortonormirana baza za Hilbert-ov prostor H. Tada
je {e1,e1,e9,69,€3,€3,...} okvir sa granicama A = B = 2, samim tim i Bessel-
ov niz. Njegov dualni okvir {4, %, %,%,%,%,...} odreduje jedan izbor koefi-
cijenata atoma. Medutim, sa {e1,0,e2,0,e3,0,...} su, takode, dati koeficijenti

atoma, pa zakljucujemo da njihov izbor nije jedinstven.

Sledeca teorema daje uslove pod kojima ce koeficijent-funkcionele atoma,
{Yn }nen, biti dualni okvir za {z, }nen-

Teorema 4.14 ([61]). Dat je skup atoma {x,;y,} gde je {x,}nenw Bessel-ov niz.
Neka su operatori U,V : H — (* dati sa Uz = {{z,2,) }nen ¢ VI = {{Z, Yn) nen-
Ako je R(U) = R(V), tada je {yntnen dualni okvir za {x, }nen.

Dokaz. Koriste¢i dokaz teoreme 4.13 b) imamo da je U*V = V*U = iy. Neka je
K = R({U) = R(V). Posto je UV*U = Uiy = U, to je (UV*)|, = ik. Dalje,
UV*V =i, V=V, jerje K =R(U) =R(V). Sada, V*Va = > (x,y,)yn = Sz,
gde je S operator okvira za {y, }nen. Za x € H je nel

{<xayn>}n€]N =Ve=UVVr=USx = {(Sx>$n>}n€]N - {<$7 an)}nelN-

Zakljuéujemo da je y, = Sz, tj. , = S~'y,. Dakle, {z, }nen je dualni okvir za
{yn}nG]N- ]

4.5 Okviri 1 atomi u Banach-ovim prostorima

Godine 1989. Grochenig uopstava pojam okvira na Banach-ove prostore i
naziva ih dekompozicije atomima.

U ovom poglavlju koristimo oznake (X, ||-||) za Banach—ov prostor, (X*,| - [|*)
za njegov dual, (O, - ||) za Banach-ov prostor nizova i (0%, || - ||*) za dual od ©.

Prostor (O, ]| - ||) nazivamo ¢vrstim ako iz uslova {¢, }nen € © 1 |d,| < |cal,
n €N, sledi da {dn}new € O 1 [[{dn}nenlle < [{entnenllo-

Za Banach-ov prostor nizova kazemo da je BK-prostor ako su koordinatne
funkcionele neprekidne, tj.

(xn = {aé”)}jem, r={a;}jen, lim z, = x) = lim ozg-n) =aj, j €N
Jedini¢ni vektori u BK-prostoru © su vektori e;(j) = d;;, gde je d;; Kronecker-ov
delta simbol. BK-prostor koji sadrzi sve kanonicke vektore e; i za koji postoji

konstanta A > 1 takva da je

m Zciei o < AHcitienlle: n €N, {citien € O,
i=1

66



4.5. OKVIRI T ATOMI U BANACH-OVIM PROSTORIMA

naziva se \-BK-prostor.

BK-prostor © se naziva CB-prostor ako skup kanonickih vektora {e,},en
¢ini Schauder-ovu bazu, koja se zove kanoniéka baza za C B-prostor ©. Neka

je Sy : © — © dat sa Sy({c,}tnen) = Z cnen, N € IN. Za CB-prostor ©
vazi 1 < sup ||Sy|| < oo (videti [60]) i bI‘OJ sup ||Sn|| se naziva kanonicka bazna
NeN Ne

konstanta. Zakljucujemo da je svaki C'B- prostor i \-BK-prostor, gde je X jednako
kanonickoj baznoj konstanti. Prostori , 1 < p < 00, i ¢p su primeri ¢vrstih
C B-prostora i 1-BK-prostora. Medutim, nije svaki A-BK-prostor ujedno i C'B-
prostor, na primer c i £°°.

Lema 4.5 ([25]). Ako je © CB-prostor sa kanonickom bazom {e,}nen, tada je
prostor BKO* = {{g(ex)}new | ¢ € O} sa normom ||{g(es)}nenllpro- =
llgllg- BEK -prostor, izometricki izomorfan sa ©*. Takode, svaka neprekidna fun-

kcionela g na © je oblika g({cn}nem) = > cpdy, gde je {d,}new € BKO* jedin-
nelN

e — |” {g(en)}nE]Nm BKO*"

stveno odredeno sa d,, = g(ey) i

Ako je © refleksivan C'B-prostor, tada funkcionele { £, } e pridruzene kano-
nickoj bazi {e,}nen ¢ine Schauder-ovu bazu za ©*, pa je BKO* CB-prostor.
Ubuduce, kad god je © C B-prostor, identifikovacemo ©* sa BKO*.

Teorema 4.15 ([25]). Neka je © BK -prostor za koji kanonicki jedinicni vektori
¢ine bazu. Tada niz {gy}new 1z X* ¢ini ©*-Bessel-ov niz za X sa granicom B
ako 1 samo ako je operator T : {d,}new — > dngn dobro definisan, ogranicen
operator iz © u X* i vazi |T| < B. nelN

Sada ¢emo dati Grochenig-ovo uopstenje okvira za Banach-ove prostore.
Definicija 4.11 ([54]). Neka je X Banach-ov prostor i © BK -prostor. Neka je
{gn}nen niz elemenata iz X* i {x, }new niz elemenata iz X. Ako vaZi:

a) {gn(2)}nen € O za svako x € X,

b) norme ||z||y t [[{gn(2)}nen|lg su ekvivalentne,

c) x=>Y, gn(x)z, 20 svako x € X,
nelN
tada {gn;xn} ¢ini atomsku dekompoziciju od X u odnosu na ©. KaZemo da je

{gn}nenw O-okvir za X. Ako je ekvivalencija normi data sa

(4.5) Allzllx < H{gn(@)inenlle < Bzl x,

tada konstante A i B nazivamo granice (Banach-ovih) atoma {x,; g, } ili granice
O-okvira.

Definicija 4.12. Neka je X Banach-ov prostor i © BK -prostor. Neka je {gn }nen
niz elemenata iz X* i operator S : © — X. Ako vazi:
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a) {gn(®)}nen € © za svako x € X,
b) norme ||z||y t [[{gn(z)}nen|lg su ekvivalentne,

c) S je ogranicen linearan operator i S({gn(x)}nen) = x za svako x € X,
tada je {gn}new Banach-ov okvir za X uw odnosu na ©. Preslikavanje S se naziva
rekonstrukcioni operator.

Definicije atoma i okvira u Hilbert-ovom prostoru predstavljaju specijalan
slucaj definicija 4.11 i 4.12, respektivno, uzimajuéi da je X = H i © = (2,

Ispostavlja se da postoji prirodna povezanost definicija 4.11 i 4.12. Naime,
ova dva pojma su ekvivalentna ako i samo ako jedini¢ni vektori formiraju bazu
prostora ©.

Teorema 4.16 ([24],[61]). Neka je X Banach-ov prostor i © odgovarajucéi BK -
prostor. Neka je {gn}nenw niz elemenata iz X* i operator S : © — X. Sledeca
tordengja su ekvivalentna.

a) {gn fnew je Banach-ov okvir za X u odnosu na © i{e,}nen je Schauder-ova
baza za O.

b) {gn;S(en)} je atomska dekompozicija za X u odnosu na ©.

Dokaz ovog tvrdenja izostavljamo (pogledati [24, Proposition 2.3]).
Sledeca teorema daje karakterizaciju Banach-ovih prostora koji imaju ©-okvir

u odnosu na dati BK-prostor ©.

Teorema 4.17 ([25]). Neka je X Banach-ov prostor i © BK -prostor. Postoji
O-okvir za X ako 1 samo ako je X izomorfno sa potprostorom od ©.

Veza izmedu ©-okvira i Banach-ovih okvira data je i u sledec¢oj teoremi.

Teorema 4.18 ([25]). Neka je © BK -prostor i niz {gn}nen 1z X* koji je ©-okvir
za X. Sledeca tvrdenja su medusobno ekvivalentna.

a) R(U) ima komplement u ©.
b) Operator U™t : R(U) — X moZe biti prosiren do ograniéenog linearnog
operatora V. : © — X,

¢) Postoji ograniceni linearni operator S tako da je {gn}new Banach-ov okvir
za X u odnosu na ©.

Takode, uslov d) implicira svaki od uslova a) — c).

d) Postoji niz {xy, }nen iz X tako da red Y cpx, konvergira za svako {c, }nen
iz© ivaZi da jex = Y. go(x)r,, v € X. "N
nelN
Ako pretpostavimo da je © i C B-prostor, tada je d) ekvivalentno sa turdenjima
a) — ¢) i uslovom e).
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e) Postoji niz {x, fnen iz X C X*™* koji je ©*-Bessel-ov niz za X* tako da je

nelN

Ako su © i ©* CB-prostori tada su uslovi a) — e) ekvivalentni sa uslovom f).

f) Postoji niz {xy, tnen iz X € X** koji je ©*-Bessel-ov niz za X* tako da je

9=>_ 9(xn)gn, gEX".

nelN

U turdenjima €) i ), niz {T, }new je u stvari ©*-okvir za X*.

Dokaz. Dokaz a) = b) je trivijalan. Pretpostavimo sada da je V : © — X
linearna ogranicena ekstenzija operatora U~!. Posmatrajmo ograni¢en operator
P :0 — R(U) definisan sa P = UV. Posto je VU = iy, dobijamo da je P?> = P.
Za svako f € X, imamodaje Uf =UVUf = P(Uf) € R(P). Zakljucujemo da
je R(P) = R(U), pa R(U) ima komplement u ©.

Ekvivalencija b) < ¢) je ocigledna.

Pretpostavimo da d) vazi. Operator V : © — X, V : {¢c,}neny — D, Cufn
nelN
je ogranic¢en, na osnovu teoreme Banach-Steinhaus-a. Neka je {g,(f)}nen niz

elemenata iz R(U). Tada je

V<{gn(f)}nE]N) = Zgn(f)fn =f= U_lUf =U! ({gn(f)}nE]N)a

nelN

tj. V je ekstenzija od U~!. Stoga, vaZi b), a na osnovu prethodno dokazanih
ekvivalencija, vaze tvrdenja a) i c¢).

Neka vazi b) i pretpostavimo da kanonicki vektori {e,}nen Cine bazu za ©.
Neka je f, = Ve,, n € N. Posto je V linearan i ogranicen, za sve {c¢,}nen € ©
imamo da je

N N
chfn = V(Z cnen> — C({entnen), N — 0.

Red > ¢, f, konvergira, i na osnovu konstrukcije, za svako f € X imamo da je

nelN
f=VUf=> gu(f)fn, pa vazi tvrdenje d).
nelN
Neka vazi d). Ako je f, = Ve, n € N, tadaje f =VUf = > g.(f)fn, P2

nelN
na osnovu leme 4.5, za svako g € X*, imamo {g(f,)}new = {g(V(en)) }nen € OF

Hl{g(fa)tnewlle- = llgVII < IV[Hllgll - Stoga, niz {fn}new, posmatran kao niz
u X*, je ©*-Besselov niz za X*. Time je pokazano da vazi e). S druge strane,
ako vazi e), tada je na osnovu teoreme 4.15 red ) ¢, f, konvergentan za svako
{¢n}nen € O, pa vazi tvrdenje d). nelN
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Dokazimo ekvivalenciju tvrdenja e) i f). Neka kanonicki vektori ¢ine bazu
za © i ©* i neka je B Bessel-ova granica za ©-Besselov niz {g, }nen. Oznacimo

kanonicku bazu za O sa {e,}nen, a kanonicku bazu za ©* sa {z,}nen. Pretpo-
stavimo da e) vazi. Za g € X* imamo

N
Hg > 9(f)om

= s Jo= Y ot

o  feX|fl=1

n=1
o N
= n n < n n N 07
| 3 atss o) 3 ath:

kad N — oo. Dakle, tvrdenje f) vazi.

Neka vazi f) i neka je K ©*-Bessel-ova granica za {f,}nen. Za svako g €
X*, niz {g(fn) }new pripada prostoru 0% koji je na osnovu leme 4.5 izometricki
izomorfan prostoru {{G(e,)}nen : G € ©*}. Stoga, niz {g(f,)}nen moze biti
identifikovan sa {G,(e,) bnen za jedinstveno Gy € ©*. Za svako f € X, imamo

N
Hf > g H)fn

()~ X ath)an()| =

= sup
X geX*|gll=1
fe'e) N fe’e)
= s S an(D - atnn) = sw | D i)
geX* llgll=11 5 n—1 geX*llgl=11,,"N11
S g<n:ZN+19 (f)e ) Lo Gyl ‘n:ZNHg (f)e
= s [{obenl| 3 mlPen| < K| D gulfleal 0. N o0
geX™, |lgll=1 n=N-+1 n=N+1

Zakljuéujemo da e) vazi. Sli¢no, za svako g € X*, imamo

lgl = sup Jg(H)|= sup | D> g(fa)gn(f)| < BI{g(fa)}nen]o.-
Fex |ifll=1 rexfi=1 | fo
Sledi da je {fn}nen ©*-okvir za X*. O

Kao posledicu teoreme 4.18 dobijamo karakterizaciju Banach-ovih prostora
kod kojih postoji Banach-ov okvir.

Teorema 4.19 ([25]). Banach-ov prostor X ima Banach-ov okvir u odnosu na
dati prostor © ako i samo ako je X izomorfan sa komplementiranim potprostorom

od O.

Navodimo sada glavni rezultat iz rada [103].
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Teorema 4.20 ([103]). Neka je © CB-prostor. Neka je {gn}nen niz elemenata
iz X* koji je ©-Bessel-ov niz za X. Posmatrajmo sledece uslove.

(P1) {gn}tnen je Banach-ov okvir za X u odnosu na ©.

(P2) Postogi ©*-Bessel-ov niz {x, tnen (, € X € X*,n € N) za X* tako da

jex = > gu(x)x, 2a svako r € X.
nelN

(P3) Postoji ©*-Bessel-ov niz {x, tnen (v, € X € X** n € N) za X* tako da

jeg= > g(x,)gn za svako g € X*.
nelN

Vaze sledeca tvrdenja.
CL) (7)1) = (PQ)

b) Ako su © i ©* CB-prostori, tada je (P1) < (P2) < (Ps) i svaki od uslova
(Py), (Ps) implicira da je {xp, }new O*-okvir za X*. Niz {x, }nen se naziva dualni
O-okvir za {gn}nen-

c) Ako je © refleksivan C B-prostor, tada svaki od uslova (Ps), (Ps) implicira
da je {x, }new Banach-ov okvir za X* u odnosu na ©*.

Poznato je da u slucaju Hilbert-ovog prostora, uslovi okvira {g, () }nen € €2
i Allzll;, < |Hgn(2)}nenll < B2, mogu biti preneti sa gustog podskupa na
¢itav prostor H. U radu [92] dobijen je analogan rezultat za Banach-ove prostore
sa minimalnim uslovima na odgovaraju¢em Banach-ovom prostoru nizova.

Teorema 4.21 ([92]). Neka je (©,]|-||) \-BK-prostor. Neka je W qust podskup
Banach-ovog prostora (X, || - |) @ {gn}nen niz iz X*.

a) Ako uslovi {gn(f)}new € © 1 [{gn(f)}nenll < Bllfllx. gde je B pozitivna
konstanta, vaze za svako f € W, tada je {gn}new ©-Bessel-ov niz za X sa grani-

com \B.
b) Ako uslovi {g,(f)}nen € © i Al|f|lx < [{gn(f)}newll < Bllfllx, gde su A

i B pozitivne konstante, vaze za svako f € W, tada je {gn}nenw ©-okvir za X sa
granicama A i \B.

Dokaz. a) Pretpostavimo da za niz {g, }new 1 svako f € W vazi {gn(f)}new € ©
i [[{gn(f)}nenlle < Bl fllx. Dokazacemo prvo da vazi {g,(f)}nen € © za svako
f € X. Fiksirajmo proizvoljno f € X\ W i pretpostavimo da postoji N € IN tako

N N
da || >0 gu(flen|| > ABJ/f|. Nekaje 6 = || >0 ga(f)en|| — AB||f|| > 0. Posto
n=1 n=1

je W gust u X, postoji niz {fi}ren elemenata iz W takav da fr, — f, k — oc.
Samim tim postoji N; € IN tako da je || fx]| — || f]| < 0/(2AB) za svako k > Nj.
Zbog neprekidnosti g,, n =1,2,..., N, sledi da postoji N, € N tako da je

I ignmen - ignm)en
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Za k > max{Nj, No} imamo da je

N
) ) )
Z > - p— .
I > snlfuleal] > ABISI + 5 > AB(|lfill = 33 ) + 5 = MBIl
Posto je © A-BK-prostor, to je
1 N
Hgn () bnenl = 5 || 3 galfiden| > Bl
n=1

sto je u kontradikciji sa uslovom [|[{g,(f) tnenlle < B||f|lx za svako f € W. Zato
N
> gu(F)ea] <ABISI,

za svako N € IN vazi

N
Za svako N € IN, operator Sy : X — O, dat sa Sy(f) = > gu(f)en, je
n=1

ogranicen i vazi ||Sy|| < AB. StaviSe, niz {Sy(f)} ey konvergira za svako f
kad N — oo u gustom podskupu W od X. Zato {Sy(f)}yen konvergira za
svako f € X. Posto je © BK-prostor, grani¢na vrednost A}im Sn(f) je niz

{9n(f)}new, pa {gn(f)}nen pripada prostoru © za svako f € X. Primenom

Banach-Steinhaus-ove teoreme dobijamo da je [[{gn(f)}nen| < AB| f]| za svako
f € X, paje {gn}tnen O-Bessel-ov okvir za X sa granicom AB.

b) Pretpostavimo da za svako f € W vaze uslovi: {g,(f)}nen pripada prostoru
O©1Alfllx < {gn(f)}nenll < Bl fllx, gde su A i B pozitivne konstante. Neka
f € X\ W ineka je {fi}ren niz iz W takav da fr, — f, k — oo. Za svako N € N
imamo da je

{9 (fe) I nenll = I gn () Inenll | < ABl S = 11,

pa je
T [l{gn (f) bnewll = [{gn () Inenll-

Nejednakost Al fell < [[{gn(fx) }nen]|| vazi za svako k € IN, pa kad k — oo dobi-
jamo A|lf|l < {g:(f)}2,]l- Time smo pokazali da je {g,}nen ©-okvir za X sa
granicama A i AB. O

Slededi rezultat je uopstenje tvrdenja sa Hilbert-ovog prostora na slucaj Bana-
ch-ovog prostora.

Teorema 4.22 ([92]). Neka je (O, | -||) BK-prostor, X i Y refleksivni Banach-
ovi prostori, operator G izomorfizam iz X* na Y* i {gn}nen niz elemenata iz
X*.

a) Ako je {gn}nenw O-Bessel-ov niz (respektivno ©-okvir) za X, tada je niz
{Ggn}nen O-Bessel-ov niz (respektivno ©-okvir) za Y.

b) Ako je {gn}tnen Banach-ov okvir za X u odnosu na ©, tada je {Ggy}nen
Banach-ov okvir za' Y u odnosu na ©.
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Dokaz. a) Neka je {g,}new ©-Bessel-ov niz za X. Zbog refleksivnosti prostora
X, zasve y € Y imamo {Ggn(y) bnew = {gn(G"Y) bnen € O i vazi

I{G 9 () bnewll = {92 (G"y)bnenll < BIG Yl x < BIG| [yl

Neka je sada {g,}nen ©-okvir za X. Dokazac¢emo da {Gg, }.en zadovoljava
levu nejednakost za okvir. Za svako y € Y vazi

x . 1
{G9n(y) tnenll = [{gn(G"y) }nenll = AllGHyl x = AWH?/Hy-

b) Treba dokazati da operator U : Y — O, Uy = {Gg,(y) }nen, ima ogranicen
levi inverz. Posto je {gn}nenw Banach-ov okvir za X u odnosu na ©, operator
U:X — 0, Uf = {gn(f)}nen, ima ogranicen levi inverz S : © — X. Kako je

U = UG*, imamo da je (G*)7'SU = iy, pa je (G*)7'S : © — Y ogranicen levi
inverz za U. O

Sledeca teorema govori koji Banach-ovi prostori uvek sadrze Banach-ov okvir.

Teorema 4.23 ([24]). Svaki separabilan Banach-ov prostor ima Banach-ov okvir
sa granicama A = B = 1.

Da bismo izlozili rezultate iz rada [25], kako dobiti Banach-ov okvir za sepa-
rabilan Banach-ov prostor, uves¢emo prvo definicije potpunog niza u X i BK X*
prostora.

Ako je niz {g, }nen iz X* potpun u X, tj. ako je g,(x) = 0 za svako n € N,
onda je z = 0 i linearan prostor BKX* = {{gn(2)}nen | € X} sa normom
1{9n(2) }nenll g x- = ||z]lx je BK-prostor, izometricki izomorfan sa X.

Lema 4.6. Neka je niz {g, tnen iz X* potpun. Tada postoji operator S : © — X
takav da je {gn}new Banach-ov okvir za X u odnosu na BKX*.

Kako ne postoji baza za svaki separabilan Banach-ov prostor, dobro je znati
da li postoji Banach-ov okvir.

Teorema 4.24 ([25]). Za svaki separabilan Banach-ov prostor X postoji potpun
sistem {gn tnen 12 X* takav da je skup konacnih nizova gust u prostoru BKX* i
operator S : BKX* — X takav da je {gn}new Banach-ov okvir za X u odnosu
na BKX".

Prethodna teorema je direktna posledica leme 4.6.

Ako X ima bazu, tada ima atomsku dekompoziciju. Obrnuto nije tac¢no, tj.
postoje Banach-ovi prostori koji imaju atomsku dekompoziciju, ali nemaju bazu
(videti [105]). Postoje Banach-ovi prostori koji imaju atomsku dekompoziciju,
ali nemaju okvire. Najjednostavniji primeri su prostori L*[0,1] i C[0, 1].
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Napomena 4.7 ([24]). Postoji Banach-ov prostor X sa atomskom dekompozici-
jom takav da je X* separabilan i nema atomsku dekompoziciju. Ako Banach-ov
prostor ima okvir, ne mora da znaci da X* ima atomsku dekompoziciju. Ali,
ako je X Banach-ov prostor koji ima okvir + X* je separabilan, tada X* ima
okvir. Takode, ako X* ima atomsku dekompoziciju, ima je © X. Medutim, pos-
toji Banach-ov prostor X takav da X* ima okvir, ali X nema.

Postoji Banach-ov prostor koji ima bazu, samim tim i atomsku dekompoziciju,
i njegov dual je separabilan, ali nema atomsku dekompoziciju (videti [78], teorema
1.e.7). Prostor ¢! ima bezuslovnu bazu, pa samim tim i okvir, ali njegov dual nije
separabilan i stoga nema atomsku dekompoziciju.

U ovom poglavlju mogli smo da vidimo da Banach-ovi okviri nemaju sve
,lepe” osobine koje imaju okviri u Hilbert-ovom prostoru. Sledeci primer pokazuje
da postoji Banach-ov okvir za Hilbert-ov prostor koji nije (Hilbert-ov) okvir.

Primer 4.8 ([25]). Neka je {e,}new ortonormirana baza separabilnog Hilbert-
ovog prostora H. Uoc¢imo niz {e, + €,11}nen koji je potpun, ali ne i okvir za

H. Naime, e; ne moze biti predstavijeno uw obliku > c,(en + €n11). Stavise, ne
nelN
postoji familija {x,}nen takva da je x = > (x,e, + €,11)T, 2a svako © € H.
nelN
Medutim, na osnovu leme 4.6, {e, + €11 }nen je Banach-ov okvir za H u odnosu

na BK -prostor
BKX* - {{(xaen + €n+1>}n€]N S H} - {{cn + Cn+1}n61N : {Cn}nE]N S 62}7
H{Cn + Cn—l—l}nE]NHBKX* = ”{Cn}nG]NHKQ'

I dalje je otvoreno pitanje da li postoji Banach-ov prostor sa okvirom koji
nema bezuslovnu bazu.

4.6 QOkviri za Fréchet-ove prostore

Ovo poglavlje sadrzi poznate rezultate teorije okvira dobijene za Fréchet-
ove prostore. Fréchet-ovi okviri uvedeni su u radovima [91, 92] i veéi deo ovog
poglavlja oslanja se na te rezultate.

Neka je {Y5, |- |}sen, familija Banach-ovih prostora takvih da je

(4.6) {0} £ [ Y.C--CY,CYiCY,
s€lNg

(4.7) o< <] [a<r,

(4.8) Yr = ﬂ Y, je gust u'Y;, za svako s € INy.
s€lNg
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Prostor Yr je Fréchet-ov prostor sa nizom normi | - |5, s € INy. Gornji niz
¢emo koristiti za Banach-ove prostore Yy = X, sa normama || - ||, s € Ny, i za
Banach-ove prostore nizova Y; = O, sa normama | - ||,, s € INo.

Ako je {Oq, | - |I}sew, familija C'B-prostora koji zadovoljavaju uslove (4.6) i
(4.7), tada konacni nizovi pripadaju O i ¢ine gust podskup od Oy, pa je (4.8)
zadovoljeno. U tom slucaju O ima kanonicku bazu u smislu da se svako = € O
moze jedinstveno predstaviti u obliku z = )  x,e, sa konvergencijom u Oy, za
svako s € INy. neN

U radu [91] uveden je pojam Fréchet-ov pred-okvira za Fréchet-ov prostor u
odnosu na Fréchet-ov prostor nizova.

Definicija 4.13 ([91]). Neka su {X, || - ||, }seng ¢ {Os, || - |, }sen, nizovi Banach-
ovih prostora, koji zadovoljavaju uslove (4.6)—(4.8). Za fiksirano s € Ny, ope-
rator V : Op — Xp je s-ogranicen, ako postoji konstanta K, > 0 tako da je
IV ({{entnew)l| < Ksll{cn}nenll, za sve {cy}tnew € Op. Ako je V' s-ogranicen za
svako s € Ny, tada se V naziva F'-ogranicen.

Ako je V : ©p — Xp F-ogranicen, tada je V neprekidan. Obrnuto, u opstem
slucaju, ne vazi.

Generalizacijom definicije Banach-ovih okvira na Fréchet-ov prostor uvedene
su sledece definicije.

Definicija 4.14 ([91]). Neka je {X,, |- ||, }sen, familija Banach-ovih prostora
koji zadovoljavaju uslove (4.6)—(4.8), i {Os, || - I, }senw, familija BK -prostora sa
uslovima (4.6)—(4.8). Niz {gn}nen elemenata iz X} se naziva pred-Fréchet-ov
okvir (pred-F-okvir) za Xp u odnosu na O ako za svako s € Ny postoje konstante
0< A, < B, < o0 tako da vazi

(4.9) {90(f)}nen € Op, f € Xp,

?

(4.10) Alflls < Hgn(F)Inewlly < Bsllfll - f € Xe.

Konstante By (respektivno As), s € Ny, se nazivaju gornje (respektivno donje)
granice za {gn}nen. Pred-F-okvir se naziva c¢urst, ako je Ay = By, s € Ny.

Ako postoji F'-ogranicen operator V : O — Xp takav da je V({gn(f)}ne]N) =
f za sve f € Xp, tada se pred-F -okvir naziva Fréchet-ov okvir (skra¢eno F-okuvir)
za Xp u odnosu na O iV se naziva operator F-okvira za {gn}nen-

Ako za svako f € Xp vazi (4.9) i desna nejednakost u (4.10), tada se {gn }nen
naziva Fréchet-Besssel-ov niz (skraceno F-Bessel-ov niz) za Xp u odnosu na Op.

Ako je X = Xp = X, 10 = 0Op = 0, s € Ny, definicije pred-F-okvira, F-
okvira i F-Bessel-ovog niza za X se poklapaju sa definicijama ©-okvira, Banach-
ovog okvira i ©-Bessel-ovog niza za X, respektivno.
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Ako je © refleksivan Banach-ov prostor i { g, tnenw ©-okvir za Banach-ov pro-
stor X, tada je X refleksivan, jer je izomorfan zatvorenom potprostoru od ©.

Neka je { X }sew, niz Banach-ovih prostora koji zadovoljava uslove (4.6)—(4.8),
{Os}sen, niz BK-prostora koji zadovoljava (4.6)—(4.8) i {gn}new niz elemenata
iz X} koji je F-Bessel-ov niz za X u odnosu na ©p. Fiksirajmon € INis € Ny.
Posto je ©, BK-prostor, tada je n-ta koordinatna funkcionela na ©, ogranicena,
pa postoji K, s > 0 tako da je |g,,(f)] < Knsl|[{gn(f) }nen], za svako f € Xp. Na
osnovu desne nejednakosti u (4.10), g, je ograni¢ena u Xz u odnosu na normu
| - |l,- Na osnovu uslova (4.8), g, ima jedinstvenu neprekidnu ekstenziju na Xj
koju ¢emo oznacavati sa g;. Stoga, za svako s € Ny, vazi g; € X¥, n € N, i
Inix, = g,meN, zat>s.

Lema 4.7 ([92]). Neka je {X,| - ||,}sen, familija Banach-ovih prostora koji
zadovoljavaju uslove (4.6)—(4.8) i {Os, || - ||}sen, familija \s-BK -prostora, sa os-
obinama (4.6)—(4.8). Ako je {gn}tnen iz X} F-Bessel-ov niz (respektivno pred-
F-okvir) za Xr u odnosu na Op sa granicama By (respektivno A, Bs), tada za
svako s € Ny familija {g:}new je Os-Bessel-ov niz (respektivno Og-okvir) za X
sa granicom AsBj (respektivno A, A\sBs).

Ako su O,, s € Ny, Hilbert-ovi prostori i {gn}new € (X5)N pred-F-okvir za
Xr u odnosu na O, tada {g },en predstavlja O4-okvir za X za svako s € Ny
(lema 4.7). Zato je prostor X izomorfan sa zatvorenim potprostorom od Oy, pa
je X Hilbert-ov za svako s € INy.

U teoremi 4.20 niz { f,, }nen ima dualne osobine u poredenju sa {g, }nen, tj. za
svako n € IN element f,, pripada X dok g, pripada X* i {f,}ren je ©-Besselov
niz za X* dok je {gn}nen O-Bessel-ov niz za X. Uzimajuéi ovo u obzir kao i
teoremu 4.7, u radu [91] date su sledece definicije.

Definicija 4.15. Neka vaZe uslovi kao u definiciji 4.7 i neka su ©,, s € WNy,
C B-prostori (njihovi duali su BK -prostori). Niz {fn}nen elemenata iz Xp se
nazia:

o DF-Bessel-ov niz za X u odnosu na ©F ako je O%-Bessel-ov niz za X za
svako s € Ny,

o pred-DF-okvir za X}, u odnosu na ©} ako je O%-okvir za X} za svako
s € Ny,

o DF-okvir za X} u odnosu na O} ako je Banach-ov okvir za X} w odnosu

na ©F za svako s € INy.

Neka su dati neprekidni operatori
(4.11) Us: Xs — Oy, Usf ={g.(f)}nen, s € Ny,
(4'12) U:Xp—0Op, Uf= {gn(f)}nelNa

i njihovi inverzni operatori U; ! : R(Us) — X, s € No, i U™ : R(U) — Xp. Za
svako s € Ny, operator U, ! je ogranicen i vazi da je |[U; || < 1/A,.
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Lema 4.8 ([91]). Neka je {gn}new pred-F-okvir za Xp u odnosu na ©p. Tada
je R(U) zatvoren u OF i inverzni operator U~ je F-ogranicen.

Ova lema pokazuje da ako Fréchet-ov prostor X nije Banach-ov, egzistencija
pred-F-okvira {g,}nen implicira da odgovarajuéi prostor nizova ©p mora biti
Fréchet-ov prostor koji nije Banach-ov. Pred-F-okvir za Xz u odnosu na O je
F-okvir za Xz u odnosu na ©p ako i samo ako postoji F-ograni¢ena projekcija
iz ©F na R(U). Prevodenje teoreme 4.20 na Fréchet-ov prostor i reprezentaciju
preko Fréchet-ovog okvira i odgovaraju¢eg dualnog okvira daje slede¢a teorema.

Teorema 4.25 ([91]). Neka je {gn}new F-okvir za Xp u odnosu na Op. Vaze
sledeca tvrdenja.

a) Za svako s € Ny, niz {g2 }new je Banach-ov okvir za X u odnosu na ©g.

b) Ako su O, s € Ny, CB-prostori, tada postoji {fn}nen, niz elemenata iz
Xr koji je DF-Bessel-ov niz za X, u odnosu na %, takav da je

(4.13) F=> guNfus fEXp,
nelN

(4.14) 9=>_9(fa)gn, g€ Xp,
nelN

(4.15) F=Y 6 fa; s€N
nelN

c) Ako su O, 1 ©F, s € Ny, CB-prostori, tada postoji { fn}new niz elemenata
iz X koji je pred-F-okvir za X u odnosu na ©% tako da jednakosti (4.13)—(4.15)
vaze. Stavise,

(4.16) 9=>Y _9(fa)g. g€X: s€N.

nelN
d) Ako su ©,, s € Ny, refleksivni C B-prostori, tada postoji { fn }new € (X)W,
koji je DF -okvir za X} u odnosu na %, tako da jednakosti (4.13)—(4.16) vaZe.

Da bismo dobili razvoj u Xp preko pred-F-okvira (ili F-Bessel-ovog niza)
{gn}nen 1 DF-Bessel-ovog niza {f,}nen, mora {g,}nen da bude F-okvir. To je
dokazano u sledecoj teoremi.

Teorema 4.26 ([91]). Neka su O, s € Ny, CB-prostori i {gn}new F-Bessel-ov
niz za Xp u odnosu na Op. VazZe sledeca turdenja.

a) Postoji { fotnen € (Xp)N takav da je DF-Bessel-ov niz za X} u odnosu
na O% i zadovoljava jednakost (4.13) ako i samo ako je {gn}new F-okvir za Xp
u odnosu na Of.

b) Neka je {futnen € (Xp)N DF-Bessel-ov niz za Xj u odnosu na ©% koji
zadovoljava (4.13). Ako su Oy i ©F CB-prostori za svako s € Ny (respektivno
O, je refleksivan CB-prostor za svako s € Ny), tada je {fn}new pred-DF-okvir
(respektivno DF-okvir) za X} u odnosu na ©%.
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Vidimo da je potrebno da prostor nizova bude CB-prostor da bismo imali
razvoje u red. Ako je {gnlnen € (X*)¥ takav da postoji niz {f,}lneny € XN

tako da za svako f € X vazi f = > g.(f)fn, tada postoji C'B-prostor O takav
nelN
da je {gn}nenw Banach-ov okvir za X u odnosu na ©. Tvrdenje za Fréchet-ove

prostore dokazano je u [91] (Proposition 4.1). U istom radu konstruisan je niz
{Xs}sew, tako da za dati niz {O}sen, 1 Op-okvir {gn}new za Xo, vazi da je
{gn}nen F-okvir za Xr u odnosu na Op. Takode, ispitivana je konstrukcija C' B-
prostora O (respektivno niza {O,},en, CB-prostora), tako da je {g, }nen O-okvir
ili Banach-ov okvir za X u odnosu na © (respektivno pred-F-okvir ili F-okvir za

Xr = () Xsuodnosu na O = (] O,) pod razlicitim uslovima datim za X
s€lNg s€INg

(respektivno X, s € Np) 1 ©.
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Glava 5

Okviri za translaciono
invarijantne prostore sa tezinama

U ovoj glavi posmatrani su tezinski translaciono invarijantni prostori oblika

V(@) = {Z S a)éil — ) | {ei)) e € ez}, pe (Lol

i=1 jezd

generisani sa ® = ®" = (¢, o, ..., d,)T € (WL)". Cilj ovog poglavlja je pokazati
da se glavni rezultat rada [4] moze preneti na slucaj tezinskih translaciono in-
varijantnih prostora koji odgovaraju prostorima L7 i (F, tj. tezinskim LP i (%
prostorima, respektivno. Prateéi tehnike i metode iz [4] dokazana su tvrdenja
koja su zahtevala dodatne pretpostavke zbog figurisanja tezina. Pokazano je da
pod odgovarajué¢im uslovima za vektore okvira, postoji ekvivalencija izmedu kon-
cepta p-okvira, Banach-ovih okvira u odnosu na ¢f i zatvorenosti prostora koji
generisu. Ovi teorijski rezultati su potkrepljeni konkretnim primerima. Naime,
konstruisani su VP(®***!) prostori generisani specijalno izabranim funkecijama,
b0, ¢1, --., G2, tako da cine Banach-ov okvir za translaciono invarijantan pro-
stor VP (®%+1). Uoceno je da osobine konstruisanih okvira garantuju stabilnost
1 neprekidnost rekonstrukcionog algoritma u prostoru V7 (®). Takode, navedeni
su uslovi pri kojima ¢e familija {¢;(- — k) | k € Z,i = 1,...,r} predstavljati
Riesz-ovu bazu prostora V?(®).

Ova glava se sastoji od sedam poglavlja. U prvom poglavlju data je moti-
vacija za posmatranje tezinskih translaciono invarijantnih prostora. Oni figurisu
u mnogim oblastima primenjene matematike, prvenstveno u teoriji okvira i teoriji
aproksimacija (videti, npr. [4, 35]). Poslednjih godina su intenzivno proucavani
od strane velikog broja autora. Za vise detalja o njihovoj primeni citalac se
upuéuje na [5, 6, 7, 8, 14, 21, 29, 46, 47, 48, 68, 69, 101, 115]. U poglavlju 5.2
uvedeni su potprostori prostora L i dokazane nejednakosti potrebne za dalji rad
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sa tim prostorima. Poglavlje 5.3 predstavlja kratak prikaz poznatih rezultata za
p-okvire i p- Riesz-ove baze translaciono invarijantnih potprostora prostora LP. U
¢etvrtom poglavlju proucavani su translaciono invarijantni prostori generisani jed-
nom funkcijom i utvrdena ekvivalencija zatvorenosti ovog prostora i p-okvira. U
poglavlju 5.5 pokazano je da glavni rezultat iz [4] vazi i u slu¢aju tezinskih transla-
ciono invarijantnih prostora VP(®) generisanih sa ® = ®" = (¢, ¢o, .. ., o) T €
(WhHr. U sestom poglavlju ove glave utvrdena je veza izmedu dualnog pros-

tora Fréchet-ovog prostora [ V(’i a2y 2(®) 1 prostora periodi¢nih distribucija.
s€Ng

Periodi¢ne ultradistribucije su dobijene koris¢enjem funkcija subeksponencijalnog
rasta. U poglavlju 5.7, koriséenjem odgovarajuceg niza funkcija { ¢y } xen, konstru-
isan je niz p-okvira. Navedene su dobre osobine ovih okvira. Prva konstrukcija
dobijena je funkcijama ¢;, ¢ = 1,...,r, za koje su Fourier-ove transformacije
¢i, 1 = 1,...,r, sa kompaktnim nosacima. Takode su postavljeni uslovi tako
da kolekcija {¢s(- — k) | k € Z,i = 1,...,r} ¢ini Riesz-ovu bazu za VI(®).
Potom, ovi rezultati su generalizovani za translaciono invarijantne potprostore
prostora Lﬁ(Rd). Na kraju je konstruisana p- Riesz-ova baza koris¢enjem funkcija
¢iy © = 1,...,r, sa kompaktnim nosacima. Ovim konstrukcijama pokazana je
konzistentnost teorijskih rezultata ove glave.

5.1 Translaciono invarijantni prostori

Moderna digitalna tehnologija zasniva se na rekonstrukeiji funkcije (signala ili
slike) koris¢enjem diskretne verzije originalnog signala f dobijene uzorkovanjem f
na diskretnom skupu. Medutim, pitanje je kada funkcija moze biti rekonstruisana
od takvih podataka. Problem uzorkovanja se deli na dva dela.

a) Za datu klasu V funkcija na R?, postaviti uslove tako da uzorkovani skup
X ={z; € R | j € J}, gde je J prebrojiv indeksni skup, bude adekvatan da bi
funkcija f € V jedinstveno i stabilno bila rekonstruisana pomocu svojih uzoraka

{f(z;) | z; € X}.
b) Odrediti efikasan i brz numericki algoritam za rekonstrukciju funkcije f iz
skupa V' pomocu njenih uzoraka na skupu X.

U praksi se ponekad zahteva da skup uzorkovanja X = {z; | j € J} ¢ini re-
gularnu n-dimenzionu mrezu, tzv. uniformno uzorkovanje. Medutim, u mnogim
realnim situacijama podaci su poznati na neuniformno uzorkovanom skupu. Neu-
niformnost nam onemogucava koris¢enje standardnih metoda Fourier-ove analize.

Naves¢emo nekoliko primera neuniformno uzorkovanih skupova koji se srecu
u nauci i tehnici.

1) U teoriji komunikacija, u slu¢aju kada dode do gubljenja nekih podataka
iz uniformno uzorkovanog skupa. Ovo je isto kao parcijalno ostecenje skladista
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podataka, na primer ogrebotine na CD-u.

2) U astronomiji razli¢iti nepovoljni vremenski uslovi onemoguéavaju dobi-
janje uniformno uzorkovanog niza podataka ([116]).

3) Druge primene neuniformnog niza uzoraka javljaju se u medicinu, npr. CT
i magnentna rezonanca ([16, 93]), u geofizici ([95]), kod procesiranja slike i zvuka
([18, 19, 114, 118]), u biomedicini ([15, 57, 93]). Vise informacija o modernim
tehnikama neunifornog uzorkovanja i njegovoj primeni moze se naé¢i u [14].

S obzirom na to da beskona¢no mnogo funkcija moze da ima isto uzorkovane
vrednosti na skupu X = {z; | j € J} C R tehnika uzorkovanja dobija smisao
tek kada funkciji nametnemo odgovarajuce uslove. Standardan uslov je da f
pripada prostoru B, koji sadrzi sve funkcije za koje je f(£) =0, £ ¢ [—w,w]?,
za neko w < oo ([11, 50, 46, 55, 64, 77, 80, 119]). Razlog njegovog postavljanja
je klasican rezultat Whittaker-a ([121]) iz kompleksne analize kojim se tvrdi da
u dimenziji d = 1 funkcija f € L*(R) N Bj_1/2,1/2) moze biti potpuno (efikasno)
rekonstruisana preko svojih uzoraka {f(k) | k € Z} interpolacionom formulom

(5.0 o) = 3 p

keZ

Ovo ¢ini osnovu digitalnog procesiranja signala, jer omogucava prevodenje signala
u niz brojeva koji se digitalno obraduje i konvertuje nazad u analogni signal
pomocu (5.1).

Red u (5.1) pokazuje da se prostor Bj_1/21/2 moze identifikovati sa prostorom

sin Tx

Vo) = { L ol — 1) | {ahien € £}, 6(0) =

keZ

™

Posto funkcija ¢ nema konacan nosac, prostor Bg Cesto nije pogodan za nu-
mericke proracune. Zato je pogodnije posmatrati modele koji ¢e zadrzati jedno-
stavnost i strukturu prostora Bg, a pri tom omoguciti numericka izra¢unavanja i
biti fleksibilniji za aproksimaciju realnog podatka. Kao jedan od primera takvih
modela su translaciono invarijantni prostori o kojima ¢e biti reci u ovom poglavlju.
Ovi prostori se koriste u metodi kona¢nih elemenata, teoriji aproksimacija, za
konstrukciju multirezolucijskih aproksimacija i teoriji vejvleta. Intenzivno se
proucavaju prethodnih godina (pogledati [3, 4, 5, 6, 7, 21, 29, 32, 33, 35, 63,
85, 115]).

Translaciono invarijantni prostor je prostor
V(¢1,¢2,- . ‘7¢T) = {f S ]Rd | f = Z Z C;QSZ( _j)}a
=1 jezd

gde se {C;}jeZd’ 1 < ¢ < r, bira iz odgovarajuéeg prostora nizova. Za funkcije
¢i, 1 <@ < r, se zahteva ili da imaju kompaktne nosace ili da imaju Fourier-ovu
transformaciju |¢;(£)| koja glatko tezi nuli kad |£| — oc.
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U ovoj disertaciji proucavac¢emo tezinske translaciono invarijantne prostore
oblika

V(D) = {Z Y doile—j) | ¢ ={ci}jeza € ﬁ;}, D= (¢y,....0,)7,

i=1 jezd

gde je u tezinska funkcija. U slucaju kada je pu = 1, koristi¢emo oznaku VP?(®).
Prostor V°(®) bice prostor kona¢nih linearnih kombinacija translacija funkcije ®
i VOP(®) LP zatvorenje od VO(®). Vazi da je VO(®) C VP(®) C VOP(®). Funkcija
iz prostora V%?(®) ne mora biti generisana sa koeficijentima iz 7. Ako je VP(®)
zatvoren, tj. Banach-ov prostor, tada je VP(®) = VOP(®).

Translaciono invarijantni prostori sa tezinama VP(®), p € [1, o], uvedeni su za
neuniformno uzorkovanje kao direktna generalizacija prostora V?(®) ([5, 115]).
Odredivanje p i glatkosti signala su u skladu sa optimalnijom kompresijom i
kodiranjem signala i slika (videti [39]).

U ovom poglavlju bi¢e pokazano da teorema 5.1 vazi u slucaju translaciono in-
varijantnih prostora sa tezinama koji odgovaraju prostorima L i (F, tj. tezinskim
LP i /P prostorima, respektivno. Dokazano tvrdenje zahtevalo je dodatne uslove
koji zavise od tezina. Pokazano je da pod odgovarajuc¢im uslovima za vektore
okvira, postoji ekvivalencija izmedu koncepta p-okvira, Banach-ovog okvira u
odnosu na ) 1 zatvorenosti prostora koji oni generisu.

5.2 Prostori sa tezinama i1 osnovne osobine

Tezinske funkcije su nenegativne, lokalno integrabilne funkcije na R? koje
opisuju rast funkcija. U daljem radu koristicemo slede¢e dve vrste tezinskih
funkcija.

1° Tezinska funkcija w je submultiplikativna je ako je w(z + y) < w(x)w(y),
za svako x,y € RY.

2° Tezinska funkcija g na R? je w-umerena ako je u(z +vy) < Cw(x)u(y), za
svako z,y € R%.

Za funkciju w ¢emo pretpostaviti da je neprekidna i simetri¢na, tj. za svako
r € R? je w(z) = w(—x). Funkcije p i w naziva¢emo tezinama. Standardna
klasa tezina na R¢ je teZina polinomnog tipa wy(z) = (1 + |z])*, s = 0. Da
bi se okarakterisalo brze opadanje funkcija koriste se subeksponencijalne tezine
w(z) = e’ zancko o > 0i0 < 3 < 1. Ako je w(z) = (1 + |z|)*, tada je
p(x) = (1 + |z|)? w-umerena ako i samo ako je || < a.

Tezinski prostori LP sa w-umerenom tezinom g su, ustvari, translaciono in-

varijantni prostori (videti [5]). Funkeija f pripada prostoru L (R?) sa tezinskom
funkcijom g ako puf pripada LP(R?). Ako se u prostoru L?(R?) uvede norma sa
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HfHLﬁ(Rd) = ||uf||Lp(]Rd), on postaje Banach-ov prostor. Razmatrac¢emo, takode,

tezinske prostore nizova (7 (Z%), gde je u w-umerena teZina. Za niz ¢ reé¢i éemo
da pripada prostoru ¢ (Z¢) ako niz cy pripada prostoru r(79).

Neka je w submultiplikativna tezina, neprekidna i simetri¢na, a tezina p w-
umerena i p € [1,00). Uveséemo neke prostore sa tezinama koji predstavljaju
potprostore prostora L, a bice nam potrebni u nastavku.

101 = ([ (S 1+ ot + ) e " )

1 d
oage €%

o= {f Mfllee = sup S If( 4 iz +5) < oo}

z€[0,1]¢ jezd
1/p
we ¢={f|||f||ng ::(Z sup If(:v+j>|”w(j)p) <oo}.
jezdze[o,l]d

Ocigledno vaze inkluzije W, C Wp c Wi C LY C LI, C L), C LE, Wp C WP C
WicCLiiLy CLh,gdejel <p<gqg<oo Zap=1iw=1imamo L' = L.
Takode je £, C €7, C 3, C {d,7a 1 <p < q< o0

Naveséemo sad neke nejednakosti koje se mogu naéi u [5].
Lema 5.1. Neka je teZina p w-umerena.

a) Ako f € L%, p € [1,00], i g € L}, tada vazi nejednakost
(5.2) £ % gll < 112z llgll s

b) Ako f e Lb, pe(l,00],ig€ WL tada vazi nejednakost
5.3 17 % gllg < 1 agllglhos

c) Akoce th, pe[l,o0], id e 0 tada vaZi nejednakost

(5.4) lex dllg < llelg ldll.

Za ® = (¢1,...,¢,)7, neka je 1@, = > l10ill5y, gde je H = L2, LP ili WP,
p € [1,00]. =1

Lema 5.2. Neka je tezina pi w-umerena, f € Lb, p € [1,00], i g € Wl Tada

vazi
{/f glx —j dx} S
jezd
5.5 g(x — j)dz
I (VGG
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5.2. PROSTORI SA TEZINAMA 1 OSNOVNE OSOBINE

Dokaz. Ako p € [1,00), tada koristeéi nejednakost (5.4) za fiksirano z € R?

dobijamo da je
< p> 1/p
b jeZd

[ e - j)d""“}jezd

< (Z(/ > |f(x+k)”9(x+k—j)u(j)|dx>p)1/p

jEZd [O,I}d kezd

< (Z / (Z |f(:v+k)|‘g(x+k_j)ﬂ(j”)i’dx)l/p

jEZd[O’l]d kezd

) (/ DY \f(x+k)\|g(x+,€_].)N(j)”pdxy/p

4 JEZ? keZd

/f )o(x — f)dz ()

[0,1]
, p 1/p
[ S 1t 0t (X late — ki) ac)
[0,1]4 kezd keZzad
< e gl
U slucaju kada je p = oo dokaz je slican. O]

Za dokazivanje nekih teorema koje ¢e nam biti potrebne u daljem radu, treba
nam sledec¢a vrlo slicna nejednakost.

Lema 5.3. Neka je teZina pp w-umerena, f € LY ig € WP, p € [1,00]. Tada

{/f gz —j dx} SN
jezd

i

5.6 —j)d

56) H{/f ol - 3) x}

Za niz ¢ = {cj}jez € 5 i funkciju f € LE, p € [1,00], uvodimo semi-
konvoluciju f *' ¢ sa

(f < c)@)=> cif(z—j), zeR"

jezd

1 1—1
<N f 1L, gl 27 gl

eF

Lema 5.4. Ako f € LP , p e [l,0], ic € EL, tada je "+ neprekidno preslikavanje
iz 0}, w Lh i vazi da je

(5.7) 1F " el g < Mlellon]1f 1l 2z

84



5.2. PROSTORI SA TEZINAMA 1 OSNOVNE OSOBINE

Dokaz. Korigéenjem leme 2.6. [5] i primenom nejednakosti (5.4), za svako z € R,
dobijamo da je

I el = (/ (Z \f*'C\(x+j)ﬂ(w+j)>pdx)l/p
[

JjEZI

0,1d
P 1/p
([ Z|Z astri-put )] )
071d jeZd ' kezd
1/p
([ 160+ Dbl a2) < lellg ez
[0,1]4
Dokaz je slican za p = oo. [

Lema 5.5. Ako f € W} ic€ (), tada je
(5.8) I1f " cllwe < Nellgy 1F Iz
iakofGWjicEKﬁ,tadaje

(5.9) 1% cllyy < el 1l

Dokaz. Primenjujuéi lemu 5.1 (nejednakost (5.4)) za fiksirano z € R?, p € [1, 00)
(sliéno i za p = 00), dobijamo

1/p
14y = (X suw 17+ o+ autir)

jezdrE[O,l]d
D 1/p
< (Z sup (Z |ck\|f<x+j—k>r) u(j)p)
jezd:pé[o,l]d kezd
p\ 1/p
(Z S el sup [f(x 4 — B)|u()) )
jezd | gega  TEl0?
o\ 1/p
< X ladu) (3 (s 1+ 01ot)) ) < elly
kezd jeza \®€l0,1]¢

[]

Oznacimo sa WC}, p € [1, 00], prostor svih 27-periodi¢nih distribucija ¢iji niz
Fourier-ovih koeficijenata pripada prostoru . Za vektor T' = (11, T3, ..., T, )z
2m-periodi¢ne distribucije, re¢i ¢emo T' € WCp ako T; € WCJ, zasvako 1 <i <.
Proizvod dve 2m-periodi¢ne distribucije 7T} i Tz je 2m- perlodlcna distribucija. Njen
niz Fourier-ovih koeficijenata, ako je definisan, predstavlja Dy x Dy, gde su Dy
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i Dy nizovi Fourier-ovih koeficijenata za T i T, respektivno. Za 2m-periodi¢nu

distribuciju 7' € WC?, sa ||T|| » = oznacavacemo ¢f, normu niza njenih Fourier-ovih
.o Ho*

koeficijenata.

U nastavku ¢emo posmatrati translaciono invarijantne prostore

ZZC@ — ), {}jeza e, 1 \igr},
8 ® = (f,...,0,)7 € uw“ﬂd

Ako ® € (W})" i tezina p w-umerena, tada je prostor V?(®) potprostor (ne
mora biti zatvoren, videti napomenu 5.1) od LE 1 WP za neko p € 1, 00].

Akojer =1i{¢(-—j)|j € Z?} je p-okvir za VP(¢), tada je VP(¢) zatvoren

potprostor od LE i WP za p € [1, 00]. Takode, (£ 1 VF(¢) su izomorfni Banach-ovi
prostori. Ovi rezultati mogu se naéi u [107].

i

VP(®) = {f clb|f

Ako je funkcija ® = (¢1, o, ..., ¢,)T takva da je qu(f)éﬁ\] (&) integrabilno za
svako 1 <i,j <7, neka je r x r matrica [®, ®|(£) za svako ¢ € R? data sa

[, B](¢ [Z 0i(€ + 2kT) b, (€ + 2k7r)}

hezd 1<i<r, 1<j<r

Pokazacemo da ako ® € (£2)", tada svi elementi matrice [C/I;, <IA>](§ ) pripadaju klasi
WCL. Koriséenjem Poisson-ove formule, za ¢, ¢; € L2 isve € € RY, vazi

> Gi(€ + 2km) 6 (6 + 2km) = Y (Fi) (€ + 2kn) / 65 (t)e2miler2km iy
Rd

kezd keZd

_ Z ngz €—|—2]<?7T /¢ 27rz(§+2k7r)tdt

kezd
— Z f(bz f+2k7’(’ /(b 727” (E+2km)) tdt
kezd
= 3 (Fh)(E + 2km) (F,) (—€ — 2k) = Z(m)(&2kw><fa‘>j><s+zkw>
kez4 keZd
=N F(dix6,)(E+ 2km) = 3 FF(dy x ) (k)e* TR = 37 ¢y w6, (—k)etTiER,
kezd kezd kezd
Posto je ¢; x ¢, oi(— —k —x)dk = [ ¢i(t)¢;(t — z)dt, imamo da
r / /
S Joi 6] (k) /@ (t—k dt‘
kezd keZd pq
Z/m )[;(t — k)| w(t) dt
keZde
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< [ St slatt+ ) Y lostt+s - Rt +s— b

[0.1]4 s€Zd kezd

< 10ill 22 105l 2 -

Za r x 0o matricu G = [g;())jez4], ., neka je GGT = | 3 () (h)

Tada je jez? IShi'sr

(5.10) rang G = rang GGT.

Na osnovu Riemann-Lebesque-ove leme, Fourier-ova transformacija integra-
bilnih funkcija je neprekidna, pa zaklu¢ujemo da su svi elementi matrice [®, ®](§)
neprekidne funkcije na R%.

Posto je [, ](€) neprekidna funkcija za svako ® € (£2)" i £ € RY, onda je
skup R
{€ € R | rang[®(¢ + 2kT)]

otvoren za svako kg > 0.

> ]{30}

kezd

5.3 Okvir za translaciono invarijantni potpros-
tor od L?

Naves¢emo rezultate za p-okvir translaciono invarijantnog potprostora pro-
stora LP dobijene u radu [4]. U poglavljima 5.4 i 5.5 bi¢e pokazano da se ovi
rezultati mogu preneti na tezinske translaciono invarijantne potprostore prostora
Lr.

Posmatrajuéi p-okvir za translaciono invarijantni potprostor prostora LP, Al-
droubi, Sun i Tang [4] su dokazali da kada niz translacija kona¢nog skupa odgo-
varajuéih funkcija ¢1,..., ¢, za neko py € [1,00] ¢ni P-okvir za translaciono
invarijantan prostor V?(pq,...,¢,.) C L tada je ovaj niz takode ¢(P-okvir za
VP(p1,...,pr) za sve vrednosti p € [1,00]. Njihov rezultat dat je slede¢om teo-
remom. Primetimo da je p-okvir ustvari ©-okvir gde je © = ¢P. Prostori funkcija
koji se javljaju u ovom odeljku su veé¢ definisani u prethodnom poglavlju (za
tezinske funkcije identicki jednake 1 na R%).

Teorema 5.1 ([4]). Neka ® = (¢1, ¢a,...,¢,)T € (L) ako p € (1,00) i ® €
(WY ako je p=1,00. Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna.

(1) Prostor VP(®) je zatvoren u LP.
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(i) Familija {¢;(- —j) | j € Z4, 1 < i < r} je p-okvir za VP(®), tj. postoji
pozitivna konstanta A (koja zavisi od ® i p) tako da je

{/ f(w)d)i(x——j)dw}jezd

(i1i) Postoji pozitivna konstanta C' tako da za svako & € [—m,7|* vazi

AT <Y S Al feVR(@).
i=1

P

C, 0)(€) < [@,D](€)[D, D](€)T < C[D, D) (E).

(1v) Postoji pozitivna konstanta B (koja zavisi od ® i p) takva da je

Bl < inf Y IDillp < BIflle [ € VH(@).
f:z:l@bi*’Di i=1

(v) Postoji ¥ = (1,%s,...,10.)" € (L®) akop € (1,00) i ¥ € (W) ako
je p=1,00, tako da za svako f € VP(®) vazi

f= ZZ Fobi(- = )il — ) ZZ Fri(- = (- = ).

=1 jezd =1 jezd

Iz uslova (v) teoreme 5.1 imamo da je VP(¥) = VP(®). Ovo zajedno sa
implikacijom (v) = (1) daje da je {¥;(- —j) | 1 < i < r, j € Z%} p-okvir za
prostor VP(¥) = VP(P). Stoga, {¢;(-—j) | 1 < i <1, j € 74} se moze posmatrati
kao dualni p-okvir za familiju {¢;(- —j) | 1 <i < r, j € Z%}. Zakljucujemo da je
p-okvir za VP(®) ujedno i Banach-ov okvir za taJ prostor.

Napomena 5.1. Translaciono invarijatan prostor VP(®), u opstem slucaju, ne
mora biti zatvoren. Na primer, ako je ® = X0, — X[1,2 9de je Xg karakteristicna
funkcija skupa E, tada prostor VP(®) nije zatvoren.

Kako uslov (7i7) teoreme 5.1 ne zavisi od p, onda ekvivalencije tvrdenja
obezbeduju da su osobine (i7) i (iv) p-okvira, kao i osobina zatvorenosti prostora
VP(®), tj. tvrdenje (i), nezavisne od p. Navodimo posledicu datu u [4].

Posledica 5.1. Neka ® = (¢, ¢o,...,0,)7 € (WH" ipy € [1,00].

a) Ako je familija {¢;(- —j) | 7 € Z2, 1 <i < r} po-okvir za VP (®), tada je
{0s(- —§) | j €74, 1 < i <1} p-okvir za VP(®) za bilo koje p € [1,00].

b) Ako je VP(®) zatvoren u L, tada je prostor VP(®) zatvoren u LP za
svako p € [1, 00].

¢) Ako uslov (iv) teoreme 5.1 vazi za py, tada vazi za bilo koje p € [1, 00].
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Definicija 5.1. Neka je p € [1,00), B normiran linearan prostor i J prebrojiv

indeksni skup. Familija {g; | j € J} C B predstavlja p-Riesz-ovu bazu prostora B

ako je preslikavanje (7 > {c;}jes — Y ¢j9; € B ograniceno, tj. postoji pozitivna
jes

konstanta C' tako da za sve ¢ = {c¢;}je; € (P vazi C71|

cllp <122 g5l < Cllcllp-
jeJ B

Prostor V? = {Z cig; ! c = {¢j}jes € fp} je kompletan potprostor od B.
jeT

Stoga, V? je Banach-ov ¢ak iako B nije kompletan. Definicija 5.1 implicira da su
VP i ¢P(J) izomorfni Banach-ovi prostori.

Primetimo da p-Rieszova baza za translaciono invarijantni prostor V?(®)
moze biti okarakterisana na slede¢i nacin.

Teorema 5.2 ([67]). Neka je p € [1,00) i vektor ® dat kao u teoremi 5.1. Tada
je{di(-—3) | j €74 1 <i<r} p-Riesz-ova baza prostora VP(®) ako i samo
ako postoji pozitivna konstanta C takva da je C~'I, < [&D, (f)] (&) < C1,, za svako
€ € [—m, 7|, gde I, oznacava jedinicnu r X r matricu.

Kao posledice teorema 5.1 i 5.2 dobijeni su sledec¢i rezultati.

Posledica 5.2 ([4]). Neka ® = (¢1,...,6,)T € (L®)" akop € (1,00) i ® € (W)"
ako je p = 1. Ako je {¢;(- —j) | 7 € Z¢, 1 <i < r} p-Riesz-ova baza za VP(®),
tada je {¢;(- — j) | 7 € 24, 1 < i < r} p-okvir za VP(P).

Imamo da je p-okvir za VP(®) ujedno i p-Rieszova baza tog prostora ako
postavimo neke dodatne uslove koje mora da zadovoljava funkcija ®. Taj dodatan
uslov je da matrica [®, ®](£) bude invertibilna za neko & € [—, 7]%. Ocigledno je
to uvek ispunjeno kada je r = 1 (izuzev u trivijalnom slucaju, tj. kada je & = 0).

Posledica 5.3 ([4]). Neka ® = (¢1,...,¢,)" € (L®)" akop € (1,00) i ® € (W)"
ako je p = 1. Neka je familija {¢;(- —7) | j € Z¢, 1 <i < r} p-okvir za V?(®).

a) Ako postoji & € [—m, 7] takvo da je r x r matrica [®,®](&) invertibilna,
tada je {¢:;(- — j) | 7 € Z%, 1 < i < r} p-Riesz-ova baza za VP(®).

b) Ako jer =114 ¢y # 0, tada je {¢1(- — j) | j € Z*} p-Riesz-ova baza za
VP ().

Posledica 5.3 b) istice da ako je |¢1| < M < oo i ima kompaktan nosac ili ako
je ¢1 neprekidna funkcija i opada brze od |z|~2 u beskona¢nosti, tada je nemoguce
konstruisati okvire oblika {¢1(- — j) | j € Z%} koji nisu Riesz-ove baze. Dakle,
u ovim slucajevima svaki okvir za V?(¢;) je i Riesz-ova baza za VP(¢1). Uslove
koje treba da zadovoljava funkcija ¢; tako da okvir {¢:(- — j) | 7 € Z¢} ne bude
ujedno i Riesz-ova baza ispitivali su Benedetto i Li i za p = 2 konstruisali takav

okvir ([10]).
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5.4 Translaciono invarijantni prostori sa
tezinama generisani jednom funkcijom

U ovom poglavlju pokazano je da se teorema 5.1 moze preneti na translaciono
invarijantne prostore sa tezinama generisane jednom odgovaraju¢om funkcijom
¢. Za funkciju ¢ € W su posmatrani translaciono invarijantni prostori oblika

(5.11) Vo) = { T et i |cen, ],

jezd
Ako je s =0, tada dobijamo prostor V?(¢) koji je posmatran u [4].

Naveséemo, najpre, rezultat dokazan u [5] koji ¢e nam biti klju¢an za dokazi-
vanje teoreme 5.4.

Teorema 5.3. Neka je o € W) i {o(-—j) | j € Z*} Riesz-ova baza za V().
Tada dualni generator v pripada prostoru st.

Teorema 5.4. Ako funkcija ¢ pripada prostoru () st, tada su sledeca tvrdenja
medusobno ekvivalentna. 520

i) Prostor VP () je zatvoren u L, za svako s >0 ip € [1,00].
i1) Za svako s > 0 i p € [1,00], familija {p(- — j) | j € Z%} je p-okvir za
VP(p), tj. postoje pozitivne konstante As, Bs (koje zavise od ¢ i s) tako da vazi

s

512 Alfly, <|{ [ s}

R4

<BIfly. feVip).

JEZAIEE,

iii) Postoje pozitivne konstante Cy i Cy tako da je

(5.13) 0<C1 <Y [Bla+j))P<Cy<oo, ss x€R™

jezad

iv) Postoje pozitivne konstante K} i K? (koje zavise od ¢ i s) tako da za svako
p € [1,00] vazi da je

(5.14) Kl fllpg, < inf llellp, < KSNflls, f€VI(0),
gde je
(5.15) M={e={ahem e, | F()= 3 el —H)

kezd

v) Postoji funkcija ¢ € st takva da je za svako f € VP(p) ispunjeno

s=0

(5.16) =Y L=l —5) =D (frol- =)l — ).

jezs jezd
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Dokaz. Dokazi ii) < iv) i iv) = i) su jednostavni, pa ih izostavljamo.
Dokaz v) = iv).
Neka je f= > (f, (- —j))p(- —j) i neka je skup M dat sa (5.15). Korisée-
jezd
njem nejednakosti (5.5) imamo da je

inf e, < { R/ PRy

<Al 1l

&,
Za K? = ||¢||;y» dobijamo desnu nejednakost.
Primenom nejednakosti (5.9) dobijamo da je
1fllze, < 1 fllwe, = e cllws, < lellws lelle, -

Ako je K!' = ||¢|l,n dokazali smo levu nejednakost u (5.14).
Dokaz i1) = v).

Posto ii) vazi za svako s > 01 p € [1,00], za s = 1 1 p = 2 dobijamo da
familija {o(- — j) | j € Z4} predstavlja Riesz-ovu bazu prostora V2(p). Na
osnovu teoreme 5.3 dualni generator ¢ pripada prostoru Wj Kako o € (| W}
to v € () W, i vaze jednakosti (5.16). s20

s=0
Dokaz iii) = ).

Videli smo da za funkciju ¢ € W, iniz c € €2 , p € [1, 00|, vazi nejednakost
I cllz, < llell, Il - Kakoje llp # cll s, < Il # clhys, 7a sve p € [1,00),

toza K! = ||go]|;VE, dobijamo levu nejednakost u (5.12).

Posto familija {p(- — k) | k € Z%} sa uslovom (5.13) ¢&ini Riesz-ovu bazu
prostora V2(y) (videti [5]), tada postoji jedinstvena funkcija 1) € V?(yp) takva da
je {t(- — k) | k € Z%}, takode, Riesz-ova baza tog prostora. Pri tom, funkcije ¢ i
¥ zadovoljavaju biortogonalne relacije, tj. (¥(x), p(x)) =1, (¥(x), p(z —k)) =0,
k # 0. Koristeci teoremu 5.3, imamo ¢ € () W . Kako je

s>0

(o o)(w) =) aplz —k) € V(p),

kezd

tada ¢, k € Z% moze biti izrazen u obliku ¢; = /(gp ' ¢)(x)(z — k)dx. Za

p € [1,00], imamo da je R

ex(1+ k)] ’/s@ BB (L k) d

p

/ Z|90*'C|($+j)\¢($+j—k)\(1+|k|)5dx)p

; d
lo,1]4 J€Z
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(Z o+ cl(z + ) [z +j — R (1 + |kr>s) da

: d
0,14 JEZ

sa uobi¢ajenim promenama za p = oo. Sumirajuéi po k € Z? dobijamo

Slap i) < [ 3 (S lewelta i) oo+ i = 1A+ k) ) do

kezd minJeZd kezd
p
< [ Stevdrtarm (X e+l 1+ 1)) da
0.1]4 kezd jeZd
<l Nl # el
Dobijamo da je ||l < [[¥[ly: l¢ * cll;» . Za gornju granicu u nejednakosti
(5.14) moze se izabrati da je K7 = [[¢)|| . Konacno je [[cflp < KZ||f]l 0 -
Dokaz 1) = iii).
Posto je prostor VP(p) zatvoren u L?, za svako p € [1,00] i svako s > 0, tada

za p=21is=1imamo standardnu ocenu generatora ¢, tj. postoje konstante C
i Cy takve daje 0 < Cy < Y |@(x + j)* < Oy < o0, za skoro svako z € R%. [

jezd
Posledica 5.4. Ako ¢ € (| W, , tada je VF(p) C VI(p), za svako s = 0 i sve
1<p<qg< oo 520

Dokaz. Neka je f(x) = Y cp(r — k), za neko ¢ = {cp}treze € 5, p € [1,00].

kezd
Posto je (£, C {2 , 1 < p < q < oo, primenom teoreme 5.4 dobijamo da za svako
5>0i1<p<q< oo vaz da je 1fllzs, < Bsllellyg, < Billellg, < fllp,- O

Iz nejednakosti (5.14) i (5.12) zakljucujemo da su ¢2,_i V> izomorfni Banach-
ovi prostiri za svako s > 01 p € [1,00]. Za svako f € VP(¢) imamo ekvivalenciju
izmedu inf{||c|]€5‘} i LP, -norme od f.

Kao posledicu teoreme 5.4, zatim [5, Teorema 1] i ¢injenice da je /2 C ¢%

827
0 < s9 < 81, dobijamo slededi rezultat.

Posledica 5.5. Ako ¢ € () W), tada je VZ(p) C VE(p) 2a 0 < 53 < $1 1 svako
p € [1,00]. 20

5.5 Karakterizacija prostora V?(®)

U ovom poglavlju naveden je i dokazan glavni rezultat disertacije, teorema 5.5.
Za sam dokaz ove teoreme, potrebno je dokazati nekoliko pomoc¢nih tvrdenja,
koja, takode, navodimo u ovom poglavlju.
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Teorema 5.5. Neka ® = (¢y,...,¢,)" € (W)™ i p € [1,00]. Sledeéa tvrdenja
su medusobno ekvivalentna.

i) Prostor VP(®) je zatvoren u L7,
i) Familija {¢:i(- — j) | j € 2,1 < i <1} je p-okvir za VP(®).

iii) Postoji pozitivna konstanta C' takva da je

O, 9](¢) < [@, D](6)[@, B](6)T < C[@,](€), ¢ € [-m, ]

iv) Postoji pozitivna konstanta B (koja zavisi od ® i w) takva da je

(5.17) By < i Y e, < Bl
f=_21¢¢*’ci i=1
za svako f € VP(®).
v) Postoji vektor W = (¢, ..., ¢.)" € (W])" takav da za svako f € VP(®)

vazl

f= Z Z(ﬁ Vi = )oi(- —J) = Z Z (f,0i(- = )il = J).

=1 jezd i=1 jezd

Da bismo dokazali teoremu 5.5 naves¢emo i dokazati nekoliko pomoénih lema.

Lema 5.6. Za ® = (¢1,¢9,...,0.)" € (L2)" sledeca tvrdenja su medusobno
ekvivalentna.

a) Rang r x oo matrice [EI\D(g + QjW)}jeZd ne zavisi od & € R,
b) Rang kvadratne matrice [&D, &D] () reda r ne zavisi od £ € R.

¢) Postoji pozitivna konstanta C (koja ne zavisi od &) tako da je za svako
§ € [=m,m]" ispunjeno C'[, 8](§) < [P, D)(€) [#, B ()T < C[@, 8] (€).

Dokaz.
Dokaz a) < b).

Ova ekvivalencija se direktno dobija iz jednakosti (5.10) zamenjujuéi matricu
G sa matricom [CD(f + 2j7r)] ako je jedan od rangova konstantan na R

Dokaz b) < c).

JEZY

Neka su \;(€), i € [1,7], sve sopstvene vrednosti matrice [®, ®](¢) poredane u
opadajuéi poredak, tj. A(§) = A2(§) = -+ = A.(€). Posto je [, D|(&) pozitivna
semi-definitna matrica, onda je \;(§) > 0 za sve ¢ € [1,7] i postoji r X r matrica

A(¢) takva da je A(§)TA(E) =1, i

(5.18) AT [@,9](6)A(E) = diag(M(€), ..., A (€)).
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Kako ® € (L£2)", svi elementi matrice [&D, &D] (€) pripadaju klasi WC. i tada su
Ai(§) neprekidne 27-periodicne funkcije za sve i € [1,7]. Ako vazi b), tada je
rang [, D|(¢) = ki. Stoga, \(€) > 0 zasve £ € RTi1 < i<k, i) =0
zasve £ € RY ik +1 < i < r. Iz neprekidnosti i periodicnosti funkcije \;(€),
sledi da postoji pozitivna konstanta C' takva da je C~1 < \i(€) < C, € € R,
1<i<ky.

Posto je \i(€) = 0 za svako € € R? i € [1,7], dobijamo da je C7\;(§) <
X(6)2 < CN(6), i €[1,7], € € RE Dalje je

O diag(M (€), - . Ar(€)) < ding(A(€), ..., X2(€)) < Ceiag(Ma(€), ., A (€):

Primenom (5.18), dobijamo da je

CTA)T(D, D] (£)A(E) < A(E)T[, BJ(£)[@, B)(£)TA(€) < CAE)T[D, D](£)A(E).

Kombinujuéi gornje rezultate dobijamo tvrdenje c).

Ako pretpostavimo da vazi ¢), tada prema (5.18) vazi da je

CTAE)T[@, BJ()A(E) < A()T[D, D)(£)[@, D)(£)TA(E) < CA(E)T[D, D] (£)A(€),

pa je
C ' diag(M(9), ., M (€)) < diag(W(€),. .., N (€)) < Cdiag(M(€),. ., A (€)),

za svako & € RY. Dakle, C71N(€) < N(€)? < CN(6), i € [1,7], € € RL
Zakljucujemo da je ili \;(§) = 0 ili O~ < \(€) < C za svako i € [1,7]. Na
osnovu neprekidnosti i periodi¢nosti funkcija A;(§), ¢ € [1,r], dobijamo da rang
matrice [, ®](€) ne zavisi od ¢ € R-. O

Slede¢a lema nam omogucuje zamenu lokalnog generatora d velicine r sa
lokalnim generatorom W  velicine ko € [1,r].

Lema 5.7. Neka za ® € (£2)" vazi da je rang [C/I;(E + 2j7r)} =ko =1 za sve
JEZ

¢ € RY. Tada postoje konacéan skup A, ny € [—m, 7], 65 € [0,1/4), regularna 27-

periodicna matrica Py(€) reda r sa svim elementima iz klase WC., i skup K, C 7.2

kardinalnosti ko za svako A € A sa sledecim osobinama:

a)

(5.19) U B(m.6:/2) o [=m, 7],

gde sa B(xg,08) oznacavamo otvorenu kuglu v R¢ sa centrom u tacki xq i polu-
prec¢nika 6,

b)

RO = | g

21al8) ] . EERY AeA,
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gde su Wy i Wy funkcije iz RY u C* i C"=* respektivno, koje zadovoljavaju

rang (I\/m(ﬁ + 2km) . =ko, &€ B(ny,20,)

€K

Uy (6) =0, &€ B(n,85,/5) + 2177

Dokaz. Za svako ny € [—m, 7| postoje regularna matrica P,, reda r, regularna
matrica A,, reda ko i skup Ky C Z? kardinalnosti ko tako da je

Py [®(0 + 2] oy, = { /(1)"0 ] PPy [B(E+2im)] oy, = { A"f}%‘;gl(f) }

Koristec¢i neprekidnosti od (/IS, dobijamo da su funkcije R1(£) i R2(€) neprekidne i

da je Ri(no) =0, Ra(no) = 0. Dakle, sup [|[R1(£)]| + ||R2(&)|| se moze uciniti
§€B(no,46)
dovoljno malim za dovoljno malo pozitivho d. Neka je H nenegativna glatka

funkcija na R? takva da je

_ L el <4/5,
(5.20) H(z) = { 0 g5

Ako je 0 > 0 dovoljno malo, tada je A,  + H(({ — no)/46)R1(&) regularna
matrica reda kg za svako ¢ € R% Za ¢ € R? neka je

g (€) = Ay + > H((€+2jm = m0)/(46) ) B (& + 24m)

JEZ

B(€) = S H((€+2jm — m0)/(28) ) Ral€ + 24m).

jezd

Imamo da je

G (n) = / o (€)7 e

[0.1]d
_ §+25m —no . omien
_ /(AnO+ZdH( = >R1(§+2jﬂ) e2mEm g
[0,1)4 jez
< 2mién é 2mign
< [ agemeracs [ () m@ennag
0.1]¢ 0,1]¢
<Oy + / H<%>R1(§)e2“i5“d£
0.1]a
<Oy + / H<%)Pnocf>(g)e2mf’”dg
0.1]a
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<C +U]—"‘1<H<$)<f>) (n),

<t [ a(g)meesra< s [ (5 Pbo

[0,1)¢ [0,1]¢
~r—1 “\& "
<COF (H(2—6>q>>(n) N4
gde su C’ 1 C” pozitivne konstante za n =01 C' = C” =0 za n # 0. Posto je
S [ammwn) < T S FH (H(/(49)8) jon) +
nelNd nelNd

<CY  |F'own) +C" < C|@|,,

nclNd

> B ()| w(n) < @],

nelNd
dobijamo da su £} norme nizova Fourier-ovih koeficijenata funkcija a,, i Gy,
ogranicene sa gornje strane sa C||®||,., gde je C pozitivna konstanta. Dakle, svi
w

elementi matrica o, (&) i 3,,(€) pripadaju klasi WCL.

Neka je Py, (&) = Py, + [ 8 _ﬁ"‘)(f)éam(é))l ], za svako & € RY. Tada

je P, (&) 2m-periodi¢na regularna matrica reda r i svi njeni elementi pripadaju

klasi WC.. Posto za svako £ € B(ng,85/5) vazi da je ay, (&) = A, + Ri(€) i
Pno(§) = Ra(§), to je
Ano + Rl (g)

521 RuOE + e, = | O | e Bm s
gde je 0 < 0 < 1/4 dovoljno malo.
Neka su 11117770 = (¢17770,17 e a,lvbl,no,ko)T 1 \112,770 = (770277]0’1, Ce 7¢2,n0,r—ko>T dati sa

(522) \:\I\llmo(f)

] =P, (§)2(§), £eR’

Kako svi elementi matrice P, (¢) pripadaju klasi WCL, to ¥y, € (LL)* i Wy, €
(LP) =R ako ® € (LP)". Koristedi jednakosti (5.21) i (5.22), dobijamo da je

(5.23) Uy (€ +2km) =0, &€ B(ny,86/5), ke K.
Takode, za & € B(no,8/5) imamo rang [A,, + R1(£)] = ko i vazi da je
rang [ 4710 + Rl (5) R 0 ]
\1117770 (6 + Qk/ﬂ) \11277]0 (6 + le’ﬁ) k' eZd\Ky
{I}l 70 (f + ka)
rang \1127770 (5 + 2k7T) ) rang |: (E + W)]keZd 0
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Dakle, \TJQ,UO(f + 2k'T) = 0 za svako £ € B(1,80/5) i k' € Z\ K,. Na osnovu
jednakosti (5.23) dobijamo da je Wy, (£) = 0, za svako £ € B(no,80/5) + 27Z.°.

Neka je dp izabrano tako da je 0 < dy < 1/4 i nesingularne matrice P, (§),
Apy + H((€ —mo)/(460)) R1(£), £ € R, 1 A,y + R1(€), € € B(no, 4d), zadate kao
u gornjem delu dokaza. Zbog kompaktnosti intervala [—m, 7]¢ u RY, za fami-
liju otvorenih kugli {B(no,d0/2) | o € [—m, 7]}, koja pokriva [—m, 7]%, postoji

konacan skup A takav da je |J B(m,0x/2) D [, 7% Za takvo konaéno pokri-
AEA
vanje, odgovarajuce matrice Py(§), Uy, 1 Wy, gore konstruisane, zadovoljavaju

osobine ove leme. O

Napomena 5.2. Iz (5.19) direktno sledi da postoje 2m-periodicne glatke funkcije
hy, X € A, na R? takve da je supp hy C B(ny,05/2) + 2772 i Y hy(§) =1 za
svako € € RY. AEA

Sledeéi rezultat je o £P i W! oceni funkcije ¢ u blizini tacke & tako da je
(& + 2km) = 0 za svako k € Z%.

Lema 5.8. Neka ¢ € LP, ako p € [1,00) i ¢p € W] ako je p = co. Pretpostavimo
da je > ¢(-+j) = 0. Tada za sve funkcije h na R za koje je

(5.24) [A(x)] < C(1+ |z~
(5.25) [A(x) = h(y)| < Cla = y|(1 + min(|z], [y[) """,

2—nd = 0.

P
L

> h(27))e(- —J)

=

vazi da je lim

n—oo

Dokaz. Za ¢ € LF, , p € [1,00), vazi da je
» 1/p
follr, = ([ (3 loto+ |t ) a) <o

Na osnovu Lebesque-ove teoreme o dominantnoj konvergenciji za svako ¢ > 0
postoji Ny > 2 tako da je

([ (X towsa ws<x+j>)pdm)l/”<g.

[071]d |3|2N0

Neka je ¢1(x) = d(z)xon, (¥) + > é(x + j)Xona(2), gde je xr karakteristicna
|71=No

funkcija skupa Oy, = U (5 +[0,1]%). Tadaje Y. é1(z+7)= > ¢(xz+35) =0

|7]<No jEZ4 jezZd
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i vazi da je

o= ollz, = ([ (1o olto + 0y sl +0)) o) v

f0.1] kezd
< / (Z ’cb(chrk) Xow, (@ + k)
0.1]4 kezd
» 1/p
_|_Z ¢(x +j+ k) xpae(x + k) — ¢($+k)‘ws(5’7+k>) daz)
l71>No
<o [ (T ottt +) dx) <2
o 191>No

Posto je supp ¢ C {x | |z] < No + d} dobijamo da je

|27 37 he i) (6@ = ) = du(a - ) o

jezd -
<2 3 [ (o =)~ ante - )|,
jezd ”
<27 ) [hR7DIG - dully, < Ce,
jez?
i
o (et
[0.1]d kezd  jezd
p

— 9—ndp / ( 3 ) > (h27) = h27R))gu(x — j + k) |wa(z + k>) dz

d 5 d
[071]d kezZ® jeZ

< 2 ndp / <Z 3 Czﬂj,_ k| )S+d+1‘¢1(a;—j+k)|ws(x+k))pdm

014 kEZd]eZd 1 + 277 min{|j|, [k[}

<2—”dp<z Cl(NO)Q”“‘::(ﬁl)p /( > \¢1(x—j+k)!ws(x—j+k)>pdx

ws(k b
< 2_"p(d+1)Cg(No)(Z ") s+d+1) 617

iz (1+277[k])
< 2fnp(d+1)03(]\[0)(||¢||£55 + 2€)p < (||¢”,cgs + 2€)p€p’

kadajen > 1/pln(C5(Nyp)/¢), gde je Ny = No+d i C;(Ny), i = 1,2, 3, su pozitivne
konstante koje zavise od Ny, d i konstante C' iz nejednakosti (5.24) i (5.25).
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Dokaz tvrdenja za ¢ € Wj i p = o0 je slican prethodnom sa odgovarajué¢im
modifikacijama za p = oo. O

Lema 5.9. Neka je p(z) = e’ o> 0,0< 3 < 1, i ¢ €L akop € [1,00) i
o€ VV1 za p = 0o. Pretpostavimo da je Y ¢(-+j) = 0. Tada za svaku funkciju
h na ]Rd za koju je jezs

|h(3§')| g Ce*(a+d+1)|1|ﬁ i ‘h(.’ﬂ) . h(y)l g C‘:C o y‘e*(a+d+1)(1+min{|z|ﬁ7|y‘ﬁ})7

vaZi da je lim 27" =0.

n—oo

> hm)et— i),

jeZa

Dokaz. Neka ¢ € LI za p € [1,00) i neka je ¢1 kao u prethodnom dokazu.
Tada je 30 01( + ) = Syeza @l + ) = 01 6 — bl < 22 Posto je
supp ¢1 C {x | || < No + d} dobijamo da je

[ 37 ey (o0 = ) = drte = ),

jezd

p<05
1

oy / (Z ‘ SR ) — g+ ]C)‘/L(:C + k))pdx

d 4 d
[071](1 kez ]EZ

= 9~ndp / <Z ) Z (R(27") — h(27"k)) ¢ (z — j + k)‘,u(x + k:))pdx

d 5 d
[0,1](1 keZ jGZ

o lj — K| . p
s? @u/<§:§:(Mﬂluzwmmmw}WﬂI—J+@m@+k)(M

d d

<o (3 GURBWN [ (5 Jo—i e Rlnta s +0)) ao

kezd [0,1]¢ |k—j|<N1

< 27np(d+l)0 (N ) Z /,L(k) PH¢ Hp
= 21470 ela+d+1)(1+2-"k|?) Higy,

kezd

< 2N (No) (1l g +22)" < (1l g +22) e,

kada je n > 1/pln(C5(Ny)/e), gde je Ny = Ny +d, a Ci(Ny), i = 1,2,3, su
pozitivne konstante koje zavise od Ny, d i konstante C'. O

Lema 5.10 ([4]). Neka je (X|| - ||x) Banach-ov prostor, (Y, || - |ly) normiran li-
nearan prostor i T linearan ogranicen operator iz X u'Y . Ako je ||ly| = 1nf ||| x
zay € R(T), tada je (R(T), || - ||) Banach-ov prostor. =

Dokaz. Koriste¢i osobine norme u prostoru X i osobine ogranicenog linearnog
operatora, lako se dokazuje da je || - || norma na R(T).
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Neka je {yn},en Cauchy-jev niz u R(T). Bez gubljenja opstosti, pretposta-
vimo da je ||yni1 — ynll < 27", za sve n € IN. Na osnovu definicije norme || - ||,
postoji niz {x,}, . takav da je T, = yny1 —yn i ||7n]ly < 27", n € N. Iz
kompletnosti prostora (X, | - ||) i ¢injenice da red ) ||z, |y konvergira, imamo

nelN
z= Y 1, € X1y +Tz € R(T). Kako je |Tz|y < |lz|y za svako z € X,
nelN
dobijamo

v — v1 — T] \HT(Z )

o0
<Yl =0 0
k=n

k=n
Zaklju¢ujemo da svaki Cauchy-jev niz u prostoru (R(7T), ||-||) konvergira u njemu,
tj. (R(T),|| - II) je Banach-ov prostor. O

Kao posledicu prethodne leme dobijamo rezultat koji ujedno dokazuje im-
plikaciju i) = i) teoreme 5.5.

Teorema 5.6 ([4]). Neka su (X, | -|lx) ¢ (Y,| - |ly) dva Banach-ova prostora i

T ogranicen linearan operator iz X u Y. Ako postoji konstanta C' takva da je

CHylly < injf |lz]|x < Cllylly za svako y € R(T), tada je R(T) zatvoren u'Y .
y=Tz

Sada mozemo sprovesti Citav dokaz glavne teoreme.
Dokaz. (Dokaz teoreme 5.5)
Dokaz iv) = 1).
Ova implikacija je neposredna posledica leme 5.10 i teoreme 5.6.
Dokaz tvrdenja v) = ).

Ako vazi v), tada koris¢enjem nejednakosti (5.5) imamo da je

inf 3 | hsemlly < 30 [{CF 0 = 90}

=3 ¢ix'ct i=1
=1

a

)

<l S il < BilFlLp.
=1

gde je B =) ||1i|lw: pozitivna konstanta.
i=1

Akoje f=> ¢ ¥ ' € VP(®), tada primenom nejednakosti (5.9) vazi da je
i=1

[IPS

'
S aee
=1

<D ldillwa e ezl < € 3 I jezell -
i=1 =1

Wy

Dokaz tvrdenja v) = ii).
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Koriséenjem nejednakosti (5.9) dobijamo da je

1£llg < 1Al < €32 |G 00 =30}z

2

Desnu stranu nejednakosti dobijamo primenom nejednakosti (5.5), tj.
i=1

Dokaz turdenja i) = ii).
Neka je ko = min{rang [EI\)(f + 2k7r)}kezd | ¢ € R?}. Oznacimo sa €y, skup

svih € € R? za koje je rang [@({ - Qkﬂ)}kezd > ko. Tada je 4, # R Dovoljno
je pokazati da je Qf, = @ (videti lemu 5.6).

< Bz

“

Ako pretpostavimo da je Q, # 9, tada prostor V?(®) nece biti zatvoren u L,
za p € [1,00], pa je dovoljno konstruisati funkciju I u L zatvorenju od VI (®)
takvu da se F' ne moze napisati u obliku » ¢; #’ ¢ za neko ¢ € Eﬁ, 1< <.

i=1

Posto je €, otvoren skup, njegova granica 0€), je neprazan skup. Za svako

&o € 0N, je rang [ZI\)(EO + 2k7r)] = ko i za svako 6 > 0 je

kezd

max { rang [&)(5 + 2]€7T>]kezd | £ € B(&,0)} > k.

Na osnovu leme 5.7 postoje regularna 27-periodi¢na matrica P, (£) reda r sa svim
elementima iz klase WC., 6y > 0 i skup Ky C Z? kardinalnosti ky. Neka je Ue,

dato sa ~

T _ e | Yie(©) } d

Te (€)= P ()D(6) = | ~ R

O R©=ROFO =] 30 | cew

takvo da je
(5.26) rang [Uy ¢, (€ + 2km)], . = ko, € € B(&,200)
(5.27) Uye (6o + 2km) =0, ke Z4,
(5.28) Ung, (6 +2km) =0, k€ Ko, € € B(&,200),
(5.29) Uag,(€) #0, €€ B(&,d) + 272,

za sve 0 < 6 < 20g.

Posto ® € Wi P (&) € WCL, imamo da ¥, € W. Neka je H nenegativna
glatka funkcija zadata sa (5.20) 1 H, ¢, (&) = > H(2"(§ +2km —&)), n > 2, za
svako ¢ € R?. Primetimo da je ez

(530} Hm,éo(g)Hng,Eo(f) = Hn2,£o(f)7 2 <y < g, 5 € Rd'
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r—ko )
Neka je operator T, ¢, : (¢0)" 7% — LP dat sa Ty, : ¢ — Z:l (Va0 ¥ Hpg,) ¥
gdejec=(c',,...,¢")T e (7)) % Oznacimo sa H, ¢, niz Fourier-ovih koe-
ficijenata 27-periodi¢ne funkcije H,,¢,(€) i neka je Wo gy = (Voo 1, - -+ Vagor—o) - -
Koriséenjem nejednakosti (5.7) imamo da je

r—ko r—ko

||Tn,§oc||Lz < Z H¢2,§o,i * Hn,ﬁng}g Z ||Ci||éﬁ‘
=1 i=1

Posto je
(V2600 Hug) () = Y Hi o i+ — j)
jEZ4
=2 (/ neo(€) € d§> bagoil - —J)
JEZ o1

iz jednakosti (5.27) i Poisson-ove sumacione formule imamo da je

Z e—27r1§0 wzg ( _]) —0.

jeZ4

Ako je h = F'H u lemi 5.8, dobijamo da je Lm ||(¢oei % Hng,)||» = 0,
1 <2< r—ky. Konacno je

(5.31) Tim || T,,g,]| = 0.
Neka je H(z) = H(2z) — H(8z) i Hoe (&) = S H(2"(E+ 2km — &)), n > 2.
Imamo da je kezd
Hog(€) =) H(2"(€ +2km — &))
kezd
_ Z( (2-27(¢ + 2k — &)) — (8-2"(£+2k7r—§0)))
kezd
-y ( H (2" (€ + 2k — &) — H(2"7(€ + 2k — fo))>
kezd
= > H@ME+ 2k — &) — Y H(2™(E + 2km — &)
kezd kezd

= IIn41¢ (é) - Hn+3,§0 (5)
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Koriséenjem jednakosti (5.30), dobijamo da je

Hip ey (€)Hyp gy (€) = (Hps16,(€) — Hn+3,£o<§>)Hj,§o<§>
= Hyp16,(8) = Huyz60(§) = Hngy(§)-

Neka je operator fn,ﬁo L (fn) R — LP zadat sa

r—ko

(5.32) Toeo: (e @) = (i ¥ Hyg) ¥ €,

=1

gde je ﬁn@ niz Fourier-ovih koeficijenata za 27-periodi¢nu funkciju f[n@ (&). Za
2m-periodicne distribucije H, ¢, (§) i ﬁn,{g (&) sa nizom Fourier-ovih koeficijenata
H, ¢, i Efmgo, respektivno, proizvod H, g, (£)f[n,§0 (&) je 2m-periodi¢na distribucija
sa nizom Fourier-ovih koeficijenata datim sa H,, ¢, * ]Tfmgo. Koristeci ovo, imamo

da je
’¢250z ( n&o*Hnﬁo)

|
- H Z anfo * Hn,éo)(])@bz,go,i(' —j)‘

¢2§ol ( TLEO*Hnﬁo)

jezd £
_HZHNSO ZHN&) ¢2§ol('_ >‘£”
kezd jezd "
- Po\#
(] 3 fus ) X e~ sl +a = fute +) ) o)
l0.1)4 a€Zd  kezd jeZ4

< Hgollgp 192600 ¥ Hustoll oo < I Hugolls 192260 ¥ ol -

Na osnovu (5.31) i ¢injenice da postoji C' > 0 takvo da je ||1’;Vn750||€1 < C za svako
~ e — I3
n € IN, dobijamo da je || T ¢l < [[HngllpnllTngll i1 lim [T, ¢ = 0. Prema
I n—oo
uslovima (5. 29) (5.31), postoji podniz {ng}ren takav da je ngr; > ng + 8,

1T, cl #01 Z [Ty 41|l < 27%. Neka je ¢ € (¢£)"* izabrano tako da je
: T n Tn ,
(5.33) ||an||£,; =1 1 HTnk,&oC kHLﬁ > H ;50“7

i neka je ¢ (&) Fourier-ov red sa nizom Fourier-ovih koeficijenata ¢™. Za do-
voljno veliko kq, zadajmo Fj, s > kq, sa

E(6) = > k(Hupeo (€) — Hupran (€)™ (6) T, (€)

k=k1

= Z k(an,ﬁo (é) - an+4,€0 (5)) (07 " (g)T) P&) (5)6(5)

k=k1
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P F sa F(§) =Y k(Huyeo(§) = Hupragn(§) ™ () Wag (€). Neka je 2781 < 4.

k=ki
Dokazimo da F' pripada L zatvorenju prostora V?(®) i da funkcija F' ne moze
T

biti zapisana u obliku Y ¢; #' ¢’ za neko ¢’ € 1< i

=1
Iz konstrukcije funkcija Fy i F, imamo da F, € VP(®) za sve s > ky 1 da je

1B, = Flly < 32 k[ (Huneo(©) = Hupra ()™ (€7 T2 (€))
k=s+1

<Y kb(ITusaeol + 1 Tupell) = 0, s — oo,

k=s+1

L.

Time je dokazano da F' pripada L, zatvorenju od VP(®).
Dokazimo sada da F' ¢ VP(®). Ako pretpostavimo da F' € VP(®), tada je

~

F(&) = A(6)TD(€) za neku 27-periodiénu distribuciju A(¢) € WCh. Posto E,(¢)

i ﬁ(f) imaju nosace sadrzane u B(&,27%) + 27Z% za svako s < k;, moZemo
pretpostaviti da je supp A(€) C B(&, do) + 277 za dovoljno veliko k;. Ako je
A" (P (§)) 7 = (Au(§)", A2(§)"), tada je

A T1() = (—A2(6)" + D7 k(Huo () = Hupr10(€))™(6)") Ty (6).

k=k1

Posto je A1(§) 2r-periodicna distribucija u WC,, i supp A;(€) C B(&, &) + 272,
iz (5.26), (5.28) i poslednje jednakosti sledi da je A;(§) = 0. Dobijamo da je

(5.34)  Ay(6)TWag (€ Zk oo (€) = Hupra.60 (€)™ (€)TWa o (€).-

k=k1

Kako je ng11 = ng + 8 i vazi (5.30), to je

ﬁnkio (f) (anc,fo (5) Hn' +4,%0 (f)) =
= (anJrl £o (5) - an+3 o <€>>Hn§w§o (f) - (an+1750 (5) - an+3,£o (5))HN’ +4,80 (6)

nk+1 &o (E) nk+3 &o (f) - an+4,£o (f) + an+47€o (f) = j:[nkéo (5)7 k= klu
= n 50( ) n fo( ) Hn§6+4,§0(€> + Hn;€+4£o(€) = 07 k< kl;
nk+1 &o (5) nk+3 &o (5) - an-&-l,ﬁo (f) + an+3,§0 (5) = 0, k> K.
Ovo zajedno sa uslovom (5.34) daje
(5.35) Hyy0(6)Aa(€) W2, (€) = kHy, g, (£)¢™ () W2, (€).

Korig¢enjem uslova (5.33) i ¢injenice da je ||Th, ¢ || # 0, dobijamo da je

||Tnk,§0 H
2

k&0

171 (k Ho 0 (€)™ () Wy ()|, >

104
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1F 7 (Hu 0 () A2(6) W0 () [ 1 < | T [[1142(6) .

sto je u kontradikeiji sa uslovom (5.35).
Dokaz turdenga i) = v).
Neka je

B = BT | IO e,

gde su hy, P\(§) and \Tfl,)\ zadati kao u lemi 5.7. Funkcija Hy(£), ¢ € RY, je

2m-periodiéna glatka funkcija takva da je Hy(§) = 1 na skupu supp hy i Hy ima

nosac sadrzan u B(ny, dy) +277Z4. Tada, koriséenjem leme 5.7, imamo da By(£) €

WCL. Zadajmo ¥ tako da je \f’(é’) = Y ha(€) BA(€)®(€). Posto @ € (W), onda
AEA

U e (W))". Zasvako f € VP(®) neka je

g(@) =YY {f iz —j))di(x —j), = €R"

i=1 jezd
Dokazimo da je f = g.

Za svako f € VP(®) postoji 2m-periodic¢na distribucija A(§) € WCY, takva da
f(f) = A(f)T(IS(f). Na osnovu leme 5.7 imamo da je

(&),

Q)
S
I
D
~

~
=
=
~
KH)
D
I
2
D
S~
e
>
>
m
>
o,
~
KH)

pa je

AEA
= Sm@© a7 n© | 9 | [Ba© o

AEA

A A Mol R
= Som© a7 pi | 1@ |~ aerde - fio,

AEA

Dokaz turdenga i) = iii).

Neka je kg = min{rang [El;(f + Qkﬂ)]kezd | € e Rd} i Q, skup svih £ € R? za

koje je rang [Cf(f + 2k7r)] > ko. Tada je Q, # R%. Dovoljno je dokazati da
je Qko = .

kezd
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Pretpostavimo da je €2, # @. Neka je ng takvo da je 27" < §y i «v, dato sa

an(f) = [‘1/1,507 ‘111,60] (50) + Hn,ﬁo (5) ( [\Ijlém \111,50} (5) - [\1117507 ‘1/1750] (€O)>7 f € Rda
gde su &, & € Oy, Wiy, Pey(€), Hpeo(€) i Hpe,(€) kao u dokazu i) = iii).
Kako je [V, V1] (€) neprekidna funkcija po & € R, koriste¢i uslov (5.26),
dobijamo egzistenciju i regularnost matrice «a,, za svako n > ngy. Posto je

Hn,éo (g)Hn,Eo (f) = Hn,fo (5)7

imamo da je

Nﬂ,fo (5) [(1;17507 (I;LEO] (50) + ﬁn,{o (é)Hn,SO (5) ( [(I}Lﬁoa \/I}l’i)] (f) - [(1}17507 {1}1750} (50))
\Ijlafo’ ‘111750] (50) + Hn,&o (5) [lDLEo’ \IJLEO] (g) - Hn,fo (g) [\Ijlém \111,50} (50)

Zakljucujemo da je o, (&) = [\Tfl&),@l@} (€), za svako £ € RY. Za svaku 27-
periodicnu distribuciju F' € WCJ, za n = ng + 1 neka je g, dato sa

16, () } .

(5.36) Gn(€) = ﬁn,&)(f) (—F(g)T [{1\’1,507 {1\11,50} (’f)(an(g))*l’ F(g)T) { 5y P

Primetimo da g, € VP(®) i da je

[0 U16] (€) o

. ( PO [Ba Br] ()0 (6) 7 FO7) | %Qﬁjﬁ %ﬁﬂ o)
= Hg,(€)(—
+

F(¢)") [‘1’2’&: Wi6,] (€) (an(©) ™ [0 1.6, (€)
(é)F(g) [/‘1\’2,507}’1,50} (é) B R R
H, 60 (f)F(f)T [\PQ,an qjl,fo} (f) + anfo (g)F(g)T [\I[ZE()? qjl{o} (5) =0.

Koriste¢i nejednakost (5.32) dobijamo da je

1[G 2)©l,s, =

€

/
CHgnHLp H]: ( n§0 ‘11260 )Hlpr ( 7150 \Ij2£0

Posto je lim ||(t2¢, *' Hn@)Hﬁp =0,1<i<r— ko, to je

lim |77 (Ho,g(€) Wa0(9)) ||y = lim [|F 7 (Hogy () W20(€)) || o = 0-

n—oo n—oo
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~

Zakljucujemo da postoji niz p,, n > ng, takav da je [|[gn, PI(E)[len . < pullgnllry i
lim p, = 0. Kako je

C Eael, - { [ seraie=7as

= CHgn“pr

b

JEZA

dobijamo da je g, = 0 za svako n > ng + 1. Ukljuc¢ujuéi ovo u jednakost (5.36),
dobijamo da za svaku 27-periodicnu distribuciju F' € WC}, i svako n = ng + 1
vazi da je

(5.37) Hyy () [ W10, Urgy] (6) (n(€)) ™ Wi (€) = Huvgy (€) Vg, (€)-

Korigéenjem uslova (5.26) i (5.27), imamo da je

~ ~ = 12 o
Hn,io(ﬁ) [\111,507 qjl,{o](f) (O‘n(g)) \111,50(5) =0, f € B(§07 27 1) + 27TZd‘

Iz jednakosti (5.37) koja vazi za svako n > ng + 1 dobijamo da je {1}2750 () =0za

svako £ € B(&,27"3)+27Z%. Time smo dobili kontradikciju sa uslovom (5.29).

Ovim smo zavrsili dokaz tvrdenja ii) = 4i7), a samim tim i dokaz teoreme. [

Napomena 5.3. U radu [89] iskoriséena je (P-stabilnost operatora sinteze (videti
(101, Corollary 3.3]) i u skladu sa tim dat drugaciji dokaz teoreme 5.5.

Sledece tvrdenje je direktna posledica teoreme 5.5.

Posledica 5.6. Za ® = (¢y,...,¢,)" € (W) vaze sledeéa tvrdenja.

a) Prostor VP(®) je zatvoren u WP za svako p € [1, 00].

b) Ako je familija {¢;(- — j) | j € Z%,1 < i <1} po-okvir za VI°(®) za neko
po € [1,00], tada je {¢5(- — j) | j € Z%,1 < i < r} p-okvir za VP(®) za svako
p € [1,00].

c) Ako je VI°(®) zatvoren u LI za neko py € [1,00], tada je VP(®) zatvoren
u L¥ za svako p € [1,00].

d) Ako vazi (5.17) za neko poy € [1, 0], tada vazi za svako p € [1, o).

5.6 Veza sa periodi¢nim distribucijama i ultra-
distribucijama

U ovom poglavlju pokazano je u kakvoj su vezi dualni prostor Fréchet-ovog
prostora Q\; V(’i a2y 1»(®) i prostor periodi¢nih distribucija. Posmatrane su za-
s 0

tim funkcije subeksponencijalnog rasta i pri tom dobijena veza sa periodi¢nim
ultradistribucijama o kojima je bilo re¢i u poglavlju 3.5.
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Posto su #%, i V? izomorfni Banach-ovi prostori za svako s > 01 p € [1,00],
imamo da je Vﬁ(@) C VE(®)za 0 < sy <51, p € [l,00. Nekaje Xp,, p € [1,00],

Fréchet-ov prostor dat sa X, = () VP(®). Jasno je da je Xp, gust u VP(P)
s€lNg
za svako s € INg. Odgovarajuci prostor nizova je Qr, = (] £, p € [1,00],
s€Ng
tj. prostor brzo opadajuc¢ih nizova s. Na osnovu posledice 5.6 zakljucujemo da

definicija prostora X, ne zavisi od p € [1,00]. Dakle, koristicemo oznake Xp
i Qr umesto Xg, i Qr,, respektivno. Familija {®(- — k) | k € Z?} predstavlja
F-okvir za Xp, jer je Banach-ov okvir za svaki prostor V?(®), s € INy.

Odgovarajuéi prostor funkcija za prostor s je prostor brzo opadajuéih funkcija

={F 1 lm= sup {0+ 222 (@)} < 0o},

n<m, z€R4

Njegov dual je &', tj. prostor temperiranih distribucija. Dakle, dualni prostor
X} Fréchet-ovog prostora X je izomorfan sa komplementiranim potprostorom
prostora temperiranih distribucija.

Oznaéimo sa P(—m, m)¢ prostor glatkih 27-periodi¢nih funkcija na R? sa fami-
lijom normi

Ole = sup {[6V(D)]}, ke N

te(—m,m)d
Ovaj prostor je Fréchet-ov prostor i njegov dual je prostor 2m-periodi¢nih tem-
periranih distribucija. Oznacimo sa P’'(—n, 7)¢ prostor periodiénih temperiranih
distribucija.
Teorema 5.7. Neka ® = (¢1,...,¢,)7 € N(WH" i ¥ = (Y1, ...,%,.)T njegov

s20
dualni okvir (u skladu sa uslovom v) iz teoreme 5.5). Tada je

Xp = }—_1<zr: P P(—W7ﬂ)d>a Xp = ]:_1<zr:@/;i P, W)d>>
i=1 =1

u topoloskom smislu. Neka je
=YYl -peXe i P2 Y it e X
k=1 pezd =1 jezd

Dualno uparivange je dato sa

(5.38) )= 30 (B0 3 i<, 3 che )

i=1 k=1 jezd pEZd

geje f=3 5 (- —p) e Xp i F=Y 3 dits(- — j) € X}

k=1 pezd i=1jezd

Specijalno, imamo da je /gpiwkdt = /@(g)@(-g)dg =0, 1 < i,k <r.

R4 R4
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,
o k . 2mip-& . d ..

Dokaz. Posto kglpezm cye’™t € P(—m, )¢, dobijamo strukturu f € Xp kao u

teoremi. Isto obrazlozenje vazi za XF.

Na osnovu éinjenice da je (F(z), f(z)) = (F(€), f(—g)), vazi jednakost (5.38).

Nekajedf]:@k,i:1,...,r,id§-:O,j#O,inekajec’g:&kzak::1,...,7“
ich=0,p#0. Dobijamo da je

(F(E), 1)) =D (i), ou(—E)diy, ch) = / Vo (€) ko (—€)dE, 1 < ko <

i=1 k=1

Sa druge strane, f(x) = (f(z), Yr, ()P, (x) 1 f = ¢r, za neko 1 < ky < 7, pa
je (f,vr,) = 1. Posto je F = iy, vazi da je (F, f) = (f,1¥x,) = 1. Konacno,
dobijamo da je

/ GOV (—E)dE = 6y 1 <isk <1
Rd
]

Mozemo posmatrati i subeksponencijalne tezine p = ek|””‘5, kelN, pge(0,1),
i odgovarajuce prostore VP (®) i njihov presek Xff 12 = (N VP (®). Kako je prostor
kEN

X}@ Fréchet-ov i ne zavisi od p € [1, 00|, koristimo oznaku Xff). Odgovarajuéi
prostor nizova je s = kﬂ]N 8, tj. prostor subeksponencijalno brzo opadajucih
€

nizova koji odreduju prostor periodi¢nih temperiranih ultradistribucija preslika-
vanjem
s 3 (a;)jeze < Z aje’t € PO (—r ).
jeZd

5.7 Konstrukcija p-okvira

U ovom odeljku date su dve konstrukcije prostora VP (@), k € Ny, sa speci-
jalno izabranim funkcijama ¢4, ..., ¢ koje pod odgovaraju¢im uslovima generisu
Banach-ov okvir za translaciono invarijantni prostor V7 (DF).

U prvoj konstrukciji posmatrane su funkcije ¢;, i € Z, ¢iji je niz Fourier-
ovih transformacija sa kompaktnim nosac¢ima. Osobine konstruisanog okvira
garantuju stabilnost i neprekidnost rekonstrukcionog algoritma u prostoru V, (®F)
(videti [115]). Takode, za odgovarajuéi izbor funkcija, familija {¢;(- — k) | k €
Z,i=1,...,r} predstavlja Riesz-ovu bazu prostora V(®). Ovi rezultati su, za-
tim, uopsteni na visedimenzioni slucaj. Konstruisan je niz okvira za translaciono
invarijantne potprostore prostora L?(R9).
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Drugom konstrukcijom dobijena je Riesz-ova baza prostora V/f(\If), za ¥ =
(Y1, ..., )T, gde su funkcije ¢, 1 < i < k, konkretne funkcije sa kompaktnim
nosacima.

5.7.1 Okvir {¢;(-—7j)|j€Z,i=1,...,r} za koji su funkcije
oi, © = 1,...,r, sa kompaktnim nosac¢ima; jednodi-
menzioni slucaj

Neka je 6 glatka nenegativna funkcija takva da je suppf = [a,b], b > a,
a,b € R. Neka je ¢(z) = F1(0(- + k7))(z), * € R, k € Z. Na osnovu Paley-
Wiener-ove teoreme, ¢, € Wi(R), k € Z. Funkcije skupa {¢;,, di, ..., di, }
predstavljaju n uzastopnih funkcija ako je i, = 4,1 + 1 za svako r =2,... k.

U zavisnosti od nosaca funkcije 0, razlikuje se rang matrice [t/IS(f +2j7)]jez-
Slucaj 1. Ako je 0 < b — a < 7, vazi sledeca lema.

Lema 5.11. Neka je ® = (¢i, diy1, ..., bisr)?, i € Z, r € N. Tada rang matrice
[D(& + 297)]jez ne zavisi od & € R 1 vazi

r+1
2

rang[B(¢ + 2jm))jez = | o~ |, €€R,

gde |-] oznacavan € N za koje jen < § <n+ 1.

Dokaz. Neka je a = 0(&), & € (a,b).

Za svako £ € R, matrica [, ](¢) = [<AI>(£+2j7r)]j€Z- [@(f—l—?jﬂ)]fez je jednaka
simetricnoj matrici

a® 0 0 0 0 0

0 00 0 0 0

0 0 o> 0 0 0
A&)=10 0 0 0 0 0

0 0 0 - o

(0 00 0 - 0 0]

~ o~ 1

Zakljuéujemo da je rang[®, ®|(£) = rang Ag(&) = {%J, za svako £ € R. O
Slucaj 2. Ako je b —a > m, tada svaku funkciju 6(- + k7) mozemo podeliti

sa sumom ., 0(- + k7) da bismo dobili particiju jedinice. Posto je b —a > 7,

postoji k € N tako da je k7 < b—a < (k+ 1)m. Svi moguéi sluc¢ajevi su opisani

slede¢im lemama.
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Podslucaj 2.1° Ako je k = 1, tj. m < b— a < 27, tada ¢emo razlikovati
slucajeve u zavisnosti od broja izabranih uzastopnih funkcija.

2.1.1° Slucaj dve uzastopne funkcije.
Ako je ® = (¢, ¢ii1)T, i € Z, tada rang [C/Is(f + 2j7r)L.eZ,

stantna funkcija na R. U ovom slu¢aju, za matricu [Cf(f + 2j7r)]j€Z dobijamo
2 X 0o matricu

¢ € R, nije kon-

0a 0 0--

A pr—
(o) 0 o o 0. ]

koja zavisi od & € (—m, ), gde je o, = 0(& — ), ag’ = (&) i af® = 0(& + 7).

Za £ = m/2 imamo da je ag(l) £ 0, ai # 0, aza &l = —m/2je agg £ 0,
2
ald # 0. Posto je rang A(€}) = 1 i rang A(€2) = 2, zakljuéujemo da za dve

~

uzastopne funkcije ¢;, ¢; 11, @ € Z, rang matrice [<I>(§ + 2j7T)L€Z nije konstantan
na R.

2.1.2° Slucaj tri uzastopne funkcije.

Ako je ® = (¢y, di1, is)T, i € Z, tada je rang [EI\D(f + 2j7T)L.€Z konstantna
funkcija na R. Imamo da je rang [@({ + 2j)] , = 2, za svako £ € R. U stvari,

je
matrica [®(£ 4 2jm)] ¢ € R, je 3 X co matrica koja zavisi od & € (—m,7)

JEL’
data sa
o 0 a 0 0
B&)=1]- 0 0@1 Oéﬂ 0 - |,
00 A0

gde je o = 0(& — 1), af® = 0(&) i af® = 0(& + 7). Posto je 0(&) # 0 za
svako & € (—m, ), matrica B (&) ima dve kolone nenula elemenata za svako
& € (—m,m). Dakle, rang[® (£ + 2j7)] ez je konstantna funkcija na R i vazi da je
rang[® (¢ + 2jm))jez = 2, £ € R.

2.1.3° Slucaj r > 3 uzastopne funkcije.

Posmatrajuéi uzastopne funkcije ¢;, ¢iv1, ..., ¢ivr, r > 2, dobijamo razlicite
situacije koje opisuje sledeca lema.

Lema 5.12. a) Ako je ® = (¢, piz1,---, i)', 1 € Z, v € 2N + 1, tada rang

matrice [&D(f + 2j7T)]j€Z nije konstantna funkcija na R.

b) Ako je ® = (¢4, Pis1,- .., 0irr)’, i € Z, v € 2N, tada je rang [a\)(§+2jﬂ)]jez
konstantna funkcija na R i vaZi rang [;13(5 + 2j7r)]jGZ =n+1, za svako £ € R i
r=2n,n¢€N.

Dokaz. Posto su nosaci proizvoda g/gil (& + 2j17r)$i2 (& + 2jom), j1,J2 € Z, prazni
skupovi ako su argumenti oblika & — 7, &, £ + 7, po modulu 257, 7 € Z, imamo
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da jedino blokovi sa elementima

0(¢) 0(¢ + 2) } i [ 0§ —m)  6(E+T)
0 —m) 0(E+m) (¢ —2m)  0(¢)

mogu da odreduju rang matrice [&\)(£+2j7r)] ien Za neki drugi izbor 2 x 2 matrica,

determinanta je jednaka nuli.

a) Neka je @ = (¢4, Gig1,- -, is2n-1))’, n € N. Matrica [5(5 + 2j)]

: jez 1€
r X 00 maftrica
[ a® 0 0 0 0 0 |
o o 0 0 0 0
0 af 0 0 0 0
o0 o a0 0 0
Al)=1|... ¢ o af® 0 0 0 ’
0 0 0 0 - & 0
-0 0 0 0 - a¥ af -

gde je a®, = 0(& — ), o = 0(&) 1 a° = (& + 7) za neko & € (—m, 7).

Za & = 7/2 imamo da je a§5 # 0, ozi%l £ 0, aza & = —7n/2 je a§3 £ 0,
aig # 0. Posto je rang A,(§}) = n i rang A,.(§2) = n + 1, zakljucujemo da za
paran broj uzastopnih funkcija ¢;, ¢it1,. .., @it2n-1), ¢ € Z, n € N, rang matrice
(P& + 2j7r)L.eZ nije konstantna funkcija na R.

b) Neka je ® = (¢, Pir1,-- ., Pivon)’, i € Z, n € N. Matrica

0a® 0 0 0 0 0
0 a® o 0 0 0 0
00 af 0 0 0 0
[B(& +2jm)]., = 00 o of 0 0 0 :
00 0 0 0 - a% aof
o0 0 0 0 - 0 af

ima konstantan rang na R. Zaista, posto je ag‘) # 0 za sve & € (—m, ), matrica
[®(€ + 2j7)jez] ima tacno n + 1 kolonu sa nenula elementima za svako £ € R i
rang(® (& + 2y7)]jez = n + 1, za svako £ € R. O

Kao posledicu teoreme 5.5 i leme 5.13 dobijamo sledeéi rezultat.
Teorema 5.8. Ako je ® = (¢, Pir1,-- -, Giton)?, i € Z, n € N, tada je prostor

VP(®) zatvoren u LT, za svako p € [1,00] i {¢irs(- —j) | j € Z, 0 < s < 2n} je
p-okvir za VP(®) za svako p € [1,00].
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Na ovaj nacin dobijamo niz zatvorenih prostora V(¢o, ¢1, ¢2), VP (@1, @2, ¢3),
V/f((bo, Go,...,06), itd. Takode, zaklju¢ujemo da prostori generisani sa parnim
brojem uzastopnih funkcija, na primer V?(¢o, 1), VP (¢, ¢1, - - -, ¢5), nisu zatvo-
reni potprostori od L.

Teorema 5.9. Neka je ® = (dp,, Pryy- - Or, )L, k1 < ko < -+ < Ky, 7 € N,
ki,koy... k. €EZ i ijl’k%”h = VP(®). Pretpostavimo da vaZi jedan od sledecih
slucajeva.

a) Neka je ki1 —k; > 1 za svako i1 =1,...,r — 1.

b) Ako je ki1 — ki, = 1 za neko ig € {1,2,...,r}, tada postojin € N tako da
je2<2n<r ik, +2, ki, +3,..., ki, +2n su elementi skupa {ki, ..., k.}.

Vaze sledeca turdenja.

i) Rang matrice [CT)(S +2j7)]jez ne zavisi od £ € R.

ii) Prostor VP(®) je zatvoren u L, za svako p € [1,00].

iii) Familija {¢r,(- — j) | j € Z,1 < i < r} je p-okvir za VI(®) za svako
p € [1,00].

Specijalno, ako vazi turdenje a), tada je {éx,(- —j) | 7 € Z,1 < i < r}
p-Riesz-ova baza prostora VP(®) za svako p € [1,0].

Podslucaj 2.2°. Ako je 2m < b — a < 37, tada vazi sledece tvrdenje.

Lema 5.13. Neka je ® = (¢4, pir1,-- -, Gitn)’, i € Z, n € N. Tada rang matrice
(P& + 2j7r)L.€Z nije konstantna funkcija na R.

Dokaz. Nosaci proizvoda qgil (E+2 jm)ggh (€ + 2jom) bice neprazni jedino ako su
argumenti oblika ¢ — 27, £ — 7, &, £+ 7, £+ 27 po modulu 2j7. Vidimo da jedino
blokovi sa elementima

0(¢) 9<€+27r)] i {9(5—%) 0(¢)
oE—m)  0(+m) 0 —3m) OE—m) |

mogu da odreduju rang [®(£ + 2j7r)]j€Z. Za bilo koji drugi izbor 2 x 2 matrica,
dobijamo da je determinanta jednaka nuli.
Za paran broj uzastopnih funkcija, matrica [&3(5 + 2j7r)]j <z, J€ oblika

0 % af o 0 0 0 0 0
00 o o 0 0 0 0 0
00 af af of 0 0 0 0
P(&) = 00 0 o af 0 0 0 0 ,
00 0 0 0 % af® o 0
00 0 0 0 0 o af° 0
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gde je 0¥y = 0(& — 2m), oy = 0(& — 7), of = 0(%), of = 0(& + ) i
a2 = 0(& + 2m), za neko & € ( b). Ako je 50 = HT‘I € (a,b), tada je agé £ 0,

0 #01i 04501 #0. Za &l = ﬂ € (a,b), dobijamo da je aﬁg #0i ozigl # 0. Dakle,
rang P(§j) =n + 1 i rang P(fo) = n. Zakljuéujemo da rang [@(5 + 2j7T)L.€Z nije
konstantan na R.

b) Ako je r neparan broj, dobijamo matricu P!(&y), koju mozemo posmatrati
kao matricu P(&y) bez poslednje vrste. Analogno sluc¢aju parnog broja funkcija,
rang [@(5 + 2j7r)]j€Z nije konstantna funkcija na R. Zaista, ako je & = b — A,
0 < X < 1, tada je rang P!(§§) = n + 2, medutim rang P*(§}) = n + 1. O

Podslucaj 2.3° Ako je b — a > 3w, dobijamo generalizaciju prethodne leme.

Teorema 5.10. a) Neka je ® = (¢, Giy1, ..., 0ir)’, 1 € Z, r € N. Tada rang
matrice [®(£ + 2j7r)]j€Z nije konstantna funkcija na R.

b) Neka je ® = (¢s, iy - -, 0 )T, i1, i0, ... 0 € Z, gde {64;,, ¢iy, } nije par
uzastopnih funkcija j1 # ja, j1,je € {1,...,r}. Tada je rang [Els(f + ZjW)}jGZ
konstantna funkcija na R i rang [EI;(f + 2j7r)L€Z =1 za svako £ € R.

Dokaz. a) U ovom slucaju nosaci proizvoda ¢y, (€ +2j17)bs, (€ +2jo7) su neprazni
ako su argumenti oblika —k7, {—(k—1)7, ..., E—m, & E+m,. . E+(k—)7, E+-km
po modulu 2jm. Mozemo izabrati &, & € (a,b) tako da rang [® (&) + 2j7r)]j6Z +

rang [@(53 + 2j7r)]j€Z. Zato, rang [@(f + 2j7r)]j€Z nije konstantna funkcija na R.

b) Kako skup {é;,, ¢i,, - - ., ;. } ne ukljuéuje parove uzastopnih funkcija, pozi-
cija prvog nenula elementa u svakoj vrsti matrice [@(f +2 jﬂ)LeZ je jedinstvena
za svaku vrstu. Samim tim, rang [@(5 + QjW)]jGZ je konstantna funkcija na R i

rang [f/I\J(f + 2j7T)L.€Z = r. Ovakvim izborom funkcija dobijamo Rieszovu bazu
prostora VP(®). O

5.7.2 d-dimenzioni slucaj, d > 2

Rezultate prethodnog odeljka ¢emo uopstiti na visedimenzioni slucaj. Neka
je ¢i(x) = F1O(- + tm))(x), x € R, t € I, gde je I konacan podskup od Z< i
¢ nenegativna glatka funkcija takva da je supp @ = P = [ay, b1] X [ag, ba] X -+ X
[aq, bal, ax,br € R, 1 < k < d. Ponovo, primenom Paley- Wiener-ove teoreme,
¢ € S(RY) ¢ Wi (RY), t € Z°.

Neka je i" = (47,45, ...,i%) € Z%, 1 < r < d. Tada je {(bil,(bzz .., ¢ } skup od
n uzastopnih funkeija ako je max{|i;|, 1 < k < d} = max{|i} |, 1 <k < d} +1
za svakor =2,...,n.
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Dokazi slede¢ih lema su vrlo sli¢ni odgovarajué¢im lemama za jednodimenzioni
slucaj.

Slucaj 1. 0 < max{|b; —a;|, 1 <i<d} <.
Lema 5.14. Neka je ® = (¢i,, Giy, .-, &3, )L, i1, i0,...,0, € Z¢, v € N, gde je

{Piys Gigy - -, i, } skup od r uzastopnih funkcija. Tada rang@(ﬁ + 2j7)]jeza ne
zavisi od £ € RY;

~ ‘ r+1
ranglB(¢ + 2jm))jeze = | 7|, €€ R,
gde |-| oznacava n € IN takvo da jen < § <n+ 1.

Slucaj 2. 7 < max{|b; —a;|, 1 <i < d} < 27.

Lema 5.15. a) Nekaje® = {¢;,i € I}, gde je I skup svihi = (iy,is,...,iq) € Z°
za koje je max{|ixg|,1 < k < d} € {0,1,2,...,2n — 1}, n € N. Rang matrice
[&D(é’ + 2j7)]jeza nije konstantna funkcija na R®.

b) Nekaje ® = {¢;,i € I}, gde je I skup svihi = (iy,is,...,iq) € Z¢ za koje je
max{|ig|, 1 <k <d} €{0,1,2,...,2n}, n € N. Tada je rang@(f +2J7)|jeza =
1]+ 1

2

, za svako £ € RY. (Sa |I| oznacavamo kardinalnost skupa I.)

Dokaz. Posto su nosaci proizvoda ggil (§—|—2j17r)g/b\i2 (£ 4 2jom) neprazni ako su argu-
menti oblika £ —kn, &, E+km, po modulu 2j7, j € Z4, gde je k = (k1, ko, ..., kq) €
7% i max{|k;|, 1 <i < d} =1, imamo da jedino blokovi sa elementima

() 0(¢ + 2k) ] " { 0 —km)  B(E+)
0 —km) 0+ kn) 0(¢ —2km)  0() ’

mogu da odreduju rang matrice [@(é + 2j7)]jeza. Drugi izbori matrica reda 2
daju determinantu jednaku nuli.

a) Neka je a = (a1,...,aq) i b = (b,...,bq). Za & = b— X\ \ € Z4,
|/\|:|)‘1|+“'+|)\d|<i,iza§2:a+/\imamodaje

rang[® (¢ + 2j7)]jeza # rang[ (€2 + 2jm)]jeza,

pa zakljucujemo da rang[(%(é’ + 2j7)]jez¢ nije konstantna funkcija na R?.

~ Il+1
b) Posto je 0(&y) # 0 za svako & € Int P, matrica [®(£ +257)] cza ima | ‘;
kolona sa nenula elementima za svako & € R?. Zakljuéujemo da rang matrice
~ Il+1
[D(& + 2jm)] jeza ne zavisi od £ € R? i ima vrednost & O

Slucaj 3° max{|b; — a;|, 1 <1i < d} > 3.
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Teorema 5.11. Neka je ® = (¢, Giy, ..., ¢5,)L, ix € 7%, k € N. Tada rang
matrice [P(§ + 2jm)|jeza nije konstantna funkcija na RY.

Dokaz. Za proizvod ngﬁz-l({ + 2j17r)$i2 (€ + 2jom) argumenti treba da budu oblika
£ —km, & €+ km po modulu 2j7 gde je k = (ky, ko, ... kq) € Z% i

max{|k;|, 1 < i< d} <max{|b; —a;|, 1 <1i<d}.

Mozemo izabrati odgovarajuce &}, &2 € Int P takve da je

rang[® (&) + 27)];eze # rang[®(€2 + 2j7)] ez

Samim tim, rang[® (¢ + 2j7))jeza nije konstantna funkcija na R%. O

Kao posledicu teoreme 5.5 i leme 5.15 (b) dobijamo sledeéi rezultat.

Teorema 5.12. Neka je ® = {¢;,i € I}, gde je I skup svih i = (iy,is,...,1q) €
74 za koje je max{|ix|,1 < k < d} € {0,1,2,...,2n}, n € N. Tada je prostor
VP(®) zatvoren u LE, za svako p € [1,00] i familija {¢;(-— j) | i € I,j € Z9} ¢ini
p-okvir za VP(®) za svako p € [1,00].
Teorema 5.13. Neka je ® = (¢, biyy .- G5, ), 0e = (iL, ..., i8) € Z4,1 <t <,
gde je i¥ € 27, 1 < k < d. Vaze sledeéa tvrdenja.

1° rang[@(f + 2j7)]jeza je konstantna funkcija na R®.

2° Prostor VP(®) je zatvoren u LF, za svako p € [1,00].

3° Familija {¢;, (- — j) | 7 € Z%,1 < k < r} predstavija p-Riesz-ovu bazu za
VP(®) za svako p € [1,00].

5.7.3 Konstrukcija okvira generisanog funkcijama sa kom-
paktnim nosacima; jednodimenzioni slucaj

Slede¢om konstrukcijom dobijena je Rieszova baza odgovarajucih zatvorenih
potprostora prostora L.

Neka je H(z), € R, karakteristicna funkcija skupa [0,00), tj. H(z) = 0
ako je v < 01 H(z) = 1 za © > 0. Konstruisa¢emo niz funkcija {1, },en na
sledeéi nacin. Neka je ¢y (z) := (H(x) — H(z — a))/a, a > 0, g := 1y * ¢y,
Y3 =Py x Py kY, .., ] Yy :zzpl*@bl*---*@by n € IN.

Imamo da je n—1puta

Uol) = 5 (eH (@) 200 — ) H(x — a) + (2 — 20) H(z — 20)),
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s (z) = 2|—1ag (2H(x) ~3(c — 0 H(z — a)
+3(x — 2a)*H(x — 2a) — (z — 3a)*H (z — 3@)),
balw) = 3|—1a4 (f”H(x) — 4z — a)*H(z — a) + 6(z — 24 H(z — 2a)

—4(x — 3a)*H(x — 3a) + (z — 4a)*H (z — 4a)>.

Nastavljajuéi dalje, za svako n € I, dobijamo
balz) = m ((Z) " H (r) - (T) (r—a)" H(z - a)
+ (Z) (x — 2a)" ' H(z — 2a) — (g) (x — 3a)" ' H(z — 3a)
et (—1)”—1(
+ (—1)n(

. 1) (x—(n—1)a)""H(z — (n —1)a)

)(x — na)" ' H(z — na)).

n

Racunajuci Fourier-ove transformacije funkcija ,,, n € IN, dobijamo

Bie) =" v (Z) - 1),

3
T ) [t
723(5) = (;;)3 v.p.(f%) (el —1)3,

- _i)n 1\ .
Dakle, ¥, (§) = (=0) v.p.<€—> (e — 1) n € N, gde je v.p. Cauchy-jeva glavna
an n

vrednost.

Nekaje W = (1,19, ...,%,)T, r € N. Zasvako £ € R, matrica [@(5—{—2]‘%)}

JEZ
ima isti rang kao i matrica

O yrfosr _27fB-2x 0fo Qonfor  Curfir
A G o e
R(¢) - O STl B e i

s Al Bl @l Bl apfy 0o fan Qi |

| a7;47rﬂ£47r 0/;271'51271' Oégﬂg agﬂﬁgw aZWBZﬂ i

gde je ' = U'p'(ﬁ—k> ipr = (e‘“(f_k) — 1) . Posto je rang matrice R(§)

jednak r za svako £ € R, dobijamo slede¢i rezultat.
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5.7. KONSTRUKCIJA P-OKVIRA

Teorema 5.14. Neka je U = (Y, Ypi1, - -, Urr—1))’ s 2a k € Z, r € N. Prostor
VP(V) je zatvoren potprostor od LF, za svako p € [1,00] i familija {tr4s(- —j) |
j €7Z,0<s<r— 1} predstavlja p-Riesz-ovu bazu za VP (V) za svako p € [1, 00].

Napomena 5.4. a) Neka je ¢p(z) = F1O(- — km))(z), z € R, gde je § € CF°
i suppt C [—m,7|. Koristeci oznake iz rada [115], neka je 1., = ¢.;, gde je
{z; | j € J} v-gust skup odreden sa f € V?(¢) = V*(F~10)). Proveravajuéi

uslove teorema 3.1, 3.2 i 4.1 u radu [115], zakljucujemo da vaZe nejednakosti

ol f iy < (1)) " < CollF g

JjeJ
Ovo garantuje stabilnost i neprekidnost rekonstrukcionog algoritma w prostoru

signala VI (®).

b) Posto je spektar Gram-ove matrice [@,?D} (&), za funkcije ® date u teo-
remama 5.9 i 5.14, ogranicen i ogranicen sa donje strane nulom (videti [35]),
dobijamo da familija {®(- — j) | j € Z} ¢cini p-Riesz-ovu bazu za VP(®).

¢) Za odgovarajuci izbor funkcije ®, na primer ® dato u teorema 5.9 i 5.14,
pridruzena Gram-ova matrica zadovoljava uslov Munckenhoupt-a Ay (videti [85)),
pa je sistem {®(- — j) | j € Z} stabilan u L2(R).

d) Okviri gornjeg tipa mogu se koristiti u primeni posto su uslovi teorema 3.1 i

3.2 iz rada [7] zadovoljeni. Moze se pokazati da je uzorkovanje u translaciono in-
varijantnom prostoru robusno u odnosu na adekvatan skup konstruisanih funkcija

¢k317"‘7¢kr'
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