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Na 343. sednici Nastavno-nauqnog ve�a Matematiqkog fakulteta
Univerziteta u Beogradu, odr�anoj 30. juna 2017. godine, odre�eni
smo za qlanove komisije za pregled i ocenu rukopisa ,,Sredǌe vred-
nosti multiplikativnih aritmetiqkih funkcija vixe promenǉivih
zavisnih od NZD i NZS argumenata” koji je predat kao doktorska
disertacija kandidatkiǌe Khole Algali Ajlidi. Nakon pregleda ruko-
pisa podnosimo Nastavno-nauqnom ve�u slede�i

Izvextaj o doktorskoj disertaciji
,,Sredǌe vrednosti multiplikativnih

aritmetiqkih funkcija vixe promenǉivih
zavisnih od NZD i NZS argumenata”

1. Biografija kandidata

Khola Algali Omer Ajlidi je ro�ena 17.8.1985. godine u Tripoliju,
Libija. Diplomirala je 2007. godine na Departmanu za matematiku
Al-Fatah univerziteta u Tripoliju. Master studije je zavrxila na
Matematiqkom fakultetu u Beogradu, studijski program Matematika,
2012. godine. Doktorske studije je upisala na istom fakultetu, 2014.
godine.
Do sada ima objavǉene slede�e nauqne radove koji se ujedno odnose

i na sadr�aj disertacije:

1. Khola Algali, On some multivariate LCM and GCD sums, Turkish Journal

of Mathematics 42 (2018), 1298 - 1306. doi:10.3906/mat-1706-68

SCI M23, IF (2017): 0.614

2. Khola Algali, On some multivariate summatory functions of the Euler phi-

function, Matematički vesnik,70(4) (2018) 344–349. M52 (2018)

2. Predmet doktorske disertacije

Predmet doktorske disertacije su multiplikativne aritmetiqke funk-
cije vixe promenǉivih, tj. funkcije f : Nk → C koje zadovoǉavaju

f(m1n1,m2n2, . . . ,mknk) = f(m1,m2, . . . ,mk)f(n1, n2, . . . , nk)
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za sve parove k-torki prirodnih brojeva takvih da je NZD(m1m2 . . .mk,

n1n2 . . . nk) = 1. Osnovni zadatak teorije multiplikativnih funkcija
je prouqavaǌe ǌihovih sredǌih vrednosti tj. sumatornih funkcija i
dobijaǌe bilo asimptotske gorǌe ocene ili taqne asimptotske for-
mule (sa taqnim glavnim qlanom i ocenom za grexku), ako je to mogu�e.
Tipiqne multiplikativne funkcije vixe promenǉivih su na primer

date preko najmaǌeg zajedniqkog sadr�aoca i najve�eg zajedniqkog
delioca k-torke argumenata. P. Diaconis i P. Erdős su 1977. dobili
slede�e asimptotske formule za dvostruke sumacije∑

m,n≤x

(m,n) =
x2

ζ(2)

(
log x+ 2γ − 1

2
− ζ(2)

2
− ζ ′(2)

ζ(2)

)
+O(x3/2 log x)

i ∑
m,n≤x

[m,n]a =
ζ(a+ 2)

(a+ 1)2ζ(2)
x2a+2 +O(x2a+1 log x)

za a bilo koji pozitivan realan broj (γ je Ojlerova konstanta i ζ(s)

je Rimanova zeta-funkcija). Sa (m,n) je oznaqen NZD, a sa [m,n] NZS
prirodnih brojeva m,n.
Predmet ove disertacije je izvo�eǌe uopxteǌa ovih formula u neko-

liko pravaca – pove�aǌe broja promenǉivih, pove�aǌe kompleksnosti
NZS-NZD konfiguracije i dokazivaǌe rezultata za xiru klasu arit-
metiqkih funkcija, koja sadr�i npr. Ojlerovu ϕ-funkciju.

3. Sadr�aj disertacije

Disertacija sadr�i vi + 61 stranu, sadr�aj, tabelu notacije, spisak
literature od 32 reference i glavni deo koji je podeǉen u 4 glave.
Prve dve glave su pripremnog i preglednog karaktera. U prvoj glavi

se uvode osnovni pojmovi teorije aritmetiqkih funkcija, kao i fun-
damentalni koncept Dirihleove konvolucije aritmetiqkih funkcija.
U drugoj glavi se daje pregled osnovnih tehnika za nala�eǌe sred-

ǌih vrednosti aritmetiqkih funkcija. Izme�u ostalog uvodi se i
fundamentalni pojam Dirihleovog generatornog reda pridru�enog arit-
metiqkoj funkciji. Tako�e, daje se pregled osnovnih definicija teorije
multiplikativnih aritmetiqkih funkcija vixe promenǉivih.
U tre�oj glavi se izla�u autorkini rezultati objavǉeni u radu

[1]. Kao jedan od glavnih rezultata dobijena je za sve cele brojeve
k ≥ 2, ` ≥ 1, a ≥ c ≥ 1 i b ≥ d ≥ 0 asimptotska formula za slede�u
opxtu sumu ∑

n1,...,nk+`≤x

[
[n1, . . . , nk]

a

(n1, . . . , nk)c
,

[nk+1, . . . , nk+`]
b

(nk+1, . . . , nk+`)d

]

=
Ck,a,c;`,b,d

(a+ 1)k(b+ 1)`
xk(a+1)+`(b+1) +Oε

(
xk(a+1)+`(b+1)− 1

2
+ε
)

(1)
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za svako ε > 0, gde je konstanta Ck,a,c;`,b,d data slede�im Ojlerovim
proizvodom

∏
p

(
1− 1

p

)k+` ∞∑
ν1,...,νk+`=0

pmax{(amax−cmin){ν1,...,νk},(bmax−dmin){νk+1,...,νk+`}}

p(a+1)(ν1+···+νk)+(b+1)(νk+1+···+νk+`)
.

Kao jedan ilustrativni primer navodimo slede�u asimptotsku for-
mulu ∑

n1,n2,n3≤x

[
[n1, n2]

3

(n1, n2)
, n2

3

]
=
C2,3,1;1,2,0

48
x11 +Oε

(
x

21
2
+ε
)

gde je konstanta eksplicitno izraqunata i data sa

C2,3,1;1,2,0 = ζ(3)ζ(6)ζ(9)ζ(11)
∏
p

(
1− 3

p2
+

1

p3
+

2

p4
− 1

p5
+

2

p6
− 7

p7
+

10

p8
− 9

p9

+
5

p10
− 1

p11
− 1

p12
+

5

p13
− 9

p14
+

10

p15
− 7

p16
+

2

p17
− 1

p18
+

2

p19
+

1

p20
− 3

p21
+

1

p23

)
.

U qetvrtoj glavi su izlo�eni autorkini rezultati iz rada [2]. Glavni
rezultat je asimptotska formula za sumatornu funkciju Ojlerove ϕ

-funkcije zavisne od kombinacije NZS i NZD qetiri argumenta: za
proizvoǉne celobrojne parametre a, b, c, d ≥ 0, a, b ≥ 1, a ≥ c, b ≥ d i
svako 0 < ε < 1

2
dobijena je asimptotika oblika

∑
n1,n2,n3,n4≤x

ϕ

([
[n1, n2]

a

(n1, n2)c
,

[n3, n4]
b

(n3, n4)d

])
=

Ca,c;b,d
(a+ 1)2(b+ 1)2

x2a+2b+4 +Oε

(
x2a+2b+ 7

2
+ε
)
,

gde je konstanta Ca,c;b,d tako�e data odgovaraju�im Ojlerovim proizvodom.

4. Zakǉuqak i predlog

Predmet doktorske disertacije Khole Algali je klasiqna tematika
koja se u okviru analitiqke teorije brojeva prouqava jox od devet-
naestog veka. Rezultati dobijeni u disertaciji su originalni i pred-
stavǉaju doprinos teoriji multiplikativnih aritmetiqkih funkcija
vixe promenǉivih. Rezultati disertacije su sadr�ani u dva samo-
stalna rada objavǉena u nauqim qasopisima sa recenzijom, od kojih
je jedan u inostranom qasopisu sa SCI liste.
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Stoga predla�emo Nastavno-nauqnom ve�u Matematiqkog fakulteta
da usvoji izvextaj komisije o doktorskoj disertaciji kandidatkiǌe
Khole Algali i odredi komisiju za usmenu odbranu.

U Beogradu, 16. oktobra 2019. Qlanovi komisije:

prof. dr Goran �ankovi�, vanredni profesor (mentor)
Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

prof. dr Zoran Petrovi�, redovni profesor
Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

dr Marko Radovanovi�, docent
Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

prof. dr Zoran Pucanovi�, vanredni profesor
Univerzitet u Beogradu, Gra�evinski fakultet


