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Uvod

De�niciju rasplinutog skupa (fazi skupa) je prvi put uveo Zadeh 1965. go-
dine, kao preslikavanja iz nepraznog skupa u interval [0,1]. Od tada je prisutno
veliko interesovanje za ovaj pojam, ne samo u teoriji, nego i u inµzinjerstvu i u
raµcunarstvu; u teoriji (problemima) fazi kontrole.
Rasplinuti skup, odnosno funkciju µciji je domen neprazan skup i kod koga je

skup istinitosnih vrednosti (kodomen preslikavanja) kompletna mreµza, u oznaci
L; uveo je Goguen u radu [53]. µCesto se uzima da je L neki specijalan tip
mreµze, na primer realan interval [0,1], Bulova mreµza, reziduirana mreµza itd.
Vaµzna literatura iz ove oblasti predstavlja literatura autora Negoita i Ralescu;
moµzemo istáci knjigu [76] istih autora. Uvod u teoriju rasplinutih skupova
izloµzen je u [76], zatim osnove rasplinute logike i sliµcno.
U poslednje dve decenije, rezultate iz navedene oblasti dali su, pored os-

talih i matematiµcari iz Kine. Moµzemo istáci knjigu [66] µciji su autori Y.M.Liu i
M.K.Luo. Oni su se najvi�e bavili rasplinutom topologijom: rasplinuta topologija
moµze biti de�nisana pomoću operatora otvorenja, ili pomoću operatora zat-
varanja. Na ovaj naµcin, mogu se de�nisati objekti u prostoru, gde su operator
otvaranja i operator zatvaranja de�nisani pomoću odgovarajúcih nivo-struktura.

Pojam rasplinute relacije na skupu prvi je de�nisao Zadeh [106], kao i mnogi
drugi autori (S.Tamura se tako�e dalje bavio ovim pojmom u radu [101]).
U poslednjoj deceniji, radove iz ove oblasti objavio je Bµelohlávek. Polazéci
od pojmova rasplinute ekvivalencije, rasplinute jednakosti, Bµelohlávek je dalje
prouµcavao algebre sa rasplinutom jednako�́cu u knjizi [7]. Nedavno vaµzne rezul-
tate iz oblasti rasplinutog ure�enja dali su De Baets, U.Bodenhofer, J.Fodor u
[20]. Pojam rasplinute kongruencije na grupi prouµcavao je Kuroki ([64]) i tako�e
su se istom bavili Filep i Maurer [49], i Murali [73] u univerzalnoj algebri.

Rasplinute algebarske strukture se istraµzuju od samog poµcetka fazi ere.
De�niciju rasplinute podgrupe uveo je Rosenfeld 1971. godine, u radu [83].
Rosenfeld je tako�e koristio pojam rasplinutog podgrupoida. Veliki broj mate-
matiµcara je pratilo pristup pomenutog autora u prouµcavanju teorije rasplinutih
podgrupa.

Ukoliko bismo posmatrali na�u oblast istraµzivanja sa stanovi�ta klasiµcne
teorije skupova, uoµcili bismo da kolekcija nivoa zadatog rasplinutog skupa moµze
biti razmatrana i kao ure�ena struktura: elementi su podskupovi datog skupa,
a ure�enje je dualno skupovnoj inkluziji. Ova µcinjenica vaµzi, ne samo u sluµcaju
da je kodomen realan interval [0,1], véc tako�e i proizvoljan poset ili mreµza.
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Algoritmi koji za zadatu rasplinutu strukturu odre�uju familiju njenih nivoa (i
obrnuto), uglavnom se zasnivaju na operatorima zatvaranja. Metode dobijene
u ovu svrhu su vrlo korisne u istraµzivanju rasplinutih struktura.
Teorema sinteze za rasplinute skupove odre�uje pod kojim uslovima kolekcija

podskupova nekog skupa odgovara kolekciji nivoa nekog rasplinutog skupa.

U radovima [90,91] µciji su autori B.�e�elja i A.Tepavµcevíc pristup rasplinu-
tim skupovima zasnovan je na kolekciji njihovih nivo-podskupova. Pokazano je
da ova kolekcija, posmatrana kao ure�ena struktura, odre�uje kolekciju odre�enih
izotonih preslikavanja, ili polu�ltra (gornjih skupova).

Mreµzno vrednosne algebre se istraµzuju od samog nastanka rasplinutih struk-
tura. Prvi pojam je bio rasplinuta grupa. Razlika u raznim istraµzivanjima
vezana je za kodomen rasplinute strukture kao funkcije, bilo da je to jediniµcni
interval ili kompletna mreµza. U radu [94] autora �e�elja, Tepavµcevíc, ra�eno je
uop�tenje u smislu da kodomen bude poset.

Pojam rasplinute jednakosti je uveden u radu Höhle [55], i onda primenji-
van od strane mnogih drugih autora. Na primer u radovima [41], [43] Demirci
razmatra specijalne algebarske strukture u kojima postoje rasplinute relacije
jednakosti.
Pored rasplinute ekvivalencije i rasplinute jednakosti, slabljenjem osobine re-

�eksivnosti, uvedeni su i pojmovi slabe rasplinute ekvivalencije i slabe rasplinute
jednakosti.

Bµelohlávek (videti knjigu [7]), samostalno, i u saradnji sa drugim mate-
matiµcarima uvodi i istraµzuje algebre s rasplinutim jednakostima. One su de�-
nisane kao klasiµcne algebre u kojima je obiµcna jednakost zamenjena rasplinutom
jednako�́cu. U ovom okviru, razvijaju se i istraµzuju najvaµznije algebarske teme,
kao �to su kongruencije i podalgebre. Nedostatak ovog pristupa je to �to tada
nivoi rasplinutih struktura ne zadovoljavaju uvek svojstva analogna obiµcnim
strukturama. �e�elja i Tepavµcevíc u radu [95] uvode slabe mreµzno vrednosne
ekvivalencije i jednakosti preko oslabljene re�eksivnosti. Najpre su ovi pojmovi
bili de�nisani na klasiµcnoj algebri, a kodomen je bila obiµcna mreµza sa nulom i
jedinicom.

Rasplinute ekvivalencije, kongruencije i jednakosti spadaju u najvaµznije poj-
move u algebarskim istraµzivanjima. Pojmovi su bili de�nisani na klasiµcnoj alge-
bri. U skorije vreme je do�lo do novog pristupa, u smislu da je uslov oslabljene
re�eksivnosti zamenjen uslovom � (x; y) � � (x; x) ; gde je sa � oznaµcena rasplin-
uta relacija.
Vrlo µcesto, osobine rasplinutih struktura su ispitivane kori�́cenjem mogúcnosti

prenosa osobina samih struktura (rasplinutih skupova, rasplinutih relacija, ras-
plinutih algebri) na njihove nivo (na engleskom cut) strukture (koje su odgo-
varajúce klasiµcne strukture). One su poznate kao osobine nivoa (cut-worthy).
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Pristup razmatranja preko nivo- struktura pojavljuje se od samog poµcetka is-
traµzivanja rasplinutih skupova, a u vezi sa zatvorenjima i nivoima u radu [6].
Tako�e je prisutan i u knjizi autora G.Klira i B.Yuana ([62]), a u sluµcaju da je
kodomen preslikavanja mreµza na primer u [54] i [97].

Pored rasplinutog preslikavanja koje je de�nisano kao klasiµcno preslikavanje
rasplinutog skupa u rasplinuti skup koje zadovoljava date uslove, rasplinuto
preslikavanje moµze biti de�nisano i kao rasplinuta binarna relacija koja zado-
voljava odre�ene uslove. Osnovne principe ovakvog pristupa je razvio M.Demirci
([39,40,43]).

Napomenimo da je pristup rasplinutim identitetima na rasplinutim podal-
gebrama izloµzen u radu [96]. Uveden je i pojam mreµzno vrednosnog identiteta i
pojam njegovog zadovoljenja, odnosno istinitosti na nekoj rasplinutoj podalge-
bri date algebre. Me�utim, u tom radu nisu kori�́cene rasplinute kongruencije i
rasplinute jednakosti na rasplinutim podalgebrama. Sve ovo bilo je de�nisano sa
�ksiranom dijagonalom (sa 1 na dijagonali) i odatle je bilo povezano sa algebrom
nosaµcem, a ne sa njenom rasplinutom podalgebrom.

U pomenutoj literaturi ure�ene algebarske strukture, prvenstveno ure�ene
grupe, nisu bile posebno razmatrane u rasplinutom kontekstu. Nave�́cemo
radove iz pomenute oblasti i rezultate predstavljene u njima (postoji svega neko-
liko radova µcija je tematika rasplinuta ure�ena podgrupa).

Najpre, Bhakat i Das su uveli rasplinute ure�ene podgrupe koristéci ras-
plinuto ure�enje u radu [14], pri µcemu su za skup vrednosti slika uzeli jediniµcni
interval [0; 1]; oni su se tako�e bavili Arhimedovim ure�enim podgrupama u ras-
plinutom kontekstu (uveli su pojam rasplinute Arhimedove ure�ene podgrupe).
Pokazali su da je svaka rasplinuta Arhimedova ure�ena podgrupa sa konaµcnim
brojem vrednosti (u odnosu na rasplinuto ure�enje) izomorfna rasplinutoj pod-
grupi aditivne grupe realnih brojeva u kojoj je ure�enje uobiµcajeno.

Nedavno je Saibaba de�nisao rasplinute mreµzno ure�ene grupe, u radu [84].
Rasplinute mreµzno ure�ene grupe su uvedene kao preslikavanja iz mreµzno ure-
�ene grupe u kompletnu mreµzu. Analogno, u istom radu uvedene su de�nicije L-
rasplinutog ideala, L-rasplinute kongruencije, koliµcniµcke L-rasplinute podgrupe
i direktnog proizvoda L-rasplinutih podgrupa. Dokazana su znaµcajna svojstva
i tvr�enja vezana za nivo-podgrupe, pomoću prethodnih teorijskih znanja iz
oblasti rasplinutih podgrupa. Vaµzna osobina koja je pokazana je da postoji
1-1 korespondencija izme�u mreµze svih L-rasplinutih ideala i mreµze svih L-
rasplinutih kongruencija u mreµzno ure�enoj grupi G; ova korespondencija pred-
stavlja mreµzni izomor�zam.

Poslednji rad iz ove oblasti (koji se pojavio kad je ova teza véc bila zavr�ena)
je rad [5], µciji je autor M.Bakhshi. U radu je uveden koncept rasplinutih konvek-
snih mreµzno ure�enih podgrupa.Tako�e su rasplinute konveksne mreµzno ure�ene
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podgrupe predstavljene pomoću rasplinutih podgrupa. Vaµzna osobina koja je
dokazana je da klasa svih rasplinutih konveksnih mreµzno ure�enih podgrupa l-
grupe G formira kompletnu Heyting podmreµzu mreµze rasplinutih podgrupa od
G:

U ovoj tezi pristup rasplinutim ure�enim podgrupama se razlikuje od pri-
stupa izloµzenim u radovima [14] i [84]. Ovde se koristi odre�eno rasplinuto
ure�enje koje se, zbog re�eksivnosti, su�tinski razlikuje od ostalih. Na primer,
u radu autora Saibaba [84], domen preslikavanja predstavljaju mreµzno ure�ene
grupe, dok u na�em radu ure�enje u grupi ne mora biti mreµzno. Razlika ne
postoji samo u ure�enim strukturama nego i u primenama istih.

Ova teza se sastoji iz ukupno µcetiri poglavlja, sa sledécim sadrµzajem.
Prvo poglavlje sadrµzi osnovne de�nicije, tvr�enja i primere iz teorije ure�enih

skupova i teorije mreµza.
De�nicije i tvr�enja u drugom poglavlju su poznati iz teorije ure�enih grupa.
U trécem poglavlju, u prvom Odeljku uvedene su osnovne de�nicije P -

rasplinutog skupa i L-rasplinutog skupa. Specijalno, de�nisan je pojam raspli-
nutog skupa, u sluµcaju da je njegov kodomen realan interval [0; 1] ; kako ga je
de�nisao L.Zadeh. Razmatrane su i druge osnovne de�nicije i iste su u ovom
radu prilago�ene op�tem sluµcaju, u kome L predstavlja mreµzu.
U Odeljku 3.1 tako�e su predstavljene osnovne osobine rasplinutih pod-

skupova i njihovih nivo-podskupova. Istaknute su razlike u sluµcajevima da je
kodomen rasplinutog podskupa poset P; odnosno mreµza L:

U Poglavlju 4 povezani su prethodno uvedeni pojmovi rasplinutog poretka
sa rasplinutim algebarskim strukturama.
Naime, posmatrali smo ure�enu grupu i razmotrili i rasplinutu podgrupu i

rasplinuti podposet kao njene rasplinute podstrukture. U tom cilju, najpre smo
uveli na�pristup rasplinutim posetima, opisan u Odeljku 4.1.
U 4.1 su uvedene su de�nicije, rasplinutog poluideala, rasplinutog polu�ltra,

rasplinutog glavnog ideala, rasplinutog glavnog �ltra i rasplinutog konveksnog
podposeta. Cilj njihovog uvo�enja je �fazi�kacija� pojmova klasiµcne algebre.
Odeljak sadrµzi originalne rezultate.
De�nicija uvedena u odeljku 4.2 je de�nicija rasplinutog poretka na rasplinu-

tom podskupu �: Tako�e je uveden specijalni rasplinuti poredak na rasplinutom
podskupu �: Pomenuta rasplinuta relacija ima vrlo bitnu ulogu, jer se koristi u
de�niciji rasplinute ure�ene podgrupe.
U Odeljku 4.3 detaljno je ispitana struktura skupa relacija slabog rasplinutog

poretka.
Odeljak 4.4 sadrµzi originalne de�nicije rasplinutog lanca i rasplinute mreµze.

Rezultati odeljka su originalni. Predstavljen je uslov pod kojim rasplinuti pod-
poset predstavlja rasplinuti lanac, kao i drugi uslov vezan za nivo- podskupove.
U Odeljku 4.5 de�nisan je pojam kompatibilnosti rasplinute relacije sa bi-

narnom operacijom, u oba sluµcaja, u klasiµcnom sluµcaju i tako�e u sluµcaju ras-
plinute algebarske strukture.
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U Odeljku 4.6 de�nisan je osnovni pojam rasplinute podgrupe, s tim �to je
ovde kodomen rasplinute podgrupe mreµza L: Odeljak sadrµzi originalne rezultate.
Vaµzna tema Odeljka 4.7 su rasplinute podgrupe grupe G; µciji je kodomen

preslikavanja familija podgrupa grupe G; koja mora ispunjavati odre�ene uslove.
Proizvoljna rasplinuta podgrupa moµze biti svedena na prethodno opisanu. Tako-
�e su posebno razmatrane normalne rasplinute podgrupe.
Odeljak 4.8 obuhvata prethodne pristupe rasplinutim ure�enim grupama.
U Odeljku 4.9 polazimo od pojma rasplinute ure�ene podgrupe. Tvr�enja

iz odeljka predstavljaju originalne rezultate.
U Odeljku 4.10 uvodimo originalne de�nicije, rasplinutog pozitivnog konusa,

rasplinutog negativnog konusa i rasplinute konveksne podgrupe. Na primer,
moµzemo istáci da smo, polazéci od odre�enog tvr�enja klasiµcne algebre, dobili
analogno tvr�enje rasplinute algebre kao bitan rezultat.
Originalna de�nicija rasplinute mreµzno ure�ene grupe uvedena je u Odeljku

4.11. Tako�e su navedeni originalni rezultati, na primer, izloµzena je veza izme�u
rasplinute mreµzno ure�ene podgrupe i njenih nivo- podskupova (u obliku `-
podgrupa, pri µcemu `-podgrupa predstavlja podgrupu date mreµzno ure�ene
grupe, koja je tako�e mreµzno ure�ena). Zatim smo do�li do zakljuµcka da veoma
vaµzno svojstvo ima kolekcija svih konveksnih `-podgrupa zadate mreµzno ure�ene
grupe G: Dobili smo originalan rezultat u kom je ova kolekcija uzeta za kodomen
rasplinute `-podgrupe grupe G:
Analogno pojmu rasplinute podgrupe ure�ene grupe G; u Odeljku 4.12 ana-

liziramo pojam rasplinute podgrupe koliµcniµcke grupe G=A; gde je A konveksna
normalna podgrupa od G: Ukoliko uzmemo da je grupa G Dekartov proizvod
skupa realnih brojeva R � R; moµzemo de�nisati njenu rasplinutu podgrupu,
(oznaµcenu sa �): Ako de�ni�emo rasplinutu podgrupu koliµcniµcke grupe R�R=A
pomoću prethodno zadate rasplinute podgrupe �; dobijamo originalan rezul-
tat. Rezultat predstavlja konstrukcija rasplinute ure�ene podgrupe koliµcniµcke
grupe R�R=A: Tako�e smo primerom pokazali da rasplinuta ure�ena podgrupa
koliµcniµcke grupe R � R=A moµze biti de�nisana i na drugaµciji naµcin, pomoću
odre�ene rasplinute relacije ��:
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1 Ure�ene strukture

Prvo poglavlje sadrµzi osnovne de�nicije, tvr�enja i primere iz teorije ure�enih
skupova i teorije mreµza. Literaturu kori�́cenu u ovom poglavlju µcine knjige [67],
[98] i [16].

1.1 Ure�eni skup

Ure�eni skup je relacioni sistem (P;6) ; gde je6 re�eksivna, antisimetriµcna
i tranzitivna relacija, odnosno relacija poretka na nepraznom skupu P: Relacija
poretka se najµce�́ce obeleµzava oznakom6; µcak i ako P nije skup brojeva. Kaµzemo
da je P ure�en ovom relacijom.

Ure�eni skup odnosno poset se najµce�́ce oznaµcava kao ure�eni par (P;6), ili
jednostavno pomoću skupa P . Ure�eni podskup poseta (P;6 ) je podskup Q
od P u kome je ure�enje restrikcija ure�enja u P ; ure�eni podskup se oznaµcava
na isti naµcin, (Q;6).

De�ni�imo relaciju < (manje) za elemente x; y ure�enog skupa (P;6):
x < y ako i samo ako je x 6 y i x 6= y:

Ure�eni skup (Q;6) je konveksan, ako i samo ako za sve elemente a; b 2 Q;
takve da je a < b; vaµzi:

ako za element c vaµzi da a < c < b; sledi da c 2 Q:

Particija skupa P je kolekcija nepraznih podskupova skupa P; ako su
µclanovi kolekcije u parovima disjunktni, a njihova unija je ceo skup P: Elementi
particije se zovu klase (ili blokovi) particije.

Ako je � relacija ekvivalencije na P i a 2 P; onda se pomoću [a]� oznaµcava
skup elemenata iz P koji su u relaciji � sa a :

[a]� = fx 2 P : a�xg :

Skup [a]� je klasa ekvivalencije elementa a u odnosu na relaciju �:

Ako je x 6 y ili y 6 x; kaµzemo da su x i y uporedivi s obzirom na relaciju
6; inaµce su neuporedivi.

Poredak na P je linearan (totalan) ako su svaka dva elementa uporediva.
U tom sluµcaju skup P je linearno ili totalno ure�en ovom relacijom. Linearno
ure�eni skup zove se i lanac.

Podskup A iz P koji sadrµzi samo neuporedive elemente zove se anti-lanac;
A je anti-lanac ako i samo ako za sve razliµcite elemente x; y iz A vaµzi:
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x 
 y i y 
 x:

Pretporedak je re�eksivna i tranzitivna relacija na nekom skupu.

Na ure�enom skupu de�ni�e se relacija pokrivanja, u oznaci �; koja se izvodi
iz poretka kao �to sledi (oznaka x 6 y 6 z; koja se koristi u nastavku je uobiµca-
jena skrácenica za x 6 y i y 6 z).

Neka je (P;6) ure�eni skup i x; y 2 P: Tada po de�niciji:

x � y ako i samo ako x < y i : (9z) (x < z < y) :

Kaµze se da je x pokriveno sa y; ili da x prethodi y:
Nije te�ko uoµciti da od tri osnovna svojstva relacije poretka, relacija pokri-

vanja ispunjava samo antisimetriµcnost.

Neka je (P;6) ure�eni skup i A � P: Elemenat c 2 P je gornja granica za
A ako je x 6 c; za sve x 2 A: Dualno se de�ni�e donja granica za A : elemenat
c 2 P je donja granica za A ako je c 6 x; za sve x 2 A:

Ako je elemenat a 2 P gornja granica za ceo skup P; zovemo ga najvéci
element u P: Analogno, ako je elemenat a 2 P donja granica za ceo skup P; a
je najmanji elemenat.

Polu�lter ure�enog skupa P je njegov podskup F , koji ispunjava sledéce:
za sve x; y 2 P;

x 2 F i x 6 y povlaµci y 2 F .

Dualno, poluideal ure�enog skupa P je njegov podskup I, za koji vaµzi: za
sve x; y 2 P;

x 2 I i y 6 x povlaµci y 2 I.

Ako je a 2 P , podskup:

"a := fx 2 P j a 6 xg;

je glavni �lter generisan elementom a 2 P .
Sliµcno, za a 2 P (P je ure�eni skup), skup:

#a := fx 2 P j x 6 ag;

predstavlja glavni ideal generisan pomoću elementa a 2 P .

Ako su (P;6) i (Q;6) dva poseta, tada je funkcija f : P ! Q izotona
(saglasna sa poretkom) ako za proizvoljne x; y 2 P vaµzi:

x 6 y povlaµci f (x) 6 f (y) :
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Injektivna funkcija f iz P u Q je obostrano izotona, ako zadovoljava
sledéci uslov:

x 6 y , f (x) 6 f (y) :
Ovakva funkcija zove se i potapanje ure�enog skupa P u ure�eni skup Q:
Bijektivna i obostrano izotona funkcija f : P ! Q zove se izomor�zam

izme�u (P;6) i (Q;6) (ovaj pojam se tako�e naziva i ure�ajni izomor�zam).
Ako postoji (barem jedan) izomor�zam iz ure�enog skupa (P;6) u ure�eni

skup (Q;6) ; onda je oµcigledno inverzna funkcija izomor�zam iz (Q;6) u (P;6).
Ova dva skupa su izomorfna.
Izomor�zam ure�enog skupa (P;6) na taj isti skup zove se automor�zam.

Dualnost. Ako je (P;6) ure�eni skup, onda je dualni poredak > na
skupu P de�nisan sa:

x > y ako i samo ako y 6 x:

Dualni poredak je po de�niciji inverzna relacija za poredak 6 i to je isto
re�eksivna, antisimetriµcna i tranzitivna relacija na (P;6). Ure�eni skup (P;>)
je dualan ure�enom skupu (P;6).

Princip dualnosti za ure�ene skupove: Ako neko tvr�enje vaµzi za sve
ure�ene skupove, onda za sve ure�ene skupove vaµzi i dualno tvr�enje.

Ako ure�eni skup P ima najmanji elemenat 0, onda je svaki elemenat kojim
je on pokriven (ako takav postoji) atom.
Na primer, u (P (A) ;�) atomi su jednoµclani skupovi.
Funkcija f : P ! Q je dualno-izotona (anti-izotona) ako vaµzi:

x 6 y povlaµci f (y) 6 f (x) :

Ako postoji bijekcija f takva da su f i f�1 anti-izotone, tada su P i Q
anti-izomorfni (dualno izomorfni).

Ako su (A;6) i (B;6) ure�eni skupovi, onda je njihov direktan proizvod
relacioni sistem (A�B;6) : Pokazuje se da je (A�B;6) tako�e ure�eni skup,
za bilo koji od sledéca tri naµcina de�nisanja poretka 6.

Prvi naµcin je de�nicija poretka po komponentama, gde se na skupu ure-
�enih parova relacija 6 de�ni�e:

(a1; b1) 6 (a2; b2), a1 6 a2 i b1 6 b2:

Sa desne strane su odgovarajúci poreci u A i B:
Drugi naµcin de�nisanja poretka na direktnom proizvodu A�B zove se lek-

sikografski poredak. De�nicija je sledéca:

(a1; b1) 6 (a2; b2) ako i samo ako je a1< a2 ili vaµzi: a1= a2 i b1 6 b2:
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Ako su (A;6) i (B;6) lanci, onda je A�B lanac u odnosu na leksikografski
poredak.
Tréci poredak se zove re�eksivno zatvorenje relacije �<�:

(a1; b1) 6 (a2; b2) ako i samo ako

a1< a2 i b1< b2 ili a1= a2 i b1= b2:

Jednostavno se dokazuje da je (A�B;6) isto ure�eni skup.

Mreµza je ure�eni skup (L;�) u kome za svaki par elemenata x; y; postoji na-
jvéca donja granica (in�mum) i najmanja gornja granica (supremum), oznaµcene
redom sa x ^ y i x _ y. Ovo su binarne operacije u L:

Lema 1 Ako je (L;�) mreµza, onda infM i supM postoje za svaki neprazni
konaµcni podskup M skupa L:

Potpuna (kompletna mreµza) je ure�en skup u kome svaki podskup ima
in�mum i supremum.

Mreµza (L;�) (zadata kao ure�eni skup) moµze imati najmanji i (ili) najvéci
elemenat. In�mum i supremum skupa L; ako postoje, su redom najmanji (0)
i najvéci (1) elemenat. Vaµzi da je inf ; = 1; a sup ; = 0: Mreµza je ograniµcena,
ako je ograniµcena kao ure�eni skup, odnosno ako poseduje najmanji elemenat,
0; i najvéci, 1:

Mreµza L je konaµcne duµzine ako je najduµzi lanac u L konaµcan. Element a
mreµze L je delitelj nule (u odnosu na ^ ), ako postoji ne-nula element b 2 L,
takav da vaµzi: a^ b = 0. Dakle, L je mreµza bez delitelja nule ako za proizvoljne
elemente x; y 2 L, vaµzi da x ^ y = 0 povlaµci x = 0 ili y = 0.

Lema 2 Svaka potpuna mreµza je ograniµcena (ima najmanji i najveći elemenat).

Prema prethodnom imamo sledécu posledicu:

Lema 3 Svaka konaµcna mreµza je potpuna i ograniµcena.

Primer 1 Svi skupovi brojeva, od prirodnih do realnih, predstavljaju mreµze u
odnosu na uobiµcajeni poredak �; jer je u njima de�nisano:

inf fa; bg = min fa; bg ; i sup fa; bg = max fa; bg :

U odnosu na potpunost, mreµze brojeva se razlikuju. Na primer, skup R
realnih brojeva u odnosu na uobiµcajeni poredak nije potpuna mreµza, ali se lako
kompletira dodavanjem najmanjeg, �1; i najvećeg elementa, 1:
U sluµcaju skupa Q racionalnih brojeva, dodavanjem elemenata �1 i 1, ne

moµzemo dobiti potpunu mreµzu. Na primer, u tom sluµcaju skup
�
x 2 Q : x2 < 2

	
(i skupovi sliµcni njemu), nema ni in�mum ni supremum, a ima donja i gornja
ograniµcenja.
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Primer 2 Ure�en skup (N; j) je mreµza, pri µcemu je:

inf fx; yg = nzd (x; y) ; i sup fx; yg = nzs (x; y) :

Ova mreµza nije potpuna-dovoljno je samo primetiti da nije ograniµcena.

Primer 3 Drvo je ure�eni skup A sa najmanjim elementom, u kome je svaki
glavni ideal #x; x 2 A; lanac.
Nijedno drvo osim lanca, nije mreµza, jer ne postoje supremumi.

Sledéca lema daje vezu izme�u poretka (�) i operacija (^ i _) u mreµzi.

Lema 4 U mreµzi je x � y ekvivalentno sa svakom od jednakosti:

x ^ y = x i x _ y = y:

Teorema 1 Ure�eni skup (A;�) u kom svaki podskup ima in�mum je potpuna
mreµza.

Dokaz teoreme 1 zasniva se na µcinjenici da supremum podskupa predstavlja
in�mum skupa gornjih ograniµcenja. Po�to po pretpostavci teoreme svaki pod-
skup ima in�mum, supremum proizvoljnog podskupa postoji.

Lema 5 Ure�eni skup sa najvećim elementom u kome svaki neprazan podskup
ima in�mum je potpuna mreµza.

Mreµza podskupova nepraznog skupa, u odnosu na inkluziju je potpuna.
In�mum je u njoj skupovni presek, a supremum unija. µCesto su potpune mreµze
u algebri sastavljene od skupova. I u njima je in�mum presek, ali je supremum
retko unija. Na konstrukciju takvih mreµza upúcuje sledéca skupovna verzija
leme 5.

Lema 6 Neka je F familija podskupova nepraznog skupaA, zatvorena u odnosu
na skupovni presek i koja sadrµzi skup A: Tada je (F ;�) kompletna mreµza.

1.2 Neki primeri mreµza i kompletnih mreµza

Nave�́cemo neke potpune mreµze koje se µcesto javljaju, pre svega u algebri.

Primer 4 Partitivni skup nepraznog skupa A je potpuna mreµza u odnosu na
inkluziju. Najmanji elemenat je ;, a najveći skup A: In�mum svake kolekcije
podskupova je njen presek, a supremum je unija. (P (A) ;�) predstavlja osnovnu
skupovnu mreµzu.
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Primer 5 Mreµza podgrupa
Skup svih podgrupa proizvoljne grupe G; u oznaci SubG; prirodno je ure�en

inkluzijom. Po�to presek kolekcije podgrupa predstavlja podgrupu, ure�eni skup
(SubG;�) je potpuna mreµza u kojoj je najveći elemenat grupa G; a najmanji
podgrupa u kojoj je samo neutralni element.
Unija dve podgrupe je podgrupa samo ako je jedna od njih sadrµzana u drugoj,

pa je supremum kolekcije podgrupa, de�nisan kao presek svih podgrupa koje
sadrµze uniju kolekcije.
Moµze se tako�e posmatrati i mreµza normalnih podgrupa (SubNG;�) : To je

isto potpuna mreµza u kojoj je in�mum presek, a najveći i najmanji elementi su
G i feg :
Supremum konaµcne kolekcije normalnih podgrupa moµze se opisati preciznije

nego za mreµzu SubG: Ako su H i K normalne podgrupe grupe G; moµze se
proveriti da je skup:

HK = fhk : h 2 H; k 2 Kg ;

najmanja normalna podgrupa koja sadrµzi H [K; pa sledi:

H _K = HK:

Primer 6 Mreµza relacija
Sve binarne relacije na nepraznom skupu A su podskupovi skupa A2, pa µcine

mreµzu partitivnog skupa
�
P
�
A2
�
;�
�
:

Inkluzijom ure�en skup relacija ekvivalencije na A, (E (A) ;�), tako�e pred-
stavlja potpunu mreµzu. Zaista, presek proizvoljne kolekcije relacija ekvivalencije
jeste relacija ekvivalencije, �to vaµzi i za sam skup A2:
Iz prethodnog sledi da je (E (A) ;�) potpuna mreµza. Najmanji element je

dijagonalna relacija �A, a supremum se ne poklapa sa skupovnom unijom, jer
unija relacija ekvivalencije ne mora i sama biti relacija ekvivalencije. Supremum
proizvoljne neprazne kolekcije relacija ekvivalencije na A je najmanja relacija iz
E (A) koja sadrµzi uniju kolekcije.

1.3 Operator zatvaranja

Sistem zatvaranja je kolekcija F podskupova nepraznog skupa A; koja je
zatvorena za presek i sadrµzi ceo skup A: Sistem zatvaranja se jo�zove i Murova
familija.
Na osnovu leme 6 (str.13), sistem zatvaranja je potpuna mreµza u odnosu na

inkluziju. Sve skupovne mreµze opisane u prethodnom odeljku su odgovarajúci
sistemi zatvaranja podskupova.

Neka je F proizvoljan sistem zatvaranja na skupu A: Na partitivnom skupu
P (A) de�ni�imo preslikavanje X ! X; tako da za skup X � A; X predstavlja
presek svih podskupova iz F koji sadrµze X; odnosno:
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X :=
\
fY : Y 2 F i X � Y g : (1)

Ova funkcija je dobro de�nisana, jer vaµzi X � A; pa je barem A u kolekciji
koja de�ni�e presek. Preslikavanje zadovoljava uslove:
C1 X � X
C2 X = X
C3 ako je X � Y; onda je X � Y
Taµcnost uslova C1� C3 moµze se neposredno proveriti iz de�nicije (1).

Operator zatvaranja na skupu A je funkcija X ! X iz P (A) u P (A)
koja ispunjava uslove C1�C3: Ako je X � A; onda je X zatvorenje skupa X;
a ako je X = X; onda je X zatvoreni podskup u odnosu na ovaj operator.

Stav 1 Ako je X ! X operator zatvaranja na skupu A; onda inkluzijom ure-
�eni skup F zatvorenih podskupova skupa A u odnosu na taj operator, pred-
stavlja sistem zatvaranja.

Neka je zadat operator zatvaranja na skupu A; i neka je F familija zatvorenih
podskupova u odnosu na zadati operator zatvaranja. Dalje, ako bismo de�nisali
X pomoću (1), dobili bismo upravo polazni operator zatvaranja.
Neka je zadat proizvoljan sistem zatvaranja na skupu A; i neka je na njemu

de�nisan operator zatvaranja pomoću (1). Tada skup svih zatvorenih pod-
skupova predstavlja polazni sistem zatvaranja.

Dakle, postoji obostrano jednoznaµcna korespondencija izme�u svih sistema
zatvaranja na datom skupu i svih operatora zatvaranja na njemu.
Iz µcinjenice da je sistem zatvaranja potpuna mreµza, sledi naredni stav.

Stav 2 Podskupovi skupa A koji su zatvoreni u odnosu na neki operator zat-
varanja, obrazuju potpunu mreµzu u odnosu na inkluziju.

U prethodno navedenoj mreµzi zatvorenih skupova in�mum je presek, a u
sledécem stavu se pokazuje �ta je u njoj supremum.

Stav 3 U mreµzi zatvorenih skupova F koja odgovara nekom operatoru zat-
varanja vaµzi: ako je fXi : i 2 Ig � F , onda je:_

fXi : i 2 Ig =
[
fXi : i 2 Ig .

Ako posmatramo mreµze zatvorenih skupova kao sisteme zatvaranja, one su
potpune mreµze. Vaµzi i obrnuto, svaka potpuna mreµza se moµze dobiti kao mreµza
zatvorenih skupova za neki operator zatvaranja.

Teorema 2 Za svaku potpunu mreµzu L postoji skup i operator zatvaranja na
njemu, tako da je L izomorfna odgovarajućoj mreµzi zatvorenih podskupova.
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Operator zatvaranja moµze se de�nisati i kao funkcija na proizvoljnom ure-
�enom skupu ili mreµzi.
Ako je (A;6) ure�eni skup, onda je funkcija x ! x na A operator zat-

varanja na tom ure�enom skupu, ako ispunjava sledéce uslove:
c1 x 6 x
c2 x = x
c3 ako je x 6 y; onda je x 6 y:
Element x iz A za koji je x = x je zatvoren u odnosu na taj operator.

Na osnovu ove de�nicije moµzemo razmatrati operatore zatvaranja neposredno
na mreµzi, bez pozivanja na izomor�zam mreµze i odgovarajúceg sistema zat-
varanja podskupova.

Stav 4 Neka je x! x operator zatvaranja na potpunoj mreµzi L: Tada je pod-
skup zatvorenih elemenata mreµze zatvoren i za proizvoljne in�mume.

Lema 7 Elementi mreµze L koji su zatvoreni u odnosu na operator zatvaranja
na njoj, obrazuju potpunu mreµzu u odnosu na poredak iz L:

Prethodno smo videli da svaki sistem zatvaranja odre�uje operator zat-
varanja na skupu. Analogno tvr�enja vaµzi i za proizvoljnu potpunu mreµzu.

Stav 5 Ako je L potpuna mreµza i F njen ure�eni podskup zatvoren za proizvoljne
in�mume iz L, onda je preslikavanje x! x; gde je x = ^fy 2 F : x � yg ; ope-
rator zatvaranja na L:

Dokaz stava 5 se izvodi neposrednom proverom uslova c1� c3:

1.4 Podmreµza

Da bismo de�nisali pojam podmreµze, neophodno je najpre uvesti pojam
mreµze kao algebarske strukture. Pojmovi mreµze kao ure�enog skupa i mreµze kao
algebarske strukture me�usobno su ekvivalentni.

Neka je L neprazan skup, a ^ i _ binarne operacije na njemu. Tada je
ure�ena trojka (L;^;_) mreµza kao algebarska struktura, ako vaµze aksiome ko-
mutativnosti, asocijativnosti i apsorpcije za operacije iz L:

Mreµza (L1;^;_) je podmreµza mreµze (L;^;_) ; ako je L1 � L; a operacije na
L1 predstavljaju restrikcije operacija iz L:

Vaµzno je napomenuti da se pojam podmreµze de�ni�e iskljuµcivo za mreµzu kao
algebru (L;^;_) ; a ne za mreµzno ure�en skup (L;�). Poredak na podmreµzi se
poklapa sa poretkom na samoj mreµzi: ako su x i y elementi iz podmreµze L1;
onda je x � y u L1 ako i samo ako je x � y u L: Ovo sledi iz zatvorenosti
podmreµze za operacije.
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slika 1

Obrnuto ne vaµzi; ure�en podskup iz L moµze i sam biti mreµza u odnosu na
postojéci poredak, ali ne mora biti podmreµza mreµze L:

Podmreµza L1 mreµze L je konveksna ako je konveksna kao ure�eni skup,
odnosno ako iz x; y 2 L1 i x < z < y sledi z 2 L1:

Neka je data mreµza L potpuna, i neka je dat proizvoljni interval [a; b] =
fx 2 L : a � x � bg : Posmatrajući mreµzu kao ure�eni skup (L;�) ; vidimo da
je interval [a; b] njena potpuna konveksna podmreµza:

De�ni�imo modularni zakon:

ako je x � z; onda je x _ (y ^ z) = (x _ y) ^ z; (m)

gde su x; y i z elementi mreµze L:
Modularni zakon (m) ekvivalentan je sa svakim od sledećih identiteta:

(x ^ z) _ (y ^ z) = ((x ^ z) _ y) ^ z (m1)

z _ (y ^ (x _ z)) = (x _ z) ^ (y _ z) : (m2)

Mreµza na kojoj je ispunjen modularni zakon zove se modularna mreµza.

Navedimo sada osnovni kriterijum modularnosti. Petoelementna mreµza
µciji je dijagram skiciran na slici 1 zove se pentagon i oznaµcava se saN5: Pentagon
nije modularna mreµza.

Teorema 3 Mreµza je modularna ako i samo ako ne sadrµzi podmreµzu izomorfnu
sa N5:

Osnovni primer od koga potiµce i ime modularnih mreµza predstavlja mreµza
normalnih podgrupa proizvoljne grupe.
Videli smo u primeru 5 da normalne podgrupe grupe G formiraju mreµzu, u

kojoj je H ^K = H \K; i H _K = HK; gde je HK = fhk : h 2 H; k 2 Kg :
HK predstavlja najmanju normalnu podgrupu koja sadrµzi H [K:
Stav koji sledi dokazao je Dedekind, pa se modularne mreµze zovu i Dedekin-

dove mreµze.
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slika 2

Stav 6 Mreµza normalnih podgrupa proizvoljne grupe je modularna.

Mreµza je distributivna ako na njoj vaµze distributivne jednakosti (d1) i (d2) :

x _ (y ^ z) = (x _ y) ^ (x _ z) (d1)

x ^ (y _ z) = (x ^ y) _ (x ^ z) (d2)

Stav 7 Identiteti (d1) i (d2) su ekvivalentni, odnosno ako u mreµzi L vaµzi jedan
od njih, onda vaµzi i drugi.

Identiteti (d1) i (d2) zovu se zakoni distributivnosti i oni ne vaµze na svakoj
mreµzi. Na primer, oni ne vaµze na mreµzi pentagon sa slike 1.
Na primer, svaki lanac je distributivna mreµza; partitivni skup nepraznog

skupa je distributivna mreµza u odnosu na presek i uniju.
Za proveru distributivnosti mreµze postoji jednostavan kriterijum, sliµcno kao

i za modularnost. Mreµza µciji je dijagram predstavljen na slici 2 zove se dijamant
i oznaµcava se sa M3: Ta mreµza je modularna, ali nije distributivna.

Teorema 4 Modularna mreµza je distributivna ako i samo ako ne sadrµzi pod-
mreµzu izomorfnu mreµzi M3:

Stav 8 Mreµza je distributivna ako i samo ako ne sadrµzi podmreµzu izomorfnu
sa N5 niti podmreµzu izomorfnu sa M3.

Po samoj de�niciji podmreµze, podmreµza distributivne mreµze je distributivna,
podmreµza modularne mreµze je modularna, itd. Obrnuto nije taµcno, odnosno
identitet koji vaµzi na podmreµzi, ne mora vaµziti i na samoj mreµzi (na primer,
na dvoelementnom lancu vaµze zakoni distributivnosti, a taj lanac je podmreµza
i nedistributivnih mreµza).
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1.5 Heyting mreµza

Da bismo uveli pojam Heyting mreµze, neophodno je prethodno uvesti pojam
pseudokomplementa.
Elemenat x mreµze L je disjunktan sa elementom y mreµze L; ako vaµzi

x ^ y = 0:

Ako je L mreµza u kojoj postoji najmanji elemenat 0; kaµzemo da je elemenat
x 2 L pseudokomplementaran ako postoji najvéci elemenat x� 2 L koji je
disjunktan sa x: Znaµci:

x� =
_
fy 2 L : x ^ y = 0g ;

i kada ovaj elemenat postoji zove se pseudokomplement od x:

Kaµzemo da je mreµza L pseudokomplementarna, ukoliko je svaki elemenat
iz L pseudokomplementaran.
Primetimo da je za svaku pseudokomplementarnu mreµzu neophodno da bude

ograniµcena. Po�to za svaki y 2 L vaµzi 0 ^ y = 0; sledi da je y � 0�. Znaµci, 0� je
najvéci element u L:

Stav 9 Svaka konaµcna distributivna mreµza je pseudokomplementarna.

Primer 7 Svaka kompletna mreµza L u kojoj vaµzi beskonaµcan ^-distributivni
zakon:

x ^
_
i2I
yi =

_
i2I
(x ^ yi) ;

je pseudokomplementarna. Oµcigledno, za svaki x 2 L; postoji elemenat x�:

x� =
_
fy 2 L : x ^ y = 0g

U pseudokomplementarnoj distributivnoj mreµzi interval [0; x] je pseudokom-
plementaran; pseudokomplement od y 2 [0; x] je y�^x: Iz ove µcinjenice proistiµce
razmatranje distributivnih mreµza u kojima je svaki interval pseudokomplemen-
taran. Takve mreµze se nazivaju Heyting-ove mreµze.

Teorema 5 Kompletna mreµza je Heyting-ova mreµza ako i samo ako ona zado-
voljava beskonaµcan ^-distributivni zakon:

x ^
_
i2I
yi =

_
i2I
(x ^ yi) :
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1.6 Homomor�zam i izomor�zam

Homomor�zam iz mreµze (L;^;_) u mreµzu (M;^;_) je funkcija f : L!M
koja je saglasna sa operacijama ^ i _: ako su x; y 2 L; onda vaµzi:

f (x ^ y) = f (x) ^ f (y) i f (x _ y) = f (x) _ f (y) :

Izomor�zam je homomor�zam f koji je ujedno i bijekcija.
Ako za funkciju f : L!M vaµze jednakosti:

f (x ^ y) = f (x) _ f (y) i f (x _ y) = f (x) ^ f (y) ;

onda se odgovarajúci pojmovi de�ni�u kao dualni homomor�zam i dualni
izomor�zam (anti-izomor�zam).
Oznaµcícemo sa f (L) skup svih slika:

f (L) = fy 2M : y = f (x) za neko x 2 Lg :

Sledéci stav je poznat u op�toj algebri:

Stav 10 Ako je f homomor�zam iz mreµze (L;^;_) u mreµzu (M;^;_) ; onda
je f (L) podmreµza u M:

Homomor�zam je po de�niciji saglasan sa operacijama u mreµzi, �to znaµci da
oµcuvava konaµcne in�mume i supremume.

Teorema 6 Mreµze (L;^;_) i (M;^;_) su izomorfne ako i samo ako su izomorfni
odgovarajući ure�eni skupovi (L;�) i (M;�) :

1.7 Kongruencije

Kongruencija (relacija kongruencije) na mreµzi (L;^;_) je relacija ekvi-
valencije � na L; koja je saglasna sa mreµznim operacijama, odnosno za koju
vaµzi:

iz x�y i u�v sledi (x ^ u) � (y ^ v) i (x _ u) � (y _ v) :

Naredni stav je ekvivalentan sa ovom de�nicijom (dokaz sledi iz osnovnih
mreµznih identiteta).

Stav 11 Relacija ekvivalencije � na mreµzi (L;^;_) je njena kongruencija ako i
samo ako za sve x; y; z 2 L :

iz x�y sledi (x ^ z) � (y ^ z) i (x _ z) � (y _ z) :
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Teorema 7 Ako je f : L ! M homomor�zam iz mreµze (L;^;_) u mreµzu
(M;^;_) ; onda je relacija � na L; de�nisana sa:

x�y , f (x) = f (y) ; (2)

kongruencija na (L;^;_) :

Kongruencija � de�nisana sa (2), zove se jezgro homomor�zma f:

Neka je A neprazan skup, � � A2 relacija ekvivalencije skupa A i x 2 A:
Klasa ekvivalencije elementa x; u oznaci [x]� ; data je na sledéci naµcin:

[x]� = fy 2 A : x�yg :

Neka je � kongruencija na mreµzi (L;^;_) : Tada je koliµcniµcka mreµza mreµze L
u odnosu na �; koju oznaµcavamo sa L=�; mreµza µcije su operacije de�nisane sa:

[x]� ^ [y]� := [x ^ y]� i [x]� _ [y]� := [x _ y]� ;

gde su x; y 2 L:
De�nicije su ispravne, odnosno blok na desnoj strani svake jednakosti ne

zavisi od izbora predstavnika odgovarajúcih klasa na levoj strani; to se jed-
nostavno proverava. Prema ovim de�nicijama, oµcigledno je da se aksiome za
mreµze prenose na operacije sa klasama. Zato je (L=�;^;_) mreµza i ona se zove
faktor-mreµza ili koliµcniµcka mreµza mreµze L po kongruenciji �: Isto tako, iz
de�nicije klasa sledi da je preslikavanje g : L! L=�; de�nisano sa g (x) = [x]� ;
homomor�zam, takozvani prirodni homomor�zam mreµze L:

Stav 12 Ako je � kongruencija na mreµzi L; onda je u mreµzi L=� ispunjeno:
[x]� � [y]� ako i samo ako za svako x1 2 [x]� postoji y1 2 [y]� ; tako da je
x1 � y1:

Za razliku od nekih algebarskih struktura (grupa na primer), sve klase kon-
gruencije na mreµzi su njene podmreµze.

Stav 13 Svaka klasa kongruencije na mreµzi je konveksna podmreµza te mreµze.

1.8 Ideali

Ulogu normalnih podgrupa kod grupa samo delimiµcno imaju ideali (i dualno
�ltri) kod mreµza.
Uvedimo sada de�niciju ideala i �ltra u mreµzi.

Ideal u mreµzi L je njen neprazni podskup I koji ispunjava uslove:
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1: iz a; b 2 I sledi a _ b 2 I;
2: iz a 2 I i c � a sledi c 2 I:

Glavni ideal u mreµzi L; generisan elementom a 2 L; de�ni�e se na sledéci
naµcin:

#a = fx 2 L : x � ag :

Filter u mreµzi L je njen neprazni podskup F koji ispunjava uslove:
10: iz a; b 2 F sledi a ^ b 2 F ;
20: iz a 2 F i a � c sledi c 2 F:

Glavni �lter u mreµzi L; generisan elementom a 2 L; de�ni�e se na sledéci
naµcin:

"a = fx 2 L : a � xg :

Za razliku od vécine drugih klasa mreµza, kod distributivnih postoji veza
izme�u kongruencija i ideala.
Poznato je da za svaku mreµzu L nulta (najmanja) klasa faktor mreµze L=�

po kongruenciji � predstavlja ideal u L; �to je formulisano sledécim stavom.

Stav 14 Ako je � kongruencija na mreµzi L tako da faktor-mreµza L=� ima naj-
manji elemenat, onda je ta klasa (najmanji elemenat u L=�) ideal u L:

Za distributivne mreµze vaµzi i obrnuto, u smislu naredne teoreme.

Teorema 8 Ako je I ideal u distributivnoj mreµzi L; onda je relacija � na L;
de�nisana sa

x�y ako i samo ako je za neko c 2 I ispunjeno x _ c = y _ c;

kongruencija na L; a I je klasa u L=�:

Teorema 9 Mreµza je distributivna ako i samo ako je svaki njen ideal klasa neke
kongruencije.
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2 Ure�ene grupe

De�nicije i tvr�enja u ovom poglavlju su dobro poznati iz teorije ure�enih
grupa. Vécina sadrµzaja Odeljaka 2.1, 2.2 i 2.3 preuzeta je iz knjige T.S.Blytha
[17], dok je u Odeljcima 2.4 i 2.5 kori�́cena i knjiga autora G.Birkho¤a [16].

Poµcetak univerzalne algebre obeleµzili su radovi G.Birkho¤a nastali u periodu
od 1933. do 1935. godine.
Sledéca bitna godina je 1950, kada je A.Tarski najavio nastanak nove oblasti

matematike, danas poznatu kao teorija modela jezika prvog reda. Teorija mo-
dela je usko povezana sa matematiµckom logikom i teorijskim raµcunarstvom.

Vaµzni dobijeni rezultati odnose se na probleme odluµcivosti jednakosnih teorija
i probleme konaµcne baze identiteta.
Ako je K varijetet de�nisan skupom identiteta

P
; onda varijetet K ima

odluµcivu jednakosnu teoriju akko postoji algoritam koji za proizvoljan identitet
p � q odluµcuje o tome da li vaµzi

P
` p � q (iz

P
se izvodi p � q). Na primer,

sledéci varijeteti imaju odluµcivu jednakosnu teoriju: varijetet svih semigrupa,
varijetet svih grupa, svih mreµza i distributivnih mreµza.
Pitanje konaµcne baziranosti jednakosnih teorija je i dalje aktuelno. Ukratko,

postavlja se pitanje da li se identiteti koji vaµze na nekoj algebri mogu izvesti
iz nekog konaµcnog skupa identiteta. Mnogi poznati varijeteti imaju konaµcnu
bazu, jer su upravo de�nisani pomoću konaµcno mnogo identiteta. Na primer,
varijeteti svih grupa, svih Abelovih grupa, svih prstena, svih mreµza ili svih
Booleovih algebri imaju konaµcnu bazu, po de�niciji.

Dalje, iz oblasti ure�enih grupa moµzemo istáci rad autora P.Conarda i J.Mar-
tineza [27]. U radu su najpre navedne osnovne de�nicije teorije mreµzno ure�enih
grupa, a zatim su prouµcavane komplementarne grupe.

Linearno ure�ene strukture imaju poseban znaµcaj u odre�enim matematiµckim
teorijama. Véc duµzi vremenski period, njih prouµcavaju nauµcnici koji se bave
teorijom modela. Dobijeni su vrlo vaµzni rezultati koji pro�iruju teoriju li-
nearnog ure�enja. Na primer, moµzemo istáci Peanovu aritmetiku, teoriju ure-
�enih abelovih grupa, teoriju realnih zatvorenih polja, i samu teoriju linearnog
ure�enja.
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2.1 Grupa

Ovde ćemo postepeno uvesti pojam ure�ene grupe, polazéci od osnovnih
de�nicija algebarskih struktura. U de�niciji grupa najµce�́ce koristimo jezik snab-
deven simbolom binarne operacije, unarnim simbolom i simbolom konstante.
Uobiµcajena oznaka grupe je (G; � ; �1; e).
De�ni�imo translaciju elementa x grupe (G; � ; �1; e); kao unarnu operaciju

oblika c � x ili x � c; gde je c elemenat grupe G.
Za proizvoljne elemente a; b i c grupe (G; � ; �1; e); vaµze zakoni skrácivanja:

ab = ac) b = c; ba = ca) b = c:

Za grupu (H; �; �1; e) kaµzemo da je podgrupa grupe (G; � ; �1; e); ako vaµzi
H � G; operacije � i �1 su redom, binarna i unarna operacija na skupu H
(restrikcije odgovarajúcih operacija na G) i (H; �; �1; e) predstavlja grupu: U
tom sluµcaju tako�e kaµzemo i da je sam skup H jedna podgrupa grupe G; i
pi�emo H � G (dve podgrupe jedne grupe su jednake, ako i samo ako imaju isti
skup-nosaµc).
Neka je (G; � ; �1; e) data grupa, i fa1; a2; :::; ang dati podskup od G: Skup:

ha1; a2; :::; ani = fb�11 � b�22 � � � b�kk : k 2 N0; bi 2 fa1; a2; :::; ang ; �i 2 f�1; 1gg ;

zove se podgrupa grupe (G; � ; �1; e) generisana skupom fa1; a2; :::; ang :
Uve�́cemo sada algebarske strukture u kojima je zadato ure�enje saglasno sa

algebarskim operacijama.
Grupoid (G; � ) moµze biti snabdeven relacijom ure�enja 6; koja je kompati-

bilna sa binarnom operacijom na sledéci naµcin:

za sve x; y; z 2 G x 6 y povlaµci z � x 6 z � y i x � z 6 y � z:

Ako postoji takvo ure�enje u G, tada ure�ena trojka (G; � ; 6 ) predstavlja
ure�eni grupoid.
U narednoj de�niciji ure�ene grupe, i dalje u tekstu, oznaka binarne operacije

moµze se izostaviti u pisanju.
Ure�ena grupa je ure�ena petorka

�
G; �;�1 ; e;6

�
. U njoj ure�ena µcetvorka�

G; �;�1 ; e
�
predstavlja grupu, a (G;6) ure�eni skup tako da je poredak 6

saglasan sa translacijama: za sve x; y; z 2 G;

iz x 6 y ) xz 6 yz i zx 6 zy:

Grupa (G; �; �1; e) je komutativna ako u njoj vaµzi:

a � b = b � a; za sve a; b 2 G:

Komutativne grupe se najµce�́ce zapisuju aditivno i nazivaju jo� i Abelove
grupe.
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Primer 8 (Z;+;�; 0;6) ; (Q;+;�; 0;6) ; (R;+;�; 0;6) predstavljaju ure�ene
Abelove grupe (+ je uobiµcajena operacija sabiranja).

U daljem tekstu ćemo obeleµzavati operaciju u grupi multiplikativno. Je-
diniµcni element je obeleµzen sa e.

2.2 Pozitivan i negativan konus

Ako je G ure�ena grupa, tada je element x 2 G pozitivan element ako vaµzi
x > e; analogno negativan element ako je x 6 e. Podskup PG svih pozitivnih
elemenata zove se pozitivan konus u G, a podskup NG negativnih elemenata
negativan konus.
Ilustrujmo de�nicije pozitivnog i negativnog konusa ure�ene grupe G; u

sluµcaju da je ona zadata kao skup svih ure�enih parova realnih brojeva (R�R)
u odnosu na aditivnu operaciju. Zadato ure�enje u grupi je ure�enje po kordi-
natama. Pozitivan konus PG de�nisan je na sledéci naµcin:

(x; y) 2 PG , fx > 0 i y > 0g :

Iz de�nicije PG i de�nicije ure�enja u grupi, neposredno odre�ujemo sve
elemente negativnog konusa NG: Oµcigledno u ovom primeru postoji beskonaµcno
mnogo elemenata grupe R�R koji ne pripadaju ni jednom od navedenih konusa.

Jednostavna ali bitna posledica saglasnosti poretka 6 sa translacijama (u
grupi) je sledéca µcinjenica.

Teorema 10 Neka je data ure�ena grupa
�
G; �;�1 ; e

�
: Za sve elemente x; y 2 G

je ekvivalentno sledeće:
1. x 6 y;
2. xy�1 2 NG;
3. y�1x 2 NG;
4. x�1y 2 PG;
5. yx�1 2 PG;
6. y�1 6 x�1.

Ako je X podskup ure�ene grupe uve�́cemo oznaku:

X�1 =
�
x�1 : x 2 X

	
:

Formuli�imo sledécu teoremu teorije ure�enih grupa:
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Teorema 11 a) Podskup P ure�ene grupe
�
G; �;�1 ; e

�
je pozitivan konus u

odnosu na ure�enje 6 u G ako i samo ako vaµze sledeći uslovi:
(1)P \ P�1 = feg
(2)P 2 = P
(3)(8x 2 G)xPx�1 = P:
b) Neka je P pozitivan konus ure�ene grupe

�
G; �;�1 ; e

�
: Tada vaµzi sledeće:

P [ P�1 = G, ako i samo ako je ure�enje 6 u grupi totalno:

Dokaz. a) )) Neka je 6 ure�enje u G i neka je PG odgovarajúci pozitivan
konus. Ako x 2 PG \ P�1G , onda sledi x > e; i istovremeno je x = y�1 za neki
y > e: Dalje imamo:

e > y�1 = x) x = e;

pa zakljuµcujemo da vaµzi (1)
Da bismo dokazali (2), pretpostavimo da x; y 2 PG: Dakle:

x > e i y > e) xy > e:

Upravo smo dobili da xy 2 PG, iz µcega sledi P 2G � PG:
Kako vaµzi da je:

PG = PG � e � P 2G;

zakljuµcujemo da (2) vaµzi, odnosno P 2G = PG:
Ostalo je jo�da dokaµzemo jednakost (3) u ovom smeru.
Ako y 2 PG; tada za svaki x 2 G vaµzi:

xyx�1 > xex�1 = e; dakle xyx�1 2 PG:

Ovim smo dokazali da je xPGx�1 � PG:
Po�to prethodno vaµzi za sve x 2 G, moµzemo zameniti x pomoću x�1.
Dobijamo onda da je x�1PGx � PG; odakle sledi:

PG � xPGx�1:

Jednakost (3) je dokazana.
()Da bismo dokazali suprotan smer, pretpostavimo da je P podskup od

G koji zadovoljava osobine (1), (2), (3). De�ni�imo relaciju 6 u G na sledéci
naµcin:

x 6 y , yx�1 2 P:

Oµcigledno, 6 je re�eksivna u G:
Dokaµzimo sada da je 6 antisimetriµcna.
Pretpostavimo da vaµzi x 6 y i y 6 x: Sledi:

yx�1 2 P i
�
yx�1

��1
= xy�1 2 P:

Na osnovu jednakosti (1) sledi:

yx�1 = e) y = x:
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Upravo smo dokazali antisimetriµcnost.
Da bismo pokazali da je 6 tranzitivna, pretpostavimo da vaµzi:

x 6 y i y 6 z:

Tada yx�1 2 P i zy�1 2 P , pa sledi na osnovu (2):

zx�1 = zy�1yx�1 2 P; dakle x 6 z:

Moµzemo zakljuµciti da je 6 poredak u G:
Da bismo ispitali da li je kompatibilan, pretpostavimo x 6 y:
Tada je yx�1 2 P i sledi iz (3) da je, za sve a; b 2 G :

ayb (axb)
�1
= aybb�1x�1a�1 = a � yx�1 � a�1 2 P;

�to je ekvivalentno sa axb 6 ayb, pa sledi da je 6 kompatibilno.
Tako�e, primetimo da je:

e 6 y akko y 2 P;

pa znaµci da upravo P predstavlja odgovarajúci pozitivan konus.
b) Dokaµzimo sada da je ure�enje 6 totalno akko je P [ P�1 = G:
Prvo, pretpostavimo da je P [ P�1 = G: Tada za sve x; y 2 G vaµzi:

ili xy�1 2 P ili xy�1 2 P�1; odnosno xy�1 > e ili xy�1 6 e:

U prvom sluµcaju je x > y, a u drugom x 6 y:
Moµzemo zakljuµciti da je 6 totalno ure�enje u G:
Suprotno, ako je G totalno ure�ena grupa, tada za sve x 2 G vaµzi:

ili je x > e; ili x 6 e) x 2 P

ili x 2 P�1 ) G = P [ P�1:

Iz prethodne teoreme vidimo da pozitivan konus PG ure�ene grupe G za-
pravo predstavlja polugrupu. Pitanje koje se postavlja je koji je mogúci oblik
polugrupa koje predstavljaju pozitivan konus ure�ene grupe. Odgovor je dat u
sledécoj teoremi:

Teorema 12 Polugrupa P predstavlja pozitivan konus neke ure�ene grupe ako
i samo ako:
1. Zakoni skraćivanja vaµze u P
2. P sadrµzi jediniµcni elemenat e
3. (8x; y 2 P )xy = e) x = y = e
4. (8x 2 P )Px = xP:
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Primer 9 Posmatrajmo najpre aditivnu grupu realnih brojeva R: Ona nema
netrivijalne konveksne podgrupe. Neke netrivijalne podgrupe grupe R su, adi-
tivna grupa racionalnih brojeva Q; podgrupe oblika r � Z; gde je r proizvoljan
realan broj (Z je skup celih brojeva).
Posmatrajmo ure�enu grupu G = R�R: Opi�imo neke moguće tipove pod-

grupa ove grupe.
(tip 1) Na primer, podgrupe oblika Ha;b:

Ha;b = f(x; y) : ax+ by = 0g :

(tip 2) Dalje, ako su K i L bilo koje podgrupe grupe R sa operacijom
sabiranja, tada je i:

K � L � R�R;

jedna podgrupa grupe R�R:
(tip 3) Tako�e, ako je E bilo koji (konaµcan ili beskonaµcan) podskup od

R�R; skup hEi svih ure�enih parova:

v = k1 � e1 + � � �+ kn � en;

gde su e1; :::; en bilo koji ure�eni parovi iz E; i k1; � � �; kn bilo koji celi brojevi,
predstavlja podgrupu grupe R � R: To je njena podgrupa generisana skupom
E; i ona je najmanja podgrupa od R�R koja sadrµzi taj skup E:
Po�to smo prethodno predstavili neke tipove podgrupa grupe R�R; opi�imo

sada neke oblike ure�enja u istoj grupi.
1:Leksikografski poredak

(a; b) 6 (c; d) ako i samo ako a < c ili (a = c i b 6 d) :

Odredimo pozitivan konus P : x > 0 ili (x = 0 i y � 0) :
2:Ure�enje po koordinatama

(a; b) 6 (c; d) ako i samo ako a 6 c i b 6 d:

Pozitivan konus P : (x; y) 2 P , f x > 0 i y > 0g :
3:Re�eksivno zatvorenje relacije <

(a; b) 6 (c; d) ako i samo ako (a < c i b < d) ili (a = c i b = d) :

Pozitivan konus P : (x > 0 i y > 0) ili (x = y = 0) :
Na primer, u ovom sluµcaju elementi (0; 1) i (0; 2) nisu uporedivi, dok ele-

menti (0; 1) i (1; 2) jesu uporedivi, i oµcigledno vaµzi: (0; 1) 6 (1; 2) :
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2.3 Konveksne podgrupe

Neka je data ure�ena grupa
�
G; �;�1 ; e;6

�
: Konveksna podgrupa od G je

podgrupa koja, u odnosu na ure�enje u G, predstavlja konveksan podskup.

Teorema 13 Ako je H zadata podgrupa ure�ene grupe
�
G; �;�1 ; e

�
; tada je

PH = H \ PG: Vaµzi i vi�e, da su sledeća dva tvr�enja ekvivalentna:
1. Podgrupa H je konveksna
2. PH je poluideal u PG:

Dokaz. Po�to je eH = eG; oµcigledno je da je PH = H \ PG:
1)2) : Pretpostavimo da je:

eH 6 y 6 x; pri µcemu eH ; x 2 PH � H:

Tada na osnovu 1. sledi:

y 2 H \ PG = PH ;

dakle PH je poluideal od PG:
2)1) : Pretpostavimo sada da vaµzi:

x 6 y 6 z; pri µcemu x; z 2 H:

Tada je:
eH 6 x�1y 6 x�1z; gde eH ; x�1z 2 PH :

Na osnovu 2. sledi da:

x�1y 2 PH � H;dakle y 2 xH = H:

Moµzemo da zakljuµcimo da je podgrupa H konveksna.

Dalje, ispitajmo kako izgleda pozitivan konus koliµcniµcke grupe G=H; po kon-
veksnoj normalnoj podgrupi H: Pokazácemo da pozitivan konus grupe G=H ima
oblik:

Q (PG) = fpH : p 2 PGg :

Teorema 14 Neka je
�
G; �;�1 ; e

�
data ure�ena grupa i neka je H normalna

podgrupa od G: Tada je Q (PG) = fpH : p 2 PGg pozitivan konus u odnosu na
kompatibilno ure�enje u koliµcniµckoj grupi G=H ako i samo ako je H konveksna
podgrupa.

29



Dokaz. Pretpostavimo najpre da je Q = fpH : p 2 PGg odgovarajúceg ure-
�enja u G=H: Da bismo pokazali da je H konveksna, pretpostavimo da je:
Iz prethodnog moµzemo zakljuµciti da je PH poluideal u PG:
Sada pomoću teoreme 13 (str.29) sledi da je podgrupa H konveksna.
Dokaµzimo sada obrnut smer. Pretpostavimo da je H konveksna podgrupa.

Neka je:
Q = fpH : p 2 PGg :

Oµcigledno je da je Q2 = Q: Pretpostavimo sada da:

xH 2 Q \Q�1:

Tada vaµzi:
xH = pH = q�1H; za neke p; q 2 PG:

Iz prethodnih jednakosti tako�e dobijamo da pq 2 H:
Dalje sledi:

eH 6 p 6 pq 2 H;
i po�to je H konveksna podgrupa dobijamo da p 2 H:
Sledi da je:

xH = H; i znaµci da Q \Q�1 = fHg :

Najzad, po�to je PG normalna podpolugrupa od G; oµcigledno je da je:

Q = fpH : p 2 PGg ;

normalna podpolugrupa od G=H: Na osnovu Teoreme 11 (str.26) sledi da je Q
pozitivan konus, u odnosu na odgovarajúce ure�enje, grupe G=H:

Opi�imo sada jedan mogúci naµcin de�nisanja ure�enja u koliµcniµckoj grupi
G=H:
Ako je H konveksna normalna podgrupa ure�ene grupe G; tada ure�enje

�H u G=H koje odgovara pozitivnom konusu fp �H : p 2 PGg moµze biti zadato
na sledéci naµcin (kao u dokazu Teoreme 14):

x �H �H y �H , y � x�1 �H 2 Q
, (9p 2 PG) y � x�1 2 p �H

, (9p 2 PG) (9h 2 H) y � x�1 = p � h:

Sada iz prethodne (poslednje) jednakosti dobijamo y�x�1 > h; znaµci y > h�x:
Suprotno, ako je y > h � x za neko h 2 H; tada vaµzi:

y = y (hx)
�1
hx) yx�1 = y (hx)

�1
h; gde y (hx)�1 2 PG:

U prethodnom smo pokazali da ure�enje �H moµze biti zadato i na sledéci
naµcin:

x �H �H y �H , (9h 2 H)hx 6 y:
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Upravo smo de�nisali odgovarajúce ure�enje�H za ure�enu koliµcniµcku grupu
G=H; pri µcemu je H konveksna podgrupa ure�ene grupe G:
Navedimo sada, kao primer, �ta se de�ava ako za datu grupu G posmatramo

njenu koliµcniµcku grupu G=H; pri µcemu podgrupa H nije konveksna. Imamo
sledéci primer.

Primer 10 Neka grupa
�
G;+;�1 ; e;6

�
predstavlja ure�enu grupu realnih bro-

jeva, i posmatrajmo podgrupu H i koliµcniµcku grupu G=H (naravno, u ovom
konkretnom sluµcaju ne postoji prava konveksna podgrupa od G; pa H nije kon-
veksna). Oznaµcimo poredak me�u kosetima pomoću �H :
Dokaµzimo da je

�
G=H;+;�1 ;H;�H

�
ure�ena koliµcniµcka grupa.

Neophodno je samo da pokaµzemo da je poredak saglasan sa translacijama.

iz x+H �H y +H ) a+ x+H �H a+ y +H:

Primetimo da je (x+H)\ (y +H) u op�tem sluµcaju neprazan skup akko je:

x� y = kh; ekvivalentno x+H = y +H:

To znaµci da u relaciji �H imamo samo jednakost (ne moµze biti taµcno sledeće:
x+H <H y +H). Zakljuµcujemo da je jedini mogući poredak trivijalni.

2.4 Mreµzno ure�ena grupa

Mreµzno ure�ena grupa je ure�ena grupa
�
G; �;�1 ; e;�

�
takva da ure�eni skup

(G;�) predstavlja mreµzu.
Za mreµzno ure�enu grupu koristimo oznaku l -grupa.

Primer 11 Neka je G = C [0; 1] skup svih neprekidnih realnih funkcija f (x)
za 0 � x � 1. Tada G predstavlja ure�enu komutativnu l-grupu u odnosu na
po elementno sabiranje. Binarna relacija � de�nisana je po elementno, znaµci
na sledeći naµcin:

f � g , (8a 2 [0; 1])f (a) � g (a) :

Lema 8 U proizvoljnoj l -grupi
�
G; �;�1 ; e;�

�
, svaka translacija u grupi pred-

stavlja automor�zam ure�enih skupova.

Lema 9 U proizvoljnoj l -grupi
�
G; �;�1 ; e;�

�
, preslikavanje x! x�1 je dualni

automor�zam ure�enih skupova u G:

Po�to su translacije u proizvoljnoj l -grupi izotone bijekcije µcija su inverzna
preslikavanja tako�e izotona, one su automor�zmi ure�enih skupova. Znaµci
mnoµzenje je distributivno u odnosu na operacije ^;_ u proizvoljnoj l -grupi:

a � (x _ y) = (a � x) _ (a � y) ; (x _ y) � b = (x � b) _ (y � b)
a � (x ^ y) = (a � x) ^ (a � y) ; (x ^ y) � b = (x � b) ^ (y � b) :

Prethodne jednakosti vaµze i u op�tem sluµcaju:
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a �
�_

x�

�
� b =

_
(a � x� � b)

a �
�^

x�

�
� b =

^
(a � x� � b) :

Dalje, vaµzi da x � e povlaµci e = x � x�1 � e � x�1 = x�1; i suprotno,
preslikavanje x! x�1 je dualni automor�zam ure�enih skupova u proizvoljnoj
l -grupi. Znaµci da vaµzi:

a ^ b =
�
a�1 _ b�1

��1
=
�
b�1 _ a�1

��1
:

Iz prethodnog, u proizvoljnoj l -grupi imamo identitet:

a � (x _ y)�1 � b =
�
a � x�1 � b

�
^
�
a � y�1 � b

�
; (3)

i u op�tem sluµcaju:

a �
�_

x�

��1
� b =

^�
a � x�1� � b

�
; i dualno.

Stav 15 U proizvoljnoj l -grupi
�
G; �;�1 ; e;�

�
; za sve elemente a; b vaµzi: x � y

povlaµci
a � x�1 � b � a � y�1 � b:

Ukoliko u jednakosti koja je dualna (3) uzmemo za x = a i y = b; dobícemo
sledécu lemu.

Lema 10 U proizvoljnoj l -grupi, za sve elemente a; b vaµzi:

a � (a ^ b)�1 � b = b _ a:

Stav 16 U proizvoljnoj komutativnoj l -grupi, za sve elemente a; b vaµzi:

a � b = (a _ b) � (a ^ b) :

Stav 17 U proizvoljnoj l -grupi, svaki element osim jediniµcnog (e) je besko-
naµcnog reda.

Na osnovu stava 17 (prethodni stav) moµzemo zakljuµciti da mreµzno ure�ena
grupa ne moµze biti konaµcna.

Teorema 15 Ure�ena grupa
�
G; �;�1 ; e;�

�
je mreµzno ure�ena ako i samo ako

sup fx; eg postoji za sve x 2 G:

Dokaz. Ako je data ure�ena grupa G mreµzno ure�ena, iz de�nicije sledi da
sup fx; eg postoji za sve elemente x 2 G:
U suprotnom smeru, neka su dati elementi a; b 2 G; i razmotrimo elemenat

x =
�
a � b�1 _ e

�
� b:

Po�to je mnoµzenje distributivno u odnosu na operaciju _; primenícemo
sledéce:

(x _ y) � b = (x � b) _ (y � b) :
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Dakle,
x =

�
a � b�1 � b

�
_ (e � b) :

Oµcigledno vaµzi:

x � a � b�1 � b = a i x � e � b = b;

odakle sledi da je x gornje ograniµcenje za fa; bg :
Dalje, neka je elemenat y 2 G takav da je y � a i y � b: Tada sledi:

y � b�1 � a � b�1 i y � b�1 � e; dakle,

y � b�1 � a � b�1 _ e, odnosno y �
�
a � b�1 _ e

�
� b:

Iz prethodnog moµzemo zakljuµciti da elemenat a_b postoji u grupi G; i jednak
je
�
a � b�1 _ e

�
� b:

Na sliµcan naµcin, dolazimo do zakljuµcka da inf fa; bg postoji u G; odnosno
upravo se pokazuje da je inf fa; bg jednak a � (a _ b)�1 � b:

Stav 18 U komutativnoj l -grupi vaµzi: za sve n > 1;

an � bn povlaµci a � b:

Dokaz. Po�to za proizvoljne elemente a i b vaµzi zakon komutativnosti, moµzemo
primeniti isti zakon na elemente a i b�1: Pretpostavimo da je an � bn: Sledi:�

a � b�1
�n
= an � (b�1)n � bn � (b�1)n = e:

Uvedimo oznaku z = a � b�1: Iz zakona komutativnosti sledi:

(z _ e)n = zn _ zn�1 _ � � _z _ e:

Po�to je zn � e;

(z _ e)n = zn�1 _ � � _z _ e = (z _ e)n�1 :

Pomoću zakona skrácivanja sledi da je z _ e = e; dakle,
z = a � b�1 � e odnosno a � b:

Sledéca teorema pokazuje da ne postoje l -grupe koje nisu distributivne.

Teorema 16 Svaka l-grupa je, u odnosu na ure�enje, distributivna mreµza.

Napomenimo da se neutralni elemenat mreµzno ure�ene grupe G; u oznaci e;
u op�tem sluµcaju razlikuje od elementa u mreµzi koji oznaµcavamo sa 0:

Teorema 17 U proizvoljnoj l -grupi vaµzi:

1. a ^ b = 0 i a ^ c = 0 povlaµci a ^ (b � c) = 0;
2. a _ b = 0 i a _ c = 0 povlaµci a _ (b � c) = 0:
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Dokaz. 1. Iz datih uslova moµzemo zakljuµciti da su elementi a; b i c pozitivni.
Odatle sledi: a ^ (b � c) � 0:
Dalje imamo: 0 = 0 � 0 = (a ^ b) � (a ^ c) :
Dvostrukom primenom jednakosti

a � (x ^ y) = (a � x) ^ (a � y)

na prethodnu formulu,
0 = ((a ^ b) � a) ^ ((a ^ b) � c) =

(a � a) ^ (b � a) ^ (a � c) ^ (b � c) � a ^ (b � c) :

Poslednja nejednakost vaµzi jer imamo: a � a � a; b � a � a i a � c � a:
Ovim je implikacija 1. dokazana, a implikacija 2: je upravo njoj dualna.

Neka je data mreµzno ure�ena grupa G; i neka je a proizvoljan elemenat iz
G: Apsolutnu vrednost elementa a; u oznaci jaj ; de�ni�emo na sledéci naµcin:

jaj = a _ a�1:

Podgrupa H mreµzno ure�ene grupe G je l-podgrupa ako je ona tako�e
podmreµza od G.

Stav 19 Mreµzno ure�ena grupa G je totalno ure�ena ako i samo ako je svaka
podgrupa od G l -podgrupa.

Teorema 18 Neka je data mreµzno ure�ena grupa G. Ako su b1;...; bn elementi

pozitivnog konusa grupe G; i ako vaµzi da je e � a �
nY
i=1

bi:; tada postoje elementi

a1;...; an 2 PG takvi da za svaki i vaµzi:

ai � bi i a =
nY
i=1

ai:

2.5 Konveksne l-podgrupe

U op�tem sluµcaju, podgrupa mreµzno ure�ene grupe ne mora biti podmreµza.
Na primer, u mreµzno ure�enoj aditivnoj abelovoj grupi G = Z � Z; podskup
H = f(n;�n) : n 2 Zg jeste podgrupa od G; ali nije podmreµza. Primetimo da
element (0; 0) _ (1;�1) = (1; 0) =2 H:
l-podgrupa mreµzno-ure�ene grupe

�
G; �;�1 ; e;�

�
je podgrupa H takva da

(H;�) predstavlja podmreµzu od (G;�) :
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Teorema 19 Podgrupa
�
H; �;�1 ; e;�

�
mreµzno-ure�ene grupe

�
G; �;�1 ; e;�

�
je

l-podgrupa od
�
G; �;�1 ; e;�

�
ako i samo ako:

x _ e 2 H; za sve x 2 H:

Dokaz. Ako je H l -podgrupa od G; oµcigledno vaµzi x _ e 2 H; za sve x 2 H:
U suprotnom smeru, pretpostavimo da x _ e 2 H; za sve x 2 H:
Ako x; y 2 H; imamo:
x _ y =

�
x � y�1 _ e

�
� y 2 H;

odakle tako�e sledi da x ^ y 2 H; pa H predstavlja podmreµzu od G:

Oznaµcimo pomoću C (G) skup svih konveksnih podgrupa mreµzno ure�ene
grupe G:

Teorema 20 Neka je G mreµzno ure�ena grupa i neka je A konveksna podpolu-
grupa od PG koja sadrµzi elemenat e: Tada je podgrupa hAi generisana pomoću
A data pomoću hAi =

�
x � y�1 : x; y 2 A

	
; i ona je konveksna `-podgrupa od

G: Vaµzi i vi�e, svaka konveksna `-podgrupa od G se predstavlja na ovaj naµcin.

Teorema 21 Kolekcija C (G) svih konveksnih `-podgrupa mreµzno ure�ene grupe
formira kompletnu Heyting podmreµzu mreµze svih podgrupa od G.

Dokaz. Neka je (Hi)i2I proizvoljna familija konveksnih l -podgrupa od G:
Oµcigledno, \Hi predstavlja l -podgrupu od G:
Po�to je svaka podgrupa Hi konveksna, na osnovu Teoreme 13 (str.29) sledi:

PHi
je poluideal u PG za svaki i:

Tako�e vaµzi da je \i2IPHi
= P\PHi ; pa moµzemo zakljuµciti da je \Hi konveksna

podgrupa.
Sada posmatrajmo podgrupu H od G koja je generisana pomoću [i2IHi:

Pretpostavimo da vaµzi:

e � g �
nY
i=1

ai 2 H; gde svaki ai 2 [i2IHi

Sledi da je e � g �
nY
i=1

(ai _ e) :

Sada, na osnovu Teoreme 18 (str.34), postoje b1; :::bn 2 G takvi da za
svaki i; i = 1; :::; n vaµzi:

e � bi � ai _ e i g =
nY
i=1

bi::

Po�to su podgrupe Hi konveksne, sledi da bi 2 [i2IHi; odakle iz prethodne
jednakosti sledi da g 2 H: Upravo smo dokazali da je podgrupa H konveksna.

35



Ostalo je jo�da dokaµzemo da je podgrupa H od G koja je generisana pomoću
[i2IHi l -podgrupa. Neka je h 2 H: Tada vaµzi:

h =
mY
i=1

ci; gde svaki ci 2 [i2IHi:

Tako�e vaµzi: e � h _ e �
mY
i=1

(ci _ e) 2 H:

Po�to je H konveksna podgrupa, na osnovu Teoreme 19 (str.35) sledi da je
H l -podgrupa od G:
U prethodnom smo dokazali da C (G) predstavlja kompletnu podmreµzu mreµze

svih podgrupa grupe G:
Pokaµzimo sada da je C (G) Heyting mreµza. Neka je (Yi)i2I data familija

konveksnih l -podgrupa od G. Tada je dovoljno dokazati da za svaku konveksnu
l -podgrupu X od G vaµzi inkluzija:

A = X \
_
i2I
Yi �

_
i2I
(X \ Yi) = B:

Najpre pretpostavimo da a 2 PA:
Tada vaµzi:

e � a 2 PX i a =
tY
i=1

yi; gde svaki yi 2 PYi :

Znaµci e � yi � a 2 X za sve i odnosno za sve yi 2 X;
odakle sledi:

a =
tY
i=1

yi 2 PB

Dakle, pokazali smo da je PA � PB :
Sada na osnovu Teoreme 20 (str.35), sledi da vaµzi A � B; �to je trebalo

pokazati.
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3 Rasplinuti podskupovi i rasplinuta relacija

3.1 P -rasplinuti podskup, L-rasplinuti podskup

U ovom odeljku uvedene su osnovne de�nicije, P -rasplinutog skupa i L-
rasplinutog skupa ([90]). L.A.Zadeh je de�nisao pojam rasplinutog skupa, u
radu [104], u sluµcaju da je njegov kodomen realan interval [0; 1]. Razmatrana
su tvr�enja iz [69] i ista su ovde prilago�ena op�tem sluµcaju, u kome L pred-
stavlja mreµzu. Tako�e je navedeno bitno svojstvo kolekcije podskupova datog
skupa, koja pod odre�enim uslovima odre�uje odgovarajúci P -rasplinuti pod-
skup ([90]).
U ovom poglavlju predstavljene su osnovne osobine rasplinutih podskupova

i njihovih nivo-podskupova. Istaknute su razlike u sluµcajevima da je kodomen
rasplinutog podskupa poset P; odnosno mreµza L: Tvr�enja su preuzeta iz rada
[90].

Neka su dati neprazan skup X i poset (P;6) koji sadrµzi najmanji i najvéci
elementa redom, 0 i 1: Svako preslikavanje � : X �! P zovemo rasplinuti
(engl. fuzzy) podskup od X (ili P -rasplinuti skup).

Ukoliko u prethodnoj de�niciji umesto poseta (P;6) uzmemo mreµzu, dobi-
jamo de�niciju L-rasplinutog skupa.
Neka je dat neprazan skup X: Rasplinuti podskup od X je funkcija iz skupa

X u L; gde je L kompletna mreµza. Ako je L jediniµcni interval [0; 1] ; to je uobiµca-
jeni rasplinuti podskup od X; kako ga je de�nisao Zadeh: Skup svih rasplinutih
podskupova od X se obeleµzava sa FP (X).

Neka je (P;6) dati poset. Ako je � : X ! P rasplinuti podskup od X tada,
za p 2 P , skup

�p := fx 2 X j �(x) � pg

nazivamo p-nivo, ili nivo-podskup rasplinutog podskupa �.
Ukoliko u prethodnoj de�niciji umesto poseta P uzmemo mreµzu L (specijalan

tip poseta), de�nicija ostaje ista.

Oµcigledno, p-nivo rasplinutog podskupa � predstavlja inverznu sliku (od �)
glavnog �ltra u P; generisanog pomoću p:

�p = �
�1("p):

Uve�́cemo sada neke pojmove teorije o rasplinutim strukturama, µciji skup
vrednosti preslikavanja pripada kompletnoj mreµzi.
Neka je � 2 FP (X). Tada se skup f� (x) : x 2 Xg zove skup slika od

�; i oznaµcava � (X) ili Im (�) : Skup fx : x 2 X;� (x) > 0g se oznaµcava ��; ili
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Supp (�) : � se zove konaµcan rasplinuti podskup ako je �� konaµcan skup, i
beskonaµcan rasplinuti podskup u suprotnom.

Ako � 2 FP (X) , onda � ima svojstvo supremuma ako, za svaki podskup
A od X; postoji a0 2 A; takav da vaµzi: � (a0) = _a2A� (a) :

Neka je Y � X, i neka je a 2 L: De�ni�emo aY 2 FP (X) na sledéci naµcin:

aY (x) =

�
a ako x 2 Y
0 ako x 2 X n Y :

Ako je Y jednoµclan skup, na primer fyg, onda se afyg zove rasplinuta taµcka
(engl. fuzzy singleton), i ponekad se oznaµcava sa ya: Neka je 1Y oznaka za
karakteristiµcnu funkciju skupa Y:

Neka su dati �; � 2 FP (X). Ako je � (x) � � (x) ; za sve x 2 X; onda je �
sadrµzan u �; odnosno � je podskup od �; i pi�emo � � � (ili � � �).
Oµcigledno, relacija inkluzije � je parcijalno ure�enje u FP (X) .

Neka su dati �; � 2 FP (X) . De�ni�imo � [ � 2 FP (X) i � \ � 2 FP (X)
na sledéci naµcin: za 8x 2 X;

(� [ �) (x) = � (x) _ � (x)

(� \ �) (x) = � (x) ^ � (x) :

Tada se � [ � i � \ � zovu unija i presek rasplinutih podskupova � i �;
redom.

Za proizvoljnu kolekciju f�i : i 2 Ig rasplinutih podskupova iz X, gde je I
neprazan skup indeksa, unija

[
i2I
�i i presek

\
i2I
�i rasplinutih podskupova �i,

date su pomoću: 8x 2 X;  [
i2I
�i

!
(x) =

_
i2I
�i (x) \

i2I
�i

!
(x) =

^
i2I
�i (x) :

Jednostavno se pokazuje da za sve �; � 2 FP (X) vaµzi,

1:� � �; a 2 L) �a � �a;
2:� = � () �a = �a; za sve a 2 L:
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Izvedimo dokaz druge ekvivalencije (2:).
Ako pretpostavimo da vaµzi � = �; jednakost nivo-podskupova oµcigledno

sledi.
Suprotno, pretpostavimo da vaµzi �a = �a; za sve a 2 L:
Neka je

� (x) = p i � (x) = p1 za neki x 2 X:

U sluµcaju da je p > p1; zakljuµcujemo da x =2 �p: Upravo smo dobili kontradikciju.

Sledéca teorema opisuje neke osnovne osobine nivo skupova. Teorema je
ovde preformulisana, tako da umesto u sluµcaju da je kodomen mreµza [0; 1] ; vaµzi
u op�tem sluµcaju. Iz tog razloga, u njoj ne stoji dodatni uslov, da ukoliko
je I konaµcan skup, u (1) vaµzi jednakost (jednakost vaµzi samo u sluµcaju da je
L = [0; 1]):

Teorema 22 Pretpostavimo da je zadata proizvoljna familija rasplinutih pod-
skupova f�i : i 2 Ig � FP (X). Tada za proizvoljno a 2 L vaµzi:
(1) [

i2I
(�i)a �

 [
i2I
�i

!
a

(2) \
i2I
(�i)a =

 \
i2I
�i

!
a

:

Neka je (P;6) oznaka za parcijalno ure�en skup (poset) koji ima najmanji i
najvéci element. Koristícemo tako�e i samo oznaku P za isti pojam.

U daljem tekstu uzimamo da dvoelementni poset (f0; 1g ;6) ; takav da je
f0; 1g � P; predstavlja kodomen karakteristiµcne funkcije.
Neka su dati neprazan skup A i poset (P;6) : Neka je � : A! P rasplinuti

podskup od A: Za p 2 P; funkcija p�nivoa preslikavanja �; je funkcija

�p : A! f0; 1g ;

takva da za sve x 2 A;

�p (x) = 1 ako i samo ako � (x) � p:

Oµcigledno je da je �p karakteristiµcna funkcija p-nivoa preslikavanja � :

�p = fx 2 A : � (x) � pg :

Osnovne osobine rasplinutih skupova su posledica dve bitne µcinjenice:
-rasplinuti skupovi su funkcije
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-rasplinuti skupovi mogu biti jedinstveno predstavljeni pomoću kolekcije
nivo-podskupova.

Sva tvr�enja koja su formulisana za P -rasplinute skupove tako�e vaµze i za
L-rasplinute skupove (L je mreµza).

Stav 20 Ako je � : A! P P -rasplinuti podskup od A; tada za sve x 2 A vaµzi:

� (x) =
_�

p 2 P : �p (x) = 1
�
;

ekvivalentno supremum skupa
�
p 2 P : �p (x) = 1

	
postoji i jednak je � (x) :

Dokaz. Za x 2 A; neka je � (x) = r 2 P: Tada je

�r (x) = 1:

Ako za p 2 P vaµzi �p (x) = 1; tada je

� (x) � p; ekvivalentno r � p:

Po�to r 2
�
p 2 P : �p (x) = 1

	
;

r je supremum tog skupa. Odatle sledi:

� (x) = r =
_�

p 2 P : �p (x) = 1
�
:

Ovim je dokaz kompletiran.

U sluµcaju L-rasplinutih skupova, prethodni stav vaµzi, i moµze biti formulisan
u terminima mreµznih operacija. Sledéci stav je direktna posledica prethodnog.

Stav 21 Ako je � L-rasplinuti podskup skupa A; tada za sve x 2 A vaµzi:

� (x) =
_
p2L

p � �p (x) ;

gde je p � �p (x) =
�
p ako �p (x) = 1
0 inaµce:

:

Sledéci stav daje vezu izme�u nivo-podskupova i ure�enja u P; odnosno
µcinjenicu da manji nivo-podskupovi odgovaraju vécim elementima iz P:

Stav 22 Neka je � : A! P P -rasplinuti podskup od A: Vaµzi:

ako p; q 2 P i p 6 q; tada je �q� �p:

Jednostavno se moµze proveriti da suprotan smer nije taµcan, u op�tem sluµcaju.
Mogu se de�nisati dodatni uslovi pod kojima on vaµzi.
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Stav 23 Neka je � : A! P P -rasplinuti podskup od A: Tada vaµzi:
1. za sve x; y 2 A; � (x) 6= � (y)

ako i samo ako ��(x) 6= ��(y):

2. za p 2 P i x 2 A; � (x) � p

ako i samo ako ��(x) � �p:

Stav 24 Neka je � : A ! P P -rasplinuti podskup od A: Tada za sve x; y 2 A
vaµzi:

� (y) � � (x) ako i samo ako ��(x) � ��(y):

Dokaz. Dokaz sledi direktno pomoću Stava 23.2, ako uzmemo da je p = � (y) :

Za P -rasplinuti podskup � skupa A; neka su �P i �P oznake za kolekcije
nivo-podskupova i njihovih karakteristiµcnih funkcija, redom:

�P =
�
�p : p 2 P

	
; �P =

�
�p : p 2 P

	
:

Stav 25 Neka je � : A! P P -rasplinuti podskup od A: Tada vaµzi:
1. ako za P1 � P postoji supremum od P1; tada je:\�

�p : p 2 P1
	
= �_(p:p2P1);

2. [�
�p : p 2 P

	
= A;

3. za sve x 2 A; \�
�p : x 2 �p

	
2 �P :

Dokaz. 1. Ako supremum od P1 postoji, tada vaµzi:

x 2 �_(p:p2P1) ako i samo ako � (x) �
_
(p : p 2 P1) ;

ako i samo ako � (x) � p za sve p 2 P1;
ako i samo ako za sve p 2 P1; x 2 �p;

ako i samo ako x 2
\
f�p : p 2 P1g:

2. Neka je x 2 A i � (x) = p 2 P: Tada vaµzi:

x 2 �p i x 2
[
f�p : p 2 Pg:
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3. Na osnovu 1. sledi jednakost:\
f�p 2 �P : �p (x) = 1g = �_(p:�p(x)=1) 2 �P ;

jer supremum uvek postoji.

L-rasplinuti skupovi imaju prethodno navedena svojstva, kao i jo�neka do-
datna. Na primer, kolekcija nivo- podskupova predstavlja mreµzu, u kojoj je
ure�enje dato skupovnom inkluzijom.

Stav 26 Neka je � : A! L L-rasplinuti podskup od A: Tada vaµzi:
1.Kolekcija �L =

�
�p : p 2 L

	
nivo podskupova preslikavanja � predstavlja

Murovu familiju podskupova od A; i mreµzu u kojoj je ure�enje dato skupovnom
inkluzijom.
2. \

f�p : p 2 K � Lg = �_(p:p2K):

Lema 11 Neka je � : A! L L-rasplinuti podskup od A: Onda vaµzi:

ako je �q � �p; onda je �q = �q_p:

Iz prethodno izloµzenog moµzemo zakljuµciti da nisu svi nivo-podskupovi (P -
nivo-podskupovi ili L-nivo-podskupovi) razliµciti. Znaµci, svaki rasplinuti skup
formira particiju poseta P na sledéci naµcin:

Neka je � : S ! P P -rasplinuti podskup od S; i neka je � binarna relacija
u P; takva da za sve p; q 2 P vaµzi:

p � q ako i samo ako �p = �q:

Oµcigledno je � relacija ekvivalencije u P: Dalje, neka je:

� (S) = fp 2 P : p = � (x) ; za neko x 2 Sg :

Najpre opi�imo � u terminima ure�enja u P:

Stav 27 Ako je � : S ! P P -rasplinuti podskup od S i p; q 2 P; tada vaµzi:

p � q ako i samo ako "p \ � (S) = "q \ � (S) :

Dokaz. Relacija p � q vaµzi ako i samo ako
�p = �q
ako i samo ako za sve x 2 S;
� (x) � p, � (x) � q
ako i samo ako
fx 2 S : � (x) 2 "pg = fx 2 S : � (x) 2 "qg
ako i samo ako
"p \ � (S) = "q \ � (S) :

Primetimo da je za p 2 P ,
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[p]� := fq 2 P : p � qg :

U sledécoj lemi ćemo pokazati da su vrednosti funkcije pripadanja maksi-
malni elementi �-klasa.

Lema 12 Neka je � : S ! P P -rasplinuti podskup od S: Ako za neki x 2 S;
p = � (x) ; tada je p najveći elemenat �-klase kojoj pripada.

Dokaz. Za svaki q 2 [p]� ; p = � (x) � q; i znaµci da je p najvéci elemenat u
klasi.

Relacija 6 u posetu P formira ure�enje u skupu klasa ekvivalencije relacije
�; odnosno u P= �; na sledéci naµcin:

[p]� � [q]� ako i samo ako "q \ � (S) � "p \ � (S) ;

pri µcemu su p; q elementi iz P:

Oµcigledno je relacija � na klasama ekvivalencije dobro de�nisana, i po�to
je zadata pomoću skupovne inkluzije, predstavlja relaciju poretka u P= � :
Ovo ure�enje je dualno izomorfno skupovnoj inkluziji izme�u nivo-podskupova
preslikavanja �; �to je formulisano sledécim stavom.

Stav 28 Ako je � : S ! P P -rasplinuti podskup od S; tada vaµzi:

[p]� � [q]� ako i samo ako �q � �p:

Sada ćemo formulisati odre�ene osobine relacije � za mreµzno vrednosne ras-
plinute skupove. Uvedimo oznaku, takvu da za proizvoljan elemenat p 2 L;_

[p]� =
_�

q : q 2 [p]�
�
:

Stav 29 Ako je � : S ! L L-rasplinuti podskup od S; tada vaµzi:
1. za svaki x 2 S; � (x) = _ [� (x)]� ;
2. za proizvoljne p; q 2 L;

[p]� � [q]� ako i samo ako
_
[p]� �

_
[q]�

(ure�enje na desnoj strani nejednakosti je ure�enje u mreµzi L).

Teorema 23 Ako je F data Murova familija podskupova nepraznog skupa A;
onda postoje mreµza L i rasplinuti podskup M : A! L od A; takvi da nivoi od
M predstavljaju elemente familije F:

43



Dokaz. Neka je mreµza L upravo familija F; u odnosu na poredak dualan
skupovnoj inkluziji.
Neka je funkcija M : A! L de�nisana pomoću:

M (x) :=
\
(p 2 F : x 2 p) :

Pokazácemo da je M rasplinuti podskup od A; takav da za svaki elemenat
p 2 L vaµzi: p =Mp:
Oµcigledno je rasplinuti skup M dobro de�nisan. Dalje, neka je elemenat

p 2 L proizvoljan. Za svaki x 2 A vaµzi:

x 2Mp ako i samo ako M (x) � p

ako i samo ako
\
(q 2 F : x 2 q) � p

ako i samo ako
\
(q 2 F : x 2 q) � p

ako i samo ako x 2 p:
Ovim je dokaz kompletiran:

3.2 Funkcije nivo-podskupova kao izotona preslikavanja

U ovom odeljku ćemo pokazati da funkcije nivo podskupova imaju vaµznu
osobinu vezanu za ure�enje: one odre�uju izotone funkcije iz skupa vrednosti
� (S) preslikavanja � u dvoelementni poset 2 = (f0; 1g ;�) (tvr�enja su preuzeta
iz rada [90]): Formuli�imo sledécu lemu.

Lema 13 Neka je � : S ! P P -rasplinuti podskup od S: Za sve p 2 P i sve
x; y 2 S;

� (x) � � (y) povlaµci �p (x) � �p (y) :

Kao posledica, svaki rasplinuti skup � : S ! P odre�uje odgovarajúcu
izotonu funkciju iz � (S) u 2:

Stav 30 Neka je � : S ! P P -rasplinuti podskup od S: Za p 2 P; funkcija
fp : � (S)! f0; 1g ; takva da za sve q 2 � (S) vaµzi:

fp (q) = 1 ako i samo ako q � p; (4)

je izotona.
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slika 3

Svaka funkcija fp odre�uje nivo �p i obrnuto. Oµcigledno vaµzi i da je fp
karakteristiµcna funkcija ure�enog �ltera u posetu � (S) : Neposredna posledica
prethodnog formulisana je u sledécoj teoremi.

Teorema 24 Svaki nivo skup �p rasplinutog skupa � : S ! P odre�uje izotonu
funkciju fp : � (S) ! f0; 1g ; de�nisanu pomoću (4), ili ekvivalentno ure�eni
�lter Fp u posetu � (S), na sledeći naµcin: za svaki elemenat q iz � (S) ;

q 2 Fp ako i samo ako je q � p:

Zbog navedene veze izme�u ure�enja u � (S) sa ure�enjem u 2; dekompozi-
cija rasplinutog skupa pomoću nivo- podskupova daje kolekciju izotonih funkcija
(ili ure�enih �ltera) sa domenom � (S) :

Primer 12 Neka je S = fx; y; zg i neka je (L;�) mreµza data na slici 3.
Preslikavanje � : S ! L; zadato pomoću:

� =

�
x y z
a c 1

�

je L-rasplinuti podskup od S: Njegovi nivo-podskupovi su:

�b = �1 = fzg ; �a = fx; zg ; �c = fy; zg ; �0 = fx; y; zg :

U tabeli 1 date su funkcije nivo-podskupova zadatog preslikavanja �: Ako
ove funkcije posmatramo kao funkcije iz mreµze u skup vrednosti (f0; 1g ;6) ;
vidimo da one predstavljaju izotone funkcije. Oznaµcimo navedene funkcije sa
fi; gde je i elemenat iz L: Dakle vaµzi, za sve p; q 2 L :

ako p � q; onda fi (p) 6 fi (q) :

Poslednja kolona u tabeli sadrµzi odgovarajuće ure�ene �ltre.
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� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
S x y z
� (S) a c 1
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� b 0 0 1 f b f1g
� 1 0 0 1 f 1 f1g
� a 1 0 1 f a fa; 1g
� c 0 1 1 f c fc; 1g
� 0 1 1 1 f 0 fa; c; 1g
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

tabela 1

3.3 Rasplinuta relacija

Neka je dat skup A: Rasplinuta relacija � : A� A! L predstavlja rasplinuti
podskup iz A�A u L:

De�ni�imo sada standardne pojmove: rasplinuta relacija � : A2 ! L na
skupu A je

- re�eksivna, ako vaµzi �(x; x) = 1; za sve x 2 A; (r)
- antisimetriµcna, ako vaµzi �(x; y) ^ �(y; x) = 0; za sve x; y 2 A; x 6= y; (a)
- tranzitivna, ako vaµzi �(x; y) ^ �(y; z) � �(x; z); za sve x; y; z 2 A: (t)
- simetriµcna, ako vaµzi � (x; y) = � (y; x) ; za sve x; y 2 A: (s)

U literaturi se µcesto mogu náci i drugaµcije de�nicije antisimetriµcnosti i tran-
zitivnosti.
Rasplinuta relacija � : A2 ! L (L je kompletna mreµza) je tranzitivna, ako

vaµzi:

� (x; y) �
_
z

(� (x; z) ^ � (z; y)) ; za sve x; y 2 A:

Prethodno navedena de�nicija tranzitivnosti ekvivalentna je de�niciji tran-
zitivnosti oznaµcenoj sa (t):

Rasplinuta relacija � na skupu A je relacija rasplinutog poretka (raspli-
nuti poredak) na A; ako je ona re�eksivna, antisimetriµcna i tranzitivna.

Rasplinuta relacija � se zove rasplinuta relacija ekvivalencije, ako je ona
re�eksivna, simetriµcna i tranzitivna.
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Sledéca osobina je tako�e usko vezana za rasplinuti poredak (rasplinuto ure-
�enje).

Rasplinuta relacija � : A2 ! L na skupu A je:

- slabo re�eksivna ako
�(x; x) � �(x; y) i �(x; x) � �(y; x); za sve x; y 2 A: (wr)

Rasplinuta relacija � na skupu A je relacija slabog rasplinutog poretka
(slabi rasplinuti poredak) na A; ako je ona slabo re�eksivna, antisimetriµcna
i tranzitivna.

Teorema 25 Relacija � : A2 ! L je relacija rasplinutog poretka na A ako i
samo ako svi nivo-podskupovi osim 0-nivoa predstavljaju relaciju poretka na
istom skupu.

Stav 31 Neka je � : A2 ! L relacija rasplinutog poretka, takva da je L kom-
pletna mreµza bez delitelja nule u odnosu na ^: Tada, supp� je klasiµcna relacija
poretka na skupu A:

Dokaz. Po�to za sve x 2 A vaµzi da je �(x; x) = 1 > 0, sledi da (x; x) 2supp � i
supp � je re�eksivna.
Ako (x; y); (y; x) 2supp � ekvivalentno, ako je �(x; y) > 0 i �(y; x) > 0, po�to

L nema delitelja nule, sledi da je �(x; y) ^ �(y; x) > 0 i znaµci x = y.
Ako (x; y); (y; z) 2supp � ekvivalentno, ako je �(x; y) > 0 i �(y; z) > 0, sledi

da je �(x; y) ^ �(y; z) > 0 i znaµci pomoću rasplinute tranzitivnosti, �(x; z) > 0.
Znaµci (x; z) 2supp � i supp � je tranzitivna.

Primetimo da je u Stavu 31 (prethodni stav) neophodan uslov da L nema
delitelje nule.
Ako je � rasplinuti poredak na A, and ksupp� karakteristiµcna funkcija od

supp � posmatrana kao rasplinuti skup, tada oµcigledno, po de�niciji supp �; vaµzi
da je � � ksupp� (zbog re�eksivnosti).

Neka je data rasplinuta relacija � : A2 ! L; i neka je p 2 L: Relacija nivoa
p; u oznaci �p; je podskup od A

2 za µcije elemente (x; y) vaµzi:

(x; y) 2 �p ako i samo ako � (x; y) � p:

Sledéci stav pokazuje razlog uvo�enja i razmatranja slabog rasplinutog ure-
�enja.

Stav 32 Neka je � : A2 ! L relacija slabog rasplinutog poretka na A;
i � (�) : A ! L rasplinuti skup de�nisan pomoću � (�) (x) := � (x; x) : Tada
za svaki ne-nula element p 2 L; nivo-relacija �p je klasiµcan poredak na nivo-
podskupu � (�)p od A:
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Dokaz. Neka je p 2 L, p 6= 0. Prvo dokazujemo da je �p relacija na �(�)p. Ako
je �(x; y) � p, tada tako�e vaµzi �(�)(x) = �(x; x) � p i x 2 �(�)p. Analogno
y 2 �(�)p.
Dalje, za x 2 X, (x; x) 2 �p ako i samo ako �(x; x) � p ako i samo ako

�(�)(x) � p, ako i samo ako x 2 �(�)p. Znaµci, �p je re�eksivna relacija na �(�)p.
Ako je x 6= y i (x; y) 2 �p, tada je �(x; y) � p. Po�to je � antisimetriµcna, sledi
da je �(x; y) ^ �(y; x) = 0, znaµci �(y; x) 6� p, ekvivalentno, (y; x) 62 �p i �p je
klasiµcna antisimetriµcna relacija. Ako (x; y); (y; z) 2 �p, tada �(x; y) � p i
�(y; z) � p. Pomoću tranzitivnosti �, sledi da je p � �(x; y) ^ �(y; z) � �(x; z),
znaµci �(x; z) � p i (x; z) 2 �p, �to dokazuje da je �p tranzitivna.

Napomenimo da za razliku od sluµcaja rasplinutog poretka, nula rasplinuta
relacija odnosno ( �(x; y) = 0 za sve x; y 2 A) predstavlja slabi rasplinuti
poredak na A.
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4 Rasplinute ure�ene strukture

U ovom poglavlju ćemo povezati prethodno uvedene pojmove rasplinutog
poretka sa rasplinutim algebarskim strukturama.
Naime, posmatrácemo ure�enu grupu. Razmotrícemo rasplinutu podgrupu

i rasplinuti podposet kao njene rasplinute podstrukture. U tom cilju, najpre
uvodimo na�pristup rasplinutim posetima, opisan u sledécem odeljku (4.1).

4.1 Rasplinuti podposet

Najpre uvodimo de�nicije rasplinutog poluideala, rasplinutog polu�ltra, ras-
plinutog glavnog ideala, rasplinutog glavnog �ltra i rasplinutog konveksnog pod-
poseta ([99]). De�nicije predstavljaju "fazi�kovane" de�nicije klasiµcne algebre.
Na�pristup rasplinutim posetima zasniva se na pristupu izloµzenom u radovima
[94] i [104]. Odeljak sadrµzi originalna tvr�enja, objavljena tako�e i u radu [99].

Neka je (P;6) poset i (L;^;_;�), �to je uobiµcajeno, kompletna mreµza
(primetimo razliku izme�u oznaka ure�enja u P i u L). Pomoću k6 oznaµcavamo
karakteristiµcnu funkciju ure�enja u P : za proizvoljne x; y 2 P

k6(x; y) :=

�
1 ako x 6 y
0 u suprotnom:

Proizvoljnu funkciju � : P ! L nazivamo rasplinuti podposet od P .
Primetimo da je ova de�nicija analogna klasiµcnoj de�niciji: svaki podskup
poseta sa klasiµcnim ure�enjem je njegov podposet, sa restrikcijom istog ure�enja
na domen podposeta. Ovde prosto podrazumevamo da (klasiµcno) ure�enje 6
ostaje isto.

Lema 14 Svaki nivo rasplinutog podposeta � od poseta P je klasiµcan podposet
od P; u odnosu na restrikciju poretka iz P na taj nivo.

Dokaz. Nivoi rasplinutog podposeta su podskupovi od P; pa je oµcigledno da
su to podposeti u odnosu na restrikciju poretka iz P:

Neki specijalni rasplinuti podposeti su dati u ovom delu.

Rasplinuti podposet � : P ! L iz (P;6) je donji rasplinuti skup (fuzzy
down-set, engl.) ili rasplinuti poluideal u P ako za sve x; y 2 P

x 6 y povlaµci �(y) � �(x): (5)
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Dualno rasplinuti podposet z : P ! L iz (P;6) je gornji rasplinuti skup
(fuzzy up-set, engl.) ili rasplinuti polu�lter u P ako za sve x; y 2 P

x 6 y povlaµci z(x) � z(y): (6)

Kao i u prethodnom delu, nave�́cemo analogne osobine za nivoe. Izve�́cemo
dokaz jednog od navedenih stavova (Stava 33).

Stav 33 Neka je � : P ! L rasplinuti podposet od (P;6). Tada � predstavlja
gornji rasplinuti podskup od P ako i samo ako je svaki nivo od � gornji podskup
od P .

Dokaz. Pretpostavimo da je � : P ! L gornji rasplinuti skup.
Posmatrajmo nivo �p; gde p 2 L. Neka je x 2 �p proizvoljan elemenat.

Vaµzi:
x 6 y ) �(x) � �(y):

Po�to x 2 �p , �(x) � p; zakljuµcujemo:

�(y) � p ekvivalentno y 2 �p:

U obrnutom smeru, pretpostavimo da je x 6 y; i neka je p = � (x) ; tj.
x 2 �p:
Po�to je nivo �p gornji skup u P; vaµzi:

y 2 �p; odnosno �(y) � p = �(x):

Upravo smo pokazali da je � gornji rasplinuti skup.

Stav 34 Neka je � : P ! L rasplinuti podposet od (P;6). Tada � predstavlja
donji rasplinuti podskup od P ako i samo ako je svaki nivo od � donji skup u
P .

Sada ćemo izloµziti vaµznu osobinu donjeg rasplinutog i gornjeg rasplinutog
skupa, koja ima primenu u jednom od narednih tvr�enja.

Stav 35 Rasplinuti skup � : P ! L je donji rasplinuti podskup od P ako i
samo ako za sve x; y 2 P vaµzi sledeće:

�(x) ^ k6(y; x) � �(y): (7)

Dualno, � je gornji rasplinuti podskup od P ako i samo ako za sve x; y 2 P
vaµzi

�(x) ^ k6(x; y) � �(y): (8)
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Dokaz. Ako je � donji rasplinuti skup iz P i y 6 x vaµzi u P , tada je k6(y; x) = 1
i (5) povlaµci (7); ako y 
 x, tada k6(y; x) = 0 i (7) ponovo vaµzi. Suprotno, ako
vaµzi (7) i y 6 x, tada k6(y; x) = 1 i vaµzi (5).
Drugi deo se dokazuje dualno.

Kao i u sluµcaju klasiµcnih ure�enih skupova, uvodimo neke specijalne ras-
plinute donje i gornje skupove.

Za a 2 P , preslikavanje f#a : P ! L je rasplinuti glavni ideal generisan
pomoću a, ako ono predstavlja donji rasplinuti podskup od P koji zadovoljava:
za svaki x 2 P

k6(x; a) ^ f#a(a) � f#a(x) � k6(x; a):

Dualno, za a 2 P , preslikavanje f"a : P ! L je rasplinuti glavni �lter
generisan pomoću a, ako ono predstavlja gornji rasplinuti podskup od P koji
zadovoljava: za svaki x 2 P

k6(a; x) ^ f"a(a) � f"a(x) � k6(a; x):

Stav 36 Neka je dat proizvoljan gornji rasplinuti podskup � : P ! L od P;
µcija je vrednost 0 za sve elemente iz P koji ne pripadaju "a. Tada � predstavlja
rasplinuti glavni �lter generisan pomoću elementa a 2 P:

Dokaz. Pretpostavimo da � ispunjava uslove Stava.
Ako je y > a; onda je k6(a; y) = 1:
Na osnovu Stava 35, za elemente a; y 2 P vaµzi:

k6(a; y) ^ � (a) � � (y))
k6(a; y) ^ � (a) � �(y) � k6(a; y) = 1:

Za elemente y =2 "a, po pretpostavci stava, � (y) = 0: Dakle, vaµzi:

0 = k6(a; y) ^ � (a)� �(y) � k6(a; y) = 0;

i ovim je dokaz kompletiran.

Prethodno navedeni stav vaµzi i u obrnutom smeru. Dakle, ukoliko je � dati
rasplinuti glavni �lter generisan pomoću elementa a 2 P; iz same de�nicije sledi
da � predstavlja gornji rasplinuti skup. Ostaje da pokaµzemo da se elementi iz P
koji ne pripadaju "a preslikavaju u 0. Naime, po�to je � rasplinuti glavni �lter
generisan pomoću a, za sve elemente y =2 "a vaµzi:

�(y) � k6(a; y) = 0:

Traµzena jednakost direktno sledi.
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slika 4

Stav 37 Neka je dat proizvoljan donji rasplinuti podskup � : P ! L od P; µcija
je vrednost 0 za sve elemente iz P koji ne pripadaju #a. Tada � predstavlja
rasplinuti glavni ideal generisan pomoću elementa a 2 P:

Pomoću prethodnog, za elemente a; b 2 P , de�ni�emo rasplinuti interval
f[a;b] u P kao rasplinuti podskup od P , takav da za svaki x 2 P

f[a;b](x) := (f"a \ f#b)(x);

za neke f"a i f#b iz P .

U klasiµcnom sluµcaju, glavni ideal ili �lter generisani pomoću elementa poseta
su jedinstveni, dok analogni rasplinuti pojmovi nisu. Isto vaµzi za rasplinuti
interval.

Primer 13 Neka su poset (P;6) i mreµza (L;^;_;�) predstavljeni pomoću di-
jagrama na slikama 4 i 5. Funkcije:

f#� =

�
a b c d �
t t s r p

�
i f"a =

�
a b c d �
p 0 s r t

�
;

su rasplinuti glavni ideal i rasplinuti glavni �lter u P , redom. Dodatno,

f[a;�] =

�
a b c d �
p 0 s r p

�
je rasplinuti interval u P .

Dalje, funkcije,g#� =
�
a b c d �
t 1 q s 0

�
i g"a =

�
a b c d �
0 0 r s 1

�
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slika 5

su tako�e rasplinuti glavni ideal i �lter u P , redom, generisani na odgovarajući
naµcin pomoću istih elemenata kao i prethodno pomenuti. Poslediµcno,

g[a;�] =

�
a b c d �
0 0 q s 0

�
je tako�e rasplinuti interval u P .

Sada uvodimo pojam rasplinute konveksnosti za rasplinute podposete. Ras-
plinuti podskup � : P ! L je rasplinuti konveksan podposet od P ako za sve
x; y; z 2 P vaµzi sledéce:

� (x) ^ � (z) ^ k6 (x; y) ^ k6 (y; z) � � (y) : (9)

Pomoću osobina (7) i (8) Stava 35 (str.50), moµzemo dobiti na sledéci naµcin
rasplinute konveksne podposete.

Stav 38 Rasplinuti podskup � : P ! L iz P je rasplinuti konveksan podposet
od P ako vaµzi:

� = z \�;

za neki gornji rasplinuti skup z i neki donji rasplinuti podskup � od P .

Dokaz. Neka je � = z \ �; za gornji rasplinuti podskup z i donji rasplinuti
podskup � od P . Tada
� (x) ^ � (z) ^ k6 (x; y) ^ k6 (y; z) =
= z(x) ^�(x) ^z(z) ^�(z) ^ k6 (x; y) ^ k6 (y; z) �
� z(y) ^�(y) ^z(z) ^�(x) � z(y) ^�(y) = �(y),

53



i � je rasplinuti konveksan.

Oµcigledno, proizvoljan rasplinuti interval u P predstavlja rasplinuti konvek-
san podposet od P .

4.2 Rasplinuti poset sa rasplinutim ure�enjem

U ovom odeljku polazi se od pojma rasplinutog poretka na rasplinutom pod-
skupu �: Tako�e se uvodi specijalni rasplinuti poredak na rasplinutom podskupu
�: Navedena rasplinuta relacija ima vrlo bitnu ulogu, jer se koristi u de�niciji
rasplinute ure�ene podgrupe.

Ako je � : A ! L rasplinuti podskup skupa A; onda je � : A2 ! L
rasplinuta relacija na rasplinutom podskupu � ako ispunjava uslov: za
sve x; y 2 A;

�(x; y) � �(x)^�(y): (10)

Rasplinuta relacija � na rasplinutom podskupu � je slabo re�eksivna, ako
je za sve x 2 A :

�(x; x) = �(x): (11)

Kaµzemo da je rasplinuta relacija � na rasplinutom podskupu � rasplinuti
poredak na �; ako je slabo re�eksivna, antisimetriµcna i tranzitivna.
Primetimo da se de�nicija re�eksivnosti ovde formalno razlikuje od iste u

oznaci (r); de�nisanoj za rasplinutu relaciju na klasiµcnom skupu. Ipak, ako
je domen jasno predstavljen pomoću svoje karakteristiµcne funkcije (sa svim
vrednostima jednakim 1), tada se de�nicija (11) poklapa sa (r). Konaµcno, da
bismo povezali ovo sa de�nicijom slabe re�eksivnosti (wr), istáci ćemo sledécu
oµciglednu µcinjenicu.
Svaka rasplinuta relacija � : P ! L; koja je re�eksivna na rasplinutom skupu

� : P ! L; je slabo re�eksivna na P .
Neka je (P;6) poset i � : P ! L njegov rasplinuti podposet. Dalje, neka je

� : P ! L rasplinuta relacija na P de�nisana na sledéci naµcin:

�(x; y) := �(x) ^ �(y) ^ k6(x; y); (12)

gde je k6 karakteristiµcna funkcija u odnosu na ure�enje 6u P .

Teorema 26 Funkcija � de�nisana pomoću (12) je rasplinuti poredak na ras-
plinutom podskupu � od P .
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Dokaz. Funkcija � je rasplinuta relacija na rasplinutom skupu �: za sve x; y 2 P

�(x; y) = �(x) ^ �(y) ^ k6(x; y) � �(x) ^ �(y):

� je re�eksivna u smislu (11): za svaki x 2 P ,

�(x; x) = �(x) ^ k6(x; x) = �(x);

jer je relacija 6 u P re�eksivna, ekvivalentno, k6(x; x) = 1 za sve x 2 P .
� je antisimetriµcna: za sve x; y 2 P ,

�(x; y) ^ �(y; x) = �(x) ^ �(y) ^ k6(x; y) ^ k6(y; x) = 0;

po�to je antisimetriµcna relacija ure�enja u P ,

k6(x; y) ^ k6(y; x) = 0:

� je tranzitivna: za sve x; y; z 2 P ,

�(x; y) ^ �(y; z) =

= �(x) ^ �(y) ^ �(z) ^ k6(x; y) ^ k6(y; z) � �(x) ^ �(z) ^ k6(x; z) = �(x; z);

po�to vaµzi,
k6(x; y) ^ k6(y; z) � k6(x; z):

Dalje, ako je (P;6) poset, tada par (�; �) predstavlja rasplinuti poset sa
rasplinutim poretkom ako je � : P ! L rasplinuti podskup od P i � : P 2 ! L
rasplinuti poredak na P de�nisan pomoću (12):

�(x; y) = �(x) ^ �(y) ^ k6(x; y):

Teorema 27 Neka je (P;6) poset, � : P ! L rasplinuti podskup od P ,
i � : P 2 ! L rasplinuta relacija na �. Tada je (�; �) rasplinuti podposet
sa rasplinutim poretkom od (P;6), ako i samo ako za svaki p 2 L; p 6= 0, par
(�p; �p) je klasiµcan podposet od (P;6).

Dokaz. Pretpostavimo da je (�; �) rasplinuti podposet sa rasplinutim poretkom
od (P;6). Dokazujemo da za proizvoljno p 2 L; p 6= 0, relacija �p je relacija
poretka na �p � P . Sliµcno kao u dokazu Stava 32 (str.47), moµze se pokazati da
je �p relacija na �p. Dalje dokazujemo njene osobine poretka.
Re�eksivnost: za proizvoljno x 2 �p, (x; x) 2 �p ako i samo ako �(x; x) � p

ako i samo ako �(x) ^ k6(x; x) � p ako i samo ako �(x) � p ako i samo ako
x 2 �p.
Antisimetriµcnost: Ako (x; y); (y; x) 2 �p za x; y 2 �p, tada �(x; y) � p i

�(y; x) � p. Znaµci �(x; y) ^ �(y; x) � p. Pomoću antisimetriµcnosti �, ako je
x 6= y tada �(x; y) ^ �(y; x) = 0, dakle x = y.
Tranzitivnost: Ako (x; y); (y; z) 2 �p za x; y; z 2 �p, tada �(x; y) � p i

�(y; z) � p, i pomoću tranzitivnosti �, �(x; z) � p, i najzad (x; z) 2 �p:
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Suprotno, pretpostavimo da za svaki p 2 L; p 6= 0, par (�p; �p) je klasiµcan
podposet od (P;6). Po�to je � po pretpostavci teoreme relacija na �, znamo da
je �(x; y) � �(x) ^ �(y). Za x 6 y, tako�e znamo:

�(x; y) � �(x) ^ �(y) ^ k6(x; y):

Neka je �(x) ^ �(y) = p, znaµci �(x) � p i �(y) � p. Dakle �p(x) = �p(y) = 1 i
iz x 6 y sledi �p(x; y) = 1, primenjujúci �(x; y) � p. Znaµci

�(x; y) � �(x) ^ �(y) ^ k6(x; y):

Da suprotna nejednakost vaµzi dokazano je prethodno. Znaµci upravo smo dobili
jednakost.
Ako vaµzi x 
 y, tada za svaki p 2 L; p 6= 0 vaµzi �p(x; y) = 0. Znaµci pomoću

Stava 20 (str.40) primenjenog na rasplinutu relaciju, �(x; y) = 0. Iz x 
 y
tako�e sledi da je k6(x; y) = 0 i jednakost

�(x; y) = �(x) ^ �(y) ^ k6(x; y)

tako�e vaµzi u ovom sluµcaju.

Direktno se proverava da svi nivoi rasplinutog konveksnog podposeta od P
predstavljaju klasiµcne konveksne podposete od P , �to pokazuje sledeća lema.

Lema 15 Neka je (P;6) poset, � : P ! L rasplinuti podskup od P , i
� : P 2 ! L rasplinuta relacija na �. Tada je (�; �) rasplinuti konveksan pod-
poset sa rasplinutim poretkom od (P;6) ako i samo ako svi nivo-podskupovi
predstavljaju klasiµcne konveksne podposete.

Dokaz. Pretpostavimo da je (�; �) rasplinuti konveksan, ekvivalentno da za sve
x; y; z 2 P vaµzi:

� (x) ^ � (z) ^ k6 (x; y) ^ k6 (y; z) � � (y) :

Neka je p 2 L, i neka je �p nivo. Pretpostavimo da x; z 2 �p i x 6 y 6 z. Tada,
sledi da �(x) � p i �(z) � p i k6 (x; y) = 1 i k6 (y; z) = 1. Dakle,

p � � (x) ^ � (z) ^ k6 (x; y) ^ k6 (y; z) � � (y) i y 2 �p:

Da bismo pokazali suprotno, pretpostavimo da su svi nivo-podskupovi kon-
veksni i neka su x; y; z 2 P proizvoljni. Neka je p = � (x) ^ � (z).
Ako vaµzi: k6 (x; y) ^ k6 (y; z) = 0, onda je nejednakost zadovoljena.
Ako je k6 (x; y) ^ k6 (y; z) = 1, tada je x 6 y 6 z i po�to x 2 �p i z 2 �p,
sledi da y 2 �p i �(y) � p, ekvivalentno,
�(y) � � (x) ^ � (z) ^ k6 (x; y) ^ k6 (y; z).

Sinteza rasplinutog poseta pomoću poseta sa klasiµcnim poretkom koji pred-
stavljaju njegove nivoe, sledi direktno.
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Teorema 28 Neka je F kolekcija podposeta poseta (P;6), zatvorena za skupov-
ni presek, takva da sadrµzi P kao svoj µclan. Tada postoji mreµza L i rasplinuti
ure�eni podposet (M;�) od P takav da se kolekcija njegovih nivo-podskupova
poklapa sa F . Vaµzi i vi�e, klasiµcan poredak u svakom nivou odre�uje odgovara-
jući nivo od �:

Dokaz. Razmotrimo par (F ;�), ekvivalentno zadatu kolekciju podposeta od
P ure�enu pomoću obrnute skupovne inkluzije. (F ;�) predstavlja kompletnu
mreµzu i posmatrácemo njene µclanove kao skup vrednosti, i u nastavku ćemo je
oznaµcavati pomoću (L;�). Dalje, ako su M : P ! L i � : P 2 ! L de�nisani
redom pomoću

M(x) :=
\
f� 2 F j x 2 �g; i �(x; y) :=M(x) ^M(y) ^ k6(x; y);

tada se direktno proverava da je (M;�) rasplinuti poset sa rasplinutim ure�enjem
od P .
Dakle, dokazujemo da � predstavlja rasplinuti poredak na rasplinutom skupu

M:
Iz de�nicije sledi da je � rasplinuta relacija na rasplinutom skupu M:
Dalje, za svaki x 2 P;

�(x; y) =M(x) ^ k6(x; x) =M (x) ;

pa zakljuµcujemo da je � slabo re�eksivna.
� je antisimetriµcna, jer za za sve x; y 2 P; x 6= y; vaµzi sledéce:

�(x; y) ^ �(y; x) =M(x) ^M(y) ^ k6(x; y) ^ k6(y; x) = 0:

Dalje, dokazujemo da je � tranzitivna: za sve x; y; z 2 P;

�(x; y) ^ �(y; z) =M(x) ^M(y) ^M(z) ^ k6(x; y) ^ k6(y; z) �

�M(x) ^M(z) ^ k6(x; z) = � (x; z) :
Ispitajmo sada osobine nivo-podskupova rasplinutog skupa.
Nivoi od M se poklapaju sa podposetima iz kolekcije F , naime za svaki

� 2 F , na osnovu Teoreme 23 sledi da je M� = �. Treba jo�da dokaµzemo da za
svaki � 2 F , takav da � nije elemenat 0 u L, vaµzi da je par (M�; ��) = (�; ��)
klasiµcan podposet od P . Dakle, za x; y 2 �,
(x; y) 2 �� ako i samo ako �(x; y) � � ako i samo ako M(x) ^ M(y) ^

k6(x; y) � � 6= 0 ako i samo ako M(x) � �, M(y) � �, i k6(x; y) = 1 ako i
samo ako x; y 2 � i x 6 y.
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4.3 Struktura skupa relacija slabog rasplinutog poretka na
(P;6)

U prethodnom delu smo razmatrali rasplinute podposete sa rasplinutim
ure�enjem datog poseta (P;6), i oznaµcavali ih sa (�; �). Relacija � je pod-
skup relacije klasiµcnog poretka 6 , (predstavljenog pomoću svoje karakteristiµcne
funkcije), i predstavlja rasplinuti poredak na rasplinutom skupu �. Posmatrana
kao rasplinuta relacija na P; ona je slabi rasplinuti poredak na tom domenu.
Oµcigledno, postoje i druge relacije slabog rasplinutog poretka na P koje su
tako�e podskup klasiµcnog poretka.

U ovom odeljku ćemo detaljno ispitati strukturu skupa relacija slabog ras-
plinutog poretka.
Neka je (P;6) dati poset i FP kolekcija svih relacija slabog rasplinutog

poretka na P , koje su podskup relacije 6 (predstavljene pomoću svoje karak-
teristiµcne funkcije):

FP := f� : P 2 ! L j � � k6 i � je slabi rasplinuti poredak na Pg:

Prethodna inkluzija je de�nisana po komponentama, i cela kolekcija moµze biti
ure�ena pomoću iste relacije: za �; � 2 FP,

� � � ako i samo ako za sve x; y 2 P; �(x; y) � �(x; y):

Dalje, neka je � dijagonalna relacija na P : � = f(x; x) j x 2 Pg, i sa "�, #�
oznaµcavamo redom, �lter i ideal u posetu (FP;�), generisanom pomoću �.

Teorema 29 Za dati poset (P;6), vaµzi sledeće:
(i) Struktura (FP;�) predstavlja kompletnu mreµzu;
(ii) "� se sastoji od svih relacija rasplinutog poretka na P ;
(iii) #� je izomorfno mreµzi svih rasplinutih podposeta od P ;
(iv) Ako je � rasplinuti podskup od P i �(�); �(�) 2 FP su takvi da vaµzi,

�(�)(x; y) =

�
�(x) ako x = y;
0 u suprotnom;

�(�)(x; y) = �(x) ^ �(y) ^ k6(x; y),

tada se interval [�(�); �(�)] sastoji od svih � 2 FP, za koje vaµzi

�(x; x) = �(x):

(v)FP =
S
f[�(�); �(�)] j � : P ! Lg:

Dokaz. (i) Poset (FP;�) je zatvoren za proizvoljne preseke. Neka je relacija
� (de�nisana po komponentama) presek familije f�i j i 2 Ig � FP:

� =
\
f�i j i 2 Ig:
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Direktno se proverava da je � slabo re�eksivna, antisimetriµcna i tranzitivna
relacija na P , ekvivalentno da � 2 FP (� moµze biti nula relacija, koja tako�e
predstavlja slabi rasplinuti poredak). Sve rasplinute relacije iz FP, predstav-
ljaju podskup relacije k6 (u odnosu na� ). k6 predstavlja najvéci elemenat
u FP. Dakle, kolekcija FP je zatvorena za proizvoljne preseke i sadrµzi najvéci
elemenat. Na osnovu Leme 6 (str.13), ona predstavlja kompletnu mreµzu.
(ii) Po�to za svako x 2 P , vaµzi �(x; x) = 1, isto vaµzi za svaku rasplinutu

relaciju � 2 "�, ekvivalentno �(x; x) = 1 i � je rasplinuti poredak.
(iii) #� se sastoji od svih dijagonalnih rasplinutih relacija na P . Ako je

F(P ) mreµza svih rasplinutih podposeta od P , tada funkcija f : #� ! F(P )
takva da za � 2 #�, vaµzi f(�) = �, gde �(x) = �(x; x), predstavlja izomor�zam
ure�enih skupova.
(iv) Neka je � : P ! L proizvoljni rasplinuti podposet od P . Tada je �(�),

de�nisano kao u prethodnom, dijagonalna rasplinuta relacija koja pripada #�;
odnosno FP. Dalje, na osnovu Teoreme 26 (str. 55), �(�) je rasplinuti poredak
na �, dakle �(�) je slabi rasplinuti poredak na P . Oµcigledno, za svaku rasplinutu
relaciju � 2 [�(�); �(�)]; dijagonala je �ksirana: �(x; x) = �(x). S druge strane,
ako je � 2 FP i �(x; x) = �(x), tada je �(�) � �. Pomoću de�nicije slabe
re�eksivnosti vaµzi da je �(x; y) � �(x; x) = �(x) i analogno vaµzi �(x; y) � �(y).
Po�to je tako�e �(x; y) � k6(x; y), sledi da je, pomoću de�nicije �(�), � � �(�).
Dakle, � 2 [�(�); �(�)].
(v) Pomoću (iii) , ako � 2 FP i � : P ! L je takvo da �(x) = �(x; x), tada

� 2 [�(�); �(�)]: Znaµci,

FP �
[
f[�(�); �(�)] j � : P ! Lg:

Suprotna inkluzija je oµcigledna, µcime smo dokazali jednakost.

4.4 Rasplinuto ure�enje i rasplinuta mreµza

U ovom odeljku uvodimo pojmove nekih specijalnih rasplinutih ure�enih struk-
tura, kao i pojam rasplinute mreµze. Neki od tih pojmova su na sliµcan naµcin de�-
nisani u radovima autora N.Ajmal [1],[2], B.Yuan i W.Wu [104], i A.Tepavµcevíc
i G.Trajkovski [102].
Odeljak sadrµzi de�nicije rasplinutog lanca i rasplinute mreµze.
Tako�e je predstavljen uslov pod kojim rasplinuti podposet predstavlja ras-

plinuti lanac, kao i drugi uslov vezan za nivo podskupove. Odgovarajúca tvr�enja
objavljena su u radu [100].

Neka L predstavlja kompletnu mreµzu.
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Neka je (M;6) poset i (�; �) rasplinuti podposet od M . Tada je (�; �)
rasplinuti lanac, ili rasplinuti linearno ure�en podposet od M ako za
x; y 2M vaµzi:

�(x; y) _ �(y; x) = �(x) ^ �(y): (13)

Stav 39 Svaki rasplinuti podposet (�; �) linearno ure�enog poseta (M;6) je
rasplinuti lanac.

Dokaz. Po de�niciji ure�enja � na �, za sve x; y 2M
�(x; y) = �(x) ^ �(y) ^ k6(x; y): (14)

Po�to je ure�enje 6 u M linearno po pretpostavci, ili vaµzi k6(x; y) = 1 i
k6(y; x) = 0, ili obrnuto. Dakle, za sve x; y 2M;

�(x; y) _ �(y; x) =

= (�(x) ^ �(y) ^ k6(x; y)) _ (�(x) ^ �(y) ^ k6(y; x)) =
�(x) ^ �(y):

Ovim je dokaz kompletiran.
U daljem tekstu ćemo se baviti rasplinutim lancima (ekvivalentno linearno

ure�enim podposetima) poseta koji ne moraju biti linearno ure�eni.

Stav 40 Neka je (�; �) rasplinuti podposet poseta (M;6). Tada je (�; �) ras-
plinuti lanac ako i samo ako za sve x; y 2 M takve da x nije uporediv sa y,
vaµzi:

�(x) ^ �(y) = 0: (15)

Dokaz. Neka je (�; �) rasplinuti podposet od (M;6) koji je rasplinuti lanac
ekvivalentno, takav da (13) vaµzi. Neka su x; y 2M i pretpostavimo da oni nisu
uporedivi, ekvivalentno da k6(x; y) = k6(y; x) = 0. Tada pomoću (14),

�(x; y) _ �(y; x) = (�(x) ^ �(y) ^ k6(x; y)) _ (�(x) ^ �(y) ^ k6(y; x)) = 0;

znaµci, pomoću (13), �(x) ^ �(y) = 0:
Suprotno, pretpostavimo da za neke neuporedive x; y, (15) vaµzi. Tada, kao

i u prethodnom, k6(x; y) = k6(y; x) = 0, i pomoću (14)

�(x; y) _ �(y; x) = (�(x) ^ �(y) ^ k6(x; y)) _ (�(x) ^ �(y) ^ k6(y; x))
= 0 = �(x) ^ �(y):

Ako su x i y uporedivi, na primer, ako je x 6 y, tada k6(x; y) = 1 i k6(y; x) = 0.
Sliµcno kao u prethodnom, odatle sledi,

�(x; y) _ �(y; x) = (�(x) ^ �(y) ^ 1) _ (�(x) ^ �(y) ^ 0) = �(x) ^ �(y);

i (�; �) je rasplinuti lanac.
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Stav 41 Neka je (�; �) rasplinuti podposet poseta (M;6). Tada je (�; �) ras-
plinuti lanac ako i samo ako svaki njegov ne-nula nivo �p je lanac u (M;6), u
odnosu na �p.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je (�; �) rasplinuti lanac. Neka je �p nivo od
�, za neki p 2 L; p 6= 0. Dokazácemo da za sve x; y 2M ,

x; y 2 �p povlaµci (x; y) 2 �p ili (y; x) 2 �p:

Zaista, ako x; y 2 �p, tada �(x) � p i �(y) � p. Znaµci da vaµzi: �(x)^ �(y) � p,
i po�to je p 6= 0, pomoću (15) x i y su uporedivi. Bez ograniµcenja op�tosti neka
je x 6 y. Tada je k6(x; y) = 1 i k6(y; x) = 0, odakle sledi:

�(x; y) = �(x) ^ �(y) ^ 1 = �(x) ^ �(y) � p:

Dakle, dokazali smo da (x; y) 2 �p.
Da bismo dokazali suprotno, pretpostavimo da x i y nisu uporedivi (ukoliko

jesu, tada �(x; y)_ �(y; x) = �(x)^ �(y), kao u prethodnom stavu). Dalje vaµzi:
k6(x; y) = 0 i k6(y; x) = 0 i �(x; y) = 0 i �(y; x) = 0. Pretpostavimo da je
�(x) ^ �(y) = p 6= 0. Tada, x 2 �p i y 2 �p. Po�to za svaki p 6= 0,

x; y 2 �p povlaµci (x; y) 2 �p ili (y; x) 2 �p;

odatle sledi: �(x; y) _ �(y; x) � p, µcime smo upravo dobili kontradikciju! Znaµci,
(�; �) je rasplinuti lanac.

Neka je (M;6) poset koji predstavlja mreµzu, i (�; �) rasplinuti podposet od
M . Tada, (�; �) je rasplinuta podmreµza odM , ako je � rasplinuta podmreµza
kao rasplinuta algebra, ekvivalentno ako za sve x; y 2M vaµzi:

�(x ^M y) � �(x) ^L �(y) i �(x _M y) � �(x) ^L �(y): (16)

Stav 42 Par (�; �) je rasplinuta podmreµza mreµze M , ako i samo ako za svaki
p 2 L, nivo �p je klasiµcna podmreµza od M .

Dokaz. Neka je (�; �) rasplinuta podmreµza mreµze M , i neka je p 2 L. Neka
su x; y 2 �p. Tada vaµzi: �(x) � p i �(y) � p. Pomoću �(x ^M y) �
�(x)^L�(y) i �(x_My) � �(x)^L�(y), sledi da je �(x_My) � p i �(x^My) � p,
pa znáci da x _M y 2 �p i x ^M y 2 �p.
Da bismo dokazali suprotno, neka za proizvoljne elemente x; y 2M vaµzi da

je �(x)^L �(y) = p 2 L. Tada vaµzi: �(x) � p i �(y) � p, dakle x; y 2 �p. Po�to
je �p mreµza, sledi da x^M y; x_M y 2 �p, znaµci, �(x^M y) � p i �(x_M y) � p,
�to dokazuje (16).
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4.5 Kompatibilnost

U ovom odeljku uvodimo pojam kompatibilnosti rasplinute relacije sa bi-
narnom operacijom, u oba sluµcaja, u klasiµcnom sluµcaju i tako�e u sluµcaju ras-
plinute algebarske strukture ([99]).

Neka je (G; �) grupoid i � : G2 ! L rasplinuta relacija iz G. Kaµzemo da je �
kompatibilna sa operacijom "�" u G, ako za sve x; y; z 2 G vaµzi sledéce:

�(x; y) � �(x � z; y � z) ^ �(z � x; z � y): (17)

Neka je (G; � ) grupoid i � : G ! L njegov rasplinuti podgrupoid. Kaµzemo
da je rasplinuta relacija � : G2 ! L na � kompatibilna sa operacijom "�"
na �, ako za sve x; y; z 2 G vaµzi sledéce:

�(z) ^ �(x; y) � �(x � z; y � z) ^ �(z � x; z � y): (18)

U klasiµcnom sluµcaju, odnosno ako je L dvoelementni lanac, tada se (17) svodi
na klasiµcnu kompatibilnost ure�enja u G, i (18) daje kompatibilnost restrikcije
ure�enja na podgrupoid od G.
Najzad, pomenimo da rasplinuta relacija � iz grupoida G koja je kompati-

bilna sa operacijom u smislu (17), jeste za svaki rasplinuti podgrupoid � iz G
tako�e kompatibilna u smislu (18). Obrnuto ne vaµzi, dakle, kompatibilnost na
rasplinutom podgrupoidu ne povlaµci kompatibilnost u G.

4.6 Rasplinuta podgrupa

Rosenfeld je uveo de�niciju rasplinute podgrupe u radu [83] (1971): Pojam
rasplinute normalne podgrupe uveli su i prouµcavali J.M.Anthony i H.Sherwood,
u radu [4]. Oni su izvr�ili uop�tenje de�nicije rasplinute podgrupe koju je uveo
Rosenfeld. Dalje su se ovim pojmom detaljno bavili S.K.Bhakat i P.Das, µciji
pristup moµzemo videti u radu [35].
U knjizi autora Mordeson, Bhutani, Rosenfeld [69] izloµzen je celovit prikaz

rezultata o rasplinutim grupama µciji je kodomen interval [0; 1] :

Vécina tvr�enja ovog odeljka preuzeta su iz knjige [69], s tim �to je ovde
kodomen rasplinute podgrupe mreµza L: Iz tog razloga, neki zakljuµcci iz [69] ne
vaµze u op�tem sluµcaju, pa su oni ovde preformulisani i istaknute su bitne razlike.
Lema 22 je originalna.
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Neka je
�
G; �;�1 ; e

�
grupa i neka L predstavlja kompletnu mreµzu. Rasplinuti

skup � : G! L je rasplinuta podgrupa grupe G ako vaµzi:
1. � (x � y) � � (x) ^ � (y) ; za sve x; y 2 G
2. �

�
x�1

�
� � (x) ; za svaki x 2 G:

3. � (e) = 1:

Oznaµcimo sa F (G) skup svih rasplinutih podgrupa iz G: Uvedimo i novu
oznaku �� :

�� = fx 2 G : � (x) = � (e)g ;

Podsetimo se da smo pojam �� uveli ranije (strana 37):

�� = fx 2 G : � (x) > 0g :

Ako rasplinuti skup � 2 FP (X) zadovoljava uslov 1. prethodne de�nicije,
tada vaµzi:

� (xn) � � (x) ; za svaki x 2 G;n 2 N:

Lema 16 Neka je � 2 F (G) : Tada za sve x; y 2 G vaµzi:
1: � (e)� � (x)
2: �

�
x�1

�
= � (x) :

Dokaz. Neka je x 2 G: Tada vaµzi:
2: � (x) = �(

�
x�1

��1
) � �

�
x�1

�
� � (x) : Dakle, �

�
x�1

�
= � (x)

1: 1 = � (e) � � (x) :

Lema 17 Neka je � 2 F (G) data rasplinuta podgrupa:Tada � zadovoljava
sledeću nejednakost:

�
�
x � y�1

�
� � (x)^� (y) ; za sve x; y 2 G:

Dokaz. Pretpostavimo da je � rasplinuta podgrupa. Tada vaµzi:
�
�
x � y�1

�
� � (x) ^ �

�
y�1

�
= � (x) ^ � (y) :

Moµzemo primetiti da ako je � rasplinuta podgrupa grupe G; � : G ! [0; 1]
i ako su x; y 2 G takvi da je � (x) 6= � (y) ; onda vaµzi jednakost, � (xy) =
� (x)^ � (y) : Da bismo ovo dokazali, pretpostavimo najpre da je � (x) > � (y) :
Tada je:

� (y) = �
�
x�1xy

�
� �

�
x�1

�
^ � (xy) = � (x) ^ � (xy)

Znaµci, � (y) � � (x) ^ � (xy) ; i po�to je � (x) � � (y) ;
) � (y) � � (xy) � � (x) ^ � (y) = � (y)

) � (xy) = � (x) ^ � (y) :
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Na isti naµcin se pokazuje jednakost u sluµcaju � (x) < � (y) :
Ukoliko prethodno navedenu jednakost � (xy) = � (x)^� (y) posmatramo u

sluµcaju � (x) = � (y) ; vidimo da ona nije taµcna u op�tem sluµcaju (isto vaµzi
i u sluµcaju da je mreµza L proizvoljna kompletna mreµza). Navedimo dokaz
prethodnog, polazéci od suprotne pretpostavke.
Za rasplinutu podgrupu � : G! [0; 1] vaµzi:

1 = � (e) = �
�
x � x�1

�
= � (x) ^ �

�
x�1

�
= � (x) ;

a znamo da je u op�tem sluµcaju � (x) 6= 1 (elemenat x grupe G je proizvoljan).

Lema 18 Neka je � 2 FP (G) : Tada je rasplinuti skup � rasplinuta podgrupa
grupe G ako i samo ako je �a podgrupa od G; za sve vrednosti a 2 L:

Dokaz. Pretpostavimo da je � rasplinuta podgrupa iz G i neka je a 2 L: Po�to
je 1 = � (e) ; sledi da e 2 �a: Dakle, �a 6= ;: Neka su x; y 2 �a: Onda je � (x) � a
i � (y) � a: Po�to je � rasplinuta podgrupa,

�
�
xy�1

�
� � (x)^� (y)� a ^ a = a:

Dakle, xy�1 2 �a i �a je podgrupa od G:
Suprotno, pretpostavimo da je �a podgrupa od G; za svaki a 2 L: Tada

vaµzi da e 2 �a: Neka su x; y 2 G; i neka je � (x) = a i � (y) = b: Neka je c = a^b:
Tada x; y 2 �c: Po pretpostavci teoreme, �c je podgrupa grupe G; i sledi da
xy 2 �c: Dakle, vaµzi:

� (xy)� c = a ^ b = � (x)^� (y) :

Dalje, dokaµzimo da za sve elemente x grupe G vaµzi: �
�
x�1

�
� � (x) : Neka

je x 2 G proizvoljan. Neka je a = � (x) : Prema pretpostavci leme, �a je
podgrupa od G: Po�to x 2 �a i �a je podgrupa, sledi da x�1 2 �a: Prethodno
je ekvivalentno sa �

�
x�1

�
� a; a znamo da je a = � (x) :

Znaµci, � je rasplinuta podgrupa od G:

De�ni�imo binarnu operaciju � u F (G) i unarnu operaciju �1 u F (G) na
sledéci naµcin: za sve �; � 2 F (G) i za svaki x 2 G;

(� � �) (x) = _f� (y) ^ � (z) : y; z 2 G; y � z = xg ;

��1 (x) = �
�
x�1

�
:

� � � nazivamo proizvodom rasplinutih podgrupa �; �; a ��1 je inverzna
rasplinuti podgrupa. Uslov pod kojim proizvod � � � predstavlja rasplinutu
podgrupu dat je u Teoremi 32 (str.67).

Kao �to je navedeno na strani 19, u mreµzi L vaµzi beskonaµcan ^-distributivni
zakon, ako za sve elemente x; yi 2 L vaµzi sledéce:
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x ^
_

i2I
yi =

_
i2I
(x ^ yi) :

Teorema 30 Neka su date rasplinute podgrupe �; �; � : G ! L, gde L pred-
stavlja kompletnu mreµzu u kojoj vaµzi beskonaµcan ^-distributivni zakon. Tada
je operacija � asocijativna, odnosno za sve elemente x 2 G vaµzi:

((� � �) � �) (x) = (� � (� � �)) (x) :

Dokaz. Po pretpostavci teoreme, u mreµzi L vaµzi beskonaµcan ^-distributivni
zakon,

x ^
_
i2I
yi =

_
i2I
(x ^ yi) :

Oznaµcimo levu stranu traµzene jednakosti sa L; a desnu sa D (za proizvoljno
x iz G): Sledi:

L = ((� � �) � �) (x) =_
f(� � �) (y) ^ � (z) : y � z = xg =_

f_[� (y1) ^ � (y2) : y1 � y2 = y] ^ � (z) : y � z = xg :

D = (� � (� � �)) (x) =_
f� (y) ^ (� � �) (z) : y � z = xg =_

f� (y) ^ _[� (z1) ^ � (z2) : z1 � z2 = z] : y � z = xg :

Primenom beskonaµcnog ^-distributivnog zakona u L i D dobijamo:

L =
_
f[� (y1) ^ � (y2) ^ � (z)] : y � z = x; y1 � y2 = yg

D =
_
f[� (y) ^ � (z1) ^ � (z2)] : y � z = x; z1 � z2 = zg :

Iz prethodnog upravo sledi da L i D imaju istu vrednost.

Teorema 31 Neka su date rasplinute podgrupe �; �; �i 2 F (G), i 2 I (I je
neprazan skup indeksa). Neka je a = _f� (x) : x 2 Gg : Vaµze sledeća tvr�enja:
1:

(� � �) (x) = _y2G
�
� (y) ^ �

�
y�1x

�	
= _y2G

�
�
�
xy�1

�
^ � (y)

	
; za sve x; y 2 G

2: �
afyg � �

�
(x) = �

�
y�1x

�
; za sve x; y 2 G;

gde je aY (x) =
�
a ako x 2 Y
0 ako x 2 G n Y

3: �
� � afyg

�
(x) = �

�
xy�1

�
; za sve x; y 2 G
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4: �
��1

��1
= �

5:
� � ��1()
() ��1� �
() � = ��1

() � (x) � �
�
x�1

�
; za svaki x 2 G

() �
�
x�1

�
� � (x) ; za svaki x 2 G

() � (x) = �
�
x�1

�
; za svaki x 2 G:

6:
� � � () ��1� ��1

7:
([i2I�i)

�1
= [��1i

8:
(\i2I�i)

�1
= \��1i

9:
(� � �)�1= ��1���1:

Dokaz. Dokaµzimo neko od navedenih tvr�enja, na primer poslednje.
9: Treba da pokaµzemo da za sve elemente x 2 G vaµzi:

(� � �)�1 (x)= (��1���1) (x) :

Oznaµcimo levu stranu traµzene jednakosti sa L; a desnu sa D: Pomoću de�ni-
cije operacije � sledi:
L = (� � �)�1 (x) = (� � �)

�
x�1

�
=

_
�
� (y) ^ � (z) : y � z = x�1

	
:

D = (�
�1���1) (x) = _

�
��1 (y) ^ ��1 (z) : y � z = x

	
=

_
�
�
�
y�1

�
^ �

�
z�1
�
: y � z = x

	
=

_f� (y) ^ � (z) : y � z = xg :
Pokazácemo sada da L i D imaju istu vrednost. Uzmimo proizvoljno razla-

ganje elementa x na elemente y1 i z1; x = y1 � z1: Odatle sledi:

x�1 = (y1 � z1)�1 = z�11 � y�11 :

µClan u jednakosti D; � (y1)^� (z1) ; identiµcan je sa odgovarajúcim µclanom u
L; �

�
z�11
�
^ �
�
y�11

�
. Po�to smo razlaganje elementa x na elemente y1 i z1 uzeli

proizvoljno, prethodni identitet vaµzi za sva mogúca razlaganja. Odatle sledi da
su leva strana L i desna strana D iste.

Sledéci rezultati se mogu dokazati koristéci prethodno.
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Lema 19 Ako je mreµza L realan interval [0; 1] ; i � : G ! L rasplinuta pod-
grupa grupe G; tada skup �� = fx 2 G : � (x) > 0g ; predstavlja podgrupu od
G:

Lema 20 Ako je � 2 F (G), tada skup �� = fx 2 G : � (x) = 1g ; predstavlja
podgrupu od G:

Lema 21 Neka je � 2 FP (G) : Tada je � 2 F (G) ako i samo ako rasplinuti
skup � ispunjava sledeće uslove:
1: � � � = �
2: ��1 � � (ili ��1 � � ili ��1 = �).

Teorema 32 Neka su date rasplinute podgrupe �; � : G ! L; gde je L kom-
pletna mreµza koja zadovoljava beskonaµcan ^-distributivni zakon: Tada je � � �
rasplinuta podgrupa ako i samo ako vaµzi: � � � = � � �:

Dokaz. Pretpostavimo da je � � � 2F (G) : Tada je � � � = ��1 � ��1 =
(� � �)�1 = � � �:
Suprotno, pretpostavimo da je � � � = � � �: Tada je:

(� � �)�1 = (� � �)�1 = ��1 � ��1 = � � �; i

(� � �) � (� � �) = � � [� � (� � �)] =

� � [(� � �) � �] = � � [(� � �) � �] =

� � [� � (� � �)] = (� � �) � (� � �) = � � �:
Iz prethodnog, pomoću Leme 21 (prethodna lema) sledi da je ��� rasplinuta

podgrupa grupe G:
Iz prethodnog imamo da je � � � 2F (G) :

Naredna lema pokazuje da ukoliko izvr�imo proizvoljnu translaciju elementa
grupe G za elemenat iz podgrupe ��; vrednost rasplinute podgrupe � ostaje
ista.

Lema 22 Neka je
�
G; �;�1 ; e

�
data grupa, i neka je � : G �! L (L je potpuna

mreµza) rasplinuta podgrupa od G: Za sve elemente y 2 �� vaµzi:

� (a � y) = � (a) ; gde je a 2 G proizvoljan.

Dokaz. Neka je y 2 ��; y 6= e:
� (y) = 1: Sledi:

�
�
y2
�
� � (y) ^ � (y) = � (y) = 1; i sledi:

�
�
y3
�
= 1; :::; � (yn) = 1; :::

Oznaµcimo pomoću p = � (a) ; p 2 L: Imamo:

� (a � y) � � (a) ^ � (y) = p (19)
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� (a) = �
�
a � y � y�1

�
�

� � (a � y) ^ � (y) = � (a � y)

Dakle, dobili smo:

p = � (a) � � (a � y) (20)

Iz (19),(20) sledi � (a � y) = p = � (a) :
Po�to smo elemenat y 2 �� uzeli proizvoljno, jednakost vaµzi za sve elemente

y 2 ��:

4.7 Rasplinute podgrupe odre�ene nivo-podgrupama

U radu [97] analizirane su rasplinute grupe preko osobina njihovih nivo-
podgrupa. Navodimo neke rezultate tog rada, s obzirom da se i na�a istraµzivanja
ovde baziraju na osobinama nivo-struktura.

Teorema 33 Neka je � P -rasplinuta podgrupa od G; i neka je F skup njenih
nivo-podgrupa. Tada, za svaki x 2 G, presek onih podgrupa iz F , µciji svi µclanovi
sadrµze x, tako�e pripada F . Vaµzi i vi�e, unija svih µclanova iz F je G:
Ukoliko je poset P mreµza, tada je F Murova familija u odnosu na inkluziju,

sa najvećim elementom G:

U narednom tvr�enju polazi se od kolekcije nivo-podgrupa date grupe G koja
ispunjava gore navedena svojstva. Pokazuje se da tada postoji poset (mreµza) i
rasplinuta podgrupa grupe G; takva da su njeni nivoi upravo podgrupe iz date
kolekcije.

Teorema 34 Neka je F = fBi : i 2 Ig, familija podgrupa grupeG =
�
G; �;�1 ; e

�
;

takva da je [Bi = G:
a)Neka za svako x 2 G; presek podgrupa iz F koje sadrµze x pripada F . Ako

je P = (F ;�) poset dualan (F ;�), tada je preslikavanje � : G ! F , takvo da
je za sve x 2 G;

� (x) = \fB 2 F : x 2 Bg; (21)

P -rasplinuta podgrupa od G:
b)Ako je F zatvorena za proizvoljan presek i sadrµzi G, tada je poset (F ;�)

(� je dualno �) mreµza, i preslikavanje � : G ! F , de�nisano u (21), je L-
rasplinuta podgrupa grupe G.
Kolekcija svih nivo-podgrupa od � je (u oba sluµcaja) F .
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Dalje, razmotrícemo na sledéci naµcin rasplinutu podgrupu kao funkciju (de�-
nisanu u (21)) iz grupe u kolekciju podgrupa koja zadovoljava uslove date u
prethodnom stavu.

Lema 23 Neka je � P -rasplinuta podgrupa grupe G, i neka su x; y 2 G:

Ako y 2 � (x) ; tada vaµzi: � (x)� � (y) :

Dokaz. Neka je y 2 � (x) i neka je F kolekcija nivo-podgrupa od �: Vaµzi da,
y 2 � (x) ako i samo ako

y 2 \ (K2 F : x 2 K)

ako i samo ako za svaki K 2 F ,

x 2 K povlaµci y 2 K:

Znaµci, po�to y 2 � (x) ;

\ (K2 F : y 2 K) � \ (K2 F : x 2 K) ;

i pomoću de�nicije ure�enja me�u nivo-podgrupama koje je dualno skupovnoj
inkluziji, sledi da je � (x) � � (y) :

Stav 43 Neka je � P -rasplinuta podgrupa grupe G, i neka su x; y 2 G: Vaµzi,

ako hxi = hyi ; onda je � (x) = � (y)

(hxi je podgrupa generisana pomoću x).

Dokaz. Neka je hxi = hyi : Po�to za bilo koju kolekciju F podgrupa od G vaµzi,
hxi � \ (H2 F : x 2 H) ;

sledi da y pripada � (x) ; i znaµci pomoću prethodne leme je � (x) � � (y) :
Sliµcno, � (y) � � (x), i jednakost je dokazana.

Dokaz prethodnog stava moµze biti tako�e izveden u terminima funkcija, ne
koristéci nivo-podgrupe:

y 2 hxi ! y = xp; za neki ceo broj p;

i vaµzi da je � (y) = � (xp) � � (x) :
Sliµcno, x = yq; za neki ceo broj q, i znaµci, � (x) � � (y) :
U sluµcaju da je y neutralni elemenat, y = e; tada vaµzi hyi = hei = feg :

Dakle, iz jednakosti hyi = hei ; sledi y = e:

Lema 24 Neka je
�
G; �;�1 ; e

�
zadata grupa. Tada je funkcija � : G ! SubG,

de�nisana sa � (x) = hxi, L-rasplinuta podgrupa iz G:
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Dokaz. Napomenimo najpre da je ure�enje u SubG obrnuto od skupovne
inkluzije, pa in�mum ovde predstavlja supremum u mreµzi podgrupa.
Po�to x 2 hxi ^ hyi ; y 2 hxi ^ hyi ; i hxi ^ hyi je podgrupa od G,
sledi da x � y 2 hxi ^ hyi : Znaµci da hx � yi � hxi ^ hyi ; i
� (x � y) = hx � yi � hxi ^ hyi = � (x) ^ � (y) ;
pri µcemu je ure�enje dualno skupovnoj inkluziji. Dalje, vaµzi:
�
�
x�1

�
=


x�1

�
= hxi = � (x) :

� (e) = feg, koja predstavlja najvéci elemenat u mreµzi nivo-podgrupa.
Upravo smo dokazali da je � rasplinuta podgrupa od G:

Teorema 35 Neka je G =
�
G; �;�1 ; e

�
zadata grupa. Tada, za svaki x 2 G;

x2 = e ako i samo ako

postoji rasplinuta podgrupa � od G takva da je � (x) 6= � (y) ; za sve x; y 2 G:

Dokaz. Neka je G takva da je x2 = e; za svaki x 2 G. Tada, funkcija
� : G ! SubG, de�nisana sa � (x) = hxi, je traµzena L-rasplinuta podgrupa

od G:
Iz prethodne leme sledi da je � L-rasplinuta podgrupa od G.
Dalje, � (x) 6= � (y) ; za sve x; y 2 G; x 6= y; po�to � (x) = hxi ;
koja predstavlja dvo-elementnu podgrupu od G razliµcitu od hyi = � (y) :
U sluµcaju neutralnog elementa e; e2 = e i � (e) = hei = feg : Znamo da

feg predstavlja najvéci elemenat u mreµzi nivo-podgrupa (poredak je dualan
skupovnoj inkluziji), i vaµzi:

� (e) 6= � (x) ; za sve elemente x 6= e:

S druge strane, ako postoji L-rasplinuta podgrupa � od G takva da vaµzi
� (x) 6= � (y) ; za sve x; y 2 G; tada vaµzi hxi 6= hyi ; pomoću Stava 43 (str.69).
Po�to je hxi =



x�1

�
; sledi da je x = x�1 za svaki x; znaµci x2 = e; za svaki

x 2 G.

U izloµzenoj teoremi je bitno razmatrati L-rasplinute podgrupe od G, pri
µcemu je L mreµza, a ne jediniµcni interval, �to pokazuje sledéce.

Lema 25 Neka je G grupa sa vi�e od dva elementa. Tada, za G ne postoji
rasplinuta podgrupa � : G! [0; 1] ; takva da je � (x) 6= � (y) ; za sve x; y 2 G:

Dokaz. Po prethodnoj teoremi, G treba da zadovoljava identitet: x2 = e.
Po�toG ima vi�e od dva elementa, postoje x; y 2 G takvi da je e 6= x 6= y 6= e:
Tada x � y = z; i z 6= e; z 6= x; z 6= y; x � z = y; y � z = x; �to vaµzi jer je,
za svaki x 2 G; x2 = e; i takva grupa je abelova.
Sada, pretpostavka da su � (x) ; � (y) ; � (z) ; me�usobno razliµciti elementi

lanca (po�to pripadaju intervalu [0; 1]), daje kontradikciju sa sledécim formu-
lama:
� (x) ^ � (y) � � (x � y) = � (z)
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� (y) ^ � (z) � � (y � z) = � (x)
� (x) ^ � (z) � � (x � z) = � (y) :

Suprotan problem od prethodno razmatranog je karakterizacija rasplinutih
podgrupa koje imaju jednake vrednosti. Odgovor na ovo pitanje je pretstavljen
u sledécem stavu.

Stav 44 L-rasplinuta podgrupa � od G zadovoljava uslov:

� (x � y) = � (x) ^ � (y) ; za sve x; y 2 G;

ako i samo ako � predstavlja konstantnu funkciju, � (x) = 1; za svako x (ekvi-
valentno sama grupa G).

Dokaz. Pretpostavimo da je pretpostavka stava ispunjena. Tada, za sve x 2 G,
1 = � (e) = �

�
x � x�1

�
= � (x) ^ �

�
x�1

�
= � (x) ;

jer znamo da je � (x) = �
�
x�1

�
:

Suprotan smer je oµcigledan.

Zakljuµcícemo ovaj odeljak karakterizacijom normalnih P -rasplinutih pod-
grupa. U ovoj tezi de�nicija normalne rasplinute podgrupe je de�nicija iz rada
[95].
Rasplinuta podgrupa � je normalna rasplinuta podgrupa, ukoliko sve

njene nivo-podgrupe predstavljaju normalne podgrupe grupe G:
Kako smo prethodno mogli da uoµcimo, P -rasplinute strukture se uobiµca-

jeno de�ni�u pomoću nivo-podgrupa, a ne pomoću formula, zbog nedostatka
mreµznih operacija u posetima. Ipak, normalne P -rasplinute podgrupe mogu
biti karakterizovane pomoću iste formule kao i L-rasplinute podgrupe.

Stav 45 P -rasplinuta podgrupa � grupe G je normalna (ekvivalentno sve nivo-
podgrupe su normalne podgrupe), ako i samo ako vaµzi:

�
�
x�1 � y

�
= �

�
y � x�1

�
; za sve x; y 2 G:

Dokaz. Neka je � normalna P -rasplinuta podgrupa od G. Tada su sve nivo-
podgrupe normalne podgrupe.
Dalje, ako je �

�
x�1 � y

�
= p 2 P; tada x�1 � y 2 �p; i po�to je �p nor-

malna podgrupa, ona sadrµzi x �
�
x�1 � y

�
� x�1: Odatle sledi y � x�1 2 �p; i znaµci

�
�
y � x�1

�
� p = �

�
x�1 � y

�
: Sliµcno, �

�
x�1 � y

�
� �

�
y � x�1

�
; odakle sledi

jednakost.
U suprotnom smeru, ako je �

�
x�1 � y

�
= �

�
y � x�1

�
; tada su sve nivo-

podgrupe od �; normalne podgrupe od G. Za p 2 P; �p predstavlja p-nivo od
�: Dalje, za h 2 �p i x 2 G;
�
�
x�1 � (h � x)

�
= �

�
(h � x) � x�1

�
= � (h) � p:

Znaµci, x�1 � h � x 2 �p; i �p je normalna podgrupa.

71



4.8 Prethodni pristupi rasplinutim ure�enim grupama

Véc smo napomenuli u uvodnom delu da postoji jako malo (svega nekoliko)
radova iz oblasti rasplinutih ure�enih grupa.

Izloµzimo najpre pristup autora S.K.Bhakat i P.Das u radovima [14] (1994)
i [15] (1997). Moµzemo istáci da se ovaj pristup rasplinutim ure�enim grupama
bitno razlikuje od na�eg, pre svega zbog toga �to je ovde kodomen preslikavanja
realan interval [0; 1] (mi smo razmatrali op�ti sluµcaj u kom je kodomen mreµza
L):

Navedimo sada de�nicije iz rada [14].
Neka su dati neprazan skup G i rasplinuti podskup � od G: Rasplinuta

relacija R na rasplinutom podskupu � je parcijalni rasplinuti poredak na � ako
vaµzi:
1. R je re�eksivna

8x 2 G; � (x) > 0 ) R (x; x) = � (x) :

2. R je antisimetriµcna

8x; y 2 G; R (x; y) > 0; R (y; x) > 0 ) x = y:

3. R je tranzitivna

8x; y 2 G; R2 (x; y) = sup fmin (R (x; t) ; R (t; y)) : t 2 Gg � R (x; y) :

Navedimo sada oznake za pojmove koje koristimo u narednoj de�niciji.
Neka je G grupa sa jediniµcnim elementom e:
Neka je N oznaka za skup pozitivnih celih brojeva.
Neka je � rasplinuta podgrupa grupe G:

Rasplinuta relacija R na � je parcijalni rasplinuti poredak na rasplinutoj
podgrupi � ako vaµzi:
1. R je parcijalni rasplinuti poredak na rasplinutom podskupu �
2. Za sve elemente x; y; t; v 2 G vaµzi:

R (x; y) > 0 R (t; v) > 0)
R (xt; yv) � min fR (x; y) ; R (t; v)g :

Ako je R parcijalni rasplinuti poredak na rasplinutoj podgrupi �; tada (�;R)
predstavlja parcijalno ure�enu rasplinutu podgrupu grupe G:
Sledi de�nicija iz rada [15].
Za parcijalno ure�enu rasplinutu podgrupu (�;R) grupeG kaµzemo da Arhime-

dova ure�ena rasplinuta podgrupa ako za sve elemente a; b 2 G takve da je a 6= e
i b 6= e; postoji n 2 N koji zadovoljava anb�1 6= e; i vaµzi nejednakost:

R
�
anb�1; e

�
� min (R (a; e) ; R (b; e))
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Teorema 36 ([15])Za proizvoljni rasplinuti podskup � od G i proizvoljnu ras-
plinutu relaciju R na �; par (�;R) je Arhimedova ure�ena rasplinuta podgrupa
od G ako i samo ako je (�t; Rt) Arhimedova ure�ena podgrupa od G za sve
t 2 (0; 1]:

Naredni pristup rasplinutim mreµzno ure�enim grupama je prvi put uveden
u radu autora G.S.V. Satya Saibaba [84]. Kao jednu od razlika sa na�im pris-
tupom, navodimo da se u radu [84] za kodomen preslikavanja uzima kompletna
mreµza L koja zadovoljava beskonaµcan ^-distributivni zakon. U na�em radu za
kompletnu mreµzu L nije neophodno da ispunjava dodatni uslov.

Neka je dat neprazan skup X: L-rasplinuti podskup od X je funkcija iz skupa
X u L; gde je L kompletna mreµza koja zadovoljava beskonaµcan ^-distributivni
zakon.

U ovom radu je prvi put uvedena de�nicija L-rasplinute l-podgrupe mreµzno
ure�ene grupe (G;+;_;^):

Neka je data mreµzno ure�ena grupa (G;+;_;^): L-rasplinuti podskup � od
G je L-rasplinuta l-podgrupa od G, ako vaµzi sledéce:

1. � (x+ y) � � (x) ^ � (y)
2. � (�x) = � (x)
3. � (x _ y) � � (x) ^ � (y)
4. � (x ^ y) � � (x) ^ � (y) ; za sve elemente x; y 2 G:

Prva osnovna razlika izme�u ovde navedenog pristupa rasplinutim ure�enim
grupama i na�eg pristupa izloµzenog u narednom Odeljku (4.9), vidi se iz same
de�nicije. Naime, ovde su razmatrane rasplinute podgrupe grupe G koja mora
biti mreµzno ure�ena, dok u na�em sluµcaju grupa G predstavlja proizvoljnu ure-
�enu grupu.
Isto tako, moµzemo primetiti da u prethodnoj de�niciji L-rasplinute l-podgru-

pe od G nije naznaµceno ure�enje u G (u samoj de�niciji). Za razliku od ovog
pristupa, mi smo rasplinutu ure�enu podgrupu grupe G upravo de�nisali kao
ure�eni par (�; �) ; u kome druga koordinata � predstavlja relaciju rasplinutog
poretka.

Osnovni nedostatak de�nicije L-rasplinute l-podgrupe iz [84], je �to uslovi 3.
i 4. de�nicije zahtevaju da L-rasplinuta l-podgrupa bude rasplinuta podmreµza.
Naravno, u sluµcaju obiµcne mreµzno ure�ene grupe i njenih podgrupa, ne vaµzi da
je svaka podgrupa od G mreµzno ure�ena.

Stav 46 ([84])Neka je � L-rasplinuti podskup mreµzno ure�ene grupe G: � je
L-rasplinuta l-podgrupa od G ako i samo ako vaµzi � (x� y) � � (x) ^ � (y) i
� (x ^ y) ^ � (x _ y) � � (x) ^ � (y) ; za sve elemente x; y 2 G:

73



Moµzemo primetiti da u Stavu 46, za rasplinuti skup � vaµzi da su dva data
uslova ekvivalentna uslovu pod kojim je rasplinuti skup � istovremeno rasplinuta
grupa i rasplinuta mreµza.
Sledéca vaµzna osobina vezana je za t-nivo-podskupove.

Stav 47 ([84])L-rasplinuti podskup � mreµzno ure�ene grupeG je L-rasplinuta
l-podgrupa od G ako i samo ako �t predstavlja l-podgrupu od G za sve elemente
t 2 � (G) [ ft 2 L : � (0) � tg :

Stav 48 ([84])Neka je � L-rasplinuta l-podgrupa mreµzno ure�ene grupe G:
Tada G� = fx 2 G : � (x) = � (0)g predstavlja l-podgrupu grupe G:

Naredna de�nicija je ponovljena de�nicija na strani 34.
Neka je data mreµzno ure�ena grupa G; i neka je a proizvoljan elemenat iz

G: Apsolutnu vrednost elementa a; u oznaci jaj ; de�ni�emo na sledéci naµcin:

jaj = a _ a�1:

Veoma vaµzan pojam uveden radu [84] je pojam L-rasplinutog l-ideala.
L-rasplinuta podgrupa � grupe G predstavlja L-rasplinuti l-ideal u G ako

vaµze uslovi:
1. � (x+ y) = � (y + x) ; za sve x; y 2 G; i
2. x; a 2 G; jxj � jaj =) � (x) � � (a) :

Stav 49 ([84])Ako su � i � dva L-rasplinuta l-ideala mreµzno ure�ene grupe G;
tada je i � \ � L-rasplinuti l-ideal u G:

Stav 50 ([84])Neka je � L-rasplinuti l-ideal u mreµzno ure�enoj grupi G: Tada
G� = fx 2 G : � (x) = � (0)g predstavlja l-ideal u G:

Neka su date l-podgrupa G i L-rasplinuta relacija � na G: L-rasplinuta
relacija � je kompatibilna na G ako vaµzi:

� (a+ c; b+ d) � � (a; b) ^ � (c; d)
� (a _ c; b _ d) � � (a; b) ^ � (c; d)
� (a ^ c; b ^ d) � � (a; b) ^ � (c; d) ; za sve a; b; c; d 2 G:

Kompatibilna L-rasplinuta relacija koja je relacija ekvivalencije, zove se L-
rasplinuta kongruencija u G:
Neka je G l-grupa i � L-rasplinuta podgrupa od G: L-rasplinuta relacija ��

na G moµze biti de�nisana pomoću:

�� =

�
1; za x = y

� (x� y) ; za x 6= y:

Stav 51 ([84])�� je L-rasplinuta kongruencija u mreµzno ure�enoj grupi G:
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U radu je pokazano da postoji jednoznaµcno obostrana korespondencija izme�u
L-rasplinutih kongruencija i L-rasplinutih l-ideala u l-grupi G: Ona predstavlja
mreµzni izomor�zam, �to se upravo dokazuje pomoću L-rasplinute relacije ��:
Dakle, istaknut je znaµcaj uvo�enja i razmatranja prethodno uvedene relacije:

Stav 52 ([84])Ako je � dati l-rasplinuti l-ideal u l-grupi G; tada vaµzi da je
��� = �:

Stav 53 ([84])Ako je � data L-rasplinuta kongruencija u l-grupi G; tada vaµzi
da je ��� = �:

Izvr�imo sada analizu rada [5] autora M.Bakhshi, koji se pojavio 2013. go-
dine. Bitno ograniµcenje pristupa izloµzenog u [5] je �to je za kodomen preslika-
vanja uzet interval [0; 1] ; dok smo mi razmatrali op�ti sluµcaj (kodomen preslika-
vanja je mreµza L).

Analizirajmo sada redom pojedine delove rada, upore�ujúci ih pri tom sa
odgovarajúcim delovima na�eg rada (de�nicije rasplinutog podskupa, rasplinute
podgrupe i nivo-podskupa u [5] su standardne).

Najpre de�ni�imo donji rasplinuti poluideal (G predstavlja ure�enu grupu).
Rasplinuti poluideal se tako�e naziva i donji rasplinuti skup.
Rasplinuti podskup � grupeG se zove rasplinuti poluideal ako svaki neprazan

nivo-podskup �t(gde t 2 [0; 1]) predstavlja poluideal u G ([5]):

Ukoliko bismo na�pristup ograniµcili na interval [0; 1] ; videli bismo da izloµzena
de�nicija zapravo predstavlja na�Stav 32 (str.47). Isto tako, na�a de�nicija ras-
plinutog poluideala iz Odeljka 4.1, formulisana je odgovarajúcim stavom u radu
[5].

U ovom radu se koristi standardna de�nicija rasplinute podmreµze.
Rasplinuti podskup � mreµze (L;_;^) naziva se rasplinuta podmreµza ako za

sve elemente x; y 2 L vaµzi:
1. � (x _ y) � � (x) ^ � (y)
2. � (x ^ y) � � (x) ^ � (y) :

Stav 54 ([5])Rasplinuti podskup � mreµze (L;_;^) je rasplinuta podmreµza ako
i samo ako svaki neprazan nivo-podskup �t (gde t 2 [0; 1]) predstavlja podmreµzu
od L:

U Odeljku 4.4, rasplinuta podmreµza predstavlja ure�eni par (�; �). Prva
koordinata � predstavlja rasplinutu podmreµzu kao rasplinutu algebru (njoj je
pridruµzeno rasplinuto ure�enje �; de�nisano sa �(x; y) = �(x)^�(y)^k6(x; y)).

Sledi de�nicija rasplinute konveksne podgrupe iz [5].
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Neka je G data ure�ena grupa. Rasplinuta podgrupa � od G je rasplinuta
konveksna podgrupa ako za sve elemente a; b; c 2 G za koje je a 6 c 6 b, vaµzi
� (c) � � (a) ^ � (b) :

Imajúci u vidu su�tinsku razliku da u na�em sluµcaju (Odeljak 4.9) rasplinuta
ure�ena podgrupa predstavlja ure�eni par, pretpostavimo da je mreµza L realan
interval [0; 1] : U ovom specijalnom sluµcaju, uoµcavamo analogiju sa prethodnim.

Naredni stav vezan je za prethodni pojam.

Stav 55 ([5])Proizvoljna rasplinuta konveksna podgrupa grupe G zadovoljava
uslove:
1.(8x; y 2 G) ako vaµzi e 6 x 6 y onda imamo � (x) � � (y) ;
2.(8x; y 2 G) ako vaµzi y 6 x 6 e onda imamo � (x) � � (y) :

Ukoliko grupa G predstavlja mreµzno ure�enu grupu, imamo sledéci stav ([5]).

Stav 56 ([5])Rasplinuta podgrupa � od G je rasplinuta l-podgrupa ako i samo
ako za sve elemente x 2 G;

� (x _ e) � � (x) :

U na�em radu (Odeljak 4.11), pristup je obrnut od izloµzenog. Mi smo up-
ravo po�li od nejednakosti formulisane prethodnim stavom, � (x _ e) � � (x) ; i
upotrebili smo je da bismo de�nisali rasplinutu l-podgrupu.

4.9 Rasplinuta ure�ena podgrupa

De�nicija rasplinute ure�ene podgrupe uvedena je u radu [99]. Uobiµcajeno,
(L;^;_;�) predstavlja kompletnu mreµzu, odnosno skup vrednosti. Vécina ori-
ginalnih tvr�enja, kao i Primer 14, objavljeni su u [99]. Lema 26 je tako�e
originalna.

Stav 57 Neka je
�
G; �; �1; e;6

�
ure�ena grupa i � : G ! L rasplinuta pod-

grupa od G. Rasplinuta relacija � : G2 ! L na � de�nisana sa

�(x; y) = �(x) ^ �(y) ^ k6(x; y);

je rasplinuti poredak na � koji je kompatibilan sa grupnom operacijom u smislu
(18).
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Dokaz. Na osnovu Teoreme 26 (str.55), � je relacija rasplinutog poretka na �.
Dokazujemo da je ona kompatibilna sa � , odnosno da ispunjava (18). Zaista,
za x; y; z 2 G imamo
�(z) ^ �(x; y) =

= �(z)^�(x)^�(y)^k6(x; y) � �(x �z)^�(y �z)^k6(x �z; y �z) = �(x �z; y �z);

po�to je � rasplinuta podgrupa od G, i ure�enje 6 u G je kompatibilno sa
grupnom operacijom.
Sliµcno moµzemo dokazati formulu

�(z) ^ �(x; y) � �(z � x; z � y);

znaµci (18) vaµzi.

Sada moµzemo uvesti novu de�niciju.
Neka je

�
G; �; �1; e;6

�
ure�ena grupa. Neka su � : G! L i � : G2 ! L dati

rasplinuti podskup od G; i data rasplinuta relacija na �, redom. Par (�; �) je
rasplinuta ure�ena podgrupa od G ako vaµzi sledéce:

1. � je rasplinuta podgrupa od G;
2. � je rasplinuta relacija na � de�nisana pomoću

�(x; y) = �(x) ^ �(y) ^ k6(x; y):

Oµcigledno, na osnovu Stava 57 (str.76), � je relacija rasplinutog poretka na �,
kompatibilna sa grupnom operacijom.

Primer 14 Neka je (Z;+;�; 0;6) aditivna grupa celih brojeva u odnosu na
uobiµcajeno ure�enje. Neka je (L;�) µcetvoro -elementni lanac: 0 < a < b < 1.
Kori�́cenjem uobiµcajene oznake xjy za x deli y, de�nisaćemo rasplinuti skup
� : Z ! L na sledeći naµcin: za x 2 Z

�(x) =

8>><>>:
1 ako 12jx
b ako 6jx i 4 - x
a ako 3jx i 2 - x
0 u ostalim sluµcajevima

Direktno se moµze proveriti da je � rasplinuta podgrupa od (Z;+;�; 0).
Dalje, neka je � : Z2 ! L rasplinuta relacija na � de�nisana pomoću (12):

�(x; y) := �(x) ^ �(y) ^ k6(x; y):

Tada vaµzi za sve x; y 2 Z

�(x; y) =

8>><>>:
1 ako 12jx; 12jy i x 6 y
b ako 6jx; 6jy; (4-x ili 4- y) i x 6 y
a ako 3jx; 3jy; (2-x ili 2- y) i x 6 y
0 u ostalim sluµcajevima (ako (3-x; 3- y) ili za x > y):

Par (�; �) je rasplinuta ure�ena podgrupa od Z, prema na�oj de�niciji.
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Teorema 37 Neka je G ure�ena grupa, � : G! L rasplinuti podskup od G i
� : G2 ! L rasplinuta relacija na �. Tada je (�; �) rasplinuta ure�ena podgrupa
od G ako i samo ako za svaki p 2 L, nivo �p je ure�ena podgrupa od G.

Dokaz. Neka je (�; �) rasplinuta ure�ena podgrupa od G. Poznato je da
za mreµzno vrednosne strukture vaµzi da se tvr�enje da je struktura podalgebra
(podgrupa), prenosi na nivo-podskupove. Ovo znaµci da za svaki p 2 L, nivo �p
od � je podgrupa od G. Na osnovu Teoreme 27 (str.56), (�p; �p) je poset sa
odgovarajúcim ure�enjem, znaµci �p je ure�ena podgrupa od G.
Obrnut smer je dobro poznat za grupe, i deo o ure�enju opet sledi pomoću

Teoreme 27 (str.56).

Ilustracija Teoreme 37 (str.78) moµze se videti u Primeru 14, na primer, b-nivo
od � je standardno ure�ena podgrupa celih brojeva deljivih sa 6.
Sledéca teorema je poznata kao Teorema o sintezi. U sluµcaju rasplinutih ure-

�enih podgrupa ona se sastoji iz dva dela, algebarskog i relacionog. U oba dela,
konstrukcija je sliµcna onoj zadatoj u Teoremi 28 (str.57), �to tako�e dokazuje
deo o ure�enju odre�enom pomoću relacije.

Teorema 38 Neka je F kolekcija podgrupa ure�ene grupe
�
G; �; �1; e;6

�
koja

je zatvorena za skupovni presek i koja sadrµzi G. Tada postoji kompletna mreµza
L i rasplinuta ure�ena podgrupa (�; �) od G, takva da se, za svaku podgrupu
H 2 F , nivo �H poklapa sa H i ure�enje u njemu je odre�eno pomoću �H .

Razmotrimo dalje sledéci pristup rasplinutim podgrupama ure�ene grupe G.
Znamo da vaµzi sledéce:

k6 (x; y) = 1, x 6 y , x�1 + y 2 PG
�
x�1 = �x

�
Uvedimo sledécu oznaku:

�x+ y = l; l 2 PG
x� x+ y = x+ l
y = x+ l; l 2 PG:

Izvr�imo sada upore�ivanje vrednosti u koje se preslikavaju me�usobno upo-
redivi elementi grupe G (tako�e ćemo razmotriti i skup slika translacija istih
elemenata). Iz prethodno navedenog i iz de�nicije rasplinute ure�ene podgrupe,
sledi da je potrebno razmatrati samo preslikavanja � (l) ; l 2 PG; kao i njihove
translacije za elemenat x : y = x + l: Sledéca lema pokazuje da za proizvoljne
uporedive elemente x; y date ure�ene grupeG, i proizvoljnu rasplinutu podgrupu
� od G; postoji pravilnost izme�u vrednosti preslikavanja ova dva elementa, i
vrednosti preslikavanja proizvoljne translacije istih elemenata.

Lema 26 Neka je (G;+;�; o;6) data ure�ena grupa. Neka je (�; �) data ras-
plinuta ure�ena podgrupa, gde je � : G �! L (L je potpuna mreµza). Neka je
l 2 PG proizvoljan elemenat, i oznaµcimo p = � (l) : Neka je �p nivo-podgrupa; i
neka je x 2 �p proizvoljno. Oznaµcimo: y = x+ l: Tada za sve elemente a 2 �p
vaµzi:
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p = � (x+ a)^� (y + a) :

Dokaz. Posmatrajmo podgrupu �p grupe G: Znamo da je �p ure�ena podgrupa
(pomoću Teoreme 37,str.78). Prema Teoremi 13 (str.29) vaµzi: P�p = PG \ �p:
Dalje, iz pretpostavke leme imamo:

y = x+ l;

pa zakljuµcujemo da y 2 �p (jer je �p podgrupa). Na osnovu Teoreme 10 (str.25),
vaµzi:

x 6 y , �x+ y 2 P�p
Sledi:

p = � (l) = � (�x+ y) � � (�x) ^ � (y) = (22)

= � (x) ^ � (y) � p (po de�niciji podgrupe �p)
Iz nejednakosti (22) sledi:

p = � (x) ^ � (y) :

Dalje, znamo da u ure�enoj podgrupi �p vaµzi:

x 6 y ) x+ a 6 y + a:

Sledi: p = � (� (x+ a) + y + a) �

� (x+ a) ^ � (y + a) � p:

Zakljuµcujemo � (x+ a)^� (y + a) = p: Jednakost vaµzi za bilo koji elemenat
a 2 �p; odnosno za proizvoljnu translaciju elemenata x; y:

4.10 Rasplinuti konus

De�nicije rasplinutog pozitivnog konusa, rasplinutog negativnog konusa i ras-
plinute konveksne podgrupe uvedene su u radu [99]. Tvr�enja iz ovog odeljka
su originalna i objavljena su u [99].
U cilju ispitivanja strukture ure�ene podgrupe, posmatramo takozvane po-

zitivne i negative elemente, µciji su skupovi u klasiµcnoj teoriji ure�enih grupa
poznati kao konusi (pozitivan i negativan). Uvodimo analogne objekte u okviru
rasplinute algebre i ispitujemo njihove osobine.

Ako je (�; �) rasplinuta ure�ena podgrupa grupe G; tada de�ni�emo ras-
plinuti pozitivan konus na �; kao rasplinuti podskup �� : G! L; na sledéci
naµcin:

�� (x) := � (e; x) ;
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gde je e neutralni element u G:
Oµcigledno,

��(x) =

�
�(x) ako x > e;
0 u suprotnom:

Analogno, ako je (�; �) rasplinuta ure�ena podgrupa grupe G, de�ni�emo
rasplinuti negativan konus kao rasplinuti podskup �� : G ! L; na sledéci
naµcin:

�� (x) := � (x; e)

Sledi da

��(x) =

�
�(x) ako x 6 e;
0 u suprotnom:

Veza izme�u dva konusa je oµcigledna, kao i u klasiµcnom sluµcaju:

�� (x) ^ �� (x) =
�
1; za x = e
0; u suprotnom:

Postoji veza izme�u rasplinutog konusa i odgovarajúceg rasplinutog ure-
�enja, �to upravo sledi.

Stav 58 Neka je
�
G; �;�1 ; e;6

�
ure�ena grupa i (�; �) njena rasplinuta ure�ena

podgrupa. Tada za sve x; y 2 G vaµzi:

��
�
x�1 � y

�
� � (x; y) :

Dokaz. ��
�
x�1 � y

�
= �

�
e; x�1 � y

�
= � (e) ^ �

�
x�1 � y

�
^ k6

�
e; x�1 � y

�
=

= �
�
x�1 � y

�
^ k6

�
e; x�1 � y

�
:

Sada, ako x 6 y; tada x�1 � y � e i imamo
��
�
x�1 � y

�
= �

�
x�1 � y

�
� �

�
x�1

�
^ � (y) = � (x) ^ � (y) =

� (x) ^ � (y) ^ k6 (x; y) = � (x; y).
Ako x 
 y, tada k6 (x; y) = 0; znaµci � (x; y) = 0, i opet imamo
��
�
x�1 � y

�
� � (x; y).

Primetimo da su u mreµzno ure�enoj grupi G, skup pozitivnih elemenata,
pozitivan konus, i skup negativnih elemenata, negativan konus, redom oznaµceni
pomoću PG iNG. Ovde koristimo iste oznake za njihove karakteristiµcne funkcije:
za svaki elemenat x 2 G

PG(x) =

�
1 ako x > e;
0 u suprotnom;

NG(x) =

�
1 ako x 6 e:
0 u suprotnom:

Stav 59 Neka je
�
G; �; �1; e;6

�
ure�ena grupa i (�; �) rasplinuta ure�ena pod-

grupa od G. Vaµzi sledeće:
�� = � \ PG:
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Dokaz. Oµcigledno, za svaki x 2 G,
�� (x) = � (e; x) = � (x) ^ k6 (e; x) = (� \ PG) (x) :

Podsetimo se da po na�oj prethodnoj de�niciji (formula (9)), rasplinuti pod-
skup � : P ! L poseta (P;6) je rasplinuti konveksan podposet od (P;6) ako
za sve x; y; z 2 P;

� (x) ^ � (z) ^ k6 (x; y) ^ k6 (y; z) � � (y) :

Poslediµcno, kaµzemo da je rasplinuta ure�ena podgrupa (�; �) ure�ene grupe
(G;6) ; rasplinuta konveksna podgrupa od G ako je � rasplinuti konveksan
podskup poseta (G;6) :
U sledécoj teoremi koristimo PG i NG kao uobiµcajene podposete od G.

Teorema 39 Neka je (�; �) rasplinuta ure�ena podgrupa od
�
G; �; �1; e;6

�
.

Tada su sledeća tvr�enja ekvivalentna:
(i) (�; �) je rasplinuta konveksna podgrupa od G.
(ii) Restrikcija od �� na PG je rasplinuti poluideal (donji rasplinuti skup)

u PG:
(iii) Restrikcija od �� na NG je gornji rasplinuti podskup od NG:

Dokaz. (i) ) (ii) . Pretpostavimo da je (�; �) rasplinuta konveksna podgrupa
od G i neka je x; y 2 PG. Neka vaµzi y 6 x. Tada pomoću rasplinute konveksnosti
� (e)^� (x)^ k6 (e; y)^ k6 (y; x) � � (y) : (23)
Po�to x; y 2 PG, imamo
��(x) = �(x); ��(y) = �(y); i k6 (e; y) = 1,
i pomoću (23) dobijamo
��(x) ^ k6 (y; x) = � (x) ^ k6 (y; x) � � (y) = ��(y):
Znaµci, restrikcija od �� je rasplinuti poluideal u PG:
(ii) ) (i) . Pretpostavimo da je restrikcija od �� na PG rasplinuti polu-

ideal u PG: Dokazujemo da je � rasplinuto konveksna, ekvivalentno, da za sve
elemente x; y; z 2 G, imamo:

� (x) ^ � (z) ^ k6 (x; y) ^ k6 (y; z) � � (y) :

Ako nije taµcno da je x 6 y 6 z, tada je gornja formula trivijalno ispunjena. Ako
je x 6 y 6 z, dobijamo

e 6 x�1 � y 6 x�1 � z;
i znaµci, po�to je �� rasplinuti poluideal u PG,
�(x�1 � z) ^ 1 = ��(x�1 � z) ^ k6(x�1 � y; x�1 � z) � ��(x�1 � y) = �(x�1 � y):
Odatle, po�to je k6(x; y) = k6(y; z) = 1, imamo
�(x) ^ �(z) ^ k6(x; y) ^ k6(y; z) � �(x) ^ �(x�1 � z) � �(x) ^ �(x�1 � y) �

�(x � x�1 � y) � �(y):
Znaµci, � je rasplinuta konveksna podgrupa od G.
Dokazi implikacija (i) ) (iii) i (iii) ) (i) su potpuno analogni prethod-

nim.
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4.11 Rasplinute mreµzno ure�ene grupe

Pojam rasplinute mreµzno ure�ene grupe koristi se u radu [100]. Ovaj odeljak
sadrµzi originalna tvr�enja iz istog rada. Na primer, izloµzena je veza izme�u
rasplinute `-podgrupe i njenih nivo-podskupova (u obliku `-podgrupa).
Tako�e, do�li smo do zakljuµcka da veoma vaµzno svojstvo ima kolekcija svih

konveksnih `-podgrupa zadate mreµzno ure�ene grupe G: U Teoremi 41, konstru-
isana je rasplinuta `-podgrupa od G; µciji se skup vrednosti preslikavanja sastoji
iz odgovarajúcih konveksnih `-podgrupa od G:

Neka je (G; �; �1; e;6) mreµzno ure�ena grupa, L kompletna mreµza i (�; �)
rasplinuta ure�ena podgrupa od G. Kaµzemo da je (�; �) rasplinuta mreµzno
ure�ena podgrupa od G, ili rasplinuta `-podgrupa od G ako za svaki
x 2 G vaµzi:

�(x) � �(x_ e): (24)

Teorema 40 Neka je � rasplinuta podgrupa mreµzno ure�ene grupe G. Tada,
(�; �) je rasplinuta `-podgrupa od G ako i samo ako za svaki p 2 L, nivo �p je
`-podgrupa od G.

Dokaz. Neka je � : G ! L rasplinuta podgrupa grupe G, i pretpostavimo
da (24) vaµzi. Na osnovu Teoreme 37 (str.78), znamo da je � ure�eno pomoću
� : G2 ! L, �(x; y) = �(x)^�(y)^k6(x; y), i za svaki p 2 L, (�p; �p) je ure�ena
podgrupa od G. Dodatno, �p je restrikcija ure�enja6 iz G. Dalje, za svaki
p 2 L i svaki x 2 G,

x 2 �p povlaµci �(x) � p; pa sledi pomoću (24) �(x _ e) � p;

ekvivalentno x _ e 2 �p. Na osnovu Teoreme 19 (str.35), �p je `-podgrupa od
G.
Suprotno, neka je za svaki p 2 L, nivo �p `-podgrupa od G. Tada, za svaki

x 2 G vaµzi:

�(x) =
_
(p 2 L j x 2 �p) �

_
(p 2 L j x _ e 2 �p) = �(x _ e);

i (24) vaµzi.

Prema Teoremi 40 (prethodna teorema), svi nivoi rasplinute `-podgrupe od
G predstavljaju `-podgrupe grupe G. Ipak, u klasiµcnom sluµcaju, nije svaka pod-
grupa mreµzno ure�ene grupe G `-podgrupa od G, osim u sluµcaju da je grupa
linearno ure�ena (Teorema 19,str.35). Dakle, realno je razmatrati egzistenciju
rasplinutih `-podgrupa mreµzno ure�ene grupe koja ne mora biti linearno ure-
�ena. Na�odgovor na postavljeni problem egzistencije je potvrdan za rasplinute
konveksne `-podgrupe, �to je pokazano u narednom delu.
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Primetimo da je par (�; �) rasplinuta konveksna `-podgrupa mreµzno ure�ene
grupe G, ako i samo ako (na osnovu Leme 15,str.56) svaki nivo �p predstavlja
konveksnu `-podgrupu od G.
U daljem tekstu, za elemenat x grupe G, i kolekciju H podgrupa od G,

oznaµcícemo pomoću hxiH najmanju podgrupu sadrµzanu u H, koja sadrµzi ele-
menat x. Po�to je presek proizvoljne familije `-podgrupa `-podgrupa, i G je
`-podgrupa, najmanja podgrupa od H, koja sadrµzi x uvek postoji i jednaka je
preseku svih `-podgrupa koje sadrµze x.

Teorema 41 Neka je (G; �; �1; e;6) mreµzno ure�ena grupa, i L mreµza SubG
svih podgrupa od G, ure�ena dualno skupovnoj inkluziji. Dalje, neka se H � L
sastoji od svih konveksnih `-podgrupa od G. Tada, funkcija � : G ! L, takva
da za svaki x 2 G, �(x) := hxiH , predstavlja rasplinutu `-podgrupu od G.

Dokaz. Najpre dokazujemo da je � zatvorena za binarnu operaciju � u G,
ekvivalentno da za sve x; y 2 G vaµzi:

�(x � y) � �(x) ^ �(y): (25)

Navedena nejednakost je, pomoću de�nicije ure�enja u L (koje je dualno skupovnoj
inkluziji) i pomoću de�nicije �, ekvivalenta sa:

hx � yiH � hxiH _SubG hyiH ;

koja, pomoću de�nicije operacije _ u SubG, vaµzi ako i samo ako:

hx � yiH � hhxiH [ hyiHiH :

Ovde tako�e koristimo µcinjenicu da kolekcija svih konveksnih `-podgrupa
mreµzno ure�ene grupe formira kompletnu podmreµzu mreµze svih podgrupa od G
(Teorema 21,str.35).
Po�to poslednja formula vaµzi jer predstavlja osobinu podgrupa, formula (25)

je dokazana. Dalje, pokazujemo da za svaki x 2 G,

�(x�1) � �(x): (26)

Sliµcno kao u prethodnom, (26) je ekvivalentno sa:

hxiH � hx�1iH :

Po�to je oµcigledno hxiH = hx�1iH ; (26) vaµzi.
Dalje, vaµzi da je � (e) = feg : Podgrupa feg predstavlja najvéci elemenat u

mreµzi nivo podgrupa, jer je ure�enje dualno skupovnoj inkluziji.
Upravo smo pokazali da je � rasplinuta podgrupa od G. Ona je rasplinuto

ure�ena pomoću � : G2 ! L, �(x; y) = �(x)^�(y)^k6(x; y). Da bismo dokazali
da je � rasplinuto `-ure�ena, pokazácemo da je svaki nivo od � `-podgrupa od
G. Znamo da je svaki nivo od � ure�ena podgrupa od G. Da bismo pokazali da
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vaµzi vi�e, pretpostavimo da p 2 L. Tada je �p nivo od �; p je ure�ena podgrupa
od G; ekvivalentno p = K 2 SubG. Dakle vaµzi:

�p = fx 2 G j �(x) � pg = fx 2 G j hxiH � Kg =_
fhxiH j x 2 K i hxiH � Kg 2 H:

Po�to je H kompletna podmreµza mreµze L = SubG (Teorema 21), sledi da je �p
`-podgrupa od G.

Teorema 42 Neka je G ure�ena grupa i L kompletna mreµza. Tada je G totalno
ure�ena ako i samo ako svaka rasplinuta podgrupa � iz G predstavlja rasplinutu
`-podgrupu izG u odnosu na ure�enje � : G! L, �(x; y) = �(x)^�(y)^k6(x; y):

Dokaz. Neka je G totalno ure�ena. Tada pomoću Stava 39 (str.60), � je tako�e
linearno ure�ena. Njeni nivoi su podposeti od G, koji su linearno ure�eni, znaµci
moµzemo zakljuµciti da su oni podmreµze od G. Znaµci, � je rasplinuta `-podgrupa
od G.
Suprotno, pretpostavimo da je svaka rasplinuta podgrupa ure�ene grupe, G

rasplinuta `-podgrupa. Tada isto tako�e vaµzi za sve klasiµcne podgrupe od G,
predstavljene pomoću odgovarajúcih karakteristiµcnih funkcija. Na osnovu Stava
19 (str.34), G je totalno ure�ena.

Uslov pod kojim je rasplinuta ure�ena podgrupa ure�ene grupe (koja ne
mora biti linearno ure�ena) rasplinuti lanac dat je u narednom stavu. On pred-
stavlja oµciglednu posledicu Stava 40 (str.60).

Stav 60 Rasplinuta podgrupa (�; �)mreµzno ure�ene grupeG je rasplinuti lanac
u odnosu na � ako i samo ako za svaki par neuporedivih elemenata x; y 2 G
vaµzi:

� (x) ^ � (y) = 0:

4.12 Rasplinuta podgrupa koliµcniµcke grupe

Analogno pojmu rasplinute podgrupe ure�ene grupe G; u ovom odeljku ana-
liziramo neke rasplinute podgrupe koliµcniµcke grupe G=A; gde je A konveksna
normalna podgrupa od G: Ukoliko uzmemo da je grupa G Dekartov proizvod
skupa realnih brojeva R � R; i rasplinutu podgrupu koliµcniµcke grupe R � R=A
de�ni�emo pomoću zadate rasplinute podgrupe (�) grupe R�R; dobijamo ori-
ginalan rezultat izloµzen u Stavu 62. Ovim stavom odre�ena je rasplinuta ure-
�ena podgrupa koliµcniµcke grupe R�R=A:
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U Primeru 15, u nastavku je de�nisana rasplinuta ure�ena podgrupa koliµcniµc-
ke grupe R � R=A na drugaµciji naµcin, pomoću date rasplinute relacije ��:
Pokazali smo da ovako de�nisana rasplinuta ure�ena podgrupa predstavlja speci-
jalan sluµcaj rasplinute ure�ene podgrupe odre�ene Stavom 62. Su�tinski deo
opisanih rezultata izloµzen je u radu [100].

Napomenimo da u ovom odeljku koristimo aditivnu notaciju, da bi ona bila
uskla�ena sa notacijom u Stavu 62, vezanim za skup realnih brojeva.

U Odeljku 2.3 smo videli da, ako jeH konveksna normalna podgrupa ure�ene
grupe G; tada ure�enje �H na G=H moµze biti zadato na sledéci naµcin:

x+H �H y +H ,
(9h 2 H)h+ x 6 y:

Neka je G ure�ena grupa, H njena konveksna normalna podgrupa, G=H
koliµcniµcka grupa i �Hure�enje na G=H; prethodno de�nisano. Neka je M ras-
plinuta podgrupa koliµcniµcke grupe G=H: Uvedimo sada novu de�niciju, ras-
plinute relacije �R na G=H :

Za sve (x+H; y +H) 2 G=H � G=H; rasplinuta relacija �R na G=H de�-
nisana je pomoću:

�R (x+H; y +H) =M (x+H) ^M (y +H) ^ k� (x+H; y +H) (27)

Naredni stav direktno sledi na osnovu Stava 57 (str.76), s tim �to je ovde za
domen rasplinutog skupa umesto grupe G uzeta koliµcniµcka grupa G=H:

Stav 61 Funkcija �R de�nisana u (27) je rasplinuta relacija na M (M je ras-
plinuta podgrupa od G=H), i ona je rasplinuti poredak saglasan sa binarnom
operacijom �+�u grupi G=H:

Razmotrimo sada sledéci primer, u kome je G aditivna grupa R � R (R je
skup realnih brojeva). Ako je podskup P de�nisan pomoću:

(x; y) 2 P , f x > 0 i y > 0g ;

onda je P pozitivan konus u odnosu na odgovarajúce ure�enje u R�R: Ure�enje
koje je zadato u ovom sluµcaju je ure�enje po koordinatama.
Ako preuzmemo oznake za podgrupe grupe R � R iz Primera 9, moµzemo

istáci da podgrupe Ha;b nisu konveksne u op�tem sluµcaju. Podgrupe Ha;0 i
H0;b predstavljaju konveksne podgrupe. Posmatrajmo sada koliµcniµcku grupu
R � R=A; gde je A konveksna podgrupa. Na primer, moµzemo uzeti da je A
zadata sa:

A = f(0; y1) : y1 2 Rg :

Napi�imo op�ti oblik koseta koliµcniµcke grupe R�R=A :
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(x; y) +A = (x; y) + f(0; y1) : y1 2 Rg =
f(x; y + y1) : y1 2 Rg :

Primetimo da su dva koseta ista ukoliko njihovi predstavnici imaju iste
x-koordinate.
Na�cilj je da de�ni�emo odre�enu funkcijuM iz koliµcniµcke grupe R�R=A u

mreµzu L; koja će predstavljati rasplinutu podgrupu koliµcniµcke grupe R �R=A.
Neka je rasplinuta podgrupa � : R � R ! L véc zadata, tako da ćemo M
de�nisati pomoću nje. Bez ograniµcenja op�tosti, moµzemo uzeti da je podgrupa
A upravo ona koju smo prethodno de�nisali. Drugi sluµcaj kada je ta konveksna
podgrupa oblika f(x1; 0) : x1 2 Rg re�ava se analogno. Po�to vrednost funkcije
M mora biti jednaka za dva razliµcita predstavnika istog koseta, zakljuµcujemo
da R ((x; y) +A) ne sme zavisiti od koordinate y u paru (x; y) : De�ni�imo M
na sledéci naµcin:

M ((x; y) +A) = � (x; 0) : (28)

Stav 62 Neka je proizvoljno zadata rasplinuta podgrupa � : R � R ! L, i
neka je A konveksna podgrupa grupe R�R: Posmatrajmo koliµcniµcku podgrupu
R � R=A; i neka je na njoj de�nisana funkcija M pomoću formule (28). Neka
je �R rasplinuta relacija de�nisana u (27). Sledi da je par (M;�R) rasplinuta
ure�ena podgrupa koliµcniµcke grupe R�R=A.

Dokaz. Bez ograniµcenja op�tosti, uzmimo da je podgrupa A de�nisana sa:

A = f(0; y1) : y1 2 Rg :

Primetimo da je M ((0; y) +A) = � (0; 0) ;
odnosno neutralni element se slika u 1:
1. Dokaµzimo najpre osobinu:

M ((x; y) +A) =M ((�x;�y) +A) :

M ((x; y) +A) = � (x; 0) = � (�x; 0) =M ((�x;�y) +A) :
2. Sledi dokaz druge osobine:

M ((x; y) +A+ (z; t) +A) =M ((x+ z; y + t) +A) =

= � (x+ z; 0) = L;
gde smo oznaµcili sa L levu stranu nejednakosti.
Analogno, oznaµcimo desnu stranu traµzene nejednakosti sa D:

D =M ((x; y) +A) ^M ((z; t) +A) =

� (x; 0) ^ � (z; 0) :
Pomoću Leme 26. (str.78), vaµzi:

�((x+ z; 0)� (z; 0)) = � (x+ z; 0) ^ � (z; 0) :
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Primenom prethodnog u D dobijamo:

D = � (x+ z; 0) ^ � (z; 0) ^ � (z; 0) =

� (x+ z; 0) ^ � (z; 0) :
Oµcigledno vaµzi: L � D; i stav je za ovako de�nisanu podgrupu A dokazan.

Napomenimo samo da je ure�enje u grupi R�R koje smo ovde koristili ure�enje
po koordinatama.
Pomoću Stava 61 (str.85), �R je rasplinuti poredak saglasan sa binarnom

operacijom koliµcniµcke grupe R � R=A, pa sledi da je par (M;�R) rasplinuta
ure�ena podgrupa koliµcniµcke grupe R�R=A.
Potpuno analogno bismo izveli dokaz ukoliko je podgrupa A realna prava,

odnosno:
A = f(x1; 0) : x1 2 Rg :

U ovom sluµcaju bismo de�nisali M analogno prethodnom:

M ((x; y) +A) = � (0; x) :

Ovim je dokaz kompletiran.

Napomenimo samo da je u prethodnom stavu rasplinuta podgrupa � za-
data proizvoljno, pa su upravo formulom (28) opisane sve mogúce rasplinute
podgrupe grupe R�R=A.

Primer 15 Neka je data koliµcniµcka grupa R � R=A; gde je podgrupa A de�-
nisana sa:

A = f(0; y1) : y1 2 Rg ;

Neka je Hk oznaka za podgrupu grupe R de�nisanu na sledeći naµcin:

Hk = fnk : n 2 Zg :

Neka je data rasplinuta podgrupa � : R � R ! L, gde je mreµza L realan
interval [0; 1] ; tako da je rasplinuta podgrupa � ona za koju vaµzi:

�� = f(nk; y) : n 2 Z; y 2 Rg ; gde je k �ksiran realan broj:

Drugim reµcima podgrupu �� µcini skup svih paralelnih pravih sa y-osom,
me�u kojima je rastojanje k �ksirano (strukture nivoa �p nije potrebno precizno
de�nisati, jer je primer taµcan u proizvoljnom sluµcaju).
Iz de�nicije zakljuµcujemo da je:

� ((x; y)� (x1; 0)) > 0; za x� x1 2 Hk:

Dakle, posmatraćemo samo one vrednosti x koje pripadaju zbiru:

x = x1+k
0; k0 2 Hk: (29)
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(U ovom primeru zbog jednostavnosti uzimamo k = 1, a sliµcno je i u ostalim
sluµcajevima).
Po�to gornje razlaganje nije jedinstveno, uzećemo ono x1 koje je minimalno

po apsolutnoj vrednosti. Oznaµcícemo ga sa hx; � 1
2 < hx 6

1
2 :

Neophodno je u primeru uvesti pomoćnu relaciju �� : R2 � R2 ! [0; 1] ;
de�nisanu na sledeći naµcin:

�� ((x; y) ; (x1; 0)) =

8>><>>:
1; za (x; y) 2 A

� ((x; 0)� (x1; 0)) ; za � 1
2 < x1 6

1
2

�� ((x; y) ; (x1 � 1; 0)) ; za 1
2 < x1 < 1

�� ((x; y) ; (x1 + 1; 0)) ; za � 1 < x1 6 � 1
2 :

Me�u mogućim razlaganjima (29) elementa x; posmatraćemo ono u kom
je vrednost x1 minimalna po apsolutnoj vrednosti (postoji taµcno jedno takvo
razlaganje). Oznaµcimo x1 iz tog razlaganja pomoću hx: Vidimo da vaµzi da je
� 1
2 < hx 6

1
2 :

Posmatrajmo sada koliµcniµcku grupu R � R=A; i de�ni�imo na njoj funkciju
M na sledeći naµcin:

M ((x; y) +A) = �� ((x; y) ; (hx; 0)) :

Dva koseta su ista ukoliko njihovi predstavnici imaju iste x-koordinate.
Dakle, funkcija M je dobro de�nisana, �to znaµci da ne zavisi od izbora pred-
stavnika (x; y) u kosetu (x; y)+A (njena vrednost zavisi samo od x-koordinate).
Vaµzi sledeće:
De�nisani rasplinuti podskup M : R � R=A! [0; 1] predstavlja rasplinutu

podgrupu grupe R�R=A:
1. Dokaµzimo najpre osobinu: M ((x; y) +A) =M ((�x;�y) +A) :

M ((x; y) +A)= �� ((x; 0) ; (hx; 0))= � ((x� hx; 0))=

� ((hx � x; 0))= �� ((�x; 0) ; (�hx; 0))=M ((�x;�y) +A) :
2. Sledi dokaz druge osobine:
znamo da je hx+z = hx + hz; � 1

2 < hx; hz 6
1
2 :

M ((x; y) +A+ (z; t) +A)=M ((x+ z; y + t) +A)=

�� ((x+ z; 0) ; (hx+z; 0))= � ((x+ z; 0)� (hx+z; 0))=

� (x+ z � hx+z; 0) (30)

1:slu�caj hx > 0; hz > 0
Ukoliko je hx + hz 6 1

2 ; jednakost (30) postaje:

� (x� hx + z � hz; 0)� � (x� hx; 0)^� (z � hz; 0)=

�� ((x; 0) ; (hx; 0))^�� ((z; 0) ; (hz; 0))=

M ((x; y) +A)^M ((z; t) +A) :
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Izvedimo dokaz i u sluµcaju hx+z > 1
2 ; pri µcemu je hx+z = hx + hz

M ((x+ z; y + t) +A)= �� ((x+ z; 0) ; (hx+z � 1; 0)) =

� (x+ 1 + z � hx+z; 0) �

� (x+ 1� hx; 0) ^ � (z � hz; 0)

Posmatrajmo sada samo prvi deo desne nejednakosti: � (x+ 1� hx; 0) :

� (x+ 1� hx; 0) = � (x� (hx � 1); 0) =

� (�x+ (hx � 1); 0) =

�� ((�x; 0) ; (�hx; 0)) = �� ((x; 0) ; (hx; 0)) :

Ovim izvo�enjem smo sveli desnu stranu nejednakosti na prethodni pod-
sluµcaj.
2:slu�caj hx< 0; hz< 0
Znamo da je: hx+z = hx + hz; i hx+z < 0:

� (x+ z � hx+z; 0)= � (�x� z + hx+z; 0)=

� (�x� z � 1 + 1 + hx+z; 0)�

� (�x+ hx; 0)^� (�z + hz; 0)=

�� ((�x; 0) ; (�hx; 0))^�� ((�z; 0) ; (�hz; 0))=

M ((�x;�y) +A)^M ((�z;�t) +A)=

M ((x; y) +A)^M ((z; t) +A) :
3:slu�caj hx> 0; hz< 0
Moµzemo primetiti da je u ovom sluµcaju � 1

2 6 hx + hz 6 1
2 , pa se sluµcaj

jednostavno proverava, sliµcno kao prethodna dva.

Podsetimo se da je u Stavu 62, rasplinuta podgrupa koliµcniµcke grupe R�R=A
de�nisana pomoću:

M ((x; y) +A) = � (x; 0) :

Po�to je � proizvoljna rasplinuta podgrupa grupe R � R; moµzemo odabrati
specijalan sluµcaj rasplinute podgrupe �; za koji vaµzi:
1. �� = R (realna prava)
2. ako je n 2 Z; vaµzi da je � (x; 0) = � (n; 0) za n� 1

2 < x 6 n+
1
2 :

Ukoliko bismo u ovom specijalnom sluµcaju uveli jo�jedno ograniµcenje, da je
kodomen rasplinute podgrupe � realan interval [0; 1] ; upravo bismo de�nisali

89



rasplinutu podgrupu koliµcniµcke grupe R�R=A; identiµcnu rasplinutoj podgrupi
iz Primera 15.

Napomenimo jo�da smo u Primeru 15. proizvoljno uzeli da je �� podgrupa
drugog tipa u opisu podgrupa grupe R � R (Primer 9 na strani 28): Isto tako,
mogli smo odabrati i da je �� podgrupa tréceg tipa, odnosno:
ako je E proizvoljan podskup (konaµcan ili beskonaµcan) od R�R;

�� = fk1 � e1 + � � �+ kn � en : e1; :::; en 2 E; k1; :::; kn 2 Zg :

Primer bismo i u ovom sluµcaju konstruisali na sliµcan naµcin.

U ovoj tezi koristili smo ure�enje po koordinatama u grupi R�R: Pomoću
istog moµzemo de�nisati ure�enje me�u kosetima koliµcniµcke grupe R�R=H:

x+H �H y +H ,
(9h 2 H)h+ x 6 y:

Obratimo paµznju da su oznake za dva razliµcita ure�enja razliµcite: �H je
oznaka za ure�enje me�u kosetima, a 6 je standardna oznaka za ure�enje me�u
elementima grupe.

Ilustracije radi, moµzemo proveriti de�niciju datog ure�enja me�u kosetima
u izloµzenom radu. Zadata koliµcniµcka grupa je R�R=A; gde je:

A = f(0; y1) : y1 2 Rg :

Napi�imo op�ti oblik koseta koliµcniµcke grupe R�R=A :

(x; y) +A = f(x; y + y1) : y1 2 Rg :

Dalje posmatrajmo:

(x; y) +A �A (z; t) +A,
(9 (0; y1) 2 A) ((0; y1) + (x; y)) � (z; t)()
(9y1 2 R) ((0; y1) + (x; y)) � (z; t)()

x 6 z:
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4.13 Zakljuµcak

U ovoj tezi se razvija novi pristup rasplinutim ure�enim grupama, koji
se razlikuje od prethodno izloµzenih pristupa drugih autora. Moµzemo ukratko
ponovo istáci osnovne razlike i neke sliµcnosti koje se mogu uoµciti ukoliko upore-
dimo druge radove sa na�im.
Bhakat i Das su uveli rasplinute ure�ene podgrupe koristéci rasplinuto ure-

�enje u radu [14], pri µcemu su za skup vrednosti slika uzeli jediniµcni interval
[0; 1].
G.S.V. Satya Saibaba je de�nisao rasplinute mreµzno ure�ene grupe, u radu

[82]. Rasplinute mreµzno ure�ene grupe su uvedene kao preslikavanja iz mreµzno
ure�ene grupe u kompletnu mreµzu, koja zadovoljava beskonaµcan ^-distributivni
zakon.
U radu [82], u samoj de�niciji L-rasplinute l-podgrupe od G nije naznaµceno

ure�enje u grupi G: Za razliku od ovog pristupa, mi smo rasplinutu ure�enu
podgrupu grupe G upravo de�nisali kao ure�eni par (�; �) ; u kome druga koor-
dinata � predstavlja relaciju rasplinutog poretka.
Osnovni nedostatak de�nicije L-rasplinute l-podgrupe iz [82], je �to se u njoj

zahteva da L-rasplinuta l-podgrupa bude rasplinuta podmreµza.
U radu [5] µciji je autor M.Bakhshi, uveden je koncept rasplinutih konvek-

snih mreµzno ure�enih podgrupa.Tako�e su rasplinute konveksne mreµzno ure�ene
podgrupe predstavljene pomoću rasplinutih podgrupa.

Ako bismo se u na�em budúcem radu bavili prouµcavanjem normalnih ras-
plinutih podgrupa, prona�li bismo interesantnu primenu rezultata izloµzenih u
ovoj tezi. Moµzemo istácu primenu Leme 26, u sluµcaju da je zadata totalno ure-
�ena grupa G: Dakle, u sluµcaju da domen rasplinute podgrupe � predstavlja
totalno ure�ena grupa G (kodomen je mreµza L), pomoću Leme 26 dolazimo do
zakljuµcka da je rasplinuta podgrupa � normalna rasplinuta podgrupa.

Predmet na�ih daljih istraµzivanja tako�e predstavljaju rasplinute podgrupe
koliµcniµcke grupe.
Rasplinutu podgrupu M koliµcniµcke grupe G=H moµzemo de�nisati pomoću

prethodno zadate rasplinute podgrupe � grupe G (� : G! L). Naravno, postoji
vi�e naµcina na koje moµzemo de�nisati rasplinutu podgrupu M: Navedimo neku
od opisanih de�nicija.

M(x+H) =

8<: 1 ako x 2 H^
h2H

� (x� h) u suprotnom :

Moµze se pokazati da je funkcija M dobro de�nisana, odnosno da za dva
razliµcita predstavnika istog koseta ima istu vrednost. Dalje, pomoću de�ni-
cije rasplinute podgrupe i osobine in�muma u mreµzi L; izvodi se dokaz da M
predstavlja rasplinutu podgrupu koliµcniµcke grupe G=H:
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júci strukturu svih relacija slabog rasplinutog poretka koje su podskup klasiµcne
relacije poretka 6; do�li smo do zakljuµcka da ova struktura predstavlja kom-
pletnu mreµzu. Tako�e, vaµzan zadatak je bio da ispitamo egzistenciju rasplinute
mreµzno ure�ene podgrupe l-ure�ene grupe koja nije linearno ure�ena. Bitan
rezultat je rasplinuta mreµzno ure�ena podgrupa date mreµzno ure�ene grupe G;
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