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UvoD

Teorija mreza razvija se u poslednjih 100 godina paralelno sa
tendenci jama objedinjavanja oblasti u algebri i 1logici, strukturnih
ispitivanja 1 nalazenja opstih zakonitosti. U tom smislu, karakteri-
¢na Jje formalizacija logike (A.De Morgan, G Boole, sredinim proslog
veka), kao i razvoj univerzalne algebre (A.N.Whitehead, B.L.van der
Waerden, poletkom ovog veka). Posebno su za teoriju mreza znacajna
istrazivanja C.S.Peirce-a, E.Schrodera, R.Dedekinda, krajem proslog
veka, kao i G.Birkhoffa, V.Glivenka, K.Mengera, J.von Neumanna 1
0.0rea, tridesetih godiné ovog veka. Osnovni pojmovi teorije mreza,
i njihova veza sa univerzalnom algebrom prvi put su celovito izlozeni
u Birkhoff-ovoj knjizi Teorija mreza (Lattice Theory) (1940, 1948,
1967) kao sinteza navedenih istrazivanja. Fundamentalni rezultati
Birkhoffa o kongruencijama, slobodnim algebrama i varijetetima
odredili su praﬁce istrazivanja koja se 1 danas obavljaju. 0Od
sezdesetih godina naglasak Jje na strukturnim istrazivanjima algebri
preko mreza kongruencija i1 podalgebri. Teorija mreza razvila se kao

posebna matematicka disciplina, a pored primena u matematici (algebri,



projektivnoj geometri ji, teoriji“skupova, funkcionalnoj analizi,...)},
zbog svoje univerzalnostli, primenjuje se 1 izvan matematike
(sociometri jska istrazivanja, psihologija 1 dr., na primer u okviru
Darmatatske skole). Potreba za ispitivanjem mreza na "vecim" konacnim
skupovima i njihovom vizuelnom interpretaci jom dovode do ukljucivanja
u ova istrazivanja i timova kompjuterskih struénjaka.

U okviru apstraktne teorije mreza zapoceta su nedavno (oko 70-tih
godina) sistematiCna istrazivanja specijalnih elemenata mreze ¢iji Je
znacaj uo¢en unutar same teorije mreza. Njihova primena u univerzalnoj
algebri dolazi do izrazaja tek nedavno (Reilly, 1984). Ova doktorska
disertacija pokusava da ukaze na Iistaknuto mesto tih elemenata u
strukturnim istrazivanja  algebri (preko mreza  podalgebri i
kongruencija algebri 1 posebno mreza slablh kongr'uencija]. Iz tog
razloga bilo Jje nuzno definisati neke nove specijalne elemente 1
ispitati i dokazati mnoga ¢isto mreina svo jstva, ve¢ poznatih 1 novo
uvedenih elemenata.

Sa stanovista apstraktne teorije mreza i srodnih struktura bilo
je prirodno definisati 1 istraziti speci jalne elemente 1 il slabijim
algebarskim strukturama od mreza. Razlog 2za to Je c}njenica da.
specijalni elementi mogu wuneti lokalnu zakonitost koja nije

postulisana. Na taj nac¢in dobijene su 1 nove teoreme reprezentacije za

bipolumreze.

U prvom poglavl ju se prou¢avaju specijalni elementi mreze. U prva
tri dela prvog poglavlja daju se osnovne definicije i tvrdenja iz ove
oblasti, i navode se originalne definicije beskonacno distributivnog i
neprekidnih elemenata. Originalni primer 1.1 prikazuje mrezu u kojoj
postoji elemenat koji Je neutralan, a nije beskona¢no distributivan,

sto ilustruje potrebu uvodenja te definicije. U eetvrtom, petom 1



sestom delu prvog poglavl ja proucavaju se speci jalni elementi, daju se
nove osobine ve¢ poznatih elemenata, kao i karakterizaci je
novouvedenih. U sedmom i osmom poglavl ju se raspravl jaju problemi koji
su u vezi sa izomorfizmima nekih intervala, odnosno ideala i filtara
generisanih nekim specijalnim elementima, pri cemu se u sedmom
poglavl ju koristi tvrdenje 1.12 preuzeto iz Jjednog rada S.Milica. U
osmom delu su takode navedena tvrdenja kojima je Kkarakterisan izuzetan
elemenat mreze. Sva ova tvrdenja imaju i svoju primenu u trecem
poglavl ju (u mrezama slabih kongruencija). U devetom i desetom delu se
ispituje kada neki mrezni identiteti (zakoni), odnosno jednakosti
nekih algebarskih funkcija vaZze na mrezi, u zavisnosti od toga kada
vaze na idealima (filtrima) generisanim nekim specijalnim elementima.
Slicni problemi ;se reSavaju. i za identitete koji sadrze beskonac¢ne
supremume (infimume). Ova tvrdenja se primenjuju u trecem delu kod
utvrdivanja kada se neki mrezni identiteti prenose sa mreza podalgebri
i kongruencija na mrezu slabih kongruencija, i kada se neka svojstva
mreza slabih kohgruencija prenose sa algebre ﬂa njenu podalgebru, 1
faktor algebru. U delu 11 se pokazuje kada Jje odredena unija intervala
u mrezi podmreza te mreze, 5to se primenjuje u tre?em delu za
utvrdivanje kada Jje mreza slabih kongruenci ja faktor algebre do na
izomorfizam podmreza mreze slabih kongruencija te algebre, 1 kada je
izomorfna filtru u njenoj mrezi slabih kongruenci ja.

U delovima 12-15 ispituje se drugi tip mreznih problema, koji
nema ju neposredne primene u algebri, bar ne kao tvrdenja u prethodnim
delovima. Ovi problemi su u vezi sa A 1 v-nerazlozivim elementima
mreze. U dvanaestom delu daju se osnovne definicije i tvrdenja iz ove
oblasti, u trinaestom poznata Teorema Birkofa za distributivne mreze
konacne duzine, a u Cetrnaestom uopstenje te teoreme preko ideala na

skupu v-nerazlozivih elemenata. U petnaestom delu ispituje se

kolekcija svih mreza sa izomorfnim skupovima A-nerazlozivih elemenata.



Utvrduje se da Je ta kolekcija 1 sama mreza u odnosu na skupovnu
inkluziju, daje se potreban i dovoljan uslov za neku mrezu da pripada
toj kolekciji, 1 ispituje se kada Je ta kolekcija {(mreza)
jednoelementna i maksimalna {(u ovom sluCa,ju. je ona Bulova mreza).
Ovaj deo ukazuje na mogu¢nosti daljih istrazivanja, Jjer se Jjos mnogi
problemi u vezi sa tom mrezom mogu postavitil.

U drugom poglavlju se definisu i ispituju specijalni elementi za
bipolumreze, i1 resavaju nekl problemi reprezentacije, 1 vazenja
identiteta na bipolumrezama preko tih specijalnih elemenata, &to
opravdava njihovo uvodenje. U prvom delu drugog poglavl ja daju se neke
osnovne definicije u vezi sa bipolumrezama. U drugom delu se definisu
specijalni elementi za bipolumreze, po analogijl sa mrezama; definisu
se distributivan, beskona¢no distributivan, standardan elemenat, njima
dualni pojmovi, kao 1 neutralan i skrativ elemenat, i daju se neka
osnovna tvrdenja u vezi sa tim elementima, Primer 1.1 pokazuje da ipak
ne vazi potpuna analogija sa mrezama, Jjer elemenat mozZe biti
distributivan, kodistributivan, standardan, kostandardan 1 neutralan,
2 da ne bude skrativ, sto kod mreza nije sluc¢aj. U trecem delu se daje
jedna teorema reprezentacije za bipolumreze. U cetvrtom d?lu definisu
se razne klase apsorptivnih elemenata, za koje ne postoje analogni
pojmovi u teoriji mreza, 1 dokazuju se neke osobine tih elemenata. U
petom delu daje se teorema reprezentacije bipolumreze preko direktnog
proizvoda ideala i filtra generisanih nekim specijalnim elementima. U
sestom delu utvrduje se kada se proizvol jni mrezni identitet sa ideala
i filtra na bipolumrezi prenosi na celu bipolumrezu, i daju se
posledice tog tvrdenja za neke posebne klase bipolumreza.

U trecem poglavlju daju se primene nekih rezultata u algebri,
uglavnom rezultata iz delova 4-11 iz prvog poglavlja. Primene su u
uglavnom u vezi sa mrezama kongruencija, podalgebri 1 slablh

kongruencija neke algebre. U prvom delu daju se definicije i osnovna



svojstva tih mreza. Definisu se neka svojstva algebri koja se mogu
karakterisati uz pomo¢ specijalnih elemenata u mrezi slabih
kongruencija, od kojih Jje beskona¢no svojstvo preseka kongruencija
(*CIP) originalna definicija. Primer 3.1 ilustruje opravdan je uvodenja-
te definicije, Jjer prikazuje =algebru koja 1ima svojstvoc preseka
kongruenci ja, a nema beskonaéno svojstvo preseka kongruenci ja. Navode
se neke poznate karakterizacije, i1 daju neke nove, algebri koja imaju
neka od tih svojstava (CEP,CIP,*CIP). U drugom delu resavaju se
problemi kada Jje mreza slabih kongruencija podmreza mreze slabih
ekvivalencija, a kada se sa njom poklapa. U tre¢em delu se razmatra
mreza slabih kongruenci ja direktnog proizvoda algebri. Prema poznatom
tvrdenju iz algebre direktan proizvod mrezZa kongruencija dve algebre
se moze potopiti u mrezu kohgruencija njihovog direktnog proizvoda.
Ovde se utvrduje da to nije slutaj i za mreze slabih kongruenci ja. ’

U ¢etvrtom delu trec¢eg poglavlja reSava se problem kada se
proizvoljni mrezni identitet prenosi sa mreza kongruencija i
podalgebri na mrezu slabih kongruencija (ovo je do sada bilo poznato
samo za neke mrezne identitete). Ovde su takode dati potrebni i
dovol jni uslovi pod kojima je mreza slabih kongruencija polumodularna.

U petom delu trec¢eg poglavlja, primenjuju¢i tvrdenja iz prvog
poglavl ja dobijaju se uslovi za prenosenje nekih algebarskih svojstava
(CEP, CIP, *CIP) sa algebre na njene podalgebre i faktor algebre. U
Sestom delu se daju potrebni 1 dovoljnl wuslovi da mreza slabih
kongruencija faktor algebre bude do na izomorfizam podmreza mreze
slabih kongruencija te algebre, i daju se uslovi pod kojim Jje ta
podmreza filter u mrezi slabih kongruencija te algebre (to Jje uvek
slutaj sa mrezama Kkongruencija, odnosno, mreza kongruencija faktor
algebre uvek je filter u mrezi kongruencija te algebre).

U sedmom delu {tre¢eg poglavlja ispituju se mreze slabih

kongruenci ja nekih posebnih klasa algebri i varijeteta. Ispituju se



mreze slabih kongruencija unarnih algebri, navode se vecC poznati 1
novi rezultati za mreze i grupe, kao i originalni rezultati za
prstene, varijetete modula, Hamiltonove , Bm—regularne algebre, Risove

vari jetete i varijetete skupova.

Na kraju je navedena Literatura sa 132 bibliografske jedinice.

E % %

Pored naslova pojedinih delova navedena Jje literatura koja je
korisc¢ena u tim delovima (rednim brojem iz spiska Iiterature).

Svi dokazi koji su navedeni su originalni. Tvrdenja koja su
preuzeta iz literature navedena su be_z dokaza, sa oznakom broja iz
spiska literature. Ako su dati originalni dokazi poznatih tvrdenja to
je takode naznaceno ozna.kam-pored tvrdenja broja iz rada odakle je
preuzeto tvrdenje. Osim rezultata koji su ﬁeobjavl,jeni, deo
originalnih rezultata je objavljen samostalno, a deo u koautorstvu, u

radovima navedenim u spisku literature.

* X W

Uces¢e na Konferenciji iz teorije mreza, odrzanoj ,povodom 80.
rodendana G.Birkhoffa, u Darmstatu, 1991 godine, 1 susretl sa
matematicarima koji su utemeljili teoriju mreza, G.Birkhoff-om,
G.Gratzer-om i drugima, posebno su uticali na koncepciju ovog rada.

Zelela bih da spomenem i1 sve one koji su na razne na¢ine pomogli
u nastajanju ovoga rada.

Kolege iz inostranstva, Hilda Draskovicova sa Univerziteta
Komenskeho iz Bratislave, George Markowsky sa Univerziteta iz Meina 1
Ivan Chajda iz Prerova, Cehoslovadka su mi redovno slali svoje knjige
i radove i obavestavali me o najnovijim dostignu¢ima 1 problemima,
cime su mi omogucili da budem u toku sa razvojem u ovoj oblastl 1

pomogli mi u izboru teme za ovaj rad.



Kolega Branimir Segelja me Jje pre vise godina uputio na slabe
xongruencije 1 postavio neke probleme iz ove oblasti, sto Je
rezultovalo dugogodisnjom saradnjom i mnogim za jednic¢kim radovima.

Janez Usan mi je prvi ukazao na znacaj istrazivanja u teoriji
bipolumreza u kojoJj smo saradivali i imall za jednicke rezultate.

Bilo mi Jje =zadovoljstvo saradivati sa mentorom Svetozarom
Milicem, koji Je postavio neke od problema koji su na ovom mestu
reseni, i dao niz korisnih sugestija koji su ovaj rad pobol jsali.

Zarko Mijajlovi¢ 1inicirao Jje 1izlaganje mojih rezultata na
Seminaru u Beogradu, procitao rad i dao neke kriticke primedbe
znacajne za moj dalji rad.

Zikica Perovi¢ je rad veoma detal jno pregledac i dao niz korisnih
sugestija i komentara.

Milan Grulovi¢ mi Jje pomogao u skrac¢ivanju 1 ulepSavanju nekih
dokaza i ispravljanju nekorektnosti u dokazu Tvrdenja 1.10.

Dragan Acketa pregledao je rad i dao neke korisne komentare.

Svima hvalal

Novi Sad, mart 1933. Andre ja Tepavievic






POGLAVLE |
SPECIJALNI ELEMENTI MREZE

1.1 UvoD

Specijalni elementi mreze imaju veliku ulogu u reprezentaciji
mreza 1 primenama u algebri, posebno u mrezama kongruencija,
podalgebri 1 slabih kongruencija neke algebre. Znac¢aj specijalnih
elemenata Jje slede¢i:U prouc¢avanju nekih osobina mreza nije uvek
poctrebno da identitet wvazi na celoj mrezi. Nekad Jje dovoljno
posmatrati Jjedan ili vise elemenata mreze koji zadovol javaju odredena
svo jstva. Najcesée se taj elemenat posmatra kao konstanta u toj mrezi,
1li se u nekom zaiconu fiksira taj elemenat i trazi se da tako dobi jeni
Zakon vazi na celoj mrezi. Na primer umestc =zahteva da mreza bude
distributivna, za vazenje nekih tvrdenja dovoljno Jje da neki fiksirani

elemenat u toj mrezi bude distributivan (odnosno da distributivni



~akon sa tim elementom fiksiranim na odredenom mestu u zakonu uvek
bude zadovol jen.)

0.0re je 1935. godine prvi uveo pojam neutralnog elementa u
modularnoj mrezi. G.Birkhoff je 1940 prosirio taj poJjam posmatrajuci
neutralni elemenat u proizvoljnoj mrezi. Neki autori neutralni
elemenat nazivaju distributivnim. G.Gratzer 1 E.T.Schmidt su 13960
godine definisali standardni elemenat. N.R.Reilly Jje 1984 definisao 1
prou¢avao izuietan elemenat. Neka svojstva specijalnih elemenata 1
svojstva mreza koja imaju odredene speci jalne elémente, kao i
sli¢éne teme, pored gorepomenutih, dali su i J.Hashimoto, 5.Kinugawa,
O.Hajek, Igqbalunnisa, M.F.Janowitz, B.Seselja, S.Mili¢, D.Acketa,
G.Vojvodié, A.Tepavcevié¢ i drugi.

U ovom poglavlju ¢e se navesti definicije i neka osnovna tvrden ja
u vezi sa specijalnim elementima mreze, i1 bi¢e dokazana neka mrezna
tvrdenja koja su znatajna i sama po sebi, a takode Ce se neka od njih

u ostalim poglavljima primeniti =za resavanje nekih problema 1iz

algebre.

1.2 OSNOVNE DEFINICIJE [4, 18,41,104,117]

Neka je (L,A,V,=) proizvoljna kompletna mreza i aeL.

Elemenat a je distributivan ako za sve x 1 y iz L vazi:
av{xay) = (avx)a(avy)

Elemenat a je kodistributivan ako za sve x 1 y iz L vazi:
ar(xvy) = (aax)v(aay).

Elemenat a je standardan ako za sve Xx,yel vazi:
xa(avy) = (xaa)vixay).

Elemenat a je kostandardan ako za sve x,ye€l vazi:

xv(aay] = (xva)a(xvy).



Elemenat a je komodularan ako za sve X 1 y iz L
x<y implicira xv(aay) = {(xva)ay.
Elemenat a je modularan ako za sve X 1 y 1z L
a<y implicira av{xay) = (avx)ay.
Dva elementa b i ¢ iz L ¢ine modularan par ako za svako xe€L:
x=<c implicira xv(bac} = (xvb)ac.
Elemenat a Je neutralan ako za sve X,yel vazi:
(anx)v(}éﬁy)v(yha] = (avx)a{xvyla(yva).
Elemenat a Jje izuzetan ako Jje neutralan i klase kongruencije
indukovane sa m imaju najveée elemente koji ¢&¢ine podmrezu M od L.

a

Neka Jje (L,=,0,1) kompletna mreza sa najmanjim elementom (0) i

na jve¢im elementom (1).

Centar mreze L je podskﬁp CsL elemenata iz L koji su neutralni 1
koji imaju komplemente.

O¢igledno je da neutralni elemenat ima najvise jedan komplemenat,
i da je taj komplemenat i sam neutralan, i da je centar mreze njena
podmreza, i1 to Bulova mreza.

Uvodime i sledec¢e definici je.

Elemenat a je beskonacno distributivan ako za svaku familiju
{xi|iel} elemenata iz L

av A x = A (avxi).

1€l 1§ 1€l

Elemenat a je beskona¢no kodistributivan ako za svaku familiju
{x1|iel} elemenata iz L
aA V.x = V (aax ).
1€1 1

Re¢i ¢emo da je elemenat a skrativ ako za sve x,yel

iz aax=aay i avx=avy sledi x=y. (*)
Svo jstvo (*) nazvacemo svojstvo skrac¢ivanja.

Slede jos neke poznate definicije iz teorije mreza.

Elemenat a kompletne mreze L je kompaktan ako iz aﬂiglxi sledi da

Je aﬁngx}, za nheki konacan podskup J<I.



Elemenat a kompletne mreze L je kokompaktan ako iz aziglxi sledi
da Jje aﬁjéjxj, za neki kona¢an podskup JEI.

Kompletna mreza Jje algebarska ako se svaki njen elemenat moze
prikazati kao supremum kompaktnih elemenata (tj. ako Jje kompaktno

generisanal.

Kompletna mreza je neprekidna sa gornje strane ako za svaki

elemenat acl. i svaki lanac CSL vazi:
aan Vx = V(aax J}.
c 1 c 1

Kompletna mreza je neprekidna sa donje strane ako je njoj dualna
mreza neprekidna sa gornje strane.

Kompletna mreza je neprekidna ako Jje neprekidna i sa gornje 1 sa
donje strane.

Svaka algebarska mreza je neprekidna -sa gornje strane.

Svaka kompletna kokompaktno generisana mreza Jje neprekidna sa

donje strane.

Navodimo i sledec¢e definicije iz kojih ¢emo izvesti neke osobine
beskona¢no distributivnih elemenata mreze.
Elemenat a kompletne mreze L je aA-neprekidan ako za svaki lanac
{x |iel}<L vazi:
i
aan V.x =V (aax ).
1€1 i

=3 Gl |
Elemenat a kompletne mreze L je v-neprekidan ako za svaki lanac
{x |iel}cL vazi:
i
av A x =A {(avx ).
i€l § 1€l 1

Elemenat a kompletne mreze je neprekidan ako Jje a-neprekidan i

v-neprekidan.



1.3 UVODNA TVRDENJA [4,41]

Slede¢ih nekoliko lema su poznata tvrdenja koja karakterisu

neke od specijalnih elemenata mreze.

Lema 1.1 (Ore, 1935.) Neka Jje L proizvoljna mreza i a elemenat iz

.. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

(i) Elemenat a je distributivan.

(ii) Preslikavan je D :X-—AVX je homomorfizam mreze L na
filter [a).

(iii) Binarna relacija 6_ definisana na mrezi L sa:

xeay akko avx = avy
Jje relacija kongruencije. n
Vazi i dualno tvrdenje:
Lema 1.1’ Neka Jje L proizvoljna mreza i a elemenat iz L. Sledec¢i
uslovi su ekvivalentni:
(i) Elemenat a je kodistributivan.
(ii) Preslikavan je m_:X—AAX je homomorfizam mreze L na
ideal (al.
(iii) Binarna relaci ja ¢i definisana na mrezi L sa:
x¢ay.akko AaAX = aay
Jje relacija kongruenci je. =
Lema 1.2 (Grecer i Smit,1961.) Neka je L proizvol jna mreza i a
elemenat iz L. Sledec¢i uslovi su ekvivalentni:
(i) Elemenat a je standardan.
(ii) Binarna relacija ¢; definisana na mrezi L sa:
xway akko (xay)val = xvy za neko alﬁa,
Jje kongruenci ja.
(iii) Elemenat a je distributivan, i za svako x,yéL
iz xva=yva 1 xaa=yaa sledi x=y. »

Vazi i1 dualno tvrdenje:



Lema 1.2° Neka je L proizvoljna mreza 1 a elemenat iz L. Sledecl
uslovi su ekvivalentni:
(i) Elemenat a Jje kostandardan.
(ii) . Binarna relacija wa definisana na mrezi L sa:
xway akko (xvy)nal = XAY za neko a Za,
Jje kongruenci ja.
(1ii) Elemenat a je kodistributivan, 1 za svako X,ye€L

1z xva=yva 1 xaa=yaa sledi x=y. N

lLema 1.3 Neka Jje L proizvoljna mreza i acl.. Slede¢i uslovi su

ekvivalentni:

(i) FElemenat a Jje neutralan.

(ii) Elemenat a je'distributivan, kodistributivan i za svako
%, yell vazi: iz xva=yva 1 xaa=yaa sledl X=Yy.

(iii) Preslikavanja m i n_ su homomorfizmi i preslikavanje

x—(xAa, xva) je potapanje iz L u (alx[a).
(iv) Postoji potapanje ¢ mreze L u direktan proizvod AxB,

mreza A i B, gde mreza A ima najve¢i elemenat (1), mreza B najmanji

elemenat (0), i ¢(a) = (1,0).

(v]) Za sve X,yel podmreza generisana elementima x,y 1 a Je
distributivna.

(vi) Elemenat a je standardan i u L i u dualnoj mrezi. n

Lema 1.4 (1) Svaki neutralan elemenat Jje standardan 1
kostandardan.

(2) Svaki standardan elemenat je distributivan.
(3) Svaki standardan 1 kostandardan elemenat je

neutralan. S

lema 1.5 Elemenat a pripada centru mreze (L,=,0,1) ako 1 samo



ako Jje mreza L izomorfna sa (alx[a) u odnosu na preslikavanje

x—{xAa, xva). "

Sledi primer mreze u kojoj Je elemenat a neutralan, a nije

beskonac¢no distributivan:

Primer 1.1

1
N Elemenat a je distributivan, kodi-
as oXx
- ;-x; stributivan i skrativ, a nije besko-
*X
;-x: na¢no distributivan, Jjer:
X
/sz A(avxi) =1#a=avl) = avﬂxi
« = ID
"/
0

slika 1.1 ; |

Lema 1.6 U modularnoj mrezi elemenat a Jje neutralan ako 1

samo ako Je distributivan ili kodistributivan. u

Lema 1.7 U proizvoljnoj mrezi L vazi:

(i) Skup D svih distributivnih elemenata mreze L Je
zatvoren u odnosu na supremume, tj. za Xx,ye€D vazi da xvyeD.

(i’) Skup K svih kodistributivnih elemenata mreze L je
zatvoren u odnosu na infimume, tj. za x,yeK vazi da xayeKk.

(ii) Skup S svih standardnih elemenata mreze L je zatvoren u
odnosu na supremume i infimume, tj. za x,yeS, vazl xayeS5 1 xvyeS.

(iii) Skup N svih neutralnih elemenata mreze L je zatvoren u
odnosu na supremume i infimume, tj. za x,yeN, vazi xayeN 1 xvyeN. Skup
svih neutralnih elemenata mreze L Jje presek svih njenih maksimalnih

distributivnih podmreza. u



Slede nekeliko poznatih tvrdenja u vezi sa predstavl janjem mreze
u obliku direktnog proizvoda mreza.

Tvrdenje 1.1 Postoji uzajamno jednoznac¢na korespodenci ja izmedu
razlagan ja ograni¢ene mrez2e L u direktan proizvod dve mreze i
elemenata iz centra mreze. n

Tvrden je 1.2 Neka je L mreza sa 0. Ako se ona moze predstaviti
u obliku direktnog proizvoda L=M1xMéx...xM , Rde su Mi,'za ie{l,...,n}

n

direktno nerazlozive mreze, za svako drugo razlaganje LFleNZx...me
mreze L u obliku direktnog proizvoda direktno nerazlozivih mreza vazi
da je m=n i postoji permutacija o« skupa {1,...,n} takva da je MigNa(i)

za svako i€{1,...,n} | - -

Mreza Jje kona¢ne duzine ako Jje njen najduzi lanac konacan.
Tvrdenje 1.3 Svaka ograni¢ena mreza kona¢ne duzine izomorfna je

direktnom proizvodu direktno nesvedl jivih mreza. "

1.4 NEKA SVOJSTVA DISTRIBUTIVNIE I KODISTRIBUTIVNIH ELEMENATA

Slede¢ih nekoliko tvrdenja daju karakterizaciju distributivnih i
kodistributivnih elemenata mreZe 1 koriste se u dokazivanju nekih
svojstava mreza slabih kongruenci ja u poglavlju III.

Tvrdenje 1.4 Ako Jje a distributivan elemenat mreze L, tada su
sledet¢a tvrdenja ekvivalentna:

(i) =za sve x,yel

%<y implicira xv{aay) = ([xva)ay; (a Je komodularan
elemenat J;

(ii) za sve X,yelL



xa(avy) = (xaa)vixay). (a Je standardan elemenat).

Dokaz. (ii)—(1)

Neka je xsy. Sada je yalavx) = (yaalv{yax} = (yaa)vx.

(i)—o(ii)

I
l

Iz xay=x sledi (xay)vi{aax) ((xay)valax

(xva)a{yva)ax = xalyva). =

U slede¢im tvrdenjima pretpostavlja se da Jje a kodistributivan
elemenat mreze L i da klase kongruencije indukovane sa m :xX—xAa imaju

a

najvece elemente (za xel najvecll elemenat u odgovarajucoj klasi

neka je X).
Tvrdenje 1.5 Ako je a kodistributivan elemenat mreze L tada su
slede¢a tvrdenja ekvivalentna:
(i) za sve X, yeL
iz xaa=yAaa 1 xva=yva sledi x=y; (a je skrativ)
{i1) za sve X, ye€L

(xva)ay

x<y implicira xv(aay)
(a2 je komodularan);
(iii) za sve X, yel
x<y implicira xv(aay) = (xva)ay;
{iv) Za sve X, YyeEL
xv(aay) = (xva)alxvy)
(a je kostandardan).

Dokaz. (i)—>(ii)

Neka Jje x=<y. Koriste¢ci da Je =a kodistributivan elemenat,

I

dobi ja se: (xviaay))aa = (xaa)viyaa) = (xvy)aa = yaa = (xva)ayaa.
Takode Jje: (xv{aay))va = xva = ({xva)ay)va, Jjer Je xva = (xvalay,
a iz xsy sledi da je xv(aay)=(xva)ay, pa vazi i obrnuta ne jednakost,

odnesno: (xv{aay)lva = ((xva)ay)va.

Koristeci (i) dobi ja se



xv{aay)) = (xva)ay.
(1i)—=—(iii)
Ocigledno.

(iii)—>(iv)

(xva)a(xvy) = (xva)alxvy) = xv(aa(xvy)) = xv(aa(xvy)) =
= xv(aax)v(aay) = xv(aay), koristec¢i uslov (iii) uz x=xvy, <&inje-

nicu da je xvy najve¢i elemenat klase kongruencije indukovane sa m i

kodistributivnost elementa a.
(iv)—(i)
Neka je xAa = yaa i xva=yva. Iz uslova (iv) sledi:
xv(aay) = (xva)alxvy) 1 yv{aax) = (yvala{xvy), pa je:

x = xvixaa) = xviyaa) = (xvala(xvy) = (yva)alxvy) = yv(aax)} =

y. | | 0

yv(aay)

Tvrdenje 1.6 Ako je L polumodularna mreza kona¢ne duzine i a je
kodistributivan elemenat iz L, tada je a komodularan elemenat.

Dokaz Prema Teoremi 9,IV,2 iz knjige [41] polumodular-
nost mreze L implicira ekvivalentnost komodularnosti elementa a sa
uslovom:

za sve X,yel. y<a implicira (va)na = (yaa)v(xaa).

1z kodistributivnosti elementa a 1 y=a sledi:

(yvx)aa = (yaa)v(xaa) = yv(xaa), odakle sledi da Jje a

komodularan. n

Tvrdenje 1.7 Ako je elemenat ael. kodistributivan, 1 skrativ,
tada su sledec¢i uslovi ekvivalentni:
(i) a Je distributivan;
(ii) za sve x,yeL:
(xAaa)vixay) = ((xaa)vy)ax.

Dokaz. (1)—(il)



(xAaa)vixaylva = av(xay);

(((xaa)vy)ax)va = (avxlalavyv(aax)) = (avx)alavy) = avixay);

I

((xa2)vixay)laa = (xaa)vixayaa) = xaaz;

((xA2)VY)AXAR = XAQ.

Posto je: (xaa)v(xaylva = (((xara)vy)axlva i
((xra)}V(xAy))aa = ((xaa)vylaxaa, sledi da je:
(xaa)vixay) = ((xaa)vy)ax.

(11)——(i)
(11)
av(xAy) = av(xaal)vixay) = av(((xaa)vy)ax) = av(({{xaa)v{yara)vy)ax)
(11)Tvrdenje 1.5
= av{({(xvy)aa)vylax) = av({(yva)a{xvy)ax} = av(xalavy)) =
{11)
((avy)aa)vixalavy)) = (avx)alavy). | =

1.5 KARAKTERIZACIJA BESKONACNO DISTRIBUTIVNOG ELEMENTA [104]

Sledec¢ih nekoliko tvrdenja daju karakterizaciju beskonac¢no
—distributivnog elementa mreze i primenjuju se u dokazivanju nekih
tvrdenja u poglaviju 1III u vezl sa svojstvima mreze slabih
kongruenci ja.

U slede¢im tvrdenjima pretpostavl ja se da je mreza L kompletna.

Lema 1.8 Sledeca tvrdenja su ekvivalentna za elemenat a mreze L:
(1) a Jje beskonacno distributivan;
(ii) preslikavanje na:x—éxva je kompletan homomorfizam iz L
u filter [a);
(1ii) relacija @ definisana sa:
xﬂéy akko avx=avy

je kompletna kongruencija na L. =

Tvrdenje 1.8 Elemenat a mreze L je beskonac¢no distributivan ako



i samo ako za svako bela) familija {xeL|avxzb} ima najmanji elemenat.

Dokaz.

Neka Jje a beskona¢no distributivan elemenat mreze L i neka
befa), 1 neka je {xi|ieI} familija {xeL|avxzb}. Vazi da je:

A = A p 3 A . s . .
AR iEI(avxj) > b, pa i X pripada toj familiji, pa

Je 1 njen najmanji elemenat.
Obratno, neka je {ijJeJ} proizvol jna familija elemenata iz

L, i neka Jje jfE\J(avxj) = b. Sada bela), pa familija {xeL|avxzb} ima

najmanji elemenat. Neka Je to X - Za. svako Jjed vazi da je avszb, pa

svako X, JeJ pripada familiji {xeL|avxzb}, i X =X . Sledi da Jje

A x =zx , a posto avx zb, vazi sledece:
JEJ §J m )

vA x =avk = A (avx ).
JET m jeJ J

av A x = A (avx ) vazi uvek, u svakoj mrezi, pa sledi da
jex’y T jer T

Jje a beskonacéno distributivan elemenat. u

Slede¢e tvrdenje karakterise beskona¢no-distributivan elemenat

preko klasa kongruenci je ﬁh'

Tvrdenje 1.9 Elemenat a mreze L je beskona¢éno distributivan ako
i samo ako je modularan i za svako bela), familija {xeL|avx=b} ima

najmanji elemenat.

Dokaz.

Ako Jje a beskonacino distributivan elemenat on Jje ocito i

modularan. Neka Jje {x [iel} familija {xeL|avx=b}. Sada je avA x,

= A = e A ;
. lavx ) = b, pa je A x najmanji elemenat te familije.

Obratno, neka je {XJ|JEJ} proizvol jna familija elemenata iz
b.

J. Neka je .jgj(avxj) = Posto bela) familija {xeL]javx=b} ima

najmanji elemenat x#. Koriste¢i da je a modularan elemenat, dobija se:

A - A _ _
jej(av(xjhb)) jEJ((avxj)nb) (jzuﬁavxj)Jﬁb b,

pa Jje, za svako Jjed, av(xjnb] z b, a posto je thbﬁb, i a=b, sledi:

av(xjnb) = b, odnosno XJAb pripada familiji {xeL|avx=b} za



j < 3 j = A i:
svako j. Sledi da je xu*xj za svako JjeJ, i X jEij, odakle sledi

A (avk ) = b=avx =av A x .
1€J j o jeJ ]

Posto A (avx ) = av A x vazi u svakoj mrezi, sledi da je elemenat a
jEeJ j jeJ |

beskona¢no distributivan. u

1.6 KARAKTERIZACIJA NEPREKIDNIH ELEMENATA MREZE [117]

U sledecem delu pokazana su neka osnovna svojstva neprekidnih
elemenata mreze 1 karakterizacija beskona¢no distributivnih elemenata
preko neprekidnih elemenata.

Lema 1.9 Neka je L kompletna mreza.

a) Skup svih A-neprekidnih elemenata mreze L je

zatvoren u odnosu na infimume.

b) Skup svih v-neprekidnih elemenata mreze L Je

zatvoren u odnosu na supremume.

c) Skup svih neprekidnih elemenata mreze L jJe

neprekidna podmreza mreze L.
Dokaz. a) Neka su a i b A-neprekidni elementi mreze L, i

{xi]iel}g L. proizvol jan lanac. Tada je:

arbA V. x = an V. (bax ) = V (aabax }, Jer suaib

1 €1 i 1 €1 1

neprekidni elementi, a ako Jje {xiliEI} lanac, tada Je 1 {bhxiliel}
takode lanac.

Tvrdenje pod b} Jje dualno tvrdenju pod a), a ¢} sledi

direktno iz a) i b). =

U slede¢em primeru vidi se da infimum v-neprekidnih elemenata ne
mora biti v-neprekidan elemenat (tj. skup v-neprekidnih elemenata ne
mora biti zatvoren u odnosu na infimume): Takode, skup A-neprekidnih

e¢lemenata ne mora biti zatvoren u odnosu na supremume.



Primer 1.2

1 Umrezi L b 1 ¢ su v—nepre-
\\\\\‘ kidni elementi, Jer Jje
of bAx = bvi = f = Albvx ),
a za svaki kona¢ni niz, i
svaki podniz niza.{xi|iEI},

\\\\\; to svakako vazi. Slic¢no je

i za elemenat c. Elemenat a

) he D koji je infimum ta dva ele-
\\\\\ :>/// X, menta nije v—-neprekidan,
a.e Ix2 Jjer:
-xs
: ayﬂxi= avi =h = g = A(avxl).

slika 1.2

lLema 1.10 U kompletno], kokompaktné generisanoj mrezi svaki
elemenat Jje v-neprekidan.

Dokaz. Neka Jje L kompletna, kokompaktno generisana mreza, a

LA

proizvol jan elemenat iz L i {xiliel} lanac u L. Nejednakost awiguxi

121(avx1] uvek Jje ispunjena, pa Jje dovoljno dokazati avigfxl >

A
1EI(avxi].

Neka je c kokompaktan elemenat za koji vazi c= aviglxi. Iz toga
sledi da je cza i c= iglxi. Iz kokompaktnosti elementa ¢ i toga da je
cz A x sledi da je c= A x 2za konatan podskup J od I. Posto je

1€1°1 1€ 1

{xilieJ} lanac, éf{f X, Z2 X € {xJieJ} € {x 1[161}, odakle sledi

da je c= avx. = A (avx ).
iel 1

d

Dobijeno Jje da Jje svaki kokompaktni elemenat koji Jje vec¢l od

av A x veéi i od A (avx ), takode. Sledi da je av A x koji Je
1€1 |} 1 €1 i €1 1

infimum kokompaktnih elemenata, pa prema tome i infimum svih

kokompaktnih elemenata ve¢ih od njega, vec¢i od i/‘%I(fa.w‘xi),. odnosno,

av A x =2 A (avx ), sto je i trebalo dokazati. x
1€t i€l 1

Lema 1.11 Svaki beskonac¢no distributivni elemenat je v-nepreki-

1A



dan.

Dokaz. Sledi direktno iz definici je. u

Lema 1.12 Neka Jje a v-neprekidan elemenat (kompletne) mreze L 1
sa ScL neka je ¥ familija svih kona¢nih podskupova od S. Tada Jje av\S
=ngavﬁF.

Dokaz. Uocimo prvo da, ako jJe S={xajach}, gde je A beskonac¢an
kardinal i, za aca, sa={xB|B<a}, onda AS = A (AS ). Inkluzija = je
ocigledﬁa. S druge strane, za svako <A, aBz/\ SB+12¢:QB(AS&)’ pa Jje 1
As = RLIAS ).

Tvrdenje o¢ito vazi ako je S konacan skup.

Dokazuje se indukcijom po kardinalnosti od ©S.

Ako je S={xn|new}, prema prethodnom, vazi:

aW\S = avnféw(f\sn) =A {(aMS } = (s obzirom sa su S ,new, konacni

new n n

1 = A A ] 1
skupovi) new(Fey,(avﬁF]) (gde je ¥ skup kona¢nih podskupova od S )
n
= N
FE.SP(EWAF)'
Pretpostavimo, dalje, da Je tvrdenje ta¢no za sve skupove
kardinalnosti manje od A ( >R0) i neka je S={xa|oc<?t}, Sa={xB|B<u:}.
Tada je prema induktivnoj pretpostavei i ranijoj napomeni:

aw\s = avu&l(f\s or.) =£<;L(a"ﬁs£ = &\(;{ ;'[\Eyéavf\}{)) = Qega%){], gde je

9& skup svih kona&nih podskupova od Sa |

Ocigledno je da vaze i tvrdenja dualna tvrdenjima iz Lema 1.10,

1.11 1 1.12.

U Primeru 1.1 elemenat a nije v-neprekidan, pa zato nije ni

beskonadéno distributivan.

Tvrdenje 1.10 a Jje v-neprekidan 1 distributivan elemenat komple-
tne mreze L ako i samo ako je a beskonac¢no distributivan elemenat.

Dokaz. (e—) Sledi direktno iz Leme 1.11.



(—>) Neka Jje a v-neprekidan 1 distributivan elemenat

mreze L i neka Je {x1|ieI} proizvol jna familija elemenata iz L. Tada

je (koristec¢i Lemu 1.12),

owAx =Aav AF, gde Jje ¥ familija svih kona¢nih
i€l | Fe

podskupova od {xillel}.
Iz distributivnosti elementa a sledi:
av AF = o 2; avx , za svako Fe?, odakle sledi:
J

A AR = A A = A
FE.‘faV F Fe¥ x EFavxj 151(avx 1)‘

1.7 O IZOMORFIZMIMA NEKIH INTERVALA U MREZI [77]

Kod modularnih mreza poznato je sledece t vrden je:

Tvrdenje 1.11. Ako su a i b elementi modularne mreze, tada jJe

[a, avbl= [aab, bl u odnosu na izomorfizam f: x—XxAD. m

U radu [75], dokazano je tvrdenje koje navodimo u nastavku. 1z
njega se mogu izvesti neka svojstva izomorfnih modularnih mreza, kao i
jzvesne algebarske posledice.

Tvrdenje 1.12([75]Neka Jje L modularna mreza i. neka su
a,a’,b,b’ i d elementl mreze koji zadovoljavaju sledec¢e uslove:

1. a'<a i b’=b;

2. a<a’vd; b=b’vd,;

3. and = bad.

Tada je interval [a,a’vd] projektivno izomorfan sa intervalom

[b,b’vd]. u

Uvodenjem specijalnih elemanata, umesto zahteva da mreza bude

modularna, dobijaju se lokalna svojstva sli¢nog tipa.

Lema 1.13 Ako je a standardan elemenat mreze L i bel, tada Je



{aab, b]l= [a,avb] u odnosu na izomorfizam f:x—axva. . =
Dokaz. Preslikavanje f zaista preslikava interval [aab,b] u
interval [a,avb]. Prema lemi 1.2 a je distributivan i skrativ eleme-
nat. Iz distributivnosti elementa a sledi da Jje f homomorfizam. Neka
je f(x)=f(y), odnosno xva=yva. Za x i y iz intervala [aab,b]l vazi da
je xaa=yaa (Jjer Jje xsb, pa xAa<baa, a kako je baa=x, to jJje xaa=baa za
svako x iz tog intervala). Sada iz skrativosti elementa a sledi da je
=y, odnosno, preslikavanje f Jje injekcija. Preslikavanje f Je 1
sirjektivno, Jjer za svakl elemenat y iz intervala [a,avb] vazi da se

elemenat bay preslikava u njega. Zaista, (baylva = (bva)a(yva) =

(bvalay = y. "
Lema 1.13’. Ako je b kostandardan elemenat mreze L 1 bel tada je
{a,avb]l=[aAab,b] u odnosu na izomorfizam f£:X—XAb. | o

Dokaz. Dokazuje se sli¢no kao u prethodnoj lemi. _

Lema 1.13" Ako je a modularan i skrativ elemenat mreze L i beL,
tada je [aab,b}j=[a,avb] u odnosu na izomorfizam f:x—xva.
Dokaz. f Jje injektivno 1 sirjektivno preslikavanje, sto se
pokazuje sli¢no kao u Lemi 1.13. Neka x,ye[aab,b]. Tada je:
(xva)a(yva) = av((xvalay) = av((yva)ax).
Kako je aa((xvalay) = aa({yval)ax), Jjer Jje aax=aay,
i a je skrativ elemenat, vazi da je (xva)ay = (yva)ax.
Kako je (xva)ay A (yva)ax = xay, to Jje
(xva)ay = (yvalax = xay, pa Je
(xva)a(yva) = avi(xay).

Znaci, f Jje izomorfizam.

Tvrdenje 1.13. Neka su a,a’,b,b’ proizvoljni elementi mreze L i
d kostandardan elemenat mreze L tako da vaZze sledec¢i uslovi:
1. a’<a i b’=b;

2. a=za’vd; b=b’vd;
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3. aand = DbAad.

Tada je interval [a,a’vd] projektivno izomorfan sa intervalom
(b, b’vd]. u
Dokaz. Prema Lemi 1.13° vazi da je [a,avd]z[aad,d] u odnosu na
i vomorfizam f:x—xad, kao i [b,bvdl=[bad,d] u odnosu na izomorfizam
fox—sxad. Iz wuslova 3 sledi da Jje [aad,d]= {bad,d], pza Je
[a,avd]=[b,bvd]. Iz uslova 1 1 2 sledi da Jje a’vd=avd 1 b’vd=bvd,

odakle sledi da je [a,a’vd]=[b,b’vd], sto je i trebalo pokazati. =

Vazi i dualno tvrdenje.

Tvrdenje 1.14 Neka su a,a’,b,b’ proizvol jni elementi mreze L 1 d
standardan elemenat mreze L tako da vaZze slede¢i uslovi:

1. a<a' i b=b’;

2. aza’'Aad; bz=b’ Ad;

3. avd = bvd.

Tada je interval ([a’ad,al projektivno izomorfan sa intervalom

[b’vd, b]. n

Gornja tvrdenja bic¢e primenjena u razmatranju mrez2a slabih

kongruencija u III poglavl ju.

1.8 O IZOMORFIZMIMA IDEALA I FILTARA GENERISANIH SPECIJANIM

ELEMENTIMA

Sledec¢a mrezna tvrdenja ¢e se koristiti u dokazima tvrdenja koja
karakterisu svojstva mreze slabih kongruencija nekih specijalnih klasa
algebri. U mrezi slabih kongruencija A (dijagonalna relacija) ima
istaknutu ulogu, 1 mnoga svojstva algebri su u vezi sa polozajem

dijagonale u mrezi slabih kongruencija. A je uvek kodistributivan



elemenat u toj mrezi, 1 zato pretpostavijamo da je u sledecim
tvrdenjima a kodistributivan elemenat, i to takav da Kklase
kongruenci je indukovane sa m_ imaju najvec¢e elemente ( razlozi za ovaj
uslov su takode algebarski, Jjer to vazi u mrezi slabilh kongruenci ja
proizvol jne algebre- ti najve¢i elementi su kvadrati podalgebri). Neka

—

je skup tih najve¢ih elemenata oznacCen sa ﬁa, i za svako xeL neka jJe X

elemenat iz M takav da je m (x} = ma(§).

Tvrdenje 1.15 Sledec¢a tvrdenja su ekvivalentna:

(1) a je izuzetan;

(2) (i) za svako xe(a]l vazi da je [x,x] = [a,xval u odnosu na
n_:y—yva;

(1ii) preslikavanje fa:x—aﬁka je homomorfizam iz (al u [a).
Napomena 1.1 [x,y]l Je oznaka za interval, tj. [x,y]={z|kﬁz£y}.

Dokaz. (1}—(2)

Neka Jje a izuzetan elemenat (distributivan, kodistributivan,
komodularan i skup najve¢ih elemenata u klasama indukovanim sa m_ (Ma)
je podmreza od L). Preslikavanje n zaista preslikava interval [x,x] u
interval [a,xval, jer Je nh(§)=§va i n (x)=a, a n_ je otito izotono
preslikavanje. n_ Jje injekcija, jer za dva elementa y,ze [x,x] vazi da
Jje yaa=zaa, pa ako je yva=zva, iz komodularnosti elementa a i Tvrdenja
1.5 sledi da Jje y=z. Dalje se pokazuje da jJe n sirjektivno
preslikavanje. Neka yela,xval. Iz asy=xva sledi da je

Xx=aAX = yAX =< (Xva)Ax = X.
yn% je elemenat koji se preslikava na y u odnosu na preslikavanje n_.
Zaista, iz distributivnosti elementa a sledi:
(yAEE)vﬁ = (yva)alxva) = ya(xva) = y.
Preslikavanje n Je izomorfizam, Jer:

a

na(xAy) = (xay)va = (xva)a(yva) = na(x)nna(y), i

na(xvy) (xvylva = (xvalv(yva) = na(x]vna(y),
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—————T

Uslov (ii) takode vazi Jjer je Ma podmreza, odnosno, XAy = XAy
(jer je xaa = xaa 1 yAaa = yaa, pa Je XAyaa = XAyaa, pa XAy pripada
istoj klasi u odnosu na m_  kao i XAy, i posto je to maksimalni
elemenat neke klase, trazena jednakost vazi) i Xvy = xvy (slié¢no kao u

dokazu prethodne Jjednakosti, pri cemu  se koristi Jjos i

kodistributivnost elementa a), pa je:

fa(xay) = xayva = [{xay)va = (xva)alyva) = £ (x)af (y), i

f (xvy) = xvyva = (Xvylva = (xva)v(yva) = f (x)vf (y).
(2)—(1)

a Jje po pretpostavci kodistributivan elemenat 1 postoje
najvecl elementi u klasama ekvivalencije indukovanim preslikavanjem

m_ . Prvo se pokazuje komodularnost elementa a.

Neka za elemente x,yel vazi:

xXAa = yaa 1 xva=yva. Iz xaa=yaa sledi da x i y pripadaju istoj
klasi kongruencije indukovane sa m , odnosnc postoji ze(al, takav da
X,ye[z,z]. Iz uslova da je n_izomorfizam intervala [z,z] i [a,zva]
sledi da 1z xva=yva sledi x=y.

Dal je se pokazuje da je Ma podmreza. Posto je fa homomorf'izam,
sledi da je:

xAyva = (xva)alyva) i xvyva = (xva)viyva).

Uvek je ispunjeno: XAy = xay (Jjer Jje x=xAy 1 y=xay, pa Jje X=xXAy
i yzxay). Posto XAy pripada istoj klasi kongruencije indukovanoj sa m_
kao i xAy, a xAy vec¢i Jje od najveceg elementa te klase, sledi da mora
vaziti: xAy = xay. Dalje je:

(xvy)va = (xva)v(yva) = (xvy)va, i

(xvy)aa = (xvy)aa = (xaa)viyaa) = (xaa)viyaa) = (Xvy)aa, jer je a
kodistributivan elemenat, pa primenom dokazane komodularnosti, sledi
da je (xvy) = (xvy).

(f Jje, po pretpostavci homomorfizam iz (a] u [a). Medutim, posto

&

Je x = t, ako te(al i xaa = taa, i y=u, za ue(a] i yra=uAa, pa vazi i:



xayva = (xva)alyva) i xvyva = (xva)v(yva). Ovo se koristi i u dokazu

za distributivnost elementa- (*)}).

Jos treba pokazati distributivnost elementa a. Neka x,yel.. Tada
(xva)a(yvalela). Iz asxva<xva i as<yva<yva sledi: a= (xva)a(yva) =
(xva)a(yva) = (xay)va (Jer je fa homomorfizam i vredi razmatranje
(*)). Po pretpostaveci n je preslikavanje iz [tau,xay] (gde je taa=xaa
i te(al] 1 wuaa=yaa i wue(al) na [a,xAyval, pa postoji elemenat
pe [tAau, xay], takav da Jje pva = (xva)a(yva). Elemenat xAy takode
pripada. istoj klasi [tau,xayl, pa posto je n_ izomorfizam, vazi
sledece:

(xayaplva = ((xaylva)a(pva) = ((xaylva)la(xva)a(yva) = (xay)va.

Iz komodularnosti sledi da je xAyAp=xAy, odakle, xAy=p.

Dal je, iz pva = (xva)a(yva) sledi da je pvasxva. Takode je i

—

pAra<xaa (Jjer je paa = XAyAa < XAa = XAa). Sledi da Je:

xva, 1

H

(pvx)va = (pva)vixva)

(pra)v(xaa) = xaa, odakle Jje, primenom komodularnosti,

(pvxlaa
X=pvx, odnosno, p=x. Na istl nacin dokazuje se da je p=y, pa Jje p=xAy,

odnosno, p=xAy, pa vazi da je (xva)a(yva) = (xay)va. n

Lema 1.15 Ako Jje
(i) (a] = [a) u odnosu na f :x—xva (xe(al), i

a

(ii) iz xAa=yaa 1 xva=yva implicira x=y (za x i y iz L),
tada je za xe(al,
[x,x] ¢ [a,xval u odnosu na n :y—yva (ye[x,x]).
Dokaz.
Ako y i z pripadaju [x,x] tada je yaa=zaa. Ako je yva=zva,
tada iz (ii) sledi.da Jje y=z, odnosno preslikavanje n je inJjektivno.
Neka je y proizvoljan elemenat iz [a,xval. Posto yel[a), a prema (i) f

a

Je izomorfizam, sledi da postoji ze(a], takve da je y=zva. zvx pripada

intervalu [x,x], Jjer Jje zvxzx 1 zvxsx (zbog x=x 1 z=x ). Naime, iz
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ve [a,xval, sledi da je y=zva=xva, a posto je f izomorfizam, sledi da
je z=x. Iz z=x 1 kodistributivnosti sledi z=x. Posto Je Hﬂ(va)zy,
preslikavanje je sirjektivno.

Neka u,ve [x,x]. Iz wu=v sledi da je na(u)ﬂna(v).
Pretpostavimo da je na(u)ﬁna(\'), tj. uva = vva. Sada Jje (uvv)va =
(uva)v(vva) = wvva. Iz kodistributivnosti elementa a sledi da | je

(uvv)aa = (uaa)v(vaa) = vaa (jer u i v pripadaju istoj klasi od ma],

odakle iz wuslova (ii) sledi uvv=v, odnosno u=sv. Sledi da je

n izomorfizam . n
a

Tvrdenje 1.16 Tvrdenja (1) i (2) su ekvivalentna:
(1) a) (alz[a) u odnosu na fa:x—aE?a (za xe(al);
b) iz xAa=yaa i xva=yva sledi x=y;

(2) a Jje izuzetan 1 beskona¢no distributivan elemenat od L i
skup svih minimalnih elemenata klasa kongruencije odredenih sa
na:x——:»xva Jje Ma.

Dokaz. (1)—(2)

Iz uslova a) i b), prema Lemi 1.15, sledi uslov (2)}(i)} Tvrdenja
1.15. Uslov (1)a) jaei Jje od uslova (2)(ii) Tvrdenja 1.15, pa prema
tom tvrdenju sledi da je a izuzetan.

Neka je b proizvoljan elemenat iz [a). Prema (1)a) postoji ze(al
takav da je b=2zva. Pokazace se da je z najmanji elemenat odgovarajuce

klase kongruenci je definisane sa n_. Pretpostavimo da je y=z za neko y

za koje je yva = zva. Sada Jje zva = yva = yva =< zva, pa Jje yva = zva.
Ako je sada u=yaa, onda Jje u = y, pa iz uva = zva sledi na osnovu
(1)a) da je u=z. Odatle yaa = zaa i yva = zva , pa prema b) , sledi da
je y=z. Tako je z minimalan elemenat odgovaraju¢e klase u odnosu na n
i kako Jje ta klasa podmreza u L, z Jje njen najmanji elemenat. Na

osnovu Tvrdenja 1.8 i1 1.15 a Jje beskonacno distributivan, a skup

najmanjih elemenata je upravo M;.
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(2)—(1)

Prema Tvrdenju 1.9 klase kongruencije indukovane sa n_ ima ju
na jmanje elemente, a po pretpostavci skup tih elemenata poklapa se sa
M;. Odatle sledi da Jje MaE [a) u odnosu na x—xva. (al= M; u odnosu na
x—x%, &to sledi iz c¢injenice da Jje a izuzetan. Sledi da Je
preslikavanje f 1izomorfizam izmedu (a] i {[a), kao kompozicija dva

izomorfizma. Uslov b) sledi direktno iz neutralnosti elementa a. =

1.9 O MREZNIM IDENTITETIMA, ZAKONIMA

Specijalni elementi mreze (distributivni, kodistributivni,
neutralni, i sl.), u vezi sa odgovarajucim homomorfizmima n i m
indukuju relacije kongruencije (Leme 1.1, 1.1’, 1.2, 1.3 ,1.8 1 1.15).
Slede¢ih nekoliko tvrdenja razmatraju problem: ako mrezni identitet
vazi na faktor skupu u odnosu na te kongruencije, pod kojim uslovima
on vazi na celoj mrezi. Iz tih tvrdenja slede znacajne algebarske
posledice u vezi sa identitetima na mrezi slabih kongruenci ja algebre
(poglavlje III).

U sledecim tvrdenjima pod proizvoljnim mreznim termom ce se
podrazumevati term na jeziku mreze (sa dve binarne operacije).(Videt],

na primer, [7]).

Lema 1.16 Ako je a distributivan elemenat mreze L i f(xi,...,xn)

proizvol jan mrezni term, za sve x1""‘anL'
fix ,...,x Jva = f(x_ va,...,x va).
1 n 1 n
Dokaz.
Sledi indukcijom po broju operacijskih simbola (k).

Za k=0, f(x)=x, pa Je f(xva)l=f(x)va. Za k=1, f(x,y)=xay 1li

£(x,y)=xvy. U prvom slucaju, f(x,ylva = (xay)va = (xva)alyva)

f(xva,yva). U drugom slucaju, f{x,y)va = (xvyl)va (xval)v(yva)
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f(xva,yva). Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve terme sa manje od k
operaci jskih simbola, i1 neka f ima k operacijskih simbola. Tada je

Flx,,....x ) = fl(xl,...,xn) Vv fz(xl....,xn}. ili £(X ,...,%X )=

f (x,...,x) Aaf{x,...,x), gde su f i f termi sa manje od Xk
11 n 2 1 n 1 2

operaci jskih simbola, pa za njih vazl indukcijska pretpostavka. Tako

Je: f(xl,...,xn]va =f1(x1,...,xn)Van2(X1,...,Xn)Va. =
f (x va,...,x va) v f {x va,...,x va) = f{x va,...”, x va), i
1 1 n 2 1 n 1 n
f(xl,...,xn)Va = (fl(xl,...,xn)nfz(xi,...,xn))va = (fl(XI,...,xn)va)n
(fz(xl,...,xn)va) = fl(xlva,...,xnva) A fz(xlva,...,xnva) =
f{x va,...,X va). -
1 I

Vazi 1 dualno tvrdenje:

Lema 1.16°.  "Ako Je a kodistributivan elemenat mreze [ i
f(xl,...,x ) proizvol jan mrezni term, zZa sve XyooosX €L,
n I
f(x ,...,x Jaa = f{x Aa,...,X A2). n
1 n 1 n

Slede¢e tvrdenje govori o prenoSenju preizvol jnog mreznog zakona
sa (a]l] i [a) na celu mrezu L (ael).
Tvrdenje 1.17. Ako je a neutralan elemenat mreze L tada

proizvol jni mrezni ldentitet wvazi na L ako i samo ako vazi na filtru

{a] { idealu [a).

Dokaz. (—)
O¢igledno.
()
Neka identitet f[xl,..q,xn) = g(xl.....xn) vazi na (a] i na [a).

Tada za yl,...,yﬁeL:

f(ylﬁa,...,yhAa) = g(yiaa,...,yhﬁa), Jer yinae(a], i

I

fy va,...,y va) gly va,...,y va), Jer y vaela).
1 n 1 n i

Prema Lemama 1.16 1 1.16° sledi da je:

f(yl,...,yn)na = g(yl,...,yn]aa, i



f(yl,...,yn)va. = g(yl,...,yn)Va, pa iz Leme 1.3 i
neutralnosti elementa a sledi da je:

f(yi,...,yn) = g(yi,...,yn). -

Obratna implikacija u opstem slucaju ne vazi. Naime, postoje
mreze u kojima postoji elemenat a takav da Jje ispunjen uslov da mrezni
zakon vazi na mrezi ako i samo ako vazi na idealu (a] i filtru [a), a
elemenat a nije neutralan, pa ¢ak ne mora biti ni distributivan, ni

kodistributivan, niti zadovoljavati svojstvo skra¢ivanja. Jedna takva
mreza opisana je u slededem primeru:

Primer 1.3

Data je mreza L, i a€l, takva da su (a] i [a) izomorfne slobodnoj
mrezi sa tri generatora FL(3}.--To-je—moguce, posto slobodna mreza sa
tri generatora ima najmanji i najve¢i elemenat. Mreza FL(3) sadrzi kao
podmreze proizvoljne slobodne mreze FL(n), pa 1 slobodnu mrezu sa
prebrojivo mnogo generatora ([18]). Na mrezi FL(3) ne vazi ni jedan
mrezni zakon koji se ne moze izvesti iz aksioma mreze. Znaci, svi
zakoni koji vazi na (al] i na [a) vaze na proizvoljnoj mrezi. Neka
mreza L ima podmreze kao na slici 1.3. O¢igledno je da Fada elemenat
a nije ni distributivan, ni kodistributivan, ni komodularan, a vaZi

uslov da se proizvoljni mrezni zakon prenosi sa (a] i [a) na mrezu L.

Slika 1.3

L

Medutim, ako je data mreza L, i elemenat ael se posmatra kao



konstanta u Jjeziku, odnosnc posmatra se algebra (L,A,v,a), tada vazi i

obratno tvrdenje:

Tvrdenje 1.18 Ako proizvoljan identitet vazi na mrezi (L,A,v,a)

ako i samo ako on vazi na filtru [a) i na idealu (a], tada je elemenat

a heutralan.

Dokaz. Na filtru [a) vazi:

an(xvy) = a = aara = (aax)viaayl;

avixay) = xay = (avx) A (avy);

iz aax=aAy 1 x=avx=avy=y, sledi x=y.
Iz Tvrdenja 1.5 svojstvo skracivanja je, uz kodistributivnost elementa
a, &to je ispunjeno, ekvivalentan sa identiteton:

xv{aay) = (xvala(xvy), pa i ovaj identitet vazi.

-Nax-idealu (a] vazi:

aa(xvy) = xvy = (aax)v(aay);

av(xay) a = ava = (avx)a(avy);
iz x=aax=aAay=y 1 avx=avy, sledi x=y, pa vazi 1
identitet: xv(aay) = (xvala(xvy).
Po uslovu tvrdenja, svi identiteti se prenose sa filtra [a) i
ideala (a] na celu mrezu, pa za svako X,yelL vazi da Je:

aa (xvyl=(aax)v(aay);

avixay)=(avx)alavy) i

xv(aay) = (xva)a(xvy), odnosno, elemenat a je neutralan. n

Leme 1.16, 1.16° 1 Tvrdenje 1.17 ne vaZe u opstem slucaju u
kompletnoj mrezi akc za operacije smatramo proizvoljne infimume i
supremume (AS i VS, za proizvoljni skup S€L). Za mrezu L u Primeru 1.1
Tvrdenje 1.17 ne vazi (ako uzimamo u obzir i proizveljne infimume 1
supremume), Jjer su [a) 1 (a] kompletno-distributivne mreze (jer je
svaki lanac kompletno distributivna mreza), a mreza L nije c¢ak ni

beskonaéno distributivna, pa ni kompletno distributivna.
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U slede¢em delu dac¢e se prosirenje tih tvrdenja 1 za slu¢aj sa

beskona¢nomesnim operaci jama.

Lema 1.17 Ako je a beskonacno kodistributivan elemenat mreze L 1

f(xl,xz,._ . .xa,...] proizvol jan mrezni izr'azl(koji moze da sadrzi 1
beskonac¢nomesne operacije), tada za sve x1""’xa""EL’
f[xl,xz,...,xa,...)ha = f(xlha,xzha,...,xana,...).
Napomena 1.2 Niz xl,...,xa,... moze biti 1 neprebrojiv.
Dokaz. Indukci jom po broju operacijskih simbola. |

Lema 1.17' Ako je a beskona¢no kodistributivan elemenat mreze L i

f{xl,xz,...,xa,...] proizvoljan mrezni izraz (koji moze da sadrzi i
beskona¢nomesne operacije), tada za sve xl,...,xm,...eL,
f(XITXETTTTTXETTTT}KE_=1ffX{ﬁﬁ}XéAa,...,Xaha;TTT}T ]

Tvrdenje 1.19 Ako Jje a neutralan i neprekidan elemenat kompletne
mreze L tada proizvoljni mrezni identitet (koji moze da sadrzi i
beskona¢nomesne operacije) vazi na L ako i samo ako vazi na filtru (a]
i idealu [a).

Dokaz. Dokazuje se sli¢no kao 1 Tvrdenje 1.17, koristeci Leme
1.17 1 1.17’, i Tvrdenje 1.10, i ¢injenicu da je svaki distributivan i
v-neprekidan elemenat i beskonaé¢no distributivan, kao i da Je svaki

kodistributivan i A-neprekidan elemenat i beskona¢no kodistributivan.m

1.10 O JEDNAKOSTI ALGEBARSKIH FUNKCIJA

Do sada su razmatrani mrezni identiteti i njihovo prenosenje sa

podmreze (filtra, ideala) na mrezu. U nastavku se sli¢an problem

1

Definisan kao mrezn! term koj! wuk!l jucuje i beskonacomesne operaciije.

27



razmatra za Jednakost algebarskih funkcija, tj. izraza u kojima se
Jjavljaju neke konstante 1ili fiksni elementi mreze. (U algebarskoj

primeni ovih tvrdenja t1 fiksni elementi bi¢e neke istaknute

podalgebre ili1 kongruenci je date algebre).

Lema 1.18. Neka Je 1 najve¢i elemenat mreze L, b proizvol jni

elemenat mreze L i f(xl,...,xn)=g(x1,..,,xn) proizvoljni mrezni
identitet. Ako za sve xl,...,xn_leL
f(xl,...,xn_1.1)=g(x1,...,xn_l,l),

tada za sve Yireenr¥ 1E(b]

f(yl,...,yn_l,bJ=g(y1,...,y -1’b)'
Dokaz.
" Sledi iz ¢injenice da Je I majvedi elemenat mreze L, a-
b najve¢i u (b]. Za proizvol jne elemente, Yisenery _le(b] vazi da Jje

fly ..oy _,»1)=gly ,...,¥ 1)

Indukcijom po broju operacijskih simbola se pokazuje da se taj zakon
svodi na zakon koji ne sadrzi 1, ili na 1=1 (sledi iz 1ax=x i 1vx=1).
Kada umesto 1 u identitetu zamenimo b (iz bax=x i bvx=b za xe(b]) taj
zakon se takode svodi ili na zakon koji ne sadrzi b (i to isti kao i u
prvom sluc¢aju, pa on vazi), ili na b=b (u slucajevima kada smo u prvom
slucaju dobili 1=1). U svakom slucaju, identitet vazi. n

Vazi 1 dualno tvrdenje:

Lema 1.18" Neka Jje O najmanji elemenat mreze L, b proizveljni
elemenat mreze L i f(xi,...,xn)=g(xl,...,x ) proizvoljni mrezni

n

identitet. Ako za sve x1""’xﬁ—1EL

f(xl,...,x 1,0)=g(x1,...,x 1,0),

tada za sve Yiv--s¥ _1e[b)
f(yi,...,yh_I,b]=g(y1,...,yn_l,b). =
Tvrdenje 1.20 Neka je a neutralan elemenat mreze L takav da
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klase kongruencije indukovane preslikavanjem ma ima ju najvece elemente
i f(xl,...,x )=g(x1,...,x ) proizvoljni mrezni identitet. Za be(a]
41 I

oznatimo sa b najveci elemenat klase kongruenci je odredene sa m kojoj
2

pripada b.

Ako Jednakost
f(xl,...,x _l,a)=g(x1,...,x l,a)

vazi na {(a] 1 [a), tada:

f{xl,...,x 1,b)=g(x1,...,x ,b)

- n-1
vazi na idealu (b] (odnosno za sve xI,...,xn_le(E]).
Dokaz.

Neka x_,...,x _ €(bl. Prema Lemama 1.16” i 1.18 vazi:

f(xl,...,xn_l,blaa = f(xlna,...,xn_lna,b) = g(xlha,...,xn_lna,b) =
-=-g E‘X;rﬂ;lifﬁ}mr -

Jjer tha,...,XnAaE(b], a po pretpostavci odgovarajuca
Jjednakost vazi na (al. Sli¢no, prema Lemama 1.16 i 1.18':
f(xl,...,xn_i,b)va. = f(xiva,...,xn_lva,a] = g(XIVa,...,xn_lva,a) =
= g(xi,...,xn_l,b)va,

posto odgovarajuca jednakost vazi na filtru [a).

Prema lLemi 1.3, iz neutralnosti elementa a sledi da za sve
X ,...,%X 1E(E] vazi:

1 n-

f(xi,...,x 1,b)=g(x1,...,x ,b). - N

n—

Vazi 1 dualno tvrdenje:

Tvrdenje 1.20° Neka Jje a neutralan elemenat mreze L takav da
klase kongruencije indukovane preslikavanjem n imaju najmanje
elemente i f(xl,.;.,xn]=g(x1,...,xn) proizvol jni mreZni.identitet. Za
be [a) ozna¢imo sa b najmanji elemenat klase kongruencije odredene sa

n_ koJjoJj pripada b.

Ako jednakost



f(xl,...,xn_l.a)=g(x1,...,x ,a)

vazi na (a] 1 [a), tada:

f(xl,...,x 1.b)=g{x1,...,x , b)

vazi na filtru [b) (odnosno za sve X 5oers X 1EIE)). l

Tvrdenje 1.21 Neka. je a distributivan elemenat mreze L i Db

pripada filtru {a). Ako je f mrezni zakon oblika:
n r
A i - A }
A v (x,...,x )) j=1(bv £o(x . ..0x ),

n n
i ako £ vazi za xl,...,xne[a). tada on vazi za sve xl,;..,xneL.
Napomena 1.3 Mrezni zakoni u ovom tvrdenju su svi oni zakoni u kojima
se sva pojavljivanja b javljaju isklju¢ivo uz operaciju V.
Dokaz.
n 1 i r j
e AL oYY = A e YY) _
Neka —je 1=I{bv—{ifﬂa,...,xn3) j=1(bv fzjxl,...,an}, vA-3

sve xl,...,xne[a}. Neka yl,..,,ynEL. Iz bva=b, distributivnosti

elementa a i Leme 1.16, i avykela] (za ke{1,...,n}), sledi:

n n

A 1 - A 1 _

Aoy £y, ..oy )) = A lbvav £ (y ...,y )}

I i r j

A _ A _

. (bv f (y va, ...,y va)) j=1(bv £ (y va,...,y va))

r j r j

A - A

j=1(bvav fztyl,....yn)) J=1(bv fz(yl,...,yn)) =

Vazi i dualno tvrdenje:

Tvrdenje 1.21° Neka je a kodistributivan elemenat mreze L 1 b
pripada idealu (al. Ako je f mrezni zakon oblika:
n r
1 — J
1zl(bn fI[xl,...,xn)} jzl(bn fz(xl,...,xn)),

i ako £ vazi za X seeesX e{a), tada on vazi za sve X oereoX el. =
n n

Slede¢a tvrdenja se primenjuju na mreze slabih kongruencija 1
daju odgovor na pitanje kada se neki mrezni zakon u konme ucestvuju i

konstante prenosi sa mreze kongruencija, odnosno mreze podalgebri na

mrezu slabih kongruenci ja.
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Tvrdenje 1.22 Neka Jje a neutralan elemenat mreze L. Ako befa) i

mrezni zakon £ (x ,...,x ,b) =f (x,...,x ,b) vazi za x ,...,x €fa) i
1 1 n 2 1 n 1 n
f (x,...,x,a) = f({x,...,x,a) wvazi za x,...,x €(al, tada
1 1 n 2 1 n 1 n
f (x,...,x ,b)=f (x,...,x ,b) vazi za x_,...,x €L,
1 1 n 2 1 n 1 n
Dokaz.
Neka xl,...,xneL. Primenom distributivnosti i

kodistributivnosti elementa a i Lema 1.16 i 1.16’, dobl jamo:
fl(xl,....xn,b)va = fl(xiva,...,xnva,b) =
f (xva,...,xva,b) = f (x,...,x ,b)va, Jjer zakon vazi
2 1 n 2 1 n
na [a) za b, 1
f (x,...,.x ,blJaa =f (x Aa,...,X Aa,a) =
1 1 n 1 1 n
f (x Aa,...,Xx Aa,baa) = £ (x,...,x ,blaa, Jer =zakon
2 1 n 2 1 n
vazi na (a] za a.
Iz komodularnosti elementa a sada sledi da je :
fl(xl,...,x ,b) = fz(xl,...,x ,b). N

n n

Tvrdenje 1.22° Neka Je a neutralan elemenat mreze L. Ako be(a] i

mrezni zakon f (x ,...,x ,b) =f (x ,...,%x ,b) vazi za x ,...,x €(a] i
1 1 n 2 1 n 1 n

f (x,...,x,a) = f (x,...,x,a) wvazi za x,...,x €la), tada

1 1 n 2 1 n 1 n

f (x,...,x,b) =f (x,...,x ,b) vazi za x ,...,xX €L. N

1 1 n 2 1 n 1 n

U III poglavl ju ¢e se ispitivati kada se neka algebarska svojstva
(koja se svode na beskona¢ne mrezne =zakone, kao *CIP, na primer)
prencse sa algebre na njenu podalgebru, ili faktor algebru. U tom
cilju potrebno Jje prethodna tvrdenja dokazati za identitete koji
sadrze 1 beskonad¢no-mesne operacije.

Dokazi za slede¢ih nekoliko tvrdenja su analogni dokazima

cdgovaraju¢ih tvrdenja za identitete sa kona¢no-mesnim operaci jama.

Lema 1.19 Neka Jje 1 najve¢li elemenat mreze L, b proizvoljni
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elemenat mreze L 1 -f(Xl,"-,Xa.---)=g(x1,..,,xa....] proizvol jni

mrezni identitet (koJjl moze da sadrzi i beskona¢nomesne operacije).

Ako za sve xé""’xa""EL
f(l,xz,.*.,xm,...)=g(1,x2,...,xm,...),
tada za sve Yyreces¥psreo e(b]
f(b,Yé:---.Y&,---)=g(b,y2,...,ym,...).
Dokaz. Analogno Lemi 1.18. a
Vazi i dualno tvrdenje:
Lema 1.189° Neka je 0 najmanji elemenat mreze L, b proizvoljni
elemenat mreze L i f(xl,,..,xm,...)=g(x1,...,xa,...) proizvol jni

mrezni identitet (koji moze da sadrzi i beskonadnomesne operaci je).

Ako za sve xz,...,xa,...eL
f(O,xz,..;,xa,..;)=g(0,x2,...,xa,...),

tada za sve YyreeesVpsen- € [b) |
f(b.yg,...,ya,...)=g(b,yé,...,ya,...]. n

Tvrdenje 1.23 Neka je a neutralan i neprekidan elemenat mreze L
takav da klase kongruencije indukovane preslikavanjem m_ imaju najvece
elemente 1 f(xl,...,xm,...J=g(xl,...,x&,...) proizvol jni mrezni
identitet (koji moze da sadrzi i beskonacnomesne operaci je). Za be(al
oznacimo sa b najve¢i elemenat klase kongruencije odredene sa m  kojoj
pripada b.

Ako jednakost
f(a.x&,...,xﬂ,...)=g(a,x2,...,x N
vazi na (a] i [a), tada:
f(b,xz,...,xm,...)=g(b,x2,....xa,...),
vazi na idealu (bl (odnosno za sve xz""'xaE(E])'
Dokaz. Sli¢no kao dokaz Tvrdenja 1. 20. N
Vazi 1 dualno tvrdenje:

Tvrdenje 1.23' Neka Je a neutralan i neprekidan elemenat mreze L
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takav da klase kongruencije indukovane preslikavanjem n_ imaju najvece
elemente i f(xl,...,xa,...)=g(x1,...,xa,...) proizvoljni mreznt
identitet (koji moze da sadrzi 1 beskonaCnomesne operacije). Za bela)
oznacimo sa b najmanji elemenat klase kongruencije odredene sa n_
ko joj pripada b.
Ako Jjednakost
f[a,xé,...,xa,...)=g(a,x2,...,xa,...).
vazi na (a] i [a), tada:

f(b,xg,...,xa,...)=g(b,x2,...,x A I

vazi na filtru [E) {odnosno za sve x2,...,xﬁe[2)). =

Tvrdenje 1.24 Neka je a beskonalno distributivan elemenat mreze

_L..i -b pripada filtru [a). Ako jJe f mrezni -zakon- oblika:

A i - A i

1EI(bv f1{x1""’xa?"')] jeJ(bv fz(x1""’xaf“'))’

i ako f wvazi za X1""’X11""E[a)’ tada on vazi za sve
xl,...,xa,...eL.(I i J su proizveljni indeksni skupovi).

Napomena 1.4. Mrezni zakoni u ovom tvrdenju su svi oni zakoni u kojima
se sva pojavljivanja b javljaju isklju¢ivo uz operaciju V.
Dokaz. Analogno sa dokazom Tvrdenja 1.21. n
Vazi i dualno tvrdenje:
Tvrdenje 1.24° Neka Je a 'beskdnaCng kodistributivan elemenat
mreze L. i b pripada idealu (a]. Ako je f mrezni zakon oblika:
Y (BAEL (X X)) = Y (DA £ (X 5 eneaX 0ee)),

o o

i ako f vazil za xl,...,xa,...e(a], tada on vazi za sve xl,...,xa,...

cl.. o

Tvrdenje 1.25 Neka je a neutralan i neprekidan elemenal mreze L.

Ako bela) i mrezni zakon f (b,x ,...,Xx ,...) = F (b,X ,.00,X 400
1 1 b4 2 i 4
Vazj. za x g = a3 ,x 3y = = I-E [a) i f (a’x y = ,x F * = = ) = f (a’x ? * LI ’x g * = )
1 04 1 1 x 2 1 4
V&Zi Za x p = ¢ = 'X § = = -E(a]‘. tada— f (b,x | B 'x | ] 1!'] =
1 o 1 1 54



fz(b‘x1""’xa"") vazi za x1""’xa""EL'

Dokaz. Analogno dokazu Tvrdenja 1.22. |

Tvrdenje 1.25° Neka Jje a neutralan i neprekidan elemenat mreze L.

Ako be(al i1 mrezni =zakon fi(b,xl,...,xa,...) = fZ[b,xl,...,xa,...)
vazi za xi,...,xa,...e(a] i fl(a,xl,...,xa,...) = fz(a,xl,...,xa,...]
vazi Za X ,...,%X ,...€[a), tada f (b,X ,...,X ,...) =
1 o 1 1 o
. ,...) vazi za X ,...,%X ,...€L. u
fz(b’xi’ ' % ) 1 o

1.11. KADA JE Lb PODMREZA OD L? [106]

Neka je u slede¢im tvrdenjima a kodistributivan elemenat mreze L,

takav da klase-—-kengruencije indukovane sa m :X—XxAa —imaju najvece— -

a

elemente. Kolekcija tih maksimalnih elemenata se oznacava sa Ma, i

neka Jje =za svako xel, x odgovaraju¢i elemenat iz M , odnosno,
a

ma(x)=ma(§).

Posto je a kodistributivni elemenat mreze L, imamo da je
L= ( [aax,x] |xeL),
gde su intervali [aax,x] klase kongruencije indukovane sa 1
Za proizvoljno bel[a), neka je 13=U ( [bax, x] |xeL). L nije uvek i
podmreza od L 1 slede¢a tvrdenja dac¢e neke dovoljne uslove pod kojima
Lb jeste podmreza od L.

Ova tvrdenja primenjivace se u poglavlju III pri utvrdivanju

potrebnih i dovoljnih uslova za mrezu slabih kongruencija faktor

algebre da bude podmreza mreze slabih kongruencija te algebre.

Tvrdenje 1.26 Neka je a modularan i komodularan elemenat mreze
L, i neka je M podmreza od L. Ako je b kodistributivan elemenal u
a
filtru [a)}, tada je Lb podmreza od L.

Dokaz.
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Neka u,ve U( [bax,x]|xel). Tada uelbay,yl i velbaz,z] za neke

elemente y,z€l, odnosno, bay=usy i bazs=v=z. Sledi:

bAYAZ = DAYAZ =< UAV = YAZ = YAZ,

pa UAVE [bAyAZ, yAZ] .

Dal je je:

(bay)v(baz) = uvv = yvz = yvz, posto je M  podmreza od L.

Iz modularnosti elementa a u L i distributivnosti elementa b
u {a), sledi da je:

((bay)v{(bazZ))va = ((bay)valv((baz)va)} = (ba(yva))v(ba(zva))
= ba{yvzva) = (ba(yvz))va.

Takode vazi 1 da je:

((bay)v(baz))aa = bal(yvzlaa, Jjer Jje b=za, i a Je
—kodistributivan- elemenat mreze L.
Posto je a komodularan elemenat, sledi da je:

(bay)v{baz) = balyvz) = ba(yvz), odakle sledi da:

uvve [ba(yvz},yvzl]. u

Tvrdenje 1.27 Neka je M; podmreza od L, i bela). Ako za y,zELb
vazi da je: ba(yvz) = (bay)v(baz)
tada je Lb podmreza od L.

Dokaz. Neka u,vel , i ue [bay,y]l 1 velbaz,z] za neke
elemente y,zel.. Kao u prethodnom tvrdenju pockazuje se da uave

[bayAaZz, yaz], odnosno, uﬁveLb. Dalje, iz bA§ = u = §' i baz =v = z,

A -

sledi: ba{yvz) = ba(yvz} = (bay)v(baz) = uvv = yvz,

odakle sledi da je Lb podmreza od L. u
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1.12 DEFINICIJE NERAZLOZIVIH ELEMENATA MREZE I JOS NEKE

DEFINICIJE 1Z TEORIJE MREZA [4,18,41]

U ovom delu date su definicije Jos nekih klasa specijalnih
elemenata mreze, kao sto su A-nerazlozivi, v-nerazlozivi, elementi,
itd., navedena su neka poznata tvrdenja reprezentacija mreze preko
skupa njenih A-(v-)nerazlozivih elemenata, posebno distributivnih
mreza.

U sledeé¢im definicijama neka je L proizvoljna mreza, i a,b,cel.

Elemenat a je v-nerazloziv ako je razlic¢it od 0 (ako mreza ima 0)
i iz bve=a sledi b=a ili c=a7

Elemenat a Jje A-nerazloZziv ako Jje razliéit od 1 (ako mreza ima
1) i iz bac=a sledi b=a ili c=a.

Elemenat a Jje a-prost akc iz a>=bac sledi azb ili azc.

Elemenat a je v-prost ako iz a=bvc sledi a=b ili a=c.

Elemenat a Jje strogo A-nerazloziv ako skup svih x>a ima najmanji

elemenat.

Lema 1.20 U distributivnoj mrezi elemenat je A-nerazloziv ako 1

samo ako je a-prost. |

Posto ¢e u pretpostavkama za neka od slede¢ih tvrdenja biti
potrebni neki uslovi kona¢nosti, slede neke poznate definicije iz
teorije mreza koje su u vezi sa tim.

Mreza L ima uslov opadajuc¢ih lanaca (descending chain
condition-DCC) ako svaki njen neprazan podskup sadrzi minimalni
elemenat. Ovaj uslov Jje ekvivalentan sa slede¢im: ne postoji

beskonadan niz elemenata xl,xz,... iz L takav da Jje x1>x2>....
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[ 3

Dualno, mreza L zadovoljava uslov rastucih lanaca (ascending
chain condition-ACC) ako svaki njen neprazni podskup sadrzi maksimalni
elemenat, 1ili ekvivalentno, ako ne postojli beskona¢an niz xI,xE,...
elemenata iz L takav da Jje x1<x2<...

Mreza koja zadovoljava uslov rastu¢ih lanaca zove se i Neterina

mreza.

Analogne definicije vaze 1 za parci jalno—-uredene skupove.

Lema 1.21 U Neterinoj mrezi L svaki elemenat se moze izraziti u
obliku neskrativog infimuma konad¢nog broja A-nerazlozivih elemenata. =

YVazi 1 dualno tvrdenje.

Lema 1.21" U mrezi L koja ispunjava uslov opadaju¢ih lanaca svaki

elemenat se moze 1zraziti u obliku neskrativog supremuma konac¢nog

broja v-nerazlozivih elemenata. u

Lema 1.22 Svakil elemenat u distributivhoj mrezi ima najvisge
Jedno predstavljanje u obliku neskrativog infimuma kona¢nog broja
A-nerazlozivih elemenata 1 najvise Jjedno predstavljanje u obliku
neskrativog supremuma kona¢nog broja v-nerazlozivih elemenata. n

Posledica 1.1 Svaki elemenat u distributivnoj Neterinoj mrezi

Jedinstveno se moZe predstaviti u obliku neskrativog konacnog

infimuma A-nerazloZzivih elemenata. n

Posledica 1.2 Svaki elemenat u distributivnoj mrezi sa uslovom
opadajucih lanaca jedinstveno se moze predstaviti u obliku neskrativog

kona¢nog supremuma v-nerazlozivih elemenata. n

Tvrdenje 1.28 U algebarskoj mrezi L svaki elemenat moZze se

predstaviti u obliku infimuma strogo A-nerazlozivih elemenata. =
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1.13 0O BIRKOFOVOJ TEOREMI REPREZENTACIJE [4, 18, 41]

U sledecem delu daje se karakterizacija proizvol jne mreze preko
~familije njenih A-nerazlozivih elemenata (odnosno, preko familije
ideala na parcijalno uredenom skupu njenih A-nerazlozivih elemenata).
Ovo tvrdenje Jje uopstenje Birkofove teoreme reprezentacije za
distributivne mreze.

Dalje Jje razmatrana kolekcija mreza koje imaju isti parcijalno
uredeni skup A-nerazlozivih elemenata. Pokazano je da je ta kolekcija

1 sama mreza u odnosu na inkluziju, i ispitana su neka njena svojstva.

Napomena 1.8 Poznato je da je parcijalno uredeni skup v-nerazlozivih
~elemenata distributivne mreze-—izomorfan parcijalno uredenom—skupu--
a-nerazlozivih elemenata. Zato ¢e se u slede¢em delu paralelno

koristiti i jedan i drugi taj parcijalno-uredeni skup.

Neka Je (P,=) parcijalno uredeni skup. Ideal Jje parcijalno
uredeni skup ISP, takav da na njemu vazi:

ako xel 1 y=x onda i yel.

Ideal generisan elementom x, ili glavni ideal parcijalno uredenog
skupa (P,=), u oznaci (x] je skup {y|y=x}.

Dualno se definisu pojmovi filtra i glavnog filtra.

Neposredno se pokazuje da svi ideali parcijalno~uredenog skupa
¢Cine mrezu, koja Jje podmreza mreze (P(P),n,u) (presek dva ideala i
unija dva ideala su takode ideali, a i skup P i & su po definici ji
uvek ideali). Ta mreza svih ideala nekog parcijalno-uredenog skupa je
ofito distributivna mreza. MozZe se uo¢iti da su v-nerazlozivi elementi
te mreze bas glavni ideali (lako se pokazuje da se neki glavni ideal
ne moze prikazati u obliku unije dva druga ideala od koji su oba

razlicita od tog glavnog ideala).
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Dalje, na prirodan na¢in moze se uspostaviti izomorfizam izmedu
mreze tih ideala i nreze svih antiizotonih funkcija na
parci jalno-uredenom skupu od koga smo krenuli. Neki ideal se, tim
izomorfizmom preslikava na njegovu karakteristi¢nu funkciju (za koju

se pokazuje da je anti-izotona).

Iz ovih razmatranja moze se izvesti poznata Teorema Birkhoffa.

Tecrema 1.1 Neka Jje L distributivna mreza duzine n. Parcijalno
uredeni skup X v-nerazloZivih elemenata ima red n i L=z zx. |
Napomena 1.6 Ovde je 2% skup svih izotonih funkcija na dualnom

parci jalno-uredenom skupu od X, Sto predstavl ja skup svih antiizotonih

funkci ja na X.

Posledica 1.3 Distributivna mreza L je izomorfna mrezi ideala na

-—-—parcijalno uredenom skupu njenih v-nerazlozivih-elemenata. u

U skladu sa Napomenom 1.5 ova posledica i gornje tvrdenje vazi i

Za skup A-nerazlozivih elemenata.

1.14 UOPSTENJE TEOREME BIRKOFA

Dalje se moZe pokazati uopstenje Teoreme Birkofa za proizvol jnu
mrezu konacdne duzZine.
Tvrdenje 1.29 Dat je parcijalno uredeni skup (X,=) ¢iji su svi lanci

konacni i neka je (I,<) mreza svih njegovih ideala. Neka je JESI takav

da:
(i) ako x,yeJ onda xnyelJ
(ii) - Xed
(iii) svi glavni ideali od X pripadaju J ali nikada kao

supremum familije elemenata iz J koja ne sadrzi i taj ideal.

Tada je (J,€) mreza ¢iji je skup v-nerazlozivih elemenata
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izomorfan sa X.

Dokaz. Posto je prema (i) i (ii) skup J zatvoren u odnosu na
infimume i najvec¢i elemenat mu pripada, on je mreza. Jos treba
pokazati da su glavni ideali od X takode v-nerazlozivi elementi 1 od
J, i da J nema drugih v-nerazlozivih elemenata.

Pretpostavimo da Je neki neglavni ideal YeJ
v-nerazlozivi elemenat od J. To Jje nemoguce, jer ,jé Y svakako uni ja
nekih glavnih ideala, koJji su svi u J, pa bi on bio supremum nekih
elemenata razlic¢itih od njega samog.

Dal je, pretpostavimo da je Z neki glavni ideal od X, 1
treba pokazati da Jje Z v-nerazlozivi elemenat od J. Ali, to Je
o¢igledno prema uslovu (iii), Jjer Z pripada J, ali nije supremum nekih
drugih elemenata iz J razlic¢itih od njega samog.

Trazeni izomorfizam izmedu skupa (X,=) i v-nerazlozivih
elemenata mreze J Jje takav da se svaki elemenat iz X preslikava u
ideal koJji generige, i poredak Jje sa tim preslikavanjem saglasan, pa

je to zaista izomorfizam. m

Sledece tvrdenje Jje uopsStenje Teoreme reprezentacij? Birkofa za
proizvol jnu mrezu kona¢ne duzZine.
Tvrdenje 1.30 Neka je L proizvoljna mreza kona¢ne duzine, i X skup
njenih v-nerazlozivih elemenata. Mreza L moze se izomorfno preslikati
u mrezu svih ideala nad skupom X, pri ¢emu se svaki v-nerazlozivi
elemenat preslikava u ideal generisan tim elementom, a proizvoljno
x=x1v...vx (gde su X, v-nerazlozivi elementi) se preslikava u idezl

n

generisan elementima xi,...,xn, tako da poredak ostaje ocCuvan.

Napomena 1.7 Razlaganje svakog elementa u obliku supremuma
v-nerazlozivih elemenata sledi iz Leme 1.21°.

Dokaz. Direktna posledica prethodnog tvrdenja. n
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Prethodna tvrdenja, kao sto je receno vaze analogno i za skup

A-nerazlozivih elemenata neke mreze.

1.15 O KOLEKCIJI SVIH MREZA SA IZOMORFNIM SKUPOVIMA A-NERAZLOZI-

VIH ELEMENATA [112]

Neka Jje (X,=) parcijalno uredeni skup kona¢ne duzine i 2£2(X)
kolekcija mreza koje imaju X kao skup svojih A-nerazlozivih elemenata
(odnosno, ¢iji je skup A-nerazlozivih elemenata izomorfan sa X). Prema

Tvrdenju 1.30 svaka mreza iz familije £(X) moze se predstaviti kao

kolekcija 1ideala nad skupom -X- -Posto je (prema Teoremi Birkofa)- --

distributivna mreza izomorfna sa familijom svih izotonih funkcija iz X
u 2, odnosno familijom ideala od X, sledi da kolekcija mreza £(X) ima
najveci elemenat, i to Jje distributivhna mreza koja ima X za
parci jalno-uredeni skup A-nerazlozivih elemenata. Oznac¢imo tu,
distributivhu mrezu sa Lb(X)' Iz prethodnog razmatranja sledi da se
svaka mreza iz familije £(X) moze posmatrati kao podskup ?d LD(X], pa
£(X} odgovdra parcijalno-uredenoj kolekeciji (£(X),S) podskupova od
LD(X)' Medutim, moZe se primetiti da ni jedna mreza iz kolekcije £(X)

ni je podmreza mreze LD(X], Jjer medu njima nema distributivnih.

Lema 1.23 Neka je (X,=) parcijalno uredeni skup konac¢ne duzine i
Le¥(X). Za svako xeX vazi:
AD{yEXI x<y} €L,
gde je An infimum u mrezi L.
Dokaz. Neka je AL{yeX1 X<y} infimum u mrezi L. Ovo Jje i
elemenat mreze LD(X], pa vazi da je:

X< AL{yEX|x<y} < AliyeX] x<y}.
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(x je a-nerazloziv elemenal u kona¢noj mrezi L, pa ne moze biti jednak
infimumu elemenata koji ne sadrze x)}, odakle sledi da Je:

AL{ yeX| =<yt = f\dye)q x<y}. n

Neka u nastavku, za x€X z oznacava AD{ yeX| x<y}, odnosno,

infimum u LD(X) (pa prema prethodnoj lemi i u ostalim mrezama u
kolekciji #£(X)) svih a-nerazlozivih elemenata iznad x. Ako Jje X

maksimalni A-nerazloziv elemenat, neka tada z oznacava X.
.4

LS

Lema 1.24 Ako za xeX vazi da je z *X, tada vazi da z >X (u

LD(X)) (gde je » relacija pokrivanja).

Dokaz. Ake ne bi vazilo da zx>—x, to bi znacéilo da postoji

" elemenat é.éLb(X) takav da x<a<zx. Elemenat a nije aA-nerazloziv, 1

manji Jje ili Jjednak od infimuma svih A-nerazlozivih elemenata iznad

njega, a posto Je z_ infimum svih A-nerazlozivih elemenata iznad x,

dobi ja se kontradikcija. ||

Lema 1.25 Neka je (X,=) parcijalno-uredeni skup konac¢ne duZine 1

Le?(X). Z2a sve x,yel vazi da xvnyeL. (odnosno, XV ¥ = xvuy).

Dokaz. Ako Je xvny A-nerazloziv elemenat, tada on svakako
pripada mrezi L. Ako to nije slucaj tada postoje elementi a,beLD(X)

takvi da a>XV_ ¥ i b>-vay. Sledi da je a.ADb = XV V. Posto je elementi

- - =A - — A -
}-cl,.._.,,:«:n,yl,....,ymi iz X takvi da Je a X, i b= Dyj. Posto Je
Ax zx, N x
L L

zy, Ay =x 1 "Lyjky (za i€{1,..,n} 1 je{1,...,m}), vazi:

i i J

A A >
KA N, XV Y.

Dal je vazi da Je:

= A A > A A = .
XWDy DxihD Dyi Lx ihL Lyi = XV Ly

——

Posto uvek vazi da Jje xvny < vay, vazi da je vay = XVLy, ocdnosno
vayeL. | u

Napomena 1.8 Ovo tvrdenje moze se izvesll i iz tvrdenja dualnog



Tvrdenju 1.29.

Sa X' ozna¢imo skup X v {lexex} v, {yeLD(X)|y= v X ,gde Je X1£X},
gde Jje (X,=) parcijalno wuredeni skup 1 JLD(XJ odgovara juca
distributivna mreza.

Slede¢e tvrdenje dokazuje da svaka kolekcija (£{X},€) ima
na jmanji elemenat.

Tvrdenje 1.31 Za parcijalno uredeni skup (X,=) konac¢ne duzine
postoji najmanji elemenat Lm(X) kolekcije (£(X),s), gde Je:

L_(X)= (X’{0, 1}, =)
(= je uredenje iz LD(X}).

Dokaz. Prema Lemi 1.23 za svaku mrezu Le2(X), 1 svako
xeX, zxeL. Po konstrukciji svi supremumi (u LD(X)] elemenata iz X su u
svakoj mrezi L.- Iz Tvrdenja o reprezentaciji mreze preko kolekci je
ideala (Tvrdenja 1.30) sledi da 0 1 1 iz LD(X] pripadaju svakoj mrezi
te kolekcije. Sledi da se X'/ 0,1} nalazi u preseku svih mreza
kolekcije £(X). Dalje se pokazuje da Je skup X’U{O,I} zatvoren u
odnosu na supremume iz LD(X). Prema Lemi 1.25 to vazi za dva elementa

iz X. Prema Lemi 1.24 ako je jedan elemenat oblika Z za xeX, tada je

y ARAY

. xVy, Za svako y koje nije uporedivo sa z_ (ako Jje uporedivo,

supremum se svakako nalazi u tom skupu). Odatle sledi da supremum
svaka dva elementa (u LD(X)) iz X’\4 0,1} ponovo pripada tom skupu.
Znaci da LE(X) sadrzi najmanji elemenat (0}, 1 njegova svaka dva
elementa imaju supremum u odnosu na poredak u LD(X), pa Je LH(X)
mreza, a posto Jje sadrzana u svakoj mrezi familije #£(X), ona Je

na jmanja mreza te familije. =

U slede¢em Trazmatranju dace se opis proizvoljne mreze iz

kolekci je 2(X).
Neka Je (X,=) parcijalno-uredeni skup kona¢ne duzine, £(X)

odgovarajuca kolekcija mreza, Lh[X) najveta , a Lm[X) najmanja mreza u

43



toj kolekciji, X'= X v {z [|xeX} v {yeL (X)[y= v X ,gde Je X <Xp, 1

Y(X) = LD(X)\L (X) (razlika u skupovnom smislu). Y(X) Jje podskup od
[ -]

LD(X) i moze biti jednak i praznom skupu, u kom slu¢aju kelekclja £(X)

sadrzi samo jednu, i to distributivnu mrezu.

Tvrdenje 1.32 Neka Jje (X,=) parcijalno uredeni skup konalne
duzine, 1 I.SLD[X), L#2z. (L,=<) Jje (u odnosu na uredenje = u LD(X))
mreza iz familije £(X) ako 1 samo ako je L=L-u2, gde je 2Z8Y(X) i iz
X, yeZuX’ i xvner sledi da xvnyeL.

Dokaz. (—)

Ako Le#(X), tada je ona oc¢igledno jednaka sa LEUZ, za neko 2ZcY.
Prema Lemi 1.25 L Jje zatvorena u odnosu na supremume 1z LD i trazeni
uslov je ispunjen. — — -

(e—)

Sa druge strane pretpostavimo da je L=LmuZ za, proizvoljan skup
7Y 1 da iz x,ye2uX’ 1 vayEY sledi da xVDyEL. Odatle sledi da Je
(L,&) zatvoreno u odnosu na supremume 1z Ln' i posto ima i najmanji
elemenat (L,S) Jje mreza, koja, po konstrukciji ima X za skup njenih

A-nerazlozivih elemenata. |

Prethodno tvrdenje daje algoritam za konstrukciju proizvoljne
mreze iz kolekcije £(X). Naime, znaju¢i parcijalno-uredeni skup X,
mozemo, dodavanjem traZzenih supremuma i infimuma dobiti parcijalno
uredeni skup X', i mrezu Ln=X'u{0,1}. Dalje je Y=L \L_. Tvrdenje 1.28
nam kaZe dodavanjem kojih podskupova od Y na LIII dobi jamo mreze iz

kolekcije £(X). U sledecem tvrdenju pokazuje se da je (£(X}, <€) mreza.

Tvrdenje 1.33 Za parcijalno ureden skup konacéne duzine (X,=),
(2(X),s) je mreza (u odnosu na skupovnu inkluziju).

Dokaz. (£(X),<) ima najve¢i elemenat, i to Jje distributivna



nreza LD. Takode, skup £{X) Jje zatvoren u odnosu na preseke. Naime,
ako su Ll i L2 dve mreze iz Z(X), tada Jje Llan takode mreza 1z
kolekei je, Jer Je Llan neprazan skup, sadrzi elemenat 0, i zatvoren

je u odnosu na supremume, prema Tvrdenju 1.32. =

U slede¢em primeru data je Kkonstrukcija mreze 2(X) =za jedan

parci jalno-ureden skup X.

Primer 1.4

Dat je parcijalno-uredeni skup (X,=) na slici 1.4

b
m/ \Gd : (X, <)

slika 1.4

Najveca (distributivna) mreza, 1 najmanja mreza 1z kolekci je

2{X) su sledece:

/}<> |
I>< ><I C°<rd | )
N4 :

L
D

slika 1.5

tako da je Y sledeé¢i parcijalno-uredeni skup:

N\

slika 1.6
Prema Tvrdenju 1.32, mreze iz kolekcije £(X) dobijaju se kada se

mrezi L dodaju podskupovi skupa Y koji zadovoljavaju uslove tog
m

tvrdenja, i to su: @, {f}, {g}, {h}, {e}. {f.gt {f,h}, {f.e}, le, g}
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{e,h}, {f,g,e}, {f,e.h}, {g,e.h}, {e,f, g h}. Pored L Di L mneizomorf‘ne

mreze iz kolekcije 2{(X) su:

1

f

N\
/.

7

8

LU ft




AL A
<

AN NS
N 1N\
/ N/
L e, g, h} L Uf,e,h}

slika 1.7
Lmu{g}- Je izomorfno sa Lmu{h}; Lmu{f,h} Jje izomorfno sa L :{f'g}'
Lmu{e,g} Je izomorfno sa Lmu{e,h}‘ i Lmu{ e,f,g} Je izomorfno sa
Lmu{f,e,h}, tako da u familiji #£(X) ima ukupno 14 elemenata, i

(£(X},€) je mreza na sledec¢oj slici:

NEf9h

slika 1.8 &

U slede¢em primeru dat je parcijalno-uredeni skup za koji Jje
Lm=LD, pa Je familija #2(X) jedno&lana.

Primer 1.5

Na slici predstavl jen je parcijalno-ureden skup (X, =):

slika 1.9



cija je mreza LD i L na slici 1.10.

7 N\
oA
AW
N\
7 Nt
%

pa je, prema tome mreza £(X) jedno¢lana.

Slede¢e tvrdenje daje potreban i dovoljan uslov za parcijalno
uredeni skup (X,=) da bi njegova mreza (£(X),<) bila jednoélana.
Tvrdenje 1.34 (2(X),<€) je jednoelementna mreza ako i samo ako (X, =)

ne sadrzi tri neuporediva elementa, niti podgraf, kao na slici 1.11.

[+

slika 1.11
Napomena 1.9 MoZze se uocCitl da su parcijalno uredeni skupovi koJji
zadovol javaju ovaj uslov ili lanci, 1ili se sastoje samo od dva

neuporediva elementa, 1li su analogna parcijalnom uredenju na slici

1.8.

Dokaz. ()

Pretpostavimo da (X,=) ne sadrzi tri neuporediva
elementa, niti podgraf sa slike. Ono sto se dokazuje je da Je Lm
distributivna mreza, pa je tada Ln=LD, odnosno, £(X)} je Jjednoelementna
mreza. Dokazlse izvodi indukcijom po duzini parcijalno-uredenog skupa
(duzini najduzeg lanca u X). Zé d=1 X je ili Jjedno¢lan, a mreza Lm je

tada I, pa Jje distributivna, ili se sastoji od dva neuporediva
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. _ N\, A
elementa o o, pa Je L- Bulova algebra: °L o zhadi Lm LD.

o

Pretpostavi se da tvrdenje vazi za parcijalno uredene

skupove sa duzinom manjom od n elemenata, i dokazuje se za d=n. Mogucl

su sledec¢l sludajevi:

a) X ima jedan maksimalni elemenat m, a X\{m} ima dva
om

maksimalna elementa, 3to Jje prikazano na slici: Xo oy.
Po induktivnoj pretpostavci minimalna mreza koja ima za
parci jalno-uredeni skup svojih aA-nerazlozivih elemenata skup X\{m}

{L' je distributivna, 1 po konstrukciji Jje oblika:Xe R4 Mreza L
m - a

- m.
se moze dobiti (po konstrukciji za minimalnu mrezu familije Z(X) na

1
sledeci naCin:x /IQ y' To Jje mreza izomorfna mrezi L’, sa dodatkom
m
o =
L .

Jjednog elementa prema gore, pa posto je L; distributivna mreza 1 LII Je

distributivna mreza,

b) X ima Jjedan meksimalni elemenat m, a Xm} ima
m
Jjedan maksimalni elemenat: Ix. Na sli¢an na¢in kao u prethodnom

slucaju, po induktivnoj pretpostavci mreza L’ (minimalna mreza
. m

familije £(X\{m})) Jje distributivna. L_ se dobi ja od L; dodavan jem

jednog elementa, sliéno kao za slucaj pod a), pa je i Ln distribu-

tivna.
'¢) X ima dva maksimalna elementa m i m, a XN{m_,m_}
1 2 1’ 2
ima jedan maksimalan elemenat, kao na sledeco]j slici:™ c"\ﬂ,«/mmz. Tada

. X
je L' ({(minimalna mreza familije £(X\{m ,m_}) distributivna, a po
konstrukei ji Lm se dobija od L; na slede¢i naéin: m o om , gde Jje
mreza L \{1,m_,m_} izomorfna sa L’, a kako je L’ X

m 1 2 m m .
po induktivnoj pretpostavci distributivna mreza, tada Jje 1 Lln
distributivna mreza.

d) X ima dva maksimalna elementa m i m_, a XNm_,m_}
1 2 1’2

takode ima dva maksimalna elementa, pa prema uslovima iz tvrdenja X
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m m
izgleda kao na slicl ;IXL{Z. Mreza I_.; (kao u prethodnim
1. . 2

slucajevimal) Je distributivna, a wmreza Lm se dobija od mreze L; na

e 1
_ N o -
sledeci nacin:  m ol /;mz, pa kako je L' izomorfna sa Lm\{ml,mz,i},
iz distributi- xlo/.\oxz vinosti mreze L; sledi da je LIII distributi-

vina.

Ovim su ispitane sve moguc¢nosti, Jjer X ne sadrzi tri
neuporediva elementa, niti podgraf datog oblika.

(—>)

Pretpostavimo da X sadrzi ili tri neuporediva elementa,
ili podgraf I o. Lako se moze utvrditi, Iispitujuc¢i sve mogucénosti,
da LIn sadrzi kao podmrezu pentagon, ili dijamant, &to znaéi da-Llu ni je

distributivna mreza, pa kolekcija £(X) sadrzi bar dva elementa. =

Sledec¢e tvrdenje govori o tome kada je £(X) Bulova

mreza
Tvrdenje 1.35 Mreza (£(X),=) ima maksimalan broj elemenata (ZIY’]
elemenata ako 1 samo ako (YuX’,=) ne sadrzi podgraf kac na slici 1.12,
C
ao/ \ob
slika 1.12
pri ¢emu su bar b 1 ¢ u Y.
Napomena 1.10 MoZe se uocCiti da Jje mreza ¥£(X) u tom slucaju Bulova
mreza,
Dokaz, Prema Tvrdenju 1.32 svaki podskup Z od Y odreduje jednu
mrezu L iz ¥(X) ako i samo ako je L:Lmuz, gde Je 2€Y(X) i iz x,ye2uX’
i xvnyEY sledi da xvnyeL. Ovaj uslov je ispunjen ako i samo ako se

padgraf na slici ne javija u YUX', ¢ime je tvrdenje dokazano. =

S0



- - POGLAVLLE 1}
SPECIJALN! ELEMENT! BIPOLUMREZE

2.1 UVOD I OSNOVNE DEFINICIJE O BIPOLUMREZAMA [2,60,74,82,89,

92]

U prethodnom poglavlju 1ispitivani su neki specijalni
elementi mreZe sa ciljem da se é&itav mrezni zakon (distributivnost,
modularnost itd.) zameni odgovarajuc¢cim svo jstvom samo jednqg elementa.
Specl jalni elementi ne =zahtevaju uvek razmatranje svih svojstava
mreze. Prirodno Je =zato takve elemente razmatrati 1 naJ slabi joj
algebarskoj strukturi od same mreze.

Jerzy Plonka Je 1967. godine uveo pojam kvazi mreze, kao
algebre d=(A,+,') sa dve binarne operacije, na kojoj vaze
idempotentni, komutativni 1 asocijativni zakon 2za obe operacije
{(odnosno i1 (A,+) 1 (A,+) su polumreze). Ako vaze i1 oba distributivna

zakona, takva algebarska struktura nazvana je distributivna kvazi



mreza. Kvazi mreza je generalizacija pojma mreze, a distributivna
kvazi mreza Jje generalizacija pojma distributivne mreze (kvazi mreza
na kojoj vazi zakon apsorpcije Jje mreza).

R. Padmanabhan  je 1971. kvazimrezu nazvac bipolumreza
(bi-semilattice), a bipolumrezu (A,+,-} koja ispunjava sledece:

X+y=x implicira x+z+y-z=x+z i

x*y=x 1implicira (x+z)+(y+z)=x+z,
nazvao Jje kvazimreza.

On Jje pokazao da su kvazimreze jednakosnb definibilne
identitetima za bipolumreze, i

(xty)ez + yoz = (x+y)e+z;

(Xey+z)+(xX+Z) = xy+z.

Bipolumreza (A,+,+) na kojoj vazi identitet:

X+y+'x = (x+y)ex,
nazvana Jje Birkofov sistem.

Za bipolumrezu (A,+,+) mogu se definisati dva pai‘cijalna

uredenja:

x= y akko x-y=x

X<y akko x+y=y.

Ana Romanowska Jje u ([839], bipolumrezu sa distributivnim
zakonon:

X (y+z) = Xey+xez,
nazvala +-distributivna bipolumreza, a onu sa zakonom

(x+y)e(x+z) = x+y-2,
je nazvala +-distributivna bipolumreza.

Bilanac je biﬁolumreZa (A,+,°) u kojoj su i (A;+) i (A, )
lanci.

Tackasta <-polumreza (A,-,0) Jje -s-polumreza (A,+) sa
elementom O keoji ima osobinu da je za svako xeV, 0= x.

Tackasta bipolumreza (A,+,+,0) je bipolumreza (A,+,+), gde

=2



je (A,+,0) tackasta <-polumreza sa svojstvom 0£+x, za svako xeA.

Ove definicije uvedene su u radu [382]. U nastavku c¢e se
tackasta bipolumreza nazivati bipolumreza sa nulom, a bipolumreza
(A,+,+) u kojoj postoji elemenat 1, za koji vazi: x= 11 x£+1 Za. svako
x€A, zvace se bipolumreza sa jedinicom.

Filter F u bipolumrezi (A,+,°+) Jje neprazan podskup od A za
koji vazi:

ako xeF 1 x= y, onda i yeF;

ako x,yeF, onda i x-yeF.

Ako Je F#A, 1 iz x+yeF sledi da xeF ili yeF, onda je F
prosti filter. .

Ideal i prosti ideal se definisu .,aha_Lngnon

Ako je (A,+,+) bipolumreza, i ScA, filter generisan skupom S
Je najmanji filter koji sadrzi S, a to je

{yeA] Y= X *...*X_, za neke elemente xieS}.

Filter generisan elementom x je [x)={y|yz _x}, i obelezava se
sa [x).

Filter generisan jednim elementom naziva se glavni filter.

Analogno se definisu ideal generisan nekim skupoy, i glavni
ideal. Glavni ideal generisan elementom x je (x]={yly=s x}.

Moze se primetiti da ideal, odnosno filter nije u opstem

slucaju 1 podbipolumreza, Jjer ne moraju biti zatvoreni u odnosu na

drugu operaci ju.

Dualine  se  definiSu £ ter, odnosno ideal w oduosu na
ou‘b—%u Operadpy , obtleiovapu  se sa [X_)_l_ ¢ (K]+
2.2 DEFINICIJE I OSOBINE SPECIJALNIH ELEMENATA BIPOLUMREZE
U ovom poglavlju definisace se i ispitivati specijalni

elementi bipolumreze, i raznih klasa bipolumreze koJji se ovde uvode

analogno specijalnim elementima mreze, i dace se neka osnovna tvrdenja
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o tim elementima, i neke teoreme reprezentacije bipolumreze preko
direktnih proizvoda nekih filtara (ideala) generisanih tim specijalnim
e¢lementima.
Neka je (A,+,+) bipolumreza, 1 acA.
Kazacemo da Jje elemenat a distributivan ako za sve X iy iz L
vazl:
a+(x-y) = (a+x)-(a+y).
Elemenat a je kodistributivan ako za sve x 1 y iz L vazi:
a-(x+y)-= (asx)+(a-y),
Elemenat a Jje beskonatno distributivan ako za svaku famili ju

{x |ieI} elemenata iz L
i

a+1EIxi - illl(a+x 1 ).

Elemenat a je beskonacno kodistributivan ako za svaku familiju

{x1|iel} elemenata iz L

as L X = L (asx J.

1€l il

Elemenat a Jje standardan ako za sve X,yel vazi:
x+(at+ty) = (x-a)+(x-y).

Elemenat a je kostandardan ako za sve x,y€l vazi:
X+ta-y) = (x+a)f(x+y).

Elemenat a Jje neutralan ako za sve X,ye€lL vazi:

(a*x)+{x y)+(y-a) = (a+x)+(x+y)(y+a).

Lema 2.1 Neka je (A,+,°) bipolumreza i x,y,z, teA.
(i) X+ y=< X.
(ii) xﬂ;x+y.
(iii) Ako je x= y | x= z, onda Jje xs y°z.
. (iv) Ako Je y= x 1 z= X, onda je y+z= X.
A{v) Ako je x= y i z=t, tada je x-z= y-t.
{vi) Ako Je X=y £ z£+t, tada je x+z£+y+t.
Dokaz. Sledi jednostavno iz definicija poretka. Na primer,
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(v) x<y Jje ekvivalentno sa XxX-y=x, a z= t Je

ekvivalentno sa z+t=z. Odatle sledi xey.z-t = x+z, sto je ekvivalentno

sa x'zﬁ‘y-t. |

Lema 2.2 Ako je x kodistributivan elemenat bipolumreze (A,+,*)

tada iz y2> x 1 z» X%, sledi y+z2 x.

Dokaz. Iz y*x=x 1 2+x=x sledi y+x+z*x=x ., pa posto Je X
kodistributivan, sledi da je (y+z)ex=Xx ., odnosno, y+z2 X. =
Lema 2.3 Ako je x distributivan elemenat bipolumreze (A,+,?)

tada iz x2 ¥y i X%,% sledi X2, Y Z.

Dokaz. Dualno prethodnoj lemi. |

Lema 2.4 Nula i jedinica su uvek distributivni i kodistributivni

elementi u bipolumrezi, nula je uvek standardan elemenat, a jedinica

kostandardan.
Dokaz. Direktno prema definicijama. N
Tvrdenje 2.1 Ako je o rodistributivan elemenat bipolumreze (A,+,*)

tada je filter [aJ, podbipolumreza bipolumreze A.
Dokaz. Ako x,yela), tada o&ito xfje[al, i x.yzla), sto sledi

iz Leme 2.2, |

Vazi 1 dualno tvrdenje:

Tvrdenje 2.2 Ako je "o distributivan elemenat bipolumreze (A,+,°),
tada je ideal (al, podbipolumreza bipolumreze A. =
Tvrdenje 2.3 Neka Jje (A,+,+) bipolumreza, i aeA. Tada su sledeci

uslovi ekvivalentni:

(i) a je distributivan elemenat + #ilter [a),gi Podbfpolumréaj
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(ii) filter [a), je podbipolumreza za (A,+,+) i preslikavanje

f:A—{a), definisano sa f(x)=at+x Jje homomorfizam bipolumreze A na taj

filter .
Dokaz. (i)—>(ii)

Prema uslovw () , filter {a), je
podbipolumreza, pa Je = definisano preslikavanje homomorfizam

bipolumreza. Takode za xeA sledi da f(x)ela), (sto sledi iz Leme 2.1
(i)). Dalje Jje, koristec¢i distributivnost elementa a.:

f(x+y) = a+(x+y) = (a+x)+(aty) = f(x)+f(y);

f(x+y) = at{xey) = (a+x)+(a+y) = f(x)-f(y).

(1i)—(1)

at{x.y) = filx-y) = f{x)-f(y) = (a+x).(at+ty), Jer Je £
homomorf izam. , | =
Tvrdenje 2.4 Ako Jje a distributivni elemenat bipolumreze (A,+,-)

tada Jje binarna relacija p_na A definisana sa:

xpay akko a+x = aty
relaci ja kongruencije na bipolumrezi.
Dokaz. Ako Jje xp_y i zpaii, odnosno, atx=aty i at+z=at+t, tada je:
a+x+a+z = a+y+a+z, odnosno, a+(x+z) = a+(y+z), tJ. (x+z)pa(y+t), kao
i: a+t(xez) = (atx)+(a+z) = (aty)-(a+t) = a+(y-t), tJ. (x'z)pa(y*'t'),

znaci p Je kongruencija. N
a

Tvrdenje 2.5 Data je-bipolumreZa (A,+,+). Ako je binarna relacija P,
na A definisana sa: Xp_ Y akko a+x = aty, relacija kongruencije, tada
vazil sledece: a+(x.y) = a+((a+x)-(a+yl}), za sve X, yeA. »
Dokaz. Iz a+(a+x)=a+x sledi (a+x)pax. Na isti na¢in se doblja
i (a+y]pay. Odatle sledi ((a+x]'(a+y)Jpa{x-y], pa Jje at(xey) =

a+((a+x)+(a+y)), sto je i trebalo dokazati. "

Sledece tvrdenje Jje dualno Tvrdenju 2. 3.
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Tvrdenje 2.6 Neka Jje (A,+,¢) bipolumreza, 1 aeA. Tada su slededi

uslovi ekvivalentni:
(i) a je kodistributivan elemenat; ! i dead, (3]4, ﬁ" FOdP;bOL“M"EéQ‘!'
(ii) ideal (a] je podbipolumreza za (A,+,+) i preslikavanje
f: A-—>(a), definisano sa f(x)=a*x je homomorfizam bipolumreze A na taj
ideal. u
Sledec¢e tvrdenje Jje dualno Tvrdenju 2. 4:
Tvrdenje 2.7 Ako Jje a kodistributivan elemenat bipolumreze (A, +, )
tada Jje binarna relacija p_na A definisana sa.:
xpay akko a*x = a*y

Je relacija kongruencije na bipolumrezi. =

Lema 2.5 Neka Jje (A,+,¢) proizvoljna bipolumreza. Skup svih
distributivnih elemenata bipolumreze A je =zatvoren u odnosu na
operaciju +, i dualno skup svih kodistributivnih elemenata
bipolumreze A Jje zatvoren u odnosu na -°.

Dokaz.

Neka su a 1 b distributivni elementi bipolumreze A, odnosno,
a+{x+y) = (a+x)+(a+y) i b+(x+y) = (b+x}+(b+y) za sve x,yeA. Tada Je:
(a+b)+(x-y) = at(b+(x+y)) = a+{(b+x)+(b+y)) =

((a+b)+x)+((a+b)+y), odnosno i atb je distributivni elemenat. n

Kod mreza vazl da za svakl standardni elemenat, kao 1 za svaki
neutralni elemenat vazi zakon skrac¢ivanja (Leme 1.2 i 1.3 iz I poglav-
1ja). To kod bipolumreza nije slu¢aj, pa se moze definisati elemenat
za koJji to vazi:

Elemenat a bipolumreze (A,+,+) je skrativ ako za njega vazi:

i1z a*x=a-y 1 atx=aty sledl x=y, zZa sve X, ye€A.

U slede¢em primeru elemenat b je distributivan, kodistributivan,

standardan, kostandardan, i neutralan, ali on nije skrativ.



Primer 2.1

Neka je A={a,b,c} i operacije + i * na skupu A zadate sa:

Qoo 0

o|o|T| O

olo|o| O
Qo0
Qlo|w

oo

QIO +
plo|p|e

(A, +,+) je bipolumreza.
Elemenat b Jje distributivan, kodistributivan, standardan,
kostandardan, neutralan, ali ne vazi zakon skra¢ivanja, jer je:
b+a=b=b+c i bea=b=b+c, a a#c.
Napomena 2.1 Posto se bipolumreza sastoji od dve polumreze, dalje u
primerima ¢e se bipolumreza, kada to bude pogodno prikazivati preko
dva Hasse-dijagrama njenih polumreza, pri &emu ¢e se poredak crtati na
prirodan nacin (tj. ako je x= y, u Hasse-dijagramu polumreze (A,*) ce
X biti ispod y, a ako je X=Y, tada ¢e na Hasse dijagramu polumreze
(A,+), x takode biti ispod y.
Tako ¢e bipolumreza iz prethodnog primera biti predstavl jena
Hasse-di jagramom na slici 2.1
a o o C b
\\\\.//// a
(¢
C

b (A,°)

"

*—o—

(A, +)

slika 2.1

2.3 TEOREMA REPREZENTACIJE ZA BIPOLUMREZE

Slede¢e tvrdenje Jje jedna teorema reprezentaci je bipolumreZe
preko podmreze direktnog proizvoda ideala i filtra generisanog nekim
speci jalnim elementima bipolumreze.

Teorema 2.1 Neka je (A,+,¢) Dbipolumreza. Elemenat aeA je
distributivan, kodistributivan i skrativ ako i samo ako je [a]x(al,

bipolumreza i preslikavanje g: A—[a)x(a], _definisano sa g(x)=(x+a, x-a)



potapanje.
Dokaz. (—)

Iz distributivnosti i1 kodistributivnosti elementa a i
Tvrdenja 2.1 i 2.2 sledi da su ideal (al] i filter [a), podbipolumreze,

pa Je [a)x(al, kao direktan proizvod dve bipolumreze 1 sama

bipolumreza.

Neka xeA. Tada g(x)ela)x(al, Jjer je a< x+a, pa x+ae [a),

i x*a= a , pa x*ae(al: Dal je Jje:

glx+y) = (x+y+a, (x+ty}-a) ((x+a)+(y+a), (x+a)+(y+-a))

(x+a, x°a)+(y+a,y*a) = g{x)+gly);

]
i

g(xey) = (x°y+a, (x-y)+a) = ((x+a)-(y+a), (x-a)(y-a))
(x+a, x°a) - (y+a,y+a) = g(x)-gly).

Preslikavanje Je injektivno., jer iz g{x)=g(y), sto Jje
ekvivalentno sa (x+a, x-a)={y+a, y*a), sledl xta=y+a 1 x?a=y-a, odakle
iz skrativosti elementa a sledi da Je x=y.

()

Neka Jje preslikavanje g:A—[a)x(a], definisano sa
g(x)=(x+a, x-a) potapanje. Iz g(xty)=g(xl+gl(y) sledi:

(x+y+a, (xty)+a) = (x+a,x+a)+(y+a,y-a) =
((x+a)+{y+a), (x+a)+(y-a)), odakle =zbog  jednakosti wuredenih parova
sledi da Jje (x+y)e.a = (xea)+(y-a), sto vazi za sve X,y€A, odnosno, a
Jje kodistributivan elemenat.

Dualno, iz gix+yl=g(x)+g(y) sledil da je a distributivan
elemenat.

Posto Jje g injektivno preslikavanje, iz glx)=gly},

odnosno (x+a, xs+a)=(y+a, y+a) sledi x=y, sto znaci da je a skrativ

elemenat. u



2.4 DEFINICIJE I  KARAKTERIZACIJA  APSORPTIVNIH ELEMENATA

BI POLUMREZE

U bipolumrezama ne vaze apsorptivni zakoni. Da bi se
pokazala neka svojstva neki.h klasa bipolumreza u vezi sa prethodno
definisanim specijalnim elementima, potrebno je uvesti nekoliko novih
tipova specijainih elemenata, koji nemaju analogone kod mreza, a u
vezl su sa apsorptivnim zakonima. Uvodimo zato sledec¢e definici je:

Neka Je (A,+,+) bipolumreza, i acA.

Elemenat a Jje +-apsorptivan ako za svako xe€A vazi:

a+(x-al)=a.

Elemenat a je +«-apsorptivan ako za svako xeA vazi:

as(x+a)=a. |

Elemenat a je +-koapsorptivan ako za svako xeA vazi:

x+{(a+x)=x.

Elemenat a je <-koapsorptivan ako za svako xeA vazi:

X+ {a+x})=a.

Elemenat a je skoro apsorptivan ako za svako xeA vazi-

at+(x+a)=(a+x)-a.

Elemenat a je skoro koapsorptivan ako za svako xeA vazi:

x+(a*x)=(x+a) x.

Elemenat a koji Jje <-apsorptivan 1 +-apsorptivan je
apsorptivan.

Elemenat a koji je -—koapsorptivan i +-koapsorptivan je

koapsorptivan,

Lema 2.6 U bipolumrezi (A,+,+) za acA vazi sledece:
(i) Ako Je a distributivan, tada je a skoro apsorptivan.

(ii) Ako je a kodistributivan, tada je a skoro apsorptivan.
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(iii) Ako Je a standardan, tada je a skoro apsorptivan.

(iv)  Ako je a kostandardan, tada je a skoro apsorptivan.

(v) Ako Jje a neutralan, tada Je a skoro apsorptivan.
Dokaz. (v) at+(a.y) = (asa)+(asyl+(y+a) = (a+a)+(a+ty)+(y+a) =
ar(at+y).
(i1)-(iv) se dokazuju sliéno. m

Lema 2.7 Ako je a <-koapsorptivan i standardan elemenat bipolumreze
(A, +,+) tada Je a skrativ.
Dokaz. Neka je at+x=a+y 1 as*x=a+y. Tada je:

X = X+ (a+x) = xe(aty) = (x-a)l+(xy) = (yra)+(xey) = y-{a+x)

= y-(a+y] = y. N

Vazi i dualno tvrdenje.

Lema 2.8 Ako je a +-koapsorptivan i kostandardan elemenat bipolumreze

(A, +,+) tada je a skrativ. o

Lema 2.9 Ako je a +*—apsorptivan, i ima bar Jjednu od slede¢ih osobina:
distributivan, kodistributivan, standardan ili kostandardan, onda je
on i +—apsorptivan, odnosno, on je apsorptivan.

Dokaz. Ako je as(a+x)=a, tada je at+(a+x) =(a+a)-(a+x) =a-{(at+tx) =a «

Vazi i dualno tvrdenje.

Lema 2.10 Ako je a standardan 1 apsorptivan elemenat bipolumreze
(A,+,+) tada je a distributivan.

Dokaz. (atx)+(aty) = ((atx)}+a)+((x+a)+y) = at(ary)+(x-y) = a+(x y)},
koristedi, redom; standardnost elementa a, pa apsorptivnost i

standardnost i ponovo apsorptivnost. |

Vazi 1 dualno tvrdenje.
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Lema 2.11 Ako je a kostandardan i apsorptivan elemenat bipolumreze

(A, +,+), tada je on kodistributivan. »

lema 2.12. Ako je a apsorptivan elemenat bipolumreze (A,+,¢) tada iz

xe(al, i yela) sledi xsy 1 x=y. a
Dokaz. Neka Je x= a, 1 a=y. Tada je x+y = (x+a)+a+y = aty = Y.
Slieno Jje x+*y = ({x-a)+(a+y} = xca = Xx, odakle slede trazene

ne jednakosti. | .

2.5 TEOREMA REPREZENTACIJE BIPOLUMREZE PREKO DIREKTNOG PROIZVODA

Dalje, da bi se dala teorema réprezentacije bipolumreze u
obliku direktnog proizvoda nekih njenih podbipolumreza, potrebno je
uvesti jos neke definici je.

Neka Jje (A,+,+,0,1) bipolumreza sa nulom 1 Jjedinicom.
Elemenat x’€A je komplement elementa x, ako je ispunjeno sledece:

xex'=0 1 xtx'=1.

Tvrdenje 2.8 U bipolumrezi (A,+,+,0,1) sa nulom 1 ,jediflicom svaki
standardni elemenat koji ima komplement, ima jedinstven komplement.

Takode i svaki kostandardni elemenat sa komplementom ima jednoznacan

komplement.

Dokaz. Neka Jje x kostandardan elemenat sa komplementima x’ 1 X",
odnosno, neka Jje x°x’=0 i x+x'=1, i x-x"=0 i x+x"=1. Tada je:

x' = xX+0 = X’ +{xx") = (X' +x)(x’+x") = (x"+x)(x"+x’) =
Xx"+(x+x’) = x"+0 = x",

Znaci, komplement Jje jedinstven.

Sli¢no se pokazuje 1 za standardan elemenat. N

Sledec¢e tvrdenje je Teorema reprezentacije bipolumreze preko
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direktnog proizvoda njenih podbipolumreza.

Teorema 2.2 Neka Jje (A,+,+) bipolumreza sa jedinicom i nulom, i
neka je a distributivan, kodistributivan, skrativ, komplementiran i
(- ili +-)apsorptivan elemenat bipolumreze A. Tada je preslikavanje
g: A—[a)x(a],_definisano sa g{x)=(x+a, x-a) izomorfizam.

Dokaz. U Teoremi 2.1 dokazano je da Jje preslikavanje g pota-
panje. Jos treba pokazati da je g sirjektivno preslikavanje.

Neka Jje b komplemenat elementa a, i neka Je (y,x)
proizvoljan elemenat iz [a)x(al. Pokazate se da se na taj elemenat
preslikavanjem g preslikava elemenat z=x+(y+b). Zaista,

zea = (x+(y+b))+a = (x*a)+(y-bra) = (x+a)+{y-0) = x-a+0
= x+a = x (koriste¢i kodistributivnost elementa a, osobine nule,
 komplementa, i ¢injenice da xe(al, Takode je:

z+a = {(x+(y+b)l+a = x+(y-a)+{b+a) = x+{(y+a)+(b+a)) =
x+{{y+a)+1) = x+y+a = (x-a}+aty = aty = y [(koristec¢i distributivnost
elementa a, osobine komplementa, Jjedinice i apsorptivnosti elementa

a). Ovim je pokazano da je g izomorfizam. n

Primer 2.2 Data Jje bipolumreza (A,+,+), gde je A= {0,1,x,vy,

z,u,v,wp (slika 2.2)

XIQ;IZ 4
N s

(A, ) 5 (A, +)

slika 2.2
Ova bipolumreza ima nulu i jedinicu, a elemenat v Je
distributivan, kodistributivan, skrativ, ima komplemenat (y), 1

apsorptivan je, tako da =zadovoljava uslove prethodnog tvrdenja.
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Bipolumreza (A,+,+) moze se predstaviti u obliku direktnog proizvoda

filtra [v) 1 ideala (v] (koji su podbipolumreze, i prikazani su na

slici 2.3)

A\ o
\\\\h////’ | I«

v (iv),-) v ([v),+)
([v),+,+)

v -V

IO ((v],) o (v, 4)
((v],+,°)

slika 2.3

Pretpostavimo da se neka bipolumreza sa jedinicom i nulom moze
predstaviti u obliku direktnog proizvoda dve bipolumreze. Moze se
pokazati da te dve bipolumreze takode imaju Jjedinicu i nulu. Zaista,
ako je (A,+,+) = (B,+,+)x(C,+,+)} (skrac¢eno, A=BxC) i 1=(b1,cl), tada
Je (bl,c1)£+(x,yJ, za sve (X,y)eBxC, pa Jje (bl,ci)+(X,y)=(b1,cl),
odnosno b1+x=b1 i cl+y=c1, pa Jje b12+x i cit+y. Na slngn nacin, iz
(bl,cl)a_(x.y] za sve (x,y)eBxC, sledi biz.x i clt.y. Znaci, b1 Jje
Jedinica bipolumreze B, a c, Je Jedinica bipolumreze C. Ako je (bn’co)
nula bipolumreze A, analognoe se pokazuje da je b0 nula bipolumreze B,
a c_ nula bipolumreze C.

Posmatramo elemente a=(b0,c1) i a’=(b1,co) iz A=BxC. Ti elementi
su Jjedan drugom komplementi, jer Jje (bo,cl)-(bl,co)= (bo,c0)=0, i
(bo’c1)+(b1’cn) = (b1’c1) =1. Elemenat a je kodistributivan, jer:

(by,c, Yo ((x,y)+(z,£)) = (b +(x+z),c +(y+t)) = ((b +x)+(b_+z),
(c1~y)+(cl-t)) = (bo-x,clﬁy)+(bo-z,c1-t) = ((bo,cl)-(x,y])+((bn,ci)-
(z,t)). (Iskoriscena je Lema 2.4 po kojoj su nula i jedinica kodistri-

butivni elementi).
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Analogno se pokazuje da Jje elemenat a distributivan.

Dal je se moze pokazati skrativost elementa a. Neka je (bﬂ,cl)-
(x,y) = (bo,cl)'(Z.t) i (bo,cl)+(x,y] = (bo,ci)+(z,t). Odatle sledi da
Je [bﬂ,y} = [bo’t] i (X,cl) = (z,cl), odakle je y=t i x=z, tj. (y,x) =

(t,z).

Elemenat a Jje +— apsorptivan, jer: (bo,cl)-((bo,ci)+(x,y))
(bo,cl)'(x,cl) = (bo'c1)' Na slican nac¢in pokazuje se da Je a 1
+-apsorptivan.

Posto je a distributivan i kodistributivan elemenat bipolumreze
L, ideal (al,i filter [a), su podbipolumreze te bipolumreze. Takode se
pokazuje da Jje 1ideal (al_ izomorfan sa bipolumrezom C. Zaisla,
preslikavanje f:C—{al], definisano sa f(x)=(b0,x) je izomorfizam. Za

svako xe€C vazi (bo’XIE-(bo’ci)=a‘ tj. (bngx]e(aL. Za svako X,yeC je

H

f(x)+fly) = (bo,x)'(bo,y] = (bo,x-y) fix-y} i f(x)+f(y) =
(bo,x)+(b0,y) = (bn,x+y) = f(x+y). f je injektivno preslikavanje, jer
iz f{x)=f(y) <> (bo,x)=(b0,y), sledi x=y. Dalje, neka (bo,x)e(aL,
tada Jje XE'C1 i xeC.

Na slican nac¢in se pokazuje da je i filter [a), izomorfan sa
bipolumrezom B.

Gornje razmatranje i prethodna teorema pokazuju sledece tvrdenje:
Teorema 2.3 Neka je (A,+,°+) bipolumreza sa nulom (0) i jedinicom
(1). Postoji uzajamno jednozna¢no preslikavanje izmedu svih razlaganja
bipolumreze A u obliku direktnog proizvoda dve bipolumreze 1 svih

elemenata bipolumreze A koji su distributivni, kodistributivni,

skrativi, apsorptivni i1 imaju komplemente. I

Bipolumreza (A,+,*) Je direktno nerazloziva ako se ne moZe
predstaviti u obliku BxC, gde su (B,+,+) i (C,+,+) bipolumreze sa vise

od Jjednog elementa.

Duzina bipolumreze (A,+¢) Jje duzina duzeg lanca od najduzih
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lanaca u polumrezama (A,+) i (A, -).

Teorema 2.4 Svaka bipolumreza sa nulom i jedinicom kona¢ne duzine

izomorfna je direktnom proizvodu direktno nerazlozivih bipolumreza.

Dokaz. Sledi iz prethodne teoreme, i ¢injenice da kada Jje
A=BxC, za bipolumreze A,B i C da Jje duzina bipolumreza B i C uvek

stroge manja od duzine bipoclumreze A. n

2.6 IDENTITETI NA BIPOLUMREZI

U slede¢em delu ¢e se ispitivati problemi koji su ekvivalentni
problemima regsenim u poglavlju I za mreze: ako identitet vazi na nekom
idealu {filtru) u bipolumrezi, kada on vazi na celoj bipolumre2i.

U tom c¢ilju, na analogan na¢in kao kod mreza (indukcijom po
broju operacija u termu f)} mogu se pokazati sledece leme:

Lema 2.13 Ako Jje a distributivan elemenat bipolumreze (A,+,°) i
f(xl,...,xn) proizvoljan term (na jeziku bipolumreze), =za sve
X 4..0,X €A,
1 n
f(x ,...,x }J+a = f(x +a,...,x +a). N
1 n 1 n
Lema 2.14 Ako Je a kodistributivan elemenat bipolumreze A 1

f(xl,...,x } proizvoljan term, za sve X senesX €A
n n

flx ,...,x )Jea = f(x »a,...,x +2a). N
1 n 1 n

Sledec¢e tvrdenje govori o prenosenju proizvol jnog identiteta

sa (a], i [alfna celu bipolumrezu A (acA).
Tvrdenje 2.9 Ako Jje a distributivan, kodistributivan i1 skrativ

elemenat bipolumreze A tada proizvoljni mrezni identitet vazi na A ako
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i samo ako vazi na filtru [a), i idealu (al.

Dokaz. (—)
Posto je elemenat a distributivan 1 kodistributivan,
prema Tvrdenjima 2.1 i 2.2 sledi da su filter fa), 1 ideal (al, podbipo-

lumreze bipolumreze A, pa ako mrezni identitet vazi na A, tada svakako
vazi i na [a),i (al;
()

Neka identitet f(xi,...,xn] = g(xl,...,xn] vazi na (al i na [a),
Tada za yl,...,yheA:

f(yl-a,...,yn-a) = g(yl*a;...,yh-a), jer ylﬂae(al, i

I

f(y1+a,...,yn+a) g(y1+a,...,yn+a), jer Y1+35[31-
Prema Lemama 2.13 i 2.14 sledi da je:

gly ,...,¥y Jea, 1
1 n

f(y ,...,¥ )2
1 n
f{yl,...,yn)+a = g[yl....,yn)i-a, pa iz skrativosti
elementa a sledi da Je:
fly ,...,y ) =8ly ,....y ). =
1 n 1 n
Napomena 2.2 Prethodno tvrdenje sledi i direktno iz Teoreme 2.2 (o
potapanju), Jer posto Jje elemenat a distributivan, kodistributivan 1
skrativ elemenat bipolumreze A bipolumreza A moze se potopiti wu

(alx[al. Stoga ako neki identitet vazi na (a]x[a), on vazl 1 na A,

Posledica 2.1 Neka Je (A,+,¢) bipolumreza i aeA distributivan,
kodistributivan i skrativ elemenat. Ako su (al, 1 [a), redom,
kvazimreza, Birkofov sistem, -e+-distributivna, 1ili +—distributivna
bipolumreza, tada Jje 1 A, redom, kvazimreza, Birkofov sistem,

+-distributivna, ili +-distributivna bipolumreza. |



POGLAVLE 11
PRIMENE U ALGEBRI: MREZE KONGRUENCIJA, PODALGEBRI,
SLABIH KONGRUENCIJA

3.1 MREZE SLABIH KONGRUENCIJA I NEKA SVOJSTVA ALGEBRI {(CEP, CIP,
wCIP, *CIP) [4,7,2%,104,105,107,120-123, 127, 130]

Data je algebra #£=(A,F), gde Jje A neprazan skup (nosa¢), a F
familija finitarnih operacija na skupu A. Kongruencija p algebre 4 je
relacija ekvivalencije na skupu A koja je i kompatibilna (jsaglasna sa
operacijama), sto znaci da =za svaku operaciju feF ranga n (n>0), 1 za
sve xl,...,xn, yl,...,yneA vazi da iz xlpyl,....,.::-cmﬁ*;:ynl sledil
f(xl,...,X£)pf(y1,...yﬁ), a za svaku nularnu operaciju (konstantu) ceF
vazi da Je cpc). Skup svih kongruencija jedne algebre u odnosu na
inkluziju ¢ini algebarsku mrezu {(koja se obelezava sa Cond). Skup svih
poduniverzuma jedne algebre (poduniverzum je podskup nosaca te algebre
koji Jje zatvoren u odnosu na operacije) Je, u odnosu na sKupovnu
inkluziju takode algebarska mreza, 1 oznaCcava se sa Subd4. Slaba
kongruencija p algebre # Jje simetri¢na, tranzitivna 1 kompatibilna

relacija na algebri 4 (ovaj pojam prvi Jje definisaoc Tran Duc Mal

[120-123] pod nazivom kongruencije u algebri, i ispitivao ih je za



grupe i Q-grupe). Ovde Ce se pod slabim kongruenci jama (po dogovoru 1
zbog Jednostavnosti) posmatrati sve relacije | kongruencije na
podalgebrama algebre 4, sa dodatkom @, all samo ako se time kompletira
mreza. (Ako je mreza podalgebri ve¢ i sama kompleina mreza 2 se nece
dodavati kao "rep" toj mrezi). Ova konvencija je vec uvedena, mada 1
nedovol jno objasnjena, u radu [130], u kome je i prvi put uveden naziv
slaba kongruenci ja.

Za proizvol jnu algebru 4 sa Cwd oznaCava se familija svih slabih
kongruenci ja algebre 4. Posto Jje familija Cwd zatvorena u odnosu na
preseke i sadrzi najve¢l elemenat (A? Jje takode slaba kongfuencija).
sledi da je (Cwd,=) kompletna mreza. |

Lema 3.1[130] (Cwd, =) je algebarska mreza.

Dokaz. Neka Jje «# algebra.- Posmatramo ékup AxA i na njemu
definisemc operacije:

za svaku n-arnu operaciju feF (n#0).
f((al,bl),...,(an,bn]]=(f(al,...,ah).f(bl,...,b )).

n

Definigemo i nularne operacije (c,c}, za svaku konstantu c iz A

(nularnu operaciju iz F).
Zbog simetriénosti uvodimo novu unarnu operaciju.s:
s((a,b))=(b,a),

kao i binarnu operaciju t koja o¢uvava tranzitivnost:
(a,d), ako je b=c,
t((a,b), (c,d))= { (2,b), u ostalim slucajevima.
Neposredno se proverava da se podalgebre ove algebre

(AxA,FUt,s}) poklapaju sa slabim kongruencijama na 4. Buduci da je

mreza podalgebri algebarska, algebarska je i mreza Cwdl. n
Data je algebra &£ i neka Je Cwd njena mreza slabih kongruencija.

Istaknutu ulogu u Cwd ima dijagonala: A={(x,x)|xeA}.

Lema 3.2 A je beskonacno kodistributivan elemenal mreze Cwd.
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Dokaz. Neka jJe {pi |ieI}  proizvoljna familija slabih
kongruencija algebre #. Treba pokazati da jJe:

An VYV pi =Y (ﬁnpi).
i €1 1€l

Neka pleCUnfBi, za 31 €Subd, za svako i. Tada je V P, kongruenci ja
i€l

na podalgebri V'ﬂi, pa je AA Vp1 = {(x,x)|xe V Bi}.
i€l 1€ 1€1

Sa druge strane, Aap = {(x.x)|xeBi}, pa Je V (Aap )=
1€l

V {(x,x)|xeB } , odnosno, trazena jednakost je ispunjena. .
1€l

Tvrdenje 3.1[130] Neka je Cwd mreza slabih kongruencija algebre
4, 1 A dijagonala. MrezZa kongr'uenci,ja algebre 4 (Cond) je podmreza
mreze Cwd 1 Cond = [A), a mreza podalgebri algebre 4 (Subd) je
izomorfna sa idealom (A], u odnosu na izomorfizam B {(x,x]]xEB,
fBeSubsd!». Stavise, za svaku podalgebru 3 algebre 4, njena mreza
kongruenci ja ConB je interval [AB,le, gde je AB={(x;x)|xeB}. N

[z ovog tvrdenja sledi da se u mrezi slabih kongruencija neke
algebre nalaze istovremeno 1 mreza podalgebri i mreza kongruencija te
algebre i svih njenih podalgebri. Znac¢i sva svojstva algebri pokazana
sredstvima ovih mreza (Subd i Cond) mogu se pokazati i pomocu mreze
Cwd, a mreza Cwd Jje Jjos sveobuhvatnija nego te dve mreze, 1 mnoga
druga algebarska svojstva se mogu proucavatl metodima n;,r-eZe slabih
kongruenci ja.

Na slici 3.1 Je Sematski prikazan_ odnos mreza slabih

kongruenci ja, kongruencija, podalgebri i kongruencija na podalgebri.

Slika 3.1
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Iz Leme 1.1° iz Poglavlja I sledi da je preslikavanje ma:p—%phﬂ
homomorfizam iz Cwd u (A], koji odreduje relaciju kongruencije na Cwd.
U Jednoj klasi kongruencije su sve one slabe kongruencije, koje su
istovremeno 1 kongruencije na 1istoj podalgebri (zadovol javaju
pAL=8AA). Svaka takva klasa kongruencije ima najvec¢i elemenat (ako je
2 odgovarajuca podalgebra najve¢i elemenat te klase je, kao sto smo
gore naveli, B kad se posmatra kao kongruenci ja na B).

Napomena 3.1 Buduc¢i da se Subd potapa u Cwd, odgovarajuce slike

podalgebri- dijagonalne relacije ¢&esto ¢emo obeleZavati kao same

podalgebre: pisac¢emo B umesto A o ako je B podalgebra od 4.
B

U sledecem delu bic¢e navedene definicije nekih od osnovnih
svojstava algebri, koja ¢e se karakterisati metodama mreze slabih
kongruencija;'

Algebra 4 ima svojstvo prosirenja kongruencija (CEP) ako Jje
svaka kongruencija na podalgebri od 4 restrikcija kongruencije na «.

Algebra 4 ima svojstvo preseka kongruencija (CIP) ako za sve
p,0Cwd vazi da je:

(pr8), = p nO ,
gde je P, na jmanja kongruencija na o koja sadrzi p. [130].
Algebra 4 ima beskonatno svojstvo preseka kongruencija (*CIP) ako

za svaku famili ju {pllieI}QCwﬁ, vazi:

[ N pi] - N (pl)A'
A

1 €1 1 €1

Algebra 4 ima jako svojstvo prosirenja kongruencija (strong CEP)
ako za svaku peCwd puAeCwd.

OCigledno, ako algebra ima jako svojstvo prosirenja kongruenci ja,
ona ima 1 svojstvo prosirenja kongruencija. Obratno ne mora da vazi,
na primer Hamiltonove grupe imaju CEP, a nemaju jaki CEP. Ocigledno je
da jako svojstvo progirenja kongruencija implicira i CIP, kao i *CIP.

Algebra & ima slabo svojstvoe preseka kongruencija (wCIP) ako za
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svako peCwd i svako 6eCond vazi da jJe
(pm{%!)*‘!i = p&ne. [130].

Ako algebra ima CIP, ne mora da ima 1 *CIP, sto pokazuje sledeci
primer:

Primer 3.1

Neka je N skup prirodnih brojeva, i o keN, binarne operacije na

skupu N, 1 fi, ieN, unarne operacije na skupu N, definlsane sa:
1, za x=y=1;
x@ly - { X+y—-2, za x>1 ilil y>1,
k, za x=k, y=k;
XO Y = { x+y—(k+1) za %ok ili y>k keN\{ 1}
X, za %=1,
fi(x)= { x+1, va x#i ieN.

~ Algebra (N,e (keN), f (ieN)) ima 'svojstvo CIP, a nema *CIP.
Zaista, podalgebre ove algebre su : N£={x|x>k}, za kéN.

Kongruenci je algebre (N,fi(ieN)), su sledece: p = {{1},...,{k},

{k+1,k+2,...}}, za keN, a te kongruencije nisu saglasne sa ® , jer iz

lp 1 i kﬁipkk+2 sledilo bi (lai(k+1))pk(1®1(k+2)), odnosno, kpkk+1,

sto nije tacno. Znaci, Jedine kongruencije algebre (N,@k (keN), f‘1

(ieN)) su & 1 N°.
Jedine kongruencije na podalgebrama Nk (keN) su AH i N:, Sto se

k
utvrduje na isti na¢in. Zna¢i, mreza slabih kongruenci ja je prikazana

na slici 3.2: N2

Slika 3.2

CIP ocigledno vazi, a *CIP ne, jer jJe:



2 _ _ 2 _
(p N°)va=o0vA=A=N = p (N Va). .

kEN k €N

Posto je u mrezi Cwd pA=va, vazi sledece:

lema 3.3 Algebra 4 ima CIP ako i samo ako je A distributivni
elemenat u mrezi Cwd. |

Lema 3.3’ Algebra &4 ima *CIP ako i1 samo ako Je A beskonacno
distributivni elemenat ﬁ mrezi Cwd. | |

lema 3.3" Algebra # ima slabi CIP ako i éamo ako je A modularan
elemenat u mrezi Cwd. u

Slede¢a tvrdenja su posledice mreznih tvrdenja iz poglavlja L:

Tvrdenje 3.2 Slede¢i uslovi su ekvivalentni za algebru 4

(0) 4 ima CEP.

(i) Za p,0eCwd iz pvA = 8VA 1 pAA = 6AA sledl p=6.
(ii) A je komodularan elemenat mreze Cwd.

(111) Za peCud i BeSubd, iz p=<B° sledi

ov(AaB® )=(pvA)AB® .
(iv) A je kostandardan elemenat mreze Cwd.
Dokaz.

Posto je A kodistributivan elemenat mreze Cwd i klase
kongruencije indukovane homomorfizmom nA:p—apAA imaju najvece
elemente (ti najveci elementi su kvadrati podalgebri), primenom
Tvrdenja 1.5 iz poglavlja I dobija se da su uslovi (i)-(iv)
ekvivalentni.

(iii)-—(0)

Neka algebra « nema CEP, odnosno, neka postoji
podalgebra B i na njoj kongruencija p, takva da p nije restrikei ja
neke kongruencije na 4. Posto peCond, vazi datje Bzhﬁ < p = Bz, pa Jje
pv(ﬁnBz) = p. pvlAeCond, pa Je (pVA)th restrikci ja kongruencije pvA na

B8, sto je po pretpostavel razlicito od p, pa je pv(AaB®)#(pvA)aB".



(0)—>(1)

Pretpostavimo da postoje p,8eCuwd, takve da je pvA=8vA 1
pab=6AA 1 p®6. Sledi da su p 1 6 iz Iiste ConB, za 3BeSubd. Bez
gubl jenja opstosti mozemo pretpostaviti da je p<@ (ista svojstva kao i
p i 8 imaju p i pve, na pr.). Pokazacemo da p nije restrikcija ni jedne
kongruenci je na 4.

Ako Jje p restrikecija kongruencije oeCond, onda je
ona restrikcija i kongruencije pvA (zaista, iz ozp 1 o2A sledi
c=pvA, pa iz B°Ac = antpvb) zpi B°Ac = p proizilazi .an(pvh) = p).
Medut im, antpvb)_= B%A(BVvA) = 0 > p. Kontradikcija. Dakle 4 nema
CEP. __ | "

Posledica 3.1 Algebra 4 ima CEP i1 CIP ako i samo ako Je A
neutralan elemenat u mrezi Cwd.
Dokaz. A je uvek kodistributivan elemenat u Cwd, svojstvo

CIP je ekvivalentno sa distributivnoséu, a CEP sa zakonom skracivanja,

pa prema Lemi 1.3 iz Poglavlja I sledi trazeno tvrdenje. x
Posledica 3.2 Ako Jje Cwd modularna mreza, tada algebra 4 ima
CEP i CIP.
Dokaz. Prema Lemi 1.6 iz Poglavlja I u mndu{arnoj-mreti

elemenat Je neutralan ako i samo ako Je distributivan 1il1il
kodistributivan. Kako Jje A uvek kodistributivan elemenat, A Je 1

neutralan elemenat, pa prema prethodnoj posledici algebra ima CEP i

CIP. u
Lema 3.4 Ako algebra 4 ima CEP svaka podalgebra B algebre 4
ima CEP. | u

Tvrdenje 3.3 Algebra 4 ima *CIP ako i samo ako za svaku
kongruenci ju 8€Condd, familija.{pECwﬂ|pAae} ima najmanji elemenat.

Dokaz. Prema Lemi 3.3° A Jje beskona¢no distributivni



elemenat u mrezi Cwd, pa dokaz sledi direktno iz Tvrdenja 1.8, iz

poglavlja I. .

Tvrdenje 3.4 Algebra 4 ima *CIP ako 1 samo ako su zadovcljeni
sledec¢i uslovi:
(i) 2za svako 6eCond, familija {peCwA]pr}— ima
na jmanji elemenat;
(ii) # ima slabi CIP.

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 1.8 iz poglavlja I. | o

Tvrdenje 3.5 [127] Algebra o ima CEP i CIP ako 1 samo ako Jje
preslikavanje f:Cwd—SubdxCond definisano sa: f{p)=(paA, pvA) potapa-
nje. u

Dokaz. Sledi iz Posledice 1.1 i Leme 1.3 iz Poglavlja I. o

Slede¢e tvrdenje daje potrebne i dovol jne uslove za preslikavanje

f iz prethodnog tvrdenja da bude izomorfizam:

Tvrdenje 3.6([127]1Za algebru 4, preslikavanje f: Cwsd—SubasxConsd
definisano sa: f(p)={(pas,pvA) Jje izomorfizam ako i samo ako algebra
ima CEP i CIP i A je komplementiran elemenat u mrezi Cwd.

Dokaz. Sledi iz Leme 1.5 iz Poglavlja I (o centru). n

Posledica 3.3(127]2a algebru 4, preslikavanje f:Cwd—SubdxCond
definisano sa: £(p)={(palA,pvA) Je izomorfizam ako 1 samc ako je mreza
kongruenci ja ConB, za svako 3BeSubd izomorfna sa mreZom kongruenci ja

Cond u odnosu na preslikavanje p—pVA. |

Dalje, moze se ispitati kada Jje elemanat A (a—-,v-)neprekidan
elemenat u mrezi slabih kongruencija. Oc¢igledno je da ako algebra 4

ima *CIP da je tada A v-neprekidan elemenat mreZe Cwd. Obratno ne mora



da vazi, Jjer je A v-neprekidan elemenat u svakoj kona¢noj mrezi, ali A
ne mora da bude distributivan, pa ni beskona¢no distributivan
elemenat. Ali, ako Jje A v-neprekidan i1 distributivan, tada Jje on
takode i beskona¢no distributivan.

Slede¢a dva tvrdenja su direktpe posledice Tvrdenja 1.10 iz
poglavlja I.

Tvrdenje 3.7 Za proizvoljnu algebru 4 A Jje A-neprekidan
elemenat mreze Cwsd.

| Dokaz. Prema tvrdenju dualnom Tvrdenju 1.10 elemenat  je

r-neprekidan 1 kodistributivan ako i samo ako Jje beskonaé¢no
kodistributivan. Kako Jje A uvek beskonac¢no kodistributivan elemenat,
on Je 1 A-neprekidan. [

Tvrdenje 3.8 Algebra 4 ima *CIP ako;i samo ako ona ima CIP i A

Jje v-neprekidan elemenat mreze Cwd.

Dokaz. *CIP je ekvivalentan sa beskona¢nom distributivnoscéu, a
CIP sa distributivnosc¢u elementa A, pa je tvrdenje posledica Tvrdenja

1.10. u

3.2 KADA JE MREZA Cwd PODMREZA MREZE Ewsf, A KADA SE SA NJOM

POKLAPA? [110]

Poznato je da Jje mreza kongruencija algebre &£ uvek podmreza mreze
ekvivalenci ja algebre 4. Medutim, za mrezu slabih kongruencija to nije
uvek sluc¢aj. Naime, mreza Cwd nije u opstem slucaju podmreza mrezZe EwA
(mreze slabih ekvivalencija, odnosno mreze svih simetriénih i
tranzitivnih relacija na skupu A, odnosno mreze particija u skupu A.).

U slede¢em delu dati su potrebni i dovol jni uslovi pod kojima je
mreza Cwd podmreza mreze EwA, 1 potrebni i dovoljni uslovi pod kojima
se te dve mreze poklapa ju.

Odmah se moze wo¢iti (sto ¢e biti primenjeno u slede¢im



tvrdenjima) da Jje infimum u mrezama Ewd i Cwd isti, i da Je to

presek).

Sa EA oznadena je mreza relacija ekvivalencije na skupu A.

Lema 3.5 Ako je A#@ i peEwA, tada je puA elemenat EA. N

Tvrdenje 3.9 Dijagonala A je neutralni elemanat u mrezi EwA.

Dokaz.
Neka p,08¢EwA. Tada je:
(Arp)V(AAB) = (Anp)v(Ang) = (Anp)u(AnB]) = An(pud) = Aa(pve),
posto se infimum poklapa sa presekom, supremum dve
di jagonalne relacije sa unijom, I pu@ i pv@ su ekvivalencije na istim

podalgebrama. Znac¢i, A je kodistributivan.

Prema sli¢énom razmatranju, i prema Lemi 3.5, dobija se da
Je:

Av(paB) = Aul(pnB) = (Aup)n(auwe) = (Avp)a(ave),
pa je A distributivan elemenat.

Iz pnA=0nA 1 puA=6uA, sledi da Je p=0, Jjer je (P(AxA), n, V)
distributivna mreza, a zakon skrac¢ivanja (iz xaz=yaz i xvz=yvz sledi
x=y) Jje ekvivalentan sa distributivnosc¢u u mrezi.

Prema Lemi 1.3 iz Poglavlja I sledi da Jje A neutralan

elemenat. o

Posledica 3.4. Preslikavanje p->{(pnA,puA) je potapanje iz EwA u

P(A)xEA.

Dokaz. Sledi iz neutralnosti elementa A, Leme 1.3 iz
poglavlija I i e¢injenice da Jje P(A)=(A] u odnosu na preslikavanje

B%{(x,x)|xeB} , za BcA, i [A)=FA. =

Posledica 3.5 Proizvoljni mrezni identitet vazi na EwA ako

i samo ako wvazi na EA.



Dokaz. A Jje neutralni elemenat mreze EwA, pa mrezni
identitet vazi na EwA ako i samo ako vazi na EA i ?P(A), a poznato je

da identitet wvazi na Bulovoj algebri ako i samo ako vazi na

dvoelementno . .
Tvrdenje 3.10 A je beskonaé¢no distributivni elemenat u mrezi
slabih ekvivalencija EwA, proizvol jnog skupa A.

Dokaz,

Neka je {p1|iEI} proizvoljna familija slabih ekvivalencija

na A. Tada je:

.&leIpi Av n =N féupi) iEI[AVp 1). »
ier i€l
Tvrdenje 3.11 Za proizvol jan neprazan skup A postoji algebra

d4=(A,F) takva da se mreza slabih kongruencija Cwd poklapa sa mreZom

slabih ekvivalenci ja EwA.

Dokaz. Neka Je A proizvol jan neprazan skup. Trazeni uslov
zadovol java idempotentna algebra, #£=(A,f), gde je f unarna operacija

definisana sa (V¥YxeA)(f(x)=x). -

Tvrdenje 3.12 Neka Je #£=(A,F) algebra ¢ija Je mreza slabih
kongruencija Cwd podmreza mreze slabih ekvivalencija EwA. Tada o ima

jaki CEP, CEP, CIP i *CIP.

Dokaz.  Prema Lemi 3.5 ako Jje Cwsd podmreza od mreze EwA, tada

Je pvA = puA, pa 4 ima jaki CEP. Prema Tvrdenju 3.8 sledi da 4 ima

CEP, a prema Tvrdenju 3. 10 sledi da £ ima *CIP. n

Lema 3.6 Ako je Cwd podmreza od EwA tada je 4 wv—-algebra.
Napomena 3.2 wu-algebra je algebra ¢&ija Je mreza podalgebri

zatvorena u odnosu na skupovnu uni ju.

Dokaz. Prema Tvrdenju 3.1 Subd je izomorfna podmrezi od Cwd, pa



je izomorfna 1 podmrezi od EwA, podmrezi dijagonalnih relacija na
podskupovima od A koji su 1 podalgebre od 4. Posto Jje wunija dve
di jagonalne relacije na podskupovima od A takode dijagonalna relaci ja

na uniji tih podskupova, sledi da taj podskup mora biti i podalgebra,

odnosno, # je u-algebra. -

Tvrdenje 3.13 Ako je 4 Risova algebra koja ima CEP, onda o ima
i jaki CEP.
Napomena 3.3 Risova algebra je algebra £ za koju Jje za svako

BeSubd, B2UA kongruencija na 4.

Dokaz. Neka Jje 4 Risova algebra koja ima CEP i peCwd za
peCond. Tada je prema Tvrdenju 3.2:
pV(AABz)=(pVA}AB2, a posto je pEAABz, sledi da je
p = pV(Ath) = (va)ABz, pa je:
(B°A(pVA) JUA = puA,

Koristec¢i uslov da je £ Risova algebra, i iz B vA

¥

pvA, dobija se:

(BZUA]A((va)uﬁ) = (BZUA)A(PVA) = (32VA)A(PVA) =

= pVA.
Iz distributivnosti A u EwA sledi da je:
pUA = (B°A(pvA))uA = (BZUA)A((pVA)UA) = pvA,
pa algebra 4 ima jaki CEP. u

Tvrdenje 3.14  Ako Jje 4 Risova u-algebra koja ima CEP tada je

Cwd podmreza od EwA.

Dokaz. Neka Jje supremum u EwA oznacen sa +, a u Cwd,
uobicajeno, sa v (v je skupovna unija, a A Jje skupovni presek, kao i
infimum u obe mreze.

Neka p,0€Cwd, odnosno neka peConB 1 6eCont, za

B, teSubd. Supremum relacija p i €6, u mrezi slabih ekvivalencija Je



slaba ekvivalencija koja ima dijagonalu koja je Jednaka uniji

di jagonala od p i 6, pa zato p+6e Ew(BUE).
Iz p+6 € Ew(BUC), pve € Con(BvE), BUE = Bvt sledi da
Jje:
(*) (p+o)aA = (pve)al,
Prema Tvrdenju 3.13, algebra #4 ima Jjaki CEP, 1 iz te
¢injenice sledi da Jje za svako peCwd:
pvA = p+A = puUA.
Prema tome, dobi ja se:
(pt0)+A = (p+A)+{8+A) = (puA)+(8uA) = (pvA)+(BVvA)
Cond je podmreza od EwA, pa je:
(pvA)}+(6vA)= (pvA)v(OvA) = (pvB)vA = (pvB]+A,
Sledi da je: |
(**) (p+8)+A = (pvB)+A.
Posto vazi CEP, prema Tvrdenju 3.2, dobija se:

pte = pvo. u

Sledec¢a dva tvrdenja daju potrebne i dovol jne uslove za algebru 4
da njena mreza slabih kongruencija bude podmreza mreze slabih

ekvivalenci ja na skupu A.

Tvrdenje 3.15 Za algebru 4 vazi da Jje njena mreza slabih
kongruenci ja Cwd podmreza mreze slabih ekvivalencija EwA ako 1 samo
ako je d Risova u-algebra koja ima CEP.

Dokaz.

Iz Tvrdenja 3.13 sledi Jjedna implikacija, a iz
Tvrdenja 3.12 i Leme 3.6 druga (koriste¢i ¢injenicu da Jje svaka

algebra koja ima jaki CEP Risova algebral. =

Tvrdenje 3.16 Za algebru 4 vazi da Jje njena mreza slabih



kongruenci ja Cwd podmreza mreze slabih ekvivalencija EwA ako i samo

ako Je # u-algebra koja ima jaki CEP. =

U sledec¢em delu dac¢e se karakterizaci ja algebri za koje se mreza
slabih kongruencija poklapa sa mrezom slabih ekvivalencija na tom
skupu. Radi se o algébr'ama kod kojih Jje svaka slaba ekvivalencija
istovremeno 1 slaba kongruencija, odnosno, svaki podskup je

istovremeno 1 podalgebra, a svaka relacija ekvivalencije na tom skupu

Jje saglasna sa operacijama te algebre.

Lema 3.7 Ako Jje za algebru 4 Cwd = EwA 1 |A|>1, tada 4 nema

nularnih operaci ja.

Dokaz. Kada bi u algebri #£ postojale konstante tada bi one

morale biti u svakoj podalgebri, pa bi postojala najmanja neprazna

podalgebra. Znac¢i prazan skup ne bi bio podalgebra pa ne bi vazilo da

Je Cwd = EwA. u

Jednostavno Jje utvrditi da vazi sledec¢a lema:
Lema 3.8 Svaki podskup od A je i podalgebra od 4 ako i samo ako

za svako n, za svaku n-arnu operaciju na 4 i za sve X seeosX €A vazi:
n

f(xl,...,xn)e{xl,...,xn}. n

Lema 3.8 Ako je |A]=2 za algebru #, tada je Cwd = EwA ako i samo

ako je f(x,...,x)=x za svaku n-arnu operaciju f na 4.
Dokaz. Prema Lemi 3.8, ako je A={a,b}, dobijamo da je za svako
feF: f(a,...,a)=a i f(b,...,b)=b. Neka je f(x,...,x)=x za svako feF.

Svaki podskup Jje o¢igledno podalgebra, a takode i svaka relacija

ekvivalenci je na podskupu od 4 je kongruencija, pa je Cwd=EwA. n

Lema 3.10 Ako je £ algebra za koju je |A[=3 i Cwd=EwA, jedine



binarne operacije na # su projekci je.

Dokaz. Neka Je A={a,b,c} 1 algebra 4£=(A,F). Neka Jje feF
binarna operacija na A. Prema Lemi 3.8, vazi da je f(a,a)=a, f(b,b)=b,
f(c,c)=c i f(a,b)e{a,b}. Neka Jje f(a,b)=a. Particija {{a}.{b,c}}
indukuje kongruenciju p algebre 4. Posto (a,al)ep i (b,clep, sledi da i
(f(a,b}),f(a,c))ep, odnosno, (a,f(a,c)lep, pa Jje f(a,c)=a. Na slican
nac¢in, koristec¢i druge particije od A, doblija se da je za sve X, ye€A,
f{x,y)=x. Pod ﬁretpostavkom da je f(a,b)=b, na sli¢an na¢in se dobl ja

da je za sve X,yeA f(x,y)=y. N

Lema 3.11 Neka je #=(A,F) algebra za koju vazi da je Cwd=EwA.

Ako za n-arnu operaciju f na i IR €A vazi da je:
Il
f(al,...,ai,...,an)=ai;
tada je:
f(x ,...,X )=a
( 1’ ’ n) i

za sve X ,...,X €A, tako da je X, =a, kadgod je a =a za Je{1,....n}.

Dokaz. Posmatra se relaclija ekvivalencije p, odredena
partici jom {{ai},h\{ai}}. U skupu A\{a } svaki elemenat je u relaciji
p sa svakim, pa je odatle, (ak,xk)Ep, ako je x #a . Ako je X =a , tada
je ia=a, pa opet (ak,xk)Ep. Znaci, (ak,xk)Ep, za svako ke{l1,...,n}.

Posto jJje p 1 kongruencija na 4, vazi uslov saglasnosti, pa je:

(f(al,...,ah),f(xl,...,xn)]ep, odnosno,
(ai,f(xl,...,xh))ep, pa Jje f(xi,...,xn)=ai. -~
Tvrdenje 3.17 Za algebru #£=(A,F) za koju Jje |A]|z3, mreza

slabih kongruencija poklapa se sa mrezom slabih ekvivalenci ja skupa A
ako i samo ako skup operacija F sadrzi samo projekcije.
Dokaz. Ako su sve operacije iz F projekcije algebre 4,

tada ocigledno vazi da je Sub<£=P(A).



Neka Jje p proizvol jna ekvivalenci ja na podskupu B

skupa A. Ono sto treba da se pokaZze Jje da Jje p 1 kongruencija
podalgebre B. Neka je f prolzvoljna n-arna operacija iz F i neka je za

X seensX Y 5enn ,yneB, (xl Y, Jep. Posto je restrikcija projekcije na
n _

skup B takode projekci ja, dobija se da je:
(f(xl,---.Xn).f(yl,---.yn))Ep, pa Je f
kongruenci ja podalgebre B, odnosno, f je slaba kongruencija na 4.

Obratno, pretpostavimo da je Cwd=EwA i da postoji

0peraci,ja f na 4 koja nije projekcija. To bi =zna¢ilo da postoje

elementi a_,...,a i b ,...,b iz A, takvi da je za neke i, je{1,...,n}
1 n 1 n

gde je i#j

(1) f(al,...,ai, ,a ,...fah)=ai,

(2) f(b1""’b1""’bj""’bn)=bj’ i

(3) a =#a 1ili b #b , za svako k=1,...,n.

kK 1 kK

(Iz Leme 3.8 sledi da f(al,...,ah)e{al,...,an}, i f(bi,,..,bn)e

{b,....b })

Mogu se posmatrati sledec¢i slucajevi:
a) a#b i b) a =b .
S S
a) Neka je al¢bj. Posmatramo X seeesX cA
' n
takve da |je X, =a kadgod je a =a 1 :bck=bj kadgod je bk=bj , Za
=1,...,n. Prema Lemi 3.11 iz (1) sledi da je f(xl,...,x )=ai a iz (2)
n
f(xi,...,xn)=bj, a posto je aiatbj dobi ja se kontradikci ja.
b) Neka je ai=bj=a. Iz (1),(2) i (3) sledi da je:
f(al,...,ah)=f(b1,...,bn)=a1 gde ak=bk implicira
da je akia.

Iz |A|z3 sledi da postoje x,yeA takvi da su a, x i

y medusobno razlic¢iti elementi. Prema Lemi 3.11 i (1) dobijamo da je:

(1’) f(x,...,x )=a,
1 n
gde je
a, za a =a
K
xk={ Y, za bk=a .
X, u ostalim slu¢ajevima.
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Iz (2) sledi da je:

{2') f(yl,...,yn)=a, gde je:
a, zZa b =a
ykz{ x, u ostalim slucajevima.

Neka je p kongruencija odredena particijom Ha, x}, A a, xt}.

X, 2a X =a
Neka e zk={ X > U ostalim slucajevima ’ <4 ke{l,...,n}.
Posto Jje x pz , za sve ke{1,....n}, a p je kongruencija, sledi da je:
(f(x ,...,x },f(z ,...,z ))ep.
1 n 1 n
zie{x,y}, za svako 1i, pa f(zl,...,zn)e{x,y}.
Iz f{x ,...,x )=a, {a,x)ep , (a,ylep i1 f(z_,...,zZ )e{x,y} sledi da je
(*) f{z ,...,Z2 )=x.
1 n
Ako posmatramo kongruenci ju 2] odredenu partici jom

{{a,y},ANa,y}}, na slican nac¢in kao u prethodnom slucaju dobi ja se:
(f(ly ,...,y ), f{z ,...,z ))eb.
1 n 1 n
Iz f(yi,...,yn)=a, f(zl,...,znle{x,y}, (a, y)eb
i (a,x)e¢8, sledi:
f(z ,...,z )=y,
1 n
sto je u kontradikciji sa uslovom (*).

Ovo znaci da pretpostavka da u F postoje druge
operaci je osim projekcija vodi u kontradikciju, sto dokazuje da su sve

operacije iz F projekcije. .

Posledica 3.6 Za algebru 4 vazi da se njena mreza slabih
kongruenci ja poklapa sa mrezom slabih ekvivalencija na skupu # ako i
samo ako je svaka ekvivalencija na A i kongruencija algebre 4, a svaki

podskup od A, i podalgebra od 4.

Dokaz. Ako Jje Subd=P(A) 1 Cond=EA, onda Jje svako fek

projekci ja, pa dokaz sledi direktno iz Tvrdenja 3. 14. |
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3.9 O MREZI SLABIH KONGRUENCIJA DIREKTNOG PROIZVODA ALGEBRI

Neka su dl i Aé proizvol jne algebre istog tipa. Poznato je da se
mreza ConﬁGCOndé moze potopiti u Con(dlxﬂg] {mrezu kongruencija
direktnog proizvoeda te dve algebra) sledecim preslikavan jem:

= Cond j ij
f(pl,pz) p, za (pl,pz]EConﬂlx ond , gde je p relacija na skupu Alxﬁz,
definisana sa: {x,y)p(z,t) akko Xp_ Z i ypzt. Direktno se proverava da
je p kongruencija algebre Jlxﬁg, kao i da je f potapanje. To sledi iz
¢injenice da Je EAIXEA2 podmreza, do na izomorfizam, od E(Alez) i
toga da je Cond uvek podmreza od EA, za svaku algebru 4.

Postavlja se pitanje da 1i sli¢éno vazi 1 za mreze slabih
kongruenci ja. Odgovor je odre¢an, ¢ak i u slucajevima kada Jje Cwd
podmreza od EwA (za sta su uslovi ispitani u prethodnom delu}. Naime,
u opstem sluc¢aju nije ni EwAlewAz podmreza, do na izomorfizam (u
odnosu na analognu funkciju f), od Ew(AIxAz), sto se vidi iz sledeceg
primera.

Primer 3.2 Dati su skupovi AI={a,b}' i A2={1,2}. Mreze EwA i
EwAz su izomorfne, i prikazane na slici 3.3:

A A
I 1 I 2
A A
\\i ///'\\i
b 1 2
a Q Q
) 7
EwA EwA

1 2

Slika 3.3

a

S
N\

A xA ={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2)} 1 mrezu Ew(A xA ) <¢ine sve
1 2 1 2
simetri¢ne i tranzitivne relacije na skupu A1XA2 (gde je sa a oznacena
relacija {(a,a)}, slicno i za b, 1 1 2, a sa A je oznacena relacija
{(a,a), (b,b)}, slicno i Az).

Elementi (a,Az) i (51,2) pripadaju mrezi EwAlewAz. f(a,ﬁz) =
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{((a,l),(a,l]),((a,z),(a,z))} i f(a,2) H{{(a,2),(a,2}),((b,2),(b,2))}
(f Je definisano kao kod kongruencija, t.j. flp ,p )=p, za
(pl,pz)eEwAlewAz, gde Jje p relacija na skupu AdXAz’ def inisana sa:
(x,y)p(z,t) akko Xp, 2 i'ypzt).

[a,ﬁz)v(ﬂl,Z) = (AI,AE] {supremum u mrezi EwAlewAz).

Dalje Je f(4 ,A )= {((a,1),(a,1)), ((a,2),(a,2)), ((b,2), (b,2) ),
((b,1), (b, 1))}.

Sa druge strane je f(a,A )vf(A ,2)={((a,1),(a,1)),((a,2),(a,2)),
((b,2), (b,2))}.

Znati f nije izomorfizam, Jjer Jje ;f((a,az)v(ﬁl,g))=
{{(a,1}),(a,1))},((a,2),(a,2)), ((b,2),(b,2)), ((b,1), (b,1))}=

{((a,1),(a,1)), ({a,2),(a,2)), ((b,2),(b,2))} = f(a,A )vf(A ,2). .

3.4 PRENOSENJE MREZNIH ZAKONA SA MREZA KONGRUENCIJA I PODALGEBRI

NA MREZU SLABIH KONGRUENCIJA

U ovom delu ispitivace se osobine mreze Cwd, u zavisnosti od
oscbina mreza Subd i Cond, proizvoljne algebre 4. Pokazace se da
svojstva CEP 1 CIP imaju znac¢ajnu ulogu u prenosenju proizvoljnih
mreznih zakona sa Subd 1 Cond na Cwd. Slede¢a tvrdenja posledice su

mreznih tvrdenja iz poglavlja I.

Tvrdenje 3.18 Neka je 4 algebra koja ima svojstva CEP i CIP.
Proizvel jni mrezni identitet vazi na Cwd ako 1 samo ako on vazi na
Subd 1 na Con#.

Dokaz. Ako algebra 4 ima CEP i CIP, A Jje neutralni
elemenat u mrezi Cwd, sto sledi iz Posledice 3.1 . Iz Tvrdenja 3.1
sledi da Jje Cond = [A}, a Subd = (A], pa ako identitet vazi na Cond i

Subd, prema Tvrdenju 1.17 iz poglavlja I sledi da identitet vazi |
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na mrezi Cwd.

Posledica 3.7 {130] Algebra 4 ima distributivonu mrezu slabih

kongruenci ja ako i samo ako &4 ima CEP i CIP, i Cond i Subd su distri-

butivne mreze. [

Posledica 3.8[130]Algebra 4 ima modularnu mrezu slabih

kongruencija ako i samo ako #£ ima CEP i CIP, i Cond i Subd su

modularne mreze. ]

Dal je c¢e se ispitivati kada se proizvol jan mrezni zakon (kb,ji
moze da sadrzi i beskona¢no-mesne operacije) prenosi sa mreza Subd i
Cond na mrezu Cwd. Pokazalo se da u tome znacajnu ulogu ima, pored
svojstava CEP i CIP, 1 neprekidnost elementa A u mrezi slabih
kongruenci ja te algebre.

Tvrdenje 3.19 Ako algebra 4 ima svojstva CEP i CIP i A Je
v-neprekidan elemenat u mrezi Cwd, tada je proizvoljni mrezni zakon
(koji moZe da sadrzi i beskona¢no-mesne operacije) zadovol jen na Cwsf
ako i samo ako isti zakon vazi na Subd i na Cond.

Dokaz. Sledi direktno iz Tvrdenja 1.19 iz Poglavlja I . =

Posledica 3.9 Ako ‘algebra 4 ima svojstva CEP 1 *CIP tada je
proizvoljni mrezni zakon (koji moze da sadrzi i beskonacno-mesne

operaci je) zadovoljen na Cwd ako i samo ako isti zakon vaZi na Subd i

na Cond.
Dokaz, Sledi iz prethodnog tvrdenja i iz Tvrdenja 1.10 iz
Poglavl ja 1. |

Posledica 3.10 Algebra 4 ima beskonadnoe distributivnu mrezu
slabih kongruencija ako i samo akoc algebra ima CEP i *CIP i Subd i Con

d su beskonac¢éno distributivne mreze. n



U sledec¢ih nekoliko tvrdenja dace se potrebni i dovoljni uslovi
pod kojima je mreza slabih kongruencija neke algebre polumodularna.

Lema 3.12 Ako Je mreza slabih kongruenci ja algebre oA
polumodularna, i ima kona¢nu duzinu, tada algebra 4 ima CEP.

Dokaz. Sledi iz Tvrdenja 3.1 i Tvrdenja 1.6 iz poglavlija I. =

Lema 3.13 Ako algebra 4 ima CEP i wCIP, tada Jje za svako BeSubd

2
ConB=(B VA]Cunﬁ' =

Dokaz. Sledi iz Leme 1.13 iz Poglavl ja I. u

Tvrdenje 3.20 Ako Jje mreza slabih kongruencija algebre «

polumodularna mreza konad¢ne duzine tada vazi sledece:

(O) Cwﬁ_je polumodularna mreza za svako BeSubd;
(i) Con B je polumodularna mreza za svako BeSubd;
{ii) Subd je polumodulﬁrna mreza;

(i1ii) za p,0eConb, TeSubB 1 BeSubd, vazi:

p>8 implicira pVAB» BVAB.
Dokaz. (0), (i) 1 (ii) slede iz ¢injenice da su sve mreze CwE
i ConB, za BeSubd, kao i Subd konveksne podmreze mreze Cwd. Ako neka
od njih ne bi bila polumodularna, ni mreza Cwd ne bi Dbila
polumodularna, odakle sledi tvrdenje.

(iii)

Neka su p i 98 iz Conb za teSub® i BeSubd, i neka vazi:
p>8. Iz pzB sledi (BVAB]ApEB. Ako bi vazilo (Bvﬁﬂ)np>9, iz p>0 i p=
[evﬁB]Ap >0, sledilo bi p=(8vAB]Ap, odnosno pi(BVAB), odakle,
pvﬁB=evﬁB. Iz polumodularnosti mreze Cw3B sledi da algebra 3 ima CEP
(prema Lemi 3.12), pa iz pVAB=BvﬁB i pn&B = ﬁc = BnﬁB i Tvrdenja 3.2
sledi da Jje p=6. Znac¢i da nije p=(9VAB)Ap, pa iz uslova p>8 1 p=

(BVAB)AP =0 sledi (BV&B)hp =9. Iz (Bvﬁﬂ)np =0 dobi ja se da pr(EVAB)Ap,



pa iz polumodularnosti sledi da pvevaB > BVAB, odnosno, pvﬂB > BVAB =

Tvrdenje 3.21 Ako Jje 4 algebra za koju su Cond 1 Subd
polumodularne mreze, i 4 ima CEP i slabi CIP tada je Cwd polumodularna
mreza.

Dokaz. Neka su p 1 8 iz Cwd, 1 pretpostavimo da je prpad8. Neka
peCont, 0e€ConB, za B, EeSubd. Mogu se razlikovati tri slucaja:

a) 6=B; b) 6<3B; 1 c¢) 81 € su neuporedivi elementi mreze Cwd.

a) [z Leme 3.13 posto vaze CEP 1 slabi CIP, sledi da je:

Con® = (CZVA]COHA, (*),
i iz polumocdularnosti mreze Cond, sledi:
pve > 0.
b) Iz E<B sledi da paBeCont. Prema Lemi 3.4 CEP se prenosi na

podalgebre, pa vazi i na 3B. Iz Leme 3.13 sledi da je Conb =

(Cgvﬁ]C , U odnosu na izomorfizam p—%pVAB, pa Jje :

onB
vaB > (phBJVAB.
Posto vazi slabi CIP, iz Aﬁﬂe, sledi:
ABv(pAB) = (ABVp]nB, pa je:

pVAB }-(vaB)hB.

t

ConB Jje takode polumodularna mreza (Jjer Je Con®
2 .
(B VA]CMA ), pa vazi:
(vaB)VB > 8, odnosno pve > 0
c) Neka su B i © neuporedive podalgebre od . Tada paB €
Con(BaE). Iz p>pad sledi da je p=(pa9]vﬂc. Odatle je:
pve = (pne]vﬂcva = evﬁc = BvABVC.
Iz kodistributivnosti elementa A u Cwsd sledi da je
({ ConB|BeSubd}, =) = Subd,
pa iz polumodularnosti mreze Subd, sledi da Jje  ({ConB|BeSubd},=)

polumodularna mreza.

Iz p>paB, sledi B>-BAE (kad bi postojala algebra D, takva da
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je B > D > BAaE, tada bi bilo p> pn((pnB]VAD] > paB, Jjer pA([pnB)VAD) €
ConD, &to bi bilo u suprotnosti sa pr»paB. ).
Iz polumodularnosti mreze '[{Conﬂ|365ub£},£) sledi da je:

BVE>B. Posto pVB:eVABvc eCon(BvE) 1 6eConB, iz BvE>B i CEPa u ConB (ne

postoji 6 >6 takvo da je 91<9VQBVC) sledi da je pve>o6. =

Tvrdenje 3.22 Neka je 4 algebra sa mrezom slabih kongruencija
konac¢ne duzine. Ako za svako b€Subd, i sve p, 0¢€
iz p>0 sledi pvA » 6VA, {*)

tada algebra 4 ima CEP.

Dokaz. Ako 4 nema CEP tada, prema Tvrdenju 3.2 postojil€ESubﬂ
i p,8eCont takvi da Je pvA=8vA. Vazi i1 pvOvA = pvA=6vA, 1 za svaku
slabu kongruenciju x iz intervala [p,pv8] 1 [8,pv8] wvazi yxvA =
pvA=08vA. Akoc je Cwd konacne duzine, tada postoje dve slabe
kongruencije o« 1 B, od njih tako da a8 i da Jje wavA=gBvA, pa ne vazi

uslov {(*). m

Sledec¢e tvrdenje je potreban i dovoljan uslov pod kojim Jje mreza
slabih kongruenci ja kona¢ne duzine polumodularna.
Tvrdenje 3.23 Neka je 4 algebra sa mrezom slabih kongruenci ja

konatne duzine. Cwd Jje polumodularna mreza ako i samo ako su

zadovol jenl sledec¢i uslovi:

(i) Con3 je polumodularna mreza za svako BeSubd;
(ii) Subd je polumodularna mreza:
{iii) za sve p,BeConb, EeSubB, BeSubd,

iz p > 0 sledi pVAB }-BVAB.
Dokaz.
(—>) Sledi iz Tvrdenja 3.20.

() Neka p,0eCwd, peCon®, 6¢ConB, B,6ecSubd, i neka

prpaB. Mogu se razlikovati tri sluc¢aja:



al B = C; b) € < 3B c) B i ¥ nisu uporedivi
elementi mreze Subd.

U slucaju a) pveo sledi direktno iz polumodularnoéti mreze
B (iz (i)).

b) Iz E<B sledi da paBe Conb, pa prema (iii) sledi da
vaB}(pAB)vAB. 1z (pAB)VAB = (vaB)hB = pVAB i vaB>(pA9]VAB sledi da
Jje pvﬁB=(vaB)h9 ili (pne)vbﬂ=(pVAB)nB. 1z vaB=(pVAB]ﬁB sledi da je
pvA =8, odakle ph(pVﬂB)ﬂpAB, tj.- pspaB, Sto je u suprotnosti sa pypae.
Znaci vazi (pﬂe}vAB=(pvﬁB)n9. Sledi da pvﬂﬂr(pvﬁﬂlne. Po pretpostavci
ConB je semimodularna mreza, pa odatle sledl da: (pvbB)VB > 8,

odnosno, pvg > 8.

c) Iz Tvrdenja 3.22 sledi da algebra ima CEP, pa se ovaj

slucaj dokazuje sli¢no kao slucaj ¢} u Tvrdenju 3.21. N

Sledeca tri tvrdenja daju potrebne 1 dovol jne uslove ko je treba
da ispuni algebra tako da njena mreza slabih kongruencija bude

komplementirana, odnosno Bulova mreza.

Tvrdenje 3.24[101] Algebra 4 ima CEP, CIP, i komplementiranu
mrezu slabih kongruencija ako i samo ako vaze sledec¢i uslovi:

(i) za svako BeSubd, preslikavanje p—pvA je mrezni izomorfizam
iz Con3 u Cond;

(ii) Cond je komplementirana mreza;

(iii) Subd je komplementirana mreza. m
Tvrdenje 3.25[101] Neka Jje 4 algebra sa modularnom mreZom
- slabih kongruencija. Uslovi (i), (ii) i (iii) iz prethodnog tvrdenja

su potrebni i dovoljni uslovi za mrezu Cwd da bude komplementirana. m

Tvrdenje 3.26{101] Za algebru 4 mreza slabih kongruencija Cwsd

Je Bulova mreza ako i samo ako su zadovol jeni slede¢i uslovi:
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(i) za svako BeSubd, preslikavanje p—pvA je mrezni izomorfizam
iz Con3B u Cond;
(ii}) Cond Jje Bulova mreza;

(iii) Subd je Bulova mreza. u

3.5 O PRENOSENJU NEKIH SVOJSTAVA NA PODALGEBRE I FAKTOR ALGEBRE

Di jagonalne relacije, kao specijalni elementi mreZze slabih
kongruenci ja, imaju istaknuto mesto u proucavanju zakona koji vazZe na
toj mrezi. O tim zakonima i njihovim algebarskim posledicama govorimo
u nastavku,

Tvrdenje 3.27 Data Jje algebra 4 koja ima CEP i CIP, i neka je
f[xl,...,xn)=g(xl,...,xn] proizvol jni mrezﬁi iﬁentitet, i 2 pedalgebra
od 4.

Ako jednakost f(xl,...,x 1,A)=g(x1,...,x 1,5) vazi na Cond i na

n.—.

Subd, tada identitet
f(xl,..-,x 1,ﬂB)=g(x1,...,x A )
vazi na mrezi Cw3.

Dokaz. Direktna posledica Tvrdenja 1.20 iz Poglavlja I. =

Posledica 3.11 Ako algebra 4 ima CEP i CIP, tada i svaka

podalgebra B algebre 4 ima CEP i CIP. =
Dokaz. Ako algebra 4 ima CEP i CIP, tada je A neutralan
elemenat u mrezi Cwd, odnosno, zadovol jen Jje identitet

(xAA)V(yAA)}vixay) = (xvA)a(yvAla(xvy) na celoj mrezi Cwd, pa i na Subd
i na Cond, pa vazi i (XﬁAB)V(yhﬂﬂ]V{th) = (XVAB)A[yVﬁB)h(va) na CwB,
odnosno AB Jje neutralan elemenat mreze Cw8B, pa B ima CEP i CIP. u

Napomena 3.3 Neposredno se pokazuje da ako algebra 4 ima CEP, da
svaka podalgebra algebre £ ima CEP. Svojstvo CIP se u opstem sluéaju
ne prenosi na podalgebre, &to se vidi 1 iz sledeceg primera.

Primer 3.3 Dat je grupoid #=({a,b,c,d,e},*), sa skupom nularnih



operacija C={a,b,c}, gde Jje operaclja * zadata Kejlijevom tablicom:

* abcde
a bacdd
b aacde
c ccbcc
d ddcaa
e d ecad

Podalgebre ovog grupoida su C<{a,b,c} i B={a,b,c,d}. Kongruencije
podalgebre & su A, c® i o={{a,b},{c}} (zadata preko klasa

ekvivalencije}. Kongruencije na podalgebri 3 su A BZ | p={{a,b},{c},

{dyt i r={{a,b,d},{c}}, Kongruencije na algebri £ su 4, A 2 3

Ut%{aﬁb,d,e},{c}}. Mreza Cwd je na slici 3.4:

A
AYAN
N

6 Cwsd

s

Slika 3.4
Ova algebra ima CIP, 3Sto se jednostavno proverava primenom
Tvrdenja 3.3, Jjer za svako 6€Cond familije {peCwﬁ]pAae} imaju najmanje
elemente. Ova algebra nema CEP, Jer je tvA=pvA=c, a obe relacije su
kongruencije na istoj podalgebri B. Podalgebra 3B nema (:'IIP, Jjer Je
(TACEJVAB=9 £ T = (TV&B)A(C2VAB). »
Ovaj primer pokazuje da se ni wCIP ne prenosi u opstem slucaju sa

algebre na podalgebre, Jer algebra 4 ima wWCIP, a podalgebra B8 ga nema.

Sledece tvrdenje je dualno prethodnom.
Tvrdenje 3.28 Neka je o algebra koja ima CEP i *CIP, i neka je

f(xl,...,xn)=g{x1,f..,x.} proizvoljni mrezni identitet. Za 8eCond,

n

neka Jje 6 najmanji elemenat u klasi kongruencije n kojoj pripada ®©.
— a

Ako f(xl,...,x A =g{x ,...,X 'A) vazi na mrezama Subd 1} Cond,

s n-—

tada f(xl,...,x ,0)=g({x ,...,X 1,6] vazi na filtru [g) u mrezi Cwsd.

n-1 1 n—
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Dokaz. Direktna posledica Tvrdenja 1.23° iz Poglavlja I,
jer ako vazi *CIP tada za svako 6 klase indukovane homomorflzmom
nﬁ:p—epvﬁ imaju najmanje elemente (prema Tvrdenju 3.3). n

Iz prethodnog tvrdenja moze se zakljuciti kada se neke osobine
prenose sa algebre na njenu faktor algebru. Naime, u sledecCem delu
ce se ispitivati kada je za 6e€Cond mreza Cwd/6= [g). Sledec¢e tvrdenje
kaze kada se CEP i CIP prenose sa algebre na faktor algebru, pod

pretpostavkom da taj izomorfizam vazi.

Posledica 3.12 Data Jje algebra o koja ima CEP i *CIP. Ako je

6eCond kongruencija za koju vazi: Cwd/6= [B) tada i faktor algebra A/8

ima CEP i CIP. | .

Napomena 3.4 U opstem slucaju se ni CEP ni CIP ne prencse na

faktor algebre, a ni CEP i1 CIP zajedno.

Neke slozeni je jednakosti algebarskih funkcija takode mogu da se
prosire sa mreze kongruencija odnosno podalgebri na celu mrezu slabih
kongruencija. O tome 1 o odgovarajucim algebarskim posledicama

raspravl ja se u narednih nekoliko tvrdenja.

Tvrdenje 3.29 Neka algebra # ima CIP, 1 neka 6<Cond. Ako

Jjednakost:

n r
A(ﬁﬁchw.”x})= A(m@%x,.”,x))
i=1 1 1 n j=1 27

n

vazi na Cond, tada ona vazi na celoj mrezi Cwsd.

Dokaz. Direktna posledica Tvrdenja 1.21 iz Poglavlja I =

Posledica 3.13 Ako algebra 4 ima CIP i ©6 Je distributivnil

elemenat mreze Cond, 1 Cwd/6 je podmreza mreze Cwd, tada i faktor

algebra #£/6 ima CIP.

Dokaz. evipat)={(0vp)albvT) Je Jjednakost oblika kao u

prethodnom tvrdenju, pa direktnom njegovom primenom sledl ovo
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tvrdenje.

Tvrdenje 3.30 Data je algebra #, i neka BeSubd. Ako jednakost
n r
1 - J
1yi(ﬂhf1(x1....,x )) = jyi(ﬂnfz(xl,...,x ))

n n

vazi na Subd, tada on vazi na Cwd. =

Tvrdenje 3.31  Data je algebra # koja ima CEP i CIP. Ako 8eCond

i Jjednakost f(xl,..,,x ,B)=g(x1,...,xn,9] vazi na Cond, i jednakost
I
f(xl,...,x ,A)=g(x1,...,x JA) vazi na Subd, tada Jednakost
n n
fix ,...,x ,8)=g(x ,...,x ,08) vazi na Cwd.
1 n 1 n
Dokaz. Direktna posledica Tvrdenja 1.22 iz Poglavlja I. =

Posledica 3.14 Ako algebra 4 ima CEP i CIP i 8 je kostandardan

elemenat mreze Cond i Cwd/8 je podmreza od Cwd, tada i faktor algebra

A48 ima CEP. |

Tvrdenje 3.32 Data je algebra 4 koja ima CEP i CIP. Ako BeSubd

i Jjednakost f(xl,...,xn,ﬂJ=g(x1,..,,xn,ﬂ] vazi na Subd, i jednakost
f(xl,.¢.,xn,ﬁ]=g(x1,...,xn,ﬂ) vazi na Cond, tada Jjednakost
f{x,...,x ,Bl=g(x ,...,x ,B) vazi na Cwsd.
1 I 1 n
Dokaz. Direktna posledica Tvrdenja 1.22° iz Poglavlja I =

Tvrdenga 3.27 do 3.32 mogu se uopstiti koriste¢i mrezna tvrdenja
1.23, 1.23°, 1.24, 1.24°, 1.25, 1.25° iz Poglavlja I, tako da se
umesto Jednakostl algebarskih funkcija sa kona¢no-mesnim toperacija
posmatraju Jjednakosti algebarskih funkcija sa beskona¢no-mesninm
operacijama. Jedini dodatni wuslov u wvec¢ini tih tvrdenja Jje
neprekidnost elementa A u mrezi slabih kongruencija. Prema Tvrdenju
3.7 A je uvek a—neprekidan elemenat, a prema Tvrdenju 3.8 svojstvo

*CIP Jje ekvivalentno sa CIPom i1 v-neprekidnosc¢u elementa A u mrezi
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Cwd.

Tvrden je 3.33 Data je algebra 4 ima koja ima CEP i1 *CIP, 1 neka
je f(xl,...,xa,...)=g(x1,...,xa,4..) proizvoljni mrezni identitet
(koji moze da sadrzi i beskona¢no-mesne operacije), i B podalgebra od
o.

Ako identitet f(A,xz,...,xm,...)=g(ﬂ,x2,,..,xa,...) vazi na Cond
i na Subd, tada identitet

f(AB,xz,...,xa,...}=g(AB,x2,...,xa,...]

vazi na mrezi CwZA.

Dokaz. Direktna posledica Tvrdenja 1.23 iz Poglavlja I. =

Posledica 3.15 Ako algebra 4 ima ECEP i *CIP, tada 1 svaka

podalgebra B algebre £ ima CEP i *CIP. n

Sledec¢e tvrdenje je dualno prethodnom.
Tvrdenje 3.34 Neka je # algebra koja ima CEP i *CIP, i neka je
f{xi,...,xa,...]=g(x1,...,xa,...) proizvol jni mrezni identitet (koji

moze da sadrzi i beskonad¢no-mesne operacije) . Za 06e€Cond, neka je e

najmanji elemenat u klasi kongruenci je n kojoj pripada 6. Ako

f(A,x ,...,% ,...)=g(A,x ,...,X ,...) vazi na mrezama Subd i Cond,
2 o 2 v d
tada f(B,xz,...,xa,...)=g(9,x2,...,xa,...) vazi na filtru [g) u mrezi
Cwdd.
Dokaz. Direktna posledica Tvrdenja 1.23° iz Poglavlja I.=

Posledica 3.16 Data Jje algebra 4 koja ima CEP i *CIP. Ako Jje
8eCond kongruehcija za koju vazi: Cwd/6= [9) tada 1 faktor algebra /0

ima CEP i *CIP. u

Tvrdenje 3.35 Neka algebra 4 ima *CIP, i neka 6e€Cond. Ako
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Jednakost:

A(Bv £ (X ,....% ,...)) = Aoy £ (x ,....x,...)),
i€l 1 1 o JEJT 2 1 o
vazi na Cond, tada ona vazi na celoj mrezi Cwd.
Dokaz. Direktna posledica Tvrdenja 1.24 iz Poglavlja I. =

Posledica 3.16 Ako algebra 4 ima *CIP 1 8 Jje beskonaé¢no

distributivni elemenat mreze Cond, i Cwd/0 je podmreza mreze Cwd, tada

i faktor algebra 4/6 ima *CIP. "

Tvrdenje 3.36 Data Jje algebra 4, i neka BeSubd. Ako jednakost

1 _ }
igl(ﬂn f1(x1""‘xa"")J = jgj(ﬂh f2(x1""’xd""]]’

vazi na Subd, tada on vazi na Cwd. |

Tvrdenje 3.37 Data Jje algebra 4 koja ima CEP i *CIP. Ako 6elond

i jednakost £ (6,x ,...,x ,...) =f (6,x ,...,%x ,...) vazi na Cond i
1 1 o 2 1 o
Jjednakost £ (A,x ,...,x ,...) =f (A, x ,...,x ,...) vazi na Subd, tada
1 1 o 2 1 o
jednakost £ (6,x ,...,x ,...) =f (B8,X ,...,%X ,...) vazi na Cwd.
1 1 o 2 1 o
Dokaz. Direktna posledica Tvrdenja 1.25 iz Poglavlja I. =

Tvrdenje 3.38 Data je algebra 4 koja ima CEP i *CIP. Ako BeSubd

i jednakost f (B,x ,...,x,...) =f (B,x ,...,X ,...) vazi na Subd, i
1 1 o 2 1 o
Jednakost £ (A, x ,...,x ,...) =f (A, x,...,Xx ,...) vazi na Cond, tada
1 1 o 2 1 o
Jednakost f (B,x ,...,x,...) = £ (B x ,...,x,...) vazi na Cwd.
1 1 & 2 1 «
Dokaz. Direktna posledica Tvrdenja 1.35" iz Poglavlja I. =

3.6 0 MREZI SLABIH KONGRUENCIJA FAKTOR ALGEBRE [106, 109]

Teorema 3.1 Neka je #=(A,F) algebra i 8¢Cond. Tada je Cond#/6

izomorfno sa filtrom [B) u mrezi Cond, gde Jje izomorfizam «:



[6)-5Con#d/6 definisan sa: al{¢l=¢/0. u

Ovo Jje poznato tvrdenje iz wuniverzalne algebre, koje tacno
odreduje mrezu kongruencija homomorfne slike proizvel jne algebre preko
mreze kongruencija te algebre. U ovom delu ¢emo se baviti mrezom
slabih kongruencija homomorfne slike algebre, 1 njenim odnosom sa
mrezom slabih kongruencija te algebre. Pokazalo se da mreza slabih
kongruenci ja homomorfne slike algebre u opstem slucaju nije izomorfna
filtru, pa ¢ak ni podmrezi te algebre.

Neka ©6e€Cond, i fDe ={8|B je podalgebra od 4 i B[B]=B}, gde Jje
B[B]={xehfxeb Za neko bEB}. ﬂe Jje familija podalgebri od 4 kojé ima ju
svojstvo da seku kongruenciju @ pravilno po njenim klasama.

Mrezi slabih kongruencija Cwd/8 u ﬁreii Cwd odgovara podskup

4 = U([8%r0,B%1 |B<D,),
gde Je [anﬁ,leinterval mreze Cws.

Preslikavanje a:ﬁe > Cwd/0 definisano sa «al(¢)=¢/6 (kao u Teoremi
3.1), Jje mrezni izomorfizam, kad se dB posmatra kao mreza u odnosu na
poredak indukovan sa mreze Cwd.

Zbog prethodnog razmatranja resavajuc¢i problem u kakvom su odnosu
Cwd/6 1 Cwd, umesto Cw#d/8 posmatrace se u kakvom su odnosu AB i Cwd,
odnosno, nec¢e se praviti razlika izmedu mreza Cwd/6 i Jb.

U slede¢em primeru Cwd/6 nije podmreza od Cwd.

Primer 3.4

Grupoid (G,*) zadat je Kejlijevom tablicom:

Podgrupoidi grupoida (G,*) su ©=({c},*) i

D=(]d}, *).

O 0 o p| oW
QO U Qo ajw
0 o0 Qoo
O oTcol0
oM 0 0o

Kongruenci je su: Az, A i e={{a,b},{c},{d}}.

Ako obelezimo klase kongruencije 68, redom sa C, C 1 Cd, tada Jje
a

C

G/8={Ca,CC,Cd}. Podgrupoidi od G/8 su {Cc} i {Cc}, a kongruencije su

samo (G/6)% i A Mreze slabih kongruencija CwG i CwG/@ prikazane su

/0



na slici 3.5:

nGg
2
1 g ] (G/6)
.\i\ ///’\\ifﬁ
C a/// o D “6 ﬂ\\\ ///0 Ca
. a
2 &
Cw(G Cw(G/0

Slika 3.5

Vidimo da GB nije podmreza od CwG, jer CvD® @ u CwG.

Da bi Cw«#/6 bila podmreza od Cws, za neku algebru 4 i 6eCond
moraju vazitl neki ¢isto mrezni uslovi, ali oni nisu i dovoljni, sto
se moze pretpostaviti ve¢ iz definicije za I% koja je u vezi sa &e.
Ono sto sledi Jje razmatranje potrebnih mreznih uslova, zatim nekih

algebarskih uslova, 1 dati su 1 neki potrebni i dovoljni uslovi da

mreza Cwd/8 bude podmreza od Cwd.

Lema 3.14 Neka su B3 i & podalgebre algebre 4 i 8€Cond. Ako

ﬂﬁ@WOMai&&%.

Dokaz. Ako su B i C unija nekih klasa od 08, tada je i

njihov presek unija nekih klasa od 6. |
Lema 3.15 Ako p, ¢eCwd pripadaju Ab onda i ph¢eﬂe.
Dokaz. Neka peConB i ¢eConb, za B, 6€€Subd, i ﬂ,ﬁeﬂé. Posto

p.ded , vazi da je B aB=psB” i C°a8s¢sC”, odakle je BZAC®A0=pag=B°AC.
2 2 2 . 2 2 .

Iz B 'AC =(BAC)”, sledi (BAC) AB8=pa¢=(BAC)", a iz prethodne leme,

ﬂhﬁeﬁe, odakle pn¢eﬂﬂ. n
Teorema 3.2 Neka je # algebra i 6e€Cond. Cwd/8 Jje podmreza od

Cwd ako i1 samo ako sledec¢i uslovi vaze za sve £,€Eﬂe:

(i) BvE € ﬂe;

(ii) 6A(B°VC®) = (QABQ}V(BACZ);



(1ii) 6A(B3vC%) = BA(BVC)Z.

Dokaz. (e—)

Neka p, ¢ AB' i neka peConB, 1 ¢elont, za ?,@eﬂe. Iz prethodne
leme sledi da paAge AB.

L. 2 2 2 2 ) s e e peser s
Dalje je (B“A@)}v{(C"A8) = pvB = B"VC", pa iz uslova (ii) i (iii) i
.. ] 2 2 2 ) ] 2 2
¢injenice da je B°VvC"= (BvC)", sledi da je (BvC} a8 = pv¢ = (BvC) ', pa
iz (1) sledi da pvee Ae.
(—>)

Neka je 4, podmreza od Cwd i B,8e D. BA8 i C°A0 tada pripadaju
&8, pa i {BZAG)V[CZAB) & AB. Posto (BZAB)V(C2A9)E Con(BvE) , sledi da
Bv6e D . Dalje, posto je (BVC)®r6 = (BZAB)v(C2aB) = (BVC)Z, a uvek

) ) 2 ) 2 =2 2 ) .
vazi da Je (B A8)}v(C'AB) = (B VvC')ae = (BVC) A8, sledi da je
2 2 2 2 2 | . resr s foce

(BAB8)V(CTAB)= (B°VC®)AB= (BVvC) A8, odnosno vaze uslovi (ii) i (iiji).m

Pogto uvek vazi da je:

(B2A0)v{C2A8) = (B*vC®)ap = (BVC)Z 4o,
uslovi (ii) i (iii) su ekvivalentni sa uslovom:

(BEhB)V(CZhB) = (BVC)2A8

Posto Jje mreza ({BZABI Be ﬂ)e},ﬂl (podmreza od JB) izomorfna sa

mrezom Subd/6, iz prethodnog tvrdenja sledi:

Posledica 3.17 Za algebru £ i 06eCond, Cwd/8 je podmreza od Cwd

ako i samo ako Jje Sub#A/8 podmreza od Cwsd. u

Slede¢a tvrdenja su direkine posledice nekih od mreznih tvrdenja
iz Poglavlja I , i daju neke potr'ebné uslove pod kojima je Cwd/o
podmreza od Cwd.

Teorema 3.3 Neka Jje o algebra sa nepraznom najmanjon
pocial_gebr‘om fm. Ako Jje 6 kodistributivni elemenat mreze Cwd 1 za
svake dve podalgebre B 1 & iz T sledi da 1 BvE € ﬂg tada je Cwd/8

8

podmreza od Cwd.

Dokaz. Sledi 1z Teoreme 3.2 Tvrdenja 1.27 iz Poglavlja I. =
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Posledica 3.18 Neka Jje 4 algebra koja ima CIP i nepraznu
najmanju podalgebru ?m. Ako Jje B distributivan 1 kodistributivan
elemenat mreze Cond 1 ako za svake dve podalgebre B i € iz 99 sledi da
i ﬁvﬁeﬂe, tada je Cwd/68 podmreza od Cwd i £/8 ima CIP.

Dokaz. Sledi iz Teoreme 3.2 i Posledice 3.13. u

Posledica 3. 19 Neka algebra # ima CEP i CIP i nepraznu najman ju
podalgebru ﬂ;. Ako je 6 kodistributivan i kostandardan elemenat mreze
Cwdd i ako za svake dve podalgebre B i € iz 99 sledi da i 3V€E®B, tada
Jje Cwd/8 podmreza od Cwd i #4/6 ima CEP.

Dokaz. Sledi iz Teoreme 3.2 i Posledice 3. 14 N

Posledica 3.20 Ako algebra £ ima distributivnu mrezu slabih
kongruencija 1 nepraznu najmanju podalgebru ﬂm, i ako za svake dve
podalgebre B 1 € iz Ib sledi da 1 3v€eﬂe, tada je Cwd/0 podmreza od
Cwd 1 4/6 ima CEP i CIP.

Dokaz. Sledi iz prethodne dve posledice i ¢injenice da
ako je Cwd distributivna mreza algebra & ima CEP i CIP, a i 0 je
svakako neutralan elemenat. n

Tecrema 3.4 Neka je 4 algebra sa nepraznom najmanjom
podalgebrom Bm, koja zadovoljava CEP i wCIP. Ako je @ distributivan
element mreze Cond, i za svake dve podalgebre B i € iz ﬂé sledi da i
BVE € 99 tada Jje Cwd/0 podmreza od Cwd.

Dokaz. Sledi iz Teoreme 3.2 i Tvrdenja 1.26 iz Poglavlja I.m

Posledica 3.21 Neka Je 4 algebra sa nepraznom najmanjom
podal gebrom Bm, koja zadovoljava CEP i1 CIP. Ako je 8 distributivan

element mreze Cond, i za svake dve podalgebre B i € iz ﬂé sledi da i

BVE € ﬂe tada Jje Cwd/0 podmreza od Cwd i £/6 ima CIP. =

Uslovi 1z prethodne teoreme nisu i potrebni da bi Cws#/8 bila

pecdmreza od Cwd, sto pokazuje i sledec¢i primer:
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Primer 3.5 Neka je §=(G,*) grupoid, gde Jje G={a,b,c,d,e} i

operacija * zadata Kejlijevom tablicom:

* abcde
a ccbcc
b ccadd
c taaee
d cdeee
e cdeed

Podgrupoidi ovog grupoida su: B={a,b,c} i C={e,d}. Kongruencije
su: G°, 6={{a},{b},{c}.{d,e}} i A. Kongruencije na podgrupoidu B su

B®, p#{{a,b},{c}} 1 A, Mreza slabih kongruencija Cw§ je na slici 3.6:

Slika 3.6
Grupoid ¥ nema CEP ( jer Je pVA=Bsz), nema. WCIP { jer je (8apl}vA =
A2 0 = 0a(pvA)), pa ni CIP, i najmanja podalgebra je prazna.

Medutim, Cwd/8 je podmreza od Cwd. Cwd/0 , odnosno AB" dato Jje na

B/\
\/

Slika 3.7

slici 3.7:

Cwd/6

Znac¢i, uslovi 1z Teoreme 3.3 nisu i1 potrebni da bi Cw#/6 bila

podmreza od Cwd.
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U sledecem delu razmatraju se neke klase algebri koje
zadovol javaju uslov da Jje mreza slabih kongruencija proizvol jne
homomorfne slike algebre podmreza mreze slabih kongruencija te

algebre.

Najjednostavniji slu¢aj su algebre kod kojih sve podalgebre
pripada ju ﬂe za svaku kongruenciju 8. Za takve algebre uslovi za mrezu
slabih kongruencija homomorfne slike da bude podmreza mreze slabih

Kongruencija te algebre svode se na ¢isto mrezne uslove- na polozaj

elementa 6 u mrezi Cwd.

Druga klasa algebri koja zadovol java potrebni algebarski uslov je
klasa koherentnih algebri, algebri koje imaju svojstvo da ako neka
podalgebra sadrzi klasu neke kongruencije, tada je ta podalgebra unija
klasa te kongruencije. Za koherentnu algebru & ocigledno vazi da iz
B, T e ﬂe, za nheko 8eCond, sledi ﬂvﬁeﬂe.

Uz koherentnost, regularnost svake podalgebre za posmatranu

algebru omoguc¢uje ispunjenje i trazenih mreznih uslova Teoreme 3.2, pa

vazl sledec¢e tvrdenje:

Teorema 3.5 Neka je 4 koherentna algebra i 8¢ Cond. Ako su sve
podalgebre iz 99 regularne, tada je Cwd/6 podmreza od Cwdl.

Dokaz. Uslov (i) vazi, Jer je 4 koherentna algebra. Jos
treba pokazati da za svako 8 i € iz D vazi (B°A8)v(C?A0) = (BvC)?r6.

Neka Je ¢= 6A(BVC)~, Ocito, ¢e€Con(BvE) i1 ¢ je unija klasa od @
(jer ﬂvﬁEﬁe). Y= (ane)v(Can) takode pripada Con(BvE). Posto Jje uvek
Ww=¢, klase od 0@ koje pripadaju B i C su i klase od ¢, znaéi, v i ¢
imaju neke iste klase i posto su obe iz Con(®BvE), i BvE je regularna,

sledl da je y=¢. u

Posledica 3.22 Za svaku grupu ¥, i # normalnu podgrupu grupe §,
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CwG/N je podmreza od CwS.

Dokaz. Sledi iz Teoreme 3.5, Jjer Jje svaka grupa

koherentna i regularna. -

Posledica 3. 23 Ako je 4 algebra u koherentnom vari jetetu, tada

je za svaku 0e€Cond, Cwd/8 je podalgebra od Cwid.

Dokaz. Sledi iz Teoreme 3.5 1 ¢injenice da Jje svaki

koherentni varijetet kongruenci jski regularan. -

Trazeno svoJjstvo imaju 1 algebre kod kojih Jje unija svake dve
njene podalgebre opet podalgebra. (u-algebre):

Teorema 3.6 Ako je 4 uv-algebra, za svako 08€Cond, Cwd/0 je

podmreza od Cwd.

Dokaz. Ako 68<Cond, i B, e ﬂe, tada Jje oc¢igledno i BvC =
BuC uni ja klasa od 8, odnosno BvEe @e.

OAB" Je unija klasa od 8 koje pripadaju B, slié¢no
je i OAC° uni ja klasa od 8 koje pripadaju C. (8AB®)v(8AC?) Jje
kongruenci ja na BvC, odnosno BuUC. Eh'u(Bm.a'CI)2 Je unija klasa od 8 koje
pripadaju BuC, pa Jje to 1 najmanja kongruencija na BuC'koja sadrzi
klase qd 8 iz B 1 klase od 8 iz C, odakle sledi da je (BABz)V(BACZ) =

Bn(BuC]z, sto je i trebalo dokazati. n
Posledica 3.24  Ako je # unarna algebra, tada je za svako 8eCond

Cwd/8 podmreza od Cwd.

Dokaz. Sledi 1z Teoreme 3.6 1 ¢injenice da Je unarna

algebra v-algebra. |

U sledec¢em delu ispitivace se kada Jje mreza Cwd/8 za 6eCond,
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pored toga $to je podmreza mreze Cwd {(za $Sta su uslovi ispitni u
gornjem delu) i1 izomorfna sa odgovarajucim filtrom u mrezi Cwd (kao

sto je to slucaj sa Cond/8 1 Cond).

Primer 3.6 Neka Jje §=({e,a,b,c,d,f},+) ciklicka grupa reda 6, tj.
b=az, c=a:3, d=ai, f=a5 i e=aB. Podgrupe ove grupe su: B={e,b,d},

C={e,c} 1 {e}. Kongruencije su (zapisivanje po klasama): 91: ebd, acf';

6 : ec,ad,bf; A i G2. Cw§ prikazana je na slici 3.8:

9 /E'\e

) e 2

e \,
SN

2 2

/NS
LN

e CwE

Slika 3.8

]

Ovde je Cw§/@ = c?). (jedino CeD, ).
1

Neka 6eCond, za algebru . Ispitivace se kada je (kac u gornjem
primeru) Cwsd/6z [8), gde Je 6= A(peCwd|pvAz@), u odnosu na

preslikavanje p—p/0.

U Tvrdenju 3.3 ©pokazano Jje da je svojstvo *CIP za
algebru 4 ekvivalentno sa postojanjem kongruencije 6 za svaku
kongruenci ju 6eCond. Moguce Jje da algebra nema *CIP, a da za neku
kongruenciju 6 postoji 8. Ovde ce se 1spitivati kada to svojstvo
(Cwdse= [8)}) vazi 1lokalno, 2a neku kongruenciju €, i kada vazi

globalno, za svako 6€Cond. Kod ispitivanja kada to svojstvo wvazi

globalno, pretpostavl jac¢emo da algebra koja Jje u pitanju ima *CIP.

Tvrdenje 3.39 Neka Jje o algebra i za svako 0e€Cond vazi Cwd/ez
[6). Tada vazi sledece:
1) algebra 4 ima *CIP;

2) algebra £ ima CEP;



3) za BeSubd vazi:

Bl8]=B ako i samo ako (anﬁ)vb = 6.

Dokaz. 1) sledi iz Tvrdenja 3.3.

2) Pretpostavimo da algebra 4 ne zadovol java CEP. Tada postoje
slabe kongruenci je P, i P, iz iste podalgebre 3BeSubd, takve da je
p1VA=p2Vﬁ=9 €Cond. Ako P, i e, nisu uporedive, posmatramo P AP, (plnp2
pripada takode ConB, a zbog *CIPa je (plnpz)vﬁ=9). Znaci, uzimamo da
Jje plcpz. Sada Je aneapz i anebvpl. Sledi da .plef.‘w;d/e, ali pla_@_,
odnosno ple[g). Ovo je u suprotnosti sa uslovom Cwd/8= [8), pa pocetna
pretpostavka nije tac¢na, znac¢i, CEP vazi.

3) Neka BeSubd i 6eCond. Ako je B[8]=B, tada B°A@ pripada, do na
izomorfizam, Cwd/8, odnosno, pripada [8). Znaci, (BZAB]VAEG, pa je
(B*A0)vA=6.

Ako Jje [BQAB)Vﬁ=9, tada B°AB pripada filtru [E), pa B2A9 pripada
i Cwds/e, pa je Biol=B. n

Obrat ovog tvrdenja takode vazi:

Tvrdenje 3.39" Ako je 4 algebra koja ima *CIP, CEP i za BeSubd
vazi: B[@]= B ako i samoc ako (BZhB]VA = 9,
tada Jje za svako 6eCond,

Cwd/o= (@)
u odnosu na izomerfizam p—p/0.

Dokaz. Za svako 6eCond, 8 postoji, Jjer 4 ima *CIP. Ono
Sto treba pokazati je da U([BZAB,BZ]]B[9]=B, za 3BeSubd) = [8), za
svako 8elond.

Neka pe[thB,le, gde je B{81=B. Iz B([0]=B sledi da je (BQABJVA =
8, odakle anﬁe[g), odakle pe[8). Ovim je pokazano:

U([Bth,Bél|B[8]=B, za BeSubd) < [0).

Neka pel6), i peConB, za 3BeSub4. Sledi da je pvAze, odakle

B°vAzg. Posto vazi *CIP, sada je:

(Bth)Vﬁ = (BEVﬁ]hB = 6, pa je prema uslovu tvrdenja, B[8]=B.
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Dalje je ({paBlvah (pvAlaB = B = (BEAB)VA,
i (pABIAA = (ane)nﬁ , pa Je, s obzirom da vazi CEP,
pAB = ane, zhaci, vazi da je pEBth, sto pokazuje da
je: 18) < UCB%0,B”] |B[6]1=B, za BeSubd). .

Prethodna dva tvrdenja dokazuju sledecu teoremu:

Teorema 3.7 Za svaku kongruenciju 8eConsd, algebre 4 vazi:
Cwd/0=[8) u odnosu na izomorfizam p—p/6 ako 1 samo ako algebra 4 ima
*CIP, CEP i vazi uélov:

Bl8)=B ako i samo ako (Bth)Vﬁ = 0. u

Posledica 3.25 Data je algebra #£ koja ima CEP i *CIP. Ako za
svaku kongruenci ju deCond i svaku podalgebru BeSubd vazi:

Blel=B ako i samo ako (Bzae)vﬂ = @

tada svaka faktor algebra #£/6 ima CEP i CIP. | n

3.7 MREZE SLABIH KONGRUENCIJA NEKIH POSEBNIH KLASA I VARIJETETA

ALGEBRI

U slede¢em delu ispitivace se svojstva mreza slabih kongruencija
nekih posebnih klasa algebri, kao sto su unari, unarne algebre, mreze,
grupe, prsteni, moduli, Hamiltonove algebre, Risove algebre,...

Algebra 4 je Hamiltonova ako je svaka podalgebra algebre 4 klasa
neke kongruencije iz Cond.

Algebra 4 Jje regularna ako je svaka kongruencija Jednoznacno
odredena svakom svojom klason.

Algebra 4 je | c-regularna ako Jje svaka kongruencija Jjednoznacno
odredena klasom ko ja sadrzi konstantu c.

Neka Jje o4 algebra 1 Aﬁ njena najmanja podalgebra (pretpostavlja
se da Jje neprazna). Algebra # Jje o -regularna ako je svaka

kongruenci ja Jjednoznacno odredena klasom koja sadrzi 4 .
m



Algebra 4 je Risova ako je za svako BeSubd, BZuA kongruencija na

Algebra # je u-algebra ako je njena mreza podalgebri zatvorena u
odnosu na skupovnu uni ju.
Algebra i je koherentna ako ima svojstvo da ako neka njena

podalgebra sadrzi klasu neke kongruenci je, tada je ta podalgebra unija

klasa te kongruenctije.

U slede¢ih nekoliko tvrdenja ispituje se mreza slabih

kongruenci ja unarne algebre.

Lema 3.186 Svaka unarna algebra je Hamiltonova.

Dokaz. Neka je 4 unarna algebra. éno sto treba da se pokaze Je
da je svaka podalgebra blck neke kongruencije. Neka BeSub4. Neka Jje p
relacija definisana sa: p=((A\B)2nA)uBz. p Jje oc¢igledno relacija
ekvivalencije. Ako je apb, onda ili a€B 1 beB ili a=b. Ako acB 1 beB,
onda f(a)pf(b), za svako feF, Jjer je B podalgebra, a ako jJe a=b, tada
i f(a)=f(b), za svako feF. Znac¢i, p Jje i1 kongruencija, a B je njen
blok, ¢ime je tvrdenje dokazano. ' u

Lema 3.17 Unarna algebra je u-algebra koja ima jaki CEP. u

Lema 3.18 Unarna algebra ima * CIP.

Dokaz. Sledi iz Leme 3.17, Jjer Jjaki CEP implicira *CIP. N

Lema 3.19 Ako je 4 unarna algebra, Subd je distributivna mreza.

Dokaz. Posto je za B,6eSubd, BvE = BUE, i BAE = Bnb, tvrdenje
vazi. u

Tvrdenje 3.40 Neka je & unarna algebra. Cwd je modularna mreza
akko je Cond ﬁodularna mreza.

Dokaz. Prema Posledici 3.8 potrebni i dovoljni uslovi za
modularnost Cwd su da 4 ima CEP i CIP, i da su Cond i Subd modularne

mreze. Iz Leme 3.17 sledi da algebra £ ima CEP, iz Leme 3.18 da ima
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CIP, a iz Leme 3.19 da je Subsd modularna mreza. Ovim Je tvrdenje

dokazano. u

Tvrdenje 3.41 Neka Jje 4 unarna algebra. Cwd je distributivna
mreza ako 1 samo ako je Cond distributivna mreza.

Dokaz. Sli¢an kao dokaz Tvrdenja 3. 40. [ |

U skladu sa dogovorom na poc¢etku prvog dela ovog poglavlja @ se
ne smatra kao elemenat mreze Cwd, osim ako to nije neophodno radi
kompletiranja mreze. Samoc pod tim wuslovima vaZe sledec¢a lema,

tvrdenje, posledica i primer:

Lema 3.20 Neka je 4 unarna algebra. Ako je Cwsd komplementirana,

tada £ nema pravih podalgebri.

Dokaz. Ako Jje Cwd komplementirana algebra, onda svaki
elemenat, pa 1 A mora imatl komplement. Ako A ima komplement u Cwd,
onda mora postojati minimalna podalgebra od 4, za koju je |A|>1. Neka

je to B, 1 |Bm|>1. Tada Jje komplement od A elemenat B (jer
m

komplement za A mora pripadati Con3 ). Znacéi, AVB® = A°. Iz AvB®
m m

AUB® (Lema 3.12) sledi da je AUB: = A%, odakle je B° = A2, odnosno,
m r

m

minimalna podalgebra - te algebre je sama ta algebra. N

Tvrdenje 3.42  Mreza slabih kongruencija unarne algebre je kom-
plementirana ako i samo ako ta algebra nema pravih podalgebri, i mreza
kongruenci ja te algebre je komplementirana. N

Posledica 3.26 Mreza slabih kongruenci ja unarne algebre je

Bulova mreza ako i samo ako ta algebra nema pravih podalgebri, i mreza

kongruenci ja te algebre je Bulova mreza. =
Primer 3.7 Neka je (A,f) unarna algebra, gde je

. . 12345686 .

A={1,2,3,4,5,6} .1 5 3156 1. Ova algebra nema podalgebri, a




prave kongruencije su: pi—-{{1,:3,5},{2,4,6}} 1 p ={1,4},{2,5}.{3.6}}.

AZ
p_° / \"F’
: \ﬁ/ ° Cwd

Cwd je Bulova mreza.

Slika 3.9

Tvrdenje 3.43 Neka Jje 4 unarna algebra Cwd je polumodularna
mreza ako 1 samo ako Jje Consd polumodularna mreza.

Dokaz. Ako Je Cwd polumodularna mreza, prema Tvrdenju 3.20.
Neka Jje Cond polumodularna mreza. Prema Lemi 3.19 Subd je
distributivna mreza, pa i polumodularna, prema Lemi 3.17 « ima jaki
CEP, pa ima i CEP, a prema Lemi 3.18 4 ima *CIP, pa ima i slabi CIP.

Prema Tvrdenju 3.21 Cwd je polumodularna mreza. »

U sledecem delu karakterisu se mreze slabih kongruencija mreza, i
daju se potrebni 1 dovoljni uslovi da mreza slabih kongruencija mreze
bude modularna, distributivna, komplementirana i polumodularna.

Lema 3.21[100] Ako je £ mreza, Subf je modularna mreza ako 1

samo ako je £ lanac. =

Lema 3.21" Ako Jje X mreza, Sub¥f je polumodularna mrezé ako i samo
ako je ¥ lanac. u
Lema 3.22[100] Za svaku mrezu £, Conf je distributivna mresza. =
Lema 3.23[100] Ako je £ distributivna mreza, onda ona ima CEP. =
Lema 3.24[100) Lanac £ zadovoljava CIP ako i1 samo ako on nema
vise od dva elementa. -
Teorema 3.8[100] Mreza £ ima modularnu mrezu slabih
kongruenci ja ako 1 samo ako je ona lanac sa ne vise od dva elementa. =
Teorema 3.9 ([100] Mreza £ ima distributivnhu mrezu slabih
kongruenci ja ako 1 samo ako je ona lanac sa ne vige od dva elements. =

Teorema 3.10[100] Neka Jje £=(L,A,v,0,1) mreza sa najmanjim i



najvecim elementom,. Mreza £ ima komplementiranu mrezu slabih
kongruenci ja ako i samc ako ona ima komplementiranu mrezu podalgebri.s
Teorema 3.11 Mreza b 4 ima polumodularnu mrezu slabih
kongruencija ako i samo ako je £ lanac sa ne vige od dva elementa.
Dokaz. Prema Tvrdenju 3.20, ako je Cwf polumodularna
mreza, tada Jje i Subf polumodularna mreZa, odakle, prema Lemi 3.21’
sledl da je £ lanac. Ako bi f bio lanac sa vise od dva elementa, tada
bi Cwf imala kao konveksnu podmrezu waa (mreza slabih kongruenci ja
troelementnog lanca), koja nije polumodularna {(slika 3.10), pa ni Cw¥

ne bi bila polumodularna.

waz (mreza slabih kongruencija dvoelementnog

lanca) Jje polumodularna mreza (slika 3.11), sto dokazuje tvrdenje.

/ >/<]> AN
AN 7 0
% NN
NS 54
N e

2
Slika 3.10 Slika 3.11

o

U sledecem delu karakterisu se mreze slabih kongruencija grupe i
prstena.

Neka Jje ¥ grupa 1 neka peCw§. Slaba kongruencija p Jjednoznac¢no
odreduje uredeni par (¥, X} podgrupa od ¥, takvih da je X normalna
podgrupa od H. Podgrupa K je ona ¢ijoj mrezi kongruencija pripada p, a
X je normalna podgrupa od ¥ koja odgovara kongruenciji p na njoj (X je
klasa kongruencije p koja sadrzi e- neutralni elemenat te grupe).

Vazi 1 obratno, svakom uredenom paru (¥,X) podgrupa od ¥ takvom



da Jje KX normalna podgrupa od H jednozna¢no odgovara slaba
kongruenci ja- ona kongruencija na H koju odreduje X.

Znaci, postojl uzajamno jednoznac¢na korespodenci ja izmedu skupa
svih slabih kongruencija grupe, 1 skupa svih uredenih parova (¥, X)
podgrupa grupe %, takvih da Jje X normalna podgrupa od A

Medutim, ako posmatramo mrezu Sub&xSub¥, mreza Cw% nije njena
podmreza. Operacija A se poklapa, Jjer ako je :!{1 normalna podgrupa u Rl
i Kz normalna podgrupa u J{z, tada Jje i J{irﬂ{z normalna podgrupa u
}'flnﬂz, ali operacija v se u opstem sluc¢aju ne poklapa, Jjer ako je J(l
normalna podgrupa u }fl i J(z normalna podgrupa u }'{2, tada J{l w':l{2 ne mora
biti normalna podgrupa u }Cl VHZ.

Di jagonala A mreze Cw§ odgovara uredenom paru (§,{e}).

Neka je sa X oznacena najmanja ncrmafna podgrupa od ¥ ko ja sadrzi
XK. Neka Jje sa K takode oznac¢ena i slaba kongruencija koja odgovara
uredenom paru {(X,X). Ocigledno je da Jje sada X=KvA, gde Jje A
di jagonala mreze CwS. To dokazuje sledecde leme:

Lema 3.25 [102] Grupa & ima CIP ako i samo ako 2za svake dve
podgrupe H 1 X od § vazi:

HnX=HXK. | s

Lema 3.26 Grupa ¥ ima *CIP ako 1 samo ako za svaku famili ju
podgrupa od § {}fi |iel} vazi:

nH*o=n# -
i €1 i €1

Sledeca tvrdenja daju karakterizaciju Hamiltonovih grupa preko
svojstava mreza slabih kongruenci ja.

Hamiltonove grupe su nekomutativne grupe ¢ije su sve podgrupe
normalne. Zna¢i, klasu grupa koje su i Hamiltonove algebre <¢ine
Hamiltonove i komutativne grupe.

Tvrdenje 3.44[102]) Grupa ¥ je Hamiltonova ili komutativna ako i

samo ako ima CIP i CEP. | n



Dokaz. Ako je grupa ¥ Hamiltonova ili komutativna, tada
je A neutralni elemenat mreze CwS, Jjer je preslikavanje p—{pal,pvA)
i Cw® u Sub&xCon& potapanje. Zaista, za grupe clja je svaka podgrupa
normalna definisana korespodencija izmedu mreze Cw§ i1 svih uredenih
parova podgrupa je potapanje (i operacija v se u ovom sluc¢a ju poklapa,
Jjer ako Jje .‘Kl normalna podgrupa u }fl i :Kz normalna podgrupa u J{z, tada
Je 1 Kivxz normalna podgrupa u H&vﬂ%). Kod Hamiltonovih 1 komutativnih
grupa Jje Sub¥=Con¥ u odnosu na izomorfizam H—(F,H), za H podgrupu
prupe §, gde Jje sa (§,H) predstavljena kongruencija koju indukuje
(normalna podgrupa) H. Posto se Cw5 potapa u Sub&xSub¥, 1 postoji
izomorfizam iz Sub¥ u Con%, i Cw§¥ se moze potopiti u Sub§xCon¥, i to
potapanje je bag ono koje je potrebno, jer za peCw¥%, ako njoJ odgovara
uredeni par (¥,X), pad je tada X, a pvA Jje kongruencija odredena sa
(g, XK), Jer Jje X normalna podgrupa grupe g, i to js;-. na jman ja
kongruenci ja koja sadrzi p. Znac¢i preslikavanje p-—{pad, pvA) e
potapanje pa Jje prema Lemi 1.3 1z Poglavlja I A neutralni elemenat
mreze Cw§, pa, prema Posledici 3.1, vaze CEP i CIP.

Ako grupa ima CEP i CIP, tada je preslikavanje p—(pa4,pva)
potapanje iz Cw§ u Sub%xCon¥%. Prema gornjem predstavljanju. preko
uredenih parova podgrupa, ako p predstavime kao (#,X), gde Je KX
normalna podgrupa od X, paA odgovara podgrupi ¥, a pvA je najmanja
kongruencija koja sadrzi p, a ona Jje odredena najmanjom normalnom
podgrupom koja sadrzi X, a to Jje K. Zna¢i, gornje potapanje moZemo
predstaviti kao (¥, K)—(¥ X). Znaci, X—K je takode potapanje iz Sub¥
u Con%. Znaei, Sub¥% Jje podmreza od Con¥, a posto Con% predstavlja
mrezu svih normalnih podgrupa grupe ¥, imamo da je Sub%=Con%, odnosno
grupa ¥ je Hamiltonova ili komutativna. u

Tvrdenje 3.45[102] Grupa § je Hamiltonova ili komutativna ako 1
samo ako Jje njena mreza slabih kongruenci ja CwS modularna. "

Dokaz. Grupa Jje Hamiltonova ili komutativna ako i samo ako ima
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CEP i CIP, prema prethodnom tvrdenju. Kod tih grupa Con% 1 Sub¥% su

modularne mreze. Odatle sledi, prema Posledici 3.8, da je CwS modular-

na mreza. Sa druge strane, ako je Cw% modularna mreza tada vaze CEP i

CIP prema Posledici 3.8, pa je grupa Hamiltonova ili komutatiwvna. u

Tvrdenje [3.46 [102] Grupa § je Hamiltonova ili komutativna ako i
samo ako je A izuzetan elemenat u mrezi Cw9.

Dokaz. Prema Tvrdenju 3.44 grupa Jje Hamiltonova ili
komutativna ako i samo ako je A neutralan elemenat u mrezi Cw&%. A je i
izuzetan, Jer su najvec¢l elementi klasa kongruencije indukovani sa
mﬂ:x—»mﬁ kvadrati podalgebri (tj. za 3B podalgebru od &, slaba
kongruenci ja odredena sa (3,B)), a ti kvadrati é¢ine podmrezu od Cw%. =

Tvrdenje 3.47 Grupa § Jje Hamiltonova ili komutativna ako i
samo ako ima *CIP.

Dokaz. Ako je ¥ Hamiltonova ili komutativna svaka njena
podgrupa Jje normalna, pa je *CIP ocigledno zadovol jen.

Obratno, ako grupa § nije Hamiltonova ni
komutativna, postoji podgrupa H koja nije normalna u & Neka je
{}fi |ieI} familija njoj konjugovanih podgrupa. Tada je K = _'in, za svako
ieI. Posto Jje presek svih medusobno konjugovanih podgrupa normalna
podgrupa, vazi da je:

K n(n Hl) = ¥, gde je ¥ normalna podgrupa grupe %.

1 €1
Sledi da je:
RalnH)=NF=NcHcH=Hnlp#) ,
i i
i€l 1€1
odakle sledi da grupa ¥ ne zadovol java *CIP. N

Posledica 3.27 Grupa ¥ je Hamiltonova ili komutativna ako i samo
ako ima CIP i A je v-neprekidan elemenat mreze Cw&.
Dokaz. Sledi i1z prethodnog tvrdenja i Tvrdenja 3.8. N

Posledica 3.28[128] Konaéna grupa % je Hamiltonova i komutativna
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ako 1 samoc ako ima CIP. -

Problem. [128] Da 1i vazi da je proizvol jna grupa Hamiltonova ili
komutativhna ako i samo ako vazi CIP, odnosno da 1i kod grupa CIP
implicira *CIP?

Mogu¢i putokaz za karakterisanje grupa kod kojih Jje svojstvo
"biti Hamiltonova ili komutativna" ekvivalentno sa svo jstvom CIP, daje
sledece tvrdenje.

Tvrdenje3. 47 Grupa § je Hamiltonova ili komutativna ako i samo
ako za svaku normalnu podgrupu # od § familija podgrupa Hi od ¥ takvih

da Je ?: = ¥ ima najmanji elemenat. .

Kod prstena situacija je analogna kao kod grupa.

Neka Jje ? prsten i neka peCwP. Slaba kongruencija p jednoznacno
odreduje uredeni par (R,¥) podprstena od P, takvih da je ¥ ideal
prstena R, i1 obratno, svaki uredeni par (R,¥) podprstena od ? takav da
Je ¥ ideal u R odreduje Jjednu slabu kongruenciju iz Cw?. Kao kod grupa
ni Cw? nije podmreza od SubPxSub?.

Di jagonala A u mrezi Cw? odgovara uredenom paru (?,{e}?.

Neka Jje sa R oznacen najmanji ideal prstena ? koji sadrzi
podprsten R. Ako Jje sa R oznadena slaba kongruencija koja odgovara
uredenom paru (R,R) tada je R= RvA, pa vaze sledec¢a tvrdenja:

Lema 3.27 Prsten ? ima CIP ako i samo ako za svaka dva
potprstena R i ¥ od P vazi:

Rn P =3RS =

Lema 3.28 - Prsten ? ima *CIP ako i samo ako za svaku famili ju

potprstena od ?‘{?1|iel} vazi:

U slede¢im tvrdenjima karakterisu se Hamiltonovi phsteni, prsteni



kod kojih Jje svaki podprsten ideal.

Tvrdenje 3. 48 Prsten ? je Hamiltonov ako i1 samo ako ima CIP 1
CEP.

Dokaz. Ako je prsten Hamiltonov to znaci da Jje svaki
potprsten 1 ideal. Zato, ako Je (le,?’l) uredeni par koji odgovara
slaboj kongruenci,ji P, i (fRz,.?z) uredeni par koji odgovara slaboj
kongruenci ji P, (?1 ideal od ?1 1'9; ideal od ﬂé) onda uvek vazi da je
?1n?é ideal od ﬁinﬂz. Ovde vazi 1 da je ?1V?2 ideal od ﬂivﬁg. Znaci,
CwP je podmreza od SubPxSubP, pa 1 od SubPxCon? (jer je SubP=Con? kod
Hamiltonovog prstena). To potapanje iz CwP u SubPxCon? je
preslikavanje p—{pad,pvA). Zaista, pal oﬁreduje podalgebru na kojo j
je p kongruencija, a ako p odgovara uredenom paru (R,¥), tada Jje ¥
ideal u R, ali Jje ideal 1 u P, Jer je-p%sten Hamiltonov, pa za pVvA
odgovara uredeni par (?,%), koji Je odgovara juci za ﬁﬁtprsten ¥, kod
izomorfizma iz Sub? u Con? (sliéno kao kod grupa). Znac¢i, posto Je
preslikavanje p—(pAA, pvA) potapanje, A je neutralan elemenat, i vaze
CEP 1 CIP.

Obratno, ako prsten ima CEP i CIP, gore definisano preslikavanje
p—(pAA,pvA) Jje potapanje. To potapanje, slicno kao i1 kod grupa
indukuje preslikavanje (R,?#)>>(R,¥), gde je & ideal od R, i ¥ najmanji
ideal koji sadrzi potprsten ¥. Posto svaki ideal indukuje kongruenclju
na prstenu, ovo preslikavanje indukuje potapanje iz Sub? u Con?, a

posto je Con? mreza svih ideala prstena P, sledi da je Sub?P=Con?, 1

prsten # je Hamiltonov. u

Tvrdenje 3.48 Prsten ? Jje Hamiltonov ako i samo ako Jje Cw?

modularna mreza.

Dokaz. Ako je prsten ? Hamiltonov, on zadovoljava CEP 1
CIP, a Con? i Sub? (mreze svih ideala prstena ?) su modularne mreze,

pa je i CwP modularna mreza (prema Posledici 3.8).

116



Obratno, ako Jje Cw? modularna mreza tada P ima CEP i CIP, pa je

prema prethodnom tvrdenju prsten Hamiltonov. |

Tvrdenje 3.50 Ako Jje prsten ? Hamiltonov onda ? ima *CIP.

Dokaz. Ako je ? Hamiltonov prsten, svaki njegov potprsten

Je ideal, pa Jje *CIP oc¢igledno zadovol jen. u

Problem. Da 1i vazi da Jje konacan prsten Hamiltonev ako 1 samo
ima CIP?
(Kompjuterom je provereno da ovo tvrdenje vazi 2za sve prstene

sa najvise 8 elemenata).

*
U sledecem delu PazmatFajue-selmmPeze-usi&bih- kongruencija za

module.

U sledec¢im tvrdenjima M je desni R-modul, ali razmatranje je

potpuno isto i za 1levi ®R-modul, 1i1li za R-modul nad komutativnim

prstenom.
Tvrdenje 3.51 Svaki modul M ima svojstva CEP i CIP. N
Dokaz. Prema Posledici 3.1 svaka algebra ima CEP i1 CIP

ako i samo ako Jje preslikavanje {:Cwd—SubdxCond definisano sa:
f{p)=(paA, pvA) potapanje. Kod modula vazi da je SubM = ConM, jer je
svaki podmodul normalna podgrupa odgovarajuc¢e grupe, koja odreduje
Jednu kongruenciju te grupe, a ta kongruencija Jje i kongruencija na
modulu (saglasna je 1 sa svim unarnim operaci jama modula ("mnozenjem
sa skalarima iz prstena")). Takode svaka slaba kongruencija peCwH
Jednoznac¢no odreduje uredeni par podmodula od ﬁ[(ﬁg,ﬁ%), takvih da je
)Hz podmodul od JHI, i obratno, svaki uredeni par podmodula (Ml,ﬁ‘lz).
takav da Jje A% podmodul od ﬁa Jednozna¢no odreduje slabu kongruenci ju
p iz CwM, Za peCuM vazi da je f{p)=(pald,pvA) = (AH,A%), gde Jje (ﬂ&,ﬁ%]

odgovarajuci wuredeni par za p, gde ﬁ% oznacava Iistovremeno 1



kongruenci ju koja Jje odredena sa AE na modulu M Sli¢no kao kod grupa
pokazuje se da je preslikavanje f potapanje, pa svaki modul ima CEP 1}

CIP. .

Tvrdenje 3.52 Neka je M R-modul. Mreza slabih kongruencija CwH

je modularna mreza.

Dokaz. Posto su SubM i ConM modularne mreze (kao mreze
normalnih podgrupa odgovarajuce grupe), a vaze CEP i CIP, iz Posledice

3.1 sledi da je CwM modularna mreza. m

Posledica 3.28 Vari jetet modula je CEP i CIP varijetet. Vari je-

tet modula Jje slabo-kongruenci jski modularan. | u

*

U sledecem delu karakterisu se Hamiltonove algebre, kao 1 one
koje su Hamiltonove 1 Bm—regularne, preko svojstava njihovih mreza
slabih kongruencija. U tom cilju koriste se sledece leme:

Lema 3.29 Ako algebra 4 ima Jjedno¢lanu najmanju podalgebru,
tada svaka slaba kongruenci ja peCwd ima klasu koja je podalgebra.

Dokaz. Neka je Bm={e}, i neka peCwd. Neka je B={xeA|xpe}. B je
podalgebra algebre 4, Jjer ako feF 1 f je ranga n, 1 x1""'anB' tj.
xlpe,...,xnpe, sledi da f(xl,...,xn)pe. B je klasa slabe kongruencti,je

p, sto dokazuje tvrdenje. u

Lema 3.30 Ako algebra 4 ima nepraznu najmanju podalgebru, tada

za svako 3B, TeSubd vazi da je:

(BvC)® = B*vC® . =
Tvrdenje 3.53 Algebra # Jje Hamiltonova ako i samo ako za sve
B, 6eSubd,
: - 2
iz B<C sledi B vA # C VA (*)

u mrezi Cwd.
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Dokaz. Neka Jje 4 Hamiltonova algebra i neka Jje B<C (za
B, 6eSubd). Tada je B°=C’. Svaka podalgebra, pa i B je tada blok neke
kongruenci je. Najmanja kongruencija koja sadrzi B2 Je BZVA, pa Jje B
tada svakako blok kongruenci je Bzvﬂ. To znac¢i da je Bzvﬁiczvﬁ, Jer ako
bi vazila Jjednakost, iz C°>B° sledilo bi da B> nije blok te
kongruenci je, sto vodi u kontradikci ju sa pretpostavkom.

Obratno, pretpostavimo da algebra 4 nije Hamiltonova.

Znaci postoji podalgebra 3B koja nije blok nijedne kongruencije, pa ni

B°VA. Neka je C=B[B®vA] . € je takode podalgebra od £ i vazi B2vA

C°vA. Znaci da uslov (*) ne vazi, ¢ime Jje tvrdenje dokazano. n

Posledica 3.30 Neka algebra & ima najmanju nepraznu podalgebru

4 . Algebra 4 je Hamiltonova ako 1 samo ako za sve B, EeSubd,

iz B*C sledi da je B VA # C2VA.
Dokaz. Neka je 4 Hamiltonova algebra sa nepraznom
minimalnom podalgebrom Aﬁ’ i neka su B 1 & dve proizvol jne podalgebre
. . : 2 2 2 2 .
od 4 za koje vazi da je B'VA = C°vA. B i (C° su klase iste
kongruencije od 4. B i C svakako imaju neprazan presek, Jjer £ <BnE.
m

Sledi da je B=C.

Obratna implikacija sledi iz prethodnog tvrdenja.m

Posledica 3.31 Algebra 4 u kojoj Je najmanja podalgebra
neprazna Jje Hamiltonova ako 1 samo ako Jje preslikavanje B—B VA

(BeSubd) injekcija iz Subd u Cond (u Cwsl). =

Tvrdenje 3.54 Ako Jje 4 Hamiltonova algebra koja ima CIP i
na jmanju nepraznu podalgebru sdm onda je preslikavanje definisano sa
B—>B°vA potapanje iz Sub«d u Cond (u mrezi Cwd).

Dokaz. Iz prethodne posledice sledi da je definisano

preslikavanje injekci ja.



Neka B, tcSubd. Tada je:
(B2VA)A(CEVA) = (BZAC®)vA = (BAC)“vA, jer vazi CIP, i

(Bzvﬁ)vtczvﬁ] = (Bzvcz)vﬂ = (BVC]EVA, &to sledi iz Leme 3.30, pa

Je preslikavanje B—aBzvﬂ potapan je. u

Sledece tvrdenje karakterise # -regularne algebre sa jednoc¢lanom
m

nepraznom podalgebrom.

Tvrdenje 3.55 Algebra 4 sa jednoc¢lanom najmanjom podalgebrom Am
Je Aﬁ—regularna ako i1 samo ako Jje svaka kongruencija peCond jednaka
BZVA, za. neko BeSubd.

Dokaz. Za svako peCon 4, prema Lemi 3.29 postoji podalgebra
feSubd koja je klasa kongrencije p. C je tada klasa i u C°VA, odnosno,
kongruencije p 1 CvA imaju istu klasu koja sadrzi Aﬁ, pa iz
ﬂmﬁregularnosti algebre £ sledi da je p=C2VA.

Obratno, pretpostavimo da postoje dve kongruencije
p 1 8 koje imaju istu klasu B koja sadrzi ﬁﬁ {prema. dokazu Leme 3.283
ta klasa je podalgebra od #4). Po pretpostavci, postoje &,DeSubd, takve
da je p=C2VA, i e=D°vA. B Jje klasa kongruencije p koja sadrzi Aﬁ’ i
posto C takode sadrzi « , sledi da je C<B, odakle je c®va=B*vA. Posto
Jje BZvA na jmanja kongruencija koja sadrzi B kac klasu, a szﬁ sadrzi B
kao klasu, sledi da je BZVA=CZVA. Na sli¢an na¢in dobija se da je

Bzvﬁ=Dsz, odakle je D2VA=CEVA, odnosno p=8, sto znac¢i da je algebra 4

4 -regularna. x
m

Lema 3.31 Ako Je 4 Hamiltonova algebra sa nepraznomn
na jmanjom podalgebrom Aﬁ tada za 3B, €eSubd,
. 2 2 .
iz B vA=C vA sledi B=C.
Dokaz. Posto Jje & Hamiltonova algebra, B, odnosno C, su

redom klase u B°VA, odnosno u C°VA. Iz BnC#o i B VA=<C VA sledi da je

B=C. | N
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Tvrdenje 3.56 Ako Je 4 algebra sa Jedno¢lanom najmanjom
podal gebrom Aﬁ, slede¢a tvrdenja su ekvivalentna:

(i) 4 je Hamiltonova i Am—regularna;

(ii) preslikavanje B—B VA (BeSubd) je izomorfizam iz Subd u
Cond. {(u Cwd).

Dokaz. (i)—>(ii).

Neka Jje # Hamiltonova algebra sa jedno¢lanom na jmanjom
podal gebrom A; ko ja Je Ai*regularna. Prema Posledici 3.31 i Tvrdenju
3.55 preslikavanje B—aBzvﬁ je bijekcija iz Subd u Con 4.

Ono &to Jjos ireba dokazati je da je preslikavanje B—aBzvﬁ

izomorfizam, odnosno, za B, FeSubd,

(B2vA)v(C3va) = (BVC)°vA i

(BszJA(szAJ [BAC)ZVﬁ.

Prema Lemi 3.30 vazi da je:

(Bzvﬁ)V(CEVh) = (Bzvcz)vh = (BvC)zvﬁ.

Prema Tvrdenju 3.56 postoji podalgebra I takva da je:

(B2vA)A(C2vA) = D?vA. Prema prethodnoj Lemi iz D°vA=B°vA i
D®vAsC?vA sledi da Jje DsB i D<C, odnosno, DsBAC. Iz (BAC)*vA =
(B2vaA)a(C?vA) = D®VA sledi da je BAC = D, pa je BAC = D, odnosno:
(BZva)v(CZvA) = (BVC)°VA.

(1i)—{(1i)
Prema Posledici 3.31 algebra 4 j.e Hamiltonova, a prema

Tvrdenju 3.55 algebra 4 je dm—regularna, sto dokazuje tvrdenje. »

Lema 3.32 | Ako Jje preslikavanje BPABzvb izomorfizam iz
Subd u Cond tada su sledec¢a tvrdenja ekvivalentna za svako EeCond:

(i) Con& = (szA]C (ideal u mrezi Cond} u odnosu hnha

ond
preslikavanje p—pvA {peConb);

(ii) Sub¥® = Cont u odnosu na preslikavanje D—-}DEVAC (za



DeSubtb}.

Dokaz. Preslikavan je D—sD°vA je izomorfizam iz Sub& u

2 , N (2 s . .

(C VA]Camﬂ' Ako Jje Con®& = (C Vﬂ]tnnﬁ , tada Je i Sub®&® = Conf, i

obratnc, ake je Sub® = Con&, tada je i Conk = (62VAlcnnA’ N

Tvrdenje 3.57 Neka Jje 4 algebra sa Jjedno¢lanom najmanjom

podalgebrom 4 . Tada su sledeca tvrdenja ekvivalentna:

m

(i) ‘4 je Hamiltonova algebra i svaka podalgebra od 4 je
ﬂm—regularna;

(ii) preslikavanje CHCZVAB (6eSubB) Jje izomorfizam iz

SubB u Con B, za sve BeSubd,;

(iii) algebra «£ ima svojstva *CIP, CEP, i skup minimalnih
slabih kongruencija u klasama indukovani:ln preslikavanjem p-—pvA je
skup svih kvadrata B® (za BeSubd). .

Dokaz.
(i)e—(ii) Sledi iz Tvrdenja 3.56.

(ii)e—(iii) Sledi iz Tvrdenja 1.16 iz Poglavlja I i Leme

3.32. : u

U sledecem delu karakterisu se Risove algebre, Risovi vari jeteti
i data Jje Jjedna karakterizacija varijeteta skupova preko svojstava

mreza slabih kongruencija tih algebri, ili svih algebri tog
vari jeteta, koriste¢i, u ovom poglavlju veé navedene rezultate u vezi

sa problemom kada je za algebru 4 mreza Cwd podmreza mreze EwA, a kada

se mreze Cwd i EwA poklapaju.

Tvrdenje 3.58 Za vari jetet V slede¢i uslovi su ekvivalentni:
(1) V je Risov vari jetet.

(2) Za svako eV, Cwd je podmreza od Ewd.

Dokaz ) (2)—(1)

122



Sledi iz Tvrdenja 3.15.
(1}—(2)
Ako Je V Risov varijetet 1 deV, tada je mreza podalgebri Subd
zatvorena u odnosu na skupovnu uniju i 4 zadovol java jaki CEP ([{*]),

ba je prema Tvrdenju 3.16 za svaku feV Cwd podmreza od Ewsd. .

Tvrdenje 3.59 Za vari jetet V sledeci uslovi su ekvivalentni:
(1} Za svako eV, Cwd~Ewd.
(2) V je ekvivalentan vari jetetu skupova.

Dokaz. Sledi direktno iz Posledice 3.6. =
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