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Predgovor

Ova teza bavi se problemom pronalazenja reSenja nelinearnog sistema
jednacina
F(z) =0,

odnosno, korena nelinearne funkcije F' : R® — R". Kako je do tacnog resenja
nelinearnog problema najcesée nemoguée doc¢i u konac¢nom broju koraka,
koriste se iterativne metode, postupci kojima se sukcesivnim putem dolazi
do aproksimacije resenja. Uspesan iterativni postupak podrazumeva dobro
odabranu oblast u kojoj je iterativni niz definisan, kao i brzu konvergenciju
ka resenju Sto, izmedu ostalog, zavisi od prirode reSenja sistema. Ako je
funkcija F' neprekidno diferencijabilna u okolini resenja z*, Jakobijan F’(x)
Lipsic neprekidan u z* i F’(z*) je regularna matrica, tada kazemo da je pro-
blem regularan. Ako je F”’(z*) singularna matrica, tada je problem singularan
i kazemo da je x* singularno resenje.

U slucaju regularnog problema, najpoznatiji iterativni metod za resa-
vanje je Njutnov metod, zato sto poseduje dobre teoretske osobine kao sto
su lokalna kvadratna konvergencija i afina invarijantnost. Medutim, upr-
kos dobrim osobinama, u praksi se pojavljuju i izvesni nedostaci. Njutnova
iteracija je veoma skupa jer je potrebno odredivanje matrice Jakobijana,
Sto podrazumeva izracunavanje parcijalih izvoda u svakoj iteraciji. Takode,
potrebno je pronalazenje resenja sistema linearnih jednacina, pri cemu se ma-
trica sistema menja iz iteracije u iteraciju. Zbog ovih nedostataka, pojavile
su se brojne modifikacije koje pokusavaju da ih otklone. Jednu grupu mo-
difikacija ¢ine kvazi-Njutnovi metodi u ¢ijoj osnovi je aproksimacija matrice
Jakobijana matricom do koje se dolazi relativno brzo i lako. Osnovna ideja
prilikom definisanja kvazi-Njutnovih metoda je smanjivanje broja izracuna-
vanja parcijalnih izvoda, zapravo matrice Jakobijana. Ona se aproksimira
koristec¢i aproksimaciju Jakobijana, izrac¢unatu u prethodnoj iteraciji, ¢ime
je znatno snizena cena metoda.



U slucaju da je sistem singularan, red konvergencije i oblast konverge-
ncije Njutnovog metoda i kvazi-Njutnovih metoda se smanjuje. Modifikacija
postupka, zapravo prilagodavanje metoda singularnim sistemima, jedan je od
nacina da se osobine, karakteristicne za regularan slucaj, bar donekle povrate.
Jednu grupu modifikacija ¢ine dvokoracni metodi koje su Keli i Sures, ( C.T.
Kelley, R.A. Suresh), [31], predstavili za Njutnov metod, zatim Keli, (C.T.
Kelley), [32], za metod Samanskog, kao i Keli i Hu (C.T. Kelley, Z.Q. Xue),
[30], za netacni Njutnov metod, u kojima se konvergencija postupka ubrzava
uvodenjem meduiteracije.

Druga grupa modifikacija su tenzorski metodi, koje su predstavili Snabel
i Frenk (R.B. Schnabel, P.D. Frank), [50], zatim Feng i Frenk (D. Feng, P.D.
Frank), [19], i Bauari¢a i Snabel (A. Bouaricha, R.B. Schnabel), [3]. Osnovna
ideja ovih metoda je koris¢enje Hesijana, odnosno drugog izvoda funkcije F)
kako bi bila postignuta bolja konvergencija za singularne probleme.

U poslednjoj deceniji pojavili su se neprekidni Njutnovi metodi u Hauser,
Nedi¢, (R. Hauser, J. Nedi¢), [24], [25]. Singularne probleme i neprekidne
Njutove metode razmatrali su Janovski i Siger, (V. Janovsky, R. Seigre), [27],
zatim Nojberger (J.W. Neuberger), [39], kao i Riaza (R. Riaza), [44], [45],
[46]. Riaza i Zufiria (R. Riaza, P.J. Zufiria), [47], pokazali su da se Njut-
nova kvadratna konvergencija, u slucaju singularnog korena, moze postici
uvodenjem dvokoracnih integracionih Sema za neprekidni Njutnov metod,
po ugledu na one koje su predstavili Keli i Sures, [31]. Jedan od novi-
jih rezultata predstavio je Nedzibov, (H.G. Nedzhibov), [38], koji je uveo
modifikacije Njutnovog metoda za pronalazenje viSestrukog resenja neline-
arne algebarske jednacine, pri ¢emu je poznata visestrukost korena. Po-
tom je Hueso, (L.J. Hueso), [26], uopstio prethodni postupak na problem
pronalazenja resenja sistema nelinearnih jednacina, ali samo u slucaju da
su komponente funkcije F'(z) specijalnog oblika. U tom slucaju je Jakobijan
predstavljen kao proizvod dve matrice, od kojih je jedna dijagonalna. Ovakva
modifikacija primenljiva je na singularne sisteme zato Sto je viSestrukost
reSenja vezana i za singulanost Jakobijana.

Za razliku od prethodno spomenutih modifikacija Njutnovih metoda, ko-
nvergencija ka singularnom resenju moze se ubrzati modifikacijom samog
problema. Definisanjem granicnih sistema, singularan problem se transfo-
rmise u, njemu ekvivalentan, regularan, dodavanjem odredenog broja pro-
menljivih. Pojam grani¢nog sistema uveli su Veber i Verner (H. Weber, W.
Werner), [59], za jednu klasu singularnih sistema, a potom su Grivank i Re-
dien (A. Griewank, G.W. Reddien), [22], predstavili konstrukciju grani¢nih



sistema za pojedine tipove problema. Rabier i Redien (P.J. Rabier, G.W.
Reddien), [42], predstavili su postupak formiranja grani¢nog sistema za pro-
izvoljan singularni problem. Takode su Sen i Ipma (Y.Q. Shen, T.J. Ypma),
[57], konstruisali postupak za formiranje grani¢nog sistema, koristeé¢i dekom-
poziciju po singularnim vrednostima Jakobijana u tacki koja se nalazi u
okolini resenja. Na osnovu dobijenih singularnih vrednosti, formiran je gra-
nicni sistem u koji je ukljucen slucajni vektor i pokazano je da je Jakobijan
formiranog grani¢nog sistema regularan za skoro sve vrednosti slucajnog ve-
ktora. Postupak je veoma jeftin jer zahteva jednu LU dekopoziciju po itera-
ciji. Ovako dobijeni metod primenjen je na niz primera, ¢ime je potvrdeno
da je moguce lokalno postié¢i kvadratnu konvergenciju Njutnovog metoda ka
singularnom reSenju.

U okviru ove teze bavicemo se klasom singularnih sistema sa Jakobi-
janom F'(z*) koji zadovoljava uslov takozvane regularne singularnosti. U
Glavi 2 predstavljeni su Njutnov metod, fiksni Njutnov metod, neta¢ni Nju-
tnov metod kao i metod Samanskog, izlozene su teoreme o konvergenciji ka
regularnom reSenju i teoreme o konvergenciji u slucaju singularnosti. Potom
su izlozene poznate modifikacije za ubrzavanje konvergencije ka singularnom
reSenju prethodno spomenutih metoda. Od kvazi-Njutnovih metoda posma-
trani su Brojdenov i Tomasov metod, kao i Martinezov metod azuriranja
jedne kolone. U literaturi se moze pronaéi teorema o konvergenciji u si-
ngularnom slucaju jedino za Brojdenov metod, (D.W. Decker, C.T. Kelley),
[15]. Po ugledu na veé¢ poznate modifikacije metoda, [31], [32], u Buhmiler,
Kreji¢, Luzanin, (S. Buhmiler, N. Kreji¢, Z. Luzanin), [9], predloZene su dve
vrste modifkacija kvazi-Njutnovih metoda prelaskom na dvokora¢ni postu-
pak, kako bi konvergencija ka singularnim resenjima bila ubrzana, sto je i
numericki potvrdeno.

U Glavi 3 predstavljen je teorijski okvir za definisanje grani¢nih sistema
i algoritam koji su definisali Sen i Ipma, [57], potom je predlozen novi algo-
ritam, u kome se racunanje Jakobijana zamenjuje njegovom aproksimacijom
kona¢nim razlikama. U Buhmiler, Kreji¢, Luzanin, [8], dokazano je da se
ovom modifikacijom dolazi do regularnog sistema i predstavljen je algoritam
za njegovo resavanje. S obzirom na to da je predstavljeni algoritam lokalno
konvergentan, za konstruisanje globalno konvergentnog metoda predlozena je
njegova kombinacija sa metodom negativnog gradijenta. Takode je pokazano
da je, primenom Brojdenovog metoda na uvedeni granicni sistem, konverge-
ncija ka singularnom resenju ubrzana.

Numericki rezultati, dobijeni primenom pomenutih metoda na primere



koji se najcesce sreéu u literaturi, predstavljeni su u Glavi 4. Uporedeni
su rezultati dobijeni primenom nemodifikovanih kvazi-Njutnovih metoda sa
rezultatima postignutim metodama dobijenim primenom dve vrste modi-
fikacija primenjenih na singularne probleme. Zakljuc¢eno je da je uvodenjem
meduiteracije moguce ubrzati konvergenciju ka singularnom resenju u slucaju
kvazi-Njutnovih postupaka. Takode, uporedeni su algoritmi predstavljeni u
[57] i [8], ¢ime je potvrdeno da je novi algoritam podjednako efikasan ali
jeftiniji za rad. Numericki rezultati pokazuju da se kombinacijom metode
negativnog gradijenta i lokalno konvergentnog algoritma moze ubrzati ko-
nvergencija ka singularnom resenju.
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1

Uvod

1.1 Oznake

R - skup realnih brojeva

R™ - skup n-dimenzionalnih realnih vektora

R™ ™ - skup realnih matrica dimenzije m x n
R™*™*P - skup realnih tenzora dimenzije m x n X p
xr; - 1-ta komponenta vektora x € R"

ey, €es,...,e, - vektori standardne baze prostora R”
A = [a;;] - matrica sa elementima a;; € R

AT =aj;] - transponovana matrica

A;. - i—ta vrsta matrice A

A, - j—ta kolona matrice A

A~ - inverzna matrica matrice A

diag{ai1, ass,...,an} - dijagonalna matrica sa elementima a;;
E - jedini¢na matrica iz R™*"

E, - jedinicna matrica iz R9*?

T = [Tijx] - tenzor sa elementima T;;, € R

{zx} - niz realnih vektora zy, z,. ..

|v]]oo = m X |v;| - vektorska norma .,

1<i

vll2 = (i v2)Y/2 - vektorska norma Iy
i=1

vl = i |v;| - vektorska norma Iy
i=1

|A]| 0 = 1n<1a<x{]ai.\} - matri¢na norma indukovana normom /.,
<i<n

9



10 1. UVOD

|AlL = nax {la.j|} - matri¢na norma indukovana normom I,
<j<n

1A% = 21 ‘21 |la;j|* = tr(AT A) - Frobenijusova norma
i=1j=

Ck(D) - skup k puta neprekidno diferencijabilnih realnih preslikavanja
na D

L(R™,R™) - prostor linearnih operatora iz R™ u R"

B(z,e) = {y € R" : |ly — z|| < €} - € okolina tacke x (oznaka B(z)
podrazumeva proizvoljnu okolinu tacke z)

N(A) - nula prostor linearnog operatora A

Im(A) - skup svih slika linearnog operatora A

rang(A) - rang matrice A

dim(V) - dimenzija vektorskog prostora V

span(vy,...,v,) - vektorski prostor generisan vektorima vy, ..., v,
int(D) - unutrasnjost skupa D

1.2 Pregled definicija i teorema

1.2.1 Linearna algebra

Teorema 1.2.1. (Banahova lema) [18]
Ako je L matrica iz R™™, L' postoji ako i samo ako postoji reqularna
matrica M € R™" takva da je

1
(Y
M|
Ako L™ postoji, tada je
L= (E-—M'Ly"M™!
n=0

' -1 —1

M7 < M|

LY < .
I < Ty =) S To e =1

Definicija 1.2.1. [18] Matrica Q € R™™ je ortogonalna ako i samo ako
Vazi

Q"Q=F ili QQ"=E.
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Definicija 1.2.2. [18] Neka je A € R™*". Karakteristicni koreni i karakter-
isticni vektort matrice A su realni ili kompleksni skalari A i n—dimenzionalni
vektori v takvi da je

Av =X v, v#0.

Definicija 1.2.3. [18] Neka je A € R™ ™. Dekompozicija po singularnim
vrednostima, u oznaci SVD, matrice A je

A=UDVT,
gde su U,V € R™"™ ortogonalne matrice, a D € R™"™ dijagonalna matrica
takva da je dy; = 0; > 0,1 =1,2,...,n. Vrednosti 01,09, ...,0, se nazivaju

singularne vrednosti matrice A.

Definicija 1.2.4. [3] Za tenzor T € R™"™ " i vektore v,w € R" je Tow €
R™ i definisano je sa

(Tow); = v Hyw = Z Z Tk VW,
j=1k=1
pri cemu je H;y € R™™, i =1,2,...,n takvo da je
(Hi)jk = (T)iji-
Definicija 1.2.5. [2] Za tenzor A € R>*™™ i matricu U € RP*! je
U-A=BgRPmm,
pri cemu je
!
Bijk: - Z UiaAajk-
a=1
U slucaju da je u € R! tada je
u' A= Au = B,
pri ¢emu je B € R™*™,
Definicija 1.2.6. [2] Za data dva tenzora A, B € R>*™ ™ skalarni proizvod
je definisan na sledeci nacin
irjok
pa je odgovarajuca norma

JAl = V(A A) = (3 A%

i7j7k
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1.2.2 Diferencijalni racun

Definicija 1.2.7. [41] Preslikavanje F' : D C R™ — R" je F-diferencijabilno
u x € int(D) ako postoji linearni operator F'(x) takav da je

o PG+ 1) = F() = F(oh]

0.
B0 171

Linearni operator F'(x) se naziva F-izvod i predstavija se Jakobijan matricom

g—:ﬁ(x) %(x)
F'(z) =
%(m) ngZ(x)

U okviru ove teze umesto F-izvod pisa¢emo samo izvod.

Definicija 1.2.8. [41] Preslikavanje F : D C R™ — R™ je Lip§ic neprekidno
sa konstantom v > 0 nad oblasti D ako za svako x,y € D vaz

1F(x) = F(y)| < llz = yll

Skup svih preslikavanja koja zadovoljavanju prethodnu definiciju oznacavamo
sa Lip,(D).

Definicija 1.2.9. [18] Preslikavanje F' : D C R™ — R™ je lokalno Lipsic
neprekidno na D ako za svako x € D postoji okolina B(x,¢) takva da je F
Lipsic neprekidna nad B(x,¢).

Lema 1.2.1. [18] Neka je F' : R™ — R™ neprekidno diferencijabilno presli-
kavanje na otvorenom i konveksnom skupu D C R™,x € D. Tada za svako
x, x+p€D vazi

x+p

F(:)s+p)—F($):/OlF’(ijtp)pth/m F'(2) dz.

Lema 1.2.2. [18] Neka je F : R™ — R™ neprekidno diferencijabilno pre-
slikavanje na otvorenom i konveksnom skupu D C R™ x € D, i neka je
F'(z) € Lip,(D). Tada za svako x +p € D vaZi

|F(x+p) = F(z) = F'(x)p] < ngIIQ-
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Lema 1.2.3. [18] Neka je f: R™ — R dva puta neprekidno diferencijabilno
preslikavanje na otvorenom skupu D C R",x € D, i neka je V:f(zx) €
Lip,(D). Tada za svako x +p € D vaZi

£ +) = () + VI @) D+ 25 V@) < Lol

Teorema 1.2.2. (Teorema o implicitnoj funkciji)[41]

Neka je F' : D C R™ x RP — R"™ neprekidno diferencijabilna funkcija na
otvorenoj okolini Dy C D tacke (x*,y*) za koju je F(x*,y*) = 0. Pretpo-
stavimo da postoji F., da je neprekidan u okolini (x*,y*) i da je F.(x*,y*)
reqularan. Tada postoje otvorene okoline By C R™ i By C RP od z* 1 y*,
tako da za svako y € By jednacina F(x,y) = 0 ima jedinstveno reienje
x = Hy € By i da je preslikavanje H : By — R™ neprekidno. Ako jos postoji
Fy(z*,y"), tada je H i F'—diferencijabilno i vazi

H'(y*) = =[Fo(z*, y")] Fy(a*, y").

Teorema 1.2.3. [18/ Neka je F' : R" — R™ neprekidno diferenijabilna
funkcija na otvorenom skupu D C R™ x € D i Jakobijan F'(x) Lipsic
neprekidan v v € D. Neka je |le;|| = 1,5 = 1,...,n, £ izabrano tako da
x+&ej € D i matrica A € R™" takva da je

A.j:F(x+£eg)_F(x), j=1...n

Tada vazi

: gl
145 = F(x) 4] < 5]

|4 = F/@)ll <S¢

Definicija 1.2.10. [41] Pretpostavimo da F : D C R™ — R" ima izvod u
svakoj tacki otvorenog skupa Dy C D. Ako F' : Dy C R" — L(R",R") ima
izvod u x € Dy, tada je (F')'(x), u oznaci F"(x), drugi izvod funkcije F u
tacki x. Po definiciji je F"(z) € L(R"™, L(R™, R™)), odnosno za svako h € R"
je F"(x)h € L(R™, R™).
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Neka je f : R™ — R i neka su vektori h,k € R™. Ako postoji f”(x),
oznacimo sa

f"(x)hk = k" H;h,

pri cemu je Hy(x) € R™" Hesijan

2 g%”(x) g (@)
Vef(z) = Hy(z) =
@) S
0x10xn T ox2

U slucaju da je F' : R" — R”, pri ¢emu je F(z) = (fi(z),..., fu(x)), tada
je F"(x)hk € R™ i vazi da je

[F"(2)hk]" = (KT Hy(2)h, k" Hy(2)h, ..., k" H,(2)h),

gde su Hy(x), Hy(x), ..., H,(z) Hesijan matrice komponenti fi(x), ..., f.(x).

Teorema 1.2.4. [18] Neka je f : R — R dva puta neprekidno diferenci-
jabilna na otvorenom i konveksnom skupu D C R". Neka je V2 f(x) Lipsic
neprekidan uw x € D, pri cemu se koristi vektorska norma i njome induko-
vana matricna norma za koju je |le;|| = 1,5 = 1,...,n. Pretpostavimo da
r,x+Ee;, x+ej, x+€e;+Ee; € D zat,j=1,...,nidaje matrica A € R™"
definisana na sledeci nacin

] 52

Tada vazi
2 5
|Aij — V7 f(2)i5] < §7|€!-

Ako se koristi norma ly, ls ili Frobenijusova norma onda vazi

4= 92 (@)] < Sm.
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1.2.3 Vektorski prostori

Definicija 1.2.11. [37] Neka je S = {v1,va,...,v,}, pri cemu vy, ..., v, €
R™. Skup svih linearnih kombinacija vektora vy, vs, ..., v, je skup

span(S) = {a1v; + agve + ... + a,uy, oy € Ryv; € S
Kazemo da je span(S) generisan skupom S.

Definicija 1.2.12. [37] Neka je A : R™ — R" linearno preslikavanje. Skup
svih slika, u oznaci Im(A), je skup

Im(A)={yeR":y=A(x)}.
Skup Im(A) je potprostor prostora R™.

Definicija 1.2.13. [37] Neka je A : R" — R™ linearno preslikavanje. Nula
prostor, u oznaci N'(A), je skup

N(A)={z e R": A(x) = 0}.
Teorema 1.2.5. [37] Ako je A: R™ — R" linearno preslikavanje tada vazi
N(A) = {0} & rang(A) = n.

Definicija 1.2.14. [37] Ako je V konacno dimenzionalni linearni vektorski
prostor dimenzije n © X njegov potprostor dimenzije k, tada je

codimX =n — k.

Definicija 1.2.15. [37] Za potprostore X, wvektorskog prostora V se kazZe
da su komplementarni ako 1 samo ako vazi

X+Y=V i xny=»0.

Tada se za vektorski prostor V kaze da je direktna suma prostora X 1Y, u
oznact X @Y = V.

Teorema 1.2.6. [37] Za vektorski prostor V sa potprostorima X 1Y ¢ije su
baze Bx i By redom, sledeca tvrdenja su ekvivalentna

e XY=V
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e za svako v € V postoje jedinstveni x € X 1y € Y takvi da je v =1x+y

e BxNBy=101iBxUDBy cni bazu vektorskog prostora V.

Teorema 1.2.7. [37] Neka su X 1Y komplementarni potprostori vektorskog
prostora V takvi da se svaki vektor v € V na jedinstven nacin moZe predstaviti
u obliku v = x + y. Jedinstveni operator P definisan sa P(v) = x se naziva
projekcija na X duz Y i ima sledece osobine:

o P2=P

e [/ — P je komplementarna projekcija na Y duz X

e Im(P)={z: P(z) =z}
Im(P)=N(E—-P)=XiIm(E—-P)=N((P)=)

u slucaju da je V = R™ tada je P dato sa

10

P = XXV = (X1 §

|,
pri cemu su kolone matrica X 1Y baze prostora X © Y.

1.2.4 TIterativni postupci

Definicija 1.2.16. Neka je {zx} C R"™ niz koji konvergira ka z* € R",
odnosno vazi da je

lim x;, = x*.
k—o00

Tada niz {zy} konvergira ka z*

e ¢-kvadratno ako postoji konstanta K > 0 takva da je

_ *
oo =o'l _ e
[Fr

e g-superlinearno ako

. *
e
R T — o]
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e ¢-linearno ako postoji konstanta o € (0,1) takva da je
[Z541 — 27| < of|lzr — 27
za k dovoljno veliko;

e sublinearno

_ *
iy N =2l
oo oy — a7

Definicija 1.2.17. [terativni metod za izracunavanje x* je lokalno (q-kva-
dratno, g-superlinearno, g-linearno, itd.) konvergentan ako niz iteracija {x}
konvergira ka x* (g-kvadratno, g-superlinearno, g-linearno, itd.) pri éemu je
pocetna iteracija dovoljno dobro zadata.

Teorema 1.2.8. [18] Neka je F : R" — R™ diferencijabilna funkcija na
otvorenom konveksnom skupu D C R™. Pretpostavimo da je Jakobijan F’
neprekidan u tacki x* € D i da je F'(x*) reqularna matrica. Neka je By €
R™™ niz regularnih matrica i pretpostavimo da za neko xog € D niz {x}, gde
je

Thpr = 2p — (Br) " F (),
ostaje u skupu D 1 konvergira ka x*. Tada niz {x;} konvergira q-superlinearno

ka x* i F(z*) =0 ako i samo ako je

o NBe = P/@) s = )|

= 0.
k=00 | Try1 — 2]
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Singularni sistemi

Neka je dat sistem nelinearnih jednacina
F(z) =0, (2.1)

pri ¢emu je F' : R" — R™ i pretpostavimo da postoji resenje z* € R".
U slucaju da je F' neprekidno diferencijabilna funkcija u okolini resenja x*,
Jakobijan preslikavanja F”(x) Lipsic neprekidan u z* i uz to je F'(x*) regu-
larna matrica, kazemo da je problem regularan, a reSenje regularno. Ako je
F'(x*) singularna matrica, tada je z* singularno resenje.

2.1 Njutnov metod

Prilikom odredivanja resenja sistema nelinearnih jednacina (2.1) itera-
tivnim metodama, generisSe se iterativni niz koji pod odgovarajué¢im pretpo-
stavkama tezi ka reSenju problema. Kad god je re¢ o regularnom problemu,
Njutnov metod je najces¢e koris¢eni metod. Zasniva se na aproksimaciji
funkcije F' afinim modelom M, i pronalazenju njegovog resenja. Pod pretpo-
stavkom da je funkcija F' neprekidno diferencijabilna, vazi slede¢a jednakost

Tp+s
F(xy + si) = F(xy) +/ o F'(z)dz.
Tk

Ako se integral sa desne strane aproksimira vektorom F’(zy)sy, dolazi se do
afine aproksimacije funkcije F' u tacki x;, odnosno do modela

Mk(-Tk + Sk) = F(I‘k) + F’(xk)sk.

19
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Model M, aproksimira funkciju F' ¢iji se koren trazi, sto znaci da se od
modela o¢ekuje da u okolini reSenja zadovoljava uslov

Mk(l‘k + Sk) =0.
Zbog toga je potrebno pronadi reSenje sy, sistema linearnih jednacina
F’(xk)sk = —F(l'k)

Vektor s, odreden na ovaj nacin, naziva se Njutnov pravac. Naredna aproksi-
macija reSenja x*, odredena sa xp,1 = T + Sk, trebalo bi da bude bolja od
xr. Ovaj postupak moze se primeniti iterativno, odnosno moze se formulisati
algoritam za formiranje niza Njutnovih iteracija.

Algoritam N: Njutnov algoritam
KO0: Za dato zg € R", k=0,
K1: Odrediti s iz F'(xy)s, = —F(zy),
K2: Izracunati xp, 1 = xx + s,
K3: k =k + 1, i vratiti se na K1.

Kako je Njutnov metod zasnovan na aproksimaciji funkcije afinim mode-
lom, u slucaju da je F' linearno preslikavanje resenje se dostize u samo jednoj
iteraciji. Kod nelinearnih sistema, kod kojih je neka od komponenti linearna,
u svakoj iteraciji dobija se ta¢no resenje po toj komponenti.

Takode, jedna od osobina zbog koje je ovaj postupak veoma popularan,
to je njegova lokalna g—kvadratna konvergencija. Ako je trenutna iteracija
dovoljno blizu reSenja broj tacnih cifara ¢e se iz iteracije u iteraciju udvo-
strucavati. Medutim, da bi brza konvergencija postupka bila postignuta,
potrebno je dovoljno dobro odabrati pocetnu iteraciju. Jer, van oblasti kon-
vergencije, ne moze se garantovati konvergencija postupka.

Sledec¢a teorema daje uslove pod kojima se moze posti¢i kvadratna ko-
nvergencija.

Teorema 2.1.1. [18] Neka je F : R™ — R"™ neprekidno diferencijabilna
na otvorenom konveksnom skupu D C R™. Pretpostavimo da postoji resenje
z* € R"™ i konstante r, 8 > 0, takve da je B(x*,r) C D, F(z*) =0, F'(z*)™*
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postogi, ||[F'(z*)7Y| < B ¢ F' € Lip,(B(z*,r)). Tada postoji ¢ > 0 takvo
da je za svako xo € B(x*,e) niz {xy} generisan Njutnovim algoritmom za
k=0,1,... dobro definisan, konvergira ka x* i vazi

kaJrl _x*H SﬁfYka_x*Ha k:()’la"'

Postupci koji imaju veci red konvergencije, zahtevaju izracunavanje dru-
gog izvoda funkcije. U posledenjih nekoliko godina pojavili su se postupci koji
modifikacijom Njutnovog metoda postizu kubnu konvergenciju i pri tome ne
koriste drugi izvod, [20], [10], [58]. U [1] ispitana je medusobna veza ovakvih
postupaka za funkciju f : R — R, a neki od njih su uopsteni za slucaj
F:R"— R"

2.1.1 Njutnov metod u singularnom slucaju

Konvergencija Njutnovog algoritma moze biti narusena u slucajevima da
je Jakobijan singularan ili nije LipSic neprekidan u reSenju z*. Ispitivanje
niza Njutnovih iteracija u slucaju singularnosti, predmet je izucavanja jos od
70—tih godina proslog veka.

Vecina teorema koje slede vaze u proizvoljnom Banahovom prostoru, ali
¢emo se u okviru ove teze ograniciti na prostor R™.

Oznacimo sa N' = N(F'(z*)) m—dimenzionalni (m > 0) nula prostor
Jakobijana F'(z*) i neka je P ortogonalna projekcija na nula prostor od
F'(z*)T. Pretpostavimo da je funkcija F dovoljno glatka funkcija i Jakobijan
F'(x) nije svuda singularan. Takode, neka je (p + 1)—vi izvod funkcije F'(x)
Lipsic neprekidan. Najmanji broj p > 0 za koji je

PE®HD () £ 0 (2.2)

naziva se stepen singularnosti resenja z*, [23]. Za funkciju F' : R — R broj
p + 1 predstavlja visestrukost korena x*.

U slucaju da je dimenzija nula prostora N jednaka m = 1, tada postoje
vektori v* i u* koji generisu prostore N' i N7 = N(F'(z*)T). Gotovo svi
rezultati konvergencije Njutnovog postupka zahtevaju takozvanu regularnu
pretpostavku koja je u ovom sluc¢aju predstavljena slede¢im uslovom

B = () PO (@7) () £ 0, (2.3)

Geometrijsku interpretaciju (2.3) u slucaju da je p = 1, dao je Keler,
(H.B. Keller), [28]. Resenje z* jednacine (2.1) geometrijski je izolovano ako
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postoji okolina tacke z* u kojoj je reSenje jedinstveno. Poznato je da je
regularno reSenje ujedno i geometrijski izolovano, odnosno ako je Jakobijan
F'(x*) regularan, tada postoji ¢ > 0 takvo da je reSenje jednistveno na
B(xz*,e). Medutim, obrnuto ne mora da bude ta¢no jer postoje geometrijski
izolovana singularna resenja.

Za funkciju

22+ 22 —25

skup korena jednacine Fi(x1,x2) = 0 je skup Ry = {(3,4),(—=3,4),(0,—5)}.
Jakobijan preslikavanja je dat sa

2r1 2z
Fi(a,22) = [ 2931 —12 ] ’

odakle sledi da je
det(Fi(z1,29)) = —2x1(229 + 1).

Jasno je da su prva dva korena regularna, dok je tre¢i singularan. Sva tri
reSenja su geometrijski izolovana i prikazana su na slici 2.1.

Slika 2.1

Za funkciju
x? — 25

FQ(xl’x2> - T1X9 — T —5$2+5
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u skupu korena nalazi se tacka (—5, 1), ali i sve tacke iz skupa
Ry = {(5,t) S R}

Kako je
det(Fy(x1,22)) = 221 (21 — 5),

jasno je da je prvi koren regularan i geometrijski izolovan. Elementi skupa Ro
¢ine pravu, tako da nijedan elemenat tog skupa nije geometrijski izolovan ko-
ren. Takode vazi da je svaki elemenat skupa R singularni koren funkcije Fb.
Jakobijan Fj(z1,z2) je singularan i na pravoj Ry = {(0,¢) : ¢t € R}, medutim
na ovoj pravoj nema korena funkcije Fh. Resenja jednacine Fy(xy,z5) = 0
predstavljena su na slici 2.2.

4L

Slika 2.2: Geometrijska interpretacija ko-
rena funkcije Fj

Problem pronalazenja singularnog geometrijski izolovanog resenja, jeste
od posebne vaznosti jer se Cesto srece u praksi. On za nas ima prvorazredni
znacaj zato Sto predstavlja predmet izucavanja ove teze.

U skalarnom slucaju za f : R — R, f € C*°(R) definisano je

_ laf(a)
vl dav

L v=0,1,2,...

v

i pokazano, [28], da ¢e singularno resenje x* biti geometrijski izolovano ako
za neko N > 2 vazi

aozalz...:aN_lzo, GN%O. (24)
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Lema 2.1.1. /28] Neka je f : R — R i f(x) € C*(R). Singularno resenje
x* jednacine

flz) =0
je geometrijski izolovano ako za neko N > 2 vazi (2.4).

Geometrijska izolovanost reSenja x* u ovom sluc¢aju sledi iz Cinjenice da
je z* koren reda N. Tejlorova formula funkcije f(z) za z € B(x*) je

N

fl@) =2 ay(z — ") +o((z —2")"),

v=0

te se koriste¢i uslov (2.4) dobija
f@) = an(z —2")" +o((z — 2)) = (z — 2")" (an +o(z — 27)).

U okolini B(z*) je ay + o(z — x*) # 0, za x # z* jer vazi (2.4), pa je reSenje
x* geometrijski izolovano. Kako je ag = a; = 0, ne postoji f/(z*)7!, pa je
resenje singularno.

Za funkciju f : R — R definisanu sa f(x) = 23, reSenje jednacine f(z) = 0
je z* = 0. Takode vazi da je f'(0) = f"(0) = 01 f”(0) = 6, odakle sledi da
je N = 31 reSenje je singularno i geometrijski izolovano.

Postoje geometrijski izolovani koreni funkcija koje nisu analiticke pa ne
vazi (2.4). To znaci da je uslov (2.4) samo dovoljan ali ne i potreban da bi
koren funkcije, odnosno resenje jednacine f(z) = 0 bilo geometrijski izolo-
vano.

Za funkciju f : R — R, definisanu na slede¢i nac¢in

0, =0
f(-’B)Z{e_;Q i%o

je z* = 0 geometirjski izolovan koren. Medutim, ne vazi uslov (2.4) zato $to
funkcija nije analiticka, jer nema neprekidan drugi izvod u x*.
U slucaju da je F': R® — R", vazi sledeca teorema:

Teorema 2.1.2. [28] Neka je F': R* — R" i F(z) € C*(B(z*,¢)) zae > 0,
pri cemu je x* singularno reSenje jednacine (2.1). Pretpostavimo da je nula
prostor N generisan vektorom v*, dok je nula prostor N1 generisan vektorom
u* tako da vazi (u*)Tv* = 1. Ako vaZi da je
1
ay = §(u*)TF"(:v*)v*v* # 0, (2.5)
onda je ¥ geometrijski izolovano resenje.
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Pored toga $to implicira geometrijsku izolovanost resenja x*, uslov (2.5)
implicira da (n — 1)—dimenzionalna mnogostrukost na kojoj je Jakobijan
F'(z) singularan, sece nula prostor A/ generisan vektorom v* u tacki z*.

Funkcija F(z) je glatka, $to implicira postojanje karakteristicnog korena
a1 (x) ilevog i desnog karakteristicnog vektora u*(x), v*(z) matrice F'(z) koji
odgovaraju korenu a4 (x) za x € B(z*,¢) C R", tako da vazi

a)  Fl(z)vr(r) = en(z)v(x),  [[o*(2)]] .6
b) (u*(2))"F'(2) = ai(z)(w(2))", (u'(2))"v"(2) =1 (2.7)
c) ap(z*) =0.

Pretpostavimo da je gradijent Vay(z*) # 0. Na osnovu teoreme o impli-
citnoj funkciji primenjenoj na

~—

aj(x) =0 (2.8)

u x = z*, sledi da (2.8) vazi na glatkoj (n — 1)—dimenzionalnoj mnogostru-
kosti . Na mnogostrukosti S je vrednost karakteristicnog korena a;(x) =0
za svako x € B(z*, €), $to su singularne tacke Jakobijana F'(z*), pa je

S={z €R":detF'(x) =0)}.

Takode vazi da z* € S. Gradijent Vay(z*) je ortogonalan na S u z*. Difer-
enciranjem prve jednakosti u (2.6)

S (F@v@) = o (atwr@)

sledi da je

9 N, 0 d

O play (@) + Fa) 2t(a) = oo () + o) o0’ (o),
odnosno

F"(x)v*(x) + F'(a:)aamv*(x) = Vo (z)(v*(z)" + al(:zr)aiv*(a:).

Mnozenjem sa leve strane vektorom u*(z), dobijamo

(' (@) F"(2)v" (2) + (u'(z))" F ’(x)aiv*(w) =

= (u'(x))" Vou(2)(v'(z))" + (U*(x))Tozl(x);;v*(w)-
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Ako se iskoristi (2.7), tada je
(w(2)) F"(2)v"(2) = (u*(2))" Vau (2)(v* ()"
i sledi da za x = z* vazi
Vay (") = u' (z) F (2" " (z).
Sada je
Vau(z ) (z*) = u* (") F"(z*)0* (") ().

Uslov (2.5) ekvivalentan je uslovu da je as = Vay (z*)v*(2*) # 0. To implicira
da gradijent Vo (x*) nije ortogonalan na prostor generisan vektorom v*(z*),
zapravo mnogostrukost S sece nula prostor generisan vektorom v*, u tacki z*.
Neka je W konus sa vrhom u z*, osom paralelnom pravcu vektora v* = v*(z*)
i uglom koji je manji od 6y, pri ¢emu je

a2

p= —— .
O30 T IV an (2]

Tada uslov (2.5) implicira da postoji okolina resenja B(z*, p) za neko malo
p > 0, tako da mnogostrukost S i konus imaju zajednicku samo tacku z*
na B(z*, p). To znaci da je F'(z) regularan u svim tackama koje se nalaze
u preseku W N B(z*, p), osim u z*. U tackama iz ovog skupa Njutnov niz je
dobro definisan i ocekuje se konvergencija ka resenju ako iteracije ne napuste
taj skup.

Jedan od prvih radova koji ispituju konvergenciju Njutnovog metoda u
sluc¢aju singularnosti prvog reda sa jednodimenzionalnim nula prostorom pre-
dstavio je Redien, (G.W. Reddien), [43].

Za funkciju F : R® —» R", F € C*(R"), neka je N' # {0} netrivijalan
nula prostor operatora F’(z*). Neka je R" = N & X, pri ¢emu je X zatvoren
skup i vazi da je F'(z*)z € X, za x € X. Neka je Py projektor iz R" na X
za koji vazi da je N(Py) =N i Py = E — Px. Ako je

Co(z") ={z € R" : [|Px(z — 2")|| < 0|[Px(z — 2")][},
tada je skup W, g(2*) definisan na sledeci nacin

Woo(x®) = B(z*, p) N Co(z7),
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Teorema 2.1.3. [43] Neka je dim N =1 i za v € N vazi da je F"(x*)vv N
X = {0}. Neka je ||F"(z*)vzx| > ei||v]|||z|| za svako v € N, x € R",¢; > 0.
Tada postoji p > 0, 6 > 0 takvo da je F'(x) reqularan i ||F'(z) 7| < ez —
|7t vazi za x # x* na W,e(x*). Ako je pocetna iteracija odabrana tako
da 9 € W,o(z*), tada niz {z;}, generisan Njutnovim algoritmom, ostaje
sadrian u W, ¢(x*), konvergira ka resenju x* i vazi da je

1P (. — =) < el (-1 — 27)|?

o I =) 1
11m = —.
e [ Py — )]~ 2

Da bi Njutnova iteracija bila definisana, odnosno, da bi postojalo F’(zg) ™,

oblast izbora pocetne iteracije u singularnom sluc¢aju promenjena je u odnosu
na regularni slucaj i predstavlja konus sa temenom u x* duz pravca vektora
koji generiSe nula prostor operatora F’(z*). Oznac¢i¢emo ga sa

Woo(a®) = {z € R" : 0 < [|Z]| < p, | Px(2)]| < 0l Pv (@)1}, (2.9)

pri cemu je T = x — x*. Na slici 2.3 je predstavljen skup W/])Y@(x*) za funkciju
F : R? — R? sa jednodimenzionalnim nula prostorom N

v

P 3l

»*

2l P ()l x
Slika 2.3: Skup W/, (z*)
Takode je pokazano, [43], da se svaka naredna iteracija nalazi u istoj

oblasti Wge(:v*), pa je Jakobijan regularan u svakoj iteraciji, i na taj nacin
je garantovana konvergencija Njutnovog metoda. Rastojanje iteracije x; od
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reSenja z*, kao i ugao #, izmedu vektora xp — x* i nula prostora, smanjuje
se iz iteracije u iteraciju, Sto znaci da se iteracije sabijaju uz nula prostor i
za dovoljno malo p ¢ine gotovo pravu liniju. Grani¢na vrednost

|2h1 — 27|

k=~ (2.10)
[z — 2|

tezi ka %, odakle zakljucujemo da je konvergencija postupka linearna. Medu-
tim, konvergencija nije ista ako se posmatra na nula prostoru NV i na prostoru
X. Konvergencija na nula prostoru je sporija i linearna, dok se na prostoru
X moze doéi i do kvadratne konvergencije. ReSenje z* jedinstveno je u lopti
B(z*, p).

Sledecée pretpostvake navode se u vecini teorema kojima se opisuje pona-
Sanje iterativnog niza i posebno ¢emo ih izdvojiti.

Al. rang(F'(z*)) =n— 1.

A2. Neka je N nula prostor Jakobijana F”(x*) generisan vektorom v* € R™
i neka je X zatvoren skup takav da je R™ = N @ X. Za svaku projekciju
Py na N paralelnu sa X je

Py F" (x*)v*v* # 0.

Slucaj da je dimenzija nula prostora N veéa od jedinice analizirali su
Deker i Keli, (D.W. Decker, C.T. Kelley), u [12], i dokazali upostenje teoreme
2.1.3. Za x € R" definisano je linearno preslikavanje B(z) : N' — A na slededi
nacin:

B(z)(v) = =Py F"(z*) z v, (2.11)
pri ¢emu je v = Pz, i pokazano je da njegova regularnost na nula prostoru
za posledicu ima konvergenciju Njutnovog iterativnog niza.

Teorema 2.1.4. [12] Ako F'(z*) ima konacno dimenzionalni nula prostor
N i za svako © € N je linearni operator B(x) reqularan na N, tada vazi
teorema 2.1.3.

U slucaju da je dim N = 1, pretpostavke A1 i A2 impliciraju regularnost
operatora B(x) na nula prostoru. U [12] je pokazano da je za x € W) (z*)
Jakobijan regularan i

F'(zx)™' = B(Z) ' Py + Bo(x),
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pri ¢emu je sa By (z) oznacen bilo koji izraz oblika O(||Z||*¥). Teoremom 2.1.4.
je pokazana konvergencija u slucaju da resenje x* nije izolovano, pa je opstija
od teoreme 2.1.3.

U prethodnoj teoremi, regularnost operatora B(z) za x koje zadovoljava
Py # 0, bila je kljuéna za pokazivanje konvergencije. Takva pretpostavka
prirodna je u mnogim problemima, ali je neprimenljiva u sluc¢aju da je B(x) =
0, za svako = € R", i taj slucaj je ispitan u [13]. Za x € R", definisani su
operatori

By(2)(z) = F"(z*) v x, (2.12)

By(%)(x) = F"(2*) 0 0 x, (2.13)

pri ¢emu je ¥ = Py, i linearni operatori B;(z) na N
By(#)(x) = Py By (#)(a) Py, j = 1,2 (2.14)
Skup dozvoljenih iteracija modifikovan je na sledeéi nacin:

Wi po(z*) = {z € R": 0 < [|Z|| < p, [| Py F"(z*)(Px,v)||
< 0| Pvz|?||v|| za sve v € N, || Pyz| < K||Pyvz|*}.

Teorema 2.1.5. [13] Neka je ' : R* — R" i F € C*R"), F(x*) = 0.
Neka F'(z*) ima konacénodimenzionalni nula prostor N i zatvoren skup slika
X tako da je R™ = N @& X i neka vaZe sledece pretpostavke:

e By(7) =0,

o preslikavanje By (%) je reqularno preslikavanje na N, za v € R"™ takvo
da je Pyx # 0,

e za svako z,y,z € R" je PNBI(E)PXﬁ’*lPXBl(g)PNx =0, pri cemu je
sa F oznacena restrikcija F'(x*)|x i pri tome postoji F~' kao preslika-
vanje na X.

Ako je

Ko =4 sup <1||PXF_1PXF"(x*)Uw||> +1 (2.15)

v,weN ||’U||||OJ||

za dovoljno malo p 16, tada je F'(x) reqularan za x € Wy, ,0(x*), postoji c; >
0 takvo da je |[F'(z)7 ] < e1]|Z]|72 za sve @ € Wi, po(x*) i niz Njutnovih
iteracija ostaje sadrzan u Wi, ,o(x*).
Ako je xy € Wk, po(x*), tada niz Njutnovih iteracija {xi} konvergira ka x*
i vazi
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- 1 -
o [[Pray| < §K0H93k—1‘|27 k=12,...

|\ Pval 2
e lim ——— = —,
koo ||PyZp—a 3

e =™ jedino je reSenje jednacine F(x) = 0 na skupu {x : ||Z|| < p}.

Za razliku od teoreme 2.1.4., u ovoj teoremi je pokazano da je konverge-
ncija Njutnovog postupka moguéa i kada je By(Z) = 0 i By(Z) regularno.
Dobijena je bolja ocena za inverzni Jakobijan u oblasti u kojoj konvergira
Njutnov metod, tj. ||[F”"(z)7|| = O(]|Z||72). U definiciji konstante K, moze
da se desi da je Py F"(2*)vw = 0 za svako v,w € N. Ali, u tim sluc¢ajevima,
na osnovu (2.15), sledi da je Ky = 1. Kao i u prethodnom slucaju, dobi-
jena je linearna konvergencija po nula prostoru, dok na X imamo kvadratnu
konvergenciju.

U prethodnim teoremama, pored toga Sto se opisuje oblast iz koje treba
odabrati pocetnu iteraciju kako bi konvergencija Njutnovog metoda bila po-
stignuta, u njima se opisuje i ponasanje Njutnovih iteracija kada se pri-
blizavaju singularnom resSenju.

2.1.2 Modifikacije Njutnovog metoda

Kao sto je ve¢ receno, prilikom singularnosti Jakobijana u reSenju, osobine
Njutnovog metoda se pogorsavaju. Zbog toga su se pojavile brojne modi-
fikacije kako bi se ubrzala konvergencija ka singularnom resenju. Ovde ¢emo
izdvojiti grupu visekora¢énih Njutnovih postupaka, kao i metod Samanskog.

2.1.2.1 Visekoracni Njutnov metod

Ako se posmatra Njutnov postupak za funkciju f : R — R, u sluc¢aju tako-
zvane regularne singularnosti, kada je prvi izvod f’(x) jednak nuli a drugi
izvod f”(z*) razlicit od nule, konvergencija ne samo da je spora nego je i
numericki nestabilna. Razlog tome je Sto se prilikom racunanja Njutnovog
pravca rac¢una koliénik f(zg) i f'(zx), pri ¢emu i brojilac i imenilac teze nuli.
Jedan nacin da se izbegne ovakva situacija je da se prede na fiksni Njutnov
postupak. U njemu se f’(zy) zamenjuje nekim prethodno izra¢unatim Jako-
bijanom, najcesée f'(xg). Na taj nac¢in dolazimo do sublinearne konvergencije,
gde koli¢nik (2.10) tezi ka 1, $to je i dalje veoma sporo, jer su i Njutnovi koraci
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veoma kratki. Medutim, kako Njutnov postupak u svakoj iteraciji dvostruko
smanjuje rastojanje od resenja, jedan od nacina da se ubrza konvergencija
je da se Njutnov korak u svakoj iteraciji udvostruci. U [48] je pokazano da
se u slucaju jedne promenljive moze posti¢i g—kvadratna konvergencija, pod
uslovom da je funkcija f dovoljno glatka.

Jedan od nacina kako da se poboljsa konvergencija kada je F’(x*) singu-
laran predstavio je Grivank u [21]. On je dao slededi algoritam.

Algoritam G:

KO0: Za dato zg € R", k=0,
K1: Odrediti wy iz F'(xp)wy = —F(xy),
K2: Izracunati yp = x5 + wy,
K3: Odrediti vg iz F'(yg)ve = —F (yg),
K4: Izracunati zp = yi + v,
K5: Odrediti sg iz F'(z)sy = —F(2k),
K6: Izracunati xy1 = 25 + 25k,
K7: k=Fk+ 11 vratiti se na K1.
Za iterativni niz generisan algoritmom G vazi slede¢a teorema.

Teorema 2.1.6. [31] Neka je F : R — R" i F' € C*(R"). Neka za svako
v,w €N vazi

[P F™ (2" Jow |
| PaF™ (2" oo

al|v][||w]|, za neko « (2.16)

>
> Bllv||*, za neko B. (2.17)
Ako xog € Wy (x*), gde je skup Wy(x*) definisan sa (2.9). Neka je niz {xy}
generisan algoritmom G. Tada postoji konstanta Ky > 0 takva da za k > 1
vazi
125l < Kyl|Zk-a].
Vecina radova koji posmatraju ubrzavanje Njutnovog postupka do su-

perlinearne konvergencije, koriste pretpostavke koje su analogne sa (2.16)
i (2.17). Uslov (2.16) zahteva da je dimenzija nula prostora 1 ili 2, a (2.17)
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predstavlja nedegenerativni uslov na izvod jednog reda veceg od visestrukosti
korena.

Keli i Sures, (C.T. Kelley, R. Suresh) primenili su u [31] slican postupak
za F': R" — R™, pri ¢emu su izbaceni uslovi oblika (2.17). Neka F’(z*) ima
konacno dimenzionalni nula prostor A i skup slika X', neka je Py projekcija
na N paralelna sa X i Py = FE — Py i vazi:

A3: Postoji v* € N takvo da je operator B(z), definisan na N sa
B(z)(v) = PyF"(z*) v* v,
pri cemu je v = Pyx, regularan.

Neka je Py projekcija na jednodimenzionalan prostor generisan vektorom
v* takva da je

PoPx = PxPy =0, Pyh =FRPy=~Fh,
i neka je definisan skup
Woon(z") = {z:0 < |Z]| <p, | Pxz|| < 0l Przl],
[(Px = Fo) ]| < n P} (2.18)
Za x € R™iv = Pyz, sa B(z) je definisano linearno preslikavanje na N :
B(x)(v) = PyF"(z*) % v.

Ako vazi pretpostavka A3 i x € W,g,(z*) za dovoljno malo p,0,n, tada
je B(x) invertibilno. U teoremi 2.1.4. je invertibilnost operatora B(z) bila
dovoljna za konvergenciju Njutnovog niza iteracija. Neka je

V(z) = B(x) ' F"(")(2)°

k= sup [lZ|7*V(z)], (2.19)

xEWﬁ’g’ﬁ(a:*)

pri ¢emu su p, 0,7 odabrani tako da Njutnov iterativni niz, oznaéimo ga sa
{2}, pripada konusu, tj.

{27} € W, 5,(2"). (2.20)
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Ako vazi pretpostavka A3, uslov da je k = 0 je ekvivalentan uslovu
PyF"(2*) = 0.

Uslov (2.17) treba da osigura da iteracije definisane algoritmom G, u
koracima K2, K4 i K6 imaju dovoljno veliku N —komponentu i tako da
¢e biti ubacene dovoljno duboko u konus, kako bi i modifikovana iteracija
ostala u njemu. Zbog toga se predlaze dodavanje izraza koji ¢e povecati
N —komponentu za Zj. Predlozen je sledeéi algoritam

Algoritam KS:

KO0: Za dato zo € R", k=0,

K1: Odrediti wy, iz F'(zg)w, = —F (zy),
K2: Izracunati yp = xp + wy,

K3: Odrediti s iz F'(yg)sr = —F(yx),

K4: Izracunati zx1 = yp — (2 — C||sk||*) sk,
Kb5: k= Fk+ 11 vratiti se na K1.

U sledecoj teoremi predstavljena je kvadratna konvergencija dvokorac¢nog
metoda, definisanog algoritmom KS, pod uslovima pod kojima konvergira
Njutnov metod.

Teorema 2.1.7. [31] Neka za F € C*(R™) vaze pretpostavke A1, A2 ineka
su p,0 i1 odabrani tako da vazi (2.20). Neka je dato o € (0,1) i C € R. Ako
je wo € Wy g,(x*), pri cemu su p,0,n takve da vazi W,gn(2*) C W;4:(2%),
tada niz {xy}, generisan algoritmom KS, konvergira ka x*, v, € W, g ,(2")
za svako k, i postoji K > 0 tako da vazi za svako k > 0

[Zx 1]l < K| ]
Ako je k =0, a moZe biti izabrano da bude 1 ako je C dovoljno veliko.

U ovom slucaju, znak konstante C' nije bitan - bitno je da je |C| dovoljno
veliko da zadrzi modifikovanu iteraciju u konusu. Manje vrednosti |C| zahte-
vaju manje vrednosti p i 8, a vrednost C' = 0 nije dovoljna da zadrzi iteraciju
u dozvoljenoj oblasti.
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Ako se ovaj metod primeni na problem u kome je F”(z*) regularan, me-
duiteracija je ¢isto Njutnova, tako da ¢e ukupna konvergencija biti reda 4.

Za kvadratne probleme i x definisano sa (2.19) uslov x = 0 je trivijalno
zadovoljen. Ako je k > 0, niz iteracija generisanih algoritmom KS konver-
girace superlinearno ka reSenju, za razliku od iterativnog niza generisanog
algoritmom G koji konvergira kvadratno, teorema 2.1.6. Medutim, algoritam
K koristi jednu meduiteraciju, za razliku od algoritma G. Konvergencija se
moze ubrzati ako se izabere parametar «, tako da vazi

a>4173 1.

U slucaju x = 0, koristi se 3-kora¢ni postupak koji je predstavljen sledeé¢im
algoritmom.
Algoritam KST:

KO0: Za dato zp € R", k=0,

K1: Odrediti wy, iz F'(xg)w, = —F(x),
K2: Izracunati y, = xp + wy,

K3: Odrediti vg iz F'(yg)ve = —F (yg),

K4: Izracunati z = yi + v,

K5: Odrediti sg iz F'(zx)s, = —F(2k),

K6: Izracunati xpy1 = 2z — (2 — C||sg]|¥) sk,
K7: k= Fk+ 11 vratiti se na K1.

Za ovako definisan algoritam, moze se pokazati sledeca teorema.

Teorema 2.1.8. [31] Neka je F € C*(R") i neka su dati C € R i« € (0,2).
Pretpostavimo da je k = 0 i da vazi pretpostavka A3. Neka su konstante p,0
i 1) takve da vazi (2.20). Ako xg € W, 9.,(2%), gde je skup W, o, (x*) definisan
sa (2.18), i vazi Wy, (x*) CW;5.,:(2%), tada niz {xy}, generisan algoritmom
KST, konvergira ka resenju x*, vy, € W;4:(2*) za svako k, i postoji K > 0
takva da je za svako k > 0

|25l < K|2alH
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Slican postupak moze se koristiti i za visestruke korene. Prethodno je
potrebno uvesti pretpostavku ekvivalentnu A3.

A4: Neka F' € CPP3(R™) i neka postoji niz {b,} C R", kao i p najmanji ceo
broj za koji je
PNF(IH—I)([E*)(bl, ce ,bp+1) 7é 0.

Pretpostavimo da postoji vektor v* € N, takav da je operator
H(x) = PyF® (2*)((v*)P, Py ) (2.21)
invertibilan.
Broj p ujedno je i stepen singularnosti, (2.2). Neka je
Dy(#)(x) = Py FPH)(27) (PyE)? v,

za v = Pyz. Ako je z € W,4,(z*) za dovoljno male p, 0,7, onda postoji

D,(z)(z)~!. U slucaju da je stepen singularnosti p > 1, moze se koristiti

slededi algoritam. Superlinearna konvergencija pokazana je u teoremi 2.1.9..
Algoritam KSV:

KO: Za dato xg € R", k=0,

K1: Odrediti wy iz F'(xp)wy = —F(xg),

K2: Izracunati yp = x5 + wy,

K3: Odrediti sg iz F'(yr)sk = —F (yx),

K4: Izracunati 41 = 2z — (p+ 1 — C||si||%) sk,

Kb5: k£ =k + 11 vratiti se na K1.

Teorema 2.1.9. [31] Neka je p > 1, operator H invertibilan operator i vazi
pretpostavka A4. Neka je o € (0,1), C € R i neka su p,0 i 7 takve da vazi
(2.20). Ako xog € Wyon(z*) 2a p,0,n takve da vazi W, (") C W;4:(2%),
tada niz {x}, generisan algoritmom KSV, konvergira ka resenju, xj €

W, 5.4(x*) za svako k i postogi K > 0 takvo da je za svako k > 0

|2l < K J|2al
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Njutnov korak ima zadatak da smanji X'—komponentu iteracije, pa se
moze desiti da iteracija viSe ne pripada konusu. Zbog toga se uvodi korekcija
kako bi se pravac Zjy; priblizio pravcu Zj. Numericki je pokazano da izbor
parametara « i C' ima uticaj na brzinu konvergencije. Ako je C' malo, a «
suvise veliko, moze se desiti da naredna iteracija x41 napusti W, 5 -(z*). Ako
je C suvise veliko, a o suviSe malo, niz {z}}, iako se nalazi u W, 4 (2*), kon-
vergirace sporo. Numericki eksperimenti u [31] pokazali su da su optimalne
vrednosti C' =11 a=0.9.

2.2 Netacni Njutnov metod

Netacni Njutnov metod predstavlja modifikaciju kojom se otklanja jedan
od nedostataka Njutnovog metoda. U svakoj iteraciji Njutnovog metoda,
reSava se sistem linearnih jednacina kako bi dosli do pravca u kome se nalazi
naredna iteracija, odnosno pronalazi se reSenje linearnog sistema jednacina

[zracunavanje ta¢nog resenja jednacine (2.22) koris¢enjem nekog od di-
rektnih metoda, kao sto je Gausov metod eliminacije, moze biti dosta skupo.
Zbog toga se kod netacnog Njutnovog metoda ova jednacina reSava samo
priblizno i u zamenu za tacnost Njutnovog metoda dobijamo metod koji je
jeftiniji za rad. Ovakvi postupci nece biti brzi kao Njutnov metod, ali ¢e se
vreme utroSeno na tac¢no resavanje jednacine (2.22) znatno smanjiti. Dobi-
jeno priblizno resenje prihvata se u zavisnosti od norme rezidualnog vektora

T, = F'(:}:k)sk + F(ZL‘k),
odnosno, od veli¢ine

7]l

1 ()|

U radu [16] posmatrana je klasa netacnih Njutnovih metoda koja prilikom
odredivanja aproksimacije reSenja koristi ocenu

]
“'f”| <. (2.23)

pri ¢emu je niz {n;} odabran tako da je np <n < 1.



2.2. NETACNI NJUTNOV METOD 37

Neta¢ni Njutnov metod dat je slede¢im algoritmom.

Algoritam IN: Netacni Njutnov metod
KO: Za dato zo € R", np € R, k=0,

K1: Odrediti sg iz F'(xy)sy = —F(xx) + 7k, pri cemu je ———— <
x

K2: Izracunati x4 = % + S,
K5: kK =k 4+ 11 vratiti se na K1.

Niz {n,} moze zavisiti od xj, a za vrednost 7, = 0 dobija se Njutnov
metod. Pokazano je da su ovakvi metodi lokalno konvergentni ako je niz
{nx} uniformno manji od jedinice, a uz pogodno odabran niz konvergencija
¢e biti superlinearna.

Teorema 2.2.1. [30] Neka je F' Lipsic neprekidno diferencijabilna u okolini
reSenja x* i neka je F'(x*) reqularna matrica. Ako xy € B(x*) i1 € [0,1),
tako da je 0 < mp < 7, tada niz {xy}, generisan algoritmom IN, konvergira
ka reSenju x* q—linearno uw normi || - ||«, pri éemu je

lwlls = 1 F" (2" o]

Ako niz {ng} tezi ka 0, tada je konvergencija q—superlinearna. Ako je np =
O(|F(zp)||Y) za k — oo za meko | € (0,1] tada {z1} konvergira ka x*
q—superlinearno sa q—redom bar 1 + (.

2.2.1 Netacéni Njutnov metod u singularnom slucaju

U slucaju da je problem koji resavamo singularan i nula prostor N jednodi-
menzionalan, Keli i Hu, (C.T. Kelley, Z.Q. Xue), [30], pokazali su da ¢e
netacni Njutnov postupak konvergirati u istoj oblasti kao i Njutnov postu-
pak, dok ¢e se red konvergencije smanjiti i postati linearan.

Teorema 2.2.2. [30] Neka je F € C*(B(z*)) i vaZe pretpostavke Al i A2.
Tada postoje konstante p,0 i n takve da je xy 1z konusa ng(;ﬂ*), definisanog
sa (2.9), i vazi da je

Mol| Paol| < M| Poll[|Zoll,
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gde M zadovoljava uslov nf < Mp. Ako je niz {n} takav da je mpy < 1 za
svako k, tada niz {x}}, generisan algoritmom IN, ostaje sadrzan u W}, (x*) i
konvergira q—linearno ka x*. Ako vazi dan, — 0 kada k — oo, onda xp — =*

sa q—faktorom %

2.2.2 Modifikacije netacnog Njutnovog postupka

Sli¢no modifikaciji Njutnovog metoda predstavljenu algoritmom KS, Keli
i Hu, (C.T Kelley, Z.Q. Xue), izvrsili su u [30] modifikaciju neta¢nog Nju-
tnovog postupka, koristeé¢i jednu meduiteraciju. Za dato o koje zavisi od
trenutne iteracije xp € W{%(m*) i niza 1, < 7, naredna iteracija dobija se
slede¢im algoritmom.

Algoritam MIN: Modifikovani netacni Njutnov algoritam
KO: Za dato xy € R", 09,10 € R, k =0,
K1: Odrediti s; tako da je

| F' (i) sn + F(ap) || < nill F ()],

K2: y, = xp + s,
K3: Odrediti z; tako da je

I F" (yr) 2 + F (yi) |l < nell F () Il

K4: xp1 = yp + (2 + 0k) 2,
Kb5: kE=Fk+ 11 vratiti se na K1.

Pokazano je da dobar izbor paremetra o, moze da dovede do superlinearne
konvergencije. Takode je pokazano da parametri C'i o imaju istu ulogu kao i
u algoritmu KS. U slede¢oj teoremi date su ocene parametara koji se koriste
kako bi iteracije ostale u dozvoljenom skupu.

Teorema 2.2.3. [30] Neka je F € C*(B(x*)) i vaze pretpostavke Al i A2.
Neka je r € (%,1), C#0,CeRiac(0,1)ivazi Opgn, < Mpg. Tada
postoje konstante p, 0, n, o, K™, K~ takve da ako ), € W;,Yg(m*),

12kl = prs [1Pxill = Ol Parill, Clpr+m0)* < low] <o <1
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i ako je w141 generisano algoritmom MIN, onda x4, € W[]‘,Ye(:n*),
[ Zall < 7w K lowlpr < (T < Ko pr-
Ako postoji K,, > 0 tako da je
M1 < Kylow| (e + pi)® (2.24)

onda je

Mes10k1 < Mpresa.

Iz same definicije iterativnog niza vidi se da je potrebno odrediti donje
ogranicenje niza o, koje nije nula. Niz o, moze se aproksimirati na sledeci
nacin

Of =~ C(Uk + pk)aa

za neko C. Ako p;, aproksimiramo sa ||zx||, mozemo posmatrati niz

or = C(ne + ||2l))™. (2.25)

Teorema 2.2.4. [30] Neka je F € C*(B(z*)) i vaZe pretpostavke A1 i A2.
Neka je za B € [0,1] definisan niz

M = 10",
pri cemu je ny < n. Neka je za a € [0, %] i dovoljno veliko C' definisan niz
{or} sa (2.25). Tada postoje konstante p,0,1 takve da ako xo € W)y(x*) i
ako su {xy} i {yx} dati algoritmom MIN, onda niz {xy} konvergira ka x*

q— superlinearno.

Ako je C' dovoljno veliko i a € [0, %] tada ée (2.24) vaziti za svako nq i
g €0,1). Ako je B =11 C je dovoljno veliko tada (2.24) vazi za svako 7 i
a € [0,1). Zakljuéuje se da je uloga C kontrolisanje 6y, a numericki rezultati
u [30] pokazuju da su dovoljne male vrednosti C' kako bi niz ostao u Wy (z*)
i bila postignuta brza konvergencija.

Ako je f =11 n, = ny = n ima malu vrednost, primenjujuéi algoritam
MIN postiéi ¢e se g—linearna konvergencija sa malim ¢—faktorom.

Teorema 2.2.5. [30] Neka je F' € C*(B(x*)) i vaze pretpostavke Al i A2.
Neka je dato a € [0,1) i C' > 0. Tada postoje konstante p,0,n takve da ako
je xg € W2y(z*) i C dovoljno veliko, a {xi} i {yx} su dati algoritmom MIN,
i niz {oL} je definisan sa

o = Cn+ [l2l)®,

onda niz {z}} konvergira ka x* q—linearno sa q— faktorom K+Cn®.
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2.3 Fiksni Njutnov metod

Racunanje matrice Jakobijana u svakoj iteraciji, Sto kod problema ve-
likih dimenzija moze biti veoma zahtevno, jos jedan je nedostatak Njutnovog
metoda. Modifikacija Njutnovog metoda koja otklanja ovaj nedostatak je
fiksni Njutnov metod. U njemu se Jakobijan u svakoj iteraciji aproksimira
Jakobijanom izracunatim u nekoj od prethodnih iteracija, obi¢no u pocetnoj
iteraciji, tako da se izvodi racunaju samo u prvom koraku. Iterativni niz se
formira na slede¢i nacin:

Algoritam FN: Fiksni Njutnov algoritam
KO: Za dato xp € R", k =0,
K1: Odrediti sg iz F'(xg)sk = —F(xy),
K2: Izracunati xp, 1 = xx + s,
K3: k= k411 vratiti se na K1.

U slucaju da je F'(x) regularan i Lipsic neprekidan, konvergencija fiksnog
Njutnovog metoda je linearna.

Teorema 2.3.1. [29] Neka je F : R™ — R"™ neprekidno diferencijabilna
funkcija na otvorenom skupu D C R™. Pretpostavimo da postoji reSenje x* €
R" jednacine (2.1), F'(z) € Lip,(B(z*,¢)) i postoji F'(z*)~'. Tada postoje
konstante K > 0, € > 0 takve da za xg € B(z*, €) niz {xy} generisan fiksnim
Njunovim algoritmom konvergira q—linearno ka x* i vazi

[ — 2| < Kelly — 27]].

2.3.1 Fiksni Njutnov metod u singularnom slucaju

Osobine fiksnog Njutnovog metoda u singularnom slucaju ispitali su Deker
i Keli (D.W. Decker, C.T. Kelley) u [14]. Neka su za x € R™ i k—tu it-
eraciju generisanu fiksnim Njutnovim algorimom nizovi 6, (; i pp definisani
na slede¢i nacin

Okl Pxanll = [Py,
CPno Py, (2.26)

pr = @kl
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Pocetna iteracija treba da bude odabrana tako da Jakobijan F'(zg) bude
regularan, tako da je potrebno uvesti standardne pretpostavke pod kojima
¢e xo pripadati konusu W)Y, (2*), koji je dat sa (2.9).

Teorema 2.3.2. [14] Neka je F € C*(R™) i vaze Al i A2. Ako je xy €
Wl%(x*), tada iteracije fiksnog Njutnovog postupka ostaju sadrzZane u skupu
Why(*), konvergiraju ka x* i za svako k > 1 vazi

a) 0 < (p(l— iCk:) < Ger1 < Ge(1 = iCk)

3k, _ . . ko .
) (14 2Pl — )| < P — ) < (14 %) [ Palag — )]
¢) |Px(zy — 2%)|| < Kljwg—1 — 2*|)?, za neko K > 0.

U okviru dokaza teoreme pokazano je da za dovoljno male vrednosti p i
6 i dobro odabrano xzy € Wy(z*) vazi

ok < |27kl < po (2.27)

Or < 26(1 —00) ' poCp < 0 (2.28)

za K = 2(k* + 1), pri cemu je w* = fo(xo), dok je Bx(we) = O(|lzo|*).
Nejednakosti (2.27) i (2.28) garantuju da je z;, € W) (z*) za svako k > 0. Iz

1
G < Gr1(1 — ZCk—l)
sledi da je ¢ = O(), ili preciznije

G < (1+ Z)l. (2.29)

Iz nejednakosti

Ge—1(1 — iCkﬂ < Gk,

moze se zakljuciti da vazi

G >(1+=—"), (2.30)
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pa se koristeéi nejednakosti (2.29), (2.30) i definiciju niza (j, (2.26), dobija
ocena konvergencije po nula prostoru A/ u teoremi pod b). Ovako dobijena
ocena preciznija je od iste koju je Grivank, (A.O. Griewank) u [21] pokazao
za kona¢nodimenzionalne probleme. U [21] pokazano je da je konvergencija
fiksnog Njutnovog postupka sublinearna i vazi

. NI
Jim [y —2"[|F = 1.

2.4 Metod Samanskog

Samanski,(V.E. Shamanskii), [51], predstavio je metod koji, sliéno pretho-
dnom postupku, koristi ideju da se do naredne iteracije x;; dode od z; preko
meduiteracija, ali se u meduiteracijama ne rac¢una Njutnov pravac, nego se
koristi Jakobijan koji je ve¢ izracunat. Na taj nacin, u svakoj iteraciji racuna
se jedna Njutnova iteracija, prac¢ena sa nekoliko iteracija fiksnog Njutnovog
postupka. Time je iskoristena brza konvergencija Njutnovog metoda, dok je
od fiksnog Njutnovog metoda iskoristen smanjen broj izracunavanja izvoda i
faktorizacije matrice. Postupak je definisan na sledeéi nacin:

Algoritam S: Algoritam Samanskog
KO: Za dato xy € R", zadat broj meduiteracija s, k = 0,
K1: Tzracunati  ypq = xp, — F'(zg) " F (),

K2: Za j =1,2,...,s — 1 izracunati meduiteracije
Ykt = Yny — F'(2) T F (yng),

K3: Odrediti = 2541 = Ygs,
K4: k=L 4+ 11 vratiti se na K1.

Kada je broj meduiteracija s = 1, dobijamo Njutnov metod, a u slucaju
da je s = 0o - u pitanju je fiksni Njutnov metod. Ako je Jakobijan F'(z*) re-
gularan, konvergencija je s—koracno g—superlinearna reda bar s+ 1, odnosno
postoji konstanta Kg > 0, takva da je

ks — 27| < Ksllaw — 2| (2.31)
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Teorema 2.4.1. [29] Neka je F: R" — R™ neprekidno diferencijabilna na
otvorenom skupu D C R"™ @ neka je dato s > 1. Pretpostavimo da postoji
resenje x* € R" jednacine (2.1), F'(x) € Lip,(B(z*,¢)) i postogi F'(z*)~".
Tada postoji konstanta Kg > 0 takva da za xo € B(z*,€) niz {xx}, generisan
algoritmom Samanskog, konvergira ka x* q—superlinearno sa g—redom s+ 1,
odnosno vazi (2.31).

Ako bi se u meduiteraciji primenilo s Njutnovih iteracija, konvergencija
bi bila mnogo brza. U tom slucaju bi vazilo

28
)

[ekes = 2| < K [log — 27

ali bi se u svakom koraku racunao Jakobijan u meduiteraciji i reSavao si-
stem linearnih jednacina. Prednost metoda Samanskog nad ovako defini-
sanim metodom, ogleda se u tome Sto se moze posti¢i brza konvergencija
sa mnogo manje izracunavanja Jakobijana ili faktorizacija razli¢itih matrica.
Zbog toga metod Samanskog predstavlja kombinaciju brze Njutnove konve-
rgencije i smanjene cene rac¢unanja fiksnog Njutnovog metoda. Posmatrajuci
metod Samanskog, Brent (Brent, R.P), [4], zakljucio je da je on efikasniji
od Njutnovog metoda u slucaju da se efikasnost meri brojem izracunavanja
funkcije. Pri tome, izracunavanje Jakobijana posmatra se kao konacan broj
izracunavanja funkcije. Performanse metoda poboljsavaju se povecanjem
dimenzije sistema u slucaju da se odabere optimalan broj meduiteracija.
Pod optimalnim, podrazumeva se broj meduiteracija potrebnih za postizanje
zadovoljavajuce konvergencije, i on zavisi od dimenzije sistema i stepena sin-
gularnosti p.

2.4.1 Metod Samanskog u singularnom slucaju

U sluéaju da je Jakobijan F’(z*) singularan, poznato je da Njutnov po-
stupak konvergira linearno, dok je konvergencija fiksnog Njutnovog postupka
sublinearna. Metod Samanskog ¢e konvergirati linearno sa granicom koja
zavisi od stepena singularnosti p, kao i od broja meduiteracija s. Uslovi koje
je potrebno pretpostaviti da bi se pokazala konvergencija ovakvog postupka,
ne razlikuju se od uslova za konvergenciju Njutnovog postupka.

Keli je u [31] primenio dvokora¢ni Njutnov postupak i pokazalo se da
je, nakon meduiteracije, potrebna korekcija koraka kako bi iteracija ostala u
konusu. Dobijeni algoritam ima dvokora¢nu superlinearnu konvergenciju, ali
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se zbog toga dva puta izracunava Jakobijan. Ovi rezultati su prezentovani u
teoremi 2.1.9.

Ako se, medutim, koristi metod Samanskog, odnosno, umesto Njutnovog
koraka se u meduiteraciji primenjuje fiksni Njutnov metod, u [32] je pokazano
da je ovakav metod efikasniji. Neka je Njutnov korak oznacen sa

V(@) = —F'(2) "' F(a),
a korak Samanskog sa
s3(x,y) = —F'(x) ' F(y),

i neka je sa S©) oznacen metod Samanskog sa s meduiteracija. Na taj nacin
je sa S oznacen Njutnov korak. Sledeéa teorema daje ocenu konvergencije
ovako definisanog postupka u slu¢aju da je Jakobijan singularan.

Teorema 2.4.2. [32] Pretpostavimo da vazi A4 i neka su konstante p,6 in
definisane tako da je za svako x € W, g ,(x*) Jakobijan F'(x) reqularan, pri
cemu je skup W, ,(x*) definisan sa (2.18). Tada, za dato s postoje p,0 in
takvi da je 19 € W, 9.,(x*) i {x} niz iteracija dobijenih metodom Samanskog,
S© | nalazi se u W, g.,(x*) i konvergira linearno ka z*. Takode vazi

i 1l _
11m — =
n=oo |||

p7s

pri cemu je red konvergencije dat rekurzivnom formulom

p

— R Y ‘
T'p,1 =TT Tpj+1 = (1 p—|—1>rp’J'

Ako se na metod Samanskog primeni modifikacija kao u [31], dobija se
algoritam za koji se moze pokazati ¢g—superlinearna konvergencija. U slucaju
da je broj meduiteracija s = 2, modifikacija metoda Samanskog data je
slede¢im algoritmom.

Algoritam MS: Modifikovani algoritam Samanskog, s = 2
KO: Za dato xg € R, k=0,

K1: Odrediti s™(xy) iz F'(x3,)s™ (23) = —F (2p),
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K2: Izracunati gy = x5 + sV (21),
K3: Odrediti s%(ap, ypy1) iz F'(24)s% (2r, Yrs1) = —F (Yrs1),

K4: Izracunati

(p+ 1)t

Tkt+1 = Yk+1 + ( o - CHSS(%; ka)HO‘)sS(xk,ka),

Kb5: k=L + 11 vratiti se na K1.

Slede¢om teoremom je pokazano da postupak Samanskog konvergira g—su-
perlinearno u slucaju da je s = 2.

Teorema 2.4.3. [32] Pretpostavimo da vazi A4 i neka su p,0 i 7 definisani
tako da za svako x € W;g:(x*) je F'(x) regularan. Neka je dato x_y i
definisano xog = x_1 + s™(x_1). Neka je niz {x1} generisan alogritmom MS
i€ (0,(v5—1)/2) zap=1, odnosno a € (0,v/2—1) za p > 1. Tada, za
p, 0 in dovoljno malo i x_y € W,e,(x*), vazi da x), € W;g:(x*) 2a svako
k>0 i niz {xy} konvergira ka x* q—superlinearno sa q—redom 1 + .

Veé je receno da na konvergenciju utice kako singularnost Jakobijana
tako i stepen singularnosti. Kao i kod modifikacije u [31], potrebno je pronaéi
optimalne vrednosti parametara C'i a. Ako je C' jako malo, a a suvise veliko,
tada korekcija mozda nece biti dovoljna da zadrzi narednu iteraciju u konusu.
Isto tako, ako je C suvise veliko, a « suviSe malo, niz ¢e ostati sadrzan u
konusu, ali ¢e konvergencija ka reSenju biti sporija. Numericki eksperimenti
u [32] pokazuju da za algoritam MS vrednosti konstanti treba da budu C' = 1
i a=0.6, dok u slucaju p > 1 je a = 0.4. Pored optimalnih vrednosti C'i «,
potrebno je odrediti i optimalan broj meduiteracija s, koji zavisi od dimenzije
i od stepena singularnosti problema.

U prethodnoj teoremi, izbor vrednosti parametra « suzen je u odnosu na
teoremu 2.1.9. i ocekuje se da ¢e se povecanjem dimenzije nula prostora taj
interval jos vise smanjiti. Uporedivanjem algoritma koji su dali Keli i Sures u
[31], u kome se kao meduiteracija koristi ¢ista Njutnova iteracija i algoritma
Samanskog, pri ¢emu se ra¢una jedna meduiteracija fiksnog Njutna, u [32]
zakljuceno je da je ovaj metod efikasniji kada se posmatra odnos stepena
konvergencije i broja izracunavanja izvoda izmedu dve iteracije xy i Tjy1.
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2.5 Kvazi-Njutnovi postupci

Kao §to je ve¢ spomenuto, jedan od nedostataka Njutnovog postupka je
izracunavanje matrice Jakobijana u svakoj iteraciji. Sa druge strane, fiksni
Njutnov metod, za koji je potrebno racunanje matrice Jakobijana samo je-
dnom, veoma je jeftin ali njegova konvergencija je samo linearna, $to moze
da rezultuje veoma velikim brojem iteracija. Kada je sredinom Sezdesetih
godina dvadesetog veka Brojden (C.G. Broyden) predstavio svoj algoritam,
[5], koji je iterativan ali drugaciji od ostalih u to vreme, zajedno sa radovima
Davidona (W.C. Davidon), Flecera (R. Fletcher) i Pauela (M.J.D. Powel),
pojavila se nova klasa algoritama, nazvanih kvazi-Njuntovi metodi. U to
vreme, pojava ovih metoda opravdana je time Sto su se prilikom rac¢unanja
izvoda javljale ljudske greske. A kako se diferenciranje uz pomo¢ ra¢unara
pojavilo tek krajem dvadesetog veka, ovi postupci bili su zanimljivi jer se
do aproksimacije Jakobijana dolazi koris¢enjem linearne algebre, odnosno
mnozenjem vektora i matrica i njihovim sabiranjem.

Prednosti Njutnovog metoda su, kao sto je ve¢ receno, ako se Njutnova
iteracija nade u okolini resenja, tada i naredne iteracije ostaju u okolini i na
kraju niz konvergira ka resenju. Takode, Njutnov metod odlikuje se kvadra-
tnom konvergencijom, Sto znaci da se broj tac¢nih cifara iz iteracije u itera-
ciju udvostrucava. Njutnov metod spada u grupu postupaka koji sami sebe
popravljaju, sto znaci da svaka iteracija zavisi samo od prethodne iteracije i
funkcije I, pa se greske nacinjene u prethodnim iteracijama ne prenose na
naredne iteracije.

Medutim, izracunavanje Jakobijana iz iteracije u iteraciju veoma je skup
postupak, jer se racuna ukupno n? funkcija u svakom koraku. Kvazi-Njutnovi
metodi smanjuju cenu racunanja Jakobijana, Sto za posledicu ima smanjenje
reda konvergencije. Proizvoljan kvazi-Njutnov postupak se moze predstaviti
slede¢im algoritmom:

Algoritam QN:
KO: Za date zro € R" i By € R"™", k=0,
K1: Izracunati korak sy iz Bysy = —F(zx),
K2: Odrediti xg1 = o + sg,

K3: Odrediti Byyy = G(Bg, Ty, Ti),
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K4: k= k4 11 vratiti se na K1,

gde je (G iterativna funkcija za aproksimaciju Jakobijana. Ocigledno svakom
kvazi-Njutnovom metodu odgovara odredena funkcija G u koraku K3.

U grupu kvazi-Njutnovih metoda spadaju postupci koji zadovoljavaju
jednacinu secice. Ako trazimo resenje funkcije F'(x) = 0, tada funkciju u
narednoj iteraciji aproksimiramo afinim modelom

M1 (2) = F(2r41) + Brepa (7 — Thy1), (2.32)

koji zadovoljava My 1(xry1) = F(zk41) za svako By € R™™. U slucaju da
je Bri1 = F'(xp41), radi se o Njutnovom metodu. Od modela se zahteva da
bar u trenutnoj iteraciji zy zadovoljava My (xy) = F(zx), odnosno

Mk+1(xk) = F(l‘k) = F(xk—H) + Bk+1($k — $k+1);

ili ako ozna¢imo sa s, = Tpi1 — Xk 1 sa yp = F(wp41) — F(xy) dobija se
jadnacina secice
Bk+18k = Yk- (233)

Ako se iskoristi teorema 1.2.1., veza izmedu si i y, data je sa

F($k+8k iL‘k +/ $k+t8k Sk dt

odnosno matrica By, aproksimira integral

Bk+1 ~ / wk +t$k dt

Jednacina secice predstavlja centralni deo prilikom konstrukcije kvazi-Nju-
tnovih postupaka, a metodi koji zadovoljavaju jednacinu (2.33) nazivaju se
sekantni metodi.

2.5.1 Brojdenov metod

Brojdenov metod je jedan od najjednostavnijih kvazi-Njutnovih meto-
da. Spada u grupu postupaka koji zadovoljavaju jednacinu (2.33) i predsta-
vlja najmanju promenu trenutne aproksimacije Jakobijana koja zadovoljava
jednacinu secice.

U slucaju da je n > 1 matrica By nije jedinstveno odredena jednac¢inom
(2.33), jer za sy # 0 postoji n(n — 1)—dimenzionalni potprostor matrica koje
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zadovoljavaju jednacinu secice, pa konstrukcija dobre aproksimacije By
predstavlja odabir dobrog predstavnika iz ovog potprostora. Taj izbor treba
da bude takav da se osobine aproksimacije Jakobijana prenesu na By, i da
aproksimacija bude pogodna za koris¢enje u kvazi-Njutnovom algoritmu.

Ako pretpostavimo da pored jednacine sec¢ice nema novih informacija o
Jakobijanu niti o modelu, narednu aproksimaciju By treba odabrati tako
da se napravi minimalna promena u modelu a da jednacina (2.33) ostane
zadovoljena. Promena u modelu (2.32) je data sa

M (x) = My(xz) = F(xps1) + Bep(r — 2p41) — F(xg) — Br(z — xp)
= Yp + (Bry1 — Br)x — (Bry1 — Bi)Tr — Bryasi
= (Bry1 — Bi)(w — xy).

Predstavimo za svako x € R" razliku
T —xp = asg +1t,
pri ¢emu je t1's, = 0, pa je izraz koji treba minimizovati dat sa
M1 (x) — My(z) = a(Bgy1 — By) sk + (Br+1 — Br)t.
Na prvi sabirak sa desne strane ne moze se uticati, jer je
(Br+1 — Br)sk = yx — Bgsi. (2.34)

Ali drugi sabirak moze se izjednaciti sa nulom birajuéi By, tako da je
(Bg+1— By)t = 0 za svako t ortogonalno na s, odnosno da matrica By, 1 — By
treba da bude matrica ranga 1, oblika us}, u € R™. Da bi jednacina secice
ostala zadovoljena, odnosno da bi vazila jednakost (2.34), vektor u mora biti
oblika

Yr — Brsi

stsy 7

pa je za matricu

— Bysi)st
By = By + M (2.35)
promena modela koja zadovoljava jednacinu secice najmanja. AZzuriranje
aproksimacije Jakobijana na ovaj nacin je Brojdenovo azuriranje i predstavlja
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azuriranje By, kao aproksimacije Jakobijana F'(zy) u matricu Byy, koja je
aproksimacija Jakobijana F'(zg11).
Ako sa Q(y, s) oznacimo skup svih matrica koje zadovoljavaju jednacinu
secice,
Qy,s) ={B € R™": Bs =y},
tada je (2.35) resenje problema

min ||B — Bg||
BeQ(y,s)

ako se posmatra norma /y. ReSenje je jedinstveno ako se posmatra u Frobeni-
jusovoj normi jer ona meri promenu u svakoj komponenti.

Za datu pocetnu aproksimaciju reSenja g € R"™ i pocetnu aproksimaciju
By Jakobijana F’(xq), Brojdenove iteracije definisane su na sledeéi nacin:

Algoritam B: Brojdenov algoritam
KO0: Za dato zop € R, By € R™", k=0,
K1: Odrediti s iz Bys, = —F(zg),

K2: Azurirati iteraciju xg 1 = T + Sg,
K3: Azurirati aproksimaciju

(yr. — Brsk)st.

Biy1 = Bi + 7

Y

gde je yr = F(wp41) — F(ay),
K4: k=L 4 11 vratiti se na K1.

Poznato je da ovaj postupak u regularnom slucaju konvergira g—superli-
nearno kada su pocetne aproksimacije resenja i Jakobijana dovoljno precizno
odabrane.

Teorema 2.5.1. [18] Neka je funkcija F : R™ — R™ neprekidno diferenci-
jabilna na otvorenom, konveksnom skupu D C R™. Pretpostavimo da postoji
reSenje x* € R™, i konstante r, 3 > 0 takve da u okolini B(z*,r) C D postoji
F'(z*)™ za koji vazi |F'(z*)7Y] < 8 ¢ F'(2*)~" € Lip,(B(z*,7)). Ako pos-
toje konstante €,0 takve da je ||xg — x*||a < € i |[|[By — F'(z*)||2 < 9, tada je
niz {xy} generisan Brojdenovim algoritmom dobro definisan i konvergira ka
x* q—superlinearno.



20 2. SINGULARNI SISTEMI

2.5.1.1 Brojdenov metod u singularnom slucaju

Kada je problem singularan, kao i u regularnom slucaju, konvergencija
postupka zavisi od izbora pocetne aproksimacije resenja i pocetne aproksi-
macije Jakobijana. Slicno Njutnovom i fiksnom Njutnovom postupku, red
konvergencije i oblast konvergencije Brojdenovog metoda se smanjuje. Ko-
nvergenciju Brojdenovog postupka u slucaju singularnog problema ispitali su
Deker i Keli, (D.W. Decker, C.T. Kelley), [15], u slu¢aju da je dim N = 1.

Standardne pretpostavke pod kojima je Redien dokazao konvergenciju
Njutnovog metoda u teoremi 2.1.3. potrebne su za dokazivanje konvergencije
Brojdenovog metoda. Takode je potrebno definisati oblast u kojoj se nalaze
dozvoljene iteracije. Slicno skupu W{%(:v*) u kome su definisane iteracije
Njutnovog metoda, definise se skup

Woow(@®) ={z € R" : 0 < ||Z| < p, [ P[] < O[] Pac]|”}- (2.36)

Na slici 2.4 predstavljen je skup W, g, (x*) za dve vrednosti pararmetra

Slika 2.4: Skup W, g, (z*)

Teorema 2.5.2. [13] Neka je F' € C*(R"), neka su zadovoljene pretpostavke
A1l i A2 ineka su datiy, u. Neka xg € W, g1(2*) @ vaZe sledece nejednakosti
I(Bo = F'(wo)) Pxll < p, (2.37)
I(Bo = F'(wo)) Pxll < pp™. (2.38)
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Tada za dovoljno male vrednosti p © 0, niz iteracija generisan Brojdenovim
algoritmom konvergira ka resenju x* i vazi

el _ V51

lim —— = , 2.39

R A (2.39)
b

lim WPl (2.40)

koo || Pary|?

Nejednakosti (2.37) i (2.38) ukazuju da izbor pocetne iteracije i pocetne
aproksimacije Jakobijana nije nezavisan. Ako je By dovoljno blizu F'(xy),
prva iteracija ¢e biti blizu Njutnove iteracije, Sto nam garantuje konvergenciju
Brojdenovog postupka u oblasti istog oblika kao Sto je oblast konvergencije
Njutnovog postupka.

U okviru sledece teoreme predstavljeni su uslovi za odabir pocetnih apro-
ksimacija reSenja i Jakobijana, kao i ocene koje su zadovljene prilikom primene
Brojdenovog metoda na singularni problem.

Teorema 2.5.3. [13] Neka su dati xo € W,p1(2*) i K > 0. Neka vaze
pretpostavke iz prethodne teoreme, postoji By ', x1 € W0, 2(x%) i vazi

1By — F'(z*)|| < Kp = ep.

Neka je PyZo = pov*, PnZi = p1v*, pri cemu je ||[v*|| =1 i pp > 0 i vazi da

je Ao = % € (%, %) Tada za dovoljno male vrednosti p, 0,6, Brojdenov niz

iteracija konvergira i vaze ocene (2.39) i (2.40).

U dokazu teoreme pokazano je da za Brojdenov iterativni niz {x;} vazi
Tpy1 € Woyo,,.,2(2"), odnosno da se svaka naredna iteracija nalazi u konusu
(2.36). Ugao 011 ostaje ogranicen i vazi nejednakost

Or1 < c2((ek + i) (O + 0u—1) + px) < 1,za neko ¢ >01 k> 1,

pod pretpostavkom da je u prvoj iteraciji zadovoljeno 6; < 6.
Ako je Iy, = x3, — x*, pokazano je da na nula prostoru N vazi

PnZpp1 = pr10 = A\epr@ = M Py,
pa je

Pyzx
A, = NLE+1

Py
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i vazi da je % <A\ < %, odnosno komponente koje odgovaraju nula prostoru
u svakoj iteraciji se smanjuju A\ puta.
Za dobijeni niz matrica, koje su aproksimacije Jakobijana { By} vazi

k
4
1B = F'(@)ll < €0+ crpo 3 ()" = e,

p=1

za neko ¢; > 0, odakle dobijamo ocenu razlike Jakobijana u trenutnoj ite-
raciji i Jakobijana u resenju. U regularnom slucaju, matrice aproksimacija
Jakobijana, dobijene Brojdenovim algoritmom, zadovoljavaju ”bounded de-
terioration” princip, i ta osobina ostaje zadovoljena i u singularnom slucaju.
Zmaci, razlika izmedu aproksimacije Jakobijana i Jakobijana u resenju, ne
mora se smanjivati, niti teziti nuli, ali ¢e ostati kontrolisana.

2.5.2 Tomasov metod

Ovaj kvazi-Njutnov metod predstavio je Tomas (Stephen Walter Thomas)
1975. godine u [55]. U osnovi algoritma je sekvencionalna teorija skupova
koju je 1968. godine dao Svep (Schweppe) u [49]. Uz pogodan izbor neli-
nearnog modela funkcije F, mera odstupanja By od F’(z}), izrazena preko
matrice Py, predstavljena je kao specijalna vrsta problema sekvencionalne
procene. Na taj nacin izvedene su procene koje se mogu koristiti u radu sa
kvazi-Njutnovim algoritmima.

Postupak spada u grupu kvazi-Njutnovih metoda i predstavljen je slede¢im
algoritmom.

Algoritam T: Tomasov algoritam

KO0: Za dato o € R", By € R™", k=0,
K1: Odrediti s iz Bys, = —F(xy),

K2: Azurirati iteraciju xx, 1 = T + Sk,
K3: Azurirati aproksimaciju

(yr — Brsg)d}

Bys1 = By, +
k+1 k ngk
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pri cemu je

d, = (Pk—irHS;HE)Sk,

dkdg>
d;gsk ’

Pepr = (L llsell)(l[skll £+ P —

Y = F(ﬂ?k+8k)—F(.Tk),

K4: k=L 4+ 11 vratiti se na K1.

Tako osobine Tomasovog metoda nisu dovoljno razjasnjene u literaturi,
numericki rezultati pokazuju njegovu robustnost. Ovaj metod se pokazao
kao jedan od najpouzdanijih kvazi-Njutnovih metoda koji su posmatrani u
[53].

Sledeca teorema koristi se pri dokazivanju lokalne konvergencije Tomaso-
vog postupka i predstavlja ocenu odstupanja matrice By kao aproksimacije
Jakobijana F'(z;) pomo¢u matrice Py.

Teorema 2.5.4. [55] Neka je D C R™ otvoren i konveksan skup i F : D —
R" diferencijabilno preslikavanje. Pretpostavimo da je F'(x) € Lip,(D) i
da su nizovi {x} i {xx + si} sadrzani u D. Neka su {By}, {FPx}, k =
0,1, ... nizovi matrica generisani algoritmom T, gde je Py € R™*"™ simetricna
i pozitivno definitna matrica. Tada postoji konstanta p < oo takva da je

1(Br — F'(x))2)* < pz" Prz, k=0,1,..., (2.41)
za svako z € R™.

Primenom kvazi-Njutnovih postupaka bilo bi pozeljno da se neke osobine
matrice By kao aproksimacije Jakobijana prenose na matricu Bjyy;. Jedna
od osobina je i simetricnost koja se, u slucaju azuriranja predstavljenog u
koraku K3 algoritma T, ne prenosi na narednu aproksimaciju. Zbog toga se
koristi postupak simetrizacije, pa tako dobijene matrice zadrzavaju osobinu
simetri¢nosti i za njih vazi teorema analogna teoremi 2.5.4., [55].

Konvregencija Tomasovog metoda pokazana je slede¢om teorema.

Teorema 2.5.5. [55] Neka je F': R™ — R"™ diferencijabilna funkcija u oko-
lini resenja B(xz*), F'(z*) je reqularan ¢ F' € Lip,(B(z*)). Tada za svako
r € (0,1) postoje pozitivne konstante § = §(y,7), € = (v, r) takve da ako je
|lwog —2*|| <6, 0< o <eilBy— F'(x0)| <02, onda je iterativni niz {xy}
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generisan algoritmom T, dobro definisan za svako k > 0 i konvergira ka x*,
pri cemu je Py = %I, za 0* > 0. Takode vaZi,

21 — 2| < rflay — 27|
za svako k > 0 i nizovi {|| B}, {|1B: |} su uniformno ograniceni.

Uslov da || Fy|| ima malu vrednost, ekvivalentan je zahtevu da By dovoljno
dobro aproksimira F’(xy). Matrica Py ne mora biti skalarna matrica kako
bismo dokazali teoremu 2.5.5.. Na primer, dokaz u teoremi 2.5.5. ne menja
se ako za simetri¢nu i pozitivno definitnu matricu Py vazi da je 02 = | Ry|| i

T B, — F
aup B0 = Pl
240 2t Poz

<

umesto ||By — F'(zo)|| < vo?.
Teorema 1.2.8. koju su dokazali Denis i More (Dennis Jr. J.E, More J.J.),
[17], koristi se pri dokazivanju g-superlinearne konvergencije metoda.

Teorema 2.5.6. [55] Neka je F : R™ — R" diferencijabilna u nekom otvo-
renom konveksnom skupu D i pretpostavimo da za neko v < oo, F' €
Lip, (D). Pretpostavimo da su nizovi {x} i {xy+ sk} sadrZani u D i neka je
za neko By € R™™ i pozitivno definitnu simetricnu matricu Py, By gener-
isano algoritmom T. Ako je red

[e.e]
> lsll
k=0

konvergentan, onda je

_ /!
iy NBe = F'z))sill _

koo 5]

Posledica prethodne teoreme je da se, pod uslovima teoreme 2.5.5. moze
pokazati g-superlinearna konvergencija Tomasovog postupka.

Posledica 2.5.1. [55] Neka F' zadovoljava uslove teoreme 2.5.5.. Neka je za
xo € R™, reqularnu matricu By € R™"™ i pozitivno definitnu, simetriénu ma-
tricu Py € R™™ iterativni niz {xy} definisan Tomasovim algoritmom dobro
definisan i konvergira ka x*. Tada {xy} konvergira q-superlinearno ako je red
> ||sk|| konvergentan.
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Osobine Tomasovog metoda u slucaju da funkcija F' nije glatka, odnosno
da Jakobijan F’ ne postoji, bile su predmet izucavanja u [6]. U Buhmiler i
Krejié, [7], predstavljeni su rezultati koji pokazuju da ovaj postupak, pored
toga Sto se ponasa sluéno Brojdenovom metodu u regularnom slucaju, ne
zaostaje za Brojdenovim metodom, ako se posmatra robustnost i efikasnost,
u slucaju da funkcija F' nije glatka. Predstavljeni rezultati motivisu pri-
menu Tomasovog metoda, Sto potvreduje i ¢injenica da je rad citiran u [56],
prilikom testiranja i implementacije nove funkcije za resavanje nelinearnih
komplementarnih problema, dok je u [60] pronasao i prakti¢nu primenu.

Konvergencija Tomasovog metoda u slucaju da je Jakobijan singularan,
nije teorijski ispitana, ali je u Buhmiler, Kreji¢ i Luzanin, [9], numericki
ispitano ponasanje ovog metoda u slucaju singularnosti na nekoliko primera.
Rezultati su predstavljeni u Glavi 4.

2.5.3 Martinezov metod azuriranja kolone

Martinezov postupak, (Martinez, J.M.), predstavljen je u [35] sa idejom da
smanji cenu azuriranja aproksimacije Jakobijana, tako da se naredna aproksi-
macija Jakobijana dobija modifikacijom samo jedne kolone trenutne aproksi-
macije. Neka je o € (0, ﬁ) ije{1,2,...,n}indeks takav daje |s;| > a||si||-
Neka je sa I Jk’ C {1,...,n} oznacen skup indeksa elemenata j—te kolone koje
treba modifikovati. Tada se matrica By, razlikuje od matrice By samo u
j—toj koloni,

Yi — Zl;éj(Bk)il(Sk>l . k
, 1€}

(Br+1)ij = (sk); 7 k=0,1,2..., (2.42)
(Br)ij, €I}

pa se Martinezov metod moze definisati slede¢im algoritmom.
Algoritam M: Martinezov algoritam

KO: Za dato zg € R", By € R™", k=0,
K1: Izracunati sy, iz Bysy = —F(zy),
K2: Odrediti xgy1 = o + s,
K3: Azurirati
(yr — Brsk)e],

Bk_;’_l - Bk; + T )
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gde je y = F(xp41) — F(xr), ey, je jr—ti vektor standardne baze
prostora R" takav da je ||sk|lcc = |€] k|,

K4: k=L + 11 vratiti se na K1.

Pokazano je da ovaj metod superlinearno konvergira u regularnom slucaju
samo uz restart svakih m iteracija, odnosno ako je B, = F'(z™), za neko
m € N, i¢ = 1,2,... Medutim, numericki rezultati pokazuju da iterativni
niz konvergira bez restarta. Neke modifikacije ovog metoda date su u [36],
(33].

Teorema 2.5.7. [35] Neka je D C R™ otvoren i konveksan skup i neka je
F : D — R™ diferencijabilno preslikavange i v € (0,1). Pretpostavimo da
je F'(x) € Lip,(D) i postoji resenje x* za koje je F'(x*) reqularna matrica.
Neka su konstante ¢ = (r) i § = 0(r) takve da je ||xg — a*|| < € i ||By —
F'(x%)|| <6 kad god je k = 0 (mod m). Tada su nizovi {xy} i { By} generisani
algoritmom M dobro definisani i ako je F(xy) # 0 onda vazi

[ekr = 2% < rllay — 7]

za svako k=0,1,2,...

2.5.4 Modifikacije kvazi-Njutnovih metoda

Kao sto je poznato, konvergencija kvazi-Njutnovih metoda u regularnom
slucaju zavisi kako od izbora pocetne aproksimacije resenja, tako i od izbo-
ra pocetne aproksimacije Jakobijana. Teorema o konvergenciji Brojdenovog
metoda u slucaju singularnosti potvrduje: pored toga sto treba pazljivo
birati pocetnu aproksimaciju resenja, takode je potrebno polaznu aproksi-
maciju Jakobijana izabrati dovoljno blizu F’(z*). Na primerima u Glavi 4 je
pokazano da je red konvergencije kvazi-Njutnovih metoda, u slucaju da je
resenje singularno, opao u odnosu na red konvergencije u regularnom slucaju.
Konvergencija u nula prostoru je veoma spora i utice na konvergenciju celog
iterativnog niza, te je metode potrebno modifikovati kako bi se konvergencija
poboljsala.

Jedna od prethodno spomenutih modifikacija Njutnovog metoda, [31], je
uvodenje meduiteracije. Dobijeni dvokorac¢ni metod predstavljen je slede¢im
algoritmom.

Algoritam SN: Singularni Njutnov postupak
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KO: Za dato zg € R" i k =0,

K1: Odrediti wy iz jednacine F'(xy)wy = —F(xy),
K2: Odrediti vy, = xp, + wy,

K3: Odrediti s iz jednacine F'(vy)s, = —F (vg),
K4: Izracunati zy41 = v + (2 — C||sk]|¥) sk,

Kb5: k= Fk+ 11 vratiti se na K1.

Pod pretpostavkama A1l i A2, ovako definisan iterativni niz {z;} za
C e Riae(0,1) lokalno je superlinearno konvegentan, [31], odnosno vazi
da je

2% = @ || < Kla™ — ] (2.43)
Vrednost parametra M = 2 u koraku K4 obezbeduje brzu konvergenciju na
nula prostoru, dok je uloga parametara C' i «, odnosno izraza C ||sg]|*, da
zadrzi iterativni niz u oblasti konvergencije ng(m*).

Postupak Samanskog modifikovan je na slican nacin, u [32], i postignuta je
superlinearna konvergencija u singularnom slucaju. Iterativni niz je generisan
slede¢im algoritom.

Algoritam SS: Singularni postupak Samanskog

KO: Za dato zg € R" i k =0,

K1: Odrediti wy, iz jednacine F'(xy)wy = —F(xy),
K2: Odrediti v, = xp + wy,

K3: Odrediti sy iz jednacine F'(xy)sy = —F(vy),
K4: Izracunati xp1 = v + (4 — Cl|sg]|¥) sk,

K5: k= k411 vratiti se na K1.

Oba metoda mogu se primeniti na probleme kod kojih je dimenzija nula
prostora Jakobijana F”(z*) veéa od 1 a u sluc¢aju jednodimenzionalnog nula
prostora pokazana je superlinearna konvergencija Algoritma SS. Takode, oba
algoritma generisu dva niza - niz iteracija i niz meduiteracija, pri ¢emu je
meduiteracija u algorimu SN ¢isto Njutnova, dok je u algoritmu SS u pi-
tanju iteracija fiksnog Njutnovog metoda. Po ugledu na ova dva metoda u
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Buhmiler, Kreji¢, Luzanin, [9], predstavljene su modifikacije kvazi-Njutnovih
metoda uvodenjem meduiteracije. Proizvoljni kvazi-Njutnov metod moze se
modifikovati primenom sledec¢eg algoritma.

Algoritam SQN: Singularni kvazi-Njutnovi postupci

KO: Za dato zg € R", regularnu matricu By € R™*", konstante M, C' > 0
ik=0,

K1: Odrediti wy, iz jednacine Bywy = —F(zy,),
K2: Odrediti v, = z, + wy,

K3: Azurirati matricu By u By,

K4: Odrediti s, iz jednacine B, s, = —F(vy),
K5: Izracunati xx1 = v + (M — C||sk||*) Sk,
K6: Azurirati matricu By u By,

K7: k =k + 11 vratiti se na K1.

Kao i u prethodnim modifikacijama, uloga parametra M je da ubrza
konvergenciju po nula prostoru, dok C' i o imaju zadatak da narednu ite-
raciju zadrze u oblasti konvergencije. Za razliku od prethodnih metoda,
u ovom slucaju potrebno je azurirati dve matrice, u koraku K3 i koraku
K6. Vodedi se modifikacijom metoda Samanskog, predstavljenom algoritmom
SS, aproksimaciju Jakobijana potrebno je azurirati samo jednom, nakon
izracunate aproksimacije resenja xy1. Modifikacija Njutnovog metoda, pre-
dstavljena algoritmom SN, vodi ka azuriranju aproksimacije Jakobijana na-
kon meduiteracije a potom i nakon izracunavanja zp,;. Na ovaj nacin po-
javljuju se dva pravila za modifikaciju kvazi-Njutnovih metoda u singularnom
slucaju, oznaci¢emo ih sa P-I i P-II, i definisati na slede¢i nacin:

P-I: Kod modifikacije metoda Samanskog posle meduiteracije, u koraku K3
koristi se Jakobijan izracunat u prethodnoj iteraciji. Tako se iteracija i
meduiteracija dobijaju reSavanjem linearnog sistema sa istom matricom
i razlicitim vektorom sa desne strane. Zato se ovim pravilom matrica
By, azurira samo jednom i za aproksimaciju matrice By, Kkoristi se samo
niz {z;}. Ovako definisan postupak dosta je jeftin i koraci K3 i K6
postaju
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K3: B, = B;.
K6: Bk+l = G(Bk,xk,a:kﬂ).

P-II: Kod modifikacije Njutnovog metoda, iteracija i meduiteracija dobijaju
se reSavanjem linearnih sistema sa razlicitim matricama. Zbog toga se
u ovom pravilu matrica By azurira posle meduiteracije i posle iteracije,
tako da se za aproksimaciju matrice By, koristi, kako niz {z} tako i niz
{v}. Koraci K3 i K6 postaju

K3: Bllc = G(Bk,xk,vk).
K6: Bk+1 = G(Bk,’l)k,karl).

Funkcija G' predstavlja funkciju kojom se azurira matrica By pojedinim
kvazi-Njutnovim postupkom. U ovoj tezi je primenjena modifikacija pravili-
ma P-I i P-II na Brojdenovo, Martinezovo i Tomasovo azuriranje, a potom
su dobijeni algoritmi testirani na primerima. Numericki rezultati su pre-
dstavljeni u Glavi 4. Vrednosti parametara M, C' i a u slucaju modifikacije
kvazi-Njutnovih metoda nisu poznate, ali numericki rezultati pokazuju da
su optimalne vrednosti M = 3.7, C' = 1 i a = 0.6. Takode, na osnovu
dobijenih rezultata moze se zakljuciti: pravilo P-I, pored toga sto je jeftinije
za primenu jer se matrica By azurira samo jednom, ono je i efikasnije od
pravila P-II.
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(Granic¢ni sistemi

U prethodnom odeljku brza i stabilna konvergencija ka singularnom rese-
nju jednacine

F(z) =0, (3.1)

za F': R™ — R", postignuta je modifikacijama metoda, odnosno prilagodava-
njem metode singularnim sistemima. Konvergenciju ka singularnom resenju
moguce je ubrzati i modifikacijom singularnog problema, odnosno njegovom
transformacijom u regularan. Jedna od takvih modifikacija ¢e biti predsta-
vljena u nastavku.

3.1 Definicija i osnovne teoreme

Jednacine koje zavise od parametra pojavljuju se kao rezultat raznih pro-
blema u nauci. Jedna klasa ovih jedna¢ina moze se zapisati u obliku

F(z,\) =0, (3.2)

pri cemu F : R" x R — R", i z je vektor promenljivih, a A parametar.
Najces¢e njihovo resavanje podrazumeva pronalazenje povratnih tacaka ili
tacaka bifurkacija. Tacka (z*,\*) je tacka bifurkacije ako kroz nju prolaze
dve grane reSenja sa razli¢itim tangentama u toj tacki. Ako kroz tacku
(z*, \*) prolazi jedinstveno resenje i ako je u resenju jednacine uvedena pa-
rametrizacija tako da je x = z(s) 1 A = A(s) i vazi da je

dA

A(s") = 55 =0,

61
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tada je (z*, \*) povratna tacka.

Jakobijan funkcije definisane jednacinom (3.2) je ' = [Fi(z) %X] i u
slucaju tacke bifurkacije ili povratne tacke parcijalni izvod funkcije F. je
singularan. Grivank i Redien, (A. Griewank, G.W. Reddien), [22], predstavili
su uopsteni postupak za pronalazenje reSenja jednacine (3.2) takvih da je
rang (F.) = n — 1, dok Jakobijan F’ zadrzava rang n. Njihov metod moze
se koristiti pri odredivanju singularnih resenja sistema nelinearnih jednacina,
kao i tacaka bifurkacija i povratnih tacaka.

Neka je funkcija F definisana i dva puta neprekidno diferencijabilna na
skupu D C R™ x R. Ako je rang Jakobijana F.(x) bar n — 11 vazi 0F JOX ¢
Im(FL(z*)), teorema o implicitnoj funkciji garantuje da skup korena funkcije
F definiSe na skupu D jednodimenzionalnu mnogostrukost M. Ako je sa S
definisan skup tacaka u kojima je Jakobijan F. singularan i ima rang n — 1,
tada se reSenja jednacine (3.2) nalaze u preseku ova dva skupa, M N S.

Dodavanjem uslova regularne singularnosti, skup & predstavlja¢e n—di-
menzionalnu mnogostrukost u D. Ako se uporede dimenzije ove dve mno-
gostrukosti, moze se zakljuc¢iti da se u preseku mogu nacéi samo izolovane
tacke. Zbog toga bi trebalo da sistem (3.2), zajedno sa skupom jednacina
kojima je definisana mnogostukost S, bude regularan u resenju (z*, \*). Ako
je M dimenzije ¢, tada je potrebno dodati jos ¢ jednacina kako bi se mogao
odrediti presek M N S.

Slede¢om teoremom su Grivank i Redien, [22], predstavili postupak za
odredivanje vektora iz nula prostora Jakobijana F.(x). Ti vektori ¢e se ko-
ristiti prilikom formiranja granicnog sistema.

Teorema 3.1.1. [22] Neka je D CR" xR ¢ L = L(z,\) i R = R(z,\) su
neprekidno diferencijabilne funkcije L : D — R™ ¢ R : D — R" takve da je
matrica

Fo(x)  —R(z,A)

N SV (3:3)

reqularna za svako (x,\) € D. Tada za svako (z,\) € D postoje jedinstvene
funkcije p = p(x, N), n =n(xz,A) i g = g(x,\) takve da je

(a)  Fo(@) n(z,A) = R(z,\) g(x,A),  LT(z,A) n(z,A) =1
(b) p'(x,A) Folz) = gl AL (2, A), p'(2,A) Rz, A) =1
9

gde je n(x,\) € R",

(3.4)

z,A) € R i p(z, ) € R Iz uslova (b) vazi da je

rang(F.(x)) = n — 1 ako i samo ako je g(z,\) = 0. (3.5)
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Takode vazi da su p(x, N),n(x,\) i g(x, \) neprekidno diferencijabilne i

(' (@, )" = (' (@, N F(@)n(a, )
= ( M (Fo(@)) (@, A) = " (2, R (2, \)g" (2, )
g" (2, (L' (2, X)) (@, A). (3.6)

Invertibilnost matrice (3.3) garantuje postojanje i neprekidnu diferenci-
jabilnost resenja sistema (3.4).

Na osnovu (3.5) zakljucuje se da je skup korena funkcije g(z, A) ujedno i
skup singularnih tacaka Jakobijana F.(x). Prema tome, kako bismo pronasli
reSenje jednacine (3.2) koje se nalazi u preseku skupova M NS, potrebno je
pronadi reSenje sistema jednacina

F(x,\) =0,
glx,\) =0

Za funkcije R(z, A) i L(x, \) mogu biti odabrane aproksimacije vektora iz
nula prostora Jakobijana F i menjati se u zavisnosti od x. Medutim, ako su
R(z,\) i L(x,\) odabrane kao konstante ili je g(z, \) = 0, sto je zadovoljeno
na skupu S, onda iz (3.6) sledi da je

(g/(xv )‘)>T = NT(IJ )‘)(f:/c(x))/n(x7 )‘)

Takode se iz (3.4) moze zakljuciti da pu(x, A) in(x, \) predstavljaju aproksi-
macije vektora iz nula prostora Jakobijana F.(z), za fiksirano (z,\) € D.

Odredivanje funkcija p(z, A), n(x, \)ig(z, A), za dato (z, ) € D, pomocu
jednac¢ina (3.4) ekvivalentno je pronalazenju resenja sistema koriste¢i blok
matrice.

(a) " R(z, ) _nTx,:;\) o

pri cemu je 0 € R".
Prethodni postupak moze se primeniti na odredivanje singularnog resenja

nelinearnog sistema jednacina (3.1). Jednacinu (3.2) potrebno je napisati u
obliku

F(x,\) = F(z)+ Ar(z) =0, (3.8)
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pri ¢emu je r(x) fiksiran vektor i odabran tako da r(z) ¢ Zm(F’'(z*)). Jako-
bijan fukcije (3.2) je tada

Fr=([F"(z); r(), (3.9)
i ovakav izbor vektora r(z) garantuje da je
rang F' = rang ([F'(x); r(z)])=n (3.10)

za x € B (z*).

Veber i Verner, (H. Weber, W. Werner), su u [59] za vektor r(x) odabrali
vektor iz nula prostora N i pokazali da se na ovaj nac¢in moze doé¢i do singu-
larnog izolovanog resenja.

Neka je za funkciju F' : R® — R"™ jednodimenzionalni nula prostor N’
generisan vektorom 7*. Takode, neka je za zatvoren skup X zadovoljeno da
jeR"=Na@& X, F'(z*)x € X za x € X 1 neka su zadovoljeni uslovi

Oznacimo sa & = R" x R"™ x R. Neka je preslikavanje GG : £ — £ definisano
na sledeé¢i nacin

F(z)+ An
G(z,n,\) = F'(x)n : (3.11)
n'n—1
za (z,m,\) € €. Pod pretpostavkom da je funkcija F' tri puta neprekidno
diferencijabilna, odnosno F(z) € C3*(R"), sledi da je funkcija G(z,7,\)
dva puta neprekidno diferencijabilna na prostoru £. Pretpostavimo da vazi
(n*)T'n* = 1. Tada je
(=%, 1", 0)

reSenje jednacine (3.11), jer je z* reSenje jednacine (3.1) a vektor n* je gene-
rator nula prostora A/. U [59] pokazano je da je (z*,n*,0) regularno resenje
jednacine G(x,n,\) = 0.

Koristedi (3.5) i (3.8), granicni sistem za resavanje jednacine (3.1) u [22]
definisan je na slede¢i nacin

Flo,2) = [ e ] = [ e 1 -0 (3.12)

Njegovo resenje je izolovano singularno resenje jednacine F'(z) = 0 sa jednodi-
menzionalnim nula prostorom A. Ako su R(z,\) i L(x,\) u matrici (3.3)
odabrani kao konstantni vektori, onda vazi sledec¢a teorema.
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Teorema 3.1.2. [23] Ako je (z*,\*) resenje jednacine F(xz,\) = 0 za koje
je vektor r(x) odabran tako da je zadovoljen uslov (3.10) i vazi uslov

B =g (a" X))y = (W) F" (a )" # 0, (3.13)

pri cemu su vektori p* = p(x*; \*) i n* = n(x*, \*) definisani sa (3.7), tada
Njutnov metod konvergira ka (z*, \*) lokalno kvadratno.

Rabier i Redien, (P.J. Rabier, G.W. Reddien), su u [42] prethodni postu-
pak formiranja granicnih sistema prosirili na Siru klasu singularnih problema.
Definisali su postupak za odredivanje resenja z* jednacine (3.1) za koju vazi

rang(F'(z*)) =n—q, ¢ > 1. (3.14)

lako su pretpostavili da je ¢ poznato, analizirali su i postupak odredivanja
vrednosti ¢. Pretpostavili su da vazi

q = dim(N(F'(2*)) > 1, codim(ZmF"'(z*)) > 1. (3.15)

Neka su 74, ..., r, linearno nezavisni vektori koji generisu komplement skupa

slika Zm(F'(z*)), i neka je preslikavanje F : R" x R? — R™ definisano na
slede¢i nacin

./_'.(.Z',)\l,...,)\q):F($)+>\1T1+...+)\qTq, (316)

pri cemu je (z, (A1,..., ;) € R" x R% Ocigledno vazi da je

i da Jakobijan F'(z*,0,...,0) ima rang n. Oznacimo sa

z = (.CE, )\17 .. .,)\q_l) S Rn-ﬁ-q—l’

2 = (2*,0,...,0) € R"" 1,
Tada je
F(z, Ay A) = F(z,0)

1 vazi sledeéa teorema.
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Teorema 3.1.3. [42] Neka vazi (3.15) i neka je sa (3.16) definisana funkcija
F. Tada je (2*,0) resenje jednacine

F(z,A) =0

i Jakobijan F.(2*,0) ima rang n — 1. Obrnuto, ako je F(z,\;) =0 i F, ima
rang n — 1 u (2,0) = (z,A1,...,A—1,0), onda je F.(x) singularan. Ako je
z* jedina tacka u kojoj je rang F, <n—1, ondaje \y =Xg=... =X, =01

xr ="

Prema tome, granicni sistem za probleme za koje je zadovoljeno (3.14),
definisan je preko grani¢nog sistema za problem za koji je rang(F'(z*)) =
n — 1. U ovom slucaju vaze jednacine slicne (3.4) i one su sada sledeceg

oblika
(@) T4 e o) = 77 Do) L7 (2, 2) (2, Ag) = 1

, _ 3.17
) B () FL2) = 072 0) L2 A), iz A rg =1, 1)
sa resenjima fi(z, Ay), (2, A\g) 1 §(2, Ay). Sli¢no slu¢aju g = 1, dobijen je sistem
F(z,0) =0,
g (27)‘(1) =

koji se sastoji od n + ¢ jednac¢ina sa n + ¢ nepoznatih za g > 1, ¢ije reSenje je
(z*,0), pa je time odredeno i z*. Pored ovog resenja, polazna jednacina (3.1)
moze imati jos singularnih resenja, ali u svakom od njih rang Jakobijana je
veéi od n — ¢ i ako nisu izolovana nece biti odredena ovim metodom, [42].

U slucaju da je ¢ = 1, jedinstvenost reSenja garantovana je ako je zado-
voljen uslov (3.13). Sli¢no, u slucaju da je ¢ > 1 jedinstveno resenje sistema
(3.17) postoji ako je ¢ X ¢ matrica

7 (2", 0) [ (27, 0)FL (=", 0)]n (=", 0)

regularna.

Ipma i Sen,(T.J. Ypma, Y.Q. Shen), formirali su u [57] granicni sistem,
a za vektore R(x,\) i L(x,\) u matrici (3.3) odabrani su singularni ve-
ktori izrac¢unati dekompozicijom po singularnim vrednostima (SVD) matrice
F'(z),za® € B(z*,¢). Dokazali su da je dobijen sistem regularan, konstruisali
su veoma jeftin algoritam za reSavanje dobijenog grani¢nog sistema i primenili
ga na nekoliko primera, ¢ime su potvrdili teorijske rezultate. Uvedene su
sledece pretpostavke:
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B1: F je dva puta LipSic neprekidno diferencijabilna funkcija u okolini
reSenja x*.

B2: F'(z*) ima rang r = n — q.
B3: Postoji vektor p* € N((F'(x*))") i baza {n},n;,...,n;} prostora
N(F'(z*)) takva da je ¢ X ¢ matrica
[ 1) F @) = D) ()P @) (3.18)
regularna.

Uslov (3.18) predstavlja prosireni uslov regularne singularnosti, pa je
reSenje x* izolovano sa singularnim Jakobijanom. 1z okoline B(z*, ) odabrana
je tacka . Potom je izvrsena SVD dekompozicija matrice F'(Z) na osnovu
koje je odreden skup n singularnih vrednosti

o1(T) > 09(z) > ... > 0,(T) >0
i skupovi n levih i n desnih singularnih vektora

{ur(Z), ua(Z), . .. un(Z) }, {v1(Z), v2(T), ... v, (Z)}

koji ¢ine ortonormiranu bazu prostora R™. Dimenzija nula prostora od F'(z*)
jednaka je g, sto za posledicu ima to da je tacno ¢ singularnih vrednosti
za F'(x*) jednako nuli. Kako su singularne vrednosti matrice neprekidne
funkcije po promenljivoj x, u dobijenoj SVD dekompoziciji u tacki z €
B(z*,e) ukupno je ¢ singularnih vrednosti o,_;41(%), 0n—g+2(Z), ..., 0n(Z)
koje imaju malu vrednost, dok ostale 1(Z), 02(Z), ..., 0,—4(Z) imaju nenula
vrednost za dovoljno malo €.

Od singularnih vektora koji odgovaraju malim singularnim vrednostima,
formirane su n X g matrice

R(:f) = [un—Q—i-l(j)? cee 7un(j)]

L(Z) = [n—g41(2), .., on(7)]

i(n+q)x (n+q) matrica

Az, 7) = [ LT(:E)) Rff) 1 (3.19)
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za koju je u [57] pokazano da je regularna za svako x iz okoline resenja x*
i fiksirano = dovoljno blizu z*. Za definisanje granicnog sistema potrebno je
pronadi resenja n(x), h(x), uo(x), g(z) sistema

(58 )[xg]-[a] e

2
&
\ifl/

—
3
O
[
I

AT (2. 7) [ o () ] _ [ ;((a;)) R(()i’) ]T [ “ga(f)) 1 _ [ 2 1  (321)

pri cemu je « proizvoljno izabran g—dimenzioni vektor. Jedinstvenost rese-
nja, kao i do sada, zavisi od vrednosti (3.13). U ovom slucaju je to ¢ X ¢
matrica

B(x,a) = 0" (x)[pg () F" (@)]n(2). (3.22)

Pod uslovom da je matrica (3.19) regularna i da vaze pretpostavke B1 — B3,
pokazano je da je matrica B(z*, a) regularna za skoro sve vrednosti o € RY.
Granicni sistem za resavanje jednacine (3.1) sada ima oblik

(3.23)

(e \) = l F(z) + R(Z)X ]

g(z)

i (z*,0) je njegovo resenje. Poznato je, [52], da je Jakobijan ovako definisane
funkcije

o F(z) R(z)
F(x’A)_[—nT(w)[uif(w)F”(w)] 0 ] (3:24)

i ako vaze pretpostavke B1 — B3, onda je F'(z*,0) regularan i primenom
Njutnovog metoda na (3.23) postize se kvadratna konvergencija ka singu-
larnom resenju jednacine F'(z) = 0. Takode je pokazano, [57], da nije potrebno
u svakoj iteraciji racunati celu matricu F’(x, A). Dovoljno je formirati ma-
tricu A(z, ) iz (3.19) i pronadi resenja sistema (3.20) i (3.21) kako bismo
dosli do Njutnovog pravca. On je, u ovom slucaju, definisan sa

== ]
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pri cemu je

iz - |
Blw.a)dW = gla) — " () (L () F" ()Y,

Prethodno opisani postupak formiranja i reSavanja granicnog sistema,
predstavljen je algoritmom koji sledi, [57].
Algoritam Y:

KO0: Odabrati tacku z iz okoline resenja z*, izvrsiti SVD dekompoziciju
Jakobijana F”(Z), odrediti vrednost za ¢ i od singularnih vektora formi-
rati matrice R(Z) i L(Z). Zatim odabrati proizvoljan vektor a € R,
postaviti A\g =01 k =0,

K1: Formirati matricu A(xy, z) definisanu sa (3.19).

K2: Pronaci resenja linearnih sistema:

F(xy) + R(T)\) ]

Alxy, ) dY = l ~( 0

o 5)]- (2]
AT (2 7) l INE ] _ [ 0 ] |

g(wx) e

K3: Izracunati g x ¢ matricu B(zg, ), definisanu sa (3.22), i nadi resenje
dW linearnog sistema

B(ag, )dW = g(xy) — 0" () [ (wx) F" (x1,)]dY1.

K4: Odrediti korak
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i izracunati novu iteraciju

Tp+1 | _ | Tk + dx
Nevr || M dx |’

K5: k =k 4 11 vratiti se na korak K1.

U [57] predstavljeni su numericki rezultati dobijeni implementacijom algo-
ritma Y na nekoliko primera koji pokazuju lokalni karakter metoda, odnosno
tacka  mora biti blizu reSenja kako bi bila postignuta konvergencija. Za
tacku  birana je pocetna aproksimacija reSenja, z = xy. U okviru glave 4
predstavljeni su numericki rezultati dobijeni primenom ovog algoritma na niz
primera.

3.2 Modifikacije Ipminog postupka

U slucajevima da funkcija F(z) nije zadata formulom, nego su njene vre-
dnosti rezultat eksperimentalnog procesa, do Jakobijana i Hesijana funkcije
tesko je doéi. Takode je poznato da je izracunavanje parcijalnih izvoda prvog
i drugog reda veoma skupo. Zbog toga, postupke koji koriste vrednosti Jako-
bijana i Hesijana potrebno je modifikovati kako bi koristili samo vrednosti
funkcije. U ovom delu je predlozena modifikacija prethodno navedenog po-
stupka, predstavljena u Buhmiler, Kreji¢, Luzanin, [8], koja koristi konacne
razlike za aproksimaciju Jakobijana i Hesijana, pa je postupak dobijen na taj
nacin jeftiniji za rad i pogodniji za primenu.

U ovom delu rada, osim ako nije naznaceno drugacije, || - || oznacava
Frobenijusovu normu.

Neka vaze pretpostavke B1 - B3, navedene na strani 66. Kao i u [57], za
T € B(z*,¢e), pri cemu je £ > 0 dovoljno malo, izvrsicemo SVD Jakobijana
F'(),
F'(Z) = [u(Z), ..., un(7)]diag(oy(Z), . .., 0n(Z)[vr(Z), ..., va(2)]".

Od odgovarajucih ¢ singularnih vektora, koji odgovaraju malim singularnim
vrednostima, ¢emo formirati n X ¢ matrice

R() = [un_q1(Z), .. ., n(T)] (3.25)

L(Z) = [vn-q+1(Z), - -, vn(T)] (3.26)
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kao i (n+ ¢q) X (n 4+ ¢) matricu

Ae(w, 7) = [ ZZ(T”E’;)) Réx) ] (3.27)

pri ¢emu je sa D(x,&) oznacena aproksimacija Jakobijana dobijena centra-
Inim konaénim razlikama, odnosno j—ta kolona matrice D(z,§) data je sa

F(x +&ej) — Fz — Eey)

D g = 3.28

($7 5) J 25 ) ( )

gde je e; j—ti vektor standardne baze vektorskog prostora R™ za koji je
llej|| = 1. Za ovakvu aproksimaciju vazi sledeca lema.

Lema 3.2.1. Neka je F': R" — R" dva puta Lipsic neprekidna sa konsta-
ntom vy na B(x*,e) i neka je matrica D(x,&) definisana sa (3.28). Tada je

ID(@,€) - F@)l <n g &

Dokaz:
Za j—tu kolonu matrice D(x, &) i jakobiana F'(x) vazi lema 1.2.2. pa je

(z + Eej) — F(x — &ej)

ID(z, €)= F(o), ] = |0 ~ F'(a),
_ et &ey) — Fx—Eej) — 26F (x)e;
= | . u
_Plact ) = Fla) = 6P )e; = (Fla = ) = Fla) = Plla)(=tey)
2€
o NP+ E) - F@) - P @l | [Pl &) - Fl) - Fia)(-ge)]
= 2 3

1 1
< gelgliéesl® + Gl - €eilP) < S GIeP + SIeP) < ¢

Prethodna nejednakost vazi za svaku kolonu matrice D(z, &) — F'(z), pa je
v
ID(,€) ~ Pl < L e,
odnosno, vazi da je

ID(z,&) = F'(z)[ < n

DO |2

57
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|
Sada se za matricu A¢(z, ) definisanu sa (3.27) moze pokazati sledeca
teorema.

Teorema 3.2.1. Neka su zadovoljeni uslovi B1 1 B2 i neka je e > 0 dovoljno
malo. Tada postoji & dovoljno malo tako da je za & < &, i fiksirano T €
B(z*, ) matrica A¢(z, ) reqularna za svako x € B(x*,¢).

Dokaz:
Neka je matrica A(z,z) definisana sa (3.19). Vazi da je
- 5 %0259 %)
= Fl(i.) B D(iv ) 0
| 0 o |l

odakle, koristeci lemu 3.2.1., sledi
_ - g
IF(@) - D& <n L&
U slucaju da & tezi nuli, vazi
. ][ — — o
lim || 7(z) — D(z, §)I| =0,
odnosno, vazi
lim ||A(Z,Z) — Ae(z, )| = 0. (3.29)
£—0
Matrica A(Z,Z) je regularna i na osnovu (3.29) vazi da je
IA™! (2, 2)(A(z, 7) — Ae(7,2))] < 1

za £ < & isvako x € B(z*,¢). Kada se iskoristi teorema 1.2.1. sledi da je
matrica A¢(Z, Z) regularna. Takode, za svako x € B(x*, ¢) vazi

1Ae(z,7) — Ae(z,7)| = “[ZZ(T?—%’ R(()x)]_[lzgcé) Rg@]”
= [[D(z,§) — D(z, )|
< |D(z,€) — F'(Z)| + || F'(z) — F'(z)| +
+[|F'(z) — D(z, 8|
< nledyla—ul4nle
< v(né+e),
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pa je za § < &

lim 1 4¢(7, ) — Aela, 7)| =7 e (3.30)

Moze se odabrati dovoljno mala vrednost ¢ > 0, zapravo dovoljno mala
okolina resenja B(z*, ¢), tako da (3.30) i regularnost matrice A¢(Z,Z) imaju
za posledicu da je

14 (7, 2)(Ae(7, 7) — Ae(, 7)) < 1,

za £ < & isvako x € B(z*,¢). Na osnovu teoreme 1.2.1. sledi da je A¢(z, )
regularna za svako x € B(z* ¢) za £ < &. |

Neka su za o € B(Z,¢) matrice 7(z,€) i h(x,€) jedinstvena resenja line-
arnog sistema

wol=1% WS )-[a) oo

q
pri cemu je f(z, &) € R™9 i h(z,£) € R, Slicno, neka su jio(7,€) € R™ i
g(x, &) € R jedinstvena resenja linearnog sistema

w508 =[50 W[50 [3) o

pri ¢emu je a € RY sluc¢ajno odabran vektor.

Oznacimo sa n(z) € R"*, h(x) € R, p,(x) € R™ig(x) € R? jedinstve-
na reSenja linearnih sistema, (3.20) i (3.21). Pokazano je da n(z*) = n*, $to
je matrica sa kolonama formiranim od vektora koji ¢ine bazu nula prostora
N (F'(z*)). Takode je pokazano da je 0 # u* = pa(z*) € N(F'(z*)T) i da je
h(z*) = g(z*) = 0. Oznacimo sa ||n*[| = C; i ||p*|| = C};.

Kako vazi da je

[

A¢(z, ) [

ID(", () + R@h()| = D" )]
= (D", &) = F'@))n")]
< [D(",&) = F'(@")]| In(a")]
< n &l

g *
n§€c’777
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sledi

lim || D(z*, §)n(x*) + R(z)h(z™)| = 0.

£—0

Iz jedinstvenosti resenja sistema (3.31) sledi

D(z*, &)n(x", &) + R(z)h(27, ) =0,

pa zakljucujemo da je

lim (2", €) = (") =n’ (3.33)
%iir(l) h(z*,€) = h(z*) = 0. (3.34)
Sli¢no, iz
ID* (2", &) pa(2”) + L(@)g(z")|| = D" (2", Epala”)]
= [ID"(@", pala™) = F'(a*) pala”)|
= [[(D (2", &) = F'(«") ) pa(a")
< 1D (2", &) = F' (@) || [|1a(z")]
< D@, 8) = F'(@)| lpala)]
< 12 € uala)]
7 *
= nngH
sledi da je

lim || D" (2, §) pa(2") + L(2)g(2")|| = 0.
£—0
Iz jedinstvenosti reSenja sistema (3.32) sledi

DT (", &) pa(a*, €) + L(T)g(2*, &) = 0,

Sto ima za posledicu da je

b fio (27, §) = pa(27) = 1 (3.35)
lim g(z*,§) = g(z*) = 0.

£—0
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U [57] definisana je ¢ x ¢ matrica B(z, ) na sledeéi nacin

B(z,a) = 0" () g (x) F" (2)]n(x), (3.36)

i pokazano je da je B(x*,«) regularna matrica za skoro sve vrednosti o €
RY. Oznac¢imo sa H(x,&) aproksimaciju tenzora F”(x), sa Hp, () Hesijan
komponente Fj, funkcije

F(z) = (Fi(z), Fa(x), ..., F.(z)),

dok je sa Hy(x,&) oznaCena aproksimacija Hesijana Hp, () konacnim razli-
kama drugog reda, odnosno

Fy(x + e + Eej) — Fi(z + Eei — Eej)
42
 Fy(z — Cei + Eej) — Fi(x — ei — Eey)
4£2

Hk(%f)ij =

L (337

Sada mozemo definisati novu ¢ X ¢ matricu

Be(x,a) =177 (2,8)[fia (2, §) H (z, )] (,§). (3.38)

Naredne dve leme bi¢e nam potrebne prilikom dokazivanja regularnosti ma-
trice (3.38).

Lema 3.2.2. Neka je F': R* — R", F(z) = (Fi(x), F3(x), ..., F,(x)) dva
puta Lipsic neprekidna sa konstantom ~y u okolini B(z*,¢) resenja x* i neka
je matrica Hy(x,€) aproksimacija Hesijana Hp (x) za komponentu F(z),
definisana sa (3.37). Tada je

(€)= (Hr ()] < 56

Dokaz:
Za komponentu Fj, : R® — R funkcije F' : R — R" vazi Hp, € R™".
Oznac¢imo sa

A = Fi(r+ e+ &e;) — (Fiu(x) + (F)" (x)(Eei + Eey)
36+ ) Hi(a) €ex + 66)
B = Fy(z+&e —E&ej) — (Fr(x) + (F)) (x)(Ees — Eey)



76 3. GRANICNI SISTEMI

o (€6: — €6, Hpy (2) (e: — ;)

O = Fulw et e) — (Fula) + (F) (x) (~Ce: + Eey)
b (—Eei+ £6)" H (1) (~€ei + €¢5))

D = Filw e~ &e;) — (File) + (FD (a)(~Ees — &)
o (e — €e))" Hr () (~Ees — £6,)).

Moze se pokazati da je

A — B—-C+HD=Fy(x+&e+Ee)— Fip(x+Ee; — Eej)
—Fy(x — Ee; + Eej) + Fr(x — Ee; — Eey)

(€ Hr, (0)(Ees) + (€6,)" Hr () €e0)
(€0 Hr (2)(€e,) — (€6,)" H, () (€e0)
5 (€6 i (1) €e,) — (€6,)" Hi, (1) €e0)
45 (€0 H, ()(Ee) + (€6,)" Hr (1) €62)). (339
Koristeci
e (Hry () e; = (Hi (1))
i simetriju Hesijana, jednacina (3.39) postaje

A—B—C+D = Fk(a:—l—ﬁei—l—fej)—Fk(:c—i-fei—ﬁej)—
—Fi(x — e + Eej) + Fi(x — e — ej) +

Sada je

A-B-C+D

|(Hi(x,€))ij — (Hp ()il = |l Ie B

Na osnovu teoreme 1.2.3. sledi da je

Vk
lAl < e + el
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1Bl < Flleei - e

el < Fll—gei+ €esl?

IDI < 0 - gei = geyl,

pa je
(e )5 = (Hr @l < g€+l + e =] +
H —eit el + 1l — e — )

< fe
< ;lvf-

Lema 3.2.3. Neka vaze pretpostavke B1 - B3. Za Hesijan F"(x*) i njegovu
aproksimaciju H(x*,&) definisanu sa (3.37), vaZe sledeée nejednakosti:

a) [[u’ [0 H (2", )]l < 2n v/ [lall o]
b) [[a" [o" H(z*,§)] — ' [o" F"(a*)]|| < 5 n v/ny & a9,
c) [la’ " F"(«")] — a’ " F (2] < C llall lo —oll,
d) [[a’ " F"(2*)] — u” " P ()] < Cg = ul o],
gde su u,u € R" v, € R"™

Dokaz:
a) Kako vazi

lat[o" H (2", &Il = [lu" H (=", &)v]
< A O lall o]l

koristec¢i Lipsicovu neprekidnost komponente Fj, sa konstantom -,

Fi(z +&ei + Eej) — Fi(x + Eei — Eey)
182

I(H(e )]l = H
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~ gllFle+ e+ €)= ) - ) (€ + €
—(Fula + €ei = €e5) = File) = i) (€ei — €e5)
~(Fulw = ei+ €)= @) = i) (=gei + €ey)

+Fi(o — &e; — ej) — Fi(a") — Fi(a™)" (=&es — e

_Fk(il? —&ei+ Eej) — Fr(z — e — &ey)
42

Tk

< gaa (llees+ eyl + lles — eyl + | = €ex + oy
+|| = &ei — §€j||2>

< 2 <27

Svaki elemenat aproksimacije F”(z*) zadovoljava ovu nejednakost. A kako
ih ukupno ima n? iz definicije Frobrnijusove norme sledi

1@ 2z, ol < [H @Ol al 7]
< 2nvny |l o]l
b) Imamo da vazi
@ (o H(a", )] —a' [0 F"(@")]|| = |a" (H(=",€) — F"(a"))7]
= [[H(", &) — F"(=)|| [[all [|v]]

Za svaku komponentu tenzora H(z*, &) — F"(z*) vazi lema 3.2.2. odakle na
osnovu definicije norme sledi

_ . oo 4 T
[ (H(2",€) = F(«"))oll < g v/ny € [lu] [[o]]
c) Za g X n matrice vazi
[a* [0 F"(2")] — @' " F' ()] = @ F"(a")o — @' F" (2")v]|
= |[a"F'(=") (@ - )]
= [[F @) Hull o= ol|

Kako vazi pretpostavka B1, Hesijan F”(z*) je ogranicen, tj. postoji konsta-
nta C}; takva da je ||F”(z*)|| < Cj; i vazi

@ (7" F"(@")] — a" [ F*(2")]]| < C |lal| |7 = ]l.
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d) Kako je

@t [o" F(2)] = ' [T F" ()] I(@" =) F" (2]

koristedi iste argumente kao i za ¢), mozemo zakljuciti da vazi d).

< =l F @) ol

79

Sada se za matricu Be(z*, ) definisanu sa (3.38) moze pokazati sledeca

teorema.

Teorema 3.2.2. Neka vaze pretpostavke B1 — B3, i neka je T izabrano tako
da vazi teorema 3.2.1.. Tada postoji & dovoljno malo tako da je za svako & <
& matrica Be(z*, o), definisana sa (3.38), reqularna za skoro sve vrednosti

o € RY.

Dokaz:

Za matricu B(z*, a), definisanu sa (3.36), i matricu Be(z*, o) vazi

| Be(a*, ) = B(a*,a)|
I (o )AL ) H )
i7" (@, &) (=", ) H (2", €)
T @ Ol € H s
i7" (@, )i (=", ) H (2", €)
(7 (@, &) (=", O H ("
7" (@, &) (=", ) H (", )| | (2", €) = n(a™))||
" (2%, 6) g (=, €
i7" (@, ) [ (2, € =" (@)l (@) @) ()|
7" (2, ) (2%, ) H (=", )] | (72", €) = ("))

Hi @, £l (@ OH G O] - 1" (" Ol (@ OF ")l n(e

5Ol €)
(a*,6) — 7" (2"
Jn(z")
nx”,

IA

17
I Oak(a*, &) H (",
3
]

IN

IN

IA

+Hi" (2, &)lia (7, ) F"(@")] = 0" (27, €) [ug (") F" ()]l (") |
ka

]
HI7" (2", €) (g (") F" ()] = 0" (2*) (g, ()" ()] [In(2*) .

Na osnovu leme 3.2.3. sledi
[Be(2™, @) — Bz, a)| < 2nvny |0 o laa(z,&llln(z", )
420 vy € I ©)lla(at, 6|
+CuClln(, [l Aa (2", §) — pa(z)]|
+COHCyp Cpr || (2%, €) — " ().

o (@) F" ()@

|
)| =07 (2", €)[fig («*, ) F" ()] ||

= (&) e (") " (2)]n (") |
)zl
)l

Rl

Rl

— (]|
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U slucaju da & — 0, koristedi (3.33) i (3.35) zakljuéujemo da je

lim || Be(z*, o) — B(z™", a)|| = 0. (3.40)

£—0

Regularnost matrice B(x*, o) za skoro sve a i ocena (3.40) za posledicu imaju
da vazi sledeca ocena

1B(2", a) " (Be(2", a) — B(z",a))l| < 1

za & < &, odakle sledi da je matrica B¢(z*, o) regularna za skoro sve a € R?
kada & — 0. [ |

Definisimo sada granic¢ni sistem za (3.1) na slede¢i na¢in

F(x) + R(Z)\ 1 ‘ (3.41)

Fe, ) = [ g(z,€)

1z (3.32) sledi

odakle je

= _ iz, &) | 1] 0
(08 =0 B 509 | =0 Eladeon | ] G
Ako se (3.31) napise u obliku
0 Ej)=[7"(2,6) h'(z,8)]A¢(w,7)", (3.43)

tada iz (3.42) i (3.43) sledi da je

3.6 = [ hT(a:,§>]Ag<x,x>T<Ag<x,x>T>-l[0]
= h'(z,&)a. (3.44)
Koristeéi (3.34) 1 (3.44) dobijamo

lim g(z*, &) = lim A7 (2*, &)a = hT (2*)a = 0,

£—0 £—0
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pa vazi

: c a1 F(z*) |
Sto znaci da sistemi (3.41) i (3.1) imaju isto resenje kada & tezi ka nuli. Za
matricu

koja predstavlja Jakobijan grani¢nog sistema definisanog u [57], pokazano je
da je C'(x*) regularna. Ako definiSemo matricu

B D(x,€) R(z)
Ogml T O (. H 6] 0 ]

pri cemu je D(x,§) aproksimacija Jakobijana i H(z,&) aproksimacije Hesi-
jana funkcije F'(z), moze se pokazati sledeca teorema.

Teorema 3.2.3. Neka vaze pretpostavke B1-B3 i neka su T i « odabrani
tako da vaze teoreme 3.2.1. 1 3.2.2.. Tada postoji dovolyno malo & takvo da
je matrica Ce(z*) regularna za § < &.

dokaz:
Posmatramo razliku
ICe (") = C ™)l
D(x*, &) — F'(z") 0
H [ 7€ Ma( *7§)H(m*’§)] —TIT(J?*)[/Lg(x*)F”(x*)] 0 1 H(345)

Primenom leme 3.2.1. na matricu D(z*,§) — F'(z*) dobijamo

[D(z",8) = F'(@")[| < n 5 &,

b |2

pa vazi

lim || D(z*, &) — F'(z*)|| = 0.

£—0
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Takode, primenom leme 3.2.3. b), ¢) i d) vazi da je

I (2, )AL (" ) H ", )] — o () ik (2" P (") |

< '@ Ol @ OH €] - 7 (@ Ik (@ O F ()|
I @, ) (2 O F" (@) = 7 (", Ol () P ()|
S O @) P )] = o i ) )

< @ O AL Ol I1H(w,€) - F()]|
I @ 182, €) — W)l IF ()]
(€)= o @) | ek ) I )|

< Snvar el @ ol Ak e, o

+Chy 10" (@, )l 17ig (27, €) — pa (@)
+C O I (2%, €) — " (7).

Koristedi (3.33) i (3.35) zakljucujemo da je
im 17" (2", &)[ag (", ) H (2", €)] — 0" (a7) [ug () F" ()] || = 0,
odakle, na osnovu definicije norme, sledi

lim [|Ce(2*) — C(a*)|| = 0. (3.46)

£—0

Kako je C(z*) regularna matrica i zadovoljeno je (3.46), sledi da za & dovoljno
malo vazi

IC™ (@™, A)(Ce(2") = C(a"))]l < 1.

Dakle, matrica C¢(2*) regularna je za svako £ < &. [

Kao i u [57], nije potrebno racunati matricu C¢(x). Dovoljno je samo
izracunati F(x, \), reSenja linearnih sistema (3.31) i (3.32), kao i ¢ x ¢ matricu
A¢(z, ), definisanu sa (3.27).

Teorema 3.2.4. Neka je

de | | dY dz,
[ ]dY—i_dZ[dYQ]_'_[ng]’
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pri cemu je

Ae(z,7) dY = [ _(F@)S‘R(j))‘) ]
_ | (=€)
dz = [h(w,g) ] aw
Be(z,0) dW = g(a,€) — 0" (2, &) (fig (v, ) H(x, €))dYs
dok je dY1,dZ, € R™ i dYs,dZy € RY. Tada vektor [ Zi ] zadovoljava
C dr | _ _p
5(37) a\ | — - (SL‘,)\) (347)

Dokaz:
Koristimo istu tehniku dokaza kao u [57]. Iz definicije matrice A¢(Z,x) sledi
da je

[D(x,€) R(@)(dY +dZ) = [E, 0)A¢(z,7)(dY + dZ)

(B 0 ) (A ) l ~(F) + R@X) ] T

FAZ D) | D | B ) (@, €) — 7 (2, &) (B (2, €) H(w, €))dY))
Eq

- o "FE ROV,

HEL 0] | B 0.0) (00 — 7 0 G 0, H, )Y
)

0, €) G 2, ) H (,€)) 42,

- T OO E 0ag ) | | B )0l -
0, € . ) H ,€)aY)

= _ﬁT(ma5)(ﬂ£($’€)H<x>£))ﬁ(x>£)85 1(1’,0&)(?(1‘,5) -
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7" (2, 6)(1e, (x, ) H(x, €))dY1)
= —Bg(l’ ) Bz, a)(g(x, ) — " (2, &) (fig (x,€) H(x,€))dY1)
= —g(x, §)+77( L) (il (x, &) H(z,£))dYr),

odakle je
=" (2, &) (fiq (x, ) H(x,€))(dY1 + dZ1) = —g(z,£),

odnosno,
[=71" (2, €) (fig (2, ) H (2,€)) 0)(dY dZ) = —g(,E),

pa je (3.47) zadovoljeno. n

Na taj nacin se za pronalazenje reSenja sistema nelinearnih jednacina

pri cemu funkcija F'(z) zadovoljava pretpostavke B1-B3, moze se koristiti

slede¢i algoritam.
Algoritam MY :

KO0: Neka je data pocetna aproksimacija resenja xo € R™. Odabrati T iz
okoline resenja, izvrsiti SVD dekompoziciju Jakobijana F”(Z), odrediti
vrednost za ¢ i formirati matrice R(z) i L(z). Odabrati slu¢ajan vektor
a € RY, kao i pocetne vrednosti za A\, £ 1 k =0,

K1: Formirati matrice D(xy, &)

F(zy + Eej) — Fay, — ey)
2% ’

Ae(a, 7) = [ DL(ffg’?)O R(()j) 1 .

K2: Odrediti resenja linearnih sistema

Ae (2, T)dY = — [
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= f]('rkv é) _ 0
aeen)| foed = | 5, |

Af(l'kai') [ :U’(:Ekag) ] — [ 0 1 ’
kao i matricu H (zy, &) definisanu sa (3.37).
K3: Formirati ¢ X ¢ matricu

Be(wr, ) = 0" (2, &) (fig (2, €) H (w1, €)1 (@, €)

i pronadi resenje linearnog sistema

Bf('rk? Q)dW = LG(:C’?? 5) - ﬁT(xka 5)(ﬂ£(xka £)H<xk> 5))in

K4: AZurirati korak

i iteraciju

Tp41 | | Tk + dx
Mert || A dX\ |’
K5: k=L 4 11 vratiti se na korak K1.

Numericki rezultati dobijeni primenom algoritma MY kao i algoritma
predstavljenog u [57] dati su u Glavi 4. Oba algoritma su veoma brza i
efikasna, ali su lokalno konvergentni. Konvergencija algoritma zavisi od izbo-
ra tacke Z, koja mora biti veoma blizu resenja. Zbog toga bi bilo dobro
koristiti ove algoritme u kombinaciji sa algoritmom koji ¢e iterativni niz
dovesti dovoljno blizu resenja a potom, primenom algoritma MY, veoma
brzo sti¢i do resenja.
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3.2.1 Primena Algoritma MY

Kao sto je receno, konvergencija algoritama Y i MY zavisi od izbora
pocetne aproksimacije. U slucaju da pocetna iteracija nije dovoljno blizu
reSenja, numericki rezultati predstavljeni u Glavi 4 pokazuju da iterativni
niz divergira. Medutim, u slucaju da je pocetna iteracija blizu resenja, itera-
tivni niz konvergira veoma brzo. Brza lokalna konvergencija algoritma moze
se iskoristiti njegovom kombinacijom sa globalno konvergentnim algoritmom
kojim ¢e se iterativni niz pribliziti resenju. Metod negativnog gradijenta
sa linijskim pretrazivanjem, veoma je jednostavan i pouzdan metod koji je
globalno konvergentan za regularne sisteme. Kombinacija ovog metoda sa
algoritmima Y i MY u okolini resenja, daje algoritam kojim ¢e se ubrzati
konvergencija ka singularnom resenju.

Prilikom odredivanja resenja problema minimizacije

min f(z),

za [ : R™ — R, generiSe se iterativni niz
Tpp1 = T + 0Sp,

pri ¢emu je s pravac pretrazivanja, dok skalar o predstavlja duzinu koraka.
Kako bi se odredila tacka u kojoj funkcija ima minimalnu vrednost, iterativni
niz je potrebno generisati tako da se u svakom koraku smanjuje vrednost
funkcije, zapravo pravac u kojem trazimo narednu iteraciju treba da bude
opadajuéi pravac. Poznato je da ¢e s, biti opadajuci ako je

V() s, <0,

¢ime se za malu pozitivnu vrednost d moze garantovati da funkcija opada u
pravcu sg, odnosno da je

flzk + dsg) < f(xp).

Jedan od vaznijih opadaju¢ih pravaca je i Njutnov pravac. Medutim, on
se koristi u slucajevima kada razlika izmedu funkcije f(zj + si) 1 njenog
kvadratnog modela nije velika i u slucajevima kad je V2 f () pozitivno de-
finitno. U protivnom, V2f(z;)~! ne mora postojati, pa Njutnov pravac nece
biti definisan.
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Poznato je da po pravcu negativnog gradijenta funkcije, tj. po pravcu
vektora

V()
IV ()l

funkcija opada najbrze medu pravcima koji koriste informacije prvog reda i
taj pravac s naziva se pravac najbrzeg pada funkcije.

Medutim, uslov da je f(zgi1) < f(zg), ne garantuje da ¢ée niz {xy}
konvergirati ka minimumu funkcije f. Zbog toga se koriste Volfovi uslovi,
(P. Wolfe), kako bi se obezbedilo napredovanje konvergencije algoritma ka
reSenju. Na taj nacin, su izbegnuti koraci suvise mali u odnosu na opadanje
vrednosti funkcije f, kao i koraci za koje je opadanje vrednosti funkcije f
suvise malo u odnosu na njihovu duzinu. Volfovi uslovi sastoje se od dve
nejednakosti: prva je poznata pod imenom dovoljno opadanje funkcije f

S —

f(l‘k + (SSk) S f(l‘k) + 615Vf(l’k)TSk, (348)
ili Armizo (Armijo, L.) uslov, dok je druga - takozvani uslov krivine
Vf(ﬂ?k + 5$k)TSk Z Cgi($k)TSk, (349)

za ¢3 € (c1, 1) koji nam obezbeduje da izbegnemo male korake.
Uslov ¢y > ¢, omogucava da obe nejednakosti budu zadovoljene istovre-
meno. Uslovi (3.48) i (3.49) garantuju da:

e za opadajudi pravac s, postoji  koje zadovoljava (3.48) i (3.49);

e svaki postupak koji generiSe iterativni niz {x} za koji u svakoj iteraciji
vazi
Vf(xk)T(xk+1 — ZL’k) < 0,
(3.48) 1 (3.49), je globalno konvergentan;

e blizu resenja, odnosno minimuma funkcije f gde je V2f pozitivno
definitno, Njutnovi koraci zadovoljavaju uslove (3.48) i (3.49).

Uobicajena vrednost je ¢; = 1074, dok je u sluéaju Njutnovog ili kvazi-
Njutnovog pravca co = 0.9. U slu¢aju konjugovanog gradijentnog metoda je
Cy = 0.1.

Uslov (3.48) nije dovoljan da bi algoritam napredovao ka minimumu.
Medutim, ako se primeni postupak za odredivanje duzine koraka, [18], opisan
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u nastavku, iterativni niz konvergirace ka resenju, i uslov (3.49) moze se za-
nemariti. Uobic¢ajeno je da se u svakoj iteraciji proveri da li § = 1 zadovoljava
uslov (3.48). Tada se prihvata ceo korak i u blizini resenja postize brza kon-
vergencija. Ukoliko uslov nije zadovoljen, potrebno je smanjiti duzinu koraka
u praveu S, dok iteracija xy + dsp ne postane zadovoljavju¢a. Nova duzina
koraka moze se odrediti na slede¢i nacin

0 1= po,

za p € [l,u], 0 <l < u < 1. Takode je moguée koristiti interpolaciju da bi se
odredila optimalna duzina koraka. Funkcija definisana sa

F(6) = flan + dsi), (3.50)

predstavlja jednodimenzionalnu restrikciju funkcije f(z) na pravoj kroz xj u
praveu s. Ako je d = 1iza f(zy + si) uslovi (3.48) 1 (3.49) nisu zadovoljeni,
potrebno je smanjiti duzinu koraka. Poznate su tri vrednosti funkcije f :

F0) = f(zx), F(1) = flzx+ 1), f1(0) = Vf(ap) s,

pa je moguce (3.50) aproksimirati kvadratnim modelom
ms(8) = (f(1) = £(0) = /(0))6* + F(0)6 + (0)

koji dostize minimum za vrednost

—'(0)
2(f(1) = f(0) = "(0))
Ova vrednost se uzima za novu duzinu koraka, odnosno § = 5. Kako bi jako

mali koraci bili izbegnuti, ukljucuje se donja granica za duzinu koraka koja je,
najéesée | = -, §to znadci - ako je § < 1

0 = (3.51)

157 15> odabracemo da je § = {5. Takode,
1

moze se pokazati da vazi § < %, Sto je gornja granica za duzinu koraka, u = 3.

Ako i dalje nije zadovoljeno (3.48) i (3.49), duzinu koraka potrebno je ponovo
smanjiti duzinu koraka. Medutim, sada su poznate vrednosti

SO =F@), FOp) = fan+ ),
F(Oapr) = [ + Ogprsi),  [(0) = V f (k)" s,

pa se moze koristiti kubni model za aproksimaciju funkcije (3.50) :

ma(8) = ad® + b6% + f(0)5 + f(0),
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pri cemu je
*52;07“ pr

B
b Opr — Oapr 82, 63

A [ f(xk + 5p7'3k> - f(xk) - 5pq«Vf<l’k)TSk ‘|
f(-rk + 62p7“3k) - f(mk) - 52prvf(xk:>Tsk .

Jedinstveni lokalni minimum modela m.,(d) je

s b+ (B —3a/(0) 352)

3a

1 -1
612"' 6%;77‘ ] .

pa je § = 4. U ovom slucaju ukljucujemo i gornje i donje ogranicenje za

duzinu koraka - ako je 5 > % Opr, uzima se vrednost 6 = % dpr, @ ako je

Iy 1 S |
0 < 5 dpr, onda je & = 5 Opr-

Prilikom resavanja sistema nelinearnih jednacina, uvodenjem norme, pro-
blem se transformise na problem minimizacije norme funkcije. Za pronala-
Zenje resenja sistema

F(x)=0
gde je F': R™ — R", odgovaraju¢i problem minimizacije je

min f(z),
pri cemu je

f(@) = SIF@)IE = S F @) Fo). (3.53)

Ocigledno je za ovako definisanu funkciju gradijent dat sa
Vf(z)=F(x)"'F(x).

Poznato je, takode, da je svako resenje sistema jednacina ujedno i reSenje
problema minimizacije, dok obrnuto ne mora da bude ta¢no - mogu postojati
lokalni minimumi koji nisu resenja polaznog sistema.

U nastavku je predstavljen algoritam za pronalazenje reSenja sistema ne-
linearnih jednacina F'(z) = 0. On koristi prethodno spomenutu tehniku lini-
jskog pretrazivanja sa pravcem negativnog gradijenta i oznacen je sa LS.

Algoritam LS :
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KO: Neka je dato g € R™ i k = 0. Za funkciju f(z) definisanu sa (3.53)
odrediti f(zo) i pravac

V f(20)

S0 = — =T

IV f(zo)ll’
K1: Neka je 6 = 1. Izracunati xz; = xp + s 1 f(24).
K2: Akoje f(x;) > f(zg)+c10 V f(x1)7 s, smanjiti duzinu koraka na sledeéi
nacin
K2.1: Ako je 6 = 1 koristiti kvadratni model i izracunati & koristedi
(3.51).

K2.2: Inace, koristiti kubni model i izra¢unati § na osnovu (3.52).
Za 6 odredeno u koracima K2.1 ili K2.2 proveriti:
— ako je 0 > 5 Opr, tada 6 = 3 6,
— ako je 0 < & by, tada 6 = 15 0,y
— inace § =4
— odrediti

Ty = T + 0Sp.

Vf(zgi1)
IV f(wra)]

K3: Azurirati iteraciju xp,1 = x; 1 pravac sppq = —

K4: £k =Fk + 11 vratiti se na korak K1.

Sada ¢emo definisati algoritam koji predstavlja kombinaciju globalno ko-
nvergentnog algoritma i algoritma koji poseduje brzu lokalnu konvergenciju.
[terativni niz ¢e biti generisan algoritmom LS dok je duzina koraka veca od
1074, a u slucéaju da je duzina koraka postala mala, prelazimo na algoritam
MY.

Algoritam MYLS:

KO: Neka je dato xy € R™, k = 0 i mk= 0. Za funkciju f(z) definisanu sa
(3.53) odrediti vrednost funkcije f(xg) i pravac
V f (o)

S0 = — =

IV f (o)
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K1: Neka je 0 = 1. Izrac¢unati x; = x + s 1 f ().

K2: Ako je f(x) > f(xr) + 160 V f(zx)Ts), izracunati novu duzinu koraka
§ koriste¢i (3.51) ili (3.52). Ako je 6 < 10~* dodeliti vrednost mk = 1
i odrediti x; primenom algoritma MY sa pocetnom tackom (xg)yy =
T = xy, inace odrediti

Ty = T + 0Sy.
Vf(zpi1)

V(@)

K4: Ako je mk = 0, azurirati broj iteracije k = k + 1 i vratiti se na korak
K1, inace STOP.

K3: Azurirati iteraciju xp. 1 = x;, 1 pravac s 3 =

Poznato je da je metod koji koristi negativni gradijent kao pravac pre-
trazivanja, samo linearno konvergentan u slucaju da je resenje regularno, pa
se u slucaju singularnosti resenja ocekuje sublinearna konvergencija. To je
i numericki potvrdeno primenom algoritma LS na numerickim primerima u
Glavi 4. Sublinearna konvergencija zahteva veoma veliki broj iteracija, ali
je prelazak na algoritam MY, u slucaju da je korak veoma mali imao za

posledicu veoma brzo dostizanje resenja, Sto je i bio cilj konstrukcije algo-
ritma MYLS.

3.3 Brojdenov postupak za grani¢ne sisteme

Kao sto je ve¢ pokazano, prilikom formiranja grani¢nog sistema polazni,
singularni sistem, transformise se u regularan sistem. On se potom moze
reSavati proizvoljnim iterativnim metodom pri cemu red konvergencije ostaje
ocuvan. Ako je za reSavanje sistema

F(z)=0

formiran granicni sistem (3.23) pri ¢emu je
1] 0

o) =0 B @) | )]

tada je, [57],
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Takode je poznato da vazi

g (@) = =" (@) [pa (@) F"(2)],

pri ¢emu su 7(x) i po(z) resenja sistema (3.20) i (3.21) i vazi da je F'(2*,0)
regularna matrica, pa se moze primeniti Brojdenov metod za resavanje gra-
nicnog sistema. Aproksimacijom matrice Jakobijana i Hesijana kona¢nim
razlikama u algoritmu Y konstruisan je algoritam MY koji je jeftiniji i
racunanje matrice Jakobijana u svakoj iteraciji, tako da se primenom Brojde-
novog metoda cena algoritma dodatno smanjuje u odnosu na algoritam Y i
MY. Sledec¢im algoritmom predstavljen je postupak za formiranje grani¢nog
sistema, koriste¢i metode iz [57], kao i postupak za resavanje istog pomocéu
Brojdenovog algoritma.
Algoritam BY:

KO: Neka je dato zg = z € R". Izvrsiti SVD dekomporziciju za F'(Z),
odrediti vrednost za ¢ i formirati matrice R(z) i L(Z). Odabrati slu¢ajni

vektor @ € R? i vrednost parametra . Neka je \y =01 k = 0.

K1: Formirati matricu A(xg, z) tako da je

Az, 7) = l ZT(ZI?; i) ] |

Izracunati resenja n(xg), h(xg), 1(xo), g(zo) sledeéih sistema
_ (l’o) o O
s |10 |- 5]
T | ml@o) | _ | O
e | 500 =2

i odrediti ¢'(zg) = —n” (o) [u” (20) F" (20)]. Formirati pocetnu aproksi-
maciju Jakobijana
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K2: Izracunati sy iz jednac¢ine Hysy = —F(xg, Ag), pri ¢emu je

_ d%k
S = dAk .

K3: Azurirati iteraciju

Thet | _ | Tk | dxy,
A1 Ak d\ |-
K4: Aproksimirati Jakobijan F”(xyq) matricom D(zg.1, &) koristedi (3.28)
i formirati matricu

A(onan,3) = l D(gj;fz%;f) R(()a‘c) ] .

Odrediti g(xg41,&) kao resenje jednacine

1] 0
oo & = 0 Bl o | |
Izracunati F (a1, Agy1) 1 azurirati aproksimaciju Jakobijana

(yr — Hysi)st
S%Sk

Hypyy = Hi +

pri cemu je
Uk = F(Tpi1, A1) — F(ag, \y),

K5: k =k 4+ 11 vratiti se na korak K2.

U algoritmu BY potrebno je u prvoj iteraciji izracunati Jakobijan F’(x),
jer njegova SVD vodi ka formiranju matrice A(xg,z). Takode je potrebno
izracunati ¢'(zo) koje zahteva izracunavanje Hesijana F"(xg), ili njegovu
aproksimaciju kona¢nim razlikama (3.37). Koriste¢i A(zg, Z) i ¢'(xp), formira
se pocetna aproksimacija Jakobijana grani¢nog sistema Hy. Moguce je oda-
brati Hy = FE,4, ali se tada ocekuju losiji rezultati. U svakoj iteraciji
algoritma BY, potrebno je formirati matricu Ag(xy,Z) kako bi se mogla
izracunati funkcija g(xy), potrebna prilikom odredivanja . Za iterativni niz
generisan ovako definisanim algoritmom, vazi sledeca teorema.
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Teorema 3.3.1. Neka su zadovoljene pretpostavke B1 - B3 i neka su x 1
a odabrani tako da wvaze teoreme 3.2.1. i 3.2.2. Tada niz {z} generisan
algoritmom BY konvergira q—superlinearno ka x*.

Dokaz:

Pod uslovima teoreme pokazano je da je Jakobijan F’(z*,0) regularan, pa
samim tim i ograni¢en. Zbog toga su zadovoljeni uslovi teoreme 2.5.1. i niz
generisan algoritmom BY konvergira ¢—superlinearno. [ ]
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Numericki rezultati

U ovom poglavlju predstavljeni su numericki rezultati dobijeni primenom
prethodnih algoritama na nizu primera koji se najceS¢e srecu u literaturi.
Veéina primera, [34], [54], su regularni, pa ih je potrebno prethodno transfo-
rmisati u singularni problem. Za konstrukciju singularnih sistema koristi se
Frank-Snabelova transformacija, [50], opisana u nastavku.

Ako je F(z) = 0 standardni regularni test primer ¢ije resenje je z* € R,
i matrica A € R™*? ima rang ¢, pri ¢emu je 1 < g < n, tada za funkciju

F(z) = F(z) — F'(2*)A(ATA) AT (2 — 2¥)

vazi F (z*) = 0, a jednacina F (x) = 0 predstavlja singularni problem takav
da je

F'(a®) = F'(a")(I — A(ATA)AT),

i vazi da je

A

rang(F'(z*)) = n — rang(A).

Ako zelimo da formiramo problem za koji je ¢ = 1, za matricu A odabrana
je matrica A = [1,1,...1]7, dok se za formiranje problema za koji je ¢ = 2

koristi matrica

1 11 1 ... 1
A_l—ll—l...:lzl'

Sve jednacine Fj(x) = 0, F; : R™ — R" koje su transformisane u singularni
problem, testirane su kvazi-Njutnovim metodama i njihovim modifikacijama

95
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predstavljenim u Glavi 2 za n = 10 i n = 100, dok su algoritmi Y, MY i
MYLS, predstavljeni u Glavi 3, testirani za n = 4 i n = 10. Pored ovih,
algoritmi su testirani i na problemima malih dimenzija koji su sami po sebi
singularni. Za njih je pored pocetne aproksimacije xg, dato resenje x*, di-
menzija nula prostora N kao i vektori koji ga generisu. U nastavku su date

4. NUMERICKI REZULTATI

komponente testiranih funkcija, f, i njihove reference.

Primer 1. [43]

fi(z) = I1+x1x2+x§,

foz) = :L‘% — 271 + x%,

zo = (0.5,0.8), z* = (0,0), dim N' =1, N' = span(0, 1).

Primer 2. [40]

filz) = @,

f2 (;E) 1033‘1

2 2
s t01

zo = (3,1), z* =(0,0), dim N =1, N = span(0, 1).

Primer 3. [9]

filz) = 2% — g,
fo(z) = af+ a3,

o = (3,1), z* = (0,0), dim N' =1, N = span(1,0).

Primer 4. [57]

To = (3a 2)7
Primer 5. [11]

fl(l’) = $1+$2—2,
fo(z) = a4+ a5 —2,

z*=(1,1), dim N =1, N = span(1, —1).

filz) = x4+ 23,

3
folz) = 5951:52 + x% + :1:2’,

zo = (0.5,0.5), z* = (0,0), dim N' =1, N' = span(0, 1).



Primer 6. [51]

fi(z) = xl—l—xlxg—i-acg,
folz) = x% — 21 + x%,

f3($) = I+ :Eg:

97

2o = (0.1,0.5,0.1), z* = (0,0,0), dim A" = 2, A" = span{(0,1,0), (0,0,1)}.

Primer 7. [57]

filz) = ai+a; -2z,

folz) = xf — 229 + 31’1%%,

7o = (0.02,0.02), 2* = (0,0), dim A = 2.
Primer 8. [57]

filz) = ai—a,

fo(z) = 323 — 323

Resenje je skup {z = (x1,22) : x1 £ 5 = 0}, dimenzija nula prostora je
dim N(F’(0,0)) = 2, dok je dim N(F’(:c*)) = 1 za z* # (0,0), pocetna

aproksimacija je xo = (0.05,0.04).
Primer 9. [57]

fil) = m+xy+ad+a? a2k -2,
fg() = $1—$2+!E§+$Z+$§7
f3(z) = —a+a]+2z,
f4< ) = x?ﬁ_wi+$§>
f5(x)

2 2 2
T3+ Ty — T5,

2o = (1.02,1.02,0.02,0.02,0.02), 2* = (1,1,0,0,0), dim A
Primer 10. [54] Funkcija 13.

fi(z) = 211 — 9+ h*(x; +sinay),
fe(z) = —ap_1 + 20 — Tppy + AP (2 +sinay,),
fulz) = —xp_1+21, — 1+ h*(x, +sinx,),

ro=(1,1,...,1)", h=1/(n+1).

= 3.

1<k<n,
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Zo

Zo

Zo

Zo

Zo
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Primer 11. [34] Problem 4.7.

fi(z) A(z — 3),

filw) = Say(rf —wpr) = 2(1 — zp) +4(p — 734), 1<k <m,
ful®) = 8x,(22 — 2, 1) — 2(1 — ),

=(0.9,0.9,...,0.9)7.

Primer 12. [54] Funkcija 2.

fil®) = zp — 0.1z}, 1<k<n,
fulz) = x,—0.12%,
= (2,2,....2)T.
Primer 13. [54] Funkcija 12.
fl(fﬂ) = I,
fe(x) = cosxp_q+xp—1, 1<k <n,

= (0.5,0.5,...,0.5)7.

Primer 14. [54] Funkcija 26.

fi(z) = 211 — zy +mh?sin h(max,),

fe() = —ap_1 + 22, — 241 FmhPsinh(may), k=2,...n—1,
ful®) = —z,_1 + 2w, — 1+ mh*sin h(maz,),
=(=2,-2,...,-2)", m =10, h = 5.

Primer 15. [54] Funkcija 6.

fi(z) = =2z, 4+ 2y — h%e™,
fu(®) = zp1 — 2%k + gy — W™, 1 <k <n,
folx) = xp 1 — 21, — h%e™,

=(0,0,...,0)T, h=1/(n+1).

Primer 16. [34] Problem 4.11.

~ 10(zpr —22), k=1
f‘“(x)_{ 1—ap 1, k=50

[ -12, k=1 B
(l’o)k{ 1’ k’EgO ,l{}—l,...,n.
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Primer 17. [34] Problem 4.1.
file) = a—(1—a)rs —x1(1+ 4x),
fo(z) = —(2—a)ry —xo(1 + 4axy),

AL — (1 — a)$k+2 — ka(l + 4371@—1—1); k=51
ful@) =

axp_o — (2 — a)xpro — Tp(l + 4xpy1), k=2 0

fn—l(l‘) = QTp-3 — xn—l(l + 4xn))
folx) = azpo—2—a)—z,(1+4x,4),

0.1, k=g1
0.2, k=x2Vk=0

(xo)y =14 03, k=3Vk=T7 ,k=1,...,n
04, k=g4Vk=6

0.5, k=g5
Primer 18. [54] Funkcija 27.
h? x
hi(@) = 221 —x - ?(33% + ﬁ%
h? — Tp_
fe(z) = —$k—1+2xk—xk+1—?($z+MI27}f“)a 1 <k <n,
h? 0.5—x,_
ful®) = —xp 1+ 22, — 05— —(22 + $),
€ 2h

ro=(1,1,....0)T, h=1/(n+1), e=1/2.
Primer 19, [34] Problem 4.14.

fi(x) = (3= .5xy)x; — 229+ 1,

fk(x) = (3 — .5[L’k)ZL’k — Tp—1 — 2xk+1 +1, 1<k< n,
folz) = (3= bxy)x, —xp + 1,
wo=(—1,—1,...,—1)T.
Primer 20. [34] Problem 4.4.

fi(z) = 32° 4+ 229 — 5+ sin(a; — ) sin(xy + x),
fe(z) = 32} +2wp1 — 5+ sin(zp — Tpp1) sin(zy + Tpp1),
+dxp — xR =3 1 < k <n,

falz) = dzn —zpqe™ 7 =3,
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Lo = (O,O,...,O)T.
Primer 21. [34] Problem 4.12.

T+ 10$k+1, k =4 1

V5(Thi1 — Thya), k=42

fu(z) =
(xk—l — 2$k)2, k =4 3
V10(zp_g — 2)%, k=40
3, kf =4 ]_
—1, k =4 2 .
(xo)p = 0 k=3 L k=1,...,n
17 k = 0

Primer 22. [54] Funkcija 22.

fl(fﬂ) (.1'1(2(131 — 3) + 229 — 1)
filx) = —(2x2xr —3) + 21+ 22541 — 1), 1<k<n
fn(x) —(2n (22, —3) = 1+ x,_1),
wo=(—1,—1,...,—1)T.
Primer 25. [34] Problem 4.16.
fl(flf) = 2!E1+h2(l‘1+1+h)3/2—l‘2,
fe(x) = 2z +h*(wp +14+hk)?/2 — a3y — 2441, 1<k<n,
fn = 2w, + R (2, +14+hn)?/2 — 2,4,

(o) = kh(kh — 1),k > 1, h=1/(n+1).

Primer 24.
filz) = —dc(wy —aD)ay —2(1 —21),
fe(@) = 2c(ay — a7 ) —de(Tppy —23)p —2(1 —21), 1<k<n

f(z) = 2¢(zn —a74).

zo=(1,-12,1,-1.2,.. ).

Y )
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Na osnovu dobijenih rezultata, za svaki postupak je odreden indeks ro-
bustnosti, indeks efikasnosti i kombinovani indeks robustnosti i efikasnosti na
slede¢i nacin.

Neka je 7;; broj iteracija potrebnih za resavanje i—tog problema j—tim
metodom, r; = mjin(rij) najbolji je rezultat za i—ti problem, t; broj je

uspesnih izvrSenja j—tog metoda i n; broj je testiranih problema j—tim
metodom. Tada je indeks robustnosti

t .
R; = -
5
indeks efikasnosti
m Tib
EJ _ ’iiO,T’ijfo Tij 7
t .

J
a kombinovani indeks robustnosti i efikasnosti je
& T'ib
i=0,r;;70 Tij

E]'XRJ': .
J

4.1 Kvazi-Njutnovi metodi za singularne si-
steme

U ovom odeljku predstavljeni su rezultati dobijeni primenom nekih kvazi-
Njutnovih metoda bez modifikacije na singularne probleme. Ocekuje se da
konvergencija metoda bude sporija nego u regularnom slucaju i zbog toga se
posmatra kolicnik

_ Nl =zl

[l — i

Posmatra¢emo Brojdenov, Tomasov i Matrinezov metod i fiksni Njutnov
metod. Za kvazi-Njutnove metode karakteristicno je da se matrica Jako-
bijana u svakoj iteraciji aproksimira matricom do koje se moze relativno
jednostavno doc¢i. Fiksni Njutnov algoritam u svakoj iteraciji aproksimira
matricu Jakobijana istom matricom i obi¢no je to F’(xg), tako da se moze
svrstati u grupu kvazi-Njutnovih metoda.
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Za funkciju iz Primera 1 singularni koren je z* = (0,0). Nula prostor N/
generisan je vektorom v* = (0,1), dok je skup slika X generisan vektorom
u* = (1,—2). Jakobijan F'(x) singularan je na hiperboli

2r1 — 2:10% + 629 — 129 + Qx% =0

predstavljenoj na Slici 4.1.

oL/

Slika 4.1

U tabeli 4.1 dati su rezultati dobijeni primenom fiksnog Njuntovog metoda
za odredivanje korena funkcije iz Primera 1. Poznato je da u regularnom
slucaju metod konvergira linearno. U singularnom slucaju red konvergencije
je sublinearan, Sto se vidi u poslednjoj koloni tabele, u kojoj se nalazi kolicnik
(4.1) koji tezi ka jedinici. Sublinearna konvergencija izuzetno je spora, pa je
u tabeli predstavljeno samo 30 iteracija. Medutim, evidentno je da je konver-
gencija po komponentama koje odgovaraju nula prostoru, u ovom slucaju to
je komponenta x,, sporija nego po komponentama koje ogovaraju prostoru
X.

U tabelama 4.2 i 4.3 dat je iterativni niz generisan Brojdenovim meto-
dom za odredivanje korena funkcije iz istog primera. U tabeli 4.2 za pocetnu
aproksimaciju Jakobijana izabrana je matrica By = F’(x), dok je u tabeli 4.3
pocetna aproksimacija Jakobijana By = E. Kao sto je poznato, ta aproksi-
macija mora biti dovoljno dobro odabrana, pa se vidi da je postupak stabilniji
u prvom slucaju. Kao i u slucaju fiksnog Njutnovog postupka, evidentna je
brza konvergencija po komponenti koja odgovara prostoru X'. U poslednjoj
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Tabela 4.1: Fiksni Njutnov metod

1 \ L2 \ dk ‘
-0.041164 | 0.530522 | 0.564043
0.042767 | 0.354556 | 0.671143
0.001478 | 0.302498 | 0.847045
0.008800 | 0.251731 | 0.832672
0.004234 | 0.220224 | 0.874466
0.003880 | 0.194973 | 0.885349
0.002941 | 0.175468 | 0.899908
0.002444 | 0.159585 | 0.909465
0.002031 | 0.146462 | 0.917748
0.001725 | 0.135401 | 0.924462

S| || uf kx| ol pof | 5

25 || 0.000372 | 0.064422 | 0.965535
26 || 0.000347 | 0.062278 | 0.966721
27 || 0.000325 | 0.060275 | 0.967827
28 || 0.000304 | 0.058398 | 0.968861
29 || 0.000286 | 0.056636 | 0.969829

Tabela 4.2: By = F'(xy) Tabela 4.3: By = E
Brojdenov metod Brojdenov metod

it | z1 [ T3 [ a it z1 [ z2 [

1 —0.04116 0.53052 0.56404 1 -1.04 0.91 1.46483
2 0.04322 0.35358 0.66944 2 -0.44060 -1.1546 0.89426
3 —0.00110 0.26198 0.73545 3 0.90370 4.7269 3.89424
4 —0.00077 0.12623 0.48185 4 -0.18592 -1.7257 0.36066
5 —5.84-10° 0.08449 0.66932 5 -0.0655 -2.7742 1.59877
6 3.23.10°° 0.05148 0.60935 6 -0.17177 -0.94527 0.34622
7 7.20-10°° 0.03224 0.62618 7 -0.09005 -0.61369 0.64560
8 —7.32-1077 0.01978 0.61362 8 -0.00269 -0.3506 0.56533
9 —5.27-10°7 0.01221 0.61748 9 0.01006 -0.27155 0.77493
10 || —4.10-10°8 0.00754 0.61780 . .

11 2.57-10°8 0.00467 0.61885 18 1.31-10°© 0.00733 0.62615
12 6.85-1079 0.00288 0.61822 19 4.89-10°° 0.00612 0.83534
13 || —4.89-10~10 0.00110 0.61783 20 2.80-10—6 0.00464 0.75835
15 || —=5.54-10~ 1T 0.00068 0.61803 21 [[ —1.96-1077 0.00263 0.5681
16 2.38-10~ 11 0.00042 0.61811 22 || —6.40-10~7 0.00113 0.42908
17 7.54 .10~ 12 0.00026 0.61807 23 [[ —3.03-107 0.00029 0.25661
18 || —2.60-10~13 0.00016 0.61801 24 || —5.54-10% | —1.15-10~° | 0.03961
19 || =5.27-10~13 | 9.94.10=5 | 0.61800 25 || —2.55-1079 | —6.88-10~7 | 5.98345
20 || =7.17-101% | 6.14-10=5 | 0.61803 26 || 834-10710 | —7.46-10"5 | 1.0834

koloni obe tabele dat je kolicnik (4.1) za koji je u [30] pokazano da tezi
ka @ ~ 0.6180339. Za iterativni niz predstavljen u tabeli 4.2 su pocetne
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aproksimacije resenja i Jakobijana odabrane tako da je vrednost koli¢nika gy
numericki potvrdena.

U tabelama 4.4 i 4.5 nalaze se rezultati dobijeni primenom Tomasovog
metoda na Primer 1. Rezultati potvrduju da se, kao i u regularnom slu-
¢aju, Tomasov metod ponasa slicno Brojdenovom metodu, ako se posmatra
konvergencija komponenti koje odgovaraju nula prostoru. Red konvergencije,
kao i kod Brojdenovog metoda, je V5ol o 0.6180339, a takode se moze

2
zakljuciti da zavisi od izbora pocetne aproksimacije.

Tabela 4.4: By = F'(zy) Tabela 4.5: By = FE
Tomasov metod Tomasov metod

it || x1 [ T2 [ it ] z1 [ T2 [

1 -0.04116 0.53052 0.56404 1 -1.04 0.91 1.46483
2 0.04322 0.35358 0.66944 2 -0.44060 -1.1546 0.89426
3 0.02504 0.31602 0.88994 3 1.38916 6.85088 5.6564
4 -0.00192 0.17392 0.54866 4 -0.15943 -1.52731 0.21967
5 -0.00108 0.11867 0.68233 5 -0.03248 -1.99962 1.30233
6 —8.26-10°° 0.07098 0.59809 6 -0.22446 -0.74762 0.39032
7 813-10° 0.04236 0.59686 7 -0.11112 -0.47060 0.61945
8 3.12-10°° 0.02529 0.59697 8 -0.00798 -0.29183 0.60376
9 8.28-10~7 0.01580 0.62493 9 0.01297 -0.21620 0.74189
10 || =3.12-10°F 0.01009 0.63874 . .

11 || —1.04-10°9© 0.00635 0.62945 14 -0.00033 -0.00471 0.25142
12 5.78 10~ 8 0.00388 0.61086 15 || =3.01-10°° -0.00144 0.30585
13 1.37-10~7 0.00234 0.60385 16 482.10°8 -0.00112 0.77689
14 3.44-10°8 0.00143 0.61201 17 6.55-10~ 7 -0.00109 0.97919
15 || —4.96-1077 0.00089 0.62483 18 5.96 - 10~ 7 -0.00104 0.95223
16 || —5.46-1077 0.00056 0.62823 19 8.01-1079 -0.00054 0.51876
17 || —1.08-1079 0.00034 0.62057 20 || —1.02-10~7 -0.00023 0.44099
18 || 3.17-10"10 0.00021 0.61219 21 || —=5.10-10~% | —4.66 - 10~° | 0.19494
19 || 2.19-10~10 0.00013 0.61138 22 || —9.62-1079 2.25.107° 0.48333
20 || 2.98-10~T | 8.07-10=° | 0.61735 23 || 6.14-10" 1T 3.90-107° 1.72866

Oba metoda, Brojdenov i Tomasov, pripadaju istoj grupi kvazi-Njutnovih
metoda koji zadovoljavaju ”bounded deterioration” princip u regularnom
slucaju. Za takve metode ne mozemo tvrditi da niz aproksimacija Jakobijana
{By} tezi ka F'(z*), bez dodatnih pretpostavki, ali je ova osobina dovoljno
snazna da garantuje da ¢e niz iteracija {x} konvergirati ka resenju. lako je i
pocetna vrednost aproksimacije By = E dovela do konvergencije iterativnog
niza, rezultati su znatno bolji u slucaju By = F'(z). To je bilo i ocekivano
jer je u teoremi 2.5.3. jedan od uslova za konvergenciju Brojdenovog metoda
u singularnom slucaju da pocetna aproksimacija bude dovoljno dobra. Treba
ocekivati isto i u slu¢aju Tomasovog metoda. Problem odredivanja pocetnih
aproksimacija analizira se u mnogim radovima, narocito u slucaju kada je
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dimenzija problema velika. Iz ovog primera se vidi da problem dobrog izbora
pocetnih aproksimacija igra veoma vaznu ulogu, kao i u regularnom slucaju.

Kada na Primer I primenimo Martinezov metod, pojavljuju se tri mogu-
¢nosti. Prva je da se primeni originalni metod koji je dao Martinez u [35],
koji azurira jednu kolonu Jakobijana i dat je sa (2.42). Oznaci¢emo ga sa
MCUM12. Dobijeni rezultati su predstavljeni u tabeli 4.6 i 4.7 za razlicite
vrednosti pocetne aproksimacije Jakobijana. Druga moguénost je da se pri-
meni metod koji modifikuje samo prvu kolonu Jakobijana, oznaci¢emo ga sa
MCUMT1. Poslednja moguénost je metod koji modifikuje samo drugu kolonu
Jakobijana, kolonu koja u ovom primeru odgovara nula prostoru preslikavanja
F'(x*). Ovaj metod je oznacen sa M CU M2. Rezultati pokazuju linearnu kon-
vergenciju Martinezovog metoda M CU M2, tabela 4.8, i sublinearnu konver-
genciju metoda MCUM1, tabela 4.9. Kao i do sada, vidi se velika zavisnost
konvergencije metoda od izbora pocetne aproksimacije Jakobijana, Sto se i
ocekivalo, jer je i u regularnom slucaju to jedna od standardnih pretpostavki
u teoremama.

Tabela 4.6: By = F'(zo) Tabela 4.7: By = E
Martinezov metod Martinezov metod

it [ z1 [ T2 [ it 1 [ 2 [

1 -0.04116 0.53052 0.56404 1 -1.04 0.91 1.46483
2 0.03149 0.37818 0.71317 2 -0.37892 -1.36704 1.02653
3 -0.01180 0.23441 0.61849 3 0.37479 2.40765 1.71766
4 0.00317 0.13146 0.56027 4 -0.28669 -3.55346 1.46308
5 -0.00034 0.09081 0.69058 5 0.16070 777184 2.1805
6 6.54-10°° 0.04838 0.53277 6 -0.32448 -6.71169 0.864415
7 —1.54-10"7 0.03208 0.66315 7 -1.67232 -52.5889 7.83024
8 —4.01-107 0.01907 0.59439 8 -0.25011 -5.94312 0.113054
9 —9.54-1079 0.01195 0.62700 9 -0.14814 -5.335 0.897228
10 4141079 0.00735 0.61486 10 0.50035 -2.92519 0.55605
11 2.52-10~10 0.00455 0.61928 .. .. ..

12 || —4.50-10" 1T 0.00281 0.61754 25 || —3.23-10°° -0.00337 0.65393
13 [[ —5.03-10" 12 0.00173 0.61821 26 6.81-10—7 -0.00186 0.55200
14 4.39.10-13 0.00107 0.61796 27 5.37-10~7 -0.00096 0.51961
15 8.71-10~ 1 0.00066 0.61806 28 8.44-10~8 -0.00056 0.58770
16 || —2.98 .10~ 0.00041 0.61802 29 || —2.12-10°8 -0.00038 0.68514
17 || —=1.35-10"1® 0.00025 0.61803 30 || —1.63-10~8 -0.00027 0.69344
18 [ —8.29-10" 18 0.00015 0.61803 31 || —2.16-107° -0.00016 0.61831
19 1.91-107 17 | 9.68-10° | 0.61803 32 1.35-1079 —9.62-10~° | 0.57558
20 8.43-10~19 5.98-10~° | 0.61803 33 [ 5.99-10-10 | —5.58-10~% | 0.58060

Sliéni rezultati su dobijeni primenom Brojdenovog, Tomasovog i Mar-
tinezovog metoda na ostale primere. Za sve metode, za pocetnu aproksi-
maciju Jakobijana, odabrana je matrica By = F"(xy), dok je kod Martine-
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Tabela 4.8 Tabela 4.9
MCUM2, By = F/(x0) MCUML1, By = F'(xo)

it || 1 [ T2 [ it ] 1 [ 2 [ @

1 -0.04116 0.53052 0.56404 1 -0.04116 0.53052 | 0.56404
2 0.20070 0.02343 0.37974 2 0.03149 0.37818 | 0.71317
3 0.00272 0.19372 0.9588 3 0.01444 0.32157 | 0.84823
4 -0.00060 0.16274 0.84 4 0.00696 0.25175 | 0.7824
5 0.00159 0.06036 0.37101 5 0.00387 0.19853 | 0.78843
6 -0.00016 0.05130 0.84969 6 0.00221 0.15605 | 0.78595
7 -0.00075 0.09405 1.83324 7 0.00148 0.12809 | 0.82085
8 —1.15-10"° 0.03363 0.35756 8 0.00051 0.08820 | 0.68856
9 —9.71-10°° 0.02539 0.75522 9 0.00104 0.10333 | 1.17157
10 5.44-10~7 0.01435 0.5652 10 0.00077 0.0908 | 0.87874
11 —4.19-1077 0.00929 0.64735 . . ..

12 8.46-10~38 0.00559 0.60231 40 |[ 3.59-10~5 | 0.02041 | 0.89673
13 || —2.73-10°8 0.00351 0.62819 41 || 3.37-10° | 0.01968 | 0.96410
14 7.37-1079 0.00214 0.61125 42 || 3.71-107% | 0.02061 | 1.04724
15 || —2.02-1079 0.00133 0.62276 43 [[ 2.39-1075 | 0.01683 | 0.81683
16 5.77-10~10 0.00082 0.61464 44 || 2.86-10~° | 0.01800 | 1.06919
17 || —1.54-10"10 0.00051 0.62045 45 || 2.55-10~° | 0.01707 | 0.94861
18 4.40-10- 11 0.00031 0.61627 46 || 2.10-107° | 0.01562 | 0.91506
19 || —1.18 .10~ 11 0.00019 0.6193 47 || 2.00-10~° | 0.01517 | 0.97116
20 3.33-10" 12 0.00012 0.61711 48 || 2.15-10~° | 0.01572 | 1.03597
21 || —9.05-10~13 | 7.43-10~° | 0.61869 49 || 1.45-107° | 0.01310 | 0.83361

zovog metoda u Primerima 2-5 odabrana vrednost a = 0.7, a u Primeru
6 je a = 0.5. Kod Tomasovog metoda odabrana je vrednost parametra
o = 0.0005. U svim primerima uradeno je 30 iteracija kako bi se moglo
uporediti napredovanje iterativnog niza ka resenju za razlic¢ite metode.

U tabeli 4.10 date su poslednje iteracije generisane Brojdenovim, Tomaso-
vim i Martinezovim metodom primenjenim na Primere 2-5. Posebno je ispi-
tana konvergencija Martinezovog metoda u slucaju da se modifikuje odredena
kolona.

Tabela 4.10
’ prb H Brojden \ Martinez \ Tomas ‘
Pr 2 (0,-3.39-1079) (0,-3.1-1079) (0,-3.39-1079)
Pr3 | (204-107%15-1077) | (-3.0-107%,-8.0-107%) | (9.2-1075,9.8-10"1%)
Pr4 (1,0.999999) (1,1) (1,0.999999)
Prb5 | (-3.4-1072,28-107%) [ (-3.1-107%,35-1073) [ (-2.2-10715,4.5-1077)

U prvoj koloni tabele 4.11 dati su rezultati Martinezovog metoda ako se
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azurira samo prva kolona aproksimacije Jakobijana, dok se u drugoj koloni
nalaze rezultati kada se vrsi azuriranje samo druge kolone. U Primerima 2 i
3 postupak je stao pre 30—te iteracije jer je doslo do numericke singularnosti
sistema. Kao i u Primeru 1, zaklju¢ujemo da se izbor kolone koju modi-
fikujemo pokazao kao veoma bitan za konvergenciju postupka. U Primerima
21 4 je jedna komponenta funkcije linearna dok je druga nelinearna, pa se
u svim konvergentnim postupcima koliénik (4.1) priblizava granici % U
Primerima 11 8 nema linearne komponente pa koli¢nik osciluje oko 1, sto

ukazuje na sublinearnu konvergenciju.

Tabela 4.11
[t ] MCUMI | MCUM2 \
Pr 2 D (0, —-3.88-107F)
Pr3 [ (-3.01-10~% —8.08-1077) D
Pr 4 (1,0.999997) (1,1)
Pr5 | (—4.62-107%275-1072) | (-3.24-1077,9.58 - 107?)

U tabeli 4.12 date su 30—te iteracije Brojdenovog, Tomasovog i Mar-
tinezovog metoda primenjenog na Primer 6. Ovaj primer se od prethodnih
razlikuje u tome Sto je dimenzija nula prostora Jakobijana dim N = 2,
odnosno, rang(F’(z*)) = 1, ali se svi metodi ponasaju kao u prethodnim
primerima. Iznenadujuce je to Sto je Tomasov metod generisao niz iteracija
za koji kolicnik (4.1) osciluje oko 0.5, sto je karakteristi¢no za Njutnov metod.
Takode, primenjen je Martinezov metod sa modifikacijama samo prve, druge
ili trec¢e kolone, kao i originalni Martinezov metod, koji pokazuje sublinearnu
konvergenciju i najbolje rezultate.

U tabeli 4.13 nalaze se rezultati dobijeni primenom Brojdenovog, Toma-
sovog i Martinezovog metoda bez modifikacije na niz primera, prethodno
transformisanih u singularni problem, pri ¢emu je rang Jakobijana u reSenju
jednak n — 1. Postupak ¢emo smatrati konvergentnim ako je

17 (zi)|| < 107°

i broj iteracija potrebnih za ovako postignutu tacnost je manji od maziter =
100. U tabeli 4.13 je predstavljen broj iteracija potrebnih za konvergenciju
postupka, a u slucaju da tacnost nije postignuta, stavljena je oznaka D.
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Tabela 4.12
| [ (21,72, 73)" |
Brojden (—0.001116,0.043570,0.227231)

Tomas (6.36 - 10-5,0.007891, —0.005360)
MCUM1 (8.65285 . 10_5, 0.0206108, 0.0113313)
MCUM2 (7.39555 - 10767 0.0202366, 0.0313562)
MCUM3 (—1.03782 - 10_5, —0.00296838, 0.00310629)

MCUM123 || (—2.93386 - 10~19,0.0001372609, 0.00685842)

Tabela 4.13
n =10 n = 100
prb || Brojden | Tomas \ Martinez || Brojden \ Tomas | Martinez
10 15 15 13 11 11 19
11 23 28 D 34 63 D
12 21 22 22 22 22 23
13 19 20 49 20 20 75
14 13 15 19 6 6 7
15 11 11 14 8 8 12
16 25 25 26 27 27 31
17 22 31 25 D D D
18 16 16 19 D D D
19 22 21 34 31 28 35
20 55 D 57 D D D
21 23 23 17 25 25 19
22 21 23 22 24 24 24
23 12 12 15 8 8 22
24 32 54 43 D D D

Na osnovu ovako dobijenih rezulata, u tabeli 4.14 predstavljeni su izracu-
nati indeksi robustnosti, efikasnosti i kombinovani indeks robustnosti i efikas-
nosti za tri predstavljena kvazi-Njutnova metoda. Moze se primetiti da su
sva tri metoda robustni, dok su Brojdenov i Tomasov metod podjednako
efikasni.

U regularnom slucaju, sva tri postupka imaju superlinearnu konvergen-
ciju. U slucaju singularnosti, ocekuje se smanjenje reda konvergencije kod
sva tri postupka, ali bi njihovo ponasanje trebalo da ostane medusobno
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Tabela 4.14

H Brojden \ Tomas \ Martinez

R 0.86666 | 0.83333 0.8
E 0.970137 | 0.908537 | 0.789071
Ex R || 0.840786 | 0.757114 | 0.631257

ujednaceno, sto dobijeni rezultati i potvrduju.

4.2 Modifikovani kvazi-Njutnovi metodi

U ovom odeljku se nalaze numericki rezultati dobijeni primenom modifiko-
vanih kvazi-Njutnovih metoda na singularne probleme. Metodi su modifiko-
vani uvodenjem tri parametra M, C' i « Sto je opisano u Glavi 2.5.4.

Kao sto je ve¢ receno, parametar M ima ulogu ubrzanja konvergencije
komponenti koje odgovaraju nula prostoru, dok parametri C' i « treba da
zadrze iteraciju u oblasti konvergencije metoda. Optimalne vrednosti ovih
parametara nisu poznate. Za Njutnov metod poznato je da je M = 2, [31],
dok je za metod Samanskog M = 4, [30]. Pretpostavljamo da je za kvazi-
Njutnove metode konstanta M iz intervala M € [2,4].

Na slikama 4.2-4.4 nalazi se broj iteracija potrebnih Brojdenovom, To-
masovom i Matrinezovom metodu za konvergenciju ka reSenju za razlicite
vrednosti parametara M, C'i «. Vrednosti parametra M su iz intervala [1, 5],
parametar C' uzima vrednosti 1, 3 ili 5, a vrednost parametra « je 0.1, 0.3
i 0.6. Na svim graficima se mogu izdvojiti intervali sa gotovo istim brojem
iteracija.

Vrednosti parametara M = 3.7, C' =11 a = 0.6 odabrane su kao opti-
malne jer je za te vrednosti broj iteracija najmanji za Brojdenov i Tomasov
metod. Za Martinezov metod, grafici ukazuju na to da su optimalne vre-
dnosti parametra M u intervalu [4,4.3], u slucajuda je C =1ia=0.6. U
slucaju da je C' =51 a = 0.6, optimalna vrednost je M = 3.7. U tabelama
4.15 - 4.20 date su iteracije generisane pojedinim postupcima za prethodno
odabrane optimalne vrednosti parametara.

U tabeli 4.15 date su iteracije generisane Brojdenovim metodom modifiko-
vanim pravilom P-I. Ako se uporede tabele 4.2 i 4.15, evidentno je smanjenje
broja iteracija. U tabeli 4.16 date su iteracije generisane Brojdenovim me-
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Primer 1, C=1, alfa=0.1

Primer 1, C=1, alfa=0.6
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Slika 4.2: Brojdenov metod za vrednosti C' =1,3,51 a =0.1,0.3,0.6

todom modifikovanim pravilom P-II, ali sa konstantom M = 3.9. Naime,
u slucaju da je M = 3.7, ovaj postupak divergira, ali malom promenom
parametra M generisan je niz sa najmanjim brojem iteracija. Drugo pravilo
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Primer 1, C=1, alfa=0.1 Primer 1, C=1, alfa=0.6
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Slika 4.3: Tomasov metod za vrednosti C' =1,3,51 a =0.1,0.3,0.6

za modifikaciju postupaka je, u vecini slucajeva, osetljivije na izbor parame-
tra M i optimalna vrednost zavisi, kako od metoda, tako i od primera.
U tabelama 4.17 i 4.18 predstavljene su iteracije generisane Tomasovim
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Primer 1, C=1, alfa=0.6
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Slika 4.4: Martinezov metod za vrednosti C' =1,3,51 a =0.1,0.3,0.6

metodom modifikovanim pravilom P-I i pravilom P-II. Kao i u slu¢aju Broj-
denovog metoda, i u ovom je evidentan smanjen broj iteracija, ako se uporede
tabele 4.4 14.17. Sli¢no Brojdenovom metodu modifikovanom pravilom P-1I1,
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Tabela 4.15: Br P-1
Tabela 4.16: Br P-11

[
0.237915 | -0.054574 [t ] xy \ T2 \
0.045407 | 0.024073 0.256223 -0.09295

0.019866 0.026973

0.001076 0.02561
7.01-107° 0.022688
3.93-10°° 0.011318
—5.73-10"7 | 0.001622
—5.77-10~% | 0.000852
435-1079 |6.39-10°°

-0.057580 0.142126

-0.019121 0.024931

-0.000585 0.005251
—3.17-107° | -0.000199
—7.07-1077 | —1.64-107°
3.29-1071T [ —1.22-107°

| O O b= W DN+~

©| o || ur x| w|o| —| 5

u tabeli 4.18 se nalazi iterativni niz dobijen Tomasovim metodom modifiko-
vanim pravilom P-II za vrednost parametra M = 3.4, dok za M = 3.7 niz
divergira.

Tabela 4.17: Th P-I
Tabela 4.18: Th P-I1

L1 ‘ T2 ‘
0.237915 | -0.054574 !
0.045407 0.024073
0.019877 0.026934
0.001365 0.023143

—1.50-10=% | 0.009470
—1.91-107% | 0.001509
—3.20-1079 | 0.000730
3.39-10~1° | 0.000100
1.35-10"% | 5.36-107°

—-
+

T1 \ T2 ‘
0.214026 [ -0.004491
-0.028945 0.121036
-0.010616 | -0.090361
0.001311 0.005995

6.73-107% | 0.011532
5.06-10"% | 4.70-107°
4.22-10710 1 4.29.107°

| O O W= | W N[ —

©| 0| | | ot x| W[ o| —| 5

Primenjujué¢i modifikovani Martinezov postupak dobijeni rezultati su dati
u tabelama 4.19 i 4.20. U tabeli 4.20 vrednost parametra je M = 3.6 jer za
vrednost M = 3.7 metod divergira.

Sli¢ni rezultati dobijeni su primenom postupaka na Primere 2-6. lako
se pravilom P-II moze generisati iterativni niz koji sadrzi manje iteracija,
postupak je znatno nestabilniji od pravila P-I. Male promene parametra M
mogu dovesti do divergencije postupka. Takode, optimalna vrednost parame-
tra M nije ista za sve primere, zavisi i od postupka. Sa druge strane, pravilo
P-I je jeftinije, jer se matrica aproksimacije Jakobijana ra¢una samo jednom.
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Tabela 4.19: M P-1I

‘ Tabela 4.20: M P-I1I

’ it H 1 ‘ To

1 [[ 0237915 | -0.054574 7 - | — |

§ 8822258 _g'gigég T || 0.195434 | 0.0344872

T 000097 1 0.051637 2 [ -0.020502 | 0.121238

R =x SENOE e

6 || 0.001420 | -0.009895 : :

= 0000278 | -0.003145 5 || -0.000365 | -0.008139

8 || 7 69 1076 -0.001541 6| 1.35-107° -0.005103

9 [ 3.37-10°7 | -0.001336 7 745-1077 | -0.008707

10| 9.42-10°5 | -0.000854 8 || =5.18- 10;09 -0.000185 i
' : 9 [ 7.05-1000 | —2.93-10-

11| 1.57-1079 | —8.88-107°

122871000 | —5.61-107

Takode se oko jedne vrednosti parametra M mogu razlikovati intervali sa go-
tovo istim brojem iteracija generisanih razli¢itim postupcima. Iz tog razloga,
nadalje se predstavljaju samo rezultati dobijeni modifikacijama pravilom P-
I

U tabeli 4.21 data je 15—ta iteracija generisana primenom modifikovanih
metoda u Primerima 2-5.

Tabela 4.21
it ] Brojden \ Martinez \ Tomas \
Pr 2 (0,6.7-1079) (0,5.1-1079) (0,6.7-1079)
Pr3| (24-107%-78-107%) [ (29-1072,-4.9-107%) | (2.6-1077,-1.7- 10~ 18)
Pr 4 (1,1) (1,1) (1,1)
Pr5 | (85-1079,1.2-107°) [ (7.9-1079,—6.5-107°) | (5.5-1071°,—1.4-107°)

Rezultati dobijeni modifikovanim Martinezovim metodom, pri ¢emu se
azuriraju odredene kolone, predstavljeni su u tabeli 4.22. Uticaj kolone koja
se azurira na konvergenciju metoda, vidi se i u slucaju modifikovanog po-
stupka, ali je zakljucak da originalni Martinezov postupak pokazuje najbolje
rezultate.

Ako se uporede rezultati dobijeni u tabelama 4.10 i 4.21 moze se primetiti
da je kod modifikovanih metoda nakon 15 iteracija postignuto resenje za koje
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Tabela 4.22
B MCUMI | MCUM2 \
Pr 2 D (0,5.16537 - 107°)
Pr 3 || (0.029803, —0.000491) D
Pr4 1, 1) (1,1)
Pr 5 || (—0.001483,0.048912) | (—0.103906, —0.257079)

je nemodifikovanim metodama bilo potrebno 30 iteracija.

Primenom modifikovanih postupaka na Primer 6, u tabeli 4.23 predsta-
vljena je 30—ta iteracija. Martinezov metod u slucaju modifikacije kolone
koja ne odgovara nula prostoru, u ovom slucaju to je prva kolona, divergira.
Medutim, modifikacijom druge ili tre¢e kolone, postignuta je veoma spora
konvergencija, a vrednosti parametra M date su u tabeli.

Tabela 4.23
’ H ($17x271.3)15 ‘
Brojden (3.57095 - 1013, 7.37855 - 10~ ©,3.11688 - 10 ©)
Tomas (1.89744 - 10’15, 0.000339213, —0.000440725)
MCUM1 D

MCUM2 (—7.33355 - 10~ 7, —0.000520164, —0.00140544), M = 3.6
MCUM3 (—1.87261 - 107°,0.00127138, —0.00672646), M = 2.3
MCUM123 (—4.57543 - 10~ 7,0.00151224, —0.00194985)

Do sada je analizirano ponasanje kvazi-Njuntovih metoda u slucaju da je
reSenje z* singularno i predlozene su dvokoracne modifikacije kako bi kon-
vergencija bila poboljsana. One su testirane na primerima kod kojih je
rang(F’'(z*)) = n — 1. Poznato je da se u slucaju singularnosti problema,
red konvergencije Njutnovog i Brojdenovog metoda snizava. U regularnom
slu¢aju, Tomasov i Martinezov metod mogli su da pariraju Brojdenovom
postupku, pa je ocekivano da u singularnom slucaju takode zadrze osobine
slicne Brojdenovom metodu.

U tabelama 4.24 i 4.25 predstavljeni su rezultati dobijeni primenom me-
toda modifikovanih pravilom P-I primenjenih na Primere 10-2/, prethodno
transformisanih u singularni problem, za vrednosti parametara M = 2.7 i
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M =37 dokjeC=11ia=0.6.

Tabela 4.24 Tabela 4.25
M=27,C=1,a=0.6 M=37,C=1,a=0.6
n =10 n = 100 n =10 n = 100
prb Br\Th\M Br\Th\M prb Br\Th\M Br\Th\M
10 7 8 7 5 6 5 10 6 7 6 4 5 4
11 383121 | D | D |7 |D 11 65|25 | D | D |91 | D
12 10| 11 |10 | 11 | 12 | 11 12 7 8 7 9 | 10 | 9
13 9 | 10 | 9 9 | 10 | 9 13 5 6 5 7 8 7
14 15|15 |13 |54 | D | 31 14 || 21|16 |12 |17 | D | 33
15 5 6 5 3 4 3 15 4 5 4 2 3 2
16 12 | 13 |12 [ 13 | 14 | 13 16 9 10 9 10 | 11 | 10
17 D|27|D|D| D |D 17 D|D|D|D|D|D
18 7 8 8 | D| D | D 18 8 8 7! D | D |D
19 D |26 |15] 72| 42 |71 19 (|23 17 | D | D | D | D
20 D|25|D|D| D |D 20 D|D|D|D|D|D
21 11 ] 12 |11 | 12 | 13 | 12 21 8 9 9 9 | 10 | 10
22 11 | 11 | 13 | 11 | 11 | 17 22 20 | 14 | 18 | 19 | 12 | 20
23 5 6 5 3 4 3 23 6 6 4 4 5 3
24 || 20| 14 |24 | D | D | D 24 D|17 | D | D |29 | D

U ovom slucaju mogu se izra¢unati indeksi robustnosti, efikasnosti i kom-
binovani indeks robustnosti i efikasnosti kvazi-Njutnvoih metoda modifiko-
vanih pravilom P-I. Ozna¢imo sa Brl, Th1 i M1 modifikovane kvazi-Njutnove
metode sa vrednostima parametara iz tabele 4.24, dok su sa Br2, Th2 i M2
oznacene metode sa vrednostima parametara iz tabele 4.25. Ako se modi-
fikovani postupci uporede sa nemodifikovanim metodama, dobijeni rezultati
predstavljeni su u tabeli 4.26. U tabeli su sa Br, Th i M oznaceni nemodi-
fikovani metodi.

Moze se primetiti da je robustnost svih postupaka opala u slucaju da
je izvrsena modifikacija, ali su indeksi efikasnosti, kao i kombinovani indeks
znatno poboljSani narocito u slucaju Martinezovog metoda. Takode se na
osnovu dobijenih vrednosti moze zakljuciti da se izborom parametara M =
3.7,C =1, = 0.6 postizu bolji rezultati nego u slucaju M =2.7,C =1, =
0.6, sto je i ocekivano.

Ovaj izbor parametra M, u nekim od primera nije optimalan. Kao
Sto je receno, vrednost parametra M utice na ubrzanje konvergencije pos-
tupka i promenom ovog parametra moze se ubrzati konvergencija postupaka
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Tabela 4.26
[ [ Br [ Th | M J Brl [ Tht | M1 [ Br2 [ Th2 | M2 |
R 0.8666 | 0.8333 [ 0.8 0.7333 | 0.8333 [ 0.7333 0.7 [ 0.7666 | 0.6333
E 0.5265 | 0.4825 | 0.3981 || 0.7450 | 0.7518 | 0.7414 [[ 0.7794 | 0.8165 | 0.9543
E x R ]| 0.4563 [ 0.4021 | 0.3184 ][ 0.5463 | 0.6265 | 0.5437 [ 0.5455 | 0.6260 | 0.6043

za Primere 11, 14, 171 19. U tabelama 4.27 i 4.28 rezultati su dobijeni
promenom vrednosti parametara u pojedinim primerima i potreban broj it-
eracija za konvergenciju postupka. Moze se primetiti da je u Primerima
11,14 i 19 dovoljno promeniti samo prametar M, kojim se ubrzava konver-
gencija, i postié¢i zadovoljavajuce rezulate. Medutim, u Primeru 17 potrebno
je promeniti i parametre C' i «, odakle se moze zakljuciti da iterativni niz
izlazi iz oblasti konvergencije postupka.

Tabela 4.27 Tabela 4.28
Brojdenov metod . H ’7Il‘o‘ma]s\(4)v r‘ngcc‘)d > ‘ T
er n‘ M ‘C‘ a‘ it I1)1 10 2.9 1106 16
11 10 1.9 10612 - -

11 || 100 1.3 1|06 16

11 || 100 1 1|06 ] 15
14 10 1.2 10610

14 10 2.9 110611
14 || 100 2.8 110614

14 || 100 2.6 1106| 9
17 10 1.2 110613

17 10 1.9 1]0.3]| 87
17 || 100 1.5 3103132

19 10| 14-16| 1|06 |11
191100 | 1.4-16 | 1] 0.6 | 13 19 10 2.2 110610
e : 1911001316 ] 1]0.6 | 14

4.3 Numericki rezultati za granic¢ne sisteme

U ovom odeljku se nalaze numericki rezultati dobijeni resavanjem singu-
larnih problema uvodenjem grani¢nih sistema metodama opisanim u Glavi 3.
Po ugledu na algoritam oznacen sa Y, predstavljen u [57], konsturisan je novi
algoritam, oznacen sa MY, i uporedeni su rezultati dobijeni njihovom pri-
menom nha relevantnim primerima. S obzirom na to da su algoritmi Y i MY
lokalnog karaktera, pa njihova konvergencija zahteva odabir pocetne iteracije
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veoma blizu resenja, konstruisan je algoritam koji predstavlja kombinaciju
sa metodom negativnog gradijenta.

Kao i do sada, pod konvergentnim nizom ¢emo smatrati niz u kome je za
najvise mazit iteracija generisana iteracija koja zadovoljava uslov || F'(z)]| <
1078,

4.3.1 Ipmin metod i njegova modifikacija

U [57] predstavljeni su numericki rezultati dobijeni primenom algoritma Y
na nekoliko primera, navedenih u ovom poglavlju. Prilikom njegove imple-
mentacije, potrebno je racunanje izvoda funkcije kao i racunanje Hesijana
u svakoj iteraciji. U slucajevima da Jakobijan nije analiticki dostupan, ili
da su na raspolaganju samo vrednosti funkcije, potrebna je aproksimacija
Jakobijana i Hesijana kona¢nim razlikama i na taj nac¢in je dobijen algoritam
oznacen sa MY.

Tabela 4.29: Alg Y

Tabela 4.30: Alg MY

Primer 1 Primer 1
xo = (0.02,0.02), o = 0.874367 zo = (0.02,0.02), o = 0.814724

it “ 1 To [ A it “ 1 To [ A

1 -0.00015 9.7-10°° 0.00107 1 -0.000153 9.27-10°° 0.001072
2 —1.4-10"8 3.4-1079 9.9.-1079 2 —1.3-1078 3.2.1079 9.3.1079
3 —93-10717 | 15-10°17 6.3-10~17 3 —89-10717 | 15-10°17 6.0-10~17

zo = (0.5,0.8), a = 0.237284 xo = (0.5,0.8), a = 0.0975404

1 1.03652 -0.0662 -2.14533 1 1.03653 -0.066195 -2.14532
2 0.60882 -0.32965 -1.04566 2 0.608841 -0.329648 -1.04567
3 0.08918 -0.1234 -0.49372 3 0.089201 -0.123391 -0.493768
4 -0.05153 -0.10585 0.10221 4 -0.051503 -0.105826 0.102126
5 -0.24232 -0.19662 0.56724 5 -0.242045 -0.196523 0.566577
6 3.51133 -0.32022 -9.17884 6 3.52273 -0.319497 -9.20685
7 1.12139 0.19335 -7.30796 7 1.12325 0.196718 -7.35722
8 0.86235 -0.24902 -1.24748 8 0.864749 -0.247236 -1.25028
9 0.21634 -0.11666 -0.85194 9 0.219429 -0.120446 -0.853632
10 0.01941 -0.01998 -0.09097 10 0.019690 -0.022516 -0.092857
11 0.00056 -0.00277 -0.00187 11 0.000654 -0.003942 -0.002111
12 2.4-10°° -0.00012 —5.9-107? 12 4.9-107°? -0.000256 -0.000118
13 5.3-10~8 —2.4-1077 —1.2-1077 | 13 2.3-10~7 —1.0-10°6 —5.6-10"7
14 2.0-10~13 —9.1-10713 [ —49.1078 | 14 3.9.10"12 —1.7-10-TT | —9.5.10"12

U algoritmima Y i MY potrebno je odrediti ¢, dimenziju nula prostora
Jakobijana F’(z*). Kako je vrednost ¢ nepoznata, jer je reSenje, pa samim
tim i nula prostor N, kao i njegova dimenzija nepoznata, oba algoritma su
testirana za razne vrednosti q. Neki od rezultata dobijeni primenom algoritma
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Y su poznati, [57], ali su u nastavku ponovljeni, kako bi bili uporedeni sa
rezultatima dobijenim za algoritam MY. Zatim je algoritam MY primenjen
na ostale primere iz ovog poglavlja i dobijene vrednosti su uporedene sa
rezultatima dobijenim primenom algoritma MY .

Oba algoritma su veoma brza i efikasna u slucaju da je pocetna iteracija
blizu resenja, tako da je u ovom delu maxit = 30. Prilikom aproksimacije
Jakobijana i Hesijana kona¢nim razlikama, odnosno matricama D(z,§) i
H(x,§), vrednost parametra je & = 107°.

Tabela 4.31: Alg Y Tabela 4.32: Alg MY
Primer 4 Primer 4
xo = (1.05,0.95), o = 0.970845 xo = (1.05,0.95), o = 0.913376
it “ T1 [ X9 [ A it “ x1 [ To [ A
1 [[ 1.00096 [ 1.00104 0.00223 1 [[ 1.00096 [ 1.00104 0.002239
2 1 1 89-10~7 2 1 1 8.98-10~7
3 1 1 1.4-10-13 3 1 1 1.45-10-13
z0 = (3,2), a = 0.546806 0 = (3,2), a = 0.278498
1 1.3143 | 1.72834 1.06181 1 || 1.31429 [ 1.72837 1.06182
2 || 1.15182 | 1.05507 0.21069 2 || 1.15183 | 1.05507 0.2107
3 [ 1.00129 | 1.00993 0.01142 3 || 1.00129 | 1.00993 | 0.0114257
4 |[ 1.00004 1 4.6-107° 4 |[ 1.00004 1 4.64-107°
5 1 1 8.0-10~10 5 1 1 8.07-10~10

U tabelama koje slede predstavljeni su iterativni nizovi generisani algo-
ritmom MY kao i algoritmom Y. Da bismo uporedili iterativne nizove do-
bijene primenom kvazi-Njutnovih algoritama kao i njihivim modifikacijama,
za Primer 1 i Primer 4 algoritmima Y i MY su generisani iterativni ni-
zovi sa dve pocetne iteracije. U slucaju da je xo = (0.5,0.8) za Primer 1,
odnosno xy = (3,2) za Primer 3, algoritmi Y i MY generisali su nizove sa
manje iteracija od bilo kog posmatranog kvazi-Njutnovog metoda. Takode
se u tabelama 4.29 i 4.30, kao i u tabelama 4.31 i 4.32 moze primetiti da
obe komponente iterativnog niza konvergiraju istom brzinom, sto kod kvazi-
Njutnovih metoda nije bio slucaj. Jedna od osnovnih karakteristika algoritma
Y, a samim tim i algoritma MY, je sto se obe komponente, komponenta
koja odgovara nula prostoru N i komponenta koja odgovara prostoru X,
priblizavaju komponentama resenja istom brzinom.

Primenom algoritama MY i Y na ostale primere sa pocetnom itera-
cijom kojom su generisani iterativni nizovi kvazi-Njutnovim metodama i nji-
hovim modifikacijama, nije postignuta konvergencija. Prilikom formiranja
granicnog sistema i konstrukcije algoritma MY i Y, potrebno je odabrati
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tacku x koja je blizu resenja, koje nije poznato. Uobicajeno je da se za T
odabere pocetna iteracija, tj. ¥ = xg. U Primerima 2,31 5 ova tacka nije
bila dovoljno blizu reSenja i iterativni niz nije konvergirao.

Tabela 4.33: Alg Y Tabela 4.34: Alg MY

Primer 2 Primer 2
zo = (0.02,0.02), a = 0.0150095 xo = (0.02,0.02), a = 0.905792
it “ x1 [ T2 [ A it “ x1 T2 [ A
1 -0.00399 0.00799 -0.00399 1 -0.003998 0.007995 -0.003999
2 -0.00015 -0.00063 -0.00015 2 -0.000158 -0.000639 -0.000158
3 —2.4-1077 2.0-10° —2.4-1077 | 3 —2.4-107 2.0-10-6 —2.4-10"7
4] =5.0-10713 [ —9.8-10712 | —5.0-1073 | 4 || —=5.1-10713 | —9.8-10"12 | —5.1-10"13

U svakoj tabeli, pored pocetne iteracije, predstavljen je i sluc¢ajni vektor
a. Moze se primetiti: iako algoritmi MY i1 Y ne koriste isti slucajni vektor
a € R, broj iteracija se ne razlikuje, a generisani iterativni nizovi gotovo su
identicni.

Tabela 4.35: Alg Y Tabela 4.36: Alg MY

Primer 3 Primer 3
xo = (0.02,0.02), a = 0.76795 zo = (0.02,0.02), o = 0.126987
it “ T T2 [ A it “ T [ T2 [ A
1 0.00072 -0.00034 0.00078 1 0.000717 -0.000341 0.000785
2 || =5.1-1007 | —4.9-1077 | 6.3-10—" 2 [ =5.0-1077 | —4.9-10°7 6.3-10~7
3 4.7-1008 | —24-1078 | 5.1-10713 3 46-10-8 | —2.3-10713 [ 5.0-10~ 13
Tabela 4.37: Alg Y Tabela 4.38: Alg MY
Primer 5 Primer 5
xo = (0.02,0.02), o = 0.990083 xo = (0.02,0.02), o = 0.632359
it “ xr1 x2 [ A it “ xr1 x2 [ A
1 6.4-10°° 0.00871 0.00039 1 0.000452 -0.000443 0.001034
2 8.1.10~° 5.1-10~° 0.00018 2 1.92-107 —1.57-10"7 —1.04-10~7
3] —9.2-1070 [ 34.107° | 3.4-10"10 3 [ 241-107™ | —5.23.10" 1T | —2.07-10" 1%

Primer: 1-5 imaju jednodimenzionalni nula prostor, tako da pretposta-
vljena vrednost nula prostora ¢ = 1 odgovara stvarnoj vrednosti. U pri-
merima koji slede, dimenzija nula prostora veca je od jedinice, pa se moze
analizirati ponasanje algoritama Y i MY u slucajevima da pretpostavljena
vrednost dimenzije nula prostora ne odgovara stvarnoj vrednosti.

U Primerima 61 7dimenzija nula prostora je ¢ = 2, tako da su u tabelama
4.39 - 4.42 predstavljeni rezultati dobijeni primenom algoritama MY i Y
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Tabela 4.39: Alg Y

Primer 6
q=2, a=(0.975404,2.78498), zo = (0.1,0.5,0.1)
it H x1 [ x2 [ x3 [ A [ A2
1 0.380655 -0.0875443 -0.198488 -1.40349 -0.40018
2 -0.0216849 -0.01168 0.122076 -0.152847 -0.0627726
3 0.00432072 -0.00121821 | -0.00126291 -0.0148277 -0.00164873
4 —5.40-10-6 2.48-10~7 3.47-10-F —9.96-10—96 —6.36-10~9
5 —414-10712 | —6.73-10"13 [ 1.21-107 1T | —2.29.10"1F | —1.35-10"11
q=1, a=9.64889, =g = (0.1,0.5,0.1)
it H x1 [ T2 [ xs3 [ Al [ A2
1 -0.0143774 0.0133496 0.518424 -0.37871 -
2 -0.000142904 3.92.10"° 0.259359 -0.000161177 -
3 —9.15-1079 1.52-1079 0.129679 —6.27-1079 -
4 —3.47-10-T7 | 4.33-10°18 0.0648397 | —2.85-10—17 -
5 0 0 0.0324199 6.16 - 10—33 -
6 0 —2.16-10" 0.0162099 0 -
7 —2.35-10738 0 0.00810496 0 -
8 0 —5.42-10729 | 0.00405248 1.27-10—57 -
9 —1.46-10739 0 0.00202624 1.27-107°7 -
10 0 —1.35-10—2% | 0.00101312 1.29 -10—°7 -
11 || —9.18 - 10~ 0 0.00050656 1.29-107°7 -
12 0 —3.38-10—2T | 0.00025328 1.29-107°7 -
13 || =5.73-10~% 0 0.00012664 1.29 - 10—°7 -
14 0 —8.47-10722 | 6.33-107° | —4.40-10-°8 -

za dve vrednosti ¢. U prvom slucaju, pretpostavljena vrednost odgovara
stvarnoj vrednosti dimenzije nula prostora, dok je u drugom slucaju manja
od stvarne vrednosti.

U slucaju da je algoritam Y primenjen sa pretpostavljenom vrednoséu
q = 2, moze se primetiti da je generisano manje iteracija nego kad je pret-
postavljena vrednost ¢ = 1. U prvom slucaju, granicni sistem je regularan,
Sto za posledicu ima manji broj iteracija potrebnih za postizanje konvergen-
cije, dok je u slucaju da je ¢ = 1 granic¢ni sistem ostao singularan. Zato
je potrebno vise iteracija i moze se primetiti da komponente generisanog
iterativnog niza ne konvergiraju istom brzinom ka komponentama resenja.

Skup korena funkcije iz Primera 8 sa strane 97 je

{z = (1,22) : 1 = £ 22},

tako da nijedno od ovih resenja nije izolovano, sto je jedan od uslova za
konvergenciju algoritma. Ako je z* = (0,0), onda je dimenzija nula prostora
Jakobijana dim N = 2, dok je za ostala resenja dimenzija nula prostora
jednaka jedinici. Rezultati dobijeni primenom algoritma Y predstavljeni su
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Tabela 4.40: Alg MY

Primer 6
q=2, a=(0.970593,0.957167), x¢o = (0.1,0.5,0.1)
it “ x1 [ x2 [ T3 [ A [ A2
1 0.355211 -0.0463732 -0.15056 -1.30432 -0.347892
2 -0.0302362 -0.012422 0.0368938 -0.0913477 -0.0620095
3 0.000227696 —7.67-10° 0.000169353 -0.00159854 -0.00107254
4 —8.57-1079 —7.41-1079 —2.56-10~8 —5.18-10~8 —1.90-10"8
5 1.82-1016 —5.63-10~17 | —3.49-10"16 | —6.54-10~16 | —2.07-10"1°
q=1, a=0.157613, 2o = (0.1,0.5,0.1)
it “ T [ To [ xs3 [ A1 [ A2
1 -0.0143784 0.0133449 0.518427 -0.378724 -
2 -0.000142886 3.92.10°° 0.259361 -0.000161067 -
3 —9.14-1079 1.52-1079 0.12968 —6.27-1079 -
4 —3.46-10"17 | 520-10"18 0.0648401 —2.85-1017 -
5 —6.16 - 10733 4.33.10~ 19 0.0324201 0 -
6 —1.17-10737 | —2.16-10~19 0.01621 —1.88-10—37 -
7 5.87 - 10~39 1.08-10-19 0.00810502 —1.88-10737 -
8 —1.02-1073% | —5.42.10~20 0.00405251 —2.35-10738 -
9 1.83-10=3° 0 0.00202625 —8.81-10—39 -
10 0 0 0.00101313 0 -
11 0 0 0.00050656 0 -
12 0 0 0.00025328 0 -
13 0 0 0.00012664 0 -
14 0 0 6.33-10°° 0 -
Tabela 4.41: AlgY
Primer 7
q=2, o= (4.85376,8.0028), xo = (0.05,0.04)
it H x1 [ T2 [ Al [ A2
1 0.000339141 | -0.00114063 -0.0017989 0.00033758
9.99.10~7 1.22-10°° —1.67-107% | 9.85-10~"
g=1, a=1.41886, zo = (0.05,0.04)

it “ T [ ) [ A1 [ A2

1 -0.00211737 0.0190329 0.000128214 -

2 2.16-107° 0.00815183 5.89-10~° -

3 —1.65-10~7 0.00408982 —2.35-10"7 -

4 —2.59-1079 0.0020448 9.12-10°10 -

5 || —3.16-10~10 0.0010224 7.19 - 1012 -

6 || —2.32-10~1T | 0.000511199 | 4.39-10 T3 -

7 8.64-10~13 0.0002556 1.61-10~ 12 -

8 8.76 - 10~ 13 0.0001278 —3.01-10"18 -

9 2.13-10"13 6.38-10"° | —1.52.-10° 16 -

u tabeli 4.43, a tabela 4.44 sadrzi rezultate dobijene primenom algoritma
MY. Zanimljiva je ¢injenica: u slucaju da je pretpostavljena vrednost nula
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Tabela 4.42: Alg MY
Primer 7
q=2, a=(4.21761,9.15736), o = (0.05,0.04)
it “ xr1 x2 [ A [ Ao
1 ][ —2.64-107° [ —1.11-10"° [ -0.00103453 [ -0.000464295 |
q=1, a=71.92207, zo = (0.05,0.04)
it “ xr1 [ x2 [ A [ Ao
1 0.00970761 0.00303476 -0.0003106 -
2 0.0046471 0.00190198 —1.79-10°° -
3 0.00231946 | 0.000960722 | —8.47-10—10 -
4 0.00115972 0.000480373 1.03- 10~ 11 -
5 || 0.000579862 | 0.000240187 | 6.49-10~ 13 -
6 || 0.000289931 | 0.000120093 | 4.05-10 4 -
7 1| 0.000144966 | 6.00-10—° 2.53-10-1° -
8 7.24-107° 3.00-10~° 1.58 - 10~ 16 -
9 3.62-10"° 1.50 - 10—° 1.00 - 10~ 17 -
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prostora 2, iterativni niz konvergira ka resenju sa ovom dimenzijom nula
prostora, dok za pretpostavljenu vrednost ¢ = 1, konvergira ka resenju za
koje je dimenzija nula prostora jednaka 1.

Tabela 4.43: AlgY

Primer 8
q=2, a=(9.59492,6.55741), xo = (0.02,0.02)
it “ x1 [ ) [ A [ A2
1 [217-10° 7 [ =3.21-10"® [ -0.00284605 [ —6.15-10 °
q=1, a=0.357117, 2o = (0.02,0.02)
it H x1 T2 [ A1 [ A2
1 0.0477745 0.0484682 —1.37-10" 1 -
2 0.0477745 0.0477795 3.91-10~2T -
3 0.0473312 0.0473313 —1.20-10"19 -
4 0.0473312 0.0473312 —5.62-10—20 -

U tebeli 4.45 predstavljen je iterativni niz generisan primenom algoritma
MY na Primer 9, pri ¢emu su primenom algoritma Y rezultati sli¢ni i zbog
toga izostavljeni. Dimenzija nula prostora je ¢ = 3, pa su predstavljena tri
iterativna niza generisana za ¢ =3, ¢q=21q = 1.

Dimenzija nula prostora ¢ je nepoznata, jer je resenje x* nepoznato, tako
da je potrebno pretpostaviti njegovu vrednost. Kako odrediti vrednost ¢,
analizirano je u [42]. U slucaju da je pretpostavljena vrednost ¢ veéa od
stvarne vrednosti, iako je matrica (3.27) regularna, Njutnov postupak, kao
ni bilo koji drugi, nec¢e konvergirati jer u okolini resenja nema korena funkcije
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Tabela 4.44: Alg MY

Primer 8
q=2, a=(4.21761,9.15736), o = (0.05,0.04)
it H x1 [ x2 [ A [ Ao
1 [ -5-100% ] —4.99-10° [ -0.00284668 [ 3.02-10~'C
g=1, a=7.92207, zop = (0.05,0.04)
it “ T [ ) [ A1 [ A2

1 -0.176578 -0.231966 2.49-10-1® -
1 -0.240647 -0.231962 3.51-10~1° -
1 || -0.00451816 | 0.00416095 | —5.18-10— 1% -
1
1

-0.00448969 | 0.00450258 1.92-10~ 20 -
-0.00447025 | 0.00447032 3481022 -

Tabela 4.45: Alg MY

Primer 9
=3, a = (6.55478,1.71187,7.06046), zo = (1.02,1.02,0.02,0.02,0.02)
it “ T1 [ i) [ x3 [ x4 [ Ts5
1 ] 1.00121 | 1 —3.15-10"° 9.73-10°° -0.000314478
2 1 1 | —2.11-1070 [ —2.54-1079 —2.43-10°8
3 1 1 | —2.84-10=%0 1.32-10~17 —3.75-10~8
q =2, a = (0.318328,2.76923)
it “ T [ ) [ x3 [ x4 [ Ts5
1 [ 1.00121 | 1 —8.77-1077° —8.77-107° -0.000147915
2 1 1 —1.83-1079 —1.83-1079 —5.33-1079
3 1 1 3.51-10~16 —3.53-10"16 —4.98.10"18
g=1, o =0.461714
it “ x1 [ 2 [ x3 [ x4 [ x5
1 [ 1.00121 | 1 [ -0.000101225 | -0.000101225 -0.000101225
2 1 1 —2.46-1079 —2.46-1079 —2.46-1079
3 1 1 | —1.18-1071 | —1.31-10"1® 2.49.10- 15

g(x). Zbog toga se preporucuje uzimanje vece vrednosti za ¢ i njeno smanji-
vanje dok konvergencija ne bude postignuta. Konvergencija podrazumeva da
su svi \; iz jednacine (3.16), odnosno A iz (3.23), jednaki nuli, $to je posle-
dica dobro odabrane vrednosti ¢, pod uslovom da je pocetna tacka dovoljno
blizu resenja. U tom slucaju bi ponovno povecavanje vrednosti ¢ imalo za
posledicu da vrednost funkcije g(x) bude razlicita od nule.

Ako je vrednost ¢ odredena prethodnim postupkom ili postoji informacija
o dimenziji nula prostora, moze se pojaviti konvergencija Njutnovog postu-
pka van okoline B(z*). U tom slucaju su vrednosti \; razlicite od nule, sto
znaci da dobijena aproksimacija nije reSenje polazne jednacine. Do toga je
doveo izbor pocetne aproksimacije, koji u ovom slucaju nije bilo dovoljno
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dobar, i ne moze biti nezavisan od generatora nula prostora.

U tabeli 4.46 predstavljen je broj iteracija potrebnih algoritmu MY za
postizanje konvergencije u zavisnosti od vrednosti ¢, pri ¢emu je markirana
stvarna vrednost nula prostora.

Tabela 4.46
Primer H qg=1 \ q=2 \ q=3 \ q=4 \ q:5‘
6 14 5 D
7 9 2 - - -
8 5 1 - - -
9 3 3 3 D D

Prethodna analiza odredivanja dimenzije nula prostora koja je predsta-
vljena u [42], potvrdena je na primerima u [57]. U slucajevima da je pret-
postavljena vrednost ¢ bila manja od stvarne, dobijena je konvergencija pos-
tupka, ali je red konvergencije smanjen, jer je granicni sistem ostao singu-
laran. U ovom delu numericki je pokazano da algoritmi Y i MY generisu
gotovo identi¢ne iterativne nizove, tako da se u slucajevima da Jakobijan
ili Hesijan nisu dostupni, moze umesto algoritma Y primenjivati algoritam
MY, kao sto je i ocekivano.

4.3.2 Numericki rezultati algoritma MYLS

U ovom odeljku predstavljeni su rezultati dobijeni primenom algoritma
MYLS na veé definisane primere. lako su agloritmi Y i MY veoma brzi
i efikasni, primenom na primerima u prethodnom odeljku potvrdeno je da
konvergencija iterativnog niza zavisi od izbora pocetne iteracije. Zbog toga
je njihova implementacija ogranic¢ena, jer je najcescée tesko odabrati zadovo-
ljavajué¢u pocetnu iteraciju. Jedan od nacina da se iskoristi brzina i efikasnost
algoritma je njegova primena u kombinaciji sa algoritmom koji je globalno
konvergentan. Takav algoritam za bilo koju pocetnu iteraciju generise ite-
rativni niz koji konvergira ka reSenju, i u slucaju da je trenutna iteracija
”dovoljno” blizu resenja primenom algoritma MY ocekuje se brza konverge-
ncija.

Na ovaj nacin je konstruisan algoritam MYLS. Metod najbrzeg pada
jedan je od globalno konvergentnih metoda kod koga je za pravac pretra-
zivanja odabran pravac negativnog gradijenta, Sto predstavlja pravac naj-
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brzeg opadanja funkcije. Na taj nac¢in nam je garantovana konvergencija ka
resenju. Duzina koraka se odreduje koriste¢i Armizo uslov, (3.48). U slucaju
da je duzina koraka mala, primenjuje se algoritam MY, jer se pretpostavlja
da se iterativni niz nalazi u okolini resenja. Metod negativnog gradijenta
samo je linearno konvergentan u regularnom slucaju, tako da se za postizanje
konvergencije ocekuje veliki broj iteracija.

Kako bi algoritam M'YLS mogao biti primenjen na primere predstavljene
u ovoj Glavi, potrebno je transforimsati ih u problem minimizacije, odnosno
definisati funkciju

f() = GF@F(@) = S F@)I3

Poznato je da je Vf(z) = F'(z)T F(z).

o NE.

L L
05 10 -02 -01 0.1 02

-05f -005 \
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Slika 4.5 Slika 4.6

Pored algoritma MYLS posmatran je i algoritam koji u koraku K2 algo-
ritma MYLS, u sluéaju da je duzZina koraka manja od 10~* poziva algo-
ritam Y. Taj algoritam je oznacen sa LSY. S obzirom na to da je u pre-
hodnom odeljku numericki pokazano da algoritmi MY i Y generisu nizove
sa istim brojem iteracija, o¢ekuje se da i u kombinaciji sa metodom nega-
tivnog gradijenta dobijeni iterativni nizovi zadrze istu osobinu. Dobijeni
rezultati su uporedeni sa nizovima generisanim metodom negativnog gradi-
jenta, odnosno algoritmom LS. Iterativni niz ¢emo smatrati konvergentnim
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ako je za najvise 1000 iteracija generisana aproksimacija reSenja za koju vazi
da je || F(zy)|| < 1078.

U tabelama koje slede predstavljeni su dobijeni iterativni nizovi, pri ¢emu
su iteracije generisane algoritmima MY i Y oznacene odgovaraju¢im indek-
sima.

Na slici 4.5 predstavljene su konture funkcije fi(z) = %||F1 (x)]|*. Njihova
izduzenost u okolini resenja ukazuje na to da je za konvergenciju algoritma
LS potreban veliki broj iteracija i da korak postaje sve kraci, sto je iterativni
niz blizi korenu x*. Kao §to je ve¢ pomenuto, funkcija F} ima singularni koren
x* = (0,0) i nula prostor generisan vektorom (0, 1).

Na slici 4.6 predstavljena je svaka 5-ta iteracija, sa delom hiperbole na
kojoj je Jakobijan singularan, kroz singularno resenje x*. Na grafiku se jasno
vidi kako se iteracije sabijaju uz nula prostor, sto za posledicu ima sporu
konvergenciju.

I

Tabela 4.47: Primer 1

Algoritam MYLS
it T \ T3 HEERE ak
1 -0.185854 0.0722613 0.45494 0.211372
) 0.0005668 0.0532799 0.0038357 0.99762
10 0.0001860 0.0502292 0.0034663 0.981538
15 0.0004555 0.0480361 0.0031154 0.998129
20 0.0001349 0.0450007 0.0027879 0.979082
25 0.0003603 0.0428664 0.0024792 0.998542
30 9.064 - 10~° 0.0398432 0.0021921 0.976159
35 0.0002782 0.0377524 0.0019216 0.998885
40 -0.0002090 0.0291874 0.0014206 0.854222
45 4.602-10°° 0.015325 0.0003157 0.999758
46 —7.184-107° 0.0103834 0.0002539 0.67756
47 2.814-107° 0.0103821 0.0001456 0.999857
481y —2.114-107° 1.681-107° 4.728 -107° 0.00255404
490y || —2.972-10710 [ 8.055- 10~ | 6.646 - 10~ 10 | 1.161- 10"
Algoritam LSY
48+ —2.11-107° 2.097-10° | 4.728-107° | 0.00255404
49y —3.539-10"1° | 1.167-10"10 [ 7.913-10710 | 1.252-107°

U tabeli 4.47 predstavljen je iterativni niz generisan algoritmom MYLS,
pri ¢emu su poslednje dve iteracije generisane algoritmom MY i algoritmom
Y i gotovo su identiéne. U poslednjoj koloni tabele 4.47 nalaze se vredno-
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sti koliénika (4.1). U slucaju da se iteracije generidu metodom negativnog
gradijenta, njegove vrednosti ukazuju na sublinearnu konvegenciju, dok se
prilikom primene algoritama MY i Y dobijaju vrednosti karakteristicne za
superlinearnu konvergenciju.

or
T

o7
T

/ -06|
_do|

Slika 4.7 Slika 4.8

Na slici 4.7 su predstavljene konture funkcije fo(z) = 1 ||F»(z)||* na osno-
vu kojih se moze zakljuciti da je problem loSe uslovnjen. Konvergencija je
postignuta dosta brzo jer je, zbog loSe uslovljenosti sistema, korak postao do-
voljno mali ve¢ u devetoj iteraciji. Medutim, iteracija x9 nalazi se u okolini
reSenja, tako da je lokalna konvergencija algoritama MY 1Y dovela do kon-
vergencije iterativnog niza. Tabela 4.48 sadrzi iterativni niz generisan ovim
algoritmom.

Za funkciju definisanu u Primeru 3, Jakobijan je singularan za
det F3(xq,xq) = 4x1w9 + 221 = 0,
odnosno, na skupu
(0.4): t e R} U{(t, —;) .t € R},
Kako je potreban veoma veliki broj iteracija za postizanje konvergencije, na

slici 4.8 predstavljena je svaka 50-ta iteracija kao i skup singularnih tacaka
Jakobijana Fj(z*). S obzirom na to da je nula prostor Jakobijana Fj(z*)



4.3. NUMERICKI REZULTATI ZA GRANICNE SISTEME

Tabela 4.48: Primer 2

Algoritam MYLS

it T \ T3 | 1FE)l |

1 2.91012 0.00404703 10.0963 0.920263

2 1.9109 -0.0352736 9.69538 0.656749

3 0.957019 0.264919 9.24398 0.519568

4 0.271011 -0.462674 7.73754 0.539979

5 -0.0177099 -0.389477 1.84883 0.72711

6 1.9644 -107° -0.389663 0.30171 0.999446

7 -0.00254783 -0.389624 0.0422465 | 0.99992

8 -0.00304778 -0.389617 0.0111797 | 0.99999

9 -0.00294609 -0.389618 0.00294656 | 1
10nmy || 0.00353876 0.0521454 0.00353892 | 0.134141
11y || —7.506-107° | 0.00364142 | —7.506 - 10~° | 0.0696865
120y || 2.092-1077 | —5.477-107% | 2.092-10~7 | 0.00150508
13my || 1.644-1071 [ —2.290-10~11 | 1.644-10"1° | 4.178 .10~

Algoritam LSY

10y 0.00353812 0.0521416 0.347177 0.134131
11y || —=7.502-1075 [ 0.00364048 0.00748194 | 0.0696865
12v 2.091-10~7 | —5.473-107% | 2.091-10~" | 0.0015043
13y 1.617-10~ 18 | —2.287-10~ 1 | 1.617-10" 1T | 4.176-10°F©

09
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generisan vektorom (1,0), vidi se da komponenta, koja odgovara nula pro-
storu, sporije konvergira jer se iteracije grupisu oko nula prostora. To utice
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Tabela 4.49: Primer 3

Algoritam MYLS
it | 1 \ o2 [ 1FEl | 0
1 2.00612 0.889568 5.74631 0.693962
50 0.0381893 0.0019514 0.0015431 0.993161
100 0.0303398 0.00141995 0.0010490 0.99531
150 0.0259303 0.00117273 0.00083922 0.996303
200 0.0230124 0.00103006 0.00072942 0.996876
250 0.0208989 0.00093724 0.00066484 0.997248
300 0.0192773 0.00087205 0.00062378 0.997509
350 0.0179824 0.00082376 0.00059615 0.997703
400 0.0169172 0.00078654 0.00057672 0.997852
450 0.0160211 0.00075699 0.00056258 0.997971
500 0.0152536 0.00073296 0.0005519 0.998067
550 0.0145866 0.00071303 0.00054382 0.998147
600 0.0139999 0.00069623 0.00053744 0.998214
637 0.00127273 1.62-10°6 1.619-10°6 0.993079
638y —5.0-10°6 -0.000161685 | 0.000161685 | 0.0127364
639y || 1.632-10717 [ —2.499-10~ [ 2.770- 10T | 5.672-10°©
Algoritam LSY
638y 2.902-1072 | —1.619-107% | 1.619-10~% [ 0.00127273
639y || —9.402-10" | —8.494-10"18 | 849410 | 7.822- 10 2

na konvergenciju celog iterativnog niza.

Na slici 4.9 predstavljena je svaka 15-ta iteracija, nula prostor Fj(z*) i
skup na kome je Jakobijan singularan. Konture funkcije || Fy(x)||* predsta-
vljene su na slici 4.10 i vidi se njihova izduzenost u okolini resenja, u ovom
primeru je to z* = (1,1). Takode se na slici 4.9 jasno vidi cik-cak putanja,
sto je karakteristika metoda negativnog gradijenta.

Metod negativnog gradijenta je u regularnom sluc¢aju linearno konverge-
ntan, dok se u slucaju singularnosti u svim tabelama moze primetiti da
koli¢nik (4.1) tezi ka 1, odnosno da je u pitanju sublinearna konvergencija.
Iteracije generisane algoritmima MY i Y ukazuju na to da je konvergencija
superlinearna, sto je posledica aproksimacije Jakobijana i Hesijana kona¢nim
razlikama i regularnosti grani¢nog sistema.

U slucaju da je dim N (F’(z*)) > 1, mogu se posmatrati iterativni nizovi
generisani za razli¢ite vrednosti q.

U tabeli 4.52 predstavljen je iterativni niz generisan algoritmom MYLS
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Tabela 4.50: Primer 4

Algoritam MYLS

it | e [ @ | F@ | @
1 2.17352 | 1.43703 | 5.05281 0.560026
15 | 1.16609 | 0.799822 | 0.034095 | 0.991804

30 1.16264 | 0.82095 0.0304803 0.998117
45 1.14541 | 0.827102 | 0.0277692 0.993099
60 1.14545 | 0.843288 | 0.0257744 0.999163
75 1.13092 | 0.84561 0.0242196 0.993899
90 1.13291 | 0.859123 | 0.0229965 0.999825
105 1.12002 | 0.859204 | 0.0220285 0.994439

120 1.12323 | 0.871089 0.0212208 1.00028
135 1.11144 | 0.869724 0.0205842 0.994827
150 1.11547 | 0.880535 0.0200196 1.00062

165 1.10444 | 0.878173 | 0.0195846 0.995119

180 1.05521 | 0.942236 | 0.00285546 0.99981

192 1.00738 | 0.992507 | 0.00016156 0.999962
193nmy || 1.00002 | 1.00002 | 4.946-10~° | 0.0029747
1940y 1 1 437610719 [ 8.851-10°F
Algoritam LSY
193y [[ 1.00002 [ 1.00002 | 9.892-10—° [ 0.0029747
194y 1 1 8.754-1071° | 8.85-107F

za funkciju iz Primera 6 ako je pretpostavljena vrednost nula prostora g = 2,
zapravo pretpostavljena vrednost jednaka je stvarnoj vrednosti nula prosto-
ra. Dobro odabrana vrednost ¢ garantuje regularnost grani¢nog sistema, sto
za posledicu ima iterativni niz sa veé¢im redom konvergencije, odnosno ma-
njim brojem iteracija potrebnih za dostizanje zadovoljavajuce aproksimacije
resenja.

U slucaju da je pretpostavljena vrednost nula prostora ¢ = 1, algoritmu
MY potrebno je vise iteracija za postizanje konvergencije jer je sistem ostao
singularan. Moze se primetiti da obe komponente ne konvergiraju istom
brzinom. Takode, poslednja kolona ukazuje na snizenje reda konvergencije
kod algoritama MY i Y. U slucaju da je ¢ = 2 u pitanju je superlinearna
konvergencija, dok je u slucaju ¢ = 1 konvergencija linearna. Iterativni niz
generisan ovim algoritmom predstavljen je u tabeli 4.53.

Funkcija iz Primera 8 nema izolovanih korena. Ako se primeni algoritam
MYLS, rezultati su predstavljeni u tabeli 4.56 u slu¢aju da je ¢ = 2, dok se
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Tabela 4.51: Primer 5

Algoritam MYLS
it T \ T3 | [F@l ] a
1 9.95524 9.001 949.043 0.949012
5 9.72068 5.008 226.394 0.952053
10 9.00367 0.0701812 9.05887 0.966099
15 4.04169 -0.0485614 4.05459 0.802316
20 -0.0459061 -0.0313993 0.0450282 0.838871
25 -0.000188198 -0.0233721 0.000647997 0.859289
30 -0.000274533 -0.0167393 0.000282465 0.998714
34 -0.000143885 -0.0111708 0.000127245 0.999325
35Mmy 0.000120715 —8.675-107° | 0.000124417 0.0133066
360y 7.659-107 | —4.515-107% | —8.183-1077 | 5.981-107°
Algoritam LSY
35y 0.00011984 1.613-10°7 0.00011984 0.0107271
36y —1.609-10~ 1T 5.136 - 1075 3.719-107Y 0.428608
Tabela 4.52: Primer 6, ¢ = 2
Algoritam MYLS
it 1 T2 l z3 [ TFEIl ] qk
1 4.52542 4.14505 4.79063 56.6644 0.898969
50 0.000163599 -0.0599632 -0.00534915 | 0.00497768 0.99577
100 —5.416-10"° -0.0499181 -0.00524843 | 0.00356606 0.997142
150 -0.000164455 -0.0436725 -0.00517613 | 0.00284293 0.997863
200 -0.000231239 -0.0393088 -0.0051196 0.00241316 0.998307
250 -0.000276047 -0.0360384 -0.0050731 0.00213425 0.998608
300 -0.000308197 -0.0334697 -0.00503352 | 0.00194227 0.998826
350 -0.000308197 -0.0334697 -0.00503352 | 0.00194227 0.998826
400 -0.000351249 -0.029644 -0.00496837 0.001702 0.999119
450 -0.000366364 -0.0281659 -0.00494078 0.001624 0.999222
500 -0.000378747 -0.0268894 -0.00491566 | 0.00156326 0.999307
559 3.379-10°° -0.013668 -0.00458767 | 0.000256294 0.999853
56001y —2.836-10~° 3.697 - 10~° 8.657-10~% | 6.958-10—° | 0.00328919
561ny | —6.615-10"10 | 5.389-10~10 | 5.742-10~ T | 1.620-10—° | 1.803-10—°
Algorithm LSY
560y —2.843-107° 4.2-107° 1.367-10~° [ 6.966-10~° | 0.00364417
561y —7.345-10-10 [ 6.392.10-10 | 1.056-10-10 | 1.799-10=Y | 1.864 10~°

u slucaju ¢ = 1 iterativni niz, generisan algoritmima MY i Y, nalazi u tabeli
4.55. Kao i u prethodnom odeljku, u sluc¢aju da je pretpostavljena vrednost
q = 2, algoritam MY je generisao iterativni niz koji konvergira ka resenju sa
dimenzijom nula prostora 2, dok je u slucaju da je pretpostavljena dimenzija
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Tabela 4.53: Primer 6, ¢ = 1

Algoritam MY
it ] 1 [ T2 [ x3 [ TFEl ] a
56001y 3.801-10°° -0.00690144 —4.394-10~7 | 6.526-10"° [ 0.478688
561y —3.582-1079 -0.00345012 9.534 - 10~ 11 1.683-10—° | 0.499912
5620y 1.683-10 12 -0.00172506 | —9.755-10-15 | 4.208-10° 0.5
5630y || —3.955-10~16 | -0.000862529 | —3.767-10~18 | 1.052-10-F° 0.5
564\ 1y 4.669 - 1020 -0.000431265 | —3.882-10~17 | 2.630-10~"7 0.5
5650y | —1.895-10—23 | -0.000215632 9.258 - 10~ 19 6.575-10~38 0.5
566ny | —7.369-10—2% | -0.000107816 | —1.412-10~ 1% | 1.643.10"8 0.5
567 My 2.79 .10~ —5.39-107° | —2.426-10~ | 4.109-1077 0.5
Algoritam Y
560y 3.818.10~ 6 -0.00690425 4.570-10~9 6.530-10~° | 0.478883
561y —3.596 - 107 -0.00345152 —9.866 - 10~ 10 | 1.683-10~° | 0.499912
562y 1.69 - 10~ 12 -0.00172576 1.042-10-13 4.211-10-9 0.5
563y —3.973-10-16 | -0.00086288 | —8.290-10—® | 1.052-10° 0.5
564y 4.668 - 1020 -0.00043144 1.062 - 10— 18 2.632-10~7 0.5
565y —3.538 - 10— %% -0.00021572 —1.075-10~ 1 | 6.581-10"8 0.5
566y 6.803 - 1027 -0.00010786 | —6.920-10~™ | 1.645-10"% 0.5
567y —1.259-10-2° | —5.393-10~° | —1.075-10~1 | 4.1113-1079 0.5

q = 1, konvergencija postignuta ka resenju sa dimenzijom nula prostora 1.

Na Primere 1-9 primenjen je algoritam LS, metod negativnog gradijenta
sa linijskim pretrazivanjem. Poslednje generisane iteracije predstavljene su
u tabeli 4.58. Maksimalan broj iteracija je maxit = 1000, §to je algoritmu
LS bilo dovoljno za postizanje konvergencije jedino za funkciju iz Primera 8.
U slucaju Primera 4 1 7, iterativni niz je divergirao. U naznacenoj iteraciji,
duzina koraka postala je veoma mala, pa je algoritam prekinut. U svim
primerima je ocekivan veliki broj iteracija primenom algoritma LS jer je
metod negativnog gradijenta linearno konvergentan u regularnom slucaju, a
u singularnom slucaju konvergencija je sublinearna.

Algoritam MYLS testiran je i na primerima koji su Frank-Snabelovom
transformacijom transformisani u singularne probleme. Testirani su primeri
dimenzije n = 4 i n = 10 za razlicite vrednosti q.

U tabelama 4.59 i 4.60 prikazan je broj iteracija potrebnih za postizanje
konvergencije algoritma MYLS za primere koji su transformisani u singu-
larni problem, tako da je rang(F’(z*)) = n — 1, odnosno ¢ = 1. U koloni
NGit oznacen je broj iteracija u kojima je duzina koraka § > 107, a u koloni
| F(x1)||ne data vrednost funkcije u poslednjoj takvoj iteraciji. Poslednje dve
kolone oznacavaju broj iteracija generisanih algoritmom MY, kao i vrednost
funkcije u poslednjoj aproksimaciji resenja.
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Tabela 4.54: Primer 7

Algoritam MYLS
it | o | IF@)l | B
[z*—2F]]
1 9.0509 -9.68503 7365.8 0.937333
2 8.09547 -9.38982 5146.63 0.935267
3 7.13324 -9.11755 3457.31 0.933747
4 6.16372 -8.87256 2212.63 0.933228
5 5.18625 -8.66148 1335.3 0.93447
6 4.19988 -8.49694 756.352 0.938861
7 3.20343 -8.41274 415.781 0.938861
8 2.22166 -8.60283 264.941 0.987009
Iy 3.0081 4.20594 859.182 1.00543
100y 2.18423 1.80816 14.7747 0.548361
11y 1.42537 0.791177 4.179 0.574925
120y 0.739457 0.29665 1.1505 0.488732
13my 0.18975 0.0580501 0.0734977 0.249053
14y || 0.00410858 | 0.000992897 | 3.249-10° | 0.0213014
15pmy || 3.758 1078 | 7.142-1079 | 2.573-10"™ [ 9.051-10°°
Algorithm MY ¢ =1, o = 0.632359
Iy 5.02791 7.384 859.182 1.00543
150y || -0.177732 -0.619415 0.57792 1.07298
200y || 0.00739576 | -0.0178467 0.00104705 0.500024
250y || 0.00023103 | -0.000557755 | 1.022-10°F 0.5
29y || 1.443-107° | —3.485-107° | 3.994-107Y 0.5

Tabela 4.55: Primer 8

Algorithm MY ¢ =1
Ony [ 1.72058 [ -1.72058 [ 2.234-10° 0 | 1
Algorithm Y ¢ =1
9y [ 1.72036 [ -1.72036 | 2.605 - 10~ [ 0.999877

Algoritmima MY i Y za postizanje konvergencije posmatranim primer-
ima, potreban je veoma mali broj iteracija Sto potvrduje da u okolini resenja
duzina koraka postaje mala. U Primeru 12 je konvergencija postignuta pri-
menom metoda negativnog gradijenta, a za Primere 14,17,21 i 24 maksi-
malan broj iteracija nije bio dovoljan da se metodom negativnog gradijenta
dovoljno priblizimo resenju kako bismo primenili jedan od algoritama MY
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Tabela 4.56: Primer 8
Algoritam MYLS
: (e i
1t H 1 T2 ‘ 1 ()| ‘ o=
1 0.562378 -7.00195 154.038 0.876352
2 0.642438 -6.00516 112.733 0.859766
3 0.748812 -5.01083 77.6267 0.8389
4 0.896609 -4.02181 48.6076 0.813297
5 1.1142 -3.04577 25.4098 0.787075
6 1.45776 -2.10664 7.31397 0.789915
7 1.73418 -1.70718 0.293754 0.949899
8 1.72057 -1.72057 2.113-10~7 0.999908
Ovy | —6.072-107% | —7.246-107% | 4.946- 10~ | 3.885.10F
Algorithm LSY
9y [ -5.542-10"" [ 2.564-10""% [ 7.634-10"% [ 2.509- 10"
Tabela 4.57: Primer 9
1 -0.70702 | -0.29298 0.447948 0.447948 0.447948 0.83168
5 0.0898372 | 0.821127 0.420715 0.420715 0.420715 0.833092
10 0.338646 | 0.989826 0.433248 0.433248 0.433248 0.953293
15 0.623137 1 0.368976 0.368976 0.368976 0.930096
20 0.76371 1 0.264371 0.264371 0.264371 0.93909
25 0.96894 | 0.999993 0.144911 0.144911 0.144911 0.757898
30 0.970038 1 0.093677 0.093677 0.093677 0.979008
35 0.97911 1 0.083576 0.083576 0.083576 0.995615
40 0.982872 1 0.070789 0.070789 0.070789 0.947634
45 0.98817 1 0.062824 0.062824 0.062824 0.997692
50 0.991246 1 0.049176 0.049176 0.049176 0.906232
55 0.994571 1 0.0425111 0.0425111 0.0425111 0.999481
560y 1.00068 1 1.135-10° 3.267-10°° —7.158-10~° 0.0262761
57MY 1 1 2.951-10~ 1T 1.955-10~10 7.622-10~10 | 9.273.10°F
Algorithm MY ¢q =2
560y 1.00068 1 —7.364-10~7 [ —7.364-10—7 | —7.522-10-% [ 0.0261228
57MY 1 1 —5.071-10"13 | —4.926-10~13 | 3.022-10~12 | 8.457-10~38
Algorithm MY ¢ =1
560y 1.00069 1 3.627 - 10~° 3.627-107° 3.627 - 10~° 0.0263668
57MY 1 1 2.385-10~10 2.385- 10~ 10 2.385-10"10 | 5.758 - 10— F
ii'Y.

S obzirom na to da su prethodni primeri transformisani u singularni pro-
blem, pri ¢emu je ¢ = 1, pretpostavljena vrednost dimenzije nula prostora
odgovarala je stvarnoj dimenziji nula prostora N. U sluc¢aju da su primeri
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Tabela 4.58: Algoritam LS
Primer [ it Tk [F(ze)] |

1 1000 (1.037 - 10=%,0.00227887) 6.969 - 1076
2 1000 (—0.00284604, —0.382748) 0.00284649
3 1000 (0.00126139,1.592 - 10-%) 1.591 - 1076
4 210 D 2.12-10°%
5 1000 (—3.16 - 10~ 7, —0.00607678) 3.736 - 107
6 1000 (1.825 - 1077, —0.011218, —0.00445215) 0.000173596
7 10 D
8 9 (1.72057, —1.72057) 1.196 - 10~ 13
9 1000 | (0.999776,1, —0.00855513, —0.00855513, —0.00855513) | 0.00012696

Tabela 4.59: n =4

[ Prim [[ NGit [ [F(zi)llnve | MYit [ [[F(ze)]]
10 12 0.0073900 3 6.16-10"10
11 187 | 0.0467837 3 1.08-10° 1
12 4 4.60-10" 14 - -

13 459 | 0.0011759 2 9.15-10"16
14 D - - -

15 1 0.0003048 2 5.17-10"13
16 43 0.0124438 3 2.35-1071°
17 D - - -

18 1802 | 0.0106034 2 1.0-10712
19 14 0.0136073 2 1.12-1075
20 412 | 0.0178485 2 3.21-10°10
21 D - - -

22 685 | 0.0112401 2 1.4-1079

23 15 0.0007837 2 6.47-10"14
24 D - - -

transformisani u singularni problem tako da je rang(F’(z*)) = n—2, odnosno
q = 2, moze se posmatrati ponasanje iterativnog niza ako se dimenzija nula
prostora ne poklapa sa pretpostavljenom dimenzijom nula prostora.

Tabele 4.61 i 4.62 sadrze broj iteracija potrebnih algoritmu MYLS za
dostizanje resenja u slucaju da je dimenzija nula prostora ¢ = 2, dok je
pretpostavljena vrednost za ¢ jednaka 1 ili 2. Kao §to je i oc¢ekivano, vec¢ina
primera konvergira ako je pretpostavljena vrednost manja od stvarne vred-
nosti, ali se u tim sluc¢ajevima povecao broj iteracija potrebnih algoritmima
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Tabela 4.60: n = 10

Primer || NGit [ [[F(z)|[vg [ MYit [ [[F(zp)] |
10 180 0.0027666 4 2.18-10"10
11 186 0.060387 5 9.29-1077
12 7 0.0004532 2 3.10-10°10
13 667 | 0.0013610 3 2.14-10°1°
14 D - - -
15 65 0.0007336 3 1.32-107 5
16 486 0.039313 4 27510713
17 D - - -
18 373 | 0.0197013 2 221-10713
19 984 | 0.0170329 3 6.23-10"14
20 649 | 0.0198281 3 1.20-10~ 1
21 D - - -
22 972 | 0.0151269 2 6.63-10"10
23 159 | 0.0016404 2 1.04-10~ ™
24 D - - -
Tabela 4.61
n=4
NG q=2 qg=1
Pr it \ I1F(xp)|| MYit\ I1E (xp)]| MYit\ | E (x)]|
10 5 0.0075747 5 1.69-107B ] 11 [286-107°
11 || 341 | 0.0284104 4 5.13-10713 12 7.04-107°
12| 5 |460-1071 - - - -
13 || 111 | 0.0004567 3 1.60-10"10 8 8591077
14 D - - - - -
15 1 0.0003048 3 5.19-10°13 D -
16 || 12 | 3.02-107Y - - - -
17 || 41 | 0.0092194 5 8.57-10"10 D -
18| D - - - - -
19 || 494 | 0.0087854 3 6.77-1071° [ 10 [833.107°
20 || 590 | 0.0184143 4 6.27-10°10 11 3.81-107Y
21 [ D - - - - -
22 || 480 | 0.0080577 3 1.40-1079 11 | 3.35-1079
23 [ 6 0.0006980 3 1.05-107B ] 10 [ 6.50-107°
24 [ D - - - - -

137
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Tabela 4.62
n =10
LS q=72 qg=1
Pr it [ [F@ol | MYt [ [Fedl | MYt | [FGl

10 || 215 | 0.00270038 4 8.14-10~12 11 3.813-107Y
11 || 603 | 0.0541193 4 4271071 17 | 3.537-107°
12 8 | 1.416-107° 1 8.183 - 107 1 8.778 - 1079
13 || 528 | 0.00138605 3 2271071 9 5.003 - 1077
14 D

15 [ 65 | 0.000733667 3 1.357-10~ 13 D

16 || 12 | 2.351-10°7 1 1.188 - 10~ 11 5 9.723-107Y
17] D

18 || 274 | 0.0198517 4 2.596 - 1079 11 5.53-107Y
9] D D D

20 || 652 | 0.0212265 3 1.922-10710 | 12 3.62-1079
21 || D

22 || 906 | 0.0142496 3 [6748-1071° [ 16 | 3.394-107°
23 || 135 | 0.00132767 3 [2681-107"] 8 [2775-107°
24| D

MY i Y za konvergenciju.

U slucaju da je dimenzija problema n = 4, kod Primera 121 16 konve-
rgencija je postignuta metodom negativnog gradijenta, tako da algoritam
MY nije primenjen. Maksimalan broj iteracija u Primerima 14, 17, 18, 21
i 24 nije bio dovoljan kako bi iteracije prisle dovoljno blizu resenju, tako da
algoritam MY ni u ovom slu¢aju nije primenjen, sto ¢emo smatrati diver-
gencijom. U Primeru 15 zan =4 i n = 10, u slucaju da je pretpostavljena
manja vrednost dimenzije nula prostora, konvergencija nije postignuta zbog
numericke singularnosti sistema.

4.3.3 Numericki rezultati algoritma BY

Formiranjem grani¢nog sistema, polazni singularni problem se transformi-
Se u regularan tako da red konvergencije iterativnog metoda, primenjenog
za njegovo reSavanje, ostaje ocuvan. Algoritam BY konstruisan je na taj
nacin, odnosno na granicni sistem formiran pomocu tehnike opisane u Glavi
3, primenjen je Brojdenov algoritam. Medutim, kao i u slucaju algoritama
Y i MY, za konverenciju iterativnog niza uslov je da pocetna aproksimacija
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resenja bude odabrana u okolini reSenja.

Dobijeni rezultati uporedeni su sa rezultatima dobijenim primenom Bro-
jdenovog algoritma na polazni, singularni, sistem jednacina F(z) = 0. U
ovom delu je mazit = 30, dok je - kao i u prethodnom odeljku - za konve-
rgenciju niza potrebno da bude zadovoljen uslov

17 (i) || < 1077

U tabelama koje slede, pored niza iteracija predstavljen je i koliénik (4.1) kako
bi red konvergencije generisanih iterativnih nizova mogao biti uporeden.

Prilikom primene algoritma BY, u svakoj iteraciji potrebno je izracuna-
vanje matrice D(xy, ), definisane sa (3.28), koja predstavlja aproksimaciju
matrice Jakobijana F'(xy). Azuriranje matice Hy zahteva izracunavanje vre-
dnosti

Y = F(Tgpr1, Aer1) — F(zg, Ak),

pri cemu je

Kako je g(xy) resenje sistema (3.32), potrebno je u svakoj iteraciji formirati
matricu

Ao ) = [ D, &) R() 1 |

LT (z) 0
Tabela 4.63: Pr 1 B Tabela 4.64: Pr 1 BY
zo = (0.02,0.02) zo = (0.02,0.02)

it ]| 1 l 2 [ @ it ]| 1 l D [ @
1 -0.000101 0.01505 0.532128 1 3.32-10°° 0.05313 1.87849
2 3.59-10"° 0.010561 0.70174 2 -0.004167 -0.266201 5.00848
3 —1.01-10°° 0.006259 0.592691 3 0.002657 -0.001887 0.012243
4 1.07-10~7 0.003917 0.625856 4 2.63-10°° -0.000358 0.110409

.. 5 [| =1.77-107° 3.29.10°7° 0.10391
10 3.53-10~16 0.000217 0.618054 6 || —2.22-10°F 4.79-10-6 0.141158
11 |[[ —9.00-10~18 0.000134 0.618026 7 2.31-1078 —4.56-10~8 | 0.009599
12 4.03-10~19 8.316-10~° | 0.618037 8 1.42-10~10 | —5.45-10-10 | 0.002986
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Tabela 4.65: Pr 2 B Tabela 4.66: Pr 2 BY

xo = (0.02,0.02) zo = (0.02,0.02)

it [ a1 | 2 [ a it | 71 [ T2 [
1 0 -3.46222 122.408 1 -0.004042 0.048012 1.70649
2 0 0.061056 | 0.017635 2 0.007042 0.101357 2.11207
3 0 0.062152 1.01795 3 0.002110 0.020077 0.198769
4 0 0.0308 0.495552 4 -0.000228 0.001603 0.080708
5 0 0.020594 | 0.668649 5 7.81-10°° 0.000345 0.219091

. 6 —3.21-107° -0.000109 0.324062
14 0 0.000264 | 0.618025 7 6.83-10~7 1.98-10°° 0.018468
15 0 0.000163 | 0.618037 8 —1.06-10"8 —3.76-10% | 0.018595
16 0 0.000101 0.618033 9 —2.18-10"10 | —1.21-109 | 0.019671
17 0 6.25-10~° | 0.618034 10 1.3-10~ 12 —4.95-10~10 | 0.006000

U algoritmu BY je odabrano da je £ = 1077, kako bi matrica D(xy, &)
sto bolje aproksimirala Jakobijan F'(xy).

U tabelama se moze primetiti: pored toga Sto je u veini primera za
postizanje konvergencije algoritmom BY potrebno manje iteracija, generisani
iterativni niz ima osobinu da obe komponente konvergiraju ka resenju istom
brzinom. Posledica toga je brza konvergencija u slucaju algoritma BY, sto
se ogleda i u poslednjoj koloni u kojoj se nalaze dobijene vrednosti koli¢nika

qk-

Tabela 4.67: Pr 3 B Tabela 4.68: Pr 3 BY

zo = (0.02,0.02) zo = (0.02,0.02)

it “ T1 [ T2 [ qk it H T i) [ qk

1 0.019615 0.000384 0.693642 1 0.040725 0.00119533 [ 1.44047
2 0.010095 3.95.10~6 0.514551 2 6.96391 0.337453 171.125
3 0.006576 —2.67-10-% | 0.651481 3 0.0425064 0.0520631 | 0.009640
4 0.003973 —1.51-10"7 | 0.604166 4 0.0524712 0.120912 1.96108
5 0.002479 2.59-10°8 0.623982 5 0.0176248 -0.0549036 | 0.437483
6 0.001527 277-1079 0.61594 6 -0.00479826 -0.10126 1.75804
7 0.000944 | —2.27-10~10 | 0.618798 7 -0.00575155 -0.0819391 | 0.810274
8 0.000583 —4.17-10~11 | 0.617725 ...

9 0.000360 1.45.10- 12 0.616154 22 —1.99-1077 1.94-107% | 0.371441
10 0.000222 5.62- 1013 0.61799 23 —3.14-10"7 3.22-10~% | 0.352083
11 0.000137 2.61-10-16 0.618051 24 —1.35-10"8 1.09-10—7 | 0.366345
12 || 8.51-10=° | —6.93-10~15 | 0.618027 25 —1.83-1079 1.11-10~% | 0.057208
13 || 5.26-10~° | —2.27-10~16 | 0.618036 26 || —5.04-10~10 | 3.68- 10~ | 0.003210

Kako sto je veé receno, red konvergencije Brojdenovog iterativnog niza ka
singularnom korenu je @ ~ 0.6180339, sto potvrduje dobijena vrednost
kolicnika u tabelama. Takode, moze se uociti da iterativni niz, generisan
algoritmom BY, konvergira ¢—superlinearno, jer postoji iteracija pocevsi od

koje vrednosti koli¢nika teze ka nuli.
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Tabela 4.69: Pr 5 B Tabela 4.70: Pr 5 BY
zo = (0.02,0.02) zo = (0.02,0.02)

it “ T T2 [ qx it H 1 T2 [ qk

1 -0.000173 0.014342 [ 0.507134 1 -0.002621 0.072214 2.55486
2 —8.62-10°° 0.011327 | 0.789729 2 0.021523 -0.2319 3.22293
3 —7.38-10°8 0.006329 0.55875 3 -0.023953 -0.044377 0.216531
4 —5.22-1077 0.004088 | 0.645885 4 0.100486 0.360932 7.4294
5 —5.07-10°8 0.002488 | 0.608784 5 -0.015004 0.004818 0.042063
6 —1.96-10"8 0.001549 | 0.622777 6 -0.006637 0.013764 0.96968
7 —3.71-1079 0.000956 0.61682 7 0.001435 0.009135 0.605125
8 —1.01-1079 0.000591 0.61892 8 0.000799 0.003129 0.349281
9 —2.24-10"10 0.000365 0.61794 9 2.88.10°7° —6.53-10~° | 0.022103
10 || =5.58- 10~ 1T 0.000226 | 0.618228 10 —8.67-10"7 | —1.59-10-% | 0.025380
11 || —1.29-10° 11 0.000139 | 0.618056 11 —1.01-10~7 | —1.14-107% | 0.635212
12 [ =3.10-10712 | 8.63-10~° | 0.618086 12 —2.12-1078 2.32-10~7 0.202736
13 || =7.27-10~1 | 5.33-10~° | 0.618051 13 || —9.08 .10~ | 9.76-10~10 | 0.004204

Brojdenovom algoritmu, primenjenom na Primer 6, 30 iteracija nije bilo
dovoljno za postizanje trazene tacnosti, dok je primenom Brojdenovog algo-
ritma na funkciju iz Primera 8, zbog numericke singularnosti sistema itera-
tivni niz divergirao.

Tabela 4.71: Pr 6 BY

zo = (0.02,0.02,0.02)

it ] 1 [ T2 [ T3 [ dk

1 -0.000170 0.054658 0.039775 1.95142
2 -0.000978 -0.107119 -0.077615 1.95692
3 0.000397 -0.003312 0.000138 0.02523
4 —3.20-10°° -0.001233 0.003927 1.23305
5 —2.80-10°° -0.004171 0.006615 1.89978
6 1.10- 1073 0.000207 -0.000337 0.05075
7 1.84-10—7 1.24-10~° —2.24-107° | 0.06472
8 —1.15-10"8 2.01-10"7 8.59 .10~ 7 0.03435
9 3.16 - 1079 7.43-10°8 —1.01-10—7 | 0.14250
10 4.07-10-10 7.97-1079 —1.48-10-8 | 0.13405
11 || —1.08-10~TF | —2.24-10~10 | 3.97-10~10 | 0.027060

Dobijeni rezultati potvrduju da se primenom Brojdenovog metoda na
reSavanje granicnog sistema, moze ocuvati konvergencija koju je isti imao u
regularnom slucaju. Iako je u svakoj iteraciji potrebno izracunati Jakobijan
F'(xy), ili ga aproksimirati, za razliku od algoritama MY 1Y nije potrebno
racunanje Hesijana, sto algoritam BY ¢ini jeftinijim za rad. Medutim, ako
se uporede nizovi koje generisu ova tri algoritma, algoritam BY generise
najveci broj iteracija.



142

4. NUMERICKI REZULTATI

Tabela 4.72: Pr 8 BY

zo = (0.05,0.04)

it “ T T2 [ dk

1 0.099999 0.079999 2

2 -0.000585 -0.000468 0.005857

3 -0.001189 -0.000951 2.03052

4 [ =799-107% | —5.39.10°F 0.006332

5 || —9.58-10~7 1.20-10°6 0.159655

6 || —1.92-10°°F 2.40-107° 2.00174

7 [ —2.73-10°8 3.42-10°8 0.014219

8 4.36-10"1% | —5.45-10~™ [ 1.59-10-6

Tabela 4.73: Pr 9 B
xo = (1.02,1.02,0.02,0.02,0.02)

it H T1 [ T2 [ 3 [ T4 [ 5 [ 9k
1 1 1 0.01 0.01 0.01 0.387298
2 1 1 0.00731 0.00731 0.00731 0.731707
3 1 1 0.00422 0.00422 0.00422 0.577465
4 1 1 0.00267 0.00267 0.00267 0.633929
5 1 1 0.00163 0.00163 0.00163 0.612022
6 1 1 0.00101 0.00101 0.00101 0.620339
7 1 1 0.00062 0.00062 0.00062 0.617155
8 1 1 0.00038 0.00038 0.00038 0.61837
9 1 1 0.00023 0.00023 0.00023 0.617906
10 1 1 0.00014 0.00014 0.00014 0.618083
11 1 1 [9.16-107° | 9.16-10~° | 9.16-10—° | 0.618015
12 1 1 [ 566-10"° | 5.66-10"° | 5.66-10~° | 0.618041
13 1 1 [ 349-107° | 3.49-107° | 3.49-10° | 0.618031

Kao i u slucaju algoritama MY 1Y, pocetna aproksimacija reSenja mora
biti odabrana blizu reSenja kako bi konvergencija bila postignuta. Koristeci
istu tehniku kojom je konstruisan algoritam MYLS, kombinacijom globalno
konvergentnog metoda i algoritma BY u okolini reSenja moze se konstru-
isati efikasan i jednostavan algoritam sa g—superlinearnom konvergencijom
ka singularnom korenu funkcije F.
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Tabela 4.74: Pr 9 BY

xo = (1.02,1.02,0.02,0.02,0.02)

it H 1 [ T2 [ T3 [ T4 [ 5 qk

1 0.99639 | 1 0.040030 0.039971 0.040029 1.55171
2 1.02986 | 1 -0.182993 -0.182715 -0.182988 4.5853
3 ][ 097169 | 1 -0.017323 -0.015750 -0.017299 0.127701
4 1.02752 | 1 0.036264 0.038491 0.036299 1.71968
5 0.99669 | 1 0.000385 0.004152 0.000443 0.076614
6 |[ 0.99923 | 1 -0.001606 0.005942 -0.001489 1.19165
7 [] 0.99746 | 1 0.024832 -0.030517 0.023974 7.26528
8 | 0.99956 | 1 0.001415 -0.001513 0.001370 0.055067
9 1.00001 | 1 0.000308 -0.000387 0.000298 0.226676
10 |[ 1.00001 | 1 -0.00017 0.000210 -0.000166 0.559082
11 1 1 | —2.12-107? 2.35-107° —1.60-10—° | 0.110942
12 1 1 | —4.36-107° | —4.66 - 10" 5.12- 100 0.188077
13 1 1 | —9.44-107% | —1.35-10—7 9.57-10=6 1.99242
14 1 1 [ —1.18-10°8 1.72-10°8 —7.97-1079 | 0.001706
15 1 1 6.16-10~ 1T [ 3.15-10~10 | —8.15-10~ T | 0.016099
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5
Zakljucak

U tezi je posmatran problem reSavanja singularnog sistema nelinearnih
jednacina. Red konvergencije proizvoljnog iterativnhog metoda smanjen je
zbog singularnosti sistema, pa su predlozene modifikacije samog metoda,
kao i modifikacije problema u cilju ubrzanja konvergencije ka singularnom
resenju.

Posmatrani su kvazi-Njutnovi metodi, posebno Brojdenov, Tomasov i
Martinezov metod azuriranja kolone i predlozene su njihove modifkacije uvo-
denjem meduiteracije. Predlozeni dvokoracni postupci, po ugledu na postu-
pke iz [31] i [30], zavise od tri parametra, M,C i «. Zakljuceno je da para-
metar M ima najjaci uticaj na konvergenciju postupka. Na nizu numerickih
primera je pokazano da vrednosti M koje su blizu 3.7 daju zadovoljavajuce
rezultate.

Prelaskom na dvokora¢ne postupke, pojavila se moguénost azuriranja
aproksimacije Jakobijana i posle meduiteracije, odnosno uvedena su pravila
P-1 i P-II. Numericki primeri su pokazali da prvo pravilo, ne samo da je
jeftinije jer se aproksimacija Jakobijana azurira samo jednom, nego je i efika-
snije, kada se posmatra broj iteracija potrebnih za postizanje konvergencije.
Takode, moze se primetiti da se malom promenom parametra M u pravi-
lu P-I, broj iteracija ne menja znacajno i da se ne narusava konvergencija.
Nasuprot pravilu P-I, pravilo P-II znatno je osetljivije na promenu para-
metara, odnosno izbor optimalnih vrednosti parametara zavisi od primera
koji se resava i od metoda koji se primenjuje. Zbog toga, pravilu P-I daje
se prednost i preporucuje se njegova primena prilikom upotrebe proizvoljnog
kvazi-Njutnovog metoda za reSavanje singularnog sistema.

Definisanjem grani¢nog sistema, resavanje nelinearnog singularnog siste-
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ma svodi se na resavanje njemu ekvivalentnog regularnog sistema. Predloze-
ni algoritam MY zasnovan je na algoritmu Y predstavljenom u [57] koji je
veoma efikasan ali i dosta skup, jer je u svakoj iteraciji potrebno izracunati
Jakobijan i Hesijan. Novi algoritam MY ne koristi izvode. Matrice Jakobi-
jana i Hesijana aproksimiraju se koriste¢i samo vrednosti funkcije, pomocu
konacnih razlika. Postupak dobijen na ovaj nacin znatno je jeftiniji za rad.
Teorijski je pokazano da se na ovaj nac¢in moze posti¢i veoma brza lokalna
konvergencija, a na nizu numerickih primera to je i potvrdeno. Na ovaj
nacin potvrdeno je da algoritam MY, po svojim osobinama, moze da parira
algoritmu predstavljenom u [57].

Medutim, konvergencija algoritma MY zahteva pocetnu iteraciju veoma
blizu reSenja, koje nije poznato. Zbog toga je predlozena kombinacija al-
goritma MY sa metodom negativnog gradijenta, kojom je iskoris¢ena glob-
alna konvergencija metoda negativnog gradijenta i lokalna konvergencija al-
goritma MY. Metodom negativnog gradijenta iterativni niz ¢e se pribliziti
ka resenju, i u slucaju da je okolina resenja dovoljno mala, prelaskom na
algoritam MY postize se brza lokalna konvergencija ka singularnom resenju,
Sto je numericki potvrdeno.

U cilju da se cena algoritma jos vise smanji, na formiran grani¢ni sistem
primenjen je Brojdenov algoritam i na taj nacin je konstruisan algoritam
BY. S obzirom na to da je regularnost grani¢nog sistema dokazana, su-
perlinearna konvergencija algoritma BY je potvrdena teorijski i numericki.
Medutim, pocetna iteracija, kao i u slucaju algoritma MY, mora biti veoma
blizu resenja, pa se predlaze kombinacija sa globalno konvergentnim algorit-
mom.
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