
Nastavno-nau~nom ve}u
Matemati~kog fakulteta
Univerziteta u Beogradu

Na sednici Nastavno-nau~nog ve}a Matemati~kog fakulteta odr`anoj
11 juna 2018 godine, odre|eni smo u komisiju za pregled i ocenu doktorske
disertacije,

Auto-dualni simplicijalni kompleksi,

wihova generalizacija i primene u
kombinatorici i geometriji

master matemati~ara Marinka Timotijevi}a. Komisija je podne{enu di-
sertaciju pa`qivo pregledala i nakon konsultacija podnosi Ve}u slede}i,

IZVE[TAJ

1. Kratka nau~na biografija

Marinko Timotijevi} je ro|en 29. 01. 1986. u Bijelom Poqu. Osnovne
studije matematike zavr{io je 2010 godine na Prirodno-matemati~kom
fakultetu u Kragujevcu (Odsek matematika). Master studije matematike
zavr{io je 2012. na Prirodno-matemati~kom fakultetu u Kragujevcu (Od-
sek matematika, smer teoretska matematika).

Master rad pod naslovom Fundamentalne grupe ura|en je 2012 godine
pod mentorstvom prof. dr. Radosava \or|evi}a na Matemati~kom fa-
kultetu u Kragujevcu. Iste godine upisao je doktorske studije matematike
(smer topologija) na Matemati~kom fakultetu u Beogradu.

Zaposlen je od 2013 godine na Institutu za matematiku i informatiku
Prirodno-matemati~kog fakulteta u Kragujevcu (u zvawu asistent za u`u
nau~nu oblast matemati~ka analiza sa primenama).

2. Publikovani nau~ni radovi i radovi na recenziji

1. M. Muzika Dizdrević, M. Timotijević, R. Živaljević, Signed Polyomino
Tillings By n-in-Line Polyominos and Gröbner Bases, Publ. Inst. Math.
(Beograd) (N.S.), 99(113), 31–42 (2016).
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2. M. Timotijević, Note on combinatorial structure of self-dual simplicial
complexes, Mat. Vesnik 71, 104–122, (2019).

3. M. Jelić, D. Jojić, M. Timotijević, S.T. Vrećica, R.T. Živaljević. Com-
binatorics of unavoidable complexes, arXiv:1612.09487 [math.AT] (rad je na
recenziji).

4. F. D. Jevtić, M. Timotijević, R. T. Živaljević, Polytopal Bier spheres
and Kantorovich-Rubinstein polytopes of weighted cycles, arXiv:1812.00397
[math.MG] (rad je na recenziji).

3. Oblast doktorske disertacije

[ire oblasti disertacije su topologija i kombinatorika. U`a oblast
je topolo{ka kombinatorika (teorija Aleksanderove dualnosti) sa poseb-
nim akcentom na minimalnim triangulacijama mnogostrukosti i vi{e-
dimenzionalnim analogonima neplanarnih grafova.

Auto-dualni simplicijalni kompleksi i wihove generalizacije, r-ne-
izbe`ni simplicijalni kompleksi, ubrajaju se u centralne teme topolo{ke
kombinatorike i diskretne (kombinatorne) geometrije.

Podsetimo da Aleksanderov dualK◦ simplicijalnog kompleksaK daje
kombinatorni model wegove dopune (komplementa) unutar odgovaraju}e
Bierove sfere Bier(K) = K ∗∆ K◦. Ka`emo da je kompleksK auto-dualan
(poddualan) ukoliko je K = K◦ (K ⊆ K◦).

Auto-dualni simplicijalnikompleksiiwihova spajawa (join) uosnovi
su poznate teoreme Kuratovskog o neplanarnosti grafova. Grafovi K5 i
K3,3, kao 1-dimenzionalni simplicijalni kompleksi, primeri su spaja-
wa auto-dualnih simplicijalnih kompleksa. Po rezultatima Halina i
Junga (R. Halin, H. A. Jung), pomo}u auto-dualnih simplicijalnih kom-
pleksa dobija se potreban i dovoqan uslov ne-planarnosti proizvoqnog
simplicijalnog kompleksa.

Auto-dualni simplicijalni kompleksi se javqaju i kao minimalne tri-
angulacije mnogih topolo{kih prostora, na primer, realne, kompleksne i
kvaternionske projektivne ravni.

Me|u matemati~arima koji su istra`ivali auto-dualne triangulacije
topolo{kih prostora, a koji su inspirisali autora u wegovom izboru
istra`iva~ke teme, su i B. Bagči, B. Data, U. Brem, D. Gorodkov, S.
Melikhov, i dr.

4. Prikaz disertacije sa akcentom na originalnim doprinosima
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Disertacija ima 88 strana teksta, 4 tabele i 18 slika. Spisak literature
se sastoji od 34 bibliografske jedinice. Pored predgovora i literature,
disertacija ima pet glava.

Glave 1 i 2 su preglednog karaktera. U wima je izla`en materijal
vezan za teoriju simplicijalnih kompleksa u obimu neophodnom za ~itawe
centralnih glava teze.

Glave 3, 4 i 5, koje sadr`e originalne doprinose, baziraju se na dva
nau~na rada (reference [15] i [32]) koji su ve} publikovani ili na recen-
ziji. Rad [32] je ura|en samostalno, dok je rad [15] koautorski.

Akcent u disertaciji je na na odre|ivawu svih auto-dualnih simpli-
cijalnih kompleksa u datom ambijentu (vi{edimenzionalni kompleksi
Halina-Junga-Kuratovskog), konstrukciji auto-dualnih triangulacija to-
polo{kih prostora, kao i odre|ivawu kombinatornih svojstava r-neiz-
be`nih simplicijalnih kompleksa. U glavi 3 se navode dva metoda kon-
strukcije auto-dualnih simplicijalnih kompleksa, metoda rekonstrukcije
i metoda dualne nadgradwe. U glavi 4 se analiziraju osnovne osobine r-
neizbe`nih simplicijalnih kompleksa. Mo`e se re}i da ove dve glave,
po svojoj originalnosti i tehni~koj slo`enosti primewenih metoda, ~ine
glavni deo disertacije. S druge strane glava 5 nije mawe zanimqiva s
obzirom da se u woj, tako|e metodama baziranim na teoriji auto-dualnih
kompleksa, dobijaju interesantne jednakosti koje obezbe|uju novi metod za
odre|ivawe Dedekindovih brojeva (Richard Dedekind).

U glavi 1 je izlo`en standardni materijal vezan za teoriju simplici-
jalnih kompleksa.

Glava 2 daje prikaz osnovnih pojmova teorije Aleksanderove dualnosti
sa akcentom na dve zna~ajne primene; odre|ivawe minimalnih triangula-
cija topolo{kih prostora i ocenivawe dimenzije geometrijskih reliza-
cija simplicijalnih kompleksa. UPoglavqu 2.5 se dokazuje da auto-dualni
simplicijalni kompleksi i wihova spajawa predstavqaju kanonske pri-
mere kompleksa koji nisu ulo`ivi u Euklidske prostore dovoqno male
dimenzije.

Centralni novi rezultati u glavi 3 su Teorema 3.1 i Teorema 3.2. Teo-
rema 3.1 dokazuje da je broj auto-dualnih kompleksa u ambijentu [n] jednak
broju pod-dualnih kompleksa u ambijentu [n−1] a Teorema 3.2 dokazuje da je
svaki auto-dualan kompleks potpuno odre|en linkom proizvoqnog temena.

Autor polazi od opservacije da se sklawawem glavnog simpleksa auto-
dualnog kompleksa i dodavawem wegovog komplementa dobija novi auto-
dualni simplicijalni kompleks (rekonstrukcija). Zatim pokazuje da se
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uzastopnomrekonstrukcijomauto-dualnog simplicijalnog kompleksamo`e
dobiti bilo koji drugi auto-dualni simplicijalni kompleks u istom am-
bijentu. Radi preglednosti, uvodi se pojam grafa rekonstrukcija ~iji
su ~vorovi svi auto-dualni kompleksi u ambijentu [n] a grane odgovaraju
parovima kompleksa koji mogu da se dobiju razmenom komplementarnih
glavnih simpleksa. Simplicijalni kompleksi ∆[n]\{i} = 2[n]\{i}, kao auto-
dualni kompleksi u ambijentu [n], igraju posebnu ulogu. Oni imaju samo
jedan glavni simpleks i jedini u grafu rekonstrukcija imaju stepen 1.
Kako je graf rekonstrukcija povezan, analiziraju se putevi koji po~iwu
auto-dualnim kompleksom∆[n−1]. Ovo omogu}ava konstrukciju �operatora
korena�

√
koji svakom auto-dualnom kompleksu u ambijentu [n] dodequje

pod-dualan kompleks u ambijentu [n − 1]. Dokazuje se da operator
√

ima
inverzni operator �operator dualne nadgradwe� Λ {to obezbe|uje dokaz
Teoreme 3.1.

Daqe se u Poglavqu 3.3 daje geometrijski opis operatora
√
i Λ. Doka-

zuje se da koreni kompleks auto-dualnog simplicijalnog kompleksa mo`e
da bude link bilo kojeg wegovog temena a dualna nadgradwa simplicijal-
nog kompleksa je unija wegovog Aleksanderovog duala i konusa. Kako su
operatori

√
i Λ jedan drugom inverzni, odatle sledi va`na opservacija

da je svaki auto dualni simplicijalni kompleks u ambijentu [n] jednak
uniji konusa i Aleksanderovog duala (u ambijentnu [n− 1]) linka wegovog
proizvoqnog temena (Teorema 3.2).

Druga polovina glave 3 bavi se primenom Teoreme 3.2 na kombina-
tornu klasifikaciju auto-dualnih simplicijalnih kompleksa i konstruk-
ciju auto-dualnih triangulacija topolo{kih prostora. U Poglavqu 3.5 se
opisuje metoda konstrukcije neizomorfnih auto-dualnih simplicijalnih
kompleksa u ambijentu [n] dualnomnadgradwomneizomorfnih pod-dualnih
simplicijalnih kompleksa. Poglavqe 3.7 istra`uje vezu homologije i ko-
homologije datog simplicijalnog kompleksa i homologije i kohomologije
wegove dualne nadgradwe kori{}ewem metoda Algebarske topologije. Do-
kazuje se da je pod odre|enim uslovima mogu}e konstruisati auto-dualne
simplicijalne komplekse sa unapred zadatim homolo{kim grupama. U
nastavku (Poglavqe 3.8) dat je jedan nov opis konstrukcije auto-dualnih
triangulacija projektivnih prostora.

Napomiwemo da je problem konstrukcije minimalne triangulacije ok-
tonionske projektivne ravni jo{ uvek otvoren. Orginalne tehnike opi-
sane u glavi 3 zna~ajno pojednostavquju konstrukciju navedene triangula-
cije svo|ewem na konstrukciju dualne nadgradwe posebnih kombinatornih
sfera.

U Glavi 4 se uvode i analiziraju tzv. r-neizbe`ni simplicijalni kom-
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pleksi i �particiona invarijanta� (π-invarianta) π(K) simplicijalnog
kompleksa K. Glavni rezultati su Teorema 4.1 i Teorema 4.2. Teorema 4.1
daje procenu �nivoa neizbe`nosti� spajawa simplicijalnih kompleksa
pomo}u nivoa neizbe`nosti odgovaraju}ih komponenti. Kako su auto-
dualni kompleksi u novoj terminologiji prepoznati kao minimalno 2-
neizbei kompleksi (imaju particionu invarijantu 2), spajawem n auto-
dualnih kompleksa dobijaju se simplicijalni kompleksi sa particionom
invarijantom n + 1. Ova opservacija omogu}ava jednostavniju proveru
da li dati simplicijalni kompleks sadr`i spajawe auto-dualnih simpli-
cijalnih kompleksa {to daje metod za procenu dimenzije wihove geome-
trijske realizacije. U nastavku Glave 4 analiziraju se particione in-
varijante linearno realizabilnih simplicijalnih kompleksa. Uvodi se
pojam �karakteristi~nog praga� simplicijalnog kompleksa koji omogu}
ava procenu particione invarijante proizvoqnog simplicijalnog kom-
pleksa tehnikama linearnog programirawa. Teorema 4.2 dokazuje da ako je
karakteristi~ni prag simplicijalnog kompleksa ρ, tada je wegova parti-
ciona invarijanta mawa ili jednaka od ⌊1/ρ⌋+ 1. Na kraju se u Poglavqu
4.7 analizira gre{ka procene particione invarijante pomo}u Teoreme 4.2
(tzv. �eksces karakteristi~nog praga�) i navode se primeri simplicijal-
nih kompleksa sa proizvoqno velikim ekscesom.

Ovo je veoma aktivni pravac istra`ivawa. Napomiwemo da posledwi
rezultati autora, me|u wima i neki koji nisu ukqu~eni u disertaciju,
povezuju particionu invarijantu i karakteristi~ni prag simplicijalnog
kompleksa sa �nivoima disjunktnosti� ( matching number) hipergrafova
i wegovim racionalnim relaksacijama.

Posledwa glava, Glava 5, opisuje primenu Teoreme 3.1 na odre|ivawe
Dedekindovih brojeva koji se uvode kao brojevi razli~itih Bulovih funk-
cija sanpromenqivih. Dokazuje se nejednakost koja pomo}ubroja razli~itih
auto-dualnih kompleksa u ambijentu [n] daje dowu i gorwu granicu Dede-
kindovih brojeva.

5. Zakqu~ak

Doktorska disertacija �Auto-dualni simplicijalni kompleksi, wihova genera-
lizacija i primene u kombinatorici i geometriji� je vrlo lep i sadr`ajan
prilog teoriji auto-dualnih i r-neizbe`nih simplicijalnih kompleksa.
Po svom karakteru disertacija je multidisciplinarna i tematski i meto-
dolo{ki je vezana za topologiju, geometriju, kombinatoriku, ra~unarstvo
i linearno programirawe. Rezultati su novi i aktuelni i mogu biti
zanimqivi {irem krugu nau~nika svih navedenih specijalnosti.
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AutordisertacijeMarinkoTimotijevi} je pokazao zavidnomatemati~ko
znawe iz nekoliko razli~itih oblasti, kao i sposobnost za samostalni
nau~ni rad. Posebno jak utisak ostavqa wegova sposobnost da pove`e te-
oriju i eksperiment, kombinuju}i slo`ene pojmove algebarske (kombina-
torne) topologije sa tehnikama iz ra~unarstva i linearnog programirawa.

Disertacija se mo`e ubrojiti u pionirske poduhvate u tom delu �pri-
mewene i ra~unarske algebarske topologije� (Applied and Computational
Algebraic Topology) koji akcentuje analizu kombinatornih svojstava auto-
dualnih i r-neizbe`nih simplicijalnih kompleksa.

Sa zadovoqstvom predla`emo Nau~no-nastavnom ve}u Matemati~kog
fakulteta Univerziteta u Beogradu da prihvati ovaj rad kao doktorsku
disertaciju i odredi komisiju za wenu javnu odbranu.

prof. dr Rade @ivaqevi} (mentor) prof. dr Sini{a Vre}ica
redovni profesor redovni profesor
Matemati~ki institut SANU Matemati~ki fakultet Beograd

prof. dr Vladimir Gruji} dr Aleksandar Vu~i}
vanredni profesor docent
Matemati~ki fakultet Beograd Matemati~ki fakultet Beograd

Beograd, 14 mart 2019.
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