, il
% UNIVERZITET U NOVOM SADU —
Gradevinski fakultet Subotica f—i
L1

mr Danica GOLES

REOLOSKO-DINAMICKA ANALIZA
ARMIRANOBETONSKIH POLIEDARSKIH LJUSKI

- doktorska disertacija -

Subotica, 2012.



Mentor:

prof. dr Dragan D. MilaSinovié, dipl. inZ. grad.
redovni profesor Gradevinskog fakulteta u Subotici



Mojim sinovima



Zahvaljujem se svome mentoru, prof. dr. Draganu D. MilaSinovic¢u, na svesrdnoj
pomoci, sugestijama i savetima koje mi je pruzao tokom izrade ove disertacije.
Njegova upornost i strpljenje pomogli su mi da savladam prepreke koje su se na
ovom putu neminovno pojavljivale.

Clanovima komisije, prof. dr Mirku Aéi¢u i prof. dr Andeliji lli¢, zahvaljujem na
dobronamernim i korisnim kritikama i sugestijama, koje su se odrazile i na
krajnji izgled ovog rada i, nadam se, doprinele poboljSanju njegovog kvaliteta.

Posebno sam zahvalna kolegama dr Danijelu Kukarasu i mr Aleksandru
Landovi¢u, pre svega na moralnoj podrsci i optimizmu, kojima su me u najtezim
trenucima podstakli da nastavim svoj rad. Kolegi dr Danijelu Kukarasu se
zahvaljujem i na nesebi¢noj pomoci oko Stampanja ove disertacije.

Kolega Golub Karaman, zajedno sa grupom studenata na civilnom odsluzenju
vojnog roka, pomogao mi je pri izvodenju ispitivanja u Laboratoriji za ispitivanje
materijala i konstrukcija na Gradevinskom fakultetu u Subotici, na ¢emu sam im
iskreno zahvalna.

Zahvaljujem se svim zaposlenima na Gradevinskom fakultetu u Subotici koji su
me podrzavali i bodrili tokom izrade ovog rada.

Beskrajno sam zahvalna mojim roditeljima i suprugu, koji su uvek verovali u
mene, nesebi¢no me podrzavali i ostali zauvek u najlepSoj uspomeni.

Moja najveca inspiracija, ponos i podsticaj su moji sinovi, Nikola i Mihailo.
Uprkos nedacama, koje su ih prerano zadesile, uspeli su da ostanu dobra deca
I uzorni daci. Bez njihovog razumevanja i pomoci ne bi bilo ni ovog rada. Zato
sam im neizmerno zahvalna.



Univerzitet u Novom Sadu

Gradevinski fakultet Subotica

KLJUCNA DOKUMENTACIJSKA INFORMACIJA

Redni broj:
RBR

Identifikacioni broj:
IBR

Tip dokumentacije:
D

Tip zapisa:

TZ

Vrsta rada:

VR

Ime i prezime autora:
AU

Mentor:

MN

Naslov rada:

NR

Jezik publikacije:
JP

Jezik izvoda:
Ji

Zemlja publikovanja:
ZP

UZe geografsko podrucje:

UGP

Godina:
GO

Izdavacd:
1z

Mesto i adresa:
MA

FiziCki opis rada:
FO

Monografska dokumentacija

Tekstualni Stampani materijal

Doktorska disertacija

mr Danica Goles$

dr Dragan D. MilaSinovi¢, redovni profesor

Reolosko-dinamic¢ka analiza armiranobetonskih

poliedarskih ljuski
srpski

srpski / engleski

Srbija

Vojvodina

2012

autorski reprint

Gradevinski fakultet Subotica,

24000 Subotica, Kozarac¢ka 2a

71224162 /179171177
(broj poglavlja / stranica / slika / grafikona /
tabela / referenci)



Naucéna oblast: gradevinarstvo
NO

Naucna disciplina: betonske konstrukcije, reologija betona i ¢elika,
ND numericka analiza

Predmetna odrednica, armiranobetonske poliedarske ljuske, reolosko-
kljune reci: dinamiCka analogija, metod konacnih traka
PO

UDK

@uva se: u biblioteci Gradevinskog fakulteta u Subotici
Cu

Vazna napomena:
VN

Izvod:
1Z

U ovoj disertaciji je izvrSena teorijska i numericka analiza
armiranobetonskih poliedarskih ljuski, tretiraju¢i beton i armaturu kao
viskoelastoplastiCan materijal. Poseban naglasak je dat na istraZivanje
granicnih ¢vrstoc¢a i deformacija ovih materijala.

U prvom delu rada je dat kratak istorijski pregled klasicnih metoda
proracuna poliedarskih ljuski. Na primeru jedne armiranobetonske poliedarske
ljuske uporedeni su klasi¢ni postupci analize ovih konstrukcija sa savremenijim,
numerickim postupcima - metodom konacnih traka i metodom konacnih
elemenata. Kako metod konacnih traka u slucaju poliedarskih ljuski
najadekvatnije opisuje ove povrSinske nosace, ukljuCujuci njihove kontinualne
uslove oslanjanja, u radu je detaljno opisana njegova primena na reSavanje
linearno elasti¢nih problema poliedarskih ljuski u slu¢aju malih pomeranja, a dat
je i kratak osvrt na stanje velikih ugiba.

Na bazi reoloskog modela viskoelastoplastichog materijala, primenom
reoloSko-dinami¢ke analogije (RDA), koju je predlozio D. D. MilaSinovi¢,
autorka rada izvodi reolosko-dinami¢ke radne dijagrame betona i Celika, koji
predstavljaju jednovremene parove napona i dilatacija. U radu je unapreden
RDA postupak za odredivanje grani¢nog (kriti€chog) napona betonskih i
armiranobetonskih stubova srednje vitkosti, ¢ime je omoguéena njegova
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ispitivanje CvrstoCe betona na pritisak. Na ovaj nacin je omogucéeno teorijsko
odredivanje radnih dijagrama betona razliitih klasa iz minimalnog broja
mehanickih parametara materijala, koji se dobijaju standardnim postupcima
ispitivanja. Ovako dobijeni teorijski reolosko-dinamicki radni dijagrami armature
I betona su uporedeni sa rezultatima drugih autora, dobijenim u okviru njihovih
eksperimentalnih istrazivanja, te je konstatovana njihova zadovoljavajuc¢a
tacnost. Dijagrami su uporedeni i sa radnim dijagramima datim u trenutno
vazecim tehni¢kim propisima za beton i armirani beton, te je utvrdena njhova
velika sli¢nost.

Za dalju verifikaciju teorijskih reoloSko-dinamic¢kih radnih dijagrama
armature i betona, kao ilustrativni primer je detaljno obradena jedna realno
izvodljiva armiranobetonska poliedarska ljuska. Na osnovu poredenja oblika



dijagrama presec¢nih sila i pomeranja dobijenih linearno elasticnom analizom
poliedarskih ljuski razliCitog raspona, zakljuCuje se da se granica izmedu
"kratkin" i "dugih” ljuski, za izabrani poprec¢ni presek, nalazi izmedu raspona
L=10m i L=20m. Kako se kod iviche grede mogu javiti zna¢ajni momenti torzije
(kako kod kratkih tako i kod dugih ljuski), koji mogu postati merodavni prilikom
dimenzionisanja armiranobetonskog preseka grede, za dalju analizu je
odabrana ljuska raspona L=20m, kod koje ovi momenti imaju minimalnu
vrednost. Za sraCunate preseCne uticaje izvSeno je dimenzionisanje
karakteristicnin preseka ljuske prema PBAB'87. Granina nosivost tri
karakteristiCna preseka poliedarske ljuske odredena je primenom radnih
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In this dissertation, theoretical and numerical analysis of reinforced
concrete folded plates, taking into account the viscoelastoplastic properties of
concrete and reinforcing steel, was carried out. Particular emphasis is given to
the study of ultimate strength and deformation of these materials.

The first part gives a brief overview of classical methods of analysis of
folded plates. These methods are compared with more contemporary,
numerical methods - the finite strip and the finite elements method. As the finite
strip method is proved to be efficient tool for analyzing a great deal of structures
for which both geometry and material properties can be considered as
constants along a main direction, straight or curved, while only the loading
distribution may vary, the application of this method on solving linear elastic
problems of folded plates in case of small displacements is described in details.
A short review of the state of large deflection is also given.

On the basis of rheological model of viscoelastoplastic material, applying
rheological-dynamical analogy (RDA), proposed by D. D. MilaSinovi¢, so-called
rheological-dynamical working diagrams of concrete and steel are built,
representing simultaneous stress-strain pairs. RDA procedure for determining
the ultimate (critical) stresses of concrete and reinforced concrete columns of
medium slenderness is improved in this thesis, enabling its use on short
columns, which include standard specimens for testing compressive strength of
concrete. This made possible to determine the theoretical stress-strain relations
of various concrete strength classes, knowing only the minimum number of
mechanical material parameters that come from standard test procedures. Thus
obtained theoretical rheological-dynamical working diagrams of concrete and
reinforcement were compared with results of other authors, obtained as part of
their experimental research, and ascertained their satisfactory accuracy. The
diagrams are compared with working diagrams from currently valid technical
regulations for concrete and reinforced concrete, and their great similarity is
observed.

For further verification of the theoretical rheological-dynamical working
diagrams of reinforcement and concrete, as an illustrative example, a feasible
reinforced concrete folded plate is analyzed in detail. Comparing the shape of
the diagrams of internal forces and displacements, obtained by liner elastic



analysis of folded plates of different spans, it is concluded that the boundary
between "short" and "long" folded plates, for the selected cross-section, lies
between L=10m and L=20m. It is obtained that the edge beams may experience
significant torsional moments (both in short and long folded plates), which may
become applicable in design of reinforced concrete cross-section of the beam,
so the folded plate of L=20m span, in which minimal values of torsional
moments appear, is selected for further analysis. For computed values of
internal moments and forces, cross sectional area of reinforcement of
characteristic cross sections of structure is calculated according to PBAB'87.
The ultimate resistance of three characteristic cross sections of folded plate
structure is calculated using working diagrams of concrete and steel according
to Eurocode 2 and according to RDA. Diagrams of interaction N, - M, are drawn
for several combinations of material working diagrams and are mutually
compared.

Conclusions and directions of further research are given at the end of this
dissertation.
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REOLOSKO-DINAMICKA ANALIZA ARMIRANOBETONSKIH
POLIEDARSKIH LJUSKI

REZIME
U ovoj disertaciji je izvrSena teoriiska i numeriCka analiza
armiranobetonskin poliedarskih ljuski, tretiraju¢i beton i armaturu kao

viskoelastoplastiCan materijal. Poseban naglasak je dat na istrazivanje
grani¢nih ¢vrstoca i deformacija ovih materijala.

U prvom delu rada je dat kratak istorijski pregled klasi¢nih metoda
proracuna poliedarskih ljuski. Na primeru jedne armiranobetonske poliedarske
ljuske uporedeni su klasi¢ni postupci analize ovih konstrukcija sa savremenijim,
numerickim postupcima - metodom konacénih traka i metodom konacénih
elemenata. Kako metod konaénih traka u sluCaju poliedarskih ljuski
najadekvatnije opisuje ove povrSinske nosace, ukljuéujuéi njihove kontinualne
uslove oslanjanja, u radu je detaljno opisana njegova primena na reSavanje
linearno elasti¢nih problema poliedarskih ljuski u slu¢aju malih pomeranja, a dat
je i kratak osvrt na stanje velikih ugiba.

Na bazi reoloSkog modela viskoelastoplasticnog materijala, primenom
reolosko-dinami¢ke analogije (RDA), koju je predlozio D. D. MilaSinovic,
autorka rada izvodi reoloSko-dinamic¢ke radne dijagrame betona i Celika, koji
predstavljaju jednovremene parove napona i dilatacija. U radu je unapreden
RDA postupak za odredivanje grani¢nog (kriticnog) napona betonskih i
armiranobetonskih stubova srednje vitkosti, ¢ime je omogucena njegova
primena i na stubove male vitkosti, u koje spadaju i standardni uzorci za
ispitivanje ¢vrsto¢e betona na pritisak. Na ovaj nadin je omoguceno teorijsko
odredivanje radnih dijagrama betona razli¢itih klasa iz minimalnog broja
mehanikih parametara materijala, koji se dobijaju standardnim postupcima
ispitivanja. Ovako dobijeni teorijski reoloSko-dinamicki radni dijagrami armature i
betona su uporedeni sa rezultatima drugih autora, dobijenim u okviru njihovih
eksperimentalnih istrazivanja, te je konstatovana njihova zadovoljavaju¢a
taCnost. Dijagrami su uporedeni i sa radnim dijagramima datim u trenutno
vazec¢im tehniCkim propisima za beton i armirani beton, te je utvrdena njhova
velika sli¢nost.

Za dalju verifikaciju teorijskin reolosko-dinamickih radnih dijagrama
armature i betona, kao ilustrativni primer je detaljno obradena jedna realno
izvodljiva armiranobetonska poliedarska ljuska. Na osnovu poredenja oblika
dijagrama presecnih sila i pomeranja dobijenih linearno elasticnom analizom
poliedarskih ljuski razli€itog raspona, zakljuCuje se da se granica izmedu
"kratkih" i "dugih" ljuski, za izabrani poprecni presek, nalazi izmedu raspona
L=10m i L=20m. Kako se kod iviéne grede mogu javiti znac¢ajni momenti torzije
(kako kod kratkih tako i kod dugih ljuski), koji mogu postati merodavni prilikom
dimenzionisanja armiranobetonskog preseka grede, za dalju analizu je
odabrana ljuska raspona L=20m, kod koje ovi momenti imaju minimalnu
vrednost. Za sraCunate presecne uticaje izvSeno je dimenzionisanje
karakteristicnih preseka ljuske prema PBAB'87. Grani¢na nosivost tri
karakteristicna preseka poliedarske ljuske odredena je primenom radnih
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dijagrama betona i ¢elika prema Evrokodu 2, te primenom reoloSko-dinamickih
radnih dijagrama betona i Celika. Konstruisani su dijagrami interakcije N, - M, za
viSe kombinacija radnih dijagrama materijala prema Evrokodu 2 i reoloSko-
dinamickoj analogiji i izvrSeno njihovo poredenje.

Na kraju rada su dati zaklju€ci i smernice za buduca istrazivanja.

Kljuéne reéi: reolosko-dinamicka analogija, radni dijagrami betona i armature,
armiranobetonske poliedarske ljuske, metod konacnih traka
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RHEOLOGICAL-DYNAMICAL ANALYSIS OF REINFORCED
CONCRETE FOLDED PLATES

SUMMARY

In this dissertation, theoretical and numerical analysis of reinforced
concrete folded plates, taking into account the viscoelastoplastic properties of
concrete and reinforcing steel, was carried out. Particular emphasis is given to
the study of ultimate strength and deformation of these materials.

The first part gives a brief overview of classical methods of analysis of
folded plates. These methods are compared with more contemporary,
numerical methods - the finite strip and the finite elements method. As the finite
strip method is proved to be efficient tool for analyzing a great deal of structures
for which both geometry and material properties can be considered as
constants along a main direction, straight or curved, while only the loading
distribution may vary, the application of this method on solving linear elastic
problems of folded plates in case of small displacements is described in details.
A short review of the state of large deflection is also given.

On the basis of rheological model of viscoelastoplastic material, applying
rheological-dynamical analogy (RDA), proposed by D. D. MilaSinovi¢, so-called
rheological-dynamical working diagrams of concrete and steel are built,
representing simultaneous stress-strain pairs. RDA procedure for determining
the ultimate (critical) stresses of concrete and reinforced concrete columns of
medium slenderness is improved in this thesis, enabling its use on short
columns, which include standard specimens for testing compressive strength of
concrete. This made possible to determine the theoretical stress-strain relations
of various concrete strength classes, knowing only the minimum number of
mechanical material parameters that come from standard test procedures. Thus
obtained theoretical rheological-dynamical working diagrams of concrete and
reinforcement were compared with results of other authors, obtained as part of
their experimental research, and ascertained their satisfactory accuracy. The
diagrams are compared with working diagrams from currently valid technical
regulations for concrete and reinforced concrete, and their great similarity is
observed.

For further verification of the theoretical rheological-dynamical working
diagrams of reinforcement and concrete, as an illustrative example, a feasible
reinforced concrete folded plate is analyzed in detail. Comparing the shape of
the diagrams of internal forces and displacements, obtained by liner elastic
analysis of folded plates of different spans, it is concluded that the boundary
between "short" and "long" folded plates, for the selected cross-section, lies
between L=10m and L=20m. It is obtained that the edge beams may experience
significant torsional moments (both in short and long folded plates), which may
become applicable in design of reinforced concrete cross-section of the beam,
so the folded plate of L=20m span, in which minimal values of torsional
moments appear, is selected for further analysis. For computed values of
internal moments and forces, cross sectional area of reinforcement of
characteristic cross sections of structure is calculated according to PBAB'87.
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The ultimate resistance of three characteristic cross sections of folded plate
structure is calculated using working diagrams of concrete and steel according
to Eurocode 2 and according to RDA. Diagrams of interaction N, - M, are drawn
for several combinations of material working diagrams and are mutually
compared.

Conclusions and directions of further research are given at the end of this
dissertation.

Key words:  rheological-dynamical analogy, stress-strain relation of concrete
and reinforcement, reinforced concrete folded plates, finite strip method.
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1. UVOD

1.1. Predmet istraZivanja

Predmet istraZzivanja ovoga rada su armiranobetonske poliedarske ljuske
sastavljene od kruto vezanih plo¢a (koje ¢ine poliedar) koje na krajnjim ivicama imaju
grede kao poduzna ukruéenja - otvorena poliedarska ljuska kao krovna konstrukcija.
Ove ivicne grede mogu imati znaéajnu visinu u odnosu na svoju debljinu, te one
preuzimaju funkciju rebara u popre¢nom preseku ljuske. Eksperimentalna analiza
postojec¢ih objekata pokazala je da su stvarne deformacije ovakvih i sli¢nih nosaca
Cesto znatno vece nego Sto se dobijaju proraunom po klasi¢noj teoriji savijanja.
Primenom teorije ravnih preseka na analizu graniénih stanja upotrebljivosti ovih
konstrukcija dobijaju se veli¢ine ugiba koje mogu biti znatno manje nego Sto bi se
dobile taénijim proradunom. Sve ovo namece potrebu za iznalaZzenjem 5to tacnijeg
postupka analize poliedarskih ljuski. Zbog sloZenosti problema, analiza u osnovi treba
da se wrSi primenom numeri¢kih metoda zasnovanih na fizickoj diskretizaciji
konstrukcije mrezom konacénih elemenata. U ovom radu su klasi¢ni postupci proraCuna
poliedarskih ljuski uporedeni sa numeri¢kim postupcima - metodom konacnih traka i
metodom konaénih elemenata. Kako Zeljena veéa ta¢nost izlaznih podataka namece
vecu gustinu mreZe (koja, medutim, ne mora doprineti ve¢oj tacnosti zbog problema
"size effect"), odnosno veci broj konacnih elemenata, to analiza poliedarskih ljuski
metodom konacnih elemenata moze biti krajnje zahtevna u pogledu kapaciteta
raCunara i utroSka vremena potrebnog da se analiza sprovede. Sa druge strane,
primena metoda konacnih traka, koji je prvenstveno namenjen analizi konstrukcija Cija
je duzina znatno vec¢a od dimenzija u popreénom preseku (tankozidne konstrukcije,
pune ploc¢e...), sa manjim brojem elemenata i ¢vornih linija, doprinosi ustedi u vremenu
i kompjuterskoj memoriji, povecavajuéi pri tome tacnost izlaznih rezultata uz
istovremeno isklju€ivanje problema "size effect". Zbog svega navedenog, za dalju
analizu konstrukcije u ovom radu je odabran metod konacnih traka.

Tehnicki propisi za beton i armirani beton sadrze idealizovane modele za opis
ponaSanja materijala, odnosno daju radne dijagrame betona i armature, Kkoji
predstavljaju idealizaciju stvarnog ponaSanja materijala, uz propisivanje odgovarajucih
parcijalnih koeficijenata sigurnosti. Za uobicajeni proracun poprecénih preseka koristi se
dijagram napon-dilatacija pritisnutog betona u obliku parabola-pravougaonik, pri Eemu
se veli€ina dilatacija na granici ove dve oblasti i veli¢ina grani¢ne dilatacije propisuju u
zavisnosti od klase ¢vrsto¢e betona (Evrokod 2), odnosno usvajaju 2%. i 3.5%0 redom
(prema Pravilniku BAB'87). Evrokod 2 daje i dijagram napon-dilatacija betona za
nelinearnu analizu konstrukcija, oblika parabole sa opadajuéom granom nakon
dostizanja pritisne ¢vrsto¢e betona. Sa mehanicke tacke glediSta ovo je konstitutivni
zakon za beton kojim je u analizu uvedena nelinearnost. Prema PBAB'87 radni
dijagram Ccelika je bilinearan sa horizontalnom gornjom granom i maksimalnim
dilatacijama ¢elika od 10%., dok Evrokod 2 dopusta i upotrebu bilinearnog dijagrama sa
gornjom granom u nagibu. U ovoj disertaciji su konstruisani reolosko-dinamicki radni
dijagrami betona i Celika koji verodostojnije uvode osobine materijala u analizu, jer
predstavljaju jednovremene parove napona i dilatacija.

1.2. ObrazloZenje o potrebama istrazivanja

Pod opterecenjem kod poliedarskih ljuski dolazi do "vitoperenja" popre¢nog
preseka, Sto dovodi do preraspodele normalnih napona duz poprec¢nog preseka, zbog
Cega klasi¢na analiza savijene grede ne daje zadovoljavajuée rezultate. Ovo namece
potrebu formulisanja odgovaraju¢eg numeri¢kog metoda kojim bi se istrazila navedena
naponska stanja.
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Opisivanje ponaSanja materijala (armiranog betona) je vrlo kompleksan problem,
te se u inZenjerskoj praksi upotrebljavaju propisani uproSéeni dijagrami kojima se
opisuju veze izmedu naponskih i deformacijskih veli¢ina u funkciji razli¢itih parametara.
Svaki doprinos tacnijem opisivanju ponaSanja materijala doprinosi i povecanju
pouzdanosti proracuna armiranobetonskih konstrukcija. Primena opSteg reoloskog
modela za armaturu i beton i primena reoloSko-dinamic¢ke analogije za odredivanje
jednovremene veze napon-dilatacija u €eliku i betonu ima za cilj upravo priblizavanje
proracunskog modela stvarnom ponasanju materijala.

1.3. Ciljistrazivanja

Dokaz pouzdanosti betonskih konstrukcija je izuzetno sloZen i zahtevan zadatak,
danas od sve veéeg znacaja zbog brojnih otkaza u toku eksploatacije i zbog sve vete
hrabrosti u projektovanju konstrukcija zasnovane na sve vecem razvoju nauke i
tehnike. Cilj ovog istrazivanja je sveobuhvatnija i preciznija analiza armiranobetonskih
poliedarskih ljuski, koje se primenom savremenih numeri¢kih postupaka sve viSe
optimizuju tako da €esto dolaze u naponsko-deformacijska stanja koja se obi¢no ne
moze efikasno naéi napone i deformacije u karakteristicnim presecima (kao lokalne
veliine).

Jedan od ciljeva je i da se materijal modelira na nacin koji ¢e Sto vernije opisati
njegovo stvarno ponaSanje, kako u elastiénoj oblasti tako i nakon plastifikacije, te da se
izvrSi komparativha analiza sa modelima predloZzenim u vazec¢oj tehnic¢koj regulativi
(Evrokod 2).

1.4. Primenjena metodologija

IstraZzivanje se u metodoloskom smislu temelji na metodama savremene nauke.
Na osnovu analize dostupne literature, uz apstrahovanje manje bitnih podataka, dat je
prikaz i komparativna analiza najzastupljenijin metoda proracuna poliedarskih ljuski.
Kao rezultat ovog dela istrazivanja, za dalju analizu armiranobetonskih poliedarskih
ljuski je izabran metod konacnih traka.

Konstrukcija je matemati¢ki modelovana na principima metoda konacnih traka,
koji je detaljno prikazan u ovom radu. Modelovanje materijala je izvrSeno prema
vazeé¢im tehni¢kim propisima (EC 2 i PBAB'87). Osim ovog je sprovedeno i
matemati¢ko-fizicko modelovanje materijala (betona i ¢elika) primenom reoloSko-
dinamicke analogije.

Primenom odabranog numeri¢kog metoda (metod konacnih traka) sprovedena je
linearno elastiCna analiza armiranobetonske poliedarske ljuske u oblasti malih
pomeranja. Na osnovu ovako sracunatih presecnih sila izvrSeno je dimenzionisanje
karakteristicnin preseka ljuske u skladu sa PBAB'87. Granina nosivost preseka
analizirana je kroz konstrukciju dijagrama interakcije za razliCite kombinacije radnih
dijagrama materijala. Komparativnom analizom dobijenih dijagrama dolazi se do
zaklju¢ka da se primenom RDA radnih dijagrama materijala dobija granicna normalna
sila koja je za maksimalno 10% veca od grani¢ne normalne sile dobijene primenom EC
2 radnih dijagrama materijala.

Osim gore navedenih, u radu su primenjene i posebne nauc¢ne metode:
apstrakcija i konkretizacija, generalizacija i specijalizacija, indukcija i dedukcija,
definicija i klasifikacija, dokazivanje i opovrgavanije i logicka metoda.
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1.5. Rezultati istrazivanja i njihova primenljivost

U prvom delu rada izvrSena je komparativha analiza klasi¢nih i numeri¢kih
metoda proracuna poliedarskih ljuski. Pokazalo se da numericke metode imaju
prednost nad klasi¢nim, jer su u moguénosti da tacnije prikazu naponska stanja u
konstrukciji, ukljuéujuc¢i i zone lokalne koncentracije napona. Kod konstrukcija &ija je
duzina znatno vecéa od dimenzija u popre¢nom preseku (kao to su poliedarske ljuske)
metod izbora je metod konaénih traka, koji sa manjim brojem elemenata i ¢vornih linija
doprinosi ustedi u vremenu i kompjuterskoj memoriji, dajuci istovremeno pouzdane
izlazne rezultate o presec¢nim silama i deformacijama. U radu su prikazani osnovni
principi i najvazniji izrazi na kojima se zasniva metod konac¢nih traka za primenu na
poliedarskim ljuskama, kako bi se licima koja se bave analizom ove vrste konstrukcija
priblizio jedan jednostavan, brz i tacan postupak.

Primena reoloSko-dinamic¢ke analogije treba da omoguci uvodenje opStijeg
reoloSkog modela u proraun armiranobetonskih elemenata i konstrukcija, bez
istovremenog usloZnjavanja samog procesa proracuna. Rezultati prikazani u ovom
radu treba da posluze kao solidna osnova za dalja istrazivanja u pravcu dobijanja
radnih dijagrama materijala koji ¢e joS realnije opisivati njihovo stvarno ponasanje.
Reolo3ko-dinamicki dijagrami napon-dilatacija betona i armature, dobijeni teorijskim
putem u ovom radu, mogu da se implementiraju u racunarske programe namenjene
analizi konstrukcija sa uvodenjem materijalne nelinearnosti, Sto je ujedno i jedan od
mogucih daljih pravaca istraZivanja.

1.6. Kratak sadrzaj rada

U prvom poglavlju date su uvodne napomene o predmetu i potrebi istrazivanja,
njegovim ciljevima i metodologiji, te rezultatima i njihovoj primenljivosti. Dat je i kratak
opis rada.

Osnovni pojmovi o poliedarskim ljuskama, njihovim uobic¢ajenim oblicima,
dimenzijama i primeni dati su u drugom poglaviju. Posebna paZnja posvecena je
armiranobetonskim poliedarskim ljuskama, za koje su data i konstruktivha razmatranja,
te prikazano nekoliko primera njihove uspeSne primene. Dat je istorijski prikaz metoda
proracuna poliedarskih ljuski, sa posebnim osvrtom na predlog Komisije za gradnju
nabranih plo€a, koju je formiralo AmeriCko drustvo gradevinskih inzenjera (ASCE)
1963. godine. Prema ovom predlogu izvrSen je proradun armiranobetonske ljuske koja
je vec analizirana u literaturi (De Fries-Skene i Scordelis [15] i Cheung [13]). Rezultati
ovog proracuna (popreéni momenti savijanja i poduzni normalni naponi u sredini
raspona ljuske) uporedeni su sa rezultatima koje je autorka dobila primenom metoda
konacnih traka (raCunarskim programom MKTE1) i metoda konacnih elemenata
(raCunarskim programom Tower 6).

U treCem poglavlju su prikazane osnovne jednacine ravnog stanja napona i
savijanja tankih plo¢a, kao dva prisutna stanja naprezanja elemenata poliedarske
ljuske. Kako je za dalju analizu konstrukcije odabran metod konacnih traka (MKT), to
su u ovom poglavlju opisani njegov razvoj i osnovne postavke. lzvedene su
aproksimativne funkcije polja pomeranja u problemu savijanja i problemu ravnog stanja
naprezanja, a na osnovu njih i aproksimativne funkcije za analizu ravnih poliedarskih
ljuski. Prikazana je varijaciona formulacija za metod konac¢nih traka, te objaSnjena
njena primena na linearno elasticne probleme poliedarskih ljuski u slu¢aju malih
pomeranja, u statickoj i dinamickoj analizi konstrukcija, a dat je i kratak osvrt na stanje
velikih ugiba.
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Osvrt na osnovne reoloSke modele dat je u Cetvrtom poglavlju. Opisan je slozeni
reoloSki model viskoelastoplastiéhog tela i data njegova diferencijalna jednadina.
Objasnjen je fizicki mehanizam reoloSko-dinamic¢ke analogije (RDA), predloZene od
strane D. D. MilaSinoviéa, zahvaljuju¢i kojoj komplikovan nelinearan
viskoelastoplastiéni problem moze biti reSavan kao mnogo jednostavniji linearan
dinamicki problem. Ukratko je prikazana primena RDA na modeliranje ponaSanja
realnih materijala, prema vec¢ objavljenim radovima - odredivanje grani¢nih (kriti¢nih)
napona stubova srednje vitkosti, modeliranje zamora i modeliranje ponaSanja
armature, jer su zakljucci ovih istrazivanja neophodni za primenu u armiranom betonu.
Za potrebe daljeg proracuna opisani su radni dijagrami betona i ¢elika prema PBAB'87
i Evrokodu 2. Na osnovu prethodno prikazane analize, RDA postupak je primenjen za
dobijanje dijagrama napon-dilatacija ¢elika. RDA radni dijagrami ¢elika uporedeni su sa
eksperimentalnim vrednostima i dijagramima prema EC 2 i PBAB'87, te je
konstatovano njihovo odli€éno poklapanje. RDA dijagrami napon-dilatacija betona su
konstruisani za uzorke koji su bili predmet eksperimentalnih istraZzivanja na
Gradevinskom fakultetu u Subotici. Pokazalo se da se primenom RDA postupka
dobijaju radni dijagrami betona zadovoljavaju¢e tacnosti. RDA postupak je primenjen
za konstruisanje radnih dijagrama betona raznih klasa ¢vrsto¢e. Poredenjem dobijenih
dijagrama sa dijagramima koje daje EC 2 za potrebe nelinearne analize konstrukcija
uoCava se njihovo vrlo dobro slaganje, pri Eemu se najveca razlika primecuje u oblasti
nakon dostizanja maksimalnog napona, gde dijagram prema EC 2 ima opadajucu
granu, dok RDA dijagram ostaje horizontalan.

Linearno elastiCha analiza poliedarskih ljuski razli€itih raspona i oblika popre&nog
preseka, proracun ilustrativnog primera armiranobetonske poliedarske ljuske, dijagrami
presecnih uticaja u karakteristi¢nim presecima i opis postupka dimenzionisanja prema
PBAB'87 prikazani su u petom poglavlju. Za tri odabrana karakteristiéna preseka
poliedarske ljuske konstruisani su dijagrami interakcije N, - M, za razli¢ite kombinacije
radnih dijagrama betona i ¢elika prema EC 2 i RDA. Za ove preseke i kombinacije
radnih dijagrama materijala dati su tabelarni prikazi parova grani¢nih normalnih sila i
grani¢nih momenata savijanja za odabrane odnose dilatacija u armaturi i betonu, te za
stvarni ekscentricitet eksploatacione normalne sile odredeni graniéni presecni uticaji i
globalni koeficijenti sigurnosti.

U Sestom poglavlju daju se zavrSne napomene i zaklju¢ci. Naznaceni su pravci
daljih istrazivanja.

Sedmo poglavlje sadrzi spisak koris¢ene literature od 68 jedinica i 9 koriséenih
web stranica.

U prilogu je dat tabelarni prikaz prese¢nih uticaja, merodavnih grani¢nih uticaja,
potrebne i usvojene armature za karakteristicne preseke analizirane poliedarske ljuske
i detalji armature.
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2. POLIEDARSKE LJUSKE

2.1. Osnovni pojmovi i uvodna razmatranja

Poliedarske ljuske, ili nabrane plo¢e (eng. ,folded plates”, cro. ,sloZenice“), su
konstrukcije sastavljene od tankih ravnih plo¢a koje su, duz ivica, medusobno
monolitno vezane pod odredenim uglom, €ineéi prostornu nosecu konstrukciju.

_~“—-poduzne ivice

krajnja dijafragma

Sirina B

Slika 2.1. Elementi konstrukcije poliedarske ljuske

Oslonce ovih konstrukcija ¢ine elementi upravni na poduznu osu, Kruti u svojoj
ravni, koji se izvode kao dijafragme (sl. 2.1) ili kao ramovi. Oslonci mogu biti postavljeni
samo na krajevima ljuske, ili na krajevima i unutar raspona.

Poliedarske ljuske su nastale kao rezultat teZznje da se postigne velika prostorna
krutost konstrukcije bez zna¢ajnog poveéanja sopstvene tezZine, kao Sto je prikazano
na slici 2.2 [69]. Kada list papira postavimo izmedu dva oslonca on ¢e se saviti,
zahvaljujuéi Cinjenici da mu je &vrsto¢a nedovoljna za no3enje sopstvene tezine (sl.
2.2.a). Ako se isti list papira nabora bi¢e u stanju da nosi stostruku vrednost sopstvene
tezine (sl. 2.2.b). Ukoliko se teret povecéa, konstrukcija ¢e popustiti, a nabori ée se
ispraviti (sl. 2.2.c). Ovaj problem se moze reSiti postavljanjem popre¢nih ukru¢enja na
krajevima (sl. 2.2.d). Ovakva poliedarska ljuska se ponaSa kao greda i moze nositi Cak
i ve€a optereéenja.

a)

Slika 2.2. Nastanak poliedarske ljuske

Poliedarske ljuske se mogu izvoditi kao jednorasponske ili viSerasponske, u
zavisnosti od broja i polozaja poprecnih elemenata za ukruéenje (dijafragmi, ramova).
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Uobicajeni oblici popre¢nog preseka poliedarskih ljuski, u evropskoj praksi,
prikazani su na slici 2.3. Na istoj slici prikazane su i dve moguénosti oblikovanja ivi¢nih
greda.

a)

b)
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Slika 2.3. Uobi&ajeni oblici popre&nog preseka poliedarskih ljuski: a) - jednotalasne;
b) - viSetalasne; c) - ivicne grede

2.2. Primena

Gotovo neograni¢ene mogucnosti oblikovanja i medusobnog povezivanja ravnih
plo¢a u prostornu poliedarsku konstrukciju koja, osim uloge "zatvaranja" prostora (kao
Sto je sluéaj sa klasicnim krovnim pokrivacdima, koji predstavljaju sekundarnu
konstrukciju i ne u€estvuju u noSenju optereéenja), postaje vazan deo glavne nosece
konstrukcije, dovele su, naro€ito sredinom proSlog veka, do Siroke primene
poliedarskih ljuski. U pocetku najéesce koris¢ene kao krovne konstrukcije, poliedarske
ljuske nalaze svoju primenu i kod izrade objekata za skladiStenje te¢nosti, gasova i
¢vrstih materija (rezervoari, silosi), kod izrade temelja gradevina, a veoma su
zastupljene i u mostogradniji (sanducasti nosaci).

Interesovanje za poliedarske ljuske pocelo je, najpre, u oblasti armiranobetonskih
konstrukcija, zbog jednostavnosti njihovog oblikovanja, ali se, ubrzo, proSirilo i na
drvene i metalne konstrukcije.

Betonske poliedarske ljuske. - U armiranom betonu, izmeStanje materijala iz zona
u kojima je gotovo nenapregnut u zone gde ¢e biti u potpunosti iskoriSéen redukuje
koli¢inu betona po kvadrathom metru povrSine, ¢ime se postize zna¢ajno smanjenje
sopstvene teZine (dead load) konstrukcije. Koris¢enje formiranih nabora u tavanicama i
krovovima za postavljanje instalacija (sl. 2.4) doprinosi njihovoj ve¢oj ekonomi¢nosti u
odnosu na konvencionalne konstrukcije. Pri upotrebi klasiénog betona, prednost
poliedarskih nad cilindricnim ljuskama se ogleda u jednostavnosti oplate i lak3oj
ugradnji betona. lako je danas, zahvaljujuéi napretku tehnologije izvodenja betonskih
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radova, a naroCito primeni samougraduju¢eg betona, ova prednost postala gotovo
zanemarljiva, poliedarske ljuske ostaju arhitektonski atraktivhe konstrukcije, pre svega
zbog velikih moguénosti njihovog oblikovanja. U novije vreme kod nas je najéeSca
primena poliedarskih ljuski od armiranog i/ili prednapregnutog betona u mostogradnji

(sanducasti nosaci).
[zavr§ni sloj [tavanica
osvetljenje

ili
prostor za_z\

vodove

prostor za
vodove

Slika 2.4. Tipi¢an krov ili tavanica u obliku poliedarske ljuske

Konstruktivha razmatranja. - Kad god je mogucée, debljina pojedina¢nih plo¢a
(poliedarskih elemenata) treba da se svede na minimum, koji je diktiran uslovom
obezbedenja dovoljnog zastitnog sloja betona do armature. Uobi¢ajena debljina plo¢a
je 5 do 10cm. Ovo se odrazava na maksimalnu Sirinu (raspon u popreénom pravcu)
pojedinacnih ploga poliedra, koja najées¢e ne prelazi 3,0 do 3,5m. Sirina talasa
poliedarske ljuske obi¢no se kre¢e u granicama B=10-12m. Nagibi pojedina¢nih plo¢a
ne bi trebalo da prelaze ugao od 45°, kako bi se izbegla potreba za obostranom
oplatom. Najéesce se izvode ploge nagiba do 30°, &ime se olak3$ava ugradnja betona.

Prema raspolozivoj literaturi, armiranobetonske poliedarske ljuske oblika
prikazanog na slikama 2.1 i 2.3 se koriste za savladavanje raspona od 20-30m, a
prethodno napregnute i preko 60m. Ukupna visina ovakvog poliedra obiéno ne prelazi
veli¢inu H=(1/20-1/10)L, gde je L duzina (raspon) ljuske (sl. 2.1).

Armiranobetonske poliedarske ljuske mogu biti izvedene monolitno, betoniranjem
na licu mesta (sl. 2.3) ili kao montazne konstrukcije (sl. 2.5). Pri montaznom izvodenju
treba posvetiti posebnu paznju preuzimanju napona koji se javljaju tokom vadenja
elemenata iz oplate, skladiStenja, transporta i montaze, te izradi detalja veze izmedu
plo¢a i oslonackih dijafragmi, kao kriti¢nih tacaka konstrukcije.

' | ! !
| ﬁfﬁﬁF=r=Qﬁﬁﬁm
i | |
Slika 2.5. Neki oblici popre€nog preseka montaznih elemenata poliedarskih konstrukcija

Najjednostavniji oblik popreénog preseka poliedarske ljuske sastoji se od
nagnutih plo¢a spojenih u obliku slova V. Nedostatak ovakvog popre¢nog preseka
ogleda se u loSem rasporedu povrSine betona koja treba da prihvati pritisak usled
savijanja, odnosno povrSine betona potrebne za pravilan smeStaj armature u
zategnutoj zoni. Osim toga, "noge" slova V u krajnjim poljima se ponaSaju kao dugacke
konzole izloZzene savijanju u popreénom pravcu. Ovi nedostaci se mogu otkloniti
dodavanjem horizontalnih plo¢a u gornjim i donjim spojevima nagnutih plo¢a (sl. 2.4).

Moguénosti oblikovanja poliedarskih ljuski, u zavisnosti od nafina oblikovanja i
povezivanja pojedinih plo¢a, gotovo su neograni¢ene (sl. 2.6. do 2.14).

NN

Slika 2.6. "Testerasti" krovovi

Doktorska disertacija Danica Goles



Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski 8

Slika 2.7. Krov u obliku kiSobrana

Slika 2.8. Poliedarska ljuska od trougaonih plo¢a

Slika 2.9. Skola u Albuquerque, SAD [67]
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Slika 2.10. Aerodromski terminal, Minneapolis, SAD [67]

Slika 2.11. Bazen, Nottingham, Velika Bitanija [67]
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Slika 2.12. Crkva u Las Vegasu, SAD, Slika 2.13. Krov gimnazije i kafeterije,
projektovao William G. Godden [70] projektovao Milo Ketchum [71]

Slika 2.14. Turinski izloZbeni paviljon, Italija, projektovao P.I. Nervi [67]
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2.3. Istorijski pregled metoda proracéuna

Tokom pedesetih i Sezdesetih godina proSlog veka doSlo je do naglog rasta
interesovanja inZenjera za nabrane plocaste konstrukcije (NPK), Sto je rezultiralo
povecanjem obima literature iz ove oblasti, ali i pojavom razli€itih metoda proraCuna i
projektovanja koje su zagovarali razli€iti autori. Ovom problematikom se u naSoj zemlji
prvi bavio M. Duri¢, koji je 1953. godine odbranio doktorsku disertaciju pod nazivom
Teorija duge prizmati¢ne poliedarske ljuske®.

U cilju analize i ocene razli€itih metoda, te davanja smernica za njihovu prakti¢nu
primenu, Ameri¢ko drustvo gradevinskih inzenjera (ASCE) formira Komisiju za gradnju
nabranih plo€a, pri Odboru za zidarstvo i armirani beton Odeljenja za konstrukciju (u
daljem tekstu: Komisija). Komisija je u decembru 1963. godine podnela Izvestaj o
konstruisanju nabranih ploCa - faza | [53], u kome je, uz prikaz osnovnih pojmova
vezanih za NPK, dat pregled i ocena najzastupljenijih metoda proratuna ovih
konstrukcija. lako se danas proracun NPK sprovodi gotovo iskljuéivo primenom
softvera zasnovanog na metodu konacnih elemenata (MKE) ili metodu konacnih traka
(MKT), ovde ¢e biti prezentovan deo lzveStaja [53], kao osnova iz koje su se razvile
danas primenjivane numeri¢ke i polunumeri¢ke metode prorauna.

Komisija je metode analize NPK podelila u ¢etiri kategorije:

(a) Metod grede,

(b) Teorija nabranih plo¢a sa zanemarenjem relativnog pomeranja ¢vorova,

(c) Teorija nabranih plo¢a sa uzimanjem u obzir relativnog pomeranja ¢vorova,

(d) Metod elasti¢nosti.

Pod pojmom relativnog pomeranja ¢vorova ovde se podrazumeva pomeranje
jedne poduzne strane plo€e u odnosu na njenu drugu poduZnu stranu.

2.3.1. HronolosSki prikaz razvoja metoda proraéuna

Razvoj navedenih kategorija metoda analize tekao je simultano, poevsi od 1930.
godine, kada su se pojavili prvi radovi o ovoj temi. HronoloSki prikaz literature, koji
sledi, najve¢im delom se bazira na lzvestaju [53].

Jedan od prvih radova o teoriji poliedarskih ljuski je napisan od strane G. Ehlers?
1930. godine, prateci izgradnju skladiSta uglja i sliénih konstrukcija u Nemackoj
dvadesetih godina. On predlaze teoriju poliedarskih ljuski zasnovanu na linearnoj
raspodeli poduZznih napona u svakoj pojedinacnoj ploci, uz zanemarenje efekta
relativnog pomeranja ¢vorova. Veza izmedu pojedinih plo€a se tretira kao zglobna. H.
Creamer® i E. Gruber® unapreduju ovu teoriju uzimajuéi u obzir popre¢ne momente
savijanja u ¢vorovima, koji proisti€u iz kontinuiteta konstrukcije. Ovaj metod je u SAD
predstavljen 1947. godine kroz rad G. Winter i M. Pei®, koji opisuje teoriju poliedarskih
ljuski u kojoj se zanemaruje relativno pomeranje ¢vorova, a razvija pogodan iterativni
postupak za odredivanje poduznih napona koji se odreduju nakon sprovodenja
postupka preraspodele momenata u popreCnom pravcu.

Prema [52], rad Buri¢, M.: Teorija duge prizmati¢ne poliedarske ljuske, doktorska teza, Univerzitet u
Beogradu, Gradevinski fakultet, Beograd, 1953.

Prema [53], u radu Ehlers, G.: Ein neues Konstruktionsprinzip, Bauingenieur, Vol. 9, 1930, p. 125.
Prema [53], u radovima Creamer, H.: Theorie der Faltwerke, Beton und Eisen, Vol. 29, 1930, p. 276 i
Creamer, H.: Der Heutige Stand der Theorie der Scheibentraeger und Faltwerken in Eisenbeton, Beton
und Eisen, Vol. 36, 1937, pp. 264-297.

Prema [53], u radu Gruber, E.: Berechnung Prismatischer Scheibenwerke, Internatl. Assoc. of Bridge
and Structural Engrg. Memaoirs, Vol. 1, 1932, p. 225.

Prema [53], u radu Winter, G. and Pei, M.: Hipped Plate Construction, Journal Amer. Concrete Inst.,
Vol. 43, January 1947, pp. 505-532.
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Tacniju teoriju NPK, koja uzima u obzir uticaj pomeranja ta¢aka ¢vornih pravih na
sile u presecima ljuske, predloZili su Gruber i Gruening 1932. godine®. I1zvorna metoda
ukljuéuje reSavanje velikog broja simultanih diferencijalnih jednacina Cetvrtog reda, sa
velikim brojem nepoznatih. Ovaj sistem diferencijalnih jednaina Gruber svodi na
sistem algebarskih jednacina tako Sto reSenje trazi u obliku trigonometrijskog reda, ali
sa primenom ograniéenom samo na specijalan slu¢aj ljuske kod koje su sve ploce
oslonjene samo u krajnjim popre¢nim presecima na dijafragme. Prema [17], Gruber-ov
pokusaj da dode do reSenja u obliku trigonometrijskog reda i za drugacije oslonjene
ljuske daje veoma komplikovane postupke kojima se dobijaju samo priblizna reSenja.
W. Z. Vlassow’ je znaéajno pojednostavio izvorni metod Gruber-a i Gruening-a, tako
Sto je za prora¢un poduznih napona i ivicnih momenata u kriti€énim presecima koristio
linearne algebarske jednagine. Metode sliéne ovom prezentovali su K. Girkmann [53]% i
Portland Cement Association®. Teoriju u kojoj je ukljuéeno relativno pomeranje &vorova
razvijaju i I. Gaafar'® i D. Yitzhaki*, koji uklanjaju neke aproksimacije u prethodnoj
algebarskoj metodi, tako Sto posmatraju odvojeno poprecni moment koji je posledica
nanetog opterecenja i onaj koji je posledica relativnog pomeranja ¢vorova. Oba autora
su prikazala razli¢ite postupke za smanjenje broja potrebnih simultanih jednacina na
priblizno polovinu od broja u Vlassow-lievom metodu. Uz to, razvijen je iterativni
postupak za odredivanje relativnog pomeranja ¢vorova. Nacelno, ovaj metod se bazira
na proracunu c&vornih reakcija za slu¢aj kontinualnog nosaca oslonjenog ha
nepomerljive oslonce, koje se zatim koriguju za ¢&vorne reakcije usled relativhog
pomeranja. Postupak se ponavlja dok razlike uzastupnih iteracija ne postanu dovoljno
male.

OpSte reSenje problema duge prizmatiéne poliedarske ljuske predlaze Buric¢
1953. godine [17]. Polaze¢i od opSteg reSenja uslovnih diferencijalnih jednadina u
kona¢nom obliku, uz odredivanje integracionih konstanti iz graniCnih uslova, Buri¢ iz
opSteg reSenja izvodi reSenja za proizvoljno oslonjenu ljusku. Za slu¢aj kada sve ploce
poliedra imaju iste uslove oslanjanja, Duri¢ predlaze reSenje razvijeno po sistemu
ortogonalnih funkcija transverzalnih oscilacija grede oslonjene na isti nacin kao i plo¢e
posmatrane ljuske. Kod ljuske na oba kraja slobodno oslonjene na dijafragme ove
funkcije su trigonometrijske, pa se Buri¢evo reSenje svodi na reSenje Gruber-a.

Dalji razvoj teorije je iSao u pravcu ponovnog razmatranja upotrebe teorije obicne
grede u svakoj plogi i teorije ploge nosive u jednom pravcu. Creamer® i Gruber®? za
odredivanje membranskog stanja napona (normalni i smi¢uci naponi u ravni ploce)
predlazu primenu dvodimenzionalne teorije elasti€nosti umesto teorije grede
primenjene na svaku plodu. Konaéno, A. Werfel*® , a kasnije J. E. Goldberg i H. L.
Leve™ razvijaju pristup koji istovremeno razmatra dvodimenzionalnu teoriju elastiénosti
za odredivanje membranskog stanja napona i teoriju plo€e nosive u dva pravca za
sraCunavanje savijanja i uvrtanja ploca.

Prema [53], u gore pomenutim njihovim radovima i radu Gruening, G.: Die Nebenspannungen in

Prismatischen Faltwerken, Ingenieur-Archiv., Vol. 3, No. 4, 1932.

Prema [53], u radu Vlassow, W. Z.: Structural Mechanics of Shells (in Russian), Moskwa, 1936.

Originalno izdanje, prema [53] - Girkmann, K.: Flachentragwerke, Springer-Verlag, Vienna, Fourth

Edition, 1956.

Prema [53], u radu: Direct Solution of Folded Plate Concrete Roofs, Advanced Engineering Bulletin No.

3, Portland Cement Assn., 1960.

1% prema [53], u radu Gaafar, I.: Hipped Plate Analysis Considering Joint Displacement, Transactions,
ASCE, Vol. 119, 1954.

" prema [53], u knijizi Yitzhaki, D.: Prismatic and Cylindrical Shell Roofs, Haifa Science Publishers, Haifa,
Israel, 1958.

2 prema [53], u radu Gruber, E.: Die Genaue Membrantheorie der Prismatischen Faltwerke, Internatl.
Assn. of Bridge and Structural Engrg., Memaoirs, Vol. 1l, 1951, p. 129.

13 Prema [53], u radu Werfel, A.: Die Genaue Theorie der Prismatischen Faltewerke und ihre Praktische
Anwendung, Internatl. Assn. of Bridge and Structural Engrg., Memoirs, Vol. 14, 1954.

¥ prema [53], u radu Goldberg, J. E. and Leve, H. L.: Theory of Prismatic Folded Plate Structures,

Internatl. Assn. of Bridge and Structural Engrg., No. 17, Zurich.
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2.3.2. Opis pojedinaénih metoda analize

Komisija je izvrSila analizu tada aktuelnih metoda prora¢una poliedarskih ljuski,
sa ciliem da se postave smernice za njihovo prakti€no koris¢enje. Pri tome je
primec¢eno da se za odredene vrste opterecenja, oblike konstrukcije i ivicne uslove
oslanjanja dovoljno ta¢ni rezultati postizu primenom jednostavnijih metoda analize, dok
je za neke druge uslove neophodno primeniti taniju teoriju. Zbog toga je bilo
neophodno da se analiziraju glavne pretpostavke svakog od razmatranih metoda, kako
bi se moglo sagledati polje njegove primene. Pri tome su u razmatranje uzete samo
prizmati¢ne konstrukcije.

Osnovne pretpostavke zajednicke za sve razmatrane metode analize:

1. Materijal je homogen i linearno elasti¢an.

2. Pomeranja su mala u odnosu na dimenzije konstrukcije. Posledica ovoga je
da se uslovi ravnoteZze mogu ispisati na nedeformisanoj konstrukciji.

3. Vazi princip superpozicije.

4. Poduzne veze plo€a poliedarske ljuske tretiraju se kao monolitne, tako da se
plo¢a u popreénom pravcu ponaSa kao kontinualni nosac.

5. Svaka krajnja oslonacka dijafragma je beskona¢no kruta u svojoj ravni i
idealno fleksibilna upravno na nju.

Metod grede. Primena uobitajene teorije greda na konstrukcije poliedarskih ljuski
razmatrana je od strane veéeg broja autora, koris¢enjem razlicitih pristupa. U svom
najjednostavnijem obliku, ovaj metod polazi od pretpostavke da je promena napona u
pravcu poduzne ose, kroz popreéni presek cele konstrukcije, ravna. Drugim rec¢ima,
smatra se da se konstrukcija deformiSe na takav nacin da sve tacke jednog popre¢nog
preseka trpe ista pomeranja, tako da popre¢ni presek ostaje nepromenjenog oblika
tokom deformacije.

Ova teorija se moze primeniti na poliedarske ljuske sa popre¢nim rebrima za
ukruéenje, konstruisanim i rasporedenim tako da obezbeduju nepromenjeni oblik
popre¢nog preseka konstrukcije. Razmatrani su pojedini poprecni preseci kako bi se
ustanovile granice u kojima se mogu kretati debljina, Sirina i raspon plo¢a da bi se,
primenom metode grede, dobili dovoljno tacni rezultati.

Ipak, taénije analize i sprovedeni eksperimenti'®*® daju rezultate koji se znagajno
razlikuju od onih dobijenih klasiénom teorijom grede. Zbog toga Komitet smatra da se
ova metoda ne moze prihvatiti kao op$te primenljiva. Gaafar i Yitzhaki*®!* primenjuju
modifikovan metod grede, u kojem pokazuju kako se rezultati dobijeni primenom
metoda grede mogu sistematski korigovati do dostizanja rezultata zadovoljavajuce
taCnosti.

Teorija poliedarskih ljuski (OpSte). U osnovi, obe grupe teorije poliedarskih ljuski
(sa i bez relativnog pomeranja évorova) posmatraju pojedine plo¢e u poduznom pravcu
kao plo¢aste nosace (napregnute u svojoj ravni), a u popreCnom kao kontinualne ploce
nosive u jednom pravcu.

Pretpostavke na kojim se zasniva analiza plo€a u poduznom pravcu su sledece:

1. Naponi u poduznom pravcu su linearno promenljivi po Sirini svake ploce, ali
njihova promena moze biti razli€ita za razli¢ite ploce.

2. Membranski smicuéi naponi svake ploCe imaju zanemarljiv uticaj na
deformaciju konstrukcije.

'* prema [53], u radu Scordelis, A. C., Cory, E. L. and Stubbs, I. R.: Experimental and Analytical Study of
a Folded Plate, Journal of the Structural Division, ASCE, Vol. 87, No. ST8, Proc. Paper 3023, December
1961, pp. 139-160.
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3. Normalni naponi u plo€ama u popre¢nom pravcu su uklju¢eni u razmatranje
ravnoteze, ali imaju zanemarljiv uticaj na deformaciju konstrukcije.

Pretpostavke usvojene pri tretmanu plo¢e kao nosive u jednom pravcu su:

4. Savijanje plo¢e se javlja pretezno u poprecnom pravcu. Efekat poduznog
savijanja plo¢a je zanemarljiv.

5. Pojedinacne ploCe imaju zanemarljivu torzionu krutost. Naponi smicanja koji
su posledica uvrtanja plo¢a, kao i odgovarajuce deformacije, mogu se
zanemariti.

6. Radijalni smiCu¢i naponi (upravni na plo¢u) imaju zanemarljiv uticaj na
deformaciju konstrukcije.

Ograni¢enja primene. Kod konstrukcija sa uobiCajenim odnosom raspona
konstrukcije i Sirine pojedinacnih ploca, pretpostavke 1 i 2 neé¢e dovesti do znacajnih
neta¢nosti rezultata. Medutim, nelinearnost raspodele poduznih napona i deformacije
usled membranskih smi¢ucih napona izrazenije su kod manjih odnosa raspon-Sirina
plo¢e (u slu€aju konstrukcije slobodno oslonjene na krajevima, kod odnosa manjeg od
3 za poduzne napone i 5 za deformacije usled membranskih smicuc¢ih napona).
Deformacije usled popre¢nih normalnih napona pri uobi¢ajenim opterecenjima i ivicnim
uslovima oslanjanja plo¢a prakticno su zanemarljive, kao Sto je pretpostavljeno. Ipak,
one ¢e se morati uzeti u obzir ako postoje posebni uslovi, kao Sto je slu¢aj kod plo¢a sa
sprecenim translatornim pomeranjem ivica. Pretpostavke 4, 5 i 6 su dovoljno tacne za
odnose raspon-Sirina ploce vece od 3 i Sirina-debljina plo¢e vece od 5.

Teorija poliedarskih ljuski sa zanemarenjem relativnog pomeranja ¢vorova. Pri
oceni ove grupe metoda, kao osnova za rad Komisije posluZio je rad Winter - PeP.
Prethodno navedenim pretpostavkama oni dodaju i pretpostavku da su promene
popre¢nih momenata savijanja i poduznih napona, koje su posledica relativhog
pomeranja ¢vorova, zanemarljivo male u odnosu na njihove vrednosti sraCunate na
osnovu pretpostavke da ne dolazi do relativnog pomeranja ¢vorova.

Tacnost ove teorije, kao i obim korekcija potrebnih kako bi se relativha pomeranja
uzela u obzir, zavisi od poduzne i poprec¢ne krutosti plo¢a koje ¢ine poliedar, kao i od
oblika same konstrukcije. Kako je potrebno u obzir uzeti veliki broj nezavisnih
parametara, sistematska ocena neophodnih korekcija sprovedena je samo za mali broj
oblika'®. Ove analize, zajedno sa rezultatima eksperimenata, ukazuju na to da
korekcije koje je neophodno sprovesti nisu zanemarljive. Zbog toga Komitet smatra da
je ova teorija nezadovoljavajué¢a za opStu primenu.

Teorija poliedarskih ljuski koja uzima u obzir relativnha pomeranja ¢vorova. Ovde
¢e biti prikazano nekoliko prakti¢énih metoda baziranih na ranijim pretpostavkama, uz
razmatranje uticaja relativnog pomeranja ¢vorova na popre¢ne momente i
membranske napone.

1. Vlassow-ljev metod”*®. Vrednost napona u kritéhom preseku konstrukcije
odreduje se reSavanjem sistema simultanih linearnih algebarskih jednacina dobijenih iz
uslova ravnoteze u kriti€nom popre¢nom preseku i uslova kontinuiteta nad ¢vorovima u
popre¢nom pravcu. Opterecenje u poduznom pravcu i popre¢ni momenti se
aproksimiraju Fourier-ovim redovima. Tacnost proraduna, naroCito u presecima Kkoji
nisu kritiéni, zavisi od broja ¢lanova reda koji se uzimaju u obzir.

Ukupan broj simultanih jednacina je 2n-2, gde je n broj plo¢a koje Cine ljusku.
Svaka jednacina mozZe sadrZati do osam nepoznatih veli€ina, 5to prora¢un €ini veoma
zahtevnim. Metod je pogodan za matri¢ni prikaz i proracun primenom racunara.

% prema [53], u radu Traum, E.: Design of Folded Plates, Journal of the Structural Division, ASCE, Vol.
85, No. ST8, Proc. Paper 2229, October 1959, pp. 103-123.
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2. Izvestaj Udruzenja za portland-cement’. U ovom izvestaju se poliedarske
ljuske analiziraju na nacin slican Vlassow-ljevom. Karakteristi¢ne jednacine u kojima
figuriSu nepoznati naponi i momenti izvedene su za slu¢aj jednakopodeljenog
vertikalnog optereCenja na jednorasponskoj slobodno oslonjenoj konstrukciji.
Tabelarno su prikazani koeficijenti za proracun poliedarskih ljuski V-oblika. Broj
jednacina i nepoznatih veli¢ina isti je kao i u Vlassow-ljevom metodu. Ovaj metod ne
daje reSenja za ostale tipove optereéenja i drugacije uslove oslanjanja konstrukcije.
Tacnost rezultata zavisi od broja ¢lanova uklju€enih u Fourier-ove redove.

3. Gaafar-ov metod®®. U ovom metodu se za proraéun konstrukcije koja je
optere¢ena izmedu spojeva plo€a i duz njih koristi princip superpozicije dva stanja: (a)
identi¢na konstrukcija optere¢ena izmedu spojeva plo¢a i duz njih, ali sa nepokretnim
osloncima na mestu spojeva i (b) identiéna konstrukcija optereéena samo u spojevima
plo¢a reakcijama oslonaca iz (a). Analiza pod (a) predstavlja analizu kontinualne ploce
preko viSe nepomerljivih oslonaca. U proracunu pod (b) uvodi se pretpostavka da je
elastitna linija koja je posledica nanetog opterecenja jednaka uobitajenoj Kkrivi
deformacije konstrukcije (sinusni polutalas za jednorasponsku slobodno oslonjenu
konstrukciju). Ovim se €ini greSka do priblizno 2% za uobitajena opterecenja, koja su
simetricha u odnosu na sredinu raspona. Medutim, za izrazito nesimetricna
opterecenja pretpostavka o elasti¢noj liniji u obliku sinusnog polutalasa je nedovoljno
taCna, te se za ove sluajeve metod mora korigovati.

Tok proracuna je sledec¢i: Ukupno pomeranje svake ploce u njenoj ravni, kao
posledica primenjenog optereéenja u ¢vorovima i reakcija uzrokovanih nepoznatim
diferencijalnim pomeranjima ¢vorova, izrazava se u funkciji nepoznatih diferencijalnih
pomeranja. Zatim se ispisuju jednacine veze izmedu pomeranja plo¢a u njihovoj ravni i
relativnih pomeranja ¢vorova u skladu sa geometrijom konstrukcije, te se simultano
reSavaju. Broj simultanih jednacina, kao i broj nepoznatih, je n-2, gde je n broj plo¢a
koje grade poliedar. Treba napomenuti da su i ovde u vaznosti dve ranije uvedene
pretpostavke - da su stvarna pomeranja mala u odnosu na dimenzije konstrukcije i da
se deformacije usled normalnih napona u popreénom pravcu mogu zanemariti.

Metod Gaafar-a se moze primeniti za analizu jednorasponskih slobodno
oslonjenih poliedarskih ljuski opterec¢enih simetricno u poduznom smislu. Proracun
kontinualnih konstrukcija ovom metodom nije obuhvaéen.

4. Yitzhaki-jev metod™. U svojoj knjizi Yitzhaki je prikazao najobuhvatniju analizu
poliedarskih ljuski razli¢itih uslova oslanjanja, ukljuéujuci jednorasponske i kontinualne
konstrukcije, jednotalasne i viSetalasne, sa slobodnim ivicama i ivicama oslonjenim na
stubove, grede ili zidove. Razmatrao je i razliCite sluCajeve optereéenja -
jednakopodeljeno, koncentrisane sile, zakoSeno optereéenje i sile od prednaprezanja.
Njegova analiza se zashiva ha naponima razmatranim u ranije opisanim metodama, ali
se proSiruje korak po korak posebnim karakteristikama konstrukcije radi obuhvatanja
uticaja torzije, membranskog smicanja, kao i savijanja plo¢a u poduznom pravcu, Koiji
se obiéno zanemaruju zbog svog malog uticaja na rezultate. Yitzhaki je prikazao metod
za analizu cilindrinih ljuski koji se zasniva na sistematskoj korekciji napona sracunatih
za poliedarsku ljusku upisanu u cilindar. Takode razmatra i uvodenje teorije plasti¢nosti
u analizu poliedarskih ljuski.

Yitzhaki je prikazao viSse metoda analize, od kojih je najznaajniji tzv. metod
partikularnih optere¢enja. 1 u ovom metodu, kao i kod Gaafar-a, koristi se princip
superpozicije. Konstrukcija se prvo proratunava sa stvarnim opterec¢enjem, pod
pretpostavkom nepomerljivo oslonjenih ivica (kao kontinualna plo¢a). Ovako dobijene
reakcije (nepostojecih) oslonaca se nanose na konstrukciju kao opterecenje duz ivica u
kojima se susti¢u plo¢e. Ovo opterecenje preuzimaju plo€e koje su spojene u pojedinim
ivicama i prenose ga na oslonce (dijafragme) savijanjem u svojoj ravni. Rezultujuci
ugibi plo¢a se, na osnhovu geometrijskin odnosa, konvertuju u relativna pomeranja
¢vorova, koja su povezana sa popre¢nim momentima savijanja u plo¢ama. Odavde se
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dobijaju tzv. prekobrojna optereéenja duz ivica, koja su neophodna za postizanje
deformisanog oblika konstrukcije.

Konstrukcija se, zatim, opterecuje sa nekoliko prikladno izabranih nezavisnih
ivicnih opterec¢enja. Ova optere¢enja se pojedinaho mnozZe nepoznatom konstantom i
kombinuju tako da se eliminiSu prethodno odredena prekobrojna ivicna opterec¢enja. U
ovom postupku se ispisuju n-2 jednacine iz kojih se sracunavaju n-2 konstante, gde je
n broj plo€a u ljusci. Sa poznatim konstantama sraCunavaju se naponi i pomeranja.

Uobicajeni Yitzhaki-jev postupak, u kojem se uzimaju u obzir samo pomeranja
koja su posledica poduznih normalnih napona i popre¢nih momenata, zasniva se na
istim pretpostavkama kao i opisani Gaafar-ov metod, rezultati dobijeni po oba metoda
su isti, te su im i ograni¢enja u upotrebi ista.

5. Iterativni metod®’. Vise autora je pokusalo da u analizu uvrsti efekat relativnog
pomeranja ¢vorova koriS¢enjem uzastopnih iterativnih prorac¢una. Analiza plo¢e nosive
u jednom pravcu i membranska analiza su sprovodene u uzastopnim koracima. Najpre
se odreduju reakcije zamisljenih nepomerljivih oslonaca kontinualne ploce nosive u
jednom pravcu, a zatim se proracunavaju ugibi ploCastih nosa¢a opterec¢enih duz ivica
prethodno sraCunatim reakcijama. Ponovo se raunaju reakcije u ivicama na osnovu
prethodno odredenih pomeranja ¢vorova. Ovako revidovane reakcije nanete na ploce
uzrokuju dalju promenu ¢&vornih pomeranja, Sto namecée potrebu dalje korekcije
momenata i reakcija.

Da li ¢e iterativni metod konvergirati ka taénom reSenju ili ne, zavisi od relativnih
krutosti ploéa u poduznom pravcu (u svojoj ravni) i u popre¢nom pravcu (savijanje
upravno na srednju ravan), kao i od geometrije konstrukcije. U mnogo sluCajeva je
uocena divergencija, zbog ¢ega se metod ne preporucuje za opStu upotrebu.

Metod elasti¢nosti. Goldberg i Leve™ su razvili postupak odredivanja napona u
poliedarskim ljuskama kombinacijom reSenja klasi¢ne teorije ploCa opterecenih
upravno na svoju srednju ravan i reSenja teorije elasti¢nosti za problem ravnog stanja
napona za optere¢enja koja deluju u ravni plo¢a. Primenjeno optereé¢enje se
aproksimira Fourier-ovim redovima. lzvedene su jednaCine za jednorasponsku
slobodno oslonjenu konstrukciju, koje predstavljaju vezu izmedu ¢vornih sila i linearne
kombinacije ¢vornih pomeranja. Za svaki harmonik Fourier-ovog reda treba da se reSi
4n simultanih algebarskih jednacina, gde je n broj évorova sa nepoznatim silama i
pomeranjima.

Glavne pretpostavke ovog metoda su iste kao ranije prikazane osnhovne
pretpostavke. Zbog toga se ovaj metod najvise primenjuje u konstrukcijama u kojima
su pojedine ploce relativno kratke u odnosu na njihovu Sirinu i gde je translacija
pojedinac¢nih ¢vorova potpuno spre¢ena. Obzirom na veliki obim proracuna, metod
postaje prakti¢no primenljiv jedino ako se koristi u racunarskom programu. Analiza
postaje joS opseznija za opterecenja koja nisu jednakopodeljena. U ovom sluéaju je, u
cilju dostizanja zadovoljavaju¢e tacnosti, potrebno povecati broj ¢lanova Fourier-ovog
reda. Ovaj metod ne obuhvata konstrukcije koje imaju i meduoslonce u poduznom
pravcu.

2.3.3. Metod analize preporué€en od strane Komisije za gradnju nabranih plo€a,
koja je formirana pri ASCE, 1963. godine

Na svom sastanku u New York-u, oktobra 1961. godine, Komisija je usvoijila
sledecu rezoluciju:

"Za projektovanje poliedarskih ljuski (folded plates) Komisija preporucuje primenu

uobicajene teorije sa korekcijama za relativha pomeranja ¢vorova."

Y prema [53], u radu Brielmaier, A. A.: Prismatic folded plates, Journal, Amer. Concrete Inst., March
1962.

Doktorska disertacija Danica Goles



Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski 17

Razli¢iti metodi iz ove prihvatljive kategorije, uklju€ujuéi one Vlassow-a, Gaafar-a,
metod Gaafar-a modifikovnog od strane Simpson-a, metod Yitzhaki-a i dr., analizirani
su i ocenjeni od strane Komisije. Pri tome se ocenjivala njihova teoretska ispravnost,
opsStost primene, brzina, taénost, uzajamna veza analize sa fizickim dejstvima, kao i
jednostavnost za razumevanje i primenu od strane prose¢nog korisnika. NajviSe zbog
vaznosti ovog poslednjeg kriterijuma, Komitet se odlu¢io da sumira metod analize
zasnovan na radu Gaafar-a.

Predlozen metod analize za slobodno oslonjenu prizmati¢nu poliedarsku ljusku.

A. Uvod: Ova analiza je podeljena na tri dela.

1. Osnovna analiza, sastavljena iz dva koraka:

(a) Popre¢na analiza plo¢a. Smatra se da su plo¢e kruto oslonjene na mestima
njihovog spoja (Evorovima), tako da povrSinsko opterecenje prenose kao kontinualne
plo¢e nosive u jednom pravcu.

(b) Poduzna analiza plo€a. Sva opterec¢enja koja su popre¢no preneta do
¢vorova, u poduZnom pravcu se prenose ha oslonce (dijafragme, ramove) preko plo¢a
koje se, svaka za sebe, ponaSaju kao nosaci napregnuti na savijanje u svojoj ravni.
Usled ovoga se javljaju razli€iti ugibi plo¢a, Sto dovodi do pojave relativnhih pomeranja
izmedu susednih ¢vorova, ¢ime se krdi osnovna pretpostavka popre¢ne analize ploca -
nepomerljivost oslonaca.

2. Korekciona analiza se sastoji od odredivanja korekcija, koje su rezultat
relativnih pomeranja ¢vorova, kako u poprec¢noj, tako i u poduznoj analizi ploc¢a.

3. Superpozicija, u kojoj se rezultati osnovne analize kombinuju sa rezultatima
korekcione analize, u cilju dobijanja konacnih vrednosti sila, momenata, napona i
pomeranja.

B. Pretpostavke:

1 Materijal je elasti¢an, izotropan i homogen.

2. Raspodela svih optereé¢enja u poduznom pravcu je ista za sve ploce.

3. Ploce prenose opterecenje u popre¢nom pravcu samo savijanjem upravno na
njihovu srednju ravan (kao kontinualne plo¢e nosive u jednom pravcu).

4. Ploce prenose opterec¢enje u poduznom pravcu samo savijanjem u Svojoj
srednjoj ravni.

5. Poduzni naponi se linearno menjaju po Sirini svake ploce.

6. Oslonci (dijafragme, ramovi, grede i dr.) su beskona¢no kruti u svojoj ravni i
idealno fleksibilni upravno na nju.

7. Ploce ne poseduju torzionu Krutost upravno na svoju srednju ravan.

8. Pomeranja koja nisu posledica momenata savijanja se zanemaruju.

C. Kratak pregled analize: PredloZeni metod analize bi¢e najbolje objasnjen na
primeru poliedarske ljuske koja je u ovoj disertaciji usvojena kao kontrolni model za
analizu, buduci da je ista analizirana u radovima De Fries-Skene-a i Scordelis-a [15] i
Cheung-a [13] (slika 2.15). Raspon konstrukcije je L=30 m, a modul elasti¢nosti betona
E=36GPa. Geometrijske karakteristike konstrukcije prikazane su u tabeli 2.1.

1. Osnovna analiza.

(a) Popre€na analiza se sprovodi za kontinualnu plo€u nosivu u jednom pravcu,
opterec¢enu jednakopodeljenim optereéenjem, sa pretpostavkom da se &vorovi
ponaSaju kao oslonci, pri ¢emu su relativna pomeranja Cvorova sprecena. U
originalnom radu je za proracun momenata, transverzalnih sila i reakcija koris¢en
metod raspodele momenata (Cross-ov postupak). Pretpostavlja se da se u svakom
popre¢nom preseku ljuske svi ¢vorovi pomeraju jednako. Kako je sistem simetrian u
odnosu na ¢&vor 3, ovaj Cvor se, za simetriCno opterecenje, moze smatrati
nepomerljivim. Popre¢ni momenti savijanja i reakcije umetnutih oslonaca u ¢vorovima
popre¢nog preseka prikazani su u tabeli 2.2.
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Slika 2.15. Jednotalasna, jednorasponska slobodno oslonjena poliedarska ljuska

Tabela 2.1. Geometrijske karakteristike konstrukcije

Ploce
« Visina h Debljinad | PovrSina A Otporni * 10
Br. ploce (cm) (cm) (cm?) momer31t w f )
(cm®)
1 91.44 15.24 1393.55 21237.63 90
2 305 7.62 2324.1 118141.75 30
3 305 7.62 2324.1 118141.75 10
Cvorovi
Br. &vora a” ()
0 0
1 60
2 20
3 20
;Ugao koji srednja ravan ploce zaklapa sa horizontalom
Promena ugla izmedu susednih plo¢a u évoru
Tabela 2.2. Popre€ni momenti savijanja i reakcije oslonaca - osnovna analiza
Br. ¢vora 0 1 2 3
Momenat M,o (KNm/m) 0 0 -3.45 -2.64
Vertikalna reakcija (kN/m) 0 7.82 13.25 11.11

(b) Poduzna analiza plo¢a sprovodi se tako Sto se reakcije oslonaca iz popre¢ne
analize, sa promenjenim znakom, nanose kao ¢vorno optereéenje, a zamisljeni oslonci
se uklanjaju. Ovo opterec¢enje se razlaze na komponente u ravni susednih plo¢a (slika
2.16). Ove plo¢e se, svaka za sebe, ponaSaju kao plocasti nosaci sistema proste
grede, napregnuti u svojoj ravni. Usled savijanja, u sredini raspona se javljaju poduZzni
normalni naponi sy, S -
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Slika 2.16. Razlaganje &vornog opterecenja u pravcu plo¢a

- Cvorne komponente reakcija u ravni plo¢a:

S, =0

S,, =7.82 kN/m

S,, =0
cos10°

S,, =13.25%——— =38.15 kN/m
sin20

s, =-13.2552%3% _ 33 55 knim
sin20°
cos10°

S, =11.11x——" =31.99 kN/m
sin20

- Opterecenje u ravni pojedinacnih plo¢a, momenti savijanja i naponi u sredini raspona:
S,=S,,+S,;, =7.82 kN/m

2
M, = @ =879.75 kNm/m
-3
Soy =8y, =090 4y 45 MPa
21237.63 410
S, =S, +S,, =38.15 kN/m
2
M, =M =4291.88 kNm/m
-3
S5, =-S, = 4291.88 40 —~ =36.33 MPa
118141.75%10
S, =S,, +S,;, =-1.56 kN/m
_ 2
M, = % =-175.50 kNm/m
_ -3
S, =-S 1755040 =-1.49 MPa

% 118141.75X0°

Kako su plo¢e u ovoj analizi tretirane nezavisno, naponi duz krajnjih ivica
susednih plo¢astih nosaca u jednom &voru nisu jednaki. Ova nekompatibilnost ne sme
postojati, zbog ¢ega se duz ivica plo¢a javljaju smiCuée sile, koje uravnotezuju
normalne napone u ¢évoru. Razvijeno je viSe postupaka za izjednaCavanje ovih ivicnih
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normalnih napona. Ovde ¢e prvo biti sraCunate smi¢uce sile duz ivica u ¢vorovima, a
zatim konacne vrednosti normalnih napona u ¢vorovima, superponiranjem napona
usled savijanja silama S i napona usled savijanja smi¢uéim silama T.

Uslov kompatibilnosti u sredini raspona glasi:

eia = eib 1
gde je i=0,1,2,3 - oznaka ¢vora; a,b=1,2,3 - oznaka plo¢e, odnosno:
Sia =Sip- (2.1)

Prvi uslov izjednaCava iviéne deformacije susednih plo¢astih nosata koji se
sustiGu u évoru. Ako pretpostavimo da vazi Navier-ova hipoteza linearne raspodele
napona po visini preseka, dobijamo (slika 2.17):

S = AT T
Aa Aa Wa

4 2 M (22)
Sip =7 o XM= =Ty + >

Ab Ab Wb
Nakon Sto se u jednacinu (2.1) uvrste izrazi (2.2), dobija se:

& 0 M M

ix'|'i_l+4><gi+i+x'|'i +ix‘|’i+1:_a+_b (2.3)
Aa eAa Ab a Ab Wa Wb

Postavljanjem n jednacCina za n ¢&vorova, dobija se sistem jednadina Cijim se
reSavanjem nalaze nepoznate smicuce sile T;. Za slobodnu ivicu je T,=0.

-
) AT
A
S IVIENI NAPONI USLED SMICANJA
Al
A
M
W IVIENI NAPONI USLED SAVIJANJA

S_'I S S
2 y=L/2: M=S178; s=tM/W

M
W

T2 S T2

D — 22 22 —_—

S_I] l lsz l l sl @ |r
2 2
T1 12 12 Tl

T, S T,

«— 11 11 — >
-
2 | 2

01 s
—_I_OP OlL <T

Slika 2.17. Shema delovanja sila i napona u poduZznom pravcu

Vrednosti smicuéih sila i konaéne vrednosti poduznih normalnih napona u
¢vorovima prikazane su u tabeli 2.3.
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Tabela 2.3. Smi€uce sile i poduzni normalni naponi - osnovna analiza

Br. ¢vora 0 1 2 3
Smiguce sile T,o (KN/m) 0 1577.74 617.77 0
Normalni naponi S0 (MPa) 18.78 3.86 -12.12 6.81

Iz ovako odredenih normalnih poduznih napona duZz ivica, raCunaju se ugibi
pojedinih plo¢astih nosaca. Ugib nosaca, za slucaj slobodnog oslanjanja (slika 2.18),
moZe se odrediti iz izraza:

d:ivDS XLZ:EY(SU_SO)&Z (2.4)
48 h>x 48 h>xE

h ‘\ hI

Slika 2.18. Deformacija plo¢a sistema

Geometrijske veze izmedu ugiba plo¢astih nosaca i relativnih pomeranja ¢vorova
(slika 2.19) imaju slede¢i opsti oblik:

D =- L +d(ctga; ; +ctga;) - G (2.5)

sina,;_, sina,

Slika 2.19. Geometrijska veza izmedu ugiba plo¢astih nosaca i relativnih pomeranja ¢vorova

Jednacdine (2.5) ispisuju se za svaki Cvor ija relativna pomeranja izazivaju
napone (u naSem primeru - ¢évorovi 2 i 3). UnoSenjem sracunatih vrednosti ugiba za
svaki C&vor, dobijaju se vrednosti relativnin pomeranja ¢vorova. Ove veliCine su
prikazane u tabeli 2.4.

Tabela 2.4. Ugibi plo€a i relativha pomeranja &vorova - osnovna analiza

Br. ploce 1 2 3
Ugib d,, (m) 0.042491 0.013644 -0.01616
Relativho pomeranje D (m) - 0.043557 -0.17596

Sra¢unata pomeranja ukazuju na pojavu deformacije popre¢nog preseka, Sto nije
u skladu sa pretpostavkom osnovne analize da se u svakom poprec¢nom preseku ljuske
svi ¢vorovi pomeraju jednako. Zbog toga se sada vrSi korekcija osnovne analize.
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2. Korekciona analiza. U cilju korekcije relativnih pomeranja ¢vorova ostvarenih
u osnhovnoj analizi, proizvoljna relativha pomeranja ¢vorova D se sukcesivnho hanose na
svaku plo¢u (slika 2.20), odakle se racunaju rezultujuci ugibi plo¢a d. Postavljanjem
geometrijskih veza izmedu ovih ugiba i proizvoljnih relativnih pomeranja ¢vorova,
dobija se sistem simultanih jednacina, ciji je broj jednak broju oslonjenih ploca.
ReSavanjem ovog sistema dolazi se do stvarnih relativnih pomeranja ¢vorova.

Slika 2.20. Zadata relativha pomeranja ¢vorova

Postupak moZe da se podeli u pet koraka:

(a) Proizvoljno relativno pomeranje od 1m se nanosi u sredini raspona na svaku
plo€¢u, smerom naviSe. Smatra se da je deformaciona linijja u poduznom pravcu, za
slobodno oslonjenu poliedarsku ljusku, oblika sinusne funkcije. Ako se, priviemeno,
spreci obrtanje u évorovima, usled ovih relativnih pomeranja doéi ¢e do pojave ¢vornih
momenata u popreénom pravcu. Kao posledica ovih &vornih momenata javljaju se
reakcije oslonaca kontinualne plo¢e nosive u jednom pravcu (poprec¢no), koje se
odreduju kao u osnovnoj analizi i dalje razlazu na pravce srednje ravni plo¢a. Posto je
Zza naneta pomeranja ¢vorova pretpostavljena sinusna raspodela duz raspona, to ¢e se
i reakcije i sile u ravni plo¢a menjati po sinusnoj funkciji. Vrednosti poprecnih
momenata savijanja i reakcija na sredini raspona poliedarske ljuske prikazane su u
tabeli 2.5.

Tabela 2.5. Popre€ni momenti savijanja i reakcije oslonaca - korekciona analiza

Br. ¢vora 0 1 2 3
D, My (KNm/m) 0 0 244.23 -121.95
Rz (KN/m) 0 92.42 -214.64 244.44
M,z (KNm/m) 0 0 -645.02 751.51
D: Rps (KN/m) 0 -244.08 710.19 -932.20

(b) Kao i u osnovnoj analizi, raCunaju se naponi duz ivica pojedinih plo¢astih
nosaca. Poduzni moment savijanja u sredini raspona moZze se izraziti u obliku:

_S¥?
M= o (2.6)
a poduzni normalni naponi duz ivica nosaca:
M $?
s, =-5, =23 i 2.7)
W W

Ovi naponi ponovo pokazuju nekompatibilnost, pa se njihovo uravnoteZenje
postize kao u osnovnoj analizi. Uvode se smicucée sile i odreduju normalni poduZzni
naponi u ¢vorovima (tabela 2.6), a na osnovu njih i ugibi nosaca.
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Tabela 2.6. Smicuce sile i poduzni normalni naponi - korekciona analiza

Br. ¢vora 0 1 2 3
Smicuce sile T, (KN/m) 0 -4607.51 15264.25 0

> Normalni naponi s, (MPa) 463 -529 700 -831
Smicuce sile T3 (kN/m) 0 -803.87 65923.85 0

> Normalni naponi s3 (MPa) -1380 1700 -2420 2940

Ugib u sredini raspona svakog plo¢astog nosa¢a moZze se sra¢unati iz izraza:
2
S,-S
—_ ( u O) );L

e 02 (2.8)
Vrednosti ugiba za D,=1m i D;=1m prikazane su u tabeli 2.7.
Tabela 2.7. Ugibi plo¢a za D,=1m i D;=1m
Br. ploce 1 2 3
Ugib d;, (m) 2.748091541 | -1.020791484 | 1.271869727
Ugib diz (m) -8.53395 3.425894 -4.45221

(c) Ugib svakog nosaca u sredini raspona moze se izraziti kao kombinacija ugiba
usled optereéenja (sraCunatih pod taCkom 1.) i usled zadatih relativnih pomeranja
srac¢unatih pod tackom 2.(b):

d, =0.042491+2.75 D, - 8.53 XD,

d, =0.013644 - 102 XD, +3.43>D, (2.9)
d, =-0.01616 +127 5D, - 4.45xD,

(d) Postavlja se geometrijska veza izmedu ugiba iz tatke 2.(c) i relativnih
pomeranja ¢vorova.

(e) Ispisuju se jednacine (2.5), u koje, umesto ugiba, unosimo izraze (2.9).
Dobija se sistem jednacina Cijim reSavanjem dolazimo do stvarnih vrednosti relativnih
pomeranja ¢vorova.

ReSenje: D,=-0.0499m, D;=-0.0177m.

3. Superpozicija - proraun stvarnih vrednosti napona, momenata i pomeranja.
Rezultati osnovne i korekcione analize se kombinuju prema sledec¢em:

F =Fo + D, %, +D; ¥, (2.10)
gde je F; uticaj u posmatranom ¢&voru, Fj, uticaj u posmatranom ¢voru prema 0snovnoj
analizi, F, i Fj3 uticaji u posmatranom ¢voru od D,=1, odnosno D;=1, respektivno.

U tabeli 2.8. prikazane su konacne vrednosti poduznih normalnih napona i
popre¢nih momenata savijanja, u sredini raspona poliedarske ljuske.

Tabela 2.8. Popre€ni momenti i poduzni normalni haponi u sredini raspona ljuske

Br. ¢vora 0 1 2 3
Moment savijanja M, (KNm/m) 0 0 -4.22 -9.86
Normalni napon Sy, (MPa) 20.10 0.17 -4.22 -3.76

2.3.4. Kratak prikaz joS nekih metoda prora€una

1953. godine Buri¢ [17] razvija opSti metod analize dugih poliedarskih ljuski
sastavljenih od niza pravougaonih plo¢a. Njegova analiza polazi od dve pretpostavke:
1) Momenti savijanja i torzioni momenti u presecima upravnim na ¢vorne prave su
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jednaki nuli; i 2) Popreéni preseci pojedinih plo¢a i posle deformacije ostaju ravni,
odnosno poduzne dilatacije su linearne funkcije popre¢ne koordinate, a klizanja i
popre¢ne deformacije ne postoje (g.=0 i g,;=0). Za osnovne nepoznate se biraju
momenti savijanja Y; oko poduzne ose, duz ¢vornih linija i=2 do i=n-2, sile smicanja X;
duz ¢vornih pravih i=1 do n-1, rezultante T; smi€ucih sila n,, po Sirini ploce (i=1,...,n) i
translatorno pomeranje v; srednje ravni plo¢e u pravcu njene Sirine (i=1,...,n). Sa n je
oznacen broj plo¢a koje ¢ine poliedar. Ukupan broj nepoznatih veli¢ina je 4(n-1). One
se odreduju reSavanjem sistema od 4(n-1) simultane linearne diferencijalne jednacine
Cetvrtog reda, dobijene ispisivanjem uslova ravnoteZe i geometrijskih uslova
kompatibilnosti deformacija. Smatra se da se pri deformaciji ljuske ugao g izmedu
tangentnih ravni na elasti¢nu povrSinu dveju susednih ploa ne menja, kao i da
susedne ploce duz ¢évorne prave relativno ne klizaju. Primenom matri¢nog ra¢una Buri¢
dolazi do reSenja u konacnom obliku, koje je primenljivo na dugu poliedarsku ljusku
proizvoljnih uslova oslanjanja i proizvoljno optereéenu, bilo da je oslonjena na dva kraja
ili kontinualna. On je dokazao da su svi koreni karakteristicne jednacine sistema
konjugovano kompleksni, pa se za partikularne integrale mogu izabrati poznate i
tabulisane funkcije Kpbinos-a. Integracione konstante se odreduju iz uslova oslanjanja
za svaki konkretan slucaij.

Kako trazenje reSenja u kona¢nom obliku predstavlja vrlo slozen i zahtevan
zadatak, za specijalan slu¢aj kada sve ploce sistema imaju iste i homogene grani¢ne
uslove po pomeranjima, Buri¢ predlaze priblizno reSenje u obliku reda sistema funkcija
Ym 0d kojih svaka zadovoljava date granitne uslove za pomeranja i homogenu
diferencijalnu jednadinu ¢etvrtog reda:

y Y =wy o
Za funkcije yn, bira normalne funkcije koje predstavijaju glavne oblike
transverzalnih oscilacija grede oslonjene na isti nain kao i ploce ljuske. U slucaju

slobodno oslonjene jednorasponske poliedarske ljuske karakteristiche funkcije imaju
oblik:

, m=1.2,...,

gde je | polovina raspona ljuske.

lako uvodenjem reSenja u obliku redova Buricev metod postaje znatno
jednostavniji za primenu, njegova primena je i dalje ograni¢ena na dugacke ljuske, kod
kojih se momenti savijanja oko popre¢ne ose pojedinih plo¢a i momenti torzije mogu
zanemariti.

1964. godine Scordelis i De Fries-Skene [15] prezentuju tzv. metod direktne
krutosti ("direct stiffness method") za proraCun prizmati¢nih poliedarskih ljuski. Metod
formuliSu u matriChom obliku i razvijaju raCunarski program koji se bazira na njegovoj
primeni. Ovim metodom se mogu analizirati poliedarske ljuske izloZene razli€itim
oblicima ¢&vornih optereéenja ili nametnutih pomeranja (vertikalne, horizontalne,
poduzne sile ili momenti ili odgovarajuéa pomeranja i rotacije), koja se u poduznom
pravcu predstavljaju Fourier-ovim redom. Prvi cilj je odredivanje nepoznatih &vornih
pomeranja i sila (duz ivica plo¢a), sa kojima se dalje odreduju unutraSnje sile i naponi u
plocama. Pri tom se koristi matrica krutosti konstrukcije K, ¢ija je dimenzija
4(m+1)x4(m+1), gde je m broj plo¢a koje €ine poliedar. Zahvaljujuéi specificnom obliku
konstrukcije kod koje je jedna dimenzija naroCito izrazena, elementi matrice krutosti
razli€iti od nule grupisani su uz njenu glavnu dijagonalu. Svaka plo€a ima 8, a svaka
ivica 4 stepena slobode kretanja (3 translacije i jednu rotaciju oko poduZne ose).
Matrica krutosti K dobija se postavljanjem matrica krutosti pojedina¢nih elemenata
(plo¢a) na odgovaraju¢éa mesta u matrici krutosti konstrukcije. Za svaki pojedinaéni
element odvojeno se posmatraju krutost na savijanje upravno na hjegovu srednju
ravan i krutost za naprezanja u srednjoj ravni elementa (membransko stanje).
Koeficijenti matrice krutosti elementa se odreduju na dva nacina: 1) prema klasi¢noj
teoriji ("ordinary theory") u skladu sa predlogom Komisije, tretirajuci plo¢e u poduznom
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pravcu kao nosaCe napregnute u svojoj ravni, a u popreCnom pravcu kao plo¢e nosive
u jednom pravcu napregnute upravno na srednju ravan i 2) primenom teorije
elastiCnosti. Za odredivanje matrica krutosti elemenata primenom teorije elastiénosti
uvode se dve pretpostavke: 1) naponi i pomeranja svake ploCe usled opterecenja
upravnog na srednju ravan odreduju se primenom klasi¢ne teorije tankih ploca
oslonjenih duz sve c¢etiri ivice; 2) naponi i pomeranja usled opterec¢enja u ravni ploce
(membransko stanje) odreduju se primenom reSenja teorije elasti¢nosti za problem
ravnog stanja napona. Pojedina¢ni koeficijenti matrice krutosti elementa preuzeti su od
Goldberg-a i Leve-a*. Zahvaljuju¢i koridéenju reenja teorije elastiénosti za tanke
plo¢e oslonjene duz sve Cetiri ivice, ovaj metod moZe da se primeni i na analizu
poliedarskih ljuski sa malim odnosom raspon-Sirina (kratke ljuske). Njegova primena je,
ipak, ograni¢ena na slucajeve kada optereéenje deluje samo duzZ ivica u kojima su
medusobno spojene plo¢e poliedra. U radu [15] je ovim metodom analizirana
poliedarska ljuska prikazana na slici 2.15 za razli¢ite raspone, pri éemu su koeficijenti
matrica krutosti elemenata odredeni primenom KklasiChe teorije i primenom teorije
elasti€nosti. Znacajne razlike izmedu rezultata prema ove dve teorije uoCene su tek za
vrlo kratke ljuske (raspona 3.05m, tj. odnosa raspon/Sirina ljuske=L/B=0.27, pri ¢emu je
za pojedinacne plo¢e odnos duzina/Sirina bio L/b=1). Ve¢ pri odnosu L/b=3 dobijeni
naponi, momenti i pomeranja po obe teorije se tek neznatno razlikuju.

Cheung [13], 1969. godine, odbacuje klasi¢nu teoriju predlozenu od strane
Komisije, zasnovanu na modifikovanom Gaafar-ovom metodu, smatrajuci je teSkom za
programiranje i neprimenjivom na poliedarske ljuske manjeg odnosa raspon-Sirina.
Gore opisani metod direktne krutosti smatra previSe sloZzenim, jer u slu¢aju opterecenja
koja ne deluju samo u ¢vorovima konstrukcije zahteva dodatne operacije kojima bi se
ova optereéenja svela na c&vorna opterecenja. Polaze¢i od metoda konacnih
elemenata, koji smatra najopstijim metodom za analizu konstrukcija, Cheung razvija
metod konacnih traka, primenljiv ha specijalnu grupu konstrukcija u koju spadaju i
poliedarske ljuske. Elementi viSe nisu pojedinacne ploCe, kao u metodu direktne
krutosti, nego trake €ija je duZina jednaka rasponu konstrukcije, dok se Sirina bira u
zavisnosti od Zeljene taCnosti. Koeficijenti matrice krutosti pojedinacnih traka odreduju
se posebno za naprezanja u srednjoj ravni traka i posebno za naprezanja upravno na
nju. U [13] je data formulacija metoda konac¢nih traka za poliedarske ljuske Cije se
plo¢e smatraju slobodno oslonjenim duz krajnjih dijafragmi, za proizvoljno optere¢enje.
Na primeru ljuske sa slike 2.15 uporedeni su rezultati koji su dobijeni primenom metoda
direktne krutosti, sa koeficijentima matrice krutosti elementa prema teoriji elasti¢nosti, i
rezultati prema metodu konacnih traka. Cheung konstatuje njihovo izuzetno dobro
poklapanje, Sto se moze videti i na dijagramima na slikama 2.21 i 2.22. Vece razlike se
primecuju samo kod popre€nog momenta savijanja M, za velike raspone (30m).

Na slikama 2.21 i 2.22 su uporedeni rezultati dobijeni primenom razli¢itih metoda
analize: metoda predloZzenog od strane Komisije, metoda konacnih traka (MKT) uz
primenu programa MKTE1, metoda direktne krutosti Scordelis-De Fries-Skene [15],
metode konac¢nih traka Cheung-a [13], te metoda kona¢nih elemenata uz primenu
raCunarskog programa Tower 6. Pri tome se rezultati analize spovedene od strane
Scordelis-De Fries-Skene-a i Cheung-a odnose na poliedarsku ljusku sa slike 2.15 kod
koje je povrSinsko optere¢enje svedeno na linijsko opterecenje duz spojeva ploca
poliedra.
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Mx [KNm/m]

Sy [MPa]

—x— Predlog Komisije

—e— MKT

—e— Scordelis ord.

—=s— Scordelis elast.
Cheung

—«— Tower

¢évor

—x— predlog Komisije
—e— MKT

—e— Scordelis ord.
—=— Scordelis elast.

Cheung

—<— Tower

¢évor

Slika 2.21. Popre¢ni momenti savijanja u sredini raspona poliedarske ljuske
(prikazana je samo leva polovina konstrukcije)

Slika 2.22. Poduzni normalni naponi u sredini raspona poliedarske ljuske
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3. METOD KONACNIH TRAKA U ANALIZI POLIEDARSKIH
LJUSKI

3.1. Opis predmeta analize

Kao 5to je veC re€eno, poliedarske ljuske su prostorne noseée konstrukcije
sastavljene od tankih ravnih plo¢a. Ovde ¢e se analizirati samo prizmati¢ne poliedarske
ljuske, kod kojih su pojedine ploe, medu sobom monolitno vezane, oblika
pravougaonika.

Ove konstrukcije su opterecene silama koje deluju pod proizvoljnim uglom u
odnosu na srednju ravan pojedinih ploc¢a ljuske. Zbog toga svaka ploca trpi naprezanja
u svojoj ravni i upravno na nju. Naponsko deformacijsko stanje u ploama ljuske
opisuje se kombinacijom savijanja i ravnog stanja naprezanja. Kod linearno elasti¢nih
problema za homogene materijale nema njihovog medudelovanja, te je moguce
odvojeno posmatrati problem ravnog stanja naprezanja i problem savijanja ploca.
Medutim, kod poliedarskih konstrukcija su plo¢e spojene pod uglom, pa ova dva stanja
moraju da se kombinuju, Sto ¢e biti kasnije prikazano.

U daljoj analizi razlikujemo dva pojma [23]:

- Ravan povrSinski nosa¢ koji je napregnut samo silama u svojoj srednjoj ravni i
¢ija srednja povrsina pri deformaciji ostaje ravna naziva se plo¢asti nosac.

- Isto telo se oznacava kao plo¢a ako je podvrgnuto optereéenju koje proizvodi
ispup€enost prvobitno ravne srednje povrsine.

U daljem tekstu ¢e odvojeno biti prikazane osnovne jednacine ravnog stanja
napona i savijanja tankih pravougaonih plo¢a.

3.1.1. Ploéasti nosaéi - ravno stanje napona

Razmatraéemo samo tanke ploCaste nosace konstantne debljine t, optere¢ene
povrSinskim i zapreminskim silama, za koje se pretpostavlja da su ravnomerno
rasporedene po debljini ploCe i paralelne njenoj srednjoj ravni (ravan xQy). 1z ploce je
ise€en infinitezimalni element dimenzija dx xdy %, prikazan na sl. 3.1.

\J

2

ty

t/2
2
|

)

<
\L
A

dx

v,

Slika 3.1. Infinitezimalni element ploastog nosaca
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Kako na grani¢nim ravnima z =+t/2 ne deluju spoljasnje sile, to su komponente
napona s,, t,,, t,, u njima jednake nuli. Ako je debljina t plo¢astog nosaca vrlo mala,

zx1 “tzy
smemo smatrati da te komponente napona ostaju u unutrasnjosti nosaca toliko male
da se mogu zanemariti, tj.:
s, =t,, =t =tyz =tzy =0 (3.2
Ovim je pretpostavljeno da u ravnima plo€astog nosaca paralelnim srednjoj ravni
nema napona. Naponi postoje samo u ravnima upravnim na srednju ravan ploce, pa se
javlja ravno stanje napona. Komponente napona: s,, s, t,, =t,, prikazane su na slici

3.1. Kod tankih plo¢astih nosa¢a mozemo smatrati da su one ravnomerno raspodeljene
po debljini t, pa ¢éemo dalji proracun sprovoditi sa srednjim vrednostima napona. To
znadi da naponi ne zavise od koordinate z, ve¢ samo od koordinata x i y.
Integraljenjem napona po debljini nosaca dobijamo tri prese¢ne sile:
/2
OS>z =t>s,
-t/2
t/2
0s,dz=t>s, (3.2)

-t/2

N

X

Z
1

t/2
Ny =N, = Ot oz =tot
-t/2
Ako sa X, Y i Z obeleZzimo komponente zapreminskih sila po jedinici zapremine,
imajuéi u vidu (3.1) i Z=0, uslovi ravnoteze za ravno naponsko stanje postaju:

S fit

Px 1 T¥ 4 x=0

* Ty

Ty I8y 1y 2o (3.3)
* Ty

ty =t

Tre¢a jednakost u (3.3) predstavlja poznati stav o0 konjugovanosti smicucih
napona. Kako nam za odredivanje tri nepoznate komponente napona na raspolaganju
stoje samo dva uslova ravnoteze sa odgovarajuéim konturnim uslovima, to je
neophodno uvesti u razmatranje i deformaciju ploce.

Uvodedi pretpostavku o geometrijskoj linearnosti, a imajuci u vidu da su zbog

t,, =t, =0 i uglovi smicanja g,, i g, jednaki nuli, veze izmedu komponentalnih

deformacija i komponentalnih pomeranja mogu se napisati u slede¢em obliku:

eX =E1 ey :E’ ez =ﬂ_W1 gxy =E+ﬂ_v'

fix iy fiz iy 9ix

Za homogen i izotropan materijal, za koji vazi Hooke-ov zakon, komponentalne
deformacije se mogu prikazati u funkciji komponentalnih napona prema slede¢em:

ty _2(1+n)

RS W
Xy
G E (3.5)

(3.4)

e ==(s,-ns,) e, =25, n0s,), g, =

z

e, =- nE(s ts y)
gde je E Young-ov modul elasti¢nosti, G modul klizanja, a n Poisson-ov koeficijent.
Funkcije e,, e, ig,, nisu medusobno nezavisne, nego moraju zadovoljiti i uslov
kompatibilnosti:
Te, , Te, _ 19,
v W Xy

(3.6)
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Ako jednacine (3.5) reSimo po naponima i za komponentalne deformacije
unesemo izraze (3.4), mnozenjem ovako dobijenih izraza debljinom plo¢e t, dobijamo
izraze za presecne sile u funkciji komponentalnih pomeranja:

NX:D @+nﬂ9’
% g
N, =D o MO 3.7)
Ty g
Hu qvo
N, ==XDX1-n)x—+—1,
Y A )Xéﬂy X g
E xt

gdeje D=

Problem plo¢e napregnute u svojoj ravni u potpunosti je definisan jednainama
(3.3) (prve dve jednacine), (3.5) (prve tri jednacine) i uslovom kompatibilnosti (3.6),
zajedno sa uslovima na konturi. U Sest jednacina javlja se Sest nepoznatih veli¢ina:
Sy Syr Sy € €, 10,

Ako u jednacini (3.6) komponentalne deformacije izrazimo u funkciji napona
prema (3.5), dobijamo:

ﬂ—z(s -nss )+£(s -nss )=2><(1+n)><‘”2t—Xy (3.8)
ﬂXZ y X y2 X y ﬂXﬂy )

Jednacine (3.3) i (3.8) se svode na samo jednu diferencijalnu jednacinu ako se
komponente zapreminskih sila mogu izraziti kao parcijalni izvodi neke funkcije
potencijala U:

U U

X:-_’ Y=-— (39)
fix iy
i uvede Airy-jeva funkcija napona F, tako da bude:
2
t,=- - (3.10)
Xy
Uvodenjem (3.9) i (3.10) u izraze (3.3) i njihovim sredivanjem dolazimo do:
2 2
sX:ﬂ—|2:+U, sy=g+u (3.11)
0% x
Zamenom (3.10) i (3.11) u (3.8) i sredivanjem izraza dobija se:
4 4 4 2 216
TR 2 TE TR )Y TYE g (3.12)
fix ix“y* Ty ex® g
Sa oznakama za Laplace-ov operator:
” T
= 4+
™y
4 4 4
DD = ﬂ_ +2 xﬂ— + ﬂ_
ﬂX4 ﬂXZﬂyZ ﬂy4
jednacina (3.12) postaje:
DDF +(1-n)xDU =0 (3.13)

Ova linearna parcijalna diferencijalna jednacina cetvrtog reda naziva se
jednacdina plodastog nosaca.

U slu€aju da su sile Xi Y jednake nuli u celoj oblasti, jednacina plo¢astog nosaca
se svodi na biharmonijsku jednacinu:

DDF =0,
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gde je F=F(x,y) biharmonijska funkcija.

Ovim je pokazano da se problem plo€a napregnutih u svojoj ravni svodi na
reSavanje diferencijalne jednacine (3.13) uz odgovarajuc¢e grani¢ne uslove.

Pomeranje tacaka plo¢astog nosaca (u,v) odredujemo integracijom prve dve
jednacine iz (3.5), u koje se za deformacije uvode vrednosti prema (3.4), ¢ime se
dobija:

Exu=¢ys,-ns>s, |dx+F(y),

d 2 (3.14)

E><v=dsy -n ><sx)dy+Y(x)

Ovde se kao nepoznate javljaju dve funkcije jedne promenljive: F(y)iY(x). Ako

napone izrazimo preko Airy-jeve funkcije, za slu¢aj kada su zapreminske sile jednake
nuli dobijamo:

JI°F fiF

Exu= xdx - n x—+F
oﬂ—y2 i ) 015
) .
Exvz(‘)lTb(—':wy—nx%+Y(x)

Funkcije F(y)iY(x) nisu medusobno nezavisne, ve¢ moraju zadovoljiti i uslov
:E+ﬂ_\/:—2(l+n)t ,
v X E 7
3 3 2
I Z><dx+‘ﬂ I;xderdF(y) +dY(x) =_2y'ﬂ F
y O dy  dx Tl
Funkcije F(y)iY (X) odredujemo iz grani¢nih uslova, pri ¢emu mora biti ispunjen
uslov (3.16). Ako je funkcija F(x,y) poznata, pomeranja u i v se odreduju iz jednacina
(3.15).

O,y koji, nakon unoSenja izraza (3.15) i (3.10), postaje:

(3.16)

ReSenje grani¢nog zadatka ravnog stanja napona plo¢astog nosata moze se
nac¢i i samo sa pomeranjima. U tu svrhu koristimo prve dve od jednacina ravnoteze
(3.3) i veze napona i komponentalnih pomeranja koje dobijamo deljenjem jednacina
(3.7) debljinom plo¢e t. Na raspolaganju nam stoji pet jednacina sa pet nepoznatih
veli¢ina (naponi s,, s, t,, i pomeranja u i v). UnoSenjem izraza (3.7) podeljenih sa t
u prve dve jednacine (3.3), dobija se:

2 2 2

E+1—nyﬂu+1+ny‘nv +X>¢:

™x 2 W 2 WXy D

L ) L ) 2y (3.17)
+nvﬂu+ -nvﬂv+ﬂ_v+_xt:0
2 Xy 2 W™ fy* D
Uz uvodenje Laplace-ovog operatora i kubne dilatacije:
e= Tu + v , (3.18)
x Ty
jednacine (3.17) se mogu pisati u sazetom obliku:
RIS A
-n X
1+n e Y (3.19)
X+ =
1-n Ty G

Opste reSenje ovih jednadina izrazava se preko proizvoljnih biharmonijskih
funkcija f, i f, i konstanti a, b i ¢ koje karakteriSu pomeranja krutog tela:
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u=2>Df, - (1+n)xlaaL+ﬂf—29+axy+b
™EX Ty o
’ (3.20)
v =2>Df, - (1+n)xiaaL+ﬂf—22+axx+c
WEX Ty o

Biharmonijske funkcije f, i f, se odreduju za svaki problem posebno, pa reSenje
(3.20) nije opste u pravom smislu te redi.

3.1.2. Ploé€e - povrSinski nosaéi napregnuti na savijanje

Teorija savijanja plo¢a, koju je postavio Kirchoff (1850. godine), zashiva se na
sledec¢im pretpostavkama:

1. Linearni element, upravan na srednju ravan pre deformacije, ostaje prav,
nepromenjene duzine i upravan na deformisanu srednju ravan (elasti¢énu povrSinu) i
posle deformacije.

2. Ugibi plo¢e su mali u odnosu na njenu debljinu, zbog ¢ega duZina i ugao
izmedu linijskih elemenata srednje ravni ploCe ostaju nepromenjeni prilikom
deformacije.

3. Normalni naponi s, , za ravni paralelne srednjoj ravni, smatraju se malim u

odnosu na ostale komponentalne napone i mogu se zanematriti.

Slika 3.2. Naponi u tankoj plo¢i optere¢enoj na savijanje (a) i sile i momenti u diferencijalnom
elementu srednje ravni savijene ploce (b) [9]

Ako tatke ploCe posmatramo u odnosu nha pravougli koordinatni sistem X, vy, z,
Cija se ravan xy poklapa sa srednjom ravni nedeformisane ploce, pri ¢emu je osa z
usmerena nanize, mozZzemo konstatovati da tacka srednje ravni (x,y,0) prilikom
deformacije dobija u pravcu ose z pomeranja w, dok normala na srednju ravan dobija

nagib odreden uglovima ?I_W [ ﬂl—w Tacka (x,y,z) koja je na rastojanju z od srednje
X Yy

ravni ploCe, pri deformaciji trpi pomeranja:

w, =W, uZ=-zxﬂ—W; vZ=-z><‘”—W (3.21)
fix Ty

Veze komponenata deformacija i komponenata pomeranja za element povrSine
koji se nalazi na rastojanju z od srednje ravni i lezi paralelno njoj, mozemo pisati u
obliku:

2 2
x i y Ty (3.22)
gxy :&+M:-2>(Zxﬂ_w
v X ™Iy
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Neka je optereCenje koje deluje upravno na srednju ravan ploce
jednakopodeljeno na spoljasnjoj povrSini z =- t/2, intenziteta Z(x,y). Ivi¢ni uslovi za
spoljasnju povrSinu plo¢e su:

z=-t2: s,=-Z(xy), t, =0, t, =0

zy
z=+t/2: s,=0, t, =0, t, =0.
Prema tre¢oj pretpostavci, u unutrasnjosti plo€e mozemo zanemariti napon s, ,

pa se za homogen i izotropan materijal, za koji vaZi Hooke-ov zakon, komponentalni
naponi (slika 3.2.a) mogu prikazati u funkciji komponentalnih deformacija prema
slede¢em:

(3.23)

s, = e, +ne))

Ex &fw  Two
* 1-n?

102 Y,

2 2 A

i E xz aﬁﬂw_'_ny‘nwg,

1-n? &my? ™ g

7w _ _Ex _TPw

™Iy  1+n Txfy

Iz izraza (3.24) vidi se da su komponente napona proporcionalne rastojanju z od

srednje ravni plo¢e. Momenti i sile u presecima ploce (slika 3.2.b) mogu se odrediti

integraljenjem napona po debljini ploce:
+t/2 +t/2

M, = (‘)sxxzdz, M, = (‘)syxzdz,
-t/2 -t/2

(3.24)

t, =G>g, =-2>Gxzx

w2 w2 (3.25)
My = Oty X2 dz=M, = Ot x dz,
-t/2 -t/2
+t/2 +t/2
T, = Otx, 9z, T,= QOt,, dz. (3.26)

-t/2 -t/2
Unoseci (3.24) u (3.25) dolazimo do momenata u presecima plo¢e u funkciji
ugiba:

) A
Mx :-KX?T V2V+n Xﬂ—vzvg’
& x Ty
2 2 A
M, =K > W (3.27)
ety X g
2
M, =-K{1-n )2
Ty
gde je sa
Ex® _ EX

12x{1-n?) (1-n?)
oznacena krutost ploce na savijanje.

Izraze za transverzalne sile dobijamo iz uslova ravnoteze protiv obrtanja oko
teZiSne linije elementa, paralelne y, odnosno x osi. Ako se zanemare male veliine
viSeg reda, odavde dobijamo:

ML MM, M,

v Ty (3.28)
™y fy  fix
odnosno, unoSenjem (3.27) u (3.28):
_odow) o T(Dw)
T, =-Kx——~+, T,=-K , (3.29)
fix 0%
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Uslov ravnotezZe svih sila u pravcu z ose mozZe se svesti na oblik:

Z+E+B:O,
> Ty

odakle, koris¢éenjem (3.29), dolazimo do linearne, nehomogene, parcijalne
diferencijalne jednacine €etvrtog reda za elasti¢nu povrSinu w(x,y):

Tw, , Tw Tw_2z

%Yyt K (3:30)
odnosno
DDw = é , (3.31)

koja se naziva jednacina ploce.

Iz prethodnih izlaganja se moze zakljuéiti da je reSavanje problema ploca
napregnutih u svojoj ravni i savijenih plo€a, ¢ak i za najjednostavnije slucajeve
homogenih, izotropnih materijala, za koje vazi Hooke-ov zakon, uz uvodenje
pretpostavke o geometrijskoj linearnosti, veoma slozen zadatak, a da se opSte reSenje
teSko moze dobiti ili ga nema. Problem postaje joS slozeniji kod plo¢a koje su
istovremeno napregnute u svojoj ravni i upravno na nju, kao Sto je sluaj kod
poliedarskih ljuski, a naroCito uvodenjem materijalne i geometrijske nelinearnosti.
Numericke metode, kojima se dobijaju priblizna reSenja problema, razli¢ite tacnosti,
namecu se kao racionalno i ekonomiéno sredstvo. Medu njima se, poslednjih decenija,
posebno istiCe metod konacnih elemenata (MKE). Ipak, u analizi specifi¢nih problema
vezanih za poliedarske ljuske, pre svega zbog njihove geometrije, metod konacnih
traka (MKT) se pokazao izuzetno efikasnim, jer ima jednostavnu pripremu podataka,
brze vreme izvrSavanja i preciznije rezultate. Zbog toga je u ovoj disertaciji MKT
odabran kao osnovni numeri¢ki metod za analizu poliedarskih ljuski.

3.2. Razvoji osnove metoda konaénih traka

Primena metoda konacnih traka pocinje krajem Sezdesetih godina proSlog veka,
u radovima Cheung-a'*, Powell-a i Ogden-a®. Metod se uvodi za odredene klase
prakticnih problema (konstrukcije pravilnog geometrijskog oblika i jednostavnih
grani¢nih uslova, kao Sto su poliedarske ljuske i tankozidni nosaci) kod kojih bi
razlaganje u mnogo konac¢nih elemenata bilo preterano skupo, a za koje je MKT barem
brzi od MKE. Metod je uspedno uveden u analizu linearnog ponaSanja, vibracija,
izvijanja i nelinearnog ponasanja razlicitih tipova poliedarskih konstrukcija.

Gore navedeni radovi odnose se na primenu MKT u linearnoj analizi
jednorasponskih sanduéastih mostovskih konstrukcija. Loo i Cusens® u proraéun
mostova putem MKT uklju€uju i uticaj temperature i prednaprezanja.

'® prema [38], u radu Cheung, Y. K.: The Finite Strip Method in the Analysis of Elastic Plates With Two
Opposite Simply Suported Ends, Proc. Inst. Civ. Engrs., Vol. 40, December 1968, pp. 1-7.

% prema [38], u radu Cheung, Y. K.: Analysis of Box Girder Bridges by Finite Strip Method, Proc. Second
Intl. Symposium on Concrete Bridge Design, Chicago, ACI Publications SP 26, April, 1969, pp. 357-378.

0 prema [38], u radu Powell, G. H. and Ogden, D. W.: Analysis of Orthotropic Bridge Decks, Am. Soc.
Civ. Engrs. 95, ST5, May 1969, pp. 909-923.

! prema [38], u radu Loo, W. C. and Cusens, A. R.: The Finite Strip Method in Bridge Engineering,
Wexham Springs, Viewpoint Publications (C&CA), 1978.
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Metod se kasnije primenjuje i na debele i sendvi¢ plo¢e, formulacijom koja se
bazira na Mindlin-ovoj teoriji** ili sa zdruZenim stepenima slobode u slojevima®.
Proucavaju se ortotropne ploce kod kojih se vrSi modifikacija ¢lanova u matrici krutosti.
Analiza se proSiruje i na popreéno® i poduzno zakrivliene konstrukcije®, sa razligitim
rubnim uslovima.

MKT se primenjuje i za reSavanje viskoelasti¢nih problema, kojima znacajnu
paznju posvec¢uje MilaSinovi¢ [38], [46]. Posebno se proucava beton kao viskoelasti¢an
materijal uz primenu produzenog Kelvin-ovog reoloskog modela.

Primena MKT u analizi vibracija jednopoljne slobodno oslonjene konstrukcije
detaljno je objasnjena od strane Cheung-a®*. Razmatraju se narogito slobodne vibracije
grednih, plogastih i sanduéastih mostova®.

MKT se Cesto koristi i za proracun kriti€nih optereéenja tankozidnih stubova
opterecenih ivicnim pritiskom na vrhu, ali i u prou€avanju izvijanja konstrukcija sa
razli¢itim osobinama ploca [38], [46].

Metod se koristi i kod geometrijski nelinearnih problema, pocevsi od radova
Graves Smith-a i Sridharan-a*’. Milasinovi¢ [38], [46], [36] izvodi opStu formulaciju
metoda za geometrijski nelinearne probleme, u kojoj se svi ¢lanovi reda posmatraju
zajedno (harmonic coupled finite strip method - HCFSM), primenjuju¢i ga na analizu
velikih ugiba tankih izotropnih i ortotropnih plo¢a. On razvija i raunarski program za
analizu konstrukcija metodom konacnih traka, koji reSava kako linearno elasti¢ne, tako
i linearno viskoelasti¢ne, geometrijski nelinearne elastic¢ne i viskoelasti¢ne probleme, te
probleme slobodnih vibracija i bifurkacione stabilnosti. Razmatra se i moguénost
uvodenja nehomogenosti armiranobetonske ljuske kroz formiranje slojevite
nehomogene konacne trake.

Materijalna nelinearnost, narocito znacajna za armiranobetonske preseke,
obuhvaéena je u radovima Cope-a i Murtuza-a®®, te Wittrick-a i Plank-a®

Praktican znaCaj metoda diskretizacije (MKE i MKT) u reSavanju problema
mehanike kontinuuma se ogleda u svodenju problema na tzv. proces korak po korak,
Sto ih €ini pogodnim za programiranje na racunaru. Ovaj proces se sastoji od Sest
oshovnih koraka [59]:

1. Diskretizacija kontinuuma (slika 3.3)

2. lzbor funkcija pomeranja koje opisuju ponaSanje svakog elementa (trake). U
MKT se ove funkcije biraju tako da obezbede potpunu kompatibilnost razloZzene
konstrukcije duz ¢vornih linija izmedu traka, uslove oslanjanja na krajevima i odreden
stepen kompatibilnosti u pravcu diskretizacije. Amplitude ovih funkcija su stepeni
slobode u €vornim linijama.

3. SraCunavanje karakteristika elemenata (traka).

2 prema [38], u radu Hinton, E.: Flexure of Composite Laminates Using a Thick Finite Strip Method,
Comput Struct., 7, 1977., pp. 217-220.
® Prema [38], u radu Chong, K. P., Lee, B. and Lavdas, P. A.: Analysis of Thin-Walled Structures by Finite
Strlp and Finite Layer Methods, Thin-Walled Struct., 2, 1984, pp. 75-95.
* Prema [38], u radu Dawe, D. J.: Static Analysis of Diaphragm - Supported Cylindrical Shells Using a
Curved Finite Strip, Intl. Jnl. Numerical Methods in Engg., Vol. 11, 1977.
® Prema [38], u radu Cheung, Y. K.: The Finite Strip Method in Structural Analysis, Oxford, Pergamon
Press, 1976.

%% prema [38], u radu Cheung, Y. K. and Cheung, M. S.: Free Vibration of Curved and Straight Beam, Slab
and Box Girder Bridges, Pub. IABSE, 32-11, 1972, pp. 41-52.
" Prema [38], u radu Graves Smith, T. R. and Sridharan, S.: Finite Strip Method for the Post-Locally-
Buckled Analysis of Plate Structures, Int. J. Mech. Sci., 20, 1978, pp. 833-842.
® Prema [38], u radu Cope, R. J. and Murtuza, M. A.: Finite Strip Method in Non-Linear Analysis of
Reinforced Concrete, in: Numerical Methods for Non-Linear Problems, C. Taylor, E. Hinton and D. R. J.
Owen (EDS), Vol. 2, Swansea, Pineridge Press, 1984, pp. 290-300.
° Prema [38], u radu Wittrick, W. H. and Plank, R. J.: Buckling Under Combined Loading of Thin, Flat-
Walled Structures by a Complex Finite Strip Method, Intl. J. Num. Methods in Engg., Vol. 8, p. 323.
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4. Formiranje jednacina za mrezu konac¢nih elemenata (traka).
5. ReSavanje sistema jednacina.
6. Proracun Zeljenih uticaja.

e 4

Slika 3.3. Podela pravougaone tanke ploce na poduZne trakaste elemente

Priroda problema koji se reSava diktira nacin diskretizacije, izbor oblika
elemenata i njihovog ukupnog broja. Veliki zna€aj ima izbor &vorova, osnovnih
nepoznatih u njima i interpolacionih funkcija, pomoéu kojih se definiSe polje pomeranja
u svakom elementu.

Karakteristike pojedinih elemenata se sraCunavaju nezavisno od mreze
elemenata kao celine (npr. matrice krutosti se formiraju nezavisno za pojedine
elemente, a zatim se, na osnovu njih, formira matrica krutosti za sistem u celini). Ovo
prakti¢no znaci da se kompleksan problem razbija na niz jednostavnih.

Jednacine ravnoteze u MKT dobijaju se primenom principa 0 minimumu ukupne
potencijalne i kineticke energije, koje su prethodno formulisane za razloZenu
konstrukciju u funkciji stepeni slobode i njihovih izvoda u vremenu.

Izmedu MKT i MKE uoCava se nekoliko bitnih razlika [38]:

1. U MKE se za aproksimaciju polja pomeranja koriste polinomi u svim
pravcima, dok se u MKT polinomi koriste samo u jednom pravcu, a u drugom
neprekidni diferencijabilni redovi, kojima se zadovoljavaju statiCki i kinematicki uslovi na
poduznim krajevima traka, odnosno, za funkcije pomeranja se u MKT usvajaju
proizvodi polinoma i redova:

=8 ¢ (%) 0, (3). (3.32)

2. MKE je opSti metod, koji se moze primeniti na bilo koju geometriju i bilo koje
konturne uslove, dok se MKT koristi za prora¢un plo¢a, mostova i razli€itih poliedarskih
ljuski.

3. U MKT se javlja znatno manji broj jednacina i matrica nego u MKE, sa
manjim zauzecem memorije raunara, Sto proracun c&ini brzim, jeftinijim, a &esto i
tacnijim.

4. U prora¢unu po MKT je broj ulazno - izlaznih rezultata znatno manji nego kod
MKE. U ovom metodu se lako odreduju samo one lokacije u kojima se traze rezultati.

U izrazu (3.32) se, umesto nezavisnih koeficijenata, usvajaju proizvodi:
C
o]

C =@ Ny (X) Uy (3.33)
k=1

gde su Ni(x) interpolacione funkcije, a qxm 0OSNOVNe nepoznate komponente pomeranja
u ¢vornim linijjama za m-ti ¢lan reda. Sa ovim dobijamo opsti oblik polja pomeranja:

f= é N(X) A me (y) :é. é. I\Ik (X) Txm me (y) ' (334)
m=1 m=1k=1

Ovim se dvodimenzionalan problem prevodi u jednodimenzionalan, buduci da su Y (y)

i N(x) funkcije razli¢itih argumenata. U izrazu (3.34) c predstavlja ukupan broj ¢vornih

linija konacne trake.

Doktorska disertacija Danica Goles



Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski 36

Funkcije Yn(y) moraju biti neprekidne i do potrebnog reda diferencijabilne i
moraju zadovoljavati odredene uslove na konturi. One se mogu svrstati u dve osnovne
grupe:

- dopustive, koje zadovoljavaju geometrijske uslove na konturi i koje su do
drugog reda diferencijabilne u oblasti D, i

- uporedive, koje zadovoljavaju geometrijske i statiCke uslove na konturi i koje su
do drugog reda diferencijabilne u oblasti D.

Kontinuum se, dakle, deli na konacne trake Ciji krajevi opisuju deo granice
kontinuuma. Trake su medusobno spojene duz odredenog broja linijja koje se
podudaraju sa njihovim poduznim granicama. Stepen slobode svake ¢&vorne linije
predstavlja broj parametara pomeranja kojima se obezbeduje kontinuitet na granicama
izmedu traka. Medutim, poSto se neprekidne funkcije Y.(y) definiSu za pojedine
Clanove reda, to ukupan broj stepeni slobode u &vornoj liniji treba mnoziti brojem
Clanova reda koji se koristi u proracunu. Kod vecine linearnih problema, vibracija i
bifurkacione stabilnosti, izborom funkcija koje zadovoljavaju uslove ortogonalnosti ili
kod kojih se zanemarivanjem medudelovanja ¢lanova reda ne ¢ini velika greska,
¢lanovi reda mogu da se razdvoje, pa se kompletno reSenje dobija sumiranjem reSenja
po pojedinim ¢lanovima reda. Ovo je slu¢aj kod slobodno oslonjenih konstrukcija, kod
kojih funkcije pomeranja zadovoljavaju uslove ortogonalnosti, ali ne i kod nelinearnih
problema, kod kojih se mora raditi sa svim ¢lanovima reda zajedno.

Kada se koristi varijacioni metod, tatno reSenje u(x;) daje ekstremnu vrednost
odgovaraju¢em funkcionalu problema P (u). Ako se u funkcional unese priblizna

vrednost reSenja f, data sa (3.32), dobija se novi funkcional P . Kada se na njega
primene ekstremalni principi, dolazi se do jednacina iz kojih se mogu odrediti nepoznati
parametri c,. Funkcije Y., se unapred usvajaju tako da zadovolje geometrijske
konturne uslove. PoZeljno je da one zadovoljavaju i staticke uslove na konturi, kao i da
svojim oblikom kvalitativno odgovaraju trazenom reSenju. U pogledu konvergencije je
pozeljno da one €ine sistem ortogonalnih funkcija:
(0)f ij’dDzil |-1 g

5 70, 1% ]

Ako se pomeranja u bilo kojoj tacki konac¢ne trake izraze u funkciji pomeranja u
¢évornim linijama, onda se problem odredivanja pomeranja u oblasti D svodi na
odredivanje pomeranja u ¢vornim linijama. Ova pomeranja se odreduju iz sistema
jednacina koje predstavljaju uslove ravnoteze u ¢&vornim linifjama. 1z poznatih
pomeranja dalje se odreduju deformacije, naponi i rezidualna opterec¢nja.

(3.35)

3.3. Aproksimativne funkcije

Polje pomeranja konaéne trake (3.34) moZe se napisati u obliku:

r r (o}

f=Ad=8 Anln = Yo (¥)A N (X) b (3.36)
m=1 m=1 k=1

gde je A matrica aproksimativnih funkcija, a q vektor parametara pomeranja u ¢vornim

linijjama. Aproksimativne funkcije se, kao Sto je re¢eno u prethodnom odeljku, mogu

izraziti u vidu proizvoda neprekidnih trigonometrijskih funkcija Yn(y) i interpolacionih

funkcija - polinoma N(x).

Aproksimativne funkcije predstavljaju samo priblizno reSenje problema, pa
njihovim izborom direktno uti€¢emo na tacnost reSenja. Izbor aproksimativnih funkcija
zavisi od prirode problema. U daljem tekstu ¢e biti prikazane aproksimativne funkcije
za pravougaone konacne trake ¢&ija su oba kraja slobodno oslonjena (slika 3.4), a koje
se koriste za analizu ravnih poliedarskih ljuski. Ove aproksimativne funkcije se biraju
nezavisno za problem savijanja i problem ravnog stanja naprezanja.
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Slobodno oslonjene
ivice u=w=0,v0___--
—
1
|
Uim |
YWim II
Wim

Slika 3.4. Konac¢na traka ravne ljuske sa osam stepeni slobode

3.3.1. Aproksimativne funkcije u problemu savijanja

U problemu savijanja konac¢ne trake aproksimativna funkcija treba da zadovolji
homogenu parcijalnu diferencijalnu jednacinu Cetvrtog reda - homogenu jednacinu
ploce:

DDw (x,y) =0. (3.37)
Funkciju ugiba pretpostavljamo u obliku beskona¢nog reda:
¥
w(xy) =@ W (x) %Y (¥). (3.38)
m=1

gde je m ¢lan reda ili broj harmonika.
3.3.1.1. Deo aproksimativnih funkcija uy pravcu: Yn(y)

U problemu savijanja se za funkciju Yy(y) mogu izabrati reSenja diferencijalne
jednacine slobodnih poprecnih vibracija Stapa konac¢ne duZzine a:

d4 (y) Y( )gnfg

Cije opste reSenje ima oblik:

0, (3.39)

Y(y)=ASEY O g @Y 0, cxyEBY Oy py VYO (3.40)
a g a g a @ a g
gde su
amxy o &@nxy o amxy ol
Sc—= ——>< osh I+cosg0—> 1,
a g éc a g 8 Euu
Taem_xyo xesmh&mxy0+sm?n—xy%,
a g é a g (3.41)
a&amxy 0 a&amxy 0 amxy ou
U —-——>< oshge—2 - cosc—257,
ag 2 gc a o & a %
amxy 6 a@nxy 6 aamxy U
\V} __x inh I-sing—=
5 ao Ea il

a g e
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Konstante A, B, C i D odredujemo iz uslova oslanjanja kona¢ne trake na
krajevima. Uslovi na krajevima obostrano slobodno oslonjene trake su:

v(0)=Y,,(0)=0,

Y(a)=Y, (a)=0

Ove uslove zadovoljavaju funkcije T(y) i V(y). ReSenje (3.40) i njegov drugi izvod
glase:

(3.42)

Y(y)= BxTagnxyo+vaaarnxy9
8 a o &€ a
(3.43)
aemxyo ams aemxyo
- ><B><V XD XT
( ) Sa 8 a g 83@ 8 a g
Konstante B i D odredujemo iz uslova na kraju y=a:
B><T(m)+D><V(m)=O,
(3.44)

Sa‘ ><B><v( m) + SagﬂxT(m):O'

Ovo je sistem od dve homogene linearne jednaine. Uslov za egzistenciju
netrivijalnih reSenja je da determinanta koeficijenata bude jednaka nuli, odnosno:

7%(m)- v*(m) =0, (3.45)
Sto se svodi na:
sin(m) =0. (3.46)

Ovo je frekventna jednacina transcedentnog oblika koja ima beskonano mnogo
korena:

m, =m>x, m=1,2,.. (3.47)
Nakon odredivanja odnosa konstanti u jednacini (3.44) dolazimo do jednacine za
svojstvene oblike:

Y, (y)=C xsin Zh Y O (3.48)
&€ a g
Kod svojstvenih oblika poznat je samo oblik krive, a ne i apsolutna vrednost
amplitude, jer je konstanta C neodredena. Prvi ton je jedan sinusni polutalas, drugi dva,
itd. PoSto amplitudu pomeranja u reSenju oblika (3.34) odredujemo funkcijom N(X),
konacan oblik dela aproksimativne funkcije u smeru y, za zadate uslove na krajevima,
postaje:

Y, (Y) =sin§m“axyg= Y,m M, =P, 2P,..., Mp . (3.49)

3.3.1.2. Deo aproksimativnih funkcija u x pravcu: w,(X)

Za bilo koji ¢lan reda mozemo, kao amplitudu pomeranja w(x) pretpostaviti
polinom treéeg stepena:

W(x)=C, +C, x +Cyxx* +C, %, (3.50)
u kome su C; do C, generalisana pomeranja. Ovom aproksimacijom se uspostavlja
kompatibilnost pomeranja w i njihovih prvih izvoda dw/dx u évornim linijama razlozene
konstrukcije. Koristeéi uslov da je j =dw/dx i ispisujuéi polinom (3.50) za ¢vorne linije 1 i
2, Cije su koordinate x=0 i x=b redom, dobijamo:

Gul €0 0 00

Jig.@ 1 0 04y (3.51)
Sw,0 6L b b? b®0'6C,d '
e u ue. u

d.o0 & 1 2b 35 &g
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Inverzijom izraza (3.51) dobijamo koeficijente polinoma:

éC,u € 1 0 0 0 uéw,u
&~ 0 € ué u
Lagze 0 1 9 g (3.52)
éc,u & 3/b® -2/b 3/b* -Ybléw,0
€ u g 3 2 3 2L,]é L']
&£,0 a2/ Ypb* -2/6° Yb*g .0

Odavde moZemo pisati, za proizvoljan ¢lan reda, funkciju w(x):

x* 0,

3 2 fo) ) 2
2,38 & 2 v+ Xy, (353
é b bg

W(X)Zgl-—2+—W ge 9] 9 - Soaw,
b2 b’ ST gt (0 o,

¢ime su odredeni Hermite-ovi interpolacioni polinomi N1, N,, N3 i N4 koji ¢ine vektor N:
N=[N, N, N; N,J]=N,. (3.54)
NapiSemo li vektor parametara ¢vornih pomeranja konacéne trake izlozene

savijanju, sa dve ¢vorne linije, za m-ti ¢lan reda:

qum =[W1m Jam Wom ] 2m]’ (3.55)
pomeranje konacne trake u funkciji koordinate x, za m-ti ¢lan reda, postaje:
Wiy (X) = Ny Gy - (3.56)

3.3.2. Aproksimativne funkcije u problemu ravnog stanja naprezanja
3.3.2.1. Deo aproksimativnih funkcija uy pravcu: Yn(y)

U slu€aju pravougaone plo¢e napregnute u svojoj ravni, slobodno oslonjene na
krajevima, funkcija data jednac¢inom (3.49) je pogodna za aproksimaciju komponente
pomeranja U, (komponenta pomeranja tacke srednje ravni plo¢e u pravcu lokalne ose
X). Za aproksimaciju komponente pomeranja v, (komponenta pomeranja tacke srednje
ravni plo¢e u pravcu lokalne ose y) polazi se od pretpostavke koju je u proucavanju
greda uveo TimoSenko, a za MKT modifikovao Cheung. U TimoSenko-voj gredi se
pretpostavlja da prave normalne na neutralnu osu pre deformacije ostaju prave, ali ne i
neophodno normalne na neutralnu osu posle deformacije. To znaci da se aksijalno
pomeranije v bilo koje tacke moze izraziti preko &lana rotacije normale q(y):

v(xy)=-x1q(y). (3.57)

Rotacija normale q(y) je jednaka nagibu neutralne ose du/dy umanjenom za
rotaciju b, koja je posledica deformacije smicanja usled transverzalnih sila:

du

q(y)= ™ b. (3.58)

Kako se diskretizacija nosaca vrSi u ravni xOy, to se kod konac¢ne trake u ravnom
stanju naprezanja rotacija b moze zanemariti, odnosno:

V=Ax—. (3.59)

Konacan oblik dela aproksimativnih funkcija u smeru y, za konacnu traku ¢iji su
uslovi oslanjanja na krajevima y=0 i y=a odredeni sa u=0 i v* 0, postaje:

Y, (y)= smgmzy- Yoo, Yo _ﬂ:a&sm(_))cosaampyo

. © m=123,.. (3.60)
dy apg &ag
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3.3.2.2. Deo aproksimativnih funkcija u x pravcu: un(X) i v (X)

Za opisivanje ovog problema unutar konacne trake, dovoljno je pretpostaviti
konstantne deformacije. To znaCi da se pomeranja u i v mogu aproksimirati linearnim
polinomima, koji obezbeduju kontinuitet pomeranja ili Cy kontinuitet:

u(x)=v(x)=C,+C, . (3.61)

Ako gornji polinom ispiSemo za ¢vorne linije x=0 i x=b, dobijamo:
ény_e 0uC,
= 0-
do 0 8‘- begczﬂ

Inverzijom gornjeg izraza dolazimo do koeficijenata polinoma:

(3.62)

TN

éCiu_¢é1 Oueuu

u—é / a-
ng a g‘ 1/b l/begjz a
Odavde moZemo pisati, za proizvoljan ¢lan reda, funkciju u(x):

u(x)=§l\- %gul+%u2. (3.64)

(3.63)

Uvedemo li vektore &vornih pomeranja konacne trake sa dve ¢vorne linije, u
ravnom stanju naprezanja:

an =[u1 uz]’ qu :[Vl V2]1 (3.65)
pomeranja konac¢ne trake u funkciji koordinate x postaju:
u(x)=Njay, v(x)=Niay, (3.66)
gde je:
é& X Xu
N =N =a- - —/. 3.67
u u é b bH ( )

Za m-ti ¢lan reda imamo:
uT _— vl
qum _[u]m u2m]’ qum _[Vlm VZm]’

(3.68)
Upy (X) =NYGums Vi (X) = Ni G-

3.3.3. Aproksimativne funkcije u analizi ravnih poliedarskih ljuski

Konac¢na traka ravne poliedarske ljuske, prikazana na slici 3.4, dobija se
kombinacijom trake sa Cetiri stepena slobode kretanja iz problema savijanja i trake sa
Cetiri stepena slobode kretanja iz problema ravnog stanja naprezanja. Vektor osnovnih
nepoznatih pomeranja u ¢vornoj liniji sadrzi Cetiri komponente, pa konacna traka ima
ukupno osam stepeni slobode kretanja:

qu[Ul Vi W Uy VW Jz] (3.69)

Ako vektor osnovnih nepoznatih pomeranja u ¢vornim linijjama kona¢ne trake
razlozimo na tri vektora, mozemo pisati:

QL:[Wl J1 W, j2]1

uT vT (370)
dy =[U1 Uz]a a, :[Vl Vz]’
odnosno, za m-ti ¢lan reda:
Uom =[W1m Jam Wom ] 2m]v (3.71)

Q3L=[Ujm Uzm]’ CIZL=[VJm Vzm]-
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Sada komponente pomeranja ta¢aka srednje ravni ploe mozemo izraziti u sledeéem
obliku:

I
[o]
Up =Aids =a YomNyum:
m=1
s a
Vo AL, = a mp

m=1

YomN A (3.72)

r
o
w = AWqW = a Ymequm'

m=1
Ovde je
Vo, (y) = snZ Y02y, vy, (y) = DimlV) i 6. by g
& a g dy a g a g
m=1 2, 3,
by =& X XU
NU=NU=§L-B Bﬁ’ N, =[N, N, N, N, (3.73)
2 3
axo | a0 e ax0  axoY
N,=1- 35~ +26-., N,=bé-- 2622 S,
' &by &' ° g "&by &bgg
.2 .3 A .2 L3
a0 a0 € axod  axoU

N=3—;'2—;,N=be' —++—+u.
&y &g égbﬂ gbfag

3.4. Varijaciona formulacija za metod kona€nih traka

U ovom odeljku ¢e, u osnovnim crtama, biti prikazana geometrijski nelinearna
varijaciona formulacija za metod konacnih traka, koja ¢e kasnije biti svedena na
linearno elasti¢an problem poliedarskih ljuski.

3.4.1. Stanje deformacija

Stanje deformacija ¢éemo opisati Green-Lagrange-ovim tenzorom deformacije,
koji u pravouglom koordinatnom sistemu ima oblik:

1
& =5 x(”i,i U U ’“k,i) : (3.74)

Ako razmatramo samo savijanje tankih plo¢a prema Kirchoff-ovoj teoriji,
kombinovano sa ravnim stanjem naprezanja, dobijamo:
e, =0, w =w(X,Y),

g,, =0, Vg =-ZXwW, (3.75)
Oy :O’ U :_ZX\N,W

gde su indeksom s oznacene komponente pomeranja samo usled savijanja. Sa (3.75)
stanje deformacije (3.74) moze da se prikaze u razvijenom obliku:

1
e, =u, +E><(u'2X +V5 +Wi)
— 1 2 2 2
e =V, +E ><(u'y +Vvy +va) (3.76)

Oy =U, +V, + (u’y XU, VXV W XVV’X).
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Kada se u izrazu (3.76) zanemare odredeni sabirci, kao male veli€ine viSeg reda,
mogu se analizirati razliCiti specijalni slu€ajevi stanja deformacija. Tako za analizu
dugackih poliedarskih konstrukcija, sastavljenih od tankih plo¢a i optereéenih u srednjoj
ravni i/ili upravno na nju, mozemo deformacije v, i v, smatrati malim veli¢inama. Sa
navedenim pretpostavkama, komponente deformacija u proizvoljnoj tacki, na
udaljenosti z od srednje ravni ploée, mogu se prikazati u funkciji komponenata
pomeranja tacaka srednje ravni ploce (uog, Vo, W=Wo):

- 1 2 2
€, =Ugx + E ><UO,X + W,x) -z X\N,xx’
- 1 2 2
e, =Vq, *+ > ><(u0’y + W’y) - W, (3.77)

Oy =Ugy T Vox T (Uo,y Uy, +W, "W,x) - 2XZW,.

3.4.2. Energija deformacije

UveSéemo vektore:

? qu l'J é"IOXL‘] g 0 l;I
_¢€ u _ea _& u
& =€ Vo, G €f=e0yq  ef=evoi
é a &, U é
éJO,y Vo 9] 8"'(13’ u éVO,x a
7 l 2 ~ 7 1 2 ~ V4 A
?EX\N,X l:I ?Emo,x l:I g _W,xx u
€12 Y _€1,2 U _¢ u
N =é2°Wy G =672 Uoy G K=¢-W, u (3.78)
& a & a é a
W &Hox oy &2 W
Izraz (3.77), koris¢enjem (3.78), moZe da se napiSe u obliku:
£E=g,+zX
(3.79)

€ =€, tNy +§, =ef+ef+n, +{,

Kao 5to je pokazano u prethodnom poglaviju, polije pomeranja konaéne trake
aproksimiramo proizvodom polinoma i redova, a vezu izmedu vrednosti pomeranja u
bilo kojoj tacki kona¢ne trake i osnovnih nepoznatih parametara pomeranja u ¢vornim
linfjama mozemo napisati u obliku:

r r (o} r C
f= Aq = é. Amqm = é é Akmqkm = é. Ym Xé qukm (380)
m=1 m=1 k=1 m=1 k=1
gde je r ukupan broj ¢lanova reda koji se koriste za aproksimaciju, odnosno broj
nezavisnih funkcija Y, (y), a ¢ ukupan broj ¢vornih linija duz kojih se usvajaju osnovne
nepoznate veli€ine za koje su definisane interpolacione funkcije N¢(x). Komponente
pomeranja ta¢aka srednje ravni ploce mozemo izraziti u slede¢em obliku:

2 =u, = Ald!

éu
f'=v,=A'q), f, = @V" =Aq, (3.81)
evo

[ e anid

fw =w=A,q,
Ovde su A, A} i A, odgovarajuce aproksimativne funkcije, objasSnjene u odeljku 3.3.,

dok su vektori q, g, i q,, dati izrazima (3.70). Ako uvedemo slede¢e matrice i vektore:
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é/fx 0 g )/ é-17/1x* u &1/xu 60 0
& y u é a a ¥ A {
leg o ﬂ/ﬂya Lzzéﬂ/ﬂyl’]’ ngé'ﬂz/ﬂyz L:], L4:g O H, L5:é/ﬂyg
/Ty T/7xg eV & 277 /1x1yd &1/1ve &1/1x
€AY QU oMl A 0Ou éq Ou
AZEY G0 azena A Wegl g (3.:82)
é 0 ul &ud e w U e w U
EAl u ol u
ar=ghv 0% u=gh %8
60 Aug e0 dq
vektore (3.78) moZzemo pisati u obliku:
e0 = LlAuqu’
1
N = ELl'&wWLZAWqW’
1
%o =5 LAULALL, (3.83)
K=L;A,q,
ef=L,Ad,
ef=LA.q,.
Uvedemo li matrice:
Bu=LiA, By= Llhﬂ’ B =LAy By, = Ll'&vw (3.84)

BWZ :L2Aw7 BW3 :L3AW’ BSA :LAAS’ BZS :LSAx’

gde se matrice B,...B!; dobijaju kao prvi, a matrica By; kao drugi izvod odgovaraju¢ih
aproksimativnih funkcija, vektori (3.83) se mogu napisati u kra¢em obliku:

€, =By Ay
_1
nO _EBWlWBWZqW’
N u AU
;0 _EBulLJBquu’
K=B,30u:
ef =B,
ef=Bsq;-

(3.85)

U slu€aju elasti¢nog ortotropnog materijala za koji vazi Hooke-ov zakon, veza
izmedu tenzora napona i tenzora deformacija moze da se napiSe u sledecem obliku:

o =Dg,
ili, u razvijenom obliku:

B, U K, K 0Ue U

eru_é ae *d

& a=& K, 0uee
ua é ué u

Sxyg 60 0 Kyg&ya

gde su

_ E, _ E, _ n.E, _ nE,

X 1 y 1 1 1 Xy
1-npn, 1-npn, 1-nn, 1-n,n,

=G, .

Ex 1 Ey su Young-ovi moduli elasticnosti, a n, i n, Poisson-ovi koeficijenti.

(3.86)

(3.87)

(3.88)
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Koris¢enjem izraza (3.79) i (3.86) mozemo napisati izraz za energiju deformacije:

2
v uesO

1, _
U=>¢s odv 0030 zK' Hga udAdZ
v A 12
1+ _
——O:OD € dA+GO KdA+59( D.kdA = (3.89)
:Um +Ums US

gde U, predstavlja deo energije deformacije usled ravnog stanja naprezanja, Us je
deo usled interakcije dejstava ravnog stanja naprezanja i savijanja, a Us deo usled
savijanja.

Za homogen materijal vazi:

t/2 t/2 2 t3
= ODdz=tD, D, = ()zDdz=0, D, = ()z’Ddz =E><D. (3.90)

-t/2 -t/2 -t/2

3.4.3. Rad spoljnih sila

Razmotricemo uticaj statickog delovanja povrSinskog opterec¢enja p, koje je
raspodeljeno upravno na srednju ravan ploce ili raspodeljeno po debljini ploce i
paralelno srednjoj ravni. Rad spoljnih sila mozemo pisati u obliku:

W =- ¢f "pdA (3.91)

Ako rad spoljnih sila razlozimo u komponente usled optere¢enja upravno na srednju
ravan i paralelno njoj, dobijamo:

=- (‘ijWdA
A (3.92)
=- ¢Ju PuOA.
KoriSéenjem izraza (3.81) mozemo pisati:
WW =- C\FJ\—/AprdA =- qLQw’
(3.93)
Wu - muATpudA =-q, Q
gde su
Qu = CAWPWIA,
A (3.94)

Q, = (‘)AjpudA.
A

3.4.4. Ukupna potencijalna energija

Ukupna potencijalna energija tela jednaka je zbiru energije deformacije i rada
spoljnih sila:
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P=U+W=(Um+U +U )+W +W, =

(; mIBIlD BulqudA t5 mTBT D BWSquA 9
_¢%a T4

¢ 1. rnT T N
é _mWBWSDmsBulq dA +— mWB D Bw3qwdA3

A a
él N T TRT T TRT u
gngBWZW B..D.B,,WB,,q,dA += mWB W'B; D, B,0q,dA +H

A
é a
+&1TBTD B WB g dA+LogTET W'B! D B, ,q,0A+ U+
é 4 GIU ul"m=wl W2qW mw w2 ms W3qW G
e’ G
g Z (‘ﬂ;rvB:/rvststlWszqwdA H
e A u
i v
i %@“TB“TUTBSIDmBSlUBUZquA += @uTB“TDm831UB“2quA + i
T |
) T
: %mUTBUTuTBUTD Bu4quA + = 01VTBVTDmBSqud'A\ + :
1 L I (3.95)
i Z(‘pUTB“TuTB“TD BlsdudA += GIIVBJVZWTBT 1DnBuLUB,0 dA +y -
1 A |
\ y
: % mWBT DmsBﬁlLJBquudA +to muTBUTUTBSIDmbl\NBWZquA +:
\ y
} %C‘FUTB”TUTB”TD B30, dA !
b 4a b
4,Q,, - 4;Q,

3.4.5. Formulacija karakteristika traka preko principa o minimumu ukupne
potencijalne energije

3.4.5.1. Stacionarnavrednost ukupne potencijalne energije

Iz uslova da je zbir radova spoljnih i unutrasnjih sila nekog ravnoteznog sistema
pri virtualnim pomeranjima jednak nuli (princip virtualnin pomeranja), sledi stav o
stacionarnoj vrednosti ukupne potencijalne energije:

dP =dU+dW =0. (3.96)

Imajuci u vidu izraz (3.95), u kome je potencijalna energija prikazana kao funkcija
deformacijskih veli¢ina, stav o stacionarnosti ukupne potencijalne energije se svodi na:

o =3P 90, (3.97)

&1’ g
3.4.5.2. Jednaéine ravnoteze
Zamenom izraza (3.95) u (3.97) i parcijalnim diferenciranjem za ukupan vektor

nepoznatih parametara pomeranja u ¢vornim linijjama konacne trake, dobijamo uslove
ravnoteze:
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1- 1- - 0
?uuqu + EKquw +EKwuqu + waqw E+

u*

él 1 1 3
g'zl%wwqw +E|%wuqu +E|%33q3 +Zl%3u qﬁ +

ey ey ey

SrTRuay + TR, qY + TR0, + SR+ (3.98)
4 4 4 4 4 6 -0 =0
w u

e

+8
A 1y 1 3y 1 g 2
g"’zmﬂqu +Z|43wqw +Zléwwqw +E|43qu +l'J
é
&+

[

[ent ] en ey e

3 e 1y
é Zl%wwqw +Z|%$vuqﬂ
U gornjem izrazu su sa K oznaGene osnovne, a sa K geometrijske matrice
krutosti konaCne trake. Osnovne matrice krutosti su jednoznaéno definisane i ne zavise
od komponenti pomeranja u ¢vornim linijjama. Za razliku od njih, geometrijske matrice
krutosti zavise od izvoda komponenti pomeranja, a posredno i od parametara
pomeranja u ¢vornim linijjama. Znacenje pojedinih matrica krutosti moze se dobiti

poredenjem izraza (3.95) i (3.98):
Kuu = &IleBuldA’ Kuw = &IlesBWSdA’ Kwu = (‘?IvstsBuldA“
A A A
RWW = (‘?VTVSDSBWSdA’ I%WW = (‘?IVZWTGIWBWZdA“ I%wu = &IVZWTGZdA’
A A A

Ko = (PiaU GaUBLAA, KUY = 3B,UB,dA, Kb = (3,UBY,dA,
A

A A
" (3.99)
K, = BLWTGUBLAA, K, = (BIWB,,dA, K" = (RUIUTGdA,
A A A
RY = BUIUTGIdA, KU = BIU'GIWB,,dA, K. =BT W'G,dA
uu C?UZ 5 ! uw T C?uz 6 w22 ww C?wz 79
A A A
W u* N\ U ** N\ 0 u* N
Ry, = PIUTGdA, Ry, = (IWB,,dA, K, = (P5,UBL,AA,
A A A
gde su:
G, = BIlembl’ G, = BIlemBuP G; = BﬂIDmBﬂlv
G, = BEZDmBEP Gs = BE;DmBEI’ Ge = B;/rlemBEl’ (3.100)
G, = BI;lesta’ Gg = BIvSDmsBﬁl'

Buduc¢i da elementi matrica geometrijske krutosti zavise od pomeranja, to uslovi
ravnoteze (3.98) predstavljaju sistem nelinearnih jednacina. Ovaj sistem moZze da se
prikaze u obliku:

p ()
(K+R)a=Q, (3.101)
gde su
. éK 1K U
K=¢ 2y (3.102)
2 Kwu wa H
matrica klasi¢ne ili osnovne krutosti,
Z 1 N z lﬂ u N 41 thuu N
g 0 Zwuw U g 4|éuw +L,] %Kuu + l:I
§ 1 l,J ? U u* l,J ? U uu* 0 l:I
, & 3R+ e +IKY, 0 ESR + | LR
R=e o |Lag 0T em 048 e G (3.103)
€ Nwu 2 Raw +l,J €1 N wu + 0 u §+Z uu u
e 3 Ufy % u e 1 () u* u € ) u
~ 3 > oA 1l s X 1w P
g +4mww 3| 8+4|4wu H 8 41 Muu 0 9]
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matrica geometrijske krutosti, a

€q, U 0,
e ,u e U

g=gdyo Q= &, (3.104)
&l Ve

vektori osnovnih nepoznatih parametara pomeranja i optere¢enja konacne trake.
Problem koji se analizira se deli na viSe traka, zbog ¢ega se moraju formirati
matrice krutosti i vektor optereéenja sistema konacnih traka. Ovo se moZe postici
sabiranjem K, K i Q pojedinih konacnih traka, ako se ove prethodno prikazu prema
oznakama ¢vornih linija u globalnom koordinatnom sistemu. Na ovaj nac¢in se dobija

sistem nelinearnih jednacina razloZzene konstrukcije, koji se reSava primenom nekog od
iterativnih postupaka.

3.4.5.3. Naponi i unutradnje sile kao funkcije parametara pomeranja u évornim
linijjama

Polazeéi od veze (3.86), odnosno (3.87), i koristeéi (3.79), smatrajuéi da su
normalne sile ravnomerno rasporedene po debljini plo¢e, odnosno:

N, =ts,, N, =ts, N, =tt,,
mozemo odrediti izraze za napone, odnosno normalne sile i momente u bilo kojoj tacki
konaéne trake u funkciji od parametara pomeranja u ¢vornim linijjama.

o=Dg, +zDK =D(e0 +No +§, +2K) =

1 5 (3.105)
= Déa%ulqu +-B, WB,.0q, * - > BuUB.,0, *+2B,;q,, E
t/2
M= QDezdz =D, (e, +n, +,) +Dk =
2 (3.106)
1 1
=Dis é%ulqu +-B,,WB,.q, * ZBU UBuzqu +D sBwzw
Ako uvedemo:
H, =DB,, H, =DB,WB,, M =DB"“UBY, H, =2zDB,,, (3.107)
, R )
H = DmsBul’ #ﬂ' =DsBuwiWB,,, mu =D,,sBuUBL,:  Hum =DpsBuas
dobijamo.
0 =H,aq, +5+%lwsqw +EF%ISSOIS +H,.q,, N=to
(3.108)

1,
M=H,a, + > I'Zﬂleqw t— I'ZﬂluMqu + Hquw

Ovde su matrice H Jednoznaéno definisane, dok su H linearne funkcije
parametara pomeranja.

3.4.6. Transformacija koordinata

Lokalni koordinatni sistem konacnih traka, za koji se izvode matrice krutosti,
postavijen je tako da se ravan x0y poklapa sa srednjom ravni konacne trake. Kod
poliedarskih ljuski pojedine plo¢e su medusobno spojene pod razli¢itim uglovima, pa se
lokalni koordinatni sistem kona¢nih traka ne poklapa sa globalnim koordinatnim
sistemom. Zbog ovoga se matrice krutosti, vektori parametara pomeranja i vektori
opterec¢enja konacnih traka poliedarskih ljuski moraju prvo transformisati na globalni
koordinatni sistem, pa tek onda uneti u jednacine ravnoteze (3.101).

Ovde ¢e biti izvedena matrica transformacije konacne trake sa osam stepeni
slobode, koja je odabrana za analizu ravne poliedarske ljuske, u skladu sa slikom 3.5.
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Slika 3.5. Konaéna traka u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu

Veza pomeranja u lokalnom (u, v, w) i globalnom (U, V, W) koordinatnom sistemu
mozZe se opisati na sledeéi nacin:
u=Uxcosa + W xsina

v=V

w =-Uxsina + W xcosa

J1=ly

Vektore osnovnih nepoznatih pomeranja u ¢vornoj liniji, u lokalnom i globalnom
koordinatnom sistemu, mozemo napisati u obliku:

(3.109)

" =[u v w ] o =0 V W jj (3.110)
Veza izmedu ovih vektora moZze se napisati kao:
oF =1, (3.111)
gde je
écosa 0 sina Ou
o 1 o o
r=¢ u, (3.112)
€& sina 0 cosa Ou
é a
g 0 0O O 14

Za konaénu traku sa dve ¢vorne linije imamo:

é Ou
0 =a, (9 =Rxq, (3.113)
S) ra

gde je R matrica transformacije konacne trake.

Za vektor optere¢enja mozemo pisati:

Q =RQ,. (3.114)
Jednacina ravnoteze konacne trake u lokalnom koordinatnom sistemu glasi:
K >, =Q,, (3.115)

a mnoZenjem obe strane jednagine sa R" dolazimo do matrice krutosti konagne trake u
globalnom koordinatnom sistemu:

Ky =R R, (3.116)
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3.5. Primena MKT na linearno elastiéne probleme poliedarskih ljuski u
slu€aju malih pomeranja

3.5.1. Jednacdine ravnoteze

U slu€aju malih pomeranja jednacine (3.77), kojima je opisano stanje deformacije
u proizvoljnoj ta¢ki kona¢ne trake, mogu se napisati u obliku:

€ = uO,x -z xW,xx’

€ =Voy - ZXW,,, (3.117)

Oy =Ugy T Vox = 25XZXW,,.

Ako koriste¢i ove jednacine primenimo opSti postupak prikazan u prethodnim

odeljcima, za homogene kona¢ne trake dobijamo uslove ravnoteze koji predstavljaju
sistem linearnih algebarskih jednacina:

Kxq=Q, (3.118)
gde su
. & ou éq, U éQ, U
K=e ™ _q q=éq”(,, Q=éQ“(,. (3.119)
g0 K0 & 0 E O

3.5.2. Matrice krutosti konaénih traka
3.5.2.1. Matrica krutosti konaéne trake u problemu savijanja

Matrica krutosti konacne trake u problemu savijanja data je izrazom

Kyw = CPwaDsBuadA (3.120)
A
gde je
D, =&D; Dj OQ=EX§K1 K, 0u, (3.121)

é 1 é 1
g0 0 Diyg 60 0 Kyjg

dok se matrice B, mogu izraziti preko aproksimativnih funkcija, odvojeno za pojedine
¢lanove reda:

Buan =LsAym M=1..1, (3.122)
odnosno:
Bus =LsA,; Bz =LsA,, - Bua =LA, . (3.123)
Takode se moZe pisati:
€ Ay U €N, Y,y
Busm =€-Auy 0 &N, XY ml (3.124)
5 2AW,XY{@“1n & 2N, %Y g
Matrica (3.120) postaje
Kuw = (JBwsi Buszz K Bus] *Ds{Bua Busz K By |dA=
A
éBLSlDSBWSl BLSlDSBWSZ K BLSlDSBWSrl;I (3 125)
= A L32DSBW31 B-\L—ISZDSBWSZ K BLSrDSBWSr EdA .
e K K K Ko
é?’IVSrDsBWM B:IrV3TDSBW32 K BIVBrDsBWBrg
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g<ww11 KWw12 K walr B
R - §<WW21 KWW22 K wa2r l;' (3126)
e K K K K j
8war1 war2 K warr H
Pojedini elementi matrice krutosti imaju sledeéi oblik:
a\ljv XXYWmD)S(NW xwan + 3
e-'-NVTVYW yymDSNW xwan + u
K wwmn @WststsndA =k . gdA (3.127)
A e+NW xwamD NWYW ,yyn 3
€+4N-\L—/ XYW ymDinw XYW ,yn H
sa integralima:
a a
21~ éYwm XNy Xy, 1y, = OYw yym XY XAy, g = C\)Ywm XY gy *0Y,
0 . 0 (3.128)
O Wyym wyyn >dy1 O Wym >dy

Za konacnu traku slobodno oslonjenu na krajevima iz uslova ortogonalnosti
(3.35) sledi da su integrali o1 i l24 jednaki nuli za m t n. Imajuéi u vidu oblik funkcije Yym
dat sa (3.49) moze se dokazati da su i ostali integrali u (3.128) jednaki nulizam 1 n.
Zbog toga su svi elementi matrice krutosti za m * n jednaki nuli, pa matrica (3.126)
dobija jednostavniji oblik:

gzwwll O K O l;l
e ~ u
- é 0 K K 0«
Koy = A ww22 / 3.129
W K K KU (3.129)
8 0 0 K warrH

Izraz (3.129) omogucéava da se proracun ¢lanova matrica krutosti izvrSi analiti¢ki
za m- t| ¢lan reda.

mem _(?WSm s W3m dA

Q%P ROL, >

K
gde su:

~

wwijmm

wwllmm

~

wwil2mm —

~

wwil3mm

wwldmm ~

=K

wwll KWWlZ wa13 KWw14 g
ww21l }fWWZZ lfww23 }fww24 g , (3130)
wiar Kawzz Kiwas  Kuwas U
Y Y Y u
wiar Kawaz Kowas Kowas U
ijimm! I!J = 1121 314
t el l 6 16 13 24 1 o)
= 12K, 1, —Kil,- ==K, +—bK I, +—=K_ |~
12 8b3 5 1227 gz T3 Piylae T xyzsﬁ
® el 11 1 2 2 0
12 sz 6K, l,, 10 —Kl,, - EKll23 b K | +—= c KXVIZSE
t e 1 1 6 16 18 241 0
= — 12K l,, —K, + ==K + —DbK I, - — =K, | =
12 8 b3 5 122 " gz T gy T e xy25é
Pl 1 1 2 2 o]
6K, l,, - —Kil,, - —K|I b K Ly, + =K, los =
T12 8b2 0 2 10 ' 840 5 VL
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K yzomm = ;2§4K | 125 bK l,, - %bKllzg +2—i0b3Ky|24 +%bKXyI25§

wazsmm =- wal4mm

K yoamm = ;g’;zK | 620 bK l,, +6—20bK1I23 - gﬁsotﬂ(yl24 - %bey e (3.131)
waaamm = wal]mm’ wa44mm = wazzmm

- el L 22 6 2b2K|4-3K|6

wa34mm - 12 8’ _6K I 20 K1|22 +& 1|23 - EO y'2 5 255

Integrali u gornjim izrazima definisani su sa (3.128), a kada se uvede funkcija Yym
prema (3.49) dobijaju se vrednosti:

_a _a aemnoz _
I21 _51 I22 - E a ) |23 _|22’
o (3.132)
L, =2 ag""o L. =-1
24 ~ 2 25 22"

3.56.2.2. Matrica krutosti konaéne trake u ravnom stanju naprezanja

Matrica krutosti konacne trake u ravnom stanju naprezanja data je izrazom

= (PuDnBLdA, (3.133)
A
gde je

" pr oU & Kk, oU
e x - a é a

D,=& DJ 0g=txK, K, 0, (3.134)
é ua é a
g0 0 Dyg g0 0 Kyg

dok se matrice B,; mogu izraziti preko aproksimativnih funkcija, odvojeno za pojedine
¢lanove reda:

éat o U g xy o U
é u,Xx ” l.,] é u,X um y y l:l

Bum =LiAm=60 Al G =é O N uymg, m=1..r, (3.135)
&,

u
@Au,y Az,xgm é\l ><YL:jym NV umg

q’<uull Kuulz K Ku]rg

A~

K Ko (3.136)
¢k K K KU
K K, -

» (D> (D>

A~

gKuurl Kuur2

Pojedini elementi matrice krutosti imaju sledeée znacenje:

uurr U

NI DING, Y+ | NV DN, + 0
R = B lnrBondA = CELNYy:myN UYJTW +IV\ITUTTUUW2TYVN o l;dA (3.137)
YuymD Nuqun N YuymDyNuYuyn
e+NZTx Yo DaNG Yoy | +NG Yo DN xYun 8
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sa integralima'

u

I = O qu >dy’ I2 = O uym uyn ><jy1 |3 = O uym ><YLTn ><jy1
l, = O m XNy XAy, g = O m Yoy 2y, g = O by XYon >y, (3.138)
O uym quVyn dy, g = O i XY, xdy

Za konacnu traku sa slobodno oslonjenim krajevima uvedene su funkcije:

v —smaﬂmpyO il 9cosaﬂmpy9, m=1 2,3,.. (3.139)
£ a Eagyg % a

pa su integrali I, do Ig Jednakl nulizam? n. Zbog toga su svi elementi matrice krutosti
za m* njednaki nuli, pa matrica (3.136) poprima jednostavniji oblik:

Ko 0 K 0

R, =8 0 Ky K 0 d (3.140)
s K K K Ky
8 O O K KUUTI’H

Pojedini elementi matrice (3.140) mogu se sradunati analiticki za m-ti ¢lan reda:
K uumm (?ulmDmBu]mdA =

gKuull Kuu12 Kuu13 KuulAB
=gfuu21 lfuu22 }fuu23 lfuuzzlg , (3.141)
éKuul%l Kusz  Kuuss Kuu34l;l
Y 7 y; u
N uua1 Kuu42 Kuaz  Kuuaa G
Kuuijmm = Kuujimm1 |1J =12;3,4
gde su
K =t —KI +Pg 10
uullmm % xy2g
- ®e 1 b
Kuulme :t% BK I +t— KXy|2 B
- &1 a 1 a 0
Kyuzamm = 10 = —Kils - =—K I, +
uul3mm xg Zmn Xy p
- &1 a 1la 0
Kyuramm = 10 = —Kle + =—K I, =
uul4mm xg 2 m, m, Xy p
Kuu22mm = Kuul]mm’ I‘<uu23mm = I‘<uu14mm7 (3142)
Kuu24mm =- Kuulsmm’

. €peea 6 ,le®a g u
Kuugamm = 1€ e+ Kl = Kl U,
uu33mm (}rnn g gn}n xy

é 2 u
~ bea O &a O
Kuu34mm =tx§9§i+ K I Egi_ K I

g6em o bém, g
Kuu44mm = Kuu33mm
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Integrali u gornjim izrazima definisani su sa (3.138), a kada se uvede funkcija Yy,
prema (3.139) oni postaju:

_a _a _am, & _
I1‘E1 l, —E _+ vl =k, =1,
(3.143)
=, =1, =2 aEm“O L1y =1,
2
3.5.3. Vektori optereéenja konaénih traka
Vektor optereé¢enja konacne trake mozemo prikazati u obliku:
=[Q, Q, K Q] (3.144)
gde su
Qnm =2Q“’“ G m=l..r (3.145)
&Qum
i
Qun = QAimPudA, Qum = PP dA (3.146)
A A

3.56.3.1. Vektor optereéenja konacne trake u problemu savijanja

Ako upravno na srednju ravan konacne trake deluje proizvoljno opterecenje p.,
vektor optereéenja mozemo odrediti iz izraza
éN, u
a
Q, OAWdeA (Pw 2U><Y dA (3.147)
A

g\, Q
a
gde su N; do N4 dati u (3.73). Vektor optereéenja usled ravnomerno raspodeljenog

opterec¢enja po celoj kona¢noj traci, slobodno oslonjenoj na oba kraja, za m-ti ¢lan
reda, moze se sracunati kao:

6 b/2 0
€ .2 u .
Sb?/12 - @®a o
=€ u =~ 2X1- cosm 3.148
Qum & b2 0P Emp f.;( p) (3.148)
& b?/124

gde je py jednako podeljeno optereénje u pravcu ose z lokalnog koordinatnog sistema.
3.5.3.2. Vektor optereéenja konaéne trake u ravhom stanju naprezanja
Kada u srednjoj ravni konacne trake deluje proizvoljno optereéenje p,, sa

komponentama p, U pravcu ose X i p, U pravcu ose Yy lokalnog koordinatnog sistema,
vektor optereéenja mozemo napisati u obliku

e(1 x/b) XY}, 0 Y
Qun = 8 X/0 Yo 0 3 ép u (3.149)
um EE 0 (a/mp)X{1- x/b) %Y, U H

g 0 (a/mlo)*(x/b)x o

Vektor opterecenja usled ravnhomerno raspodeljenog opterecenja u smeru ose X, po
celoj konac¢noj traci slobodno oslonjenoj na oba kraja, za m-ti ¢lan reda, moZe se
sracunati kao
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&/20

2l

Qum eO u %mp _><(1 cosmp), (3.150)
&0 g

gde je py, jednako podeljeno optere¢enje u pravcu ose x lokalnog koordinatnog
sistema.

3.5.4. Matrice naponai momenata

Matrica napona I:I . data sa (3.107), za obostrano slobodno oslonjenu kona¢nu
traku u ravnom stanju naprezanja moZe se napisati u razvijenom obliku:

é u
s "8 YaK, YKy | 2 (1-2) YKy | 22 YK,
Hem=g ~8YaKi | $YaKs | 2(1-2)Y,0K, |22 YyymeU (3.151)
g(l Z) YKy [ ZYymKyy | - 52 YymKsy %—menyg
X . a’nnyo
gdesuz == i Y, =Y,,=sin
b m um 8 a Q

Matrica momenata Flem data sa (3.107), za obostrano slobodno oslonjenu
konaénu traku u problemu savijanja, moze se prikazati u razvijenom obliku:

€8 (1-22)Y,K, - 2(2-3z) YK, -
2(1 322+22°) Y, K, | -b(z-227+2°) Y K,
Amezgxe%(l-ZZ)YmKl- %(2_3Z)YmKl_
%(1—322+223)Ymey b(z-222+2°) YK,
a8 (67 +62°)Y,0K,, | -2(1-4z +32%) Y, K,,
(3.152)
S(-1+22) YK, - | 2(1-32)Y,K, 3
-(322-223)\(me1 —b(—22+23)\(yymKlg
S(-1+22)Y, K- | 2(1-32)Y,K,- 3
(822-22°)Y,K, | B2 +2°) YK, U
F(6z -62°) YK,y | 2(-22 +32°) ¥, K,y 8
gdejez:% i Yy =Yom _Sm?r:\y;

3.5.5. Direktno odredivanje matrice krutosti konstrukcije

Kod poliedarskih konstrukcija su konacne trake medusobno spojene pod
odredenim uglom, pa ¢ak i u sluéaju homogenog materijala nije moguée odvojeno
posmatrati problem savijanja i ravnog stanja naprezanja, kako je prikazano u (3.119),
nego se ova dva stanja kombinuju.

U odeliku 3.5.2. je pokazano da, buduc¢i da smo za funkcije Y(y) izabrali funkcije
koje zadovoljavaju uslov ortogonalnosti (3.35), a isto vaZzi i za njihove parcijalne izvode,
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kod homogene obostrano slobodno oslonjene konacne trake svi blokovi matrica
krutosti van glavne dijagonale postaju jednaki nuli. Ovo omoguc¢ava da se zanematri
medudelovanje ¢lanova reda, odnosno da se proracun komponenata pomeranja
sprovede posebno za svaki ¢lan reda, te da se na kraju izvrSi sumiranje rezultata. Na
ovaj nacin se cela procedura pojednostavljuje i postize velika uSteda racunarskog
vremena.

Nacin formiranja matrice krutosti konstrukcije za m-ti ¢lan reda se poklapa sa
standardnim na¢inom u MKE. Postupak se sastojii na sledecih osnovnih koraka:

1. Formira se kvadratna matrica reda NxN i nula vektor reda Nx1, gde je N broj
stepeni slobode sistema.

2. Polazi se od prve konaCne trake, transformiSe se njena matrica krutosti i
vektor optereéenja iz lokalnog u globalni koordinatni sistem.

3. Kaoriste¢i se neposrednom korespondencijom izmedu oznaka ¢évornih linija u
lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu, vrSi se unoSenje transformisane matrice
krutosti konac¢ne trake u odgovarajuée pozicije matrice krutosti konstrukcije. Sli¢no se
radi sa transformisanim vekrorom optereéenja u ¢vornim linijama konacne trake.

4. Prethodni postupak se ponavlja redom za sve konac¢ne trake sistema.

Na slici 3.7. je data Sema formiranja matrice krutosti i vektora opterecenja
konstrukcije, za m-ti ¢lan reda, za sistem sa n-1 konaénom trakom i n &vornih linija, &iji
je jedan deo prikazan na slici 3.6.

Slika 3.6. Deo poliedarske ljuske diskretizovan kona¢nim trakama

cvormna 1. i-1 i i+1 w | n
linija
1 Klpmm | - 0 0 0 0 Q1
Ki- 2 + QI- 2 +
. (i- 1)(i- )mm i-1 (i-)m
i-1 0 1 K 2jimm 0 0 1
+K(i—l)(i—l)mm +Q(i-1)m
, KF: 4 ‘ -1
i 0 | .| Ky e K .| 0 "
I(1 mm +K:imm (1 mm +Q:m
Ko + Qlusnm *
, i (i+D)(i+D)mm (i+m
i+1 0 0 K (i+ayimm " 0 .
+K G+ nmm +Q(im
o o

Slika 3.7. Matrica krutosti i vektor opterecenja konstrukcije za m-ti ¢lan reda
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3.5.6. ReSavanje sistema linearnih algebarskih jednacina

Za linearno elastiénu analizu poliedarske ljuske u ovoj disertaciji je koriS¢en
program MKTEL, autora D. D. MilaSinovi¢a. Program je detaljno opisan u [38], [46]. U
ovom programu se, za reSavanje sistema linearnih jednacina, primenjuje Gauss-ov
metod eliminacije.

Za linearno elasti¢ne probleme konstrukcija od homogenog materijala, u MKT se
javljaju dve bitne pogodnosti vezane za primenu Gauss-ovog metoda eliminacije:

1. Matrice krutosti konstrukcije uvek imaju trakastu strukturu (osobina koja vazi
uopsSte za MKT), odnosno vecina elemenata razli€itih od nule je smeStena u blizini
glavne dijagonale matrice krutosti.

2. U analizi linearno elasti¢nih problema matrice krutosti su simetriéne, pa se u
postupku eliminacije koriste samo elementi smesteni na dijagonali i iznad nje (gornji
trougao matrice krutosti).

Postupak eliminacije se sastoji iz sledecih koraka:

1. Formira se submatrica K;; vezana za osnovne nepoznate prvog ¢vora i
submatrica Kyt Cija veli¢ina zavisi od problema koji se razmatra.

2. Nakon eliminacije ¢évornih parametara pomeranja (; iz druge jednacine,
formiraju se nove submatrice i vektori opterec¢enja:

Kir =Kop - Kip K Ky (3.153)

Py =Pp - K XK@, (3.154)
gde su, u skladu sa sl.3.7:

Ky =Kipnm Pr= Qi Ky = g<12mm OH’

21 N 1 N

g<22mm + KZ 3 éQZm +H

= 2 23mm -~ 2 -

§+K22mm l;' ?+Q2m l,J (3155)
K =8 > 0 PrEen

e K2 K33mm +U éQSm +U

€ " 32mm 3 a €. ~3 U

é +K33mm g é+Q3m g

3. Novoformirane submatrice se koriste za eliminaciju q, iz treée jednacine i
tako redom. Opsti izrazi za novoformirane submatrice u matrici krutosti konstrukcije i
novoformirane vektore opterecenja za jednacinu i-te ¢vorne linije, po eliminaciji qi.1, za
primer na slici 3.6, kome odgovaraju matrica krutosti konstrukcije i vektor optereéenja
prema slici 3.7, glase:

Kt =Ker = Koy Ky X

(i-)T 1 i-1)T
* e (3.156)
Pr=Pr - Kigr Xy Py
gde su:
* - i-2 i-1 i * - i-2 i-1 i
Ki-g-y = (K i 1)(i- mm +K(i-1)(i-l)mm) v Py = (Q(i- gm * Q(i-l)m) 1
— Qri-1
Kigr = &gmm  OF
Kimm * | i U eQ, + U
e K:(i+1)mm u € i u
§+K:imm l:J ? +Q:m l;I
K. =€ i u P,=€5 U 3.157
m é i K(i+1)(i+1)mm +L:J T i&(iﬂ)m a ( )
§<(i+1)imm i+1 u € ~Ainn U
¢ K)o U &+ Q(sym U

Ocigledno je da se postupak eliminacije u svakom koraku ne mora vrsiti ha
kompletnoj matrici konstrukcije, nego samo na submatricama formiranim od elemenata
koji se odnose na posmatranu i dve susedne ¢vorne linije.

4. Postupak eliminacije se ponavlja sve dok se ne dode do jednacine oblika:

K0 o = Q-1 (3.158)

nnmm n nnm ?
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Cije je reSenje:
— -D*-1 -D*
g, =K@ o tsQlu”, (3.159)
Nakon sracunavanja g,, ostale modifikovane jednacine se reSavaju zamenom unazad.

3.5.7. Uvodenje poznatih komponenti pomeranja

U MKT su uslovi oslanjanja krajeva konacnih traka obuhvaéeni programski,
izborom odgovaraju¢ih aproksimativnih funkcija. Medutim, u nekim slu¢ajevima
(simetriCan nosa¢ u odnosu na poduznu osu i sl.) se moZze javiti potreba za uvodenjem
poznatih parametara pomeranja duz ¢vornih linija.

Ovo se reSava tako Sto se u matrici krutosti dijagonalni ¢lan (npr. ¢lan q;), koji
odgovara poznatom pomeranju veli¢éine d, mnoZi velikim brojem od 10° do 10%.
Odgovaraju¢i ¢lan vektora optere¢enja se formira kao proizvod novoformiranog
elementa matrice krutosti i veli¢ine poznatog parametra pomeranja d. Drugim re€ima, u
sistemu jednacina:

&, K Ky K K00 &

e ue,u e, u

eM MMM MM ML:‘@ML:] @ML'J

oKy, K K K K Whegu=eQu (3.160)
e ue u e u

gl W g el gl

8<n1 K Kni K KnnH san g?nH

i-ta jednacdina se transformise u:
Kig X0 + ... + Kigpy X0y + K XL0% 5 + Ky Ty + .+ K 0, =K 2207 >xd - (3.161)
Nakon izvrSenog postupka eliminacije, zamenom unazad za i-tu jednacinu dobijamo:
Kj 4.0° Ko n _K;40°
Ka0® T Raor Hm T T g 08 T 0P
ii ii ii ii
Ovde su zbog deljenja velikim brojem svi sabirci priblizno jednaki nuli, osim prvog, pa
jednacina (3.162) postaje
g =d, (3.163)

Sto je i bio pocetni uslov.

(3.162)

3.6. Primena MKT na dinami€ku analizu konstrukcija

3.6.1. Uvod

Kada na konstrukciju deluju spoljni uticaji promenljivi tokom odredenog
vremenskog intervala, pomeranja i naponsko-deformacijske veli¢ine, koji su posledica
ovih uticaja, takode se menjaju tokom vremena. Ova pomeranja se obavljaju
odredenom brzinom i ubrzanjem, pri ¢emu ubrzanje delova konstrukcije ima za
posledicu pojavu inercijalnih sila kao dopunskog spoljnog optereéenja.

U konstrukciji se javlja otpor kretanju (tzv. viskozno prigusenje), koji se opisuje
koeficijentom viskoznog priguSenja. Ovaj koeficijent je jednak sili potrebnoj da pokreée
Klip u cilindru priguSivac¢a jedini€nom brzinom.

Pomeranja konstrukcije koja prouzrokuju pojavu inercijalnih sila i sila otpora i
sama su zavisna od njihove veli¢ine, 5to dovodi do formulacije problema u vidu
diferencijalnih jednacina kretanja. Analiticka reSenja ovih jednacina mogu se naci za
veoma mali broj zadataka, zbog ¢ega se u dinamickoj analizi konstrukcija najviSe
koriste numeri¢ke metode.

Definisatemo nekoliko osnovnih pojmova:

Slobodne vibracije su vibracije sistema koji nakon izvodenja iz ravnoteznog
polozaja nastavlja da vibrira bez dodatnih pobuda, odnosno bez spoljnih uticaja (npr.
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oscilacije klatna). Prinudne vibracije su vibracije sistema na koji deluje poremecajna
sila (npr. vibracije usled zemljotresa, vetra, vibriraju¢ih masina i dr.).

Ako tokom vibracija ne dolazi do gubitaka energije usled unutrasSnjeg i
spoljasnjeg trenja, kazemo da su vibracije nepriguSene, a u protivnhom su vibracije
priguSene.

Vibracija je linearna kada se sve komponente dinamic¢kog sistema ponaSaju
linearno. Ako masa, priguSenje ili krutost zavise od pomeranja, vibracije smatramo
nelinearnim.

Ako je funkcija poremecajne sile u vremenu poznata, rezultuju¢e vibracije su
deterministicke  (odredene). Vibracije sistema na koji deluje slu¢ajno
(nedeterministi¢ko) opterecenje, kao Sto je sluaj sa vecinom optere¢enja u prirodi,
nazivamo stohastickim. Takav sistem moZe biti opisan samo pomocu statistickih
veli¢ina.

Periodi¢na su opterec¢enja koja se ponavljaju u jednakim vremenskim intervalima.
Poseban slu¢aj je harmonijsko optere¢enje, kome je srednja vrednost konstantna. Ako
je srednja vrednost harmonijskog opterecenja jednaka nuli, nazivamo ga oscilatornim.

Udarno je optereéenje koje se na konstrukciju nanosi u kratkom vremenskom
periodu i ostaje na njoj duze ili krace vreme. Poseban slu¢aj udarnog optereéenja je
impulsno, koje na konstrukciju deluje veoma kratko, a moZze biti velikog intenziteta. Ovo
opterecenje se moZe javljati periodi¢no, kada govorimo o seriji impulsa.

Vibrirajudéi sistem je dinamicki sistem kod koga su ulaz (pobuda) i izlaz (kretanje)
vremenski zavisne veli¢ine. Analiza dinamic¢kog sistema obuhvata sledec¢e korake:

1. Matematicko modeliranje, kojim se opisuju svi vazni &inioci sistema. U
zavisnosti od ponaSanja delova sistema model mozZze biti linearan ili nelinearan.

2. lzvodenje jednacdina koje opisuju ponaSanje sistema. Za diskretan sistem se
obi¢no dobija sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina, dok se za kontinualan sistem
dobija sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina. Ove jednacine mogu biti linearne ili
nelinearne, u zavisnosti od ponaSanja delova sistema.

3. ReSavanje jednacina kretanja. Danas uobiCajen nacin reSavanja jednacina
kretanja je primena numerickih metoda uz upotrebu racunara.

4. Tumaclenje rezultata. ReSavanjem jednacina kretanja dolazimo do veli¢ina
pomeranja, brzine i ubrzanja masa sistema, na osnovu kojih se dalje odreduju naponi i
deformacije.

3.6.2. Jednagine kretanja u matri€énom obliku

Jednacine kretanja dinami¢kog sistema se mogu izvesti na tri nacina:

1. Direktnim ispisivanjem uslova ravnoteZze na osnhovu D'Alambert-ovog
principa,

2. Primenom principa virtuelnih radova,

3. Primenom Hamilton-ovog varijacionog principa.

Prvi nacin je pogodan za jednostavne sisteme sa malim brojem stepeni slobode,
dok su ostala dva nacina pogodnija za primenu na kompleksnije dinamiCke sisteme sa
velikim brojem stepeni slobode kretanja. Ovde ¢e biti primenjen Hamilton-ov varijacioni
princip prema [38].

Ako se ukupna kineti¢ka energija sistema ozna¢i sa T, ukupna potencijalna
energija spoljnih i unutraSnjih sila sa P, a rad nekonzervativnih sila sistema,
ukljuéujuci i sile priguSenja, sa W, tada se Hamilton-ov varijacioni princip moze
prikazati sledec¢im izrazom:

t2 t2

O (T- P)dt+ JW, dt=0, (3.164)

t t
odnosno
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t
djdt=0, (3.165)
4

gde je L funkcional Lagrange-a:

L=T-P+W,_. (3.166)

Hamilton-ovim principom se iskazuje sledeci stav: Od svih moguéih pomeranja
koja zadovoljavaju uslove kompatibilnosti i geometrijske uslove na konturi Sy, kao i
inicijalne uslove u trenucima t; i t,, stvarna pomeranja su ona za koja Lagrange-ov
funkcional (3.166) ima stacionarnu vrednost. U specijalnom slu€aju, za T=0 i W,.=0 iz
(3.165) proizilazi stav o stacionarnoj vrednosti ukupne potencijalne energije

dP =0
koji smo vec koristili u prethodnim odeljcima za izvodenje jednacina statiCke ravnoteze.

Ako pretpostavimo postojanje sledecih funkcionalnih zavisnosti:

T=T(q.4), P=P(q) dW,=Qdqg, (i=12..N), (3.167)
gde q; predstavljaju generalisana pomeranja, § generalisane brzine, a Q; generalisane

sile, tada primenom Hamilton-ovog principa (3.164) mogu da se izvedu Lagrange-ove
jednacine kretanja:

daATo T P _

dtgTh 5 o, To

U jednacinama (3.168) su u generalisanim silama Q; sadrZzana nekonzervativna
opterecenja, dok su konzervativna obuhvacena potencijalnom energijom P .

Q. (3.168)

Kineti¢ka energija kona¢ne trake napregnute u svojoj srednjoj ravni i upravno na
nju moze se prikazati slede¢im izrazom:

1 1
T == xy W2dV + = xcy £7R.dv, 3.169
5 9 ZX\g CE ( )

gde je r gustina materijala trake, W brzina tacaka trake u pravcu ose z, a f‘u vektor

brzina taCaka u pravcima osa x i y.

Parametri pomeranja u ¢vornim linijama i komponente pomeranja i deformacija u
konacnoj traci su, u dinamickoj analizi, funkcije vremena t, dok aproksimativne funkcije
zavise samo od geometrije trake. Ako se jednadine (3.81) diferenciraju po vremenu,
dobija se veza izmedu brzina u traci i generalisanih brzina u ¢vornim linijama:

&U =AU ﬁu’

W=A,4,.

UnoSenjem (3.170) u (3.169) dolazi se do izraza za Kkineticku energiju u
matri¢nom obliku:

1ot Bt 0 1 .1 B 0
:E@W >§0Awr AWdV?&W +E>d|u >§OAur AudV?du (3.171)
v (%] \Y (%]

(3.170)

u kojem su nepoznate generalisane brzine u &vornim linijama konac¢ne trake.
Nekonzervativne sile koje se javljaju u traci su sile priguSenja, za koje se
pretpostavlja da su proporcionalne brzinama:
P — -
FP=-c,x=-c,6xA, 9,
p — -
I:u =-Cy x&u =-Cy ><Au ﬁu’
dok im je smer delovanja suprotan od smera brzine. Ako sile prigusenja shvatimo kao

podeljene po jedinici zapremine, tada se izrazi za odgovaraju¢e generalisane sile u
¢vornim linijama mogu pisati u obliku:

QP =(‘)ATF”dV=ae-(‘)ATC A dv9>ﬁ| (3.173)
¢ g 5

(3.172)
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QE—OATFPdV g OAucuAudv ><&1 (3.174)

Smenom (3.171), (3.98) odnosno, u sazetom obliku, (3.101), te (3.174) i (3.173)
u Lagrange-ove jednacine kretanja (3.168), vodeci ratuna da je T/1qg, =0, dobijamo:

& . 0 & 0 2+
gOAWr A,dVHd, +§0AurAudvi>&iu +(K + )>q -Q,-Q, =
v e e (3.175)
* o] * o]
- éc‘)AvTchAdeiﬂw - éc‘)AIcuAudVinﬁu.
v o v a
Uvedimo sIedeée vektore:

e u, &= 3% u’ (3.176)

i matrice:

u

Qs (3.177)
a

gde su:

=PurAdy,
\Y%

=P ALY,
v (3.178)
= uCAdY,
\%

= A, dV.

Sada Lagrange-ove jednacine kretanja konacne trake (3.175) mozZemo pisati u
matri€nom obliku:

M>@i+C>¢+(k+;%)>q=Q. (3.179)

M je matrica masa, C matrica prigusenja konacne trake, a ostali ¢lanovi su ranije
objasnjeni. Ako posmatramo linearno elasti¢an problem, geometrijska matrica krutosti

K moze da se iskljugi iz gornjeg izraza, pa dobijamo sistem linearnih diferencijalnih
jednacina kretanja konacne trake:

M>@ +Co +K>xq=Q (3.180)

Treba primetiti da se jednacine kretanja kona¢ne trake mogu shvatiti i kao uslovi
ravnoteze u proizvoljnom vremenu t.

U izrazu (3.180) matrica krutosti odgovara onoj datoj u proucavanju linearno
elasti¢nih stati¢kih problema, izraz (3.119).

Na osnovu jednaéina kretanja jedne kona¢ne trake formiraju se jednacine
kretanja za sistem konac¢nih traka. Nacin dobijanja matrica masa i matrica priguSenja
konstrukcije od matrica masa i matrica priguSenja pojedinih traka u svemu je isti kao i
nacin dobijanja matrice krutosti konstrukcije, koji je objasnjen u delu 3.5.5.

Za odredivanje pomeranja, deformacija i napona u bilo kom trenutku vremenat,
odnosno za odredivanje tzv. dinami¢kog odgovora konstrukcije, potrebno je resSiti
nehomogen sistem jednacina. U tu svrhu se, u dinamici konstrukcija, najceS¢e koriste
dve metode: metoda direktne integracije i metoda modalne superpozicije. Pri tome
treba imati na umu da druga metoda podrazumeva vazenje zakona superpozicije, pa
se moze koristiti samo za linearnu analizu.
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4. MODELIRANJE MATERIJALA

Analiticko modeliranje nelinearnog ponasSanja materijala i konstrukcija pod
vremenski promenljivim (dinamickim) opterecenjem predmet je velikog broja
istrazivanja tokom poslednjih decenija. Budu¢i da je mnogo sloZenih pojava koje
direktno utiCcu na nelinearan odgovor, za formiranje matematickog modela, kojim se
moze opisati nelinearno ponaSanje bilo kog materijala, konstruktivhog elementa ili
konstruktivnog sistema, od neprocenjivog su znaaja rezultati eksperimentalnih
istrazivanja. Pri tome treba imati na umu da su analititko modeliranje i analiza
nelinearnog odgovora konstrukcija prakti€no nemoguéi bez upotrebe raCunara velikih
kapaciteta i brzine, zbog izuzetno velikog broja potrebnih prorauna u reSavanju
problema [46].

Rezultati eksperimentalnih istrazivanja pokazuju da su razvoj i veli¢ina
deformacija zavisni od vremena, Sto namece primenu reoloSke analize. Elasti¢nost,
plasti¢nost, viskoznost i ¢vrstoca su osnovna reoloSka svojstva, iz kojih se moze izvesti
vecina ostalih slozenih svojstava30. Osnovna svojstva idealnih tela - elasti¢nost,
plastiCnost i viskoznost, opisuju se pomocu tri osnovna reoloSka modela (Hooke-ov,
Saint Venant-ov i Newton-ov), ¢ijom se kombinacijom dobijaju sloZeni reoloSki modeli
za opisivanje veze napona i deformacija raznih tehni¢kih medija.

U ovom poglavlju ¢e biti predstavljen slozeni reoloSki model D. D. MilaSinovi¢a
[46], kojim je moguce opisati uzajamnu vezu elastiénosti, viskoelasti¢nosti i
viskoplasti¢hosti. Takode ¢e biti prikazan analiticki model i analiti¢ki postupak koji se,
koriS¢éenjem reoloskog modela D. D. MilaSinoviéa, moze upotrebiti za predvidanje
neelasticnog odgovora inZenjerskih konstrukcija izloZzenih vremenski promenljivom
opterecenju.

Ovaj analiticki model i postupak ¢e, konacno, biti prilagoden i primenjen na
modeliranje ponaSanja armature i betona pod vremenski promenljivim opterec¢enjem, te
na dobijanje jednovremenih dijagrama napon - dilatacija, koji se mogu Kkoristiti za
dimenzionisanje i proraCun grani¢ne nosivosti karakteristiCnin preseka elemenata
armiranobetonskih konstrukcija.

4.1. ReoloSki model D. D. MilaSinoviéa

U dosadaSnjem izlaganju je materijal tretiran prema klasi¢noj teoriji elasti¢nosti,
koja se bazira na sledec¢im pretpostavkama:

- veze izmedu deformacija i napona su linearne i nezavisne od vremena,

- zakon superpozicije vazi i za napone i za deformacije,

- veze izmedu napona i deformacija ne zavise od trenutka kada je naneto
opterecenje (tj. od starosti materijala u trenutku nanoSenja opterecenja), niti od brzine
nano3enja optere¢enja i duZine njegovog trajanja.

Ispitivanja vrSena na realnim materijalima ukazuju na to da njihovo ponasanje u
vecoj ili manjoj meri odstupa od gore navedenih pretpostavki. Ova odstupanja se
najvisSe ogledaju u slede¢em:

- Veza napona i deformacija je funkcija brzine nanoSenja optereéenja. Pri brzom
nano3enju opterecenja, do loma materijala dolazi pri viSem nivou napona i pri manjim
deformacijama nego u slu¢aju sporog opterecivanja;

- Pri konstantnom naponu dolazi do promene deformacije tokom vremena
(te¢enje). Pri konstantnoj deformaciji napon se kroz vreme menja (relaksacija);

- Mehanicka svojstva nekih materijala (kao Sto je, npr., beton) su funkcija
vremena, odnosno njihove starosti u trenutku nanoSenja opterecenja,;

- Ekstremne temperature utiCu ha promenu mehanickih svojstava materijala.

% prema [46], u Reiner, M.: Rhéologie théorique, Dunod, Paris, 1955.
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Dakle, mehaniCke karakteristike materijala su funkcija vremena i temperature.
PonaSanje materijala koje se ispoljava kroz zavisnost mehanickih svojstava (pre svega
évrstoce) od vremenskog toka pojava nazivamo viskoznost.

Materijali koji poseduju elasti¢ne i viskozne osobine nazivaju se viskoelasti¢nim.
Pri naglom nanoSenju optereéenja ovaj materijal pruza veliki otpor, uz male
deformacije, a veza napona i deformacija je u skladu sa teorijom elasti¢nosti. Ako
naneto opterecenje dalje ostaje trajno, izazivajuéi stalne napone, deformacije se s
vremenom povecéavaju, a posle rasterecenja postepeno smanjuju. Mehani¢ke osobine
viskoelasti¢nih materijala opisuju se reoloSkim modelom koji nastaje kombinacijom
Hooke-ovog modela idealno elastiChog tela (elasti¢ne opruge - sl. 4.1) i Newton-ovog
modela idealnog fluida (klipa koji se kre¢e u viskoznoj te¢nosti - sl. 4.2).

s()=E.&(t)

S 4 e / s A

oo |

Slika 4.1. Hooke-ov model idealno elasti¢nog tela

Vremenski zavisne deformacije realnih materijala nisu u potpunosti reverzibilne.
Kada naponi dostignu odredeni nivo, javljaju se tzv. plasticne (nepovratne) deformacije,
koje ostaju nepromenjene i nakon rastere¢enja. Pri konstantnim trajnim naponima i ove
deformacije se vremenom povecavaju, zbog C¢ega se nazivaju viskoplasti¢nim
deformacijama. Mehani¢ke osobine viskoplasticnih materijala opisuju se reoloSkim
modelom koji nastaje kombinacijom Newton-ovog modela idealnog fluida i Saint
Venant-ovog modela (medusobno klizanje dve plo¢e izmedu kojih je Coulomb-ovo
trenje - sl. 4.3).

. s()=1.&()
S e S
o
Fﬂ I N Sl
l tga=l
— > >
s el e 0 t 0 t

Slika 4.2. Newton-ov model za idealni fluid
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Slika 4.3. Saint Venant-ov model idealno plasti¢nog tela

MehaniCke osobine realnih materijala pokuSavaju se, dakle, opisati primenom
sloZzenih reoloSkih modela koji nastaju kombinacijom osnovnih reoloSkih modela
idealnih tela (Hooke-ov, Newton-ov i Saint Venant-ov).

Vecina realnih materijala se pri niskim nivoima naprezanja nalazi u uslovima
elasti¢nosti, odnosno viskoelasti¢nosti, a nakon dostizanja napona tecenja prelazi u
uslove viskoplasti¢nosti - tzv. viskoelastoplasti¢ni materijali. Predlog modela kojim se
objaSnjava prelaz sa elasti¢nog na viskoelasti¢an i dalje na viskoplasti¢an materijal dao
je D. D. MilaSinovi¢ [38]. Ovaj model ée biti opisan u daljem tekstu.

Pretpostavija se da se deformacija meri u momentu kada je odredeni napon
dostignut. Pri tome je e, "trenutna” deformacija (nezavisna od vremena), dok su e, i

e,, vremenski zavisne, ili "zakasnele" deformacije.

Elasticno ponasanje materijala moze se opisati Hooke-ovom idealno elasti€nom

oprugom (H) sa konstantom Ey, a trenutna deformacija se odreduje iz izraza:
_So

e EH 1
gde je E4 modul elasticnosti materijala. Viskoelasticha deformacija e, se opisuje
Kelvin-ovim modelom (K=H¥N), u kojem su paralelno vezani Hooke-ov model
elasti¢nog tela sa konstantom Ex i Newton-ov model viskoznog tela sa koeficijentom
viskoznosti |,. Zakasnela plasticna (viskoplasticna) deformacija e,, se opisuje

e (4.2)

modelom (N¥5tV) u kome su paralelno vezani Saint Venant-ov model idealno
plasticnog tela sa konstantom s, i Newton-ov model viskoznog fluida (I ). Pri tome
frikcioni kliza¢ razvija napon s, i postaje aktivan tek po dostizanju napona s 3 Y,
gde je s ukupni napon, a Y nivo napona u proizvoljnoj fazi viskoplastichog tecenja.
Frikcioni kliza¢ se ne vra¢a u pocetno stanje pomeranja ni nakon smanjenja napona.

Na osnovu gore opisanog, strukturna formula ovog modela, prikazanog na slici
4.4.a), moze se napisati u obliku:
H- K- (N|StV)=H- (H|N)- (N]|Stv) (4.2)
Napon u frikcionom klizau dostize sledece vrednosti:
Sgy =S (t) zasve s (t)<Y,
w0 =5 (1) () s
ssw=Y zasve s ()3,
gde je
Y =s, +Hbe (1). (4.4)
S, je jednoaksijalni napon te¢enja, dok H' predstavlja nagib linearnog oja¢anja
po uklanjanju elasti¢ne komponente (nagib viskoplasti¢nih deformacija).
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Slika 4.4. a) - Model viskoelastoplasti€nog materijala D. D. MilaSinovi¢a. b) - Vremenski razvoj
deformacija pri konstantnom naponu s,

Naponi u pojedinim delovima modela, zbog paralelne veze komponenti, mogu se
opisati sledeé¢im izrazima:

s (t)=Eqe. (t)  za"H"telo,

s (t) =Ecee (t) +1,4, () za"K"telo, (4.5)

s (t)=He, (t)+1 &, (t)+s, za"N|StvV"telo.

Obzirom na serijsku vezu pojedinih elemenata, ukupna deformacija se moze
izraziti u obliku:

e(t) =e, (1) +ey (1) +e,, (1) (4.6)
Ako razdvojimo deformacije i njihove brzine od napona, te diferenciramo prvi od
izraza (4.5), ove izraze mozemo napisati u obliku:

ée (t) = %:)’

6. () +e, (075 =2 ), @.7)
N He s (t) s,

d,, (1) +ey, (t)m—?' N

Diferenciranjem izraza (4.7) dobijamo:

()=

(1) + 4, ()2 =30 49
. He  <(t)

() e, (0 =

Ako se saberu tre¢a od jednacina (4.7), pomnozena sa E/I,, i druga od
jednacina (4.8), moZzemo pisati:
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~

EHe_$(1)  Ec& (1)-svH

Ll n

6, () 6, (07 + 6, (0 +e, 1)

I Ll n

(4.9)

Sabiranjem druge od jednacina (4.7), pomnozene sa H¢l,, sa trecom od

jednacina (4.8) dobijamo:
¢ ¢ ¢ S(t) He (t
() 6, ()1, () P, (B30 PO,

Sabiranjem poslednje dve jednacine dobijamo:

Ll n

e () + 8y (0 B8 (0 OB+ 2 B ()2 (O =
el 10 ®E, HeE 6 E,
= (t)gKer; (t)elKIN |K|N;' YT
Kako vazi:
e )+, 1) =209 o, (1) =e(9)- 2L
e (048, (02600 8,9 =8()- 1)
&(t)

. (0)+6, () =e()- & (1) =e()- T
to se, na osnovu (4.10) i (4.11), moze formirati slede¢a diferencijalna jednacina:

() +8()0s + v (y S L1

&l e Iy By
+S&(t)ZEEK He L 1,10, (t)ieEK HE , E(HC O B
elkBn IWEx 1k v el Teln Tkl nEvg Ll

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

lzraz (4.13) predstavija diferencijalnu jednacinu viskoelastoplastichog tela
izloZenog jednoaksijalnom naprezanju pri éemu se promena napona tokom vremena,

usled zadatog opterecenja, opisuje funkcijom s (t) .

Analiziratemo ponaSanje modela u sluéaju teCenja sa

nespre¢enim

deformacijama pri zadatom optereéenju, hanetom u punom iznosu u trenutku t=0, koje

izaziva konstantni napon s, . U ovom slu€aju jednacina (4.13) postaje:

¢o ¢ & ¢ ¢ o
(1) + o) G+ [ Tore(() X T ms o v T DR s
eIK INQ IKIN eIKIN IKIN IKINEHQ IKIN
Opste reSenje ove nehomogene diferencijalne jednacine drugog reda je
He Eyt "
e - & 0
e(t) =C1e I'n +C2e Ik +Sogi+i+i+_ SYi'
gHC E, E, g H¢
Pocetni uslovi u t=0 su:
S
e(0 :_0,
(0)=¢"
& o]
é(O) =Sogi+i+- SYi.
el K I N @ I N
Iz (4.15) i (4.16) se mogu odrediti trazene konstante C; i Cy:
1 S
Clz'(so'sv)m’ 2:'E_zv

a konacno reSenje jednacine (4.14) postaje:

. (4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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. He . Egt N
& |S,-S,)0 7 & 0O 7 S (0]
e(t): _Mie Iy +9_ s_o+e I +SOQi+i+i+_SYi' (418)
€ e , & Eg SHC E, E,p Y HC

Kada t ® ¥ izraz (4.18) se mozZe napisati u obliku:
- & o]
e(t)=20 5y g B, 10 (4.19)
H¢ &E, Ei g
Razvoj deformacija kroz vreme, za analizirani reoloSki model, pri konstanthom
naponu s, nanetom u t=0, prikazan je na slici 4.5.

€ N
_____ N
SJE+(S,- Sy )/H'
s, /E.
0 t

Slika 4.5. Razvoj deformacija kroz vreme za s (t) =s, =const. prema reoloSkom modelu
D. D. Milasinovica

Treci element u nizu (N¥5tV) prikazanog modela postaje aktivan tek pri veli€ini
ukupnog napona s (t)3 Y, gde je Y dato sa (4.4). Napon u frikcionom klizaCu tada

postaje s, =Y. U sluCaju kada je ukupni naneseni napon s (t)<Y, poslednji od

spojenih modela u nizu postaje neaktivan, pa se model redukuje na ve¢ poznati model
viskoelasticnog materijala (slika 4.6). Deformacija u ovom modelu, uz pocetni uslov
e(0) =s,/E, , moze se sradunati prema izrazu:
" Ext
e(t)=sogei+i2- S0 I (4.20)
éEy Exg B
Kada t ® ¥, izraz (4.20) postaje:

e(t) =sogeEi+i9. (4.21)
e-H K@
ls
e
- M = e
SJ/Ex
EH% 0 t

Slika 4.6. Model viskoelasti€nog materijala i razvoj deformacija kroz vreme
za s (t) =s, =const.
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4.2. ReoloSko-dinami¢ka analogija (RDA)

4.2.1. Fizi€ki mehanizam reolosko-dinami€ke analogije

Osnovni problem koji se javlja u primeni reoloSkog modela viskoelastoplasti¢nog
tela, prikazanog na slici 4.4. i opisanog diferencijalnom jednac¢inom (4.13), na realne
materijale jeste utvrdivanje numeric¢kih vrednosti ulaznih parametara, sadrzanih u
navedenoj diferencijalnoj jednacini. Od svih potrebnih parametara jedino se modul
elasti¢nosti E4 moze dobiti relativno jednostavnim eksperimentalnim ispitivanjem. Da bi
se ovaj problem reSio, potrebno je ostale parametre izraziti u funkciji alternativnih
fiziCkih veliCina, koriste¢i njihovu matematiCku sli¢nost. Ovde ¢e biti razmatran problem
u kojem je opterecenje vremenski promenljivo, tako da se u telu javljaju dinamicka
naprezanja.

Za potrebu analize odgovora materije na mehanicki poremecaj (opterecenje)
posmatracemo, za pocetak, slu¢aj prostiranja mehani¢kog talasa kroz elasti¢ni medij.
Da bi se proizveli mehanicki talasi potreban je izvor energije za izazivanje poremecaja,
kao i elasti¢ni medij kroz koji ¢e se nastali poremecaj prenositi. Elasticni medij se
ponasa u skladu sa Hooke-ovim zakonom. Sirenje talasa kroz homogenu izotropnu
sredinu moze da se opiSe talasnom jednac¢inom:

2 2 2 2 O

1t ex® Ty Yz°g4
gde je u pomeranje Cestica, a ¢ konstanta koja predstavlja brzinu prostiranja talasa.

Talasna jednacina se odnosi na sinusoidalne oscilacije. Medutim, i pojave koje
nisu periodiche mogu da se tretiraju na sli¢an nacin jer se svaki neperiodi¢ni proces
moZe predstaviti superpozicijom talasa razli¢itih talasnih duzina [72].

Ako analizu ograni¢imo na jednodimenzionalni problem, kao Sto je, npr., aksijalno
naprezanje (zatezanje ili pritisak) tankog dugog Stapa, talasna jednacina se svodi na
sledeci oblik:

2 2

ﬂ—f =c? ﬂ—‘j : (4.23)

fit fix

Brzina propagacije ovakvih talasa je konstanta materijala, koja se moze napisati
u obliku [40]:

(4.22)

c= [, (4.24)

gde je E4 modul elasti€nosti, ar zapreminska masa materijala.

Maksimalno pomeranje vibrirajuéih Cestica sredine naziva se amplituda talasnog
kretanja. Ona je determinisana energijom talasa. Kako se u realnim sistemima ova
energija rasipa (tzv. disipacija energije), to se i amplituda talasa postepeno smanjuje.
Pojava smanjenja amplitude usled disipacije energije prilikom udaljavanja talasa od
njegovog izvora se naziva prigusenje.

Kao $to je gore pokazano, mehani¢ki poremecaj (deformacija) u elasti¢noj sredini
propagira konaénom brzinom c, datom sa (4.24). Ako posmatramo tanak, dug elasti¢ni
Stap, te na jednom njegovom kraju izazovemo mehanicki poremec¢aj u trenutku
vremena t,, deformacija ¢e dosti¢i proizvoljnu taéku M Stapa u nekom trenutku t>to. Sto
je vece rastojanje | koje talas treba da prede od svog izvora do tacke M, to ée biti veca i
vremenska razlika t- t, =l/c. Zbog ovoga vibracija tacke M zaostaje u fazi za izvorom

talasa. Ako sa l, ozna¢imo rastojanje izmedu krajeva Stapa, onda vreme potrebno da
talas prede celu duzinu Stapa moZemo izraziti u obliku:
I
TP =t-t, =2 (4.25)
c

Kruzna frekvencija slobodnih nepriguSenih vibracija aksijalno napregnutog

(zategnutog ili pritisnutog) Stapa, Ciji je dinami¢ki model prikazan na slici 4.7, je:
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:\/E: EHAxi: E_Hizgzi (426)
m l, Al rly I T2

Y=g+ H'£.,

=5 L] m

®
;;:’ Ex
1

[o

Slika 4.7. Analogija izmedu reoloSkog modela D.D. MilaSinovi¢a i dinamickog modela sa
viskoznim priguSenjem [40]

Posmatracemo, dalje, reoloSki model D.D. MilaSinovica (slike 4.4 i 4.7). PoCetna
brzina deformacije pri konstantnom naponu, prema ovom modelu, je [40]:
-S
é= éve +d\/p 0 —Y '
K I N
Posmatrajuéi dijagram na slici 4.4.b), brzina deformacije se moZe napisati i u
obliku:

(4.27)

_ So ,So~Sy
é, +é, et o (4.28)
Uporedujuéi poslednje dve jednacine, dobijamo:
So,So-Sy _ So*+50'5*v, (4.29)
I Iy ET HAT
odakle je
= S0~ Sy . (4.30)

So* +SO_S*Y _So
ET  HIT 1,

Brzine deformacije so/(EKT*) i s/l suvrlo male veli€ine u odnosu na brzinu

deformacije u viskoplasticnom tecéenju (s0 - sY)/(HdiT*), zbog ¢ega se one mogu

zanemariti bez znacajnog uticaja na rezultat. Viskoplasti¢ni koeficijent viskoznosti se
sada moze pisati u obliku:

|, =H". (4.31)

Posmatraju¢i samo stanje viskoelastiénosti prema Kelvin-vom modelu, dolazimo
do viskoelasti¢nog koeficijenta viskoznosti:

I« =E T, (4.32)
gde je T vreme retardacije.

NapiS§imo homogenu jednacinu nehomogene diferencijalne jednacine (4.13) u
sledec¢em obliku:
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&(t)1 (1 +é(t)(Ecl +HE ) +e(t)EgHE=0, (4.33)
gde su |, |, Ex i H' date konstante (I il su koeficijenti linearne viskoznosti, Ex
viskoelasti¢ni modul, a H' viskoplasti¢ni modul).

Kruznu frekvenciju w mozemo dobiti i iz jednacine (4.33) posmatrajuci stanje
kriticnog deformisanja, za koje je E/I=H®¢l (odnosno, iz (4.31) i (4.32):

T =T =T2) [40]

/EH T TD:, (4.34)
KN

gde je T2 dinamicko vreme retardacije.
Uporedujuéi izraze (4.26) i (4.34), zakljuéujemo sledece:

f f ¢ 2 2 ¢
EE: EH bid, E H@I el _ _ E(HRARr :EKH n. (4.35)
roly [l E.0 g E,0A gk

gde je g =r g zapreminska teZina materijala. MoZzemo, dalje, usvojiti:

“hdn o 2B (4.36)
g g
dok je kriti€no prigusenje, prema [40]:
c=c, =2vkm =2EKI N, (4.37)
g

Zamenimo li | .|, samg, E. |, +H¢ , sacgi E H¢ sa kg, diferencijalna jednacina
(4.33) postaje:

&(t)m+4(t)c+e(t)k =0, (4.38)
gde su masa m, priguSenje c i krutost k dati slede¢im izrazima:
¢
g g g

Ocigledno je da se parametri u jednacinama (4.39) i dimenziono slazu [46]:

[1c], [In] =ML,

[Eq]. [Hf=ML*T?,

[r]=ML?,

[g] =LT?,

o] =[rg] =mL>T",

[1] ] =ML2T 2 =M[g] =[mg],

[Eql +HE ] =ML ?T2 =MT *[g] =[cg].

[EHE =ML 2T * =MT?[g] =[kg].

U gornjim izrazima M ozna€ava masu, L duZinu, a T vreme.

Ocigledna je analogija izmedu homogene diferencijalne jednacine reolosSkog
modela viskoelastoplastichog materijala prikazane u obliku (4.38) i diferencijalne
jednacine prigusenih slobodnih vibracija sistema sa jednim stepenom slobode, diji je
dinamicki model prikazan na slici 4.7. Na ovaj nacin je postavljena matematicko-fizicka
analogija izmedu reoloSkog modela D.D. MilaSinoviéa i dinamickog modela sa
viskoznim priguSenjem - reoloSko-dinamic¢ka analogija (slika 4.7). Na osnovu RDA
komplikovan nelinearan viskoelastoplasticni problem moze biti reSavan kao mnogo
jednostavniji linearan dinamicki problem.

Postojanje RDA analogije ukazuje na cinjenicu da je materijalno nelinearan
odgovor inZzenjerskih konstrukcija u osnovi dinamic¢ki problem [46].

(4.40)
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4.2.2. ReSenje homogene diferencijalne jednacine

Homogenu diferencijalnu jednacinu (4.38) mozemo napisati u obliku:
c k
é(t)+—é(t)+—e(t)=0, 4.41
(1) +Sa()+Se() (@.41)
odnosno:
&(t) +2xé(t) +w’e(t) =0,
gde je, u skladu sa (4.26), (4.34) i (4.39):

+
\F [Ex He _: _Edy tHE 4.42)
KN 2IKIN

ReSenje ove homogene diferencijalne jednaCine moze da se potraZzi u obliku
e(t) =C,e™ +C,e™ [10], gde su koreni karakteristi¢ne jednagine:

M, =-X £4X% - W, (4.43)

Potkorena veli€ina u prethodnom izrazu moze biti pozitivna, negativna ili jednaka
nuli, pa mozemo posmatrati ova tri karakteristi¢na slu¢aja:

a) Kriticno prigusenje:x®-w?=0 i H¢ 0. U ovom slucaju, prema (4.42)

dobijamo kriti€éno priguSenje:

C, = 2vkm =2mw (4.44)
Uvedemo |i pojam relativnog priguSenja, kao odnos stvarnog i kriti€nog
prigusenja:
z="5 (4.45)
CC
mozZemo uspostaviti sledec¢e odnose:
c

e =(-zJ_r 22-1)W (4.46)

2m  2m 2
Na ovaj nacin se analiza vibracija moZe vrSiti u zavisnosti od potkorene veli¢ine

- 1. U slucaju kritiénog prigusenja je z =1.

b) Prigusenje manje od kritiénog: x? - w? <0, odnosno z <1. Zbog toga $to su
masa, prigusenje i krutost definisani u funkciji reoloskih parametara u stanju kritichog
deformisanja (4.39), diferencijalna jednacina (4.41) u ovom slu¢aju nema resenje.

c) PriguSenje veée od krititnog: x?- w? >0, odnosno z >1. Za ovaj sluéaj
koreni karakteristiChe jednacine su realni. Deformacije su aperiodicke, odnosno nema
vibracija.

Na slici 4.8. je prikazano Sest razliitih dijagrama deformacija u funkciji vremena,
koji zavise od predznaka potkorene veli¢ine u (4.43) i predznaka viskoplasticnog
modula H'. Ovde su prikazane funkcije puzanja (teCenja) za ¢vrsta tela (sl. 4.8. a, b i c),
idealne tec¢nosti (sl. 4.8. d) i teCnosti sa parametrima ¢vrstih materijala ili ¢vrstih tela sa
viskoplastiénim ponaSanjem (sl. 4.8. e i f). Izrazi na osnovu kojih su nactrani ovi
dijagrami su dati u tabeli 4.1. U ovim izrazima je sa e, oznacena pocetna deformacija,

a sa €, pocetna brzina deformacije u trenutku t=0.

Prema [46] reoloski je aksiom da svaki realni materijal poseduje sva reoloSka
svojstva, ali su ona razli¢itog intenziteta (slika 4.9).

Doktorska disertacija Danica Goles



71

Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski
Tabela 4.1. Funkcije te€enja (puzanja) [46]
Prigusenje veée od kritiénog (x? >w?) Kriti¢no prigusenje (x> =w? i H 0)
e(t)=Ce" +C,e?, o =-X,
-eyl, + 6, e(t) =(C1 +C2t)e'Xt,
C,=——— (C,=¢,-C,.
n-r, C,=e,, C,=¢ +xe,.
Materijal sa Materijal sa Materijal sa
deformacijskim deformacijskim deformacijskim Idealna te¢nost
ojac¢anjem omekSavanjem ojacanjem (Ex =H¢=0)
(H¢>0) (H¢<0) (Ecly =He )
-H¢ -E H -E E
,=—, [,=—FX r1=|—¢, r,=—=~ x =K x=0
Iy (I Iy | ¢ I
Nepriguena slobodna deformacija, materijal sa deformacijskim omek3avanjem (H¢<0)
e(t)=Ce" +Ce™,
I _ _ _&W+é, _
c=x=0, w,=iw, r, =iw, Cl_T' C,=¢,-C,.
Deformacija materijala bez deformacijskog oja¢anja ili omek3avanja (H¢=0)

TEt
e(t)=C1+C2e'K, C1:e0+é0||5—'<, C,=¢-C;
K

" 160G ewtHY M 4G ewlEl ) |O~(Cr+Coo) expl-Et )

| A
| 2

w

b)

& (o) =0

€T ew=G +Cat
| _
& () =50

aig o

¥

Eo
f

d)

g (w)=m
& (o) =m

——_--";_——:ifg Eo
e

Eo
e ! b/ f
Slika 4.8. Krive deformacija-vreme: a) - prigusenje vece od kriticnog, materijal sa
deformacijskim ojaCanjem; b) - kritiéno priguSenje, materijal sa deformacijskim ojacanjem;
¢) - deformacije bez deformacijskog ojaCanja ili omekSavanja materijala; d) - kriti€no prigusenje,
idealna te¢nost; e) - prigusenje veée od kriticnog, materijal sa deformacijskim omekSavanjem;

f) - nepriguSena slobodna deformacija, materijal sa deformacijskim omek3Savanjem [41]
Danica Goles
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Y=0Or+HEs

H'={

H=z0 Tecnosti sa parametrima
Cvrsta tela; materijal évrstih materijalaili évrsta
sa deformacijskim Er A tela u viskoplasti¢hom tecenju:
ojacanjem materijal sa deformacijskim
omek3avanjem

|dealne
te¢nosti

Poynting-Thompson-ov model viskoelasti¢nog
Maxwell-ov model te¢nosti

évrstog tela

O S G S N

B

o

>C
S 3
c —
-~ T

©
g 3
o3 £
o >

®©

$ o Q
S a e
T O =
IS =
=% o

Slika 4.9. Reoloski model D.D. MilaSinovi¢a obuhvata &vrsta tela i te€nosti.
Kada se usvoje grani¢ne vrednosti pojedinih parametara, model se ras¢lanjuje
na poznate reoloSke modele [41]
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4.2.3. Harmonijska varijacija napona

Na osnovu gore opisanog, odgovor (deformacija) aksijalno napregnutog tela na
opterecenje (napon) €ija se promena u toku vremena opisuje funkcijom s (t) , MoZe se

odrediti reSavanjem nehomogene diferencijalne jednaline reoloskog modela
viskoelastoplastiénog materijala, date sa (4.13). ReoloSki parametri koji figuriSu u ovoj
jednacini, a koji nisu predmet standardnih eksperimentalnih ispitivanja materijala, te je
njihove vrednosti teSko utvrditi, dovode se, preko reoloSko-dinami¢ke analogije, u vezu
sa poznatim parametrima (modul elasticnosti materijala, kruzna frekvencija sopstvenih
vibracija i kruZzna frekvencija opterec¢enja). Kako je harmonijsko optereéenje jedno od
najvaznijin u tehni¢koj praksi, to e se u daljem tekstu analizirati deformacije pri
jednoaksijalnom naprezanju usled harmonijski zadate funkcije napona u vremenu.
Opsti oblik harmonijske funkcije napona glasi:

1 3 :
s (t)= Sat a (an cos(npt) +b, sm(npt)) , (4.47)
n=1

gde se ¢lan a,/2 vezuje za pocetne uslove i ne utie na oscilacije. Za n=1 dobija se
reSenje za osnovni ili fundamentalni ton. Za n>1 dobijaju se viSi harmonijski tonovi
("harmonici"). U daljoj analizi ¢e se za harmonijski deo funkcije napona usvoijiti samo
jedna sinusna funkcija, buduc¢i da harmonijsko puzanje ne zavisi mnogo od oblika
vremenske krive unutar ciklusa.

s (t)=s, +s,sin(wt). (4.48)

Grafik funkcije napona prikazan je na slici 4.10. Ovde su uvedene sledece
oznake:

S, - konstantna komponenta napona,

s , - amplituda napona,

w, - kruzna frekvencija opterecenja (napona).

Slika 4.10. Harmonijski promenljivi naponi [41]

Najveci napon ciklusa, po apsolutnoj vrednosti, oznacava se sa s ,,,, a hajmanji

sa s,,,. Odnos izmedu minimalnog i maksimalnog napona, uzimajuci u obzir njihove
predznake, naziva se koeficijent asimetrije ciklusa naprezanja:

r=—mn (4.49)
S

max

i uzima vrednosti izmedu -1 i +1. Konstantna komponenta naprezanja (napona),
odnosno srednje naprezanje ciklusa, moZe se odrediti kao polovina zbira maksimalnog
i minimalnog napona u ciklusu (uzimajuéi u obzir njihove predznake):
Smax +Smin _l+r

2 - 2 S max

Amplituda napona u ciklusu, koja se naziva i promenljiva komponenta ciklusa,
predstavlja polovinu razlike maksimalnog i minimalnog napona u ciklusu (uzimajuci u
obzir njihove predznake):

(4.50)

Sy =
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S max = S min _l'r
S, =—= 5 = S max - (4.51)
Diferencijalna jednacina reoloSkog modela D.D. MilaSinovica (4.13), ako se
funkcija vremenske promene napona opiSe izrazom (4.48) i iskoriste veze (4.39),

poprima oblik:

&(t)m+é(t)c +e(t)k =s

BB
&Ex g Ev o
I *'N?ws COS(WSt)+SogeL E, +H®% s, Ex
eEy g9 g eEy 9 g g
ReSenje ove nehomogene diferencijalne jednacine drugog reda sa konstantnim
koeficijentima se moZe prikazati kao zbir opSteg reSenja pripadajuée homogene

(4.52)

jednacine (tzv. komplementarno reSenje), prikazanog u tabeli 4.4, i jednog
partikularnog reSenja nehomogene jednacine (4.52) :
e(t)=e, +e, (4.53)
Partikularno reSenje je dato u obliku [46]:
e, = Asin(w,t) +Bcos(w,t) +C, (4.54)

gde su A, B i C konstante:
P, (k - mwsz) +Q, CW,

(k - mwsz)2 +(cw, )? |

Q. (k— mwsz)— P, cw,

_ , (4.55)
22 2
(k— mws) +(cw, )
&1 1 10 1
C:sog—+—+—+-sY—,
&E, E, Hey ~YHC
i;
ek E, +HW® m
Ps :SAQE_ Kg TTOA 52E '
etH a H (4.56)
e |,+1,06
Q, = — +-K Ny,
s AgEH 9 a s

ReSenje diferencijalne jednacine reoloskog modela D.D. MilaSinovic¢a za slucaj
delovanja konstantnog opterecenja, koje izaziva napon s,, vec je ranije odredeno i

dato jednaCinom (4.18). Ukupna deformacija pri konstantnom naponu s,<s.

(He® ¥ ) je viskoelasti¢na i, uz uvazavanje veze (4.32) i imajuci u vidu (4.53) i (4.54),
moZe da se napiSe u sledecem obliku:

S, . S . s
eft)=e, +C=20+20(1. W) =_20 @4 (t)p, (4.57)
1)z, +C=ge 2 )= 20y (0

gdejej =j (t) viskoelasti¢ni koeficijent te¢enja (puzanja) dat sa:

. _ € _ EH (tO) -(¥7)

J (t)-e—el-E—(l- e ) (4.58)

Harmonijska viskoelastoplasti¢nha deformacija je:

ed(t) = Asin(w,t) +Bcos(w,t), (4.59)
ili:

el(t)=e, sin(w,t-a). (4.60)
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Amplituda harmonijske deformacije i fazna razlika (ugao) za koju deformacija
kasni za naponom su:

PS+QS

(k - mwsz)2 +(cw, )2

€\, =

(4.61)
P.cw, - Q, (k— mwsz)

tana = :
P, (k- mwsz)+Qscws

Ciklicna promena napona u vremenu moze se izraziti preko eksponencijalne
funkcije:

s @(t) =s e, (4.62)
Deformacija kasni za naponom za fazni ugao a , pa se moze napisati u obliku:
el(t) =e,e™"?). (4.63)

Kompleksni modul predstavlja odnos promenljivog napona i promenljive
deformacije:

* ¢ 1

E=5"_Saga, (4.64)
et e,

Prema Euler-ovoj formuli, moZzemo pisati:

e® =cosa +isina, (4.65)

pa jednacina (4.64) postaje:

E =S—A(cosa +isina). (4.66)
eA

Oznadi¢emo:

E, =ReE’ =%Acosa, E, =ImE’ =%Asina . (4.67)

eA eA
Brzinu deformacije ¢emo dobiti diferenciranjem (4.63) po vremenu:
d6=in, e,e""?). (4.68)

Kompleksni koeficijent viskoznosti predstavlja odnos napona i brzine deformacije,
stoga:

|*=S%_ Sa g (4.69)
é¢ iw.e,
Unesemo li (4.65) u gorniji izraz, dobijamo:

| =3a (cosa +isina) = Sa (sina - icosa). (4.70)
W, e, W, €,
Ovaj kompleksni koeficijent viskoznosti mozemo razdvojiti na realni (dinamicki
koeficijent viskoznosti) i imaginarni deo (izgubljeni koeficijent viskoznosti):

|, =Rel " = A sina, I, = SA_cosa . (4.71)
Ws eA WS eA

Kompleksna kompliansa je jednaka recipro¢noj vrednosti kompleksnog modula:

[ = 1 1 _Ej-IiE 4.72)

*

E Eg+iE E2+E2’
a mozemo je razdvoijiti na realni (dinamic¢ka kompliansa) i imaginarni deo:

. E e
|, =Rel' =——F_—=—Acosa,
ER +E5 S
(4.73)
. E, € .
| =Iml = ——— =—-sina.
ER +E S,
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KoriSéenjem izraza (4.61) nalazimo reolosSko-dinamicki (RDA) modul i RDA
kompliansu:

P, (k- mwsz)+QScwS
P
1R (k— mw§)+Qscws

Sa (k— mwsz)2 + (ow, )?

Er =sa

, (4.74)

(4.75)

lp =

4.2.4. Primena RDA na modeliranje ponaSanja realnih materijala

Nakon 5to je otkrio reoloSko-dinamic¢ku analogiju, D.D. MilaSinovi¢ je primenjuje
na predvidanje ponaSanja gradevinskih materijala (Celik, drvo, beton) i konstruktivnih
elemenata usled razli¢itih naprezanja. Rezultati njegovih teorijskih i eksperimentalnih
istrazivanja prezentovani su u nizu naucnih radova objavljenih u renomiranim
medunarodnim ¢asopisima. RDA je prvo primenjena na predvidanje krivih izvijanja
aksijalno opterec¢enih ¢eli¢nih, drvenih i betonskih stubova [41], [47]. Sledi modeliranje
zamora [40], [44], [45], te analiza ponaSanja i projektovanje &eli¢nih i betonskih
dampera [39], [42]. Analiza viskoelastoplasticnog ponaSanja ¢eliénih Sipki, primenom
RDA, data je u radu [43]. Formulacija RDA je sa jednodimenzionalnih proSirena i na
dvodimenzionalne i trodimenzionalne probleme [45].

Prema [41], iako je RDA razvijena u cilju reSavanja dinamickih problema, ona se
moze primeniti i na objaSnjenje statiCkih problema, posmatranjem odgovarajucih
grani¢nih vrednosti datih matematickih izraza.

Rezultati prikazani u nekim od gore navedenih radova posluzili su u ovoj
disertaciji kao osnova za razvijanje postupka dobijanja radnih dijagrama Celika i betona
primenom RDA. Zbog toga ¢e u nastavku ukratko biti izloZzeni najvazniji stavovi i izrazi
sadrZani u ovim radovima.

4.2.4.1. Graniéni (kriti€ni) napon vitkih stubova primenom RDA

Prema [41], reoloSko ponaSanje aksijalno optere¢nog vitkog stuba moZze se
okarakterisati vremenom retardacije T. u stanju kritiénog (graniénog) deformisanja:

J%w \ EKHN (4.76)
gde je
= /%%. (4.77)

Stavimo li (4.56) i (4.76) u jednac¢inu (4.74) moZzemo napisatu izraz za RDA
modul, koji povezuje grani¢nu deformaciju i grani¢ni napon, u slede¢em obliku:

1+d? 1 1
E, (t )+ED(tt )+H¢’(tt )
Eq (tty) = - H10 : , (4.78)
1+d* & 1 de 2 1 0
EZ (t) gEE(t,t ZgE ED (tto) H(P(t,to)g
gde je
d =W_S=WSTKD. (4.79)
w

Dva su moguca nacina dimenzionisanja pritisnutog elementa: prvi se zasniva na
analizi elementa primenom teorije drugog reda, u kojoj se uslovi ravnoteZze momenata i
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sila ispisuju za deformisani element konstrukcije. Po drugom pristupu, pad &vrstoce
realnih stubova, u odnosu na d&vrsto¢u pritisnutog elementa beskonacne savojne
krutosti, odreduje se primenom krivih izvijanja. Ovde se primenjuje drugi pristup, uz
koris¢enje RDA modula. Analiza pada kapaciteta nosivosti bice prikazana u funkciji
vitkosti, za element koji je zglobno vezan na krajevima (sl. 4.11).

N Ner
] 1 no
L
GU!
D N 2

Slika 4.11. Obostrano zglobno vezan stub izloZzen vremenski promenljivom opterecnju [41]

Kriva napon-deformacija je linearna do napona s £s,, dok za napone s 3 s,
postaje nelinearna, sa znac¢ajnim viskoelastoplasti¢nim deformacijama (sl. 4.12).

Slika 4.12. Dijagram napon-dilatacija: f., predstavlja ¢vrsto¢u na pritisak [41]

Granicni (kriticni) napon je definisan sa:

i p?

i—Eq(ty) zas,£s,,

= (Lk,) (4.80)

T

1B (Lt)En(ty) zasy3s,.
Nagib plasti¢nih deformacija, prema slici 4.12, je:

ds ds E
H = =—I, 4.81
G( ) de, " de- de, 1. Er (4.81)
EH

gde je e, plasticna deformacija, a Er tangentni modul u posmatranoj tacki dijagrama.

Ako isklju¢imo uticaj periodi¢ki promenljivog optereéenja, odnosno za d ® 0, nastupa
slucaj statickog optrec¢enja. U ovom specijalnom slu¢aju RDA modul postaje:

S S
_ E, (to) Ep (tt,) HE(tt,) ~
Eq (ttp) = =
1 .= 1 Oz 2 O
E2(t,) EED (t,t0 ZgE ED tty) HE(tt))5 (4.82)
_ 1
1 1 1

+ o +
Eq(to) ER(tt,) HE(tt,)
Ovim je dinami¢ki problem sveden na staticki.
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Ako c¢vrsto telo nema viskoelasticne deformacije, radi se o viskoplasticnom
gvrstom telu, kod kojeg Ep ® ¥ , pa se dobija grani¢na vrednost izraza (4.82) u obliku:

_ 1 _ Eu(to)HE(tt) _ HE(tt)
BN S S (8 £ (Y% R T R
Eq(t) HE(tt,) Eq(ty)
odakle sledi:
Er (1,
H® (t,t,) = —REit(t?t)o) . (4.84)
~ Ea(t)

Uporedimo li izraze (4.81) i (4.84) dolazimo do zakljucka da se za materijal iznad
tacke proporcionalnosti RDA modul moze izjednaciti sa tangentnim modulom:

Ex (tt,) =E;. (4.85)

Tipi€na kriva teCenja veéine materijala izlozenih konstantnim naprezanjima, pri
konstantnoj temperaturi, prikazana je na slici 4.13. Pocetna ili trenutna deformacija je
oznacena sa e,. Deformacija raste tokom vremena, prolazeci kroz tri faze: primarno,

sekundarno i tercijarno tecenje. U primarnom podrucju brzina te€enja opada tokom
vremena, da bi se u sekundarnom podruju uspostavili stacionarni uslovi, sa
konstantnom brzinom tedenja (puzanja). U tercijarnom podruéju je izrazen uticaj
redukcije popre¢nog preseka, pa brzina deformacije raste sve do pojave loma. U
prvom i drugom podrucju javlja se viskoelastoplasticno ponaSanje, dok je u tercijarnom
podrucju izrazeno viskoplasti¢no ponaSanje pra¢eno redukcijom popre¢nog preseka.

g M

0= const.

T= const.
# | primarno sekundarno : tercijarno |
gs] | podrucje podrucje i podrugje
W L] - S S I ' e
0 vreme t

Slika 4.13. Dijagram teCenja (puzanja) vecine materijala [41]

Krive te€enja su zavisne od nivoa napona i temperature. Za razliite materijale
koriste se odgovarajuéi zakoni te¢enja. Pri odredivanju RDA modula, a time i grani¢nog
napona u funkciji vremena, presudnu ulogu ima poznavanje koeficijenta teCenja
materijala | (t,to), koji se definiSe kao odnos deformacije te€enja u posmatranom
trenutku vremena t i trenutne elasti¢he deformacije u trenutku nanoSenja optereéenja
to. Ako se ograni€imo na viskoelasticno ponaSanje elementa aksijalno napregnutog
konstantnim naponom, deformacija te€enja, prema (4.18), iznosi:

e B 0

S
e, =e°==0¢l-e' - (4.86)
N
pa je koeficijent te€enja:
e B0
j ()= eto) (L) e _ Bully) cl-e'r %, (4.87)
a(to) € Ex (t’to)g P

¢l-e'c +, (4.88)

gde je
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l« =BTy (4.89)

Za potrebe analize graniénog (kriti€nog) napona aksijalno napregnutih stubova
od realnih materijala, neophodno je poznavati koeficijent teCenja. Za betonske stubove
ovaj koeficijent se usvaja u skladu sa Evrokodom 2, Sto ¢e biti prikazano u delu koji ¢e
se baviti modeliranjem betona. Za potrebe odredivanja koeficijenta tecenja Celika, D. D.
MilaSinovi¢, za fazu stacionarnog puzanja, primenjuje jednoaksijalni zakon puzanja
gelika® dat u obliku:

e’ =a,s “t*, (4.90)
gde su ay, a; i a, konstante materijala. Sada se koeficijent te€enja ¢elika moze prikazati
sledec¢im izrazom:

a,4+a,

i (tt) {_c, =2 = (1) ags Ve (4.91)
e -
Eq (to)

Sa poznatim koeficijentom te€enja mozemo odrediti dinamicki viskoelasti¢ni
modul:

& .10
ED (tto) Ealbo) g o -, (4.92)

i (tt)g 5
Koriséenjem jednacine (4.77) dobijamo

2 (tt,) =jE?t(,iZ; (1-e™) @,% | (4.93)

gde je usvojeno:

. [Bug 1,
e"=e'9" @.

Na osnowu izraza (4.36), sa poznatim Eg(tt,) moZemo odrediti dinamicki
viskoplasti¢ni modul:

_ kg _ kg _Eu(to)Ag.
H® (t,t,) = = j(tt,)=—"2l
(%) E°(tt,) En(to) (%) LE, (o)
gde je A povrSina popre¢nog preseka stuba, pa RDA modul (4.82) postaje:
1
E.(tt,)= -
R ( 0) 1 J (t, to) L

+ .
Ea(t) Eults) " Ad (1)
Pri proracdunu viskoplastiénog deformisanja prema RDA, elasti¢ne i viskoelasti¢ne

(tty), (4.94)

(4.95)

deformacije su vrlo male veli€ine ( 1 @oi ) (t’ to) @0), stoga izraz (4.95) postaje:
Ea(t) — Eu(t)
1
B (tto)=—F— (4.96)
Ag (tt)
odnosno:
_ 1 _ 1 _ 1
ER(t,tO)—ILL T _kZL I _%Qﬁ T (4.97)
ALd (tt) “Ld(th) &, 5l d (tt)

gde je I, moment inercije popre¢nog preseka, k, =./I,/A polupre¢nik inercije, a
L/k, =1 vitkost stuba.

% prema [41], u radu Koji¢, M.: Opsti koncept implicitne integracije konstitutivnih relacija pri neelasticnom
deformisanju materijala, Centar za nau¢na istrazivanja SANU i Univerzitet u Kragujevcu, Kragujevac,
1993, str. 21 i 67.
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Na osnovu (4.80) i (4.97) mozemo napisati izraze za granicni (kriticni) napon
aksijalno pritisnutog, obostrano zglobno vezanog stuba, u funkciji njegove vitkosti:
i 2

p
1T——E. (t zas_£s_,
i (L/kz)z H( 0) cr p
Sy =i 1 (4.98)
. E. (t 3 .
: - 6k§ 1 H( 0) zas SD

Tgkz ﬂlz g (t’to)

Prema izrazima (4.98) konstruiSu se krive izvijanja, €ija svaka taCka predstavlja
karakteristicnu nosivost stuba odgovarajuce vitkosti. Gornji izraz odgovara poznatoj
Euler-ovoj krivi izvijanja obostrano zglobno oslonjenog Stapa, koja se moze primeniti
samo u elasti€chom podrucju. Poznato je da za stubove ¢ija je vitkost ispod odredene
grani¢ne vrednosti prestaje da vazi Euler-ova hiperbola. Ovi stubovi imaju izrazene
viskoelastoplasticne deformacije. Doniji izraz u (4.98) predstavlja granicni (kriticni)
napon po RDA za stubove ¢ija je vitkost manja od grani¢ne.

Jasno je da se na osnovu (4.98) moZe odrediti grani¢na vitkost Stapa za koju se
seku Euler-ova i RDA kriva kriti€nog napona:

0 K3

§L+ _p2fe 1 (4.99)

ekzq, Iz a (tp1t0)

Treba uoCiti da se u preseku dveju krivih nalazi napon na granici
proporcionalnosti s, i njemu odgovarajuci koeficijent tecenja | (tp,to). Na slici 4.14.a

je prikazana zavisnost graniénog napona od vitkosti stuba. U radu [41] su prikazana
Cetiri primera odredivanja kriti€nog napona aksijalno napregnutih stubova, poznatih iz
literature, prema Euler-ovoj krivi izvijanja i primenom RDA. Pokazano je da su rezultati
dobijeni na osnovu RDA u dobroj saglasnosti sa drugim teorijskim pristupima (teorija
tangentnog modula). Na slici 4.14.b je dat uporedni dijagram rezultata dobijenih
primenom RDA i teorije tangentnog modula za jedan &eli¢ni stub analiziran u [41]. Na
ovoj slici se moze uoditi i granica izmedu oblasti u kojoj vazi Euler-ova hiperbola i
oblasti manjih vitkosti, za koju se primenjuju drugi teorijski postupci (RDA, teorija
tangentnog modula...).

b)
a) Gu M
(MPa)
SCV .
RDA
400 1 @,
300
S B
p 200 44— —
plastiéno %elastiéno Tangerjt-moduls
ponaanje  :ponaSanje o 4 formula

| =L/k, -

— i .

50 100 150 (L&)

Slika 4.14. a) - Zavisnost graniénog (kriti€nog) napona od vitkosti stuba. b) - Uporedni dijagram
rezultata teorije RDA i teorije tangentnog modula [47]

Eksperimentalno je utvrdeno da kod &elika C.0361 i C.0561 Euler-ova hiperbola
prestaje da vaZi pri vitkosti Stapa (L/k,) @L03.9 odnosno (L/k,) @84.8, pri ¢emu je
s, =0.8s,.Ovde je sa s, oznaCena granica gnjecenja/razvlacenja Celika.
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Na osnowvu izlozenog, izvodi se zakljuCak da se RDA moze uspeSno Koristiti za
odredivanje graniénog napona vitkih stubova od &elika, drveta i betona, pod uslovom
da su glavni parametri materijala (koeficijent tecenja, zapreminska tezina i modul
elasti¢nosti) tatho odredeni.

U opisanom RDA modelu za predvidanje krivih izvijanja stubova zanemarena je
¢injenica da, po dostizanju napona proporcionalnosti (s, s ,), modul En(t) vise nije

konstanta, ve¢ se izjednaCava sa Eg(t), kao 5to se moze videti sa slike 4.12 i iz (4.85).
Sa povecanjem napona s (t) opada vrednost modula Eg(t). Rezultati opisanog RDA

metoda se mogu unaprediti koriS¢éenjem dijagrama veze napona s(t) i modula Eg(t),
koji se takode dobijaju primenom RDA. Postupak ¢e ukratko biti objaSnjen u daljem
tekstu.

Smatracemo da su parametri materijala (pocetni modul elasti¢nosti Ep,
zapreminska teZina materijala g i koeficijent te€enja u trenutku dostizanja granice
proporcionalnosti j (t,)) poznati, kao i zakon i brzina nanoSenja opterecenja. Neka je
funkcija opterecéivanja opisana sa:

s (t)=s,, sin(w,t), (4.100)
gde je s¢ granicni napon odreden prema ranije opisanom RDA modelu za odredenu
vitkost, dok je, prema [41]:

w, =2 (4.101)
2t,
Uzimajuéi u obzir viskoelasti¢ne deformacije, RDA modul (4.78) postaje:
1+d? 1
E, ED (t)
Er (t) = X , (4.102)

1+d? 1 &2 1 0

-+ = o+ :
e ER(DEE. ER(1)3

gde je
W, P o
d=—=w, TP =—T2, (4.103)
W 2t
T = %='— —Egg, (4.104)
H

dok se koeficent te¢enja u odredenom trenutku vremena odreduje u zavisnosti od
usvojenog zakona te€enja. Za CeliChe elemente, ako usvojimo zakon teCenja (4.90),
koeficijent te¢enja moZzemo odrediti prema:

i (1) =E, (t,)ags @, (4.105)
pa je viskoelasti¢ni modul:
Eg (t) = B (4.106)

i (1)
Za element zadate vitkosti sada se moze konstruisati kriva zavisnosti napona s(t)
i modula Eg(t), pri ¢emu se napon kreée u granicama od s (O) =0 do ranije odredene
kritiCne vrednosti s za zadatu vitkost. Postupak korekcije grani¢nog napona za

zadatu vitkost sprovodi se iterativno, tako Sto se za poc€etnu vrednost granicnog
napona, dobijenog po ranije opisanom RDA modelu, o€itava odgovarajué¢i modul Eg.
Grani¢ni napon prve iteracije se odreduje iz izraza:

sfor =g 1 (4.107)
“ael okd 1

& o1, g (t,)
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Za ovako sracunat grani¢ni napon ocitava se novi odgovaraju¢i RDA modul E(Rl) . Opésti
izraz za grani¢ni napon i-te iteracije je:
RDA() _ () 1
T w1
& ol d t,)
Iterativni postupak se dalje ponavlja do postizanja Zeljene ta¢nosti.

S

(4.108)

4.2.4.2. Primena RDA na modeliranje relaksacije napona (zamora)

Detaljna analiza ponaSanja materijala i konstrukcija izlozenih optereéenju ciji se
vremenski tok moze opisati harmonijskom funkcijom data je u radovima D. D.
MilaSinovica [40], [44], [45] i [42]. Na ovom mestu ¢e samo ukratko biti prikazani
rezultati analize vezani za dobijanje relaksacije hapona, koja se istovremeno odvija sa
puzanjem, koiji ¢e biti koriS¢eni za konstruisanje radnih dijagrama &elika i betona.

U poglavliju 4.2.3. su objaSnjeni neki osnovni pojmovi vezani za harmonijsku
varijaciju optereéenja (napona). Amplituda harmonijske deformacije i fazni ugao za kaoji
deformacija kasni u odnosu na napon se, za slu¢aj napona datih sa (4.48), dobijaju u
obliku (4.61).

Posmatracemo, za pocetak, slu€aj viskoelasti¢nih deformacija, kada napon ne
dostize granicu teenja. Dinamicki viskoelasti¢ni modul veé¢ je opisan sa (4.92), koji,

ako se usvoji e (V%) @0, moZe da se napiSe u obliku (4.93). UnoSenjem ovih vrednosti
u (4.61) dobijamo amplitudu harmonijske viskoelasti¢ne deformacije i fazni ugao:
. \2
sy |(1+i) +d
e, = TR
Eq(t) V 1+d
I
1+d?+j
gde d predstavlja odnos kruzne frekvencije opterec¢enja i kruzne frekvencije slobodnih
nepriguSenih vibracija (4.103).
RDA dinamicki koeficijent predstavlja odnos izmedu amplitude harmonijske
deformacije (4.109) i deformacije usled konstantnog napona (4.57):
. \2
e, s, [(Lri)f+d 1
eft) s, \ 1+d* 1+]
Pri statiCkom opterecivanju (d ® 0) ili u sluaju elastitnog ponaSanja materijala
(j ® 0)imamo specijalan slucaj:

(4.109)

tana =

h =

(4.110)

=Sa (4.111)

Prema [40], granica relaksacije napona (zamora) materijala izloZenog
harmonijskom optereéenju sa konstantnom amplitudom moze da se napiSe kao:

S, =Sy *S (1+j )2+d 1 (4.112)
e 20 A 1+d2 l+J . .
Uvrstimo li (4.50) i (4.51) u gornju jednadinu, dobijamo:

é )2 u
Y 1+ +d p

se(r)zlsmax Cl+r+(1- r)1/( i) ST} (4.113)
2 e 1+d?  1+j U
a

e

Grani¢ne vrednosti relaksacije napona, za razliCite vrednosti koeficijenta
asimetrije ciklusar, pri d ® ¥, iznose:

ims, (1) =S o J@se(o)%?ig

lim o] : lims,(-1)=——s

lim oy (4.114)

max’
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Oblici krive opterecéenja, za razliCite vrednosti r, prikazani su na slici 4.15.

a of

O=<r=1

g e = ———

Oma=Cmin=00, GA=0

d of €q

Smn=0
Slika 4.15. Razlic¢iti dijagrami harmonijski promenljivih napona u zavisnosti od koeficijenta
asimetrije ciklusa r [42]

Uvedéemo novu RDA konstantu - strukturalni koeficijent tecenja j *, koji
odgovara koeficijentu tecenja j (tp) u trenutku dostizanja granice proporcionalnosti
s (t)=s,.
armature kruznog popre¢nog preseka povrSine A (sl. 4.16). Kako napon

proporcionalnosti predstavlja granicu do koje vazi Euler-ova (elasti¢na) teorija izvijanja,
to duzinu Sipke biramo tako da njena vitkost odgovara upravo granicnoj vitkosti | :

U svrhu njegovog odredivanja posmatracemo tanku dugu Sipku celiéne

2 2
s,=s, = EHp'z =EP (4.115)
a6 |
gkz q)

Eksperimentalno je dokazano da je graniCna vitkost za Celi¢ne stubove | , : 100.

Duzina Sipke ¢e biti I, =1, =1 k,, gde je k, poluprecnik inercije poprecnog preseka.

Naponu (4.115), u skladu sa gornjom definicijom strukturalnog koeficijenta
teenja, odgovaraju dinamicki viskoelasti¢ni modul, prema (4.93):

ED = =H (4.116)

i dinamicki viskoplastiéni modul, prema (4.94):

HE = ° ?. (4.117)
0
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a= (4 ~¢)/2

[

Slika 4.16. Transfer energije kroz dugu Sipku sa deonicom redukovanog precnika [40]

Tokom kratkog vremenskog intervala Dt fiktivni presek A; ¢e se pomeriti za malo
rastojanje Dl;, dok Ce se za isto vreme fiktivni presek A, pomeriti za vece rastojanje Dl,
tako da je AD,=A,D,=V fiktivna zapremina. Energija prolazi kroz fiktivhu
zapreminu bez fizickog transfera materijala od izvora bilo kojim popre¢nim presekom
Sipke u vremenu Dt. Zbog toga je:

AV, =A,v,, (4.118)
odakle dobijamo:

A=A iy =R, (4.119)

2 1V2 2 A2 1 .

Redukovana povrsina A, moze da se odredi primenom Bernoulli-jeve jednadine

odrZanja energije:

.2
(0]

S, +irvi=s, +irvizs, +or il 2, (4.120)
2 2 ehAs g

gde je s, =s, gustina staticke energije, a rvf/z gustina kineticke energije. Ako u
(4.120) stavimo v, =c, pri ¢emu je ¢ dato izrazom (4.24), nalazimo:

A, = A : (4.121)
2(s,-s,) ‘1
EH
s, predstavlja RDA relaksaciju napona (napon zamora) u simetricnom ciklusu (4.114):
s
s,=s_(-1)=—2_. 4.122
2 =Se(-1) =1 (4.122)
Izraz za redukovanu povrSinu A, mozemo napisati u obliku:
A, = A : (4.123)
2s,ej" 0
= G+ ++1
By élt) g

Kako smo za maksimalni napon izabrali napon na granici proporcionalnosti, to
¢emo se u daljim razmatranjima ograniciti na ponaSanje tela kao idealno elasti¢nog,
koje sledi Hooke-ov zakon. Kada se Sipka aksijalno optereti, osim deformacije u pravcu
naprezanja (aksijalna ili poduzna dilatacija), javlja se i deformacija upravno na osu
Stapa (poprec¢na dilatacija). Odnos popre¢ne prema poduznoj dilataciji u elasti¢noj
oblasti, za slu€aj jednoaksijalnog naprezanja, naziva se Poisson-ov koeficijent (n).
Eksperimentalno je pokazano da se duzina Stapa izloZzenog jednoaksijalnom zatezanju
povecava za veli€inu DI, uz istovremeno smanjenje Sirine za veliCinu 2a=f -f, (sl.

4.16). PoduZna dilatacija moze da se napiSe u obliku:
S

e, ==, 4.124
- "E, ( )

dok je poprec¢na dilatacija:
e =ne,. (4.125)
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Poprecna dilatacija moze da se prikaze i u funkciji promene precnika Sipke:

e = fa-fs (4.126)
fl
Na osnovu gornja tri izraza mozemo pisati:
n=l1-T2Bu (4.127)
f, s,
Iz (4.123) mozemo odrediti redukovani pre¢nik Sipke:
f,= fy , (4.128)
2s,®&j" 0
dg—¢  +t1
E, él+] g
pa se Poisson-ov koeficijent moZe napisati u obliku:

1 uE,
i

ZS . * e ,S )
47,329J — 2+1l,J P
E, &1+ g H

Na osnovu (4.129) moZemo dobiti izraz za strukturalni koeficijent te¢enja j * u
funkciji poznatih materijalnih konstanti Ey i n:

N = 21 (4.129)

D> D>

o= - : (4.130)

Analizom gornjeg izraza dolazimo do zaklju¢ka da promena poduzne dilatacije na
granici  proporcionalnosti (e, =sp/EH ) vrlo malo utiCe na promenu veliine

strukturalnog koeficijenta te€enja. S druge strane, evidentan je znac¢ajan uticaj veli¢ine
Poisson-ovog koeficijenta, koji je, za usvojenu vrednost e, =0.001, prikazan na slici

4.17. Karakteristicne vrednosti strukturalnog koeficijenta za ¢elik i beton, dobijene iz
izraza (4.130) usvajanjem odgovarajucih vrednosti Poisson-ovog koeficijenta, iznose:

.ok

- zacelk (n=1/3): j =2
- zabeton (n=0.2): j =0.667.
0.01 0.1 1
©
= 10000
(]
0
£ 1000
=
2
5 100
E )
o 10
[ 1
S ,
=]
£ ————/
> el 0.1
..J)- /
2 0.01

log Poisson-ov koeficijent

Slika 4.17. Zavisnost strukturalnog koeficijenta te€enja od Poisson-ovog koeficijenta

Doktorska disertacija Danica Goles



Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski 86

4.2.4.3. Primena RDA na modeliranje ponaSanja metalnih SipKi

Dijagram jednovremenih parova napon-dilatacija aksijalno napregnutih metalnih
Sipki moze se dobiti eksperimentalnim ispitivanjem. U vecini slu€ajeva ovaj dijagram
ima oblik slican prikazanom na sl. 4.18.

3 8
o .
G 28
Napon o R
s | @8 . .
w >a Viskoplasti¢na oblast
g D
Y
A C
Eyvi
Fl
Dilatacija

Slika 4.18. Dijagram jednovremenih parova napon-dilatacija [43]

Ovde se uoCavaju tri karakteristicne oblasti. U oblasti APE deformacija je
elastitcna, pri ¢emu je veza napon-dilatacija linearna do tacke P (granica
proporcionalnosti). Oblast EYyY.C je oblast viskoelastoplasticnog ponaSanja, dok je
viskoplasti¢ha oblast, sa pojavom redukcije poprec¢nog preseka, ograni¢ena tackama C
i D. Dijagram prikazan na slici 4.18 moze se dobiti i primenom iterativnog RDA
postupka uz koriS¢enje poznatih parametara materijala. Postupak ¢e biti prikazan u
daljem tekstu.

Napon na granici proporcionalnosti

Ako se izolovana celi¢na Sipka izlozi velikom broju ciklusa zatezanja i pritiska pod
naponom s, =s, (aksijalni zamor), posle konacnog broja ovih promena napona

primeti¢e se viskozno teCenje Celika a deformacija ¢e kasniti za naponom. Ovo je
trenutak pojave relaksacije napona (zamora).

Kada se Sipka zategne, u materijalu se akumulira elasti¢na potencijalna energija
(sl. 4.19). Rad potreban za razvlacenje ili gnjeCenje Sipke ne zavisi od tezine same
Sipke. Zbog toga gravitacija ne figuriSe u izrazu za elasti¢nu potencijalnu energiju U;.

Umesto toga, rad potreban za rastezanije ili gnje¢enje zavisi od elasti¢nosti modela:

SZ

U, =—2Al,. 4.131
=T ( )

Posmatracemo elipticku petlju reoloSko-dinamickog modela prikazanu na slici
4.19. Ovde je, prema [43]:

s t) =céd(t) =cw,e, cos(w,t- a) (4.132)

Pri jednom ciklusu promene napona, koli¢ina oslobadene viskoelasti¢ne energije
(rad utroSen pri jednom ciklusu optereéenja koji se unutradnjim trenjem pretvara u
toplotu) jednaka je povrsSini petlje:

W éJu

dve — PCWq ei gﬁﬂ

(4.133)
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Ako u (4.133) unesemo cikli¢cnu amplitudu deformacije prema izrazu (4.109), gde

¢e biti s, =s ., =s, i j =] , dinamicko vreme retardacije T =Lw i kriticno
prigusenje:
c=2kT? =c,, (4.134)

koli¢inu oslobadene viskoelastiCne energije dobijamo u obliku:

«\2
1 (1-r)* ,(1+i7) +d®
Wd,ve(f)=pk—E2( 2) SS( 1+)d2 d. (4.135)
H

Slika 4.19. Elasti¢na potencijalna energija i disipacija histerezisne petlje kroz dijagram
napon-dilatacija [43]

PovrSina kroz koju se energija prenosi je povrSina popre¢nog preseka A, pa je
disipacija energije data sa:

Uy =AW, . (4.136)

U specijalnom sluéaju, kada j ~ ® 0, materijal se pona3a elasti¢no, a koli¢ina
oslobadene elastiéne energije, na osnovu (4.135), je:

2
W, (1) =pki2(1 ) sid. (4.137)
’ E, 2

Posledica prvog zakona termodinamike je da, kada se toplota pretvara u drugi
oblik energije, ili kada se drugi oblici energije pretvaraju u toplotu, nema gubitaka
energije, pa imamo:

Uu,-U =Q-w, (4.138)
gde je U;-U, promena unutrasSnje energije, Q je toplotna energija, a W potencijalna
energija spoljasnjih sila. Proces u kojem se toplota ne dodaje niti oduzima od
supstance naziva se adijabatski proces. U tom slu€aju je Q=0 i U,=U;-W. Ako dobro
izolovan idealno elasti¢ni sistem izlozimo cikli€¢hom optereéenju, tako da nema ulaska
niti izlaska toplote tokom procesa, rad spoljadnjih sila se izjednaCava sa promenom
unutrasSnje energije.

Moze se dokazati da ukupna potencijalna energija sistema P=U,=U;-W opada sa
porastom temperature sistema. Kada se sva elasti¢na potencijalna energija konvertuje
kroz disipaciju histerezisne petlje, postaje:

U, =U,, (4.139)

a relativna frekvencija d, za teoretsku procenu veka trajanja usled zamora je:
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(1+j *)2 +d2 (r) op? LE
3 (r)=u, Ho =006 (4.140)
1+dg (r) Apk(1-r)"s? pk(1-r)
Broj ciklusa koji odgovara Zivotnom veku usled zamora je:
d, (r
N, (r) -8 () ), (4.141)
dl
gde je d, = 2pTKD/tp relativna frekvencija prvog ciklusa, a t, vreme za koje se dostize
napon s, .
2 izolator &
[ ©
= =
'ﬁ uévrdcenaivica ATPC) uévrdcenaivica 'ﬁ
4 . g
c izolator c

Slika 4.20. Sematski prikaz Sipke pri ispitivanju zamora

Ako se izolovana Sipka sa ucévrSéenim krajevima izlozi ciklic(nom adijabatskom
procesu, dolazi do znacajnog porasta njene temperature (sl. 4.20), pa je rad na
termi¢kom Sirenju jednak:

2
E, (a;DT)

W; = TAIO, (4.142)
gde je a; koeficijent linearnog termic¢kog Sirenja a DT [°C] razlika izmedu krajnje
temperature i pocetne temperature uzorka. Kao Sto je ranije reCeno, elasticha
potencijalna energija se u potpunosti pretvara u rad na termi¢kom Sirenju:

Uy, =W, . (4.143)

Razliku temperature Sipke na kraju i na pocetku procesa mozemo izraziti u obliku

[43]:
%\2
1+j ") +d? s
DT, =\ | )2 d—=. (4.144)
a; \d,(r) 1+d E,
U idealno elastiénom stanju (j * ® 0) imamo:
s
DT -1 d L, (4.145)
a;\d, (r) Eq
gde je d =d;N (N je broj ciklusa). Kada se dostigne zamor, d =d, (r) pa je:
s
DT, =15 (4.146)
a; E,

Koli¢ina fiktivne toplote koja bi se u izotermalnom procesu morala dodati metalnoj
Sipki za simuliranje uoCene promene temperature iznosi:
Q =mcDT; =r Al,cDT;, (4.147)

gde je c specificna toplota metala. Prema Hooke-ovom zakonu, unutar granica idealne
elasti¢nosti dilatacija je direktno proporcionalna naponu. Zbog toga mozemo formulisati
prvi zakon termodinamike u sledecem obliku: Kada se sva elasti¢tna potencijalna
energija u adijabatskom procesu, kroz disipaciju preko histerezisne petlje, utroSi na
promenu temperature ili kada se fiktivna toplota doda metalnoj Sipki radi simuliranja
uoCene promene temperature, nema gubitaka energije. Odatle:
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2 2
Ea:DTe A\ =rAlcDT. b DT, = Ezrc2 .
HaT

UnoSenjem (4.148) u (4.146) dolazimo do izraza za napon ha granici
proporcionalnosti:
_2rc
P a, '
obostrano ukleStene metalne Sipke izloZzene procesu aksijalnog zamora. Ovaj napon je
dobijen koris¢enjem samo fizi€kih karakteristika metala (specificna toplota, koeficijent
linearnog termickog Sirenja i gustina), te ne zavisi od dimenzija uzorka.

Dilatacija na granici proporcionalnosti je e, =sp/EH :

W, =Q = (4.148)

(4.149)

Prototip. D. D. MilaSinovi¢ je sproveo eksperimentalno ispitivanje celicne Sipke na
aksijalni zamor, koje je opisano u radu [40]. Kako se opisani model u ovom radu koristi
kao prototip, to ¢e neki od podataka iz ispitivanja biti i ovde prikazani.

Sproveden je eksperiment aksijalnog zamora na celiénoj Sipki sledeéih
geometrijskih karakteristika: pre¢nik f =1.9cm, |, =50 cm. Konstante materijala su

usvojene iz literature: E, =2.1" 10°MPa, Poisson-ov koeficijent n =1/3, gustina
r=7860kg/m3, specificna toplota c=0.113kcal/(kg°C), koeficijent linearnog

termi¢kog Sirenja a; =1.25° 10°1/°C. Sipka je termicki izolovana i izloZena ciklignom
sinusoidalnom opterecenju simetricnog ciklusa: s, =0, s, =s, =141 MPa, frekvencije

f=20 Hz.

Na osnovu merenih vrednosti temperature uzorka u odredenim vremenskim
intervalima - nakon odredenog broja ciklusa, u radu [43] je pokazano da je elasti¢ha
potencijalna energija jednaka radu na termickom Sirenju, odnosno da tokom
eksperimenta nije doSlo do gubitaka energije. Zbog toga se prema (4.149) dobija
napon na granici proporcionalnosti:

[ =2re  2X7860X0.13 _y 45 108 800 Pa =142 MPa
a, 125 10

Ovom naponu odgovara dilatacija:

Napon na granici elastiénosti

U svrhu uspostavljanja veze izmedu ponaSanja prototipa opisanog u gornjem
tekstu i realnih uzoraka, bilo je neophodno da se sprovede dimenzionalna analiza i
definiSu neki vazni brojevi koris¢enjem RDA. Ovo je uradeno u radu [43], a ha ovom
mestu ¢e biti ukratko opisano.

U izrazu (4.36)

[l
m = KN

g
| je Trouton-ova viskoznost, koja predstavlja ekstenzionu viskoznost, pa se za
Newton-ovu idealnu teénost moze uspostaviti veza izmedu ekstenzione | i smicuce
viskoznosti h :
| =3h. (4.150)

Gornja jednakost je poznata kao Trouton-ova formula. Proizvod mase tela i
brzine kretanja se naziva impuls: mxv . Viskoznost je transfer impulsa. Odatle:
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mv
v 4.151
: (4.151)

gde je A povrSina kroz koju se vrSi transfer.
Ako kvadrat gornjeg izraza podelimo sa proizvodom RDA Kkoeficijenata
viskoznosti dobijamo:

.2
Vg ag Alv 6
EAg _& A 5 TV

= , (4.152)
I KI N I KI N I KI N
Kvadratni koren ovog izraza
I
NRPA = MoV ’ (4.153)
I KI N
moZe se nazvati Reynolds-ovim brojem, koji je u mehanici fluida poznat kao
N, = Vo (4.154)

Newton-ov drugi zakon kretanja moZe da se izrazi na razli¢ite nacine. Ako
koristimo RDA vezu (4.36), imamo:

m:ﬂ:ﬂ b ma:Fzﬂ_ (4.155)
g ra r
Napon je:
212,,2 2,2
s:i:IKIN:rIOV _rlyv . (4.156)
A Ar Ar A
Deljenjem gornjeg izraza sa naponom dobijamo RDA Euler-ov broj:
12v2
NROA = Iy _ 4,157
E T oA ( )
Ovaj broj je poznat u mehanici fluida i obliku:
2
Ne =1V (4.158)
p

gde je p pritisak. ElastiCna sila potrebna za razvlacenje Hooke-ove opruge je data
izrazom:

F =kDl, (4.159)
gde je k aksijalna krutost:
k= EnA : (4.160)

0
Deljenjem unutrasnje sile F elasti€nom silom Fg dobijamo RDA Cauchy-jev broj:

2y,2 2 3
rigve _rve Iy

NRPA = = , (4.161)
¢ EA o En AD
I0
koji je u mehanici fluida poznat kao
2
rv
<7E, ( )
Kvadratni koren ovog broja je poznat kao Mach-ov broj
Vv
N, = : (4.163)
"B
p
Deljenjem unutrasnje sile F gravitacionom silom F=mg =r Al,g dobijamo:
2,,2 2
Tov” Vo (4.164)
rAlLg g A
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Kvadratni koren gornjeg izraza moZe da se smatra RDA Froude-ovim brojem:

I
NRPA =y |20 4.165
F A ( )
koji je u mehanici fluida poznat u obliku:
No = (4.166)
L9

Smatracemo, dalje, da ¢e kriva napon-dilatacija biti linearna do napona na granici
elasti€nosti. Stoga napon na granici elasti¢nosti pritisnute obostrano zglobno vezane
Sipke mozemo izraziti preko Euler-ove formule:

E 2
sg=—H_, (4.167)
&, 0
&, o
gde je (Io/kz)E =|. vitkost na granici elastiénosti, E. Na ovaj nacin napon na granici

elasti€nosti postaje zavisan i od dimenzija Sipke (duzine i pre¢nika), a ne vise samo od
fizikih karakteristika materijala.

Prototip. Geometrijske karakteristike prototipa su:

4 2
|, = f_p =0.6397 cm*; :f_p =2.8353 cm?; k, = \/E = f— =0.475 cm,
64 4 A 4
) 3
geli+ = 450 =105.26; k—z = 1 =0.1675315
ek, g 1.9 l, fp

Vidi se da je vitkost elementa dobro izabrana, buduéi da, kao Sto je naveo D. D.
MilaSinovi¢ u [41], Euler-ova teorija ne vazi za celiéne Sipke ovog kvaliteta (prema
prEN 10113: Fe E275. s, =275 N/mm?; s . =390 N/mm?) vitkosti manje od 104.

Napon i dilatacija na granici elasti¢nosti za prototip su:

- 52

s =22 190" 17 MPa, e =3 =187 0 000891.

105.26 E, 21710

Pretpostavljaju¢i RDA slicnost metalnih Sipki, napon i dilataciju na granici
elasti¢nosti za realne modele mozemo odrediti koris¢enjem RDA Euler-ovog broja [43].

Usvojimo li za brzinu ¢estica v =s/,/EHr , dobijamo:
neoa =TV — T S - &S (4.168)
sA sAEA EA

U tacki proporcionalnosti, P, RDA sli¢nost metalnih Sipki istog poprec¢nog preseka, A,
se moze izraziti kao:

NRDA IS S p Ig e b Ig,pr _ Ig,tm b I = epvpr (4 169)
E T A T A pr T A Op 0,tm ~— '0, - .
A EH A P A p,pr A p,tm tm pr ep'tm
U slucaju Sipki razli¢itih poprec¢nih preseka gornji izraz postaje:
A _€
o = oo, [ 2P0 (4.170)
m o Apr ep,tm

gde su indeksom pr oznacene karakteristike prototipa, a indeksom tm karakteristike
stvarnog modela. Na ovaj nacin je uspostavljena veza izmedu prototipa i realnih
modela.
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Odredivanje strukturalnog (viskoelastiénog) koeficijenta te€enja metalnih Sipki

Stavimo li Euler-ov napon na granici elastiénosti u izraz za RDA Euler-ov broj,
pretpostavljajuéi kruzni poprecni presek Sipke, preénika f , dobijamo:

NROA _ES_E_éi Ep’ -P (4.171)
AE, TP E a6 4
4 &t
RDA izraz za napon na granici elasti¢nosti je, prema (4.98):
sgPA _%, (4.172)
K, L g i

gde je, za kruzni popreéni presek, k3/I, =1/(fp). UnoSenjem (4.172) u izraz za Euler-
ov broj dobijamo:

|2 RDA 2 1 Eg " .
RDA — 0 =_0 — —H =l.a
= ChE T g (4.173)
4 f fp

Poredenjem gornja dva izraza za Euler-ov broj, dolazimo do strukturalnog
koeficijenta te¢enja:

p - . K . K - p
== p =—. 4.174
) o9 J 4l ( )
Na isti naCin se moze odrediti strukturalni koeficijent te¢enja modela kvadratnog
popre¢nog preseka, koji iznosi:
2

. x p
= _ 4.175
j 12g ( )

Prema [43], u skladu sa definicijom strukturalnog koeficijenta te€enja, mozemo
odrediti viskoelasti¢nu deformaciju prema:

€. =] €. (4.176)

Viskoelastoplastiéno podrucje

Realni deo kompleksnog modula (4.78) predstavlja meru disipacije mehanicke
energije kroz viskoelastoplasti¢no te¢enje

1+d? 1 1
+ +
. (b1,)= Ex (to) ED(tt ) HE(tt,)
U 1ed? @ 1 e 2 1 1 6
EA (t gED tt,) Hd? tt Q,gE ED (tto) H(E’(t,to)g
U specijalnom slucaju, kada d ® 0, nastupa static¢ko opterecenje, pa je RDA modul:
_ 1
(= =41 1 (4.177)
[ T
E, E( HC

Kao 5to je vec reCeno, u slu¢aju niskog nivoa opterecenja vecéina materijala se nalazi u
podrucju viskoelastiénosti (H¢® ¥ ) sa RDA modulom
1
— (4.178)
R
By Ex
gde je Ek, prema (4.93):

Er =
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E,=—1. (4.179)

Sa sraCunatom prvom vrednoS¢éu Egx mozemo odrediti odgovarajuci prvi nagib
plasti¢ne deformacije:
E

He, ) = ds __ds _ BEs (4.180)

de, de-de , Er

EH
Nakon dostizanja napona na granici teCenja sy, proces deformacije prelazi u
viskoelastoplasticnu oblast sa RDA modulom prema (4.177), koji se moZe odrediti
koris¢enjem H' prema (4.180). Ovde se bavimo proraéunom Eg i H' koji se sistematski

ponavlja.
Prva vrednost RDA modula Egk je:
-t - 1 _ & (4.181)
S TR O S T £
I T

E, Ex E, E,
Prvi odnos modula je:

(1)
jg)z%z‘i:lﬂ*, (4.182)
ER eP
gde je prva ukupna dilatacija:
el) =(1+4] ")e,. (4.183)

€, =S p/EH je dilatacija na granici proporcionalnosti. Veli€ina napona na granici teCenja
moze da se odredi koriSéenjem RDA:

E iV 14
s,=sfPA=_ _H =—g Y =g - 4.184
Y Y ILQ 1 Ej E J ( )
k, I, g {

Veza j * (n) data sa (4.130), uspostavlja novi odnos izmedu napona ha granici

te€enja i Poisson-ovog koeficijenta. Odavde se moZe zakljuciti da veli¢ina napona na
granici te¢enja zavisi od veli€ine napona na granici elasti¢nosti i od Poisson-ovog
koeficijenta. Za slu¢aj kada je n =0.5 (deformacija bez promene zapremine) naponi
S iS¢ su jednaki.

Odgovarajuci (prvi) nagib plasticne deformacije je:

En
() -
HéY = ERl S T (4.185)
(1) 1
1- E7R 1- 1 J
E, +]

Donja granica teCenja moze da se odredi iz RDA uslova te€enja, koji se zasniva
na pretpostavci plasti¢nosti:

YW=y =s, +HE%e®, (4.186)
gde je eél) prva plasti¢na dilatacija
1 1
o = el _ el (4.187)
AR |

e\(,f)) je prva viskoplasti¢na dilatacija, koja moze da se odredi iz prve ukupne dilatacije

prema:
el =el) e -e, :(1+j *)ep ] (1+j *)eE =(1+j *)(ep - eE)- (4.188)

vp Y
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Na osnovu ovoga je

YW=y =s, +!E—':(ep -e). (4.189)
j

Kod duktilnih materijala, kao Sto su metali, dilatacija na granici elasti¢nosti e. je
vec¢a od dilatacije na granici proporcionalnosti €,, zbog Cega se formira podrucje

materijalne nestabilnosti pri prelasku sa gornje na donju granicu te¢enja.

Brzina konvergencije napona Y, u ovom iterativnom postupku zavisi od fizickih
karakteristika materijala i dimenzija Sipke. Postupak odredivanja ostalih nivoa napona
za plasti¢no te¢enje 1<i<n se nastavlja sve dok veli¢ina greSke vezane za nivo napona
ne postane manja od neke unapred odredene vrednosti:

E(i)_ 1 _ 1 _ E, ’
AT A Gt
E, Ec H¢Y E CE, E,
)
J\((I)—E:_Y:l"'”a

En
he) = En o 1t By (4.190)
0 T
1- Er 1. e )
E +i

i)
R =
eél) = _Vip = ep - l +J * E
iy 1+ijj
i N (i E,& 1+ _ 0
y(') — +Hé') (i) = +—H - by
> =Sy e’ =Sy ij*gep l+ij*eEé,

Poslednji izraz u (4.190), ako unesemo s, iz (4.184) i stavimo e, =sp/EH,
e: =s¢/E, , moZemo napisati u obliku:
So(d+i ") +se (14 7)g(i)- 1
i1+ )

(4.191)

Prototip. Strukturalni koeficijent te¢enja moze da se odredi iz izraza (4.130):
& 1 & T
?Gl_ 0.0017 " ";2>0.001
. _ ; 3 o @©

= — =2.
@ 10 g 1
&, 0.001% ~ 720001
& 3 8 @
Istu vrednost dobijamo i koriSéenjem izraza (4.174):
i P _ p —9

T4y 4>60%7.86° 1073
Napon na granici te¢enja i donja granica teCenja se mogu sracunati iz prve
iteracije gore opisanog iterativnog postupka:
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E0 - En _Ey
R4+ " 37
j ¥ =14j" =3

el =(1+j ")e, =3>0.000677 = 0.002029,
E, 21 10°x7.86" 1023

Sy =Sy = 3 =280.66 MPa,
k1 105.26 X0.1675315
k1 g
e\(,f)) :(l+j ) e, - eE)=3><(ep eE),
o
M- _"w _ =
el) =—®_=e - e =0.000677- 0.000891,
1+j
) =En _En
i 2
- 5
Y, =s, +!E—':(ep - €:)=280.66 +ﬁ(o.oooa77 - 0.000891) = 258.17 MPa.
i 2

Rezultati za sledece iteracije dati su u radu [43]. Na slici 4.21 je prikazan
prose€an RDA dijagram napon-dilatacija za analizirani prototip.

350

300 —e—o o .

250 ~

200 ~
150 f
100

50 A

Napon [MPa]

0

0 0.5 1 15 2
Dilatacija [%]
Slika 4.21. Prose¢an RDA dijagram napon-dilatacija ¢eli¢ne Sipke kao prototipa

Viskoplastiéno podruéje

Slozen problem interpretacije uticaja viskoplasti¢nih deformacija na nivo napona,
sa pojavom deformacijskog ojacanja, u analizi odgovora metalne Sipke izloZene
aksijalnom zatezanju, reSavan je primenom opisanog RDA postupka u radu [43]. Nivo
napona u oblasti deformacijskog oja¢anja moZe da se odredi prema:

Y, =Sy +HE,, . (4.192)

Postupak se sastoji u sledeéem: za prvu sracunatu vrednost RDA modula E(Rl)

moze se sracunati prvi nivo napona u oblasti deformacijskog oja¢anja Yé,l)), a zatim

novi RDA modul. Postupak odredivanja narednih nivoa napona za 1<j<m se nastavlja
sve dok veli¢ina greSke vezane za nivo napona ne postane manja od neke unapred
odredene vrednosti:
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1 1 _ Ey
i+i+i i+j7+j7 1+2J
E, Ex HC E, E, E,

M =B _qyp
es(l) =j \((l)ep :(1+ 2 )ep’
e\(,f)) =(1+ p *)ep - (1+j *)eE, (4.193)
En
e o ER 1+ _E,
1_ ﬁ 1- 1 * ZJ a
E, 1+2

YO =5, +He%) =5, +%gl+2j ey - (145 7)ecl

Za j-tu iteraciju imamo:

Eg) _ 1 _ 1 _ E,
S S R R S (R )]
E. E« H6Y E, E, E,
E
i 9) :_'}'):1+(1+J)J ,
ER
o) =i Yo, =g+ (14 “fe,
el) =g+ (1+])i e, - (1+] e, (4.194)
EH
e - ER_ 1(+DiT B,
E, 1+(j+2)j
() _ )0 — E, . N .
s ez 0 b (1 )ed:
Prototip. Za prvu iteraciju imamo:
m-_B _EBu
R 1+2)" 57
i{=1+2" =5
el =(1+2) ")e, =5,
elt =(1+ 2j *)ep - (1+j *)eE =5x0.000677 - 3>0.000891= 0.000707,
Hél) = EH :_H,
2" 4

PN
YW =5, +Hé%) =280.66 + %0.000707 =317.99 MPa.

Rezultati za ostale iteracije prikazani su u radu [43]. Na slici 4.22 je prikazan
proseCan RDA dijagram napon-dilatacija za analizirani prototip, kroz sva tri podrucja
deformacije. Za odredivanje ukupnih dilatacija za fazu deformacijskog ojac¢anja vodilo
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se, pri tome, racuna i o redukciji popre€nog preseka, prema postupku koji ¢e dalje biti
objasnjen.

U pocetnoj fazi ispitivanja aksijalnim zatezanjem, popre¢ni presek Sipke, A, ostaje
gotovo konstantan. Medutim, sa ulaskom u oblast deformacijskog oja¢anja, dolazi do
njegove primetne redukcije, koja je u po€etku ujednacena po celoj duzini uzorka da bi
se, po prelasku faze deformacijskog ojacanja, lokalizovala. Nakon formiranja suzenja
popre¢nog preseka (‘'vrata') relativno izduZenje takode postaje zavisno od dimenzija
Sipke (duzine i pre¢nika), te viSe nije karakteristika samo materijala.

Ukupna dilatacija u viskoelastoplasti¢noj oblasti je, kao Sto je ve¢ receno, data
sa:

el) =j Ve, . (4.195)

Ako poznajemo poslednju sraCunatu vrednost e&”), u moguénosti smo da

sraGunamo promenu veli¢ine izduzenja Sipke usled zatezanja za oblast deformacijskog
ojac¢anja kao:

) el + A ell, (4.196)

Ared
Ared j€ redukovana povrSina popreénog preseka na najuzem delu 'vrata'. Kao Sto je
vec ranije pokazano (4.120) ova povrSina moze da se odredi primenom Bernoulli-jeve
jednacine odrzZanja energije, uzimajuc¢i u obzir minimalnu brzinu deformacije tecenja

sp/lk:

2
* * * e 0

sl+1rAI 21=sz+irAI0 21=sz+£rA 9i+ 7, (4.197)
2 I0 2 I0 2 € \red B

gde je s, =s, primenjen napon na granici proporcionalnost, é, = 51 1 je pocetna

JE4T o
brzina deformacije, A* =1 je jedini¢na povrsina popre¢nog preseka a s, =sp/(1+j )
je RDA granica zamora u simetrichom ciklusu. Odavde dobijamo:

2
A _ B 1 L, (4.198)
Ared Sp] 1+J

Prototip. Napon na granici proporcionalnosti je ranije odreden i iznosi s, =142 MPa, a

poslednja sradunata vrednost viskoelastoplasticne dilatacije je el® =0.018258 pa
dobijamo:

A _\/2>Q.1' 10°>0.57 1
Aoy 1422 1+2

+1=11.15

re

el =eli?) + A el) =13 111 15 ().

red

Sada mozemo odrediti sledeée:
elY =(1+2>j *)ep =5x,,

e:) =0.018258 +11.15 x5 x0.000677 = 0.056001.

Rezultati ostalih iteracija prikazani su na slici 4.22.
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Slika 4.22. Prose¢an RDA dijagram napon-dilatacija €eli¢ne Sipke kao prototipa

4.2.4.4. Primena RDA na modeliranje ponaSanja betona

Posmatracemo betonski element izlozen aksijalnom opterecenju koje izaziva
vremenski promenljiv napon s(t). Za opisivanje reoloskih osobina betona koristicemo
sloZeni reoloSki model D. D. MilaSinovi¢a. Veza napona i dilatacija ovoga modela, za
slu¢aj harmonijske varijacije napona, opisana je diferencijalnom jednacinom (4.52), Cije
je opste reSenje dato sa (4.53). Kako bi se ovo reSenje moglo primeniti na beton,
neophodno je uspostaviti vezu izmedu nepoznatih parametara reoloSkog modela i
poznatih fizikih veli€ina za konkretan model.

Ako funkciju napona izrazimo u obliku (4.48):

s (t)=s, +sasin(w,t),
odgovor betonskog elementa mozemo analizirati posebno za slu€aj konstantnog
napona s (t) =s, = const. i sluaj ciklicne varijacije napona s (t) =s , sin(w,t).

Sluéaj konstantnog optereéenja

Ukupna dilatacija reoloSkog modela D. D. MilaSinovi¢a, izloZzenog konstantnom
opterecenju s, od vremena t, do t, opisana je izrazom (4.18), koji predstavlja opSte
reSenje diferencijalne jednacine (4.52). KoriSéenjem RDA veza (4.31) i (4.32), ovo
reSenje se moze napisati u obliku:

tty G Lt
ec(t,to)zEso P S g e'Wf+Mae”‘°)% (4.199)
H(tO) Ex (t’to)g P H(I(t,to)g @
odnosno:
e (tt) =sle (tty), (4.200)

gde je Ic (t,ty) kompliansa (funkcija te¢enja), koja predstavlja dilataciju u vremenu t
izazvanu jedini¢nim konstantnim naponom nanetim u trenutku t,. Koriséenjem (4.88),
mozemo pisati:
: e .tbg
() =2 (L) | So-sy ¢ o7l = (4.201)
E, (to) SOH(I(t,to)g :
Uvedemo li viskoplasti¢ni koeficijent teCenja:
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€vp (t’to) — So-Sy a;__ e_T*(to)S
ey (to) SOH(I(t,tO)g ;

funkcija te€enja pri konstanthom naponu postaje:
(R - N
e (tto) == &+i (tto)+ " (tt,)H: (4.203)
B (t)

U gornjim izrazima figuriSu tri nepoznate veli¢ine koje je potrebno definisati za
konkretan materijal - j (t,t,), H{tt)) i T (t,). Koeficijent te¢enja moze da se usvoji
prema nekom od vazeéih standarda, npr. Evrokodu 2 [20].

Veza izmedu viskoplasticnog H'(t,ty) i viskoelastichog modula Eg(t,ty) je
uspostavljena jednac¢inom (4.36):

kg
HY(tt)) =———.
°TE ()
S druge strane, viskoelasticni modul zavisi od vremena retardacije Tk(to) i
koeficijenta te¢enja prema (4.88):
Ei(t)® 7=y
E (tt) =#Gl— e o)+, (4.204)
i () 5
Vreme retardacije u viskoplasti€noj oblasti mozZe da se izrazi u obliku (4.34):
* 1
T(t))=———, 4.205
(to) T (4.205)
gde je w opisano izrazom (4.42), u funkciji krutosti k i mase m elementa.
Ovim su preostale nepoznate veli¢ine u jednacini (4.200) izrazene preko
vremena retardacije, pa se njihovo odredivanje svodi na odredivanje samo jednog
nepoznatog parametra: Tg(to).

(4.202)

i (tt)=

Usvojicemo koeficijent te¢enja prema Evrokodu 2 [20]:

i (tte)=iobe (tto), (4.206)
gde je

j o - nominalna vrednost koeficijenta tecenja:

Jo=]rub (fcm)b (to) ) (4.207)

j ry - koeficijent kojim se uzima u obzir uticaj relativne vlaznosti na nominalnu
vrednost koeficijenta tecenja:
RH

— 100
=1+ ——== zaf__£35 MPa

J RH 01 3/_h0 cm
1- RH
+ 100

0.1¢/h,
u

RH - relativna vlaznost sredine u %,
b (fcm) - koeficijent kojim se uzima u obzir uticaj ¢vrstoée betona na nominalnu

vrednost koeficijenta tecenja:
_16.8

b (f,,) = ,

\/me
fem - srednja vrednost ¢vrstoce betona pri pritisku u starosti od 28 dana,
b(to) - koeficijent kojim se uzima u obzir uticaj starosti betona u trenutku

opterec¢enja na vrednost nominalnog koeficijenta te¢enja:

(4.208)

)

_ a
Jru = a, 08, za f, >35 MPa,

a

D: D> D> D

(4.209)
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1

b(t,)=— (4.210)
(to) (0.1+83%)
ho - nominalna veli¢ina elementa u mm:
hy = 2A, , (4.211)
u

A. - povrSina popre¢nog preseka elementa,
u - obim elementa u kontaktu sa atmosferom,

b, (t,to) - koeficijent kojim se definiSe dijagram te€enja u zavisnosti od vremena

posle opterec¢enja:

P .0.3
b, (tt,) =60 4 (4.212)
(t - ) g

t - starost betona u posmatranom trenutku vremena u danima,

to - Starost betona u trenutku optereéenja u danima,

(t-to) - stvarno trajanje optereéenja u danima,

b,, - koeficijent koji zavisi od relativne vlaznosti (RH u %) i nominalne veli¢ine
elementa (ho u mm):

b, =1.5€1+(0.012 RH)" Uh, + 250 £ 1500 za f,, £35,
€ u (4.213)
b, =1.5€+(0.012>RH)"* Uh, +250a, £1500a, zaf,, >35,
e u
ay3 - koeficijenti kojima se uzima u obzir uticaj évrstoce betona:
~ 0.7 , .0.2 , .0.5
e3s5u e3s5u e3s5u
= éf—g a, = éf—g a, = éf—g . (4.214)
e'cm U e'cm U €'em U

Vreme retardacije Tk(to) moZzemo odrediti ako usvojimo sledec¢i odnos [46]:

. tty
J (t’to) =1-e TK(to)’ (4.215)
i (tto)
te ispiSemo izraz za koeficijent te¢enja u vremenu t =T, (t,) +1t,:
i (T (to) +torto) =i (b 1) (1- €71) =0.63212 (ty.t,). (4.216)
Koris¢enjem izraza (4.206) mozemo pisati:
P .0.3
: : e Tt u
J (TK (to) +to’to) =] obe (TK (to) +to’to) Slob——— 7 < to) a
gbu + T (to) g
, (4.217)
. . . € t,-t u
ty,t. ) =j b (t,,t.) = é#f
J (¥ o) Jo c(¥ o) JoébH"'(tae'to)a
Uvrstimo li gornje izraze u (4.216), vreme retardacije postaje:
T (1) = 0.21677(ty - to)by, (4.218)

" b, +0.78323(t, - t,)

Slué€aj cikliénog optereéenja

Slucaj cikliénog optereéenja razmatran je u odeljku 4.2.3. Ako se u izraze za RDA
modul (4.74) i RDA kompliansu (4.75) unese dinami¢ko vreme retardacije (4.76):

m 1
TD:\/::_’
K k w

RDA modul postaje (4.78):
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1+d® 1 . 1
E, (1) ED(tt) HE (1)
Ex (L) = 5
1+d +ae 1 O 2 1 + 1 o
2 (to) gEE(t,to) ng ED (tty) HE(tt,)5
a dinamicka kompliansa:

Ik (tty) = 1 =21, 1 91
R TR () SER(tt,) HE (tt)i1+d?
gde je (4.93), (4.94), (4.79):

EE (t,to) - -EH (to) ,

(4.219)

_ kg _ kg
H(P t,t - tst )
( 0) EE(t’tO) EH(tO)J( O)
W _ b
d m w, Ty

Ukupna dilatacija aksijalno pritisnutog betonskog stuba pod harmonijski
promenljivim naponom opisanim funkcijom (4.48), moze da se napiSe kao zbir dilatacija
usled konstantne i usled ciklicne komponente napona:

e(tty) =sole (tty) +s als (Lty)sin(w, t). (4.220)

4.3. Radni dijagram é&elika (RDC)

Za potrebe proracuna poprecnih preseka armiranobetonske poliedarske ljuske
(njihovo dimenzionisanje i odredivanje graniéne nosivosti), koji ¢e biti sproveden na
konkretnom primeru u narednom poglavlju, neophodno je definisati ratunske veze
napon - dilatacija (radne dijagrame) za armaturni Celik i beton. Budu¢i da ¢e ovaj
proracun biti uraden na bazi dva standarda - PBAB'87 i Evrokod 2 (EC 2), te da ¢e
ovako dobijeni rezultati biti poredeni sa rezultatima iz analize preseka koriS¢enjem
radnih dijagrama prema RDA, to ¢e na ovom mestu biti prikazani oblici raCunskih
dijagrama materijala prema oba standarda, te izvedeni radni dijagrami na osnovu
primene RDA.

Y
B(mea) d.
BlA

e amo R

M

~-ENBEBEHE
b §

=

0 2 & 6 8 02K 1618 202 222%728 bl
Slika 4.23. Radni dijagrami betonskih Celika: a) - Radni dijagrami svih betonskih Celika koji se
primenjuju prema PBAB'87; b) - Celik sa izraZenom granicom razvlaenja; c) - Celik sa

konvencionalno utvrdenom granicom razvladenja [24]
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S obzirom na razlike u oznagavanju osnovnih veli€ina, u tabeli 4.2 su uporedo
prikazane oznake bitnih veli¢ina po EC 2, PBAB'87 i RDA.

Tabela 4.2. Uporedni prikaz oznaka veliina prema EC 2, PBAB'87 i RDA

Znagenje Oznaka prema:
EC 2 PBA'87 RDA
povrSina popre¢nog preseka betona Ac Ay Ac
povrSina poprec¢nog preseka armature As A, As
sekantni modul elasti¢nosti betona Ecm E, Enc
proracdunska (pocetna) vrednost modula
elasti¢nosti za armaturu Es Ea Ers
ukupna visina popre¢nog preseka h d -
statiCka visina popre¢nog preseka d h -
racunska ¢vrstoca betona pri pritisku feq fg fed
karakteristiCna ¢vrstoca betona pri pritisku fex fox fox
srednja vrednost ¢vrstoce betona pri pritisku fem fon fem
karakteristicna Yreo_lnost granice razvlaCenja fome S i
(teGenja) armature ' 0.2
¢vrstoca pri zatezanju armature fi fa fi
granica razvlacenja (tecenja) armature fy Sy Sy
racunska granica razvla¢enja armature fya Sy -
polupre¢nik inercije i i k,
debljina elementa t d t
parcijalni koeficijent za beton (g - -
parcijalni koeficijent za stalna dejstva % Oug -
parcijalni koeficijent za promenljiva dejstva (o) Qip -
parcijalni koeficijent za Celik za armaturu O - -
dilatacija betona e & &
dilatacija beton%rri)trilsﬂgjvecem naponu e 2 %, eROA | gRDA
grani¢na dilatacija betona pri pritisku - & equiA’ ecRuE;A
dilatacija armature e e e
Poisson-ov koeficijent n n n
koeficijent armiranja r m -

4.3.1. RDC prema PBAB'87

U Pravilniku za beton i armirani beton (PBAB'87) je usvojena proracdunska
zavisnost izmedu napona i dilatacija Celika za armiranje u obliku bilinearnog dijagrama
(sl. 4.24). Izrazi za napon, koji vaze kako za aksijalni pritisak tako i za zatezanje, su

dati sa:
s. =E_»x

a a a

s
za |ea|£E—",

a

(4.221)
_=s, za SE—V£|ea|£lO%o

a
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Karakteristi€éne vrednosti granice razvlacenja i modula elasti€nosti, u zavisnosti
od vrste ¢elika, prikazane su u tabeli 4.3.

Tabela 4.3. Granice razvlaenja Celika koji se koristi prema PBAB'87
GA 220/340 | GA 240/360 | RA 400/500 | MA 500/560 | BiA 680/800

sy [MPa] 220 240 400 500 680
E. [GPa] 200 - 210 190 - 200
s. [MPa]
BiA 680/800
680
MA 500/560
500
RA 400/500
400
240 GA 240/360
220 . GA 220/340
s olel :
Al || o S [ 00]

max €,=10 %o

Slika 4.24. Racunski (idealizovani) dijagrami s ,-e, za betonske &elike prema PBAB'87

4.3.2. RDC prema EN 1992-1-1: 2004 Evrokod 2

Evrokod 2 vaZzi za rebrastu armaturu i armaturu koja se moze zavarivati, a pravila
za proracun i konstrukcijsku dispoziciju detalja, sadrzana u ovom standardu, vaze za
propisani opseg granice razvlacenja Celika =400 do 600MPa. Ipak, za potrebe
poredenja rezultata proracuna prema PBAB'87 i EC 2, podrucje primene ovog drugog
se Cesto proSiruje i na Celike koji su predvideni za upotrebu samo prema PBAB'87.

EC 2 nudi dva mogu¢a oblika proracunskih dijagrama napon-dilatacija za
armaturni Celik (sl.4.25):
a) Dijagram sa gornjom granom u nagibu, sa ograni¢enjem dilatacije na vrednost

€us | maksimalnim naponom kf,, /g, pri grani¢noj dilataciji e, gde je k = (ft/fy )k (indeks
k oznaCava karakteristicne vrednosti). Vrednost raCunske dilatacije ey se daje
Nacionalnim aneksima, a preporucena vrednost je e, =0.9¢, . Napon se moze izraziti
u obliku:

f
s,=E,xe, za |es|£EL:,
fqlk-1 f 4.222
sszfyd+M za X £le| £e,, ( )
e - fyd Es
°* E

S
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f
gde je f, =% Vrednosti parcijalnog koeficijenta g5, u zavisnosti od proracunske
S

situacije, su date u tabeli 2.1N Evrokoda 2 [20]. Za stalne i prolazne proracdunske
kombinacije je g5 =1.15.
b) Dijagram sa horizontalnom gornjom granom, bez ogranicenja dilatacije:

f
s.,=E.x, za |es|£ELd,

s (4.223)
— fyd
s¢=fq za E—£|es|.
SS
S R e ——
---"7" :
fyk """""" 7~ B e ==— i kfyk/gS
fyd_fyk/gs ________ f i i
f JE. €l Ck &

Slika 4.25. Idealizovani (A) i racunski (B) dijagrami ss-e5 za betonski €elik prema EC 2
(za zatezanje i za pritisak)

Minimalne vrednosti koeficijenta k=(ft/fy)k i karakteristicne dilatacije pri

maksimalnoj sili g, date su u Aneksu C Evrokoda 2 [20], u zavisnosti od vrste i klase
armature. Ove veliCine su propisane radi obezbedenja adekvatne duktilnosti
primenjene armature.

Za proracunsku vrednost modula elastiCnosti ovaj standard preporucuje
Es=200GPa.

4.3.3. RDC primenom RDA

U delu 4.2.4.3. je prikazan postupak dobijanja radnog dijagrama ¢elika primenom
RDA. Preduslov za direktnu primenu ovog postupka na realne ¢elike jeste poznavanje
nekoliko fizickih veli€ina za dati materijal: specificne toplote c, koeficijenta linearnog
termickog Sirenja a;, gustine r , Poisson-ovog koeficijenta n i modula elasti¢nosti E,

koje se odreduju eksperimentalnim putem.

U odgovarajuc¢im pravilnicima i standardima se preporu€uju proracunske
vrednosti samo za neke od veli€ina potrebnih za primenu RDA. Njihov paralelni prikaz
prema PBAB'87 i EC 2 je dat u tabeli 4.4.
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Tabela 4.4. Karakteristike betonskih Celika, potrebne za primenu RDA,
rema PBAB'87 i EC 2

Standard Ey [GPa] r g<g/ m*{
PBAB'87 190-210 -
EC 2 200 7850

Veli¢ine koje ovim nisu obuhvaéene (specificna toplota c i koeficijent linearnog
termickog Sirenja a;), se moraju usvojiti na neki drugi nacin. Prema podacima u

dostupnoj literaturi [73], koeficijent linearnog termic¢kog Sirenja a; za Celik se krece u
granicama a, =(10- 13)" 10°° 1/°C. Specifiéna toplota &elika se, najéesce, kreée u
granicama ¢ =(0.1- 0.12) kcal/(kgoc) [74], mada ima izvora prema kojima ona
dostize vrednosti do ¢ =0.15 kcal/(kgOC) [75].

Prema RDA, napon na granici proporcionalnosti je linearna funkcija od c i a;

(4.149). Dijagram zavisnosti ovog napona od specificne toplote, za razli¢ite vrednosti
koeficijenta a, prikazan je na slici 4.26.

250
200
‘T 150
ol
=3
o — a,=1.0x1077°C ||
s 100
—— a,=1.1x10Y°C
50 a,=1.2x10%°C
a,=1.3x107°C
O T T T T T

0.095 0.105 0.115 0.125 0.135 0.145 0.155
c [kcal/(kg°C)]

Slika 4.26. Zavisnost napona na granici proporcionalnosti s, od specificne toplote ¢

Za uobiCajene vrednosti specificne toplote ¢ =(0.1- 0.12) kcal/(kgOC), napon
s, se krece u granicama od 120.92MPa do 176.06MPa, zavisno od usvojene veliCine
koeficijenta a;. Ako se za specificnu toplotu usvoji maksimalna vrednost
c=0.15 kcal/(kgOC), najve¢i napon s, dostize veli¢inu od 235.80MPa, gotovo
dvostruko veéu od najmanje vrednosti. lIzaberemo I|i neku srednju vrednost
c=0.115 kcal/(kgOC) i a,=12"10° 1/°C, dobicemo napon na granici
proporcionalnosti s , =150.65 MPa.

Iz gornje analize je jasno da se, bez tacnih podataka o veli€ini specificne toplote i
koeficijenta linearnog termic¢kog Sirenja, napon na granici proporcionalnosti po RDA ne
moze odrediti sa zadovoljavaju¢om tacnoSéu. Kako se, primenom RDA, dilatacije pri
viS§im nivoima napona odreduju u funkciji dilatacija na granici proporcionalnosti, to se ni
ove veli€¢ine ne mogu pouzdano odrediti primenom gore opisanog pristupka.
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Zbog svega navedenog, RDA postupak za dobijanje RDC, opisan u delu 4.2.4.3,
se preporucuje samo u slucajevima kada postoje pouzdani podaci o veli€ini specificne
toplote i koeficijenta linearnog termi¢kog Sirenja za primenjenu vrstu Gelika (dobijeni
eksperimentalnim ispitivanjem).

U okviru ovog istrazivanja RDA postupak je prilagoden tako da ga je moguce
primeniti i za dobijanje RDC u slugajevima kada se raspolaZze samo podacima o
nazivnoj granici razvlacenja Celika (sadrzanoj u njegovoj oznaci - videti tabelu 4.3) i
nazivnoj granici kidanja, to je uobic¢ajena situacija u projektantskoj praksi. Postupak se
sprovodi kroz nekoliko koraka:

1. Usvajanje modula elasti¢énosti Celika prema odgovaraju¢éem standardu. Za
raunsku granicu teCenja izabranog cCelika usvaja se njegova nazivna granica
razvlacenja. Tako se, npr., za GA 240/360 usvaja s, =240 MPa, dok je za B500B

racunska granica te€enja s, =500 MPa.

2. Poisson-ov koeficijent za celik, prema literaturi, iznosi n =1/3. Strukturalni
koeficijent teCenja se proracunava prema izrazu (4.130):

Veli¢ina odnosa sp/EH neznatno utie na veliéinu j *, pa se moZe usvoijiti vrednost
s,/Ex =€, =0.001. Na ovaj natin se, nezavisno od vrste Celika, dobija strukturalni

koeficijent teéenja j ~ =2.

3. Napon na granici elasti¢nosti se odreduje na osnovu izraza (4.184):
j *

Sg =S = 4.224
E Y 1+] ( )
Odgovarajuc¢a dilatacija je:
S
e =—E 4.225
E EH ( )

4. Napon na granici elasti¢nosti se moze izraziti i u funkciji vitkosti (Euler-ov
kriticni napon) (4.167), odakle sraunavamo vitkost fiktivhog uzorka:

2
= By (4.226)
S
E

5. lzmedu prototipa, koji je ranije prikazan, i posmatranog fiktivnog uzorka
postoji veza (4.170). Za uzorke kruznog poprecnog preseka ova veza se moZe napisati
i u obliku:

lom = lopr B (4.227)

Kako je
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Sl b (4.228)
k, f f
4
to izraz (4.227) moZzemo napisati u obliku:
| €t = or€hpr (4.229)
odakle je:
I 2
oim =Gy 2 = O (4.230)
tm .
s, =E.e,.

6. Odredivanje jednovremenih parova napon-dilatacija za viskoelastoplasti¢nu i
viskoplastiChu oblast se svodi na primenu iterativnih postupaka opisanih u odeljku
4.2.4.3. Dilatacija na granici te€enja se odreduje kao dilatacija prve iteracije iterativnog
postupka za viskoelastoplasti¢nu oblast, (4.183):

el =(1+] *)e,

Ovoj dilataciji odgovaraju dve vrednosti napona - gornja (s ) i donja (Y,) granica
te¢enja. Donja granica te¢enja je, prema izrazu (4.189)

YW=y =s, +jE—'j(ep - &)

Za praktiénu primenu RDC-a je pogodno da se ovaj korak izostavi, pa se iterativni
postupak u viskoelastoplasti¢noj oblasti mozZe nastaviti sa i=2, prema (4.190):

Eg)— L = 1 __Ey ’
T e G R
E, Ec H¢Y E CE, E,
19)=%=e—@=1+u :
R p
eS(') :(l+ij )ep,
R EH
" E(R')_ 1+ _Ey
1_59 1- 1 i
E, 1+

E & 14 ) o 9
i EP 1+

Postupak se nastavlja sve dok veliCina greSke vezane za nivo napona ne postane
manja od neke unapred odredene vrednosti. Po zavrSetku iterativnog postupka u
viskoelastoplasti¢noj oblasti sledi iterativni postupak odredivanja parova napon-

dilatacija u viskoplasti¢noj oblasti, prema (4.194):

1+1+ébl+l+ulﬂ“m
E, E< H E, E, E,
() _E .
Jg):E_'}a:1+(1+J)J,
R
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ell =j Yi)ep =gl+(1+]))] "He,,
eé"p) = gl+(l+j)j *Hep - (1+j *)eE,

En
L) o BN 1+(i+0i° _E,
- R S— TR
E, 1+(j+2)j

) = Dgli) = By [¢ v
YW =s, +Hé ey =s, +W{81+(1+1)J Ue, - (1+J )eE}_
U ovoj oblasti dolazi do primetne redukcije popre¢nog preseka uzorka, pa se njen uticaj
na veli¢inu dilatacija viSe ne mozZe zanemariti. Odnos pocetne i redukovane povrSine
popre¢nog preseka dat je izrazom (4.198):

A = 2E.HI§ ]j * +1!
Ared S pJ 1+J

gde je lp duzina fiktivnog uzorka, odredena iz
lo =lom =1 K (4.231)

tm*z -

Ukupna dilatacija j-te iteracije u viskoplasti¢noj oblasti moZe se dobiti iz izraza (4.196):

el =gl + A gl

Y

red

gde es(”) predstavlja poslednju sradunatu vrednost dilatacije u viskoelastoplasti¢noj

oblasti. | ovaj postupak se nastavlja sve dok veliina greSke vezane za nivo napona ne
postane manja od neke unapred odredene vrednosti.

Oblik radnog dijagrama celika, dobijenog primenom RDA postupka, zavisi i od
izbora granice izmedu viskoelastoplasti¢ne (VEP) i viskoplasti¢ne (VP) oblasti, koja je
odredena poslednjom iteracijom postupka u VEP oblasti. Odabir poslednje iteracije je
stvar procene korisnika, koja treba da se zasniva na poznavanju oblika stvarnog
dijagrama napon-dilatacija za odabrani ¢elik.

Primer. Primena prilagodenog RDA postupka bice prikazana kroz primer odredivanja
radnog dijagrama cCelika RA 400/500, za Sipku pre¢nika f10. Geometrijske
karakteristike preseka su sledece:

2 4

A=1"P —o7854cm?, Kk, =1 =1=025cm, 1, =P =0.0492cm".

4 4 4 64
Modul elastinosti celika je E, =210 GPa, napon na granici razvlacenja
s, =s, =400 MPa, Poisson-ov koeficijent n =1/3. Strukturalni koeficijent te¢enja, za

usvojeno sp/EH =e, =0.001, iznosi:

£

S 1 ¢ Y 1
%él_ 0.001% ~"42>0.001
N 3 ¢ ¢ =2,

& 1 & g1
% 0.0017 " ;3250001
& 3 o 0@

Napon i dilatacija na granici elasti¢nosti su:
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s.=s, ) =400%2_=266.67 MPa, &, =-20%87 _( 00127,
14] 12 210000

Vitkost fiktivnog uzorka je:

2
Itm = M:SS]_G]_,
\  266.67

pa je, koriS¢enjem rezultata ispitivanja prototipa, prikazanih u odeljku 4.2.4.3,

| 2 2
e =e.,, =€ r%20.000677><%:O.000965.
88.161

P p.tm P.p!
tm

Ako ponovo sracunamo strukturalni koeficijent tecenja, uz koriS¢enje dilatacije
e, =0.000965, dobijamo istu vrednost kao ranije (] T =2).

Napon na granici proporcionalnosti je
s, =E,e, =210000>0.000965 = 202.67 MPa.

Dilataciju na granici te€enja ¢emo sra¢unati prema:
el) =(1+] )e, = (1+2)0.000965 = 0.002895 .
Donja granica tecenja je:

E
YW=y =s, +t(e, - ) =400+
j

210000

(0.000965 - 0.00127) = 368.00 MPa.
Veli¢ine napona i dilatacija za ostale iteracije u VEP oblasti su prikazane u tabeli 4.5.

Tabela 4.5. Jednovremeni parovi napon-dilatacija ¢eli¢ne Sipke f 10
od RA 400/500 u VEP oblasti

i i \((I) s (i) [MPa] e(i)
0 0
202.67 = s, 0.000965 = g,
266.67 = sg 0.001270 = e
1 3 400.00 = sy 0.002895 = ey
1 3 368.00 =Y, 0.002895
2 5 410.67 0.004825
3 7 414.73 0.006756
4 9 414.22 0.008686
5 11 412.99 0.010616
6 13 411.76 0.012546
7 15 410.67 0.014476
8 17 409.73 0.016406
9 19 408.92 0.018337
10 21 408.23 0.020267

Duzina fiktivnog uzorka je:
lom =1 mK, =88.161>0.25 =22.04 cm,

tm*z
pa je odnos pocetne i redukovane povrSine popre¢nog preseka:
A _\/2 x210000>0.22042 1
Aoy 20267  1+2
Za napon u prvoj iteraciji u VP oblasti dobijamo:

0 _ 210000 ¢, . -
YY) =400 + m{g]ﬁ (1+1)2§>0.000965 - (1+2)0.00127} = 453.33 MPa,

dok je prva ukupna dilatacija:

+1=4.216.
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el =

el + A el

red

= e +Aig]_+ (1+1)]

red

tes =

=0.020267 + 4.216 1+ 2 2) X0.000965 = 0.040613

Veli¢ine napona i dilatacija za ostale iteracije u VP oblasti su prikazane u tabeli 4.6.

Tabela 4.6. Naponi i ukupne dilatacije ¢eli¢ne Sipke f 10 od RA 400/500

u VP oblasti

j i S(l) s (i) [MPa] e(i)

1 5 453.33 0.040613
2 7 503.11 0.048751
3 9 528.00 0.05689
4 11 542.93 0.065028
5 13 552.89 0.073166
6 15 560.00 0.081305
7 17 565.33 0.089443
8 19 569.48 0.097581
9 21 572.80 0.10572
10 23 575.52 0.113858
11 25 577.78 0.121997
12 27 579.69 0.130135
13 29 581.33 0.138273
14 31 582.76 0.146412

Na slici 4.27 su prikazani dijagrami s - e Celika iz gornjeg primera u elasti¢noj i
VEP oblasti, dobijeni prema RDA postupku i prema PBAB'87. "Stvarni" je dijagram kod
kojeg je prikazana i donja granica te¢enja Y., dok je kod "prora¢unskog" dijagrama ova
granica izostavljena. Uocljiva je razlika u veli€ini dilatacija na granici teCenja dobijena
prema RDA i prema PBAB'87. Ovo je posledica idealizacije koju uvodi PBAB'87,
usvajajuéi da se Celi¢ni uzorak ponaSa linearno elasticno sve do dostizanja granice
razvlacenja.

450

400 P —— s

w0 | |/

T 300 //

= 250

S 200 -

§ 150
100 /
% ||

—e— stvarni
—s— proracunski
—— PBAB-87

0 0.5 1 15 2 25
Dilatacija [%)]

Slika 4.27. Uporedni prikaz dijagrama napon-dilatacija ¢elicne Sipke RA 400/500
prema RDA postupku i PBAB'87 (i=10)
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Slika 4.28 prikazuje radni dijagram Celika kroz sve oblasti (elasticna, VEP i VP),
dobijen primenom RDA postupka, za analizirani primer.

700

600
500 "

300

f —e— stvarni

Napon [MPa]

200

—s— proracunski

100

0
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Dilatacija [%]
Slika 4.28. Radni dijagram ¢elika RA 400/500, za Sipku pre¢nika f 10,
dobijen primenom RDA postupka (i=10, j=14)
Sa poznatim naponom ha granici proporcionalnosti, iz (4.149) mozemo odrediti i
odgovaraju¢e parove veli¢ina c i a;. Za analizirani primer ¢elika RA 400/500 napon
proporcionalnosti je s, =202.67 MPa. Usvojicemo r =7860 kg/m®, pa dobijamo

sledece parove (sl. 4.29):
Syar _ 202.67  10°>0.00001

- zaa;=10"10° c= =0.1289,
2r 2 %7860
s a ~ 108
- zaa; =11 10°°: =T - 2026710 >O'000011=0.1418.
2r 2 X7860
250
s, = 202.67 MPa
200
‘T 1
o 50
=
— — a,=1.0x107°C ||
o 100
—— a,=1.1x109%C
50 a,;=1.2x10%°C
a,=1.3x10%°C
O T T T T T

0.095 0.105 0.115 0.125 0.135 0.145 0.155
¢ [kecal/(kg°C)]

Slika 4.29. Odredivanje parova c-ar pri poznatoj vrednosti napona s,
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UocCava se da vrednosti napona i dilatacija, sracunatih primenom RDA postupka,
u VEP oblasti ne zavise od prec¢nika Sipke. Prec¢nik Sipke postaje bitan tek nakon
ulaska u VP podrucje, kada dolazi do primetne redukcije povrSine popreénog preseka
(sl. 4.30).

700

600

]

500
‘© /
S 400 -
S

300 _
g f8
Z f10

200 — f12

f
100 19
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Dilatacija [%]

Slika 4.30. Uporedni prikaz RDA radnog dijagrama ¢elika RA 400/500
za razli¢ite pre€nike uzoraka, sa i=10 iteracija u VEP oblasti

Znacajno je primetiti da se, usvojimo li i=10 iteracija, VEP oblast za RA 400/500
zavrSava priblizno pri dilataciji od 2.0%. Ovo je interesantno sa aspekta primene RDC
za odredivanje graniCne nosivosti armiranobetonskih preseka. Ravnajuéi se prema
PBAB'87, dilatacije u &eliku se ograniéavaju na 10%o., $to znadi da je za primenu RDC-
a, dobijenog prema RDA postupku, od znacaja samo VEP oblast. S druge strane, pri
proracunu AB preseka napregnutih na Cisto savijanje ili savijanje sa normalnom silom u
oblasti velikog ekscentriciteta, iako EC 2 ne ograni¢ava maksimalnu dilataciju armature
(za sluc¢aj idealizovanog dijagrama napon-dilatacija bez deformacijskog oja¢anja), pri
dilatacijama cCelika vec¢im od 20%. doci ¢e do znaCajne redukcije pritisnute povrSine
betonskog preseka, usled ¢ega se povecavaju dilatacije u krajnjem pritisnutom viaknu
betona, te lom nastupa po betonu, a ne usled kidanja zategnute armature. Sve ovo
navodi na zaklju€ak da bi, za potrebe analize grani¢nog stanja nosivosti AB preseka,
bilo dovoljno odrediti RDC samo za elastiénu i viskoelastoplastiénu oblast.

Medutim, kao Sto je ve¢ reCeno, oblik radnog dijagrama celika, dobijenog
primenom RDA postupka, zavisi i od izbora granice izmedu viskoelastoplasti¢ne (VEP)
i viskoplasti¢ne (VP) oblasti, odnosno od usvojenog broja iteracija u VEP oblasti. Ovo
se jasno vidi sa dijagrama na slici 4.31. Za analizirani primer (RA 400/500, f10), u

zavisnosti od broja VEP iteracija, dobijaju se sledeéi parovi napon-dilatacija na granici
VEP i VP oblasti:

-zai=10: s =408.23 MPa; e =0.020267,

-zai=h: s =412.99 MPa; e=0.010616,

- zai=2: s =410.67 MPa; e =0.004825.
Dakle, iako je napon na granici izmedu VEP i VP oblasti gotovo nezavisan od broja
VEP iteracija, grani¢ne dilatacije se kre¢u u Sirokom opsegu od 0.4825 do 2.0267%, pa
gornji zaklju¢ak da je za potrebe analize grani¢nog stanja nosivosti AB preseka
dovoljno odrediti RDC samo do kraja VEP oblasti, ne stoji, veé¢ se on mora konstruisati
i za VP oblast. Za pravilno usvajanje broja iteracija u VEP oblasti potrebno je
poznavati, barem priblizno, oblik stvarnog dijagrama s - e za izabrani materijal.
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Slika 4.31. RDA radni dijagrami ¢elika RA 400/500, f 10, za razli¢it broj iteracija u VEP oblasti

Analiziraéemo RDC za armaturu RA 400/500, pre¢nika f14. Dijagram dobijen

RDA postupkom, za razli¢it broj iteracija u VEP oblasti, prikazan je na slici 4.32. Stvarni
oblik RDC-a, za ovu armaturu i pre¢nik, odreden je eksperimentalnim ispitivanjem koje
je sproveo R. Zejak za potrebe izrade svoje doktorske disertacije [68] (sl. 4.33.a).
Karakteristicna vrednost modula elasti¢nosti ispitanog Celika iznosila je E, =201 GPa,

karakteristicna granica razvlatenja s, =470 MPa, maksimalni napon zatezanja
s =571 MPa, dok je srednje ukupno izduzenje pri najvecoj sili bilo A, =10.6%.
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Slika 4.32. RDA radni dijagrami ¢elika RA 400/500, f 14, za razli¢it broj iteracija u VEP oblasti

Analizom dijagrama sa slike 4.33.a) mozemo uoditi da donja granica razvlaéenja,
za ovu vrstu betonskog Celika, nije izrazena, Sto opravdava stav da se pri izradi
proradunskog RDC-a koris¢enjem RDA postupka ova granica moze izostaviti. Dalje
uotavamo da do pojave deformacijskog ojaanja (grana u usponu) dolazi ve¢ pri
dilataciji od oko 10%., zbog Cega je potrebno smanijiti broj iteracija u VEP oblasti
(prema tabeli 4.5, ovoj dilataciji odgovara i=5). Radi poredenja, na slici 4.33.b) je
prikazan RDC dobijen prema RDA postupku za RA 400/500 preénika f14, uz

izostavljanje donje granice te€enja i za i=5 iteracija u VEP oblasti. Treba imati na umu

Doktorska disertacija Danica Goles



Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski 114

da je ovaj dijagram konstruisan za idealan sluaj s, =400 MPa, prema nazivnoj
granici razvlacenja rebraste armature, a ne prema s, =470 MPa, kao kod ispitanog
Celika.
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Slika 4.33. Radni dijagram ¢elika RA 400/500, f 14 : a) - Zapis na kidalici, prema [68] i
b) - Primenom RDA postupka za i=5

Poredenjem dijagrama sa slike 4.33 mozemo uociti njihovu veliku sli€nost do
kraja VEP oblasti, ali i osetno maniji pocetni nagib uzlazne grane na RDA dijagramu u
VP oblasti. Kako se ovo deSava pri dilatacijama Celika ve¢im od 10%., to je razlika u
nagibu dijagrama od malog znacaja pri dimenzionisanju AB elemenata, naro€ito u
poredenju sa PBAB'87 koji, kao Sto je receno, dilatacije zategnute armature ograni¢ava
na 10%.. Ipak, ako se proceni da znaCaj nagiba uzlazne grane nije zanemarljiv,
dijagram prikazan na slici 4.33.b) se moze korigovati smanjenjem broja iteracija u VEP
oblasti na minimalan broj (sl. 4.32).

Radi lakSeg poredenja, na slici 4.34 je dat joS jedan uporedni prikaz dijagrama
napon-dilatacija za RA 400/500 pre¢nika f 14, s tim Sto je na RDA dijagramu variran

napon na granici razvlaenja, a broj iteracija u VEP oblasti je i=2. Usvajanjem
eksperimentalne granice s, =470 MPa za gornju granicu tecenja, dobija se izuzetno

dobro poklapanje eksperimentalnog i RDA dijagrama sve do dilatacije od oko 3.0%, Sto
se moze smatrati prihvatljivim za potrebe dimenzionisanja AB elemenata.
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Slika 4.34. Radni dijagram celika RA 400/500, f 14 : a) - Zapis na kidalici, prema [68] i
b) - Primenom RDA postupka za i=2

Prema podacima iz dostupne literature, VEP oblast kod armature GA 240/360 je
znatno duza nego kod RA 400/500 i proteze se do ukupnih dilatacija 3-4%. Zbog toga
je i broj VEP iteracija za ovu vrstu Celika veéi (sl. 4.35). Namece se zaklju¢ak da je za
analizu graniénog stanja nosivosti AB preseka armiranih ovim celikom, dovoljno

razmatrati samo elasticnu i VEP oblast.
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Slika 4.35. Uporedni prikaz RDA radnog dijagrama Celika GA 240/360
za razlicite pre€nike uzoraka, sa i=13 iteracija u VEP oblasti
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Na slici 4.36 su uporedo prikazani radni dijagrami Celika GA 240/360 i RA
400/500 prema RDA (za f12) i literaturi [24]. Za konstruisanje RDA dijagrama

koriS¢eno je i=2 VEP iteracija za RA 400/500, odnosno i=13 za GA 240/360. U oba
slu€aja je evidentno izuzetno dobro slaganje RDA i dijagrama prema literaturi.
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Slika 4.36. Uporedni prikaz radnih dijagrama celika RA 400/500 i GA 240/360 prema:
a) - RDA (za f12) i b) - literaturi [24]

Slika 4.37 daje poredenje racunskih dijagrama celika prema EC 2 sa racunskim
dijagramima dobijenim primenom RDA postupka, za armaturu pre¢nika f 12 . Dijagrami

EC 2 - Ado EC 2 - D su konstruisani za odgovarajuci Celik bez koeficijenata sigurnosti,
uz variranje veli€ine dilatacije pri maksimalnoj sili (EC 2 - A za e,=10%, EC 2 - B za
ex=6%, EC 2 - C za e,=20% sa gornjom granom u nagibu i EC 2 - D za ¢,=20% bez
ojac¢anja). RDA dijagram za RA 400/500 je konstruisan sa i=5 VEP iteracija, a za GA
240/360 sa i=13. UocCava se vrlo dobro slaganje teoretskih vrednosti sa vrednostima
dobijenim prema EC 2, narocito do dilatacija od 2.0%, koje joS imaju prakti¢nog
znaCaja za dimenzionisanje AB preseka.
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Slika 4.37. RDA radni dijagrami ¢elika GA 240/360 i RA 400/500 f 12
i raéunski dijagrami prema EC 2
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Na osnovu gornje analize mozemo zaklju€iti da se primenom RDA postupka
dobijaju radni dijagrami betonskog ¢elika GA 240/360 i RA 400/500 koiji se vrlo dobro
poklapaju sa dijagramima napon-dilatacija dobijenim eksperimentalnim putem, kao i sa
raCunskim dijagramima prema vazec¢im standardima. Broj VEP iteracija za
konstruisanje radnog dijagrama GA 240/360 treba da se bira izmedu i=13 i i=15, dok
se za RA 400/500 zadovoljavaju¢i oblik dijagrama postize sa manjim brojem VEP
iteracija, od i=2 do i=5.

Kako su RDA radni dijagrami &elika dobijeni na osnovu analitickih izraza
prikazanih u ovom poglavlju, to je i njihova primena na dimenzionisanje AB preseka
analiticki odredena. Nakon Sto se, za odabranu vrstu Celika i odabrani pre¢nik Sipke,
odrede granice s, €, sE, e, Sy i e,, na osnovu odabranog broja VEP iteracija (i=n)

odreduju se napon (Y ) i dilatacija (e ) na granici VEP i VP oblasti. Faktor redukcije

popre¢nog preseka se odreduje prema (4.198), ¢ime su definisane i ukupne dilatacije u
VP oblasti.

Postupak odredivanja odgovarajuéeg napona s iz poznate dilatacije e je
sledeci:

a) Uocava se oblast u kojoj se nalazi dilatacija (elasti¢na, VEP ili VP).

b) U zavisnosti od uocene oblasti, izraz za napon je sledeéi:

- U elasti¢noj oblasti (e = e, £¢e;):

s =g, >

- U VEP oblasti (e = eg) ):

s =Y =s, +E S BN

e - ——e +
P 9 1+ij " g
gde je, iz eg) :(1+Ij )ep:
0
i= 1 i 1+. (4.232)
] &&% 5
Ako je i £1, napon treba racunati prema izrazu (4.233):
Sy -
S =S¢+ e-¢ 4.233
e, - e “(e-ec). ( )

- u VP oblasti (e =e)l):
s, e - 1))
gde je, iz (4.196) i (4.194):

j=Sg— Y —red 1.1, (4.234)

Postupak odredivanja odgovaraju¢e dilatacije e iz poznatog napona s je
sledeci:

a) Uocava se oblast u kojoj se nalazi napon (elasti¢na, VEP ili VP).

b) U zavisnosti od uocene oblasti, izraz za dilataciju je sledeéi:

- U elasti¢noj oblasti (s =s, £s¢):

S

EH
- U VEP oblasti (s = Yéi) ):
=(1+ij e,
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E,&®& 1+ _©

deje,izs =s, +—tce, - —e. =+
J9ee] Ve 1w E
p N . .2
_ 1 é S U 1 é S U 1 ) . .
i=-—@&- —L g+, |-—d- —>—a - & (1+] 7)- s, 4. (4.235)
2"g (s-sv)g \47%e (s-sv)a (s-sy)i
Ako je i £1, dilataciju treba raunati prema izrazu
e, - g
e=e. +M(s -S¢). (4.236)
(sv-se)
- u VP oblasti (s =Yy

vp
ol A L) —al A g
e=ey +A_eY =&y +Ared 81+(1+J)J He,.

red

d ’ = . * 1 t ) 1
gdeje,izs =s, +(J+1)J {g]_+( +])J uep ( +] )eE}

S, - (1+j *)SE

J:j *(s —SY-Sp)

- 1. (4.237)

4.4. Radni dijagram pritisnutog betona (RDB)

Polazna osnova pri modeliranju ponaSanja betona za potrebe analize
armiranobetonske konstrukcije ili elementa, jeste uspostavljanje veze napon-dilatacija
za betonski element, odnosno definisanje radnog dijagrama betona. Ova veza, kao Sto
je poznato, nije jednoznac¢no odredena, buduc¢i da njen stvarni oblik zavisi od viSe
faktora, medu kojima ¢emo izdvoijiti samo neke:

- Vrsta naprezanja. Oblik dijagrama napon-dilatacija zavisi od toga da li je
uzorak opterecen centricnom silom ili momentom savijanja sa ili bez normalne sile
(slike 4.38 i 4.39).

a) b)
e Bh[MFu] R 6|; [mPa]
Eﬂ / MB 60 - 1
50 E 50 Fippe= 50
N7 A D
/ " / —
j / a0 / \ fhk= -151
S P [ED / N\,
20 | 20— i 5
7 MB2 ,w-""—“-_:\i;t.fan
10 ! 0 f=725 —
7 £ /e0] '&I-T- EuFrd
f i D D
1 2 3 0 1 2 3 ' 5 & 17

Slika 4.38. Naponsko-deformacijski dijagrami dobijeni na centri¢no pritisnutim betonskim
prizmama razli¢itog kvaliteta betona, pri: a) - konstantnoj brzini nanoSenja opterecenja i
b) - konstantnoj brzini deformacije [24]

- Nacin nano3enja optereéenja. Dijagram s, - & centricno pritisnutog
betonskog elementa se razlikuje za slucaj konstantne brzine nanoSenja optereéenja i
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sluaj konstantne brzine deformacija (slike 4.38. a i b). Dilatacije pri maksimalnom
naponu su priblizno jednake za oba nacina opterecivanja i kre¢u se oko 2%o.

< Bu/Pp

1,00
075 *'9';07 N
025

4 Efd

0 0 2022 3P 40

Slika 4.39. Naponsko-deformacijski dijagram na pritisnutoj ivici pravougaonog preseka
napregnutog na savijanje [24]

- Kuvalitet betona. Sa dijagrama na slikama 4.38 i 4.39 se moze uociti uticaj
pritisne ¢vrstoée betona na oblik krive sy, - &,. Pri nizim markama betona svi dijagrami
su zakrivljeniji. Dilatacija pri lomu centri€éno pritisnutih uzoraka sa konstantnom brzinom
opterec¢ivanja neznatno opada sa porastom kvaliteta betona. Dilatacija pri
maksimalnom naponu centri¢éno pritisnutih elemenata opterec¢enih tako da brzina
deformacije bude konstantna i savijenih elemenata raste sa porastom pritisne ¢vrstoc¢e
betona. S druge strane, uoCava se pad dilatacije pri lomu kod betona viSih marki (klasa
¢vrstoce). Pocetni nagib krive sy, - &, raste sa porastom pritisne ¢vrsto¢e betona.

- Brzina nanoSenja optereéenja. Na slici 4.40 je prikazan uticaj brzine
nano3enja optereéenja na vezu napon-dilatacija i graniénu nosivost aksijalno
optere¢ene betonske prizme. Veéim brzinama nano3enja optereéenja odgovaraju vece
CvrstoCe i manje dilatacije pri lomu preseka, a veza s, - &, je skoro linearna.
Smanjenjem brzine nanoSenja opterecenja poveéava se zakrivljenost dijagrama,
graniéna ¢vrsto¢a opada, a raste grani¢na dilatacija. Kriva (4) predstavlja anvelopu
jednoosnih ¢vrsto¢a na pritisak betonske prizme pri razli¢itim brzinama nanoSenja
opterec¢enja. Treba imati u vidu da se pri vrlo sporom nano$enju opterecenja javljaju
znacajne deformacije tec¢enja betona.

Ash fﬁp
~085
—— —
€ [/ee)
) 20 W0 80 80 b

Slika 4.40. Uticaj brzine nanoSenja optereé¢enja na naponsko-deformacijsku vezu i graniénu
nosivost aksijalno pritisnute betonske prizme [24]

- Ugao koji zaklapa pravac delovanja opterecenja sa pravcem betoniranja
elementa. Sa slike 4.41 se moze uociti da se veca cvrstoca na pritisak postize
opterecivanjem uzorka upravno na pravac betoniranja, nego optere¢ivanjem paralelno
sa pruzanjem slojeva pri betoniranju. Ova razlika, prema [24], moZe iznositi i do 25%.

- Oblik popre¢nog preseka nosaca.

- Koli¢ina i gustina uzengija (stepen utegnutosti nosaca)...
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Slika 4.41. Uticaj odnosa izmedu pravca delovanja optere¢enja i pravca betoniranja na
naponsko-deformacijsku vezu i graniénu nosivost betona [24]

Veliki je broj predloga idealizovanih, racunskih krivin s, - &, betona, opisanih
odgovarajué¢im nelinearnim analitickim vezama izmedu napona i dilatacija, koji teze da,
s jedne strane, budu Sto jednostavniji za primenu i, s druge, Sto vernije opiSu ovu vezu,
uvazavajuéi istovremeno sve faktore koji utiCu na njen oblik. Neki od predloga veze
napon-dilatacija, za jednoosno naprezanje, prikazani su na slici 4.42.

o o
) A
Ll 3 - c
(a) (b)
(4] G
A A
Ll - ol -
(c) (d)

Slika 4.42. Neki predlozi idealizovanih veza napon-dilatacija jednoaksijalno napregnutog
betonskog elementa [34]

Najjednostavniji nelinearni model jednoaksijalnog ponasanja betona je linearno
elasti¢an - idealno plastiCan model (sl. 4.42.a), koji su koristili Lin i Scordelis (1975) za
analizu armiranobetonskih plo¢a i zidova. Model na slici 4.42.b je viskoelasti¢an-
idealno plastiCan model, koji odgovara racunskom radnom dijagramu betona prema
PBAB'87 i EC 2. Model na slici 4.42.c je predloZen od strane Hognestad-a (1951), dok
je na slici 4.42.d prikazan multilinearan model, kod kojeg je nelinearna veza napon-
dilatacija aproksimirana nizom pravolinijskih segmenata. lako je ovaj model u stanju da
opiSe Sirok spektar krivih napon-dilatacija betona, njegova upotreba se najceSce
ograni¢ava na slu¢ajeve kada su dostupni eksperimentalni podaci o jednoaksijalnoj sy, -
&, Vezi.

Doktorska disertacija Danica Goles



Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski 121

4.4.1. RDB prema PBAB'87

Za proracun (dimenzionisanje) prema graniénom stanju nosivosti - lomu preseka
koji su napregnuti na savijanje sa i bez normalne sile, ili su centri€¢no pritisnuti,
PBAB'87 propisuje naponsko-deformacijski dijagram pritisnutog betona (sl. 4.43.a) u
obliku kvadratne parabole:

Sy =%(4 -e,)e,  pri 0% £, £ 2%o (4.238)
i prave:
s, =fs pri 2%o £ €, £ 3.5%o (4.239)
a) b)
Sy Sy
fs fy
eb%o eUO/OO
0.7 35

2 35 :
Slika 4.43. Radni dijagrami betona prema PBAB'87: a) - parabola+prava;
b) - pravougaonik

Racunska ¢vrsto¢a betona pri pritisku fz je funkcija kvaliteta (marke) betona i data
je u tabeli 15. Pravilnika PBAB'87 (tabela 4.7).

Tabela 4.7. Radunske &vrstoce betona pri pritisku prema PBAB'87 [24]
MB 10 15 20 30 40 50 60
fz [MPa] 7 10.5 14 20.5 25.5 30 33

Za elemente konstrukcije visine preseka manje od 12cm, radunska &vrstoéa se
umanjuje za 10% u odnosu na vrednosti date u tabeli 4.7.

Kod poprecnih preseka kod kojih je pritisnuta zona betona kruznog ili trougaonog
oblika, kod preseka nepravilnog oblika, kao i kod pravougaonih preseka napregnutih na
koso savijanje sa ili bez normalne sile, sa neutralnom linijjom unutar popre¢nog
preseka, umesto raCunskog dijagrama parabolat+prava (sl. 4.43.a), za proracun
preseka po grani¢noj nosivosti moZze se Kkoristiti uproSéeni dijagram u obliku
pravougaonika (sl. 4.43.b), sa granicnom ¢vrsto¢om fg i poloZajem neutralne linije:

X = Lh, gde je e, > 3%o . (4.240)

1+e,/e,

Pravilnik PBAB'87 ograni¢ava dilatacije u krajnjem pritisnutom vlaknu popre¢nog
preseka na 3.5%o u slu€aju savijanja sa ili bez normalne sile, dok je u slu€aju centri¢no
pritisnutih elemenata dilatacija betona ograni¢ena na 2%o.

Treba naglasiti da marka betona (MB), prema PBAB'87, predstavlja normiranu
¢vrsto¢u na pritisak u MPa, koja se zasniva na karakteristicnoj ¢vrstoCi pri starosti
betona od 28 dana. Cvrstoéa betona pri pritisku bi trebala da se ispituje prema tada
vaze¢im standardima JUS U.M1.005 i JUS U.M1.020, na kockama ivice 20cm.
Karakteristi¢na ¢vrsto¢a se odreduje statistiCkom obradom sa 10%-nim fraktilom.

Staticki modul elasti¢nosti betona pri jednoaksijalnom pritisku se odreduje
ekperimentalno. Kada se ne raspolaze rezultatima ispitivanja, za napone pritiska
s, £0.4f,, se mogu usvojiti srednje vrednosti modula elasti¢nosti betona prema tabeli
8 Pravilnika PBAB'87 (tabela 4.8). Vrednosti iz tabele 4.8 odgovaraju starosti betona
od 28 dana, a odredene su iz izraza:

E, =9.253/f,, +10, gdejef, uMPa, aE, uGPa. (4.241)
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Tabela 4.8. Modul elasti¢nosti betona prema PBAB'87 [24]
fox [MPa] 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
E, [GPa] 27 | 285 30 | 315 | 33 34 35 36 37 38

Za slutaj kada se uticaj popreCnih deformacija betona ne moze zanemariti,
PBAB'87 propisuje Poisson-ov koeficijent n, =0.2.
Modul smicanja betona se izraunava prema izrazu:
Eb

- . . .. . . 5 1
Koeficijent termi¢ke dilatacije betona, prema PBAB'87, iznosi a, =107° T

4.4.2. RDB prema EN 1992-1-1: 2004 Evrokod 2

Za potrebe nelinearne analize konstrukcija, EC 2 propisuje dijagram napon-
dilatacija betona, za kratkotrajno jednoaksijalno opterecenje (pritisak), oblika
prikazanog na slici 4.44. Odgovarajuéa analiticka veza napon-dilatacija glasi:

Sc :Lhz (4.243)

fon  1+(k-2)n’ '
gde je:

h =e/ey

e,, dilatacija pri najve¢em naponu, prema tabeli 4.9
k =11, %e,|/f, (prema [511])
|zraz (4.243) vazi za 0<|e,|<|e,,|, gde je e,, nominalna graniéna dilatacija.

Srednja vrednost ¢vrstoée betona pri pritisku f.,, je data u tabeli 4.9, u zavisnosti od
klase ¢&vrstoce betona, a dobija se uvecanjem karakteristicne &vrstoée cilindra za
8MPa.

o)

fem

0,4 fom

m
E

.
L

oy
c c o
il Eeul e

Slika 4.44. Dijagram napon-dilatacija za nelinearnu analizu konstrukcija, prema EC 2 [20]

Treba uoditi razliku u definisanju marke betona (prema PBAB'87) i klase &vrstoc¢e
betona (prema EC 2). Dok se, kao Sto je ve¢ reCeno, marka betona zasniva na
karakteristicnoj ¢vrstoci (10%-nom fraktilu) odredenoj na uzorcima oblika kocke ivice
20 cm, dotle se u EC 2 ¢vrstoca betona pri pritisku oznaCava klasama &vrsto¢e betona,
koje odgovaraju karakteristi¢noj vrednosti (sa fraktilom 5%) ¢vrstoce betona pri pritisku
na cilindar pre¢nika 15cm i visine 30cm (fy) ili ¢vrstoée betona pri pritisku na kocku
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ivice 15cm (fecuwe), Prema EN 206-1. U svim slu€ajevima je starost betona pri
odredivanju pritisne ¢vrstoce 28 dana. Imajuéi u vidu ove razlike, poredenje marke
betona (MB) i klase ¢vrstoée betona (C) zahteva konverziju koja ¢ée uzeti u obzir kako
razlike u obliku i dimenzijama uzoraka, tako i razlike u statistickoj obradi merenih
vrednosti (10%-ni ili 5%-ni fraktil). Bez ulaska u detaljniju analizu, u praksi se,
najéesce, grubo usvaja da ¢vrstoéa betona pri pritisku na kocku ivice 15cm prema EC
2 (fek.cube) 0dgovara marci betona prema PBAB'87.
Mehanicke karakteristike betona do klase C 50/60 prikazane su u tabeli 4.9.

Tabela 4.9. Cvrstoce i deformacijske karakteristike betona prema EC 2 [19]

oznaka | C12/15 | C 16/20 | C 20/25 | C 25/30 | C 30/37 | C 35/45 | C 40/50 | C 45/55 | C 50/60
[,\/‘;ga] 12 16 20 25 30 35 40 45 50
Emlg“;‘i 15 20 25 30 37 45 50 55 60
[,\;j;”a] 20 24 28 33 38 43 48 53 58
[GEI;”;] 27 29 30 31 33 34 35 36 37
[;Zj] 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 2.25 2.3 2.4 2.45
F%“oﬁ 3.5
[‘;jj] 2.0
F,Zﬁ 3.5

Modul elastiénosti betona E., se definiSe kao sekantni modul izmedu napona
s.=0is_,=0.4x_. U tabeli 4.9 su date priblizne vrednosti modula elasti¢nosti za

c

betone sa agregatom od kvarcita, koje su sraCunate prema izrazu:
0.3

Af
E.,=2281  (f,, uMPa). (4.244)
el0q
Za agregate od kre¢njaka ove vrednosti treba da se smanje za 10%, a za agregate od
peScara za 30%. Za bazaltne agregate date vrednosti treba da se povecaju za 20%.
Za Poisson-ov koeficijent moze da se usvoji vrednost n, =0.2 za beton bez

prslina, odnosno n, =0 za beton sa prslinama. Koeficijent linearne termicke dilatacije,
ako se ne raspolaze taénijim podacima, i prema EC 2 mozZe da se usvoji veli€ine

1
a.-l— 210'5W.

ProraCunska ¢vrstoca betona pri pritisku se odreduje iz izraza:

fly = ook ol (4.245)

9
gde je:
0. - parcijalni koeficijent sigurnosti za beton, Cije su vrednosti date u tabeli 2.1N
Evrokoda 2 [20]. Za stalne i prolazne proracunske kombinacije je g, =1.5, i
a - koeficijent kojim se uzimaju u obzir uticaji dugotrajnosti dejstva na ¢vrstocu

betona pri pritisku i nepovoljni uticaji usled nacina na koji deluje optereéenje. Vrednost
ovog koeficijenta se kre¢e u granicama od 0.8 do 1.0, Sto se reguliSe Nacionalnim
aneksima. Preporuc¢ena vrednost je 1.0.

Doktorska disertacija Danica Goles




Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski 124

Za proracun (dimenzionisanje) poprecnih preseka, EC 2 daje dijagram napon-
dilatacija u obliku parabola-pravougaonik, prikazan na slici 4.45, kojem odgovara
analiticka veza:

nh)

e @ ou
s,=f,€-cl- =20 za Ofe £e, (4.246)
8§ e Cagf
s.=fy za e,£fe fe,, (4.247)
gde je:
n - eksponent, koji za betone klase ¢vrstoce do C 50/60 ima vrednost 2,

e, - dilatacija koja odgovara maksimalnoj ¢vrstoci, prema tabeli 4.9,
e - grani¢na dilatacija, prema tabeli 4.9.

cu2

0 c2 Eeua &
Slika 4.45. Dijagram parabola-pravougaonik za beton pri pritisku, prema EC 2 [20]

EC 2 dozvoljava i upotrebu drugacijih, uproséenih dijagrama napon-dilatacija,
ukoliko su ekvivalentni ili na strani sigurnosti u odnosu na dijagram sa slike 4.45. Jedan
od mogucih dijagrama je i bilinearni dijagram (sl. 4.46), kod kojeg, za betone klase do
C 50/60 treba usvojiti ;3 =1.75%0 i €,,; =3.5%0 .

fer
‘ i
1
£ i
CE e ———————— jl_ ________ _}
F :
1 ]
A i
P i
7 P A 4 :
/ ! i
1 1
/ ! ]
/ i '
! ! i
1 1
! H )
1 ]
/ ! i
/ i |
1 )
! -
0 E,.'“ Enu& g"

Slika 4.46. Bilinearni dijagram napon-dilatacija za beton pri pritisku, prema EC 2 [20]
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Moze se koristiti i pravougaoni dijagram napona (sl. 4.47), pri ¢emu su koeficijent
| , kojim se definiSe efektivna visina pritisnute zone, i koeficijent h , kojim se definise

odgovarajuc¢a efektivna ¢vrstoca, dati izrazima [20]:

| =0.8 za f, £50MPa (4.248)

f, - 50
| =0.8- % za 50<f, £90MPa (4.249)

i

h=0.8 za f, £50MPa (4.250)

f,. - 50
h=0.8- (Ckz—oo) za 50 <f, £90MPa. (4.251)

e i";' fc:l
—_— e — o — — — = = -
F.
As Fs
- &S - —_— - e

Slika 4.47. Pravougaoni dijagram napona, prema EC 2 [20]

4.4.3. RDB primenom RDA

Primena RDA postupka na odredivanje graniénog napona (&vrstoée) pritisnutih
vitkih stubova detaljno je opisana u delu 4.2.4.1. Veza napon-dilatacija pritisnutih
betonskih stubova takode moze da se izvede primenom RDA postupka. Ovaj postupak
je prezentovan u radu [37]32, gde je data i njegova eksperimentalna verifikacija na
kratkim stubovima i stubovima srednje vitkosti.

Polazimo od pretpostavke da se kod pritisnutih betonskih stubova poklapaju
granica proporcionalnosti i granica elasticnosti (s, =s¢). Ova granica se, kod betona

normalnih &vrstoc¢a, pretpostavlja oko vrednosti (0.35-0.4)f.,,. Sa poznatim (merenim)
vrednostima Poisson-ovog koeficijenta n i po¢etnog modula elasti¢nosti Ey, izraz za
strukturalni koeficijent te¢enja betona (4.130), prema [40], postaje:

&
H
O
m

io= — - (4.252)

Veé¢ je konstatovano da je uticaj veliCine dilatacija na granici elasti¢nosti
(ex =sg/E, ) na veli€inu strukturalnog koeficijenta te¢enja neznatan, te se, nezavisno

od marke (klase Cvrstoce) betona, moze usvojiti vrednost e =0.0003. Zavisnost
veli€ine strukturalnog koeficijenta te¢enja od veli€¢ine Poisson-ovog koeficijenta je

3 MilaSinovi¢, D.D., Landovi¢, A., Vlaji¢, LJ., Gole§, D.: Rheological-dynamical inelastic buckling in the
short to intermediate column range: Experimental verification of concrete strengths, Mechanics of Time-
Dependent Materials - rad na recenziji
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prikazana u delu 4.2.4.2. na slici 4.17. Za krte materijale (kao 5to je beton) veza
logj " - logn je linearna, te joj odgovara gornja granica vrednosti Poisson-ovog
koeficijenta n =0.25 [37].

Strukturalni  koeficijent teCenja predstavlja koeficijent te€enja u trenutku
dostizanja granice proporcionalnosti (u ovom slu€aju - elasti¢nosti), koja je zajednitka
za obe krive izvijanja - Euler-ovu i RDA. Zbog toga se ovaj koeficijent moZe odrediti i iz
uslova grani¢ne vitkosti (preseka Euler-ove i RDA krive izvijanja) (4.99), odnosno
vitkosti stuba za koju se dobijaju iste vrednosti kriti€hog napona prema linearno-
elasti¢noj Euler-ovoj teoriji i prema RDA postupku, koji tretira neelastiéno ponaSanje
materijala. 1z:

& o L,k 1

— =pE—, (4.253)
gkzﬂg Iz g9 (tE’tO)
gde je
i (tete) =i,
sledi:
. k2 1
=p2lz ) 4.254
i =p R ( )
gQF+
ez &

Veli¢ina (L/kz)E predstavlja grani¢nu vitkost. To je donja granica vitkosti za koju
vazi Euler-ova teorija i gornja granica vitkosti za RDA postupak.

Koeficijent te€enja je funkcija vremena, pa je i RDA modul Eg(t) vremenski
zavisan (4.97):

Ex (1) :

@Ok 1

&k, g1, d (1)

RDA kriva izvijanja je opisana drugim od izraza (4.98). Pre korekcije ona se moze
opisati slede¢im izrazom:

s RPA = ;EH . (4.256)

(4.255)

U delu 4.2.4.1. je objaSnjen postupak korekcije RDA krive izvijanja, kako bi se
uzeo u obzir i uticaj promene modula E4 sa povecanjem napona, nakon dostizanja
granice elastiénosti (s "®* 3 s ). Pri naponima veé¢im od s modul elasti¢nosti E vide
nije konstantan, nego se izjednacava sa vremenski promenljivim RDA modulom Eg(t).
Povecanjem napona s (t) veli¢ina RDA modula opada. Koris¢enjem krive Ex(t) - s (1)

(sl. 4.48) moze se popraviti reSenje dobijeno prema izrazu (4.256)

Uzecemo za primer slucaj optereéenja koji izaziva harmonijsku promenu napona
do Cetvrtine sinusnog talasa, ¢ime se obuhvata i slu¢aj konstantne brzine nanoSenja
opterecenja:

s (t) =s "™ sin(w,t). (4.257)

Odgovarajuci koeficijent te€enja mozZe se napisati u obliku:

3
j (t)=s (t)=—-—2—==s (1)K , (4.258)
() ()kzleHg ()]
gde je K; konstanta stuba:
L. k3
J_ ek, 11 (4.259)
k, I, E,Q
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dok je sa Lg ozna¢ena duzina stuba pri grani€noj vitkosti | . =L /k, . Dinami¢ki RDA
modul viskoelasti¢nosti (4.102) je, prema [41]:

1+d? 1
£ () ER (1)
Ex ()= it X (4.260)
1+d? 1 & 2 1 0
2 +-5 t oo T
En(t) ER() EH(tO) EK(t)éj
gde je:
w =P g=P o g-Eu (4.261)

o =—T, =- .
S2t 2t. © “ i ()
Vreme tg, kada napon dostize granicu elasticnosti, treba da se odredi
eksperimentalnim putem. Strukturalni koeficijent te¢enja j = se prethodno odreduje

koriS¢enjem izraza (4.252) za kratke, odnosno izraza (4.254) za srednje vitke stubove.
Kao $to je objasnjeno u delu 4.2.4.1, dalji postupak odredivanja kriticnog napona
(pritisne &vrstoce) betonskog stuba je iterativan. |z izraza (4.256) se odreduje prva
vrednost napona s f°*, za koju se odgovarajuéi modul Egx(t) ogitava sa dijagrama kao
na slici 4.48. ili se odreduje analitiCki, koris¢enjem izraza (4.260). Nova vrednost
napona odreduje se iz izraza (4.107), pa se za nju sratunava odgovaraju¢i RDA
modul. Ovaj iterativni postupak konvergira naponu s ., , kojem odgovara modul Egpay.

Napon u i-toj iteraciji je odreden izrazom (4.108):

gFOAl gty 1 (4.262)
« Foel 6k 1 '
7+7Z -
gkz ﬂlz d
35000
30000 a
25000 - —e— Vitkost 100
20000 —a— Vitkost 50
g I Vitkost 30
o 15000 Vitkost 14
- —— Vitkost 8
10000 +
5000 +
0
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Napon [MPa]

Slika 4.48. Veza modula Eg(t) i napona s(t) za razli€ite vitkosti stuba iz eksperimenta [37]

Sa poznatim kriti€nim naponom (€vrstoéom aksijalno pritisnutog betonskog
stuba) i poznatom vezom Eg(t) - s(t), moZze se konstruisati dijagram napon-dilatacija
jednoaksijalno pritisnutog stuba. Ovaj dijagram se konstruiSe kao poligon (sl. 4.49), pri
¢emu pocetna dilatacija e =s/E,, odgovara poznatoj granici elastiCnosti. Za i-ti
interval moZzemo uspostaviti sledece veze:
=375 p g =%i"Sii,e (4.263)

€-€., Eri

Dakle, odredivanje dilatacija iz poznatih napona se svodi na postupak korak po
korak, gde se za odredivanje dilatacije jednog koraka koristi ve¢ poznata dilatacija
prethodnog koraka:

Ri
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S S,-S S,-S
€=, =————+g, € =—2—++e,
E E E
H R1 R2
S. -S. S -S
e="t “Flte e, , =—RDAL Znigq (4.264)
i E i-17 RDAI E n?
Ri RDAI
S -S
— > RDA RDAI
€p = * €roalr
H
g &
DAL _ |
I
Fn :
|
o i
| |
T | |
1 1
a7 | i
I I
TE i i i
o | |
I I i 1
1 ] i I
I : : ]
b = BN ! E
1 (Y ] I
L : g
T T I-
Bel | B & En EAnal S
I
1
elasti¢na viskoelasticha ) viskoplasti¢na j
oblast | oblast oblast

Es—H '
Slika 4.49. RDA veza napon-dilatacija za betonske pritisnute stubove [37]

Opisani RDA postupak je u radu [37] primenjen na odredivanje pritisne ¢vrstoce i
dijagrama napon-dilatacija za centricno opterecene elemente koji su bili predmet
eksperimentalnih ispitivanja i Ciji eksperimentalni podaci postoje u literaturi. Za
uporednu analizu su izabrani centriéno pritisnuti armiranobetonski stubovi srednje
vitkosti, eksperimentalno ispitani na Gradevinskom fakultetu u Subotici u okviru izrade
magistarske teze mr Landovic, A., koji su prikazani u radu [66], i prizme koje su ispitali
Hirst i Neville [28], kao primer centri¢no pritisnutih kratkih betonskih stubova. Pokazalo
se da se rezultati dobijeni primenom RDA postupka odli¢no slazu sa eksperimentalno
dobijenim podacima. Na ovom mestu ¢emo primenu RDA postupka na stubove srednje
vitkosti prikazati na primeru iz [66], dok Ce verifikacija postupka za kratke stubove biti
sprovedena na primeru uzoraka oblika kocke, koji su eksperimentalno ispitani u okviru
izrade doktorske disertacije dr Kukaras, D. [33].

4.43.1. Primena RDA postupka na stubove srednje vitkosti

Eksperimentalno ispitivanje [66] je sprovedeno u Laboratoriji za ispitivanje
materijala i konstrukcija na Gradevinskom fakultetu u Subotici, na tri armiranobetonska
stuba kvadratnog popreénog preseka dimenzija 10x10cm, visine 85cm. Maseni odnos
sastojaka meSavine betona je bio voda:cement:pesak:krupan agregat=0.5:1.0:1.2:3.6.
Sitan agregat u betonskoj meSavini je bio silikatni pesak, dok je za krupan agregat
upotrebljen karbonatni kamen. Mehani¢ke Kkarakteristike betona su ispitane
hidrauliécnim uredajem Controls Automax 5, kapaciteta 3000kN, pri starosti uzoraka od
28 dana. Ove karakteristike su prikazane u tabeli 4.10.

Stubovi su armirani glavhom armaturom 4f5mm i uzengijama uf4mm na
rastojanju od 3cm u gornjih i donjih 20cm visine stuba, odnosno 6cm u sredini.
Ispitivanje je sprovedeno hidraulicnim uredajem kapaciteta 2000kN. Uzorci su

Doktorska disertacija Danica Goles



Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski 129

postavljeni direktno na krutu ¢eli€nu plo¢u uredaja (sl. 4.50). Aksijalno optereéenje je
nano3eno preko Celicnih lezista. Intenzitet optereéenja je meren sa tacnoSéu = 1kN.
Ispitivanje je sprovedeno na temperaturi od 20°C i pri relativnoj vlaZnosti sredine od
40%. Opterecenje je nanoSeno u koracima. Prvi korak (“tehni¢ka nula") je iznosio 2kN,
nakon ¢ega je opterec¢enje nanoSeno u koracima po 50kN do dostizanja 50% od
oCekivane nosivosti, zatim u koracima po 25kN, da bi blizu o¢ekivane grani¢ne
nosivosti koraci bili smanjeni na 10kN. Brzina nanoSenja opterec¢enja u svakom koraku
je bila 2kN/sec, a svaki korak optereéenja je odrzavan priblizno 2 do 3 minute. Za sve
uzorke snimani su i analizirani slede¢i podaci: promena stanja napona i deformacije,
grani¢na nosivost P, oblik globalne deformacije pri lomu, u¢eée pojedinih materijala u
nosivosti stuba i razvoj prslina u AB stubovima. Deformacije su merene u sredini visine
stubova pomocu 8 mernih traka. Izmerene sile pri lomu uzoraka su prikazane u tabeli
4.11.

Slika 4.50. Dispozicija uzorka i mernih uredaja [66]

Tabela 4.10. Mehanicke karakteristike betona, prema [37]

Pritisna ¢vrsto¢a kocke ivice 15cm fek.cue [MPQ] 57.2
Pritisna ¢vrstoc¢a cilindra f 15x30cm fo [MPa] 40.6
Staticki modul elasti¢nosti Ecn [GPa] 30.0
Poisson-ov koeficijent n 0.19

Tabela 4.11. Izmerene sile pri lomu stubova, prema [37]

Oznaka stuba Granicna sila P, [kN]
S1 305
S2 391
S3 407
Srednja vrednost 368

Primeniéemo RDA postupak na stub oznake S3 (tabela 4.11). Njegove
geometrijske karakteristike su slede¢e: A_ =10 =100cm?, |, =10*/12 = 833.333cm”*,
k, =I,/A, =2.887cm, k3/I,=0.028867cm™*. Zapreminska teZina materijala je
g = 25kN/m?® . Za kriti&nu vitkost, pri kojoj se seku Euler-ova i RDA kriva, usvojena je
vitkost | . =100, Sto se poklapa sa donjom granicom vazenja Euler-ove krive prema
literaturi. Stvarna vitkost stuba je | =85/2.887 =29.45, pa ga mozemo smatrati
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stubom srednje vitkosti. Strukturalni koeficijent te€enja se, za stubove srednje vitkosti,
odreduje iz izraza (4.254):

. Lk 1 5 1
] =FpT——=P >‘0.028867X—3:1_14
I, &L 0 2.5X10°° X100
g Gk =
ez &
Neelasti¢na RDA kriva izvijanja je opisana izrazom:
RDA _ 1 _30000x.5%10°«.14
S = — E,= 3 .
Ok 1 = 50.028867
ekz ﬂlz aq kZ

200 + \ \
180 \ \
- \ \ = Euler

160 - \ \ —=—RDA
— 140 | A Eksperiment
g - \ \ B RDA?29.45
=120 : \ \ —=—RDAI
£ 100
5 80 1Y \x N
E 60 f \\ \

40 | T

O s I I I I |

O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

Vitkost
Slika 4.51. Uporedni prikaz krivih izvijanja za stub S3

Za stub grani€ne vitkosti | 0 =100 napon na granici elastinosti i odgovarajuca
dilatacija iznose:

-3
SFPA =g = 30000 X2.5X10°° .14 - 20.6MPa, e, _Sg _ 296 — 0.000986
100 >0.028867 E, 30000
Grani¢ni napon, dobijen eksperimentalnim putem, za stub S3, je:
-3

RDA analizu ¢emo dalje sprovesti za stub optereéen aksijalno, optereéenjem koje
izaziva harmonijsku promenu hapona:
s (t) =s "™ sin(w,t),
sa ranije sracunatom amplitudom s
w, = P -_P
2%, 2>900
Eksperimentalno odredeno vreme t==900s je podeljeno u 180 koraka, tako da
svaki korak traje t=5s. Uzimajuci u obzir
E
Ex =—
i (1)

gde je

RPA i kruznom frekvencijom:
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j (t)=s (t)*; =s (t)x100>0.28867 x 1 1

20000 v2.5 e =s (t)x0.038489,

mozemo odrediti dinami¢ki RDA modul

1+d? L1
e - Eale) E()
R - i)
1+d* 1 ® 2 = 1 0
Ei(t) Ex(EE(t) EX(1)5
gde je
d:W_S: P xTIE: P X x 9 =
w  2>900 1800 \/EH>g
P x 25 =0.503X0°° %, ........ d?® 0,

= X
1800 30000000 %10
pa se dinami¢ki RDA modul moze priblizno sraCunati prema:
E
E; (1) @——"—.
(1) 1+s (1) X,
Na slici 4.48 je prikazana veza Eg(t) i s(t) za razliCite vitkosti stuba. UoCava se
da jedna kriva obuhvata sve pojedinacne krive, §to znaci da se za sve duZine stubova
moZze Koristiti isti izraz.

Vrednost grani¢nog napona za ispitani stub, stvarne vitkosti | =29.45, je
roa _ 30000 %2.5X10°2 x1.14
S =
29.45x0.028867
dok je odgovarajuéi dinamicki RDA modul

= (1) = 30000 =6159.8MPa.
1+100.59 >0.038489

Sa ovom vrednoS¢u RDA modula moze da se sracuna novi napon, te se iterativni
postupak primenjuje do konvergencije ka naponu sy, Sa odgovaraju¢im modulom

Erpa (tabela 4, 12)

=100.59MPa,

Tabela 4.12. Vrednosti napona i RDA modula, po iteracijama, za stub S3

lteracija s RPA) [MPay EY [MPa]
0 100.5882 6159.8
1 20.6535 16623.5
2 55.7376 9500.0
3 31.8529 13464.6
4 45.1462 11001.5
5 36.8873 12404.6
6 41.5918 11516.4
7 38.6138 12091.5
8 40.5419 11750.0
9 30.3971 11941.5=E,,
10 40.0393=s

Dakle, za ispitani stub S3 (1=85cm, | =29.45) sradunata je ¢vrstoc¢a pri izvijanju
Srpa =40.04MPa, Sto je veoma blisko eksperimentalno utvrdenoj vrednosti
S op = 40.7MPa (sl. 4.51).
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RDA dijagram napon-dilatacija za analizirani stub S3 ¢emo dobiti primenom
izraza (4.264). U tu svrhu su nam potrebni parovi vrednosti napona s(t) i modula Eg(t)
u razli¢itim trenucima nanoSenja optereé¢enja. Ovi podaci su prikazani u tabeli 4.13.

Tabela 4.13. Vrednosti funkcije napona s(t) i modula Eg(t) za stub S3,
u razli€itim vremenima opterecivanja

t [sec] s (t) [MPa] i@ EC (t) [MPa] | Eg (t) [MPa]

0.00001 0.0000 0.00000 4.44121E+11 30000.0
5 0.8778 0.03377 888254.062 29019.9
10 1.7555 0.06755 444143.9427 28101.8
15 2.6331 0.10131 296114.7538 27240.2
20 3.5105 0.13507 222105.7991 26430.1
25 4.3876 0.16882 177704.9398 25666.9
30 5.2644 0.20255 148108.1299 24946.9
35 6.1408 0.23627 126970.7787 24266.4
40 7.0167 0.26998 111120.5912 23622.5
45 7.8921 0.30366 98795.18151 23012.2
50 8.7668 0.33732 88937.11831 22433.0
55 9.6410 0.37095 80873.491 21882.6
60 10.5143 0.40455 74155.69273 21359.1
65 11.3869 0.43813 68473.14971 20860.5
70 12.2586 0.47167 63604.02368 20385.0
75 13.1294 0.50517 59385.63343 19931.3
80 13.9992 0.53864 55695.96819 19497.8
85 14.8679 0.57206 52441.72576 19083.2
90 15.7355 0.60544 49550.33791 18686.4
95 16.6018 0.63878 46964.51405 18306.3
100 17.4670 0.67207 44638.42183 17941.9
105 18.3307 0.70530 42534.95899 17592.2
110 19.1931 0.73848 40623.76928 17256.4
115 20.0541 0.77161 38879.77586 16933.8
120 20.9135 0.80468 37282.08151 16623.5
125 21.7713 0.83768 35813.13265 16324.9
130 22.6274 0.87062 34458.07634 16037.4
135 23.4819 0.90350 33204.2602 15760.5
140 24.3345 0.93631 32040.8394 15493.4
145 25.1853 0.96904 30958.46505 15235.8
150 26.0342 1.00170 29949.03486 14987.2
155 26.8810 1.03429 29005.49209 14747.2
160 27.7259 1.06679 28121.66218 14515.2
165 28.5686 1.09922 27292.11906 14291.0
170 29.4092 1.13156 26512.07514 14074.2
175 30.2475 1.16382 25777.29002 13864.4
180 31.0835 1.19598 25083.99455 13661.3
185 31.9171 1.22806 24428.82715 13464.6
190 32.7483 1.26004 23808.78012 13274.1
195 33.5770 1.29193 23221.15436 13089.4
200 34.4032 1.32371 22663.52072 12910.4
205 35.2267 1.35540 22133.68712 12736.7
210 36.0476 1.38698 21629.67033 12568.2
215 36.8657 1.41846 21149.67165 12404.6
220 37.6810 1.44983 20692.05599 12245.7
225 38.4935 1.48109 20255.33365 12091.5
230 39.3030 1.51224 19838.14454 11941.5
235 40.1095 1.54327 19439.2444 11795.8
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6. =25 ~0.000086, s,=30.2MPa,
30000
e, =30:2- 29:0 1 5 450986 = 0.001041,
13864.4
e, = 311302, 001041=0.001102, ...
13661.3
e = 0-1- 393, 4 001751=0.001820,
11795.8
ey = 1006- 409, , 501820 = 0.003800.
30000

Dijagrami napon-dilatacija stuba S3, dobijeni eksperimentalno i primenom RDA
postupka, uporedo su prikazani na slici 4.52. Moze se zakljuciti da dijagram dobijen
primenom RDA postupka vrlo malo odstupa od merenih vrednosti.

50.0000

40.0000 =

30.0000

20.0000 i —»— RDA —&— Eksperiment ||

10.0000 3

0.0000 'f \

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004

Dilatacija

Napon [MPa]

Slika 4.52. Uporedni prikaz dijagrama napon-dilatacija za stub S3,
dobijenih RDA postupkom i eksperimentalno

4.4.3.2. Primena RDA postupka na kratke stubove

Slicno kao i kod drugih postupaka za odredivanje kriticnog napona centri¢éno
pritisnutih stubova u plasti€noj oblasti (npr. teorija tangentnog modula, koju su razvili
Considéere (1891) i Engesser (1889) [37], upotreba Tetmayer-ove prave (1883-95) i sl.),
primena RDA postupka je ograniéena na odredeni opseg vitkosti. Ve¢ ustanovljena,
gornja granica vitkosti | . predstavlja vitkost pri kojoj se seku Euler-ova i RDA kriva

izvijanja. Ovo je vitkost koja odgovara granici elasti¢nosti materijala i za sve manje
vitkosti izvijanje se deSava u plasti¢noj oblasti.

U ovom istrazivanju je uoceno da je primena opisanog RDA postupka za
predvidanje kriti€chog napona ograni¢ena i sa donje strane. Donja granica vitkosti stuba
| , je vitkost ispod koje se kriti€ni napon ne dostize usled izvijanja, ve¢ on postaje
jednak pritisnoj ¢vrstodéi f.,, materijala, odnosno njegovoj granici gnjeenja sy (sl. 4.57).

Pre korekcije RDA krive izvijanja, izraz (4.98) mozemo napisati u obliku:
2

i L
i—=Ex zal =—3 |,
.(L/k) k,
1 E
S - H al. £1 £1_, 4.265
“ :aeLok3 L e . ( )
:gkzﬂlz g
ffem zal £1,,.
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Donja granica vitkosti se sada moZe dobiti izjednaCavanjem donja dva izraza za
kriticni napon:

E &l O E
or :+ =fm IDn :g—+ :+ (4266)
&L 0 & 1 ek, Do f k—z !
g z%’n Iz g * cm i g *

Iz izraza (4.266) se vidi da je donja grani¢na vitkost funkcija oblika i dimenzija
popre¢nog preseka stuba, ¢vrstoce betona na pritisak, pocetnog modula elasti¢nosti,
zapreminske teZine betona i strukturalnog koeficijenta te¢enja. Strukturalni koeficijent
te€enja je funkcija dilatacija na granici elasti¢nosti i Poisson-ovog koeficijenta (4.252).
Poisson-ov koeficijent se moZe utvrditi eksperimentom, a ukoliko ne postoje
ekperimentalni podaci, preporuCuje se usvajanje vrednosti n=0.2. Pocetni modul
elastiCnosti zavisi od kvaliteta betona (njegove marke, odnosno karakteristi¢ne
évrstoce). U nedostatku eksperimentalnih podataka mogu se Koristiti analitiCki izrazi
kojima je iskazana veza pofetnog modula elastiCnosti i karakteristiCne ili srednje
¢vrstoce betona na pritisak, prema odgovaraju¢em standardu (4.241) i (4.244). 1z ove
analize sledi zaklju¢ak da donja granica vitkosti zavisi od geometrije poprecnog
preseka, &vrstoée betona na pritisak i Poisson-ovog koeficijenta. Sa usvojenom
vrednoS¢u Poisson-ovog koeficijenta n=0.2, donje granice vitkosti uzoraka kruznog
popre¢nog preseka prec¢nika 150 mm, za razliCite klase &vrstoée betona, prikazane su
u tabeli 4.14 i na slici 4.53.

Tabela 4.14. Grani¢na vitkost | ; , za razliCite klase ¢vrsto¢e betona, za

stubove kruznog poprec¢nog preseka precnika 150 mm
Klasa &vrstoée fom [MPa] En=E.n [GPa] I on

C 12/15 20 27.08518 102.1597668
C 16/20 24 28.6079 89.91932138
C 20/25 28 29.96195 80.72169411
C 25/30 33 31.47581 71.951712

C 30/37 38 32.83657 65.18570579
C 35/45 43 34.07715 59.78234836
C 40/50 48 35.22046 55.35183508
C 45/55 53 36.28319 51.64256218
C 50/60 58 37.27787 48.48431837

30 N
20 T~
15 ‘ ‘
40 60 80 100 120
Donja granica vitkosti
Slika 4.53. Promena grani¢ne vitkosti | ,  u funkciji srednje Evrstoce betona na pritisak,
za stubove kruznog popreénog preseka pre¢nika 150mm

Srednja évrstoéa na pritisak
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Donja granica vitkosti iz korigovane RDA krive izvijanja (I ), buduci da se

korekcija vrSi za svaku vitkost posebno, oéitava se sa dijagrama napon-vitkost, kao
presecCna ta¢ka korigovane RDA krive izvijanja i prave koja predstavlja pritisnu ¢vrstoéu
materijala (sl. 4.57).

Na ovaj nac¢in smo utvrdili da se primenom opisanog RDA postupka ne moze
predvideti kriti€ni napon za stubove vitkosti manje od donje grani¢ne vitkosti | p. Ipak,
ovim postupkom se mogu dobiti dijagrami napon-dilatacija za sve centri¢no pritisnute
stubove ¢ija vitkost ne prelazi veliCinu | . Naime, za vitkost koja predstavlja donju
granicu primenljivosti RDA postupka, kriti€ni napon usled izvijanja je jednak &vrstoci
betona na pritisak, pa dijagram napon-dilatacija, koji se dobija RDA postupkom za ovu,
graniénu vitkost, vazi i za sve vitkosti manje od | 5. Zbog ovoga se radni dijagrami
betona razli¢itih évrstoéa mogu dobiti ako se opisani RDA postupak primeni na
standardne uzorke za ispitivanje pritisne ¢vrsto¢e betona (cilindre i kocke).

Primer. Primena opisanog postupka bi¢e ilustrovana na primeru betonskih kocki koje
su koris¢ene za eksperimentalno odredivanje &vrstoée betona na pritisak u okviru
izrade doktorske disertacije dr Kukaras, D. [33]. Eksperimentalno ispitivanje je
sprovedeno u Laboratoriji za ispitivanje materijala i konstrukcija na Gradevinskom
fakultetu u Subotici. Na ovaj nacin ¢e biti izvrSena i verifikacija predlozenog RDA
postupka na ekperimentalno utvrdenim podacima.

Za potrebe utvrdivanja mehanickih karakteristika betona ugradenog u gredne
elemente koji su bili predmet istrazivanja u radu [33], paralelno su pripremljena probna
tela od istog betona, i to:

- Za odredivanje pritisne ¢vrstocée - tri kocke ivice 15cm,

- Za odredivanje Poisson-ovog koeficijenta i po¢etnog modula elasti¢nosti - Sest

prizmi dimenzija 10x10x40cm.

Beton je spravljen po recepturi za MB 35: voda m,=195.28kg/m? cement PC 35
m.=406.25kg/m*> (vodocementni faktor m,/m, =0.48), agregat: pesak (0-4mm)

607.971kg/m?, Sljunak (4-8mm) 454.49kg/m?, Sljunak (8-16mm) 757.61kg/m®. Uzorci su
negovani i Cuvani na isti na¢in kao i grede. Rezultati ispitivanja pritisne ¢vrstoce
uzoraka prikazani su u tabeli 4.15.

Tabela 4.15. Pritisna ¢vrstoca ispitanih uzoraka [33]

. Y . Srednja vrednost
Pritisna Cvrstoca o N A
Uzorak foube [MPa] pritisne ¢vrstoce
b fom [MPa]
1 45.1
2 48.5 47.2
3 48.5

Odredivanje Poisson-ovog koeficijenta i modula elasti¢nosti je izvrSeno na Sest
betonskih prizmi dimenzija 10x10x40cm. Svaka prizma je bila opremljena sa po Cetiri
merne trake, od kojih su po dve zalepljene na naspramnim stranama prizmi - dve za
registrovanje vertikalnin, a dve za registrovanje horizontalnih dilatacija. Dilatacije su
praéene preko Vitston-ovog mernog mosta (sl. 4.54). Uzorci su ispitivani u presi, a sila
je, osim na skali prese, pra¢ena i preko digitalnog dinamometra koji je bio spojen na
Vitston-ov most (sl. 4.55).

Dobijene vrednosti modula elasti¢nosti su date u tabeli 4.16. Na slici 4.56 je
prikazan odnos merenih vrednosti horizontalnih i vertikalnih dilatacija (crvenom linijom
su povezane srednje vrednosti). Isprekidana linija predstavija linearnu funkciju kojom
su aproksimirane merene vrednosti, primenom metode najmanjih kvadrata. Na osnovu
nagiba ove linije usvojena je vrednost Poisson-ovog koeficijenta n=0.197.

Doktorska disertacija Danica Goles



Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski 136

2

Slika 4.54. Uzorci za ispitivanje modula elastiénosti i Poisson-ovog koeficijenta
i uzorak spojen na digitalni merni most [33]

. I

Slika 4.55. Uzorak sa digitalnim dinamometrom pre i posle ispitivanja [33]

Tabela 4.16. Po¢etni modul elasti¢nosti ispitanih uzoraka [33]

Pocetni modul Srednja vrednost
Uzorak elasticnosti modula elasti¢nosti
E. [MPa] Ecm [MPa]
1 33390
2 36570
3 34800 35110
4 35900
5 35020
6 34970
V=Ey/Ey
25
o ~ 018735,
E 15
- -~
; 10
D/
0 25 50 i<l 100
By [urr'lfrn]

Slika 4.56. Odnos poprecnih i poduznih dilatacija - Poisson-ov koeficijent [33]
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Geometrijske karakteristike popre¢nog preseka uzoraka na kojima je ispitana
pritisna &vrsto¢a betona su sledede: A, =152 =225cm?, |, =15*/12 =4218.75cm*,

k, =I,/A, =4.330cm, k3/I, =0.019245cm™. Usvojena je zapreminska teZina
betona g =24kN/m® .

Sa eksperimentalno utvrdenim vrednostima Poisson-ovog koeficijenta (n=0.197),
pocetnog modula elastiCnosti (E.,=35.11GPa) i srednje vrednosti pritisne &vrstoce
(fem=47.2MPa) mozemo odrediti:

- Strukturalni koeficijent te€enja betona (sa pretpostavljenim ez=0.0003)

s ! ¢ g 1
= %1 0.17-0.00035 "42:0.0003 __ g 505
e 1 o U 1
1- o
gl- 0.197x0.0003g  (12>0.0003
- Vitkost na granici elasti¢nosti
k31 5 1
g =p°—2—=p°x0.019245 % 3 =121.701
L, g 2.4X0°° x0.6503
- Napon i dilataciju na granici elasti¢nosti
-3
5 = 20110>2420° 90503 _ o3 sompa, e, =& = 2329 ~ 0 000666476
121.701x0.019245 E, 35110
- Nekorigovanu RDA krivu izvijanja (sl. 4.57)
RDA 1 35110 .4 X102 x0.6503 _ 2847.33
S = EH = =
LS | x0.019245 |
l,d’

- Donju granicu vitkosti za nekorigovanu RDA krivu izvijanja
_35110X.4 X102 x0.6503

Ph T 47.2>0.019245
- Korigovanu RDA krivu izvijanja, iterativnim postupkom opisanim u delu 4.4.3.1,
koji se ponavlja za razli€ite vitkosti | (sl. 4.57)

w0 || \

160 : \ \ Euler

140 \ \ o ROA
\

- \ —=— RDA korigovano
120 + \
100 +

=60.32

\ \ —=—mereno
80— \\ N
NN . .

\\

Kriti€ni napon [MPa]

e

40 +

i '\-\ _‘-""‘HQ
O . T T T

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160

Vitkost

Slika 4.57. Krive izvijanja i merena srednja ¢vrsto¢a na pritisak
betonske kocke ivice 15cm
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- Donju granicu vitkosti za korigovanu RDA krivu izvijanja, o€itavanjem sa
dijagrama na slici 4.57 prese¢ne tacke korigovane RDA krive izvijanja i
horizontalne prave koja predstavla merenu srednju c¢vrstoéu na pritisak:
| , =26.2. Stvarna vitkost uzorka je | =15/4.33=3.464<| .

- Nekorigovani RDA kritiéni napon za donju granicu vitkosti
RDA 1 _35110x2.4x10°° »0.6503

s RPA = E
H 26.2x0.019245

- =108.68MPa
K1

I D, . x

l, d

- Parove s (t)- Ex (t) pri vitkosti | , za razli¢ite trenutke nano3enja opterecenja,
koriSéenjem izraza

E .
Ex(t) @——=2——, gdeje

1+s (1) X,
k3

K; =|E—Zi1=121.701>0.019245v Lo 1 ~=0.027795212.
l, Ey g 35110 2.4X0

Ovi parovi su prikazani u tabeli 4.18.

- Korigovana vrednost kriti€nog napona se poklapa sa srednjom vrednoSéu
Cvrstoce betonske kocke, odnosno:

Sroal = fom =47.2MPa,

Sto se dobija i iterativnim postupkom primenjenim na parove s (t)- Eg (t) na
donijoj granici vitkosti | p (tabela 4.17).

Tabela 4.17. Vrednosti napona i RDA modula, po iteracijama, za kocku

lteracija s RPA) [MPa] EY [MPa]
0 108.6767 8732.3
1 27.0294 19990.7
2 61.8775 12951.3
3 40.0883 16285.0
4 50.4074 14661.0
5 45,3803 15422.1
6 47.7365 15106.4
7 46.7591 15262.3
8 47.2417=5 oy, 15179.12= Epy

- RDA dijagram napon-dilatacija, primenom izraza (4.264).

e = 2340 _ 4 000666476, s, = 23.5219MPa,
35110
e = 23.5219- 2340, 000666476 = 0.000672218
21229.9
e, = 244409 - 23.5219 | ; 400672218 = 0.000716466, ..,
20905.0
€rpa = 47.2417- 46.7865 ) 602005529 = 0.002035517,
15179.12

e, = 108.68 - 47.2417 , 4 002035517 = 0.003785397.

P 35110

Gore analizirani podaci su dati u tabeli 4.18. Na slici 4.58 je prikazan dijagram
napon-dilatacija za analizirani uzorak. Uporedo sa sraCunatim vrednostima prikazan je i
dijagram napon-dilatacija za nelinearnu analizu (4.243), prema EC 2, pri ¢emu su kao
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ulazni podaci koris¢ene merene vrednosti E., i f.m, dok je za dilataciju pri najveéem
naponu usvojena vrednost koja se dobija iz tabele 3.1 Evrokoda 2 [20] za merenu
vrednost f,, linearnom interpolacijom.

Tabela 4.18. Vrednosti funkcije napona s(t), modula Eg(t) i
dilatacija e(t) u razli€itim vremenima opterecivanja

t [sec] s (t) [MPa]| Er (t) [MPa] e(t) [%o]
0.00001 0.0000 35110.0 0.0000
5 0.9484 34208.3 0.0270
10 1.8967 33351.8 0.0540
15 2.8448 32537.2 0.0810
20 3.7928 31761.7 0.1080
25 4.7404 31022.5 0.1350
30 5.6877 30317.1 0.1620
35 6.6346 29643.5 0.1890
40 7.5809 28999.5 0.2159
45 8.5267 28383.2 0.2429
50 9.4718 27793.0 0.2698
55 10.4162 27227.2 0.2967
60 11.3598 26684.5 0.3235
65 12.3026 26163.4 0.3504
70 13.2444 25662.8 0.3772
75 14.1852 25181.5 0.4040
80 15.1249 24718.4 0.4308
85 16.0634 24272.6 0.4575
90 17.0008 23843.2 0.4842
95 17.9368 23429.2 0.5109
100 18.8715 23030.0 0.5375
105 19.8048 226447 0.5641
110 20.7365 22272.6 0.5906
115 21.6666 21913.2 0.6171
120 22.5952 21565.9 0.6436
125 23.5219 21229.9 0.6872
130 24.4469 20905.0 0.7315
135 25.3701 20590.4 0.7763
140 26.2913 20285.8 0.8217
145 27.2105 19990.7 0.8677
150 28.1276 19704.7 0.9142
155 29.0426 19427.4 0.9613
160 29.9554 19158.4 1.0090
165 30.8658 18897.5 1.0571
170 31.7740 18644.2 1.1059
175 32.6797 18398.2 1.1551
180 33.5829 18159.3 1.2048
185 34.4836 17927.2 1.2551
190 35.3817 17701.6 1.3058
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Tabela 4.18. (nastavak)

t [sec] s (b) Er (1) [MPa] e(t) [%o]
195 36.2770 17482.2 1.3570
200 37.1696 17268.9 1.4087
205 38.0594 17061.4 1.4609
210 38.9462 16859.4 1.5135
215 39.8301 16662.8 1.5665
220 40.7110 16471.4 1.6200
225 41.5888 16285.0 1.6739
230 42.4634 16103.5 1.7282
235 43.3347 15926.5 1.7829
240 44.2028 15754.1 1.8380
245 45.0675 15586.0 1.8935
250 45.9288 15422.1 1.9493
255 46.7865 15262.3 2.0055
260 47.2417 15179.12 2.0360
47.2147 3.7850
50
45 \.
40 , N
35 7
T 1 N
=
— 25
S
g 20
15
10 —e— RDA
5 | —s—EC 2
0 #
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Dilatacija [%o]

Slika 4.58. Uporedni prikaz dijagrama napon-dilatacija za ispitanu kocku,
dobijenih RDA postupkom i prema EC 2 (za nelinearnu analizu)

Primecuje se vrlo dobro slaganje dijagrama sve do dostizanja maksimalnog

napona. Najveca razlika se ogleda u nedostatku opadajuce grane RDA dijagrama.

Na Zalost, u radu [33] nisu date dilatacije betona za razne nivoe napona, pa se
dobijeni RDA dijagram ne moZe uporediti sa eksperimentalnim vrednostima. MozZe se
konstatovati da se dilatacije pri maksimalnom naponu (2.036%.) nalaze unutar
uobicajenih vrednosti za ovu klasu ¢vrsto¢e betona (2.0 - 2.3%o).

Na slici 4.59 je dat uporedni prikaz dobijenog RDA dijagrama napon-dilatacija sa
racunskim dijagramom prema EC 2, pri emu je, umesto radunskog napona fe, U

izrazima (4.246) i (4.247) koriS¢éena srednja ¢vrstoc¢a betona f.,, odnosno:

S

c

=f

é 35U
S ® e 0Y
cm gl'_ 91_ _C+ L,]
8§ e Cagf

za Ofe fe,
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s, =f za e,fe fe,, .
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[any
o
I

(6]
|

o
4

0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

o

Dilatacija [%o]

Slika 4.59. Uporedni prikaz dijagrama napon-dilatacija za ispitanu kocku,
dobijenih RDA postupkom i prema EC 2 (racunski)

Primecuje se vecéa "ispruzenost" RDA dijagrama izmedu granice elastiénosti i
najve¢eg napona. Dilatacije pri najve¢em naponu se neznatno razlikuju, ali se krajnje
dilatacije prema RDA dobijaju nesto vece nego po EC 2 (3.785% spram grani¢nih
3.5%0 prema EC 2).

4.4.3.3. Primena RDA postupka za dobijanje radnih dijagrama betona razli€itih
klasa €vrstoée

Na osnovu re¢enog u prethodnom delu, moze se zakljuciti da se primenom RDA
postupka za kratke stubove (opisanog u delu 4.4.3.2) na uzorke za ispitivanje pritisne
évrstoce betona moZze konstruisati dijagram napon-dilatacija za bilo koju klasu ¢vrstoce
betona, ako su poznati: modul elasti¢nosti E.,, srednja vrednost ¢vrsto¢e na pritisak
fom» zapreminska tezina g i Poisson-ov koeficijent n. Ovi parametri se odreduju
eksperimentalnim putem na prethodno spravljenim uzorcima.

U fazi projektovanja, medutim, biramo odredenu klasu ¢vrstoce betona, za koju,
na osnovu izabranog standarda, moZzemo sraunati (ili usvojiti sve potrebne
parametre. Jedini problem se javlja kod usvajanja Poisson-ovog koeficijenta. EC 2 daje
preporuku da se, u nedostatku eksperimentalnih podataka, moze usvojiti vrednost
n=0.2 za beton bez prslina, odnosno n=0 za beton sa prslinama. Ovaj podatak,
medutim, nije dovoljno precizan za potrebe konstruisanja RDA dijagrama napon-
dilatacija. RDA postupak je primenjen na razli¢itim klasama d&vrstoce betona, sa

usvojenom vredno3éu n=0.2 (kojoj odgovara j  =0.667), za sve klase &vrstoce.

Primeceno je da su, za niZze klase ¢vrstoce, dilatacije pri maksimalnom naponu dosta
ispod, a za viSe klase ¢&vrstoCe dosta iznad vrednosti datih u EC 2. Na zalost, u
dostupnoj literaturi nije nadena veza izmedu Poisson-ovog koeficijenta i évrstoce na
pritisak (osim nekih indicija o poveéanju Poisson-ovog koeficijenta sa porastom pritisne
¢vrstoce [12], [51]). Poisson-ov koeficijent za beton se, prema literaturi, kre¢e u dosta
Sirokim granicama od 0.15 do 0.25, pa i Sire [2], [76], u zavisnosti od prisustva prslina,
nivoa optereéenja, starosti betona i dr. U nedostatku tacnijin podataka, za potrebe
konstruisanja radnog dijagrama razliCitih klasa ¢&vrstoée betona primenom RDA
postupka, postupak opisan u delu 4.4.3.2 je korigovan tako 3to je Poisson-ov
koeficijent za odredenu klasu &vrsto¢e betona odreden iz uslova da dilatacije pri
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maksimalnom naponu, dobijene RDA postupkom, budu jednake vrednostima datim u
tabeli 3.1 Evrokoda 2 [20].

RDA postupak opisan u delu 4.4.3.2 je primenjen na uzorke za ispitivanje pritisne
¢vrstoce betona u skladu sa EN 206-1, koji su oblika cilindra pre¢nika 15cm i visine
30cm. Geometrijske karakteristike poprec¢nog preseka  su sledece:

A.=15%p/4=176.71cm?, |, =15%xp/64 =2485.05cm*,  k, =.,/I,/A, =3.75cm,
k3/l, =0.0212207cm™ . Usvojena je zapreminska teZina betona g =24kN/m®.
Stvarna vitkost uzoraka je | =30/3.75=8.0 i u svim slu€ajevima je | <I,. U tabeli

4.19 su prikazani ulazni podaci, sraCunate karakteristicne veli€ine i grani¢ne dilatacije
prema EC 2, za razliCite klase &vrstoée betona.

Tabela 4.19. Ulazni i izlazni podaci RDA analize probnih tela oblika cilindra

. RDA EC2 RDA EC2
Klasa l\];ﬁ;“ g'%m n J | g I b €1 €1 €cut €1
[MPa] | [GPa] D] | Bl | e | [%]

C25/30 1 33 31 | 0.1454 | 0.41 | 212.845 | 145 | 2102 | 2.1 | 4.236
C35/45 1 43 34 |0.1805 | 0.565 | 154.454 | 18.5 | 2.257 | 2.25 | 4.447 | 3.5
C45/55 | 53 36 | 0.2092 | 0.72 | 121.203 | 21.455 | 2414 | 2.4 | 4.737

Uocavamo da se dobijeni Poisson-ov koeficijent, za analizirane klase ¢vrstoce,
nalazi u granicama od 0.1454 do 0.2092, te da raste sa porastom ¢vrstoée betona. Ovo
se sasvim dobro poklapa sa podacima iz dostupne literature, navedenim u ranijem
tekstu. Takode se mozZe primetiti da su krajnje dilatacije prema RDA dosta izhad
grani¢nih dilatacija prema EC 2. Kako je ova granica i eksperimentalno diskutabilna, za
prakticnu primenu RDA radnih dijagrama betona mozemo usvojiti ograni¢enje
maksimalne dilatacije pri lomu na 3.5%o.

Na slikama 4.60 do 4.62 prikazane su krive izvijanja za analizirane klase ¢vrstoce
betona. Radni dijagrami betona dati su na slikama 4.63 do 4.65, dok su na slici 4.66
uporedo prikazani radni dijagrami betona razli€itih klasa prema RDA (sl. 4.66.a) i EC 2
(sl. 4.66.b).

200
180
== Fuler
160 RDA —
I \ === RDA korigovan
' 140 C . P E—
D“_‘ 3 ===srednja ¢vrsto¢a
=01
— 120
c
o
F 100
c
Y 1
= [
b= i
X 60 | \
Sy \ .
0 | MM-— e~
L - —
L N
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210 220
Vitkost

Slika 4.60. Krive izvijanja i srednja ¢vrstoca na pritisak
za beton klase C 25/30
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Slika 4.61. Krive izvijanja i srednja ¢vrstoca na pritisak
za beton klase C 35/45
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Slika 4.62. Krive izvijanja i srednja &vrstoca na pritisak

za beton klase C 45/55
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Slika 4.63. Uporedni prikaz dijagrama napon-dilatacija za beton klase C 25/30,
dobijenih RDA postupkom i prema EC 2 (za nelinearnu analizu)
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Slika 4.64. Uporedni prikaz dijagrama napon-dilatacija za beton klase C 35/45,
dobijenih RDA postupkom i prema EC 2 (za nelinearnu analizu)
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Slika 4.65. Uporedni prikaz dijagrama napon-dilatacija za beton klase C 45/55,
dobijenih RDA postupkom i prema EC 2 (za nelinearnu analizu)
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Slika 4.66. Uporedni prikaz dijagrama napon-dilatacija za razliCite klase betona:
a) - dobijenih RDA postupkom i b) - prema EC 2 (za nelinearnu analizu)
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5. PRIMER - PRIMENA RDA RADNIH DIJAGRAMA CELIKA |
BETONA NA ODREBDIVANJE GRANICNE NOSIVOSTI
ARMIRANOBETONSKE POLIEDARSKE LJUSKE

Za ilustraciju  primene reoloSko-dinami¢ke analogije u  proradunu
armiranobetonskih konstrukcija posluzi¢e primer armiranobetonske ljuske C¢&iji je
poprec¢ni presek prikazan na slici 5.1. Osnovne dimenzije i oblik ljuske usvojeni su u
skladu sa preporukama koje je, na osnovu viSedecenijskog iskustva u projektovanju i
izvodenju armiranobetonskih poliedarskih ljuski, dao C. B. Wilby [67]. Pri izboru
geometrije ljuske i dimenzija njenih sastavnih elemenata nije se teZilo postavljanju
konstrukterskih rekorda u pogledu veli€ine raspona ili debljine plo¢a, ve¢ je odabrana
poliedarska ljuska koja je realno izvodljiva u prose¢nim uslovima izgradnje kod nas.

|
>< $=1.00 kN/m?

272.8 ‘ 308.9 308.9 ‘ 272.8 ‘
\

Slika 5.1. Poprecni presek i optereéenje analizirane poliedarske ljuske

Odabrana konstrukcija je raspona L=20m, ukupne Sirine B=11.6m. Dimenzije
popre¢nog preseka ivicne grede su b/d= 20/100cm, dok je debljina ploca ljuske
d,=10cm. Poliedarska ljuska je optere¢ena stalnim optere¢enjem: sopstvenom tezinom

g i tezinom obloge kosih ravni intenziteta Dg=0.5 kN/m?, kao i promenljivim

(povremenim) optere¢enjem od snega, intenziteta s =1.0 kN/m?osnove. Poliedarska
ljuska se na svojim krajevima (y=0 i y=20m) oslanja na armiranobetonske dijafragme.
Konstrukcija je od betona marke MB 45 (C 35/45), sa armaturom RA 400/500-2.

5.1. Numeri€ka analiza primenom MKT

Linearno elasti¢tna analiza poliedarske konstrukcije je sprovedena primenom
raCunarskog programa MKTEL, autora D. D. MilaSinovi¢a, koji je detaljno opisan u [38].
Program se zasniva na metodu konac¢nih traka, opisanom u poglavlju 3, a pisan je
programskim jezikom FORTRAN. Analiza je sprovedena sa sto c¢lanova reda.
IskoriS¢ena je simetrija geometrije, uslova oslanjanja i opterecenja, pa je numericka
analiza sprovedena samo za polovinu nosaca. Mreza konacnih traka (ukupno 10),
njihove oznake i oznake ¢vornih linija, kao i orjentacija globalnog koordinatnog sistema,
prikazane su na slici 5.1. Trake su na krajevima slobodno oslonjene, a svaka ima po
osam stepeni slobode kretanja (videti sl. 3.4). U &voru 1 je spre¢eno horizontalno
pomeranje i obrtanje oko ose y (u=0,j =0). Usvojene su sledete elasti¢ne

karakteristike materijala: E=34GPa (prema EC 2 za beton C 35/45)in =0.
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Analizom rezultata proraCuna za mreze konac¢nih traka razlicite gustine, uo¢eno
je da se izborom mreze prema slici 5.1 postiZze Zeljena ta¢nost, a da se izlazni podaci
dobijaju u zadovoljavaju¢em broju taCaka. Ovo potvrduje i uporedna analiza iste ljuske
primenom komercijalnog raCunarskog programa Tower 6, zasnovanog na metodu
konaénih elemenata, koju je autorka ovog rada sprovela za razliCite gustine mreze
konaénih elemenata. Presecni uticaji i pomeranja dobijeni na ovaj nacin gotovo su u
potpunosti identi¢ni sa uticajima dobijenim primenom metoda konac¢nih traka za
linearno elasti¢nu analizu u slu¢aju malih pomeranja.

5.1.1. Analiza uticaja duzine ljuske na preseé€ne sile i pomeranja

Oblik dijagrama presecnih sila i pomeranja, kao i njihove veli€ine, zavise od
duzine ljuske. U cilju ilustracije uticaja duzine ljuske na preseéne sile i pomeranja, u
okviru ovog istrazivanja je, primenom racunarskog programa MKTEL, sprovedena
numeri¢ka analiza poliedarskih ljuski razliite duzine, popre¢nog preseka prema slici
5.1. ProraCun presecnih sila, momenata, pomeranja i obrtanja odabranih tataka
sproveden je za ukupno eksploataciono opterecenje. Na oshovu posmatranja i
poredenja dobijenih dijagrama (sl. 5.2 do 5.13) moZze se, ukoliko je to potrebno, odrediti
priblizna granica izmedu "dugih” i "kratkih" poliedarskih ljuski.

Rasponi ljuske su varirani od L=5m, pri ¢emu je odnos duzina/Sirina pojedinih
plo¢a koje Cine poliedar 1,/l,=1.59, do L=100m (I,/I,=31.87). Pri tome izbor raspona
vec¢eg od L=30m, u slu¢aju armiranobetonske poliedarske ljuske poprec¢nog preseka
prema slici 5.1, ima samo teorijski zna¢aj, buduéi da presecne sile i pomeranja ovde
dostizu prakti€no neprihvatljive veli€ine.

u [mm] u [mm]

1 04

0 ——

-1 j -50 -

24 [——L=b5m
ad [— L=10m 100 A L=60m

—L=20m
-4 4 L=100m
-5 -150
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
évor évor

Slika 5.2. Dijagrami pomeranja u pravcu globalne x ose tacaka preseka na sredini raspona,
za ljuske razli¢ite duzine

v [mm] v [mm]
1.0 60
0.5 409
0.0 — 7 [ 1T 201
. ———————— 0 — '

059 [\ 5m -20 4 —_— t=:2)’8m

—— L=30m
-1.04 |— L=10m 401 — L=40m
154 [— L=20m 01 | —L=6om

-80 4 L=100m
2.0 -100
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

¢évor ¢évor

Slika 5.3. Dijagrami pomeranja u pravcu globalne y ose tataka preseka iznad oslonaca,
za ljuske razli¢ite duzine
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w [mm] w [mm]
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¢évor ¢évor

Slika 5.4. Dijagrami vertikalnih pomeranja tataka preseka na sredini raspona,
za ljuske razli¢ite duzine

. -3
i [x 10%rad] j x10%rad]
1 0 —
—— I —
] -10 4 -
O - \ bt
L -20 4
14 -304 [—L=20m
L= —— =30
Lom 01 | " Ziom
2 —— L=10m —om
504 |——L=60m
—— L=20m =
L L=100m
3 -60
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

¢évor

Slika 5.5. Dijagrami obrtanja oko y ose taaka preseka na sredini raspona,
za ljuske razli¢ite duzine

Analizom dijagrama pomeranja u pravcu globalne x ose moze se uociti da se
donja linija ivicne grede (&vorna linija 11) u slu¢aju raspona L=5m i L=10m pomera ka
spolja, dok je za sve ostale raspone njeno pomeranje ka unutra (ka osi simetrije
popre¢nog preseka). Pri rasponu L=20m dijagram izmedu &vornih linija 5 i 9 jo$ ima
paraboli¢an oblik, dok je kod veéih raspona on gotovo linearan.

Primecuju se dva karakteristicna oblika dijagrama pomeranja u pravcu poduzne
ose ljuske - za raspone do L=10m i za sve vece raspone. Promena oblika ovog
dijagrama u popreénom pravcu, kod ljuske raspona L=5m je izrazito krivolinijska, dok je
za sve ostale raspone ova promena gotovo pravolinijska po Sirini pojedinih plo¢a
poliedra.

Vertikalna pomeranja tataka u osi simetrije popre¢nog preseka (¢vorna linija 1)
kod ljuski raspona L=10m i L=20m su negativna (nhaviSe). Kod svih ostalih raspona
vertikalna pomeranja svih taCaka poprec¢nog preseka su pozitivna. Sve tacke
popre¢nog preseka ljuske raspona L=100m imaju gotovo jednaka vertikalna
pomeranja.

Ugao obrtanja oko poduzne ose ljuske ima promenljiv predznak duz popre¢nog
preseka ljuski raspona L=5m i L=10m. Za sve ostale raspone obrtanja svih taaka su
negativna.

Na osnovu gornje analize pomeranja i obrtanja moze se izvesti zaklju¢ak da se
granica izmedu "kratkih" i "dugih" poliedarskih ljuski, popre¢nog preseka prema slici
5.1, nalazi izmedu raspona L=10m i L=20m, kojima odgovara odnos duzina/Sirina
ljuske izmedu L/B=0.86 i L/B=1.72, tj. odnos raspona pojedinih plo¢a poliedra izmedu
y/1,=3.19 i |,/l,=6.37.
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Ny [KN/m] Ny [kN/m]
1600
1400 4
14000 4 —L=20m
1200 4 L=5m ——L=30m
1000 4 ——L=10m ——L=40m
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800 —— L=20m ——L=60m
L=100m
600 4 4000 4

400 4
/
—
200 -1000 /_,_I/I'
L—
0 =1 |
-6000

-200
1 2 3 a4 5 6 7 8 9 10 11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
évor évor
Slika 5.6. Dijagrami poduzne normalne sile N, u preseku na sredini raspona,
za ljuske razli¢ite duzine
Mx [kNm/m] Mx [kNm/m]
9 50
7 4 —— =5
7L:1;nm 40 1 ——L=20m
5 4 =20 ——L=30m
i 304 —— L=40m

31 —— L=60m
20 4 L=100m
14
' 10 4
214
0 |
3. T w\M‘

-5 -10

évor évor

Slika 5.7. Dijagrami momenta savijanja M, oko y ose u preseku na sredini raspona,
za ljuske razli¢ite duzine

Nx [kN/m] Nx [kN/m]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
5 4 0
-10 4
-10 4
-15 <4
20 4
-20 4
.25 4 -30 4 ==
—— L=20m
[
-30 4 _ -40 o —— L=30m
——L=5m 40 //§ B
-35 4 ——L=10m 0l ———1 ——L=40m
40 .\\/ ——L=20m — —— L=60m
| | — 60 4 L=100m
-45 J
50 70

évor cevor

Slika 5.8. Dijagrami normalne sile N, u popre€nom pravcu u preseku na sredini raspona,
za ljuske razli¢ite duzine
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Slika 5.9. Dijagrami momenta savijanja M, oko x ose u preseku na sredini raspona,
za ljuske razli¢ite duzine

Nxy [KN/m] Nxy [KN/m]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

——L=20m
600 4| —— L=30m
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——L=10m 500 4 | —— L=60m
100 - —— L=20m L=100m
400 A -
i 300 -
50 //
200 - [
L~ | —
—_ | ~ 100 4 ] ™~
0 \—/_ _/ 0 ﬁ//
¢évor ¢évor

Slika 5.10. Dijagrami smicuce sile N, u preseku iznad oslonaca,
za ljuske razli¢ite duzine

Mxy [kNm/m] Mxy [kNm/m]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3 45
2 ] 40 4
1] 359 [—L=20m
/r" 304 | —L=30m
0 T u T 254 | ——L=40m
\1\17' ——L=60m
-1 4 20 4
L=100m I
15 -
2 1 ——L=5m
10 -
ey ——L=10m
——L=20m 51 ‘ %3
‘
1 0 — e ey
5 5
¢vor évor

Slika 5.11. Dijagrami torzionog momenta M,, u preseku iznad oslonaca,
za ljuske razli¢ite duzine
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Posmatrajmo dijagrame preseénih sila i momenata prikazane na slikama 5.6 do
5.11. Lako se uoCavaju dve grupe ovih dijagrama, koje se razlikuju po svom obliku -
dijagrami "kratkih" ljuski (L=5m i L=10m) i dijagrami "dugih" ljuski (raspona L=20m i
vise).

Dok je dijagram poduzne normalne sile N, dugih ljuski gotovo linearan po Sirini
pojedinih plo¢a, to je kod ljuske raspona L=5m izraZzena njegova nelinearnost (sl. 5.12).

Ny [KN/m], L=5m
200

150 1

114.64

100 A

43.50

50 4

-50 4

-7.11
-7.45
-24.96
-10.12

-100

i
N
w
A
an

6 7 8 9 10 11

¢vor

Slika 5.12. Dijagram poduzne normalne sile N, u preseku na sredini raspona,
za ljuske duzine L=5m

Zanimljivo je pogledati i dijagrame poduznog normalnog napona s, po Visini
popre¢nog preseka ljuske, u sredini raspona, za razliCite duzine ljuske (sl. 5.13). Kod
raspona do L=20m maksimalna vrednost napona pritiska ne postiZze se u najvisoj tacki
popre¢nog preseka (¢vorna linija 1), nego nesto ispod nje. Sa povecanjem raspona
smanjuje se visina pritisnute zone preseka (neutralna linija se podiZze blize krajnjoj
pritisnutoj ivici). Tek za izrazito velike raspone (L=100m) dijagram normalnih napona
postaje linearan po visini preseka, iz ¢ega se moze zakljuciti da bi primena klasi¢ne
teorije grede na analizu poliedarskih ljuski dala priblizno taéne rezultate tek za duzine
preko L=60m (L/B=5.17, |,/I,=19.12), koje su neprihvatljive sa prakticnog aspekta.

visina [m] visina [m]
3
=30 L=100m
— L=30m
2 5 —— L=60m
——L=20m
2 2 —— L=40m
—— L=10m . L=30m
N L=sm 15 ——1L=20m
1 1
05 | 0.5
sy[MPa] sy[MPa]
Tal . . T 9 T
5 0 5 10 15 -100 -50 0 50 100

Slika 5.13. Dijagrami poduznog normalnog napona s, po visini popre¢nog preseka ljuske,
u sredini raspona, za razli€ite duZine ljuske

Momenti torzije My, u oslonackim presecima plo¢a koje €ine poliedar su mali ¢ak i
kod dugih ljuski. Medutim, kod iviénih greda oni dostizu znac¢ajnu veli¢inu. U nekim
slu€ajevima ovi uticaji mogu postati merodavni za dimenzionisanje. Sa dijagrama na
slici 5.11 se vidi da se predznak momenta torzije u iviénoj gredi menja pri rasponima
izmedu L=10m i L=20m. Najmaniji oslonacki momenti torzije u iviénoj gredi javljaju se
upravo pri rasponu L=20m. 1z ovoga se zaklju€uje da je izabrani poprecni presek ljuske
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posebno pogodan za raspon L=20m, koji je u ovom radu i odabran za detaljniju
analizu.

5.1.2. Analiza uticaja nagiba ploéa ljuske na preseéne sile i pomeranja

Izbor oblika popre€nog preseka poliedarske ljuske takode utiCe na oblik
dijagrama presecnih sila i pomeranja i na njihovu veli€inu. Zbog toga je za odabrani
raspon L=20m, primenom racunarskog programa MKTEL, sprovedena numeri¢ka
analiza poliedarskih ljuski razli¢ite "dubine", odnosno poprecnih preseka prema slikama
5.1 ("lzabrana"), 5.14 ("plitka"), 5.15 (duboka "A") i 5.16 (duboka "B"). Primenjeni
materijal je isti kao i u prethodnim analizama.

>< $=1.00 KN/m?

L

L

103.38 52.49

100

284.03 ‘ 297.67 297.67 284.03
1 1 |

Slika 5.14. Poprecni presek i opterecenje "plitke" poliedarske ljuske

>< $=1.00 KN/m?

279.0 ‘ 302.7 302.7 ‘ 279.0 ‘
I 1 |

Slika 5.15. Poprec€ni presek i opterecenje analizirane "duboke "A™ poliedarske ljuske
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>< $=1.00 kN/m?
AR

T‘?7.69L

213.56

254.5 327.2 327.2

— E=X
|

Slika 5.16. Poprecni presek i optereéenje analizirane "duboke "B"" poliedarske ljuske

Uporedni dijagrami pomeranja, obrtanja, presecnih sila i momenata u odabranim
tackama, za ukupno eksploataciono optereéenje, prikazani su na slikama 5.17 do 5.26.

u [mm]
2
0 - ——
\\\\::::§§§\
-2 - \ | —
4 4 . o —
izabrana i ——

—— plitka ™~
-6 4 duboka "A" I~

—— duboka "B" I P
-8

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

cvor
Slika 5.17. Dijagrami pomeranja u pravcu globalne x ose tataka preseka na sredini raspona,
za razli¢ite oblike popre€nog preseka ljuske

v [mm]
1
0 L) L) L) L) L) L)
izabrana
1 d — plitka
duboka "A"
duboka "B"
-2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
¢vor

Slika 5.18. Dijagrami pomeranja u pravcu globalne y ose taaka preseka iznad oslonaca,
za razli¢ite oblike popre€nog preseka ljuske
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w [mm]

izabrana
10 4
— plitka
15 4 duboka "A"
duboka "B"
20

¢évor

Slika 5.19. Dijagrami vertikalnih pomeranja tacaka preseka na sredini raspona,
za razlicite oblike popre¢nog preseka ljuske

i [x 10 rad]
1
0 v~
1 I
2 d [ / -
-3 4 | 1 — izabrana
-4 d — plitka
5 L duboka "A"
—— duboka "B"
-6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
¢évor
Slika 5.20. Dijagrami obrtanja oko y ose taaka preseka na sredini raspona,
za razli¢ite oblike popre€nog preseka ljuske

Analizom gornjih dijagrama moze se zakljuciti da najpovoljniju sliku pomeranja i
obrtanja imaju ljuske poprec¢nih preseka prema slikama 5.1 i 5.16.

Ny [KN/m]
1700 4
——izabrana
— plitka
1200 + — duboka "A"
—— duboka "B"
700 4
200 -

-300
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
¢évor
Slika 5.21. Dijagrami poduzne normalne sile Ny u preseku na sredini raspona,
za razli¢ite oblike popre€nog preseka ljuske
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Mx [KNm/m]
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
cévor
Slika 5.22. Dijagrami momenta savijanja M, oko y ose u preseku na sredini raspona,
za razlicite oblike popre¢nog preseka ljuske

Nx [kN/m]
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cévor

Slika 5.23. Dijagrami normalne sile N, u popre€nom pravcu u preseku na sredini raspona,
za razlicite oblike popre¢nog preseka ljuske

My [KNm/m]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1.5
0.5 1
'05 1 §\\/
-1.5 1 e B—
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2.5 - T~

— plitka I
-3.5 4 ——duboka "A"

— duboka "B" \>
-4.5 1
-5.5

cévor

Slika 5.24. Dijagrami momenta savijanja M, oko x ose u preseku na sredini raspona,
za razlicite oblike popre¢nog preseka ljuske
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Nxy [KN/m]
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200
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O§/

-100
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Slika 5.25. Dijagrami smi€uce sile Ny, u preseku iznad oslonaca,
za razli¢ite oblike popre€nog preseka ljuske

Mxy [KNm/m]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1. | N

-2 4 —— izabrana

3 —— plitka

4 - —— duboka "A" —
5 - —— duboka "B" /

-6

évor
Slika 5.26. Dijagrami torzionog momenta M,, u preseku iznad oslonaca,
za razlicite oblike popre¢nog preseka ljuske

Iz gornjih dijagrama prese¢nih sila i momenata uoava se da se najmanje
vrednosti poduzne normalne sile N, javljaju kod duboke "B" ljuske, dok se kod izabrane
ljuske dobijaju neSto veée vrednosti N,. Isti odnos veli¢ina primeéuje se i za
membransku silu N, i smiCucu silu N,,. Momenti torzije M,, u ivicnoj gredi dostizu
najmanje vrednosti za poprecni presek prikazan na slici 5.1. Kako se tokom ovog
istrazivanja pokazalo da upravo momenti torzije, kada prekora¢e odredenu veli¢inu,
mogu postati merodavni za dimenzionisanje armiranobetonske iviéne grede, to se
namece zakljuCak da je za poliedarsku ljusku raspona L=20m, Sirine B=11.6m,
najpovoljniji oblik popreénog preseka onaj prikazan na slici 5.1, zbog ¢ega je isti
izabran za dalju detaljniju analizu.
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5.1.3. Dijagrami preseénih sila i pomeranja za odabrani primer

Aktuelna istrazivanja grupe istrazivaca (medu kojima je i autorka ovog rada),
okupljene oko D. D. MilaSinovi¢a, pokazuju da je pretpostavka o malim pomeranjima u
potpunosti opravdana za poliedarske ljuske popreénog preseka prema slici 5.1,
raspona do L=15m (L/B=1.29; |,/l=4.8). Geometrijska nelinearnost postaje izrazena za
raspone vece od L=25m. Za ljuske raspona L=20m greSka koja se &ini usvajanjem
pretpostavke o malim pomeranjima, u odnosu na rezultate dobijene geometrijski
nelinearnom analizom, ne prelazi 10%. Analiza stabilnosti poliedarskih ljuski, koju je u
svojim novijim istrazivanjima sproveo D. D. MilaSinovi¢, ukazuje na to da se problem
stabilnosti ovakvih ljuski javlja ili pri optereCenju mnogostruko veéem od
eksploatacionog ili kod veoma tankih poliedarskih ljuski, koje bi bilo veoma tesko ili ¢ak
nemoguce izvesti u armiranom betonu. Ovde se necemo upustati u detaljan opis
spomenutih istrazivanja i prikaz njihovih rezultata jer bi se time uveliko izaSlo iz okvira
teme ove disertacije. Budué¢i da je geometrijski nelinearna analiza poliedarskih ljuski
veoma zahtevna u pogledu kapaciteta racunara i vremena potrebnog za proracun, a
imajuéi u vidu gorepomenute zaklju¢ke, autorka ovog rada se opredeljuje za proracun
izabrane armiranobetonske poliedarske ljuske primenom linearno elasti¢éne analize za
slu¢aj malih pomeranja. Kako je u ovom radu cilj analize poliedarske ljuske odredivanje
granicne nosivosti karakteristiCcnhin preseka primenom radnih dijagrama materijala
(betona i armature) dobijenih prema Evrokodu 2 i reoloSko-dinami¢kom analogijom, te
njihovo poredenje, greSka koja se €ini uvodenjem pretpostavke o0 malim pomeranjima u
proracéunu presecnih sila nije od zna¢aja za izvodenje krajnjih zaklju¢aka.

ProraCun presecnih sila i momenata poliedarske ljuske prikazane na slici 5.1,
raspona L=20m, je uraden posebno za stalno i povremeno opterecenje, dok je
proracun pomeranja i obrtanja odabranih tataka sproveden za ukupno eksploataciono
opterecenje. Na slikama 5.27 do 5.38 prikazani su dobijeni dijagrami presecnih sila i
momenata za stalno i promenljivo optere¢enje u karakteristiCnim presecima ljuske.
Slike 5.39 do 5.42 prikazuju veli¢ine pomeranja u pravcu osa globalnog koordinatnog
sistema i obrtanja oko y ose, od ukupnog opterecenja.

Ny,g [KN/m] (Y=10m)
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-1000 4
-1500

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

¢évor

Slika 5.27. Dijagram poduZne normalne sile od stalnog opterecenja
u preseku na sredini raspona ljuske
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Slika 5.28. Dijagram momenta savijanja oko y ose od stalnog optere¢enja
u preseku na sredini raspona ljuske

Nx,g [KN/m] (Y=10m)
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Slika 5.29. Dijagram normalne sile u popreénom pravcu od stalnog optereéenja
u preseku na sredini raspona ljuske

My,g [KNm/m] (Y=10m)
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Slika 5.30. Dijagram momenta savijanja oko lokalne x ose od stalnog optere¢enja
u preseku na sredini raspona ljuske
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Nxy,g [KN/m] (Y=0m)
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Slika 5.31. Dijagram smicuce sile od stalnog optere¢enja u pres

Mxy,g [KNm/m] (Y=2.5m)
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Slika 5.32. Dijagrami torzionog momenta od stalnog optere¢enja u presecima na udaljenosti

2.5m i Om od krajnjeg oslonca
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Slika 5.33. Dijagram poduZne normalne sile od promenljivog optereéenja
u preseku na sredini raspona ljuske

Mx,p [KNm/m] (Y=10m)
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Slika 5.34. Dijagram momenta savijanja oko y ose od promenljivog optereéenja
u preseku na sredini raspona ljuske
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Slika 5.35. Dijagram normalne sile u popre¢nom pravcu od promenljivog optereé¢enja
u preseku na sredini raspona ljuske
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Slika 5.36. Dijagram momenta savijanja oko lokalne x ose od promenljivog opterecenja
u preseku na sredini raspona ljuske
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Slika 5.37. Dijagram smicuce sile od promenljivog optere¢enja u preseku iznad krajnjeg oslonca
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Mxy,p [KNm/m] (Y=2.5m)
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Slika 5.38. Dijagrami torzionog momenta od promenljivog optere¢enja u presecima na
udaljenosti 2.5m i Om od krajnjeg oslonca
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Slika 5.39. Pomeranje u pravcu globalne x ose taaka preseka na sredini raspona ljuske
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Slika 5.40. Pomeranje u pravcu globalne y ose taCaka preseka iznad oslonaca
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Slika 5.41. Vertikalno pomeranje taCaka preseka na sredini raspona ljuske
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Slika 5.42. Obrtanje oko y ose tataka preseka na sredini raspona ljuske
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5.2. Dimenzionisanje

Proracun potrebne povrSine armature u karakteristicnim presecima poliedarske
ljuske sproveden je prema vaze¢em Pravilniku o tehni¢kim normativima za beton i
armirani beton iz 1987. godine [54]. RaCunske karakteristike betona su prikazane u
tabeli 5.1. Racunski radni dijagrami betona (parabola + prava) i Celika (bilinearni
dijagram) su prikazani u delu 4.4.1, odnosno 4.3.1. Usvojen je modul elasti¢nosti Celika
E, =200 GPa.

Tabela 5.1. Radunske karakteristike betona MB 45 prema PBAB'87
fox [MPa] fs" [MPa] E, [GPa] foum? [MPa] t,” [MPa]
45 27.75 35 3.15 14

Y za plo€e &ija je debljina d =10 cm <12 cm radunska ¢&vrsto¢a fz se smanjuje za 10% u
odnosu na vrednost u tabeli i iznosi fz=24.975MPa

2) srednja vrednost &vrstoce betona pri aksijalnom zatezanju

¥ ragunska évrstoca pri smicanju

Svi elementi poliedarske ljuske su dimenzionisani u presecima na udaljenosti
y=0m, y=2.5m, y=5m, y=7.5 m i y=10 m od krajnjih oslonaca (dijafragmi).

Granicni uticaji u presecima sracunati su prema ¢l.80 Pravilnika [54], pri éemu se
vodilo raCuna o povoljnom dejstvu stalnog optereéenja u pojedinim presecima.

5.2.1. Iviéne grede - nosaci izmedu €vornih linija9i 11

Deo poliedarske ljuske izmedu ¢évornih linija 9 i 11 je tretiran kao linijski nosac.
Na nosac¢ deluju raspodeljena normalna sila N, i moment savijanja My, promenljivi po
visini popre¢nog preseka, zbog €ega je nosac izlozen savijanju oko obe glavne ose.
Kako je moment M, u svim presecima ivicne grede izuzetno mali u odnosu na
normalnu silu, to je pri dimenzionisanju grede njegov uticaj zanemaren, pa je greda
dimenzionisana na ekscentriCno zatezanje u oblasti malog ekscentriciteta. Merodavna
grani¢na normalna sila je odredena kao povrSina dijagrama Ny, na delu izmedu ¢vornih
linija 9 i 11, a napadna ta¢ka joj se nalazi u teziStu istog dijagrama. PovrSina i raspored
poduZne armature za prijem ovog uticaja odredeni su iz uslova da ni u jednom redu
armature, usled bilo koje kombinacije dejstava, ne bude prekoratena granica
razvlacenja Celika. Ovaj uslov je ispunjen takvim rasporedom armature da se njeno
teziSte priblizno poklapa sa napadnom tackom grani¢ne normalne sile N, Nakon
dimenzionisanja prema graniénom stanju nosivosti izvrSena je kontrola grani¢nog
stanja prslina. Kako je, u pojedinim presecima grede, karakteristicna Sirina prslina
prekoracila grani¢nu vrednost, to je usvojena armatura korigovana. Za odredivanje
povrSine i rasporeda poduzne armature u ovim presecima bio je merodavan uslov
Ayq (t)£au =0.2 mm. Prora¢un prslina je sproveden prema postupku opisanom u
Priru€niku za primenu PBAB'87 [24], knjiga 1.

Na ivicnu gredu deluju smi¢uce sile N,, = T i momenti torzije M,, = My, usled kojih
se javljaju smicu¢i naponi, najve¢i u zoni oslonaca. Pri proracunu merodavne
transverzalne sile uzeta je u obzir i promena normalne sile u pravcu osey:

DN
T =T, - D;’U (Z_ Ca)’

gde je z krak unutrasnjih sila, a C, rastojanje teziSta zategnute armature od tezista
betonskog preseka. Na delu nosaCa gde ukupni smi¢uci naponi prekoracuju racunsku
¢vrstocu betona pri smicanju, odredena je armatura za osiguranje (poprec¢ne uzengije i
poduzna armatura). Kako su celom duzinom nosaCa smi¢uc¢i naponi u granicama

O£t (T +MT) £3t,, to je proracun potrebne povrSine uzengija za osiguranje izvrSen
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prema redukovanoj transverzalnoj sili i redukovanom momentu torzije. Proraun je
sproveden u skladu sa ¢l. 87 do 102 Pravilnika [54]. Maksimalni razmak uzengija u
oslonac¢kim zonama, duZzine 0.2L, je odreden prema Pravilniku o tehni¢kim normativima
za izgradnju objekata visokogradnje u seizmickim podrucjima [55], €l. 60 i iznosi
e,=10cm. Zbog jednostavnosti izvodenja usvojene su uzengije istog prec¢nika (f 8),
celom duzinom grede.

Budu¢i da su momenti savijanja u odnosu na poduZznu osu nosaCa (M,) i
normalne sile upravne na ovu osu (Ny) izuzetno male vrednosti u svim presecima
ivicne grede, popre¢ne uzengije u presecima izvan zona osiguranja od smicucih
napona usled transverzalnih sila i momenata torzije su usvojene iz uslova minimalne
povrSine potrebne armature ploéa m,, =0.1% od A,. Poduzna armatura duz svake

boc¢ne strane ivicnog nosata odredena je iz istog uslova. Raspored ove armature
diktiran je wuslovom maksimalnog dozvoljenog razmaka armature u plo¢ama

e£2d (20 cm).

5.2.2. Ploée u nagibu - nosaéi izmedu évornih linijali9

Nosaci izmedu ¢vornih linija 1 i 9 su tretirani kao nosaci u oba pravca optereceni
normalnom silom (N,, odnosno N,) i momentom savijanja (M, odnosno M,). Uticaj
momenata torzije je uzet u obzir prema algoritmu koji se primenjuje pri dimenzionisanju
AB ploc¢a u racunarskom programu Tower [64] (sl. 5.43).

/.f’.-
EY SN
¥ar ‘ ~ e _,/'J} s
T
A, =M, -], M, =0
M, ~ M, 4|, s, MM
Y]
- "'\,\
o - -‘\H e
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LEOREEE L o Al
AP, A -, B (A
A =0

Slika 5.43. Algoritam po kome se momenti savijanja u plo€ama koriguju za uticaj momenata
torzije, gde je: My, - merodavan moment savijanja za proracun potrebne armature u pravcu x
ose, na zategnutoj strani ploce; My, - merodavan moment savijanja za proracun potrebne
armature u pravcu y ose, na zategnutoj strani ploce; M'y, - merodavan moment savijanja za
proracun potrebne armature u pravcu x ose, na pritisnutoj strani ploe; M'y, - merodavan
moment savijanja za proracun potrebne armature u pravcu y ose,
na pritisnutoj strani ploce [64]

Prema ovom algoritmu, merodavni momenti savijanja My i My se, u zavisnosti od
njihovog medusobnog odnosa i odnosa prema momentu torzije M, koriguju u obe
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zone preseka, te se na osnovu ovako korigovanih momenata savijanja proraunava
potrebna armatura. U algoritmu prikazanom na slici 5.43 usvojena je konvencija da je u
posmatranoj tacki M, * M, , da pozitivan moment zateze donju stranu ploCe i da se

pravci armiranja poklapaju sa pravcima lokalnih koordinatnih osa. Ovaj algoritam vazi i
za slucaj kada je M, * M, pri ¢emu oznake uticaja My i M, menjaju mesta. Ovde je

izabrano da se nosaci izmedu ¢vornih linija 1 i 9 armiraju simetricnom armaturom u obe
zone preseka. Zbog toga je, za korigovani moment savijanja u preseku (M, x, 0dnosno
Myux), izmedu vrednosti My i M'g, u oba pravca, birana ona koja u kombinaciji sa
merodavnom granicnom normalnom silom (N, odnosno N,,) daje najvecu potrebnu
povrSinu armature. Potrebna povrsina armature u presecima, u oba pravca (A'all i A’az),
za ovako usvojene grani¢ne normalne sile i momente savijanja, odredena je primenom
interakcionih dijagrama za simetricno armirane pravougaone preseke - prilog 2.4.
Priruénika [24], knjiga 2.

Na ploCe poliedarske ljuske, osim prikazanih uticaja, deluju i smiCuce sile Ny.
Smicuci naponi usled ovih sila odredeni su po jedinici Sirine plo¢e. Kako je u svim
presecima smicuéi napon u granicama O£t £3t,, to je povrSina armature za
osiguranje, po zoni preseka (gornjoj i donjoj), odredena na osnovu redukovane sile
smicanja, prema slede¢em:

1
T, =E(3Tr - T,),

TRu :Tn - Tbu’
T

DA, =R
2s

\%

gde je T, smicucéa sila koja odgovara racunskoj évrsto¢i betona pri smicanju., a T,
smicu¢a sila dobijena integracijom sile N,y na jedininoj duzini. Ovako sraCunata
armatura se dodaje armaturi sraCunatoj za uticaje momenata savijanja i normalnih sila,
u obe zone preseka, u oba pravca, pa je potrebna povrSina armature:

Aaxl = A'axl + DAa; Aayl = A'ayl + DAa’
Asa = A'ax2 +DA,; Aayo = A'ay2 +DA,.

Minimalna koli¢ina armature je odredena iz uslova minimalnog procenta
armiranja u jednoj zonim,, =0.1% od A,, a njen raspored je diktiran uslovom

maksimalnog dozvoljenog razmaka armature u plotama e £ 2d (20 cm).

Tabelarni prikazi prese¢nih uticaja, merodavnih grani¢nih uticaja, potrebne i
usvojene armature za karakteristitne preseke poliedarske ljuske, prac¢eni potrebnim
skicama usvojene armature, dati su u Prilogu na kraju ovog rada.

5.3. Analiza graniéne nosivosti karakteristi€nih preseka

Grani¢na nosivost je analizirana za tri odabrana karakteristi¢na preseka, sva tri
na sredini raspona poliedarske ljuske (y=10m):

- Presek ivicne grede - nosaca izmedu ¢vornih linija 9 i 11 (sl. 5.35), za pravo
slozeno savijanje ekscentricnom normalnom silom Ny,

- Presek plo¢e poliedarske ljuske u ¢vornoj liniji 1 (sl. 5.59), za pravo slozeno
savijanje ekscentricnom normalnom silom N,,

- Presek ploce poliedarske ljuske u ¢&vornoj liniji 8 (sl. 5.67), za pravo sloZzeno
savijanje ekscentricnom normalnom silom N,.

ProraCun ovih preseka se zasniva na Cetiri osnovne pretpostavke:

1. Raspodela dilatacija po visini preseka je linearna,

2. Beton u zategnutoj zoni preseka ne prima sile zatezanja,
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3. Poznata je veza napon-dilatacija za armaturu,

4. Poznata je veza napon-dilatacija za beton.

Analiza graniéne nosivosti karakteristicnih preseka je sprovedena na osnovu
dijagrama interakcije N, - My, koji su konstruisani za svaki odabrani presek ponaosob,
prema njegovim geometrijskim karakteristikama i usvojenoj armaturi. Dijagrami
interakcije su konstruisani sa razli€itim radnim dijagramima betona i ¢elika i njihovim
kombinacijama, prema sledec¢em:

A. Radni dijagrami betona i Celika prema EC 2 (sl. 5.45 i 5.44),

B. Radni dijagrami ¢elika prema RDA (sl. 5.46, 5.47, 5.48) i radni dijagram
betona prema RDA sa maksimalnom ivicnom dilatacijom 4.447%o (sl. 5.49),
Radni dijagrami Celika prema RDA i radni dijagram betona prema RDA sa
maksimalnom ivicnom dilatacijom 3.5%o. (sl. 5.50),

Radni dijagram betona prema EC 2 i radni dijagrami ¢elika prema RDA,
Radni dijagram Celika prema EC 2 i radni dijagram betona prema RDA sa
maksimalnom ivicnom dilatacijom 4.447%o,
F. Radni dijagrami ¢elika prema EC 2 i radni dijagram betona prema RDA sa
maksimalnom ivicnom dilatacijom 3.5%o.

U cilju dobijanja uporedivih rezultata analize, dilatacije zategnute armature su
ograni¢ene na 20%o. i kod radnog dijagrama &elika prema EC 2 i kod radnih dijagrama
Celika prema RDA. Radni dijagram ¢elika prema EC 2 je bilinearan, sa gornjom granom
u nagibu. Nagib gornje grane je usvojen na osnovu pretpostavke da se ¢vrstoca na
kidanje c&elika dostize pri dilatacijiama od 10%, Sto je u saglasnosti i sa
eksperimentalnim podacima [68] prikazanim u delu 4.3.3.
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Slika 5.44. Radni dijagram Celika RA 400/500 prema EC 2

50
45 | 43

40
35
30 -
25 - 28.78
20 -
15
10 -

Napon [MPa]

0 1 2 3 4
Dilatacija[mm/m]
Slika 5.45. Radni dijagram betona C 35/45 prema EC 2
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Slika 5.46. Radni dijagram cCelika RA 400/500, za Sipku precnika f 6, prema RDA
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Slika 5.47. Radni dijagram Celika RA 400/500, za Sipku pre¢nika f 8, prema RDA
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Slika 5.48. Radni dijagram ¢elika RA 400/500, za Sipku precnika f 19, prema RDA
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Slika 5.49. Pun radni dijagram betona C 35/45 prema RDA
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Slika 5.50. Radni dijagram betona C 35/45 prema RDA,
sa maksimalnom ivicnom dilatacijom 3.5%o

Dijagrami interakcije N, - M, konstruisani su za izabrane karakteristicne dilatacije
betona i armature, koje u potpunosti opisuju karakteristi€na naponsko-deformacijska
stanja preseka napregnutih na sloZzeno pravo savijanje (sl. 5.51).
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Slika 5.51. Mogucée raspodele dilatacija u armiranobetonskom preseku
kod dostizanja grani¢ne nosivosti

Na slici 5.51 je sa e, oznaCena dilatacija pri dostizanju maksimalnog napona
pritiska u betonu (prema EC 2: &,,=2.25%0, a prema RDA: &,.=2.257%.). Ovo je ujedno
i maksimalna dopustena dilatacija u betonu za slu€aj centri¢nog pritiska. &,, predstavlja
maksimalnu iviénu dilataciju betona (prema EC 2 i RDA sa ogranicenom krajnjom
dilatacijom: &,,=3.5%0, a prema punom RDA dijagramu: &,:=4.447%o).

Preseci ploca poliedarske ljuske su simetricno armirani, pa je njihova ukupna
armatura modelirana sa A,; - zategnutom armaturom, sa udaljenosc¢u tezista od tezisSta
betonskog preseka yi, i Aax - pritisnutom armaturom, sa udaljenoS¢u teziSta od teZiSta
betonskog preseka y,. U sluaju da su obe armature napregnute normalnom silom
istog znaka, A,; predstavlja jace zategnutu, odnosno slabije pritisnutu armaturu.

Ivicna greda je, sa druge strane, armirana u viSe redova (3 u jae i 2 reda u
slabije zategnutoj zoni preseka). Da bi se izbeglo prekoracenje dilatacija zategnute
armature u redovima najudaljenijim od teziSta betonskog preseka, pri proradunu
graniéne nosivosti se vodilo racuna o udelu svakog pojedinaénog reda armature, pri
¢emu se grani¢na dilatacija e,,=20%. odnosi na red koji je najudaljeniji od tezista
betonskog preseka.

Ukratko ¢emo opisati granicne odnose dilatacija prema oznakama na slici 5.51,
koje su koriS¢ene i za oznaCavanje karakteristi¢nih oblasti na dijagramima interakcije.

Oblast koju zatvaraju linije "a" i "b" obuhvata slu¢ajeve kod kojih je ceo poprecni
presek zategnut. Linija "a" predstavlja dilatacije pri zatezanju silom koja deluje u tezistu
armature (ali ne nuzno i u tezistu betonskog preseka), dok linija "b" predstavlja grani¢ni
sluc¢aj ekscentriénog zatezanja pri kojem je dilatacija betona u ivici 2 jednaka nuli.

Oblast zatvorena linijama "b" i "c" odgovara savijanju sa normalnom silom u fazi
velikog ekscentriciteta. Linija "c" predstavlja raspodelu dilatacija u preseku pri kojoj
dolazi do istovremenog loma po pritisnutom betonu i armaturi u redu koji je najudaljeniji
od teziSta betonskog preseka.

Izmedu linija "c" i "d" se nalazi oblast naprezanja na savijanje bez normalne sile
ili savijanje sa normalnom silom kod velikog ili srednjeg ekscentriciteta, sa punim
iskoriSéenjem dilatacija u krajnjem pritisnutom viaknu betona.

Linjama "d" i "e" je omedena oblast savijanja sa normalnom silom dciji
ekscentricitet nije velik. Zategnuta armatura nije dovoljno iskoriSéena, dok su dilatacije i
naponi u krajnjem pritisnutom vlaknu betona (ivica 2) potpuno iskoriséeni.

Slu€ajevi ekscentricnog delovanja sile pritiska u fazi malog ekscentriciteta
obuhvaceni su oblaséu izmedu linija "e" i "f". Linija "f* predstavlja slu¢aj kada sila
pritiska deluje u teziStu idealnog preseka, koji se nalazi u naponskoj fazi la - bez
prslina.
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Dijagrami interakcije N, - M, su konstruisani na slede¢i nacin:

Za izabrane parove dilatacija u betonu i armaturi, odreden je koeficijent poloZzaja
neutralne linije u odnosu na krajnju pritisnutu ivicu preseka:

s=— L (5.1)

1+ Szt
€h2
gde e, predstavlja dilataciju u teziStu (jace) zategnute armature (ili slabije pritisnute, u
sluéaju pritiska u oblasti malog ekscentriciteta), dok je sa e,, oznacena dilatacija u
krajnjoj pritisnutoj ivici betonskog preseka (sl. 5.51). Pozitivna dilatacija u armaturi
odgovara zatezanju, a u betonu - pritisku. Udaljenost neutralne linijje od krajnje
pritisnute ivice preseka odreduje se iz:

X=sx, (5.2)
gde je h stati¢ka visina preseka, odnosno udaljenost tezista (jace) zategnute armature
od krajnje pritisnute ivice preseka.

Dilatacija u teziStu zategnute armature se dobija iz usvojenih dilatacija u prvom

redu zategnute armature (ey;) i u krajnjoj pritisnutoj ivici betona (e,2):
e -e .

(6a-€s2) xgﬂ_ Vo2 53)
(d - a) 2 )

Dilatacija u odredenom redu armature se odreduje iz izraza:

eazt = eb2 +

- €
eai = eb2 aZt b2 %2 IE. (54)

U prethodna dva, kao i u svim narednim izrazima, dilatacije koje odgovaraju sili
pritiska se unose sa negativnim predznakom. Koordinatni pocetak je postavljen u
teziSte betonskog preseka, a udaljenosti pojedinih tacaka od teziSta preseka (y;) se
unose kao algebarske vrednosti.

Kada je presek izlozen sili zatezanja sa malim ekscentricitetom, biraju se
dilatacije u redovima armature najudaljenijim od teZista preseka (e, i €,), dok se u
ostalim redovima armature dilatacija odreduje prema:

€, - €4
€ =€ +ﬁ(yn - y|) . (55)
Pri delovanju sile pritiska sa malim ekscentricitetom, na osnovu usvojenih
dilatacija u krajnjim vIaknima betona (e,; i &,) odreduje se dilatacija u armaturi iz:

e =g ebz + 5.6
ai bl ng y|g ( . )

Na osnovu ovako sradunate dilatacije u armaturi, koristeé¢i usvojeni radni
dijagram c¢elika, odreduje se napon u posmatranom redu armature (S,). Pri tome se
smatra da veza napon-dilatacija ¢elika ne zavisi od predznaka napona, odnosno da je
ona ista za zatezanije i za pritisak. Sila u posmatranom redu armature je:

Zi=A,S,. (5.7)

Sila pritiska u betonu (Dy,) se dobija integraljenjem usvojenog radnog dijagrama
betona po povrsini pritisnute zone poprecnog preseka:

X

Dyy =bXC5, (¥)dy =b x5, (x)dx, (5.8)
0 0

gde je x

:TI~<

Grani¢na normalna sila i grani¢éni moment savijanja se odreduju iz dva uslova
ravnoteze:

é Nu =0: Nu :Dbu - a Zai (59)

n
o}
i=1
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6 &
=A™ (5.10)
g ia

Polozaj napadne tacke sile pritiska u betonu u odnosu na neutralnu liniju (yp) se
odreduje iz izraza:

0 ol
a My =0: M, =Dy, AT

X S
bxc5, (y)ydy bh?xc§, (x)xdx
=20 = 0 . 5.11

Yb D, D,, ( )

Integrali u izrazima (5.8) i (5.11) reSavani su numericki za sva tri analizirana
radna dijagrama betona.

Svaki ovako dobijen par normalna sila - moment savijanja predstavljen je sa po
jednom tackom u dijagramu N, - M,. Spajanjem ovih taCaka dolazimo do dijagrama
interakcije za posmatrani presek.

U posmatranom preseku se, usled eksploatacionih dejstava, javljaju normalna
sila i moment savijanja

N=N;+N,, M=M, +M,, (5.12)
odnosno normalna sila sa ekscentricitetom
M
=—, 5.13
N (5.13)

Za ovaj ekscentricitet se sa dijagrama interakcije o€itava grani¢na normalna sila
Ny, odnosno grani¢ni moment savijanja M,
Globalni koeficijent sigurnosti preseka u odnosu na lom je:

N M
o} =W“, odnosno g, =V“. (5.14)

U prikazanim dijagramima interakcije sila pritiska je naneta na pozitivan deo
ordinate. Pozitivan moment savijanja zateze donju ivicu preseka.

5.3.1. Iviéne grede - nosa€i izmedu €évornih linija9i 11

Interakcioni dijagrami za iviénu gredu konstruisani su za sve moguce raspodele
dilatacija po visini preseka, uklju€ujuci i stanje u kojem se dostize maksimalna dilatacija
krajnjeg gornjeg (n=5) reda armature (e,s=20%o) uz istovremenu maksimalnu dilataciju
donjeg iviénog vlakna betona (e,;=-3.5%0). Armatura ivicnog nosaca je nesimetriéna,
rasporedena u pet redova (sl. 5.35), pa se pri postavljanju uslova ravnoteze (5.9) i
(5.10) vodilo racuna o stvarnim dilatacijama i stvarnoj sili u svakom pojedinaénom redu
armature. Grani¢ne normalne sile i grani€ni momenti savijanja prikazani u tabeli 5.2
deluju u teziStu betonskog preseka.

Usled eksploatacionog optereéenja u teziStu betonskog preseka ivicne grede
javljaju se zateZzuc¢a normalna sila N=696.747kN i moment savijanja M=121.05kNm,
odnosno normalna sila N=696.747kN sa ekscentricitetom e=-17.373cm u odnosu na
teziSte betonskog preseka. Za ovaj ekscentricitet su sa dijagrama interakcije ocitane
graniéne normalne sile i graniéni momenti savijanja, te odredeni globalni koeficijenti
sigurnosti preseka u odnosu na lom prema (5.14), za sve analizirane kombinacije
radnih dijagrama betona i Celika. Dobijeni koeficijenti sigurnosti se medu sobom vrlo
malo razlikuju. Kako je ceo poprecni presek grede usled zadatog optereéenja zategnut,
to njegova graniéna nosivost zavisi samo od grani¢ne nosivosti usvojene armature. Iz
poslednjeg reda u tabeli 5.2 uo¢avamo da se primenom radnog dijagrama celika prema
RDA dobijaju koeficijenti sigurnosti za 3.26% veci od koeficijenata dobijenih uz primenu
radnog dijagrama ¢elika prema EC 2. Ovo svedoci o dobrom slaganju usvojenih radnih
dijagrama cCelika.
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Tabela 5.2. Grani¢na nosivost ivicne grede u sredini raspona poliedarske ljuske za odabrane
kombinacije radnih dijagrama betona i elika

Graniéni uticaji za kombinaciju radnih dijagrama betona i ¢elika

S| €1 | €| 1| 2 A B C D E F
S | 0ol el D6l PRI QT T N | Mo | No | Mo | No | Mo | Ne | Mo | No | M,
[kN] | [kNm] | [KN] | [kNm] | [KN] |[kNm]| [kN] |[kNm]| [kN] |[kNm]| [kN] | [kNm
0 | ey 7234.41 | -977.96 | 7690.82 |-1090.20 | 7197.88 |-1144.91| 7239.33 | -977.28 | 7674.93 |-1087.14 | 7192.96 |-1145.60
05 | ey 6366.74 |-1214.32 | 6922.08 |-1293.17 | 6329.77 |-1341.38 | 6366.04 |-1215.30 | 6911.82 |-1288.44 | 6330.48 |-1340.40
1 | ey 5669.30 |-1352.84 | 6274.77 |-1427.01| 5627.11 | -1452.01 | 5659.35 |-1354.18 | 6270.14 |-1420.62 | 5637.06 |-1450.67
2 | ey 4599.37 |-1490.96 | 5284.43 | -1558.12 | 4595.22 | -1531.04 | 4621.60 |-1467.95 | 5238.07 |-1572.65 | 4572.99 |-1554.05
3 | e 3908.90 |-1499.84 | 4553.47 |-1601.87 | 3878.07 |-1529.04 | 3900.38 |-1485.58 | 4541.40 |-1600.00 | 3886.58 |-1543.29
5 | ey 3089.60 |-1421.52 | 3649.79 | -1555.19 | 3007.75 |-1424.72 | 3024.82 |-1401.32| 3648.90 |-1550.93 | 3072.53 |-1444.93
10 | ey 2067.26 |-1180.50 | 2529.80 | -1336.30 | 1984.27 |-1166.06 | 1995.01 |-1158.78 | 2576.43 |-1346.13 | 2056.51 |-1187.79
15 | ey 1461.94 | -982.10 | 1931.76 [-1160.91| 1399.69 | -969.14 | 1407.53 | -966.32 | 1983.28 |-1173.27 | 1454.10 | -984.92
20 | ey, 1003.81 | -816.31 | 1489.77 |-1010.93| 967.12 | -811.36 | 973.29 | -810.27 | 1546.65 |-1026.51| 997.64 | -817.40
20 | 0 -1289.25 | 155,51 |-1253.02| 133.11 [-1253.02| 133.11 |-1253.02| 133.11 |-1289.25 | 15551 |-1253.02 | 133.11
al20]20 -1542.05 | 266.48 |-1576.70| 272.47 |-1576.70| 272.47 |-1576.70| 272.47 |-1542.05 | 266.48 |-1542.05 | 266.48
20 | 15 -1536.20 | 268.12 |-1570.23| 274.28 |-1570.23| 274.28 |-1570.23| 274.28 |-1536.20 | 268.12 |-1536.20 | 268.12
20 | 10 -1530.35 | 269.77 |-1563.77| 276.10 |-1563.77| 276.10 |-1563.77| 276.10 |-1530.35 | 269.77 |-1530.35 | 269.77
20 | 5 -1524.50 | 271.41 |-1557.31| 277.91 |-1557.31| 277.91 |-1557.31| 277.91 |-1524.50 | 271.41 |-1524.50 | 271.41
20 | 2 -1520.99 | 272.40 |-1507.55| 299.99 |-1507.55| 299.99 |-1507.55| 299.99 |-1520.99 | 272.40 |-1520.99 | 272.40
20 | 1 -1406.98 | 324.35 |-1440.80| 330.30 |-1440.80| 330.30 |-1440.80| 330.30 |-1406.98 | 324.35 |-1406.98 | 324.35
b | 20 0 |-1394.19| 330.17 |-1427.36| 336.42 |-1427.36| 336.42 |-1427.36| 336.42 |-1394.19 | 330.17 |-1394.19 | 330.17
20 -0.1 | -1381.53 | 336.02 |-1414.20| 342.45 |-1414.29| 342.45 |-1414.16| 342,51 |-1381.67 | 335.95 |-1381.67 | 335.95
20 -0.5 | -1299.10 | 374.98 |-1330.67| 381.84 |-1330.67| 381.84 [-1329.20| 382.56 |-1300.58 | 374.26 |-1300.58 | 374.26
20 1 |-1138.73 | 454.02 |-1179.76| 452.68 |-1179.76| 452.68 |-1165.16| 459.82 |-1153.34 | 443.62 |-1153.34 | 443.62
20 15| -935.71 | 551.41 | -995.39 | 537.96 | -995.39 | 537.96 | -958.47 | 555.70 | -972.63 | 527.42 | -972.63 | 527.42
20 2 | -711.16 | 656.58 | -784.90 | 633.56 | -784.90 | 633.56 | -730.25 | 659.19 | -765.81 | 621.54 | -765.81 | 621.54
20 25 | -484.84 | 759.27 | -573.26 | 727.49 | -573.26 | 727.49 | -517.05 | 752.78 | -541.04 | 721.66 | -541.04 | 721.66
20 3 | 275.34 | 835.64 | -380.36 | 809.21 | -380.36 | 809.21 | -335.51 | 827.86 | -320.19 | 816.98 | -320.19 | 816.98
c |20 @ | -151.79 | 881.59 | 157.24 | 1014.23 | -181.39 | 888.29 | -175.21 | 887.20 | 155.64 | 997.92 | -157.97 | 882.69
15 @ | 200.00 | 989.98 | 593.93 | 1142.44 | 152.61 | 995.43 | 160.45 | 992.61 | 617.76 |1133.43 | 192.16 | 992.80
10 e | 78547 |1158.62 | 1276.92 | 132553 | 75359 | 1174.42 | 764.34 |1167.13 | 1291.71 | 1314.94 | 774.72 | 1165.91
5 @, | 1876.08 | 1403.78 | 2455.31 | 1549.11 | 1844.88 | 1434.49 | 1861.95 | 1411.08 | 2507.75 | 1551.56 | 1859.01 | 1427.18
d|] 3 @ | 2714.88 | 1505.85 | 3393.28 | 1587.68 | 2717.25 | 1520.16 | 2739.57 | 1476.70 | 3340.30 | 1615.42 | 2692.57 | 1549.30
25 @ | 3024.77 | 1514.61 | 3772.97 | 1555.21 | 3088.80 | 1505.14 | 3112.98 | 1453.14 | 3658.57 | 1605.70 | 3000.59 | 1566.61
2 e, | 3476.86 | 1469.81 | 4203.11 | 1508.33 | 3516.83 | 1478.93 | 3543.20 | 1415.83 | 4116.57 | 1547.41 | 3450.48 | 1532.91
15 @ | 4109.01 | 1354.34 | 4735.18 | 1425.46 | 4042.85 | 1426.11 | 4071.86 | 1348.31 | 4738.27 | 1423.04 | 4080.00 | 1432.13
1 @ | 4827.81 | 1207.97 | 5414.00 | 1280.69 | 4751.36 | 1307.79 | 4783.60 | 1209.96 | 5429.66 | 1271.67 | 4795.58 | 1305.80
0.5 @, | 5665.77 | 1007.59 | 6208.68 | 1081.79 | 5603.27 | 1132.22 | 5639.54 | 1006.14 | 6211.85 | 1077.62 | 5629.51 | 1133.67
0 @, | 6673.95 | 700.37 |7124.79 | 813.77 | 6624.24 | 872.11 | 6601.70 | 730.61 | 7115.47 | 814.46 | 6632.50 | 877.01
e 0 | ey 7511.50 | 685.80 | 6971.80 | 768.41 7497.47 | 688.33 | 6974.70 | 774.33
-05 | @z | 8097.30 | 300.07 | 8226.60 | 415.62 | 7820.11 | 469.33 |8101.18 | 297.59 | 8203.87 | 423.14 | 7825.70 | 481.07
-1.0 @y | 8968.26 | 73.70 | 8836.64 | 180.27 | 8562.06 | 220.09 |8974.77 | 55.96 | 8814.66 | 198.97 | 8555.22 | 237.69
-15 | @y | 9624.63 | -115.33 | 029658 | 17.21 |9130.81 | 27.02 |9518.30 | -99.96 | 9387.69 | -10.45 |9236.77 | 11.37
flec @ | ey |10075.29| -254.94 | 9881.37 | -221.43 | 9881.37 | -221.43 | 9879.25 | -221.07 |10075.32 | -254.95 |10075.32 | -254.95
zae=-0.17373m -1500 | 260.6 | -1550 | 269.28 | -1550 | 269.28 | -1550 | 269.28 | -1500 | 260.6 | -1500 | 260.6

o} 2.15 2.22 2.22 2.22 2.15 2.15

) €hoc =€ - ebue o €1

Na slikama 5.52 do 5.58 su prikazani dijagrami interakcije ivicne grede u sredini
raspona poliedarske ljuske, za sve odabrane kombinacije radnih dijagrama materijala,
kao i njihovo pojedina¢no poredenje sa interakcionim dijagramom koji odgovara radnim
dijagramima betona i Celika prema EC 2. Najmanja odstupanja od interakcionog
dijagrama prema EC 2 dobijaju se primenom samo RDA radnog dijagrama celika uz
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radni dijagram betona prema EC 2. Najveta odstupanja se uoCavaju kod primene
punog RDA dijagrama betona i to u oblasti srednjeg ekscentriciteta (izmedu linijja d i e)
i dalje kroz oblast malog ekscentriciteta sa silom pritiska. Tako se za normalnu silu
pritiska sa ekscentricitetom e=10.629cm ocitavaju vrednosti N,=5600kN - prema EC 2 i
N,=6150kN - prema kombinaciji B. Dakle, primenom punog RDA radnog dijagrama
betona i RDA dijagrama ¢elika dobija se grani¢na nosivost preseka za 9.82% vecéa
nego primenom radnih dijagrama oba materijala prema EC 2.
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/-\ —a— stvarni ekscentricitet

5.
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\ Mu [MNm]
C

N
)
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Slika 5.52. Dijagram interakcije ivicne grede u preseku y=10m za
radne dijagrame betona i ¢elika prema EC 2
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Slika 5.53. Dijagram interakcije iviéne grede u preseku y=10m za
pun RDA radni dijagram betona i RDA dijagram celika (slika gore) i njegov uporedni prikaz
sa dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.54. Dijagram interakcije ivicne grede u preseku y=10m za
RDA radni dijagram betona sa e,,=-3.5%0 i RDA dijagram ¢elika (slika gore) i njegov uporedni
prikaz sa dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.55. Dijagram interakcije ivicne grede u preseku y=10m za
radni dijagram betona prema EC 2 i RDA dijagram celika (slika gore) i njegov uporedni prikaz
sa dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.56. Dijagram interakcije ivicne grede u preseku y=10m za
pun RDA radni dijagram betona i EC 2 dijagram ¢€elika (slika gore) i njegov uporedni prikaz sa
dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.57. Dijagram interakcije ivicne grede u preseku y=10m za
RDA radni dijagram betona sa e,,=-3.5%. i EC 2 dijagram cCelika (slika gore) i njegov uporedni
prikaz sa dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.58. Uporedni prikaz dijagrama interakcije ivicne grede u preseku y=10m za
razliCite kombinacije radnih dijagrama betona i Celika

5.3.2. Presek ploée poliedarske ljuske u évornoj liniji 1

Plo¢e poliedarske ljuske su simetricno armirane, pa je ukupna armatura
rasporedena u dva reda, tako da je e,1=€,, | €s=€5 (Sl. 5.59). Usled eksploatacionog
opterecenja, u teziStu betonskog preseka ploce u évornoj liniji 1 javljaju se normalna
sila pritiska Ny=-43.785kN/m i moment savijanja M,=7.61kNm/m, odnosno normalna
sila N,=-43.785kN/m sa ekscentricitetom e=17.379cm u odnosu na teZziSte betonskog
preseka. Najvece odstupanje sracunatih koeficijenata sigurnosti (tabela 5.3) od
koeficijenata dobijenih prema EC 2 javlja se kod B kombinacije radnih dijagrama
materijala, kod koje je ova razlika 7.6%. Najmanje odstupanje, od 2.4%, se uoCava kod
primene kombinacija dijagrama D i F (jedan materijal prema EC 2 a drugi prema RDA,
sa 6,,=-3.5%o).

Analizom dijagrama interakcije prikazanih na slikama 5.60 do 5.66 uo¢avamo da
se najmanja odstupanja od interakcionog dijagrama prema EC 2 dobijaju primenom
RDA radnog dijagrama celika uz radni dijagram betona prema EC 2. Najveca
odstupanja se uocavaju kod primene punog RDA dijagrama betona (kombinacije B i E)
i to u oblasti ekscentricnog delovanja sile pritiska (izmedu linija d i f). Tako se za
normalnu silu pritiska sa ekscentricitetom e=0.801cm ocitavaju vrednosti
N,,=3410kN/m - prema EC 2 i N,,=3740kN/m - prema kombinaciji B. Dakle, primenom
punog RDA radnog dijagrama betona i RDA dijagrama celika dobija se grani¢na
nosivost preseka za 9.68% veca nego primenom radnih dijagrama oba materijala

Doktorska disertacija Danica Goles



Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski 181

prema EC 2. Kod primene RDA radnog dijagrama betona sa &,,=-3.5%. ova razlika se
smanjuje na 6.32%. Kao i u slu¢aju ivicne grede, i ovde se najbolja slaganja
interakcionih dijagrama dobijaju u oblasti dilatacija izmedu linija a i d, odnosno kod
preseka izlozenih centricnom ili ekscentricnom zatezanju u oblasti velikog ili srednjeg
ekscentriciteta.

R@8/20

R@6/20

,10 |,

617

248

R@6/20

| | | | | R@8/20

—— R@6/20
Slika 5.59. Presek ploce poliedarske ljuske u &vornoj liniji 1 u sredini raspona

Tabela 5.3. Grani¢na nosivost plo¢e poliedarske ljuske u ¢vornoj liniji 1,
u sredini raspona, za odabrane kombinacije radnih dijagrama betona i Celika

Granicni uticaji za kombinaciju radnih dijagrama betona i ¢elika

S| €1 | €5 | &1 | &2 A B C D E F
£ | [%o] | [%o] | [%o] | [%o
Ny My Ny My Ny My Ny My Ny My Ny My
[kN/m] | [kNm/m] | [kN/m] | [kNm/m] | [kN/m] | [kNm/m] | [kN/m] | [kNm/m] [ [kN/m] | [kNm/m] [ [kN/m] | [kNm/m]
a 20 20 -326.33 0.00 -343.97 0.00 -343.97 0.00 -343.97 0.00 -326.33 0.00 -326.33 0.00
20 15 -324.34 0.05 -339.36 0.12 -339.36 0.12 -339.36 0.12 -324.34 0.05 -324.34 0.05
20 10 -322.35 0.10 -334.75 0.24 -334.75 0.24 -334.75 0.24 -322.35 0.10 -322.35 0.10
b 20 0 |]-320.95 0.14 -333.51 0.27 -333.51 0.27 -333.51 0.27 -320.95 0.14 -320.95 0.14
20 -0.1 ] -320.23 0.17 -332.82 0.30 -332.82 0.30 -332.77 0.30 -320.28 0.17 -320.28 0.17
20 -0.5]-30481| 093 |-317.81| 1.04 |-317.81| 1.04 |-317.23| 1.06 |[-305.39| 0.90 [-305.39| 0.90
20 -1 ]-262.92 2.96 -280.95 2.82 -280.95 2.82 -275.20 3.10 -268.68 2.68 -268.68 2.68
20 -1.5 1-204.22 5.75 -230.91 5.18 -230.91 5.18 -216.35 5.89 -218.77 5.04 -218.77 5.04
20 -2 |-137.03 8.86 -170.57 7.98 -170.57 7.98 -149.02 9.00 -158.58 7.83 -158.58 7.83
20 25] -69.14 | 11.91 |-103.12| 11.04 |-103.12 | 11.04 | -80.96 | 12.06 | -91.30 | 10.89 | -91.30 | 10.89
20 -3 -7.89 14.54 -36.79 13.94 -36.79 13.94 -19.11 14.71 -25.57 13.78 -25.57 13.78
c 20 6y | 3981 16.44 | 139.99 | 21.19 26.74 16.63 29.18 16.62 | 149.50 | 20.98 37.37 16.45
15 & | 139.69 20.22 299.53 26.44 143.14 20.76 146.23 20.70 283.35 25.71 136.60 20.27
10 € | 398.46 | 28.44 | 611.55 | 35.76 | 387.21 | 28.62 | 391.45 | 28.44 | 616.06 | 35.69 | 394.22 | 28.62
5 €y | 895.44 | 42.14 |1161.63| 49.80 |888.50 4295 | 895.23 | 42.29 [1164.91| 49.73 | 888.72 | 42.79
d 3 €y |1252.95| 49.42 [1512.62| 55.72 |1243.71| 50.66 |1252.51| 49.40 |1540.14| 56.43 |1244.15| 50.68
2.5 €y |1374.21| 51.27 |1641.56| 56.81 |1369.45| 52.25 |1378.98| 50.74 |1651.28| 57.71 |1364.68| 52.79
2 €,, |1515.18| 53.00 [1790.83| 57.65 |1517.88| 53.73 |1528.28| 51.88 |1779.63| 58.82 |1504.78| 54.85
15 € |1720.58| 53.45 |1961.64| 58.18 |1691.77| 55.02 [1703.21| 52.72 |1968.31| 58.63 |1709.14| 55.75
1 €, |1957.05| 53.23 [2173.39| 57.81 |1913.06| 55.54 [1925.77| 52.63 |2184.47| 57.89 |1944.34| 56.13
0.5 €y |2231.00| 51.58 [2432.42| 56.21 |2192.49| 54.83 |2206.79| 51.06 |2436.43| 56.21 |2216.70| 55.35
0 € |2572.05| 47.59 [2695.15| 53.92 |2538.58| 52.20 [2554.92| 47.16 |2736.26| 52.88 |2555.71| 52.63
e 0 €, |3423.01| 26.87 [3663.26| 32.06 |3396.37| 35.76 [3418.02| 26.57 |3658.55| 32.15 |3401.37| 36.06
-0.5 En2c 3877.72| 16.70 |3928.83| 22.66 |[3735.14| 24.89 |3871.17| 16.30 [3927.45| 22.70 |3741.63| 25.29
-1.0 h2,c 4227.69 8.81 4136.76 | 15.53 |[4002.80| 16.78 |4209.29 8.57 4148.53| 15.29 |4021.15| 17.01
-1.5 En2c 4470.65| 3.24 |[4319.43| 8.97 |4241.38| 9.64 |[4435.25| 3.30 |4350.74| 8.62 |[4276.68| 9.58
f 1 e & | e [4612.20| 000 |[4571.16| 0.00 [4571.16| 0.0 |4570.71L| 0.00 |4612.21| 0.00 |[4612.21| 0.00
zae=0.17379 m 109.33 19 117.96 20.5 113.93 19.8 112.20 19.5 113.93 19.8 112.20 19.5
a 25 2.69 2.60 2.56 2.60 2.56
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Slika 5.60. Dijagram interakcije plo€e poliedarske ljuske u &vornoj liniji 1 u preseku y=10m za
pun RDA radni dijagram betona i RDA dijagram celika (slika gore) i njegov uporedni prikaz
sa dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.61. Dijagram interakcije ploce poliedarske ljuske u ¢vornoj liniji 1 u preseku y=10m za
RDA radni dijagram betona sa e,,=-3.5%0 i RDA dijagram ¢elika (slika gore) i njegov uporedni
prikaz sa dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.62. Dijagram interakcije plo€e poliedarske ljuske u &vornoj liniji 1 u preseku y=10m za
radni dijagram betona prema EC 2 i RDA dijagram &elika (slika gore) i njegov uporedni prikaz

sa dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.63. Dijagram interakcije ploce poliedarske ljuske u ¢vornoj liniji 1 u preseku y=10m za
pun RDA radni dijagram betona i EC 2 dijagram ¢€elika (slika gore) i njegov uporedni prikaz sa
dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.64. Dijagram interakcije ploce poliedarske ljuske u ¢vornoj liniji 1 u preseku y=10m za
RDA radni dijagram betona sa &,,=-3.5%. i EC 2 dijagram ¢elika (slika gore) i njegov uporedni

prikaz sa dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.65. Dijagram interakcije plo€e poliedarske ljuske u &vornoj liniji 1 u preseku y=10m za

radne dijagrame betona i ¢elika prema EC 2
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Slika 5.66. Uporedni prikaz dijagrama interakcije plo€e poliedarske ljuske u &vornoj liniji 1 u

preseku y=10m za razlicite kombinacije radnih dijagrama betona i ¢elika
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5.3.3. Presek ploée poliedarske ljuske u évornoj liniji 8

Usled eksploatacionog optereéenja, u teziStu betonskog preseka plo¢e u ¢vornoj
liniji 8 (sl. 5.67) javljaju se normalna sila pritiska Ny=-15.298kN/m i moment savijanja
M,=3.257kNm/m, odnosno normalna sila N,=-15.298kN/m sa ekscentricitetom
e=21.292cm u odnosu na teZiste betonskog preseka. Sracunati koeficijenti sigurnosti u
odnosu na lom analiziranog preseka su isti za sve kombinacije radnih dijagrama
materijala i iznose ¢g,=2.3.
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Slika 5.67. Presek ploce poliedarske ljuske u ¢vornoj liniji 8 u sredini raspona

Tabela 5.4. Grani¢na nosivost ploc¢e poliedarske ljuske u ¢vornoj liniji 8,
u sredini raspona, za odabrane kombinacije radnih dijagrama betona i Celika

Graniéni uticaji za kombinaciju radnih dijagrama betona i ¢elika
S| €ar | s | @1 | G2 A B C D E
£ |[%o] | [%o] | [%o] | [%%o]
Ny My Ny My Ny My Ny My Ny My Ny My
[kN/m] | [kNm/m] | [kN/m] | [kNm/m] | [kN/m] | [kNm/m] | [kN/m] | [kNm/m] | [kN/m] | [kNmvm] | [kN/m] | [KNm/m]
a2 20 -117.14 | 000 |[-12566| 0.00 |-125.66| 000 |[-125.66| 0.0 [-117.14| 0.00 |-117.14| 0.00
20 | 15 11643 | 002 |[-12352| 005 |-12352| 005 |-12352| 0.05 |-11643| 002 |-116.43| 0.02
20 | 10 -115.71| 004 |-121.38| 041 |-121.38| 011 |-121.38| 011 |[-11571| 004 |[-11571| 0.04
b | 20 0 |-11524| 005 |-120.87| 0.2 |-12087| 012 |-12087| 012 |-11524| 005 |[-11524| 0.5
20 -0.1|-11454| 008 |-12021| 015 |-12021| 015 |-120.16| 0.5 |[-11459| 0.08 |-11459| 0.8
20 05| -99.29 | 083 |-105.44| 0.88 |-10544| 0.88 |-10486| 091 |-99.86 | 0.81 | -99.86 | 0.81
20 -1 | -57.76 | 285 | -69.01 | 2.64 | -69.0L | 264 |-6329 | 292 | -6348 | 257 | -63.48 | 257
20 15| 046 | 561 |-1947 | 499 | -1947 | 499 | 501 | 569 |-1400 | 491 | -14.00 | 4.91
20 2 | 6712 | 870 | 4029 | 7.76 | 4029 | 7.76 | 6170 | 878 | 4572 | 7.69 | 45.72 | 7.69
20 25| 13447 | 11.73 | 107.09 | 10.80 | 107.09 | 10.80 | 129.10 | 11.81 | 112.46 | 10.72 | 112.46 | 10.72
20 3 | 19523 | 14.35 | 172.42 | 13.67 | 172.42 | 13.67 | 189.99 | 14.43 | 177.67 | 1359 | 177.67 | 13.59
c | 20 @ | 24253 | 16.24 | 346.69 | 20.85 | 235.07 | 16.33 | 237.49 | 16.33 | 351.33 | 20.75 | 240.11 | 16.25
15 e | 340.08 | 20.02 | 479.18 | 25.53 | 336.90 | 20.21 |339.97 | 20.16 | 472.14 | 2521 | 337.01 | 20.07
10 @y | 537.05 | 26.72 | 719.42 | 33.14 | 530.04 | 26.90 |534.24 | 26.72 | 721.34 | 33.12 | 532.85 | 26.90
5 e | 950.43 | 38.37 |1186.42| 45.18 | 94357 | 39.07 | 950.25 | 38.42 [1186.23| 45.12 | 943.75 | 39.02
d|] 3 @ |1273.45| 44.87 |1519.55| 50.87 |1265.50| 46.12 |1274.24| 44.88 |1520.18| 51.11 [1264.71| 46.10
25 @, |1385.87| 46.53 |1636.23| 52.10 |1378.99| 47.86 |1388.46| 46.37 |1640.42| 52.44 [1376.40| 48.02
2 e, |1517.88| 48.08 |1771.12| 53.15 |1513.05| 49.53 |1523.38| 47.71 |1767.75| 53.58 [1507.55| 49.91
15 e [1689.27| 49.01 |1927.41| 53.90 |1672.40| 51.03 |1683.76| 48.77 |1930.40| 54.07 [1677.90| 51.27
1 e [1894.59| 49.35 |2115.82| 53.99 |1870.29| 52.00 |1882.91| 49.13 [2120.34| 54.03 [1881.97| 52.22
0.5 @ [2141.94| 4843 |2343.92| 53.05 |2118.65| 51.95 |2132.85| 48.24 |2345.85| 53.07 [2127.74| 52.15
0 @ [2455.95| 45.23 |2618.83| 50.50 |2433.22| 50.04 |2449.45| 45.07 |2618.92| 50.50 |[2439.72| 50.20
e 0 | @, |3280.46| 25.38 |3482.77| 31.66 |3256.85| 34.46 [3278.49| 25.27 [3481.10| 31.69 |3258.82| 34.57
-05 | @y |3719.61| 15.61 [3760.44| 21.83 [3511.57| 2579 [3717.12| 15.47 |3760.24| 21.84 |3583.49| 24.20
-1.0 | @y |4054.02| 8.12 |3963.76| 14.86 |3840.56| 16.24 [4047.15| 8.04 |3968.32| 14.77 |3847.42| 16.32
15 |@pc|4281.42| 296 |4146.07| 856 [4074.53| 9.32 [4268.55| 298 [4157.52| 8.44 [4087.37| 9.30
f ] e e | & 441207 000 |[4397.34| 0.00 [4397.34| 0.00 [4397.18| 0.00 [4412.07| 0.00 |4412.07| 0.00
zae=021292m 3522 | 75 | 3522 | 75 | 322 | 75 |[3522 | 75 |3522| 75 | 3522 | 75
o 2.3 2.3 2.3 2.3 2.3 2.3
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Analizom dijagrama interakcije prikazanih na slikama 5.68 do 5.74 uoavamo da
se najmanja odstupanja od interakcionog dijagrama prema EC 2 dobijaju primenom
RDA radnog dijagrama c&elika uz radni dijagram betona prema EC 2. Najveca
odstupanja se uoc€avaju kod primene punog RDA dijagrama betona (kombinacije B i E)
i to u oblasti ekscentricnog delovanja sile pritiska (izmedu linija d i f). Tako se za
normalnu silu pritiska sa ekscentricitetom e=0.87cm oditavaju vrednosti N,,=3190kN/m
- prema EC 2 i N,,=3520kN/m - prema kombinaciji B. Dakle, primenom punog RDA
radnog dijagrama betona i RDA dijagrama cCelika dobija se grani¢na nosivost preseka
za 10.34% vec¢a nego primenom radnih dijagrama oba materijala prema EC 2. Kod
primene RDA radnog dijagrama betona sa e,,=-3.5%. ova razlika se smanjuje na 6.9%.
Kao i u ostalim presecima, i ovde se najbolja slaganja interakcionih dijagrama dobijaju
u oblasti dilatacija izmedu linija a i d, odnosno kod preseka izloZenih centricnom ili
ekscentricnom zatezanju u oblasti velikog ili srednjeg ekscentriciteta.

5000 I I
Nu [kN/m —— A

[ \ ==@==stvarni ekscentricitet
4000 f

3000 =
\

2000 .--~‘\‘\\

d
1000
c / Mu [kNm/m]
09
agb 0 20 30 40 50 60
-1000

Slika 5.68. Dijagram interakcije plo¢e poliedarske ljuske u ¢vornoj liniji 8 u preseku y=10 m za
radne dijagrame betona i ¢elika prema EC 2
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Slika 5.69. Dijagram interakcije ploce poliedarske ljuske u ¢vornoj liniji 8 u preseku y=10m za
pun RDA radni dijagram betona i RDA dijagram ¢€elika (slika gore) i njegov uporedni prikaz

sa dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.70. Dijagram interakcije plo€e poliedarske ljuske u &vornoj liniji 8 u preseku y=10m za
RDA radni dijagram betona sa e,,=-3.5%0 i RDA dijagram ¢elika (slika gore) i njegov uporedni
prikaz sa dijagramom prema EC 2 (slika dole)

Doktorska disertacija Danica Goles



Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski

192

5000

4000

3000

2000

1000

-1000

5000

4000

3000

2000

1000

-1000

Nu [KN/m]

T~

*D

==@==stvarni ekscentricitet

TN~

N

QJO

Mu [KNm/m]

0 6

Nu [kN/m]

S~

e

Mu [KNm/m]

0 6

Slika 5.71. Dijagram interakcije plo€e poliedarske ljuske u &vornoj liniji 8 u preseku y=10m za
radni dijagram betona prema EC 2 i RDA dijagram celika (slika gore) i njegov uporedni prikaz

sa dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.72. Dijagram interakcije plo€e poliedarske ljuske u &vornoj liniji 8 u preseku y=10m za
pun RDA radni dijagram betona i EC 2 dijagram Celika (slika gore) i njegov uporedni prikaz sa

dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.73. Dijagram interakcije plo€e poliedarske ljuske u &vornoj liniji 8 u preseku y=10m za
RDA radni dijagram betona sa &,,=-3.5%. i EC 2 dijagram cCelika (slika gore) i njegov uporedni
prikaz sa dijagramom prema EC 2 (slika dole)
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Slika 5.74. Uporedni prikaz dijagrama interakcije plo¢e poliedarske ljuske u &vornoj liniji 8 u
preseku y=10m za razlicite kombinacije radnih dijagrama betona i ¢elika
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6. ZAKLJUCAK

U ovom radu je izvrSena teorijska i numericka analiza armiranobetonskih
poliedarskih ljuski. Beton i armatura su tretirani kao viskoelastoplastiCan materijal, a
poseban naglasak je dat na istrazivanje grani¢nih ¢&vrsto¢a i deformacija ovih
materijala. Krajanji cilj je bio teorijsko istrazivanje grani¢nih ¢vrsto¢a armiranog betona
kao kompozita uz poredenje sa podacima drugih autora dobijenim u okviru
eksperimentalnih istrazivanja na Gradevinskom fakultetu u Subotici. Ovaj deo, kao i
poredenje sa klasiCnim pristupima tretiranja ovog materijala u poliedarskim strukturama
je kljuéno pitanje armiranog betona kod koga se objaSnjenje grani¢nog stanja moze
posti¢i jedino uz logi¢no objaSnjenje teorijskih i eksperimentalnih rezultata.

Klasiéni postupci proracuna poliedarskih ljuski uporedeni su sa savremenijim,
numeri¢kim postupcima - metodom konacnih traka i metodom kona¢nih elemenata.
Detaljno je opisan i primenjen metod konacnih traka, koji je po nacinu diskretizacije i
numeric¢kim Semama koje iz toga slede najefikasniji za reSavanje kako kratkih tako i
dugih poliedarskih ljuski u slu¢aju malih i velikih pomeranja.

U radu je prikazan reoloSki model viskoelastoplastiénog materijala, kao i
reoloSko-dinamic¢ka analogija (RDA), sa objaSnjenjem njene primene na predvidanje
ponaSanja gradevinskih materijala i konstruktivnih elemenata usled razli€itih
naprezanja. Autorka na osnovu poznatih parametara materijala ustanovljenih na
prototipu i osnovnih mehani¢kih parametara analiziranih celiénih Sipki, koji se
standardno ispituju, teorijskim putem dobija dijagrame napon-dilatacija za armaturu.
Autorka razmatra uticaj broja iteracija u viskoelastoplasti¢noj oblasti na oblik radnog
dijagrama armature, te daje preporuku za usvajanje broja iteracija za armature GA
240/360 i RA 400/500.

RDA postupak za odredivanje kriti€nog napona stubova srednje vitkosti u ovom
radu je unapreden, ¢ime je omogucena njegova primena i na stubove male vitkosti, u
koje mogu da se ubroje i standardni uzorci za ispitivanje ¢vrsto¢e betona na pritisak.
Autorka uoCava da je domen primene RDA postupka na odredivanje grani¢nog
(kriti€nog) napona aksijalno pritisnutih betonskih stubova ogranien ne samo sa gornje
strane (vitkoS¢u na granici izmedu Euler-ove i RDA krive izvijanja, odnosno na granici
izmedu elasti¢ne i viskoelastoplasticne oblasti), nego i sa donje strane, vitkoS¢éu koja
odgovara preseku RDA krive izvijanja i horizontalnog pravca koji predstavlja pritisnu
¢vrsto¢u materijala. Autorka izvodi zakljuCak da dijagram napon-dilatacija odreden
RDA postupkom za ovu, donju granicu vitkosti, vazi i za sve vitkosti manje od ove
grani¢ne, zbog Cega se dijagrami napon-dilatacija jednoaksijalno pritisnutog betona
razli¢itih ¢vrstoca mogu dobiti primenom RDA postupka na standardne uzorke za
ispitivanje pritisne ¢vrsto¢e betona. Autorka u nastavku primenjuje RDA postupak i na
teorijsko odredivanje radnih dijagrama betona razli€itih klasa iz minimalnog broja
mehanickih parametara materijala, koji se dobijaju standardnim postupcima ispitivanja.

Ovako dobijeni teorijski RDA radni dijagrami armature i betona su uporedeni sa
rezultatima drugih autora dobijenim u okviru njihovih eksperimentalnih istraZivanja, te je
konstatovana njihova zadovoljavaju¢a ta¢nost. Dijagrami su uporedeni i sa radnim
dijagramima datim u trenutno vazeéim tehnic¢kim propisima za beton i armirani beton,
koji predstavljaju idealizaciju stvarnog ponaSanja materijala, te je utvrdena njhova
velika sli¢host.

Za dalju verifikaciju teorijskih reoloSko-dinamickih radnih dijagrama armature i
betona, kao ilustrativni primer je detalino obradena jedna realno izvodljiva
armiranobetonska poliedarska ljuska raspona 20m, na koju deluje optere¢enje od
snega. Oblik popreénog preseka i raspon ljuske odabrani su na osnovu prethodno
sprovedene linearno elasti¢ne analize poliedarskih ljuski razli€itog raspona i oblika
popre¢nog preseka. Za sracunate presecne uticaje izvSeno je dimenzionisanje
karakteristicnin preseka ljuske prema PBAB'87. Grani¢na nosivost tri karakteristicna
preseka poliedarske ljuske odredena je primenom radnih dijagrama betona i Celika
prema Evrokodu 2 (nelinearni dijagram betona i bilinearni dijagram Celika sa gornjom
granom u nagibu), te primenom reoloSko-dinamic¢kih radnih dijagrama betona i ¢elika.
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Konstruisani su dijagrami interakcije N, - M, za viSe kombinacija radnih dijagrama
materijala prema Evrokodu 2 i reoloSko-dinamickoj analogiji i izvrSeno njihovo
poredenje.

Na osnovu sprovedenog istrazivanja i prikazanih rezultata autorka izvodi slede¢e
zakljucke i smernice za buduca istraZivanja:

1. Na osnovu izvrSene analize armiranobetonske poliedarske ljuske raspona
30m, Sirine 11.28m, koja je je bila predmet analize De Fries-Skene-a i Scordelis-a [15]
i Cheung-a [13], primenom metoda predloZzenog od strane Komisije za gradnju
nabranih plo¢a, koja je formirana pri ASCE, 1963. godine, te programom MKTEL1
(primenom metoda konac¢nih traka), kao i programom Tower 6, zasnovanom na
metodu konacnih elemenata, poredenjem dobijenih veli€ina poduznih normalnih
napona u sredini raspona ljuske moze se uociti veoma dobro slaganje rezultata
dobijenih primenom metoda predloZzenog od strane Komisije, metoda konacnih traka
(MKTE1) i metoda konacnih elemenata (Tower 6). Najvec¢a razlika rezultata dobijenih
po ove tri metode uocava se na slobodnoj ivici ivicne grede (€vorna linija 0) i ona ovde
iznosi oko 10%, s tim Sto su rezultati po MKTEL i Tower 6 gotovo identi¢ni. Vecée
razlike dobijenih rezultata se uo€avaju kod popreénih momenata savijanja u sredini
raspona ljuske. MKTE1 daje neSto vece pozitivnhe i neSto manje negativhe momente
nego Tower 6, ali su ove razlike manje od 5%. Popre¢ni moment savijanja u sredini
raspona prve nagnute ploce je po metodu predlozenom od strane Komisije za oko 50%
manji od vrednosti dobijenih prema MKTEL1 i Tower 6. U drugoj nagnutoj plo€i ova
odstupanja su znatno manja i ne prelaze 20%. Ovako velike razlike u veligini
popre¢nog momenta savijanja su posledica zanemarenja torzione krutosti ivicne grede
u klasi¢noj teoriji (prema predlogu Komisije), zbog ¢ega je poprec¢ni moment savijanja u
¢vornoj liniji koja spaja iviénu gredu i prvu nagnutu plo¢u jednak nuli. Iz analize
dijagrama popre¢nog momenta savijanja, koja je u poglavlju 5 sprovedena za razliCite
raspone ljuske, moze se zakljuciti da se njegova veli¢ina u ¢vornoj liniji izmedu iviéne
grede i prve nagnute plo¢e neznatno povecava sa povecanjem raspona ljuske, pa se i
njegov uticaj na veli¢inu momenta savijanja u ostalim (unutrasnjim) taCkama popre¢nog
preseka ljuske smanjuje sa povecanjem raspona. Zbog toga se razlika u veli€ini
popre¢nih momenata savijanja u unutraSnjim tackama poprec¢nog preseka, dobijenim
prema predlogu Komisije i primenom numeri¢kih metoda, smanjuje sa povecanjem
raspona ljuske.

2. Primenom RDA postupka konstruisani su radni dijagrami Celika GA 240/360 i
RA 400/500, za razlicite preénike Sipki. Autorka uoCava da vrednosti napona i
dilatacija, sracunatih primenom RDA postupka, u VEP oblasti ne zavise od prec¢nika
Sipke. Prec¢nik Sipke postaje bitan tek nakon ulaska u VP podrucje, kada dolazi do
primetne redukcije povrsine poprec¢nog preseka. Oblik radnog dijagrama Celika zavisi
od usvojenog broja iteracija u viskoelastoplasti¢noj oblasti. Poredenjem RDA radnih
dijagrama celika sa eksperimentalnim rezultatima iz dostupne literature, kao i sa
idealizovanim radnim dijagramom celika prema EC 2, mozemo zakljuciti da se
primenom RDA postupka dobijaju radni dijagrami betonskog ¢elika GA 240/360 i RA
400/500 koji se vrlo dobro poklapaju sa dijagramima napon-dilatacija dobijenim
eksperimentalnim putem, kao i sa raCunskim dijagramima prema vaze¢im standardima.
Broj VEP iteracija za konstruisanje radnog dijagrama GA 240/360 treba da se bira
izmedu i=13 i i=15, dok se za RA 400/500 zadovoljavajuéi oblik dijagrama postize sa
manjim brojem VEP iteracija, od i=2 do i=5. Kako kod RA 400/500 donja granica
razvlacenja nije izrazena, to se i pri konstruisanju radnog dijagrama ¢Celika primenom
RDA ova granica moze izostaviti.

3. Veza napon-dilatacija pritisnutih betonskih stubova takode moze da se izvede
primenom RDA postupka. Postupak je prezentovan u ovom radu a prikazana je i
njegova eksperimentalna verifikacija na kratkim stubovima i stubovima srednje vitkosti.
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Moze se zakljuciti da se primenom RDA postupka na aksijalno opterecene betonske
stubove srednje vitkosti dobija dijagram napon-dilatacija koji se vrlo dobro poklapa sa
eksperimentalnim vrednostima. UoCava se nesto veca "ispupéenost” RDA dijagrama u
pocetnom delu dijagrama u odnosu na eksperimentalne vrednosti.

4. Primena RDA postupka za odredivanje grani¢nog (kriticnog) napona vitkih
betonskih stubova je ograni¢ena na odredeni opseg vitkosti. Gornja granica vitkosti |

predstavlja vitkost pri kojoj se seku Euler-ova i RDA kriva izvijanja. Autorka zapaza da
postoji i donja granica vitkosti stuba | 5, na koju se jo5 moze primeniti RDA postupak
za predvidanje kriti€nog napona. To je vitkost ispod koje se kriti€ni napon ne dostize
usled izvijanja, ve¢ on postaje jednak pritisnoj ¢vrstoci f..,, odnosno granici gnjeCenja
materijala sy. Ova vitkost zavisi od geometrije popreénog preseka, ¢vrstoce betona na
pritisak i Poisson-ovog koeficijenta. Donja granica vitkosti se oCitava sa dijagrama
napon-vitkost, kao prese¢na tacka korigovane RDA krive izvijanja i prave koja
predstavlja pritisnu ¢vrsto¢u materijala. Za vitkost koja predstavlja donju granicu
primenljivosti RDA postupka, kriti¢ni napon usled izvijanja je jednak ¢vrstoci betona na
pritisak, pa dijagram napon-dilatacija, koji se dobija RDA postupkom za ovu, grani¢nu
vitkost, vazi i za sve vitkosti manje od | 5. Zbog ovoga se radni dijagrami betona
razli¢itih évrsto¢a mogu dobiti ako se RDA postupak primeni na standardne uzorke za
ispitivanje pritisne ¢vrstoce betona (cilindre i kocke). Za eksperimentalnu verifikaciju
postupka upotrebljeni su rezultati ispitivanja pritisne Cvrsto¢e betonskih kocki,
sprovedenog u okviru izrade doktorske disertacije dr Kukaras, D. Radni dijagram
betona dobijen primenom RDA postupka na ispitanim uzorcima uporeden je sa
dijagramom napon-dilatacija koji je predlozen u Evrokodu 2 za nelinearnu analizu i
konstatovano je njihovo izuzetno dobro slaganje. Primenjeni RDA postupak nije u
mogucnosti da opiSe opadajuéu granu dijagrama napon-dilatacija (ova grana inace i
nije eksperimentalno potvrdena ni u jednom od pomenutih eksperimenata), ako se ne
uvede pojam sekantnog modula prema mehanici oSte¢enja. Opadaju¢a grana
predstavlja paradoks kod dijagrama napon-deformacija u pritisku, koju teorijska
mehanika oStecenja predvida, a eksperimentalni rezultati ne potvrduju. Ovo uzrokuje i
najvecu razliku izmedu uporedenih dijagrama prema RDA i EC 2. Takode se uoCava
nesto veca “ispruzenost" RDA dijagrama izmedu granice elasti¢nosti i najveéeg
dostignutog napona, koja je ipak mnogo bliza eksperimentalnim podacima nego Sto
predvida EC 2.

5. Primenom RDA postupka za kratke stubove na uzorke za ispitivanje pritisne
CvrstoCe betona moZe se konstruisati dijagram napon-dilatacija za bilo koju klasu
évrstoce betona, ako su poznati: modul elastiénosti E., srednja vrednost ¢vrstoce na
pritisak f., zapreminska tezina gi Poisson-ov koeficijent n. Ovi parametri se odreduju
eksperimentalnim putem na prethodno spravljenim uzorcima.

6. U nedostatku tacnijih podataka, za potrebe konstruisanja radnog dijagrama
razli¢itih klasa ¢vrstoce betona, moze se primeniti RDA postupak u kojem se Poisson-
ov koeficijent za odredenu klasu &vrsto¢e betona odreduje iz uslova da dilatacije pri
maksimalnom naponu, dobijene RDA postupkom, budu jednake vrednostima datim u
tabeli 3.1 Evrokoda 2. Postupak je primenjen na uzorke za ispitivanje pritisne ¢vrstoce
betona u skladu sa EN 206-1, koji su oblika cilindra prec¢nika 15cm i visine 30cm.
Dobijeni Poisson-ov koeficijent, za analizirane klase ¢vrstoée, nalazi se u granicama od
0.1454 do 0.2092 i raste sa porastom ¢vrstoée betona. Ovo se sasvim dobro poklapa
sa podacima iz dostupne literature. Dobijene krajnje dilatacije prema RDA su iznad
4%o, Sto je dosta iznad graniénih dilatacija prema EC 2, i rastu sa porastom pritisne
¢vrstoCe uzorka. Kako je ova granica i eksperimentalno diskutabilna, za prakti¢nu
primenu RDA radnih dijagrama betona mozemo ograniciti maksimalne dilatacije pri
lomu na 3.5%o.
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7. U cilju dalje verifikacije RDA postupka izvrSena je analiza armiranobetonske
poliedarske ljuske prikazane u poglavlju 5. Sile u presecima ljuske odredene su
racunarskim programom MKTEL. lako to nije prikazano u samom radu, izvrSena je i
uporedna analiza primenom racunarskog programa Tower 6, koja je dala gotovo
istovetne rezultate. Na osnovu poredenja oblika dijagrama presecnih sila i pomeranja
dobijenih linearno elasti€cnom analizom poliedarskih ljuski razli¢itog raspona, zakljucuje
se da se granica izmedu "kratkih" i "dugih” ljuski, za izabrani poprecni presek, nalazi
izmedu raspona L=10m i L=20m. Kako se kod ivicne grede mogu javiti znacajni
momenti torzije (kako kod kratkih tako i kod dugih ljuski), koji mogu postati merodavni
prilikom dimenzionisanja armiranobetonskog preseka grede, za dalju analizu je
odabrana ljuska raspona L=20m, kod koje ovi momenti imaju minimalnu vrednost.
Aktuelna istrazivanja, u kojima ucestvuje i sama autorka, ukazuju na to da je
pretpostavka o malim pomeranjima u analizi poliedarske ljuske izabranog popre¢nog
preseka u potpunosti opravdana za raspone do L=15m, dok se uz ovu pretpostavku za
ljuske raspona veéeg od L=25m ¢ini osetna greSka, te se kod njih proracun mora vrSiti
pod pretpostavkom geometrijske nelinearnosti. Dosada$nja istraZzivanja pokazuju da se
uvodenjem pretpostavke o malim pomeranjima kod ljuske raspona L=20m dobijaju
rezultati koji od rezultata geometrijski nelinearne analize ne odstupaju vise od 10%. S
obzirom na to da navedena razlika nema znacaja za krajnji cilj ovog rada, a imajuéi u
vidu slozenost i zahtevnost geometrijski nelinearne analize, proraCun presecnih sila i
pomeranja je sproveden linearno elastichom analizom u oblasti malih pomeranja. Za
sraunate presecne uticaje izvrSeno je dimenzionisanje karakteristi¢nih preseka ljuske
u skladu sa PBAB'87, za grani¢no stanje nosivosti i grani¢no stanje prslina. 1zabrana
su tri karakteristiCna preseka ljuske, te su za njih konstruisani interakcioni dijagrami N,
- M, za razli¢ite kombinacije radnih dijagrama betona i ¢elika datih u EC 2 i dobijenih
primenom RDA postupka. Na osnovu analize ovih dijagrama i tabelarno prikazanih
vrednosti grani¢nih normalnih sila sa zadatim ekscentricitetom i globalnih koeficijenata
sigurnosti u odnosu na lom preseka, autorka ove disertacije izvodi sledece kljuéne
zakljucke:

- Kod svih karakteristi¢nih preseka najbolje slaganje dijagrama ostvareno je u
slu€aju centri¢nog i ekscentricnog zatezanja u oblasti malog ekscentriciteta.
Razlike se povecavaju ulaskom u oblast manjeg ekscentriciteta sa silom
pritiska, a najveée su u oblasti centrichog i ekscentricnog pritiska sa malim
ekscentricitetom. Objasnjenje leZi u €injenici da su radni dijagrami ¢elika po EC
2 i RDA veoma sli¢ni, Sto rezultira gotovo identi€nim vrednostima grani¢ne
nosivosti i koeficijenata sigurnosti u oblastima u kojima nosivost preseka
prevashodno zavisi od nosivosti zategnute armature.

- Globalni koeficijenti sigurnosti u odnosu na lom preseka dobijeni kombinacijom
razli¢itih radnih dijagrama materijala, za zadati ekscentricitet normalne sile,
medusobno se razlikuju za maksimalno 7.6% (kod preseka ploce u évornoj liniji
1), odnosno 3.26% (kod ivicne grede), s tim Sto se primenom RDA dijagrama
dobijaju veéi koeficijenti sigurnosti nego primenom radnih dijagrama materijala
prema EC 2. Najveéa odstupanja od koeficijenata sigurnosti dobijenih
primenom radnih dijagrama prema EC 2 dobijaju se koris¢enjem punog RDA
dijagrama betona i RDA dijagrama armature. Kada se krajnje dilatacije betona
u RDA dijagramu ogranic¢e na 3.5%o, ova razlika se smanjuje za oko 50%.

- Najveéa odstupanja graniCne normalne sile od veli¢ine dobijene primenom
radnih dijagrama materijala prema EC 2 dobijaju se za puni RDA radni dijagram
betona. Ova razlika se krece od 9.82% kod ivicne grede do 10.34% kod
preseka plo¢e u ¢évornoj liniji 8. Veca graniéna nosivost dobija se primenom
RDA dijagrama.

- U svim presecima ljuske, najbolije poklapanje sa dijagramom interakcije
dobijenim primenom radnih dijagrama materijala prema EC 2, postize se
kombinacijom radnog dijagrama betona prema EC 2 i RDA radnog dijagrama
Celika.
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- Ograni¢enjem maksimalnih dilatacija u RDA radnom dijagramu betona postize
se smanjenje razlike u odnosu na graniénu nosivost prema EC 2 za oko 30%.

8. 1z gore navedenog moze se zakljuciti da se RDA postupkom dobijaju teorijski
radni dijagrami Celika koji se mogu primeniti za dimenzionisanje i/ili odredivanje
grani¢ne nosivosti preseka armiranobetonskih elemenata.

9. Primena radnih dijagrama betona dobijenih RDA postupkom na odredivanje
graniéne nosivosti preseka armiranobetonskih elemenata daje rezultate koji nisu na
strani sigurnosti u odnosu na vrednosti dobijene prema nelinearnim EC 2 dijagramima.
Ova odstupanja se krec¢u oko 10% i najveéim delom su posledica oblika RDA radnog
dijagrama betona bez opadajuée grane nakon dostizanja njegove pritisne ¢vrstoce.
Ovakav pristup je odabran zbog toga Sto ni jedan analizirani eksperiment u ovoj
disertaciji nije potvrdio opadajuc¢u granu. Ukljuéenjem sekantnog mudula materijala
nakon dostizanja pritisne ¢vrstoée mogla bi se opisati opadajuc¢a grana radnog
dijagrama betona u pritisku koju mehanika oSte¢enja predvida, s tim Sto bi ovo bilo
teorijsko tendenciozno odstupanje od eksperimentalnih podataka, a $to nau¢no ne bi
bilo korektno.

Iz dosadasnjeg razmatranja jasno se uoc¢ava da se RDA postupak moZe primeniti
na analizu armiranobetonskih konstrukcija. Njegova primena je verifikovana na primeru
realno izvodljive armiranobetonske poliedarske ljuske. Primena radnih dijagrama
betona i ¢elika dobijenih RDA postupkom za analizu grani¢ne nosivosti daje rezultate
prihvatljive ta¢nosti, naroCito u oblastima dominantnog uticaja Celika na nosivost
elementa (centricno i ekscentri¢no zatezanje u oblasti malog ekscentriciteta).

U ovom radu je reolosko-dinami¢ka analogija primenjena na analizu grani¢nog
stanja nosivosti armiranobetonske konstrukcije. Jedan od mogucih daljih pravaca
istrazivanja je prilagodavanje RDA postupka za primenu na analizu stanja
upotrebljivosti armiranobetonskih konstrukcija, gde bi do izraZaja doSla sposobnost
modela da opiSe viskozne komponente deformacija. Kako je primenom RDA moguée
prikazati ponaSanje materijala pri svim nivoima optere¢enja od eksploatacionog do
grani¢nog (ultimativhog), dalje unapredenje RDA metoda moze i¢i upravo u pravcu
ocene stanja armiranobetonske (kompozitne) konstrukcije kroz sve nivoe
opterecivanja. Ovo je narocito korisno u analizi sigurnosti postoje¢ih armiranobetonskih
konstrukcija kod promenjenih uslova koriséenja (npr. promena opterecenja), kada
naponi i deformacije materijala izlaze izvan elasti¢nog podrucja, ali jo$ ne dostiZu svoje
grani¢ne vrednosti. Ako bi se ovakav model uneo u raéunarski kod nekog od programa
za analizu konstrukcija, moglo bi se simulirati ponaSanje armiranobetonske
konstrukcije za razne scenarije njene eksploatacije.

Jedna od osnovnih razlika u radnim dijagramima betona i ¢elika dobijenim RDA
postupkom i onim predvidenim Evrokodom 2 za nelinearnu analizu je nepostojanje
opadaju¢e ("omekSavajuce™) grane kod RDA dijagrama. Zbog toga je jedan od
mogucih pravaca daljih istrazivanja primena mehanike oStec¢enja u RDA na opisivanje
opadajuée grane dijagrama napon-dilatacija u betonu i ¢eliku, ali samo pod uslovom
da se ona i eksperimentalno dokaZe kod dijagrama betona u pritisku. Mehanika
oSte¢enja se bazira na meri oSte¢enja D, koja je rezultat ravhomerne raspodele
mikrodefekata u vidu mikroprslina. Kod jednoaksijalno zategnutog Stapa, primenom
mehanike oStecenja mozZe se uspostaviti sledeca relacija izmedu napona i deformacija:

s =E(1- D)e,
gde se D naziva i gustina povrsinskih defekata:
D= Ac - Aeﬁ
A

C
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i kre¢e se u granicama 0£D £1. A, predstavlja povrSinu popre¢nog preseka Stapa pre
pojave oStecenja, dok je A povrSina efektivnog dela popreénog preseka nakon pojave
oSteéenja odredenog stepena. Kod analize armaturnog Celika se parametar D moze
odrediti primenom RDA, jer ovaj metod sraCunava redukovanu povrSinu preseka, te bi
se mogla dobiti i opadajuca grana dijagrama napon-dilatacija nakon dostignute zatezne
¢vrstoce Celi€nih Sipki.

Mehanika oSte¢enja se moze primeniti i u analizi pritisnute zone betona, na ¢emu
su radili Bazant, Kraj¢inovi¢, Hognestad i drugi, dolazeéi do paraboli¢ne veze napon-
deformacija. PoboljSanje RDA radnog dijagrama pritisnutog betona primenom
mehanike oSte¢enja po Hognestad-u iSlo bi u pravcu opisivanja opadajuée grane
dijagrama, dok bi se za ojacavaju¢i deo krive napon-dilatacija zadrzala RDA
formulacija.

U ovom radu je doprinos zategnutog betona nosivosti preseka u potpunosti
zanemaren. Jedan od mogucih daljih pravaca istraZivanja je i analiza ponaSanja
zategnute zone armiranobetonskih elemenata primenom mehanike loma, bazirana na
radovima Griffith-a, BaZant-a [6], Sumarca i Kraj¢inoviéa [61] i preporukama ACI [1].
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PRILOG - Tabelarni prikazi preseénih uticaja, merodavnih
graniénih uticaja, potrebne i usvojene armature za
karakteristi€ne preseke analizirane poliedarske ljuske i detalji

armature

Presek na udaljenosti y=10m od krajnjih oslonaca (sredina raspona)

- lviéna greda

Tabela P.1. Merodavni uticaji u y pravcu iviéne grede u preseku y=10m

cvor Nyg [KN/m] ’ Nyp [KN/m] Nyy [KN] ey [m]

9 -88.56 59.02

10 581.98 111.368 1137.1786 0.17186374
11 1258.22 164.814

" predznak "-" odgovara sili pritiska

Tabela P.2. Usvojena poduZna armatura, haponi u armaturi usled ekscentri¢ne grani¢ne

sile i karakteristi¢na Sirina prslina ivicne grede u preseku y=10m
red arrr:zguura u yri [cm] Y yr [em]? Sau [kKN/em?] 2 | ayg(t) [mm]
1 3Rf19 -45.75 30.79
2 3Rf 19 -40.85 30.80
3 3Rf19 -35.95 -17.281 30.81 0.199
4 2Rf 19 25.75 30.95
5 2Rf 19 45.75 30.99

) Rastojanje teZista reda armature od teZista betonskog preseka
Rastojanje teZiSta ukupne armature od teZiSta betonskog preseka
Napon u posmatranom redu armature usled grani¢ne sile sa zadatim ekscentricitetom

U ovom preseku su smicuce sile N,, i momenti torzije M, jednaki nuli, pa su
usvojene uzengije uRf 8/20 i poduzna armatura uz bo¢ne ivice preseka Rf 8/20.

©
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Slika P.1. Raspored armature u ivicnoj gredi u preseku y=10m, oznake redova armature i
njihove udaljenosti od teziSta betonskog preseka
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- Prva ploc¢a u nagibu - izmedu ¢vornih linija 519

Smicuce sile i momenti torzije u ovom preseku su jednaki nuli, te se ne vrsi
korekcija momenata savijanja, niti je potrebna armatura za prijem napona smicanja.

Tabela P.3. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura uy pravcu prve
lo€e u preseku y=10m

cvor [kﬁﬁn] [kﬁﬁn] [kNMrry1g}m] [kNMrry17m] [kﬁﬁn] [kNMrr);L/lm] A[éyrizﬁﬁy]z usvojeno
5 |-14586 | 3158 | -019 | -004 | -34346 | -045 100 | Ri6/20
6 |-117.09 | -1619 | -044 | -0.09 | -256.47 | -1.03 100 | Rf6/20
7 | -or00 | -108 | -046 | -0.06 |-17518| -0.98 100 | Rf6/20
8 | 6696 | 1405 | -053 | -004 |-12722| -1.11 100 | RI6/20
9 | 4428 | 2051 | -0.33 005 | -8413 | -0.63 100 | Rf6/20

Tabela P.4. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u X pravcu prve
lo€e u preseku y=10m

% Nyg Nyp Myq Myp Ny My Axi=Aaxo :
YOI 1 [kN/m] | [kN/m] | [kNm/m] | [kNm/m] | [kN/m] | [kNm/m] | [cmZm] | YSVOIEN©
5 | 2382 | -6.30 2.75 0.36 | -49.46 | 5.05 1.00 | Rf6/20
6 | 2382 | 630 | -067 -0.38 | -49.46 | -1.76 1.00 | Rf6/20
7 | -1866 | -4.68 -2.50 067 | 3829 | -5.20 1.00 | Rf6/20
8 | -1231 | -2.99 -2.76 049 | -2507 | -5.31 125 | Rf6/20
9 | 509 | -1.39 -1.48 014 | -1065 | -2.37 125 | Rf6/20

- Druga ploc¢a u nagibu - izmedu ¢vornih linjja 1 i 5

Smicuce sile i momenti torzije u ovom preseku su jednaki nuli, te se ne vrsi
korekcija momenata savijanja, niti je potrebna armatura za prijem napona smicanja.

Tabela P.5. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u y pravcu
druge ploCe u preseku y=10m

cvor [kHﬁn] [kkllﬁn] [kNMn¥|g/m] [kNMn¥|7m] [kklﬁum] [kNMnxl;m] A[éynlq_zﬁﬁy]z usvojeno
1 | 4718 | 39.66 | 012 002 | 17292 | 023 100 | Ri6/20
> | -6832 | 3624 | -005 | -007 |-20591| -0.24 100 | Ri6/20
3 | 9154 | 3385 | 001 004 | 24503 | -007 100 | Rf6/20
4 |-11725 | 3235 | -0.06 | -004 | -20071| -0.19 100 | Rf6/20
5 |-14586 | -3158 | 0.06 0.03 | -343.46 | 019 100 | RI6/20

Tabela P.6. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u X pravcu
druge ploCe u preseku y=10m

cvor [kklﬁ?n] [km);'rjn] [kNMnf.g/m] [kNMnff}m] [km);um] [kNMn:l;m] A[éxnlqzﬁﬁﬁz usvojeno

Rf 6/20 +

1 | 3343 | 1036 | 6.26 135 | 7213 | 1245 | 250 | "LOZ0%
> | -3343 | -1036 | 255 020 | 7213 | 443 100 | Rf6/20
3 | 3290 | 996 | 074 035 | 7057 | 119 100 | Rf6/20
4 | 3127 | 909 | o082 030 | 6639 | 131 139 | RI6/20
5 | 2831 | 782 | 274 034 | 5937 | 501 100 | RI6/20

" Usvojeno iz uslova a,, (t) £0.2 mm
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Preseci na udaljenosti y=7.5m od krajnjih oslonaca

- lvicha

greda

Tabela P.7. Merodavni uticaji u y pravcu ivicne grede u preseku y=7.5m

&vor Nyg [KN/m] Nyp [KN/m] Ny [kN] ey [m]
9 -85.04 55.70

10 546.26 104.51 1067.72 0.17225
11 1183.30 154.42

Tabela P.8. Usvojena poduZna armatura, haponi u armaturi usled ekscentri¢ne grani¢ne

sile i karakteristi€na Sirina prslina ivi€ne grede u preseku y=7.5m
armatura u
red redu yri [cm] yr [cm] Sau [KN/cm?] aiq(t) [mm]
1 3Rf19 -45.75 32.42
2 3Rf19 -40.85 32.25
3 2Rf 19 -35.95 -15.725 32.08 0.195
4 2Rf 19 25.75 29.95
5 2Rf 19 45.75 29.27

U iviénoj gredi su predvidene uzengije uf8. Njihov razmak je odreden prema

potrebi za osiguranjem od smicucih napona, koji se javljaju usled transverzalne sile i
momenta torzije (tabela P.9). Kada ¢vrstoc¢a pri smicanju nije prekora¢ena, usvaja se
maksimalni razmak uzengija e,=20cm.

Tabela P.9. Smi€uce sile, momenti torzije, grani¢na transverzalna sila i moment torzije, smicuéi
reseku y=7.5m

napon i maksimalni racunski razmak uzengija ivi€ne grede u

cvor [th|X7r9r1] [kNNX/yr%] [kll\\l/lr)g/gm] [kll\\lﬂrﬁ;m] To [kN] [k'\IﬂITrun] }ﬁﬂéﬂ% m[lexmie
9 | 26.70 | 459 1.62 022
10 | 1955 | 3.22 1.57 023 | 3707 | 252 | 0111 20
11 | 1240 | 1.84 1.55 023

U ovom preseku ¢vrstoéa pri smicanju nije prekoradena, pa nije potrebna
dodatna armatura za osiguranje. Usvojene su uzengije uRf 8/20 i poduZzna armatura uz
bocne ivice preseka Rf 8/20.

- Prva ploc¢a u nagibu - izmedu ¢vornih linija 519

Tabela P.10. Smi€uce sile, momenti torzije, smi€uci napon, redukovana transverzalna sila i
otrebna armatura za osiguranje prve ploce u preseku y=7.5m

évor nyg nyp Mxyg Mxyp nyu Mxyu t n(T) 2 TRU D'g\a
[KN/m] | [KN/m] | [KNm/m] | [KNm/m] [KN/m] [KNm/m] | [kN/cm“] | [KN/m] | [cm“/m]
5 17.91 5.98 0.39 0.02 39.43 0.66 0.04 - 0
6 22.25 6.48 0.40 0.01 47.25 0.65 0.05 - 0
7 25.57 6.49 0.37 0.00 52.60 0.59 0.06 - 0
8 27.84 6.47 0.30 -0.02 56.18 0.49 0.06 - 0
9 27.86 5.93 0.20 -0.03 55.26 0.32 0.06 - 0
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Tabela P.11. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura uy pravcu prve
lo€e u preseku y=7.5m

cvor [kkll)//rgn] [kwrpn] [kN“A%?m] [kN“A%7m] [kkll)//?n] [klilvln);L/Jm] [klr\\l/lr?/';q] Aafé;é]ayz usvojeno
5 | -137.43 | 30.04 | -018 | 003 | -32420| -0.39 | 048 | 1.00 | Rf6/20
6 | -11018 | -15.42 | -036 | -007 |-241.72| 083 | 148 | 1.00 | Rf6/20
7 | 8572 | -112 | -043 | 005 |-16520| 091 | 151 | 1.00 | Rf6/20
8 | 6338 | 1320 | -051 | 004 |-12043| -1.07 | 155 | 1.00 | Rf6/20
9 | 4252 | 2785 | -045 | 001 | -80.79 | -0.85 | 1.17 | 1.00 | Rf6/20

Tabela P.12. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u X pravcu prve
lo€e u preseku y=7.5m

Gvor [k'RII)/(?n] [kﬁﬁ’n] [klll\/lnzl(?m] [klll\/lnzl(?m] [k':lﬁn] [kl\,l\/ln)1(7m] [klr\\l/lrﬁ/’tn] Aa[xé%é\]axz usvojeno
5 | 2385 | 635 | 272 | 037 | -4957 | 501 | 5.67 1.25 | Rf6/20
6 | 2385 | -6.35 | -0.65 | -0.37 | -49.57 | -1.70 | 2.35 1.00 | Rf6/20
7 | -1875 | -472 | 242 | -065 | -3850 | -5.05 | 5.64 1.25 | Rf6/20
8 | -1241 | -3.02 | 263 | -047 | -2529 | -5.06 | 5.55 1.25 | Rf6/20
9| 517 | -1.39 | -1.29 | 018 | -10.79 | -2.07 | 2.39 1.00 | Rf6/20

- Druga ploc¢a u nagibu - izmedu ¢vornih linijja 1 i 5

Tabela P.13. Smi€uce sile, momenti torzije, smi€uci napon, redukovana transverzalna sila i
otrebna armatura za osiguranje druge plo€e u preseku y=7.5m

svor | Nuo Nayp Miyg Muyp Nayu Miyu tn(T), Try DAa
[KN/m] | [KN/m] | [kKNm/m] | [KNm/m] | [kN/m] [KNm/m] | [kN/cm“] | [KN/m] | [cm®/m]
1 1.42 0.89 0.00 0.00 3.87 0.00 0.00 - 0
2 454 2.48 0.15 0.02 11.73 0.27 0.01 - 0
3 8.35 3.86 0.27 0.03 20.31 0.43 0.02 - 0
4 12.90 5.05 0.35 0.03 29.73 0.55 0.03 - 0
5 17.91 5.98 0.39 0.02 39.43 0.63 0.04 - 0

Tabela P.14. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u y pravcu
druge ploCe u preseku y=7.5m

cvor [kkll)//rgn] [kwrpn] [kN“A%?m] [kN“A%7m] [kkll)//?n] [klilvln);L/Jm] [klr\\l/lr?/';q] Aafé;é]ayz usvojeno
1| 4313 | 3672 | 012 | -0.02 |-159.05| 022 | -022 | 1.00 | Rfe/20
2 | 6330 | -3368 | 002 | -0.05 |[-191.00| 004 | -031 | 1.00 | Rf6/20
3| 8543 | 3164 | 002 | 003 |-22875| 003 | -046 | 1.00 | Rf6/20
4 | -100.97 | -30.46 | -006 | -0.04 |-272.90 | -0.19 | 046 | 1.00 | Rf6/20
5 | -137.43 | -30.04 | -006 | 001 |-32420| -0.13 | -050 | 1.00 | Rf6/20
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Tabela P.15. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u x pravcu
druge plo¢e u preseku y=7.5m

b ng pr ng Mxp qu qu qu,k AaxleaXZ i
VOIL kN/m) | [kN/m] | [kNm/m] | [kNm/m] | [kN/m] | [kNmvm] | [kNm/m] | [em?] | USVOIEMO
Rf 6/20 +
5 | 3208 | -10.28 | 598 | 132 | -71.28 | 11.95 | -11.95 | 250 | . - .
6 | 3208 | -1028 | 234 | 018 | -71.28 | 4.06 | -433 | 1.00 | Rf6/20
7 -32.53 -9.91 0.59 -0.36 -69.88 0.94 -1.37 1.00 Rf 6/20
g8 | -31.02 | 908 | 072 | -0.30 | -65.96 | 1.15 | -1.70 | 1.00 | Rf6/20
9 | 2820 | -784 | 270 | 036 | -59.22 | 497 | -560 | 1.00 | Rf6/20
" Usvojeno iz uslova a,, (t) £0.2 mm
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Slika P.2. Raspored armature u ivicnoj gredi u preseku y=7.5m, oznake redova armature i
njihove udaljenosti od teZiSta betonskog preseka

Preseci na udaljenosti y=5.0 m od krajnjih oslonaca

- lviéna greda

Tabela P.16. Merodavni uticaji u y pravcu iviéne grede u preseku y=5.0m

&vor Nyg [KN/m] Nyp [KN/m] Ny [kN] ey [m]
9 -73.28 45.48

10 438.40 83.84 858.14 0.17354
11 956.04 123.34
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Tabela P.17. Usvojena poduZna armatura, naponi u armaturi usled ekscentri¢ne grani¢ne

sile i karakteristi€na Sirina prslina ivi€ne grede u preseku y=5.0m
armatura u
red redu yri [cm] yr [cm] Sau [KN/cm?] aiq(t) [mm]
1 3Rf19 -45.75 29.95
2 2Rf 19 -40.85 29.58
3 2Rf 19 -35.95 -13.441 29.21 0.152
4 2Rf 19 25.75 24.56
5 2Rf 19 45.75 23.06

Tabela P.18. Smicuce sile, momenti torzije, grani¢na transverzalna sila i moment torzije,
smicuci napon i maksimalni raCunski razmak uzengija ivicne grede u preseku y=5.0m

o | oy | iy | gy | g | | i | Gl | "o
9 54.06 9.20 2.77 -0.50
10 39.64 6.44 2.65 -0.51 75.00 | 4.27 0.203 20
11 | 2519 | 3.67 2.61 -0.51

Usvojene su uzengije uRf8/20 i poduZzna armatura uz boc€ne ivice preseka
Rf 8/20.
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Slika P.3. Raspored armature u iviénoj gredi u preseku y=5.0m, oznake redova armature i
njihove udaljenosti od teziSta betonskog preseka
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- Prva ploc¢a u nagibu - izmedu ¢vornih linija 519
Tabela P.19. Smi€uce sile, momenti torzije, smi€uci napon, redukovana transverzalna sila i
otrebna armatura za osiguranje prve plo¢e u preseku y=5.0m
gvor | Nws Niyp My Mayp Ny My t(T), | Tru DAa
[KN/m] | [KN/m] | [kKNm/m] | [KNm/m] | [kN/m] [KNm/m] | [kN/cm“] | [KN/m] | [cm“/m]
5 35.25 | 11.93 0.75 0.04 77.86 1.26 0.09 - 0
6 44,17 | 13.02 0.76 0.01 94.10 1.24 0.10 - 0
7 51.16 | 13.06 0.70 -0.01 105.35 1.11 0.12 - 0
8 56.05 | 13.07 0.56 -0.04 113.21 0.90 0.13 - 0
9 56.12 | 11.97 0.35 -0.06 111.35 0.55 0.12 - 0

Tabela P.20. Merodavni uticaji, potrebna povrsina armature i usvojena armatura uy pravcu prve
lo€e u preseku y=5.0m

cvor [kkll)//?n] [kwrpn] [k%?m] [krllvlﬁm] [kkll)//?n] [klilvlr%llljm] [klr\\l/lr?/';q] Aafé;é]ayz usvojeno
5 | -11165 | -25.10 | -0.15 | -0.04 | -26485| -037 | 089 | 1.00 | Rf6/20
6 | -80.06 | -1293 | -032 | 006 |-196.35| 074 | 1.97 | 1.00 | Rf6/20
7| 6937 | -114 | -036 | 005 |[-13420| -0.78 | 1.90 | 1.00 | Rf6/20
8 | 5212 | 1061 | -043 | 004 | -99.02 | -089 | 1.78 | 1.00 | Rf6/20
o | 3664 | 2274 | -033 | 002 | 6962 | -063 | 1.19 | 1.00 | Rf6/20

Tabela P.21. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u X pravcu prve
lo€e u preseku y=5.0m

cvor [kkll)/(?n] [kﬁﬁ’n] [klll\/ln’xlgllm] [klll\/ln’xl?m] [kkll)/(?n] [klilvlnzﬂljm] [klr\\l/lrﬁ/';q] Aa[xéag\]ax2 usvojeno
5 | 2394 | 650 | 259 | 043 | -5001 | 492 | 619 | 1.00 | Rf6/20
6 | 2394 | 650 | -060 | 031 | -50.01 | -151 | 274 | 1.00 | Rf6/20
7 | 1907 | -487 | 219 | 059 | -39.28 | -457 | 568 | 125 | Rf6/20
8 | -1280 | 312 | 222 | 041 | 26,00 | -430 | 519 | 125 | Rf6/20
9| 544 | -143 | 071 | 022 | -1227 | -1.14 | 169 | 1.00 | Rf6/20

- Druga ploc¢a u nagibu - izmedu ¢vornih linifja 1i 5

Tabela P.22. SmiCuce sile, momenti torzije, smi€uci napon, redukovana transverzalna sila i
otrebna armatura za osiguranje druge ploCe u preseku y=5.0m

&vor Niyg Niyp Miyyg Miyyp Nayu Myyu tn(T) ) Tru D’g‘a
[KN/m] | [KN/m] | [KNm/m] | [KNm/m] [KN/m] [KNm/m] | [kN/cm“] | [KN/m] | [cm</m]
1 2.52 1.66 0.00 0.00 7.02 0.00 0.01 - 0
2 8.34 4.70 0.29 0.03 21.79 0.52 0.02 - 0
3 15.83 7.45 0.51 0.05 38.72 0.91 0.04 - 0
4 25.00 9.90 0.66 0.06 57.83 1.16 0.06 - 0
5 24.98 9.94 0.75 0.04 57.85 1.26 0.06 - 0
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Tabela P.23. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u y pravcu
druge plo¢e u preseku y=5.0m

Svor [kkll)//?n] [kwrpn] [k%?m] [krllvlﬁm] [kkll)//?n] [klilvlr%llljm] [klr\\l/lr?/';q] Aafé;é]ayz usvojeno
1 | 3189 | -2827 | 010 | -001 |-119.96| 0.19 | -0.19 | 1.00 | Rf6/20
2 | 4891 | -26.24 | 001 | -0.04 |-14804| -0.08 | 045 | 1.00 | Rf6/20
3| 6736 | 25.03 | 001 | -003 |-18054 | -0.04 | 095 | 1.00 | Rf6/20
4 | -88.07 | 2466 | -005 | -0.03 |-219.13 | 017 | 133 | 1.00 | Rf6/20
5 | -1112.65 | -25.10 | -0.03 | 000 |-26485| -0.04 | -1.22 | 1.00 | Rf6/20

Tabela P.24. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u x pravcu
druge plo€e u preseku y=5.0m

' Nxg Niyp Mg Myo Nxu Myu Mk | Aaa=Aaxe ;
CVOIl kN/m] | [kN/m] | [(kNm/m] | [kNm/m] | [kN/m] | [kNm/m] | [kNm/m] | [em?] | USVOIEMO
Rf 6/20 +
5 -31.76 -10.05 5.19 1.22 -68.91 10.49 | -10.49 2.50 +RI 8/20"
6 -31.58 -10.05 1.72 0.11 -68.62 2.95 -3.47 1.00 Rf 6/20
7 -31.58 -9.78 0.13 -0.38 -68.13 -0.56 1.47 1.00 Rf 6/20
8 -30.42 -9.08 0.43 -0.28 -65.01 0.69 -1.85 1.00 Rf 6/20
9 -27.92 -7.94 2.57 0.42 -58.95 4.87 -6.14 1.00 Rf 6/20
" Usvojeno iz uslova a,, (t) £0.2 mm
Preseci na udaljenosti y=2.5 m od krajnjih oslonaca
- lviéna greda
Tabela P.25. Merodavni uticaji u y pravcu ivicne grede u preseku y=2.5m
&vor N, [kN/m] N,p [kN/m] Ny, [KN] e, [m]
9 -51.27 26.85
10 255.82 48.91 503.57 0.17782
11 569.28 72.21

Tabela P.26. Usvojena poduZna armatura, naponi u armaturi usled ekscentri¢ne graniéne

sile i karakteristiCha Sirina prslina ivicne grede u preseku y=2.5m
red | AMmatrau ym [om] yr [cm] Sa [KNICM?] | &g(t) [mm]
1 2Rf 19 -45.75 31.84
2 2Rf 19 -40.85 31.50
3 - -35.95 -13.61667 31.16 0.136
4 - 25.75 26.85
5 2Rf 19 45.75 25.46

Tabela P.27. Smic¢uce sile, momenti torzije, grani€na transverzalna sila i moment torzije,
smicuci napon i maksimalni raCunski razmak uzengija ivicne grede u preseku y=2.5m

o | oy | oy | gy | g | | i | Gl | "oy
9 | 8302 | 1395 2.90 -0.88
10 | 6093 | 971 2.74 -0.89 |114.95| 443 | 0.244 20
11 | 3878 | 5.47 2.70 -0.89
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Ovaj presek se nalazi unutar zone osiguranja od 0.2L =4.0 mprema [55], zbog
¢ega su usvojene uzengije uRf8/10. Poduzna armatura uz bocne ivice preseka je

Rf 8/20.
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Slika P.4. Raspored armature u ivicnoj gredi u preseku y=2.5m

- Prva ploc¢a u nagibu - izmedu ¢évornih linija 519

Tabela P.28. SmiCuce sile, momenti torzije, smiCuci napon, redukovana transverzalna sila i
otrebna armatura za osiguranje prve plo¢e u preseku y=2.5m

gvor | Nws Nuyp Muyg Muyp Nuyu Miyu tn(T), Tru DAa
[KN/m] | [KN/m] | [kKNm/m] | [KNm/m] | [kN/m] [KNm/m] | [kN/cm“] | [KN/m] | [cm</m]

5 51.30 | 17.69 1.01 0.05 113.91 1.70 0.13 - 0.00

6 65.44 | 19.69 1.07 0.03 140.15 1.77 0.16 0.22 0.00

7 77.31 | 20.08 0.94 -0.02 159.83 1.50 0.18 29.75 0.37

8 85.70 | 20.10 0.68 -0.07 173.30 1.08 0.19 49.95 0.62

9 85.75 | 18.49 0.36 -0.11 170.48 0.58 0.19 4571 0.57

Tabela P.29. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura uy pravcu prve
lo€e u preseku y=2.5m

Svor [kﬁ)//?n] [k'l\\llﬁn] [klllvlr%/?m] [krllvlrﬁm] [kﬁ)//rn] [krll\/lrry#m] [klr\\l/lﬁ}?n] Aafér_n'g\]ay2 usvojeno
5 | -60.80 | -1661 | -0.12 | -0.04 |-16751| -031 | -1.39 | 1.00 | Rf6/20
6 | 5228 | -806 | -030 | -007 |-11625| 072 | 248 | 1.00 | Rf6/20
7 | 3045 | -055 | -033 | 006 | -76.11 | -075 | 225 | 1.00 | Rf6/20
8 | 3006 | 635 | -031 | 004 | 5883 | -067 | 1.75 | 1.00 | Rf6/20
9 | 2563 | 1342 | 012 | 004 | -4870 | 023 | 055 | 1.00 | Rf6/20
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Tabela P.30. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u X pravcu prve
lo€e u preseku y=2.5m

cvor [kkll)/(?n] [kﬁﬁ’n] [kNMn’XI?m] [kNMn’Xl?m] [kkll)/(?n] [klilvlnzﬂljm] [klr\\l/lrﬁ/';q] Aa[xéag\]ax2 usvojeno
5 | 2470 | 702 | 236 | 052 | 5216 | 472 | 643 | 125 | Rf6/20
6 | 2470 | 702 | -051 | 022 | 5216 | -1.20 | 297 | 1.00 | Rf6/20
7 | 2012 | 539 | -1.74 | 048 | -4180 | 364 | 514 | 162 | Rf6/10
8 | 1381 | 348 | -149 | 030 | 2836 | 293 | 401 | 125 | Rf6/20
9| 609 | -158 | 030 | 033 | -1259 | 107 | -165 | 1.00 | Rf6/20

- Druga plo¢a u nagibu - izmedu ¢vornih linifja 1i 5

Tabela P.31. SmiCuce sile, momenti torzije, smiCuci napon, redukovana transverzalna sila i
otrebna armatura za osiguranje druge ploCe u preseku y=2.5m

svor | Nuo Nayp Miyg Muyp Nayu Miyu tn(T), Try DAa
[KN/m] | [KN/m] | [kKNm/m] | [KNm/m] | [kN/m] [KNm/m] | [kN/cm“] | [KN/m] | [cm®/m]
1 2.33 1.97 0.00 0.00 7.26 0.00 0.01 - 0
2 10.41 6.26 0.45 0.07 27.92 0.85 0.03 - 0
3 22.45 | 10.67 0.70 0.08 55.12 1.27 0.06 - 0
4 36.64 | 14.64 0.85 0.07 84.98 1.48 0.09 - 0
5 36.53 | 14.66 1.01 0.05 84.83 1.70 0.09 - 0

Tabela P.32. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u y pravcu
druge ploCe u preseku y=2.5m

Gvor [k':ﬁn] [kﬁﬁn] [klllvln)ﬁm] [klllvln)ﬁm] [kﬁﬁ“n] [kl\,l\/lrry17m] [kll\\l/lr)%lilr(n] Aafér_nA]ay2 usvojeno
1 | -1962 | -16554 | 004 | -001 | -72.01 | 008 | -0.08 | 1.00 | Rfe/20
2 | 2646 | -14.44 | 011 | -0.06 | -80.60 | -0.33 | 095 | 1.00 | Rf6/20
3 | -36.20 | -1356 | -0.12 | 006 | -97.05 | -036 | 2.83 | 1.00 | Rf6/20
4 | 5050 | -1431 | -0.10 | -0.05 |-126.00 | -0.29 | 1.95 | 1.00 | Rf6/20
5 | -69.80 | -1661 | 003 | 001 |-16751| 008 | -1.78 | 1.00 | Rf6/20

Tabela P.33. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u x pravcu
druge ploCe u preseku y=2.5m

Svor [kﬁ)/(rgn] [kﬁﬁ’n] [klllvln??m] [krllvlnﬁm] [kﬁ)/(rn] [erVInX#m] [kll\\l/lrwr(n] Aa[xér_né]axz usvojeno

Rf 6/20 +

5 | -3066 | 990 | 390 | 1.03 | -66.87 | 809 | -809 | 125 | fe -
6 | -31.04 | 990 | 073 | 000 | -67.49 | 1.18 | 203 | 1.00 | Rf6/20
7 | 3104 | 985 | 051 | 041 | 6739 | -1.55 | 1.58 | 1.00 | Rf6/20
8 | 3039 | 936 | -002 | 025 | 6548 | -047 | 1.73 | 1.00 | Rf6/20
9| 2819 | 835 | 235 | 051 | -60.14 | 467 | 638 | 1.25 | Rf6/20

Preseci iznad krajnjih oslonaca

- lviéna greda

Normalne sile i momenti savijanja u ivicnom nosacu u preseku iznad krajnjih
oslonaca su jednaki nuli. Zbog toga je u ovim presecima usvojena ista poduzna
armatura ivicne grede kao u preseku y=2.5m (sl. P.4).
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Tabela P.34. Smicuce sile, momenti torzije, grani¢na transverzalna sila i moment torzije,
smic¢uci napon i maksimalni ra€unski razmak uzengija ivi€ne grede u preseku y=0m
Y Nyyg Nyyp Myyg Myyp Mty ta(T+My) max e,
evor | nenim) | kN/mp | Nmdm] | eNmdm] | T ND ) enm | Riiemd] | fem]
9 111.24 | 18.30 1.65 -1.38
10 81.98 12.55 2.09 -1.22 154.44 | 3.20 0.231 20
11 53.95 7.22 2.18 -1.18

Ovaj presek se nalazi unutar zone osiguranja od 0.2L = 4.0 mprema [55], zbog
¢ega su usvojene uzengije uRf8/10. Poduzna armatura uz bocne ivice preseka je
Rf 8/20.

- Prva ploc¢a u nagibu - izmedu ¢vornih linija 519

Tabela P.35. Smi€uce sile, momenti torzije, smi€uci napon, redukovana transverzalna sila i
otrebna armatura za osiguranje prve plo¢e u preseku y=0m

gvor | Mo Nuyp Muyg Muyp Nuyu Muyy t(T), | Tru DAa
[KN/m] [KN/m] | [KNm/m] | [KNm/m] [KN/m] [KNm/m] | [kN/cm<] | [KN/m] | [cm</m]

5 73.27 | 25.04 1.04 0.02 162.31 1.69 0.18 33.46 0.42

6 88.40 | 27.02 1.58 0.14 190.08 2.77 0.21 75.12 0.94

7 98.55 | 26.25 0.99 -0.03 204.92 1.59 0.23 97.38 1.22

8 108.18 | 25.10 0.22 -0.23 218.27 0.36 0.24 117.41 | 1.47

9 105.56 | 22.90 0.21 -0.17 210.12 0.33 0.23 105.18 | 1.31

Tabela P.36. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura uy pravcu prve
lo€e u preseku y=0m

cvor [kl:ﬁ?n] [kwrpn] [klilvln);?m] [klilvln);?m] [kﬁ%“n] [kNMn}1/7m] [k'r\\l/lrynu/"r(n] Aafé;é]ayz usvojeno
5 0 0 0 0 0 0 1.69 1.04 | Rf6/20
6 0 0 0 0 0 0 2.77 1.56 | Rf6/10
7 0 0 0 0 0 0 1.59 1.72 | Rf6/10
8 0 0 0 0 0 0 0.36 1.78 | Rf6/10
9 0 0 0 0 0 0 0.33 1.63 | Rf6/10

Tabela P.37. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u X pravcu prve

lo€e u preseku y=0m

Svor [kkll)/(?n] [kﬁﬁ’n] [kNMn’XI?m] [kNMn’Xl?m] [kkll)/(?n] [klilvlnzﬂljm] [klr\\l/lrﬁ/';q] Aa[xéag\]ax2 usvojeno
5 0 0 0 0 0 0 1.69 1.00| Rf6/20
6 0 0 0 0 0 0 2.77 1.56| Rf6/10
7 0 0 0 0 0 0 1.59 1.53| Rf6/10
8 0 0 0 0 0 0 0.36 1.47| Rf6/10
9 0 0 0 0 0 0 0.33 1.31| Rf6/20
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- Druga ploc¢a u nagibu - izmedu ¢vornih linjja 1 i 5
Tabela P.38. Smicuce sile, momenti torzije, smi¢uci napon, redukovana transverzalna sila i
otrebna armatura za osiguranje druge plo¢e u preseku y=0m
gvor | Nws Niyp My Mayp Ny My t(T), | Tru DAa
[KN/m] | [KN/m] | [kKNm/m] | [KNm/m] | [kN/m] [KNm/m] | [kN/cm“] | [KN/m] | [cm“/m]
1 1353 | 5.87 0.00 0.00 32.21 0.00 0.04 - 0
2 1952 | 9.74 1.00 0.25 48.76 2.05 0.05 - 0
3 28.05 | 13.10 0.80 0.10 68.46 1.27 0.08 - 0
4 45.14 | 17.93 0.46 -0.08 104.50 0.74 0.12 - 0
5 32,91 | 14.20 1.04 0.02 78.21 1.67 0.09 - 0

Tabela P.39. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u y pravcu
druge ploce u preseku y=0m

Svor [kkll)//rgn] [kwrpn] [kN“A%?m] [kN“A%7m] [kkll)//?n] [klilvln);L/Jm] [klr\\l/lr?/';q] Aafé;é]ayz usvojeno
1 0 0 0 0 0 0 0.00 | 1.00 | Rf6/20
2 0 0 0 0 0 0 205 | 1.00 | Rf6/20
3 0 0 0 0 0 0 127 | 1.00 | Rf6/20
4 0 0 0 0 0 0 0.74 | 1.00 | Rf6/20
5 0 0 0 0 0 0 167 | 1.00 | Rf6/20

Tabela P.40. Merodavni uticaji, potrebna povrSina armature i usvojena armatura u x pravcu
druge ploce u preseku y=0m

cvor [kkll)/(?n] [kﬁﬁ’n] [kNMn’XI?m] [kNMn’Xl?m] [kkll)/(?n] [klilvlnzﬂljm] [klr\\l/lrﬁ/';q] Aa[xéag\]ax2 usvojeno

Rf 6/20 +

5 0 0 0 0 0 0 000 | 1.00 |7 to
6 0 0 0 0 0 0 205 | 1.00 | Rf6/20
7 0 0 0 0 0 0 -1.27 | 1.00 | Rf6/20
8 0 0 0 0 0 0 -0.74 | 1.00 | Rf6/20
9 0 0 0 0 0 0 167 | 1.00 | Rf6/20
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Slika P.5. Plan armature poliedarske ljuske - poduZzni presek iviéne grede
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Slika P.6. Plan armature poliedarske ljuske - poprecni preseci ivicne grede

Doktorska disertacija

Danica Goles



Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski 220

02/92d
CTTTTT T T T T T T T T T T T T T T T T T T I T ITrrrTn
0T/92d 69 02/92d G2
(LTI FT T T T T T T T T T T T T T T T T TITITTTl
0z/804 €9
RERRREREERERRERERAREEEEERERERERRARERRANEERR NN R EREE
02/92 €9
« 000T i
ya ‘V i"i v v

4 0S¢ 7 0S¢ 7

R oy

* N
L @ _
o
L ~ _
o~
o o
S RS
X J Ny
%) — S
Q[ 1R
| |
QL 1O
L o) I
© |
L o I
™ |
L |
L [
< |
K og =
—
— — ‘ —
L [
L |
o 1
L foe) T
o |
L ™ —
|
o .
S 13
Q| N |9
x — ~— o
@ - ®
N
e © _
| Q- o |
o — ~
o | i
L — )( )( -

Hv, (\lv, mT’

wo 0gS=l  Ov/9gd @D
wo ¥8z=| 0z/924 @ wo 9e0T=|  0¥/93d @

wo 082=| 0v/9gd @)

wo /e5=|  OV/9@Y €)

X

Slika P.7. Plan armature poliedarske ljuske - armatura plo¢a u nagibu, donja zona
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Slika P.8. Plan armature poliedarske ljuske - armatura plo¢a u nagibu, gornja zona
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Slika P.9. Plan armature poliedarske ljuske - presek 1-1
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Slika P.10. Plan armature poliedarske ljuske - presek 2-2

Danica Goles

Doktorska disertacija



4
S LS| 0z
6'80€ 8zLe
- - 02/90d G2
8 €€ 02/90d 02—
0v/90d %2+ 0v/90d @D — p
w
o
o
9 0z/8@Y €9+ 02/90d 19

@ & ov/908 v
02/994 %2+ 02/80Y €2 —|
4 ov/9038 €Y

joi]

T

|
7\ 02/904 G2

— ®
0t/90y )

oet ocl
%Mgwo O@NH\ ON_w@m @

Reolosko-dinamicka analiza armiranobetonskih poliedarskih ljuski

Danica Goles

Slika P.11. Plan armature poliedarske ljuske - presek 3-3
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