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Sa�etak

Sa�etak

Numeriqka integracija prouqava kako se mo�e izraqunati brojev-

na vrednost integrala. Formule numeriqke integracije nazivaju se

kvadraturama. Jedinstvena optimalna interpolaciona kvadratura sa

n qvorova jeste Gausova formula Gn, koja ima algebarski stepen taqno-

sti 2n−1. Va�no pitaǌe u praktiqnim izraqunavaǌima je kako (ekono-

miqno) proceniti grexku Gausove formule. U te svrhe mo�e se kori-

stiti odgovaraju�a Gaus-Kronrodova formula K2n+1 sa 2n+1 qvorova i

algebarskim stepenom taqnosti 3n+1. U situacijam kada Gaus-Kronro-

dova formula ne postoji, treba na�i adekvatnu alternativu i ta al-

ternativa mo�e biti uopxtena usredǌena Gausova formula Ĝ2n+1 sa

2n + 1 qvorova i algebarskim stepenom taqnosti 2n + 2. Prednosti

Ĝ2n+1 su to xto uvek postoji i to xto je ǌena numeriqka konstrukcija

jednostavnija od konstrukcije K2n+1.

Glavna tema ove doktorske disertacije je uopxtena usredǌena Gau-

sova formula Ĝ2n+1.

Uopxtene usredǌene Gausove formule mogu imati qvorove van in-

tervala integracije. Kvadrature sa qvorovima van intervala integra-

cije ne mogu se koristiti za aproksimaciju integrala kod kojih je

integrand definisan samo na intervalu integracije. U ovoj disertaci-

ji ispitano je kada uopxtene usredǌene Gausove formule i ǌihova

skra�eǌa sa Bernxtajn-Segeovim te�inskim funkcijama imaju sve qvo-

rove unutar intervala integracije.

Neki integrali po m-dimenzionalnim oblastima mogu se aproksi-

mirati formulama Gm
n konstruisanim uzastopnom primenom Gausovih

kvadratura Gn. Koriste�i odgovaraju�e Gaus-Kronrodove kvadrature

K2n+1 ili odgovaraju�e uopxtene usredǌene Gausove kvadrature Ĝ2n+1

umesto Gn, u ovoj disertaciji konstruixemo formule Km
2n+1 i Ĝm

2n+1.

Kako bismo procenili grexku |Im − Gm
n | koristimo razlike |Km

2n+1 −
Gm
n | i |Ĝm

2n+1 −Gm
n |. Razmatramo integrale po m-dimenzionalnoj kocki,

simpleksu, sferi i lopti.
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Abstract

Abstract

Numerical integration is the study of how numerical value of an integral can
be calculated. Formulas for numerical integration are called quadrature rules. The
unique optimal interpolatory quadrature rule with n nodes is Gauss formula Gn,
which has algebraic degree os exactness 2n − 1. An important task in practical
calculations is how to (economically) estimate the error of Gauss formula. For
this purpose corresponding Gauss-Kronrod formula K2n+1 with 2n+ 1 nodes and
algebraic degree of exactness 3n + 1 can be used. In the situations when Gauss-
Kronrod formula doesn’t exist, it is of interest to find adequate alternative and
this alternative can be corresponding generalized averaged Gauss formula Ĝ2n+1

with 2n + 1 nodes and algebraic degree of exactness 2n + 2. The adventages of
Ĝ2n+1 are that it always exists, and that it’s numerical construction is simpler
than the construction of K2n+1.

The principal topic of this doctoral dissertation is generalized averaged Gauss
formula Ĝ2n+1.

Generalized averaged Gauss formulas may have nodes outside the interval
of integration. Quadrature rules with nodes outside the interval of integration
cannot be applied to approximate integrals with an integrand that is defined on
the interval of integration only. This thesis investigates when generalized averaged
Gauss formulas and their truncations for Bernstein-Szegő weight functions have
all nodes in the interval of integration.

Some integrals Im over m-dimensional regions can be approximated by cuba-
ture formulas Gm

n constructed by the product of Gauss quadrature rules Gn. Using
corresponding Gauss-Kronrod rules K2n+1 or corresponding generalized averaged
Gauss rules Ĝ2n+1 instead of Gn, in this thesis we construct cubature formulas
Km

2n+1 and Ĝm
2n+1. In order to estimate the error |Im −Gm

n | we use the differences
|Km

2n+1 −Gm
n | and |Ĝm

2n+1 −Gm
n |. We consider integrals over m-dimensional cube,

simplex, sphere and ball.
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Ova doktorska disertacija ura�ena je na Prirodno-matematiqkom

fakultetu Univerziteta u Kragujevcu, pod mentorstvom prof. dr Mio-

draga Spalevi�a, redovnog profesora Maxinskog fakulteta Univer-

ziteta u Beogradu. Rezultati istra�ivaǌa obavǉeni su u okviru rada

na projektu ,,Metode numeriqke i nelinearne analize sa primenama”

(#174002), qiji je rukovodilac prof. dr Miodrag Spalevi�, a koji

finansira Ministarstvo prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja Repu-

blike Srbije.

Znaqajno mesto u numeriqkoj integraciji, koja je deo numeriqke

analize, zauzimaju jedinstvene optimalne interpolacione kvadratur-

ne formule, poznate kao Gausove kvadrature. Tema ove disertacije su

ekstenzije Gausovih kvadratura koje slu�e za procenu ǌihove grexke –

pre svega, prouqavamo uopxtene usredǌene Gausove kvadraturne for-

mule, koje je uveo Spalevi� u radu [78].

Disertacija je podeǉena u pet glava, dok su glave podeǉene na

poglavǉa, a poglavǉa na odeǉke. Prve tri glave obuhvataju materiju

qije poznavaǌe je korisno za lakxe pra�eǌe originalnih rezultata,

prikazanih u qetvrtoj i petoj glavi, a koji su objavǉeni redom u rado-

vima [15] i [32].

1. glava kroz kratku istoriju integralnog raquna i pregled nedo-

stataka analitiqkih metoda integracije, ima za ciǉ da motivixe pro-

uqavaǌe numeriqkih metoda integracije. Na kraju ove glave navedeni

su osnovni pojmovi vezani za kvadraturne formule.

Ciǉ 2. glave je da se izlo�e rezultati potrebni za pra�eǌe mate-

rije iz narednih glava, koji pripadaju razliqitim oblastima matema-

tike, s tim xto izme�u tih rezultata postoje odre�ene matematiqke

veze. Poglavǉe 2.1 posve�eno je moniqnim ortogonalnim i ortonormi-

ranim polinomima, troqlanoj rekurentnoj relaciji koju ovi polinomi

zadovoǉavaju i Jakobijevoj matrici, generisanoj pomo�u koeficijena-

ta troqlane rekurentne relacije. U poglavǉu 2.2 dajemo pregled kla-

siqnih i Bernxtajn-Segeovih te�inskih funkcija. U poglavǉu 2.3 raz-

matraju se interpolacione kvadraturne formule, sa osvrtom na La-

gran�ovu interpolaciju. Va�no pitaǌe konvergencije niza kvadratur-
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nih suma razmotreno je u poglavǉu 2.4. S obzirom na zakǉuqke iz

2.4, u poglavǉu 2.5 izlo�eni su neki rezultati koji se tiqu pozitiv-

nih kvadratura, a koji su znaqajni pri konstrukciji uopxtenih usred-

ǌenih Gausovih kvadratura.

3. glava je posve�ena kvadraturama Gausovog tipa, od kojih su

neke predmet istra�ivaǌa u ovoj disertaciji. Gausove kvadraturne

formule, koje obra�ujemo u poglavǉu 3.1, uveo je Gaus jox 1814. godine

u radu [19]. To su jedinstvene kvadrature sa najve�im mogu�im alge-

barskim stepenom taqnosti. Jedno od va�nih pitaǌa u prouqavaǌu

ovih formula je procena ǌihove grexke. Procena grexke Gausovih

kvadratura mo�e se izvrxiti pomo�u nekih ǌihovih ekstenzija – nas

prvenstveno zanimaju ekstenzije koje obezbe�uju da procena grexke

bude precizna i ekonomiqna (pod ekonomiqnox�u podrazumevamo da

qvorovi Gausove kvadrature predstavǉaju podskup qvorova ǌene eks-

tenzije). U poglavǉu 3.2 razmatramo Gaus-Kronrodove kvadrature, ko-

je je uveo Kronrod 1964. godine (videti [36, 37]) i koje predstavǉaju

optimalne ekonomiqne ekstenzije. Ali, kada Gaus-Kronrodove kvadra-

ture ne postoje ili nisu dovoǉno jednostavne za primenu, tra�e se

ǌihove alternative. Neke od tih alternativa koje �emo razmatrati su:

usredǌene Gausove kvadrature, koje je 1996. uveo Lori [40]; uopxtene

usredǌene Gausove kvadrature, koje je 2007. predlo�io Spalevi� [78];

skra�ene uopxtene usredǌene Gausove kvadrature, prvi put razmatra-

ne 2016. u radu grupe autora [72].

U 4. glavi prikazani su originalni rezultati objavǉeni u radu

[15]. Ispitana je unutraxǌost uopxtenih usredǌenih Gausovih kva-

draturnih formula i ǌihovih skra�enih varijanti sa Bernxtajn-

Segeovim te�inskim funkcijama. Uslovi unutraxǌosti iskazani su

preko koeficijenata Bernxtajn-Segeovih te�inskih funkcija. Na os-

novu teoreme iz [81], ispitano je i u kojim situacijama se uopxtena

usredǌena Gausova kvadratura poklapa sa Kronrodovom ekstenzijom,

i tada su korix�eni rezultati iz [27] o unutraxǌosti Kronrodovih

ekstenzija. Za ispitivaǌe unutraxǌosti skra�eǌa uopxtenih usred-

ǌenih Gausovih kvadratura korix�ena je teorema iz [14]. Pitaǌe unu-

traxǌosti kvadraturnih formula je va�no, jer se kvadrature sa spo-

ǉaxǌim qvorovima ne mogu koristiti za aproksimaciju integrala
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ako podintegralna funkcija nije definisana u nekom od spoǉaxǌih

qvorova. Kroz numeriqke primere prikazana je efikasnost uopxtenih

usredǌenih Gausovih kvadratura i ǌihovih skra�eǌa sa Bernxtajn-

Segeovim te�inskim funkcijama u proceni grexke odgovaraju�e Gauso-

ve kvadraturne formule.

U 5. glavi obra�ujemo originalne rezultate iz rada [32]. Na osno-

vu rezultata iz kǌige [52], vidimo da se uzastopnom primenom Gausovih

kvadratura sa n qvorova Gn mogu dobiti formule Gm
n za aproksimira-

ǌe integrala Im po nekim m-dimenzionalnim oblastima. Kako bismo

procenili grexku |(Im−Gm
n )(f)|, formulu Gm

n proxirujemo do formula

Km
2n+1 i Ĝ

m
2n+1, pa za procenu grexke uzimamo razlike |(Km

2n+1−Gm
n )(f)| i

|(Ĝm
2n+1 −Gm

n )(f)|. Sa Km
2n+1 je oznaqena formula konstruisana uzastop-

nom primenom odgovaraju�ih Gaus-Kronrodovih kvadratura K2n+1, a sa

Ĝm
2n+1 je oznaqena formula konstruisana uzastopnom primenom odgova-

raju�ih uopxtenih usredǌenih Gausovih kvadratura ĜS
2n+1. Razmatra-

mo integrale po m-dimedzionalnoj kocki, simpleksu, sferi i lopti.

Efikasnost procene grexke |(Im − Gm
n )(f)| pomo�u razlika |(Km

2n+1 −
Gm
n )(f)| i |(Ĝm

2n+1 − Gm
n )(f)| ilustrovana je pomo�u vixe numeriqkih

eksperimenata.
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Uvod

1 Uvod

Posmatrajmo Stiltjesov1 integral

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) (1)

i pretpostavimo da treba odrediti ǌegovu brojevnu vrednost (xto

se najqex�e qini prethodnim svo�eǌem (1) na odre�eni integral).

Oblast matematike koja se bavi odre�ivaǌem (uglavnom pribli�ne)

brojevne vrednosti integrala zove se numeriqka integracija, a for-

mule za numeriqko izraqunavaǌe integrala zovu se kvadraturne for-
mule ili, kra�e, kvadrature. Kǌige u kojima se obra�uju osnove

numeriqke analize obiqno sadr�e delove koji se odnose na numeriqku

integraciju (videti [11, 25, 47, 70, 83]), dok su kǌige [12, 29, 38] u

potpunosti posve�ene ovoj oblasti.

Na poqetku, osvrnimo se ukratko na neke metode koje su prethodile

savremenoj numeriqkoj integraciji.

1.1 Kratak istorijski pregled integracije

Prva zabele�ena sistematizovana tehnika za izraqunavaǌe inte-

grala je Eudoksova2 metoda ekshaustije (iscrpǉivaǌa) iz 4. veka p.n.e.

(za koju je ideju dao Antifon3 jox u 5. veku p.n.e.). Ova tehnika osmi-

xǉena je za izraqunavaǌe povrxina i zapremina podelom na beskona-

qno mnogo delova qije su povrxine i zapremine poznate. Znaqajan

primer antiqke numeriqke integracije je i starogrqka kvadratura

kruga (tj. raqunaǌe povrxine kruga) pomo�u upisanih i opisanih mno-

gouglova – postupak kojim je Arhimed4 u 3. veku p.n.e., usavrxavaju�i

metodu ekshaustije, odredio doǌu i gorǌu granicu broja π.

Sliqan postupak je u Kini u 3. veku nezavisno razvio Lju Huj5,
a koristio ga je za odre�ivaǌe povrxine kruga. Kasnije su u 5. veku

1Thomas Joannes Stieltjes (1856-1894), holandski matematiqar
2
Εὔδοξος ὁ Κνίδιος (390-337 p.n.e.), starogrqki matematiqar i astronom

3
Ἀντιφῶν ὁ ῾Ραμνούσιος (480-411 p.n.e.), starogrqki govornik

4
Ἀρχιμήδης (287-212 p.n.e.), starogrqki matematiqar, fiziqar i astronom

5刘徽 (225-295), kineski matematiqar

1



Uvod

kineski matematiqari, otac i sin Czu Qunq�i6 i Czu Gen7, upotrebili
ovaj postupak kako bi odredili zapreminu lopte (videti [35, 74]).

Slede�i znaqajni napreci u integralnom raqunu dogodili su se

tek u 17. veku. Kavaǉeri8 je uveo tzv. metodu nedeǉivosti i izraqunao

integral od tn za prirodne brojeve n ≤ 9. Kasnije je Valis9 uopxtio

ovu metodu na proizvoǉne (ukǉuquju�i i negativne i razlomǉene)

stepene t. Ferma10 je prvi upotrebio beskonaqne redove za izraqunava-

ǌe integrala, a znaqajan doprinos dali su i Barou11 i Toriqeli12,

uoqivxi vezu izme�u integracije i diferenciraǌa.

Temeǉe savremene teorije integracije postavilo je otkri�e fun-

damentalne teoreme integralnog raquna, do kog su, tako�e u 17. veku,

nezavisno jedan od drugog doxli ǋutn13 i Lajbnic14.

Znaqajno mesto u numeriqkoj integraciji zauzimaju ǋutn-Koutso-

ve15 kvadraturne formule (nastale poqetkom 18. veka) i Gausove16 kva-

draturne formule (nazvane po Gausu, koji ih je uveo poqetkom 19. veka).

Strogo formalnu definiciju odre�enog integrala uveo je Riman17

u 19. veku, koriste�i graniqne vrednosti.

Detaǉnije o istoriji integralnog raquna mo�e se na�i npr. u [6].

1.2 Neka ograniqeǌa analitiqkih metoda integracije

Postoje razne analitiqke i numeriqke metode integracije, pri

qemu izbor tehnika kojima �emo (uspexno i najjednostavnije) izraqu-

nati integral qesto nije lak zadatak. Saveti kako pristupiti raquna-

ǌu integrala mogu se na�i u [1].

6祖冲之 (429-500), kineski matematiqar, astronom i pisac
7祖暅之 (450-520), kineski matematiqar
8Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647), italijanski matematiqar
9John Wallis (1616-1703), engleski matematiqar i svextenik

10Pierre de Fermat (1607-1665), francuski matematiqar i pravnik
11Isaac Barrow (1630-1677), engleski matematiqar i teolog
12Evangelista Torricelli (1608-1647), italijanski matematiqar i fiziqar
13Isaac Newton (1642-1727), engleski matematiqar, fiziqar i astronom
14Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), nemaqki matematiqar i filozof
15Roger Cotes (1682-1716), engleski matematiqar
16Johann Carl Friedrich Gauß (1777-1855), nemaqki matematiqar i fiziqar
17Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), nemaqki matematiqar

2



Uvod

Numeriqke tehnike se obiqno koriste kada je analitiqko rexavaǌe

problema nemogu�e ili previxe komplikovano. Qesto se analitiqke i

numeriqke metode kombinuju - na primer, kada dati integral analiti-

qki svedemo na pogodniji oblik, pa tek onda primenimo neki numeriqki

pristup (naroqito vode�i raquna o broju potrebnih raqunskih opera-

cija pre pokretaǌa na raqunaru).

Navedimo nekoliko situacija u kojima za dola�eǌe do brojevne

vrednosti integrala treba koristiti numeriqke metode.

Ako integralimo funkciju qije su (taqne ili pribli�ne) vredno-

sti poznate samo na diskretnom skupu taqaka (npr. neki eksperimental-

no dobijeni rezultati), onda su analitiqke metode potpuno neprimen-

ǉive i jedino je mogu�e korix�eǌe numeriqke integracije.

Pri analitiqkom raqunaǌu odre�enog integrala obiqno se kori-

sti ǋutn-Lajbnicova formula,
∫ b

a

f(t)dt = F (b)− F (a),

za qiju primenu je potreban neodre�eni integral F (t) funkcije f(t).

Me�utim, funkcija F (t) qesto nije algebarska – navedimo primer je-

dnostavnog integrala
∫

dt
t
, qije rexeǌe je logaritam, a logaritam je

transcedentna funkcija. Dexava se i da funkcija F (t) nije elementar-

na, kao npr. u sluqaju
∫
e−t

2
dt (u [28] se mo�e proqitati o Rixovom18

integracionom algoritmu, zasnovanom na Liuvilovim19 rezultatima,

koji za datu elementarnu funkciju nalazi ǌenu elementarnu primitiv-

nu funkciju ili dokazuje da primitivna funkcija nije elementarna).

Razmotrimo i primer naizgled jednostavnog odre�enog integrala
∫ a

0

dt

1 + t4
=

1

4
√

2
ln
a2 + a

√
2 + 1

a2 − a
√

2 + 1

+
1

2
√

2
(arctg(a

√
2 + 1) + arctg(a

√
2− 1)),

qije je analitiqko rexeǌe izra�eno preko elementarnih funkcija.

Me�utim, da bismo doxli do ǌegove brojevne vrednosti u raqun mora-

mo ukǉuqiti i funkcije ln i arctg, xto mo�emo uqiniti samo sa odre�e-

nom taqnox�u, tj. numeriqki.

18Robert Henry Risch, savremeni ameriqki matematiqar
19Joseph Liouville (1809-1882), francuski matematiqar
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1.3 Kvadraturne formule - osnovni pojmovi

Kvadraturnom formulom ili kvadraturom sa n taqaka u odnosu

na meru dµ nazivamo formulu oblika

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) = Qn(f) +Rn(f), Qn(f) =

n∑

k=1

ωkf(tk), (2)

gde su tk tzv. qvorovi, a ωk te�inski koeficijenti ili te�ine (u

zapisu nije naglaxena zavisnost qvorova i te�ina od n). Qn predstav-

ǉa aproksimaciju integrala I i zove se kvadraturna suma, a Rn je

odgovaraju�a grexka ili ostatak pribli�ne integracije. Kvadratur-

ne formule zapisujemo i u obliku

I(f) ≈ Qn(f),

a termini kvadraturna formula i kvadratura mogu se odnositi i na

kvadraturnu sumu Qn.

Prvenstveno �e nas zanimati formule (2) kod kojih su svi qvorovi

tk realni i me�usobno razliqiti, a sve te�ine ωk realne.

Ako su svi qvorovi neke kvadrature realni, onda ka�emo da ta

kvadratura postoji, a u suprotnom da ne postoji.
Nosaq ili spektar mere dµ je skup svih taqaka rasta funkcije µ,

tj. skup svih taqaka t0 takvih da je µ(t0 + ε)−µ(t0− ε) > 0 za svako ε > 0.

Znaqajnu ulogu igra konveksni omotaq [a, b] nosaqa mere dµ, pri qemu

je −∞ ≤ a < b ≤ ∞.

Ako svi qvorovi formule (2) pripadaju konveksnom omotaqu [a, b]

nosaqa mere dµ, onda se ta kvadratura naziva unutraxǌom. Ukoliko
formula (2) ima qvorove koji ne pripadaju [a, b], takvi qvorovi zovu

se spoǉaxǌi. Ako su sve te�ine formule (2) pozitivne, onda se ta

kvadratura naziva pozitivnom.
Postoje razni problemi vezani za kvadraturne formule (2), poput

(najqex�e pribli�nog) odre�ivaǌa optimalnih qvorova tk i te�in-

skih koeficijenata ωk, zatim xto taqnijeg izraqunavaǌe vrednosti

funkcije f u qvorovima tk (ukoliko je funkcija f u ǌima uopxte defi-

nisana), kao i ocene i/ili procene grexke Rn.
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2 Ortogonalni polinomi, te�inske funkcije

i kvadraturne formule

U ovoj glavi prvo se u poglavǉu 2.1 bavimo ortogonalnim polino-

mima, pri qemu posebnu pa�ǌu posve�ujemo troqlanoj rekurentnoj

relaciji koju ovi polinomi zadovoǉavaju i odgovaraju�oj Jakobije-

voj20 matrici. Zatim se u poglavǉu 2.2 bavimo te�inskim funkcijama

(klasiqnim i Bernxtajn21-Segeovim22). Poglavǉa 2.3, 2.4 i 2.5 posve-

�ena su kvadraturnim formulama, pri qemu obra�uju tematiku koja se

odnosi redom na interpolacione kvadrature, konvergenciju niza kva-

draturnih suma i karakterizaciju pozitivnih kvadratura. Navodimo

rezultate koji su va�ni za razumevaǌe materije izlo�ene u glavama

3, 4 i 5. Za najznaqajnija tvr�eǌa dati su i dokazi.

2.1 Ortogonalni polinomi

U savremenoj numeriqkoj integraciji izuzetno znaqajnu ulogu igra

teorija ortogonalnih polinoma, koja je poqela da se razvija u drugoj

polovini 19. veka iz radova Qebixova23 o veri�nim razlomcima. Os-

novno o ovoj oblasti mo�e se na�i u [46], dok za detaǉnije qitaǌe

preporuqujemo [22] (sa [23]) i [85], kao i kǌigu [30], koja je posve�ena

matematiqkim vezama izme�u matrica, momenata, ortogonalnih poli-

noma i kvadraturnih formula.

2.1.1 Moniqni ortogonalni i ortonormirani polinomi

U ovom odeǉku definisa�emo moniqne ortogonalne i ortonormira-

ne polinome, razmotriti ǌihovu egzistenciju i navesti neka znaqajna

svojstva nula tih polinoma.

Sa P oznaqimo prostor svih (realnih algebarskih) polinoma, a sa

Pn ⊂ P, n ∈ N0, prostor svih (realnih algebarskih) polinoma stepena

20Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), nemaqki matematiqar
21Сергéй Натáнович Бернштéйн (1880-1968), ruski matematiqar
22Gábor Szegő (1895-1985), ma�arski matematiqar
23Пафнутий Львович Чебышёв (1821-1894), ruski matematiqar
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ne ve�eg od n. Uoqimo bazu {tk | k = 0, 1, 2, ...} prostora P. Integrali

µk = µk(dµ) =

∫

R
tkdµ(t), k = 0, 1, 2, ..., (3)

nazivaju se momentima mere dµ u odnosu na bazu {tk | k = 0, 1, 2, ...}.
Neka je µ neopadaju�a funkcija na R sa konaqnim graniqnim vre-

dnostima kada t → −∞ i kada t → ∞, i neka indukovana pozitivna

mera dµ ima konaqne momente svih redova.

Na P uvedimo skalarni proizvod u odnosu na meru dµ sa

(p, q) = (p, q)dµ =

∫

R
p(t)q(t)dµ(t), p, q ∈ P . (4)

Ako je (p, q) = 0, onda se ka�e da su polinomi p i q me�usobno ortogo-
nalni. Za polinom p ka�emo da je ortogonalan na prostor Pn ako je p

ortogonalan na sve elemente tog prostora. Normu polinoma p u odnosu

na meru dµ uvodimo sa

‖p‖ = ‖p‖dµ =
√

(p, p) =

(∫

R
p2(t)dµ(t)

)1/2

.

Oqigledno je da za svako p ∈ P va�i ‖p‖ ≥ 0.

Definicija 1. Skalarni proizvod (4) naziva se pozitivno definit-
nim na P ako je ‖p‖ > 0 za svako p ∈ P \ {0}. Ka�e se da je skalarni

proizvod (4) pozitivno definitan na Pn ako je ‖p‖ > 0 za svako p ∈
Pn \ {0}.

Hankelova24 determinanta momenata

∆k = detMk, Mk =




µ0 µ1 · · · µk−1

µ1 µ2 · · · µk
...

... . . . ...
µk−1 µk · · · µ2k−2



, k = 1, 2, 3, ...,

daje jednostavan kriterijum pozitivne definitnosti skalarnog proiz-

voda.

Teorema 1. Skalarni proizvod (4) je pozitivno definitan na P ako i

samo ako je ∆k > 0, k = 1, 2, 3, ... Skalarni proizvod (4) je pozitivno

definitan na Pn ako i samo ako je ∆k > 0, k = 1, 2, ..., n+ 1.
24Hermann Hankel (1839-1873), nemaqki matematiqar
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Definicija 2. Moniqni polinomi tk + ak−1t
k−1 + · · · + a1t + a0 ∈ Pk,

k = 0, 1, 2, ..., zovu se moniqni ortogonalni polinomi u odnosu na

meru dµ i oznaqavaju sa πk(·) = πk(·; dµ), ako je

(πk, πl) = 0, k 6= l, k, l = 0, 1, 2, ...,

‖πk‖ > 0, k = 0, 1, 2, ...

Normalizacijom π̃k = πk/ ‖πk‖, k = 0, 1, 2, ..., dobijamo ortonormirane
polinome, koje oznaqavamo sa π̃k(·) = π̃k(·; dµ).

Teorema 2. Ako je skalarni proizvod (4) pozitivno definitan na P,
onda postoji jedinstven beskonaqan niz {πk}k∈N0 moniqnih ortogonalnih

polinoma.

Pretpostavke prethodne teoreme su zadovoǉene ako µ ima beskona-

qno mnogo taqaka rasta.

Teorema 3. Ako je skalarni proizvod (4) pozitivno definitan na Pn,
ali ne i na PN ni za jedno N > n, onda postoji samo konaqan broj n + 1

moniqnih ortogonalnih polinoma π0, π1, ..., πn.

Teorema 4. Ako momenti (3) postoje samo za k = 0, 1, ..., k0, onda postoji

samo konaqan broj n+ 1 moniqnih ortogonalnih polinoma π0, π1, ..., πn, gde

je n = bk0/2c (b·c oznaqava ceo deo nekog broja).

Nule moniqnih ortogonalnih polinoma su znaqajne u konstrukciji

nekih kvadraturnih formula. Navedimo neka ǌihova svojstva (podra-

zumevamo da distributivna funkcija µ ima beskonaqno mnogo taqaka

rasta).

Teorema 5. Sve nule polinoma πn(·) = πn(·; dµ), n ∈ N, su realne, proste

i pripadaju unutraxǌosti konveksnog omotaqa [a, b] nosaqa mere dµ.

Dokaz. Kako je
∫
R πn(t)dµ(t) = 0 za n ∈ N, to postoji bar jedna taqka iz

unutraxǌosti [a, b] u kojoj πn meǌa znak. Neka su t1, t2, ..., tm, m ≤ n, sve

takve (razliqite) taqke. Ako bi bilo m < n, onda zbog ortogonalnosti

va�i ∫

R
πn(t)

m∏

k=1

(t− tk)dµ(t) = 0,

xto je nemogu�e, jer integrand ne meǌa znak. Sledi m = n.
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Teorema 6. Nule t
(n+1)
k , k = 1, 2..., n + 1, polinoma πn+1 alterniraju sa

nulama t(n)
l , l = 1, 2, ..., n, polinoma πn, tj.

t
(n+1)
n+1 < t(n)

n < t(n+1)
n < t

(n)
n−1 < · · · < t

(n+1)
2 < t

(n)
1 < t

(n+1)
1 ,

gde su nule pore�ane u opadaju�em redosledu.

Va�i i obrat teoreme 6: ako su nule dvaju polinoma πn+1 i πn,

stepena n + 1 i n, realne i me�usobno alterniraju, onda su polinomi

πn+1 i πn ortogonalni.

Teorema 7. U bilo kom intervalu (c, d) na kom je dµ ≡ 0 polinom πn(·) =

πn(·; dµ) mo�e imati najvixe jednu nulu.

2.1.2 Troqlana rekurentna relacija i Jakobijeva matrica

Moniqni ortogonalni polinomi zadovoǉavaju troqlanu rekuren-

tnu relaciju drugog reda, pomo�u koje se mo�e konstruisati niz tih

polinoma i na osnovu koje se formira simetriqna trodijagonalna

matrica qije su sopstvene vrednosti nule moniqnih ortogonalnih po-

linoma.

Troqlana rekurentna relacija va�i na osnovu svojstva

(tp, q) = (p, tq), za svako p, q ∈ P , (5)

koje skalarni proizvod (4) oqigledno zadovoǉava (pomenimo da postoje

skalarni proizvodi, od kojih su neki qak i pozitivno definitni, a koji

ne zadovoǉavaju (5)).
Kako bismo dokazali da moniqni ortogonalni polinomi zadovoǉa-

vaju troqlanu rekurentnu relaciju, potrebna nam je slede�a lema.

Lema 1. Skup {π0, π1, ..., πn} moniqnih ortogonalnih polinoma je linearno

nezavisan i predstavǉa bazu prostora Pn, xto znaqi da se svako p ∈ Pn
mo�e na jedinstven naqin zapisati u obliku p =

∑n
k=0 ckπk, gde je ck =

(p,πk)
(πk,πk)

.

Iz prethodne leme sledi da je polinom πn ortogonalan na sve

polinome stepena maǌeg od n.
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Teorema 8. Neka su πk(·) = πk(·; dµ), k = 0, 1, 2, ..., moniqni ortogonalni

polinomi u odnosu na meru dµ. Tada va�i

πk+1(t) = (t− αk)πk(t)− βkπk−1(t), k = 0, 1, 2, ...,

π−1(t) ≡ 0, π0(t) ≡ 1,
(6)

gde je

αk = αk(dµ) =
(tπk, πk)

(πk, πk)
, k = 0, 1, 2, ..., (7)

βk = βk(dµ) =
(πk, πk)

(πk−1, πk−1)
, k = 1, 2, 3, ... (8)

Ako je skalarni proizvod (4) pozitivno definitan na P, onda je skup

indeksa beskonaqan, k ≤ ∞, a ako je taj skalarni proizvod pozitivno

definitan na Pn, ali ne i na PN ni za jedno N > n, onda za skup indeksa

va�i k ≤ n− 1.

Dokaz. Kako je πk+1− tπk polinom stepena ne ve�eg od k, na osnovu leme

1 mo�emo napisati

πk+1(t)− tπk(t) = −αkπk(t)− βkπk−1(t) +
k−2∑

l=0

γklπl(t), (9)

za neke konstante αk, βk i γkl, gde je π−1(t) ≡ 0 (za k = 0), i podrazumeva

se da su prazne sume (za k = 0 i k = 1) jednake 0. Ako (9) skalarno

pomno�imo sa πk, na osnovu ortogonalnosti dobijamo

−(tπk, πk) = −αk(πk, πk),

odakle sledi (7). Ako sada (9) skalarno pomno�imo sa πk−1, imamo

− (tπk, πk−1) = −βk(πk−1, πk−1). (10)

Na osnovu (5) je (tπk, πk−1) = (πk, tπk−1) = (πk, πk), pa uvrxtavaǌem ovog

rezultata u (10) dobijamo (8). Na kraju, skalarno pomno�imo (9) sa πi,
i = 0, 1, ..., k − 2. Sledi

−(tπk, πi) = γki(πi, πi).

Na osnovu (5) i iz ortogonalnosti sledi (tπk, πi) = (πk, tπi) = 0. Dakle,

γki = 0, i = 0, 1, ..., k − 2, qime smo dokazali (6).
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Napomena. Ako je skup indeksa u teoremi 8 konaqan, k ≤ n− 1, onda (7)
i (8) imaju smisla i za k = n, ali polinom πn+1 dobijen na osnovu (6)
za k = n zadovoǉava ‖πn+1‖ = 0.

Iako β0 u (6) mo�e biti proizvoǉno (jer mno�i π−1 ≡ 0), zbog

kasnije upotrebe uzimamo

β0 = β0(dµ) = (π0, π0) =

∫

R
dµ(t). (11)

Postoji i obrat teoreme 8, poznat kao Favarova25 teorema (iako

se sliqno tvr�eǌe pojavǉuje nekoliko decenija ranije u Stiltjesovim

radovima o veri�nim razlomcima), koji glasi: svaki (beskonaqan) niz

polinoma π0, π1, π2, ..., koji zadovoǉava troqlanu rekurentnu relaciju

(6) sa svim pozitivnim βk, ortogonalan je u odnosu na neku pozitivnu

meru sa beskonaqnim nosaqem.

Na osnovu teoreme 8 mo�emo ustanoviti da i ortonormirani poli-

nomi zadovoǉavaju troqlanu rekurentnu relaciju drugog reda.

Teorema 9. Neka su π̃k(·) = π̃k(·; dµ), k = 0, 1, 2, ..., ortonormirani polino-

mi u odnosu na meru dµ. Tada va�i

√
βk+1π̃k+1(t) = (t− αk)π̃k(t)−

√
βkπ̃k−1(t), k = 0, 1, 2, ...,

π̃−1(t) ≡ 0, π̃0(t) ≡ 1/
√
β0,

(12)

gde su αk i βk dati sa (7), (8) i (11). Skup indeksa je isti kao u teoremi 8.

Definicija 3. Ako je skup indeksa u teoremama 8 i 9 beskonaqan,

onda se Jakobijeva matrica pridru�ena meri dµ uvodi kao beskonaqna

matrica

J∞ = J∞(dµ) =




α0

√
β1 0

√
β1 α1

√
β2√

β2 α2

√
β3

0
. . . . . . . . .



. (13)

Ako je skup indeksa u teoremama 8 i 9 konaqan, k ≤ n − 1, onda se

Jakobijeva matrica pridru�ena meri dµ uvodi kao matrica dimenzije

25Jean Favard (1902-1965), francuski matematiqar
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l × l, l = 0, 1, ..., n,

Jl = Jl(dµ) =




α0

√
β1 0

√
β1 α1

√
β2

. . . . . . . . .
√
βl−2 αl−2

√
βl−1

0
√
βl−1 αl−1



. (14)

Primetimo da su (13) i (14) simetriqne trodijagonalne matrice,

kao i da je matrica (14) glavni minor matrice (13).
Ako se prvih n jednaqina (12) napixe u obliku

tπ̃k(t) =
√
βkπ̃k−1(t) + αkπ̃k(t) +

√
βk+1π̃k+1(t), k = 0, 1, ..., n− 1, (15)

i ako uzmemo

π̃(t) = [π̃0(t) π̃1(t) · · · π̃n−1(t)]T ,

onda se (15) mo�e zapisati u matriqnom obliku

tπ̃(t) = Jn(dµ)π̃(t) +
√
βnπ̃n(t)en, (16)

gde je en = [0 0 · · · 1]T ∈ Rn n-ti koordinatni vektor.

Teorema 10. Nule t(n)
k polinoma πn(·; dµ) (odnosno polinoma π̃n(·; dµ)) su

sopstvene vrednosti Jakobijeve matrice Jn(dµ), a π̃(t
(n)
k ) su odgovaraju�i

sopstveni vektori.

Dokaz. Ako u (16) uvrstimo t = t
(n)
k i primetimo da je π̃(t

(n)
k ) 6= 0 (jer je

prva komponenta π̃(t
(n)
k ) jednaka 1/

√
β0), slede oba tvr�eǌa teoreme.

Posledica. Neka je vk normalizovan sopstveni vektor matrice Jn(dµ)

koji odgovara sopstvenoj vrednosti t(n)
k , tj.

Jn(dµ)vk = t
(n)
k vk, vTk vk = 1,

i neka je vk1 ǌegova prva komponenta. Tada va�i

β0v
2
k1 =

1
n−1∑
l=0

(π̃l(t
(n)
k ))2

, k = 1, 2, ..., n.

11
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2.2 Te�inske funkcije

Mnoge mere koje se javǉaju u primenama su apsolutno neprekidne

i stoga se mogu napisati u obliku dµ(t) = ω(t)dt, gde je ω nenegativna

integrabilna funkcija na R koja se naziva te�inskom funkcijom.
Odgovaraju�i moniqni ortogonalni i ortonormirani polinomi ozna-

qavaju se i sa πk(·;ω), odnosno π̃k(·;ω).

U ovom poglavǉu prvo razmatramo klasiqne, a zatim Bernxtajn-

Segeove te�inske funkcije (koje predstavǉaju modifikaciju (klasi-

qnih) Qebixovǉevih te�inskih funkcija).

2.2.1 Klasiqne te�inske funkcije

Va�nu familiju ortogonalnih polinoma predstavǉaju klasiqni
ortogonalni polinomi. Iako ne postoji opxte prihva�ena definici-

ja, qesto se pod ǌima podrazumevaju ortogonalni polinomi koji zado-

voǉavaju linearnu diferencijalnu ili diferencnu jednaqinu drugog

reda i za koje postoji formula Rodrigovog26 tipa (o ovoj formuli

mo�e se proqitati npr. u [44]). Ako radimo sa klasiqnim ortogonalnim

polinomima u odnosu na meru dµ(t) = ω(t)dt, onda se odgovaraju�a

te�inska funkcija ω(t) naziva klasiqnom te�inskom funkcijom.
Nas �e zanimati klasiqni moniqni ortogonalni polinomi (napo-

menimo da u opxtem sluqaju klasiqni ortogonalni polinomi ne moraju

biti ni moniqni ni ortonormirani), kod kojih je dµ(t) = ω(t)dt i

kod kojih su koeficijenti αk, βk, k = 0, 1, 2, ..., troqlane rekurentne

relacije (6) eksplicitno poznati. U tabeli 1 dat je pregled koeficije-

nata troqlane rekurentne relacije nekih takvih polinoma qije prou-

qavaǌe i primena su veoma zastupǉeni. Primetimo da su sve navedene

te�inske funkcije qiji je nosaq mere [−1, 1] specijalni sluqajevi Jako-

bijeve te�inske funkcije.

2.2.2 Bernxtajn-Segeove te�inske funkcije

Ovde �emo prikazati neka svojstva Bernxtajn-Segeovih te�inskih

26Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851), francuski matematiqar i ekonomista
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Tabela 1: Koeficijenti troqlane rekurentne relacije nekih klasiqnih moniqnih ortogonalnih polinoma.

Naziv polinoma Te�inska funkcija Nosaq αk β0 βk, k ≥ 1

Le�androvi29 1 [−1, 1] 0 2 1/(4− k−2)

Pomereni Le�androvi 1 [0, 1] 1
2 1 1/(4(4− k−2))

Qebixovǉevi 1. vrste (1− t2)−1/2 [−1, 1] 0 π 1
2 , k = 1; 1

4 , k > 1

Qebixovǉevi 2. vrste (1− t2)1/2 [−1, 1] 0 1
2π

1
4

Qebixovǉevi 3. vrste (1− t)−1/2(1 + t)1/2 [−1, 1] 1
2 , k = 0; 0, k > 0 π 1

4

Qebixovǉevi 4. vrste (1− t)1/2(1 + t)−1/2 [−1, 1] - 1
2 , k = 0; 0, k > 0 π 1

4

Gegenbauerovi30 (1− t2)λ−1/2, λ > − 1
2 [−1, 1] 0

√
π

Γ(λ+ 1
2 )

Γ(λ+1)
k(k+2λ−1)

4(k+λ)(k+λ−1)

Jakobijevi (1− t)α(1 + t)β , α, β > −1 [−1, 1] αJk βJ0 βJk

Lagerovi31 e−t [0,∞] 2k + 1 1 k2

Uopxteni Lagerovi tαe−t, α > −1 [0,∞] 2k + α+ 1 Γ(1 + α) k(k + α)

Ermitovi32 e−t
2

[−∞,∞] 0
√
π 1

2k

Uopxteni Ermitovi |t|2λe−t2 , λ > − 1
2 [−∞,∞] 0 Γ(λ+ 1

2 ) 1
2k, k parno; 1

2k + λ, k neparno

αJk = β2−α2

(2k+α+β)(2k+α+β+2) , β
J
0 = 2α+β+1Γ(α+1)Γ(β+1)

Γ(α+β+1) , βJk = 4k(k+α)(k+β)(k+α+β)
(2k+α+β)2(2k+α+β+1)(2k+α+β−1)

Ako je k = 0, zajedniqki mno�ilac α+ β u brojiocu i imeniocu αJ0 treba (mora, ako je α+ β = 0) da se skrati.

Ako je k = 1, zajedniqki mno�ilac α+ β + 1 u brojiocu i imeniocu βJ1 treba (mora, ako je α+ β + 1 = 0) da se skrati.

29Adrien-Marie Legendre (1752-1833), francuski matematiqar
30Leopold Bernhard Gegenbauer (1849-1903), austrijski matematiqar
31Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886), francuski matematiqar
32Charles Hermite (1822-1901), francuski matematiqar
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funkcija, koja su u radu [27] razmatrali Gauqi27 i Notaris28. Bern-
xtajn-Segeove te�inske funkcije, kod kojih odgovaraju�a mera ima

nosaq (−1, 1), uvode se sa

w(±1/2)(t) =
(1− t2)±1/2

ρ(t)
, w(±1/2,∓1/2)(t) =

(1− t)±1/2(1 + t)∓1/2

ρ(t)
,

gde je

ρ(t) = ρ(t;α, β, δ) = β(β − 2α)t2 + 2δ(β − α)t+ α2 + δ2,

pri qemu koeficijenti α, β i δ ispuǌavaju uslove

0 < α < β, β 6= 2α, |δ| < β − α.

Pri prethodnim uslovima je ρ(t) pozitivno za svako t ∈ (−1, 1). Odgova-

raju�e moniqne ortogonalne polinome stepena l oznaqimo sa π
(±1/2)
l ,

π
(±1/2,∓1/2)
l , a odgovaraju�e koeficijente troqlane rekurentne relacije

(6) sa α(±1/2)
k , β(±1/2)

k , α(±1/2,∓1/2)
k , β(±1/2,∓1/2)

k . Va�i:

π
(−1/2)
l (t) =

1

2l−1

[
Tl(t) +

2δ

β
Tl−1(t) +

(
1− 2α

β

)
Tl−2(t)

]
, l ≥ 2,

π
(−1/2)
1 (t) = t+

δ

β − α,
(
π

(−1/2)
0 (t) ≡ 1, π

(−1/2)
−1 (t) ≡ 0

)
;

(17)

π
(1/2)
l (t) =

1

2l

[
Ul(t) +

2δ

β
Ul−1(t) +

(
1− 2α

β

)
Ul−2(t)

]
, l ≥ 1,

(
π

(1/2)
0 (t) ≡ 1, π

(1/2)
−1 (t) ≡ 0

)
;

(18)

π
(1/2,−1/2)
l (t) =

1

2l

[
Wl(t) +

2δ

β
Wl−1(t) +

(
1− 2α

β

)
Wl−2(t)

]
, l ≥ 2,

π
(1/2,−1/2)
1 (t) = t+

α + δ

β

(
π

(1/2,−1/2)
0 (t) ≡ 1, π

(1/2,−1/2)
−1 (t) ≡ 0

)
;

(19)

π
(−1/2,1/2)
l (t;α, β, δ) = (−1)lπ

(1/2,−1/2)
l (−t;α, β,−δ), l ≥ −1,

gde su, za t = cos θ,

Tl(cos θ) = cos lθ, Ul(cos θ) =
sin(l + 1)θ

sin θ
, Wl(cos θ) =

sin(l + 1/2)θ

sin(θ/2)
,

27Walter Gautschi, savremeni xvajcarsko-ameriqki matematiqar
28
Σωτήριος Ε. Νοτάρης, savremeni grqki matematiqar
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Qebixovǉevi ortogonalni polinomi prve, druge i qetvrte vrste, re-

dom (pri qemu je T0(t) ≡ U0(t) ≡ W0(t) ≡ 1 i U−1(t) ≡ 0). Va�i i:

α
(−1/2)
0 = − δ

β − α, β
(−1/2)
1 = α

(β − α)2 − δ2

β(β − α)2
,

α
(−1/2)
1 =

α δ

β(β − α)
, β

(−1/2)
2 =

β − α
2β

,

α
(−1/2)
k = 0, k ≥ 2, β

(−1/2)
k =

1

4
, k ≥ 3;

α
(1/2)
0 = − δ

β
, β

(1/2)
1 =

α

2β
,

α
(1/2)
k = 0, k ≥ 1, β

(1/2)
k =

1

4
, k ≥ 2;

α
(1/2,−1/2)
0 = −α + δ

β
, β

(1/2,−1/2)
1 =

α(β − α− δ)
β2

,

α
(1/2,−1/2)
1 =

2α− β
2β

, β
(1/2,−1/2)
k =

1

4
, k ≥ 2;

α
(1/2,−1/2)
k = 0, k ≥ 2,

α
(−1/2,1/2)
k (α, β, δ) = −α(1/2,−1/2)

k (α, β,−δ), k ≥ 0,

β
(−1/2,1/2)
k (α, β, δ) = β

(1/2,−1/2)
k (α, β,−δ), k ≥ 0.

Primetimo da su kod Bernxtajn-Segeovih te�inskih funkcija svi

sem nekoliko prvih dijagonalnih elemenata Jakobijeve matrice (14)
jednaki 0, kao i da su svi sem nekoliko prvih elemenata iznad (i ispod)

glavne dijagonale jednaki 1/2.

2.3 Kvadraturne formule zasnovane na interpolaciji

Mnoge kvadraturne formule zasnovane su na aproksimaciji podin-

tegralne funkcije interpolacionom funkcijom koja se jednostavno in-

tegrali. Slede�a teorema ukazuje da izbor algebarskog polinoma za

interpolacionu funkciju, tj. vrxeǌe polinomijalne interpolacije,

mo�e imati smisla.

Teorema 11. [Vajerxtras33] Neka f ∈ C[a, b]. Tada, za svako ε > 0 postoji

polinom p ∈ P takav da je

|f(t)− p(t)| < ε, za svako t ∈ [a, b].

33Karl Theodor Wilhelm Weierstraß(1815-1897), nemaqki matematiqar
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U slede�em odeǉku ukratko �emo opisati Lagran�ov34 interpola-

cioni polinom, o kom se osnovno mo�e na�i u [11, 25, 47, 70, 83], dok

je materija o interpolacionim procesima detaǉno izlo�ena u [45].

2.3.1 Lagran�ova interpolacija

Formuliximo slede�i problem: za n razliqitih taqaka t1, t2, ..., tn
i vrednosti f(tk) neke funkcije f u tim taqkama, odrediti polinom

L ∈ Pn−1 takav da je

L(tk) = f(tk), k = 1, 2, ..., n.

Jedinstveno rexeǌe postavǉenog problema je polinom stepena ne ve�eg

od n− 1, oblika

L(t) = Ln−1(f ; t) =
n∑

k=1

f(tk)lk(t), (20)

gde je

lk(t) =
n∏

i=1
i 6=k

t− ti
tk − ti

, k = 1, 2, ..., n. (21)

Taqke tk, k = 1, 2, ..., n, nazivaju se qvorovima interpolacije, (20) se
zove Lagran�ov interpolacioni polinom, a (21) su tzv. fundamen-
talni Lagran�ovi polinomi. Primetimo da je

lk(ti) = δki, k, i = 1, 2, ..., n, (22)

gde je δki =

{
0, k 6= i,

1, k = i,
Kronekerov35 delta simbol.

Kako bismo razmotrili grexku rn−1(f ; t) = f(t)−Ln−1(f ; t) za t 6= tk,

k = 1, 2, ..., n, uvedimo polinom qvorova

σn(t) =
n∏

k=1

(t− tk). (23)

Ako je funkcija f diferencijabilna n puta, onda za svako t postoji

ξ = ξ(t) takvo da je

rn−1(f ; t) = f(t)− Ln−1(f ; t) =
f (n)(ξ)

(n+ 1)!
σn(t). (24)

34Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), italijanski matematiqar i astronom
35Leopold Kronecker (1823-1891), nemaqki matematiqar
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Lagran�ovu interpolacionu formulu sa n qvorova mo�emo za-

pisati u obliku

f(t) =
n∑

k=1

f(tk)lk(t) + rn−1(f ; t) (25)

i na osnovu (24) vidimo da je taqna za sve polinome stepena ne ve�eg

od n− 1.

Interpolacija (samo) na osnovu vrednosti funkcije zove se La-
gran�ova interpolacija. Opxtije, ako se u interpolaciju ukǉuqe

i vrednosti izvoda funkcije, onda je to Ermitova interpolacija
(Gausova kvadratura, kojoj je posve�eno poglavǉe 3.1, mo�e se dobiti

i pomo�u Ermitove interpolacije).

2.3.2 Interpolacione kvadraturne formule

Posmatrajmo kvadraturnu formulu (2),

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) = Qn(f) +Rn(f), Qn(f) =

n∑

k=1

ωkf(tk). (26)

Definicija 4. Ka�e se da kvadraturna formula (26) ima (algebarski)

stepen taqnosti d ako je

Rn(p) = 0, za svako p ∈ Pd. (27)

Ka�e se da kvadraturna formula (26) ima (algebarski) stepen taqno-
sti taqno d, ako ima stepen taqnosti d, ali ne i d + 1 (tj. va�i (27),
ali postoji p ∈ Pd+1 takvo da je Rn(p) 6= 0).

Kvadrature (26) koje imaju stepen taqnosti d = n − 1 nazivaju se

interpolacionim.
Prototip interpolacionih kvadratura su ǋutn-Koutsove kva-

draturne formule, kod kojih je dµ(t) = dt na [−1, 1], a qvorovi tk su

ekvidistantni (jednako razmaknuti) na [−1, 1]. Ove formule se mogu

uopxtiti i na prizvoǉan konaqan interval [a, b]. Vrednosti ωk

b−a , gde

su ωk odgovaraju�e te�ine, zovu se Koutsovi brojevi.

Teorema 12. Kvadraturna formula (26) je interpolaciona ako i samo

ako se mo�e dobiti integracijom Lagran�ove interpolacione formule

(25). Pri tom va�i

ωk =

∫

R
lk(t)dµ(t), k = 1, 2, ..., n; Rn(t) =

∫

R
rn−1(f ; t)dµ(t). (28)

17
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Dokaz. (⇒) Ako je d = n− 1, uvrxtavaǌem f = li u (26) imamo
∫

R
li(t)dµ(t) =

n∑

k=1

ωkli(tk) = ωi, i = 1, 2, ..., n,

jer li ∈ Pn−1 i va�i (22), qime smo dokazali prvu jednakost (28). Kori-
ste�i prethodni rezultat pri integraciji formule (25) dobijamo kva-

draturu oblika (26) i drugu jednakost (28).

(⇐) Ako integralimo formulu (25), dobijamo (28). Kako za p ∈ Pn−1

va�i rn−1(p; t) ≡ 0, sledi Rn(p) = 0, pa je d = n− 1.

Primetimo da te�ine ωk, k = 1, 2, ..., n, u (28) ne zavise od funkcije

f , ve� samo od qvorova tk, k = 1, 2, ..., n.

Na osnovu teoreme 12 vidimo da se za n razliqitih qvorova tk

kvadraturna formula (26) uvek mo�e konstruisati tako da bude inter-

polaciona, tj. da ima stepen taqnosti d = n− 1. Naredna teorema nam

govori pod kojim uslovima se mo�e posti�i ve�i stepen taqnosti.

Teorema 13. Neka je dat ceo broj m, 0 ≤ m ≤ n. Kvadraturna formula

(26) ima stepen taqnosti d = n− 1 +m ako i samo ako su zadovoǉena oba

slede�a uslova:

(a) formula (26) je interpolaciona;

(b) polinom qvorova (23) zadovoǉava
∫

R
σn(t)p(t)dµ(t) = 0, za svako p ∈ Pm−1.

Dokaz. (⇒) Trivijalno sledi da je uslov (a) potreban. Lako se dobija

i da je uslov (b) potreban, jer na osnovu σnp ∈ Pn−1+m i σn(tk) = 0,

k = 1, 2, ..., n, va�i
∫

R
σn(t)p(t)dµ(t) =

n∑

k=1

ωkσn(tk)p(tk) = 0.

(⇐) Kako bismo dokazali dovoǉnost (a) i (b), treba da poka�emo

da je pod tim uslovima Rn(p) = 0 za svako p ∈ Pn−1+m. Deǉeǌem polino-

ma p polinomom σn dobijamo

p = qσn + r, q ∈ Pm−1, r ∈ Pn−1.

18
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Tada je ∫

R
p(t)dµ(t) =

∫

R
q(t)σn(t)dµ(t) +

∫

R
r(t)dµ(t).

Kako je q ∈ Pm−1, to je prvi integral sa desne strane na osnovu (b)

jednak 0, a kako je r ∈ Pn−1, to je drugi integral sa desne strane na

osnovu (a) jednak
∑n

k=1 ωkr(tk). Va�i i

r(tk) = p(tk)− q(tk)σn(tk) = p(tk),

pa sledi ∫

R
p(t)dµ(t) =

n∑

k=1

ωkp(tk),

tj. Rn(p) = 0.

Kvadraturnu formulu (26) stepena taqnosti 2n− 1−m, 0 ≤ m ≤ n,

nazivamo (2n− 1 −m,n,dµ)-kvadraturom. Za polinom pn ∈ Pn ka�e

se da generixe (2n − 1 −m,n, dµ)-kvadraturu ako ima n prostih nula

koje su qvorovi te kvadrature.

Ako je dµ pozitivna mera, onda je m = n u teoremi 13 optimalno.

Zaista, kako uslov (b) zahteva da σn bude ortogonalno na sve polinome

stepena ne ve�eg od m − 1, onda bi σn za m = n + 1 moralo da bude

ortogonalno na sve polinome stepena ne ve�eg od n, pa i na samog

sebe, xto je nemogu�e. Optimalna kvadratura (26) za m = n ima stepen

taqnosti d = 2n − 1 i zove se Gausova kvadraturna formula. U tom

sluqaju, iz uslova (b) sledi σn(t) = πn(t; dµ), tj. qvorovi tk su nule

moniqnih ortogonalnih polinoma stepena n u odnosu na meru dµ, a

te�ine ωk mogu se dobiti na osnovu (28). Ovim formulama posve�eno

je poglavǉe 3.1.

2.4 Konvergencija niza kvadraturnih suma

Posmatrajmo niz (interpolacionih) kvadraturnih formula (26),

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) = Qn(f) +Rn(f),

Qn(f) =
n∑

k=1

ω
(n)
k f(t

(n)
k ), n = 1, 2, 3, ...,

(29)

za qije qvorove va�i

a ≤ t
(n)
1 < t

(n)
2 < · · · < t(n)

n ≤ b, (30)
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gde je [a, b] konveksni omotaq nosaqa mere dµ. Neka je f element Banaho-

vog36 prostora C[a, b], pri qemu je ‖f‖ = ‖f‖∞ = maxa≤t≤b |f(t)|, i treti-

rajmo I(f), Qn(f) i Rn(f) kao funkcionale iz C[a, b] u R. Zanima nas

pod kojim uslovima Rn(f)→ 0 kada n→∞, tj. pod kojim uslovima niz

kvadraturnih suma {Qn(f)}n∈N konvergira ka integralu I(f). Da bismo

odgovorili na ovo pitaǌe, potrebni su nam neki pojmovi i rezultati

funkcionalne analize (za detaǉe videti [4]).

Neka su X i Y normirani prostori nad istim poǉem skalara.

Definicija 5. Linearni operator A : X → Y je ograniqen ako postoji

pozitivan broj C takav da za svako f ∈ X va�i ‖A(f)‖ ≤ C ‖f‖. Infimum

brojeva C za koje va�i prethodna nejednakost naziva se normom opera-

tora A i oznaqava sa ‖A‖.

Prostor ograniqenih linearnih operatora iz X u Y oznaqavamo

sa B(X ,Y). Za A ∈ B(X ,Y) va�i nejednakost ‖A(f)‖ ≤ ‖A‖ · ‖f‖ za svako

f ∈ A.

Teorema 14. [Banah-Xtajnhaus37] Neka su X i Y Banahovi prostori i

neka je An ∈ B(X ,Y) za svako n ∈ N. Niz {An(f)}n∈N konvergira za svako

f ∈ X ako i samo ako su ispuǌena oba slede�a uslova:

(a) niz {‖An‖}n∈N je ograniqen;

(b) lim
n→∞

An(f) postoji za svako f iz nekog skupa X0 qiji je linearni

omotaq svuda gust u X .
Pritom je sa A(f) = lim

n→∞
An(f) definisan operator A ∈ B(X ,Y) za

qiju normu va�i ‖A‖ ≤ lim inf
n→∞

‖An‖.

Navedimo tvr�eǌa koja va�e za konvergenciju niza kvadraturnih

suma.

Teorema 15. Niz kvadraturnih suma {Qn(f)}n∈N konvergira ka integralu

I(f) za svako f ∈ C[a, b] ako i samo ako su ispuǌena oba slede�a uslova:

(a) niz {Qn(f)}n∈N konvergira ka I(f) za svako f ∈ P;
(b) postoji konstanta C > 0 takva da je

n∑

k=1

|ω(n)
k | ≤ C, n = 1, 2, 3, ... (31)

36Stefan Banach (1892-1945), poǉski matematiqar
37Wүadysүaw Hugo Dionizy Steinhaus (1887-1972), jevrejsko-poǉski matematiqar
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Dokaz. Svedimo uslove (a) i (b) ove teoreme na uslove (a) i (b) teoreme

14 Banah-Xtajnhausa. U (29) je zadat linearni funkcional Qn koji je,

na osnovu

|Qn(f)| ≤
n∑

k=1

|ω(n)
k | · |f(t

(n)
k )| ≤ ‖f‖

n∑

k=1

|ω(n)
k | ≤ C ‖f‖ ,

ograniqen za svako f ∈ C[a, b]. Stoga je za svako f ∈ C[a, b] zadovoǉeno

|Qn(f)| ≤ ‖Qn‖ · ‖f‖ , (32)

pri qemu (po definiciji 5) mora biti ‖Qn‖ ≤
∑n

k=1 |ω
(n)
k |. Kako bismo

taqno odredili ‖Qn‖, izaberimo funkciju g ∈ C[a, b], odre�enu sa

g(t
(n)
k ) = sgn ω(n)

k , k = 1, 2, ..., n,

koja je linearna na [t
(n)
k , t

(n)
k+1], k = 1, 2, ..., n− 1, i konstantna na [a, t

(n)
1 ] i

[t
(n)
n , b] (uslov (30) omogu�ava da se konstruixe ovakva funkcija). Tada

je ‖g‖ = 1 i

Qn(g) =
n∑

k=1

ω
(n)
k · sgn ω

(n)
k =

n∑

k=1

|ω(n)
k |,

pa iz (32) za f ≡ g imamo ‖Qn‖ ≥
∑n

k=1 |ω
(n)
k |. Sledi

‖Qn‖ =
n∑

k=1

|ω(n)
k |.

Kako je na osnovu (31) niz {‖Qn‖}n∈N ograniqen i kako je lim
n→∞

Qn(f) =

I(f) za svako f ∈ P, pri qemu je P svuda gust u C[a, b], tvr�eǌe teoreme

sledi na osnovu teoreme 14 Banah-Xtajnhausa.

Posledica. Ako je ω(n)
k ≥ 0, n = 1, 2, 3, ..., k = 1, 2, ..., n, onda niz {Qn(f)}n∈N

konvergira ka I(f) za svako f ∈ C[a, b] ako i samo ako {Qn(f)}n∈N konvergira

ka I(f) za svako f ∈ P.

Dokaz. Zamenom f ≡ 1 u (29) dobijamo µ0 =
∑n

k=1 |ω
(n)
k |, gde je µ0 (konaqni

pozitivan) moment nultog reda dat sa (3). Stoga je za C = µ0 ispuǌen

uslov (b) teoreme 15, odakle sledi tvr�eǌe ove posledice.

2.5 Karakterizacija pozitivnih kvadratura

U odeǉku 1.3 smo rekli da je kvadratura pozitivna ako su joj sve

te�ine ωk pozitivne, dok na osnovu posledice teoreme 15 vidimo da niz
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kvadraturnih suma Qn pozitivnih kvadraturnih formula konvergira

taqnoj vrednosti integrala I – stoga pozitivne kvadrature zauzimaju

znaqajno mesto u numeriqkoj integraciji.

Za polinom p
[1]
n−1 ka�e se da je pridru�en polinomu pn stepena

(taqno) n ako je dat sa

p
[1]
n−1 =

∫

R

pn(t)− pn(s)

t− s dµ(s).

Polinom p
[1]
n−1 je stepena (taqno) n− 1.

Slede�e tvr�eǌe, koje je veoma znaqajno u ispitivaǌu uopxtenih

usredǌenih Gausovih kvadratura, sledi na osnovu rezultata iz rada

Perxtorfera38 [64].

Teorema 16. Neka n,m ∈ N0, 0 ≤ m ≤ n. Tada polinom pn ∈ Pn generixe

pozitivnu (2n − 1 −m,n, dµ)-kvadraturu ako i samo ako su ispuǌena sva

tri slede�a uslova:

(a) pn je ortogonalan na potprostor Pn−1−m u odnosu na meru dµ;

(b) pn ima n prostih nula u otvorenom intervalu (a, b), gde je [a, b]

konveksni omotaq nosaqa mere dµ;

(v) nule polinoma pn i p[1]
n−1 me�usobno alterniraju.

Pomenimo ovde va�no i zanimǉivo tvr�eǌe vezano za pozitivne

kvadrature dato u radu Gauqija [20], gde je pokazano da postoji 1-1

preslikavaǌe izme�u Jakobijevih matrica i kvadraturnih formula

sa pozitivnim te�inama.

38Franz Peherstorfer (1950-2009), austrijski matematiqar
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3 Gausove kvadraturne formule i neke ǌiho-

ve ekstenzije

Sada �emo se posvetiti Gausovim kvadraturama i nekim ǌihovim

ekstenzijama koje prvenstveno slu�e za (ekonomiqnu) procenu grexke

Gausovih kvadraturnih formula.

3.1 Gausove kvadraturne formule

Jedinstvena optimalna interpolaciona kvadratura sa n qvorova

u odnosu na pozitivnu meru dµ zove se Gausova kvadraturna formula
i zapisujemo je u obliku

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) = Gn(f) +RG

n (f), Gn(f) =
n∑

k=1

ωGk f(tGk ). (33)

Qvorove tGk nazivamo Gausovim qvorovima, a te�ine ωGk Gausovim
te�inama.

Formulu (33) (za dµ(t) = dt) uveo je Gaus 1814. (videti [19] i sliku

1), koriste�i rezultate svog rada o hipergeometrijskim razvojima iz

1812. godine. Od tada se Gausove kvadrature prouqavaju i razvijaju u

raznim pravcima. Ove formule danas zauzimaju jedno od najva�nijih

mesta u numeriqkoj integraciji.

Na osnovu diskusije iz posledǌeg pasusa odeǉka 2.3.2 sledi da

formula (33) ima stepen taqnosti d = 2n − 1, da su qvorovi tGk nule

moniqnih ortogonalnih polinoma πn(t; dµ) stepena n i da se te�ine ωGk
mogu se dobiti na osnovu (28). Me�utim, postoji numeriqki povoǉnija

konstrukcija Gausovih kvadratura. Prvo formuliximo slede�u teore-

mu.

Teorema 17. Svi qvorovi tGk Gausove kvadraturne formule (33) su realni,

me�usobno razliqiti i pripadaju unutraxǌosti konveksnog omotaqa [a, b]

nosaqa mere dµ, dok su sve te�ine ωGk pozitivne.

Dokaz. Tvr�eǌe koje se odnosi na qvorove sledi iz teoreme 5, jer su

qvorovi tGk nule moniqnih ortogonalnih polinoma πn(·; dµ), dok tvr�eǌe

koje se odnosi na te�ine dobijamo na osnovu Stiltjesovog rezultata

0 <

∫

R
l2i (t)dµ(t) =

n∑

k=1

ωGk l
2
i (t

G
k ) = ωGi , i = 1, 2, ..., n,
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Slika 1: Naslovna strana Gausovog rada iz 1814. godine.
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gde prva jednakost sledi iz l2i ∈ P2n−2 ⊂ P2n−1, a druga iz (22).

Primetimo da na osnovu posledice teoreme 15 sledi konvergencija

niza kvadraturnih suma Gn Gausove kvadrature (33) ka integralu I

(napomenimo da se posledica teoreme 15 ne mo�e primeniti u sluqaju

ǋutn-Koutsovih kvadratura, jer su u ǌima za n ≥ 8 neke od te�ina

negativne; postoje i primeri kada kod ǋutn-Koutsovih kvadratura

dolazi do Rungeovog39 fenomena, tj. do divergencije niza kvadraturnih

suma).

3.1.1 Konstrukcija Gausovih kvadratura

Pod konstrukcijom kvadraturne formule (26) podrazumeva se odre-

�ivaǌe ǌenih qvorova tk i te�ina ωk. Gausova kvadratura (33) mogla
bi da se konstruixe rexavaǌem sistema jednaqina

n∑

k=1

ωGk (tGk )j = µj, j = 0, 1, ..., 2n− 1, (34)

gde su µj momenti mere dµ dati sa (3). Me�utim, zbog slabe uslovǉeno-

sti (tj. mogu�nosti da male promene ulaznih veliqina izazovu velike

promene u rexeǌu) sistema (34), ovaj pristup nije pogodan.

Ovde �emo prikazati numeriqki povoǉnu konstrukciju Gausove

kvadraturne formule (33), zasnovanu na rezultatima Goluba40 i Vel-

xa41 [31] (rezultat koji se odnosi na te�ine ωk verovatno je prvi

primetio Vilf42 u [86]; diskusije o ovom algoritmu mogu se na�i i

u [21, 22, 30]).

Neka je J = Jn(dµ) Jakobijeva matrica (14) dimenzije n×n pridru-

�ena (pozitivnoj) meri dµ. Sa t(n)
k oznaqimo ǌene sopstvene vrednosti,

a sa vk odgovaraju�e normalizovane sopstvene vektore. Neka je V =

[v1 v2 · · · vn], pri qemu je V ortogonalna matrica u spektralnoj de-

39Carl David Tolmé Runge (1856-1927), nemaqki matematiqar i fiziqar
40Gene Howard Golub (1932-2007), ameriqki matematiqar
41John H. Welsch, savremeni ameriqki matematiqar
42Herbert Saul Wilf (1931-2012), ameriqki matematiqar
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kompoziciji matrice J ,

JV = V Dt, Dt =




t
(n)
1 0

t
(n)
2

. . .

0 t
(n)
n



.

Teorema 18. Qvorovi tGk Gausove kvadraturne formule sa n qvorova (33)
su sopstvene vrednosti Jakobijeve matrice Jn(dµ), tj. tGk = t

(n)
k , k =

1, 2, ..., n, a za te�ine ωGk va�i

ωGk = β0v
2
k1, k = 1, 2, ..., n, (35)

gde je β0 =
∫
R dµ(t), a vk1 je prva komponenta normalizovanog sopstvenog

vektora vk koji odgovara sopstvenoj vrednosti t(n)
k .

Dokaz. Tvr�eǌe koje se odnosi na qvorove sledi iz teoreme 10 i razma-

traǌa sa kraja odeǉka 2.3.2, gde smo ustanovili da su qvorovi Gausove

kvadrature nule moniqnih ortogonalnih polinoma.

Neka su π̃l(t) = π̃l(t; dµ), l = 0, 1, ..., n− 1, ortonormirani polinomi u

odnosu na meru dµ i π̃(t) = [π̃0(t) π̃1(t) · · · π̃n−1(t)]T . Na osnovu posle-

dice teoreme 10 je

β0v
2
k1 =

1
n−1∑
l=0

(π̃l(tGk ))2

, k = 1, 2, ..., n. (36)

Ako u Gausovu kvadraturu (33) uvrstimo f(t) = π̃l(t), l = 0, 1, ..., n − 1, s

obzirom da je π̃0 ≡ β
−1/2
0 (videti teoremu 9), na osnovu ortogonalnosti

imamo

β
1/2
0 δl0 =

n∑

k=1

ωGk π̃l(t
G
k ). (37)

Ako sa P oznaqimo marticu sopstvenih vektora Jakobijeve matrice J

(videti teoremu 10), a sa ωG vektor te�ina Gausove kvadrature (33),
tj.

P = [π̃(tG1 ) π̃(tG2 ) · · · π̃(tGn )], ωG = [ωG1 ωG2 · · · ωGn ]T ,

onda (37) mo�emo zapisati u matriqnom obliku

PωG = β
1/2
0 e1, (38)
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gde je e1 = [1 0 · · · 0]T ∈ Rn. Kako su kolone P me�usobno ortogonalne,

va�i

P TP = Dπ, Dπ =




d1 0

d2

. . .

0 dn



, dk =

n−1∑

l=0

(π̃l(t
G
k ))2, k = 1, 2, ..., n.

Mno�eǌem (38) sa leve strane sa P T dobijamo

Dπω
G = β

1/2
0 P Te1 = β

1/2
0 β

−1/2
0 e = e,

gde je e = [1 1 · · · 1]T ∈ Rn. Sledi

ωG = D−1
π e,

odnosno

ωGk =
1

n−1∑
l=0

(π̃l(tGk ))
2

, k = 1, 2, ..., n. (39)

Sada (35) sledi iz (36) i (39).

Dakle, konstrukcija Gausovih kvadraturnih formula (33) svodi se

na odre�ivaǌe sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora Jakobijeve

matrice (14). U te svrhe mogu se koristiti razni algoritmi numeriqke

linearne algebre.

3.1.2 Procena grexke Gausovih kvadratura

Posmatrajmo Gausovu kvadraturnu formulu sa n qvorova (33),

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) = Gn(f) +RG

n (f), Gn(f) =
n∑

k=1

ωGk f(tGk ). (40)

Kako bismo ustanovili koliko precizno kvadraturna suma Gn aproksi-

mira integral I, razmatramo grexku RG
n . Retko kad se mo�e izraqunati

taqna vrednost grexke, pa se vrxi ǌena ocena (tj. odre�uje se gorǌa

granica (apsolutne vrednosti) grexke) ili procena (odnosno, odre�u-

je se pribli�na vrednost grexke). Pomenimo da se pri raqunaǌu kva-

draturne sume Gn javǉa i grexka koja zavisi od taqnosti izraqunava-

ǌa.
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Nas zanimaju procene grexke |(I −Gn)(f)| Gausove kvadrature (40)
koje su zasnovane na ideji da se konstruixe kvadratura sa N qvorova

ve�eg stepena taqnosti (primetimo da mora biti N > n),

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) = QN(f) +RN(f), QN(f) =

N∑

k=1

ωkf(tk), (41)

i da se za procenu grexke uzme razlika |(QN −Gn)(f)|, tj.

|RG
n (f)| = |(I −Gn)(f)| ≈ |(QN −Gn)(f)|.

Razmatra�emo ekonomiqne procene grexke, tj. procene kod kojih n

qvorova Gausove kvadrature (40) predstavǉa podskup N qvorova kva-

drature (41). U takvim situacijama kvadraturnu formulu (41) mo�emo
zapisati u obliku

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) = Qn+m(f) +Rn+m(f),

Qn+m(f) =
n∑

k=1

ω̃Gk f(tGk ) +
m∑

l=1

ω̃lf(t̃l),
(42)

gde tGk , k = 1, 2, ..., n, predstavǉa n Gausovih, a t̃l, l = 1, 2, ...,m, je m

novih qvorova (n+m = N). Pretpostavimo da treba odrediti m novih

qvorova t̃l i svih n+m te�ina ω̃Gk i ω̃l, tako da stepen taqnosti kvadra-

ture (42) bude maksimalan. Kako odre�ujemo ukupno n+2m nepoznatih,

oqekivani stepen taqnosti formule (42) nije ve�i od n + 2m− 1. Kako

bi kvadratura (42) imala ve�i stepen taqnosti od Gausove kvadrature

(40), treba da bude n+2m−1 > 2n−1, odnosno m ≥ bn/2c+1. Ispostavǉa

se da mora biti m ≥ n+ 1, a nas prvenstveno zanima sluqaj m = n+ 1.

Osim ekonomiqnosti, postoji jox nekoliko po�eǉnih osobina for-

mule (41) za procenu grexke Gausove kvadrature (40). Prva od ǌih je da

svi qvorovi tk budu realni, tj. da ta formula postoji. Znaqajno je i da

sve te�ine ωk budu pozitivne (videti posledicu teoreme 15). Pitaǌe

unutraxǌosti kvadraturne formule (41) je tako�e va�no, jer se mo�e

desiti npr. da dobijemo spoǉaxǌe qvorove u kojima integrand nije

definisan; kod ekonomiqnih kvadratura (41) sa 2n+1 qvorova znaqajno

je da n+ 1 novih qvorova alternira sa n qvorova Gausove kvadrature

(40), jer u toj situaciji najvixe dva qvora formule (41) mogu biti

spoǉaxǌa.
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3.2 Gaus-Kronrodove43 kvadraturne formule

Godine 1964. (videti [36, 37]) Kronrod je uveo kvadraturne formu-

le sa 2n+ 1 qvorova, oblika

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) = K2n+1(f) +RK

2n+1(f),

K2n+1(f) =
n∑

k=1

ωGKk f(tGk ) +
n+1∑

l=1

ωKl f(tKl ).

(43)

U (43) tGk predstavǉaju n qvorova Gausove kvadrature (33), a novih

n + 1 qvorova tKl i sve te�ine ωGKk , ωKl biraju se tako da se postigne

maksimalni stepen taqnosti, koji s obzirom na ukupan broj nepoznatih

parametara iznosi 3n+ 1, tj. treba da bude

RK
2n+1(f) = 0, za svako f ∈ P3n+1. (44)

Kvadratura (43) koja zadovoǉava (44) naziva se Gaus-Kronrodovom
kvadraturnom formulom ili Kronrodovom ekstenzijom Gausove kva-

draturne formule, a qvorovi tKl su tzv. Kronrodovi qvorovi. Ove

formule qesto se nazivaju kvadraturama 20. veka.

Kronrod je razmatrao sluqaj dµ(t) = dt na intervalu [−1, 1]. Narav-

no, i u tom sluqaju stepen taqnosti formule (43) iznosi 3n+1, ali ako

je n parno, stepen taqnosti formule (43) iznosi 3n+ 2.

Istorijski pregled prouqavaǌa Gaus-Kronrodovih kvadraturnih

formula mo�e se na�i u radovima Gauqija [24] i Notarisa [60]. Pome-

nimo da je jox 1894. Skuq44 [75] ukazao na mogu�nost da se Gausova

kvadratura (33) sa n qvorova dodavaǌem n+1 novih qvorova proxiri do

kvadrature stepena taqnosti 3n+1. On je naslutio i da je n+1 najmaǌi

broj qvorova koji se mora dodati kako bi proxirena formula imala

ve�i stepen taqnosti od Gausove, xto je kasnije dokazao Monegato45 u

[55].

Motivacija za uvo�eǌe kvadrature (43) je da se grexka |(I−Gn)(f)|
Gausove kvadrature (33) proceni pomo�u razlike |(K2n+1−Gn)(f)|. Takva
procena je ekonomiqna, jer se n vrednosti funkcije f(tGk ) dobijenih

43Алексáндр Семёнович Кронрóд (1921-1986), sovjetski matematiqar
44Rudolf Skutsch (1870-1929), nemaqki in�eǌer
45Giovanni Monegato, savremeni italijanski matematiqar
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pomo�u Gausove kvadrature (33) ponovo koriste, a samo n + 1 novih

vrednosti funkcije f(tKl ) treba izraqunati. Isto toliko novih vredno-

sti funkcije bi trebalo izraqunati i za dobijaǌe Gausove kvadrature

sa n+ 1 qvorova (i tada bismo umesto formule stepena taqnosti 2n− 1

dobili formulu stepena taqnosti (svega) 2n+1), s tim xto Kronrodova

ekstenzija sa 2n+ 1 qvorova obiqno daje mnogo boǉu procenu grexke.

Odgovaraju�i polinom qvorova je oblika

σ2n+1(t) = πn(t; dµ)πKn+1(t), πKn+1(t) =
n+1∏

l=1

(t− tKl ),

a na osnovu teoreme 13, kako bi bilo ispuǌeno (44) (xto u teoremi

13 odgovara situaciji m = n + 1), ovaj polinom mora zadovoǉiti∫
R σ2n+1(t)p(t)dµ(t) = 0 za svako p ∈ Pn, odnosno

∫

R
πKn+1(t)p(t)πn(t; dµ)dµ(t) = 0, za svako p ∈ Pn. (45)

Ako se iz uslova (45) uspexno odrede Kronrodovi qvorovi i ako

se nijedan ne poklapa sa nekim Gausovim qvorom, te�ine kvadraturne

formule (43) dobijaju se iz uslova RK
2n+1(f) = 0 za svako f ∈ P2n (videti

teoremu 12).

Uslov (45) je nova vrsta ortogonalnosti, koja zahteva da polinom

πKn+1 stepena n + 1 bude ortogonalan na sve polinome ni�eg stepena u

odnosu na meru dµKn (t) = πn(t; dµ)dµ(t). Primetimo da mera dµKn zavisi od

n, kao i da meǌa znak na konveksnom omotaqu nosaqa mere dµ. Ovakve

polinome (u sluqaju dµ(t) = dt) prvi je razmatrao Stiltjes (o qemu

svedoqi ǌegovo posledǌe pismo Ermitu iz 1894. godine, videti [5]),

pa je polinom πKn+1(·) = πKn+1(·; dµ) po ǌemu dobio naziv Stiltjesov
polinom stepena n+ 1 u odnosu na meru dµ.

Teorema 19. Ako je dµ pozitivna mera, onda za svako n ≥ 1 postoji

jedinstven Stiltjesov polinom πKn+1(·; dµ).

3.2.1 (Ne)egzistencija Gaus-Kronrodovih kvadratura

Iako je teoremom 19 obezbe�ena jedinstvenost Stiltjesovog poli-

noma, nije obezbe�eno (a qesto nije ni sluqaj) da su ǌegove nule, tj.

Kronrodovi qvorovi, svi realni, svi sadr�ani u konveksnom omotaqu

nosaqa mere dµ i da alterniraju sa Gausovim qvorovima.
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Sada �emo dati kratak pregled egzistencije (i jox nekih svojsta-

va) Kronrodove ekstenzije za neke klasiqne te�inske funkcije (videti

tabelu 1). Podsetimo se da za kvadraturnu formulu ka�emo da postoji

ako su joj svi qvorovi realni, dok u suprotnom ka�emo da ne postoji.

Razmotrimo prvo te�inske funkcije kod kojih odgovaraju�e mere

imaju konaqne nosaqe. Kod Qebixovǉeve te�inske funkcije prve vrste

ω(t) = (1 − t2)−1/2, za n ≥ 2 dva qvora Kronrodove ekstenzije (43) su −1

i 1, a ostali se nalaze unutar nosaqa [−1, 1]. Monegato je dokazao da

je u sluqaju Qebixovǉeve te�inske funkcije 1. vrste stepen taqnosti

ve�i od oqekivanog i iznosi 4n − 1(≥ 3n + 1), dok je za Qebixovǉevu

te�insku funkciju druge vrste ω(t) = (1 − t2)1/2 dokazao da je stepen

taqnosti 4n+1. Posmatrajmo zatim kvadraturu (43) sa Gegenbauerovom

te�inskom funkcijom ω(t) = (1 − t2)λ−1/2. Za 0 < λ ≤ 2 (xto obuhvata i

sluqaj λ = 1/2 koji je razmatrao Kronrod), Sege [84] je pokazao da se

svi qvorovi nalaze unutar nosaqa [−1, 1], kao i da Kronrodovi qvorovi

alterniraju sa Gausovim qvorovima, dok je Rabinovic46 [68] pokazao

da razmatrana formula ima stepen taqnosti taqno 3n + 1 za parno n,

odnosno 3n + 2 za neparno n, izuzev kada je λ = 1 i tada je stepen

taqnosti taqno 4n + 1. Za 0 < λ ≤ 1 iz rada Monegata [54] vidimo da

su sve te�ine pozitivne. Perxtorfer i Petras47 su u [66] pokazali

nepostojaǌe kvadrature (43) sa Gegenbauerovom te�inskom funkcijom

za dovoǉno veliko n i λ > 3, dok su u [67] pokazali nepostojaǌe

kvadrature (43) sa Jakobijevom te�inskom funkcijom ω(t) = (1− t)α(1 +

t)β za dovoǉno veliko n pri min{α, β} ≥ 0 i max{α, β} > 5/2. Gauqi i

Notaris su u [26] razmatrali Gaus-Kronrodove kvadraturne formule

sa Gegenbauerovom i Jakobijevom te�inskom funkcijom – za n ≤ 40

ispitivali su da li su Kronrodovi qvorovi svi realni, svi sadr�ani

unutar nosaqa i da li alterniraju sa Gausovim qvorovima, a ispitiva-

li su i pozitivnost te�ina.

Pre�imo sada na te�inske funkcije kod kojih odgovaraju�e mere

imaju beskonaqne nosaqe. Kahaner48 i Monegato [33] pokazali su da u

sluqaju uopxtene Lagerove te�inske funkcije ω(t) = tαe−t ne postoji

46Philip Rabinowitz (1926-2006), izraelsko-ameriqki matematiqar
47Knut Petras, savremeni nemaqki matematiqar
48David K. Kahaner, savremeni ameriqki matematiqar
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Kronrodova ekstenzija za n ≥ 23, a ako je α = 0, onda ni za n > 1.

U sluqaju Ermitove te�inske funkcije ω(t) = e−t
2
u istom radu je

dokazano da Kronrodova ekstenzija ne postoji, izuzev u sluqajevima

n = 1, 2, 4.

Reference i numeriqki primeri vezani za diskusiju u ovom odeǉku

mogu se na�i u [3, 60].

U situacijama kada Gaus-Kronrodova kvadratura (43) ne postoji,

za procenu grexke Gausove kvadrature (33) tra�e se ǌene alternative.
Jedna od tih alternativa je uopxtena usredǌena Gausova kvadraturna

formula koju je uveo Spalevi�49 u [78] i o kojoj �e biti reqi u odeǉku

3.3.2.

3.2.2 Konstrukcija Gaus-Kronrodovih kvadratura

O efikasnim numeriqkim metodama za raqunaǌe qvorova i te�ina

pozitivnih Gaus-Kronrodovih kvadraturnih formula mo�e se proqi-

tati u [3, 7, 22, 41, 56, 60]. Ovde �emo dati skicu algoritma iz [41].

Pretpostavǉamo da su svi qvorovi Kronrodove ekstenzije (43) re-
alni i da su sve te�ine pozitivne (zanimǉiv je rezultat Monegata

[53], gde je pokazano da su sve te�ine ωKl pozitivne ako i samo ako su

svi Kronrodovi qvorovi realni i alterniraju sa Gausovim qvorovima;

znaqaj pozitivnosti te�ina videli smo i u poglavǉu 2.4). Ideja je da

se formira simetriqna trodijagonalna Jakobi-Kronrodova matrica
dimenzije (2n+ 1)× (2n+ 1),

JK2n+1 = JK2n+1(dµ) =




αK0
√
βK1 0√

βK1 αK1
√
βK2

. . . . . . . . .√
βK2n−1 αK2n−1

√
βK2n

0
√
βK2n αK2n




, (46)

i da se qvorovi i te�ine formule (43) izraze preko sopstvenih vredno-

sti i sopstvenih vektora matrice (46).
Kako formula (43) ima stepen taqnosti 3n+ 1, to se me�u koefici-

jentima αK0 , β
K
1 , α

K
1 , ..., β

K
2n, α

K
2n matrice (46) prvih 3n+1 poklapa sa koefi-

cijentima αk i βk Jakobijeve matrice (14), Jn = Jn(dµ), tj. matrica (46)

49Miodrag M. Spalevi�, savremeni srpski matematiqar
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ima oblik

JK2n+1(dµ) =



Jn(dµ)

√
βnen 0

√
βne

T
n αn

√
βn+1e

T
1

0
√
βn+1e1 J∗n


 , (47)

gde su e1 = [1 0 · · · 0]T , en = [0 0 · · · 1]T ∈ Rn koordinatni vektori,

a J∗n je realna simetriqna trodijagonalna matrica dimenzije n×n qiji

oblik zavisi od parnosti n,

J∗n =

[
Jn+1:(3n−1)/2(dµ)

√
β(3n+1)/2e(n−1)/2√

β(3n+1)/2e
T
(n−1)/2 J∗(3n+1)/2:2n

]
(n neparno), (48)

J∗n =


 Jn+1:3n/2(dµ)

√
βK(3n+2)/2en/2√

βK(3n+2)/2e
T
n/2 J∗(3n+2)/2:2n


 (n parno). (49)

U (48) i (49) je sa Ju:v(dµ) oznaqen glavni minor Jakobijeve matrice

(13), J∞ = J∞(dµ), qiji su dijagonalni elementi αu, αu+1, ..., αv; sliqno,

J∗u:v predstavǉa glavni minor matrice J∗ qiji su dijagonalni elementi

αKu , α
K
u+1, ..., α

K
v . Sa e(n−1)/2 = [0 0 · · · 1]T ∈ R(n−1)/2 u (48) i sa en/2 =

[0 0 · · · 1]T ∈ Rn/2 u (49) oznaqeni su kordinatni vektori odgovaraju-

�ih dimenzija. Ako je n neparno treba odrediti matricu J∗(3n+1)/2:2n, a

ako je n parno treba odrediti matricu J∗(3n+2)/2:2n i parametar βK(3n+2)/2.

Za algoritam je od izuzetnog znaqaja slede�a lema.

Lema 2. Matrice J∗n i Jn(dµ) u (47) imaju iste sopstvene vrednosti.

Zapiximo

J∗n =




α∗0
√
β∗1 0√

β∗1 α∗1
√
β∗2

. . . . . . . . .
√
β∗n−2 α∗n−2

√
β∗n−1

0
√
β∗n−1 α∗n−1



.

Matrice Jn i J∗n su dve Jakobijeve matrice, obe reda n i sa istim

sopstvenim vrednostima. Prva generixe skup ortogonalnih polinoma

πk, k = 0, 1, ..., n, s obzirom na (poznatu) meru dµ, a druga skup ortogo-

nalnih polinoma π∗k, k = 0, 1, ..., n, s obzirom na meru dµ∗ (koja u opxtem

sluqaju nije poznata). Uvedimo mexovite momente

νkl = (π∗k, πl)dµ∗ . (50)
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Zbog ortogonalnosti π∗k va�i νkl = 0 za l < k, a kako iz leme 2 sledi

πn ≡ π∗n, opet zbog ortogonalnosti imamo νkn = 0 za k < n. Mexoviti

momenti (50) zadovoǉavaju rekurentnu relaciju

νk,l+1 − νk+1,l − (α∗k − αl)νkl − β∗kνk−1,l + βlνk,l−1 = 0. (51)

Iz (48) i (49) vidimo da su neki koeficijenti α∗k i β∗k ve� poznati. Na

primer, za neparno n je

α∗k = αn+1+k, 0 ≤ k ≤ (n− 3)/2; β∗k = βn+1+k, 0 ≤ k ≤ (n− 1)/2.

Ako u (51) izaberemo inicijalne vrednosti ν00 =
∫
R dµ

∗ = β∗0 = βn+1;

ν−1,l = 0, l = 0, 1, ..., n− 1; ν0,−1 = 0; νk,k−2 = νk,k−1 = 0, k = 1, 2, ..., (n− 1)/2,

pa rexavamo (51) prvo po νk,l+1, a zatim po νk+1,l, dobi�emo

α∗k = αk +
νk,k+1

νkk
− νk−1,k

νk−1,k−1

, β∗k =
νkk

νk−1,k−1

, (n− 1)/2 ≤ k ≤ n− 1.

Ako dobijemo da neki β∗k nije pozitivan, to ukazuje da Kronrodova

ekstenzija (43) ne postoji.

Kada se odrede svi koeficijenti α∗k i β∗k, matrica J
∗
n je potpuno

odre�ena, kao i Jakobi-Kronrodova matrica JK2n+1. Tada se qvorovi

i te�ine Gaus-Kronrodove kvadraturne formule (43) mogu izraziti

preko sopstvenih vrednosti i kvadrata prvih komponenti odgovaraju-

�ih normalizovanih sopstvenih vektora matrice JK2n+1, sliqno kao u

teoremi 18.

3.3 Usredǌene Gausove kvadraturne formule

U odeǉku 3.2.2 smo videli da dati algoritam za konstrukciju

Kronrodovih ekstenzija nije jednostavan, dok smo u odeǉku 3.2.1 vide-

li da u nekim situacijama Kronrodova ekstenzija (43) ne postoji. Tada
se za procenu grexke Gausove kvadrature (33) koriste druge kvadratur-
ne formule, od kojih su mnoge zasnovane na Kronrodovoj ideji.

3.3.1 Anti-Gausove i usredǌene Gausove kvadrature

Zanimǉiv je pristup (videti Lori50 [39, 40] i Paterson51 [61]) gde

se za dato θ ∈ R uvodi pomo�ni funkcional koji se aproksimira nekom

50Dirk P. Laurie, savremeni ju�noafriqki matematiqar
51Thomas N. L. Patterson, savremeni severnoirski matematiqar
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novom kvadraturom sa n+ 1 qvorova,

Iθ(f) = I(f)− θGn(f) ≈ Qθ
n+1(f),

a za procenu grexke |(I − Gn)(f)| koristi se tzv. „stratified” kvadra-
turna formula sa 2n+ 1 qvorova,

I(f) ≈ S2n+1(f) = θGn(f) +Qθ
n+1(f).

Lori je u [40] razmatrao specijalan sluqaj opisanog prisupa. Pr-

vo je uveo anti-Gausovu kvadraturnu formulu G−n+1, qija grexka

zadovoǉava

RG−
n+1(tk) = −RG

n (tk), k = 0, 1, ..., 2n+ 1. (52)

Zatim je za procenu grexke |(I −Gn)(f)| uveo usredǌenu Gausovu kva-
draturnu formulu,

I(f) ≈ ĜL
2n+1(f) =

1

2
(Gn(f) +G−n+1(f)), (53)

koja je „stratified” kvadratura i ima stepen taqnosti bar 2n+ 1. I anti-

Gausova i usredǌena Gausova kvadraturna formula uvek postoje (tj.

imaju sve realne qvorove), mogu imati najvixe dva spoǉaxǌa qvora,

a sve te�ine su im pozitivne.

3.3.2 Uopxtene usredǌene Gausove kvadrature

Sa G−gn+1 oznaqimo uopxtenu anti-Gausovu kvadraturnu formulu,
qija grexka zadovoǉava

RG−g

n+1(tk) = −(1 + γ)RG
n (tk), k = 0, 1, ..., 2n+ 1, γ > −1. (54)

Uopxtena usredǌena Gausova kvadraturna formula je oblika

I(f) ≈ Ĝg
2n+1 =

1

2 + γ
((1 + γ)Gn(f) +G−gn+1(f)), γ > −1. (55)

Razlika |(I − Ĝg
2n+1)(f)| tako�e slu�i za procenu grexke |(I − Gn)(f)|.

Formula (55) je tako�e „stratified” kvadratura i ima stepen taqnosti bar

2n+1. Primetimo da se (52) i (53) dobijaju redom iz (54) i (55) za γ = 0.

Uslov (54) i formulu (55) razmatrao je Erih52 [18], koji je (biraju-

�i γ tako da stepen taqnosti ekstenzije (55) raste) konstruisao jedin-

stvenu optimalnu kvadraturu (55) za uopxtenu Lagerovu i Ermitovu

52Sven Ehrich, savremeni nemaqki matematiqar
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te�insku funkciju (videti tabelu 1). U ovom odeǉku pa�ǌa �e prven-

stveno biti posve�ena jedinstvenoj optimalnoj uopxtenoj usredǌenoj

Gausovoj kvadraturnoj formuli, koju oznaqavamo sa ĜS
2n+1.

Kao i do sada, sa αk i βk oznaqimo koeficijente troqlane rekuren-

tne relacije (6), a sa πk moniqne ortogonalne polinome. Qvorovi kva-

drature Ĝg
2n+1 su nule polinoma

q2n+1(t) = πn(t)Fn+1(t),

gde je

Fn+1(t) = πn+1(t)− β̂n+1πn−1(t).

Ako je β̂n+1 = βn, onda je Ĝg
2n+1 zapravo usredǌena Gausova kvadraturna

formula ĜL
2n+1 koju je u radu [40] uveo Lori. Ako je β̂n+1 = βn+1, onda

Ĝg
2n+1 predstavǉa optimalnu uopxtenu usredǌenu Gausovu kvadraturnu

formulu ĜS
2n+1, koju je razmatrao Spalevi� u [78]. ĜL

2n+1 ima stepen

taqnosti 2n + 1, dok ĜS
2n+1 ima stepen taqnosti 2n + 2. I ĜL

2n+1 i ĜS
2n+1

postoje za svako n ≥ 1, ali obe mogu imati spoǉaxǌe qvorove.

Sada �emo razmotriti kvadraturnu formulu ĜS
2n+1. Jednostavnu i

efikasnu konstrukciju ove kvadrature, zasnovanu na Perxtorferovoj

karakterizaciji pozitivnih interpolacionih kvadraturnih formula

(videti teoremu 16, kao i radove [62, 63, 64, 65]), dao je Spalevi� u

[78] (videti i [79, 81], kao i [80]). Ta konstrukcija se izvodi pomo�u

matrice dimenzije (2n+ 1)× (2n+ 1), oblika

J Ĝ2n+1 = J Ĝ2n+1(dµ) =



Jn(dµ)

√
βnen 0

√
βne

T
n αn

√
βn+1e

T
1

0
√
βn+1e1 J̃n


 , (56)

gde su e1 = [1 0 · · · 0]T , en = [0 0 · · · 1]T ∈ Rn koordinatni vektori,

Jn(dµ) je Jakobijeva matrica (14), a J̃n je matrica koja se dobija kada

se Jn(dµ) preslika sleva na desno i odozgo nadole. Dakle, (56) se mo�e
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zapisati u obliku



α0
√
β1 0

√
β1 α1

√
β2

. . . . . . . . .
√
βn−1 αn−1

√
βn√

βn αn
√
βn+1√

βn+1 αn−1

√
βn−1√

βn−1 αn−2

√
βn−2

. . . . . . . . .
√
β2 α1

√
β1

0
√
β1 α0




. (57)

Sliqno kao u teoremi 18, qvorovi i te�ine kvadrature ĜS
2n+1 mogu

se izraziti preko sopstvenih vrednosti i kvadrata prvih komponenti

odgovaraju�ih normalizovanih sopstvenih vektora matrice J Ĝ2n+1.

Formula ĜS
2n+1 ima slede�a svojstva dokazana u radu [78]:

(a) ĜS
2n+1 ima stepen taqnosti 2n + 2 (a ako je te�inska funkcija

parna, onda ĜS
2n+1 ima stepen taqnosti 2n+ 3);

(b) skup qvorova formule Gn predstavǉa podskup skupa qvorova

formule ĜS
2n+1;

(v) te�ine koje odgovaraju Gausovim qvorovima u ĜS
2n+1 razlikuju

se od Gausovih te�ina u Gn do na multiplikativnu konstantu.

U [79] Spalevi� je pokazao da kvadrature ĜS
2n+1 mogu imati maǌu

grexku od nekih drugih kvadratura istog stepena taqnosti.

Uopxtenu usredǌenu Gausovu kvadraturnu formulu mo�emo zapi-

sati u istom obliku kao i Kronrodovu ekstenziju (43),

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) = ĜS

2n+1(f) +RĜ
2n+1(f),

ĜS
2n+1(f) =

n∑

k=1

ωGĜk f(tGk ) +
n+1∑

l=1

ωĜl f(tĜl ).

(58)

Od znaqaja je uporediti kvadrature (43) i (58). Prednost ĜS
2n+1

u odnosu na K2n+1 je to xto postoji i u sluqajevima kada K2n+1 ne

postoji, kao i to xto je jednostavnija za konstrukciju (primetimo da,

ukoliko su poznati koeficijenti αk i βk troqlane rekurentne relacije

(6) potrebni za formiraǌe matrice Jn(dµ), onda je za formiraǌe ma-

trice J Ĝ2n+1(dµ) potrebno izraqunati samo jox koeficijente αn, βn i
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βn+1). Nedostatak ĜS
2n+1 u odnosu na K2n+1 je to xto u opxtem sluqaju

ima ni�i stepen taqnosti. Me�utim, sa porastom broja qvorova, uop-

xtene usredǌene Gausove kvadrature poprimaju osobine Kronrodovih

ekstenzija. U [81] Spalevi� je pokazao da se za jednu xiroku klasu

te�inskih funkcija formule ĜS
2n+1 poklapaju sa formulama K2n+1 (da-

kle, imaju stepen taqnosti 3n+1 i tada predstavǉaju dobru alternati-

vu za procenu grexke Gausove kvadrature; videti teoremu 20).

Posmatrajmo specijalni sluqaj troqlane rekurentne relacije (6),
oblika

πk+1(t) = (t− αk)πk(t)− βkπk−1(t), k = 0, 1, 2, ...,

αk = α, βk = β, k ≥ r,
(59)

gde αk ∈ R, βk > 0, r ∈ N0, a π0(t) ≡ 1, π−1(t) ≡ 0. Dakle, koeficijenti αk

i βk su za svako k ≥ r jednaki nekim konstantama α ∈ R i β > 0, redom.

Poznato je da svaka te�inska funkcija ω za koju se dobija troqlana

rekurentna relacija oblika (59) za nosaq ima konaqni inteval [a, b]

(videti [43]). SaMα,β
r [a, b] oznaqimo skup svih te�inskih funkcija ω za

koje se dobija troqlana rekurentna relacija oblika (59). Na primer,

Bernxtajn-Segeove te�inske funkcije uvedene u odeǉku 2.2.2, kao i

Qebixovǉeve te�inske funkcije 1. i 2. vrste, ω(t) = (1− t2)−1/2 i ω(t) =

(1 − t2)1/2, pripadaju skupu Mα,β
r [a, b] za a = −1, b = 1 i odgovaraju�e

vrednosti r ≥ 0. Polinomi koji zadovoǉavaju troqlanu rekurentnu

relaciju (59) razmatrani su u [14]. Slede�i rezultat dokazan je u radu

[81].

Teorema 20. Neka te�inska funkcija ω pripada Mα,β
r [a, b]. Tada, za n ≥

2r− 1, uopxtena usredǌena Gausova kvadraturna formula ĜS
2n+1 ima ste-

pen taqnosti 3n+1. Stoga se ĜS
2n+1 poklapa sa Kronrodovom ekstenzijom

K2n+1, a moniqni polinom Fn+1 se poklapa sa odgovaraju�im moniqnim

Stiltjesovim polinomom En+1, tj.

Fn+1(t) ≡ En+1(t) = πn+1(t)− βπn−1(t), n ≥ 2r − 1.

Qiǌenica da se formula ĜS
2n+1 poklapa sa formulom K2n+1 je va-

�na, jer je konstrukcija uopxtene usredǌene Gausove kvadrature je-

dnostavnija od konstrukcije Gaus-Kronrodove kvadrature.
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U radovima [71, 72] vidimo da su uopxtene usredǌene Gausove

kvadraturne formule pronaxle primenu u analizi mre�a, dok u radu

[73] vidimo da se ove kvadrature koriste za ubrzavaǌe konvergencije

predlo�enih metoda.

U [20, 22] Gauqi je razmatrao neke sluqajeve kada koeficijenti

troqlane rekurentne relacije (6) nisu eksplicitno poznati, pa je za

odre�ivaǌe Gausovih kvadratura (33) potrebno ǌihovo pribli�no iz-

raqunavaǌe. Za rexavaǌe ovog problema on je predlo�io da se prvo

izvrxi diskretizacija mere dµ, pa da se koeficijenti relacije (6)
pribli�no izraqunaju Stiltjesovom procedurom za dobijenu diskre-

tnu meru. Me�utim, xto je ve�i stepen taqnosti Gausove kvadrature

i xto je diskretizacija finija, to se pove�ava mogu�nost da ovakva

izraqunavaǌa budu komplikovana. Tada korix�eǌe uopxtenih usred-

ǌenih Gausovih kvadratura (58) umesto Gausovih kvadratura (33) mo�e
imati prednost, jer one za isti skup poznatih koeficijenata troqlane

rekurentne relacije (6) qesto daju ve�u taqnost.

3.3.3 Skra�ene uopxtene usredǌene Gausove kvadrature

U ovom odeǉku zanima�e nas skra�ene varijante formula ĜS
2n+1.

Ove kvadrature se dobijaju skra�ivaǌem, tj. uklaǌaǌem posledǌih k,

0 ≤ k ≤ n, vrsta i kolona matrice J Ĝ2n+1, date sa (57). Najjednostavnija
skra�ena uopxtena usredǌena Gausova kvadraturna formula, koja
je analizirana u [14], ima oblik

Q
(1)
n+2(f) =

n+2∑

k=1

ω
(1)
k f(t

(1)
k ).

Qvorovi kvadrature Q(1)
n+2 su nule polinoma

q
(1)
n+2(t) = (t− αn−1)πn+1(t)− βn+1πn(t), (60)

dok je odgovaraju�a simetriqna trodijagonalna matrica oblika

J
(1)
n+2 = J

(1)
n+2(dµ) =




α0
√
β1 0

√
β1 α1

√
β2

. . . . . . . . .
√
βn−1 αn−1

√
βn√

βn αn
√
βn+1

0
√
βn+1 αn−1




.
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Qvorovi i te�ine formule Q(1)
n+2 raqunaju se preko sopstvenih vredno-

sti i kvadrata prvih komponenti odgovaraju�ih normalizovanih sop-

stvenih vektora skra�ene matrice J (1)
n+2, sliqno kao u teoremi 18.

Skra�ene varijante kvadratura ĜS
2n+1 sa istim stepenom taqnosti

prvi put su razmatrane u [72].

Znaqaj skra�enih varijanti kvadraturnih formula ĜS
2n+1 ogleda

se u tome xto mogu biti unutraxǌe u nekim situacijama kada ĜS
2n+1

to nisu.
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4 Unutraxǌost uopxtenih usredǌenih Gau-

sovih kvadratura i ǌihovih skra�eǌa sa

Bernxtajn-Segeovim te�inskim funkcija-

ma

U ovoj glavi, u sluqaju Bernxtajn-Segeovih te�inskih funkcija

(videti odeǉak 2.2.2), razmatramo unutraxǌost kvadraturnih formu-

la ĜL
2n+1, Ĝ

S
2n+1 i Q

(1)
n+2 (koje smo uveli redom u odeǉcima 3.3.1, 3.3.2 i

3.3.3). Prikazani rezultat su objavǉeni u radu [15].

Kao xto smo ve� rekli u poglavǉu 1.3, ako svi qvorovi kvadratur-

ne formule pripadaju konveksnom omotaqu [a, b] nosaqa mere dµ, onda

se ta formula naziva unutraxǌom. Ukoliko kvadraturna formula ima

qvorove koji ne pripadaju [a, b], takvi qvorovi zovu se spoǉaxǌi. Kva-

drature sa spoǉaxǌim qvorovima ne mogu se koristiti za aproksimi-

raǌe integrala kada je integrand definisan samo na intervalu inte-

gracije – stoga ispitivaǌe unutraxǌosti kvadraturnih formula ima

znaqajno mesto u numeriqkoj integraciji.

Na osnovu teoreme 17, znamo da je Gausova kvadratura uvek unutra-

xǌa. S druge strane, Gaus-Kronrodova kvadratura mo�e imati spoǉa-

xǌe qvorove – za neke rezultate o unutraxǌosti Kronrodovih eksten-

zija sa klasiqnim te�inskim funkcijama videti odeǉak 3.2.1, dok je

unutraxǌost Kronrodovih ekstenzija K2n+1 sa Bernxtajn-Segeovim te-

�inskim funkcijama prouqavana u radovima [27, 57, 58, 59].

Unutraxǌost formula ĜL
2n+1, Ĝ

S
2n+1 i Q

(1)
n+2 (n ≥ 2) sa klasiqnim

te�inskim funkcijama ispitivana je redom u radovima [40], [78] i

[14]. Ovde �emo ispitati unutraxǌost kvadratura ĜL
2n+1, Ĝ

S
2n+1 (n ≥ 1)

i Q
(1)
n+2 (n ≥ 2) sa Bernxtajn-Segeovim te�inskim funkcijama, koje

su u [27] razmatrali Gauqi i Notaris. Uslovi unutraxǌosti bi�e

iskazani preko koeficijenata α, β, δ, koji figurixu u Bernxtajn-

Segeovim te�inskim funkcijama. U teoremama koje se tiqu unutraxǌo-

sti ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 navodi�emo samo situacije u kojima se ove formule

ne poklapaju sa K2n+1.

Pomenimo da je unutraxǌost uopxtenih usredǌenih Gausovih kva-

dratura i ǌihovih skra�eǌa sa modifikovanom Qebixovǉevom merom
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druge vrste ispitana u radu [16] (o ortogonalnim polinomima s obzi-

rom na modifikovanu Qebixovǉevu meru druge vrste mo�e se proqita-

ti u [48]).

Nule polinoma Fn+1, koji smo uveli u odeǉku 3.3.2, alterniraju sa

nulama moniqnog ortogonalnog polinoma πn, kako u sluqaju kvadrature

ĜL
2n+1 (videti [40]) tako i u sluqaju kvadrature ĜS

2n+1 (videti [78]). To

znaqi da formula ĜL
2n+1, kao i formula ĜS

2n+1, mo�e imati najvixe

dve nule van konveksnog omotaqa nosaqa mere (i to po jednu sa svake

strane), xto predstavǉa va�an rezultat u ispitivaǌu unutraxǌosti

ovih kvadratura. Formule ĜL
2n+1 i Ĝ

S
2n+1 su unutraxǌe ako je ispuǌeno

(−1)n+1Fn+1(a) ≥ 0 i Fn+1(b) ≥ 0,

gde je [a, b] konveksni omotaq nosaqa mere dµ.

Bernxtajn-Segeove te�inske funkcije zadovoǉavaju troqlanu re-

kurentnu relaciju (59). Na osnovu teoreme 20, sledi da se za n ≥
2r − 1 obe kvadrature ĜL

2n+1 i ĜS
2n+1 poklapaju sa odgovaraju�om Gaus-

Kronrodovom formulom K2n+1, da se za r ≤ n < 2r−1 kvadrature ĜL
2n+1 i

ĜS
2n+1 me�usobno poklapaju, ali se razlikuju od odgovaraju�e formule

K2n+1, dok se za n < r kvadrature ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 razlikuju me�usobno,

pri qemu se u opxtem sluqaju obe razlikuju i od odgovaraju�e formule

K2n+1. U sluqaju poklapaǌa ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 sa K2n+1, mo�emo se pozvati

na rezultate iz rada [27], gde je ispitana unutraxǌost Kronrodovih

ekstenzija sa Bernxtajn-Segeovim te�inskim funkcijama.

Za ispitivaǌe unutraxǌosti skra�enih uopxtenih usredǌenih

Gausovih kvadraturnih formula znaqajna je slede�a teorema (videti

[14, teorema 4.1]).

Teorema 21. Ako koeficijenti αn−1 i αn+1 troqlane rekurentne relaci-

je (6) zadovoǉavaju αn−1 = αn+1, onda je kvadraturna formula Q
(1)
n+2 unu-

traxǌa. Ako je αn−1 < αn+1, onda najve�i qvor formule Q
(1)
n+2 pripada

(a, b), a ako je αn−1 > αn+1, onda najmaǌi qvor formule Q(1)
n+2 pripada (a, b),

gde je [a, b] konveksni omotaq nosaqa mere dµ.

4.1 Bernxtajn-Segeova te�inska funkcija ω(−1/2)

U sluqaju te�inske funkcije ω(−1/2), rekurentna formula oblika

(59) va�i za r = 3. Na osnovu prethodnog razmatraǌa o poklapaǌu
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ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 sa K2n+1, koje proizilazi iz teoreme 20, zakǉuqujemo: za

n ≥ 5 obe kvadrature ĜL
2n+1 i Ĝ

S
2n+1 se poklapaju sa odgovaraju�om Gaus-

Kronrodovom formulom K2n+1; za n = 3, 4 kvadrature ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 se

me�usobno poklapaju, ali se razlikuju od odgovaraju�e formule K2n+1;

za n = 1, 2 kvadrature ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 se razlikuju me�usobno, pri qemu

se u opxtem sluqaju obe razlikuju i od odgovaraju�e formule K2n+1.

Teorema 22. Za kvadrature ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 sa Bernxtajn-Segeovom te-

�inskom funkcijom ω(−1/2) va�i: za n ≥ 2 formula ĜL
2n+1 je unutraxǌa;

za n = 1 formula ĜL
3 je unutraxǌa ako je ispuǌeno

|δ| ≤ (β − α)(β − 2α)

α
; (61)

za n ≥ 3 formula ĜS
2n+1 je unutraxǌa; za n = 2 formula ĜS

5 je unutraxǌa

ako je β > 2α; za n = 1 formula ĜS
3 je unutraxǌa ako je ispuǌeno

|δ| ≤ 1

2
(β − α). (62)

Dokaz. Kako za Qebixovǉeve polinome prve vrste va�i

Tn(1) = 1 i Tn(−1) = (−1)n, n = 0, 1, 2, ...,

na osnovu relacija (17) izlo�enih u odeǉku 2.2.2 sledi

π
(−1/2)
0 (1) ≡ 1,

π
(−1/2)
1 (1) = 1 +

δ

β − α =
δ + β − α
β − α ,

π(−1/2)
n (1) =

1

2n−1

[
1 +

2δ

β
· 1 +

(
1− 2α

β

)
· 1
]

=
δ + β − α

2n−2β
, n ≥ 2; (63)

π
(−1/2)
0 (−1) ≡ 1,

π
(−1/2)
1 (−1) = −1 +

δ

β − α =
δ − β + α

β − α ,

π(−1/2)
n (−1) =

1

2n−1

[
(−1)n +

2δ

β
(−1)n−1 +

(
1− 2α

β

)
(−1)n−2

]
(64)

= (−1)n
β − α− δ

2n−2β
, n ≥ 2.

U razmatraǌu sa poqetka ovog odeǉka smo rekli da se za n ≥ 5 obe

kvadrature ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 poklapaju sa odgovaraju�om Gaus-Kronrodo-

vom formulom K2n+1. Gauqi i Notaris su u [27, teorema 5.1(b)] pokaza-

li da je K2n+1 unutraxǌa, pa su i ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 tako�e unutraxǌe.

Alternativno, unutraxǌost ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 sledi i iz uslova (65).
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Za n = 3, 4 kvadrature ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 su unutraxǌe ako je

Fn+1(1) ≥ 0 i (−1)n+1Fn+1(−1) ≥ 0,

tj. ako va�i
4π

(−1/2)
n+1 (1)

π
(−1/2)
n−1 (1)

≥ 1 i
4π

(−1/2)
n+1 (−1)

π
(−1/2)
n−1 (−1)

≥ 1. (65)

Uvrxtavaǌem (63) i (64) u (65) dobijamo da su ĜL
2n+1 i Ĝ

S
2n+1 unutraxǌe.

Sliqno, za n = 1, 2 formula ĜL
2n+1 je unutraxǌa ako je

Fn+1(1) ≥ 0 i (−1)n+1Fn+1(−1) ≥ 0,

tj. ako va�i

π
(−1/2)
n+1 (1)

β
(−1/2)
n π

(−1/2)
n−1 (1)

≥ 1 i
π

(−1/2)
n+1 (−1)

β
(−1/2)
n π

(−1/2)
n−1 (−1)

≥ 1. (66)

Ako je n = 2, iz (63) i (64) sledi da je ĜL
5 unutraxǌa. Ako je n = 1 uslov

(66) se svodi na uslov (61). Stoga, ĜL
3 je unutraxǌa ako va�i (61).

Za n = 2 formula ĜS
5 je unutraxǌa ako je

F3(1) ≥ 0 i − F3(−1) ≥ 0,

xto se mo�e zapisati kao

4π
(−1/2)
3 (1)

π
(−1/2)
1 (1)

≥ 1 i
4π

(−1/2)
3 (−1)

π
(−1/2)
1 (−1)

≥ 1.

Odavde dobijamo da je ĜS
5 unutraxǌa ako je β > 2α.

Za n = 1 formula ĜS
3 ima isti stepen taqnosti (2n + 2 = 4) kao i

odgovaraju�a Gaus-Kronrodova formula K3 (3n + 1 = 4). Stoga se ove

dve kvadrature poklapaju. U radu [27, teorema 5.1(b)] pokazano je da

je K3 unutraxǌa ako va�i (62).

Razmotrimo sada kvadraturnu formulu Q
(1)
n+2.

Teorema 23. Za n ≥ 3 kvadratura Q(1)
n+2 sa Bernxtajn-Segeovom te�in-

skom funkcijom ω(−1/2) je unutraxǌa. Za n = 2 i δ = 0 formula Q
(1)
4 je

unutraxǌa. Za n = 2 i δ 6= 0 formula Q(1)
4 je unutraxǌa pod uslovom da je

|δ| ≤ β(β − α)

2α
. (67)
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Dokaz. Za n ≥ 3, unutraxǌost kvadrature Q(1)
n+2 sledi na osnovu teoreme

21, jer va�i α
(−1/2)
n−1 = α

(−1/2)
n+1 = 0.

Za n = 2 i δ = 0, unutraxǌost kvadrature Q
(1)
4 sledi tako�e na

osnovu teoreme 21, jer je α(−1/2)
1 = 0.

Za n = 2 i δ 6= 0, na osnovu (60) sledi da je kvadratura Q
(1)
4

unutraxǌa ako je

q
(1)
4 (1) ≥ 0 i q

(1)
4 (−1) ≥ 0,

odnosno, ako je

4
(

1− α(−1/2)
1

)
π

(−1/2)
3 (1)

π
(−1/2)
2 (1)

≥ 1 i −
4
(

1 + α
(−1/2)
1

)
π

(−1/2)
3 (−1)

π
(−1/2)
2 (−1)

≥ 1.

Ovaj zakǉuqak se svodi na (67).

Primer 1. U sluqaju Bernxtajn-Segeove te�inske funkcije ω(−1/2),

pokazali smo da su za n = 3 kvadrature ĜS
7 i ĜL

7 unutraxǌe. Odgovara-

ju�a Gaus-Kronrodova formula K7 = K
(−1/2)
7 je unutraxǌa ako je

δ2 <
1

32

(3β − 2α)2(β + 6α)

β + 2α
, β > 2α

(videti [27, teorema 5.1]), dok ukoliko nisu ispuǌeni prethodni uslo-

vi K
(−1/2)
7 mo�e imati spoǉaxǌe qvorove. U tabeli 2 prikazani su

spoǉaxǌi qvorovi Gaus-Kronrodove formule K
(−1/2)
7 (n = 3) za neke

vrednosti α, β, δ.

Pokazali smo i da je za n = 2 formula ĜL
5 unutraxǌa, dok je

formula ĜS
5 unutraxǌa pri uslovu β > 2α. Odgovaraju�a Gaus-Kron-

rodova kvadratura K5 = K
(−1/2)
5 (n = 2) je unutraxǌa ako je

β > 2α, |δ| ≤ β − 2α

(videti [27, teorema 5.1]). Stoga, ukoliko je K(−1/2)
5 unutraxǌa, onda

je i ĜS
5 unutraxǌa. Obratno ne mora da va�i. Na primer, za α = 0.05,

β = 0.2, δ = 0.14, ĜS
5 je unutraxǌa, dok K

(−1/2)
5 ima spoǉaxǌi qvor

pribli�no u taqki −1.0580.

Primer 2. Ovaj primer prikazuje situaciju kad u sluqaju Bernxtajn-

Segeove te�inske funkcije ω(−1/2), za n = 2 formula ĜS
5 ima spoǉaxǌe

qvorove, dok je odgovaraju�a skra�ena formula Q
(1)
4 unutraxǌa. Raz-

motrimo sluqaj kada je β < 2α i δ = 0. Tada se kvadrature ĜS
5 i K5 =
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Tabela 2: Primer 1 – pribli�ne vrednosti spoǉaxǌih qvorova Gaus-

Kronrodove kvadraturne formule K7 = K
(−1/2)
7 (n = 3) za neke vrednosti

α, β, δ.

α β δ Spoǉaxǌi qvorovi formule K(−1/2)
7

0.11 0.2 0.01 −1.0046; 1.0040

0.12 0.2 0.01 −1.0093; 1.0081

0.14 0.2 0.01 −1.0940; 1.0169

0.16 0.2 0.01 −1.0303; 1.0263

0.18 0.2 0.01 −1.0420; 1.0363

11.0 12 0.0 ∓1.0408

11.2 12 0.0 ∓1.0427

11.4 12 0.0 ∓1.0446

11.6 12 0.0 ∓1.0466

11.8 12 0.0 ∓1.0485

K
(−1/2)
5 poklapaju. Ovo sledi iz qiǌenice da K(−1/2)

5 ima stepen taqnosti

7 = 3 · 2 + 1, dok, zbog parnosti, ĜS
5 ima isti stepen taqnosti 7 = 2 · 2 + 3

(videti [78]). Tabela 3 prikazuje spoǉaxǌe qvorove ĜS
5 za nekoliko

vrednosti α > 1.

S obzirom da uslov (67) va�i za sve vrednosti α, β, δ korix�ene

u tabeli 3, na osnovu teoreme 23 sledi da je odgovaraju�a skra�ena

formula Q(1)
4 unutraxǌa.

Tabela 3: Primer 2 – pribli�ne vrednosti spoǉaxǌih qvorova uop-

xtene usredǌene Gausove kvadraturne formule ĜS
5 (n = 2) za neke

vrednosti α > 1, β = 2, δ = 0.

α Spoǉaxǌi qvorovi formule ĜS
5

1.1 ∓1.0124

1.2 ∓1.0247

1.3 ∓1.0368

1.4 ∓1.0488

1.5 ∓1.0607
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4.2 Bernxtajn-Segeova te�inska funkcija ω(1/2)

Rekurentna formula oblika (59) u sluqaju te�inske funkcije ω(1/2)

va�i za r = 2. Stoga zakǉuqujemo: za n ≥ 3 obe kvadrature ĜL
2n+1 i Ĝ

S
2n+1

se poklapaju sa odgovaraju�om Gaus-Kronrodovom formulom K2n+1; za

n = 2 kvadrature ĜL
5 i ĜS

5 se me�usobno poklapaju, ali se razlikuju od

odgovaraju�e formule K5; za n = 1 kvadrature ĜL
3 i ĜS

3 se razlikuju

me�usobno, pri qemu se u opxtem sluqaju obe razlikuju i od odgovara-

ju�e formule K3.

Teorema 24. Za kvadrature ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 sa Bernxtajn-Segeovom te-

�inskom funkcijom ω(1/2) va�i: za n ≥ 2 formule ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 su unu-

traxǌe; za n = 1 formula ĜL
3 je unutraxǌa, dok je formula ĜS

3 unutraxǌa

ako je β ≤ 2α ili ako je ispuǌeno

β > 2α i |δ| ≤ 1

4
(3β − 2α). (68)

Dokaz. Na osnovu svojstava Qebixovǉevih polinoma druge vrste,

Un(1) = n+ 1 i Un(−1) = (n+ 1)(−1)n, n = −1, 0, 1, ...,

iz relacija (18) izlo�enih u odeǉku 2.2.2 sledi

π
(1/2)
0 (1) ≡ 1,

π(1/2)
n (1) =

1

2n

[
(n+ 1) +

2δ

β
n+

(
1− 2α

β

)
(n− 1)

]

=
(δ + β − α)n+ α

2n−1β
, n ≥ 1;

π
(1/2)
0 (−1) ≡ 1,

π(1/2)
n (−1) =

1

2n

[
(n+ 1)(−1)n +

2δ

β
n(−1)n−1 +

(
1− 2α

β

)
(n− 1)(−1)n−2

]

= (−1)n
(β − α− δ)n+ α

2n−1β
, n ≥ 1.

Ve� smo videli da se za n ≥ 3 i kvadratura ĜL
2n+1 i kvadratura

ĜS
2n+1 poklapa sa odgovaraju�om Gaus-Kronrodovom formulom K2n+1. U

radu [27, teorema 5.2(b)] je pokazano da je K2n+1 unutraxǌa, odakle

sledi unutraxǌost ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1.

Za n = 2 kvadrature ĜS
2n+1 i ĜL

2n+1 su unutraxǌe ako je

F3(1) ≥ 0 i − F3(−1) ≥ 0,
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xto se mo�e zapisati kao

4π
(1/2)
3 (1)

π
(1/2)
1 (1)

≥ 1 i
4π

(1/2)
3 (−1)

π
(1/2)
1 (−1)

≥ 1.

Iz prvog od prethodnih uslova sledi δ ≥ −(β − α). Ova nejednakost je

uvek taqna. Iz drugog od prethodnih uslova sledi δ ≤ β − α. I ova

nejednakost je uvek taqna. Stoga su formule ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 unutraxǌe.

Za n = 1 kvadratura ĜL
3 je unutraxǌa ako je

F2(1) ≥ 0 i F2(−1) ≥ 0,

tj. ako va�i

π
(1/2)
2 (1)

β
(1/2)
1 π

(1/2)
0 (1)

≥ 1 i
π

(1/2)
2 (−1)

β
(1/2)
1 π

(1/2)
0 (−1)

≥ 1.

Prethodni uslovi redom daju

δ ≥ −(β − α) i δ ≤ β − α.

Kako obe prethodne nejednakosti va�e, sledi da je ĜL
3 unutraxǌa.

Konaqno, za n = 1 kvadratura ĜS
3 ima isti stepen taqnosti (2n+2 =

4) kao i odgovaraju�a Gaus-Kronrodova kvadratura K3 (3n + 1 = 4).

Stoga se ove dve formule poklapaju. Mo�emo iskoristiti rezultate

Gauqija i Notarisa [27, teorema 5.2(b)], koji su pokazali da je K3

unutraxǌa za β ≤ 2α, a ako je β > 2α, onda je K3 unutraxǌa ako va�i

(68).

Teorema 25. Za n ≥ 2 kvadratura Q(1)
n+2 sa Bernxtajn-Segeovom te�in-

skom funkcijom ω(1/2) je unutraxǌa.

Dokaz. Rezultat sledi iz teoreme 21, jer va�i α
(1/2)
n−1 = α

(1/2)
n+1 = 0.

4.3 Bernxtajn-Segeova te�inska funkcija ω(1/2,−1/2)

U sluqaju te�inske funkcije ω(1/2,−1/2), rekurentna formula oblika

(59) va�i tako�e za r = 2. Slede zakǉuqci: za n ≥ 3 obe kvadrature

ĜL
2n+1 i Ĝ

S
2n+1 se poklapaju sa odgovaraju�om Gaus-Kronrodovom formu-

lom K2n+1; za n = 2 kvadrature ĜL
5 i ĜS

5 se me�usobno poklapaju, ali se

razlikuju od odgovaraju�e formule K5; za n = 1 kvadrature ĜL
3 i ĜS

3

se razlikuju me�usobno, pri qemu se u opxtem sluqaju obe razlikuju

i od odgovaraju�e formule K3.
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Teorema 26. Za kvadrature ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 sa Bernxtajn-Segeovom te-

�inskom funkcijom ω(1/2,−1/2) va�i: za n ≥ 2 formule ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1 su

unutraxǌe; za n = 1 formula ĜL
3 je unutraxǌa ako je ispuǌeno

β(3δ + 3β − α)

2α(β − α− δ) ≥ 1 i β > 2α (jer je β 6= 2α), (69)

dok je formula ĜS
3 unutraxǌa ako je ispuǌeno

6δ + 5β − 2α ≥ 0 i 2δ + 2α− β ≤ 0. (70)

Dokaz. Ako iskoristimo svojstva Qebixovǉevih polinoma qetvrte vr-

ste,

Wn(1) = 2n+ 1 i Wn(−1) = (−1)n, n = 0, 1, 2, ...,

iz relacija (19) izlo�enih u odeǉku 2.2.2 dobijamo

π
(1/2,−1/2)
0 (1) ≡ 1,

π
(1/2,−1/2)
1 (1) = 1 +

α + δ

β
=
α + β + δ

β
,

π(1/2,−1/2)
n (1) =

1

2n

[
(2n+ 1) +

2δ

β
(2n− 1) +

(
1− 2α

β

)
(2n− 3)

]

=
(δ + β − α)(2n− 1) + 2α

2n−1β
, n ≥ 2;

π
(1/2,−1/2)
0 (−1) ≡ 1,

π
(1/2,−1/2)
1 (−1) = −1 +

α + δ

β
=
δ − β + α

β
,

π(1/2,−1/2)
n (−1) =

1

2n

[
(−1)n +

2δ

β
(−1)n−1 +

(
1− 2α

β

)
(−1)n−2

]

= (−1)n
β − α− δ

2n−1β
, n ≥ 2.

Kao xto smo ve� videli na poqetku ovog odeǉka, za n ≥ 3 kvadratu-

re ĜL
2n+1, Ĝ

S
2n+1 i K2n+1 se poklapaju. Iz unutraxǌosti K2n+1 pokazane

u radu [27, teorema 5.3(b)], sledi unutraxǌost ĜL
2n+1 i ĜS

2n+1.

Za n = 2 kvadrature ĜS
5 i ĜL

5 su unutraxǌe ako je

F3(1) ≥ 0 i − F3(−1) ≥ 0,

tj. ako je ispuǌeno

4π
(1/2,−1/2)
3 (1)

π
(1/2,−1/2)
1 (1)

≥ 1 i
4π

(1/2,−1/2)
3 (−1)

π
(1/2,−1/2)
1 (−1)

≥ 1.
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Prvi od prethodnih uslova ekvivalentan je sa β − α + δ ≥ 0. Ova

nejednakost je uvek taqna. Drugi od prethodnih uslova tako�e va�i.

Stoga su ĜL
5 i ĜS

5 unutraxǌe.

Za n = 1 kvadratura ĜL
3 je unutraxǌa ako je

F2(1) ≥ 0 i F2(−1) ≥ 0,

xto se mo�e zapisati kao

π
(1/2,−1/2)
2 (1)

β
(1/2,−1/2)
1 π

(1/2,−1/2)
0 (1)

≥ 1 i
π

(1/2,−1/2)
2 (−1)

β
(1/2,−1/2)
1 π

(1/2,−1/2)
0 (−1)

≥ 1.

Prethodni uslovi se mogu svesti na (69). Sledi da je ĜL
3 unutraxǌa

ako je uslov (69) ispuǌen.
Za n = 1 kvadratura ĜS

3 ima isti stepen taqnosti (2n + 2 = 4) kao

i odgovaraju�a Gaus-Kronrodova kvadratura K3 (3n+ 1 = 4). Stoga se

ove dve formule poklapaju. Mo�emo primeniti rezultat [27, teorema

5.3(b)] kako bismo zakǉuqili da je ĜS
3 unutraxǌa ako su ispuǌena oba

uslova (70).

Teorema 27. Za n ≥ 2 kvadratura Q(1)
n+2 sa Bernxtajn-Segeovom te�in-

skom funkcijom ω(1/2,−1/2) je unutraxǌa.

Dokaz. Iz teoreme 21 sledi da je Q
(1)
n+2 unutraxǌa za n ≥ 3, jer tada

va�i α
(1/2,−1/2)
n−1 = α

(1/2,−1/2)
n+1 = 0.

Za n = 2 na osnovu (60) sledi da je Q(1)
4 unutraxǌa ako je

q4(1) ≥ 0 i q4(−1) ≥ 0,

tj. ako su zadovoǉene nejednakosti

4
(

1− α(1/2,−1/2)
1

)
π

(1/2,−1/2)
3 (1)

π
(1/2,−1/2)
2 (1)

≥ 1 i −
4
(

1 + α
(1/2,−1/2)
1

)
π

(1/2,−1/2)
3 (−1)

π
(1/2,−1/2)
2 (−1)

≥ 1.

Direktnim raqunom se pokazuje da obe prethodne nejednakosti va�e.

4.4 Razvoj integranda u red i procena grexke Gauso-

vih kvadratura

U ovom odeǉku ilustrujemo primenu kvadraturnih formula ĜS
2n+1

i Q(1)
n+2 za procenu grexke |(I−Gn+1)(f)|. Pomenimo da se vrednosti ĜS

2n+1
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i Q(1)
n+2 koriste i za aproksimaciju integrala I, jer ove kvadrature daju

precizniju aproksimaciju I nego kvadratura Gn+1.

Navedimo neke rezultate vezane za procenu grexke Gausove kvadra-

ture Gn+1 pomo�u uopxtene usredǌene Gausove kvadrature ĜS
2n+1. Sa

R[a, b] oznaqimo prostor svih integrabilnih funkcija na intervalu

[a, b] i proxirimo pojam skalarnog proizvoda u odnosu na meru dµ,

(f, g) = (f, g)dµ = I(fg) =

∫

R
f(t)g(t)dµ(t), f, g ∈ R[a, b].

Pretpostavimo da se integrand f mo�e razviti u red preko ortonormi-

ranih polinoma π̃0, π̃1, π̃2, ... s obzirom na meru dµ (videti definiciju

2), tj.

f(t) =
∞∑

k=0

ηkπ̃k(t), ηk = I(fπ̃k),

i podsetimo se da za ortonormirane polinome va�i

I(π̃kπ̃l) =

{
0, k 6= l,

1, k = l.

Radi jednostavnosti zapisa pretpostavimo da je te�inska funkcija ω

takva da je I(1) = 1. Tada je

I(f) =
∞∑

k=0

ηkI(π̃k) = η0,

Gn+1(f) =
∞∑

k=0

ηkGn+1(π̃k) = η0 +
∞∑

k=2n+2

ηkGn+1(π̃k), (71)

ĜS
2n+1(f) = η0 +

∞∑

k=2n+3

ηkĜ
S
2n+1(π̃k). (72)

Na osnovu numeriqkih rezultata u radu [72] i na osnovu primera 3,

vidimo da se grexka

|(I −Gn+1)(f)| =
∣∣∣∣∣
∞∑

k=2n+2

ηkGn+1(π̃k)

∣∣∣∣∣ (73)

za mnoge integrande f i razliqite te�inske funkcije ω mo�e vrlo

dobro aproksimirati razlikom

|(Gn+1 − ĜS
2n+1)(f)| = |η2n+2Gn+1(π̃2n+2)

+
∞∑

k=2n+3

ηk((Gn+1 − ĜS
2n+1)(π̃k))

∣∣∣∣∣ .
(74)
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Specijalno, ovo va�i u sluqaju kada niz koeficijenata {ηk}k∈N0 brzo

opada ka nuli kada k → ∞, jer su tada desne strane obeju jednakosti

(73) i (74) ograniqene odozgo sa |η2n+2Gn+1(π̃2n+2)|. Ovo tako�e va�i i u

sluqaju kada niz {|ηk|}k∈N0 opada ka nuli kada k →∞ i ĜS
2n+1(π̃k) ≈ 0 za

neke k = 2n+ 3, 2n+ 4, 2n+ 5, ... (ovaj sluqaj obuhvata te�inske funkcije

koje je razmatrao Spalevi� u [79]). Slede�e tvr�eǌe je posledica

teoreme 20.

Posledica. Neka su ispuǌeni uslovi teoreme 20. Tada se procena grexke

(74) mo�e izraziti u obliku

|(Gn+1 − ĜS
2n+1)(f)| =

∣∣∣∣∣
3n+1∑

k=2n+2

ηkGn+1(π̃k) +
∞∑

k=3n+2

ηk((Gn+1 − ĜS
2n+1)(π̃k))

∣∣∣∣∣ .

Dokaz. Na osnovu teoreme 20, analogno kao i (72) dobijamo

ĜS
2n+1(f) = η0 +

∞∑

k=3n+2

ηkĜ
S
2n+1(π̃k).

Na osnovu prethodnog rezultata i (71) sledi tvr�eǌe posledice.

Sliqno kao (72), va�i

Q
(1)
n+2(f) = η0 +

∞∑

k=2n+3

ηkQ
(1)
n+2(π̃k),

xto ukazuje da se razlika |(Gn+1−Q(1)
n+2)(f)| mo�e koristiti za procenu

grexke (73). U radovima [14, 72], kao i u primeru 3, ilustrovana je

efikasnost ovakvog pristupa za procenu grexke |(I −Gn+1)(f)|.

Primer 3. U ovom primeru sva izraqunavaǌa izvrxena su sa visokom

taqnox�u uMATLAB-u. Razmotrimo procenu grexke Gausove kvadratu-

re Gn+1(f) za pribli�no izraqunavaǌe integrala

I(f) =

∫ 1

−1

f(t)ω−1/2(t)dt.

Aproksimaciju ovakvih integrala razmatrao je Notaris [58].

Kako bismo procenili grexku |(I − Gn+1)(f)|, koristimo razlike

|(ĜS
2n+1 − Gn+1)(f)| i |(Q(1)

n+2 − Gn+1)(f)|. Kao xto je prethodno pokazano,
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Tabela 4: Primer 3 – procena grexke |(I − Gn+1)(f)| pomo�u razlika

|(ĜS
2n+1−Gn+1)(f)| i |(Q(1)

n+2−Gn+1)(f)| za f(t) = e−t i razliqite vrednosti

α, β, δ.

α β δ n |I −Gn+1| |ĜS
2n+1 −Gn+1| |(Q(1)

n+2 −Gn+1)|
1 1 +

√
2 −1/

√
2 4 1.1255e-09 1.1255e-09 1.1234e-09

1 1 +
√

2 −1/
√

2 9 1.6635e-24 1.6635e-24 1.6626e-24

1 1 +
√

2 −1/
√

2 14 1.4977e-41 1.4977e-41 1.4973e-41

1 1 +
√

2 −1/
√

2 19 4.7675e-60 4.7675e-60 4.7668e-60
√

5 2 +
√

5 1 4 4.0268e-10 4.0268e-10 4.0193e-10
√

5 2 +
√

5 1 9 5.6832e-25 5.6832e-25 5.6801e-25
√

5 2 +
√

5 1 14 5.0339e-42 5.0339e-42 5.0326e-42
√

5 2 +
√

5 1 19 1.5891e-60 1.5891e-60 1.5888e-60

kvadrature ĜS
2n+1 i Q

(1)
n+2 su unutraxǌe u sluqajevima razmotrenim u

tabelama 4 i 5.

Tabela 4 prikazuje rezultate za

f(t) = e−t,

pri razliqitim vrednostima parametara α, β, δ. Vidimo da i |(ĜS
2n+1−

Gn+1)(f)| i |(Q(1)
n+2 − Gn+1)(f)| daju dobre procene grexke |(I − Gn+1)(f)|

za sve vrednosti α, β, δ.

U tabeli 5 prikazani su rezultati za

f(t) = ln
2

2− t ,

pri razliqitim vrednostima parametara α, β, δ. I ovde vidimo da

obe razlike, |(ĜS
2n+1 −Gn+1)(f)| i |(Q(1)

n+2 −Gn+1)(f)|, daju dobre procene

grexke |(I−Gn+1)(f)| za sve vrednosti α, β, δ, s tim xto prime�ujemo da

je procena grexke pomo�u |(ĜS
2n+1−Gn+1)(f)| malo preciznija od procene

grexke pomo�u |(Q(1)
n+2 −Gn+1)(f)|.

4.5 Zakǉuqak

Pitaǌe unutraxǌosti kvadraturnih formula je va�no, jer se unu-

traxǌe kvadrature mogu primeniti na xiru klasu funkcija nego kva-

drature koje imaju jedan ili vixe spoǉaxǌih qvorova. U ovoj glavi
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Tabela 5: Primer 3 – procena grexke |(I − Gn+1)(f)| pomo�u razlika

|(ĜS
2n+1 −Gn+1)(f)| i |(Q(1)

n+2 −Gn+1)(f)| za f(t) = ln(2/(2− t)) i razliqite

vrednosti α, β, δ.

α β δ n |I −Gn+1| |ĜS
2n+1 −Gn+1| |(Q(1)

n+2 −Gn+1)|
1 1 +

√
2 −1/

√
2 4 1.0935e-06 1.0939e-06 1.0278e-06

1 1 +
√

2 −1/
√

2 9 1.0569e-12 1.0569e-12 9.8786e-13

1 1 +
√

2 −1/
√

2 14 1.3506e-18 1.3506e-18 1.2596e-18

1 1 +
√

2 −1/
√

2 19 1.9372e-24 1.9372e-24 1.8046e-24
√

5 2 +
√

5 1 4 2.1627e-07 2.1636e-07 2.0337e-07
√

5 2 +
√

5 1 9 2.0435e-13 2.0435e-13 1.9102e-13
√

5 2 +
√

5 1 14 2.5904e-19 2.5904e-19 2.4161e-19
√

5 2 +
√

5 1 19 3.7002e-25 3.7002e-25 3.4472e-25

prikazani su uslovi pod kojima su uopxtene usredǌene Gausove kva-

draturne formule i ǌihove skra�ene varijante sa Bernxtajn-Segeo-

vim te�inskim funkcijama unutraxǌe. Ti uslovi su iskazani preko

koeficijenata Bernxtajn-Segeovih te�inskih funkcija. Ovo istra�i-

vaǌe se nadovezuje na rezultate iz [14], gde je ispitivana unutraxǌost

uopxtenih usredǌenih Gausovih kvadratura i ǌihovih skra�eǌa sa

klasiqnim te�inskim funkcijama.

U sluqaju Bernxtajn-Segeovih te�inskih funkcija, ispitano je

i u kojim situacijama se usredǌene kvadraturne formule (koje je u

[40] predlo�io Lori) poklapaju sa uopxtenim usredǌenim Gausovim

kvadraturnim formulama (koje je u [78] predlo�io Spalevi�), kao

i u kojim situacijama se uopxtene usredǌene Gausove kvadraturne

formule poklapaju sa odgovaraju�im Gaus-Kronrodovim kvadraturnim

formulama (tada se jednostavna numeriqka konstrukcija za odre�iva-

ǌe uopxtenih usredǌenih Gausovih kvadratura iz rada [78] mo�e pri-

meniti za odre�ivaǌe Gaus-Kronrodovih kvadratura).

Numeriqki primeri pokazuju visoku preciznost procene grexke

Gausove kvadrature, kako pomo�u uopxtenih usredǌenih Gausovih kva-

dratura, tako i pomo�u ǌihovih skra�enih varijanti.
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5 Procena grexke nekih formula za izraqu-

navaǌe vixedimenzionalnih i hiperpovr-

xinskih integrala

Gausova kvadraturna formula sa n qvorova (33),

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) = Gn(f) +RG

n (f), Gn(f) =
n∑

k=1

ωGk f(tGk ),

razmatrana je u poglavǉu 3.1. ǋene ekstenzije sa 2n+1 qvorova, poput

Gaus-Kronrodove kvadraturne formule (43),

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) = K2n+1(f) +RK

2n+1(f),

K2n+1(f) =
n∑

k=1

ωGKk f(tGk ) +
n+1∑

l=1

ωKl f(tKl ),

kao i uopxtene usredǌene Gausove kvadraturne formule (58),

I(f) =

∫

R
f(t)dµ(t) = ĜS

2n+1(f) +RĜ
2n+1(f),

ĜS
2n+1(f) =

n∑

k=1

ωGĜk f(tGk ) +
n+1∑

l=1

ωĜl f(tĜl ),

razmatrane su redom u poglavǉu 3.2 i odeǉku 3.3.2. Ovde �emo (delom

i radi jednostavnosti zapisa) promeniti neke oznake, pa �emo Gausovu,

Gaus-Kronrodovu i uopxtenu usredǌenu Gausovu kvadraturu redom

zapisivati u obliku
∫ b

a

f(t)ω(t)dt ≈ Gn(f) =
n∑

k=1

ωGk f(tGk ),

∫ b

a

f(t)ω(t)dt ≈ K2n+1(f) =
2n+1∑

k=1

ωKk f(tKk ),

∫ b

a

f(t)ω(t)dt ≈ ĜS
2n+1(f) =

2n+1∑

k=1

ωĜk f(tĜk ),

gde je, kao xto smo ve� ranije pomiǌali, ω te�inska funkcija mere

dµ(t) = ω(t)dt, a [a, b] je konveksni omotaq nosaqa mere dµ.

Videli smo da se za procenu grexke |(I−Gn)(f)| Gausove kvadrature
(33) mogu uzeti razlike |(K2n+1−Gn)(f)| i |(ĜS

2n+1−Gn)(f)|. U ovoj glavi
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pokuxa�emo tu ideju da proxirimo na integrale po vixedimenzional-

nim oblastima. Rezultati do kojih smo doxli prikazani su u radu [32].

Kǌige o vixedimenzionalnoj numeriqkoj integraciji napisali su

Misovski53 [52] i Stroud54 [82], a za izuqavaǌe ove oblasti preporuqu-

jemo i kǌigu [17]. Stroudov rad nastavili su Rabinovic i Kuls55

(videti [8, 10]). Nexto o vixedimenzionalnoj numeriqkoj integraciji

mo�e se na�i i u [2, 9, 12, 69]. Zanimǉivi su i rezultati o proizvodu

kvadratura sa vixestrukim qvorovima iz rada Spalevi�a [76], dok

se u radu [77] istog autora mo�e na�i dokaz Beselove56 nejednakosti

i Parsevalove57 jednakosti za ortogonalne polinome vixe nezavisno

promenǉivih.

Neka je Ωm ⊂ Rm i ω(x) ≥ 0 za svako x = (x1, x2, ..., xm) ∈ Rm, m ≥ 1.

Razmatramo formule za numeriqko izraqunavaǌe vixedimenzionalnih

i hiperpovrxinskih integrala oblika

Im(f) =

∫

Ωm

f(x)ω(x)dx = Cm
N (f) +Rm

N (f), Cm
N (f) =

N∑

k=1

ωkf(xk), (75)

gde xk ∈ Rm, ωk ∈ R.
Ka�e se da formula (75) ima (algebarski) stepen taqnosti D

ako je Rm
N (f) = 0 za svako f ∈ PmD , gde je sa PmD oznaqen skup svih

(algebarskih) polinoma m promenǉivih stepena ne ve�eg od D.

Zanima�e nas formule (75) koje se konstruixu uzastopnom prime-

nom Gausovih kvadratura Gn, a koje oznaqavamo sa Gm
n . Kako bismo

procenili grexku |(Im−Gm
n )(f)|, formulu Gm

n proxirujemo do formula

Km
2n+1 i Ĝm

2n+1, a onda za procenu grexke uzimamo razlike |(Km
2n+1 −

Gm
n )(f)| i |(Ĝm

2n+1−Gm
n )(f)|, gde je sa Km

2n+1 oznaqena formula konstruisa-

na uzastopnom primenom odgovaraju�ih Gaus-Kronrodovih kvadratura

K2n+1, a sa Ĝm
2n+1 je oznaqena formula konstruisana uzastopnom prime-

nom odgovaraju�ih uopxtenih usredǌenih Gausovih kvadratura ĜS
2n+1.

U formulama Gn, K2n+1 i Ĝm
2n+1 koje budemo koristili figurixu razli-

qite te�inske funkcije, od kojih se neke mogu na�i u tabeli 1.

53Иван Петрович Мысовских (1921-2007), ruski matematiqar
54Arthur H. Stroud (1932-1998), ameriqki matematiqar
55Ronald Cools, savremeni belgijski matematiqar
56Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), nemaqki matematiqar, fiziqar i astronom
57Marc-Antoine Parseval (1755-1836), francuski matematiqar
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Razmotri�emo integrale po m-dimenzionalnoj kocki, simpleksu,

sferi i lopti, oslaǌaju�i se prvenstveno na rezultate iz [52]. U svim

primerima prvo analitiqki rexavamo Im, pa za razliqite vrednosti

m i n prikazujemo razlike

|Im −Gm
n |, |Im −Km

2n+1|, |Km
2n+1 −Gm

n |, |Im − Ĝm
2n+1|, |Ĝm

2n+1 −Gm
n |,

koje redom predstavǉaju grexku formule Gm
n , grexku formule Km

2n+1,

procenu grexke formule Gm
n pomo�u Km

2n+1, grexku formule Ĝm
2n+1, pro-

cenu grexke formule Gm
n pomo�u Ĝm

2n+1. Naroqito �e nas zanimati

da grexku |Im − Gm
n | uporedimo sa ǌenim procenama |Km

2n+1 − Gm
n | i

|Ĝm
2n+1−Gm

n |, pa �e u tabelama brojevne vrednosti ovih triju veliqina

biti podebǉane. Svi rezultati dobijeni su u aritmetici sa pove�anom

taqnox�u sa 40 znaqajnih cifara (neki kodovi koje smo koristili

preuzeti su iz [23]).

5.1 Integrali po m-dimenzionalnoj kocki

Najjednostavnija situacija koju �emo razmatrati je aproksimaci-

ja integrala po m-dimenzionalnoj kocki,

Im =

∫

Ωm

f(x)dx, Ωm = {x ∈ Rm | − 1 ≤ xk ≤ 1, k = 1, 2, ...,m},

koji se mo�e zapisati u obliku

Im =

∫ 1

−1

dx1

∫ 1

−1

dx2 · · ·
∫ 1

−1

f(x1, x2, ..., xm)dxm.

Integral po svakoj promenǉivoj sa desne strane prethodne jednakosti

mo�e se aproksimirati Gausovom kvadraturom sa n qvorova Gn sa

Le�androvom te�inskom funkcijom ω(t) = 1 na [−1, 1],

∫ 1

−1

ϕ(t)dt ≈
n∑

k=1

ωGk ϕ(tGk ), (76)

xto daje formulu Gm
n za pribli�no izraqunavaǌe integrala Im sa nm

qvorova,

Im ≈ Gm
n =

n∑

k1,k2,...,km=1

ωGk1ω
G
k2
· · ·ωGkmf(tGk1 , t

G
k2
, ..., tGkm). (77)
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Analogno, ako umesto Gn koristimo kvadrature sa 2n+ 1 qvorova,

K2n+1 ili ĜS
2n+1,

∫ 1

−1

ϕ(t)dt ≈
2n+1∑

k=1

ωKk ϕ(tKk ),

∫ 1

−1

ϕ(t)dt ≈
2n+1∑

k=1

ωĜk ϕ(tĜk ),

dobijamo formule sa (2n+ 1)m qvorova,

Im ≈ Km
2n+1 =

2n+1∑

k1,k2,...,km=1

ωKk1ω
K
k2
· · ·ωKkmf(tKk1 , t

K
k2
, ..., tKkm),

Im ≈ Ĝm
2n+1 =

2n+1∑

k1,k2,...,km=1

ωĜk1ω
Ĝ
k2
· · ·ωĜkmf(tĜk1 , t

Ĝ
k2
, ..., tĜkm).

Primer 4. U tabeli 6 prikazani su rezultati procene grexke formule

Gm
n za slede�e integrale po m-dimenzionalnoj kocki:

I1 =

∫ 1

−1

cos(x1)dx1,

I2 =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

cos(x1 + x2)dx1dx2,

I3 =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

cos(x1 + x2 + x3)dx1dx2dx3,

I5 =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

· · ·
∫ 1

−1

cos(x1 + x2 + · · ·+ x5)dx1dx2 · · · dx5,

I7 =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

· · ·
∫ 1

−1

cos(x1 + x2 + · · ·+ x7)dx1dx2 · · · dx7,

I10 =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

· · ·
∫ 1

−1

cos(x1 + x2 + · · ·+ x10)dx1dx2 · · · dx10.

Kako se izraqunavaǌe vixestrukog integrala ne bi svelo na raqu-

naǌe proizvoda jednostrukih integrala, navedene integrale smo po-

smatrali kao da promenǉive podintegralne funkcije nisu razdvojene

(iako se trigonometrijskim transformacijama promenǉive mogu raz-

dvojiti). Tako�e smo nastojali da uporedimo taqnost formule Gm
n

za razliqite dimenzije m pri jednakim vrednostima n, pa smo zato

izabrali da svi integrali u ovom primeru budu specijalni sluqajevi

integrala

Im =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

· · ·
∫ 1

−1

cos(x1 + x2 + · · ·+ xm)dx1dx2 · · · dxm,
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za m = 1, 2, 3, 5, 7, 10.

Razmotreni su sluqajevi n = 2, 4, 6 za m = 1, 2, 3, 5, zatim sluqajevi

n = 2, 4 za m = 7, i sluqaj n = 2 za m = 10 (napomenimo da je n broj

qvorova Gausove kvadrature; na primer, broj qvorova odgovaraju�e

formule Km
2n+1 ili Ĝm

2n+1 za n = 4 i m = 7 je (2n+ 1)m = 97 = 4782969).

Obe razlike |(Km
2n+1−Gm

n )(f)| i |(Ĝm
2n+1−Gm

n )(f)| u svim sluqajevima

daju veoma dobre procene grexke |(Im−Gm
n )(f)|, pri qemu su obe procene

podjednako dobre. Ako bismo uporedili relativne grexke Gm
n za razli-

qite vrednosti m pri istim vrednostima n, primetili bismo da sa

porastom dimenzije taqnost opada, ali ne mnogo.

Primer 5. U ovom primeru razmatramo dvodimenzionalni integral

po kvadratu (2-dimenzionalnoj kocki),

I2 =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(1 + x1)4 cos(x1 + x2)dx1dx2,

ali sa malo drugaqijim pristupom. Uzimamo f(x1, x2) = cos(x1 + x2), pa

integral po promenǉivoj x2 aproksimiramo Gausovom kvadraturom sa

n qvorova sa Le�androvom te�inskom funkcijom ω(t) = 1 na [−1, 1],

∫ 1

−1

ϕ(t)dt ≈
n∑

k2=1

ωGk2ϕ(tGk2),

dok integral po promenǉivoj x1 aproksimiramo Gausovom kvadraturom

sa n qvorova sa Jakobijevom te�inskom funkcijom ω(t) = (1 + t)4 na

[−1, 1], ∫ 1

−1

ϕ(t)(1 + t)4dt ≈
n∑

k1=1

ωGk1ϕ(tGk1).

Gaus-Kronrodova kvadratura K2n+1 sa Jakobijevom te�inskom funkci-

jom ω(t) = (1 + t)4 na [−1, 1] ne postoji ni za jedno n = 2, 4, 6 (videti

[67]), pa se formula K2
2n+1 ne mo�e konstruisati. S druge strane,

odgovaraju�a uopxtena usredǌena Gausova kvadratura ĜS
2n+1 postoji.

Rezultati su prikazani u tabeli 7 i vidimo da razlika |(Ĝ2
2n+1−G2

n)(f)|
u svim sluqajevima daje veoma dobre procene grexke |(I2 −G2

n)(f)|.
U tabeli 8 prikazani su rezultati za isti integral, ali je uzeto

f(x1, x2) = (1 + x1)4 cos(x1 + x2) i ω(x1) = ω(x2) = 1 (Gaus-Kronrodova

kvadratura u ovoj situaciji postoji). I |(K2
2n+1 − G2

n)(f)| i |(Ĝ2
2n+1 −

G2
n)(f)| u svim sluqajevima daju veoma dobre, i to podjednako dobre,
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Tabela 6: Primer 4 – integrali po m-dimenzionalnoj kocki, m =

1, 2, 3, 5, 7, 10.

I1 =
∫ 1

−1
cos(x1)dx1 = 2 sin 1 ≈ 1.682...

n |I1 −G1
n| |I1 −K1

2n+1| |K1
2n+1 −G1

n| |I1 − Ĝ1
2n+1| |Ĝ1

2n+1 −G1
n|

2 7.118e− 03 8.850e-08 7.118e− 03 8.850e-08 7.118e− 03

4 2.809e− 07 1.127e-16 2.809e− 07 3.226e-14 2.809e− 07

6 1.514e− 12 2.451e-26 1.514e− 12 1.347e-20 1.514e− 12

I2 =
∫ 1

−1

∫ 1

−1
cos(x1 + x2)dx1dx2 = (2 sin 1)2 ≈ 2.832...

n |I2 −G2
n| |I2 −K2

2n+1| |K2
2n+1 −G2

n| |I2 − Ĝ2
2n+1| |Ĝ2

2n+1 −G2
n|

2 2.391e− 02 2.979e-07 2.391e− 02 2.979e-07 2.391e− 02

4 9.455e− 07 3.794e-16 9.455e− 07 1.086e-13 9.455e− 07

6 5.095e− 12 8.249e-26 5.095e− 12 4.534e-20 5.095e− 12

I3 =
∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
cos(x1 + x2 + x3)dx1dx2dx3 = (2 sin 1)3 ≈ 4.766...

n |I3 −G3
n| |I3 −K3

2n+1| |K3
2n+1 −G3

n| |I3 − Ĝ3
2n+1| |Ĝ3

2n+1 −G3
n|

2 6.023e− 02 7.520e-07 6.023e− 02 7.520e-07 6.023e− 02

4 2.387e− 06 9.577e-16 2.387e− 06 2.741e-13 2.387e− 06

6 1.286e− 11 2.082e-25 1.286e− 11 1.145e-19 1.286e− 11

I5 =
∫ 1

−1
· · ·
∫ 1

−1
cos(x1 + · · ·+ x5)dx1 · · · dx5 = (2 sin 1)5 ≈ 13.500...

n |I5 −G5
n| |I5 −K5

2n+1| |K5
2n+1 −G5

n| |I5 − Ĝ5
2n+1| |Ĝ5

2n+1 −G5
n|

2 2.831e− 01 3.550e-06 2.831e− 01 3.550e-06 2.831e− 01

4 1.127e− 05 4.521e-15 1.127e− 05 1.294e-12 1.127e− 05

6 6.072e− 11 9.830e-25 6.072e− 11 5.403e-19 6.072e− 11

I7 =
∫ 1

−1
· · ·
∫ 1

−1
cos(x1 + · · ·+ x7)dx1 · · · dx7 = (2 sin 1)7 ≈ 38.237...

n |I7 −G7
n| |I7 −K7

2n+1| |K7
2n+1 −G7

n| |I7 − Ĝ7
2n+1| |Ĝ7

2n+1 −G7
n|

2 1.118 1.408e-05 1.118 1.408e-05 1.118

4 4.468e− 05 1.792e-14 4.468e− 05 5.131e-12 4.468e− 05

I10 =
∫ 1

−1
· · ·
∫ 1

−1
cos(x1 + · · ·+ x10)dx1 · · · dx10 = (2 sin 1)10 ≈ 182.260...

n |I10 −G10
n | |I10 −K10

2n+1| |K10
2n+1 −G10

n | |I10 − Ĝ10
2n+1| |Ĝ10

2n+1 −G10
n |

2 7.564 9.584e-05 7.564 9.584e-05 7.564
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Tabela 7:Primer 5 – integral po kvadratu za ω(x1) = (1+x1)4, ω(x2) = 1.

I2 =
∫ 1

−1

∫ 1

−1
(1 + x1)4 cos(x1 + x2)dx1dx2 = 16(1− sin 2− cos 2) ≈ 8.109...

n |I2 −G2
n| |I2 −K2

2n+1| |K2
2n+1 −G2

n| |I2 − Ĝ2
2n+1| |Ĝ2

2n+1 −G2
n|

2 3.880e− 02 - - 6.634e-07 3.880e− 02

4 1.454e− 06 - - 4.310e-13 1.454e− 06

6 7.700e− 12 - - 2.115e-19 7.700e− 12

Tabela 8: Primer 5 – integral po kvadratu za ω(x1) = ω(x2) = 1.

I2 =
∫ 1

−1

∫ 1

−1
(1 + x1)4 cos(x1 + x2)dx1dx2 = 16(1− sin 2− cos 2) ≈ 8.109...

n |I2 −G2
n| |I2 −K2

2n+1| |K2
2n+1 −G2

n| |I2 − Ĝ2
2n+1| |Ĝ2

2n+1 −G2
n|

2 6.276e− 01 1.930e-04 6.274e− 01 1.930e-04 6.274e− 01

4 6.008e− 04 4.263e-12 6.008e− 04 5.874e-10 6.008e− 04

6 2.772e− 08 4.669e-21 2.772e− 08 9.469e-16 2.772e− 08

procene grexke |(I2−G2
n)(f)|, ali primetimo da je G2

n za ω(x1) = (1+x1)4

preciznija od G2
n za ω(x1) = 1, kao i da je Ĝ2

2n+1 za ω(x1) = (1 + x1)4

preciznija od Ĝ2
2n+1 za ω(x1) = 1. Istaknimo i da je Ĝ2

2n+1 za ω(x1) =

(1 + x1)4 pri n = 2, 4 preciznija i od K2
2n+1 (za ω(x1) = 1).

Pristup iz (prvog dela) primera 5 mo�e se primeniti pri apro-

ksimaciji integrala sa te�inskom funkcijom ω(x) po m-dimenzional-

noj kocki,

Im =

∫

Ωm

f(x)ω(x)dx, Ωm = {x ∈ Rm | − 1 ≤ xk ≤ 1, k = 1, 2, ...,m},

kada se promenǉive u te�inskoj funkciji mogu razdvojiti, tj. kada je

ω(x) = ω1(x1)ω2(x2) · · ·ωm(xm). Tada se formule Gm
n , K

m
2n+1 i Ĝ

m
2n+1 izvode

analogno.

5.2 Integrali po m-dimenzionalnom simpleksu

Razmotrimo integral po m-dimenzionalnom simpleksu,

Im =

∫

Ωm

f(x)dx,

Ωm = {x ∈ Rm | xk ≥ 0, k = 1, 2, ...,m, x1 + x2 + · · ·+ xm ≤ 1}.
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Ako integral po promenǉivoj xl, l = 1, 2, ...,m, redom aproksimiramo

Gausovom kvadraturom sa n qvorova Gn sa Jakobijevom te�inskom funk-

cijom ω(t) = (1− t)m−l, l = 1, 2, ...,m, na [0, 1],
∫ 1

0

(1− t)m−lϕ(t)dt ≈
n∑

k=1

ωGk,m−lϕ(tGk,m−l), l = 1, 2, ...,m, (78)

dobijamo formulu Gm
n za pribli�no izraqunavaǌe integrala Im sa nm

qvorova,

Im ≈ Gm
n =

n∑

k1,k2,...,km=1

ωGk1,m−1ω
G
k2,m−2 · · ·ωGkm,0

×f(ΠG(k1),ΠG(k1, k2), ...,ΠG(k1, k2, ..., km)),

(79)

gde je

ΠG(k1) = tGk1,m−1,

ΠG(k1, k2, ..., kl) = (1− tGk1,m−1)(1− tGk2,m−2) · · · (1− tGkl−1,m−l+1)tGkl,m−l,

l = 2, 3, ...,m.

Koriste�i odgovaraju�e kvadrature sa 2n + 1 qvorova, K2n+1 ili

Ĝ2n+1, umesto Gn, dobijamo formule sa (2n+ 1)m qvorova,

Im ≈ Km
2n+1 =

2n+1∑

k1,k2,...,km=1

ωKk1,m−1ω
K
k2,m−2 · · ·ωKkm,0

×f(ΠK(k1),ΠK(k1, k2), ...,ΠK(k1, k2, ..., km)),

Im ≈ Ĝm
2n+1 =

2n+1∑

k1,k2,...,km=1

ωĜk1,m−1ω
Ĝ
k2,m−2 · · ·ωĜkm,0

×f(ΠĜ(k1),ΠĜ(k1, k2), ...,ΠĜ(k1, k2, ..., km)).

Ako uporedimo formulu (77) za pribli�no izraqunavaǌe integra-

la po m-dimenzionalnoj kocki sa formulom (79) za pribli�no izraqu-

navaǌe integrala po m-dimenzionalnom simpleksu, na prvi pogled te

dve formule mogu delovati podjednako slo�eno, u smislu da je za obe

potrebno izraqunati isti broj ulaznih podataka (qvorova i te�ina).

Me�utim, primetimo da se u sluqaju formule (77) integral po svakoj

promenǉivoj aproksimira istom kvadraturom (76) i treba izraqunati

samo 2n qvorova i te�ina, dok se u sluqaju formule (79) integral

po svakoj promenǉivoj aproksimira razliqitom kvadraturom (78), pa
treba izraqunati m puta vixe, tj. 2nm qvorova i te�ina.
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Primer 6. U tabeli 9 prikazani su rezultati procene grexke formule

Gm
n za slede�e integrale po m-dimenzionalnom simpleksu:

I1 =

∫ 1

0

dx1

1 + x1

,

I2 =

∫ 1

0

∫ 1−x1

0

dx1dx2

(1 + x1 + x2)2
,

I3 =

∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

dx1dx2dx3

(1 + x1 + x2 + x3)3
,

I4 =

∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

∫ 1−x1−x2−x3

0

dx1dx2dx3dx4

(1 + x1 + x2 + x3 + x4)4
.

I ovde nastojimo da uporedimo taqnost formule Gm
n za razliqite

dimenzije m pri jednakim vrednostima n, pa su zato svi integrali

u ovom primeru specijalni sluqajevi integrala

Im =

∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 1−x1−x2

0

· · ·
∫ 1−x1−x2−···−xm−1

0

dx1dx2 · · · dxm
(1 + x1 + x2 + · · ·+ xm)m

,

za m = 1, 2, 3, 4.

Razmotreni su sluqajevi n = 2, 4, 6 za m = 1, 2, 3, 4. Istaknimo da

za m = 4, n = 4, 6, kvadratura K2n+1 ne postoji, pa se formula Km
2n+1 ne

mo�e konstruisati.

Obe razlike |(Km
2n+1−Gm

n )(f)| (kad Km
2n+1 postoji) i |(Ĝm

2n+1−Gm
n )(f)|

u svim sluqajevima daju veoma dobre procene grexke |(Im−Gm
n )(f)|, pri

qemu su obe procene podjednako dobre. Kao i u primeru 4, ako bismo

uporedili relativne grexke Gm
n za razliqite vrednosti m pri istim

vrednostima n, primetili bismo da sa porastom dimenzije taqnost

opada, ali ne mnogo.

5.3 Integrali po m-dimenzionalnoj sferi

Razmotrimo sada integral po m-dimenzionalnoj sferi,

Im =

∫

Ωm

f(x)dx, Ωm = {x ∈ Rm | x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
m = r2}.

Sa r, ϕ1, ϕ2, ..., ϕm−1 oznaqimo koordinate m-dimenzionalnog sfer-

nog koordinatnog sistema, pri qemu je 0 < r < ∞, 0 ≤ ϕk ≤ π, k =

1, 2, ...,m − 2, 0 ≤ ϕm−1 ≤ 2π. Dekartove koordinate x1, x2, ..., xm mogu se
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Tabela 9: Primer 6 – integrali po m-dimenzionalnom simpleksu, m =

1, 2, 3, 4.

I1 =
∫ 1

0
dx1

1+x1
= ln 2 ≈ 0.693...

n |I1 −G1
n| |I1 −K1

2n+1| |K1
2n+1 −G1

n| |I1 − Ĝ1
2n+1| |Ĝ1

2n+1 −G1
n|

2 8.395e− 04 2.179e-07 8.397e− 04 2.179e-07 8.397e− 04

4 7.631e− 07 1.322e-12 7.631e− 07 1.636e-11 7.631e− 07

6 6.734e− 10 1.228e-17 6.734e− 10 3.983e-15 6.734e− 10

I2 =
∫ 1

0

∫ 1−x1
0

dx1dx2
(1+x1+x2)2

= 2 ln 2−1
2
≈ 0.193...

n |I2 −G2
n| |I2 −K2

2n+1| |K2
2n+1 −G2

n| |I2 − Ĝ2
2n+1| |Ĝ2

2n+1 −G2
n|

2 4.973e− 04 8.995e-08 4.974e− 04 1.865e-07 4.975e− 04

4 4.914e− 07 4.446e-13 4.914e− 07 1.996e-11 4.914e− 07

6 4.406e− 10 2.702e-18 4.406e− 10 5.529e-15 4.406e− 10

I3 =
∫ 1

0

∫ 1−x1
0

∫ 1−x1−x2
0

dx1dx2dx3
(1+x1+x2+x3)3

= 8 ln 2−5
16
≈ 0.034...

n |I3 −G3
n| |I3 −K3

2n+1| |K3
2n+1 −G3

n| |I3 − Ĝ3
2n+1| |Ĝ3

2n+1 −G3
n|

2 1.237e− 04 1.353e-08 1.237e− 04 6.196e-08 1.237e− 04

4 1.285e− 07 2.513e-14 1.285e− 07 7.961e-12 1.285e− 07

6 1.167e− 10 2.024e-18 1.167e− 10 2.337e-15 1.167e− 10

I4 =
∫ 1

0

∫ 1−x1
0

∫ 1−x1−x2
0

∫ 1−x1−x2−x3
0

dx1dx2dx3dx4
(1+x1+x2+x3+x4)4

= 24 ln 2−16
144

≈ 0.004...

n |I4 −G4
n| |I4 −K4

2n+1| |K4
2n+1 −G4

n| |I4 − Ĝ4
2n+1| |Ĝ4

2n+1 −G4
n|

2 1.959e− 05 1.131e-09 1.959e− 05 1.179e-08 1.960e− 05

4 2.111e− 08 - - 1.661e-12 2.111e− 08

6 1.937e− 11 - - 5.015e-16 1.937e− 11
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izraziti preko sfernih koordinata na slede�i naqin:

x1 = r cosϕ1,

x2 = r sinϕ1 cosϕ2,

x3 = r sinϕ1 sinϕ2 cosϕ3,
...

xm−2 = r sinϕ1 sinϕ2 · · · sinϕm−3 cosϕm−2,

xm−1 = r sinϕ1 sinϕ2 · · · sinϕm−3 sinϕm−2 cosϕm−1,

xm = r sinϕ1 sinϕ2 · · · sinϕm−3 sinϕm−2 sinϕm−1,

pri qemu je

dx = rm−1 sinm−2 ϕ1 sinm−3 ϕ2 · · · sinϕm−2dϕ1dϕ2 · · · dϕm−1.

Prelaskom na sferne koordinate, integral Im postaje jednak inte-

gralu po (m− 1)-dimenzionalnom paralelepipedu,

Im = rm−1

∫ π

0

· · ·
∫ π

0

∫ 2π

0

f(r cosϕ1, r sinϕ1 cosϕ2, ...,

r sinϕ1 sinϕ2 · · · sinϕm−1)

× sinm−2 ϕ1 sinm−3 ϕ2 · · · sinϕm−2dϕ1dϕ2 · · · dϕm−1.

Ako integral po promenǉivoj ϕm−1 zamenimo formulom pravougaonika

sa 2n qvorova,

∫ b

a

ϕ(t)dt ≈ h
2n∑

k=1

ϕ(t1 + (k − 1)h), h =
b− a
2n

, t1 ∈ [a, a+ h],

a integral po svakoj promenǉivoj ϕm−l−2, l = 0, 1, ...,m−3, aproksimira-

mo Gausovom kvadraturom sa n qvorova Gn sa Gegenbauerovom te�in-

skom funkcijom ω(t) = (1− t2)l/2, l = 0, 1, ...,m− 3, na [−1, 1],

∫ 1

−1

(1− t2)l/2ϕ(t)dt ≈
n∑

k=1

ωGk,lϕ(tGk,l), l = 0, 1, ...,m− 3,

dobijamo formulu Gm
n za pribli�no izraqunavaǌe integrala Im sa

2nm−1 qvorova,

Im ≈ Gm
n = rm−1π

n

2n∑

k=1

n∑

k1,k2,...,km−2=1

ωGk1,m−3ω
G
k2,m−4 · · ·ωGkm−2,0

×F (r, ϕG1,k1 , ϕ
G
2,k2

, ..., ϕGm−2,km−2
,
π

n
k),

(80)
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gde je
F (r, ϕ1, ϕ2, ..., ϕm−1)

= f(r cosϕ1, r sinϕ1 cosϕ2, ..., r sinϕ1 sinϕ2 · · · sinϕm−1),

ϕGm−l−2,k = arccos tGk,l, l = 0, 1, ...,m− 3.

(81)

Koriste�i odgovaraju�e kvadrature sa 2n + 1 qvorova, K2n+1 ili

Ĝ2n+1, umesto Gn, dobijamo formule sa 2(2n+ 1)m−1 qvorova,

Im ≈ Km
2n+1 = rm−1 π

2n+ 1

2(2n+1)∑

k=1

2n+1∑

k1,k2,...,km−2=1

ωKk1,m−3ω
K
k2,m−4 · · ·ωKkm−2,0

×F (r, ϕK1,k1 , ϕ
K
2,k2

, ..., ϕKm−2,km−2
,

π

2n+ 1
k),

Im ≈ Ĝm
2n+1 = rm−1 π

2n+ 1

2(2n+1)∑

k=1

2n+1∑

k1,k2,...,km−2=1

ωĜk1,m−3ω
Ĝ
k2,m−4 · · ·ωĜkm−2,0

×F (r, ϕĜ1,k1 , ϕ
Ĝ
2,k2

, ..., ϕĜm−2,km−2
,

π

2n+ 1
k).

Na osnovu [66], Gaus-Kronrodova kvadratura K2n+1 sa Gegenbauero-

vom te�inskom funkcijom ω(t) = (1 − t2)λ−1/2 ne postoji za dovoǉno

veliko n i λ > 3. U konstrukciji formule Km
2n+1 pojavǉuju se Gegenbaue-

rove te�inske funkcije ω(t) = (1 − t2)l/2, l = 0, 1, ...,m − 3. Dakle, ako

razmatramo integral po m-dimenzionalnoj sferi za m > 8, za dovoǉno

veliko n formula Km
2n+1 se ne mo�e konstruisati.

Primer 7. Razmotrimo (3-dimenzionalnu) sferu

S3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = r2

i povrxinski integral

I3 =

∫

S3

ex1dx = 2rπ(er − 1/er).

U tabeli 10 prikazani su rezultati za r = 1, 2, 3, 4. I |(Km
2n+1−Gm

n )(f)| i
|(Ĝm

2n+1 − Gm
n )(f)| u svim sluqajevima daju veoma dobre procene grexke

|(Im − Gm
n )(f)|, i obe procene su podjednako dobre. Primetimo da se

sa pove�aǌem polupreqnika r pri fiksiranim vrednostima n taqnost

sve tri formule Gm
n , K

m
2n+1 i Ĝm

2n+1 smaǌuje (taqno je da su u tabeli

10 prikazane apsolutne grexke, ali do istog zakǉuqka bismo doxli i

kada bismo prikazali relativne grexke).
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Tabela 10:Primer 7 – integrali po (3-dimenzionalnoj) sferi polupre-

qnika r = 1, 2, 3, 4.

S3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, I3 =

∫
S3 e

x1dx = 2π(e− 1/e) ≈ 14.768...

n |I3 −G3
n| |I3 −K3

2n+1| |K3
2n+1 −G3

n| |I3 − Ĝ3
2n+1| |Ĝ3

2n+1 −G3
n|

2 4.842e− 02 5.748e-07 4.842e− 02 5.748e-07 4.842e− 02

4 1.854e− 06 7.429e-16 1.854e− 06 2.123e-13 1.854e− 06

6 9.855e− 12 1.583e-25 9.855e− 12 8.746e-20 9.855e− 12

S3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 4, I3 =

∫
S3 e

x1dx = 4π(e2 − 1/e2) ≈ 91.152...

n |I3 −G3
n| |I3 −K3

2n+1| |K3
2n+1 −G3

n| |I3 − Ĝ3
2n+1| |Ĝ3

2n+1 −G3
n|

2 3.484 6.184e-04 3.485 6.184e-04 3.485

4 2.044e− 03 5.225e-11 2.044e− 03 3.729e-09 2.044e− 03

6 1.703e− 07 6.922e-19 1.703e− 07 2.408e-14 1.703e− 07

8 3.873e− 12 2.086e-27 3.873e− 12 8.727e-20 3.873e− 12

S3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 9, I3 =

∫
S3 e

x1dx = 6π(e3 − 1/e3) ≈ 377.664...

n |I3 −G3
n| |I3 −K3

2n+1| |K3
2n+1 −G3

n| |I3 − Ĝ3
2n+1| |Ĝ3

2n+1 −G3
n|

2 4.803e+ 01 3.866e-02 4.807e+ 01 3.866e-02 4.807e+ 01

4 1.331e− 01 3.852e-08 1.331e− 01 1.222e-06 1.331e− 01

6 5.428e− 05 5.550e-15 5.428e− 05 3.860e-11 5.428e− 05

8 6.132e− 09 1.871e-22 6.132e− 09 6.962e-16 6.132e− 09

S3 : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 16, I3 =

∫
S3 e

x1dx = 8π(e4 − 1/e4) ≈ 1371.740...

n |I3 −G3
n| |I3 −K3

2n+1| |K3
2n+1 −G3

n| |I3 − Ĝ3
2n+1| |Ĝ3

2n+1 −G3
n|

2 3.496e+ 02 7.667e-01 3.503e+ 02 7.667e-01 3.503e+ 02

4 2.796 4.495e-06 2.796 8.052e-05 2.796

6 3.443e− 03 3.426e-12 3.443e− 03 7.669e-09 3.443e− 03

8 1.197e− 06 6.329e-19 1.197e− 06 4.269e-13 1.197e− 06

10 1.592e− 10 3.534e-26 1.592e− 10 1.344e-17 1.592e− 10
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5.4 Integrali po m-dimenzionalnoj lopti

Integral po m-dimenzionalnoj lopti,

Im =

∫

Ωm

f(x)dx, Ωm = {x ∈ Rm | x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
m ≤ 1},

mo�e se aproksimirati linearnom kombinacijom n integrala po m-

dimenzionalnim sferama razliqitih polupreqnika,

Im ≈
n∑

i=1

Bi

∫

Ωm
i

f(x)dx, Ωm
i = {x ∈ Rm | x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

m = r2
i }.

Dakle, kada odredimo koeficijente Bi i polupreqnike ri, daǉe razma-

traǌe se svodi na materiju izlo�enu u poglavǉu 5.3.

Ako je m parno, onda Bi i ri dobijamo iz sistema jednaqina

(rGi )2 = τGi , 2BG
i (rGi )m−1 = λGi , i = 1, 2, ..., n,

gde su τGi i λGi qvorovi i te�ine Gausove kvadrature

∫ 1

0

tm/2−1ϕ(t)dt ≈
n∑

i=1

λGi ϕ(τGi ).

Ako je m neparno, onda Bi i ri dobijamo iz sistema jednaqina

rGi = τGi , BG
i (rGi )m−1 = λGi , i = 1, 2, ..., n,

gde su τGi i λGi qvorovi i te�ine Gausove kvadrature

∫ 1

−1

tm−1ϕ(t)dt ≈
n∑

i=−n
i 6=0

λGi ϕ(τGi ).

Na osnovu (80), odgovaraju�a formula Gm
n za pribli�no izraquna-

vaǌe integrala Im sa (2n)m qvorova ima oblik

Im ≈ Gm
n =

π

2n

n∑

i=1

BG
i (rGi )m−1

×
4n∑

k=1

2n∑

k1,k2,...,km−2=1

ωGk1,m−3ω
G
k2,m−4 · · ·ωGkm−2,0

×F (rGi , ϕ
G
1,k1

, ϕG2,k2 , ..., ϕ
G
m−2,km−2

,
π

2n
k),

(82)

gde je F (r, ϕ1, ϕ2, ..., ϕm−1) dato sa (81).
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Kako bismo procenili grexku formule (82), analogno je proxiru-

jemo do jedne od formula sa (4n+ 2)(4n+ 1)m−1 qvorova,

Im ≈ Km
2n+1 =

π

4n+ 1

2n+1∑

i=1

BK
i (rKi )m−1

×
8n+2∑

k=1

4n+1∑

k1,k2,...,km−2=1

ωKk1,m−3ω
K
k2,m−4 · · ·ωKkm−2,0

×F (rKi , ϕ
K
1,k1

, ϕK2,k2 , ..., ϕ
K
m−2,km−2

,
π

4n+ 1
k),

Im ≈ Ĝm
2n+1 =

π

4n+ 1

2n+1∑

i=1

BĜ
i (rĜi )m−1

×
8n+2∑

k=1

4n+1∑

k1,k2,...,km−2=1

ωĜk1,m−3ω
Ĝ
k2,m−4 · · ·ωĜkm−2,0

×F (rĜi , ϕ
Ĝ
1,k1

, ϕĜ2,k2 , ..., ϕ
Ĝ
m−2,km−2

,
π

4n+ 1
k).

O formuli (82) Misovski je pisao i u radovima [49, 50, 51]. U

sluqaju n = 2 ove formule su razmatrali Kantoroviq58 [34] i Loster-

nik59 [42], a u sluqaju n = 3 razmatrao ih je Ditkin60 [13].

Primer 8. U tabeli 11 prikazani su rezultati procene grexke formu-

le Gm
n za integral po 4-dimenzionalnoj kocki

I4 =

∫

L4

√
(x2

2 + x2
3 + x2

4)17dx, L4 : x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 ≤ 1.

Razmotreni su sluqajevi n = 2, 4, 6, 8. Vidimo da i |(Km
2n+1−Gm

n )(f)|
i |(Ĝm

2n+1−Gm
n )(f)| daju veoma dobre procene grexke |(Im−Gm

n )(f)| u svim

sluqajevima, pri qemu su obe procene podjednako dobre.

5.5 Zakǉuqak

Na osnovu numeriqkih rezultata prikazanih kroz primere mo�emo

izvu�i nekoliko zakǉuqaka.

Kao xto je oqekivano, sa porastom n (broja qvorova odgovaraju�e

Gausove kvadrature) taqnost sve tri formule Gm
n , K

m
2n+1 i Ĝ

m
2n+1 raste.

Tako�e oqekivano, i Km
2n+1 i Ĝm

2n+1 su taqnije od Gm
n , pri qemu Km

2n+1

58Леонид Витальевич Канторович (1912-1986), sovjetski matematiqar i ekonomista
59Лазарь Аронович Люстерник (1899-1981), sovjetski matematiqar
60Виталий Арсеньевич Диткин (1910-1987), sovjetski matematiqar
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Tabela 11: Primer 8 – integrali po 4-dimenzionalnoj lopti.

L4 : x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 ≤ 1, I4 =
∫
L4

√
(x2

2 + x2
3 + x2

4)17dx = 524288π
4849845

≈ 0.339...

n |I4 −G4
n| |I4 −K4

2n+1| |K4
2n+1 −G4

n| |I4 − Ĝ4
2n+1| |Ĝ4

2n+1 −G4
n|

2 1.084e− 01 7.329e-06 1.084e− 01 6.606e-05 1.084e− 01

4 9.084e− 05 9.728e-13 9.084e− 05 4.984e-11 9.084e− 05

6 4.369e− 10 3.459e-16 4.369e− 10 1.409e-14 4.369e− 10

8 6.133e− 13 1.283e-18 6.133e− 13 5.122e-17 6.133e− 13

ima ve�u (ili u nekim sluqajevima kada je n = 2 istu) taqnost nego

Ĝm
2n+1.

Mo�emo naslutiti i da sa porastom dimenzije m taqnost sve tri

formule Gm
n , K

m
2n+1 i Ĝm

2n+1 opada, ali se ne radi o velikim promenama

taqnosti.

Najva�niji zakǉuqak, a koji smo ve� isticali u svim primerima

razmatranim u ovoj glavi, jeste da se i pomo�u formule Km
2n+1 i pomo�u

formule Ĝm
2n+1 dobijaju veoma dobre procene grexke formule Gm

n , koja

je konstruisana uzastopnom primenom Gausovih kvadratura Gn, pri

qemu su obe te procene grexke podjednako dobre.

Naveli smo i nekoliko situacija u kojima formula Km
2n+1 ne posto-

ji (jer bar neka od odgovaraju�ih kvadratura K2n+1 ne postoji), dok

Ĝm
2n+1 postoji. Sem toga, formula Ĝm

2n+1 je jednostavnija za konstrukciju

od formule Km
2n+1 (jer je kvadratura Ĝ2n+1 jednostavnija za konstrukci-

ju od kvadrature K2n+1). Iako Km
2n+1 u datim eksperimentima pokazuje

ve�u (ili jednaku) taqnost od Ĝm
2n+1, rezultati po kojima obe ove for-

mule daju podjednako dobru procenu grexke nam ukazuje da bi Ĝm
2n+1

mogla da bude boǉi izbor od Km
2n+1 za procenu grexke formule Gm

n .
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[77] M. M. Spalević, Bessel’s inequality in terms of a basis of Vk, Acta Sci. Math.
(Szeged) 65 (1999), 169–177.

[78] M. M. Spalević, On generalized averaged Gaussian formulas, Math. Comp. 76
(2007), 1483–1492.
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Belegungsfunktion gehören, Math. Ann. 110 (1935), 501–513.
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INTERNALITY OF GENERALIZED AVERAGED GAUSS RULES AND THEIR
TRUNCATIONS FOR BERNSTEIN-SZEGŐ WEIGHTS∗
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Abstract. Generalized averaged Gauss quadrature formulas may have nodes outside the interval of integration.
Quadrature rules with nodes outside the interval of integration cannot be applied to approximate integrals with an
integrand that is defined on the interval of integration only. This paper investigates when generalized averaged Gauss
quadrature rules for Bernstein-Szegő weight functions have all nodes in the interval of integration. Also truncated
variants of these quadrature rules are considered. The relation between generalized averaged Gauss quadrature
formulas and Gauss-Kronrod rules is explored.

Key words. Gauss quadrature, averaged Gauss quadrature, truncated generalized averaged Gauss quadrature,
internality of quadrature rule
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1. Introduction. Let w be a given weight function on a bounded interval [a, b] with
infinitely many points of support. We call an interpolatory quadrature formula of the form

(1.1) I[f ] =

∫ b

a

f(t)w(t)dt = Qn[f ] +Rn[f ], Qn[f ] =
n∑

j=1

ωjf(tj),

a (2n−m−1, n, w) quadrature formula (q.f.) if the remainder term satisfiesRn[f ] = 0 for all
f ∈ P2n−m−1. Here t1 < t2 < · · · < tn are distinct nodes, ω1, ω2, . . . , ωn are weights, Pk
denotes the set of all polynomials of degree at most k, and 0 ≤ m ≤ n. A (2n−m− 1, n, w)
q.f. is said to be internal if all nodes are in the closed interval [a, b]. A node not belonging to
the interval [a, b] is said to be external. We say that a polynomial

qn(t) =

n∏

j=1

(t− tj)

with distinct nodes t1 < t2 < · · · < tn generates a (2n−m− 1, n, w) q.f. if the interpolatory
q.f. (1.1) with these nodes is a (2n−m− 1, n, w) q.f.

Let π0, π1, π2, . . . denote the monic orthogonal polynomials with respect to the inner
product (f, g) = I[fg]. Thus, πk is of degree k and

(tj , πk) = 0, j = 0, 1, . . . , k − 1.

The polynomials πj satisfy a three-term recurrence relation of the form

(1.2) πk+1(t) = (t− αk)πk(t)− βkπk−1(t), k = 0, 1, . . . ,

where π−1(t) ≡ 0, π0(t) ≡ 1, and the coefficients βk are positive.
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Error Estimates for Certain Cubature Formulae
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Abstract. We estimate the errors of selected cubature formulae constructed by the product of Gauss
quadrature rules. The cases of multiple and (hyper-)surface integrals over n-dimensional cube, simplex,
sphere and ball are considered. The error estimates are obtained as the absolute value of the difference
between cubature formula constructed by the product of Gauss quadrature rules and cubature formula
constructed by the product of corresponding Gauss-Kronrod or corresponding generalized averaged Gaus-
sian quadrature rules. Generalized averaged Gaussian quadrature rule Ĝ2l+1 is (2l + 1)-point quadrature
formula. It has 2l + 1 nodes and the nodes of the corresponding Gauss rule Gl with l nodes form a subset,
similar to the situation for the (2l + 1)-point Gauss-Kronrod rule H2l+1 associated with Gl. The advantages
of Ĝ2l+1 are that it exists also when H2l+1 does not, and that the numerical construction of Ĝ2l+1, based on
recently proposed effective numerical procedure, is simpler than the construction of H2l+1.

1. Introduction

Assume that dσ is a nonnegative measure on an interval [a, b] = supp(dσ), and dσ(t) = ω(t)dt on [a, b],
where ω is a weight function.

Consider the l point quadrature formula (q.f.) of the form

I( f ) =

∫ b

a
f (t)dσ(t) = Ql( f ) + Rl( f ), Ql( f ) =

l∑

j=1

ω j f (t j), (1)

with nodes t1 < t2 < ... < tl and weights ω j ∈ R, j = 1, 2, ..., l. If all ω j are positive, than (1) is called positive
quadrature formula.

The q.f. (1) is said to have (algebraic) degree of exactness d if Rl( f ) = 0 for all f ∈ Pd, where Pd denotes
the set of all (algebraic) polynomials of degree at most d. The q.f. (1) with d = l − 1 is called interpolatory.
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