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Prelazak sa trodimenzionih na dvodimenzione sisteme i uticaj broja su-
seda na kritiqno ponaxa�e atermalnog neravnote�nog Izingovog modela sa
sluqajnim po	em

Sa�etak

Usled sve ve�eg broja eksperimenata vezanih za feromagnetike koji se vrxe
na tankim filmovima i trakama postav	a se pita�e da li su te trake i fil-
movi trodimenzioni ili se ipak efektivno ponaxaju kao dvodimenzioni si-
stemi, jer im je jedna dimenzija znatno ma�a od ostale dve. Pored eksperi-
mentalnog, znaqajno je i isto pita�e teorijske prirode. Stoga se prvi deo
ove disertacije bavi prelaskom sa trodimenzionih na dvodimenzione sisteme
u sluqaju atermalnog neravnote�nog Izingovog modela sa sluqajnim po	em.
Pomenuti model se pokazao i kao veoma uspexan u opisu realnih eksperime-
nata, te je zbog toga izuzetno intenzivno izuqavan posled�ih par decenija.
Pita�u ponaxa�a tankih sistema u ovom modelu, me�utim, nije posve�ena do-
vo	na pa��a do sada. Najbitniji rezultati u disertaciji jesu: predlo�en
analitiqki oblik efektivne kritiqne neure�enosti (najbitnijeg parametra
sistema), kao i �egova numeriqka potvrda, ispitiva�e ponaxa�a raznih odgo-
vora sistema, �ihovo pore�e�e sa eksperimentom i potencijalne sugestije za
adekvatniju interpretaciju eksperimentalnih podataka. U drugom delu diser-
tacije je ispitan uticaj broja najbli�ih suseda na kritiqno ponaxa�e modela.
Na nekoliko razliqitih primera dvodimenzionih i trodimenzionih rexetki,
pokazano je da skup kritiqnih eksponenata, koji opisuju kritiqno ponaxa�e,
nije funkcija samo dimenzionalnosti sistema, kao xto se verovalo. Za razli-
qite rexetke su dobijene razliqite vrednosti nekih kritiqnih eksponenata i
to ukazuje da bi trebalo preispitati trenutne stavove o klasama univerzalno-
sti kada je u pita�u kritiqno ponaxa�e modela. Svi predstav	eni rezultati
su dobijeni iscrpnim numeriqkim simulacijama pomo�u programa koji je opi-
san u dodatku.
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Crossover from three-dimensional to two-dimensional systems and impact of
number of neighbours on critical behaviour of the nonequilibrium zero-temperature
random field Ising model

Abstract

In the world of rising number of ferromagnetic experiments done on thin systems,
the question is whether those systems are three-dimensional or they behave effec-
tively as two-dimensional systems, because one of their dimensions is significantly
smaller that the other two. Along with experimental, the same theoretical que-
stion is important. Therefore, the first part of this dissertation deals with crosso-
ver from three-dimensional to two-dimensional systems in the nonequilibrium zero-
temperature random field Ising model. This model proved to be very successful
in theoretical consideration in describing real experiments and for these reasons it
has been extensively studied during past few decades. Nevertheless, not enough
attention has been paid to the behaviour of thin systems in the model so far. The
most important results in dissertation are: proposal of analytical expression of the
effective critical disorder (most relevant parameter in the model) together with its
numerical verification, examination of behaviour of various system’s responses, their
comparison to experimental results and potential tips how to interpret the experi-
mental data more adequately. In the second part of dissertation it is examined how
different number of nearest neighbours affects the critical behaviour of the model.
It is shown on a few different examples of two-dimensional and three-dimensional
lattices that the set of critical exponents, that describe critical behaviour, is not the
function of the system dimensionality only, as it is believed. Thus, it was found
that for different lattices there are different values of some critical exponents, which
points to the need of reconsideration of current beliefs about universality classes
within the critical behaviour of the model. All presented results are obtained from
extensive numerical simulations done with a program described in Appendix.

Key words: ferromagnetism, random field Ising model, thin systems, crosso-
ver from three to two dimensions, critical behaviour, dimensionality, lattices with
different number of nearest neighbours, numerical simulations
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Glava 1

Uvod

Jedan od najva�nijih pravaca u fizici kondenzovanog sta�a materije, kako

eksperimantalnoj, tako i teorijskoj, jeste izuqava�e magnetnih sistema. U

mnoxtvu fenomena, pojava i efekata koji se jav	aju u ovim sistemima veoma

bitno mesto zauzima istra�iva�e Barkhauzenovog efekta. Otkriven dvadese-

tih godina dvadesetog veka [1], Barkhauzenov efekat od samog poqetka pa do

danas donosi dosta odgovora u, jox uvek, nerazjax�enim problemima, ali isto

tako otvara i nova pita�a. Efekat se ispo	ava u vidu skokova magnetizacije

feromagnetnih sistema pri glatkoj i sporoj promeni spo	nog magnetnog po	a

kome je sistem izlo�en. Tom prilikom se indukuje elektromotorna sila qiji

su vremenski profili stohastiqki, te zbog kontinualnog spektra snage oni

imaju karakteristike xuma koji se naziva Barkhauzenov xum. Usled magneto-

akustiqke sprege se jav	a zvuk koji prati ovu pojavu i taj zvuk se tako�e naziva

Barkhauzenov xum [2, 3].

Pored znaqaja za eksperimentalna istra�iva�a, otkri�e i izuqava�e Bark-

hauzenovog xuma su dali jednu od prvih potvrda Vajsove teorije magnetnih

domena [4]. Iako je Vajsova teorija kvalitativna, �ena potvrda je ipak mnogo

znaqila omogu�ivxi deta	niji uvid u ponaxa�e feromagnetika vo�enih pro-

men	ivim spo	nim magnetnim po	em. Vremenom se javila potreba za da	im

razvija�em teorijskih modela feromagnetika koji bi mogli da daju i kvan-

titativna objax�e�a i predvi�a�a �ihovog ponaxa�a. Jedan takav model,

koji je ujedno i jedan od najva�nijih modela u fizici magnetizma, jeste Iz-

ingov model. Model je nastao kada je 1920. godine Vilhelm Lenc (Wilhelm

Lenz) postavio zadatak svom studentu, Ernstu Izingu (Ernst Ising), koji je po-

tom rexio model u jednoj dimenziji u svojoj tezi 1924. godine [5]. Originalni
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(qist) Izingov model dobro opisuje statiqko ponaxa�e qistih monodomenskih

feromagnetika. U jednoj dimenziji nema kritiqnog ponaxa�a, za dimenzije

2 ≤ d ≤ 3 model ispo	ava netrivijalno kritiqno ponaxa�e, dok se za d ≥ 4

ponaxa�e sistema opisuje u skladu sa aproksimacijom sred�eg po	a [6, 7, 8, 9].

Ve� za d = 2 se model mnogo komplikuje i �egovo analitiqko rexe�e u sluqaju

kvadratne rexetke je dao Onzager (Lars Onsager) 1944. godine [10]. U ci	u

opisa dinamike realnih magnetnih sistema qist Izingov model je osamdese-

tih godina dvadesetog veka proxiren na Izingov model sa sluqajnim po	em

[11, 12, 13]. Ovaj model se pokazao kao veoma uspexan u opisiva�u tvrdih

feromagnetika.

Obzirom da su u realnim sistemima magnetne interakcije u tvrdim fe-

romagneticima dominantne u odnosu na termalne, znatno vixe je izuqavana

atermalna verzija Izingovog modela sa sluqajnim po	em [14, 15]. Takvi re-

alni sistemi ne podle�u pravilu da u svakom trenutku budu u sta�u mini-

malne energije, ve� iz teku�e konfiguracije evoluiraju u skladu sa lokal-

nim dinamiqkim pravilima. Stoga je posebna pa��a posve�ena neravnote�noj

atermalnoj verziji Izingovog modela sa sluqajnim po	em [16, 17]. Obzirom da

nema termalnih fluktuacija, ponaxa�e sistema tada zavisi jedino od raspo-

dele zamrznutih neqisto�a qiju xirinu kontrolixe parametar neure�enosti

(deta	nije u Glavi 2). Neravnote�ni model ekspanziju do�iv	ava devede-

setih godina proxlog veka u radovima Setne (James Sethna) sa koautorima

[18, 19, 20], sa pojavom jaqih raqunara koji su omogu�ili ekstenzivnije simu-

lacije. Deta	ni numeriqki rezultati dobijeni tokom vixe od 20 godina rada

na modelu su znatno doprineli objax�e�u raznih eksperimentalnih pojava.

Za neravnote�ni Izingov modela sa sluqajnim po	em na temperaturi T = 0

je pokazano netrivijalno kritiqno ponaxa�e, tj. postoja�e faznog prelaza

iz paramagnetne u feromagnetnu fazu, pri dimenzijama sistema 2 ≤ d ≤ 5

[21, 22]. Za dimenzije d ≥ 6 se ponaxa�e modela opisuje u aproksimaciji

sred�eg po	a [23, 24, 25]. Ispostavilo se da je lakxe numeriqki ispitati

kritiqnost modela ve�e dimenzije, tako da je prvo pokazano da postoji fazni

prelaz Izingovog modela sa sluqajnim po	em na ekvilateralnim sistemima u

tri i vixe dimenzija [22, 26]. Potom se na potvrdu iste pojave u dve dimenzije
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qekalo do 2011. godine kada je i to pokazano numeriqkim simulacijama [27, 28].

Danas se mnoga eksperimentalna istra�iva�a u fizici magnetizma, ali i u

raznim drugim granama fizike, bave izuqava�em tankih filmova [29, 30, 31],

za koje je od posebnog znaqaja pita�e: da li su ti filmovi trodimenzioni

sistemi (imaju�i u vidu da imaju sve tri dimenzije) ili se, ipak, ponaxaju

efektivno kao dvodimnezioni (jer im je jedna linearna dimnezija znatno ma�a

od ostale dve) [32, 33, 34]? Obzirom da je cela fizika tankih filmova dosta

nova oblast, to se ovom pita�u jox uvek nije posvetilo dovo	no pa��e ni

eksperimentalno niti teorijski. U literaturi postoji samo nekoliko radova

koji se odnose na izuqava�e ove problematike u neravnote�nim modelima [35,

36, 37] i nexto ve�i broj radova posve�enih ravnote�nim sistemima [38, 39,

40, 41]. Stoga se ova disertacija bavi izuqava�em ponaxa�a neravnote�nog

atermalnog Izingovog modela sa sluqajnim po	em pri prelasku sa tri na dve

dimenzije.

Izuqavaju�i to pita�e spontano se jav	a i jedno novo pita�e, qisto te-

orijske prirode. Posmatrajmo xta se dexava sa sistemom kako se jedna od

dimnezija sma�uje na primeru kubne rexetke. Recimo da se deb	ina sistema

sma�uje, dok du�ina i xirina ostaju iste. Tada, sve dok je deb	ina ve�a od

2, svaki spin u qvoru rexetke ima 6 suseda ukoliko su graniqni uslovi zatvo-

reni (deta	nije u Glavi 2). Kada je deb	ina jednaka 2 tada svaki spin ima

5 najbli�ih suseda, dok za deb	inu 1 svaki spin ima 4 suseda (to je u stvari

dvodimenzionalni sistem). Poznato je da se ponaxa�e ovih sistema razlikuje,

tako da se pita�e porekla te razlike samo name�e. Do sada je smatrano da na

kritiqnost modela utiqe samo dimenzionalnost, xto bi znaqilo da dvodimen-

zionalni model ima isti skup kritiqnih eksponenata bez obzira na to kakva je

bazna rexetka (kvadratna, trougaona, heksagonalna...). Me�utim, neke novije

teorijske analize su ukazale da na kritiqno ponaxa�e utiqe i broj najbli�ih

suseda [42, 43, 44]. Proveri taqnosti ovog tvr�e�a u sluqaju neravnote�nog

atermalnog Izingovog modela sa sluqajnim po	em �e biti posve�en drugi deo

ove teze. Do sada su rezultati vezani za kritiqno ponaxa�e ra�eni na hiper-

kubnim rexetkama, dok �e ovde biti prikazano kako se model ponaxa ukoliko je

bazna rexetka trougaona ili heksagonalna u dvodimenzionom sluqaju, odnosno
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rexetka sa tri najbli�a suseda u trodimenzionom sluqaju.

Disertacija je organizovana na slede�i naqin. U glavi 2 je opisan Izingov

model sa sluqajnim po	em sa akcentom na onim parametrima modela koji su

bitni za ovaj rad. Ponaxa�e osnovnih veliqina u dvodimenzionom i trodi-

menzionom modelu je opisano u glavi 3. Tu su prilo�eni dosadax�i osnovni

rezultati u ova dva modela koji su od znaqaja za disertaciju. Potom, naredne

tri glave se bave ponaxa�em modela pri prelasku sa tri na dve dimenzije. U

glavi 4 su date teorijske predikcije kako bi trebalo da se ponaxaju kritiqna

neure�enost i distribucije parametara lavine. Glava 5 daje numeriqke potvrde

pomenutih predikcija, dok se glava 6 bavi ponaxa�em tankih sistema na samoj

efektivnoj kritiqnoj neure�enosti. Kako razliqit broj suseda utiqe na kri-

tiqno ponaxa�e modela, pokazano je u glavi 7 na primerima dvodimenzionih

rexetaka sa tri, odnosno xest najbli�ih suseda (od ranije su poznati rezul-

tati za dvodimenzionu rexetku sa qetiri najbli�a suseda), kao i na primeru

trodimenzione rexetke sa tri najbli�a suseda (od ranije je poznato ponaxa�e

trodimenzionog sistema sa xest najbli�ih suseda). Konaqno, u glavi osam je

dat zak	uqak disertacije, dok se u dodatku nalazi opis programa za simulacije

atermalnog neravnote�nog Izingovog modela sa sluqajnim po	em.
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Glava 2

Izingov model sa sluqajnim

po	em

2.1 Opis modela

Qist Izingov model opisuje sistem od N klasiqnih magnetnih dipolnih

momenata atoma poteklih od spinova qije projekcije na pravac spo	nog mag-

netnog po	a mogu da imaju vrednosti ±1 i koji su u kontaktu sa termostatom.

Spinovi su smexteni u qvorove neke rexetke bez defekata/neqisto�a i in-

teraguju sa najbli�im susedima i spo	nim magnetnim po	em, a evoluiraju u

skladu sa Glauberovom dinamikom [45, 46]. Kao xto je reqeno u uvodu, u jednoj

dimenziji se pokazuje da ne postoji fazni prelaz, dok ga u vixim dimenzi-

jama ima. Za dvodimenzioni model analitiqko rexe�e postoji samo za nulto

spo	no po	e H = 0, dok za H 6= 0, kao i za trodimenzioni model, postoje

samo numeriqka rexe�a. Za dimenzije ve�e od 3 se sistem opisuje u aproksi-

maciji sred�eg po	a (drugim reqima, gor�a kritiqna dimenzija ovog modela

je du = 41).

Qist Izingov model je u najjednostavnijoj varijanti opisan Hamiltonija-

nom:

H0 = −J
∑
<ij>

sisj −H
∑
i

si ,

gde J predstav	a izmenski integral, a <> oznaqava da se sumira�e vrxi samo

po najbli�im susedima.

1Gor�a kritiqna dimenzija je najni�a dimenzija na kojoj se model opisuje teorijom sred-
�eg po	a.
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Kako su u realnosti defekti/neqisto�e uvek prisutni u sistemu (razni su

uzroci neqisto�a: nedostatak atoma u rexetki, prisustvo atoma nekog dru-

gog elementa umesto originalnog...), za bo	i opis dinamike feromagnetnih

sistema je predlo�en Izingov model sa sluqajnim po	em (RFIM-Random Fi-

eld Ising Model) [11, 12]. Kod qistog Izingovog modela svaki spin interaguje

sa najbli�im susedima i sa spo	nim po	em, dok se kod Izingovog modela sa

sluqajnim po	em jav	a razlika u tome xto se svakom qvoru rexetke pridru-

�uje sluqajno magnetno po	e sa kojim interaguje spin iz datog qvora. Prema

ponaxa�u tog sluqajnog po	a u vremenu mo�e se govoriti o dva modela: onaj

kod koga su sluqajna po	a zamrznuta u vremenu (quenched) i onaj kod kog se

po	a me�aju sa vremenom (annealed). Kod prvog nije nu�no req o po	ima

koja se nikad ne me�aju, ve� je karakteristiqno vreme promene sluqajnih po-

	a mnogo ve�e od vremena koje je potrebno za dostiza�e metastabilnog sta�a

putem spinske dinamike (vremena koje je potrebno spinovima da interaguju i

zauzmu kraj�u orijentaciju), xto je veoma qest sluqaj u realnim sistemima.

Kod drugog modela su ta dva vremena uporediva, tako da se tokom promene

spo	nog po	a opa�a i promena sluqajnog po	a i ona stvara bitan doprinos u

ponaxa�u feromagnetika.

Usled postoja�a interakcije izme�u spinova, promena orijentacije jednog

spina pri datoj vrednosti magnetnog po	a mo�e izazvati nestabilnost �ego-

vih suseda, odnosno i promenu �ihovih orijentacija. To da	e mo�e izazvati

promenu orijentacije narednih suseda i tako redom, qime dolazi do nastanka

takozvane spinske lavine. Opisana pojava je analogna pulsevima kod Barhau-

zenovog xuma [1]. Kod mnogih feromagnetika histerezisna kriva nije glatka,

ve� se sastoji iz mnoxtva malih skokova (xto predstav	a Barhauzenov xum,

kao xto je objax�eno u uvodu). Ti skokovi potiqu upravo od lavinskog karak-

tera relaksacije sistema i �ihova veliqina i raspodela je direktna posledica

neure�enosti sistema. Oni imaju stohastiqki karakter i nastaju kao rezultat

ireverzibilne promene domenske strukture uzoraka. Mnogobrojna eksperimen-

talna i teorijska istra�iva�a su pokazala da Barhauzenov efekat spada u

fenomene koji ispo	avaju dinamiqko kritiqno ponaxa�e [47]. Na slici 2.1

je prikazan jedan primer histerezisne pet	e koja na mikro skali nije glatka

ve� se sastoji iz mnoxtva ma�ih i ve�ih skokova magnetizacije.
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Slika 2.1: Na niskoj rezoluciji histerezisna pet	a izgleda kao glatka kriva.
Ako se, me�utim, rezolucija dovo	no pove�a, vidi se da kriva nije glatka, ve�
da se magnetizova�e odvija putem niza diskretnih skokova magnetizacije.

2.2 Dinamika modela

Kao i kod qistog Izingovog modela i u Izingovom modelu sa sluqajnim

po	em svakom qvoru rexetke pridru�ujemo jedan spin si koji mo�e imati

vrednosti ±1. Jedan primer dvodimnezionalne rexetke je dat na slici 2.2.

Slika 2.2: Izingovi spinovi na dvodimenzionalnoj rexetki.

Obzirom da je raspodela neqisto�a u realnim uzorcima stohastiqka, to se

i u teorijskom modelu sluqajna po	a, hi, biraju iz neke distribucije ρ(h). Ta

distribucija mora da zadovo	ava slede�e uslove:

〈hi〉RFC ≡ 0 , 〈hihj〉RFC ≡ 0 , i 6= j

odnosno da oqekivana vrednost sluqajnog po	a, kao i korelacija izme�u vred-

nosti sluqajnih po	a na bilo koja dva razliqita qvora, usred�ene po svim

mogu�im konfiguracijama sluqajnih po	a moraju da budu jednake nuli. Po-

stoje jake indicije da, sve dok su ova dva uslova zadovo	ena, odabir funkcije

raspodele ne utiqe na kritiqnost sistema [48]. U ovoj tezi je za funkciju
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raspodele ρ uzeta Gausova funkcija

ρ(h) =
1

R
√

2π
e−

h2

2R2 ,

sa oqekivanom vrednox�u 0 i standardnom devijacijom R, koja predstav	a meru

neure�enosti sistema i naziva se neure�enost.

Dakle, svaki spin u Izingovom modelu sa sluqajnim po	em ima tri vrste

interakcija sa okolinom. Prva potiqe od interakcije spina sa spo	nim mag-

netnim po	em H i �en doprinos Hamiltonijanu sistema iznosi −Hisi, gde su

Hi i si spo	no po	e i spin u i-tom qvoru rexetke. Druga je izmenska inter-

akcija i �en doprinos je −Jijsisj, gde su si i sj spinovi u qvorovima i i j

(najbli�i susedi), a Jij izmenski integral. Tre�a vrsta interakcije (dodatna

u odnosu na qist Izingov model) jeste interakcija spina si sa sluqajnim po	em

hi u istom qvoru i �en doprinos Hamiltonijanu iznosi −hisi. U ovom radu

je spo	no magnetno po	e homogeno, Hi = H, i postoji samo feromagnetna in-

terakcija izme�u najbli�ih suseda koja je jednaka na celoj rexetki, odnosno

Jij ≡ J > 0, specijalno ovde J = 1, te ukupni Hamiltonijan modela glasi2:

H = −H
∑
i

si −
∑
<ij>

sisj −
∑
i

hisi . (2.1)

U neravnote�noj varijanti Izingovog modela sa sluqajnim po	em se, da	e,

uvodi kriterijum za stabilnost spina: spin u qvoru i je stabilan sve dok je

istog znaka kao i efektivno po	e koje na �ega deluje:

heffi ≡ H +
∑
<j>

sj + hi, (2.2)

gde <> opet oznaqava da se sumira�e vrxi samo po najbli�im susedima sj

spina koji se nalazi u qvoru i. Dok god je orijentacija spina istog znaka kao

i efektivno po	e koje na �ege deluje sta�e spina je stabilno, tj. energetski

je povo	nije od sta�a spina sa suprotnom orijentacijom. Ako se, pak, znak

efektivnog po	a promeni tada spin postaje nestabilan i u slede�em trenutku

diskretnog vremena �e promeniti orijentaciju (flipova�e se). Iz izraza za

efektivno po	e (2.2) se vidi da znak tog po	a mo�e da se promeni usled tri

2Sve veliqine su izra�ene u redukovanim jedinicama da bi se dobio xto jednostavniji
oblik Hamiltonijana.
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faktora: promene spo	ax�eg magnetnog po	a, promene orijentacije najbli-

�ih suseda ili sluqajnog po	a u datom qvoru3.

Za dimenzije d ≥ 2 neravnote�ni Izingov model sa sluqajnim po	em ispo-

	ava fazni prelaz. Pri neure�enostima R ve�im od kritiqne neure�enosti Rc

postoji paramagnetna faza u kojoj se magnetizova�e odvija kroz male promene

magnetizacije. Stoga je histerezisna pet	a usred�ena po ansamblu uzoraka,

kontinualna. Kada je R = Rc histerezisna pet	a je i da	e kontinualna, ali

ima beskonaqan izvod pri kritiqnoj vrednosti spo	nog po	a Hc, dok pri neu-

re�enostima R < Rc histerezisna pet	a svakog pojedinaqnog uzorka ima skok

koji potiqe od pojave velikih lavina koje pro�imaju ceo sistem, i vixe nije

kontinualna kriva. Prikaz opisanog je dat na slici 2.3, dok je deta	nije

objax�e�e dato u da	em delu teksta.

Slika 2.3: Uzlazna kriva histerezisne pet	e za tri sluqaja neure�enosti:
iznad kritiqne, na kritiqnoj i ispod kritiqne.

2.2.1 Lavina i �eni parametri

U ovom radu se prouqava varijanta modela sa zamrznutim sluqajnim po	em,

te ono samo ne mo�e biti uzrok nestabilnosti spina ukoliko se spo	ax�e

po	e H i susedni spinovi ne me�aju. Me�utim, sa promenom orijentacije

jednog spina me�a se efektivno po	e svih �egovih najbli�ih suseda i neki

od �ih mogu postati nestabilni. Svi spinovi koji su nestabilni u trenutku t

me�aju svoju orijentaciju u slede�em trenutku t + 1 diskretnog vremena. Tom

promenom orijentacije otvara se mogu�nost da svi �ihovi najbli�i susedi

postanu nestabilni, te se na taj naqin stvara spinska lavina. Tako�e, pored

uticaja najbli�ih suseda, spinovi mogu postati nestabilni i usled me�a�a

spo	nog magnetnog po	a.

3U sluqaju zamrznutog sluqajnog po	a se znak efektivnog po	a mo�e promeniti samo
usled promene orijentacije najbli�ih suseda ili usled promene spo	nog po	a.
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Na slici 2.4 je dat vremenski profil jedne spinske lavine. Za jaqinu sig-

nala u datom trenutku se uzima broj spinova koji su promenili orijentaciju

u tom trenutku. Jaqina signala je proporcionalna brzini promene magneti-

zacije (dM/dt), a to je veliqina koja se meri u realnim eksperimentima. U

toku jedne lavine maksimalna jaqina signala se naziva amplituda lavine A i

ta veliqina spada u skup najbitnijih parametara lavine.

Slika 2.4: Izgled jedne lavine. Na apscisi je vreme traja�a lavine, a na or-
dinati jaqina signala koja je proporcionalna broju spinova koji su promenili
orijentaciju, odnosno promeni magnetizacije, u datom trenutku vremena.

Ukoliko u nekom trenutku nema vixe nestabilnih spinova u sistemu tada

je lavina ugaxena. Vreme koje je proteklo od poqetka lavine, pa do �enog

gaxe�a, se naziva traja�e lavine T i predstav	a jox jedan bitan parametar

koji koristimo za �en opis.

Najva�niji parametar lavine jeste �ena veliqina S. Ona predstav	a uku-

pan broj spinova koji su promenili orijentaciju tokom traja�a lavine. Geo-

metrijski je veliqina lavine jednaka povrxini ispod krive koja predstav	a

profil lavine. Na histerezisnoj pet	i je skok magnetizacije veliqina koja

je proporcionalna sa S.

Pored navedenih parametara qesto se kao bitan parametar navodi i energija

E oslobo�ena tokom lavine. Ona se uzima da je jednaka sumi kvadrata jaqine

signala tokom traja�a posmatrane lavine.
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Lavine mogu biti raznih amplituda, traja�a, veliqina, energija itd. i za

svaki od ovih parametara se mo�e posmatrati �egova raspodela. Ove raspodele

zavise od neure�enosti R, od dimenzije i veliqine sistema, ali i od graniqnih

uslova, naqina vo�e�a spo	nog po	a i raznih drugih faktora. Ukoliko se

posmatra raspodela ovih veliqina u okviru nekog prozora spo	nog po	a, tj.

intervala H0−∆H/2 ≤ H ≤ H0 + ∆H/2, onda ta raspodela zavisi i od centra

prozora H0 i od �egove xirine ∆H.

2.2.2 Adijabatski re�im

U simulacijama spo	no po	e mo�e da se me�a na razne naqine, ali najqex�e

se me�a konstantnom brzinom ili se simulacija vrxi u adijabatskom re�imu.

U prvom sluqaju se spo	no po	e me�a za konstantan iznos δH pri svakom pre-

lasku na naredni trenutak diskretnog vremena. To znaqi da je brzina promene

spo	nog po	a:
dH

dt
=
δH

δt
= Ω,

gde je δt vrednost za koju se pove�ava diskretno vreme4 [49]. Konaqne brzine pro-

mene spo	nog po	a pove�avaju xansu za promenu orijentacije spinova. Neki

spinovi, koji bi bili stabilni da je δH = 0, tako postanu nestabilni, te mo�e

da se desi da u istom trenutku u sistemu postoje dve lavine koje propagiraju

nezavisno jedna od druge. Jasno je i da broj istovremenih lavina mo�e biti i

ve�i. Xto je ve�a veliqina sistema, pri fiksiranim Ω i R, to se jav	a sve

vixe istovremenih lavina5.

Me�utim, za teorijsku analizu je pogodnije, koliko god da je veliki sistem,

da se lavine dexavaju odvojeno, odnosno da u jednom trenutku mo�e da propa-

gira samo jedna lavina kroz sistem. Ovo se posti�e tako xto se spo	no po	e

ne me�a u toku traja�a jedne lavine. Ako se pogleda izraz (2.2) tada je jedino

xto u toku traja�a lavine mo�e da izazove nestabilnost spina promena ori-

jentacije �egovih suseda. Onog trenutka kada se lavina ugasi, spo	no po	e se

pove�ava na onu vrednost koja je potrebna da se pojavi prvi nestabilan spin

i opet se ne me�a sve dok se ta lavina ne ugasi. Re�im kojim se ovo posti�e

4U simulacijama se tipiqno uzima da je δt = 1; tada je Ω = δH.
5Xansa raste zato xto sa porastom veliqine sistema raste xansa da se za H ∈

(Ht, Ht+δt = H + δH] na�e spin kome efektivno po	e me�a znak.
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se naziva beskonaqno spori adijabatski re�im i svi rezultati predstav	eni

u ovom radu su ra�eni u tom re�imu.

2.2.3 Matrica za propagaciju lavine; spinske zamke

U adijabatskom re�imu, onog trenutka kada se lavina ugasi jedini naqin

da se promeni orijentacija slede�eg spina jeste promenom spo	nog po	a i to

taqno za iznos potreban da do�e do promene

orijentacije najnestabilnijeg spina. Pri velikim apsolutnim vrednostima

spo	nog po	a qesto se dexava da promena orijentacije spina ne prouzrokuje

nestabilnost �egovih suseda (tada oni ne�e promeniti orijentaciju, pa se la-

vina sastoji samo od promene orijentacije najnestabilnijeg spina promenom

spo	nog po	a) ili da uspe da utiqe na susede, ali oni da	e ne prenesu to

na svoje susede i lavina bude jako mala. Tada dolazi do pojave velikog broja

malih ostrvaca gde spinovi imaju vrednost suprotnu od mora spinova koji se

nalaze oko �ih. Svaki spin koji se nalazi u dodiru sa ostrvcem postaje ma�e

stabilan zbog izme�enog izmenskog faktora. Kako se spo	no po	e pribli�ava

nuli tako matrica ovih ostrvaca postaje sve gux�a. Time se stvara okru�e�e

koje olakxava pojavu velikih lavina koje se najvixe jav	aju u okolini jedne

karakteristiqne vrednosti spo	nog po	a, koju nazivamo koercitivno po	e.

Tipiqan sluqaj je da simulacija zapoqne sa spo	nim po	em H = −∞6, a da

svi spinovi imaju orijentaciju nadole si = −1. Tada se pri pove�a�u spo	nog

po	a od veoma negativnih vrednosti stvaraju ostrvca spinova sa vrednostima

+1 u moru −1 spinova. Kako spo	no po	e raste tako i lavine postaju sve ve�e

i kriva magnetizacije sve strmija. Lavine su najve�e oko vrednosti magnetiza-

cijeM ≈ 0. Da	e je situacija obrnuta. Kako spo	no po	e postaje pozitivno i

sve ve�e tako je vrednost spinova u skoro celom sistemu +1, dok postoje ostrvca

spinova sa vrednox�u −1. Ta ostrvca su formirana oko spinova koji imaju

veoma negativnu vrednost sluqajnog po	a, te za promenu �ihove orijentacije

treba znatno pove�ati spo	no po	e. Na taj naqin se spreqava propagacija

lavina i takva ostrvca predstav	aju spinske zamke.

6Spo	no po	e nije zaista −∞, nego je dovo	no negativno da su svi spinovi stabilni u
poqetnom trenutku.
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2.2.4 Pro�imaju�e lavine

Specijalnu vrstu lavina u konaqnim sistemima predstav	aju takozvane

pro�imaju�e lavine. To su lavine koje se prostiru du� bar jedne cele dimen-

zije sistema. One sadr�e veoma veliki broj spinova i tada kriva magnetizacije

ima izrazit skok. To predstav	a analogon beskonaqnih lavina u beskonaqnim

sistemima (sistemi u termodinamiqkom limitu) gde histerezisna kriva ima

beskonaqan izvod.

Pro�imaju�e lavine se jav	aju samo pri dovo	no malim neure�enostima.

U ci	u objax�e�a toga pogledajmo xta se dexava u graniqnom sluqaju R ≈ 0.

Tada je efektivno po	e:

heffi ≈ H +
∑
〈j〉

sj ,

pa se vidi da je za spinove si za koje je
∑
〈j〉 sj = 0 efektivno po	e:

heffi ≈ H,

odnosno da �e svi oni promeniti orijentaciju pri promeni znaka spo	nog po	a.

Kako u blizini H ≈ 0 ima dosta spinova za koje va�i
∑
〈j〉 sj = 0, a i takvi se

stvaraju u toku same lavine koja se aktivira, to sledi da �e se za neku vrednost

spo	nog po	a koja je bliska nuli javiti pro�imaju�a lavina. Po	e Hsp pri

kome se javi pro�imaju�a lavina se naziva pro�imaju�e po	e. Ono zavisi od

raspodele sluqajnog po	a {hi}Ni=1, te je i ono sluqajna veliqina qija raspodela

zavisi od R.

Iz navedenog se vidi da pri dovo	no malim neure�enostima dolazi do po-

jave pro�imaju�ih lavina. Suprotno, kada je neure�enost velika, odnosno ras-

podela sluqajnog po	a xiroka, u mnogim qvorovima �e sluqajno po	e imati

velike apsolutne vrednosti, odnosno javi�e se mnogo spinskih zamki koje �e

spreqiti pojavu pro�imaju�e lavine. Na slici 2.5 se vidi kako u konaqnom

trodimenzionalnom sistemu lavina mo�e biti nepro�imaju�a (deo a)), pro-

�imaju�a po jednoj dimenziji (deo b)), po dve dimenzije (deo v)), kao i po sve

tri (deo g)).
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Slika 2.5: Prikaz spinskih lavina na rexetki Izingovih spinova u tri di-
menzije. a) Nepro�imaju�a lavina; b) pro�imaju�a po jednoj dimenziji; v)
pro�imaju�a po dve dimenzije; g) pro�imaju�a po tri dimenzije.

2.2.5 Efektivna kritiqna neure�enost

Pokazano je da za svaki konaqan sistem postoji neure�enost pri kojoj se ja-

v	aju pro�imaju�e lavine, odnosno pri kojoj kriva magnetizacije ima izrazit

skok. Najve�a takva neure�enost, za sistem u termodinamiqkom limitu, se na-

ziva kritiqna neure�enost Rc
7. U konaqnim sistemima se, pak, ta neure�enost

razlikuje od Rc, zavisi od veliqine sistema i naziva se efektivna kritiqna

neure�enost Reff
c (L). Mora se naglasiti da navedeni kriterijum za odre�iva�e

efektivne kritiqne neure�enosti (da je to najve�a neure�enost pri kojoj se

i da	e jav	a pro�imaju�a lavina u sistemu) nije dovo	no pouzdan. Naime,

poxto je sluqajno po	e stohastiqka veliqina onda postoji verovatno�a (makar

i izuzetno mala) da �e se javiti takva raspodela po	a pri kojoj �e se javiti

7Dakle, za R > Rc nema pro�imaju�ih lavina, dok se za R ≤ Rc one jav	aju.
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pro�imaju�a lavina za bilo koje R. Ta verovatno�a sa porastom neure�eno-

sti opada, ali i da	e nije nulta. Time kriterijum za odre�iva�e efektivne

kritiqne neure�enosti dovodi do toga da bi, teorijski, efektivna kritiqna

neure�enost trebalo da bude beskonaqna. Svakako, u praksi to nije sluqaj,

jer je xansa za realizaciju takve konfiguracije sluqajnih po	a veoma mala,

te se ovaj kriterijum i da	e koristi, pre svega zbog svoje jednostavnosti. U

ovom radu je korix�en precizniji kriterijum, koji �e biti opisan u narednim

glavama.

Slika 2.6: Dvodimenziona rexetka Izingovih spinova veliqine 300×300 spi-
nova sa neure�enox�u iznad efektivne kritiqne, R > Reff

c . Mo�e se opaziti
mnogo ma�ih lavina, ali nijedna pro�imaju�a.

Efektivna kritiqna neure�enost je uvek ve�a od kritiqne neure�enosti i

te�i �oj u termodinamiqkom limitu:

Reff
c (L) ≥ Rc , lim

L→∞
Reff
c (L)→ Rc.

Na slikama 2.6, 2.7 i 2.8 je prikazano kako izgledaju lavine u dvodimenzionom

sistemu. Svaka lavina je obojena drugaqijom bojom. Na slici 2.6 je neure�enost

ve�a od efektivne kritiqne i u sistemu ne postoji pro�imaju�a lavina. Slika

2.7 prikazuje sistem u kom je neure�enost jednaka efektivnoj kritiqnoj i tu se

jav	a pro�imaju�a lavina, ali i znatan broj malih ostrvaca, dok je na slici
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Slika 2.7: Dvodimenziona rexetka Izingovih spinova veliqine 300 × 300 sa
neure�enox�u koja je jednaka efektivnoj kritiqnoj, R = Reff

c . Jav	a se jedna
velika pro�imaju�a lavina predstav	ena 	ubiqastom bojom, ali se vidi i da
doprinos ostalih lavina nije zanemar	iv.

2.8 neure�enost ma�a od efektivne kritiqne i tu se vidi da je pro�imaju�a

lavina zauzela skoro ceo sistem uz jako malo ostrvaca koji predstav	aju ma�e

lavine.

2.2.6 Graniqni uslovi

U simulacijama se tipiqno koriste tri tipa graniqnih uslova:

• zatvoreni (periodiqni) graniqni uslovi: rexetka je topoloxki zatvo-

rena u hipertorus, te svi spinovi imaju isti broj najbli�ih suseda i

poziciono su ekvivalentni;

• otvoreni graniqni uslovi: spinovi na granicama sistema nemaju isti

broj najbli�ih suseda, ve� je taj broj ma�i. Tako, na primer, na dvodi-

menzionoj kvadratnoj rexetki spinovi na stranicama kvadrata nemaju po

4, ve� samo po 3 najbli�a suseda, dok spinovi na temenima imaju samo po

2 najbli�a suseda. Jasno je da ovi spinovi lakxe me�aju orijentaciju od

spinova u unutrax�osti rexetke, tako da u sluqaju otvorenih graniqnih

uslova lavine najlakxe kre�u iz temena, i/ ili sa stranica kvadrata;
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Slika 2.8: Dvodimenziona rexetka Izingovih spinova veliqine 300×300 spi-
nova sa neure�enox�u ispod efektivne kritiqne, R < Reff

c . Mo�e se zapaziti
da pro�imaju�a lavina, obojena plavom bojom, pro�ima sistem po obe dimen-
zije i preokre�e praktiqno sve spinove.

• mexoviti graniqni uslovi: po nekim dimenzijama sistema graniqni uslovi

su otvoreni, a po ostalim zatvoreni. Ovaj tip se prime�uje u sluqaju kada

je potrebno na odre�eni naqin naglasiti ponaxa�e sistema po nekoj od

dimenzija u odnosu na ostale.

Kada se govori o ponaxa�u ekvilateralnih rexetki (veliqina rexetke po

svakoj dimneziji je ista) u termodinamiqkom limitu (L → ∞) onda sva tri

tipa graniqnih uslova daju iste rezultate, samo xto zatvoreni graniqni uslov

daje br�u konvergenciju, te se stoga qex�e koristi.

2.3 Drugi spinski modeli

Pored Izingovog modela sa sluqajnim po	em (RFIM), prouqavani su i drugi

spinski modeli. U Izingovom modelu sa sluqajnim vezama (RBIM-Random

Bond Ising Model) neure�enost sistema se ispo	ava kroz fluktuacije u iz-

menskom integralu Ji,j. On uzima vrednosti koje su raspode	ene oko J0 sa

standardnom devijacijom R. Sliqno Izingovom modelu sa sluqajnim po	em,
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i u ovom modelu se jav	a fazni prelaz indukovan neure�enox�u, a vrednosti

kritiqnih eksponenata su bliske u oba modela. Na osnovu toga se smatra da ta

dva modela pripadaju istoj klasi univerzalnosti [50, 51].

Izingov model sa sluqajnim qvorovima (SDIM-Site Diluted Ising Model) opi-

suje prisustvo nemagnetnih primesa u razbla�enim magneticima koje je mode-

lirano sluqajnim ukla�a�em spinova iz qvorova. Hamiltonijan ima oblik

HSDIM = −
∑
ij

Jijcicjsisj −H
∑
i

cisi , (2.3)

gde ci pokazuje da li je spin magnetan ili nije, odnosno ci = 0, 1, a spinovi me-

�usobno interaguju na svim uda	enostima, odnosno nisu ograniqeni na inter-

akciju samo sa najbli�im susedima. Kao i kod Izingovog modela sa sluqajnim

vezama, tako i vrednosti eksponenata Izingovog modela sa sluqajnim qvoro-

vima imaju vrednosti koje su bliske onima iz Izingovog modela sa sluqajnim

po	em [52], te se smatra da su oni svi u istoj klasi univerzalnosti.

Jox jedan model jeste Izingov model sa sluqajnom anizotropijom (RAIM-

Random Anisotropy Ising Model). On se dobija iz vektorskog modela

Hvec = −J
∑
<ij>

~si~sj −K0

∑
i

(~si ~ni)
2 − ~H~si,

u limitu K0 → ∞, gde <> oznaqava sumira�e samo po parovima najbli�ih

suseda. U tom sluqaju je energija anizotropije minimalna ako je u svakom

qvoru rexetke spin ~si orijentisan du� sluqajnog pravca ~ni. Tada se mogu

uvesti efektivni spinovi σi = ±1 koji predstav	aju projekciju spina ~si du�

sluqajne ose ~ni. Hamiltonijan ovog modela glasi:

HRAIM = −
∑
<ij>

Jijσiσj −
∑
i

Hiσi , (2.4)

gde su Jij = J ~ni · ~nj efektivne sluqajne veze, a Hi = ~H · ~ni sluqajna po	a.

Simulacijama izvrxenim na ovom modelu su dobijene vrednosti eksponenata

pribli�ne kao i kod Izingovog modela sa sluqajnim po	em [53], te se, kao i za

prethodna dva modela, smatra da i ovaj pripada istoj klasi univerzalnosti.
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Glava 3

Ponaxa�e osnovnih veliqina u

dvodimenzionom i

trodimenzionom modelu

U ovoj glavi je dat kratak pregled ponaxa�a magnetizacije, susceptibil-

nosti, distribucija veliqina, traja�a, energija i amplituda spinskih lavina,

kao i ponaxa�e spektra snage u dvodimenzionom i trodimenzionom modelu si-

muliranim na hiperkubnoj rexetki. Obzirom da je istorijski prvo utvr�eno

kritiqno ponaxa�e trodimenzionog modela [21, 22, 26], pa potom dvodimen-

zionog [27, 28], to su i ovde rezultati prikazani tim redom. Napomena: svi

grafici za trodimenzioni model su preuzeti iz doktorske disertacije Sa-

�e Jani�evi� [54]. Iako su originalni rezultati predstav	eni u radovima

[21, 22, 26], Sa�a Jani�evi� i koautori su ponovili ve�inu simulacija i ovde

je prikazana ta verzija grafika1. Na kraju je dat tabelarni prikaz merenih i

raqunatih univerzalnih kritiqnih eksponenata kao i neuniverzalnih skali-

raju�ih varijabli.

3.1 Magnetizacija

Magnetizacija Izingovog modela sa sluqajnim po	em u blizini kritiqne

taqke, odre�ene skupom varijabli (Rc, Hc,Mc), se skalira prema slede�em za-

konu:

mR(H) ∼ |r|βM±

(
h′

|r|δβ

)
. (3.1)

1Razlog za uzima�e grafika iz disertacije le�i u tome xto su oni ra�eni skoro 20
godina posle originialnih, na ve�im rexetkama, kao i sa ve�im brojem simulacija, xto
znaqajno poprav	a kvalitet grafika
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To znaqi da, ukoliko se veliqina mR(H)/|r|β nacrta u funkciji od h′/|r|δβ,
krive koje odgovaraju razliqitim neure�enostima treba da le�e na krivoj

M+(h′/|r|δβ) pri neure�enostima R > Rc, odnosno krivojM−(h′/|r|δβ) za R <

Rc. Ovde je mR = MR(H) − Mc odstupa�e od kritiqne magnetizacije Mc =

MRc(Hc), r = (R − Rc)/R je redukovana neure�enost, h′ = H −Hc − br je redu-
kovano magnetno po	e rotirano za parametar b u ci	u kompenzova�a promene

efektivnog kritiqnog po	aHeff
c (r) = Hc+br [18], i konaqnoM± su univerzalne

skaliraju�e funkcije, a β i δ kritiqni eksponenti.

Slika 3.1: Kriva magnetizacije u trodimenzionom modelu za sistem veliqine
1024× 1024× 1024 spinova pri neure�enostima u rasponu R = 2, 10− 2, 45 [54].

Na slici 3.1 su prikazane integralne krive magnetizacije za trodimenzi-

oni model. Veliqina rexetke je 1024× 1024× 1024 spinova, a neure�enosti se

kre�u u intervalu R = 2, 10− 2, 45, dok su graniqni uslovi periodiqni. Kri-

tiqna neure�enost za trodimenzioni model je proce�ena na R3D
c = 2, 16± 0, 03

[18, 19], a prikazani sistem je ve� dovo	no velik da se �egova efektivna

kritiqna neure�enost ne razlikuje mnogo od prave kritiqne neure�enosti,

Reff
c (L = 1024) = 2, 21 ≈ R3D

c . Sa grafika se vidi da za neure�enosti R ≤ Rc

magnetizacija do�iv	ava nagli skok, a da, kako R raste nagib krive M(H)

postaje sve ma�i.

Na slici 3.2 je prikazan kolaps integralnih krivih magnetizacije za R >

Rc. Krive dobijene iz sistema kojima je neure�enost ve�a od kritiqne padaju
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na jednu zajedniqku krivu koja predstav	a skaliraju�u funkciju za magneti-

zaciju M+(x) u trodimenzionom modelu u funkciji skaliranog redukovanog

po	a x = h′/|r|δβ. Kritiqni eksponenti i parametri za koje je ovaj kolaps

dobijen su dati na grafiku, ali i u tabelama 3.1 i 3.3.

Slika 3.2: Kolaps krivih magnetizacije u trodimenzionom modelu na funk-
ciju skalira�aM′

+ za neure�enosti R = 2, 30− 3, 00 koje su ve�e od kritiqne
neure�enosti Rc = 2, 16 i veliqinu rexetke 1024 × 1024 × 1024 spinova. U
uokvirenoj legendi su navedene vrednosti za Mc, Rc, Hc, b, β i βδ [54].

Na osnovu (3.1) sledi da se susceptibilnost, kao prvi izvod magnetizacije

χ = dM/dH, skalira po zakonu:

χR(H) ∼ |r|β−βδM′
±

(
h′

|r|δβ

)
, (3.2)

gde suM′
±(x) izvodi funkcija skalira�aM±, odnosnoM′

±(x) = dM±(x)/dx.

Pri istim parametrima kao i za kolaps integralnih krivih magnetizacije

ura�en je i kolaps diferencijalnih krivih i to je prikazano na slici 3.3.

Analogno ponaxa�u trodimenzionih sistema se ponaxaju i dvodimenzi-

oni sistemi. Na slici 3.4 je prikazano kako izgledaju integralne krive mag-

netizacije za sistem veliqine 131072 × 131072 spinova i neure�enosti R =

0, 52 − 0, 76. Kritiqna neure�enost za dvodimenzionalni model je proce�ena

na R2D
c = 0, 54 ± 0, 02 [27], a efektivna kritiqna za datu veliqinu sistema je

Reff
c (L = 131072) = 0, 605. Opet se vidi jasan prelaz na krivamaM(H) gde je na-

gib beskonaqan (odnosno gde se jav	aju pro�imaju�e lavine) u odnosu na krive
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Slika 3.3: Kolaps krivih susceptibilnosti u trodimenzionom modelu za neu-
re�enosti R = 2, 30−3, 00 ve�e od kritiqne neure�enosti Rc = 2, 16 i veliqinu
rexetke 1024×1024×1024 spinova. U uokvirenoj legendi su navedene vrednosti
za Mc, Rc, Hc, b, β i βδ [54].

kod kojih je nagib ma�i i koje su glatke. Prime�uju�i formu skalira�a (3.1)

i (3.2), ali sa drugaqijim vrednostima kritiqnih eksponenata i parametara,

navedenim u tabelama 3.1 i 3.3, dobijaju se kolapsi za dvodimenzioni model.

Grafici su dati na slici 3.5. Mo�e da se opazi da kolaps bo	e izgleda u dvo-

dimenzionom sluqaju, nego u trodimenzionom, ali to je samo prividno. Nije

dimenzionalnost to xto definixe izgled kolapsa, nego raspon neure�enosti

za koji je ra�en. Naime, sa slika 3.2 i 3.5 se vidi da u trodimenzionom slu-

qaju neure�enosti imaju jako veliki raspon, od R = 2, 30 do R = 3, 00, dok je u

dvodimenzionom sluqaju raspon znatno ma�i, od R = 0, 70 do R = 0, 76.
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Slika 3.4: Krive magnetizacije u dvodimenzionom modelu za neure�enosti R =
0, 52− 0, 76 i veliqinu rexetke 131072× 131072 spinova. Na glavnoj slici su
prikazane krive magnetizacije usred�ene na 30 konfiguracija sluqajnog po	a,
dok umetnuta slika prikazuje primere krivih magnetizacije za pojedinaqne
konfiguracije [28].

Slika 3.5: Kolaps krivih magnetizacije (glavna slika) i krivih suscepti-
bilnosti (umetnuta slika) u dvodimenzionom modelu za neure�enosti R =
0, 70− 0, 76 i 131072× 131072 spinova. Za svako R su krive usred�ene na 30 re-
alizacija sluqajnog po	a. Kolaps je dobijen za Mc = 0, Rc = 0, 54, Hc = 1, 275,
b = 0, 24, β = 0, 15, βδ = 4, 8) [28].
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3.2 Distribucije spinskih lavina

U najopxtijem obliku distribucija spinske lavine veliqine S, traja�a T ,

energije E i amplitude A u ekvilateralnim sistemima se skalira na slede�i

naqin [55]:

D(λaSS, λaTT, λaEE, λaAA;λbhh′, λbrr, λbl/L) = λD(S, T,E,A;h′, r, 1/L) , (3.3)

gde su aS, aT , aE, aA, bh, br, bl eksponenti odgovaraju�ih veliqina.

Da bi se dobila zdru�ena ili pojedinaqna distribucija neke od karakte-

ristika lavine potrebno je integraliti opxtu distribuciju po preostalim

veliqinama. Tako, na primer, da bi se dobila zdru�ena distribucija veli-

qine i traja�a lavine potrebno je integraliti po svim mogu�im vrednostima

energije i amplitude, odnosno:

D(S, T ;h′, r, 1/L) =

∫ ∞
0

dE

∫ ∞
0

dA D(S, T,E,A;h′, r, 1/L) ,

a da bi se dobila distribucija samo veliqine lavina onda se integrali po sve

tri preostale veliqine:

D(S;h′, r, 1/L) =

∫ ∞
0

dT

∫ ∞
0

dE

∫ ∞
0

dA D(S, T,E,A;h′, r, 1/L) .

Skaliraju�e forme zdru�enih i pojedinaqnih distribucija se dobijaju iz (3.3)

na slede�i naqin:

D(λaSS, λaTT ;λbhh′, λbrr, λbl/L) = λ1+a−aS−aTD(S, T ;h′, r, 1/L) ,

odnosno:

D(λaSS;λbhh′, λbrr, λbl/L) = λ1+a−aSD(S;h′, r, 1/L) ,

gde je a = aS + aT + aE + aA.

3.2.1 Distribucija veliqine lavina

Prime�uju�i prethodno, pokazuje se da se u termodinamiqkom limitu (L→
∞) distribucija veliqine spinskih lavina, DH,R(S), trigerovanih pri spo	-

nom po	u H i neure�enosti R, skalira sa veliqinom lavine S kao:

D
(S)
H,R(S) = S−τD(S)

± (Sσ|r|, h′|r|−βδ) , (3.4)
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gde su D(S)
± univerzalne skaliraju�e funkcije, τ je odgovaraju�i kritiqni ek-

sponent, a σ je cutoff2 eksponent koji opisuje divergenciju veliqine najve�e

lavine u blizini kritiqne neure�enosti

Smax ∝ |r|−
1
σ (3.5)

Integracijom raspodele D
(S)
H,R(S) po svim vrednostima spo	nog po	a H od −∞

do ∞ se dobija integralna distribucija veliqina lavina

D
(S,int)
R (S) =

∫ ∞
−∞

D
(S)
H,R(S)dH =

∫ ∞
−∞

S−τD(S)
± (Sσ|r|, h′|r|−βδ)dh′ ,

za koju se, uvode�i smenu y = h′|r|−βδ i koriste�i vezu (3.5), mo�e pokazati da
se skalira kao

D
(S,int)
R (S) = S−(τ+σβδ)D(S,int)

± (Sσ|r|), (3.6)

gde su D(S,int)
± funkcije skalira�a integralne distribucije, a τ + σβδ novi

kritiqni eksponent, qesto oznaqavan kao τint. Za R = Rc izraz (3.6) se svodi

na

D
(S,int)
R (S) ∝ S−(τ+σβδ) ,

xto je pribli�an zakon skalira�a koji se oqekuje za R ≈ Rc na velikim

konaqnim rexetkama.

Na glavnom delu slike 3.6 je pokazano kako izgledaju integralne raspodele

veliqina lavina u trodimenzionom modelu, dok je na unutrax�em delu prika-

zan kolaps tih krivih na jednu funkciju prime�uju�i izraz (3.6). Na slede�oj

slici 3.7 na delu a) se vidi kolaps distribucija veliqina lavina koje potiqu

samo sa centralnog dela histerezisne pet	e (taj deo je biran tako da normirana

magnetizacija sistema ima vrednosti od −0, 08 do +0, 08) prime�uju�i izraz

(3.4), dok je na delu b) prikazan kolaps integralnih distribucija. Slika 3.7

se odnosi na dvodimenzioni model.

Univerzalna funkcija skalira�a u dvodimenzionom modelu je dobro aprok-

simirana izrazom [27]:

D(S,int)
2D,+ (X) = e−0,608X1/σ

(0, 193− 1, 903X + 6, 432X2 − 8, 929X3 + 4, 895X4) (3.7)

2termin za cutoff u srpskom jeziku je rezni, ali zbog xiroko rasprostra�ene upotrebe u
srpskom jeziku ovde je ostav	en termin cutoff
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i na delu b) slike 3.7 je iscrtana punom crnom linijom. U trodimenzionom

modelu je univerzalna funkcija skalira�a aproksimirana sa [19]:

D(S,int)
3D,+ (X) = e−0,789X1/σ

(0, 021 + 0, 002X + 0, 531X2 − 0, 266X3 + 0, 261X4) (3.8)

Slika 3.6: Glavna slika: integralne distribucije D
(S,int)
R (S) veliqine lavina

S u trodimenzionom modelu za neure�enostiR = 2, 35−3, 00 i veliqinu rexetke
32768 × 32768 spinova. Umetnuta slika: kolaps distribucija sa glavne slike
[54].

Slika 3.7: a) Kolaps distribucija veliqine lavina pri datom spo	nom po-

	u D
(S)
R,H(S) u dvodimenzionom modelu; b) kolaps integralnih distribucija

D
(S,int)
R (S) veliqine lavina S u dvodimenzionalnom modelu. Neure�enosti su

R = 0, 64− 0, 70 i veliqina rexetke 65536× 65536 spinova. Krive su usred�a-
vane na 600 konfiguracija sluqajnog po	a za svaku neure�enost [27].
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3.2.2 Distribucije traja�a, energije i amplitude la-

vina

Analogno postupku izlo�enom u prethodnom poglav	u se iz relacije (3.3)

mo�e dobiti zakon skalira�a za distribucije traja�a, energija i amplituda

lavina.

Distribucije ovih parametara lavina trigerovanih na spo	nom po	u H i

neure�enosti R su opisane slede�im zavisnostima (redom za traja�e, energiju

i amplitudu):

D
(T )
H,R(T ) = T−αD(T )

± (T σ/γT/S |r|, h′|r|−βδ) ; (3.9)

D
(E)
H,R(E) = E−εD(E)

± (Eσ/γE/S |r|, h′|r|−βδ) ; (3.10)

D
(A)
H,R(A) = A−µD(A)

± (Aσ/γA/S |r|, h′|r|−βδ) , (3.11)

gde su D(T )
± , D(E)

± i D(A)
± univerzalne funkcije skalira�a za date parametre

lavina, α, ε i µ odgovaraju�i eksponenti, a γT/S, γE/S i γA/S predstav	aju ek-

sponente koji opisuju kako se ponaxa sred�a vrednost datog parametra lavine

(npr traja�e T ) koja ima veliqinu S: 〈T 〉S = SγT/S , 〈E〉S = SγE/S i 〈A〉S = SγA/S .

Integra	e�em izraza (3.9), (3.10) i (3.11) po svim vrednostima spo	nog

po	a se dobijaju integralne distribucije:

D
(T,int)
R (S) = T−(α+σβδ/γT/S)D(T,int)

± (T σ/γT/S |r|), (3.12)

D
(E,int)
R (S) = E−(ε+σβδ/γE/S)D(E,int)

± (Eσ/γE/S |r|), (3.13)

D
(A,int)
R (S) = A−(µ+σβδ/γA/S)D(A,int)

± (Aσ/γA/S |r|), (3.14)

gde su D(T,int)
± , D(E,int)

± i D(A,int)
± funkcije skalira�a integralnih distribucija,

a analogno kao kod distribucije veliqine lavina, α + σβδ/γT/S, ε + σβδ/γE/S

i µ + σβδ/γA/S su novi kritiqni eksponenti, qesto oznaqavani kao αint, εint i

µint.

Na slikama 3.8, 3.9 i 3.10 se vidi kako predvi�ene forme skalira�a opisuju

ponaxa�e dvodimenzionog sistema veliqine 65536× 65536 spinova i za neure-

�enosti u opsegu R = 0, 64− 0, 70 [27]. Na delovima slika pod a) su prikazani

kolapsi distribucija lavina samo iz okoline centralnog dela histerezisne

pet	e, gde magnetizacija sistema uzima vrednosti od −0, 08 do 0, 08 (kao i u
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sluqaju za distribuciju veliqine lavina), a na delovima pod b) su prikazani

kolapsi integralnih distribucija.

Slika 3.8: a) Kolaps distribucija traja�a lavina pri datom spo	nom po-

	u D
(T )
R,H(T ) u dvodimenzionom modelu; b) kolaps integralnih distribucija

D
(T,int)
R (T ) traja�a lavina T u dvodimenzionom modelu. Neure�enosti su

R = 0, 64− 0, 70 i veliqina rexetke 65536× 65536 spinova. Krive su usred�a-
vane na 600 konfiguracija sluqajnog po	a za svaku neure�enost [27].

Slika 3.10: a) Kolaps distribucija amplitude lavina pri datom spo	nom

po	u D
(A)
R,H(A) u dvodimenzionom modelu; b) kolaps integralnih distribucija

D
(A,int)
R (A) amplitude lavina A u dvodimenzionom modelu. Neure�enosti su R =

0, 64− 0, 70 i veliqina rexetke 65536× 65536 spinova. Krive su usred�avane
na 600 konfiguracija sluqajnog po	a za svaku neure�enost [27].
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Slika 3.9: a) Kolaps distribucija energije lavina pri datom spo	nom po-

	u D
(E)
R,H(E) u dvodimenzionom modelu; b) kolaps integralnih distribucija

D
(E,int)
R (E) energije lavina E u dvodimenzionom modelu. Neure�enosti su

R = 0, 64− 0, 70 i veliqina rexetke 65536× 65536 spinova. Krive su usred�a-
vane na 600 konfiguracija sluqajnog po	a za svaku neure�enost [27].

3.3 Spektar snage

Spektar snage na datoj frekvenciji predstav	a snagu koja se oslobodila u

sistemu na toj frekvenciji (ili intervalu frekvencija oko date frekvencije).

Na slici 2.4 je prikazana jaqina signala, odnosno napon V (t), jedne lavine.

Neka je V̂ (ω) Furije transform tog napona V (t):

V̂ (ω) =

t0+T∑
t=t0

eiωtV (t).

Ako se u svakom trenutku t meri signal V (t) onda se spektar snage definixe

kao kvadrat amplitude Furije transforma napona, odnosno jaqine merenog

signala [56, 28, 57]:

P (ω) = |V̂ (ω)|2. (3.15)

Spektar snage se mo�e opisati stepenim zakonom, ali moraju se razdvojiti

dva sluqaja. Kada je τ > 2 tada va�i P (ω) ∼ ω(τ−3)/σνz, dok se za τ < 2 spektar

snage skalira kao P (ω) ∼ ω−1/σνz [58], gde je ω frekvencija na kojoj se posmatra

snaga.

Na slikama 3.11 i 3.12 su prikazani spektri snage za trodimenzioni i dvo-

dimenzioni Izingov model sa sluqajnim po	em. Prikazana je i kriva ω−1/σνz
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koja pokazuje da taj stepeni zakon dobro opisuje spektre snage u trodimenzio-

nom modelu. U dvodimenzionom modelu se vidi kako ti spektri izgledaju pri

raznim neure�enostima, kao i to da u stabilnoj regiji sve krive imaju jednak

nagib i ponaxaju se prema istom stepenom zakonu.

Slika 3.11: Spektar snage za trodimenzioni Izingov model sa sluqajnim po-
	em na logaritamskoj skali, zajendo sa krivom ω−1/σνz [59].

Slika 3.12: Spektar snage za dvodimenzioni Izingov model sa sluqajnim po-
	em na logaritamskoj skali, za neure�enosti R = 0, 61− 0, 70 [54].
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3.4 Veze izme�u eksponenata

Eksponenti koji figurixu u izrazima u prethodnim poglav	ima su u raz-

nim relacijama jedni sa drugima. Ovde su navedene neke od �ih. Za eksponent

α koji je vezan za distribuciju traja�a lavina i eksponent γT/S zdru�ene di-

stribucije traja�a i veliqine lavina se pokazuje da va�i:

α = 1 +
τ − 1

σνz
, (3.16)

γT/S = σνz. (3.17)

Analogni izrazi se dobijaju i za eksponente vezane za energiju i amplitudu

lavine:

ε = 1 +
τ − 1

2− σνz
, (3.18)

γE/S = 2− σνz, (3.19)

µ = 1 +
τ − 1

1− σνz
, (3.20)

γA/S = 1− σνz. (3.21)

Da	e, eksponenti uvedeni kod skalira�a magnetizacije su tako�e u odre�e-

noj relaciji sa ostalim eksponentima:

β − βδ =
τ − 2

σ
. (3.22)

Kada je req o najopxtijoj formi skalira�a (3.3), potrebno je i eksponente

koji se u �oj jav	aju dovesti u vezu sa ostalima. Pokazuje se da va�i:

τ = 1− 1 + a

aS
, α = 1− 1 + a

aT
, ε = 1− 1 + a

aE
, µ = 1− 1 + a

aA
, (3.23)

odnosno ukoliko se izrazi svaki od eksponenata aS, aT , aE i aA i sabere dobije

se:
a

1 + a
=

1

1− τ
+

1

1− α
+

1

1− ε
+

1

1− µ
. (3.24)

Da	e, za eksponente koji stoje uz redukovanu neure�enost, redukovano spo	no

po	e i veliqinu sistema va�i:

br = −aSσ, bh = −aSσβδ, bL = −aSσν. (3.25)
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3.5 Vrednosti eksponenata

U narednim tabelama su date vrednosti kritiqnih eksponenata i parame-

tara koji su pomenuti u prethodnim poglav	ima u trodimenzionom i dvodi-

menzionom modelu dobijeni iz simulacija na hiperkubnim rexetkama. U ta-

beli 3.1 su prikazane vrednosti pojedinaqnih eksponenata, tabela 3.2 prikazuje

kombinacije eksponenata koji se qesto koriste, dok su u posled�oj tabeli 3.3

prikazani kritiqni parametri [55, 28].

Tabela 3.1: Vrednosti pojedinaqnih eksponenata
Eksponent Vrednost u 2D Vrednost u 3D

σ 0, 10± 0, 01 0, 24± 0, 02
β 0, 15± 0, 04 0, 035± 0, 028
δ 32± 10 52± 50
ν 5, 15± 0, 20 1, 4± 0, 2
z 1, 25± 0, 17 1, 7± 0, 4
η 1, 05± 0, 06 0, 73± 0, 28
τ 1, 54± 0, 05 1, 60± 0, 06
α 1, 87± 0, 18 2, 05± 0, 20
ε 1, 42± 0, 15 1, 42± 0, 21
µ 2, 55± 0, 30 2, 4± 0, 41

γT/S 0, 64± 0, 08 0, 58± 0, 09
γE/S 1, 35± 0, 15 1, 43± 0, 19
γA/S 0, 39± 0, 02 0, 43± 0, 07
a −0, 859± 0, 09 −0, 851± 0, 08
aS −0, 255± 0, 08 −0, 248± 0, 06
aT −0, 142± 0, 03 −0, 164± 0, 04
aE −0, 34± 0, 08 −0, 355± 0, 11
aA −0, 10± 0, 01 −0, 11± 0, 02
br 0, 025± 0, 002 0, 060± 0, 016
bh 0, 12± 0, 02 0, 11± 0, 03
bL 0, 13± 0, 04 0, 084± 0, 018
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Tabela 3.2: Vrednosti kombinacija eksponenata
Kombinacija Vrednost u 2D Vrednost u 3D
τ + σβδ 2, 02± 0, 06 2, 03± 0, 03
σβδ 0, 48± 0, 08 0, 43± 0, 07
βδ 4, 8± 0, 8 1, 81± 0, 32

d+ β/ν 2, 04± 0, 26 3, 07± 0, 30
1/ν 0, 19± 0, 01 0, 71± 0, 09
1/σ 10± 1 4, 2± 0, 3
β/ν 0, 029± 0, 020 0, 025± 0, 020
σνz 0, 64± 0, 07 0, 57± 0, 03
σν 0, 515± 0, 15 0, 34± 0, 05

Tabela 3.3: Vrednosti kritiqnih parametara
Parametar Vrednost u 2D Vrednost u 3D

Rc 0, 54± 0, 02 2, 16± 0, 03
Hc 1, 275± 0, 020 1, 435± 0, 004
Mc 0, 00± 0, 01 0, 90± 0, 05
b 0, 24± 0, 04 0, 39± 0, 08
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Glava 4

Prelazak sa tri na dve

dimenzije

U dosadax�im radovima na prelasku sa tri na dve dimenzije u ravnote�-

nim termalnim modelima je pokazano da se sistemi koji imaju konstantnu de-

b	inu l i rastu�e ostale dve dimenzije, L → ∞, ponaxaju kao dvodimenzioni

u smislu kritiqnih eksponenata. Pokazano je, tako�e, da kritiqna tempera-

tura zavisi od deb	ine sistema Tc(l) i da je u dva karakteristiqna limesa

jednaka kritiqnoj temperaturi u dve, odnosno tri dimenzije, Tc(l = 1) = T 2D
c

i Tc(l → ∞) = T 3D
c . Za dovo	no velike deb	ine l, odstupa�e Tc(l) od kri-

tiqne temperature u tri dimenzije u prvoj aproksimaciji dato je izrazom

Tc(l) − T 3D
c ∼ l−1/ν3D , gde je ν3D kritiqni eksponent koji kontrolixe diver-

genciju korelacione du�ine u tri dimenzije [29, 33, 60]. Kao xto je ve� reqeno

u uvodu, radovi na sliqnu temu na neravnote�nim modelima su malobrojni, te

se stoga ova i naredna glava disertacije bave pita�em ponaxa�a atermalnog

neravnote�nog Izingovog modela sa sluqajnim po	em pri prelasku sa tri na

dve dimenzije. Iako je sistem koje se ispituje u eksperimentalnim istra�i-

va�ima najqex�e trakast ili nekog drugog oblika kome su sve tri dimenzije

razliqite ovde �e se, radi jednostavnosti, ispitivati rexetke koje imaju kva-

dratnu osnovu, L × L, tj. istu imaju istu du�inu i xirinu, a me�a im se

deb	ina l, odnosno rexetke tipa L × L × l i dobijeni rezultati su objav	eni

u radu [61].
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4.1 Kritiqna neure�enost

Usled nulte temperature u ovom modelu, parametar koji kontrolixe pona-

xa�e celog sistema datih dimenzija jeste neure�enost. Poznate su vrednosti

neure�enosti za dvodimenzioni i trodimenzioni model u termodinamiqkom

limitu R2D
c = 0, 54 i R3D

c = 2, 16, ali ostalo je otvoreno pita�e kolika je

kritiqna neure�enost Rc(l) u termodinamiqkom limitu sistema deb	ine l, gde

je 1 ≤ l ≤ ∞. Ovde termodinamiqki limit podrazumeva da dimenzije osnove

te�e beskonaqnosti L → ∞, dok je deb	ina l fiksirana i u tom svetlu izraz

l = ∞ predstav	a u stvari pravi trodimenzioni sluqaj kada sve tri dimen-

zije postaju beskonaqne. Kritiqna neure�enost je i ovde neure�enost pri kojoj

sistem prelazi iz paramagnetne u feromagnetnu fazu. Za svako R < Rc(l) je

sistem deb	ine l feromagnetan i histerezisna pet	a do�iv	ava skok, dok je

za R > Rc(l) sistem paramagnetan i histerezisna kriva je glatka.

4.1.1 Efektivna kritiqna neure�enost

U simulacijama je nemogu�e analizirati beskonaqan sistem, ve� samo sistem

neke konaqne dimenzije L×L× l, te se stoga i ne mo�e govoriti o pravoj, ve� o
efektivnoj kritiqnoj neure�enosti Reff

c (l, L), koja zavisi od veliqine sistema.

Efektivna kritiqna neure�enost je uvek ve�a od prave, Reff
c (l, L) ≥ Rc(l), i

konvergira ka �oj u termodinamiqkom limitu, limL→∞R
eff
c (l, L) = Rc(l). Za ne-

ure�enosti koje nisu veoma bliske efektivnoj kritiqnoj neure�enosti sistem

do�iv	ava skok magnetizacije kada je R < Reff
c , dok je za R > Reff

c kriva magne-

tizacije glatka. Stoga efektivna kritiqna neure�enost u konaqnim sistemima

igra ulogu prave kritiqne neure�enosti u beskonaqnim sistemima.

4.1.2 Analitiqki izrazi za Reff
c (l, L) i Rc(l)

Da bi se dobio analitiqki izraz za Reff
c (l, L) polazi se od ranije poznatih

rezultata prilago�enih ovom problemu. Sistem deb	ine l se blizu kritiqne

neure�enosti ponaxa efektivno kao dvodimenzioni sistem, jer velike lavine

brzo dostignu deb	inu sistema i takve se xire samo po du�ini i xirini,

xto podse�a na lavine u dvodimenzionom sistemu. Koliko god da je velika

deb	ina l ona je fiksirana i u jednom trenutku ona, pove�ava�em dimenzija

osnove, postaje mala u datom sistemu i velike lavine lako pro�imaju sistem
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po deb	ini i vide ga efektivno kao dvodimenzioni. Tada se, po uzoru na [28]

i izraz za relativno odstupa�e efektivne kritiqne neure�enosti Reff
c (l, L)

od prave kritiqne neure�enosti Rc(l) ≡ limL→∞R
eff
c (l, L), mo�e pretpostaviti

slede�a zavisnost:

Reff
c (l, L)−Rc(l)

Reff
c (l, L)

=
A(l)

L1/ν2D
, (4.1)

gde je A(l) neka funkcija deb	ine, a ν2D kritiqni eksponent koji kontro-

lixe divergenciju korelacione du�ine u dvodimenzionom modelu. Izraz (4.1)

opisuje ponaxa�e relativnog odstupa�a efektivne kritiqne neure�enosti si-

stema veliqine L × L × l od prave kritiqne neure�enosti za deb	inu l, koje

opada sa porastom du�ine i xirine kada sistem te�i termodinamiqkom li-

mitu. Pri tome, nepoznata, funkcija A(l) ne utiqe na asimptotsko ponaxa�e,

jer zavisi samo od deb	ine l koja je fiksirana.

Da	e, analogno ponaxa�u relativnog odstupa�a kritiqne temperature za

sistem odre�ene deb	ine od kritiqne temperature trodimenzionog sistema u

ravnote�nim modelima [62, 39], uvodi se pretpostavka:

Rc(l)−R3D
c

Rc(l)
=

∆

l1/ν3D
, (4.2)

gde je ∆ konstanta, a ν3D kritiqni eksponent koji kontrolixe divergenciju

korelacione du�ine u trodimenzionom modelu. Ovim izrazom se dobija re-

lativno odstupa�e kritiqne neure�enosti za sistem deb	ine l od kritiqne

neure�enosti R3D
c u trodimenzionom sluqaju. Vrednost konstante ∆ se mo�e

dobiti iz izraza (4.2) ukoliko se posmatra sluqaj l = 1. Tada je Rc(l) jednako

R2D
c , jer je l = 1 qist dvodimenzioni sluqaj, pa poxto je

∆ =
∆

11/ν3D
=
R2D
c −R3D

c

R2D
c

,

zamenom brojnih vrednosti R2D
c = 0, 54 i R3D

c = 2, 16 sledi da je ∆ ≈ −3.

Izrazi (4.1) i (4.2) sadr�e u sebi kritiqnu neure�enost Rc(l) koja ne mo�e

da se dobije direktnom analizom podataka iz simulacija, obzirom da mogu da

se simuliraju samo konaqni sistemi. Time ti izrazi ne daju analitiqki oblik
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za Reff
c (l, L) koji mo�e da se proveri nekim dobijenim vrednostima iz simula-

cija. U ci	u dobija�a odgovaraju�eg izraza za efektivnu kritiqnu neure�e-

nost Reff
c (l, L) bilo bi dobro videti kako izgleda �eno relativno odstupa�e od

neke poznate vrednosti, npr.

Reff
c (l, L)−R3D

c

Reff
c (l, L)

.

Direktnim pore�e�em ovog izraza sa nekim prethodnim rezultatima ne mo�e

se do�i do zak	uqka o �egovom asimptotskom ponaxa�u. Me�utim, taj izraz

mo�e da se transformixe na slede�i naqin:

Reff
c (l, L)−R3D

c

Reff
c (l, L)

=
Reff
c (l, L)−Rc(l)

Reff
c (l, L)

+
Rc(l)−R3D

c

Rc(l)
· Rc(l)

Reff
c (l, L)

=

Reff
c (l, L)−Rc(l)

Reff
c (l, L)

+
Rc(l)−R3D

c

Rc(l)

(
1− Reff

c (l, L)−Rc(l)

Reff
c (l, L)

)
,

(4.3)

odakle se vidi da u �emu figurixu samo faktori koji su dati izrazima (4.1)

i (4.2), odnosno da je:

Reff
c (l, L)−R3D

c

Reff
c (l, L)

=
A(l)

L1/ν2D
+

∆

lν3D

(
1− A(l)

L1/ν2D

)
=

=
A(l)

L1/ν2D

(
1− ∆

l1/ν3D

)
+

∆

l1/ν3D
.

(4.4)

I da	e je funkcija A(l) nepoznata i u ci	u �enog odre�iva�a se posma-

tra specijalan sluqaj kada je l = L. Tada je to konaqni ekvilateralni tro-

dimenzioni sistem te je Reff
c (l, L) jednako efektivnoj kritiqnoj neure�enosti

trodimenzionog sistema Reff
c (l) za koju va�i

Reff
c (l)−R3D

c

Reff
c (l)

=
A

l1/ν3D
,

gde je A konstanta [55]. Uzimaju�i ovo u obzir, izraz (4.4) postaje:

Reff
c (l)−R3D

c

Reff
c (l)

=
A

l1/ν3D
=

A(l)

l1/ν2D

(
1− ∆

l1/ν3D

)
+

∆

l1/ν3D
, (4.5)

odnosno oblik funkcije A(l) je:

A(l) =

(A−∆)

l1/ν3D−1/ν2D

1− ∆
l1/ν3D

. (4.6)

37



Prostom algebarskom transformacijom izraza (4.4) i zamenom funkcije

A(l) oblikom dobijenim u (4.6) sledi analitiqki oblik efektivne kritiqne

neure�enosti:

Reff th
c (l, L) = R3D

c

(
1− ∆

l1/ν3D
− A−∆

L1/ν2D l1/ν3D−1/ν2D

)−1

. (4.7)

Va�na osobina predlo�enog analitiqkog oblika je u tome xto zavisi samo

od jednog slobodnog parametra A. Ukoliko bi iz simulacija mogle da se odrede

efektivne kritiqne neure�enosti Reff
c (l, L) za razne veliqine sistema, onda

bi se parametar A dobio fitova�em podataka Reff
c (l, L) na predlo�enu formu

(4.7).

Na samoj efektivnoj kritiqnoj neure�enosti se u datom sistemu ispo	ava

mnoxtvo fenomena i pojava koje su od velikog znaqaja za izuqava�e modela.

Usled toga �e jedna glava u ovoj disertaciji biti posve�ena ponaxa�u lavina

i �enih parametara za razne deb	ine sistema upravo na efektivnoj kritiqnoj

neure�enosti za taj sistem.

Osim izraza za efektivnu kritiqnu neure�enost mogu�e je izvesti i ana-

litiqki izraz za pravu kritiqnu neure�enost sistema deb	ine l. Prostom

transformacijom izraza (4.2) se dobija:

Rc(l) =
R3D
c

1− ∆
l1/ν3D

, (4.8)

odakle se vidi da ovde nema slobodnih parametara, odnosno da je mogu�e odre-

diti kritiqnu neure�enost za sistem deb	ine l samo zamenom vrednosti te

deb	ine u datom izrazu.

4.2 Skalira�e distribucija parametara lavine

Posle odre�iva�a kritiqne neure�enosti postav	a se pita�e teorijskih

predikcija ponaxa�a distribucija nekih veliqina modela. Forma (3.3) daje

opxtu formu skalira�a za ekvilateralne sisteme. Ukoliko se dimenzije si-

stema razlikuju po raznim pravcima onda je potrebno korigovati tu formu i
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uzeti u obzir svaku dimenziju sistema zasebno. Za sistem veliqine L1×L2×L3

skalira�e bi izgledalo na slede�i naqin:

D(λaSS, λaTT,λaEE, λaAA;λbhh′, λbrr, λbL1/L1, λ
bL2/L2, λ

bL3/L3) =

= λD(S, T,E,A;h′, r, 1/L1, 1/L2, 1/L3) .
(4.9)

Ukoliko u sistemu ne postoji neki preferirani pravac u smislu struk-

ture rexetke onda su svi eksponenti bL1 , bL2 , bL3 jednaki, odnosno bL1 = bL2 =

bL3 = bl. Obzirom da u sistemima ra�enim u ovoj disertaciji ne postoji neki

preferirani pravac onda forma (4.9) prime�ena na te sisteme tipa L×L× l
glasi:

D(λaSS,λaTT, λaEE, λaAA;λbhh′, λbrr, λbl/L, λbl/L, λbl/l) =

= λD(S, T,E,A;h′, r, 1/L, 1/L, 1/l) .
(4.10)

4.2.1 Skalira�e distribucija veliqine lavina

Da bi se iz opxte forme skalira�a (4.10) dobila forma za skalira�e

distribucije veliqine lavina potrebno je integraliti je po ostalim parame-

trima lavine. Ukoliko se integrali i po svim mogu�im vrednostima spo	nog

po	a dobija se zakon skalira�a integralnih distribucija1:

D(int)(λaSS;λbrr, λbl/L, λbl/L, λbl/l) =

= λ1+a−aS+bhD(int)(S; r, 1/L, 1/L, 1/l) .
(4.11)

Mogu�e je testirati predlo�eno skalira�e na nekoliko naqina. Prvo mogu

sve dimenzije da budu fiksirane, odnosno l = const, L = const, tako da je je-

dini slobodan parametar neure�enost R. Potom, mogu�e je fiksirati deb	inu

l, a pustiti da se me�a veliqina osnove L × L, kao i neure�enost R. Ovaj

sluqaj je zanim	iv, jer prema pretpostavkama bi sistem tada trebalo da se

ponaxa efektivno kao dvodimenzioni, odnosno da svi kritiqni eksponenti i

parametri imaju vrednosti kao u dvodimenzionom modelu, osim kritiqne neu-

re�enosti, koja zavisi od deb	ine Rc(l). I na kraju, ukoliko su sve dimenzije

sistema promen	ive (uz uslov da je l/L = const), kao i neure�enost, sistem bi

1U da	em tekstu �e zbog jednostavnosti sve integralne distribucije biti obele�ene sa
D(int) bez obzira na to o kom parametru lavine je req, a na osnovu argumenata �e biti jasno
o kojoj distribuciji se radi.
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trebalo da ispo	ava trodimenziono ponaxa�e, odnosno da svi kritiqni ekspo-

nenti i parametri imaju vrednosti koje odgovaraju trodimenzionom modelu.

Ukoliko su sve dimenzije sistema fiksirane, a samo neure�enost promen-

	iva, tada se radi o kolapsira�u koje je najqex�e prime�ivano u dosadax�oj

literaturi [18, 55]. Tako�e, kolaps ovog tipa je naveden i u prethodnoj glavi

u izrazu (3.6), s tim xto ovde nije u pita�u ekvilateralan sistem, tako da

forma skalira�a glasi:

D(int)(S; r, 1/L, 1/L, 1/l) = S−(τ+σβδ)×

×D(int)
± (Sσ|r|, Sσν/L, Sσν/L, Sσν/l) ,

(4.12)

gde su D(int)
± funkcije skalira�a integralne distribucije, a r = (R−Rc(l))/R

je relativno odstupa�e neure�nosti od kritiqne za datu deb	inu sistema l,

dok su vrednosti svih kritiqnih eksponenata jednake onima za dvodimenzioni

model ukoliko va�i da je deb	ina sistema dosta ma�a od ostale dve dimenzije.

Da bi se dobilo skalira�e koje �e testirati preostala dva predlo�ena

oblika potrebno je na odgovaraju�i naqin odabrati skaliraju�i parametar λ.

Pristupi za oba oblika su analogni, tako da �e ovde biti prvo dat pristup za

sluqaj kada su sve dimenzije promen	ive.

Pokazano je da za qiste trodimenzione i dvodimenzione sisteme izme�u

veliqine lavine S i �ene linearne dimenzije2 lA va�i relacija

S ∼ l
Df
A , (4.13)

gde je Df fraktalna dimenzija lavine. Ona u trodimenzionom modelu u slu-

qaju subkritiqnih pro�imaju�ih lavina ima vrednost Df = 2, 98, a za ostale,

ma�e, lavine iznosi Df = 1/σν = 2, 78 [63]. Ukoliko je u sistemu l � L

tada lavine vrlo brzo dostignu granice sistema po deb	ini i �ihovo da	e

prostira�e nije trodimenziono. Dakle, da bi se primenila relacija (4.13) na

sisteme tipa L× L× l potrebno je posmatrati male lavine koje jox uvek nisu

dostigle granice sistema qak ni po deb	ini i za koje sistem izgleda kao da je

trodimenzioni. Maksimalna linearna dimenzija jedne takve lavine je zapravo

2Za linearnu dimenziju lavine se mo�e uzeti npr. �en preqnik, odnosno maksimalno
rastoja�e izme�u dva spina koji pripadaju lavini.
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deb	ina sistema, lA,max = l. Tada se maksimalna veliqina malih lavina koje

i da	e sistem vide kao da je trodimenzioni ponaxa kao:

Smax ∼ lDf , (4.14)

gde je Df = 1/σν = 2, 78 fraktalna dimenzija nepro�imaju�ih lavina u tro-

dimenzionom modelu.

Tada, ako se skaliraju�i parametar izabere u obliku

λ = l−Df/aS , (4.15)

va�i

λaS =
1

lDf
,

λbr = l(−br/aS)Df = lσDf = l1/ν ,

λbl = l−(bl/aS)Df = lσνDf = l,

λ1+a−aS+bh = l−(1+a−aS+bh)Df/aS = l

(
1− 1+a

aS
− bh
aS

)
Df = l(τ+σβδ)Df ,

gde je iskorix�eno da je Df = 1/σν. Nakon izbora skaliraju�eg parametra

(4.15) u formi (4.11) sledi izraz za skalira�e distribucije veliqine lavina

u sistemima kojima se sve dimenzije me�aju:

D(int)(S/lDf ; rl1/ν , l/L, l/L, 1) =

= l(τ+σβδ)DfD(int)(S; r, 1/L, 1/L, 1/l),
(4.16)

gde svi eksponenti imaju vrednosti kao u trodimenzionom modelu3[28, 64]. Jed-

naqina (4.16) ukazuje da u ci	u dobija�a �e	enog kolapsa veliqina lavina, u

neekvilateralnim sistemima koji imaju promen	ive veliqine po svim dimen-

zijama, treba voditi raquna o izrazima rl1/ν i l/L i dr�ati ih konstatnim

podexava�em vrednosti deb	ine l, du�ine i xirine L, kao i redukovane ne-

ure�enosti r = 1 − R3D
c /R. U tom sluqaju se ispostav	a da ukoliko se na

apscisnu osu nanesu vrednosti veliqina lavina pode	ene sa lDf , a na ordi-

natnu osu distribucija veliqine lavina pomno�ena faktorom l(τ+σβδ)Df , taqke

svih distribucija bi trebalo da le�e na istoj krivoj.

3Bilo bi ispravnije pisati na svakom od eksponenta indeks 2D ili 3D, ali u tom sluqaju
bi izrazi izgledali previxe glomazno i ne bi bili razum	ivi, te je ostav	eno ovako.
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Kao xto je reqeno, analognim postupkom se mo�e izvesti i izraz za kolaps

distribucije veliqina lavina u sluqaju da je deb	ina sistema fiksirana i da

je dosta ma�a od ostale dve dimenzije sistema. Izborom skaliraju�eg parame-

tra λ u obliku:

λ = L−Df/aS , (4.17)

gde je Df = 2 u dvodimenzionom modelu [64], qinioci i argumenti u izrazu

(4.11) postaju:

λaS =
1

LDf
,

λbr = L(−br/aS)Df = LσDf = L1/ν ,

λbl = L−(bl/aS)Df = LσνDf = L,

λ1+a−aS+bh = L−(1+a−aS+bh)Df/aS = L

(
1− 1+a

aS
− bh
aS

)
Df = L(τ+σβδ)Df .

Time se dobija forma skalira�a distribucija veliqine lavina u sistemima

tipa L× L× l gde je deb	ina l fiksirana

D(int)(S/LDf ; rL1/ν , 1, 1, L/l) =

= L(τ+σβδ)DfD(int)(S; r, 1/L, 1/L, 1/l).
(4.18)

Ovde svi eksponenti imaju vrednosti iz dvodimenzionog modela [27, 28], dok

kritiqna neure�enost zavisi od deb	ine prema formuli (4.8), te je redukovana

neure�enost r = 1−Rc(l)/R.

4.2.2 Skalira�e distribucija traja�a i energije lavina

U sistemima kojima se sve dimenzije me�aju zanim	ivo je videti i kako se

ponaxaju distribucije nekih drugih parametara lavine, kao xto su traja�e

i energija. Polaze�i od forme (4.10) mogu se dobiti izrazi za skalira�e

distribucija samo traja�a ili energije lavina ukoliko se integrali po svim

ostalim parametrima. Specijalno, ako je od interesa skalira�e integralnih

distribucija potrebno je integraliti i po svim vrednostima spo	nog po	a.

Time se dobija izraz za skalira�e integralnih distribucija traja�a lavina

D(int)(λaTT ;λbrr, λbl/L, λbl/L, λbl/l) =

= λ1+a−aT+bhD(int)(T ; r, 1/L, 1/L, 1/l) ,
(4.19)

kao i integralnih distribucija energije lavina
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D(int)(λaEE;λbrr, λbl/L, λbl/L, λbl/l) =

= λ1+a−aE+bhD(int)(E; r, 1/L, 1/L, 1/l) .
(4.20)

Potrebno je opet na odgovaraju�i naqin izabrati skaliraju�i parametar λ.

U sistemima tipa L× L× l maksimalno traja�e malih lavina (lavina kojima
sistem jox uvek izgleda kao da je trodimenzioni, odnosno one koje nisu dostigle

granice sistema po deb	ini) se skalira sa �ihovom linearnom dimenzijom kao

Tmax ∼ lz, 4 (4.21)

gde je z dinamiqki kritiqni eksponent u trodimenzionalnom modelu.

Analognim izborom skaliraju�eg parametra kao kod distribucije veliqine

lavina

λ = l−z/aT , (4.22)

i koriste�i relacije (3.16), (3.23) i (3.25) dobijaju se faktori u izrazu (4.19)

λaT =
1

lz
,

λbr = l(−br/aT )z = l
1−α
1−τ σz = l1/ν ,

λbl = l−(bl/aT )z = l
1−α
1−τ σνz = l,

λ1+a−aT+bh = l−(1+a−aT+bh)z/aT = l

(
1− 1+a

aT
− bh
aT

)
z

= l(α+σβδ(1−α)/(1−τ))z.

Koriste�i predlo�eni parametar (4.22) u formi (4.19) sledi izraz za ska-

lira�e distribucije traja�a lavina u sistemima kojima se sve dimenzije me-

�aju:

D(int)(T/lz; rl1/ν , l/L, l/L, 1) =

= l(α+σβδ 1−α
1−τ )zD(int)(T ; r, 1/L, 1/L, 1/l),

(4.23)

gde svi eksponenti imaju vrednosti iz trodimenzionog modela, a redukovana

neure�enost je r = 1−R3D
c /R. Ovaj izraz ka�e da ukoliko se u sistemima tipa

L×L× l dr�i konstantnim odnos l/L, kao i ako se podese neure�enosti tako da

je rl1/ν konstantno, tada distribucije traja�a lavina pomno�ene sa l(α+σβδ 1−α
1−τ )z

4Pokazano je u prethodnom delu teksta da je maksimalna linearna dimenzija malih lavina
jednaka deb	ini sistema l
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le�e na istoj krivoj ukoliko je na apscisnoj osi traja�e lavina pode	eno sa

lz.

Analognim postupkom se dobija i forma sklaira�a za distribucije ener-

gije lavina. Maksimalna energija male lavine u sistemu L × L × l, za koju

dati sistem i da	e izgleda kao da je trodimenzioni, se skalira sa linearnom

dimenzijom te lavine kao

Emax ∼ lγE/SDf , (4.24)

gde je γE/S eksponent koji opisuje kako se ponaxa sred�a energija lavine u

zavisnosti od veliqine lavine.

Bira�em skaliraju�eg parametra na slede�i naqin

λ = l−γE/SDf/aE , (4.25)

i koriste�i relacije (3.18), (3.19), (3.23) i (3.25) dobijaju se faktori u izrazu

(4.20)

λaE =
1

lγE/SDf
,

λbr = l(−br/aE)γE/SDf = l
1−ε
1−τ γE/SDfσ = l1/ν ,

λbl = l−(bl/aE)γE/SDf = l
1−ε
1−τ γE/SσνDf = l,

λ1+a−aE+bh = l−(1+a−aE+bh)γE/SDf/aE = l

(
1− 1+a

aE
− bh
aE

)
γE/SDf = l(ε+σβδ(1−ε)/(1−τ))γE/SDf .

Koriste�i (4.25) u formi (4.20) sledi izraz za skalira�e distribucije ener-

gije lavina u sistemima kojima se sve dimenzije me�aju:

D(int)(E/lγE/SDf ; rl1/ν , l/L, l/L, 1) =

= l(ε+σβδ
1−ε
1−τ )γE/SDfD(int)(T ; r, 1/L, 1/L, 1/l),

(4.26)

gde svi eksponenti imaju vrednosti kao u trodimenzionom modelu. Izraz

(4.26) tvrdi da ukoliko se na apscisnu osu nanese energija lavina pode	ena

sa lγE/SDf , a na ordinatnu osu distribucije energije lavina pomno�ene fak-

torom l(ε+σβδ
1−ε
1−τ )γE/SDf i pri tome su konstatntne veliqine l/L i rl1/ν onda sve

krive kolapsiraju, odnosno le�e na jednoj zajedniqkoj krivoj.
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Glava 5

Numeriqki rezultati za

prelazak sa tri na dve dimenzije

U ovoj glavi su predstav	eni rezultati simulacija ra�enih na sistemima

opisanim u prethodnoj glavi, koji imaju kvadratnu osnovu dimenzija L × L i

deb	inu l, gde je l ≤ L. Pokazano je u kojoj meri se sve predlo�ene teorijske

relacije iz prethodne glave sla�u sa numeriqkim rezultatima, a na kraju je

ura�eno i pore�e�e numeriqkih rezultata sa nekim eksperimentalnim vezanim

za Barhauzenov xum u tankim filmovima i trakama. Sve simulacije vezane

za ove sisteme su ra�ene u adijabatskom re�imu, dok su graniqni uslovi pe-

riodiqni (zatvoreni) du� dimenzija osnove, a otvoreni du� deb	ine. Ovakvi

graniqni uslovi su uvedeni iz praktiqnih razloga. Naime, napomenuto je kako

otvoreni i zatvoreni graniqni uslovi daju iste reultate u termodinamiqkom

limitu. Jasno je, svakako, da se u sluqaju veoma malih sistema ti rezultati

razlikuju. Obzirom da deb	ina ovde varira sve do l = 1 (qist dvodimenzi-

oni sluqaj), lavine vrlo lako ,,probijaj" sistem po toj dimenziji. Ukoliko bi

graniqni uslovi bili periodiqni tada bi se propagacija lavina nastav	ala

i da	e, odnosno ne bi se zaustavila na granici sistema. Me�utim, ono xto je

potrebno naglasiti u ovakvim sistemima jeste upravo to da granice sistema

predstav	aju jedan od ograniqavaju�ih faktora za prostira�e lavina, kao

xto je sluqaj i u eksperimentalnim istra�iva�ima na tankim filmovima i

trakama. Usled toga se po deb	ini prime�uju otvoreni graniqni uslovi koji

spreqavaju da	u propagaciju du� te dimenzije onih lavina koje ,,sti�u" do

granica sistema.

U ci	u dobija�a rezultata sa �e	enom taqnox�u i preciznox�u broj simu-
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lacija sa razliqitim konfiguracijama sluqajnog po	a pri istoj neure�enosti

je ixao od 16 za najve�e sisteme (koji sadr�e preko 17 milijardi spinova) do

60 000 za najma�e sisteme.

5.1 Neekvilateralni sistemi

Na slici 5.1 je prikazano kako izgledaju krive integralnih distribucija

veliqine lavina za sisteme sa istom osnovom L = 8192, istom neure�enox-

�u R = 2, 3 ali raznim deb	inama u opsegu od l = 1 do l = 128. Obzirom

da ova vrednost neure�enosti premaxuje vrednost kritiqne neure�enosti za

trodimenzioni model R3D
c , sledi da su lavine u datim sistemima male i da je

svaki od sistema u paramagnetnoj fazi. Stoga krive na slici (u skaliraju�em

regionu, pre cutoff-a) imaju qist stepeni pad koji potiqe upravo od toga xto

se u sistemu pojav	uju samo male lavine. Tako�e se vidi i da je nagib ovih

krivih u skaliraju�em regionu isti bez obzira na deb	inu, ali razlikuje se

veliqina samog tog regiona, i to tako da xto je deb	ina ve�a (odnosno sistem

ve�i, jer je osnova ista), to je i region ve�i, i obratno.

Slika 5.1: Integralne distribucije veliqine lavina u sistemima koji imaju
istu osnovu L = 8192, istu neure�enost R = 2, 3 a razliqite deb	ine koje se
kre�u od l = 1 do l = 128.

Izgled integralnih distribucija veliqine lavina postaje znaqajno druga-

qiji ukoliko neure�enosti imaju ma�e vrednosti, odnosno ukoliko se pojav	uju

velike lavine u sistemu. U tom sluqaju je lavina ograniqena izme�u gor�e i
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do�e granice sistema i nada	e se ponaxa efektivno kao lavina u dvodimen-

zionom sistemu. S druge strane i da	e postoje male lavine u sistemu koje ne

dosegnu granice po deb	ini i koje se ponaxaju kao obiqne trodimenzione la-

vine. Na glavnom delu slike 5.2 prikazane su krive integralnih distribucija

veliqine lavina za sisteme koji imaju istu osnovu, L = 8192, ali se deb	ina

me�a od l = 1 do l = 128, s tim da je neure�enost za svaki sistem nexto ve�a

od efektivne kritiqne, xto obezbe�uje da ne�e biti lavina koje pro�imaju

sistem po jednoj od ve�ih dimenzija, xirini ili du�ini.

Mo�e se primetiti da krive distribucija kod kojih je deb	ina l > 4 imaju

prevoj (u da	em delu teksta koleno) koji razdvaja ponaxa�e lavina u zavisno-

sti od veliqine. Kao xto je reqeno u prethodnom delu teksta, dok su lavine

male one ne dose�u granice sistema po deb	ini i prostiru se neometano kao

trodimenzione lavine. I delovi distribucija malih koji odgovaraju regionu

malih lavina se ponaxaju kao distribucije u trodimenzionom modelu. Uko-

liko je lavina velika, ona relativno brzo u toku propagacije dosegne granice

sistema po deb	ini i nada	e se xiri kao dvodimenziona lavina. U delu gde su

lavine velike distribucije se ponaxaju kao u dvodimenzionom modelu. Region

gde se jav	a koleno je u stvari granica; lavine ma�e od veliqine lavina na

kolenu su ,,trodimenzione", dok su one ve�e efektivno dvodiemnzione. Vidi

se, tako�e, da se za ve�e deb	ine sistema koleno nalazi na ve�im veliqinama

lavina. To je u skladu sa pretpostavkom (4.14) iz prethodne glave o tome da

je veliqina najve�e ,,trodimenzione" lavine srazmerna sa lDf , gde je l deb	ina

sistema, a Df fraktalna dimenzija. Na umetnutoj slici je prikazano kako iste

krive izgledaju ukoliko na apscisnoj osi nije veliqina lavine nego veliqina

Sl−Df . Obzirom da se sva kolena poklapaju, sledi da je pretpostavka (4.14)

taqna. Me�utim, kolaps ovih krivih nije zadovo	avaju�eg kvaliteta usled

razlistava�a krajeva distribucija. To dolazi stoga xto ostali argumenti

distribucije nisu podexeni kao xto je prelo�eno u (4.16).

Sa druge strane, za vrednosti deb	ine l ≤ 4 se ne mo�e opaziti pojava

kolena na krivama. To se lako objax�ava ukoliko se izraquna maksimalna

veliqina trodimenzione lavine za l = 4. Ona iznosi 4Df ≈ 50, dok je za l < 4

ta vrednost jox ma�a i nije je mogu�e opaziti na grafiku, tako da krive koje

odgovaraju deb	ini l ≤ 4 imaju samo dvodimenzioni deo.
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Slika 5.2: Glavna slika: integralne distribucije veliqine lavina u siste-
mima koji imaju istu osnovu L = 8192, a razliqite deb	ine koje se kre�u
od l = 1 do l = 128, dok su neure�enosti za svaki sistem malo iznad efek-
tivne kritiqne. Umetnuta slika: integralne distribucije veliqine lavina
sa glavne slike za l ≥ 8 nacrtane u funkciji od veliqine lavina reskalirane
na veliqinu najve�e trodimenzionalne lavine u sistemu, odnosno Sl−Df .

5.2 Kritiqna neure�enost

U prethodnoj glavi su data teorijska predvi�a�a kako bi trebalo da se po-

naxaju kritiqna neure�enost Rc(l) i efektivna kritiqna neure�enost R
eff
c (l, L)

u zavisnosti od dimenzija sistema. Da bi se proverile predlo�ene relacije

potrebno je da se odrede vrednosti za Reff
c (l, L) na osnovu podataka iz numeriq-

kih simulacija.

5.2.1 Numeriqko odre�iva�e efektivne kritiqne neu-

re�enosti

U radu [64] je pokazano da se u dvodimenzionom sistemu veliqine L × L

i pri neure�enosti R broj pro�imaju�ih lavina po obe dimenzije N2D
2 (R,L)

mo�e analitiqki aproksimirati uz pomo� komplementarne funkcije grexke

erfc(x) = (2/
√
π)
∫∞
x

e−t
2
dt. U termodinamiqkom limitu broj pro�imaju�ih la-

vina te�i Hevisajdovoj funkciji1 sa centrom u taqki R2D
c , odnosno kritiqnoj

1Hevisajdova funkcija mo�e da se definixe na vixe naqina, jedan od �ih jeste U(x) =
d

dxmax(x, 0). Ovim izrazom vrednost funkcije u nuli nije odre�ena, a postoji nekoliko
po�ednako korix�enih definicija, me�u kojima su najqex�e U(0) = 0, U(0) = 1/2 i U(0) = 1.
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neure�enosti za dvodimenzioni model:

N2D
2 (R,L) =

1

2
erfc(B(L)(R− C(L))); (5.1)

lim
L→∞

N2D
2 (R,L) = N2D

2 (R) = U(R2D
c −R), (5.2)

gde su B(L) i C(L) neke funkcije koje zavise od veliqine sistema, dok je U(x)

Hevisajdova funkcija.

Po ugledu na ovaj pristup u dvodimenzionom modelu mo�e se uvesti kri-

terijum za odre�iva�e efektivne kritiqne neure�enosti u sistemima tipa

L × L × l. Ranije je objax�en pojam pro�imaju�e lavine u konaqnim siste-

mima i reqeno je da je to lavina koja se prostire du� bar jedne cele dimenzije

sistema. Tako�e, navedeno je da se kao veoma jednostavan, ali ne i dovo	no pre-

cizan, kriterijum za odre�iva�e efektivne kritiqne neure�enosti mo�e uzeti

da je to maksimalna neure�enost pri kojoj se i da	e jav	aju pro�imaju�e la-

vine. Ovde se taj kriterijum preciznije definixe. Obzirom da lavina mnogo

lakxe mo�e da pro�me sistem du� deb	ine (posebno kada je l malo, pa je skoro

svaka lavina pro�imaju�a po deb	ini) onda se pro�ima�e po deb	ini uopxte

ne uzima kao faktor za odre�iva�e efektivne kritiqne neure�enosti. Dakle,

posmatraju se pro�imaju�e lavine samo po du�ini i xirini sistema i neka je

�ihov proseqan broj po jednoj realizaciji sluqajnog po	a za datu neure�enost

N(R; l, L). Tada je taj broj jednak zbiru proseqnog broja pro�imaju�ih lavina

du� samo jedne od dimenzija osnove i proseqnog broja pro�imaju�ih lavina

du� obe dimenzije osnove, odnosno

N(R; l, L) = N1(R; l, L) +N2(R; l, L).

Da	e, analogno izrazu (5.1) mo�e se uvesti pribli�na analitiqka forma ve-

liqine N2(R; l, L)

N2(R; l, L) =
1

2
erfc((R−R0)/W ), (5.3)

gde su W = W (l, L) i R0 = R0(l, L) neke funkcije koje zavise od veliqine si-

stema, ali zbog jednostavnosti zapisa su izostav	eni �ihovi argumenti. Taqka

R = R0 je prevojna taqka komplementarne funkcije grexke, dok W predsta-

v	a xirinu tranzicionog regiona definisanog kao interval neure�enosti u
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kome se vrednosti N2(R; l, L) sma�uju od pribli�no 0, 75 do pribli�no 0, 25,

odnosno uzimaju polovinu sredix�eg dela krive. Poxto W te�i nuli u ter-

modinamiqkom limitu L → ∞, mo�e se videti da vrednost funkcije R0 tada

predstav	a kritiqnu neure�enost, odnosno da se za R ≤ R0 jav	aju pro�i-

maju�e lavine u beskonaqnom sistemu, dok ih za R > R0 nema. Time se name�e

zak	uqak da i u konaqnim sistemima R0 predstav	a efektivnu kritiqnu neu-

re�enost, xto omogu�ava da se efektivna kritiqna neure�enost identifikuje

sa parametrom Reff
c (l, L) u formuli:

N2(R; l, L) =
1

2
erfc((R−Reff

c (l, L))/W ). (5.4)

Slika 5.3: Primer odre�iva�a efektivne kritiqne neure�enosti za sistem
kome su dimenzije l = 16 i L = 256. Plavim taqkama su prikazani rezultati
dobijeni iz simulacija koji pokazuju koliko dvodimenzionih pro�imaju�ih
lavina se javi u sistemu po jednoj relaziaciji sluqajnog po	a za datu neu-
re�enost. Da bi se dobila odgovaraju�a preciznost za svaku neure�enost je
izvrxeno po 500 razliqitih realizacija sluqajnog po	a. Punom linijom koja
prolazi kroz taqke je prikazana funkcija 0, 5erfc((R − R0)/W ) koja najbo	e
fituje date taqke. Vertikalnom punom linijom je naznaqena vrednost R0, a is-
prekidanim vertikalnim linijama region u kom vrednost funkcije N2 opadne
sa 0,75 na 0,25.

Na slici 5.3 je prikazano kako se odre�uje efektivna kritiqna neure�enost

na primeru sistema kod koga je l = 16, L = 256. Iz fita se dobije W =
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0, 074 ± 0, 002 i R0 = 1, 954 ± 0, 001, odakle sledi da je efektivna kritiqna

neure�enost Reff
c (l = 16, L = 256) = 1, 954. Jasno je da se kriterijum dat izrazom

(5.4) razlikuje od ranije navedenog kriterijuma po kome je efektivna kritiqna

neure�enost maksimalna neure�enost pri kojoj se i da	e jav	aju pro�imaju�e

lavine. Ovde to svakako nije sluqaj, jer ako se pogleda slika 5.3 vidi se da se i

za vrednosti neure�enosti R > Reff
c (l, L) jav	aju pro�imaju�e lavine (postoje

plave taqke kojima ordinatna vrednost nije nula, a apscisna je ve�a od 1,954).

Me�utim, ovaj kriterijum je daleko robusniji, jer na �ega ne utiqe izuzetno

mala verovatno�a da se javi pro�imaju�a lavina i na velikim neure�enostima

u konaqnim sistemima. Qak i ako bi se javila neka pro�imaju�a lavina na

velikoj neure�enosti, ona ne bi, usled velikog broja razliqitih realizacija

sluqajnog po	a, predstav	ala znaqajnu promenu u parametrima fita W i R0.

5.2.2 Numeriqka provera teorijskog izraza za odre�iva-

�e efektivne kritiqne neure�enosti

U prethodnoj glavi je predlo�en analitiqki izraz za efektivnu kritiqnu

neure�enost (4.7). U ci	u �egove provere odre�ene su vrednosti efektivnih

kritiqnih neure�enosti za razne veliqine sistema metodom predlo�enom u

(5.4). Fitova�em tih vrednosti na formu (4.7) je mogu�e dobiti slobodni

parametar A i potom imati teorijske vrednosti Reff
c (l, L) za bilo koje l i L.

Na slici 5.4 je prikazan grafik zavisnosti efektivne kritiqne neure�e-

nosti od du�ine (xirine) i deb	ine sistema. Crnim taqkama su prikazane

numeriqki dobijene vrednosti za Reff
c (l, L) za razne dimenzije sistema. Za svaku

kombinaciju l i L je u simulacijama dobijen proseqan broj pro�imaju�ih la-

vina po simulaciji N2(R; l, L) za 17 razliqitih neure�enosti, odabranih tako

da broj taqaka ispod i iznad kritiqne neure�enosti bude pribli�no jednak

da bi se dobio grafik poput 5.3. Za dobija�e xto taqnijih vrednosti plavih

taqaka na 5.3 je za svaku neure�enost vrxeno usred�ava�e po 200 konfigura-

cija sluqajnog po	a za svaku neure�enost. Ukupno to daje 17 × 200 = 3400

simulacija za dobija�e jedne vrednosti Reff
c (l, L)2. Stoga je grexka odre�iva�a

vrednosti veliqina W i R0 (odnosno R
eff
c ) toliko mala da originalne grexke

2Ra�eno je 36 razliqitih vrednosti Reff
c prikazanih na grafiku, xto ukupno znaqi preko

100000 simulacija samo za potvrdu izraza (4.7)
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ne bi bile vid	ive na slici 5.4. Iz tog razloga su grexke pove�ane 5 puta i

predstav	ene crnim linijama, koje prolaze kroz taqke dobijene numeriqkim

simulacijama, du� ose na kojoj se nalazi neure�enost. Povrx sa slike (obo-

jena nijansama naran
aste boje) predstav	a teorijsku predikciju vrednosti

efektivnih kritiqnih neure�enosti datu izrazom (4.7). Tamnije nijanse na-

ran
aste prikazaju region sa ma�im neure�enostima, dok su svetlije nijanse

rezervisane za ve�e vrednosti neure�enosti-videti legendu slike.

Slika 5.4: Grafik zavisnosti efektivnih kritiqnih neure�enosti od deb	ine
sistema l i dimenzije osnove L. Efektivne kritiqne neure�enosti su oznaqene
crnim taqkama, dok su grexke uve�ane 5 puta u ci	u bo	e vid	ivosti. Pri-
kazana povrx na grafiku predstav	a teorijsku predikciju za izraqunava�e
Reff,th
c (l, L) datu izrazom (4.7). Strelice pokazuju tri karakteristiqna pravca

za koje je ra�eno skalira�e distribucija veliqina lavina. Prva strelica:
promen	ive sve dimennzije sistema, ali sa konstantnim odnosom l/L; druga
strelica: promen	iva samo du�ina i xirina sistema, dok je deb	ina kon-
stantna l = const; tre�a strelica: sistem je konstantne veliqine l, L = const.
U sva tri sluqaja je promen	iva i neure�enost.

Jasno se vidi da povrx prolazi kroz sve taqke dobijene numeriqkim putem.

Obzirom da se dimenzije sistema kre�u u xirokim granicama, deb	ina se me�a
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od l = 2 do l = 64, a du�ina od L = 256 do L = 8190, i izraz (4.7) dobro

fituje sve taqke, sledi da je on adekvatan za odre�iva�e efektivne kritiqne

neure�enosti za sisteme tipa L × L × l. Jox jedan bitan zak	uqak jeste i da

su sve pretpostav	ene relacije iz kojih je izveden izraz (4.7), odnosno (4.1) i

(4.2) adekvatne.

Fitova�em dobijenih numeriqkih vrednosti za efektivnu kritiqnu neu-

re�enost na formu (4.7) se dobija slobodan parametar A = 0, 63 ± 0, 18. Time

je omogu�eno odre�iva�e efektivne kritiqne neure�enosti bilo kog sistema

koji ima kvadratnu osnovu L×L, deb	inu l ≤ L i qija je bazna rexetka kubna

na osnovu formule:

Reff,th
c (l, L) = R3D

c

(
1− ∆

l1/ν3D
− 0, 63−∆

L1/ν2D l1/ν3D−1/ν2D

)−1

. (5.5)

5.2.3 Termodinamiqki limit

Kao xto je ve� napomenuto, ukoliko veliqine osnove te�e beskonaqnosti,

tada govorimo o pravoj kritiqnoj neure�enosti za sistem deb	ine l i �oj mo-

raju da te�e efektivne kritiqne neure�enosti sistema iste deb	ine kojima

veliqina osnove te�e beskonaqnosti, tj.

lim
L→∞

Reff
c (l, L) = Rc(l).

U glavi 4 je naveden i izraz (4.8) koji se iz provere u prethodnom delu

pokazao kao taqan. On pokazuje kako kritiqna neure�enost beskonaqnog sistema

date deb	ine zavisi od te deb	ine i nema nijedan slobodan parametar:

Rc(l) =
R3D
c

1− ∆
l1/ν3D

,

i na glavnom delu slike 5.5 je dat grafik funkcije Rc(l) u zavisnosti od de-

b	ine l. Vide se dva limita, za l = 1 je vrednost Rc(l) = 0, 54 = R2D
c , dok za ve�e

deb	ine funkcija asimptotski te�i neure�enosti u pravom trodimenzionom

modelu liml→∞Rc(l) = R3D
c .

Na umetnutom delu slike je prikazano kako izraz (5.5) za konstantne de-

b	ine fituje numeriqki dobijene vrednosti efektivnih kritiqnih neure�e-

nosti. Za deb	ine l = 8, 16, 64 su taqkama prikazane crnom, crvenom i plavom
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Slika 5.5: Glavna slika: grafik analitiqke zavisnosti kritiqne neure�eno-
sti sistema tipa L × L × l od deb	ine l. Umetnuta slika: fitova�e vred-
nosti efektivnih kritiqnih neure�eosti dobijenih iz simulacija funkcijom
Reff,th
c (l, L). Na apscisnoj osi je reciproqna vrednost du�ine sistema, dok je

na ordinatnoj efektivna kritiqna neure�enost. Taqkama su predstav	eni nu-
meriqki dobijeni podaci, dok su linijama prikazane funkcije Reff,th

c (l, L) za
fiksirane deb	ine. Crna boja je za deb	inu sistema l = 8, crvena za l = 16 i
plava za l = 64.

bojom respektivno podaci iz simulacija za Reff
c (l, L), a linijama teorijsko pred-

vi�a�e Reff,th
c (l, L). Vidi se da linije za svaku deb	inu prolaze kroz taqke i

time je jox jednom potvr�ena ispravnost pretpostav	enog izraza za efektivnu

kritiqnu neure�enost. Kako se vrednost na apscisi, L−1, sma�uje, odnosno

kako se dimenzije osnove pove�avaju, tako svaka od linija ulazi u saturaciju,

tj. te�i pravoj kritiqnoj neure�enosti za datu deb	inu.

Poznava�e vrednosti Rc(l) otvara mogu�nosti provere drugih pojava kao

xto ve� navedeno u glavi 4 (kolaps distribucija veliqine lavina, traja�a

lavina...).
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5.3 Numeriqki rezultati za skalira�e distri-

bucija parametara lavine

U delu 4.2 prethodne glave je pokazano kako izgleda najopxtija forma ska-

lira�a za neekvilateralne sisteme, a potom je ta forma prilago�ena siste-

mima kojima je du�ina i xirina ista. Na osnovu �e su izvedeni zakoni skali-

ra�a raznih parametara lavine, kao i zakoni za razliqite pristupe u smislu

promen	ive veliqine sistema po raznim dimenzijama. Ovde je rezultatima

dobijenim iz numeriqkih simulacija proverena svaka od predlo�enih formi

skalira�a.

5.3.1 Numeriqki rezultati za skalira�e distribucija

veliqine lavina

Kao xto je reqeno u glavi 4, proveri opxteg zakona skalira�a (4.11) je

mogu�e pristupiti sa tri razliqite strane. Prvo, ukoliko se ne me�a nijedna

od veliqina dimenzija sistema, tj. veliqina sistema je konstantna, onda je

predlo�eno skalira�e formom (4.12). Na slici 5.63 je prikazano kako izgle-

daju dati kolapsi za dve razliqite deb	ine sistema. Na apscisnoj osi je data

vrednost proizvoda veliqine lavina na stepen σ i redukovane neure�enosti,

dok je na ordinatnoj osi distribucija veliqine lavina pomno�ena veliqi-

nom lavina podignutom na stepen τint = τ + σβδ. Deo a) pokazuje kolaps za

sistem deb	ine l = 8, dok je u b) l = 32. Primenom kritiqne neure�enosti

Rc(l) za date deb	ine u formuli (4.12) (kao podsetnik se opet navodi da je

u tom izrazu r = (R − Rc(l))/R) se dobijaju prikazani kolapsi. Du�ina i

xirina sistema su L = 4096 u oba sluqaja. Kritiqne neure�enosti iznose

Rc(l = 8) = 1, 28, odnosno Rc(l = 32) = 1, 72, dok se neure�enosti za date si-

steme na slici kre�u u rasponu a) R = 1, 61− 1, 69 i b) R = 2, 02− 2, 08. Moglo

bi se re�i da su neure�enosti dosta ve�e od kritiqnih za datu deb	inu, me-

�utim one treba da budu ve�e od efektivnih kritiqnih za date sisteme (a one

iznose Reff
c (l = 8, L = 4096) = 1, 50 i Reff

c (l = 32, L = 4096) = 1, 90) da bi kolaps

bio mogu�.

3Na svim slikama u ovom poglav	u su radi preglednosti grafika izostav	eni argumenti
distribucija osim jednog koji govori o kom parametru lavine se radi, kao i oznaka (int) koja
ukazuje na to da se radi o integralnim distribucijama.
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Slika 5.6: Kolaps distribucija veliqine lavina pri fiksiranoj veliqini
sistema dat izrazom (4.12) za deb	inu sistema a) l = 8 i b) l = 32, dok je u oba
sluqaja L = 4096. Neure�enosti su date u legendi uz va�nu napomenu da one
moraju biti ve�e od efektivne kritiqne neure�enosti za dati sistem.

Slede�i tip provere jeste skalira�e kada je deb	ina sistema fiksirana,

dok se veliqina osnove me�a. To skalira�e je predlo�eno formom (4.18) i

na slici 5.7 se mogu videti dva primera. Na apscisnoj osi je koliqnik veli-

qine lavina i du�ine sistema podignute na stepen Df , dok je na ordinatnoj

osi proizvod distribucije veliqine lavina i du�ine sistema podignute na

stepen Df (τ + σβδ). Na delu a) je deb	ina sistema l = 1, a dimenzije osnove

se me�aju u rasponu L = 512 − 8192, dok neure�enosti uzimaju vrednosti za

koje je veliqina rL1/ν2D konstantna da bi se dobilo adekvatno skalira�e. Na

delu b) je deb	ina l = 4, a dimenzije osnove uzimaju vrednosti L = 128− 2048

uz odgovaraju�e neure�enosti. Napomenuto je ve� da ovo skalira�e nije u pot-

punosti taqno, zato xto posled�i argument funkcije distribucije sa leve

strane jednakosti u izrazu (4.18) ne mo�e da se odr�ava konstantnim ukoliko

se me�aju samo du�ina i xirina, a ne i deb	ina sistema. Ipak, ukoliko je

doprinos tog qlana ukupnoj vrednosti funkcije distribucije relativno mali

onda se mo�e oqekivati dobar kolaps krivih, xto se mo�e videti na slici.

Vrednosti svih eksponenata su iste kao u dvodimenzionom modelu, dok se redu-

kovana neure�enost raquna u odnosu na kritiqnu neure�enost za datu deb	inu,

odnosno r = (R−Rc(l))/R.

Posled�a provera opxteg zakona skalira�a (4.11) jeste kolapsira�e kri-

vih distribucije veliqine lavina ukoliko su promen	ive sve dimenzije si-

stema, odnosno kada se me�aju i du�ina i xirina i deb	ina. Predvi�a�e
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Slika 5.7: Kolaps distribucija veliqine lavina pri fiksiranoj deb	ini si-
stema i promen	ivim dimenzijama osnove dat izrazom (4.18). Deb	ina sistema
je: a) l = 1 i b) l = 4. U legendi su napisane dimenzije osnove, kao i neure�e-
nosti, gde se vodilo raquna o tome da je rL1/ν2D = const.

dato formom (4.16) je testirano i rezultat je prikazan na slici 5.8. Na apsci-

snoj osi je koliqnik veliqine lavina i deb	ine sistema podignute na stepen

Df , dok je na ordinatnoj osi proizvod distribucije veliqine lavina i deb	ine

sistema podignute na stepen Df (τ + σβδ). Na delu slike pod a) je odnos de-

b	ine i du�ine sistema konstantan i iznosi l/L = 1/256, odnosno sistemi su

veoma tanki. Deb	ine se kre�u od l = 4 do l = 64, a du�ine od L = 1024 do

L = 16384. Na delu slike pod b) je prikazana druga krajnost kada je deb	ina

sistema toliko velika da se mo�e smatrati pribli�no ekvilateralnim trodi-

menzionim sistemom, odnos deb	ine i du�ine sistema je l/L = 1/2. Deb	ine

se u ovom sluqaju me�aju od l = 128 do l = 1024, a du�ine od L = 256 do

L = 2048. Neure�enosti su u oba sluqaja birane tako da je rl1/ν3D = const, gde

je redukovana neure�enost r = (R − R3D
c )/R. Svi eksponenti imaju vrednosti

kao u trodimenzionom modelu usled toga xto se sve dimenzije sistema me�aju.

Na slici 5.9 je pokazano kako izgledaju kolapsi krivih predvi�eni formom

(4.16) kada odnos deb	ine i du�ine sistema uzima razne vrednosti koje su

izme�u 1/256 i 1/2. Vrednosti l/L su redom a) 1/256, b) 1/32, v) 1/16, g) 1/8, d)

1/4 i �) 1/2. Neure�enosti su opet birane u skladu sa tim da je rl1/ν
3D

= const.

Svaka od predlo�enih formi skalira�a (4.12), (4.16) i (4.18) daje dobre re-

zultate, odnosno krive na svim slikama se poklapaju, tj. formiraju zajedniqku

krivu. Na osnovu ovoga mo�e se zak	uqiti da je pretpostav	ena opxta forma
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Slika 5.8: Kolaps distribucija veliqine lavina za sisteme kojima se sve di-
menzije me�aju dat izrazom (4.16). Odnosi deb	ine i du�ine sistema su: a)
l/L = 1/256 i b) l/L = 1/2. U legendi su navedene dimenzije sistema, kao i
neure�enosti. Ove veliqine su odabrane tako da je rl1/ν3D = const.

skalira�a (4.11) validna i da bi se prilikom kolapsira�a krivih trebalo, u

ci	u va	anosti tog kolapsa, voditi �om i ne zanemarivati efekte dimenzija

sistema.

5.3.2 Numeriqki rezultati za skalira�e distribucija

traja�a lavina

Analognim postupkom kao za veliqinu lavina se dobija i izraz (4.23) za ska-

lira�e traja�a lavina kod sistema kome se sve dimenzije me�aju. Na slici

5.10 je prikazano kako krive padaju na jednu zajedniqku ukoliko se primeni

predlo�ena forma na odgovaraju�i naqin. Na apscisnu osu su nanete vredno-

sti koliqnika traja�a lavina i deb	ine sistema podignute na kritiqni dina-

miqki eksponent z. Na ordinatnoj osi je proizvod distribucije traja�a lavina

i deb	ine sistema podignute na stepen zαint, gde je αint = α+σβδ(1−α)/(1−τ).

Odnosi deb	ine i du�ine sistema su isti kao kod distribucija veliqine si-

stema, odnosno redom je l/L jednako a) 1/256, b) 1/32, v) 1/16, g) 1/8, d) 1/4 i

�) 1/2. U legendama su date vrednosti tih deb	ina i du�ina kao i neure�eno-

sti, gde je poxtovan isti uslov rl1/ν
3D

= const, kao i za distribucije veliqine

lavina. Vrednosti svih kritiqnih parametara i eksponenata su iste kao u

trodimenzionom modelu.
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Slika 5.9: Kolaps distribucija veliqine lavina za sisteme kojima se sve di-
menzije me�aju dat izrazom (4.16). Odnosi deb	ine i du�ine sistema su: a)
l/L = 1/256, b) l/L = 1/32, v) l/L = 1/16, g) l/L = 1/8, d) l/L = 1/4, �)
l/L = 1/2. U legendi su napisane dimenzije sistema, kao i neure�enosti, gde
se vodilo raquna o tome da je rl1/ν3D = const.

5.3.3 Numeriqki rezultati za skalira�e distribucija

energije lavina

Jednako dobri kolapsi kao i u sluqaju veliqine i traja�a lavina se dobijaju

i za distribucije energije lavina prime�uju�i formu (4.26). Na slici 5.11 su

prikazani kolapsi za razne odnose deb	ine i du�ine sistema koji su isti kao

i za prethodna dva parametra lavine, odnosno redom je l/L jednako a) 1/256,

b) 1/32, v) 1/16, g) 1/8, d) 1/4 i �) 1/2. Na apscisnoj osi je, u skladu sa

(4.26), prikazan koliqnik energije lavina i deb	ine sistema podignute na

stepen γE/SDf , dok je na ordinatnoj osi proizvod distribucije energije lavina

i deb	ine podignute ne stepen γE/SDfεint, gde je εint = ε+σβδ(1−ε)/(1−τ). Kao

i za prethodne parametre lavine, potrebno je voditi raquna da su neure�enost i

deb	ina sistema u takvom odnosu da je rl1/ν
3D

= const. Svi kritiqni parametri

i eksponenti imaju vrednosti kao u trodimenzionalnom modelu.

5.4 Pore�e�e sa eksperimentom

Izrazi predlo�eni u prethodnoj glavi koji su testirani numeriqkim si-

mulacijama mogu da budu relevantni za analizu eksperimentalnih podataka.
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Slika 5.10: Kolaps distribucija traja�a lavina za sisteme kojima se sve di-
menzije me�aju dat izrazom (4.23). Odnosi deb	ine i du�ine sistema su: a)
l/L = 1/256, b) l/L = 1/32, v) l/L = 1/16, g) l/L = 1/8, d) l/L = 1/4, �)
l/L = 1/2. U legendi su napisane dimenzije sistema, kao i neure�enosti, gde
se vodilo raquna o tome da je rl1/ν3D = const.

Neki od parametara, kao xto je npr. neure�enost, veoma texko mogu biti kon-

trolisani u eksperimentima vezanim za Barkhauzenov xum [65, 66, 67]. Za

eksperimentalno istra�iva�e Barhauzenovog xuma se danas vrlo qesto kori-

ste trake deb	ine do nekoliko mikrometara, a du�ine i do nekoliko desetina

centimetara. Te trake se obiqno dobijaju u kalemovima ve�ih du�ina i potom

se seku do du�ina potrebnih za dati eksperiment. Na ovom mestu je potrebno

ista�i da bi trebalo oqekivati da je neure�enost u celom kalemu jednaka, jer je

kalem dobijen komercijalnom izradom. Da	e, ukoliko se me�a du�ina uzorka

onda se me�a i distrbucija veliqine ili traja�a lavina, jer se sastoji iz dru-

gaqijeg odnosa malih trodimenzionih i velikih, efektivno dvodimenzionih,

lavina. To znaqi da promenom du�ine uzorka ne mo�e da se postigne �e	eni

kolaps distribucija parametara lavina, jer oba izraza (4.18) i (4.16) podrazu-

mevaju da se u ci	u kolapsa krivih mora dr�ati konstantnim veliqina u kojoj

figurixu dimenzija sistema i neure�enost (rL1/ν2D odnosno rl1/ν3D). Na levom

delu slike 5.12 je prikazano kako izgledaju distribucije traja�a lavina na

uzorku Fe21Co64B15 za razliqite deb	ine uzoraka [34]. Na desnom delu slike

je prikazan pokuxaj kolapsa datih distribucija, me�utim jasno se vidi da
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Slika 5.11: Kolaps distribucija energije lavina za sisteme kojima se sve
dimenzije me�aju dat izrazom (4.26). Odnosi deb	ine i du�ine sistema su:
a) l/L = 1/256, b) l/L = 1/32, v) l/L = 1/16, g) l/L = 1/8, d) l/L = 1/4, �)
l/L = 1/2. U legendi su date dimenzije sistema, kao i neure�enosti, gde se
vodilo raquna o tome da je rl1/ν3D = const.

krive na padaju na jednu zajedniqku, ve� da postoji izvesno razila�e�e u pre-

delu lavina koje traju kra�e. Kao xto je reqeno, usled iste neure�enosti u

trakama svih du�ina nije bilo mogu�e uskladiti neure�enost sa promenom di-

menzija sistema tako da odgovaraju�e veliqine ostanu konstantne i time nije

bilo mogu�e ni dobiti odgovaraju� kolaps.

Slika 5.12: Levi deo: distribucije traja�a lavina za razliqite du�ine uzo-
raka. Desni deo: pokuxaj kolapsa krivih sa gor�e slike. Mere�e je vrxeno
na uzorcima Fe21Co64B15. Slika preuzeta iz [34].

Na slici 5.13 je prikazan sliqan problem koji se jav	a u numeriqkim si-

mulacijama na sistemima tipa L × L × l. Na delu a) se vidi kako izgledaju
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distribucije traja�a lavina za sisteme kojima je neure�enost R = 2.00, de-

b	ina l = 16, a du�ina se me�a od L = 256 do L = 2048. Na delu pod b) je

prikazan kolaps datih krivih, tako xto je na apscisnoj osi veliqina TL−0,3,

a na ordinatnoj Dint(T )L0,95. Eksponenti 0, 30 i 0, 95 nisu proistekli iz neke

kombinacije poznatih eksponenata u dvodimenzionom ili trodimenzionom mo-

delu, ve� su prosto dobijeni kao najbo	i parametri kolapsa. Xtavixe, oni

qak nisu ni konstantni ve� zavise od opsega u kom se kre�u du�ine L sistema.

Dakle, ili je nemogu�e posti�i kolaps krivih distribucija parametara la-

vina, ukoliko se ne vodi raquna o tome da mora da se prilago�ava vrednost

neure�enosti zajedno sa dimenzijama sistema, ili ako se i postigne neki ko-

laps prihvat	ivog kvaliteta on nema nikakvo teorijsko objax�e�e i nije od-

r�iv u smislu konstantnosti eksponenata. Zak	uqak je da, u ci	u postiza�a

kolapsa �e	enog kvaliteta, neophodno je voditi raquna o geometriji sistema,

odnosno o me�usobnom uskla�iva�u faktora, koji utiqu na izgled funkcija

distribucija parametara lavina.

Slika 5.13: a) Distribucije traja�a lavina u sistemima u kojima su neure-
�enosti i deb	ine iste, R = 2, 00 i l = 16, dok se du�ina me�a od L = 256
do L = 2048. b) Kolaps prikazanih krivih distribucija traja�a lavina: a)
postignut tako xto je na apscisnoj osi traja�e lavine pode	eno sa L0,3, a na
ordinatnoj osi distribucija traja�a pomno�ena sa L0,95. Vrednosti 0, 3 i 0, 95
nisu ni u kakvoj relaciji sa pravim eksponentima u dvodimenzionom i trodi-
menzionom modelu.
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Glava 6

Ponaxa�e tankih sistema na

efektivnoj kritiqnoj

neure�enosti

Ponaxa�e sistema na efektivnoj kritiqnoj neure�enosti je od posebnog

znaqaja usled mnoxtva pojava koje se tada jav	aju. Pre svega, to je neure�enost

na kojoj se dexava fazni prelaz, odnosno za neure�enosti koje su ve�e od �e je

sistem u paramagnetnoj fazi, a za ma�e u feromagnetnoj. Lavine me�aju svoje

karakteristike, te se umesto malih i konaqnih lavina za R > Reff
c jav	aju ve-

like i pro�imaju�e lavine za R < Reff
c , pri qemu ove druge postaju beskonaqne u

termodinamiqkom limitu L→∞. Stoga se ova glava bavi pita�em ponaxa�a

nekih odgovora sistema na samoj efektivnoj kritiqnoj neure�enosti. Simula-

cije su ra�ene na ve� opisanim sistemima tipa L × L × l. Na ovom mestu su

prikazani rezultati simulacija dva seta sistema qije su du�ine L = 256 i

L = 512, sa deb	inama koje se, poqevxi od l = 1, dupliraju do l = L.

Na slici 6.1 su prikazane vrednosti efektivnih kritiqnih neure�enosti

za dva pomenuta sistema qije su osnove 256 × 256, odnosno 512 × 512 i raznih

deb	ina. Reff
c brzo raste sa porastom deb	ine do neke vrednosti i potom ulazi

u saturacioni deo gde se pribli�ava kritiqnoj vrednosti za trodimenzioni

model R3D
c , xto i jeste oqekivano, jer sa porastom deb	ine sistem sve vixe

liqi na trodimenzioni. Pored toga, mo�e se primetiti da je svaka taqka

prikazana na slici 	ubiqastom bojom ispod odgovaraju�e taqke prikazane roze

bojom, odnosno da su efektivne kritiqne neure�enosti za iste deb	ine ma�e

ukoliko je veliqina osnove ve�a. To je tako�e oqekivano, jer ukoliko je osnova

ve�a onda taj sistem vixe liqi na dvodimenzioni od onog sa ma�om osnovom
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(ukoliko je deb	ina ista), te mu je i efektivna kritiqna neure�enost ma�a.

Isti zak	uqci bi se dobili i ako se pogleda izraz (5.5). Odatle se jasno

vidi da se vrednost Reff
c pove�ava sa pove�a�em deb	ine l, odnosno opada sa

pove�a�em du�ine i xirine L. Horizontalna linija na grafiku prikazuje

vrednost efektivne kritiqne neure�enosti za l = 8 i L = 256. Takva linija

bi mogla biti korisna za pore�e�e sa eksperimentom, xto je deta	nije opisano

u posled�em delu ove glave.

Slika 6.1: Efektivna kritiqna neure�enost za sisteme kojima je du�ina L =
256 (roze boja) i L = 512 (	ubiqasta boja) za razne deb	ine u opsegu od l = 1
do l = L. Prikazana horizontalna linija ima ordinatnu vrednost R = 1, 72
xto je jednako vrednosti Reff

c (l = 8, L = 256).

Pored efektivne kritiqne neure�enosti od koristi je posmatrati i efek-

tivno kritiqno spo	no po	e za dati sistemHeff
c (l, L). Pod efektivnim kritiq-

nim spo	nim po	em se ovde smatra vrednost spo	nog po	a na kome, za sistem

tipa L× L× l kome je neure�enost R = Reff
c (l, L), susceptibilnost sistema ima

maksimalnu vrednost. Na slici 6.2 je prikazano kako se me�a Heff
c (l, L) za si-

steme kojima su veliqine osnova 256 × 256 i 512 × 512, a deb	ine se me�aju

od l = 1 do l = L. Sa slike se vidi da za l ≥ 2 efektivno po	e opada sa

porastom deb	ine sistema i te�i kritiqnom spo	nom po	u u trodimenzionom

modelu H3D
c . To je oqekivano, obzirom da se sa porastom deb	ine i efektivne
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kritiqne neure�enosti su�ava histerezisna kriva qine�i i Heff
c ma�im. Sa

druge strane se vidi da se za l ≥ 2 crne taqke nalaze ispod zelenih na grafiku,

odnosno da je Heff
c (l, L = 256) < Heff

c (l, L = 512). To je tako�e oqekivano, jer je za

istu deb	inu sistema onaj sa ve�om osnovom ,,da	i" od qistog trodimenzionog

sistema.

Slika 6.2: Efektivno kritiqno spo	no po	e za sisteme kojima je du�ina
L = 256 (crna boja) i L = 512 (zelena boja) za razne deb	ine od l = 1 do l = L.

Ono xto se tako�e mo�e primetiti jeste da vrednost efektivnog kritiqnog

spo	nog po	a nema kontinualan prelaz sa jako tankih sistema na dvodimenzi-

oni sistem. Postoji skok sa Heff
c (l = 1, L) na Heff

c (l = 2, L), pa potom kontinu-

alni pad ka H3D
c . Za sada ne postoji neko drugo objax�e�e zaxto je to tako

osim da postoji fundamentalna razlika u sistemima sa 4 najbli�a suseda u

odnosu na one sa vixe najbli�ih suseda.

Pomenuto ponaxa�e histerezisne pet	e je prikazano na slici 6.3. Na umet-

nom delu se vidi kako se efektivno kritiqno spo	no po	e sma�uje kako raste

deb	ina za l ≥ 2, odnosno da se histerezisna pet	a su�ava sa pove�a�em de-

b	ine i neure�enosti (Reff
c je ve�e za ve�e deb	ine ukoliko je osnova ista).

Na glavnom delu slike se vidi kako izgledaju histerezisne pet	e ukoliko se

spo	no po	e podeli efektivnim kritiqnim spo	nim po	em za dati sistem.
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Vidi se da se za deb	ine l ≥ 2 krive svih pet	i seku u jednoj taqki qija je

ordinatna vrednost M ≈ 0. I ovde mo�e da se primeti da postoji odstupa�e

dvodimenzionog sistema (l = 1) od ostalih, te crna linija ne seqe preostale u

M ≈ 0.

Slika 6.3: Umetnuta slika: uzlazni delovi histerezisnih pet	i za sisteme sa
veliqinom osnove 256 × 256, deb	inama od l = 1 do l = 256 i neure�enostima
koje su jednake efektivnim kritiqnim za date sisteme. Glavna slika: uzlazne
krive histerezisnih pet	i ukoliko je na apscisnoj osi jaqina spo	nog po	a
pode	ena efektivnim kritiqnim spo	nim po	em za dati sistem. Deb	ina
sistema i neure�enosti su dati u legendi.

Mala deb	ina sistema utiqe i na oblik lavine. Ukoliko je deb	ina si-

stema pribli�na du�ini i xirini kao na delu a) slike 6.4, a neure�enost

dovo	no velika, onda lavina ne dose�e do granica sistema po deb	ini i ima

izgled standardnih nepro�imaju�ih lavina u trodimenzionom sistemu. Me-

�utim, ukoliko je deb	ina sistema mala, kao na delovima b) i v) slike 6.4,

onda lavina lako dose�e granice sistema po deb	ini i tada otvorene granice

po toj dimenziji spreqavaju �eno da	e prostira�e u tom pravcu. Lavina �e

nastaviti propagaciju, ali efektivno kao dvodimenziona. Zavisno od toga ko-

lika je neure�enost sistema, lavina mo�e, a ne mora da bude pro�imaju�a po

du�ini i xirini. Na delu slike pod b) je neure�enost sistema R = 1, 9 a pri-
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kazana lavina je pro�imaju�a po jednoj dimenziji osnove, dok je na delu pod v)

neure�enost R = 1, 8 i jav	a se lavina koja pro�ima sistem po obe dimenzije.

Ono xto je primetno jeste da lavina u svim slojevima po deb	ini, koja je u oba

sluqaja l = 4 (dok su du�ina i xirina L = 64), propagira na skoro identiqan

naqin. Primetne su male razlike, naravno, usled toga xto postoje drugaqija

sluqajna po	a u qvorovima, ali u opxtem smislu lavina efektivno izgleda

kao dvodimenziona. Da je deb	ina sistema ve�a i da lavina mo�e slobodno da

propagira i po toj dimenziji naixla bi na prepreke indukovane neure�enox�u

sistema i propagacija po slojevima vixe ne bi bila ovako sliqna.

Slika 6.4: Izgled lavina u funkciji od deb	ine sistema i �egove neure�e-
nosti. Na delu a) je sistem veliqine 32 × 32 × 16 spinova, a neure�enost je
R = 2, 5, lavina ne dosti�e granice sistema ni po jednoj dimenziji. Na delu
b) je veliqina sistema 64×64×4, neure�enost R = 1, 9 i jav	a se pro�imaju�a
lavina po jednoj dimenziji osnove, dok po deb	ini vrlo brzo dosti�e granice
sistema. Na delu v) su dimenzije iste kao pod b), samo je neure�enost R = 1, 8,
te se jav	a lavina koja pro�ima sistem po obe dimenzije osnove.

Pored uticaja na oblik lavine, mala deb	ina utiqe i na oblik signala.

Na slici 6.5 je prikazan signal iz centralnog dela histerezisne pet	e za

sistem kome je deb	ina l = 4 i du�ina i xirina L = 256, odnosno veoma

tanak sistem, i na neure�enosti koja je efektivna kritiqna za dati sistem.

Na apscisnoj osi je vreme t, a na ordinatnoj broj spinova nt koji su promenili

orijentaciju u trenutku t. Pri postav	enim uslovima bi se oqekivalo da

signal u centralnom delu pet	e ima samo velike skokove, me�utim na slici se

mogu videti i mali skokovi koji se nalaze izme�u velikih. Oni potiqu upravo

od male deb	ine sistema i tamo gde bi lavina nastavila svoju propagaciju u
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pravom trodimenzionom sistemu ovde ,,udari" u granice sistema i zbog toga

signal ima malu vrednost u tom trenutku.

Slika 6.5: Jaqina signala (broj spinova koji promene orijentaciji u trenutku
t) nt u funkciji vremena t u centralnom delu histerezisne pet	e. Veliqina
sistema je 256 × 256 × 4 spinova, a neure�enost R = 1, 435 koja je efektivna
kritiqna za dati sistem. Vidi se dosta malih vrednosti jaqine signala koji
potiqu od toga xto su lavine ograniqene po deb	ini sistema.

Dakle, pored neure�enosti, na odgovore sistema utiqe znaqajno i �egova

deb	ina. Xto je deb	ina ma�a to lavine lakxe dose�u do �enih granica

i ,,nasilno" me�aju propagaciju, daju�i, pri odre�enim uslovima, efektivno

dvodimenziono ponaxa�e sistema koji nije pravi dvodimenzioni.

6.1 Kritiqne lavine sistema razliqitih de-

b	ina

Pored uticaja na efektivnu kritiqnu neure�enost, efektivno kritiqno

spo	no po	e, histerezisne pet	e, oblik lavina i oblik signala, deb	ina si-

stema utiqe i na oblik distribucija parametara lavine, kao xto je pokazano u

prethodnoj glavi. Me�utim, u prethodnoj glavi su sve prikazane distribucije

bile za neure�enosti koje su iznad efektivne kritiqne. Za oqekivati je da,
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xto je neure�enost ma�a, to �e lavine biti ve�e i vixe �ih �e dosezati do

granica sistema po deb	ini, me�aju�i time oblik funkcije distribucije pa-

rametara lavine (ve�i broj lavina �e biti u ,,dvodimenzionom" delu krivih,

a ma�i u ,,trodimenzionom"). Ovde su ispitivane distribucije parametara

lavina, ponaxa�e proseqne veliqine lavina i proseqnog oblika lavina datog

traja�a na efektivnoj kritiqnoj neure�enosti.

6.1.1 Distribucije veliqine i traja�a lavina

Na slici 6.6 je prikazano kako izgledaju distribucije veliqine lavina za

sisteme raznih deb	ina na neure�enostima jednakim efektivnim kritiqnim.

Na delu a) su prikazane distribucije veliqine lavina D(S) u uskom prozoru

spo	nog po	a oko centralnog dela uzlazne histerezisne pet	e, odnosno oko

dela gde je magnetizacija sistema M ≈ 0, a na delu b) integralne distribu-

cije veliqine lavina D(int)(S). Du�ina i xirina svih sistema je L = 256, a

deb	ina se kre�e od l = 1 do l = 256.

U dvodimenzionom i trodimenzionom limesu distribucije se ponaxaju po

stepenom zakonu kao D(S, L) = AS−τD±(S/LDf ), gde je Df = 2 fraktalna

dimenzija u dvodimenzionom, odnosno Df = 2, 78 u trodimenzionom sluqaju

[22, 63, 68]. Vrednosti eksponenata su τ 3D = 1, 60 u trodimenzionom modelu, a

τ 2D = 1, 54 u dvodimenzionom. Skaliraju�a funkcija D+ se odnosi na sluqaj

kada je neure�enost ve�a od kritiqne za dati model R ≥ Rc [69, 58], dok se D−
odnosi na subkritiqni sluqaj R < Rc [22, 63, 68]. U sluqaju kada sistem nije

ekvilateralan onda se i oblik funkcije koja najbo	e fituje distribuciju ve-

liqine lavina me�a. Mora se obratiti pa��a na to da postoje dva regiona,

jedan sa malim lavinama koje ne ,,ose�aju" deb	inu sistema, i jedan sa veli-

kim lavinama koje su efektivno dvodimenzione. Sledi da funkcija mora da

bude sastav	ena iz dva dela koji �e imati i drugaqije kritiqne eksponente.

Predlo�ena forma funkcije na koju se vrxi fitova�e glasi:

D(S) = (1− tanh(S/B))
A1

Sτ1
+ tanh(S/B)

A2

Sτ2
)e−(S/C)a , (6.1)

gde su τ1 i τ2 odgovaraju�i kritiqni eksponenti i svaki od �ih opisuje ste-

peno ponaxa�e jednog od dva gore pomenuta tipa lavina. Eksponent τ1 opisuje
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stepeno ponaxa�e dela distribucije gde su lavine ma�e, a τ2 stepeno ponaxa-

�e dela distribucije gde su lavine efektivno dvodimenzione. Prevojna taqka

izme�u ova dva tipa lavina je S ≈ B, a u prethodnim glavama je pokazano da je

B ∝ lDf . Dakle u delu S � B dominira prvi sabirak u izrazu (6.1), odnosno

eksponent τ1, dok za S � B, pa sve do cutoff-a dominira drugi sabirak i ekspo-

nent τ2. Fitova�e cutoff-a vrxi se na eksponencijalni deo funkcije oblika

e−(S/C)a u sluqajevima kada su neure�enosti sistema ve�e ili jednake efektiv-

noj kritiqnoj. Me�utim, za fitova�e krivih distribucija veliqine lavina

u sluqaju kada je neure�ensot sistema ispod efektivne kritiqne oblik cutoof

funkcije nije tako jednostavan, tj. u tom delu bi morale da se uzmu u obzir

i pro�imaju�e lavine i izraz bi bio komplikovaniji. A1 i A2 su amplitude

odgovaraju�ih regiona, dok parametar S u prvoj aproksimaciji ima vrednost

veliqine lavina za koje poqi�e cutoff deo.

Slika 6.6: a) Distribucije veliqine lavina unutar uskog prozora oko cen-
tralnog dela histerezisne pet	e. b) Glavna slika: integralne distribucije
veliqine lavina. Umetnuta slika: primer jednog fita distribucije veliqine
lavina prema predlo�enom izrazu (6.1). Veliqine sistema su 256 × 256 × l,
gde je deb	ina l data u legendi i uzima vrednosti od l = 1 do l = L = 256.
Neure�enosti su jednake efektivnim kritiqnim za svaki sistem.

Na umetnom delu slike 6.6 pod b) se vidi kako predlo�ena forma (6.1) fi-

tuje distribuciju veliqine lavina za deb	inu l = 16. Na osnovu fitova za

razne deb	ine mogu se odrediti eksponenti τ1 i τ2 za integralne, odnosno za

distribucije u uskom prozoru spo	nog po	a. U tabelama 6.1 i 6.2 su prikazane

vrednosti eksponenata dobijenih fitova�em na predlo�enu funkciju za inte-

gralne distribucije i za distribucije iz uskog prozora u centru histerezisne
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pet	e.

Analogan postupak se mo�e primeniti i na distribucije traja�a lavina,

koje su prikazane na slici 6.7. Na slici su prikazani rezultati dobijeni za

iste sisteme kao i na 6.6, te se ne�e posebno navoditi parametri sistema. Funk-

cija na koju se fituju distribucije traja�a lavina je istog oblika kao i ona

za distribucije veliqina lavina, samo se parametri razlikuju. Eksponenti

koji opisuju stepeno ponaxa�e u dvodimenzionom i trodimenzionom limitu

su α2D = 1, 87 i α3D = 2, 05. Jasno je da je neophodno izvrxiti modifikaciju

modelne funkcije zbog neekvilateralnog sistema. Modelna funkcija koja se

nada	e koristi glasi:

D(T ) = (1− tanh(T/B))
A1

Tα1
+ tanh(T/B)

A2

Tα2
)e−(T/C)a , (6.2)

gde su α1 i α2 kritiqni eksponenti koji pokazuju kako se ponaxa distribucija

traja�a lavina za male lavine koje ne dose�u granice po deb	ini sistema

(T � B, a ranije je pokazano da je B ∝ lz, gde je z = 1, 7 dinamiqki kri-

tiqni eksponent u trodimenzionom modelu), odnosno za velike lavine koje su

efektivno dvodimenzione (T � B).

Slika 6.7: a) Distribucije traja�a lavina unutar uskog prozora oko central-
nog dela histerezisne pet	e. b) Glavna slika: integralne distribucije traja-
�a lavina. Umetnuta slika: primer jednog fita distribucije traja�a lavina
prema predlo�enom izrazu (6.2). Veliqine sistema su 256× 256× l, gde je de-
b	ina l data u legendi i uzima vrednosti od l = 1 do l = L = 256. Neure�enosti
su jednake efektivnim kritiqnim za svaki sistem.

Na delu a) slike 6.7 su distribucije traja�a lavina za uski prozor spo	nog

po	a, dok su na glavnoj slici dela b) integlrane distribucije traja�a lavina,
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a na umetnutoj slici primer fita datog izrazom (6.2) za sistem deb	ine l =

256. Vrednosti eksponenata α1 i α2 dobijene iz fita integralnih, odnosno

distribucija iz centralnog prozora histerezisne pet	e, su date u tabelama

6.1 i 6.2.

Za deb	ine l < 8 nema regiona sa malim lavinama, odnosno veoma je mali

broj lavina koje ne dosegnu granice sistema po deb	ini, tako da pri tim uslo-

vima ne figurixu eksponenti τ1 i α1. Suprotno tome, za deb	ine l > 32 se

skoro sve lavine ponaxaju kao u pravom trodimenzionom sistemu, odnosno de-

blijna sistema ne utiqe na �ih i nema lavina koje su efektivno dvodiemnzione,

te u tom delu nema eksponenata τ2 i α2. Ako se pogledaju slike sa distribu-

cijama parametara lavina vidi se da na nekima postoji dvostruki nagib (za

8 ≤ l ≤ 32), dok na ostalima nema, odnosno ponaxaju se kao qisti dvodimen-

zioni i trodimenzioni sistemi. Ovo va�i za sistem sa osnovom L = 256,

me�utim za L = 512 su te granice drugaqije, i iznose 16 ≤ l ≤ 64, xto navodi

na zak	uqak da su granice za deb	inu unutar kojih se opa�a dvostruki nagib

u sistemu sa osnovom L× L jednake L/32 ≤ l ≤ L/8.

Tabela 6.1: Vrednosti eksponenata τ1, α1, τ2 i α2 za razne deb	ine u sistemima
sa osnovom 256×256, dobijene fitova�em integralnih funkcija distribucija
veliqine i traja�a lavina.

l τ1 α1 τ2 α2

1 − − 1, 41±0, 07 1, 54±0, 04
2 − − 1, 36±0, 07 1, 51±0, 02
4 − − 1, 31±0, 10 1, 50±0, 03
8 2, 26±0, 08 2, 98±0, 10 1, 30±0, 08 1, 47±0, 02
16 2, 11±0, 07 2, 80±0, 15 1, 30±0, 03 1, 51±0, 02
32 2, 00±0, 06 2, 68±0, 09 1, 27±0, 02 1, 59±0, 02
64 1, 94±0, 08 2, 60±0, 07 − −
128 1, 89±0, 05 2, 53±0, 06 − −
256 1, 88±0, 05 2, 50±0, 06 − −

Oqekivalo bi se da u dvodimenzionom, odnosno trodimenzionom limitu

va�i τ1 → τ 3D, τ2 → τ 2D, α1 → α3D i α2 → α2D. Ipak, prime�uje se da su

vrednosti eksponenata u dvodimenzionom i trodimenzionom limesu drugaqije

od navedenih vrednosti τ 3D, τ 2D, α3D i α2D. To je stoga xto se fitova�em di-

stribucija veliqine i traja�a lavina na predlo�ene modelne funkcije (6.1)

i (6.2) ne dobijaju ispravni odgovaraju�i eksponenti. U ci	u dobija�a pravih
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Tabela 6.2: Vrednosti eksponenata τ1, α1, τ2 i α2 za razne deb	ine u sistemima
sa osnovom 256 × 256, dobijene fitova�em funkcija distribucija veliqine i
traja�a lavina iz uskog sredix�eg dela histerezisne pet	e.

l τ1 α1 τ2 α2

1 − − 1, 09±0, 04 1, 28±0, 01
2 − − 1, 14±0, 03 1, 22±0, 02
4 − − 1, 11±0, 06 1, 21±0, 06
8 1, 64±0, 06 1, 94±0, 17 1, 12±0, 05 1, 24±0, 02
16 1, 56±0, 04 1, 90±0, 12 1, 12±0, 03 1, 37±0, 13
32 1, 54±0, 04 1, 88±0, 07 1, 17±0, 03 1, 45±0, 22
64 1, 48±0, 03 1, 82±0, 07 − −
128 1, 46±0, 04 1, 80±0, 05 − −
256 1, 46±0, 01 1, 78±0, 04 − −

vrednosti eksponenata potrebno je na�i univerzalnu skaliraju�u funkciju za

svaku deb	inu sistema, xto ovde nije ra�eno. Postav	a se pita�e zbog qega

se onda uopxte i fituju distribucije na funkcije koje ne daju kao rezultat

ispravnu vrednost. Odgovor je da je to jedini naqin pore�e�a sa eksperimen-

tom, jer u eksperimentalnim rezultatima se distribucije fituju na forme

analogne onim datim izrazima (6.1) i (6.2).

6.1.2 Proseqna veliqina i proseqan oblik lavine

Proseqna veliqina lavine datog traja�a T , obele�ena sa < S >T , podra-

zumeva sred�u vrednost veliqina svih lavina kojima je traja�e T . Ona se

skalira sa traja�em preko eksponenta γ kao

< S >T∝ T γ. (6.3)

Obzirom da opet postoje dva razliqita regiona, jedan sa malim i drugi sa

velikim lavinama, onda postoje i dva razliqita eksponenta γ1 i γ2 u siste-

mima tipa L×L× l. Na slici 6.8 je prikazano kako izgleda proseqna veliqina
lavina datog traja�a. Linearnim fitom dva skaliraju�a regiona na log-log

skali se dobijaju eksponenti γ1 i γ2. �ihove vrednosti su date na grafiku u

gor�em levom uglu slike. Sa grafika se vidi da i ovde, kao i za distribu-

cije parametara lavina postoje deb	ine pri kojima se jav	aju dva razliqita

sklairaju�a regiona, dok se za ma�e i ve�e deb	ine sistem ponaxa kao dvodi-

menzioni, odnosno trodimenzioni, respektivno. Prime�uje se da vrednosti γ1

i γ2 imaju ma�e fluktuacije u tom rasponu deb	ina gde postoje dva nagiba,
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dok su tamo gde postoji samo jedan, vrednosti eksponenata odr�ive. Vrednosti

eksponenata su prikazane u tabeli 6.3.

Slika 6.8: Glavna slika: proseqna veliqina lavina datog traja�a za sisteme
tipa L×L× l, gde je L = 256, a deb	ina varira od l = 1 do l = 256. Legenda je
ista kao na prethodnim slikama, odnosno istim bojama odgovaraju iste deb	ine
sistema. Umetnuta slika dole desno: zasebno fitova�e dva dela krive, jednog
koji odgovara malim lavinama (koje imaju i malo traja�e) i odakle se dobija
γ1, i drugog koji odgovara velikim lavinama odakle se dobija γ2. Umetnuta
slika gore levo: vrednosti za γ1 i γ2 za sve deb	ine.

Sa druge strane, mogu�e je eksponent γ odrediti i iz proseqnog oblika

lavine. Proseqan oblik lavine govori kolika je sred�a vrednost jaqine sig-

nala nt u trenutku t svih lavina koje imaju dato traja�e T (odnosno sred�a

vrednost broja spinova koji promene orijentaciju u trenutku t u svim lavinama

koje imaju traja�e T ). U ci	u odre�iva�a eksponenta γ koristi se analitiqka

predikcija ponaxa�a funkcije proseqnog oblika lavine [64]:

< nt >AAS= cAAS

[
t

T

(
1− t

T

)bAAS]γ−1

.1 (6.4)

Na glavnom delu slike 6.9 je prikazano kako izgleda proseqan oblik lavine

za traja�e T = 64 i razne deb	ine (ista boja odgovara istim deb	inama kao na

1AAS dolazi od enegleske skra�enice izraza Average avalanche shape.
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Tabela 6.3: Vrednosti eksponenata γ1 i γ2 za razne deb	ine u sistemima sa
osnovom 256× 256, dobijeni fitova�em proseqne veliqine lavina.

l γ1 γ2

1 − 1, 51±0, 01
2 − 1, 54±0, 01
4 − 1, 54±0, 02
8 1, 69±0, 02 1, 54±0, 01
16 1, 68±0, 01 1, 56±0, 02
32 1, 71±0, 02 1, 58±0, 03
64 1, 74±0, 04 −
128 1, 77±0, 02 −
256 1, 78±0, 02 −

prethodnim slikama). Jaqina signala, kao i vreme proteklo u toku lavine su

normalizovani na �ihove maksimalne vrednosti, odnosno na apscisnoj osi je

veliqina t/T , a na ordinatnoj < nt > / < nt >max. Na umetnutoj slici je isto

to samo za traja�e lavine T = 2048. Fitova�em dobijenih krivih na predlo-

�eni izraz (6.4) za razna traja�a lavina dobijaju se vrednosti eksponenata γ

prikazani u tabeli 6.4.

Tabela 6.4: Vrednosti eksponenta γ za razne deb	ine u sistemima sa osnovom
256 × 256 i razna traja�a lavina, dobijeni fitova�em funkcija proseqnog
oblika lavine.
l T = 64 T = 128 T = 256 T = 512 T = 1024 T = 2048
1 1, 48±0, 03 1, 49±0, 05 1, 49±0, 04 1, 50±0, 05 1, 52±0, 07 −
2 1, 53±0, 02 1, 52±0, 04 1, 52±0, 04 1, 52±0, 03 1, 51±0, 06 1, 48±0, 11
4 1, 58±0, 04 1, 56±0, 03 1, 53±0, 08 1, 52±0, 09 1, 52±0, 06 1, 51±0, 09
8 1, 54±0, 07 1, 62±0, 04 1, 61±0, 10 1, 55±0, 15 1, 52±0, 12 1, 51±0, 11
16 1, 55±0, 08 1, 58±0, 09 1, 63±0, 04 1, 65±0, 05 1, 58±0, 13 1, 55±0, 08
32 1, 57±0, 04 1, 59±0, 03 1, 60±0, 07 1, 62±0, 03 1, 67±0, 04 1, 65±0, 08
64 1, 58±0, 06 1, 61±0, 04 1, 62±0, 05 1, 63±0, 04 1, 63±0, 07 1, 71±0, 08
128 1, 58±0, 05 1, 61±0, 04 1, 63±0, 07 1, 63±0, 04 1, 65±0, 04 1, 63±0, 06
256 1, 59±0, 02 1, 62±0, 03 1, 63±0, 06 1, 65±0, 07 1, 65±0, 04 1, 69±0, 07

Jasno je da odre�iva�e eksponenta γ ovom drugom metodom, preko proseqnog

oblika lavine, donosi kao rezultat samo jedno γ, odnosno ne postoji γ1 i γ2

u ovom sluqaju. To je zato xto se posmatra svaki sistem odvojeno i �egov

proseqan oblik lavine datog traja�a fituje na (6.4). Me�utim, i da	e ti

rezultati mogu da se porede. Na primer, za traja�e T = 128 i deb	inu sistema

l = 2 bi se oqekivalo da su to lavine koje su efektivno dvodimenzione, te da

vrednost eksponenta γ treba da bude sliqna vrednosti γ2 iz tabele 6.3. Vidi
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Slika 6.9: Glavni deo: proseqan oblik lavine za traja�e T = 64 za sisteme
tipa L × L × l, gde je L = 256, a deb	ina ide od l = 1 do l = 256. Legenda je
ista kao na prethodnim slikama, odnosno istim bojama odgovaraju iste deb	ine
sistema. Umetnuta slika: isto to samo za traja�e od T = 2048.

se da to i jeste sluqaj i da je tako sa svim tankim sistemima, odnosno svuda za

l ≤ 4 se γ poklapa sa γ2 iz tabele 6.3 u okviru grexke. Suprotno tome, kada je

deb	ina sistema velika onda bi se oqekivalo da se te vrednosti eksponenta γ

poklapaju sa γ1 iz tabele 6.3. Vidi se iz prilo�enih podataka da to poklapa�e

nije tako dobro kao kod tankih sistema sa γ2, ali opet je u okviru grexke dosta

blisko i sa pove�a�em dimenzija sistema bi bilo jox bli�e.

6.2 Pore�e�e sa eksperimentom

Kao xto je navedeno u vezi horizontalne linije sa slike 6.1, ona mo�e da

poslu�i u pore�e�u numeriqkih rezultata sa eksperimentom. Na slici 6.10 je

prikazan potencijalni naqin kako se mo�e iskoristiti poznava�e kritiqnih

neure�enosti date deb	ine u proceni nepoznatih parametara eksperimental-

nog uzorka. Ukoliko se normiraju vrednosti tako da na ordinatnoj osi bude

veliqina Reff
C (l, L)/R3D

c , a na apscisnoj l/lref , gde je lref pogodno izabrana refe-

rentna deb	ina sistema, onda se dobija kriva prikazana crvenom linijom na

76



slici 6.10. Ta crvena linija vixe nije specifiqna za sistem sa datom osno-

vom, ve� sada mo�e da se tumaqi kao univerzalna linija za bilo kakav sistem,

nebitno da li se radi o simulacijama ili eksperimentu, uz neophodan uslov da

veliqina lref bude na adekvatan naqin definisana. Svakako, re�i da je linija

univerzalna nije u potpunosti opravdano, striktno govore�i, trebalo bi da

se vodi raquna o mnogim parametrima sistema. Qak i sluqaju simulacija ta

linija bi drugaqije izgledala u zavisnosti od veliqine sistema, a naroqito u

eksperimentu, gde nije mogu�e utvrditi kolika je vrednost neure�enosti, gde

je odnos l/L znatno drugaqiji nego u ovde prikazanim simulacijama i gde se ne

radi u adijabatskom re�imu, te mo�e da se stavi dosta primedbi na ovaj pri-

stup. Me�utim, obzirom da trenutno ne postoji nijedan metod koji bi mogao da

ka�e nexto vixe o neure�enosti sistema u eksperimentu onda je ovaj pristup

prihvat	iv kao odre�ena vrsta proboja (ako nixta drugo onda kvalitativnog)

u smislu ukaziva�a na neure�enost eksperimentalnih uzoraka.

Ideja kako porediti numeriqke i eksperimentalne rezultate se sastoji u

slede�em: videti koje su vrednosti nekih parametara (najqex�e nekih ekspo-

nenata) sistema u eksperimentu i da li se oni me�aju pri promeni deb	ine

uzorka, pa potom to porediti sa adekvatnim vrednostima parametara iz simu-

lacije. Konkretno, u radu [33] je ra�eno sa uzorcima Ni81Fe19 za 6 razliqitih

deb	ina, 20nm, 50nm, 100nm, 200nm, 500nm i 1000nm. Poxto je sve vreme u

pita�u isti materijal onda je razumno pretpostaviti da je �egova neure�e-

nost ista bez obzira na deb	inu. Ispostavilo se da vrednosti eksponenata τ

i α imaju dve razliqite vrednosti, jednu za sisteme deb	ine 20nm i 50nm, a

drugu za 100nm, 200nm, 500nm i 1000nm. To bi bilo analogno ranije opisanim

eksponentima τ1, α1, τ2 i α2, odnosno da je za neke deb	ine (deb	ine ma�e od

lref = 100) sistem date neure�enosti pozicioniran ,,levo" od crvene linije sa

slike, da mu je deb	ina mala i tada su u pita�u eksponenti τ2 i α2, odnosno

obrnuto za sisteme koji su ,,desno" od crvene kritiqne linije. Analogno je

izvrxeno pore�e�e i sa ostalim eksperimentima sliqnog tipa, s tim xto su

neki izvrxeni za iste deb	ine, a razliqitu strukturu sistema, odnosno raz-

liqite neure�enosti. Time se, pore�e�em nekih kritiqnih eksponenata mo�e

do�i do zak	uqka o tome kolika je neure�enost eksperimentalnog uzorka.

Kao xto je reqeno, taqnost ove metode je diskutabilna, ali bilo bi od
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Slika 6.10: Pore�e�e eksperimentalnih i numeriqkih rezultata na tankim
sistemima. Crvena linija pokazuje numeriqki dobijene rezultate za kritiqnu
neure�enost, dok su taqkama prikazani odgovaraju�i eksperimentalni rezul-
tati dobijeni u radovima [29, 30, 70, 32].

izuzetnog znaqaja za eksperimentalna istra�iva�a feromagnetika da se zna

kolika je �ihova neure�enost, te se stoga ovo mo�e uzeti kao neka poqetna

taqka kreta�a ka tom ci	u koja �e biti kasnije unapre�ivana.
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Glava 7

Uticaj broja suseda na kritiqno

ponaxa�e modela

Do radovaXukle sa koautorima, ali i drugih autora [42, 43, 44] se smatralo

da u atermalnom neravnote�nom Izingovom modelu sa sluqajnim po	em samo

dimenzionalnost sistema utiqe na �egovo kritiqno ponaxa�e. To bi znaqilo,

na primer, da je svaki dvodimenzioni sistem koji ispo	ava kritiqno ponaxa-

�e opisan istim skupom kritiqnih eksponenata bez obzira na to kakva je bazna

rexetka sistema, odnosno da li je kvadratna, trougaona ili neka druga. Sve

vrednosti kritiqnih eksponenata prezentovane u dosadax�im radovima su do-

bijene iz simulacija na hiperkubnoj rexetki. Me�utim, u radovima na primeru

Beteove rexetke [42] se pokazalo da se odgovori sistema me�aju u zavisnosti od

broja najbli�ih suseda. Ispostavilo se da u sluqaju Beteove rexetke sistem

ispo	ava kritiqno ponaxa�e samo u sluqaju kada je broj najbli�ih suseda 4

ili ve�i. Stoga su u ovoj glavi predstav	eni rezultati ispitiva�a da li se

i kako me�aju kritiqni eksponenti i parametri sistema sa promenom bazne

rexetke. Xto se ostalih uslova simulacija tiqe, one su ra�ene u adijabatskom

re�imu, a graniqni uslovi su zatvoreni po svim pravcima.

Napomi�e se da su u trnutku pisa�a ove disertacije rezultati vezani za

dvodimenzionu rexetku sa trougaonom osnovom objav	eni [71], dok su rezul-

tati prikazani u preostala dva poglav	a preliminarni i tek treba da budu

publikovani uz, eventualne, ma�e korekcije.
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7.1 Dvodimenziona rexetka sa trougaonom osno-

vom (xest najbli�ih suseda)

Primer dvodimenzione rexetke sa trougaonom osnovom je dat na slici 7.1.

U qvorove rexetke su smexteni Izingovi spinovi i mo�e se videti da svaki

spin ima xest najbli�ih suseda (osim eventualno spinova na ivicama rexetke

u sluqaju otvorenih graniqnih uslova).

Slika 7.1: Dvodimenziona rexetka sa trougaonom osnovom.

U izvo�e�ima zakona skalira�a po kojima se ponaxaju odre�eni odgovori

sistema (magnetizacija, susceptibilnost, distribucije veliqina lavina...) nije

se pomi�ao broj najbli�ih suseda kao faktor. To znaqi da svi zakoni ska-

lira�a prikazani u prethodnim glavama imaju isti oblik i za sisteme qije

rexetke imaju drugaqije osnove, samo xto vrednosti eksponenata i parametara

mogu biti drugaqiji. Tako�e, ukoliko sistem sa ovakvom rexetkom ispo	ava

netrivijalno kritiqno ponaxa�e tada �e u termodinamiqkom limitu krive

magnetizacije biti glatke za neure�enosti ma�e od kritiqne, na kritiqnoj

neure�enosti i pri kritiqnoj vrednosti spo	nog po	a �e im prvi izvod biti

beskonaqan, dok �e za neure�enosti ispod kritiqne kriva magnetizacije imati

skok. Na slici 7.2 je prikazano kako izgledaju krive magnetizacije na uzlaznom

delu histerezisne pet	e za neure�enosti od R = 0, 70 do R = 1, 35. Prime�uje

se da na neure�enostima R = 0, 70 i R = 0, 80 krive magnetizacije imaju skok,

odnosno da je sistem u feromagnetnoj fazi, dok su za ve�e neure�enosti krive

magnetizacije glatke, odnosno sistem je u paramagnetnoj fazi.
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Slika 7.2: Krive magnetizacije na uzlaznom delu histerezisne pet	e za neure-
�enosti u rasponu od R = 0, 70 do R = 1, 35 pri jednoj konfiguraciji sluqajnog
po	a. Veliqina sistema je 65536× 65536 spinova.

Na delu a) slike 7.3 je prikazano kako izgledaju krive magnetizacije si-

stema na rastu�em delu histerezisne pet	e za neure�enosti u intervalu od

R = 1, 18 do R = 1, 34. Veliqina sistema je 65536 × 65536 spinova, a krive

su za svaku neure�enost usred�ene na 100 razliqitih konfiguracija sluqajnog

po	a. Vidi se da su sve krive glatke i da nema naglog skoka magnetizacije. Na

delu b) iste slike je prikazano kako date krive kolapsiraju na jednu zajedniqku

krivu prime�uju�i kolaps dat izrazom (3.1). Odatle su odre�eni kritiqni

eksponenti i parametri: Rc = 0, 85 ± 0, 02, Hc = 1, 40 ± 0, 02, b = 0, 69 ± 0, 05,

β = 0, 13± 0, 03, βδ = 5, 2± 0, 2.1

Ono xto mo�e odmah da se primeti jeste da je kritiqna neure�enost ve�a

nego u sluqaju kvadratne bazne rexetke. To i jeste oqekivano, jer sa pora-

stom broja najbli�ih suseda lavina mo�e lakxe da ,,na�e" put i da nastavi

propagaciju, jer postoji ve�a xansa da neki od najbli�ih suseda ima vrednost

sluqajnog po	a takvu da postane nestabilan i promeni orijentaciju u narednom

trenutku. Tako�e, te�e se formiraju spinske zamke, te je zato i potrebna ve�a

1Da bi se razlikovali kritiqni eksponenti i parametri za drugaqije bazne rexetke tre-
balo bi da se obele�i u indeksu o kojoj rexetki je req. Me�utim to bi veoma komplikovalo
zapis, tako da je izostav	eno oznaqava�e tipa rexetke, a iz konteksta je jasno o qemu se
radi i bi�e posebno naglaxeno ukoliko se pomi�e kritiqni eksponent ili parametar za
neku drugu rexetku.

81



Slika 7.3: a) Krive magnetizacije na uzlaznom delu histerezisne pet	e za neu-
re�enosti u rasponu od R = 1, 18 do R = 1, 34. Veliqina sistema je 65536×65536
spinova, a za svaku neure�enost rezultati su usred�eni na 100 razliqitih kon-
figuracija sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih magnetizacije sa dela a).

neure�enost da bi sistem bio u paramagnetnoj fazi, tj. da nema pro�imaju�ih

lavina.

7.1.1 Distribucije parametara lavine

U ovom delu je prikazano kako izgledaju distribucije veliqine i traja�a

lavina kao i �ihovi kolapsi. Odatle je odre�eno jox nekoliko eksponenata

koji �e kasnije poslu�iti za pore�e�e kritiqnog ponaxa�a sistema sa raz-

liqitim baznim rexetkama.

Na delu a) slike 7.4 je prikazano kako izgledaju krive distribucija veli-

qine lavina u uskom prozoru spo	nog po	a odre�enom tako da magnetizacija

ima vrednosti od -0,08 do 0,08. Prime�uju�i formu (3.4) za kolapsira�e kri-

vih distribucija veliqine lavina dobija se deo b) iste slike. Vidi se da krive

padaju na jednu zajedniqku krivu.

Analognim postupkom se dobija i kolaps krivih integralnih distribucija

veliqine lavina, xto se mo�e videti na slici 7.5. Odatle se dobijaju kritiqni

eksponenti i �ihove kombinacije τ + σβδ = 2, 05 ± 0, 06, σ = 0, 063 ± 0, 012 i

τ = 1, 64± 0, 05.
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Slika 7.4: a) Krive distribucija veliqine lavina u uskom prozoru spo	nog
po	a za neure�enosti u rasponu od R = 1, 18 do R = 1, 34. Veliqina sistema
je 65536 × 65536 spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno usred�ava�e na
100 razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih sa dela a)
dobijen primenom izraza (3.6).

Slika 7.5: a) Krive integralnih distribucija veliqine lavina za neure�eno-
sti u rasponu od R = 1, 18 do R = 1, 34. Veliqina sistema je 65536 × 65536
spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno usred�ava�e na 100 razliqitih
konfiguracija sluqajnog po	a. b) Kolaps datih krivih dobijen primenom iz-
raza (3.6).

Na delu a) slike 7.6 su prikazane krive distribucija traja�a lavina do-

bijenih iz uskog prozora spo	nog po	a u kome se magnetizacija sistema me�a

od -0,08 do 0,08. Na delu b) je prikazan kolaps tih krivih primenom izraza

(3.12).

Analognim postupkom se dobija i kolaps krivih integralnih distribucija

traja�a lavina, xto je prikazano na slici 7.7. Odatle se dobijaju kritiqni
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Slika 7.6: a) Krive distribucija traja�a lavina u uskom prozoru spo	nog
po	a za neure�enosti u rasponu od R = 1, 18 do R = 1, 34. Veliqina sistema
je 65536 × 65536 spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno usred�ava�e na
100 razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih sa dela a)
dobijen primenom izraza (3.12).

eksponenti i �ihove kombinacije α + σβδ/γT/S = 2, 70± 0, 05, σ/γT/S = 0, 11±
0, 02 i α = 2, 05± 0, 06 (imaju�i u vidu da je γT/S = σνz).

Slika 7.7: a) Krive integralnih distribucija traja�a lavina za neure�eno-
sti u rasponu od R = 1, 18 do R = 1, 34. Veliqina sistema je 65536 × 65536
spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno usred�ava�e na 100 razliqitih
konfiguracija sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih sa dela a) dobijen primenom
izraza (3.12).

7.1.2 Spektar snage

Iz nagiba spektra snage (na log-log skali) se dobija kombinacija kritiqnih

eksponenata 1/σνz. Na slici 7.8 je prikazano kako izgledaju spektri snage za
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sluqajeve za koje su prikazani i prethodni grafici u ovoj glavi i dobija se da

je 1/σνz = 1, 65± 0, 01.

Slika 7.8: Spektri snage za neure�enosti u rasponu od R = 1, 18 do R = 1, 34.
Veliqina sistema je 65536× 65536 spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno
usred�ava�e na 100 razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a.

7.1.3 Efektivna kritiqna neure�enost

Kako se veliqina sistema sma�uje tako raste efektivna kritiqna neure�e-

nost Reff
c . Obzirom da je vrednost kritiqne neure�enosti odre�ena onda se iz

zakona po kom se skalira efektivna kritiqna neure�enost

Reff
c (L)−Rc

Reff
c (L)

∝ L−1/ν (7.1)

mo�e odrediti kritiqni ekposnent ν.

Prime�uju�i izraz (5.1) mogu�e je odrediti efektivne kritiqne neure�e-

nosti za razne veliqine sistema. Ukoliko se potom na ordinatnu osu nanese

veliqina (Reff
c (L) − Rc)/R

eff
c (L), a na apscisnu L−1 onda je nagib te krive na

log-log skali jednak 1/ν. Na slici 7.9 su prikazani rezultati primene pome-

nute procedure. Vrednost eksponenta je ν = 5, 25± 0, 20, xto onda omogu�ava i

izraqunava�e dinamiqkog kritiqnog eksponenta z = 1, 83± 0, 18.

85



Slika 7.9: Zavisnost efektivne kritiqne neure�enosti od veliqine sistema.

Svi kritiqni parametri i eksponenti su dati u tabeli na kraju poglav	a

7.2 gde se vrxi pore�e�e vrednosti parametara i eksponenata u zavisnosti od

tipa rexetke.

7.2 Dvodimenziona rexetka sa heksagonalnom

osnovom (tri najbli�a suseda)

Vrednosti kritiqnih eksponenata za dvodimenzioni model, koje se navode

u literaturi, dobijene su na rexetki sa kvadratnom osnovom, odnosno na re-

xetki gde svaki spin ima qetiri najbli�a suseda. U prethodnom poglav	u je

prikazano kolike su vrednosti tih eksponenata u sluqaju rexetke sa trougao-

nom osnovom, odnosno kada svaki spin ima vixe najbli�ih suseda nego xto je u

sluqaju sa kvadratnom rexetkom (xest najbli�ih suseda). Naredni korak jeste

da se ispita kolike su vrednosti kritiqnih eksponenata i parametara kada je

broj najbli�ih suseda ma�i nego u sluqaju rexetke sa kvadratnom osnovnom.

Stoga je izuqavano kritiqno ponaxa�e modela na heksagonalnoj rexetki, gde

svaki spin ima tri najbli�a suseda. Na slici 7.10 je prikazano kako izgleda

heksagonalna rexetka, dok je na slici 7.11 prikazano kako izgledaju krive mag-

netizacije na uzlaznom delu histerezisne pet	e za neure�enosti od R = 0, 28

do R = 0, 50. Mo�e se videti kako krive prikazane krive imaju skok pri neu-

re�enostima R = 0, 28 i R = 0, 30, dok su za ve�e neure�enosti glatke. To opet
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pokazuje da postoji fazni prelaz iz paramagnetne u feromagnetnu fazu pri

sma�e�u neure�enosti sistema.

Slika 7.10: Dvodimenziona rexetka sa heksagonalnom osnovom.

Slika 7.11: Krive magnetizacije na uzlaznom delu histerezisne pet	e za ne-
ure�enosti u rasponu od R = 0, 28 do R = 0, 50 pri jednoj konfiguraciji slu-
qajnog po	a. Veliqina sistema je 32768× 32768 spinova.

Kao xto je napomenuto u prethodnom poglav	u, svi navedeni zakoni skali-

ra�a imaju oblik nezavisan od bazne rexetke. Tako je primenom izraza (3.1)

dobijen kolaps krivih magnetizacije prikazan na delu b) slike 7.12. Na delu

a) iste slike su prikazani originalni podaci uzlaznih delova histerezisnih

pet	i za sisteme veliqine 32768 × 32768 spinova sa neure�enostima koje uzi-

maju vrednosti od R = 0, 44 do R = 0, 50. Za svaku neure�enost je simulirano
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po 100 razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a i izvrxeno je usred�ava�e

po tim konfiguracijama. Iz kolapsa se dobijaju vrednosti kritiqnih para-

metara i eksponenata: Rc = 0, 31 ± 0, 03, Hc = 1, 06 ± 0, 03, b = 0, 21 ± 0, 04,

β = 0, 12± 0, 04, βδ = 4, 15± 0, 3.

Slika 7.12: a) Krive magnetizacije na uzlaznom delu histerezisne pet	e za
neure�enosti u rasponu od R = 0, 44 do R = 0, 50. Veliqina sistema je
32768× 32768 spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno usred�ava�e na 100
razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih magnetizacije
sa dela a) izvrxen primenom izraza (3.1).

Suprotno od trougaone rexetke, kod heksagonalne je kritiqna neure�enost

ma�a nego u sluqaju kvadratne rexetke. To je tako�e oqekivano, zato xto je

te�e lavini da ,,na�e put" kojim bi propagirala zato xto svaki spin ima samo

tri najbli�a suseda i lakxe se stvaraju spinske zamke. Zbog toga neure�enost

mora da bude ma�a nego u sluqaju rexetke sa kvadratnom osnovom da bi se

javile pro�imaju�e lavine i da bi magnetizacija imala beskonaqan skok.

7.2.1 Distribucije parametara lavine

U ci	u da	eg odre�iva�a vrednosti kritiqnih eksponenata na�eni su ko-

lapsi distribucija parametara lavina. Na delu a) slike 7.13 su prikazane

krive distribucija veliqine lavina dobijenih u uskom prozoru spo	nog po	a

gde magnetizacija sistema ima vrednosti od -0,08 do 0,08. Na delu b) se vidi

kako izgleda kolaps tih krivih ukoliko se primeni izraz (3.6).

Analognim postupkom se dobija kolaps krivih distribucija veliqine la-

vina dobijenih du� celog uzlaznog dela histerezisne pet	e. Na slici 7.14 su
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Slika 7.13: a) Krive distribucija veliqine lavina u uskom prozoru spo	nog
po	a za neure�enosti u rasponu od R = 0, 44 do R = 0, 50. Veliqina sistema
je 32768 × 32768 spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno usred�ava�e na
100 razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih sa dela a)
dobijen primenom izraza (3.6).

na delu a) prikazani originalni podaci, dok je na delu b) pomenuti kolaps

dobijen primenom izraza (3.6). Vrednosti kritiqnih ekponenata i �ihovih

kombinacija su τ + σβδ = 2, 06 ± 0, 05, σ = 0, 12 ± 0, 02 i τ = 1, 56 ± 0, 06.

Veliqina sistema i vrednosti neure�enosti su iste kao i za magnetizaciju.

Slika 7.14: a) Krive distribucija veliqine lavina du� cele histerezisne
pet	e za neure�enosti u rasponu od R = 0, 44 do R = 0, 50. Veliqina sistema
je 32768 × 32768 spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno usred�ava�e na
100 razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih sa dela a)
dobijen primenom izraza (3.6).

Sliqnim postupkom se dobijaju analogni rezultati za distribucije traja�a

lavina. Na delu a) slike 7.15 su prikazane krive distribucija traja�a lavina
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dobijenih iz ve� pomenutog uskog prozora spo	nog po	a, dok je na delu b)

kolaps tih krivih dobijen primenom izraza (3.12).

Slika 7.15: a) Krive distribucija traja�a lavina u uskom prozoru spo	nog
po	a za neure�enosti u rasponu od R = 0, 44 do R = 0, 50. Veliqina sistema
je 32768 × 32768 spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno usred�ava�e na
100 razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih sa dela a)
dobijen primenom izraza (3.12).

Analognim postupkom se dobija kolaps krivih distribucija traja�a lavina

dobijenih du� celog opsega spo	nog po	a. To je prikazano na slici 7.16, a

vrednosti eksponenata i �ihovih kombinacija dobijenih ovim putem su α +

σβδ/γT/S = 2, 75± 0, 07, σ/γT/S = 0, 205± 0, 03 i α = 1, 93± 0, 09.

Slika 7.16: a) Krive distribucija traja�a lavina du� celog uzlaznog dela hi-
sterezisne pet	e za neure�enosti u rasponu od R = 0, 44 do R = 0, 50. Veliqina
sistema je 32768× 32768 spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno usred�a-
va�e na 100 razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih sa
dela a) dobijen primenom izraza (3.12).
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7.2.2 Spektar snage

Kao xto je navedeno u sluqaju trougaone rextke, iz nagiba spektra snage se

dobija kombinacija kritiqnih eksponenata 1/σνz. Na slici 7.17 je prikazano

kako izgledaju spektri snage za iste sisteme kao i na prethodnim graficima

iz teku�eg poglav	a i dobija se da je 1/σνz = 1, 67± 0, 02.

Slika 7.17: Spektri snage za neure�enosti u rasponu od R = 0, 44 do R = 0, 50.
Veliqina sistema je 32768× 32768 spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno
usred�ava�e na 100 razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a.

7.2.3 Efektivna kritiqna neure�enost

Poxto je poznata vrednost kritiqne neure�enosti Rc = 0, 31, onda je mogu�e

odrediti i eksponent ν kao reciproqnu vrednost nagiba prave koja se dobija

na log-log skali kada se na ordinatnu osu nanese vrednost (Reff
c (L)−Rc)/R

eff
c (L),

a na apscisnu 1/L, xto je objax�eno izrazom (7.1). Na slici 7.18 je prikazano

kako izgleda ta linearna zavisnost za razne veliqine sistema, odakle se do-

bija vrednost eksponenta ν = 4, 82 ± 0, 18. To da	e daje vrednost dinamiqkog

kritiqnog eksponenta z = 1, 05± 0, 11.

7.2.4 Kritiqni parametri i kritiqni eksponenti

U tabelama 7.1 i 7.2 su prikazane vrednosti kritiqnih eksponenata, odnosno

parametara za heksagonalnu, kvadratnu i trougaonu rexetku. Ve� je komenta-

risano kako je promena kritiqne neure�enosti oqekivana, isti je sluqaj i sa

svim ostalim kritiqnim parametrima, tj. oqekuje se da se oni mogu me�ati
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Slika 7.18: Zavisnost efektivne kritiqne neure�enosti Izingovog modela sa
sluqajnim po	em na dvodimenzionoj heksagonalnoj rexetki od veliqine si-
stema.

sa promenom bazne rexetke. Me�utim, mo�e se zapaziti da i neki kritiqni

eksponenti imaju razliqite vrednosti, xto nije oqekivano, bar prema dosa-

dax�im ube�e�ima da kritiqno ponaxa�e zavisi samo od dimenzije modela.

Pre svega je to sluqaj sa eksponentima σ i z, dok ostali bar u okviru grexke

imaju bliske vrednosti. Mogu�e objax�e�e u promeni eksponenta σ i z le�i u

tome xto broj najbli�ih suseda ima ve�i uticaj na �ihove vrednosti nego na

ostale eksponente. Naime, eksponent σ je vezan za skalira�e veliqine najve�e

lavine kao Smax ∝ |r|−
1
σ . Oqekivano je da najve�a lavina u sistemu bude ma�a

xto je ma�e najbli�ih suseda u rexetki, xto samim tim znaqi da σ raste sa

sma�e�em broja najbli�ih suseda. Ovaj sled mo�e da zvuqi netaqno, me�utim

treba imati u vidu da je |r| < 1,2 te tada porast veliqine najve�e lavine znaqi

i opada�e vrednosti eksponenta σ.

Sa druge strane, eksponent z je dinamiqki eksponent i ukazuje na to kako se

ponaxa traja�e lavine u zavisnosti od �ene linerane dimenzije, T ∝ lz. Uko-

liko se posmatraju lavine iste linerane dimenzije u sistemima sa razliqitim

baznim rexetkama, jasno je da �e veliqina lavine biti ve�a kod rexetki sa

ve�im brojem najbli�ih suseda, a samim tim se oqekuje da i �eno traja�e bude

ve�e. Dakle, ukoliko je l isto, onda se oqekuje da je T najve�e za trougaonu res-

hetku, pa potom za kvadratnu i najma�e za heksagonalnu. Obzirom na pomenutu

2Ako vrednost Smax raste onda raste i |r|− 1
σ , odnosno |r| 1σ opada, pa raste vrednost 1/σ

(jer je |r| < 1), tj. opada σ.
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vezu izme�u traja�a lavine i �ene linearne dimenzije sledi da i eksponent z

mora da bude ve�i za rexetke sa ve�im brojem najbli�ih suseda, xto i jeste u

skladu sa vrednostima prikazanim u tabeli 7.1.

Tabela 7.1: Vrednosti kritiqnih eksponenata i �ihovih kombinacija za tri
dvodimenzione rexetke sa razliqitim bazama.
rexetka β βδ τ τ + σβδ σ
heks. 0, 12±0, 04 4, 2± 0, 2 1, 56±0, 05 2, 06± 0, 06 0, 12± 0, 02
kvadratna 0, 15±0, 04 4, 8± 0, 2 1, 54±0, 05 2, 02± 0, 06 0, 10± 0, 01
trougaona 0, 13±0, 03 5, 2± 0, 2 1, 64±0, 05 2, 05± 0, 06 0, 063±0, 012

ν 1/σνz α α+σβδ/γT/S z
4, 82±0, 18 1, 67±0, 02 1, 93±0, 09 2, 75± 0, 07 1, 05± 0, 11
5, 15±0, 20 1, 55±0, 02 1, 87±0, 06 2, 65± 0, 05 1, 25± 0, 17
5, 25±0, 20 1, 65±0, 01 2, 05±0, 06 2, 70± 0, 05 1, 83± 0, 18

Tabela 7.2: Vrednosti kritiqnih parametara za tri dvodimenzione rexetke sa
razliqitim bazama.

rexetka Rc Hc b
heks. 0, 31±0, 03 1, 06± 0, 03 0, 21±0, 04
kvadratna 0, 54±0, 02 1, 275±0, 020 0, 24±0, 04
trougaona 0, 85±0, 02 1, 40± 0, 02 0, 69±0, 05

Vrednosti ostalih eksponenata nisu u tolikoj meri vo�ene brojem najbliz-

hih suseda, te se i �ihova razlika jav	a u okvirima grexke. Svakako, ovakvi

rezultati dovode do zak	uqka da broj najbli�ih suseda utiqe na kritiqno po-

naxa�e sistema iako se radi o istoj dimenziji (u ovom sluqaju dvodimenzioni

sistemi), tako da bi trebalo na drugaqiji naqin definisati klase univerzal-

nosti i preispitati dosadax�a zna�a o tome xta sve utiqe na kritiqnost

modela, kao i koji skup eksponenata definixe tu kritiqnost.

7.3 Trodimenziona rexetka sa tri najbli�a

suseda

Prethodna dva poglav	a ove glave su se bavila raznim tipovima dvodimen-

zione rexetke. Kao xto su svi do sada prezentovani eksponenti i parametri u

literaturi za dvodimenzioni model bili dobijeni na sistemima sa kvadratnom

baznom rexetkom, tako su, analogno, u trodimenzionom modelu svi prezento-

vani rezultati dobijeni na sistemima sa kubnom baznom rexetkom. Stoga su u
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ovom poglav	u prikazani rezultati trodimenzione rexetke u kojoj svaki spin

ima tri najbli�a suseda. Primer takve rexetke je dat na slici 7.19, s tim

xto je na delu a) prikazana rexetka od 4× 4× 4 spinova sa otvorenim graniq-

nim uslovima, a na delu b) sa zatvorenim. Slika 7.20 prikazuje kako izgledaju

krive magnetizacije na uzlaznom delu histerezisne pet	e u zavisnosti od ne-

ure�enosti. Vidi se da za neure�enosti R = 0, 25 i R = 0, 30 krive imaju skok,

xto govori da su u feromagnetnoj fazi, dok su za ve�e neure�enosti krive

glatke, odnosno u paramagnetnoj fazi.

Slika 7.19: Trodimenziona rexetka u kojoj svaki spin ima tri najbli�a su-
seda. a) Otvoreni graniqni uslovi; b) zatvoreni graniqni uslovi.

Jox jednom se napomi�e da svi zakoni skalira�a imaju isti oblik bez

obzira na broj najbli�ih suseda, odnosno dimenyiju rexetke. Tako su na delu

a) slike 7.21 prikazane susceptibilnosti sistema za trodimenzionu rexetku

sa tri najbli�a suseda veliqine 1024 × 1024 × 1024 spinova sa zatvorenim

graniqnim uslovima, dok je na delu b) prikazan kolaps tih krivih primenom

formule (3.2). Neure�enosti sistema su od R = 0, 60 do R = 0, 66.

Osim krivih susceptibilnosti mogu�e je ostvariti i kolaps (3.1) krivih

magnetizacije. To je, za podatke dobijene iz istog seta simulacija, prikazano

na slici 7.22.
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Slika 7.20: Krive magnetizacije za neure�enosti u rasponu od R = 0, 25 do
R = 0, 50 na trodimenzionoj rexetki sa tri najbli�a suseda. Veliqina sistema
je 1024 × 1024 × 1024 spinova, a prikazane su krive pri jednoj realizaciji
sluqajnog po	a.

Slika 7.22: a) Krive magnetizacije za neure�enosti u rasponu od R = 0, 60 do
R = 0, 66 na trodimenzionoj rexetki sa tri najbli�a suseda. Veliqina si-
stema je 1024× 1024× 1024 spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno usred-
�ava�e na 100 razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih
magnetizacije sa dela a).

Iz ovih kolapsa se dobijaju vrednosti parametara i eksponenata Rc =

0, 28± 0, 02, Hc = 0, 88± 0, 04, b = 0, 38± 0, 04, β = 0, 14± 0, 02 i βδ = 5, 8± 0, 3.

U pore�e�u sa vrednosti kritiqne neure�enosti za trodimenzioni model sa

kubnom baznom rexetkom koja iznosi 2,16 ova vrednost je znatno ma�a. Objax-

�e�e je dato u prethodnim poglav	ima, gde je diskutovano kako je sa ma�im
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Slika 7.21: a) Susceptibilnost za neure�enosti u rasponu od R = 0, 60 do
R = 0, 66 na trodimenzionoj rexetki sa tri najbli�a suseda. Veliqina si-
stema je 1024× 1024× 1024 spinova, a za svaku neure�enost je izvrxeno usred-
�ava�e na 100 razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih
susceptibilnosti sa dela a).

brojem suseda lavinama ,,te�e" da propagiraju i lakxe se stvaraju spinske

zamke, te se kritiqna neure�enost sma�uje. Me�utim, ono xto je zanim	ivo

da se primeti jeste da je kritiqna neure�enost trodimenzionog modela sa tri

najbli�a suseda veoma bliska kritiqnoj neure�enosti dvodimenzionog modela

sa heksagonalnom baznom rexetkom, odnosno sa tri najbli�a suseda. To mo�e

da navede na zak	uqak da se rexetke sa tri najbli�a suseda ponaxaju sliqno i

da dimenzija tu ne igra preterano bitnu ulogu, ali za takav zak	uqak bi tre-

balo sprovesti deta	nija istra�iva�a i proveriti jox nekoliko rexetaka

koje imaju isti broj najbli�ih suseda (ovde su specijalno naglaxeni sistemi

sa tri najbli�a suseda, ne pomi�u se drugi, jer se videlo u provm poglav	u ove

glave da dovdimenziona rexetka sa xest najbli�ih suseda ima znatno druga-

qije vrednosti kritiqne neure�enosti, a i ostalih parametara i eksponenata,

od trodimenzione rexetke sa xest suseda).

7.3.1 Distribucije parametara lavine

Na delu a) slike 7.23 su prikazane krive distribucija veliqine lavina u

uskom prozoru spo	nog po	a gde se magnetizacija kre�e u rasponu od -0,08 do

0,08. Na delu b) iste slike je prikazan kolaps datih krivih primenom izraza

(3.6).
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Slika 7.23: a) Krive distribucija veliqine lavina u uskom prozoru spo	nog
po	a za neure�enosti u rasponu od R = 0, 60 do R = 0, 66 na trodimenzionoj re-
xetki sa tri najbli�a suseda. Veliqina sistema je 1024×1024×1024 spinova, a
za svaku neure�enost je vrxeno usred�ava�e na 100 razliqitih konfiguracija
sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih sa dela a) dobijen primenom izraza (3.6).

Analogno se dobija i kolaps krivih integralnih distribucija veliqine la-

vina prikazan na slici 7.24. Iz ovih kolapsa se dobijaju kritiqni eksponenti

i �ihove kombinacije τ + σβδ = 2, 08± 0, 08, σ = 0, 12± 0, 01 i τ = 1, 38± 0, 09.

Slika 7.24: a) Krive integralnih distribucija veliqine lavina za neure�e-
nosti u rasponu od R = 0, 60 do R = 0, 66 na trodimenzionoj rexetki sa tri
najbli�a suseda. Veliqina sistema je 1024×1024×1024 spinova, a za svaku ne-
ure�enost je crxeno usred�ava�e na 100 razliqitih konfiguracija sluqajnog
po	a. b) Kolaps krivih sa dela a) dobijen primenom izraza (3.6).

Na delu a) slike 7.25 su prikazane krive distribucija traja�a lavina do-

bijenih iz, ve� pomi�anog, uskog prozora spo	nog po	a, dok je na delu b)

pprikazan kolaps tih krivih primenom izraza (3.12).
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Slika 7.25: a) Krive distribucija traja�a lavina u uskom prozoru spo	nog
po	a za neure�enosti u rasponu od R = 0, 60 do R = 0, 66 na trodimenzionoj re-
xetki sa tri najbli�a suseda. Veliqina sistema je 1024×1024×1024 spinova, a
za svaku neure�enost je vrxeno usred�ava�e na 100 razliqitih konfiguracija
sluqajnog po	a. b) Kolaps krivih sa dela a) dobijen primenom izraza (3.12).

Analognim postupkom se dobija i kolaps krivih distribucija traja�a la-

vina dobijenih du� celog uzlaznog dela histerezisne pet	e i on je prikazan na

slici 7.26. Eksponenti i �ihove kombinacije koji se dobijaju iz ovih kolapsa

su α + σβδ/γT/S = 3, 05± 0, 11, σ/γT/S = 0, 20± 0, 03 i α = 1, 89± 0, 13.

Slika 7.26: a) Krive integralnih distribucija traja�a lavina za neure�e-
nosti u rasponu od R = 0, 60 do R = 0, 66 na trodimenzionoj rexetki sa tri
najbli�a suseda. Veliqina sistema je 1024×1024×1024 spinova, a za svaku ne-
ure�enost je vrxeno usred�ava�e na 100 razliqitih konfiguracija sluqajnog
po	a. b) Kolaps krivih sa dela a) dobijen primenom izraza (3.12).
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7.3.2 Spektar snage

Kao i u prethodnim poglav	ima i ovde se iz nagiba spektra snage dobija

kombinacija eksponenata 1/σνz. Na slici 7.27 je prikazano kako izgledaju

spektri snage za razne neure�enosti i odatle se dobija da je 1/σνz = 1, 87±0, 07.

Slika 7.27: Spektri snage za neure�enosti u rasponu od R = 0, 60 do R =
0, 66 na trodimenzionoj rexetki sa tri najbli�a suseda. Veliqina sistema je
1024 × 1024 × 1024 spinova, a za svaku neure�enost je vrxeno usred�ava�e na
100 razliqitih konfiguracija sluqajnog po	a.

7.3.3 Efektivna kritiqna neure�enost

Kao xto je objax�eno u izrazu (7.1) iz fita adekvatno podexenih podataka

za efektivnu kritiqnu neure�enost mo�e da se dobije eksponent ν. Na slici

7.28 je prikazano kako izgleda taj fit i iz �ega se dobija vrednost ν = 3, 65±
0, 09. Odatle je mogu� dobiti i dinamiqki kritiqni eksponent z = 1, 2± 0, 2.

7.3.4 Kritiqni parametri i kritiqni eksponenti

U tabeli 7.3 su date vrednosti kritiqnih eksponenata i �ihovih kombina-

cija za trodimenzionu rexetku sa tri najbli�a suseda kao i za trodimenzionu

rexetku sa kubnom baznom rexetkom. U tabeli 7.4 su dati kritiqni parametri

za navedene rexetke.

Osim oqekivanih razlika u kritiqnim parametrima, mogu se videti i zna-

qajna odstupa�a u vrednosti nekih kritiqnih eksponenata i �ihovih kombi-

nacija. Te razlike opet dolaze samo od razliqitog broja suseda u sistemima,
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Slika 7.28: Zavisnost efektivne kritiqne neure�enosti od veliqine sistema
na trodimenzionoj rexetki sa tri najbli�a suseda.

Tabela 7.3: Vrednosti kritiqnih eksponenata i �ihovih kombinacija za dve
razliqite bazne rexetke.
rexetka β βδ τ τ + σβδ σ
3 suseda 0, 14± 0, 02 5, 8± 0, 3 1, 38±0, 09 2, 08± 0, 08 0, 12±0, 01
kubna 0, 035±0, 028 1, 81±0, 32 1, 60±0, 06 2, 03± 0, 03 0, 24±0, 02

ν 1/σνz α α+σβδ/γT/S z
3, 65± 0, 09 1, 87±0, 07 1, 89±0, 13 3, 05± 0, 11 1, 2± 0, 2
1, 4± 0, 2 1, 75±0, 09 2, 05±0, 20 2, 80± 0, 12 1, 7± 0, 4

ne i od dimenzije rexetke, uz napomenu da je u ova dva sluqaja drastiqnija

razlika u tipovima rexetki nego kod ranije razmatranih dvodimenzionih, pa

se prime�uju i izra�enije razlike u kritiqnim eksponentima.

Sveukupan zak	uqak koji bi se mogao izvesti iz preliminarnih rezultata

istra�iva�a prikazanih u ovoj glavi jeste da bi trebalo redefinisati tre-

nutne stavove o tome da jedino dimenzionalnost sistema utiqe na kritiqno

ponaxa�e modela. Ovde je pokazano da to nije sluqaj, ali tako�e nije ni sluqaj

da samo broj suseda definixe kritiqnost. Naime, dvodimenziona trougaona

rexetka ima isti broj suseda kao i trodimenziona kubna, dok dvodimenziona

heksagonalna rexetka ima isti broj suseda kao i trodimenziona sa tri naj-

bli�a suseda, ali i u jednom i u drugom sluqaju ne mogu da se na�u skoro

nikakve sliqnosti u ponaxa�u sistema spinova na tim rexetkama opisanih
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Tabela 7.4: Vrednosti kritiqnih parametara za dve razliqite bazne rexetke.
rexetka Rc Hc b
3 suseda 0, 28±0, 02 0, 88± 0, 04 0, 38±0, 04
kubna 2, 16±0, 03 1, 435±0, 004 0, 39±0, 08

Izingovim modelom sa sluqajnim po	em. Dakle, ni samo dimenzionalnost, ni

samo broj najbli�ih suseda nije odgovoran za kritiqno ponaxa�e, ve� bi to

mogao da bude naqin na koji su spinovi povezni, tj. topologija rexetke.
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Glava 8

Zak	uqak

Motivacija za teorijsko i numeriqko izuqava�e ponaxa�a atermalnog ne-

ravnote�nog Izingovog modela sa sluqajnim po	em pri prelasku sa trodimen-

zionalnih na dvodimenzionalne sisteme dolazi iz eksperimentalnih radova

[30, 33, 34]. Sve ve�i broj eksperimentalnih ispitiva�a feromagnetnih si-

stema se radi na tankim sistemima koji su, svakako, trodimenzioni, jer je du�

sve tri prostorne dimenzije broj atomskih slojeva ve�i od jedan, ali obzirom

da im je jedna od dimenzija znaqajno ma�a od ostale dve mogu�e je zapitati se

da li se takvi sistemi efektivno ponaxaju kao dvodimenzioni. Ovo pita�e

je bitno, jer kada se eksperimentalni rezultati upore�uju sa teorijskim po-

trebno je npr. znati da li treba koristiti vrednosti kritiqnih parametara i

eksponenata za dvodimenzione ili trodimenzione sisteme da bi analiza bila

va	ana. Isto pita�e se jav	a i u teorijskim modelima [38, 40, 14]. Od po-

sebnog znaqaja je Izingov model sa sluqajnim po	em usled toga xto se on ve�

30-ak godina koristi za interpretaciju eksperimentalnih rezultata..

Glavni parametar atermalnog neravnote�nog Izingovog modela sa sluqaj-

nim po	em jeste �egova neure�enost. Za vrednosti neure�enosti iznad efek-

tivne kritiqne se sistem nalazi u paramagnetnom sta�u, dok se za vrednosti

ispod efektivne kritiqne nalazi u feromagnetnom sta�u. Stoga se prvo pri-

stupilo nala�e�u analitiqkog oblika funkcije efektivne kritiqne neure�e-

nosti u sistemima kojima je deb	ina ma�a od du�ine i xirine. Taj oblik, dat

izrazom (5.5), je i numeriqki potvr�en i on omogu�ava da	a istra�iva�a u ko-

jima se pouzdano zna da li je sistem u paramagnetnoj ili feromagnetnoj fazi.

Osim izraza za efektivnu kritiqnu neure�enost, pokazano je i kako izgleda

prava kritiqna neure�enost za sistem deb	ine l (ostale dve dimenzije te�e

102



beskonaqnosti) i to omugu�ava izuqava�e ponaxa�a distribucija parametara

lavina pri raznim uslovima. Pokazano je kako se skaliraju distribucije para-

metara lavina kada su sve dimenzije sistema fiksirane, kada je samo deb	ina

fiksirana, kao i kada su sve dimenzije sistema promen	ive. Ovi rezultati

su bitni zato xto daju ideju kako bi trebalo pristupiti analizi eksperimen-

talnih podataka. Odnosno, da treba voditi raquna i o geometrijskom aspektu

kada se analiziraju ti podaci.

U eksperimentima je neure�enost sistema nepoznata. Bilo bi od veoma ve-

likog znaqaja ukoliko bi na neki naqin mogla da se kvantifikuje ta neure-

�enost. U glavi 6 je pokazano kako se ponaxaju neekvilateralni sistemi na

samoj efektivnoj kritiqnoj neure�enosti. Dati su predlozi funkcija fita

za distribucije veliqine i traja�a lavina, kao i za proseqan oblik lavine i

proseqnu veliqinu lavine datog traja�a. Ove funkcije daju vrednosti kri-

tiqnih eksponenata i potom je mogu�e te vrednosti porediti sa vrednostima

dobijenim u eksperimentalnim radovima. Poxto je poznato kako izgleda kriva

efektivne kritiqne neure�enosti onda je na osnovu pore�e�a kritiqnih ekspo-

nenata dobijenih iz numeriqkih rezultata sa onima dobijenim u eksperimentu

mogu�e utvrditi da li je neure�enost datog eksperimentalnog uzorka ispod ili

iznad efektivne kritiqne za taj uzorak. Ova metoda je jox uvek u razvoju i

mo�e predstav	ati proboj na po	u analize eksperimentalnih rezultata.

Pita�e ponaxa�a modela pri prelasku sa trodimenzionih na dvodimenzi-

one sisteme je motivisano eksperimentom, ali se izuqava�em tog pita�a jav	a

novo: kako broj najbli�ih suseda utiqe na kritiqo ponaxa�e modela. Na snazi

je tvrd�a da kritiqnost modela zavisi samo od dimenzije sistema na kojima se

model izuqava. Me�utim, u glavi 8 su prezentovani rezultati koji navode na

drugaqije zak	uqke. Pore�ene su vrednosti kritiqnih parametara i ekspone-

nata na tri razliqite dvodimenzione i dve razliqite trodimenzione rexetke.

U dvodimenzionom sluqaju su u pita�u rexetke sa heksagonalnom osnovom (tri

najbli�a suseda), sa kvadratnom osnovom (qetiri najbli�a suseda, rezultati

poznati od ranije) i sa trougaonom osnovom (xest najbli�ih suseda). Isposta-

v	a se da se vrednosti nekih eksponenata ne razlikuju u okvirima grexaka,

xto je i bilo oqekivano, me�utim, vrednosti preostalih eksponenata se bitno
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razlikuju i to je ono xto ne ide u prilog tvrd�i da samo dimenzionalnost

utiqe na kritiqno ponaxa�e modela. Isti je sluqaj i sa dve trodimenzione

rexetke. Zak	uqak koji se izvodi iz ovih rezultata bi mogao biti da bi tre-

balo redefinisati klase univerzalnosti kada je u pita�u kritiqno ponaxa�e

modela. Nije samo dimenzionalnost ta koja utiqe na kritiqno ponaxa�e, ve�

naqin na koji su spinovi povezani u rexetki, odnosno topologija rexetke.
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Dodatak A

Opis programa za simulacije

U ovom poglav	u su opisani algoritmi korix�eni za simulira�e nerav-

note�nog atermalnog Izingovog modela sa sluqajnim po	em. Algoritmi ori-

ginalno predlo�en u radovima [72, 58] i za potrebe istra�iva�a opisanih u

ovoj disertaciji su prigodno modifikovani. Algoritmi za simulaciju modela

su kodirani u programskom jeziku Fortran, dok su analize dobijenih simula-

cija modela izvrxavane uz pomo� programa napisanih u programskim jezicima

Fortran, Visual Basic i Wolfram Mathematica.

Obzirom da je za adekvatno izuqava�e nekih pojava potrebno vrxiti simu-

lacije na izuzetno velikim sistemima onda je veoma znaqajno voditi raquna

i o efikasnom korix�e�u kompjuterske memorije i vremena izvrxava�a. Pod

efikasnim korix�e�em kompjuterske memorije se podrazumeva minimizira�e

radne memorije raqunara potrebne za izvrxava�e programa, dok se pod vremen-

skom efikasnox�u misli na brzinu izvrxava�a programa. Stoga je posebno

objax�en metod uxtede memorije, a posebno metod br�eg izvrxava�a programa.

A.1 Prostorna efikasnost

Program koristi najma�e radne memorije ukoliko je orijentacija svakog

spina zapisana u najma�u mogu�u memorijsku jedinicu, odnosno u jedan bit.

Takozvana bit per spin metoda je razvijena i korix�ena i u izuqava�u raznih

drugih problema [73, 74] pre nego xto je dobila primenu u numeriqkom ispi-

tiva�u Izingovog modela sa sluqajnim po	em. U ci	u da	e uxtede memorije

mogu�e je primeniti algoritam koji omogu�ava da se sluqajna po	a ne dodele

svakom qvoru rexetke na poqetku simulacije, nego da se iskoriste odre�ene
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osobine ponaxa�a modela i time se sluqajna po	a praktiqno generixu u toku

traja�a simulacije i nema potrebe da se skladixte. Time se znatno sma�i

potrox�a radne memorije, svede se na jedan bit po spinu, kao i na korix�e�e

pomo�nih nizova i promen	ivih u programu, ali nema potrebe za generisa�em

unapred i quva�em vrednosti sluqajnih po	a. Taj algoritam je ovde ukratko

opisan.

Neka je trenutna vrednost spo	nog po	a H. Efektivno po	e koje deluje

na spin kome je suma vrednosti orijentacije najbli�ih suseda jednaka S (S =∑
<j> sj) je data izrazom (2.2) heff

i = H + S + hi, gde je hi sluqajno po	e u

datom qvoru. Obzirom da se ovde opisuje postupak u kom se sluqajna po	a

ne generixu unapred tada je od koristi posmatrati deo efektivnog po	a u

kom nema dela koji potiqe od sluqajnog po	a, heff,nr
i (S,H) = H + S. Ukoliko

posmatrani spin nije promenio orijentaciju pri vrednosti spo	nog po	a H,

onda je verovatno�a da �e promeniti orijentaciju kada se vrednost spo	nog

po	a pove�a na H + ∆H jednaka

Pflip(heff,nr
i (S,H),∆H) =

P↓(S,H)− P↓(S,H + ∆H)

P↓(S,H)
, (A.1)

gde je P↓(S,H) verovatno�a da je orijentacija spina −1 kada je vrednost efek-

tivnog po	a bez sluqajnog dela jednaka heff,nr
i (S,H). Jasno je da �e orijentacija

spina u qvoru i biti −1 ukoliko je zadovo	eno heff
i = hi + heff,nr

i (S,H) ≤ 0, od-

nosno ako je hi ≤ −heff,nr
i (S,H). Dakle, verovatno�u P↓(S,H) da je orijentacija

spina, kome je suma najbli�ih suseda S, jednaka −1 pri spo	nom po	u H je

mogu�e dobiti kao:

P↓(S,H) =

∫ −heff,nr
i (S,H)

−∞
ρ(h)dh, (A.2)

gde je ρ(h) funkcija raspodele sluqajnog po	a. U konkretnom sluqaju kada je

ρ(h) Gausova distribucija onda va�i

P↓(S,H) =
1

2
erfc

(
heff,nr
i (S,H)

R
√

2

)
. (A.3)

Na ovaj naqin se dobija vrednost verovatno�e da spin kome je suma orijentacije

najbli�ih suseda S, pri spo	nom po	u H ima orijentaciju −1.
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Jednom kada se lavina zavrxi (ili na samom poqetku izvrxava�a programa)

potrebno je na�i poqetak slede�e lavine, odnosno najnestabilniji spin. Obzi-

rom da sluqajna po	a nisu unapred generisana onda je taj postupak slo�eniji.

Potrebno je odrediti vrednost ∆H za koju se pove�ava spo	no po	e, pa potom

na odre�eni naqin i odabrati spin koji je najnestabilniji. Da bi se to posti-

glo prvo se posmatra verovatno�a da nijedan spin nije promenio orijentaciju

pri pove�a�u spo	nog po	a od H do H + ∆H. Uz pomo� ve� izraqunate vero-

vatno�e u izrazu (A.1) sledi da je verovatno�a da se jedan spin kome je suma

orijentacije najbli�ih suseda S ne okrene pri pove�a�u spo	nog po	a jed-

naka 1− Pflip(heff,nr
i (S,H),∆H) = P↓(S,H + ∆H)/P↓(S,H). Ukoliko postoji NS

spinova kojima je suma orijentacije najbli�ih suseda S onda je verovatno�a

da nijedan od �ih nije promenio orijentaciju jednaka

P none
S (H,∆H) =

[
P↓(S,H + ∆H)

P↓(S,H)

]NS
. (A.4)

Potom je mogu�e izraqunati verovatno�u da nijedan spin u rexetki ne promeni

orijentaciju pri pove�a�u spo	nog po	a sa H na H + ∆H:

P none(H,∆H) =
Smax∏

S=Smin

P none
S (H,∆H), (A.5)

gde su Smin i Smax najma�a i najve�a mogu�a vrednost sume najbli�ih suseda

u datom sistemu (npr. u sluqaju hiperkubne rexetke dimenzije d je Smin =

−2d, a Smax = 2d). Da bi se dobila vrednost ∆H, za koju treba pove�ati

spo	no po	e, bira se iz uniformne raspodele broj r izme�u nula i jedan i taj

broj predstav	a verovatno�u P none(H,∆H). Nemogu�e je analitiqki dobiti

vrednost ∆H iz jednaqine P none(H,∆H) = r, ali postoje razliqiti numeriqki

metodi za izraqunava�e ∆H do potrebne taqnosti.

Kada je poznato ∆H onda se tra�i spin koji prvi me�a orijentaciju i

zapoqi�e novu lavinu. To se radi na slede�i naqin. Potrebno je izraqunati

stopu da spin promeni orijentaciju pri trenutnom po	u H = Hold + ∆H za

dato S:

Γ(S,H) =
NSρ(heff,nr

i (S,H))

P↓(S,H)
, (A.6)

kao i ukupnu stopu za sve spinove:

Γ(H) =
Smax∑

S=Smin

Γ(S,H). (A.7)
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Najnestabilniji spin se potom odre�uje tako xto se bira sluqajan broj C iz

uniformne raspodele od nula do Γ(H). Tom spinu �e suma najbli�ih suseda

biti k, gde je k takvo da je

k∑
S=Smin

Γ(S,H) ≥ C >

k−1∑
S=Smin

Γ(S,H),

gde se uzima da je kraj�i desni izraz u nejednakosti jednak bilo qemu ma�em

od nule za k = Smin
1. Kada se odredi kolika je suma najbli�ih suseda spina

koji zapoqi�e lavinu onda se sluqajno bira jedan spin kome je suma najbli�ih

suseda k iz skupa svih takvih spinova i on je prvi spin koji me�a orijentaciju

pri spo	nom po	u koje je pove�ano za ∆H.2

Do sada su se sve raqunate verovatno�e odnosile na to xta se dexava pri

pove�a�u spo	nog po	a. Me�utim, jednom kad se lavina pokrene onda spo	no

po	e ne me�a svoju vrednost sve dok se ta lavina ne zavrxi (sve vreme se govori

o simulacijama u beskonaqno sporom adijabatskom re�imu). Stoga je, jednom

kad se lavina zapoqne, potrebno izraqunati verovatno�e promene orijentacije

spinova u sluqaju da im suma najbli�ih suseda poraste sa S na S + 2.3 Dakle,

analogno izrazu (A.1) se mo�e dobiti i verovatno�a da spin promeni ori-

jentaciju pri konstantnom spo	nom po	u ukoliko mu suma najbli�ih suseda

promeni za 2:

Pflip(heff,nr
i (S,H), S + 2) =

P↓(S,H)− P↓(S + 2, H)

P↓(S,H)
, (A.8)

gde su sve oznake kao i u prethodnom delu teksta. Kada se izraqunaju ove ve-

rovatno�e za svako S < Smax onda se proveravaju svi najbli�i susedi spina

koji je promenio orijentaciju. Pomo�u date verovatno�e se iz Bernulijeve

raspodele odre�uje da li �e dati najbli�i sused spina koji je promenio ori-

jentaciju tako�e da promeni orijentaciju. Potrebno je voditi raquna o svim

najbli�im susedima spinova koji su u prethodnom trenutku promenili orijen-

taciju i biti pa�	iv sa me�a�em vrednosti promen	ivih kao xto su NS i

1Ovo je bitno samo u sluqaju da vrednost sluqajnog broja C bude bax 0.
2Napomena: mogu�e je i broj k odrediti jednostavnije, odnosno tako�e sluqajnim izborom

jednog od celih brojeva izme�u Smin i Smax koji mogu da budu potencijalne vrednosti sume
najbli�ih suseda (ukoliko su svi graniqni uslovi u rexetki zatvoreni onda S mo�e da
uzima samo vrednosti od Smin do Smax sa korakom 2), me�utim prikazanim postupkom se
olakxava numeriqko izraqunava�e ∆H, jer dozvo	ava preciznije inicijalno odre�iva�e
vrednosti ∆H, xto u numeriqkom izraqunava�u igra veoma bitnu ulogu.

3Ne mo�e na S+ 1, jer se promenom orijentacije jednog suseda me�a suma svih suseda za 2.
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NS−2 i �ima sliqnih. Jednom kada u datom trenutku nijedan spin ne promeni

svoju orijentaciju znaqi da je lavina gotova, pa se postupak sa ∆H i tra�e�em

najnestabilnijeg spina ponav	a sve dok svi spinovi ne promene orijentaciju.

Ovaj metod sma�uje potrebnu radnu memoriju za izvrxava�e simulacije

i do nekoliko puta u odnosu na bilo koji drugi algoritam koji podrazumeva

generisa�e sluqajnih po	a unapred, te je stoga veoma pogodan za simulira�e

velikih sistema. Me�utim, brzina izvrxava�a ovog programa nije minimalna

mogu�a. U ci	u postiza�a ve�e brzine se koristi pristup opisan u narednom

delu.

A.2 Vremenska efikasnost

Ukoliko su unapred generisane i poznate vrednosti sluqajnih po	a hi u

svakom qvoru rexetke onda je mogu�e i do dva puta ubrzati izvrxava�e simu-

lacije u odnosu na prethodno opisani algoritam. Prvo je potrebno sortirati

spinove u opadaju�em redosledu po vrednostima sluqajnih po	a. Jednom kada

se zapoqne lavina onda se proveravaju najbli�i susedi spinova koji su prome-

nili orijentaciju u prethodnom trenutku i poxto su poznata �ihova sluqajna

po	a potrebno je samo utvrditi da li je vrednost efektivnog po	a koje na �ih

deluje, datog izrazom (2.2), heff
i = H +

∑
<j> sj + hi, ve�a ili ma�a od nule.

Ono na qemu ovaj algoritam ,,xtedi" vreme jeste pronala�e�e novog spina

koji zapoqi�e slede�u lavinu jednom kad se prethodna zavrxi. Umesto da se

proverava koji je najnestabilniji spin kroz celu rexetku ovde se formira

niz koji prati najnestabilnije spinove sa datim brojem sume vrednosti ori-

jentacije najbli�ih suseda, S. Potrebno je prona�i spin koji bi i da	e bio

stabilan ukoliko bi suma �egovih najbli�ih suseda bila S, ali bi bio naj-

nestabilniji od svih drugih spinova ukoliko bi im suma najbli�ih suseda

bila S tako�e. Drugim reqima, treba prona�i spin kome je potrebno najma�e

pove�a�e spo	nog po	a ∆H da bi promenio svoju orijentaciju ukoliko je suma

�egovih najbli�ih suseda S. S mo�e da uzima vrednosti od Smin do Smax, gde

su Smin i Smax vrednosti opisane u prethodnom delu. Potom se od svih spinova

koji su odre�eni za svako mogu�e S bira onaj kome je potrebna najma�a vrednost
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∆H za promenu orijentacije i to je spin koji zapoqi�e slede�u lavinu. Mate-

matiqki, za svako S opisano na prethodni naqin se tra�e elementi sortiranog

niza sluqajnih po	a koji imaju najve�e sluqajno po	e hi takvo da va�i

hi ≥ −(H + ∆H)− S, (A.9)

gde je H trenutno spo	no po	e, a ∆H vrednost za koju to spo	no po	e treba da

se pove�a da bi spin postao nestabilan. Potom se od svih tih elemenata izabere

onaj koje ima najma�e ∆H potrebno da se zadovo	i nejednakost (A.9) i spin u

qvoru kome pripada to sluqajno po	e zapoqi�e novu lavinu, a spo	no po	e se

pove�ava za potrebno ∆H. Broj spinova koji moraju da se provere zavisi i od

graniqnih uslova. Naime, ukoliko su svi graniqni uslovi zatvoreni onda S

mo�e da uzima vrednosti od Smin do Smax sa korakom 2, me�utim ako su graniqni

uslovi po nekoj od dimenzija otvoreni onda mora da se uzima sa korakom 1. To

mo�e da navede na zak	uqak da je dovo	no ispitati (Smax − Smin + 1) spinova

u opxetm sluqaju, ali to nije taqno. U praksi je potrebno proveriti vixe

spinova, zato xto se qesto dexava da spin koji se oznaqi kao onaj koji bi bio

najnestabilniji sa sumom najbli�ih suseda S zapravo nema tu vrednost sume

najbli�ih suseda. Onda je potrebno tra�iti slede�i takav potencijalni spin,

videti da li za �ega zaista va�i da je S =
∑

<j> sj itd., dok se ne prona�e

najnestabilniji spin. Ovaj algoritam za postiza�e vremenske efikasnosti

poznat je pod nazivom sorted list algorithm.

U zavisnosti od toga o kakvim se sistemima radilo, u ovoj disertaciji su

korix�ena oba algoritma. Ukoliko su sistemi bili mali koristio se vre-

menski efikasniji algoritam, jer nije zauzimao previxe memorije, a br�e se

izvrxavao, me�utim za veoma velike sisteme je bilo potrebno koristiti algo-

ritam koji zauzima ma�e memorije.

110



Literatura

[1] H. Barkhausen. Zwei mit Hilfe der neuen Verstärker entdeckte Erscheinugen.

Physik Z., 20:401–403, 1919.

[2] Dj. Spasojević, S. Bukvić, S. Milošević, and H. E. Stanley. Barkhausen no-

ise: Elementary signals, power laws, and scaling relations. Physical Review E,

54(2531), 1996.
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Behavior of the Two-Dimensional Nonequilibrium Zero-Temperature Random

Field Ising Model. Physical Review Letters, 106(175701), 2011.
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Osnauhyjeu VxnaepsurercKy 6u6nuorexy ,,CBero3ap Mapxoanh" Aa y AnruranHu
penosnropujynr Ynneep3nrera y Eeorpagy yHece uojy gonopcrry Aucepraqrjy no4
HacnoBoM:

Llpenasax ca mpodutvteHsuoHux na deoduueHsuoHe cucmeMe u ymuqaj6poja cyceda ua
KpumuqHo noHauabe amepManHoe HepaeHomqKHoe klsuueoeoe *todena ca cnyuajuum
noIbeM

xoja je uoje ayropcKo Aeno.

,Qucepraqnjy ca cBuM nprnoshMa npe4ao/na caM y eneKrpoHcKom $opruary noroAHoM
sa rpaj xo apxr4Br,rpalbe.

Mojy 4otrropcrry A[cepraqnjy noxpa]beHy y,flururanxr peno3[Topujyrrr Yxneep3nrera
y Eeorpagy Mory Aa Kopr4cre cen rojn nouryjy oApeA6e ca4pxaHe y o4a6paxoM rlrny
nrlleHqe Kpearuexe sajeAHuqe (Creative Commons) sa xojy caM ce o4nyvuo/na.

1. Ayropcreo

2. Ayropcreo - HeKoMepqnjanxo

@RyropcrBo - HeKoMepr4ajanHo - 6es npepa4e

4. Ayropcrao - HeKoMepqnjanxo - Aenurn noA Ltcrr,tM ycnoB[Ma

5. Ayropcrao- 6es npepaAe

6. Ayropcreo - AentaTLr noA ucn4M ycnoBilMa

(Monunao Aa saoKpyxure caMo je4Hy o4 uecr noxyfleHrx nulleHqn, KparaK onuc
fltaqeHqu gar je xa noneflrxn nucra).

Flornnc AorcopaHAa

Y 6eorpa4y, 17 .01.2019. ro.quHe



 

1. Ауторство - Дозвољавате умножавање, дистрибуцију и јавно саопштавање 

дела, и прераде, ако се наведе име аутора на начин одређен од стране аутора 

или даваоца лиценце, чак и у комерцијалне сврхе. Ово је најслободнија од свих 

лиценци. 

2. Ауторство – некомерцијално. Дозвољавате умножавање, дистрибуцију и јавно 

саопштавање дела, и прераде, ако се наведе име аутора на начин одређен од 

стране аутора или даваоца лиценце. Ова лиценца не дозвољава комерцијалну 

употребу дела. 

3. Ауторство - некомерцијално – без прераде. Дозвољавате умножавање, 

дистрибуцију и јавно саопштавање дела, без промена, преобликовања или 

употребе дела у свом делу, ако се наведе име аутора на начин одређен од 

стране аутора или даваоца лиценце. Ова лиценца не дозвољава комерцијалну 

употребу дела. У односу на све остале лиценце, овом лиценцом се ограничава 

највећи обим права коришћења дела.  

 4. Ауторство - некомерцијално – делити под истим условима. Дозвољавате 

умножавање, дистрибуцију и јавно саопштавање дела, и прераде, ако се наведе 

име аутора на начин одређен од стране аутора или даваоца лиценце и ако се 

прерада дистрибуира под истом или сличном лиценцом. Ова лиценца не 

дозвољава комерцијалну употребу дела и прерада. 

5. Ауторство – без прераде. Дозвољавате умножавање, дистрибуцију и јавно 

саопштавање дела, без промена, преобликовања или употребе дела у свом делу, 

ако се наведе име аутора на начин одређен од стране аутора или даваоца 

лиценце. Ова лиценца дозвољава комерцијалну употребу дела. 

6. Ауторство - делити под истим условима. Дозвољавате умножавање, 
дистрибуцију и јавно саопштавање дела, и прераде, ако се наведе име аутора на 
начин одређен од стране аутора или даваоца лиценце и ако се прерада 
дистрибуира под истом или сличном лиценцом. Ова лиценца дозвољава 
комерцијалну употребу дела и прерада. Слична је софтверским лиценцама, 
односно лиценцама отвореног кода. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 




