
UNIVERZITET U KRAGUJEVCU

PRIRODNO-MATEMATIQKI FAKULTET

Emir Zogi�

Neke osobine rezolventne i

Randi�eve energije grafa

Doktorska disertacija

Kragujevac, 2018.



Identifikaciona stranica doktorske disertacije

Autor

• Ime i prezime: Emir Zogi�

• Datum i mesto ro�e�a: 19.02.1988., Novi Pazar

• Zaposle�e: asistent na Dr�avnom univerzitetu u Novom Pazaru

Doktorska disertacija

• Naslov: Neke osobine rezolventne i Randi�eve energije grafa

• Broj strana: 116

• Broj slika i tabela: 27 slika, 1 tabela

• Ustanova u kojoj je izra�ena: Prirodno-matematiqki fakultet, Kragujevac

• Nauqna oblast (UDK): Matematika 51

• Mentor: dr Bojana Borovi�anin, docent Prirodno-matematiqkog fakulteta

Univerziteta u Kragujevcu

Ocena i odbrana

• Datum prijave teme: 31.01.2018.

• Broj odluke i datum prihvata�a teme disertacije: IV-01-352/7, 16.05.2018.

• Komisija za ocenu podobnosti teme i kandidata: broj odluke IV-01-102/11,
14.02.2018.

1. dr Ivan Gutman, profesor emeritus Prirodno-matematiqkog fakulteta

Univerziteta u Kragujevcu, redovni qlan SANU (predsednik Komisije)

2. dr Igor Milovanovi�, redovni profesor Elektronskog fakulteta Univer-

ziteta u Nixu

3. dr Bojana Borovi�anin, docent Prirodno-matematiqkog fakulteta Uni-

verziteta u Kragujevcu

• Komisija za ocenu i odbranu disertacije: broj odluke IV-01-653/13, 12.09.2018.

1. dr Ivan Gutman, profesor emeritus Prirodno-matematiqkog fakulteta

Univerziteta u Kragujevcu, redovni qlan SANU (predsednik Komisije)

2. dr Igor Milovanovi�, redovni profesor Elektronskog fakulteta Univer-

ziteta u Nixu

3. dr Marjan Mateji�, docent Elektronskog fakulteta Univerziteta u Nixu

• Datum odbrane doktorske disertacije:



Sadr�aj

Predgovor 1

1 Uvod 4
1.1 Teorija grafova . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Spektri grafa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3 Energija grafa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.4 Analitiqke nejednakosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2 Osnovni rezultati 31
2.1 Randi�eva energija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2 Rezolventna energija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3 Granice za Randi�evu i rezolventnu energiju grafa 40
3.1 Granice za Randi�evu energiju . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.1.1 Poznati rezultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.1.2 Novi rezultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.2 Granice za rezolventnu energiju . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4 Ekstremalni grafovi u odnosu na rezolventnu energiju grafa 76
4.1 Stabla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.2 Unicikliqni grafovi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.3 Bicikliqni grafovi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
4.4 Tricikliqni grafovi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.5 Otvoreni problemi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5 Zavisnost me�u energijama 96
5.1 Poznati rezultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
5.2 Novi rezultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

Literatura 106



Predgovor

Spektralna teorija grafova je matematiqka disciplina u kojoj se osobine
grafa izuqavaju korix�e�em sopstvenih vrednosti i sopstvenih vektora razli-
qitih matrica pridru�enih grafu. Ova grana matematike posled�ih decenija
bele�i intenzivan razvoj, zahva	uju�i brojnim i razliqitim primenama, pre
svega u domenu raqunarstva, ali i u oblasti hemije, teoriji elektriqnih kola,
teoriji konaqnih automata, u ekonomskim naukama, sociologiji, biologiji, itd.

Predmet istra�iva�a u disertaciji je energija grafa, grafovska invarijanta
zasnovana na spektru grafa, koja ima znaqajne primene u razliqitim oblastima,
a pre svega u hemiji. Energija grafa danas predstav	a veoma aktuelnu tematiku
istra�iav�a, kako sa aspekta hemije, tako i sa aspekta matematike. Specijalno,
bi�e razmatrana rezolventna i Randi�eva energija grafa. Rezolventna energija
grafa je grafovska invarijanta koja je uvedena nedavno (2016. godine), te stoga
predstav	a invarijantu koja je veoma aktuelna sa aspekta istra�iva�a �enih
osobina, primene, kao i �ene povezanosti sa drugim grafovskim invarijantama.
Randi�eva energija se dovodi u vezu sa Randi�evim indeksom, grafovskom inva-
rijantom koja ima mnogobrojne primene u hemiji i matematici.

U okviru disertacije data je sistematizacija odre�enih osobina rezolventne
i Randi�eve energije, a zatim �ihova komparacija sa nekim novim rezultatima.

Disertacija sadr�i pet poglav	a koja su pode	ena na izvestan broj ode	aka.
U prvom poglav	u dat je prikaz poznatih rezultata iz teorije grafova, ne-

ophodnih za da	a razmatra�a, a posebno rezultata koji se odnose na spektar i
energiju grafa.

U drugom poglav	u su izlo�eni osnovni pojmovi, definicije i poznati re-
zultati koji se odnose na rezolventnu i Randi�evu energiju. Ovo poglav	e je
pode	eno na dva ode	ka.

Ode	ak 2.1 posve�en je definiciji Randi�eve matrice i Randi�eve energije.
Data je veza izme�u Randi�eve matrice i Randi�evog indeksa, zatim osnovne oso-
bine spektra Randi�eve matrice, kao i veza izme�u spektra Randi�eve matrice
i matrice susedstva. Tako�e, prikazano je da se Randi�eva energija mo�e posma-
trati kao normalizovana Laplasova energija grafa. Izlaga�a u ovom ode	ku
bazirana su na monografiji [72].

U ode	ku 2.2 data je definicija rezolventne energije i dokazane su �ene
osnovne osobine. Tako�e, uvedene su definicije Laplasove rezolventne i ne-
negativne Laplasove rezolventne energije. Ovaj ode	ak baziran je na radovima
[68] i [17].

U tre�em poglav	u predstav	ene su granice za Randi�evu i rezolventnu ener-
giju.
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Ode	ak 3.1 se odnosi na granice za Randi�evu energiju i pode	en je na podo-
de	ke poznatih i novih rezultata. Pregled poznatih rezultata koncipiran je uz
korix�e�e monografije [72]. U podode	ku novih rezultata date su neke nove gor-
�e i do�e granice za Randi�evu energiju koje su objav	ene u radovima [78] i [131].
Neke od �ih su pobo	xa�a granica publikovanih u proteklih nekoliko godina.
Na kraju podode	ka novih rezultata, iz rada [134] je izlo�eno jedno uopxte�e
Randi�eve matrice i Randi�eve energije iz qega je izvedeno nekoliko granica za
Randi�evu i klasiqnu energiju grafa.

U ode	ku 3.2 date su granice za rezolventnu energiju, zasnovane na rezul-
tatima radova [68], [133] i [136]. Najpre su izlo�ene granice iz rada [68], koje
predstav	aju prve granice dobijene za ovu grafovsku invarijantu. Zatim su izlo-
�ene i novije granice za rezolventnu energiju, sadr�ane u radovima [133] i [136],
i na kraju neke nove granice za Laplasovu rezolventnu i nenegativnu Laplasovu
rezolventnu energiju koje su izlagane u [135].

Qetvrto poglav	e se odnosi na ekstremalne grafove u odnosu na rezolventnu
energiju grafova u klasama stabala, unicikliqnih, bicikliqnih i tricikliqnih
grafova. Ovo poglav	e je bazirano na radovima [68] i [3]. Na kraju poglav	a data
su qetiri otvorena problema.

U petom poglav	u u ode	ku 5.1 poznatih rezultata razmatrana je veza izme�u
Randi�eve i Laplasove energije i klasiqne energije grafa. Ode	ak 5.1 je konci-
piran na osnovu monografije [71].

U ode	ku 5.2 prikazani su novi rezultati koji se odnose na vezu izme�u re-
zolventne i klasiqne energije grafa.

Najva�niji doprinos autora ovoj disertaciji predstav	aju slede�i rezultati:

• Ispitiva�e osnovnih osobina rezolventne energije (ode	ak 2.2, prema re-
zultatima rada [68]).

• Pobo	xa�e jedne gor�e i jedne do�e granice za Randi�evu energiju (ode	ak
3.1, prema rezultatima radova [78] i [131]).

• Dobija�e novih granica za rezolventnu, Laplasovu rezolventnu i nenega-
tivnu Laplasovu rezolventnu energiju grafa (ode	ak 3.2, prema rezulta-
tima radova [68], [133], [136] i [135]).

• Karakterizacija ekstremalnih grafova u odnosu na rezolventnu energiju u
klasama svih stabala, unicikliqnih, bicikliqnih i tricikliqnih grafova
(ode	ci 4.1-4.4, prema rezultatima radova [68] i [3]).

• Odre�iva�e zavisnosti izme�u rezolventne i klasiqne energije grafa (ode-
	ak 5.2).
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Glava 1

Uvod

1.1 Teorija grafova

Neka je V neprazan konaqan skup i E binarna relacija definisana na skupu
V . Za ure�eni par G = (V,E) ka�emo da je graf. Elementi skupa V su qvorovi
grafa, a elementi skupa E su grane grafa. Ako je E simetriqna relacija, tada
je graf G simetriqan ili neorijentisan, xto podrazumeva da ako paru qvorova
vi, vj odgovaraju dve grane (vi, vj) i (vj, vi), na crte�u se ne povlaqe dve linije
izme�u qvorova vi i vj, nego se jedinstvena linija dvostrano orijentixe ili se
uopxte ne orijentixe. Grana koja spaja qvor sa samim sobom naziva se pet	a.
Graf G je antisimetriqan ili orijentisan ako i samo ako je E antisimetriqna
relacija. Ako je E jedna kombinacija sa ponav	a�em skupa V 2, tada se izme�u
dva qvora u grafu G mogu pojaviti dve ili vixe grana iste orijentacije koje se
nazivaju vixestruke grane.

U primenama, pojam grafa dobija svoju punu vrednost kada se skupovi i rela-
cije na �ima predstav	aju geometrijskim figurama koje su obrazovane od niza
taqaka spojenih linijama. Teorija grafova prouqava osobine ovih figura koje
ostaju invarijantne pri kontinualnim deformacijama, tj. neprekidnim presli-
kava�ima.

Teorija grafova je jedna od matematiqkih disciplina koju posled�ih godina
odlikuje izuzetno intenzivan razvoj. Gipkost aparata teorije grafova omogu�ava
da se brojni problemi na konaqnim skupovima, iz veoma raznorodnih nauqnih
oblasti, formulixu i rexavaju na jedinstven naqin. Primena teorije grafova i
�enih metoda zauzima danas znaqajno mesto u teoriji elektriqnih kola, teoriji
pouzdanog prenosa informacija, zatim u hemiji, ekonomskim naukama, sociolo-
giji, biologiji, itd. Glavni razlog za ovako xirok raspon primena le�i, u
prvom redu, u jasnoj geometrijskoj predstavi koju graf sadr�i i koja je bliska
intuitivnoj predstavi koju qovek ima o osobinama i ponaxa�u objekta koji se
predstav	a grafom [25].

U nastavku �emo izlo�iti neke osnovne pojmove teorije grafova koriste�i
[25,126]. Na poqetku istaknimo da na osnovu definicije grafa sledi da je |V | > 1.
Osim toga, mo�e biti E = ∅. Tako�e, skupovi V i E ne moraju biti konaqni.
Ukoliko su oba konaqna, tada ka�emo da je G konaqan graf.

U teoriji grafova razlikuju se tri tipa tzv. neusmerenih grafova:
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1.1. TEORIJA GRAFOVA

• PROST (JEDNOSTAVAN) GRAF je graf koji ne sadr�i pet	e ni vi-
xestruke grane.

• MULTIGRAF je graf kod koga mogu postojati vixestruke grane, ali ne i
pet	e.

• PSEUDOGRAF je graf koji mo�e sadr�ati vixestruke grane i (ili) pet	e.

Pored navedenih vrsta grafova postoje usmereni grafovi.

Definicija 1.1.1. Usmereni graf ili digraf D je ure�eni par (V (D), A(D)),
gde je V (D) skup qvorova, a A(D) skup lukova, odnosno usmerenih grana koje spajaju
qvorove skupa V (D).

U disertaciji �e biti razmatrani samo prosti konaqni grafovi. Navex�emo
definicije nekih pojmova iz teorije grafova koji su od interesa za da	a razma-
tra�a.

Definicija 1.1.2. Stepen qvora v grafa G, u oznaci dG(v) (ili dv), je broj
grana susednih (incidentnih) sa �im. Za prost graf G, stepen qvora v se de-
finixe kao broj susednih qvorova qvoru v.

Najve�i stepen qvora u grafu G oznaqavamo sa ∆(G), a najma�i sa δ(G). Ako
je dG(v) = 0, onda za qvor v ka�emo da je izolovani qvor grafa G.

Slede�a tvr�e�a su direktna posledica definicije stepena qvora.

Teorema 1.1.1. [25] Za svaki graf G = (V,E) va�i∑
v∈V

dG(v) = 2|E|.

Lema 1.1.1. [25] U svakom grafu broj qvorova neparnog stepena je paran.

Sada �emo navesti neke va�nije klase grafova.

Definicija 1.1.3. Prazan graf je graf bez grana, tj. sastoji se samo od izolo-
vanih qvorova.

Definicija 1.1.4. Put sa n qvorova, u oznaci Pn, definisan je sa V (Pn) =
{v1, v2, .., vn}, E(Pn) = {vivi+1 : i = 1, . . . , n− 1} (slika 1.1).

Slika 1.1: Graf Pn za n = 3, 4, 5, 6

Definicija 1.1.5. Kontura (ciklus) sa n qvorova, u oznaci Cn, je prost graf
definisan sa V (Cn) = {v1, v2, . . . , vn}, E(Cn) = {v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn, vnv1} (slika
1.2).
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1.1. TEORIJA GRAFOVA

Slika 1.2: Graf Cn za n = 3, 4, 5, 6

Slika 1.3: Graf Kn za n = 3, 4, 5, 6, 7

Definicija 1.1.6. Kompletan graf sa n qvorova, u oznaci Kn, je prost graf u
kome je svaki par qvorova spojen granom (slika 1.3).

Definicija 1.1.7. Graf je r-regularan ako mu je svaki qvor stepena r, tj.
d(v) = r, za svako v ∈ V . Graf je regularan ako je r-regularan za neko r (slika
1.4).

Slika 1.4: Regularni grafovi

Definicija 1.1.8. Bipartitan graf je graf qiji se skup qvorova mo�e pode-
liti na dva me�usobno disjunktna skupa X i Y tako da svaka grana ima jedan
kraj u X, a drugi u Y . Razbija�e (particija) (X, Y ) skupa qvorova grafa zove se
biparticija grafa. Kompletan bipartitan graf je prost graf s particijom
(X, Y ) u kome je svaki qvor skupa X spojen granom sa svakim qvorom skupa Y . Ako
je |X| = a i |Y | = b, kompletan bipartitan graf oznaqavamo sa Ka,b (slika 1.5).
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1.1. TEORIJA GRAFOVA

Slika 1.5: Bipartitni grafovi

Definicija 1.1.9. Graf je k-partitan, k > 1, ako se �egov skup qvorova V
mo�e razbiti na k me�usobno disjunktnih podskupova, tako da nijedna grana
ne povezuje dva qvora iz istog podskupa. Kompletan k-partitan graf je k-
partitan graf u kome su svaka dva qvora iz razliqitih particija spojena gra-
nom. Ako su V1, V2, . . . , Vk blokovi k-particije sa brojem qvorova n1, . . . , nk, redom,
tada kompletan k-partitan graf oznaqavamo sa Kn1,n2,...,nk

. Graf je kompletan
multipartitan ako je kompletan k-partitan za neko k > 2.

Slika 1.6: k-partitni grafovi, k = 3, 4

Da	e �emo definisati pojam podgrafa.

Definicija 1.1.10. Graf G′ = (V ′, E ′) je podgraf grafa G = (V,E) ako je V ′ ⊆ V
i E ′ ⊆ E ∩

(
V ′

2

)
. Graf G je nadgraf grafa G′ ako je G′ podgraf grafa G. Graf G′ =

(V ′, E ′) je indukovani podgraf grafa G = (V,E) ako va�i V ′ ⊆ V i E ′ = E ∩
(
V ′

2

)
.

Za graf G′ se ka�e da je indukovan skupom qvorova V ′. Graf G′ = (V ′, E ′) je
razapi�u�i (spre�ni) podgraf grafa G = (V,E) ako je V ′ = V i E ′ ⊆ E.

Definicija 1.1.11. Stablo je povezan graf sa n qvorova i m = n− 1 grana.

Osnovne osobine stabala su date u slede�oj teoremi.

Teorema 1.1.2. [126] Neka je G = (V,E) graf, takav da je |V | = n > 1. Slede�i
iskazi su ekvivalentni.

(a) Graf G je stablo.

(b) Graf G je povezan i ne sadr�i nijednu konturu.

(v) Graf G ima n− 1 grana i ne sadr�i nijednu konturu.

(g) Graf G je povezan, ali gubi to svojstvo ako se uda	i �egova proizvo	na
grana.
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1.1. TEORIJA GRAFOVA

(d) Graf G ne sadr�i nijednu konturu, ali dodava�em nove grane, izme�u pro-
izvo	na dva qvora, obrazuje se jedna.

(�) Svaka dva qvora grafa G su povezana taqno jednim putem.

Definicija 1.1.12. Za povezan graf G ka�emo da je c-cikliqan ako va�i c =
m − n + 1. Ako je c = 1, tj. m = n, onda je G unicikliqan, za c = 2 ka�emo da
je graf bicikliqan, a ako je c = 3, onda za G ka�emo da je tricikliqan graf.

Deo teorijske hemije u kojoj se kao osnovni matematiqki aparat prime�uje teo-
rija grafova danas se uobiqajeno naziva hemijska teorija grafova. Matematiqki
aparat hemijske teorije grafova omogu�ava da se mnogo dub	e i mnogo preci-
znije sagledaju odre�ene hemijske qi�enice, te da se one na jasan i nedvosmislen
naqin formulixu. Za hemijsku teoriju grafova od fundamentalnog znaqaja je
pojam molekulskog grafa. Graf koji odgovara strukturnoj formuli naziva se
molekulski graf odgovaraju�eg molekula. Slo�eni odnosi unutar pojedinaqnih
molekula izra�avaju se qesto brojem - strukturnim deskriptorom. Tada se gubi
znatan deo ukupne informacije o molekulskoj strukturi, ali sa brojevima je obi-
qno mnogo pogodnije raditi nego sa "hemijskom strukturom". Molekulski struk-
turni desktriptori zasnovani na molekulskom grafu qesto se nazivaju topolo-
xki indeksi. U vezi sa molekulskim strukturnim deskriptorima moramo uvek
imati na umu slede�i opxti problem. Molekulska struktura je ne-numeriqki
pojam, pa se ne mo�e u potpunosti opisati brojevima. S druge strane, u hemiji
se vrxe mere�a i svi merni rezultati se izra�avaju brojem. Na taj naqin jednoj
odre�enoj supstanci se mogu pridru�iti razni brojqani podaci, koji odgovaraju
�enim fiziqko-hemijskim osobinama. Traga�e za vezama izme�u strukture (ne-
numeriqkog pojma) i fiziqko-hemijskih osobina jedi�e�a (koje su izra�ene bro-
jem) jeste jedno od osnovnih ci	eva hemije kao nauke [58]. Budu�i da su nam od in-
teresa samo strukturni deskriptori zasnovani na molekulskom grafu, potrebno
je definisati pojam grafovske invarijante kao i pojam izomorfnih grafova.

Definicija 1.1.13. Dva grafa G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2) su izomorfna ako i
samo ako postoji bijekcija f : V1 → V2 koja quva osobinu susednosti qvorova.

Definicija 1.1.14. Neka je I = I(G) matematiqki objekat (broj, matrica,
polinom, vektor, grupa,. . . ) koji se na neki naqin pridru�uje grafu G. Ako je
zadovo	en uslov da za svaka dva izomorfna grafa G1 i G2 va�i I(G1) = I(G2),
onda se ka�e da je I invarijanta grafa ili da je I grafovska invarijanta.

Definisa�emo da	e i slede�e pojmove koji su znaqajni za razmatra�a u di-
sertaciji.

Definicija 1.1.15. Neka je dat graf G = (V,E), gde je V = {v1, . . . , vn}, E =
{e1, . . . , em}. Xet�a du�ine t u grafu G je niz W = (v0, e1, v1, e2, v2, . . . , et, vt).
Ukoliko je v0 = vt, tada je W zatvorena xet�a.

Definicija 1.1.16. Qvorovi u i v grafa G su povezani ako u G postoji xet�a
od u do v. Graf G je povezan ako su svaka dva qvora u, v ∈ V povezana.
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1.2. SPEKTRI GRAFA

Definicija 1.1.17. Ako su qvorovi u i v grafa G povezani, tada je rastoja�e
od qvora u do qvora v, u oznaci d(u, v), jednako du�ini najkra�eg puta izme�u
qvorova u i v. Dijametar grafa G, u oznaci diam(G), definisan je sa diam(G) =

max
u,v∈V (G)

d(u, v).

Definicija 1.1.18. Unija dva grafa G1 i G2 u oznaci G1 ∪ G2 je graf qiji je
skup qvorova unija skupova qvorova grafova G1 i G2, a skup grana unija skupova
grana grafova G1 i G2.

Definicija 1.1.19. Kompletan proizvod grafova G1 i G2 u oznaci G1 ∨G2 je
graf dobijen od G1 ∪G2 poveziva�em svakog qvora iz G1 sa svakim qvorom iz G2.

1.2 Spektri grafa

Spektar grafa G definixe se kao spektar matrice koja je pridru�ena datom
grafu. Najpoznatiji spektar grafa zasnovan je na matrici susedstva. Pored ovog
spektra, posebno se izdvajaju tri tipa Laplasovog spektra koje �emo izlo�iti u
nastavku.

Na poqetku dajemo neke osnovne pojmove i rezultate o spektru matrice.

Definicija 1.2.1. Ako je A kompleksna kvadratna matrica reda n, tada se
svaki vektor x ∈ Cn koji je razliqit od nula vektora i zadovo	ava uslov

(1.1) (∃λ ∈ C) Ax = λx ,

naziva sopstveni vektor matrice A, a skalar λ sopstvena vrednost matrice
A. Za vektor x ka�e se da odgovara sopstvenoj vrednosti λ.

Definicija 1.2.2. Skup svih sopstvenih vrednosti kvadratne matrice A na-
ziva se spektar te matrice.

Teorema 1.2.1. Broj λ0 je sopstvena vrednost matrice A ako i samo ako λ0

zadovo	ava jednaqinu det(λIn − A) = 0, gde je sa In oznaqena jediniqna matrica
reda n.

Definicija 1.2.3. Ako je A kvadratna matrica, matrica λIn−A je �ena karak-
teristiqna matrica, polinom P (λ) = det(λIn − A) po λ �en karakteristiqni
polinom i jednaqina det(λIn − A) = 0 �ena karakteristiqna jednaqina.

Jednaqina det(λIn −A) = 0 ima va�nu ulogu u nebeskoj mehanici, geometriji,
teoriji oscilacija i u drugim oblastima teorijske i prime�ene matematike. U
primenama je naroqito va�an sluqaj kada je matrica A simetriqna.

Prostom grafu mo�e se pridru�iti vixe matrica, tj. �ihovih spektara, a
najstarija i najrazvijenija teorija izgra�ena je polaze�i od klasiqne matrice
susedstva grafa.

Definicija 1.2.4. Neka je G prost graf sa skupom qvorova V (G) = {v1, v2,
. . . , vn}. Matrica susedstva grafa G, u oznaci A(G), je kvadratna n×n matrica
definisana na slede�i naqin:

[A(G)]i,j =

{
1, ako su qvorovi vi i vj susedni,
0, u suprotnom.
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1.2. SPEKTRI GRAFA

Sopstvene vrednosti matrice susedstva A(G) oznaqava�emo sa λ1, λ2, . . . , λn i
nazivati sopstvenim vrednostima grafa G.

Spektralne osobine matrica kakva je matrica susedstva A(G) opisane su u
Perron-Frobenius-ovoj teoriji nenegativnih matrica. U ci	u formulacije Perron-
Frobenius-ove teoreme, kao centralne teoreme u pomenutoj teoriji, navedimo de-
finicije nenegativnih i nerazlo�ivih matrica.

Definicija 1.2.5. Pravougaona matrica A sa realnim elementima

A = ||aik|| (i = 1, 2, . . . ,m; k = 1, 2, . . . , n)

naziva se nenegativnom (u oznaci A > 0) ili pozitivnom (u oznaci A > 0)
matricom ako su svi elementi matrice A nenegativni (aik > 0) ili pozitivni
(aik > 0).

Da bismo definisali pojam razlo�ive, odnosno nerazlo�ive matrice, defi-
niximo najpre pojam permutacije matrice. Pod permutacijom kvadratne matrice
A = ||aik||n1 podrazumevamo permutaciju vrsta matrice A u kombinaciji sa istom
permutacijom kolona.

Definicija 1.2.6. Kvadratna matrica A = ||aik||n1 se naziva razlo�ivom ako
postoji permutacija matrice A kojom se ona svodi na oblik

Ã =

[
B O
C D

]
,

gde su B i C kvadratne matrice. U suprotnom, za matricu A ka�emo da je
nerazlo�iva.

Perron je 1907. godine dokazao znaqajnu osobinu spektra pozitivnih matrica.

Teorema 1.2.2. [55] Pozitivna matrica A = ||aik||n1 uvek ima pozitivnu realnu
sopstvenu vrednost r koja je prost koren karakteristiqne jednaqine i ve�a je
od modula svih ostalih sopstvenih vrednosti. Ovoj "maksimalnoj" sopstvenoj
vrednosti odgovara sopstveni vektor z = (z1, z2, . . . , zn) matrice A sa pozitiv-
nim koordinatama zi > 0, i = 1, 2, . . . , n.

Pozitivna matrica je specijalan sluqan nerazlo�ive nenegativne matrice.
Frobenius je generalizovao Perron-ovu teoremu razmatraju�i spektralne osobine
nerazlo�ivih nenegativnih matrica.

Teorema 1.2.3. [55] Nerazlo�iva nenegativna matrica A = ||aik||ni uvek ima
pozitivnu sopstvenu vrednost r koja je prost koren karakteristiqne jednaqine.
Moduli svih ostalih sopstvenih vrednosti su ma�i od r. Sopstvenoj vrednosti
r odgovara sopstveni vektor sa pozitivnim koordinatama.

Ako matrica A ima h sopstvenih vrednosti λ0 = r, λ1, . . . , λh−1 modula r,
tada su brojevi λ0 = r, λ1, . . . , λh−1 me�usobno razliqiti i predstav	aju korene
jednaqine

(1.2) λh − rh = 0.
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1.2. SPEKTRI GRAFA

Uopxte, ceo spektar λ0, λ1, . . . , λn−1 matrice A posmatran kao sistem ta-
qaka u kompleksnoj λ-ravni, preslikava se u samog sebe rotacijom ravni za ugao
od 2π

h
. Ako je h > 1, tada se matrica A mo�e permutacijom svesti na cikliqni

oblik

(1.3) A =


O A12 O · · · O
O O A23 · · · O
· · · · · · · · · · · · · · ·
O O O · · · Ah−1,h

Ah1 O O · · · O

 ,
pri qemu su odgovaraju�i blokovi na glavnoj dijagonali kvadratne matrice.

Ako je data kvadratna simetriqna matrica A reda n, tada se �ena glavna
podmatrica reda k dobija brisa�em posled�ih n−k vrsta i n−k kolona matrice
A.

Slede�a teorema govori o spektru glavne podmatrice simetriqne matrice.

Lema 1.2.1. [123] Neka je B kvadratna simetriqna matrica reda p i neka je Bk

�ena glavna podmatrica reda k. Tada, za i = 1, 2, . . . , k va�i

ξp−i+1(B) 6 ξk−i+1(Bk) 6 ξk−i+1(B),

gde je sa ξi(B) oznaqena i-ta najve�a sopstvena vrednost matrice B.

Matrica susedstva A(G) je simetriqna matrica (A(G) = A(G)T ), i otuda spek-
tar grafa G sadr�i samo realne brojeve koji prema teoremi 1.2.3 pripadaju seg-
mentu [−r, r]. Najve�a sopstvena vrednost r se zove indeks grafa G.

Za najma�u sopstvenu vrednost q grafa G va�e nejednakosti −r 6 q 6 0. Za
graf bez grana va�i da je q = 0, dok je za grafove sa bar jednom granom q 6 −1.

U slede�oj teoremi su izlo�ene osnovne spektralne osobine grafova.

Teorema 1.2.4. [26] Neka je G graf sa spektrom {λ1, λ2, . . . , λn}. Oznaqimo sa q
najma�u, a sa r najve�u sopstvenu vrednost grafa G. Tada va�e slede�a tvr�e�a:

1. Brojevi λ1, λ2, . . . , λn su realni i va�i da je
n∑
i=1

λi = 0.

2. Ako graf G ne sadr�i nijednu granu, tada je λ1 = λ2 = · · · = λn = 0.

3. Ako graf G sadr�i bar jednu granu, tada je

(1.4) 1 6 r 6 n− 1,

(1.5) −r 6 q 6 −1.

Jednakost na desnoj strani nejednakosti (1.4) va�i ako i samo ako je G kom-
pletan graf, a jednakost na levoj strani nejednakosti (1.4) va�i ako i samo
ako su komponente grafa G, K2 i eventualno K1.
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1.2. SPEKTRI GRAFA

Jednakost na desnoj strani nejednakosti (1.5) va�i ako i samo ako su kompo-
nente grafa G kompletni grafovi, dok jednakost na levoj strani nejednakosti
(1.5) va�i jednakost ako i samo ako je komponenta grafa G koja ima najve�i
indeks bipartitan graf.

Ako je G povezan graf, do�a granica u (1.4) mo�e se zameniti sa 2 cos
π

n+ 1
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G put Pn.

U slede�oj teoremi je dat potreban i dovo	an uslov regularnosti grafa.

Teorema 1.2.5. [24] Graf G je regularan ako i samo ako je

nλ1 = λ2
1 + λ2

2 + · · ·+ λ2
n.

Ako jednakost va�i, broj komponenti grafa G jednak je multiplicitetu sop-
stvene vrednosti λ1.

Pre�imo sada na razmatra�e spektra bipartitnog grafa.

Teorema 1.2.6. [28] Graf G je bipartitan ako i samo ako je �egov spektar
simetriqan u odnosu na koordinatni poqetak.

Teorema 1.2.7. [24] Neka je dat bipartitan graf G sa sopstvenim vrednostima
λ1 > λ2 > · · · > λn. Tada je G bipartitan ako i samo ako je λ1 = −λn.

Navodimo jox dva rezultata koja �e nam biti potrebna.

Lema 1.2.2. [26] Graf G ima jednu sopstvenu vrednost ako i samo ako je G to-
talno nepovezan graf, tj. sastoji se samo od izolovanih qvorova. Graf G ima
dve razliqite sopstvene vrednosti λ1 > λ2, vixestrukosti m1 i m2, redom, ako
i samo ako je graf G unija m1 kompletnih grafova reda λ1 + 1. U ovom sluqaju,
λ2 = −1 i m2 = m1λ1 .

Lema 1.2.3. [26] Neka je d =
1

n

n∑
i=n

di =
2m

n
sred�a vrednost stepena qvorova i λ1

najve�a sopstvena vrednost grafa G. Tada je d 6 λ1, pri qemu jednakost va�i
ako i samo ako je G regularan graf.

Va�an pojam koji �emo koristiti je k-ti spektralni moment grafa G, u oznaci

Mk(G), koji se definixe sa Mk = Mk(G) =
n∑
i=1

λki .

Navex�emo slede�i poznati rezultat koji se odnosi na broj xet�i du�ine k
u grafu.

Teorema 1.2.8. [26] Ako je A matrica susedstva grafa, tada je element akij na
poziciji (i, j) matrice Ak jednak broju xet�i du�ine k koje poqi�u u qvoru i
i zavrxavaju se u qvoru j.

Na osnovu prethodne teoreme sledi da je broj zatvorenih xet�i du�ine k

jednak k-tom spektralnom momentu, jer je
n∑
j=1

a
(k)
jj = tr(Ak) =

n∑
j=1

λkj .

Za spektralne momente grafa va�e slede�e jednakosti [26]
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1.2. SPEKTRI GRAFA

M0 = n, M1 = 0, M2 = 2m, M3 = 6t,

gde je t broj trouglova u grafu.
Karakteristiqan polinom grafa G sa n qvorova, u oznaci φ(G, λ), definixe

se sa φ(G, λ) = det(λIn − A).
U slede�oj lemi dat je postupak kojim se mo�e odrediti karakteristiqni

polinom grafa.

Lema 1.2.4. [26] Neka je v ∈ V (G) i C(v) skup kontura koje sadr�e qvor v. Tada
je

φ(G, λ) = λφ(G− v, λ)−
∑

vw∈E(G)

φ(G− v − w, λ)− 2
∑
Z∈C(v)

φ(G− V (Z), λ),

gde je φ(G− v − w, λ) ≡ 1 ako je G ∼= P2, i φ(G− V (Z), λ) ≡ 1 ako je G kontura.

Pored spektra grafa koji je zasnovan na matrici susedstva, postoje i drugi
spektri zasnovani na matricama razliqitim od matrice susedstva. Najpoznatije
takve matrice su Laplasova matrica L, normalizovana Laplasova matrica L,
kao i nenegativna Laplasova matrica Q. U nastavku �emo navesti neke osnovne
osobine pomenutih matrica i �ihovih spektara.

Neka je D dijagonalna matrica qiji su dijagonalni elementi jednaki stepe-
nima qvorova grafa. Laplasova matrica se definixe kao L = D − A. Dakle,
Laplasova matrica L(G) je matrica definisana sa

[L(G)]ij =


−1, ako su qvorovi vi i vj susedni; i 6= j
0, ako qvorovi vi i vj nisu susedni; i 6= j
di, ako je i = j.

Ako sa µi oznaqimo i-tu najve�u sopstvenu vrednost matrice L, tada je

µ1 > µ2 > · · · > µn.

Skup {µ1, µ2, . . . , µn} naziva se Laplasov spektar grafa.
Pokaza�emo da su Laplasove sopstvene vrednosti nenegativne i u tu svrhu

podsetimo se najpre definicije pozitivne semidefinitne matrice.

Definicija 1.2.7. Simetriqna matrica A ∈ Mn(R) je pozitivna semidefi-
nitna ako je xTAx > 0 za svako x ∈ Rn.

Teorema 1.2.9. [55] Ako postoji matrica B takva da je A = BTB, tada je
matrica A pozitivna semidefinitna.

Teorema 1.2.10. [55] Ako je matrica A pozitivna semidefinitna, onda su sve
�ene sopstvene vrednosti nenegativne.

Dokaz. Uoqimo najpre da su sve sopstvene vrednosti matrice A realne, s obzirom
na to da je A simetriqna matrica. Neka je λ proizvo	na sopstvena vrednost
matrice A i x odgovaraju�i sopstveni vektor. Tada je
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Ax = λx.

Mno�e�i posled�u jednakost sa xT sa leve strane dobijamo

xTAx = λxTx.

Kako je A pozitivna semidefinitna matrica dobijamo da je λxTx > 0. Kako
je x sopstveni vektor i xTx = (x, x) = ||x||2 > 0, sledi da je λ > 0.

Poka�imo da je L pozitivna semidefinitna matrica kada se proizvo	no ori-
jentixu grane grafa G tako xto �emo je prikazati u obliku L = R̃R̃T , gde je R̃
matrica incidencije qvorova i grana odgovaraju�eg usmerenog grafa ~G defini-
sana sa

[R̃(G)]ie =


−1, ako je vi poqetni qvor grane e
0, ako qvor vi i grana e nisu incidentni
+1, ako je vi zavrxni qvor grane e.

Matrica R̃ se zove gradijent matrica usmerenog grafa ~G (i gradijent matrica
grafa G).

Lema 1.2.5. [28] Laplasova matrica L grafa G se mo�e prikazati u obliku
L = R̃R̃T .

Dokaz. Primetimo da je (R̃R̃T )ij =
∑

e(R̃)e,vi(R̃)e,vj , odakle razlikujemo slede�e
sluqajeve:

• i = j:

(R̃R̃T )ij =
∑
e

(R̃e,vi)
2 =

∑
e∼vi

1 = di, gde di oznaqava stepen qvora vi.

• i 6= j i ne postoji grana izme�u vi i vj:

(R̃R̃T )ij =
∑
e

(R̃e,vi)(R̃e,vj) = 0, jer svaka grana nije incidentna sa bar jednim

od qvorova vi, vj.

• i 6= j i postoji grana e′ izme�u qvorova vi i vj:

(R̃R̃T )ij =
∑
e

(R̃e,vi)(R̃e,vj) = (R̃e′,vi)(R̃e′,vj) = −1. �

Na osnovu teoreme 1.2.9 i leme 1.2.5 sledi da je matrica L pozitivna semi-
definitna, odakle na osnovu teoreme 1.2.10 sledi da su sve sopstvene vrednosti
matrice L nenegativne.

Za matricu L, kao xto je ve� reqeno, va�i da je L = D − A. Kako je suma
elemenata j-te vrste matrice A jednaka stepenu qvora vj, sledi da je Lj = 0, gde
je j vektor qije su sve koordinate jednake 1. Ovo znaqi da je Lj = 0 · j, odakle
sledi da je µn = 0. Kako je j sopstveni vektor, L ima n − 1 linearno nezavisnih
sopstvenih vektora u ortogonalnom komplementu j⊥.

Teorema 1.2.11. [28] Vixestrukost sopstvene vrednosti 0 matrice L jednaka
je broju komponenti grafa G.
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Spektar matrice L, za razliku od spektra matrice A, odre�uje broj kompo-
nenti grafa.

Posmatraju�i trag matrice L, dobijamo

µ1 + µ2 + · · ·+ µn = d1 + d2 + · · ·+ dn,

odakle sledi da je broj grana m odre�en pomo�u Laplasovog spektra

(1.6) m =
1

2

n∑
i=1

µi.

Teorema 1.2.12. [28] Neka je G graf sa Laplasovim sopstvenim vrednostima
µ1 > µ2 > · · · > µn. Ako su stepeni qvorova grafa G dati u nerastu�em poretku,
tj. d1 > d2 > · · · > dn, tada je

(1.7)
k∑
i=1

µi >
k∑
i=1

di (k = 1, 2, . . . , n),

pri qemu jednakost va�i kada je k = n.

Komentar 1.2.1. [28] Iz (1.7) dobijamo

n− 1

n
µn−1 6 d 6

n− 1

n
µ1,

gde d predstav	a sred�u vrednost stepena qvorova. Ove dve nejednakosti je
pobo	xao Fiedler na slede�i naqin:

(1.8) µn−1 6
n

n− 1
δ i µ1 >

n

n− 1
4,

gde su δ i 4 redom minimalni i maksimalni stepen qvora.

Teorema 1.2.13. [28] Ako je G povezan graf sa r razliqitih Laplasovih sop-
stvenih vrednosti i dijametrom D, tada je D 6 r − 1.

Ako je G graf bez izolovanih qvorova, tada se normalizovana Laplasova ma-
trica definixe sa L = D−

1
2LD−

1
2 . Definicija normalizovane Laplasove ma-

trice mo�e se proxiriti na sve grafove:

[L(G)]ij =


1, ako je i = j, di 6= 0,
− 1√

didj
, ako je qvor vi susedan sa qvorom vj, i 6= j,

0, inaqe.

Neka je T dijagonalna matrica qiji je i-ti dijagonalni element jednak 1/di
ako je di 6= 0, odnosno 0, u suprotnom. Tada je L = T

1
2LT

1
2 i za bilo koju gradijent

matricu R̃ va�i da je L = RRT , gde je R = T
1
2 R̃. Dakle, sve sopstvene vrednosti

matrice L su nenegativne. Najma�a sopstvena vrednost µ̃n matrice L je 0, jer je
(
√
d1,
√
d2, . . . ,

√
dn)T odgovaraju�i sopstveni vektor.
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Teorema 1.2.14. [28] Neka je G graf sa n qvorova (n > 2) i normalizovanim
Laplasovim sopstvenim vrednostima µ̃1 > µ̃2 > · · · > µ̃n. Tada

(a)
n∑
i=1

µ̃i 6 n, pri qemu jednakost va�i ako i samo ako G nema izolovanih

qvorova;

(b) Ako je G 6∼= Kn, tada je µ̃n−1 6 1;

(v) Ako G nema izolovanih qvorova, tada je µ̃n−1 6
n

n− 1
, pri qemu jednakost

va�i ako i samo ako G ∼= Kn;

(g) Ako G nema izolovanih qvorova, tada je µ̃1 >
n

n− 1
, pri qemu jednakost

va�i ako i samo ako G ∼= Kn;

(d) µ̃1 6 2, pri qemu jednakost va�i ako i samo ako G ima netrivijalnu kom-
ponentu koja je bipartitna.

Teorema 1.2.15. [28] Vixestrukost sopstvene vrednosti 0 matrice L jednaka
je broju komponenti grafa G.

Posledica 1.2.1. [28] Graf G je bipartitan ako i samo ako je sopstvena vred-
nost µ̃1 jednaka 2 i iste je vixestrukosti kao sopstvena vrednost µ̃n.

Nenegativna Laplasova matrica Q je matrica definisana sa Q = D+A. Neka
je B matrica incidencije qvorova i grana grafa G sa n qvorova i m grana. Tada
je BBT = Q.

Oznaqimo i-tu najve�u sopstvenu vrednost matriceQ sa qi. Kako jeQ pozitivna
semidefinitna matrica, va�i da je

q1 > q2 > · · · > qn > 0.

Primetimo da je m = 1
2
tr(Q) = 1

2

n∑
i=1

qi.

Ako je G povezan graf, tada je matrica Q nerazlo�iva i postoji jedinstveni
pozitivan jediniqni sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti q1.

Teorema 1.2.16. [28] Neka je G netrivijalan povezan graf sa n qvorova. Tada
je graf G bipartitan ako i samo ako je qn = 0. U tom sluqaju, 0 je prosta
sopstvena vrednost matrice Q.

Posledica 1.2.2. [28] Vixestrukost sopstvene vrednosti 0 matrice Q jednaka
je broju komponenti grafa G koje su bipartitne ili trivijalne.

Koriste�i spektar matrice susedstva, mo�emo odrediti da li je graf bipar-
titan, ali ne i da li je graf povezan. Na osnovu Laplasovog spektra mo�emo
utvrditi da li je graf povezan, ali ne i da li je bipartitan. Ako je poznat
spektar nenegativne Laplasove matrice Q, na osnovu posledice 1.2.2, ako je G
povezan, mo�emo odrediti da li je G bipartitan. Tako�e, ako je G bipartitan
graf, mo�emo utvrditi da li je G povezan. S druge strane, na osnovu spektra
normalizovane Laplasove matrice mo�emo utvrditi da li je G povezan i da li
je G bipartitan graf.
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Posledica 1.2.3. [28] Za bilo koji bipartitan graf, spektri matrica Q i L
se poklapaju.

Posledica 1.2.4. [28] Ako je q1 najve�a sopstvena vrednost matrice Q, tada

(a) q1 = 0 ako i samo ako G nema grana;

(b) q1 < 4 ako i samo ako su sve komponente od G putevi;

(v) Za povezan graf G va�i da je q1 = 4 ako i samo ako G je kontura ili graf
K1,3.

Polugranska xet�a du�ine k u grafu G je niz qvorova v1, v2, . . . , vk+1, takav
da je vi susedan sa vi+1 ili vi = vi+1, za svako i ∈ {1, . . . , k}. Za polugransku xet�u
du�ine k ka�emo da je zatvorena ako je v1 = vk+1.

Teorema 1.2.17. [29] Broj polugranskih zatvorenih xet�i du�ine k u grafu G

jednak je k-tom spektralnom momentu matrice Q, tj. Mk(Q) =
n∑
i=1

qki .

U slede�oj lemi dajemo vezu izme�u sopstvenih vrednosti matrice susedstva
i Laplasove matrice za regularne grafove.

Lema 1.2.6. [111] Neka je G povezan r-regularan graf reda n. Tada je

µi = r − λn−i+1, i = 1, 2, . . . , n,

gde su λi i µi i-ta najve�a sopstvena vrednost matrice susedstva i Laplasove
matrice grafa G, respektivno.

Teorema 1.2.18. [30] Neka je G povezan graf sa dijametrom D i r razliqitih
nenegativnih Laplasovih sopstvenih vrednosti. Tada je D 6 r − 1.

Komentar 1.2.2. Na osnovu teorema 1.2.13 i 1.2.18 zak	uqujemo da za grafove sa
taqno jednom, odnosno taqno dve razliqite (nenegativne) Laplasove sopstvene
vrednosti va�i analogno tvr�e�e tvr�e�u leme 1.2.2.

1.3 Energija grafa

Pojam energije grafa uveden je 1978. godine u radu [59] i od tada do danas je
objav	en veliki broj radova koji se bave matematiqkim i hemijskim osobinama
energije grafa. U poqetku, glavno te�ixte istra�iva�a energije je bila za-
visnost energije od molekulske strukture (ili od strukture grafa) i zato �emo
kratko izlo�iti vezu izme�u hemije i spektralne teorije grafova, kao i uvo�e�e
pojma energije grafa koje je proisteklo iz hemije. U tu svrhu, koristi�emo k�igu
[58].

Za poqetak, navedimo vezu izme�u spektralne teorije grafova i hemije u vidu
odre�enih pojmova. Slede�om tabelom data je korespondencija izme�u naziva
nekih pojmova u teoriji grafova i odgovaraju�ih naziva u hemiji [125].
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Pojam u teoriji grafova Pojam u hemiji
Hemijski (molekulski) graf Strukturalna formula

Qvor Atom
Grana Hemijska veza

Stepen qvora Valenca atoma
Stablo Acikliqna struktura
Lanac Linearni alkan
Kontura Cikloalkan

Bipartitni graf Alternativna hemijska struktura
Nebipartitni graf Nealternativna hemijska struktura

1-faktor Kekulé-ova struktura
Matrica susedstva Hückel-ova (topoloxka) matrica

Sopstvena vrednost matrice Sopstvena vrednost Hückel-ove matrice
Sopstveni vektor matrice Hückel-ova (topoloxka) molekularna orbitala
Spektralna teorija grafova Hückel-ova teorija

Graf koji odgovara strukturnoj formuli naziva se molekulski graf odgo-
varaju�eg molekula. Postoje dve osnovne vrste molekulskih grafova za koje je
Cayley uveo nazive plerogram i kenogram. Ovi nazivi se u savremenoj literaturi
retko upotreb	avaju. Plerogram se konstruixe tako xto se svaki atom prika-
zuje qvorom, a dva qvora su susedna ako su odgovaraju�i atomi hemijski povezani.
Kenogram se konstruixe tako xto se qvorovima prikazuju svi atomi osim vodo-
nikovih. Na taj naqin kenogram reprezentuje samo (ug	eniqni) skelet organskog
molekula. Istra�iva�a u savremenoj hemijskoj teoriji grafova gotovo isk	u-
qivo se vrxe na kenogramima. U literaturi se zato qesto govori o molekulskim
grafovima, podrazumevaju�i pri tome kenograme.

Kada je poqetkom 20. veka uvedena kvantna teorija postalo je jasno da se
pomo�u �e mogu opisati osnovne osobine hemijskih jedi�e�a, a posebno elek-
tronska struktura molekula. U to vreme je Hückel primenio kvantnu teoriju za
objax�e�e hemijske i termodinamiqke stabilnosti benzena. Pokazalo se da je
metoda koju je konstruisao za opis elektronske strukture benzena primen	iva i
za druge ko�ugovane π-elektronske sisteme. Ta metoda je danas poznata pod ime-
nom Hückel-ova molekulsko-orbitalna teorija i uobiqajeno se oznaqava skra�eno
kao HMO teorija.

Za kvantno-mehaniqki opis nekog molekula potrebno je rexiti odgovaraju�u
Schrödinger-ovu jednaqinu oblika

HΨ = EΨ,

gde je H Hamilton-ov operator, Ψ talasna funkcija, a E energija posmatranog
sistema. Hamilton-ov operator je poznat za svaki konkretan molekul, a zadatak se
sastoji u nala�e�u onih brojeva E i funkcija Ψ koji zadovo	avaju Schrödinger-
ovu jednaqinu. Hückel je umesto pravog Hamilton-ovog operatora upotrebio jednu
�egovu aproksimativnu formu.

U nastavku �emo se ograniqiti na molekule ko�ugovanih ug	ovodonika. U
HMO teoriji opisuju se samo �ihovi π-elektroni. Svaki atom ug	enika daje si-
stemu jedan π-elektron; dakle molekul sa n ug	enikovih atoma ima n π-elektrona.

U HMO teoriji se umesto pravog Hamilton-ovog operatora koristi �egova
aproksimativna matriqna reprezentacija u vidu kvadratne matrice H, reda n,
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koja je definisana sa

[H]ij =


α, ako je i = j
β, ako je i 6= j i ako postoji hemijska veza izme�u atoma i i j
0, ako je i 6= j i ako atomi i i j nisu hemijski vezani.

Razmotrimo matricu H na primeru bifenilena koji je tipiqan nezasi�eni
ko�ugovani ug	ovodonik. Na slici 1.7 prikazan je bifenilen H i �egov odgova-
raju�i graf G.

Slika 1.7: Bifenilen H i odgovaraju�i graf G

Matrica H se mo�e zapisati u obliku

H = αIn + βA(G).

U molekulsko-orbitalnoj teoriji poznata je tzv. sekularna jednaqina

det(EIn −H) = 0,

gde je matrica H poznata i In je odgovaraju�a jediniqna matrica. Sekularna
jednaqina se rexava po energiji E i pri tom se dobija n razliqitih rexe�a
E1, E2, . . . , En, koja se interpretiraju kao energije molekulskih orbitala, tj. ener-
gije koje pojedini elektroni imaju kada se talasaju na naqin opisan tom molekul-
skom orbitalom. Desnu stranu sekularne jednaqine mo�emo sada transformisati
na slede�i naqin

det(EIn −H) = det(EIn − (αIn + βA(G))) = det((E − α)In − βA(G))

= βn det

(
E − α
β

In − A(G)

)
= βn det(λIn − A(G)) = βnφ(G, λ),

gde smo uveli smenu λ =
E − α
β

. Uslov det(EIn −H) = 0 je ekvivalentan uslovu

φ(G, λ) = 0. Zak	uqujemo da izme�u sopstvenih vrednosti λ1, λ2, . . . , λn molekul-
skog grafa G i π-elektronskih molekulsko-orbitalnih energetskih nivoa
E1, E2, . . . , En, postoji veza

(1.9) Ei = α + λiβ, i = 1, 2, . . . , n.

Ukupna π-elektronska energija u HMO teoriji dobija se tako xto se saberu
energije pojedinaqnih π-elektrona. Ako broj elektrona u j-toj molekulskoj orbi-
tali oznaqimo sa gj, onda je ukupna π-elektronska energija jednaka
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Eπ =
n∑
j=1

gjEj,

odakle na osnovu (1.9) sledi

Eπ =
n∑
j=1

gj(α + λjβ) = αn+ β

n∑
j=1

gjλj,

gde je n ukupan broj π-elektrona. S obzirom na to da su α i β konstante, jedini

netrivijalni deo izraza za Eπ je
n∑
j=1

gjλj. U HMO teoriji se taj deo isk	uqivo i

prouqava.
Za ve�inu ko�ugovanih molekula popu�ene su (sa po dva π-elektrona) sve ve-

zivne orbitale, a prazne su sve antivezivne orbitale. To znaqi da je

gj =

{
2, ako je λj > 0
0, ako je λj < 0.

Za izraz
n∑
j=1

gjλj, svejedno je koju vrednost ima gj za nevezivne molekulske

orbitale (kada je λj = 0). U najqex�em sluqaju, va�i da je

n∑
j=1

gjλj = 2
∑

+

λj,

gde
∑
+

oznaqava sumira�e preko pozitivnih sopstvenih vrednosti.

Veliqinu 2
∑
+

λj �emo oznaqiti sa E = E(G). Ona je potpuno odre�ena gra-

fom G. Sumira�e preko pozitivnih sopstvenih vrednosti mo�e se zameniti
sumira�em preko svih sopstvenih vrednosti. Naime, ako sa

∑
−
λj oznaqimo sumi-

ra�e preko negativnih soptvenih vrednosti λj, tada koriste�i qi�enicu da je
n∑
j=1

λj =
∑
+

λj +
∑
−
λj = 0, sledi da je

2
∑

+

λj =
∑

+

λj −
∑
−

λj =
∑

+

|λj|+
∑
−

|λj| =
n∑
j=1

|λj|.

Veliqina E(G) definisana je za sve grafove, a ne samo za molekulske grafove
ko�ugovanih jedi�e�a. To je bila motivacija da se predlo�i slede�a generali-
zacija pojma HMO ukupne π-elektronske energije.

Definicija 1.3.1. [59] Neka je dat graf G i neka je {λ1, λ2, . . . , λn} �egov spek-
tar. Energija grafa G, u oznaci E(G), je grafovska invarijanta definisana sa

E(G) =
n∑
i=1

|λi|.

Slede�i su osnovni razlozi za uvo�e�e pojma energije grafa:
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• Svi poznati rezultati u teoriji ukupne π-elektronske energije odnose se na
energiju grafa. Veliki broj tih rezultata va�i za sve grafove, dakle nije
ograniqen na molekulske grafove.

• U istra�iva�ima ukupne π-elektronske energije, naroqito �ene zavisnosti
od molekulske strukture, qesto je pogodnije ne ograniqavati se na molekul-
ske grafove. Razmatra�a koja se odnose na sve grafove qesto omogu�uju bo	i
uvid u hemijsku stranu problema i �egovog rexe�a.

• Pokazano je da se energija grafa mo�e uspexno prime�ivati kao molekulski
strukturni deskriptor, za opisiva�e fiziqko-hemijskih osobina alkana.
To ukazuje da se hemijske primene energije grafa ne ograniqavaju na Hückel-
ovu teoriju ko�ugovanih molekula.

• Kako je E(G) simetriqna funkcija svih sopstvenih vrednosti, ova defini-
cija je doprinela da se mnogi matematiqari poqnu baviti energijom gra-
fova.

Od 1996. godine, energiju grafova kao oblast istra�iva�a hemije i matema-
tike prati intenzivan razvoj, xto se posebno ogleda u qi�enici da se od 2007.
godix�e publikuje oko 60 radova o energiji grafova, a do danas je objav	eno
preko 800 radova o ovoj grafovskoj invarijanti.

Veliki broj interesantnih i netrivijalnih rezultata u vezi sa energijom gra-
fova motivisao je istra�ivaqe xirom sveta da definixu i razmatraju neke nove
energije koje su zasnovane na matricama razliqitim od matrice susedstva, kao i
na nekim polinomima. Danas postoji preko 60 razliqitih tipova energije grafa.
Navex�emo neke najpoznatije.
Laplasova energija. Za sopstvene vrednosti Laplasove matrice va�i da je

µi > 0, i = 1, . . . , n i
n∑
i=1

µi = 2m, odakle sledi da je definisa�e energije zasnovane

na Laplasovoj matrici sa
n∑
i=1

|µi| trivijalno. Energija zasnovana na Laplasovoj

matrici naziva se Laplasova energija, u oznaci LE(G), i definisana je sa [77]

LE(G) =
n∑
i=1

∣∣∣∣µi − 2m

n

∣∣∣∣ .
Energija rastoja�a. Neka je G povezan graf sa n qvorova i V (G) = {v1, v2,
. . . , vn}. Matrica rastoja�a, u oznaci D(G), je kvadratna matrica reda n, qiji
je element na poziciji (i, j) jednak rastoja�u izme�u qvorova vi i vj. Neka su
ρ1, ρ2, . . . , ρn sopstvene vrednosti matrice D(G). S obzirom na to da je suma ovih
sopstvenih vrednosti jednaka nuli, sledi da se energija zasnovana na matrici D,
u oznaci DE(G), mo�e definisati sa [81]

DE(G) =
n∑
i=1

|ρi|.

Energija DE(G) naziva se energija rastoja�a.
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Energija matrica. Neka jeM realna matrica tipa p×q. Singularne vrednosti
matrice M su jednake (pozitivnim) kvadratnim korenima sopstvenih vrednosti
matrice MMT . Neka su s1, s2, . . . , sp singularne vrednosti matrice M . Energija
matrice M , u oznaci E(M), definisana je sa [114]

E(M) =

p∑
i=1

si.

Energija spariva�a. Neka je dat prost graf G sa n qvorova. Oznaqimo sa
m(G, k) broj k-spariva�a grafa G, tj. broj odabira k nezavisnih grana. Spe-
cijalno, va�i da je m(G, 1) = m,m(G, k) = 0 za k > n

2
i m(G, 0) = 1. Polinom

spariva�a u grafu G, u oznaci α(G), definixe se sa

α(G) = α(G, x) =
∑
k>0

(−1)km(G, k)xn−2k.

Neka su x1, x2, . . . , xn nule polinoma spariva�a α(G). Energija spariva�a, u
oznaci ME(G), definisana je sa [76]

ME(G) =
n∑
i=1

|xi|.

Sa matematiqkog aspekta energije grafa, kao i �enih modifikacija, od zna-
qaja je analizirati slede�a tri problema:

1. Odre�iva�e xto bo	ih granica u kojima se nalaze vrednosti razliqitih
tipova energije grafa.

2. Nala�e�e ekstremalnih grafova u raznim klasama grafova, gde se posebno
izdvajaju klase stabala, unicikliqnih, bicikliqnih i tricikliqnih gra-
fova sa zadatim brojem qvorova.

3. Utvr�iva�e me�usobne zavisnosti razliqitih tipova energije grafa.

U sva tri navedena problema, za bilo koji tip energije grafa, va�no je is-
tra�iti mogu�nosti predstav	a�a odre�ene energije.

Najva�niji rezultati koji se odnose na energiju grafa, E(G), mogu se na�i
u monografijama [72, 92]. Posebno je za prouqava�e energije grafa znaqajna
Coulson-ova integralna formula, kao i �ena primena na odre�iva�e ekstremal-
nih stabala. Tako�e, za naxa da	a razmatra�a od interesa je definisati hipo-
energetske i hiperenergetske grafove.

U teoriji grafova, tzv. Coulson-ova integralna formula (1.10) ima veoma
znaqajnu ulogu. Ovu formulu je dobio Coulson i ona glasi

(1.10) E(G) =
1

π

+∞∫
−∞

(
n− ixφ′(G, ix)

φ(G, ix)

)
dx =

1

π

+∞∫
−∞

(
n− x d

dx
lnφ(G, ix)

)
dx,

gde jeG dati graf, φ(G, x) je �egov karakteristiqni polinom, φ′(G, x) = d
dx
φ(G, x)

�egov prvi izvod i i2 = −1.
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U formuli (1.10), integral
∫ +∞
−∞ F (x)dx predstav	a glavnu vrednost odgova-

raju�eg integrala, tj.

lim
t→+∞

+t∫
−t

F (x)dx.

Formula (1.10) i �ene modifikacije imaju va�ne primene u hemiji. Ova
formula uspostav	a vezu izme�u energije grafa i karakteristiqnog polinoma
grafa.

Slede�a teorema je poznata kao Sachs-ova teorema i ona daje zavisnost izme�u
koeficijenata karakteristiqnog polinoma grafa i strukture grafa.

Teorema 1.3.1. [26] Neka je G graf qiji je karakteristiqni polinom φ(G) =
n∑
k=0

akx
n−k. Tada, za k > 1, va�i da je

ak =
∑
S∈Lk

(−1)ω(S)2c(S),

gde Lk oznaqava skup Sachs-ovih podgrafova (to su grafovi qije su sve kompo-
nente P2 i/ili C3 i/ili C4 i/ili C5 i/ili C6 i/ili..) grafa G; ω(S) je broj
povezanih komponenti od S, c(S) je broj kontura sadr�anih u S. Specijalno,
a0 = 1.

Neka su G1 i G2 dva grafa sa istim brojem qvorova. Tada, primenom formule
(1.10) dobijamo slede�u formulu

(1.11) E(G1)− E(G2) =
1

π

+∞∫
−∞

ln
φ(G1, ix)

φ(G2, ix)
dx.

Formula (1.11) se naziva Coulson-Jacobs-ova formula.
Podintegralna funkcija u formuli (1.11) mo�e imati kompleksnu vrednost,

a leva strana ove formule ima realnu vrednost. Uzimaju�i u obzir da je realni
deo od ln z, ln |z|, formulu (1.11) mo�emo zapisati na slede�i naqin

(1.12) E(G1)− E(G2) =
1

π

+∞∫
−∞

ln

∣∣∣∣φ(G1, ix)

φ(G2, ix)

∣∣∣∣ dx.
Ako je G2

∼= Kn, tada je E(G2) = 0 i desna strana formule (1.11) postaje
jednaka energiji grafa G1. Uzimaju�i u obzir da je

φ(G, x) =
n∑
k>0

akx
n−k i φ(Kn, x) = xn,

sledi da je
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(1.13) E(G) =
1

π

+∞∫
−∞

ln

∣∣∣∣∣∑
k>0

ak(ix)−k

∣∣∣∣∣ dx,
odakle se dobija slede�a formula za energiju grafa

(1.14) E(G) =
1

2π

+∞∫
−∞

1

x2
ln

(∑
k>0

(−1)ka2kx
2k

)2

+

(∑
k>0

(−1)ka2k+1x
2k+1

)2
 dx.

Neka je b2k(G) = |a2k(G)| i b2k+1(G) = |a2k+1(G)|, za 0 6 k 6 bn/2c. Va�i da je
b0(G) = 1 i b2(G) = |E(G)|.

Ako je G bipartitan graf, onda je �egov karakteristiqni polinom oblika∑
k>0

(−1)kb2kx
n−2k, gde je b2k > 0 za svako k. Tada se formula (1.13) mo�e pojedno-

staviti na slede�i naqin

(1.15) E(G) =
1

π

+∞∫
−∞

1

x2
ln

[∑
k>0

b2kx
2k

]
dx =

2

π

+∞∫
0

1

x2
ln

[
1 +

∑
k>1

b2kx
2k

]
dx.

Na osnovu formule (1.15) mo�e se definisati kvazi-poredak za bipartitne
grafove pomo�u koga se mogu upore�ivati energije bipartitnih grafova.

Za dva bipartitna grafa G1 i G2, definixemo kvazi-poredak � i pixemo
G1 � G2 (G2 � G1) ako je b2k(G1) 6 b2k(G2) (b2k(G1) > b2k(G2)) za svako k. Ako
je bar jedna od nejednakosti b2k(G1) 6 b2k(G2) (b2k(G1) > b2k(G2)) stroga, onda
pixemo G1 ≺ G2 (G2 � G1). Dakle, va�e implikacije

G1 � G2 ⇒ E(G1) 6 E(G2),

G1 ≺ G2 ⇒ E(G1) < E(G2).

Sa m(G, k) oznaqili smo broj spariva�a reda k u grafu G. Po definiciji je
m(G, 0) = 1 i m(G, k) = 0 za svako k < 0. Ako je G graf bez kontura (acikliqni
graf), tada je na osnovu Sachs-ove teoreme, b2k(G) = m(G, k) za svako 0 6 k 6
bn/2c. Ako je G stablo (ili uopxteno xuma), tada je

(1.16) φ(G, x) =
∑
k>0

(−1)km(G, k)xn−2k.

U ovom sluqaju va�i

(1.17) E(G) =
2

π

+∞∫
0

1

x2
ln

[
1 +

∑
k>1

m(G, k)x2k

]
dx.
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Lema 1.3.1. [26] Neka je e = uv grana stabla T sa n qvorova. Tada je

m(T, k) = m(T − uv, k) +m(T − u− v, k − 1), za k = 1, 2, . . . , bn/2c,

gde je m(T, 0) = 1. Specijalno, ako je u vise�i qvor, tada je

m(T, k) = m(T − u, k) +m(T − u− v, k − 1).

Na osnovu leme 1.3.1 va�i slede�e tvr�e�e.

Lema 1.3.2. [92] Neka je T acikliqan graf sa n qvorova (n > 1) i T ′ razapi�u�i
podgraf (pravi razapi�u�i podgraf) od T . Tada je T � T ′ (T � T ′).

Neka je Tn skup svih stabala sa n qvorova. Neka su qvorovi v1, v2, . . . , vn puta
Pn oznaqeni tako da su v1 i vn zavrxni qvorovi i qvorovi vj i vj+1 su susedni
(j = 1, 2, . . . , n− 1).

Da	e, neka je G proizvo	an graf i v ∈ V (G). Oznaqimo sa G(v)m graf
dobijen poveziva�em granom puta Pm i qvora v ∈ V (G) (slika 1.8).

Slika 1.8: Grafovi G,G(v)1, G(v)4

Osim toga, graf Pn(i)m dobijen poveziva�em granom puta Pm i qvora vi ∈
V (Pn) oznaqava�emo sa n(i)m (slika 1.9).

Slika 1.9: Grafovi 7(3)2 i 8(2)1

Za bilo koje T ∈ Tn, na osnovu formule (1.16), polinom φ(T, x) se mo�e napi-
sati u obliku

(1.18) φ(T, x) = xn − b2x
n−2 + b4x

n−4 − · · ·+ (−1)kb2kx
n−2k + · · · .

Na osnovu leme 1.3.1, za bilo koju granu e = uv, va�i
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1.3. ENERGIJA GRAFA

(1.19) b2j(T ) = b2j(T − uv) + b2j−2(T − u− v).

Primetimo da ako je v vise�i qvor stabla T , onda je

(1.20) b2j(T ) = b2j(T − v) + b2j−2(T − u− v).

Specijalno, ako je T = T0(v)m, onda je b2j(T ) = b2j(T0(v)m−1)+ b2j−2(T0(v)m−2).

Teorema 1.3.2. [92] Za bilo koje stablo T ∈ Tn va�i

(1.21) E(Sn) 6 E(T ) 6 E(Pn).

Dokaz. Karakteristiqni polinom zvezde je φ(Sn, x) = xn − (n − 1)xn−2. Za sva
ostala stabla T ∈ Tn tako�e je b2 = n− 1, ali za T 6= Sn va�i da je b4 > 0. Dakle,
E(T ) > E(Sn).

Sada je ostalo da se doka�e da je E(T ) 6 E(Pn). Jednostavnom proverom se
utvr�uje da je ovo tvr�e�e taqno za n = 2, 3, 4. Sada, pretpostavimo da Pn � T
va�i za n = 2, 3, . . . ,m− 1, gde je T ∈ Tn. Neka je T0 stablo takvo da je T0 � T za
svako T ∈ Tm. Pokaza�emo da je T0

∼= Pm.
Neka je v vise�i qvor u stablu T0 susedan qvoru w. Tada na osnovu (1.20) va�i

b2j(T0) = b2j(T0 − v) + b2j−2(T0 − v − w).

Koeficijent b2j(T0) bi�e maksimalan ako su koeficijenti b2j(T0− v) i b2j−2(T0−
v−w) maksimalni. Na osnovu naxe pretpostavke i leme 1.3.2, sledi da je T0−v ∼=
Pm−1 i T0 − v − w ∼= Pm−2. Ovo je mogu�e ako je T0

∼= Pm.

Dakle, me�u svim stablima, put Pn ima maksimalnu energiju, a zvezda Sn ima
minimalnu energiju. Primetimo da je Lovasz sa saradnicima u radu [95] dokazao
da za sva stabla T sa n qvorova va�i

(1.22) λ1(Sn) > λ1(T ) > λ1(Pn).

Sliqnost izme�u nejednakosti (1.21) i (1.22) je evidentna. Nejednakost (1.22)
upu�uje na qi�enicu suprotnu od one koja je data u teoremi 1.3.2, a to je E(Sn) >
E(T ) > E(Pn). Pokazali smo da posled�e nejednakosti ne va�e, odakle sledi da
je rezultat teoreme 1.3.2 netrivijalan.

Jednu od poznatih gor�ih granica za energiju grafa dao je McClelland.

Teorema 1.3.3. [105] Za bilo koji graf G sa n qvorova i m grana va�i

E(G) 6
√

2mn.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= (n/2)K2.

Dakle, jedna od aproksimacija energije grafa je E ≈ a
√

2mn. Imaju�i u vidu
ovu i druge aproksimacije energije grafa koje su monotono rastu�e funkcije u
odnosu na parametar m, kao i qi�enicu da je E(Kn) = 2n−2, dolazi se do slede�e
pretpostavke.
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Pretpostavka 1.3.1. [59] Ako je G graf sa n qvorova, razliqit od kompletnog
grafa Kn, tada je E(G) < 2n− 2.

U kasnijim razmatra�ima, pronala�e�em mnogih kontraprimera, dokazano je
da pretpostavka 1.3.1 nije taqna. Za grafove za koje je E > 2n − 2 ka�emo da
su hiperenergetski grafovi. Slede�a teorema ukazuje da su skoro svi grafovi
hiperenergetski.

Teorema 1.3.4. [114] Za skoro sve grafove va�i

E(G) =

(
4

3π
+ o(1)

)
n

3
2 .

Za grafove za koje je E(G) < n ka�emo da su hipoenergetski grafovi. Na
osnovu teoreme 1.3.4 zak	uqujemo da skoro svi grafovi nisu hipoenergetski.

1.4 Analitiqke nejednakosti

U spektralnoj i hemijskoj teoriji grafova od posebnog je znaqaja razmatra-
�e granica u kojima se nalaze vrednosti odre�enih grafovskih invarijanti. Za
�ihovo dobija�e qesto se uvode nove ili koriste neke poznate analitiqke nejed-
nakosti. U nastavku su date nejednakosti koje �emo koristiti u naxim da	im
razmatra�ima.

Lema 1.4.1. [106] Za realne brojeve a1 > a2 > · · · > ak > 0 i α > 1 va�i

k∑
i=1

aαi 6

(
k∑
i=1

ai

)α

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je a2 = · · · = ak = 0 .

Lema 1.4.2. [106] Neka su a = (ai) i b = (bi) dva realna niza iste monotonosti
i p = (pi) realni niz. Tada je

(1.23)
n∑
i=1

pi

n∑
i=1

piaibi >
n∑
i=1

piai

n∑
i=1

pibi.

Ako su nizovi a = (ai) i b = (bi) razliqite monotonosti, tada va�i obrnuta
nejednakost od nejednakosti (1.23).
Jednakost u (1.23) va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an ili b1 = b2 = · · · = bn.

Lema 1.4.3. [98] Neka je ai, r, R ∈ R, 0 < r 6 ai 6 R, i = 1, . . . , n. Tada je

(1.24)
n∑
i=1

ai

n∑
i=1

1

ai
6

1 + α(n)

(√
R

r
−
√
r

R

)2
n2,

pri qemu je α(n) = 1
4

(
1− (−1)n+1+1

2n2

)
.

Jednakost va�i ako i samo ako je R = a1 = a2 = · · · = an = r ili R = a1 = a2 =
· · · = ak > ak+1 = · · · = an = r, za k = bn

2
c.
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Lema 1.4.4. [23] Neka su a1, a2, . . . , an pozitivni realni brojevi, takvi da je
a1 > a2 > · · · > an > 0. Tada je

(1.25)
n∑
i=1

ai − n

(
n∏
i=1

ai

) 1
n

> (
√
a1 −

√
an)2.

Jednakost va�i ako i samo ako je a2 = a3 = · · · = an−1 =
√
a1an.

Lema 1.4.5. [23] Neka su dati realni brojevi 0 < a1 6 · · · 6 ai 6 · · · 6 ak 6 · · · 6
an, i p1, p2, . . . , pn pozitivni realni brojevi takvi da je p1 + p2 + · · · + pn = 1 i
Qi = p1 + p2 + · · ·+ pi, Rk = pk + pk+1 + · · ·+ pn. Tada je

(1.26)
n∑
i=1

pi
ai
− 1

n∑
i=1

piai

>
QiRk(ak − ai)2

aiak(Qiai +Rkak)
.

Jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = ai, ak = ak+1 = · · · = an, ai+1 =
ai+2 = · · · = ak−1 = Qiai+Rkak

Qi+Rk
.

Za dva niza realnih brojeva a = (ai) i b = (bi), i = 1, 2, . . . , n, ka�emo da
su istog ure�e�a ako i samo ako za svaki par (i, j), i, j = 1, 2, . . . , n, va�i da je
(ai − aj)(bi − bj) ≥ 0.

Neka su dati skupovi I = {1, 2, . . . , n}, Jk = {i1, i2, . . . , ik}, Jk ⊂ I, 1 < i1 < i2 <
· · · < ik < n, 0 6 k 6 n − 2, J0 = ∅, In−k = I − Jk, gde je In = I, I2 = {1, n} i
I1 = {1}.

Neka su a = (ai) i p = (pi) dva realna nenegativna niza. Te�inska sredina
reda r, niza a = (ai) u odnosu na niz p = (pi), definisana je sa

Mr(a, p; I) =


∑
i∈I
pia

r
i∑

i∈I
pi


1
r

.

Lema 1.4.6. [63] Neka su a = (ai) i b = (bi), i = 1, 2, . . . , n, nenegativni realni
nizovi iste monotonosti, i p = (pi), i = 1, 2, . . . , n, pozitivan realni niz. Ako
su parovi (M1(a, p; I−I2),M1(a, p; I2)) i (M1(b, p; I−I2),M1(b, p; I2)) istog ure�e�a,
tada je

(1.27)
n∑
i=1

pi

n∑
i=1

piaibi −
n∑
i=1

piai

n∑
i=1

pibi >
p1pn(a1 − an)(b1 − bn)

p1 + pn

n∑
i=1

pi.

Jednakost va�i ako i samo ako je a2 = a3 = · · · = an−1 = a1+an
2

ili b2 = b3 = · · · =
bn−1 = b1+bn

2
.

Lema 1.4.7. [7] Neka su dati realni brojevi a1, . . . , an i b1, . . . , bn, takvi da je
a 6 ai 6 A i b 6 bi 6 B, i = 1, . . . , n. Tada je

(1.28)

∣∣∣∣∣n
n∑
i=1

aibi −
n∑
i=1

ai

n∑
i=1

bi

∣∣∣∣∣ 6 n2α(n)(A− a)(B − b),
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pri qemu je α(n) =
1

n

⌊n
2

⌋(
1− 1

n

⌊n
2

⌋)
=

1

4

(
1− (−1)n+1 + 1

2n2

)
.

Jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an ili b1 = b2 = · · · = bn.

Lema 1.4.8. [88, 138] Neka je a = (ai), i = 1, . . . , n niz nenegativnih realnih
brojeva. Tada je

(1.29) (n− 1)
n∑
i=1

ai + n

(
n∏
i=1

ai

) 1
n

>

(
n∑
i=1

√
ai

)2

>
n∑
i=1

ai + n(n− 1)

(
n∏
i=1

ai

) 1
n

.

Jednakost u obe nejednakosti (1.29) va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an.

Lema 1.4.9. [121] Neka su ai, pi, r, R ∈ R, 0 < r 6 ai 6 R, i = 1, . . . , n,
n∑
i=1

pi = 1.

Tada je

(1.30)
n∑
i=1

piai + rR
n∑
i=1

pi
ai
6 r +R.

Jednakost va�i ako i samo ako je R = a1 = a2 = · · · = an = r ili je R = a1 =
a2 = · · · = ak > ak+1 = · · · = an = r, za neko k, 1 6 k 6 n− 1.

Lema 1.4.10. [85] Neka su ai, pi, r, R ∈ R, 0 < r 6 ai 6 R, i = 1, . . . , n,
n∑
i=1

pi = 1.

Tada je

(1.31)
n∑
i=1

piai

n∑
i=1

pi
ai
6

1

4

(√
R

r
+

√
r

R

)2

.

Jednakost va�i ako i samo ako je R = a1 = a2 = · · · = an = r.

Lema 1.4.11. [117] Neka su x = (xi), i a = (ai), i = 1, 2, . . . , n, dva niza pozitiv-
nih realnih brojeva. Tada za svako r > 0 va�i nejednakost

(1.32)
n∑
i=1

xr+1
i

ari
>

(
n∑
i=1

xi

)r+1

(
n∑
i=1

ai

)r .

Jednakost va�i ako i samo ako je
x1

a1

=
x2

a2

= · · · = xn
an

.

Lema 1.4.12. [13] Za brojeve a1, a2, . . . , ar ∈ R+ va�e nejednakosti

P1 > P
1/2
2 > P

1/3
3 > · · · > P 1/r

r ,
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pri qemu je

P1 =
a1 + a2 + · · ·+ ar

r
,

P2 =
a1a2 + a1a3 + · · ·+ a1a3 + a2a3 + · · ·+ ar−1ar

1
2
r(r − 1)

,

...

Pr−1 =
a1a2 · · · ar−1 + a1a2 · · · ar−2ar + · · ·+ a2a3 · · · ar−1ar

r
,

Pr = a1a2 · · · ar.

Jendakost u svim nejednakostima va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = ar.

Lema 1.4.13. [44] Neka su X, Y ∈ Rn i A(X) = 1
n

n∑
i=1

xi, A(Y ) = 1
n

n∑
i=1

yi. Ako je

φ 6 xi 6 Φ i γ 6 yi 6 Γ, tada je

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

xiyi −
1

n2

n∑
i=1

xi

n∑
i=1

yi

∣∣∣∣∣ 6√(Φ− A(X))(A(X)− φ)(Γ− A(Y ))(A(Y )− γ).

Lema 1.4.14. [108] Neka su a1 > a2 > · · · > an > 0 realni nenegativni brojevi,

P =
n∑
i=1

a2
i i Q =

n∑
i=1

ai. Za proizvo	ne realne brojeve k1 i k2 sa osobinom a1 >

k1 >
√

P
n
i
√

P
n
> k2 > an, va�i slede�a nejednakost

Q 6 min

{
k1 +

√
(n− 1)(P − k2

1), k2 +
√

(n− 1)(P − k2
2),

√
nP − n

2
(a1 − an)2

}
.

Jednakost va�i ako i samo ako je a1 = a2 = · · · = an.

Lema 1.4.15. [107] Neka je a = (ai), i = 1, 2, . . . , n, niz pozitivnih realnih
brojeva. Tada za bilo koji realan broj r, takav da je r > 1 ili r 6 0, va�i
slede�a Jensen-ova nejednakost

(1.33) nr−1

n∑
i=1

ari >

(
n∑
i=1

ai

)r

.

Ako je 0 6 r 6 1, tada va�i obrnuta nejednakost od (1.33).

Lema 1.4.16. [43] Neka su ai 6= 0, bi, i = 1, 2, . . . , n, realni brojevi sa osobinom

(1.34) m 6
bi
ai
6M, i = 1, 2, . . . , n.

Tada je

(1.35)
n∑
i=1

b2
i +mM

n∑
i=1

a2
i 6 (M +m)

n∑
i=1

aibi.

Jednakost u (1.35) va�i ako i samo ako u svakoj od n nejednakosti (1.34) va�i
bar jedna jednakost, tj. bi = mai ili bi = Mai, za svako i = 1, 2, . . . , n.
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Glava 2

Osnovni rezultati

2.1 Randi�eva energija

Neka je dat prost graf G = (V,E), gde je V = {v1, v2, . . . , vn} i |E| = m. Neka
je di stepen qvora vi, i = 1, 2, . . . , n. Podsetimo se da smo sa ∆ i δ oznaqili
maksimalni i minimalni stepen qvora u grafu G, respektivno.

1975. godine je M. Randić [118] definisao topoloxki indeks R sa

(2.1) R = R(G) =
∑
vi∼vj

1√
didj

,

gde se sumira�e vrxi po svim parovima susednih qvorova vi i vj.
Danas se topoloxki indeks R naziva Randi�ev indeks. Ovaj indeks naxao je

brojne primene u hemiji i ubrzo je postao predmet istra�iva�a i u matematici
[70, 91, 116, 118, 119, 120].

Posmatraju�i Randi�ev indeks, S. Bozkurt i saradnici [11] doxli su na ideju
da definixu Randi�evu matricu u kojoj se sabirci na desnoj strani formule
(2.1) mogu posmatrati kao elementi matrice. Randi�eva matrica, u oznaci R(G),
definisana je sa [11]

[R(G)]ij =


1√
didj

, ako vivj ∈ E(G)

0, u suprotnom.

Uoqavamo da su Randi�ev indeks i Randi�eva matrica povezani relacijom

n∑
i=1

n∑
j=1

[R(G)]ij = 2R.

U nastavku �emo izlo�iti nekoliko rezultata koji se odnose na Randi�evu
matricu.

Teorema 2.1.1. [65] Neka je G graf sa n qvorova, i A i R, redom, matrica sused-
stva i Randi�eva matrica grafa G. Ako matrica A ima n+, n0 i n− pozitivnih,
jednakih nuli i negativnih sopstvenih vrednosti, respektivno (n+ +n0 +n− =
n), tada matrica R ima tako�e n+, n0 i n− pozitivnih, jednakih nuli i nega-
tivnih sopstvenih vrednosti, respektivno.
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Oznaqimo sa η nultnost grafa G, tj. multiplicitet (vixestrukost) broja 0
kao sopstvene vrednosti matrice susedstva A(G) grafa G. Na osnovu teoreme
2.1.1 sledi da je η zapravo multiplicitet 0 kao sopstvene vrednosti Randi�eve
matrice R.

Teorema 2.1.2. [54] Neka je G bipartitan graf sa n qvorova. Tada je

ρi = −ρn−i+1, i = 1, 2, . . . ,
⌈n

2

⌉
.

Teorema 2.1.3. [10] Povezan graf G ima dve razliqite Randi�eve sopstvene
vrednosti ako i samo ako je G kompletan graf.

U narednoj teoremi je data veza izme�u Randi�evih sopstvenih vrednosti i

uopxtenog Randi�evog indeksa, definisanog sa R−1(G) =
∑
vi∼vj

1

didj
.

Teorema 2.1.4. [19, 90] Neka je G povezan graf sa n qvorova i Randi�evim sop-
stvenim vrednostima ρ1 > ρ2 > · · · > ρn. Tada

1.
n∑
i=1

ρi = 0,
n∑
i=1

ρ2
i = 2R−1 i

∑
i<j

ρiρj = −R−1.

2. Ako je G ∼= Kn, tada je ρ1 = 1 i ρ2 = · · · = ρn =
−1

n− 1
.

3. Ako je G 6∼= Kn, tada je ρ2 > 0. Specijalno, jednakost va�i ako i samo ako
je G kompletan multipartitan graf.

Teorema 2.1.5. [65] Ako graf G sadr�i izolovane qvorove, tada je detR =
detA = 0. Ako je G graf bez izolovanih qvorova, tada je

(2.2) detR =
detA
n∏
i=1

di

.

Proizvod stepena qvorova je grafovska invarijanta poznata kao Narumi-
Katayama-in indeks [66]. Navex�emo nekoliko rezultata u vezi sa ovim indeksom.

Teorema 2.1.6. [66]

(a) Me�u stablima sa n qvorova najve�u vrednost NK indeksa ima put Pn.

(b) Povezan unicikliqan graf reda n sa najve�om vrednosx�u NK indeksa je
kontura Cn.

Teorema 2.1.7. [66] Me�u svim povezanim grafovima reda n, zvezda Sn ima naj-
ma�i NK indeks (jednak n− 1).

Teorema 2.1.8. [66] Me�u svim povezanim unicikliqnim grafovima reda n, graf
Yn, prikazan na slici 2.1 ima najma�u vrednost NK indeksa (jednaku 4(n− 1)).
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Slika 2.1: Graf Yn

Zavisnost determinante matrice susedstva A(G) od strukture grafa G je po-
znata [80]. Izlo�i�emo u nastavku neke rezultate koji se odnose na determinantu
detA matrice susedstva grafa G.

Neka je dat graf G sa skupom qvorova V = {v1, v2, . . . , vn} i skupom grana
E = {e1, e2, . . . , em}. Matrica susedstva koja zavisi od grana grafa G, u oznaci
A(G, e), definisana je sa

(A(G, e))i,j =

{
0, ako je i = j
ek, ako su qvorovi i i j povezani granom ek.

Podsetimo se da je linearni podgraf grafa G razapi�u�i podgraf qije su
komponente putevi ili konture. Neka je k broj linearnih podgrafova grafa G i
neka je Gi i-ti linearni podgraf. Za det(A(G, e)) va�i da je [80]

det(A(G, e)) =
k∑
i=1

det(A(Gi, e)).

Neka je Li skup komponenti grafa Gi koji se sastoji od grafova K2 i neka
je Mi skup preostalih komponenti grafa Gi koji se sastoji od kontura. Parna
komponenta grafa Gi je ona koja ima paran broj qvorova. Oznaqimo sa ri broj
parnih komponenti grafa Gi i sa ci broj komponenti grafa Gi koje sadr�e vixe
od dva qvora (samim tim i konturu).

Teorema 2.1.9. [80] Za determinantu det(A(Gi, e)) va�i jednakost

det(A(Gi, e)) = (−1)ri2ci
∏

ek∈E(Li)

e2
k

∏
ej∈E(Mi)

ej.

Teorema 2.1.10. [80] Za det(A(G)) va�i jednakost

det(A(G)) =
n∑
i=1

(−1)ri2ci .

Na osnovu jednakosti (2.2) sledi da se svi rezultati u vezi sa Narumi-Katayama
-inim indeksom, kao i rezultati o det(A(G)) mogu primeniti na det(R(G)).

Teorema 2.1.11. [65], [102] Neka je G graf sa n qvorova, n > 1, i neka je ρ1 najve�a
sopstvena vrednost matrice R(G). Tada je ρ1 = 0 ako i samo ako je G ∼= Kn. Ako
graf G ima bar jednu granu, tada je ρ1 = 1.
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Teorema 2.1.12. [65] Neka je G graf sa n qvorova. Tada je ρ1 = 1 jedina pozitivna
sopstvena vrednost matrice R(G) ako i samo ako je jedna komponenta grafa
G kompletan multipartitan graf, a sve ostale komponente (ako postoje) su
izolovani qvorovi.

Randi�eva energija grafa definixe se analogno obiqnoj energiji grafa po-
laze�i od sopstvenih vrednosti Randi�eve matrice.

Definicija 2.1.1. [11] Neka je dat prost graf G sa n qvorova i neka su ρ1 >
ρ2 > · · · > ρn sopstvene vrednosti matrice R(G). Randi�eva energija, u oznaci
RE(G), definisana je sa

RE = RE(G) =
n∑
i=1

|ρi|.

Osnovne osobine i rezultati u vezi sa Randi�evom energijom objedi�eni su u
monografiji [37].

Randi�eva energija se mo�e posmatrati i kao normalizovana Laplasova ener-
gija. Podsetimo se da je normalizovana Laplasova matrica grafa G, u oznaci L,
definisana sa

L = In −D−1/2AD−1/2,

gde je D(G) dijagonalna matrica qiji su dijagonalni elementi stepeni qvorova
datog grafa i In je odgovaraju�a jediniqna matrica. Napomenimo da je D−1/2

zapravo dijagonalna matrica qiji je i-ti dijagonalni element jednak 1√
di
. Raqu-

naju�i proizvod D−1/2AD−1/2 dolazimo do zak	uqka da je

D−1/2AD−1/2 = R.

Teorema 2.1.13. [11] Neka je G graf bez izolovanih qvorova. Tada za �egovu
normalizovanu Laplasovu i Randi�evu matricu va�i slede�a relacija

(2.3) L = In −R.

Randi�eva matrica je za razliku od normalizovane Laplasove matrice (koja
je definisana za grafove bez izolovanih qvorova), definisana za sve grafove.

Oznaqimo sa µ̃1 > µ̃2 > · · · > µ̃n sopstvene vrednosti matrice L.

Definicija 2.1.2. [15] Neka je dat prost graf G sa n qvorova. Normalizovana
Laplasova energija grafa G, u oznaci EL(G), definisana je sa

EL(G) =
n∑
i=1

|µ̃i(L)− 1|.

Teorema 2.1.14. [11] Ako je G graf bez izolovanih qvorova, tada je EL(G) =
RE(G).

Dokaz. Na osnovu jednakosti (2.3) sledi da je ρi = 1 − µ̃n−i+1 za i = 1, 2, . . . , n,
odakle je

EL(G) =
n∑
i=1

|(1− ρi)− 1| =
n∑
i=1

| − ρi| =
n∑
i=1

|ρi| = RE(G).
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Kako je ρi = 1− µ̃n−i+1, i = 1, 2, . . . , n, a u radu [19] je dokazano da je 0 6 µ̃i 6 2,
i = 1, 2, . . . , n, sledi da je −1 6 ρi 6 1, i = 1, 2, . . . , n.

Neke nove granice za Randi�eve sopstvene vrednosti mogu se na�i u radu [132].

2.2 Rezolventna energija

Neka je dat graf G sa n qvorova i neka je A �egova matrica susedstva. Kao
xto je i uobiqajeno, sa λ1, λ2, . . . , λn oznaqava�emo sopstvene vrednosti matrice
A, tj. sopstvene vrednosti grafa G. Rezolventna matrica matrice A, u oznaci
RA(z), definixe se sa

RA(z) = (zIn − A)−1 ,

gde je z kompleksna promen	iva. Sopstvene vrednosti matrice RA(z) su

(2.4)
1

z − λi
, i = 1, 2, . . . , n .

Na osnovu qi�enice [26] da je λi 6 n − 1, i = 1, . . . , n, sledi da se u (2.4) mo�e
uzeti da je z = n. Nedavno je u radu [68], I. Gutman sa saradnicima doxao na
ideju definisa�a energije grafa koja je zasnovana na matrici RA(n).

Definicija 2.2.1. [68] Neka je dat graf G sa n qvorova i sopstvenim vredno-
stima λ1, . . . , λn. Rezolventna energija grafa G, u oznaci ER(G), je grafovska
invarijanta definisana sa

(2.5) ER(G) =
n∑
i=1

1

n− λi
.

Za ispitiva�e rezolventne energije grafa, a posebno za odre�iva�e ekstre-
malnih grafova, va�no je ista�i da se rezolventa energija grafa mo�e defini-
sati preko broja svih zatvorenih xet�i du�ine k, tj. preko spektralnih mome-
nata Mk(G).

Teorema 2.2.1. [68] Ako je G graf sa n qvorova, tada je

(2.6) ER(G) =
1

n

∑
k>0

Mk(G)

nk
,

pri qemu je Mk(G) =
n∑
i=1

λki , k-ti spektralni moment grafa G.

Dokaz. Koriste�i definiciju (2.5) i imaju�i u vidu da je

∣∣∣∣λin
∣∣∣∣ < 1, i = 1, 2, . . . , n,

sledi da je

ER(G) =
1

n

n∑
i=1

1

1− λi
n

=
1

n

n∑
i=1

∑
k>0

(
λi
n

)k
=

1

n

∑
k>0

n∑
i=1

λki

nk
=

1

n

∑
k>0

Mk(G)

nk
.
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Rezolventna energija pripada klasi funkcija oblika [51]

(2.7) E(G) =
∑
k>0

ckMk(G),

gde su c0, c1, c2, . . . pozitivni realni brojevi odabrani tako da Maclaurin-ov red∑
k>0

ckx
k konvergira nekoj funkciji f(x). Kako je Mk(G) = tr(Ak), sledi da je

E(G) = tr(f(A)).

Na primer, kada je −n < x < n, tada red
∑
k>0

n−k−1xk konvergira ka (n − x)−1.

Kako sopstvene vrednosti matrice A tako�e zadovo	avaju ovu nejednakost za bilo
koji graf G, sledi da red

∑
k>0

n−k−1Ak konvergira ka (nIn − A)−1. Primetimo da

su sopstvene vrednosti matrice (nIn − A)−1 brojevi
1

n− λ1

,
1

n− λ2

, . . . ,
1

n− λn
.

Dakle, rezolventna energija se mo�e posmatrati kao funkcija E(G) gde je ck =
1

nk+1
za svako k i f(x) =

1

n− x
.

Lema 2.2.1. [52] ER(G) = tr ((nIn − A)−1) .

Oznaqimo sa G− e podgraf dobijen brisa�em grane e iz grafa G. S obzirom
na to da je Mk(G) > Mk(G − e) za svako k > 0, kao i da je M2(G) > M2(G − e),
imaju�i u vidu (2.6), dobijamo slede�u posledicu.

Posledica 2.2.1. [68] Neka je e grana grafa G. Tada je

ER(G− e) < ER(G).

Na osnovu nejednakosti Mk(Kn) 6 Mk(G) 6 Mk(Kn) i (2.6) va�i slede�a
posledica.

Posledica 2.2.2. [68] Neka je Kn kompletan graf sa n qvorova i Kn �egov kom-
plement. Tada za bilo koji graf G sa n qvorova koji je razliqit od Kn i Kn

va�i

ER(Kn) < ER(G) < ER(Kn).

S obzirom na to da je ER(Kn) =
n∑
i=1

1

n− 0
= n · 1

n
= 1 i ER(Kn) =

n∑
i=1

1

n− λi
=

1

n− (n− 1)
+

1

n+ 1
+ · · · + 1

n+ 1
= 1 + (n − 1) · 1

n+ 1
=

2n

n+ 1
, va�i slede�a

posledica.

Posledica 2.2.3. [68] Ako je G graf sa n qvorova, tada je

1 6 ER(G) 6
2n

n+ 1
.

Jednakost ER(G) = 1 va�i ako i samo ako je G ∼= Kn. Jednakost ER(G) =
2n

n+ 1
va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.
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Teorema 2.2.2. [52] Ako sa rjk oznaqimo element u j-toj vrsti i k-toj koloni
matrice (nIn − A)−1, tada je

1

n
6 rjk 6

2

n+ 1
ako je j = k i 0 6 rjk 6

1

n+ 1
ako je j 6= k,

gde se obe gor�e granice dosti�u ako i samo ako je G ∼= Kn. Ako je G povezan,
tada je rjk > 0 za svako j, k ∈ {1, 2, . . . , n}.

Dokaz. Potra�imo rezolventnu matricu praznog i kompletnog grafa. Za prazan
graf va�i da je RA(Kn)(n) = (nIn)−1 = 1

n
In, dok je za kompletan graf RA(Kn)(n) =

((n+ 1)In − J)−1 = 1
n+1

(In + J), jer je

((n+ 1)In − J)(In + J) = (n+ 1)In + (n+ 1)J − J − nJ = (n+ 1)In,

pri qemu je J kvadratna matrica reda n qiji su svi elementi jednaki 1. Na osnovu
posledice 2.2.2 sledi da ako je G 6∼= Kn i G 6∼= Kn, tada je RA(Kn)(n) < RA(G)(n) <
RA(Kn)(n), odakle sledi dokaz.

Na osnovu posledice 2.2.1 va�i i slede�e tvr�e�e.

Posledica 2.2.4. [68] Me�u svim povezanim grafovima sa n qvorova, graf sa
najma�om rezolventnom energijom je neko stablo.

Razmotrimo sada vezu izme�u rezolventne energije i karakteristiqnog poli-
noma grafa. Neka je φ(G, λ) = det(λIn − A) karakteristiqni polinom grafa G.

Teorema 2.2.3. [68] Neka je G graf sa n qvorova. Tada je

(2.8) ER(G) =
φ′(G, n)

φ(G, n)
,

gde je φ′(G, λ) prvi izvod od φ(G, λ).

Dokaz. Neka je karakteristiqni polinom grafa G oblika φ(G, λ) = (λ− λ1)(λ−
λ2) · · · (λ− λn). Tada je

|φ(G, λ)| = |λ− λ1| · |λ− λ2| · · · |λ− λn|,

odakle, kada pre�emo na logaritam sa osnovom e, sledi

ln |(φ(G, λ)| =
n∑
i=1

ln |λ− λi|.

Koriste�i logaritamski izvod dobijamo

(2.9)
φ′(G, λ)

φ(G, λ)
=

n∑
i=1

1

λ− λi
.
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Ako je u (2.9) λ = n, sledi da je

φ′(G, n)

φ(G, n)
=

n∑
i=1

1

n− λi
,

tj.

ER(G) =
φ′(G, n)

φ(G, n)
.

Dakle, za raquna�e rezolventne energije grafa dovo	no je znati karakteri-
stiqni polinom grafa. Tako�e, s obzirom na to da su koeficijenti karakteristi-
qnog polinoma celi brojevi, iz jednaqine (2.8) sledi da je ER(G) uvek racionalan
broj.

Polaze�i od definicije rezolventne energije grafa i imaju�i u vidu da je
µi 6 n, i = 1, 2, .., n i qi 6 2n− 2, i = 1, 2, . . . , n (prema [28]), Cafure i saradnici su
u radu [17] definisali Laplasovu rezolventnu energiju i nenegativnu Laplasovu
rezolventnu energiju (eng. signless Laplacian resolvent energy), u oznaci RL(G) i
RQ(G), respektivno, korix�e�em Laplasovih, odnosno nenegativnih Laplasovih
sopstvenih vrednosti grafa G, umesto sopstvenih vrednosti matrice susedstva
grafa G, tj.

RL(G) =
n∑
i=1

1

n+ 1− µi
i RQ(G) =

n∑
i=1

1

2n− 1− qi
.

U nastavku �emo izlo�iti neke osnovne osobine za RL(G) i RQ(G).

Ako su Mk(L(G)) =
n∑
i=1

µki i Mk(Q(G)) =
n∑
i=1

qki , k-ti spektralni momenti La-

plasove i nenegativne Laplasove matrice, tada je [17]

(2.10) RL(G) =
1

n+ 1

∞∑
k=0

Mk(L(G))

(n+ 1)k
i RQ(G) =

1

2n− 1

∞∑
k=0

Mk(Q(G))

(2n− 1)k
.

Imaju�i u vidu posledicu 1.2.3, dolazimo do slede�eg rezultata.

Posledica 2.2.5. [17] Ako je G bipartitan graf, tada je

RL(G) =
1

n+ 1

∞∑
k=0

Mk(Q(G))

(n+ 1)k
.

Dakle, za bipartitne grafove, Laplasova rezolventna i nenegativna Lapla-
sova rezolventna energija se poklapaju.

Dodava�em grana grafu G, svaka Laplasova sopstvena vrednost se ne sma�uje
ve� se eventualno pove�ava, odakle se mo�e zak	uqiti da dodava�e grana grafu
G pove�ava k-ti Laplasov spektralni moment ili ga ostav	a neprome�enim [112].
Sada na osnovu (2.10) sledi da za svaki graf G sa n qvorova va�e nejednakosti

n

n+ 1
= RL(Kn) 6 RL(G) 6 RL(Kn) =

n2

n+ 1
.
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Dodava�e grana grafu G tako�e pove�ava ili ostav	a neprome�enim k-ti
nenegativni Laplasov spektralni moment, jer je Mk(Q(G)) jednak broju svih po-
lugranskih zatvorenih xet�i du�ine k (teorema 1.2.17), odakle, na osnovu (2.10),
za bilo koji graf G sa n qvorova va�i da je

n

2n− 1
= RQ(Kn) 6 RQ(G) 6 RQ(Kn) =

2n

n+ 1
.
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Glava 3

Granice za Randi�evu i

rezolventnu energiju grafa

3.1 Granice za Randi�evu energiju

U ovom ode	ku razmatramo neke poznate rezultate u vezi sa do�im i gor�im
granicama za Randi�evu energiju. Osim toga, bi�e izlo�eni i neki novi rezul-
tati i pobo	xa�a postoje�ih rezultata, objav	eni u radovima [78] i [131].

3.1.1 Poznati rezultati

Najpre �emo izlo�iti neke do�e, a zatim i gor�e granice za Randi�evu ener-
giju u funkciji broja qvorova, broja grana, minimalnog i maksimalnog stepena

qvora, Narumi-Katayama-inog indeksa NK =
n∏
i=1

di, uopxtenog Randi�evog in-

deksa R−1(G) =
∑

vivj∈E(G)

1
didj

, determinante Randi�eve matrice, kao i determi-

nante matrice susedstva. Rezultati koje �emo izlo�iti su dokazani u radovima
objav	enim tokom posled�ih nekoliko godina.

Na poqetku, pokaza�emo da Randi�eva energija za bilo koji povezan graf nije
ma�a od 2.

Teorema 3.1.1. [65] Neka je G povezan graf sa n qvorova. Tada je RE(G) > 2.
Jednakost va�i ako i samo ako je G kompletan multipartitan graf.

Dokaz. Neka su ρ1 > ρ2 > · · · > ρn Randi�eve sopstvene vrednosti i λ1 > λ2 >
· · · > λn sopstvene vrednosti matrice susedstva grafa G. Na osnovu teoreme
2.1.11 va�i da je ρ1 = 1. Sada je

RE(G) = 1 +
n∑
i=2

|ρi| > 1 +

∣∣∣∣∣
n∑
i=2

ρi

∣∣∣∣∣ = 1 +

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ρi − 1

∣∣∣∣∣ = 1 + | − 1| = 2.

Jednakost va�i ako i samo ako je ρ2 6 0 xto je ekvivalentno sa λ2 6 0. Graf
G ima samo jednu pozitivnu sopstvenu vrednost ako i samo ako je G kompletan
multipartitan graf [26].
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U slede�oj teoremi data je veza izme�u Randi�eve energije i uopxtenog Randi-
�evog indeksa.

Teorema 3.1.2. [16] Neka je G graf sa n qvorova koji nema izolovanih qvorova.
Tada je

(3.1) RE(G) > 2R−1.

Dokaz. Kako je ρi ∈ [−1, 1], i = 1, 2, . . . , n, sledi da je ρ2
i 6 |ρi|, i = 1, 2, . . . , n.

Koriste�i qi�enicu da je tr(R2) = 2 ·
∑

vivj∈E(G)

1

didj
= 2R−1(G), dobijamo

RE(G) =
n∑
i=1

|ρi| >
n∑
i=1

ρ2
i = tr(R2) = 2R−1(G).

U radu [104], Maden je nedavno dobila dve granice za Randi�evu energiju
koriste�i nejednakosti iz leme 1.4.12.

Teorema 3.1.3. [104] Neka je G povezan graf sa n qvorova i P apsolutna vrednost
determinante Randi�eve matrice R. Tada je

RE(G) > 1 +
√

(n− 1)(n− 2)P 2/(n−1) + 2R−1 − 1.

Jednakost va�i ako i samo ako je G kompletan graf.

Teorema 3.1.4. [104] Neka je G povezan graf sa n qvorova i P apsolutna vrednost
determinante Randi�eve matrice R. Tada je

RE(G) > 2 +
√

(n− 2)(n− 3)P 2/(n−2) + 2R−1 − 2.

Jednakost va�i ako i samo ako je G kompletan bipartitan graf.

U slede�oj teoremi data je do�a granice do koje je 2015. godine doxao Li sa
saradnicima u radu [101].

Teorema 3.1.5. [101] Neka je G povezan graf sa n qvorova i Randi�evim sopstve-
nim vrednostima ρ1 > ρ2 > · · · > ρn. Tada je

RE(G) >
√

2R−1 − 1 + 2|1−R−1|+ 1.

Jednakost va�i ako i samo ako je G kompletan multipartitan graf.

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.1.4 (1) sledi da je
∑

26i<j
ρiρj = 1 − R−1 i ρn < 0 za

povezani graf G. Primetimo da je
∑

26i<j
|ρi||ρj| > |

∑
26i<j

ρiρj| = |1−R−1|. Jednakost

va�i ako i samo ako je ρi 6 0 za i = 2, . . . , n, jer je ρn < 0. Sledi da je G kompletan
multipartitan graf na osnovu teoreme 2.1.4 (2, 3). Sada je

RE2(G) =

(
n∑
i=1

|ρi|

)2

=
n∑
i=1

|ρi|2 +
∑
i 6=j

|ρi||ρj|

=
n∑
i=1

|ρi|2 + 2
n∑
i=2

|ρi|+
∑

26i 6=j

|ρi||ρj|

> 2R−1 + 2(RE(G)− 1) + 2|1−R−1|.
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Iz posled�e nejednakosti sledi da je RE(G) >
√

2R−1 − 1 + 2|1−R−1| + 1, pri
qemu jednakost va�i ako i samo ako je G kompletan multipartitan graf.

Naredne qetiri teoreme dokazao je Li sa saradnicima u radu [101] koriste�i
lemu 1.4.13.

Teorema 3.1.6. [101] Neka je G povezan graf sa n qvorova i Randi�evim sopstve-
nim vrednostima ρ1 > ρ2 > · · · > ρn. Tada je

RE(G) >
2R−1 + (n− 1)αβ − 1

α + β
+ 1,

gde je α = min
16i6n

{|ρi|} i β = max{ρ2, |ρn|}.

Teorema 3.1.7. [101] Neka je G povezan graf sa n qvorova i Randi�evim sopstve-
nim vrednostima ρ1 > ρ2 > · · · > ρn. Ako je rang(A) = r, tada je

RE(G) >
2R−1 + (r − 1)α∗β − 1

α∗ + β
+ 1,

gde je α∗ = min
16i6n

{|ρi| : ρi 6= 0} i β = max{ρ2, |ρn|}.

Teorema 3.1.8. [101] Neka je G povezan bipartitan graf sa n qvorova i Randi
-�evim sopstvenim vrednostima ρ1 > ρ2 > · · · > ρn. Ako G nije kompletan
bipartitan graf, tada

RE(G) > 2

(
R−1 +

(
bn

2
c − 1

)
αρ2 − 1

α + ρ2

+ 1

)
,

gde je α = min
26i6bn

2
c
{|ρi|}.

Teorema 3.1.9. [101] Neka je G povezan bipartitan graf sa n qvorova i Randi-
�evim sopstvenim vrednostima ρ1 > ρ2 > · · · > ρn. Ako je rang(A) = r i G nije
kompletan bipartitan graf, tada

RE(G) > 2

(
R−1 +

(
r
2
− 1
)
α∗ρ2 − 1

α∗ + ρ2

+ 1

)
,

gde je α∗ = min
16i6n

{|ρi| : ρi 6= 0}.

Cavers je sa saradnicima u radu [16] dobio slede�u do�u granicu za Randi�evu
energiju, ali nije odredio grafove za koje se dosti�e jednakost u dobijenoj ne-
jednakosti.

Teorema 3.1.10. [16] Neka je G graf sa n qvorova koji nema izolovanih qvorova.
Tada je

RE(G) >
√

2R−1 + n(n− 1) det(I − L)2/n.
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Gutman i saradnici dobili su do�u granicu za Randi�evu energiju izlo�enu
u slede�oj teoremi, odredivxi pritom i ekstremalne grafove kod kojih se do-
sti�e jednakost (a koji nisu odre�eni u okviru teoreme 3.1.10).

Teorema 3.1.11. [35] Neka je G graf sa n qvorova koji nema izolovanih qvorova.
Tada je

(3.2) RE(G) >

√√√√√√√2R−1(G) + n(n− 1)

 | detA|
n∏
i=1

di


2/n

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K2.

Dokaz. Va�i da je
n∑
i=1

ρ2
i = 2R−1. Koriste�i nejednakost izme�u aritmetiqke i

geometrijske sredine, dobijamo

∑
16i<j6n

|ρi||ρj| >
n(n− 1)

2

(
n∏
i=1

|ρi|

)2/n

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je |ρ1| = |ρ2| = · · · = |ρn|. Sada je(
n∑
i=1

|ρi|

)2

=
n∑
i=1

ρ2
i + 2

∑
16i<j6n

|ρi||ρj|

> 2R−1 + n(n− 1)

(
n∏
i=1

|ρi|

)2/n

= 2R−1 + n(n− 1)

 | detA|
n∏
i=1

di


2/n

.

Za analizu jednakosti u (3.2) koristi�emo slede�u lemu.

Lema 3.1.1. [14] Neka je G graf sa n qvorova bez izolovanih qvorova. Tada je

µ2

∆
6 µ̃2 6

µ2

δ
.

Pretpostavimo da jednakost va�i u (3.2). Tada u prethodnom dokazu sve ne-
jednakosti postaju jednakosti, odakle sledi da je |ρ1| = |ρ2| = · · · = |ρn|. Kako je
ρ1 = 1, sledi da sve Randi�eve sopstvene vrednosti moraju biti jednake 1 ili −1.
Ako je G ∼= K2, tada je ρ1 = 1, ρ2 = −1, i jednakost va�i u (3.2).

Pretpostavimo sada da je n > 3. Ako je G ∼= Kn, tada ne va�i jednakost u (3.2).
U suprotnom, ako G 6∼= Kn, tada je na osnovu teoreme 2.1.4, ρ2 > 0. Na osnovu leme
3.1.1 i qi�enice da je µ2 > 0, sledi da je

µ̃2 = 1− ρ2 >
µ2

∆
,
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tj.

ρ2 6
∆− µ2

∆
< 1.

Sada je 0 6 ρ2 < 1, odakle sledi da uslov |ρ1| = |ρ2| = · · · = |ρn| ne mo�e biti
zadovo	en.

U slede�oj teoremi data je do�a granica qije pobo	xa�e �emo predstaviti u
ode	ku koji se odnosi na nove rezultate.

Teorema 3.1.12. [12, 36, 84] Neka je G graf sa n qvorova. Tada

(3.3) RE(G) > 1 + (n− 1)| detR|
1

n−1 .

Jednakost va�i ako i samo ako je G kompletan graf ili ako je G nebipartitan
graf sa tri razliqite Randi�eve sopstvene vrednosti

(3.4)

1,

√√√√2
∑
vi∼vj

1
didj
− 1

n− 1
,−

√√√√2
∑
vi∼vj

1
didj
− 1

n− 1

 .

Dokaz. Koriste�i nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, dobija
se

RE(G) = ρ1 +
n∑
i=2

|ρi| > 1 + (n− 1)

(
n∏
i=2

|ρi|

) 1
n−1

= 1 + (n− 1)| detR|
1

n−1 .

Razmotrimo sluqajeve kada va�i jednakost u (3.3). Ako je G ∼= Kn ili ako je
G nebipartitan graf sa tri razliqite Randi�eve sopstvene vrednosti (3.4), tada
se direktnom proverom utvr�uje da va�i jednakost.

Pretpostavimo da u (3.3) va�i jednakost. Tada je ρ1 = 1 i |ρ2| = · · · = |ρn| =√√√√2
∑
vi∼vj

1
didj
− 1

n− 1
.

Mogu nastupiti slede�i sluqajevi:

• Graf G ima taqno dve razliqite sopstvene vrednosti. Tada na osnovu teo-
reme 2.1.3 va�i da je G ∼= Kn za neko n > 2.

• Graf G ima taqno tri razliqite Randi�eve sopstvene vrednosti. Kako je
ρ1 > ρi i ρi 6= 0 za 2 6 i 6 n, zak	uqujemo da je G nebipartitan povezan
graf sa tri razliqite Randi�eve sopstvene vrednosti (3.4).

U narednom izlaga�u prikaza�emo neke do�e granice koje su u vezi sa jako
regularnim grafovima. Jako regularan graf sa parametrima (n, r, λ, µ), u oznaci
SRG(n, r, λ, µ), je r-regularan graf sa n qvorova, takav da za svaki par susednih
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qvorova i i j postoji λ qvorova susednih qvoru i i λ qvorova susednih qvoru j,
i za svaki par nesusednih qvorova k i l postoji µ qvorova susednih qvoru k i µ
qvorova susednih qvoru l. U nastavku pretpostav	amo da je jako regularan graf
G povezan i da nije kompletan. Tako�e, va�i da je broj r sopstvena vrednost
grafa G vixestrukosti 1 dok ostale sopstvene vrednosti moraju zadovo	avati
jednaqinu

x2 − (λ− µ)x− (r − µ) = 0.

Dakle, sopstvene vrednosti grafa G su

(3.5) r i x1,2 =
λ− µ±

√
(λ− µ)2 + 4(r − µ)

2
.

Poznato je da su vixestrukosti sopstvenih vrednosti r, x1 i x2 jednake, redom, 1,

1

2

[
n− 1− 2r + (n− 1)(λ− µ)√

λ− µ)2 + 4(r − µ)

]
i

1

2

[
n− 1− 2r + (n− 1)(λ− µ)√

λ− µ)2 + 4(r − µ)

]
.

Lema 3.1.2. [130] Neka je G povezan d-regularan graf sa n qvorova i tri razli-
qite Laplasove sopstvene vrednosti 0, r i s. Tada je G jako regularan graf sa
parametrima (n, d, rs/n+ 2d− (r + s), rs/n).

Teorema 3.1.13. [36] Neka je G povezan graf sa n qvorova, maksimalnim stepe-
nom ∆ i nizom stepena qvorova π(G) = (d1, d2, . . . , dn). Tada je

(3.6) RE(G) > 1 +

√√√√√√√ n

∆
− 1 + (n− 1)(n− 2)

 | detA|
n∏
i=1

di


2/(n−1)

.

Jednakost u (3.6) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili

G ∼= SRG

(
n, r,

r(r − 1)

n− 1
,
r(r − 1)

n− 1

)
.

Za graf ka�emo da je nesingularan ako su sve �egove sopstvene vrednosti
razliqite od nule. Za takav graf va�i da je | detA| > 0. U narednoj teoremi
dajemo do�u granicu za Randi�evu energiju nesingularnih grafova.

Teorema 3.1.14. [35] Neka je G povezan nesingularan graf sa n qvorova i maksi-
malnim stepenom ∆. Tada je

(3.7) RE(G) > 1 +
n− 1 + ln

(
| detA|

∆

)
∆

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.
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Dokaz. Neka su λ1 > λ2 > · · · > λn sopstvene vrednosti grafa G. U radu [31]
pokazano je da je x > 1 + lnx za x > 0, pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je
x = 1. Koriste�i ovaj rezultat, dobijamo

E(G)− λ1 =
n∑
i=2

|λi|(3.8)

> n− 1 +
n∑
i=2

ln |λi|(3.9)

= n− 1 + ln | detA| − lnλ1(3.10)

> n− 1 + ln | detA| − ln ∆.(3.11)

U radu [35] pokazano je da va�i nejednakost E(G) 6 ∆RE(G) + λ1 − ∆ (qiji
�emo dokaz kasnije izlo�iti). Sada je

(3.12) RE(G) > 1 +
E(G)− λ1

∆
> 1 +

n− 1 + ln | detA| − ln ∆

∆
.

Pretpostavimo da va�i jednakost u (3.7). Tada sve nejednakosti u prethodno
izlo�enom dokazu postaju jednakosti. Iz jednakosti u (3.9) sledi

|λ2| = |λ3| = · · · = |λn| = 1.

Sada je λn = −1. Iz jednakosti (3.11) sledi da je λ1 = ∆, odakle dobijamo da je G
regularan graf. Ako je ∆ = n − 1, tada je G ∼= Kn i prethodne jednakosti va�e.
U suprotnom, ∆ 6 n − 2. Tada je K1,2 indukovani podgraf grafa G. Na osnovu
leme 1.2.1 sledi da je

−1 = λn 6 λ3(K1,2) = −
√

2,

xto je kontradikcija.
Ako je G ∼= Kn, tada va�i jednakost u (3.7).

Sada �emo izlo�iti neke gor�e granice za Randi�evu energiju. U radu [16],
Cavers je sa saradnicima dobio gor�u granicu u funkciji broja qvorova i uo-
pxtenog Randi�evog indeksa.

Teorema 3.1.15. [16] Neka je G graf sa n qvorova koji nema izolovanih qvorova.
Tada je

RE(G) 6
√

2nR−1.

Dokaz. Prime�uju�i Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost na vektore (1, 1, . . . , 1)T i
(|ρ1|, |ρ2|, . . . , |ρn|)T sledi da je

RE(G) 6

√
n

n∑
i=1

|ρi|2 =
√
n · tr(R2) =

√
2nR−1(G).

Koriste�i nejednakosti iz leme 1.4.12, u radu [104] dobijene su slede�e dve
gor�e granice za Randi�evu energiju.
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Teorema 3.1.16. [104] Neka je G povezan graf sa n qvorova. Tada je

(3.13) RE(G) 6 1 +
√

(n− 1)(2R−1 − 1).

Teorema 3.1.17. [104] Neka je G povezan bipartitan graf sa n qvorova. Tada je

(3.14) RE(G) 6 2 +
√

(n− 2)(2R−1 − 2).

Rezultati prethodne dve teoreme nedavno su pobo	xani u radu [38], tako xto
je data karakterizacija ekstremalnih grafova i postav	ena nova pretpostavka.

Teorema 3.1.18. [38] Ako je ∆ = n− 1, tada va�i jednakost u (3.13) ako i samo
ako je G ∼= Kn ili G ∼= K1 ∨ rK2, gde je n = 2r + 1, r > 2.

Teorema 3.1.19. [38] Ako je n neparan broj, tada jednakost va�i u (3.14) ako i
samo ako je G ∼= Kp,q, gde je n = p+ q.

Pretpostavka 3.1.1. [38] Neka je G povezan graf reda n > 2 sa maksimalnim
stepenom qvorova ∆ 6 n− 2 i P = | detR|. Ako je

RE(G) = 1 +
√

(n− 1)(n− 2)P 2/(n−1) + 2R−1 − 1,

ili

RE(G) = 1 +
√

(n− 1)(2R−1 − 1),

tada je G ∼= SRG

(
n, d,

d2 − d
n− 1

,
d2 − d
n− 1

)
ili G ∼= K1 ∨ rK2, gde je n = 2r+ 1, r > 2.

I. Milovanović sa saradnicima je u radu [108] dokazao lemu 1.4.14 i primenio je
za dobija�e nekoliko novih i pobo	xanih gor�ih granica za neke tipove energije
grafa. Me�u �ima se izdvaja gor�a granica za Randi�evu energiju koja je data u
slede�oj teoremi.

Teorema 3.1.20. [108] Neka je G prost graf reda n > 2 sa m grana. Tada, za bilo
koje realne brojeve k1 i k2 sa osobinom 1 6 k1 6

√
2R−1/n i

√
2R−1/n > k2 > |ρ∗n|,

gde je ρ∗n najma�a Randi�eva sopstvena vrednost po apsolutnoj vrednosti, va�i
da je

RE(G) 6

min
{
k1 +

√
(n− 1)(2R−1 − k2

1), k2 +
√

(n− 1)(2R−1 − k2
2),
√

2nR−1 − n
2
(1− |ρ∗n|)2

}
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Slede�i rezultat dobio je Li sa saradnicima u radu [89].

Teorema 3.1.21. [89] Neka je G povezan graf sa n qvorova i Randi�evim sopstve-
nim vrednostima ρ1 > ρ2 > · · · > ρn. Tada je

RE(G) 6
√

(n− 1)(2R−1 − 1) + 1.

Jednakost va�i ako i samo ako je |ρ2| = |ρ3| = · · · = |ρn|.
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Dokaz. Podsetimo se da je 2R−1 =
n∑
i=1

ρ2
i . Da	e je

4nR−1 − 2RE2 =
n∑
i=1

n∑
j=1

(|ρi| − |ρj|)2

= 2
n∑
i=2

(|ρ1| − |ρi|)2 +
n∑
i=2

n∑
j=2

(|ρi| − |ρj|)2

= 2(n+ 2R−1 − 2RE) +
n∑
i=2

n∑
j=2

(|ρi| − |ρj|)2

> 2(n+ 2R−1 − 2RE).

Iz posled�e nejednakosti sledi da je (RE − 1)2 6 (n − 1)(2R−1 − 1), pri qemu

jednakost va�i ako i samo ako je
n∑
i=2

n∑
j=2

(|ρi| − |ρj|)2 = 0. Dakle,

RE(G) 6
√

(n− 1)(2R−1 − 1) + 1,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je |ρ2| = · · · = |ρn|.

Sada �emo navesti gor�u granicu za Randi�evu energiju stabala u funkciji
broja qvorova n.

Teorema 3.1.22. [36] Neka je T stablo sa n qvorova. Tada je

RE(T ) 6 2

√⌊n
2

⌋
· 5n+ 8

18
.

Rezultat u teoremi 3.1.22 u vezi je sa hipotezom koju je postavio Gutman
sa saradnicima u radu [65]. U ci	u izlaga�a pomenute hipoteze, najpre �emo
definisati neke specijalne klase grafova. Neka je p > 0. Stablo Sup reda n =
2p + 1, koje sadr�i p vise�ih qvorova susednih sa qvorovima stepena 2 i qvor
stepena p, nazva�emo p-sunce. Neka su p, q > 0. Stablo DSup,q reda n = 2(p +
q + 1), dobijeno od p-sunca i q-sunca, poveziva�em �ihovih centralnih qvorova,
nazva�emo (p, q)-duplo sunce (videti sliku 3.1).

Slika 3.1: Grafovi Sup i DSup,q
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Pretpostavka 3.1.2. [65] Neka je T stablo sa n qvorova. Ako je n neparno, tada
me�u svim stablima, najve�u vrednost Randi�eve energije ima

(
n−1

2

)
-sunce. Ako

je n parno, tada me�u svim stablima, najve�u Randi�evu energiju ima(
dn−2

4
e, bn−2

4
c
)
-duplo sunce.

U slede�oj teoremi Das je sa saradnicima odredio gor�u granicu za Randi�evu
energiju i dao karakterizaciju ekstremalnih grafova koriste�i jako regularne
grafove.

Teorema 3.1.23. [36] Neka je G prost graf reda n sa minimalnim stepenom
qvora δ. Tada je

(3.15) RE(G) 6 1 +

√
(n− 1)(n− δ)

δ
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= SRG
(
n, r, r(r−1)

n−1
, r(r−1)

n−1

)
.

Dokaz. Va�i da je

n∑
i=1

ρ2
i = 2

∑
vivj∈E(G)

1

didj
=

n∑
i=1

1

di

∑
vivj∈E(G)

1

dj

6
n∑
i=1

1

δ

∑
vivj∈E(G)

1

dj
(3.16)

6
n

δ
.

Koriste�i Cauchy-Schwarz-ovu nejednakost dobijamo

RE(G) =
n∑
i=1

|ρi| = 1 +
n∑
i=2

|ρi|

6 1 +

√√√√(n− 1)

(
n∑
i=1

ρ2
i − 1

)
(3.17)

6 1 +

√
(n− 1)(n− δ)

δ
.

Pretpostavimo sada da jednakost va�i u (3.15). Tada sve nejednakosti u pret-
hodno navedenom dokazu postaju jednakosti. Iz jednakosti u (3.16) sledi da je
d1 = d2 = · · · = δ, odakle sledi da je G r-regularan graf za neko r.

Iz jednakosti u (3.17), sledi da je |ρ2| = |ρ3| = · · · = |ρn|. Tako�e, va�i da je

1 + (n− 1)|ρ2| = 1 +

√
(n− 1)(n− r)

r
,

tj.

|ρ2| =
√

n− r
r(n− 1)

.
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Posmatrajmo slede�a dva sluqaja:
(i) ρ2 = ρn,
(ii) ρ2 = −ρn.
(i) Neka je ρ2 = ρn. Tada je ρ1 = 1 i ρi = − 1

n− 1
, i = 2, 3, . . . , n, jer je

n∑
i=1

ρi = 0.

Dakle, G ∼= Kn.
(ii) Neka je ρ2 = −ρn. Tada je ρ2 > 0. U ovom sluqaju tri razliqite Randi�eve
sopstvene vrednosti grafa G su 1, ρ2,−ρ2, pri qemu je Randi�eva sopstvena vred-
nost 1 multipliciteta 1. Kako je G r-regularan, sledi da je A(G) = rR(G). Sada
graf G ima tri razliqite sopstvene vrednosti (matrice susedstva) r, rρ2,−rρ2,
pri qemu je r multipliciteta 1. Na osnovu leme 1.2.6, tri razliqite Laplasove
sopstvene vrednosti grafa G su 0, r − rρ2, r + rρ2, tj.(

0, r −
√
r(n− r)
n− 1

, r +

√
r(n− r)
n− 1

)
, jer je ρ2 =

√
n− r
r(n− 1)

.

Graf G je povezan. Na osnovu leme 3.1.2 sledi da je

G ∼= SRG

(
n, r,

r(r − 1)

n− 1
,
r(n− 1)

n− 1

)
.

Pretpostavimo sada, obrnuto, da je G ∼= Kn. Tada je RE(G) = 2.
Razmotrimo drugi sluqaj. Neka je G izomorfan jako regularnom grafu sa pa-

rametrima

(
n, r,

r(r − 1)

n− 1
,
r(n− 1)

n− 1

)
. Na osnovu (3.5), razliqite sopstvene vred-

nosti matrice susedstva su

r,

√
r(n− r)
n− 1

,−
√
r(n− r)
n− 1

,

odakle sledi da su razliqite sopstvene vrednosti Randi�eve matrice

1,

√
n− r

(n− 1)r
,−
√

n− r
(n− 1)r

.

Dakle,

RE(G) = 1 + (n− 1)

√
n− r

(n− 1)r
= 1 +

√
(n− 1)(n− r)

r
.

Komentar 3.1.1. [72] Dva jako regularna grafa H1 i H2 prikazana su na slikama

3.2 i 3.3. Za H1 va�i da je r = 3, n = 10 i
r(r − 1)

n− 1
nije ceo broj, odakle sledi da

H1 6∼= SRG

(
n, r,

r(r − 1)

n− 1
,
r(r − 1)

n− 1

)
. Za H2 va�i da je n = 16, r = 6 i

r(r − 1)

n− 1
=

1. Dakle, H2
∼= SRG

(
n, r,

r(r − 1)

n− 1
,
r(r − 1)

n− 1

)
.
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Slika 3.2: Graf H1

Slika 3.3: Graf H2

Komentar 3.1.2. [72] Koriste�i teoremu 3.1.23 mo�e se dobiti gor�a granica
za RE(G) +RE(G) u funkciji od n,∆ i δ.

RE(G) +RE(G) 6 2 +

√
(n− 1)(n− δ)

δ
+

√
(n− 1)(∆ + 1)

n−∆− 1

= 2 +
√
n− 1

(√
n− δ
δ

+

√
∆ + 1

n−∆− 1

)
.

U slede�oj teoremi navodimo gor�u granicu za RE(G) u funkciji od n,m,∆
i δ.

Teorema 3.1.24. [35] Neka je G prost graf reda n (n > 2). Tada je

RE(G) 6 1 +
1

δ

√
n− 1

n(n− 2)
[2mn(n− 2)− (2m−∆− δ)2 − (n− 2)(∆2 + δ2)].

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= SRG

(
n, r,

r(r − 1)

n− 1
,
r(r − 1)

n− 1

)
.
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3.1.2 Novi rezultati

Neka jeG bipartitan povezan graf sa n (n > 3) qvorova,m grana i Randi�evim
sopstvenim vrednostima ρ1 = 1 > ρ2 > · · · > ρn−1 > ρn = −1. Neka je ρ =

max
26i6n−1

{|ρi|}.

Teorema 3.1.25. [78] Neka je G bipartitan povezan graf sa n qvorova (n > 3)

i m grana. Tada za svaki realni broj k, za koji je ρ > k >

√
2(R−1 − 1)

n− 2
, va�i

nejednakost

(3.18) RE(G) 6 2 + k +
√

(n− 3)(2R−1 − 2− k2).

Jednakost u (3.18) va�i ako je G kompletan bipartitan graf, i u tom sluqaju
je k = 0.

Dokaz. Posmatrajmo klasu realnih polinoma, u oznaci Pn(a1, a2), oblika

Pn(x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + b3x
n−3 + · · ·+ bn,

gde su a1 i a2 fiksirani realni brojevi. Ova klasa polinoma razmatrana je u
radu [97], gde je dokazano da za korene ovih polinoma x1 > x2 > · · · > xn, va�i
nejednakost

(3.19) x1 6 x+
1

n

√
(n− 1)∆ ,

gde je

(3.20) x =
1

n

n∑
i=1

xi i ∆ = n
n∑
i=1

x2
i −

( n∑
i=1

xi

)2

.

Posmatrajmo sada polinom

ϕn(x) = (x−1)2

n−1∏
i=2

(
x−|ρi|

)
= (x−1)2(xn−2 +a1x

n−3 +a2x
n−4 +b1x

n−5 + · · ·+bn−3) ,

pri qemu je

a1 = −
n−1∑
i=2

|ρi| = −(RE(G)− 2),

i

a2 =
1

2

(( n−1∑
i=2

|ρi|
)2

−
n−1∑
i=2

|ρi|2
)

=
1

2

(
(RE(G)− 2)2 − (2R−1 − 2)

)
.

Ovaj polinom pripada klasi Pn
(
2− RE(G), 1

2
(RE(G)− 2)2 − R−1 + 1

)
. Sada iz

relacije (3.20), zame�uju�i n sa n− 2 i uzimaju�i da je xi = |ρi| , i = 2, . . . , n− 1,
dobijamo
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x =
1

n− 2

n−1∑
i=2

|ρi| =
RE(G)− 2

n− 2
,

i

∆ = (n− 2)
n−1∑
i=2

|ρi|2 −
( n−1∑
i=2

|ρi|
)2

= 2(n− 2)(R−1 − 1)− (RE(G)− 2)2 .

Tada za svako k takvo da je ρ > k >

√
2(R−1 − 1)

n− 2
, imaju�i u vidu (3.19), va�i

nejednakost

k 6 ρ 6
RE(G)− 2

n− 2
+

1

n− 2

√
(n− 3)(2(n− 2)R−1 − (RE(G)− 2)2) ,

odnosno

(3.21) (n− 2)k − (RE(G)− 2) 6
√

(n− 3)(2(n− 2)R−1 − (RE(G)− 2)2) .

Imaju�i u vidu uslov dat u teoremi, sledi da je

(n− 2)k − (RE(G)− 2) >
√

2(n− 2)(R−1 − 1)− (RE(G)− 2) > 0 ,

odakle se, na osnovu (3.21), dobija

(n− 2)2k2 − 2(n− 2)k(RE(G)− 2) + (RE(G)− 2)2 6 2(n− 2)(n− 3)(R−1 − 1)
−(n− 3)(RE(G)− 2)2

tj.
(n− 2)k2 − 2k(RE(G)− 2) + (RE(G)− 2)2 6 2(n− 3)(R−1 − 1) ,

odakle sledi da je(
(RE(G)− 2)− k

)2

6 (n− 3)
(

2(R−1 − 1)− k2
)
.

Sada nejednakost (3.18) direktno sledi.
Ako je G kompletan bipartitan graf, tada je R−1(G) = 1 i ρ = 0. Sledi da je

k = 0, RE(G) = 2 i jednakost va�i u (3.18).

Posledica 3.1.1. [78] Neka je G povezan bipartitan graf sa n > 3 qvorova i
m grana. Tada je

(3.22) RE(G) 6 2 + ρ+
√

(n− 3)(2R−1 − 2− ρ2).

Jednakost va�i ako je G kompletan bipartitan graf.
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Komentar 3.1.3. Za k =

√
2(R−1 − 1)

n− 2
na osnovu (3.18) sledi da je

RE(G) 6 2 +

√
2(R−1 − 1)

n− 2
+

√
(n− 3)

(
2(R−1 − 1)− 2(R−1 − 1)

n− 2

)
= 2 +

√
2(R−1 − 1)

n− 2
+ (n− 3)

√
2(R−1 − 1)

n− 2
= 2 +

√
2(n− 2)(R−1 − 1),

odakle se dobija nejednakost

(3.23) RE(G) 6 2 +
√

2(n− 2)(R−1 − 1),

koja je dokazana u radu [12].

Komentar 3.1.4. Gor�a granica (3.18) je bo	a od gor�e granice (3.22) za k >
2(R−1 − 1)

n− 2
.

Komentar 3.1.5. U radu [15] dokazana je nejednakost R−1 6
n

2dn
. Na osnovu ove

nejednakosti i (3.23) sledi da je

RE(G) 6 2 +

√
(n− 2)(n− 2δ)

δ
.

Posled�a nejednakost dokazana je u radu [15].

U radu [99] dokazano je da za uopxten Randi�ev indeks va�i da je R−1 6 bn2 c.
Na osnovu ove nejednakosti i (3.23) sledi da je

RE(G) 6

{
n, ako je n paran,

2 +
√

(n− 2)(n− 3), ako je n neparan.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K2.

Teorema 3.1.26. [131] Neka je G graf sa n qvorova, n > 2, i neka su ρ∗1 > ρ∗2 >
· · · > ρ∗n apsolutne vrednosti Randi�evih sopstvenih vrednosti.

(a) Ako je G nesingularan graf, tj. η(G) = 0, tada je

(3.24) RE(G) > 1 + (n− 1)| detR|
1

n−1 + (
√
ρ∗n −

√
ρ∗2)2.

Jednakost va�i ako i samo ako je G kompletan graf ili ako je G nebipar-
titan graf sa tri razliqite Randi�eve sopstvene vrednosti1,

√√√√2
∑
vi∼vj

1
didj
− 1

n− 1
,−

√√√√2
∑
vi∼vj

1
didj
− 1

n− 1

 .
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(b) Ako je η(G) = n− j, 0 < j < n, tada je

(3.25) RE(G) > 1 + (j − 1)

(
j−1∏
i=2

ρ∗i

) 1
j−1

+ (
√
ρ∗j −

√
ρ∗2)2.

Jednakost va�i ako je G ∼= Kp,q ∪Kn−p−q ili G ∼= rK2 ∪Kn−2r.

Dokaz. (a) Iz η(G) = 0, sledi da ρ∗i ∈ (0, 1].

RE(G) mo�emo zapisati u obliku RE(G) = ρ∗1 +
n∑
i=2

ρ∗i . Ako primenimo nejed-

nakost (1.25) na
n∑
i=2

ρ∗i za ai−1 = ρ∗i , i = 2, . . . , n, dobijamo da je

n∑
i=2

ρ∗i > (n− 1) n−1
√
ρ∗2 · · · ρ∗n + (

√
ρ∗n −

√
ρ∗2)2

= (n− 1)| detR|
1

n−1 + (
√
ρ∗n −

√
ρ∗2)2.

Kako je ρ∗1 = 1, tvr�e�e va�i.
Ako je G ∼= Kn ili ako je G nebipartitan graf sa navedene tri razliqite

Randi�eve sopstvene vrednosti, tada se direktnom proverom utvr�uje da va�i
jednakost.

Ako va�i jednakost u (3.24), tada se na isti naqin kao u teoremi 3.1.12 mo�e
zak	uqiti da je G ∼= Kn ili je G nebipartitan graf sa navedene tri razliqite
Randi�eve sopstvene vrednosti.
(b) Posmatrajmo sada sluqaj kada je η(G) = n − j, 0 < j < n. Ako primenimo
nejednakost (1.25) na ne-nula Randi�eve sopstvene vrednosti 1 = ρ∗1 > ρ∗2 > · · · >
ρ∗j > 0, prime�uju�i metod kao pod (a) dobijamo (3.25).

Koriste�i spektar matrice L za grafoveKn iKp,q [19], na osnovu (2.3) mo�emo
zak	uqiti da je za graf Kp,q, Randi�ev spektar dat sa {1,−1, [0]p+q−2}, a za graf
rK2 ∪Kn−2r, Randi�ev spektar je {[1]r, [(−1)]r, [0]n−2r}, odakle zak	uqujemo da za
navedene grafove va�i jednakost u (3.25).

Komentar 3.1.6. Ako je G nesingularan graf, tada je do�a granica (3.24) bo	a
od do�e granice (3.3). Ako je η(G) > 0, tada detR = 0 i ponovo je do�a granica
(3.25) bo	a od do�e granice (3.3).

Teorema 3.1.27. [131] Neka je G graf sa n qvorova, n > 2, i ρ∗1 > ρ∗2 > · · · > ρ∗n su
apsolutne vrednosti Randi�evih sopstvenih vrednosti. Tada
(3.26)

− n2

n− 1
α(n)(

√
ρ∗1−

√
ρ∗n)2 +n| detR|

1
n 6 RE(G) 6 n2α(n)(

√
ρ∗1−

√
ρ∗n)2 +n| detR|

1
n ,

pri qemu je α(n) = 1
4

(
1− (−1)n+1+1

2n2

)
.

Jednakost na obe strane nejednakosti (3.26) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili
(pod uslovom da je n parno) G ∼= n

2
K2.
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Dokaz. U dokazu leve strane nejednakosti (3.26) koristi�emo nejednakost (1.28)
za A = B =

√
ρ∗1, a = b =

√
ρ∗n, ai = bi =

√
ρ∗i , i = 1, . . . , n. Uzimaju�i u obzir desnu

stranu nejedakosti (1.29), dobijamo da je

RE(G) > −(
√
ρ∗1 −

√
ρn)2nα(n) +

1

n

(
n∑
i=1

√
ρ∗i

)2

> −(
√
ρ∗1 −

√
ρn)2nα(n) +

1

n

n∑
i=1

ρ∗i + (n− 1)

(
n∏
i=1

ρ∗i

) 1
n

= −(
√
ρ∗1 −

√
ρn)2nα(n) +

1

n
RE(G) + (n− 1)| detR|

1
n .

Sada dokaz sledi na osnovu posled�e nejednakosti.
Imaju�i u vidu sluqajeve jednakosti za (1.28) i (1.29), zak	uqujemo da jedna-

kost na levoj strani nejednakosti (3.26) va�i ako i samo ako je ρ∗1 = ρ∗2 = · · · = ρ∗n,
tj. ako i samo ako je G ∼= Kn ili (pod uslovom da je n parno) G ∼= n

2
K2.

Da bismo dokazali da va�i i desna strana nejednakosti (3.26), ponovo kori-
stimo nejednakosti (1.28) i (1.29). Uzimaju�i da je A = B =

√
ρ∗1, a = b =

√
ρ∗n,

ai = bi =
√
ρ∗i , i = 1, . . . , n, u nejednakosti (1.28), i koriste�i levu stranu nejed-

nakosti (1.29), dobijamo

RE(G) 6 (
√
ρ∗1 −

√
ρ∗n)2nα(n) +

1

n

(
n∑
i=1

√
ρ∗i

)2

6 (
√
ρ∗1 −

√
ρ∗n)2nα(n) +

1

n
(n− 1)

n∑
i=1

ρ∗i +

(
n∏
i=1

ρ∗i

) 1
n

= (
√
ρ∗1 −

√
ρ∗n)2nα(n) +

1

n
(n− 1)RE(G) + | detR|

1
n ,

odakle sledi dokaz teoreme.
Jednakost na desnoj strani nejednakosti (3.26) va�i ako i samo ako je ρ∗1 =

ρ∗2 = · · · = ρ∗n, tj. ako i samo ako je G ∼= Kn ili (pod uslovom da je n parno)
G ∼= n

2
K2.

Sada �emo prikazati jox jedan naqin korix�e�a analitiqkih nejednakosti
za dobija�e novih granica za Randi�evu energiju, gde �emo izlo�iti rezultate
iz rada [134]. Naime, mo�emo posmatrati matricu koja predstav	a uopxte�e
Randi�eve matrice.

Mnoge grafovske invarijante zasnovane na stepenima qvorova mogu se prika-
zati u obliku [61]

TI = TI(G) =
∑
vi∼vj

F (di, dj) ,

pri qemu je F odgovaraju�e izabrana funkcija sa svojstvom F (x, y) = F (y, x).
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Svakoj grafovskoj invarijanti TI, mo�e se pridru�iti Randi�eva matrica
zasnovana na stepenima qvorovima, u oznaci RA, koja je definisana sa

[RA]ij =


F (di, dj)√

didj
, ako je vi ∼ vj

0 , inaqe.

Neka su f1 > f2 > · · · > fn sopstvene vrednosti matrice RA, i γ1 > γ2 >
· · · > γn, apsolutne vrednosti sopstvenih vrednosti fi, i = 1, 2, . . . , n. Tada va�e
jednakosti

(3.27) tr(RA) =
n∑
i=1

fi = 0 ,

i

(3.28) tr
(
(RA)2

)
=

n∑
i=1

f 2
i =

n∑
i=1

γ2
i = 2

∑
vi∼vj

F 2(di, dj)

didj
.

Energija matrice RA, u oznaci RETI , mo�e se definisati na slede�i naqin

RETI = RETI(G) =
n∑
i=1

|fi| =
n∑
i=1

γi .

Kada funkcija F (di, dj) uzima odre�ene konkretne vrednosti, dobijaju se neki
poznati topoloxki indeksi i odgovaraju�e energije, me�u kojima se pojav	uje i
Randi�eva.

• Za F (di, dj) = 1 dobija se Randi�eva energija, tj. RETI = RE.

• Za F (di, dj) =
√
didj dobija se TI = RR, xto predstav	a reciproqni Randi-

�ev indeks. U ovom sluqaju dobija se obiqna energija, tj. RETI = E .

• Za F (di, dj) = di + dj dobija se prvi Zagrebaqki indeks, tj. TI = Zg1. Mo�e
se definisati odgovaraju�a energija u oznaci RETI = RZ1E.

• Za F (di, dj) = didj dobija se drugi Zagrebaqki indeks, tj. TI = Zg2. Mo�e
se definisati odgovaraju�a energija u oznaci RETI = RZ2E.

Indeks simetriqne podele stepena qvorova, u oznaci SDD, definisan je sa
[127]

SDD = SDD(G) =
∑
vi∼vj

d2
i + d2

j

2didj
.

Teorema 3.1.28. [134] Neka je G prost graf sa n > 2 qvorova, koji nema izolo-
vanih qvorova. Tada je

(3.29) RETI(G) 6

√
n tr((RA)2)− n

2
(γ1 − γn)2.

Jednakost va�i ako i samo ako je γ2 = γ3 = · · · = γn−1 =
γ1 + γn

2
.
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Dokaz. Na osnovu Lagrange-ovog identiteta sledi da je

(3.30) n
n∑
i=1

γ2
i−

(
n∑
i=1

γi

)2

=
∑

16i<j6n

(γi−γj)2 >
n−1∑
i=2

((γ1−γi)2+(γi−γn)2)+(γ1−γn)2 .

Za r = 2, n = 2, a1 = γ1 − γi i a2 = γi − γn, na osnovu (1.33) sledi da je

(3.31) (γ1 − γi)2 + (γi − γn)2 >
1

2
(γ1 − γn)2 .

Iz (3.30) i (3.31) dobija se

n
n∑
i=1

γ2
i −

(
n∑
i=1

γi

)2

>
1

2

n−1∑
i=2

(γ1 − γn)2 + (γ1 − γn)2 =
n

2
(γ1 − γn)2 ,

tj.

n tr((RA)2)− n

2
(γ1 − γn)2 > (RETI(G))2 .

odakle sledi (3.29).
Kako jednakost u (3.30) va�i ako i samo ako je γ1 = γ2 = · · · = γn−1 i γ2 = γ3 =

· · · = γn, sledi da jednakost u (3.29) va�i ako i samo ako je γ2 = γ3 = · · · = γn−1 =
γ1 + γn

2
.

Komentar 3.1.7. Za F (di, dj) = 1, F (di, dj) =
√
didj, F (di, dj) = di+dj i F (di, dj) =

didj, na osnovu (3.29), dobijaju se, respektivno, slede�e nejednakosti

RE(G) 6

√
2nR−1 −

n

2
(γ1 − γn)2 ,(3.32)

E(G) 6

√
2mn− n

2
(γ1 − γn)2 ,(3.33)

RZ1E(G) 6

√
4n(SDD +m)− n

2
(γ1 − γn)2 ,

RZ2E(G) 6

√
2nZg2 −

n

2
(γ1 − γn)2 .

Nejednakost (3.32) je dokazana u [108], a nejednakost (3.33) u [109].

S obzirom na to da je (γ1−γn)2 > 0, dobijamo slede�u posledicu teoreme 3.1.28.

Posledica 3.1.2. [134] Neka je G prost graf sa n > 2 qvorova, koji nema izolo-
vanih qvorova. Tada je

(3.34) RETI(G) 6
√
ntr((RA)2).

Jednakost va�i ako i samo ako je γ1 = γ2 = · · · = γn.
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Komentar 3.1.8. Za F (di, dj) = 1, F (di, dj) =
√
didj, F (di, dj) = di+dj i F (di, dj) =

didj, iz (3.34), respektivno se dobijaju slede�e nejednakosti

RE(G) 6
√

2nR−1 ,(3.35)

E(G) 6
√

2mn ,(3.36)

RZ1E(G) 6 2
√
n(SDD +m) ,

RZ2E(G) 6
√

2nZg2 .

Nejdnakost (3.35) je dokazana u [11], a nejednakost (3.36) u [105].

Teorema 3.1.29. [134] Neka je G prost graf bez izolovanih qvorova sa bar jednom
granom i neka je n ≥ 2 broj qvorova grafa G. Ako je fi 6= 0 za i = 1, 2, . . . , n, tada
je

(3.37) RETI(G) >
tr((RA)2) + nγ1γn

γ1 + γn
.

Jednakost va�i ako i samo ako je γi = γ1 ili γi = γn, za i = 1, 2, . . . , n.

Dokaz. Za bi = 1, ai = γi, m = γn, M = γ1, i = 1, 2, . . . , n, nejednakost (1.35) se
transformixe u

n∑
i=1

γ2
i + γ1γn

n∑
i=1

1 6 (γ1 + γn)
n∑
i=1

γi,

tj.
tr((RA)2) + nγ1γn 6 (γ1 + γn)RETI(G) ,

odakle sledi (3.37).
Na osnovu sluqaja jednakosti u (1.35), jednakost u (3.37) va�i ako i samo ako

je γi = γ1 ili γi = γn, za i = 1, 2, . . . , n.

Komentar 3.1.9. Za F (di, dj) = 1, F (di, dj) =
√
didj, F (di, dj) = di+dj i F (di, dj) =

didj, iz (3.37), respektivno se dobijaju slede�e nejednakosti

RE(G) >
2R−1 + nγ1γn

γ1 + γn
,

E(G) >
2m+ nγ1γn
γ1 + γn

,(3.38)

RZ1E(G) >
4(SDD +m) + nγ1γn

γ1 + γn
,

RZ2E(G) >
2Zg2 + nγ1γn

γ1 + γn
.

Nejednakost (3.38) je dokazana u [110].

Teorema 3.1.30. Neka je G prost graf sa n > 2 qvorova i sopstvenim vredno-
stima fi 6= 0, i = 1, 2, . . . , n. Tada je

(3.39) RETI(G) >
2tr((RA)2)

f1 − fn
.

Jednakost va�i ako i samo ako je f1 = f2 = · · · = fp = −fp+1 = · · · = −fn,
(n = 2p).
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Dokaz. Na osnovu (3.27) i (3.28) sledi da je

tr((RA)2) =
n∑
i=1

γ2
i =

n∑
i=1

f 2
i =

1

2

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
2fi − f1 − fn

)
fi

∣∣∣∣∣
6

1

2

n∑
i=1

|2fi − f1 − fn| |fi| .
(3.40)

Kako je f1 > fi > fn, za i = 1, 2, . . . , n, sledi da je

−(f1 − fn) 6 2fi − f1 − fn 6 f1 − fn ,

tj.

(3.41) |2fi − f1 − fn| 6 f1 − fn .

Sada na osnovu (3.40) i (3.41) sledi da je

tr((RA)2) 6
1

2
(f1 − fn)RETI(G) ,

xto daje tra�eni rezultat.
Na osnovu (3.40), jednakost nastupa ako i samo ako je f1 = −fn. Sada je lako

zak	uqiti na osnovu (3.41) da jednakost nastupa (s obzirom na to da je f1 + f2 +
· · · + fn = 0) ako i samo ako je f1 = f2 = · · · = fp = −fp+1 = −fp+2 = · · · = −fn
(n = 2p).

Komentar 3.1.10. Za F (di, dj) = 1, F (di, dj) =
√
didj, F (di, dj) = di + dj i

F (di, dj) = didj, iz (3.39), respektivno se dobijaju slede�e nejednakosti

RE(G) >
4R−1

f1 − fn
,(3.42)

E(G) >
4m

f1 − fn
,

RZ1E(G) >
8(SDD +m)

f1 − fn
,

RZ2E(G) >
4Zg2

f1 − fn
.

Kako je za Randi�eve sopstvene vrednosti ispu�eno f1 − fn 6 2, nejednakost
(3.42) je bo	a od nejednakosti (3.1).

Teorema 3.1.31. [134] Neka je G prost graf sa n > 2 qvorova koji je razliqit
od prostog grafa. Tada je

(3.43) RETI(G) >
√

2tr((RA)2).

Jednakost va�i ako i samo ako je f1 = −fn, f2 = f3 = · · · = fn−1 = 0.
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Dokaz. Uzimaju�i u obzir (3.27), dobijamo da je

0 =

(
n∑
i=1

fi

)2

=
n∑
i=1

f 2
i + 2

∑
i<j

fifj .

Kako je
n∑
i=1

f 2
i = −2

∑
i<j

fifj,

tj.
n∑
i=1

f 2
i = 2

∣∣∣∣∣∑
i<j

fifj

∣∣∣∣∣ ,
sledi da je

(RETI(G))2 =

(
n∑
i=1

|fi|

)2

=
n∑
i=1

|fi|2 + 2
∑
i<j

|fi| |fj|

>
n∑
i=1

|fi|2 + 2

∣∣∣∣∣∑
i<j

fifj

∣∣∣∣∣ = 2
n∑
i=1

|fi|2 = 2tr((RA)2),(3.44)

xto daje tra�eni rezultat (3.43).
Ako je f1 = −fn, f2 = f3 = · · · = fn−1 = 0, tada je RETI(G) = 2|f1| i√

2tr((RA)2) = 2|f1|, pa jednakost va�i u (3.43).
Pretpostavimo sada da jednakost va�i u (3.43). Tada jednakost va�i u (3.44),

xto znaqi da fifj moraju biti istog znaka za 1 6 i < j 6 n. Sledi da je f1 = −fn,
f2 = f3 = · · · = fn−1 = 0.

Komentar 3.1.11. Za F (di, dj) =
√
didj, iz (3.43) dobija se nejednakost

E(G) > 2
√
m,

koja je dokazana u [92].

61



3.2. GRANICE ZA REZOLVENTNU ENERGIJU

3.2 Granice za rezolventnu energiju

Sada �emo izlo�iti neke rezultate dobijene u toku izrade disertacije, u
kojima su odre�ene granice za rezolventnu energiju grafa u zavisnosti od broja
qvorova, broja grana i nultosti grafa.

Teorema 3.2.1. [68] Neka je G graf sa n qvorova i m grana. Tada je

(3.45)
n3

n3 − 2m
6 ER(G) 6 1 +

2m(2n− 1)

n2(n2 − 2m)
.

Jednakost na levoj strani va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili (pod uslovom da je
n parno) G ∼= n

2
K2. Jednakost na desnoj strani va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Do�a granica u (3.45). Va�i da je

ER(G) =
1

n

∑
k>0

Mk(G)

nk
>

1

n

∑
k>0

M2k(G)

n2k
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G bipartitan. Da	e je

1

n

∑
k>0

M2k(G)

n2k
=

1

2n

[∑
k>0

Mk(G)

nk
+
∑
k>0

(−1)k
Mk(G)

nk

]

=
1

2n

[
n∑
i=1

1

1− λi
n

+
n∑
i=1

1

1 + λi
n

]

=
1

n

n∑
i=1

1

1− (λi
n

)2
>

1

n

n2

n∑
i=1

(
1− (λi

n
)2
) ,(3.46)

gde smo koristili specijalan sluqaj Cauchy-Schwarz-ove nejednakosti, tj.

n∑
i=1

1

xi
>

n2

n∑
i=1

xi

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je x1 = x2 = · · · = xn .
Izraz na desnoj strani relacije (3.46) se sada transformixe u

1

n

n4

n∑
i=1

(n2 − λ2
i )

=
n3

n3 −
n∑
i=1

λ2
i

,

odakle, kako je M2(G) = 2m, sledi do�a granica u (3.45).
Jednakost va�i ako i samo ako je graf G bipartitan i ako �egove sopstvene

vrednosti zadovo	avaju uslove λ2
1 = λ2

2 = · · · = λ2
n. Na osnovu leme 1.2.2 zak	uqu-

jemo da je G ∼= Kn ili G ∼= n
2
K2 (pod uslovom da je n parno).

Gor�a granica u (3.45). Kako je M0(G) = n i M1(G) = 0, sledi da je
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ER(G) =
1

n

[∑
k>0

M2k(G)

n2k
+
∑
k>0

M2k+1(G)

n2k+1

]

=
1

n

[
n+

∑
k>1

M2k(G)

n2k
+
∑
k>1

M2k+1(G)

n2k+1

]

= 1 +
1

n

∑
k>1


n∑
i=1

(λi)
2k

n2k
+

n∑
i=1

(λi)
2k+1

n2k+1



6 1 +
1

n

∑
k>1


n∑
i=1

(λi)
2k

n2k
+
n− 1

n

n∑
i=1

(λi)
2k

n2k

 ,(3.47)

pri qemu smo koristili qi�enicu da je n− 1 > λi.
Jednakost va�i jedino ako je λi = 0 ili je λi = n − 1 (i = 1, 2, . . . , n), tj. ako

i samo ako je G ∼= Kn .
Izraz na desnoj strani relacije (3.47) se sada transformixe u

1 +
1

n
· 2n− 1

n

∑
k>1

n∑
i=1

λ2k
i

n2k
6 1 +

2n− 1

n2

∑
k>1


n∑
i=1

λ2
i

n2


k

= 1 +
2n− 1

n2

∑
k>1

(
2m

n2

)k
= 1 +

2n− 1

n2

[∑
k>0

(
2m

n2

)k
− 1

]

= 1 +
2n− 1

n2

(
1

1− 2m
n2

− 1

)
,

odakle direktno sledi gor�a granica u (3.45).
Na osnovu leme 1.2.2, jednakost va�i ako i samo ako je G = Kn.

Ako je poznat broj sopstvenih vrednosti grafa G koje su jednake nuli, tj.
nultost grafa G, tada se do�a granica u (3.45) mo�e pobo	xati.

Posledica 3.2.1. [68] Neka je G graf sa n qvorova i m grana, i n0 sopstvenih
vrednosti jednakih nuli. Tada je

(3.48) ER(G) >
n0

n
+

n(n− n0)2

n2(n− n0)− 2m
.

Dokaz. U dokazu teoreme 3.2.1 je pokazano da je ER(G) >
1

n

n∑
i=1

1

1−
(
λi
n

)2 . Ako

oznaqimo sa
∑
λ6=0

sumira�e po svim ne-nula sopstvenim vrednostima, dobijamo
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ER(G) >
n0

n
+

1

n

∑
λ6=0

1

1−
(
λi
n

)2

>
n0

n
+

1

n

(n− n0)2∑
λ 6=0

(
1−

(
λi
n

)2
) =

n0

n
+

1

n
· (n− n0)2

n− n0 − 2m
n2

,

odakle nejednakost (3.48) direktno sledi.

Ako je G bipartitan graf sa neparnim brojem qvorova, tada je n0 > 1 [25]. Za
takav graf je

ER(G) >
1

n
+

n(n− 1)2

n2(n− 1)− 2m
.

Ako je graf G bipartitan, tada se gor�a granica u (3.45) mo�e pobo	xati.

Posledica 3.2.2. [68] Neka je G bipartitan graf sa n qvorova i m grana. Tada
je

(3.49) ER(G) 6 1 +
2m

n(n2 −m)
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= Ka,b ∪ Kn−a−b, gde je Ka,b

kompletan bipartitan graf takav da je ab = m.

Dokaz. Poxto je G bipartitan, tada je M2k+1(G) = 0 za svako k > 0 i
∑
+

λ2
i = m,

gde
∑
+

predstav	a sumira�e po svim pozitivnim sopstvenim vrednostima odgo-

varaju�eg grafa. Korix�e�em leme 1.4.1, pod pretpostavkom da je n > 3, va�i
da je

ER(G) =
1

n

∑
k>0

M2k(G)

n2k
= 1 +

1

n

∑
k>1

n∑
i=1

(λi)
2k

n2k

= 1 +
2

n

∑
k>1

∑
+

(λ2
i )
k

(n2)k
6 1 +

2

n

∑
k>1


∑
+

(λi)
2

n2

k

= 1 +
2

n

∑
k>1

(m
n2

)k
= 1 +

2

n

[∑
k>0

(m
n2

)k
− 1

]

= 1 +
2

n

(
1

1− m
n2
− 1

)
,

odakle direktno sledi (3.49) .
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Jednakost u (3.49) va�i ako i samo ako graf G nema vixe od jedne pozitivne
sopstvene vrednosti. Ako G nema pozitivne sopstvene vrednosti, tada su sve
�egove sopstvene vrednosti jednake nuli, odakle sledi da je G = Kn. Ako graf G
ima taqno jednu pozitivnu sopstvenu vrednost, tada na osnovu leme 1.2.2, i kako je
G bipartitan, on mora sadr�ati kompletan bipartitan grafKa,b i imati n−a−b
izolovanih qvorova, gde je ab = m.

U nastavku �e biti navedeni jox neki rezultati u kojima se odre�uju nove
granice za rezolventnu energiju. Najve�i deo tih rezultata je sadr�an u radu
[133].

Podsetimo se da su
1

n− λi
, i = 1, . . . , n, sopstvene vrednosti matrice RA(n) =

(nIn − A)−1, odakle sledi da je det(RA(n)) =
n∏
i=1

1

n− λi
.

Za rezolventnu energiju grafa pokazali smo da va�i

(3.50) ER(G) > 1,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.
U nastavku izlaga�a pokaza�emo da je

(3.51) ER(G) > n(detRA(n))
1
n ,

a nakon toga �emo iskoristiti nejednakosti (3.50) i (3.51) u ci	u dobija�a novih
granica za rezolventnu energiju. Konkretno, razmatra�emo do�e i gor�e granice
za ER(G)−1 i ER(G)−n(detRA(n))

1
n koje zavise od n, λ1, λn, detRA(n). Prvo �emo

dokazati jednu lemu koja �e nam biti potrebna za kasnija razmatra�a.

Lema 3.2.1. [133] Neka je G graf sa n qvorova i sopstvenim vrednostima λ1 >
λ2 > · · · > λn. Tada je

(3.52)
n∑
i=1

λ2
i

n− λi
= n2(ER(G)− 1).

Dokaz. Koriste�i qi�enicu da je
n∑
i=1

λi = 0, dobijamo

n2(ER(G)− 1) = n2

(
n∑
i=1

1

n− λi
−

n∑
i=1

1

n

)
= n2

n∑
i=1

(
1

n− λi
− 1

n

)
= n2

n∑
i=1

λi
n2 − nλi

=
n∑
i=1

λi(n
2 − nλi) + nλ2

i

n2 − nλi

=
n∑
i=1

λi +
n∑
i=1

nλ2
i

n(n− λi)
=

n∑
i=1

λ2
i

n− λi
.
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Lema 3.2.2. [133] Za svaki realan broj k, takav da je
1

n− λ1

> k > (detRA(n))
1
n ,

va�i nejednakost

(3.53) ER(G) > k + (n− 1)

(
detRA(n)

k

) 1
n−1

.

Dokaz. Posmatrajmo funkciju

f(x) = x+ (n− 1)

(
detRA(n)

x

) 1
n−1

, x > 0.

Kako je

f ′(x) = 1−
(

detRA(n)

xn

) 1
n−1

,

sledi da je f(x) neopadaju�a funkcija za x > (detRA(n))
1
n .

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine dobija se

da je (detRA(n))
1
n 6

1

n− λ1

, odakle sledi da je f
(

detRA(n))
1
n

)
6 f

(
1

n− λ1

)
.

Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine sledi da
je

f

(
1

n− λ1

)
=

1

n− λ1

+ (n− 1)

(
detRA(n)

1
n−λ1

) 1
n−1

=
1

n− λ1

+ (n− 1)


n∏
i=1

1
n−λi

1
n−λ1


1

n−1

=
1

n− λ1

+ (n− 1)

(
n∏
i=2

(
1

n− λi

)) 1
n−1

6
1

n− λ1

+
n∑
i=2

1

n− λi
= ER(G).

Dakle, za svaki realan broj k, takav da je
1

n− λ1

> k > (detRA(n))
1
n , va�e

nejednakosti

ER(G) > f

(
1

n− λ1

)
> f(k) > f

(
(detRA(n))

1
n

)
,

odakle se dobija nejednakost (3.53).

Komentar 3.2.1. [133] Kako je f
(

detRA(n))
1
n

)
= n (detRA(n))

1
n , iz (3.53) mo�e

se zak	uqiti da je

(3.54) ER(G) > n(detRA(n))
1
n .
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Nejednakost (3.54) se tako�e mo�e dokazati korix�e�em nejednakosti izme�u
aritmetiqke i geometrijske sredine. Jednakost u (3.54) va�i ako i samo ako
je G ∼= Kn. Nejednakost (3.54) je bo	a od nejednakosti (3.50).

Kako je λ1 >
2m

n
[26], sledi da je

1

n− λ1

>
n

n2 − 2m
. Korix�e�em desne strane

nejednakosti (3.45), tj. nejednakosti

ER(G) 6 1 +
2m(2n− 1)

n2(n2 − 2m)
,

mo�e se zak	uqiti da je

(detRA(n))
1
n 6

1

n
ER(G) 6

n2(n2 − 2m) + 2m(2n− 1)

n3(n2 − 2m)
.

Lako se pokazuje da iz
n2(n2 − 2m) + 2m(2n− 1)

n3(n2 − 2m)
6

n

n2 − 2m
, sledi da je

1

n− λ1

>

n

n2 − 2m
> (detRA(n))

1
n .

Komentar 3.2.2. [133] Kako je
1

n− λ1

>
n

n2 − 2m
> (detRA(n))

1
n , za k =

1

n− λ1

i k =
n

n2 − 2m
, respektivno, iz (3.53) dobijaju se slede�e nejednakosti

(3.55) ER(G) >
1

n− λ1

+ (n− 1) · ((n− λ1) detRA(n))
1

n−1 ,

(3.56) ER(G) >
n

n2 − 2m
+ (n− 1)

(
n2 − 2m

n
detRA(n)

) 1
n−1

.

Teorema 3.2.2. [133] Neka je G prost graf sa n qvorova. Tada je

(3.57) ER(G) > 1 +
1

n
| detA|

2
n (detRA(n))

1
n .

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine i
(3.52) sledi da je

n2(ER(G)− 1) =
n∑
i=1

λ2
i

n− λi
> n

(
n∏
i=1

λ2
i

n− λi

) 1
n

= n| detA|
2
n (detRA(n))

1
n .

Jednakost va�i ako i samo ako je
λ2

1

n− λ1

=
λ2

2

n− λ2

= · · · =
λ2
n

n− λn
, odakle sledi

da je λ1 = λ2 = · · · = λn. Na osnovu leme 1.2.2 sledi da je G ∼= Kn.

U nastavku �emo razmatrati granice za ER(G)− n(detRA(n))
1
n i ER(G)− 1.
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Teorema 3.2.3. [133] Neka je G graf sa n qvorova, n > 1, i sopstvenim vredno-
stima λ1 > λ2 > · · · > λn. Tada je

(3.58) ER(G)− n(detRA(n))
1
n >

(√
n− λn −

√
n− λ1

)2

(n− λ1)(n− λn)
,

(3.59) ER(G)− n(detRA(n))
1
n 6 n2α(n) ·

(√
n− λn −

√
n− λ1

)2

(n− λ1)(n− λn)
,

pri qemu je α(n) =
1

n

⌊n
2

⌋(
1− 1

n

⌊n
2

⌋)
=

1

4

(
1− (−1)n+1 + 1

2n2

)
.

Jednakost u obe nejednakosti (3.58) i (3.59) va�i ako i samo ako je G prazan
graf.

Dokaz. Do�a granica u (3.58). Dokaz sledi iz nejednakosti (1.25) za ai =
1

n− λi
,

i = 1, . . . , n.

Gor�a granica u (3.59). Za ai = bi =
1√

n− λi
, i = 1, . . . , n, A = B =

1√
n− λ1

, a =

b =
1√

n− λn
, na osnovu nejednakosti (1.28), dobijamo da je

ER(G)− 1

n

(
n∑
i=1

1√
n− λi

)2

6 n2α(n)

(√
n− λn −

√
n− λ1

)2

(n− λ1)(n− λn)
.

Koriste�i levu stranu nejednakosti (1.29) dobijamo da je

ER(G) 6
1

n

(
(n− 1)ER(G) + n(detRA(n))

1
n

)
+ nα(n)

(
√
n− λn −

√
n− λ1)2

(n− λ1)(n− λn)
,

odakle sledi dokaz.

Na osnovu leme 1.4.4, jednakost u (3.58) va�i ako i samo ako je
1

n− λ2

=

1

n− λ3

= · · · =
1

n− λn−1

=

√
1

(n− λ1)(n− λn)
, tj. ako i samo ako je λ2 = λ3 =

· · · = λn−1 = n−
√

(n− λ1)(n− λn).

Ako je λn = λ1, tada je n −
√

(n− λ1)(n− λn) = λ1, odakle sledi da je λ1 =
λ2 = · · · = λn. Na osnovu leme 1.2.2, sledi da je G prazan graf.

Ako je λn < λ1 tada graf G ima tri razliqite sopstvene vrednosti{
λ1,
[
n−

√
(n− λ1)(n− λn)

]n−2

, λn

}
.

Kako je n −
√

(n− λ1)(n− λn) > 0, sledi da je ovaj drugi sluqaj nemogu�, jer je
tada |λn| > λ1.

Jednakost u (3.59) va�i ako i samo ako je λ1 = λ2 = · · · = λn, odakle sledi da
je G prazan graf.
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Posledica 3.2.3. [133] Neka je G bipartitan graf sa n qvorova, i sopstvenim
vrednostima λ1 > λ2 > · · · > λn. Tada je

(3.60) ER(G)− n(detRA(n))
1
n >

2(n−
√
n2 − λ2

1 )

n2 − λ2
1

,

(3.61) ER(G)− n(detRA(n))
1
n 6 n2α(n)

2(n−
√
n2 − λ2

1 )

n2 − λ2
1

.

Jednakost u obe nejednakosti va�i ako i samo ako je G prazan graf.

Teorema 3.2.4. [133] Neka je G graf sa n qvorova, n > 1, i sopstvenim vredno-
stima λ1 > λ2 > · · · > λn. Tada je

(3.62)
(λ1 − λn)2

(n− λ1)(n− λn)(2n− λ1 − λn)
6 ER(G)− 1 6 α(n)

(λ1 − λn)2

(n− λ1)(n− λn)
,

pri qemu je α(n) =
1

n

⌊n
2

⌋(
1− 1

n

⌊n
2

⌋)
=

1

4

(
1− (−1)n+1 + 1

2n2

)
.

Jednakost na levoj strani nejednakosti (3.62) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn,
a jednakost na desnoj strani nejednakosti (3.62) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn

ili (pod uslovom da je n parno) G ∼= n
2
K2.

Dokaz. Do�a granica u (3.62). Leva strana nejednakosti (3.62) dobija se iz (1.27)

za pi = n− λi, ai = bi =
1

n− λi
, i = 1, 2, . . . , n.

Gor�a granica u (3.62). Za ai =
1

n− λi
, i = 1, 2, . . . , n, r =

1

n− λn
, R =

1

n− λ1

,

nejednakost (1.24) se transformixe u nejednakost

n2ER(G) 6

(
1 + α(n) · (λ1 − λn)2

(n− λ1)(n− λn)

)
· n2,

odakle sledi dokaz.
Jednakost na levoj strani nejednakosti (3.62) va�i ako i samo ako je

1

n− λ2

=
1

n− λ3

= · · · = 1

n− λn−1

=

1

n− λ1

+
1

n− λn
2

.

Sliqno kao u teoremi 3.2.3, mo�e se zak	uqiti da je G ∼= Kn ili da graf G ima
tri razliqite sopstvene vrednostiλ1,

[
λ1 + λn

2
+

(λ1 − λn)2

4(n− λ1+λn
2

)

]n−2

, λn

 .

Drugi sluqaj je nemogu�, jer iz
λ1 + λn

2
+

(λ1 − λn)2

4

(
n− λ1 + λn

2

) > 0, sledi da je |λn| >

λ1.
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Jednakost na desnoj strani nejednakosti (3.62) va�i ako i samo ako je
1

n− λ1

=

1

n− λ2

= · · · =
1

n− λn
ili

1

n− λ1

=
1

n− λ2

= · · · =
1

n− λk
>

1

n− λk+1

= · · · =

1

n− λn
za k = bn

2
c. Na osnovu leme 1.2.2, u prvom sluqaju je G ∼= Kn, a u drugom

je G ∼= n
2
K2 (pod uslovom da je n parno).

Posledica 3.2.4. [133] Neka je G bipartitan graf sa n > 1 qvorova i sopstve-
nim vrednostima λ1 > λ2 > · · · > λn. Tada je

(3.63)
2λ2

1

n(n2 − λ2
1)
6 ER(G)− 1 6 α(n)

4λ2
1

n2 − λ2
1

.

Jednakost na levoj strani va�i ako i samo ako je G ∼= Kn, dok jednakost na
desnoj strani va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili (pod uslovom da je n parno)
G ∼= n

2
K2.

Teorema 3.2.5. [133] Neka je G graf sa n qvorova, n > 1, i sopstvenim vredno-
stima λ1 > λ2 > · · · > λn. Tada je

(3.64) ER(G)− 1 6 − λ1λn
(n− λn)(n− λ1)

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= kKs za neke k i s, 1 6 k 6 n−1,
takve da je n = ks.

Dokaz. Iz nejednakosti (1.30) za ai =
1

n− λi
, i = 1, . . . , n, r =

1

n− λn
, R =

1

n− λ1

,

pi =
1

n
, sledi da je

n∑
i=1

1

n
· 1

n− λi
+ rR

n∑
i=1

1
n
1

n−λi
6

1

n− λn
+

1

n− λ1

,

tj.
1

n
ER(G) +

1

(n− λn)(n− λ1)
· 1

n

n∑
i=1

(n− λi) 6
2n− λ1 − λn

(n− λn)(n− λ1)
.

Kako je
n∑
i=1

(n− λi) = n2, posled�a nejednakost se transformixe u nejednakost

1

n
ER(G) +

n

(n− λn)(n− λ1)
6

2n− λ1 − λn
(n− λn)(n− λ1)

,

odakle sledi dokaz.

Jednakost u (3.64) va�i ako i samo ako je
1

n− λ1

=
1

n− λ2

= · · · =
1

n− λn
ili

1

n− λ1

=
1

n− λ2

= · · · =
1

n− λk
>

1

n− λk+1

= · · · =
1

n− λn
za neko k,

1 6 k 6 n − 1. U prvom sluqaju je G ∼= Kn, dok je u drugom sluqaju G ∼= kKs, za
neke k i s, 1 6 k 6 n− 1, takve da je n = ks.
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Posledica 3.2.5. [133] Neka je G bipartitan graf sa n qvorova i sopstvenim
vrednostima λ1 > λ2 > · · · > λn. Tada je

(3.65) ER(G)− 1 6
λ2

1

n2 − λ2
1

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili (pod uslovom da je n
parno) G ∼= n

2
K2.

U nastavku �emo izlo�iti neke nove do�e i gor�e granice za Laplasovu i
nenegativnu Laplasovu rezolventnu energiju. U tu svrhu podsetimo se da su

1

n+ 1− µi
i

1

2n− 1− qi
, i = 1, 2, . . . , n, sopstvene vrednosti matrica RL(n+ 1) =

((n+ 1)In −L)−1 i RQ(2n− 1) = ((2n− 1)In −Q)−1, respektivno, odakle sledi da

je det(RL(n+ 1)) =
n∏
i=1

1

n+ 1− µi
i det(RQ(2n− 1)) =

n∏
i=1

1

2n− 1− qi
.

Izlo�i�emo najpre neke nove do�e granice za RL(G) i RQ(G).

Teorema 3.2.6. Neka je G graf sa n qvorova. Tada je

(3.66) RL(G) > n det(RL(n+ 1))
1
n ,

(3.67) RQ(G) > n det(RQ(2n− 1))
1
n .

Jednakost u obe nejednakosti va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Na osnovu nejednakosti (1.23) za pi = 1, ai = bi =
1√

n+ 1− µi
, i = 1, 2, . . . , n,

dobijamo nejednakost

n ·RL(G) >

(
n∑
i=1

1√
n+ 1− µi

)2

.

Sada dokaz sledi na osnovu desne strane nejednakosti (1.29). Dokaz nejednakosti
(3.67) je analogan.

Jednakost u obe nejednakosti va�i, na osnovu lema 1.4.2 i 1.4.8 i komentara
1.2.2, ako i samo ako je G ∼= Kn.

Teorema 3.2.7. Neka je G graf sa n qvorova. Tada je

(3.68) RL(G) >
n2

n2 + n− 2m

i

(3.69) RQ(G) >
n2

2n2 − n− 2m
.
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Dokaz. Iz nejednakosti (3.66) sledi da je RL(G) > n det(RL(n+1))
1
n >

n

n+ 1− µ1

.

Kako je µ1 >
2m

n− 1
[26], sledi da je

n

n+ 1− µ1

>
n(n− 1)

(n− 1)(n+ 1)− 2m
. Sada, s ob-

zirom na to da je
n(n− 1)

(n− 1)(n+ 1)− 2m
>

n2

n(n+ 1)− 2m
, sledi da va�i nejednakost

(3.68).
Koriste�i nejednakost (3.67) sledi da je

RQ(G) > n det(RQ(2n− 1))
1
n >

n

2n− 1− q1

.

Kako je q1 > µ1 >
2m

n− 1
[21], sledi da je

n

2n− 1− q1

>
n(n− 1)

(2n− 1)(n− 1)− 2m
. Sada

va�i da je
n

2n− 1− q1

>
n(n− 1)

(2n− 1)(n− 1)− 2m
>

n2

(2n− 1)n− 2m
, odakle dobijamo

(3.69).

Teorema 3.2.8. Neka je G graf sa n qvorova. Tada je

(3.70) RL(G) > n det(RL(n+ 1))
1
n +

(
√
n+ 1− µ1 −

√
n+ 1− µn)2

(n+ 1− µ1)(n+ 1− µn)
,

(3.71) RQ(G) > n det(RQ(2n− 1))
1
n +

(
√

2n− 1− q1 −
√

2n− 1− qn)2

(2n− 1− q1)(2n− 1− qn)
.

Jednakost u (3.70) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ima tri razliqite
Laplasove sopstvene vrednosti

{µn, [n+ 1−
√

(n+ 1− µ1)(n+ 1− µn)]n−2, µ1}.

Jednakost u (3.71) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ima tri razliqite
nenegativne Laplasove sopstvene vrednosti

{qn, [2n− 1−
√

(2n− 1− q1)(2n− 1− qn)]n−2, q1}.

Dokaz. Koriste�i nejednakost (1.25) za ai =
1

n+ 1− µi
, i = 1, . . . , n, dobijamo da

va�i (3.70). Dokaz nejednakosti (3.71) je analogan.
Na osnovu leme 1.4.4 jednakost u (3.70) va�i ako i samo ako je µ2 = µ3 = · · · =

µn−1 = n+ 1−
√

(n+ 1− µ1)(n+ 1− µn), tj. ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ima
tri razliqite Laplasove sopstvene vrednosti

{µn, [n+ 1−
√

(n+ 1− µ1)(n+ 1− µn)]n−2, µ1}.

Sliqno, na osnovu leme 1.4.4, jednakost u (3.71) va�i ako i samo ako je q2 =
q3 = · · · = qn−1 = 2n − 1 −

√
(2n− 1− q1)(2n− 1− qn), odnosno ako i samo ako

je G ∼= Kn ili G ima tri razliqite nenegativne Laplasove sopstvene vrednosti
{qn, [2n− 1−

√
(2n− 1− q1)(2n− 1− qn)]n−2, q1}.
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Teorema 3.2.9. Neka je G graf sa n qvorova i m grana. Tada je

(3.72) RL(G) >
n2

n2 + n− 2m
+

(µ1 − µn)2

(n+ 1− µ1)(n+ 1− µn)(2n+ 2− µ1 − µn)
,

(3.73) RQ(G) >
n2

2n2 − n− 2m
+

(q1 − qn)2

(2n− 1− q1)(2n− 1− qn)(4n− 2− q1 − qn)
.

Jednakost u obe nejednakosti va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ima tri raz-
liqite Laplasove (odnosno nenegativne Laplasove sopstvene vrednosti) date
sa {µn, [µ1+µn

2
]n−2, µ1}, odnosno {qn, [ q1+qn

2
]n−2, q1}, redom.

Dokaz. Na osnovu nejednakosti (1.26) za ai = n + 1 − µi, pi = 1
n
, i = 1, . . . , n,Q1 =

Rn = 1
n
, dobijamo (3.72) i analogno (3.73).

Na osnovu leme 1.4.5 jednakost u (3.72) va�i ako i samo ako je µ2 = µ3 = · · · =
µn−1 = µ1+µn

2
, odakle sledi da jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G

ima tri razliqite Laplasove sopstvene vrednosti date sa {µn, [µ1+µn
2

]n−2, µ1}.
Sliqno, na osnovu leme 1.4.5 zak	uqujemo da u (3.73) va�i jednakost ako i

samo ako je q1 = q2 = · · · = qn−1 = q1+qn
2

, odnosno ako i samo ako je G ∼= Kn

ili G ima tri razliqite nenegativne Laplasove sopstvene vrednosti date sa
{qn, [ q1+qn

2
]n−2, q1}.

U nastavku �emo izlo�iti neke nove gor�e granice za RL(G) i RQ(G).

Teorema 3.2.10. Neka je G graf sa n qvorova. Tada je

(3.74) RL(G) 6 n(detRL(n+ 1))
1
n + n2α(n)

(
√
n+ 1− µ1 −

√
n+ 1− µn)2

(n+ 1− µ1)(n+ 1− µn)
,

(3.75) RQ(G) 6 n(detRQ(2n− 1))
1
n + n2α(n)

(
√

2n− 1− q1 −
√

2n− 1− qn)2

(2n− 1− q1)(2n− 1− qn)
,

gde je α(n) =
1

n

⌊n
2

⌋(
1− 1

n

⌊n
2

⌋)
=

1

4

(
1− (−1)n+1 + 1

2n2

)
.

Jednakost u obe nejednakosti va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Koriste�i nejednakost (1.28) i desnu stranu nejednakosti (1.29) za ai =

bi =
1√

n+ 1− µi
, i = 1, . . . , n, A = B =

1√
n+ 1− µ1

, a = b =
1√

n+ 1− µn
, dobi-

jamo (3.74). Dokaz za (3.75) je analogan.
Jednakost u obe nejednakosti va�i, na osnovu lema 1.4.7 i 1.4.8 i komentara

1.2.2, ako i samo ako je G ∼= Kn.

Teorema 3.2.11. Neka je G graf sa n qvorova i m grana. Tada je

(3.76) RL(G) 6
n2

n2 + n− 2m

(
1 + α(n)

(µ1 − µn)2

(n+ 1− µ1)(n+ 1− µn)

)
,
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(3.77) RQ(G) 6
n2

2n2 − n− 2m

(
1 + α(n)

(q1 − qn)2

(2n− 1− q1)(2n− 1− qn)

)
.

gde je α(n) =
1

n

⌊n
2

⌋(
1− 1

n

⌊n
2

⌋)
=

1

4

(
1− (−1)n+1 + 1

2n2

)
.

Jednakost u obe nejednakosti va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili (pod uslovom
da je n parno) G ∼= n

2
K2.

Dokaz. Ako u nejednakost (1.24) stavimo ai =
1

n+ 1− µi
, i = 1, . . . , n, r =

1

n+ 1− µn
,

R =
1

n+ 1− µ1

dobijamo da va�i (3.76).

Na osnovu leme 1.4.3 jednakost u (3.76) va�i ako i samo ako je µ1 = µ2 = · · · = µn
ili je µ1 = µ2 = · · · = µk > µk+1 = · · · = µn za k = bn

2
c. Imaju�i u vidu komentar

1.2.2, zak	uqujemo da jednakost u (3.76) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili (pod
uslovom da je n parno) G ∼= n

2
K2.

Sliqno, na osnovu leme 1.4.3 jednakost u (3.77) va�i ako i samo ako je q1 =
q2 = · · · = qn ili je q1 = q2 = · · · = qk > qk+1 = · · · = qn za k = bn

2
c. Imaju�i u vidu

komentar 1.2.2, zak	uqujemo da jednakost u (3.77) va�i ako i samo ako je G ∼= Kn

ili (pod uslovom da je n parno) G ∼= n
2
K2.

Teorema 3.2.12. Neka je G graf sa n qvorova i m grana. Tada je

(3.78) RL(G) 6
2m+ n(n+ 1)− n(µ1 + µn)

(n+ 1− µ1)(n+ 1− µn)
,

(3.79) RQ(G) 6
2m+ n(2n− 1)− n(q1 + qn)

(2n− 1− q1)(2n− 1− qn)
.

Jednakost u obe nejednakosti va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= kKs za
neke k i s, 1 6 k 6 n− 1, takve da je n = ks.

Dokaz. Imaju�i u vidu da je
n∑
i=1

µi =
n∑
i=1

qi = 2m, nejednakosti (3.78) i (3.79) pro-

izilaze iz nejednakosti (1.30) za ai =
1

n+ 1− µi
, r =

1

n+ 1− µn
, R =

1

n+ 1− µ1

,

pi =
1

n
, i = 1, 2, . . . , n i ai =

1

2n− 1− qi
, r =

1

2n− 1− qn
, R =

1

2n− 1− q1

, pi =
1

n
,

i = 1, 2, . . . , n, respektivno.
Na osnovu leme 1.4.3, jednakost u (3.78) va�i ako i samo ako je µ1 = µ2 = · · · =

µn ili je µ1 = µ2 = · · · = µk > µk+1 = · · · = µn, za neko k, 1 6 k 6 n− 1. Imaju�i
u vidu komentar 1.2.2, zak	uqujemo da jednakost u (3.78) va�i ako i samo ako je
G ∼= Kn ili G ∼= kKs za neke k i s, 1 6 k 6 n− 1, takve da je n = ks.

Sliqno, na osnovu leme 1.4.3, jednakost u (3.79) va�i ako i samo ako je q1 =
q2 = · · · = qn ili je q1 = q2 = · · · = qk > qk+1 = · · · = qn, za neko k, 1 6 k 6 n − 1.
Imaju�i u vidu komentar 1.2.2, zak	uqujemo da jednakost u (3.78) va�i ako i samo
ako je G ∼= Kn ili G ∼= kKs za neke k i s, 1 6 k 6 n− 1, takve da je n = ks.
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Teorema 3.2.13. [115] Neka je G povezan graf sa n qvorova. Tada je

(3.80) RL(G) 6
n(d+ 1)

n+ 1
,

gde je d proseqan stepen qvorova u grafu G koji je ceo broj.

Komentar 3.2.3. Kako je d =
2m

n
, sledi da se nejednakost (3.80) mo�e trans-

formisati u nejednakost

(3.81) RL(G) 6
2m+ n

n+ 1
.

Gor�a granica (3.78) je bo	a od (3.80).
Naime, kako je u sluqaju povezanog grafa µn = 0, dobijamo da je

2m+ n(n+ 1)− nµ1

(n+ 1− µ1)(n+ 1)
6

2m+ n

n+ 1
⇔ 2m+ n(n+ 1)− nµ1

(n+ 1− µ1)(n+ 1)
6

(2m+ n)(n+ 1− µ1)

(n+ 1)(n+ 1− µ1)
,

⇔ 2m+ n(n+ 1)− nµ1 6 (2m+ n)(n+ 1− µ1)⇔ µ1 6 n.

Posled�a nejednakost je uvek taqna.

Komentar 3.2.4. Na osnovu izlo�enih novih do�ih i gor�ih granica za RL(G)
i RQ(G), dobijamo slede�e nejednakosti

(
√
n+ 1− µ1 −

√
n+ 1− µn)2

(n+ 1− µ1)(n+ 1− µn)
6 RL(G)− n(detRL(n+ 1))

1
n

6 n2α(n)
(
√
n+ 1− µ1 −

√
n+ 1− µn)2

(n+ 1− µ1)(n+ 1− µn)
,

(
√

2n− 1− q1 −
√

2n− 1− qn)2

(2n− 1− q1)(2n− 1− qn)
6 RQ(G)− n(detRQ(2n− 1))

1
n

6 n2α(n)
(
√

2n− 1− q1 −
√

2n− 1− qn)2

(2n− 1− q1)(2n− 1− qn)
,

i

(µ1 − µn)2

(n+ 1− µ1)(n+ 1− µn)(2n+ 2− µ1 − µn)
6 RL(G)− n2

n2 + n− 2m

6
n2

n2 + n− 2m

(
α(n)

(µ1 − µn)2

(n+ 1− µ1)(n+ 1− µn)

)
,

(q1 − qn)2

(2n− 1− q1)(2n− 1− qn)(4n− 2− q1 − qn)
6 RQ(G)− n2

2n2 − n− 2m

6
n2

2n2 − n− 2m

(
α(n)

(q1 − qn)2

(2n− 1− q1)(2n− 1− qn)

)
.
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Glava 4

Ekstremalni grafovi u odnosu na

rezolventnu energiju grafa

Rezolventna energija grafa se mo�e definisati preko spektralnih momenata,
tj. va�i da je

ER(G) =
1

n

+∞∑
k=0

Mk(G)

nk
.

Ako za dva grafa G1 i G2 va�i da je Mk(G1) 6 Mk(G2) za svako k ∈ N0, tada
je ER(G1) 6 ER(G2), a kako Mk(G) predstav	a broj zatvorenih xet�i du�ine
k u grafu G, zak	uqujemo da je od interesa posmatrati broj zatvorenih xet�i
za upore�iva�e vrednosti rezolventne energije datih grafova. Izlo�i�emo ana-
lizu broja xet�i u grafu i �ihov uticaj na vrednost rezolventne energije grafa.
Predstavi�emo rezultate iz radova [68] i [3]. Tako�e, prikaza�emo i rezultate
koji se odnose na Laplasovu rezolventnu i nenegativnu Laplasovu rezolventnu
energiju.

4.1 Stabla

Razmatra�emo stabla sa n qvorova.

Slika 4.1: Zvezda Sn

Lema 4.1.1. [41] Neka je Sn zvezda sa n qvorova v1, v2, . . . , vn i centrom v1, pri-
kazana na slici 4.1. Tada postoji injekcija ξ1 : W2k(v2) → W2k(v1), pri qemu ξ1

nije sirjekcija za n > 3 i k > 1, gde su sa W2k(v1) i W2k(v2) oznaqeni skupovi
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zatvorenih xet�i du�ine 2k koji poqi�u i zavrxavaju se u qvoru v1, odnosno
v2, zvezde Sn, respektivno.

Dokaz. Neka je ξ1 : W2k(v2) → W2k(v1) preslikava�e definisano tako da za
svaku zatvorenu xet�u w = v2v1vi1 · · · vi2k−3

v1v2 iz W2k(v2) va�i da je ξ1(w) =
v1v2v1vi1 · · · vi2k−3

v1. Ovako definisano preslikava�e je injekcija koja nije si-
rjekcija za n > 3 i k > 1, jer ne postoji w ∈ W2k(v2) tako da je ξ1(w) =
v1v3v1v3v1 · · · v3v1 ∈ W2k(v1).

Slika 4.2: Transformacija I

Lema 4.1.2. [41] Neka je u neizolovani qvor prostog grafa G. Ako su grafovi G1

i G2 dobijeni od grafa G identifikova�em qvora v2, odnosno centra v1 zvezde Sn,
respektivno, sa qvorom u, xto je ilustrovano na slici 4.2, tada je M2k(G1) <
M2k(G2) za n > 3 i k > 2.

Dokaz. Neka je saW2k(G) oznaqen skup svih zatvorenih xet�i du�ine 2k u grafu
G. Tada je W2k(Gi) = W2k(G) ∪ W2k(Sn) ∪ Ai, gde Ai je skup zatvorenih xet�i
du�ine 2k u grafu Gi, takvih da svaka od �ih sadr�i bar jednu granu iz E(G) i
bar jednu granu iz E(Sn), i = 1, 2. Dakle, M2k(Gi) = |W2k(G)|+ |W2k(Sn)|+ |Ai| =
M2k(G) +M2k(Sn) + |Ai|. Oqigledno, dovo	no je pokazati da je |A1| < |A2|.

Neka je η1 : A1 → A2 preslikava�e definisano sa η1(w) = (w−w∩Sn)∪ ξ1(w∩
Sn) za svaku zatvorenu xet�u w ∈ A1, tj. η1(w) je zatvorena xet�a du�ine 2k
u A2 dobijena od w zamenom svakog �enog maksimalnog (v2, v2)-dela u Sn (koji je
zatvorena xet�a od v2 u Sn) sa �enom slikom pri preslikava�u ξ1. Na primer,

η1(u0u1 · · ·urv2v1v3v1v2u
′
1 · · ·u′sv2v1v4v1v2v1v5v1v2u

′′
1 · · ·u′′t u0)

= u0u1 · · ·urv1v2v1v3v1u
′
1 · · ·u′sv1v2v1v4v1v2v1v5v1u

′′
1 · · ·u′′t u0,

η1(v3v1v2u1 · · ·urv2v1v4v1v2u
′
1 · · ·u′sv2v1v4v1v3)

= v3v1u1 · · ·urv1v2v1v4v1u
′
1 · · ·u′sv1v2v1v4v1v3,

gde su u0, u1, . . . , ur, u
′
1, . . . , u

′
s, u
′′
1, . . . , u

′′
t qvorovi u G.

Na osnovu leme 4.1.1, ξ1 je injekcija i ovako definisana funkcija η1 je tako�e
injekcija. Me�utim, ne postoji w ∈ A1 tako da η1(w) ∈ A2 i η1(w) ne prolazi
granom v1v2 u G2. Dakle, η1 nije sirjekcija i va�i da je |A1| < |A2|, odakle sledi
da je M2k(G1) < M2k(G2).
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Slika 4.3: Put Pn

Lema 4.1.3. [41] Neka je Pn = v1v2 · · · vn put sa n qvorova (slika 4.3). Tada
postoji injekcija ξ2 : W ′

2k(v1) → W ′
2k(vt) i ξ2 nije sirjekcija za n > 4, 1 < t < n

i k > 1, gde su W ′
2k(v1) i W ′

2k(vt) skupovi zatvorenih xet�i du�ine 2k koje
poqi�u i zavrxavaju se u v1 i vt u Pn, respektivno.

Dokaz. Definiximo najpre funkciju f : {v1, v2, . . . , vt} → {v1, v2, . . . , vt} sa f(vi) =
vt−i+1, i = 1, 2, . . . , t. Tada mo�emo pomo�u funkcije f uspostaviti bijekciju
izme�u skupa zatvorenih xet�i du�ine 2k koje poqi�u i zavrxavaju se u qvoru
v1 puta Pt = v1v2 · · · vt i skupa zatvorenih xet�i du�ine 2k koje poqi�u i za-
vrxavaju se u qvoru vt puta Pt = v1v2 · · · vt.

Neka je da	e definisana funkcija ξ2 : W ′
2k(v1)→ W ′

2k(vt) za svako w ∈ W ′
2k(v1)

na slede�i naqin:
(i) Ako je w ∈ W ′

2k(v1) put u Pt = v1v2 · · · vt, tj. w ne prolazi granom vtvt+1,
tada je ξ2(w) = f(w);

(ii) Ako w ∈ W ′
2k(v1) prolazi granom vtvt+1, tada w mo�emo zapisati kao w =

w1 ∪w2 ∪w3, gde je w1 prvi (v1, vt)-deo xet�e w, w3 je posled�i (vt, v1)-deo xet�e
w, i ostatak w2 je unutrax�i maksimalni (vt, vt)-deo xet�e w, tj. w je zatvorena
xet�a koja poqi�e i zavrxava u qvoru v1, tako xto najpre prolazi putem w1 od
v1 do vt, zatim prolazi putem w2 od vt do vt, i na kraju prolazi putem w3 od vt
do v1; tada je ξ2(w) = w−1

1 ∪ w−1
3 ∪ w2, tj. ξ2(w) je zatvorena xet�a koja poqi�e

i zavrxava se u qvoru vt, tako xto najpre prolazi putem w−1
1 od vt do v1, zatim

prolazi putem w−1
3 od v1 do vt i na kraju prolazi putem w2 od vt do vt.

U sluqaju puta P6 = v1v2v3v4v5v6, za t = 3

w = v1v2v3v2v3v2v1,

je zatvorena xet�a koja poqi�e i zavrxava se u qvoru v1 i ne prolazi granom
v3v4 u P6, a

w′ = v1v2v3v2v1v2v3v4v5v4v3v2v1v2v3v4v3v2v3v2v1v2v1,

je zatvorena xet�a koja poqi�e i zavrxava se u qvoru v1 i prolazi granom v3v4

u P6. Tada je

ξ2(w) = v3v2v1v2v1v2v3,

ξ2(w′) = v3v2v1v2v1v2v3v2v1v2v3v4v5v4v3v2v1v2v3v4v3v2v3.

Ovako definisana funkcija ξ2 je injekcija, ali nije sirjekcija, jer ne postoji
w ∈ W ′

2k(v1) tako da je ξ2(w) zatvorena xet�a du�ine 2k u Pn koja ne prolazi
granom vtvt−1 i koja poqi�e i zavrxava se u qvoru vt.
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Slika 4.4: Transformacija II

Lema 4.1.4. [41] Neka je u neizolovan qvor prostog grafa H. Ako su H1 i H2

grafovi dobijeni od grafa H identifikova�em qvora v1, odnosno unutrax�eg
qvora vt puta Pn sa qvorom u, respektivno, kao xto je prikazano na slici 4.4,
tada je M2k(H1) < M2k(H2) za n > 3 i k > 2.

Dokaz. Neka je Bi skup zatvorenih xet�i du�ine 2k u Hi, pri qemu svaka od �ih
sadr�i bar jednu granu iz E(H) i bar jednu granu iz E(Pn), i = 1, 2. Sliqno kao
u dokazu leme 4.1.2 dovo	no je pokazati da je |B1| < |B2|.

Neka je η2 : B1 → B2 preslikava�e definisano tako da za svaku xet�u w ∈ B1

va�i da je η2(w) = (w−w ∩Pn)∪ ξ2(w ∩Pn), tj. η2(w) je zatvorena xet�a du�ine
2k u B2 dobijena od w zamenom svakog �enog dela u Pn (koji je zatvorena xet�a
koja poqi�e i zavrxava se u qvoru v1 u Pn) pri preslikava�u ξ2.

Na osnovu leme 4.1.3, ξ2 je injekcija. Sledi da je η2 tako�e injekcija. Funkcija
η2 nije sirjekcija, jer ne postoji w ∈ B1, tako da η2(w) ∈ B2 ne prolazi granom
vtvt−1 u H2. Dakle, |B1| < |B2|.

Teorema 4.1.1. [68] Neka je T stablo sa n qvorova razliqito od zvezde Sn i puta
Pn. Tada je

ER(Pn) < ER(T ) < ER(Sn).

Dokaz. Ponav	aju�i transformaciju I, bilo koje stablo T sa n qvorova se mo�e
svesti na zvezdu Sn. Na osnovu leme 4.1.2 sledi da je M2k(T ) < M2k(Sn) za k > 2.
Kako je stablo bipartitan graf, a za bipartitne grafove va�i da je M2k+1 = 0
za svako k > 0, dobija se nejednakost

ER(T ) =
1

n

∑
k>0

M2k(T )

nk
<

1

n

∑
k>0

M2k(Sn)

nk
= ER(Sn).

S druge strane, ponav	aju�i transformaciju II, bilo koje stablo sa n qvorova
se mo�e svesti na put Pn. Na osnovu leme 4.1.4 va�i da je M2k(T ) > M2k(Pn) za
k > 2 i

ER(T ) =
1

n

∑
k>0

M2k(T )

nk
>

1

n

∑
k>0

M2k(Pn)

nk
= ER(Pn).

Dakle, ER(Pn) < ER(T ) < ER(Sn).
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Na osnovu teoreme 4.1.1 i posledice 2.2.1 zak	uqujemo da va�i slede�a posle-
dica.

Posledica 4.1.1. [68] Neka je G povezan graf sa n qvorova, razliqit od puta
Pn i kompletnog grafa Kn. Tada je ER(Pn) < ER(G) < ER(Kn).

Izlo�eni rezultati o ekstremalnim stablima u odnosu na rezolventnu ener-
giju grafa va�e i u sluqaju Laplasove rezolventne i nenegativne Laplasove re-
zolventne energije. Naime, kako su stabla bipartitni grafovi, na osnovu posle-
dice 2.2.5 sledi da je RL(T ) = RQ(T ), za bilo koje stablo T .

Teorema 4.1.2. [17] Ako je T stablo sa n qvorova, razliqito od puta Pn i zvezde
Sn, tada je

RL(Pn) < RL(T ) < RL(Sn),

RQ(Pn) < RQ(T ) < RQ(Sn).

4.2 Unicikliqni grafovi

U nastavku, razmotrimo rezolventnu energiju unicikliqnih grafova, tj. gra-
fova koji sadr�e taqno jednu konturu, koriste�i rezultate iz rada [3]. Za do-
bija�e ekstremalnih unicikliqnih grafova u odnosu na rezolventnu energiju,
koristi�emo broj xet�i u grafu.

Oznaqimo sa Xn unicikliqan graf dobijen od konture C3 dodava�em n − 3
vise�ih grana na jedan �en qvor, i sa X̃n unicikliqan graf dobijen od konture
C4 dodava�em n− 4 vise�ih grana na jedan �en qvor (slika 4.5).

Teorema 4.2.1. [45] Neka je G unicikliqan graf sa n > 4 qvorova i G 6∼= Xn, X̃n.

1. Ako je graf G bipartitan, tada je Mk(G) 6 Mk(X̃n), za svako k > 0, i
Mk0(G) < Mk0(X̃n) za neko k0.

2. Ako graf G nije bipartitan (tj. G sadr�i neparnu konturu), tada je
Mk(G) 6Mk(Xn) za svako k > 0, i Mk0(G) < Mk0(Xn) za neko k0.

Slika 4.5: Grafovi Xn i X̃n
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Za dokaz teoreme 4.2.1 potrebna je analiza broja xet�i u grafu koju izla-
�emo u narednim lemama. Za poqetak, uvedimo odre�enu terminologiju koja je
neophodna za pomenuti dokaz.

Za u, v ∈ V (G) neka (u, v) oznaqava xet�u koja poqi�e u qvoru u, a zavrxava se
u qvoru v grafa G. Neka jeWk(G, u, v) skup svih (u, v) - xet�i du�ine k u grafu
G i neka jeMk(G;u, v) = |Wk(G, u, v)|. Podsetimo se da jeMk(G;u, v) = Mk(G; v, u)
za sve pozitivne cele brojeve k.

Neka su G1 i G2 dva grafa, i neka u1, v1 ∈ V (G1), a u2, v2 ∈ V (G2). Ako
je Mk(G1;u1, v1) 6 Mk(G2;u2, v2) za sve pozitivne cele brojeve k, tada pixemo
(G1;u1, v1) � (G2;u2, v2). Ako je (G1, u1, v1) � (G2, u2, v2) i postoji bar jedan
pozitivan ceo broj k0 takav da je Mk0(G1, u1, v1) < Mk0(G2, u2, v2), tada pixemo
(G1;u1, v1) ≺ (G2, u2, v2).

Neka je Wk(G;u) =Wk(G;u, u),Mk(G;u) = Mk(G;u, u) i (G;u) = (G;u, u).
Za podskup M skupa grana grafa G, G −M oznaqava graf koji se dobija iz

grafa G brisa�em grana izM , dok za podskupM∗ skupa grana komplementa grafa
G, G+M∗ oznaqava graf koji se dobija iz grafa G dodava�em grana iz M∗.

Neka je H graf (koji nije nu�no povezan) i u, v ∈ V (H). Pretpostavimo da
wi ∈ V (H) i uwi, vwi 6∈ E(H) za i = 1, 2, . . . , r, gde je r pozitivan ceo broj. Neka
je Eu = {uw1, uw2, . . . , uwr}, Ev = {vw1, vw2, . . . , vwr}, Hu = H + Eu, Hv = H + Ev,
Vu = {u,w1, w2, . . . , wr} i Vv = {v, w1, w2, . . . , wr}. Oqigledno, va�i da je Vu\{u} =
Vv\{v}. Za x1, x2 ∈ Vu (x1, x2 ∈ Vv, respektivno), neka Tk(H;x1, x2) (Tk(Hv;x1, x2),
respektivno) oznaqava skup (x1, x2)-xet�i du�ine k u Hu (Hv, respektivno) koje
poqi�u i zavrxavaju se granama u Eu (Ev, respektivno).

U radovima [46, 45], Du je sa saradnicima dokazao tvr�e�a koja su va�na za
izuqava�e broja zatvorenih xet�i u grafu.

Lema 4.2.1. [46] Neka je (H;u) ≺ (H; v) i (H;wi, u) � (H;wi, v) za 1 6 i 6 r. Tada
za svaki pozitivan ceo broj k va�i

1. |Tk(Hu;u, u)| 6 |Tk(Hv; v, v)|;

2. |Tk(Hu;u, x2)| 6 |Tk(Hv; v, x2)| za x2 ∈ Vu\{u};

3. |Tk(Hu;x1, u)| 6 |Tk(Hv;x1, v)| za x1 ∈ Vu\{u};

4. |Tk(Hu;x1, x2)| 6 |Tk(Hv;x1, x2)| za x1, x2 ∈ Vu\{u}.

Lema 4.2.2. [46] Ako je (H;u) ≺ (H, v) i (H;wi, u) � (H;wi, v) za 1 6 i 6 r, tada
je ER(Hu) < ER(Hv).

Dokaz. Za pozitivan ceo broj k, neka je Su(k) (Sv(k), respektivno) skup zatvorenih
xet�i du�ine k u Hu (Hv, respektivno) koje sadr�e neke grane skupa Eu (Ev,
respektivno). Tada je

Mk(Hu) = Mk(H) + |Su(k)|,
Mk(Hv) = Mk(H) + |Sv(k)|.

Iz posled�e dve jednakosti zak	uqujemo da je dovo	no dokazati da je |Su(k)| 6
|Sv(k)| za sve pozitivne cele brojeve k, pri qemu va�i stroga nejednakost za neki
pozitivan ceo broj k0.
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Neka je W ∈ Su(k) proizvo	na xet�a. Xet�u W mo�emo na jedinstven naqin
razlo�iti na tri dela, recimo, W1W2W3, gde jeW1 xet�a u H qija du�ina mo�e
biti nula, W2 je najdu�i deo xet�e W u Hu koji poqi�e i zavrxava se granama
u Eu, i W3 je xet�a u H qija du�ina mo�e biti nula. Na osnovu izbora W2,
zak	uqujemo da W2 poqi�e u nekom qvoru skupa Vu i zavrxava se u nekom qvoru
skupa Vu. Neka je

S(x1,x2)
u (k) = {W ∈ Su(k) : W2 je (x1, x2)− xet�a },

gde su x1, x2 ∈ Vu. Tada je

|Su(k)| =
∑

x1,x2∈Vu

|S(x1,x2)
u (k)| = |S(u,u)

u (k)|+
∑

x2∈Vu\{u}

|S(u,x2)
u (k)|

+
∑

x1∈Vu\{u}

|S(x1,u)
u (k)|+

∑
x1,x2∈Vu\{u}

|S(x1,x2)
u (k)|.

Sliqno, neka je

S(x1,x2)
v (k) = {W ∈ Sv(k) : W2 je (x1, x2)− xet�a },

gde su x1, x2 ∈ Vv. Tada je

|Sv(k)| =
∑

x1,x2∈Vv

|S(x1,x2)
v (k)| = |S(v,v)

v (k)|+
∑

x2∈Vv\{v}

|S(v,x2)
v (k)|

+
∑

x1∈Vv\{u}

|S(x1,v)
v (k)|+

∑
x1,x2∈Vv\{v}

|S(x1,x2)
v (k)|.

Sada je

|S(u,u)
u (k)| =

∑
k1 + k2 + k3 = k
k1, k3 > 0, k2 > 1

∑
y∈V (H)

Mk1(H; y, u) · |Tk2(Hu;u, u)| ·Mk3(H;u, y)

=
∑

k1 + k2 + k3 = k
k1, k3 > 0, k2 > 1

|Tk2(Hu;u, u)|
∑

y∈V (H)

Mk1(H; y, u) ·Mk3(H;u, y)

=
∑

k1 + k2 + k3 = k
k1, k3 > 0, k2 > 1

|Tk2(Hu;u, u)| ·Mk1+k3(H;u, u).

Sliqno je

|S(v,v)
v (k)| =

∑
k1 + k2 + k3 = k
k1, k3 > 0, k2 > 1

|Tk2(Hv; v, v)| ·Mk1+k3(H; v, v).

Na osnovu leme 4.2.1 (1), va�i da je |Ts(Hu;u, u)| 6 |Ts(Hv; v, v)| za sve pozitivne
cele brojeve s. Kako je (H;u) ≺ (H; v), sledi da je Ms(H;u, u) 6Ms(H; v, v) za sve
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pozitivne cele brojeve s, pri qemu va�i stroga nejednakost za neki pozitivan
ceo broj s0. Otuda je |S(u,u)

u (k)| 6 |S(v,v)
v (k)|, pri qemu va�i stroga nejednakost za

neki pozitivan ceo broj k0.
Na osnovu leme 4.2.1 (2,3,4), va�e nejednakosti∑

x2∈Vu\{u}

|S(u,x2)
u (k)|

=
∑

x2∈Vu\{u}

∑
k1 + k2 + k3 = k
k1, k3 > 0, k2 > 1

|Tk2(Hu;u, x2)| ·Mk1+k3(H;x2, u)

6
∑

x2∈Vv\{v}

|S(v,x2)
v (k)| =

∑
x2∈Vv\{v}

∑
k1 + k2 + k3 = k
k1, k3 > 0, k2 > 1

|Tk2(Hv; v, x2)| ·Mk1+k3(H;x2, v),

∑
x1∈Vu\{u}

|S(x1,u)
u (k)| =

∑
x1∈Vu\{u}

∑
k1 + k2 + k3 = k
k1, k3 > 0, k2 > 1

|Tkk(Hu;x1, u)| ·Mk1+k3(H;u, x1)

6
∑

x1∈Vv\{v}

|S(x1,v)
u (k)| =

∑
x1∈Vv\{v}

∑
k1 + k2 + k3 = k
k1, k3 > 0, k2 > 1

|Tk2(Hv;x1, v)| ·Mk1+k3(H; v, x1),

∑
x1,x2∈Vu\{u}

|S(x1,x2)
u (k)|

=
∑

x1,x2∈Vu\{u}

∑
k1 + k2 + k3 = k
k1, k3 > 0, k2 > 1

|Tk2(Hu;x1, x2)| ·Mk1+k3(H;x2, x1)

6
∑

x1,x2∈Vv\{v}

|S(x1,x2)
v (k)|

=
∑

x1,x2∈Vv\{v}

∑
k1 + k2 + k3 = k
k1, k3 > 0, k2 > 1

|Tk2(Hv;x1, x2)| ·Mk1+k3(H;x2, x1).

Dakle, |Su(k)| 6 |Sv(k)| za sve pozitivne cele brojeve k, pri qemu va�i stroga
nejednakost za neki pozitivan ceo broj k0.

Lema 4.2.3. [45] Neka je G unicikliqan graf sa jedinstvenom konturom C. Ako
je u ∈ V (C) qvor sa vise�im susedom u1 i u2 je susedni qvor qvora u na konturi
C, tada je (G;u1) ≺ (G;u2).

Dokaz. Neka je k pozitivan ceo broj. Konstruiximo preslikava�e f :Wk(G;u1)→
Wk(G;u2) na slede�i naqin: za W ∈ Wk(G;u1), neka je f(W ) xet�a dobijena od
W zamenom prvog qvora u1 sa posled�im u2. Oqigledno, f(W ) ∈ Wk(G;u2) i f
je injekcija, tj. Mk(G;u1) 6 Mk(G;u2). Kako je dG(u2) > dG(u1) = 1, sledi da je
M2(G;u1) < M2(G;u2), odakle je (G;u1) ≺ (G;u2).

Neka je Cn kontura sa n > 3 qvorova. Oznaqimo sa U(n,m) skup unicikliqnih
grafova reda n koji su dobijeni poveziva�em n − m vise�ih qvorova sa nekim
qvorovima konture Cm, gde je 3 6 m 6 n.
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Lema 4.2.4. [45] Neka je G graf sa maksimalnom vrednox�u rezolventne energije
me�u svim unicikliqnim grafovima reda n i konturom du�ine m > 3. Tada je
G ∈ U(n,m).

Dokaz. Pretpostavimo da G /∈ U(n,m). Neka je Cm jedinstvena kontura grafa
G. Tada postoji bar jedan qvor na konturi Cm, recimo u, sa bar jednim susednim
qvorom, recimo u1, koji nije vise�i i koji ne pripada konturi Cm. Neka su
v1, v2, . . . , vt susedni qvorovi qvora u1 u grafu G koji su razliqiti od u, i u2 qvor
susedan qvoru u koji se nalazi na konturi Cm. Neka je Eu1 = {u1v1, u1v2, . . . , u1vt},
Eu2 = {u2v1, u2v2, . . . , u2vt} i H = G − Eu1 . Na osnovu leme 4.2.3, sledi da je
(H;u1) ≺ (H;u2). Sada je na osnovu leme 4.2.1, ER(G) < ER(H + Eu2), xto je
kontradikcija.

Ako je u lemi 4.2.4 graf G bipartitan, tada grafovi G i H +Eu2 imaju istu
biparticiju.

Lema 4.2.5. [45] Ako je G graf sa maksimalnom vrednox�u rezolventne energije
me�u svim bipartitnim unicikliqnim grafovima sa (p, q) - biparticijom, gde
je p > q > 2, tada je G ∈ U(p+ q,m), gde je m > 4 paran ceo broj.

Za dva razliqita qvora u, v ∈ V (G), neka je Wk(G;u, [v]) skup (u, u) - xet�i
du�ine k u grafu G koje sadr�e qvor v, i neka je Mk(G;u, [v]) = |Wk(G;u, [v])|.

Lema 4.2.6. [45] Neka je G stablo dobijeno od puta Pt = v1v2 . . . vt dodava�em
ni vise�ih qvorova na qvor vi za i = 1, 2, . . . , t, pri qemu je mi > 0, t > 5. Ako je
n1 6 n3, tada je

1. (G; v1) ≺ (G; v3);

2. (G; vt, v1) � (G; vt, v3).

Dokaz. 1. Neka je H1 (H2, respektivno) komponenta od G − {v2v3} (G − {v1v2},
respektivno) koja sadr�i v2. Oqigledno, H1 je pravi podgraf od H2, jer je n1 6 n3

i t > 5. Otuda je (H1; v1) ≺ (H2; v3) i (H1; v1, v2) ≺ (H2, v3, v2).
Neka je k pozitivan ceo broj. Primetimo da je

Mk(G; v1) = Mk(H1; v1) +Mk(G; v1, [v3]),

MK(G; v3) = Mk(H2; v3) +Mk(G; v3, [v1]).

Sada je preostalo jox samo da se poka�e da je Mk(G; v1, [v3]) 6Mk(G; v3, [v1]).
Neka je W ∈ Wk(G; v1, [v3]) proizvo	na xet�a. Xet�u W mo�emo na jedin-

stven naqin razlo�iti na dva dela W1W2, gde je W1 najkra�i (v1, v3)-deo (sadr�i
(v1, v2)-xet�u u H1 i granu v2v3) i W2 predstav	a preostali (v3, v1)-deo od W .
Tada je

Mk(G; v1, [v3]) =
∑

k1 + k2 = k
k1, k2 > 0

Mk1−1(H1; v1, v2)Mk2(G; v3, v1).
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Sliqno je

Mk(G; v3, [v1]) =
∑

k1 + k2 = k
k1, k2 > 0

Mk1−1(H2; v3, v2)Mk2(G; v1, v3).

Kako je Mk2(G; v3, v1) = Mk2(G; v1, v3) (za sve pozitivne cele brojeve k2), va�i da
je Mk(G; v1, [v3]) 6Mk(G; v3, [v1]).

2. Neka su u1, u2, . . . , un1 (w1, w2, . . . , wn3 , respektivno) vise�i susedi qvora v1

(v3, respektivno) u grafu G koji se ne nalazi na putu Pt.
Neka je k pozitivan ceo broj. Konstruiximo funkciju f : Wk(G; vt, v1) →

Wk(G; vt, v3) na slede�i naqin. Neka je W ∈ Wk(G; vt, v1) proizvo	na xet�a koju
mo�emo na jedinstven naqin razlo�iti na dva dela W1W2, gde je W1 najdu�i
(vt, v2)-deo odW , iW2 je preostali (v2, v1)-deo odW (za koji, unutrax�i qvorovi,
ako postoje, mogu biti jedino v1, u1, u2, . . . , un1). Neka je f(W ) = f(W1)f(W2), gde
je f(W1) = W1, i f(W2) je (v2, v3)-xet�a dobijena od W2 zamenom v1 sa v3, i ui
sa wi, za i = 1, 2, . . . , n1. Oqigledno, f(W ) ∈ Wk(G; vt, v3) i f je injekcija, odakle
sledi Mk(G; vt, v1) 6Mk(G; vt, v3).

Lema 4.2.7. [45] Neka je G ∈ U(n,m), gde je 5 6 m 6 n. Pretpostavimo da je
Cm = v1v2 . . . vmv1 jedinstvena kontura grafa G, dG(v3) = max{dG(vi) : 1 6 i 6 m}
i G1 = G− {v1vm}+ {v3vm}. Tada je ER(G) < ER(G1).

Dokaz. Neka je H = G − {v1vm}. Kako je dG(v3) = max{dG(vi) : 1 6 i 6 m}, na
osnovu leme 4.2.6 sledi da je (H; v1) ≺ (H; v3) i (H; vm, v1) � (H; vm, v3). Pri-
metimo da je G = H + {v1vm} i G1 = H + {v3vm}. Sada dokaz sledi iz leme
4.2.2.

Komentar 4.2.1. [45] Graf G1 u lemi 4.2.7 je unicikliqni graf reda n sa kon-
turom du�ine m− 2.

Neka je C3(n1, n2, n3) unicikliqni graf dobijen tako xto se na svaki od qvo-
rova konture C3 = v1v2v3v1 doda ni vise�ih grana, pri qemu je n1 > n2 > n3 > 0.
Neka je C3(n1, n2) = C3(n1, n2, 0) i C3(n1) = C3(n1, 0, 0).

Lema 4.2.8. [45] Ako je a > 1 i b > 0, tada je (C3(a, b); v3) ≺ (C3(a, b); v1).

Lema 4.2.9. [45] Neka su n1, n2, n3 nenegativni celi brojevi. Ako je n2 > 1, tada
je ER(C3(n1, n2, n3)) < ER(C3(n1 + n2, n3)).

Neka je G ∈ U(n, 3), pri qemu je n > 4. Na osnovu leme 4.2.9 sledi da je
ER(G) 6 ER(C3(n−3)), pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= C3(n−3).

Neka je C4(n1, n2, n3, n4) unicikliqan graf dobijen od konture C4 = v1v2v3v4v1

dodava�em ni vise�ih grana na qvor vi za i = 1, 2, 3, 4, pri qemu je n1 > n3 > 0, n2 >
n4 > 0, n1+n3 > n2+n4.Neka je C4(n1, n2) = C4(n1, n2, 0, 0) i C4(n1) = C4(n1, 0, 0, 0).

Lema 4.2.10. [45] Neka su n1, n2, n3, n4 nenegativni celi brojevi.

1. Ako je n3 > 1 ili n4 > 1, tada je ER(C4(n1, n2, n3, n4)) < ER(C4(n1 +n3, n2 +
n4)).
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2. Ako je n1 > n2 > 1, tada je ER(C4(n1, n2)) < ER(C4(n1 + n2)).

Korix�e�em prethodnih rezultata o xet�ama u unicikliqnim grafovima,
sada mo�emo izlo�iti dokaz teoreme 4.2.1.
Dokaz teoreme 4.2.1. Prvi deo teoreme sledi na osnovu lema 4.2.4, 4.2.7 i 4.2.10,
a drugi deo sledi na osnovu lema 4.2.4, 4.2.7 i 4.2.9. �

Teorema 4.2.2. [3] Neka je G unicikliqan graf sa n > 4 qvorova. Tada je
ER(G) 6 ER(Xn), pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Xn. Speci-
jalno, ako je G bipartitan graf, tada je ER(G) 6 ER(X̃n), pri qemu jednakost
va�i ako i samo ako je G ∼= X̃n.

Dokaz. Neka je G unicikliqan graf. Na osnovu teoreme 4.2.1 sledi da je ER(G) 6
ER(Xn) ako G sadr�i neparnu konturu, i ER(G) 6 ER(X̃n) ako G sadr�i parnu
konturu (tj. ako je G bipartitan). Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Xn u
sluqaju neparne konture, ili G ∼= X̃n u sluqaju bipartitnog grafa.

Unicikliqni graf sa maksimalnom rezolventnom energijom je sada Xn ili
X̃n. Poka�imo da je ER(Xn) > ER(X̃n), za n > 4. Iskoristimo formulu (2.8)

(4.1) ER(Xn) =
φ′(Xn, n)

φ(Xn, n)
, ER(X̃n) =

φ′(X̃n, n)

φ(X̃n, n)
.

Na osnovu leme 1.2.4 dobijamo slede�e karakteristiqne polinome

φ(Xn, λ) = λn−4(λ4 − nλ2 − 2λ+ n− 3),

φ(X̃n, λ) = λn−4(λ4 − nλ2 + 2n− 8).

Dakle, va�i da je

ER(Xn)− ER(X̃n) =
φ′(Xn, n)

φ(Xn, n)
− φ′(X̃n, n)

φ(X̃n, n)

=
φ′(Xn, n)φ(X̃n)− φ′(X̃n)φ(Xn, n)

φ(Xn, n)φ(X̃n)

=
10n4 − 24n3 + 10n2 − 4n+ 16

(n4 − n3 − n− 3)(n4 − n3 + 2n− 8)
.

Polinom p(λ) = 10λ4−24λ3 +10λ2−4λ+16 nema realnih nula, pa je brojilac p(n)
pozitivan za svako n. Realni koreni polinoma λ4 − λ3 − λ− 3 i λ4 − λ3 + 2λ− 8
su ma�i od 2, pa je imenilac pozitivan za n > 2. Odavde sledi da je ER(Xn) −
ER(X̃n) > 0.

Dakle, graf Xn ima najve�u vrednost rezolventne energije me�u svim unici-
kliqnim grafovima sa n qvorova.

U nastavku izlaga�a razmatra�emo unicikliqne grafove sa najma�om vred-
nox�u rezolventne energije.

Oznaqimo sa C∗n unicikliqan graf dobijen dodava�em vise�e grane na proi-
zvo	an qvor konture Cn−1.
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Lema 4.2.11. [45] Neka je G unicikliqan graf sa n > 5 qvorova. Ako je G 6∼=
Cn, C

∗
n, tada je taqan bar jedan od slede�ih iskaza.

1. Mk(G) >Mk(Cn) za svako k > 0, i Mk(G) > Mk(Cn) za neko k0 > 0.

2. Mk(G) >Mk(C
∗
n) za svako k > 0, i Mk(G) > Mk(C

∗
n) za neko k0 > 0.

Za dokaz leme 4.2.11 navodimo tri leme iz rada [45] qiji dokazi su sliqni kao
u prethodnom delu izlaga�a kada smo razmatrali unicikliqne grafove sa maksi-
malnom vrednox�u rezolventne energije, pa ih iz toga razloga ne�emo navoditi.

Lema 4.2.12. [45] Neka je G ∈ U(n,m) graf sa maksimalnim stepenom qvora 3 i
dn/2e 6 m 6 n− 2. Tada je ER(G) > min{ER(Cn), ER(C∗n)}, n > 4.

Lema 4.2.13. [45] Neka je G stablo i v0 ∈ V (G), pri qemu je |V (G)| > 3. Za ceo
broj s > 1, neka je Gs stablo dobijeno od stabla G dodava�em puta Ps = v1v2 . . . vs
na qvor v0.

1. Ako je s > 2 paran, tada je (Gs; vs) ≺ (Gs; v0), i (Gs;u, vs) � (Gs;u, v0) za
u ∈ V (G)\{v0}.

2. Ako je s > 3 neparan, tada je (Gs; vs−1) ≺ (Gs; v0), i (Gs;u, vs−1) � (Gs;u, v0)
za u ∈ V (G)\{v0}.

Lema 4.2.14. [45] Neka w proizvo	an qvor netrivijalnog povezanog grafa G. Za
nenegativne cele brojeve p i q, neka je Gp,q graf dobijen od grafa G dodava�em
dva puta sa p i q qvorova, respektivno, na qvor w. Ako je p > q > 1, tada je
ER(Gp,q) > ER(Gp+1,q−1).

Sada mo�emo izlo�iti dokaz leme 4.2.11.
Dokaz leme 4.2.11. Ako je G 6∼= Cn, C

∗
n, na osnovu lema 4.2.12, 4.2.13, 4.2.14 sledi da

se u konaqnom broju koraka, graf G mo�e transformisati u Cn ili C
∗
n. U svakom

koraku, k-ti spektralni moment se ne pove�ava za svako k, i opada za neko k0. �
Na osnovu leme 4.2.11, va�i slede�a teorema.

Teorema 4.2.3. [3] Ako je G unicikliqan graf sa n > 5 qvorova i ako je G 6∼=
Cn, C

∗
n, tada je ER(G) > min{ER(Cn), ER(C∗n)}.

U slede�oj teoremi dokaza�emo da kontura Cn ima najma�u vrednost rezol-
ventne energije me�u svim unicikliqnim grafovima sa n qvorova.

Teorema 4.2.4. [3] Neka je G unicikliqan graf sa n > 5 qvorova. Ako je G 6∼= Cn,
tada je ER(G) > ER(Cn).

Dokaz. Na osnovu teoreme 4.2.3 dovo	no je dokazati da je ER(Cn) < ER(C∗n).
Korix�e�em raqunara mo�e se proveriti da tvr�e�e va�i za grafove sa najvixe
15 qvorova. Pretpostavimo da je n > 15. Tada je

ER(G) =
d lnφ(G, λ)

dλ

∣∣∣∣
λ=n

,
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ER(Cn)− ER(C∗n) =

(
d lnφ(Cn, λ)

dλ
− d lnφ(C∗n, λ)

dλ

) ∣∣∣∣
λ=n

=
d

dλ
ln
φ(Cn, λ)

φ(C∗n, λ)

∣∣∣∣
λ=n

.

Najve�a sopstvena vrednost konture Cn je 2, dok je najve�a sopstvena vrednost
grafa C∗n ma�a od 3. Otuda, imaju�i u vidu da Cn i C

∗
n ne sadr�e trouglove niti

petouglove, za λ = n, dobijamo

φ(Cn, λ) = λn − nλn−2 + b2(Cn)λn−4 + · · · ,
φ(C∗n, λ) = λn − nλn−2 + b∗2(Cn)λn−4 + · · · .

Va�i da je

φ(Cn, λ)

φ(C∗n, λ)
= 1 +

b2(Cn)− b2(C∗n)

λ4
+O

(
1

λ6

)
,

odakle je

ln
φ(Cn, λ)

φ(C∗n, λ)
=
b2(Cn)− b2(C∗n)

λ4
+O

(
1

λ6

)
.

Sada je

ER(Cn)− ER(C∗n) = −4
b2(Cn)− b2(C∗n)

n5
+O

(
1

n7

)
.

Koriste�i Sachs-ovu teoremu mo�e se pokazati da je

b2(Cn) =
1

2
n(n− 3), b2(C∗n) =

1

2
(n− 3)(n− 4) + 2n− 7,

odakle za dovo	no veliko n va�i

ER(Cn)− ER(C∗n) ≈ − 4

n5
,

tj. ER(Cn) < ER(C∗n).

Razmotrimo sada nenegativnu Laplasovu rezolventnu energiju unicikliqnih
grafova. Nenegativna Laplasova rezolventa energija se dovodi u vezu sa nenega-
tivnim Laplasovim Estradinim indeksom grafa G, u oznaci SLEE(G), koji je
definisan sa [4]

(4.2) SLEE(G) =
n∑
i=1

eqi =
∑
k>0

Mk(Q(G))

k!
.

Posmatraju�i (2.10) i (4.2) mo�emo zak	uqiti da su grafovske invarijante
RQ(G) i SLEE(G) rastu�e funkcije u odnosu na spektralne momenteMk(G). Re-
zultati u radu [4] koji se odnose na ekstremalne unicikliqne grafove u odnosu na
SLEE(G) va�e i za RQ(G), jer su dobijeni razmatra�em spektralnih momenata
Mk(Q).

Neka su CqS(n1, n2, . . . , nq), G
(1), G(2) grafovi prikazani na slici 4.6.
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Slika 4.6: Unicikliqni grafovi

Teorema 4.2.5. [47] Neka je G unicikliqan graf sa n qvorova. Ako je G 6∼= G(1),
tada je

SLEE(G) 6 SLEE(G(2)) < SLEE(G(1)),

pri qemu jednakost na levoj strani va�i ako i samo ako je G ∼= G(2).

Na osnovu teoreme 4.2.5 dobijamo slede�i rezultat.

Teorema 4.2.6. Neka je G unicikliqni graf sa n qvorova. Ako je G � G(1), tada

(4.3) RQ(G) 6 RQ(G(2)) < RQ(G(1)),

pri qemu jednakost na levoj strani (4.3) va�i ako i samo ako je G ∼= G(2).

Neka je q > 3, i ni > 0, pri qemu je i = 1, 2, . . . , q.Oznaqimo sa CqP (n1, n2, . . . , nq)
graf dobijen od konture Cq = v1v2 · · · vqv1 dodava�em vise�eg puta sa ni + 1 qvo-
rova na qvor vi, za svako i = 1, 2, . . . , q. Graf Cn−1P (1, 0, . . . , 0) oznaqava�emo sa
G(2) (slika 4.7).

Slika 4.7: Unicikliqni grafovi
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Teorema 4.2.7. [47] Neka je G unicikliqan graf sa n qvorova i jedinstevnom
konturom Cq. Ako je q < n, tada je

SLEE(Cq) < SLEE(G(2)) 6 SLEE(G),

pri qemu jednakost na desnoj strani va�i ako i samo ako je G ∼= G(2) (tj. q =
n− 1).

Na osnovu teoreme 4.2.7 dobijamo slede�i rezultat.

Teorema 4.2.8. Neka je G unicikliqan graf sa n qvorova i jedinstvenom kon-
turom Cq. Ako je q < n, tada

(4.4) RQ(Cq) < RQ(G(2)) 6 RQ(G),

pri qemu jednakost na desnoj strani (4.4) va�i ako i samo ako je G ∼= G(2).

4.3 Bicikliqni grafovi

U ovom ode	ku navodimo neke rezultate vezane za bicikliqne grafove sa mak-
simalnom rezolventnom energijom koriste�i rezultate iz rada [3].

Na poqetku, izlo�i�emo neke osnovne pojmove o bicikliqnim grafovima. Bi-
cikliqni graf G = (V,E) je povezani prost graf koji zadovo	ava relaciju
|E| = |V |+ 1. Postoje dva osnovna tipa bicikliqnih grafova: ∞-graf i θ-graf.
∞-graf, u oznaci ∞(p, q, l), dobijen je od dve disjunktne konture Cp i Cq, po-
veziva�em jednog qvora konture Cp i jednog qvora konture Cq putem Pl du�ine
l − 1 (u sluqaju l = 1 dati graf se dobija identifikacijom pomenutih qvorova).
Drugi tip grafa, θ-graf, u oznaci, θ(p, q, l), predstav	a uniju tri disjunktna
puta Pp+1, Pq+1, Pl+1 du�ina p, q, l, respektivno, sa zajedniqkim poqetnim i za-
vrxnim qvorovima, pri qemu je p > q > l > 1 i pritom najvixe jedan od brojeva
p, q, l mo�e biti jednak 1. Primetimo da je bilo koji bicikliqan graf G dobi-
jen od ∞-grafa ili θ-grafa, G0, dodava�em stabala na neke qvorove grafa G0.
Graf G0 zovemo jezgrom grafa G. Na slici 4.8 prikazani su grafovi ∞(p, q, l) i
θ(p, q, l).

Slika 4.8: Grafovi ∞(p, q, l) i θ(p, q, l)

Neka su Yn i Ỹn grafovi prikazani na slici 4.9.

90



4.3. BICIKLIQNI GRAFOVI

Slika 4.9: Grafovi Yn i Ỹn

Lema 4.3.1. [3] Neka je G bicikliqni graf sa n > 5 qvorova, G � Yn, Ỹn . Tada
va�i jedno od slede�a dva tvr�e�a:

1. Mk(G) 6Mk(Yn) za svako k > 0 i Mk0(G) < Mk0(Yn) za neko k0 > 0 .

2. Mk(G) 6Mk(Ỹn) za svako k > 0 i Mk0(G) < Mk0(Ỹn) za neko k0 > 0 .

Teorema 4.3.1. [3] Neka je G bicikliqni graf sa n > 5 qvorova. Tada je ER(G) 6
ER(Yn), pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Yn .

Dokaz. Na osnovu leme 4.3.1, graf sa maksimalnom rezolventnom energijom me�u
svim bicikliqnim grafovima sa n qvorova je Yn ili Ỹn . Prema tome, dovo	no
je pokazati da je ER(Yn) > ER(Ỹn), za n > 5. Ako sa φ(Yn, λ) i φ(Ỹn, λ) oznaqimo
karakteristiqne polinome grafova Yn i Ỹn respektivno, tada je

ER(Yn) =
φ′(Yn, λ)

φ(Yn, λ)
i ER(Ỹn) =

φ′(Ỹn, λ)

φ(Ỹn, λ)
.

Na osnovu leme 1.2.4 sledi da je

φ(Yn, λ) = λn−4[λ4 − (n+ 1)λ2 − 4λ+ 2(n− 4)],

φ(Ỹn, λ) = λn−4[λ4 − (n+ 1)λ2 + 3(n− 5)] .

Prema tome, va�i da je

ER(Yn)− ER(Ỹn) =
φ′(Yn, λ)

φ(Yn, λ)
− φ′(Ỹn, λ)

φ(Ỹn, λ)

=
φ′(Yn, λ)φ(Ỹn, λ)− φ′(Ỹn, λ)φ(Yn, λ)

φ(Yn, λ)φ(Ỹn, λ)

=
16n4 − 34n3 + 8n2 + 2n+ 60

(n4 − n3 − n2 − 2n− 8)(n4 − n3 − n2 + 3n− 15)
.

Polinom p(x) = 16x4−34x3+8x2+2x+60 nema realnih nula, pa je brojilac p(n)
pozitivan za svako n. Realne nule polinoma x4−x3−x2−2x−8 i x4−x3−x2+3x−15
su ma�e od 3, pa je imenilac pozitivan za svako n > 3. Odavde sledi da je
ER(Yn)− ER(Ỹn) > 0.
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Razmotrimo bicikliqne grafove sa maksimalnom vrednox�u nenegativne La-
plasove rezolventne energije. U radu [128] dokazano je da bicikliqni graf Yn
prikazan na slici 4.9 ima maksimalnu vrednost nenegativnog Laplasovog Estra-
dinog indeksa. Na osnovu (2.10) va�i slede�a teorema.

Teorema 4.3.2. Me�u svim bicikliqnim grafovima reda n, najve�u vrednost
nenegativne Laplasove rezolventne energije ima graf Yn prikazan na slici 4.9.

4.4 Tricikliqni grafovi

U ovom ode	ku navodimo neke rezultate vezane za tricikliqne grafove sa
maksimalnom rezolventnom energijom prema rezultatima rada [3].

Neka su Zi
n, 1 6 i 6 6, grafovi prikazani na slici 4.10.

Slika 4.10: Tricikliqni grafovi sa maksimalnom rezolventnom energijom

Lema 4.4.1. [3] Neka je G tricikliqni graf sa n > 4 qvorova, takav da je G � Zi
n,

za 1 6 i 6 6. Tada za i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} va�i da jeMk(G) 6Mk(Z
i
n) za svako k > 0,

i Mk(G) < Mk(Z
i
n) za neko k0 > 0 .

Teorema 4.4.1. [3] Neka je G tricikliqni graf sa n > 4 qvorova. Tada je
ER(G) 6 ER(Z1

n), pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Z1
n .

Dokaz. Na osnovu leme 4.4.1, graf sa maksimalnom rezolventnom energijom me�u
svim tricikliqnim grafovima sa n qvorova je Zi

n, za neko 1 6 i 6 6 .
Na osnovu leme 1.2.4 va�i da je

φ(Z1
n, λ) = λn−5(λ5 − (n+ 2)λ3 − 8λ2 + 3(n− 5)λ+ 2(n− 4)) = λn−5f1(λ) ,

φ(Z2
n, λ) = λn−4(λ4 − (n+ 2)λ2 − 6λ+ 3(n− 5)) = λn−4f2(λ) ,

φ(Z3
n, λ) = λn−4(λ4 − (n+ 2)λ2 + 4(n− 6)) = λn−4f3(λ) ,

φ(Z4
n, λ) = λn−6(λ6 − (n+ 2)λ4 − 6λ3 + 3(n− 4)λ2 + 2λ− (n− 5)) = λn−6f4(λ) ,

φ(Z5
n, λ) = λn−5(λ5 − (n+ 2)λ3 − 4λ2 + 4(n− 4)λ+ 4) = λn−5f5(λ) ,

φ(Z6
n, λ) = λn−6(λ6 − (n+ 2)λ4 + 5(n− 5)λ2 − 2(n− 8)) = λn−6f6(λ) .
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Za 2 6 i 6 6, sledi da je

ER(Z1
n)− ER(Zi

n) =
φ′(Z1

n, λ)

φ(Z1
n, λ)

− φ′(Zi
n, λ)

φ(Zi
n, λ)

=
φ′(Z1

n, λ)φ(Zi
n, λ)− φ′(Zi

n, λ)φ(Z1
n, λ)

φ(Z1
n, λ)φ(Zi

n, λ)
.

Izraqunava�em rezolventnih energija dobija se

ER(Z1
n)− ER(Z2

n) =
6n6 − 12n5 + 42n4 − 18n3 − 42n− 120

nf1(n)f2(n)
,

ER(Z1
n)− ER(Z3

n) =
28n6 − 56n5 + 44n4 − 8n3 + 136n2 + 80n− 192

nf1(n)f3(n)
,

ER(Z1
n)− ER(Z4

n) =
6n8 + 40n6 − 2n5 − 48n4 − 96n3 − 188n2 − 132n− 40

nf1(n)f4(n)
,

ER(Z1
n)− ER(Z5

n) =
16n7 − 20n6 + 56n5 − 40n4 + 4n3 − 52n2 − 188n

nf1(n)f5(n)
,

ER(Z1
n)−ER(Z6

n) =
32n8 − 62n7 + 30n6 + 92n5 + 94n4 − 2n3 − 432n2 − 432n− 128

nf1(n)f6(n)
.

Sve realne nule polinoma koji se pojav	uju u brojiocima ovih razlomaka su
ma�e od 2. Osim toga, sve realne nule polinoma fi, 1 6 i 6 6, su ma�e od 3. Na
osnovu toga sledi da su brojioci i imenioci u datim razlomcima pozitivni za
n > 3 . Prema tome, va�i da je ER(Z1

n)− ER(Zi
n) > 0 za 2 6 i 6 6.

Na kraju, navodimo rezultat koji se odnosi na tricikliqne grafove sa mak-
simalnom vrednox�u nenegativne Laplasove rezolventne energije.

Neka su Hn
j grafovi prikazani na slici 4.11.

Slika 4.11: Tricikliqni grafovi

U radu [113] odre�eni su tricikliqni grafovi sa maksimalnom vrednox�u
nenegativnog Laplasovog Estradinog indeksa. Prime�uju�i (2.10) dolazimo do
slede�eg tvr�e�a.

Teorema 4.4.2. Ako je G tricikliqan graf sa n qvorova (n > 5), tada

RQ(G) 6 RQ(Hn
6 ) = RQ(Hn

7 ),

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako G ∼= Hn
6 ili G ∼= Hn

7 .
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4.5 Otvoreni problemi

Pretpostavka 4.5.1. [68] Neka je dat bicikliqan graf Ba,b,c prikazan na slici
4.12. Me�u svim povezanim bicikliqnim grafovima reda n, grafovi sa najma�om
vrednox�u rezolventne energije su

(4.5)
Bp−1,p−1,p ako je n = 3p, p > 2,
Bp−1,p,p ako je n = 3p+ 1, p > 1,
Bp,p,p ako je n = 3p+ 2, p > 1 .

Bicikliqni grafovi sa drugom najma�om vrednox�u rezolventne energije su

Bp−2,p,p ako je n = 3p, p > 2,
Bp−1,p−1,p+1 ako je n = 3p+ 1, p > 2,
Bp−1,p,p+1 ako je n = 3p+ 2, p > 1 .

Slika 4.12: Bicikliqni grafovi sa minimalnim vrednostima za ER(G)

Pretpostavka 4.5.2. [68] Tricikliqni grafovi reda n, 5 6 n 6 15, sa najma�om
vrednox�u rezolventne energije prikazani su na slici 4.13.

Problem 1. U klasi svih bicikliqnih i tricikliqnih grafova odrediti gra-
fove koji imaju minimalnu vrednost nenegativne Laplasove rezolventne energije.
Problem 2. Odrediti ekstremalne grafove u odnosu na Laplasovu rezolventnu
energiju u klasi svih nebipartitnih unicikliqnih, bicikliqnih i tricikli-
qnih grafova.
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Slika 4.13: Tricikliqni grafovi sa minimalnom rezolventnom energijom
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Glava 5

Zavisnost me�u energijama

5.1 Poznati rezultati

Za poqetak, razmotrimo vezu izme�u energije E(G) i Randi�eve energije RE(G)
grafa G.

Teorema 5.1.1. [16] Neka je G graf sa n qvorova koji nema izolovanih qvorova.
Tada je

(5.1) δRE(G) 6 E(G) 6 ∆RE(G).

Dokaz. U dokazu �emo koristiti slede�i rezultat.

Teorema 5.1.2. [86] Neka su A i S kvadratne matrice reda n, pri qemu je ma-
trica A hermitska, a matrica S nesingularna. Oznaqimo sa S∗ ko�ugovano-
transponovanu matricu matrice S. Neka su sopstvene vrednosti matrica A
i SS∗ sortirane u nerastu�em poretku, tj. λ1 > λ2 > · · · > λn. Za svako k =
1, 2, . . . , n, postoji pozitivan realan broj θk takav da je λn(SS∗) 6 θk 6 λ1(SS∗)
i λk(SAS

∗) = θkλk(A).

S obzirom na to da je D−
1
2 nesingularna matrica za svako k = 1, 2, . . . , n, gde je

D dijagonalna matrica qiji su dijagonalni elementi jednaki stepenima qvorova
grafa bez izolovanih qvorova, na osnovu teoreme 5.1.2 sledi da postoji pozitivan
realan broj θk takav da je

1

∆
= λn(D−1) 6 θk 6 λ1(D−1) =

1

δ
,

i
ρk = λk(D

−1/2AD−1/2) = θkλk(A).

Sada je RE(G) =
n∑
k=1

θk|λk(A)|, odakle sledi dokaz.

Komentar 5.1.1. [37] Jednakost u obe nejednakosti (5.1) va�i ako i samo ako je
G regularan graf.

Teorema 5.1.3. [35] Neka je G graf reda n bez izolovanih qvorova sa indeksom
λ1. Tada je

(5.2) δRE(G) + λ1 − δ 6 E(G) 6 ∆RE(G) + λ1 −∆.
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5.1. POZNATI REZULTATI

Dokaz. Kako je D
1
2RD

1
2 = A, na osnovu teoreme 5.1.2 sledi da je

λn(D) 6 θk 6 λ1(D), tj. δ 6 θk 6 ∆,

i
λk(A) = θkλk(R), tj. λk = θkρk, za k = 1, 2, . . . , n.

Sada je

δ|ρk| 6 θk|ρk| 6 ∆|ρk|,
tj.

(5.3) δ|ρk| 6 |λk| 6 ∆|ρk|.

Sumiraju�i elemente u (5.3) za svako k, k = 1, 2, . . . , n, na osnovu definicije
energije i Randi�eve energije sledi (5.1). Sumiraju�i elemente u (5.3) za svako
k, k = 1, 2, . . . , n, i uzimaju�i u obzir da je ρ1 = 1 dobijamo

δ(RE(G)− 1) 6 E(G)− λ1 6 ∆(RE(G)− 1).

Komentar 5.1.2. [37] Granice (5.2) su bo	e od granica (5.1), jer je δ 6 λ1 6 ∆.

Razmotrimo vezu izme�u energije i Laplasove energije grafa.

Pretpostavka 5.1.1. [62] Za proizvo	an graf G va�i da je

(5.4) E(G) 6 LE(G).

Razmotrimo neke zak	uqke u vezi pretpostavke 5.1.1 koji su navedeni u [71].
Neka je KKn graf dobijen od dve kopije kompletnog grafa Kn tako xto je qvor iz
jedne kopije Kn povezan granom sa dva qvora iz druge kopije od Kn. Stevanović je
sa saradnicima u radu [124] pokazao da va�i obrnuta nejednakost od nejednakosti
(5.4) za beskonaqnu familiju grafova G koji su izomorfni saKKn za svako n > 8.
Direktnim raqunom mo�e se pokazati da nejednakost (5.4) va�i za sve grafove
reda n 6 6, dok za n = 7 postoji samo jedan graf (graf H1 na slici 5.1) za
koji va�i obrnuta nejednakost od (5.4). Koriste�i ovaj graf, Liu i Liu [103]
konstruisali su beskonaqnu familiju nepovezanih grafova za koje va�i obrnuta
nejednakost od (5.4). Dakle, na osnovu rezultata iz radova [124] i [103] sledi
da pretpostavka 5.1.1 nije taqna u opxtem sluqaju i zato je od interesa dati
karakterizaciju grafova za koje je data pretpostavka taqna.

Korix�e�e rezultata koje je dokazao Ky Fan u radu [53] pokazalo se kao
uspexno u nala�e�u veze izme�u E(G) i LE(G). Oznaqimo sa si(X) singularne
vrednosti i sa xi(X) sopstvene vrednosti matrice X. Tada je si(X) = |xi(X)|.
Teorema 5.1.4. [53] Neka su X, Y i Z kvadratne matrice reda n, takve da je
X + Y = Z. Tada je

n∑
i=1

si(X) +
n∑
i=1

si(Y ) >
n∑
i=1

si(Z).

Jednakost va�i ako i samo ako postoji ortogonalna matrica P , takva da su
matrice PX i PY pozitivne semi-definitne.
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Slika 5.1: Graf H1

Teorema 5.1.5. [122] Neka je G graf sa n qvorova, m grana i stepenima qvorova
d1, d2, . . . , dn. Tada je

(5.5) LE(G) 6 E(G) +
n∑
i=1

∣∣∣∣di − 2m

n

∣∣∣∣ .
Dokaz. Za Laplasovu matricu va�i da je L = D−A, xto se mo�e zapisati i kao(

L− 2m

n
In

)
= (−A) +

(
D − 2m

n
In

)
.

Prime�uju�i na posled�u jednakost teoremu 5.1.4 sledi tra�eno tvr�e�e, jer
je D− 2m

n
In dijagonalna matrica qije su sopstvene vrednosti di−d, i = 1, 2, . . . , n.

Teorema 5.1.6. [122] Ako je G bipartitan graf, tada je LE(G) > E(G).

Dokaz. Kako je Q = D + A i L = D − A, va�i da je Q − L = 2A, xto se mo�e
zapisati kao

(5.6)

(
Q− 2m

n
In

)
−
(
L− 2m

n
In

)
= 2A.

Kao xto smo u uvodnom delu videli, matrice Q i L u sluqaju bipartitnog grafa
imaju isti spektar, odakle sledi da je

n∑
i=1

si

(
Q− 2m

n
In

)
=

n∑
i=1

si

(
L− 2m

n
In

)
=

n∑
i=1

si

(
−
[
L− 2m

n
In

])
= LE(G).

Prime�uju�i teoremu 5.1.4 na (5.6) sledi dokaz.

Teorema 5.1.7. [122] Neka je G bipartitan graf sa n qvorova, m grana, stepe-

nima qvorova d1, d2, . . . , dn i proseqnim stepenom d =
2m

n
. Tada je

max

{
E(G),

n∑
i=1

|di − d|

}
6 LE(G) 6 E(G) +

n∑
i=1

|di − d|.

U slede�oj teoremi dato je jedno pobo	xa�e za (5.5).
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Teorema 5.1.8. [32] Neka je G graf sa n qvorova, m grana i stepenima qvorova
d1, d2, . . . , dn. Tada je

(5.7) LE(G) 6 E(G) + 2
σ∑
i=1

(
di −

2m

n

)
,

pri qemu je σ najma�i pozitivan ceo broj koji zadovo	ava nejednakost µσ >
2m

n
,

i µ je Laplasova sopstvena vrednost grafa G.

Analogno Laplasovoj energiji mo�e se definisati energija nenegativne La-
plasove matrice Q. Energija nenegativne Laplasove matrice grafa G, u oznaci,
LE+(G), definisana je sa

LE+(G) =
n∑
i=1

∣∣∣∣qi − 2m

n

∣∣∣∣ ,
gde su qi, i = 1, . . . , n, sopstvene vrednosti matrice Q.

Veza izme�u E(G), LE(G), LE+(G) data je u slede�e dve teoreme.

Teorema 5.1.9. [62] Neka je G povezan graf sa n qvorova i m grana. Tada je

(5.8) LE+(G) + LE(G) > max

{
2E(G), 2

n∑
i=1

∣∣∣∣di − 2m

n

∣∣∣∣
}
.

Teorema 5.1.10. [33] Neka je G graf sa n qvorova i m grana, qija matrica su-
sedstva ima rang r. Tada je

(5.9) LE+(G) + LE(G) > 4E(G)− 4mr

n
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= nK1 ili G ∼= K2 ∪ (n − 2)K1 ili G ∼=
Kn/2,n/2.

Oznaqimo sa H graf dobijen tako xto se izolovan qvor pove�e granama sa
centrima zvezda S3 i S4, respektivno. Za n > 3 neka S+

n oznaqava unicikliqan
graf reda n koji je dobijen tako xto su dva nesusedna qvora zvezde Sn spojena
granom.

Komentar 5.1.3. [71] U radu [33], autori su istakli da rezultati (5.8) i (5.9)
nisu uporedivi. Nekada je bo	i rezultat (5.9) nego (5.8), ali ne uvek. Rezultat
(5.9) je bo	i od rezultata (5.8) za grafove H i K3,5, dok je rezultat (5.8) bo	i
od rezultata (5.9) za grafove S8 i S

+
8 .

Podsetimo se da je graf grana, tj. linijski graf, u oznaci LG, grafa G =
(V,E) graf qiji je skup qvorova skup E i kod koga su dva qvora susedna ako i
samo ako odgovaraju�e grane u grafu G imaju zajedniqki qvor.

U slede�im teoremama dajemo vezu izme�u energije grafova G i LG.

Teorema 5.1.11. [34] Neka je G graf sa n qvorova i m > 1 grana. Tada
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(a) Za m < n va�i da je

E(LG) 6 LE+(G) +
4m

n
− 4,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K2 ∪ (n− 2)K1 (n > 2) ili
G ∼= K3 ∪ (n− 3)K1 (4 6 n 6 6) ili G ∼= K1,i−1 ∪ (n− i)K1

(
dn

2
e+ 1 6 i 6 n

)
.

(b) Za m > n, va�i da je

E(LG) > LE+(G) +
4m

n
− 4,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= K4 ili G ∼= K4 − e ili
G ∼= K4 ∪K1 ili G ∼= K4 ∪K2.

(v) LE+(G) = E(G) ako i samo ako je m = n.

Posledica 5.1.1. [34] Neka je G graf sa n qvorova i m > 1 grana. Tada je

E(LG) = LE+(G) +
4m

n
− 4

ako i samo ako je m = n ili G ∼= K2 ∪ (n− 2)K1 (n > 2) ili G ∼= K3 ∪ (n− 3)K1

(4 6 n 6 6) ili G ∼= K1,i−1∪(n−i)K1

(
dn

2
e+ 1 6 i 6 n

)
ili G ∼= K4 ili G ∼= K4−e

ili G ∼= K4 ∪K1 ili G ∼= K4 ∪K2.

Posledica 5.1.2. [73] Neka je G graf sa n qvorova i m > 1 grana.

(a) Ako je m < n, tada je E(LG) < LE+(G).

(b) Ako je m > n, tada je E(LG) > LE+(G).

(v) Ako je m = n, tada je E(LG) = LE+(G).

Posledica 5.1.3. [34] Neka je T stablo reda n sa p vise�ih qvorova. Tada je

E(LT ) 6 LE+(T )− 2
(

1− p

n

)
.

U radu [34], autori su dobili do�u i gor�u granicu za E(LG).

Teorema 5.1.12. [34] Neka je G graf sa n qvorova i m > 1 grana. Tada je

E(G)− 2p− 4s 6 E(LG) 6 E(G) + 4m− 4n+ 2p+ 4s,

gde su p i s broj vise�ih i izolovanih qvorova u grafu G, respektivno.

Posledica 5.1.4. [34] Neka je G graf sa n qvorova, m grana i minimalnim
stepenom qvorova δ > 1. Tada je

E(G)− 2p 6 E(LG) 6 E(G) + 4m− 4n+ 2p,

gde je p broj vise�ih qvorova u grafu G.
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Posledica 5.1.5. [34] Neka je G graf sa n qvorova i minimalnim stepenom
qvorova δ > 2. Tada je

E(G) 6 E(LG) 6 E(G) + 4m− 4n.

Korix�e�em teoreme 5.1.11 (a) i teoreme 5.1.12, uspostav	ena je relacija
izme�u energije nenegativne Laplasove matrice i (obiqne) energije grafa.

Teorema 5.1.13. [34] Neka je G graf sa n qvorova i m grana (m < n) sa p vise�ih
i s izolovanih qvorova. Tada je

LE+(G) > E(G)− 4m

n
− 2p− 4s+ 4.

U slede�oj teoremi data je veza izme�u E(LG) i prvog Zagrebaqkog indeksa

Zg1(G) = M1(G) =
n∑
i=1

d2
i .

Teorema 5.1.14. [34] Neka je G povezan graf sa n qvorova, m > 1 grana i prvim
Zagrebaqkim indeksom Zg1. Tada je

E(LG) 6 2m−2n−2+
Zg1(G)

m
+

√
(n− 1)

((
1 +

4

m

)
Zg1(G)− Zg1(G)2

m2
− 6m+ 4n− 4

)
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn ili G ∼= K4,4.

101



5.2. NOVI REZULTATI

5.2 Novi rezultati

Ovde �e biti izlo�eni neki novi rezultati kojima se uspostav	a veza izme�u
energije i rezolventne energije grafa. Ve�ina tih rezultata je sadr�ana u radu
[133].

Teorema 5.2.1. Neka je G hipoenergetski graf. Tada je

ER(G) 6
n− 1

n
+

1

n− E(G)
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Neka su λ1, λ2, . . . , λn sopstvene vrednosti hipoenergetskog grafa G. Za
takav graf, kao xto je istaknuto u ode	ku 1.3, va�i da je E(G) < n. Iz λi 6 |λi|
sledi da je λki 6 |λi|k za svako i = 1, . . . , n i svako k ∈ N. Koriste�i lemu 1.4.1,

zak	uqujemo da je
n∑
i=1

|λi|k 6
(

n∑
i=1

|λi|
)k

, za svako k ∈ N.

ER(G) =
1

n

∑
k>0

n∑
i=1

λki

nk
= 1 +

1

n

∑
k>1

n∑
i=1

λki

nk

6 1 +
1

n

∑
k>1

n∑
i=1

|λi|k

nk
6 1 +

1

n

∑
k>1

(
E(G)

n

)k

= 1 +
1

n

(∑
k>0

(
E(G)

n

)k
− 1

)
= 1 +

1

n

(
1

1− E(G)n

− 1

)
=

n− 1

n
+

1

n− E(G)
.

Ako je G ∼= Kn, tada je E(G) = 0 i ER(G) = 1, pa jednakost va�i.

Ako va�i jednakost ER(G) =
n− 1

n
+

1

n− E(G)
, tada je λ1 = λ2 = · · · = λn = 0,

odakle sledi da je G ∼= Kn.

Teorema 5.2.2. Neka je G hiperenergetski graf. Tada je

ER(G) < E(G).

Dokaz. Za n = 1, jedini graf je K1, a on je hipoenergetski. Za n > 1, na osnovu
posledice 2.2.3 i qi�enice da za hiperenergetski graf va�i da je E(G) > n,
sledi da je

ER(G) 6
2n

n+ 1
< n 6 E(G).
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Teorema 5.2.3. [133] Neka je G prost graf sa n qvorova i m grana. Tada je

(5.10) E2(G)

(
1

ER(G)
+

(n− λ1)(n− λn)

n2

)
6 2m(2n− λ1 − λn).

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Za pi =
λ2
i

2m
, ai = n−λi, i = 1, 2, . . . , n, r = n−λ1 i R = n−λn, nejednakost

(1.30) se transformixe u nejednakost

(5.11)
n∑
i=1

λ2
i (n− λi) + (n− λ1)(n− λn)

n∑
i=1

λ2
i

n− λi
6 2m(2n− λ1 − λn).

Iz nejednakosti (1.32), za r = 1, xi = |λi|, ai =
1

n− λi
, i = 1, 2, . . . , n, dobijamo

nejednakost

n∑
i=1

λ2
i (n− λi) >

(
n∑
i=1

|λi|
)2

n∑
i=1

1

n− λi

,

tj.

(5.12)
n∑
i=1

λ2
i (n− λi) >

E2(G)

ER(G)
.

Za r = 1, xi = |λi|, ai = n− λi, i = 1, 2, . . . , n, iz nejednakosti (1.32) sledi da je

n∑
i=1

λ2
i

n− λi
>

(
n∑
i=1

|λi|
)2

n∑
i=1

(n− λi)
,

tj.

(5.13)
n∑
i=1

λ2
i

n− λi
>
E2(G)

n2
.

Sada nejednakost (5.10) sledi iz nejednakosti (5.11), (5.12) i (5.13).
Jednakost va�i ako i samo ako jednakost va�i u (5.11), (5.12) i (5.13). Imaju�i

u vidu leme 1.4.9 i 1.4.11, lako se mo�e zak	uqiti da su navedeni uslovi zadovo-
	eni ako i samo ako graf G ima taqno jednu sopstvenu vrednost, odnosno kada je
G ∼= Kn.

Posledica 5.2.1. [133] Neka je G prost graf sa n qvorova i m grana. Tada je

E2(G) 6
(

2m(2n− λ1 − λn)− n(n− λ1)(n− λn)| detA|
2
n (detRA(n))

1
n

)
ER(G).

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.
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Dokaz. Koriste�i nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine dobi-
jamo da je

n∑
i=1

λ2
i

n− λi
> n

(
n∏
i=1

λ2
i

n− λi

) 1
n

= n| detA|
2
n (detRA(n))

1
n .

Na osnovu posled�e nejednakosti i nejednakosti (5.11) i (5.12), dobijamo tra�eni
rezultat.

Posledica 5.2.2. [133] Neka je G prost graf sa n qvorova i m grana. Tada je

E2(G) 6
n2
(

2m(2n− λ1 − λn) detRA(n)
1
n − n| detA| 2n

)
(n− λ1)(n− λn)(detRA(n))

1
n

.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Kako je

n∑
i=1

λ2
i (n− λi) > n

(
n∏
i=1

λ2
i (n− λi)

) 1
n

=
n| detA| 2n

(detRA(n))
1
n

,

na osnovu nejednakosti (5.11) i (5.13) dobija se tra�ena nejednakost.

Posledica 5.2.3. [133] Neka je G prost graf sa n qvorova i m grana. Tada je

(5.14)
E2(G)

ER(G)
+ n2(n− λ1)(n− λn)(ER(G)− 1) 6 2m(2n− λ1 − λn),

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Na osnovu relacije (3.52) i nejednakosti (5.11) i (5.12) dobija se tra�ena
nejednakost.

Jednakost va�i ako i samo ako va�i jednakost u (5.11) i (5.12). Na osnovu
leme 1.4.9, jednakost u (5.11) va�i ako i samo ako je λ1 = λ2 = · · · = λn ili je
λ1 = λ2 = · · · = λk > λk+1 = · · · = λn, za neko k, 1 6 k 6 n − 1, odakle sledi
da je G ∼= Kn ili G ∼= kKs za neke k i s, takve da je 1 6 k 6 n − 1 i n = ks.
Kako jednakost u (5.12) va�i ako i samo ako je |λ1|(n− λ1) = |λ2|(n− λ2) = · · · =
|λn|(n− λn), neposredno se zak	uquje da jednakost u (5.14) va�i ako i samo ako je
G prazan graf.

Posledica 5.2.4. [133] Neka je G prost graf sa n qvorova i m grana. Tada je

(5.15) E(G) ≤ n2
√
ER(G)− 1,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Nejednakost (5.15) sledi direktno iz (3.52) i (5.13). Jednakost u (5.15)

va�i ako i samo ako je
|λ1|
n− λ1

=
|λ2|
n− λ2

= · · · =
|λn|
n− λn

, odakle se lako mo�e

zak	uqiti da je λ1 = λ2 = · · · = λn, tj. G je prazan graf.
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Posledica 5.2.5. [133] Neka je G bipartitan graf sa n qvorova i m grana. Tada
je

(5.16) E2(G)

(
1

ER(G)
+
n2 − λ2

1

n2

)
6 4mn,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Teorema 5.2.4. [133] Neka je G prost graf sa n qvorova i m grana. Tada je

(5.17) E4(G) 6
n2m2(2n− λ1 − λn)2ER(G)

(n− λ1)(n− λn)
.

Jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Za pi =
λ2
i

2m
, ai = n− λi, R = n− λn, r = n− λ1, i = 1, 2, . . . , n, nejednakost

(1.31) se transformixe u nejednakost

(5.18)
n∑
i=1

λ2
i (n− λi)

n∑
i=1

λ2
i

n− λi
6
m2(2n− λ1 − λn)2

(n− λ1)(n− λn)
.

Na osnovu nejednakosti (5.12),(5.13) i (5.18) sledi dokaz za nejednakost (5.17).
Imaju�i u vidu sluqajeve jednakosti u relacijama (1.31), (5.12) i (5.13), lako

se mo�e zak	uqiti da jednakost u (5.17) va�i ako i samo ako je G prazan graf.

Posledica 5.2.6. [133] Neka je G prost graf sa n qvorova i m grana. Tada je

(5.19) E(G) 6
m(2n− λ1 − λn)

n

√
ER(G)

(ER(G)− 1)(n− λ1)(n− λn)
,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.

Dokaz. Dokaz sledi iz (3.52), (5.12) i (5.18).

Posledica 5.2.7. [133] Neka je G bipartitan graf sa n qvorova i m grana. Tada
je

(5.20) E4(G) 6
4n4m2ER(G)

n2 − λ2
1

,

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je G ∼= Kn.
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tional Conference, CONTEMPORARY PROBLEMS OF MATHEMATICS, MEC-
HANICS AND INFORMATICS (CPMMI 2018), State University of Novi Pazar,
June 17-19, 2018.

[10] S. Bozkurt, A. Gungor, I. Gutman, Randić spectral Radius and Randić energy,
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Comput. Chem. 74 (2015) 389-398.

[90] J. Li, J. M. Guo, W. C. Shiu, Bounds on normalized Laplacian eigenvalues of
graphs, J. Ineq. Appl. 2014 (2014) # 316 (8 pp.)

[91] X. Li. Y. Shi, A survey on the Randić index, MATCH Commun. Math. Comput.
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[108] I. Milovanović, E. Milovanović, I. Gutman, Upper bounds for some graph ener-
gies, Appl. Math. Comput. 289 (2016) 435-443.
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MATCH Commun. Math. Comput. Chem. 72 (2014) 179-182.

[111] B. Mohar, Some applications of Laplace eigenvalues of graphs, in: G. Hahn, G.
Sabidussi (Eds.), Graph Symmetry, Kluwer, Dordrecht, 1997, 225-275.

[112] B. Mohar, The Laplacian spectrum of graphs, in: Y. Alavi, G. Chartrand, O. R.
Oellermann, A. J. Schwenk (Eds.), Graph Theory, Combinatorics, and Applications,
Wiley, New York, 1991, 871-898.

[113] R. Nasiri, H.R.Ellahi, The signless Laplacian Estrada index of tricyclic graphs,
Australas. J. Combin. 69 (1) (2017) 259-270.

[114] V. Nikiforov, The energy of graphs and matrices, J.Math. Anal. Appl. 326 (2007)
1472-1475.

[115] J. Palacios, More Inequalities for Laplacian Indices by Way of Majorization,
Iranian J. Math. Chem. 9 (1) (2018) 17-24.

[116] L. Pogliani, From molecular connectivity indices to semiempirical connectivity
terms: Recent trends in graph theoretical descriptors, Chem. Rev. 100 (2000)
3827-3858.

112



LITERATURA

[117] J. Radon, Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengenfunktionen,
Sitzungsber. Acad. Wissen. Wien 122 (1913) 1295-1438.
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Commun. Math. Comput. Chem., 75 (2016), 279-290. (ISSN 0340-6253,
IF(2016)=3,139), M21a

3. L. E. Allem, J. Capaverde, V. Trevisan, I. Gutman, E. Zogić, E. Glogić, Resolvent
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Abstract

The resolvent energy of a graph G of order n is defined as ER =
∑n

i=1(n − λi)−1, where

λ1, λ2, . . . , λn are the eigenvalues of G. We establish a number of properties of ER. In particular,

we establish lower and upper bounds for ER and characterize the trees, unicyclic, and bicyclic

graphs with smallest and greatest ER.

1 Introduction

Let M be a square matrix of order n. In linear algebra, the resolvent matrix RM(z) of

M plays an important role [25]. It is defined as

RM(z) =
(
z In −M

)−1
where In is the unit matrix of order n and z a complex variable. As easily seen, RM(z)

is also a matrix of order n, that exists for all values of z except when z coincides with an

eigenvalue of M.

In this paper, we are concerned with simple graphs, that is graphs without directed,

multiple, or weighted edges, and without self–loops. Let G be such a graph, possessing n

vertices and m edges, and let A = A(G) be its (0, 1)-adjacency matrix.
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Abstract

The resolvent energy of a graph G of order n is defined as ER =
∑n

i=1(n−λi)−1, where

λ1, λ2, . . . , λn are the eigenvalues of G. In a recent work [Gutman et al., MATCH Commun.

Math. Comput. Chem. 75 (2016) 279–290] the structure of the graphs extremal w.r.t.

ER were conjectured, based on an extensive computer–aided search. We now confirm the

validity of some of these conjectures.

1 Introduction

Let G be a graph on n vertices, and let λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn be its eigenvalues, that

is, the eigenvalues of the adjacency matrix of G. The resolvent energy of G is defined

in [3, 4] as

ER(G) =
n∑
i=1

1

n− λi
. (1)
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a b s t r a c t

Let G = (V , E), V = {1, 2, . . . , n} be a simple graph without isolated vertices, with
n(n ≥ 3) vertices andm edges, whose vertex degrees are given in the following form d1 ≥

d2 ≥ · · · ≥ dn > 0. If A is the adjacency matrix, the Randić matrix R = ∥Rij∥ is defined in
the following way

Rij =


1
didj

if vi and vj are adjacent,

0 otherwise.

The eigenvalues of matrix R, ρ1 ≥ ρ2 ≥ · · · ≥ ρn, are called the Randić eigenvalues of
graph G. The Randić energy of graph G, denoted by RE, is defined in the following way:

RE = RE(G) =

n
i=1

|ρi|.

In this paper, upper bounds for graph invariant RE have been studied.
© 2016 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Let G be a simple connected graph on the vertex set V = {v1, v2, . . . , vn} and edge set E. For vi ∈ V , the degree of the
vertex vi, denoted by di, is the number of the vertices adjacent to vi. Let A be the adjacency matrix of G and D is the diagonal
matrix, whose diagonal elements are vertex degrees.

The Randić matrix of G is the n × nmatrix R = ∥Rij∥ which is defined in the following way

Rij =


1
didj

if vi and vj are adjacent,

0 otherwise.
Let λ1, λ2, . . . , λn be the eigenvalues of matrix A [5] and ρ1 ≥ ρ2 ≥ · · · ≥ ρn the eigenvalues of matrix R, which are

called the Randić eigenvalues.
The (ordinary) energy E(G) of graph G is defined as the sum of the absolute values of its eigenvalues:

E = E(G) =

n
i=1

|λi|.
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ИЗЈАВА АУТОРА О ИСКОРИШЋАВАЊУ ДОКТОРСКЕ ДИСЕРТАЦИЈЕ 

 

  

 

Ја, ________________________________________________________,  

дозвољавам 

 

не дозвољавам 
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Овом Изјавом такође 

 

дозвољавам 

 

не дозвољавам1 
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