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Obrazac Q2.НА.06-05- Izdanje 1



Захвалница

Захваљуjем се своjим менторима, академику Теодору Атанацко-
вићу и проф. др Весни Стоjаковић, на смерницама, примедбама,
идеjама, као и на указаноj подршци при изради ове дисертациjе.
Професору Атанацковићу дугуjем захвалност што ми jе открио и
представио проблем равнотеже масивних лукова, те, како се испо-
ставило, нехотице утицао на одабир теме дисертациjе.

Захваљуjем проф. др Радовану Штулићу на помоћи при почет-
ним тумачењима теориjских поставки теориjе потпорне линиjе.

Захвалан сам проф. др Миодрагу Несторовићу, проф. др Дарку
Реби и проф. др Душану Ковачевићу на указаноj подршци, кори-
сним разговорима и опаскама.

Захваљуjем проф. др Ивици Бошњаку, коjи се, иако ниjе тако
близак области дисертациjе, упустио у тумачење моjих идеjа, те
ми упутио корисне примедбе у току истраживања.

Посебно се захваљуjем своjим приjатељима – без коjих би ова
дисертациjа вероватно била раниjе завршена. Ипак, веома сам им
захвалан на указаноj вољи и пажњи при саслушавању моjих недо-
вољно разрађених и обликованих идеjа.

Наjвећу захвалност свакако дугуjем своjоj маjци, коjа ми, ево већ
тридесет година, пружа несаломиву потпору, како иначе тако и у
току израде ове дисертациjе.

i



Садржаj

Предговор страна vi

Глава I Теориjске основе истраживања 1

1 Претходна истраживања масивних засвођених кон-
струкциjа 3

2 О теориjи потпорне линиjе 14

3 Предмет, хипотезе и циљ истраживања 20

4 Методолошки оквир истраживања 23

5 Нацрт разматраних лукова и сводова 30

Глава II Псеудолукови 35

6 Равни лукови 37
6.1 Радиjална стереотомиjа 37
6.2 Вертикална стереотомиjа 40

7 Троугласти и троугаони лукови 42
7.1 Вертикална стереотомиjа 42

7.1.1 Минимална дебљина троугаоног лука 42
7.1.2 Минимални хоризонтални потисак 44

7.2 Нормална стереотомиjа 46
7.2.1 Нагнути прави лук 46
7.2.2 Троугаони лук 49

7.3 Радиjална стереотомиjа 52
7.4 Хоризонтална стереотомиjа 55

7.4.1 Два наспрамно постављена паралелопипеда 55
7.4.2 Лажни троугаони лук 56
7.4.3 Лажни полулук 58

7.5 Преглед резултата: троугаони и троугласти лукови 61

ii



Садржаj iii

Глава III Преломљени лукови 63

8 Радиjална стереотомиjа 65
8.1 Геометриjскa своjства 65
8.2 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа 74

9 Нормална стереотомиjа 76
9.1 Исечак кружног прстена 76
9.2 Геометриjска своjства 77
9.3 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа 83

10 Вертикална стереотомиjа 85
10.1 Геометриjска своjства 85
10.2 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа 90

11 Могући механизми слома преломљених лукова 91

12 Нумеричко моделирање 98
12.1 Одређивање чинилаца прорачуна 98
12.2 Одабир опасне области лука 99
12.3 Одређивање минималне дебљине преломљених лукова 100
12.4 Одређивање граничног ексцентрицитета 102
12.5 Одређивање минималне потпорне линиjе и потиска 104

13 Преглед резултата 106

Глава IV Изведени полицентрични лукови 113

14 Лукови из триjу средишта 115
14.1 Елипсасти лукови 115

14.1.1 Геометриjска своjства 115
14.1.2 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа 119

14.2 Псеудолукови из триjу средишта 120
14.2.1 Геометриjска своjства 120
14.2.2 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа 122

14.3 Минимална дебљина лукова из триjу средишта 122
14.4 Преглед резултата 124

15 Тjудорски лукови 127
15.1 Лукови из четириjу средишта 127

15.1.1 Геометриjска своjства 127
15.1.2 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа 131

15.2 Псеудолукови из четириjу средишта 132
15.2.1 Геометриjска своjства 133
15.2.2 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа 137

15.3 Минимална дебљина тjудорских лукова 138
15.4 Преглед резултата 139



iv Садржаj

Глава V Испитивање равнотеже простих крстастих

сводова 145

16 Троугаони крстасти сводови 147
16.1 Хоризонтални потисак троугаоних крстастих сводова 149
16.2 Тежина троугаоних крстастих сводова 152
16.3 Троугаони крстасти свод минималне дебљине 152
16.4 Резултати 154

17 Преломљени крстасти сводови 155
17.1 Минимални потисак меродавног свода 159
17.2 Запремина меродавног свода 162
17.3 Диjагонални потисак простих крстастих сводова 164
17.4 Резултати 165

Глава VI Образовање афиних сводова 169

18 Разврставање афиних сводова 171

19 Сложени крстасти сводови 172
19.1 Правилни крстасти сводови 172
19.2 Неправилни крстасти сводови 173
19.3 Деjствовање сложеног крстастог свода 174

20 Зракасти и прстенасти сводови 177
20.1 Прости прстенасти сводови 178
20.2 Сложени прстенасти сводови 180

Глава VII Параметарско обликовање сводова 183

21 Kонструкциjски афинитет сводова 185
21.1 Конструкциjски афинитет равних ликова 185
21.2 Конструкциjски афинитет просторних облика 186

22 Проjектовање сложених афиних сводова 192
22.1 Деjство на поjединачан ослонац 194
22.2 Оптималан положаj ослонца 197
22.3 Деjствовање сложеног неправилног афиног свода 200
22.4 Деjствовање сложеног зракастог свода 203
22.5 Алгоритам за испитивање општих афиних сводова 211

Глава VIII Завршна разматрања 215

23 Преглед доприноса дисертациjе 217

24 Закључак 224



Садржаj v

Глава IX Додаци 225

Додатак А Испитивање равнотеже ланчаничног лука 227

Додатак Б Прилог резултатима нагнутог правог лука 234

Додатак В Преломљени лукови по радиjалноj стереото-

миjи: резултати 240

Додатак Г Графички приказ лукова из триjу средишта

минималне дебљине 244

Додатак Д Графички приказ тjудорских лукова мини-

малне дебљине 249

Додатак Ђ Подељено хоризонтално оптерећење 253

Додатак Е Примери прорачуна деjства афиних сводова 256

Додатак Ж Заравњени сводови 266

Додатак З Испитивање равнотеже драперастог лука 269

Додатак И Испитивање равнотеже циклоидног лука 273



Предговор

Ако, на пример, приупитате циглу: „Шта би ти, цигло?“,

и цигла вам одговори: „Jа бих лук“, и ако jоj онда кажете:

„Види, лукови су скупи и могао бих да употребим бетонски

надвратник уместо тебе, шта кажеш на то, цигло?“, цигла

ће одговорити: „Jа бих лук!“ [42, стр. 10]

Луис Кан

Увођењем математичке обраде у дотада претежно практичан за-
датак, проблем стабилности1 масивних конструкциjа (првенствено
засведених) краjем седамнаестога века задобиjа и теориjски вид.
Тако њиме почињу да се баве поjединци коjи су боље владали ма-
тематичким апаратом, а коjи су изворно били усмерени ка другим,
чак и веома различитим, областима.2 Подизањем степена матема-
тичке обраде ових проблема, као и развоjем инжењерских школа
краjем осамнаестога века, постепено се раздваjаjу функциjски и
естетски вид градитељства с jедне стране, и конструкциjски вид
с друге стране, те се у образовном систему успостављаjу поjеди-
начне струке, архитектонска и грађевинска (в. [59, 75, 115]). Тиме

1 Под поjмом стабилност у овоj дисертациjи подразумева се статичка стабилност,

где jе граница одређена методом блиске равнотежне конфигурациjе. Одређениjе,

губитак стабилности подразумева угрожавање интегритета конструкциjе, односно

њену носивост.
2 Тако jе нпр. за проjектовање куполе Светог Павла у Лондону био задужен изворно

астроном, а потом jедан од наjзначаjниjих енглеских архитеката, Кристофер Рен,

уз сарадњу физичара Роберта Хука; у jедноj вариjанти проjекта средња купола

има облик ротационе површи чиjа jе изводница кубна парабола [63], што jе jедан

од првих случаjева где се математички одређени облик непосредно користио као

део процеса архитектонског проjектовања. Испитивање стаблности куполе Светог

Петра jе, средином осамнаестога века, било поверено троjици математичара (tre

mattematici, в. [59, 80, 81]), међу коjима jе био и Руђер Бошковић, а што се сматра

првим елаборатом стабилности конструкциjа; он jе, такође, касниjе био задужен и

за анализу стабилности куполе Миланске катедрале (в. [21, 28]).

vi



Предговор vii

ови проблеми биваjу претежно разматрани од стране грађевинских
инжењера или стручњака за посебне области техничке механике.
Међутим, има и градитеља, као што су Антони Гауди, Пjер Лу-
иђи Нерви, Феликс Кандела и Сантиjаго Калатрава, коjи су и у
току двадесетога века, без обзира на основно академско образо-
вање, успевали да обjедине и jедну и другу страну, испољаваjући
изражену склоност ка конструкциjским видовима архитектонског
стваралаштва.3 Захваљуjући развоjу рачунарских технологиjа у
градитељству, данас се овим проблемима равноправно баве и ар-
хитекте, обjедињуjући области историjе архитектуре, техничке ме-
ханике, рачунарских наука и дигиталне фабрикациjе. Тако су на
последњем одржаном Венециjанском биjеналу архитектуре, 2016.
године, чак три поставке биле посвећене управо масивним сводо-
вима.

3 Уз њих се могу сврстати и представници хаj-тек архитектуре, попут Ренца

Пjана, Ричарда Роџерса и Нормана Фостера, у чиjим делима архитектонско-

конструкциjски детаљи у великоj мери утичу на доживљаj архитектонског про-

стора.





Глава I

Теориjске основе истраживања

1





1

Претходна истраживања масивних
засвођених конструкциjа

Ut pendet continuum flexile, sic stabit contiguum rigidum inversum.1

Роберт Хук

Древни градитељи су изумели разне облике конструкциjских еле-
мената како би наткрили простор, односно премостили отворе у
зиду или између стубова. Претече натпрозорних односно надврат-
них греда били су комади монолитних камених блокова коришће-
них у архитравном конструкциjском систему, своjственом неолит-
скоj (нпр. менхири у Стоунхенџу), египатскоj (храмови у Карнаку,
Луксору) или грчкоj архитектури (Атински Акропољ). Претежно
су постављани хоризонтално, али и у нагнути положаj, образуjући
тако троугаоне отворе. Такозвани лажни лукови, образовани од
конзолно препуштених блокова у хоризонталним слоговима, пред-
стављаjу корак ка изумевању лука односно свода (нпр. Атреjева
ризница у Кнососу). Масивне засвођене конструкциjе, као што су
зидани лукови или сводови, данас представљаjу велики део архи-
тектонског наслеђа. За разлику од гредних система, код коjих по-
стоjе само вертикална оптерећења, код лучних носача jављаjу се и
хоризонтални потисци, чиjе jе савладавање представљало jедан од
кључних проблема током градитељске историjе.

Како би предвидели и предупредили могуће сломове (колапсе),
истраживачи развиjаjу различите моделе деjствовања (понашања)

1 „Као што виси гипко уже, наглавачке стоjи крути лук.“ Хук jе (за)дао оваj став у

виду (jедног од укупно десет) анаграма: abccc ddeeeee f gg iiiiiiii llmmmmnnnnnooprr

sssttttttuuuuuuuux, на краjу књиге [64, стр. 31], „како би испунио упражњено место

на страни“. Решење анаграма jе обjављено тек 1705. године, након Хукове смрти.

Чак jе и данас, изван уских научних кругова, уврежено мишљење да потпорна

линиjа има облик ланчанице. Међутим, по Бенвенуту [12] jе jош у осамнаестом

веку указано на погрешност те аналогиjе [118]. Ово jе потврдио Миланковић [92],

а недавно су Макрис и Алексакис [84] показали да ланчаница теориjски не може

бити потпорна линиjа у полукружном луку.

3
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конструкциjа, коjи се користе у испитивањима (анализама) ста-
билности.2 Међутим, све до краjа седамнаестога века, чак су и наj-
већи лукови, сводови и куполе били грађени на основу чисто геоме-
триjских правила конструисања [102] (нпр. тзв. Дераново правило
[11, 19, 41]), коjа су била заснована jедино на искуству и градитељ-
скоj интуициjи [12]. Све до Галилеjа, сматрало се да jе геометриja
(облик) – а не механика (чврстоћа материjала) – та коjа обезбеђуjе
стабилност конструкциjе. Тако Витрувиjево firmitas првенствено
припада пољу геометриjе [116]. По Леонарду да Винчиjу, лук ниjе
ништа више до снага добиjена удруживањем двеjу слабости [106], а
што се може сматрати првим описом деjствовања лука [27].3 Дакле,
исправно димензионисање jе било резултат емпириjских опажања
током дугачког периода, а не последица знања техничке механике
[31].

Градитељи су често тежили оптималном извођењу поjединих кон-
струкциjа, с обзиром на њихов облик и материjал употребљен за
изградњу. Веза између (наjбољег) облика лука и ланчанице4 такође
jе установљена емпириjски [102], али jе мало вероватно да датира
пре ренесансе [31]. Роберт Хук jе вероватно први коjи jе, данас
добро познатим анаграмом [64], указао на то. Грегори [57] (у ен-
глеском преводу [129]) наводи да jе неки лук стабилан зато што
jе његовом дебљином обухваћена одговараjућа ланчаница. Другим
речима, лук jе стабилан ако jе могуће наћи потпорну линиjу коjа
лежи у његовим границама [62]. Међутим, ова значаjна напомена
ниjе довела до корисних поступака за испитивање или проjекто-
вање стварних лукова [69]. Идеjа о изврнутоj (наглавачке поста-
вљеноj) верижноj кривоj – ланчаници може се наћи и у Белидо-
ровим илустрациjама [11], и управо њу jе применио Полени [101]
приликом провере стабилности куполе Светог Петра у Риму, сре-
дином осамнаестога века. Ово начело остало jе заступљено чак и у
двадесетом веку, посебно међу архитектама [31], нпр. у делима Гау-
диjа [66]. Премда су проблеми ланчанице и зиданог лука сведени на
jедан [124], могу се разграничити његова два вида. Наиме, с jедне

2 Овде ће бити изложена материjа потребна за постављање теориjскога оквира ове

дисертациjе, док се опширниjи прикази развитка истраживања стабилности масив-

них лукова и сводова могу наћи у [12, 59, 61, 75].
3 Наиме, половина лука, деjствуjући самостално, ниjе у равнотежи. Међутим, две

половине лука, преносећи хоризонтални потисак jедна на другу у темену лука,

чине лук у целини стабилним. У Да Винчиjевим Белешкама [37] може се наћи

скица опреме за мерење хоризонталног потиска полукружног и преломљеног лука.
4 Облик криве одређен положаjем коjи заузима савршено гипка нерастегљива тешка

нит (хомоген ланац) окачена о краjеве; в. Додатак А.
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стране jе математички проблем, претежно разматран међу мате-
матичарима (попут браће Бернули, Лаjбница, Хаjгенса, Грегориjа)
коjи су посматрали лук инфинитезималне дебљине; с друге стране
jе то механички проблем, разматран међу архитектама (као што су
Лаир, Купле и Белидор) коjи посматраjу ланчаницу у виду линиjе
коjа повезуjе тежишта тесаника лука одређене (коначне) дебљине
[102].

Лаир [38, 39] се сматра првим аутором коjи jе приступио про-
блему стабилности лукова и сводова с научне тачке гледишта [12],
док jе Белидор [11] његове ставове применио у пракси. Иако jе
било разматрано и раниjе, Купле [30] jе био први коjи jе поставио
jасне претпоставке о понашању масивног материjала: трење између
тесаника jе довољно велико да не може доћи до клизања, међу те-
саницима не може да се преноси затезање и напони коjи настаjу
су тако мали да jе чврстоћа на притисак практично неважна [59].
При томе jе утврдио начин на коjи долази до слома лука – меха-
низам слома узрокован образовањем пукотина у луку.5 На томе jе
засновао поступак коjим jе покушао да одреди минималну дебљину
полукружног лука непроменљиве дебљине под деjством сопствене
тежине, а што jе данас познато као Куплеов проблем. У складу
с наведеним, изузета jе могућност слома услед чврстоће матери-
jала, дозвољаваjући само слом услед губитка стабилности, рела-
тивним обртањем делова лука. Ове указе jе на гипсаним моделима
лукова експериментално потврдио Денизи [50]. Након тога jе Ку-
лон [29], из услова статичке равнотеже, развио метод максимума и
минимума, показуjући постоjање двеjу граничних вредности хори-
зонталног потиска. Циљ овога jе било тачно одређивање положаjа
пукотине (зглоба) и израчунавање одговараjућег потиска лука [59].

Почетком деветнаестога века jе Томас Jанг [133] увео концепт
потпорне линиjе, омогућаваjући визуализациjу тока оптерећења у
луку [69]. Пре више од jеднога века, наш научник Милутин Милан-
ковић, подробно jе обрадио замисао потпорне линиjе, и то у своjоj
докторскоj дисертациjи.6 У свом раду [92], Миланковић jе пружио
општу теориjу за испитивање равнотеже масивних лукова општег –

5 Назнаке оваквог механизма слома могу се наћи читав век раниjе у [9].
6 Премда jе с почетка двадесетога века, оваj рад jе широj научноj заjедници познат

тек однедавно, те Миланковићев приступ изнова постаjе предмет истраживања.

Овоме су наjвише допринели рад италиjанског истраживача Фочеа из 2007, у коjем

jе на енглеском jезику приказано Миланковићево истраживање (изворно обjављено

на немачком jезику), као и неколицина радова грчких истраживача Макриса и

Алексакиса из протеклих неколико година у коjима jе исти приступ истакнут и

примењен.



6 Претходна истраживања масивних засвођених конструкциjа

закривљеног облика [51]. У прорачун jе увео тачне положаjе тежи-
шта тесаника, коjи су до тада узимани дуж осе (средишње линиjе)
лука, те jе диференциjалним рачуном извео израз за потпорну ли-
ниjу. Тако jе, изванредном математичком разрадом проблема, први
коjи jе дао тачно решење Куплеовог проблема, скоро два века на-
кон његове поставке. Миланковић jе указао на то да се експлицитна
jедначина потпорне линиjе може непосредно добити, без извођења
диференциjалне jедначине и њеног интеграљења, и то када jе мо-
гуће извести аналитички израз за резултантно оптерећење и припа-
даjућу нападну тачку за одређени – коначни део лука [51]; управо
оваj став jе примењен при аналитичкоj обради потпорне линиjе у
овоj дисертациjу.

У другоj половини деветнаестога века, с развоjем челичних кон-
струкциjа, истраживање масивних лукова потпало jе под оквир те-
ориjе еластичности [27]. Међутим, ова решења су се испоставила
неодговараjућа за масивне лукове, коjи не испољаваjу линеарно
еластично понашање [65]. С обзиром на то да се применом гра-
фичких (геометриjских) конструкциjа могу обрађивати сложениjи
конструкциjски проблеми коjе jе било захтевно решавати нуме-
ричким путем [56], чак и касниjе, у двадесетом веку, када jе те-
ориjа еластичности преузела свеопште првенство, у пракси jе jош
увек била уобичаjена провера стабилности уз помоћ метода графо-
статике [69], развиjаних у другоj половини деветнаестога века (в.
[32, 33]) и усавршених до краjа века (в. [73] и [125]).

Средином двадесетога века jе показано да су поменуте Купле-
ове претпоставке заправо довољне да се испитивање масивних кон-
струкциjа уврсти у оквир теориjе пластичности односно анализе
граничних стања [74], изворно развиjене за челичне конструкциjе
[27, 58, 62, 75]. Од посебног значаjа jе статичка теорема (тзв. си-
гурносна, доња гранична теорема) теориjе пластичности коjа каже
да jе лук стабилан (сигуран) уколико постоjи потпорна линиjа коjа
jе у равнотежи с оптерећењем и притом свуда лежи у границама
лука (што jе већ наслутио Грегори); при томе, то не мора да буде
стварна потпорна линиjа [59]. Према томе, облик лука, а не чвр-
стоћа материjала, обезбеђуjе стабилност лука [61]. То омогућава
jедноставно статичко испитивање у оквиру теориjе статички одре-
ђених система, своjствено анализи граничне равнотеже, примењи-
ваноj пре двадесетога века [75]. Тако се проблем стабилности масив-
ног лука своди на претежно геометриjски задатак, а што ће бити
подробниjе размотрено у поглављу 2 ове дисертациjе.
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Испитивање зиданих сводова. С обзиром на зидане просторне
(тродимензионалне) конструкциjе – сводове, као полазиште се узи-
маjу псеудотродимензионална испитивања развиjана у оквиру ме-
тода графостатике.7 Наиме, сводови се поделе на лукове (деонице)
коначне ширине чиjа се равнотежа засебно испитуjе (в. нпр. [61,
73, 125, 130, 131]). Закључено jе да jе разложно „сечење“ (подела,
дискретизациjа) свода према линиjама наjстрмиjег пада (нпр. вер-
тикалним равнима коjе их садрже) [16, 69, 125]. У складу с тим
се крстасти или ребрасти сводови, образовани од дваjу цилиндрич-
них сводова,8 испитуjу (графички) на основу дискретизованог мо-
дела тока сила, као систем међусобно независних (елементарних,
паралелних) лукова коjи премошћаваjу распон између укрсница од-
носно (диjагоналних) ребара свода. Њихови поjединачни потисци
нижу се дуж ребара9 и преносе се посредно на ослонце [73, 125].

Почев од последње четвртине прошлог века, развиjаjу се разли-
чити модели понашања засвођених конструкциjа засновани на тзв.
методи коначних (FEM ) и дискретних (DEM ) елемената (в. нпр.
[53, 69, 77, 78, 86, 85, 91, 110]). Међутим, премда се и данас ра-
звиjаjу, с обзиром на своjства масивног материjала те изузетну
осетљивост на мале промене граничних услова, испостављаjу се
непримеренима за испитивање зиданих конструкциjа [27, 61, 69,
110]. Као што jе поменуто, у своjим многоброjним радовима у дру-
гоj половини двадесетога века, Хеjман jе показао да тзв. анализа
граничних стања може бити примењена на зидане конструкциjе,
уколико материjал испуњава одређене услове (поменуте Куплеове
претпоставке).10 У складу с тим, конструкциjа jе безбедна уколико
може бити нађено статички могуће равнотежно стање; ово jе слу-
чаj када се унутрашњи (равнотежни) систем, као што jе потпорна
мрежа или потпорна површ, коjи представља ток сила унутар за-
свођене конструкциjе и коjи jе у равнотежи с датим оптерећењима,
налази у оквиру граница свода (између интрадоса и екстрадоса)
[13, 14, 27, 61, 67, 69, 75]. Иако jе идеjа стара више векова, оваj тзв.
равнотежни односно геометриjски приступ, данас се сматра веома

7 Овакав приступ, такозвану методу сечења односно резања, први jе на примеру

крстастог свода и куполе применио Витман [69, 130].
8 Водиље ових сводова могу бити нпр. троугаони, полукружни, преломљени лук итд.
9 Позната jе двоjба имаjу ли ребра естетску или конструкциjску улогу (в. нпр. [70]).

У овоj дисертациjи таj проблем неће бити разматран, а сводови ће бити испитивани

без присуства и утицаjа ребара.
10 Такав тзв. равнотежни приступ jе заправо већ био присутан у тзв. староj теориjи

развиjаноj током осамнаестог и деветнаестог века [69].
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учинковитим алатом коjи ваљано (блиско стварности) описуjе по-
нашање масивних конструкциjа [61, 69, 75, 110].

Стереотомиjа. Приликом истраживања лукова, научници су раз-
матрали различите врсте стереотомиjе, односно утицаj облика те-
саника на стабилност и естетику засвођених конструкциjа. Стере-
отомиjа представља скуп геометриjских знања и каменорезачких
вештина, односно технику конструисања (цртања и тесања) каме-
них блокова и састављања у сложене архитектонске конструкциjе
(као што су лукови, сводови, тромпе, завоjна степеништа и сл.)
[2, 116].11

Различити правци споjница односно пукотина међу тесаницима,
те правци произвољних (споjничких) пресека приликом аналитич-
ког моделирања проблема, одређуjу различите облике односно те-
жине одговараjућих делова лука [84]. Сходно томе, уочен jе ути-
цаj стереотомиjе на сложеност самог аналитичког поступка коjи се
спроводи приликом прорачуна стабилности.12 Закључено jе да ра-
зличити облици стереотомиjе даjу различите теориjске, физички
могуће, облике потпорне линиjе [7, 84, 123].13 Уколико се испитуjе
стабилност постоjећег лука, требало би да примењена стереотомиjа
одражава конструкциjу лука, односно правац пружања изведених
споjница [99].

С обзиром на зидане лукове, уобичаjене врсте стереотомиjе, од-
носно правци пружања споjница14 међу тесаницима (в. [73, 125]),
коjи уjедно одређуjу и претпостављени правац пукотина, jесу:

11 Тако стереотомиjа обjедињуjе начела примењене геометриjе, статике и естетике, и

важан jе чинилац у историjском развоjу архитектонских конструкциjа. Међу наjпо-

знатиjим трактатима су [40, 50, 79]. Развоj стереотомиjе претходио jе успостављању

нацртне геометриjе као дисиплине. Извођачки цртежи каменорезаца били су по-

кретачи развоjа техника репрезентациjе и визуализациjе простора [116]. Међутим,

временом се стереотомиjа, изучавана у инжењерским школама у Францускоj кра-

jем осамнаестога века, од заната преусмерила ка теориjском пољу. Тако jе нпр.

Монж предложио да споjнице међу тесаницима елипсоидног свода (половина тро-

осног елипсоида) буду израђене у виду правоизводних површи чиjе су изводнице

нормале елипсоида дуж његових линиjа закривљености; међутим овакав свод ниjе

никада изведен [95, 117].
12 Уз то, коришћена стереотомиjа обично налаже и одабир одговараjућег координат-

ног система приликом аналитичког моделирања проблема.
13 Испитуjући полукружни лук, Макрис и Алексакис [84] су показали да уобичаjени

облици стереотомиjе не даjу знатно различите вредности минималне дебљину луке.

Међутим, недавно jе Гашпар са сарадницима [55] показао да се може наћи стерео-

томиjа коjом се знатно утиче ову величину.
14 Постоjе и сложени претпостављени изломљени облици пукотина [7, 76].
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(а) радиjална стереотомиjа: правац споjница jе конкурентан са
средиштем лука, као што jе случаj код тзв. италиjанских пре-
ломљених лукова (слика 1a);

(б) нормална стереотомиjа (управна, ортогонална): споjнице су
управне на осу лука односно управне на интрадос (слика 1б);15

(в) вертикална стереотомиjа: споjнице су паралелне и пружаjу
се у вертикалном правцу (слика 1в).16

Слика 1. Различити облици стереотомиjе заступљени у преломље-
ним луковима (а) радиjална, (б) нормална, (в) вертикална

Механизми слома зиданих лукова. Крути масивни лук jе ста-
тички неодређен систем [58, 65, 75, 112]. Након уклањања оплате,
услед неизбежних (геометриjских) неправилности, лук прилаго-
ђава облик односно слеже се (деформише се), те настаjу пукотине
у луку (коjе не мораjу бити jасно видљиве). Ове пукотине се идеа-
лизуjу у виду зглобова, будући да се око њих врши релативно обр-
тање крутих делова лука [61]. На оваj начин статички неодређена
полазна конструкциjа постаjе статички одређен лук. Оптерећење
се преноси, кроз jедну, краjњу, тачку отворене споjнице односно
пукотине, кроз деформациjом образован зглоб. Према томе, пуко-
тине су саставни део природног стања зиданог лука [58]. У складу
с наведеним своjствима масивног материjала, изузета jе могућност
слома услед чврстоће материjала, дозвољаваjући само слом услед
губитка стабилности. Тако до слома лука може да дође искључиво
након образовања кинематички могућег механизма слома [75]. По-
требан jе настанак одређеног броjа пукотина, коjе се понашаjу као

15 У случаjу кружних лукова радиjална и нормална стереотомиjа се подудараjу.
16 Ламе и Клапеjрон [76] су показали да се на оваj начин прорачун упрошћава [123].

Међутим, вертикални резови се могу наћи већ у радовима Лорње [82] и Фонтана

[52]. Jанг [133] jе показао да, уз вертикалну стереотомиjу, потпорна линиjа лукова

коjи имаjу jеднообразну вертикалну дебљину има облик параболе [72]. Миланковић

[92] jу jе такође разматрао код лука jеднаког отпора. Вертикална стереотомиjа jе

уобичаjено примењивана приликом испитивања равнотеже сводова (в. нпр. [73, 125,

130, 131] или у новиjим истраживањима [15, 25, 27]).
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зглобови, како би стабилан лук постао механизам. Уз то jе потребно
да пукотине буду наизменично ориjентисане. Да би се показало да
лук може изгубити стабилност, неопходно jе одредити размештаj
зглобова коjи одговара механизму слома [59].

Овакви механизми слома су познати за различите облике лукова
(в. [50, 89]). Равнотежу равног тj. правог лука разматрали су, из-
међу осталих, jош Лаир [39] и Кулон [29], и то као склоп крутих
тесаника са споjницама без трења нити кохезиjе међу њима. Пока-
зано jе да сломљени архитрав, с пукотином у средини распона, та-
кође деjствуjе као раван лук [60, 72]. Хеjман [61] jе закључио да код
лукова сличних правима, хоризонталних или нагнутих (попут леб-
дећих потпорња), не постоjи размештаj зглобова тj. пукотина коjи
би образовао механизам слома, те да jе такав лук неограничене jа-
чине.17 Међутим, тачан положаj зглобова, када jе претпостављена
минимална дебљина лука, утврђен jе само за полукружне и елип-
тичке лукове (в. [8, 92]). Штавише, механизми слома своjствени лу-
ковима с глатким теменом не важе у случаjу преломљених лукова.
Увођењем преломљеног темена лука, уз разматрање сегментних и
потковичастих лукова, аналитичко моделирање проблема се знатно
усложњава. Стога механизми слома преломљених лукова предста-
вљаjу посебни проблем коjи ће у овоj дисертациjи бити подробно
испитан.

О конструкциjском афинитету. Ранкин [104, 105] jе указао на
то да jе равнотежу сложених структура могуће испитивати на ос-
нову погодно одабраних jедноставниjих структура, уколико су оне
у афиноj вези. Наиме, ако jе нека конструкциjа (нпр. лук, свод,
решетка) стабилна, онда jе стабилна и конструкциjа коjа се добиjа
њеном афином трансформациjом (пресликавањем паралелним про-
jекциjским зрацима). У складу с наведеним jе при испитивању или
проjектовању сложених сводова (нпр. крстастих) довољно показати
да jе између његових делова заступљен конструкциjски афинитет,
те испитати само своjствени (jедноставниjи) део (чиме се знатно
може поjедноставити сам прорачун). Сводови коjи поседуjу ово
своjство овде су названи афини сводови. Идеjа о конструкциjском
афинитету остала jе скоро незапажена (в. и [71]), те сходно томе
недовољно истражена. У овоj дисертациjи пружа се њена подробна
разрада те примена на испитивање равнотеже афиних сводова.

17 Међутим, као што ће бити показано, теориjски jе могуће да само раван хоризонта-

лан лук буде бесконачно танак, док jе у нагнутом случаjу за обезбеђење стабилно-

сти неопходна коначна минимална дебљина коjом се обухвата потпорна линиjа.
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Приликом разматрања раванских проблема, уколико се нека фи-
гура (лук), чиjа jе равнотежа представљена придруженом потпор-
ном линиjом, афином трансформациjом преслика у другу фигуру,
њоj придружена потпорна линиjа такође представља афину слику
изворне потпорне линиjе [71, 105]. Тако jе Еди [45] обрадио рав-
нотежу елиптичког лука на основу одговараjућег, њему афиног,
полукружног лука jеднаког распона. На слици 2б дати су полу-
кружни и преломљени лук с приказаном потпорном линиjом. На
слици 2а jе приказана њихова слика добиjена афином трансфор-
мациjом с коефициjентом λ < 1 коjи даjе скраћену слику, док jе на
слици 2в уз коефициjент λ > 1 добиjена продужена слика.

Слика 2. Афине трансформациjе полукружног лука (горе) и пре-
ломљеног лука (доле): (а) скраћена слика, (б) полукружни и пре-
ломљени лук, (в) издужена слика

Новиjа истраживања зиданих лукова и сводова. Током по-
следњих година, истраживачи наново разматраjу теориjу потпорне
линиjе и класична питања одређивања граничних стања равнотеже
симетричних масивних лукова различитог облика, као и одгова-
раjуће теориjске минималне дебљине под сопственом тежином [7].
У [24], где су полукружни лукови исцрпно обрађени, Миланкови-
ћева анализа jе проширена на сегментне и потковичасте кружне
лукове. Макрис и Алексакис [8, 84] су израчунали минималну де-
бљину полукружних и елиптичких лукова, уз примену и радиjалне
и вертикалне стереотомиjе, и то коришћењем и вариjационог и гео-
метриjског приступа (одређивање минималне потпорне линиjе).

Међутим, упркос чињеници да су преломљени лукови, поред кру-
жних и елиптичких, веома чести у историjским конструкциjама,
као и да њихово усваjање представља основу разлике између ро-
маничке и готичке архитектуре [48], њихово конструкциjско пона-
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шање по теориjи потпорне линиjе и даље jе недовољно истражено
(в. нпр. [44, 89, 112]).18 Уз то, иако су троугаони лукови (конструк-
циjски) претходници претходно поменутих, jош су ређи радови коjи
се њима баве. Такође су ретка истраживања у коjима се разматра
минимална дебљина преломљених и троугаоних лукова.19

Данас се проблеми засвођених зиданих конструкциjа – испити-
вање њихове равнотеже и, нарочито, проjектовање сложених обли-
ка, разматраjу у оквиру архитектонских школа значаjних универ-
зитетских центара, међу коjима се истичу скупине истраживача
с техничких универзитета у Цириху и Бариjу.20 У свом раду ови
истраживачи, уз помоћ савремених рачунарских технологиjа, ра-
звиjаjу различите дигиталне алате у градитељству, обjедињуjући у
архитектонском оквиру теориjу конструкциjа, рачунарске науке и
дигиталну фабрикациjу (в. [13, 22, 47, 107]). Ослањаjући се на горе-
поменута начела конструисања старих градитеља и графичких ме-
тода испитивања равнотеже, развиjаjу методе за изналажење кон-
струкциjски оптималних сложених облика сводова21 уз помоћ рачу-
нара, као и начине образовања склопова од мањих елемената (дис-
кретизациjе), њихове производње и изградње (в. [6, 108, 126, 127]).

Насупрот псеудо-тридимензионалним испитивањима, како би се
боље представило садеjство делова засвођених структура, Блок
jе са сарадницима у току протекле децениjе развио модел у ко-
jем jе равнотежа представљена потпорном мрежом (Thrust network
analysis) [13, 18, 16, 17]. Оваj модел представља наjновиjи рачунар-
ски приступ односно метод намењен за испитивање сводова врло
сложене геометриjе. Имаjући у виду да jе и у овом моделу ток сила

18 Аита jе са сарадницима [3, 4, 5] анализирала преломљене лукове применом не-

линеарне еластичне анализе и тзв. методом области стабилности (коjу jе развио

Дуран-Клеj). Роса и Галициа [43] су моделирали и анализирали лук као дискрети-

зовани систем крутих блокова. Романо и Оксендорф [111, 112] су спровели анализу

на основу jедначина очувања рада.
19 У [112] се могу наћи нумеричке вредности само за неколицину облика преломљених

лукова, док jе у [10, 132] дат однос дужине и минималне дебљине нагнутих (дваjу

наспрамно постављених) правих лукова (коjи се одупиру jедан о другог).
20 ETH Zurich, Institute of Technology in Architecture, The Block Research Group

и Polytechnic of Bari, Department of Civil Engineering and Architecture, New

Fundamentals Research Group. Истраживачи из различитих установа коjи се баве

историjским развоjем конструкциjа у градитељству окупљени су у удружењу Едо-

ардо Бенвенуто (Associazione Edoardo Benvenuto per la ricerca sulla Scienza e l’Arte

del Costruire nel loro sviluppo storico) са седиштем на Архитектонском факултету

Универзитета у Ђенови.
21 Предмет истраживања наjчешће су самоносеће, претежно камене, засвођене кон-

струкциjе (в. [46, 109, 114]).
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дискретизован – у виду просторне решетке, првобитно jе, за сваки
испитивани случаj, неопходно претпоставити ток сила односно про-
jекциjу (основу) потпорне мреже (услед тога, ниjе могуће прецизно
одређивање опасних пресека).

У складу с наведеним, непрекидност тока сила представљног у
виду глатке (или у деловима глатке) потпорне површи и даље jе
отворен проблем у оквиру испитивања равнотеже зиданих засво-
ђених конструкциjа. Поред тога, следећи закључци могу бити из-
ведени: (а) геометриjа тj. облик конструкциjе jе кључан чинилац
у проjектовању масивних сводова, (б) сви наведени методи под-
разумеваjу сложене прорачуне, обично засноване на итеративним
поступцима, и (в) у већини случаjева, jедино су крстасти сводови
подробно разматрани [12, 25, 53, 69, 75, 77, 78, 91].

У основи истраживања представљеног у овоj дисертациjи jе те-
ориjа потпорне линиjе, коjом се описуjе равнотежа лука. Стога су
њена своjства подробно приказана у предстоjећем поглављу 2. Уз
примену конструкциjског афинитета разматрање се прошируjе на
просторни проблем, у виду потпорне површи у засвођеним кон-
струкциjама, што jе подробниjе разматрано у поглављу 21.



2

О теориjи потпорне линиjе

Ако након уклањања оплате камена конструкциjа стоjи

првих пет минута, стаjаће и наредних петсто година. [61,

стр. 24]

Жак Хеjман

Масивни (зидани) лук jе конструкциjа неправилног облика саз-
дана од лучног камења (тесаника клинастог облика) коjи заjед-
ничким деjством наткриљуjу неки простор (слика 3a). Како би
се испитивање jедноставниjе спроводило, облик конструкциjе се
идеализуjе, односно представља се блиским jедноставниjим обли-
ком. Неправилна геометриjа интрадоса (подсвође, потрбушина) –
доње (видљиве, унутрашње, конкавне) сводне површи (доње линиjе
лука) и екстрадоса (засвође) – горње (спољашње, конвексне) сводне
површи (горње линиjе лука), коjи представљаjу границе свода од-
носно лука, замењуjу се кривим линиjама. Тако jе нпр. масивни
лук приказан на слици 3a представљен у виду склопа двеjу четвр-
тина кружног лука различитог полупречника, као што jе дато на
сликама 3б–ђ.

Теориjа потпорне линиjе, тзв. стара (класична) теориjа, разви-
jена jе као графички поступак за статичко испитивање лукова од-
носно сводова. У складу с начелима графостатике, тело (или фи-
гура, раван лик) jе у равнотежи уколико су у равнотежи силе коjе
делуjу на његa. Другим речима, резултанта система мора бити jед-
нака нули. Уколико се разматраjу три силе, први услов jе да буду
конкурентне, тj. да њихове нападне линиjе пролазе кроз исту тачку.
Други услов jе да величина (интензитет) тих сила буде таква да
полигон сила коjи оне образуjу буде затворен.

На слици 3б приказан jе лук чиjа jе сопствена тежина W , коjа
делуjе вертикално, нанета у његово тежиште, у тачку G. Тежина
лука изазива у ослонцима отпоре тj. реакциjе R1 и R2, коjе редом

14
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делуjу на ослоначким споjницама у нападним тачкама S1 и S2. Да
би систем био у равнотежи нападне линиjе реакциjа се мораjу сећи
на вертикали кроз тачку G, у тачки M ,1 док се на плану сила
одређуjе њихова величина.

Слика 3. (а) камени лук, (б) равнотежа лука, (в) план сила, (г)
равнотежа лука, (д) верижни полигон, (ђ) потпорна линиjа, (е) ми-
нимална потпорна линиjа, (ж) максимална потпорна линиjа

1 Померањем ове тачке по вертикали мења се величина хоризонталног потиска лука,

односно хоризонталне компоненте реакциjа, као и правац реакциjа.
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Уколико лук поделимо на два дела, као што jе приказано на
слици 3г, тежине поjединачних делова, W1 и W2, наносе се у при-
падаjуће тежиште. Равнотежа система представљена jе затворе-
ним полигоном сила приказаним на слици 3в. Странице полигона
(плана) сила представљаjу редом надовезане силе W1, W2, R1 и
R2, а хоризонтално растоjање представља величину хоризонталне
силе тj. потиска H, коjа jе непроменљива дуж лука.2 У овом слу-
чаjу се нападна линиjа реакциjе R1 и тежине W1 секу у тачки J ,
а нападна линиjа реакциjе R2 и тежине W2 секу се у тачки K. Ре-
зултантна сила коjа делуjе на теменоj споjници има правац споне
кроз тачке J и K. Изломљена (полигонална) линиjа S1–J–K–S2,
коjу образуjу нападне линиjе резултантних сила, назива се вери-
жни полигон. Када jе лук издељен на више деоница, верижни по-
лигон jе образован од већег броjа страница, као што jе приказано
на слици 3д. Уколико се кривом линиjом споjе пресечне тачке ве-
рижног полигона и одговараjућих споjница добиjа се потпорна ли-
ниjа. Према томе, потпорна линиjа се дефинише као геометриjско
место нападних тачака резултантних сила на споjницама између
тесаника. Како би се тачно одредио облик потпорне линиjе узима
се инфинитезимална величина тесаника, односно лук се разматра
као монолитан, у складу с претпоставкама о понашању масивног
материjала, наведених у претходном поглављу.

Како jе Кулон показао, постоjе две граничне вредности хоризон-
талног потиска коjима одговараjу два гранична положаjа потпорне
линиjе. На местима у коjима потпорна линиjа додируjе границе
лука (интрадос или екстрадос) настаjу пукотине, коjе се понашаjу
као зглобови кроз коjе се преноси оптерећење, односно кроз коjе
мора да прође потпорна линиjа. Наиме, ако ослонци лука попу-
сте услед оптерећења, распон лука (свода) се повећава, те долази
до размицања ослонаца. Потпорна линиjа коjа одговара оваквом
стању, и коjа jе наjстрмиjа тj. наjвеће стреле и наjмањег распона,
назива се минимална потпорна линиjа, jер одговара наjмањем хо-
ризонталном потиску, и представља jедан њен гранични положаj
(слика 3е). С друге стране, примицање ослонаца узрокуjе друкчиjи
размештаj односно ориjентациjу пукотина (зглобова). Овоме одго-
вара наjмање стрма потпорна линиjа, наjвећег распона и наjмање
стреле, а коjа одговара наjвећем хоризонталном потиску (слика

2 За произвољно изабрани пол на плану сила (приказаном испрекиданим линиjама)

могуће jе одредити правац тj. нападну линиjу резултантног оптерећења W = W1 +

W2 коjе представља тежину лука у целини. Наравно, нападна линиjа пролази кроз

тежиште G целог лука.
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3ж), те се назива максимална потпорна линиjа [27, 61]. Замисао
потпорне линиjе, као путање сила притисака кроз конструкциjу,
након Jанга као зачетника, разрадио jе Мозли, обjавивши низ ра-
дова о стабилности конструкциjа,3 посебно масивних лукова [97].
Узгред, Мозли jе увео и начело наjмањег отпора [96], утврђуjући
да jе стварна потпорна линиjа она чиjи jе потисак наjмањи, тj. ми-
нимална потпорна линиjа. У складу с наведеним, потпорна линиjа
приказана на слици 3ђ, jедна jе од бесконачно много физички мо-
гућих потпорних линиjа, а коjа одговара одабраним нападним тач-
кама реакциjа и величини хоризонталног потиска. Доказ стабилно-
сти лука jе постоjање потпорне линиjе у оквиру граница лука.4

Размотримо несиметрични лук5 дат на слици 4а, коjи jе оптере-
ћен само сопственом тежином. Лук jе подељен на поjедине деонице,
чиjе тежине W1, W2. . .W7, W8 деjствуjу вертикално у припадаjу-
ћим тежиштима. Наиме, уобичаjено jе усваjање jединичне вредно-
сти за запреминску тежину материjала и ширину (дубину) лука,
те се сопствена тежина лука или његовог дела замењуjе површи-
ном припадаjућег прстена лука, ограниченог екстрадосом и интра-
досом и одређеним споjницама. Стога jе важан задатак одредити
површину деонице и припадаjуће тежиште.

Као што jе наведено, крути укљештени лук jе трипут статички
неодређен носач, те су потребна три чиниоца како би се систем
свео на статички одређен, а коjем би одговарала jединствена пот-
порна линиjа. Обично се одабираjу три тачке кроз коjе пролази
потпорна линиjа или две тачке и величина хоризонталног потиска.
Стога су овде на ослонцима унапред усвоjене (претпостављене) на-
падне тачке S1 и S2 реакциjа R1 и R2, респективно, кроз коjе мора

3 Мозли jе посебно указао на разлику између верижног полигона и потпорне линиjе.

Миланковић jе подробно обрадио оваj проблем, те jе показао да се правац нападне

линиjе резултантне силе разликуjе од правца тангенте на потпорну линиjу у напад-

ноj тачки те силе. Међутим, ова два правца се подудараjу уколико jе примењена

вертикална стереотомиjа [92].
4 Често се захтева да, под утицаjем начела теориjе еластичности, потпорна линиjа

буде у jезгру пресека, тj. у оквиру средње трећине дебљине лука, како се ни у jедном

пресеку не би jавило затезање. Међутим, у складу с наведеним претпоставкама, где

се занемаруjе затезање, дозвољено jе да се притисак jавља целом дебљином лука.

Степен сигурности се може постићи одговараjућим геометриjским коефициjентом

сигурности; нпр. за коефициjент 2, дебљина лука jе двоструко већа од теориjске

минималне потребне дебљине, док ће се за коефициjент 3 потпорна линиjа налазити

у оквиру средње трећине дебљине [61].
5 Tзв. лабудов врат, уздижући кошарасти лук, (нагнути) сочивасти лук с два среди-

шта и с ослонцима у неjеднаким висинама.
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Слика 4. (а) конструкциjа верижног полигона, (б) план сила, (в)
деоница лука с припадаjућим полигоном сила, (г) деоница лука с
припадаjућим полигоном сила

да прође потпорна линиjа (односно верижни полигон).6 Усваjањем
положаjа тачке на нападноj линиjи тежине W лука (в. слику 3б),
одређуjе се правац реакциjа ослонаца R1 и R2 и положаj пола P на
плану сила (уп. слике 3б,в и 4а,б). Тиме jе уjедно одређена и ве-
личина хоризонталног потиска, односно хоризонтална компонента
унутрашњих резултантних сила, те jе посматрани лук статички
одређен.

Придружени план сила, на коjем су, у одговараjућоj размери за
силе, редом нанете (надовезане) тежине деоница, дат jе на слици
4б. На плану сила, полни зраци одређуjу правац резултуjућих при-
тисака, те представљаjу резултантне силе T1, T2. . .T6, T7 коjе деj-

6 Код симетричних лукова, какви су предмет ове дисертациjе, уобичаjено jе да се

непосредно усвоjе три тачке кроз коjе пролази потпорна линиjа: по jедна на осло-

начким споjницама и jедна на теменоj споjници.
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ствуjу међу поjединачним деоницама лука. Интензитет ових сила
jеднак jе дужини полних зракова у одговараjућоj размери за силе.

У луку се конструише одговараjући (верижни) полигон прити-
сака R1, 1, 2. . . 6, 7, R2, чиjа jе свака страница паралелна с придру-
женим полним зраком у плану сила, а темена верижног полигона
налазе се на (вертикалним) нападним линиjама тежина поjединач-
них деоница. Потпорна линиjа пролази кроз пресечне тачке овога
полигона и споjница (саставака) a, b. . .h, i између деоница лука.

Као што jе наведено, уколико се потпорна линиjа налази у оквиру
граница лука, лук jе стабилан. Уколико потпорна линиjа излази из-
ван граница лука, губи се стабилност тj. долази до слома. Дакле,
стабилност лука обезбеђуjе његов облик, односно његова дебљина.
У посебном случаjу, када су облик и димензиjе лука такви да jе
теориjски могућа само jедна потпорна линиjа, лук има минималну
теориjску дебљину и налази се у стању граничне равнотеже. На
местима где потпорна линиjа дотиче екстрадос или интрадос (с
унутрашње стране), тj. када резултантна сила деjствуjе на гра-
ници лука, образуjе се зглоб. Уколико се образуjе довољан броj
таквих зглобова, стабилан лук постаjе механизам. Сваком облику
лука одговара jединствен механизам слома, коjи подразумева раз-
мештаj зглобова, а његово одређивање представља засебан про-
блем. У складу с наведеним, за потврду стабилности jе потребно
показати да лук има већу дебљину од потребне теориjске мини-
малне вредности.
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Предмет, хипотезе и циљ
истраживања

Sire, je n’avais pas besoin de cette hypothése.1

Пjер Симон Лаплас

Предмет истраживања. Предмет истраживања у овоj дисерта-
циjи jе моделирање равнотеже зиданих засвођених конструкциjа.
Одређениjе, чине га две скупине проблема: равнотежа масивних лу-
кова и равнотежа масивних сводова. Првом скупином, коjа одсли-
кава класични инжењерски проблем, у научним оквирима поста-
вљен краjем седамнаестог века, обухваћени су различити облици
лукова, од наjпростиjих – правих лукова, до сложених лукова из
више средишта – тзв. тjудорских лукова. Другу скупину проблема
представља испитивање сложених афиних сводова, образованих од
цилиндиричних сводова исте висине, чиjи пресеци (ободни лукови)
имаjу облик поменутих лукова.

Хипотезе истраживања. Основна хипотеза jе да се обjедињава-
њем теориjе потпорне линиjе и конструкциjског афинитета може
изнаћи метод за испитивање равнотеже и проjектовање сложених
афиних сводова различитог облика ободних лукова. Тиме се под-
разумева и следеће:
2 Геометриjским приступом у статичкоj анализи, односно приме-

ном теориjе потпорне линиjе, може се знатно уопштити тзв. Ку-
плеов проблем, у смислу решавања проблема равнотеже разли-
читих масивних полицентричних лукова оптерећених сопственом
тежином. При томе се, на основу изведеног израза коjи описуjе
припадаjућу потпорну линиjу, може начинити одговараjући ите-

1 „Господару, не беше ми потребна та хипотеза.“ Лапласов одговор Наполеону,

коjи jе покушао да га прекори зато што се у његовоj књизи (Небеска механика) не

помиње Бог [122, стр. 195].

20
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ративни поступак коjим се одређуjе гранично стање равнотеже,
односно вредност минималне дебљине лука коjа обезбеђуjе ње-
гову стабилност.

2 Увођењем конструкциjског афинитета могуће jе, полазећи од кон-
струкциjских своjстава лукова те одговараjућих крстастих сво-
дова, испитати равнотежу различитих сложених афиних сводова.
Тако jе, уз примену одговараjућих афиних трансформациjа, до-
вољно испитивање само jедног (меродавног) дела свода.

Циљ истраживања. Општи циљ истраживања jе стварање пара-
метарског модела за испитивање равнотеже односно проjектовање
сложених афиних сводова. У складу с описаним предметом истра-
живања, постављаjу се посебно следећи задаци.

(А) Примена геометриjског (равнотежног) приступа у статичкоj
анализи (тзв. теориjе потпорне линиjе), коришћеног у испити-
вању равнотеже полукружних и елиптичких лукова, на сложе-
ниjе (полицентричне) облике лукова и псеудолукова.2 За сваки
разматрани облик потребно jе:

◦ извести математички израз коjи описуjе потпорну линиjу и
◦ одредити вредност минималне дебљине лука.
• С обзиром на то да су преломљени лукови (из два средишта)
наjзаступљениjи поред кружних лукова, потребно jе испитати
утицаj различитих типова стереотомиjе (радиjална, нормална,
вертикална) на облик потпорне линиjе као и на вредност мини-
малне дебљине, узимаjући у обзир и сегментне и потковичасте
облике. Остале облике лукова испитати у складу са стереото-
миjом коjа наjбоље одсликава споjнице у стварним луковима.

(Б) Моделирање равнотеже сложених афиних сводова применом
конструкциjског афинитета.

◦ Представљање тока унутрашњих сила у виду непрекидне у
деловима глатке потпорне површи.
◦ Заснивање целокупрног прорачуна на геометриjским своj-
ствима тj. облику свода, те умањење његове сложености.
• Овакав модел пружио би могућности за проjектовање наj-
различитиjих облика афиних сводова, а уjедно би био добра
апроксимациjа за испитивање постоjећих сводова (коjи нису
настаjали применом конструкциjског афинитета).3

2 Подробниjи преглед ових лукова дат jе у следећем поглављу 5; посебно в. табелу 1.
3 Наиме, кружни и преломљеним кружни лук су редом афини с елиптичким и прело-

мљеним елиптичким луком. Потоњи су избегавани (и за извођење а и за прорачун)

због неjеднообразности тесаника коjи чине лук. Међутим, уз савремене рачунар-
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• Пружање jасног увида у „рад“ (деjствовање) ових сводова, те
смерница за њихово проjектовање (нпр. оптимални размештаj
ослонаца односно облик сводних поља с циљем смањења или
равномерниjе расподеле оптерећења).

(В) Испитивање различитих начина образовања афиних сводова.
◦ Типолошко разврставање могућих склопова афиних сводова
(над основама правилног, централног, прстенастог или непра-
вилног облика).
◦ Стварање нових облика односно изналажење композиционих
склопова сложених афиних сводова.

ске технологиjе ови проблеми се умањуjу, jер jе могуће и спровести прорачун и

изрезати жељени облик камена.
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Кључ за разумевање масивних конструкциjа налази се у

исправном разумевању геометриjе. [61, стр. 154]

Жак Хеjман

У овом поглављу се даjе методолошки оквир, односно скуп по-
ступака коjи ће бити коришћени приликом испитивања равнотеже
лукова и сводова. У основи разматрања jе теориjа потпорне линиjе
представљена у поглављу 2. Према томе, примењуjе се геометриj-
ски (равнотежни) приступ у статичкоj анализи. Разматра се равно-
тежа конструкциjе само под деjством сопствене тежине. У складу
с уобичаjеним (тзв. Куплеовим односно Хеjмановим) претпостав-
кама усвоjено jе да масивни материjал од коjег jе саздан лук има
следећа своjства:

(а) неограничена чврстоћа на притисак,
(б) нулта чврстоћа на затезање,
(в) не долази до клизања (неограничено трење).

Према томе, лук се посматра као круто непрекидно (монолитно)
хомогено тело без отпорности на затезање, док притисак преноси
у свим правцима унутар граница лука (унилатералан материjал).
У овоj дисертациjи се разматраjу лукови коjи представљаjу раван-
ски проблем и сводови коjи представљаjу просторни (тродимензио-
нални) проблем. Сходно томе, успостављене су две скупине посту-
пака.

Испитивање равнотеже лукова. Услед симетриjе лукова, при-
ликом испитивања сваког поjединачног облика лука, испитиваће се
само jедна половина, а биће предузети следећи кораци:
(А) Аналитичко моделирање – извођење jедначина своjствених
предметном облику лука, што подразумева:

2 Усваjање одређене врсте стереотомиjе и придруженог коорди-

23
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натног система (правоуглог или поларног), те одређивање одго-
вараjућих геометриjских своjстава:
◦ површина (тежина) коначног дела лука и координате придру-

женог тежишта;
◦ површина (тежина) саставних деоница лука и координате при-

дружених тежишта.
◦ Напомена 1: усваjа се jединична вредност за запреминску те-

жину материjала и ширину (дубину) лука, док се за остале
димензиjе лука користе бездимензионе величине; тако се соп-
ствена тежина лука или његовог коначног дела замењуjе (без-
димензионом) површином припадаjућег прстена лука.1

◦ Напомена 2: за укупну површину (тежину) лука не узима се
у обзир тежина (део) лука коjа се у складу са примењеном
стереотомиjом не преноси до ослоначког пресека.

◦ Напомена 3: део лука изнад пресека, коjи у складу с примење-
ном стереотомиjом садржи нападну тачку хоризонталне силе у
темену лука, не улази у укупну тежину (површину) лука; оваj
део се узима као концентрисано оптерећење коjе делуjе у оси
вертикалне симетриjе лука.

2 Како би лук био статички одређен систем, усваjаjу се тачке
на теменом и на ослоначком пресеку кроз коjе пролази потпорна
линиjа.
2 Одређивање хоризонталне силе из равнотеже момената за тач-
ку на ослоначкоj споjници кроз коjу пролази потпорна линиjа.
2 Одређивање jедначине потпорне линиjе из равнотеже моме-
ната за нападну тачку резултантне силе на произвољном пресеку.

(Б) Одређивање могућих механизама слома односно граничних ста-
ња равнотеже тj. одређивање броjа и размештаjа зглобова коjи од-
говараjу граничноj потпорноj линиjи.
(В) Нумеричко моделирање – извођење алгоритама за одређивање
минималне дебљине лука (као и осталих битних чинилаца попут
вредности граничних ексентрицитета код преломљених лукова или
вредности минималног хоризонталног потиска):

2 Уколико jе могуће, решење се одређуjе аналитичким путем:
◦ одређивање тачке потпорне линиjе у коjоj jе тангента пара-

лелна с екстрадосом;
◦ одређивање њене максималне удаљености од интрадоса, у од-

говараjућем правцу у складу са стереотомиjом и усвоjеним ко-
ординатним системом;

1 Стога ће се у даљем разматрању равноправно користити поjмови тежина и повр-

шина лука.
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◦ изjедначавање те вредности с дебљином лука, те извођење ана-
литичког израза за минималну дебљину лука.

2 Уколико ниjе могуће изнаћи аналитички израз, решење се до-
биjа нумеричким путем; то подразумева утврђивање итеративног
поступка коjим се дебљина лука смањуjе док потпорна линиjа не
додирне границе лука до жељеног нивоа тачности.
2 Добиjање нумеричких вредности и њихово тумачење; успоста-
вљање графичке зависности (у виду диjаграма) геометриjских
своjстава лука и његове могуће минималне дебљине.

Испитивање равнотеже афиних сводова. Афини сводови пред-
стављаjу склоп образован од различитих сложених крстастих сво-
дова чиjи су делови (саставни цилиндрични сводови) међусобно
афини, односно међу коjима се може успоставити и одговараjући
конструкциjски афинитет.

Цилиндрични масивни свод (слика 5a)2 се посматра као систем
међусобно независних елементарних лукова у паралелним верти-
калним равнима (слика 5б), чиjи се потисци преносе на ослонац
(нпр. зид). Према томе, оптерећење се преноси у вертикалноj равни
изводнице свода, дакле кроз елементарни лук. У сваком луку за-
ступљено jе начело наjмањег отпора, те влада минимални потисак
односно минимална потпорна линиjа. Сходно томе ће и свод у це-
лини имати минимални потисак. Када jе дебљина елементарних
лукова инфинитезимална, припадаjуће потпорне линиjе образуjу
непрекидну, у деловима глатку, потпорну површ у своду (слика
5в).

Крстасти свод образуjу одговараjући делови дваjу међусобно
управних правих цилиндричних сводова jеднаке висине – подужног
и попречног свода (слика 5г). При испитивању сводова усвоjиће се
вертикална стереотомиjа. У складу с тим, пресечна (увална) по-
врш (у даљем разматрању: укрсница) подужног и попречног свода
jе део вертикалне равни ограничен интрадосом и екстрадосом при-
падаjућих сводова. С обзиром на двоструку симетриjу крстастог
свода, довољно jе разматрати jедну његову четвртину коjа преноси
оптерећење на jедан ослонац.3 Притом се деjство преосталих де-
лова замењуjе подељеним хоризонталним оптерећењем дуж теме-

2 Разматраjу се само сводови код коjих jе ободни лук (профил свода) управан на осу

односно темену линиjу, тj. ободни лук лежи у равни попречног пресека цилиндрич-

ног свода.
3 Деjство свода у целини изражава се диjагоналним хоризонталним потиском – у

правцу диjагонале сводног поља, а његова укупна тежина представља вертикално

оптерећење коjе се преноси на ослонце.
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Слика 5. Замисао потпорне површи у (а) цилиндричном и (г) кр-
стастом своду: (б,д) низ елементарних лукова с придруженом ми-
нималном потпорном линиjом, (в,ђ) потпорна површ

ног пресека подужног и попречног свода. Услед заступљеног афи-
нитета између ободних лукова (попречног и подужног лука) свода,
могуће jе успоставити конструкциjски афинитет између одговара-
jућих делова крстастог свода. Тако се испитивање равнотеже целог
крстастог свода своди на анализу jедног његовог дела, тачниjе jедне
његове осмине.

С обзиром на то да од свих елементарних лукова афиног свода,
ободни лук има наjвећи обухватни угао, он jе меродаван за сигур-
ност (односно за димензионисање) свода. Стога, уколико jе ободни
лук стабилан (садржи одговараjућу потпорну линиjу између интра-
доса и екстрадоса), придружени свод jе такође стабилан (потпорна
површ jе садржана у границама свода). Слично потпорноj линиjи
унутар ободнога лука, приликом афине трансформациjе, потпорна
површ у своду ће такође бити подвргнута истом афинитету, очу-
ваваjући положаj у односу на границе свода. Сходно томе, при ис-
питивању или проjектовању сложених афиних сводова, довољно jе
успоставити афинитет измећу његових саставних делова, те испи-
тати само своjствени тj. погодно одабрани (jедноставниjи) део, што
значаjно упрошћава пропратне прорачуне.

Приликом испитивања сложених афиних сводова, методолошки
оквир подразумева следеће:

2 Афин свод jе образован као склоп делова цилиндричних сво-
дова над пољима облика правоуглог троугла.
2 Равнотежа свода, односно ток унутрашњих сила, представљена
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Слика 6. (а) Сводно поље простог крстастог свода с приказаним
попречним и подужним ободним луковима, (б) потпорна површ уну-
тар простог крстастог свода, (в) четвртине потпорне површи с по-
дељеним хоризонталним оптерећењем дуж теменог пресека

jе минималном непрекидном у деловима глатком потпорном по-
врши образованом као тродимензионално продужење потпорне
линиjе. Претпостављен jе ток сила дуж наjстрмиjег нагиба.
2 За меродавни део свода односно за меродавно оптерећење усва-
jа се осмина простог крстастог свода над квадратном основом.
Сви остали саставни делови сложеног афиног свода се одгова-
раjућим афиним трансформациjама преобразуjу у одговараjући
облик, односно добиjаjу се растезањем меродавног (или пола-
зног) свода. Растезање се врши само у правцу осе цилиндричног
свода или у равни управноj на њу; стога нема утицаjа на пра-
вац (припадност вертикалноj равни) нагибних линиjа потпорне
површи.

Сходно томе, биће предузети следећи кораци:

2 Меродавни свод се разлаже на деонице коjе на различити на-
чин деjствуjу, те се испитуjе њихово деjство – хоризонтални по-
тисак и вертикално оптерећење.

◦ По угледу на псеудотридимензионе анализе, деjства поjе-
диначних елементарних лукова (односно утицаj потпорне по-
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врши) нижу се дуж укрснице и посредно се преносе до ослонца
(нпр. стуба у темену сводног поља).
◦ Деjство (хоризонтално и вертикално) деонице свода у ши-
рини ослонца непосредно се преносе на њега.
◦ Деоница свода изнад стуба, коjа не учествуjе у претходно
наведеноj деоници, непосредно се преноси на стуб у виду вер-
тикалног оптерећења.

2 Примењуjе се начело наjмањег отпора, те jе у сваком елемен-
тарном луку заступљена минимална потпорна линиjа, коjоj одго-
вара минимални хоризонтални потисак у теменом пресеку. Ове
силе образуjу подељено хоризонтално оптерећење дуж теменог
пресека свода. Према томе, интеграљењем jедначине минимал-
ног хоризонталног потиска (површина диjаграма подељеног оп-
терећења) добиjа се меродавни хоризонтални потисак.

◦ Уколико ниjе могуће одредити аналитички израз за мини-
малну потпорну линиjу, вредности минималног хоризонталног
потиска за елементарне лукове (разне пресеке свода, уз задо-
вољаваjућу учесталост (размаке, густину)) одређуjу се нуме-
рички, итеративним поступком, те се и меродавно оптерећење
одређуjе нумеричком интеграциjом.
◦ Ипак, како би се обезбедила непрекидност потпорне површи,
неопходно jе подељено (непрекидно) хоризонтално оптерећење
дуж теменог пресека свода. На основу нумеричких вредности
хоризонталног потиска елментарних лукова, одређуjе се одго-
вараjућа апроксимативна функциjа (задовољаваjућег степена
тачности), те се њеном интеграциjом добиjа укупни меродавни
потисак.

2 Вредности хоризонталног потиска и вертикалног оптерећења
разних делова свода добиjаjу се на основу одговараjућих коефи-
циjената афинитета одређених обликом сводних поља.
2 Деjство свода на поjединачне ослонце добиjа се збраjањем ути-
цаjа припадаjућих делова свода.

У складу с наведеним, афин свод у целини представља сложену
конструкциjу, али његови саставни делови су заправо просте гео-
метриjе – цилиндрични сводови. Стога се целокупно испитивање
може свести на чисто геометриjско разматрање облика свода.

Притом се, без угрожавања сигурности свода, изоставља испи-
тивање унутрашњих деjстава, представљених потпорном површи
унутар свода, што омогућава jедноставност целокупног прорачуна
те брзо предвиђање потисака свода.
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Овде изнете методолошке поставке, коjе се односе на раванске
проблеме – лукове, подробниjе се разрађуjу и примењуjу у главама
II, III и IV, док се други део, коjи се односи на просторне проблеме
– сводове, темељниjе обрађуjе у главама V и VII.



5

Нацрт разматраних лукова и сводова

Што мени не пође за руком, биће могућно позваниjима и

способниjима. [94, стр. 514]

Милутин Миланковић

На овом месту jе, у складу с постављеним предметом и циљевима
истраживања, дат нацрт лукова и сводова коjи ће се обрађивати у
овоj дисертациjи. Разматраjу се различити облици симетричних лу-
кова1 чиjа jе средишња линиjа (оса) образована од jедног или више
тангентно надовезаних кружних лукова (полицентрични лукови,
односно лукови из више средишта; нпр. тзв. елипсасти и тjудорски
лукови). Средиште лука може бити у коначности или у бесконач-
ности; уколико jе средиште у бесконачности, кружни лук постаjе
прав (раван) лук. Испитивање равнотеже лукова подељено jе у три
целине: (I) псеудолукови (табела 1a,б), (II) преломљни лукови (та-
бела 1в) и (III) изведени полицентрични лукови (табела 1г,д).

Псеудолукови. У оквиру прве целине испитуjу се конструкциjе
коjе своjим обликом не подсећаjу на лук, али имаjу лучно деj-
ство (хоризонтални потисак). Полази се од равног (хоризонталног
и правог) лука, као наjпростиjег облика. Испитивање се спроводи
у складу с усвоjеном радиjалном и вертикалном стереотомиjом (в.
табелу 1a).

Затим се разматраjу различити облици троугластих лукова (в.
табелу 1б). Испитуjе се утицаj вертикалне, нормалне, радиjалне и
хоризонталне стереотомиjе, те се за сваки случаj утврђуjе своjствен
облик потпорне линиjе. Такође се изводе изрази коjи описуjу мини-
малну потребну дебљину троугластих лукова, те се даjу нумеричке
вредности у односу на распон и нагиб лука.

1 Готичка архитектура jе усвоjена као одредница, jер jе то период у коjем се, након

увођења преломљеног лука, развиjа наjвећа разноликост засвођених конструкциjа.
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Преломљени лукови. У оквиру друге целине испитуjе се рав-
нотежа преломљених (шиљастих) лукова, тj. лукова из дваjу сре-
дишта, коjи су главна одлика готичке архитектуре. Подробно се
обрађуjу радиjална, нормална и вертикална стереотомиjа (в. та-
белу 1в). Разматрањем су обухваћени и сегментни и потковичасти
преломљени лукови (у складу с вертикалном стереотомиjом нису
обрађени потковичасти облици).

Табела 1. Преглед разматраних лукова

Равни лукови
стр. 37 – 41.

(а)

Троугласти и
троугаони лукови
стр. 42 – 61.

(б)

Преломљени лукови
стр. 65 – 107.

(в)

Лукови из
триjу средишта
стр. 115 – 126.

(г)

Тjудорски лукови
стр. 127 – 144.

(д)

Изведени полицентрични лукови. Трећу целину представљаjу
различити облици лукова из више средишта, коjи су изведени са-
стављањем претходно поменутих облика лукова. Ови лукови пред-
стављаjу склоп триjу или четириjу саставних деоница, коjе могу
бити делови кружног (средиште кривине jе у коначности) или пра-
вог (средиште jе у бесконачности) лука. Обухваћени су елипсасти
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лукови (лукови из триjу средишта; тзв. сочивасти или кошарасти
лукови), образовани надовезивањем триjу кружних деоница разли-
читог полупречника. Као посебни случаj обрађуjе се псеудолук из
триjу средишта, образован у виду склопа делова равног и кружног
лука (в. табелу 1г). Наjсложениjи облици готичких лукова су тзв.
тjудорски лукови (преломљени лукови из четириjу средишта), коjи
су образовани спаjањем делова преломљених (кружних или троуга-
оних) и кружних лукова (в. табелу 1д). Овде се као посебни случаj
обрађуjе псеудолук из четириjу средишта.

Афини сводови. Афини сводови, као што jе претходно наведено,
представљаjу склоп образован од делова међусобно афиних цилин-
дричних сводова – међу коjима се може успоставити и одговараjући
конструкциjски афинитет. Начела деjствовања као и испитивање
равнотеже њихових меродавних делова биће утврђена на примеру
(простих) крстастих (квадрипартитних) сводова у глави V. Тако се
разматрања коjа ће бити спроведена на троугаоним и преломљеним
луковима (одељак 7.1 и поглавље 10), уз усвоjену вертикалну сте-
реотомиjу, примењуjу у испитивању равнотеже крстастих сводова
над правоугаоном основом (сводним пољем). Испитивање jе поде-
љено jе у две целине: (I) троугаони крстасти сводови (табела 2a)
и (II) преломљни крстасти сводови (табела 2б), где ободни лукови
(профили, водиље, генератрисе) сводова (подужног и попречног)
редом имаjу облик троугаоног и преломљеног лука. Као посебни
случаj преломљеног крстастог свода, биће обрађен и полукружни
крстасти свод.

Табела 2. Преглед разматраних простих крстастих сводова

Троугаони крстасти сводови
стр. 147 – 154.

(а)

Преломљени крстасти сводови
стр. 155 – 165.

(б)
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Затим ће у глави VI бити размотрени могући начини образо-
вања различитих склопова афиних сводова. Непосредном приме-
ном истраживања спроведеног на простим крстастим сводовима, а
уз успостављање одговараjућег конструкциjског афинитета, пружа
се могућност за стварање модела за проjектовање веома сложених
афиних сводова, што jе разматрано у глави VII.





Глава II

Псеудолукови
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Равни лукови

6.1 Раван лук с радиjалним споjницама

Истраживачи осамнаестог века су на основу претпоставки коjима
се занемаруjе утицаj трења и кохезиjе на споjницама међу тесани-
цима закључили да jе за стабилност равног лука потребно да све
споjнице буду конкурентне, тj. да се мораjу зракасто (радиjално)
пружати из исте тачке (в. слику 1a и [29, 30, 87, 128]). Под тим ути-
цаjем jе такав начин извођења равних лукова постао уобичаjен,1 а
овде ће бити размотрен у складу с теориjом потпорне линиjе.

Монолитни равни лук коjи нема отпорност на затезање, те пре-
носи само притисак, приказан jе на слици 7a. Дебљина лука одре-
ђена jе величином t, док дужина s представља половину његовог
распона (с обзиром на интрадос). Угао α представља угао између
нагнуте ослоначке споjнице и вертикалне темене споjнице. Исходи-
ште поларног координатог система постављено jе у средиште лука
C, из коjег се радиjално пружаjу споjнице. Угао ϕ, мерен од верти-
калне осе симетриjе (темене споjница) према ослонцу, представља
угаону координату коjа одређуjе произвољни пресек, као што jе
приказано на слици 7a. Величине qc и qs, где jе qc < qs cosα, пред-
стављаjу редом удаљености од екстрадоса нападних тачака B и S
хоризонталне силе H коjа делуjе у теменом пресеку и реакциjе R
на ослоначкоj споjници.

Из jеднакости re cosψ = t + s cosα, коjа представља ординату
пресечне тачке поларне осе (тj. произвољног пресека под углом
ψ) и хоризонталне праве коjа представља екстрадос (изражен у
поларним координатама), одређена jе радиjална удаљеност између
тачке C и екстрадоса, а што jе дато следећим изразом:

re(ψ) = (t+ s cotα) secψ . (1)

На исти начин, из jеднакости ri cosψ = s cosα одређена jе удаље-

1 Узгред, може се наћи jош у римскоj архитектури (в. [60]).

37



38 Равни лукови

Слика 7. Раван лук с радиjалним споjницама: (а) геометриjски
чиниоци, (б) план сила, (в) коначни део лука, од ослоначког до
произвољног пресека под углом ϕ

ност између тачке C и интрадоса:

ri(ψ) = s cotα secψ . (2)

Тежина V коначног, горњег, дела лука, између теменог пресека и
произвољног пресека одређеног углом ϕ, представљена jе оговара-
jућом површином лука (слика 7в); може се израчунати као разлика
површина дваjу правоуглих троуглова, према следећем изразу:

V (ϕ) =

∫ ϕ

0

1

2
(r2e(ψ) − r2i (ψ)) dψ =

1

2
t tanϕ(t+ 2s cotα) . (3)

Апсциса xV тежишта коначног дела лука, односно тежишта по-
вршине коjа одговара тежини V , изводи се на следећи начин:

xV (ϕ) =
1

3V (ϕ)

∫ ϕ

0

(r3e(ψ)− r3i (ψ)) sinψ dψ

=
1

2
t sec2 ψ

(
3s cotα(s cotα+ t) + t2

) ∣∣∣
ϕ

0

1

3V (ϕ)

=
tanϕ [3 s cotα(t+ s cotα) + t2]

3 (t+ 2s cotα)
. (4)

Када вредност угла ϕ достигне величину угла α, добиjаjу се те-
жина W половине лука и апсциса xW придруженог тежишта, тако
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да jедначине (3) и (4) постаjу:

W =
1

2
t (t tanα+ 2s) (5)

и

xW =
1

6

[
s

(
3−

t

2s cotα+ t

)
+ 2t tanα

]
. (6)

Претпостављаjући (усваjаjући) положаj нападних тачака B и S
сила H и R, респективно, из равнотеже момената половине лука
за тачку S на ослонцу, може се одредити величина хоризонталног
потиска H, дата следећим изразом:

H =
W [sinα (t secα− qs) + s− xW ]

t− cosα (t secα− qs)− qc

=
t [3 s2 − 3 qs sinα (t tanα+ 2 s) + 2 t tanα (t tanα+ 3 s)]

6 (qs cosα− qc)
, (7)

где су тежина W половине лука и апсцица xW придруженог тежи-
шта дате изразима (5) и (6).

Размотримо сада коначни (горњи) део равног лука до произвољ-
ног пресека под углом ϕ, приказаног на слици 7в. Резултантна сила
T на произвољном пресеку уз придружену нападну тачку A одре-
ђуjе се из равнотеже момената односно сила за коначни део лука;
то се може извести или графички на плану сила (слика 7б,в) или
аналитички решавањем jедначина равнотеже. Према томе, равно-
тежа момената за тачку A дата jе следећом jеднакошћу:

H(s cotα− ρ(ϕ) cos ϕ− qc + t) = V (ϕ)(ρ(ϕ) sin ϕ− xV (ϕ)) (8)

из коjе се одређуjе удаљеност ρ(ϕ) између потпорне линиjе и сре-
дишта лука C. Тиме jе одређен израз (у поларним координатама)
коjи описуjе потпорну линиjу у равном луку:

ρ(ϕ) =
Hs cotα+H(t− qc) + V (ϕ)xV (ϕ)

H cosϕ+ V (ϕ) sinϕ
, (9)

где су тежина V (ϕ), апсциса xV (ϕ) и хоризонтална сила H дате
jедначинама (3), (4) и (7). Минимална потпорна линиjа се постиже
када jе qc = 0 и qs = t/ cosα. У том случаjу, одговараjућа (мини-
мална) вредност хоризонталног потиска Hmin износи:

Hmin =
1

6

(
3s2 − t2 tan2 α

)
. (10)
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Уз то, израз за потпорну линиjу дат jедначином (9) постаjе:

ρmin(ϕ) =

t3 + cotα

{
s [t2 − 3 s cotα (s cotα+ t)]−
t cotα tan2ϕ [3 s cotα (s cotα+ t) + t2]

}

cosϕ (t2 − 3 s2 cot2α)− 3 t cot2α sinϕ tanϕ (2 s cotα+ t)
.

(11)

6.2 Раван лук с паралелним тj. вертикалним споjницама

У посебном случаjу, када jе α = 0, односно када су ослоначке
споjнице вертикалне, добиjа се облик греде, коjа, уз пукотине (уо-
бичаjено на средини распона), такође деjствуjе као раван лук (в.
[60]). Вертикална стереотомиjа, уз правоугли координатни систем,
примерена jе у том случаjу (в. слику 8). У складу с тим, прои-
звољни вертикални пресек jе одређен величином x, а функциjа y(x)
одређуjе потпорну линиjу.

Слика 8. Раван лук с паралелним споjницама и вертикалном сте-
реотомиjом: (a) геометриjски чиниоци, (б) коначни део лука до про-
извољног пресека на удаљености x, (в) план сила, (г) минимална
потпорна линиjа

Сада тежина половине лука износи W = s t, а апсциса одгова-
раjућег тежишта jе xW = s/2. Из равнотеже момената за тачку S
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одређуjе се величина хоризонталног потиска:

H =
t s2

2 (qs − qc)
. (12)

Тежина коначног дела лука до произвољног пресека на удаљено-
сти x jе V (x) = t x, а апсциса придруженог тежишта jе xV (x) = x/2.
У складу са сликом 8б, равнотежа момената за тачку A дата jе jед-
накошћу H (y(x)− qc) = V (x)x/2, те jе израз за потпорну линиjу
jе следећи:

y(x) =
qs − qc
s2

x2 + qc . (13)

Гранична (минимална) потпорна линиjа се постиже када jе qc = 0
и qs = t (в. слику 8г), а одговараjућа минимална вредност хоризон-
талног потиска тада износиHmin = s2/2. Уз то се израз за потпорну
линиjу, дат jедначином (13), поjедностављуjе у следећи облик:

ymin(x) =
t

s2
x2 , (14)

те се jасно види да заузима облик параболе. Како jе наведено у
уводноj глави ове дисертациjе, не постоjи размештаj зглобова на ин-
традосу и екстрадосу коjим би се успоставио механизам слома рав-
ног лука, било с радиjалним или с паралелним споjницама. Стога
jе тражење минималне дебљине беспредметно, будући да у поста-
вљеном теориjском оквиру раван лук може имати бесконачно малу
дебљину.
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Троугласти и троугаони лукови

7.1 Троугаони лук: вертикална стереотомиjа

Размотримо половину троугаоног лука приказаног на слици 9а.
Усвоjен jе правоугли координатни систем с почетком на интрадосу
теменог пресека, док jе произвољни пресек одређен координатом
x. Угао α представља нагиб лука. Величина q одређуjе положаj
нападне тачке B хоризонталне силе H на теменом пресеку.

Равнотежа момената за тачку S дата jе следећом jеднакошћу:
H(s tanα + q) = Ws/2, где jе тежина половине лука W = s t secα.
Према томе, величина хоризонталног потиска jе:

H =
s2 t

2 cosα(s tan α+ q)
. (15)

Размотримо сада коначни део лука до произвољног пресека на
удаљености x, приказан на слици 9б. Тежина овога дела лука jе V =
x t secα. На основу равнотеже момената за тачку A, дату следећом
jеднакошћу: Hy = V x/2, изводи се израз за потпорну линиjу:

y(x) = x2 s tanα+ q

s2
− q . (16)

Ово jе jедначина параболе, као и у случаjу равнога лука с верти-
калним споjницама (в. претходни одељак 6.2 и израз (13)). Ово су
одраниjе познати резултати (в. [60, 72, 133]) коjи важе за лукове
jеднообразне вертикалне дебљине, али су дати овде због свеобу-
хватности целокупног испитивања.

7.1.1 Минимална дебљина троугаоног лука према

вертикалноj стереотомиjи

Како би се одредила минимална дебљина лука или минимални
потисак (в. следећи пододељак 7.1.2), неопходно jе одредити тачку
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Слика 9. Троугаони лук према вертикалноj стереотомиjи: (а) гео-
метриjски чиниоци, (б) коначни део лука до произвољног пресека на
удаљености x, (в) план сила, (г) механизам слома, (д) одређивање
минималне дебљине и минималног хоризонталног потиска

потпорне линиjе коjа jе наjудаљениjа од интрадоса и чиjа jе тан-
гента паралелна с екстрадосом, као што jе приказано на слици 9д.
Извод jедначине (16) даjе правац тангенте на потпорну линиjу:

y′(x) =
2x (s tanα+ q)

s2
. (17)

Изjедначавање десне стране jедначине (17) и нагиба екстрадоса,
датог са tanα, уз решавање по x, даjе апсцису xcrit тачке потпорне
линиjе на опасном (критичном) пресеку:

xcrit =
s2 tanα

2 (s tanα+ q)
. (18)
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Увраштавање xcrit у jедначину (16) даjе ординату тачке на опасном
пресеку:

ycrit =
s2 tan2α

4 (s tanα+ q)
− q . (19)

Како би се одредила гранична потпорна линиjа, неопходно jе
одредити одговараjући механизам слома (в. слику 9г) односно гра-
нично стање равнотеже. Када jе претпостављена минимална де-
бљина, нападна тачка B хоризонталне силе H на теменом пресеку
мора бити постављена на његов доњи краj, тако да jе q = 0, као што
jе приказано на сликама 9г,д. Одатле се потпорна линиjа удаљава
од интрадоса, затим додируjе екстрадос, и враћа се интрадосу у
тачки S на ослоначком пресеку. Према томе, jедначине (18) и (19)
се поjедностављуjу у следећи облик:

xcrit =
s

2
(20)

и

ycrit =
1

4
s tanα . (21)

У складу с jедначинама (20) и (21), максимална управна удаље-
ност d између потпорне линиjе (на опасном пресеку) и интрадоса
jе следећа:

d = (xcrit − ycrit cotα) sinα =
cosα (s tanα+ 2 q)2

4 (s tanα+ q)
. (22)

Ово jе дебљина потребна да се обухвати гранична потпорна ли-
ниjа. Стога jе десна страна jедначине (22) изjедначена с t; решавање
по t даjе минималну дебљину:

tmin(α) =
1

4
s sinα . (23)

7.1.2 Минимални хоризонтални потисак троугаоног

лука према вертикалноj стереотомиjи

За дату довољну (већу од минималне) дебљину лука, минимални
хоризонтални потисак одговара (минималноj) потпорноj линиjи ко-
jа има наjвећу стрелу и наjмањи распон [27, 61]. Стога jе потребно
да величина q буде наjвећа могућа за коjу одговараjућа потпорна
линиjа остаjе у оквиру граница лука. У том случаjу потпорна ли-
ниjа додируjе екстрадос, а тангента потпорне линиjе у тачки опа-
сног пресека поклапа се с екстрадосом. Хоризонтална удаљеност
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dh између критичне тачке и екстрадоса дата jе следећим изразом:

dh = (ycrit + t secα) cotα− xcrit , (24)

где су xcrit и ycrit редом дати изразима (18) и (19). Потребно jе да
jе ова удаљеност jеднака нули, тj. да jе dh = 0. Решавањем по q
добиjа се максимална вредност:

qmax =
1

2
secα

[
t− s sinα+

√
t (2s sinα+ t)

]
(25)

и тада jе одговараjући минимални хоризонтални потисак дат сле-
дећим изразом:

Hmin =
s2t

t+ s sinα+
√
t (2s sinα+ t)

. (26)

Када jе претпостављена минимална дебљина (дата изразом (23)),
тj. када jе t = s/4 sinα, израз за придружени минимални хоризон-
тални потисак се упрошћава из jедначине (15) или (26), те се добиjа
H = s2/8.
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7.2 Троугласти лукови: нормална стереотомиjа

У оквиру овог поглавља су, у складу с нормалном стереотомиjом,
испитана два проблема: нагнути прави лук и (потпуни) троугаони
лук, коjе су донекле истражили Jанг [132], Барлоу [10] и, скориjе,
Хуерта [72].

7.2.1 Нагнути прави лук

Томас Jанг jе, под псеудонимом [72], 1807. године обjавио рад
[132] коjи се бави различитим облицима лажних лукова и псеудо-
лукова. Jедан од разматраних проблема био jе стабилност дваjу
правих лукова од опеке нагнутих jедан на други (в. слику 10).
На основу геометриjске конструкциjе, коjа се испоставља нетач-
ном [72], Jанг jе закључио да jе у случаjу отвора облика jеднако-
страничног троугла (нагибни угао jе 60°) 15 опека стабилно док
16 губи равнотежу на шестоj споjници одозго [132, стр. 247]. Бар-
лоу [10] jе истраживао исти проблем, али jе само дао нумерички
резултат за нагиб од 45°. Он jе закључио да дебљина мора бити
0,1464 од дужине, а да се опасни пресек jавља на удаљености jед-
накоj 0,3535 дужине мерено од темена; узгред, напоменуо jе да jе
ова дебљина довољна и било за коjи други нагибни угао [10, стр.
165–166]. Недавно jе Хуерта расправљао о Jанговом резултату, те
jе закључио да jе разлика између његовог решења и тачног мала,
и да тачан прорачун, коjи обухвата решавање трансцендентне jед-
начине за добиjање граничне дебљине, даjе веома блиско размеру
1/6 (за однос дебљине и дужине половине лука) и положаj опасног
пресека на приближно 1/4 дужине одозго [72, стр. 417].

Иако jе геометриjа нагнутог правог лука проста, математичка
обрада овог наизглед jедноставног проблема до сада ниjе пружена,
те ће стога овде бити подробно изведена. Размотримо два нагута
равна лука дужине l, дебљине t и полураспона s, наслоњена jедан
на други под углом α, као што jе приказано на слици 10. Њихова
заjедничка (додирна) тачка B и две ослоначке тачке одређуjу jе-
динствену потпорну линиjу. Хоризонтална сила H jедина jе коjа
може бити пренета у темену; с друге стране, коса реакциjа R де-
луjе у ослоначкоj тачки S (в. слику 10). План сила приказан на
слици 10в графички изражава равнотежу система.

У складу с правцем споjница (између опека коначних димензиjа
у Jанговом проблему) управним на праву осу лука, усвоjени су нор-
мална стереотомиjа и правоугли координатни систем с почетком у



7.2 Нормална стереотомиjа 47

тачки B. Апсциса jе постављена дуж интрадоса (в. слику 10а,г), те
удаљеност x одређуjе положаj произвољног пресека паралелног с
ординатом.

Слика 10. Нагнути прави лук: (а) геометриjски чиниоци, (б) ме-
ханизам слома и минимална дебљина, (в) план сила, (г) коначни
део лука до произвољног пресека на удаљености x, (д) два нагнута
права лука наслоњена jедан о другог с приказаном потпорном ли-
ниjом

Равнотежа момената за тачку S дата jе следећом jеднакошћу:
H sinα l+W sinα l/2 =W cosα l/2, где je W = l t тежина половине
лука, а l = s secα. Одатле следи да jе величина хоризонталног
потиска H следећа:

H =
t (s − t sinα)

2 sinα
. (27)

Може се закључити да jе H = 0 када jе t = s cscα, односно када
вертикална нападна линиjа тежине W пролази кроз тачку S.

Размотримо сада коначни део лука до произвољног пресека на
удаљености x, тежине V (x) = x t, приказан на слици 10г. Равно-
тежа момената за тачку A представљена jе следећом jеднакошћу:

Hx sinα−Hy(x) cosα = V (x) sinα

(
y(x)−

t

2

)
+

1

2
V (x)x cosα ,

(28)
где су хоризонтална сила H, дата jедначином (27), и тежина V (x)
разложене на правац координатних оса. Из претходне jеднакости
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може се одредити удаљеност y између потпорне линиjе и интрадоса,
што даjе jедначину потпорне линиjе у нагнутом правом луку:

y(x) =
x2 cosα− s x

t cosα− 2x sinα− s cotα
. (29)

Ово jе рационална функциjа коjа представља хиперболу (подроб-
ниjи опис њених своjстава дат jе у Додатку Б и на слици 82). Опа-
сни пресек, у коjем jе потпорна линиjа наjближа екстрадосу, одре-
ђуjе се као максимум jедначине (29) (за стварну грану хиперболе
коjа одговара потпорноj линиjи). Извод jедначине (29) jе следећи:

y′(x) =
cotα (s− t sinα)(s − 2x cosα)− 2x2 sinα cosα

(2x sinα+ s cotα− t cosα)2
. (30)

Из y′(x) = 0, решава се позитивна вредност x, што представља
апсцису опасног пресека:

xcrit =
cotα

2

{
t− s cscα +

secα
√
(s− t sinα) [s (cot2 α+ 2)− t cosα cotα]

}
.

(31)
Уврштавањем израза (31) у израз (29) добиjа се ордината потпорне
линиjе на месту опасног пресека, што представља њено наjвеће ра-
стоjање од интрадоса:

ycrit =
cotα

2 sinα





s sinα cosα −[
t cosα +√
(s− t sinα) [s (2 + cot2α)− t cosα cotα]

]


 .

(32)
Изjедначавање израза (32) с дебљином t, решавање по t и дељење
са s даjе минимални однос дебљине и полураспона:

t/smin (α) =
1

2
tan

(α
2

)
. (33)

На основу тога добиjаjу се минималне пропорциjе односно мини-
мални однос дебљине t и дужине l нагнутог правог лука:

t/lmin (α) =
1

2
tan

(α
2

)
cosα . (34)

Види се да вредности дате jедначинама (33) и (34) зависе искљу-
чиво од нагибног угла α. Када jе претпостављена минимална де-
бљина, апсциса xcrit опаснога пресека, дата jедначином (31), упро-
шћава се у:

xcrit(tmin) =
1

2
s =

1

2
l cosα , (35)
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што значи да зглоб (пукотина) настаjе на половини дужине полу-
распона мерене уздуж лука од његовог темена (в. слику 10б). Више
поjединости у вези с резултатима као и одређеним геометриjским
своjствима потпорне линиjе у нагнутом правом луку дато jе у До-
датку Б на стр. 234.

7.2.2 Троугаони лук према нормалноj стереотомиjи

Уколико се испуна у виду кључног камена дода на врх псеудо-
лука разматраног у претходном одељку, образоваће се троугаони
лук. Претпостављено jе да се оптерећење од испуне равномерно
преноси на обе стране лука, те се део испуне изнад нападне тачке
B хоризонталне силе у вертикалном теменом пресеку може посма-
трати као тачкасто оптерећење коjе делуjе у вертикалноj оси си-
метриjе лука. Будући да се разматра само половина лука, тежина
половине испуне замењена jе вертикалном силом V0 коjа делуjе у
тачки B, као што jе приказано на слици 11г. Услед тога сила коjа
делуjе у темену има и хоризонталну и вертикалну компоненту (H и
V0). Овде ће бити размотрен само случаj у коjем гранична потпорна
линиjа пролази кроз интрадос теменог пресека (што одговара луку
минималне дебљине); одговараjући механизам слома приказан jе
на слици 11б.

Слика 11. Троугаони лук према нормалноj стереотомиjи: (а) гео-
метриjски чиниоци, (б) механизам слома и минимална потпорна ли-
ниjа, (в) план сила, (г) коначни део лука до произвољног пресека на
удаљености x; силе су учетворостручене на сликама (в,г) у односу
на слику (а)
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Тежина V0, представљена површином одговараjућег троугла, jе:

V0 =
1

2
t2 tanα . (36)

На основу равнотеже момената за тачку S, изводи се израз за
величину хоризонталног потиска:

H =
sW cosα
2 cosα

+ sV0 − 1
2
tW sinα

s tanα
=

s t

2 sinα
, (37)

где jе V0 дато jедначином (36) а тежина W половине лука (односи
се на правоугаони део) jе W = s t secα. Равнотежа момената за
тачку A дата jе следећом jеднакошћу:

H x sinα−H y(x) cosα− V0 y(x) sinα− V0 x cosα−

V (x)
x

2
cosα− V (x)

(
y(x)−

t

2

)
sinα = 0 , (38)

где jе V (x) = x t тежина коначног дела лука до пресека на удаље-
ности x, док jе H дато jедначином (37). У скалду с тим, израз за
потпорну линиjу jе следећи:

y(x) =
cotα (s x− x2 cosα)

2x cosα+ s cot2α+ t sinα
, (39)

што jе рационална функциjа коjа представља хиперболу.1 Како
би се одредила минимална дебљина, опасна тачка jе одређена као
максимум jедначине (39); извод jендачине (39) jе следећи:

y′(x) =
s2 cot3α+ s cosα (t− 2x cot3α)− 2x cos2α (t+ x cotα)

(s cot2α+ t sinα+ 2x cosα)
2 ,

(40)
те jе на основу y′(x) = 0, решена позитивна вредност x, коjа пред-
стављ апсцису опасног пресека:

xcrit =
1

2
tanα

[√
(s csc3α+ s cscα+ t) (s cot2α cscα+ t) −

s cot2α cscα− t

]
. (41)

Уврштавањем jедначине (41) у jедначину (39) добиjа се ордината
тачке на опасном пресеку:

ycrit =
1

2

[
t+ s csc3α−

√
(s csc3α+ s cscα+ t) (s cot2α cscα+ t)

]
.

(42)

1 Њене асимптоте (jедна jе коса) се могу одредити у складу с поступком описаним

у Додатку Б.
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Изjедначавањем jедначине (42) с дебљином t, решавањем по t и
дељењем са s добиjа се минимални однос дебљине и распона у за-
висности од нагибног угла:

t/smin (α) =
1

4
sinα . (43)
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7.3 Троугаони лук: радиjална стереотомиjа

Размотримо половину троугаоног лука приказану на слици 12а.
У складу с радиjалном стереотомиjом, споjнице се зракасто пру-
жаjу из средишта лука, те jе усвоjен поларни координатни систем с
исходиштем у половини ослоначке линиjе лука. Положаj произвољ-
ног пресека одређен jе углом ϕ, мереним од теменог ка ослоначком
пресеку. Положаj нападних тачака B и S коjи одговара минимал-
ноj дебљини лука, jедини ће бити разматран; стога хоризонтална
сила H у темену и реакциjа R у ослонцу делуjу на интрадосу, као
што jе приказано на слици 12а.

Слика 12. Троугаони лук према радиjалноj стереотомиjи: (а) гео-
метриjски чиниоци, (б) лук минималне дебљине, механизам слома
и минимална потпорна линиjа, (в) план сила, (г) коначни део лука
до произвољног пресека под углом ϕ

На основу следеће jеднакости: r cosψ = −x tanα + s tanα, коjа
представља пресек интрадоса и произвољног радиjалног правца
под углом ψ, решена jе поларна координата тачке на интрадосу:

rin(ψ) =
s sinα

cos(α− ψ)
. (44)

На исти начин се на основу jеднакости: r cosψ = tanα (s−r sinϕ)+
t secα, коjа представља пресек екстрадоса и радиjалног правца, до-
биjа поларна координата тачке на екстрадосу:

rex(ψ) =
t+ s sinα

cos(α− ψ)
. (45)
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Тежина V (ϕ) коначног дела лука представљена jе разликом по-
вршина одговараjућих троуглова (под интрадосом односно екстра-
досом), а изводи се на следећи начин:

V (ϕ) =

∫ ϕ

0

1

2

(
r2ex(ψ)− r2in(ψ)

)
dψ

= −
1

2
t tan(α− ψ)(2 s sin α+ t)

∣∣∣∣
ϕ

0

=
t sinϕ (2 s sinα+ t)

2 cosα cos (α− ϕ)
. (46)

Апсциса xV тежишта коначног дела лука, изводи се на следећи
начин:

xV (ϕ) =
1

3V (ϕ)

∫ ϕ

0

(
r3ex(ψ)− r3in(ψ)

)
sinψ dψ

=
1

2
t sec(α− ψ)

[
3 s sinα(s sinα+ t) + t2

]

(2 tanα sinψ + cosα sec(α− ψ))

∣∣∣∣
ϕ

0

1

3V (ϕ)

=
sinϕ [3 s sinα (t+ s sinα) + t2]

3 (2 s sin α+ t) cos(α− ϕ)
. (47)

С обзиром на jедначине (46) и (47), када вредност угла ϕ до-
стигне π/2, добиjаjу се тежина W половине лука и апсциса xW

одговараjућег тежишта:

W = V (ϕ = π/2) =
t (t cscα+ 2 s)

cosα
(48)

и

xW = xV (ϕ = π/2) =
3 s sinα (s sinα+ t) + t2

3 (2 s sinα+ t) sinα
. (49)

На основу равнотеже момената за тачку S добиjа се величина
хоризонталног потиска:

H =
W (s− xW )

s tanα
=

s t

2 sinα
−

t3

6 s sin3 α
. (50)

У складу са сликом 12г, из равнотеже момената за тачку A следи:
H(s tanα − ρ(ϕ) cosϕ) = V (ϕ)(ρ(ϕ) sin ϕ − xV (ϕ)). На основу тога
се изводи израз за потпорну линиjу (изражен у поларним коорди-
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натама):

ρ(ϕ) =

s tanα

{
sin2ϕ sec2(α− ϕ) [t cscα (t cscα+ 3 s) + 3 s2] +
3 s2 csc2α− t2 csc4α

}

cosϕ (3 s2 csc2 α− t2 csc4α)+
3 s secα sin2ϕ sec(α− ϕ) (t cscα+ 2 s)

.

(51)

Као што jе наведено, за одређивање минималне дебљине потребно
jе одредити тачку потпорне линиjе чиjа се тангента подудара с
ексж-традосом. Међутим, како аналитичко одређивање овде ниjе
познато, решења су добиjена нумерички, итеративним поступком.2

На основу нумеричких резултата за нагибне углове од 5°до 85°(на
сваких 5°) успостављен jе однос између нагибног угла α и мини-
малне дебљине троугаоног лука; ова веза може бити приближно
представљена (апроксимирана), са задовољаваjућим степеном тач-
ности, следећим изразом:

t/smin ≈ 0, 2481381 · sinα− 3, 518043 · 10−10. (52)

2 Прорачун jе спроведен по угледу на поступак изведен у одељцима 12.2 и 12.3 (уп.

слике 12а,б и 25д,ђ). Наиме, лук jе у првом кораку подељен на три деонице, коjе су

пресецима подељене на одређени броj поддеоница. За сваки пресек се рачуна по-

ложаj потпорне линиjе (односно положаj нападне тачке одговараjуће резултанте)

и њена удаљеност од екстрадоса. Затим се у складу с удаљеношћу тачке наjближе

екстрадосу мења дебљина лука те смањуjе обухват средње деонице (опасне обла-

сти). Оваj поступак се понавља док се не постигне жељени степен тачности (овде

су резултати добиjени с тачноћу 10−12).
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7.4 Троугласти лукови: хоризонтална стереотомиjа

Уколико jе конструкциjа образована од елемената у хоризон-
талним редовима – слоjевима (паралелне хоризонталне споjнице),
примерена jе примена хоризонталне стереотомиjе. На оваj начин,
у складу с теориjом потпорне линиjе, Миланковић [93] jе обрадио
проблем потпорних зидова, а по угледу на то овде ће бити обрађени
тзв. лажни лукови. У складу с тим, усвоjен jе правоугли коорди-
натни систем с почетком на интрадосу у вертикалноj оси симетриjе
лука. Притом jе положаj произвољног пресека одређен апсцисом x
мереном одозго надоле, као што се види на сликама 13, 14 и 15. Три
различита случаjа засебно су испитана у наредним пододељцима.

7.4.1 Два наспрамно постављена паралелопипеда

У првоме случаjу разматраjу се два нагнута паралелопипедна
блока, ослоњена jедан на други у jедноj заjедничкоj тачки B, коjа
на таj начин образуjу лажни (троугласти) лук приказан на слици
13.

Слика 13. Лажни троугласти лук према хоризонталноj стереото-
миjи: (а) геометриjски чиниоци, (б) коначни део лука до произвољ-
ног пресека на удаљености x, (в) план сила

Из равнотеже момената за тачку S изводи се хоризонтални по-
тисак:

H =
W
(
s
2
− t

2 sinα

)

s tanα
=

1

2
t cscα(s − t cscα) , (53)

где jе W = s t secα тежина jедног паралелопипеда. Може се закљу-
чити да jе H = 0 када jе t = s sinα.
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Тежина V коначног дела лука до пресека на растоjању x jе:

V (x) =
x t

sinα
. (54)

У складу са сликом 13б, из равнотеже момената за тачку A дату
следећом jеднакошћу: Hx = V (x)

[
y(x)− 1

2
(t cscα+ x cotα)

]
, из-

води се израз за потпорну линиjу:

y(x) =
1

2
cotαx+

s

2
. (55)

Ово jе линеарна jедначина, независна од дебљине t. Према томе,
потпорна линиjа, можда неочекивано, почиње на удаљености y(0) =
s/2 од вертикалне осе симетриjе,3 и наставља праволиниjски ка
тачки S на интрадосу ослоначке споjнице, као што се види на слици
13a. Тако jе потпорна линиjа на врху наjудаљениjа од интрадоса,
те jе минимална дебљина оваквог лука следећа: t/smin = 1

2
sinα.

7.4.2 Лажни троугаони лук

Слично случаjу испитаном у § 7.2.2, троугаони лук може бити
образован додавањем испуне на врх лука разматраног у претход-
ном пододељку. Према томе, тежина половина испуне, означена са
V0, делуjе у тачки B, као што jе приказано на слици 14, а дата jе
следећим изразом:

V0 =
t2

2 sinα cosα
. (56)

Тежина W половине лука jе:

W =
s t

cosα
. (57)

Из равнотеже момената за тачку S представљену следећом jед-
накошћу: H s tanα = W

[
s
2
− t

2 sinα

]
+ s V0, изводи се хоризонтални

потисак:

H =
s t

2 sinα
. (58)

Из равнотеже момената за тачку A представљену следећом jед-
накошћу: H x − V0 y(x) = V (x)

[
y(x)− 1

2

(
t

sinα
+ x

tanα

)]
, изводи се

jедначина потпорне линиjе:

y(x) =
t x cscα+ x2 cotα+ s x

t secα+ 2x
, (59)

3 До сличног закључка дошао jе Миланковић приликом испитивања вертикалног

потпорног зида на чиjем врху делуjе хоризонтална сила (в. [93]).
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Слика 14. Троугаони лук према хоризонталноj стереотомиjи: (а)
геометриjски чиниоци, (б) план сила, (в) коначни део лука до про-
извољног пресека на удаљености x, (г) лук минималне дебљине,
механизам слома и минимална потпорна линиjа

коjа, као и у претходном случаjу, представља хиперболу.
Када jе претпостављеа минимална дебљина, потпорна линиjа до-

дируjе екстрадос у тачки коjа jе наjудаљениjа од интрадоса. Стога
jе потребно одредити ту тачку. Хоризонтална удаљеност (у правцу
ординате) између потпорне линиjе и интрадоса дата jе следећим
изразом:

y1(x) = y(x)− x cotα . (60)

Тачка наjближа екстрадосу (истовремено наjудаљениjа од интра-
доса) одговара максимуму функциjе (60). Извод jедначине (60) jе
следећи:

y′1(x) =
st secα− 2tx cscα− 2x2 cotα

(t secα+ 2x)2
. (61)

Максимална вредност y1 се добиjа када jе y′1(x) = 0, те се реша-
вањем по x одређуjе апсциса опасног пресека коjи садржи тачку
наjближу екстрадосу:

xcrit =
1

2
secα

[
secα

√
t cos2 α(2s sinα+ t)− t

]
. (62)

Уврштавањем jедначине (62) у jедначину (59) добиjа се ордината
тачке потпорне линиjе на опасном пресеку:

ycrit =
s

2
. (63)
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У складу с jедначинама (63) и (62), максимална ортогонална уда-
љеност потпорне линиjе од интрадоса jе:

d = (ycrit − xcrit cotα) sinα

=
1

2

(
− secα

√
t cos2 α(2s sinα+ t) + s sinα+ t

)
. (64)

За претпостављену минималну дебљину лука, ову вредност jе
потребно изjедначити с дебљином лука d = t (слика 14г); решавање
по t и дељење са s даjе минималну дебљину лука у виду односа
дебљине t и полураспона s у зависности од нагиба α:

t/smin α =
1

4
sinα . (65)

7.4.3 Лажни полулук

Уколико се половина лука разматраног у претходном пододељку
(в. слику 14) посматра као засебна конструкциjа, онда и припада-
jућа испуна изнад y−осе такође делуjе као целина (а не као по-
ловина). У складу с тим, тежина V0 испуне,4 дата изразом (56),
наноси се у припадаjуће тежиште (одговараjућег троугла) као што
jе приказано на слици 15а.

Равнотежа момената за тачку S дата jе следећом jеднакошћу:
Hs tanα = V0

(
s− t

3 sinα

)
+W

(
s
2
− t

2 sinα

)
, где jе укупна тежина W

дата изразом (57). Одатле се изводи израз за хоризонтални поти-
сак:

H =
cotα (3s2t secα− t3 csc2 α secα)

6s
. (66)

Може се закључити да jе H = 0 за t = s sinα
√
3.

Равнотеже момената за тачку A дата jе следећом jеднакошћу:

H x−V0

(
y(x)−

t

3 sinα

)
= V (x)

[
y(x)−

1

2

(
t

sinα
+

x

tanα

)]
. (67)

Решавањем величине y добиjа се израз за потпорну линиjу:

y(x) =
t cscα (s t secα− t x cscα+ 3 s x) + 3 s x2 cotα+ 3 s2x

3 s (t secα+ 2x)
, (68)

4 Ваља напоменути да ова испуна такође може бити посматрана као троугаона кон-

струкциjа с хоризонталним слоjевима; придружена потпорна линиjа jе дуж (в. [92])

коjа почиње у горњем темену и завршава у трећини доње странице троугла, као

што jе приказано на слици 15а.
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Слика 15. Лажни полулук: (а) геометриjски чиниоци, (б) план
сила, (в) коначни део лука до произвољног пресека на удаљености
x, (г) полулук минималне дебљине, механизам слома и минимална
потпорна линиjа

коjа, и у овом случаjу, има облик хиперболе.

Хоризонтална удаљеност потпорне линиjе од интрадоса дата jе
jедначином (60), где jе y(x) сада одређено jедначином (68). Њен
извод jе:

y′1(x) =
t secα (3 s2 − 2 s t cscα− 6 s x cotα− t2 csc2α)− 6 s x2 cotα

3 s (t secα+ 2x)2
,

(69)
а када jе y′1(x) = 0, решавање по x даjе апсцису опасног пресека
коjи садржи тачку наjближу екстрадосу:

xcrit =

√
3
√
s t cscα (3 s2 − 3 s2 cos(2α) − 2 t2 − s t sinα)− 3 s t

6 s cosα
.

(70)

Уврштавањем израза (70) у jедначину (68) добиjа се ордината
опасне тачке:

ycrit =
s

2
−

t2

6 s sin2α
. (71)

С обзиром на изразе (71) и (70), наjвећа ортогонална удаљеност



60 Троугласти и троугаони лукови

d између потпорне линиjе и интрадоса jе следећа:

d = (ycrit − xcrit cotα) sinα

=





3 s t− t2 cscα +

sinα

[
3 s2 −

√
3

√
s t csc3α

(
3 s2 − 3 s2 cos(2α)−
2 t2 − s t sinα

) ]




6 s
. (72)

Када jе претпостављена минимална дебљина, онда jе d = t; стога
решавање по t те дељење са s даjе минимални однос дебљине и
распона:

t/smin (α) =

[√
6
(√

6 + 3
)
−

√
6− 3

]
sinα , (73)

коjи зависи само од нагиба α.
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7.5 Преглед резултата: троугаони и троугласти лукови

На основу израза изведених у претходним поглављима, коjи опи-
суjу вредности минималне дебљине за различите облике троугао-
них и троугластих лукова, израчунате су одговараjуће нумеричке
вредности. Њихов упоредни приказ, с обзиром на примењену сте-
реотомиjу и нагибни угао α, дат jе у табели 3. Одговараjући изрази
и облици потпорне линиjе такође су назначени.

Може се закључити да вертикална, нормална и хоризонтална
стереотомиjа даjу истоветне вредности минималне дебљине троу-
гаоних лукова, иако, у складу с примењеном стереотомиjом, нити
у околини ослонца нити у околини темена, нису обухваћени исто-
ветни делови лука (в. слике у табелама 1б и 3). С друге стране,
радиjална стереотомиjа захтева приближно 0,745% мању дебљину.
Поређењем резултата у случаjу дваjу паралелопипеда нагнутих jе-
дан на други, према нормалноj и хоризонталноj стереотомиjи, може
се закључити да нормална стереотомиjа захтева приближно 30–
50% мању дебљину него хоризонтална стереотомиjа. Поређењем
резултата за троугаони лук с примењеном нормалном стереотоми-
jом, са резултатом добиjеним уз претпоставку коjом се занемаруjе
трење (в. [98]), закључуjе се да лук истог облика код коjег jе узето
у обзир и трење, захтева приближно 50–60% мању дебљину.



6
2

Т
р
о
у
гл

а
ст

и
и

т
р
о
у
га

о
н
и

л
у
к
о
в
и

Табела 3. Минимална дебљина t/s троугаоних и троугластих лукова различитог нагибног угла α

стереотомиjа вертикална нормална нормална радиjална хоризонтална хоризонтална хоризонтална

облик
лука

троугаони
лук

два нагнута
права лука

троугаони
лук

троугаони
лук

два нагнута
паралелопи-

педа

троугаони
лук

полулук

израз 1
4 sinα 1

2 tan
(
α
2

)
1
4 sinα j. (52) 1

2 sinα 1
4 sinα j. (73)

облик парабола хипербола хипербола кубика права хипербола хипербола

15◦ 0,064705 0,065826 0,064223 0,129410 0,069528
30◦ 0,125000 0,133975 0,124069 0,250000 0,134317
45◦ 0,176777 0,207107 0,175460 0,353553 0,189953
60◦ 0,216506 0,288675 0,214894 0,433013 0,232644
75◦ 0,241481 0,383663 0,239683 0,482963 0,259480

Празна поља имаjу истоветне вредности као она у првоj врсти истога реда
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Преломљени лук: радиjална
стереотомиjа

8.1 Геометриjскa своjства преломљеног лука према
радиjалноj стереотомиjи

У овом поглављу испитан jе преломљени лук код коjег су споj-
нице, односно произвољни пресеци, конкурентне са средиштем лу-
ка. Како би на преломљени лук могао бити примењен геометриjски
тj. статички приступ у испитивању равнотеже, коjи подразумева
извођење граничне потпорне линиjе, прво се мораjу испитати ње-
гова геометриjска своjства. Услед симетриjе лука, у даљем разма-
трању посматрана jе само половина лука приказана на слици 16а,
где су назначени битни геометриjски чиниоци. R и t означаваjу ре-
дом полупречник (средишње линиjе тj. осе) лука и његову дебљину.
Минимална дебљина лука, одређена односом дебљине и полупреч-
ника, t/R, представља наjмању теориjски могућу дебљину лука,
коjа jе од посебног значаjа у овоj дисертациjи.

Угао α представља обухватни угао половине лука, односно по-
ловину средишњег угла лука, те jе комплементаран нагибном углу
ослонца тj. ослоначке споjнице. Ако jе обухватни угао α мањи одно-
сно већи од 90◦ (дакле средишњи угао мањи односно већи од 180◦)
лукови су редом сегментни (недовршени, непотпуни; в. слику 25)
односно потковичасти (превршени, препуни; в. слику 27ђ).

Величина e, коjа изражава одступање од полукружног облика,
представља хоризонталну удаљеност између средишта O осе лука
и средишта C лука. Основно своjство преломљеног лука jе његов
ексцентрицитет, као мера преломљености (зашиљености) лука,
а означен jе са ξ; по [112] представља однос између дужине e и
полупречника одговараjућег полукружног лука, те jе дат следећим
изразом: ξ = e/(R − e).

У складу с радиjалном стереотомиjом, споjнице се зракасто пру-
жаjу из средишта C лука, те jе усвоjен поларни координатни си-
стем. Угао ϕ одређуjе положаj и правац произвољног пресека, а

65



66 Радиjална стереотомиjа

мерен jе од вертикалне осе симетриjе лука (темени пресек, темена
споjница) према ослонцу (ослоначки пресек, ослоначка споjница).

Претпостављањем положаjа тачака B и S, као редом нападних
тачака хоризонталне силе H коjа делуjе у темену и реакциjе R
на ослонцу, од бесконачног броjа могућих потпорних линиjа [61],
jеднозначно jе одређена jедна (приказана испрекиданом линиjом на
слици 16а,б). План сила приказан на слици 16в графички изражава
равнотежу система (половине лука).1

Слика 16. Преломљени лук из два средишта према радиjалноj
стереотомиjи: (a) геометриjски чиниоци, (б) коначни део лука до
произвољног пресека под углом ϕ, (в) план сила коjи представља
равнотежу половине лука односно његовог коначног дела

Премда радиjална стереотомиjа уобичаjено налаже коришћење
поларних координата, испоставило се да то у случаjу преломљених

1 Као што jе наведено у поглављу 2, силе мораjу бити конкурентне како би равнотежа

била задовољена. Стога се нападне линиjе резултантне силе T , хоризонталне силе

H и силе V коjа представља тежину коначног дела лука, секу у jедноj тачки (в.

слику 16б; уочити паралелизам између праваца сила на плану сила на слици 16в и

нападних линиjа сила у оквиру верижног полигона на слици 16а,б).
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лукова ниjе погодно, будући да даjе веома дугачке изразе (услед
увођења дваjу чиниоца, удаљености e и обухватног угла α, коjи ра-
зликуjу преломљене од полукружног лука). Стога jе предстоjеће
аналитичко моделирање проблема спроведено на основу правоу-
глог координатног система као погодниjег, с почетком смештеним
у средиште C лука, као што jе приказано на слици 16а.

Координате краjева произвољног пресека. У складу с поло-
жаjем произвољног пресека под углом ϕ (в. слику 16a), из jедна-
чине круга екстрадоса (x+ e)2 + (y + d)2 = R2

ex решене су апсциса
и ордината, и одабрана су следећа, позитивна, решења:

xex(y) =
√
R2

ex − (d+ y)2 − e (74а)

yex(x) =
√
R2

ex − (e+ x)2 − d , (74б)

где jе Rex = R + t/2 полупречник круга екстрадоса, а d = e cotα.
Ординате yr(x) тачака дуж пресека под произвољним углом ϕ дате
су следећом jеднакошћу: yr(x) = x cotϕ; решење jедначине yr(x) =
y(x), коjа представља пресек екстрадоса и радиjалног правца, даjе
апсцису xrex тачке на екстрадосу у функциjи угла ϕ:

xrex(ϕ) =

[√
R2

ex − d2 + 2 d e cotϕ +

(R2
ex − e2) cot2ϕ

− e

]
sin2ϕ− d sinϕ cosϕ . (75)

С друге стране, ордината yrex jе следећа:

yrex(ϕ) = xrex(ϕ) cotϕ . (76)

На исти начин, на основу jедначине интрадоса (x+e)2+(y+d)2 =
R2

in следи:

xin(y) =
√
R2

in − (d+ y)2 − e (77а)

yin(x) =
√
R2

in − (e+ x)2 − d , (77б)

где jе Rin=R−t/2 полупречник круга интрадоса. Пресек интрадоса
и радиjалног правца даjе апсцису xrin тачке на интрадосу:

xrin(ϕ) =

[√
R2

in − d2 + 2 d e cotϕ +

(R2
in − e2) cot2ϕ

− e

]
sin2ϕ− d sinϕ cosϕ , (78)

а њена ордината yrin jе:

yrin(ϕ) = xrin(ϕ) cotϕ . (79)
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Тежина коначног дела преломљеног лука. Тежина V конач-
ног (горњег) дела лука, између темене споjнице и произвољног пре-
сека под углом ϕ, представљена jе површином одговараjућег дела
прстена лука (в. слику 16б), и може се рачунати на основу следећег
израза:

V (ϕ) = V1(ϕ) + V2(ϕ)− V3(ϕ) − V4(ϕ) . (80)

Како би се обухватили и сегментни и потковичасти лукови, коjи
редом имаjу оштар односно туп обухватни угао α, изнађено jе по-
годно збраjање поjединачних површина коjе даjу површину конач-
ног дела лука, као и лука у целини (в. слику 17).2

Површина V1 између y−осе и круга екстрадоса, од темена до
тачке одређене с yrex(ϕ), следећа jе:

V1(ϕ) =

yrex(ϕ)∫

yrex(0)

xex(y) dy

=
1

2



(d+ y)

√
R2

ex − (d+ y)2 +

R2
ex arcsin

(
d+ y

Rex

)
− 2 e y




∣∣∣∣∣∣∣

yrex(ϕ)

yrex(0)

=
1

2





(d+ yrex)

[
2 e−

√
R2

ex − (d+ yrex)2
]
− e

√
R2

ex − e2 −

R2
ex

[
arcsin

(
d+ yrex
Rex

)
− arcsin

(√
R2

ex − e2

Rex

)]




,

(81)

где jе yrex дато jедначином (76), а yrex(0) =
√
R2

ex − e2 − d jе ор-
динатa темена на екстрадосу. Површина V2 троугаоног дела под
екстрадосом (правоугли троугао с оштрим углом у тачки C), а с
обзиром на jедначине (75) и (76), дата jе следећим изразом:

V2(ϕ) =
1

2
xrex(ϕ) yrex =

1

2
x2
rex(ϕ) cotϕ . (82)

2 Притом jе интеграциjа вршена с обзиром на ординату (а не апсцису).



8.1 Геометриjскa своjства 69

Слика 17. Разлагање површине коначног дела преломљеног лука:
(a) α < π/2 и ϕ < α, (б) α > π/2 и ϕ < α, (в) α > ϕ > π/2

Даље, површина V3 између y−осе и круга интрадоса jе следећа:

V3(ϕ) =

yrin(ϕ)∫

yrin(0)

xin(y) dy

=
1

2



(d+ y)

√
R2

in − (d+ y)2 +

R2
in arcsin

(
d+ y

Rin

)
− 2 e y




∣∣∣∣∣∣∣

yrin(ϕ)

yrin(0)

=
1

2





(d+ yrin)

[
2 e−

√
R2

in − (d+ yrin)2
]
− e

√
R2

in − e2 −

R2
in

[
arcsin

(
d+ yrin
Rin

)
− arcsin

(√
R2

in − e2

Rin

)]




,

(83)

где jе величина yrin дата jедначином (79), а yrin(0)=
√
R2

in − e2 − d
представља ординату интрадоса у темену. Површина V4 троугаоног
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дела3 под интрадосом, а с обзиром на jедначине (78) и (79), следећа
jе:

V4(ϕ) =
1

2
xrin(ϕ) yrin =

1

2
x2
rin(ϕ) cotϕ . (84)

Уврштавањем jедначина (81–84) у jедначину (80) добиjа се те-
жина V коначног дела лука до произвољног пресека под углом ϕ:

V (ϕ) =
1

2





(d+ yrex)

[
2 e−

√
R2

ex − (d+ yrex)2
]
−

(d+ yrin)

[
2 e−

√
R2

in − (d+ yrin)2
]
−

R2
ex

[
arcsin

(
d+ yrex
Rex

)
− arcsin

(√
R2

ex − e2

Rex

)]
+

R2
in

[
arcsin

(
d+ yrin
Rin

)
− arcsin

(√
R2

in − e2

Rin

)]
−

e
√
R2

ex − e2 + e
√
R2

in − e2 + cotϕ
(
x2
rex − x2

rin

)





.

(85)

Тежиште коначног дела преломљеног лука. Апсциса xV те-
жишта горњег коначног дела лука тежине V (в. слику 16б), може
се рачунати на следећи начин:

xV (ϕ) =
V1(ϕ)xV1

(ϕ) + V2(ϕ)xV2
(ϕ)− V3(ϕ)xV3

(ϕ) − V4(ϕ)xV4
(ϕ)

V (ϕ)
.

(86)

3 Уочити да jе слика 17в у сагласности с jедначином (80), будући да jе вредност cotϕ,

коjа учествуjе у jедначинама (82) и (84), негативна када jе угао ϕ већи од π/2.
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Апсциса xV1
тежишта дела V1 добиjа се на следећи начин:

xV1
(ϕ) =

1

2V1(ϕ)

∫ yrex(ϕ)

yrex(0)

x2
ex(y) dy

=

(d+ y)

[
R2

ex + e2 − e
√
R2

ex − (d+ y)2
]
−

1

3
(d+ y)3 − eR2

ex arcsin

(
d+ y

Rex

)

∣∣∣∣∣∣∣∣

yrex(ϕ)

yrex(0)

1

2V1(ϕ)

=





R2
ex




e arcsin

(
d+ yrex
Rex

)
+
√
R2

ex − e2−

e arcsin

(√
R2

ex − e2

Rex

)


+

(d+ yrex)

[
e
√
R2

ex − (d+ yrex)2 −R2
ex − e2

]
+

1

3

[
(d+ yrex)

3 −
(
R2

ex − e2
)3/2]









(d+ yrex)

[
2 e−

√
R2

ex − (d+ yrex)2
]
− e

√
R2

ex − e2 −

R2
ex

[
arcsin

(
d+ yrex
Rex

)
− arcsin

(√
R2

ex − e2

Rex

)]





.

(87)
Апсциса xV2

тежишта коjе одговара делу V2, представљеном пра-
воуглим троуглом, дата jе следећим изразом:

xV2
(ϕ) =

1

3
xrex(ϕ) . (88)

По угледу на израз за xV1
, изведен у jедначини (87), апсциса xV3

тежишта дела V3 може се извести из:

xV3
(ϕ) =

1

2V3(ϕ)

∫ yrin(ϕ)

yrin(0)

x2
in(y) dy , (89)

док jе, слично jедначини (88), апсциса xV4
тежишта дела V4 следећа:

xV 4(ϕ) =
1

3
xrin(ϕ) . (90)

Према томе, аналитички израз за апсцису тежишта xV горњег
коначног дела преломљеног лука до произвољног пресека под углом
ϕ, уврштавањем израза (81–85) и (87–90) у jедначину (86), добиjа
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следећи облик:

xV (ϕ) =





R2
ex




e arcsin

(
d+ yrex
Rex

)
+
√
R2

ex − e2 −

e arcsin

(√
R2

ex − e2

Rex

)


−

R2
in




e arcsin

(
d+ yrin
Rin

)
+
√
R2

in − e2 −

e arcsin

(√
R2

in − e2

Rin

)


−

(d+ yrex)

[
R2

ex + e2 − e
√
R2

ex − (d+ yrex)2
]
+

(d+ yrin)

[
R2

in + e2 − e
√
R2

in − (d+ yrin)2
]
+

1

3

[
(d+ yrex)

3 −
(
R2

ex − e2
)3/2]−

1

3

[
(d+ yrin)

3 −
(
R2

in − e2
)3/2]

+

1

3
x3
rex cotϕ−

1

3
x3
rin cotϕ









(d+ yrex)

[
2 e−

√
R2

ex − (d+ yrex)2
]
−

(d+ yrin)

[
2 e−

√
R2

in − (d+ yrin)2
]
−

R2
ex

[
arcsin

(
d+ yrex
Rex

)
− arcsin

(√
R2

ex − e2

Rex

)]
+

R2
in

[
arcsin

(
d+ yrin
Rin

)
− arcsin

(√
R2

in − e2

Rin

)]
−

e
√
R2

ex − e2 + e
√
R2

in − e2 +
(
x2
rex − x2

rin

)
cotϕ





.

(91)

Тежина и тежиште половине лука. Тежина W половине лука
приказане на слици 16а добиjа се када угао ϕ заузме вредност обу-
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хватног угла α, те се jедначина (85) упрошћава у следећу:

W = V (ϕ = α)

=
1

2



R2

ex arcsin

(√
R2

ex − e2

Rex

)
−R2

in arcsin

(√
R2

in − e2

Rin

)
+

e
√
R2

in − e2 − e
√
R2

ex − e2 − 2R t arcsin (cosα)


.

(92)
Поред тога се апсциса xW тежишта половине лука из jедначине

(91) упрошћава у следећу:

xW = xV (ϕ = α)

=





1

3

(
e2 + 2R2

ex

)√
R2

ex − e2 −

1

3

(
e2 + 2R2

in

)√
R2

in − e2 −

eR2
ex

[
arcsin

(√
R2

ex − e2

Rex

)
− arcsin(cosα)

]
+

eR2
in

[
arcsin

(√
R2

in − e2

Rin

)
− arcsin(cosα)

]
−

2

3

(
R3

ex −R3
in

)
cosα







R2

ex arcsin

(√
R2

ex − e2

Rex

)
−R2

in arcsin

(√
R2

in − e2

Rin

)
+

e
√
R2

in − e2 − e
√
R2

ex − e2 − 2R t arcsin (cosα)




.

(93)

Преломљени лук правог обухватног угла (α = π/2). У наjче-
шћем случаjу, када jе обухватни угао α прав, израз за тежину W
половине лука, дат jедначином (92), упрошћава се у следећи облик:

W (α = π/2) =
1

2




R2
ex arcsin

(√
R2

ex − e2

Rex

)
− e

√
R2

ex − e2 −

R2
in arcsin

(√
R2

in − e2

Rin

)
+ e

√
R2

in − e2



,

(94)
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а израз за апсцису xW тежишта, дат jедначином (93), упрошћава
се у:

xW (α = π/2) =




1

3

(
e2 + 2R2

ex

)√
R2

ex − e2 −

eR2
ex arcsin

(√
R2

ex − e2

Rex

)
−

1

3

(
e2 + 2R2

in

)√
R2

in − e2 +

eR2
in arcsin

(√
R2

in − e2

Rin

)







R2
ex arcsin

(√
R2

ex − e2

Rex

)
− e

√
R2

ex − e2 −

R2
in arcsin

(√
R2

in − e2

Rin

)
+ e

√
R2

in − e2




. (95)

8.2 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа у
преломљеном луку према радиjалноj стереотомиjи

Како би одговараjуће испитивање могло да буде спроведено, не-
опходно jе одредити потпорну линиjу, односно извести аналитички
израз коjим jе она описана. Претпостављаjући (непознати) положаj
нападних тачака B и S редом сила H и R (в. слику 16а), из рав-
нотеже момената половине лука за тачку S на ослонцу, одређуjе се
величина хоризонталног потиска H коjи делуjе у темену:

H =
W (ρα sinα− xW )

ρ0 − ρα cosα
, (96)

где су тежина W половине лука и апсциса xW придруженог тежи-
шта редом дати jедначинама (92) и (93). Величине ρ0 и ρα у изразу
(96) одређуjу претпостављени положаj тачака B и S, односно уда-
љеност потпорне линиjе на темену и ослонцу од средишта C лука,
и редом су дате следећим изразима:

ρ0 = ρ(ϕ = 0) =
√
R2

ex − e2 − d− qc , (97а)

ρα = ρ(ϕ = α) = Rex −
√
d2 + e2 − qs , (97б)

где jе qc вертикална удаљеност тачке B од екстрадоса, док qs пред-
ставља удаљеност тачке S од екстрадоса дуж ослоначке споjнице
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(в. слику 16а). Даље jе резултантна сила T на произвољном пре-
секу под углом ϕ, уз припадаjућу нападну тачку A, jеднозначно
одређена равнотежом сила односно момената за коначни део лука.4

Према томе, равнотежа момената за тачку A дата jе следећом jед-
накошћу:

V (ϕ)(ρ(ϕ) sinϕ− xV (ϕ)) = H (ρ0 − ρ(ϕ) cosϕ) . (98)

На основу тога се одређуjе удаљеност ρ(ϕ) између потпорне линиjе
и средишта C лука, што представља jедначину потпорне линиjе
унутар преломљеног лука:

ρ(ϕ) =
Hρ0 + V (ϕ)xV (ϕ)

H cosϕ+ V (ϕ) sinϕ
, (99)

где су величине V (ϕ), xV (ϕ), H и ρ0 редом дате jедначинама (85),
(91), (96) и (97а); уврштавањем ових израза у jендачину (99) може
се добити jедначина потпорне линиjе у развиjеном облику (коjи
овде ниjе приказан због своjе дужине).

Међутим, jедначином (96) се не претпоставља гранична вредност
хоризонталног потиска коjи одговара граничноj (минималноj) де-
бљини лука. Према томе, ни датим изразом (99) се не претпоставља
гранична потпорна линиjа; стога су величине qc и qs, коjе редом
учествуjу у изразима (97а) и (97б), непознате. Како би се одре-
дила гранична потпорна линиjа коjа одговара минималноj (гра-
ничноj) дебљини лука, потребно jе на основу механизма слома коjи
одговара одабраном облику лука (в. поглавље 11) одредити њи-
хове вредности. У ту сврху биће изведени одговараjући нумерички
поступци, коjи су подробно обрађени у поглављу 12.

4 Ово може бити спроведено било графичким путем на плану сила (в. слику 16б,в)

или аналитички решавањем jедначина равнотеже.
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Преломљени лук: нормална
стереотомиjа

У овом поглављу испитан jе преломљени лук код коjег се споj-
нице, односно произвољни пресеци, зракасто пружаjу из средишта
осе (средишње линиjе) лука, те су стога управне (нормалне) на
њу. Имаjући у виду да у складу с нормалном стереотомиjом исе-
чак кружног прстена представља основни чинилац лука, прво ће
његова равнотежа бити размотрена.

9.1 Исечак кружног прстена

Слика 18. Исечак кружног прстена: (а) геометриjски чиниоци, (б)
план сила

Површина исечка кружног прстена, између угла α и произвољ-

76
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ног пресека под углом ϕ jеднака jе:

V (ϕ) = r t (ϕ− α) . (100)

Апсциса xV тежишта коjе одговара површини V дата jе следећим
изразом:

xV (ϕ) =
4

3

r3ex − r3in
r2ex − r2in

sin
(
ϕ−α
2

)

ϕ− α
sin

(
α+ ϕ

2

)

=
(12 r2 + t2) (cosϕ− cosα)

12 r(α− ϕ)
, (101)

где су rex и rin полупречници интрадоса и екстрадоса.
Равнотеже момената за нападну тачку A резултанте R на прои-

звољном пресеку под углом ϕ дата jе следећом jеднакошћу:

V (ϕ)(ρ(ϕ) sinϕ− xV (ϕ)) + P (ρ(ϕ) sinϕ− ρα sinα)−
H(ρα cosα− ρ(ϕ) cosϕ) = 0 , (102)

те се одатле изводи израз за потпорну линиjу у исечку кружнога
прстена:

ρ(ϕ) =
V (ϕ)xV (ϕ) + ρα (P sinα+H cosα)

(P + V (ϕ)) sinϕ+H cosϕ
, (103)

где jе ρα удаљеност потпорне линиjе (односно нападне тачке за силе
H и P ) од средишта кружног прстена коjа одговара углу α.

9.2 Геометриjска своjства преломљеног лука према
нормалноj стереотомиjи

На слици 19 приказана jе половина преломљенога лука с назна-
ченим геометриjским своjствима у складу с примењеном нормал-
ном стереотомиjом. Координатни почетак поларног координатног
система постављен jе у тачку O, коjа jе средиште осе лука, док jе
угао ϕ угаона координата, коjом се одређуjе произвољни пресек.

Деонице лука. Када jе примењена нормална стереотомиjа, по-
годно jе, у општем случаjу, лук поделити на три деонице: деоница
0, деоница I и деоница II, представљене редом одговараjућим повр-
шинама прстена лука: W0, W1 и W2, као што jе приказано на слици
19б. Наиме, с обзиром на то да се лук посматра као монолитан,
део лука изнад нападне тачке B хоризонталне силе H у темену,
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може се представити тачкастим оптерећењем коjе делуjе у верти-
калноj оси симетриjе лука.1 У испитивање jе уврштена половина
овога дела, представљена деоницом 0, будући да се разматра само
половина лука, те jе њен утицаj представљен вертикалном силом
W0 коjа делуjе у тачки B, као што се види на слици 20а,б. Тиме
сила коjа делуjе у темену има и вертикалну (W0) и хоризонталну
(H) компоненту.

Слика 19. Преломљени лук према нормалноj стереотомиjи: (а)
геометриjски чиниоци, (б) подела лука на деонице, (в) план сила

У складу са сликом 19а, углови коjи одговараjу горњем (тачка
E) и доњем (тачка D) краjу теменог пресека дати су следећим
изразима:

ϕE = arcsin

(
e

Rin

)
, (104а)

ϕD = arcsin

(
e

Rex

)
, (104б)

1 Као што jе урађено и у случаjу троугаоног лука у § 7.2.2.
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где су Rex = R + t/2 и Rin = R − t/2 редом полупречници екстра-
доса и интрадоса. С друге стране, положаj нападне тачке B, дат
вертикалном удаљеношћу qc мереном од екстрадоса (од тачке D),
одређуjе угао ϕB :

ϕB = arctan


 e√

(R+ t/2)
2 − e2 − qk


. (105)

Према томе, пресек између деоница 0 и I одређен jе углом ϕB а
пресек између деоница I и II одређен jе углом ϕE .

Тежина коначног дела лука. Тежина W0, коjа делуjе као тач-
касто оптерећење у темену, представљена jе површином криволи-
ниjскога троугла, коjа се добиjа као разлика површина кружног
исечка и троугла:

W0 =

ϕB∫

ϕD

1

2
R2

ex dϕ−
ϕB∫

ϕD

1

2

e2

sin2 ϕ
dϕ

=
1

2
R2

ex (ϕB − ϕD) +
e2

2
(cotϕB − cotϕD)

=
1

2

[
R2

ex (ϕB − ϕD) + e2
(
cotϕB − cotϕD

)]
. (106)

С обзиром на то да ова сила делуjе у тачки B, апсциса одговара
величини e:

xW0
= e . (107)

У зависности од положаjа произвољног пресека, односно у оквиру
коjе деонице се он налази, израчунава се одговараjућа тежина ко-
начног дела лука.

Уколико jе произвољни пресек под углом ϕ у оквиру деонице I
(те не сече интрадос, него темену споjницу и екстрадос), одгова-
раjућа тежина V1(ϕ) између темена и тог пресека представљена jе
криволиниjским четвороуглом (в. слику 20а):

V1(ϕ) =
1

2

ϕ∫

ϕB

(
R2

ex −
e2

sin2 ϕ

)
dϕ

=
1

2

[
R2

ex (ϕ− ϕB) + e2
(
cotϕ− cotϕB

)]
. (108)
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Када произвољни пресек достигне краj деонице I, односно када
угао ϕ достигне вредност угла ϕD, добиjа се тежина W1 деонице I,
па jедначина (108) добиjа следећи облик:

W1 =
1

2

[
R2

ex (ϕE − ϕB) + e2
(
cotϕE − cotϕB

)]
. (109)

С друге стране, уколико jе произвољни пресек постављен у оквиру
деонице II (в. слику 20б), одговараjућа тежина представљена jе
збиром површине W1 деонице I криволиниjског четвороугла (jед-
начина (109)) и површине V2(ϕ) исечка кружног прстена у оквиру
деонице II; притом jе тежина V2(ϕ) дата следећим изразом:

V2(ϕ) =
1

2

ϕ∫

ϕE

(
R2

ex −R2
in

)
dϕ = R t (ϕ− ϕE) . (110)

Тежина W2 деонице II добиjа се када угао ϕ достигне вредност
угла α, па jедначина (110) добиjа следећи облик:

W2 = R t (α− ϕE) . (111)

Слика 20. Равнотежа коначног дела лука у складу с нормалном
стереотомиjом: (а) коначни део теменог дела лука до произвољног
пресека у оквиру деонице I (троструко увеличано у односу на слику
19а; силе нису сразмерне), (б) коначни део лука до произвољног
пресека у оквиру деонице II (двоструко увеличано у односу на слику
19а), (в) план сила

У складу с изведеним изразима (108), (109) и (110), тежина V
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горњег коначног дела лука, између теменог пресека и произвољног
пресека под углом ϕ, може се израчунати према следећим изра-
зима:

V (ϕ) = V1(ϕ) за ϕB < ϕ ≤ ϕE , (112а)

V (ϕ) =W1 + V2(ϕ)

=
1

2

[
R2

ex (ϕE − ϕB) + e2
(
cotϕE − cotϕB

)]
+R t (ϕ− ϕE)

за ϕE < ϕ < α . (112б)

Тежиште коначног дела преломљеног лука. Када се разма-
тра тежина V1 (jедначина (112а)), коjа jе део деонице I, апсциса xV1

тежишта одговараjућег криволиниjског четвороугла рачуна се на
следећи начин:

xV1
(ϕ) =

1

3V1(ϕ)

ϕ∫

ϕB

(
R3

ex −
e3

sin3 ϕ

)
sinϕ dϕ

= e3 cotϕ−R3
ex cosϕ

∣∣∣∣∣

ϕ

ϕB

1

3V1(ϕ)

=
1

3V1(ϕ)

[
e3
(
cotϕ− cotϕB

)
−R3

ex

(
cosϕ− cosϕB

)]

=

2

[
e3
(
cotϕ− cotϕB

)
−R3

ex

(
cosϕ− cosϕB

)]

3

[
R2

ex (ϕ− ϕB) + e2
(
cotϕ− cotϕB

)]

за ϕB < ϕ ≤ ϕE , (113)

где jе тежина V1(ϕ) дата изразом (108). На исти начин рачуна се и
апсциса xW1

тежишта тежине W1 (дате изразом (109)):

xW1
=

1

3W1

ϕE∫

ϕB

(
R3

ex −
e3

sin3 ϕ

)
sinϕ dϕ

=

2

[
e3
(
cotϕE − cotϕB

)
−R3

ex

(
cosϕE − cosϕB

)]

3

[
R2

ex (ϕE − ϕB) + e2
(
cotϕE − cotϕB

)] . (114)

Уколико се посматра тежина V2, дата jедначином (110), апсциса
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xV2
припадаjућег тежишта изводи се на следећи начин:

xV2
(ϕ) =

1

3V2

ϕ∫

ϕE

(
R3

ex −R3
in

)
sinϕdϕ =

(
R3

in −R3
ex

)
cosϕ

∣∣∣∣∣

ϕ

ϕE

1

3V2

=
(R3

in −R3
ex)
(
cosϕ− cos(ϕE)

)

3R t (ϕ− ϕE)
за ϕE < ϕ ≤ α . (115)

У оквиру деонице I, апсциса xV тежишта коначног дела лука
тежине V , дата jе jедначином (113); с друге стране, њена вредност
с обзиром на деоницу II рачуна се у складу с jедначином (116б):

xV (ϕ) = XV1
(ϕ) за ϕB < ϕ ≤ ϕE , (116а)

xV (ϕ) =
W1 xW1

+ V2(ϕ)xV2
(ϕ)

V (ϕ)

=

2

[
e3
(
cot(ϕE)− cot(ϕB)

)
+
(
R3

in −R3
ex

)
cosϕ+

R3
ex cos(ϕB)−R3

in cos(ϕE)

]

3
[
e2
(
cot(ϕE)− cot(ϕB)

)
+ 2Rt(ϕ− ϕE) +R2

ex(ϕE − ϕB)
]

за ϕE < ϕ ≤ α . (116б)

где су вредности V2(ϕ), xV2
(ϕ), V (ϕ), W1 и xW1

дате редом jедна-
чинама (110), (115), (112б), (109) и (114).

Тежина и тежиште половине лука. Тежина W половине лука
добиjа се када вредност угла ϕ достигне величину обухватног угла
α, и тада jедначина (112б) постаjе:

W = V (ϕ = α)

=
1

2

[
R2

ex (ϕE − ϕB) + e2
(
cotϕE − cotϕB

)]
+Rt (α− ϕE) .

(117)

Уз то jе апсциса xW тежишта половине лука (116б) следећа:

xW = xV (ϕ = α)

=

2

[
e3
(
cotϕE − cotϕB

)
+
(
R3

in −R3
ex

)
cosα+

R3
ex cosϕB −R3

in cosϕE

]

3
[
e2
(
cotϕE − cotϕB

)
+ 2Rt(α− ϕE) +R2

ex(ϕE − ϕB)
] .

(118)
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Преломљени лук правог обухватног угла. У посебном, наj-
чешћем, случаjу, када jе обухватни угао прав (α = π/2), израз за
тежину половине лука дат jедначином (117) упрошћава се у сле-
дећи облик:

W (α = π/2)=
1

2

[
R2

ex (ϕE − ϕB)+e
2
(
cotϕE−cotϕB

)]
+R t

(π
2
− ϕE

)
,

(119)
а израз за одговараjуће тежиште (jедначина (118)) постаjе:

xW (α = π/2) =
2
[
e3
(
cotϕE − cotϕB

)
+R3

ex cosϕB −R3
in cosϕE

]

3

[
e2
(
cotϕE − cotϕB

)
+

2R t (π/2− ϕE) +R2
ex(ϕE − ϕB)

] .

(120)

Кружни (сегментни) лук. У случаjу кружног лука, ексцентри-
цитет ξ и величина e jеднаки су нули; стога су и углови ϕE и ϕB

такође jеднаки нули, те се губе деоница 0 (тежина W0) и деоница
I (тежина W1). Према томе, тежина коначног дела лука до прои-
звољног пресека износи: V (ϕ) = R tϕ, док се апсциса припадаjућег
тежишта упрошћава из израза (116б) у следећи облик:

xV (ϕ) =
(R3

in −R3
ex) (cosϕ− 1)

3R tϕ
. (121)

Узгред, тежина половине лука тада износи: W = Rtα, а апсциса
придруженог тежишта упрошћава се из jедначине (118) у:

xW =
(R3

in −R3
ex) (cosα− 1)

3R tα
. (122)

9.3 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа у
преломљеном луку према нормалноj стереотомиjи

Претпостављаjући (непознати) положаj нападних тачака B и S
редом сила H и R (в. слику 19а), равнотежа момената половине
лука за тачку S на ослонцу дата jе следећом jеднакошћу:

H(ρ0 cosϕB − ρα cosα) =W (ρα sinα− xW )+W0(ρα sinα− e) (123)

где су тежина W половине лука и апсциса xW придруженог тежи-
шта дати редом jедначинама (117) и (118). Два гранична услова,
коjима се одређуjе положаj нападних тачака B и S, односно удаље-
ност потпорне линиjе у темену и ослонцу од средишта O осе лука,
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одређена редом величинама ρ0 и ρα, дата су следећим изразима:

ρ0 = ρ(ϕ = ϕB) =

√
R2

ex − e2 − qc
cosϕB

, (124а)

ρα = ρ(ϕ = α) = Rex − qs . (124б)

На основу наведеног, величина хоризонталног потиска H дата jе
следећим изразом:

H =
W (ρα sinα− xW ) +W0(ρα sinα− e)

ρ0 cosϕB − ρα cosα
. (125)

Даље jе, у складу са сликом 20, равнотежа момената за тачку A
дата следећом jеднакошћу:

H(ρ0 cosϕB−ρ cosϕ) = V (ϕ)(ρ sinϕ−xV (ϕ))+W0(ρ sinϕ−e) . (126)

Коначно, из претходне jеднакости одређуjе се удаљеност ρ(ϕ)
између потпорне линиjе и средишта O осе лука, што представља
jедначину потпорне линиjе унутар преломљеног лука:

ρ(ϕ) =
V (ϕ)xV (ϕ) +W0 e+Hρ0 cosϕB

H cosϕ+ (V (ϕ) +W0) sinϕ
, (127)

где су величине V (ϕ), xV (ϕ), W0, H, ρ0 и ϕB дате редом jедна-
чинама (112), (116), (106), (125), (124) и (105); уврштавањем ових
израза у jендачину (127) може се добити jедначина потпорне ли-
ниjе у развиjеном облику (коjи ниjе приказан овде због своjе ду-
жине). Према томе, за сваки произвољни пресек може се израчу-
нати удаљеност потпорне линиjе од екстрадоса и интрадоса, те се
може одредити опасни пресек у коjем jе потпорна линиjа наjвише
приближена ободу лука. Нумерички поступак за одређивање ми-
нималне дебљине преломљених лукова изложен jе у поглављу 12.
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Преломљени лук: вертикална
стереотомиjа

У овом поглављу испитан jе преломљени лук код коjег су споj-
нице (односно произвољни пресеци) паралелне и вертикалне. Бу-
дући да jе оваj вид стереотомиjе подразумеван у разматрању афи-
них сводова у глави VII те примењен приликом испитивања рав-
нотеже крстастих сводова у поглављима 16 и 17, хоризонтални по-
тисак jе подробниjе обрађен у односу на испитивање преломљених
лукова по радиjалноj и нормалноj стереотомиjи. С друге стране,
због природе вертикалне стереотомиjе, потковичасти лукови нису
узети у разматрање (према томе, наjвећа вредност обухватног угла
α jе π/2).

10.1 Геометриjска своjства преломљеног лука према
вертикалноj стереотомиjи

Геометриjски чиниоци преломљеног лука своjствени вертикалноj
стереотомиjи назначени су на слици 21а. У складу с вертикалном
стереотомиjом, усвоjен jе правоугли координатни систем с почет-
ком у средишту O осе лука. Положаj вертикалног произвољног
пресека одређен jе удаљеношћу x мереном дуж апсцисе од осе симе-
триjе лука. Ордината тачке потпорне линиjе одређена jе вредношћу
η(x).

Површина коначног дела лука. Тежина V коначног (горњег)
дела лука, између темене споjнице на удаљености e, и произвољног
пресека на удаљености x, представљена jе површином одговараjу-
ћег дела прстена лука, jеднакоj разлици криволиниjских четвороу-
глова под екстрадосом и интрадосом, и може се рачунати на основу
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Слика 21. (a) Геометриjски чиниоци преломљеног лука у складу
с вертикалном стереотомиjом, (б) коначни део лука до произвољног
пресека на удаљености x, (в) план сила

следећег израза:
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за 0 < x ≤ Rin sinα , (128а)
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за Rin sinα < x ≤ (Rex − qs) sinα . (128б)

Тежиште коначног дела преломљеног лука. Апсциса xV те-
жишта коначног дела лука (тежине V (x) дате jедначином (128)),
изводи се на следећи начин:
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за e < x ≤ Rin sinα , (129а)
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за Rin sinα < x ≤ (Rex − qs) sinα . (129б)

Површина и тежиште половине лука. Доследно вертикалноj
стереотомиjи, део лука десно од пресека коjи садржи тачку S (в.
слику 21а) не чини саставни део тежине лука. Сходно томе, тежина
W половине лука се добиjа када величина x достигне наjвећу мо-
гућу вредност: s = (Rex − qs) sinα. Тада се jедначина (128б) упро-
шћава у следећи облик:
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Уз то jе апсциса xW тежишта половине лука (129б) следећа:
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Преломљени лук правог обухватног угла. У посебном, наj-
чешћем случаjу, када jе обухватни угао прав (α = π/2), израз за
тежину половине лука дат jедначином (130) упрошћава се у сле-
дећи облик:
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а израз за одговараjуће тежиште, на основу израза (131), постаjе:
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10.2 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа

Из равнотеже момената за тачку S добиjа се израз за хоризон-
тални потисак:

H =
W
[
(Rex − qs) sinα− xW

]

ηe − (Rex − qs) cosα
, (134)

где

ηe =
√
R2

ex − e2 − qc (135)

представља ординату нападне тачке B хоризонталне силе на теме-
ноj споjници.

Равнотежа момената за тачку A дата jе следећом jеднакошћу:
H (ηe − η(x)) = V (x− xV (x)); одатле се изводи ордината потпорне
линиjе на удаљености x, што представља jедначину потпорне ли-
ниjе унутар преломљеног лука:

η(x) = ηe −
V (x)

H

(
x− xV (x)

)
, (136)

где су величине V (x), xV (x), H и ηe редом дате jедначинама (128),
(129), (134) и (135); уврштавањем ових израза у jендачину (136)
може се добити jедначина потпорне линиjе у развиjеном облику
(коjи ниjе приказан овде због своjе дужине).

Нумерички поступак за одређивање минималне дебљине прело-
мљених лукова изложен jе у поглављу 12, а поjединости коjе су
своjствене вертикалноj стереотомиjи издвоjене су у одељку 12.5.
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Могући механизми слома
преломљених лукова

У овом поглављу обрађени су могући механизми слома своjствени
преломљеним луковима (в. основне напомене дате на стр. 9–10).
Цртежи су израђени уз претпостављени радиjални правац пру-
жања пукотина (в. слику 22а), односно у складу с радиjалном сте-
реотомиjом (в. поглавље 8). У случаjу нормалне (в. поглавље 9) и
вертикалне (в. поглавље 10) стереотомиjе, размештаj зглобова jе ис-
товетан, а разликуjе се правац пружања пукотина (в. слику 22б,в).
Такав размештаj зглобова своjствен jе и другим конвексним лу-
ковима преломљеног темена, као што су изведени полицентрични
лукови обрађени у глави IV.

Слика 22. Правац пружања пукотина с обзиром на примењену
стереотомиjу: (a) радиjални, (б) нормални, (в) вертикални

Како би се спровела одговараjућа веза између облика преломље-
ног лука и механизма слома, у овоj дисертациjи, преломљени лу-
кови су разврстани према ексцентрицитету као мери преломљено-
сти (зашиљености) лука, а у даљоj расправи према броjу зглобова
коjи се образуjу када се достигне гранично стање равнотеже. Тако
су у уобичаjеним речницима архитектуре [20, 34, 36] лукови раз-
врстани на: (а) слабо преломљени односно лукови малог ексентри-
цитета (нпр. традиционални „quinto acuto“), (б) jеднакостранични
(„terzo acuto“) и (в) jако преломљени (нпр. „recto acuto“) (в. слике
23 и 28б).

На сликама 23а,б приказани су редом слабо и jако преломљени

91



92 Могући механизми слома преломљених лукова

лук правог обухватног угла, довољне дебљине (веће од теориjске
минималне); у њима су приказане и одговараjућа минимална и
максимална потпорна линиjа. Познато jе да код полукружних лу-
кова (нулти ексцентрицитет), када jе претпостављена минимална
дебљина, гранична потпорна линиjа пролази кроз екстрадос у те-
мену и на ослонцима, као што се види на слици 25а. Уколико се
ескцентрицитет благо повећа, чиме се образуjе преломљени лук,
услед чега потпорна линиjе не може пролазити кроз екстрадос у
темену, минимална потпорна линиjа додируjе екстрадос на обема
странама лука у близини темена.

Када jе дебљина лука смањена тако да наступа гранично стање
равнотеже, минимална и максимална потпорна линиjа се подуда-
раjу [112], те даjу jединствену, граничну потпорну линиjу, коjа до-
дируjе границе лука (интрадос или екстрадос) у више од четириjу
тачака. Тако наступа гранично стање равнотеже, односно лук jе на
граници слома [58], као што jе приказано на сликама 23в,г. Другим
речима, у складу с горњом (кинематичком) теоремом пластично-
сти, лук jе у стању лабилне равнотеже и доћи ће до слома услед
даљег повећања оптерећења или померања [75].

Код слабо преломљених лукова, гранична потпорна линиjа про-
лази кроз екстрадос на ослонцима и између интрадоса и екстра-
доса у темену, додируjући екстрадос и интрадос jош у по двема
тачкама, тако образуjући шест зглобова, као што се види на слици
23в. Ако се настави с повећањем ексцентрицитета, сила (односно
потпорна линиjа) у темену се удаљава од екстрадоса приближава-
jући се интрадосу. С друге стране, код jако преломљених лукова,
гранична потпорна линиjа пролази кроз интрадос у темену и из-
међу интрадоса и екстрадоса на ослонцима, додируjући екстрадос
и интрадос у по двема тачкама, тако образуjући пет зглобова, као
што jе приказано на слици 23г. Дакле, постоjе два гранична поло-
жаjа нападне тачке хоризонталне силе коjа делуjе у темену и два
гранична положаjа реакциjе на ослонцима. Даље, кад би дебљина
лука била jош смањена, потпорна линиjа би изашла из оквира лука
и лук би изгубио стабилност (на сликама 23д,ђ претпостављен jе
замишљени положаj потпорне линиjе). Због тога су стари гради-
тељи, у случаjу изразито преломљених лукова, увећавали завршац
(тзв. кључни камен) или додавали додатно оптерећење у темену
[69, 125].

Шта више, може се закључити да у неком случаjу између дваjу
наведених, потпорна линиjа додируjе jедновремено и екстрадос на
ослонцима и интрадос на темену, као и екстрадос и интрадос jош у
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Слика 23. Смањивање дебљине лука: (a) и (б) лук дебљине веће
од минималне с назначеном минималном и максималном потпорном
линиjом – стабилан лук, (в) и (г) лук минималне дебљине и при-
дружена гранична потпорна линиjа – гранично стање равнотеже,
на граници слома, (д) и (ђ) лук дебљине мање од минималне – не-
могуће стање

по двема тачкама, образуjући тако механизам слома коjи садржи
седам зглобова (в. слику 25в). Такав лук има максималну искори-
шћеност своjе дебљине, те, као што ће бити показано, представља
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теориjски наjтањи могући (у опсегу уобичаjених облика преломље-
них лукова, искључуjући велике вредности ексцентрицитета у слу-
чаjу већих вредности обухватног угла) и стога се може сматрати
оптималним за одабрани средишњи угао.

Чиниоци слома преломљеног лука. У складу с претходонм ра-
справом може се закључити да, поред ексцентрицитета као основ-
ног своjства преломљеног лука, нападне тачке хоризонталне силе
у теменом пресеку и реакциjе на ослонцима (в. [89, 119]) предста-
вљаjу значаjне чиниоце слома. Ово jе сажето приказано на слици
24. Наиме, ови чиниоци утичу на положаj потпорне линиjе у целини
у оквиру лука, те и на величину хоризонталног потиска, мењаjући
уз то и положаj опасних пресека. Опасни пресек се односи на пресек
(споjницу) лука у коjем потпорна линиjа наjвише приђе екстрадосу
или интрадосу (в. слике 16, 24 и 26).

Слика 24. Чиниоци коjи утичу на положаj потпорне линиjе, ве-
личину хоризонталног потиска, као и положаj опасних пресека: (a)
ексцентрицитет, (б) нападна тачка хоризонталне силе у темену, (в)
нападна тачка реакциjе на ослонцу

Систематизациjа допустљивих облика слома преломљених
лукова. На основу спроведеног разматрања, може се извести по-
станак теориjски могућих (допустљивих) механизама слома лукова
минималне (граничне) дебљине. Почиње се од кружног, сегментног,
лука, приказаног на слици 25а. Благим повећањем екцентрицитета,
добиjа се преломљени лук, где теориjски настаjе шест зглобова, као
што jе приказано на слици 25б. Како се ексцентрицитет повећава,
потпорна линиjа се у темену удаљава од екстрадоса и приближава
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интрадосу; притом се горњи (виши) зглоб, образован на екстрадосу,
постепено удаљава од темена, док се доњи (нижи) зглоб, образован
на интрадосу, помера ка ослонцима.

За одређену (граничну) вредност ексцентрицитета (ξlim7), када
потпорна линиjа достигне интрадос у темену, настаjе гранични ме-
ханизам слома коjи садржи седам зглобова (в. 25в). С обзиром
на то да потпорна линиjа не може да изађе изван граница лука,
односно да сила у темену не може бити нанета испод интрадоса,
даље повећање ексцентрицитета узрокуjе удаљавање потпорне ли-
ниjе на ослонцима од екстрадоса ка интрадосу; ово, као што ће се
видети, такође узрокуjе повећање минималне дебљине лука. Тако
настаjе механизам слома коjи обухвата пет зглобова (в. слику 25г).
Даље, доњи зглоб, образован на интрадосу, наставља да се креће
ка ослонцу; за одређену вредност ексцентрицитета (ξlim5), достиже
ослонац, образуjући тако други гранични механизам слома, коjи
садржи пет зглобова (в. слику 25д). Даље повећање ексцентрици-
тета (в. слику 25ђ) не утиче на механизам слома.

Према томе, за усвоjени средишњи угао лука, може се успоста-
вити веза између ексцентрицитета и редоследа настанка механи-
зама слома. Наиме, почевши од сегментног лука (коjи има нулти
ексцентрицитет и механизам слома с пет теориjских зглобова) уз
постепено повећавање ексцентрицитета, редом се образуjу четири
различита механизма слома, коjи садрже шест, седам и пет згло-
бова (у двама различитим размештаjима). Напомиње се да jе ово
опште правило али да, као што ће бити показано, нису сви меха-
низми заступљени за сваку вредност средишњег угла (в. табелу 16
у Додатку В на стр. 241). Може се закључити да када jе претпо-
стављена минимална дебљина потпорна линиjа пролази кроз jедан,
или посебно кроз два краjа (краjње тачке на екстрадосу или интра-
досу) ослоначког или теменог пресека. Преглед изведених механи-
зама слома с одговараjућим размештаjем зглобова дат jе у табели
4. Случаjи 4 и 5 представљаjу истоветни механизам слома, али jе
случаj 4 гранични (онаj коjи се први образуjе). Штавише, према
положаjу зглобова на темену и ослонцима, могу се позматрати као
супротност случаjу 0, коjи важи само за полукружне лукове (коjи
су подробно испитани у [24], али су приказани у овоj дисертациjи
због потпуности разматрања). Даље, с обзиром на слику 25, случаj
4 може се посматрати као поддео случаjа 3, без његовог нижег дела
уз ослонце.



96 Могући механизми слома преломљених лукова

Слика 25. Могући механизми слома преломљених лукова мини-
малне дебљине и њихове придружене потпорне линиjе (на примеру
обухватног угла од 75◦): (a) кружни односно сегментни лук, (б)
зглоб на екстрадосу ослонца, (в) гранични ексцентрицитет ξlim7 са
седам зглобова, (г) зглоб на интрадосу темена, (д) гранични екс-
центрицитет ξlim5 са пет зглобова, (ђ) зглоб на интрадосу ослонца
и темена
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Табела 4. Теориjски размештаj зглобова с обзиром на могуће механизме
слома преломљених лукова

Механизам слома 0 1 2 3 4 5

Положаj зглоба ек. ин. ек. ин. ек. ин. ек. ин. ек. ин. ек. ин.
теме • • • • •

опорац • • • • • • • • • •
додатни • • • • • • • • • • • • • • • • • •

Броj зглобова 5 6 7 5 5 5
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У овом поглављу изведен jе итеративни поступак за одређивање
нумеричких вредности минималне дебљине лука и граничне вред-
ности ексцентрицитета. Разматрање jе спроведено за преломљене
лукове (из дваjу средишта), али важи и у случаjу изведених поли-
центричних лукова преломљеног темена, какви су обрађени у глави
IV.

12.1 Одређивање чинилаца прорачуна

Након изванредне математичке разраде, изводећи израз погод-
ниjи за итеративни поступак, Миланковић [92] jе нумерички изра-
чунао минималну теориjску дебљину полукружног лука. Како се
данас итерациjе могу лако спровести уз помоћ рачунара, прорачун
коjи се односи на изналажење екстремних вредности у смислу ди-
ференцирања могу бити изостављени, а итеративни поступак спро-
веден у раниjоj фази прорачуна, односно са сложениjим изразима.
Наиме, за сваки (одређени) пресек израчунаваjу се удаљености пот-
порне линиjе (односно нападне тачке резултантне силе) од екстра-
доса и интрадоса, редом δex(ϕ) и δin(ϕ), те се привремено чуваjу
у одговараjућим списковима (листама). За радиjалну стереотомиjу
важе следећи изрази:

δex(ϕ) = xrex(ϕ) cscϕ− ρ(ϕ) , (137а)

δin(ϕ) = ρ(ϕ) − xrin(ϕ) cscϕ , (137б)

где су xrex(ϕ), xrin(ϕ) и ρ(ϕ) редом дати изразима (75), (78) и (99).
За нормалну стереотомиjу важе следећи изрази:

δex(ϕ) = Rex − ρ(ϕ) , (138а)

δin(ϕ) = ρ(ϕ) −Rin , (138б)

98
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где jе ρ(ϕ) дато изразом (127). За вертикалну стереотомиjу важе
следећи изрази:

δex(x) = Rex −
√
x2 + η(x)2 , (139а)

δin(x) =
√
x2 + η(x)2 −Rin , (139б)

где jе ρ(ϕ) дато изразом (136).
Опасни пресек с обзиром на интрадос односно екстрадос односи

се на пресек коjем одговара минимална вредност δex односно δin.
Штавише, минимална вредност δex, означена са δex,min, одређуjе се
као последња вредност у листи δex, коjа jе мања од следеће у листи
(овакав услов примењив jе како за позитивне тако и за негативне
вредности коjе настаjу приликом прорачуна). С друге стране, ми-
нимална вредност δin, означена са δin,min, одређуjе се као наjмања
вредност у листи δin између опасног пресека с обзиром на екстрадос
(пресек коjем одговара δex,min) и ослонца тj. последње вредности у
листи (в. слике 16а и 26а).

Као што jе наведено на краjу одељка 8.2, вредности qc и qs, коjе
одређуjу редом положаj нападних тачака B и S, непознате су вели-
чине. Како jе qs мерена од екстрадоса ка интрадосу, у правцу осло-
начке споjнице, њена максимална вредност jе t. С друге стране,
величина qc jе одређена вертикалном удаљеношћу од екстрадоса, с
позитивном вредношћу надоле; будући да потпорна линиjа не може
проћи испод интрадоса на темену, њена наjвећа могућа вредност jе
следећа:

qc,max =
√
R2

ex − e2 −
√
R2

in − e2 . (140)

Како би се одредила гранична (минимална) дебљина, потребно
jе мењати дебљину лука и положаj наведених нападних тачака у
односу на опасне пресеке (в. слику 16а), а с обзиром на величине
δex,min или δin,min коjе истовремено мораjу да достигну нулу. Стога
jе потребно подробниjе испитати пресеке у околини опасних пре-
сека, коjима jе одређена опасна област.

12.2 Одабир опасне области лука

У почетном кораку (у ступњу пре прорачуна), лук jе подељен
у пет делова (коjи нпр. имаjу jеднак обухват), као што jе назна-
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чено дебелим црта-тачка линиjама на слици 26а.1 Сваки од пет
делова даље jе подељен (пресецима) на одговараjући броj подде-
лова, где би требало да већи броj подделова (учесталост пресека)
одговара опасноj области, односно делу лука за коjи се претпоста-
вља да ће садржати опасни пресек. На слици 26 приказана jе подела
3−7−3−7−3.2 С обзиром на опасни пресек, други претходни и други
наредни пресеци (означени танком црта-тачка линиjом) усвоjени су
као гранични пресеци коjи одређуjу опасну област за следећу ите-
рациjу (в. слику 26б). Уз одговараjућу измену дебљине лука, оваj
поступак се понавља све док потпорна линиjа не достигне екстра-
дос и интрадос са задовољаваjући степеном тачности3 (в. слику
26в).

Како би се постигло одговараjуће постепено сужавање обухвата
опасне области у смислу придруженог средишњег (обухватног) у-
гла, коjи представља угао између придружених граничних пресека
опасне области, степен поделе односно величина тог угла прила-
гођава се у складу с редом величине δex,min и δin,min. Испоставило
се да jе прилагођавање величине обухвата опасне области погодно
вршити у складу с правилима датим у табели 5.

12.3 Одређивање минималне дебљине преломљених
лукова

Као што jе приказано у поглављу 11, када jе претпостављена ми-
нимална дебљина, потпорна линиjа пролази кроз краjњу тачку (на
интрадосу или екстрадосу) ослоначке или темене споjнице (као што
се види на слици 25). Дакле, jедна од двеjу нападних тачака (коjе
се односе на хоризонталну силу у темену и реакциjу на ослонцу) jе
позната, док се друга поставља за променљиву с обзиром на опасни
пресек, а чиjа промена утиче на положаj потпорне линиjе унутар
лука. С друге стране, дебљина лука прилагођава се у односу на
други опасни пресек. Према томе, уколико се положаj jедне на-
падне тачке мења с обзиром на опасни пресек коjи се односи на
екстрадос, дебљина се мења с обзиром на опасни пресек коjи се

1 Разматрање у овом одељку спроведено jе на примеру радиjалне стереотомиjе, али,

уз незнатне разлике, важи и у случаjу нормалне и вертикалне стереотомиjе.
2 Приликом спровођења прорачуна, броj пресека у оквиру опасне области био jе

између 30 и 100.
3 У прорачунима спроведеним у оквиру ове дисертациjе, све вредности (нпр. мини-

мална дебљина, хоризонтални потисак, гранични ексцентрицитет и сл.) рачунате

су с тачношћу од 10−12 и већом.
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Слика 26. Одговараjућа подела лука с обзиром на опасне пресеке
и одабир опасне области: (а) почетни ступањ: подела лука на делове
и подделове, (б) међуступањ: постепено сужавање обухвата опасне
области, (в) завршни ступањ: минимална дебљина лука

односи на интрадос, и обрнуто. Премда мењање положаjа напад-
них тачака утиче на потпорну линиjу у целини, као што се види на
сликама 24б,в, усвоjено jе да се мењаjу у односу на ближи опасни
пресек, будући да jе на таj начин утицаj непосредниjи. Стога се на-
падна тачка B хоризонталне силе мења с обзиром на опасни пресек
коjи се односи на екстрадос, а нападна тачка S реакциjе мења се у
складу с опасним пресеком коjи се односи на интрадос.
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Како би се постигла потпорна линиjа чиjа jе стрела наjвећа мо-
гућа, тежи се минималном потиску [27] (премда ће се минимални и
максимални потисак подударати када се достигне гранично стање
равнотеже). Стога нападна тачка B мора бити што ближа екстра-
досу на темену, тj. вредност qc мора бити што мања, док нападна
тачка S мора бити што ближа интрадосу на ослонцу, тj. вредност
qs мора бити што већа.

У складу с тим, у случаjу 1 приказаном на слици 25б, за пред-
стоjећу итерациjу дебљина се усваjа у односу на опасни пресек коjи
се односи на интрадос, а положаj нападне тачке B у темену усваjа
се с обзиром на опасни пресек коjи се односи на екстрадос, редом
у складу с изразима (141) и (142):

tint = t− δin,min , (141)

qc,min = qc − δex,min , (142)

где су t и qc вредности из претходне итерациjе. С друге стране,
у случаjу 3 приказаном на слици 25г, дебљина се мења у односу
на опасни пресек коjи се односи на екстрадос, а положаj нападне
тачке S на ослонцу прилагођава се у односу на опасни пресек коjи
се односи на интрадос, редом у складу с изразима (143) и (144):

text = t− δex,min , (143)

qs,max = qs − δin,min . (144)

Међутим, када су познате обе нападне тачке, као што jе случаj
код механизама слома датих на сликама 25а,ђ, постоjи само jедан
опасни пресек. Тада се дебљина прилагођава у односу на њега, и
то према изразима (141) односно (143).

12.4 Одређивање граничног ексцентрицитета
преломљених лукова

Како jе раниjе наведено, у случаjу граничних механизама слома
познат jе положаj потпорне линиjе (односно нападних тачака ре-
зултанти) на темену и ослонцу. Стога jе, поред дебљине лука, његов
ексцентрицитет променљива коjу jе потребно мењати (прилагођа-
вати) у свакоj итерациjи, како би се постигла гранична вредност.

Када се посматра гранични механизам слома са седам зглобова
(случаj 2 приказан на слици 25в), будући да измена ексцентри-
цитета непосредно утиче на положаj нападне тачке хоризонталне
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силе у темену, а теме jе ближе опасном пресеку коjи се односи на
екстрадос, усвоjено jе да се прилагођавање вредности ексцентри-
цитета врши у складу са следећим изразом:

ξlim,ex = ξ + f · δex,min , (145)

где jе ξ величина ексцентрицитета из претходне итерациjе. С друге
стране, дебљина се мења с обзиром на опасни пресек коjи се односи
на интрадос, у складу с изразом (141).

С обзиром на други гранични механизам слома са пет зглобова
(случаj 4 приказан на слици 25е), постоjи само jедан опасни пресек,
и то с обзиром на екстрадос. Стога се дебљина прилагођава према
изразу (143). Поред тога, ексцентрицитет се прилагођава у односу
на опасни пресек коjи се односи на интрадос, у складу са следећим
изразом:

ξlim,in = ξ − f · δin,min . (146)

Наиме, будући да потпорна линиjа пролази кроз интрадос и на
темену и на ослонцу, када jе ексцентрицитет мањи од граничне
вредности, потпорна линиjа пролази изван граница лука, и то са
унутрашње стране (ка средишту лука). Стога, постепеним увећа-
вањем ексцентрицитета мањег од граничног, у складу с изразом
(146), и уз одговараjуће прилагођавање дебљине лука, опасни пре-
сек коjи се односи на интрадос приближава се ослонцу; када га
достигне, постиже се гранична вредност ексцентрицитета. Тако jе
за одређивање граничног ексцентрицитета испрва довољно позна-
вати његову приближну вредност.

У изразима (145) и (146) величина f jе одговараjући коефици-
jент коjи представља меру у коjоj тренутне вредности δex,min или
δin,min утичу на наредну вредност ξ. Како ред величине δex,min и
δin,min опада, његов ред величине треба да расте; испоставило се
да jе прилагођавање погодно вршити у складу с правилима датим
у табели 5.

У складу с наведеним, може се успоставити шест поступака за
шест механизама слома (од коjих два имаjу гранични ексцентрици-
тет). У таблици 6 jе у односу на одговараjући механизам слома дат
сажет преглед прилагођавања положаjа нападних тачака (датих
изразима (140), (142) и (144)), дебљине (одређене изразима (141) и
(143)), као и ексцентрицитета (одређених изразима (145) и (146)),
коjе jе потребно вршити приликом прорачуна спроведених одгова-
раjућим итеративним поступцима.



104 Нумеричко моделирање

Табела 5. Прилагођавање величине обухвата (лево) и ексцентрицитета
(десно)

сужавање опасне области гранични ексцентрицитет

|δex,min| или |δin,min| обухват |δex,min| или |δin,min| f

< 10−4 10−5 < 10−14 500000

< 10−10 10−7 < 10−12 50000

> 10−4 10−2 < 10−10 5000

< 10−8 500

< 10−5 50

> 10−5 5

Табела 6. Чиниоци коjе jе потребно прилагођавати приликом одређивања
минималне дебљине и граничног ексцентрицитета

Механизам
слома

B на темену (qc) S на ослонцу (qc) Дебљина (t)
интрадос екстрадос инт. екс. инт. екс.

0 0 0 tint
1 qc,min 0 tint
2 qc,max 0 tint ξlim,ex

3 qc,max qs,max text
4 qc,max t ξlim,in text
5 qc,max t text

12.5 Одређивање минималне потпорне линиjе и
минималног хоризонталног потиска према

вертикалноj стереотомиjи

Као што jе наведено у глави 2, у луку дебљине веће од минималне
заступљена jе минимална потпорна линиjа (максималне стреле и
минималног распона). Стога величине qc и qs мораjу бити редом
наjвећа и наjмања могућа, а да jе притом потпорна линиjа обухва-
ћена границама лука. На основу тога се може успоставити итера-
тивни поступак коjим се одређуjе минимална потпорна линиjа, а
по угледу на поступак коjим се одређуjе минимална дебљина лука
(в. претходни одељак 12.3). Наиме, у свакоj итерациjи се у односу
на положаj потпорне линиjе, мења положаj нападних тачака на те-
меноj и ослоначкоj споjници. Према томе, величина qc,max, коjом се
одређуjе положаj тачке B, мења се у складу с изразом (140), док се
положаj тачке S на ослонцу мења у складу са следећим изразом:

qs,min = qs + δin,min , (147)

где jе qs положаj тачке S из претходне итерациjе.
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Као што jе показано, минимална потпорна линиjа додируjе ек-
страдос у околини темена и интрадос у тачки K између темена
и ослонца (в. слику 46в,г,д,ђ). Нека jе положаj тачке K одређен
углом αcrit коjи одговара опасном пресеку с обзиром на интрадос,
односно дужином xcrit = Rin sinαcrit. Уколико испитуjемо лукове
мањег обухватног угла α ≤ αcrit (односно полураспона s ≤ xcrit−e),
притом не мењаjући остале геометриjске чиниоце лука, минимална
потпорна линиjа на дну (ослонцу, или укрсници у оквиру крстастог
свода) пролази кроз интрадос, док се у темену подиже (в. слику
46д,ђ,е). Међутим, лукови код коjих jе α ≥ αcrit, имаће истоветну
минималну потпорну линиjу (односно њен део) те придружени ми-
нимални хоризонтални потисак. Стога ће се за веће вредности обу-
хватног угла α, минимална потпорна линиjа само продужавати,
те ће се на ослонцу (или укрсници) удаљавати од интрадоса (в.
слику 46г). Дакле, да би се одредило угао αcrit (односно апсциса
xcrit одговараjуће тачке K), довољно jе испитати лук код коjег jе
α ≥ αcrit (нпр. лук правог обухватног угла), односно одредити ње-
гову минималну потпорну линиjу у складу с описаним итеративним
поступком.
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Преглед резултата: преломљени
лукови

У складу са смерницама датим у поглављу 12 начињени су одго-
вараjући итеративни поступци за добиjање нумеричких решења уз
помоћ рачунара; развиjени су у програмском jезику Визуал беjсик
за апликациjе (Visual Basic for Applications) те се извршаваjу ком-
паjлирањем макроа у Екселовом Визуал беjсик уређивачу (Excel
Visual Basic Editor) коjи су повезани с улазним подацима датим у
радном листу програма Маjкрософт Ексел (Microsoft Excel). Ода-
биром одговараjућег механизма слома, с обзиром на ексцентрици-
тет и обухватни угао, спроведен jе прорачун за више од сто пре-
ломљених лукова, узимаjући у обзир и сегментне и потковичасте
лукове обухватног угла од 15 до 135 степени с кораком 15 сте-
пени.1 Уобичаjени ексцентрицитети преломљених лукова присут-
них у обjектима градитељског наслеђа, као и у средњовековним
рукописима [20], и то 1/5, 1/4, 1/3, 1/2, 3/5, 4/5, 1, 3/2, 2, 5/2
и 3, посебно су испитани. Шта више, зарад пожељне тачности и
целовитог увида у утицаj ексцентрицитета на механизме слома и
минималну дебљину лука, тамо где jе било потребно, у испити-
вање су уврштене и неуобичаjене вредности ексцентрицитета. Ово
се посебно односи на ексцентрицитете коjи одговараjу граничним
механизмима слома са пет и седам зглобова.

Свеобухватни упоредни преглед минималних дебљина преломље-
них лукова за примењену радиjалну, нормалну и вертикалну сте-
реотомиjу дат jе у табели 7. Може се уочити да jе, иако постоjи и
расте с порастом ексцентрицитета и обухватног угла, разлика из-
међу примењених стереотомиjа незнатна. Подробниjи преглед из-
рачунатих теориjских минималних дебљина преломљених лукова
у складу с радиjалном стереотомиjом дат je засебно у Додатку В
у табели 16, где су придружени механизми слома назначени ниjан-
сама сиве боjе (коjе одговараjу ниjансама коришћеним на слици 25,

1 С обзиром на вертикалну стереотомиjу, нису обрађени потковичасти лукови.
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табели 4 и табели 6). Графички приказ лукова минималне дебљине,
за различите вредности ексцентрицитета и обухватног угла, дат jе
такође у Додатку В, у оквиру табела 17 и 18.

Вредности коjе се односе на кружне лукове (нулти ексцентрици-
тет, ξ = 0) у сагласности су с резултатима датим у [24]. Међутим,
поређењем резултата за преломљене лукове с правим обухватним
углом датим у [112], где за ексцентрицитет 0,20, 0,60 и 1,00 ми-
нимална дебљина, t/R, редом износи 0,0829, 0,0454 и 0,04, постоjи
разлика од око 8% за прва два наведена ексцентрицитета и мање
од 1% за последњи (уп. с табелом 7).

Упоредни приказ вредности граничних ексцентрицитета, ξlim7 и
ξlim5, коjи редом одговараjу граничним механизмима слома са се-
дам и пет зглобова, израчунатих за радиjалну, нормалну и верти-
калну стереотомиjу дат jе у табели 8. Графички приказ граничних
механизама слома за обухватне углове 45, 60 и 75 степени дат jе на
слици 29, док jе гранични механизам слома коjи одговара правом
обухватном углу приказан на слици 27б.

На основу добиjених вредности, може се успоставити веза између
ексцентрицитета и минималне дебљине, што jе графички предста-
вљено диjаграмом на слици 27а, коjи садржи фамилиjу кривих с
обзиром на различите обухватне углове. Увећани приказ дела диjа-
грама коjи се односи на сегментне лукове дат jе на слици 28, где се
може уочити да свака крива има шиљак коjи одговара граничном
ексцентрицитету с обзиром на механизам слома са седам зглобова
(односно луку коjи има максималну искоришћеност своjе дебљине).

Веза између обухватног угла и граничног ексцентрицитета, с об-
зиром на оба гранична механизма слома, приказана jе на диjаграму
на слици 27г, уз коjи су засебно истакнуте и нумеричке вредности
према радиjалноj стереотомиjи. Тако се jасно може одредити ме-
ханизам слома коjи одговара одабраним вредностима обухватног
угла и ексцентрицитета (уп. с табелом 16). Узгред, закључено jе да
последња вредност обухватног угла коjи подразумева образовање
механизма слома с пет и седам зглобова приближно износи редом
80◦ и 95◦. Шта више, испоставља се да потковичасти лукови прете-
жно деjствуjу по механизму слома са шест зглобова (случаj 1). С
друге стране, сегменти лукови малог обухватног угла (искључуjући
мале ексцентрицитете) претежно деjствуjу по механизму слома с
пет зглобова (случаj 5).
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Табела 7. Упоредни приказ вредности минималне дебљине t/R у складу с
радиjалном, нормалном и вертикалном стереотомиjом, за преломљене
лукове различитог ексцентрицитета ξ и обухватног угла α

ексцентрицитет
ξ = e/(R − e)

α = 45◦ α = 60◦

радиjал. нормал. вертик. радиjал. нормал. вертик.

0,00 0,00750 0,00750 0,00750 0,02284 0,02285 0,02289
0,10 0,00983 0,00983 0,00983 0,01181 0,01181 0,01183
0,20 0,01817 0,01817 0,01817 0,01880 0,01881 0,01881
0,25 0,02106 0,02107 0,02106 0,02241 0,02242 0,02242
0,33 0,02443 0,02444 0,02444 0,027271 0,02729 0,02729
0,50 0,02743 0,02746 0,02745 0,03353 0,03358 0,03358
0,60 0,02770 0,02774 0,02772 0,03557 0,03564 0,03563
0,80 0,02632 0,02636 0,02634 0,03727 0,03737 0,03735
1,00 0,02356 0,02360 0,02358 0,03709 0,03721 0,03719
1,50 0,01485 0,01487 0,01486 0,03329 0,03342 0,03339
2,00 0,00629 0,00630 0,00630 0,02822 0,02835 0,02832
2,50 > > > 0,02332 0,02344 0,02341
3,00 > > > 0,01893 0,01902 0,01900

ексцентрицитет
ξ = e/(R − e)

α = 75◦ α = 90◦

радиjал. нормал. вертик. радиjал. нормал. вертик.

0,00 0,05369 0,05369 0,05404 0,10748 0,10748 0,10946
0,10 0,03823 0,03821 0,03845 0,08856 0,08846 0,09013
0,20 0,02917 0,02916 0,02932 0,07587 0,07574 0,07717
0,25 0,02587 0,02586 0,02599 0,07090 0,07076 0,07209
0,33 0,02727 0,02729 0,02729 0,06399 0,06385 0,06505
0,50 0,03371 0,03376 0,03376 0,05370 0,05356 0,05457
0,60 0,03608 0,03615 0,03615 0,04902 0,04889 0,04980
0,80 0,03872 0,03882 0,03883 0,04180 0,04167 0,04245
1,00 0,03962 0,03976 0,03978 0,03964 0,03976 0,03978
1,50 0,03850 0,03870 0,03875 0,03855 0,03870 0,03875
2,00 0,03580 0,03604 0,03611 0,03588 0,03605 0,03612
2,50 0,03285 0,03310 0,03315 0,03303 0,03320 0,03329
3,00 0,03002 0,03027 0,03031 0,03038 0,03055 0,03065

> Блиско троугаоном луку (Наставак табеле на следећоj страни)
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Табела 7. (Наставак табеле с претходне стране)

ексцентрицитет
ξ = e/(R − e)

α = 105◦ α = 120◦ α = 135◦

радиjал. нормал. радиjал. нормал. радиjал. нормал.

0,00 0,19394 0,19394 0,32761 0,32761 0,53654 0,53654
0,10 0,17271 0,17212 0,30650 0,30352 0,52722 0,51069
0,20 0,15729 0,15637 0,29058 0,28538 0,52204 0,49072
0,25 0,15101 0,14996 0,28398 0,27783 0,52058 0,48231
0,33 0,14205 0,14084 0,27450 0,26694 0,51944 0,47008
0,50 0,12815 0,12673 0,25971 0,24970 0,52087 0,45064
0,60 0,12161 0,12010 0,25278 0,24144 0,52354 0,44133
0,80 0,11120 0,10954 0,24188 0,22807 0,53196 0,43337
1,00 0,10324 0,10147 0,23381 0,21765 0,54365 0,42981
1,50 0,08957 0,08757 0,22105 0,19929 ⋆ ⋆
2,00 0,08081 0,07862 0,21435 0,18721 ⋆ ⋆
2,50 0,07468 0,07232 0,21104 0,17863 ⋆ ⋆
3,00 0,07014 0,06761 0,20983 0,17226 ⋆ ⋆

⋆ Потребна минимална дебљина лука услед преклапања ослонаца премашуjе

практичну могућу вредност tmax = 2(R − e/ sinα), те такав лук ниjе могућ

Табела 8. Упоредни приказ вредности граничних ексцентрицитета, ξlim7 и
ξlim5, уз одговараjућу минималну дебљину лука t/R

обухватни
угао α [◦]

ξlim7 t/Rmin

радиjал. нормал. вертик. радиjал. нормал. вертик.

15 0,001413 0,001413 0,001413 0,000049 0,000049 0,000049
30 0,011621 0,011621 0,011621 0,000769 0,000769 0,000769
45 0,041765 0,041765 0,041770 0,003727 0,003727 0,003727
60 0,111988 0,111979 0,112068 0,011027 0,011027 0,011036
75 0,278601 0,278402 0,279493 0,024228 0,024229 0,024294
90 0,887347 0,880287 0,902547 0,039284 0,039355 0,039476

обухватни
угао α [◦]

ξlim5 t/Rmin

радиjал. нормал. вертик. радиjал. нормал. вертик.

15 0,003005 0,003059 0,003093 0,000133 0,000136 0,000138
30 0,026626 0,026626 0,026625 0,002170 0,002170 0,002170
45 0,108478 0,108301 0,108286 0,010680 0,010663 0,010661
60 0,379378 0,378738 0,377673 0,029434 0,029436 0,029387
75 1,948272 1,913199 1,849970 0,036104 0,036542 0,036963
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Слика 27. (a) Веза између ексцентрицитета ξ и минималне де-
бљине t/R за различите обухватне углове α, (б) оптимални лук
правог средишњег угла, (в) потковичасти лук минималне дебљине,
(г) веза између угла α и граничног ексцентрицитета с обзиром на
механизме слома са седам (случаj 2) и пет (случаj 4) зглобова
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Слика 28. (a) Увећани приказ дела диjаграма коjи се односи на
сегментне лукове, (б) минимална дебљина триjу наjчешћих облика
преломљеног лука

Слика 29. Гранични механизми слома: (a) са седам зглобова (гра-
нични ексцентрицитет ξlim7), (б) с пет зглобова (гранични ексцен-
трицитет ξlim5)





Глава IV

Изведени полицентрични лукови
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14

Лукови из триjу средишта

Поред (полу)кружних и преломљених лукова, у обjектима гра-
дитељског наслеђа jављаjу се и елиптички лукови, код коjих оса
има облик половине елипсе. Овакви лукови захтеваjу сложениjе по-
ступке израде тесаника и извођења, те jе такав облик приближно
представљан елипсастим луковима чиjу осу чини више кружних
лукова (в. слику 1г). Премда постоjе поjедине геометриjске кон-
струкциjе за елипсасте лукове састављене од пет, седам, или пак
девет саставних деоница, ипак су наjчешћи елипсасти лукови саста-
вљени од триjу деоница (в. слику 30б), те су само такви обрађени
у овоj дисертациjи.1 У предстоjећем разматрању само ће гранични
положаj потпорне линиjе бити подробно испитан.

14.1 Елипсасти лукови

14.1.1 Геометриjска своjства

Елипсасти лукови чине склоп од триjу саставних деоница коjе
имаjу облик исечка кружног прстена (в. одељак 9.1), те се обично
називаjу луковима из триjу средишта (тзв. сочивасти, кошарасти,
кошарски лукови). Такав симетрични лук састоjи се од jедне горње
(средишње, унутрашње) деонице полупречника R и двеjу доњих
(краjњих, спољашњих) деоница полупречника r, као што jе при-
казано на слици 30а,б,в,г.2 При томе су могућа два случаjа: (а)
спљоштени (скраћени) елипсасти лук код коjег jе горња деоница
већег пречника од доње (в. слику 30в) и (б) надвишени (издужени)
елипсасти лук,3 коjи jе ређи, и код коjег jе доња деоница већег
пречника од горње (в. слику 30в). Уколико се посматра половина
лука, половина горње деонице понаша се као половина сегментног

1 У даљем разматрању поjам елипсасти лук односиће се искључиво на њих.
2 Када су полупречници изjедначени добиjа се полукружни лук.
3 У посебном односу пречника образуjе се тзв. египатски лук.
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лука, док се доња понаша као исечак кружног прстена (в. одељак
9.1).

На слици 30а приказана jе половина елипсастог лука, с назна-
ченим битним геометриjским чиниоцима. Његова оса одређена jе
полураспоном l и висином (стрелом) h, као и прелазним углом α из-
међу горње и доње деонице (угао α jе уjедно обухватни угао горње
деонице).

Слика 30. Елипсасти лук из триjу средишта: (a) геометриjски чи-
ниоци, (б) изглед лука, (в) спљоштени елипсасти лук (R > r), (г)
надвишени елипсасти лук (R < r), (д) план сила

Вертикална удаљеност средишта горње деонице од ослоначке
линиjе изражена jе следећом jеднакошћу: d = (l−r) cotα. У складу
са сликом 30, на основу jеднакости sinα = l−r

R−r
и h = R − d, може

се извести зависност полупречника r доње деонице и чинилаца l, h
и α осе елипсатог лука:

r =
h sinα+ l (cosα− 1)

sinα+ cosα− 1
. (148)
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С обзиром на то да се испитуjе исечак кружног прстена, при-
мениће се нормална стереотомиjа. Како се споjнице унутар сваке
деонице зракасто пружаjу из припадаjућег средишта, приликом ис-
питивања се усваjаjу два независна поларна координатна система
чиjа се исходишта налазе у средишту одговараjуће деонице, као
што се види на слици 30а. У зависности од тога у оквиру коjе де-
онице се налази произвољни пресек, одређен углом ϕ, спроводиће
се испитивање.

Тежина коначног дела лука. Уколико jе произвољни пресек под
углом ϕ у оквиру деонице I полупречника R, одговараjућа тежина
V1 коначног дела лука (између темене споjнице и пресека) пред-
стављена jе површином одговараjућег исечка кружног прстена (в.
слике 30а и 31а), те jе дата следећим изразом:

V1(ϕ) = R tϕ . (149)

Када произвољни пресек достигне краj деонице I, односно када
угао ϕ достигне вредност угла α, добиjа се тежина W1 деонице I,
па израз (149) добиjа следећи облик:

W1 = V1(ϕ = α) = R tα . (150)

С друге стране, уколико jе произвољни пресек постављен у оквиру
деонице II полупречника r (в. слике 30а и 31в), одговараjућа по-
вршина V2, између прелазне споjнице под углом α и произвољног
пресека под углом ϕ, дата jе следећим изразом:

V2(ϕ) = r t (ϕ− α) . (151)

Тежина W2 деонице II добиjа се када угао ϕ достигне вредност
π/2, па израз (151) добиjа следећи облик:

W2 = V2(ϕ = α) = r t (π/2 − α) . (152)

У складу с изразима (100), (149), (151) и (150), и у односу на
положаj произвољног пресека, дати су следећи изрази за тежину
коначног дела лука до произвољног пресека:

V (ϕ) = V1(ϕ) = R tϕ за 0 ≤ ϕ ≤ α , (153а)

V (ϕ) =W1 + V2(ϕ) = R tα+ r t (ϕ− α) за α ≤ ϕ ≤ π/2 . (153б)
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Слика 31. Равнотежа горњег коначног дела лука до пресека под
углом ϕ: (a) у оквиру горње деонице лука; (б) план сила (двоструко
увеличан), (в) у оквиру доње деонице лука

Тежиште коначног дела лука. На основу израза (101) (апсциса
тежишта исечка кружног прстена, за вредност α = 0), добиjа се ап-
сциса xV1

тежишта коначног дела лука до угла ϕ у оквиру деонице
I:

xV1
(ϕ) =

(12R2 + t2) (1− cosϕ)

12Rϕ
. (154)

Слично, апсциса xV2
тежишта површине V2 у оквиру деонице II

jе следећа:

xV2
(ϕ) =

(12 r2 + t2) (cosϕ− cosα)

12 r (α− ϕ)
. (155)

Када угао ϕ достигне вредност α, добиjа се апсциса xW1
тежишта

деонице I:

xW1
=

(12R2 + t2) (1− cosα)

12Rα
, (156)

а када угао ϕ достигне вредност π/2 добиjа се апсциса xW2
тежишта

деонице II:

xW2
=

(12 r2 + t2) cosα

12 r (π/2 − α)
. (157)

У складу с изведеним изразима (154), (156) и (155), апсциса xV

тежишта коначног дела лука тежине V , између теменог пресека
и произвољног пресека под углом ϕ, може се израчунати према
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следећим обрасцима:

xV (ϕ) = xV1
(ϕ) =

(12R2 + t2) (1− cosϕ)

12Rϕ
за 0 < ϕ ≤ α , (158а)

xV (ϕ) =
W1xW1

+ V2(ϕ)(l − r + xV2
(ϕ))

V (ϕ)

=



r (r − l)(α− ϕ)+(r2 −R2) cosα−
(
r2 +

t2

12

)
cosϕ+R2 +

t2

12




(R− r)α+ r ϕ

за α < ϕ ≤ π/2 . (158б)

14.1.2 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа

Како jе наведено, нападна тачка B хоризонталне силеH у темену
и нападна тачка S реакциjе R на ослонцу налазе се на екстрадосу.
Из равнотеже момената половине лука за тачку S на ослонцу из-
води се израз за величину хоризонталног потиска:

H =
W1 (l + t/2− xW1

) +W2 (r + t/2− xW2
)

h+ t/2

=

t

{
6π r2 − 6α [2 r2 + rt−R (2 l + t)] +
3π r t− 12 (r2 −R2) cosα− 12R2 − t2

}

6 (2h + t)
. (159)

Када се посматра коначни део лука до пресека под углом ϕ, при-
казан на слици 31, равнотежа момената за тачку A дата jе следећом
jеднакошћу: H(Rex − ρ cosϕ) = V (ϕ)(ρ sinϕ − xV (ϕ)). У складу с
изразом (103), добиjаjу се обрасци коjи описуjу потпорну линиjу:

ρ(ϕ) =
V (ϕ)xV (ϕ) +H(R+ t/2)

V (ϕ) sinϕ+H cosϕ
за 0 < ϕ ≤ α , (160а)

ρ(ϕ) =
V (ϕ) (r − l + xV (ϕ)) +H(h+ t/2)

V (ϕ) sinϕ+H cosϕ
за α < ϕ ≤ π/2 . (160б)

где су V (ϕ), xV (ϕ) и H редом дати изразима (153), (158а) и (159).
Израз (160а) одређуjе удаљеност ρ(ϕ) између потпорне линиjе у
оквиру деонице I и припадаjућег средишта O, док jе изразом (160б)
одређена удаљеност ρ(ϕ) између потпорне линиjе у оквиру деонице
II и припадаjућег средишта C (в. слике 30а и 31в).
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14.2 Псеудолукови из триjу средишта

Ако се полупречник горње (средишње) деонице лука усвоjи као
бесконачно велик, уместо кружног (сегментног) дела добиjа се ра-
ван лук. Тако се образуjе псеудолук (заравњени лук) из триjу сре-
дишта, приказан на слици 32г, где се заравњени део понаша као
прав лук описан у одељку 6.2, док кружни део деjствуjе као по-
лулук (исечак кружног прстена правог обухватног угла) описан у
одељку 9.1. Како у равном луку не може настати опасни пресек на
интрадосу (односно механизам коjи би довео до слома; в. одељак
6.2), довољно jе испитати равнотежу доње, кружне деонице лука
уз утицаj оптерећења од горње деонице.

14.2.1 Геометриjска своjства

На слици 32а приказана jе половина псеудолука из триjу среди-
шта, образована од равне деонице I тежине W1 и кружне деонице II
тежине W2. Испитуjе се полулук (деоница II) на коjи делуjе резул-
танта (од правог дела лука), чиjе су компоненте вартикална сила
W1 и хоризонтална сила H. Положаj нападне тачке M ове резул-
танте (односно њених компоненти W1 и H), на прелазноj споjници
(вертикалном пресеку на прелазу с правог на кружни део лука (в.
слику 32а) одређен jе из равнотеже момената деонице I за тачку
M , те jе дат следећим изразом:

qM =
W1

H

l − r

2
, (161)

где qM представља вертикалну удаљеност тачке M од екстрадоса.
За равну деоницу I усвоjена jе вертикална стереотомиjа (в. оде-

љак 6.2), док jе за кружни део усвоjена нормална стереотомиjа.
Сходно томе, усвоjен jе поларни координатни систем с почетком у
средишту C кружне деонице.

Тежина коначног дела лука. Тежина W1 равне деонице I, пред-
стављена jе правоугаоном површином, док jе тежина W2 деонице
II, представљена четвртином кружног прстена, те су дате следећим
изразима:

W1 = t (l − r) , (162а)

W2 = r t π/2 . (162б)

Тежина V коначног дела лука у оквиру деонице II, од прелазног
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Слика 32. Псеудолук из триjу средишта: (a) геометриjски чини-
оци, (б) план сила, (в) издвоjени коначни део доње деонице II лука
од прелазне споjнице до произвољног пресека под углом ϕ, (г) из-
глед лука

вертикалног пресека до произвољног пресека под углом ϕ, у складу
с изразом (100) износи:

V (ϕ) = rtϕ . (163)

Тежиште коначног дела лука. Апсциса xV тежишта коначног
дела лука, на основу израза (101), следећа jе:

xV (ϕ) =
(12 r2 + t2) (1− cosϕ)

12 r ϕ
. (164)

Апсцисе xW1
и xW2

тежишта деонице I и деонице II, респективно,
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дате су следећим изразима:

xW1
=
l − r

2
, (165а)

xW2
=

4 (R3
ex −R3

in)

3π (R2
ex −R2

in)
. (165б)

14.2.2 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа

Равнотеже момената за тачку S дата jе следећом jеднакошћу:

H(r + t/2) =W1(l + t/2 + xW1
) +W2(r + t/2 + xW2

) , (166)

где су W1, W2, xW1
и xW2

редом дати изразима (162а), (162б), (165а)
и (165б). Одатле jе изражена величина H коjа представља хоризон-
тални потисак:

H =
t [6l2 + 6lt+ 6(π − 3)r2 + 3(π − 2)rt− t2]

6(2r + t)
. (167)

У оквиру деонице I потпорна линиjа има облик параболе, као
што jе показано у одељку 7.1. С друге стране, jедначина потпорне
линиjе у оквиру деонице II добиjа се на основу израза (103), где jе
ρα = r + t/2− qM , α = 0 и P =W1, те jе:

ρ(ϕ) =
V (ϕ)xV (ϕ) +H(r + t/2− qM)

(W1 + V (ϕ)) sinϕ+H cosϕ
, (168)

где су величине qM , V (ϕ), xV (ϕ), W1 и H редом дате изразима
(161), (163), (164), (162а) и (167).

14.3 Минимална дебљина лукова из триjу средишта

С обзиром на глатко теме елипсастих лукова, када jе претпо-
стављено гранично стање равнотеже, размештаj зглобова (опасних
пресека) jе у наjвећем броjу случаjева исти као код полукружног
лука (в. случаj 0 на слици 25а). Према томе, минимална потпорна
линиjа пролази кроз екстрадос и на темену и на ослонцима, и при-
том додируjе интрадос у jош двема тачкама, теориjски образуjући
укупно пет зглобова (в. слику 33а). Стога jе за одређивање мини-
малне дебљине довољно испитивање удаљености потпорне линиjе
(односно нападне тачке резултантне силе) од интрадоса.
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Слика 33. Механизам слома елипсастих лукова минималне де-
бљине: (a) лук из триjу средишта, (б) псеудолук из триjу средишта

Одређивање минималне дебљине лука из триjу средишта.
Код елипсастога лука, зглоб на интрадосу може да настане у оквиру
горње или доње деонице лука, у зависности од односа њихових ве-
личина. Вредности коjе се привремено чуваjу у одговараjућим спи-
сковима (листама) добиjаjу се на основу следећих израза:

δin = ρ(ϕ) −Rin за горњу деоницу лука, тj. за ϕ < α ,
(169а)

δin = ρ(ϕ) − rin за доњу деоницу лука, тj. за α < ϕ < π/2 ,
(169б)

где су Rin и rin редом полупречници интрадоса горње и доње део-
нице лука, а величина ρ(ϕ) jе дата изразима (160а) и (160б).

Одређивање минималне дебљине псеудолука из триjу сре-
дишта. С обзиром на то да у случаjу псеудолука из триjу средишта
зглоб на интрадосу може бити само у оквиру доње, кружне, део-
нице лука, довољно jе испитивање положаja потпорне линиjе само
у њеном оквиру. Према томе, с обзиром на њен положаj на пре-
лазном пресеку дат изразом (161), удаљеност потпорне линиjе од
интрадоса рачуна се на следећи начин:

δin = ρ(ϕ) − rin , (170)

где jе rin полупречник средишње линиjе доње деонице лука, а ве-
личина ρ(ϕ) jе дата изразом (168).

За наредну итерациjу дебљина лука се усваjа у односу на опасни
пресек коjи се односи на интрадос:

t = t− δin,min , (171)

где се δin,min одређуjе као наjмања вредност у листи δin, док jе
величина t вредност из претходне итерациjе.
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14.4 Преглед резултата: лукови из триjу средишта

У складу с поступцима описаним у поглављу 12, као и изразима
датим у претходном одељку, спроведен jе прорачун за лукове из
триjу средишта различитих пропорциjа, те су добиjене нумеричке
вредности теориjске минималне дебљине.

Елипсасти лукови. Разматрани су различити облици лукова, чиjе
су пропорциjе представљене односом l : h полураспона и висине осе
лука. Притом су обрађени лукови прелазног угла α од 30, 45 и 60
степени. У табели 9 дате су вредности минималне дебљине, коjа jе
представљена односом t/l дебљине лука и његовог полураспона. Уз
то jе величином угла βin назначен положаj опасног пресека (зглоба)
коjи настаjе на интрадосу. За α = 30◦ и α = 45◦ зглоб се налази у
оквиру доњег дела, док jе за α = 60◦ у оквиру горњег дела. Гра-
фички приказ ових лукова дат jе у Додатку Г у табели 19 на страни
245.

Табела 9. Минимална дебљина t/l елипсастих лукова

30◦ 45◦ 60◦

l : h t/l βin t/l βin t/l βin

0,50 0,06884 73,18
0,60 0,06965 70,46 0,09534 56,08
0,70 0,08211 65,60 0,10995 56,41
0,75 0,08117 64,57 0,08819 63,15 0,11333 56,31
0,80 0,08702 62,34 0,09376 60,85 0,11475 56,05
0,90 0,09811 58,11 0,10249 57,10 0,11320 55,42
1,00 0,10748 54,48 0,10748 54,48 0,10748 54,48
1,25 0,12096 48,33 0,10618 50,59 0,08323 51,19
1,50 0,12261 44,62 0,09234 48,10 0,05383 46,39
1,75 0,11689 41,96 0,07163 46,06
2,00 0,10683 39,80 0,04706 43,30
2,25 0,09418 37,92 0,02384 36,96
2,50 0,07995 36,20

Пoред тога, посебно су обрађени елипсасти лукови чиjа оса има
облик овала класичних пропорциjа, односно познатих примењива-
них геометриjских конструкциjа (в. [68, 83, 88, 113, 120]). Њихов
приказ дат jе у Додатку Г у табели 20.

Зависност минималне дебљине и облика лука приказана jе гра-
фички на диjаграму датом на слици 34. Заjедничка тачка приказа-
них кривих одговара полукружном луку (код коjег величина пре-
лазног угла нема утицаjа; l : h = 1). Поред тога, на основу вред-
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ности датих у [8], испрекиданом линиjом jе приказана минимална
дебљина елиптичких лукова. Може се уочити да jе за прелазни угао
α = 45◦, минимална дебљина елипсастих лукова у наjвећем броjу
случаjева мања у односу на елиптичке, док jе у случаjу α = 30◦

и α = 60◦ оваj однос променљив. Такође, с обзиром на класичне
пропорциjе овала (уп. с табелом 20), елипсасти лукови се углавном
испостављаjу непогодниjи од елиптичких лукова.

Слика 34. Диjаграм коjи успоставља везу између минималне де-
бљине t/l и облика елипсастог лука (датог прелазним углом α и
односом l : h полураспона и висине осе лука)

Псеудолукови из триjу средишта. За различите облике псе-
удолукова из триjу средишта, чиjе су пропорциjе представљене
односом полупречника r кружне деонице и полураспона l (одно-
сно односом l : h полураспона и висине осе лука), израчунате су
вредности минималне дебљине. У табели 10, минимална дебљина
jе представљена односом дебљине лука t и његовог полураспона
l. Уз то jе величином угла βin назначен положаj опасног пресека.
На диjаграму приказаном на слици 39 на страни 144, црта-тачка
линиjом приказана jе зависност минималне дебљине и пропорциjа
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(односно дужине правог дела) псеудолука из триjу средишта. Гра-
фички приказ ових лукова дат jе у Додатку Г у табели 21 на страни
248.

Табела 10. Минимална дебљина t/l псеудолукова из триjу средишта

r : l l : h t/l βin[
◦]

1:1 1,00 0,10748 54,48
1:1,2 1,20 0,13203 47,14
1:1,25 1,25 0,13728 45,67
1:1,4 1,40 0,15071 42,04
1:1,5 1,50 0,15783 40,14
1:1,6 1,60 0,16368 38,53
1:1,75 1,75 0,17046 36,54
1:1,8 1,80 0,17226 35,96
1:2 2,00 0,17767 33,66
1:2,25 2,25 0,18136 31,92
1:2,5 2,50 0,18274 30,25
1:2,75 2,75 0,18260 28,84
1:3 3,00 0,18144 27,61
1:3,25 3,25 0,17961 26,52
1:3,5 3,50 0,17734 25,54
1:3,75 3,75 0,17478 24,65
1:4 4,00 0,17203 23,84
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Тjудорски лукови

Уколико се код елипсастих лукова уведе преломљено теме уместо
глатког, добиjаjу се тзв. тjудорски лукови. Оса таквог лука образо-
вана jе од четириjу кружних лукова (в. слику 36в): два горња лука
полупречника R, коjи образуjу преломљено теме, и два доња лука
полупречника r; стога се називаjу луковима из четириjу средишта.
Уколико се полупречник горњег дела лука усвоjи као бесконачно
велик, добиjа се псеудолук из четириjу средишта (обрађен у одељку
15.2).

Слика 35. Механизам слома тjудорских лукова минималне де-
бљине: (a) лук из четириjу средишта, (б) псеудолук из четириjу
средишта

15.1 Лукови из четириjу средишта

15.1.1 Геометриjска своjства

Оса лука из четириjу средишта биће одређена полураспоном l
и висином (стрелом) h, као и прелазним углом α између горњег
и доњег дела (угао α jе уjедно обухватни угао горњег дела лука).
Уколико се посматра половина лука приказана на слици 36а, горњи
део се понаша као половина преломљеног лука обухватног угла α,
док jе доњи део исти као код елипсастих лукова (в. одељке 14.1 и
9.1). По угледу на разматрање спроведено за преломљене лукове
уз нормалну стереотомиjу (в. поглавље 9 и слику 19б), погодно jе

127
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половину лука из четириjу средишта поделити на четири деонице:
три деонице, придружених тежина W0, W1 и W2, коjе одговараjу
горњем делу осе и jедна деоница, тежине W3, коjа одговара њеном
доњем делу (в. слику 36).

Слика 36. (a) Геометриjски чиниоци лука из четириjу средишта,
(б) план сила, (в) чиниоци осе лука, (г) коначни део лука до прои-
звољног пресека под углом ϕ, (д) изглед лука

У складу са сликом 36, може се извести зависност полупречника
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R горњег дела лука и датих величина l, h, R, r, e и α:

R = r + (e+ l − r) cscα , (172а)

h =
√
R2 − e2 − (l − r + e) cotα . (172б)

Вертикална удаљеност d између средишта горњег дела лука
и ослоначке линиjе изражена jе следећом jеднакошћу: d = (R −
r) cosα.

Усвоjена jе нормална стереотомиjа уз два независна поларна ко-
ординатна система чиjи се почеци O и C редом налазе у средишту
горњег и доњег дела лука, као што се види на слици 36а. У складу
с положаjем произвољног пресека спроводи се прорачун.

Тежина коначног дела лука. У складу с разматрањем спрове-
деним у поглављу 9, тежина V1 коначног дела лука у оквиру де-
онице I (ϕB ≤ ϕ ≤ ϕE) изражена je изразом (108), док jе тежина
V2 коначног дела лука до произвољног пресека у оквиру деонице
II (ϕE ≤ ϕ ≤ α) дата изразом (110). Притом су тежине W0, W1 и
W2 деоница 0, I и II, редом дате изразима (106), (109) и (111).

Тежина V3 између прелазног пресека под углом α и произвољног
пресека под углом ϕ у оквиру деонице III представљена jе површи-
ном дела кружног исечка:

V3(ϕ) = r t (ϕ− α) . (173)

Када угао ϕ достигне вредност π/2, величина V3 постаjе:

W3 = r t(π/2− α) , (174)

што представља тежину доњег дела (деонице III) лука из четириjу
средишта.

Дакле, у складу с наведеним, у зависности од положаjа прои-
звољног пресека, тежина V (ϕ) коначног дела лука дата jе следећим
изразима:
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V (ϕ) = V1(ϕ)

=
1

2

[
R2

ex (ϕ− ϕB) + e2
(
cotϕ− cotϕB

)]

за ϕB < ϕ ≤ ϕE , (175а)

V (ϕ) =W1 + V2(ϕ)

=
1

2

[
R2

ex (ϕE − ϕB) + e2
(
cotϕE − cotϕB

)]
+

R t (ϕ− ϕD)

за ϕE < ϕ ≤ α , (175б)

V (ϕ) =W1 +W2 + V3(ϕ)

=
1

2

[
R2

ex (ϕE − ϕB) + e2
(
cotϕE − cotϕB

)]
+

R t (α− ϕD) + r t (ϕ− α)

за α < ϕ ≤ π/2 , (175в)

где су V1(ϕ) и V2(ϕ) дати изразима (108) и (110).
Уколико jе величина e, као мера преломљености лука, jеднака

нули, добиjа се елипсасти лук из триjу средишта, те важи следеће:

V (ϕ) = V2(ϕ) за 0 < ϕ ≤ α , (176а)

V (ϕ) =W2 + V3(ϕ) за α < ϕ ≤ π/2 , (176б)

што jе у сагласности с обрасцима датим у одељку 14.1.

Тежиште коначног дела лука. У складу с разматрањем спро-
веденим у поглављу 9, апсциса xV1

тежишта коначног дела лука у
оквиру деонице I дата jе изразом (113), док jе апсциса xV2

тежи-
шта коначног дела лука до произвољног пресека у оквиру деонице
II (ϕE ≤ ϕ ≤ α) дата изразом (115). Уз то су апсцисе xW0

, xW1
и

xW2
тежишта деоница 0, I и II, редом дате изразима (107), (114) и

(118).
Апсциса xV3

тежишта коначног дела лука између прелазног пре-
сека под углом α и произвољног пресека под углом ϕ (по угледу на
израз (155)) у оквиру деонице III jе:

xV3
(ϕ) =

(12 r2 + t2) (cosϕ− cosα)

12 r (α− ϕ)
. (177)
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док jе апсциса xW3
тежишта деонице III дата следећим изразом:

xW3
(ϕ) =

cosα (12r2 + t2)

12 (π/2− α) r
. (178)

У складу с наведеним, у зависности од положаjа произвољног
пресека, апсциса xV тежишта коначног дела лука може се израчу-
нати према следећим обрасцима:

xV (ϕ) = xV1
(ϕ) за ϕB < ϕ ≤ ϕE , (179а)

xV (ϕ) =
W1 xW1

+ V2(ϕ)xV2
(ϕ)

V (ϕ)
за ϕE < ϕ ≤ α , (179б)

xV (ϕ) =

{
W1 [xW1

− (R− r) sinα] +
W2 [xW2

− (R− r) sinα] + V3(ϕ)xV3
(ϕ)

}

V (ϕ)

за α < ϕ ≤ π/2 . (179в)

Уколико jе величина e = 0, у случаjу елипсастог лука из триjу
средишта, важи следеће:

xV (ϕ) = xV2
(ϕ) за 0 < ϕ ≤ α , (180а)

xV (ϕ) =
W2(xW2

− l + r) + V3(ϕ)xW3

V (ϕ)
за α < ϕ ≤ π/2 . (180б)

15.1.2 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа

Из равнотеже момената за тачку S на ослонцу добиjа се величина
хоризонталног потиска:

H =

{
W0 s+W1 (e+ s− xW1

) +W2 (e+ s− xW2
) +

W3 (r + t/2− qs − xW3
)

}

√
R2

ex − e2 − qc − d
, (181)

где jе s = l + t/2 − qs удаљеност тачке S од осе симетриjе лука, а
тежине W0, W1, W2 и W3 редом су дате изразима (106), (109), (111)
и (174).

У случаjу елипсастог лука из триjу средишта (e = 0) израз (181)
се упрошћава у следећи облик:

H =
W2 (s− xW2

) +W3 (r + t/2− qs − xW3
)

Rex − qc − d
. (182)

Равнотежа момената за тачку A на произвољном пресеку у оквиру
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горњег дела лука (деонице I и II) и доњег (деоница III; в. слику 36г)
изражена jе следећим jеднакостима:

H(
√
R2

ex − e2 − qc − ρ cosϕ) =

{
W0 (ρ sinϕ− e) +
V (ϕ) (ρ sinϕ− xV (ϕ))

}

за 0 < ϕ ≤ α , (183а)

H(
√
R2

ex − e2 − qc − ρ cosϕ− d) =

{
W0 (ρ sinϕ+ l − r) +
V (ϕ) (ρ sinϕ− xV (ϕ))

}

за α < ϕ ≤ π/2 . (183б)

Одатле следи удаљеност потпорне линиjе (нападне тачке A резул-
танте T ) на произвољном пресеку под углом ϕ од тачке O у оквиру
горњег дела лука (деонице I и II) oдносно удаљеност од тачке C у
оквиру доњег дела (деоница III) лука:

ρ(ϕ) =
H
(√

R2
ex − e2 − qc

)
+W0 e+ V (ϕ)xV (ϕ)

H cosϕ+ (W0 + V (ϕ)) sinϕ

за 0 < ϕ ≤ α , (184а)

ρ(ϕ) =
H
(√

R2
ex − e2 − qc − d

)
+W0 (r − l) + V (ϕ)xV (ϕ)

H cosϕ+ (W0 + V (ϕ)) sinϕ

за α < ϕ ≤ π/2 . (184б)

где су величине W0, V (ϕ), xV (ϕ) и H редом дате изразима (106),
(175), (179) и (181).

У случаjу елипсастог лука, када jе e = 0, важи следеће:

ρ(ϕ) =
H(Rex − qc) + V (ϕ)xV (ϕ)

H cosϕ+ V sinϕ
за 0 < ϕ ≤ α , (185а)

ρ(ϕ) =
H (Rex − qc − d) + V (ϕ)xV (ϕ)

H cosϕ+ V sinϕ
за α < ϕ ≤ π/2 . (185б)

што представља jедначину потпорне линиjе у оквиру лука из триjу
средишта.

15.2 Псеудолукови из четириjу средишта

Горњи део половине псеудолука из четириjу средишта, приказане
на слици 37а, понаша се као половина троугаоног лука (делимично
обрађен у § 7.2.2) обухватног угла α, док jе доњи део исти као
код лукова из триjу и четириjу средишта (в. одељке 14.1 и 15.1).
Сходно томе jе у предстоjећем разматрању горњи део испитан у
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складу с нормалном стереотомиjом уз правоугли координатни си-
стем, док jе доњи део испитан у складу с нормалном стереотомиjом
и придруженим поларним координатним системом.

15.2.1 Геометриjска своjства

Деонице лука. Слично претходном случаjу, половина лука поде-
љена jе на четири деонице, као што jе приказано на слици 37а.
Троугаони део лука изнад нападне тачке B хоризонталне силе H
на теменом пресеку, замењен jе тачкастим оптерећењем коjе делуjе
у оси симетриjе лука (попут оног код троугластог лука разматра-
ног у § 7.2.2 и преломљеног лука у поглављу 9). Половина овог
дела представља деоницу 0, тежине W0, коjа делуjе у тачки B (в.
слику 37г), а дата jе следећим изразом:

W0 =
1

2
q2c sinα cosα . (186)

Међусобна зависност геометриjских чинилаца осе (в. слику 37б)
псеудолука из четириjу средишта дата jе следећим обрасцима:

h = r cosα+ (l − r + r sinα) tanα , (187а)

r =
l sinα− h cosα

sinα− 1
. (187б)

Почетак правоуглог координатног система, кoришћеног за испи-
тивање горњег дела лука (деонице I и II), смештен jе у нападну
тачку B хоризонталне силе H у темену, а x−оса jе постављена у
правцу осе правог дела лука (в. слику 37а). Положаj тачака F и G
на x−оси, коjе се редом налазе на споjницама између деоницa I, II
и III (в. слику 37а,ђ), дат je следећим изразима коjи представљаjу
њихове апсцисе:

xF = t tanα− qc sinα , (188а)

xG = sinα

[
cotα(l − r) +

1

2
t secα+ h− qc

]

= (l − r) secα− qc sinα+
1

2
(2 r + t) tanα . (188б)

С друге стране, почетак поларног координатног система, кoри-
шћеног при испитивању доњег дела лука (деоница III), постављен
jе у тачки C. Како би се спровело jеднообразно испитивање при
коjем jе положаj произвољног пресека у оквиру и горњег и доњег
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Слика 37. (a) Геометриjски чиниоци псеудолука из четириjу сре-
дишта, (б) пропорциjе лука, (в) план сила (г) темени део лука (пре-
сек у оквиру деонице I), (д) средњи део лука (пресек у оквиру део-
нице II), (ђ) ослоначки део лука (пресек у оквиру деонице III)

дела лука одређен углом ϕ, следећим обрасцем успостављена jе
веза правоуглих и поларних координата:

x(ϕ) =

[
(l − r) cotα+ h− qc +

t

2
secα

]
sinϕ sec(α − ϕ) . (189)

Тако jе угао ϕF , коjи одговара тачки F односно њеноj апсциси xF ,
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одређен следећим изразом:

ϕF = arctan

[
xF cosα

cotα(l − r) + 1
2
t secα− xF sinα+ h− qc

]
, (190)

док прелазни угао α одговара тачки G (в. слику 37а,ђ).

Тежина коначног дела лука. Уколико произвољни пресек на
удаљености x не сече интрадос, те се налази у оквиру деонице I, од-
говараjућа тежина, представљена површином правоуглог трапеза,
може бити растављена на правоугаони део V1a и троугаони део V1b,
као што jе приказано на слици 37г. Њихове величине одређене су
следећим изразима:

V1a(x(ϕ)) = x(ϕ) qc cosα

=
qc cosα sinϕ

cos(α− ϕ)

[
cotα(l − r) +

1

2
t secα+ h− qc

]
, (191а)

V1b(x(ϕ)) =
1

2
x(ϕ)2 cotα

=
1

2

cotα sin2 ϕ

cos2(α − ϕ)

[
cotα(l − r) +

1

2
t secα+ h− qc

]2
. (191б)

Када произвољни пресек достигне краj деонице I, односно када
x−координата достигне вредност xF (тада угао ϕ има вредност
ϕF ), добиjаjу се тежине W1a и W1b, чиjи збир представља тежину
деонице I (в. слику 37д):

W1a = xF qc cosα , (192а)

W1b =
1

2
x2
F cotα . (192б)

Уколико jе произвољни пресек у оквиру деонице II (в. слику 37д),
одговараjућа тежина V2 представљена jе правоугаоном површином:

V2(x(ϕ)) = (x(ϕ)− xF ) t

= t

[
sin(ϕ)

cos(α− ϕ)

(
l−r
sinα

+ r + t
2

cosα
− qc

)
+ qc sinα− t tanα

]
. (193)

Када произвољни пресек дође до краjа правог дела лука, одно-
сно када x−координата достигне своjу наjвећу могућу вредност xG

(тада угао ϕ заузима вредност α), добиjа се тежина W2 деонице II:

W2 = (xG − xF ) t = t secα

[
l − r −

(
t

2
− r

)
sinα

]
. (194)
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Тежина V3 дела лука у оквиру деонице III и тежина W3 деонице
III, исте су као у случаjу лука из четириjу средишта, те су редом
дате изразима (173) и (174).

У складу с наведеним, у зависности од положаjа произвољног
пресека одређеног углом ϕ, тежина V коначног дела лука дата jе
следећим изразима:

V (ϕ) = V1a(ϕ) + V1b(ϕ) за 0 < ϕ ≤ ϕF , (195а)

V (ϕ) =W1a +W1b + V2(ϕ) за ϕF < ϕ ≤ α , (195б)

V (ϕ) =W1a +W1b +W2 + V3(ϕ) за α < ϕ ≤ π/2 , (195в)

где су V1a, V1b, W1a, W1b, V2, W2 и V3 редом дати изразима (191а–
194) и (173). С обзиром на односе дате у изразу (187), могуће jе
усвоjити да улазни чинилац, поред величина l и α, буде или вели-
чина r или величина h.

Тежиште коначног дела лука. У складу са сликом 37г, апсцисе
xV1a

и xV1b
тежишта делова V1a и V1b у оквиру деонице I, респек-

тивно, дате су хоризонталним растоjањем од вертикалне осе симе-
триjе лука:

xV1a
(x) =

1

2
(x+ qc sinα) cosα

=
1

2
cosα

{
sinϕ

cos(α−ϕ)

[
(l − r)

tanα
+

1

2

t

cosα
+ h− qc

]
+qc sinα

}
,

(196а)

xV1b
(x) =

1

3
x cosα

=
1

6

sinϕ

cos(α− ϕ)

{
2 cosα

[
(l − r)

tanα
+ h− qc

]
+ t

}
. (196б)

Даље, апсцисе xW1a
и xW1b

тежишта делова W1a и W1b, редом су
следеће:

xW1a
=

1

2
t sinα , (197а)

xW1b
=

1

3
(t− qc cosα) sinα. (197б)

Апсциса xV2
тежишта коначног дела V2 у оквиру деонице II, дата
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jе следећим изразом:

xV2
(x) =

[
1

2
(x+ xF ) +

(
qc cosα−

t

2

)
tanα

]
cosα

=





2 cosα cotα sinϕ (l − r − qc sinα cosα) +

sinϕ
[
2 sinα(l − r) + 2 r sin2 α+ t

]
+

2cos2 α(qc sinα cosϕ+ r sinϕ)





4 cos(α− ϕ)
, (198)

док jе апсциса xW2
тежишта деонице II:

xW2
=

1

2
(r sinα+

t

2
sinα+ l − r) . (199)

На основу изведених jедначина, апсциса xV тежишта коначног
дела у зависности од положаjа произвољног пресека одређеног углом
ϕ, дата jе следећим изразима:

xV (ϕ) =
V1a(ϕ)xV1a

(ϕ) + V1b(ϕ)xV1b
(ϕ)

V (ϕ)

за 0 < ϕ ≤ ϕF , (200а)

xV (ϕ) =
W1axW1a

+W1bxW1b
+ V2(ϕ)xV2

(ϕ)

V (ϕ)

за ϕF < ϕ ≤ α , (200б)

xV (ϕ) =

[
W1a(xW1a

− l + r) +W1b(xW1b
− l + r)+

W2(xW2
− l + r) + V3(ϕ)xV3

(ϕ)

]

V (ϕ)

за α < ϕ ≤ π/2 , (200в)

где су величине xV1a
, xV1b

, xW1a
, xW1b

, xV2
, xW2

и xV3
редом дате

изразима (196а–(199)) и (177).

15.2.2 Хоризонтални потисак и потпорна линиjа

Из равнотеже момената за тачку S добиjа се величина хоризон-
талног потиска:

H =



W0 s+W1a (s− xW1a

) +W1b (s− xW1b
) +

W2 (s− xW2
) +W3 (r +

t

2
− qs − xW3

)




h+ t
2 cosα

− qc
, (201)
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где су величине W0, W1a, W1b, W2, W3, xW1a
, xW1b

, xW2
и xW3

редом
дате изразима (186), (192а), (192б), (194), (174), (197а), (197б), (199)
и (178).

Равнотежа момената за тачку A на произвољном пресеку у оквиру
горњег дела лука (деонице I и II) и доњег (деоница III; в. слику 36г)
изражена jе следећим jеднакостима:

H sinαx−H cosαρ(ϕ) =

[
W0(ρ sinϕ− e) +

V (ϕ)(ρ sinϕ− xV (ϕ))

]

за 0 < ϕ ≤ α , (202а)

H(h+ t/2 secα− qc − ρ cosϕ) =

[
W0(l − r + ρ sinϕ) +

V (ϕ)(ρ sinϕ− xV (ϕ))

]

за α < ϕ ≤ π/2 . (202б)

Одатле следи удаљеност потпорне линиjе (нападне тачке A резул-
танте T ) на произвољном пресеку под углом ϕ од интрадоса у
оквиру горњег, правог дела лука (деонице I и II) oдносно удаљеност
од тачке C у оквиру доњег дела (деоница III) лука:

ρ(ϕ) =
H sinαx(ϕ)− x(ϕ) (W0 + V (ϕ)) cos α+ V (ϕ)xV (ϕ)

(W0 + V (ϕ)) sin α+H cosα

=

{
[(l − r) cotα+ h− qc + t/2 secα] sinϕ sec(α− ϕ)
[H sinα− (W0 + V (ϕ)) cos α] + V (ϕ)xV (ϕ)

}

(W0 + V (ϕ)) sinα+H cosα

за 0 < ϕ ≤ α , (203а)

ρ(ϕ) =
W0(r − l) + V (ϕ)xV (ϕ) +H (h+ t/2 secα− qc)

(W0 + V (ϕ)) sinϕ+H cosϕ

за α < ϕ ≤ π/2 . (203б)

што представља jедначину потпорне линиjе у оквиру псеудолука
из четириjу средишта. Притом су величине W0, x(ϕ), V (ϕ), xV (ϕ)
и H редом дате изразима (186), (189), (195), (200) и (201), док jе
веза међу величинама r, l и h дата изразом (187).

15.3 Минимална дебљина тjудорских лукова

С обзиром на зашиљено теме тjудорских лукова, када jе прет-
постављено гранично стање равнотеже, размештаj зглобова (опа-
сних пресека) jе исти као у случаjу преломљених лукова (в. слику
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25а,б,г). Стога могући механизми слома могу бити одређени исто-
ветним резоновањем, поштуjући правац пукотина на месту згло-
бова у складу с примењеном стереотомиjом.

Одређивање минималне дебљине лука из четириjу среди-
шта. Зглоб може да настане на интрадосу или екстрадосу, и то
у оквиру горње или доње деонице лука, у зависности од облика
лука. Вредности, тj. удаљености потпорне линиjе од екстрадоса и
интрадоса, коjе се привремено чуваjу у одговараjућим списковима
(листама), добиjаjу се на основу следећих израза:

δex = Rex − ρ(ϕ) за горњи део лука , (204а)

δex = rex − ρ(ϕ) за доњи део лука , (204б)

δin = ρ(ϕ) −Rin , (204в)

δin = ρ(ϕ) − rin . (204г)

где су Rex, Rin, rex и rin редом полупречници екстрадоса и интра-
доса горње и доње деонице лука, а величина ρ(ϕ) jе дата изразом
(203).

Одређивање минималне дебљине псеудолука из четириjу
средишта. За горњи, прави, део псеудолука из четириjу средишта,
удаљености потпорне линиjе од екстрадоса и интрадоса дате су
следећим изразима:

δex = qc cosα− ρ(ϕ) , (205а)

δin = t− qc cosα+ ρ(ϕ) . (205б)

док jе за доњи део лука ова удаљеност (као и у претходном случаjу)
одређена изразима (204б) и (204г).

15.4 Преглед резултата: тjудорски лукови

У складу с поступцима описаним у поглављу 12, као и изразима
датим у претходном одељку, спроведен jе прорачун за лукове из че-
тириjу средишта различитих пропорциjа, те су добиjене нумеричке
вредности њихове теориjске минималне дебљине.

Лук из четириjу средишта. За лук из четириjу средишта усво-
jено jе да улазни чиниоци прорачуна буду полупречник r доњег
дела лука, полураспон l, ексцентрицитет e (однос r : l : e, одно-
сно однос l : h полураспонa и висине осе лука) и прелазни угао α
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(обухватни угао горњег дела лука). Mинимална дебљина изражена
je односом t/l дебљине лука и полураспона, а израчунате нуме-
ричке вредности дате су у табели 11.1 Уз то су придружени меха-
низми слома2 назначени ниjансама сиве боjе (коjе одговараjу ни-
jансама коришћеним на слици 25). Графички приказ различитих
облика тjудорских лукова минималне дебљине дат jе у Додатку Д
на страни 251.

Табела 11. Минимална дебљина t/l лукова из четириjу средишта

α = 30◦ α = 45◦ α = 60◦

r : l : e l : h t/l βin [◦] l : h t/l βin [◦] l : h t/l βin [◦]

1:1:0 1,000 0,10748 54,48 1,000 0,10748 54,48 1,000 0,10748 54,48
1:1:1 0,912 0,09659 57,41 0,835 0,08400 60,75 0,751 0,08192 65,89

4:5:0 1,172 0,11822 49,89 1,133 0,10885 52,12 1,092 0,09973 53,42
4:5:1 1,118 0,10887 52,06 1,052 0,09499 55,44 0,985 0,08019 58,89
4:5:3 1,066 0,10348 53,41 0,965 0,08583 57,80 0,866 0,06648 62,72
4:5:5 1,040 0,10166 53,91 0,919 0,08242 58,75 0,800 0,08267 65,29

2:3:0 1,323 0,12245 47,08 1,243 0,10643 50,67 1,164 0,09262 52,47
2:3:1 1,224 0,10884 50,08 1,101 0,08809 55,03 0,988 0,06779 60,24
2:3:2 1,177 0,10476 51,06 1,030 0,08217 56,58 0,895 0,06438 62,71
2:3:3 1,149 0,10283 51,55 0,985 0,07927 57,38 0,836 0,08319 64,93

1:2:0 1,577 0,12146 43,72 1,414 0,09807 48,87 1,268 0,08119 50,90
1:2:1 1,394 0,10404 47,48 1,180 0,07721 54,09 1,000 0,05353 60,82
1:2:2 1,323 0,09969 48,53 1,083 0,07473 55,79 0,885 0,08386 64,49

2:5:0 1,783 0,11576 41,65 1,542 0,08924 47,73 1,340 0,07284 49,66
2:5:1 1,655 0,10512 43,94 1,392 0,07728 50,83 1,181 0,05537 55,91
2:5:3 1,523 0,09726 45,78 1,235 0,06858 53,32 1,011 0,06028 61,61
2:5:5 1,456 0,09400 46,59 1,152 0,07537 55,14 0,918 0,08427 64,23

1:3:0 1,953 0,10895 40,18 1,641 0,08130 46,92 1,392 0,06661 48,67
1:3:1 1,732 0,09531 43,32 1,398 0,06667 51,10 1,146 0,04430 57,72
1:3:2 1,624 0,09048 44,53 1,277 0,06162 52,71 1,020 0,06521 62,04
1:3:3 1,560 0,08797 45,19 1,203 0,07581 54,72 0,942 0,08454 64,04

случаj 0 механизам слома са 5 зглобова
случаj 1 механизам слома са 6 зглобова
случаj 3 механизам слома са 5 зглобова

Обухваћене су три уобичаjене величине прелазног угла: 30, 45 и

1 Вредности дате у првом реду (1:1:0) односе се на полукружни лук; резултати дати

за нулти ексцентрицитет односе се на лукове из триjу средишта, и у сагласности

су с онима датим у табели 9.
2 Вредности граничног ексцентрицитета (механизам слома са 7 зглобова) овде нису

одређиване.
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60 степени. За сваки разматрани лук одређен jе и положаj опасног
пресека (зглоба) на интрадосу, а означен jе углом βin. Може се за-
кључити да се у случаjу првих двеjу наведених величина прелазног
угла α опасни пресек налази у оквиру доњег дела лука (βin > α),
док jе у потоњем случаjу опасни пресек у близини прелазног пре-
сека, а може бити или у горњем или у доњем делу лука.

На основу добиjених вредности, може се успоставити веза из-
међу облика тjудорског лука и његове минималне дебљине, што jе
графички представљено диjаграмом на слици 38, коjи садржи три
фамилиjе кривих с обзиром на различите прелазне углове. Уз ли-
ниjе jе назначен однос r : l полупречника доњег дела и полураспона
лука. Делови кривих приказани пуном линиjом односе се на меха-
низам слома са 6 зглобова (в. слику 35а; уп. са сликом 25б); може се
уочити да у том случаjу минимална дебљина опада с порастом ек-
сцентрицитета (односно сразмерна jе односу l : h). С друге стране,
део приказан испрекиданом линиjом односи се на механизам слома
с 5 зглобова (уп. са сликом 25г); овде jе зависност приближно лине-
арна, а минимална дебљина jе сразмерна ексцентрицитету (односно
обрнуто сразмерна односу l : h). Три црта-тачка линиjе односе се
на нулти ексцентрицитет тj. на елипсасте лукове (уп. с резултатима
у табели 9).3 Може се закључити да за сваки облик лука наjмања
вредност минималне дебљине одговара прелазу с jедног на други
механизам слома (заправо граничном механизму слома са седам
зглобова). С друге стране наjвеће вредности минималне дебљине
одговараjу нултом ексцентрицитету (елипсастим луковима).

Псеудолук из четириjу средишта. Нумеричке вредности тео-
риjске минималне дебљине, изражене односом t/l дебљине и полу-
распона лука, за различите пропорциjе псеудолукова из четириjу
средишта дате су у табели 12. Усвоjено jе да улазни чиниоци прора-
чуна буду однос r : l полупречника доњег дела лука и полураспона
лука и прелазни угао α (обухватни угао горњег дела лука). Гра-
фички приказ различитих облика минималне дебљине ових лукова
дат jе у Додатку Д на страни 252.

Обухваћене су различите величине прелазног угла, од 0 до 60
степени (где нулти угао одговара поликружном луку). За сваки
разматрани лук одређен jе и положаj опасног пресека (зглоба) на
екстрадосу и интрадосу, коjи су редом означени угловима βex и
βin. Може се закључити да се у свим случаjевима опасни пресек
с обзиром на екстрадос налази у оквиру горњег дела лука, док се

3 Заjедничко исходиште ових триjу линиjа односи се на полукружни лук.
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Слика 38. Диjаграм коjи успоставља везу између минималне дебљине t/l и облика лука из четириjу
средишта (датог односом l : h полураспона и висине лука, прелазним углом α и ексцентрицитетом e; нулти
ексцентрицитет одговара елипсастим луковима)
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опасни пресек с обзиром на интрадос налази у оквиру доњег дела
лука (βex < α < βin).

Табела 12. Минимална дебљина t/l псеудолукова из четириjу средишта

r : l

α [◦] 3:2 1:1 3:4 2:3 1:2 1:3 1:4

0 t/l 0,1075 0,1452 0,1578 0,1777 0,1814 0,1720
βin 54,48 43,52 40,14 33,66 27,61 23,84

5 t/l 0,1070 0,1362 0,1453 0,1579 0,1560 0,1452
βex 2,93 1,02 0,89 0,78 0,79 0,85
βin 54,59 45,33 42,43 36,99 31,36 28,03

10 t/l 0,1059 0,1280 0,1343 0,1414 0,1355 0,1243
βex 5,80 3,21 2,92 2,66 2,70 2,87
βin 54,89 47,08 44,61 39,86 34,84 31,88

15 t/l 0,1042 0,1204 0,1243 0,1272 0,1186 0,1072
βex 8,53 5,85 5,48 5,13 5,25 5,53
βin 55,35 48,80 46,71 42,59 38,15 35,51

30 t/l 0,0818 0,0958 0,0985 0,0978 0,0991 0,1059 0,1093
βex 28,54 15,62 13,94 13,69 13,24 12,66 12,43
βin 64,97 57,86 54,21 52,98 51,00 49,70 49,02

45 t/l 0,1241 0,1360 0,1426 0,1449 0,1496 0,1544 0,1569
βex 18,87 15,65 14,65 14,37 13,88 13,46 13,28
βin 68,08 65,51 64,34 63,96 63,17 62,19 61,40

60 t/l 0,1745 0,1815 0,1851 0,1863 0,1888 0,1913 0,1925
βex 11,53 10,86 10,58 10,50 10,33 10,18 10,11
βin 74,12 73,38 72,96 72,79 72,38 71,63 70,79

Вредности дате изнад односно испод хоризонталне линиjе односе се на

механизам слома са 6 односно с 5 зглобова

На основу добиjених вредности, успостављена jе веза између обли-
ка псеудолука, одређеног прелазним углом α и односом r : l, и
његове минималне дебљине t/l, што jе графички представљено ди-
jаграмом на слици 39. На њему се могу уочити две фамилиjе кри-
вих с обзиром на различите прелазне углове односно заступљене
механизме слома.

Црта-тачка линиjа односи се на нулти прелазни угао коjи одго-
вара псеудолуковима из триjу средишта, обрађенима у претходном
одељку 14.2 (уп. с резултатима датим у табели 10 на стр. 126).
Криве приказане пуном линиjом односе се на механизам слома са
6 зглобова (в. слику 35б; уп. са сликом 25б), док се испрекидане ли-
ниjе односе на механизам слома с 5 зглобова (в. слику 25г). Може
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Слика 39. Диjаграм коjи успоставља везу између минималне де-
бљине t/l и облика псеудолука из четириjу средишта (датог пре-
лазним углом α и односом r : l полупречника доњег дела лука и
полураспона; нултa вредност угла α одговара псеудолуковима из
триjу средишта)

се уочити да jе у потоњем случаjу зависност приближно линеарна
те да jе минимална дебљина обрнуто сразмерна односу r : l. По-
ред тога, у првом случаjу минимална дебљина опада с порастом
прелазног угла, док у другом расте. Такође се може уочити да
на промену вредности минималне дебљине већи утицаj има вели-
чина прелазног угла него однос r : l. Уз то се с порастом величине
прелазног угла смањуjе разлика између минималне и максималне
вредности t/l коjа одговара одређеном углу (од приближно 30% за
α = 5◦ до приближно 5% за α = 60◦).



Глава V

Испитивање равнотеже простих
крстастих сводова
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Троугаони крстасти сводови

Испитивање спроведено у одељку 7.1, где jе троугаони лук обра-
ђен у складу с вертикалном стереотомиjом, може бити примењено
у испитивању равнотеже простог троугаоног крстастог свода обра-
зованог од дваjу троугаоних сводова различитог распона (слика
40). Испитивање се спроводи у складу с методолошким оквиром
постављеним у поглављу 4. Наиме, троугаони свод се разматра
као систем међусобно независних елементарних троугаоних лукова
(коjи чине свод над сводним пољем) у паралелним вертикалним
равнима, чиjи се поjединачних потисци нижу дуж укрснице и по-
средно се преносе до ослонаца (в. слику 43). С друге стране, поти-
сци подужног и попречног лука непосредно се преносе на ослонце.
Потпорне линиjе елементарних лукова образуjу потпорну површ
унутар свода, коjом jе представљен унутрашњи ток сила.1

Како су укрснице вертикалне, у основи свода проjицираjу се у
укрштене дужи представљене диjагоналама правоугаоног сводног
поља, као што jе приказано на слици 40г. Средиште тj. теме свода
одређено jе пресеком оса тj. темених линиjа подужног и попреч-
ног свода. Према томе, имаjући у виду двоструку симетриjу крста-
стог свода, укрснице деле свод на четири истоветна дела (в. слику
40а,г). Шта више, у складу са сликама 62 и 40, могуће jе успо-
ставити афинитет између делова коjи одговараjу подужном своду
(распона 2a) и попречном своду (распона 2b). Сходно томе, коефи-
циjент λ представља однос распона подужног и попречног свода
(односно ободног лука), те износи λ = b/a. Стога jе, као што jе по-
казано у поглављу 21, за испитивање равнотеже простог крстастог
свода довољно испитивање jедне његове осмине, а остали делови
испитуjу се с обзиром на пропорциjе сводног поља.2

1 На предстоjећим цртежима приказани су сводови минималне дебљине.
2 Ваља напоменути да се целокупно разматрање, уместо превасходног испитивања

меродавног дела па накнадне примене афинитета, може спровести непосредним

уметањем коефициjента афинитета λ у одговараjуће изразе.

147
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Слика 40. Троугаони крстасти свод минималне дебљине: (a) че-
твртина свода, (б) подужни ободни лук и пресеци подужног тро-
угаоног свода с придруженим потпорним линиjама, (в) попречни
ободни лук с назначеном потпорном линиjом (г) основа свода
(сводно поље)

Размотримо четвртину свода чиjе се оптерећење преноси на при-
падаjући стуб (слике 40а, 41 и 43б). Део A1 представља део свода
коjи одговара подужном троугаоном своду полураспона a, од сре-
дишта свода до ослонца. Припадаjући потисак, чиjе су хоризон-
тална и вертикална компонента редом означене са QA1 и PA1, пре-
носи се на унутрашњи ћошак ослонца, на месту где се доња ивица
сводне површи састаjе са стубом. Део A2 одговара подужном тро-
угаоном луку (своду) полураспона a. Припадаjући хоризонтални и
вертикални потисак, редом означени са QA2 и PA2, у виду њихове
резултанте преносе се на средиште припадаjуће унутрашње ивице
стуба. Део A3 jе део свода изнад стуба. Његова тежина делуjе у те-
жишту, коjе се проjицира у тежиште припадаjуће троугаоне основе
(половина правоугаоне основе стуба), и непосредно се (вертикално)
преноси на стуб. С друге стране, како су делови B1, B2 и B3 ре-
дом афини с деловима A1, A2 и A3, њихово припадаjуће десjтво
може бити израчунато с обзиром на одговараjући коефициjент λ
(в. поглавље 21).
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Слика 41. Четвртине троугаоног крстастог свода: (a) шема, (б)
темени пресек подужног свода, (в) темени пресек попречног свода,
(г) основа с назначеним силама коjе се преносе на ослонац

16.1 Хоризонтални потисак троугаоних крстастих
сводова

Прорачун jе вршен за меродавни део свода (слика 42), а накнадно
су примењени коефициjенти афинитета. Полураспон s елементар-
ног лука зависи од његовог положаjа у односу на средиште свода,
коjи jе одређен координатом χ (уп. слике 41б, 41г и 42). Када jе
χ = 0, лук jе вертикална дуж кроз средиште свода, а када до-
стигне своjу максималну вредност χ = a остваруjе се полураспон
a подужног лука.

Слика 42. Меродавни део свода: (а) положаj, (б) деонице, (в) ди-
jаграм променљивог дела хоризонталног подељеног оптерећења
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Као што jе наведено, потисци елементарних лукова надовезуjу
се уздуж укрснице крстастог свода; према томе, хоризонтални по-
тисак QA1 представља збир хоризонталних потисака елементарних
лукова у оквиру дела A1, и израчунава се на следећи начин:

QA1 =

∫ a

0

Hmin(χ) dχ

=
t

6 sinα

{
3χ2 +

6 t χ

sinα
−

2
√
t(2χ sinα+ t)3

sin2α

} ∣∣∣∣∣

a

0

=
t

6 sinα



3 a2 +

2
(
t2 + 3 a t sinα−

√
t (t+ 2 a sinα)3

)

sin2α



,

(206)

Величина хоризонталног потиска QA2 одговара подужном ободном
луку и израчунава се на следећи начин:

QA2 = Hmin(s = a)
t

sinα

=
a2 t2

sinα
[
t+ a sinα+

√
t (t+ 2 a sinα)

] , (207)

где jе вредност s коjа учествуjе у Hmin (израз (26)) замењена вели-
чином a.

Укупни потисак дела A jеднак jе збиру потисака деоница A1 и
A2, те jе на основу израза (206) и (207) следећи:

QA = QA1 +QA2

=
a2t
(
7t+ 3a sinα−

√
t(2a sinα+ t)

)

6 sinα
(√

t(2a sinα+ t) + a sinα+ t
) . (208)

Како би била успостављена зависност величине Q у односу на
распон s, потребно jе уврстити вредност a = s − t/ sinα. Уз то,
усваjањем jединичне вредности дужине s, на основу израза (208),
величина меродавног потиска Q jе следећа:

Q =
t (t− sinα)2

(
3 sinα−

√
t (2 sinα− t) + 4 t

)

6 sin3α
[
sinα+

√
t (2 sinα− t)

] . (209)

Изведени изрази, као што jе напоменуто, важе за меродавни део
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Слика 43. (a) Аксонометриjски приказ потпорне површи троугао-
ног крстастог свода, (б) четвртина потпорне површи с придруженим
подељеним оптерећењем дуж темених пресека

свода тj. осмину крстастог свода над квадратном основом. За друк-
чиjе пропорциjе сводног поља, уз разматрање стварног оптерећења,
прорачун се спроведи у складу с алгоритмом описаним у одељку
22.5 на страни 213, као и изразима (238) и (240). Према томе, уко-
лико се разматра крстасти свод над правоугаоном основом, код
коjег jе однос полураспона попречног и подужног свода дат кое-
фициjентом λ = l/s, потисци делова A и B су следећи:

QA = Qγ s2 l , (210а)

QB = Qγ l2 s . (210б)

Као што jе показано у одељку 21.2 у случаjу простог крстастог
свода (в. слику 64г) потисци управни на правац укрснице се по-
тиру, те jе потисак у правцу укрснице тj. диjагонале сводног поља.
Према томе jе укупни хоризонтални потисак на ослонац дат следе-
ћим изразом:

ΣQ = QA cosψ +QB sinψ

= Qγ s l
√
s2 + l2 , (211)

где угао ψ представља угао између попречног ободног лука и укр-
снице, односно tanψ = λ = l/s, те jе sinψ = λ√

λ2+1
и cosψ = 1√

λ2+1
.
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Уколико се претходни израз искаже у зависности од дужине s и ко-
ефициjента афинитета λ, геометриjски чинилац постаjе λ

√
1 + λ2,

те jе укупни диjагонални потисак RQ на ослонац следећи:

RQ = Qγ s3 λ
√
1 + λ2 . (212)

16.2 Тежина троугаоних крстастих сводова

С обзиром на описани афинитет, запремине делова A1, A2 и A3
с jедне стране, и делова B1, B2 и B3 с друге стране, означене с
PA1, PA2, PA3 и PB1, PB2, PB3, редом су jеднаке и дате су следећим
изразима:

PA1 = PB1 =
t a2

2 cosα
=

t

(
s−

t

sinα

)2

2 cosα
, (213а)

PA2 = PB2 =
t2 a

sinα cosα
=

t2
(
s−

t

sinα

)

sinα cosα
, (213б)

PA3 = PB3 =
t3

3 sin2α cosα
. (213в)

У складу с овим изразима, тежина меродавног дела (осмина троу-
гаоног крстастог свода) представља збир PA = PA1 + PA2 + PA3, те
jе уз усваjање jединичне вредности за s, дата следећим изразом:

P =
s2 t−

t3

3 sin2α
2 cosα

. (214)

У складу с изразом (240), тежине делова A и B су jеднаке, те
jе укупно вертикално оптерећење коjе се преноси на jедан ослонац
следеће:

ΣP = 2Pγ s l , (215)

односно, изражена помоћу полураспона s подужног свода и пропор-
циjе сводног поља λ, укупна тежина RP коjа се преноси на ослонац
дата jе следећим изразом:

RP = 2Pγ s2λ . (216)

16.3 Троугаони крстасти свод минималне дебљине

У § 7.1.1 показано jе да jе минимална дебљина троугаоног лука
сразмерна његовом распону (израз (23)). С обзиром на то да jе
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троугаони свод састављен од низа елементарних троугаоних лукова
разматраних у одељку 7.1, при чему (ободни) лук коjи jе наjдаљи од
средишта крстастог свода има наjвећи распон, његова минимална
дебљина jе меродавна за минималну дебљину свода у целини. Шта-
више, с обзиром на то да се разматра свод jеднообразне дебљине,
минимални хоризонтални потисак лукова и положаj припадаjућих
нападних тачака на теменом пресеку могу бити редом срачунати
на основу израза (26) и (25).

Када jе претпостављена минимална дебљина (израз (23)), тj.
када jе t = 1

4
a sinα, изрази (206–208) се редом упрошћаваjу у сле-

деће:

QA1,min =
5 a3

96
, (217а)

QA2,min =
a3

32
, (217б)

QA,min =
a3

12
. (217в)

Даље, како jе a = s− t
sinα

и t = 1
4
a sinα следи да jе a = 4

5
s, па се

уврштавањем тога у израз (217в), уз усваjање jединичне вредности
за s, меродавни потисак своди на броj3 Q = 16/375 (уп. с изра-
зом (209)). Према томе jе, у складу с изразом (212), хоризонтални
потисак троугаоног крстастог свода минималне дебљине следећи:

RQ,min =
16

375
γs3λ

√
1 + λ2 . (218)

Може се закључити да jе ова величина независна од нагибног угла
α. С друге стране, уврштавањем t = 1

5
s sinα у израз (214), уз усва-

jање jединичне вредности за s, меродавна запремина се своди на
37/375 tan α (уп. с изразом (214)), те jе у складу с изразом (216)
минимално вертикално оптерећење коjе троугаони крстасти свод
преноси на стуб следеће:

RP,min =
74

375
γ λ s2 tanα . (219)

3 Уврштавањем a = s− t
sinα

у t = a
4
sinα добиjа се t = 1

5
s sinα; вредност 16/375 могла

се добити и непосредним уврштавањем тога у израз (209), уз усваjање jединичне

вредности за s.



154 Троугаони крстасти сводови

16.4 Резултати

На основу израза (218) и (219), уз усвоjену jединичну запремин-
ску тежину γ = 1 и полураспон s = 1, у табели 13 дате су нуме-
ричке вредности за минимални хоризонтални (диjагонални) поти-
сак и вертикално оптерећење, коjе одговараjу минималноj дебљини
троугаоног крстастог свода различитих пропорциjа λ сводног поља.

Табела 13. Минимално хоризонтални потисак RQ и вертикално
оптерећење RP троугаоног крстастог свода минималне дебљине и
jединичног полураспона s, за различите нагибне углове α и пропорциjе λ
сводног поља

α λ 1:1 4:3
√
2:1 3:2 2:1 3:1

15° RQ,min 0,0603 0,0948 0,1045 0,1154 0,1908 0,4048
RP,min 0,0529 0,0705 0,0748 0,0793 0,1058 0,1586

30° RQ,min 0,0603 0,0948 0,1045 0,1154 0,1908 0,4048
RP,min 0,1139 0,1519 0,1611 0,1709 0,2279 0,3418

45° RQ,min 0,0603 0,0948 0,1045 0,1154 0,1908 0,4048
RP,min 0,1973 0,2631 0,2791 0,2960 0,3947 0,5920

60° RQ,min 0,0603 0,0948 0,1045 0,1154 0,1908 0,4048
RP,min 0,3418 0,4557 0,4834 0,5127 0,6836 1,0254

75° RQ,min 0,0603 0,0948 0,1045 0,1154 0,1908 0,4048
RP,min 0,7365 0,9819 1,0415 1,1047 1,4729 2,2094
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Испитивање равнотеже крстастих сводова образованих од прело-
мљених сводова наликуjе на поступак описан у претходном погла-
вљу. Међутим, уочљиве су две разлике: у погледу геометриjских
своjстава и, као последица тога, у погледу аналитичких своjстава
припадаjуће потпорне површи односно хоризонталног потиска. За
разлику од троугаоних лукова (в. одељак 7.1), код преломљених
(и полукружних) лукова ниjе могуће извести аналитички израз за
минималну дебљину, односно за минимални хоризонтални потисак,
него се ове вредности добиjаjу нумерички итеративним поступком
(в. поглавље 10). Стога ниjе могуће аналитички извести образац
по коjем се мења хоризонтално оптерећење дуж теменог пресека
свода.

Ипак, како би се остварила непрекидност потпорне површи, те
и хоризонталнога оптерећења, могуће jе, као што ће бити пока-
зано, на основу нумеричких вредности минималног хоризонталног
потиска за разне пресеке (елментарне лукове) задовољаваjуће уче-
сталости (размака, густине) добити укупни хоризонтални потисак
целога свода.

Слика 44. (а) Преломљени и (б) полукружни крстасти свод

155
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Испитивани су сводови чиjи су ободни лукови (попречни и поду-
жни) правог обухватног угла (в. слике 44 и 45, као и слику 5 на стр.
26) и то у складу с вертикалном стереотомиjом. Као што jе пока-
зано, за jедан такав лук постоjи jединствена минимална потпорна
линиjа, коjа додируjе екстрадос у околини темена1 и интрадос у
тачки K између темена и ослонца (в. слику 46в,г,д,ђ).

Слика 45. Полукружни и преломљени крстасти свод: (a) и (г)
основа тj. сводно поље, (б) и (ђ) попречни пресеци подужног свода
с припадаjућим потпорним линиjама, (в) и (д) попречни ободни лук

1 За нулту вредност ексцентрицитета, у случаjу полукружног лука, минимална пот-

порна линиjа пролази кроз теме на екстрадосу (в. слике 45б,в и 51).
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Слика 46. Деjства преломљеног крстастог свода: (a) деонице
свода, (б) деонице свода (када потпорна линиjа пролази кроз екс-
традос ослоначке споjнице), (в) основа четвртине свода с истакну-
тим подељеним хоризонталним оптерећењем дуж теменог пресека,
(г) диjагонални пресек свода (дуж укрснице), (д) подужни ободни
лук, (ђ) попречни ободни лук, (е) увећани приказ положаjа пот-
порних линиjа у околини темена, (ж) просторни приказ четвртине
свода, (з) положаj резултуjућег деjства на ослонац, (и) деjства на
ослонац
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Нека jе положаj тачке K одређен углом αcrit, односно дужином
xcrit = Rin sinαcrit. Уколико испитуjемо лукове мањег средишњег
угла α ≤ αcrit (односно полураспона s ≤ xcrit− e), притом не мења-
jући остале геометриjске чиниоце лука, минимална потпорна ли-
ниjа пролази кроз интрадос на укрсници, док jе у темену изнад
њега (в. слику 46д,ђ,е). Међутим, лукови чиjи jе обухватни угао
већи или jеднак углу α ≥ αcrit, имаће истоветну минималну пот-
порну линиjу (односно њен део) те придружени минимални хори-
зонтални потисак. Стога ће се за веће вредности обухватног угла
α, минимална потпорна линиjа само продужавати, те ће се на укр-
сници удаљавати од интрадоса (в. слику 46г). То значи да се реак-
циjе елементарних лукова преломљеног крстастог свода не нижу по
доњоj ивици укрснице целом њеном дужином (као у случаjу троу-
гаоног крстастог свода разматраног у претходном поглављу). Тако
се резултантно оптерећење свода, сведено на jедну силу, не пре-
носи на ћошак стуба него даље од њега, унутар пресека ослонца
(стуба), у диjагоналном правцу, као што jе приказано на слици
слику 46з,и. Тиме се и део свода коjи непосредно преноси (само
вертикално) оптерећење на стуб смањуjе, односно не заузима цео
део свода над стубом. Даље разматрање jе спроведено на примеру
простог крстастог свода над правоугаоном основом (слике 44–48);
прорачун jе вршен за меродавни део свода (слика 49), те су нак-
надно примењивани коефициjенти афинитета.

Слика 47. Склопни приказ четвртине преломљеног крстастог
свода: (a) део подужног свода, (б) део попречног свода

У складу с наведеним, четвртина свода може се поделити на че-
тири деонице (1–4), као што jе приказано на сликама 46а и 47. Прва
деоница обухвата елементарне лукове од темена до лука чиjа се ми-
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нимална потпорна линиjа подудара с потпорном линиjом (заправо
њеним горњим делом) ободног лука (лук на удаљености xcrit). Дру-
га деоница обухвата даље елементарне лукове све док обухватни
угао не достигне прав угао (док потпорна линиjа не достигне ра-
ван ослонаца).2 Трећа деоница обухвата преостале, међусобно ис-
товетне, елементарне лукове до ободног лука. С обзиром на то да
jе примењена вертикална стереотомиjа, преостаjе део свода коjи
не учествуjе у елементарним луковима претходних деоница; стога
образуjе четврту деоницу чиjе jе деjство само вертикално и непо-
средно се преноси на ослонац.3

Слика 48. Потпорна површ унутар преломљеног крстастог свода,

17.1 Минимални потисак меродавног свода

У оквиру прве деонице величина хоризонталног потиска елемен-
тарног лука као и положаj тачке у коjоj потпорна линиjа додируjе

2 Будући да jе минимална потпорна линиjа на ослоначкоj споjници удаљена за ве-

личину qs,max од екстрадоса, оваj елементарни лук налазиће се на тоj удаљености

од ободног лука.
3 Уколико минимална потпорна линиjа ободнога лука пролази кроз екстрадос на

ослоначкоj споjници, делови 3 и 4 нестаjу (в. слику 46б).
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екстрадос су променљиви, док су у оквиру преосталих деоница то
сталне величине, као што се види на слици 46в. Стога jе прора-
чун неопходно спорвести само за прву деоницу, у коjоj jе вредност
минималног потиска променљива. Дакле, неопходно jе одредити
минимални хоризонтални потисак елементарних лукова (в. одељак
12.5), од почетног (на месту α0 = arcsin(e/Rin)), коjи jе предста-
вљен вертикалном дужи кроз теме свода, до елементарног лука
чиjи jе обухватни угао jеднак углу αcrit. За преостале деонице вред-
ност подељеног оптерећења добиjа се непосредно на основу вред-
ности минимланог хоризонталног потиска (коjа jе овде непромен-
љива) и њене дужине распростирања (тj. дебљине деонице).

У оквиру ове дисертациjе испитани су преломљени лукови разли-
читих екцентрицитета (ξ: 0, 1/4, 1/3, 3/5, 1, 3/2) и дебљине (t/R:
од t/Rmin до 0,12, односно 0,15 за мање ексцентрицитете). Такође
jе посебно обрађен и оптимални преломљени лук.

На основу одабраног облика ободног лука (екцентрицитет ξ (те
тиме и величина e) и дебљина t/R) одређена jе минимална пот-
порна линиjа и одговараjући угао αcrit (тачка К у коjоj додируjе
интрадос).4 Уз то jе израчуната и удаљеност qs,max минималне пот-
порне линиjе на ослоначкоj споjници од екстрадоса.

Као што jе наведено у одељку 21.2, меродавно оптерећење односи
се на меродавни свод коjи наткриљуjе jеднакокраки троугао крака
jедног метра. Сходно томе, за прорачун меродавног свода вредност
координате χ подудара се с вредношћу координате x.

Затим jе за сваки елементарни лук, чиjи jе положаj одређен обу-
хватним углом α однодно удаљеношћу χ = (1 − t/2) sinα − e, и
то за усвоjен корак увећања обухватнога угла 0,5°, одређена ми-
нимална потпорна линиjа и припадаjући минимални хоризонтални
потисак.5 Тако jе добиjен скуп уређених парова – тачака одређених
двама подацима, χ и Hmin. Другим речима, сваком елементарном
луку на удаљености χ придружена jе вредност минималног хори-
зонталног потиска Hmin, као што jе приказано на слици 49в.

4 Тачка K, као што jе наведено представља границу прве деонице меродавног свода.
5 Целокупни поступак jе аутоматизован и развиjен у програмском jезику Визуал

беjсик за апликациjе (Visual Basic for Applications) те извршаван компаjлирањем

макроа у Екселовом Визуал беjсик уређивачу (Excel Visual Basic Editor) коjи су

повезани с улазним подацима датим у радном листу програма Маjкрософт Ексел

(Microsoft Excel). Тако jе за сваки од 35 испитаних облика лука односно свода

испитана равнотежа (израчунат хоризонтални потисак) за у просеку приближно

900 елементарних лукова (укупно преко 32.000). Нумеричке вредности су увезене

у програм Волфрам Математика (Wolfram Mathematica) те jе у њему вршена даља

обрада података.
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Непрекидност хоризонталног оптерећења дуж темене споjнице
свода може се остварити на следећи начин: (а) непосредно, нуме-
ричком интеграциjом (датог скупа тачака), или (б) посредно, одре-
ђивањем одговараjуће апроксимативне функциjе (задовољаваjућег
степена тачности) те њеном интеграциjом.6 Показало се да задово-
љаваjућу тачност даjе апроксимативна функциjа у виду полинома
шестог степена; ова функциjа jе следећег облика:

Hmin(χ) = Aχ6 +Bχ5 + Cχ4 +Dχ3 +Dχ2 + Eχ+G , (220)

а поjединачни коефициjенти A–G за различите облике лука дати
су у Додатку Ђ у табели 24.

Слика 49. Меродавни део преломљеног крстастог свода: (а) поло-
жаj, (б) деонице, (в) апроксимативна функциjа подељеног хоризон-
талног оптерећења

Према томе, хоризонтални потисак Q1 деонице 1 (уп. слике 46в,
50 и 49б,в) израчунава се на следећи начин:

Q1 =

∫ χcrit

e

Hmin(χ) dχ . (221)

За различите облике ободног лука решења се добиjаjу нумерички,
у с кладу с претходно описаним поступком, а дата су у Додатку Ђ
у табели 24.

Потисак Q2 друге деонице (уп. слике 46в, 50 и 51) представљен
jе површином правоугаоног диjаграма подељеног оптерећења:

Q2 = Hmin,max(Rex − qs,max − χcrit) . (222)

Слично се израчунава и потисак треће деонице:

Q3 = Hmin,max qs,max . (223)

На основу израза (221–223) добиjа се укупни хоризонтални по-

6 Оба начина су спроведена, а добиjени нумерички резултати су подударни.
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тисак Q меродавног дела свода:

QR=1 = Q1 +Q2 +Q3

= Q1 +Hmin,max(Rex − χcrit) . (224)

За различите облике ободног лука нумеричке вредности меродав-
ног потиска дате су у табели 14.

Слика 50. Потпорна површ преломљеног крстастог свода: (а) че-
твртина с приказаним подељеним хоризонталним оптерећењем уз-
дуж теменог пресека попречног и подужног свода; геометриjско ме-
сто опасних пресека на екстрадосу или интрадосу назначени су пла-
вом линиjом, (б) приказ у целости

17.2 Запремина меродавног свода

У складу с изразом (128) за површину (односно тежину) пре-
ломљеног лука, запремина целокупног свода (односно тежина, уз
одговараjућу запреминску тежину употребљеног материjала) може
се израчунати збраjањем површина елементарних лукова. Притом
jе положаj елементарног лука, као и до сада, одређен координатом
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χ, те се запремина P рачуна на следећи начин:

PR=1 =

∫ Rin

e

V (χ) dχ+

∫ Rex

Rin

V (χ) dχ
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, (225)

при чему je V (χ) у првом и другом сабирку дато редом изразима
(128а) и (128б), док jе при сређивању израза коришћено следеће:

arctan

(
χ√

R2
in − χ2

)
=
π

2
када jе χ = Rin , (226а)

и arctan

(
χ√

R2
ex − χ2

)
=
π

2
када jе χ = Rex . (226б)

Изведени изрази, као што jе напоменуто, важе за осмину простог
крстастог свода над квадратном основом, коjи jе усвоjен за меро-
давни део афиних сводова коjи се уз одговараjуће коефициjенте
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афинитета преобразуjе у одговараjући облик. За стварно оптере-
ћење прорачун може бити спроведен у складу с алгоритмом опи-
саним у одељку 22.5 на страни 213, као и изразима (238) и (240).

Слика 51. (а) Потпорна површ у четвртини полукружног крста-
стог свода с назначеним подељеним хоризонталним оптерећењем
уздуж теменог пресека попречног и подужног свода, (б) назначена
четвртина полукружног свода

17.3 Диjагонални потисак простих крстастих сводова

Укупни хоризонтални потисак на ослонац, у правцу укрснице тj.
диjагонале сводног поља чиjе су пропорциjе одређене коефициjен-
том λ = l/s а полураспон попречног лука означен сa s0, дат jе
следећим изразом:

ΣQ = QA cosψ +QB sinψ

= Qγ λ
√
1 + λ2 s20 , (227)

где угао ψ представља угао између попречног ободног лука и укр-
снице, односно tanψ = λ, те jе sinψ = λ√

λ2+1
и cosψ = 1√

λ2+1
.

С друге стране, у складу с изразом (240), тежине делова A и B
су jеднаке, те jе укупно вертикално оптерећење коjе се преноси на
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jедан ослонац следеће:

ΣP = 2Pγ λ s30 . (228)

17.4 Резултати

Нумеричке вредности коефициjената и других величина датих у
табели 24 у Додатку Ђ, добиjене у складу с изразима (221–225),
односе се на усвоjену jединичну вредност полупречника R. Како
би ове величине могле непосредно да буду примењене у прорачуну,
у виду меродавног оптерећења, погодно их jе свести на jединичну
величину полураспона (s = 1), при чему jе s = R + t/2 − e. Због
тога jе потребно уврстити коефициjент ζ = R/s; како jе претходно
била усвоjена jединична вредност полупречника R, ово се своди на
ζ = 1/(1 + t/2− e). Тако се на основу израза (224) и (225) добиjаjу
следећи изрази коjи представљаjу меродавно оптерећење, односно
оптерећење меродавног дела свода:

Q = ζ2QR=1 , (229)

P = ζ3 PR=1 . (230)

На основу њих су у табели 14 дате меродавне вредности за мини-
мални хоризонтални потисак Q и вертикално оптерећење P , као и
за величину потиска Hmin у ободном луку.

Поред тога jе на слици 52 приказан диjаграм на коjем се лако
може уочити зависност меродавног хоризонталног потиска Q од
дебљине t/R ободног лука за различите вредности ексцентрицитета
ξ.
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Слика 52. Укупни меродавни хоризонтални потисак Q преломље-
них сводова, у зависности од дебљине t/R ободног лука, за разли-
чите вредности ексцентрицитета ξ
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Табела 14. Минимални хоризонтални потисак Hmin преломљених лукова,
меродавни хоризонтални потисак Q и меродавно вертикално оптерећење P
преломљених крстастих сводова за различите вредности ексцентрицитета
ξ и дебљине t/R ободног лука

ξ t/R Hmin Q P

0 0,10946 0,06118 0,04408 0,06118
0,12 0,06458 0,04639 0,06689
0,15 0,07276 0,05210 0,08292
0,20 0,08231 0,05939 0,10887

0,25 0,07209 0,04516 0,02522 0,05411
0,08 0,04847 0,02701 0,05991
0,10 0,05582 0,03107 0,07446
0,12 0,06187 0,03455 0,08879
0,15 0,06889 0,03890 0,10982

0,33 0,06505 0,04228 0,02205 0,05309
0,08 0,04866 0,02531 0,06502
0,10 0,05583 0,02908 0,08078
0,12 0,06165 0,03231 0,09627
0,15 0,06827 0,03632 0,11898

0,6 0,04980 0,03704 0,01576 0,05238
0,05 0,03715 0,01581 0,05258
0,06 0,04227 0,01796 0,06291
0,08 0,05086 0,02169 0,08332
0,10 0,05761 0,02480 0,10335
0,12 0,06281 0,02741 0,12295

0,90255 0,03948 0,03363 0,01188 0,05290

1 0,03978 0,03464 0,01160 0,05714
0,04 0,03478 0,01165 0,05746
0,05 0,04071 0,01364 0,07157
0,06 0,04584 0,01541 0,08555
0,08 0,05406 0,01844 0,11304
0,10 0,06003 0,02089 0,13983
0,12 0,06419 0,02287 0,16586

1,5 0,03875 0,03801 0,01008 0,07625
0,04 0,03884 0,01030 0,07866
0,05 0,04487 0,01198 0,09786
0,06 0,04987 0,01345 0,11680
0,08 0,05735 0,01588 0,15382
0,10 0,06215 0,01776 0,18955
0,12 0,06486 0,01919 0,22387

Броjеви дати у курзиву односе се на лукове минималне дебљине.
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Образовање афиних сводова
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Разврставање афиних сводова

Испитивање потпорне површи односно примена метода приказа-
ног у претходном поглављу 17, омогућава различите начине обра-
зовања и здруживања делова крстастих сводова у сложениjе скло-
пове. Као основа за даљи шири приказ те подробниjу обраду у
наредним поглављима, на овом месту jе извршено разврставање
афиних сводова:

A. Крстасти сводови:
2 Прости крстасти сводови
2 Сложени крстасти сводови

◦ Правилни крстасти сводови
◦ Неправилни крстасти сводови

Б. Зракасти сводови:
2 Прости (jеднобродни) зракасти сводови – прстенасти сво-

дови
◦ Прости прстенасти сводови

• Затворени прстенасти сводови
• Oтворени прстенасти сводови

◦ Прави прстенасти сводови
◦ Правилни прстенасти сводови

◦ Сложени прстенасти сводови
• Полуправилни прстенасти сводови
• Неправилни прстенасти сводови

2 Сложени (вишебродни) зракасти сводови
В. Неправилни (општи) афини сводови
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Сложени крстасти сводови

Поjам крстасти свод у овоj дисертациjи коришћен jе двоjако: у
ужем смислу подразумева просте крстасте сводове као сводове
над правоугаоном (или квадратном) основом, док у ширем смислу
представља сложене крстасте сводове тj. сводове настале пресе-
ком триjу или више цилиндричних сводова исте висине и конку-
рентних оса. Сходно томе, укрснице крстастих сводова зракасто се
пружаjу из jединственог средишта – темена свода (в. слике 54а и
55а). Тако нпр. постоjе троделни (тзв. трипартитни), четвороделни
(квадрипартитни) или шестоделни (секспартитни) сводови коjе ре-
дом образуjу три, четири или шест цилиндричних сводова. Овакви
сводови могу бити образовани над правилним или неправилним
основама (сводна поља имаjу облик правилног односно неправил-
ног (разнокраког) многоугла), те као такви могу учествовати у
образовању сложениjих засвођених конструкциjа (в. сводове раз-
матране у поглављима 20 и 22).1

19.1 Правилни крстасти сводови

У случаjу када jе сводно поље правилно, у образовању свода
учествуjе више истоветних цилиндричних сводова. Наjчешће су то
прости крстасти сводови над квадратним травеjом, али многоуга-
она основа може имати и већи броj страница (нпр. у просторима
тзв. централног плана). С обзиром на вишеструку симетриjу (ра-
диjалну и у односу на вертикалну раван), односно симетриjу су-
седних сводних jедара, потисци на ослонцима пружаjу се (зрака-
сто) у правцу укрсница (уп. слику 53 и 64). Дакле, у овом случаjу
нема потребе за успостављањем конструкциjског афинитета међу

1 У предстоjећем разматрању сводови су претежно приказани шематски – у основи,

где су приказани без дебљине – у виду цилиндричних површи (чиjе су водиље сре-

дишње линиjе ободних лукова), док су само на поjединим местима (код сложениjих

примера сводова) дати и њихови просторни прикази.
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саставним деловима свода (коефициjент jе jединичан). Шематски
прикази основа примера оваквих сводова дати су на слици 53.

Слика 53. Сложених крстасти сводови над правилним основама:
(а) троделни, (б) четвороделни, (в) петоделни, (г) шестоделни, (д)
осмоделни, (ђ) десетоделни

19.2 Неправилни крстасти сводови

Будући да се разматраjу само (цилиндрични) сводови код ко-
jих jе ободни (периферни, ивични, рубни, чеони) лук управан на
осу и да су укрснице сводова конкурентне, основе ободних лукова
поjединачних сводова представљаjу тетиве круга са средиштем у
пресеку укрсница. Другим речима, ослонци (ослоначке тачке као
краjње тачке поменутих тетива) таквога свода нижу се по jедин-
ственом кругу, као што jе приказано на сликама 54а и 55а. Стога се
може закључити да сложени крстасти сводови могу бити образо-
вани над основама коjе имаjу облик тетивних многоуглова (кон-
вексних многоуглова уписаних у круг).

Сводови над неправилним (разнокраким) основама, због разно-
ликости сводних jедара, те и сложениjег прорачуна, ређе су изво-
ђени. Међутим, као што jе поменуто, уколико су ободни лукови
(профили) цилиндричних сводова међусобно афини, између свих
(било суседних било несуседних) саставних сводова (тj. jедара) сло-
женог крстастог свода такође jе могуће успоставити афинитет. На-
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супрот постоjећим сводовима чиjа сводна поља (тзв. травеjи) наj-
чешће немаjу неправилан облик, овакав приступ пружа велике мо-
гућности при образовању сложених сводова.2

Слика 54. (а) Шематски приказ основе неправилног шестодел-
ног крстастог свода с обореним ободним луковима, (б-г) шематски
приказ наjчешћих облика сводних поља (травеjа) крстастих сво-
дова с приказаним правцем резултуjућих деjстава: правоугаоник –
прост крстасти свод, jеднакокраки троугао – троделни свод и jед-
накокраки трапез – четвороделни свод

19.3 Деjствовање сложеног крстастог свода

Начела деjствовања и конструкциjског афинитета сложених кр-
стастих сводова показана су на примеру четвороделног свода не-
правилне основе шематски приказаног на слици 55.3 Сложени кр-

2 Наjчешћи облик сводних поља, претежно у просторима коjи се подужно пружаjу

(какви су нпр. главни бродови цркава), jесте правоугаони (в. слику 54б). Над ова-

квим травеjом (прост) крстасти свод (у ужем смислу) образуjу два (привидно че-

тири) цилиндра међусобно управних оса. Подробно испитивање равнотеже оваквих

сводова спроведено jе у глави V.
3 Пример прорачуна за замишљено оптерећење оваквог свода дат jе у Додатку Е.
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стасти свод над разнокраком четвороугаоном основом, као што
jе споменуто, образуjу четири цилиндрична свода конкурентних
оса. Ободни лукови ових цилиндара исте су висине и међусобно су
афини, а приказни су у обореним положаjима на слици 55а. Стога
су међусобно афини и цилиндрични сводови. Притом jе за пола-
зни лук усвоjен доњи лук, а на слици 55в дат jе упоредни приказ
ових лукова4 с придруженим коефициjентом афинитета (коjи се
jедноставно израчунаваjу поређењем дужина припадаjућих стра-
ница основе).

У складу са ставовима наведеним у поглављима 4 и 21, рав-
нотежу сложеног свода могуће jе испитати на основу равнотеже
jедног (карактеристичног) дела – полазног свода над пољем A,
означеног шрафуром на слици 55а и засебно приказаног на слици
55г. Претпоставимо да су за полазни лук познати битни чиниоци
(нпр. положаj минималне потпорне линиjе, величина хоризонтал-
ног потиска (Ha на сликама 55г,д,ж) и сл.), те да jе познато и
оптерећење (хоризонтални потисци елементарних лукова, односно
подељено оптерећење) коjе делуjе дуж темена припадаjућег цилин-
дричног свода (HA на слици 55г). Другим речима, претпоставимо
да jе испитана равнотежа полазнога свода, односно познат његов
утицаj на укрсницу односно ослонац.

На слици 55д шематски jе приказан утицаj дела сложеног крста-
стог свода5 на jедан ослонац. Како су поља (односно сводови над
њима) A и B афина, величине Hb и HB добиjаjу се коришћењем од-
говараjућег коефициjента афинитета, а у складу с изразима (232) и
(233). Резултанта потисака HA и HB представља деjство тога дела
свода односно реакциjу Rab припадаjућег ослонца.

Даље су афина и преостала поља (C и D) те се њихова деj-
ства (HC и HD) рачунаjу уз одговараjуће коефициjенте. На сли-
кама 55ђ,е,ж дати су шематски прикази деjства на преостала три
ослонца, где су приказана свака два суседна поља коjа делуjу на за-
jеднички ослонац (B–C, C–D и D–A). Може се уочити да, у складу
с одељком 21.2, потисци свода односно реакциjе ослонаца нису у
правцу укрсница. Напослетку, како би целокупни свод био у рав-
нотежи, надовезане реакциjе ослонаца (Rab, Rbc, Rcd и Rda) мораjу
чинити затворен полигон сила приказан на слици 55б.

4 Како jе полазни лук образован од дваjу кружних лукова, остали лукови образовани

су од одговараjућих делова елипси, издужених или скраћених у односу на полазни

круг.
5 Половине дваjу цилиндричних сводова, поља A и B, чиjи се утицаj преноси на

заjеднички ослонац.
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Слика 55. Сложених (четвороделни) крстасти свод над неправил-
ном (разнокраком) основом: (а) шематски приказ основе с оборе-
ним ободним луковима и реакциjама ослонаца, (б) (затворен) по-
лигон сила (реакциjа ослонаца) коjи представља равнотежу свода,
(в) афинитет међу ободним луковима, (г) полазни свод с припада-
jућим подељеним оптерећењем, (д–ж) шематски приказ ослонца с
припадаjућим деловима свода и њиховим деjствима
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Зракасти и прстенасти сводови

Зракасти (или радиjални) сводови су сводови код коjих jе засту-
пљена радиjална симетриjа између његових поjединих делова (в.
слику 56, као и слике 73 и 76). Овакви сводови, односно њихови де-
лови, наjчешће се jављаjу у оквиру опходних тj. кружних бродова
цркава (тзв. (де)амбулаториjуми). Притом, оваj апсидни део може
бити образован од jедног прстена тj. опходног брода или више њих
(два до три), те може бити jеднобродан или вишебродан. Ови кон-
центрични бродови (прстенови) представљаjу прстенасте сводове
коjи се образуjу здруживањем jеднако ориjентисаних сложених кр-
стастих сводова укруг надовезаних.1

Слика 56. Шематски приказ зракастих сводова: (а) сложени (ви-
шебродни) зракасти свод, (б) затворени прстенасти свод, (в) отво-
рени (jеднобродни) прстенасти свод

1 Вишебродни амбулаториjум у целости представља сложен зракаст свод, при чему

jе дебљина поjединих прстенова одређена припадаjућим крстастим сводом. Дру-

гим речима, уколико jе у дебљини прстена више од jедног крстастог свода, свод

се разматра као сложени зракаст свод, док се прстенасти сводови посматраjу као

подскупина зракастих сводова. Због своjе разноликости, као и због тога што пред-

стављаjу полазиште за зракасте сводове, на овом месту су издвоjени те засебно

разматрани.
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На слици 56а приказан jе тробродни зракасти свод с пет (ра-
диjалних, конкурентних) оса симетриjе, где jе полазни (каракте-
ристични) део свода (двоструко гушће шрафиран) пет пута осно
пресликан тj. укруг (радиjално) умножен. На сликама 56б и 56в
издвоjени су његови саставни делови, и то средишњи део, коjи
представља затворени2 прстенасти свод, и средњи прстен односно
отворени прстенасти свод.

Обод прстена (тj. прстенасте основе) представљаjу два много-
угла – унутрашњи и спољашњи ободни многоугао (на слици 56в
представљени су шематски двама концентричним круговима) по
коjима се нижу ободни ослонци (стубови). У складу с њиховим
обликом односно начином образовања основе, прстенасте сводове
можемо поделити на: просте (правилне) и сложене (полуправилне
и неправилне). Њихова основна своjства размотрена су у предсто-
jећим двама одељцима.

20.1 Прости прстенасти сводови

Прости прстенасти сводови, или сводови над правилном прсте-
настом основом, образуjу се (простим) умножавањем укруг jед-
ног сложеног крстастог свода. Сходно томе, услед добиjене (ради-
jалне) симетриjе потисци на ослонцима пружаjу се у правцу укр-
сница (коjе се зракасто пружаjу из средишта основе тj. прстена).
На основу облика прстена као и крстастих сводова коjи их образуjу,
прости прстенасти сводови могу се сврстати у три скупине:

(А) Затворени прстенасти сводови, односно сводови са среди-
шњим ослонцем (в. шематски приказ на сликама 56б и 57)

◦ Унутрашњи обод прстена своди се на тачку, те се припада-
jући ослонци стапаjу у jединствени – средишњи ослонац.
◦ Због симетриjе, средишњи ослонац (стуб) jе оптерећен само
вертикалним деjством (хоризонтални потисци се потиру), док
се на ободним ослонцима потисци пружаjу у правцу укрсница.
◦ Сводна поља су троугаона (jеднакокраки троугао (слика 54в
и 57в); у посебном случаjу jеднакостранични (слика 57a)), или
изузетно квадратна (в. слику 57б).
◦ Овакви облици свода заступљени су у просторима среди-
шњег плана (нпр. осмоугаона основа у каптолскоj дворани при

2 Свод ће бити затворен прстенаст уколик садржи средишњи стуб (в. одељак 20.1

и слику 57), а уколико га нема у средишту зракастога свода биће сложени крста-

сти (а не зракасти или прстенасти) свод (в. одељак 19.1 и слику 53). Оба случаjа

разматрана су у одељку 22.4.



20.1 Прости прстенасти сводови 179

катедрали у Велсу и Солзбериjу; уп. са сликом 57в), или у
оквиру апсида двобродних базилика (каква jе Jакобинска цр-
ква у Тулузу (половина дванаестостране основе)).

Слика 57. Затворени прстенасти сводови (сводови са средишњим
ослонцем): (а) шестоделни (6 правилних троделних крстастих сво-
дова), (б) четвороделни (4 правилна проста крстаста свода), (в)
осмоделни (8 jеднакокраких троделних крстастих сводова)

(Б) Правилни прстенасти сводови
◦ Ово су (отоврени прстенасти) сводови образовани умножа-
вањем истоветних правилних крстастих сводова (в. слику 58,
као и одељак 19.1).
◦ Наjчешћа су петоделна сводна поља (слика 58а; в. и слику
53в), и то обично код (спољних) опходних бродова односно у
случаjу апсидола – радиjално постављених малих апсида дуж
опходног брода (нпр. у оквиру апсиде Базилике Сен Дени).

Слика 58. Правилни прстенасти сводови добиjени умножавањем
правилних крстастих сводова: (а) десетоделни, (б) шестоделни, (в)
четвороделни
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(В) Прави прстенасти сводови
◦ Наjчешћи облик (отворених) прстенастих сводова, код коjих
су и унутрашњи и спољашњи ободни многоугао правилни и
притом паралелни (в. слику 59).
◦ У образовању таквих сводова учествуjу искључиво травеjи
облика jеднакокраког трапеза (в. слику 54г)

Слика 59. Прави прстенасти сводови добиjени умножавањем зра-
кастих трапезних сводова: (а) шестоделни, (б) седмоделни, (в) осмо-
делни

20.2 Сложени прстенасти сводови

Сложени прстенасти сводови, или сводови над сложеном прсте-
настом основом, могу се сврстати у две скупине:

(Г) Полуправилни прстенасти сводови:
◦ Сводови код коjих су и унутрашњи и спољашњи ободни мно-
гоугао правилни, при чему jе броj страница спољашњег обода
jеднак двоструком броjу унутрашњих (в. слику 60).
◦ Образовани су искључиво од наизменично постављених че-
твороугаоних и троугаоних сводних поља; при томе су могући
њихови различити облици и међусобни склопови: четвороуга-
они травеj може бити квадратни, правоугаони или jеднако-
краки трапез, док троугаони може бити jеднакокраки или jед-
накостранични.

(Д) Неправилни прстенасти сводови су сводови коjима се осим
прстенастог облика основе и правилног унутрашњег ободног мно-
гоугла не може придружити неко друго заjедничко своjство; стога
су само наведени неки од могућих склопова:

◦ Прстенасти сводови код коjих су умножена истоветна сводна
поља, али притом различито ориjентисана (слика 61а).
◦ Сводови код коjих су кружно умножени неправилни (али
осно симетрични) сложени крстасти сводови (в. слику 61б).
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◦ Прстенасти сводови код коjих су наизменично постављени
различити облици сводних поља (нпр. четвороугаона и шесто-
угаона, квадратна и троугаона или трапезна и петоугаона), а
спољашњи ободни многоугао ниjе правилан (в. слику 61в).

Склопови афиних сводова приказани у овоj глави служе као при-
мери коjи указуjу на разноврсне могућности приликом проjекто-
вања сложених сводова. Изналажење даљих могућих склопова из-
лази из оквира ове дисертациjе, те остаjе за даља истраживања.

Слика 60. Полуправилни прстенасти сводови: (а) осмоделни (jед-
накокраки троугаони и jеднакокраки трапезни крстасти сводови),
(б) десетоделни (jеднакокраки троугаони и правоугаони крстасти
сводови), (в) десетоделни (jеднакостранични троугаони и трапезни
крстасти сводови), (г) дванаестоделни (jеднакостранични троугаони
и квадратни крстасти сводови)
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Слика 61. Неправилни прстенасти сводови: (а) супротно ориjенти-
сана истоветна сводна поља, (б) кружно умножени осно симетрични
сложени крстасти сводови, (в) наизменично постављена различита
сводна поља
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Kонструкциjски афинитет сводова

У овоj дисертациjи разматра се посебни случаj афине трансфор-
мациjе – хоризонтално растезање (дилатациjа; тзв. елементарно
скалирање односно скалирање само по апсциси) равног лика (фи-
гуре). За меру растезања односно трансформациjе усвоjен jе кое-
фициjент (количник сличности):

λ =
b

a
, (231)

коjи представља однос (дужина или распона) оригинала и његове
слике (добиjене афином трансформациjом, изобличавањем пола-
знога облика). Како би испитивање афиних сводова могло да буде
ваљано спроведено, на овом месту ће бити размотрена своjства кон-
струкциjског афинитета међу равним ликовима и међу просторним
облицима.

21.1 Конструкциjски афинитет равних ликова

Размотримо слику 62а на коjоj jе приказан лик (равна струк-
тура) површине Aa. На њу делуjу силе коjе су у равнотежи, и то:
сопствена тежина (представљена површином Aa) у тежишту Ga,
хоризонтална сила Ha и реакциjа Ra. Уколико се изврши афина
трансформациjа (хоризонтално растезање) ове структуре, све хо-
ризонталне димензиjе мењаjу се сразмерно коефициjенту λ. Сходно
томе, распон sa (хоризонтална удаљеност нападних тачака сила Ra

и Ha), апсциса xa тежишта Ga и површина Aa увећаваjу у спрам
коефициjента λ, тако да распон sb, апсциса xb тежишта Gb и повр-
шина Ab афиног лика редом износе sb = saλ, xb = xaλ и Ab = Aaλ.
(На слици 62б jе коришћен коефициjент λ = 2, те jе површина
фигуре удвостручена.)

Међутим, придружена хоризонтална сила Hb се не мења по ис-
том закону; лако се изводи (нпр. из равнотеже момената за нападну

185
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Слика 62. Афина трансформациjа (хоризонтално растезање) рав-
нога лика: (а) оригинал, (б) придружена афина слика

тачку реакциjе Ra) да jе она сразмерна квадрату коефициjента
трансформациjе.1 Наиме, код оригинала (слика 62а) jе Ha = Aaxa

h
,

док jе код афине слике Hb = Abxb

h
, где jе h вертикална удаљеност

између нападних тачака сила Ra и Ha (в. слику 62б). Како су и Ab

и xb увећани за коефициjент λ, следи да jе

Hb = Ha λ
2. (232)

21.2 Конструкциjски афинитет просторних облика

Размотримо сада слику 63а,г на коjоj су дата два поља A и B,
коjа представљаjу основе двеjу сучељених просторних конструк-
циjа (нпр. суседна поља сложеног крстастог свода) између коjих
се може успоставити афин однос. Тако су афини и ободни лукови
(попречни пресеци, профили сводова) на месту a и b, док су њи-

1 Ваља напоменути да уколико би исти раван лик (слика 62a) био развучен верти-

кално (у правцу y−осе) вредност хоризонталне силе не би била промењена. Ово

се лако може показати разматрањем равнотеже момената за нападну тачку ре-

акциjе, при чему делуjу две силе: хоризонтално сила Hc и вертикално сила Ac.

Наиме, крак силе Hc би након вертикалног растезања био увећан за коефициjент

λ; с друге стране, новодобиjена површина Ac такође jе сразмерна коефициjенту λ

(Ac = Aaλ), при чему jе крак те силе непромењен (xc = xa). Дакле, из тога следи

да хоризонтална сила мора задржати исту вредност.
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хове придружене хоризонталне силе, Ha иHb, редом сразмерне ква-
драту односа a и b.

Слика 63. Афинитет дваjу поља A и B с придруженим подељеним
оптерећењима HA и HB: (а,г) заjедничка укрсница, (б,д) заjеднички
ободни лук, (в) диjаграм коjи показуjе зависност величина потисака
управних на правац пресечнице дваjу поља

Нека на делове A и B дуж ивица c и d и управно на њих делуjу по-
зната подељена оптерећења (од суседних делова (половина) свода).
Ова деjства се могу представити двема силама, HA и HB, чиjе су
величине представљене одговараjућом површином диjаграма поде-
љеног оптерећења. У складу с изразима (231) и (232), између њих
се може успоставити следећи однос:

HB : HA =
d

c

b2

a2
=
B

A

b

a
. (233)

Ваља истаћи да ће у случаjу када jе b = c и d = a ове две силе
бити сразмерне односу распона ободних лукова тj. коефициjенту
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λ = b/a, што jе дато следећим изразом:

HB = HA λ . (234)

Поред тога, ове силе се могу разложити на правац пресечнице
поља A и B и на њему управни правац. Нека су H ′

A и H ′
B компо-

ненте управне на правац пресечнице, а међу њима важи следећи
однос:

H ′
A :H

′
B = sin

(
arctan

( c
a

))
:
b2 d

a2 c
sin

(
arctan

(
d

b

))
=
a2c2

b2d2
= A2 :B2,

(235)
где су A и B површине одговараjућих поља. Дакле, може се за-
кључити да се величине H ′

A и H ′
B односе као квадрати површина

припадаjућих основа. У складу с тим, поље веће површине има
већу компоненту потиска управну на правац укрснице. У двама
случаjевима, када jе b = a или b = c, површине поља A и B биће
изjедначене, те ће и величине поменутих компоненти бити изjедна-
чене.2 На основу наведеног могући су случаjеви дати на слици 64,
где jе шематски приказан правац резултуjућег деjства.

Слика 64. Шематски приказ правца укупног резултуjућег потиска
с обзиром на однос површина сучељених структура

С друге стране, између компонентиH ′′
A иH ′′

B у правцу пресечнице
може се извести следећи однос:

H ′′
A : H ′′

B = cos
(
arctan

( c
a

))
:
b2d

a2c
cos

(
arctan

(
d

b

))
=
a3c

b3d
=
A

B
λ2,

(236)
где jе λ = b/a. Може се закључити да jе у посебном случаjу, када
су површине поља A и B jеднаке и када jе b = c (односно a = d),

2 Ваља истаћи да, дакле, укупни потисак ниjе у правцу укрснице, односно да ће само

у двама случаjевима бити тог правца.
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однос ових компоненти jеднак квадрату коефициjента λ. У случаjу
када jе b = a, вредности H ′′

A и H ′′
B се изjедначаваjу.

Размотримо сада поља A и B, коjа се уместо дуж укрснице гра-
ниче дуж ободног лука, као што jе приказано на слици 63б,д. У
том случаjу се, будући да припадаjу истом цилиндричном своду, a
и b поклапаjу, те се десна страна израза (233) своди на размеру ду-
жина c и d. Тада су силе HA и HB паралелне, те се њихова деjства
просто збраjаjу.

Афинитет меродавног оптерећења. Силе HA и HB сматраће се
познатима уколико jе познато меродавно подељено оптерећење Q
за примењени облик ободног лука као водиље (пресека) цилиндрич-
ног свода.3 Величине ових сила, у односу на меродавни потисак Q,
зависе од облика поља над коjим се налази посматрани део свода,
тj. од дужина темене линиjе и ободног лука у односу на меродавне.
За меродавно поље усвоjено jе поље облика правоуглог jеднакокра-
ког троугла приказано на слици 65б,г, где jе s полураспон ободног
лука а l дужина темене линиjе (уздуж коjе делуjе оптерећење Q).

Изразом (233) описуjе се однос оптерећења дваjу суседних поља
(делова) свода, те би тако сложен афин свод могао бити испитан
као низ суседних делова свода. Међутим, како су свака два суседна
поља у неком одређеном односу, може се посредно успоставити веза
и између дваjу несуседних поља. Штавише, може се извести свеоп-
шти израз коjим би била обухваћена сва поља.

Наиме, свако (троугаоно) поље може се добити помоћу дваjу4

афиних трансформациjа (растезања) меродавног поља (без обзира
на то да ли jе такав (меродавни) троугао уопште заступљен у осно-
ви). Тако се меродавно поље, дато на слици 63в, преобразуjе у
облик произвољног поља свода довођењем дужине l на дужину li,j ,
а потом и довођењем дужине s на дужину si,j (где i представља
редни броj ослонца, а j броj њему придруженог поља). Приликом
прве трансформациjе, величина потиска Hs ободног лука остаjе не-
промењена, те се вредност хоризонталног оптерећења (представље-
ног површином диjаграма подељеног оптерећења) мења сразмерно
односу li,j/l. У складу с изразом (232), приликом друге трансфор-
мациjе, величина Hs се мења сразмерно квадрату односа si,j/s. Уз
усваjање jединичне вредности (1 м) дужина s и l, ове две транс-

3 В. одељак 17.1, табелу 14 и слику 52.
4 За део свода над пољем су заправо потребне три трансформациjе. Међутим, рас-

тезање по вертикали, као што jе показано, не утиче на величину хоризонталног

потиска, али га jе неопходно узети у обзир при израчунавању запремине свода.
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формациjе хоризонталног потиска могу се представити следећим
коефициjентом:

µi,j = s2i,j li,j . (237)

Како jе при практичном прорачуну (в. Додатак Е) потребно до-
бити вредност сила (изражених нпр. у килоњутнима), неопходно
jе уврстити и оптерећење услед тежине свода. Дакле, оптерећење
разматраног дела свода зависи од меродавног хоризонталног по-
тиска Q (одређеног усвоjеним обликом полазног лука), материjала
од коjег jе начињен свод (одређеног његовом запреминском тежи-
ном γ) и од облика поља коjе надсвођуjе (одређеног коефициjентом
афинитета µ). Стога jе стварни хоризонтални потисак Hi,j ма ког
дела свода одређен следећим изразом:

Hi,j = Qγ s2i,j li,j = Qγ µi,j . (238)

Припадаjуће вертикално оптерећење сразмерно jе запремини раз-
матраног дела свода коjа jе сразмерна промени дужина страница
поља, тj. мења се сразмерно односу li,j/l и односу si,j/s. Уз то jе
потребно узети у обзир и растезање по вертикали, коjе jе сразмерно
односу s0/s, где s0 представља полураспон полазног лука. Стога се
пресликавање запремине свода може представити следећим коефи-
циjентом:

νi,j = s0 si,j li,j . (239)

На основу тога се веза меродавног вертикалног оптерећења P и
тежине Pi,j ма ког дела свода може представити следећим изразом:

Pi,j = P γ s0 si,j li,j = P γ νi,j . (240)

На основу израза (238) и (240) испоставља се да jе довољно по-
дробно испитати само меродавни свод. Притом се, за делове афи-
ног свода, уочаваjу следећи параметри: (а) облик поља коjе има
облик правоуглог троугла, одређеног дужинама l и s његових стра-
ница, (б) облик полазног лука (ободни лук меродавног свода) коjи
одређуjе меродавно хоризонтално подељено оптерећење Q с при-
друженим полураспоном s0, и (в) материjал свода одређен своjом
запреминском тежином γ. Према томе, Испитивање равнотеже сло-
женог афиног свода у целини своди се на испитивање облика ње-
гове основе. Стога се у наредним двама поглављима разматраjу
различити облици односно начини образовања основе те могући
склопови афиних сводова.
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Слика 65. Конструкциjски афинитет афиних сводова: (а) упо-
редни приказ (преобликовање) меродавног свода, полазног свода и
произвољног дела свода, (б) меродавно поље у оквиру основе про-
стог крстастог свода над квадратном основом, (в) трансформациjе
меродавног поља и придруженог меродавног подељеног хоризон-
талног оптерећења Q, (г) меродавно поље свода на коjе делуjе ме-
родавно подељено оптерећење Q



22

Проjектовање сложених афиних
сводова

Сложени афини сводови, односно сводови над сложеном основом,
представљаjу склоп образован од различитих сложених крстастих
сводова чиjи су делови (саставни цилиндрични сводови) међусобно
афини. У овом поглављу jе размотрен поступак проjектовања као
и испитивања њиховог деjствовања. Разматрање jе прво спрове-
дено на неправилном (општем) афином своду, а затим на сложеном
зракастом своду, као примеру на коjем jе могуће уочити односно
остварити извесне правилности.

Дуалност у основи афиног свода. Као што jе показано, ослонци
сложеног крстастог свода леже на кругу; дакле, сводно поље jе
тетивни многоугао, а ободни лукови свода представљаjу странице
тог многоугла. Стога, приликом здруживања оваквих сводова у
сложениjу целину, ослонци (различитих сводова) суседни jедном
посматраном ослонцу мораjу лежати на круговима коjи се секу у
том ослонцу. Другим речима, ободни лукови поjединаих травеjа
сустичу се на jедном заjедничком ослонцу (уобичаjено jе да се на
jедном ослонцу сустичу три до четири ободна лука).

На слици 71 приказан jе сложени неправилни афини свод1 обра-
зован од седам различитих сложених крстастих сводова, и то jедног
шестоделног и око њега укруг надовезаних шест петоделних сво-
дова. На основи овог свода, шематски приказаноj на слици 66, могу
се уочити два система линиjа односно две мреже, и то jедна чиjа су
поља многоугаона и друга с троугаоним пољима. Наиме, чворове
jедне мреже представљаjу ослонци сводова (нпр. тачкe 1 и 2 на
слици 66б), док су њене гране (ободни лукови крстастих сводова;
нпр. дуж 12) странице сводних поља (коjа представљаjу поља тj.
ћелиjе ове мреже). С друге стране, чворови друге мреже су пре-
сечне тачке укрсница (темена крстастих сводова; нпр. тачкe 3 и 4),

1 У оквиру ове дисертациjе разматрани су само слободностоjећи сводови, док ће

друкчиjи услови ослањања бити предмет даљих истраживања.

192
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а темене линиjе тj. осе (саставних цилиндричних) сводова предста-
вљаjу њене гране (нпр. дуж 34). Oсе цилиндричних сводова (нпр.
дуж 34) представљаjу симетрале страница сводних поља (нпр. дуж
12), те су тачке коjе представљаjу ослонце jеднако удаљене од окол-
них оса. Сходно томе, може се закључити да основа свода заправо
представља Вороноjев диjаграм, где ослонци представљаjу његове
чворове (средишта, генераторе) а мрежа оса ограничава његове ће-
лиjе. Уз то ваља напоменути да колико се ободних лукова сустиче
у jедном ослонцу толико ће Вороноjева ћелиjа (многоугао) коjа га
окружуjе имати страница. Може се уочити да, с jедне стране, сва-
ком пољу мреже ослонаца одговара jедно теме крстастог свода,
те да, с друге стране, сваком пољу мреже оса (Вороноjеве ћелиjе)
одговара jедан ослонац. Другим речима, сваки чвор jедне мреже
одговара jедном пољу друге мреже, и обрнуто, те следи да су ове
две мреже дуалне.2

Слика 66. Неправилни сложени свод: (а) шематски приказ основе,
(б) дуалност између мреже ослонаца и мреже оса сводова

На основу наведеног може се закључити да, приликом проjекто-
вања сложених афиних сводова, препокривање површине коjа се
наткриљуjе може бити извршено уз помоћ одговараjућег Вороно-
jевог диjаграма.3 Уз то, решавање основе свода може бити двоjако
спроведено: усваjањем положаjа темена крстастих сводова (уз одго-

2 Ово се може упоредити с дуалним односом између Вороноjевог диjаграма и њему

одговараjуће Делонеове триангулациjе, с тим што су у овом случаjу, уместо око

троуглова, кругови описани око тетивних многоуглова.
3 Тиме проjектовање афиних сводова залази у оквир проблема препокривања равни

(теселациjе), што излази из оквира ове дисертациjе.
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вараjуће геометриjске граничне услове) те припадаjуће мреже оса,
или распоређивањем ослонаца (опет уз одговараjућа геометриjска
ограничења); ови приступи су равноправни (приликом рачунарске
обраде), али би предност требало дати потоњем, будући да као по-
лазиште непосредниjе одсликава организациjу простора.

Деjство свода у целини. На примеру сложеног крстастог свода
(в. одељак 19.3) показана jе улога конструкциjског афинитета при
испитивању односно обликовању свода. Здруживањем таквих сво-
дова у сложениjи склоп, проблем испитивања равнотеже се усло-
жњава. Међутим, будући да су сви делови међусобно афини, таj
задатак може бити сведен на разматрање деjстава поjединачних
делова сводова на ослонце, узимаjући у обзир коефициjенте афи-
нитета. Стога ће прво, у одељку 22.1, бити размотрено деjство на
поjединачни ослонац.

Испитивање целокупног деjства свода може бити двоjако спро-
ведено: (I) испитивањем деjства поjединачних сложених крстастих
сводова, те збраjањем њихових деjстава на заjеднички ослонац, или
(II) непосредним испитивањем деjстава припадаjућих делова свода
на поjединачне ослонце. Будући да су приступи, у рачунском сми-
слу, равноправни, оба ће бити приказана у предстоjећем разма-
трању, и то: први ће бити приказан на примеру сложеног непра-
вилног афиног свода (одељак 22.3), док ће други бити приказан на
примеру сложеног зракастог свода (одељак 22.4).

22.1 Деjство на поjединачан ослонац

У досадашњем излагању су, као основ организациjе простора, од-
носно обликовања сводова коjи их наткриљуjу, разматрана сводна
поља представљена многоуглом у чиjим теменима су ослонци (в.
нпр. слике 53–66). Међутим, испитивање може бити спроведено
над пољима ограниченим осама (теменим линиjама) цилиндричних
сводова коjи окружуjу jедан ослонац и на њега преносе деjство (в.
слику 66б). Њихови хоризонтални потисци се слажу (збраjаjу), те
се тако добиjа укупни хоризонтални потисак (правац и величина)
коjи делуjе на ослонац. С друге стране, укупно вертикално опте-
рећење добиjа се простим збраjањем тежина поjединачних делова
сводова (узимаjући у обзир одговараjуће коефициjенте афинитета),
те на овом месту ниjе посебно разматрано.

У оквиру сложених сводова, на jедан ослонац (стуб) наjчешће се
преноси деjство (полови́на) триjу или четириjу сводова. Без утицаjа



22.1 Деjство на поjединачан ослонац 195

на општост проблема, разматрање ће бити спроведено на (наjjедно-
ставниjем) примеру ослонца на коjи делуjу три свода, приказаном
на слици 67а–в (истоветно разматрање може бити праћено и на
слици 68а–в на коjоj jе приказан ослонац на коjи делуjу четири
свода, а исто важи и за ослонце на коjе делуjе више сводова).

Слика 67. Деjство триjу сводова на заjеднички ослонац: (а)
основа, деjство на ослонац, (б) систем сучељених сила, (в) отворени
полигон сила, (г) оптимални положаj ослонца, (д) уравнотежени
систем сучељених сила, (ђ) затворени полигон сила

На ослонац O делуjу половине триjу цилиндричних сводова коjи
су међусобно афини. На делове ових сводова, над пољима А1, A2,
B1...C2 дуж темених линиjа делуjе расподељено хоризонтално оп-
терећење (коje замењуjе деjство уклоњених полови́на тих сводова).
Претпоставимо да jе познат облик полазног лука a као и припада-
jући хоризонтални потисак Ha; уз то jе познато и подељено хори-
зонтално оптерећење HA1 коjе делуjе дуж темене линиjе свода (од-
носно његове половине) над пољем А1. На основу облика основе,
а у складу с приказаним у одељку 21.2, могуће jе добити димен-
зиjе потребне за израчунавање коефициjената афинитета коjи важе
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међу пољима А1, А2, B1...C2, луковима a, b и c, те подељеним оп-
терећењима HA1, HA2... HC2.

Слика 68. Деjство четириjу сводова на заjеднички ослонац: (а)
основа, деjство на ослонац, (б) систем сучељених сила, (в) отворени
полигон сила, (г) оптимални положаj ослонца, (д) уравнотежени
систем сучељених сила, (ђ) затворени полигон сила

Као што jе наведено у поглављу 4, претпоставља се да се потисци
елементарних лукова концентришу дуж укрсница. Тако се деjства
HA2 и HB1 поља А2 и B1 збраjаjу4 и у виду силе Hab преносе на
ослонац O. На исти начин се добиjаjу и силе Hbc и Hca.

5 Вектор-
ски збир ових триjу сучељених сила, Hab, Hbc и Hca, приказаних
на слици 67б, представља укупно (резултуjуће) деjство на ослонац.
Њихов полигон сила, приказан на слици 67в jе отворени, а главни
вектор тj. резултанта R тог система сила, коjу представља завршна
страница полигона (страница коjа га затвара), одређуjе правац и

4 Сила Hab може се добити слагањем сила, применом правила паралелограма сила

(в. слику 67б) или као резултанта (двостраничног) полигона сила (в. слику 67в).
5 Уочити на слици 67б да ове три силе не делуjу у правцу укрсница.
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величину деjства на посматрани ослонац. Ваља напоменути да се
уместо слагања ових триjу сила, могу слагати њихове компоненте
– силе HA1, HA2... HC2, као што се види на слици 67в. На таj на-
чин се умањуjе jедан корак у прорачуну; додатна погодност jе што
су за ове силе правци отпочетка познати, док се њихове вредно-
сти непосредно добиjаjу коришћењем припадаjућег коефициjента
афинитета.

Приликом проjектовања сложених сводова, битно jе испитати
утицаj на сваки стуб (ослонац) те у складу с тим усвоjити његов
облик и извршити његово димензионисање. Тако jе могуће усво-
jити и нагнути положаj стуба, коjи би пратио правац резултантног
деjства припадаjућих сводова.6

22.2 Оптималан положаj ослонца

У претходном одељку приказан jе општи случаj у коjем резул-
тантно деjство на ослонац има и хоризонтлану и вертикалну ком-
поненту. Овде ће бити размотрен случаj у коjем се хоризонтални
потисци на ослонац потиру, те преостаjе само вертикално оптере-
ћење. Наиме, то jе могуће у посебном случаjу: када jе многоугао
коjи образуjу осе (темене линиjе) припадаjућих сводова тангентни
многоугао,7 а ослонац се налази у средишту уписаног круга. Тада jе
векторски збир хоризонталних сила коjе делуjу на ослонац jеднак
нули, односно заступљен jе систем уравнотежених сила у равни.
Доказ jе дат у предстоjећем излагању, на примеру петоугаоне осно-
ве, а важи за сваки тангентни многоугао (истоветно разматрање
може бити праћено и на сликама 67г–ђ и 68г–ђ).

Размотримо многоугао страница a, b, c, d и e приказан на слици
69а. Половине од пет цилиндричних сводова (шемтски представље-
них) делуjу на ослонац у тачки O коjа jе средиште уписаног круга.
На делове ових сводова, над пољима А1, A2, B1...E2, дуж темених
линиjа (многоугао a − e) делуjе расподељено хоризонтално опте-
рећење (коjе замењуjе деjство уклоњених половина тих сводова),
као што jе приказано на слици 69в. Нека jе за лукове (профиле тj.
водиље цилиндричних сводова) познат хоризонтални потисак Hr,
односно нека jе познато меродавно подељено оптерећење Q за свод
таквога пресека. Тада се подељена оптерећења HA1, HA2...HE2 лако

6 Овакав приступ jе применио Антони Гауди приликом проjектовања стубова у

Парку Гвељ и цркви Саграда Фамилиjа.
7 Многоугао у коjи jе могуће уписати круг коjи додируjе све његове странице, односно

многоугао чиjе странице образуjу тангенте jедног круга.
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добиjаjу уз одговараjући коефициjент. Имаjући у виду да постоjи
уписани круг (назначен тачкастом линиjом), сви сводови (односно
лукови r назначени испрекиданим линиjама) коjи окружуjу осло-
нац истог су пресека. Сходно томе, укрснице ових (сваких дваjу
суседних) сводова заузимаjу правац симетрале њихових темених
линиjа (односно страница тангентног многоугла коjи представља
основу), те су суседна поља (А2 и B1, B2 и C1...E2 и A1) симе-
трична у односу на заjедничку укрсницу (в. слике 69а–в). Услед
тога силе Ha,b, Hb,c, Hc,d, Hd,e и He,a делуjу у правцу одговараjућих
укрсница (в. слику 69г) и представљаjу систем од пет сучељених
сила (придружени полигон сила приказан jе на слици 69ђ).

Слика 69. Оптималан положаj ослонца: (а) основа (тангентни мно-
гоугао с ослонцем у средишту уписаног круга), (б) деjство дваjу су-
седних поља (уз jедну укрсницу), (в) расподељено оптерећење дуж
темених линиjа (оса) сводова, (г) систем сучељених сила, (д) затво-
рени полигон сила управних на осе сводова (основи сличан много-
угао), (ђ) затворени полигон сила дуж укрсница
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Уколико се пак посматраjу компоненте ових сила у правцима
управним на припадаjуће странице основе односно темене линиjе,
дакле силе HA1, HA2...HE2 (од коjих се заправо пошло), добиjа се
систем од десет сучељених сила. Њихов полигон сила приказан jе
на слици 69д. Ако се саберу силе истог правца, те означе с HA, HB,
HC , HD и HE (нпр. HA = HA1+HA2), добиjа се систем од пет суче-
љених сила. Као што jе познато, да би ове силе биле у равнотежи,
њихов полигон сила мора бити затворен. У складу с одељком 21.2,
њихове величине сразмерне су дужинама припадаjућих делова те-
мених линиjа: HA1 : HA2 : HB1...HE2 = a1 : a2 : b1...e2. Из тога
следи и следеће: HA : HB...HE = a : b...e. С обзором на то да се ове
силе односе као странице многоугла, а притом jе свака управна на
придружену страницу, следи да ће полигон сила бити многоугао
сличан посматраном многоуглу abcde и заокренут за прав угао у
односу на њега (упореди слике 69а и 69д). Овим jе показано да jе
полигон сила затворен, што jе графички услов равнотеже система
сучељених сила. Дакле, када jе стуб смештен у средишту круга
уписаног у многоугао коjи образуjу околне темене линиjе (осе при-
падаjућих цилиндричних сводова) на њега ће деловати само верти-
кално оптерећење (нема хоризонталних потисака, резултуjуће деj-
ство jе вертикално).

Слика 70. Уравнотежено деjство на заjеднички ослонац: (а-в) три
свода: разнокрак, jеднакокрак и jеднакостраничан троугао, (г-ђ) че-
тири свода: разнокрак четвороугао, jеднакокрак трапез и квадрат
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На слици 70 дати су примери ослонаца са припадаjућим дело-
вима околних сводова чиjи су хоризонтални потисци уравнотежени.
Свакако наjвећу, или бар наjjедноставниjу примену у оквиру сло-
жених афиних (посебно зракастих) сводова, поред правилних мно-
гоуглова, имаjу осно симетричне фигуре – jеднакокраки трапез и
троугао. Међутим, у понеким случаjевима jе могуће да и разно-
краки многоугао, нпр. разнокраки (тетивни) четвороугао (попут
приказаних на сликама 68г и 70г), буде заступљен у оквиру сло-
женог склопа а притом уравнотежен, као што се може видети на
слици 75б,в,ђ. У зависности од одступања положаjа стуба од сре-
дишта уписанога круга основе мењаће се величина хоризонталног
потиска коjи делуjе на стуб, односно нагнутост резултанте.

22.3 Деjствовање сложеног неправилног афиног свода

У овом одељку jе, као пример општег случаjа афиног свода,
размотрена равнотежа сложеног неправилног свода приказаног на
слици 71. Шематски приказ полазног свода над пољем А1 (шра-
фирано на слици 72a) односно његовог ободног лука, с припада-
jућим хоризонталним оптерећењем HA1, дат jе на слици 72б. Ис-
питивање jе спроведено у складу с првим поступком (в. стр. 194).
Целокупни свод jе разложен на своjе саставне делове, на седам сло-
жених крстастих сводова, као што jе приказано на слици 72a. Ту jе
приказано деjство поjединачних крстастих сводова на припадаjуће
ослонце (паралелограм сила дат jе уз сваки ослонац у теменима
многоуглова коjи представљаjу сводна поља поjединачних крста-
стих сводова). Уз то jе за сваки ослонац (коjи jе заjеднички8 за два
односно три крстаста свода) дат и полигон сила чиjа резултанта
представља деjство на таj ослонац. Ова деjства засебно су прика-
зана на слици 72г, где се лако може уочити смер поjединих сила
као и међусобни однос њихових величина. Све ове силе, дванаест
спољашњих и шест унутрашњих, надовезане су у jединствени по-
лигон сила приказан на слици 72в. Као што се види, полигон jе
затворен, што значи да свод у целини представља уравнотежени
систем сила.

8 Може се уочити да су шест унутрашњих стубова заjеднички за по три крстаста

свода, док jе сваки други спољашњи ослонац (на конкавним деловима ободног

многоугла целокупног свода) заjеднички двама сводовима; преосталих шест спо-

љашњих ослонаца припада само по jедном крстастом своду.
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Слика 71. Просторни приказ неправилног сложеног свода: (а) по-
глед одозго, (б) основа, (в) поглед одоздо
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Слика 72. Деjствовање неправилног сложеног свода: (а) разло-
жена основа, (б) полазни свод, (в) затворен полигон сила, (г)
ослонци с припадаjућим деjствима
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22.4 Деjствовање сложеног зракастог свода

У овом одељку разматрана jе равнотежа сложеног зракастог сво-
да, и то на двама примерима у коjима jе могуће уочити извесне
правилности у основи свода. У претходном примеру (неправилни
афини свод) ниjе било правилности, те jе сваки део свода морао
засебно бити испитан. Међутим, као што jе наведено, код зракастих
сводова постоjи своjствен део коjи се укруг, радиjално, умножава.
Стога jе довољно испитати равнотежу тог дела свода, те у односу
на његову радиjалну симетриjу испитати свод у целости.

Пример 1. Прво ће бити размотрена равнотежа сложенога зра-
кастога свода чиjи jе просторни приказ дат на слици 73, на коjоj
су приказани сви саставни делови (крстасти сводови) свода, као и
њихов међусобни однос (веза и положаj). Свод се састоjи од триjу
прстенастих сводова (по угледу на шематски приказ са слике 56).
Средишњи део чини затворени петоделни прстенасти свод (слика
73б). Средњи прстенасти свод (слика 73в) jе полуправилни (уп. са
сликом 60в), а састављен jе од наизменично постављених (непра-
вилних) троделних (слика 73е) и четвороделних (слика 73ж) кр-
стастих сводова. Спољни прстен jе правилни десетоделни (уп. са
сликом 58a), састављен од десет правилних петоделних крстастих
сводова (слика 73д).

На слици 74а–г дат jе размештаj наведених саставних делова
свода. Претпоставимо да jе за полазни лук одабран ободни лук пе-
тоделног крстастог свода у спољном прстену (лук А на слици 74ж),
као и да jе познат меродавни хоризонтални потисак. На основу ди-
мензиjа основе рачунаjу се потребни коефициjенти афинитета, а
затим и подељена оптерећења коjа делуjу дуж темених линиjа (в.
слику 74д–ж). Као што jе наведено (в. стр. 194), у складу с поступ-
ком I, деjствовање свода може бити испитано разлагањем свода
на саставне сложене крстасте сводове, разматрањем њихових по-
jединачних деjстава, те збраjањем тих деjстава на поjединачним
ослонцима.

С друге стране, у складу с поступком II, могуће jе издвоjити по-
jединачне ослонце с припадаjућим деловима свода, те непосредно
испитати утицаjе на њега. На слици 75а дат jе шематски приказ
основе разматраног зракастог свода, док jе на слици 75б назначен
његов своjствени (умножавани) део састављен од пет различитих
делова (α−ε). (Приликом испитивања деjства на поjединачан осло-
нац потребно jе водити рачуна о његовом положаjу, односно да ли
су одабраним пољем (у оквиру своjственога дела) обухваћени сви
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Слика 73. Просторни приказ склопа сложеног зракастог свода: (а)
целокупни свод, (б) правилни петоделни свод са средишњим стубом,
(в) сложени прстенасти свод, (г) основа, (д-ж) петоделни, троделни,
правилни троделни и четвороделни сложени крстасти свод
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Слика 74. Размештаj и деjствовање делова сложеног зракастог
свода: (а–г) размештаj поjединачних сводова у основи, (д–ж) сло-
жени крстасти сводови с приказаним ободним луковима; издвоjени
су и засебно приказани ослонци с припадаjућим деловима сводова
и њиховим деjствима
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сводови коjи деjствуjу на таj ослонац или се ослонац налази на
ободу своjственог дела када jе потребно узети у обзир и утицаj су-
седног (симетричног) дела (приказано тачкастим линиjама на сли-
кама 75г,д,ж; то ће бити случаj када се граница своjственог дела
поклапа с укрсницом а не с теменом линиjом). Може се уочити да у
оквиру своjственога дела учествуjе пет различитих ослонаца. Они
су с припадаjућим деловима свода издвоjени9 те засебно приказани
на сликама 75г–ж. Уз то су приказана и припадаjућа оптерећења
(коjа делуjу дуж темених линиjа) као и придружени полигони сила.

Свод jе образован тако да оквиру делова α, β и γ (приказани на
сликама 75ж,е,ђ) учествуjу цилиндрични сводови истога пресека
(облик полазнога лука А). Стога су jеднаке и силе (потисци лукова)
Ha, Hb и Hc. У оквиру поља α постоjи само jедан део свода с припа-
даjућим подељеним оптерећењем HA1; до њега постоjи истоветно
поље, те се потисак H1 на том ослонцу добиjа помоћу паралело-
грама сила (слика 75ж). Поље β jе симетрично, те реакциjа ослонца
H2, коjа се добиjа векторским збиром четириjу сила HB1...HB4, зау-
зима правац осе симетриjе. Будући да темене линиjе коjе окружуjу
ослонац у пољу γ одређуjу тангентни многоугао (в. слику 75ђ),
закључуjе се да се на њему хоризонтални потисци (HC1...HC8) по-
тиру, те да постоjи само вертикално оптерећење. Исто важи и за
средишњи затворени прстенасти свод чиjи део одговара пољу ε (в.
слику 75г). У оквиру поља δ сва три саставна свода су различита,
те су и силе HD1...HD5 различите величине. Уз деjство суседних
(симетричних) сводова чиjе се оптерећење преноси на заjеднички
ослонац, добиjа се сила H4 коjа деjствуjе у правцу поменуте осе
симетриjе.

Добиjене реакциjа ослонаца H1...H5 преносе се на шему осло-
наца, на коjоj су приказана сводна поља и ослонци с припадаjућим
реакциjама, као што се види на слици 75в. С обзиром на то да су
све реакциjе ослонаца зракасто ориjентисане, може се закључити
да се међусобно потиру10 те да jе свод у целини у равнотежи.

9 У односу на основу оваj приказ jе увећан два и по пута.
10 Реакциjе од спољних двадесет ослонаца се међусобно потиру, као и од унутрашњих

пет ослонаца, док на средњих десет ослонаца и на средишњем ослонцу нема хори-

зонталних потисака.
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Слика 75. Деjствовање сложеног зракастог свода: (а) шемат-
ски приказ основе, (б) умножавани део, (в) основа свода односно
ослонци с приказаним реакциjама, (г–ж) издвоjени ослонци с при-
падаjућим деловима свода, њиховим деjствима и полигоном сила
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Пример 2. У овом примеру се разматра зракасти свод приказан
на слици 76. У поређењу са зракастим сводом из Примера 1, спо-
љашње димензиjе целокупног свода и средњи прстен су непроме-
њени. Затворени (средишњи) прстенасти свод из Примера 1 овде jе
уврштен и умножен у оквиру спољашњег прстена, коjи сада пред-
ставља сложени (неправилни) прстенасти свод образован од десет
петоделних затворених прстенастих сводова (в. слику 76а). С друге
стране, правилни петоделни крстасти свод, коjи jе учествовао у
спољашњем прстену у Примеру 1, сада jе смештен у средиште зра-
кастог свода (в. слику 76ђ).

На слици 77а дат jе шематски приказ основе, а своjствени део,
састављен од пет различитих делова (α− ε), назначен jе на слици
77б. Може се приметити да су двама пољима, β и δ, обухваћени сви
сводови коjи деjствуjу на припадаjући ослонац, док се у преоста-
лим трима пољима, α, γ и ε, ослонац налази на ободу своjственога
дела те jе потребно узети у обзир и утицаj суседних (симетричних)
делова свода. Као и у претходном примеру, ослонци су с околним
деловима свода и припадаjућим оптерећењима (коjа делуjу дуж те-
мених линиjа) издвоjени те засебно приказани на сликама 77г–ж.
Уз њих су приказани и придружени полигони сила.

У оквиру поља α налазе се два дела свода с припадаjућим поде-
љеним оптерећењима HA1 и HA2; деjства суседних (симетричних)
сводова чиjе се оптерећење преноси на заjеднички ослонац, увр-
штена су (тачкастом линиjом) у придружени полигон сила, чиjа ре-
зултанта H1 представља деjство на таj ослонац (слика 77ж). Поље
β jе симетрично, те реакциjа ослонца H2, коjа се добиjа векторским
збиром сила HB1...HB8, заузима правац осе симетриjе. Будући да
темене линиjе коjе окружуjу ослонац у пољу γ образуjу тангентни
многоугао (в. слику 77ђ), хоризонтални потисци (HC1...HC5, уз оне
симетричне делове коjи нису приказани) се потиру, те постоjи само
вертикално оптерећење. Пољем δ обухваћени су сви сводови чиjе
се деjство преноси на припадаjући ослонац; према томе, резултанта
H4 придруженог полигона сила HD1...HD12 представља деjство на
ослонац. У оквиру поља ε деjствуjу оптерећења HE1...HE4, коjа уз
деjство суседних (симетричних) сводова чиjе се оптерећење преноси
на заjеднички ослонац, даjу резултанту H5 коjа деjствуjе у правцу
поменуте осе симетриjе. Добиjене реакциjа ослонаца H1...H5 при-
казане су на шеми ослонаца на слици 77в. Као и у претходном
примеру, међусобно се потиру11 те jе свод у целини уравнотежен.

11 Потиру се реакциjе спољних двадесет ослонаца, средњих десет и унутрашњих пет,

док средишњи ослонци спољашњег прстена примаjу само вертикална оптерећења.
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Слика 76. Просторни приказ склопа сложеног зракастог свода:
(а) целина, (б) правилни петоделни свод са средишњим стубом, (в)
правилни троделни свод, (г) четвороделни сложени крстасти свод,
(д) троделни крстасти свод, (ђ) основа (и правилни петоделни свод)
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Слика 77. Деjствовање сложеног зракастог свода: (а) шемат-
ски приказ основе, (б) умножавани део, (в) основа свода односно
ослонци с приказаним реакциjама, (г–ж) издвоjени ослонци с при-
падаjућим деловима свода, њиховим деjствима и полигоном сила
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22.5 Алгоритам за испитивање општих афиних сводова

Прорачуни равнотеже конструкциjа сложених геометриjских об-
лика могу бити заморни и врло сложени, те их jе често немогуће
спровести без примене аутоматизованог поступка спроведеног уз
помоћ рачунара. На основу спроведених разматрања, може се за-
кључити да jе приликом испитивања равнотеже афиних сводова
потребно свега неколико улазних чинилаца, а да се остале величине
(претежно дужине) неопходне за прорачун добиjаjу на основу ди-
мензиjа и облика сводних поља односно основе свода (представљене
цртежом). Имаjући то у виду, такав поступак jе веома погодан за
рачунарску обраду уз помоћ графичких тj. цртачких рачунарских
програма или пак софтвера намењеног управљању великим бро-
jем нумеричких вредности.12 Стога jе овде установљен општи по-
ступак тj. алгоритам за испитивање равнотеже односно за проjек-
товање општих афиних сводова. Алгоритам jе представљен диjа-
грамом тока на слици 78, а у целини обухвата пет ступњева: (I)
припрема, (II) утврђиивање потребних дужина , (III) унос односно
одабир улазних чинилаца свода, (IV) израчунавање, (V) прикази-
вање резултата. Ступњеви (I) и (III) подразумеваjу рад корисника
(проjектанта), док су остали погодни за аутоматизациjу.

Ступањ (I) подразумева припрему односно израду цртежа ко-
jим jе представљена основа свода. На њему jе потребно да постоjе
три врсте података: (i) облик сводних поља односно странице мно-
гоуглова коjи их представљаjу, (ii) темене линиjе односно осе ци-
линдричних сводова и (iii) положаj ослонаца (у теменима много-
углова). Заправо jе довољно израдити мрежу сводних поља, коjа
представља ставку (i), док jе ставке (ii) и (iii) тj. мрежу темених
линиjа и размештаj ослонаца могуће и непосредно добити (прои-
звести) на основу ставке (i).

Ступањ (II) обухвата аутоматско утврђивање вредности потреб-
них за прорачун у оквиру ступња (IV). На основу цртежа коjи пред-
ставља основу свода, утврђуjу (очитаваjу) се дужине свих ободних
лукова (дужине страница многоуглова коjи представљаjу сводна
поља) и темених линиjа, те се складиште (записуjу, чуваjу) у одго-
вараjуће спискове (листе).13

У оквиру ступња (II) потребно jе на основи одабрати дуж коjа
представља полазни лук. Затим jе потребно (из претходно одре-

12 Нпр. Аутокед (AutoCAD) уз Аутолисп (AutoLISP), Раjносерос (Rhinoceros) уз

Грасхопер (Grasshopper), или Маjкрософт Ексел (Microsoft Exel).
13 В. опис дат у Додатку Е на стр. 256.
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ђеног складишта различитих облика лукова и њихових своjстава)
одабрати облик полазног лука (односно пресек полазног цилин-
дричног свода), те материjал од коjег jе (или ће бити) начињен
свод односно његову запреминску тежину γ. У складу с одабраним
полазним луком, из складишта се узимаjу придружене вредности
меродавног хоризонталног потиска свода Q и меродавног верти-
калног оптерећења P (в. нпр. табелу 14 на стр. 167).

У ступњу (IV) се прво израчунаваjу потребни коефициjенти афи-
нитета, и то на основу дужина (страница и темених линиjа) утврђе-
них у ступњу (II). На основу тога се израчунаваjу вредности хори-
зонталног потиска и вертикалног оптерећења сваког поjединачног
дела свода. Затим се за сваки поjединачни ослонац збраjаjу опте-
рећења коjа се на њега преносе.

На краjу се, у ступњу (V), производи цртеж коjи приказуjе дати
размештаj ослонаца с израчунатим припадаjућим оптерећењима.
Другим речима, на почетну основу се исписуjу (доцртаваjу, у од-
говараjућоj размери за силе) стрелице уз коjе jе наведена вредност
хоризонталног потиска и вертикалног оптерећења.

Описани поступак jе уврштен у графички уређивач алгоритама
Грасхопер (Grasshopper) коjи jе повезан с Раjносеросом (Rhinoceros).
Тиме jе успостављен интерактивни модел у коjем jе остварена непо-
средна веза између измена самог цртежа – основе свода и излазног
графичког приказа деjстава на ослонце.14

14 Примери прорачуна деjства односно испитивања неколико афиних сводова разли-

чите сложености дати су Додатку Е.
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Слика 78. Диjаграм тока испитивања општих афиних сводова
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Завршна разматрања
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Преглед доприноса дисертациjе

Твоjе мишљење ме нарочито занима, баш због тога што

се са моjим не поклапа. – Та зар веруjеш да мислим како

су моjа учења последња реч сазнања? Она су тек скроман

почетак. [94, стр. 325]

Демокритов одговор Хипократу

У овоj дисертациjи обрађен jе проблем равнотеже засвођених ма-
сивних конструкциjа, коjи обухвата две уско повезане скупине про-
блема: (а) равнотежа лукова, као равански проблем, и (б) равно-
тежа сводова, коjа представља просторни проблем. У првоj jе при-
мењена теориjа потпорне линиjе, док jе друга заснована на уведе-
ном конструкциjском афинитету. Као исход истраживања начињен
jе параметарски модел за испитивање равнотеже односно проjек-
товање сложених афиних сводова.

Теориjа потпорне линиjе и масивни лукови. Истраживање
приказано у овоj дисертациjи потврђуjе да jе теориjа потпорне ли-
ниjе, премда jе превасходно развиjана као графички метод, подло-
жна одговараjућоj аналитичкоj обради, те да jе погодна за даљу ра-
чунарску обраду.1 При разматрању равнотеже лукова, издвоjен jе
проблем одређивања њихове минималне теориjске дебљине када су
оптерећени само сопственом тежином, што представља класични
инжењерски проблем, у научним оквирима постављен краjем се-
дамнаестог века. С обзиром на то да су досад пружена тачна ре-
шења само за два облика лука,2 у овоj дисертациjи jе подробно
испитана равнотежа свих преосталих уобичаjених облика лукова
(претежно развиjених у време готике). Према томе, обрађени су

1 Показано jе да jе, иако jе током двадесетог века сматрана „старом теориjом“ те пре-

вазиђеном, данас примерена за испитивање равнотеже засвођених конструкциjа.
2 Полукружни (1904, Милутин Миланковић) и елиптички лук (2013, Алексакис и

Макрис)
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симетрични конвексни лукови чиjа jе средишња линиjа образована
од делова кружних лукова, дакле тзв. лукови из jедног, дваjу, триjу
и четириjу средишта.3

Стереотомиjа, коjом се подразумева облик инфинитезималног
тесаника лука, издвоjена jе као битан чинилац коjи утиче на облик
потпорне линиjе те њену аналитичку обраду. Сходно томе, подробно
су обрађена сва три њена уобичаjена облика: радиjална, нормална
и вертикална стереотомиjа.4 Преломљени лук се може посматрати
окосницом овог дела дисертациjе, будући да jе испитивање његове
равнотеже спроведено у складу са свим трима наведеним стерео-
томиjама, те да су на основу њега утврђена своjства механизама
слома и одговараjући итеративни поступци.

Допринос ове дисертациjе коjи се односи на испитивање равно-
теже масивних лукова jе следећи:
2 У складу с Миланковићевим геометриjским приступом, по ко-
jем се испитуjе равнотежа коначног дела лука, пружен jе целовит
увид у своjства потпорне линиjе те начињен аналитички модел за
сваки разматрани лук. Одређениjе, у оквиру ове дисертациjе први
jе пут подробно испитана равнотежа од чак десет скупина облика
лукова: (i) равни лукови, (ii) троугласти лукови, (iii) преломљени
лукови, (iv) лукови из триjу средишта (тзв. елипсасти лукови), (v)
псеудолукови из триjу средишта, (vi) лукови из четириjу средишта
(тзв. тjудорски лукови), (vii) псеудолукови из четириjу средишта,
(viii) драперасти лук, (ix ) циклоидни лук и (x) ланчанични лук.
2 Успостављена jе jасна веза између облика преломљеног лука и
припадаjућег механизма слома. Показано jе да када jе претпо-
стављена минимална дебљина преломљеног лука постоjе четири
механизма слома, с тачно одређеним теориjским броjем зглобова
и редоследом поjављивања с обзиром на ексцентрицитет. Сходно
томе, почевши од сегментног лука (коjи има нулти ексцентрицитет
и пет зглобова), уз постепено повећавање ексцентрицитета, редом
се образуjу механизми слома коjи садрже шест, седам и пет згло-
бова (коjи се jављаjу у двама различитим размештаjима).
2 Будући да рачунарска обрада пружа подробниjе испитивање,
извршено jе нумеричко моделирање у виду извођења посебних ите-
ративних поступака. С обзиром на то да се вредности минималне

3 Овим су обухваћени равни, троугласти, преломљени и изведени полицентрични

лукови образовани здруживањем више претходно наведених лукова. Уз то су, иако

одступаjу од наведеног описа облика осе лука, у виду додатка, обрађена и два лука

чиjи jе облик у вези с кругом, као и ланчанични лук као идеални облик лука.
4 Код (лажних) троугластих лукова jе примењена и хоризонтална стереотомиjа.
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дебљине по правилу одређуjу нумеричким путем, закључено jе да
део прорачуна коjи се односи на изналажење екстремних вредности
у смислу диференцирања може бити изостављен, те да итеративни
поступак може бити спроведен у раниjем ступњу прорачуна, одно-
сно са сложениjим математичким изразима.

◦ Начињена су четири алгоритма за одређивање минималне де-
бљине лука (коjи одговараjу установљеним механизмима слома),
као и два алгоритма за одређивање граничних механизама слома
(те су израчунате вредности придруженог ексцентрицитета).
◦ На основу тога jе спроведен нумерички прорачун те су добиjене
тачне вредности минималне дебљине за 122 преломљена лука ра-
зличитог облика, узимаjући у обзир и сегментне и потковичасте
лукове. С обзиром на то да jе испитивање спроведено за све три
стереотомиjе, међусобно су упоређене одговараjуће вредности, те
jе закључено да разлике постоjе, али да су незнатне и да расту
с порастом вредности обухватног угла и ексцентрицитета.
◦ Успостављена jе веза између ексцентрицитета, обухватног угла
и минималне дебљине лука, те jе представљена графички, чиме
jе омогућено jасно разликовање механизама слома с обзиром на
облик лука.
◦ Показано jе да гранични механизам слома са седам зглобова
важи само за одређену величину ексцентрицитета. Према томе,
за одабрани обухватни угао, представља теориjски наjтањи мо-
гући лук, коjи има максималну искоришћеност дебљине.
◦ У складу с вертикалном стереотомиjом, за лукове веће де-
бљине од минималне, начињен jе алгоритам за одређивање ми-
нималног хоризонталног потиска преломљених лукова.

2 Увођењем преломљеног врха, као и већег броjа средишта, анали-
тичка обрада проблема знатно се усложњава. Међутим, показано
jе да се тиме само прошируjе уобичаjени опсег теориjе потпорне ли-
ниjе, док суштина проблема и приступ његовом решавању остаjу
непромењени. Тако су, након утврђивања одговараjућих механи-
зама слома, наведени алгоритми, изведени за преломљене лукове
(из дваjу средишта), непосредно примењени за испитивање равно-
теже осталих наведених полицентричних лукова. Одређениjе, од
мноштва обрађених лукова, нумерички резултати дати су за 40 лу-
кова из триjу средишта, 17 псеудолукова из триjу средишта, 63
лука из четириjу средишта и 36 псеудолукова из четириjу среди-
шта. Уз то jе графички, у виду диjаграма, представљена зависност
између облика лука и његове минималне дебљине.
• Испитана jе равнотежа равних и троугластих лукова те су изве-
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дени аналитички изрази за потпорну линиjу и минималну дебљину
(нумеричке вредности дате су за 35 лукова). Закључено jе да, у за-
висности од примењене стереотомиjе, те тиме и обухваћеног дела
лука, потпорна линиjа може бити део праве, параболе, хиперболе
или криве трећег реда.
• Поред наведеног, подробно jе обрађена равнотежа циклоидног и
драперастог лука, те jе одређена њихова минимална дебљина.
• Показано jе да jе сваки ланчанични лук, без обзира на дебљину
и однос распона и стреле, стабилан под сопственом тежином.

Дакле, у овоj дисертациjи jе по први пут одређена тачна теориj-
ска минимална дебљина и дат jе графички приказ за преко 300
различитих облика лукова.

Конструкциjски афинитет и масивни сводови. У оквиру дру-
ге скупине проблема уведен jе концепт афиних сводова коjи пред-
стављаjу склоп образован од делова различитих цилиндричних сво-
дова међу коjима се може успоставити одговараjући афинитет. Ово-
ме jе придружен и поjам конструкциjског афинитета, коjим jе Ран-
кинов концепт трансформациjе структура разрађен те примењен
на испитивање сложених сводова.

Овде jе предочен допринос ове дисертациjе коjи се односи на кон-
струкциjски афинитет и његову примену на испитивање равнотеже
односно проjектовање афиних сводова:
2 С обзиром на раванске проблеме (лукове), изведена jе зависност
утицаjа на основу односа распона дваjу придружених афиних лу-
кова.

◦ Закључено jе да jе вертикално оптерећење (сведено на повр-
шину лука) сразмерно односу распона лукова.
◦ Хоризонтални потисак сразмеран jе квадрату односа распона.

2 Обрађен jе концепт (непрекидне и у деловима глатке) потпорне
површи коjа представља ток сила у оквиру свода, по угледу на
потпорну линиjу у оквиру лука.
2 С обзиром на просторне проблеме (сводове), показано jе да jе
равнотежу сложених афиних сводова могуће испитати на основу
погодно одабраних jедноставниjих делова односно облика.

◦ Изведена jе зависност утицаjа на основу облика сводних поља,
односно дужи́на темене линиjе и полураспона ободног лука у
односу на меродавне
◦ За 35 облика преломљеног ободног лука, правог обухватног
угла и различитог екцентрицитета, срачуната jе запремина (ме-
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родавна запремина) и величина хорзонталног потиска (меродавни
потисак) меродавног свода. (Притом су израчунате вредности хо-
ризонталног потиска за преко 30.000 преломљених лукова.)
◦ Закључено jе да се свако (троугаоно) поље односно део свода
над њим може добити помоћу дваjу афиних трансформациjа
(развлачења, елементарних (хоризонталних) скалирања) меро-
давног поља.
◦ Показано jе да jе вертикално оптерећење неког дела свода у
оквиру афиног свода сразмерно дужини припадаjуће темене ли-
ниjе и дужини полураспона ободног лука.
◦ Хоризонтални потисак jе сразмеран дужини припадаjуће те-
мене линиjе и квадрату дужине полураспона ободног лука.

2 Извршено jе разврставање афиних сводова на основу њиховог
облика, сложености и саставних делова сводова коjи учествуjу у
њиховом образовању. Подробно су испитана њихова своjства и мо-
гући начини образовања и здруживања у сложениjе склопове. Уо-
чене су законитости, те су дате смернице за погодан облик сводних
поља односно размештаj ослонаца, а тиме и обликовање сводова у
целини.

◦ Показано jе да сводно поље у оквиру сложеног афиног свода
мора имати облик тетивног многоугла, чиjе странице предста-
вљаjу ободне лукове (пресеке припадаjућих цилиндричних сво-
дова).
◦ Закључено jе да jе неки унутрашњи ослонац сложеног афиног
свода оптерећен само вертикалним деjством уколико се налази у
средишту круга уписаног у (тангентни) многоугао коjи образуjу
темене линиjе припадаjућих сводова.
◦ Показано jе да основа сложеног афиног свода представља Во-
роноjев диjаграм, где ослонци представљаjу његова средишта, а
мрежа темених линиjа ограничава његове ћелиjе. Уочена jе дуал-
ност у основи афиних сводова: с jедне стране, сваком пољу мреже
ослонаца одговара jедно теме (пресечна тачка припадаjућих те-
мених линиjа) свода, док, с друге стране, сваком пољу мреже
темених линиjа (Вороноjеве ћелиjе) одговара jедан ослонац.

2 Установљен jе општи алгоритам – параметарски модел за ис-
питивање равнотеже односно за проjектовање сложених афиних
сводова.

◦ На основу израђене основе свода, даљи целокупни прорачун
деjстава на ослонце jе аутоматизован. Тиме jе проjектантски про-
цес у том погледу сведен само на одабир дваjу чинилаца: (i)
облик полазног лука (из претходно одређеног складишта разли-
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читих облика лукова и њихових своjстава) и (ii) материjал (од-
носно његова запреминска тежина) од коjег jе (или ће бити) на-
чињен свод.
◦ Аутоматизованим добиjањем графичког приказа резултантних
деjстава на ослонце, омогућен jе jасан увид у добиjена решења,
као и њихова тренутна и непосредна провера. Уврштавањем из-
веденог алгоритма у Грасхопер повезан с Раjносеросом омогу-
ћено jе лако решавање наjразличитиjи облика сводова, при чему
сложеност геометриjе свода, догод jе свод афин, не представља
ограничење. Тиме архитекте (проjектанти) биваjу мање оптере-
ћени конструкциjским ограничењима, те већу пажњу могу усме-
рити на обликовања архитектонског простора односно ваљано
решавање размештаjа ослонаца у основи сложеног свода.

Ограничења изведеног модела. Ограничења предложеног мо-
дела огледаjу се у искључивоj примени на афине сводове, дакле
сложене сводове образоване од цилиндричних сводова jеднаке ви-
сине. Другим речима, искључени су сводови код коjих укрснице не
леже у вертикалним равнима, будући да подразумеваjу друкчиjи
пренос оптерећења. Моделом jе обухваћена само сопствена тежина
свода, без могућих застора. Уз то су разматрани само сводови код
коjих jе над ослонцима заступљена цела дебљина припадаjућих
сводова, без разматрања могућих преклапања.

Смернице за даља истраживања. У вези с испитивањем равно-
теже лукова и своjствима потпорне линиjе, овде су наведене смер-
нице за будућа истраживања, коjима би се рад дат у овоj дисерта-
циjи могао проширити, надоградити и допунити.

◦ Могуће jе испитати различите облике додатних спољних опте-
рећења (тачкаста или подељена) коjа делуjу на лук. На пример,
могуће jе испитати утицаj концентрисане силе у темену лука на
облик потпорне линиjе и минималну дебљину лука, или пак увр-
стити и тежину застора.
◦ Испитивање равнотеже других, мање заступљених, облика лу-
кова.
◦ Испитати неке друге (сложене) облике стереотомиjе.
◦ У прорачун jе могуће уврстити различита своjства материjала,
коjима се нпр. дозвољава и одређени степен прихватања зате-
зања, или ограничава степен трења односно прихватање смичу-
ћих сила, те у складу с тим испитати своjства потпорне линиjе и
вредности минималне дебљине.
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◦ Премда пре теориjског значаjа но практичне неопходности,
може се испитати конвергенциjа итеративних поступака (у вези
с потпорном линиjом) предложених у овоj дисертациjи, те пону-
дити могуће унапређење с обзиром на броj итерациjа потребних
за добиjање решења захтеване тачности.
◦ Изведени изрази и добиjене вредности могу бити искоришћене
за испитивање максималниог или минималног потиска, односа
распона и дебљине или односа тежине и распона, како би се
одредио оптимални облик лука у погледу количине коришћеног
материjала.

С обзиром на конструкциjски афинитет и испитивање масивних
сводова, могући су следећи задаци истраживања:

◦ Потребно jе дати модел за испитивање других облика сводова,
као што су крстасти сводови сачињени од цилиндричних сводова
различитих висина, затим куполе или манастирски сводови (с
отвором или без њега), лепезасти сводови, као и други двоструко
закривљени облици сводова.
◦ Израчунати вредности меродавног оптерећења за друге облике
сводова односно њихових ободних лукова.
◦ Могуће jе у прорачун увести одређена ограничења, попут сте-
пена изобличења (услед афине трансформациjе) полазног обод-
ног лука или величину дебљине ослонца у односу на површину
сводног поља и сл.
◦ Испитати степен одступања елиптичких од кружних цилин-
дричних сводова како би (премда у ограниченом опсегу) била
могућа непосредна примена изведеног модела на обjекте архи-
тектонског наслеђа у коjима сводови нису афини али су обликом
њима врло слични.
◦ Испитати утицаj делимичног (у околини ослонаца) или потпу-
ног (над целим сводом) насипа на равнотежу сводова.
◦ Испитати могућност производње афиних сводова (првенствено
њихових елиптичких делова) уз помоћ савремених технологиjа
сечења камена, те тиме умањити ограничења у том погледу.
◦ Као посебан задатак у краjњем развоjу изведеног модела из-
дваjа се израда самосталног софтвера коjи би обухватио све ступ-
њеве проjектовања и испитивања сложених афиних сводова.
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Закључак

У овоj дисертациjи закључено jе да теориjа потпорне линиjе, из
уобичаjеног делокруга раванских проблема – лукова, може бити,
у виду непрекидне и у деловима глатке потпорне површи, про-
ширена на просторне проблеме – сводове. Показано jе да се сло-
жене засвођене конструкциjе могу образовати као склоп сложених
крстастих сводова чиjи су делови међусобно афини цилиндрични
сводови. Штавише, закључено jе да се на основу афинитета (слич-
ности) облика саставних делова свода, може непосредно успоста-
вити и одговараjући конструкциjски афинитет. На основу анали-
тичке обраде проблема показано jе да целокупно испитивање рав-
нотеже може бити сведено на разматрање геометриjских своjстава
тj. облика свода. При томе, уколико jе ободни лук свода одабраног
облика у равнотежи, а саставни делови свода су међусобно афини,
свод у целини jе такође у равнотежи.

На основу тога, начињен jе параметарски модел за проjектовање
сложених афиних сводова. Изведени метод, изостављаjући испи-
тивање унутрашњих деjстава представљених потпорном површи,
знатно поjедностављуjе целокупни прорачун. С обзиром на то да
jе размештаj ослонаца у основи свода главни улазни чинилац, ме-
тод jе прилагодљив те применљив у проjектовању и савременом
обликовању засвођених архитектонских простора.

Закључено jе да спроведено мултидисциплинарно истраживање
пружа решења теориjских проблема из области засвођених масив-
них конструкциjа присутних у области градитељства током по-
следњих триjу векова. С друге стране, стварањем параметарског
модела коjи обухвата аутоматизовани прорачун резултантних деj-
става на ослонце, начињен jе практичан рачунарски алат за лако
проjектовање и испитивање сложених афиних сводова, те jе тиме
успостављена ближа веза између сродних инжењерских струка.
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Додатак А

Испитивање равнотеже ланчаничног
лука

Од краjа седамнаестога века оптимални облик зиданог лука до-
води се у везу с обликом ланчанице – криве коjу, као што jе поме-
нуто, одређуjе савршено гипка нерастегљива тешка нит (хомоген
ланац) окачена о краjеве (в. слику 79б). Оваj облик сматран jе
наjбољим у смислу постоjања искључиво нормалних сила (управ-
них на споjнице), услед чега лук може бити саздан од глатких
тесаника. Jакоб Бернули jе 1690. године обjавио позив за (мате-
матичко) одређивање своjстава ланчанице, а решења су доставили
Jохан Бернули, Хаjгенс и Лаjбниц. Након Хука и Грегориjа, коjи
су наговестили „обртање“ ланчанице (слика 79б), те замену зате-
зања притиском, он jе заправо први коjи испитао равнотежу та-
квог ланчаничног лука. После њега су и други истраживачи, као
што су Бусjу и Кулон, закључивали да jе ланчанични лук иде-
ални облик лука. Подробниjи приказ овог проблема може се наћи
у [12, 102, 124]. Међутим, у тим испитивањима, проблем jе свођен
на бесконачно танак лук односно на његову средњу линиjу. На зна-
чаj те утицаj ове „идеализациjе“ указао jе Салимбени [118], али ова
његова напомена ниjе имала даљих последица [12, 124]. Штавише,
он jе разматрао лук коначне дебљине код коjег се jављаjу само
нормалне силе, те jе извео диференциjалну jедначину коjа описуjе
његов облик.1 Поред тога, Миланковић [92] jе указао на грешку у
математичком моделирању лука у складу с теориjом потпорне ли-
ниjе – када се тежиште инфинитезималних тесаника поставља на
оси лука, а заправо се налази на коначноj удаљености од ње.

Овде ће у складу с нормалном стереотомиjом бити испитана рав-
нотежа ланчаничног лука коначне непроменљиве дебљине.

1 Будући да ниjе познато њено непосредно интеграљење, оптимални облик лука и

даље jе непознаница.
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Геометриjска своjства ланчанице. Ланчаница се уобичаjено опи-
суjе следећим изразом:

y(x) =a cosh
(x
a

)
, (241а)

односно

y(ϕ) =a secϕ , (241б)

где параметар a одређуjе положаj темена A на месту (0, a) (в. слику
79а на коjоj jе ланчаница приказана црта-тачка линиjом; y−оса
правоуглог координатног система с почетком у тачки O усмерена
jе обрнуто (надоле) у односу на уобичаjене приказе).

Полупречник закривљености R (растоjање између тачака C и E
мерено у правцу нормале под углом ϕ) одређен jе следећим изра-
зом:

R(y) =
y2

a
, (242а)

односно

R(ϕ) = a sec2(ϕ) , (242б)

при чему jе угао ϕ следећи:

ϕ(y) = arccos

(
a

y

)
. (243)

Аналитичко моделирање ланчаничног лука. На слици 79а
приказана jе половина монолитног лука дебљине t чиjа средишња
линиjа (оса) има облик ланчанице.

Два бескраjно блиска пресека (в. слику 79б), коjи заклапаjу ин-
финитезимални угао dϕ и коjи су управни на осу лука, одређуjу ин-
финитезимални тесаник (коjи има облик исечка кружног прстена)
приказан на слици 79в. Његова тежина v представљена jе одгова-
раjућом површином:

v(ϕ) = R(ϕ) t dϕ . (244)

У складу с тим jе тежина V горњег коначног дела лука, између
темене споjнице и произвољног пресека под углом ϕ (в. слику 79г),
дата следећим изразом:

V (ϕ) =

∫ ϕ

0

Rtϕdϕ = a t tanϕ . (245)

Као што jе познато, удаљеност тежишта исечка кружног прстена
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Слика 79. Ланчанични лук: (а) геометриjски чиниоци ланчанице
и ланчаничног лука, (б) ланчаница и ланчанични лук коначне де-
бљине, (в) инфинитезимални тесаник, (г) коначни део лука, (д) уве-
ћани приказ положаjа потпорне линиjе у односу на осу лука, (ђ)
план сила

(полупречника R, дебљине t и обухватног угла ϕ) од средишта пр-
стена износи:

4

3

(
R+ t

2

)3 −
(
R− t

2

)3
(
R+ t

2

)2 −
(
R− t

2

)2
sin
(
ϕ
2

)

ϕ
= 2

(
R+

t2

12R

)
sin
(
ϕ
2

)

ϕ
. (246)

Када угао ϕ тежи нули ова удаљеност добиjа следећу вредност:

R+
t2

12R
. (247)
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Према томе, растоjање тежишта од средње линиjе jе коначна вели-
чина t2

12R
(в. [92]). У складу с тим jе апсциса xv тежишта инфини-

тезималног тесаника (слика 79в) дата следећим изразом:

xv(ϕ) = x(ϕ) +
t2

12R
sinϕ

= a cosh−1(secϕ) +
t2

12
sinϕ

cos2 ϕ

a
.

(248)

при чему jе R дато изразом (242б), док jе величина x(ϕ) добиjена
на основу израза (241а) и (241б).

Апсциса xV тежишта коначног дела тежине V (слика 79г), изра-
чунава се на следећи начин:

xV (ϕ) =

∫ ϕ

0 xv(ϕ)v(ϕ)

V (ϕ)
. (249)

С обзиром на изразе (244) и (248), броjилац у претходном изразу
jе:

∫ ϕ

0

a2 t sec2 ϕ cosh−1(secϕ) +
1

12
t3 sinϕ

= t cscϕ




a2 sinϕ tanϕ cosh−1(secϕ)−

a2
√
secϕ− 1

√
secϕ+ 1 −

t2 sin(2ϕ)

24




∣∣∣∣∣

ϕ

0

= a2 t




tanϕ cosh−1(secϕ)−

cscϕ
√
secϕ− 1

√
secϕ+ 1+

1 +
t2 (1− cosϕ)

12 a2


. (250)

Након уврштавања израза (245) и (250) у израз (249) и сређивања
израза добиjа се апсциса xV тежишта коначног дела лука до про-
извољног пресека под углом ϕ:

xV (ϕ) =
a

tanϕ




tanϕ cosh−1(secϕ)−

cscϕ
√
secϕ− 1

√
secϕ+ 1+

1 +
t2 (1− cosϕ)

12 a2


. (251)

Уврштавањем израза (243) у претходни израз добиjа се зависност
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од y−координате:

xV (y) =
a2 + t2

12

(
1− a

y

)
− ay

√
y2 − a2

+ a cosh−1
(y
a

)
. (252)

Тежина W половине лука (слика 79а) добиjа се када вредност
угла ϕ достигне угао α, те израз (245) добиjа следећи облик:

W = t
√
d2 − a2 . (253)

С друге стране, на основу израза (251), апсциса xW тежишта по-
ловине лука износи:

xW =
a2 + t2

12

(
1− a

d

)
− ad

√
d2 − a2

+ a cosh−1

(
d

a

)
. (254)

Хоризонтални потисак и потпорна линиjа. Како би одговара-
jуће испитивање могло да буде спроведено, неопходно jе одредити
потпорну линиjу, односно извести аналитички израз коjим jе она
описана. Од безброj могућих потпорних линиjа усвоjена jе она коjа
пролази кроз средиште B темене и средиште S ослоначке споjнице,
у коjима редом делуjу хоризонтална сила H и реакциjа R.

У складу са сликом 79а, равнотежа момената половине лука за
тачку S на ослонцу дата jе следећом jеднакошћу:

H (d− a) =W (l − xW ) , (255)

где jе l = a cosh−1( d
a
). Одатле се може изразити величина H хори-

зонталне силе коjа делуjе у теменоj споjници:

H =
W
(
a cosh−1 (d

a

)
− xW

)

d− a
= a t−

t3

12 d
, (256)

где су тежина W половине лука и апсциса xW придруженог тежи-
шта редом дати изразима (253) и (254).

Резултантна сила T на произвољном пресеку, уз припадаjућу на-
падну тачку A, jеднозначно jе одређена равнотежом сила односно
момената за коначни део лука (в. слику 79а,г). Према томе, рав-
нотежа момената коначног дела лука за тачку A дата jе следећом
jеднакошћу:

H (y + x cotϕ− a− ρ(ϕ) cosϕ) = V (ϕ) (ρ(ϕ) sinϕ− xV (ϕ)) , (257)

на основу чега величина ρ(ϕ) износи:

ρ(ϕ) =
H (y + x(y) cotϕ− a) + V (ϕ)xV (ϕ)

H cosϕ+ V (ϕ) sinϕ
, (258)
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где су величине V (ϕ), xV (ϕ) и H редом дате изразима (245), (251)
и (256). Уврштавањем израза (243) у (258) уз x(y) = a cosh−1(y

a
)

(добиjено из израза (241а)), добиjа се удаљеност ρ(y) између пот-
порне линиjе и тачке D (слика 79а,г), што представља jедначину
потпорне линиjе унутар ланчаничног лука:

ρ(y) =
t2(a− y) (d− y)

√
y2 − a2 + a y (a t2 − 12 d y2) cosh−1 (y

a

)

(a t2 − 12 d y2)
√
y2 − a2

.

(259)

Испитивање тока потпорне линиjе. Изведеним изразом (259)
се не претпоставља гранична потпорна линиjа (будући да се њиме
описуjе ток jедне одабране потпорне линиjе). Да би гранична пот-
порна линиjа коjа одговара минималноj (граничноj) дебљини лука
била одређена било би потребо одредити одговараjући механизам
слома коjи одговара ланчаничном луку. Међутим, како ће бити по-
казано, довољно jе испитати понашање овако одабране потпорне
линиjе. Наиме, испитаће се удаљеност δ потпорне линиjе од средње
линиjе (осе, ланчанице) лука (в. слику 79д), односно растоjање та-
чака A и E коjе им редом припадаjу:

δ(y) = ρ(y)−
x(y)

sinϕ

=
t2 (y − a)(y − d)

a t2 − 12 d y2
, (260)

при чему су ϕ и ρ(y) редом дати изразима (243) и (259). Први извод
претходног израза jе:

δ′(y) =
t2 [2 a y (12 d2 + t2)− a t2(a+ d)− 12 d y2(a+ d)]

(a t2 − 12 d y2)
2 . (261)

Изjедначавање с нулом и решавање по y даjе величину ординате
коjоj одговара максимум израза (260):

ymax,δ =
a (12 d2 + t2) +

√
a (12 d3 − a t2) (12 a d− t2)

12 d (a + d)
. (262)

Уврштавањем вредности (262) у израз (260) добиjа се наjвећа уда-
љеност потпорне линиjе од осе лука:

δmax =
a (12 d2 − t2)−

√
a (12 d3 − a t2) (12 a d − t2)

24 a d
. (263)

Уколико jе ова вредност мања од половине дебљине лука (δmax <
t
2
), лук jе стабилан. Како би то било показано, испитаће се следећи
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однос: δmax : t
2
. Рационализовањем броjиоца вредности δmax добиjа

се следеће:

2

t



a
(
12 d2 − t2

)
−

√
a (12 d3 − a t2) (12 a d − t2)




24 a d



a
(
12 d2 − t2

)
+

√
a (12 d3 − a t2) (12 a d − t2)






a
(
12 d2 − t2

)
+

√
a (12 d3 − a t2) (12 a d − t2)




=
t (a− d)

2

a (12 d2 − t2) +
√
a (12 d3 − a t2) (12 a d − t2)

. (264)

Може се закључити да jе део имениоца под кореном већи од нула,
те може бити занемарен имаjући у виду да доприноси смањењу
вредности целог израза. У складу с тим, имаjући у виду да jе t ≤ 2a,
уз уврштавање наjвеће могуће вредности (t = 2a), важи следеће:

δmax

t
2

<
t (a− d)

2

a (12 d2 − t2)
<

2 a (a− d)
2

a (12 d2 − t2)
. (265)

Како jе d > a следи да jе t < 2d. Како би се максимизирао прет-
ходни израз, уврштено jе 2 d уместо t у именилац и занемарена jе
величина a у броjиоцу, те се даље добиjа следеће:

2 d2

12 d2 − 4 d2
=

1

4
. (266)

Према томе jе:

δmax <
1

8
t . (267)

Тиме jе показано да се (одабрана) потпорна линиjа (таква да про-
лази кроз средиште ослоначке и темене споjнице) у односу на сре-
дишњу линиjу (осу) лука удаљава мање од осмине дебљине лука.
То значи да ће потпорна линиjа увек бити у границама ланчанич-
ног лука, те да jе он увек стабилан под своjом тежином.

Поред тога, на основу израза (263), када t→ 0 величина δmax = 0,
те, као што jе познато, лук коначне дебљине прелази у ланчаницу,
коjа теориjски представља минималну дебљину.2

2 Ваља напоменути да у складу с постављеним критеруjумом опималности (посто-

jање искључиво нормалних сила) ланчанични лук коначне дебљине ниjе оптималан

лук. Ипак, у складу с Куплеовим претпоставкама (трење довољно велико да прими

смичуће силе) сваки ланчанични лук, без обзира на однос његове стреле и распона,

биће стабилан под сопственом тежином.



Додатак Б

Прилог резултатима нагнутог правог
лука

Изрази изведени у § 7.2.1 односе се на монолитан нагнут прав лук
односно на лук сачињен од елемената инфинитезималне дебљине.
Нумеричке вредности за минималну теориjску дебљину за разли-
чите вредности нагибног угла α израчунате су на основу израза
(34) и (33) и дате су у табели 15. Штавише, на слици 80 графички
jе представљена веза минималног односа дебљине према распону
(t/s) и дужини (t/l) лука у зависности од нагибног угла α.

Слика 80. Нагнути прави лукови: (а) график везе минималног од-
носа дебљине према распону (t/s) и дужини (t/l) лука у зависности
од нагибног угла α, (б) максимални броj опека коначних димензиjа
у оквиру нагнутог правог лука

С друге стране, уколико се разматраjу опеке коначних димен-
зиjа, максимални броj опека положених у оквиру лука зависи од
њихових пропорциjа. Однос дебљине према дужини (t/l) нагнутог

234
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правог лука може се изразити на следећи начин:

t/l =
t

n a
=
λ

n
, (268)

где jе n броj опека дебљине a, а λ представља пропорциjе опеке тj.
однос њене дебљине и дужине (t/a). С обзиром на то да t/l мора
бити веће од t/lmin (израз (34)), максималан броj опека пропорциjа
λ дат jе следећим изразом:

n ≤
λ

t/l (α)
. (269)

У свом раду Jанг не наводи непосредно димензиjе „уобичаjене
опеке“ коjу користи приликом разматрања (у даљем тексту: Jан-
гова опека). Међутим, с обзиром на његову слику 18 [132, табла
VIII], прецртану овде на слици 81 (уз додате коте), наведено jе да
када jе под углом од 60°постављено осам уобичаjених опека без це-
мента, дужина CD jе 9,3, DE jе 2,7, а FG jе 21 инч [132, стр. 247].
Према томе, дебљина опеке износи 3 инча (21 подељено са 7), те
се могу успоставити следеће jеднакости: 21 cos 60 − t cos 30 = 2, 7 и
t cos 30 + 3 cos 60 = 9, 3. Било из коjе од двеjу jеднакости може се
закључити да jе дебљина t Jангове опеке (односно дебљина лука)
jеднака 9 инча. Стога jе однос дебљине и дужине Jангове опеке
jеднак 3/9 (1/3), а не 3/8,75 како jе погрешно1 закључио Хуерта
[72, стр. 417].

Слика 81. (а) Пропорциjе Jангове опеке (прецртано из [132]), (б)
Барлоуово решење за α = 45◦, (в) слом дваjу нагнутих наспрамно
постављених правих лукова направљених од по 21 опеке, (г) Jангово
решење за α = 60◦ (16 опека ниjе стабилно)

1 Међутим, ова разлика (8,75 или 9) не утичне на краjње решење.
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Jанг jе, на основу геометриjске конструкциjе коjа се испоставља
нетачном [72], закључио да je 15 опека стабилно у случаjу када
jе α = 60◦, односно да ће 16 опека пасти и да ће пукотина на-
стати на шестоj споjници од врха [132, стр. 247] (в. слику 81г). У
складу с тим, минималне пропорциjе нагнутог правог лука у рав-
нотежи су између 9/45 и 9/48, односно 0, 2 > t/l > 0, 1875, док
пукотина (зглоб) настаjе на 6/16 дужине. Недавно jе Хуерта навео
да jе разлика између Jанговог и тачног решења мала, те да та-
чан прорачун даjе веома блиско пропорциjу 1/6 (в. [72, стр. 417]),
што jе 3/18 = 1/6 ≈ 0, 166̇.2 Међутим, тачно решење за минималну
дебљину, на основу израза (34), износи t/l = 0, 25

√
3 ≈ 0, 14434.

Према томе, а у складу с изразом (269), чак ће 20 Jангових опека
бити стабилно (t/l = 3/20 = 0, 15), односно 21 опека ће пасти
(t/l = 3/21 ≈ 0, 1429). Тиме се тачан резултат (3/20) разликуjе од
Хуертиног (3/18) за ≈ 10%, односно допушта чак за jедну трећину
већи броj опека у односу на Jангов резултат (3/15).

С друге стране, у складу с изразом (31), када jе претпостављена
минимална дебљина, закључуjе се да jе опасни пресек (пукотина,
зглоб) на 1/4 дужине од темена. Међутим, када се разматраjу опеке
датих (Jангових) пропорциjа, Хуертина напомена [72, стр. 417] да
jе положаj пукотине приближно на 1/4 дужине jе тачан, будући
да лом настаjе око пете опеке (од 21 опеке), односно потпорна ли-
ниjа теориjски сече пету и шесту споjницу изван граница лука (са
спољне стране екстрадоса) (в. слику 81в).

С обзиром на нагибни угао α = 45◦, однос минималне дебљине
и дужине (t/l = 0, 14645) као и положаj опасног пресека (xcrit =
0, 35355 l), коjи су редом дати изразима (34) и (35), подудараjу се
с Барлоуовим резултатом (в. [10, стр. 165–166]). Међутим, његова
напомена да jе та дебљина довољна и било за коjи други нагибни
угао [10, стр. 166] испоставља се нетачном (в. табелу 15 и диjаграм
приказан на слици 80a). Наиме, извод функциjе (34) jе следећи:

t/l
′
min (α) =

1

2

(
cosα−

1

1 + cosα

)
. (270)

Изjедначавање израза (270) с нулом даjе максимум функциjе (34),
што представља величину нагибног угла α коjем одговара теориj-

2 Ово се такође испоставља нетачним, иако се слика 15 у наведеном раду [72, стр.

417] чини тачном.
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ски наjвећи однос минималне дебљине и дужине (t/l):

αmax(t/lmin) = arccos

(√
5− 1

2

)
≈ 51, 8◦. (271)

Максимални броj Jангових опека коjе су у равнотежи у оквиру
нагнутог правог лука за различите вредности нагибног угла α дат
jе у табели 15. Поред тога су дате и вредности коjе се односе на
опеку уобичаjено коришћену код нас, чиjи jе однос дужине и де-
бљине 25/6,5. Ово jе такође графички приказано на слици 80б.

Табела 15. Минимални однос дебљине према распону (t/s) и дебљине према
дужини (t/l), као и максимални броj опека у нагнутом правом луку за
различите вредности нагибног угла α

α [°] 15 22,5 30 35 40 45 50 55 60 67,5 75

t/s 0,0658 0,0995 0,1340 0,1576 0,1820 0,2071 0,2332 0,2603 0,2888 0,3341 0,3837

t/l 0,0636 0,0919 0,1160 0,1291 0,1394 0,1464 0,1499 0,1493 0,1443 0,1279 0,0993

Jангова
опека

47 32 25 23 21 20 20 20 20 23 30

српска
опека

60 41 33 29 27 26 25 25 26 30 38

Геометриjска конструкциjа. На основу израза (34) и (35), може
се извести проста геометриjска конструкциjа, приказана на слици
82а, за одређивање минималне дебљине и положаjа опасног пре-
сека нагнутог правог лука. Поступак jе следећи: (I) симетралом
AD нагибног угла α одређуjе се тачка D на вертикалноj оси си-
метриjе BC лука, (II) половина (назначена jе дуж CE) добиjене
дужи CD представља минималну теориjску дебљину; (III) када
jе претпостављена минимална дебљина, пукотина, односно зглоб у
тачки G, налази се на удаљености jеднакоj половини (CF ) дужине
полураспона AC од темена лука.

Геометриjска своjства потпорне линиjе. Овде jе размотрено
неколико своjстава потпорне линиjе, дате изразом (29), коjа се од-
носе на њен облик. То jе рационална функциjа коjа представља
хиперболу (в. слику 82в). Будући да jе степен броjиоца за jедан
степен већи од имениоца, график функциjе има косу асимптоту;
дељење ових дваjу полинома, занемаруjући остатак, даjе њен из-
раз:

y(x) = −
1

2
x cotα+

1

4 sinα

[
s
(
2 + cot2 α

)
− t cosα cotα

]
. (272)
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Слика 82. (а) Геометриjска конструкциjа за одређивање мини-
малне дебљине и положаjа опасног пресека, (б) шиљак на потпорноj
линиjи у темену лука, (в) хиперболичка потпорнa линиjа

Како би се одредила асимптота паралелна ординати, именилац jе
изjедначен с нулом те jе решена њена апсциса одређена величином
x:

x =
t cosα− s cotα

2 sinα
. (273)

Хуерта jе напоменуо да потпорна линиjа ниjе глатка у темену
(тачка B) лука образованог од дваjу нагнутих правих лукова [72,
опис уз слику 15 на стр. 247]. У складу с усвоjеним координатним
системом, нагиб хоризонталне праве кроз тачку B износи tanα.
Како би се одредио правац тангенте на потпорну линиjу у тоj тачки
(коjа се поклапа с координатним почетком), величина x у изразу
(30) замењена jе нулом; тако jе нагиб тангенте дат следећим изра-
зом:

s

s− t sinα
tanα . (274)

Вредност t sinα jе мања од s, па jе s/(s− t sinα) увек веће од jе-
дан. Стога jе однос дат изразом (274) већи од tanα, па jе тангента
у темену нагнута и потпорна линиjа креће благо навише од тачке
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B, као што jе приказано на слици 82в. Према томе, потпорна ли-
ниjа у целини, у оквиру обеjу половина лука, има шиљак на месту
заjедничке тачке, као што се види на слици 82б. С обзиром на то да
jе хоризонтална сила jедина коjа делуjе у темену, оваj резултат се
може чинити помало неприродним, али може бити приписан делу
(тежини) лука коjа jе изнад темена.



Додатак В

Преломљени лукови по радиjалноj
стереотомиjи: резултати

Свеобухватни преглед израчунатих теориjских минималних де-
бљина преломљених лукова у складу с радиjалном стереотомиjом
дат jе у табели 16, где су придружени механизми слома назна-
чени ниjансама сиве боjе (коjе одговараjу ниjансама коришћеним
на слици 25, табели 4 и табели 6).

Графички приказ лукова минималне дебљине, за различите вред-
ности ексцентрицитета и обухватног угла, дат jе у табелама 17 и
18. Сви приказани лукови имаjу jеднаку светлу ширину отвора.
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Табела 16. Минимална дебљина t/R преломљених лукова различитог ексцентрицитета ξ и обухватног угла α

ексцентрицитет
ξ = e/(R − e)

обухватни угао α [◦]

15 30 45 60 75 90 105 120 135

0,00 0,000097 0,00153 0,00750 0,02284 0,05369 0,10748 0,19394 0,32761 0,53654
0,0005 0,000075

0,00141 0,000049
0,002 0,000078

0,00301 0,000133
0,005 0,000252 0,00112 0,00681
0,01 0,000548 0,00084 0,00623 0,02112

0,01162 0,00077
0,02 0,00152

0,02663 0,00217
0,04177 0,00373

0,05 0,002447 0,00441 0,00460 0,01600
0,10 0,003754 0,00830 0,00983 0,01181 0,03823 0,08856 0,17271 0,30650 0,52722

0,10848 0,01068
0,11199 0,01103

0,20 0,003797 0,01296 0,01817 0,01880 0,02917 0,07587 0,15729 0,29058 0,52204
0,25 0,002912 0,01411 0,02106 0,02241 0,02587 0,07090 0,15101 0,28398 0,52058

0,27860 0,02423
0,33̇ 0,01483 0,02443 0,02727 0,02727 0,06399 0,14205 0,27450 0,51944

0,37938 0,02943
0,50 0,01330 0,02743 0,03353 0,03371 0,05370 0,12815 0,25971 0,52087
0,60 0,01126 0,02770 0,03557 0,03608 0,04902 0,12161 0,25278 0,52354
0,80 0,00596 0,02632 0,03727 0,03872 0,04180 0,11120 0,24188 0,53196

0,88735 0,03928
1,00 0,02356 0,03709 0,03962 0,03964 0,10324 0,23381 0,54365
1,50 0,01485 0,03329 0,03850 0,03855 0,08957 0,22105

1,94827 0,03610
2,00 0,00629 0,02822 0,03580 0,03588 0,08081 0,21435
2,50 0,02332 0,03285 0,03303 0,07468 0,21104
3,00 0,01893 0,03002 0,03038 0,07014 0,20983
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Табела 17. Лукови минималне дебљине

ξ 45◦ 60◦ 75◦ 90◦ 105◦

0,00

0,33

0,60

1,00

2,00

3,00
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Табела 18. Лукови минималне дебљине

ξ 120◦ 135◦

0,00

0,33

0,60

1,00



Додатак Г

Графички приказ лукова из триjу
средишта минималне дебљине

Графички прикази лукова из триjу средишта минималне дебљине
дати су на наредним странама. У табели 19 приказани су елипсасти
лукови, док су у табели 20 приказане наjзаступљениjе геометриj-
ске конструкциjе овала класичних пропорциjа и њима одговараjући
елипсасти лукови минималне дебљине. Уз то jе назначен и поло-
жаj зглоба (опасног пресека), одређен углом βin, коjи настаjе на
интрадосу. У табели 21 приказани су псеудолукови из триjу среди-
шта минималне дебљине. Сви приказани лукови истог су распона
средишње линиjе.
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Табела 19. Елипсасти лукови минималне дебљине

l : h 30◦ 45◦ 60◦

0,60

0,75

1,00

1,25

1,50

1,75

2,00

2,25

2,50
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Табела 20. Минимална дебљина t/l лукова из триjу средишта чиjа оса има
облик класичних овала

изглед класичног овала лук минималне дебљине

α [◦] r : R l : h t/l t/r βin

45 1 : 1 +
√
2 1,414 0,09807 0,19614 48,87

45 1:2 1,320 0,10323 0,17623 49,81

30 1:2 1,323 0,12245 0,18367 47,08

36,87 3:8 1,500 0,11048 0,22095 46,06

(Наставак табеле на следећоj страни)
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Табела 20. (Наставак табеле с претходне стране)

изглед класичног овала лук минималне дебљине

α [◦] r : R l : h t/l t/r βin

30 3−
√
3 : 3 1,423 0,12307 0,20713 45,62

30 1:3 1,577 0,12146 0,24291 43,72

26,57 1:2 1,309 0,12536 0,18142 46,84

30 1:4 1,783 0,11576 0,28939 41,65

(Наставак табеле на следећоj страни)
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Табела 20. (Наставак табеле с претходне стране)

изглед класичног овала лук минималне дебљине

α [◦] r : R l : h t/l t/r βin

53,13 8:3 0,667 0,08580 0,04290 65,13

30 2:1 0,804 0,08747 0,06560 62,17

Табела 21. Псеудолукови из триjу средишта минималне дебљине

l : h l : h

1,00 1,25

1,50 1,75

2,00 2,50

3,00 4,00



Додатак Д

Графички приказ тjудорских лукова
минималне дебљине

Графички приказ различитих облика тjудорских лукова мини-
малне дебљине дат jе у табелама 22 и 23.
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Табела 22. Тjудорски лукови минималне дебљине

r : l : e 30◦ 45◦ 60◦

1:1:0

1:1:1

4:5:0

4:5:1

4:5:3

4:5:5

2:3:0

2:3:1

2:3:3

(Наставак табеле на следећоj страни)
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Табела 22. (Наставак табеле с претходне стране)

r : l : e 30◦ 45◦ 60◦

1:2:0

1:2:1

1:2:2

2:5:0

2:5:1

2:5:3

2:5:5

1:3:0

1:3:1

1:3:3
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Табела 23. Псеудолукови из четириjу средишта минималне дебљине

α [◦] 2:1 1:1 2:3 1:2 1:4

0

5

15

30

45

60



Додатак Ђ

Подељено хоризонтално оптерећење

У одељку 17.1, где jе обрађен потисак меродавног дела прело-
мљених крстастих сводова, показано jе да се утицаj уклоњеног
дела свода може заменити одговараjућим подељеним хоризонтал-
ним оптерећењем дуж теменог пресека свода. Уз то jе показано
да се променљиви део тог оптерећења може уз задовољаваjућу
тачност представити одговараjућом апроскимативном функциjом
у виду полинома шестог степена, што jе дато изразом (220) на стр.
161.

На основу испитивања спроведеног за jединичну вредност полу-
пречника осе лука (R = 1), добиjени су одговараjући коефициjенти
ове функциjе, те су приказани у табели 24. Уврштавањем одговара-
jућих коефициjената у израз (220) те његовом интеграциjом добиjа
се величина Q1 коjа представља укупан хоризонтални потисак про-
менљивог дела подељеног оптерећења.

У последњоj врсти дате су величине Q укупног хоризонталног
подељеног оптерећења (коjе се односе на R = 1). Вредности при-
казане у одељку 17.4 дате су за jединичну вредност полураспона
ободног лука свода (s = 1), на основу израза (229). Поред тога, у
табели су за сваки облик лука дати и минимална вредност хоризон-
талног потиска, Hmax

min , као и положаj опасног пресека на интрадосу
(односно положаj тачке K у коjоj минимална потпорна линиjа до-
дируjе интрадос) одређен удаљеношћу xcrit.
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Табела 24. Подељено хоризонтално оптерећење преломљених крстастих сводова

ξ t/R Hmax
min xcrit A B C D E F G Q1 Q

0 0,10946 0,06806 0,77359 -0,75975 1,37324 -0,29732 -0,91329 0,64545 -0,00870 0,00012 0,02991 0,04904
0,12 0,07256 0,77843 -0,81729 1,58775 -0,58657 -0,75702 0,62531 -0,00774 0,00011 0,03169 0,05212
0,15 0,08409 0,78711 -0,92653 2,01556 -1,20630 -0,39583 0,57334 -0,00483 0,00007 0,03600 0,06020
0,20 0,09960 0,79064 -1,01266 2,36058 -1,78071 -0,01216 0,51244 -0,00108 0,00002 0,04105 0,07186

0,25 0,07209 0,03156 0,64874 0,48605 -1,67546 2,23501 -1,54447 0,50787 -0,00011 0,00000 0,01171 0,01763
0,08 0,03420 0,65055 0,31443 -1,31994 1,96257 -1,47113 0,51504 -0,00044 0,00000 0,01258 0,01906
0,10 0,04033 0,65288 -0,07528 -0,49757 1,30292 -1,27019 0,52188 -0,00079 0,00001 0,01450 0,02245
0,12 0,04576 0,65287 -0,41252 0,21828 0,70561 -1,06781 0,51899 -0,00067 0,00001 0,01608 0,02556
0,15 0,05274 0,64992 -0,85686 1,13941 -0,07387 -0,78454 0,50622 -0,00008 0,00000 0,01791 0,02979

0,33 0,06505 0,02601 0,61309 0,76591 -2,21298 2,54986 -1,55543 0,46373 0,00154 -0,00002 0,00911 0,01357
0,08 0,03051 0,61553 0,40386 -1,52811 2,07496 -1,45030 0,48428 0,00078 -0,00001 0,01049 0,01587
0,10 0,03590 0,61622 -0,04762 -0,65526 1,43067 -1,27365 0,49580 0,00035 -0,00001 0,01204 0,01870
0,12 0,04064 0,61489 -0,45968 0,13982 0,82421 -1,08735 0,49721 0,00032 -0,00001 0,01329 0,02130
0,15 0,04668 0,61036 -1,04514 1,23493 -0,01395 -0,81140 0,48890 0,00073 -0,00001 0,01473 0,02483

0,6 0,04980 0,01565 0,51945 1,67245 -3,68561 3,25164 -1,53551 0,36548 0,00401 -0,00003 0,00462 0,00666
0,05 0,01570 0,51948 1,68444 -3,70939 3,27024 -1,54331 0,36735 0,00391 -0,00003 0,00463 0,00668
0,06 0,01813 0,52063 1,33290 -3,21332 3,03813 -1,54205 0,39565 0,00327 -0,00003 0,00527 0,00770
0,08 0,02249 0,52039 0,56125 -2,06571 2,41408 -1,45376 0,43139 0,00236 -0,00002 0,00634 0,00959
0,10 0,02625 0,51795 -0,25636 -0,83000 1,69090 -1,30168 0,44865 0,00192 -0,00002 0,00718 0,01130
0,12 0,02947 0,51409 -1,13575 0,48075 0,91036 -1,11321 0,45376 0,00187 -0,00002 0,00783 0,01286

(Наставак табеле на следећоj страни)
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Табела 24. (Наставак табеле с претходне стране)

ξ t/R Hmax
min xcrit A B C D E F G Q1 Q

0,9025 0,03948 0,01000 0,44152 3,05463 -5,54683 4,00201 -1,54450 0,30440 0,00451 -0,00003 0,00249 0,00353

1 0,03978 0,00936 0,42135 3,51586 -6,17522 4,28408 -1,59229 0,30425 0,00427 -0,00003 0,00221 0,00313
0,04 0,00941 0,42137 3,51799 -6,18300 4,29182 -1,59646 0,30544 0,00425 -0,00002 0,00222 0,00315
0,05 0,01122 0,42163 2,84204 -5,51894 4,11563 -1,64911 0,34198 0,00373 -0,00002 0,00260 0,00376
0,06 0,01288 0,42095 2,06514 -4,69215 3,82181 -1,65611 0,37028 0,00322 -0,00002 0,00293 0,00433
0,08 0,01576 0,41778 0,13565 -2,51361 2,90186 -1,55055 0,40476 0,00259 -0,00002 0,00345 0,00538
0,10 0,01816 0,41307 -2,21471 0,15851 1,70781 -1,34807 0,41962 0,00238 -0,00002 0,00383 0,00632
0,12 0,02013 0,40737 -4,82036 3,03103 0,43459 -1,11256 0,42476 0,00234 -0,00002 0,00410 0,00717

1,5 0,03875 0,00669 0,33997 6,37336 -9,83079 5,76360 -1,80945 0,29747 0,00365 -0,00002 0,00124 0,00177
0,04 0,00685 0,33989 6,23432 -9,76453 5,77802 -1,82961 0,30365 0,00355 -0,00002 0,00127 0,00182
0,05 0,00810 0,33874 4,41882 -8,37226 5,46756 -1,88438 0,33992 0,00308 -0,00002 0,00147 0,00216
0,06 0,00922 0,33690 1,90515 -6,21455 4,79951 -1,84826 0,36420 0,00279 -0,00001 0,00163 0,00249
0,08 0,01110 0,33189 -4,23378 -0,86420 3,01246 -1,65259 0,39344 0,00240 -0,00001 0,00187 0,00308
0,10 0,01258 0,32574 -11,81810 5,66632 0,77879 -1,34294 0,40377 0,00233 -0,00001 0,00203 0,00360
0,12 0,01372 0,31886 -20,94290 13,23130 -1,74497 -0,97399 0,40322 0,00244 -0,00001 0,00212 0,00406



Додатак Е

Примери прорачуна деjства афиних
сводова

На овом месту jе за замишљено оптерећење, у складу с алгорит-
мом датим у одељку 22.5, на четирма примерима приказан про-
рачун деjства афиних сводова. Ступањ (I) алгоритма, коjи се од-
носи на припрему прорачуна (цртеж основе свода с размештаjем
ослонаца) израђен jе у рачунарском програму Аутокед (Autodesk
AutoCAD), док су преостали ступњеви, коjи се односе на сам про-
рачун, спроведени уз помоћ рачунарског програма Ексел (Microsoft
Excel). Наиме, у оквиру основе свода, начињена су четири система
тачака, и то: ослонци (O), темене тачке (T ), средишње тачке – сре-
дишта краjњих страница (ободних лукова) сводних поља (Sk) и
средишта унутрашњих страница (Ss), и то у различитим нивоима
(тзв. леjерима). Затим jе списак с координатама свих тачака и на-
зивима припадаjућих нивоа извезен (нпр. у .csv облику датотеке),
и увезен Ексел за даљу обраду. (Изводи из спроведених прорачуна
табеларно су приказани у табелама 25–28.)

Део ступња (II) алгоритма, коjи се односи на утврђивање дужина
s полови́на ободних лукова (половине страница многоуглова коjи
представљаjу сводна поља) и дужина l темених линиjа, спроведен
jе у складу са следећим описом. Увезене тачке, односно њихове
придружене координате, разврстане су те су им додељени називи
тj. редни броjеви (у складу с порастом x-координате). У зависности
од тога да ли jе средишња тачка краjња или унутрашња (Sk или
Ss), придружене су jоj редом две или jедна темена тачка. Затим jе
унесено колико се средишњих тачака (Sk и Ss) придружуjе jедном
ослонцу, те jе толики броj наjближих придружен сваком ослонцу
(нпр. у складу са сликом 84 и табелом 27, ослонцу I придружене
су две средишње тачке, Sk1 и Sk2, а ослонцу II придружене су три
средишње тачке, Sk1, Sk3 и Ss2).

1 Затим су на основу координата
придружених тачака срачунате дужине s и l.

1 Када се разматра свод коjи има само jедно сводно поље (као што су сводови из

Примера 1 и Примера 2), сваком ослонцу придружене су по две средишње тачке.

256
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У табелама су за сваки свод приказани разматрано меродавно оп-
терећење и облик полазног лука. Прва врста означава редни броj
ослонца, друга до седма координате ослонца (XO и YO), средишње
тачке ободног лука (XS и YS) и темена (XT и YT ) поjединачног кр-
стастог свода. Коефициjенти афинитета µ и ν, као и величине хо-
ризонталног потиска H и вертикалног оптерећења P , за сваки део
свода (у основи поље облика правоуглог троугла) рачунати су на
основу изложеног у одељку 21.2 на стр. 190.2 Величине H предста-
вљаjу компоненте укупног хоризонталног потиска на поjединачан
ослонац, чиjи су правци (угао θ, четврта врста здесна у табелама)
одређени одговараjућим страницама сводних поља. У другоj и тре-
ћоj врсти здесна дате су компоненте ових сила у правцу апсцисе и
ординате (Hx и Hy), а њихов векторски збир представља укупни
хоризонтални потисак на ослонац. Укупно вертикално оптерећење
добиjа се простим збраjањем вертикалних оптерећења поjединач-
них делова. Тако jе за сваки ослонац укупно (резултуjуће) деjство
R представљено уређеном троjком R(θ[◦], Q[KN ], P [KN ]).

Слика 83. Прорачун деjства простог и сложеног крстастог свода:
(а,г) шематски приказ основе, (б) положаj ослоначких, темених и
средишњих тачака, (в,д) размештаj ослонаца свода с назначеним
реакциjама ослонаца и њиховим величинама

2 Потоње две вредности могу се добити и непосредно, без претходног срачунавања

коефициjената афинитета (коjи су због прегледности приказани у табелама),



258 Примери прорачуна деjства афиних сводова

Пример 1: прост крстаст свод. Деjство простог крстастог свода
подробно jе обрађено у поглављу 17, а овде ће бити допуњено про-
рачуном утицаjа у складу са замишљеним оптерећем. Ради лакшег
праћења, прорачун jе приказан у виду табеле 25.

Табела 25. Прорачун деjства простог крстастог свода

меродавно оптерећење облик полазног лука

хоризнтални потисак Q 0,0389 ексцентрицитет ξ 0,25
вертикално оптерећење P 0,1098 дебљина t/R 0,15
запреминска тежина γ 20 KN/m3 полураспон s0 1,80 m

О XO YO XS YS XT YT s
[m]

l
[m]

µ ν H
[KN]

θ
[°]

Hx Hy P
[KN]Q

1,20 1,50 1,20 3,30 3,60 3,30 1,80 2,40 7,78 7,78 6,05 90,00 0,00 6,05 17,08
3,60 1,50 3,60 3,30 2,40 1,80 10,37 7,78 8,07 0,00 8,07 0,00 17,08

8,07 6,05

I R 36,87 10,08 34,16

1,20 5,10 1,20 3,30 3,60 3,30 1,80 2,40 7,78 7,78 6,05 -90,00 0,00 -6,05 17,08
3,60 5,10 3,60 3,30 2,40 1,80 10,37 7,78 8,07 0,00 8,07 0,00 17,08

8,07 -6,05

II R -36,87 10,08 34,16

6,00 1,50 6,00 3,30 3,60 3,30 1,80 2,40 7,78 7,78 6,05 90,00 0,00 6,05 17,08
3,60 1,50 3,60 3,30 2,40 1,80 10,37 7,78 8,07 180,00 -8,07 0,00 17,08

-8,07 6,05

III R 143,13 10,08 34,16

6,00 5,10 6,00 3,30 3,60 3,30 1,80 2,40 7,78 7,78 6,05 -90,00 0,00 -6,05 17,08
3,60 5,10 3,60 3,30 2,40 1,80 10,37 7,78 8,07 180,00 -8,07 0,00 17,08

-8,07 -6,05

IV R -143,13 10,08 34,16

Основа свода jе шематски приказана на слици 83г (уп. са сли-
кама 44а, 45г, 46); свод jе сачињен од четириjу делова – jедара
(над троугаоним) пољима ослоњених на четири ослонца (I–IV). На
слици 83д приказане су тачке (ослоначке, средишње и темена) чиjе
су координате, у складу с претходнонаведеним описом, потребне
за прорачун. За полазни свод одабрано jе поље истакнуто шрафу-
ром на слици 83г, док jе полазни лук, распона 3,6 м (полураспон
s0 = 1, 8 м), назначен споном I−Sk3. За облик полазног лука усвоjен
jе преломљени лук ексцентрицитета ξ = 0, 25 и дебљине t/R = 0, 15
(приказан jе у обореном положаjу на слици 83д). У складу с тим,
утврђено jе меродавно хоризонтално оптерећење Q = 0, 0389 и вер-
тикално P = 0, 1098 (в. табелу 14 на стр. 167). Уз то, за материjал
свода одабран jе камен запреминске тежине γ = 20 KN/m3. На
слици 83д, где jе основа свода приказана у размери 1:200, резулту-
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jућа деjства на ослонце приказана су стрелицама, и то у усвоjеноj
размери за силе 1 KN ↔ 1 mm. Уз њих су исписане вредности
хоризонталног потиска (изнад) и вертикалног оптерећења (испод).

Пример 2: сложен крстаст свод. Деjство сложеног крстастог
свода подробно jе обрађено у одељку 19.3 (в. слику 55 на стр. 176).
На овом месту дат jе прорачун утицаjа на ослонце у складу са
замишљеним оптерећем, а приказан jе у виду табеле 26. Шематски
приказ основе свода ослоњеног на четири ослонца (I–IV) дат jе
у размери 1:200 на слици 83а. На слици 83б приказане су тачке
чиjе су координате потребне за прорачун. Полазни свод истакнут
jе шрафуром на слици 83а, док jе на слици 83б споном I − Sk2

назначен полазни лук (приказан и у обореном положаjу). За облик
полазног лука усвоjен jе преломљени лук ексцентрицитета ξ = 1, 50
и дебљине t/R = 0, 08. У складу с тим, утврђено jе меродавно
хоризонтално оптерећење Q = 0, 0159 и вертикално P = 0, 1538
(в. табелу 14 на стр. 167). Уз то, за материjал свода одабран jе
кречњак запреминске тежине γ = 22 KN/m3. Резултуjућа деjства
на ослонце (1 KN ↔ 1 mm) приказана су на слици 83в.

Табела 26. Прорачун оптерећења сложеног крстастог свода

меродавно оптерећење облик полазног лука

хоризнтални потисак Q 0,0159 ексцентрицитет ξ 1,50
вертикално оптерећење P 0,1538 дебљина t/R 0,08
запреминска тежина γ 22 KN/m3 полураспон s0 1,80 m

О XO YO XS YS XT YT s
[m]

l
[m]

µ ν H
[KN]

θ
[°]

Hx Hy P
[KN]Q

1,00 8,00 2,74 7,52 3,39 9,90 1,80 2,46 7,98 7,98 2,79 -15,39 2,69 -0,74 26,99
1,33 10,21 3,39 9,90 2,23 2,08 10,35 8,35 3,62 81,41 0,54 3,58 28,25

3,23 2,84

I R 41,30 4,30 55,24

1,67 12,41 1,33 10,21 3,39 9,90 2,23 2,08 10,35 8,35 3,62 261,41 -0,54 -3,58 28,25
4,04 10,98 3,39 9,90 2,77 1,27 9,75 6,33 3,41 -31,04 2,92 -1,76 21,43

2,38 -5,33

II R -65,95 5,84 49,68

4,47 7,04 5,44 8,30 3,39 9,90 1,59 2,60 6,56 7,44 2,29 52,16 1,41 1,81 25,18
2,74 7,52 3,39 9,90 1,80 2,46 7,98 7,98 2,79 164,61 -2,69 0,74 26,99

-1,28 2,55

III R 116,64 2,85 52,17

6,42 9,55 5,44 8,30 3,39 9,90 1,59 2,60 6,56 7,44 2,29 232,16 -1,41 -1,81 25,18
4,04 10,98 3,39 9,90 2,77 1,27 9,75 6,33 3,41 148,96 -2,92 1,76 21,43

-4,33 -0,05

IV R -179,29 4,33 46,61



260 Примери прорачуна деjства афиних сводова

Пример 3: сложен афин свод са четирма сводним пољима.
Овде jе приказан прорачун деjстава сложеног афиног свода сачи-
њеног од четириjу крстастих сводова, и то разнокраког четвородел-
ног, разнокраког троделног, jеднакокраког трапезног и правилног
петоделног. Ослоњен jе на укупно девет ослонаца (I–IX; осам обод-
них и jедан средишњи), као што се види на шематском приказу
основе датом у размери 1:200 на слици 84а. На слици 84б прика-
зан jе положаj тачака потребних за прорачун, коjи jе представљен
у табели 26. За полазни лук, приказан на слици 84а, одабран jе
преломљени лук минималне дебљине коjи одговара граничном ек-
сцентрицитету (механизму слома са седам зглобова).

Слика 84. Прорачун деjства сложеног афиног свода: (а) шемат-
ски приказ основе, (б) положаj ослоначких, темених и средишњих
тачака, (в) резултуjуће деjство на ослонце
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С обзиром на то да jе основа овог свода сложениjа у односу на
претходне примере, израчунавање укупног резултуjућег деjства на
поjединачне ослонце бива сложениjе. Међутим, тиме се не усло-
жњава целокупни поступак, већ се само броj истоветних радњи
умножава, као што се види у табели 27. Тако нпр. ослонци I, IV,
VII и IX примаjу деjства само од дваjу поља, ослонци II, III, VI
и VIII примаjу деjства од четириjу поља, док средишњи ослонац
V прима деjство од чак осам поља. На слици 84в приказана су
израчуната резултуjућа деjства на ослонце (1 KN ↔ 3 mm).

Табела 27. Прорачун оптерећења сложеног крстастог свода са четирма
сводним пољима

меродавно оптерећење облик полазног лука

хоризнтални потисак Q 0,0119 ексцентрицитет ξ 0,9025
вертикално оптерећење P 0,0529 дебљина t/R 0,0395
запреминска тежина γ 28 KN/m3 полураспон s0 1,80 m

О XO YO XS YS XT YT s
[m]

l
[m]

µ ν H
[KN]

θ
[°]

Hx Hy P
[KN]Q

0,50 5,08 2,24 4,61 2,89 6,98 1,80 2,46 7,98 7,98 2,65 -15,39 2,56 -0,70 11,81
0,83 7,29 2,89 6,98 2,23 2,08 10,35 8,35 3,44 81,41 0,51 3,40 12,36

3,07 2,70

I R 41,30 4,09 24,18

1,17 9,50 0,83 7,29 2,89 6,98 2,23 2,08 10,35 8,35 3,44 261,41 -0,51 -3,40 12,36
3,58 10,33 4,06 8,93 2,56 1,48 9,64 6,79 3,21 18,96 3,03 1,04 10,05
3,54 8,07 4,06 8,93 2,77 1,01 7,76 5,04 2,58 -31,04 2,21 -1,33 7,46

2,89 6,98 1,27 9,75 6,33 3,24 -31,04 2,78 -1,67 9,38

7,51 -5,37

II R -35,55 9,23 39,26

3,97 4,13 4,94 5,38 6,67 4,04 1,59 2,19 5,51 6,25 1,83 52,16 1,12 1,45 9,25
2,89 6,98 2,60 6,56 7,44 2,18 52,16 1,34 1,72 11,02

4,86 2,81 6,67 4,04 1,59 2,19 5,51 6,25 1,83 -55,84 1,03 -1,52 9,25
2,24 4,61 2,89 6,98 1,80 2,46 7,98 7,98 2,65 164,61 -2,56 0,70 11,81

0,94 2,36

III R 68,38 2,54 41,33

5,75 1,50 7,28 1,94 6,67 4,04 1,59 2,19 5,51 6,25 1,83 16,16 1,76 0,51 9,25
4,86 2,81 6,67 4,04 1,59 2,19 5,51 6,25 1,83 124,16 -1,03 1,52 9,25

0,73 2,03

IV R 70,16 2,15 18,50

(Наставак табеле на следећоj страни)
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Табела 27. (Наставак табеле с претходне стране)

О XO YO XS YS XT YT s
[m]

l
[m]

µ ν H
[KN]

θ
[°]

Hx Hy P
[KN]Q

5,92 6,64 7,41 6,10 6,67 4,04 1,59 2,19 5,51 6,25 1,83 -19,84 1,72 -0,62 9,25
8,41 8,85 2,93 7,38 8,37 2,46 -19,84 2,31 -0,83 12,40

4,94 5,38 6,67 4,04 1,59 2,19 5,51 6,25 1,83 232,16 -1,12 -1,45 9,25
2,89 6,98 2,60 6,56 7,44 2,18 232,16 -1,34 -1,72 11,02

5,96 8,90 4,06 8,93 2,26 1,90 9,69 7,72 3,22 88,96 0,06 3,22 11,43
8,41 8,85 2,45 12,51 9,96 4,16 88,96 0,08 4,16 14,75

3,54 8,07 4,06 8,93 2,77 1,01 7,76 5,04 2,58 148,96 -2,21 1,33 7,46
2,89 6,98 1,27 9,75 6,33 3,24 148,96 -2,78 1,67 9,38

-3,29 5,76

V R 119,72 6,63 84,94

6,00 11,16 5,96 8,90 4,06 8,93 2,26 1,90 9,69 7,72 3,22 268,96 -0,06 -3,22 11,43
8,41 8,85 2,45 12,51 9,96 4,16 268,96 -0,08 -4,16 14,75

3,58 10,33 4,06 8,93 2,56 1,48 9,64 6,79 3,21 198,96 -3,03 -1,04 10,05
8,87 10,12 8,41 8,85 3,04 1,35 12,53 7,41 4,17 -19,84 3,92 -1,41 10,97

0,76 -9,84

VI R -85,61 9,87 47,20

8,80 2,38 7,28 1,94 6,67 4,04 1,59 2,19 5,51 6,25 1,83 196,16 -1,76 -0,51 9,25
8,86 3,97 6,67 4,04 1,59 2,19 5,51 6,25 1,83 88,16 0,06 1,83 9,25

-1,70 1,32

VII R 142,16 2,15 18,50

8,91 5,56 8,86 3,97 6,67 4,04 1,59 2,19 5,51 6,25 1,83 268,16 -0,06 -1,83 9,25
7,41 6,10 6,67 4,04 1,59 2,19 5,51 6,25 1,83 160,16 -1,72 0,62 9,25

8,41 8,85 2,93 7,38 8,37 2,46 160,16 -2,31 0,83 12,40
10,32 7,32 8,41 8,85 2,26 2,45 12,51 9,96 4,16 51,36 2,60 3,25 14,75

-1,50 2,87

VIII R 117,50 3,24 45,65

11,73 9,09 10,32 7,32 8,41 8,85 2,26 2,45 12,51 9,96 4,16 231,36 -2,60 -3,25 14,75
8,87 10,12 8,41 8,85 3,04 1,35 12,53 7,41 4,17 160,16 -3,92 1,41 10,97

-6,52 -1,83

IX R -164,28 6,77 25,72

Пример 4: сложен афин свод са седам сводних поља. Овде
jе, као jош jедан пример, у табели 28 дат приказ прорачуна коjи се
односи на сложени афини свод сачињен од седам сложених крста-
стих сводова, разматран у одељку 22.3 и приказан на сликама 71 и
72.
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Табела 28. Прорачун оптерећења сложеног афиног свода са седам сводних
поља

меродавно оптерећење облик полазног лука

хоризнтални потисак Q 0,0248 ексцентрицитет ξ 0,60
вертикално оптерећење P 0,1033 дебљина t/R 0,10
запреминска тежина γ 25 KN/m3 полураспон s0 2,72 m

О XO YO XS YS XT YT s
[m]

l
[m]

µ ν H
[KN]

θ
[°]

Hx Hy P
[KN]Q

4,50 13,22 6,03 14,68 7,82 12,81 2,12 2,59 11,63 14,93 7,21 43,72 5,21 4,98 38,57
6,11 11,34 7,82 12,81 2,48 2,25 13,81 15,16 8,56 -49,34 5,58 -6,49 39,18

10,79 -1,51

I R -7,96 10,90 77,75

7,56 16,14 8,47 17,98 10,58 16,95 2,05 2,35 9,89 13,12 6,13 63,86 2,70 5,51 33,89
9,28 15,00 10,58 16,95 2,07 2,34 9,99 13,14 6,19 -33,65 5,15 -3,43 33,95

7,82 12,81 2,63 11,24 14,79 6,97 -33,65 5,80 -3,86 38,22
6,03 14,68 7,82 12,81 2,12 2,59 11,63 14,93 7,21 223,72 -5,21 -4,98 38,57

8,44 -6,77

II R -38,74 10,82 144,63

7,73 9,46 9,21 10,28 7,82 12,81 1,70 2,88 8,33 13,32 5,16 28,85 4,52 2,49 34,43
10,72 7,55 3,12 9,01 14,41 5,59 28,85 4,89 2,70 37,24

6,11 11,34 7,82 12,81 2,48 2,25 13,81 15,16 8,56 130,66 -5,58 6,49 39,18
8,31 6,98 10,72 7,55 2,55 2,48 16,08 17,15 9,97 -76,74 2,29 -9,70 44,31

6,13 1,98

III R 17,92 6,44 155,16

8,89 4,50 8,31 6,98 10,72 7,55 2,55 2,48 16,08 17,15 9,97 103,26 -2,29 9,70 44,31
11,46 5,39 10,72 7,55 2,72 2,29 16,90 16,90 10,48 19,01 9,91 3,41 43,67

7,62 13,12

IV R 59,84 15,17 87,98

9,37 19,82 11,31 19,20 10,58 16,95 2,04 2,37 9,80 13,09 6,08 -17,87 5,78 -1,86 33,83
8,47 17,98 10,58 16,95 2,05 2,35 9,89 13,12 6,13 243,86 -2,70 -5,51 33,89

3,08 -7,37

V R -67,30 7,99 67,72

10,70 11,10 10,85 12,48 13,50 12,19 1,38 2,66 5,11 10,03 3,17 83,80 0,34 3,15 25,92
7,82 12,81 3,05 5,85 11,47 3,62 83,80 0,39 3,60 29,64

9,21 10,28 7,82 12,81 1,70 2,88 8,33 13,32 5,16 208,85 -4,52 -2,49 34,43
10,72 7,55 3,12 9,01 14,41 5,59 208,85 -4,89 -2,70 37,24

12,28 10,16 13,50 12,19 1,84 2,37 8,04 11,87 4,98 -30,93 4,27 -2,56 30,67
10,72 7,55 3,04 10,29 15,20 6,38 -30,93 5,48 -3,28 39,28

1,07 -4,28

VI R -76,00 4,41 197,18

11,00 13,85 12,07 14,51 13,50 12,19 1,26 2,73 4,32 9,33 2,68 31,56 2,28 1,40 24,10
10,58 16,95 2,86 4,52 9,77 2,80 31,56 2,39 1,47 25,25

10,85 12,48 13,50 12,19 1,38 2,66 5,11 10,03 3,17 263,80 -0,34 -3,15 25,92
7,82 12,81 3,05 5,85 11,47 3,62 263,80 -0,39 -3,60 29,64

9,28 15,00 10,58 16,95 2,07 2,34 9,99 13,14 6,19 146,35 -5,15 3,43 33,95
7,82 12,81 2,63 11,24 14,79 6,97 146,35 -5,80 3,86 38,22

-7,02 3,41

VII R 154,08 7,80 177,08

(Наставак табеле на следећоj страни)
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Табела 28. (Наставак табеле с претходне стране)

О XO YO XS YS XT YT s
[m]

l
[m]

µ ν H
[KN]

θ
[°]

Hx Hy P
[KN]Q

13,15 15,17 12,07 14,51 13,50 12,19 1,26 2,73 4,32 9,33 2,68 211,56 -2,28 -1,40 24,10
10,58 16,95 2,86 4,52 9,77 2,80 211,56 -2,39 -1,47 25,25

14,52 14,59 15,47 16,81 1,49 2,41 5,38 9,80 3,34 -23,04 3,07 -1,31 25,32
13,50 12,19 2,61 5,81 10,57 3,60 -23,04 3,31 -1,41 27,32

13,19 16,87 15,47 16,81 1,70 2,27 6,58 10,51 4,08 88,39 0,11 4,08 27,16
10,58 16,95 2,62 7,58 12,11 4,70 88,39 0,13 4,70 31,28

1,96 3,20

VIII R 58,48 3,75 160,44

13,24 18,58 14,48 19,11 15,47 16,81 1,35 2,50 4,54 9,15 2,81 23,21 2,58 1,11 23,65
13,19 16,87 15,47 16,81 1,70 2,27 6,58 10,51 4,08 268,39 -0,11 -4,08 27,16

10,58 16,95 2,62 7,58 12,11 4,70 268,39 -0,13 -4,70 31,28
11,31 19,20 10,58 16,95 2,04 2,37 9,80 13,09 6,08 162,13 -5,78 1,86 33,83

-3,45 -5,81

IX R -120,69 6,75 115,92

13,86 9,21 13,95 7,74 17,01 7,92 1,47 3,07 6,65 12,28 4,12 -86,60 0,24 -4,11 31,74
10,72 7,55 3,23 7,00 12,94 4,34 -86,60 0,26 -4,33 33,42

15,11 10,24 13,50 12,19 1,62 2,53 6,61 11,12 4,10 39,45 3,17 2,61 28,73
17,01 7,92 3,00 7,83 13,17 4,86 39,45 3,75 3,09 34,03

12,28 10,16 13,50 12,19 1,84 2,37 8,04 11,87 4,98 149,07 -4,27 2,56 30,67
10,72 7,55 3,04 10,29 15,20 6,38 149,07 -5,48 3,28 39,28

-2,33 3,09

X R 127,06 3,87 197,88

14,04 6,27 13,95 7,74 17,01 7,92 1,47 3,07 6,65 12,28 4,12 93,40 -0,24 4,11 31,74
10,72 7,55 3,23 7,00 12,94 4,34 93,40 -0,26 4,33 33,42

16,47 5,68 17,01 7,92 2,51 2,31 14,47 15,71 8,97 -13,63 8,72 -2,11 40,58
11,46 5,39 10,72 7,55 2,72 2,29 16,90 16,90 10,48 199,01 -9,91 -3,41 43,67

-1,69 2,92

XI R 120,06 3,37 149,41

15,72 19,64 14,48 19,11 15,47 16,81 1,35 2,50 4,54 9,15 2,81 203,21 -2,58 -1,11 23,65
17,00 18,03 15,47 16,81 2,05 1,96 8,27 10,94 5,13 -51,48 3,19 -4,01 28,27

0,61 -5,12

XII R -83,22 5,16 51,92

15,89 14,00 16,13 12,63 13,50 12,19 1,39 2,66 5,14 10,05 3,19 -80,41 0,53 -3,14 25,98
19,18 13,15 3,10 5,98 11,70 3,71 -80,41 0,62 -3,66 30,23

14,52 14,59 15,47 16,81 1,49 2,41 5,38 9,80 3,34 156,96 -3,07 1,31 25,32
13,50 12,19 2,61 5,81 10,57 3,60 156,96 -3,31 1,41 27,32

17,09 15,21 15,47 16,81 1,70 2,28 6,56 10,50 4,07 45,43 2,85 2,90 27,13
19,18 13,15 2,94 8,48 13,57 5,26 45,43 3,69 3,74 35,06

1,31 2,56

XIII R 62,96 2,87 171,04

(Наставак табеле на следећоj страни)
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Табела 28. (Наставак табеле с претходне стране)

О XO YO XS YS XT YT s
[m]

l
[m]

µ ν H
[KN]

θ
[°]

Hx Hy P
[KN]Q

16,36 11,26 16,13 12,63 13,50 12,19 1,39 2,66 5,14 10,05 3,19 99,59 -0,53 3,14 25,98
19,18 13,15 3,10 5,98 11,70 3,71 99,59 -0,62 3,66 30,23

15,11 10,24 13,50 12,19 1,62 2,53 6,61 11,12 4,10 219,45 -3,17 -2,61 28,73
17,01 7,92 3,00 7,83 13,17 4,86 219,45 -3,75 -3,09 34,03

18,10 10,54 19,18 13,15 1,89 2,82 10,04 14,47 6,22 -22,52 5,75 -2,38 37,39
17,01 7,92 2,84 10,08 14,53 6,25 -22,52 5,77 -2,39 37,55

3,46 -3,67

XIV R -46,73 5,04 193,92

18,28 16,42 17,09 15,21 15,47 16,81 1,70 2,28 6,56 10,50 4,07 225,43 -2,85 -2,90 27,13
19,18 13,15 2,94 8,48 13,57 5,26 225,43 -3,69 -3,74 35,06

17,00 18,03 15,47 16,81 2,05 1,96 8,27 10,94 5,13 128,52 -3,19 4,01 28,27
20,42 14,95 19,18 13,15 2,60 2,18 14,76 15,43 9,15 -34,55 7,54 -5,19 39,87

-2,20 -7,82

XV R -105,70 8,12 130,34

18,90 5,09 19,37 7,46 17,01 7,92 2,41 2,41 13,98 15,76 8,66 78,80 1,68 8,50 40,72
16,47 5,68 17,01 7,92 2,51 2,31 14,47 15,71 8,97 166,37 -8,72 2,11 40,58

-7,04 10,61

XVI R 123,55 12,74 81,30

19,84 9,82 18,10 10,54 19,18 13,15 1,89 2,82 10,04 14,47 6,22 157,48 -5,75 2,38 37,39
17,01 7,92 2,84 10,08 14,53 6,25 157,48 -5,77 2,39 37,55

21,21 11,65 19,18 13,15 2,28 2,52 13,12 15,64 8,14 53,26 4,87 6,52 40,40
19,37 7,46 17,01 7,92 2,41 2,41 13,98 15,76 8,66 258,80 -1,68 -8,50 40,72

-8,34 2,80

XVII R 161,45 8,80 156,07

22,56 13,47 21,21 11,65 19,18 13,15 2,27 2,52 13,04 15,59 8,08 233,43 -4,81 -6,49 40,27
20,42 14,95 19,18 13,15 2,60 2,18 14,76 15,43 9,15 145,45 -7,54 5,19 39,87

-12,35 -1,30

XVIII R -173,98 12,42 80,14



Додатак Ж

Заравњени сводови

Као посебна скупина сводова овде су издвоjени заравњени сво-
дови. То су сводови код коjих ободни лук има облик псеудолука из
триjу средишта (в. одељак 14.2), односно сводови у оквиру коjих
постоjи раван свод. Иако се основе оваквих сводова, приказане на
слици 85а–г, не разликуjу од сложених афиних сводова разматра-
них у овоj дисертациjи, у оквиру таванице се добиjа непрекидна
равна површина, што може имати утицаj на архитектонско обли-
ковање простора. У зависности од облика свода у оквиру коjег
се налази, заравњени део (истакнут шрафуром на слици 85а,б,в)
може имати различите облике.1 Овде су кратко размотрена њихова
основна своjства те наведено неколико примера коjима се указуjе
на могућности њихове примене.

Наиме, приликом испитивања сложених крстастих сводова, еле-
ментарни лукови су се простирали од темена свода (где jе елемен-
тарни лук сведен у вертикалну дуж) до ослонаца (где елементарни
лук заузима облик ободног лука свода). Међутим, када су ободни
лукови заравњени, и теме свода постаjе заравњено. Тиме у око-
лини темена свода остаjе издвоjен део – раван свод, чиjе деjство
ниjе обухваћено елементарним луковима из фамилиjе ободног лука,
као што се види на примеру троделног сложеног крстастог свода
приказаног на слици 86а. Равни део овог свода, издвоjен на слици
86в, може се посматрати као троделни сложени крстасти свод чиjи
су ободни лукови равни (в. одељак 6.2). Стога су и елементарни лу-
кови унутар њега такође равни, а њихова деjства збраjаjу се дуж за-
мишљених укрсница. Наиме, као што jе раниjе показано, потпорна
линиjа унутар равног лука има облик параболе, те jе потпорна по-
врш унутар равног свода образована од ограничених делова правих
параболичких коноида, као што jе приказано на слици 86в,г. Резул-

1 Уколико jе заравњени део образован као на слици 85д, претпоставља се да деjствуjе

као манастирски свод; како се претпоставља да манастирски сводови не деjствуjу

на исти начин као крстасти сводови, овакви облици нису овде разматрани.
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тантно деjство у теменима основе равног свода даље се збраjа са
деjствима елементарних лукова (псеудолукови из триjу средишта),
те се даље преноси дуж укрсница до ослонаца.

Слика 85. Заравњени сводови: (а,б,в) шематски приказ основе
троделног, четвороделног и петоделног крстастог свода с обореним
положаjима ободних лукова (уп. са сликом ), (г) затворени шесто-
делни прстенасти свод (са средишњим ослонцем; уп. са сликом 54),
(д) сложени зракасти свод (уп. са сликом 77а), (ђ) осмоделни зарав-
њени свод
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Слика 86. Раван свод у оквиру заравњеног троделног зракастог
свода свод: (а) просторни приказ (заравњени део jе шрафиран),
(б) шематски приказ основе: полазни део, (в,г) потпорна површ у
оквиру заравњеног дела



Додатак З

Испитивање равнотеже драперастог
лука

Приликом испитивања равнотеже масивних лукова обично се
разматраjу конвексни облици. Међутим, поред њих постоjе и разли-
чити конкавни или тзв. инфлексиони облици лукова. Стога jе овде,
у виду примера, приступ коришћен при испитивању равнотеже лу-
кова у овоj дисертациjи примењен на основни лук конкавног облика
– драпераст лук. Оваj лук образован jе од дваjу наспрамно поста-
вљених исечака кружног прстена, супротно ориjентисаних у односу
на полукружни лук, као што jе приказано на слици 87а. Обликом
подсећа на привезану драпериjу односно дугачку тешку завесу (в.
слику 87б), те отуда његов назив. Испитивање његове равнотеже
даље може послужити као основа за испитивање других сложени-
jих облика лукова у коjима учествуjе као саставни део (нпр. звона-
сти лук или тзв. магарећа леђа приказани на слици 87в,г).

Слика 87. (a) Драперасти лук, (б) драпериjа, (в) звонасти лук,
(г) магарећа леђа

Аналитичко моделирање. На слици 88а приказани су геометриj-
ски чиниоци половине монолитног драперастог лука. У складу с
примењеном нормалном стереотомиjом, коjа подразумева произ-
вољне пресеке управне на осу лука, тежина V коначног дела лука
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до пресека под углом ϕ jе V (ϕ) = Rtϕ. Апсциса xV тежишта ко-
начног дела лука (слика 88в), добиjа се на следећи начин:

xV (ϕ) =
2

3

(
R+ t

2

)3 −
(
R− t

2

)3
(
R+ t

2

)2 −
(
R− t

2

)2
sin
(
ϕ
2

)
ϕ
2

cos
(ϕ
2

)
=

(12R2 + t2) sinϕ

12Rϕ
.

(275)
Тежина W половине лука, приказане на слици 88а, добиjа се када

угао ϕ достигне вредност π
2
, те jе тада W = R tπ

2
. Уз то се апсциса

xW тежишта половине лука добиjа упрошћавањем израза (275), те
износи:

xW = xV (ϕ =
π

2
) =

12R2 + t2

6Rπ
. (276)

Слика 88. (а) Половина драперастог лука с назначеним геоме-
триjским чиниоцима, (б) план сила коjи представља равнотежу по-
ловине лука односно његовог коначног дела, (в) коначни део лука
до произвољног пресека под углом ϕ

Имаjући у виду да се тежи минималноj потпорноj линиjи, на-
падна тачка S реакциjе R претпостављена jе на доњем краjу осло-
начке споjнице. С друге стране, како се половине лука додируjу
у темену у jедноj тачки, B, хоризонтална сила H мора деловати
у њоj (в. слику 88а). Према томе, равнотежа момената половине
лука за тачку S дата jе следећом jеднакошћу: H(R + t

2
) = WxW ,
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одакле се одређуjе величина H хоризонталног потиска:

H =
WxW

R+ t
2

=
12R2 t+ t3

12R + 6 t
. (277)

На слици 88в приказан jе коначни део лука, од темена до прои-
звољног пресека под углом ϕ. Резултантна сила T на произвољном
пресеку, уз припадаjућу нападну тачку A, jеднозначно jе одређена
равнотежом сила односно момената за коначни део лука. Према
томе, равнотежа момената за тачку A дата jе следећом jеднакошћу:
Hρ(ϕ) sinϕ = V (ϕ)(xV (ϕ) − ρ(ϕ) cosϕ). На основу тога се одређуjе
величина ρ(ϕ) коjа представља израз за потпорну линиjу унутар
драперастог лука:

ρ(ϕ) =
V (ϕ)xV (ϕ)

H sinϕ+ V (ϕ) cosϕ
=

1
2

2R+ t
+

12Rϕ cotϕ

12R2 + t2

, (278)

где су величине xV (ϕ) и H редом дате изразима (276) и (277).

Минимална дебљина. Израз (278) не подразумева граничну пот-
порну линиjу, коjа одговара граничноj (минималноj) дебљини лука.
Како би то било одређено, потребно jе испитати ток потпорне ли-
ниjе. Стога jе удаљеност потпорне линиjе од екстрадоса предста-
вљена следећим изразом:

δex(ϕ) = ρ(ϕ) −
(
R−

t

2

)
. (279)

Испитивањем тока ове функциjе закључено jе да се њена мини-
мална вредност добиjа за ϕ = 0. То значи да jе потпорна линиjа
наjближа екстрадосу на врху (горњоj хоризонталноj ивици) лука,
те да jе таj положаj меродаван за минималну дебљину лука, као
што се види на слици 88а,в. У складу с изразом (278), положаj
потпорне линиjе на врху лука, означен тачком D, одређен jе следе-
ћим изразом:

ρ(ϕ→ 0) =
1

2

2R + t
+

12R

12R2 + t2

. (280)

Према томе, потпорна линиjа не полази наниже од темена лука
(тачке B), него тек од тачке D.1 Даље се изjедначавањем израза

1 Уп. са сликом 13 у § 7.4.1, као и [93].



272 Испитивање равнотеже драперастог лука

(279) с нулом (односно израза (280) с R − t
2
), те решавањем по t,

добиjа следеће:

t =
3

√
2
√
37R3 + 11R3 −

3R2

3

√
2
√
37R3 + 11R3

−R . (281)

За jединичну вредност полупречникаа (R = 1), добиjа се вредност
минималне дебљине драперастог лука t/Rmin (представљена одно-
сом дебљине и полупречника):

t/Rmin =
3

√
11 + 2

√
37−

3
3

√
11 + 2

√
37

− 1 = 0, 79829 ≈ 4/5 . (282)

Драперасти лук минималне дебљине, с придруженом потпорном
линиjом, приказан jе на слици 89б, док су на сликама 89а и 89б ре-
дом приказани драперасти лук дебљине веће и мање од неопходне.

Слика 89. (а) Драперасти лук довољне дебљине (t/R = 1) – ста-
билан лук, (б) минимална дебљина и припадаjућа гранична пот-
порна линиjа – гранично стање равнотеже, (в) недовољна дебљина
(t/R = 0, 6) – немогуће стање



Додатак И

Испитивање равнотеже циклоидног
лука

Овде jе обрађена равнотежа лука чиjа средишња линиjа не са-
држи кружни лук (као што jе то случаj са свим луковима разматра-
ним у овоj дисертациjи), али jе изведена на основу круга. Постоjе
различити облици лукова коjи мање-више опонашаjу наjзаступље-
ниjе лукове. Тако се нпр. елипсастим луковима из више средишта
(обрађени у одељку 14.1) приближно представљаjу елиптички лу-
кови (в. [8]). Jедан од не тако често примењиваних облика, коjи
такође наликуjе на елиптички лук, jесте циклоидни лук (в. слике
90 и 92). Наиме, циклоида jе крива коjу описуjе тачка на кругу коjи
се котрља без клизања дуж праве.

Слика 90. Музеj уметности Кимбел коjи jе проjектовао Луис Кан

Истраживање своjстава ове криве, у различитим областима, за-
окупљало jе познате научнике током седамнаестога века; тако jе
нпр. циклоида позната као решење проблема брахистохроне и та-
утохроне. Испоставља се да jе Галилео изумео ову криву те први
предложио њену примену у архитектури, и то за проjекат jедно-
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распоног моста у Пизи [23, 35]. Данас, вероватно наjпознатиjи ци-
клоидни лук односно свод, jесте онаj у Музеjу уметности Кимбел у
Форт Ворту у Тексасу (в. слику 90), коjи jе проjектовао амерички
архитекта Луис Кан у сарадњи с грађевинским инжењером Аугу-
стом Комендантом.1

Слика 91. Два случаjа циклоидног лука: (а) циклоидна оса, (б)
циклоидни интрадос

У складу с теориjом потпорне линиjе, примењеном у овоj ди-
сертациjи, овде jе испитана равнотежа дваjу случаjева циклоид-
ног лука, приказаних на слици 91. У првом случаjу, средишња
линиjа лука има облик циклоиде, док jе у другом случаjу интра-
дос тог облика. Притом су лукови jеднообразне дебљине у правцу
управном на осу односно на интрадос лука. Према томе, интрадос,
оса и екстрадос представљаjу паралелне (еквидистантне) криве. У
складу с тим jе примењена нормална стереотомиjа, коjа подразу-
мева произвољне пресеке (споjнице) управне на осу (односно на
интрадос) лука. Добиjене вредности минималне дебљине, поређене
су с елиптичким, елипсастим и сегментним луковима истих про-
порциjа.

И.1 Аналитичко моделирање

Прво су у предстоjећем одељку размотрена основна геометриjска
своjства циклоиде, а затим су одељцима И.1.2 и И.1.3 обрађена
наведена два случаjа циклоидног лука.

И.1.1 Геометриjска своjства циклоиде

Уобичаjени параметарски облик циклоиде jе следећи:

x(θ) = r (θ − sin θ) , (283а)

y(θ) = r (1− cos θ) , (283б)

1 Кан jе поновио оваj облик циклоидне бетонске љуске у Вулфсон центру за машин-

ско и саобраћаjно инжењерство у универзитетском кампусу у Тел Авиву [100].
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где r представља полупречник круга коjи изводи циклоиду, а θ
представља угао обртања (котрљања) тог круга, као што jе прика-
зано на слици 92а за произвољну тачку N .

Слика 92. Геометриjски чиниоци циклоиде: (а) извођење цикло-
иде, (б) трансформациjа координатног система, (в) инфинитези-
мални тесаник циклоидног лука

С обзиром на то да jе уобичаjено да се испитивање равнотеже
лука спроводи од темена према ослонцу, уз зависност од чиниоца
коjи непосредно одређуjе положаj произвољног пресека, погодниjе
jе поставити исходиште координатног система у средиште C лука
(в. слику 92б). У складу с тим, израз за циклоиду добиjа следећи
облик:

x(ϕ) = r (2ϕ + sin(2ϕ)) , (284а)

y(ϕ) = r (1 + cos(2ϕ)) , (284б)

где угао ϕ = π−θ
2

одређуjе положаj произвољне тачке M циклоиде,
односно положаj произвољног пресека, а мерен jе од вертикалне осе
симетриjе лука ка ослонцу (од темене споjнице ка ослоначкоj). Уз
то jе полупречник закривљености η у произвољноj тачки циклоиде
дат следећим изразом:

η(ϕ) = 4 r sin(θ/2) = 4 r cos(ϕ) . (285)

Поред тога, удаљеност d између вертикалне осе симетриjе лука и
тачке D, коjа jе пресечна тачка правца произвољног пресека и осло-
начке линиjе, дата jе следећим изразом:

d = rπ − r(π − 2ϕ) = 2 rϕ .
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И.1.2 Циклоидни лук циклоидне осе

На слици 93а приказана jе половина монолитног циклоидног
лука дебљине t чиjа средишња линиjа (оса) има облик циклоиде.
Пропорциjе лука, односно његове осе, могу бити представљене од-
носом њене висине (стреле) (h = 2 r) и полураспона l; према томе,
однос h/l jе следећи: (2 r)/(r π) = 0, 6366.

Тежина и тежиште коначног дела циклоидног лука. Два
бескраjно блиска пресека, коjи заклапаjу инфинитезимални угао
dϕ и коjи су управни на осу лука, одређуjу инфинитезимални те-
саник приказан на слици 92в. Његова тежина v представљена jе
одговараjућом површином:

v(ϕ) = η(ϕ) t dϕ . (286)

У складу с тим jе тежина V горњег коначног дела лука, између
темене споjнице и произвољног пресека под углом ϕ (в. слику 93б),
дата следећим изразом:

V (ϕ) =

∫ ϕ

0

η(ϕ) t dϕ = 4 t r sinϕ . (287)

Слика 93. I случаj: (а) геометриjски чиниоци лука циклоидне осе,
(б) коначни део лука до произвољног пресека под углом ϕ, (в) план
сила

Апсциса xv тежишта инфинитезималног тесаника дата jе следе-
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ћим изразом:2

xv(ϕ) = 2 rϕ+

(
η(ϕ)

2
+

1

12

t2

η(ϕ)

)
sinϕ

=
t2 tanϕ

48r
+ 2 rϕ+ r sin(2ϕ) . (288)

Апсциса xV тежишта коначног дела тежине V (слика 93б), изра-
чунава се на следећи начин:

xV (ϕ) =

∫ ϕ

0
xv(ϕ) η(ϕ) t dϕ

V (ϕ)
. (289)

С обзиром на изразе (285) и (288), броjилац претходног израза jе:

1

12
t3 (1 − cosϕ) +

8

3
t r2

(
1− cos3 ϕ

)
− 8 t r2(1 − cosϕ − ϕ sinϕ) .

(290)

Према томе, уврштавање израза (287) и (290) у израз (289) даjе
апсцису xV тежишта коначног дела циклоидног лука до произвољ-
ног пресека под углом ϕ:

xV (ϕ) =
(t2 − 64 r2) tan

(
ϕ
2

)
+ 16 r2 (6ϕ + sin(2ϕ))

48 r
. (291)

Тежина W половине лука приказане на слици 93а добиjа се када
вредност угла ϕ достигне прав угао, те се израз (287) упрошћава у
следећи:

W = 4 k r . (292)

Уз то се апсциса xW тежишта половине лука упрошћава из израза
(291) у:

xW =
t2 + 48π r2 − 64 r2

48 r
. (293)

Хоризонтални потисак и jедначина потпорне линиjе. Како
би одговараjуће испитивање могло да буде спроведено, неопходно
jе одредити потпорну линиjу, односно извести аналитички израз
коjим jе она описана. Претпостављањем положаjа тачака B и S,
као редом нападних тачака хоризонталне силе H коjа делуjе у те-
мену и реакциjе R на ослонцу, jеднозначно jе одређен положаj пот-
порне линиjе (приказане испрекиданом линиjом на слици 93а,б).

2 У вези с другим чланом у првоме реду в. израз (247) на стр. 229, као и [92].
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План сила приказан на слици 93в графички изражава равнотежу
половине лука и његовог коначног дела.

Равнотежа момената половине лука за тачку S на ослонцу дата
jе следећом jеднакошћу:

H

(
t

2
+ 2r − qc

)
=W

(
t

2
+ πr − xW − qs

)
,

где jе qc вертикална удаљеност тачке B од екстрадоса, док qs пред-
ставља удаљеност тачке S од екстрадоса дуж ослоначке споjнице
(в. слику 93а). Одатле се може изразити величина H хоризонталне
силе коjа делуjе у теменоj споjници:

H =
W [t+ 2 (πr − xW − qs)]

t+ 4r − 2qc
=
t [−t2 + 24 t r − 16 r (3qs − 4r)]

6 (t+ 4r − 2qc)
,

(294)
где су тежина W половине лука и апсциса xW придруженог тежи-
шта редом дати изразима (292) и (293).

Резултантна сила T на произвољном пресеку, уз припадаjућу на-
падну тачку A, jеднозначно jе одређена равнотежом сила односно
момената за коначни део лука (в. слику 93б). Према томе, равно-
тежа момената коначног дела лука за тачку A дата jе следећом
jеднакошћу:

H

(
t

2
+ 2r − ρ cosϕ− qc

)
= V (ϕ) (2rϕ+ ρ sinϕ− xV (ϕ)) .

На основу тога се одређуjе удаљеност ρ(ϕ) између потпорне ли-
ниjе и тачке D, што представља jедначину потпорне линиjе унутар
циклоидног лука (случаj I):

ρ(ϕ) =
H
(
t
2
+ 2 r − qc

)
+ V (xV − 2 r ϕ)

H cosϕ+ V sinϕ

=

(t− 2 qc + 4 r)

[ (
t2 − 72 r2

)
cosϕ+

8 r(r cos(3ϕ) − 3 t+ 6 qs+)

]

{
2 cosϕ

[
t2 − 24 t r + 16 r (3 qs − 4 r)

]
−

48 r sin2 ϕ(t− 2 qc + 4 r)

} , (295)

где су величине V (ϕ), xV (ϕ) и H редом дате изразима (287), (291)
и (294). Међутим, изразом (294) се не претпоставља гранична вред-
ност хоризонталног потиска H коjи одговара граничноj (минимал-
ноj) дебљини лука. Према томе, ни добиjеним изразом (295) се
не претпоставља гранична потпорна линиjа; стога су величине qc
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и qs непознате. Како би се одредила гранична потпорна линиjа
коjа одговара минималноj (граничноj) дебљини лука, потребно jе
одредити механизам слома коjи одговара циклоидном луку. С об-
зиром на то да jе облик циклоидног лука (због глатког темена)
наjсличниjи елипсастим (елиптичким или пак полукружним) лу-
ковима усвоjен jе њима своjствен механизам слома (в. случаj 0 на
слици 25а на стр. 96; као и слику 33а на стр. 123). Наиме, у том
случаjу потпорна линиjа пролази кроз екстрадос на ослонцима и
темену, додируjући интрадос у jош двема тачкама, образуjући тако
пет зглобова (као што jе приказано на слици 95а). У складу с тим,
величине qc и qs jеднаке су нули. Према томе, када jе претпоста-
вљена минимална дебљина, jедначина потпорне линиjе, дата изра-
зом (295), упрошћава се у следећи облик:

ρ(ϕ)lim =
(t+ 4 r) [(t2 − 72 r2) cosϕ+ 8 r(r cos(3ϕ) − 3 t)]

2 (t2 − 24 t r − 64 r2) cosϕ− 48 r (t+ 4 r) sin2 ϕ
, (296)

а на основу израза (294) добиjа се величина хоризонталног потиска
коjа одговара минималноj дебљини:

Hlim =
t2

3
−

t3

2 (t+ 4 r)
+

8 t r

3
. (297)

Шта више, уколико jе лук довољне дебљине (веће од минималне),
минимални потисак коjи му одговара одређен jе следећим изразом:

Hmin =
t [t2 + 24 tr − 16 r(3 qs − 4 r)]

6 (t+ 4 r)
, (298)

при чему jе потребно одредити положаj потпорне линиjе на ослонцу
односно нападну тачку S реакциjе R одређену величином qs.

И.1.3 Циклоидни лук циклоидног интрадоса

На слици 94а приказана jе половина монолитног циклоидног
лука дебљине t чиjи интрадос има облик циклоиде. Пропорциjе
лука, односно његове осе, могу бити представљене односом њене
висине (стреле) (h = 2 r + t/2) и полураспона l; према томе, од-
нос h/l jе следећи: (2 r + t/2)/(r π + t/2), те се може закључити да
пропорциjе средишње линиjе зависе од дебљине лука. С обзиром
на израз (285), полупречник закривљености η̃ у произвољноj тачки
средишње линиjе (коjа jе крива паралелна циклоидном интрадосу)
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jе следећи:

η̃(ϕ) = η(ϕ) +
t

2
= 4 r cosϕ+

t

2
. (299)

Слика 94. II случаj: (а) геометриjски чиниоци лука циклоидног
интрадоса, (б) коначни део лука до произвољног пресека под углом
ϕ, (в) план сила

Тежина и тежиште коначног дела циклоидног лука. Tе-
жина инфинитезималног тесаника (слика 92в), jе:

ṽ = η̃ t dϕ . (300)

У складу с тим jе тежина Ṽ горњег коначног дела лука до прои-
звољног пресека под углом ϕ (слика 94б), дата следећим изразом:

Ṽ (ϕ) =

∫ ϕ

0

η̃ t dϕ =
t2 ϕ

2
+ 4 t r sinϕ . (301)

Апсциса x̃v тежишта инфинитезималног тесаника дата jе следећим
изразом:

x̃v(ϕ) = 2 r ϕ+

(
η(ϕ)

2
+
t

2
+

1

12

t2

η̃(ϕ)

)
sinϕ

=
2 t sinϕ (t+ 6 r cosϕ)

3 (t+ 8 r cosϕ)
+ 2 r ϕ+ r sin(2ϕ) . (302)
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Апсциса x̃V тежишта коначног дела тежине Ṽ (слика 94б), изра-
чунава се на следећи начин:

x̃V (ϕ) =

∫ ϕ

0 x̃v(ϕ) η̃ t dϕ

Ṽ (ϕ)
. (303)

С обзиром на изразе (299) и (302), броjилац претходног израза
jе:

1

12
t

{
4 t2 − 4

(
t2 − 18 r2

)
cosϕ+ 6 t r ϕ2 − 9 t r cos(2ϕ)+

9 t r + 96 r2ϕ sinϕ− 8 r2 cos(3ϕ) − 64 r2

}
. (304)

Према томе, уврштавање израза (301) и (304) у израз (303) даjе ап-
сцису x̃V тежишта коначног дела циклоидног лука до произвољног
пресека под углом ϕ:

x̃V (ϕ) = 2 r ϕ−

{
4 (t2 − 18 r2) cosϕ− 4 t2 + 6 t rϕ2+
9 t r cos(2ϕ) − 9 t r + 8 r2 cos(3ϕ) + 64 r2

}

6 (t ϕ+ 8 r sinϕ)
.

(305)

Тежина W̃ половине лука приказане на слици 94а добиjа се када
вредност угла ϕ достигне прав угао, те се израз (301) упрошћава у
следећи:

W̃ =
π t2

4
+ 4 t r . (306)

Уз то се апсциса x̃W тежишта половине лука упрошћава из израза
(305) у:

x̃W =
4 t2 + 3

2
π2 t r + 18 t r + 48π r2 − 64 r2

6
(
π t
2
+ 8 r

) . (307)

Хоризонтални потисак и jедначина потпорне линиjе. Рав-
нотежа момената половине лука за тачку S на ослонцу (слика 94а)
дата jе следећом jеднакошћу:

H̃ (t+ 2 r − qc) = W̃ (t+ π + r − x̃W − qs) .

Одатле се може изразити величина H хоризонталне силе коjа де-
луjе у теменоj споjници:

H̃ =
W̃ (t+ π r − x̃W − qs)

t+ 2 r − qc

=
t [(6π − 8) t2 − 6π t qs + 3 (20 + π2) t r + 32 r (4 r − 3 qs)]

24 (t− qc + 2 r)
,

(308)
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где су тежина W̃ половине лука и апсциса x̃W придруженог тежи-
шта редом дати изразима (306) и (307).

Равнотежа момената коначног дела лука за тачку A (в. слику
94б) дата jе следећом jеднакошћу:

H̃ (t+ 2 r − qc − ρ̃(ϕ) cosϕ) = Ṽ (ϕ) (2 r ϕ− x̃V (ϕ) + ρ̃(ϕ) sinϕ) .

На основу тога се одређуjе удаљеност ρ̃(ϕ) између потпорне ли-
ниjе и тачке D, што представља jедначину потпорне линиjе унутар
циклоидног лука (случаj II):

ρ̃(ϕ) =
H̃ (t+ 2 r − qc) + Ṽ (ϕ) (x̃V (ϕ)− 2 r ϕ)

H̃ cosϕ+ Ṽ (ϕ) sinϕ

=

(qc − t− 2 r)



8
(
t2 − 18 r2

)
cosϕ− 6π t2 + 96 r qs−

3 t
(
π2 r − 2π qs − 4 r ϕ2 + 26 r

)
+

2 r (9 t cos(2ϕ) + 8 r cos(3ϕ))




{
cosϕ

[
(6π − 8)t2 − 6π t qs + 3

(
20 + π2

)
t r+

32 r (4 r − 3 qs)
]
+ 12 sinϕ (t− qc + 2 r)(t ϕ+ 8 r sinϕ)

} .

(309)
Када jе претпостављена минимална дебљина, jедначина потпорне

линиjе, дата изразом (309), упрошћава се у следећи облик:

ρ̃(ϕ)lim =
(t+ 4 r) [(t2 − 72 r2) cosϕ+ 8 r (r cos(3ϕ) − 3 t)]

2 (t2 − 24 t r − 64 r2) cosϕ− 48 r (t+ 4 r) sin2 ϕ
, (310)

а на основу израза (308) добиjа се величина хоризонталног потиска
коjа одговара минималноj дебљини:

H̃lim =
t [t2 (6π − 8) + 3 t r (20 + π2) + 128 r2]

24 (t + 2 r)
. (311)

Шта више, уколико jе лук довољне дебљине (веће од минималне),
минимални потисак коjи му одговара одређен jе следећим изразом:

H̃min =
t [(6π − 8)t2 − 6π t qs + 3 (20 + π2) t r + 32 r (4r − 3qs)]

24 (t+ 2r)
,

(312)
при чему jе потребно одредити положаj потпорне линиjе на ослонцу
односно нападну тачку S реакциjе R одређену величином qs.
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И.2 Нумеричко моделирање и резултати

Минимална дебљина. Будући да аналитичко одређивање вред-
ности минималне дебљине ниjе познато, примењени су одговара-
jући нумерички поступци (в. поглавље 12). Наиме, када се по-
сматра половина лука, уз усвоjени одговараjући механизам слома
(qc = 0 и qs = 0), постоjи само jедан опаснан пресек (у коjем
се потпорна линиjа наjвише приближи интрадосу; в. слике 93а и
94а). Сходно томе, одговараjућим итеративним поступком (в. оде-
љак 12.3) дебљина се прилагођава у односу на њега. Притом се

удаљености δin односно δ̃in потпорне линиjе (односно нападне тачке
резултантне силе) од интрадоса (в. слике 93а,б и 94а,б), коjе се при-
времено чуваjу у одговараjућим списковима (листама), добиjаjу у
складу са следећим изразима:

δin = ρ(ϕ) −
η(ϕ)

2
+
t

2
за I случаj , (313а)

δ̃in =
η̃(ϕ)

2
+
t

2
− ρ̃(ϕ) за II случаj . (313б)

Добиjене нумеричке вредности дате су у табели 30, где jе мини-
мална дебљина представљена минималном вредношћу односа де-
бљине лука и његовог полураспона, t/l. Уз то jе назначен и положаj
зглоба на интрадосу, одређен углом β.

Поред тога, израчунате су и минималне дебљине лукова чиjи
jе облик сличан циклоидном, и то оних чиjе осе имаjу истоветне
пропорциjе као и у обама случаjевима разматраних циклоидних
лукова.3 Одређениjе, у табели 30 приложене су израчунате мини-
малне дебљине за елиптичке, елипсасте лукове из триjу средишта
и сегментне лукове. Вредности коjе се односе на елиптичке лукове
добиjене су интерполациjом на основу нумеричких вредности коjе
су израчунали Алексакис и Макрис (датих у табели 1 у [8]). Вред-
ности коjе су дате за елипсасте лукове, и то за прелазни угао од
30, 45 и 60 степени, израчунате су у складу с поглављем 14 ове ди-
сертациjе. Облик сегментног лука одређен jе краjњим тачкама (на
ослонцима и темену) осе разматраних циклоидних лукова.4 Гра-
фички приказ ових наведених лукова дат jе на слици 95, где су
приказани лукови истог распона средишње линиjе.

3 У I случаjу, као што jе наведено, однос h/l износи 0,63662. На основу израчунате

минималне дебљине за II случаj, када лук jе циклоидног интрадоса, однос h/l

износи 0,64949.
4 Тако jе добиjено да њихови обухватни углови за случаj I и случаj II износе редом

64,963 и 66,005 степени.
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Табела 29. Минимална дебљина t/lmin циклоидних лукова и обликом
сличних лукова истих пропорциjа средишње линиjе

облик лука
I случаj: h/l = 0, 63662 II случаj: h/l = 0, 64949

t/lmin β [◦] t/lmin β [◦]

циклоидни лук 0,06820 44,656 0,07086 45,276

елиптички лук [8]* 0,106 (0,108) 68,7 (68,9) 0,106 (0,108) 68,2 (68,4)

елипсасти лук (30) 0,12158 43,797 0,12210 44,152
елипсасти лук (45) 0,08701 47,491 0,08942 47,753
елипсасти лук (60) 0,04560 44,690 0,04919 45,461

сегментни лук 0,03422 42,228 0,03607 42,795

* У складу с нормалном (вертикалном) стереотомиjом.

Може се закључити да циклоидни лук, у поређењу с елиптичким,
захтева скоро двоструко мању дебљину (на месту опасног пресека
елиптичког зглоба циклоидни облик jе повучен ка средишту лука,
те jе услед тога погодниjи). Испоставља се да за поменуте пропор-
циjе, сегментни лук има наjмању дебљину. Међутим, своjим обли-
ком ипак доста одступа од циклоидног односно елипсастог облика.
Своjим обликом, елипсасти лук прелазног угла од 30 степени наj-
више личи на елиптички лук истих пропорциjа; Међутим, од свих
разматраних лукова захтева наjвећу дебљину. Елипсасти лук пре-
лазног угла од 45 степени такође има већу дебљину него циклоидни
лук. Елипсасти лук прелазног угла од 60 степени због великог пре-
лазног угла више личи на сегментни него на циклоидни или елип-
тички облик, те захтева мању дебљину од циклоидног лука. На
основу наведеног, може се закључити да jе циклоидни лук, захва-
љуjући свом облику, погодниjи за примену од уобичаjених елип-
тичких и елипсастих лукова сличних пропорциjа.

Минимални потисак. У складу с разматрањем спроведеним у
одељку 12.5 ове дисертациjе, израчунате су вредности минималног
потиска за циклоидне лукове чиjа jе дебљина већа од минималне.
Ове вредности су дате за различите односе t/l, а у односу на те-
жину W половине лука. Уз то су назначени и положаjи опасних
пресека, означени углом β, у коjима минимална потпорна линиjа
додируjе интрадос.
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Слика 95. Упоредни приказ циклоидних лукова минималне де-
бљине и сличних лукова истих пропорциjа (лево, I случаj: h/l =
0, 63662; десно, II случаj: h/l = 0, 64949): (а) циклоидни лукови, (б)
елиптички лукови, (в–д) елипсасти лукови, (ђ) сегментни лукови
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Табела 30. Минимални хоризонтални потисак за различите дебљине
циклоидних лукова

I: циклоидна оса II: циклоидни интрадос

t/l Hmin/W β [◦] H̃min/W̃ β̃ [◦]

0,06820 0,68316 44,656
0,07086 0,66675 45,276
0,08 0,65791 46,265 0,64638 46,435
0,10 0,61938 48,551 0,60583 48,767
0,12 0,58490 50,428 0,56958 50,688
0,15 0,53876 52,690 0,52115 53,017
0,20 0,47237 55,408 0,45179 55,849
0,25 0,41517 57,161 0,39246 57,731
0,30 0,36461 58,158 0,34048 58,883

Курзивом су назначене вредности коjе одговараjу минималноj дебљини лука.
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