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Korelacije u signalima tipa Barhauzenovog xuma

Sa�etak

U ovoj disertaciji prikazani su rezultati nastali kao rezultat izuqava�a nera-
vnote�nog atermalnog Izingovog modela sa sluqajnim po	em pri adijabackom vo�e�u.
Najpre su prikazani rezultati koji se odnose na vremenske korelacije, a zatim rezu-
ltati dobijeni izuqava�em ponaxa�a kritiqne neure�enosti i kritiqnog magnetnog
po	a na tankim sistemima deb	ine l. Kritiqno ponaxa�e sistema ogleda se u po-
jav	iva�u naglih naleta aktivnosti - lavinama qije distribucije pokazuju stepeno
ponaxa�e invarijantno na promenu skale. Prilo�eno istra�iva�e, zasnovano na
skalira�u i kolapsu podataka prikup	enih u numeriqkim simulacijama, pokazuje da
korelacije dolaze do izra�aja kada se na signal postavi konaqan prag detekcije. U
takvom procesu doga�aji od interesa koje nazivamo podlavinama, se izdvajaju iz origi-
nalne lavine pri qemu je mogu�e definisati vreme qeka�a kao vreme izmereno izme�u
dva uzastopna doga�aja koja prelaze visinu izabranog praga. Pokreta�e lavina je
neskorelisan sluqajan proces, dok su raspodele vremena qeka�a stepene xto sugerixe
postoja�e korelacija. Eksperimentalni signali sadr�e spo	ni xum qije prisustvo
mo�e da utiqe na korelacije zbog qega je analiza tako�e sprovedena na signalima
kojima je dodat vextaqki spo	ni xum. Korix�ena su dva tipa spo	nog xuma - uni-
formni beli xum generisan iz uniformne raspodele i Gausov beli xum generisan iz
Gausove raspodele, pri qemu je varirana standardna devijacija xuma. Ispostav	a se
da xum utiqe na vrednost eksponenta γS/T koji opisuje skalira�e proseqne veliqine
lavina 〈S〉T traja�a T kao i da taj uticaj zavisi od vrste xuma. Tako�e, postoji uticaj
na raspodele vremena qeka�a i �ihov kolaps, tako da su predlo�ena rexe�a za �egovo
odstra�iva�e u vidu parametra i funkcija pomaka. Rezultati su dobijeni pomo�u ve-
likog broja numeriqkih simulacija na trodimenzionalnim jednakostranim sistemima
na kubnim rexetkama razliqitih veliqina i neure�enosti, uz primenu zatvorenih
graniqnih uslova.

Uzorci koji se koriste u eksperimentima najqex�e nisu jednakostrani, ve� imaju
jednu dimenziju koja je znatno ma�a od preostale dve. Sa promenom oblika uzorka
me�a se vrednost kritiqnih parametara. U disertaciji je pokazano kako kritiqna
neure�enost i kritiqno magnetno po	e zavise od promene deb	ine l (najma�e di-
menzije sistema kod kojih su preostale znatno ve�e) pri qemu su u obzir uzeti ra-
zliqiti graniqni uslovi. Tako�e, predlo�eni su izrazi kojima se opisuje ponaxa�e
efektivne kritiqne neure�enosti beskonaqnih sistema deb	ine l, Rc(l) i efektivnog
kritiqnog magnetnog po	a beskonaqnih sistema deb	ine l, Hc(l), ali i izrazi za efe-
ktivnu kritiqnu neure�enost Reff

c (l, L) i efektivno kritiqno magnetno po	e Heff
c (l, L)

konaqnih sistema tipa L×L×l koji kod ovakvih sistema imaju ulogu efektivnih kriti-
qnih parametara. Ove pretpostavke su potvr�ene kolapsima krivih magnetizacije i
susceptibilnosti koji su za dovo	no malo l ostvareni pomo�u eksponenata karakter-
istiqnih za dvodimenzioni model, xto pokazuje da tanki sistemi imaju kritiqno
ponaxa�e dvodimenzionih sistema. Rezultati su dobijeni iz simulacija nejednako-
straniqnih sistema veliqine L×L× l za veliki broj razliqitih vrednosti l i R pri
qemu su prime�ene dve vrste graniqnih uslova - otvoreni ili zatvoreni du� l dok su
du� L uvek zatvoreni.
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Correlations in Barkhausen-like signals

Abstract

In the following dissertation are presented numerical studies of the nonequilibrium ather-
mal random field Ising model driven in adiabatic regime, regarding the correlations in the
waiting times and the studies of behavior of the critical disorder and critical magnetic field
in thin systems of thickness l. Intermittent bursts of activity, known as avalanches, portray
the critical behavior of the system. The distributions of avalanches show power-law scale-
invariant properties. Presented studies, based on the scaling and the collapsing of the data
collected in numerical simulations, show that correlations can emerge when a finite thresh-
old is applied on the signals. In this process, the events of interest, called subavalanches,
are separated from the original avalanches and one can define waiting time as a time mea-
sured between two consecutive excursions above the given threshold. Even the triggering
of the avalanches (could) be an uncorrelated process, waiting times (could) be power-law
distributed implying the onset of threshold-induced correlations. Nevertheless, signals col-
lected in experiments contain external noise which can impact the observed properties so the
analysis was also done on the signals containing imposed externally generated noise. Two
types of noise with various standard deviations were used - uniform white noise, generated
from uniform distribution, and Gaussian white noise generated from Gaussian distribution.
It turns out that noise affects values of the exponent γS/T that describes the scaling of the
average avalanche size 〈S〉T with duration T and this change depends on the noise type.
Also, distributions of waiting time and collapses of its distributions are affected too, so a
shift parameter and shift functions are proposed as methods for overcoming these distor-
tions. The foregoing results are obtained through extensive numerical simulations on the
equilateral cubic three-dimensional RFIM systems of various sizes and disorders, all of them
having closed boundary conditions.

Most of the samples used in experiments are not equilateral, but have one linear dimen-
sion significantly smaller than the other two. With geometry of sample critical parameters
also change. The way of how variation of thickness l (the smallest dimension of system whose
other dimensions are much bigger), affects the values of critical disorder Rc(l) and critical
magnetic field Hc(l) of infinite systems with thickness l is shown in this dissertation. Also,
the expressions for the effective critical disorder Reff

c (l, L) and effective critical magnetic field
Heff
c (l, L) of the L×L×l systems, playing the role of the effective critical parameters in these

systems are proposed alongside. These hypotheses are supported by the scaling collapses of
magnetization and susceptibility curves which are achieved with two-dimensional exponents
when l is small enough, giving numerical evidence that the thin systems exhibit a 2D-like
criticality. Data are collected from extensive simulations done on nonequilateral systems of
size L × L × l for many different values of thickness l and disorder R, with two different
boundary conditions - closed or open along l, and closed along L.

Key words: ferromatnetism, Barkhausen effect, Random field Ising model, detection
level, time correlations, external noise
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Glava 1

Uvod

Usled nesavrxenosti instrumenata, a i uticaja okoline, u eksperimentima je uvek
prisutan spo	ni xum qiji uticaj qesto nije zanemar	iv. S obzirom da se spo	ni
xum sma�uje hardverski �egovo prisustvo je znatno sma�eno sa razvojem tehnologije.
Ipak, qak ni uz upotrebu najsavremenijih instrumenata nije mogu�e u potpunosti
suzbiti prisustvo spo	nog xuma.

Radi izdvaja�a pulseva signala u situacijama kada je xum znatno ma�i od tipi-
qnih pulseva signala uvodi se prag detekcije. U takvoj situaciji se pulsom sma-
tra samo onaj deo signala koji se nalazi iznad praga Vth [1, 2]. Sa druge strane,
postav	a�em praga odgovaraju�e visine mogu�e je isk	uqiti male doga�aje koji nisu
od interesa za analizu datog problema (na primer jasno izdvaja�e glavnog zem	otresa
od malih koji mu prethode ili koji slede), pa se metoda qesto prime�uje prilikom
analize signala koji ne sadr�e nikakav xum kao xto je sluqaj sa signalima dobijenim
iz numeriqkih simulacija razliqitih modela.

Skup pojava koje pokazuju lavinski tip odgovora pri spo	nom vo�e�u je veoma
veliki. Osim relaksacije magnetnih sistema pri promeni spo	nog po	a [3, 4] i
zem	otresa [5, 6, 7, 8], takvo ponaxa�e mo�e se primetiti i u ponaxa�u tr�ixta
[9], neuronskih aktivnosti [10, 11], u ponaxa�u qvrstih i poroznih materijala pri-
likom plastiqnih deformacija [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18], prilikom propagira�a
pukotina kroz nehomogenu sredinu [19, 20], u nekim hemijskim reakcijama [21] itd. Kod
takvih signala prime�eno je postoja�e vremenskih korelacija koje u sluqaju kratkih
doga�aja uglavnom potiqu od pojedinaqnih lavina, dok korelacije izme�u doga�aja qije
je traja�e veliko najqex�e potiqu od postoje�ih korelacija u okida�u lavina. Pri-
sustvo korelacija me�u lavinama mogu�e je primetiti u ponaxa�u raspodela vremena
qeka�a - veliqine koja nastaje uvo�e�em praga detekcije. Naime, ove raspodele se
ponaxaju eksponencijalno ukoliko je izaziva�e lavina sluqajan proces [22], te pro-
mena �ihovog ponaxa�a ukazuje da je mogu�e postoja�e korelacija u okida�u lavina.
Najqex�e raspodele vremena qeka�a prate stepene zakone [23, 24, 25, 26, 27, 23, 28, 29,
30, 31] xto dolazi do izra�aja sa porastom nametnutog praga detekcije [19]. Osim
toga, prisustvo praga detekcije utiqe na veliqinu doga�aja odre�enog traja�a, kao i
na maskimalne veliqine i traja�a koje je mogu�e primetiti.

Jedan od modela koji daje opisani tip odgovora jeste Izingov model sa sluqajnim
po	em. Svi signali koji su u ovom radu iskorix�eni za analizu postoja�a vremenskih
korelacija dobijeni su u numeriqkim simulacijama ovog modela. U drugoj glavi dat
je opis Izingovog modela i �egovih osnovnih osobina, dok je tre�a glava posve�ena
analizi korelacija koje nastaju postav	a�em praga detekcije na generisani signal.

Od ranije su poznati neki od efekata koje stvara prisustvo spo	nog xuma [32].
Kakav uticaj neizbe�ni spo	ni xum ima na efekte nastale postav	a�em praga de-
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tekcije i da li je i na koji naqin taj uticaj mogu�e izbe�i su neka od pita�a koja se
name�u. Neki od odgovora prezentovani su u qetvrtoj glavi.

Ve�ina istra�iv�a Izingovog modela sa sluqajnim po	em sprovedena su na ekvi-
lateralnim kubnim rexetkama razliqitih dimenzionalnosti. Ispostavilo se da takvi
sistemi pokazju netrivijalno kritiqno ponaxa�e kada je 2 ≤ d ≤ 5 [33, 34, 35, 36, 37],
a da se za 6 ≥ d mogu opisati teorijom sred�eg po	a [38, 39, 40, 41]. Ipak, kod uzoraka
koji se koriste u eksperimentima, i to ne nu�no magnetnim, najqex�e je jedna od dimen-
zija znaqajno ma�a od preostalih [42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49]. Name�e se pita�e da li
se ovakvi sistemi ponaxaju kao dvodimenzionalni ili trodimenzionalni, i ako ne, da
li je mogu�e opisati prelaz od trodimenzionalnih ka dvodimenzionalnim sistemima
i postaviti jasnu granicu koja ih razdvaja. Nedavna istra�iva�a pokazala su kako
se efektivna kritiqna neure�enost beskonaqnih sistema me�a sa porastom deb	ine
koja je konaqna [50], me�utim, do sada nije ispitano kako se pri takvoj promeni me�a
efektivno kritiqno po	e, xto mo�e da bude od posebne va�nosti jer je spo	no po	e
parametar koji je mogu�e kontrolisati. Da	e, dobro je poznato da izbor graniqnih
uslova ne utiqe na ponaxa�e Izingovog modela sa sluqajnim po	em na ekvilateral-
nim sistemima u termodinamiqkom limitu [51, 52]. Ispostav	a se da izbor graniqnih
uslova nema znaqajan uticaj na ponaxa�e beskonaqnih sistema dovo	no velike de-
b	ine, ali da taj izbor znaqajno utiqe na promenu efektivnog kritiqnog po	a tankih
sistema beskonaqno velike osnove, xto je pokazano u petoj glavi.

Xesta glava sadr�i kratak pregled rezultata disertacije.
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Glava 2

Model

Jedan od procesa u kojem je najpre prime�ena aktivnost lavinskog tipa jeste Barkhauze-
nov efekat [53]. Efekat se ispo	ava kod feromagnetnih sistema u vidu skokovi-
tih promena magnetizacije kada je sistem izlo�en dejstvu spo	nog, sporo i glatko
promen	ivog magnetnog po	a, videti sliku 2.1. Tom prilikom indukuje se elektromo-

Slika 2.1: Histerezisna pet	a feromagnetika na kojoj se pri dovo	no velikoj rezolu-
ciji prime�uje da se magnetizova�e materijala odvija u skokovima.

torna sila sa stohastiqkim vremenskim profilima kontinualnog spektra snage koji
imaju karakteristike xuma. Nastali profili (primer je prikazan na slici 2.2), kao
i prate�i zvuk koji nastaje usled magneto-akustiqke sprege, prikazuju efekat poznat
kao Barkhauzenov xum qije ispitiva�e je dalo jednu od prvih potvrda Vajsove teorije
magnetnih domena [54], xto je podstaklo razvoj teorijskih modela za opisiva�e fe-
romagnetika. Jedan od prvih, ujedno najznaqanijih modela, jeste Izingov model [55].
Zanim	ivo je ista�i da je model nazvan po Ernstu Izingu (Ernst Ising, 1900−1998), ne-
maqkom nauqniku, iako je �egov idejni tvorac Izingov mentor Vilhelm Lenc (Wilhelm
Lenz, 1888 − 1957). Glavni rezultat Izingovog rexe�a, koje je deo �egove doktorske
disertacije, jeste odsustvo faznog prelaza u jednodimenzionom modelu.

2.1 Izingov model u sluqajnom po	u

Qist Izingov model opisuje sistem klasiqnih spinova smextenih u qvorovima neke
rexetke koji uzimaju vrednosti 1 ili −1. Spinovi interaguju izmenski sa najbli�im
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Slika 2.2: Primer izdvaja�a vremenskog profila Barkhauzenovog pulsa (xrafiran
sivom bojom). Na x-osi su prikazani realno i digitalizovano vreme, a na y-osi di-
gitalizovani i snim	eni napon. Bazna linija (base line) obojena je tamno 	ubiqa-
stom, a nametnuti prag detekcije (threshold ili discrimination level) naran
astom bo-
jom. Na grafiku su prilo�ene osobine snim	enog pulsa - traja�e, veliqina, energija;
standardna devijacija spo	as�eg suma je iznosila σ = 1 count. Za deta	e snima�a
Barkhauzenovog xuma pogledati [56].

susedima i interaguju sa spo	nim magnetnim po	em. Ovakav sistem opisuje Hamil-
tonijan:

H = −J
∑
〈ij〉

sisj −
∑
i

Hisi, (2.1)

si i Hi su spin i spo	no po	e u qvoru i, a 〈ij〉 oznaqava da se sumira�e vrxi samo po
najbli�im susedima spina u qvoru i. Integral izmenske interakcije J je isti za sve
parove najbli�ih suseda. Ako je spo	no po	e homogeno (Hi = H), xto �e u nastavku
teksta biti sluqaj, hamiltonijan sistema ima�e slede�i oblik:

H = −J
∑
〈ij〉

sisj −H
∑
i

si. (2.2)

Kao xto je ve� reqeno, u jednodimenzionom sluqaju nema faznog prelaza, dok u si-
stemima vixih dimenzija fazni prelazi postoje. Najni�a dimenzija na kojoj se model
opisuje teorijom sred�eg po	a (gor�a kritiqna dimenzija) je 4. Ipak, qist Izingov
model ne uraqunava uticaj postoje�ih neqisto�a koje mogu postojati u uzorku kao ni
mogu�ih defekata rexetke, pa se pri opisiva�u realnih uzoraka znatno qex�e ko-
risti atermalni 1 Izingov model u sluqajnom po	u [57] najqex�e oznaqavan kao RFIM
(skra�enica od engleskog naziva Random Field Ising model). Ovaj model uraqunava
uticaj defekata tako xto svakom qvoru i pridru�uje vrednost sluqajnog po	a hi.
Ova promena se na Hamiltonijan (2.2) odra�ava tako xto mu pridodaje qlan kojim se

1Temperatura sistema je jednaka nuli jer je feromagnetna interakcija najqex�e toliko jaka da je
energija termalnih procesa zanemra	iva.
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uraqunava interakcija izme�u spina si i sluqajnog po	a hi u qvoru i:

H = −J
∑
〈ij〉

sisj −H
∑
i

si −
∑
i

hisi. (2.3)

Do�a kritiqna dimenzija ovkvog modela je 2 [58], dok je vrednost gor�e kritiqne
dimenzije 6 [59, 60, 61].

S obzirom da je pojava defekata i neqisto�a u realnim uzorcima stohastiqka, vre-
dnosti sluqajnog po	a biraju se nezavisno iz raspodele ρ(h) qija je oqekivana vrednost
nula i to tako da je obezbe�ena neskorelisanost vrednosti sluqajnog po	a u razliqitim
qvorovima:

〈hi〉 = 0, 〈hihj〉 = 0, (2.4)

gde 〈...〉 predstav	a usred�ava�e po razliqitim konfiguracijama sluqajnog po	a.
Ustanov	eno je da kritiqnost sistema slabo zavisi od izbora tipa distribucije iz
koje se uzimaju vrednosti sluqajnog po	a [62] pa je najqex�i, a ujedno i u ovom radu,
izbor Gausova raspodela:

ρ(hi) =
1

R
√

2π
e−

hi
2

2R2 , (2.5)

gde je sa R oznaqena standardna devijacija koja predstav	a parametar ure�enosti si-
stema koji nazivamo neure�enost. Rezultati predstav	eni u nastavku dobijeni su ko-
rix�e�em modela po	a zamrznutih u vremenu (quenched) koji podrazumeva da je pro-
mena sluqajnih po	a spora, to jest da je karakteristiqno vreme promene sluqajnih
po	a daleko ve�e od karakteristiqnog vremena spinske dinamike. Sa druge strane, ako
je vreme promene sluqajnog po	a uporedivo sa karakteristiqnim vremenom spinske di-
namike radi se o modelu u kojem su sluqajna po	a promen	iva sa vremenom (annealed).

Dinamika sistema odre�ena je lokalnim pravilom po kojem je spin u qvoru i stabi-
lan sve dok je istog znaka kao efektivno po	e heff

i u istom qvoru koje je dato sa:

heff
i = J

∑
〈j〉

sj +H + hi, (2.6)

gde se sumira�e vrxi po najbli�im susedima spina si. Svi spinovi nestabilni u
trenutku t promeni�e znak (flipova�e se) u narednom trenutku diskretnog vremena (t+
1). Na taj naqin promeni�e se vrednost efektivnog po	a u �ima susednim qvorovima
koji se pri tome mogu destabilizovati i koji �e se flipovati u narednom trenutku
diskretnog vremena (t + 2). Upravo flipovani spinovi mogu destabilizovati svoje
susede koji �e se flipovati u narednom trenutku i tako da	e. Na ovaj naqin nastaje
lavina flipova�a (spinska lavina) koja traje sve do trenutka u kojem su svi spinovi
stabilni, tj. trenutka kada flipova�e spinova ne izaziva promenu znaka efektivnog
po	a susednih spinova. Ilustracija ovog procesa prikazana je na slici 2.3.

Kada vixe nema nestabilnih spinova sve lavine su ugaxene. Tada jedini naqin da
se izazove pojava novih nestabilnih spinova, a samim tim i novih lavina, jeste promena
spo	nog magnetnog po	a. Ta promena mo�e biti takva da dovodi do flipova�a samo
jednog (najnestabilnijeg) spina, ali i do flipova�a vixe najnestabilnijih spinova.
Ukoliko je brzina promene po	a Ω = δH/δt velika najqex�e se u sistemu jav	a isto-
vremena propagacija vixe lavina, a ukoliko je brzina promene po	a veoma mala takav
scenario je malo verovatan i najqex�e kroz sistem propagira jedna lavina. Kako
se sistem ponaxa u oblasti relativno velikih (ili malih) brzina promene spo	nog
po	a jox uvek nije u potpunosti ispitano. Re�im u kojem se spo	no po	e me�a tako
da izaziva promenu znaka samo jednog, najnestabilnijeg spina, a da vrednost po	a
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t+4t+3

t t+1 t+2
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Slika 2.3: Proces prostira�a spinske lavine koja nastaje u trenutku t i gasi se u
trenutku t + 5. Plavom bojom obojeni su stabilni spinovi, zelenom bojom obojeni su
nestabilni spinovi, a crvenom bojom su obojeni flipovani spinovi.

ostaje konstantna tokom traja�a nastale lavine, obezbe�uje da kroz sistem propagira
najvixe jedna lavina. Nakon gaxe�a lavine spo	no po	e se me�a do vrednosti koja
izaziva flipova�e slede�eg najnestabilnijeg spina qime �e (eventualno) nastati nova
lavina. Ovakav re�im vo�e�a naziva se adijabatski i on je graniqni sluqaj re�ima
sa konstantnom promenom brzine kada brzina promene spo	nog po	a Ω te�i nuli.

Lavine koje pro�imaju sistem du� makar jedne dimenzije nazivaju se pro�imaju�e
[35, 63] i one mogu biti razliqite dimenzionalnosti. Na primer, u trodimenzionom
sistemu se mogu javiti jednodimenzione, dvodimenzione i trodimenzione pro�imaju�e
lavine. Ako magnetizaciju definixemo kao sred�u vrednost spina koju ima svaki od
N spinova u sistemu:

M =
1

N

N∑
i

si, (2.7)

onda je jasno da pro�imaju�e lavine izazivaju najve�u promenu magnetizacije, te stoga
predstav	aju najznaqajniju vrstu lavina koje se jav	aju kod ovakvih sistema.

Ukoliko se sistem relaksira velikim brojem malih lavina onda se promena ma-
gnetizacije odvija glatko xto nije sluqaj kada se relaksira u vidu nekoliko veoma
velikih lavina koje �e flipovati sve spinove sistema (slika 2.4). Pro�imaju�e
lavine se jav	aju kada je neure�enost dovo	no niska poxto tada promena znaka naj-
bli�ih suseda dominantno utiqe na promenu efektivnog po	a jer sluqajna po	a ne-
maju dovo	no veliku apsolutnu vrednost. Najve�a neure�enost pri kojoj dolazi do
formira�a pro�imaju�e lavine u sistemu naziva se efektivna kritiqna neure�enost
Reff
c (L) i ona zavisi od dimenzija sistema L. U termodinamiqkom limitu, odnosno

kad L → ∞, va�i Reff
c (L) → Rc, tj. efektivna kritiqna neure�enost te�i kritiqnoj

neure�enosti Rc koju imaju beskonaqni sistemi i ona predstav	a taqku koja razdvaja
feromagnetnu (R < Rc) od paramagnetne (R > Rc) faze [34, 37]. Magnetizcija MR(H)
sistema u paramagnetnoj fazi je glatka funkcija spo	nog po	a, dok se u feromagne-
tnoj jav	a nagli skok magnetizacije ∆M(R) zbog pojave pro�imaju�e lavine (ili vixe
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Slika 2.4: Magnetizacija M u funkciji spo	nog po	a H za nekoliko neure�enosti
neure�enosti. Krive su dobijene na sistemu veliqine 360× 360× 360.

�ih) na nekoj vrednosti spo	nog po	a Ht(R) u kojoj dolazi do faznog prelaza prvog
reda. Vrednost po	a pri kojoj dolazi do faznog prelaza i skok magnetizacije zavise
od neure�enosti sistema. Kada neure�enost sistema R te�i kritiqnoj neure�enosti
preko vrednosti koje su ma�e od Rc, tada i vrednost po	a na kojoj dolazi do faznog
prelaza te�i vrednosti kritiqnog po	a, Ht(R)→ Hc, dok skok u magnetizaciji te�i
nuli, ∆M(R) → 0. Tako nastaje kritiqna kriva magnetizacije MRc(H), kriva koja je
glatka funkcija spo	nog po	a svuda osim za vrednost kritiqnog po	a Hc u kojoj je
susceptibilnost χ = dM/dH beskonaqna. Kritiqnu magnetizaciju definixemo kao
vrednost magnetizacije pri kritiqnoj neure�enosti kada spo	no po	e ima kritiqnu
vrednost, Mc ≡ MRc(Hc). U neravnote�nom modelu kritiqni parametri Rc, Hc i Mc

zavise od dimenzionalnosti sistema i tipa rexetke [34, 64, 65, 66], i samim tim nisu
univerzalni. �ihove vrednosti za 3D sluqaj prilo�ene su u Tabeli 2.1.

Tabela 2.1: Vrednosti neuniverzalnih kritiqnih parametara za 3D Izingov model
na kubnoj (3D) sa sluqajnim po	em [67]. Vrednost kritiqne magnetizacije je samo
pomenuta na slici 1 u radu [34] zbog qega je navedena bez odgovaraju�e grexke.

Rc Hc Mc

2, 16± 0, 03 1, 435± 0, 004 0,9

U blizini kritiqne taqke (Rc, Hc) magnetizacija beskonaqnih sistema se skalira
na slede�i naqin [34, 68]

mR(H) = |r|βM±(h′|r|−βδ), (2.8)

gde je r ≡ (R−Rc)/R redukovana neure�enost 2, h′ ≡ H −Hc − br redukovano magnetno
po	e, a m ≡MR(H)−Mc redukovana magnetizacija, gde "rotacioni" qlan b uraqunava
pomera�e maksimuma susceptibilnosti za razliqite neure�enosti. Funkcije M± su
univerzalne skaliraju�e funkcije,M− u feromagnetnoj, aM+ u paramagnetnoj fazi.

2U limitu R→ Rc ovako definisana redukovana neure�enost daje iste rezultate kao i redukovana
neure�enost definisana na "tradicionalan" naqin, r ≡ (R−Rc)/Rc, ali je na ovaj naqin obezbe�ena
br�a konvergencija.
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Kritiqni eksponent β opisuje ponaxa�e skoka magnetizacije ispod Rc, ∆M ∝ |r|β, a
δ opisuje skalira�e redukovane magnetizacije sa redukovanim magnetnim po	em, m ∝
h′δ. S obzirom da je susceptibilnost prvi izvod magnetizacije, ona �e se skalirati po
zakonu:

χR(H) = |r|β−βδM′
±(h′|r|−βδ), (2.9)

gde jeM′
± = dM/dx, univerzalna skaliraju�a funkcija susceptibilnosti.

Pri simulira�u Izingovog modela, a tako�e RFIM-a, koriste se dva tipa graniqnih
uslova - zatvoreni (periodiqni) i otvoreni graniqni uslovi. Kod zatvorenih grani-
qnih uslova svi spinovi sistema imaju isti broj suseda (2d u sluqaju hiperkubnih
rexetki, gde je d broj dimenzija sistema) i poziciono su ekvivalentni jer je rexetka
topoloxki zatvorena u hipertorus. Kod otvorenih graniqnih uslova spinovi koje se
nalaze na granicama sistema nemaju isti broj suseda kao spinovi u unutrax�osti si-
stema ve� je broj �ihovih suseda ma�i. Zbog toga se ovakvi spinovi lakxe flipuju
i okida�e lavina pa je verovatno�a okida�a na povrxini ve�a nego u unutrax�osti
sistema. Na konaqnim sistemima ova dva tipa graniqnih uslova daju razliqite rezu-
ltate, ali rezultati dobijeni u termodinamiqkom limitu su isti, sa tim xto rezu-
ltati dobijeni uz zatvorene graniqne uslove br�e konvergiraju. Efekat graniqnih
uslova je deta	no ispitivan i uoqeno je da se najqex�e kombinova�em graniqnih uslova
posti�u uslovi najpribli�niji realnim.

Rezultati prezentovani u tre�oj u qetvrtoj glavi dobijeni su iz simulacija na 3D
sistemima veliqine L3 i pri zatvorenim graniqnim uslovima du� svih dimenzija, dok
su rezultati prezentovani u petoj glavi dobijeni iz simulacija na sistemima kojima
su varirane dimenzije i graniqni uslovi. Sve simulacije vo�ene su u adijabatskom
re�imu. Uz to, u poqetnom trenutku svi spinovi u sistemu imaju vrednost si = −1,
a spo	no po	e ima vrednost H = −∞, i simulacije su ura�ene na uzlaznom delu
histerezisne pet	e. Simulacija se zavrxava kada vrednosti svih spinova u sistemu
budu 1.

2.2 Osnovne osobine lavina i �ihovo ponaxa�e

Osnovni parametri lavine koji su od interesa za da	u analizu su veliqina i traja�e
lavine. �ihovo ponaxa�e okarakterisano je stepenim zakonima i kritiqnim ekspo-
nentima koji su izlo�eni u ovom ode	ku.

Veliqina lavine

Broj flipovanih spinova tokom traja�a jedne lavine predstav	a veliqinu S te lavine
(veliqina lavine prikazane na slici 2.1 je S = 13, na primer). Raspodela veliqina
lavinaDR,H(S) pokrenutih u beskonaqnom sistemu pri neure�enosti R i spo	nom po	u
H skalira se sa veliqinom lavine S kao:

DR,H(S) ∼ S−τD(S)
± (Sσ|r|, h′|r|−βδ), (2.10)

gde su D±(x, y) univerzalne skaliraju�e funkcije, τ je eksponent za veliqinu lavina, a
σ je eksponent koji opisuje ponaxa�e lavine maksimalne veliqine u blizini kritiqne
neure�enosti, Smax ∼ |r|−1/σ [34, 69]. Integralnu raspodelu dobijamo integracijom
izraza (2.10) po svim vrednostima spo	nog po	a:

D
(int)
R (S) =

∫
dHDR,H(S) ∼ S−(τ+σβδ)D(S,int)

± (Sσ|r|), (2.11)
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gde su D(S,int)
± odgovaraju�e skaliraju�e funkcije integralne raspodele. Za R = Rc

izraz (2.11) se svodi na

D
(int)
R (S) ∼ S−(τ+σβδ), (2.12)

xto je zakonitost pribli�na oqekivanoj na velikim konaqnim rexetkama [36]. Ne-
davna istra�iva�a pokazala su da raspodela va�i ne samo za beskonaqne ve� i za kona-
qne sisteme ukoliko je �ihova neure�enost ve�a od efektivne kritiqne neure�enosti
[70].

Ako se univerzalnoj skaliraju�oj funkciji D± doda zavisnost od L [36, 50] i ako se
qlan h′|r|−βδ napixe u obliku proizvoda h′|r|−βδ = (Sσβδh′)× (Sσr)−βδ, prepoznaje se da
univerzalna skaliraju�a funkcija zavisi od Sσβδh′, Sσr i Sσν/L. Sada je univerzalnu
skaliraju�u funkciju mogu�e zapisati u obliku DS(1;Sσβδh′, Sσr, Sσν/L) qime dola-
zimo do izraza:

DS(1;Sσβδh′, Sσr, Sσν/L) = SτDS(S;h′, r, 1/L). (2.13)

Eksponent ν opisuje naqin na koji korelaciona du�ina ξ modela divergira u blizini
kritiqne taqke

ξ ∼ r−ν .

Traja�e lavine

Vreme koje protekne od flipova�a najnestabilnijeg spina do gaxe�a lavine pred-
stav	a traja�e lavine T (traja�e lavine prikazane na slici 2.1 je T = 5). Raspodela
DR,H(T ) koja pokazuje ponaxa�e traja�a lavina pokrenutih pri vrednosti po	a H i
neure�enosti R ima oblik:

DR,H(T ) = T−αD(T )
± (T σ/γT/S |r|, h′|r|−βδ), (2.14)

gde su D(T )
± (x, y) univerzalne skaliraju�e funkcije za distribucije traja�a lavina, α

je kritiqni eksponent za traja�e lavina, a γT/S je kritiqni eksponent traja�a/veli-
qine. Eksponent γT/S opisuje ponaxa�e sred�eg traja�a 〈T 〉 lavina veliqine S u
funkciji upravo S:

〈T 〉 = SγT/S . (2.15)

Odgovaraju�a integralna funkcija skalira�a D
(int)
R (T ) ima oblik:

D
(int)
R (T ) ∼ T−(α+σβδ/γT/S)D(T,int)

± (T σ/γT/S |r|), (2.16)

gde su D(T,int)
± odgovaraju�e univerzalne skaliraju�e funkcije za integralne distribu-

cije traja�a. Analogno raspodelama veliqine, za konaqne sisteme neure�enosti ve�e
od efektivne kritiqne va�i raspodela (2.14). Sliqno raspodelama veliqine mogu�e je
dodati qlan T σν/γT/S/L koji predstav	a zavisnost od L, a zatim qlan h′|r|−βδ raspisati
kao proizvod h′|r|−βδ = (T σβδ/γT/Sh′) × (T σ/γT/Sr)−βδ. Ovime se dobija novi izraz koji
opisuje ponaxa�e traja�a lavine:

DT (1;T σβδ/γT/Sh′, T σ/γT/Sr, T σν/γT/S/L) = TαDT (T ;h′, r, 1/L). (2.17)

Osim pomenutih, teme	no izuqavane veliqine koje opisuju ponaxa�e su amplituda
signala, energija i spektar snage.
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2.3 Identifikacija kritiqnih eksponenata

Neka je vremenski profil lavine fi(t) gde indeks i prebrojava razliqite lavine. Vreme
i-te lavine t meri se od poqetka lavine. Elementarnu verovatno�u pojav	iva�a lavine
i pri uslovima odre�enim multi-parametrom λ, koji meri uda	enost od kritiqne taqke,
oznaqi�emo sa dp(i;λ). Kod atermalnog RFIM-a u adijabackom re�imu multi-parametar
λ bi�e λ = (h′, r, 1/L) gde je h′ = h + brr redukovano magnetno po	e, a br parametar
rotacije za spo	no po	e H. U sluqaju da posmatramo integralne distribucije lavina
multi-parametar λ bi�e λ = (r, 1/L). Posmatrajmo sada familiju skalira�a Sb gde je b
slobodni parametar qijim se dejstvom na lavinu i dobija lavina i′ slede�eg vremenskog
profila:

fi′(t) ≡ fSbi(t) = bxfi(b
yt), (2.18)

gde su x i y fiksirani eksponenti. Pretpostavimo GHF 3 hipotezu skalira�a slede�eg
oblika:4:

dp(Sbi; b
ζλ) = bw0dp(i;λ), (2.19)

gde je w0 fiksirani eksponent, a z fiksirani multi-eksponent. Dakle, b
ζλ je skra�eni

zapis za bζλ = (bζ1λ1, b
ζ2λ2, ..., b

ζmλm) gde je ζ m-komponentni multi-eksponent, λ m-
komponentni multi-parametar. Ako traja�em lavine i smatramo prvi trenutak T (i) >
0 za koji je fi(t) = 0, onda va�i fSbi(TSbi) = bxfi(b

yTSbi) = 0 odakle sledi da se traja�e
skalira kao5

TSbi = b−yTi. (2.20)

Veliqina Si lavine i raquna se kao integral signala po vremenu u granicama traja�a
date lavine, Si =

∫ Ti
0
fi(t)dt xto da	e znaqi da va�i

SSbi =

∫ TSbi

0

fSbi(t)dt =

∫ b−yTi

0

bxfi(b
yt)dt.

Nakon uvo�e�a smene byt = t′ ≡ t dobijamo pravilo po kojem se skalira veliqina
lavine:

SSbi = bx−ysi. (2.21)

Elementarnu verovatno�u da se primeti lavina i(T, S) traja�a T ≤ Ti ≤ T + dT i
veliqine S ≤ Si ≤ S + dS definisa�emo kao integral elementarnih verovatno�a
dp(i;λ) po skupu Γ svih lavina koje zadovo	avaju pomenute uslove:

dP (T, S;λ) =

∫
Γ

dp(i;λ). (2.22)

Gustinu verovatno�e da se primeti lavina i(T, S) pod uslovima λ definisa�emo kao:

P (T, S;λ) ≡ dP (T, S;λ)

dTdS
. (2.23)

3Skra�eno od generalisana homogena funkcija - Generalised homogenous function.
4Relacije (2.18) i (2.19) va�e samo ako su vreme t i signal f(t) kontinualni, xto je ispu�eno za

Barhauzenov xum, me�utim nije ispu�eno za signal dobijen simulacijom RFIM-a jer su i vreme i si-
gnal u simulacijama diskretni. Ipak, pristup je mogu�e primeniti ako smatramo da je signal dobijen
analogno-digitalnom konverzijom kontinualnog signala koji je funkcija kontinualnog vremena.

5U radu [71] va�i y = 1.
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Posmatrajmo gustinu verovatno�e za opa�a�e skalirane lavine traja�a b−y i veliqine
bx−ys pod uslovima bζλ:

P (b−yT, bx−yS; bζλ) =
dP (b−y, bx−yS; bζλ)

d(b−yT )d(bx−yS)
=

∫
Γ′
dp(i′; bζλ)

bx−2ydTdS
.

Skup Γ′ je lik skupa Γ pri skalira�u, Γ′ = Sb(Γ) i predstav	a skup svih lavina koje
zadovo	avaju uslove b−yT ≤ Ti ≤ b−y(T + dT ) i bx−yS ≤ Si ≤ bx−y(S + dS), xto znaqi
da va�i: ∫

Γ′
dp(i′; bζλ) =

∫
Γ

dp(Sbi; b
ζλ)

dp(i;λ)
dp(i;λ) = bw0

∫
Γ

dp(i;λ)

zbog qega va�i skalira�e:

P (b−yT, bx−yS; bζλ) = bw0−(x−2y)P (T, S;λ). (2.24)

Gustine verovatno�e P (T, S;λ) u osnovi predstav	aju zdru�ene raspodele

DT,S(T, S;λ) = CP (T, S;λ) (2.25)

za traja�e i veliqinu lavine pri uslovima λ, gde je C konstanta proporcionalnosti
koja nam nije od interesa u ovoj analizi. Da	e, pomo�u (2.25) uvodimo raspodele
traja�a lavina kao:

DT (T ;h′, r, 1/L) = C

∫ ∞
0

dsP (T, S;h′, r, 1/L), (2.26)

i raspodele veliqina lavina kao:

DS(S;h′, r, 1/L) = C

∫ ∞
0

dTP (T, S;h′, r, 1/L), (2.27)

gde je iskorix�eno da je u RFIM-u λ = (h′, r, 1/L). Raspodela (2.26) se skalira po
zakonu:

DT (b−yT ; bζhh′, bζrr, bζL/L) = bw0+yDT (T ;h′, r, 1/L), (2.28)

a raspodela (2.27) po zakonu:

DS(bx−yS; bζhh′, bζrr, bζL/L) = bw0−x+yDS(S;h′, r, 1/L). (2.29)

Zaista, ako imamo u vidu da je

DT (b−yT ; bζhh′, bζrr, bζL/L) = C

∫ ∞
0

ds′P (b−yT, S ′; bζhh′, bζrr, bζL/L),

nakon uvo�e�a smene s′ = bx−y imamo

DT (b−yT ; bζhh′, bζrr, bζL/L) = C

∫ ∞
0

d(bx−yS)P (b−yT, bx−yS; bζhh′, bζrr, bζL/L) =

= Cbx−y
∫ ∞

0

dsbw0−(x−2y)P (T, S;h′, r′1/L) =

= bw0+yDT (T ;h′, r, 1/L).
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Analogno, ako je

DS(bx−yS; bζhh′, bζrr, bζL/L) = C

∫ ∞
0

dT ′P (T ′, bx−yS; bζhh′, bζrr, bζL/L),

nakon uvo�e�a nove promen	ive integracije T ′ = b−yT , dobijamo

Ds(b
x−yS; bζhh′, bζrr, bζL/L) = C

∫ ∞
0

d(b−yT )P (b−yT, bx−yS; bζhh′, bζrr, bζL/L) =

= Cb−y
∫ ∞

0

dTbx0−(x−2y)P (T, S;h′, r′1/L) =

= bw0−(x−y)DS(S;h′, r, 1/L).

Ako uzmemo da je b−yT = 1 jednaqina (2.26) dobija oblik stepenog zakona po T :

DT (1;T ζh/yh′, T ζr/yr, T ζL/y/L) = Tw0/y+1DT (T ;h′, r, 1/L), (2.30)

a analogno, ako u jednaqinu (2.27) uvrstimo bx−yS = 1 ona �e imati oblik stepenog
zakona po S:

DS(1;Sζh/(y−x)h′, Sζr/(y−x)r, SζL/(y−x)/L) = Sw0/(y−x)+1DS(S;h′, r, 1/L). (2.31)

Pore�e�em izraza (2.30) i (2.31) sa izrazima (2.13) i (2.17) vidimo da va�e slede�e
veze:

ζh/y = σβδ/γT/S,

ζr/y = σ/γT/S,

ζL/y = σν/γT/S,

w0/y + 1 = α,

(2.32)

odnosno:

ζh/y

1− x/y
= σβδ,

ζr/y

1− x/y
= σ,

ζL/y

1− x/y
= σν,

w0/y

1− x/y
+ 1 = τ.

(2.33)

Konaqno, izrazi (2.32) i (2.33) daju identifikaciju eksponenata:

w0/y = α− 1

x/y = 1− 1/γT/S = 1− γS/T
ζh/y = σβδ/γT/S = βδ/νz

ζr/y = σ/γT/S = 1/νz

ζL/y = σν/γT/S = 1/z.

(2.34)

Poznate vrednosti, kombinacije i odnosi eksponenata od interesa prikazani su u
Tabelama 2.2, 2.3 i 2.4.
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Tabela 2.2: Vrednosti kritiqnih eksponenata za 3D Izingov model na kubnoj rexetki
sa sluqajnim po	em [67].

1/σ β 1/ν τ α z
4, 2± 0, 3 0, 035± 0, 028 0, 71± 0, 09 1, 60± 0, 06 2, 06± 0, 06 1, 7± 0, 4

Tabela 2.3: Poznate vrednosti kombinacija kritiqnih eksponenata za 3D Izingov
model na kubnoj rexetki sa sluqajnim po	em [67].

σβδ τ + σβδ βδ σνz σν
0, 43± 0, 07 2, 03± 0, 03 1, 81± 0, 32 0, 57± 0, 03 0, 34± 0, 05

Tabela 2.4: Vrednosti GHF eksponenata za 3D Izingov model na kubnoj rexetki sa
sluqajnim po	em izraqunate na osnovu poznatih relacija.

x/y w0/y ζh/y ζr/y ζL/y
−0, 73 1, 05 0, 741 0, 414 0, 586
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Glava 3

Uticaj praga detekcije

3.1 Raspodele parametara podlavine nastalih po-

stav	a�em praga detekcije

Uvo�e�em praga detekcije Vth ≥ 0, unutar svake lavine i koja prelazi visinu zadatog
praga mo�emo posmatrati karakteristke nastalih podlavina koje le�e iznad praga
Vth - traja�e T , veliqinu s, interno vreme qeka�a Tint i eksterno vreme qeka�a Text.

Neka je Vth izabrani prag detekcije i neka su t1, t2, ..., tk trenuci vremena u kojima
prag Vth preseca lavinu i, odnosno va�i fi(t1) = fi(t2) = ... = fi(tk) = Vth. Ako
su ts i te dva susedna trenutka iz tog niza takva da je za sve ts < t < te lavina i
iznad praga, fi(t) > Vth, onda sa (i ↑ Vth; ts) mo�emo oznaqiti podlavinu lavine i
koja poqi�e u trenutku ts i zavrxava se u trenutku te, nakon kojeg lavina i silazi
ispod praga detekcije Vth. Ova oznaka sadr�i sve xto jednoznaqno odre�uje lavinu:
indeks i originalne lavine qime je jednoznaqno odre�en vremenski profil fi(t) lavine
i, vrednost praga Vth i trenutak ts poqetka podlavine kojim je implicitno odre�en
kraj�i trenutak podlavine ts. Vremenski profil podlavine (i ↑ Vth; ts) uzimamo u
obliku

f(i↑Vth;ts)(t
′) = fi(ts + t′)− Vth, (3.1)

gde je t′ vreme koje se meri od poqetka lavine, ts < ts + t′ < te.

3.1.1 Traja�e podlavina

Traja�e podlavine (i ↑ Vth; ts) jeste vreme proteklo izme�u poqetnog ts i kraj�eg te
trenutka podlavine i (slika 3.1):

T (i ↑ Vth; ts) ≡ te − ts. (3.2)

Sada iz (2.18) imamo fSbi(t
′) = bxfi(b

yt′), odakle vidimo da ako za neko t vredi da je
fi(t) < Vth onda va�i fSbi(t

′ = b−yt) = bxfi(b
yt′) = bxfi(t) < bxVth, i analogno da ako je

fi(t) > Vth, onda je fSbi(t
′) > bxVth. Mo�emo zak	uqiti da ako je ts poqetni trenutak

podlavine (i ↑ Vth; ts), onda je t
′
s ≡ b−yts poqetni trenutak skalirane podlavine (Sbi ↑

bxVth; b−yts). Analogno, ako je te = ts + T (i ↑ Vth; ts) kraj�i trenutak iste podlavine
onda je kraj�i trenutak nakon skalira�a iste podlavine t′e ≡ b−yte. Na osnovu (3.2)
va�i skalira�e traja�a podlavine:

T (Sbi ↑ bxVth; b−yts) = b−yT (i ↑ Vth; ts). (3.3)
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Slika 3.1: Na slici je ilustrovano kako postav	a�e praga detekcije Vth (crvena lin-
ija) utiqe na analizu signala prikazanog u do�em delu slike, tj. odre�iva�e veliqine
podlavine S, traja�a T , i svih definisanih vrsta vremena qeka�a, Tint unutar lavine
i, odnosno Text, Tend, Tini i Tmid izme�u susednih lavina i i j koje prelaze preko praga
Vth.

Za svaku lavinu i mogu�e je uvesti broj �enih podlavina n
(T )
i (T ;Vth) traja�a T koje

prelaze visinu praga detekcije Vth za koji va�i relacija:

n
(T )
Sbi

(b−yT ; bxVth) = n
(T )
i (T ;Vth). (3.4)

Ova veliqina nam omogu�uje da uvedemo raspodelu podlavina traja�a T iznad praga
Vth pri uslovima λ:

DT (T ;Vth, λ) ≡ C

∫
dn

(T )
i (T ;Vth)

dT
dp(i;λ), (3.5)

gde veliqina dn
(T )
i (T ;Vth)/dT smisao kao generalisana funkcija. Za ovako definisanu

raspodelu podlavina traja�a T va�i�e slede�i zakon skalira�a:

DT (b−yT ; bxVth, b
ζhh′, bζrr, bζL/L) = bw0+yDT (T ;Vth, h

′, r, 1/L). (3.6)

Zaista, raspodela skaliranih podlavina bi�e

DT (b−yT ; bxVth, b
ζλ) = C

∫
dn

(T )
i

dT
(b−yT ; bxVth)dp(i; bζλ) (3.7)

gde se integracija vrxi po svim lavinama i. Nakon uvo�e�a smene i ≡ Sbi
′ imamo

(i; bζVth) = dp(Sbi
′; bζVth) = bw0dp(i′;Vth), (3.8)
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uz xta jox va�i i:

dn
(T )
i

dT
(b−yT ; bxVth) = lim

t→∞

n
(T )
i (b−yT + t; bxVth)

t
=

= lim
t′→∞

n
(T )
Sbi′

(b−yT + b−yt′; bxVth)

b−yt′
=

= by lim
t′→∞

n
(T )
Sbi′

(b−y(T + t′); bxVth)

t′
=

= by lim
t′→∞

n
(T )
i′ (T + t′;Vth)

t′
=

= by
dn

(T )
i′

dT
(T ;Vth).

(3.9)

Konaqno, nakon zamene (3.8) i (3.9) u (3.7) imamo zakon skalira�a raspodela traja�a
(3.6):

DT (b−yT ; bxVth, b
ζλ) = C

∫
dn

(T )
i

dT
(b−yT ; bxVth)dp(i; bζλ) =

= C

∫
by
dn
′(T )
i

dT
(T ;Vth)bw0dp(i′;Vth) =

= bw0+yDT (T ;Vth, λ),

gde je λ = (h′, r, 1/L) vektor parametara za RFIM. Raspodela (3.5) je "diferencijalna",
tj. odnosi se na signal koji je prikup	en na izabranoj vrednosti spo	�eg po	a H.
U simulacijama se, kao najbli�a aproksimacija ovakvim raspodelama, prikup	aju
raspodele iz uzanih prozora spo	�eg po	a (H − δH,H + δH). Od posebnog znaqaja su
integralne raspodele koje dobijamo integracijom diferencijalnih raspodela po svim
vrednostima spo	nog po	a, xto je u sluqaju raspodela traja�a:

D
(int)
T (T ;Vth, r, 1/L) ≡

∞∫
−∞

dh′DT (T ;Vth, h
′, r, 1/L). (3.10)

Za ovu raspodelu va�i skalira�e:

D
(int)
T (b−yT ; bxVth, b

ζrr, bζL/L) = bw0+y+ζhDint
T (T ;Vth, r, 1/L), (3.11)

xto mo�emo pokazati na slede�i naqin:

D
(int)
T (b−yT ; bxVth, b

ζrr, bζL/L) =

∞∫
−∞

dh′D
(int)
T (b−yT ; bxVth, h

′, bζrr, bζL/L) =

=

∞∫
−∞

d(bζh~)Dint
T (b−yT ; bxVth, b

ζh~, bζrr, bζL/L) =

= bζh

∞∫
−∞

d~bw0+yDT (T ;Vth, ~, r, 1/L) =

= bw0+y+ζhD
(int)
T (T ;Vth, r, 1/L),
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pri qemu je prime�ena smena promen	ive h′ ≡ bζh~.

3.1.2 Veliqina podlavina

Imaju�i u vidu (3.1) veliqinu s podlavine (i ↑ Vth; ts) definixemo kao:

s(i ↑ Vth; ts) =

T (i↑Vth;ts)∫
0

fi↑Vth;ts(t
′)dt′ =

=

te∫
ts

fi(t)dt− Vth(te − ts) =

=

te∫
ts

fi(t)dt− VthT (i ↑ Vth; ts),

(3.12)

videti sliku 3.1. Za veliqinu skalirane podlavine va�i�e

S(Sbi ↑ bxVth; b−yts) =

b−yte∫
b−yts

fSbi(t
′)dt′ − bxVthT (Sbi ↑ bxVth; b−yts) =

=

b−yte∫
b−yts

bxfi(b
yt′)dt′ − bx−yVthT (i ↑ Vth; ts),

odakle nakon prelaska na novu promen	ivu integracije, t ≡ byt′, imamo veliqinu
skalirane podlavine:

S(Sbi ↑ bxVth; b−yts) = bx−y
[ te∫
ts

fi(t)dt− VthT (i ↑ Vth; ts)

]
= bx−ys(i ↑ Vth; ts) (3.13)

Sliqno traja�u, za veliqinu S uvodimo broj podlavina lavine i veliqine S koje
prelaze visinu praga detekcije Vth - n

(S)
i (S;Vth) za koji va�i:

n
(S)
Sbi

(bx−yS; bxVth) = n
(S)
i (S;Vth), (3.14)

kao i raspodelu podlavina iznad praga Vth veliqine S pri uslovima λ:

DS(S;Vth, λ) ≡ C

∫
dn

(S)
i (S;Vth)

dS
dp(i;λ). (3.15)

Za diferencijalnu varijantu ove raspodele va�i zakon skalira�a:

DS(bx−yS; bxVth, b
ζhh′, bζrr, bζL/L) = bw0−(x−y)DS(S;Vth, h

′, r, 1/L), (3.16)
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xto se mo�e pokazati analogno dokazu u sluqaju raspodela traja�a:

dn
(S)
i

dS
(bx−yS; bxVth) = lim

σ→∞

n
(S)
i (bx−ys+ σ; bxVth)

σ
=

= lim
σ′→∞

n
(S)
Sbi′

(bx−yS + bx−yσ′; bxVth)

bx−yσ′
=

= by−x lim
σ′→∞

n
(S)
Sbi′

(bx−y(S + σ′); bxVth)

σ′
=

= by−x lim
σ′→∞

n
(S)
i′ (S + σ′;Vth)

σ′
=

= by−x
dn

(S)
i′

ds
(S;Vth),

(3.17)

zbog qega va�i skalira�e veliqine podlavina:

DS(bx−yS; bxVth, b
ζλ) = C

∫
dn

(S)
i

dS
(bx−yS; bxVth)dp(i; bζλ) =

= C

∫
by−x

dn
(S)
i′

dS
(S;Vth)bw0dp(i′;Vth) =

= bw0+y−xDS(S;Vth, λ).

Tako�e, mogu�e je definisati integralnu raspodelu veliqine podlavina:

D
(int)
S (S;Vth, r, 1/L) ≡

∞∫
−∞

dh′DS(S;Vth, h
′, r, 1/L), (3.18)

za koju vredi skalira�e:

D
(int)
S (bx−yS; bxVth, b

ζrr, bζL/L) = bw0−(x−y)+ζhDint
S (S;Vth, r, 1/L), (3.19)

xto mo�emo dokazati analogno raspodelama traja�a:

D
(int)
S (bx−yS; bxVth, b

ζrr, bζL/L) =

∞∫
−∞

dh′D
(int)
S (bx−yS; bxVth, h

′, bζrr, bζL/L) =

=

∞∫
−∞

d(bζh~)Dint
S (bx−yT ; bxVth, b

ζh~, bζrr, bζL/L) =

= bζh

∞∫
−∞

d~bw0−x+yDS(S;Vth, ~, r, 1/L) =

= bw0−(x−y)+ζhD
(int)
S (S;Vth, r, 1/L).

3.1.3 Vremena qeka�a

Oznakom (i ↓ Vth; ts) oznaqi�emo podlavinu lavine i koja poqi�e u trenutku ts i ostaje
ispod praga Vth. U sluqaju da ova podlavina nije posled�a podlavina lavine i koja je
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ispod praga Vth, tada sa
Tint(i ↓ Vth; ts) = te − ts, (3.20)

oznaqavamo interno vreme qeka�a do prve naredne podlavine lavine i koja prelazi
visinu praga detekcije Vth, gde je te kraj�i trenutak posmatrane podlavine (slika
3.1). U sluqaju da (i ↓ Vth; ts) jeste posled�a podlavina lavine i ispod praga Vth onda
je formalno istom formulom

Text(i ↓ Vth; ts) = te − ts, (3.21)

dato eksterno vreme qeka�a od posled�e podlavine lavine i koja je iznad praga do prve
takve podlavine neke naredne lavine koja poqi�e u trenutku te, videti sliku 3.1.

Interno vreme qeka�a

Ako u nekom trenutku t za skaliranu lavinu vredi fSbi(t)Vth, onda u trenutku b−yt za
originalnu lavinu va�i fi(b

−yt) = b−xfSbi(t) = Vth, odnosno postoji bijekcija izme�u
trenutaka preseca�a originalne lavine sa pragom i trenutaka preseca�a skalirane
lavine sa pragom. Dakle, pri skalira�u interno vreme qeka�a se transformixe isto
kao traja�e podlavina i lavina:

Tint(Sbi ↓ bxVth; b−yts) = b−yTint(i ↓ Vth; ts). (3.22)

Po analogiji sa traja�em i veliqinom uvex�emo broj pojav	iva�a internog vremena
qeka�a Tint iznad Vth praga unutar lavine i, koji se skalira kao traja�e:

n
(Tint)
Sbi

(b−yTint; b
xVth) = n

(Tint)
i (Tint;Vth), (3.23)

i zatim (diferencijalnu) raspodelu internih vremena qeka�a Tint iznad praga Vth pri
uslovima λ:

DTint(Tint;Vth, λ) ≡ C

∫
dn

(Tint)
i (Tint;Vth)

dTint

dp(i;λ). (3.24)

Zakon skalira�a ovako definisane distribucije tako�e je isti kao i u sluqaju traja�a:

DTint(b
−yTint; b

xVth, b
ζhh′, bζrr, bζL/L) = bw0+yDTint(Tint;Vth, h

′, r, 1/L), (3.25)

xto se mo�e analogno dokazati pomo�u (3.22) i zamene oznaka T → Tint. Imamo:

DT (b−yT ; bxVth, b
ζλ) = C

∫
dn

(T )
i

dT
(b−yT ; bxVth)dp(i; bζλ). (3.26)
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Zatim, va�i i:

dn
(Tint)
i

dTint

(b−yTint; b
xVth) = lim

t→∞

n
(Tint)
i (b−yTint + t; bxVth)

t
=

= lim
t′→∞

n
(Tint)
Sbi′

(b−yTint + b−yt′; bxVth)

b−yt′
=

= by lim
t′→∞

n
(Tint)
Sbi′

(b−y(Tint + t′); bxVth)

t′
=

= by lim
t′→∞

n
(Tint)
i′ (Tint + t′;Vth)

t′
=

= by
dn

(Tint)
i′

dTint

(Tint;Vth).

(3.27)

Zamenom (3.27) u (3.26) dobijamo zakon skalira�a raspodela internog vremena qeka�a
(3.25). Da	e, mo�emo da uvedemo integralnu raspodelu

D
(int)
Tint

(Tint;Vth, r, 1/L) ≡
∞∫

−∞

dh′DTint(Tint;Vth, h
′, r, 1/L), (3.28)

za koju va�i skalira�e:

D
(int)
Tint

(b−yTint; b
xVth, b

ζrr, bζL/L) = bw0+y+ζhD
(int)
Tint

(Tint;Vth, r, 1/L), (3.29)

xto mo�emo pokazati na isti naqin kao u sluqaju raspodela traja�a:

D
(int)
Tint

(b−yTint; b
xVth, b

ζrr, bζL/L) =

∞∫
−∞

dh′DTint(b
−yTint; b

xVth, h
′, bζrr, bζL/L) =

=

∞∫
−∞

d(bζh~)DTint(b
−yTint; b

xVth, b
ζh~, bζrr, bζL/L) =

= bζh

∞∫
−∞

d~bw0+yDTint(Tint;Vth, ~, r, 1/L) =

= bw0+y+ζhD
(int)
Tint

(Tint;Vth, r, 1/L).

Eksterno vreme qeka�a

Odre�iva�e raspodele eksternih vremena qeka�a za izabrani prag detekcije pred-
stav	a komplikovaniji problem od odre�iva�a raspodela traja�a, veliqine i inter-
nog vremena qeka�a. Razlog je u tome xto za razliku od ove tri veliqine, koje se
odnose na pojedinaqne lavine, eksterno vreme qeka�a povezuje dve lavine iznad praga
izme�u kojih mogu postojati lavine koje ne prelaze visinu zadatog praga detekcije Vth.
U opxtem sluqaju postoje tri vremena qeka�a (slika 3.1):

− vreme pada Tend(i;Vth) prethodne lavine i ispod praga detekcije Vth, koje merimo od
trenutka posled�eg preseka praga i prethodne lavine do trenutka �enog gaxe�a,

− vreme rasta Tini(i;Vth) naredne lavine j do praga detekcije Vth, koje merimo od
trenutka pojave lavine j do trenutka �enog prvog preseka sa pragom detekcije
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Vth, i

− me�uvreme Tmid(i, j;Vth) koje predstav	a ukupno traja�e lavina koje se nalaze
izme�u lavine i i lavine j, a nalaze se ispod praga detekcije Vth.

Dakle, eksterno vreme qeka�a jednako je zbiru navedenih vremena qeka�a:

Text(i, j;Vth) = Tend(i;Vth) + Tmid(i, j;Vth) + Tini(j;Vth). (3.30)

S obzirom da su vreme pada lavine ispod praga Tend(i;Vth) i vreme rasta lavine do
praga Tini(i;Vth) karakteristike pojedinaqnih lavina, kao i da va�i bijektivno pre-
slikava�e odgovaraju�ih karakteristika za originalne i skalirane lavine, ova dva
vremena trebalo bi da se prilikom skalira�a transformixu na isti naqin kao traja�a
podlavina iznad praga i interna vremena qeka�a:

Tend(Sbi; b
xVth) = b−yTend(i;Vth)

Tini(Sbi; b
xVth) = b−yTini(i;Vth)

(3.31)

Tako�e, mogu�e je uvesti brojeve pojav	iva�a vremena pada Tend lavine i ispod praga
detekcije n

(Tend)
i (Tend;Vth) i pojav	iva�a vremena rasta Tini lavine i do visine praga

detekcije n
(Tini)
i (Tini;Vth), koji se skaliraju kao:

n
(Tend)
Sbi

(b−yTend; bxVth) = n
(Tend)
i (Tend;Vth)

n
(Tini)
Sbi

(b−yTini; b
xVth) = n

(Tini)
i (Tini;Vth),

(3.32)

i za koje je sliqno ranije uvedenim raspodelama, mogu�e uvesti diferencijalne raspode-
le vremena pada Tend ispod praga Vth:

DTend(Tend;Vth, λ) ≡ C

∫
dn

(Tend)
i (Tend;Vth)

dTend

dp(i;λ), (3.33)

i vremena rasta lavina Tini do visine praga Vth pri uslovima λ:

DTini(Tini;Vth, λ) ≡ C

∫
dn

(Tini)
i (Tini;Vth)

dTini

dp(i;λ). (3.34)

Analogno dokazima za (3.6) i (3.25) mogu�e je pokazati da ove raspodele imaju iste
zakone skalira�a kao raspodele traja�a podlavina DT (T ;Vth, λ) i internih vremena
qeka�a DTint(Tint;Vth, λ) pri uslovima λ = (Vth, r, 1/L):

DTend(b−yTend; bxVth, b
ζhh′, bζrr, bζL/L) = bw0+yDTend(Tend;Vth, h

′, r, 1/L), (3.35)

odnosno:

DTini(b
−yTini; b

xVth, b
ζhh′, bζrr, bζL/L) = bw0+yDTini(Tini;Vth, h

′, r, 1/L). (3.36)

Naravno, mogu�e je uvesti integralne raspodele vremena pada:

D
(int)
Tend

(Tend;Vth, r, 1/L) ≡
∞∫

−∞

dh′DTend(Tend;Vth, h
′, r, 1/L), (3.37)
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i vremena rasta lavine:

D
(int)
Tini

(Tini;Vth, r, 1/L) ≡
∞∫

−∞

dh′DTini(Tini;Vth, h
′, r, 1/L). (3.38)

Analogno se mo�e pokazati da �e ove raspodele imati iste zakone skalira�a kao inte-
gralne raspodele traja�a i internog vremena qeka�a:

D
(int)
Tend

(b−yTend; bxVth, b
ζrr, bζL/L) = bw0+y+ζhD

(int)
Tend

(Tend;Vth, r, 1/L), (3.39)

odnosno:
D

(int)
Tini

(b−yTini; b
xVth, b

ζrr, bζL/L) = bw0+y+ζhD
(int)
Tini

(Tini;Vth, r, 1/L). (3.40)

Hipoteza (2.19) nije dovo	na za formalno odre�iva�e zakona skalira�a raspodele
me�uvremena DTmid

i eksternog vremena qeka�a DText . Ipak, mogu�e je zak	uqiti kakav
oblik skalira�a treba da imaju ove raspodele. Da bismo to uradili, mo�emo da
posmatramo deo signala koji se sastoji od dve sukcesivne lavine i i j koje prelaze
visinu praga detekcije Vth i svih lavina izme�u �ih koje ostaju ispod Vth. Ako ovakav
deo signala posmatramo kao jednu lavinu1 k, onda eksterno vreme qeka�a Text(i, j;Vth)
za novu lavinu k predstav	a interno vreme qeka�a Tint(k;Vth). Stoga zak	uqujemo
da �e se raspodela eksternih vremena qeka�a skalirati na isti naqin kao raspodela
internih vremena qeka�a:

DText(b
−yText; b

xVth, b
ζhh′, bζrr, bζL/L) = bw0+yDText(Text;Vth, h

′, r, 1/L). (3.41)

Da	e, zbog va�e�a (3.30) razumno je oqekivati da �e i raspodela me�uvremena imati
istu formu skalira�a:

DTmid
(b−yTmid; bxVth, b

ζhh′, bζrr, bζL/L) = bw0+yDTmid
(Tmid;Vth, h

′, r, 1/L). (3.42)

3.1.4 Skalira�e distribucija

Za analizu zavisnosti odgovora sistema od izabranog praga Vth, najprirodnije je izvr-
xiti skalira�e upravo preko praga Vth, te�e�i na taj naqin da dobijemo kolaps
raspodela dobijenih pri razliqitim vrednostima praga Vth. Stoga uzmimo da va�i
bxVth = 1, tj. da je faktor skalira�a b = V

−1/x
th . Na taj naqin, uz pomo� relacija (2.34)

dobijamo skalira�e:

DT

(
T/V

1/(γS/T−1)

th ;V
σ/(1−γT/S)

th r, V
σν/(1−γT/S)

th L
)

= V αint/(γS/T−1)DT (T ;Vth, r, 1/L). (3.43)

αint = α+σνδ/γT/S je oznaka za univerzalni skaliraju�i eksponent integralne raspode-
le traja�a kod RFIM-a koji se uvodi jer se podaci prikup	aju iz intervala spo	nog
magnetnog po	a konaqne xirine [37]. Na osnovu jednaqine (3.43) oqekujemo da �e
raspodele traja�a DT , dobijene za razliqite naure�enosti R i veliqine L kolapsi-

rati na jednu krivu ako ih pomno�imo sa V
αint/(γS/T−1)

th i prika�emo u zavisnosti od

1Smatramo da signal pada dovo	no nisko, ali ne na nulu. Ovakav scenario je realan s obzirom
da, za razliku od signala dobijenog simulacijama, u eksperimentu najqex�e nije mogu�e razlikovati
doga�aje koji se dexavaju ispod praga detekcije.

22



T/V
1/(γS/T−1)

th ukoliko pri tome zadovo	avaju uslove

V
σ/(1−γT/S)

th r = const,

V
σν/(1−γT/S)

th /L = const.
(3.44)

Isti oblik oqekujemo za raspodele vremena qeka�a DTw :

DTw

(
Tw/V

1/(γS/T−1)

th Tw;V
σ/(1−γT/S)

th r,V
σν/(1−γT/S)

th L
)

=

= V αint/(γS/T−1)DTw(Tw;Vth, r, 1/L),
(3.45)

gde Tw predstav	a zajedniqku oznaku za Tint, Text, Tend, Tini i Tmid.

3.2 Rezultati

U ovom poglav	u prikazani su rezultati koji u najve�oj meri potvr�uju uvedene pre-
tpostavke.

Na slici 3.2 prikazane su diferencijalne raspodele traja�a D(T ) i veliqina
D(S), dobijene za podlavine koje se pojav	uju iznad praga detekcije Vth koje su priku-
p	ene iz intervala magnetnog po	a centriranog oko nule u kojem se signal mo�e sma-
trati stohastiqki stacionarnim (xto je u ovom sluqaju 8% magnetizacije). Raspodele
su dobijene iz simulacija na kubnoj rexetki dimenzije L = 1024 za 40 razliqitih
konfiguracija sluqajnog po	a i pri neure�enosti R = 2, 25 (koja je ve�a od efektivne
kritiqne neure�enosti Reff

c ≈ 2, 21).
Raspodele traja�a i veliqine podlavina imaju formu stepenog zakona

D(T ) = T−τT gT (−T/T0)

D(S) = S−τSgS(−S/S0),
(3.46)

koji se zavrxava regionom u kome raspodele brzo opadaju (cutoff). Vreme i veliqina
odseca�a za distribucije traja�a i veliqine obele�eni su sa T0 i S0, i te veliqine
se sa porastom Vth sma�uju. Odgovaraju�i eksponenti, dobijeni korix�e�em skali-
raju�ih funkcija oblika

gT (−T/T0) ∝ e−(T/T0)σT

gS(−S/S0) ∝ e−(S/S0)σS ,
(3.47)

imaju vrednosti τT = 1, 64±0, 02 i τS = 1, 38±0, 03, pri qemu su vrednosti eksponenata
σT i σS za analizirane raspodele pribli�no 1.

Na slici 3.3 prikazana je stepena zavisnost proseqnih veliqina podlavina 〈S〉T
traja�a T u funkciji od traja�a T za razliqite vrednosti praga detekcije Vth. Grafik
pokazuje da je ta zavisnost stepenog oblika, 〈S〉T ∼ V

γS/T
th za veliki skup vrednosti Vth

i da eksponent γS/T varira sa promenom Vth. Varijacija eksponenta γS/T prikazana je
na umetku (sma�iva�e od γS/T = 1, 77 ka γS/T = 1, 44 sa pove�a�em Vth) gde mo�emo
videti da se u odre�enom intervalu vrednosti Vth formira plato, xto se sla�e sa
predvi�a�em modela propagira�a pukotine u nehomogenoj sredini (crack − line) [19].
Naredna slika, slika 3.4, prikazuje zavisnost γS/T od Vthr i daje bo	i uvid u promenu
γS/T sa Vth. Vidi se da vrednosti γS/T dobijene pri razliqitim neure�enostima R

kolapsiraju na istu krivu formiraju�i plato na vrednosti γ
(pl)
S/T = 1, 49 ± 0, 02 qije

je postoja�e va�na karakteristika pomenutog modela. Naime, γ
(pl)
S/T se ne me�a pri
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Slika 3.2: Na glavnom panelu prikazane su raspodele traja�a podlavina D(T ) za
razliqite vrednosti praga Vth, a na umetku su prikazane raspodele veliqine podlavina
D(S) prikup	ene na istom sistemu (1024 × 1024 × 1024, R = 2, 25) za iste vrednosti
praga Vth.
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Slika 3.3: Na glavnom grafiku prikazana je stepena zavisnost sred�e veliqine pod-
lavina 〈S〉T traja�a T od traja�a T za razliqite vrednosti praga Vth, dok je na umetku
prikazana promena eksponenta γS/T sa promenom Vth. Rezultati su prikup	eni iz istog
seta podataka kao rezultati prikazani na slici 3.2.
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Slika 3.4: Na glavnom grafiku prikazano je kako vrednosti eksponenta γS/T kolapsi-
raju kada se prika�u u funkciji od Vthr za neure�enosti u opsegu od R = 2, 25 do
R = 2, 45, a na umetku je prikazana linearna zavisnost eksponenta γ

(0)
S/T od redukovane

neure�enosti r. Rezultati su prikup	eni na 10243 sistemima.

promeni ni Vth ni r za razliku od γS/T koji pri nultom pragu iznosi γ
(0)
S/T , a qija se

vrednost me�a linearno sa r (umetak slike 3.4). Dakle, promenu eksponenta je mogu�e

interpretirati kao crossover2 izme�u dve karakteristiqne vrednosti γ
(pl)
S/T i γ

(0)
S/T .

Raspodele D(Tw) vremena qeka�a Tw, dobijene iz istog seta podataka i za iste
vrednosti praga Vth kao raspodele na slici 3.2, prikazane su na slici 3.5. Prime�uje
se da i ove raspodele imaju stepeno ponaxa�e

D(Tw) = Tw
−τTwgT (Tw/Tw,0) (3.48)

odre�eno vrednox�u karakteristiqnog eksponenta τTw = 1, 64 ± 0, 02, dok Tw,0 pred-
stav	a vreme odseca�a karakteristiqno za raspodelu vremena qeka�a. Za razliku od
T0 vreme odseca�a Tw,0 raste sa porastom praga Vth, i mo�e se primetiti (do�i umetak
slike 3.5) da je taj porast po stepenom zakonu Tw,0 ∼ V δ

th za δ = 1, 30± 0, 02. Prime�uje
se da se stepeni deo pojav	uje sa pove�a�em Vth xto ukazuje na pojavu korelacija zbog
postoja�a lavina koje su delimiqno sakrivene ispod praga detekcije Vth. Nasuprot
tome, za male vrednosti praga Tw,0 uzima veoma male vrednosti te stepena zakonitost
u oblasti niskih Vth nestaje pri qemu se zakonitost (3.48) pribli�no svodi na ekspo-
nencijalnu funkciju skalira�a g(Tw/Tw,0), xto je prikazano na gor�em umetku slike
3.5.

Promena vremena odseca�a za raspodele traja�a T0 i raspodele vremena qeka�a
Tw,0 sa pragom detekcije Vth za razliqite neure�enosti R, ve�e od efektivne kritiqne
neure�enosti Reff

c , prikazana je na glavnom grafiku slike 3.6. Vidimo da za male
vrednosti praga vreme odseca�a Tw,0 raste stepeno, Tw,0 ∼ V 1,3

th , i da je rast br�i
nego za ve�e vrednosti Vth. U oblasti niskih vrednosti praga Vth vreme odseca�a
za raspodele traja�a T0 za odre�eno R je pribli�no konstantna veliqina, dok za

2U srpskom jeziku se nije ustalio adekvatan prevod.
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Slika 3.5: Na glavnom grafiku prikazane su raspodele vremena qeka�a D(Tw) u
funkciji od Tw prikup	ene iz istog sistema pri istim vrednostima praga Vth kao
rezultati na slici 3.2. Na do�em umetku na log − log skali prikazana je stepena za-
visnost Tw,0 ∼ V δ

th, za δ ≈ 1, 30. Na gor�em umetku vidi se pribli�no eksponencijalno
ponaxa�e raspodele D(Tw) dobijene pri najni�oj vrednosti praga Vth = 1.
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Slika 3.6: Na glavnom grafiku prikazano je ponaxa�e vremena odseca�a T0 raspodela
traja�a DT (prazni simboli) i ponaxa�e vremena odseca�a Tw,0 za raspodele vremena
qeka�a DTw (popu�eni simboli) pri porastu praga Vth za razliqite neure�enosti R.
Na umetku je prikazano kako se Tw,0 skalira sa Vthr. Rezultati su dobijeni iz istog
seta simulacija kao rezultati prikazani na slici 3.4.
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ve�e Vth opada brzinom sliqnom brzini rasta Tw,0. Name�e se slede�i zak	uqak: ako
je prag detekcije Vth visok toliko da mo�emo da primetimo samo lavine iz regiona
naglog opada�a raspodele dobijene za Vth = 0, onda mo�e da se javi velika razlika
izme�u traja�a podlavina i vremena qeka�a. Kolaps vremena odseca�a raspodela
vremena qeka�a Tw,0 koja odgovaraju razliqitim neure�enostima R dobijen mno�e�em
Vth redukovanom neure�enox�u r prikazan je na umetku slike 3.6.

Slika 3.7: Na glavnim graficima prikazani su kolapsi raspodela traja�a podlavina
DT i svih vremena qeka�a DTint , DText , DTini , DTend , DTmid

, koje su dobijene iz trodi-
menzionih sistema qije dimenzije L, neure�enosti R i visine postav	enog praga Vth,
date u legendama i zadovo	avaju uslove (3.44). Originalne (neskalirane) raspodele
prikazane su na umecima.

Potvrda skaliraju�e forme raspodela traja�a (3.43) prikazana je na panelu a)
slike 3.7 u vidu kolapsa raspodela DT dobijenih iz qetiri sistema koji zadovo	avaju
uslove zadate relacijama (3.44), nakon primene pomenute forme skalira�a. Na pre-
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ostalim panelima slike 3.7 prikazani su kolapsi raspodela vremena qeka�a DTint ,
DText , DTini , DTend i DTmid

xto potvr�uje forme skalira�a date sa (3.45). Setovi multi-
parametara L1 = 522, R1 = 2, 375, Vth,1 = 25, L2 = 124, R2 = 2, 30, Vth,2 = 50, L3 =
2046, R3 = 2, 25, Vth,3 = 102 i L4 = 4087, R4 = 2, 22, Vth,4 = 208 osim xto zadovo	avaju
(3.44), izabrani su tako da je neure�enost svakog sistema ve�a od �egove efektivne
kritiqne neure�enosti [50]. Va�no je ista�i da bez obzira xto hipoteza skalira�a
(2.19) nije dovo	na za predvi�a�e oblika skalira�a raspodele me�uvremena DTmid

,
isti tip skalira�a va�i i za �u (panel �) slike 3.7) xto implicira da pretpostavka
(2.19) ne va�i samo za pojedinaqne lavine ve� i za ve�e delove signala.
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Glava 4

Uticaj xuma

Kao xto je napomenuto, signali dobijeni iz eksperimenata sadr�e eksterni xum
n(t). Postav	a se pita�e u kojoj meri prisutni xum utiqe na prethodno opisane
korelacije nastale postav	a�em praga detekcije Vth. Sa ci	em ispitiva�a tog uti-
caja, na signale dobijene simulira�em 3D RFIM-a na kubnoj rexetki pridodat je
zasebno generisan eksterni xum n(t). U nastavku prikazani su rezultati dobijeni
dodava�em dve vrste xuma - belog xuma dobijenog iz uniformne raspodele (UWN) i
belog xuma dobijenog iz Gausove raspodele (GWN). Uniforman beli xum generisan
je iz raspodele xirine w xto znaqi da bilo koju vrednost n iz intervala [−w,w]
uzima sa verovatno�om p(n) = w/2 a �egova standardna devijacija iznosi σ = w/

√
3.

Gausovski beli xum generisan je sa standardnom devijacijom σ.

4.1 Uticaj xuma na sred�u veliqinu lavina

Promena sred�e veliqine lavina 〈S〉T traja�a T u funkciji traja�a T pri konstant-
noj vrednosti praga detekcije u sluqaju dodatog belog xuma (Vth = 150) prikazana je
na panelu a) slike 4.1, dok je u sluqaju dodatog Gausovog xuma (Vth = 50) prikazana
na panelu b) slike 4.1. Prime�uje se da sred�a veliqina lavina i da	e prati ste-
peni zakon 〈S〉T ∼ T γS/T , me�utim, sa vidnom promenom vrednosti eksponenta γS/T
sa pove�a�em dodatog eksternog xuma. Naime, za obe vrste xuma nagib krivih 〈S〉T
opada sa porastom standardne devijacije σ xuma. Razlog ovog opada�a je u tome xto
xum skra�uje duge lavine u podlavine znatno kra�eg traja�a. Poxto kra�e podlavine
potiqu od neke du�e ve�eg proseqnog signala 〈V (t)〉 = 〈S〉T , oqekivano je da �ihove
veliqine budu ve�e od veliqina lavina istog traja�a. Na slici (4.2) ulustrovano je
kako u prisustvu spo	nog xuma jedna lavina ima ve�u veliqinu od druge lavine istog
traja�a bez xuma. Ovaj efekat postaje ma�e izra�en sa porastom traja�a lavine,
tako da vrednost eksponenta γS/T opada sa porastom xirine xuma.

Da	e, na slici 4.3 prikazano je ponaxa�e eksponenta γS/T pri razliqitim vre-
dnostima praga Vth i za razliqite standardne devijacije σ, u prisustvu uniformnog
i Gausovog xuma, respektivno. Na glavnim panelima prikazano je kako se vrednost
eksponenta γS/T me�a sa porastom xuma za razliqite vrednosti σ. Primetno je da
se i kada je na signal dodat spo	ni xum jav	a plato u saglasnosti sa predvi�a�em
crack − line modela, iz razloga xto je pri ovim vrednostima uticaj malih lavina
neprimetan [71]. Ipak, kada je σ dovo	no veliko razlika u vrednostima γS/T postaje
neprimetna qak i za male vrednosti Vth. Razlog je u tome xto na sred�u veliqinu
kratkih lavina najvixe utiqe postoja�e xuma, tj. najve�i deo takvih lavina potiqe od
xuma, a ne iz originalnog signala. Sa druge strane, ni prisustvo praga ni prisustvo
xuma ne utiqu u velikoj meri na sred�u veliqinu dugaqkih lavina zbog qega oqekujemo
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Slika 4.1: Ponaxa�e sred�e veliqine lavina datog traja�a u zavisnosti od trja�a
za razliqite opsege standardne devijacije dodatog uniformnog, panel a), i Gausovog
xuma pri konstantnoj visini praga detekcije Vth, panel b). Rezultati su dobijeni iz
sistema veliqine 1024× 1024× 1024 i neure�enosti R = 2, 25.
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Slika 4.2: Primer uticaja xuma na opada�e vrednosti eksponenta γS/T . Na levoj
strani prikazan je deo signala sa dodatim spo	nim xumom (crvena linija), a na desnoj
strani je samo deo originalnog signala (plava linija). Pri datoj vrednosti praga
vidimo da je veliqina podlavine (povrxina iznad Vth) ve�a kada je dodat xum nego u
sluqaju kada nije.

da se vrednost eksponenta γS/T ne me�a sa promenom praga pri velikim vrednostima
σ, xto se mo�e primetiti na umecima slike 4.3. Vidimo da se porastom σ razlike
izme�u krivih γS/T (Vth) koje odgovaraju razliqitim vrednostima praga Vth, nestaju.

Vrednosti koje uzima eksponent γS/T na platoima dobijenim za razliqite vrednosti

xirine xuma, a koje �emo obele�iti sa γpl
S/T , prikazane su na slici 4.4. Prime�uje

se da postoji razlika u ponaxa�u eksponenta γpl
S/T u zavisnosti od vrste prime�enog

xuma. Naime, u sluqaju uniformnog xuma γpl
S/T opada (skoro) linearno sa porastom

σ, dok je u sluqaju Gausovog xuma oblast linearnog opada�a znatno ma�a da bi nakon
toga usledio neki vid saturacije. Jox uvek ne postoji adekvatno objax�e�e za ovakvo
ponaxa�e.

4.2 Uticaj xuma na raspodele vremena qeka�a.

Parametar pomaka

Ovo poglav	e posve�eno je analizi efekta koji na registrova�e vremena qeka�a du�ine
TW ima prisustvo spo	nog xuma standardne devijacije σ.

Posmatrajmo broj pojav	iva�a n(Tw;Vth, σ) vremena qeka�a Tw [32] pri jednoj re-
alizaciji sluqajnog po	a za zadati prag Vth u prisustvu spo	nog xuma standardne
devijacije σ. Krive zavisnosti n(Tw = 1051;Vth, σ) dobijene dodava�em uniformnog
i Gausovog xuma razliqitih vrednosti σ prikazane su na umecima slike 4.5. Prime�uje
se da se ove krive sa porastom xirine xuma pomeraju nadesno, odnosno u smeru pove�a�a
praga detekcije Vth. Do ovog pomera�a dolazi zbog toga xto prisustvo xuma pove�ava
na visinu V ′th visinu praga detekcije Vth na kojem se u datom delu signala registruje
vreme qeka�a Tw. Ulustracija procesa prikazana je na slici 4.6. Ispostav	a se da
je pomeraj raspodela n(Tw;Vth, σ) mogu�e opisati pomo�u parametra pomaka p(σ) koji
zavisi od standardne devijacije prime�enog xuma. Parametar p(σ) predstav	a vred-
nost za koju je potrebno translirati raspodelu n(Tw;V ′th, σ) da bi se poklopila sa
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Slika 4.3: Na glavnim panelima prikazane su vrednosti eksponenta γS/T u zavisno-
sti od visine praga detekcije Vth pri razliqitim vrednostima standardne devijacije
dodatog uniformnog (panel a)) i Gausovog xuma (panel b)). Na umecima su prikazane
vrednosti eksponenta γS/T u zavisnosti od σ i pri razliqitim vrednostima Vth ma�im
od vrednosti na kojima se jav	a plato. Podaci su dobijeni iz istog seta kao rezultati
prikazani na slici 4.2.
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Slika 4.4: Plato vrednosti eksponenta dobijenih za razliqite vrednosti σ u opsegu
0 − 50. Crnim kvadratima prikazani su rezultati dobijeni dodava�em uniformnog
(UWN), a crvenim kru�i�ima dodava�em Gausovog xuma (GWN).

raspodelom dobijenom u odsustvu xuma n(Tw;Vth, σ = 0), to jest:

n(Tw;V ′th − p(σ), σ) = n(Tw;Vth, σ = 0). (4.1)

Primeri pomera�a prikazani su na glavnim graficima slike 4.5. Ispostav	a se da
je parametar pomaka nezavisan od veliqine sistema1 i izbora vrste vremena qeka�a
za R > Rc. Sa druge strane, mo�e se oqekivati da n(Tw;Vth, σ) zavisi od dimenzije
sistema L i da se skalira sa L3. Takav kolaps krivih n(Tw;Vth, σ) prikazan je na
slici 4.7 za oba ispitivana sluqaja eksternog xuma. Na umecima su prikazane krive
n(Tw;Vth, σ) dobijene iz tri sistema razliqitih dimenzija L, a iste neure�enosti R,
dok su na glavnim graficima prikazane krive pode	ene sa L3 i translirane du� Vth-
ose za odgovaraju�e vrednosti parametra pomaka p(σ), odnosno prime�ena je forma
skalira�a:

n(Tw;Vth, σ) = L3ñ(Tw;Vth − p(σ)), (4.2)

gde ñ predstav	a univerzalnu skaliraju�u funkciju. Va�no je napomenuti da je
ovaj vid kolapsa mogu� samo ako je odabrano vreme qeka�a dovo	no dugo u pore�e�u sa
standardnom devijacijom, u suprotnom mogu�e je da se takvo vreme qeka�a uopxte ne
registruje u sistemu, iako je u sluqaju ma�eg xuma prisutno.

S obzirom da je za ve�e vrednosti σ potrebna ve�a visina praga detekcije Vth da bi se
dobila ista vrednost n(Tw;Vth, σ), oqekivano je da parametar pomaka raste sa porastom
standardne devijacije. Na slici 4.8 prikazane su vrednosti parametra pomaka dobijene
za tri razliqite neure�enosti na osnovu kojih se mo�e zak	uqiti da se parametar
pomaka me�a po stepenom zakonu:

p(σ) = a+ bσc. (4.3)

Najbo	i fitovi dobijeni su za vrednosti parametara koje su prikazane u Tabelama

1Ispitivani su samo trodimenzioni sistemi.
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Slika 4.5: Na umecima su brojevi pojav	iva�a vremena qeka�a Tw,ext = 1051 u zavisno-
sti od Vth u sluqaju dodatog uniformnog (slika a) i Gausovog (slika b) xuma za neko-
liko razliqitih vrednosti standradne devijacije. Na glavnim graficima vidi se po-
klapa�e krivih nakon pomera�a du� Vth-ose za vrednost parametra pomaka koja zavisi
od σ. Rezultati su dobijeni za trodimenzioni 1024× 1024× 1024 sistem neure�enosti
R = 2, 40.
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Slika 4.6: Ilustracija pomeraja praga detekcije na kojem se jav	a eksterno vreme
qeka�a Text sa Vth na V

′
th zbog prisustva eksternog xuma.

4.1 i 4.2 i odgovaraju�e krive prikazane su na slici 4.8. Prime�uje se da se vrednosti
parametara fita u sluqaju uniformnog xuma poklapaju u okviru grexke, dok se kod
Gausovog prime�uje zavisnost od neure�enosti R.

Tabela 4.1: Najbo	e vrednosti parametara fita iz (4.3) dobijene u sluqaju dodatog
uniformnog xuma za tri razliqite neure�enosti.

R a b c

2.25 −3.3± 0.3 1.33± 0.02 1.041± 0.002
2.40 −3.6± 0.3 1.35± 0.02 1.038± 0.003
2.55 −3.6± 0.3 1.39± 0.02 1.033± 0.002

Tabela 4.2: Isto kao u Tabeli 4.1, samo u sluqaju Gausovog xuma.

R a b c

2.25 −3.9± 0.9 3.8± 0.3 1.20± 0.02
2.40 −2.6± 0.6 3.4± 0.2 1.26± 0.02
2.55 −4.3± 0.8 4.8± 0.2 1.16± 0.02

4.3 Uticaj xuma na skalira�e parametara podla-

vina nastalih postav	a�em praga detekcije

U ovom poglav	u objax�eno je kako prisustvo xuma utiqe na skalira�e raspodela
predvi�eno DTw(Tw;Vth, r, 1/L) izrazom (3.45) pod uslovima (3.44). Prezentovani su
rezultati dobijeni za raspodele internih i eksternih vremena qeka�a, dok su skalira-
�a raspodela ostalih tipova vremena qeka�a prilo�ena u dodatku.

Dodava�e spo	nog xuma utiqe na raspodele vremena qeka�a tako xto pove�ava broj
kratkih, a sma�uje broj dugih doga�aja, xto se mo�e videti na umecima slike 4.9.
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Slika 4.7: Na umecima su raspodele broja pojav	iva�a eksternog vremena qeka�a
traja�a Tw,ext = 490 u zavisnosti od visine praga detekcije dobijene za vixe razliqi-
tih xirina eksternog xuma dodatog na signale dobijene iz trodimenzionih sistema
razliqitih dimenzija (L = 512, 724, 1024), dok su na glavnim panelima prikazani
kolapsi dobijani primenom skalira�a (4.2). Na slici a) prikazani su rezultati do-
bijeni nakon dodava�a uniformnog xuma, a na slici b) rezultati dobijeni nakon
dodava�a Gausovog xuma.
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Slika 4.8: Vrednosti parametra pomaka p(σ) dobijene na 1024× 1024× 1024 sistemu za
R = 2, 25, R = 2, 40, R = 2, 55 nakon primene uniformnog i Gausovog xuma. Rezultati
su fitovani na funkciju (4.3) sa vrednostima prikazanima u Tabelama 4.1 i 4.2.

Promena krivih raspodela vremena qeka�a znaqi da �e se raspodele nakon primene
skalira�a (3.45) transformisati razliqito i da kolaps predvi�en izrazom (3.45) ne�e
biti potpun. Ipak, potpun kolaps krivih DTw(Tw;Vth, r, 1/L) (koje �e skra�eno biti
obele�ene saDTw) u prisustvu spo	nog xuma, mogu� je nakon primene funkcija pomaka
f(σ) i g(σ) koje izraz (3.45) modifikuju na slede�i naqin:

(Vth−g(σ))αint/(γS/T−1)DTw(Tw;Vth, r, 1/L) =

DTw

(
Tw/(Vth − f(σ))1/(γS/T−1);V

σ′/(1−γS/T )

th r, V
σ′ν/(1−γS/T )

th /L
)
.

(4.4)

Skalira�e predvi�eno izrazom (4.4) omogu�uje da se nakon primene skalira�a
raspodele preklapaju sa originalnom raspodelom dobijenom u odsustvu spo	nog xuma.
Primer primene funkcija pomaka pri skalira�u raspodela dobijenih na sistemu
L = 2508, R = 2, 40, Vth = 126 prikazan je na glavnim panelima slike 4.9, a na slici 4.10
prikazano je ponaxa�e funkcija pomaka pomo�u kojih je ostvaren kolaps sa slike 4.9.
Primetno je da oblik funkcija skalira�a zavisi od vrste prime�enog xuma. Naime,
funkcije pomaka φ(σ) imaju stepeni oblik φ(σ) ∼ σs u prisustvu uniformnog xuma,
dok se u prisustvu Gausovog xuma ponaxa�e funkcija pomaka mo�e opisati pomo�u
funkcije grexke φ(σ) ∼ erf(σ). Nakon xto standardna devijacija xuma preraste vred-
nost koja odgovara standardnoj devijaciji prime�enog praga, σth ≈ Vth/

√
3, razlike

u ponaxa�u funkcija pomaka f(σ) odnosno g(σ), nastale zbog prisustva razliqitih
vrsta xuma, nestaju i nada	e funkcije pomaka te�e vrednosti praga detekcije Vth na
isti naqin, prate�i ponaxa�e uzrokovano prisustvom Gausovog xuma.

Funkcije pomaka f(σ) i g(σ) dobijene na qetiri razliqita sistema (L1 = 1448, R1 =
2.27, Vth1 = 75;L2 = 2046, R2 = 2.25, Vth2 = 102;L3 = 2508, R3 = 2.24, Vth3 = 126 i L4 =
3072, R4 = 2.231, Vth4 = 153) qiji su parametri odabrani tako da zadovo	avaju uslove
(3.44) prikazane su na umecima slike 4.11. Vidimo da sve funkcije pomaka slede isto
pravilo xto implicira da bi funkcije pomaka prikazane u zavisnosti od ρ = σ/σth
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Slika 4.9: Na glavnim panelima prikazani su kolapsi ostvareni primenom funkcija
skalira�a na raspodele dobijene na trodimenzionom sistemu veliqine 2508 × 2508 ×
2508 neure�enosti R = 2, 24 primenom praga Vth = 126. Na grafiku a) prikazano je
skalira�e raspodela eksternih vremena qeka�a u uslovima dodatom uniformnog xuma,
a na grafiku b) skalira�e raspodela internog vremena qeka�a u prisustvu Gausovog
xuma.
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Slika 4.10: Na slici a) prikazane su funkcije pomaka raspodela eksternih vremena
qeka�a, a slici b) prikazane su funkcije pomaka raspodela internih vremena qeka�a.
U sluqaju dodatog uniformnog xuma (crveni kru�i�i) funkcije pomaka fitovane su
na stepenu zavisnost φ(σ) ∼ σs, a u sluqaju Gausovog xuma (crni kvadrati) na funkciju
proporcionalnu funkciji grexke φ(σ) ∼ erf(σ).
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nakon de	e�a odgovaraju�im vrednostima praga Vth trebalo da kolapsiraju na istu
krivu. To bi znaqilo da ponaxa�e funkcija pomaka dobijeno iz seta sistema koji
zadovo	avaju uslove (3.44), mo�e da se opixe na slede�i naqin u sluqaju uniformnog
xuma:

φ(σ)

Vth

= p+ q
( σ

σth

)s
, (4.5)

odnosno:
φ(σ)

Vth

= i+ jerf
(
k
σ

σth

− l
)

(4.6)

u sluqaju Gausovog xuma. Kolapsi dobijeni pomo�u (4.5) i (4.6) prikazani su na
glavnim panelima slike 4.11, a vrednosti parametara pomo�u kojih su dobijeni naj-
bo	i fitovi, tako�e prikazani na slici 4.11, prilo�ene su u tabelama 4.3 i 4.4.

Tabela 4.3: Najbo	e vrednosti parametara fitova�a funkcija pomaka na funkciju
(4.5) dobijene za interna i eksterna vremena qeka�a u prisustvu uniformnog xuma.

p q s

Interno vreme qeka�a
f(σ) −0.028± 0.009 0.83± 0.01 1.16± 0.03
g(σ) −0.003± 0.008 0.77± 0.01 1.45± 0.05

Eksterno vreme qeka�a
f(σ) −0.042± 0.007 0.96± 0.01 1.08± 0.02
g(σ) 0.002± 0.008 0.76± 0.01 1.44± 0.05

Tabela 4.4: Najbo	e vrednosti parametara fitova�a funkcija pomaka na funkciju
(4.6) dobijene za interna i eksterna vremena qeka�a u prisustvu Gausovog xuma.

i j k l

Interno vreme qeka�a
f(σ) 0.391± 0.007 0.51± 0.01 2.32± 0.06 0.94± 0.04
g(σ) 0.387± 0.007 0.46± 0.01 2.47± 0.08 1.09± 0.05

Eksterno vreme qeka�a
f(σ) 0.462± 0.004 0.505± 0.005 3.09± 0.05 1.29± 0.03
g(σ) 0.439± 0.004 0.458± 0.005 2.96± 0.07 1.44± 0.04

Korix�e�em parametara iz tabela 4.3 i 4.4 ostvareni su kolapsi raspodela in-
ternih i eksternih vremena qeka�a za nekoliko vrednosti ρ koji su, ilustracije radi,
prikazani na slici 4.12.

Tako�e, pomo�u funkcija pomaka mo�e se ostvariti kolaps raspodela traja�a
predvi�en skalira�em (3.43) nakon dodava�a spo	nog xuma, xto je prikazano na slici
4.13. Uticaj xuma na raspodele traja�a znatno je slabiji od uticaja na raspodele vre-
mena qeka�a dok god je prag detekcije nizak, odnosno izabran tako da je ve�inski deo
signala iznad Vth, a standardna devijacija signala, inaqe uporediva sa visinom praga,
daleko ma�a od amplitude signala. Raspodele prikazane na slikama 4.9, 4.12 i 4.13
dobijene su primenom praga detekcije qiji je odnos prema amplitudi signala prib-
li�no 1:20. Pri ovakvim uslovima prisutni eksterni xum nema znaqajan uticaj na
pojavu veoma dugih doga�aja i takvi uslovi su najqex�e ispu�eni u eksperimentu. Sa
porastom visine praga do izra�aja bi doxla simetrija izme�u raspodela traja�a i
internih vremena qeka�a [19] bez obzira na prisustvo xuma (naravno, ukoliko xum
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Slika 4.11: Funkcije pomaka f(σ) i g(σ) dobijene na 4 razliqita sistema koji
zadovo	avaju uslove (3.44): L1 = 1448, R1 = 2.27, Vth1 = 75;L2 = 2046, R2 = 2.25, Vth2 =
102;L3 = 2508, R3 = 2.24, Vth3 = 126 i L4 = 3072, R4 = 2.231, Vth4 = 153, prikazane su
na umecima, a na glavnim panelima prikazani su kolapsi ostvareni kada su funkcije
pomaka prikazane u zavisnosti od ρ = σ/σth pode	ene odgovaraju�im visinama praga
Vth. Crnim linijama prikazane su funkcije fitova�a date sa (4.5) i (4.6) dobijene
za vrednosti parametara koje su prikazane u tabelama 4.3 i 4.4. Na panelima a) i
b) prikazane su funkcije pomaka eksternih, a na panelima v) i d) internih vremena
qeka�a, u prisustvu obe vrste korix�enog xuma.

41



Slika 4.12: Glavni grafici slika a) i b) prikazuju (respektivno) kolapse raspodela
internih i eksternih vremena qeka�a prikazanih na umecima u prisustvu uniformnog
xuma za razliqite odnose ρ u opsegu od 0 do 0,6, dok su na graficima v) i d) prikazani
isti kolapsi ostvareni u prisustvu Gausovog xuma pri qemu je ρ u opsegu od 0 do 0,3.
Raspodele su dobijene iz istih setova podataka kao i raspodele prikazane na slici
4.11.
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nije preveliki, tj. remeti signal u maloj meri), xto znaqi da bi raspodele traja�a
"poprimile" oblik raspodela internih vremena qeka�a i obrnuto. U prilog ovoj
tvrd�i ide qi�enica da obe vrste raspodela imaju stepeno ponaxa�e, DT ∼ T−τT i
DTw,int ∼ Tw,int

−τTw,int , sa jednakim vrednostima eksponenata na koje ne utiqe prisustvo
spo	nog xuma, τ = τT = τTw,int ≈ 1, 62 [71].

Slika 4.13: Na glavnim panelima prikazani su kolapsi raspodela traja�a podlavina
ostvareni primenom funkcija skalira�a. Raspodele su dobijene za trodimenzioni
sistem veliqine 2508× 2508× 2508 neure�enosti R = 2, 4 primenom praga Vth = 126 u
prisustvu uniformnog (slika a) i Gausovog (slika b) xuma. Na umecima su prikazane
originalne (neskalirane) rapodele.

Na kraju, ideja funkcija pomaka se tako�e mo�e primeniti na raspodele traja�a
(videti glavne grafike na slici 4.13). Ipak, postoje vidne razlike u odnosu na
funkcije pomaka raspodela vremana qeka�a koje se jav	aju kao posledica postav	a�a
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Slika 4.14: Funkcije pomaka za raspodele traja�a podlavina koje su iskorix�ene
pri kolapsira�u prikazanom na slici 4.13. U sluqaqaju obe vrste prime�enog xuma,
funkcije pomaka imaju skoro linearno ponaxa�e.

relativno niskog praga. Naime, funkcije pomaka f(σ) imaju gotovo linearno pon-
axa�e (s = 1, 04± 0, 05 za uniformni, odnosno s = 0, 96± 0, 06 za Gausov xum), dok su
funkcije g(σ) nula u oba sluqaja prime�enog xuma, xto se mo�e videti na slici 4.14.
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Glava 5

Kritiqno po	e neekvilterlnih

sistema

U ovoj glavi prikazani su rezultati istra�iva�a ponaxa�a Izingovog modela sa
sluqajnim po	em koja se odnose na odre�iva�e vrednosti kritiqnog po	a kao i zavisno-
sti tih vrednosti od dimenzija sistema i graniqnih uslova [72].

5.1 Efektivni kritiqni parametri

Kao xto je ve� navedeno u Glavi 2, Izingov model sa sluqajnim po	em karakterixu
tri kritiqna parametra - kritiqna neure�enost Rc, kritiqno po	e Hc i kritiqna
magnetizacija Mc. Ovi parametri su neuniverzalni, xto znaqi da �ihove vrednosti
zavise od dimenzionalnosti sistema kao i vrste rexetke u qijim qvorovima se nalaze
spinovi.

Poznato je da kod konaqnih sistema dolazi do pojave pro�imaju�ih lavina ukoliko
je neure�enost sistema niska, xto nije sluqaj pri velikim neure�enostima. Granica
izme�u niske i visoke neure�enosti nije oxtra ve� se prelaz odvija u uskoj oblasti u
kojoj proseqan broj pro�imaju�ih lavina po jednoj realizaciji sluqajnog po	a pada
sa 1 na 0 sa porastom neure�enosti. Za efektivnu kritiqnu neure�enost Reff

c uze�emo
centar ove oblasti (slika 5.3). Da	e, pro�imaju�im po	em Hsp mo�emo smatrati
svaku vrednost spo	nog po	a na kojoj dolazi do pojave pro�imaju�e lavine kod konaq-
nih sistema [63]. Ta vrednost nije konstantna ve� se za svaku neure�enost jav	a uska
raspodela vrednosti pro�imaju�eg po	a zavisna od R. Magnetna susceptibilnost χ
dobijena usred�ava�em po velikom broju realizacija sluqajnog po	a za neure�enost R,
ima maksimum u taqki Heff

c (R) ove raspodele. Dakle, vrednost Heff
c ≡ Heff

c (Reff
c ) mo�emo

smatrati efektivnim kritiqnim po	em za konaqne sisteme. Rezultati prezentovani u
nastavku dobijeni su na sistemima veliqine L×L× l, gde je deb	ina l ≤ L, a L du�ina
sistema po preostale dve dimenzije. Takve sisteme nazivamo neekvilateralnim (ne-
jednakostraniqnim), za razliku od ekvilateralnih (jednakostraniqnih) kojima su sve
du�ine sistema du� sva tri prostorna pravca jednake. Efektivnu kritiqnu neure�e-
nost neekvilateralnih sistema oznaqi�emo sa Reff

c (l, L), a efektivno kritiqno po	e
sa Heff

c (l, L). U termodinamiqkom limitu (L → ∞) za razliqite dobijamo familiju
beskonaqnih trodimenzionalnih rexetki deb	ine l, i svaka od �ih pokazuje kritiqno
ponaxa�e koje, osim kritiqnih eksponenata1, opisuju kritiqna neure�enost

Rc(l) = lim
L→∞

Reff
c (l, L), (5.1)

1Vrednosti ovih eksponenenata tako�e mogu da variraju sa promenom deb	ine l (ref).
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kritiqno po	e
Hc(l) = lim

L→∞
Heff
c (l, L), (5.2)

i kritiqna magnetizacija
Mc(l) = lim

L→∞
M eff

c (l, L). (5.3)

Sa pove�a�em osnove sistema (L × L) odnos l/L te�i nuli ukoliko je deb	ina l kon-
stantna. To mo�e da dovede do pojave pro�imaju�ih lavina du� najta�e dimen-
zije sistema l. Zbog toga se pri odre�iva�u efektivnih kritiqnih parametara kod
ovakvih sistema po�imaju�im lavinama smatraju samo lavine koje pro�imaju sistem
du� makar jedne od dimenzija osnove. Ovo name�e izbor graniqnih uslova. S obzirom
da izbor graniqnih uslova ne utiqe na ponaxa�e u termodinamiqkom limitu, a da je
konvergencija limitu br�a kada su graniqni uslovi zatvoreni (tj. periodiqni, en-
gleski - closed sa skra�enicom C) du� svih dimenzija, prirodno se name�e izbor u kojem
su graniqni uslovi zatvoreni du� dimenzija osnove L, a otvoreni (engleski - open, sa
skra�enicom O) du� deb	ine l (CCO). Ipak, iz konceptualnih razloga, efektivna
kritiqna neure�enost i efektivno kritiqno po	e ispitivano je i na sistemima kod
kojih su prime�eni zatvoreni graniqni uslovi du� svih dimenzija sistema (CCC).

U nastavku pod otvorenim sistemima podrazumeva�e se sistemi kod kojih je pri-
me�en otvoreni graniqni uslov du� najta�e dimenzije. Analogno, zatvoreni sistemi
bi�e sistemi kod kojih je du� l prime�en zatvoren graniqni uslov.

5.1.1 Efektivna kritiqna neure�enost

Promena efektivne kritiqne neure�enosti beskonaqnih otvorenih sistema deb	ine l
deta	no je analizirana u radu [50]. U ovom poglav	u je prikazana sliqna analiza na
zatvorenim sistemima.

Kao u sluqaju otvorenih sistema, raspodelu broja pro�imaju�ih lavina po jed-
noj realizaciji sluqajnog po	a na zatvorenom sistemu dimenzija L × L × l mogu�e je
modelirati funkcijom:

NR0,W (R) = 0, 5× erfc[(R−R0)/W ], (5.4)

gde je erfc(v) ≡ 2/
√
π
∫∞
v
e−t

2
dt komplementarna funkcija grexke argumenta v = (R −

R0)/W . R = R0 predstav	a prevojnu taqku funkcije (5.4), aW xirinu oblasti u kojoj
vrednost erfc(v) pada sa 0,75 na 0,25. Poxto taqka R0 razdvaja oblast neure�nosti u
kojoj je verovatno�a pojav	iva�a pro�imaju�ih lavina velika od oblasti u kojoj je
ta verovatno�a mala, tom vrednox�u proceni�emo efektivnu kritiqnu neure�enost
Reff,C
c (l, L) zatvorenog sistema veliqine L×L× l (slika 5.3). Graniqnu vrednost RC

c =
limL→∞R

eff,C
c (l, L) uze�emo za kritiqnu neure�enost zatvorenog sistema deb	ine l sa

beskonaqnom osnovom.
Vrednosti efektivnog kritiqnog po	a Reff,C

c (l, L) predstav	ene u zavisnosti od l i
L formiraju povrx u prostoru qije su koordinate (l, L,R). Pomo�u pretpostavki:

RC
c (l)−R3D

c

RC
c (l)

=
∆

l1/ν3D
, (5.5)

Reff,C
c (l, L)−RC

c (l)

Reff,C
c (l, L)

=
(A′ −∆)l1/ν

′

(l1/ν3D −∆)L1/ν′
, (5.6)

analogno proceduri sporvedenoj u [50] za otvorene sisteme dolazimo do teorijske predi-
kcije za povrx na kojoj bi trebalo da le�e vrednosti efektivne kritiqne neure�enosti
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Slika 5.1: Primer odre�iva�a Reff
c na sistemu sa zatvorenim graniqnim uslovima

veliqine 2048× 2048× 16.

zatvorenih sistema:

Rth,C
c (l, L) = R3D

c

[
1− ∆

l1/ν3D
− (A′ −∆)l1/ν

′

L1/ν′l1/ν3D

]−1

. (5.7)

Pretpostavka (5.5) je ista kao (10) u [50], i u �oj je R3D
c = 2, 16 kritiqna neure�enost

trodimenzionalnog RFIM-a, a ∆ ≡ 1 − R3D
c /R2D

c ≈ −3, poxto kritiqna neure�enost
dvodimenzionog RFIM-a iznosi R2D

c = 0, 54 [37, 36]. Pretpostavka (5.6) je modifiko-
vana relacija (11) iz [50] jer sadr�i eksponent ν ′ (u originalnom izrazu figurixe
ν2D) i izme�enu konstantu

A′(l) ≡ (A′ −∆)l1/ν
′

l1/ν3D −∆
.

Ove izmene su unete da bi se istakle razlike koje potiqu od drugaqijih (zatvorenih)
graniqnih uslova.

Naime, kada neure�enost prilazi efektivnoj kritiqnoj vrednosti konaqnih sis-
tema veliqine l, tada je korelaciona du�ina uporediva sa veliqinom sistema, ξ ∼ l.
Kod ekvilateralnih trodimenzionalnih sistema linearne dimenzije l va�i�e

1−R3D
c /Reff

c (l, L = l) ∼ l−1/ν3D

kada R → Reff
c (l, L = l). Da	e, za dovo	no veliko l, RC

c (l) se ponaxa gotovo isto
kao Reff

c (l, L = l), tako da �e za sisteme sa zatvorenim granicnim uslovima deb	ine l
va�iti:

RC
c (l)−R3D

c

RC
c (l)

=
∆′

l1/ν3D
, (5.8)

analogno hipotezi (10) iz [50] koja va�i u sluqaju otvorenih sistema. Ipak, oqekivano
je da postoje neke razlike. Kod otvorenih sistema deb	ine l > 1 xire�e lavina se
prekida na graniqnim povrxima zbog qega efektivno propagiraju kao dvodimenzione
[73]. Zbog toga postoji gladak prelaz sa l = 2 na l = 1. Sa druge strane, taj prelaz kod
zatvorenih sistema nije gladak jer lavine mogu da se xire du� najkra�e dimenzije
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l ≥ 2 za razliku od sluqaja l = 1. Zbog toga je l = 2 najni�a vrednost za koju va�i
(5.8). S obzirom da je deb	ina l = 2 veoma mala mogu�e je sprovesti simulacije sistema
koji imaju dovo	no veliku osnovu, na primer L = 8192. Iz takvih simulacija dolazi
se do vrednosti parametra

∆′ = 21/ν3D [RC
c (2)−R3D

c ]/RC
c (2) ≈ −3, 02

xto se sa vrednox�u ∆ ≈ −3 koja va�i za otvorene sisteme, sla�e u okvirima grexke,
zbog qega se mo�e uzeti da va�i

∆′ = ∆

odnosno pretpostavka (5.8) postaje (5.5), to jest (10) iz [50].
Da bismo pokazali da va�i (5.6) krenimo od jednaqine

Reff,C
c (l, L)−R3D

c

Reff,C
c (l, L)

=
Reff,C
c (l, L)−RC

c (l)

Reff,C
c (l, L)

+
RC
c (l)−R3D

c

RC
c (l)

· Reff
c (l)

Reff,C
c (l, L)

, (5.9)

koja za L = l dobija oblik

Reff,C
c (l, l)−R3D

c

Reff,C
c (l, l)

=
Reff,C
c (l, l)−RC

c (l)

Reff,C
c (l, l)

+
RC
c (l)−R3D

c

RC
c (l)

· Reff
c (l)

Reff,C
c (l, l)

. (5.10)

Leva strana jednaqine (5.10) prikazuje kako efektivna kritiqna neure�enost Reff,C
c (l, l)

prilazi kritiqnoj neure�enostiR3D
c ekvilateralnih trodimenzionalnih sistema line-

arne dimenzije l, tako da va�i

Reff,C
c (l, l)−R3D

c

Reff,C
c (l, l)

=
A′

l1/ν3D
, (5.11)

gde konstanta A′ naglaxava da se radi o zatvorenim sistemima. Numeriqki rezultati
dobijeni za l > 8 sugerixu da Reff,C

c (l, L) te�i stepeno ka RC
c (l) kada L divergira

Reff,C
c (l, L)−RC

c (l)

Reff,C
c (l, L)

=
A′(l)

L1/ν′
, (5.12)

pri qemu eksponent ν ′ karakterixe stepeno ponaxa�e (videti umetak slike 5.5). Nakon
xto uvrstimo (5.11) i (5.12) u (5.10) nalazimo

A′(l) =
(A′ −∆)l1/ν

′

l1/ν3D −∆
, (5.13)

izraz koji vodi ka (5.6).
Povrx predvi�ena relacijom (5.7) odre�ena fitova�em vrednosti efektivne kriti-

qne neure�enosti Reff,C
c (l, L) dobijenih iz numeriqkih simulacija prikazana je na slici

5.2. Najbo	i fit ostvaren je sa vrednostima A′ = 1, 17 ± 0, 22 i ν ′ = 6, 29 ± 0, 17.
Prilikom fitova�a neure�enosti na komplementarnu funkciju grexke odre�ene su
i grexke koje su na slici 5.2 prikazane uspravnim crticama. Odstupa�e vrednosti
Reff,C
c od teorijske predikcije je u okviru ±0, 07 za sisteme deb	ine l ≥ 8. Me�utim,

kod veoma tankih sistema (l < 8) odstupa�a su znatno ve�a.
Treba napomenuti da je svaka od 36 efektivnih kritiqnih neure�enosti prikazanih

na slici 5.2 dobijena fitova�em grafika dobijenog od 15 neure�enosti, a da je za svaku
od �ih ura�eno po 200 simulacija sa razliqitim realizacijama sluqajnog po	a. To
znaqi da je za odre�iva�e svake efektivne neure�enosti bilo potrebno 3000 simu-
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Slika 5.2: Simbolima su prikazane vrednosti efektivne kritiqne neure�enosti
Reff,C
c (l, L) dobijene na zatvorenim sistemima veliqine L×L× l. Tako�e, na grafiku je

prikazana povrx koja uz parametre A′ = 1, 17± 0, 22 i ν ′ = 6, 29± 0, 17 najbo	e fituje
vrednosti Reff,C

c (l, L).

lacija, odnosno preko 100000 simulacija za dobija�e svih vrednosti Reff,C
c prikazanih

na slici 5.2.

5.1.2 Efektivno kritiqno po	e

Efektivno kritiqno po	e RFIM-a zavisi od nametnutih graniqnih uslova zbog qega je
neophodno napraviti razliku izme�u efektivnog kritiqnog po	a sistema sa zatvore-
nim graniqnim uslovima du� svih dimenzija Heff,C

c (l, L) i efektivnog kritiqnog po	a
sistema sa otvorenim graniqnim uslovima du� najkra�e dimenzije sistema Heff,O

c (l, L).
Analogno, u termodinamiqkom limitu imamoHC

c (l) = limL→∞H
eff,C
c (l, L), odnosnoHO

c (l)
= limL→∞H

eff,O
c (l, L).

Kod otvorenih sistema oqekivano je da se lavine ponaxaju sliqno lavinama kod
dvodimenzionalnog RFIM-a. Zbog toga je ponaxa�e efektivnog kritiqnog po	a otvore-
nih sistema mogu�e opisati izrazom:

Heff,O
c (l, L)−HO

c (l) =
B(l)

L1/ν2D
, (5.14)

gde je ν2D eksponent korelacione du�ine dvodimenzionog modela, a B(l) zavisnost u
funkciji deb	ine l koju treba odrediti. Da	e, poxto kritiqno po	e beskonaqnih
sistema deb	ine l ≥ 2 monotono opada sa porastom deb	ine, a uz to je oqekivano da se
kod �ih lavine ponaxaju kao lavine standardnih trodimenzionih sistema, razumno je
pretpostaviti da HO

c (l) stepeno te�i 3D limitu H3D
c (l), kao neki kritiqni parametri

[74, 50]:

HO
c (l)−H3D

c = Θl−1/ν3D , (5.15)

gde je Θ konstanta koju treba odrediti. U graniqnom sluqaju l = 2 pomo�u (5.15)
mogu�e je izvrxiti simulacije sa veoma velikom bazom, tako da je konstantu Θ mogu�e
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odrediti koriste�i se graniqnim sluqajem [73], Θ = 21/ν3D [HO
c (2)−H3D

c ]. Korix�e�em
dobijene vrednosti HO

c (2) = 1, 85 ± 0, 01 i poznatih vrednosti za H3D
c i ν3D dobija se

vrednost Θ = 0, 68± 0, 07. Sabira�em jednaqina (5.14) i (5.15) dobija se izraz:

Heff,O
c (l, L)−H3D

c =
B(l)

L1/ν2D
+

Θ

l1/ν3D
(5.16)

Da bismo odredili zavisnost B(l), analogno dvodimenzionom modelu [36] pretpostavi-
�emo da va�i relacijaHeff,O

c (L)−H3D
c = BL−1/ν3D koja va�i za trodimenzione ekvilate-

ralne sisteme, a zapravo predstav	a specijalni sluqaj relacije (5.16) kada je l = L.
Odavde sledi

B

l1/ν3D
=

Θ

l1/ν3D
+
B(l)

l1/ν2D
,

pa se dolazi do izraza za tra�enu zavisnost:

B(L) =
B −Θ

l1/ν3D
l1/ν2D . (5.17)

Konaqno, teorijska predikcija promene efektivnog kritiqnog po	aHth,O
c (l, L) u funk-

ciji l i L kod otvorenih neekvilateralnih sistema ima oblik:

Hth,O
c (l, L) = H3D

c +
Θ

l1/ν3D
+
B −Θ

l1/ν3D

( l
L

)1/ν2D
. (5.18)

Analogno, kod zatvorenih sistema va�i:

HC
c (l)−H3D

c = Θ′l−1/ν3D , (5.19)

gde je Θ′ nova konstanta karakteristiqna za zatvorene neekvilateralne sisteme. Kao
kod otvorenih sistema, konstanta Θ′ = 2, 32 se izraqunava pomo�u kritiqnog po	a
HC
c (2) = 2, 85 dobijenog u simulacijama na sistemima deb	ine l = 2 sa veoma velikom

osnovom. Analognim postupkom sti�emo do teorijske predikcije za ponaxa�e efek-
tivnog kritiqnog po	a kod zatvorenih sistema dimenzija L× L× l:

Hth,C
c (l, L) = H3D

c +
Θ′

l1/ν3D
+
B′ −Θ′

l1/ν3D

( l
L

)1/ν′

, (5.20)

pri qemu zavisnost B′(l) ima oblik:

B′(L) =
B′ −Θ′

l1/ν3D
l1/ν

′
, (5.21)

gde su B′ i Θ′ uvedeni da bi naglasili uticaj zatvorenih graniqnih uslova.
Vrednosti efektivnog kritiqnog po	aHeff,O

c (l, L) dobijene iz simulacija na otvore-
nim sistemima razliqitih dimenzija kao i povrx predvi�ena relacijom (5.18) dobi-
jena za najbo	u vrednost parametra fita B = 0, 20 ± 0, 07 prikazane su na slici 5.3.
Na slici 5.4 su prikazne vrednosti efektivnog kritiqnog po	a Heff,C

c (l, L) odre�ene
iz simulacija na zatvorenim sistemima razliqitih dimenzija kao i povrx dobijena
fitova�em pomo�u relacije (5.20) izraqunata za najbo	u vrednost parametra fita
B′ = 2, 32± 0, 19.

Kada je neure�enost R = Reff
c (l, L) u sistemu se jav	aju pro�imaju�e lavine zbog

qega je bio potreban veliki broj realizacija sluqajnog po	a (od 200 na najve�im do
32000 na najma�im sistemima) da bi se nakon usred�ava�a dobile krive susceptibi-
lnosti pomo�u kojih su odre�ene vrednosti spo	nog po	a Heff

c (l, L) pri kojima suscep-
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Slika 5.3: Povrx predstav	a teorijsku predikciju (5.18) dobijenu fitova�em vre-
dnosti efektivnog kritiqnog po	a (simboli) neekvilateralnih otvorenih sistemima
veliqine L×L×l koja je dobijena za najbo	u vrednost parametra fita B = 0, 20±0, 07.

Slika 5.4: Povrx predstav	a teorijsku predikciju (5.20) dobijenu fitova�em vre-
dnosti efektivnog kritiqnog po	a (simboli) neekvilateralnih zattvorenih siste-
mima veliqine L × L × l koja je dobijena za najbo	u vrednost parametra fita B =
2, 32± 0, 19.
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tibilnost dosti�e maksimum u oba ispitivana sluqaja graniqnih uslova i za svaku
neure�enost R = Reff

c (l, L). Grexke su odre�ene kao najve�e odstupa�e vrednosti po	a
na kojoj se jav	a pro�imaju�a lavina od vrednosti Heff

c (l, L) i na graficima 5.3 i
5.4 prikazane su vertikalnim crticama. Kod otvorenih neekvilateralnih sistema
poklapa�e izme�u teorijske predikcije (5.18) i numeriqkih vrednosti je u okviru
±0, 01 za svako l i L. Kod zatvorenih sistema slaga�e je u opsegu od ±0, 09 za l ≥ 8,
ali za l < 8, kao i kod neure�enosti, dolazi do pojave velikog odstupa�a xto se bo	e
vidi na slici 5.5.

Objax�e�e razloga odstupa�a efektivnih kritiqnih parametara od teorijskih
predikcija kod zatvorenih sistema je intuitivno. Poxto flipova�e jednog spina
utiqe na efektivno po	e najbli�ih suseda tog spina, uticaj koji �e imati povrxinski
spin (recimo spin na do�oj povrxini sistema) znatno �e zavisiti od prime�enog
graniqnog uslova. Ukoliko je sistem zatvoren du� deb	ine flipovani spin utica�e
na ve�i broj spinova (6) nego u sluqaju da je sistem du� deb	ine otvoren (4). Zbog
toga graniqni spin zatvorenog sistema ima ve�i utiqaj na promenu efektivnog po	a.
Samim tim, ukoliko je udeo graniqnih spinova u sistemu veliki2, xto je sluqaj za
l ≤ 4, prostira�e lavina koje obuhvataju povrxinske spinove je olakxano, qime se
znatno sma�uje vrednost efektivnog kritiqnog po	a. Zbog toga se kod najta�ih siste-
ma jav	a razlika izme�u numeriqkih vrednosti R = Reff,C

c (l, L) i vrednosti predvi�e-
nih relacijom (5.7) koja sve pro�imaju�e lavine tretira kao dvodimenzione. Da	e,
vrednosti efektivnog kritiqnog po	a odre�ene su pri ni�im vrednostima od onih
predvi�enih relacijom (5.20), tako da su �ihove vrednosti za l ≤ 4 iznad teorijske
povrxi, slika 5.5.

5.1.3 Skalira�e magnetizacije i susceptibilnosti

U limitu L→∞ za beskonaqno velike sisteme deb	ine l izraz (5.6) i izraz (7) iz [50]
se svode na isti oblik:

Rth
c (l) = R3D

c

(
1−∆l−1/ν3D

)−1
, (5.22)

dok izrazi (5.15) i (5.19) postaju:

Hth,O
c (l) = H3D

c + Θl−1/ν3D , (5.23)

Hth,C
c (l) = H3D

c + Θ′l−1/ν3D . (5.24)

Razliqite vrednosti konstanti Θ i Θ′ posledica su izbora razliqitih graniqnih
uslova. Korix�e�em vrednosti koje predvi�aju relacije (5.22), (5.23) i (5.24) mogu�e
je kolapsira�em krivih magnetizacije i susceptibilnosti testirati �ihovu taqnost.

Magnetizacija beskonaqno velikih sistema u blizini kritiqne taqke (Rc, Hc,Mc)
skalira se po formi predvi�enoj izrazom (2.8) koja je odre�ena vrednostima kritiqnih
parametara β i δ. S obzirom da kod otvorenih sistema male deb	ine ve�inu lavina
mo�emo smatrati efektivno dvodimenzionalnim (iz razloga xto lavine lako dolaze
do povrxina sistema i da	e se xire u pravcu dimenzija osnove [73]) oqekivano je da
se kolaps krivih magnetizacie ostvari za 2D vrednosti kritiqnih eksponenata β i δ
[37]. Rezultati prikazani na slici 5.6 na kojoj je ostvaren kolaps krivih magnetizacije
dobijenih na sistemima osnove L = 8192 razliqitih deb	ina d = 2, 4, 8, 16 uz vrednosti
koje predvi�aju relacije (5.22) i (5.23) kao i vrednosti kritiqnih eksponenata β = 0, 15
i δ = 32, idu u prilog toj pretpostavci.

Kod zatvorenih tankih sistema situacija je drugaqija. Kod �ih nisu sve velike

2Udeo povrxinskih spinova za sisteme deb	ine l = 2, 4, 8, 16 je 100%, 50%, 25%, 12, 5% itd.
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Slika 5.5: Na glavnom grafiku panela a) prikazana je teorijska predikcija kritiqne
neure�enosti koja je ista za zatvorene i otvorene sisteme. Na umetku su prikazane
vrednosti efektivne kritiqne neure�enosti u zavisnosti od dimenzije osnove L pri
fiksiranoj vrednosti deb	ine l, kao i odgovaraju�e krive predvi�ene relacijom (5.7).
Na panelu b) prikazane su analogne veliqine koje se odnose na efektivno kritiqno
po	e.
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Slika 5.6: Na glavnim graficima prikazani su kolapsi krivih magnetizacije pred-
vi�eni relacijom (5.23). Kolapsi su ostvareni pomo�u kritiqnih eksponenata koji
opisuju ponaxa�e dvodimenzionalnog Izingovog modela sa sluqajnim po	em. Neskali-
rane krive magnetizacije, prikazane na umecima, dobijene su na otvorenim sistemima
razliqitih deb	ina (panel a) l = 2, panel b) l = 4, panel v) l = 8, panel g) l = 16) za
razliqite neure�enosti R.
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Slika 5.7: Isto kao na slici 5.6 samo za zatvorene sisteme.

lavine efektivno dvodimenzionalne jer graniqni uslovi ne utiqu na prostira�e lavi-
na. Zbog toga se kolaps krivih magnetizacije najta�ih sistema (l = 2 i l = 4) ne
mo�e ostvariti pomo�u kritiqnih eksponenata koji opisuju 2D RFIM i Rc i Hc koje
predvi�aju relacije (5.22) i (5.24), paneli a) i b) na slici 5.7, dok je pomo�u tih
vrednosti mogu�e ostvariti kolaps krivih magentizacije dobijenih na nexto deb	im
sistemima (l = 8 i l = 16), xto je prikazano na panelima v) i g) slike 5.7. Kod sistema
deb	ine d > 16 kolaps nije mogu�e ostvariti pomo�u ovih kritiqnih eksponenata jer
je �ihova deb	ina dovo	no velika da ponaxa�e ovakvih sistema veoma malo podse�a
na ponaxa�e 2D RFIM-a, te je neophodno �ihove vrednosti me�ati tako da se sve vixe
pribli�avaju 3D vrednostima [73].

Na slikama 5.8 i 5.9 prikazani su kolapsi krivih susceptibilnosti predvi�eni
izrazom (2.9) ostvareni na isti naqin i pomo�u istog seta podataka kao kolapsi na
slikama 5.6 i 5.7.
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Slika 5.8: Kolapsi krivih susceptibilnosti dobijeni iz istog seta podataka kao na
slici 5.6.
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Slika 5.9: Kolapsi krivih susceptibilnosti dobijeni iz istog seta podataka kao na
slici 5.7.

57



Glava 6

Zak	uqak

Rezultati prezentovani u prvom delu disertacije pokazuju da usled postav	a�a praga
detekcije Vth na signale dobijene iz simulacija atermalnog Izingovog modela sa slu-
qajnim po	em dolazi do pojave vremenskih korelacija izme�u lavina koje se jav	aju kao
odgovor sistema na promenu spo	nog po	a. Ovim postupkom iz analize isk	uqujemo
deo signala koji ostaje ispod praga qime prelazimo na analizu parametara podlavina,
kao xto su veliqina i traja�e podlavine, ali i razliqitih tipova vremena qeka�a. S
obzirom da je u eksperimentalnim signalima nemogu�e eliminisati eksterni xum, u
nastavku je ispitivan uticaj prisutnog xuma na korelacije koje nastaju kada se u ana-
lizi signala postavi prag detekcije. Sa tim ci	em na signale dobijene u numeriqkim
simulacijama Izingovog modela sa sluqajnim po	em vextaqki su dodavane dve vari-
jacije eksternog xuma, uniformni i Gausov xum koji su generisani iz odgovaraju�ih
tipova raspodela. Glavna karakteristika oba xuma je �ihova standardna devijacija
σ i u radu nije korix�en xum xirok toliko da znaqajno utiqe na strukturu signala.

Potencijalno jedan od najva�nijih rezultata jeste promena vrednosti eksponenta
γS/T sa porastom praga detekcije Vth. Naime, eksponent te�i teorijskoj vrednosti
γS/T = 1, 77 samo kada se na signal postavi veoma nizak prag. Sa pove�a�em visine
diskriminacionog nivoa, �egova vrednost opada sve dok se ne ustali na vrednosti
V pl

th koja ostaje takva u velikom opsegu vrednosti praga detekcije Vth i neure�enosti R.
Ovakav rezultat mo�e biti od velike koristi u analizi eksperimentalnih signala kod
kojih je nemogu�e izbe�i postav	a�e praga na dobijeni signal. Plato se odr�ava i u
prisustvu spo	nog xuma, ali sada mo�e da se formira na ni�im vrednostima praga
nego u odsustvu xuma. Ovo znaqi da bi u eksperimentu bilo veoma texko detekto-
vati vrednosti γS/T vixe od plato vrednosti γpl

S/T iz razloga xto prisustvo xuma
postav	a veoma nizak prag detekcije iznad kojeg se jav	a plato. Stabilne vrednosti
γpl
S/T opadaju sa porastom xirine xuma i to (skoro) linearno u sluqaju uniformnog,
dok je u sluqaju Gausovog xuma promena linearna sve dok standardna devijacija ne
dostigne neku vrednost pri kojoj se zavisnost me�a. Razlog le�i u tome xto je uni-
formni xum ograniqen, a Gausov ne, xto znatno pove�ava amplitudu Gausovom xumu
pri istim vrednostima standardne devijacije. Ima smisla pretpostaviti da se pona-
xa�e eksponenta γpl

S/T tako�e me�a nakon neke dovo	no velike standardne devijacije
uniformnog xuma, me�utim to je daleko od tipiqnih eksperimentalnih uslova te stoga
takav scenario nije ispitivan.

Stepeno ponaxa�e raspodela vremena qeka�a do kojeg dolazi kada se na signal
nametne odgovaraju�i prag, ukazuju na postoja�e vremenskih korelacija. Sa druge
strane, sma�iva�em visine praga nestaje stepena zavisnost u raspodelama vremena
qeka�a, i za najni�e vrednosti praga detekcije te raspodele postaju eksponencijalne.
Ova promena u ponaxa�u sugerixe da postav	a�e praga detekcije dovodi do pojave vre-
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menskih korelacija iako je pojava lavina sluqajan proces. Tako�e, raspodele veliqine
i traja�a podlavina imaju stepeni oblik i sa porastom visine praga sma�uju se maksi-
malne veliqine i traja�a prisutne u signalu (veliqina i vreme odseca�a). Ovakvo
ponaxa�e raspodela sla�e se sa ranijim pretpostavkama kod crack-line modela propa-
gira�a, xto implicira opxtiji znaqaj dobijenih rezultata.

Uvo�e�em praga detekcije definisali smo traja�e podlavine T i pet razliqitih
doprinosa ukupnom vremenu qeka�a: Text, Tint, Tini, Tmid i Tend. Ove veliqine skaliraju
se po zakonima predvi�enim relacijama (3.43) i (3.45) ukoliko su prethodno ispu�eni
uslovi zadati sa (3.44) koji name�u odgovaraju�i odnos izme�u linearne dimenzije si-
stema L, neure�enosti R i visine postav	enog praga detekcije Vth. Time je obezbe�eno
da se raspodele nakon transformacije predvi�ene pomenutim zakonom skalira�a pre-
klope. Razumno je oqekivati da predlo�eno skalira�e va�i za signale koji imaju
karakteristike Barhauzenovog xuma, odnosno relaksiraju se u vidu uzastopnih lavina.

Prisustvo xuma utiqe na pojav	iva�e svih tipova vremena qeka�a na taj naqin
xto efektivno podi�e nivo praga na kojem se odre�eno vreme qeka�a jav	a, xto krivu
koja pokazuje broj pojav	iva�a datog doga�aja pomera udesno. Da bi se taj efekat
ponixtio uveden je parametar pomaka p(σ) kojim se kriva n(Tw;Vth, σ) translira na
mesto gde bi se nalazila u odsustvu xuma. Parametar pomaka, koji ne zavisi ni od
dimenzije rexetke ni od vrste vremena qeka�a, stepeno raste sa standardnom devi-
jacijom prime�enog xuma pri qemu eksponent zavisi od neure�enosti sistema i vrste
prime�enog xuma.

Time xto utiqe na n(Tw;Vth, σ) eksterni xum me�a oblik raspodela svih vremena
qeka�a kao i traja�a podlavina tako xto pove�ava broj kratkih, a sma�uje broj veoma
dugih doga�aja, xto dovodi do nemogu�nosti ostvare�a predvi�enog kolapsa. Da bi se
ovaj problem rexio iskorix�en je upravo parametar pomaka. Zbog toga je predlo�ena
modifikacija (4.4) skaliraju�ih formi (3.43) i (3.45) uz pomo� koje se kolaps posti�e
primenom funkcija pomaka na raspodele dobijene iz sistema koji zadovo	avaju uslove
(3.44) tako xto se dobijena raspodela translira du� osa da bi se poklopila sa origi-
nalnom raspodelom dobijenom bez xuma. Te funkcije imaju razliqito ponaxa�e u
zavisnosti od vrste xuma. U sluqaju uniformnog xuma imaju stepeni oblik, a u
sluqaju Gausovog �ihovo ponaxa�e opisuje se funkcijom grexke. Nakon vrednosti
standardne devijacije koja odgovara zadatoj visini praga, σth ≈ Vth/

√
3, te razlike

nestaju i funkcije asimptotski te�e vrednosti prime�enog praga Vth.
Vredno je pomena da se uprkos prisustvu xuma zadr�ava simetrija koja se ogleda u

jednakosti eksponenata koji opisuju stepeno ponaxa�e raspodela traja�a i internog
vremena qeka�a, koju predvi�a crack-line model, xto ukazuje na opxtiji znaqaj dobi-
jenih rezultata.

Drugi deo disertacije posve�en je izuqava�u neuniverzalnih kritiqnih parame-
tara Izingovog modela sa sluqajnim po	em, pre svega efektivne kritiqne neure�enosti
i efektivnog kritiqnog po	a neekvilateralnih sistema i uticaju koji na �ih imaju
nametnuti graniqni uslovi. U termodinamiqkom limitu efektivni kritiqni parame-
tri Reff

c (l, L) i Heff
c (l, L) te�e kritiqnim Reff

c (l) i Heff
c (l) koji odgovaraju sistemima

deb	ine l sa beskonaqno velikom osnovom. Relacijama (5.7), (5.18) i (5.20) date su
predikcije ponaxa�a ovih veliqina koje su potvr�ene rezultatima dobijenim u nu-
meriqkim simulacijama sistema na kojima su du� osnove L×L prime�eni zatvoreni,
a du� deb	ine l otvoreni ili zatvoreni graniqni uslovi.

Kod sistema relativno velike deb	ine ne postoje znaqajne razlike uzrokovane
promenom graniqnih uslova. Sa druge strane, razlike se pojav	uju kod tankih sistema
i izrazito su velike kada je deb	ina sistema l veoma mala (npr. l = 4). Te razlike
su izra�ene u kolapsima krivih magnetizacije i susceptibilnosti. Naime, kolapsi

59



se posti�u sa vrednostima karakteristiqnim za 2D model kod otvorenih sistema svih
deb	ina, ali ne i kod veoma tankih zatvorenih sistema (l < 8).

Rezultati predstav	eni u ovoj disertaciji dobijeni su iz simulacija na sistemima
vo�enim u adijabatskom re�imu. Neka od sprovedenih istra�iva�a predvi�aju da bi
rezultati bili drugaqiji u sluqaju vo�e�a konstantnom brzinom kao i sa drugaqijim
graniqnim uslovima, xto bi odgovaralo realistiqnijim situacijama. Realizacija
takvih istra�iva�a je uveliko u toku.
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arXiv:cond-mat/0406320 v1., 2004.

[68] J. P. Sethna, K. A. Dahmen, and O. Perković. The Science of Hysteresis. Academic
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У Београду,                               

                                             

 
 

 
 
 

Драгутин Јовковић

8005/2015

Корелације у сигналима типа Баркхаузеновог шума

27. 05. 2021



Образац изјаве о истоветности штампане и електронске верзије докторског рада 

 

Изјава o истоветности штампане и електронске верзије  

докторског рада 

 

 

Име и презиме аутора  

Број индекса  

Студијски програм   

Наслов рада   

Ментор   

 

Изјављујем да је штампана верзија мог докторског рада истоветна електронској 

верзији коју сам предао/ла ради похрањена у Дигиталном  репозиторијуму 

Универзитета у Београду .  

Дозвољавам да се објаве моји лични подаци везани за добијање академског назива 

доктора наука, као што су име и презиме, година и место рођења и датум одбране 

рада.  

Ови лични подаци могу се објавити на мрежним страницама дигиталне библиотеке, у 

електронском каталогу и у публикацијама Универзитета у Београду. 

 

            Потпис аутора  

У Београду,  

    

 
 
 

Драгутин Јовковић

8005/2015
Физика кондензоване материје
 и статистичка физика

Корелације у сигналима типа Баркхаузеновог шума

проф. др Ђорђе Спасојевић

27. 05. 2021



Образац изјаве о коришћењу 

 

Изјава о коришћењу  

 

Овлашћујем Универзитетску библиотеку „Светозар Марковић“ да у Дигитални 

репозиторијум Универзитета у Београду унесе моју докторску дисертацију под 

насловом: 

 

 

која је моје ауторско дело.  

Дисертацију са свим прилозима предао/ла сам у електронском формату погодном за 

трајно архивирање.  

Моју докторску дисертацију похрањену у Дигиталном репозиторијуму Универзитета 

у Београду и доступну у отвореном приступу могу да користе сви који поштују 

одредбе садржане у одабраном типу лиценце Креативне заједнице (Creative Commons) 

за коју сам се одлучио/ла. 

1. Ауторство (CC BY) 

2. Ауторство – некомерцијално (CC BY-NC) 

3. Ауторство – некомерцијално – без прерада (CC BY-NC-ND) 

4. Ауторство – некомерцијално – делити под истим условима (CC BY-NC-SA) 

5. Ауторство –  без прерада (CC BY-ND) 

6. Ауторство –  делити под истим условима (CC BY-SA) 

(Молимо да заокружите само једну од шест понуђених лиценци. 

 Кратак опис лиценци је саставни део ове изјаве). 

 

                                                                  Потпис аутора 

У Београду,  

   

 

Корелације у сигналима типа Баркхаузеновог шума

27. 05. 2021



 

 

1. Ауторство . Дозвољавате умножавање, дистрибуцију и јавно саопштавање дела, и 

прераде, ако се наведе име аутора на начин одређен од стране аутора или даваоца 

лиценце, чак и у комерцијалне сврхе. Ово је најслободнија од свих лиценци. 

2. Ауторство – некомерцијално. Дозвољавате умножавање, дистрибуцију и јавно 

саопштавање дела, и прераде, ако се наведе име аутора на начин одређен од стране 

аутора или даваоца лиценце. Ова лиценца не дозвољава комерцијалну употребу дела. 

3. Ауторство – некомерцијално – без прерада. Дозвољавате умножавање, 

дистрибуцију и јавно саопштавање дела, без промена, преобликовања или употребе 

дела у свом делу, ако се наведе име аутора на начин одређен од стране аутора или 

даваоца лиценце. Ова лиценца не дозвољава комерцијалну употребу дела. У односу на 

све остале лиценце, овом лиценцом се ограничава највећи обим права коришћења 

дела.  

 4. Ауторство – некомерцијално – делити под истим условима. Дозвољавате 

умножавање, дистрибуцију и јавно саопштавање дела, и прераде, ако се наведе име 

аутора на начин одређен од стране аутора или даваоца лиценце и ако се прерада 

дистрибуира под истом или сличном лиценцом. Ова лиценца не дозвољава 

комерцијалну употребу дела и прерада. 

5. Ауторство – без прерада. Дозвољавате умножавање, дистрибуцију и јавно 

саопштавање дела, без промена, преобликовања или употребе дела у свом делу, ако се 

наведе име аутора на начин одређен од стране аутора или даваоца лиценце. Ова 

лиценца дозвољава комерцијалну употребу дела. 

6. Ауторство – делити под истим условима. Дозвољавате умножавање, 

дистрибуцију и јавно саопштавање дела, и прераде, ако се наведе име аутора на начин 

одређен од стране аутора или даваоца лиценце и ако се прерада дистрибуира под 

истом или сличном лиценцом. Ова лиценца дозвољава комерцијалну употребу дела и 

прерада. Слична је софтверским лиценцама, односно лиценцама отвореног кода. 

 

 

 

 

 
 


