
Nastavno-nau~nom ve}u
Matemati~kog fakulteta
Univerziteta u Beogradu

Na sednici Nastavno-nau~nog ve}a Matemati~kog fakulteta odr`anoj
11 septembra 2015 godine, odre|eni smo u komisiju za pregled i ocenu
doktorske disertacije,

Primena Grebnerovih baza
na probleme poplo~avawa

magistra matemati~kih nauka, Manuele Muzika Dizdarevi}. Komisija je
podne{enu disertaciju pa`qivo pregledala i nakon konsultacija podnosi
Ve}u slede}i,

IZVE[TAJ

1. Kratka nau~na biografija

Manuela Muzika Dizdarevi} je ro|ena 30. 09. 1975 u Sarajevu. Diplo-
mirala je 2001 godine na Prirodno-matemati~kom fakultetu u Sarajevu
(Odsek matematika). Diplomski rad sa temom Linearne reprezentacije

kona~nih grupa ura|en je pod mentorstvom prof. dr. Mirjane Vukovi}.

Magistarski rad pod naslovom Divizori na torusnim varijetetima

ura|en je 2010 godine pod mentorstvom prof. dr. Aleksandra Lipkovskog
na Matemati~kom fakultetu u Beogradu. Iste godine upisala je doktorske
studije (smer algebra) na Matemati~kom fakultetu u Beogradu.

Zaposlena je od 2001 godine naOdsjeku zamatematikuPrirodno-matema-
ti~kog fakulteta u Sarajevu (u zvawu vi{i asistent (oblast Algebra) od
2011 godine).

2. Publikovani nau~ni radovi i radovi prihva}eni za {tampu

1. M. Muzika Dizdarević, R.T. Živaljević,
Symmetric polyomino tilings, tribones, ideals and Groebner bases,
Publications de l’Institut Mathématique, 98 (112), 2015, 1–23.

arXiv:1407.2015[math.CO]
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2. M. Muzika Dizdarević, M. Timotijević, R.T. Živaljević,
Signed polyomino tilings by n-in-line polyominoes and Groebner bases,
Publications de l’Institut Mathématique, 99 (113), 2016, 31–42.

arXiv:1409.2745[math.CO]

3. M. Muzika Dizdarević, Symmetric tilings in the square lattice
(rad je prihva}en za {tampu u `urnalu Matematički vesnik ).

3. Oblast doktorske disertacije

[ire oblasti disertacije su algebra i kombinatorika. U`a oblast je
ra~unarska komutativna algebra (teorija Grebnerovih baza) sa primenama
na kombinatoriku poliomino poplo~avawa.

Poliomino poplo~avawa se ubrajaju u centralne teme kombinatorike
i diskretne (kombinatorne) geometrije. Individualni poliomino (n-
omino) se mo`e definisati kao kona~ni, povezani graf u celobrojnoj
re{etki. Osnovni problem je odre|ivawe uslova kada se zadani poli-
omino mo`e pokriti sa nekoliko kopija baznih poliomina. Poliomino
poplo~avawa se prirodno vezuju za kombinatoriku i diskretnumatematika
sa vrlo interesatnim i mnogobrojnim primenama u fizici, biologiji i
ra~unarstvu.1 Zahvaquju}i popularnim ~lancima Solomona Golomba i
Martina Gardnera, poliomino poplo~avawa spadaju i u najpopularnije
teme elementarne matematike.

Me|umatemati~arima koji su primewivali algebarskemetode u teoriji
poliomino poplo~avawa, a koji su inspirisali autora u wenom izboru
istra`iva~ke teme, su Xon Konvej i Xef Lagarias, Majkl Reid, kao i
Olivie Bodini i B. Nouvel.

Konvej, Lagarias i Reid su razvili metod �homolo{kih grupa poli-
omino poplo~avawa� (tile homology groups), kao tehniku za izu~avawe
te`inskih poliomino poplo~avawa (poplo~avawa u kojima se poliomino
elementi mogu ra~unati sa pozitivnom i negativnom vi{estruko{}u).

Bodini iNouvel su uveli u igru komutativnu algebru i teoriju Grebne-
rovih baza kada su uo~ili da se homolo{ke grupe poliomino poplo~avawa
mogu prirodno interpretirati kao moduli nad polinomialnim prstenom
Z[x1, . . . , xn].

Teorija Grebnerovih baza ideala u polinomialnim prstenovima jedna
je od fundamentalnih teorija sa naj{irom primenom u ra~unarstvu (na

1 S.W. Golomb, D.A. Klarner, Polyominoes, chapter 15 in Handbook
of Discrete and Computational Geometry (second edition), Chapmen
and Hall 2004.
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primer u programima za simboli~ko izra~unavawe). Svi veliki pro-
gramski paketi (Mathematica, Maple , i dr.) podr`avaju izra~unavawe
Grebnerovih baza i drugih asociranih procedura, {to ovu tehniku ~ini
vrlo pristupa~nom i primewivom na naj{iru klasu problema teoretskog
i prakti~nog karaktera.

4. Prikaz disertacije sa akcentom na originalnim doprinosima

Disertacija ima 85 + 9 strana teksta i 20 slika. Spisak literature se
sastoji od 28 bibliografskih jedinica. Pored uvoda i bibliografije,
disertacija ima pet glava.

Glave 1 i 2 (Grebnerove baze i Re{etke i poplo~avawa) su preglednog
karaktera. U wima je izla`en materijal vezan za navedene oblasti u obimu
neophodnom za ~itawe centralnih glava teze.

Glave 3, 4 i 5, koje sadr`e originalne doprinose, baziraju se na tri
nau~na rada (reference [19], [20] i [21]) koji su ve} publikovani ili
prihva}eni za {tampu. Rad [19] je ura|en samostalno, dok su preostala dva
koautorska.

Akcent u disertaciji je na poplo~avawima sa dopunskim simetrijama
i wima su posve}ene glave 3 i 4. U glavi 3 se razmatra slu~aj ravanskih
poliomino poplo~avawa simetri~nih u odnosu na koordinatni po~etak a
u glavi 4 poplo~avawa sa rotacionom simetrijom reda 3. Mo`e se re}i
da ove dve glave, po svojoj originalnosti i tehni~koj slo`enosti prime-
wenih metoda, ~ine glavni deo disertacije. S druge strane glava 5 nije
mawe zanimqiva s obzirom da se u woj, tako|e metodama baziranim na
teoriji Grebnerovih baza, dobijaju interesatna pop{tewa rezultata koje
su dobili poznati ameri~ki matemati~ari Xon Konvej (John Conway) i
Xef Lagarias (Jeff Lagarias).

U glavi 1 je izlo`en standardni materijal vezan za teriju Grebnerovih
baza u idealima polinomijalnih prstenova. S obzirom da primene u poli-
omino poplo~avawima zahtevaju rad sa celim koeficientima, akcent je na
polinomialnim prstenovima sa koeficientima u euglidskim prstenovima.
Ekspozicija u velikoj meri sledi metod izlo`en u ~lanku, D. Lichtblau.
Revisiting strong Gröbner bases over Euclidean domains, Wolfram Library
Archive, http://library.wolfram.com/infocenter/MathSource/7522.

Glava 2 daje prikaz osnovnih pojmova teorije poliomino poplo~avawa
u kvadratnim i{estougaonim re{etkama sa akcentom na te`inskim ili Z-
poplo~avawima. Poglavqe 2.4 je uvod u glavnu temu disertacije (te`inska
poplo~avawa sa dodatnim simetrijama).
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Centralni nov rezultat u glavi 3 je Teorema 5.7. U ovoj teoremi se
razmatra problem te`inskog ili Z-poplo~avawa figure Sn u (kvadrat-
noj) celobrojnoj re{etki, koja ima oblik romba strane n. Figura Sn

je centralno simetri~na (iz we je izba~en centar simetrije). Osnovni
problem je odre|ivawe kada Sn dopu{ta centralno simetri~no te`insko
poplo~avawe triminama ili tribonima, tj. plo~icama dobijenim posta-
vqawem tri kvadrata celobrojne re{etke u istoj liniji. Teorema 5.7 tvrdi
da je takvo poplo~avawe mogu}e samo za rombove odre|enih strana, ta~nije
ako je n kongruentno sa 1 po modulu 3.

Napomiwemo da je problem poplo~avawa tribonima motivisan rezul-
tatima koje je za takva poplo~avawa trougaonih oblika dobio William
Thurston u ~lanku Conway’s tiling groups (referenca [28]).

Metod kojim je dobijena Teorema 5.7 je isto tako interesantan kao i
sam rezultat i zaslu`uje ne{to detaqniji prikaz.

Osnovni ambient za te`inska poliomino poplo~avawa u kvadratnoj
re{etki je slobodna abelova grupa P (A) = Abel(Z2), generisana elemen-
tarnim kvadratima re{etke Z2. Saglasno osnovnoj ideji Bodinija i Nou-
vela, ova grupa se interpretira kao P -modul, gde je P = Z[x, y, u, v]/⟨xu−
1, yv − 1⟩ prsten Loranovih polinoma u dve varijable (intepretiran kao
faktor prsten polinomijalnog prstena).

Glavni koraci u primeni metoda (i u dokazu Teoreme 5.7) su slede}i.

(1) Centralna simetrija generi{e cikli~nu grupu G =
Z2 koja deluje na prstenu P . Prvi korak je identifi-
kacija prstena PG, G-invariantnih polinoma (eleme-
nata u P ). Ovo je ura|eno u Poglavqu 3.1 (Teorema 1.3
na strani 39).

(2) Slede}ikorak je identifikacija abelove grupeP (A)G ⊂
P (A), kao modula nad prstenom PG, kao i odere|ivawe
PG-podmodula P (T )G ⊂ P (A)G svih G-simetri~nih
poliomina generisanih tribonima. Ovo je ura|eno u
Poglavqu 3.2 (glavna je Teorema 2.5.).

(3) Problem simetri~og poplo~avawa se svodi na “sub-
module membership problem” iz teorije Grebnerovih
baza, a onda (pro{irivawem prstenaP doP ), na “ideal
membership problem” (Poglavqa 3.3 i 3.4).

(4) Poliomino Sn je identifikovan kao element prstena
P (A)G u Poglavqu 3.5 (Propozicije 5.5 i 5.6).
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Mnoge kalkulacije su relativno slo`ene i oslawaju se na primenu pro-
grama Mathematica 9 . Interesantno je uo~iti skok u slo`enosti polio-
mino problema do kojeg je do{lo zbog zahteva za dodatnom (centralnom)
simetrijom.

Centralni rezultati u Glavi 4 su Teoreme 6.1 i 6.6 u kojima se anali-
zira mogu}nost poplo~avawa tribonima pravilnog trougla TN strane N
(u heksagonalnoj re{etki), invarijatna u odnosu na rotaciju od 120◦. Na
primer u Teoremi 6.1 se dokazuje da se trougao T3k−1 mo`e rotaciono sime-
tri~no, Z-poplo~ati tribonima, ako i samo ako je k = 9r za neki prirodan
broj r. Prvi takav trougao ima stranu 26. Kalkulacije slede istu shemu
(1)�(4) kao i u Glavi 4, s tom razlikom da su ra~uni jo{ slo`eniji, {to je
povezano sa ve}om grupom simetrije.

Glava 5, iako tehni~ki ne{to mawe slo`ena od prethodnih glava, veoma
je interesatna zbog dobijenog rezultata koji generali{u poznate rezultate
Konveja i Lagarijasa iz rada [8]. Glavni rezultat glave je Teorema 2.4 koja
tvrdi da trougoni region Tm u heksagonalnoj re{etki dopu{ta (ne obave-
zno simetri~no) poplo~avawe n-bonima (n-bon = n-u-vrsti poliomino), ako
i samo ako je ostatak deqawa brojam sa n2 ili 1 ili 2. Specijalno za n = 3
dobija se rezultat Konveja i Lagarijasa. Pored glavnog rezultata veoma
je zanimqiva i Teorema 1.4 u kojoj je direktnom primenom Buhbergerovog
algoritma odre|ena Grebnerova baza ideala In generisanog n-bonima.

5. Zakqu~ak

Doktorska disertacija �PrimenaGrebnerovih baza na probleme poplo~avawa�
je vrlo lep i sadr`ajan prilog teoriji te`inskih poliominopoplo~avawa.
Po svom karakteru disertacija je multidisciplinarna, sa akcentom na al-
gebri (teorija modula i ideala, teorija invarijanata), kombinatorici
(poliomino poplo~avawa) i ra~unarstvu (teorija Grebnerovih baza). Re-
zultati su novi i zanimqivi {irem krugu nau~nika svih navedenih speci-
jalnosti.

Autor disertacije mrManuelaMuzika Dizdarevi} je pokazala zavidno
matemati~ko znawe iz nekoliko razli~itih oblasti, kao i sposobnost za
samostalni nau~ni rad.

Disertacija se mo`e ubrojiti u pionirske poduhvate u domenu primene
Grebnerovih baza na poliomino poplo~avawa u ravni, posebno uvo|ewem
novih ideja i procedura za analizu poplo~avawa sa dodatnim simetrijama.

Sa zadovoqstvom predla`emo Nau~no-nastavnom ve}u Matemati~kog
fakulteta Univerziteta u Beogradu da prihvati ovaj rad kao doktorsku
disertaciju i odredi komisiju za wenu javnu odbranu.
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dr Rade @ivaqevi} (mentor) dr Sini{a Vre}ica
redovni profesor redovni profesor
Matemati~ki institut SANU Matemati~ki fakultet Beograd

dr Aleksandar Lipkovski dr Zoran Petrovi}
redovni profesor vanredni profesor
Matemati~ki fakultet Beograd Matemati~ki fakultet Beograd

dr Branislav Prvulovi}
docent
Matemati~ki fakultet Beograd

Beograd, 12 april 2017
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