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ÐÅÇÈÌÅ

Ó îâîj äèñåðòàöèjè ïðåäëîæåí jå íîâè íà÷èí äèñêðåòèçàöèjå íåõîìîãåíîã åëàñòè÷-

íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà íà êðóòå ñåãìåíòå. Ðàçìàòðàí jå Îjëåð-

Áåðíóëèjåâ ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà. Çà îïèñ ïîëîæàjà êðóòèõ ñåãìåíàòà êîðèø£åíå

ñó àïñîëóòíå êîîðäèíàòå ó îäíîñó íà èíåðöèjàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì. Äèôåðåíöè-

jàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà èçâåäåíå ñó ó äâà êîðàêà. Ó ïð-

âîì êîðàêó, ôîðìèðàíå ñó äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à ñèñòåìà îä òðè êðóòà

ñåãìåíòà, êîjèìà jå äèñêðåòèçîâàí jåäàí åëàñòè÷íè ñåãìåíò êîíñòàíòíèõ ïàðàìåòàðà

è åëåìåíòàðíå äóæèíå. Çáîã ïîjàâå ïðåêîáðîjíèõ êîîðäèíàòà ó òó ñâðõó ñó êîðè-

ø£åíå Ëàãðàíæåâå jåäíà÷èíå ñà ìíîæèòå§èìà âåçà. Åëèìèíàöèjîì ìíîæèòå§à âåçà

äîáèjåíå ñó äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à åëåìåíòàðíîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà

êîíñòàíòíèõ ïàðàìåòàðà ó íåçàâèñíèì êîîðäèíàòàìà. Ó äðóãîì êîðàêó ñó ôîðìè-

ðàíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à íåõîìîãåíîã øòàïà ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà êîðèø£å»åì Ëàãðàíæåâèõ jåäíà÷èíà äðóãå âðñòå. Äîáèjåíå ñó äèôåðåíöè-

jàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à äèñêðåòèçîâàíîã ìîäåëà àêñèjàëíî ïðèòèñíóòîã åëàñòè÷íîã

øòàïà ïðîèçâî§íî ïðîìåí§èâèõ ïàðàìåòàðà ó îáëèêó ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà. Íà

îñíîâó äîáèjåíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à ôîðìèðàí jå êàðàêòåðèñòè÷àí

ïðîáëåì èç êîjåã jå ìîãó£å àíàëèçèðàòè ìîäàëíå êàðàêòåðèñòèêå è âðåäíîñò êðèòè÷íå

ñèëå èçâèjà»à îâèõ øòàïîâà. Íóìåðè÷êèì ïðèìåðèìà jå ïîêàçàíà åôèêàñíîñò ïðå-

äëîæåíîã ìåòîäà. Ïðåäëîæåíè íà÷èí äèñêðåòèçàöèjå åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîøèðåí jå

è íà àíàëèçó ãèïêèõ ìåõàíèçàìà è åëàñòè÷íîã øòàïà êîjè ñå îáð£å îêî íåïîìè÷íå

îñå. Ðàçìàòðàíè ñó ãèïêè ìåõàíèçìè êîä êîjèõ ñó êðóòè ÷ëàíîâè è ãèïêè çãëîáîâè

ðåäíî ïîâåçàíè ó îáëèêó îòâîðåíîã êèíåìàòè÷êîã ëàíöà áåç ãðàíà»à. Ïðåäëîæåíè

ïðèáëèæíè ìîäåë ãèïêîã çãëîáà óçèìà ó îáçèð è óòèöàj ñìèöà»à. Îäãîâàðàjó£èì

èçáîðîì êîîðäèíàòà òà÷àêà êðóòèõ ÷ëàíîâà ãèïêîã ìåõàíèçìà ìîãó£å jå îäðåäèòè

»èõîâà ïîìåðà»à íà åôèêàñàí íà÷èí. Òàêî¢å, êîðèø£å»åì ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà

jå ìîãó£å àíàëèçèðàòè è ìîäàëíå êàðàêòåðèñòèêå îâå âðñòå ìåõàíèçàìà. Ó äèôå-

ðåíöèjàëíèì jåäíà÷èíàìà êîjå îïèñójó îáðòà»å åëàñòè÷íîã øòàïà îêî íåïîìè÷íå îñå

óî÷åíè ñó ÷ëàíîâè êîjè óêàçójó íà óòèöàj èíåðöèjàëíèõ ñèëà íà øòàï. Ñà ïîâå£à»åì

èíòåíçèòåòà óãàîíå áðçèíå äîëàçè äî ñìà»å»à ïîjåäèíèõ ÷ëàíîâà ìàòðèöå êðóòîñòè.

Îâà ïîjàâà íàçèâà ñå åôåêàò äèíàìè÷êîã îìåêøàâà»à øòàïà óñëåä îáðòà»à è êàðàê-

òåðèñòè÷íà jå çà ëèíåàðíå ìîäåëå. Åôèêàñíîñò ôîðìèðàíèõ äèñêðåòèçîâàíèõ ìîäåëà

ãèïêèõ ìåõàíèçàìà è åëàñòè÷íîã øòàïà êîjè ñå îáð£å îêî íåïîìè÷íå îñå ïðîâåðåíà

jå ó íóìåðè÷êèì ïðèìåðèìà.

Ê§ó÷íå ðå÷è: ìåòîä êðóòèõ ñåãìåíàòà, íåõîìîãåíè åëàñòè÷íè øòàï ïðîìåí§èâîã

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà, ñòàòè÷êà è äèíàìè÷êà àíàëèçà, ãèïêè ìåõàíèçìè, øòàï êîjè ñå

îáð£å îêî íåïîìè÷íå îñå



ABSTRACT

A new approach to the discretization of the non-homogeneous �exible beam with variable

cross-section into the rigid segments is proposed in this dissertation. The Euler-Bernoulli

beam model was considered. Absolute coordinates relative to the inertial coordinate

system were used to describe the position of the rigid segments. The di�erential equations

of motion of the considered system of rigid segments were formed into the two steps. In

the �rst step, the di�erential equations of motion of the system of three rigid segments,

by which the one �exible segment of constant parameters is discretized, were formed. The

Lagrange's equations of the �rst kind were used for this purpose due to the presence of

redundant coordinates. After the elimination of the Lagrange multipliers, the di�erential

equations of motion of the �exible segment of constant parameters in independent coo-

rdinates were obtained. In the second step, the di�erential equations of motion of the

entire variable-parameter �exible beam were formed by using the Lagrange equations

of the second kind. Di�erential equations of motion of the discretized model of axially

compressed �exible beam with arbitrarily variable parameters in the form of the system

of rigid segments were obtained. On the basis of the obtained di�erential equations of

motion, the characteristic problem is formed from which it is possible to analyze the

modal characteristics and the value of critical buckling force of the considered beam.

The proposed method is veri�ed through numerical examples. The proposed method of

discretization of the �exible beam is extended to the dynamic analysis of the compliant

mechanisms and the rotational �exible beam. Compliant mechanisms in which the rigid

members and �exible joints are serially connected in the form of an open kinematic chain

without branching were considered. The proposed discretized model of the compliant

joint takes into account the shear e�ect. By appropriate selection of coordinates of the

compliant members points it is possible to determine their displacements in an e�cient

manner. Also, by using the proposed approach it is possible to analyze the modal

characteristics of this type of mechanisms. The members that describe the in�uence of

the inertial forces on the beam during the beam rotation are identi�ed in the di�erential

equations. As intensity of the beam angular velocity increases, the some members of

the sti�ness matrix decrease. This phenomenon is usually called the e�ect of dynamic

softening of beam during the rotation and it is characteristic of the linear models. The

e�ciency of the formed discretized models of the compliant mechanisms and the rotational

�exible beam was veri�ed in numerical examples.

Key words: rigid segment method, non-homogeneous �exible beam with variable cross-

section, static and dynamic analysis, compliant mechanisms, rotational �exible beam
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Ëèñòà îçíàêà

Îçíàêà Íàçèâ

l äóæèíà åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà øòàïà

L óêóïíà äóæèíà øòàïà

b (x) , h (x) çàêîí ïðîìåíå øèðèíå è äåá§èíå ïðàâîóãàîíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

øòàïà, ðåñïåêòèâíî

cb, ch êîåôèöèjåíò ëèíåàðíîã çàêîøå»à øèðèíå è äåá§èíå ïðàâîóãàîíîã

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà, ðåñïåêòèâíî

α ìàêñèìàëíè ñòåïåí ôóíêöèjå ïðîìåíå ìîäóëà åëàñòè÷íîñòè

ôóíêöèîíàëíî ãðàäèjåíòíîã øòàïà

β ìàêñèìàëíè ñòåïåí ôóíêöèjå ïðîìåíå ãóñòèíå ôóíêöèîíàëíî

ãðàäèjåíòíîã øòàïà

ψ êîåôèöèjåíò ðàñïîäåëå äóæèíå øòàïà ñà ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

σ êîåôèöèjåíò îäíîñà âèñèíà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà ñà

ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

b0, h0 øèðèíà è äåá§èíà ïðàâîóãàîíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà ïðè

x = 0, ðåñïåêòèâíî

d (x) çàêîí ïðîìåíå ñïî§àø»åã ïðå÷íèêà ïðñòåíàñòîã ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà øòàïà

d0 ñïî§àø»è ïðå÷íèê ó óêëåøòå»ó øòàïà

dL ñïî§àø»è ïðå÷íèê íà ñëîáîäíîì êðàjó øòàïà

δ (x) çàêîí ïðîìåíå äåá§èíå çèäà ïðñòåíàñòîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà

δ0 äåá§èíà çèäà ïðñòåíàñòîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà ó óêëåøòå»ó

δL äåá§èíà çèäà ïðñòåíàñòîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà íà ñëîáîäíîì

êðàjó

A (x) çàêîí ïðîìåíå ïîâðøèíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà
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Iy (x) , Iz (x) çàêîí ïðîìåíå ìîìåíòà èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà ó

îäíîñó íà ãëàâíå öåíòðàëíå îñå y è z

ρ (x) çàêîí ïðîìåíå ãóñòèíå ìàòåðèjàëà øòàïà

E (x) çàêîí ïðîìåíå ìîäóëà åëàñòè÷íîñòè ìàòåðèjàëà øòàïà

A0 ïîâðøèíà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà ïðè x = 0

Iy0 , Iz0 ìîìåíò èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà ó îäíîñó íà ãëàâíå

öåíòðàëíå îñå y è z ïðè x = 0

ρ0 ãóñòèíà ìàòåðèjàëà øòàïà ïðè x = 0

E0 ìîäóë åëàñòè÷íîñòè ìàòåðèjàëà øòàïà ïðè x = 0

Ai ïîâðøèíà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà i−òîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà øòàïà

Iyi , Izi ìîìåíò èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà i−òîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà
øòàïà ó îäíîñó íà ãëàâíå öåíòðàëíå îñå y è z

ρi ãóñòèíà ìàòåðèjàëà i−òîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà øòàïà

Ei ìîäóë åëàñòè÷íîñòè ìàòåðèjàëà i−òîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà øòàïà

Gi ìîäóë ñìèöà»à ìàòåðèjàëà i−òîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà øòàïà

JOi ïîëàðíè ìîìåíò èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà i−òîã åëàñòè÷íîã
ñåãìåíòà øòàïà

mT êîíöåíòðèñàíà ìàñà íà âðõó øòàïà

ν áåçäèìåíçèîíè ïàðàìåòàð êîíöåíòðèñàíå ìàñå íà âðõó øòàïà

n áðîj ïðèìàðíèõ åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà

k áðîj ñåêóíäàðíèõ åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà

φ2, φ3 êîåôèöèjåíòè ñìèöà»à ó ïðàâöó îñà y è z

(Vk,s) s−òè êðóòè ñåãìåíò ó ïðèáëèæíîì ìîäåëó åëàñòè÷íîã øòàïà

lk,s äóæèíà êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s)

mk,s ìàñà êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s)

JCk,s òåíçîð èíåðöèjå êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s)

v
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r
(0)
k,s âåêòîð ïîëîæàjà èçàáðàíå òà÷êå êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s) ó îäíîñó íà

íåïîêðåòíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz

xk,s, yk,s, zk,s Äåêàðòîâå êîîðäèíàòå èçàáðàíå òà÷êå êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s) ó

îäíîñó íà íåïîêðåòíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz

xk,s (0) âðåäíîñò êîîðäèíàòå xk,s ó ïî÷åòíîì òðåíóòêó

x̃k,s îäñòóïà»å êîîðäèíàòå xk,s ó îäíîñó íà ïî÷åòíè ïîëîæàj

ϕk,s, ψk,s, θk,s óãëîâè ðîòàöèjå êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s) îêî íåïîêðåòíèõ îñà

xk,s, yk,s, zk,s, ðåñïåêòèâíî

ξk,s, ηk,s, ζk,s îñå ïîêðåòíîã êîîðäèíàòíîã ñèñòåìà ôèêñèðàíîã çà êðóòè ñåãìåíò

(Vk,s)

R0,k ìàòðèöà òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà èç ïîêðåòíîã êîîðäèíàòíîã

ñèñòåìà Okξkηkζk ó íåïîêðåòíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz

wBi âåêòîð äåôîðìàöèjà åëàñòè÷íîã øòàïà ó òà÷êè Bi

KBi ìàòðèöà êðóòîñòè åëàñòè÷íîã øòàïà êîjà îäãîâàðà äåôîðìàöèjàìà

òà÷êå Bi

uBi âåêòîð òðàíñëàòîðíèõ ïîìåðà»à ó òà÷êè Bi

ΘBi âåêòîð ðîòàöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà ó òà÷êè Bi

RBi, Bj ìàòðèöà òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà èçìå¢ó òà÷àêà Bi è Bj

VOk,s âåêòîð áðçèíå òà÷êå Ok,s êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s)

VCk,s âåêòîð áðçèíå ñðåäèøòà ìàñà Ck,s êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s)

ωk,s âåêòîð óãàîíå áðçèíå êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s)

fi jåäíà÷èíå âåçà

Φ âåêòîð jåäíà÷èíà âåçà

Φvs Jàêîáèjåâà ìàòðèöà êîjà îäãîâàðà âåêòîðó jåäíà÷èíà âåçà Φ

Φvs

(nz) äåî Jàêîáèjåâå ìàòðèöå êîjè îäãîâàðà âåêòîðó íåçàâèñíèõ

êîîðäèíàòà v
(nz)
s

Φvs

(z) äåî Jàêîáèjåâå ìàòðèöå êîjè îäãîâàðà âåêòîðó çàâèñíèõ

êîîðäèíàòà v
(z)
s
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λ âåêòîð ìíîæèòå§à âåçà

T óêóïíà êèíåòè÷êà åíåðãèjà ïðèáëèæíîã ìîäåëà åëàñòè÷íîã øòàïà

Ts êèíåòè÷êà åíåðãèjà s−òîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà

Tk,s êèíåòè÷êà åíåðãèjà êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s)

Πs ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà s−òîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà

Π óêóïíà ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ïðèáëèæíîã ìîäåëà åëàñòè÷íîã

øòàïà

vk,s âåêòîð àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s)

v
(nz)
s âåêòîð íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà s−òîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà

v
(z)
s âåêòîð çàâèñíèõ êîîðäèíàòà s−òîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà

Mk,s ìàòðèöà èíåðöèjå êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s) êîjà îäãîâàðà âåêòîðó v̇k,s

M
(nz)
s ìàòðèöà èíåðöèjå êîjà îäãîâàðà âåêòîðó íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà

v
(nz)
s

M
(z)
s ìàòðèöà èíåðöèjå êîjà îäãîâàðà âåêòîðó çàâèñíèõ êîîðäèíàòà v

(z)
s

M∗
s ìàòðèöà èíåðöèjå êîjà îäãîâàðà âåêòîðó íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà

v
(nz)
s íàêîí åëèìèíàöèjå ìíîæèòå§à âåçà

Qs âåêòîð ãåíåðàëèñàíèõ ñèëà êîjè îäãîâàðà âåêòîðó vk,s

Q
(nz)
s âåêòîð ãåíåðàëèñàíèõ ñèëà êîjè îäãîâàðà âåêòîðó íåçàâèñíèõ

êîîðäèíàòà v
(nz)
s

Q
(z)
s âåêòîð ãåíåðàëèñàíèõ ñèëà êîjè îäãîâàðà âåêòîðó çàâèñíèõ

êîîðäèíàòà v
(z)
s

ar
(nz) âåêòîð ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à

Cr êîíñòàíòà èíòåãðàöèjå

ωr êðóæíà ôðåêâåíöèjà ñëîáîäíèõ íåïðèãóøåíèõ îñöèëàöèjà

εr ðåëàòèâíà ãðåøêà ïðè îäðå¢èâà»ó êðóæíå ôðåêâåíöèjå ωr

φr ôàçíà ðàçëèêà
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Xr (xs) , Yr (xs) ,

ϕr (xs) ,

ôóíêöèjå ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à ó äèñêðåòíèì âðåäíîñòèìà

êîîðäèíàòå xs êîjå îäãîâàðàjó óçäóæíèì, ïîïðå÷íèì è óâèjàíèì

îñöèëàöèjàìà, ðåñïåêòèâíî

Pcr êðèòè÷íà ñèëà èçâèjà»à åëàñòè÷íîã øòàïà,

λp áåçäèìåíçèîíà êðèòè÷íà ñèëà èçâèjà»à åëàñòè÷íîã øòàïà,

εp ðåëàòèâíà ãðåøêà ïðè îäðå¢èâà»ó êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à,

Ca, Cb,t, Cb,r êîåôèöèjåíòè åëàñòè÷íîñòè ãèïêîã çãëîáà

αf ôàêòîð êîðåêöèjå îáëèêà ãèïêîã çãëîáà

µ Ïîàñîíîâ êîåôèöèjåíò

CB2 ìàòðèöà åëàñòè÷íîã ãèïêîã çãëîáà

cpi , cqi , cri êðóòîñò îïðóãà êîä ìîäåëà ðîòàöèîíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ó îáëèêó

êðóòèõ ñåãìåíàòà

mh ìàñà êðóòå ãëàâ÷èíå

θ̇ (t) çàêîí ïðîìåíå óãàîíå áðçèíå øòàïà òîêîì âðåìåíà

wf ñòàöèîíàðíà âðåäíîñò óãàîíå áðçèíå ðîòàöèîíîã øòàïà

tf âðåìåíñêè ïåðèîä ïîòðåáàí çà äîñòèçà»å ñòàöèîíàðíå óãàîíå

áðçèíå øòàïà

ξr (ξs) , ηr (ξs) ôóíêöèjå ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à ó äèñêðåòíèì âðåäíîñòèìà

êîîðäèíàòå ξs êîjå îäãîâàðàjó óçäóæíèì è ïîïðå÷íèì

îñöèëàöèjàìà øòàïà êîjè ñå îáð£å îêî íåïîìè÷íå îñå
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1 ÓÂÎÄ

Âåëèêè áðîj åëåìåíàòà ìàøèíà êàî è êîíñòðóêöèjà ó ìàøèíñòâó è ãðà¢åâèíàðñòâó

ìîæå ñå îïèñàòè ìîäåëîì íåõîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ñà ïðîìåí§èâèì ïîïðå÷íèì

ïðåñåêîì äóæ øòàïà. Êàî ïðèìåð ìîãó ñå íàâåñòè ëîïàòèöå òóðáèíà, ñòóáîâè âåòðî-

ãåíåðàòîðà, àíòåíñêè ñòóáîâè, åëåìåíòè êîíñòðóêöèjà êðàíîâà è äèçàëèöà, åëåìåíòè

ðàçíèõ ìåõàíèçàìà ó ìàøèíàìà, ñåãìåíòè èíäóñòðèjñêèõ ìàíèïóëàòîðà è ðîáîòà,

èòä.

Êàî îñíîâíè ðàçëîã çà óïîòðåáó åëåìåíàòà ïðîìåí§èâèõ ïàðàìåòàðà ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà è ìàòåðèjàëà ó íîâèjå âðåìå íàìå£å ñå óøòåäà ìàòåðèjàëà. Ñà ñâå áðæèì

ðàçâîjåì òåõíîëîãèjå è ïîjàâîì ìàñîâíå ïðîèçâîä»å, ÷îâå÷àíñòâî ñå ñóñðå£å ñà ïðî-

áëåìîì îãðàíè÷åíèõ ðåñóðñà ìíîãèõ âàæíèõ ìàòåðèjàëà. Çàòî jå ïðè ïðîjåêòîâà»ó

ïîòðåáíî îáåçáåäèòè äà óòðîøàê ìàòåðèjàëà áóäå îïòèìàëàí, òj. ìèíèìàëíî ïîòðå-

áàí äà áè ñå çàäîâî§èëè ñâè ïîñòàâ§åíè êðèòåðèjóìè (íàïîíñêè, äåôîðìàöèjñêè,

ôóíêöèîíàëíè, åñòåòñêè, è ñë.) êîjå îäãîâàðàjó£è êîíñòðóêöèîíè åëåìåíò ìîðà äà

èñïóíè.

Íàj÷åø£å ñå çà ðåàëèçàöèjó îâèõ çàõòåâà êîðèñòå êîíñòðóêöèîíè åëåìåíòè ó î-

áëèêó øòàïîâà ñà ïðîìåí§èâèì ïàðàìåòðèìà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà äóæ øòàïà, äîê

ñó ïàðàìåòðè ìàòåðèjàëà êîíñòàíòíè. Íåïðîìåí§èâîñò ïàðàìåòàðà ìàòåðèjàëà äóæ

øòàïà óñòâàðè çíà÷è äà jå ìàòåðèjàë øòàïà õîìîãåí. Ìå¢óòèì, æå§åíå êàðàêòå-

ðèñòèêå êîíñòðóêöèîíèõ åëåìåíàòà ìîãó£å jå ïîñòè£è è ïðèìåíîì ôóíêöèîíàëíî

ãðàäèjåíòíèõ ìàòåðèjàëà [1]. Îâè ìàòåðèjàëè ñïàäàjó ó ãðóïó êîìïîçèòà. Íàñòàëè

ñó 1986. ãîäèíå êàî ðåçóëòàò âèøåãîäèø»åã èñòðàæèâà»à jàïàíñêèõ íàó÷íèêà ñà

æå§îì äà ïðîíà¢ó îïòèìàëàí ðàñïîðåä ÷åñòèöà ðàçëè÷èòèõ ìàòåðèjàëà ó ìåøàâèíè

êàêî áè ñå äîáèëà øòî áî§à òåðìè÷êà áàðèjåðà çà ïðèìåíó êîä ñâåìèðñêèõ ëåòåëèöà.

Êàñíèjå, »èõîâà óïîòðåáà jå ïðîøèðåíà, ïà ñå ñàäà »èõîâîì ïðèìåíîì ìîæå äîáèòè

æå§åíà êîíòèíóàëíà ôóíêöèjà ïðîìåíå ïàðàìåòàðà ìàòåðèjàëà (ãóñòèíå è ìîäóëà
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åëàñòè÷íîñòè) äóæ øòàïà. Ñà íàïðåòêîì òåõíîëîãèjå èçðàäå ó ïîñëåä»å âðåìå îâè

ìàòåðèjàëè ñå ñâå ÷åø£å êîðèñòå.

Ñòàòè÷êà è äèíàìè÷êà àíàëèçà øòàïîâà ñà ïðîìåí§èâèì ïàðàìåòðèìà jå îáàâå-

çàí êîðàê ó ïðîjåêòîâà»ó èíæå»åðñêèõ îájåêàòà ÷èjè ñó ñàñòàâíè äåî. Ñòàòè÷êîì

àíàëèçîì ñå ìîãó ïðåäâèäåòè ñèëå è ïîìåðà»à ó ïîjåäèíèì äåëîâèìà êîíñòðóêöèjå.

Òàêî¢å, êîä ðåëàòèâíî äóãà÷êèõ øòàïîâà ìîæå äî£è äî èçâèjà»à, ïà jå ïðå óâî¢å»à

ñèñòåìà ó åêñïëîàòàöèjó ïîòðåáíî îäðåäèòè âðåäíîñò êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à. Äè-

íàìè÷êà àíàëèçà ñå êîðèñòè çà îäðå¢èâà»å êîíà÷íèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à ñèñòåìà, êàî

è ìîäàëíèõ êàðàêòåðèñòèêà äàòîã ñèñòåìà. Ïîä ìîäàëíèì êàðàêòåðèñòèêàìà ïîäðà-

çóìåâàjó ñå ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ íåïðèãóøåíèõ îñöèëàöèjà ñèñòåìà êàî è ãëàâíè

îáëèöè îñöèëîâà»à êîjè îäãîâàðàjó òèì ôðåêâåíöèjàìà. Îä ïîñåáíîã çíà÷àjà jå ìî-

äàëíà àíàëèçà jåð jå âàæíî äà íå äî¢å äî ïîêëàïà»à ôðåêâåíöèjà ïðèíóäíèõ ñèëà

ñà ôðåêâåíöèjàìà ðàçìàòðàíîã ñèñòåìà ïðè ñëîáîäíèì íåïðèãóøåíèì îñöèëàöèjàìà.

Ó ñóïðîòíîì, äîëàçè äî ïîäðõòàâà»à (áèjå»à) ñèñòåìà èëè ðåçîíàíöèjå, êàäà ìîæå

äî£è äî ïîòïóíîã äåôåêòà ñèñòåìà.

Çíà÷àj îâå àíàëèçå ïîòâð¢ójå è äà§å ïðèñóòíî âåëèêî èíòåðåñîâà»å ìíîãèõ èñ-

òðàæèâà÷êèõ ãðóïà çà îâó òåìó. Ãîòîâî ñâàêîäíåâíî ñå ïîjàâ§ójó íîâè ðàäîâè ó

åìèíåíòíèì íàó÷íèì ÷àñîïèñèìà ó êîjèìà ñå ïðåäëàæó íîâå èëè ìîäèôèêójó âå£

ïîñòîjå£å ìåòîäå çà ñòàòè÷êó è äèíàìè÷êó àíàëèçó øòàïîâà ñà ïðîìåí§èâèì ïàðà-

ìåòðèìà. Óîïøòåíî ãîâîðå£è, ìåòîäå êîjå ñå áàâå îâèì ïðîáëåìîì ñå ìîãó ïîäåëèòè

ó äâå âåëèêå ãðóïå.

Ó ïðâó ãðóïó ìåòîäà ñïàäàjó îíå ó êîjèìà ñå åëàñòè÷íè øòàï ïîñìàòðà êàî ìà-

òåðèjàëíè êîíòèíóóì. ×åñòî ñå îâàêâè ìîäåëè íàçèâàjó ìîäåëèìà ñà ðàñïîäå§åíèì

ïàðàìåòðèìà [2]. Òàêàâ ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà èìà áåñêîíà÷àí áðîj ñòåïåíè ñëî-

áîäå êðåòà»à. Ïðè àíàëèçè äèíàìè÷êîã ïîíàøà»à ïðèìåíîì íåêå îä ìåòîäà òåîðèjå

åëàñòè÷íîñòè [2, 3] åëàñòè÷íè øòàï ñå ìîæå îïèñàòè ïàðöèjàëíèì äèôåðåíöèjàë-

íèì jåäíà÷èíàìà ñà ïðîìåí§èâèì êîåôèöèjåíòèìà. Ó ñëó÷àjó ñòàòè÷êå àíàëèçå, çà

ïîòðåáå îäðå¢èâà»à âðåäíîñòè êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à, ïðåòõîäíà ïàðöèjàëíà äè-

ôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ñå ñâîäè íà îáè÷íó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó jåð ñå ïðåò-

ïîñòàâ§à äà íåìà êðåòà»à øòàïà ïà ñå âðåìå èñê§ó÷ójå èç àíàëèçå. Èàêî ñå ðàäè î

ðàçëè÷èòèì âðñòàìà jåäíà÷èíà (ïàðöèjàëíèì äèôåðåíöèjàëíèì è îáè÷íèì äèôåðåí-

öèjàëíèì) ïðîáëåìè ïðè »èõîâîì ðåøàâà»ó ñó ãîòîâî èäåíòè÷íè.

Jåäèíî ó ñëó÷àjó øòàïà êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà è êàðàêòåðèñòèêà ìà-
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òåðèjàëà äóæ øòàïà êîåôèöèjåíòè ïîìåíóòèõ jåäíà÷èíà ñó êîíñòàíòíè, ïà ñå ëàêî

ìîæå äîáèòè »èõîâî ðåøå»å ó çàòâîðåíîj (êîíà÷íîj) ôîðìè. Ó îñòàëèì ñëó÷àjå-

âèìà, êîåôèöèjåíòè jåäíà÷èíà ñó ïðîìåí§èâè è äèðåêòíî çàâèñå îä çàêîíà ïðîìåíå

ïàðàìåòàðà øòàïà. Àíàëèòè÷êî ðåøå»å ó çàòâîðåíîj ôîðìè îâèõ jåäíà÷èíà jå ìî-

ãó£å îäðåäèòè ñàìî çà íåêå ñïåöèjàëíå çàêîíå ïðîìåíå ïàðàìåòàðà øòàïà [3�12]. Ó

íàâåäåíèì ðåôåðåíöàìà ñó ðàçìàòðàíè øòàïîâè êîä êîjèõ jå ïðîìåí§èâ íåêè îä ïà-

ðàìåòàðà øòàïà, ãåîìåòðèjñêè èëè ïàðàìåòðè ìàòåðèjàëà. Òàêî¢å, çàêîí ïðîìåíå

ïàðàìåòàðà jå ó âå£èíè ñëó÷àjåâà ëèíåàðàí. Ìå¢óòèì, ó ñëó÷àjåâèìà êàäà jå ïî-

òðåáíî ðàçìàòðàòè íåêå ñëîæåíèjå ñèòóàöèjå, ãäå ñå èñòîâðåìåíî ìå»àjó ïàðàìåòðè

è ïîïðå÷íîã ïðåñåêà è ìàòåðèjàëà øòàïà, èëè jå çàêîí ïðîìåíå íåêîã îä ïàðàìåòàðà

ñëîæåíèjà ôóíêöèjà, çà ðåøàâà»å jåäíà÷èíà jå ïîòðåáíî êîðèñòèòè íåêå îä äîñòóï-

íèõ íóìåðè÷êèõ ìåòîäà. Òàêî jå íà ïðèìåð, ó ðåôåðåíöàìà [13�23] çà ïðèáëèæíî ðå-

øàâà»å ïàðöèjàëíèõ îäíîñíî îáè÷íèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êîðèø£åí ìåòîä

Frobenius-à [13�16], Rayleigh-Ritz-îâ ìåòîä [17, 18], Adomian-îâ ìåòîä äåêîìïîçèöèjå

[19, 20], âàðèjàöèîíè èòåðàöèîíè ìåòîä [21], Galerkin-îâ ìåòîä [22], è ìåòîä ïðåò-

ïîñòàâ§åíèõ ìîäîâà [23]. Îâäå ñó ïîìåíóòå ñàìî íåêå îä êîðèø£åíèõ íóìåðè÷êèõ

ìåòîäà çà ðåøàâà»å îâèõ jåäíà÷èíà ó ëèòåðàòóðè. Íàâî¢å»å ñâèõ äîñòóïíèõ ìåòîäà

áè áèî ñóâèøå îáèìàí ïîñàî è ïðåâàçèëàçè îáèì îâå äèñåðòàöèjå. Ãëàâíè íåäîñòàòàê

êîíòèíóàëíèõ ìîäåëà jå øòî jå ãîòîâî íåìîãó£å ôîðìèðàòè îïøòè àëãîðèòàì êîjè

áè áèî ó ñòà»ó äà íóìåðè÷êè ðåøàâà îáè÷íå äèôåðåíöèjàëíå èëè ïàðöèjàëíå äèôå-

ðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå çà íåêè îïøòè çàêîí ïðîìåíå ïàðàìåòàðà øòàïà. Îâàêàâ óíè-

âåðçàëíè àëãîðèòàì jå ïîòðåáàí êàêî áè ñå òîêîì ïðîjåêòîâà»à ìîãëà áðçî èçâðøèòè

ïðîâåðà ñòàòè÷êèõ è äèíàìè÷êèõ êàðàêòåðèñòèêà åëàñòè÷íèõ øòàïîâà ïðîìåí§èâèõ

ïàðàìåòàðà.

Çáîã íàâåäåíèõ íåäîñòàòàêà êîíòèíóàëíèõ ìîäåëà, ñà ðàçâîjåì äèãèòàëíèõ ðà÷ó-

íàðà, ó äðóãîj ïîëîâèíè äâàäåñåòîã âåêà äîøëî jå äî ðàçâîjà äèñêðåòíèõ ìîäåëà çà

àíàëèçó åëàñòè÷íèõ øòàïîâà. Ãëàâíà êàðàêòåðèñòèêà îâàêâèõ ìîäåëà jå äà èìàjó

êîíà÷àí áðîj ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à è äà ñå ìîãó îïèñàòè îáè÷íèì äèôåðåíöèjàë-

íèì jåäíà÷èíàìà. Êàî ãëàâíè ïðåäñòàâíèê îâå ãðóïå ìåòîäà ìîæå ñå íàâåñòè ìåòîä

êîíà÷íèõ åëåìåíàòà [24, 25]. Îâàj ìåòîä jå øèðîêî ðàñïðîñòðà»åí ó ïðàêòè÷íèì ïðè-

ìåíàìà êàî êîðèñòàí è åôèêàñàí ìåòîä çà ñòàòè÷êó è äèíàìè÷êó àíàëèçó åëàñòè÷-

íèõ øòàïîâà. Âåëèêè áðîj êîìåðöèjàëíèõ ñîôòâåðñêèõ ïàêåòà (ANSYS, ABAQUS,

NASTRAN, LS DYNA, èòä) èìà çà îñíîâó óïðàâî ìåòîä êîíà÷íèõ åëåìåíàòà. Ó âå-

3



Àëåêñàíäàð Íèêîëè£ Äîêòîðñêà äèñåðòàöèjà

ëèêîj ìåðè ñå êîðèñòè çà ðåøàâà»å ïðîáëåìà ñòàòè÷êå è äèíàìè÷êå àíàëèçå øòàïîâà

ïðîìåí§èâèõ ïàðàìåòàðà, êàî íà ïðèìåð ó ðåôåðåíöàìà [26�33].

Ïîðåä ïîìåíóòîã ìåòîäà êîíà÷íèõ åëåìåíàòà, ó ãðóïó äèñêðåòíèõ ìåòîäà ñïàäà

è ìåòîä êðóòèõ ñåãìåíàòà. Èàêî jåäíîñòàâàí è åôèêàñàí, îâàj ìåòîä jå ó äîñòóï-

íîj ëèòåðàòóðè çíàòíî ìà»å êîðèø£åí ó îäíîñó íà ìåòîä êîíà÷íèõ åëåìåíàòà. Ó

îâîj äèñåðòàöèjè áè£å ïðåäëîæåí jåäàí íîâè íà÷èí äèñêðåòèçàöèjå åëàñòè÷íîã øòàïà

ïðîìåí§èâèõ ïàðàìåòàðà íà êðóòå ñåãìåíòå. Äåôîðìàöèjå øòàïà áè£å ðàçìàòðàíå ó

îêâèðó Îjëåð-Áåðíóëèjåâå òåîðèjå [3] åëàñòè÷íèõ øòàïîâà. Ó îâîj òåîðèjè ñå çáîã ìà-

ëèõ äèìåíçèjà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà ó îäíîñó íà »åãîâó äóæèíó çàíåìàðójå óòè-

öàj èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà è ñìèöà»à íà äåôîðìàöèjå. Çà îïèñ êðåòà»à ôîðìè-

ðàíîã ìîäåëà åëàñòè÷íîã øòàïà ó îáëèêó ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà áè£å êîðèø£åíå

àïñîëóòíå êîîðäèíàòå èçàáðàíèõ òà÷àêà êðóòèõ ñåãìåíàòà ó îäíîñó íà èíåðöèjàëíè

êîîðäèíàòíè ñèñòåì. Îâäå £å ó ïóíîj ìåðè áèòè èñêîðèø£åíè äîáðî ðàçâèjåíè àëãî-

ðèòìè àíàëèòè÷êå ìåõàíèêå è ìåõàíèêå ñèñòåìà êðóòèõ òåëà çà àíàëèçó ïîíàøà»à

åëàñòè÷íèõ øòàïîâà. Öè§ jå äà ñå äîáèjå óíèâåðçàëíè àëãîðèòàì çà ñòàòè÷êó è äè-

íàìè÷êó àíàëèçó åëàñòè÷íèõ øòàïîâà ïðîìåí§èâèõ ïàðàìåòàðà ÷èjà òà÷íîñò øòî jå

ìîãó£å ìà»å çàâèñè îä èçáîðà çàêîíà ïðîìåíå ïàðàìåòàðà øòàïà. Òà÷íîñò äîáèjåíîã

àëãîðèòìà áè£å ïðîâåðåíà êðîç ïîðå¢å»å ñà äîñòóïíèì ðåçóëòàòèìà äîáèjåíèõ ïðè-

ìåíîì êîíòèíóàëíèõ ìîäåëà. Ïîðåä òîãà, öè§ jå è äà ñå îáåçáåäå íåêè íîâè ðåçóëòàòè

êîjè îáóõâàòàjó àíàëèçó óòèöàjà ðàçëè÷èòèõ ïàðàìåòàðà øòàïà íà »åãîâî ñòàòè÷êî

è äèíàìè÷êî ïîíàøà»å. Ó íàñòàâêó £å áèòè óêðàòêî îïèñàí ñàäðæàj ïîãëàâ§à îä

êîjèõ ñå ñàñòîjè îâà äèñåðòàöèjà.

1.1 Ñàäðæàj ðàäà

Ó ïðâîì ïîãëàâ§ó äàòà ñó óâîäíà ðàçìàòðà»à î çíà÷àjó ñòàòè÷êå è äèíàìè÷êå

àíàëèçå íåõîìîãåíèõ åëàñòè÷íèõ øòàïîâà ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ñà àñïåêòà

ïðîjåêòîâà»à ðàçëè÷èòèõ èíæå»åðñêèõ îájåêàòà. Íàïðàâ§åí jå êðàòàê îñâðò íà

ïîäåëó ìîäåëà êîjèìà ñå ìîãó îïèñàòè åëàñòè÷íè øòàïîâè è ó íàjêðà£èì öðòàìà ñó

îïèñàíå êàðàêòåðèñòèêå íàjâàæíèjèõ ãðóïà ìåòîäà. Èñòàêíóò jå çíà÷àj äèñêðåòíèõ

ìåòîäà çà àíàëèçó øòàïîâà ïðè èíæå»åðñêîì ïðîjåêòîâà»ó. Ó ïîñëåä»åì äåëó îâîã

ïîãëàâ§à èñòàêíóò jå ïðåäìåò è öè§ îâå äèñåðòàöèjå, êàî è êðàòàê ñàäðæàj ðàäà ïî
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ïîãëàâ§èìà.

Ó äðóãîì ïîãëàâ§ó ñïðîâåäåíà jå äåòà§íà àíàëèçà äîñòóïíå ëèòåðàòóðå ó êî-

jèìà ñó èçëîæåíe ðàçëè÷èòå âàðèjàíòå ìåòîäà êðóòèõ ñåãìåíàòà. Îïèñàí jå íà÷èí

äèñêðåòèçàöèjå åëàñòè÷íîã øòàïà çà ñâàêó îä ìåòîäà. Ñâå äîñòóïíå ìåòîäå ñó ñè-

ñòåìàòñêè ïîäå§åíå ó äâå ãðóïå. Ïðâà ãðóïà îäíîñè ñå íà ìåòîäå êîjå ðàçìàòðàjó

äåôîðìàöèjå øòàïà ó ðàâíè, à äðóãà îáóõâàòà ìåòîäå ó êîjèìà ñó ïðåòïîñòàâ§åíå

ïðîñòîðíå äåôîðìàöèjå øòàïà. Óêàçàíî jå íà îäðå¢åíå ïðåäíîñòè àëè è íåäîñòàòêå

ïîñòîjå£èõ ïðèñòóïà.

Ó òðå£åì ïîãëàâ§ó íàjïðå jå ïðåäëîæåí íîâè íà÷èí äèñêðåòèçàöèjå õîìîãå-

íîã ïðîñòîðíîã åëàñòè÷íîã øòàïà êîíñòàíòîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà íà êðóòå ñåãìåíòå.

Êîðèñòå£è ïðèíöèï î åêâèâàëåíòíîñòè èíåðöèjàëíèõ è åëàñòè÷íèõ ñâîjñòàâà êîí-

òèíóàëíîã è äèñêðåòíîã ìîäåëà øòàïà äåòà§íî jå ðàçðà¢åí íà÷èí îäðå¢èâà»à ïà-

ðàìåòàðà ôîðìèðàíîã ìîäåëà êðóòèõ ñåãìåíàòà. Çàòèì jå îïèñàí íà÷èí äèñêðåòè-

çàöèjå íåõîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïîäåëîì íà

âèøå õîìîãåíèõ øòàïîâà êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà jåäíàêèõ äóæèíà. Íà êðàjó

jå äîáèjåí ñèñòåì êðóòèõ ñåãìåíàòà ìå¢óñîáíî ïîâåçàíèõ îäãîâàðàjó£èì åëàñòè÷íèì

çãëîáîâèìà êîjèì jå ìîãó£å ïðèáëèæíî îïèñàòè íåõîìîãåíå øòàïîâå ñà ïðîèçâî§íèì

çàêîíîì ïðîìåíå ïàðàìåòàðà äóæ øòàïà.

Ó ÷åòâðòîì ïîãëàâ§ó ôîðìèðàíå ñó äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à ðàç-

ìàòðàíîã ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà êîðèø£å»åì Ëàãðàíæåâîã ôîðìàëèçìà. Íàjïðå

jå ðàçìàòðàí ñèñòåì êðóòèõ ñåãìåíàòà êîjèì jå îïèñàí jåäàí õîìîãåíè åëàñòè÷íè

ñåãìåíò êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà. Çáîã êîðèø£å»à àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà

ïîãîäíî èçàáðàíèõ òà÷àêà êðóòèõ ñåãìåíàòà êîðèø£åíå ñó Ëàãðàíæåâå jåäíà÷èíå ñà

ìíîæèòå§èìà âåçà çà åëèìèíàöèjó çàâèñíèõ êîîðäèíàòà. Íàêîí åëèìèíàöèjå çàâè-

ñíèõ êîîðäèíàòà çà îïèñ jåäíîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà, ôîðìèðàíå ñó äèôåðåíöèjàëíå

jåäíà÷èíå êðåòà»à øòàïà êîðèø£å»åì Ëàãðàíæåâèõ jåäíà÷èíà äðóãå âðñòå çà ïðîè-

çâî§àí áðîj êîðèø£åíèõ êðóòèõ ñåãìåíàòà. Äîáèjåíè ñèñòåì äèôåðåíöèjàëíèõ jåä-

íà÷èíà êðåòà»à èçðàæåí jå ó âåêòîðñêîj ôîðìè, ïðè ÷åìó ñó ñâå ìàòðèöå èçðàæåíå

åêïëèöèòíî, ó çàâèñíîñòè îä çàäàòèõ ïàðàìåòàðà øòàïà.

Ó ïåòîì ïîãëàâ§ó ñó ðàçìàòðàíå ñëîáîäíå íåïðèãóøåíå îñöèëàöèjå íåõîìîãå-

íîã åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà îïòåðå£åíîã àêñèjàëíèì ïðè-

òèñíèì ñèëàìà íà ñâîjèì êðàjåâèìà. Íà îñíîâó äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à

èç ïðåòõîäíîã ïîãëàâ§à ôîðìèðàíà jå ôðåêâåíòíà jåäíà÷èíà èç êîjå jå ó îïøòåì ñëó-
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÷àjó ìîãó£å îäðåäèòè ôðåêâåíöèjå îñöèëîâà»à øòàïà ïðè äåjñòâó àêñèjàëíèõ ïðè-

òèñíèõ ñèëà êîíñòàíòíîã èíòåíçèòåòà. Òàêî¢å, àêî ñå ïðåòïîñòàâè äà íåìà êðåòà»à

øòàïà, èç îâå jåäíà÷èíå jå ìîãó£å îäðåäèòè è êðèòè÷íó âðåäíîñò àêñèjàëíèõ ïðè-

òèñíèõ ñèëà ïðè êîjèìà äîëàçè äî èçâèjà»à øòàïà. Ñâàêîj îäðå¢åíîj ôðåêâåíöèjè

îñöèëîâà»à ìîãó£å jå ïðèäðóæèòè è îäãîâàðàjó£è ãëàâíè îáëèê îñöèëîâà»à. Åôèêà-

ñíîñò èçëîæåíîã ïðèñòóïà jå ïðîâåðåíà è ïðèêàçàíà ó øåñò ðàçëè÷èòèõ íóìåðè÷êèõ

ïðèìåðà êîjè îáóõâàòàjó ðàçëè÷èòå çàêîíå ïðîìåíå ïàðàìåòàðà øòàïà. Ðàçìàòðàíå

ñó ðàâàíñêå è ïðîñòîðíå îñöèëàöèjå øòàïà.

Ó øåñòîì ïîãëàâ§ó jå ïðåäëîæåí íà÷èí äèñêðåòèçàöèjå ðàâàíñêîã øòàïà ïðè-

ëàãî¢åíîã çà îïèñ ëàêèõ ãèïêèõ çãëîáîâà êîjè ïðåäñòàâ§àjó îñíîâó ãèïêèõ ìåõàíè-

çàìà. Ïîøòî jå îâà âðñòà ìåõàíèçàìà ó ïîñëåä»å âðåìå ñâå âèøå ó óïîòðåáè íà

ïî÷åòêó ïîãëàâ§à jå äàò »èõîâ êðàòàê îïèñ. Äåòà§íî jå îïèñàí íà÷èí îäðå¢èâà»à

ïàðàìåòàðà äèñêðåòèçîâàíîã ìîäåëà ãèïêèõ ìåõàíèçàìà ó îáëèêó îòâîðåíèõ êèíå-

ìàòè÷êèõ ëàíàöà áåç ãðàíà»à. Óñïîñòàâ§åí jå åôèêàñàí àëãîðèòàì çà ôîðìèðà»å

äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà îâèõ ìåõàíèçàìà. Íà êðàjó ïîãëàâ§à jå îäãîâàðàjó£èì

íóìåðè÷êèì ïðèìåðîì ïîêàçàíà åôèêàñíîñò ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà.

Ó ñåäìîì ïîãëàâ§ó jå ðàçìàòðàí ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà êîjè ñå îáð£å îêî

íåïîìè÷íå îñå óïðàâíå íà ðàâàí êðåòà»à øòàïà. Óêàçàíî jå íà çíà÷àj îâîã ìîäåëà

ïðè äèíàìè÷êîj àíàëèçè âåëèêîã áðîjà ìîäåðíèõ óðå¢àjà è äåëîâà ìàøèíà. Íàjïðå

jå ñèñòåì äèñêðåòèçîâàí íà êðóòå ñåãìåíòå, à çàòèì ñó ôîðìèðàíå äèôåðåíöèjàëíå

jåäíà÷èíå êðåòà»à ó âåêòîðñêîj ôîðìè. Äèñêóòîâàíî jå î åôåêòèìà êîjè ñå jàâ§àjó

òîêîì êàðàêòåðèñòè÷íèõ çàêîíà îáðòà»à øòàïà. Êðîç íóìåðè÷êè ïðèìåð jå ïîêàçàíà

åôèêàñíîñò ïðåäëîæåíîã äèñêðåòèçîâàíîã ìîäåëà åëàñòè÷íîã øòàïà.

Íà êðàjó, ó îñìîì ïîãëàâ§ó ñó äàòà çàê§ó÷íà ðàçìàòðà»à êîjèìà jå èçâðøåíà

êðàòêà àíàëèçà ñâåãà øòî jå óðà¢åíî ó îâîj äèñåðòàöèjè. Ïîðåä òîãà, íà îñíîâó

èñêóñòâà ñòå÷åíîã òîêîì ðàäà íà äèñåðòàöèjè, ïðåäëîæåíè ñó è ïðàâöè äà§èõ èñ-

òðàæèâà»à êîjèìà áè ñå çàîêðóæèëà jåäíà çíà÷àjíà öåëèíà î ïðèìåíè ïðåäëîæåíå

ìåòîäå êðóòèõ ñåãìåíàòà çà ñòàòè÷êó è äèíàìè÷êó àíàëèçó åëàñòè÷íèõ øòàïîâà.
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2 ÏÐÅÃËÅÄ ÏÎÑÒÎJÅ�ÈÕ ÂÀÐÈJÀÍÒÈ ÌÅÒÎÄÀ ÊÐÓ-

ÒÈÕ ÑÅÃÌÅÍÀÒÀ

Ìåòîä êðóòèõ ñåãìåíàòà ñòàð jå ãîòîâî ÷èòàâ âåê. Íàèìå, äàâíå 1920. ãîäèíå

íåìà÷êè íàó÷íèê Heinrich Hencky îájàâèî jå ðàä [34] ó êîjåì jå äèñêóòîâàî ìîãó£-

íîñòè àíàëèçå åëàñòè÷íå ñòàáèëíîñòè øòàïà óïîòðåáîì îâå ìåòîäå. Îä òàäà ïà äî

äàíàñ ïîjàâèo ñå çíà÷àjàí áðîj ðàçëè÷èòèõ âàðèjàíòè îâå ìåòîäå. Ó îñíîâè ñâàêå

îä âàðèjàíòè jå äà ñå ó ïðâîì êîðàêó åëàñòè÷íè øòàï ïîäåëè íà âèøå åëàñòè÷íèõ

ñåãìåíàòà. Çàòèì ñå, ó äðóãîì êîðàêó, ñâàêè îä óâåäåíèõ åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà ïðåä-

ñòàâ§à ó îáëèêó ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà êîjè ñó ìå¢óñîáíî ñïîjåíè îäãîâàðàjó£èì

åëàñòè÷íèì çãëîáîâèìà. Íà êðàjó ñå äîáèjà ïðèáëèæàí ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà ó

îáëèêó ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà. Ðàçëèêå èçìå¢ó îâèõ âàðèjàíòè ñå íàj÷åø£å îãëå-

äàjó ó íà÷èíó äèñêðåòèçàöèjå (ïîäåëå) åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà íà êðóòå ñåãìåíòå, êàî

è ó îäàáèðó åëàñòè÷íèõ çãëîáîâà êîjèìà ñó ïîìåíóòè êðóòè ñåãìåíòè ïîâåçàíè. Ó

íàñòàâêó £å áèòè èçëîæåíå îñíîâíå ïîñòàâêå ñâàêå îä »èõ.

Hencky jå ó ðåôåðåíöè [34] ïðåäëîæèî äà ñå åëàñòè÷íè øòàï äóæèíå l è êîíñòàíò-

íîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïîâðøèíå A ïîäåëè íà n êðóòèõ ñåãìåíàòà èñòîã ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà è äóæèíå l/n (âèäåòè ñëèêó 2.1). Ïðåòïîñòàâ§åíî jå äà ñó óâåäåíè êðóòè

ñåãìåíòè ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè ðîòàöèîíèì çãëîáîâèìà ñà ñïèðàëíèì îïðóãàìà êðóòî-

ñòè

c = n · EIz/l, (2.1)

ãäå jå E ìîäóë åëàñòè÷íîñòè ìàòåðèjàëà øòàïà, è Iz jå ìîìåíò èíåðöèjå ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà ó îäíîñó íà îñó z.

Hencky jå ó ñâîì ðàäó ïðèêàçàî ðåçóëòàòå çà n = 1, 2, 3 è 4. Ïîêàçàî jå äà ñå òà÷-

íîñò èçëîæåíîã ïðèáëèæíîã ìîäåëà ïîâå£àâà ñà ïîâå£à»åì áðîjà óâåäåíèõ êðóòèõ

ñåãìåíàòà. Óïðàâî îâà ÷è»åíèöà jå áèëà îãðàíè÷àâàjó£è ôàêòîð ó ïðèìåíè èçëîæå-

íîã ìåòîäà ó âðåìå êàäà ñå ïîjàâèî. Íàèìå, äà áè ñå îáåçáåäèëà äîâî§íà òà÷íîñò
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ìîäåëà ïîòðåáíî jå êîðèñòèòè âå£è áðîj êðóòèõ ñåãìåíàòà. Ìå¢óòèì òàäà ñå ïîâå£àâà

è áðîj jåäíà÷èíà êîjå jå ïîòðåáíî ðåøèòè, øòî jå îòåæàâàëî ïðèìåíó ìåòîäà. Òîêîì

îñàìäåñåòèõ ãîäèíà ïðîøëîã âåêà äîøëî jå äî èíòåíçèâíèjå ïðèìåíå ïåðñîíàëíèõ ðà-

÷óíàðà ó íàó÷íå ñâðõå. Ñàìèì òèì ñó ñå ñòåêëè óñëîâè çà èíòåíçèâíèjå êîðèø£å»å

ìåòîäå êðóòèõ ñåãìåíàòà êîjó jå ïðåäëîæèî Hencky. Çíà÷àjàí áðîj èñòðàæèâà÷à jå

êîðèñòèî ìåòîäó êîjó jå ïðåäëîæèî Hencky. Òàêî ñó ó ðåôåðåíöàìà [35�42] àíàëèçè-

ðàíè åëàñòè÷íà ñòàáèëíîñò è ñëîáîäíå îñöèëàöèjå åëàñòè÷íèõ øòàïîâà ðàçëè÷èòîã

îáëèêà. Ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà jå îâàj ìåòîä ó ïîñëåä»èõ íåêîëèêî ãîäèíà ÷åñòî

êîðèø£åí.

c
l/n

c c c
l/n l/n l/n

l

z x

y

Ñëèêà 2.1: Äèñêðåòèçàöèjà åëàñòè÷íîã øòàïà íà íà÷èí ïðåäëîæåí ó ðåôåðåíöè [34]

Ïîðåä îâå ìåòîäå, çíà÷àjíî jå ïîìåíóòè ïðèñòóï êîjè ñó èçëîæèëè Schiehlen è

Rauh ó ðåôåðåíöè [43]. Îíè ñó ïðåäëîæèëè ðàâàíñêè ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà ó

îáëèêó òðè êðóòà ñåãìåíòà (Vi) , i = 1, 2, 3, êîjè ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè ðîòàöèîíèì

çãëîáîâèìà (âèäåòè ñëèêó 2.2). Ó îâèì çãëîáîâèìà ïîñòàâ§åíå ñó ñïèðàëíå îïðóãå.

Òàêî¢å, ïðâè è òðå£è êðóòè ñåãìåíò (V1 è V3) ñïîjåíè ñó ñïèðàëíîì îïðóãîì. Ïðå-

äëîæåíè ðàâàíñêè ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà íàçâàí jå ñóïåðåëåìåíò.

c1

l1

(V )1

c3

l2

c2

l3

l

(V )2 (V )3

z x

y

Ñëèêà 2.2: Ñóïåðåëåìåíò ïðåäëîæåí ó ðåôåðåíöè [43]
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Àëåêñàíäàð Íèêîëè£ Äîêòîðñêà äèñåðòàöèjà

Àêî ñå ïðåòïîñòàâè äà jå óêóïíà äóæèíà ïîñìàòðàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà l, äóæèíå

óâåäåíèõ êðóòèõ ñåãìåíàòà ñó l1 = l3 = δl è l2 = (1− 2δ) l, ãäå jå 0 < δ < 0.5

êîåôèöèjåíò ïîäåëå ñóïåðåëåìåíòà.

Êðóòîñòè óâåäåíèõ ñïèðàëíèõ îïðóãà ñó

c1 = c3 = 6 (EIz/l) (1− 2δ)2 , c2 = 2 (EIz/l)
(
−1 + 6δ − 6δ2

)
. (2.2)

Âàæíî jå íàïîìåíóòè äà ñå çà âðåäíîñò êîåôèöèjåíòà ïîäåëå ñóïåðåëåìåíòà δ =(
1−

(
1/
√

3
))
/2 äîáèjà jåäíîñòàâíèjè ìîäåë, áåç ñïèðàëíå îïðóãå êîjà ïîâåçójå ïðâè

è òðå£è êðóòè ñåãìåíò, òj. âàæè äà jå c2 = 0 è c1 = c3 = 2EIz/l. Òàêî¢å, äà áè

ñå ïîâå£àëà òà÷íîñò, ìîãó£å jå åëàñòè÷íè øòàï ïîäåëèòè íà âèøå ñóïåðåëåìåíàòà.

Êîíâåðãåíöèjà èçëîæåíîã ïðèñòóïà ïðîâåðåíà jå íà ïðèìåðó îäðå¢èâà»à êðóæíèõ

ôðåêâåíöèjà îñöèëîâà»à åëàñòè÷íå êîíçîëå.

Ó ðåôåðåíöè [44] Rauh è Schiehlen ïðåäëîæèëè ñó ïðîøèðå»å óïîòðåáå èçëî-

æåíå ìåòîäå íà ïðîáëåìå äèíàìè÷êå àíàëèçå åëàñòè÷íå ðîáîòñêå ðóêå. Ïðèòîì jå

ïðåòïîñòàâ§åíî äà jå çàêîí ïðîìåíå óãëà ðîòàöèjå ðóêå ðîáîòà ïîçíàò. Ïîøòî jå

ó ïðåäëîæåíîì ìîäåëó óçåòà ó îáçèð è åëàñòè÷íîñò, äèíàìè÷êî ïîíàøà»å ðóêå ðî-

áîòà jå ñëîæåíî. Ïîêàçàíî jå äà ñå ñà ïðåäëîæåíèì ðàâàíñêèì ñóïåðåëåìåíòîì ìîãó

óñïåøíî ðàçìàòðàòè ïðîáëåìè îáðòà»à åëàñòè÷íå ðîáîòñêå ðóêå ó ðàâíè.

Wang è Huston ñó ó ðåôåðåíöè [45] ïðåäëîæèëè åëåìåíòàðíè çàêîøåíè êðóòè

ñåãìåíò íà ÷èjèì ñó êðàjåâèìà ïîñòàâ§åíå îïðóãå (âèäåòè ñëèêó 2.3).

ci1

b ci2

b

Ci

Izi1

Izi2

IzCi

li i,E

ci1

e

Ci

Ai1

Ai2ACi

li i,E ci2

e

Ci

Ji1

Ji2Jci

li i,Gci1

t ci2

t

(а) (б)

(в)

Oi O'i

Oi O'i

Oi O'i

z x

y

Ñëèêà 2.3: Çàêîøåíè êðóòè ñåãìåíòè ïðåäëîæåíè ó ðåôåðåíöè [45] çà îïèñ: (à)
àêñèjàëíèõ äåôîðìàöèjà, (á) óâèjà»à, (â) ñàâèjà»à
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Ïðåäëîæåíèì êðóòèì ñåãìåíòèìà ìîãó£å jå îïèñàòè òðè âðñòå äåôîðìàöèjà åëà-

ñòè÷íîã øòàïà, òj. àêñèjàëíå äåôîðìàöèjå, óâèjà»å è ñàâèjà»å êîðèø£å»åì îäãî-

âàðàjó£èõ îïðóãà. Ïðèòîì jå ïðåòïîñòàâ§åíî äà ñå ïîâðøèíà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

ëèíåàðíî ñìà»ójå äóæ øòàïà. Ñïåöèjàëíî, ïðåäëîæåíèì ïðèñòóïîì ìîãó áèòè îáó-

õâà£åíè è øòàïîâè êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà àêî ñå ïðåòïîñòàâè äà íåìà çàêî-

øå»à. Ñïàjà»åì âèøå åëåìåíòàðíèõ êðóòèõ ñåãìåíàòà äîáèjà ñå ïðèáëèæíè ìîäåë

åëàñòè÷íîã øòàïà ó îáëèêó ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà ìå¢óñîáíî ïîâåçàíèõ îïðóãàìà

(âèäåòè ñëèêó 2.4).

(V)i
cij

e

(а)

(в)

(б)

(V)j

(V)i cij

t (V)j

(V)i cij

b (V)j

Ñëèêà 2.4: Ñïàjà»å êðóòèõ ñåãìåíàòà èç ðåôåðåíöå [45] ïðè: (à) èñòåçà»ó, (á) óâè-
jà»ó, (â) ñàâèjà»ó

Êðóòîñòè îïðóãà óâåäåíèõ íà êðàjåâèìà ñåãìåíàòà, êîjèìà ñå îïèñójó àêñèjàëíå

äåôîðìàöèjå, óâèjà»å è ñàâèjà»å, ñó:

cei1 =
Ei (AOi − ACi)
OiCi ln (AOi/ACi)

, cei2 =
Ei
(
AO′i − ACi

)
CiO′i ln (AOi/ACi)

, (2.3)

cti1 =
Gi (JOi − JCi)
OiCi ln (Ji1/JCi)

, cti2 =
Gi

(
JO′i − JCi

)
CiO′i ln

(
JO′i/JCi

) , (2.4)

cbi1 =
Ei (IOi − ICi)
OiCi ln (IOi/ICi)

, cbi2 =
Ei
(
IO′i − ICi

)
CiO′i ln

(
IO′i/ICi

) , (2.5)

ðåñïåêòèâíî, ãäå ñó Ei è Gi Young-îâ ìîäóë åëàñòè÷íîñòè è ìîäóë ñìèöà»à ìàòåðè-

jàëà i−òîã êðóòîã ñåãìåíòà, ðåñïåêòèâíî,
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ACi = (2/3)
(
A2
Oi

+ AOiAO′i + A2
O′i

)
/
(
AOi + AO′i

)
(2.6)

jå ïîâðøèíà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà i−òîã êðóòîã ñåãìåíòà íà ìåñòó ñðåäèøòà ìàñà, AOi
è AO′i ñó ïîâðøèíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà i−òîã êðóòîã ñåãìåíòà íà ëåâîì è äåñíîì êðàjó

ñåãìåíòà, ðåñïåêòèâíî,

JCi = (2/3)
(
J2
Oi

+ JOiJO′i + J2
O′i

)
/
(
JOi + JO′i

)
(2.7)

jå ïîëàðíè ìîìåíò èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà i−òîã êðóòîã ñåãìåíòà íà ìåñòó ñðå-
äèøòà ìàñà, JOi è JO′i ñó ïîëàðíè ìîìåíòè èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà i−òîã êðóòîã
ñåãìåíòà íà ëåâîì è äåñíîì êðàjó ñåãìåíòà, ðåñïåêòèâíî,

ICi = (2/3)
(
I2Oi + IOiIO′i + I2O′i

)
/
(
IOi + IO′i

)
(2.8)

jå ìîìåíò èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ó òà÷êè Ci ó îäíîñó íà îñó z, IOi è IO′i ñó

ìîìåíòè èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà i−òîã êðóòîã ñåãìåíòà íà ëåâîì è äåñíîì êðàjó

ñåãìåíòà, ðåñïåêòèâíî,

OiCi = (li/3)
(
AO′i + 2AOi

)
/
(
AOi + AO′i

)
(2.9)

è

CiO′i = (li/3)
(
2AO′i + AOi

)
/
(
AOi + AO′i

)
(2.10)

ïðåäñòàâ§àjó ðàñòîjà»å ñðåäèøòà ìàñà ó îäíîñó íà ëåâè è äåñíè êðàj ñåãìåíòà, ðå-

ñïåêòèâíî, a li jå äóæèíà êðóòîã ñåãìåíòà. Åêâèâàëåíòíà êðóòîñò ñèñòåìà îïðóãà

êîjà íàñòàjå ñïàjà»åì äâå îïðóãå êîjå ïðèïàäàjó ñóñåäíèì åëåìåíòàðíèì êðóòèì ñåã-

ìåíòèìà jå îäðå¢åíà èçðàçèìà:

ceij =
EiEj

(
AOj − ACj

) (
AO′i − ACi

)
Ei
(
AO′i − ACi

)
OjCj ln

(
AOj/ACj

)
+ Ej

(
AOj − ACj

)
CiO′i ln

(
AO′i/ACi

) (2.11)

ctij =
GiGj

(
JOj − JCj

) (
JO′i − JCi

)
Gi

(
JO′i − JCi

)
OjCj ln

(
JOj/JCj

)
+Gj

(
JOj − JCj

)
CiO′i ln

(
JO′i/JCi

) (2.12)

cbij =
EiEj

(
IOj − ICj

) (
IO′i − ICi

)
Ei
(
IO′i − ICi

)
OjCj ln

(
IOj/ICj

)
+ Ej

(
IOj − ICj

)
CiO′i ln

(
IO′i/ICi

) (2.13)
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Ó ñëó÷àjó êàäà ñå ñïàjàjó êðóòè ñåãìåíòè êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà, Ai =

Aj = A, êîíñòàíòíîã Young-îâîã ìîäóëà åëàñòè÷íîñòè, Ei = Ej = E, äóæ ñåãìåíòà,

è jåäíàêèõ äóæèíà, li = lj = l, åêâèâàëåíòíà êðóòîñò îïðóãà jå

ceij =
EA

l
, ctij =

GJ

l
, cbij =

EI

l
. (2.14)

Ó ïîìåíóòîj ðåôåðåíöè èçëîæåíè ïðèñòóï jå êîðèø£åí çà äèíàìè÷êó àíàëèçó

åëàñòè÷íîã øòàïà ïðè ÷åìó ñå ïðåòïîñòàâ§àëî äà ñå øòàï îáð£å îêî âåðòèêàëíå îñå

ïî óíàïðåä çàäàòîì çàêîíó îáðòà»à. Òà÷íîñò ìåòîäå àíàëèçèðàíà jå êðîç ïîðå¢å»å

êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà îñöèëîâà»à ñà äîñòóïíèì ðåçóëòàòèìà ó ëèòåðàòóðè. Òàêî¢å,

ïîêàçàíî jå äà jå èçëîæåíè ìåòîä ïîãîäàí çà äèíàìè÷êó àíàëèçó åëàñòè÷íèõ øòàïîâà

jåð jå ìîãó£å îïèñàòè íåêå ñïåöèôè÷íå åôåêòå êàî è ïðè êîðèø£å»ó àíàëèòè÷êèõ

ìåòîäà êîjå ñó çíàòíî ñëîæåíèjå. Èàêî ïîóçäàí, ÷èíè ñå äà îâàj ìåòîä ñà ñîáîì íîñè

äîñòà ñëîæåíå èçðàçå çà îäðå¢èâà»å ïàðàìåòàðà êðóòîñòè è èíåðöèjå ïðè ñïàjà»ó

ïðåäëîæåíèõ ñåãìåíàòà.

Ó ðåôåðåíöàìà [46, 47], Krodkiewski jå ïðåäëîæèî äà ñå åëàñòè÷íè øòàï äóæèíå

l ïðåäñòàâè ó îáëèêó äâà êðóòà ñåãìåíòà äóæèíà l1 = l2 = l/2 êîjè ñó ìå¢óñîáíî

ïîâåçàíè çãëîáîì êîjè äîïóøòà äâà ñòåïåíà ñëîáîäå êðåòà»à, è òî jåäíó òðàíñëàöèjó

ó ïðàâöó y îñå è jåäíó ðîòàöèjó îêî îñå ïàðàëåëíå îñè z. Ó çãëîáó ñó ïîñòàâ§åíå

öèëèíäðè÷íà è ñïèðàëíà îïðóãà êðóòîñòè:

cM =
EIz
l
, cT =

GA

l
. (2.15)

cT

cM

z x

y

l1 l2

l

(V )1 (V )2

Ñëèêà 2.5: Äèñêðåòèçîâàí ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà ïðåäëîæåí ó ðåôåðåíöè [46]

Banerjee è Nagarajan ñó ó ðåôåðåíöè [48] ïðåäëîæèëè äà ñå åëàñòè÷íè øòàï äó-

æèíå l ïðåäñòàâè ó îáëèêó äâà êðóòà ñåãìåíòà äóæèíà l1 = l2 = l/2 êîjè ñó ìå¢óñîáíî

ïîâåçàíè ñïèðàëíîì îïðóãîì êðóòîñòè (âèäåòè ñëèêó 2.6):
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cφ =
EIz
l
. (2.16)

Ïðåäëîæåíèì íà÷èíîì äèñêðåòèçàöèjå jå ìîãó£å ìîäåëèðàòè ñàâèjà»å ó jåäíîj ðàâíè

åëàñòè÷íîã øòàïà. Êîðèñòå£è ïðèáëèæàí ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà êîjè ñå äîáèjà íà-

êîí äèñêðåòèçàöèjå, àíàëèçèðàíî jå êðåòà»å ñâåìèðñêå ëåòåëèöå, ïðè ÷åìó jå ïðåòïî-

ñòàâ§åíî äà ñó äâå àíòåíå, êîjå ëåòåëèöà íîñè, åëàñòè÷íå è âåëèêå äóæèíå. Ïîêàçàíî

jå äà ñå ïðè íàãëèì ìàíåâðèìà îïèñàíèì ïðèñòóïîì ìîãó óñïåøíî ìîäåëèðàòè äèíà-

ìè÷êå êàðàêòåðèñòèêå îâå ëåòåëèöå. Øòàâèøå, ó ðåôåðåíöè [49], Mitiguy è Banerjee

ñó ïðîøèðèëè èçëîæåíå èäåjå î äèñêðåòèçàöèjè åëàñòè÷íîã øòàïà, òàêî äà jå îñèì

ñàâèjà»à ìîãó£å ìîäåëèðàòè è àêñèjàëíå äåôîðìàöèjå è óâèjà»å åëàñòè÷íîã øòàïà.

Òî ñå ïîñòèæå óâî¢å»åì öèëèíäðè÷íèõ è ñïèðàëíèõ îïðóãà êðóòîñòè:

cx =
AE

l
, cθ =

GJÎ
l
, (2.17)

ðåñïåêòèâíî. Ó ïîìåíóòîj ðåôåðåíöè, àóòîðè ñó èçëîæèëè èäåjó î äèñêðåòèçàöèjè è

íà÷èíó îäðå¢èâà»à êðóòîñòè îïðóãà àëè íèñó èçâðøèëè ïðîâåðó èçëîæåíîã ïðèñòóïà

êðîç ïîðå¢å»å ñà äîñòóïíèì ðåçóëòàòèìà äðóãèõ ñðîäíèõ ìåòîäà ó ëèòåðàòóðè.

cf

z x

y

l1 l2

l

(V )1 (V )2

Ñëèêà 2.6: Äèñêðåòèçîâàí ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà ïðåäëîæåí ó ðåôåðåíöè [48]

Ñâè ïðåòõîäíî èçëîæåíè ïðèáëèæíè ìîäåëè åëàñòè÷íîã øòàïà ïðåäñòàâ§àjó ðà-

âàíñêå ìîäåëå øòàïà, òj. ïðåòïîñòàâ§à ñå äà ñå øòàï äåôîðìèøå ó jåäíîj ðàâíè. Ó

âå£èíè ïðåäñòàâ§åíèõ ìîäåëà ñìàòðà ñå äà jå ñàâèjà»å äîìèíàíòíà âðñòà äåôîðìà-

öèjå. Èçóçåòíî, ó ïðèñòóïèìà èçëîæåíîì ó ðåôåðåíöàìà [45] è [49] jå ïîðåä ñàâèjà»à

ìîãó£å àíàëèçèðàòè àêñèjàëíå äåôîðìàöèjå è óâèjà»å øòàïà, àëè êàî ïîjåäèíà÷íå

äåôîðìàöèjå. Ìå¢óòèì, ó èíæe»åðñêîj ïðàêñè ñå ÷åñòî jàâ§àjó ñëó÷àjåâè îïòåðå-

£å»à ðàçëè÷èòèõ êîíñòðóêöèjà êàäà îâàêâè ìîäåëè íèñó äîâî§íè äà áè ñå àäåêâàòíî

îïèñàî íåêè êîíñòðóêöèîíè åëåìåíò. Ó òàêâèì ñèòóàöèjàìà jå ïîòðåáíî ðàçìàòðàòè

ïðîñòîðíå äåôîðìàöèjå åëàñòè÷íèõ øòàïîâà.
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Ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà ïîñòîjè ñàìî íåêîëèêî ïðèñòóïà êîjè ñå çàñíèâàjó íà ìå-

òîäè êðóòèõ ñåãìåíàòà ïîìî£ó êîjèõ jå ìîãó£å àíàëèçèðàòè ïðîñòîðíå äåôîðìàöèjå

åëàñòè÷íîã øòàïà. Òàêî jå ó ðåôåðåíöè [50], Schiehlen ïðåäëîæèî ïðèáëèæàí ìîäåë

åëàñòè÷íîã øòàïà ó îáëèêó ñèñòåìà îä ÷åòèðè êðóòà ñåãìåíòà ìå¢óñîáíî ïîâåçà-

íèõ çãëîáîâèìà, êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 2.7. Ïðâè è äðóãè, êàî è òðå£è

è ÷åòâðòè êðóòè ñåãìåíò ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè Êàðäàí-Õóêîâèì çãëîáîì, äîê ñó

äðóãè è òðå£è êðóòè ñåãìåíò ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè öèëèíäðè÷íèì çãëîáîì. Îâàj ìî-

äåë äîïóøòà øåñò ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à. Äóæèíå óâåäåíèõ êðóòèõ ñåãìåíàòà ñó

l1 = l4 = δl è l2 = l3 = (1− 2δ) l/2, ïðè ÷åìó jå êîåôèöèjåíò ïîäåëå δ äåôèíèñàí ó

âå£ ïîìåíóòîj ðåôåðåíöè [43] ó êîjîj jå Schiehlen ðàçìàòðàî ðàâàíñêè ìîäåë. Î÷è-

ãëåäía jå âåçà èçìå¢ó ðàâàíñêîã è ïðîñòîðíîã ìîäåëà êîjè jå ïðåäëîæèî Schiehlen

ó ðåôåðåíöàìà [43] è [50], ðåñïåêòèâíî. Àêî ñå çàíåìàðå óçäóæíå äåôîðìàöèjå è

óâèjà»å øòàïà, è ïðåòïîñòàâè äà ïîñòîjè ñàâèjà»å ñàìî ó jåäíîj ðàâíè, jàñíî jå äà ñå

ïðîñòîðíè ìîäåë, ïðåäëîæåí ó ðåôåðåíöè [50], ñâîäè íà ðàâàíñêè ìîäåë ïðèêàçàí ó

ðåôåðåíöè [43]. Ìå¢óòèì, èàêî jå Schiehlen ïðåäëîæèî è ïðîñòîðíè ìîäåë, ó ðåôå-

ðåíöè [50] íèjå äèñêóòîâàíà êðóòîñò îïðóãà êîjå jå ïîòðåáíî ïîñòàâèòè ó çãëîáîâèìà

êîä îâàêâèõ ìîäåëà. Êàñíèjå, ó ðåôåðåíöè [51], Zhao è îñòàëè àóòîðè ñó äåòà§íèjå

îïèñàëè îâàj ìîäåë, äîäàâøè îäãîâàðàjó£å îïðóãå ó çãëîáîâèìà. Êðóòîñòè îïðóãà ó

çãëîáîâèìà, êîjèìà jå îïèñàíî ñàâèjà»å ó ðàâíè xz, îäðå¢åíå ñó íà ñëåäå£è íà÷èí:

c21 = c23 =
6 (1− 2δ)2

12 + λ
GAl, c22 =

12 (λδ − λδ2 + 1)− 2λ

12 + λ

EIy
l
, (2.18)

ãäå jå λ = GAl2/EIy è Iy ïðåäñòàâ§à ìîìåíò èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ó îäíîñó

íà îñó y.

Íà ñëè÷àí íà÷èí ñå ìîãó îäðåäèòè è êðóòîñòè îïðóãà ó çãëîáîâèìà êîjèìà jå

äåôèíèñàíî ñàâèjà»å ó ðàâíè xy. Êðóòîñòè îïðóãà ó öèëèíäðè÷íîì çãëîáó ñó:

c11 =
EA

l
, c12 =

GJ

l
. (2.19)

Èçëîæåíè ïðèñòóï jå ó ðåôåðåíöè [52] êîðèø£åí çà ôîðìèðà»å ïðèáëèæíîã ìî-

äåëà âåòðîãåíåðàòîðà, à ïîòîì çà àíàëèçó ñëîáîäíèõ è ïðèíóäíèõ îñöèëàöèjà ôîð-

ìèðàíîã ìîäåëà. Òàêî¢å, ó ðåôåðåíöè [51] jå èñòè ïðèñòóï êîðèø£åí çà ôîðìèðà»å

ïðèáëèæíîã ìîäåëà âåòðîãåíåðàòîðà, àëè jå óçåòà ó îáçèð è åëàñòè÷íîñò ïîäëîãå.

Àíàëèçèðàí jå óòèöàj ïðèíóäíèõ ñèëà êîjå ñå jàâ§àjó òîêîì çåì§îòðåñà íà ìîäàëíî

ïîíàøà»å âåòðîãåíåðàòîðà. Äðóãè çíà÷àjàí ïðèñòóï êîjè ñå áàâè ïðèìåíîì ìåòîäå
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êðóòèõ ñåãìåíàòà ó ïðîñòîðíîj àíàëèçè åëàñòè÷íèõ øòàïîâà jå òçâ. ìåòîä êðóòèõ

êîíà÷íèõ åëåìåíàòà, êîjè ñå ñêðà£åíî íàçèâà è RFEM (ñêðà£åíèöà îä åíãëåñêå ðå÷è

Rigid Finite Element Method).

dlz

x

y
(V )1 (V )3

q3 q4

c11c12

q6

q
5

c23

c33

(V )4

q2

q1

c21

c31

(V )2

c32

c22

(1 2 ) /2- d l (1 2 ) /2- d l dl

Ñëèêà 2.7: Äèñêðåòèçîâàí ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà ïðåäëîæåí ó ðåôåðåíöàìà [51, 52]

Îâà âàðèjàíòà ìîäåëèðà»à êðóòèì òåëèìà jå íàñòàëà íà Òåõíè÷êîì Óíèâåðçèòåòó

ó Ãäà»ñêó (Ïî§ñêà) à »åíå îñíîâå jå 1975. ãîäèíå ïðâè èçëîæèî Kruszewski ó ðå-

ôåðåíöè [53]. Èäåjà îâå âàðèjàíòå jå äà ñå åëàñòè÷íè øòàï äóæèíå l ìîæå ïîäåëèòè

íà äâà êðóòà åëåìåíòà, rfe1 è rfe2, jåäíàêå äóæèíå l/2. Îçíàêà êðóòèõ ñåãìåíàòà

'rfe' ïðåäñòàâ§à ñêðà£åíèöó îä åíãëåñêîã íàçèâà 'rigid �nite element'. Îâè êðóòè

åëåìåíòè îïèñójó èíåðöèjàëíà ñâîjñòâà åëàñòè÷íîã øòàïà, è ìå¢óñîáíî ñó ïîâåçàíè

ëàêèì áåçäèìåíçèîíèì åëàñòî-ïðèãóøíèì åëåìåíòîì sde (ñêðà£åíèöà îä åíãëåñêîã

íàçèâà 'spring-damping element'), êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 2.8.

l/2 l/2
sde

rfe
1

rfe
2

Ñëèêà 2.8: Äèñêðåòèçîâàí ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà ïðåäëîæåí ó ðåôåðåíöè [53]

Åëàñòî-ïðèãóøíè åëåìåíò (sde) äîïóøòà øåñò ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à êðóòîã

åëåìåíòà rfe2 ó îäíîñó íà rfe1, è òî òðè òðàíñëàöèjå pξ, pη è pζ ó ïðàâöó êîîðäèíàòíèõ

îñà ξ1, η1 è ζ1, ðåñïåêòèâíî, è òðè ðîòàöèjå qξ, qη è qζ îêî êîîðäèíàòíèõ îñà ξ2, η2 è

ζ2, ðåñïåêòèâíî (âèäåòè ñëèêó 2.9).
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C1 x1

h1

z1

x2

h2

z2

px

pz

ph

qx

qh

qz

C2

Ñëèêà 2.9: Ðåëàòèâíå êîîðäèíàòå äèñêðåòèçîâàíîã ìîäåëà åëàñòè÷íîã øòàïà èç ðå-
ôåðåíöå [54]

Çà ðàçëèêó îä îñòàëèõ ïðèñòóïà, îâäå íèñó ôèçè÷êè óâî¢åíå îïðóãå êàêî áè ñå

ìîäåëèðàëà åëàñòè÷íîñò øòàïà, âå£ jå ðå÷åíî äà jå ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà êîjà ïîòè÷å

îä åëàñòî-ïðèãóøíîã åëåìåíòà:

Πsde =
1

2
wT
sdeKsdewsde, (2.20)

ãäå jå wsde =
[
pξ pη pζ qξ qη qζ

]T
âåêòîð ðåëàòèâíèõ äåôîðìàöèjà ó åëàñòî-

ïðèãóøíîì åëåìåíòó, Ksde = diag(cpξ , cpη , cpζ , cqξ , cqη , cqζ) ìàòðèöà êðóòîñòè åëàñòî-

ïðèãóøíîã åëåìåíòà,

cpξ = cpζ =
GA

l
, cpη =

EA

l
, cqξ =

EIξ
l
, cqη =

GA

l
, cqζ =

EIζ
l

(2.21)

ñó åëåìåíòè ìàòðèöå êðóòîñòè, ïðè ÷åìó ñó Iξ è Iζ ìîìåíòè èíåðöèjå ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà øòàïà ó îäíîñó íà îñå ξ è η, ðåñïåêòèâíî.

Îä ñâèõ äî ñàäà èçëîæåíèõ âàðèjàíòè ìåòîäå êðóòèõ ñåãìåíàòà îâà âàðèjàíòà jå

íàjâèøå êîðèø£åíà ó ëèòåðàòóðè çà ðåøàâà»å ðàçëè÷èòèõ èíæå»åðñêèõ ïðîáëåìà.

Íàâî¢å»å ñâèõ ðåôåðåíöè ó êîjèìà jå îâàj ïðèñòóï êîðèø£åí áèî áè ñóâèøå îáè-

ìàí ïîñàî êîjè ïðåâàçèëàçè îáèì è öè§ îâå äèñåðòàöèjå. Çàòî jå âàæíî ïîìåíóòè

ðåôåðåíöó [55] êîjà ïðåäñòàâ§à ïðåãëåäíè ðàä ïîñâå£åí îâîì ïðèñòóïó, ó êîjåì ñó

ïîáðîjàíè ìíîãîáðîjíè ðàäîâè ó êîjèìà jå îâàj ïðèñòóï êîðèø£åí è äà§å ðàçâèjàí.

Òàêî¢å, ó ìîíîãðàôèjè [54] jå äåòà§íî îïèñàí îâàj ïðèñòóï, êàî è ñâå »åãîâå ìîäèôè-
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êàöèjå è ïðèìåíå îä íàñòàíêà ïà äî äàíàñ. ×è»åíèöà jå äà jå îâà âàðèjàíòà ìåòîäà

êðóòèõ ñåãìåíàòà è äàíàñ àêòóåëíà è êîðèø£åíà îä ñòðàíå ìíîãèõ èñòðàæèâà÷à.

Íà îñíîâó ñâåãà äî ñàäà ðå÷åíîã jàñíî jå äà jå ìåòîä êðóòèõ ñåãìåíàòà íàøàî ñâîjå

ìåñòî ìå¢ó ìåòîäàìà çà ñòàòè÷êó è äèíàìè÷êó àíàëèçó åëàñòè÷íèõ øòàïîâà. Äîêàç

äà jå è äà§å àêòóåëàí ó èñòðàæèâà÷êèì êðóãîâèìà jå âåëèêè áðîj îájàâ§åíèõ ðàäîâà

ó êîjèìà ñå îâàj ìåòîä êîðèñòè ó ïîñëåä»èõ íåêîëèêî ãîäèíà. Ïîjàâà ìî£íèõ ïåð-

ñîíàëíèõ ðà÷óíàðà è äîáðî ðàçâèjåíè àëãîðèòìè àíàëèòè÷êå ìåõàíèêå ñó îñíîâíè

ðàçëîã çáîã êîãà îâàj ìåòîä äîáèjà íà çíà÷àjó ó ïîñëåä»å âðåìå. Èàêî ïðèáëèæàí,

îâàj ìåòîä ìîæå äà îáåçáåäè âåîìà ïðåöèçíå ðåçóëòàòå àêî ñå ïîâå£à áðîj êðóòèõ

ñåãìåíàòà ó àíàëèçè. Îòóäà è ìîòèâ äà ñå ó îâîj äèñåðòàöèjè ðàçìîòðè jåäàí íîâè,

àëòåðíàòèâíè ïðèñòóï ó ìåòîäó êðóòèõ ñåãìåíàòà êîjè £å áèòè äåòà§íî îïèñàí ó

íàðåäíèì ïîãëàâ§èìà.
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3 ÌÎÄÅË ÍÅÕÎÌÎÃÅÍÎÃ ÅËÀÑÒÈ×ÍÎÃ ØÒÀÏÀ ÏÐÎ-

ÌÅÍ�ÈÂÎÃ ÏÎÏÐÅ×ÍÎÃ ÏÐÅÑÅÊÀ Ó ÎÁËÈÊÓ ÑÈ-

ÑÒÅÌÀ ÊÐÓÒÈÕ ÑÅÃÌÅÍÀÒÀ

3.1 Óâîäíà ðàçìàòðà»à

Ó îâîì ïîãëàâ§ó áè£å ïðåäëîæåí ïðèáëèæàí ìîäåë íåõîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà

ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ó îáëèêó ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà êîíñòàíòíîã ïî-

ïðå÷íîã ïðåñåêà ìå¢óñîáíî ïîâåçàíèõ îäãîâàðàjó£èì åëàñòè÷íèì çãëîáîâèìà. Ïîä

íåõîìîãåíèì øòàïîì ñå ó äà§èì ðàçìàòðà»èìà ïîäðàçóìåâà øòàï ÷èjè ñå ìîäóë

åëàñòè÷íîñòè è ãóñòèíà ìå»àjó äóæ ïîäóæíå îñå øòàïà. Íàjïðå £å áèòè àíàëèçèðàí

õîìîãåíè åëàñòè÷íè øòàï êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà è ôîðìèðàí èçðàç çà ïî-

òåíöèjàëíó åíåðãèjó òàêâîã øòàïà. Áè£å óâåäåíå îäðå¢åíå òðàíñôîðìàöèjå êàêî áè

ñå ìàòðèöà êðóòîñòè øòàïà ñâåëà íà äèjàãîíàëíè îáëèê. Îâèì £å áèòè îìîãó£åíî äà

ñå íà åôèêàñàí íà÷èí ôîðìèðà ïðèáëèæàí ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà. Óç ïîìî£ îâîã

ïðèáëèæíîã ìîäåëà áè£å èçâðøåíà äèñêðåòèçàöèjà íåõîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà

ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà.

3.2 Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà õîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà

êîíñòàíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

Íåêà jå äàò õîìîãåíè åëàñòè÷íè øòàï êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðèêàçàí

íà ñëèöè 3.1. Øòàï jå äóæèíå l è íà ñâîì ëåâîì êðàjó B1 jå óêëåøòåí, à íà ñâîì

äåñíîì êðàjó B2 jå ñëîáîäàí. Èíåðöèjàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì B1xyz jå ôèêñèðàí íà

óêëåøòåíîì êðàjó øòàïà ïðè ÷åìó ñå îñà x ïîêëàïà ñà îñîì øòàïà ó íåäåôîðìèñàíîì

ñòà»ó. Îñå y è z ïðåäñòàâ§àjó ãëàâíå öåíòðàëíå îñå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà.
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Àêî ñå íà ñëîáîäíîì êðàjó øòàïà äåëójå íåêîì ñèëîì, äîëàçè äî óãèáà êðàjà B2

ó ïðàâöó êîîðäèíàòíèõ îñà çà âðåäíîñòè ux, uy è uz êàî è äî ðîòàöèjå ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà øòàïà íà êðàjó B2 ó îäíîñó íà êîîðäèíàòíè ñèñòåì B1xyz. Óãëîâè ðîòàöèjå

ñó îçíà÷åíè ñà ϕ, ψ è θ è ïðåäñòàâ§àjó ðîòàöèjó îêî êîîðäèíàòíèõ îñà x, y è z,

ðåñïåêòèâíî.

uy

IIy

y

j
x

q
uzIIz

B2

y

z

x

B1

ux

l

Ñëèêà 3.1: Åëàñòè÷íè øòàï äóæèíå l

Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà åëàñòè÷íî äåôîðìèñàíîã øòàïà ìîæå áèòè èçðàæåíà íà

ñëåäå£è íà÷èí:

Π =
1

2
wT
B2

KB2wB2 , (3.1)

ãäå jå wB2 =
[
ux uy uz ϕ ψ θ

]T
âåêòîð äåôîðìàöèjå íà ñëîáîäíîì êðàjó øòàïà

B2, à ìàòðèöà KB2 ïðåäñòàâ§à ìàòðèöó êðóòîñòè åëàñòè÷íîã øòàïà êîjà ñå, ïðåìà

ðåôåðåíöè [56], ìîæå èçðàçèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

KB2 =



EA
l

0 0 0 0 0

0 12EIz
l3(1+φ2)

0 0 0 − 6EIz
l2(1+φ2)

0 0 12EIy
l3(1+φ3)

0 6EIy
l2(1+φ3)

0

0 0 0 GJ
l

0 0

0 0 6EIy
l2(1+φ3)

0 (4+φ3)EIy
l(1+φ3)

0

0 − 6EIz
l2(1+φ2)

0 0 0 (4+φ2)EIz
l(1+φ2)


, (3.2)
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ãäå jå G ìîäóë ñìèöà»à, A ïîâðøèíà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà, Iy è Iz ñó ìîìåíòè

èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà ó îäíîñó íà ãëàâíå öåíòðàëíå îñå y è z, ðåñïå-

êòèâíî, J jå ïîëàðíè ìîìåíò èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà, à φ2 è φ3 ïðåäñòàâ§àjó

êîåôèöèjåíòå ñìèöà»à äóæ îñà y è z, ðåñïåêòèâíî. Ñ îáçèðîì äà ñå ó îâîì ðàäó

ðàçìàòðà Îjëåð-Áåðíóëèjåâ ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà ó êîjåì ñå çàíåìàðójå ñìèöà»å,

ó äà§èì ðàçìàòðà»èìà £å áèòè óçåòî äà jå φ2 = φ3 = 0, ïà ìàòðèöà êðóòîñòè ñàäà

äîáèjà îáëèê:

KB2 =



EA
l

0 0 0 0 0

0 12EIz
l3

0 0 0 −6EIz
l2

0 0 12EIy
l3

0 6EIy
l2

0

0 0 0 GJ
l

0 0

0 0 6EIy
l2

0 4EIy
l

0

0 −6EIz
l2

0 0 0 4EIz
l


. (3.3)

Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè, ìàòðèöà KB2 jå ñèìåòðè÷íà. Öè§ jå äà ìàòðèöà êðó-

òîñòè ðàçìàòðàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà áóäå äèjàãîíàëíà êàêî áè ñå ïðèáëèæíè ìîäåë

øòàïà ìîãàî åôèêàñíèjå ôîðìèðàòè. Ìàòðèöà êðóòîñòè KB2 äîáèjåíà jå àíàëèçîì

äåôîðìàöèjå ñëîáîäíîã êðàjà øòàïà B2. Íà îñíîâó èäåjå î åëàñòè÷íîì öåíòðó, èçëî-

æåíå ó ðåôåðåíöè [57], ðàçìîòðèìî âåçó èçìå¢ó êîîðäèíàòà âåêòîðà äåôîðìàöèjà íà

êðàjó åëàñòè÷íîã øòàïà B2 è ó åëàñòè÷íîì öåíòðó.

Íåêà jå íà ñëîáîäíîì êðàjó åëàñòè÷íîã øòàïà B2 ôèêñèðàí ôèêòèâíè ëàêè êðóòè

øòàï äóæèíå B2B3 = l/2, ïðè ÷åìó ñå òà÷êà B3 êðóòîã øòàïà (åëàñòè÷íè öåíòàð)

ïîêëàïà ñà ñðåäèøòåì íåäåôîðìèñàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà B1B2 (âèäåòè ñëèêó 3.2).

Íåêà ñó uB2 =
[
uB2x uB2y uB2z

]T
è uB3 =

[
uB3x uB3y uB3z

]T
âåêòîðè ïîìå-

ðà»à ó òà÷êàìà B2 è B3, ðåñïåêòèâíî.

Àêî ñå óçìå ó îáçèð äà ñó âåêòîðè ðîòàöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà ó òà÷êàìà

B2 è B3 jåäíàêè, òj. äà âàæè äà jå ΘB2 = ΘB3 = Θ =
[
ϕ ψ θ

]T
, âåçà èçìå¢ó

âåêòîðà ïîìåðà»à uB2 è uB3 ñå ìîæå óñïîñòàâèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

uB2 = uB3 + p̃Θ, (3.4)

ãäå p̃ ïðåäñòàâ§à êîñî-ñèìåòðè÷íó ìàòðèöó êîjà îäãîâàðà âåêòîðó p =
−−−→
B2B3.

Êîíà÷íî, âåêòîð äåôîðìàöèjå åëàñòè÷íîã øòàïà íà ñëîáîäíîì êðàjó B2 ñå ìîæå

èçðàçèòè ó ôóíêöèjè âåêòîðà äåôîðìàöèjå ó òà÷êè B3 íà ñëåäå£è íà÷èí:
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wB2 = RB2,B3wB3 , (3.5)

ãäå ñó wB2 =
[

uTB2
ΘT

]T
è wB3 =

[
uTB3

ΘT
]T

âåêòîðè äåôîðìàöèjå åëàñòè÷íîã

øòàïà ó òà÷êàìà B2 è B3, à

RB2,B3 =

 I3×3 p̃

03×3 I3×3

 , (3.6)

ïðåäñòàâ§à ìàòðèöó òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà èçìå¢ó òà÷àêà B2 è B3.

uy

IIy

y

j
x

q
uzIIz

B2

y

z

x

B1

ux

l

B3

Ñëèêà 3.2: Åëàñòè÷íè öåíòàð øòàïà

Ñàäà ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó åëàñòè÷íîã øòàïà ìîæåìî èçðàçèòè ó ôóíêöèjè âå-

êòîðà äåôîðìàöèjå ó òà÷êè B3 êîðèø£å»åì èçðàçà (3.1) è (3.5) íà ñëåäå£è íà÷èí:

Π =
1

2
wT
B3

KB3wB3 , (3.7)

ïðè ÷åìó âàæè äà jå

KB3 = RT
B2,B3

KB2RB2,B3 = diag

(
AE

l
,
12EIz
l3

,
12EIy
l3

,
GJ

l
,
EIy
l
,
EIz
l

)
. (3.8)

Äàêëå, ìàòðèöà êðóòîñòè KB3 ñðà÷óíàòà çà åëàñòè÷íè öåíòàð ïðåäñòàâ§à äèjà-

ãîíàëíó ìàòðèöó øòî çíà÷àjíî ïîjåäíîñòàâ§ójå ôîðìèðà»å äèñêðåòèçîâàíîã ìîäåëà

î ÷åìó £å áèòè ðå÷è ó íàðåäíîì ïîãëàâ§ó.
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3.3 Äèñêðåòèçàöèjà õîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà êîíñòàíòíîã

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà íà êðóòå ñåãìåíòå

Îâäå £å áèòè èçëîæåíå îñíîâíå èäåjå î äèñêðåòèçàöèjè õîìîãåíîã åëàñòè÷íîã

øòàïà êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà íà êðóòå ñåãìåíòå êîjå £å ïðåäñòàâ§àòè îñíîâó

äà§èõ ðàçìàòðà»à ó îâîj äèñåðòàöèjè. Íà ñëèöè 3.3(à) ïðèêàçàí jå ïðåäëîæåíè ïðè-

áëèæíè ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà, êîjè ñå ñàñòîjè îä òðè êðóòà ñåãìåíòà îçíà÷åíà ñà

(Vi) (i = 0, 1, 2). Ïî÷åòàê ïðâîã êðóòîã ñåãìåíòà (V0) ïîêëàïà ñå ñà òà÷êîì B1, êðàj

êðóòîã ñåãìåíòà (V2) ñå ïîêëàïà ñà òà÷êîì B2, äîê ïî÷åòàê êðóòîã ñåãìåíòà (V2) îä-

ãîâàðà òà÷êè B3 åëàñòè÷íîã øòàïà ïðèêàçàíîã íà ñëèöè 3.2. Ãóñòèíà ìàòåðèjàëà ρ,

ìîäóë åëàñòè÷íîñòè E è ïîâðøèíà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà A óâåäåíèõ êðóòèõ ñåãìåíàòà

ñó èñòè êàî è êîä åëàñòè÷íîã øòàïà. Äóæèíå êðóòèõ ñåãìåíàòà (V0) è (V1) ñó δl/2 è

(1− δ) l/2, ðåñïåêòèâíî, ãäå jå δ êîåôèöèjåíò ïîäåëå è âàæè äà jå 0 ≤ δ ≤ 1. Äóæèíà

êðóòîã ñåãìåíòà (V3) jå l/2. Êàî øòî ñå ìîæå è âèäåòè, çáèð äóæèíà ïðâà äâà êðóòà

ñåãìåíòà jå óâåê l/2, jåð jå ïîòðåáíî äà äóæèíà òðå£åã êðóòîã ñåãìåíòà óâåê áóäå

jåäíàêà l/2, êàêî áè ñå òà÷êà B3 ñòàëíî ïîêëàïàëà ñà åëàñòè÷íèì öåíòðîì.

(V )0

c3

z

x

y
q5

q6

c5

c6

q2

c2

q3
q4 q1

c4 c1

(V )1
(V )2

B1 B2dl/2 (1- ) /2d l B3 l/2

(a)

( )JE1

(V )0

z

x

y
(V )1 (V )2

B1 B2dl/2 (1- ) /2d l B3 l/2
( )JE2

( )б

Ñëèêà 3.3: Äèñêðåòèçàöèjà õîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðå-
ñåêà íà êðóòå ñåãìåíòå: (a) äåòà§àí ïðèêàç, (á) óïðîø£åí ïðèêàç
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Êðóòè ñåãìåíòè (V0) è (V1) ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè ïîìî£ó çãëîáà êîjè äîïóøòà

÷åòèðè ñòåïåíà ñëîáîäå êðåòà»à, è òî òðè òðàíñëàöèjå ó ïðàâöó êîîðäèíàòíèõ îñà

x, y è z, êàî è ðîòàöèjó îêî x îñå. Êðóòè ñåãìåíòè (V1) è (V2) ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè

Êàðäàí-Õóêîâèì çãëîáîì êîjè äîïóøòà äâà ñòåïåíà ñëîáîäå êðåòà»à, òj. ðîòàöèjå

îêî îñà y è z. Íà îâàj íà÷èí ñå äîáèjà äèñêðåòèçîâàí ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà ó

îáëèêó òðè êðóòà ñåãìåíòà ñà øåñò ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à êîjèìà îäãîâàðàjó ãå-

íåðàëèñàíå êîîðäèíàòå qi (i = 1, . . . , 6) , êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 3.3(à). Äà

áè ïðåäëîæåíè ïðèáëèæíè ìîäåë ìîãàî äà îïèøå åëàñòè÷íà ñâîjñòâà øòàïà, ïî-

òðåáíî jå ó ñâàêîì îä ïîìåíóòèõ çãëîáîâà ïîñòàâèòè îïðóãó îäãîâàðàjó£å êðóòîñòè

ci (i = 1, . . . , 6). Êðóòîñò óâåäåíèõ îïðóãà jå ìîãó£å îäðåäèòè âîäå£è ñå ïðèíöèïîì

åêâèâàëåíòíîñòè ïîòåíöèjàëíèõ åíåðãèjà åëàñòè÷íîã øòàïà è ïðåäëîæåíîã ñèñòåìà

êðóòèõ ñåãìåíàòà.

Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ïðåäëîæåíîã ìîäåëà ñå ìîæå èçðàçèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

Π =
1

2
qTKqq, (3.9)

ãäå jå

q =
[
q1 q2 q3 q4 q5 q6

]T
(3.10)

âåêòîð ðåëàòèâíèõ êîîðäèíàòà, à

Kq = diag (c1, c2, c3, c4, c5, c6) (3.11)

ïðåäñòàâ§à ìàòðèöó êðóòîñòè. Ïîøòî jå ïðåäëîæåíè ìîäåë èçàáðàí òàêî äà jå âåêòîð

ðåëàòèâíèõ êîîðäèíàòà jåäíàê âåêòîðó äåôîðìàöèjå åëàñòè÷íîã øòàïà ó òà÷êè B3,

òj. q ≡ wB3 , äà áè ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà åëàñòè÷íîã øòàïà è ïðåäëîæåíîã ìîäåëà

áèëå åêâèâàëåíòíå, ïîòðåáíî jå äà âàæè äà jå Kq ≡ KB3 , ïà íà îñíîâó jåäíàêîñòè

èçðàçà (3.8) è (3.11) âàæè äà ñó âðåäíîñòè êðóòîñòè îïðóãà ó çãëîáîâèìà:

c1 =
AE

l
, c2 =

12EIz
l3

, c3 =
12EIy
l3

, c4 =
GJ

l
, c5 =

EIy
l
, c6 =

EIz
l
. (3.12)

Ñàäà ñó äåôèíèñàíè ñâè ïàðàìåòðè êîjè áëèæå äåôèíèøó ïðåäëîæåíè ìîäåë

åëàñòè÷íîã øòàïà ó îáëèêó êðóòèõ ñåãìåíàòà. Ó äà§èì ðàçìàòðà»èìà êîðèñòè£å ñå

óïðîø£åíè ïðèêàç, êàî íà ñëèöè 3.3(á).
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3.4 Äèñêðåòèçàöèjà íåõîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§è-

âîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà íà êðóòå ñåãìåíòå

Íåõîìîãåíè øòàïîâè ñà ïðîìåí§èâèì ïîïðå÷íèì ïðåñåêîì ñå ïðåìà íà÷èíó ïðî-

ìåíå ïàðàìåòàðà ìàòåðèjàëà è ïîïðå÷íîã ïðåñåêà äóæ øòàïà ìîãó ïîäåëèòè ó äâå

ãðóïå.

Ó ïðâó ãðóïó ñïàäàjó øòàïîâè ñà êîíòèíóàëíîì ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà øòàïà, êàî

øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 3.4(à). Ïàðàìåòðè ìàòåðèjàëà îâèõ øòàïîâà, ãóñòèíà è ìî-

äóë åëàñòè÷íîñòè, ìå»àjó ñå ñàãëàñíî çàêîíèìà ïðîìåíå ρ (x) è E (x), ðåñïåêòèâíî,

ãäå jå x óçäóæíà êîîðäèíàòà øòàïà çà êîjó âàæè äà jå (0 ≤ x ≤ L), à L ïðåäñòà-

â§à óêóïíó äóæèíó øòàïà. Òàêî¢å, ãåîìåòðèjñêå êàðàêòåðèñòèêå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

øòàïà, ïîâðøèíà è ìîìåíòè èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ó îäíîñó íà ãëàâíå öåí-

òðàëíå îñå y è z, äåôèíèñàíå ñó çàêîíèìà ïðîìåíå A (x), Iy (x) è Iz (x), ðåñïåêòèâíî.

L

x

A x( ), I (x), Iy z(x)

E(x), (x)r

O0

z x

y(a)

B

P’

P

L

L
1

( )б

L
2

L
n
-1

L
n

..
.

O0

P

B

P’

A ,n, I , Iy       z

E ,n nr

n n

Ñëèêà 3.4: Åëàñòè÷íè øòàï ñà êîíòèíóàëíîì ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà: (à) òà÷àí îáëèê,
(á) ïðèáëèæàí îáëèê
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Ó äðóãó ãðóïó ñïàäàjó øòàïîâè ñà ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïîïðå÷íîã ïðåñåêà äóæ

îñå øòàïà, êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 3.5(à). Îâè øòàïîâè ñå ó îïøòåì ñëó÷àjó

ñàñòîjå îä n ñåãìåíàòà ðàçëè÷èòèõ äóæèíà Li, ãåîìåòðèjñêèõ êàðàêòåðèñòèêà ïî-

ïðå÷íîã ïðåñåêà (Ai, Iyi , Izi) è êàðàêòåðèñòèêà ìàòåðèjàëà (ρi, Ei), ïðè ÷åìó èíäåêñ

i óçèìà âðåäíîñòè i = 1, . . . , n.

L

L
1

( )a

L
2

L
n
-1

L
n
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.

( )б
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.

1
2
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.
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2
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.

1
2
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1
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B
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B
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Ñëèêà 3.5: Åëàñòè÷íè øòàï ñà ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà: (à) òà÷àí îáëèê,
(á) òà÷àí îáëèê ñà ñåêóíäàðíèì åëàñòè÷íèì ñåãìåíòèìà

Èìàjó£è ó âèäó ðàçëèêå èçìå¢ó îâå äâå ãðóïå øòàïîâà ïîòðåáíî jå ïðèëàãîäèòè

íà÷èí äèñêðåòèçàöèjå ñâàêîj îä »èõ. Êîä àíàëèçå øòàïîâà ñà êîíòèíóàëíîì ïðî-

ìåíîì ïàðàìåòàðà äóæ øòàïà, èäåjà jå äà ñå ó ïðâîì êîðàêó çàäàòè îáëèê øòàïà

ïðèáëèæíî îïèøå óâî¢å»åì n åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà jåäíàêèõ äóæèíà Li = L/n,

ïðè ÷åìó ñâàêè îä óâåäåíèõ ñåãìåíàòà èìà êîíñòàíòíå ãåîìåòðèjñêå êàðàêòåðèñòèêå

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà (Ai, Iyi , Izi) è êàðàêòåðèñòèêå ìàòåðèjàëà (ρi, Ei), êîjå ñå ìîãó

äåôèíèñàòè íà ñëåäå£è íà÷èí (âèäåòè ñëèêó 3.4(á)):

Ai = (A (xi − Li/2) + A (xi) + A (xi + Li/2)) /3, (3.13)

Iyi = (Iy (xi − Li/2) + Iy (xi) + Iy (xi + Li/2)) /3, (3.14)

Izi = (Iz (xi − Li/2) + Iz (xi) + Iz (xi + Li/2)) /3, (3.15)
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ρi = (ρ (xi − Li/2) + ρ (xi) + ρ (xi + Li/2)) /3, (3.16)

Ei = (E (xi − Li/2) + E (xi) + E (xi + Li/2)) /3, (3.17)

ãäå jå

xi =


L1/2, i = 1,
i−1∑
u=1

Lu + Li/2, i > 1.
(3.18)

Óâåäåíè åëàñòè÷íè ñåãìåíòè êîä îâå âðñòå øòàïîâà £å óáóäó£å áèòè íàçèâàíè

ïðèìàðíèì ñåãìåíòèìà. Èçíåòà èäåjà íèjå íîâà è óîáè÷àjåíà jå ïðè êîðèø£å»ó ìå-

òîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà çà àíàëèçó îâå âðñòå øòàïîâà (âèäåòè [24]). Íà îâàj íà÷èí

jå ìîãó£å ïðèáëèæíî îïèñàòè øòàïîâå ñà áèëî êîjèì êîíòèíóàëíèì çàêîíîì ïðî-

ìåíå ïàðàìåòàðà äóæ øòàïà. Ñà ïîâå£à»åì áðîjà óâåäåíèõ åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà

n, ãðåøêà íàñòàëà ïðèáëèæíèì îïèñîì øòàïà ñå çíà÷àjíî ñìà»ójå, ïà jå óïîòðåáà

îâàêâîã íà÷èíà îïðàâäàíà. Ó äðóãîì êîðàêó ñå ñâàêè îä n óâåäåíèõ åëàñòè÷íèõ

ñåãìåíàòà çàìå»ójå ñà òðè êðóòà ñåãìåíòà, êîjè ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè åëàñòè÷íèì

çãëîáíèì åëåìåíòèìà, êàî øòî jå âå£ îïèñàíî ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó (âèäåòè ñëèêó

3.3). Êîíà÷íî ñå äîáèjà ïðèáëèæàí ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà ñà êîíòèíóàëíîì ïðîìå-

íîì ïàðàìåòàðà ó îáëèêó 2n+1 êðóòèõ ñåãìåíàòà ìå¢óñîáíî ïîâåçàíèõ îäãîâàðàjó£èì

åëàñòè÷íèì çãëîáíèì åëåìåíòèìà.

Êîä äðóãå ãðóïå øòàïîâà ñà çàäàòîì ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà äóæ

øòàïà íåìà ïîòðåáå çà áèëî êàêâèì ïðèáëèæíèì ïðåäñòàâ§à»åì ïàðàìåòàðà jåð

ñó îâè ïàðàìåòðè çàäàòè è êîíñòàíòíè çà ñâàêè îä n ñåãìåíàòà. Ìå¢óòèì, èàêî ñó

äóæèíå ñåãìåíàòà Li (i = 1, . . . , n) çàäàòå, ìîãó£å jå äà îâå äóæèíå áóäó âåëèêå, ïà áè

äèñêðåòèçàöèjà ñâàêîã îä n çàäàòèõ ñåãìåíàòà êàî jåäíîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà áèëà

ãðóáà è íîñèëà ñà ñîáîì çíà÷àjíå ãðåøêå. Çàòî jå ïîòðåáíî ñâàêè îä n çàäàòèõ åëà-

ñòè÷íèõ ñåãìåíàòà ïîäåëèòè íà äîäàòíèõ k åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà çà êîjå £å ó äà§èì

ðàçìàòðà»èìà áèòè êîðèø£åí òåðìèí ñåêóíäàðíè ñåãìåíòè. Íà òàj íà÷èí ñå äîáèjà

n · k åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà, ïðè ÷åìó jå n äåôèíèñàíî çàäàòèì îáëèêîì øòàïà, äîê

jå k ìîãó£å ïîâå£àâàòè êàêî áè ñå ïîñòèãëà çàäîâî§àâàjó£à òà÷íîñò (âèäåòè ñëèêó

3.5(à)). Äðóãè êîðàê ó äèñêðåòèçàöèjè îâèõ øòàïîâà jå èñòè êàî è êîä ïðâå ãðóïå

øòàïîâà. Ñâàêè îä n · k åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà ïðåäñòàâ§åí jå ó îáëèêó òðè êðóòà

ñåãìåíòà ìå¢óñîáíî ïîâåçàíà åëàñòè÷íèì çãëîáíèì åëåìåíòèìà. Êîíà÷íî ñå äîáèjà
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ïðèáëèæíè ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà ñà ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà ó îáëèêó

2n ·k+1 êðóòèõ ñåãìåíàòà ìå¢óñîáíî ïîâåçàíèõ îäãîâàðàjó£èì åëàñòè÷íèì çãëîáíèì

åëåìåíòèìà. Êðóòîñòè îïðóãà óâåäåíèõ ó ñâàêîì îä 2s çãëîáíèõ åëåìåíàòà ñå íà

îñíîâó èçðàçà (3.12) ìîãó îäðåäèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

c6s−5 = k
AiE

Li
, c6s−4 = k3

12EIzi
L3
i

, c6s−3 = k3
12EIyi
L3
i

,

c6s−2 = k
GJi
Li

, c6s−1 = k
EIyi
Li

, c6s = k
EIzi
Li

, (3.19)

ïðè ÷åìó ñå èíäåêñè i ó îçíàêàìà îäíîñå íà i−òè ïðèìàðíè ñåãìåíò è ïðèòîì âàæè

äà jå s = j + k (i− 1) , (i = 1, . . . , n), (j = 1, . . . , k) , (s = 1, . . . , n · k).

Àêî ñå ñàäà óïîðåäå äîáèjåíè ìîäåëè øòàïîâà ñà êîíòèíóàëíîì è ñòåïåíàñòîì

ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà äóæ øòàïà, ìîãó£å jå óî÷èòè îäðå¢åíå ñëè÷íîñòè. Íàèìå, àêî

ñå ïðåòïîñòàâè äà jå áðîj óâåäåíèõ ñåêóíäàðíèõ ñåãìåíàòà k = 1, è äà jå Li = L/n,

ìîäåë øòàïà ñà ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà (âèäåòè ñëèêó 3.5(à)) jå èäåíòè÷àí

ïðèáëèæíîì ìîäåëó øòàïà ñà êîíòèíóàëíîì ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà (âèäåòè ñëèêó

3.4(à)). Çàòî jå ìîãó£å ðàçìàòðàòè jåäàí îïøòè ïðèáëèæíè ìîäåë ó îáëèêó 2n · k+ 1

êðóòèõ ñåãìåíàòà, êîjè jå ïðèêàçàí íà ñëèöè 3.6. Çãëîáíè åëåìåíòè ñó îçíà÷åíè ñà

JE2s−1è JE2s (s = 1, . . . , n · k) è ïðåäñòàâ§àjó óïðîø£åí ïðèêàç çãëîáíèõ åëåìåíàòà

ïðèêàçàíèõ íà ñëèöè 3.3.

Äàêëå, ïðåäñòàâ§åíè äèñêðåòèçîâàíè ìîäåë ó îïøòåì ñëó÷àjó ó ñåáè ñàäðæè è

ïðèìàðíå è ñåêóíäàðíå åëàñòè÷íå ñåãìåíòå. Êàäà jå ïîòðåáíî àíàëèçèðàòè øòà-

ïîâå ñà êîíòèíóàëíîì ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà äîâî§íî jå óñâîjèòè äà jå k = 1, äîê

ñå áðîj ïðèìàðíèõ åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà n áèðà ó çàâèñíîñòè îä æå§åíå òà÷íîñòè.

Ó òîì ñëó÷àjó, äóæèíà ñâàêîã îä óâåäåíèõ n ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà jå jåäíàêà è èç-

íîñè Li = L/n, äîê ñå îñòàëè ïàðàìåòðè îâèõ ñåãìåíàòà îäðå¢ójó ïîìî£ó èçðàçà

(3.13)-(3.18). Ó äðóãîì ñëó÷àjó, àêî jå ïîòðåáíî àíàëèçèðàòè øòàïîâå ñà ñòåïåíàñòîì

ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà, ñâàêè îä ñåãìåíàòà jå óíàïðåä äåôèíèñàí, òàêî äà jå áðîj ïðè-

ìàðíèõ ñåãìåíàòà n êîíñòàíòàí. Ñàäà jå áðîj ñåêóíäàðíèõ åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà k

ïðîìåí§èâ, è »åãîâèì ïîâå£àâà»åì ïîñòèæå ñå æå§åíà òà÷íîñò. Ó ñâðõó äà§èõ àíà-

ëèçà, ïðåòïîñòàâ§åíî jå äà íà äî»åì è ãîð»åì äåëó øòàïà äåëójó àêñèjàëíå ïðèòèñíå

ñèëå P è P′, ðåñïåêòèâíî (âèäåòè ñëèêó 3.6).
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B

( )V0,1

O0

z x

y

( )V1,1

( )V2,1

( )JE1

( )JE2

( )V2,2

( )JE3

( )V2s-2,s

( )V2s-1,s

( )V2s,s

( )JE2s-1

( )JE2s

( )V2kn-2,kn

( )V2kn-1,kn

( )V2kn,kn

( )JE2kn-1

( )JE2kn

( )V2kn-2,kn-1

( )JE2kn-2

P’

P

Ñëèêà 3.6: Ïðèáëèæíè ìîäåë íåõîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã
ïðåñåêà ó îáëèêó ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà
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4 ÄÈÔÅÐÅÍÖÈJÀËÍÅ JÅÄÍÀ×ÈÍÅÊÐÅÒÀ�ÀÍÅÕÎÌÎ-

ÃÅÍÎÃ ÅËÀÑÒÈ×ÍÎÃ ØÒÀÏÀ ÏÐÎÌÅÍ�ÈÂÎÃ ÏÎ-

ÏÐÅ×ÍÎÃ ÏÐÅÑÅÊÀ

4.1 Óâîäíà ðàçìàòðà»à

Ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè ôîðìèðàíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à åëàñòè÷-

íîã øòàïà äèñêðåòèçîâàíîã íà êðóòå ñåãìåíòå. Íàjïðå £å áèòè ðàçìàòðàí ïðèáëèæàí

ìîäåë s−òîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà êîíñòàíòíèõ ïàðàìåòàðà ïðèêàçàíîã íà ñëèöè 4.1.
Èìàjó£è ó âèäó äà jå ó îâîj äèñåðòàöèjè åëàñòè÷íè øòàï êîíñòàíòíèõ ïàðàìåòàðà

äóæ ïîäóæíå îñå ñèìåòðèjå øòàïà îçíà÷åí êàî îñíîâà çà ôîðìèðà»å ïðèáëèæíîã

ìîäåëà øòàïà ñà ïðîìåí§èâèì ïàðàìåòðèìà äóæ øòàïà, íàjâèøå ïàæ»å £å áèòè

ïîñâå£åíî èçâî¢å»ó äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à óïðàâî îâîã åëåìåíòà. Ïî-

ëîæàj êðóòèõ ñåãìåíàòà îïèñàí jå àïñîëóòíèì êîîðäèíàòàìà. Áðîj îâèõ êîîðäèíàòà

jå âå£è îä áðîjà ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à ñèñòåìà ïà ñó èç òîã ðàçëîãà óâåäåíå è

îäãîâàðàjó£å âåçå êîjå îâå êîîðäèíàòå ìîðàjó äà çàäîâî§å. Çàòî jå çà ôîðìèðà»å äè-

ôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à ïðèáëèæíîã ìîäåëà s−òîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà
ïîòðåáíî êîðèñòèòè Ëàãðàíæåâå jåäíà÷èíå ñà ìíîæèòå§èìà âåçà. Íàêîí åëèìèíà-

öèjå ìíîæèòå§à âåçà äîáèjàjó ñå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à ïðèáëèæíîã

ìîäåëà s−òîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà ó ôóíêöèjè íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà. Íà òàj íà÷èí
jå çà îïèñ öåëîêóïíîã ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà ìîãó£å êîðèñòèòè Ëàãðàíæåâå jåä-

íà÷èíå äðóãå âðñòå, jåð ñó ñàäà äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à s−òîã åëàñòè÷íîã
ñåãìåíòà èçðàæåíå ó ôóíêöèjè íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà.

Îâàêàâ íà÷èí ôîðìèðà»à äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à ñèñòåìà êðóòèõ

ñåãìåíàòà íèjå òèïè÷àí ó ëèòåðàòóðè. Íàj÷åø£å ñå çà îâó ñâðõó êîðèñòå ðåëàòèâíå

êîîðäèíàòå ÷èjà ïðèìåíà çíà÷àjíî ñìà»ójå åôèêàñíîñò ôîðìèðà»à äèôåðåíöèjàëíèõ

jåäíà÷èíà êðåòà»à ìîäåëà ñà âå£èì áðîjåì ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à. Î÷åêèâàíî jå
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äà £å ñå ïðè àíàëèçè åëàñòè÷íèõ øòàïîâà ñà ïðîìåí§èâèì ïàðàìåòðèìà jàâèòè ïî-

òðåáà çà êîðèø£å»åì âå£åã áðîjà êðóòèõ ñåãìåíàòà çáîã ïîñòèçà»à æå§åíå òà÷íîñòè.

Çàòî jå jàñàí ìîòèâ çà èçíàëàæå»å åôèêàñíèjåã íà÷èíà ôîðìèðà»à äèôåðåíöèjàëíèõ

jåäíà÷èíà êðåòà»à ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà, êîjè £å áèòè èçëîæåí ó íàñòàâêó.

4.2 Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à äèñêðåòèçîâàíîã ìî-

äåëà õîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà

4.2.1 Jåäíà÷èíå âåçà

Çà îïèñ ïîëîæàjà êðóòèõ ñåãìåíàòà, êîjè ÷èíå äèñêðåòèçîâàíè ìîäåë s−òîã åëà-
ñòè÷íîã ñåãìåíòà, ó îäíîñó íà íåïîêðåòíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz êîðèø£åíå ñó

àïñîëóòíå êîîðäèíàòå, è òî Äåêàðòîâå êîîðäèíàòå èçàáðàíå òà÷êå êðóòîã ñåãìåíòà

xk,s, yk,s è zk,s, êàî è óãëîâè ðîòàöèjå êðóòîã ñåãìåíòà ϕk,s, ψk,s è θk,s îêî íåïîêðåòíèõ

îñà x, y è z, ðåñïåêòèâíî. Îâè óãëîâè ñó ó ëèòåðàòóðè ïîçíàòè êàî óãëîâè âà§à»à,

ãàëîïèðà»à (ïðîïè»à»à) è âèjóãà»à (ñêðåòà»à) [58, 59] (
”
roll-pitch-yaw angles� ó ëè-

òåðàòóðè íà åíãëåñêîì jåçèêó). Êîðèñòå ñå ïðè ïðîó÷àâà»ó êðåòà»à áðîäîâà, àâèîíà

è êîïíåíèõ ïðåâîçíèõ ñðåäñòàâà. �èõîâà ãëàâíà ïðåäíîñò ó îäíîñó íà îñòàëå óãëîâå

êîjè ñå êîðèñòå çà îðèjåíòàöèjó êðóòîã òåëà ó ïðîñòîðó (êàî øòî ñó íà ïðèìåð Îj-

ëåðîâè óãëîâè) jå ó ìà»îj îñåò§èâîñòè íà ïîjàâó ñèíãóëàðíèõ ñèòóàöèjà, ó êîjèìà

äîëàçè äî ïðåêëàïà»à îñà ðîòàöèjå, ïà íèjå ìîãó£å ðàçëèêîâàòè èçâðøåíå ðîòàöèjå,

jåäíó ó îäíîñó íà äðóãó.

Ïîøòî ñå ðàçìàòðàíè ñèñòåì êðóòèõ ñåãìåíàòà ïðèêàçàí íà ñëèöè 4.1 ñàñòîjè îä

òðè êðóòà ñåãìåíòà, îïèñ ïîëîæàjà ñå âðøè ñà îñàìíàåñò àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà. Çà

àïñîëóòíå êîîðäèíàòå êîjå îïèñójó ïîëîæàj ïðâîã ñåãìåíòà ó ëàíöó (V2s−2,s) èçàáðàíå

ñó Äåêàðòîâå êîîðäèíàòå òà÷êå O2s−2,s íà ëåâîì êðàjó øòàïà, òj. x2s−2,s, y2s−s,s è

z2s−2,s, êàî è óãëîâè ðîòàöèjå òåëà ϕ2s−2,s, ψ2s−2,s è θ2s−2,s. Ïîëîæàj ñåãìåíòà (V2s−1,s)

äåôèíèñàí jå Äåêàðòîâèì êîîðäèíàòàìà x2s−1,s, y2s−1,s è z2s−1,s ñðåäèøòà ìàñà C2s−1,s

è óãëîâèìà ðîòàöèjå ϕ2s−1,s, ψ2s−1,s è θ2s−1,s. Êîíà÷íî, íåêà jå ïîëîæàj ñåãìåíòà (V2s,s)

äåôèíèñàí Äåêàðòîâèì êîîðäèíàòàìà x2s,s, y2s,s è z2s,s òà÷êå O
′
2s,s íà äåñíîì êðàjó
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êðóòîã ñåãìåíòà è óãëîâèìà ðîòàöèjå ϕ2s,s, ψ2s,s è θ2s,s.

Ñèñòåì êðóòèõ ñåãìåíàòà ïðèêàçàí íà ñëèöè 4.1 èìà óêóïíî äâàíàåñò ñòåïåíè

ñëîáîäå êðåòà»à. Ñåãìåíò (V2s−2,s) ñå ñëîáîäíî êðå£å ïà ñàìèì òèì èìà øåñò ñòåïåíè

ñëîáîäå êðåòà»à, à îñòàòàê ñèñòåìà èìà äîäàòíèõ øåñò ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à

êîjè ïîòè÷ó îä ðåëàòèâíîã êðåòà»à ïðåîñòàëà äâà ñåãìåíòà ó îäíîñó íà ïðåòõîäíè

ñåãìåíò ó ëàíöó. Ïîøòî ïîñìàòðàíè ñèñòåì èìà äâàíàåñò ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à,

à ïðåòõîäíî jå óâåäåíî îñàìíàåñò àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà, ïîòðåáíî jå äåôèíèñàòè

øåñò jåäíà÷èíà âåçà ïîøòî ñèñòåì ñàäðæè èñòî òîëèêî çàâèñíèõ êîîðäèíàòà.

(V )2s-2,s

c6s-3

z

x

y

q6s-1

q6s

c6s-1

c6s

q6s-4

c6s-4

q6s-3
q6s-2 q6s-5

c6s-2 c6s-5

(V )2s-1 s, (V )2 ss,

O

O2s-2,s
O2s,s

r2s-2

( )0
r2s-1

( )0

C2s-1,s

r2s

( )0

( )а

zu,s

xu,s

hu,s (V )u,s

Cu,s

Ou,s Ou,s’( )б

P’P

Ñëèêà 4.1: (a) Äèñêðåòèçîâàíè ìîäåë s−òîã åëàñòè÷íîã øòàïà, (á) Äåòà§àí ïðèêàç
êðóòîã ñåãìåíòà (Vu,s)

Óî÷èìî ñàäà âåçå êîjå ïîñòîjå èçìå¢ó àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà êðóòèõ ñåãìåíàòà.

Çãëîáíè åëåìåíò êîjè ïîâåçójå ñåãìåíòå (V2s−2,s) è (V2s−1,s) äîïóøòà ðåëàòèâíà òðàíñ-

ëàòîðíà ïîìåðà»à ó ïðàâöó îñà ξ2s−2,s, η2s−2,s è ζ2s−2,s, êàî è ðîòàöèjó îêî îñå ξ2s−1,s

ñåãìåíòà (V2s−1,s) ó îäíîñó íà ñåãìåíò (V2s−2,s). Me¢óòèì, íèjå îìîãó£åíà ðîòàöèjà
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ñåãìåíòà (V2s−1,s) ó îäíîñó íà ñåãìåíò (V2s−2,s) îêî îñà η2s−1,s è ζ2s−1,s. Èç òîã ðàçëîãà

jå ìîãó£å ôîðìèðàòè ñëåäå£å äâå âåçå êîjå ïîòè÷ó îä îâîã çãëîáíîã åëåìåíòà:

f1 ≡ −ψ2s−2,s + ψ2s−1,s = 0, (4.1)

f2 ≡ −θ2s−2,s + θ2s−1,s = 0. (4.2)

Ñåãìåíòè (V2s−1,s) è (V2s,s) ïîâåçàíè ñó Êàðäàíîâèì çãëîáîì êîjè äîïóøòà ðîòà-

öèjó îêî îñà η2s−1,s è ζ2s−1,s, äîê ðîòàöèjà îêî îñå ξ2s−1,s íèjå ìîãó£à. Çàòî ó ñâàêîì

òðåíóòêó âàæè äà jå:

f3 ≡ −ϕ2s−1,s + ϕ2s,s = 0. (4.3)

Ïîðåä òîãà, ìîãó£å jå ôîðìèðàòè ñëåäå£ó ðåëàöèjó èçìå¢ó âåêòîðà ïîëîæàjà îäà-

áðàíèõ òà÷àêà êðóòèõ ñåãìåíàòà (V2s−1,s) è (V2s,s) êîjå ïîâåçójå Êàðäàíîâ çãëîá:

r
(0)
2s−1,s +

−−−−→
C2s−1O

′
2s−1,s

(0) +
−−−→
O2sO

′
2s,s

(0) = r
(0)
2s,s (4.4)

ãäå jå

r
(0)
k,s =

[
xk,s yk,s zk,s

]T
, (k = 2s− 1, 2s) (4.5)

âåêòîð ïîëîæàjà îäàáðàíèõ òà÷àêà êðóòèõ ñåãìåíàòà (V2s−1,s) è (V2s,s) ó îäíîñó íà

íåïîêðåòíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz,
−−−−→
C2s−1O

′
2s−1,s

(0) ëîêàëíè âåêòîð êîjè ñïàjà ñðå-

äèøòå ìàñà ñåãìåíòà (V2s−1,s) ñà »åãîâèì äåñíèì êðàjåì, à
−−−→
O2sO

′
2s,s

(0) ïðåäñòàâ§à

ëîêàëíè âåêòîð êîjè ñïàjà ïî÷åòàê è êðàj ñåãìåíòà (V2s,s) (âèäåòè ñëèêó 4.1(á)). Åê-

ñïîíåíò (0) ó îçíàöè âåêòîðà îçíà÷àâà äà ñó »åãîâå ïðîjåêöèjå èçðàæåíå ó îäíîñó

íà íåïîêðåòíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz, äîê èíäåêñ s îçíà÷àâà äà âåêòîð ïðèïàäà

s−òîì åëàñòè÷íîì ñåãìåíòó.

Ëîêàëíè âåêòîðè
−−−−→
C2s−1O

′
2s−1,s

(0) è
−−−→
O2sO

′
2s,s

(0) ìîãó ñå îäðåäèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

−−−−→
C2s−1O

′
2s−1,s

(0) = R0,(2s−1,s)
−−−−→
C2s−1O

′
2s−1,s

(2s−1), (4.6)

−−−→
O2sO

′
2s,s

(0) = R0,(2s,s)

−−−→
O2sO

′
2s,s

(2s) (4.7)

ãäå ñó

−−−−→
C2s−1O

′
2s−1,s

(2s−1) =
[

l2s−1,s

2
0 0

]T
(4.8)

è
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−−−→
O2sO

′
2s,s

(2s) =
[
l2s,s 0 0

]T
(4.9)

ëîêàëíè âåêòîðè äåôèíèñàíè ó îäíîñó íà ëîêàëíå êîîðäèíàòíå ñèñòåìå

O2s−1,sξ2s−1,sη2s−1,sζ2s−1,s è O2s,sξ2s,sη2s,sζ2s,s, ôèêñèðàíå çà ïî÷åòàê ñåãìåíàòà (V2s−1,s)

è (V2s,s), ðåñïåêòèâíî,

R0,k =


CθkCψk CθkSψkSϕk − SθkCϕk CθkSψkCϕk + SθkSϕk

SθkCψk SθkSψkSϕk + CθkCϕk SθkSψkCϕk − CθkSϕk
−Sψk CψkSϕk CψkCϕk

 ,
(k = (2s− 2, s) , (2s− 1, s) , (2s, s)) (4.10)

ïðåäñòàâ§à ìàòðèöó òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà [58] èç ïîêðåòíîã ñèñòåìà

Okξkηkζk ó íåïîêðåòíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz, ïðè ÷åìó Cϕk ïðåäñòàâ§à ñêðà£å-

íèöó çà cosϕk è Sϕk ïðåäñòàâ§à ñêðà£åíèöó çà sinϕk, èòä.

Èìàjó£è ó âèäó äà ñå ðàçìàòðàjó ìàëå äåôîðìàöèjå åëàñòè÷íîã øòàïà, ìîãó ñå

óâåñòè ñëåäå£å àïðîêñèìàöèjå:

Cϕk ≈ 1, Sϕk ≈ ϕk, Cψk ≈ 1, Sψk ≈ ψk, Cθk ≈ 1, Sθk ≈ θk. (4.11)

Òàêî¢å, àêî ñó äåôîðìàöèjå ìàëå, ìîãó ñå çàíåìàðèòè è ÷ëàíîâè äðóãîã ðåäà ó

ìàòðèöè òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà, ïà ñå èçðàç (4.10) ñâîäè íà îáëèê:

R0,k =


1 −θk ψk

θk 1 −ϕk
−ψk ϕk 1

 . (4.12)

Íà îñíîâó èçðàçà (4.6) - (4.12), èçðàç (4.4) äîáèjà îáëèê:


x2s−1,s

y2s−1,s

z2s−1,s

+


1 −θ2s−1,s ψ2s−1,s

θ2s−1,s 1 −ϕ2s−1,s

−ψ2s−1,s ϕ2s−1,s 1




l2s−1,s/2

0

0

 +


1 −θ2s,s ψ2s,s

θ2s,s 1 −ϕ2s,s

−ψ2s,s ϕ2s,s 1




l2s,s

0

0

 =


x2s,s

y2s,s

z2s,s

 ,

(4.13)
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èëè ó ðàçâèjåíîì îáëèêó,

x2s−1,s +
l2s−1,s

2
+ l2s,s = x2s,s, (4.14)

y2s−1,s +
l2s−1,s

2
θ2s−1,s + l2s,sθ2s,s = y2s,s, (4.15)

z2s−1,s −
l2s−1,s

2
ψ2s−1,s − l2s,sψ2s,s = z2s,s. (4.16)

Óâåäèìî ñàäà ïîìî£íó êîîðäèíàòó x̃k,s, (k = 2s− 1, 2s) òàêî äà âàæè:

xk,s = xk,s (0) + x̃k,s (4.17)

ãäå xk,s (0) ïðåäñòàâ§à âðåäíîñò êîîðäèíàòå xk,s ó ïî÷åòíîì òðåíóòêó.

Èç èçðàçà (4.14) è (4.17) ñëåäè äà jå:

x2s−1,s (0) + x̃2s−1,s +
l2s−1,s

2
+ l2s,s = x2s,s (0) + x̃2s,s. (4.18)

Àêî óçìåìî ó îáçèð äà jå ó ïî÷åòíîì òðåíóòêó, îäíîñíî ó ïîëîæàjó êàäà jå øòàï

íåäåôîðìèñàí, èñïó»åíî äà jå:

x2s−1,s (0) +
l2s−1,s

2
+ l2s,s = x2s,s (0) (4.19)

îíäà èçðàç (4.18) äîáèjà îáëèê:

x̃2s−1,s − x̃2s,s = 0. (4.20)

Ïîìî£íà êîîðäèíàòà x̃k,s jå óâåäåíà jåð jå ïîòðåáíî äà ñâå àïñîëóòíå êîîðäèíàòå

áóäó ìåðà îäñòóïà»à ïîëîæàjà êðóòîã ñåãìåíòà îä ðàâíîòåæíîã ïîëîæàjà, øòî íèjå

áèî ñëó÷àj êîä êîîðäèíàòå xk,s jåð jå ó ðàâíîòåæíîì ïîëîæàjó (íåäåôîðìèñàíè øòàï)

âàæèëî äà jå xk,s 6= 0.

Íà îñíîâó èçðàçà (4.15), (4.16) è (4.20) ìîãó ñå ôîðìèðàòè ïðåîñòàëå òðè jåäíà÷èíå

âåçà êîjå ñëåäå íà îñíîâó êàðàêòåðèñòèêà Êàðäàíîâîã çãëîáà:

f4 ≡ x̃2s−1,s − x̃2s,s = 0, (4.21)

f5 ≡ y2s−1,s +
l2s−1,s

2
θ2s−1,s + l2s,sθ2s,s − y2s,s = 0, (4.22)

f6 ≡ z2s−1,s −
l2s−1,s

2
ψ2s−1,s − l2s,sψ2s,s − z2s,s = 0. (4.23)
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Êîíà÷íî, íà îñíîâó èçðàçà (4.1) - (4.3) è (4.21) - (4.23) ìîæåìî ôîðìèðàòè âåêòîð

jåäíà÷èíà âåçà ó îáëèêó:

Φ =



f1

f2

f3

f4

f5

f6


≡



−ψ2s−2,s + ψ2s−1,s

−θ2s−2,s + θ2s−1,s

−ϕ2s−1,s + ϕ2s,s

x̃2s−1,s − x̃2s,s
y2s−1,s + l2s−1,s

2
θ2s−1,s + l2s,sθ2s,s − y2s,s

z2s−1,s − l2s−1,s

2
ψ2s−1,s − l2s,sψ2s,s − z2s,s


= 06×1. (4.24)

Ïðèìåòèìî äà ñó ñâå âåçå êîjå ñå jàâ§àjó èçìå¢ó àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà õîëî-

íîìíå ñêëåðîíîìíå âåçå.

4.2.2 Êèíåòè÷êà åíåðãèjà äèñêðåòèçîâàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà

Êèíåòè÷êà åíåðãèjà ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà ïðèêàçàíèõ íà ñëèöè 4.1 jå:

Ts = T2s−2,s + T2s−1,s + T2s,s. (4.25)

Ó îïøòåì ñëó÷àjó, êèíåòè÷êà åíåðãèjà êðóòîã ñåãìåíòà (Vk,s) , (k = 2s− 2, 2s− 1, 2s)

jå îäðå¢åíà èçðàçîì:

Tk,s =
1

2
mk,sV

(0)T
Ck,s

V
(0)
Ck,s

+
1

2
ω

(0)T
k,s JCk,sω

(0)
k,s (4.26)

ãäå jå mk,s ìàñà êðóòîã ñåãìåíòà, V
(0)
Ck,s

áðçèíà ñðåäèøòà ìàñà êðóòîã ñåãìåíòà ó

îäíîñó íà íåïîêðåòíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz, ω
(0)
k,s óãàîíà áðçèíà êðóòîã ñåãìåíòà

ó îäíîñó íà íåïîêðåòíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì è

JCk,s = diag(JCk,sξk,s , JCk,sηk,s , JCk,sζk,s), (4.27)

ïðåäñòàâ§à òåíçîð èíåðöèjå êðóòîã ñåãìåíòà ñðà÷óíàò çà òà÷êó Ck,s ó ñëó÷àjó êàäà

ñó îñå ξk,s, ηk,s è ζk,s ãëàâíå öåíòðàëíå îñå èíåðöèjå.

Îäðåäèìî ñàäà êèíåòè÷êó åíåðãèjó ñåãìåíòà (V2s−2,s). Ïîøòî ñó çà îïèñ ïîëîæàjà

òåëà (V2s−2,s) êîðèø£åíå Äåêàðòîâå êîîðäèíàòå òà÷êå O2s−2,s, ïîòðåáíî jå äà âåêòîð

áðçèíå ñðåäèøòà ìàñà V
(0)
C2s−2,s

èçðàçèìî ó ôóíêöèjè áðçèíå V
(0)
O2s−2,s

.

Áðçèíà òà÷êå O2s−2,s jå:

35



Àëåêñàíäàð Íèêîëè£ Äîêòîðñêà äèñåðòàöèjà

V
(0)
O2s−s,s

= V
(0)
C2s−2,s

+ ω
(0)
2s−2,s ×

−−−−→
C2s−2O

(0)
2s−2,s. (4.28)

Èìàjó£è ó âèäó äà jå

−−−−→
C2s−2O2s−2,s

(0) = R0,(2s−2,s)
−−−−→
C2s−2O2s−2,s

(2s−2), (4.29)

èç ïðåòõîäíîã èçðàçà ñå ìîæå îäðåäèòè áðçèíà ñðåäèøòà ìàñà C2s−2,s:

V
(0)
C2s−2,s

= V
(0)
O2s−2,s

− ω̃(0)
2s−2,sR0,(2s−2,s)

−−−−→
C2s−2O2s−2,s

(2s−2). (4.30)

Ïîøòî íà îñíîâó ðåôåðåíöå [60] âàæè äà jå

ω̃
(0)
2s−2,s=

d

dt

(
R0,(2s−2,s)

)
RT

0,(2s−2), (4.31)

è çà ìàòðèöu òðàíñôîðìàöèjå äåôèíèñàíó èçðàçîì (4.10) âàæè äà jåRT
0,(2s−2)R0,(2s−2) =

I3×3, ïðåòõîäíè èçðàç äîáèjà îáëèê:

V
(0)
C2s−2,s

= V
(0)
O2s−2,s

− d

dt

(
R0,(2s−2,s)

)−−−−→
C2s−2O2s−2,s

(2s−2). (4.32)

Àêî óçìåìî ó ðàçìàòðà»å ïðèáëèæàí îáëèê ìàòðèöå òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíà-

òà, äåôèíèñàí èçðàçîì (4.12), âàæè äà jå ω̃
(0)
2s−2,s ≈ d

dt

(
R0,(2s−2,s)

)
ïà ïðåòõîäíè èçðàç

ïîñòàjå:

V
(0)
C2s−2,s

= V
(0)
O2s−2,s

− ω̃(0)
2s−2,s

−−−−→
C2s−2O2s−2,s

(2s−2) (4.33)

îäíîñíî,

V
(0)
C2s−2,s

= V
(0)
O2s−2,s

+ ˜C2s−2O
(2s−2)
2s−2,sω

(0)
2s−2,s. (4.34)

Íà îñíîâó èçðàçà (4.26) è (4.34), êèíåòè÷êà åíåðãèjà êðóòîã ñåãìåíòà (V2s−2,s) ñå ìîæå

çàïèñàòè ó îáëèêó:

T2s−2,s =
1

2
m2s−2,s

(
V

(0)
O2s−2,s

+ ˜C2s−2O
(2s−2)
2s−2,sω

(0)
2s−2,s

)T (
V

(0)
O2s−2,s

+ ˜C2s−2O
(2s−s)
2s−2,sω

(0)
2s−2,s

)
+

1

2
ω

(0)T
2s−2,sJC2s−2,sω

(0)
2s−2,s. (4.35)

Ïðåòõîäíè èçðàç ìîæå áèòè çàïèñàí è ó ìàòðè÷íîì îáëèêó:

T2s−2,s =
1

2
v̇T2s−2,sM2s−2,sv̇2s−2,s (4.36)

ãäå jå
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v̇2s−2,s =
[ (

V
(0)
O2s−2,s

)T (
ω

(0)
2s−2,s

)T ]T
, (4.37)

M2s−2,s =

 m2s−2,sI3×3 m2s−2 ˜C2s−2O
(2s−s)
2s−2,s

m2s−2

( ˜C2s−2O
(2s−s)
2s−2,s

)T
JC2s−2,s +m2s−2,s

( ˜C2s−2O
(2s−s)
2s−2,s

)T ˜C2s−2O
(0)

2s−2,s

 .
(4.38)

Èìàjó£è ó âèäó äà jå

V
(0)
O2s−2,s

=
[

˙̃x2s−2,s ẏ2s−2,s ż2s−2,s

]T
, (4.39)

è äà ïðè ïðåòïîñòàâöè î ìàëèì äåôîðìàöèjàìà øòàïà âàæè äà jå

ω
(0)
2s−2,s =

[
ϕ̇2s−2,s ψ̇2s−2,s θ̇2s−2,s

]T
, (4.40)

âåêòîð v̇2s−2,s ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó:

v̇2s−2,s =
[

˙̃x2s−2,s ẏ2s−2,s ż2s−2,s ϕ̇2s−2,s ψ̇2s−2,s θ̇2s−2,s

]T
. (4.41)

Ïîðåä òîãà, àêî óî÷èìî äà jå

−−−−→
C2s−2O

(2s−2)
2s−2,s =

[
l2s−2,s

2
0 0

]T
(4.42)

è èñêîðèñòèìî èçðàç (4.27), ìàòðèöà M2s−2,s ñå ñâîäè íà îáëèê:

M2s−2,s =



m2s−2,s 0 0

0 m2s−2,s 0

0 0 m2s−2,s

0 0 0

0 0 −m2s−2,s
l2s−2,s

2

0 m2s−2,s
l2s−2,s

2
0

0 0 0

0 0 m2s−2,s
l2s−2,s

2

0 −m2s−2,s
l2s−2,s

2
0

JC2s−2,sξ2s−2,s 0 0

0 JC2s−2,sη2s−2,s +m2s−2,s

(
l2s−2,s

2

)2
0

0 0 JC2s−2,sζ2s−2,s +m2s−2,s

(
l2s−2,s

2

)2


.

(4.43)
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Kèíåòè÷êa åíåðãèja ñåãìåíòà (V2s−1,s) ñå íà îñíîâó èçðàçà (4.26) ìîæå îäðåäèòè íà

ñëåäå£è íà÷èí:

T2s−1,s =
1

2
m2s−1,sV

(0)T
C2s−1,s

V
(0)
C2s−1,s

+
1

2
ω

(0)T
2s−1,sJC2s−1,sω

(0)
2s−1,s, (4.44)

îäíîñíî, ó ìàòðè÷íîj ôîðìè:

T2s−1,s =
1

2

 V
(0)
C2s−1,s

ω
(0)
2s−1,s


T  m2s−1,sI3×3 03×3

03×3 JC2s−1,s

 V
(0)
C2s−1,s

ω
(0)
2s−1,s

 . (4.45)

Ïîøòî ñó çà îïèñ ïîëîæàjà ñåãìåíòà (V2s−1,s) êîðèø£åíå àïñîëóòíå êîîðäèíàòå

ñðåäèøòà ìàñà C2s−1,s, ñìàòðà£åìî äà ñó âåêòîðè V
(0)
C2s−1,s

è ω
(0)
2s−1,s ïîçíàòè, òj. äà jå:

V
(0)
C2s−1,s

=
[

˙̃x2s−1,s ẏ2s−1,s ż2s−1,s

]T
, (4.46)

ω
(0)
2s−1,s =

[
ϕ̇2s−1,s ψ̇2s−1,s θ̇2s−1,2

]T
. (4.47)

Íà îñíîâó èçðàçà (4.45), (4.46) è (4.47), êèíåòè÷êà åíåðãèjà ñåãìåíòà (V2s−1,s) ñå ìîæå

çàïèñàòè ó îáëèêó:

T2s−1,s =
1

2
v̇T2s−1,sM2s−1,sv̇2s−1,s (4.48)

ãäå jå

v̇2s−1,s =
[

˙̃x2s−1,s ẏ2s−1,s ż2s−1,s ϕ̇2s−1,s ψ̇2s−1,s θ̇2s−1,s

]T
, (4.49)

M2s−1,s = diag
(
m2s−1,s, m2s−1,s, m2s−1,s, JC2s−1,sξ2s−1,s , JC2s−1,sη2s−1,s , JC2s−1,sζ2s−1,s

)
.

(4.50)

Êèíåòè÷êà åíåðãèjà ñåãìåíòà (V2s,s) ìîæå ñå îäðåäèòè íà ñëè÷àí íà÷èí êàî è çà

ñëó÷àj òåëà (V2s−2,s). Ïîøòî jå ïîëîæàj ñåãìåíòà (V2s,s) îïèñàí àïñîëóòíèì êîîðäè-

íàòàìà òà÷êå O′2s,s, à íå êîîðäèíàòàìà òà÷êå C2s,s, ìîæå ñå óñïîñòàâèòè âåçà èçìå¢ó

áðçèíà îâå äâå òà÷êå íà ñëåäå£è íà÷èí:

V
(0)
C2s,s

= V
(0)

O′2s,s
+ ω̃

(0)
2s,s

−−−−→
O′2sC2s2s,s

(2s), (4.51)

îäíîñíî,

V
(0)
C2s,s

= V
(0)

O′2s,s
− Õ′2sC

(2s)

2s,sω
(0)
2s,s. (4.52)
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Íà îñíîâó èçðàçà (4.26), êèíåòè÷êà åíåðãèjà ñåãìåíòà (V2s,s) ñå ìîæå èçðàçèòè ó ìà-

òðè÷íîì îáëèêó íà ñëåäå£è íà÷èí:

T2s,s =
1

2
v̇T2s,sM2s,sv̇2s,s (4.53)

ãäå jå

v̇2s,s =
[ (

V
(0)

O′2s,s

)T (
ω

(0)
2s,s

)T ]T
, (4.54)

M2s,s =

 m2s,sI3×3 −m2sÕ′2sC
(2s)

2s,s

m2s

(
Õ′2sC

(2s)

2s,s

)T
JC2s,s +m2s,s

(
Õ′2sC

(2s)

2s,s

)T
Õ′2sC

(2s)

2s,s

 . (4.55)

Àêî jå

V
(0)

O′2s,s
=
[

˙̃x2s,s ẏ2s,s ż2s,s

]T
(4.56)

è

ω
(0)
2s,s =

[
ϕ̇2s,s ψ̇2s,s θ̇2s,s

]T
, (4.57)

âåêòîð v̇2s,s ñå ñàäà ìîæå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó:

v̇2s,s =
[

˙̃x2s,s ẏ2s,s ż2s,s ϕ̇2s,s ψ̇2s,s θ̇2s,s

]T
. (4.58)

Èìàjó£è ó âèäó äà jå:

−−−→
O′2sC

(2s−2)
2s,s =

[
− l2s,s

2
0 0

]T
(4.59)

è êîðèø£å»åì èçðàçà (4.27), ìàòðèöà M2s,s ñå ñâîäè íà ñëåäå£è îáëèê:

M2s,s =



m2s,s 0 0 0 0 0

0 m2s,s 0 0 0 −m2s,s
l2s,s
2

0 0 m2s,s 0 m2s,s
l2s,s
2

0

0 0 0 JC2s,sξ2s,s 0 0

0 0 m2s,s
l2s,s
2

0
JC2s,sη2s,s

+m2s,s

(
l2s,s
2

)2 0

0 −m2s,s
l2s,s
2

0 0 0
JC2s,sζ2s,s

+m2s,s

(
l2s,s
2

)2



.

(4.60)
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Ïîøòî jå îäðå¢åíà êèíåòè÷êà åíåðãèjà ñâàêîã îä òðè êðóòà ñåãìåíòà, óêóïíà êè-

íåòè÷êà åíåðãèjà ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà ïðèêàçàíèõ íà ñëèöè 4.1 ñå íà îñíîâó

èçðàçà (4.25) ìîæå çàïèñàòè ó îáëèêó:

Ts =
1

2
v̇Ts Msv̇s. (4.61)

Âåêòîð ïðâèõ èçâîäà àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà ðàçìàòðàíîã ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìå-

íàòà, v̇s, ìîæå áèòè ïðåäñòàâ§åí ó îáëèêó

v̇s =
[ (

v̇
(nz)
s

)T (
v̇
(z)
s

)T ]T
, (4.62)

ïðè ÷åìó jå

v̇(nz)
s =

[
v̇T2s−2,s v̇T2s,s

]T
(4.63)

âåêòîð ïðâèõ èçâîäà íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà, à

v̇(z)
s ≡ v̇T2s−1,s (4.64)

jå âåêòîð ïðâèõ èçâîäà çàâèñíèõ êîîðäèíàòà.

Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè, óçåòî jå äà íåçàâèñíå êîîðäèíàòå ïðåäñòàâ§àjó àïñî-

ëóòíå êîîðäèíàòå êîjèìà jå îïèñàí ïîëîæàj òåëà (V2s−2,s) è (V2s,s). Áðîj íåçàâèñíèõ

êîîðäèíàòà jå jåäíàê áðîjó ñòåïåíè ñëîáîäå ðàçìàòðàíîã ñèñòåìà. Òàêî¢å, ïðåòïîñòà-

â§åíî jå è äà ñó êîîðäèíàòå òåëà (V2s−1,s) çàâèñíå.

Ñàãëàñíî ïðåòõîäíî èçëîæåíîj ïîäåëè êîîðäèíàòà íà íåçàâèñíå è çàâèñíå, ìàòðè-

öà èíåðöèjå Ms, ïðèêàçàíà ó ïðåòõîäíîì èçðàçó, ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî:

Ms = diag
(
M(nz)

s , M(z)
s

)
(4.65)

ãäå jå M
(nz)
s = diag (M2s−2,s, M2s,s), è M

(z)
s ≡M2s−1,s.

4.2.3 Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà äèñêðåòèçîâàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà

Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà ïðèêàçàíèõ íà ñëèöè 4.1 óñëåä

îïðóãà êîjå ñó ïîñòàâ§åíå ó çãëîáîâèìà jå:

Πs =
1

2
wT
s Krsws (4.66)
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ãäå jå

ws =
[
q6s−5 q6s−4 q6s−3 q6s−2 q6s−1 q6s

]T
(4.67)

âåêòîð ðåëàòèâíèõ ïîìåðà»à ó çãëîáîâèìà è

Krs = diag (c6s−5, c6s−4, c6s−3, c6s−2, c6s−1, c6s) (4.68)

ïðåäñòàâ§à ìàòðèöó êðóòîñòè ïðè êîðèø£å»ó óâåäåíèõ ðåëàòèâíèõ ïîìåðà»à ó èç-

ðàçó (4.66).

Ïîøòî jå öè§ äà ñå ïîëîæàj êðóòèõ ñåãìåíàòà îïèøå àïñîëóòíèì êîîðäèíàòàìà

ïîòðåáíî jå äà ñå ðåëàòèâíå êîîðäèíàòå âåêòîðà ws èçðàçå ó ôóíêöèjè àïñîëóòíèõ

êîîðäèíàòà êðóòèõ ñåãìåíàòà. Àíàëèçèðàjó£è çãëîáíè åëåìåíò êîjè ïîâåçójå êðóòå

ñåãìåíòå (V2s−2,s) è (V2s−1,s), ìîæå ñå óñïîñòàâèòè ñëåäå£à âåêòîðñêà ðåëàöèjà:

r
(0)
2s−2,s +

−−−−→
O2s−2O

′(0)
2s−2,s + u(0)

s +
−−−−→
O2s−1C

(0)
2s−1,s = r

(0)
2s−1 (4.69)

îäíîñíî,

r
(2s−2)
2s−2,s + R0,2s−2

−−−−→
O2s−2O

′(2s−2)
2s−2,s + R0,2s−2u

(2s−2)
s + R0,2s−1

−−−−→
O2s−1C

(2s−1)
2s−1,s = r

(0)
2s−1 (4.70)

ãäå jå

−−−−→
O2s−2O

′(2s−2)
2s−2,s =

[
l2s−s,s 0 0

]T
, (4.71)

−−−−→
O2s−1C

(2s−1)
2s−1,s =

[
l2s−1,s

2
0 0

]T
, (4.72)

è ãäå

u(2s−2)
s =

[
q6s−5 q6s−4 q6s−3

]T
(4.73)

ïðåäñòàâ§à âåêòîð ðåëàòèâíèõ òðàíñëàòîðíèõ ïîìåðà»à ó çãëîáíîì åëåìåíòó êîjè

ïîâåçójå êðóòå ñåãìåíòå (V2s−2,s) è (V2s−1,s).

Èç èçðàçà (4.70) ïðîèçèëàçè äà jå:

u(2s−2)
s = R−10,2s−2

(
−r

(2s−2)
2s−2,s −R0,2s−2

−−−−→
O2s−2O

′(2s−2)
2s−2,s −R0,2s−1

−−−−→
O2s−1C

(2s−1)
2s−1,s + r

(0)
2s−1

)
.

(4.74)

Àêî ñå óçìå ó îáçèð ïðåòïîñòàâêà î ìàëèì äåôîðìàöèjàìà øòàïà è çàíåìàðå ÷ëàíîâè

äðóãîã è âèøåã ðåäà, óâðøòàâà»å èçðàçà (4.5), (4.12) è (4.17) ó ïðåòõîäíè èçðàç äàjå:
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u(2s−2)
s =


x̃2s−1,s − x̃2s−2,s

y2s−1,s − y2s−2,s − l2s−2,sθ2s−2,s −O2s−1C2s−1,sθ2s−1,s

z2s−1,s − z2s−2,s + l2s−2,sψ2s−2,s +O2s−1C2s−1,sψ2s−1,s

 . (4.75)

Ïîðåä ðåëàòèâíèõ òðàíñëàöèjà îïèñàíèõ ó ïðåòõîäíîì èçðàçó, çãëîáíè åëåìåíò

êîjè ïîâåçójå êðóòå ñåãìåíòå (V2s−2,s) è (V2s−1,s) äîïóøòà è ðåëàòèâíó ðîòàöèjó èçìå¢ó

îâà äâà ñåãìåíòà îêî îñå ξ2s−2,s çà óãàî q6s−2 êîjè ìîæå áèòè ïðåäñòàâ§åí êàî:

q6s−2 = ϕ2s−1,s − ϕ2s−2,s. (4.76)

Òàêî¢å, çãëîáíè åëåìåíò êîjè ïîâåçójå êðóòå ñåãìåíòå (V2s−1,s) è (V2s,s) äîïóøòà

äâå ðåëàòèâíå ðîòàöèjå îêî îñà η2s−1,s è ζ2s−1,s çà óãëîâå q6s−1 è q6s, ðåñïåêòèâíî, ïðè

÷åìó âàæè äà jå:

q6s−1 = ψ2s,s − ψ2s−1,s. (4.77)

Íà îñíîâó îâîãà, âåêòîð ðåëàòèâíèõ êîîðäèíàòà ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî:

ws = Pr,avs (4.78)

ãäå jå

Pr,a =



−1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 −l2s−2,s 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 l2s−2,s 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 −O2s−1C2s−1,s

0 0 1 0 O2s−1C2s−1,s 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1


(4.79)

42



Àëåêñàíäàð Íèêîëè£ Äîêòîðñêà äèñåðòàöèjà

ìàòðèöà òðàíñôîðìàöèjå àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà ó ðåëàòèâíå êîîðäèíàòå,

vs =
[ (

v
(nz)
s

)T (
v
(z)
s

)T ]T
(4.80)

ïðåäñòàâ§à âåêòîð àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà, ïðè ÷åìó jå

v(nz)
s =

[
vT2s−2,s vT2s,s

]T
(4.81)

âåêòîð íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà, è

v(z)
s = vT2s−1,s (4.82)

jå âåêòîð çàâèñíèõ êîîðäèíàòà.

Íà îñíîâó èçðàçà (4.66) è (4.78) ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà äåôèíèñàíà èçðàçîì (4.66)

ìîæå ñå èçðàçèòè ó ôóíêöèjè àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà êðóòèõ ñåãìåíàòà íà ñëåäå£è

íà÷èí:

Πs =
1

2
vTs PT

r,aKrsPr,avs, (4.83)

îäíîñíî,

Πs =
1

2
vTs Ksvs (4.84)

ãäå jå

Ks = PT
r,aKrsPr,a. (4.85)

Óâðøòàâà»åì èçðàçà (4.68) è (4.79) ó ïðåòõîäíè èçðàç, äîáèjà ñå äà jå:

Ks =

 K
(nz)
s K

(z,nz)
s

K
(nz,z)
s K

(z)
s

 (4.86)

ãäå jå

K(nz)
s =

 K
(nz)
11,s K

(nz)
12,s

K
(nz)
21,s K

(nz)
22,s

 , (4.87)

K
(nz)
11,s =



c6s−5 0 0 0 0 0

0 c6s−4 0 0 0 c6s−4l2s−2,s

0 0 c6s−3 0 −c6s−3l2s−s,s 0

0 0 0 c6i−2 0 0

0 0 −c6s−3l2s−2,s 0 c6s−3l
2
2s−2,s 0

0 c6s−4l2s−2,s 0 0 0 c6s−4l
2
2s−2,s


, (4.88)
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K
(nz)
12,s =

(
K

(nz)
21,s

)T
= 06×6, (4.89)

K
(nz)
22,s = diag (0, 0, 0, 0, c6s−1, c6s) , (4.90)

K(z,nz)
s =

(
K(nz,z)
s

)T
=



−c6s−5 0 0

0 −c6s−4 0

0 0 −c6s−3
0 0 0

0 0 c6s−3l2s−2,s

0 −c6s−4l2s−2,s 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 c6s−4O2s−1C2s−1,s

0 −c6s−3O2s−1C2s−1,s 0

−c6s−2 0 0

0 c6s−3l2s−2,sO2s−1C2s−1,s 0

0 0 c6s−4l2s−2,sO2s−1C2s−1,s

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 −c6s−1 0

0 0 −c6s



, (4.91)

è
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K(z)
s =



c6s−5 0 0

0 c6s−4 0

0 0 c6s−3

0 0 0

0 0 c6s−3O2s−1C2s−1,s

0 −c6s−4O2s−1C2s−1,s 0

0 0 0

0 0 −c6s−4O2s−1C2s−1,s

0 c6s−3O2s−1C2s−1,s 0

c6s−2 0 0

0 c6s−1 + c6s−3O2s−1C
2

2s−1,s 0

0 0 c6s + c6s−4O2s−1C
2

2s−1,s


. (4.92)

4.2.4 Ãåíåðàëèñàíå ñèëå

Ðàä ïðèòèñíèõ ñèëà P è P
′
íà âèðòóàëíîì ïîìåðà»ó ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà

ïðèêàçàíèõ íà ñëèöè 4.1 ãëàñè [61]:

δA =
(
P(0)

)T
δr

(0)
2s−2,s +

(
P
′(0)
)T

δr
(0)
2s,s (4.93)

ïðè ÷åìó âàæè äà jå

P(0) = −P
′(0) =

[
P 0 0

]T
, (4.94)

ãäå P ïðåäñòàâ§à èíòåíçèòåò ïðèòèñíèõ ñèëà, à δr
(0)
2s−2,s è δr

(0)
2s,s ñó âàðèjàöèjå âåêòîðà

ïîëîæàjà òà÷àêà O2s−s,2 è O
′
2s,2, ðåñïåêòèâíî.

Âàðèjàöèjà âåêòîðà ïîëîæàjà òà÷êå O
′
2s,2 ìîæå ñå îäðåäèòè ó îäíîñó íà âàðèjàöèjó

âåêòîðà ïîëîæàjà òà÷êå O2s−s,2 êîðèø£å»åì ñëåäå£åã èçðàçà:

δr
(0)
2s,s = δr

(0)
2s−2,s + δ

−−−−→
O2s−2O

′(0)
2s−2,s + δu(0)

s + δ
−−−−→
O2s−1O

′(0)
2s−1,s + δ

−−−→
O2sO

′(0)
2s,s. (4.95)

Àêî óâðñòèìî èçðàçå (4.94) è (4.95) ó èçðàç (4.93), ðàä íà âèðòóàëíîì ïîìåðà»ó
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äîáèjà ñëåäå£è îáëèê:

δA =
(
P
′(0)
)T (

δ
−−−−→
O2s−2O

′(0)
2s−2,s+δ

−−−−→
O2s−1O

′(0)
2s−1,s + δ

−−−→
O2sO

′(0)
2s,s

)
+
(
P(0)

)T
δu(0)

s . (4.96)

Ó äà§îj àíàëèçè çàíåìàðè£åìî ïðîèçâîä
(
P(0)

)T
δu

(0)
s ó èçðàçó (4.96). Èñòàêíèìî äà,

èìàjó£è ó âèäó ñòðóêòóðó âåêòîðà ïðèòèñíå ñèëå äàòó ó èçðàçîì (4.94), ó ïðîèçâîäó(
P(0)

)T
δu

(0)
s áè ñå êîðèñòèëà ñàìî àêñèjàëíà êîìïîíåíòà âåêòîðà u

(0)
s . Ìå¢óòèì, ó-

îáè÷àjåíî jå äà ñå ó ëèíåàðíîj òåîðèjè èçâèjà»à çàíåìàðójó àêñèjàëíå äåôîðìàöèjå

åëàñòè÷íîã øòàïà. Ïðè äåjñòâó àêñèjàëíèõ ïðèòèñíèõ ñèëà àêñèjàëíå äåôîðìàöèjå

íàñòàjó íåïîñðåäíî ïðå ïîjàâå èçâèjà»à øòàïà è ó ñëó÷àjó Îjëåð-Áåðíóëèjåâîã ìîäåëà

ó íåçíàòíîj ìåðè óòè÷ó íà ïîâå£à»å âðåäíîñòè êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à (çà âèøå

äåòà§à âèäåòè [62�64]).

Àêî çà äåôèíèñà»å îðèjåíòàöèjå ëîêàëíèõ âåêòîðà èñêîðèñòèìî òà÷íó ìàòðèöó

òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòàR0,k, (k = (2s− 2, s) , (2s− 1, s) , (2s, s)), äåôèíèñàíó èç-

ðàçîì (4.10), ðàä íà âèðòóàëíîì ïîìåðà»ó ñå ìîæå èçðàçèòè êàî:

δA = −P (l2s−2,s (−Sθ2s−2,sCψ2s−2,sδθ2s−2,s − Cθ2s−2,sSψ2s−2,sδψ2s−2,s)

+ l2s−1,s (−Sθ2s−1,sCψ2s−1,sδθ2s−1,s − Cθ2s−1,sSψ2s−1,sδψ2s−1,s)

+l2s,s (−Sθ2s,sCψ2s,sδθ2s,s − Cθ2s,sSψ2s,sδψ2s,s)) , (4.97)

îäíîñíî, íàêîí ïðèìåíå ïðåòïîñòàâêå î ìàëèì äåôîðìàöèjàìà (4.11):

δA = −P (l2s−2,s (−θ2s−2,sδθ2s−2,s − ψ2s−2,sδψ2s−2,s)

+ l2s−1,s (−θ2s−1,sδθ2s−1,s − ψ2s−1,sδψ2s−1,s)

+l2s,s (−θ2s,sδθ2s,s − ψ2s,sδψ2s,s)) . (4.98)

Íà îñíîâó ñïðîâåäåíå ïîäåëå êîîðäèíàòà íà çàâèñíå è íåçàâèñíå ó èçðàçèìà (4.80)-

(4.82), èç ïðåòõîäíîã èçðàçà ìîæåìî îäðåäèòè âåêòîð ãåíåðàëèñàíèõ ñèëà êîjè îäãî-

âàðà îâèì êîîðäèíàòàìà ó îáëèêó:

Qs =
[ (

Q
(nz)
s

)T (
Q

(z)
s

)T ]T
(4.99)

ãäå jå
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(
Q(nz)
s

)T
=
[

QT
2s−2,s QT

2s,s

]
, (4.100)

(
Q(z)
s

)T
= QT

2s−1,s (4.101)

è ãäå âàæè äà jå:

QT
k =

[
0 0 0 0 Plkψk Plkθk

]
. (4.102)

Ïðèìåòèìî äà âåêòîð ãåíåðàëèñàíèõ ñèëà çàâèñè îä êîìïîíåíàòà âåêòîðà ïîëî-

æàjà. Èç òîã ðàçëîãà âåêòîð ãåíåðàëèñàíèõ ñèëà ìîæåìî çàïèñàòè ó îáëèêó:

Qs = P · Ssvs (4.103)

ãäå jå

Ss = diag
(
S(nz)
s ,S(z)

s

)
, (4.104)

S(nz)
s = diag (0, 0, 0, 0, l2s−2,s, l2s−2,s, 0, 0, 0, 0, l2s,s, l2s,s) (4.105)

è

S(z)
s = diag (0, 0, 0, 0, l2s−1,s, l2s−1,s) . (4.106)

4.2.5 Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à äèñêðåòèçîâàíîã

åëàñòè÷íîã øòàïà

Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à ðàçìàòðàíîã äèñêðåòèçîâàíîã åëàñòè÷íîã øòà-

ïà èçâåø£åìî êîðèø£å»åì Ëàãðàíæåâèõ jåäíà÷èíà ñà ìíîæèòå§èìà âåçà (âèäåòè

[65]) êàî øòî ñëåäè:

Msv̈s + Ksvs + ΦT
vsλ = P · Ssvs, (4.107)

îäíîñíî,

Msv̈s + (Ks − P · Ss) vs + ΦT
vsλ = 018×1, (4.108)

ãäå jå Φvs Jàêîáèjåâà ìàòðèöà êîjà îäãîâàðà âåêòîðó jåäíà÷èíà âåçà Φ îïèñàíîã èç-

ðàçîì (4.24) è ãäå λ =
[
λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6

]T
ïðåäñòàâ§à âåêòîð ìíîæèòå§à
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âåçà. Àêî ïîñìàòðàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà (4.107) ìîæå ñå óî÷èòè äà ïîñòîjè äâàäåñåò

÷åòèðè íåïîçíàòå òj. îñàìíàåñò íåïîçíàòèõ êîîðäèíàòà ñàäðæàíèõ ó âåêòîðó vs è

øåñò íåïîçíàòèõ ìíîæèòå§à âåçà ó âåêòîðó λ. Ïîøòî ñèñòåì jåäíà÷èíà (4.107) ñà-

äðæè îñàìíàåñò jåäíà÷èíà, ïîòðåáíî jå îáåçáåäèòè äîäàòíèõ øåñò jåäíà÷èíà. Òî ñå

ïîñòèæå äèôåðåíöèðà»åì âåêòîðà jåäíà÷èíà âåçà (4.24), êàî øòî ñëåäè:

Φvsv̇s = 06×1. (4.109)

Ñàäà èìàìî íà ðàñïîëàãà»ó ïîòïóí ñèñòåì äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ïðè ÷åìó

ñå áðîj íåïîçíàòèõ âåëè÷èíà è áðîj jåäíà÷èíà ïîêëàïàjó. Ìå¢óòèì, öè§ ó îâîì

ïîãëàâ§ó íèjå äà ñå îäðåäè âåêòîð ìíîæèòå§à âåçà λ. Èç òîã ðàçëîãà £åìî ïðèìåíèòè

íåêó îä ìåòîäà åëèìèíàöèjå ìíîæèòå§à âåçà. Íà òàj íà÷èí ñå íå ñàìî åëèìèíèøå

âåêòîð ìíîæèòå§à âåçà, âå£ ñå ójåäíî è ÷èòàâ ñèñòåì äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà

(4.107) è (4.109) òðàíñôîðìèøå ó îáëèê ó êîìå ôèãóðèøå ñàìî âåêòîð íåçàâèñíèõ

êîîðäèíàòà v
(nz)
s . Òèìå ñå áðîj jåäíà÷èíà ñìà»ójå è jåäíàê jå áðîjó ñòåïåíè ñëîáîäå

ðàçìàòðàíîã ñèñòåìà.

Ó ñêëàäó ñà ìåòîäîì åëèìèíàöèjå ìíîæèòå§à âåçà ïðèêàçàíèì ó ðåôåðåíöè [65],

íàjïðå £åìî Jàêîáèjåâó ìàòðèöó ïðåäñòàâèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

Φvs =
[

Φ(nz)
vs | Φ(z)

vs

]
(4.110)

ãäå jå

Φ(nz)
vs =


∂f1

∂x̃2s−2,s

∂f1
∂y2s−2,s

∂f1
∂z2s−2,s

∂f1
∂ϕ2s−2,s

∂f1
∂ϕ2s−2,s

∂f1
∂ψ2s−2,s

∂f1
∂θ2s−2,s

...
...

...
...

...
...

∂f6
∂x̃2s−2,s

∂f6
∂y2s−2,s

∂f6
∂z2s−2,s

∂f6
∂ϕ2s−2,s

∂f6
∂ϕ2s−2,s

∂f6
∂ψ2s−2,s

∂f6
∂θ2s−2,s

∂f1
∂x̃2s,s

∂f1
∂y2s,s

∂f1
∂z2s,s

∂f1
∂ϕ2s,s

∂f1
∂ϕ2s,s

∂f1
∂ψ2s,s

∂f1
∂θ2s,s

...
...

...
...

...
...

∂f6
∂x̃2s−2,s

∂f6
∂y2s−2,s

∂f6
∂z2s−2,s

∂f6
∂ϕ2s−2,s

∂f6
∂ϕ2s−2,s

∂f6
∂ψ2s−2,s

∂f6
∂θ2s−2,s

 ∈ R12×6

(4.111)

äåî Jàêîáèjåâå ìàòðèöå êîjè îäãîâàðà âåêòîðó íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà v
(nz)
s è

Φ(z)
vs =


∂f1

∂x̃2s−1,s

∂f1
∂y2s−1,s

∂f1
∂z2s−1,s

∂f1
∂ϕ2s−1,s

∂f1
∂ϕ2s−1,s

∂f1
∂ψ2s−1,s

∂f1
∂θ2s−1,s

...
...

...
...

...
...

∂f6
∂x̃2s−1,s

∂f6
∂y2s−1,s

∂f6
∂z2s−1,s

∂f6
∂ϕ2s−1,s

∂f6
∂ϕ2s−1,s

∂f6
∂ψ2s−1,s

∂f6
∂θ2s−1,s

 ∈ R6×6 (4.112)
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ïðåäñòàâ§à äåî Jàêîáèjåâå ìàòðèöå êîjè îäãîâàðà âåêòîðó çàâèñíèõ êîîðäèíàòà v
(z)
s .

Íà îñíîâó èçðàçà (4.24) , ïðåòõîäíà äâà èçðàçà ïîñòàjó:

Φ(nz)
vs =



0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 l2s,s

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 −l2s,s 0


(4.113)

è

Φ(z)
vs =



0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 −1 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 l2s−1,s

2

0 0 1 0 − l2s−1,s

2
0


. (4.114)

Óâðøòàâà»åì èçðàçà (4.62) è (4.110) ó èçðàç (4.109) äîáèjà ñå äà jå:

Φ(nz)
vs v̇(nz)

s + Φ(z)
vs v̇(z)

s = 06×1. (4.115)

Èç ïðåòõîäíîã èçðàçà âåêòîð ïðâèõ èçâîäà çàâèñíèõ êîîðäèíàòà ñå ìîæå èçðàçèòè

íà ñëåäå£è íà÷èí:

v̇(z)
s = −

(
Φ(z)

vs

)−1
Φ(nz)

vs v̇(nz)
s . (4.116)

Âåêòîð ïðâèõ èçâîäà àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà ñå ñàäà ìîæå çàïèñàòè ó îáëèêó:

v̇s = Φ(z,nz)
vs v̇(nz)

s (4.117)

ãäå jå

Φ(z,nz)
vs =

 I12×12

−
(
Φ(z)

vs

)−1
Φ(nz)

vs

 . (4.118)

Ïîøòî jå ìàòðèöà Φ(z,nz)
vs êîíñòàíòíà, âåçå ñó ñêëåðîíîìíå è âàæè äà jå vs (t = 0) =

018×1 è v
(nz)
s (t = 0) = 012×1, èíòåãðàöèjîì jåäíà÷èíå (4.117) äîáèjà ñå äà jå:

vs = Φ(z,nz)
vs v(nz)

s , (4.119)
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îäíîñíî, íàêîí äèôåðåíöèðà»à èçðàçà (4.117):

v̈s = Φ(z,nz)
vs v̈(nz)

s . (4.120)

Àêî ó èçðàç (4.107) çàìåíèìî ïðåòõîäíà äâà èçðàçà äîáèjà ñå äà jå:

MsΦ
(z,nz)
vs v̈(nz)

s + (Ks − P · Ss) Φ(z,nz)
vs v(nz)

s + ΦT
vsλ = 018×1. (4.121)

Ìíîæå»åì ïðåòõîäíîã èçðàçà ñà ëåâå ñòðàíå ìàòðèöîì
(
Φ(z,nz)

vs

)T
äîáèjà ñå:

(
Φ(z,nz)

vs

)T
MsΦ

(z,nz)
vs v̈(nz)

s +
(
Φ(z,nz)

vs

)T
(Ks − P · Ss) Φ(z,nz)

vs v(nz)
s

+
(
Φ(z,nz)

vs

)T
ΦT

vsλ = 018×1.

(4.122)

Èìàjó£è ó âèäó äà jå
(
Φ(z,nz)

vs

)T
ΦT

vs = 012×6 (âèäåòè ðåôåðåíöó [65]), ïðåòõîäíè èçðàç

äîáèjà îáëèê:

M∗
sv̈

(nz)
s + (K∗s − P · S∗s) v(nz)

s = 012×1 (4.123)

ãäå jå

M∗
s =

(
Φ(z,nz)

vs

)T
MsΦ

(z,nz)
vs , (4.124)

K∗s =
(
Φ(z,nz)

vs

)T
KsΦ

(z,nz)
vs (4.125)

è

S∗s =
(
Φ(z,nz)

vs

)T
SsΦ

(z,nz)
vs . (4.126)

Ðàçâèjàjó£è äà§å èçðàç (4.124), íà îñíîâó èçðàçà (4.65) è (4.118) äîáèjà ñå äà jå:

M∗
s = M(nz)

s +

[(
Φ(z)

vs

)−1
Φ(nz)

vs

]T
M(z)

s

(
Φ(z)

vs

)−1
Φ(nz)

vs , (4.127)

îäíîñíî, àêî ñå óçìó ó îáçèð èçðàçè (4.43), (4.50), (4.60), (4.113) è (4.114), âàæè äà

jå:

M∗
s =

 M∗
11,s M∗

12,s

M∗
21,s M∗

22,s

 (4.128)
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ãäå jå

M∗
11,s =



m2s−2,s 0 0

0 m2s−2,s 0

0 0 m2s−2,s

0 0 0

0 0 −m2s−2,s
l2s−2,s

2

0 m2s−2,s
l2s−2,s

2
0

0 0 0

0 0 m2s−2,s
l2s−2,s

2

0 −m2s−2,s
l2s−2,s

2
0

JC2s−2,sξ2s−2,s 0 0

0

JC2s−2,sη2s−2,s

+JC2s−1,sη2s−1,s

+m2s−2,s

(
l2s−2,s

2

)2
+m2s−1,s

(
l2s−1,s

2

)2
0

0 0

JC2s−2,sζ2s−2,s

+JC2s−1,sζ2s−1,s

+m2s−2,s

(
l2s−2,s

2

)2
+m2s−1,s

(
l2s−1,s

2

)2



,

(4.129)

M∗
12,s =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 m2s−1,s
l2s−1,s

2
0 m2s−1,s

l2s−1,s

2
l2s,s 0

0 −m2s−1,s
l2s−1,s

2
0 0 0 m2s−1,s

l2s−1,s

2
l2s,s


,

(4.130)

M∗
21,s =

(
M∗

12,s

)T
(4.131)
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è

M∗
22,s =



m2s,s +m2s−1,s 0 0

0 m2s,s +m2s−1,s 0

0 0 m2s,s +m2s−1,s

0 0 0

0 0 m2s−1,sl2s,s +m2s,s
l2s,s
2

0 −m2s−1,sl2s,s −m2s,s
l2s,s
2

0

0 0 0

0 0 −m2s−1,sl2s,s −m2s,s
l2s,s
2

0 m2s−1,sl2s,s +m2s,s
l2s,s
2

0

JC2s−1,sξ2s−1,s + JC2s,sξ2s,s 0 0

0
JC2s,sη2s,s +m2s−1,sl

2
2s,s

+m2s,s

(
l2s,s
2

)2 0

0 0
JC2s,sζ2s−1,s +m2s−1,sl

2
2s,s

+m2s,s

(
l2s,s
2

)2



.

(4.132)

Ñëè÷íî êàî è êîä ìàòðèöå èíåðöèjå, ðàçâèjàjó£è äà§å èçðàç çà ìàòðèöó êðóòîñòè

(4.125), íà îñíîâó èçðàçà (4.86) è (4.118) äîáèjà ñå:

K∗s = K(nz)
s −K(z,nz)

s

(
Φ(z)

vs

)−1
Φ(nz)

vs −
[
K(z,nz)
s

(
Φ(z)

vs

)−1
Φ(nz)

vs

]T

+

[(
Φ(z)

vs

)−1
Φ(nz)

vs

]T
K(z)
s

(
Φ(z)

vs

)−1
Φ(nz)

vs . (4.133)

Çàìåíîì èçðàçà (4.87-4.92), (4.113) è (4.114) ó ïðåòõîäíè èçðàç ñëåäè äà jå:

K∗s =

 K∗11,s K∗12,s

K∗21,s K∗22,s

 (4.134)
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ãäå jå

K∗11,s =



c6s−5 0 0

0 c6s−4 0

0 0 c6s−3

0 0 0

0 0 −c6s−3 (l2s−2,s + l2s−1,s)

0 c6s−4 (l2s−2,s + l2s−1,s) 0

0 0 0

0 0 c6s−4 (l2s−2,s + l2s−1,s)

0 −c6s−3 (l2s−2,s + l2s−1,s) 0

c6s−2 0 0

0
c6s−1 + c6s−3 (l2s−2,s + l2s−1,s)

2

−P (l2s−2,s + l2s−1,s)
0

0 0
c6s + c6s−4 (l2s−2,s + l2s−1,s)

2

−P (l2s−2,s + l2s−1,s)


,

(4.135)

K∗12,s =
(
K∗21,s

)T
=



−c6s−5 0 0

0 −c6s−4 0

0 0 −c6s−3
0 0 0

0 0 c6s−3 (l2s−2,s + l2s−1,s)

0 −c6s−4 (l2s−2,s + l2s−1,s) 0

0 0 0

0 0 c6s−4l2s,s

0 −c6s−3l2s,s 0

−c6s−2 0 0

0 −c6s−1 + c6s−3l2s,s (l2s−2,s + l2s−1,s) 0

0 0 −c6s + c6s−4l2s,s (l2s−2,s + l2s−1,s)


(4.136)
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è

K∗22,s =



c6s−5 0 0 0 0 0

0 c6s−4 0 0 0 −c6s−4l2s,s
0 0 c6s−3 0 c6s−3l2s,s 0

0 0 0 c6s−2 0 0

0 0 c6s−3l2s,s 0
c6s−1 + c6s−3l

2
2s,s

−Pl2s,s
0

0 −c6s−4l2s,s 0 0 0
c6s + c6s−4l

2
2s,s

−Pl2s,s


.

(4.137)

Êîíà÷íî, ðàçâèjàjó£è èçðàç (4.126), íà îñíîâó èçðàçà (4.104) è (4.118) âàæè äà jå:

S∗s = S(nz)
s +

[(
Φ(z)

vs

)−1
Φ(nz)

vs

]T
S(z)
s

(
Φ(z)

vs

)−1
Φ(nz)

vs . (4.138)

Çàìåíîì èçðàçà (4.105), (4.106), (4.113) è (4.114) ó ïðåòõîäíè èçðàç äîáèjà ñå äà jå:

S∗s = diag
(
S∗11,s, S∗22,s

)
(4.139)

ãäå jå:

S∗11,s = diag (0, 0, 0, 0, l2s−2,s + l2s−1,s, l2s−2,s + l2s−1,s) (4.140)

è

S∗22,s = diag (0, 0, 0, 0, l2s,s, l2s,s) . (4.141)

Jåäíà÷èíà (4.123) ïðåäñòàâ§à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à ðàçìàòðàíîã

ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà ïî íåçàâèñíèì êîîðäèíàòàìà. Ïðè òîìå, ìàòðèöå M∗
s , K∗s

è S∗s ñó äåòà§íî îïèñàíå èçðàçèìà (4.124) - (4.141).
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4.3 Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à äèñêðåòèçîâàíîã

íåõîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà

4.3.1 Êèíåòè÷êà åíåðãèjà äèñêðåòèçîâàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà

Êèíåòè÷êà åíåðãèjà äèñêðåòèçîâàíîã íåõîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã

ïðåñåêà ìîæå ñå îäðåäèòè êàî çáèð êèíåòè÷êèõ åíåðãèjà ñâàêîã îä n · k äèñêðåòèçî-
âàíèõ åëàñòè÷íèõ øòàïîâà (âèäåòè ñëèêå 3.6 è 4.1 ), îäíîñíî:

T =
n·k∑
s=1

Ts (4.142)

ãäå jå Ts êèíåòè÷êà åíåðãèjà s−òîã äèñêðåòèçîâàíîã åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà, êîjà ñå íà
îñíîâó èçðàçà (4.128) ìîæå èçðàçèòè ó ôóíêöèjè íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà íà ñëåäå£è

íà÷èí:

Ts =
1

2

(
v̇(nz)
s

)T
M∗

sv̇
(nz)
s . (4.143)

Äà§èì ðàçâèjà»åì ïðåòõîäíîã èçðàçà, óç êîðèø£å»å èçðàçà (4.128) è (4.63), äîáèjà

ñå äà jå:

Ts =
1

2

 v̇2s−2,s

v̇2s,s


T  M∗

11,s M∗
12,s

M∗
21,s M∗

22,s

 v̇2s−2,s

v̇2s,s

 . (4.144)

Íà ñëè÷àí íà÷èí êàî ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó, äèñêðåòèçîâàíè ìîäåë íåõîìîãåíîã

åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã ïðåñåêà äîáèjà ñå ìå¢óñîáíèì êðóòèì ñïàjà»åì äèñ-

êðåòèçîâàíèõ ìîäåëà ñâàêîã îä n · k åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà. Êàî ïîñëåäèöà îâàêâîã

ñïàjà»à êðóòèõ ñåãìåíàòà, ó ñâàêîì òðåíóòêó âàæè äà jå:

v2s−2,s−1 ≡ v2s−2,s, v2s,s ≡ v2s,s+1 (4.145)

ïà £åìî çáîã ëàêøåã îçíà÷àâà»à ó íàñòàâêó ïèñàòè äà jå

v2s−2,s−1 ≡ v2s−2,s ≡ v2s−2, v2s,s ≡ v2s,s+1 ≡ v2s. (4.146)
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Àêî óçìåìî ó îáçèð ïðåòõîäíè èçðàç, êàî è èçðàçå (4.142) è (4.144), êèíåòè÷êà

åíåðãèjà ðàçìàòðàíîã äèñêðåòèçîâàíîã ìîäåëà åëàñòè÷íîã øòàïà ìîæå ñå çàïèñàòè ó

îáëèêó:

T =
1

2

(
v̇(nz)

)T
M∗v̇(nz) (4.147)

ãäå jå

v̇(nz) =
[

v̇T0 v̇T2 . . . v̇T2s−2 v̇T2s . . . v̇T2kn−2 v̇T2kn

]T
(4.148)

âåêòîð ïðâèõ èçâîäà íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà è

M∗ =



M∗
11,1 M∗

12,1 0 0

M∗
21,1 M∗

22,1 + M∗
11,2 M∗

12,2 0

0
...

. . .
...

... 0 M∗
21,s−1 M∗

22,s−1 + M∗
11,s

...
... 0

...
...

...
... 0

0 0 0 0

0 0 0
...

...
...

0
...

...

M∗
12,s 0

...
. . .

... 0

M∗
21,kn−1 M∗

22,kn−1 + M∗
11,kn M∗

12,kn

0 M∗
21,kn M∗

22,kn


(4.149)

ïðåäñòàâ§à îáëèê ìàòðèöå èíåðöèjå ïðè êîðèø£å»ó ïðåòõîäíî äåôèíèñàíîã âåêòîðà.

4.3.2 Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà äèñêðåòèçîâàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà

Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ðàçìàòðàíîã äèñêðåòèçîâàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ìîæå ñå

îäðåäèòè êàî çáèð ïîòåíöèjàëíèõ åíåðãèjà ñâàêîã îä n·k äèñêðåòèçîâàíèõ åëàñòè÷íèõ
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øòàïîâà (âèäåòè ñëèêå 3.6 è 4.1 ) :

Π =
n·k∑
s=1

Πs (4.150)

ïðè ÷åìó ñå íà îñíîâó èçðàçà (4.123) Πs ìîæå èçðàçèòè ó ôóíêöèjè âåêòîðà íåçàâè-

ñíèõ êîîðäèíàòà êàî:

Πs =
1

2

(
v(nz)

)T
(K∗s − P · S∗s) v(nz), (4.151)

îäíîñíî,

Πs =
1

2

 v2s−2,s

v2s,s


T  K∗11,s K∗12,s

K∗21,s K∗22,s

− P
 S∗11,s 06×6

06×6 S∗22,s

 v2s−2,s

v2s,s

 . (4.152)

Óâðøòàâà»åì èçðàçà (4.152) ó èçðàç (4.150) è óç êîðèø£å»å ïðåòïîñòàâêå (4.146)

äîáèjà ñå äà jå óêóïíà ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà äèñêðåòèçîâàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà:

Π =
1

2

(
v(nz)

)T
(K∗ − PS∗) v(nz) (4.153)

ãäå jå

v(nz) =
[

vT0 vT2 . . . vT2s−2 vT2s . . . vT2kn−2 vT2kn

]T
(4.154)

âåêòîð íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà,

K∗ =



K∗11,1 K∗12,1 0 0

K∗21,1 K∗22,1 + K∗11,2 K∗12,2 0

0
...

. . .
...

... 0 K∗21,s−1 K∗22,s−1 + K∗11,s

...
... 0

...
...

...
... 0

0 0 0 0

0 0 0
...

...
...

0
...

...

K∗12,s 0
...

. . .
... 0

K∗21,kn−1 K∗22,kn−1 + K∗11,kn K∗12,kn

0 K∗21,kn K∗22,kn


(4.155)
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ìàòðèöà êðóòîñòè è

S∗ = diag
(
S∗11,1, S∗22,1 + S∗11,2, . . . , S∗22,s−1 + S∗11,s, . . . , S∗22,kn−1 + S∗11,kn, S∗22,kn

)
(4.156)

ìàòðèöà êîjîì jå óçåò ó îáçèð óòèöàj àêñèjàëíå ïðèòèñíå ñèëå P íà ïîòåíöèjàëíó

åíåðãèjó äèñêðåòèçîâàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà.

4.3.3 Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à äèñêðåòèçîâàíîã

åëàñòè÷íîã øòàïà

Íà îñíîâó ïðåòõîäíèõ ðàçìàòðà»à, äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à ðàçìàòðà-

íîã äèñêðåòèçîâàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ïî íåçàâèñíèì êîîðäèíàòàìà ìîãó ñå äîáèòè

êîðèø£å»åì Ëàãðàíæåâèõ jåäíà÷èíà äðóãå âðñòå (âèäåòè [61]) êàî øòî ñëåäè:

d

dt

∂T

∂v̇(nz)
− ∂T

∂v(nz)
= − ∂Π

∂v(nz)
+ Qv(nz) (4.157)

ïðè ÷åìó jå Qv(nz) âåêòîð ãåíåðàëèñàíèõ ñèëà. Ñ îáçèðîì äà jå óòèöàj ñèëå Çåì§èíå

òåæå çàíåìàðåí, âàæè äà jå Qv(nz) = 06kn×1.

Íà îñíîâó èçðàçà (4.147) è (4.151), ìàòðè÷íè èçðàç (4.157) ó ðàçâèjåíîì îáëèêó

ãëàñè:

M∗v̈(nz) + (K∗ − PS∗) v(nz) = 06(kn+1)×1 (4.158)

ãäå ñó ìàòðèöå M∗, K∗ è S∗ äåôèíèñàíå èçðàçèìà (4.149), (4.155) è (4.156), ðåñïåê-

òèâíî, à v̈(nz) ïðåäñòàâ§à äðóãè èçâîä âåêòîðà íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà ðàçìàòðàíîã

ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà äåôèíèñàí èçðàçîì (4.154).

Êîíà÷íî, èçðàç (4.158) ïðåäñòàâ§à äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à ïî íåçà-

âèñíèì êîîðäèíàòàìà äèñêðåòèçîâàíîã íåõîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã

ïðåñåêà îïòåðå£åíîã àêñèjàëíèì ïðèòèñíèì ñèëàìà íà ñâîjèì ñëîáîäíèì êðàjåâèìà

çàïèñàíå ó ìàòðè÷íîì îáëèêó.
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5 ÑËÎÁÎÄÍÅ ÍÅÏÐÈÃÓØÅÍÅ ÎÑÖÈËÀÖÈJÅ ÍÅÕÎÌÎ-

ÃÅÍÎÃ ÅËÀÑÒÈ×ÍÎÃ ØÒÀÏÀ ÏÐÎÌÅÍ�ÈÂÎÃ ÏÎ-

ÏÐÅ×ÍÎÃ ÏÐÅÑÅÊÀ

5.1 Óâîäíà ðàçìàòðà»à

Ó îâîì ïîãëàâ§ó áè£å ðàçìàòðàíå ñëîáîäíå íåïðèãóøåíå îñöèëàöèjå íåõîìîãåíîã

åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðè äåjñòâó àêñèjàëíèõ ïðèòè-

ñíèõ ñèëà êîíñòàíòíîã èíòåíçèòåòà P íà êðàjåâèìà øòàïà. Íàjïðå £å, íà îñíîâó âå£

äåôèíèñàíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó, áèòè ôîð-

ìèðàíà ôðåêâåíòíà jåäíà÷èíà. Àíàëèçîì îâå jåäíà÷èíå ìîãó£å jå îäðåäèòè êðóæíå

ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ íåïðèãóøåíèõ îñöèëàöèjà øòàïà êàî è ãëàâíå îáëèêå îñöè-

ëîâà»à. Òàêî¢å, èç ôîðìèðàíå ôðåêâåíòíå jåäíà÷èíå jå ìîãó£å ðàçìàòðàòè óñëîâå

êîjè äîâîäå äî èçâèjà»à øòàïà, îäíîñíî ìîãó£å jå îäðåäèòè âðåäíîñò êðèòè÷íå ñèëå

èçâèjà»à.

Çà ïðîjåêòîâà»å òåõíè÷êèõ îájåêàòà îä íàjâå£åã çíà÷àjà ñó ïðâå òðè êðóæíå ôðå-

êâåíöèjå è »èìà îäãîâàðàjó£è ãëàâíè îáëèöè îñöèëîâà»à. Èç òîã ðàçëîãà £å è àíà-

ëèçà îñöèëîâà»à åëàñòè÷íîã øòàïà êîjà ñëåäè ó íàñòàâêó áèòè îãðàíè÷åíà íà ïðâå

òðè êðóæíå ôðåêâåíöèjå. Íàjïðå £å áèòè àíàëèçèðàíå ïðîñòîðíå îñöèëàöèjå åëà-

ñòè÷íîã øòàïà, à çàòèì è ðàçëè÷èòè ñïåöèjàëíè ñëó÷àjåâè, êàî øòî ñó ïîïðå÷íå

îñöèëàöèjå ó jåäíîj ðàâíè, îñöèëàöèjå ïðè óçäóæíèì äåôîðìàöèjàìà êàî è ïðè óâè-

jà»ó. Òàêî¢å, áè£å äèñêóòîâàí è íà÷èí óâî¢å»à ðàçëè÷èòèõ êîíòóðíèõ óñëîâà çà

ðàçìàòðàíè åëàñòè÷íè øòàï. Ïðîâåðà èçëîæåíîã ìåòîäà êðóòèõ ñåãìåíàòà áè£å èç-

âðøåíà êðîç ïîðå¢å»å äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà ñà ðåçóëòàòèìà äîáèjåíèì êîðèø£å»åì

äðóãèõ ìåòîäà êîjå ñå ïðèìå»ójó ó àíàëèçè åëàñòè÷íèõ øòàïîâà.
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5.2 Êîíòóðíè óñëîâè

Ó ñâèì äîñàäàø»èì ðàçìàòðà»èìà ó îâîì ðàäó ïðåòïîñòàâ§åíî jå äà ñó êðàjåâè

åëàñòè÷íîã øòàïà ñëîáîäíè. Äà áè ñå ôîðìèðàíè ìîäåë ìîãàî óñïåøíî êîðèñòèòè

çà ðåøàâà»å ðåàëíèõ ïðîáëåìà, ïîòðåáíî jå èñïèòàòè óòèöàj ðàçëè÷èòèõ êîíòóðíèõ

óñëîâà. Èç òîã ðàçëîãà £åìî ïðåòïîñòàâèòè äà ñó íà ãîð»åì è äî»åì êðàjó øòàïà

ôèêñèðàíå îïðóãå, è òî òðè öèëèíäðè÷íå îïðóãå ïîñòàâ§åíå ó ïðàâöó êîîðäèíàò-

íèõ îñà x, y è z, êðóòîñòè cx, cy è cz, ðåñïåêòèâíî, êàî è òðè ñïèðàëíå îïðóãå êîjå

îäãîâàðàjó óãëîâèìà ðîòàöèjå ϕ, ψ è θ, êðóòîñòè cϕ, cψ è cθ, ðåñïåêòèâíî.

(V )0,1

z

x

y

cjb

cxb

cyb cyb

czb

cqb

(V )2s,s

(V )2kn,kn

cjt

cxt

cyt cyt

czt

cqt

O0

B

Ñëèêà 5.1: Êîíòóðíè óñëîâè íàìåòíóòè ïðåêî åëàñòè÷íî îñëî»åíèõ êðàjåâà øòàïà
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Ïîñòàâ§åíå îïðóãå ñó jåäíèì ñâîjèì êðàjåì ôèêñèðàíå çà îäãîâàðàjó£è êðàj øòàïà

à äðóãèì êðàjåì çà íåïîêðåòíó ïîäëîãó. Íà ñëèöè 5.1 äàò jå óïðîø£åí ïðèêàç îâèõ

îïðóãà, ïðè ÷åìó jå êîä îçíàêå êðóòîñòè îïðóãà ïîñòàâ§åíèõ íà âðõó øòàïà ó èí-

äåêñó äîäàòà îçíàêà 't', à êîä îçíàêå êðóòîñòè îïðóãà ïîñòàâ§åíèõ íà äî»åì êðàjó

øòàïà äîäàòà îçíàêà 'b'.

Äåî ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå ñèñòåìà, êîjè ïîòè÷å îä óâåäåíèõ îïðóãà íà êðàjåâèìà

øòàïà, ìîæå ñå îäðåäèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

ΠC =
1

2
v(nz)TK∗cv

(nz) (5.1)

ãäå jå

K∗C = diag (KCb, 06×6, . . . , 06×6, KCt) ∈ R6(kn+1)×6(kn+1), (5.2)

KCb = diag (cxb, cyb, czb, cϕb, cψb, cθb) , (5.3)

KCt = diag (cxt, cyt, czt, cϕt, cψt, cθt) . (5.4)

Óêóïíà ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ñèñòåìà ïðåäñòàâ§à çáèð ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå

åëàñòè÷íîã øòàïà (äåôèíèñàíå èçðàçîì (4.153) ) è ïîòåíöèjàëíå åíåðãèjå êîjà ïîòè÷å

îä óâåäåíèõ îïðóãà íà êðàjåâèìà øòàïà (äåôèíèñàíå èçðàçîì (5.1)), òj. âàæè äà jå:

Πu = Π + ΠC =
1

2

(
v(nz)

)T
(K∗ + K∗C − PS∗) v(nz). (5.5)

Ñàäà ñå ìîãó àíàëèçèðàòè ðàçëè÷èòè êîíòóðíè óñëîâè ìå»à»åì êðóòîñòè óâåäå-

íèõ îïðóãà íà êðàjåâèìà øòàïà. Îïðóãå ïîñòàâ§åíå íà îâàj íà÷èí ìîãó ñå êîðèñòèòè

çà îïèñ êàêî êðóòèõ òàêî è åëàñòè÷íèõ îñëîíàöà.

Êðóòè îñëîíöè ñå ÷åñòî êîðèñòå ïðè òåîðèjñêèì ðàçìàòðà»èìà è ïðèáëèæíîì

îïèñó ðåàëíèõ èíæå»åðñêèõ îájåêàòà. Êîä ðåàëíèõ îájåêàòà èäåàëíî êðóòè îñëîíöè

íå ïîñòîjå, àëè ñå âåîìà ÷åñòî ìîãó ïðåäñòàâèòè êàî òàêâè jåð ñó »èõîâå åëàñòè÷íå

äåôîðìàöèjå äîâî§íî ìàëå äà ñå ìîãó çàíåìàðèòè. Ó òàêâèì îñëîíöèìà, êðóòîñòè

îïðóãà ïîñòàâ§åíèõ ó ïðàâöèìà ó êîjèìà íåìà ïîìåðà»à ñó áåñêîíà÷íî âåëèêå äîê

ñó ó ïðàâöèìà ó êîjèìà jå äîçâî§åíî ïîìåðà»å êðóòîñòè îïðóãà jåäíàêå íóëè. Ïîøòî

ñó êðóòîñòè îïðóãà áåñêîíà÷íî âåëèêå îíäà íåìà ïîìåðà»à ó »èìà è îäãîâàðàjó£å

àïñîëóòíå êîîðäèíàòå ñó jåäíàêå íóëè òîêîì âðåìåíà. Ó òîì ñëó÷àjó ñå èç ìàòðèöå

M∗ è ìàòðèöa K∗, K∗C è S∗ (âèäåòè èçðàçå (4.149), (4.155), (5.2), è (4.156)) ìîðàjó
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óêëîíèòè ðåäîâè è êîëîíå êîjå îäãîâàðàjó êîîðäèíàòàìà êîjå ñó jåäíàêå íóëè.

Àêî ñå ðàçìàòðàjó øòàïîâè ñà åëàñòè÷íèì îñëîíöèìà, äîâî§íî jå çàäàòè êðóòîñò

îïðóãå êîjà îäãîâàðà ïîìåðà»ó ó êîjåì jå ïðåòïîñòàâ§åíî äà ñå åëàñòè÷íîñò jàâ§à.

Ó îñòàëèì ïðàâöèìà jå åëàñòè÷íîñò îïðóãå jåäíàêà íóëè èëè jå áåñêîíà÷íî âåëèêà

çàâèñíî îä òèïà îñëîíöà. Íåêè êàðàêòåðèñòè÷íè ñëó÷àjåâè êîíòóðíèõ óñëîâà ðåàëè-

çîâàíèõ ïîñòàâ§à»åì îïðóãà íà êðàjåâèìà ïðîñòîðíîã è ðàâàíñêîã øòàïà ïðèêàçàíè

ñó ó òàáåëè 2.

Òèï äåôîðìàöèjå
Âðñòà îñëîíöà

Êðóòîñò îïðóãà íà
øòàïà êðàjåâèìà øòàïà

Ï
ð
îñ
òî
ð
í
è
ø
òà
ï

Ó
ê
ë
åø

òå
»
å

z x

y
(V )0

cx →∞
cy →∞
cz →∞
cϕ →∞
cψ →∞
cθ →∞

Ñ
ô
åð
í
è
çã
ë
îá

z
x

y (V )0 cx →∞
cy →∞
cz →∞

Ð
àâ
àí
ñê
è
ø
òà
ï

Ó
ê
ë
åø

òå
»
å

z x

y
(V )0 cx →∞

cy →∞
cθ →∞

Ö
è
ë
.
çã
ë
îá

z
x

y (V )0

cx →∞,
cy →∞.

Òàáåëà 2: Êðóòîñòè îïðóãà íà êðàjåâèìà øòàïà ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà
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5.3 Ôðåêâåíòíà jåäíà÷èíà

Ó ñêëàäó ñà ïðåòõîäíèì ðàçìàòðà»èìà ìàòðè÷íó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó (4.158)

ìîæåìî çàïèñàòè ó ñëåäå£åì îáëèêó:

M∗v̈(nz) + (K∗ + K∗C − PS∗) v(nz) = 06(kn+1)×1. (5.6)

Îâàj ñèñòåì äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ïðåäñòàâ§à jåäíà÷èíå ñëîáîäíèõ íåïðèãó-

øåíèõ îñöèëàöèjà ïîñìàòðàíîã ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà ó îêîëèíè ðàâíîòåæíîã

ïîëîæàjà v(nz)(0) = 06(kn+1)×1. Ó ñêëàäó ñà òåîðèjîì ëèíåàðíèõ îñöèëàöèjà ìåõàíè÷-

êèõ ñèñòåìà ðåøå»à îâèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ïðåòïîñòàâ§àìî ó ñëåäå£åì

ìàòðè÷íîì îáëèêó (âèäåòè [2, 66]):

v(nz) = a(nz)C · cos (ωt− φ) , (5.7)

ãäå jå a(nz) àìïëèòóäíè âåêòîð, ω ôðåêâåíöèjà ñëîáîäíèõ íåïðèãóøåíèõ îñöèëàöèjà,

C êîíñòàíòà èíòåãðàöèjå, è φ ïðåäñòàâ§à ôàçíó ðàçëèêó.

Çàìåíîì èçðàçà (5.7) ó jåäíà÷èíó (5.6) äîáèjàìî:(
K∗ + K∗C − PS∗ − ω2M∗) a(nz) = 06(kn+1)×1. (5.8)

Äà áè ïîñòîjàëî íåòðèâèjàëíî ðåøå»å a(nz) 6= 06(kn+1)×1 ïîòðåáíî jå äà âàæè äà jå:∣∣K∗ + K∗C − PS∗ − ω2M∗∣∣ = 0. (5.9)

Îâà jåäíà÷èíà ïðåäñòàâ§à òçâ. ôðåêâåíòíó jåäíà÷èíó.

5.3.1 Êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ íåïðèãóøåíèõ îñöèëàöèjà øòàïà

Èç ôðåêâåíòíå jåäíà÷èíå (5.9) ìîãó£å jå îäðåäèòè ïðèáëèæíå âðåäíîñòè êðóæíèõ

ôðåêâåíöèjà ñëîáîäíèõ íåïðèãóøåíèõ îñöèëàöèjà ðàçìàòðàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà.

Ïîøòî ðàçìàòðàíè ñèñòåì êðóòèõ ñåãìåíàòà èìà 6(kn+ 1) ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à

è ôðåêâåíòíà jåäíà÷èíà £å èìàòè èñòî òîëèêî êîðåíîâà. Îáè÷íî ñå ïðè àíàëèçè
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óçèìà äà jå:

ω1 ≤ ω2 ≤ . . . ≤ ωr ≤ . . . ≤ ω6kn−1 ≤ ω6(kn+1). (5.10)

Íàjíèæà êðóæíà ôðåêâåíöèjà ω1 ñå ÷åñòî íàçèâà è îñíîâíà êðóæíà ôðåêâåíöèjà.

Àêî ñàäà ïîñìàòðàìî èçðàç (5.8), ìîæåìî óî÷èòè äà ñâàêîj îä äîáèjåíèõ êðóæíèõ

ôðåêâåíöèjà ωr (r = 1, . . . , 6kn) îäãîâàðà jåäíà÷èíà:(
K∗ + K∗C − PS∗ − ω2

rM
∗) a(nz)

r = 06(kn+1)×1. (5.11)

Èç ñâàêå îä r äîáèjåíèõ jåäíà÷èíà ìîãó£å jå îäðåäèòè àìïëèòóäíè âåêòîð a
(nz)
r

êîjè îäãîâàðà êðóæíîj ôðåêâåíöèjè ωr. Îâàj âåêòîð ñå ÷åñòî íàçèâà è ìîäàëíè âåê-

òîð, èëè âåêòîð ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à. Íàäà§å £åìî îâàj âåêòîð íàçèâàòè

âåêòîðîì ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à. Ðàçìîòðèìî ñàäà ôèçè÷êî çíà÷å»å åëåìå-

íàòà îâîã âåêòîðà. Íà îñíîâó âåêòîðà íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà äåôèíèñàíîã èçðàçèìà

(4.148) è (5.7) ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà ñå âåêòîð ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à ìîæå

ïðèêàçàòè ó îáëèêó:

ar
(nz) =

[
aT0,r aT2,r . . . aT2s−2,r aT2s,r . . . aT2kn−2,r aT2kn,r

]T
(5.12)

ãäå jå

a2s,r =
[
ax(2s,r) ay(2s,r) az(2s,r) aϕ(2s,r) aψ(2s,r) aθ(2s,r)

]T
. (5.13)

Äà áè ñå äîáèëè ïðèáëèæíè ãëàâíè îáëèöè îñöèëîâà»à ïðè àêñèjàëíèì îñöèëàöè-

jàìà ó ïðàâöó îñå x, ïîïðå÷íèì îñöèëàöèjàìà ó ïðàâöó îñà y è z, êàî è ïðè óâîjíèì

îñöèëàöèjàìà øòàïà îêî îñå x, äîâî§íî jå ãðóïèñàòè åëåìåíòå âåêòîðà ar
(nz) êîjè

îäãîâàðàjó îâèì îñöèëàöèjàìà òàêî äà âàæè äà jå:

Xr (xs) = ax(2s,r), Yr (xs) = ay(2s,r), Zr (xs) = az(2s,r),

ϕr (xs) = aϕ(2s,r), (s = 1, . . . , kn)

(5.14)

ãäå jå

xs =
s∑

u=1

(l2u−2,u + l2u−1,u + l2u,u) (5.15)

è Xr (x) , Yr (x) , Zr (x) è ϕr (x) ñó ôóíêöèjå ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à äåôèíèñàíå

ó äèñêðåòíèì âðåäíîñòèìà êîîðäèíàòå xs, êîjå îäãîâàðàjó óçäóæíèì, ïîïðå÷íèì è

óâîjíèì îñöèëàöèjàìà, ðåñïåêòèâíî.
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×åñòî ñå ó ëèòåðàòóðè, çáîã ëàêøåã ïîðå¢å»à ðåçóëòàòà, ìîæå íàè£è è íà íîðìà-

ëèçîâàíè îáëèê ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à:

Xr (xs) =
ax(2s,r)

max (Xr (xs))
, Y r (xs) =

ay(2s,r)
max (Yr (xs))

, Zr (xs) =
az(2s,r)

max (Zr (xs))
,

ϕr (xs) =
aϕ(2s,r)

max (ϕr (xs))
, (s = 1, . . . , kn),

(5.16)

ó êîjåì jå ìàêñèìàëíà àìïëèòóäíà âðåäíîñò ñâàêîã îä îáëèêà îñöèëîâà»à óâåê jåäè-

íè÷íà.

5.3.2 Êîíà÷íå jåäíà÷èíå êðåòà»à

Íà îñíîâó ïðåòïîñòàâ§åíîã ðåøå»à (5.7) ñàäà ñå ìîæå ñâàêîj êðóæíîj ôðåêâåí-

öèjè ωr ïðèäðóæèòè îäãîâàðàjó£å ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà

êðåòà»à ñèñòåìà (5.6) ó îáëèêó:

v(nz)
r = a(nz)

r Cr · cos (ωrt− φr) , r = 1, . . . , 6 (kn+ 1) (5.17)

ãäå ñó a
(nz)
r , Cr è φr àìïëèòóäíè âåêòîð, êîíñòàíòà èíòåãðàöèjå è ôàçía ðàçëèêa,

ðåñïåêòèâíî, êîjè îäãîâàðàjó êðóæíîj ôðåêâåíöèjè ωr.

Ïðèìåíîì ìåòîäå ñóïåðïîçèöèjå [2], íà îñíîâó ïàðòèêóëàðíèõ ðåøå»à (5.17), êî-

íà÷íå jåäíà÷èíå êðåòà»à ðàçìàòðàíîã ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà ïðè ñëîáîäíèì íå-

ïðèãóøåíèì îñöèëàöèjàìà ìîãó ñå îäðåäèòè ó îáëèêó:

v(nz) (t) =

6(kn+1)∑
r=1

a(nz)
r Cr · cos (ωrt− φr) . (5.18)

Âðåäíîñò êîíñòàíòè èíòåãðàöèjå Cr è ïî÷åòíèõ ôàçà φr (r = 1, . . . , 6 (kn+ 1)) ìîãó

ñå îäðåäèòè ðåøàâà»åì ñèñòåìà jåäíà÷èíà:

v(nz) (0) = v0, v̇(nz) (0) = v̇0, (5.19)

ãäå ñó v0 ∈ R6kn×1 è v̇0 ∈ R6kn×1 çàäàòè âåêòîðè ïî÷åòíèõ óñëîâà.
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5.3.3 Êðèòè÷íà ñèëà èçâèjà»à åëàñòè÷íîã øòàïà

Àíàëèçîì ôðåêâåíòíå jåäíà÷èíå (5.9) ìîæå ñå óî÷èòè äà âðåäíîñòè êðóæíèõ ôðå-

êâåíöèja îñöèëîâà»à çàâèñå îä èíòåíçèòåòà ïðèòèñíå ñèëå P . Êàî øòî jå ïîêàçàíî

ó ðåôåðåíöè [24], ñà ïîâå£à»åì èíòåíçèòåòà ïðèòèñíå ñèëå P , äîëàçè äî ñìà»å»à

âðåäíîñòè îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà ìàòðèöå êðóòîñòè êîjè çàâèñå îä èíòåíçèòåòà îâå

ñèëå, ïà ñå òàêî è âðåäíîñòè êðóæíèõ ôðåêâåíöèja øòàïà ñìà»ójó. Êàäà âðåäíîñò

èíòåíçèòåòà àêñèjàëíå ïðèòèñíå ñèëå äîñòèãíå èíòåíçèòåò êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à

Pcr, ïðâà (îñíîâíà) êðóæíà ôðåêâåíöèjà îñöèëîâà»à øòàïà jå jåäíàêà íóëè. Óçèìà-

jó£è ó îáçèð îâó ÷è»åíèöó, àêî ñå ó èçðàç (5.9) óâðñòè äà jå ω = 0, äîáèjà ñå ñëåäå£à

jåäíà÷èíà:

|K∗ + K∗C − PS∗|P=Pcr
= 0. (5.20)

Îâà jåäíà÷èíà ïðåäñòàâ§à ó îïøòåì ñëó÷àjó ïîëèíîì ðåäà 6 (kn+ 1) ïî íåïîçíà-

òîj P . Âðåäíîñò èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à Pcr jå íàjìà»è êîðåí ïîìåíóòå

jåäíà÷èíå. Îäðå¢èâà»å âðåäíîñòè èíòåíçèòåòà îâå ñèëå jå âåîìà âàæíî ó èíæå»åð-

ñêîj ïðàêñè. ×åñòî ñå èíæå»åðñêè îájåêòè (ñòóáîâè, àíòåíå, è ñë.) ïðîjåêòójó ñàìî

ïðåìà íàïîíñêîì êðèòåðèjóìó. Ìå¢óòèì, íåðåòêî ñå äåøàâà äà êîíñòðóêöèjà ïîñòàíå

íåñòàáèëíà óñëåä ïîjàâå èçâèjà»à èàêî ñó ïðèñóòíè íàïîíè ó ãðàíèöàìà äîçâî§åíèõ,

øòî jå äåòà§íî îïèñàíî ó ðåôåðåíöè [10]. Òî ñå íàj÷åø£å äåøàâà êîä åëåìåíàòà êîä

êîjèõ ñó äèìåíçèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ìàëå ó îäíîñó íà »åãîâó äóæèíó. Çàòî jå âà-

æíî îäðåäèòè èíòåíçèòåò êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à è óçåòè îâàj ïîäàòàê ó îáçèð ïðè

äèìåíçèîíèñà»ó.
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5.4 Íóìåðè÷êè ïðèìåðè

5.4.1 Åëàñòè÷íè øòàï ïðàâîóãàîíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà êîjè ñå äåôîð-

ìèøå ó ðàâíè

Íà ñëèöè 5.2 ïðèêàçàí jå åëàñòè÷íî îñëî»åí øòàï ñà êîíòèíóàëíîì ïðîìåíîì ïà-

ðàìåòàðà. Øòàï jå äóæèíå L, à êðóòîñòè öèëèíäðè÷íèõ è ñïèðàëíèõ îïðóãà íà ëåâîì

è äåñíîì êðàjó êðàjó øòàïà ñó cyb, cθb, cyt è cθt, ðåñïåêòèâíî. Òàêî¢å, ïðåòïîñòàâèìî

äà jå ïîïðå÷íè ïðåñåê øòàïà ïðàâîóãàîíîã îáëèêà, ïðè ÷åìó ñå øèðèíà è äåá§èíà

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ìå»àjó ñàãëàñíî çàäàòèì ôóíêöèjàìà ïðîìåíå b (x) è h(x), ðå-

ñïåêòèâíî. Ïàðàìåòðè ìàòåðèjàëà øòàïà, ãóñòèíà è ìîäóë åëàñòè÷íîñòè, ìå»àjó ñå

äóæ øòàïà ñàãëàñíî çàêîíèìà ρ (x) è E (x), ðåñïåêòèâíî. Íåêà jå øòàï îïòåðå£åí

àêñèjàëíèì ïðèòèñíèì ñèëàìà P è P
′
íà ñâîì ëåâîì è äåñíîì êðàjó, ðåñïåêòèâíî.

z

x

y

c
qb

cyb

cyt

L

A0

x

B

B
b(x)

h
(x

)

пресек B B-

P’P

c
qt

Ñëèêà 5.2: Åëàñòè÷íî îñëî»åí íåõîìîãåíè åëàñòè÷íè øòàï ïðàâîóãàîíîã ïîïðå÷íîã
ïðåñåêà ïðîìåí§èâèõ äèìåíçèjà îïòåðå£åí àêñèjàëíèì ïðèòèñíèì ñèëàìà íà êðàjå-
âèìà

Ó îâîì îäå§êó £åìî ðàçìàòðàòè íåêîëèêî øòàïîâà ïðàâîóãàîíîã ïîïðå÷íîã ïðå-

ñåêà ñà ðàçëè÷èòèì çàêîíèìà ïðîìåíå ïàðàìåòàðà øòàïà, êîjè £å êàñíèjå áèòè áëèæå

äåôèíèñàíè. Ó îïøòåì ñëó÷àjó, èçëîæåíèì ïðèñòóïîì ìîæå áèòè àíàëèçèðàí áèëî
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êîjè îáëèê ïîïðå÷íîã ïðåñåêà, àëè £å îâäå áèòè àíàëèçèðàí ñàìî ïðàâîóãàîíè çáîã

åôèêàñíîñòè ïðèêàçà. Òàêî¢å, ìîäåëîì åëàñòè÷íî îñëî»åíîã øòàïà, ïðåäñòàâ§åíîã

íà ñëèöè 5.2, ìîãó áèòè îáóõâà£åíè ðàçëè÷èòè êîíòóðíè óñëîâè øòàïà êîjè îñöèëójå

ó ðàâíè, êàî øòî jå íàãëàøåíî ó òàáåëè 2.

Ó îïøòåì ñëó÷àjó, ôóíêöèjà ïðîìåíå ïîâðøèíå ïðàâîóãàîíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

äóæ øòàïà jå:

A (x) = b (x) · h (x) , (5.21)

à ôóíêöèjà ïðîìåíå ìîìåíòà èíåðöèjå ïðàâîóãàîíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà äóæ øòàïà

ó îäíîñó íà îñó z jå:

Iz (x) =
1

12
b (x) · h (x)3 . (5.22)

Ïðåòïîñòàâ§åíî jå äà jå çàêîí ïðîìåíå øèðèíå è äåá§èíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

êîíòèíóàëíà ôóíêöèjà. Èç òîã ðàçëîãà jå òîêîì äèñêðåòèçàöèjå äîâî§íî êîðèñòèòè

ïðèìàðíå åëàñòè÷íå ñåãìåíòå, êàî øòî jå âå£ íàãëàøåíî ó ïîãëàâ§ó 3.3 (âèäåòè ñëèêó

3.4(á)), ïà ñå óçèìà äà jå k = 1. Áðîj ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà n jå ïðîìåí§èâ, è ïîâå£àâà

ñå êàêî áè ñå ïîñòèãëà æå§åíà òà÷íîñò ó îäðå¢èâà»ó êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà. Äóæèíà

ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà jå Li = L/n, (i = 1, . . . , n). Íàêîí äèñêðåòèçàöèjå ñâàêîã îä n

ïðèìàðíèõ åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà íà êðóòå ñåãìåíòå (âèäåòè ïîãëàâ§å 3.2) ìîæåìî

óñâîjèòè äà ñó äóæèíå êðóòèõ ñåãìåíàòà (Vk,i) , (k = 2i − 2, 2i − 1, 2i) íà êîjå jå

äèñêðåòèçîâàí i−òè ïðèìàðíè åëàñòè÷íè ñåãìåíò:

l2i−2,i = l2i,i = Li/2, l2i−1,i = 0, (5.23)

ïðè ÷åìó ñìî óñâîjèëè äà jå êîåôèöèjåíò ïîäåëå δ = 1.

Ìàñà êðóòèõ ñåãìåíàòà (Vk,i) jå:

mk,i = ρAilk,i, (5.24)

a ìîìåíò èíåðöèjå ó îäíîñó íà îñó Ck,iζk,i:

JCk,iζk,i =
1

12
mk,il

2
k,i. (5.25)

Ó ñâèì áóäó£èì ðàçìàòðà»èìà ó îâîì ïîãëàâ§ó ïðåòïîñòàâè£åìî äà jå äóæèíà

øòàïà L = 1 [m], à äèìåíçèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà íà ëåâîì êðàjó b0 = 0.05 [m] è h0 =

0.01 [m]. Òàêî¢å, áè£å ïðåòïîñòàâ§åíî äà je øòàï jå èçðà¢åí îä ÷åëèêà ÷èjà ñó ãóñòèíà
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è ìîäóë åëàñòè÷íîñòè íà ëåâîì êðàjó øòàïà ρ0 = 7850 [kg/m3] è E0 = 2.1 · 1011 [Pa],

ðåñïåêòèâíî.

Ïðåòïîñòàâ§à ñå äà ñå øòàï äåôîðìèøå ó ðàâíè xy. Êàî øòî jå òî óîáè÷àjåíî ó

ëèòåðàòóðè ïðè ìàëèì îñöèëàöèjàìà øòàïîâà óòèöàj ñèëå Çåì§èíå òåæå ñå íå óçèìà

ó ðàçìàòðà»èìà. Ïîøòî £å ó íàðåäíèì ïðèìåðèìà áèòè ðàçìàòðàíî ñàìî êðåòà»å ó

ïîìåíóòîj ðàâíè, ïîòðåáíî jå äåòà§íèjå îájàñíèòè íà÷èí ïðåëàñêà ñà ïðîñòîðíîã äèñ-

êðåòèçîâàíîã íà ðàâàíñêè äèñêðåòèçîâàíè ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà. Ó ðàâíè xy ìîæå

äî£è äî ñàâèjà»à è àêñèjàëíèõ äåôîðìàöèjà åëàñòè÷íîã øòàïà. Èç òîã ðàçëîãà jå

ïîòðåáíî èçâðøèòè ðåäóêöèjó ïðèáëèæíîã ìîäåëà åëàñòè÷íîã øòàïà ïðèêàçàíîã íà

ñëèöè 4.1. Óâåäåíà ðàëàòèâíà ïîìåðà»à q6s−4, q6s è q6s−5, (s = 1, . . . , k · n) îäãîâàðàjó

ñàâèjà»ó è àêñèjàëíèì äåôîðìàöèjàìà åëàñòè÷íîã øòàïà ó ðàâíè xy, ðåñïåêòèâíî.

Îâà ðåëàòèâíà ïîìåðà»à òðåáà çàäðæàòè. Ñà äðóãå ñòðàíå, ðåëàòèâíà ïîìåðà»à

q6s−3, q6s−1 è q6s−2, (s = 1, . . . , k · n) êîjà îïèñójó ñàâèjà»å åëàñòè÷íîã øòàïà ó ðàâíè

xz è óâèjà»å øòàïà îêî x îñå, ðåñïåêòèâíî, jå ïîòðåáíî èñê§ó÷èòè èç ðàçìàòðà»à jåð

ó ðàâàíñêîì ìîäåëó íåìà ïîìåíóòèõ äåôîðìàöèjà. Âàæíî jå íàïîìåíóòè äà íèjå ïî-

òðåáíî èçíîâà ñïðîâîäèòè ïðîöåñ ôîðìèðà»à äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à

ïðèáëèæíîã ìîäåëà åëàñòè÷íîã øòàïà ó ðàâíè. Ïîøòî jå ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà ó

ðàâíè ñàìî ñïåöèjàëàí ñëó÷àj ïðîñòîðíîã ìîäåëà åëàñòè÷íîã øòàïà, äîâî§íî jå ïðè-

ìåòèòè äà ñå âåêòîð íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà (âèäåòè èçðàç 4.154) îâîã ìîäåëà ñàäà

ðåäóêójå íà:

v(nz) =
[

vT0 vT2 . . . vT2s−2 vT2s . . . vT2kn−2 vT2kn

]T
, (5.26)

ãäå jå vT2s = [x2s, y2s, θ2s] , (s = 1, . . . , k · n) , ïà ïîìåíóòè ìîäåë ñàäà èìà 3n + 1 ñòå-

ïåíè ñëîáîäå êðåòà»à. Çàòî jå ïðè àíàëèçè îâîã ðàâàíñêîã ìîäåëà åëàñòè÷íîã øòàïà

äîâî§íî ó ìàòðèöàìà M∗, K∗, K∗C è S∗ (âèäåòè èçðàçå (4.149), (4.155), (5.2) è (4.156))

óêëîíèòè ðåäîâå è êîëîíå êîjè îäãîâàðàjó èñê§ó÷åíèì êîîðäèíàòàìà z2s, ϕ2s è ψ2s,

(s = 1, . . . , k · n) äà áè ñå äîáèî äèñêðåòèçîâàíè ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§è-

âèõ ïàðàìåòàðà êîjè ñå äåôîðìèøå ó ðàâíè.

Ó ïðèìåðèìà êîjè ñëåäå íàjïðå £å çà ñëó÷àj åëàñòè÷íîã øòàïà ñà êîíñòàíòíèì

ïàðàìåòðèìà áèòè èçâðøåíà àíàëèçà òà÷íîñòè èçëîæåíîã ïðèñòóïà êðîç ïîðå¢å»å

äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà ñà àíàëèòè÷êèì ðåøå»èìà ïàðöèjàëíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåä-

íà÷èíà êîjà ñó äîñòóïíà ó ëèòåðàòóðè.

Íàêîí ïðîâåðå, áè£å ïðèêàçàíà è ìîãó£íîñò óïîòðåáå èçëîæåíîã ïðèñòóïà çà àíà-
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ëèçó øòàïîâà ñà ðàçëè÷èòèì çàêîíèìà ïðîìåíå ïàðàìåòàðà. Ó âå£èíè èçëîæåíèõ

ïðèìåðà áè£å íàjïðå îäðå¢åíà âðåäíîñò êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à øòàïà êîðèø£å»åì

èçðàçà (5.20). Íàêîí òîãà, áè£å îäðå¢èâàíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ íåïðè-

ãóøåíèõ îñöèëàöèjà øòàïà ðåøàâà»åì ôðåêâåíòíå jåäíà÷èíå (5.9). Ïðèòîì £å áèòè

ðàçìàòðàíà äâà ñëó÷àjà. Ïðâè ñëó÷àj ïðåäñòàâ§à ñèòóàöèjó êàäà øòàï íèjå îïòå-

ðå£åí àêñèjàëíîì ïðèòèñíîì ñèëîì P , ïà ñå ó ôðåêâåíòíîj jåäíà÷èíè óçèìà äà jå

P = 0. Ó äðóãîì ñëó÷àjó óçèìà ñå äà íà øòàï äåëójå àêñèjàëíà ïðèòèñíà ñèëà P ,

ïðè ÷åìó âàæè äà jå 0 ≤ P ≤ Pcr. Ïîðåä ïîðå¢å»à ðåçóëòàòà ñà ðåçóëòàòèìà äðóãèõ

ìåòîäà êîjè ñó äîñòóïíè ó ëèòåðàòóðè, ó íóìåðè÷êèì ïðèìåðèìà áè£å ïðèêàçàí è

çíà÷àjàí áðîj íîâèõ ðåçóëòàòà çà íåêå ñëîæåíèjå çàêîíå ïðîìåíå ïàðàìåòàðà øòàïà.

5.4.2 Õîìîãåíè åëàñòè÷íè øòàï êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

Õîìîãåíè åëàñòè÷íè øòàï êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ñå ÷åñòî êîðèñòè çà

ïðîâåðó òà÷íîñòè ðàçíèõ ïðèáëèæíèõ ìåòîäà çà îäðå¢èâà»å êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà è

êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à. Ïîøòî ñå ó îâîì ñëó÷àjó ïàðàìåòðè ïîïðå÷íîã ïðåñåêà è ìà-

òåðèjàëà íå ìå»àjó äóæ øòàïà, îäãîâàðàjó£è êîåôèöèjåíòè ó ïàðöèjàëíèì äèôåðåí-

öèjàëíèì jåäíà÷èíàìà, êîjèìà jå îïèñàíî äèíàìè÷êî ïîíàøà»å øòàïà, ñó êîíñòàíòíè

(âèäåòè [24]). Ñàìèì òèì jå ìîãó£å îäðåäèòè àíàëèòè÷êî ðåøå»å ïàðöèjàëíèõ äèôå-

ðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ó çàòâîðåíîj ôîðìè. Óïðàâî çàòî ñå îâàj jåäíîñòàâíè ìîäåë

øòàïà êîðèñòè êàî ïî÷åòíà ïðîâåðà êîíâåðãåíöèjå ïðèáëèæíèõ ðåøå»à êà òà÷íîì

(àíàëèòè÷êîì) ðåøå»ó.

Íåêà jå äàò øòàï ïðàâîóãàîíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà, ïðè ÷åìó ñó øèðèíà è äåá§èíà

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà êîíñòàíòíå äóæ øòàïà, òj. b (x) = b0, è h (x) = h0. Òàêî¢å,

íåêà ñó ãóñòèíà è ìîäóë åëàñòè÷íîñòè ìàòåðèjàëà øòàïà êîíñòàíòíè íà öåëîj äóæèíè

øòàïà, îäíîñíî ρ (x) = ρ0 èE (x) = E0, ðåñïåêòèâíî.

Àíàëèçèðàjìî íàjïðå òà÷íîñò ïðè îäðå¢èâà»ó êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à ðàçìàòðà-

íîã øòàïà. Ó òó ñâðõó äåôèíèøèìî ðåëàòèâíó ãðåøêó ïðè îäðå¢èâà»ó ïðèáëèæíå

âðåäíîñòè êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à êàî:

εp =

∣∣∣∣λp − λp(exact)λp(exact)

∣∣∣∣ · 100 [%] , (5.27)

ãäå jå λp = PcrL/ (E · Iz0) áåçäèìåíçèîíè èíòåíçèòåò êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à äîáè-

jåíå ïðèìåíîì èçëîæåíîã ïðèñòóïà à λp(exact) = Pcr(exact)L/ (E · Iz0) ïðåäñòàâ§à òà÷íè
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áåçäèìåíçèîíè èíòåíçèòåò êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à îäðå¢åí ó ðåôåðåíöàìà [10, 24].

Ó òàáåëè 3 ïðèêàçàíå ñó óïîðåäíå âðåäíîñòè áåçäèìåíçèîíèõ èíòåíçèòåòà êðè-

òè÷íå ñèëå èçâèjà»à åëàñòè÷íîã øòàïà êîíñòàíòíèõ ïàðàìåòàðà ïðè ðàçëè÷èòèì

êîíòóðíèì óñëîâèìà.

Êîíòóðíè Ïðåäëîæåíè ïðèñòóï Òà÷íå

óñëîâè
n = 20 n = 40 n = 60

âðåäíîñòè

ëåâî äåñíî [10]

Óêëåøòå»å Ñëîáoäàí
λp 2.4661 2.4671 2.4673

2.467
εp [%] 0.04 0.01 0.01

Óêëåøòå»å Öèë. çãëîá
λp 20.1060 20.1695 20.1813

20.190
εp [%] 0.42 0.10 0.04

Óêëåøòå»å Óêëåøòå»å
λp 39.1548 39.3973 39.4424

39.478
εp [%] 0.82 0.21 0.09

Öèë. çãëîá Öèë. çãëîá
λp 9.8493 9.8645 9.8673

9.870
εp [%] 0.21 0.06 0.03

Òàáåëà 3: Áåçäèìåíçèîíè èíòåíçèòåò êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à λp åëàñòè÷íîã øòàïà
êîíñòàíòíèõ ïàðàìåòàðà ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà

Àíàëèçèðàíà jå ïðîìåíà ðåëàòèâíå ãðåøêå èçìå¢ó áåçäèìåíçèîíîã èíòåíçèòåòà

êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à äîáèjåíå ïðèìåíîì èçëîæåíîã ïðèñòóïà è òà÷íèõ âðåäíîñòè

èç ðåôåðåíöå [10]. Ìîæå ñå jàñíî óî÷èòè äà ñà ïîâå£à»åì áðîjà ïðèìàðíèõ åëàñòè÷íèõ

ñåãìåíàòà n äîëàçè äî çíà÷àjíîã ñìà»å»à ðåëàòèâíå ãðåøêå. Òàêî jå âå£ çà n =

20 âðåäíîñò ðåëàòèâíå ãðåøêå ìà»à îä 1 [%] çà ñâàêè îä ÷åòèðè ïðèêàçàíà ñëó÷àjà

êîíòóðíèõ óñëîâà. Äà§èì ïîâå£àâà»åì áðîjà ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà n, äîëàçè äî

çíà÷àjíîã ñìà»å»à ðåëàòèâíå ãðåøêå, ïà òàêî çà n = 60 íàjâå£à âðåäíîñò ðåëàòèâíå

ãðåøêå èçíîñè 0.09 [%] çà ñëó÷àj îáîñòðàíî óêëåøòåíîã øòàïà.

Áî§è óâèä ó áðçèíó êîíâåðãåíöèjå ðåçóëòàòà èçëîæåíîã ïðèñòóïà êà àíàëèòè÷-

êèì ðåøå»èìà ìîæå ñå ñòå£è ïîñìàòðà»åì ñëèêå 5.3 íà êîjîj jå ïðèêàçàíà ïðîìåíà

âðåäíîñòè ðåëàòèâíå ãðåøêå ñà ïîâå£à»åì áðîjà ïðèìàðíèõ åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà n

çà ñâå àíàëèçèðàíå êîíòóðíå óñëîâå øòàïà. Ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà âðåäíîñò ðåëà-

òèâíå ãðåøêå ïðè îäðå¢èâà»ó êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à íàjáðæå êîíâåðãèðà êà íóëè ó

ñëó÷àjó êîíçîëå , òj. êàäà jå jåäàí êðàj øòàïà óêëåøòåí à äðóãè ñëîáîäàí. Íàjñïîðèjà

êîíâåðãåíöèjà ñå ïîñòèæå ïðè àíàëèçè øòàïà êîjè jå óêëåøòåí íà îáà êðàjà. Äàêëå,

ïðè äîâî§íî âåëèêîì áðîjó ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà, âðåäíîñòè ðåëàòèâíèõ ãðåøàêà ñó
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ãîòîâî jåäíàêå, ïà ïîðå¢å»å åôèêàñíîñòè èçëîæåíîã ïðèñòóïà ïðè ðàçëè÷èòèì êî-

íòóðíèì óñëîâèìà ãóáè íà çíà÷àjó. Îñèì òîãà, òðåáà íàãëàñèòè äà jå ïðåäëîæåíà

âàðèjàíòà ìåòîäå êðóòèõ ñåãìåíàòà íóìåðè÷êè åôèêàñíà çáîã êîðèø£å»à àïñîëóò-

íèõ êîîðäèíàòà êðóòèõ òåëà ó àíàëèçè. Çáîã òîãà ïîâå£à»å áðîjà êðóòèõ ñåãìåíàòà

n íå£å äîâåñòè äî ñìà»å»à åôèêàñíîñòè.

Укл.

Укл.

Укл. Укл.

Ñëèêà 5.3: Ðåëàòèâíà ãðåøêà ïðè îäðå¢èâà»ó èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à
õîìîãåíîã øòàïà êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ó çàâèñíîñòè îä áðîjà ïðèìàðíèõ
ñåãìåíàòà n

Ïîðåä àíàëèçå åôèêàñíîñòè èçëîæåíîã ïðèñòóïà ïðè àíàëèçè èíòåíçèòåòà êðè-

òè÷íå ñèëå èçâèjà»à øòàïà, ïîòðåáíî jå ñïðîâåñòè è àíàëèçó åôèêàñíîñòè èçëîæåíîã

ïðèñòóïà ïðè îäðå¢èâà»ó êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà ïîïðå÷íèõ îñöèëàöèjà îâîã øòàïà.

Ïðåòïîñòàâè£åìî íàjïðå äà jå P = 0. Äåôèíèøèìî ñàäà ðåëàòèâíó ãðåøêó ïðè

îäðå¢èâà»ó êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ ïîïðå÷íèõ îñöèëàöèjà øòàïà êàî:

εi =

∣∣∣∣ωi − ωi(exact)ωi(exact)

∣∣∣∣ · 100 [%] , (5.28)

ãäå jå ωi = ωi
√
ρAL4/ (EIz0) âðåäíîñò áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå äîáèjåíå

ïðèìåíîì èçëîæåíîã ïðèñòóïà è ωi(exact) = ωi(exact)
√
ρAL4/ (EIz0) ïðåäñòàâ§à òà÷íó

âðåäíîñò áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå îäðå¢åíå ó ðåôåðåíöè [24].

Èìàjó£è ó âèäó äà jå çà ïðîjåêòîâà»å èíæå»åðñêèõ îájåêàòà íàjâàæíèjå îäðå-

äèòè ïðâå òðè êðóæíå ôðåêâåíöèjå îñöèëîâà»à, ïðîâåðó èçëîæåíîã ïðèñòóïà £åìî

ñïðîâåñòè êðîç ïîðå¢å»å äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà ñà òà÷íèì âðåäíîñòèìà óïðàâî çà ïðâå

òðè êðóæíå ôðåêâåíöèjå. Ó òàáåëè 4 ïðèêàçàíå ñó âðåäíîñòè ïðâå òðè áåçäèìåí-

çèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ ïîïðå÷íèõ îñöèëàöèjà ωi (i = 1, 2, 3), êàî è
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îäãîâàðàjó£å ðåëàòèâíå ãðåøêå εi (i = 1, 2, 3) äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà ó îäíîñó íà òà÷íå

âðåäíîñòè äàòå ó ðåôåðåíöè [24] ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà.

Êîíòóðíè Ïðåäëîæåíè ïðèñòóï Òà÷íå

óñëîâè
n = 20 n = 40 n = 60

âðåäíîñòè

ëåâo äåñío [24]

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ñ
ë
î
á
o
ä
à
í

ω̄1 3.51633 3.51609 3.51605
3.5160

ε1 [%] 0.01 0.003 0.001

ω̄2 22.0040 22.0269 22.0311
22.0346

ε2 [%] 0.14 0.04 0.02

ω̄3 61.4033 61.6235 61.6644
61.6979

ε3 [%] 0.48 0.12 0.05

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

ω̄1 15.3997 15.4136 15.4162
15.4182

ε1 [%] 0.12 0.03 0.01

ω̄2 49.7425 49.9091 49.9401
49.9651

ε2 [%] 0.45 0.11 0.05

ω̄3 103.236 103.993 104.134
104.248

ε3 [%] 0.97 0.25 0.11

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

ω̄1 22.3446 22.3661 22.3701
22.3729

ε1 [%] 0.13 0.03 0.01

ω̄2 61.3779 61.5989 61.64
61.6728

ε2 [%] 0.48 0.12 0.05

ω̄3 119.668 120.593 120.765
120.903

ε3 [%] 1.02 0.26 0.11

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

ω̄1 9.85947 9.8671 9.8685
9.8696

ε1 [%] 0.10 0.03 0.01

ω̄2 39.3168 39.4379 39.4604
39.4786

ε2 [%] 0.41 0.10 0.05

ω̄3 88.0128 88.6215 88.7352
88.8269

ε3 [%] 0.92 0.23 0.10

Òàáåëà 4: Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ω̄i (i = 1, 2, 3) ñëîáîäíèõ ïîïðå÷íèõ
îñöèëàöèjà õîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðè ðàçëè-
÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà è ïðè P = 0

Óîïøòåíî ãîâîðå£è, àíàëèçîì ðåçóëòàòà ïðèêàçàíèõ ó îâîj òàáåëè, ìîæå ñå äî£è

äî ñëè÷íîã çàê§ó÷êà êàî è êîä îäðå¢èâà»à êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à. Íàèìå, íàjìà»å

ðåëàòèâíå ãðåøêå ñå ïîñòèæó ó ñëó÷àjó øòàïà êîjè jå íà jåäíîì êðàjó óêëåøòåí, à
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íà äðóãîì ñëîáîäàí, äîê ñå íàjìà»à òà÷íîñò èçëîæåíå ìåòîäå jàâ§à ó ñëó÷àjó îáî-

ñòðàíî óêëåøòåíîã øòàïà. Ïðèòîì, ïðè ñâèì êîíòóðíèì óñëîâèìà ïîñòîjè ðàçëèêà ó

òà÷íîñòè îäðå¢èâà»à ñâàêå îä òðè àíàëèçèðàíå áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå

ωi (i = 1, 2, 3). Òàêî jå íàjìà»à ðåëàòèâíà ãðåøêà ε1 êîä îäðå¢èâà»à ïðâå êðóæíå

ôðåêâåíöèjå, äîê jå íàjâå£à ðåëàòèâíà ãðåøêà ε3 êîä òðå£å êðóæíå ôðåêâåíöèjå. Íà

ïðèìåð, çà n = 20, êîä øòàïà êîjè jå íà jåäíîì êðàjó óêëåøòåí à íà äðóãîì ñëîáî-

äàí, èìàìî äà jå ε1 = 0.01 [%], ε2 = 0.14 [%] è ε3 = 0.48 [%]. Êàäà ñå áðîj ïðèìàðíèõ

ñåãìåíàòà ïîâå£à íà n = 60, âðåäíîñò ðåëàòèâíèõ ãðåøàêà ñå çíà÷àjíî ñìà»è è èç-

íîñè ε1 = 0.001 [%], ε2 = 0.02 [%] è ε3 = 0.05 [%]. Ñà äðóãå ñòðàíå, êîä îáîñòðàíî

óêëåøòåíîã øòàïà, çà n = 20, âðåäíîñò ðåëàòèâíèõ ãðåøàêà èçíîñè ε1 = 0.13 [%],

ε2 = 0.48 [%] è ε3 = 1.02 [%]. Ïîâå£à»åì áðîjà ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà íà n = 60,

äîáèjà ñå äà jå ε1 = 0.01 [%], ε2 = 0.05 [%] è ε3 = 0.11 [%].

Êîìïëåòíèjè ïðèêàç áðçèíå êîíâåðãåíöèjå ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ ïðèìåíîì èçëî-

æåíîã ïðèñòóïà êà òà÷íèì ðåçóëòàòèìà ìîæå ñå âèäåòè íà ñëèêàìà 5.4-5.6 ãäå jå

ïðèêàçàíà çàâèñíîñò ðåëàòèâíèõ ãðåøàêà εi (i = 1, 2, 3) îä áðîjà êîðèø£åíèõ ïðè-

ìàðíèõ ñåãìåíàòà (n), ðåñïåêòèâíî, ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà.

Ñëèêà 5.4: Ðåëàòèâíà ãðåøêà ïðè îäðå¢èâà»ó ïðâå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ
ïîïðå÷íèõ îñöèëàöèjà øòàïà ó çàâèñíîñòè îä áðîjà ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà n

Íà ñâàêîì îä òðè ïðèêàçàíà äèjàãðàìà êîíâåðãåíöèjå jå î÷èãëåäíî äà ñå ïî áðçèíè

êîíâåðãåíöèjå èçäâàjà ñëó÷àj øòàïà êîjè jå íà jåäíîì êðàjó óêëåøòåí à íà äðóãîì

ñëîáîäàí. Òàêî¢å, ìîæå ñå óî÷èòè äà jå ðàçëèêà ó áðçèíè êîíâåðãåíöèjå èçìå¢ó

îñòàëà òðè ñëó÷àjà êîíòóðíèõ óñëîâà ìèíèìàëíà. Íà êðàjó, èàêî ðàçëèêà ó áðçèíè

êîíâåðãåíöèjå ïîñòîjè, ïðè äîâî§íî âåëèêîì áðîjó ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà n, ðåöèìî
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çà n = 40, íà äèjàãðàìèìà êîíâåðãåíöèjå ñå ìîæå âèäåòè äà jå çà ñâàêè îä ðàçìà-

òðàíèõ êîíòóðíèõ óñëîâà ðàçëèêà èçìå¢ó ðåëàòèâíèõ ãðåøàêà çàíåìàð§èâî ìàëà.

Ïîøòî jå èçâðøåíà ïðîâåðà òà÷íîñòè äîáèjåíèõ êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà ïîïðå÷íèõ

îñöèëàöèjà, ñëåäå£è ëîãè÷àí êîðàê ó âåðèôèêàöèjè èçëîæåíîã ïðèñòóïà jå ïðîâåðà

òà÷íîñòè îäãîâàðàjó£èõ ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à øòàïà.

Ñëèêà 5.5: Ðåëàòèâíà ãðåøêà ïðè îäðå¢èâà»ó äðóãå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ
ïîïðå÷íèõ îñöèëàöèjà øòàïà ó çàâèñíîñòè îä áðîjà ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà n

Ñëèêà 5.6: Ðåëàòèâíà ãðåøêà ïðè îäðå¢èâà»ó òðå£å êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ
ïîïðå÷íèõ îñöèëàöèjà øòàïà ó çàâèñíîñòè îä áðîjà ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà n

Íà ñëèöè 5.7(à)-(ã) ïðèêàçàíè ñó óïîðåäíè äèjàãðàìè ïðâà òðè íîðìàëèçîâàíà

ãëàâíà îáëèêà îñöèëîâà»à øòàïà äîáèjåíèõ ïðèìåíîì èçëîæåíîã ïðèñòóïà è íà

îñíîâó àíàëèòè÷êèõ ðåøå»à äîáèjåíèõ ó ðåôåðåíöè [24] çà ñâàêè îä ðàçìàòðàíèõ

êîíòóðíèõ óñëîâà. Ãëàâíè îáëèöè îñöèëîâà»à äîáèjåíè êîðèø£å»åì àíàëèòè÷êèõ
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ðåøå»à ñó îçíà÷åíè ïóíèì ëèíèjàìà, äîê ñó äèñêðåòíå âðåäíîñòè, äîáèjåíå ïðèìå-

íîì èçëîæåíîã ïðèñòóïà ïðè n = 20, îçíà÷åíå îäãîâàðàjó£èì ìàðêåðèìà (âèäåòè

ñëèêó 5.7(à)-(ã)). Ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà ïîñòîjè îäëè÷íî ñëàãà»å èàêî jå êîðèø£åíî

ñàìî n = 20 ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà, øòî jå è áèëî î÷åêèâàíî jåð jå ðàíèjå ïîêàçàíî äî-

áðî ñëàãà»å ðåçóëòàòà ïðè îäðå¢èâà»ó êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà ñëîáîäíèõ ïîïðå÷íèõ

îñöèëàöèjà. Ñïàjà»åì äîáèjåíèõ äèñêðåòíèõ âðåäíîñòè ìîæå ñå îáåçáåäèòè ïðèáëè-

æíà ôîðìà íîðìàëèçîâàíèõ ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à çà ñâàêè îä êîðèø£åíèõ

êîíòóðíèõ óñëîâà.

Ñëèêà 5.7: Ïðâà òðè ãëàâíà îáëèêà îñöèëîâà»à åëàñòè÷íå êîíçîëå çà ðàçëè÷èòå
êîíòóðíå óñëîâå: (à) óêëåøòåí-ñëîáîäàí, (á) óêëåøòåí-öèë. çãëîá, (â) öèë. çãëîá -
öèë. çãëîá, (ã) óêëåøòåí-óêëåøòåí

Êàêî áè ñå äîäàòíî ïîâå£àëà òà÷íîñò ïðè öðòà»ó îâèõ ãëàâíèõ íîðìàëèçîâàíèõ

îáëèêà îñöèëîâà»à ðàçìàòðàíèõ øòàïîâà, óáóäó£å £å áèòè êîðèø£åíî n = 40 ïðè-

ìàðíèõ ñåãìåíàòà .

Ïîøòî jå íà ïî÷åòêó îâîã ïîãëàâ§à ïðåòïîñòàâ§åíî äà ó ðàâíè xy äîëàçè äî ñà-

âèjà»à è àêñèjàëíèõ äåôîðìàöèjà åëàñòè÷íîã øòàïà îñòàjå äà ñå ïðîâåðè òà÷íîñò
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îäðå¢èâà»à êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà ñëîáîäíèõ àêñèjàëíèõ îñöèëàöèjà øòàïà. Ó òà-

áåëè 5 äàò jå óïîðåäíè ïðèêàç áåçäèìåíçèîíèõ êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà àêñèjàëíèõ

îñöèëàöèjà ωi = ωi
√
ρL2/E øòàïà äîáèjåíèõ ïðèìåíîì èçëîæåíîã ïðèñòóïà è àíàëè-

òè÷êîã ðåøå»à ïàðöèjàëíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ó ðåôåðåíöè [24] çà ñëó÷àj

øòàïà êîjè jå íà jåäíîì êðàjó óêëåøòåí à íà äðóãîì ñëîáîäàí, è çà ñëó÷àj îáî-

ñòðàíî óêëåøòåíîã øòàïà. Îñòàëè êîíòóðíè óñëîâè (óêëåøòåí-öèëèíäðè÷àí çãëîá

è öèëèíäðè÷íè çãëîá-öèëèíäðè÷íè çãëîá) íèñó ðàçìàòðàíè jåð ñå ïðè ðàçìàòðà»ó

àêñèjàëíèõ îñöèëàöèjà îáîñòðàíî óêëåøòåíîã øòàïà îáà ïîìåíóòà êîíòóðíà óñëîâà

ñâîäå íà ñëó÷àj îáîñòðàíî óêëåøòåíîã øòàïà.

Êîíòóðíè Ïðåäëîæåíè ïðèñòóï Òà÷íå

óñëîâè
n = 20 n = 40 n = 60

âðåäíîñòè

ëåâo äåñío [24]

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ñ
ë
î
á
o
ä
à
í

ω̄1 1.5704 1.5707 1.5708
1.5708

ε1 [%] 0.026 0.007 0.003

ω̄2 4.7015 4.7097 4.7112
4.7124

ε2 [%] 0.234 0.058 0.026

ω̄3 7.8036 7.8414 7.8484
7.8540

ε3 [%] 0.642 0.161 0.072

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

ω̄1 3.1384 3.1408 3.1412
3.1416

ε1 [%] 0.103 0.026 0.012

ω̄2 6.2574 6.2767 6.2803
6.2832

ε2 [%] 0.411 0.103 0.046

ω̄3 9.3378 9.4030 9.4151
9.4248

ε3 [%] 0.923 0.231 0.103

Òàáåëà 5: Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå àêñèjàëíèõ ñëîáîäíèõ îñöèëàöèjà õî-
ìîãåíîã øòàïà êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà

Àíàëèçîì ðåçóëòàòà ïðèêàçàíèõ ó îâîj òàáåëè ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà ñå ïðèìåíîì

èçëîæåíîã ïðèñòóïà ïðè àíàëèçè ñëîáîäíèõ àêñèjàëíèõ îñöèëàöèjà õîìîãåíîã øòàïà

òàêî¢å ïîñòèæó äîâî§íî òà÷íè ðåçóëòàòè. Òàêî jå íàjâå£à ðåëàòèâíà ãðåøêà ε3 =

0.923 [%] çà ñëó÷àj îáîñòðàíî óêëåøòåíîã øòàïà ïðè n = 20, äîê ñå ïîâå£à»åì áðîjà

ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà íà n = 60 îâà ãðåøêà ñìà»ójå íà ε3 = 0.103 [%].

Íà ñëèöè 5.8 ñó ïðèêàçàíè äèjàãðàìè ïðîìåíå ðåëàòèâíèõ ãðåøàêà εi (i = 1, 2, 3)

ó çàâèñíîñòè îä áðîjà êîðèø£åíèõ ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà n. Íà îñíîâó îâèõ äèjàãðàìà

ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà ñó ïîìåíóòå ðåëàòèâíå ãðåøêå íåøòî ìà»å çà ñëó÷àj øòàïà
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êîjè jå íà jåäíîì êðàjó óêëåøòåí à íà äðóãîì ñëîáîäàí, ó ïîðå¢å»ó ñà îáîñòðàíî

óêëåøòåíèì øòàïîì. Ñëè÷íî êàî è ïðè àíàëèçè ñëîáîäíèõ ïîïðå÷íèõ îñöèëàöèjà, è

îâäå ïîìåíóòà ðàçëèêà ó áðçèíè êîíâåðãåíöèjå ãóáè íà çíà÷àjó ñà ïîâå£à»åì áðîjà

êîðèø£åíèõ ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà n.

Íà ñëèöè 5.9 ïðèêàçàíî jå ïîðå¢å»å ïðâà òðè ïðèáëèæíà ãëàâíà îáëèêà îñöè-

ëîâà»à àêñèjàëíèõ îñöèëàöèjà øòàïà äîáèjåíèõ êîðèø£å»åì ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà

è òà÷íèõ ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à êîjè ñó äàòè ó ðåôåðåíöè [24]. Òà÷íè îáëèöè

îñöèëîâà»à îáåëåæåíè ñó ïóíèì ëèíèjàìà, äîê ñó äèñêðåòíå âðåäíîñòè äîáèjåíå ïðå-

äëîæåíèì ïðèñòóïîì îçíà÷åíå îäãîâàðàjó£èì ìàðêåðèìà.

Ïîøòî è îâäå ïîñòîjè îäëè÷íî ñëàãà»å ðåçóëòàòà, çàê§ó÷àê jå äà jå ïðèáëèæíå

ãëàâíå îáëèêå îñöèëîâà»à ïðè àêñèjàëíèì îñöèëàöèjàìà ìîãó£å äîáèòè ñïàjà»åì

òà÷àêà êîjå ïðåäñòàâ§àjó äèñêðåòíå âðåäíîñòè. Êàêî áè ñå äîäàòíî ïîâå£àëà òà÷íîñò

ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à, óáóäó£å £å ïðè »èõîâîì ïðåäñòàâ§à»ó áèòè êîðèø£åíî

n = 40 ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà.

Укл.

Укл. Укл.

Ñëèêà 5.8: Ðåëàòèâíà ãðåøêà ïðè îäðå¢èâà»ó ïðâå òðè êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñëîáîä-
íèõ àêñèjàëíèõ îñöèëàöèjà øòàïà ó çàâèñíîñòè îä áðîjà ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà n ïðè
ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà
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Ñëèêà 5.9: Ïðâà òðè ãëàâíà îáëèêà îñöèëîâà»à ïðè ñëîáîäíèì àêñèjàëíèì îñöèëàöè-
jàìà øòàïà çà ðàçëè÷èòå êîíòóðíå óñëîâå: (à) óêëåøòå»å-ñëîáîäàí, (á) óêëåøòå»å-
óêëåøòå»å

Êîíà÷íî, ïîòðåáíî jå ðàçìàòðàòè è øòàï ñà àêñèjàëíèì ïðèòèñíèì ñèëàìà êîí-

ñòàíòíîã èíòåíçèòåòà P íà ñâîjèì êðàjåâèìà ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà. Ó

òàáåëè 6 ïðèêàçàíå ñó óïîðåäíå âðåäíîñòè êâàäðàòíèõ êîðåíîâà áåçäèìåíçèîíèõ êðó-

æíèõ ôðåêâåíöèjà äîáèjåíèõ ïðèìåíîì èçëîæåíîã ïðèñòóïà è íà îñíîâó àíàëèòè÷êèõ

ðåøå»à èç ðåôåðåíöå [24] çà ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè èíòåíçèòåòà àêñèjàëíå ïðèòèñíå

ñèëå P è ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà. Î÷èãëåäíî jå äà ïîñòîjè îäëè÷íî

ñëàãà»å ðåçóëòàòà ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà ñà àíàëèòè÷êèì ðåøå»èìà çà ïðâå òðè

áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ïðè n = 40. Òàêî¢å, àíàëèçîì ðåçóëòàòà ìîæå

ñå ïðèìåòèòè äà ïðè ñâèì êîíòóðíèì óñëîâèìà âðåäíîñòè áåçäèìåíçèîíèõ êðóæíèõ

ôðåêâåíöèjà îïàäàjó ñà ïîðàñòîì èíòåíçèòåòà àêñèjàëíå ïðèòèñíå ñèëå P . Ïîñåáíî

jå ïðèìåòíà âåëèêà ñòîïà îïàäà»à ïðâå áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ω̄1. Êàäà

èíòåíçèòåò àêñèjàëíå ïðèòèñíå ñèëå P äîñòèãíå âðåäíîñò èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå

èçâèjà»à Pcr, âðåäíîñò ïðâå áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå jå jåäíàêà íóëè.

Íà êðàjó îâå ñåêöèjå ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà jå èçâðøåíà ïðîâåðà ðåçóëòàòà ïðåäëî-

æåíîã ïðèñòóïà çà ñëó÷àj õîìîãåíîã øòàïà êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà. Äîáèjåíè

ñó ðåçóëòàòè çàäîâî§àâàjó£å òà÷íîñòè, êîjè, èàêî ïðèáëèæíè, ìîãó àäåêâàòíî çàìå-

íèòè äðóãå çíàòíî ñëîæåíèjå ìåòîäå ïðè ñòàòè÷êîj è äèíàìè÷êîj àíàëèçè îâå âðñòå

øòàïîâà. Ó íàñòàâêó £å áèòè ïðèêàçàíå ìîãó£íîñòè ïðèìåíå èçëîæåíîã ïðèñòóïà çà

ðàçëè÷èòå ñëó÷àjåâå ïðîìåíå ïàðàìåòàðà åëàñòè÷íîã øòàïà.
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Êîíòóðíè ω̄
1/2
1 ω̄

1/2
2 ω̄

1/2
3

óñëîâè

ëåâo äåñío
P/Pcr Ïðåäë. Ðåô. Ïðåäë. Ðåô. Ïðåäë. Ðåô.

ïðèñòóï [24] ïðèñòóï [24] ïðèñòóï [24]

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ñ
ë
î
á
o
ä
à
í

0 1.87513 1.87510 4.69328 4.69409 7.85007 7.85476

0.2 1.77999 1.77995 4.65409 4.65490 7.83033 7.83500

0.4 1.66295 1.66290 4.61381 4.61461 7.81044 7.81510

0.6 1.50883 1.50878 4.57238 4.57317 7.79039 7.79504

0.8 1.27428 1.27423 4.52973 4.53052 7.77019 7.77483

1 0.00861 0.03370 4.48580 4.48659 7.74983 7.75446

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

0 3.92601 3.92660 7.06464 7.06858 10.1977 10.21018

0.2 3.71749 3.71786 6.93885 6.94261 10.1075 10.11979

0.4 3.46409 3.46426 6.80571 6.80934 10.0148 10.02690

0.6 3.13471 3.13471 6.66419 6.66773 9.91934 9.93136

0.8 2.64021 2.64008 6.51298 6.51649 9.82103 9.83297

1 0.00270 0.04277 6.35045 6.35400 9.71964 9.73154

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

0 4.72928 4.73004 7.84850 7.85320 10.98150 10.99561

0.2 4.48004 4.48032 7.65377 7.65804 10.83200 10.84567

0.4 4.17658 4.17642 7.44194 7.44589 10.67580 10.68915

0.6 3.78127 3.78075 7.20917 7.21293 10.51220 10.52537

0.8 3.18638 3.18562 6.95001 6.95378 10.34050 10.35351

1 0.00544 0.04224 6.65646 6.66053 10.15950 10.17263

Ö
è
ë
.
çã
ë
îá

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

0 3.14119 3.14159 6.27996 6.28319 9.41390 9.42478

0.2 2.97083 2.97113 6.19998 6.20313 9.36118 9.37198

0.4 2.76474 2.76495 6.11675 6.11985 9.30754 9.31827

0.6 2.49829 2.49842 6.02997 6.03302 9.25295 9.26361

0.8 2.10086 2.10091 5.93926 5.94227 9.19736 9.20797

1 0.00917 0.00036 5.84416 5.84716 9.14074 9.15130

Òàáåëà 6: Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå îñöèëîâà»à øòàïà êîíñòàíòíèõ ïà-
ðàìåòàðà îïòåðå£åíîã àêñèjàëíèì ïðèòèñíèì ñèëàìà èíòåíçèòåòà P íà ñâîjèì êðàjå-
âèìà ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà
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5.4.3 Õîìîãåíè åëàñòè÷íè øòàï ëèíåàðíî ïðîìåí§èâå øèðèíå è êîí-

ñòàíòíå äåá§èíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

Íåêà jå äàò õîìîãåíè åëàñòè÷íè øòàï ëèíåàðíî ïðîìåí§èâå øèðèíå è êîíñòàíòíå

äåá§èíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà äóæ ñâîjå ïîäóæíå îñå ñèìåòðèjå. Øèðèíà ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà øòàïà ñå ìå»à ñàãëàñíî çàêîíó b (x) = b0 (1− cbx/L), ãäå jå b0 øèðèíà ïî-

ïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà íà ëåâîì êðàjó à cb ïðåäñòàâ§à ïàðàìåòàð ëèíåàðíîã çàêî-

øå»à øòàïà. Ïðåòïîñòàâ§à ñå äà jå âèñèíà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà êîíñòàíòíà, îäíîñíî

h (x) = h0, ïðè ÷åìó çáîã õîìîãåíîñòè ìàòåðèjàëà øòàïà âàæè äà jå ρ (x) = ρ0 è

E (x) = E0, ãäå ñó h0, ρ0 è E0 äåá§èíà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà, ãóñòèíà ìàòåðèjàëà

øòàïà è ìîäóë åëàñòè÷íîñòè ìàòåðèjàëà íà ëåâîì êðàjó øòàïà, ðåñïåêòèâíî.

Íàjïðå £å áèòè îäðå¢åíà êðèòè÷íà ñèëà èçâèjà»à îâîã øòàïà. Êàî øòî jå âå£ ðà-

íèjå ðå÷åíî, àêî ñå øòàï ïîñìàòðà êàî ìàòåðèjàëíè êîíòèíóóì îíäà ñå »åãîâî ïîíà-

øà»å îïèñójå ïàðöèjàëíèì äèôåðåíöèjàëíèì jåäíà÷èíàìà. Êàäà jå áèëî êîjè ïàðàìå-

òàð øòàïà ïðîìåí§èâ, êîåôèöèjåíòè îâèõ ïàðöèjàëíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà

âèøå íèñó êîíñòàíòíè, ïà ñå jàâ§àjó ïðîáëåìè ïðè ðåøàâà»ó îâèõ jåäíà÷èíà. Jåäíà

îä ìåòîäà çà ïðèáëèæíî ðåøàâà»å îâèõ ïàðöèjàëíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà, ó

êîjîj jå ïðèáëèæíî ðåøå»å ïðåäñòàâ§åíî ó ïîëèíîìèjàëíîì îáëèêó jå ïðèêàçàíà ó

ðåôåðåíöè [67]. Ó òàáåëè 7 ïðèêàçàíå ñó óïîðåäíå âðåäíîñòè áåçäèìåíçèîíîã èíòåí-

çèòåòà êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à λp çà ðàçëè÷èòå êîíòóðíå óñëîâå äîáèjåíå ïðèìåíîì

ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà, ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà [24] è ïðèñòóïà èç ðåôåðåíöå [67].

Êîä ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà è ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà (ìåòîäå êðóòèõ ñåãìå-

íàòà) çà ïðèáëèæíî ïðèêàçèâà»å îáëèêà øòàïà êîðèø£åíî jå n = 40 åëàñòè÷íèõ

ñåãìåíàòà. Àíàëèçîì äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà ïîñòîjè îäëè÷íî

ñëàãà»å ðåçóëòàòà ïðè êîðèø£å»ó ñâàêå îä òðè íàâåäåíå ìåòîäå. Òàêî¢å, ïðèìåòíî

jå äà ñó ðåçóëòàòè ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà íåøòî áëèæè ðåçóëòàòèìà èç ðåôå-

ðåíöå [67] ó îäíîñó íà ðåçóëòàòå äîáèjåíå ïðåäëîæåíèì ïðèñòóïîì, àëè ñó ðàçëèêå

çàíåìàð§èâî ìàëå. Íà ïðèìåð, çà ñëó÷àj îáîñòðàíî óêëåøòåíîã øòàïà ïðè cb = 0.8

íàjâå£à ðåëàòèâíà ãðåøêà êîjà ñå jàâ§à èçìå¢ó ðåçóëòàòà ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà è

ðåçóëòàòà èç ðåôåðåíöå [67] jå εp = 0.222 [%], äîê çà èñòè ñëó÷àj ðåëàòèâíà ãðåøêà

êîä ïðèìåíå ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà èçíîñè εp = 0.038 [%]. Óîïøòåíî ãîâîðå£è,
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êîä îâå âðñòå øòàïîâà, èíòåíçèòåò êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à ñå ñìà»ójå ñà ïîâå£à-

»åì âðåäíîñòè ïàðàìåòðà ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb çà ñâàêè îä íàâåäåíèõ êîíòóðíèõ

óñëîâà.

cb

n = 40
Êîíòóðíè Ïðåäë. Êîíà÷íè Ðåô.

óñëîâè ïðèñòóï åëåìåíòè [24] [67]

ëåâî äåñíî λp εp [%] λp εp [%]

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ñ
ë
î
á
o
ä
à
í

0 2.4671 0.003 2.4674 0.016 2.467

0.2 2.3152 0.035 2.3155 0.023 2.316

0.4 2.1506 0.021 2.1508 0.011 2.151

0.6 1.9672 0.040 1.9674 0.032 1.968

0.8 1.7518 0.009 1.7519 0.006 1.752

1 1.4453 - 1.4443 - -

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

0 20.1695 0.106 20.1907 0.001 20.191

0.2 18.099 0.110 18.1181 0.005 18.119

0.4 15.8946 0.110 15.9114 0.004 15.912

0.6 13.4865 0.115 13.5010 0.008 13.502

0.8 10.7063 0.127 10.7179 0.020 10.720

1 6.5650 - 6.5514 - -

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

0 39.3973 0.204 39.4785 0.001 39.478

0.2 35.3393 0.205 35.4124 0.001 35.412

0.4 30.9785 0.208 31.0438 0.003 31.043

0.6 26.1425 0.212 26.2007 0.010 26.198

0.8 20.3816 0.222 20.4347 0.038 20.427

1 9.9376 - 10.0677 - -

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

0 9.8645 0.055 9.8696 0.004 9.870

0.2 8.8589 0.057 8.8635 0.006 8.864

0.4 7.8046 0.056 7.8086 0.006 7.809

0.6 6.6752 0.057 6.6785 0.008 6.679

0.8 5.4078 0.060 5.4101 0.017 5.411

1 3.6647 - 3.6588 - -

Òàáåëà 7: Áåçäèìåíçèîíè èíòåíçèòåò êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à λp õîìîãåíîã åëàñòè÷-
íîã øòàïà ëèíåàðíî ïðîìåí§èâå øèðèíå è êîíñòàíòíå âèñèíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðè
ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà

Ñëè÷íè ïðîáëåìè ïðè ðåøàâà»ó ïàðöèjàëíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êîä

êîíòèíóàëíèõ ìîäåëà jàâ§àjó ñå è ïðè îäðå¢èâà»ó êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà îñöèëî-

âà»à. Ó ðåôåðåíöè [9] ïðèáëèæíî ðåøå»å îâèõ ïàðöèjàëíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåä-
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íà÷èíà jå ïðåòïîñòàâ§åíî ó îáëèêó Bessel-îâèõ ôóíêöèjà, ïà jå íà òàj íà÷èí äîáèjåíà

ïðèáëèæíà êàðàêòåðèñòè÷íà jåäíà÷èíà îïèñàíîã øòàïà. Ó òàáåëè 8 jå ïðèêàçàíî

ïîðå¢å»å ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ïîïðå÷íèõ îñöèëàöèjà øòàïà

äîáèjåíèõ ïðèìåíîì ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà, ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà è ïðèñòóïà

èç ðåôåðåíöå [9] çà ñëó÷àj øòàïà êîjè jå íà ëåâîì êðàjó óêëåøòåí, à íà äåñíîì ñëî-

áîäàí. Ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà ïîñòîjè âåîìà äîáðî ñëàãà»å ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ ïðè-

ìåíîì ñâå òðè ìåòîäå. Òàêî¢å, ðåçóëòàòè äîáèjåíè ïðåäëîæåíèì ïðèñòóïîì ñó íåøòî

áî§è ó îäíîñó íà ðåçóëòàòå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà ïðè îäðå¢èâà»ó ïðâå áåçäèìåíçè-

îíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå, äîê êîä îäðå¢èâà»à äðóãå è òðå£å áåçäèìåíçèîíå êðóæíå

ôðåêâåíöèjå ìåòîä êîíà÷íèõ åëåìåíàòà äàjå çà íèjàíñó áî§å ðåçóëòàòå ó îäíîñó íà

ïðåäëîæåíè ìåòîä êðóòèõ ñåãìåíàòà. Òàêî íà ïðèìåð, çà ñëó÷àj êàäà jå cb = 1, ðå-

ëàòèâíå ãðåøêå, êîjå íàñòàjó êîä ïðèìåíå ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà ïðè îäðå¢èâà»ó

ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå, èçíîñå ε1 = 0.066 [%], ε2 = 0.180 [%]

è ε3 = 0.349 [%], äîê êîä ïðèìåíå ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà îâå ãðåøêå èçíîñå

ε1 = 0.072 [%], ε2 = 0.145 [%] è ε3 = 0.227 [%].

Ó òàáåëè 9 ñó ïðèêàçàíå ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ

ïîïðå÷íèõ îñöèëàöèjà ðàçìàòðàíîã øòàïà äîáèjåíå ïðèìåíîì èçëîæåíîã ïðèñòóïà

è ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà çà îñòàëå êîíòóðíå óñëîâå (óêëåøòå»å - öèëèíäðè÷íè

çãëîá, óêëåøòå»å - óêëåøòå»å, è öèëèíäðè÷àí çãëîá - öèëèíäðè÷àí çãëîá) ïðè n =

40. Êàî è äî ñàäà, ïîñòîjè âåîìà äîáðî ñëàãà»å ðåçóëòàòà èçìå¢ó îâà äâà ïðèñòóïà.

Íà îñíîâó ðåçóëòàòà èç òàáåëà 8 è 9 ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà ïðîìåíà ëèíåàðíîã

ñòåïåíà çàêîøå»à cb çíà÷àjíî óòè÷å íà ïðâå òðè êðóæíå ôðåêâåíöèjå. Ïðèòîì ñå êîä

ïðâà äâà ðàçìàòðàíà êîíòóðíà óñëîâà (óêëåøòå»å - ñëîáîäàí è óêëåøòå»å - öèëèí-

äðè÷àí çãëîá) óî÷àâà ïîâå£à»å âðåäíîñòè ôðåêâåíöèjà ñà ïîâå£à»åì cb, äîê ñå êîä

äðóãà äâà êîíòóðíà óñëîâà ïðèìå£ójå ñìà»å»å âðåäíîñòè ôðåêâåíöèjà ñà ïîâå£à»åì

cb. Òàêî¢å, î÷èãëåäíî jå äà ïðîìåíà ñòåïåíà ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb íàjâèøå óòè÷å

íà ïðîìåíó ôðåêâåíöèjå êîä ïðâîã ñëó÷àjà êîíòóðíèõ óñëîâà (óêëåøòå»å - ñëîáî-

äàí). Íà ïðèìåð, çà cb = 0 âðåäíîñòè ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå

ñó ω1 = 3.51609, ω2 = 22.0269 è ω3 = 61.6235, äîê çà cb = 1 îâå âðåäíîñòè èçíîñå

ω1 = 7.15186, ω2 = 30.9852 è ω3 = 75.2235.
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cb

Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå

Êîíòóðíè ω1 ω2 ω3

óñëîâè Ïðåäë. Êîí. åë. Ïðåäë. Êîí. åë. Ïðåäë. Êîí. åë.

ïðèñòóï [24] ïðèñòóï [24] ïðèñòóï [24]

ëåâî äåñíî n = 40 n = 40 n = 40 n = 40 n = 40 n = 40

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

0 15.4136 15.4182 49.9091 49.9649 103.993 104.248

0.1 15.5226 15.5273 50.0111 50.067 104.095 104.35

0.3 15.7634 15.7681 50.2355 50.2916 104.319 104.575

0.5 16.0384 16.0431 50.4952 50.5515 104.585 104.841

0.7 16.3453 16.3500 50.7996 50.8559 104.923 105.179

0.9 16.6292 16.6336 51.0796 51.1352 105.323 105.577

1 16.5893 16.5934 50.6937 50.7465 104.678 104.922

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

0 22.3661 22.3733 61.5989 61.6729 120.593 120.904

0.1 22.3616 22.3687 61.5928 61.6667 120.586 120.897

0.3 22.3144 22.3215 61.5287 61.6025 120.516 120.827

0.5 22.1755 22.1826 61.3362 61.4097 120.304 120.614

0.7 21.8272 21.8341 60.8293 60.9018 119.726 120.034

0.9 20.7927 20.799 59.1386 59.2077 117.621 117.92

1 18.5373 18.5423 54.8076 54.8681 111.373 111.645

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

0 9.86707 9.8696 39.4379 39.4784 88.6215 88.8266

0.1 9.86599 9.86853 39.4389 39.4794 88.6231 88.8282

0.3 9.85485 9.85738 39.449 39.4895 88.6392 88.8443

0.5 9.82252 9.82503 39.4755 39.516 88.6848 88.8898

0.7 9.74449 9.74694 39.5222 39.5625 88.7844 88.989

0.9 9.54056 9.54288 39.5129 39.5524 88.9105 89.1131

1 9.25978 9.26192 39.0642 39.1016 88.2067 88.401

Òàáåëà 9: Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ωi (i = 1, 2, 3) ïðè ñëîáîäíèì ïîïðå÷-
íèì îñöèëàöèjàìà õîìîãåíîã øòàïà ëèíåàðíî ïðîìåí§èâå øèðèíå è êîíñòàíòíå äå-
á§èíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà

Äî íàjâå£å ïðîìåíå äîëàçè êîä ïðâå êðóæíå ôðåêâåíöèjå êîjà ñå âèøå íåãî óäâî-

ñòðó÷ójå, äîê ñå äðóãà êðóæíà ôðåêâåíöèjà ïîâå£àâà çà ñêîðî 30 [%] à òðå£à çà íåøòî

âèøå îä 20 [%].

Ïðâà òðè íîðìàëèçîâàíà ãëàâíà îáëèêà îñöèëîâà»à êîjè îäãîâàðàjó ôðåêâåíöè-

jàìà îñöèëîâà»à ïðè cb = 0.2, 0.4, 0.6 è 0.8 çà ïðâè ñëó÷àj êîíòóðíèõ óñëîâà øòàïà

(óêëåøòå»å - ñëîáîäàí) ïðèêàçàíà ñó íà ñëèöè 5.10. Ìîæå ñå óî÷èòè äà ñå ïðâè

ãëàâíè îáëèöè îñöèëîâà»à çà ñâå ÷åòèðè íàâåäåíå âðåäíîñòè ïàðàìåòðà cb ãîòîâî

ïîêëàïàjó. Îâäå òðåáà èìàòè íà óìó äà ñå ðàäè î íîðìàëèçîâàíèì ãëàâíèì îáëè-

öèìà îñöèëîâà»à, òàêî äà ïðîìåíà ïàðàìåòðà cb ñâàêàêî óòè÷å íà ïðîìåíó ïðâîã
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ãëàâíîã îáëèêà îñöèëîâà»à, àëè òàêî äà ñå çà ñâàêó âðåäíîñò êîîðäèíàòå x/L âðåä-

íîñò îáëèêà îñöèëîâà»à Y1 (x) ïðîïîðöèîíàëíî ïîâå£àâà ñà ïîâå£à»åì ïàðàìåòðà cb,

ïà ñå íàêîí íîðìàëèçàöèjå îâè îáëèöè îñöèëîâà»à ãîòîâî ïîêëàïàjó. Êîä äðóãîã è

òðå£åã ãëàâíîã îáëèêà îñöèëîâà»à òî íèjå ñëó÷àj, ïà ñå ìîæå jàñíî âèäåòè ïðîìåíà

îáëèêà îñöèëîâà»à ñà ïîâå£à»åì ïàðàìåòðà cb.

Ñëèêà 5.10: Ïðâà òðè ãëàâíà îáëèêà îñöèëîâà»à ïðè ñëîáîäíèì ïîïðå÷íèì îñöè-
ëàöèjàìà õîìîãåíîã øòàïà êîjè jå íà ëåâîì êðàjó óêëåøòåí à íà äåñíîì ñëîáîäàí ó
çàâèñíîñòè îä ñòåïåíà ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb

Äî ñàäà ñó ó îâîì ïðèìåðó ðàçìàòðàíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ ïîïðå÷-

íèõ îñöèëàöèjà õîìîãåíîã øòàïà, ïðè ÷åìó jå ïðåòïîñòàâ§åíî äà íà øòàï íå äåëójó

àêñèjàëíå ïðèòèñíå ñèëå. Çà ñëó÷àj êîíçîëå, óòèöàj àêñèjàëíå ïðèòèñíå ñèëå P íà

âðåäíîñò êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà ïîïðå÷íèõ îñöèëàöèjà øòàïà ïðè ðàçëè÷èòèì ñòåïå-

íèìà ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb ïðèêàçàí jå íà ñëèöè 5.11 (à) - (â) ó îáëèêó ïîâðøèíñêîã

ãðàôèêîíà. Îâäå ñå, êàî è ó ïðîøëîì ïðèìåðó, ðàçìàòðàjó èíòåíçèòåòè àêñèjàëíå

ïðèòèñíå ñèëå êîjè ñå íàëàçå èçìå¢ó íóëå è êðèòè÷íîã èíòåíçèòåòà ñèëå èçâèjà»à

Pcr, ÷èjå ñó áåçäèìåíçèîíå âðåäíîñòè ïðèêàçàíå ó òàáåëè 7 çà ñâàêè îä çàäàòèõ ïà-

ðàìåòàðà ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb. Àíàëèçîì ïîìåíóòîã ãðàôèêîíà íàjïðå ñå ìîãó
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âèçóåëíî ïîòâðäèòè ïðåòõîäíî èçíåñåíè çàê§ó÷öè î óòèöàjó ïàðàìåòðà cb íà âðåäíî-

ñòè êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà. Ñà äðóãå ñòðàíå, êàäà íà øòàï äåëójó àêñèjàëíå ïðèòèñíå

ñèëå, ñà ïîâå£à»åì èíòåíçèòåòà îâèõ ñèëà âðåäíîñòè êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà ñå ñìà-

»ójó, ïðè ÷åìó jå ñìà»å»å íàjâèøå èçðàæåíî êîä ïðâå ôðåêâåíöèjå. Êàäà èíòåíçèòåò

àêñèjàëíå ïðèòèñíå ñèëå P äîñòèãíå âðåäíîñò èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à

Pcr, âðåäíîñò ïðâå êðóæíå ôðåêâåíöèjå jå jåäíàêà íóëè ïðè ñâàêîj âðåäíîñòè ïàðà-

ìåòðà ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb.
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Ñëèêà 5.11: Óòèöàj âðåäíîñòè èíòåíçèòåòà àêñèjàëíå ïðèòèñíå ñèëå P è ñòåïåíà
ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb øèðèíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà íà ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå
êðóæíå ôðåêâåíöèjå îñöèëîâà»à øòàïà çà ñëó÷àj êîíçîëå
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5.4.4 Äâîñòðóêî ëèíåàðíî çàêîøåíè õîìîãåíè øòàï êâàäðàòíîã ïîïðå÷-

íîã ïðåñåêà

Ó îâîì ïðèìåðó £å áèòè ðàçìàòðàí äâîñòðóêî çàêîøåíè õîìîãåíè åëàñòè÷íè

øòàï êâàäðàòíîã ïðåñåêà ÷èjà ñå äóæèíà ñòðàíèöå ìå»à ñàãëàñíî çàêîíó ïðîìåíå

b (x) = h (x) = b0 (1− cbx/L). Ñâè îñòàëè ïàðàìåòðè øòàïà ñó èñòè êàî ó ïðåòõîä-

íîì ïðèìåðó. Íàjïðå ñó ó òàáåëè 10 óïîðå¢åíå âðåäíîñòè èíòåíçèòåòà áåçäèìåíçèîíå

êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à äîáèjåíå ïðèìåíîì èçëîæåíîã ïðèñòóïà, ìåòîäå êîíà÷íèõ

åëåìåíàòà [24] è ïðèñòóïà èç ðåôåðåíöå [67], ó êîjîj ñó ïàðöèjàëíå äèôåðåíöèjàëíå

jåäíà÷èíå ïðèáëèæíî ðåøåíå óïîòðåáîì Bessel-îâèõ ôóíêöèjà. Èàêî jå ãåîìåòðèjà

øòàïà êîjè jå îâäå ðàçìàòðàí ñëîæåíèjà ó îäíîñó íà ïðåòõîäíè ïðèìåð, ìîæå ñå âè-

äåòè äà jå ïðåäëîæåíè ïðèñòóï è ó îâîì ñëó÷àjó åôèêàñàí. Øòàâèøå, íàjâå£à âðåä-

íîñò ðåëàòèâíå ãðåøêå ïðè îäðå¢èâà»ó êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à ñå jàâ§à ó ñëó÷àjó

êàäà jå cb = 0.8 êîä îáîñòðàíî óêëåøòåíîã øòàïà, è îíà çà ïðåäëîæåíè ïðèñòóï èç-

íîñè 0.475 [%], äîê ïðèìåíîì ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà îâà ãðåøêà èçíîñè 1.246 [%].

Äàêëå, çà îâàj ñëó÷àj êîíòóðíèõ óñëîâà ðåçóëòàòè ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà ñó íåøòî

áî§è ó îäíîñó íà ìåòîä êîíà÷íèõ åëåìåíàòà.

Çàòèì jå èçâðøåíî ïîðå¢å»å âðåäíîñòè ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåí-

öèjå ïðè ïîïðå÷íèì îñöèëàöèjàìà ðàçìàòðàíîã øòàïà äîáèjåíèõ ïðèìåíîì èçëîæå-

íîã ïðèñòóïà, ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà [24] è ìåòîäå äèíàìè÷êå äèñêðåòèçàöèjå

[68] ïðè cb = 0.3, 0.6 è 0.9. Ðåçóëòàòè ïîðå¢å»à ïðèêàçàíè ñó ó òàáåëè 11. Ïðèòîì

jå ïðåòïîñòàâ§åíî äà ñó ðåçóëòàòè êîjè ñó äîáèjåíè ó ðåôåðåíöè [68] íàjòà÷íèjè, jåð

jå ó ïîìåíóòîj ðåôåðåíöè èçâðøåíî ïîðå¢å»å ñà íåêîëèêî ðåëåâàíòíèõ èçâîðà, ïà

ñó ðåëàòèâíå ãðåøêå èçðàæåíå ó îäíîñó íà îâå ðåçóëòàòå. Äîáèjåíè ðåçóëòàòè ïðè

êîðèø£å»ó ìåòîäå êðóòèõ ñåãìåíàòà ïðåäëîæåíå ó îâîì ðàäó ñó ãîòîâî jåäíàêå òà÷-

íîñòè êàî è ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó. Ðåëàòèâíà ãðåøêà êîä ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà

ïðè îäðå¢èâà»ó ïðâå áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå jå è äà§å ìà»à ó îäíîñó

íà èñòó ãðåøêó êîä ïðèìåíå ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà. Êîä äðóãå è òðå£å áåçäè-

ìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ìåòîä êîíà÷íèõ åëåìåíàòà äàjå íåøòî áî§å ðåçóëòàòå

ó îäíîñó íà ïðåäëîæåíè ìåòîä. Òðåáà íàãëàñèòè äà ïðè n = 40 çà ñëó÷àj êîíçîëå íè

jåäíà îä ïðèêàçàíèõ ðåëàòèâíèõ ãðåøàêà íå ïðåëàçè 1 [%].
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cb = ch

n = 40

Êîíòóðíè Ïðåäë. Êîíà÷íè Ðåô.

óñëîâè ïðèñòóï åëåìåíòè [24] [67]

ëåâî äåñíî λp εp [%] λp εp [%]

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ñ
ë
î
á
o
ä
à
í 0.2 1.8832 0.04 1.8834 0.032 1.884

0.4 1.3093 0.019 1.3093 0.019 1.309

0.6 0.7568 0.023 0.7567 0.044 0.757

0.8 0.2648 0.082 0.2644 0.223 0.265

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á 0.2 12.9072 0.115 12.9213 0.006 12.922

0.4 7.2591 0.137 7.2682 0.012 7.269

0.6 3.225 0.153 3.2306 0.018 3.230

0.8 0.8051 0.239 0.8081 0.132 0.807

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

0.2 25.2125 0.212 25.2680 0.008 25.266

0.4 14.1776 0.242 14.2179 0.041 14.212

0.6 6.2949 0.335 6.3266 0.169 6.316

0.8 1.5665 0.475 1.5936 1.246 1.574

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á 0.2 6.3134 0.057 6.3166 0.007 6.317

0.4 3.5515 0.042 3.5532 0.005 3.553

0.6 1.5788 0.01 1.5793 0.02 1.579

0.8 0.3953 0.087 0.3951 0.005 0.395

Òàáåëà 10: Áåçäèìåíçèîíå âðåäíîñòè èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à λp äâî-
ñòðóêî ëèíåàðíî çàêîøåíîã õîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì
óñëîâèìà

Ó òàáåëè 12 ñó óïîðå¢åíå âðåäíîñòè ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåí-

öèjå äîáèjåíå ïðèìåíîì ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà è ìåòîäîì êîíà÷íèõ åëåìåíàòà ïðè

ïîïðå÷íèì îñöèëàöèjàìà øòàïà çà ïðåîñòàëà òðè êîíòóðíà óñëîâà. Ó ðåôåðåíöè [68]

íèñó äîñòóïíè ðåçóëòàòè çà íàâåäåíå êîíòóðíå óñëîâå. Àíàëèçîì ðåçóëòàòà èç îâå

òàáåëå ìîæå ñå âèäåòè äîáðî ñëàãà»å ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ ïðèìåíîì ïîìåíóòà äâà

ïðèñòóïà.

Íà ñëèöè 5.12 ñó ïðèêàçàíà ïðâà òðè íîðìàëèçîâàíà ãëàâíà îáëèêà îñöèëîâà»à

äâîñòðóêî ëèíåàðíî çàêîøåíîã øòàïà ïðè ðàçëè÷èòèì âðåäíîñòèìà ïàðàìåòðà äâî-

ñòðóêîã ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb çà ñëó÷àj êîíçîëå (óêëåøòå»å-ñëîáîäàí). Jàñíî jå äà

ïðîìåíà ïàðàìåòðà çàêîøå»à cb è êîä îâå âðñòå øòàïîâà çíà÷àjíî óòè÷å íà îáëèêå

îñöèëîâà»à.
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cb

Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå

Êîíòóðíè ω1 ω2 ω3

óñëîâè Ïðåäë. Êîí. åë. Ïðåäë. Êîí. åë. Ïðåäë. Êîí. åë.

ïðèñòóï [24] ïðèñòóï [24] ïðèñòóï [24]

ëåâî äåñíî n = 40 n = 40 n = 40 n = 40 n = 40 n = 40

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

0.3 13.9558 13.9601 43.0734 43.1228 88.7054 88.9276

0.6 12.2264 12.2301 35.5084 35.5509 71.6893 71.8778

0.9 9.9049 9.8870 26.0632 26.0954 50.2043 50.3554

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

0.3 18.9187 18.9247 52.0271 52.0896 101.7880 102.052

0.6 15.1937 15.1984 41.4499 41.5002 80.8098 81.0239

0.9 10.8244 10.8268 28.3762 28.4108 54.2848 54.4430

Ö
è
ë
.
çã
ë
îá

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

0.3 8.2481 8.2502 33.3669 33.4012 74.8943 75.0685

0.6 6.2071 6.2085 26.8236 26.8511 59.8476 59.9899

0.9 3.0520 3.0525 19.0716 19.0893 41.3749 41.4804

Òàáåëà 12: Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ωi (i = 1, 2, 3) ïðè ñëîáîäíèì ïî-
ïðå÷íèì îñöèëàöèjàìà äâîñòðóêî ëèíåàðíî çàêîøåíîã õîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà
êâàäðàòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà

Ïðèòîì, àêî ñå äîáèjåíè ãëàâíè îáëèöè îñöèëîâà»à óïîðåäå ñà îáëèöèìà îñöè-

ëîâà»à êîä øòàïà èç ïðåòõîäíîã ïðèìåðà (ëèíåàðíî çàêîøåíà øèðèíà è êîíñòàíòíà

âèñèíà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà), î÷èãëåäíî jå äà äîäàòíî ëèíåàðíî çàêîøå»å âèñèíå ïî-

ïðå÷íîã ïðåñåêà äîâîäè äî jîø âå£å ðàçëèêå êîä îáëèêà îñöèëîâà»à çà ðàçëè÷èòå

âðåäíîñòè ïàðàìåòàðà çàêîøå»à cb. Òàêî¢å, çà ðàçëèêó îä ïðåòõîäíîã ïðèìåðà, îâäå

íå äîëàçè äî ïðåêëàïà»à íîðìàëèçîâàíèõ ïðâèõ ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à êîjè îä-

ãîâàðàjó ðàçëè÷èòèì âðåäíîñòèìà ïàðàìåòàðà çàêîøå»à, âå£ ñå jàñíî âèäå ðàçëèêå.

Óòèöàj èíòåíçèòåòà àêñèjàëíèõ ïðèòèñíèõ ñèëà P è ïàðàìåòðà äâîñòðóêîã ëèíå-

àðíîã çàêîøå»à cb íà ïðîìåíó ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ðàçìà-

òðàíîã øòàïà çà ñëó÷àj êîíçîëå ïðèêàçàí jå íà ñëèöè 5.13(à) - (â) ó âèäó ïîâðøèí-

ñêîã ãðàôèêîíà. Ïðåòïîñòàâ§åíî jå äà ñå âðåäíîñòè èíòåíçèòåòà àêñèjàëíå ïðèòèñíå

ñèëå íàëàçå ó èíòåðâàëó îä íóëå äî èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à Pcr, äîê ñå

ïàðàìåòàð äâîñòðóêîã ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb ìå»à îä 0.2 äî 0.8. Ïðèòîì ñó âðåä-

íîñòè áåçäèìåíçèîíîã èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à çà ñâàêè îä ðàçìàòðàíèõ

âðåäíîñòè ïàðàìåòàðà cb âå£ îäðå£åíå ó òàáåëè 10. Àêî ñå ñàäà óïîðåäå ãðàôèêîíè
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ïðèêàçàíè íà ñëèêàìà 5.11 è 5.13 ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà óâî¢å»å äâîñòðóêîã ëèíå-

àðíîã çàêîøå»à äåá§èíå è øèðèíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà äóæ øòàïà, ó îäíîñó íà øòàï

ñà êîíñòàíòíîì äåá§èíîì è ëèíåàðíî ïðîìåí§èâîì øèðèíîì, çíà÷àjíî ìå»à íà÷èí

ïðîìåíå áåçäèìåíçèîíèõ êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà ñëîáîäíèõ ïîïðå÷íèõ îñöèëàöèjà.

Ñëèêà 5.12: Ïðâà òðè íîðìàëèçîâàíà ãëàâíà îáëèêà îñöèëîâà»à ïðè ïîïðå÷íèì îñöè-
ëàöèjàìà äâîñòðóêî ëèíåàðíî çàêîøåíå åëàñòè÷íå êîíçîëå ó çàâèñíîñòè îä ñòåïåíà
çàêîøå»à cb è ch

Ïðâà áåçäèìåíçèîíà êðóæíà ôðåêâåíöèjà è äà§å ðàñòå ñà ïîðàñòîì ïàðàìåòðà

äâîñòðóêîã ëèíåàðíîã çàêîøå»à, ñëè÷íî êàî ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó. Ìå¢óòèì, äðóãà

è òðå£à áåçäèìåíçèîíà êðóæíà ôðåêâåíöèjà ñå ñìà»ójó ñà ïîðàñòîì ïàðàìåòðà äâî-

ñòðóêîã ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb, øòî íèjå áèî ñëó÷àj ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó. Ñà

äðóãå ñòðàíå, óòèöàj èíòåíçèòåòà àêñèjàëíèõ ïðèòèñíèõ ñèëà P íà âðåäíîñò áåçäè-

ìåíçèîíèõ ôðåêâåíöèjà ñå íèjå ïðîìåíèî ó îäíîñó íà ïðåòõîäíè ïðèìåð. Óîïøòåíî

ãîâîðå£è, âðåäíîñòè ñâàêå îä òðè ïðèêàçàíå áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñå

ñìà»ójó ñà ïîâå£à»åì èíòåíçèòåòà àêñèjàëíå ïðèòèñíå ñèëå P . Êàäà âðåäíîñò îâå

ñèëå äîñòèãíå âðåäíîñò èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à ïðâà áåçäèìåíçèîíà

êðóæíà ôðåêâåíöèjà ïîñòàjå jåäíàêà íóëè çà ñâàêè îä ïàðàìåòàðà cb.
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Ñëèêà 5.13: Óòèöàj âðåäíîñòè èíòåíçèòåòà àêñèjàëíå ïðèòèñíå ñèëå P è ñòåïåíà
äâîñòðóêîã ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb íà ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå
îñöèëîâà»à êîíçîëå

93



Àëåêñàíäàð Íèêîëè£ Äîêòîðñêà äèñåðòàöèjà

5.4.5 Ôóíêöèîíàëíî ãðàäèjåíòíè øòàï ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

Îâäå £å áèòè ðàçìàòðàí øòàï êâàäðàòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ñà ëèíåàðíîì ïðî-

ìåíîì äóæèíå ñòðàíèöà, êîjè jå âå£ äåòà§íî îïèñàí ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó. Ðàçëèêà

ó îäíîñó íà ïîìåíóòè ïðèìåð jå øòî ñå îâäå è ïàðàìåòðè ìàòåðèjàëà øòàïà (ìîäóë

åëàñòè÷íîñòè è ãóñòèíà) ìå»àjó ñàãëàñíî çàäàòèì ñòåïåíèì ôóíêöèjàìà

E (x) = E0

α∑
i=0

(x
L

)i
(5.29)

è

ρ (x) = ρ0

β∑
i=0

(x
L

)i
, (5.30)

ðåñïåêòèâíî, ãäå ñó E0 è ρ0 âðåäíîñòè ìîäóëà åëàñòè÷íîñòè è ãóñòèíå ìàòåðèjàëà íà

ëåâîì êðàjó øòàïà, a α è β äåôèíèøó íàjâå£è ñòåïåí ïîìåíóòèõ ôóíêöèjà. Ïàðàìå-

òðè ìàòåðèjàëà E0 è ρ0, êàî è äèìåíçèjà ñòðàíèöà ïîïðå÷íîã ïðåñåêà b0 è h0 íà ëåâîj

ñòðàíè øòàïà ñó èñòè êàî ó ïðåòõîäíèì ïðèìåðèìà.

Ó òàáåëè 13 ïðèêàçàíå ñó áåçäèìåíçèîíå âðåäíîñòè èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå

èçâèjà»à λp ïðè ðàçëè÷èòèì âðåäíîñòèìà ïàðàìåòàðà ëèíåàðíîã çàêîøå»à øòàïà

cb, è çà α = 1, β = 2α ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà. Áåçäèìåíçèîíå âðåä-

íîñòè èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à λp äîáèjåíå ïðåäëîæåíèì ïðèñòóïîì ïðè

n = 40 óïîðå¢åíå ñó ñà ðåçóëòàòèìà èç ðåôåðåíöå [69] ãäå jå çà ðåøàâà»å äèôåðåí-

öèjàëíèõ jåäíà÷èíà êîðèø£åí òçâ. DTEM ìåòîä ïîìî£ó êîjåã ñå äîáèjà ïðèáëèæíî

ðåøå»å ó îáëèêó Òåjëîðîâîã ðåäà. Ïîðå¢å»åì ðåçóëòàòà ïðèêàçàíèõ ó òàáåëè 13

ìîæå ñå âèäåòè äà ïîñòîjè âåîìà äîáðî ñëàãà»å ðåçóëòàòà ïîìåíóòà äâà ïðèñòóïà.

×àê è ó ñëó÷àjó îáîñòðàíî óêëåøòåíîã øòàïà, íàjâå£à âðåäíîñò àïñîëóòíå ãðåøêå

ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà jå 0.58 % ïðè cb = ch = 0.8. Àêî ñå ñàäà óïîðåäå âðåäíîñòè èç

òàáåëà 10 è 13, ìîæå ñå âèäåòè äà ñå óâî¢å»åì ôóíêöèîíàëíî ãðàäèjåíòíîã ìàòåðè-

jàëà ÷èjè ñó ïàðàìåòðè îïèñàíè èçðàçèìà (5.29) è (5.30) ïîñòèæå çíà÷àjíî ïîâå£à»å

èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à λp äâîñòðóêî ëèíåàðíî çàêîøåíîã øòàïà.

Ïîðå¢å»å âðåäíîñòè ïðâå äâå áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ωi (i = 1, 2)

ïîïðå÷íèõ îñöèëàöèjà äîáèjåíå ïðåäëîæåíèì ïðèñòóïîì ïðè n = 40 è ðåçóëòàòèìà

èç ðåôåðåíöå [69] ïðèêàçàíå ñó ó òàáåëè 14. È îâäå ïîñòîjè âåîìà äîáðî ñëàãà»å
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ðåçóëòàòà îâà äâà ïðèñòóïà. Íàjâå£à âðåäíîñò àïñîëóòíå ãðåøêå jå è îâäå ó ñëó÷àjó

îáîñòðàíî óêëåøòåíîã øòàïà ïðè cb = ch = 0.8 è èçíîñè 0.23 %.

Êîíòóðíè

cb = ch

Ïðåäë.

óñëîâè ïðèñòóï Ðåô.

ëåâî äåñíî λp εp [%] [69]
Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ñ
ë
î
á
îä
à
í

0 3.1175 0.01 3.1177

0.2 2.4636 0.01 2.4638

0.4 1.7988 - 1.7988

0.6 1.1211 0.03 1.1208

0.8 0.4449 0.22 0.4439

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á 0 29.4201 - -

0.2 19.3157 - -

0.4 11.2061 - -

0.6 5.1797 - -

0.8 1.3686 - -

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å 0 57.2738 0.21 57.3940

0.2 37.5274 0.20 37.6023

0.4 21.7363 0.21 21.7813

0.6 10.0377 0.26 10.0638

0.8 2.6503 0.58 2.6656

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á 0 14.5036 0.05 14.5112

0.2 9.5925 0.05 9.5971

0.4 5.6206 0.04 5.6228

0.6 2.6335 0.01 2.6338

0.8 0.7086 0.11 0.7078

Òàáåëà 13: Áåçäèìåíçèîíà âðåäíîñò èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à λp äâî-
ñòðóêî ëèíåàðíî çàêîøåíîã ôóíêöèjàëíî ãðàäèjåíòíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ïðè ðàçëè-
÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà è çà n = 40

Ïðè cb = 0 ìîãó ñå óïîðåäèòè âðåäíîñòè ïðâå äâå êðóæíå ôðåêâåíöèjå øòàïà

êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðå è íàêîí óâî¢å»à ôóíêöèîíàëíî ãðàäèjåíòíèõ

ìàòåðèjàëà ó àíàëèçó, ïîðå¢å»åì ðåçóëòàòà èç òàáåëà 4 è 14. Jàñíî jå äà ñå êî-

ðèø£å»åì ðàçìàòðàíîã ôóíêöèîíàëíî ãðàäèjåíòíîã ìàòåðèjàëà äîëàçè äî çíàòíîã

ñìà»å»à âðåäíîñòè ïðâå êðóæíå ôðåêâåíöèjå, äîê ñå âðåäíîñò äðóãå êðóæíå ôðå-

êâåíöèjå ïîâå£àâà. Ðàçëîã çà îâàêâî ïîíàøà»å êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà jå øòî jå ôóíê-
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öèjà (5.30) êîjà äåôèíèøå ãóñòèíó ìàòåðèjàëà øòàïà äâîñòðóêî âèøåã ðåäà îä ðåäà

ôóíêöèjå (5.29) êîjîì jå îïèñàíà ïðîìåíà ìîäóëà åëàñòè÷íîñòè ìàòåðèjàëà øòàïà.

cb = ch

Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå

Êîíòóðíè ω1 ω2

óñëîâè Ïðåäë. Ðåô. Ïðåäë. Ðåô.

ëåâî äåñíî ïðèñòóï [69] ïðèñòóï [69]

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ñ
ë
î
á
îä
à
í

0
2.4261

2.4256
18.6007

18.6041
(0.02 %) (0.02 %)

0.4
3.0484

3.0486
16.8498

16.8571
(0.01 %) (0.04 %)

0.8
4.5665

4.5695
15.2756

15.2954
(0.07 %) (0.13 %)

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á 0

13.2466
-

45.0308
-

- -

0.4
11.4541

-
36.2212

-
- -

0.8
8.9601

-
25.7772

-

- -

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å 0
20.4654

20.4721
56.4801

56.5482
(0.03 %) (0.12 %)

0.4
15.8333

15.8349
43.9917

44.0359
(0.01 %) (0.10 %)

0.8
10.5543

10.5301
29.2610

29.2239
(0.23 %) (0.13 %)

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á 0

9.0258
9.0285

36.3321
36.3715

(0.03 %) (0.108 %)

0.4
7.1236

7.1254
28.4700

28.5001
(0.03 %) (0.106 %)

0.8
4.2278

4.2281
19.5077

19.5281
(0.01 %) (0.10 %)

Òàáåëà 14: Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ωi (i = 1, 2) äâîñòðóêî ëèíåàðíî çà-
êîøåíîã ôóíêöèjàëíî ãðàäèjåíòíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì
óñëîâèìà è çà n = 40

Íà ñëèöè 5.14 jå ïðèêàçàí óòèöàj ïàðàìåòðà α íà ïðâà òðè íîðìàëèçîâàíà ãëàâíà

îáëèêà îñöèëîâà»à ôóíêöèîíàëíî ãðàäèjåíòíîã øòàïà êîíñòàíòíîã ïðåñåêà ïðè ÷åìó
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jå ëåâè êðàj øòàïà óêëåøòåí à äåñíè çãëîáíî îñëî»åí. Î÷èãëåäíî jå äà jå óòèöàj ïà-

ðàìåòðà α ïîñòàjå çíà÷àjàí íà äðóãîj ïîëîâèíè øòàïà, òj. êàäà jå 0.5 ≤ x/L ≤ 1, øòî

jå òàêî¢å ïîñëåäèöà äâîñòðóêî âå£åã ñòåïåíà ôóíêöèjå ïðîìåíå ãóñòèíå ìàòåðèjàëà

ó îäíîñó íà ìîäóë åëàñòè÷íîñòè ìàòåðèjàëà. Îâà ïîjàâà ïîñåáíî äîëàçè äî èçðàæàjà

ïðè âå£èì âðåäíîñòèìà ïàðàìåòðà α è ïîäóæíå êîîðäèíàòå x.

Ñëèêà 5.14: Ïðâà òðè íîðìàëèçîâàíà ãëàâíà îáëèêà îñöèëîâà»à ïðè ïîïðå÷íèì îñöè-
ëàöèjàìà ôóíêöèîíàëíî ãðàäèjåíòíîã øòàïà êîíñòàíòíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà (cb = 0),
êîjè jå íà ëåâîj ñòðàíè óêëåøòåí à íà äåñíîj çãëîáíî îñëî»åí, ó çàâèñíîñòè îä ïàðà-
ìåòðà α

Êîíà÷íî, íà ñëèöè 5.15 (à)-(â) jå ïðèêàçàí óòèöàj ïàðàìåòðà α è ñòåïåíà ëèíå-

àðíîã çàêîøå»à cb íà ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå êîíçîëå. Êîä

àíàëèçå äâîñòðóêî çàêîøåíîã øòàïà ïîêàçàíî jå äà ñå ñà ïîâå£à»åì ïàðàìåòðà cb,

âðåäíîñò ïðâå áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ïîâå£àâà, äîê ñå âðåäíîñò äðóãå

äâå áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñìà»ójå. Òàêàâ òðåíä ïðîìåíå âðåäíîñòè

êðóæíèõ ôðåêâåíöèjà ñà ïîðàñòîì ïàðàìåòðà cb ñå è îâäå óî÷àâà. Ìå¢óòèì, óòèöàj

ïàðàìåòðà α íà âðåäíîñòè ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå jå íåøòî

ñëîæåíèjè. Êîä ïðâå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñà ïîâå£à»åì ïàðàìåòðà α äîëàçè äî ìî-

íîòîíîã îïàäà»à âðåäíîñòè. Ñóïðîòíî òîìå, êîä äðóãå è òðå£å êðóæíå ôðåêâåíöèjå
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äîëàçè äî íàèçìåíè÷íå ïðîìåíå òðåíäà ðàñòà è îïàäà»à âðåäíîñòè ïðèáëèæíî íà

ñâàêèõ α = 0.5.

Íà êðàjó îâîã ïðèìåðà ñå ìîæå äî£è äî çàê§ó÷êà äà ñå óâî¢å»åì ôóíêöèîíàëíî

ãðàäèjåíòíèõ ìàòåðèjàëà êîä øòàïîâà ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà îñòàâ§à ïðî-

ñòîð çà âèøåïàðàìåòàðñêó ñèíòåçó ïðè äîáèjà»ó æå§åíèõ äèíàìè÷êèõ êàðàêòåðè-

ñòèêà.
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Ñëèêà 5.15: Óòèöàj âðåäíîñòè ïàðàìåòðà α è ñòåïåíà ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb ïî-
ïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà íà ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ïîïðå÷íèõ
îñöèëàöèjà êîíçîëå
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5.4.6 Õîìîãåíè åëàñòè÷íè øòàï ñà ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà

Íåêà jå äàò õîìîãåíè åëàñòè÷íè øòàï ñà ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

ïðèêàçàí íà ñëèöè 5.16. Øòàï ñå ñàñòîjè èç äâà ðàçëè÷èòà ñåãìåíàòà ÷èjå ñó äóæèíå

L1 = ψL è L2 = (1− ψ)L, ãäå jå ψ êîåôèöèjåíò ðàñïîäåëå äóæèíå à L óêóïíà äó-

æèíà øòàïà. Ïîïðå÷íè ïðåñåê øòàïà jå ïðàâîóãàîíè è êîíñòàíòàí íà öåëîj äóæèíè

ñâàêîã îä ñåãìåíàòà, ïðè ÷åìó jå øèðèíà ïîïðå÷íèõ ïðåñåêà îáà ñåãìåíòà jåäíàêà,

òj. b1 = b2, à çà âèñèíå ïîïðå÷íèõ ïðåñåêà ñåãìåíàòà âàæè äà jå h2/h1 = σ, ãäå jå

σ êîåôèöèjåíò îäíîñà âèñèíà ïîïðå÷íèõ ïðåñåêà ñåãìåíàòà. Ïàðàìåòðè ìàòåðèjàëà

øòàïà ñó jåäíàêè çà îáà ñåãìåíòà è âàæè äà jå ρ1 = ρ2 = ρ è E1 = E2 = E. Øòàï jå

íà ñâîjèì êðàjåâèìà îïòåðå£åí àêñèjàëíèì ïðèòèñíèì ñèëàìà èíòåíçèòåòà P è åëà-

ñòè÷íî îñëî»åí ïîìî£ó öèëèíäðè÷íèõ è ñïèðàëíèõ îïðóãà. Êðóòîñòè öèëèíäðè÷íèõ

è ñïèðàëíèõ îïðóãà íà ëåâîì è äåñíîì êðàjó øòàïà ñó cyb, cθb è cyt, cθt, ðåñïåêòèâíî.

yL

L

(1-y)L

cqb

cyb cyt

P’P

cqt

y

xz

I Az  , 11 I Az  , 22

Ñëèêà 5.16: Åëàñòè÷íî îñëî»åí õîìîãåíè øòàï ñà ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïîïðå÷íîã
ïðåñåêà

Ó îâîì ïðèìåðó £å áèòè ðàçìàòðàí åëàñòè÷íè øòàï óêóïíå äóæèíå L = 1 [m],

øèðèíå è âèñèíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðâîã ñåãìåíòà b1 = 0.01 [m] è h1 = 0.01 [m],

ðåñïåêòèâíî. Ïàðàìåòðè ìàòåðèjàëà øòàïà, ãóñòèíà ρ è ìîäóë åëàñòè÷íîñòè E, ñó

èñòè êàî è ó ïîãëàâ§ó 5.4.1. Îâäå jå áðîj ïðèìàðíèõ åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà çàäàò

è èçíîñè n = 2, äîê ñå ïîâå£à»åì áðîjà ñåêóíäàðíèõ ñåãìåíàòà k ïîñòèæå æå§åíà

òà÷íîñò, êàî øòî jå âå£ íàãëàøåíî ó ïîãëàâ§ó 3.4.
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Ó òàáåëè 15 ïðèêàçàíå ñó áåçäèìåíçèîíå âðåäíîñòè èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå

èçâèjà»à λp = PcrL/ (E · Iz1) ðàçìàòðàíîã øòàïà ïðè ðàçëè÷èòèì âðåäíîñòèìà ïàðà-

ìåòðà ψ è çà ðàçëè÷èòå êîíòóðíå óñëîâå. Ïîðåä ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ êîðèø£å»åì

ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà, ïðèêàçàíè ñó è ðåçóëòàòè èç ðåôåðåíöå [39] äîáèjåíè ïðèìå-

íîì Hencky-jåâîã ìåòîäà êðóòèõ ñåãìåíàòà (HBM), êàî è ðåçóëòàòè èç ðåôåðåíöå [21]

ãäå jå çà ðåøàâà»å ïàðöèjàëíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êîðèø£åí âàðèjàöèîíè

èòåðàöèîíè ìåòîä. Îâè ðåçóëòàòè ñó ïîñìàòðàíè êàî ðåôåðåíòíè ó îäíîñó íà êîjå ñó

ïîðå¢åíè ðåçóëòàòè äîáèjåíè ïðåäëîæåíèì ïðèñòóïîì è HBM ìåòîäîì. Ïðèêàçàíå

ñó àïñîëóòíå ãðåøêå ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà è HBM ìåòîäà ó îäíîñó íà ðåçóëòàòå

èç ðåôåðåíöå [39] ïðè èñòîì áðîjó êîðèø£åíèõ êðóòèõ ñåãìåíàòà (k · n = {40, 100}).
Ìîæå ñå óî÷èòè äà ïîñòîjè âåîìà äîáðî ñëàãà»å ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ ïðèìåíîì îâà

äâà ìåòîäà êàî è äà ñó îíè áëèñêè ðåçóëòàòèìà èç ðåôåðåíöå [39]. Òàêî¢å, ñà ïî-

âå£à»åì áðîjà êîðèø£åíèõ êðóòèõ ñåãìåíàòà ñà k · n = 40 íà k · n = 100, âðåäíîñò

àïñîëóòíèõ ãðåøàêà çíà÷àjíî îïàäà êîä îáà ìåòîäà êðóòèõ ñåãìåíàòà è ïîñòàjå çà-

íåìàð§èâî ìàëà. Òàêî ìàêñèìàëíà àïñîëóòíà ãðåøêà êîä ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà

èçíîñè 0.58 % ó ñëó÷àjó îáîñòðàíî óêëåøòåíîã øòàïà ïðè ψ = 0.1 è k · n = 40. Ïîâå-

£à»åì óêóïíîã áðîjà êðóòèõ ñåãìåíàòà íà k · n = 100, âðåäíîñò àïñîëóòíå ãðåøêå ñå

ñìà»ójå íà 0.09 %.

Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ωi = ωi
√
ρA1L4/ (EIz1) (i = 1, 2, 3) ðàçìà-

òðàíîã øòàïà ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà è çà ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè ïà-

ðàìåòðà ψ ïðèêàçàíå ñó ó òàáåëàìà 16 è 17. Ïîðåä ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ ïðèìåíîì

èçëîæåíîã ïðèñòóïà, ïðèêàçàíè ñó è ðåçóëòàòè èç ðåôåðåíöå [70] ãäå ñó âðåäíîñòè

ôðåêâåíöèjà äîáèjåíå ðåøàâà»åì òðàíñöåäåíòíèõ êàðàêòåðèñòè÷íèõ jåäíà÷èíà êî-

ðèø£å»åì èòåðàòèâíîã ïîñòóïêà êîjè ñå çàñíèâà íà ëèíåàðíîj èíòåðïîëàöèjè. Ðåçóë-

òàòè èç ðåôåðåíöå [70] ñó èçàáðàíè çà ðåôåðåíòíå. Ïðèìåíîì èçëîæåíîã ïðèñòóïà

çà k = 20 äîáèjàjó ñå ðåçóëòàòè êîjè ñó âåîìà áëèñêè ðåçóëòàòèìà èç ðåôåðåíöå [70].

Òàêî jå âðåäíîñò ìàêñèìàëíå àïñîëóòíå ãðåøêå çà ñâàêó îä ïðâå òðè áåçäèìåíçèîíå

êðóæíå ôðåêâåíöèjå 0.043 %, 0.14 % è 0.29 %, ðåñïåêòèâíî, çà ñëó÷àj îáîñòðàíî óêëå-

øòåíîã øòàïà ïðè ψ = 0.25. Î÷åêèâàíî, íàjìà»à àïñîëóòíà ãðåøêà ñå ïîñòèæå êîä

ïðâå êðóæíå ôðåêâåíöèjå à íàjâå£à êîä òðå£å.
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Êîíòóðíè

ψ

λp

óñëîâè Ïðåäëîæåíè ïðèñòóï HBM [39]
Ðåô. [21]

ëåâî äåñíî k · n = 40 k · n = 100 k · n = 40 k · n = 100

0.1
2.7323 2.7332 2.7329 2.7332

2.7333

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ñ
ë
î
á
îä
à
í (0.04 %) (0.004 %) (0.02 %) (0.004 %)

0.5
4.1341 4.1344 4.1334 4.1343

4.1345
(0.01 %) (0.002 %) (0.03 %) (0.01 %)

0.9
4.9242 4.9263 4.9258 4.9265

4.9267
(0.05 %) (0.01 %) (0.02 %) (0.004 %)

0.1
22.1364 22.1927 22.1710 22.1980

22.203

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á (0.30 %) (0.05 %) (0.14 %) (0.02 %)

0.5
25.1502 25.1778 25.1580 25.1790

25.183
(0.13 %) (0.02 %) (0.10 %) (0.02 %)

0.9
39.6520 39.7802 39.8050 39.7940

39.805
(0.38 %) (0.06 %) (0.17 %) (0.03 %)

0.1
43.3124 43.5259 43.4630 43.5500

43.567

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

(0.58 %) (0.09 %) (0.24 %) (0.04 %)

0.5
51.4909 51.5979 51.520 51.602

51.618
(0.25 %) (0.04 %) (0.19 %) (0.03 %)

0.9
68.5918 68.8057 68.737 68.829

68.847
(0.37 %) (0.06 %) (0.16 %) (0.03 %)

0.1
9.8815 9.8979 9.8969 9.9004

9.9010

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á (0.20 %) (0.03 %) (0.04 %) (0.01 %)

0.5
12.8073 12.8141 12.809 12.814

12.815
(0.06 %) (0.01 %) (0.05 %) (0.01 %)

0.9
19.5704 19.6023 19.594 19.606

19.608
(0.19 %) (0.03 %) (0.07 %) (0.01 %)

Òàáåëà 15: Áåçäèìåíçèîíå âðåäíîñòè èíòåíçèòåòà êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à λp õîìîãå-
íîã åëàñòè÷íîã øòàïà ñà ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðè ðàçëè÷èòèì
âðåäíîñòèìà ïàðàìåòðà ψ è çà ðàçëè÷èòå êîíòóðíå óñëîâå
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Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå

Êîíòóðíè
ψ

ω
1/2
1 ω

1/2
2 ω

1/2
3

óñëîâè Ïðåäë. Ðåô. Ïðåäë. Ðåô. Ïðåäë. Ðåô.

ëåâî äåñíî ïðèñòóï [70] ïðèñòóï [70] ïðèñòóï [70]

0.25
1.66879

1.6687
3.95094

3.9528
6.15507

6.1635

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ñ
ë
î
á
îä
à
í

(0.01 %) (0.05 %) (0.14 %)

0.375
1.86969

1.8696
3.93757

3.9387
6.13437

6.1399
(0.005 %) (0.03 %) (0.09 %)

0.625
2.11933

2.1193
4.09711

4.0976
6.84367

6.8479
(0.001 %) (0.01 %) (0.06 %)

0.75
2.08138

2.0813
4.67463

4.6760
6.93313

6.9380
(0.004 %) (0.03 %) (0.07 %)

0.25
3.35883

3.3603
5.63821

5.6457
7.71940

7.7404
(0.04 %) (0.13 %) (0.27 %)

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

0.375
3.44406

3.4450
5.52336

5.5281
8.16632

8.1829
(0.027 %) (0.09 %) (0.20 %)

0.625
3.30484

3.3051
6.30693

6.3105
8.64139

8.6510
(0.008 %) (0.06 %) (0.11 %)

0.75
3.48861

3.4891
6.24397

6.2480
9.4504

9.4669

(0.014 %) (0.06 %) (0.17 %)

Òàáåëà 16: Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ωi (i = 1, 2, 3) åëàñòè÷íîã øòàïà
ñà ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèì
(óêëåøòå»å-ñëîáîäàí, óêëåøòå»å-öèëèíäðè÷àí çãëîá) çà k = 20

Íà ñëèöè 5.17 ïðèêàçàíà ñó ïðâà òðè íîðìàëèçîâàíà ãëàâíà îáëèêà îñöèëîâà»à

ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà è ïðè ψ = 0.25 è σ = 0.25. Àíàëèçîì äîáèjåíèõ

îáëèêà îñöèëîâà»à jàñíî ñå ìîæå óî÷èòè ïðîìåíà íàãèáà êðèâèõ êîjèìà jå îïèñàí

ñâàêè îä îáëèêà íà ìåñòó ïðåëàñêà ñà ñåãìåíòà äóæèíå L1 = 0.25L íà ñóñåäíè ñåãìåíò

äóæèíå L2 = 0.75L. Îâà ïðîìåíà íàãèáà íàñòàjå çáîã ðàçëèêå ïîïðå÷íèõ ïðåñåêà îâà

äâà ñåãìåíòà.
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Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå

Êîíòóðíè
ψ

ω
1/2
1 ω

1/2
2 ω

1/2
3

óñëîâè Ïðåäë. Ðåô. Ïðåäë. Ðåô. Ïðåäë. Ðåô.

ëåâî äåñíî ïðèñòóï [70] ïðèñòóï [70] ïðèñòóï [70]

0.25
3.98889

3.9906
6.15329

6.1618
8.28172

8.3054

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

Ó
ê
ë
åø

ò
å»

å

(0.043 %) (0.14 %) (0.29 %)

0.375
3.97782

3.9788
6.13886

6.1444
8.85430

8.8724
(0.025 %) (0.09 %) (0.20 %)

0.625
3.90771

3.9082
6.86846

6.8726
9.48826

9.4997
(0.013 %) (0.06 %) (0.12 %)

0.75
4.13593

4.1370
6.82609

6.8312
9.99888

10.0182
(0.026 %) (0.07 %) (0.19 %)

0.25
2.22644

2.2270
4.56587

4.5706
7.08098

7.0984
(0.025 %) (0.10 %) (0.25 %)

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

Ö
è
ë
.
çã
ë
î
á

0.375
2.26331

2.2637
4.91236

4.9160
7.67230

7.6854
(0.017 %) (0.07 %) (0.17 %)

0.625
2.54408

2.5443
5.53745

5.5403
8.0962

8.1049
(0.009 %) (0.05 %) (0.11 %)

0.75
2.82329

2.8238
5.47720

5.4805
8.67483

8.6897
(0.018 %) (0.06 %) (0.17 %)

Òàáåëà 17: Áåçäèìåíçèîíå êðóæíå ôðåêâåíöèjå ωi (i = 1, 2, 3) åëàñòè÷íîã øòàïà
ñà ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðè ðàçëè÷èòèì êîíòóðíèì óñëîâèìà
(óêëåøòå»å-óêëåøòå»å, öèë. çãëîá-öèë. çãëîá) çà k = 20

Íà êðàjó îâîã ïðèìåðà òðåáà íàãëàñèòè äà jå ïðåäëîæåíè ìåòîä êðóòèõ ñåãìåíàòà

ïîñåáíî åôèêàñàí êîä îâå âðñòå øòàïîâà, øòî jå ïîòâð¢åíî êðîç äîáèjåíå âåîìà ìàëå

âðåäíîñòè àïñîëóòíèõ ãðåøàêà. Ðàçëîã òîìå jå øòî êîä øòàïîâà ñà ñòåïåíàñòîì

ïðîìåíîì ïîïðå÷íîã ïðåñåêà íåìà ïîòðåáå çà ïðèáëèæíèì îïèñîì îáëèêà øòàïà

óâî¢å»åì ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà, êàî øòî jå òî ñëó÷àj êîä øòàïîâà ñà êîíòèíóàëíîì
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ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà. Ïîâå£à»åì áðîjà ñåêóíäàðíèõ åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà ñìà»ójå

ñå ãðåøêà êîjà jå íàñòàëà äèñêðåòèçàöèjîì íà êðóòå ñåãìåíòå.

Ñëèêà 5.17: Ïðâà òðè íîðìàëèçîâàíà îáëèêà îñöèëîâà»à ïðè ψ = 0.25, σ = 0.25, è
çà ðàçëè÷èòå êîíòóðíå óñëîâå: (à) óêëåøòåí-ñëîáîäàí, (á) óêëåøòåí-öèë. çãëîá, (â)
öèë. çãëîá - öèë. çãëîá, (ã) óêëåøòåí-óêëåøòåí.

5.4.7 Ïðîñòîðíî äåôîðìàáèëíè åëàñòè÷íè øòàï ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà

Íà ñëèöè 5.18(a) ïðèêàçàí jå âåðòèêàëíî ïîñòàâ§åí åëàñòè÷íè øòàï êîjè jå íà äî-

»åì êðàjó óêëåøòåí, à íà ãîð»åì êðàjó ñëîáîäàí. Îâàêâèì øòàïîì ñå ó ëèòåðàòóðè

ìîäåëèðàjó ñòóáîâè âåòðîãåíåðàòîðà (âèäåòè [71]). Øòàï jå äóæèíå L ïðñòåíàñòîã

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà. Ñïî§àø»è ïðå÷íèê è äåá§èíà çèäà øòàïà ìå»àjó ñå äóæ óçäó-

æíå îñå øòàïà ñàãëàñíî çàêîíèìà:
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d (x) = (dL − d0)x/L+ d0, δ (x) = (δL − δ0)x/L+ δ0, 0 ≤ x ≤ L, (5.31)

ðåñïåêòèâíî. Ñïî§àø»è ïðå÷íèê øòàïà ó óêëåøòå»ó è íà ñëîáîäíîì êðàjó jå d0 è

dL, à äåá§èíà çèäà øòàïà ó óêëåøòå»ó è íà ñëîáîäíîì êðàjó jå δ0 è δL, ðåñïåêòèâíî.

Íà âðõó øòàïà ïîñòàâ§åíà jå êîíöåíòðèñàíà ìàñà mT = νρ0A0L, ãäå jå ν ïðîìåí§èâè

áåçäèìåíçèîíè ïàðàìåòàð.

L

x

zy

x

A A

d0

dL

d( )x

d(
z)

A-A

L
y z

x
L

n
-1

L
n

L
1

L
2

d1

d2

dn-1

dn

(a) ( )б

mT
mT

Ñëèêà 5.18: Ñòóá âåòðîãåíåðàòîðà: (à) òà÷àí îáëèê, (á) ïðèáëèæàí îáëèê

Íà îñíîâó çàêîíà ïðîìåíå ñïî§àø»åã ïðå÷íèêà d(x) è äåá§èíå çèäà øòàïà δ (x)

(ïðèêàçàíèõ ó èçðàçó (5.31) ) ìîæå ñå äåôèíèñàòè çàêîí ïðîìåíå ïîâðøèíå ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà øòàïà

A (x) = (d (x)− δ (x))πδ (x) , (5.32)

êàî è çàêîí ïðîìåíå ìîìåíòà èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ó îäíîñó íà ãëàâíå öåí-

òðàëíå îñå y è z ïðåñåêà:

Iy (x) = Iz (x) =
π

64

(
d (x)4 − (d (x)− 2δ (x))4

)
. (5.33)
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Ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà ñó ìîìåíòè èíåðöèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ó îäíîñó íà ãëàâíå

öåíòðàëíå îñå y è z jåäíàêè jåð jå ïîïðå÷íè ïðåñåê øòàïà ïðñòåíàñò, äàêëå ñèìåòðè-

÷àí ó îäíîñó íà îáå ïîìåíóòå îñå.

Íà ñëèöè 5.18(á) ïðèêàçàí jå ïðèáëèæíè îáëèê åëàñòè÷íîã øòàïà (ñòóáà âåòðî-

ãåíåðàòîðà) êîjè ñå ñàñòîjè îä n ïðèìàðíèõ öèëèíäðè÷íèõ ñåãìåíàòà (óñâàjà ñå äà jå

áðîj ñåêóíäàðíèõ ñåãìåíàòà k = 1).

Ìàñà êðóòèõ ñåãìåíàòà (V2i−t,i) (t = 0, 1, 2) , (i = 1, . . . , n) jå:

m2i−t,i = ρAil2i−t,i, (5.34)

a ìîìåíòè èíåðöèjå êðóòèõ ñåãìåíàòà (V2i−t,i) ó îäíîñó íà îñå êîîðäèíàòíîã ñèñòåìà

C2i−t,iξ2i−t,iη2i−t,iζ2i−t,i ñó:

JC2i−t,iξ2i−t,i = m2i−t,i

(
di − δi

2

)2

,

JC2i−t,iη2i−t,i = JC2i−t,iζ2i−t,i =
1

12
m2i−t,i

(
l22i−t,i + 3

(
di − 2δi

2

)2

+ 3

(
di
2

)2
)
, (5.35)

ïðè ÷åìó ñó di è δi ñïî§àø»è ïðå÷íèê è äåá§èíà çèäà êðóòîã ñåãìåíòà (V2i−t,i),

è ìîãó ñå îäðåäèòè íà ñëè÷àí íà÷èí êàî è Ai, Iyi è Izi (âèäåòè èçðàçå (3.13-3.18))

êîðèø£å»åì èçðàçà:

di = (d (xi − Li/2) + d (xi) + d (xi + Li/2)) /3. (5.36)

Íóìåðè÷êå âðåäíîñòè ïàðàìåòàðà ñòóáà ïðèêàçàíå ñó ó òàáåëè 18. Ó îâîì ïðèìåðó

áè£å èçâðøåíî ïîðå¢å»å âðåäíîñòè ôðåêâåíöèjà fi = ωi/ (2π) ñòóáà âåòðîãåíåðàòîðà,

äîáèjåíå ïðèìåíîì ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà è ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà ('Bmodes')

èçëîæåíå ó ðåôåðåíöè [71]. 'Bmodes' (ñêðà£åíèöà îä 'Beam Modal Analysis Code') ñå

ó îñíîâè ñàñòîjè îä êîíà÷íîã åëåìåíòà ñà 15 ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à, ïà ñå »åãîâîì

óïîòðåáîì äîáèjàjó ðåçóëòàòè âèñîêå òà÷íîñòè. Ñòîãà ñó ðåçóëòàòè èç ðåôåðåíöå [71]

êîðèø£åíè çà òåñòèðà»å êîíâåðãåíöèjå ðåçóëòàòà èçëîæåíèõ ó îâîì ðàäó. Ôðåêâåí-

öèjå îçíà÷åíå ñà f1, f2 è f3 ïðåäñòàâ§àjó ïðâå òðè ôðåêâåíöèjå îñöèëîâà»à ñòóáà

âåòðîãåíåðàòîðà ïðè ïîïðå÷íèì îñöèëàöèjàìà, äîê f4 è f5 ïðåäñòàâ§àjó ïðâå ôðå-

êâåíöèjå îñöèëîâà»à ïðè óâîjíèì è àêñèjàëíèì îñöèëàöèjàìà, ðåñïåêòèâíî.
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Ïàðàìåòàð Îçíàêà Âðåäíîñò

Äóæèíà L 87.6 [m]

Ñïî§àø»è ïðå÷íèê ñòóáà ó óêëåøòå»ó d0 6 [m]

Ñïî§àø»è ïðå÷íèê ñòóáà íà ñëîáîäíîì êðàjó dh 3.87 [m]

Äåá§èíà çèäà ñòóáà ó óêëåøòå»ó δ0 0.027 [m]

Äåá§èíà çèäà ñòóáà íà ñëîáîäíîì êðàjó δh 0.019 [m]

Ãóñòèíà ìàòåðèjàëà ñòóáà ρ 8500 [kg/m3]

Mîäóë åëàñòè÷íîñòè ìàòåðèjàëà ñòóáà E 2.1 · 1011 [N/m2]

Mîäóë ñìèöà»à ìàòåðèjàëà ñòóáà G 8.08 · 1010 [N/m2]

Òàáåëà 18: Ôèçè÷êè ïàðàìåòðè øòàïà [71]

Àíàëèçîì óïîðåäíèõ ðåçóëòàòà, ïðåäñòàâ§åíèõ ó òàáåëè 19, ìîæå ñå óî÷èòè äîáðî

ñëàãà»å ðåçóëòàòà èçëîæåíîã ïðèñòóïà ñà ðåçóëòàòèìà èç ðåôåðåíöå [71]. Âàæíî

jå ïðèìåòèòè äà ñå íàjâå£à òà÷íîñò ïîñòèæå êîä ïðâå (îñíîâíå) ôðåêâåíöèjå ïðè

ïîïðå÷íèì îñöèëàöèjàìà. Îâàj ïîäàòàê jå îä âåëèêîã çíà÷àjà àêî ñå èìà ó âèäó

äà jå ïðè ïðîjåêòîâà»ó ðàçëè÷èòèõ òåõíè÷êèõ îájåêàòà íàjâàæíèjå îäðåäèòè ïðâó

(îñíîâíó) ôðåêâåíöèjó îñöèëîâà»à. Êîíêðåòíî, ó ñëó÷àjó âåòðîãåíåðàòîðà, âàæíî

jå îäðåäèòè îñíîâíó ôðåêâåíöèjó îñöèëîâà»à ïðè ïîïðå÷íèì îñöèëàöèjàìà jåð jå

ñàâèjà»å äîìèíàíòíî îïòåðå£å»å êîä îâîã òèïà êîíñòðóêöèjà.

Íàjìà»à òà÷íîñò (ìàäà è äà§å çíà÷àjíà) ïîñòèæå ñå êîä ôðåêâåíöèjà ïðè óâîjíèì

îñöèëàöèjàìà ñòóáà âåòðîãåíåðàòîðà. Òàêî çà n = 20 óâåäåíèõ ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà

ðåëàòèâíà ãðåøêà èçíîñè ε4 = 2.03 [%], äîê ñå ïîâå£à»åì áðîjà óâåäåíèõ ïðèìàð-

íèõ ñåãìåíàòà íà n = 60, ðåëàòèâíà ãðåøêà ñìà»ójå íà ε4 = 0.69 [%]. Ãðàôè÷êè

ïðèêàç çàâèñíîñòè ðåëàòèâíå ãðåøêå εi (i = 1, . . . , 5) îä áðîjà óâåäåíèõ ïðèìàðíèõ

ñåãìåíàòà (n) äàò jå íà ñëèöè 5.19. Jàñíî jå äà êîä îäðå¢èâà»à ñâàêå îä ïåò ïî-

ìåíóòèõ ôðåêâåöèjà, âðåäíîñò ðåëàòèâíå ãðåøêå êîíâåðãèðà êà íóëè ñà ïîâå£à»åì

n. Óòèöàj êîíöåíòðèñàíå ìàñå mT íà âðåäíîñòè ôðåêâåíöèjà ñëîáîäíèõ îñöèëàöèjà

ñòóáà âåòðîãåíåðàòîðà ïðèêàçàí jå ó òàáåëè 20. Ñà ïîâå£à»åì âðåäíîñòè áåçäèìåí-

çèîíîã ïàðàìåòðà ν äîëàçè äî ñìà»å»à ôðåêâåíöèjà îñöèëîâà»à ïðè ïîïðå÷íèì è

àêñèjàëíèì îñöèëàöèjàìà.

Î÷åêèâàíî, ïîâå£à»å âðåäíîñòè ïàðàìåòðà ν íå óòè÷å íà âðåäíîñòè ôðåêâåíöèjà

ñëîáîäíèõ óâîjíèõ îñöèëàöèjà, jåð ñå êîíöåíòðèñàíà ìàñà mT íàëàçè íà óçäóæíîj

îñè ñèìåòðèjå ñòóáà âåòðîãåíåðàòîðà. Ïîðåä òîãà, íà ñëèöè 5.20 ïðèêàçàí jå óòèöàj
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ïàðàìåòðà ν íà ïðâà òðè ãëàâíà îáëèêà îñöèëîâà»à ñòóáà ïðè ïîïðå÷íèì îñöèëàöè-

jàìà.

Âðñòà Ïðåäëîæåíè ïðèñòóï 'Bmodes'

äåôîðìàöèjå n = 20 n = 40 n = 60 [71]

f1 0.8906 0.8911 0.8912
0.8913

ε1 0.07 [%] 0.02 [%] 0.01 [%]

Ñàâèjà»å
f2 4.3434 4.3512 4.3526

4.3743
ε2 0.71 [%] 0.53 [%] 0.50 [%]

f3 11.1796 11.2300 11.2391
11.3911

ε3 1.86 [%] 1.41 [%] 1.33 [%]

Óâèjà»å
f4 11.7230 11.8440 11.8836

11.9656
ε4 2.03 [%] 1.02 [%] 0.69 [%]

Àêñèjàëíå f5 16.2586 16.3924 16.4363
16.5217

äåôîðìàöèjå ε5 1.59 [%] 0.78 [%] 0.52 [%]

Òàáåëà 19: Ôðåêâåíöèjå fi = ωi/ (2π) [Hz] ñòóáà âåòðîãåíåðàòîðà

Ñëèêà 5.19: Ðåëàòèâíà ãðåøêà ïðè îäðå¢èâà»ó ôðåêâåíöèjà ó çàâèñíîñòè îä áðîjà
ïðèìàðíèõ ñåãìåíàòà n

Îâäå jå íà ðåëàòèâíî jåäíîñòàâíîì ïðèìåðó ïîêàçàíî äà jå ìîãó£å ñà äîâî§íîì

òà÷íîø£ó àíàëèçèðàòè äèíàìè÷êå êàðàêòåðèñòèêå ïðè ïðîñòîðíèì äåôîðìàöèjàìà

øòàïà. Ïðåäëîæåíèì ïðèñòóïîì ìîãó£å jå àíàëèçèðàòè è çíàòíî ñëîæåíèjå ìîäåëå
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ñòóáîâà âåòðîãåíåðàòîðà. Îâè ìîäåëè óçèìàjó ó îáçèð è óòèöàj åëàñòè÷íîñòè ïî-

äëîãå, ñåèçìè÷êå ïðèíóäíå ñèëå òîêîì çåì§îòðåñà, èíåðöèjàëíà ñâîjñòâà êó£èøòà

ãåíåðàòîðà êîjè ñå íàëàçè íà âðõó ñòóáà, è ñë., êàî øòî jå ïðèêàçàíî ó ðåôåðåí-

öàìà [72�76]. Îâàêâà àíàëèçà jå îáèìíà è ñàìèì òèì íå£å áèòè ñïðîâåäåíà ó îâîj

äèñåðòàöèjè.
Âðñòà ν

äåôîðìàöèjå 0 0.05 0.5 5

f1 0.8912 0.7513 0.3911 0.1354

Ñàâèjà»å f2 4.3526 3.7584 3.1145 2.9712

f3 11.2391 9.9916 9.1614 9.0218

Óâèjà»å f4 11.8836 11.8836 11.8836 11.8836

Àêñèjàëíå
f5 16.4363 15.0557 9.0890 3.2648

äåôîðìàöèjå

Òàáåëà 20: Óòèöàj êîíöåíòðèñàíå ìàñå mT íà âðõó íà ôðåêâåíöèjå fi = ωi/ (2π) [Hz]
ñòóáà âåòðîãåíåðàòîðà

Ñëèêà 5.20: Óòèöàj êîíöåíòðèñàíå ìàñå mT íà âðõó íà ïðâà òðè ãëàâíà îáëèêà îñöè-
ëîâà»à ñòóáà âåòðîãåíåðàòîðà ïðè ïîïðå÷íèì îñöèëàöèjàìà

109



Àëåêñàíäàð Íèêîëè£ Äîêòîðñêà äèñåðòàöèjà

6 ÃÈÏÊÈ ÌÅÕÀÍÈÇÌÈ

6.1 Êîíöåïò ãèïêèõ ìåõàíèçàìà

Ïîä ïîjìîì ãèïêîã ìåõàíèçìà ïîäðàçóìåâà ñå ìåõàíèçàì êîjè ñå ñàñòîjè îä âèøå

êðóòèõ ÷ëàíîâà êîjè ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè ãèïêèì çãëîáîâèìà. Îâà âðñòà ìåõàíè-

çàìà ñå ðàçëèêójå îä êîíâåíöèîíàëíèõ ìåõàíèçàìà ïî åëåìåíòèìà êîjè îìîãó£àâàjó

ðåëàòèâíî ïîìåðà»å jåäíîã ÷ëàíà ìåõàíèçìà ó îäíîñó íà äðóãè. Êîä êîíâåíöèîíàë-

íèõ ìåõàíèçàìà, êðóòè ÷ëàíîâè ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè êîíâåíöèîíàëíèì çãëîáîâèìà

[77] (ðîòàöèîíè, ïðèçìàòè÷íè, öèëèíäðè÷íè, ñôåðíè è äð.). Íà ïðèìåð, íà ñëèöè 6.1

(à) è (á) jå ïðèêàçàí ïðèìåð îñòâàðèâà»à ðîòàöèîíîã êðåòà»à jåäíîã êðóòîã ÷ëàíà

ó îäíîñó íà äðóãè ïîìî£ó êîíâåíöèîíàëíîã ðîòàöèîíîã çãëîáà è ãèïêîã çãëîáà, ðå-

ñïåêòèâíî.

Крути чланови Крути чланови

Ротациони зглоб Гипки зглоб

(a) ( )б

Ñëèêà 6.1: Ðîòàöèîíè çãëîá [78]: (à) êîíâåíöèîíàëíè, (á) ãèïêè

Ãèïêè çãëîá ñå ìîæå äåôèíèñàòè êàî åëàñòè÷íè ñåãìåíò ìàëå äåá§èíå ó îäíîñó

íà äóæèíó êîjè ïîâåçójå äâà êðóòà ÷ëàíà íåêîã ìåõàíèçìà è îìîãó£àâà ðåëàòèâíî

êðåòà»å jåäíîã êðóòîã ÷ëàíà ó îäíîñó íà äðóãè çàõâà§ójó£è ñâîjîj äåôîðìàöèjè.
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Íà ïðèìåð, äà áè ñå îñòâàðèëî ðîòàöèîíî ðåëàòèâíî êðåòà»å jåäíîã êðóòîã ÷ëàíà

ìåõàíèçìà ó îäíîñó íà äðóãè ïîòðåáíî jå äà äî¢å äî ñàâèjà»à ãèïêîã çãëîáà.

Èàêî ïîñòîjå ðàçëè÷èòè îáëèöè îâèõ çãëîáîâà, íàj÷åø£å ñó êîðèø£åíè ãèïêè çãëî-

áîâè ó îáëèêó çàðåçà, êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 6.2. Òàêî¢å, ïðåìà íàìåíè, íà

èñòîj ñëèöè ñå ìîãó ðàçëèêîâàòè äâå ãðóïå îâèõ çãëîáîâà. Ó ïðâó ãðóïó, ïðèêàçàíó

íà ñëèöè 6.2 (à), ñïàäàjó ãèïêè çãëîáîâè ñà jåäíîì îñîì äåôîðìàöèjå êîjè ñå ïðè-

ìå»ójó êîä ðàâàíñêèõ ãèïêèõ ìåõàíèçàìà. Äðóãó ãðóïó ÷èíå ãèïêè çãëîáîâè ñà äâå

îäíîñíî âèøå îñà ðîòàöèjå, ïðèêàçàíèõ íà ñëèêàìà 6.2 (á) è (â), êîjè ñå ïðèìå»ójó

êîä ïðîñòîðíèõ ãèïêèõ ìåõàíèçàìà. Ãèïêè çãëîáîâè ñà äâå îñå ðîòàöèjå ìîãó ó îï-

øòåì ñëó÷àjó èìàòè ðàçëè÷èòó åëàñòè÷íîñò ó îäíîñó íà jåäíó è äðóãó îñó ðîòàöèjå,

ïà ñå îíå ÷åñòî íàçèâàjó è ïðèìàðíà è ñåêóíäàðíà îñà åëàñòè÷íîñòè.

оса еластичности примарна оса
еластичности

секундарна оса
еластичности

(а) (б)

(в)

Ñëèêà 6.2: Ãèïêè çãëîá [78]: (à) ñà jåäíîì, (á) äâå, è (â) âèøå îñà åëàñòè÷íîñòè

Ïðåäìåò àíàëèçå ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè ðàâàíñêè ãèïêè ìåõàíèçìè, ïà £å íà-

äà§å áèòè ðàçìàòðàíå êàðàêòåðèñòèêå ãèïêèõ çãëîáîâà ñà jåäíîì îñîì äåôîðìàöèjå.

Êîä ðàâàíñêèõ ìåõàíèçàìà jå ïîòðåáíî äà ãèïêè çãëîáîâè èìàjó øòî âå£ó åëàñòè÷-

íîñò ó îäíîñó íà îñó ðîòàöèjå, ïðèêàçàíó íà ñëèöè 6.3 (à), êàêî áè îäðå¢åíè ìåõàíè-

çàì ìîãàî äà ïîñòèãíå øòî âå£è îïñåã ïîìåðà»à. Ñà äðóãå ñòðàíå, äà áè ïîìåíóòè

ãèïêè ìåõàíèçàì èìàî îäãîâàðàjó£ó ïðåöèçíîñò ïîòðåáíî jå äà êðóòîñò ãèïêîã çãëîáà

ó îäíîñó íà ñâå îñòàëå îñå ïîìåðà»à áóäå øòî jå ìîãó£å âå£à. Êàäà òî íèjå ñëó÷àj,
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äîëàçè äî äîäàòíèõ íåæå§åíèõ ïîìåðà»à ó ãèïêîì çãëîáó, ïà ñå àíàëèçà äåôîðìà-

öèjà òàêâîã çãëîáà çíà÷àjíî êîìïëèêójå. Ó ñëó÷àjó ðàâàíñêîã ãèïêîã çãëîáà, äîäàòíî

ïîìåðà»å ìîæå áèòè óâèjà»å îêî óçäóæíå îñå çãëîáà èëè ñìèöà»å ó ïðàâöó âåðòè-

êàëíå îñå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà, êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèêàìà 6.3 (á) è (â),

ðåñïåêòèâíî.

Ñëèêà 6.3: Ãèïêè çãëîá ó îáëèêó çàðåçà [78, 79] èçëîæåí : (à) ñàâèjà»ó, (á) óâèjà»ó,
(â) ñìèöà»ó

Òàêî¢å, ó îâîì ðàäó àíàëèçà £å áèòè îãðàíè÷åíà íà ãèïêå çãëîáîâå ó îáëèêó çàðåçà

ñà jåäíîì îñîì äåôîðìàöèjå, êîjè ñó ñèìåòðè÷íè ó îäíîñó íà àêñèjàëíó è ïîïðå÷íó

îñó çãëîáà. Ó îïøòåì ñëó÷àjó, îâè çãëîáîâè ñó ïðàâîóãàîíîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà êîí-

ñòàíòíå øèðèíå b è ïðîìåí§èâå âèñèíå h äóæ ïðåñåêà, êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè

6.4. Îñà åëàñòè÷íîñòè îêî êîjå äîëàçè äî ñàâèjà»à ëåæè ó ïðåñåêó íàjìà»å âèñèíå

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà. Ó îïøòåì ñëó÷àjó, çàêîí ïðîìåíå âèñèíå h ïîïðå÷íîã ïðåñåêà

ãèïêîã çãëîáà ìîæå áèòè íåêà ïðîèçâî§íà ôóíêöèjà, çàâèñíî îä ïîòðåáå. ×åñòî jå

îâà ôóíêöèjà äîáèjåíà êàî ðåçóëòàò îïòèìèçàöèjå ïðè ÷åìó ñó îãðàíè÷å»à èçâåäåíà

èç òåõíè÷êèõ çàõòåâà êîjè òðåáà îäðå¢åíè ìåõàíèçàì äà èñïóíè.

А

А

l/2 l/2

пресек А-А

b

h
x

y

z

h(x)

Ñëèêà 6.4: Îïøòè îáëèê ãèïêîã ìåõàíèçìà ó îáëèêó çàðåçà
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Îñèì òîãà, ïîñòîjå è íåêè ñòàíäðàäíè îáëèöè îâå âðñòå ãèïêèõ çãëîáîâà ïðèêà-

çàíèõ íà ñëèöè 6.4 (à)-(ã) êîjè ñå ÷åñòî êîðèñòå. Òî ñó ãèïêè çãëîâîáè ñà çàðåçîì ó

îáëèêó êðóæíèöå, åëèïñå, ïðàâîóãëè è ïðàâîóãëè çà çàîá§å»èìà, ðåñïåêòèâíî. Îä

ïðèêàçàíà ÷åòèðè îáëèêà íàjâèøå ñó ó ïðèìåíè ïðâà äâà, çáîã ïîâî§íèjå ðàñïîäåëå

íàïîíà òîêîì äåôîðìàöèjå ó îäíîñó íà äðóãà äâà îáëèêà êîä êîjèõ jå ìîãó£à ïîjàâà

êîíöåíòðàöèjå íàïîíà (ïîñåáíî êîä òðå£åã îáëèêà).

(a) ( )б (в) (г)

Ñëèêà 6.5: Ãèïêè çãëîá ó îáëèêó çàðåçà [80] : (à) êðóæíè, (á) åëèïòè÷íè, (â) ïðàâî-
óãëè, (ã) ïðàâîóãëè ñà çàîá§åíèì èâèöàìà

Ãèïêè çãëîáîâè èìàjó îäðå¢åíå ïðåäíîñòè àëè è íåäîñòàòêå ó îäíîñó íà êîíâåíöè-

îíàëíå çãëîáîâå. Ïðåäíîñòè ñå îãëåäàjó ó »èõîâîj êîìïàêòíîñòè, íèñêîj öåíè èçðàäå,

ìîãó£íîñòèìà ìèíèìèçàöèjå, òîêîì ðàäà íåìà òðå»à ïà çàòî íåìà íè ïîòðåáå çà ïîä-

ìàçèâà»åì, ïîãîäíè ñó çà óïîòðåáó ó ëàêî çàïà§èâèì è ÷èñòèì ñðåäèíàìà, ïîñòèæó

âèñîêó òà÷íîñò ïðè ïîìåðà»ó, è ñë. Ìå¢óòèì, ïîñòîjå è îäðå¢åíè íåäîñòàöè, êîjè

îãðàíè÷àâàjó óïîòðåáó îâå âðñòå ìåõàíèçàìà. Ãëàâíè íåäîñòàöè îâå âðñòå çãëîáîâà

ñó: îãðàíè÷åíîñò îïñåãà ðåëàòèâíå ðîòàöèjå êîjó jå ìîãó£å îñòâàðèòè, âåîìà ÷åñòî

òà÷íîñò ðîòàöèjå jå óñëîâ§åíà îäíîñîì êðóòîñòè ãèïêîã çãëîáà ó ïðàâöó ðàâíè ðî-

òàöèjå è êðóòîñòè ó îñòàëèì ðàâíèìà, öåíòàð ðîòàöèjå ãèïêîã çãëîáà íèjå ôèêñèðàí

òîêîì îñòâàðèâà»à æå§åíå ðîòàöèjå âå£ ñå ïîìåðà òîêîì ðîòàöèjå, çáîã ìàëèõ äè-

ìåíçèjà »èõîâà êðóòîñò çàâèñè îä òåìïåðàòóðå îêîëèíå, ìîãó£å îøòå£å»å íàêîí

îäðå¢åíîã áðîjà äåôîðìàöèjà óñëåä çàìîðà ìàòåðèjàëà, è ñë.

Ãèïêè ìåõàíèçìè ñå ñâå âèøå êîðèñòå. Âåîìà ÷åñòî ñå óâîäå êàî ãèïêà êîïèjà

êëàñè÷íèõ ìåõàíèçàìà. Ðàçëîçè çà òî ìîãó áèòè ðàçëè÷èòè, îä çàõòåâà ñà ïîâå£à-

íîì òà÷íîø£ó, äî ïîòðåáå çà ìåõàíèçìîì âåîìà ìàëèõ äèìåíçèjà êîjå jå ïîòðåáíî
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îñòâàðèòè. Íà ñëèöè 6.6 (à) jå ïðèêàçàí êëàñè÷íè Hoeken-îâ ìåõàíèçàì êîjè ñëóæè

çà îñòâàðèâà»å ïðàâîëèíèjñêîã âî¢å»à òà÷êå ñïîjêå C. Íà ñëèöè 6.6 (á) ïðèêàçàíà

jå ãèïêà êîïèjà îâå âðñòå ìåõàíèçìà êîjà ñå äîáèjà çàìåíîì êëàñè÷íèõ ðîòàöèîíèõ

çãëîáîâà ãèïêèì çãëîáîâèìà ó îáëèêó ïîëóêðóæíîã çàðåçà. Óâåäåíà ãèïêà êîïèjà

îâîã ìåõàíèçìà ìîæå äà îñòâàðè ïðåöèçíèjå ïðàâîëèíèjñêî êðåòà»å ñïîjêå C àëè jå

îïñåã îñòâàðåíîã êðåòà»à çíàòíî ìà»è. Ðàçëîã çà òî jå îãðàíè÷åí îïñåã ðîòàöèjå

ãèïêèõ çãëîáîâà, êîjè jå óñëîâ§åí äîçâî§åíèì íàïîíèìà è äåôîðìàöèjàìà ñâàêîã îä

óâåäåíèõ ãèïêèõ çãëîáîâà ïîjåäèíà÷íî.

(a) (á)

Ñëèêà 6.6: Hoeken-îâ ìåõàíèçàì [79] êîjè òà÷êîì C ñïîjêå ãåíåðèøå ïðàâîëèíèjñêî
êðåòà»å: (à) êîíâåíöèîíàëíè ìåõàíèçàì, (á) ãèïêè ìåõàíèçàì

Îâà âðñòà çãëîáîâà jå âåîìà çàñòóï§åíà è êîä ãèïêèõ ïëàòôîðìè çà ìèêðî è íà-

íîïîçèöèîíèðà»å çáîã ñâèõ ïðåòõîäíî íàáðîjàíèõ ïðåäíîñòè ó îäíîñó íà êëàñè÷íå

çãëîáîâå. Îâàêâå ïëàòôîðìå ñå êîðèñòå çà ïîçèöèîíèðà»å ó ìíîãèì ñàâðåìåíèì

óðå¢àjèìà, êàî øòî ñó ïîçèöèîíèðà»å óçîðàêà êîä åëåêòðîíñêîã ìèêðîñêîïà, êîä

ìèêðîïîçèöèîíèõ ìåõàíèçàìà êàìåðà âèñîêå ïðåöèçíîñòè, ìèêðîïîçèöèîíèðà»å ïðè

çàâàðèâà»ó ëàñåðîì, ìàíèïóëàöèjà ïðè ìîíòàæè êîìïîíåíàòà ó ìèêðîñêëîïîâèìà,

êîä ìåäèöèíñêèõ óðå¢àjà êîjè ñå êîðèñòå ó ñàâðåìåíîj ìèêðîõèðóðãèjè è áèîìåäè-

öèíè, è ñëè÷íî.

Êàî ïðèìåð óïîòðåáå, íà ñëèöè 6.7 (à) ïðèêàçàíà jå òçâ. RRR ãèïêà ïëàòôîðìà

êîjà îìîãó£àâà òðè ñòåïåíà ñëîáîäå ïîçèöèîíèðà»à ïëàòôîðìå, òðàíñëàöèjå ó ïðàâöó
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x è y îñå, êàî è ðîòàöèjó îêî z îñå. Ó îñíîâè, îâà ïëàòôîðìà ñå ñàñòîjè îä òðè èäåí-

òè÷íà ïîãîíñêà ñåãìåíòà êîjè ñå ñàñòîjå îä êðóòèõ ñåãìåíàòà ìå¢óñîáíî ñïîjåíèõ ñà

ïî òðè ãèïêà çãëîáà ó îáëèêó ïîëóêðóæíîã çàðåçà êîjå ïîãîíè ïî jåäàí ïèåçîàêòóà-

òîð. Íà ñëèöè 6.7 (á) äàò jå óïðîø£åí ïðèêàç îâå ïëàòôîðìå. Âèøå äåòà§à î îâîj

ïëàòôîðìè ìîæå ñå íà£è ó ðåôåðåíöè [79].

RRR

(a) (á)

Ñëèêà 6.7: Ãèïêè ìåõàíèçàì ïëàòôîðìå çà ïîçèöèîíèðà»å ñà 3 ñòåïåíà ñëîáîäå
êðåòà»à [79]: (à) äåòà§àí ïðèêàç èçâî¢å»à, (á) óïðîø£åí ïðèêàç

Èàêî âå£èíà êîíâåíöèîíàëíèõ çãëîáîâà èìà ñâîjó àäåêâàòíó çàìåíó ó âèäó ãèïêîã

çãëîáà, ó îâîì ïîãëàâ§ó £å áèòè àíàëèçèðàíè ðàâàíñêè ãèïêè ìåõàíèçìè, ïà £å çàòî

ðîòàöèîíè ãèïêè çãëîá áèòè ïðåäìåò äåòà§íèjå àíàëèçå è îñíîâà äà§èõ ðàçìàòðà»à.

Âèøå äåòà§à î îñòàëèì ãèïêèì çãëîáîâèìà, »èõîâîj àíàëèçè è ïðèìåíè ìîæå ñå íà£è

ó ðåôåðåíöàìà [78, 79, 81, 82].

Èç ñâèõ íàáðîjàíèõ ïðèìåíà ñå ìîæå çàê§ó÷èòè äà ñå îâà âðñòà çãëîáîâà êîðè-

ñòè íà ìåñòèìà ãäå jå ïîòðåáíî îáåçáåäèòè ìàëà ïîìåðà»à, àëè ãäå ñó çàõòåâè çà

ïðåöèçíîø£ó îñòâàðåíèõ ïîìåðà»à âèñîêè. Çáîã òîãà jå ïðå ñàìå óïîòðåáå ïîòðåáíî

ðàçâèòè äîâî§íî åôèêàñíå è òà÷íå ìåòîäå àíàëèçå îâå âðñòå çãëîáîâà, êàêî áè ñå èç-

âðøèëà ñèíòåçà ãèïêèõ ìåõàíèçàìà ñà çàäîâî§àâàjó£îì òà÷íîø£ó. Ó îâîì ïîãëàâ§ó

£å áèòè èñêîðèø£åí êîíöåïò äèñêðåòèçàöèjå åëàñòè÷íîã øòàïà íà êðóòå ñåãìåíòå,

êîjè jå äåòà§íî ðàçðà¢åí ó ïðåòõîäíèì ïîãëàâ§èìà, çà ôîðìèðà»å êâàçè-êðóòîã

ìîäåëà ãèïêîã çãëîáà.
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6.2 Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ãèïêîã çãëîáà

Îâäå £å áèòè ðàçìàòðàí ãèïêè çãëîá ó îáëèêó çàðåçà êîjè jå ïðèêàçàí íà ñëèöè

6.4. Ïðåòïîñòàâ§åíî jå äà jå ãèïêè çãëîá óêëåøòåí íà ñâîì ëåâîì êðàjó B1 à ñëîáîäàí

íà äåñíîì êðàjó B2, êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 6.8, ãäå ñó çàíåìàðåíå äèìåíçèjå

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà øòàïà ðàäè ëàêøå èëóñòðàöèjå.

Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ãèïêîã çãëîáà ïðèêàçàíîã íà ñëèöè 6.4 ìîæå áèòè îäðå¢åíà

íà îñíîâó èçðàçà:

Π =
1

2
wT
B2

KB2wB2 , (6.1)

ãäå jå wT
B2

=
[
uB2x uB2y θ

]
âåêòîð äåôîðìàöèjà ñëîáîäíîã êðàjà øòàïà B2, äîê

KB2 ïðåäñòàâ§à ìàòðèöó êðóòîñòè êîjà îäãîâàðà êðàjó B2.

z x

y

B1

B2

B3

q

Ñëèêà 6.8: Óïðîø£åí ìîäåë ãèïêîã çãëîáà òîêîì äåôîðìàöèjå

Ìàòðèöà êðóòîñòè KB2 ìîæå ñå îäðåäèòè êàî èíâåðçíà ìàòðèöà ìàòðèöå åëàñòè÷-

íîñòè ãèïêîã çãëîáà CB2 :

KB2 = C−1B2
, (6.2)

ïðè ÷åìó jå ìàòðèöà åëàñòè÷íîñòè çà ãèïêè çãëîá êîíñòàíòíå øèðèíå è ïðîèçâî§íî

ïðîìåí§èâå âèñèíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ó ðåôåðåíöè [83] äåôèíèñàíà íà ñëåäå£è íà-

÷èí:

CB2 =


Ca 0 0

0 Cb,t + 2αf (1 + µ)Ca
l
2
Cb,r

0 l
2
Cb,r Cb,r

 , (6.3)

116



Àëåêñàíäàð Íèêîëè£ Äîêòîðñêà äèñåðòàöèjà

ãäå ñó Ca, Cb,t è Cb,r êîåôèöèjåíòè åëàñòè÷íîñòè ãèïêîã çãëîáà ïðè òðàíñëàòîðíîì

ïîìåðà»ó ó ïðàâöó x è y îñå, êàî è ïðè ðîòàöèjè îêî z îñå, ðåñïåêòèâíî, è ìîãó ñå

îäðåäèòè ïîìî£ó äðóãå Êàñòè§àíîâå òåîðåìå [78, 83] íà ñëåäå£è íà÷èí:

Ca =
1

E · b

l∫
0

dx

h (x)
, (6.4)

Cb,t =
12

E · b

l∫
0

x2dx

h (x)3
, (6.5)

Cb,r =
12

E · b

l∫
0

dx

h (x)3
, (6.6)

αf = 1.2 çà ïðàâîóãàîíè ïîïðå÷íè ïðåñåê (âèäåòè ðåôåðåíöó [84]) è ïðåäñòàâ§à ôàê-

òîð êîðåêöèjå îáëèêà, µ jå Ïîàñîíîâ êîåôèöèjåíò è çàâèñè îä âðñòå ìàòåðèjàëà ãèïêîã

çãëîáà, E jå ìîäóë åëàñòè÷íîñòè ìàòåðèjàëà ãèïêîã çãëîáà, b jå øèðèíà ïîïðå÷íîã

ïðåñåêà ãèïêîã çãëîáà è êîíñòàíòíà jå äóæ çãëîáà, à h (x) ïðåäñòàâ§à çàêîí ïðîìåíå

âèñèíå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ãèïêîã çãëîáà. Îâäå jå âàæíî íàãëàñèòè äà ìàòðèöà åëà-

ñòè÷íîñòè CB2 êîjà jå îâäå ïðèêàçàíà îäãîâàðà ìîäåëó åëàñòè÷íîã øòàïà êîä êîjåã jå

óçåòî ó îáçèð è ñìèöà»å. Ó ðåôåðåíöè [83] jå äàòà ïðåïîðóêà äà ñå çà ãèïêå çãëîáîâå

çà êîjå âàæè äà jå max (b, h (x)) > L/5 (òçâ. êðàòêè ãèïêè çãëîáîâè) ñìèöà»å ìîðà

óçåòè ó îáçèð êîðèø£å»åì ôàêòîðà êîðåêöèjå îáëèêà αf . Ó ñóïðîòíîì, êîä ãèïêèõ

çãëîáîâà çà êîjå âàæè äà jå max (b, h (x)) ≤ L/5 òj. êîä ãèïêèõ çãëîáîâà êîä êîjèõ

jå äóæèíà çíà÷àjíî âå£à ó îäíîñó íà ìàêñèìàëíå äèìåíçèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà (òçâ.

äóãà÷êè ãèïêè çãëîáîâè), óçèìà ñå äà jå αf = 0.

Íà îñíîâó èçðàçà (6.2) è (6.3), ìàòðèöà êðóòîñòè ãèïêîã çãëîáà, êîjà îäãîâàðà

ïîìåðà»ó ñëîáîäíîã êðàjà çãëîáà B2 je:

KB2 =



1

Ca
0 0

0
4

4Cb,t − Cb,rl2 + 8Ca (1 + µ)αf

−2l

4Cb,t − Cb,rl2 + 8Ca (1 + µ)αf

0
−2l

4Cb,t − Cb,rl2 + 8Ca (1 + µ)αf

4 (Cb,t + 2Ca (1 + µ)αf )

Cb,r (4Cb,t − Cb,rl2 + 8Ca (1 + µ)αf )


.

(6.7)
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Êàî øòî ñå ìîæå âèäåòè, ìàòðèöà KB2 jå ñèìåòðè÷íà. Êàî è ó ñëó÷àjó ïðîñòîðíîã

øòàïà êîjè jå ðàçìàòðàí ó ïîãëàâ§ó 3.2, öè§ jå äà ìàòðèöà êðóòîñòè ðàçìàòðàíîã

ãèïêîã çãëîáà áóäå äèjàãîíàëíà êàêî áè ñå ïðèáëèæíè ìîäåë ìîãàî åôèêàñíèjå ôîð-

ìèðàòè. Çàòî £å è îâäå áèòè ðàçìàòðàíî ïîìåðà»å åëàñòè÷íîã öåíòðà B3, êàî øòî

jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 6.8.

Ñàäà ñå âåêòîð äåôîðìàöèjå ñëîáîäíîã êðàjà B2 ãèïêîã çãëîáà ìîæå èçðàçèòè

ïðåêî âåêòîðà äåôîðìàöèjå åëàñòè÷íîã öåíòðà B3 êîðèø£å»åì èçðàçà:

wB2 = RB2,B3wB3 , (6.8)

ãäå jå

RB2,B3 =


1 0 0

0 1 l/2

0 0 1

 , (6.9)

ìàòðèöà òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà, à wT
B3

=
[
uB3x uB3y θ

]
jå âåêòîð äåôîðìà-

öèjà åëàñòè÷íîã öåíòðà B2 ãèïêîã çãëîáà. Àêî ñå ñàäà ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ãèïêîã

çãëîáà èçðàçè ó ôóíêöèjè âåêòîðà äåôîðìàöèjå åëàñòè÷íîã öåíòðà B3, óâðøòàâà»åì

èçðàçà (6.9) ó èçðàç (6.1), äîáèjà ñå äà jå:

Π =
1

2
wT
B3

KB3wB3 , (6.10)

ïðè ÷åìó âàæè äà jå:

KB3 = RT
B2,B3

KB2RB2,B3 = diag

 1

Ca
,

Cb,r

[Cb,t + 2αf (1 + µ)Ca]Cb,r −
(
l·Cb,r

2

)2 , 1

Cb,r

 ,

(6.11)

ìàòðèöà êðóòîñòè ãèïêîã çãëîáà êîjà îäãîâàðà âåêòîðó äåôîðìàöèjå wB3 åëàñòè÷íîã

öåíòðà B3.
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6.3 Äèñêðåòèçàöèjà ãèïêîã çãëîáà íà êðóòå ñåãìåíòå

Íà ñëèöè 6.9 ïðèêàçàí jå íà÷èí äèñêðåòèçàöèjå ãèïêîã çãëîáà ó îáëèêó çàðåçà

äóæèíå l íà äâà êðóòà ñåãìåíòà êîjè ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè çãëîáíèì åëåìåíòîì.

Ïðèòîì jå çãëîá êîíñòàíòíå øèðèíå b ïîïðå÷íîã ïðåñåêà, äîê jå çàêîí ïðîìåíå âèñèíå

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà áëèæå äåôèíèñàí ôóíêöèjîì h (x). Çà âèøå äåòà§à î îâîì ãèïêîì

çãëîáó âèäåòè ñëèêó 6.4.

Крути
члан

Гипки зглоб

l

l/2 l/2

Трансверзална оса
симетрије

PRBM-1

l/2 l/2 l/2 l/2

k
R

k
R

k
L2

k
L1

(a)
(б)

Крути
члан

PRBM-3

Ñëèêà 6.9: Äèñêðåòèçàöèjà ãèïêîã çãëîáà íà êðóòå ñåãìåíòå: (à) PRBM-1, (á) PRBM-
3
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Íà ñëèöè 6.9 (à) ïðèêàçàí jå êâàçè-êðóòè ìîäåë îâîã ãèïêîã çãëîáà (åíã.
”
Pseudo-

Rigid-Body-Model (PRBM)�), ïðåäëîæåí ó ðåôåðåíöè [82], êîjè ñå ñàñòîjè îä äâà

êðóòà øòàïà çàíåìàð§èâå ìàñå ìå¢óñîáíî ïîâåçàía ðîòàöèîíèì çãëîáîì. Êàêî áè

ñå îïèñàëà åëàñòè÷íà ñâîjñòâà ðàçìàòðàíîã ãèïêîã çãëîáà ó ðîòàöèîíîì çãëîáó jå

ïîñòàâ§åíà ñïèðàëíà îïðóãà êðóòîñòè kR. Ïðåäëîæåíè ïðèáëèæíè ìîäåë ñå ÷åñòî

íàçèâà è êâàçè-êðóòè ìîäåë ãèïêîã çãëîáà.

Èìàjó£è ó âèäó äà ïðåäëîæåíè ìîäåë èìà ñàìî jåäàí ñòåïåí ñëîáîäå êðåòà»à (ðî-

òàöèjó îêî îñå óïðàâíå íà ðàâàí äåôîðìàöèjå), íàäà§å £å áèòè îçíà÷åí êàî PRBM-1.

Îâàj ìîäåë jå äîñòà çàñòóï§åí ïðè àíàëèçè ïîìåðà»à ðàçëè÷èòèõ ãèïêèõ ìåõàíè-

çàìà. Ìå¢óòèì, »åãîâ ãëàâíè íåäîñòàòàê jå øòî äàjå íåäîâî§íî òà÷íå ðåçóëòàòå

ïðè àíàëèçè êðàòêèõ ãèïêèõ çãëîáîâà jåð íèjå ìîãó£å óçåòè ó îáçèð óòèöàj ñìèöà»à

ïîøòî ïðåäëîæåíè ìîäåë îïèñójå ñàìî ðåëàòèâíó ðîòàöèjó ó ãèïêîì çãëîáó.

Êàêî áè ñå äîáèî òà÷íèjè ìîäåë ãèïêîã çãëîáà, îâäå jå ïðåäëîæåíà êîðåêöèjà

çãëîáíîã åëåìåíòà êîjè ïîâåçójå øòàïîâå çàíåìàð§èâèõ äèìåíçèjà ó ñìèñëó äîäà-

âà»à jîø äâà ïðèçìàòè÷íà çãëîáà ó ïðàâöó àêñèjàëíèõ è ïîïðå÷íèõ äåôîðìàöèjà

çãëîáà. Ñàäà ïðåäëîæåíè ìîäåë ãèïêîã çãëîáà ñàäðæè çãëîáíè åëåìåíò ñà òðè ñòå-

ïåíà ñëîáîäå êðåòà»à (jåäíà ðîòàöèjà è äâå òðàíñëàöèjå), ïà £å íàäà§å áèòè êðà£å

îçíà÷àâàí ñà PRBM-3. Ó çãëîáíîì åëåìåíòó ñó ïîñòàâ§åíå îïðóãå êðóòîñòè kR, kL1

è kL2 êîjå îäãîâàðàjó ðîòàöèîíîì çãëîáó è öèëèíäðè÷íèì çãëîáîâèìà ó àêñèjàëííîì

è ïîïðå÷íîì ïðàâöó, ðåñïåêòèâíî. Çà âèøå äåòà§à âèäåòè ñëèêó 6.9 (á).

Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ãèïêîã çãëîáà ïðåäñòàâ§åíîã ìîäåëîì PRBM-3 ñå ìîæå

îäðåäèòè êîðèø£å»åì èçðàçà:

Π =
1

2


∆ξ

∆η

∆ϕ


T 

kL1 0 0

0 kL2 0

0 0 kR




∆ξ

∆η

∆ϕ

 , (6.12)

ãäå ñó ∆ξ, ∆η è ∆ϕ ðåëàòèâíà çãëîáíà ïîìåðà»à êîjà îäãîâàðàjó àêñèjàëíèì è òðàíñ-

âåðçàëíèì ïîìåðà»èìà, êàî è ðîòàöèjè, ðåñïåêòèâíî.

Àêî ñå ñàäà óïîðåäå èçðàç (6.10) çà ïîòåíöèjàëíó åíåðãèjó íåäèñêðåòèçîâàíîã

ãèïêîã çãëîáà è èçðàç (6.12), è àêî ñå óî÷è äà âàæè äà jå wT
B3
≡
[

∆ξ ∆η ∆ϕ
]
, íà

îñíîâó åêâèâàëåíòíîñòè ïîòåíöèjàëíèõ åíåðãèjà âàæè äà jå:

diag (kL1 , kL2 , kR) = diag

 1

Ca
,

Cb,r

[Cb,t + 2αf (1 + µ)Ca]Cb,r −
(
l·Cb,r

2

)2 , 1

Cb,r

 , (6.13)
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ïà ñó ñàäà êðóòîñòè îïðóãà ïðåäëîæåíîã PRBM-3 ìîäåëà:

kL1 =
1

Ca
, kL2 =

Cb,r

[Cb,t + 2αf (1 + µ)Ca]Cb,r −
(
l·Cb,r

2

)2 , kR =
1

Cb,r
. (6.14)

6.4 Êâàçè-êðóòè ìîäåë ðàâàíñêîã ãèïêîã ìåõàíèçìà

Íà ñëèöè 6.10 ïðèêàçàí jå ðàâàíñêè ãèïêè ìåõàíèçàì ó îáëèêó îòâîðåíîã êèíå-

ìàòè÷êîã ëàíöà áåç ãðàíà»à êîjè ñå ñàñòîjè îä êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi) (i = 1, . . . , n)

êîjè ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè ãèïêèì çãëîáîâèìà (#i) (i = 1, . . . , n). Íåïîêðåòíà ïî-

äëîãà çà êîjó jå ôèêñèðàí ãèïêè çãëîá (#1) îçíà÷åíà jå êàî íóëòè êðóòè ÷ëàí (V0).

Ïðåòïîñòàâ§à ñå äà ïðèêàçàíè ìåõàíèçàì âðøè êðåòà»å ñàìî ó õîðèçîíòàëíîj ðàâíè

Oxy.

z
x

y

O

(V )1

#1

#2
#i (V)i

#i+1

#n

(V )n

(V )0

Ñëèêà 6.10: Ðàâàíñêè ãèïêè ìåõàíèçàì ó îáëèêó îòâîðåíîã êèíåìàòè÷êîã ëàíöà áåç
ãðàíà»à

Íà ñëèöè 6.11 äåòà§íî jå ïðèêàçàí êâàçè-êðóòè ìîäåë ðàçìàòðàíîã ãèïêîã ìå-

õàíèçìà ó ðàâíîòåæíîì ïîëîæàjó. Ãèïêè çãëîáîâè (#i) (i = 1, . . . , n) çàìå»åíè ñó

êâàçè-êðóòèì ìîäåëîì PRBM-3. Çà ïî÷åòàê Oi ñâàêîã îä n ãèïêèõ çãëîáîâà ôèê-

ñèðàí jå ëîêàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oiξiηiζi, ïðè ÷åìó îñà ξi çàêëàïà óãàî αi ñà

îñîì x ó ðàâíîòåæíîì ïîëîæàjó ìåõàíèçìà. Òàêî¢å, ïðåòïîñòàâ§à ñå äà ñå îñà ξi

ïîêëàïà ñà àêñèjàëíîì îñîì ñèìåòðèjå íåäåôîðìèñàíîã ãèïêîã çãëîáà (#i). Âåêòîð
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rPi ïðåäñòàâ§à âåêòîð ïîëîæàjà ïðîèçâî§íî èçàáðàíå òà÷êå Pi íà êðóòîì òåëó (Vi)

ó îäíîñó íà èíåðöèjàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz. Âåêòîðè d
(Vi−1)
i è d

(Vi)
i ïðåäñòà-

â§àjó âåêòîðå ïîëîæàjà çãëîáíîã åëåìåíòà Ji ó îäíîñó íà ïðîèçâî§íî èçàáðàíå òà÷êå

Pi−1 è Pi ñóñåäíèõ êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi−1) è (Vi), ðåñïåêòèâíî.

(V )i-1

xi-1hi-1

Oi-1

zi-1

Ji-1

xi
hi

Oi

zi

Ji

xi+1

hi+1

Oi+1

zi+1
Ji+1

(V)i

z x

y

O

di-1

(v  )i-1

rP i-1

di

(v  )i-1

rP i

di

(v)i di+1

(v)i

Pi-1

Pi

ai-1

ai

ai+1

Ci-1

Ci

Ñëèêà 6.11: Êâàçè-êðóòè ìîäåë ðàâàíñêîã ãèïêîã ìåõàíèçìà ó îáëèêó îòâîðåíîã
êèíåìàòè÷êîã ëàíöà áåç ãðàíà»à

6.4.1 Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ãèïêîã ìåõàíèçìà ïðåäñòàâ§åíîã êâàçè-êðóòèì

ìîäåëîì

Íà îñíîâó ïðåòõîäíî óâåäåíèõ ïðåòïîñòàâêè, ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ãèïêîã ìåõà-

íèçìà ïðèêàçàíîã íà ñëèöè 6.11 îäðå¢åíà jå èçðàçîì:

Π =
1

2
kR,1θ

2
1 +

1

2

n∑
j=2

kR,2 (θj − θj−1)2 +
1

2

n∑
i=1

kL1,i∆ξ
2
i +

1

2

n∑
i=1

kL2,i∆η
2
i . (6.15)

Îâäå òðåáà ïðèìåòèòè äà θi (i = 1 , . . . , n) ïðåäñòàâ§à óãàî çàêðåòà»à êðóòîã

÷ëàíà (Vi) îêî îñå Ciz ó îäíîñó íà íåäåôîðìèñàíó êîíôèãóðàöèjó ìåõàíèçìà, äîê ∆ξi

è ∆ηi ïðåäñòàâ§àjó ðåëàòèâíå äåôîðìàöèjå ãèïêîã çãëîáà ó àêñèjàëíîì è ïîïðå÷íîì

ïðàâöó ó îäíîñó íà ëîêàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oiξiηiζi. Ñàäà jå ïîòðåáíî èçðàçèòè

ðåëàòèâíà çãëîáíà ïîìåðà»à ∆ξi è ∆ηi ãèïêîã çãëîáà (#i) ó ôóíêöèjè ïîìåðà»à òà-

÷àêà Pi ñóñåäíèõ êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi−1) è (Vi) ó îäíîñó íà èíåðöèjàëíè êîîðäèíàòíè
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ñèñòåì Oxyz. Òèìå ñå ïîñòèæå äà ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ãèïêîã ìåõàíèçìà áóäå èç-

ðàæåíà ó ôóíêöèjè àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà òà÷àêà êðóòèõ ÷ëàíîâà ìåõàíèçìà, øòî

äîïðèíîñè ïîâå£à»ó íóìåðè÷êå åôèêàñíîñòè ïðåäëîæåíîã àëãîðèòìà.

Ñàäà ñå âåêòîðè ïîìåðà»à òà÷àêà Pi êàî è ðîòàöèîíè âåêòîðè êðóòèõ ÷ëàíîâà

(Vi) ó îäíîñó íà èíåðöèjàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz ìîãó èçðàçèòè êàî:

uPi =
[

∆xi ∆yi 0
]T
, (6.16)

Θi =
[

0 0 θi

]T
, (6.17)

ðåñïåêòèâíî. Âåêòîð ðåëàòèâíèõ òðàíñëàòîðíèõ ïîìåðà»à ó ãèïêîì çãëîáó (Ji) ïðåä-

ñòàâ§åí ó îäíîñó íà ëîêàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oiξiηiζi ñå ìîæå äåôèíèñàòè êàî:

uJi =
[

∆ξi ∆ηi 0
]T
, (6.18)

äîê ñå ðåëàòèâíà ðîòàöèjà ó çãëîáó (Ji) ìîæå äåôèíèñàòè êàî ðàçëèêà óãëîâà çàêðå-

òà»à ñóñåäíèõ êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi−1) è (Vi) íà ñëåäå£è íà÷èí:

∆θi = θi − θi−1. (6.19)

Êîðèñòå£è ïðåòïîñòàâêó î ìàëèì äåôîðìàöèjàìà ãèïêèõ çãëîáîâà, âåêòîðè uJi

(i = 1, . . . , n) ñå ìîãó äîáèòè èç ñëåäå£èõ ðåëàöèjà:

uJ1 = R1,0

(
uP1 + Θ̃1d

(V1)
1

)
, (6.20)

uJj = Rj,0

(
uPj + Θ̃jd

(Vj)
j − uPj−1

− Θ̃j−1d
(Vj−1)
j

)
, (j = 2, . . . , n) (6.21)

ãäå jå

Θ̃j =


0 −θj 0

θj 0 0

0 0 0

 (6.22)

êîñî-ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà êîjà îäãîâàðà âåêòîðó Θj,

d
(Vj)
j =

[
d
(Vj)
xj d

(Vj)
yj 0

]T
(6.23)

jå âåêòîð ïîëîæàjà çãëîáíîã åëåìåíòà Jj ó îäíîñó íà òà÷êó Pj òåëà (Vj) ïðåäñòàâ§åí

ó îäíîñó íà èíåðöèjàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz, è
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Ri,0 =


cosαi sinαi 0

− sinαi cosαi 0

0 0 1

 (6.24)

ïðåäñòàâ§à ìàòðèöó òðàíñôîðìàöèjå êîîðäèíàòà [59, 60] èç èíåðöèjàëíîã êîîðäè-

íàòíîã ñèñòåìà Oxyz ó ëîêàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oiξiηiζi ó íåäåôîðìèñàíîj êîí-

ôèãóðàöèjè ìåõàíèçìà.

Àêî ñå ó èçðàçå (6.20) è (6.21) óâðñòå èçðàçè (6.16), (6.18), (6.22), (6.23), è (6.24)

äîáèjà ñå:


∆ξ1

∆η1

0

 =


cosα1 sinα1 0

− sinα1 cosα1 0

0 0 1





∆x1

∆y1

0

+


0 −θ1 0

θ1 0 0

0 0 0




d
(V1)
x1

d
(V1)
y1

0


 ,

(6.25)


∆ξj

∆ηj

0

 =


cosαj sinαj 0

− sinαj cosαj 0

0 0 1





∆xj

∆yj

0

+


0 −θj 0

θj 0 0

0 0 0




d
(Vj)
xj

d
(Vj)
yj

0



−


∆xj−1

∆yj−1

0

−


0 −θj−1 0

θj−1 0 0

0 0 0




d
(Vj−1)
xj

d
(Vj−1)
yj

0


 , (j = 2, . . . , n) ,

(6.26)

îäíîñíî,

∆ξ1 = cosα1

(
∆x1 − θ1d(V1)y1

)
+ sinα1

(
∆y1 + θ1d

(V1)
x1

)
, (6.27)

∆η1 = − sinα1

(
∆x1 − θ1d(V1)y1

)
+ cosα1

(
∆y1 + θ1d

(V1)
x1

)
, (6.28)

∆ξj = cosαj

(
∆xj −∆xj−1 − θjd(Vj)yj

+ θj−1d
(Vj−1)
yj

)
+ sinαj

(
∆yj −∆yj−1 + θjd

(Vj)
xj
− θj−1d(Vj−1)

xj

)
, (j = 2, . . . , n) , (6.29)
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∆ηj = − sinαj

(
∆xj −∆xj−1 − θjd(Vj)yj

+ θj−1d
(Vj−1)
yj

)
+ cosαj

(
∆yj −∆yj−1 + θjd

(Vj)
xj
− θj−1d(Vj−1)

xj

)
, (j = 2, . . . , n) . (6.30)

Êîíà÷íî, àêî ñå èçðàçè çà ðåëàòèâíà ïîìåðà»à ó ãèïêîì çãëîáó (6.27)-(6.30) óâð-

ñòå ó èçðàç (6.15) ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà ìåõàíèçìà ñå ìîæå èçðàçèòè ó îáëèêó:

Π =
1

2
vTKv, (6.31)

ãäå jå

v =
[
v1 v2 . . . v3n

]T
, (6.32)

âåêòîð àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà, ïðè ÷åìó ñó îíå áèðàíå òàêî äà âàæè äà jå v3i−2 ≡ ∆xi,

v3i−1 ≡ ∆yi, v3i ≡ θi, i = 1, . . . , n, ãäå K ∈ R3n×3n ïðåäñòàâ§à ìàòðèöó êðóòîñòè ÷èjè

ñå åëåìåíòè ìîãó îäðåäèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

Kαβ =
∂2Π

∂vα∂vβ
, α, β = 1, . . . , 3n. (6.33)

6.4.2 Êèíåòè÷êà åíåðãèjà ãèïêîã ìåõàíèçìà ïðåäñòàâ§åíîã êâàçè-êðóòèì

ìîäåëîì

Êèíåòè÷êà åíåðãèjà ãèïêîã ìåõàíèçìà ïðèêàçàíîã íà ñëèöè 6.11 jå îäðå¢åíà ñëå-

äå£èì èçðàçîì:

T =
1

2

n∑
i=1

miṙ
T
Ci

ṙCi +
1

2

n∑
i=1

JCiz θ̇
2
i , (6.34)

ãäå jå mi ìàñà êðóòîã ÷ëàíà (Vi),

ṙCi =
[

∆ẋCi ∆ẏCi 0
]T

(6.35)

ïðâè èçâîä âåêòîðà ïîëîæàjà ñðåäèøòà ìàñà êðóòîã ÷ëàíà (Vi), è JCiz ïðåäñòàâ§à

àêñèjàëíè ìîìåíò èíåðöèjå êðóòîã ÷ëàíà (Vi) çà îñó Ciz.

Îâàj èçâîä ìîæå ñå èçðàçèòè è íà ñëåäå£è íà÷èí:

ṙCi = ṙPi − ω̃i
−−→
CiPi, (6.36)

ãäå jå

ṙPi =
[

∆ẋi ∆ẏi 0
]T

(6.37)
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ïðâè èçâîä âåêòîðà ïîëîæàjà òà÷êå Pi,

ω̃i =


0 −θ̇i 0

θ̇i 0 0

0 0 0

 (6.38)

êîñî-ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà êîjà îäãîâàðà âåêòîðó óãàîíå áðçèíå êðóòîã ÷ëàíà (Vi), è

−−→
CiPi =

[
CiP i,x CiP i,y 0

]T
, (6.39)

ïðåäñòàâ§à âåêòîð ïîëîæàjà ïðîèçâî§íî èçàáðàíå òà÷êå Pi ó îäíîñó íà ñðåäèøòå

ìàñà Ci êðóòîã ÷ëàíà (Vi) êîjè jå ïðåäñòàâ§åí ó îäíîñó íà èíåðöèjàëíè êîîðäèíàòíè

ñèñòåì Oxyz.

Àêî ñå ñàäà èçðàçè (6.35), (6.37)-(6.39) óâðñòå ó ðåëàöèjó (6.36) äîáèjà ñå äà jå:
∆ẋCi

∆ẏCi

0

 =


∆ẋi

∆ẏi

0

−


0 −θ̇i 0

θ̇i 0 0

0 0 0




CiP i,x

CiP i,y

0

 , (6.40)

îäíîñíî,

∆ẋCi = ∆ẋi + θ̇i · CiP i,x, (6.41)

∆ẏCi = ∆ẏi + θ̇i · CiP i,y. (6.42)

Íàêîí óâðøòàâà»à ïðåòõîäíà äâà èçðàçà ó èçðàç (6.34) äîáèjà ñå êèíåòè÷êà åíåð-

ãèjà ìåõàíèçìà ó îáëèêó:

T =
1

2
v̇TMv̇, (6.43)

ãäå jå v̇ ïðâè èçâîä âåêòîðà àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà êîjè jå áëèæå äåôèíèñàí èçðàçîì

(6.32), è M ∈ R3n×3n ïðåäñòàâ§à ìàòðèöó èíåðöèjå ÷èjè ñå åëåìåíòè ìîãó îäðåäèòè

íà ñëåäå£è íà÷èí:

Mαβ =
∂2T

∂v̇α∂v̇β
, α, β = 1, . . . , 3n. (6.44)
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6.4.3 Ñëîáîäíå íåïðèãóøåíå îñöèëàöèjå ãèïêîã ìåõàíèçìà

Ëàãðàíæåâå jåäíà÷èíå äðóãå âðñòå (âèäåòè [61]) çà ðàçìàòðàíè ãèïêè ìåõàíèçàì

ïðåäñòàâ§åí êâàçè-êðóòèì ìîäåëîì ãëàñå:

d

dt

∂T

∂v̇
− ∂T

∂v
= −∂Π

∂v
+ Qv, (6.45)

ïðè ÷åìó jå Qv âåêòîð ãåíåðàëèñàíèõ ñèëà êîjè ïîòè÷å îä íåêîíçåðâàòèâíèõ ñèëà.

Çà ðàçìàòðàíè ìåõàíèçàì óçèìà ñå äà jå Qv = 03n×1.

Íà îñíîâó èçðàçà (6.31) è (6.43), Ëàãðàíæåâå jåäíà÷èíå äðóãå âðñòå (6.45) ïîñòàjó:

Mv̈ + Kv = 03n×1, (6.46)

ãäå ñó åëåìåíòè ìàòðèöà M è K äåôèíèñàíè èçðàçèìà (6.33) è (6.44), ðåñïåêòèâíî,

è v̈ ïðåäñòàâ§à äðóãè èçâîä âåêòîðà íåçàâèñíèõ êîîðäèíàòà äåôèíèñàíîã èçðàçîì

(6.32). Äîáèjåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ïðåäñòàâ§àjó äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

ñëîáîäíèõ íåïðèãóøåíèõ îñöèëàöèjà ðàçìàòðàíîã ìåõàíèçìà ïðåäñòàâ§åíîã êâàçè-

êðóòèì ìîäåëîì ó îêîëèíè ðàâíîòåæíîã ïîëîæàjà v (0) = 03n×1.

Êîðèñòå£è ïðîöåäóðó èçëîæåíó ó ïîãëàâ§ó 5.3, äèôåðåíöèjàëíèì jåäíà÷èíàìà

êðåòà»à (6.46) îäãîâàðà ñëåäå£è êàðàêòåðèñòè÷íè ïðîáëåì:(
K− ω2M

)
a = 03n×1. (6.47)

îäíîñíî ôðåêâåíòíà jåäíà÷èíà: ∣∣K− ω2M
∣∣ = 0. (6.48)

Ðåøàâà»åì ôðåêâåíòíå jåäíà÷èíå ìîãó ñå äîáèòè êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ

íåïðèãóøåíèõ îñöèëàöèjà ãèïêîã ìåõàíèçìà.

6.4.4 Ïîìåðà»å ïðîèçâî§íî èçàáðàíå òà÷êå ãèïêîã ìåõàíèçìà

Íåêà ó ïðîèçâî§íî èçàáðàíèì òà÷êàìà Pi êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi) äåëójå êîíöåí-

òðèñàíà ñèëà fxii + fyij è ñïðåã ñèëà êîíöåíòðèñàíîã ìîìåíòà mzik, ãäå ñó i, j è k

jåäèíè÷íè âåêòîðè îñà x, y è z, ðåñïåêòèâíî. Äàêëå, ñàäà ñå ìîæå äåôèíèñàòè âåêòîð

ñïî§àø»åã îïòåðå£å»à êðóòîã ÷ëàíà (Vi) êàî:
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Fi =
[
fxi fyi mzi

]T
, (i = 1, . . . , n) . (6.49)

Óñëåä äåjñòâà ñòàòè÷êîã îïòåðå£å»à, äåôèíèñàíîã ïðåòõîäíî îïèñàíèì âåêòîðîì

ñïî§àø»åã îïòåðå£å»à Fi, êàî ðåçóëòàò ìàëèõ äåôîðìàöèjàìà ó ãèïêèì çãëîáîâèìà,

äîëàçè äî ïîìåðà»à ãèïêîã ìåõàíèçìà ó íîâè ðàâíîòåæíè ïîëîæàj.

Íà îñíîâó Ëàãðàíæåâîã ïðèíöèïà âèðòóàëíèõ ïîìåðà»à [61], óñëîâ êîjè ìîðà

áèòè èñïó»åí äà áè íîâè ïîëîæàj áèî ðàâíîòåæíè jå:

−Kv + F = 03n×1, (6.50)

ãäå jå F =
[

FT
1 FT

2 . . . FT
n

]T
∈ R3n×1.

Ñàäà ñå èç óñëîâà (6.50) ìîæå îäðåäèòè âåêòîð àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà êîjèìà jå

íîâè ðàâíîòåæíè ïîëîæàj ãèïêîã ìåõàíèçìà äåôèíèñàí, îäíîñíî:

v = K−1F. (6.51)

Èìàjó£è ó âèäó äà âåêòîð àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà ñàäðæè êîîðäèíàòå ïðîèçâî§íî

èçàáðàíèõ òà÷àêà Pi êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi) (i = 1, . . . , n) äåôèíèñàíèõ ó îäíîñó íà

èíåðöèjàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz, jàñíî jå äà jå ìîãó£å ó ïîòïóíîñòè îäðåäèòè

ïîëîæàj ñâàêå ïðîèçâî§íî èçàáðàíå òà÷êå Pi ïðè çàäàòîì âåêòîðó îïòåðå£å»à F.

Çàòî jå ïðåïîðóêà äà ñå ïîëîæàj ñâàêå îä òà÷àêà Pi íà êðóòèì ÷ëàíîâèìà (Vi) èçà-

áåðå ó ñêëàäó ñà ïîòðåáàìà çà îäðå¢èâà»åì ïîìåðà»à ó êàðàêòåðèñòè÷íèì òà÷êàìà

ãèïêèõ ìåõàíèçàìà.

Íåðåòêî jå ïîòðåáíî îäðåäèòè ñàìî ïîìåðà»å ó íåêîj òà÷êè íà ïîñëåä»åì êðóòîì

÷ëàíó (Vn), äîê çà îñòàëå êðóòå ÷ëàíîâå (Vi) (i = 1, . . . , n− 1) ó ãèïêîì ìåõàíèçìó

íåìà çàõòåâà çà îäðå¢èâà»åì ïîìåðà»à. Ó òîì ñëó÷àjó jå êîðèñíî èçàáðàòè äà ñå

ïîëîæàj ïðîèçâî§íî èçàáðàíå òà÷êå Pi ïîêëàïà ñà ïîëîæàjåì ñðåäèøòà ìàñà Ci, êîä

ïðâèõ n−1 êðóòèõ ÷ëàíîâà ãèïêîã ìåõàíèçìà. Òèìå ñå äîäàòíî îëàêøàâà ðà÷óíèöà.
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6.4.5 Íóìåðè÷êè ïðèìåð

Íà ñëèöè 6.12 (à) jå ïðèêàçàí ãèïêè RRR ìåõàíèçàì êîjè ñå ñàñòîjè îä òðè êðóòà

÷ëàíà, (V1), (V2) è (V3), êîjè ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè ñà òðè èäåíòè÷íà ãèïêà çãëîáà,

#1, #2 è #3, ó îáëèêó ïîëóêðóæíîã çàðåçà, êîjè ñó äåòà§íî ïðèêàçàíè íà ñëèöè

6.12 (á). Ïðåòïîñòàâ§à ñå äà ñå ïðèêàçàíè ìåõàíèçàì êðå£å ó ðàâíè Oxy, ïðè ÷åìó

ñå çàíåìàðójå óòèöàj ñèëå Çåì§èíå òåæå.

z

y

#1

#2

#3

x

L1

L4

L5

L3

L6

P3

L2

C P1 1,

(V )1

C P2 2,

mz3

fx3

fy3

C3

L7

(V )2

(V )3

R
h

(а)

(б)

О

# # #1, 2, 3

Ñëèêà 6.12: (à) Ãèïêè RRR ìåõàíèçàì, (á) ãèïêè çãëîá #i ó îáëèêó êðóæíîã çàðåçà

Ðàçìàòðàíè ãèïêè ìåõàíèçàì jå èçðà¢åí îä ëåãóðå àëóìèíèjóìà êîjà èìà ñëå-

äå£å êàðàêòåðèñòèêå: ìîäóë åëàñòè÷íîñòè E = 0.717 [N/m2], Ïîàñîíîâ êîåôèöèjåíò

µ = 0.33 è ãóñòèíó ρ = 2810 [kg/m3]. Îñòàëå íóìåðè÷êå âðåäíîñòè ãåîìåòðèjñêèõ ïà-

ðàìåòàðà ïðèêàçàíèõ íà ñëèöè 6.12 ñó: L1 = 15.5 [mm], L2 = 19.5 [mm], L3 = 28 [mm],

L4 = 8 [mm], L5 = 10.5 [mm], L6 = 27 [mm], L7 = 31 [mm], h1 = h2 = h3 = h =

0.94 [mm], R1 = R2 = R3 = R = 1.5 [mm], b = 12.7 [mm].

Íà îñíîâó çàäàòèõ íóìåðè÷êèõ ïàðàìåòàðà ãèïêîã ìåõàíèçìà, óãëîâè èçìå¢ó ïî-

äóæíèõ îñà ãèïêèõ çãëîáîâà #i (i = 1, 2, 3) ó íåäåôîðìèñàíîì ñòà»ó è x îñå ñó
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α1 = 0, è α2 = α3 = π/2, ðåñïåêòèâíî. Âåêòîðè ïîëîæàjà ïðîèçâî§íî èçàáðàíèõ

òà÷àêà Pi ó îäíîñó íà ñðåäèøòà ìàñà Ci êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi), (i = 1, 2, 3) ñó

−−−→
C1P1 =

−−−→
C2P2 =

[
0 0 0

]T
(6.52)

è

−−−→
C3P3 =

[
−L7

2

L5

2
0

]T
, (6.53)

ðåñïåêòèâíî. Âåêòîðè ïîëîæàjà çãëîáíîã åëåìåíòà Ji ó îäíîñó íà ïðîèçâî§íî èçà-

áðàíå òà÷êå Pi−1 è Pi ñóñåäíèõ êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi−1) è (Vi), (i = 1, 2, 3) ñó

d
(V1)
1 =

[
−
(
L2

2
+R1

)
0 0

]T
, (6.54)

d
(V1)
2 =

[
L1 −

L2

2
L3 − L4 − L5 − 2R3 −R2 0

]T
, (6.55)

d
(V2)
2 =

[
0 −

(
L4

2
+R2

)
0

]T
, (6.56)

d
(V2)
3 =

[
0

L4

2
+R3 0

]T
(6.57)

è

d
(V3)
3 =

[
L6 −

L7

2
−
(
L5

2
+R3

)
0

]T
, (6.58)

ðåñïåêòèâíî.

Aêñèjàëíè ìîìåíòè èíåðöèjå êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi) (i = 1, 2, 3) ñó:

JC1ζ =
1

12
m1

(
L2
2 + (2 (L3 − L4 − L5 − 4R))2

)
, (6.59)

JC2ζ =
1

12
m2

(
L2
4 + (2 (L2 − L1))

2) , (6.60)

JC3ζ =
1

12
m3

(
L2
5 + L2

7

)
, (6.61)

ãäå ñó

m1 = 2ρb (L3 − L4 − L5 − 4R)L2, (6.62)

m2 = 2ρb (L7 − L6)L4, (6.63)

m3 = ρbL5L7, (6.64)
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ìàñå êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi) (i = 1, 2, 3).

Ó àíàëèçè êîjà ñëåäè áè£å êîðèø£åíå ÷åòèðè ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè êîåôèöèjåíàòà

åëàñòè÷íîñòè Ca, Cb,t è Cb,r ðàçìàòðàíîã ãèïêîã çãëîáà êîjè ñó äîáèjåíè ó ðåôåðåí-

öàìà [78] è [85�87]. Âðåäíîñòè îâèõ êîåôèöèjåíàòà äàòå ñó çà ñâàêè îä íàâåäåíèõ

ñëó÷àjåâà ó òàáåëè 21.

Ñëó÷àj Ðåôåðåíöà
Êîåôèöèjåíòè åëàñòè÷íîñòè

Ca · 109 [m/N ] Cb,t · 108 [m/N ] Cb,r [rad/Nm]

1 [85] 4.143 1.561 0.0254

2 [86] 1.534 4.994 0.0222

3 [78] 2.402 5.155 0.0204

4 [87] 2.415 7.190 0.0254

Òàáåëà 21: Êîåôèöèjåíòè åëàñòè÷íîñòè ãèïêîã çãëîáà ó îáëèêó êðóæíîã çàðåçà äî-
ñòóïíè ó ëèòåðàòóðè

Íåêà ó òà÷êè P3 äåëójó ñèëå ó ïðàâöó x è y îñå èíòåíçèòåòà fx3 = fy3 = 1 [N ],

êàî è ñïðåã ñèëà ìîìåíòà mz3 = 0.02 [Nm], êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 6.12.

Ïðåòïîñòàâ§à ñå äà ó îñòàëèì òà÷êàìà ãèïêîã ìåõàíèçìà íå äåëójó ñïî§àø»å ñèëå,

ïà âàæè äà jå fxi = fyi = 0 è mzi = 0 (i = 1, 2).

Ó òàáåëè 22 ïðèêàçàíà ñó ïîìåðà»à òà÷êå P3 ãèïêîã ìåõàíèçìà ó ïðàâöó x è y îñå

(4x3 è4y3), êàî è çàêðåòà»å (θ3) êðóòîã ÷ëàíà (V3) ó îäíîñó íà x îñó. Ïðèêàçàíè ñó

ðåçóëòàòè äîáèjåíè êîðèø£å»åì àíàëèòè÷êîã ïðèñòóïà èçëîæåíîã ó ðåôåðåíöè [87],

ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà, êàî è ïðèáëèæíèõ ìîäåëà ó îáëèêó êâàçè-êðóòèõ òåëà

ñà òðè îäíîñíî jåäíèì ñòåïåíîì ñëîáîäå êðåòà»à (PRBM-3 è PRBM-1) çà ñâàêè îä

÷åòèðè äåôèíèñàíå ãðóïå êîåôèöèjåíàòà åëàñòè÷íîñòè, ïðèêàçàíèõ ó òàáåëè 21.

Îâäå ñå ïðåòïîñòàâ§à äà ñó âðåäíîñòè ïîìåðà»à êîjà ñó äîáèjåíà ïðèìåíîì ìå-

òîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà ó ðåôåðåíöè [87] íàjòà÷íèjà jåð jå çà àíàëèçó êîðèø£åí ñîô-

òâåðñêè ïàêåò ANSYS óç êîðèø£å»å âåëèêîã áðîjà åëåìåíàòà çà ôîðìèðà»å ìðåæå.

Çà ñâàêó îä âðåäíîñòè ïîìåðà»à êîjà jå äîáèjåíà ïðèìåíîì îñòàëà òðè ïðèñòóïà

äàòà jå è âðåäíîñò àïñîëóòíå ãðåøêå ó îäíîñó íà âðåäíîñò äîáèjåíó ïðèìåíîì ìåòîäå

êîíà÷íèõ åëåìåíàòà. Ó ðåôåðåíöè [87] jå êðîç ïîðå¢å»å ðåçóëòàòà äîáèjåíèõ ïðè-

ìåíîì àíàëèòè÷êîã ïðèñòóïà è ìåòîäå êîíà÷íèõ åëåìåíàòà ïîêàçàíî äà ñå íàjáî§å
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ñëàãà»å ðåçóëòàòà ïîñòèæå ïðè êîðèø£å»ó êîåôèöèjåíàòà åëàñòè÷íîñòè çà ÷åòâðòè

ñëó÷àj (âèäåòè òàáåëó 21). Çàòî £å îâäå áèòè ñïðîâåäåíà äåòà§íà àíàëèçà òà÷íîñòè

ïðåäëîæåíîã PRBM-3 ìîäåëà ïðè êîðèø£å»ó óïðàâî îâèõ âðåäíîñòè êîåôèöèjåíàòà

åëàñòè÷íîñòè.

Ñëó÷àj Ìåòîä
Ïîìåðà»à ó òà÷êè P3

4x3 × 105 [m] 4y3 × 105 [m] θ3 × 103 [rad]

ðåô. [87]
3.58 3.819 −1.7042

(1.92 %) (1.37 %) (1 %)

1 PRBM-3
3.6066 3.8156 −1.7018

(1.19 %) (1.46 %) (1.14 %)

PRBM-1
3.6156 3.8150 −1.7018

(0.94 %) (1.47 %) (1.14 %)

ðåô. [87]
3.157 3.326 −1.4872

(13.51 %) (14.1 %) (13.61 %)

2 PRBM-3
3.1580 3.3375 −1.4874

(13.48 %) (13.8 %) (13.59 %)

PRBM-1
3.1597 3.3347 −1.4874

(13.43 %) (13.88 %) (13.59 %)

ðåô. [87]
2.907 3.061 −1.369

(20.36 %) (20.95 %) (20.47 %)

3 PRBM-3
2.904 3.0679 −1.3668

(20.44 %) (20.77 %) (20.60 %)

PRBM-1
2.9033 3.0644 −1.3668

(20.46 %) (20.86 %) (20.60 %)

ðåô. [87]
3.622 3.827 −1.7044

(0.78 %) (1.16 %) (0.99 %)

4 PRBM-3
3.6166 3.8204 −1.7018

(0.92 %) (1.33 %) (1.14 %)

PRBM-1
3.6156 3.815 −1.7018

(0.94 %) (1.47 %) (1.14 %)

FEM [87] 3.65 3.872 −1.7214

Òàáåëà 22: Ïîìåðà»à ó òà÷êè P3 ãèïêîã RRR ìåõàíèçìà
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Ó îâîì ñëó÷àjó âðåäíîñòè àïñîëóòíèõ ãðåøàêà ïðè îäðå¢èâà»ó ïîìåðà»à 4x3,
4y3 è θ3 àíàëèòè÷êèì ïðèñòóïîì ó îäíîñó íà èñòà ïîìåðà»à äîáèjåíà ìåòîäîì êî-

íà÷íèõ åëåìåíàòà ñó 0.78 %, 1.16 % è 0.99 %, ðåñïåêòèâíî. Âðåäíîñòè ïîìåðà»à äî-

áèjåíèõ ïðèìåíîì ìîäåëà êâàçè-êðóòîã òåëà (PRBM-3 è PRBM-1) ñå ó âåëèêîj ìåðè

ïîêëàïàjó ñà ïîìåðà»èìà äîáèjåíèì ïðèìåíîì àíàëèòè÷êîã ïðèñòóïà. Òàêî ñó àïñî-

ëóòíå ãðåøêå ó îäíîñó íà ðåçóëòàòå äîáèjåíå ïðèìåíîì êîíà÷íèõ åëåìåíàòà ïðè îäðå-

¢èâà»ó ïîìåðà»à PRBM-3 ìîäåëîì 0.92 %, 1.33 % è 1.14 %, à êîðèø£å»åì PRBM-1

ìîäåëà 0.94 %, 1.47 % è 1.14 %. Îâäå òðåáà ïðèìåòèòè äà jå àïñîëóòíà ãðåøêà ïðè

îäðå¢èâà»ó óãëà θ3 jåäíàêà ïðè êîðèø£å»ó îáà ìåòîäà êâàçè-êðóòîã òåëà (PRBM-3

è PRBM-1). Ðàçëîã çà èäåíòè÷àí ðåçóëòàò êîä îáà ìîäåëà jå øòî ñå çà îïèñ åëàñòè÷-

íîñòè ïðè óãàîíèì ïîìåðà»èìà êîä îáà ìîäåëà êîðèñòè ñïèðàëíà îïðóãà êðóòîñòè

kR, êîjà jå äåôèíèñàíà èçðàçîì (6.14). Ñà äðóãå ñòðàíå, ïðè îäðå¢èâà»ó ïîìåðà»à

4x3 è4y3, àïñîëóòíå ãðåøêå êîä PRBM-3 ìîäåëà (0.92 % è 1.33 %) ñó íåøòî ìà»å ó

îäíîñó íà àïñîëóòíå ãðåøêå êîjå íàñòàjó êîä PRBM-1 ìîäåëà (0.94 % è 1.47 %).

Èàêî äîáèjåíè ðåçóëòàòè ïîêàçójó äà ñó ðåçóëòàòè ïðåäëîæåíîã PRBM-3 ìîäåëà

íåçíàòíî òà÷íèjè ó îäíîñó íà ðåçóëòàòå äîáèjåíå êîðèø£å»åì PRBM-1 ìîäåëà, íà

îâîì ìåñòó òðåáà èñòà£è íåêîëèêî ïðåäíîñòè PRBM-3 ìîäåëà çáîã êîjèõ jå çíàòíî

îëàêøàíà àíàëèçà ïîìåðà»à ðàâàíñêèõ ãèïêèõ ìåõàíèçàìà. Íàjïðå, PRBM-3 ìîäå-

ëîì ñå ïðåòïîñòàâ§à äà ó ãèïêîì çãëîáó ïîñòîjå òðè ñòåïåíà ñëîáîäå êðåòà»à, äîê

ñå êîä PRBM-1 ìîäåëà êîðèñòè ñàìî jåäàí ñòåïåí ñëîáîäå êðåòà»à.

Çàòî jå êîä PRBM-3 ìîäåëà ãèïêîã çãëîáà ìîãó£å óçåòè ó îáçèð è óòèöàj ñìè-

öà»à ïðåêî êðóòîñòè îïðóãå kL2 êîjà jå äåôèíèñàíà èçðàçîì (6.14). Òàêî¢å, àêî ñå

çà îïèñ ïîìåðà»à êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi) (i = 1, . . . , n) èñêîðèñòå àïñîëóòíå êîîðäèíàòå

ïðîèçâî§íî èçàáðàíèõ òà÷àêà Pi ó îäíîñó íà èíåðöèjàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxy,

êàî è çàêðåòà»å êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi) ó îäíîñó íà x îñó èíåðöèjàëíîã êîîðäèíàòíîã

ñèñòåìà, áðîj ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à ÷èòàâîã ãèïêîã ìåõàíèçìà îäãîâàðà áðîjó óïî-

òðåá§åíèõ àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà. Ïðèòîì jå ìîãó£å çà àíàëèçó êîðèñòèòè óïðàâî

àïñîëóòíå êîîðäèíàòå ïðîèçâî§íî èçàáðàíèõ òà÷àêà Pi êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi) ÷èjå ïî-

ìåðà»å jå ïîòðåáíî îäðåäèòè, ïà ñå èç èçðàçà (6.51) äèðåêòíî äîáèjàjó æå§åíà ïîìå-

ðà»à. Ñà äðóãå ñòðàíå, PRBM-1 ìîäåë ñàäðæè ñàìî jåäàí ñòåïåí ñëîáîäå êðåòà»à,

ïà áè åâåíòóàëíà óïîòðåáà àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà ïðîèçâî§íî èçàáðàíèõ òà÷àêà Pi

êðóòèõ ÷ëàíîâà (Vi) äîâåëà äî ïîòðåáå çà óâî¢å»åì òçâ. ïðåêîáðîjíèõ êîîðäèíàòà,

øòî áè äîäàòíî èñêîìïëèêîâàëî ïîñòóïàê àíàëèçå. Çàòî ñå çà îïèñ PRBM-1 ìîäåëà
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íàj÷åø£å êîðèñòå ðåëàòèâíå êîîðäèíàòå êîjå ñå ïîêëàïàjó ñà ðåëàòèâíèì çàêðåòà-

»èìà ó ðîòàöèîíèì çãëîáîâèìà ó îâîì ìîäåëó. Ïðèìåíà îâèõ êîîðäèíàòà çàõòåâà

äîäàòíà èçðà÷óíàâà»à ïðè îäðå¢èâà»ó ïîìåðà»à ó çàäàòèì òà÷êàìà ìåõàíèçìà íà-

êîí îäðå¢èâà»à âðåäíîñòè ðåëàòèâíèõ êîîðäèíàòà. Íà îñíîâó ñâåãà íàâåäåíîã jå

jàñíà ïðåäíîñò PRBM-3 ìîäåëà ãèïêîã çãëîáà ó îäíîñó íà PRBM-1 ìîäåë.

Ïîðåä àíàëèçå ïîìåðà»à, ó òàáåëè 23 ïðèêàçàíå ñó è âðåäíîñòè ïðâå òðè ôðå-

êâåíöèjå îñöèëîâà»à fi = ωi/ (2π) (i = 1, 2, 3) ðàçìàòðàíîã RRR ãèïêîã ìåõàíèçìà

çà ñâà ÷åòèðè ñëó÷àjà âðåäíîñòè êîåôèöèjåíàòà åëàñòè÷íîñòè.

Ñëó÷àj
Ôðåêâåíöèjå fi [Hz]

f1 f2 f3

1
262.003 512.511 2283.16

(0.12 %) (0.42 %) (3.87 %)

2
280.037 546.743 2381.48

(7 %) (7.13 %) (8.34 %)

3
292.051 569.741 2462.97

(11.6 %) (11.6 %) (12 %)

4 261.698 510.368 2198.18

Òàáåëà 23: Ïðâå òðè ôðåêâåíöèjå îñöèëîâà»à fi (i = 1, 2, 3) ãèïêîã RRR ìåõàíèçìà
äîáèjåíå çà ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè êîåôèöèjåíàòà åëàñòè÷íîñòè

Êîëèêî jå àóòîðó ïîçíàòî, çà ðàçìàòðàíè ìåõàíèçàì íå ïîñòîjå ðåçóëòàòè ó äî-

ñòóïíîj ëèòåðàòóðè ñà êîjèìà áè áèëî ìîãó£å èçâðøèòè ïîðå¢å»å. Êàî øòî jå âå£

ïîêàçàíî ïðè àíàëèçè ïîìåðà»à, ÷åòâðòè ñëó÷àj âðåäíîñòè êîåôèöèjåíàòà åëàñòè÷-

íîñòè ãèïêîã çãëîáà ñå ïîêàçàî êàî íàjòà÷íèjè. Çàòî ñó îäðå¢åíå è àïñîëóòíå ãðåøêå

èçìå¢ó âðåäíîñòè ôðåêâåíöèjà äîáèjåíèõ ïðèìåíîì ñâàêîã îä ïðâà òðè ñëó÷àjà êîå-

ôèöèjåíàòà åëàñòè÷íîñòè ó îäíîñó íà âðåäíîñò ôðåêâåíöèjà ïðè êîðèø£å»ó ÷åòâðòîã

ñëó÷àjà êîåôèöèjåíàòà åëàñòè÷íîñòè. Ìîæå ñå âèäåòè äà ïîñòîjè çíà÷àjíî îäñòóïà»å

äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà ó îäíîñó íà ÷åòâðòè, ðåôåðåíòíè ñëó÷àj. Ïîñåáíî âèñîêå âðåäíî-

ñòè àïñîëóòíèõ ãðåøàêà ìîãó ñå óî÷èòè êîä òðå£åã ñëó÷àjà, ãäå jå íàjâå£à âðåäíîñòè

àïñîëóòíå ãðåøêå ïðè îäðå¢èâà»ó òðå£å ôðåêâåíöèjå è èçíîñè ÷àê 12 %. Íà îñíîâó

îâîãà ñå ìîæå çàê§ó÷èòè äà òà÷íîñò îäðå¢èâà»à êîåôèöèjåíàòà åëàñòè÷íîñòè ãèï-
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êîã çãëîáà çíà÷àjíî óòè÷ó íà òà÷íîñò îäðå¢èâà»à ìîäàëíèõ êàðàêòåðèñòèêà ãèïêèõ

ìåõàíèçàìà.

Ñëó÷àj Ìåòîä
Ôðåêâåíöèjå fi [Hz]

f1 f2 f3

1

PRBM-3 262.003 512.511 2283.16

PRBM-1
261.844 511.486 2237.25

(0.06 %) (0.20 %) (2.01 %)

2

PRBM-3 280.037 546.743 2381.48

PRBM-1
280.081 547.109 2393.06

(0.02 %) (0.07 %) (0.5 %)

3

PRBM-3 292.051 569.741 2462.97

PRBM-1
292.176 570.736 2496.41

(0.04 %) (0.17 %) (1.4 %)

4

PRBM-3 261.698 510.368 2198.18

PRBM-1
261.844 511.486 2237.25

(0.06 %) (0.22 %) (1.8 %)

Òàáåëà 24: Ïðâå òðè ôðåêâåíöèjå îñöèëîâà»à fi (i = 1, 2, 3) ãèïêîã RRR ìåõàíè-
çìà äîáèjåíå ïðèìåíîì äâà ðàçëè÷èòà êâàçè-êðóòà ìîäåëà ãèïêîã çãëîáà (PRBM-1 è
PRBM-3)

Òàêî¢å, ó òàáåëè 24 jå èçâðøåíî ïîðå¢å»å âðåäíîñòè ïðâå òðè ôðåêâåíöèjå fi

(i = 1, 2, 3) äîáèjåíå êîðèø£å»åì PRBM-1 è PRBM-3 ìîäåëà çà ñâàêè îä ÷åòèðè

ñëó÷àjà âðåäíîñòè êîåôèöèjåíàòà åëàñòè÷íîñòè. Ïîøòî jå êîä àíàëèçå ïîìåðà»à

ïîêàçàíî äà ñó ðåçóëòàòè äîáèjåíè êîðèø£å»åì PRBM-3 ìîäåëà òà÷íèjè ó îäíîñó íà

ðåçóëòàòå äîáèjåíå ïðèìåíîì PRBM-1 ìîäåëà, ó òàáåëè 24 ñó ïðèêàçàíà îäñòóïà»à

ðåçóëòàòà PRBM-1 ìîäåëà ó îäíîñó íà PRBM-3. Ðàçëèêà ó ðåçóëòàòèìà êîä ïðâå

ôðåêâåíöèjå ñó çàíåìàð§èâî ìàëå, äîê ïðè îäðå¢èâà»ó òðå£å ôðåêâåíöå ïîñòîjå

çíà÷àjíà îäñòóïà»à, êîjà çà ïðâè ñëó÷àj êîåôèöèjåíàòà åëàñòè÷íîñòè èçíîñå 2.01 %.
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7 ÎÁÐÒÀ�Å ÕÎÌÎÃÅÍÎÃ ÅËÀÑÒÈ×ÍÎÃ ØÒÀÏÀ ÏÐÎ-

ÌÅÍ�ÈÂÎÃ ÏÐÅÑÅÊÀ ÎÊÎ ÍÅÏÎÌÈ×ÍÅ ÎÑÅ

Ìîäåë åëàñòè÷íîã øòàïà êîjè ñå îáð£å îêî íåïîìè÷íå îñå jå âåîìà çàñòóï§åí

ó ëèòåðàòóðè ó ïîñëåä»å âðåìå. Ðàçëîã çà òî jå øòî ñå äåëîâè ìíîãèõ èíæå»åð-

ñêèõ îájåêàòà ìîãó îïèñàòè óïðàâî îâèì ìîäåëîì. Íåêè îä »èõ ñó ëàêå ðîáîòñêå

ðóêå, ëîïàòèöå ðîòîðà õåëèêîïòåðà, ëîïàòèöå òóðáèíà, äåëîâè âåøòà÷êèõ ñàòåëèòà,

è ñëè÷íî (âèäåòè ñëèêó 7.1 (à)-(ã)). Ìîäåðíà èíäóñòðèjà èìà ñâå âå£ó ïîòðåáó çà

ìàøèíàìà êîä êîjèõ jå áðçèíà ïîêðåòíèõ åëåìåíàòà âåëèêà. Èñòîâðåìåíî, òåæ»à

jå äà ñå ñìà»è óòðîøàê ìàòåðèjàëà, è äà ïðîèçâåäåíè åëåìåíòè áóäó øòî jå ìîãó£å

ëàêøè. Êàî ðåçóëòàò îâàêâèõ çàõòåâà äîáèjàjó ñå åëåìåíòè ìàøèíà êîjè ñó ìàëèõ

òåæèíà, àëè ïîâå£àíå åëàñòè÷íîñòè. Çàòî ñå ïðè êðåòà»ó îâàêâèõ åëåìåíàòà jàâ§àjó

äåôîðìàöèjå êîjå ìîãó çíà÷àjíî óòèöàòè íà äèíàìè÷êî ïîíàøà»å ÷èòàâå ìàøèíå è

óãðîçèòè çàõòåâàíó ïðåöèçíîñò.

Òàêî jå íà ïðèìåð ïðè ðàäó ëàêå ðîáîòñêå ðóêå êîjà jå ïðèêàçàíà íà ñëèöè 7.1 (à)

ïîòðåáíî îáåçáåäèòè âåëèêå áðçèíå êðåòà»à êàêî áè ñå ïîñòèãëè òåõíîëîøêè çàõòåâè

ïðîèçâîäíîã ïðîöåñà ó êîjåì ó÷åñòâójå, à äà ïðèòîì âðõ ðóêå íà êîjåì ñå ìîãó íà£è

ðàçëè÷èòè èçâðøíè åëåìåíòè îñòâàðè çàäàòó ïóòà»ó. Äà áè ñå òî ïîñòèãëî, ïîòðåáíî

jå ôîðìèðàòè äîâî§íî òà÷àí ìåõàíè÷êè ìîäåë ìàíèïóëàòîðà, êàêî áè ñå åâåíòóàëíà

îäñòóïà»à îä æå§åíå ïóòà»å òîêîì êðåòà»à ìîãëà êîðèãîâàòè îäãîâàðàjó£èì óïðà-

â§à÷êèì àëãîðèòìîì. Êîä ëîïàòèöà ðîòîðà õåëèêîïòåðà è òóðáèíå âåòðîãåíåðàòîðà,

ïðèêàçàíèõ íà ñëèöè 7.1 (á) è (â), ðåñïåêòèâíî, ïîòðåáíî jå ïîçíàâàòè äèíàìè÷êå êà-

ðàêòåðèñòèêå ëîïàòèöà òîêîì êðåòà»à êàêî íå áè äîøëî äî îøòå£å»à ëîïàòèöà ïðè

åêñïëîàòàöèjè. Åëåìåíòè âåøòà÷êèõ ñàòåëèòà, ïðèêàçàíîã íà ñëèöè 7.1 (ã), ñó ìå¢ó-

ñîáíî ïîâåçàíè äóãèì åëàñòè÷íèì øòàïîâèìà. Èìàjó£è ó âèäó äà òîêîì èçâðøàâà»à

ñâîjå ôóíêöèjå îâàj ñàòåëèò èçâðøàâà íèç ñïåöèôè÷íèõ ìàíåâàðà, îä âåëèêå jå âà-

æíîñòè ôîðìèðàòè äîâî§íî ïðåöèçàí ìîäåë êàêî íå áè äîøëî äî óãðîæàâà»à »åãîâå

ñòàáèëíîñòè òîêîì èçâî¢å»à ïîìåíóòèõ ìàíåâàðà.
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(a) (á)

(â) (ã)

Ñëèêà 7.1: Ïðèìåðè ïðèìåíå ìîäåëà åëàñòè÷íîã øòàïà êîjè ñå îáð£å îêî íåïîìè÷íå
îñå: (à) ëàêà ðîáîòñêà ðóêà [88], (á) ëîïàòèöå ðîòîðà õåëèêîïòåðà [89], (â) ëîïàòèöå
òóðáèíå âåòðîãåíåðàòîðà [90], (ã) âåøòà÷êè ñàòåëèò [91]

Èàêî ñâàêè îä íàâåäåíèõ èíæå»åðñêèõ îájåêàòà èçâîäè ñëîæåíî êðåòà»å, ó ëè-

òåðàòóðè ñå çíà÷àjíî ìåñòî ïîñâå£ójå àíàëèçè óïðîø£åíîã ìîäåëà åëàñòè÷íîã øòàïà

êîjè ñå îáð£å îêî íåïîìè÷íå îñå ó ðàâíè, øòî ïðåäñòàâ§à ïîëàçíó òà÷êó çà äà§å ñëî-

æåíèjå àíàëèçå. Ó ðåôåðåíöàìà [44, 45] ñó ïðèìå»åíå äâå âàðèjàíòå ìåòîäà êðóòèõ

ñåãìåíàòà çà àíàëèçó åëàñòè÷íîã øòàïà êîjè ñå îáð£å îêî íåïîìè÷íå îñå. Ìå¢óòèì,

èàêî ïîñòîjå îãðàíè÷å»à ó ïðèìåíè îâèõ ìåòîäà, ó íàâåäåíîj ëèòåðàòóðè íèñó àíà-

ëèçèðàíè óçðîöè êîjè äî »èõ äîâîäå. Çàòî £å ó îâîì ïîãëàâ§ó áèòè ñïðîâåäåíà

äåòà§íà àíàëèçà è óñòàíîâ§åíå êðèòè÷íå âðåäíîñòè ïàðàìåòàðà øòàïà äî êîjèõ jå

ìîãó£å ïðèìå»èâàòè ïðåäëîæåíó âàðèjàíòó ìåòîäå êðóòèõ ñåãìåíàòà.

Ó íàñòàâêó îâîã ïîãëàâ§à ïðåäìåò àíàëèçå £å áèòè åëàñòè÷íè øòàï ñà êîíòèíó-

àëíîì ïðîìåíîì ïàðàìåòàðà, ïðèêàçàí íà ñëèöè 7.2. Åëàñòè÷íè øòàï jå äóæèíå L,

è ïðè êðåòà»ó jå ôèêñèðàí çà êðóòó ãëàâ÷èíó ïîëóïðå÷íèêà R ó òà÷êè A. Íà ñëî-
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áîäíîì êðàjó øòàïà B ôèêñèðàíà jå êîíöåíòðèñàíà ìàñà mT . Çáîã ïîòðåáå àíàëèçå

êîjà ñëåäè óâåäåíà ñó äâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà. Ïðâè jå íåïîêðåòíè èíåðöèjàëíè

êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz, à äðóãè jå ïîêðåòíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oξηζ ôèêñèðàí

çà ãëàâ÷èíó. Êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oξηζ jå îäàáðàí òàêî äà ñå îñà ξ ïîêëàïà ñà óçäó-

æíîì îñîì ñèìåòðèjå íåäåôîðìèñàíîã øòàïà, à îñà ζ ñå ïîêëàïà ñà îñîì z. Óãëîì θ

îïèñàíà jå ðîòàöèja ïîêðåòíîã êîîðäèíàòíîã ñèñòåìà Oξηζ ó îäíîñó íà íåïîêðåòíè

èíåðöèjàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oxyz. Ïðåòïîñòàâ§à ñå äà jå ïðè àíàëèçè ïîçíàò

çàêîí ïðîìåíå óãëà θ.

z=z

y

x

h

q

q

mT

x
O

B

L, A( ), I ( ),x xz

r, E

A

R

Ñëèêà 7.2: Îáðòà»å åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã ïðåñåêà îêî íåïîìè÷íå îñå Oz

7.1 Äèñêðåòèçàöèjà åëàñòè÷íîã øòàïà íà êðóòå ñåãìåíòå

Îâäå £å áèòè èçâðøåíà äèñêðåòèçàöèjà åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã ïðåñåêà

íà ñëè÷àí íà÷èí êàî ó ïîãëàâ§ó 3.4. Íàjïðå jå åëàñòè÷íè øòàï ïðèáëèæíî ïðåä-

ñòàâ§åí ó îáëèêó n jåäíàêèõ åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà äóæèíå Li = L/n, (i = 1, . . . , n)

êîíñòàíòíîã ïðåñåêà, êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 7.3(à). Ãåîìåòðèjñêå êàðàêòåðè-

ñòèêå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà (Ai, Izi) óâåäåíèõ åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà ìîãó ñå îäðåäèòè íà

èäåíòè÷àí íà÷èí êàî è ó ïîãëàâ§ó 3.4 êîðèñòå£è èçðàçå (3.13)-(3.18). Çàòèì jå ñâàêè

îä n åëàñòè÷íèõ ñåãìåíàòà çàìå»åí ñà äâà êðóòà ñåãìåíòà jåäíàêèõ äóæèíà L/(2n)

êîjè ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè çãëîáíèì åëåìåíòîì JEi, êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè

7.3(â). Òîêîì ðîòàöèjå ðàçìàòðàíîã åëàñòè÷íîã øòàïà êàî äîìèíàíòíî îïòåðå£å»å
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jàâ§à ñå ñàâèjà»å øòàïà ó ðàâíè ðîòàöèjå. Ïîðåä òîãà, çà àíàëèçó êîjà ñëåäè ñó îä

çíà÷àjà è àêñèjàëíå äåôîðìàöèjå øòàïà òîêîì ðîòàöèjå. Èç òîã ðàçëîãà jå ïðåòïî-

ñòàâ§åíî äà ñâàêè çãëîáíè åëåìåíò JEi èìà òðè ñòåïåíà ñëîáîäå êðåòà»à. Jåäàí ó

ïðàâöó àêñèjàëíèõ äåôîðìàöèjà øòàïà îïèñàí ðåëàòèâíîì òðàíñëàöèjîì pi, äðóãè ó

ïðàâöó ïîïðå÷íèõ äåôîðìàöèjà îïèñàí ðåëàòèâíîì òðàíñëàöèjîì qi, è òðå£è êîjèì

jå îïèñàíà ðåëàòèâíà ðîòàöèjà ri êðóòîã ñåãìåíòà (Vi) ó îäíîñó íà ïðåòõîäíè êðóòè

ñåãìåíò (Vi−1). Ó ïðàâöó ñâàêîã îä ïîìåíóòà òðè ðåëàòèâíà ïîìåðà»à ïîñòàâ§åíå ñó

îïðóãå ÷èjå ñå êðóòîñòè ìîãó îäðåäèòè êîðèø£å»åì èçðàçà (3.19) íà ñëåäå£è íà÷èí:

cpi = n
AiE

L
, cqi = 12n3EIzi

L3
, cri = n

EIzi
L

. (7.1)

Óïðîø£åí è äåòà§àí ïðèêàç îâîã çãëîáíîã åëåìåíòà ïðèêàçàíè ñó íà ñëèêàìà 7.3

(â) è (ã), ðåñïåêòèâíî. Íà êðàjó ñå äîáèjà ïðèáëèæíè ìîäåë ðîòàöèîíîã åëàñòè÷-

íîã øòàïà ñà ïðîìåí§èâèì ïàðàìåòðèìà ó îáëèêó ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà (Vi)

(i = 0, . . . , n) êîjè ñó ìå¢óñîáíî ïîâåçàíè çãëîáíèì åëåìåíòèìà JEi (i = 1, . . . , n) êàî

øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 7.3(á).

(a)

cr

cq
cp

(V )0 (V )1

JE1
JEi JEn

(V )i-1 (V)i (V )n-1 (V )n

JEi

L/(2n) L/(2n)
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x
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h

mT

mT

(б)

(в) (г)
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i

i
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O
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i n
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z=z

Ñëèêà 7.3: Äèñêðåòèçàöèjà åëàñòè÷íîã øòàïà íà êðóòå ñåãìåíòå
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Ó íàñòàâêó £å áèòè äåôèíèñàíè ïàðàìåòðè óâåäåíèõ êðóòèõ ñåãìåíàòà êîjè ñó

íåîïõîäíè çà àíàëèçó êîjà ñëåäè. Òàêî ñå äóæèíà, ìàñà è ìîìåíò èíåðöèjå êðóòîã

ñåãìåíòà (Vi) (i = 1, . . . , n) ó îäíîñó íà îñó Ciζ ìîãó äåôèíèñàòè êàî:

li =


R + L/(2n), i = 0,

L/n, 0 < i < n,

L/(2n), i = n,

(7.2)

mi =


mh + ρA1L/ (2n) , i = 0,

ρ (Ai + Ai+1)L/ (2n) , 0 < i < n,

ρAnL/ (2n) +mT , i = n,

(7.3)

JCiζ =



Jh +mhO0C
2

0 + ρA1
L

2n

(
1

12

(
L

2n

)2

+

(
O0C0 −

L

4n

)2
)
, i = 0,

ρAi
L

2n

(
1

12

(
L

2n

)2

+

(
OiCi −

L

4n

)2
)

+ρAi+1
L

2n

(
1

12

(
L

2n

)2

+

(
3L

4n
−OiCi

)2
)
, 0 < i < n,

ρAn
L

2n

(
1

12

(
L

2n

)2

+

(
OnCn −

L

4n

)2
)

+mT

(
L

2n
−OnCn

)2

, i = n,

(7.4)

ãäå jå

OiCi =



ρA1L (R + L/ (4n))

2n ·mh + ρA1L
, i = 0,

L (Ai + 3Ai+1)

4n (Ai + Ai+1)
, 0 < i < n,

L (ρAnL+ 4n ·mT )

4n (ρAnL+ 2n ·mT )
, i = n,

ïîëîæàj ñðåäèøòà ìàñà ó îäíîñó íà ëåâè êðàj êðóòîã ñåãìåíòà (Vi), è mh ïðåäñòàâ§à

ìàñó êðóòå ãëàâ÷èíå.

Åëàñòè÷íè øòàï ñå äåôîðìèøå òîêîì êðåòà»à, ïà çàòî äîëàçè è äî ïîìåðà»à

êðóòèõ ñåãìåíàòà (Vi) ïðèáëèæíîã ìîäåëà øòàïà ó îäíîñó íà ïî÷åòíè ïîëîæàj. Ïî-

ëîæàj êðóòîã ñåãìåíòà (Vi) ó îäíîñó íà ïîêðåòíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì Oξηζ ìîæå

ñå îïèñàòè êîîðäèíàòàìà ξi è ηi êîjå ïðåäñòàâ§àjó ïîìåðà»à ñðåäèøòà ìàñà êðóòîã

ñåãìåíòà ó àêñèjàëíîì è ïîïðå÷íîì ïðàâöó, ðåñïåêòèâíî, êàî è óãëîì çàêðåòà»à ϕi
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êðóòîã ñåãìåíòà ó îäíîñó íà ïðàâàö ξ îñå, êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ñëèöè 7.4.

z=z

y

x

h

q

xO
xi(0)

xi

hi

ji

(V)i

(V)i
Ci

Ci

Ñëèêà 7.4: Êðåòà»å êðóòîã ñåãìåíòà (Vi) òîêîì îáðòà»à ãëàâ÷èíå

Êîîðäèíàòà êðóòîã ξi ìîæå ñå èçðàçèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

ξi = ξi (0) + ξ̃i, (7.5)

ãäå jå

ξi (0) =


O0C0, i = 0,
i−1∑
k=0

lk +OiCi, i > 0,
(7.6)

âðåäíîñò àêñèjàëíå êîîðäèíàòå ñðåäèøòà ìàñà êðóòîã ñåãìåíòà (Vi) ó íåäåôîðìè-

ñàíîì ïîëîæàjó øòàïà, è ξ̃i ïðåäñòàâ§à ïîìåðà»å ñðåäèøòà ìàñà êðóòîã ñåãìåíòà

(Vi) ó îäíîñó íà íåäåôîðìèñàíè ïîëîæàj. Òðåáà íàãëàñèòè è äà ó íåäåôîðìèñàíîì

ïîëîæàjó øòàïà çà îñòàëå äâå êîîðäèíàòå êðóòîã ñåãìåíòà âàæè äà jå

ηi (0) = 0, ϕi (0) = 0. (7.7)

7.2 Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà åëàñòè÷íîã øòàïà êîjè ñå îáð£å

îêî íåïîìè÷íå îñå

Ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà îáðòíîã åëàñòè÷íîã øòàïà äèñêðåòèçîâàíîã íà êðóòå ñåã-

ìåíòå ìîæå ñå îäðåäèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:
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Π =
1

2

n∑
i=1

(
cpip

2
i + cqiq

2
i + crir

2
i

)
, (7.8)

ãäå ñó pi, qi è ri ðåëàòèâíà ïîìåðà»à ó çãëîáíîì åëåìåíòó JEi.

Âåçà èçìå¢ó êîîðäèíàòà ñóñåäíèõ êðóòèõ ñåãìåíàòà (Vi−1) è (Vi) ìîæå ñå óñïî-

ñòàâèòè óç êîðèø£å»å ðåëàòèâíèõ ïîìåðà»à çãëîáíîã åëåìåíòà JEi êîjè èõ ïîâåçójå

êîðèø£å»åì ñëåäå£èõ ðåëàöèjà:

ξi−1 +
(
Ci−1O

′
i−1 + pi

)
cosϕi−1 − qi sinϕi−1 +OiCi cosϕi = ξi, (7.9)

ηi−1 +
(
Ci−1O

′
i−1 + pi

)
sinϕi−1 + qi cosϕi−1 +OiCi sinϕi = ηi, (7.10)

ϕi−1 + ri = ϕi, (7.11)

ïðè ÷åìó âàæè äà jå CiO
′
i = li −OiCi.

Àêî ñå ñàäà óçìó ó îáçèð èçðàçè (7.5)-(7.7) è ïðåòïîñòàâêà î ìàëèì äåôîðìàöèjàìà

øòàïà (sinϕi ≈ ϕi, cosϕi ≈ 1), íàêîí óêëà»à»à ÷ëàíîâà äðóãîã ðåäà è âèøåã èç

ïðåòõîäíà òðè èçðàçà ñå ìîãó îäðåäèòè ðåëàòèâíà ïîìåðà»à ó çãëîáíîì åëåìåíòó

JEi íà ñëåäå£è íà÷èí:

pi = −ξ̃i−1 + ξ̃i, (7.12)

qi = −ηi−1 + ηi − Ci−1O
′
i−1ϕi−1 −OiCiϕi, (7.13)

ri = −ϕi−1 + ϕi. (7.14)

Êîðèñòå£è ïðåòõîäíå èçðàçå çà ðåëàòèâíà ïîìåðà»à ó çãëîáíîì åëåìåíòó, íà

îñíîâó èçðàçà (7.8) êîíà÷íî ñå äîáèjà ïîòåíöèjàëíà åíåðãèjà äèñêðåòèçîâàíîã îáðòíîã

åëàñòè÷íîã øòàïà ó îáëèêó:

Π =
1

2

n∑
i=1

(
cpi

(
−ξ̃i−1 + ξ̃i

)2
+ cqi

(
−ηi−1 + ηi − Ci−1O

′
i−1ϕi−1 −OiCiϕi

)2
+cri (−ϕi−1 + ϕi)

2) . (7.15)
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7.3 Êèíåòè÷êà åíåðãèjà åëàñòè÷íîã øòàïà êîjè ñå îáð£å îêî

íåïîìè÷íå îñå

Êèíåòè÷êà åíåðãèjà îáðòíîã åëàñòè÷íîã øòàïà äèñêðåòèçîâàíîã íà êðóòå ñåãìå-

íàòå ìîæå ñå îäðåäèòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

T =
1

2

n∑
i=0

(
miv

2
i + JCiζω

2
i

)
, (7.16)

ãäå ñó vi è ωi áðçèíà ñðåäèøòà ìàñà è óãàîíà áðçèíà êðóòîã ñåãìåíòà (Vi), ðåñïåê-

òèâíî.

Ïîëîæàj ñðåäèøòà ìàñà êðóòîã ñåãìåíòà (Vi) ó îäíîñó íà íåïîêðåòíè êîîðäèíàòíè

ñèñòåì Oxyz ìîæå ñå îïèñàòè ñëåäå£èì êîîðäèíàòàìà:

xi = ξi cos θ − ηi sin θ, (7.17)

yi = ξi sin θ + ηi cos θ. (7.18)

Àêî ñå óçìå ó îáçèð èçðàç (7.5), ïðâè èçâîäè ïî âðåìåíó ïðåòõîäíî äåôèíèñàíèõ

êîîðäèíàòà ñðåäèøòà ìàñà êðóòîã ñåãìåíòà (Vi) ñó:

ẋi =
˙̃
ξi cos θ −

(
ξi (0) + ξ̃i

)
θ̇ sin θ − η̇i sin θ − ηiθ̇ cos θ, (7.19)

ẏi =
˙̃
ξi sin θ +

(
ξi (0) + ξ̃i

)
θ̇ cos θ + η̇i cos θ + ηiθ̇ sin θ, (7.20)

Êâàäðàò áðçèíå ñðåäèøòà ìàñà êðóòîã ñåãìåíòà (Vi) ñå ñàäà ìîæå îäðåäèòè íà

ñëåäå£è íà÷èí:

v2i = ẋ2i + ẏ2i , (7.21)

îäíîñíî, íàêîí óçèìà»à ó îáçèð èçðàçà (7.19) è (7.19):

v2i =
˙̃
ξ
2

i + η̇2i + 2
((
ξi (0) + ξ̃i

)
η̇i − ηi

˙̃
ξi

)
θ̇ +

((
ξi (0) + ξ̃i

)2
+ η2i

)
θ̇2. (7.22)

Óãàîíà áðçèíà êðóòîã ñåãìåíòà (Vi) jå:

ωi = θ̇ + ϕ̇i. (7.23)

Êîíà÷íî, àêî ñå óçìó ó îáçèð èçðàçè (7.22) è (7.23), èçðàç çà êèíåòè÷êó åíåðãèjó
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(7.16) äîáèjà îáëèê:

T =
1

2

n∑
i=0

(
mi

(
˙̃
ξ
2

i + η̇2i + 2
((
ξi (0) + ξ̃i

)
η̇i − ηi

˙̃
ξi

)
θ̇

+

((
ξi (0) + ξ̃i

)2
+ η2i

)
θ̇2
)

+ JCiζ

(
θ̇ + ϕ̇i

)2)
. (7.24)

7.4 Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à åëàñòè÷íîã øòàïà êîjè

ñå îáð£å îêî íåïîìè÷íå îñå

Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à ðàçìàòðàíîã äèñêðåòèçîâàíîã îáðòíîã åëà-

ñòè÷íîã øòàïà ìîãó ñå îäðåäèòè êîðèø£å»åì Ëàãðàíæåâèõ jåäíà÷èíà äðóãå âðñòå

[61]:

d

dt

∂T

∂
˙̃
ξi

− ∂T

∂ξ̃i
= −∂Π

∂ξ̃i
+Qξ̃i

, (7.25)

d

dt

∂T

∂η̇i
− ∂T

∂ηi
= −∂Π

∂ηi
+Qηi , (7.26)

d

dt

∂T

∂ϕ̇i
− ∂T

∂ϕi
= − ∂Π

∂ϕi
+Qϕi , (7.27)

ãäå jå i = 1, . . . , n è Qξ̃i
= Qηi = Qϕi = 0.

Êîðèø£å»åì èçðàçà çà ïîòåíöèjàëíó è êèíåòè÷êó åíåðãèjó, (7.15) è (7.24), äèôå-

ðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à (7.25)-(7.27) äîáèjàjó îáëèê:

mi
¨̃
ξi− 2miθ̇η̇i− cpi ξ̃i−1 +

(
cpi + cpi+1

−miθ̇
2
)
ξ̃i− cpi+1

ξ̃i+1 = miξi (0) θ̇2 +miηiθ̈, (7.28)

miη̈i + 2miθ̇
˙̃
ξi − cqiηi−1 − Ci−1O

′
i−1cqiϕi−1 +

(
cqi + cqi+1

−miθ̇
2
)
ηi

+
(
OiCicqi − CiO

′
icqi+1

)
ϕi − cqi+1

ηi+1 +Oi+1Ci+1cqi+1
ϕi+1 = −mi

(
ξi (0) + ξ̃i

)
θ̈,

(7.29)
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JCiζϕ̈i +OiCicqiηi−1 +
(
−cri + Ci−1O

′
i−1OiCicqi

)
ϕi−1

+
(
−OiCicqi + CiO

′
icqi+1

)
ηi +

(
cri + cri+1

+ CiO
′2
i cqi+1

+OiC
2

i cqi

)
ϕi

−CiO
′
icqi+1

ηi+1 +
(
CiO

′
iOi+1Ci+1cqi+1

− cri+1

)
ϕi+1 = −JCiζ θ̈, (7.30)

ãäå jå i = 1, . . . , n, ξ̃0 = ξ̃n+1 = 0, η0 = ηn+1 = 0, ϕ0 = ϕn+1 = 0.

Ïðåòõîäíî ïðèêàçàíè ñèñòåì îä 3n äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ìîæå áèòè ïðè-

êàçàí ó ìàòðè÷íîì îáëèêó íà ñëåäå£è íà÷èí:

Mvv̈ +
(
K− θ̇2Mm

)
v − 2Mmvv̇θ̇ = Mθvθ̈ + Mmξθ̇

2, (7.31)

ãäå jå:

v =
[
ξ̃1 η1 ϕ1 . . . ξ̃i ηi ϕi . . . ξ̃n ηn ϕn

]T
, (7.32)

Mv = diag (Mv1 , . . . , Mvi , . . . , Mvn) ∈ R3n×3n, (7.33)

Mvi = diag (mi, mi, JCiζ) ∈ R3×3, (7.34)

K =



K
(1)
22 + K

(2)
11 K

(2)
12 0 0

K
(2)
21 K

(2)
22 + K

(3)
11 K

(3)
12 0

0
...

. . .
...

... 0 K
(i−1)
21 K

(i−1)
22 + K

(i)
11

...
... 0

...
...

...
... 0

0 0 0 0

0 0 0
...

...
...

0
...

...

K
(i)
12 0

...
. . .

... 0

K
(n−1)
21 K

(n−1)
22 + K

(n)
11 K

(n)
12

0 K
(n)
21 K

(n)
22


, (7.35)
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K
(i)
11 =


cpi 0 0

0 cqi Ci−1O
′
i−1cqi

0 Ci−1O
′
i−1cqi cri + Ci−1O

′2
i−1cqi

 , (7.36)

K
(i)
12 =


−cpi 0 0

0 −cqi OiCicqi

0 −Ci−1O
′
i−1cqi Ci−1O

′
i−1OiCicqi − cri

 , (7.37)

K
(i)
12 =

(
K

(i)
21

)T
, K

(i)
22 =


cpi 0 0

0 cqi −OiCicqi

0 −OiCicqi OiC
2

i cqi + cri

 , (7.38)

Mm = diag (Mm1 , . . . , Mmi , . . . , Mmn) ∈ R3n×3n, Mmi = diag (mi, mi, 0) , (7.39)

Mmv = diag (Mmv1 , . . . , Mmvi , . . . , Mmvn) ∈ R3n×3n, Mmvi =


0 mi 0

−mi 0 0

0 0 0

 ,
(7.40)

Mθv =
[

Mθv1 . . . Mθvi . . . Mθvn

]T
∈ R3n×1, (7.41)

Mθvi =
[
miηi −mi

(
ξi (0) + ξ̃i

)
−JCiζ

]T
, (7.42)

Mmξ =
[

Mmξ1 . . . Mmξi . . . Mmξn

]T
∈ R3n×1, Mmξi =

[
miξi (0) 0 0

]T
.

(7.43)
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7.5 Ôðåêâåíòíà jåäíà÷èíà

Àíàëèçîì äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà (7.31) ìîæå ñå óî÷èòè ÷ëàí 2Mmvv̇θ̇ êîjè

îïèñójå ñïðåçà»å àêñèjàëíèõ è ïîïðå÷íèõ äåôîðìàöèjà øòàïà òîêîì îáðòà»à. ×åñòî

ñå ó ëèòåðàòóðè îâàj ÷ëàí çàíåìàðójå ïðè ôîðìèðà»ó ôðåêâåíòíå jåäíà÷èíå êîjà îä-

ãîâàðà ñëîáîäíèì îñöèëàöèjàìà øòàïà ó îäíîñó íà ñòàöèîíàðíè ïîëîæàj äåôèíèñàí

êîíñòàíòíîì óãàîíîì áðçèíîì θ̇ = const îáðòà»à êðóòå ãëàâ÷èíå, êàî íà ïðèìåð ó ðå-

ôåðåíöè [92]. Òèìå ñå ïîñòèæå äà ôðåêâåíòíà jåäíà÷èíà áóäå çíàòíî jåäíîñòàâíèjà,

jåð íåìà èìàãèíàðíèõ ÷ëàíîâà. Îïðàâäà»å çà îâî óïðîø£àâà»å äîáèjåíèõ äèôåðåí-

öèjàëíèõ jåäíà÷èíà ëåæè ó ÷è»åíèöè äà ñó âðåäíîñòè ïðâèõ ôðåêâåíöèja ñëîáîäíèõ

îñöèëàöèjà ôèêñèðàíîã øòàïà óñëåä àêñèjàëíèõ è ïîïðå÷íèõ äåôîðìàöèjà çíàòíî

óäà§åíå jåäíà îä äðóãå, ïà jå ñàìèì òèì è »èõîâ ìå¢óñîáíè óòèöàj ìàëè. Tàêî¢å

÷ëàí Mmξθ̇
2 ñå òîêîì îâå àíàëèçå çàíåìàðójå jåð ïðåäñòàâ§à êîíñòàíòíó èíåðöèjàëíó

ñèëó êîjà øòàï è äîâîäè ó ñòàöèîíàðíè ïîëîæàj.

Êîðèñòå£è ïðîöåäóðó èçëîæåíó ó ïîãëàâ§ó 5.3, íà îñíîâó äèôåðåíöèjàëíèõ jåä-

íà÷èíà (7.31) äîáèjà ñå êàðàêòåðèñòè÷àí ïðîáëåì(
K− θ̇2Mm − ω2Mv

)
a = 03n×1, (7.44)

îäíîñíî ôðåêâåíòíà jåäíà÷èíà:∣∣∣K− θ̇2Mm − ω2Mv

∣∣∣ = 0. (7.45)

Ðåøàâà»åì ôðåêâåíòíå jåäíà÷èíå ìîãó ñå äîáèòè êðóæíå ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ

íåïðèãóøåíèõ îñöèëàöèjà îáðòíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ó îäíîñó íà ñòàöèîíàðíè ïîëî-

æàj òîêîì îáðòà»à êîíñòàíòíîì óãàîíîì áðçèíîì θ̇. Ïîøòî ñàäà ðàçìàòðàíè ñèñòåì

êðóòèõ ñåãìåíàòà èìà 3n ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à, ôðåêâåíòíà jåäíà÷èíà (7.45) £å

èìàòè èñòî òîëèêî ðåøå»à:

ω1 ≤ ω2 ≤ . . . ≤ ωr ≤ . . . ≤ ω3n−1 ≤ ω3n. (7.46)

Ñàäà ñå çà ñâàêó äîáèjåíó êðóæíó ôðåêâåíöèjó ωr (r = 1, . . . , 3n) ìîæå ôîðìè-

ðàòè jåäíà÷èíà (
K− θ̇2Mm − ω2

rMv

)
ar = 03n×1, (7.47)
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èç êîjå jå ìîãó£å îäðåäèòè âåêòîð ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à ar êîjè îäãîâàðà êðó-

æíîj ôðåêâåíöèjè ωr.

Èìàjó£è ó âèäó ñòðóêòóðó âåêòîðà àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà êðóòèõ ñåãìåíàòà v,

äåôèíèñàíîã èçðàçîì (7.32), ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà jå âåêòîð ãëàâíèõ îáëèêà îñöè-

ëîâà»à ó îáëèêó:

ar =
[

aT0,r aT1,r . . . aTi,r . . . aTn−1,r aTn,r

]T
, (7.48)

ãäå jå

ai,r =
[
aξ(i,r) aη(i,r) aϕ(i,r)

]T
. (7.49)

Ñàäà ñå ãëàâíè îáëèöè îñöèëîâà»à îáðòíîã øòàïà ïðè àêñèjàëíèì è ïîïðå÷íèì

îñöèëàöèjàìà äîáèjàjó ãðóïèñà»åì åëåìåíàòà âåêòîðà ar íà ñëåäå£è íà÷èí:

ξr

(
ξ = (i− 1)

L

n
+

L

2n

)
= aξ(i,r), ηr

(
ξ = (i− 1)

L

n
+

L

2n

)
= aη(i,r), (i = 1, . . . , n− 1) ,

ξr (ξ = L) = aξ(n,r) +
L

2n
cos
(
aϕ(n,r)

)
, ηr (ξ = L) = aη(i,r) +

L

2n
sin
(
aϕ(n,r)

)
, (i = n) ,

(7.50)

ãäå ñó ξr (ξ) è ηr (ξ) ôóíêöèjå ãëàâíèõ îáëèêà îñöèëîâà»à äåôèíèñàíå ó äèñêðåòíèì

âðåäíîñòèìà êîîðäèíàòå ξ, êîjå îäãîâàðàjó àêñèjàëíèì è ïîïðå÷íèì îñöèëàöèjàìà

øòàïà, ðåñïåêòèâíî.

Íîðìàëèçîâàíè ãëàâíè îáëèöè îñöèëîâà»à ìîãó ñå, íà îñíîâó èçðàçà (7.50), îäðå-

äèòè ñëåäå£èì èçðàçèìà:

ξr

(
ξ = i

L

n

)
=

aξ(i,r)
max (ξr (ξ))

, ηr

(
ξ = i

L

n

)
=

aη(i,r)
max (ηr (ξ))

, (i = 1, . . . , n− 1) ,

ξr (ξ = L) =
aξ(n,r)

max (ξr (ξ))
, ηr (ξ = L) =

aη(n,r)
max (ηr (ξ))

, (i = n) ,

(7.51)

ó êîjèìà jå ìàêñèìàëíà àìïëèòóäíà âðåäíîñò ñâàêîã îä îáëèêà îñöèëîâà»à óâåê

jåäèíè÷íà.
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7.6 Êðèòè÷íà óãàîíà áðçèíà

Àíàëèçîì äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à (7.31) ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà òî-

êîì îáðòà»à, ìàòðèöà êðóòîñòè øòàïà K− θ̇2Mm çàâèñè îä âðåäíîñòè óãàîíå áðçèíå

θ̇. Ñà ïîâå£à»åì óãàîíå áðçèíå âðåäíîñòè ïîjåäèíèõ åëåìåíàòà ìàòðèöå êðóòîñòè ñå

ñìà»ójó. Îâà ïîjàâà ñå ó ëèòåðàòóðè [93�95] íàçèâà åôåêàò äèíàìè÷êîã îìåêøàâà»à

øòàïà (åíã.
”
softening e�ect�) è êàðàêòåðèñòè÷íà jå çà ëèíåàðíå ìîäåëå ó êîjèìà jå

êîðèø£åíà ïðåòïîñòàâêà î ìàëèì äåôîðìàöèjàìà øòàïà, êàî è ó îâîì ðàäó.

Êàäà âðåäíîñò óãàîíå áðçèíå θ̇ äîñòèãíå îäðå¢åíó êðèòè÷íó âðåäíîñò, ìàòðèöà

êðóòîñòè K − θ̇2Mm ïîñòàjå ñèíãóëàðíà. Äà§èì ïîâå£àâà»åì óãàîíå áðçèíå ïðåêî

êðèòè÷íå âðåäíîñòè ïîìåíóòà ìàòðèöà êðóòîñòè ïîñòàjå íåãàòèâíî äåôèíèòíà, øòî

äîâîäè äî íàðóøàâà»à ñòàáèëíîñòè äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà (7.31), ïà ðåøå»à

äèâåðãèðàjó. Äàêëå, ïðåäëîæåíè ïðèñòóï èìà îäðå¢åíèõ îãðàíè÷å»à ïî ïèòà»ó

ïðèìåíå, jåð ñà ïîâå£à»åì óãàîíå áðçèíå äåôîðìàöèjå øòàïà âèøå íèñó ìàëå ïà

îâà ïðåòïîñòàâêà âèøå íå âàæè. Ïðåïîðóêà jå äà ñå ïðå îäðå¢èâà»à ðåøå»à äèôå-

ðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà (7.31) îäðåäè âðåäíîñò êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå θ̇cr èç óñëîâà:∣∣∣K− θ̇2crMm

∣∣∣ = 0. (7.52)

Òèìå áè ñå èçâðøèëà ïðîâåðà äà ëè jå çàäàòà óãàîíà áðçèíà øòàïà ó äîçâî§åíèì

ãðàíèöàìà, òj. äà ëè jå ìîãó£å êîðèñòèòè ïðåäëîæåíè ïðèñòóï çà àíàëèçó. Èàêî

èìàjó îãðàíè÷å»à, ëèíåàðíè ìîäåëè ñå ÷åñòî êîðèñòå çáîã ðåëàòèâíî jåäíîñòàâíèõ

äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à íà êîjå ñå ìîãó ëàêøå ïðèìåíèòè ðàçëè÷èòè

àëãîðèòìè óïðàâ§à»à çà ñòàáèëèçàöèjó êðåòà»à. Ñà äðóãå ñòðàíå, êàäà »èõîâà óïî-

òðåáà íèjå ìîãó£à, êîðèñòå ñå íåëèíåàðíè ìîäåëè [94, 96, 97] êîjè ñå ìîãó êîðèñòèòè

è ïðè âå£èì óãàîíèì áðçèíàìà. Êîä ñâèõ íåëèíåàðíèõ ìîäåëà jå êàðàêòåðèñòè÷íî

äà ìàòðèöà êðóòîñòè îáðòíîã øòàïà ïîðåä åëåìåíòà θ̇2crMm ñà íåãàòèâíèì ïðåäçíà-

êîì, êîjè ñå jàâ§à êîä ëèíåàðíèõ ìîäåëà, ñàäðæè è ÷ëàí ñà θ̇2cr êîjè jå ïîçèòèâíîã

ïðåäçíàêà. Îâàj ÷ëàí äîïðèíîñè äà ñå âðåäíîñò êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå çíàòíî ïî-

âå£àâà, ÷èìå ñå îìîãó£àâà àíàëèçà è ïðè âå£èì âðåäíîñòèìà óãàîíå áðçèíå øòàïà.

Îâàj åôåêàò ñå ó ëèòåðàòóðè íàçèâà åôåêàò äèíàìè÷êîã î÷âðø£àâà»à øòàïà (åíã.

”
sti�ening e�ect�).
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7.7 Íóìåðè÷êè ïðèìåð

Ó òàáåëè 25 ïðèêàçàíå ñó íóìåðè÷êå âðåäíîñòè ïàðàìåòàðà îáðòíîã åëàñòè÷íîã

øòàïà. Íàjïðå £å áèòè ðàçìàòðàí øòàï êîíñòàíòíèõ ïàðàìåòàðà äóæ îñå øòàïà.

Òàêî¢å, ïðåòïîñòàâ§à ñå è äà jå çàêîí ïðîìåíå óãàîíå áðçèíå øòàïà çàäàò ó îáëèêó

ôóíêöèjå:

θ̇ (t) =


wf
tf
t− wf

2π
sin

(
2π

tf
t

)
, 0 ≤ t ≤ tf ,

wf , t > tf ,

(7.53)

ãäå jå wf ñòàöèîíàðíà âðåäíîñò óãàîíå áðçèíå êîjà ñå äîñòèæå íàêîí âðåìåíñêîã ïåðè-

îäà tf . Ïàðàìåòðè wf è tf £å áèòè âàðèðàíè ó ïðèìåðó çàâèñíî îä ïîòðåáå ïîðå¢å»à

ñà äîñòóïíèì ðåçóëòàòèìà ó ëèòåðàòóðè. Îâàj çàêîí ïðîìåíå óãàîíå áðçèíå øòàïà

êîðèñòè ñå ó ëèòåðàòóðè ïðè òåñòèðà»ó ðàçíèõ ìåòîäà çà àíàëèçó îáðòíèõ åëàñòè÷-

íèõ øòàïîâà. Ãðàôè÷êè ïðèêàç óãàîíå áðçèíå øòàïà θ̇ (t), äàò íà ñëèöè 7.5, ÷åñòî ñå

íàçèâà è
”
Spin up� ìàíåâàð. Îí îñëèêàâà ïðåëàçíè ðåæèì ðàäà ìíîãèõ ðîòàöèîíèõ

åëåìåíàòà, ïà jå èç òîã ðàçëîãà èíòåðåñàíòàí çà àíàëèçó. Ðàçëîã çà »åãîâó óïîòðåáó

jå øòî íå ïîñòîjè ïîãîíñêè åëåìåíò (ìîòîð) êîjè áè ìîãàî äà ïîñòèãíå æå§åíó óãàîíó

áðçèíó òðåíóòíî, âå£ ìîðà äà ïîñòîjè íåêè ïðåëàçíè ðåæèì êîjè jå îâèì ìàíåâðîì

îïèñàí.

Ïàðàìåòàð Îçíàêà Âðåäíîñò

Äóæèíà L 8 [m]

Ãóñòèíà ρ 2.7667 · 103 [kg/m3]

Ïîâðøèíà ïîïð. ïðåñåêà øòàïà A 7.2968 · 10−5 [m2]

Ìîäóë åëàñòè÷íîñòè E 6.8952 · 1010 [N/m2]

Ìîìåíò èíåðöèjå ïîïð. ïðåñåêà øòàïà Iz 8.2189 · 10−9 [m4]

Ìîìåíò èíåðöèjå ãëàâ÷èíå Jh 200 [kg ·m2]

Ïîëóïðå÷íèê ãëàâ÷èíå r 0.5 [m]

Êîíöåíòðèñàíà ìàñà íà ñëîáîäíîì êðàjó mt (0− 0.5) [kg]

Òàáåëà 25: Ôèçè÷êè ïàðàìåòðè øòàïà [94, 96]
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Çà íóìåðè÷êó èíòåãðàöèjó äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à (7.31) ðîòàöèîíîã

øòàïà áè£å êîðèø£åí Runge-Kutta ìåòîä ÷åòâðòîã ðåäà.

Ïîøòî ñå ó ëèòåðàòóðè íàj÷åø£å ïðàòå äåôîðìàöèjå ñëîáîäíîã êðàjà B øòàïà,

íàêîí èçâðøåíå èíòåãðàöèjå ïîòðåáíî jå îäðåäèòè àêñèjàëíå è ïîïðå÷íå äåôîðìàöèjå

âðõà øòàïà êîðèñòå£è ñëåäå£å ðåëàöèjå:

ξ̃B (t) = ξ̃n (t) +
ln
2

cosϕn (t) , (7.54)

ηB (t) = ηn (t) +
ln
2

sinϕn (t) , (7.55)

ãäå ñó ξ̃n (t), ηn (t) è ϕn (t) êîîðäèíàòå êðóòîã ñåãìåíòà (Vn) êîjå ñó äîáèjåíå íóìåðè÷-

êîì èíòåãðàöèjîì.

Ñëèêà 7.5: Çàêîí ïðîìåíå óãàîíå áðçèíå θ̇ (t) øòàïà -
”
Spin up� ìàíåâàð

Íà ñëèöè 7.6 ïðèêàçàíå ñó ïîïðå÷íå è àêñèjàëíå äåôîðìàöèjå âðõà øòàïà B òî-

êîì èçâî¢å»à
”
Spin up� ìàíåâðà, ïðè tf = 15 [s] è wf = (0.3, 2, 4) [rad/s] . Ïîðåä

ðåçóëòàòà ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà, íà ñëèöè 7.6 (à) ïðèêàçàíå ñó è âðåäíîñòè ïîïðå÷-

íèõ äåôîðìàöèjà âðõà øòàïà äîáèjåíå ó ðåôåðåíöè [94] ãäå jå ôîðìèðàí òçâ. íóëòè

äèíàìè÷êè ìîäåë øòàïà (åíã.
”
zero-order dynamic model�) êîjè £å íàäà§å áèòè îçíà-

÷åí ñêðà£åíèöîì ZDM. Ìîæå ñå âèäåòè äà ïîñòîjè âåîìà äîáðî ñëàãà»å ðåçóëòàòà

äîáèjåíèõ ïðåäëîæåíèì ïðèñòóïîì çà n = 20 è ZDM-îì. Òàêî¢å, ðåçóëòàòè êîä îáà

ïðèñòóïà äèâåðãèðàjó ïðè wf = 4 [rad/s], øòî çíà÷è äà jå âðåäíîñò êðèòè÷íå óãà-

îíå áðçèíå ìà»à îä 4 [rad/s]. Íà ñëèöè 7.6 (á) ïðèêàçàíå ñó âðåäíîñòè àêñèjàëíèõ

äåôîðìàöèjà âðõà øòàïà äîáèjåíå ïðèìåíîì ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà. Ó ðåôåðåíöè

[94] íèñó äîñòóïíè ïîäàöè î àêñèjàëíèì äåôîðìàöèjàìà âðõà øòàïà ïà íèjå ìîãó£å
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ïîðå¢å»å ðåçóëòàòà. Ó ñâàêîì ñëó÷àjó, àêñèjàëíå äåôîðìàöèjå øòàïà ñó òîêîì ðî-

òàöèjå çíàòíî ìà»å îä ïîïðå÷íèõ äåôîðìàöèjà, øòî jå è î÷åêèâàíî. Òàêî¢å, è îâäå

ðåçóëòàòè äèâåðãèðàjó ïðè wf = 4 [rad/s]. Âðåäíîñò êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå θ̇cr ïðè

çàäàòèì ôèçè÷êèì ïàðàìåòðèìà øòàïà ìîæå ñå îäðåäèòè èç èçðàçà (7.52).

(a)

(б)

94 

94 

94 .

.

.

Ñëèêà 7.6: Äåôîðìàöèjå ñëîáîäíîã êðàjà øòàïà òîêîì
”
Spin-up� ìàíåâðà

Ó òàáåëè 26 ïðèêàçàíå ñó âðåäíîñòè θ̇cr êîjå îäãîâàðàjó ðàçëè÷èòèì âðåäíîñòèìà

êîíöåíòðèñàíå ìàñå mT íà ñëîáîäíîì êðàjó øòàïà. Ñà ïîâå£à»åì âðåäíîñòè êîíöåí-

òðèñàíå ìàñå mT äîëàçè äî çíàòíîã ñìà»å»à âðåäíîñòè θ̇cr ÷èìå ñå ïîìåíóòè åôåêàò

äèíàìè÷êîã îìåêøàâà»à äîäàòíî ïîjà÷àâà. Òàêî ñå íà ïðèìåð, çà mT = 0.1 [kg] èç

òàáåëå 26 ìîæå î÷èòàòè âðåäíîñò êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå øòàïà θ̇cr = 2.61 [rad/s].
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mT [kg] 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1

θ̇cr [rad/s] 2.91 2.61 2.20 1.94 1.75 1.61 1.55

Òàáåëà 26: Âðåäíîñòè êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå ó çàâèñíîñòè îä êîíöåíòðèñàíå ìàñå
mT

Êàêî áè ñå òåñòèðàëà òà÷íîñò îäðå¢èâà»à âðåäíîñòè êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå íà

ñëèöè 7.7 (à) è (á) ñó ïðèêàçàíå ïîïðå÷íå è àêñèjàëíå äåôîðìàöèjå âðõà øòàïà ïðè

tf = 30 [s] è wf = (2, 2.7) [rad/s], ðåñïåêòèâíî. Êàäà jå wf = 2 [rad/s] äîáèjåíè ñó

êîðåêòíè ðåçóëòàòè.

Ñóïðîòíî òîìå, êàäà jå wf = 2.7 [rad/s], äàêëå âå£å îä äîáèjåíå êðèòè÷íå âðåäíî-

ñòè óãàîíå áðçèíå θ̇cr = 2.61 [rad/s], ðåçóëòàòè ñó äèâåðãåíòíè òj. ïðåäëîæåíè ïðè-

ñòóï íèjå ó ìîãó£íîñòè äà îïèøå ïîíàøà»å åëàñòè÷íîã øòàïà. Ñëè÷íà jå ñèòóàöèjà

è êàäà jå mT = 0.5 [kg].

(г)

(в)(a)

(б)

Ñëèêà 7.7: Äåôîðìàöèjå ñëîáîäíîã êðàjà øòàïà òîêîì
”
Spin-up� ìàíåâðà
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Âðåäíîñò êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå jå òàäà θ̇cr = 1.94 [rad/s]. Çàòî ñó âðåäíîñòè

äåôîðìàöèjà âðõà øòàïà ïðèêàçàíå íà ñëèöè 7.7 (â) è (ã) êîðåêòíå êàäà jå wf =

1.8 [rad/s], à ðåçóëòàòè ñó äèâåðãåíòíè ïðè wf = 2 [rad/s].

Óòèöàj êîíñòàíòíå âðåäíîñòè óãàîíå áðçèíå θ̇ íà ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ îñöèëà-

öèjà ñàâèjà»à øòàïà ïðè ðîòàöèjè ïðèêàçàí jå ó òàáåëè 27. Äîáèjåíè ðåçóëòàòè ñó

âåðèôèêîâàíè êðîç ïîðå¢å»å ñà ðåçóëòàòèìà èç ðåôåðåíöå [96] ïðè θ̇ = 1 [rad/s] êîjè

ñó ïðèêàçàíè ó óãëàñòèì çàãðàäàìà. Ðåëàòèâíà ãðåøêà äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà ó îäíîñó

íà îâå ðåçóëòàòå ïðèêàçàíà jå ó îáè÷íèì çàãðàäàìà. Ïîñòîjè äîáðî ñëàãà»å ðåçóë-

òàòà èçìå¢ó îâå äâå ìåòîäå, øòî jå è î÷åêèâàíî jåð jå ó îáå êîðèø£åí ëèíåàðíè ìîäåë

åëàñòè÷íîã øòàïà. Ïðè ïîâå£à»ó óãàîíå áðçèíå øòàïà äîëàçè äî çíà÷àjíîã ñìà»å»à

ïðâå (îñíîâíå) ôðåêâåíöèjå îñöèëîâà»à, äîê íàðåäíå äâå ôðåêâåíöèjå îñòàjó ãîòîâî

íåïðîìå»åíå. Îâà ïîjàâà ñå ìîæå ïðàâäàòè âå£ óî÷åíèì åôåêòîì äèíàìè÷êîã îìåê-

øàâà»à ïðè ïîâå£à»ó âðåäíîñòè óãàîíå áðçèíå.

θ̇ [rad/s] f1 [Hz] f2 [Hz] f3 [Hz]

0 0.46330 2.89918 8.09030

1
0.43513 2.89483 8.08876
[0.4353] [2.9003] [8.1316]
(0.04 %) (0.2 %) (0.5 %)

2 0.33678 2.88176 8.08413

Òàáåëà 27: Ôðåêâåíöèjå fi = ωi/ (2π) [Hz] åëàñòè÷íîã øòàïà êîíñòàíòíèõ ïàðàìåòàðà
êîjè ñå îáð£å îêî íåïîìè÷íå îñå ïðè ðàçëè÷èòèì âðåäíîñòèìà óãàîíå áðçèíå

Èíòåðåñàíòíî jå ñàäà ðàçìîòðèòè ïîíàøà»å øòàïà ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã ïðå-

ñåêà ïðè ðîòàöèjè. Íåêà ïàðàìåòðè çàäàòè ó òàáåëè 25 âàæå íà ëåâîì êðàjó øòàïà,

äîê jå ïîïðå÷íè ïðåñåê øòàïà ïðàâîóãàîíè ÷èjà ñå øèðèíà è âèñèíà ìå»àjó ñàãëàñíî

ëèíåàðíèì çàêîíèìà b (x) = h (x) = b0 (1− cbx/L), êàî ó ïðèìåðó 5.4.4. Ñà ïîâå£à-

»åì ïàðàìåòðà ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb êðóòîñò øòàïà ñå ïîâå£àâà, ïà jå î÷åêèâàíî

äà ñå ïîâå£à è îòïîðíîñò øòàïà íà óòèöàj åôåêòà äèíàìè÷êîã îìåêøàâà»à òîêîì

ðîòàöèjå. Íà ñëèöè 7.8 äàò jå ïðîñòîðíè äèjàãðàì êîjèì jå îïèñàí óòèöàj âðåäíîñòè

êîíöåíòðèñàíå ìàñå mT è ïàðàìåòðà ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb íà âðåäíîñò êðèòè÷íå

óãàîíå áðçèíå θ̇cr øòàïà äî êîjå jå ìîãó£å êîðèñòèòè ïðåäëîæåíè ïðèñòóï.
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Ñëèêà 7.8: Óòèöàj ñòåïåíà ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb è êîíöåíòðèñàíå ìàñå mT íà âðåä-
íîñò êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå θ̇cr

Ïîâå£à»å âðåäíîñòè êîíöåíòðèñàíå ìàñå mT ïðè áèëî êîjîj âðåäíîñòè êîåôèöè-

jåíòà ëèíåàðíîã çàêîøå»à cb äîâîäè äî çíàòíîã ñìà»å»à âðåäíîñòè êðèòè÷íå óãàîíå

áðçèíå θ̇cr. Ñà äðóãå ñòðàíå, ïðîìåíà ïàðàìåòðà çàêîøå»à cb íà ñëîæåíèjè íà÷èí

óòè÷å íà âðåäíîñòè êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå. Ïðè mT = 0, ñâàêî ïîâå£à»å êîåôèöè-

jåíòà çàêîøå»à äîâîäè äî ïîâå£à»à âðåäíîñòè êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå, ïà òàêî çà

cb = 1 îíà ÷àê èçíîñè θ̇cr = 6.45 [rad/s]. Ìå¢óòèì, êàäà jå mT 6= 0, ïðè 0 < cb < 0.5

âðåäíîñòè êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå áëàãî ðàñòå, äîê ñà íàñòàâêîì ïîðàñòà ïàðàìåòðà

çàêîøå»à, òj. ïðè 0.5 < cb < 1, îïàäà. Êàêî áè ñå ïðîâåðèëà òà÷íîñò äîáèjåíèõ

âðåäíîñòè êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå, íà ñëèöè 7.9 (à) è (á) ïðèêàçàíå ñó ïîïðå÷íå è

àêñèjàëíå äåôîðìàöèjå âðõà ðîòàöèîíîã øòàïà ïðè mT = 0, cb = 1 è ïðè ðàçëè÷èòèì

ñòàöèîíàðíèì âðåäíîñòèìà óãàîíå áðçèíå wf = (2, 4, 6, è, 7) [rad/s]. Î÷åêèâàíî, ñà

ïîâå£à»åì âðåäíîñòè wf ïîâå£àâàjó ñå è ìàêñèìàëíå âðåäíîñòè äåôîðìàöèjà øòàïà,

ñâå äîê âðåäíîñò ñòàöèîíàðíå óãàîíå áðçèíå íå ïîñòàíå wf = 7 [rad/s], êàäà ðåçóë-

òàòè äèâåðãèðàjó. Îâî ñå äåøàâà jåð jå ó òîì ñëó÷àjó ïðåêîðà÷åíà âðåäíîñò êðèòè÷íå

óãàîíå áðçèíå çà êîjó jå âå£ ðå÷åíî äà ó òîì ñëó÷àjó èçíîñè θ̇cr = 6.45 [rad/s].
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(a)

(б)

Ñëèêà 7.9: Óòèöàj âðåäíîñòè ñòàöèîíàðíå óãàîíå áðçèíå íà äåôîðìàöèjå âðõà øòàïà
òîêîì

”
Spin-up� ìàíåâðà

156



Àëåêñàíäàð Íèêîëè£ Äîêòîðñêà äèñåðòàöèjà

8 ÇÀÊ�Ó×ÀÊ

Ó îâîj äèñåðòàöèjè ïðåäëîæåía jå íîâa âàðèjàíòà ìåòîäà êðóòèõ ñåãìåíàòà çà

ñòàòè÷êó è äèíàìè÷êó àíàëèçó íåõîìîãåíèõ åëàñòè÷íèõ øòàïîâà ïðîìåí§èâîã ïî-

ïðå÷íîã ïðåñåêà. Íàjïðå jå ó óâîäíîj ñåêöèjè ðàäà èñòàêíóò çíà÷àj èçâî¢å»à ñòàòè÷êå

è äèíàìè÷êå àíàëèçå øòàïîâà ïðîìåí§èâèõ ïàðàìåòàðà. Ñêðåíóòà jå ïàæ»à íà ïðî-

áëåìå êîjè ñå jàâ§àjó ïðè óïîòðåáè êîíòèíóàëíèõ ìîäåëà çà îâó ñâðõó. Óêàçàíî jå

íà çíà÷àj ïîñòîjà»à äèñêðåòíèõ ìîäåëà áåç êîjèõ ñå äàíàñ íå ìîæå çàìèñëèòè ïðî-

jåêòîâà»å ðàçëè÷èòèõ èíæå»åðñêèõ îájåêàòà êîjè ñó ñëîæåíîã îáëèêà è âåîìà ÷åñòî

èçðà¢åíè îä íîâèõ âðñòà ìàòåðèjàëà. Ó äðóãîì ïîãëàâ§ó jå äàò äåòà§àí ïðèêàç

ïîñòîjå£èõ âàðèjàíòè ìåòîäà êðóòèõ ñåãìåíàòà óç êðèòè÷êè îñâðò íà ñâàêó îä ïîìå-

íóòèõ âàðèjàíòè. Äà§à ðàçìàòðà»à ó ðàäó ñå ìîãó ïîäåëèòè íà òðè ãëàâíå öåëèíå.

Ïðâà, êîjà ñàäðæè ïîãëàâ§à îä òðå£åã äî ïåòîã, ïðåäñòàâ§à èäåjíó îñíîâó ÷è-

òàâå äèñåðòàöèjå. Ó òðå£åì ïîãëàâ§ó jå îïèñàí íà÷èí äèñêðåòèçàöèjå íåõîìîãåíîã

åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã ïîïðå÷íîã ïðåñåêà êîjè jå êàñíèjå êîðèø£åí ó ðàäó.

Ãëàâíè äîïðèíîñ ó îâîj äèñåðòàöèjè äàò jå ó ÷åòâðòîì ïîãëàâ§ó, ãäå ñó ôîðìèðàíå

äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à êðóòèõ ñåãìåíàòà. Èàêî ó äîñòóïíîj ëèòåðàòóðè

ïîñòîjå äîáðî ðàçâèjåíå ìåòîäå çà àíàëèçó êðåòà»à ñèñòåìà êðóòèõ òåëà óç êîðè-

ø£å»å ðåëàòèâíèõ êîîðäèíàòà (ðåëàòèâíà çãëîáíà ïîìåðà»à) îâäå jå èíñèñòèðàíî

íà óïîòðåáè àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà èçàáðàíèõ òà÷àêà êðóòèõ ñåãìåíàòà ó îäíîñó íà

èíåðöèjàëíè êîîðäèíàòíè ñèñòåì ïðè àíàëèçè. Ðàçëîã çà òî jå øòî ñå ðåëàòèâíå êîîð-

äèíàòå íàj÷åø£å êîðèñòå çà àíàëèçó êðåòà»à ðîáîòà, ïà ñó è ñàìè àëãîðèòìè ïðèëà-

ãî¢åíè ñèñòåìèìà ñà ìàëèì áðîjåì ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à. Îâå ìåòîäå äàjó îäëè÷íå

ðåçóëòàòå ïðè àíàëèçè è ñèíòåçè êðåòà»à ðîáîòà, jåð ñå äèðåêòíî ìîæå óïðàâ§àòè

ðåëàòèâíèì çãëîáíèì ïîìåðà»èìà. Ìå¢óòèì, îâäå jå ÷åñòî ïîòðåáíî êîðèñòèòè âå£è

áðîj êðóòèõ ñåãìåíàòà êàêî áè ñå ïîñòèãëà æå§åíà òà÷íîñò. Ó òîì ñëó÷àjó, àëãî-

ðèòìè êîjè êîðèñòå ðåëàòèâíå êîîðäèíàòå ïîñòàjó íóìåðè÷êè íååôèêàñíè. Çàòî ñó

îâäå êîðèø£å»å àïñîëóòíå êîîðäèíàòå. Íàjïðå jå àíàëèçîì åëàñòè÷íîã ñåãìåíòà
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øòàïà êîíñòàíòíèõ ïàðàìåòàðà óî÷åíî äà ñå jàâ§à âå£è áðîj àïñîëóòíèõ êîîðäèíàòà

ó îäíîñó íà áðîj ñòåïåíè ñëîáîäå êðåòà»à ñèñòåìà. Çàòî ñó ó ïðâîì êîðàêó èñêîðè-

ø£åíå Ëàãðàíæåâå jåäíà÷èíå ñà ìíîæèòå§èìà âåçà. Åëèìèíàöèjîì ìíîæèòå§à âåçà

óêëî»åíå ñó è çàâèñíå êîîðäèíàòå, ïà ñå äà§å ôîðìèðà»å äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà-

÷èíà êðåòà»à øòàïà ïðîìåí§èâèõ ïàðàìåòàðà ñâîäè íà êîðèø£å»å Ëàãðàíæåâèõ

jåäíà÷èíà äðóãå âðñòå. Äîáèjåíå ñó äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå ó âåêòîðñêîì îáëèêó,

ïðè ÷åìó åêñïëèöèòíî èçðàæåíå ìàòðèöå èçâåäåíå çà îïøòè áðîj êðóòèõ ñåãìåíàòà

äîïðèíîñå çíà÷àjíîì ïîâå£à»ó íóìåðè÷êå åôèêàñíîñòè ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà. Äè-

ôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå êðåòà»à ñó ôîðìèðàíå çà ñëó÷àj ïðîñòîðíèõ äåôîðìàöèjà

àêñèjàëíî ïðèòèñíóòîã øòàïà. Ìå¢óòèì, ñâî¢å»åì ñà îïøòåã íà ïîñåáíå ñëó÷àjåâå

äåôîðìàöèjà ìîæå ñå ëàêî äî£è äî äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êðåòà»à ïðè ñâà-

êîj äåôîðìàöèjè ïîjåäèíà÷íî. Îäãîâàðàjó£èì èçáîðîì êðóòîñòè îïðóãà åëàñòè÷íî

îñëî»åíîã øòàïà ó îïøòåì ñëó÷àjó ìîãó ñå îáåçáåäèòè ðàçëè÷èòè êîíòóðíè óñëîâè

íà åôèêàñàí íà÷èí. Ó ïåòîì ïîãëàâ§ó jå, ïîðåä èçâî¢å»à îïøòå ôðåêâåíòíå jåäíà-

÷èíå, ó íóìåðè÷êèì ïðèìåðèìà àêöåíàò ñòàâ§åí íà ïðîâåðó ðåçóëòàòà îñòâàðåíèõ

êîðèø£å»åì ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà êðîç ïîðå¢å»å ñà ðåçóëòàòèìà äîñòóïíèì ó ëèòå-

ðàòóðè. Íàjïðå jå åôèêàñíîñò ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà ïðîâåðåíà çà ñëó÷àj õîìîãåíîã

åëàñòè÷íîã øòàïà êîíñòàíòíîã ïðåñåêà êîjè îñöèëójå ó ðàâíè ïðè ðàçëè÷èòèì êîí-

òóðíèì óñëîâèìà. Ïîêàçàíî jå äà ñà ïîâå£à»åì áðîjà êðóòèõ ñåãìåíàòà âðåäíîñòè

êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à, êàî è ôðåêâåíöèjå ñëîáîäíèõ îñöèëàöèjà è »èìà îäãîâà-

ðàjó£è ãëàâíè îáëèöè îñöèëîâà»à âåîìà áðçî êîíâåðãèðàjó êà òà÷íèì âðåäíîñòèìà

êîjå ñó äîáèjåíå ðåøàâà»åì ïàðöèjàëíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà êîíòèíóàëíîã

ìîäåëà. Ïîòîì jå åôèêàñíîñò ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà ïðîâåðåíà è çà ñëó÷àj øòà-

ïîâà ñà çíàòíî ñëîæåíèjèì çàêîíèìa ïðîìåíå ïàðàìåòàðà äóæ øòàïà. Ó ñâàêîì îä

ïðèêàçàíèõ íóìåðè÷êèõ ïðèìåðà jå äåî äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà óïîðå¢åí ñà äîñòóïíèì

ðåçóëòàòèìà ó ëèòåðàòóðè. Ïîêàçàíî jå äà ñå ïðè êîðèø£å»ó ðåëàòèâíî ìàëîã áðîjà

êðóòèõ ñåãìåíàòà (íïð. k · n = 40) ìîãó äîáèòè ðåçóëòàòè êîjè ñå îäëè÷íî ñëàæó ñà

äîñòóïíèì ðåçóëòàòèìà ó ëèòåðàòóðè. Øòàâèøå, ó ïðèìåðó 5.4.6 çà ñëó÷àj øòàïà ñà

ñòåïåíàñòîì ïðîìåíîì ïîïðå÷íîã ïðåñåêà èçâðøåíî jå ïîðå¢å»å äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà

ñà ðåçóëòàòèì HBM-à êîjè ñïàäà ó ãðóïó ìåòîäà êðóòèõ ñåãìåíàòà. Äîáèjåíè ðåçóë-

òàòè ñå îäëè÷íî ñëàæó ñà ðåçóëòàòèìà îâå ìåòîäå. Ïîðåä òîãà, òðåáà èñòà£è è äà ñå

ó ïðåäëîæåíîì ïðèñòóïó ìîãó ìíîãî åôèêàñíèjå óâåñòè ðàçëè÷èòè êîíòóðíè óñëîâè

ó îäíîñó íà HBM. Ó òó ñâðõó jå îâäå äîâî§íî çàäàòè êðóòîñò îïðóãà ïîñòàâ§åíèõ
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íà êðàjåâèìà øòàïà, äîê ñå êîä HBM-a êðóòîñòè îâèõ îïðóãà îäðå¢ójó íà îñíîâó

åêâèâàëåíöèjå óâåäåíîã ìîäåëà ñà ìåòîäîì êîíà÷íèõ ðàçëèêà, øòî äîäàòíî êîìïëè-

êójå ïðèìåíó êîä ðàçëè÷èòèõ êîíòóðíèõ óñëîâà. Ó íóìåðè÷êèì ïðèìåðèìà jå òàêî¢å

ïîêàçàíî äà ñå çàõâà§ójó£è íóìåðè÷êîj åôèêàñíîñòè ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà ìîæå

óñïåøíî èçâîäèòè è êâàëèòàòèâíà àíàëèçà óòèöàjà ðàçëè÷èòèõ ïàðàìåòàðà øòàïà íà

ìîäàëíå êàðàêòåðèñòèêå è âðåäíîñò êðèòè÷íå ñèëå èçâèjà»à. Ãëàâíè ðåçóëòàòè èç

îâîã äåëà äèñåðòàöèjå èçëîæåíè ñó ó ðåôåðåíöàìà [98, 99] íà ìå¢óíàðîäíèì êîíôå-

ðåíöèjàìà, êàî è ó ðåôåðåíöàìà [100�102] ó ìå¢óíàðîäíèì ÷àñîïèñèìà.

Äðóãó öåëèíó ó îâîj äèñåðòàöèjè ÷èíè øåñòî ïîãëàâ§å êîjå jå ïîñâå£åíî ïðèìåíè

ïðåäëîæåíå âàðèjàíòå ìåòîäà êðóòèõ ñåãìåíàòà ó îáëèêó òçâ. êâàçè-êðóòîã ìîäåëà

çà àíàëèçó ðàâàíñêèõ ãèïêèõ ìåõàíèçàìà. Îâäå jå èäåjà î äèñêðåòèçàöèjè åëàñòè÷-

íîã øòàïà ïðèìå»åíà çà äèñêðåòèçàöèjó ãèïêîã çãëîáà ó ðàâíè, ïðè ÷åìó ñå ìàñà

çãëîáà çàíåìàðójå çáîã ìàëèõ äèìåíçèjà çãëîáà ó îäíîñó íà îñòàëå åëåìåíòå îâèõ

ìåõàíèçàìà. Ïîðåä òîãà, èçìå»åí jå è íà÷èí îäðå¢èâà»à êðóòîñòè îïðóãà ó ïðåäëî-

æåíîì êâàçè-êðóòîì ìîäåëó ãèïêîã çãëîáà ó îäíîñó íà ïðâó öåëèíó ó äèñåðòàöèjè.

Äèìåíçèjå ïîïðå÷íîã ïðåñåêà îâèõ çãëîáîâà ñó ÷åñòî çíà÷àjíå ó îäíîñó íà äóæèíó

çãëîáà, ïà jå ïî ïîòðåáè óê§ó÷åí è óòèöàj ñìèöà»à íà êðóòîñòè óâåäåíèõ îïðóãà.

Ïîøòî ñå ìàñà çãëîáà çàíåìàðójå, êîåôèöèjåíòè åëàñòè÷íîñòè ïîòðåáíè çà îäðå¢è-

âà»å êðóòîñòè îïðóãà ñå îäðå¢ójó çà òà÷àí îáëèê çãëîáà. Ó äîñòóïíîj ëèòåðàòóðè

ïîñòîjå ðàçëè÷èòè ïðèñòóïè çà øòî ïðåöèçíèjå îäðå¢èâà»å îâèõ êðóòîñòè. Îâäå ñó

èçâåäåíå êðóòîñòè îïðóãà ïðèáëèæíîã ìîäåëà ó ñèìáîëè÷êîj ôîðìè, êàî ôóíêöèjà

êîåôèöèjåíàòà åëàñòè÷íîñòè. Òèìå ñå îòâàðà ïóò çà êîðèø£å»å è íîâèõ, òà÷íèjèõ

êîåôèöèjåíàòà åëàñòè÷íîñòè îâèõ çãëîáîâà, êîjè áè ñå åâåíòóàëíî ïîjàâèëè ó ëèòåðà-

òóðè óáóäó£å. Ôîðìèðàí jå îïøòè àëãîðèòàì çà àíàëèçó ãèïêèõ ìåõàíèçàìà êîjè ñå

ñàñòîjå îä êðóòèõ ÷ëàíîâà êîjè ñó ìå¢óñîáíî ðåäíî ïîâåçàíè ãèïêèì çãëîáîâèìà. Çà

îïèñ êðåòà»à ãèïêîã ìåõàíèçìà òàêî¢å ñó êîðèø£åíå àïñîëóòíå êîîðäèíàòå êîjå ñå

ñàñòîjå îä êîîðäèíàòà ïðîèçâî§íî èçàáðàíèõ òà÷àêà êðóòèõ ÷ëàíîâà ìåõàíèçìà, êàî

è óãëà îðèjåíòàöèjå êðóòèõ ÷ëàíîâà ó îäíîñó íà x îñó. Ïîøòî ñå áðîj ñòåïåíè ñëîáîäå

êðåòà»à ìåõàíèçìà óâåê ïîêëàïà ñà áðîjåì êîðèø£åíèõ êîîðäèíàòà êîä ðàçìàòðà-

íîã ðàâàíñêîã ìåõàíèçìà, íåìà ïîòðåáå çà êîðèø£å»åì ïðåêîáðîjíèõ êîîðäèíàòà,

ïà jå ôîðìèðà»å äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà jåäíîñòàâíî. Ó íóìåðè÷êîì ïðèìåðó

jå ïîêàçàíî äîáðî ñëàãà»å ðåçóëòàòà ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà è ìåòîäà äîñòóïíèõ ó

ëèòåðàòóðè ïðè àíàëèçè ïîìåðà»à èçàáðàíå òà÷êå ãèïêîã ìåõàíèçìà. Òàêî¢å, ïðè
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àíàëèçè ñëîáîäíèõ îñöèëàöèjà îâîã ìåõàíèçìà jå óî÷åíî äà òà÷íîñò îäðå¢èâà»à êîå-

ôèöèjåíòà åëàñòè÷íîñòè çíàòíî óòè÷å íà âðåäíîñò ôðåêâåíöèjà. Ãëàâíè ðåçóëòàòè èç

îâîã äåëà äèñåðòàöèjå èçëîæåíè ñó ó ðåôåðåíöè [103] íà ìå¢óíàðîäíîj êîíôåðåíöèjè.

Òðå£ó öåëèíó îâå äèñåðòàöèjå ÷èíè ñåäìî ïîãëàâ§å ó êîjåì jå ðàçìàòðàí ïðèáëè-

æíè ìîäåë õîìîãåíîã åëàñòè÷íîã øòàïà ïðîìåí§èâîã ïðåñåêà êîjè ñå îáð£å îêî íåïî-

ìè÷íå îñå. Îâäå jå èñêîðèø£åí íà÷èí äèñêðåòèçàöèjå åëàñòè÷íîã øòàïà ïðåäëîæåí ó

ïðâîj öåëèíè äèñåðòàöèjå, ïðè ÷åìó ñó óçåòå ó îáçèð ñàìî äåôîðìàöèjå ó ðàâíè îáð-

òà»à øòàïà. Ðàçìàòðà»èìà ñó îáóõâà£åíè øòàïîâè ñà ïðîìåí§èâèì ïàðàìåòðèìà

ïîïðå÷íîã ïðåñåêà ïðè ìàëèì äåôîðìàöèjàìà øòàïà. Ñëè÷íî êàî è ó ïðåòõîäíîj

öåëèíè, íè îâäå íèjå áèëî ïîòðåáå çà êîðèø£å»åì ïðåêîáðîjíèõ êîîðäèíàòà, ïà jå

êðåòà»å ðàçìàòðàíîã ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà îïèñàíî Ëàãðàíæåâèì jåäíà÷èíàìà

äðóãå âðñòå. Ó ôîðìèðàíèì äèôåðåíöèjàëíèì jåäíà÷èíàìà êðåòà»à ñó ñå ïîjàâèëè

÷ëàíîâè êîjè óêàçójó íà óòèöàj èíåðöèjàëíèõ ñèëà íà êðóòå ñåãìåíòå òîêîì ðîòàöèjå

øòàïà. Óî÷åíî jå äà ïðåäëîæåíè ìåòîä äèñêðåòèçàöèjå è îïèñà êðåòà»à äîáèjåíîã

ñèñòåìà êðóòèõ ñåãìåíàòà èìà îäðå¢åíå íåäîñòàòêå. Íàèìå, íàêîí ïîðàñòà óãàîíå

áðçèíå ïðåêî îäðå¢åíå êðèòè÷íå âðåäíîñòè, äåôîðìàöèjå øòàïà ïîñòàjó âåëèêå, ïà

ïðåòïîñòàâêà î ìàëèì äåôîðìàöèjàìà êîðèø£åíà ó îâîì ðàäó âèøå íå âàæè. Òàäà

äîáèjåíè ðåçóëòàòè äèâåðãèðàjó è íå îïèñójó ðåàëíî ïîíàøà»å âðõà øòàïà òîêîì

êðåòà»à. Çàòî jå ïîòðåáíî ïðå èíòåãðàöèjå äîáèjåíèõ äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà

êðåòà»à ïðîâåðèòè âðåäíîñò êðèòè÷íå óãàîíå áðçèíå îáðòà»à øòàïà, óïîðåäèòè jå

ñà ðåàëíèì óãàîíèì áðçèíàìà êîjå ñå jàâ§àjó ó çàäàòîì ñèñòåìó, è òåê íàêîí òîãà äî-

íåòè îäëóêó äà ëè ñå ïðåäëîæåíè ïðèñòóï ìîæå êîðèñòèòè çà àíàëèçó. Àêî jå ðåàëíà

óãàîíà áðçèíà ñèñòåìà ìà»à îä êðèòè÷íå âðåäíîñòè, ïðåäëîæåíè ïðèñòóï ñå ìîæå

êîðèñòèòè çà àíàëèçó ïîíàøà»à âðõà øòàïà òîêîì îáðòà»à. Ó íóìåðè÷êîì ïðèìåðó

jå èçâðøåíî ïîðå¢å»å äîáèjåíèõ ðåçóëòàòà ñà îäãîâàðàjó£èì ëèíåàðíèì ìîäåëèìà ó

ëèòåðàòóðè. Ïîêàçàëî ñå äà ñå äîáèjåíè ðåçóëòàòè îäëè÷íî ñëàæó ñà ðåçóëòàòèìà

äðóãèõ ëèíåàðíèõ ìîäåëà. Êàðàêòåðèñòè÷íî çà ëèíåàðíå ìîäåëå jå äà ñå êîä »èõ

óî÷àâà òçâ. åôåêàò îìåêøàâà»à, jåð ñå ó ìàòðèöè êðóòîñòè ïîjàâ§ójó ÷ëàíîâè êîjè

ñàäðæå èíòåíçèòåò óãàîíå áðçèíå ñà íåãàòèâíèì ïðåäçíàêîì. Òàêî ñà ïîâå£à»åì óãà-

îíå áðçèíå äîëàçè äî ñìà»å»à ïîjåäèíèõ ÷ëàíîâà ìàòðèöå êðóòîñòè. Ìå¢óòèì, êîä

íåëèíåàðíèõ ìîäåëà ñå jàâ§à è äîäàòíè ÷ëàí, êîjè òàêî¢å ñàäðæè èíòåíçèòåò óãàîíå

áðçèíå àëè ñà ïîçèòèâíèì ïðåäçíàêîì è ïî èíòåíçèòåòó jå âå£è îä ïðåòõîäíî ïîìå-

íóòîã ÷ëàíà ñà íåãàòèâíèì ïðåäçíàêîì. Çàòî ñà ïîâå£à»åì âðåäíîñòè óãàîíå áðçèíå
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îáðòà»à øòàïà äîëàçè è äî ïîâå£à»à âðåäíîñòè ÷ëàíîâà ìàòðèöå êðóòîñòè. Çàòî ñå

îâà ïîjàâà íàçèâà åôåêàò äèíàìè÷êîã î÷âðø£àâà»à è óìíîãîìå äîïðèíîñè ïîâå£à»ó

ñòàáèëíîñòè òàêâèõ ìåòîäà. Ðåçóëòàòè êîjè ñó äîáèjåíè ó îâîì äåëó äèñåðòàöèjå

ñàîïøòåíè ñó íà ìå¢óíàðîäíîì ñêóïó ó ðåôåðåíöè [104].

Íà îñíîâó ñâåãà øòî jå ïðèêàçàíî ó îâîj äèñåðòàöèjè ìîæå ñå íåäâîñìèñëåíî çà-

ê§ó÷èòè äà jå ïðåäëîæåíîì âàðèjàíòîì ìåòîäå êðóòèõ ñåãìåíàòà ìîãó£å èçâîäèòè

ñòàòè÷êó è äèíàìè÷êó àíàëèçó øòàïîâà ñà ïðîìåí§èâèì ïàðàìåòðèìà. Ïîñòèãíóòà

íóìåðè÷êà åôèêàñíîñò ìåòîäà íå çàâèñè îä çàêîíà ïðîìåíå ïàðàìåòàðà øòàïà, øòî

íèjå ñëó÷àj êîä êîíòèíóàëíèõ ìîäåëà. Êîðèñòå£è ïðåäëîæåíè ïðèñòóï ìîãó£å jå

ôîðìèðàòè óíèâåðçàëàí àëãîðèòàì çà àíàëèçó îâèõ øòàïîâà êîjè ñå ìîæå ëàêî ïðî-

ãðàìèðàòè ó ðàçëè÷èòèì ñîôòâåðñêèì ïàêåòèìà (íïð. Matlab, Mathematica, Python,

Mathcad, èòä). Êðîç ïîðå¢å»à ðåçóëòàòà ó íóìåðè÷êèì ïðèìåðèìà jå ïîêàçàíî äà ñó

ðåçóëòàòè îâîã ïðèñòóïà âåîìà áëèñêè ðåçóëòàòèìà îñòàëèõ âàðèjàíòè ìåòîäà êðóòèõ

ñåãìåíàòà êàî è ìåòîäà êîíà÷íèõ åëåìåíàòà.

Èñòðàæèâà»à êîjà ñó ïðàòèëà îâó äèñåðòàöèjó óêàçójó íà ìîãó£íîñòè óíàïðå¢å»à

ïðåäëîæåíîã ïðèñòóïà è øèðå»å »åãîâå ïðèìåíå çà àíàëèçó ðàçëè÷èòèõ òåõíè÷êèõ

îájåêàòà. Óç jåäíîñòàâíå ìîäèôèêàöèjå ïðèñòóïà ìîãó£å jå àíàëèçèðàòè øòàïîâå ñà

ïóêîòèíàìà, êàî è øòàïîâå ïîòîï§åíå ó òå÷íîñò. Èñòî òàêî, ìîãó£å jå ðàçëè÷èòèì

ìåòîäàìà âðøèòè îïòèìèçàöèjó ïàðàìåòàðà øòàïà ïðè çàäàòèì ïðîjåêòíèì îãðàíè-

÷å»èìà êàêî áè ñå äîáèî øòàï æå§åíèõ ìîäàëíèõ êàðàêòåðèñòèêà èëè æå§åíå îò-

ïîðíîñòè íà èçâèjà»å. Óç äîäàòíå íàïîðå jå ìîãó£å ïðåäëîæåíè ïðèñòóï ïðîøèðèòè

è ïðèìåíèòè çà àíàëèçó îájåêàòà êîjè ñå ñàñòîjå îä âèøå øòàïîâà êîjè ñó ïîâåçàíè ó

jåäíó ôóíêöèîíàëíó öåëèíó (íïð. ðàâàíñêè è ïðîñòîðíè ðàìîâè, ðåøåòêàñòè íîñà÷è,

èòä.). Êîä ãèïêèõ ìåõàíèçàìà jå ìîãó£å ïðîøèðèòè èçëîæåíè ïðèñòóï è íà ñëó÷àj

ðàçãðàíàòèõ êèíåìàòè÷êèõ ñòðóêòóðà, ÷èìå áè áèî îáóõâà£åí çíàòíî âå£è áðîj îâèõ

ìåõàíèçàìà. Òàêî¢å, áèëî áè èíòåðåñàíòíî ïðèìåíèòè íåêó îä ìåòîäà îïòèìèçàöèjå

íà îâå ìîäåëå, êàêî áè ñå îïòèìèçàöèjîì ïàðàìåòàðà ãèïêèõ çãëîáîâà óç îäðå¢åíà

òåõíîëîøêà îãðàíè÷å»à äîøëî äî æå§åíèõ ïîìåðà»à çàäàòèõ òà÷àêà íà ìåõàíèçìó.

Íà êðàjó, êîä ìîäåëà åëàñòè÷íîã øòàïà êîjè ñå îáð£å îêî íåïîìè÷íå îñå ó îáëèêó

êðóòèõ ñåãìåíàòà jå ïîòðåáíî ó áóäó£èì èñòðàæèâà»èìà äî£è äî ìîäåëà êîjè óçèìà

ó îáçèð è âåëèêå äåôîðìàöèjå. Òèìå áè ñå íàïðàâèî âåëèêè èñêîðàê ó ïðèìåíè îâå

ãðóïå ìåòîäà çà àíàëèçó ðîòàöèîíèõ åëàñòè÷íèõ øòàïîâà. Âå£ ïîñòîjå£à íóìåðè÷êà

åôèêàñíîñò îâîã ïðèñòóïà áè îâäå äîáèëà íà çíà÷àjó, jåð áè áèëî ìîãó£å êîðèñòèòè
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îâå ìîäåëå è ïðè ïðîjåêòîâà»ó óïðàâ§à»à äåôîðìàöèjàìà øòàïà.
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