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IIpersies ciimka u gujarpama

Ilpernen cauka m mujarpama

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

3.1

5.1

[Tojam 311py2KeHe pacriojesie BepoBaTHoha - hpeKBeHIINja 110jaB/bUBakba, JI0ra-
haja, mpeysero u3 [247]. (a) [anroHoBa cryauja Bese u3mely BuCHHE poguTEbA
u ojpaciie jierie u3 1886. roj. (6) Ilpukas pacnomese aprusbepujckux rahama,

Necwumop dwamon, 1858. rog.

Yrumaj 1uMeHsnje Mojesia 3a Mpelo3HaBame Ha MOTYNHOCT reHepaIn3allije.

Jecno, niycrpanuja VC nuMeH3uje opujeHTUCAHUX NIPpaBUX y paBHu, h = 3. .

Cemnexrja onrrumasiHor Mojesia. (a) BepomoctojHocTn Mojierna pasnuanre -
MEH3Hje, Y 3aBUCHOCTH O] PA3HOBPCHOCTH PeaJim3aliija CKyIoBa 3a 00yKy Koje
TaKBU MOJIeH (Xurorese) MOry ja redepuiry. OnruMasiHa celeKiuja mojpa-
3yMeBa M300p HajBEPOJIOCTOJHUjEr MOJIejia 3a OICEPBUPAHU CKYII II0jlaTaKa,
IO/T YCJIOBOM JIa je MOjaB/bUBabe CBUX MOJIesIa Mo/(jeIHaKo BepoBaTHO. (6) Pe-
nykiuja weogpehenoctn o KoHdwuryparmjn Mojesa (BpeJHOCTH HapaMeTpa)

KOja je TeHepucaJia I0JiaTKe.

Ocer/buBOCT MOJIA3HOT TIpobIeMa f n ajropuTMa f HaAMEEHOT HEerOBOM pPe-
IaBamy Ha IPOMEHJBUB KapakTep yiaasHux Bennunna . Oanoc msmelhy ycito-
BJBEHOCTH IpoOJIeMa U CTaOMIHOCTH aJlOPUTMa je JeTa/bHUje PasMOTPEH Y

TEKCTY. .

[Iporec KoHCTpPYKIMje MoJIesia y KOHTEKCTY Mperno3HaBamba 00JIMKa, 110 y30py
Ha [29]. Uszasajame obesiexkja, OJHOCHO ,IPO30P” KPO3 KOjU Ce HOCMaTpa Mo-
jaBa, 3aBHUCH 0] YCBOjeHE XHUIIOTE3€ MOJEJI0Bama U 110 MOTPedn ce KOpUryje
3aje/IHO ca KOPHUIMNEeHNM MOJIeJIOM 3a aHamu3y ([Iperno3HaBakbe), a Ha OCHOBY
[OBpaTHE CIIpere Koja MOYMBa HA OIEHN KBAaJINTETa IIPEIo3HaBamba (pe3yirara

aHaJIn3e).

CrarucTuyku Mojesn Ha 0a3um KOHaUHMX cMmernta. Vaycrparuja Kiacuduka-
Topa ca MozesuMa [aycoBux cmera y jiBe qumensuje. (a) Faycosa cmerna ca
HEKOJIMKO KoMIoHeHTH. (6) Pernonu ojyryunBama y mpocropy obesiexja, ueru

JIOMEH Kao 1o (a).

JlekoMrio3uinja MMpupojiHe CAUKe Ha Tajacuhe y oproronaHoj Daubechies-
4 6a3u. Maym 6poj HenynTUX KoedwuIMjeHaTa yKa3yje HA PETKY CTPYKTYPY

CHUTI'HaJIa.
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1 VYBoaHa pa3marpama

[Torpeba mbyau 18 cTBOPE XKUBOTHU aMOUjeHT KOju he mpy2KaTh aJleKBaTHUje U MOBOJbHI]jE
yCJIOBE 3a bUXOB OIICTaHAK O/IYBEK je BOJMJIA IIPOIEC Pa3BOja JbYJACKUX Ca3Hama O IIPUPO/IN
CTBapM KOje MX OKPYXKY]y. ¥ OCHOBM OBHX HACTOjalba je M YOBEKOBA YHYTpPAIllha Kesba
Jla TIOKYIIIa Jla OJTIOBOPH Ha IMUTamba COICTBEHOI IMOPEKJa, MHOMOOPOJHUX M300pa Koju ce
IpeJl hera TMOoCTaB/bhajy W KapaKTepa MCXOJa OJiroBapajyhmx o/jIyKa KojuMa MOXKe Jia ce
Hama. PasymeBame mporeca JbYJICKOT MUIIbEHA, HETOBUX OCOOEHOCTH W MOTEHIIHjAJTHUX
OrpaHNYekha jeCTe HeM30CTaBaH KOPaK y JaBamby MOTIYHI)UX O/ITOBOPa Ha TIOMEHYTa TATAA.
Cymrruacko pa3ymeBare OBUX T0jaBa oMoryhuio 6u ja ce ojipejie MOTeHIInja Hu HeJI0CTAIT
ca3HajHOTI IIpoIleca W Ha Taj HAUMH 00e30e/11 OlCTaHaK M JaJbl HAIIPEIaK YOBEYAHCTBA, & Ca
JIpyTe CTPaHe Jia ce IPOHUKHE Y IPUPOJLY OJHOCA KOJU CTBapajy CBET Y KOMe YOBEK eTr3UCTUpa

KaO IberoB caCTaBHHU €JICMCEHT.

[IpeBazunazkeme ca3zHajHIUX OrpaHUYerhba KOja IMPOUCTUIY U3 HECABPIIEHOCTU OBEKOBUX
qyJia JbyJIUMa je OJIABHO OMOTYNMJIO j1a JIOHEKJIe yIPaB/bajy MPUPOIHUM IIPOIECHMa U Ca
cOoDOM JIOHEJIO Pa3HOBPCHE BEIITUHE CaJIpzKaHe y OPOjHUM TEeXHUYKUM JIOCTUTHYyNUMa caBpe-
MeHor j06a. OHO MITO UM je 3aje/IHUYKO jecTe CIIOCOOHOCT ODIMKOBAabA U yIIPaB/batha CTBAP-
Homhy Kpo3 Kopuliihemne nH@OopMaliija Koje Mpou3uia3e U3 CKPUBEHNX 3aKOHA MPUPOJIHUAX
nojaBa. Ta crmocobHOCT, KOjJy MOXKJa MOYKEMO HA3BATH WHTEJIMTE€HIIMjOM, jeCTe CBOJCTBEHA
CBUM »KUBHUM OumhmMa u ImokasaJjia ce YCIeITHOM y IIpeBas3u/iaKemy MHOIMX M3a30Ba Ha KOje

CBaKO/IHCBHO HaulJia3e.

Texnnuke cucreMe Koju mocemayjy HeKe 0] OBUX KapaKTEPUCTHKA YECTO O3HAYaBaMO Kao
BellITayka MHTenrenuja. Miean creapama Hedyera ca KapaKTepUCTUKaMa 3a Koje ce Bepyje
Jla Cy CBOjCTBEHE CAMO HYOBEKY, Kao IITO jeé CAMOCBECT, IPEJICTaB/bajI0 OU MPEKPETHUILY Yy
pasyMeBamby JbYJICKOT MUILbEIba, YUMe OM BePOBATHO OMO OTBOPEH IIYT Ka IOTIIYHOM pa3y-
MeBaby IIPUPOTHUX TI0jaBa KPO3 CAMOU3Ipaiby MHTEJUTeHTHUX cucreMa. Jla jm je oBakas
dyrypuctuuku ciieji jorahaja ocTBapuB u KOJIMKKM Ou OUO FH-ErOB 3HAYaj 38 Y0BEKA jeCy OTBO-

peHa nuTama Ha Koje he BpeMe MOHYIUTH ojroBapajyhe ojrosope.

[IpenosnaBarbe 06/MKa, Kao je/iHa OJ1 JUCIUAILINHA KOje CYy YCMepeHe Ha PellaBaibe oMe-
HYyTHX U3a30Ba, IMa 3a b Jia [OHY/IH ojipehena objalmerha 3a HeKe 0/ HauuHa Ha Koje ce
HPUKYILJbEHE HH(OPMaIje O Pa3/jmIuTUM MaHudecTanujaMa IPUPOJIHUX T0jaBa IPEBOJIE Y
yKU CKyll uHMOpMaIiija JTUCKPUMIHATHBHOT KapaKTepa, a Koje Cy Y 3aBUCHOCTU O] YCBOje-
HOT' KPUTEPUjyMa 0] TTOCEOHOT MHTEPECa 3a Pa3yMeBarbe U YIIPaB/bahe OJpPeheHOM 10jaBOM.
Y Mmepu y Kojoj je To Moryhe, oBakBa pelema Hajla3e PA3HOBPCHE IPUMEHE, 0JI OHUX KOje
Cy CJMYHE TpOoIecHMa IIpero3HaBaiba IMPUCYTHUM y »KUBUM OuhuMa, /10 IPUMEHa Koje Cy
NPUCYTHE y TOTIIYHO HOBUM JIOMEHHMa KOjU CY MCKJbYYHUBO PE3YJATAT JbYJICKE JIeJTaTHOCTH.

BbuxoBa ycnermaoct y ojpeheHnM acnekTuMa BPJIO YECTO IMPEBa3MIa3U YOBEKOBE CIIOCO0-
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HOCTH, ITO WX 0e3 CyMibe YMHUW OJJINYHAM ajlaTUMa U CBe MPUCYTHUJUM Y Pas3IHIATAM
obnactuma. MehyTum, y OpojHEM cirydajeBUMa OBAKBH CUCTEMH 3a0CTajy 3a IMPUPOIHUM
pelennMa y OJIHOCY Ha PA3/IMYUTe KPUTEPHUjyMe, a IIpe CBera y MOTJIe/ly TAYHOCTU U CJI0ZKe-
HocTu. [JIaBHM M3a30B 4UMjeM pelaBarby CUCTEMHU 3a ITPENO3HABAILe TEXKE jeCcTe ONMTHUMAJIHO
OJIITyIMBar-€ Ha OCHOBY NPUKYIJbeHUX omncepBanmja. [Ipm Tome ce Hamehe nurame 3amro ce
MPUJINKOM TIPENO3HABAIbA Y OMIITEM CJIy4ajy He OMCMO OCJIOHUIN CaMO Ha IIPUPOJHE 3aKOHEe
KOjU 3aCUTYPHO IIPY2Kajy aJeKBaTHO pa3jallliberhe Y CBUM IIOMEHYTHM CJIy4dajeBUMa, OJIHOCHO
oJlakyie ToTpeba 3a MOCeOHMM IPHUCTYIOM KOJU Ce 3acCHUBa Ha pa3MaTpamy NMPUKYIJbEHUX
oricepBalja u GhopMHupamby HAMEHCKUX MOJIe/a 3a Mperno3HaBambe win oryanBame. Omaro-
BOD je je/IHoCTaBaH M CACTOjU Ce y HEeMO3HaBaIby HJIM HEJOBOJLHOM TO3HABAILY CKPUBEHHUX
3aKOHA KOjU yIPaB/hajy IPUPOIHUM IIPOIECHMA, a II0JI KOjuMa, [o/ipa3yMeBaMo u mehycobne
peJiaruje u oJlHOCe PA3/JIMYUTUX EHTUTETa KOju He Mopajy outn dpusnykor, Beh Takohe u cum-
OOJIMYKOT WJIN AllCTPAKTHOT KapakTepa. Onucanu IpUCTYI je CIuYaH HAUUHY Ha KOjU Y0BEK

yCcBaja HOBa ca3Hamba, yuehn u3 orcepBalja v npuMepa.

Kao rexnnuka maucruiinna, mpero3HaBame 00/IMKa IMa 38 [UJb 12 OHYIH pa3HOBPCTAH
CKYT ajiaTa 3a KOHCTPYKIIN]Y TEXHUUKNX CHCTEMa HAMEIheHNX JIOHOIIEbY, Y ojipehernom cMu-
CJIy, ONTUMAJIHUX OJIJIyKa, MPU YeMy IPOIeC OJJIydUBarmba MOKe OMTH y Beho] mim Marboj
Mepu ayToMaTu3oBaH. K/bydHM ejleMeHTH 3a KOHCTPYKIIH]y TAKBUX CUCTEMAa Cy CIIOCOOHOCT
edprKacHOT TPUKYIL/balba aJeKBaTHIUX nH(MOpMaIja o oapeheHnM 1mojaBaMa 1 lUXOBOT IIpe-
Bohema y KOPHCHO ca3Hamke O HEKOj IojaBM Wju OOJIMKY o mHTepeca. Puamdka orpaHu-
Yerba KOja BaxKe y CBUM JIOMEHUMA JBYJICKOT JIeJIOBaiba IMOCTaB/bajy yCJIOBE U3BOJ/BUBOCTU
U OBaKBHX cucTeMa, HaMehyhu mpuHIMI MUHMMAJJHOT yTPOIIKA €Hepruje Kao HEOIXOHU
KPUTEPHUjYM U3BO/BUBOCTH, a KOjU ce MaHudecTyje Ha pa3/jnduTe HaduHe Kpo3 epUKACHOCT

IIpero3HaBamba 1 I0CTaB/ba KA0 UMIIEPATUB Y KOHCTPYKIIU)JU UHTEJIUTEHTHUX CUCTEMA.

1.1 IIpeamer ucrpakmBama

Nwmajyhu y Buay yHUBEp3aHU KapakTep IojMa O0JIMKa, Kao HauMHA 38 OIUCUBAILE MH-
dopmarmoHor cajipkaja Koju je mpeMa HEeKOM YCBOjEHOM KPUTEPU)YMY O/ HAPOUIUTOT UHTE-
peca 3a pazyMeBambe ojpehene 1mojaBe, 00J1acT IIpero3HaBama 00/MKa 00yXBaTa, MUPOK CIIEK-
Tap YCKO CHeNHjaJn30BaHNX M0/I001aCTH. YCJIe/l pAa3HOBPCHE TIPUPO/Ie Pa3MaTpPaHUX 00JINKA,
KOjH IIPOUCTUYY U3 MHOIITBA 3aHUM/bUBHUX I10jaBa, IIPOyYaBabe IPUHIIAIIA Ha KOJUMa Ce 3a-
CHI/IBajy CUCTEMU 3a IIPEIIOo3HaBaib€ BPJIO Y€CTO je IIOB€3aHO W Ca JAPpYyruM JUCHUIIJIMHaMa
Koje ce 3acebHO Oase onpehennm pernomernnma. Ca acrekra obpaje U MPEeHOca CUIHAJIA, IIPe-
Mo3HaBarbe 00JIMKa 110/Ipa3yMeBa KapaKTepu3allijy CUrHAJIa KOJU Ce jaB/bajy Y Pa3IuduTuM
CHUCTEMHUMa 3a MPEeHoC 1 0bpajly nHdOpMAaIdja, ayTOMaTH3aIlN]y, aJli U CUCTEMUMa 3a IIpe-
HOC eJIEKTPUYHE eHepruje. ¥ JaHalllhe BpeMe MOCTOju MoTpeda U 3a Mperno3HaBameM 00/1MKa

KOju TIpoucTndy u3 Mehycobne muTepakiifje KOpUCHIKA HABEICHUX TEXHUYKUX CUCTEMa, aJIu



1.1 Ilpeamer ncrpazkuBarba 3

1 WHTEPaKIje J0BeKa ca MallliHaMa Win caMux Mammnaa n3mely cebe. C 003upoM j1a oBa-
KBH TEXHUYKM CHCTEMH IIPOHAJa3e IMPUMEHY y OPOJHUM JBYICKUM JI€JIATHOCTHUMA, MHOIITBO

0bJ/InKa, KOjI/I MOT'Y IIOCTaTHU IIpeAMET MHTEPECOBaba CUCTEMaA 3a IIPCIIO3HABAILE je 3Ha‘{ajaH0.

[IpenosnaBarbe 00IMKA y JIMTUTAJIHUM CUTHAJUMA TOBOPA U CJUKE jeCTe JIeO MCTPAXKU-
Barba oOyxBahenmx cajpxkajem oBe mucepraruje. Mako he y pajy Outm pa3zmarpaHa KOH-
CTPYKIHja Pa3JNINTHX CHCTEeMa 3a Ipelo3HaBarbe, Mmokazahe ce Jia Mmocemyjy 3ajeHudKa
CBOjCTBa KAO IMOCJIE/INIA, YHUBEP3AJTHIX TPUHITUIA Ha KOJUMA MOYUBA]Y CUCTEMU 33 aHAJII3Y
U peHoc nadopmMarmja.

Y yzKeM cMHCIy, HCTpayKnBama CIIPOBEJIEHa Yy OKBUPY OBOI paja obyxsaTajy ompehene
cuenuduIHe acleKTe KOHCTPYKIIMje CUCTeMa 3a IPero3HaBaibe 00JIMKa KOJU Ce 3aCHUBAjy
HA MPUMEHN CTATHCTUYKUX MoJlela Ha 6a3W cMellla U Pa3BOj HOBUX IOCTYIIAKA U METOJA Y

JaTOM KOHTEKCTY.

VY ckiagy ca tuM, y pajy he OuTm pasmarTpaHu U aHAJU3UPAHU OIIITH TPUHITUIN TIPO-
jeKTOBalba CUCTEeMa 3a Ipero3HaBarmbe OOJMKA, KAa0 M BUIIECTPYKE YJIOTe KOBAPHUjaHCHUX
MapTuIa y: npobjeMuMa ONTHUMAJIHE IMPOIEHe ITapaMeTapa, MOJIETOBaby CTPYKType CTa-
TUCTHYKUX KJIacupuKaTopa, ONuCuBamy MHMOOPMAIMOHNX pacTojarma nm3Mely pacrojenra u
KOHCTPYKIIUJU CTPYKTYUPAHUX obesiexKja y OOJIMKY KOBapUjaHCHUX JecKpuiropa. Haj3ma-
YajHUjU JIONPUHOC JTUCEPTaIlje MpejicTaBbalie mpomupuBame mocrojehux Mojesna 3a cra-
THCTUYKO ITPENO3HaBamke 00JIMKa HOBUM MOJIESIOM 32 e(UKACHY allPOKCUMAIIN]y ITapaMerapa
laycoBux cmeria, a Koju ce 3aCHUBa Ha PETKO] PENIpe3eHTAIINj MATPUILA TPEITU3HOCTH, OJTHO-
CHO MHBEP3HUX KOBAPUjAHCHUX MaTPUIA KOJUMA Ce KapaKTePHIIy IojeJIMHaATHe KOMIIOHEHTE
cMmerne. [lopes mperyiesia perema KiracuduKkaTopa 3aCHOBAHUX HA MPUMEHN KOBapUjaHCHUX
JIECKPUTITOPa, Y OKBUPY paja he OWTHU Npe/yloKeHAa W HOBA MPUMeHa Ha JIOMeH JaJbIHCKe
JIETEKITH]eE.

UcrpazkuBarse mocryiaka 3a 00pa/ly U aHajn3y CUrHajia ooyxsaruhe muTame ONTUMAJTHE
penpeseHTalyje Kjrace CUrHaJIa Koja je BPJIo JecTa y IIPUPOJIH, a KOjoj ce MPUIHNCYje CBOjCTBO

peTKe perpe3eHTarmje.

Y pajay he nocebHo 6uTH pazmMaTpaHa yJora KOBapHjaHCHUX MaTPHUIA Kao OCOOEHUX Ma-
TEeMaTUIKAX CTPYKTYypa HPUCYTHUX Y PA3JIUIUTAM IIPoOJeMUMa JeTeKIje CUrHAIA U IIPe-
O3HaBama O0JIMKa, ajId IMPUCYTHUX W KAO KJ/BYIHHX eJleMeHaTa y KOHCTPYKTHUBHHUM pelie-
BUMa pa3InaIuTuX Kjiaacudukaropa. Ilojg Tume ce mojpasyMeBa HBUXOBaA JIBOjaKa yJIora y
orncuBamy (MOJIeJIOBamy) KapaKTepUCTHKa oJroBapajynux Kareropuja win OOJIUKa, Y CMU-
cJIy KapaKTepHu3allije paciojesa oberexKja, ajJi 1 Ha HUBOY arperaiyje odesiexkja y CBOjCTBY
JIeCKpHUITOpa. Y KOHTEKCTY IIpBe IpHMeHe mmoceOHO he OMTH MCTaKHyTa yJIora KoBapHujaH-
cHEX MaTpuiia y ['aycoBum cMmernama, Kao IIpeJIcTaBHUIIMA (PaMIInje CTATUCTHIKAX MOIEIa
3a Mpero3HaBame 00JIMKa 3aCHOBAHUM Ha UJIEjH O AITPOKCUMATHBHOM MO/IE/IOBaIbY YCJIOBHUX

pacIiioaes1a BepOBaTHOha ca koHauHuM cMernama. Ca Apyre crpaHe, yJora KOBapI/IjaHCHI/IX
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MaTpHIla Kao CTPYKTYHPaHHX obesexkja obOJiMKa Omhe pasmaTpanHa Kpo3 aHaIu3y MOJesa
KJIacudpuKaTOpa 3aCHOBAHUX Ha KOPHUIIMNEmYy KOBaphjaHCHUX JECKPHUIITOpa U WHMOPMAaIIo-
HUX PacTojarba Koja IMovYnBajy Ha MaTPUYHUM METPUKaMa U JUBEpreHiiaMa. Y ciiydajy KoBa-
PUjaHCHUX JICCKPUIITOPA, IToceOHa MaxKmba he Outu mocsehena MeToaMa HaMEEeHIM PETKOM
KOJIOBaIby KOBApHMjaHCHUX MaTpHIA W IbHUXOBOj BE3U Ca METOJIOM 3a PETKY pelpe3eHTalIln]y

NHBEP3HUX KOBapI/IjaHCHI/IX MaTpHlla IIPEAJIO?KEHNM Y OBOM DPa/ly.

Kao ocnoBuu pesynrar ncrpakupara O0uhe mpukazan HOBH METOJ 32 PETKY peIpe3eH-
Taljy WHBEP3HUX KOBAPUJAHCHUX MATPUIA WU MATpUIla Iperusnoctu. MeTtosm ce 3acHUBA
Ha TPUHITUITY PETKE Perpe3eHTallfje CUTHAJIa U IIPeJCTaB/ba MpOoIupemhe nocrojehe dpamm-
Jinje Mojiesia 3a epUKaCHy allpOKCUMAIIN]y WHBEP3HUX KOBapujaHcHUX Marpuiia y [aycoBum
cMelraMa, a Koje ce 3aCHUBA Ha IPeJICTaBU MaTPUIIA TPEIU3HOCTU Y KOHCTPYUCAHOM BEKTOD-
ckoM moTipocTopy. HacympoT Tome, mpeijiokeHn MeTo1 ONTUMAJIHY PETKY PEIpPE3eHTAIN]Y
TpaxKu y HAayIeHOM PEYHUKY CUMETPUYHUX MATpHUIla, a 00/by e(UKACHOCT AIPOKCUMAIIN]je
y T'aycoBum cmerrama ca BeTMKUM OpojeM KOMIIOHEHTH TOCTHKE 3aXBaJbyjyhu MpeHOCTIMA
peTKe penpeseHTalje CUruHasa, 3a Kojy MOXKe Jla ce Kayke Ja alpokcuMmalinjy dhopMupa Ha
HUBOY YHHj€ MMOTIIPOCTOPA, YNME CE UCTU KBAJUTET AllPOKCUMAIINje TIOCTUKE ca MambuM Opo-

jeM I'pPpaJIUBHUX KOMIIOHCHTH.

Omnucanu metoj; omoryhaBa mpejcTaBy MHBEP3HUX KOBApUjaHCHUX MaTpHIia Koje dury-
PHUIIly Y CUCTEMY 3a Ipelo3HaBabe KOpHUIIhemeM MaJjor Opoja TEeXKUHCKUX KoeduIjeHara
Pa3INIUTUX OJ Hy/e U KOHATHOI CKyIla CUMETPUIHUX MaTPHUIla, KOju ce O3HadaBa Kao ped-
HUK. EJIeMeHTH pejyHJaHTHOT PEeYHUKa Ce 3ajeJ/IHO Ca TEeKUHCKUM KOe(DUIINjeHTUMa CBaKe
MaTpuiie ojipehyjy npuimkom obyke cucteMa, jia OM ce KacHuje, MPUJIUKOM paJjia CUCTeMA,
KOPHUCTU/IN 3a epuKacHUja u3padyHaBamba YMECTO OPUTHHATHUX MaTpuia mperusnoctu ['a-
yCOBe cMelle, Kao IhUXOoBe peTke anpokcuMmanuje. Vcerpakupame oOyxBaTa U aHAIU3y I10-
TEHIIMjaJHUX YIITEea KOje ce MOI'Y IOCTHUNU ITPUMEHOM IIpe/IJIOYKEeHe peTKe pelpe3eHTalluje,
y CMUCJTy padyHCKe U MEMOPHUjCKe CJIOKEHOCTH Y CUCTEMIMA 38 CTATUCTUYIKO ITPEIO3HABAHE
00JIMKa 3acHOBaHMM Ha [‘aycoBuM cMmeliama ca BeJUKUM OpojeM cTarba, u rnopeheme ca Tpe-
HYTHO aKTyeJHUM IPHUCTYIIUMa y jgaToj obsiactu. Mely paHuje npeaao:KeHuM IIPUCTYIIAMA
3a AlPOKCUMAIU]jy MaTpuila rnpenu3noctu ['aycoBux cmerna, ca MCTOM MOTHUBAIMjOM Kao U
METOJI IIPEJIJIOKEH Y OBOM PaJiy, Kao IITO je Beh HarjaameHo M3JiBajajy ce MeToje 3acHO-
BaHe Ha KOHCTPYKIIjH aJIEKBATHUX MATPUIHUX IMTOTIIPOCTOPA, a Koje ojroapajyhe edexre
VIITEIe TOCTUKY KPO3 MOJECHO CMAabebe JUMEH3Hje MOTIIPOCTOPa Y KOMe ce KOHCTPYHIIIE

alrpoKCUMallja y OJTHOCY Ha IIPOCTOP OPUTUHAJTHUX MaTpPHUIIA.

Pa3zBoj mpejioxkenor mojesnia 3a peTKy ampokcumalinjy laycoBe cmerre mojipa3dyMeBa 1
dopmynanmjy nocebHUX Mporieaypa 3a aJeKBATHO HYMEPHUYIKO PelllaBarmbe 0JroBapajyhnx He-
[VIATKUX KOHBEKCHUX ONTUMHU3AIMOHUX MTPOOJIeMa ca OrpaHUYebuMa U IhUXOBO €KCIIEPUMEH-

TAJIHO TecTupame. AHajm3e ClpoBejieHe Y OKBUPY pajia o0yxBaTajy U pasMarparme yop3a-



1.1 Ilpeamer ncrpazkuBarba )

Balba, MPEJIOKEHUX ONTUMUBAIMOHNX IIPOIIE/Iypa, a KPOo3 HBUXOBY e(MUKACHY UMILIEMEHTA-
1)y Ha IOCEOHUM padyHapCKUM ILtaTdopMaMa, Kao MITO Cy BUIIEIPOIECOPCKUA CUCTEMU Ca

,ZLI/ICTpI/I6y1/IpaHI/IM n3padyHaBabeM U rpa(quKe KapTuie onmTe HaMEHe.

UcrpaxkuBame oOyxBaTa U MOKYIa] MPOIIMPUBAaIba 10/ba MIPUMEHE Pa3BUjeHOT METOJa
Ha PETKY pelpe3eHTaln]y KOBapujaHCHUX JIEeCKPUIITOpA, a ca MIJbeM Kpempama JTUCKPUMU-
HaTUBHE BEKTOPCKE pelpe3eHTalllje KOBapUjaHCHUX JIECKPHUIITOPA MHUKCeIa W HeHOI KOpH-

nrherma y CTaHIapIHIM KIacupUKaToOpuMa.

YV cTaTHCTHYIKOM IIpero3HaBamby 00JIMKa OJaBHO je yodeHa morpeba n MoryhHocT ja ce
padyHCKa U MEMOPHUjCKa ePUKACHOCT CTATUCTUIKUX KJIacuduKaTopa 3acHOBaHUX Ha [ay-
COBUM CMeIaMa I000JbIlla KPo3 JIOJIATHO MOJECIOBAIGE MOjeIMHAYHAX IapaMeTapa KOju ce
HaJIa3€e y yCBOjeHOj CTPYKTYPH MoJjiena 3a IpernosHaBaie. [loj mapamerpuma mojena mp-
BEHCTBEHO Ce II0Jpa3yMeBajy KOBapujaHCHE MaTpHIle, UYnhja JINMEH3MOHAJTHOCT 3aBUCH O/I
YCBOjeHOI' TIpOCTOpa obesexkja, a duje BpeaHocTH ojapelyjy oOJIMK pacrojesa KopuiiheHux
obenexja. logaTHo MojiesioBaibe Mojipa3yMeBa Kopuiiheme HeKe BPCTe allPOKCUMAIIN]e OPH-
FUHAJTHUX KOBapUjaHCHUX MATPHUIlA KOje (PUTYPHINY Y CUCTEMYy HAKOH 3aBPIIEHOT IPOIeca
o0yke KJiacudukaTopa. YCBOjeHe allpokcuMmalije ou Tpedasio ja OyLy TaKBOT KapakKTepa Ia
04yBajy OpUI'MHAJHA MH(MPOMAaIMOHN CaJIprKaj, a ca Jpyre cTpaHe jia oMoryhe edukacHuje
n3padyHaBambe nM3pasa 3a YCJIOBHE BepoBaTHONE CTamba y KOjUMa OBEe MaTpHUIE yUIeCTBY]Y,

KpPO3 CMalbehe Opoja HEOIXOIHUX PAdyHCKUX OIlepalluja.

Y smreparypu je Takohe youeHO Jla KOBapUjaHCHe MaTpuUlle, Kao MaTeMaTU4YKe CTPYK-
Type, OJHOCHO TEH30pPH JIPYyTrOr pejia, MOTY Jia MPEJCTaB/bajy U jeJdaH OJ HauYMHA 3a arpe-
ralmjy BeKTopa o0ejieykKja y HEKOM JIOKAJHOM ITPOCTOPHOM WJIM BPEMEHCKOM JjiomMeny. Kao
TakBe, IMOTEHIINjaJHO HYyJe HOB HA4YWH 3a (DOpMHpame MATPUYHUX JIECKPUITOPA OIHOCHO
CTPYKTYUPAHUX 00eJiexkja Koja he nMaTu CriocoOHOCT Jia 00yxBaTe 3aBUCHOCTH n3Mehy KoM-
OHEeHTH Beher Opoja BeKTOpa obesiexkja y HEKOM JIOKAJTHOM JIOMEHY U TuMe 00e30eie 60/bu
KBaJIUTET IIpelo3HaBarmba, 0e3 1morpede 3a CI0XKEHUjIM MOJIe/I0OBambeM Mel)yCOOHUX MHTepak-
1ja BeKTopa obesexja yHyTap nocmarpanor jgomena. Ca jpyre crpane, nurame epukacHe

arperarja BekTopa obesexja 3ay3uMa 3Ha9ajHO MECTO Y BH3YEJTHOM IIPEIIO3HaBarby O0JINKA.

Tako ce y ciyuajy JIOKAJHUX JECKPUITOPA CJIMKE, YMECTO jeJIHOCTaBHE KOHKATEHAIWje
BeKTOpa 00ejieXkja, OJHOCHO je/IHO/IMMEH3NOHATHUX TEH30pa MPUJIPYKEHUX IM0jeTHHATHUM
MO3WIMjaMa Yy CIICHU WJIM CBUM ITUKCEJTUMa Y HEKOM F-€HOM JIeJTy, BPJIO 9ecTO Ipuderapa He-
KOM OJI CTaHJIAP/IHUX [IPUCTYIIA 3a arperainjy BeKTopa obesexkja Koju ce Kpehy o] KOHCTPYK-
uje crenunduIHuX XUCTorpaMa ca yHarpes gedWHICAHUM OpojeM KBaHTU3AIMOHUX HUBOA
JIOOMjeHnX CKaJIaPHOM MJIM BEKTOPCKOM KBaHTH3AIlMjOM, BEKTOPCKUX CTATUCTUKA ITOPETKA,
1a CBE JI0 BEPOBATHOCHUX MOJIE/Ia 3aCHOBAHUX Ha CIyYajHUM mosbuMa. OBaKBa mpakca IMpou-
3mJ1a3u U3 1norpede Ja ce n3dberne HaCTaB/barbe M0je IMHATHIX BeKTOpa obejiexkja Koje Ou Kpo3

3HavajHO noBeharbe yKyIHe JUMEeH3UOHATHOCTU ITPOCTOPa 00e/IeKja 3HAUUIIO U BUIIECTPYKO
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noBeharbe CI0’KEeHOCTH ToJIa3HOT TTpodJIeMa, Ipero3HaBaiba, a IMTo je HernoxkesbHo. [Ipumena
KOBapHUjaHCHUX JIECKPUIITOPa KAa0 HAYMHA 3a arperarujy BeKTOpa obeJiexkja je ynpaBo u3
HaBEJICHOT pas3Jiora MMUPOKo npuxBahena y obsactuma npahema MOKpeTHUX objeKkaTa y BU-
Jiey M KJIacUPUKAIUju TEKCTypa. ¥ JIaTOM KOHTEKCTY, V Pajly je y JOMEHY IpPerno3HaBarba
KOjU Cce OJIHOCU Ha JAJbUHCKY JIEeTEKIU]jy IpeJjIoyKeHa HOBa (hOpMyJIalija KOBApPUjaHCHUX
JIECKPUIITOPA HA HUBOY IMOjeIMHATHUX MTUKCEa Y BDEMEHCKUM CepUjaMa MYITUCIEKTPATHIX

CaTCJIMTCKUX CHHUMaKa.

1.2 IlIpersen caapxkaja aucepraimje

Y aucepraiuju je MpBO aHAJIU3UPAH OIIITH IIpobJIeM MOJIeIOBaba HeoapeheHoCTH y pe-
1o3HaBamby o0/mKa, Iloriasibe 2. /laT je ocBpT Ha MPUHITUIIE KOJU CY IIPEJICTAB/baJIM IJIaBHE
CMEpPHUIE NCTPayKNBama. PasMaTpaHu Cy OIIITH HAYNHU 38 KapaKTepu3alujy Pa3induTux
MPUCTYIIa WU MOJesa 3a MPerno3HaBame U HUXoB m300p. Kao K/bydHU €/IeMEeHT yCIeIrHor
Hpero3HaBamba M0CeOHO je NCTaKHYT OIIITU IIPUHITAIT MUHUMYMAa JTUCKPUMUHATHBHE HHMOP-
Mmaruje, rnpejicraBiber y ceeriy KL quBepreniie n BaxKHOCTH WHGMOPMAIIMOHUX KPUTEPU]yMa,
3a bopMyialujy mnpoodseMa IIpolleHe U IIpero3HaBamma. lIporiec nsnBajama obesexja mocma-
TpaH je y KOHTEKCTY MHUHUMH3alldje TeOPHUjCKe I'PAHUIE PU3UKA OJJIyIMBarba CHCTEMa 3a
Hpero3HaBame. YKa3aHo je Ha 1MoTpely 3a cTabU/IHOIINY ajropuTama, Kao U Ha MOTpedy 3a
yuemeM pernpesenTariuja. Ha kpajy Apyror mnoryias/ba CyMUPaHU Cy U HOLJIE I HEKUX ayTopa

Ha OIIITA JleNaBarmba y 00JIaCTH.

BatuMm je y cBerity BajecoBe Teopuje omtyunBama, v [lormasby 3 objammena yiaora Ko-
BapUjaHCHUX MATPUIA y CTATUCTHYKOM IIPErO3HaBamy O0JINKa, JETEKIUjH U MPOIEHN Ta-
pameTapa CHUrHAJa, IIPUHIUI PaJia KBaJPAaTHUX U JUHeapHUX KjacudukaTopa, rnorpeda 3a
HeJITHeAPHUM I'PaHUIAMa OJI/TyYrBamba U Ha KPajy MO/JIeJIM 3aCHOBaH Ha ['aycoBuM cMmerama.
KoBapujancna marpuiia Kao CTaTUCTHYKA CTPYKTypa carjejaHa je Kpo3 3Hadaj HOpMaJiHe
pacriojiesie 3a aTPOKCUMAIIH]Y JIPYTHX PACIIO/IeNa, IPo0JIeM ONTHMAaJIHe JITHeapHe TPeIUKITHje
HA OCHOBY Da3/IMUUTHX KPUTEpUjyMa, TpaHcdopMaliije Koje omMoryhasajy mpomMeny Oaze u
PeAYKIN]y JIMMEH3MOHAJIHOCTHU, U KBaJipaTHe Kjiacudukarope. JImHeapHe JUCKpUMUHAHTE U
penpoiyKyjyhu KepHeJn TOCMaTpPaH! Cy U3 yIyla KOHCTPYKIje TNCKPUMUHATABHIX MOJIETa
3a Ipero3HaBare. VICTakKHyTH Cy eJIeMEeHTH KOju yTU4y Ha cjaoykeHOCT ['aycoBux mojena
U Ha Kpajy OIMCAHU OIIITH HPUHIUIN CTATUCTUYKUX MOJea Ha 0a3u KOHAYHUX CMeIla U
Ha49WHM OIITHUMaJIHE IIPOICHE IbUXOBUX IIapaMeETapa KpPO3 IIpoHeC Hau3MEHUMYIHE UTEpPpaTHUBHE

OIITHMU3AIIN]E.

YV Ilormasmy 4 mpejicTaB/beH je TOjaM KOBapUjaHCHUX JIECKPUIITOPA, YHMeE je YKa3aHO
Ha JIBOjaKy YJIOI'y KOBApHjaHCHUX MaTPHUIlA Y IIPEro3HaBarby O0JIMKa: Kao ejJeMeHaTa CTa-
THCTUYKUX KjacudukaTropa n Kao e(pUKaCHOT HaYWHA arperaiuje BeKTopa obesexja. Axk-

IIEHAT je CTaB/beH Ha 3HAUaj] KOBAPUjaHCHUX MATPUIlA Kao 3aCeOHUX CTPYKTypa ([IO3UTUBHO
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neUHITHEX MaTpuUIia) Koje JedbuHUITY pasInduTe pacriojese, ajn Takohe moceyjy 1 reo-
METPHUjCKY UHTEPIPETAIjy, Y CMHUCIY Ja je Moryhe JiedpmHUCATH T€OJE3UjCKUX PACTOjarba
u3Mehy pazamanTux obJinKa Koje KoBapujance ormcyjy. l[lonmaszehu on Pumanose merpuke,
Yy KOjoj 3a pa3jinKy OJi KacHHje IpUKa3aHUX Mepa IIOCTOjU €KBUBAJICHIIM]ja pacTojarba M3-
MeDy mapa KOBapHUjaHCHUX MaTPHUIa U Tapa BIXOBUX MHBEpP3Uja (MATPHIA MPEIU3HOCTH ),
aHaJU3UPaHU Cy W JIPyraduju HAYUHU KOHCTPYKIMje Mepa pacrojama mu3Mely KoBapujam-
cuux Marpuna. Mely npukazanum mepama JIOMUHUPAjY MH(MOPMAIMOHA PACTOjarba U3Be-
JIeHa Kao CIelujajHu ciydajeBu Bpermanose juBepreniie. Takobe je mpejcrasbena u KL
JIMBepreHIla HOPMAJHIX PacIojiesia, Koja ce y CIelujaIHoM CIydajy cBOAW Ha ByproBy ma-
TPUYHY JUBEPreHIly u3Mely KoBapHjaHCHUX MaTpHIla Koje Jedunuiry obymk [aycoBux pac-
noziesia. HaBesiena ekBuBaJieHIMja jecTe 0J1 BEJIMKOT 3HaYaja 3a KacHUja MOrJIaB/ba Y KOjuMa
je KL puBeprenna nopMaHuUX pacrojesia Kopullihena Kao HHMOPMAIMOHN KPUTEPUjyM 3a
neduHICAe Pa3IMINTUX Tpo0JIeMa ONTHMAaJIHe IIPOoIleHe mapameTrapa. lako cy MHOTa O
n3BeJIeHNX NH(MOPMAIMOHUX PACTOjarba HECHMETPUYHA, AHAJIU3UPAHU CY M HAYUHU 34 IbU-
XOBY cuMeTpu3alyjy. ['eomerpuja Koja NpoucTutde u3 HaYMHa MEPemha pacTojama, 1 ojapehyje
dopMynanmjy n HaUMH perraBaiba 0JIroBapajynux onTUMI3AIMOHUX TPobIeMa, JTUCKYTOBAHA
je Kpo3 mpuMep 1ojMa nH(GOPMAIIMOHOT PaJinjyca, Kao YOIIITema hopMy/iaiuje mpodaeMa
BeKTOpCcKe KBaHTH3aruje. Ha kpajy Ilormaspa 4.5 yKazaHo je Ha pa3juynTe HadWHE HA
KOje ce Jioyia3u 10 (popMyJiarija ONTUMI3AIMOHUX TpodJieMa 3acHoBaHuX Ha Byprosoj ma-
Tpuunoj juBeprennu y Ilormasmwy 4.6.1, nacynpor I[lornasmuma 6.2 u 6.3. Ilocneamu meo
YeTBPOT IIOIJIaB/ba OJHOCH Ce Ha MeTO/Jle 3a PETKO KOJI0OBame KOBAPHUjaHCHUX JIECKPUIITOPA,
Kao aJITEPHATHUBHE IIPUCTYIIE METO/Iy 3a PETKY Pelpe3eHTaIlljy MaTpUIla IPENU3HOCTA KOjU
je TpeJIJIOKeH y OBOM paJry. JIorapuraMm JierepMuHaHTe, KA0 K/bYYHH €JIeMEHT HECUMETPUIHE
Byprose marpudHe JauBeprexie, mpejicraBiba GYHKIHA]Y Koja je o IoceOHOI mHTepeca KaKo
3a npuctyn y llorsasmy 4.6.1, Tako u 3a perke anpokcumaryje y Ilorrasmy 6.3. YV ToMm
KOHTEKCTY, Kao IIPUMEpP Ha Kpajy 9eTBPTOT OIJIaB/ba pa3MaTpaHa je U TeOMeTPHjCKa MHTeP-

mpeTaruja mpodbaeMa MaKCUMU3allije J1eTePMUHAHTE.

[TorytaB/be 5 joHOCH TIperyie, MOTHBA U IIPUHIUIA HA KOJUMa Ce 3aCHUBA PETKa perrpe-
3eHTaIlja CUTHAJMA U IBUXOBA peTKa peKoHCTpyKnmja. llokasaHo je ja ce y OCHOBH CBHX
dopmynanuja Hajmaszu morpeda Ja ce y HaydeHO] pelpe3eHTaluju obje/inHe jeIHOCTABHOCT
Ipe/icTaBe CUTHAJIA U UCTOBPEMEHO 0UyBa OPUTHHAIHU HHMOpManronn cajapxkaj. C o0b63upom
Ha IIPOTUBPEYHOCT HABEJIEHUX 3aXTEBa, pasMaTpaHe Cy pa3/ImdauTe ONTUMUBAIMOHE METOJIE
Koje omoryhaBajy MOCTH3amke HEOIIXOTHOT KOMIIPOMUCA, KOMEe Y TPEHECEHOM 3HAYery OJII0-
Bapa MUHUMYM eHepruje cuctema. lIporec peTke perpesenTaiyje Hajdernrhe mojapasymMeBa u
ojipehuBame ONTUMAJIHOT MeHEePATOPHOT CKyIla Ipuaroh)eHor KapakKTepuCTUKaMa CUTHAJIA,
I1a je pa3MaTpaH U IpUMep METOJie 3a yUele pedHrKa, Koja je KacHuje KOpulltheHa 3a WHU-
nujasausaiujy mnporeaype y [lorrapipy 6.3.2. Kako 6u ce 6o/be uctakin ogpeheHn ereMeHTr

IpeIOZKEeHe TIPOIEIype 3a PETKY alPOKCUMAIIN]y MAaTpUIa TPEU3HOCTHA, aHAJTU3UPAHNA CYy
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U Pa3/IMIUTH UTEPATUBHU MPUCTYIIH PelllaBaiby MMpodjeMa peTKor KojoBama. JluckyroBanu
Cy TPHUHIUIK TPaAJIUjeHTHHX METO/a 3aCHOBAHUX Ha II0jMy olleparopa OJIMCKOCTH, KOME Y
cJIydajy OCHOBHE KOHBEKCHe (ropmysarnuje ca f; HOPMOM OJIrOBapa OIepaTop CarKuMarba-
oJiceriama IIPBOOUTHO KopHIlheH y mpobjeMuMa yKJamama IyMa. lakohe, pa3MarpaHe cy
U MEeTOJie IpeTpare pedyHrKa 3acHOBaHEe Ha IPUHIUIY aKTUBHOr ckymna. Ha kpajy mora-
B/ba JIAT j€ OCBPT Ha IMHUTahe eKBUBAJICHIUjE Pa3InduTUX (popMysalpja mpodbieMa peTKe
penpe3enTaluje.

[TorytaBibe 6 mpejcTaB/ba HAJOUTHUjHU JI€0 paJjia y KOMe Cy YIIOPEIHO IIPEJICTaB/beHa JIBa
MOJIesIa 3a alpoKcuMaIujy l'aycoBux KOMIIOHEHTH y CHUCTEMUMa 3a IPEIO3HABAIbEe 3aCHOBA-
auM Ha [aycoBum cmermama. Oba mMojesa anpokcnMannjy ['aycoBuX KOMIIOHEHTH 3aCHUBA]Y
Ha allPOKCUMAIMjU FHbIXOBUX MHBEP3HUX KOBAPUjAHCHUX MATpHIA (MATPHUIA MPEIU3HOCTH),
KPO3 ONTUMHU3AIIN]y WHMOPMAIMOHOT KpuTtepujyma 3acHoBanor Ha KL nuBepreniin Hopmasi-

HUX pacriojena, oguocHo LogDet wianm Byprosoj MaTpuvHoj JUBEpPreHIin.

MoruBanuja 3a alrpoKCUMaINjy MaTpPUIIa TPEIU3HOCTH Y 0OJNKY JNHeapHe KOMOUHAIIje
CUMETPUYHAX MaTPHIlA U3 YHAIPE] JedUHUCAHOT CKyIla, MOTUYe O/ MOIyNHOCTH Ja ce Ha
TakaB HauYnH 00e30e/iu yOp3aibe pajia CUCTEMA 3a IIPEII03HaBabe, TAKO IITO Ce JIe0 M3padyHa-
Baiba Koje je oTpebHO 3a KyracuuKaIijy HEKOr YIIUTA He MOHAB/ba IPUIUKOM €BaJIyallnje
cBake oJ1 ['aycoBux KOMIIOHEHTH, Beh ce 3a CBaKW HOBU YIIUT OJpeheHu J1e0 yHAIpe u3pa-
YyHa Ha yJIa3y y cucteM, He3aBUCHO o1 ['aycoBux kommonentu. Ca Jpyre crpaHe, IPUMEHOM
AIPOKCUMAIINja YMECTO OPUTMHAIHUX MATPHUIIA JI0IATHO yOp3aibe ce MOCTUKE U KPO3 PeTyK-

1I1jy HEOIIXOJHUX M3pavdyHaBamba 110 CBAKOj 0] KOMIIOHEHTH.

CrpykTypa Koja omoryhaBa TakaB J0OWTaK jecTe alpoKCHUMAaIldja y OOJIHUKY JIMHEeapHe
KOMOMHAIM]e CUMETPUIHUX MATPHUIA Ca KOJOM Ce 3aMerbyje CBaKa OJi OPUTMHAJIHAX HHBEP-
3HUX KOBapHUjaHCHUX MaTpuiia y cucreMy. Paznuka namely ananusupanux mogzesa y [oria-

BJby 6 jecTe HAYMH HA KOjU Ce KOHCTPYUIIE TTIOMEHYTA JIMTHEapHa KOMOWHAIIH]A.

Y cayudajy pedepeHTHOr Mojie/a, allpoKCUMallfja ce TpaxKu y 0a3u BEKTOPCKOI' TTOTITPO-
cTOpa YHyTap TPOCTOpa CUMETPUIHUX MaTpHIlla KOMe IPUIajiajy KOBaphjaHCHE MaTpHUIlEe
laycoBux KOMIIOHEHTH, TP YeMy Ce Kao Pe3yJITaT allpPOKCHUMAalldje T'eHEePHUIle BEeKTOP Te-
JKUHCKUX KoedwuimjeHaTta ca BehmHOM KOMIIOHEHTH Koje cy paszjaudnTe o Hysae. Kako je
alpoKCUMallija KOHCTPYUCAHa Yy IOTHPOCTOPY, BEKTOP WMa PEJYKOBAHY JUMEH3H]Y Y OJI-
HOCY Ha OPUTHHAJTHU TTPOCTOP, TITO 3HAYAJHO JOIMPUHOCU CMAFhEhY CJIOYKEHOCTH HEOITXOTHIX

n3padyHaBama ako je yKyrnaH Opoj ['aycoBux KOMIIOHEHTU BEJTHKHU.

Ca npyre crTpane, NpEeJJIOXKEHN MOJE] 3a PETKY Pelpe3eHTAIl]y allpOKCUMaIje KOH-
CTPYHUIIE y PEJIYHIAHTHOM PEYHUKY CUMETPUYHUX MaTpPHUIla, Y3 YCJIOB Jla FeHEPUCAHU BEKTOP
TEXKUHCKUX KoedullijeHara JuHeapHe KoMOUHaIM]e Oy/ie TaKaB Ja CaJIpPKU PeJIaTUBHO MaJIi
OpOj KOMIIOHEHTHU pa3IMnduTUX OJ1 HyJIe, OJJTHOCHO JIa Pelllemhe Oy/Ie peTKo, YeMy OJIroBapa Ha-

METHYTH yCJIOB jeJITHOCTABHOCTH IIPEJICTaBe Y OIIITOj (POPMYJIAIMU PETKE Pelpe3eHTaluje.
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[IpeHocTn peIoyKeHOT Mo/IeIa KOjU TeHepHUIlle TeKNHCKe BEKTOPEe ca PETKOM CTPYKTY-
TOM, OJIHOCHO Yy IPEHECEHOM 3Ha4erhby PeTKe alPOKCHMAaIlfje OPUTHHAJIHIX MaTPUIA IIPEeIy-
3HOCTH, JI0J1a3€ JI0 u3pazkaja Kaja je 6poj ['aycoBux KOMIIOHEHTU y CUCTEMY 3a IPEIO3HABAE
3HaYajHO BehW OJ1 IMMEH3Hje TPOCTOPa CUMETPUIHUX MATPUIA KOME ITPUIAIa]y TOCMaTpaHe
KOBapHjaHce. ¥ TOM CJIydajy IPeTHOCT jecTe Behm mobUTak KOjU JIOHOCH PeTKa Perpe3eHTa-

11ja y3 UCTU KBAJUTET allpOKCUMAaIje Kao U pepepeHTHH MOJIE.

[Topes Teopujckor mogena, y Ilormassby 6 je mpejicraB/beHa M HaMEHCKUA KOHCTPYHCAHA
ONITUMU3AIMOHA TIPOIIE/Iypa 3a PETKY PEeIpe3eHTaInjy U yueme pednnka. llosasne mpetmo-
CTaBKe KOje Cy yKasuBaJie Ha Behy YUMHKOBHTOCT IPEJJIOXKEHOT MOJIesIa MOTBpheHe cy U eK-
CIIEPIMEHTAJIHO Ha JIBe I'PyIle eKCIlepuMeHaTa, y KojuMa cy KopuiiheHun nojanu o [aycoBum
KOMIIOHEHTaMa M3 CHCTeMa 3a IIpelo3HaBarbe IoBOpa, Kao U CKYIOBU BellTayl I'eHepuca-
HUX KOBapUjaHCHUX MATPUIA Ca MOCEOHO JIM3ajHIPAHNM CBOjCTBIMA KaKO OU ce CUMYJInpaJie

IpeaHOCTH U MaHe IIPEAJIO2KEeHOI” MOJIeJIa.

Taxole, mopes rutaBHOT TOKa M3marama y llormassmy 6, y [Ipuory 3 ykasano je u Ha jeman
O/l HAYMHA Ha KOjU MOXKe Jia Ce MHTeplpeTrupa (popMyJialyja ONTUMUABAIMOHUX ITPOobIeMa
aHAJU3UPAHUX MOJEe/Ia 33 alPOKCUMAIIM]y MaTpUlla MpPernu3HocTH, MoK cy y llpumosuma 2
u 4 TpeCcTaB/beHU HEKU JIOJIATHU MPWHITUIN U €IeMEHTH OroBapajyhinx onTuMmu3ainmoHnx
HPOIIETy PA.

VY Ilornassmwy 7 mpemjioxkeHa je dpopMyJiamija BpeMEHCKIX KOBAPHUjaHCHUX JIECKPHUITOPA
3a KJacuuKaIlujy MIKceaa y BPEMEHCKIM CeprjaMa MYJITUCIEKTPAJIHUX CATEJTUTCKUX CHU-
Maka. Kao HaUMH npuMeHe JIeCKPUIITOPA Y JA/bUHCKO] JETEKINjU TTPEJJIOXKEHA je KOHCTPYK-
1ja JUCKPUMHUHATHBHE PETKe pelpe3eHTallije MojeMHATHUX JIECKPUIITOPA, MOTHUBUCAHA
IpuMeHaMa PeTKOT KOJI0Bama KOBapUjaHCHUX jeckpurnropa onucannM y I[lormasmy 4.6.1.
Kao onrumuzanuona nporie/iypa KopuiiiheHa je IpoIupeHa BapujanTa IpoIeype 3a PeTKY
perpe3eHTanujy marpuina npenustnoctu y [Hormasmy 6. Pe3ysratn npeuMuHApPHAX €KCITEPH-

MeHaTa JUCKYTOBaHU Cy y KOHTEKCTY pe3y/iTaTa CAUYHUX CTy/Iuja nNpukazanux y [Ipuory 6.
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2 MogenoBame HeoapeheHOCTH y IIPeIno3HaBalby 00JIMKA

CBako Meperme HeKe BeJMdIrHe ca cOOOM HOCU MOTYNHOCT TIpelike, CHUCTEeMATCKOT WJIN
CJIyYajHOT KapakTepa. ¥ METPOJIOTHjU TaKBE I0jaBe Ce OMHUCYjy MOjMOM MepHE HEeCUTypPHO-
CTH, KOja Jaje oJroBapajyhm KBajuTeT MepemHnMa, & KOPUCHUKY NPYyKa ojipeheHu crereH
curypuoctu. MebhyTtum, BpJo WecTo HUje HajjacHUje Ha KOjU HAYWH je MOryhe U3MepuTu
HEKe KapaKTePHUCTHKE ITocMaTpaHor (beHOMeHa 0Ji MHTEPeca, OJIHOCHO HUje jacHO JeduHu-
caHa BeJIMYMHA WJIM CKYIl BEJIMYNHA KOje Cy pesieBaHTHe y jgaToMm ciydajy. Ca apyre crpane,
JaK M KaJla je Ha HEeKM Ha4YWH MO3HATO KOoje Cy YTHUIajHE BEJIMYINHE, BPJIO UEeCTO je TEeITKO
JIohw 10 aJIeKBATHUX ¥ MOY3/JAHUX IPOIEHA, YCJIeJ] HeCABPIIIEHOCTH MEPHOI MOCTYIIKa WJIN

IIPOMEHJ/bUBOI' KapaKTepa BEJIMYUHE.

Ornmcann pobjieMu €y NPUCYTHU y CBUM 0O0JIACTUMA TEXHUKE U IMPEJIMET Cy HOCEOHOT
n3yvaBarmba Pa3JnduTUX JUCIUILINHA, ITOIyT METPOJIOTHje U TEOPHUje eCTUMAIIAje. YCIIEeITHO
Iperno3HaBambe O0JIMKa I0JIpa3yMeBa pa3pellleibe OBa JIBa KJ/bydHA MMHUTarba, ajld Ha HAYUH
KOj EKCIUIUIUTHO HEe MOpa Jla pa3a3Haje IIOMEHyTa JiBa KOpakKa Kao OJ[BOjeHa, Kao U Ha
HAYMH KOjU Ce€ Yy HEKOM JIDYI'OM KOHTEKCTY U CUTYalllju YaK IOHEeKaJ] He OM cMaTpao aje-
KBATHUM y CMUCJIYy KBAJIUTETa MEPema, ajn 3a KOju ce ToKa3yje Jia je uaK JIOBOJbHO J100ap
3a YCIeNHy JUCKPUMUHAIN]Y WM [Pelo3HaBambe KaTeropuja o narepeca. OHO MITO ce yo-
JaBa Kao K/byYHa KapaKTEPUCTUKA [MOMEHYTHX IpobJeMa je 1mojaBa KOjy MOXKEMO O3HAYUTU
nojMoM Heojsipehenoct. Kajta 6ucmo ca moTimyHoM curypHoIhy mo3HaBaJju MTa je ONTHMAJTHA
BeJIMYMHA KOjy Tpeba MEPUTHU U IbeHY CTBapHy BpejHoCT, Heojpehenoctu ne 6m 6mso. Ilpum
TOMe aKo OU Ta 1ojaBa OWJia je IMHCTBEHA U HEITPOMEH/bUBA, OJHOCHO Y HOTIIYHOCTHU JI€T€PMU-
HUCTUYKA, HAKOH IIPBE OlcepBaliije nH(MOPMAIMOHN Ca/IP2Kaj HAKHAIHUX Mepera He Ou 61o
0JI IIpeTepaHor 3Hadaja 3a MOTeHIHjaJHor KoprucHuKa. Ca japyre crpane, nHMOpPMAIIje T10-
OujeHe KBAJUTETHUM MepehuMa, aju 0e3 JIMCKPUMUHATUBHOT KapakKTepa Takohe He Ou Oujie
0/l KOPUCTH 3a MOCMAaTpaHu MpoOJeM mperno3HaBama. (CTora je MPUIMKOM ITPEro3HABAbA
00JIMKa, Kao Uy cjIy4ajy Omjio KakBe aHa/n3e, IOTPEOHO YCBOjUTH HEKY BPCTY MO/JIEIA KOjUM
ce Ha aJieKBaTaH Ha4YWH OIUCYje TPUCYTHA HeoJpeheHo T, a 3aj1aTak Ipero3naBama, Kao Uy
OIIIITEM CJIydajy Mepema, jecTe Jia Ty HeoJpeeHOCT Ha ajieKBaTaH HAYWH eJINMUHUIIE U Ha
Taj HAYUH MOCTHUTHE YKeJbeHU IUJb, YCIIENTHY JTUCKPUMUHAIN]Y n3MeDy pasImauTux KaTero-
puja oJ HHTEpeCa.

OcHOBHE U Haj3acTyIbEHHjU ajaT 3a OINCHBamke HeoapeheHocTn je Tteopuja BepoBaT-
nohe, koja mpyzka moryhaoct kBanTuduKOBama yBepema y oapehene craBose. Crora ce
MOKe pehu ja je mpernosHaBaibe 00JIMKa, Kao 3aceOHa MHYKEHEPCKA JUCIUILINHA, TOTEKJI0
U3 CTATUCTUYIKE TeOPHUje OJTyINBamba, a Kao Pe3y/ITaT noTpede Ja ce MOYeTKOM YeTPJIeCeTUX
rOJINHA MIPOIILJIOT BeKa yCaBpIlle TeXHUIKN ypehaju Kao mro cy pajap uiu conap. Vcrospe-

MEHO, Pa3B0j Teopuje NH(OpMaIlija u 00pajie CUrHa & MIOCTABUO je OCHOBE 34, Ja/bi HAIIPEIaK
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DIAGRAM BASED ON TABLE |.
(all female heights are multiplied by I'08)

MID-PARENTS ADULT CHILDREN
T their Heights , and Deviations from 68%inches.
HeignslDovates|  G# Q0 € ¢ € € P 7 T 7

n o
inches | inches

72—

71—

70 -

.1 —

Ciomka 2.1: Tlojam 31pyzkene pacrioziesie BepoBaTHOha - PpeKBeHIrja mojaB/buBama jgorahaja,
upeysero u3 [247]. (a) lanronoBa cryamja Bese maMely BucmHe pomuTesba U Opacie Jere
u3 1886. roz. (6) [Ipukas pacmnogerne aprubepujckux rahamwa, Vennop dummon, 1858. rog.

OBe JTUCIUILINHE. Y HACcTaBKy he OMTH yKaszaHO Ha HeKe 3aHUMJbUBE JleTajbe Y Be3W ca Ha-
YUHIMa MOJIEJIOBalba Heo/IpeheHOCTH, HeKe MoKe/bHe KAPAKTEPUCTUKE OUeKUBAHUX PeEIleba,
orrire nnpuxBaheHe KpUTEpPUjyMe U MPUCTYIIE 3a OIEHY pellema, a Takohe he Outu ykazano u
Ha CTaBOBE OJpeheHnx ayTopa O TPEHYTHOM CTalby HEKUX 110/100/IaCTH IIPero3HaBamba 00 IMKa

U CTalby HayKe YOIIIITe.

Kipyunu mojam 3a BepoBarTHOhY jecTe mojaM pacmojiesie. Y HeEJIaBHO OJIPYKAHOM Ipejia-
Baby, [247], jacHO je CTAKHYT 3HAYAj U KACHUJU YTUIA] JeUHUCAbA YCJIOBHE PACIIOJIE/Ie Ko
3ace0HOT TI0jMa y OIKMCHUBAIbY CIydajHUX IojaBa. [Ipema jmarom m3BOpy, Kao MPEKPETHUIIA
ce ysuma paj Ppancuca [anrona, pohaka Hapsca /lapBuna, Koju je youmo HeMOr'yhHOCT
KopuIherma JI0 Tajia YHUBEP3AJIHO KOPUIITNEHOT MTPAaBUJIA JTUPEKTHE TTPOITOPITUOHATHOCTH W3-
mehy e Besmmumne oy uaTepeca, Cinka 2.1(a), u yBeo mojam yciaosHe pactojese. Takobe
jé UCTaKHYTO JIa Cy MOCTOjaJu U PAHUjU TPUMEPH 3JIPYKEHOI TIOCMAaTPalba PA3THINTIX Ka-
paKTepUCTHKA HEKe CJIydajHe MojaBe, Kao MITOo je pacuiambe norogaka va Comrm 2.1(6), nim
AHAJINTUYKNA U3Pa3W 3a BUIlleIMMeH3UOoHaHy laycoBy pacnogesy Jlarpanxka n Jlammaca,
ail Jla UM TaJla HUje IpujaBaHa ONUCAaHa WHTePIpeTaryja, y CMUCIY YCJIOBHUX BEpOBaT-
woha, [247|. Hasmnu pasx [lupcona, Kommoroposa u MHOIEX JIpyrux Teopujy BepoBaTHOLe je

YIUHUO HE3aMEeH/bUBOM y ONHUCHBamy HeoapeheHnocT.

Ca gpyre crpane, 1moka3aJjo ce Ja je Heojpehenoct mMoryhe onmucuBaTé U Ha Jipyradnje
HaYNHEe KOjU He Mopajy 00aBe3HO OMTH BepOBATHOCHOI KapakTepa. Jeaan mpumep je dasu
Joruka, [284], koja nosazehn o Heopehenor mojma ckyma, [157], omoryhasa KoHCTpyHCame

alapaTa 3a 3aK/bydHUBambe U JIOHOIIEHE OJJIyKa KOJU je Y MHOTUM CHTyalljaMa I10jje/IHaKO
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yelemman 1 6orar MoryliHoCTHMa 3a MOJIe/IOBame Kao U ajaTi 3aCHOBAHU Ha TEOPHjU BEpo-
Baruohe, [179].

Kao mro je Beh panumje mcTakHyTO, jegaH O K/bYYHHX IPoOJIeMa IMPEIo3HaABaiba jecTe
[pOHAJIAXKEe WIN JiebUHICAbe BeJIMUNHA OJ] HHTEpeca 3a KapaKTepu3allujy MoCMaTpaHor
denomena. Moryhnoctu padynapa u o0U/be mojlaTaka KOju ce y JaHallbe BpeMe CBAKOTHBHO
TeHepHINy JOBeJIO je 10 pasBoja MOCeOHUX IUCIUILIINHA Ca CAUNIHUM MOTHBHMA, KOje Ce MO-
JKJ1a MOT'Y CMaTpaTH U 110100/ 1acTUMa IIpero3HaBamba o0/mKa. Tako ce Imope/l Ipero3HaBamba
ob/Ka (eHry1. pattern recognition) y ynorpebu Hajiaze u moceOHU TEPMUHU KAO TITO CY ,Py/la-
pembe mosaraka” (enri. data mining) nim ,oTKpuBame 3Hama’ (erri. knowledge discovery).
Ca apyre cTpase, y 3aBUCHOCTH O] HICTOPHjaTa pa3Boja U CennUIHOCTH OKPYKembha U3 Kora
HOTHYY, TIOCTOje U jpyre (IOJ)UCIUILINHE KOje HOIyT NpeHo3HaBamba 00JIMKa MOKYIIaBajy
Jla KOHCTPYUIITy CUCTEME HAMEHhEHE ayTOMATI30BAHOM Oy IUBaIbY, & O3HAYUABA]Y Ce TePMU-
HUMa, Ka0 IITO Cy KOMI[jyTepCKa Bu3uja (€HIVI. computer vision), MaIMHCKO yUere (EHIVL.
machine learning) mam mexo padyname (emrs. soft computing). VY mocsiembux HEKOIUKO
rOJIMHA OIMCAHO I'PaHambe je J0JaTHO yOp3aHo, IIa Cy Ce TaKO U3 MHOTHX (baMUIJIMja Me-
Tos1a Kao 3acebHe n3Bojute onpeheHe JUCIUILIINHEE, KAO IITO je ,, ayboko yueme” (enri. deep
learning), Kao caBpeMeHa BapujaHTa Kjiace MeTojia [0/l HA3MBOM HEYDOHCKE MpPeKe, 3a Koje je
PEIMO jOIIT paHuje YTBpheHo Ja Mpe/ICTaB/bajy YHIBEP3a/IHe allpOKCuMaTope (DyHKIHja HaT
KOHAYHO JiuMeH3noHa HuM rpocropuma, [130]. Ca apyre crpane, oBakas ciejn jorabhaja He
6u 6uo Mmoryh 6e3 romaka y JIpyruM IMOBe3aHUM 00JIaCTHMA, a Koje cy omoryhusie epukacHy
AKBU3UIA]Y, 00paJLy, CKIQININTEHhe, BU3yeIn3alinjy U pa3Meny nojaraka. Opje 6u moceOHO
Tpebasio uctahu Teopujy nndopmalyja u moMake MOCTUTHYTE Y 00/IacTUMa KOJIOBaIba U KOM-
Ipecuje CUrHaja, Koje MMajy J0CTa 3ajelHHYKOr Ca JBa KJbYdUHa IIpobJieMa Iperno3HaBamba,
IPBEHCTBEHO Y CMUC/IY I/ba KOHCTPYKIIAje ONTUMAJHUX KOJIEKa 3a IIPEHOC WHQOPMAIIT]ja.
[Tox Tme ce mogpazymeBa anajornja m3Mel)y BeKTOpCKe KBAHTHU3AIM]j€, OJTHOCHO KOHCTPYK-
nuje ojrorapajyher kKoja 3a jaTu U3Bop WHMOpPMaIja 1 KOMYHUKAIMOHU KaHAJ, Ca jeJiHe
cTpaHe U Ipylucama, OJHOCHO KJlacTepu3aliije [MoJgaTaka y BUIIEINMEH3UOHATHOM IIPOCTOPY
obesrexkja ca JApyre cTpaHe, Kao IMITO je pernumo ciaydaj v [52]. Takobe, youasa ce n anaso-
ruja u3mehy mporeca JIeKoI0Baba MOpyKa U IMpoIeca O/ Ty dnBamba KaacuukaTopa ca BUIIe

KJIaca WM KaTeropuja.

CBuM onucaHuM JIUCIUILIMHAMA, je 3ajeJHIYKa noTpeba 3a aHan3oM nojaraka [80, 256], a
KOJU HACTA]y MOCMAaTPamheM pa3ananTux nojasa. OTyja 1 MOTHBaIMja HEKUX ayTopa, [81], na
3a 00jeIMbeHO O3HavYaBalbe OBUX JUCIUILIMHA KOPHUCTE ITocedaH TEPMUH ,HayKa O IojarumMa’
(enrut. data science). C 063upoM ja ce y JaToM TepMHUHY KODHCTH IOjaM HAayKa, MOCTaBIba
ce TUTame M0 YeMy je JaTta HayKa crerududHa, OJHOCHO KOju HAUYMHHM 3a BepuduKaimjy
WIN ONOBPraBarbe o/iroBpajyhux Tephema ce, y KOHKPETHOM CJIy4ajy, CMATPAjy MOTOJIHUM U

OIIITe IMPpUXBaT/bUBUM.
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Heky BpcTy 0/IroBopa Ha IMOCTaBJbEHO MTUTabe MOXKe Jla Ipy»Ku pactupasa |36, Jlea Bpaj-
mana [194], vy ko0joj je ykasaHo Ha (yHJIAMEHTAJIHO NMUTame HadMHA u3Bolema 3aK/bydaka
Ha OCHOBY aHajm3e mojiataka. lIlpema memy, mocroje ,,JiBe KyJarype’ Koje ca pas3IuduTUM
MOJIA3HUM IIPETIOCTaBKaMa MPUCTYIIajy aHau3u rnojartaka. [IpBuma je cBojcTBeHO Ja T10-
Jla3e OJI IPETIIOCTaBKe Ja OICEPBUPaHEe IOJATKe T'eHepHIlle HeKN YHAIIPe/l IPETIOCTaB/beHN
(ycBOjeHm) MOJIeJT CJIydajHOT KapakTepa, IITO je y TPOILIOCTH, HAPOYUTO TIpe 3HAYAjHU]jer
yTHIIaja padyHapCcKe TeXHUKe, OMOo jeJMHI MOTYhu mpUCTyII, J0K Jpyra rpynaruja (Him KyJi-
Typa) aHaJN3U MPIJIA3K TAKO IIITO MEXaHI3aM HACTAHKA [O/IATAKa CMATpa HETIO3HATHM, a J10
ofiroBapajyhmx 3aksbydaka J0JIa3u KOPUITNemeM pPas3IndIuTHX aJrOPUTAMCKUX Mojesa, 6e3

yHAIpe/l AeduHncane CTpyKType, Kao IITO je PEIUMO CUTYalja KoJl crabasa oJTy IMBaba.

[TorBpaa ucpaBHOCTH MojiejIa ce y IPBOM CJydajy 3acHUBa Ha Iopelhemy KapaKTepu-
CTHKa T10J/IaTaKa ca rapaHlldjaMa Koje IPOU3MUIa3e U3 yHaIpes Io3HaTe CTPYKType mapame-
TPU30BAHOT MOJIEJIa, OJTHOCHO IHbUXOBOM IIOKJIAIAILY, & y JAPYTOM CJIy4ajy Ha eMIUPUjCKOM
Meperby TaUHOCTU HPEIUKITHje aJropuTaMckor Mojena. [Ipu Tome TakaB aJropuTaMcKu MoO-
JieJT He MOpa IMaTHi MOT'YNHOCT jacHe MHTepIIpeTallije, Y CMUCIY jaCHOT youaBamba yTHUIAjHUX
BEJIMYNHA 1 HAYMHA IHUXOBOI JIEjCTBa Ha Kpajibu pe3yarar npeasubarma. Tako ce y apyrom
caydajy Moxke pehu Jia je akieHaT Ha TadHuM WHQOpMaljaMa Koje MOJIeN IpyzKa, a He Ha

MOTYNHOCTUMA HerOBe WHTEPIIPeTAIlnje.

[IIto ce Tu4e camor mocTynKa BepudUKAIHje aarOPUTAMCKOT MOJIE/Ia, KA MOrodaH Me-
TOJI, 38 €MIIUPUjCKY MPOBEPY TAYHOCTU YCBaja C€ TAYHOCT MPEIUKIINje HA JTOBOJHHO BEJTUKOM
CKYIIy OIICEPBAIINja, IJIe je Ped ,,JIOBOJbHO  MOHEKaT TEIIKO JeUHICATH jep 3aBUCH OJ1 CJIO¥XKe-
HOCTH U &JIEKBATHOCTU MOJIEJIA, KAO U CJIOKEHOCTH KOHKPETHOT IIPOOJIeMa, JIOK Ce TIOJ] CaMOM
IPOBEPOM TIOJ[PAa3yMeBa CTATUCTUIKU MOCTYIAaK YHAKPCHE mposepe (eHri. cross-validation)

MIPOIEIHLEHUX PaJHUX KapaKTEPUCTUKA.

Naxko pesreBanTHA, MPOIEHEHA TAYHOCT HE MOPA YBEK y IMOTIIYHOCTH Jia O/I'0OBapa CTBap-
HOM KBAJINTETY AJITOPUTAMCKOI MOJIeJia, ITO CBAKAKO jecTe KPajihHu IUJb MU3BPIIEHE IIPO-
Bepe. Pazjior 3a moTeHNMjaJIHO OJICTYIIalhe MOXKe OUTH yIpaBO paHuje IMOMEHyTa TemKkoha
y JeduHUCAY JTIOBOJHHO BEJIUKOI CKYIA y30paKa, jep Kao ImTo he 6utn ananusupano y Ilo-
rnaBbuMa 2.3.1 n 2.3.2, mopehame CJI0:KeHOCTH MOJIeIa OMOryhaBa HBeroBo 00/be MOKIAIIahe
ca MPUKYIJBEHNM IOJIAIIMA, aJIi NCTOBPEMEHO 3HA4N U cyiabujy MOryhHOCT TeHepajm3alimje
HayJYeHIX CITOCOOHOCTHU Ha TOJAIlNMa ca KapaKTePUCTUKAMa KOje HICY OWIe JTOCTyITHE TOKOM

00yKe MoJIea.

Hagejieno npescrasiba jeHy 0J1 OCHOBHUX TeITKONA y MPAKTUYIHO] IPUMEHU aJINOPUTaAM-
CKUX MOJIeJIa, jep YCIelTHa IPIMeHa [10/Ipa3yMeBa IOCTOjame PEJIEBAHTHOI CKyIIa 38 00YKY, a
MTO OOMYHO TOJIpa3yMeBa BeJIMKU Opoj omcepBanuja. MehyTum, cBaKOHEBHO reHepucarbe
HOBUX I10/IATAKa OJI CTPaHe KOPUCHUKA, OJIHOCHO PA3HOBPCHOCT U PACIHPOCTPAEHOCT HOBHUX

refepalja ceH3opa KOju Cy JlaHac y ynorpeOu, JOIPUHENH Cy Jia aJlOPUTAMCKU MOJIE/IN
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3ay3My 3HAYAjHO MECTO y CaBPEMEHUM CHCTEMUMa 3a MpeNo3HaBambe 00INKa, all U JIPYTUM

OmcKuM 06J1aCcTHMA, KAo IITO je u 6110 HaroserreHo y [36], wiu jomr naneko panuje y [256].

[Inb KOHCTpYKIKje crucTeMa 3a IIPENo3HaBabe jecTe MUHIMU3AIja PU3UKa O/ Ty InBamba,
Ka0 OYeKMBaHe TIeHe TIOTPEITHOT, &I U UCIPABHOT 3aK/byunBaba. [loctas/ba ce nmurame Koju

Cy JIOMETH TaKBHUX CHCTEMa M KaKBU PE3YITATH ce Y HajOOJheM CIIydajy MOTY OUYeKHBATH.

Y ommreM cirydajy, ako je CKyl MepeHUX BeJIMYrHa KOjuMa ce ofroapajyhm obinK Ka-
paKTepuiie yHarpes jgedUHICAH U HEIPOMEH/BUB, a YKOJIUKO je IPU TOMe MOoryhe u TadHo
MIO3HABAHE PACIIOJIE/IA IbUXOBUX BPEIHOCTH, IIITO YECTO OJrOBapa KPajibe UJIeaJIM30BaAH0] CU-
Tyaluju, ajeKBaTaH OJI'OBOP yBeK IpyxKa BajecoBa mnu BejsoBa Teopuja ojjiydauBama U
TEOPHjCKe KapaKTePUCTHUKEe TaKO j1eUHNCAHOT KJIacHMUKATOPa, & KOjU Y CMUCJIY MOTEHITH-

jaJTHOT pUBHKAa IpeJicTaB/ba Hajoo/su MOTyhn n300p y JaTOM CIIydajy.

[Topen gummeHuIe ma mocroju MOryhHOCT 1a U TakBe, Hajoo/be Moryhe mepdopmance He
MOpajy OUTH JOBOJHHO H00Pe y HEKOM KOHKPETHOM CJIYYajy, a Kao MOCJIEINIa MaJIor HHMOP-
MAIMOHOT caJipyKaja KopuitheHnX Meperba, (Jrorer n36opa obesrexkja), OHOCHO HeIMCKPUMU-
HATUBHOCTHU BUXOBUX PACIIOJIE/Ia, J0aTHA TeNTKoha JIeXKW M y BPJIO 9ecToj HemoryhuocTn
TAYHOT TO3HABalba OBUX PACIOENa, a yCjel YMheHHIe 18 KBaJUTeT IPOIeHe HEIO3HATHX
pacrioziejia MOHOTOHO OIaJ[a ca CMarmbemheM Opoja y3opaka min ca moBehameM JTuMeH3MOHAT-
HOCTH KopwuIheHor mpoctopa obesexja. Mehyrum, Takohe je m100po Mmo3HaATO J1a y CIydajy
KOHa4YHOT Opoja y3opaka, moehame Opoja kKopuiiheHnx obejekja JI0 HEKOI' ONTHMAJHOT
HIBOA Y IIPOCEKY BOJM Ka I000/bIIaiby KBaJuTeTa IMPero3HaBaiba, a HAKOH JOCTH3amha HaBe-

JCeHOI' OIITUMaJIHOI' HUBOA JaJbe nosehame JAUMEH3NOHaJIHOCTHU BOJU Ka IbErOBOM CMalbEeiby.

Omnmcanu dheHoMmeH nemMoncTpupa# je y [132], rie je moa onpelennm mpernocraBkama, Ha
HAYIMH 3a KOju he ce KaCHUje MCIIOCTABUTH J1a je JI0CTa YIPOITNeH, pa3MaTpaHo NpoceuHo To-
HAIllAhe PA3IUIUTHX CUCTEMa 33 CTATUCTUYKO IMPElO3HaBarmhe OOIMKA IMPU UCTOM YKYITHOM
6pojy xopuihenux obesexja u 6pojy yzopaka. llub cryauje je 6mo ja ce 6e3 ob3upa Ha
HpUPOy TPoOJIEMa TTPENo3HaBamba, OJJHOCHO 6e3 o03upa Ha crenuduydne KapaKTepPUCTUKe
VCJIOBHUX pacrojiesia BepoBaTHONA Koje onmcyjy pasumdauTe mpob/ieMe Ipero3HaBamba U dnje
KapakTepucTrke (00JIMK pacrojiesia) y CKIaLy ca THM Bapupajy oj npobJemMa Jio mpobaema
y 3aBUCHOCTH 0] u3bopa ojrosapajyhux obesexja, uiak johe 0 ojpeheHnx rapaniuja y
CMUCJIy TQYHOCTHU IPEIIO3HABaha Y 3aBUCHOCTU OJ OJHOCA U3MEDY CA0dMCEHOCTIU MEPEHa
(MensroHATHOCTH 0besIekja) u O6poja y3opaka. 3ak/bydak je 6uo ja crpareruja nopeharmba
opoja obesiexkja 10 ojpeheHor TpeHyTKa MMa IMO3UTUBHO JI€jCTBO, AJIM Jia IPU KOHATHOM
Opojy y3opaka jia/be roBeharme JIMMEeH3MOHATHOCTH UMa HeraTUBaH yTUIAj. Y UCTOj CTYIUju
Takohe je moka3aHo U Jia CJIUYHO CBOjCTBO BAXKKM U Y ACUMIITOTCKOM CJIy9ajy HEOTPAHUYIEHOT
6poja y30paka, rjie je ,pocedHa’ TauHOCT Mpero3HaBaba (IoCMaTpaHo Takohe 1Mo ancaMoJIy
CBUX MOryhuX peajim3aliija CUCTeMa 338 CTATUCTHYKO ITPeIo3HaBambe 00K ca ICTUM OpojemM

obejiexkja, Ka0 Uy paHuje MOMEHYTOM KOHAYHOM CJIydajy), YBEK Ca MOpEe CTpaHe OrpaHu-
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YeHa KPUBOM, KOja IOJI YCBOJEHUM MpeTIocTaBKaMa anaimse y [132| yiuasu y carypanujy ca
noBehameM JUMEH3UOHATHOCTH TpocTopa obesexja. [Ipu Tome 3navajan yTunaj na Kpajmu
[I0JI0KAj OBE TOPILE T'PAHUIIE, KOja Y MPETIIOCTAB/HEHOM OIIIITEM CIydajy AeUHUIIEe ACUMII-
TOTCKN KBAJIITET HEKOI IIPOCEYHOI CHCTEMa 3a IPENo3HaBambe ca JaTUM OpojeM obesex]a,
Ma MOJIeJIOBab€e HeoJpeheHOCT Koje ce Ty MOJIA3HIX MOCTaBKY ITPo0JIeMa Mperno3HaBama,
OJTHOCHO Y CJIy4Yajy BEPOBATHOCHUX MOJieIa MOTYNHOCT INTO TadHUjer oJpehuBarba U MO3Ha-

Baiba allPUOPHUX BepoBaTHONA MmocMaTpaHux jorahaja.

Crmaaa aHasm3a, y MPOIIPEHOM OOJIMKY, CIIPOBE/CHA je HEITo KacHuje n y paiy [85],
rje je moTBpheno ja noseharbe c/IO2KeHOCTH Mojiesia Mopa outu npaheno nosehamem 6poja
y30paka, a Kako He OM JIONLIO JI0 Jerpajaliije KBaJuTeTa Ipelo3HaBama ycJel mopehama
3alpeMuHe TPOcTopa obesiexkja u nmosehama Opoja ,henuja xucrorpama’ 3a Koje je moTpedHO
onpeauTH (IIPOIEHUTH) BepoBaTHONY Ha OCHOBY pesiaTuBHE (DPEKBEHIHje TI0jaB/bUBAbA, OJT-
ropapajyhux y3zopaka. MehyTuMm, HakHajaHo je Takohe yKasMBAHO Ha HEKE HEJIOCCTHOCTU
anasmse y [132], a koje cy ce oryiesiaie y ToMe Jia IPH yCBOjEHUM IIPeTHOCTaBKaMa noseharbe
6poja obesiexkja He Mopa Jjia rapantyje nosehame TauHocTH Tpeno3HaBama, [259|, mro je y
CYIIPOTHOCTH Ca UMILEHHUIIOM Jia Buille nHpopMaImja yBek 0be30elyje 60osbe omayanBame. Jla
O OBaKBa, JIOTUYHA IPETIOCTABKA BaxKWJja, MOKa3yje ce jJa je TOTPeOHO JI0AaTHO JiepuHm-
CaTH IITa ce TAYHO MOJIpa3yMeBa IOJ, CJIOXKEHOINY Mepema, OJHOCHO Jia ce 1o moBehamem
JIMMEH3UOHAJIHOCTHU TI0JIpa3yMeBa ,oBehame win padunaiuja nadopmalija Koje cy HaMe-
eHe omryanBamy”’, [259], a mro je moryhe moctuhu yBohemem oxrosapajyhux pesarmja
nopeTka u3Mely ckymnosa obejexkja. Tako je mokaszaHo Jia 10/ YCJIOBUMA aHAJIU3e YCBOJeHUM
y [132] TakBy pesarujy Huje Morylie ycrmocTaBuTH ¥ Jia y TOM CMHUCIY HEMa KOHTPaJUKIIIje
usmeDy pesynrara y [132], koju ce npema [259| 3acHuBajy Ha cyGONTUMATHOM OJJTY YUBAILY, 1
rope MOMEHYTOT TBpherma 0 TT000JbITaby MPerno3HaBamba Ha OCHOBY BUIIE JIOCTYITHUX HHMOP-
Malmja, J10 KOjUX ce J0JIa3u KPo3 aJIeKBaTHO UcKopuiiihaBambe 1oBehane JUMEeH3MOHATHOCTH

obesexja.

Y cymrunu, noBehame JUMEH3MOHAJHOCTH WMa IMMO3UTHUBAH KapaKTep YKOJUKO CMO Y
CTalby Jla TMOCTUTHEMO JIOBOJ/bAH KBAJIUTET IPOIEHE HEOMXOHUX TECT CTATUCTHUKA, WM YKO-
JINKO HAKOH moBehama 6poja obesierkja MOXKEMO Jia KOHCTPYUIIEMO HEKHU JIeJIOTBOPHUJU T10-
CTYIIaK IpEro3HaBarba, KOju YOIIIITe He MOpa MOYUBATU Ha CTATUCTUYKO] (hopMyamuju, Beh
HA Meperby pas/inKa WA CJAUIHOCTU, OJHOCHO pacTojarba, n3mely HameHCKH (GOpMHUpPAHIX
CTPYKTYpa WK eHTUTETa KOjuMa OIUCY]jeMO peain3aliije IoCMaTpaHux KaTeropuja, ajau Koju
3aTO YCIIENHO KOPHUCTHU IPUCYCTBO JIOJIATHUX MHGOPMAIIAja MOXPAbeHUX Y HOBUM O0EIeXkK-

jAMa y30paka.
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2.1 IloTpeba 3a cmamemeM HeojpeheHocTn

Hajsehoj nHeonpehenoctu ojarosapa cutyaliyja y K0joj He MOXKEMO HUIITa, YHAIIPE] J1a Ka-
JKEMO O YIeCTaHOCTH TI0jaB/bUBaha MIOCMATPAHNX BEJTMINHA WJIU MI0jaBa, a KOja ce y CKIJLY
ca TUM OOMYHO MOJIeTyje YHH(DOPMHOM PACIOIeIOM allpHOpHUX BepoBaTHoha. OBakaB n3dbop
MOTUYE OJ1 YCBOJEHOI' KPUTEPHjyMa MaKCUMaJIHE eHTPOIINje KOJUM Ce OIUCYje MAKCUMAJIHA He-
onpebenocr y nadopmarmonom cvuciy, [142], a Koju y 3aBUCHOCTH OJ1 T0JATHUX OTPAHIICHHa
Kao Pe3yJsITaT MOCTAB/bEHOT BAapPUjaIlMOHOT MpodIeMa MOYKe JaTH W JpyTe BPCTe pacroiena
ocuM yHHMpOpMHE. MehyTum, amco/iyTHu MakKCUMyM €HTPOIIHje JIOCTHUXKE Ce caMO 3a YHH-
dbopmuy pactogeny, [157]. YV auCKpeTHOM BHIIEIMMEH3UOHAIHOM TIPOCTOPY obesiexkja, ca
,JIO3HATOM CPEJIFhOM BPEJIHOIINY W KOBapPUjaHCHOM MAaTPHUIIOM 00esiexKja, TPUHITUI MaKCH-

MaJiHe eHTpOIje ce CBOIu Ha m36op BuienMensnonaane [aycose pacromerne, [60].

[Tpema [142], nojmoBu HeopeheHOCTH U eHTPOINUje MOIY ce CMaTpaTH CHHOHMMUMA, I1a
ce OIHMCAHM TPOIeC yBohema JOJATHUX OIpaHHYerha, Kao HOBHUX Ca3Hamba O IOCMATPAHO]
10jaBM, TPUWJIMKOM IIPUMeHe NPUHINIA MaKCUMaJIHe €HTPOIHnje, MOXKe IIOCMaTpaTh U Kao
nporiec cMamema Heojpehenoctu. Hberos kpajmu 1mu/b ce orjiejia y yrBphuBamy CTBaApHUX
00JIMKa oJ/iroBapajyhux alpuopHUX paciojiesia, YMECTo MoJa3He, y MHPOPMAITMOHOM CMUCITY
HEIIpUCTPacHe, IpeTIocTaBke o YHIUMOPMHO] pactojesn. Hasejeno takohe jecte n Kpajmbu
/b [IPENo3HaBamba, [273|, 6apem Kaja je y muTamy HOIVIE] Ha JIATH IPOOJIEM U3 yIJia CTa-
THCTUYKOT TIPENO3HaBabe O0JINKA, jep /b OOYKe CHCTeMa 3a IPENO3HaBaIbe jecTe YIIPaBo
oJipehuBame TavHOT U3IJIea 0/IroBapajyhux yeJaoBHUX paciojiesia Koje pUrypuiiny y CUCTEMY,
a drMe ce MOCTHXKY TeOpHjcKe rpaHulle MUHEMAaIHOT bajecoBor pusuka 3a jgatu u360p ode-

JIexja.

Hapasno, koHCTpyKIIHja cucTemMa 3a Ipero3HaBarbe IojipadyMeBa U u3bop obesexja u
IbIXOBUX TpaHcdOopMaliija, TakKo Ja ujieaana odyka mim TadHo ojipehuBame ogarosapajyhux
pacrojiesia He Mopa OUTH JIOBOJ/baH YCJIOB 3a KOHCTPYKIIM]Y CHCTEMa ca 3aJI0BOJhaBajyhum
paJHUM KapaKTepUCTUKaMa, a BPJIO YeCTO He Mopa OuTH HU 1oTpedaH, o demy he OuTu pedn

HEITO KacHHje.

[Ipuann cmamema HeoapeheHOCTH KPo3 Iporiec MpoHaJIayKemha IIPUKJIAIHOT 00K O/
ropapajyhe pacrmojiesne je 09eKuBaHO NPUCYTaH U Y TEOPUJU eCTUMAaIlU]je, IJie IPOIeHa HEKOr
napaMeTpa OJf HHTepeca Ha OCHOBY HAYUILEHUX OIICEPBAllUja Y HEJIOCTATKY JIOJATHAX JI0Ka3a
[0JIa3U OJI MPETIOCTaBKe O YHU(DOPMHO] AllPUOPHO] PacIojie/in JIaror napamerpa, [63], a y
3aBHCHOCTH OJ1 JIOJIATHUX OIpaHUYerba (Kao IITO je IeHa MOrPeIHe MPOIEHe) U OIICepBaIija
JloJ1a3u 10 Kpajike BPeJHOCTH IapamMerpa y dopmu: bBajecoBor ectmmaropa, MaKCHMaJIHe
AIlOCTEPUOPHE MPOIIEHE, WU MPOIIEHe MaKCUMAJIHE BEPOJOCTOJHOCTH (Y CKIIAJLY ca 0J[roBapa-
jyhoMm BapujanTOM TOJIa3HUX MpeTocTaBku). [Ipu Tome je KoHKperan ob/mK ojaroBapajyhie

napameTapcKe Wi HellapaMeTapcKe IporieHe y OUJI0 KOM 0J1 HaBEJICHUX CIydajeBa TUPEKTHO
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ozpeljeH 06JIMKOM yCJIOBHE paciojiesie Koja OIICYje paculiabe Meperba (BpeHOCTH 0beexkja)
y 3aBHCHOCTH O] HEIO3HATe BPEIHOCTU IapaMeTpa, TadHUje BEePOIOCTOJHOIINY BPEIHOCTH
napamMerpa y OJIHOCY Ha IPUKYIUbeHe orcepBaruje, [98], ajm u ycBOjeHOM IPETIOCTABKOM O

00JINKY allPHOPHE PACIOe/Ie HEIIO3HATOI IIapaMeTpa.

Tako ce 3a 06K BepogocTojHoCTH p(X|T) KOju oxrosapa [aycoBoj pacmojenu, a mpu
YCBOjEeHO] MPeTIoCcTaBIy 0 YHUGOPMHO] allpHOPHOj pactojenu p(T) HEMO3HATOI HapaMeTpa
T, IOKa3yje Jia je MaKCUMaJIHa arocTepropHa mnporena p(7|x) (Koja y ToM cirydajy npejcra-
BJba MOJL OfiroBapajylie amoctepropHe pacroierie Koja je takohe l'aycosa) jennaka mporesn
MaCKUMaJIHe BepojocTojHocTu p(X|7), jeanaqduna (2.1), ajam MCTOBpEMEHO eKBUBAJEHTHA W
BajecoBoMm ectumaropy 7T, Koju Kao (DYHKIUjy IEHE IOTPEITHe MpOoIeHe 7 KOPUCTU KBa-
nparny rpemky, C(7,7) = (7 — 7). Jpyrum pednma, 1okasyje ce Ja je J100ujeHa npoleHa
T jedHaKa Cpeamoj WM OYEeKHBAHO] BPEIHOCTH AIlOCTEPHOPHE pacIojese HEeIOo3HATOr IIa-
pameTpa, a Koja ce y ciaydajy [aycoBe pacriojiesie yBek MOKJIAIA ca HEHUM MOJIOM (Kao u
Me/THjaHOM ):

T = /Tp(T|X) dr = mod(p(T|x)) = maX]M = m;fxxp(xh-). (2.1)

T p(x)
)

Pasmor 3a exBusasenijy (2.1) ca BajecoBum ectumaropom, [275], jeKn y dumeHUIHN
Jla ce HAKOH ycBajara KBaJpaTHe IeHe I'DEINKe 0JIa3HAa MUHMMHU3AlUja PU3UKA eCTUMa-
TOpa 7 CBOJHM Ha OYEKMBAHY BPEIHOCT allOCTEPHOPHE DPACIOJEsie HEIO3HATOI MapaMeTpa,
m3pas (2.1), a Kao mocJseMIa JIHHEAPHOCTH IPBOT U3BO/Ia KBaIpaTHe (QyHKIHje. YCBajarbe
Japyraduje GyHKIMje IeHe W IPETIIoCTaBKe 0 0OJIMKY YCJIOBHE PacIo/iese JoBesIo 01 /10 JApy-
raanjer obsmka nporene. Tako na npumep, 6e3 o63upa Ha OOJIMK YCBOjeHe pacrojesie, y
3aBUCHOCTH OJI TOT'a Jia JIU je yCBOojeHa (DYHKIMja IeHe y 00JIMKY KBaJpaTHe, allCoJIyTHE UJII
T3B. HyJIa-jeJlaH I'DEIKe, ONTUMajHa BajecoBa HpolieHa OM MPECTaB/haja YCIOBHO OUe-
KHBarbe, MeIMjaly WX MOJ oJrosapajylie amocrepropHe pacrojese, y JaTOM DeIoCIeLy.
MebyTuMm, Kao mTo je JUCKyTOBaHO, y ciydajy laycoBe pacrojesie Kao IOCJIeIuIa U3pa-
JKeHe CHUMETpHje TPU HaBeJeHe IMPOIeHe ca Pa3/IMYUTUM WHTEPIpeTaljaMa mojMa I'Perrke

ce TIOKJIaIajy.

[Ipukazana ekBUBAJICHIMja Pa3JIUYATUX IPOIEHA Y CIyYajy CMarberba HeojapeheHoCcTH
pasmarpanoM y (2.1) Takobe je 3aHUM/bHBA jep MOKa3yje CyNITHHCKY Be3y usMelly kpurepu-
jyMa MUHUMAJIHE CPelibe KBaJpaTHe TPEIIKe U KPUTEPU)yMa MaKCUMAJTHE BEPOJIOCTOJHOCTH, &
Koja y BajecoBoM Mojiesy MOCTOjU 110/T TPETIIOCTABKOM O YHU(OPMHO] allPUOPHO] PACIIOIEIH
HeIo3HaTe BeJimanHe u ['aycoBoj pacmoienn m3Mepennx BpeaHoctr. CndHa eKBUBAJICHIIN]a,
IOCTOJU ¥ MPHJIKKOM KJIACUYIHE TIPOIeHe, y KOjoj ce Hello3HaTa BeJndnHa (mapamerap) Hacy-
npotr BajecoBoj mporienu ne 6u cMaTpasia CaydajHOM, a MITO OM 3HAYMIIO Jla HeMa moTpede

3a MOJIEJIOBAIbEM IheHe allpuopHe pacrojiese. Hamme, ycBajarbeM IMPETHOCTaBKe O JIMHeap-
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HO] 3aBHCHOCTH W3Mel)y oIlcepBHpaHUX BPETHOCTH W HEMO3HATe BeJNYNHEe, KA0 W IPETIO-
CTaBKe O HEKOPEJMCAHOCTH M MCTOBEeTHOj ['aycoBoj mpupoau rpemraka mporeHe, rmokasyje ce
Jla je onTUMaJsIHA MPOIEHa MAKCUMAJIHE BEPOJIOCTOJHOCTH €KBUBAJIEHTHA IPOIEHN Ha 6a3u
MeToJle HajMarmbuX KBaJlpaTa, Koja MUHUMH3Yje CYMy KBaJipaTa I'pelllaka IpoleHe. Tadnuje,
npema Teopemu [ayc-Mapkosa, [154], onTumastta JinHeapHa IPOIEHA T je Y KJIACHIHOM CMU-
ciy onpehena ycBojeHnM 0GJMKOM JIMHEAPHE 3aBUCHOCTU (OMCEPBAIMOHOM MaTpUIioM A) u
CTPYKTYypOM KoBapujancue Mmatpuiie C rperaka mporeHe, ajiu He U 00JTMKOM caMe PacIojiesie
rpemaka mporene. MehyTum, ako ce yBeje J1ofaTHa MPETIOCTaBKa O HEKOPEJIUCAHOCTU TPe-
Imaka w, OJHOCHO olicepBanuja = (nMmajyhin y BULy Jia ce HEMO3HATA BeJMYUHA T TPETHPA KAo
JETEPMUHUCTUYKA), a TIPU Y€MY Ce [oJIpa3yMeBa Ja Cy MojeJuHadHe IPEIKe W, KOMIOHEHTe
W, KOHIIEHTpHCaHe y OKOJMHHU HyJle U uMajy ucry laycoBy pacmogeny N, IporeHa MaKch-
MaJIiHe BEPOJIOCTOJHOCTHU Ce Kao MOC/IE/INIa He3aBUCHOCTH Y30PaKa CBOIU Ha MCEYIONHBEP3HO
peleme T npeojipeljeHor cucrema JMHEAPHUX jeHAYNHA, KOPUIINEmeM MeToa HajMatbuX
KBa/IpaTa:

x=A1+w, w~N(0,0°]), C=0"l, 2.2)

7= (ATCT'A) TTATC ' x = (ATA) TATx. '
Hapagno, joMeH Ba;KHOCTHU YCBOjEHUX IIPETIIOCTABKHU OjIpehyje OITUMATHOCT MOCTUTHYTE JIU-
HeapHe IPoIeHe, Koja Kao TaKBa He IPeJICTaB/ba YHUBEP3AJIHO Pellebe, ajld Takohe yHarpe/n
HU He UCKJbY4yje HheHy MPaKTUIHY YyIOTPeO/bUBOCT Kao e(pUKACHOT CyOONITUMAIHOT PeIlerha
KOje MOKe OUTH JIOBOJLHO J100po y ojpehennm ciaydajesuma. Ca npyre cTpaHe, HaKO CPe/iiba
KBaJ[paTHa I'PEIKa jecTe BeoMa IPUBJIAYHA Mepa KBaJIUTeTa IPOIEHe, U3 yria meHe (u-
3UYKe MHTepIIpeTalije Koja oJroBapa eHepruju CUrHaJja, Kao U y KOHTEKCTY (bopmyJialije
Pa3IMINTUX ONTUMUAIMOHUX ITPOOJIeMa M HeHOI' UCTOPUjCKOT 3Hadaja jorr oji mojase ['a-
YCOBOI' METO/Ia HajMabUX KBa/lpaTa, II0OKa3yje ce ja HUje YBeK ONTUMAJIHA U Ja Y CIydajy

HEKHX CTPYKTYHPaHUX CHUTHAJIA He IPeJCTaBiba YBEK Hajoosbn n3bop, [271].

Kao mpasar y kome Tpeba Tpazkutu pemierse y [271] je Ha nmpuMmepy curaaja Ciauke Ha-
3HAYEHO JIa je MPUJINKOM KOHCTPYKIIMje Mepe KBAJMTEeTa IOKe/hHO Ja ce y 003Up y3Mmy u
nndopmalje o ocobrmHaMma IMPUjeMHUKA KOjU KOPUCTH CUTHAJ, Kao W BpcTa orrehema To-
KOM HheI'OBOI' IIpeHoca. TakoDhe je mcTakHyTo 1 Jia Ou y ciydajy dyJia Bhja Mepe KBaJuTeTa
KOje MMajy 3HavajHO IOKJallame ca YOBEKOBOM IIEPIIEINIUjoM MOIJIe Jla MMajy YTHUIa] Ha
Jla/bll HAIIPE/IaK CHCTEeMa 3a BU3YEJIHO IPero3HaBambe 00JMKa W ja OM MX Kao TakBe Tpe-
6a/10 KOPUCTUTH Kao KPUTEPHUjyMe ONTUMATHOCTU IPUJIUKOM KOHCTPYKIUje ojroBapajyhnx

aJIrOpUuTaMa U CUCTEMa 3a o6paﬂy CHUI'HaJIa.

[Tosrazehn o1 oBakBHX, PeJATUBHO jeJHOCTABHUX Mo/jieja, Moryhe je ¢bopMupaTn u CJio-
JKeHIje BePOBATHOCHE CTPYKType 3aCHOBaHe Ha CAMYHUM MpHHIMOama, [172, 211, 222|, amm
u ojiroBapajyhe anare 3a lUXOBY e(pUKaCHY KOHCTPYKIIH]Y, IIO/T 9UMe ce To/Ipa3yMeBa o0yKa

WIN ,yueme’ Mojesa.
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Kao mocieauna cioxkennje cTpyKType, Koja He Mopa yBeK ja Oy/ie 1 KBaJIUTATUBHO CJIO-
JKeHmja (Kao Ha MpUMePy KOHAYHIX CMeIa Koje ce MOKa3yjy Kao MOro/aH HAYMH 3a IapaMe-
TPU3AIN]Y CJIOKEHUX PACIOJesia KOje KapaKTEePHIIy HEeKY I0jaBy ), MOMEHYTe BepOBATHOCHE
CTPYKTYpe omoryhapajy ycrerniHnuje MojeaoBame Melhy3aBucHocTu usMely Beher Opoja mpo-
MEH/bUBHUX KOje MOTI'Y IpPEeJICTAB/bATH CTBapHe WM JIUPEKTHO MEPJbUBE BeJIMUWHE, AJIi U O/I-
roBapajyhe ,ckpuBene’ mapameTpe WM HHIXPEKTHO MEPJbUBE BEJIMINHE KOje OIUCY]Y CTambe

HEKOI' CUCTeMa.

[Ipema Tome, mpeno3naBarbe 0O/IMKA ce MOYKE UHTEPIPETUPATU U Kao IPENO3HABAILE Haj-
BEpOBAaTHUjET WU PABHOTEXKHOT CTarbha JATOT CUCTEMa UJIN MOJIe/Ia, a IITO MOXKe OUTHU KPajbu
/b TIPENO3HaBaha WIN CaMO jeJaH OJ1 KOpakKa y YKYITHOj aHaJIu3W Koja oMoryhaBa Ipero-

3HaBaIbe HEKOI' OOJIMKA.

2.2 Kanamurer Mozesia 3a IIPeno3HABAHE

Axko mocmaTpamo mpobJieM rnpenoca nHpOpMaIja 1 KOHCTPYKIIAje KOMYHUKAITHOHNX CH-
cTeMa, NPUHIUI cMamberba HeojipeheHocTn je Takohe youeH Kao KJ/bydaH KPUTEPU]YM 34 J10-
JIaXKere JI0 MCIPABHUX IIPOIeHa U OJIyKa. Tako je y mosHaTtoM pajy [232|, mokazaHo nia
MacKuMaJiHa Op3uHa mpeHoca mHdOpMalija, 0JIJHOCHO KAIIAIUTEeT KOMYHUKAIIMOHOT KaHAJIA,
Kao Iopiba I'paHUlla 3a IMPEeHeTy KOJUYUHY HH(OpMAaIija y jeUHUIM BpeMeHa, 3aBUCH O/1
KoJIMIuHEe HeojipeheHOCTH KOjy 3a JaTh MPUjeMHUK U U3BOP ca cOOOM y HPOCEKY HOCH IPH-
MJbeHa TMOpYyKa. TadHuje, jla ce KalaluTeT KaHa/la U3padyHaBa Kao €KCTPEMHA BPEIHOCT
(MakcMMU30BaHa 10 CBUM Moryhnm msBopuma mHMOpMaImja) n3pasa Koju ce 100uja Kaja ce
01 IIPOCEYHE TOCIaTe KOJMInHe nHpopMalja, OJJHOCHO eHTPOIINje Uin Op3uHe U3BOpa, OJLy-
3Me HeoJpeheHOCT KOjy MPHUjeMHUK HMa O TOME IITa je CTBAPHO IOC/JaTO, a YeMy OJroBapa
YCJIOBHA €HTPOIINja U3BOpPa HAKOH IIpHjeMa IOpYKe Koja je MpOollia KpPo3 KOMYHHUKAIIMOHU
KaHaJs ([IpBa Ol TPU MHTEPIIPeTaIije KalaluTeTa KaHajJa KOPUINEmheM I0jMa 31Dy KeHe eH-
rporuje y [232]). Tlomenyra HeoppeljeHoct je nocieuna cMeTHI U caabiberba KOju JIeyjy Ha
CUTHAJI Y KaHAJIY TOKOM IIPEHOCA U JIOBOJIE JI0 HHeroBor olrrehera, 1ma 01 y ciydajy ujaeajHor
KaHaJia HeojipeheHocT u3ocrasa. Y3umajyhu y o03up fa ¢y y CTBApHOCTU IPUIHKOM IIPEHOCA
CUTHAJIA HEJIOCTAIM YBEK IPUCYTHH, TIO3UTUBHA OKOJIHOCT jecTe Jia IpeMa pyHIaMEeHTAJIHO]
TeopeMu O KOJoBamy, [232], 6apem TeopHjcKH UIak HOCTOju ofrosapajyha KojHa Iiema ca
KOjOM Ce ITOCTUKe IIPEHOC CUT'HAJIA ca IIPOU3BOJ/HHO MaJjioM Heoipehenorrhy, ayim 1Mo/ ycJ0BOM
J1a Op3uHa IpeHoca mHOpMalnja HEje Beha 0 TeopHujcKe BPEeIHOCTH KallalluTeTa KaHaJa.
OueknBaHO, KalmaruTeT KaHa/ a 3aBUCH OJ1 (PU3NIKNX KAPAKTEPUCTUKA CUTHAJIA U KapaKkTepa
CMETIbHU, OJIHOCHO Y OCHOBH OJI PEJIATUBHOT OJIHOCA CHAre CUI'HaJia U cHare myma. Mehyrum,
Kako je y [232] uctakuyTo, 3a MocMaTpaHu KOMYHHUKAIIMOHU KaHAJ Y CIy4ajy IpeKopaderna
Op3une: ,npupoja Hamahyje Takcy u 3axTeBa IPUCYCTBO TAYHO TOJIMKO HeojpeheHocTu a

YKYITHO TJIEJIAHO UCIPABHO HE MOYKEMO Jia ITPEHECEeMO HUINITA BUIIE O] KallaluTeTa .
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V3poK 3a IPUCYCTBO HEOAPEHEHOCTH O TOME IITa je IMOCIATO, & Koje CIpedaBajy J0CTHU-
3arbe KallalluTeTa KaHaJa, [opej HeJocTaTaka CUrHaja Tpeba TPaXKUTH U Y HeCaBPIIEHO-
CTUMa TPHUjEeMHUKA, 3a KOjU Ce Yy IPEHEeCEHOM 3Hademy MoxKe pehu ja ,tyje’ u OHO IITO
He Tpeba, a dYeMy OJroBapajy cUTyalldje y KojuMa ce ycjesd (GU3nIKuX Iporeca IyM TeHe-
puriie y npujeMHuKy, [275], niam He0BO/BHO 106pa KOHCTPYKTHBHA pellieba TpUjeMHUKa 1
IpeJiajHuKa 3a JaTu mpobieM, [5].

Vaumajyhu y o03up HaBeeHO, MOXKe ce pehn j1a je y KOHTEKCTY MOJesIa KOMYHUKAITHOHOT
KaHaJla U IPeHoca CUrHaJa, IU/b IIPENo3HaBaba 13 TPUjEeMHUK WJIH CUCTEM 3a MPEIO3HABIHE
Oy/e MTO HEOCET/bUBUJU HA CMETIbe, OJHOCHO Jla He dyje IIyM, a Jia Iocjara uHdOopMaImja
(amja mpejicTaBa 3aBUCH 0J] U360pa ,00es1eKja”, OJHOCHO KOJIHE IIeMe WJIM TAJaCHUX 00JIMKa)
Oy/ie JOBOJbHO JIMCKPUMUHATHBHA (KOPHCHA) 32 MPEIMO3HABAE, TAKO I Y WJICATHOM CJIydajy
(onmumanroz npujemruka 3a gaTi Kanaua) omoryhn nmocrusame 6p3uHe mpeHoca nHbOpMa-

Ija Koja TeXKW KallalluTeTy KaHaJa.

Nako je Beh mcraknyTta Besa uzMmely mpoO/ieMa ONTUMAJIHOT IIpeHOoca MHMOPMAIja 1
Iperno3HaBama 00JIMKa, a KPOo3 HaBeIeHH IpUMEp JeTeKInje CUTHaja W IMoTpebe 3a KOH-
CTPYKIMjOM ONTHUMAJIHUX IPHjeMHUKA, Y HACTABKY he OUTH PasMOTPEHH jOII HEKU ACIIEKTH

OBOT' OJIHOCA..

Hamme, 3a mpobiem mpenoca umudopMmalnja je OapeM yOIIIITEHO IJIeJaHO KapaKTepu-
CTUYHO Jla He TpaBu pasjuky usMely mndopmaliyja Koje ce mpeHoce Kpo3 KOMYHUKAIIMOHU
KaHaJl, OJIHOCHO y Hadesy He pa3Marpa 3Hademe ojpehennx mHdOpMaIija 3a MOMIN/baoIa
u npumaonia nopyke. HapaBHO, oBakaB HIPHUCTYI ce cBe demihe JIOBOAU y IUTambe, a Kao
mocJreIuma morpeda J1a ce KOPUCHUIIMMa, KOMYHUKAITMOHNX CHCTeMa Mpy»Ke ojpehere rapaH-
IMje y CMHUCJIY KBaJIUTeTa IpeHoca ojipeheHnx cajprkaja, OJHOCHO THIIOBa WHQOpMaIuja,
a y CKJIaJy ca hUXOBOM BaxKHOIINy 3a ojapeheHe rpyiie KOpUCHHKA KOje Jiesie 3ajeIHUIKe
pecypce KoMyHHuKarmone umadpacrpykrype, [268]. Tako ce cse wemthe jaBba morpeba 3a
aHAJIM30M caJIpKaja MOpyKa TOKOM IIPEHOCa CUTHAJIA, & Ha OCHOBY KOje ce PaJi CUCTeMa, ITPH-
JlarohaBa mpoMeHaMa KapaKTePUCTUKa KOMYHUKAITHOHOT KaHaJla U 3aXTeBUMa KOPUCHUKA, &
1peMa HeKMM YHaIIpe/l UJIN y JIaTOM TPEHYTKY yCBojeHuM Kpurepujymuma. [lorpebda 3a oBa-
KBUM &JIALITHBHUM IIPHCTYIIOM j€ OJ[aBHO youeHa, Kao y [18, 233|, u meraspHO pasmarpana y
OKBHUpPHMa TeopHja Koje ce 6aBe KBAHTH3AIMjOM M KOMIIPECHjOM CHUTHAJIa, a KOje IOYnBajy
Ha aHaJU3U KOMIIPOMHUCA KOje je Y HEKOM KOHKPETHOM CJIydajy HOoTpeOHO HalpaBUTu usmMely
MacKuMaJIHe Op3uHe peroca nadopMalpja (OrpaHIIeHOr KAlTAIUTeTa KaHAIa) U IPOCETHOT
crerieHa neprwnupanor omreliema (AucTop3uje) KBajuTeTa CUTHAA, a CA KPAJHUM [U/BEM

Jla ce MOCTUTHe HajOoo/bu Moryhu npenoc mHgoOpMaImja y JIaToj CUTYAIU]U.

Ca jspyre cTpane, 3a Ipero3HaBame OOJIMKA je K/bYTIHO Jla HAIPABU PA3JInKy usMmely
KOPHUCHUX WJIU JIMCKPUMUHATUBHAX WHMOPMAIUja U HEIOTpeOHUX min ,30ymyjyhux” nndop-

maruja. [Ipu Tome cama kKoumunna nHdopMalja Hije 0l TOJUKOI HHTEPeca, Kao y Caydajy
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IpeHoca nHopMallija rjae ce TexK MaKCHMU3AIUjA TPOTOKa uH(popMalinja, Beh mwena mpu-

KJIAJHOCT 3a pelraBaibe ojpehenor mpobdiieMa mperno3naBamba.

Kao y ciyuajy Teopuje Koja pazmarpa KoMIpoMuc u3mely Op3uHe mpeHoca u omreherma,
a KOju je yBEK HEOIXOJaH y CJIydajy aHaJOrHUX M3BOpa MHMOpMallfja KoJ KOjUX je Ipe
OMI0 KaKBe aHaju3e y JUTUTATHOM JOMEHY IMOTpPeOHO mpeBoherme y NpHuO/IMKaH 3aIuc ca
KOHaYHUM OpojeM cuMOb0Jia, TaKO je U y CIydajy Iperno3HaBamba HEOIXOJIaH ITPAaBU KOMIIPO-
muc u3Mely: a) crocobHOCTH M3abpaHOr MOjesa Ja OIWINe U eJIMMUHUINE HeojpeheHocT u
6) uzbopa obesexkja (ceseximje nHdoOpMaIUja O WHTEpEca U3 MOJATaKa KOjU Cy HA Pac-
HoJlaramy O MOCMATPaHO] T0jaBH), KAKO OU ce MOCTHUIIO ITO edUKaCHUje MPerno3HABAbe.
Hapasno, y Hekum ciiydajeBuMa rjie je Iporec m30opa WId KOHCTPYKIMje obesiexkja ayTo-
MaTH30BaH TEIIKO je HAIPaBUTU JUCTUHKIN]Y u3Mely IpeTxojiHa JgBa Kopaka, aJi je jacHO
na Beha komunHa mHOpMalija omoryhasa 6o/be pasymeBaibe ojapehene mojase, ma 6u Kao
TaKBa, OYEKNBAHO, TPebaJsIo j1a CTBOPU U Behu CKYI MOTEHIINjAJTHUX PEIIetba, JOK CJI0KCHUJI
MOJIEJIN YTJIABHOM MOTY ebUKacHUje Jla ICKOPUCTe obesiexk]ja caadujer KBaauTera. Y OKBUPY
TaKBOI' KOMIIDOMHCA je OHJa MOXKJja Moryhe jakiine mpoHahym HajaJleKBaTHHje PeIlermhe 3a
[IPEIO3HABAHE, 0] YNMe Ce TI0/IPA3yMeBa, PEIlehe KOje Tope/l TATHOCTU IIPEII03HaBaha, Kao
Haj3HAYajHUjer TTapaMeTpa 3a OIeHY YCIEITHOCTHU IIPENo3HaBamba, Hajoo/he oJroBapa 1 HeKIM

JIOJIATHUM KPUTEPHjyMUMa KOju ce HaMehy Kao pe3yJ/TaT HaunHa erope Oyayhe mpuMmene.

MebhyTum, y 3aBHCHOCTH OJT KANAUUMEMG MOOEAG WA AJTOPUTMa 3a MPENO3HABAME
(,yueme obsmka”), ofHOCHO criocobHocTH ofpehene dbamuimje Mojeaa Ja OIUINe HeoIpe-

benocrt, a 1rTo ce oryena y:

(i) Caoxenocru mpobsiema Koje Ha 3a/10BOJbaBajylin HAUMH JaTh MOJIETH MOTY JIa DeIlle;
(ii) CroxkeHocTHn mporeca yuerma Wi 0byKe Mojea,;

(iii) CutoxkeHoCTH, aJIM U PU3UKA UMILJIEMEHTalUje U Kopulithema Kpenpanux Mojesa,

,BesnKa’ KOJIMYMHA JOCTYIHUX WH(MOPMAIUja MOXKEe IPEJICTaB/hATH U HOTEIKONY.

Nako oBakBa cuTyaluja Ha IPBU IOIJIE] JIeJIyje HEOUEKUBAHO, DapeM aKoO ce UMa y BUJLY
paHuje ucTakHyTa norpeda 3a mro BehoM KomanHoM nHMOpMAaIja Kako Ou ce 1modo/bIrao
KBaJIUTET Ipero3HaBama, ona je Moryha. Ilocroje jiBa paziuyunTa HaYMHA Ha KOje OIUCAHA

CI/ITyaHHja MOZKE 1a C€ MCIIOJbH.

Y mpBOM ciiydajy, a KOju KapaKTepuIle pejlaTUBHO MaJIu OPOj y30pakKa y OJIHOCY Ha YCBO-
jeHy JIUMEH3MOHAJHOCT IIPOCTOpa obesexkja, JenaBa ce Jia MaKo YKyIHa KOJUduHa UHMOP-
Mallfja 110 CBAKOj OJI OllicepBallija MOXKe OUTH BeoMa BeJIMKa, KalalluTeT MOJeIa MOXKe OUTn
TAKaB JIa HE MOXKe Jla Ce HOCH Ca BEeJMKOM OpojHorily (He)IMCKpUMHHATHBHUX 0besexja,
OJIHOCHO Mojiest Oe3 omohin ca crpane (cesiekiuje wim pelykimje obesiekja) He MO¥Ke JIa [0~

CTHUT'HE 33JI0BOJbaBajyny TadyHOCT. Y CMUCIY CTATHCTUYKOL IIPEo3HaBamba 00IUKa MO/ TUME
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ce TIPBEHCTBEHO IMoIpa3yMeBa jJa Hije Moryha 3a/10BosbaBajyha mporieHa o/iroBapajyhux pac-
noJiesia Koje (bUrypuIrry y TecT CTATUCTUKAMA, &JIA Y OIIITEM CJIydajy Takohe U j1a MOJIes caM
HUje y cTamy jJa rnpoHahe 60sba obesiexkja Kpo3 CeIeKInjy win TpancdopMaryjy mocrojehux
obesexkja m popMupame oAroBapajynux cTpyKTypa HaMemeHHX Iperno3HaBamy. OnmncaHn
CIIEHAPUO Y JTUTEPATYPH ce OOMIHO O3HaYaBa Kao ,[IPOKJIETCTBO JUMEH3NOHATHOCTH ', TIPEMa,
TEepMUHY KOju je yBeJieH y [16], amu ce ipu ToMe yrilaBHOM MUCJIU Ha CUTYAIUjy KOjy KapakTe-
pHuIlie HeJIOBO/bHA YKYITHA KOJUYINHA HH(MOPMAIIHja, & 38 KOjy ¢e Kao K/bYUHU Y3POUHUK Be3yje
HeJI0BOJbaH OpOj orcepBanuja (Koje MOry, ajii He Mopajy OUTH BHCOKOIMMEH3MOHAHE, [TPH
JeMy KBaHTUTATHBHO 3HAUYEH-€ OBOI' aTPUOyTa YTJIABHOM 3aBHUCH OJ] KOHKPETHOT KOHTEKCTa,
npeno3HaBama). HapasHo, TakaB TEPMUH je y TOTILYHOCTH OlpaBiaH, uMajyhu y Bury ja 6u
noBeharme 6poja BUCOKOJIMMEH3UOHATHUX y30paKa, O/ YCJIOBOM Jia je M3BOJJ/BUBO, JTOHEKJIE
peruiio mpobsieM. MehyTum, Kao 1ITo je iCTaKHyTO, Tpeba UMaTH Y BUJLy U IOMEHYTe CUTYa-
nuje y KojuMa je KoJudnHa wHdOopMaIuja caJpKaHuX y MOjeIMTHAYHAM y30pIIMa 3Ha9ajHa,
OJTHOCHO WIMATH Yy BHJY Jla je JaTu mpobseM Moryhe MOCMATpaTH W M3 yIJia HeJocTaTaka
KOpUITNEeHNUX MEeTOJIa 3a MPENO3HABAIbE, & KOjU Ce Yy TAKBUM CHTYaIjaMa MOTY UCIOJHbUTU
yCJIe/], IbUXOBOT OIPAHIYEHOT KallalluTeTa, & He Kao IMOC/Ie/INIa HeJIOBOJLHOT NH(OPMAIIMOHOT

cajJprkaja MojeIMHATHIX Y30paKa.

Y apyrom ciydajy, a KOju KapaKTepHIlle PeJaTUBHO BEJIUKH OpPOj y30paka, ako je Ipo-
1ec 00yKe HEIOBOJBHO YCJIOB/bEH OpojeM y30paKa CJI0:KEHOCT O0yKe y CIydajy HeKHX (haMu-
Jija MoJiesia MOKe Jia IpeBa3uhe padyHapcke pecypce KOju Cy Ha pacroJjaramy. laja ce
YIJIaBHOM, KaKO Ou ce jraTw mpodJieM BeJiKe KOJWYrHe WH(OpMaIlldja pa3penino, mpudberasa
HEKUM MoJudUKaIljaMa CTaHIapIHuX (opMyalnja Mojesra, a IITo MOXKe Jia Mo/Ipas3yMeBa
KOHCTPYKIINA]Y HEKOr clennuIHOr HAadYMHa 3a W3/IBajaibe W arperaiujy obesexkja, ajn
n JUPEKTHO aHT'aKOBalb€ YOBEKa KaO aKTHUBHOI' y49UTeEJ/ba, KOpI/IIlIheI-beM IIOJIYyHa/ATJIe JaHUX
MeTOJIa yuerma. ¥ C/Iydajy BeJUKOr Opoja y30paka, jeJIHO OJI PEIlerba 3a CMAhEHhe CJI0¥XKe-
HOCTH je U IPUMeHa HeKe 0JI MeTOJIa CJIYUYajHOI' IOy30PKOBaha U CTOXACTUIKUX BapUjaHTU
CTaHJIAP/IHUX IOCTYyIaKa, Koje Hajdernihe, aCUMITOTCKH TJIEJIAHO, IMOCTUXKY UCTH WU 00JbU

pe3yaTaT, a Ipu TOMe Cy U3BOJJbUBE.

Mmuoro ugernthe orpanndaBajyhu (pakTop 3a KBaJauTeT IIpelo3HaBaba JeXKNI Y IPyroj Kpaj-
HOCTHU KOjOj OJIrOBapa HeJI0BOJbHA KomdnHa uHdopmalmja. [Ipobiem ce manudecryje Kako
y cllydajy MaJior Opoja y3opaka, a IINTO je 9ecTO KaJia je CJ0XKEHOCT WJIU IeHa I10je/IMHaY-
HUX eKCIIepIMeHaTa BUCOKA, IITO IIPOOJIeM IIperro3HaBabha IIMHH JIOIIE YCIOB/bEHUM, TaKO U Y
cIydajy MaJior Opoja obesiexkja uiin lbUXOBOT MaJIOr MH(POPMAITMOHOT cajipzKaja, a Kao Iocjie-
Ju1ie HeMOFYEHOCTH Mepema O‘I_LpebeHI/IX JAUCKPUMHWHATUBHUX BEJIMYMWHa YCJIEL OrPDaHUYEba
Koja Hamehy KapaKTepucTHKe paclojioKUBUX MEepHHX MHCTpyMmeHaTa. OBa orpaHuYera ce
YIJIABHOM OIVIE/Ia]y Y HEIOBOJbHO] TATHOCTH, IPENU3HOCTH, aJId U IIEHN Meperba HeKe CIIeI-

duvne BesimInHE, TE TOJT IEHOM He MOPAajy Ja ce MOoApa3yMeBajy caMo JUPEKTHU TPOIITKOBH,
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Beh 1 OKOJIHOCTH M KOHTEKCT y KOjuMa je OTPeOHO M3BPIIUTH MEpEIe.

[lakse, mporec KOHCTPYKIIje MoJesia 3a IPero3HaBalbe CacTOju Ce OJ1 YCIENTHOD pe-
IIaBamba CBa TPHU paHuje MOMEHYTa MUTarmba KOja Ce TUUY CIHOCOOHOCTH WM KANauumema
n3abpaHor Modeaq 3a TPENO3HABAILE J1a OIUINe HeoJpeheHOCT y KOHKPETHOM CJIydajy. ¥
1J1eaTM30BAHO] CUTYalldju, Koja He O ojroBapaJjia WHKEHEPCKOM IPUCTYILY, HEKa O] I0-
MEHYTUX MUTama UM KapaKTEePUCTUKa MoJiea He OM MMaJsia 3HadajaH yTUIAj Ha KOHAYHY
oreny Mojiesia, aju umajyhu y Buy norpely Ja ce peajnsyjy eUKacHN TEXHUIKU CUCTEMU,
HaMeheHH JbyJIUMa U HBUXOBUM IOTpedama, cBa HaBejeHA IHUTamba 3aC/ayKyj]y IOJjeTHAKY

MaXKIbY.

2.3 Kanamurer Mojesda y y>KeM CMUCILY

Kao xanayumem monena y yotrcem cmucay MOKeEMO JTa O3HAYNMO CTEIeH YCIENTHOCTU Ca
KOJUM OJiroBapajyhm MoJiesl periaBa peajine IpodjieMe pas/ImuuTe CJIOXKEHOCTH, WJIM OIICer
CJIOYKEHOCTU PeaIHUX MpobJieMa 3a KOje JaTh MOCTYIIaK MOXKe Jia MPYKU JOBOJHHO JT00PO
pememse. [lom mojMom peasiHu mojpasymMeBa ce ja je KOJUIUHA IPUMepa Ha KOjuMa MOJIeT
nMa IPUJINKY 7@ UCTPayKi OCOOEHOCTH MpoOJeMa OrpaHWveH, Kao U Jia Cy TPUMEPU TaKBU
Ja 'y Behoj mim Marm0j MEPH OJICTYIAjY OJ CTBAPHOCTH. Y TOM CJIyYajy, KJbyUHO IMUTAbe KOoje
onpebyje KamamureT pas/MIUTAX MOJE/a jecTe Ha KOjU HAYMH, Tj. KOJIMKO YCIEIIHO, je y
JIATOM OKPY2Kekby paspellieHa ,, jinjaemMa’ n3Mel)y NpucTpacHOCTU Mojiesia Ka ojpeheHoj BpeTu
peliea 1 BapujaHCe TaKO IOCTUTHYTUX PeIllemha y OJHOCY Ha ONTUMYM, OJJTHOCHO BapHjaHCe
pelema Koja OJIroBapajy pas3nduTUM peajn3allidjaMa yCBOJeHOI Mojesa y ITPOMEH/bUBUM

OKOJTHOCTHMa, HHeroBe OOYKe.

C 003upoMm Ja ce mpobIeM MIpero3HaBama MOYKe TIOCMATPATH 1 Kao IIPOOJIeM IIPETUKIII]e,
OJTHOC TIPUCTPACHOCTHU U BapujaHCe MOJeIa MOYKe Ce pa3MaTpaTh U KPO3 aHAJM3Y CTPYKType
[IPOCEYHOI KBaJIPATHOI OJICTYIaka PA3JIMYUTHX pellleha (IPeJIuKTopa) Koje MOJeN TeHe-
puiie 110 aHcaMOJIy peajim3alinja CKylnoBa 3a 00yKy ca ucTuM 6pojeM esiemeHaTa (IpuMepa),
a U3 KOJUX MOJIeJ KOpHUIThemeM ojroBapajyher ajaropurva ydqu Hemo3HaTe OJIHOCe u3Mehy

npuMepa TPUIPYKEHNX Pa3/IMInTUM KaTeropujama.

Tako ce, nomazehu on dopmysaruje perpecuje, nprukasane Ha npumep y [109], koja ce
3aCHMBA Ha yCBajalby MUHUMAJIHE CPe/libe KBaIpaTHe I'PEHIKe KAO0 KPUTEPU]yMa, OIITHMAJIHO-
ctu bajecose 1porieHe, a MITO BO/IM Ka ONTUMAJJHOM PeIlehy MMPEJUKTOPa y O0JIUKY YCJIOBHOT
OYeKMBatba Hero3HatTe (caydajue) Beamdunne, [154], Moxke mokasaTu Ja ce IpocevTHa IeHa U
pH3KK peuKImje KopuiihiemeM oapelenor Moena (Koju y onmrem ciydajy He Mopa O6uTu
onTUMasaH u300p 3a HEKU [OCMATpaHu MpobJieM) yBEeK cacToju O JBa WiaHa Uin cabupKa.
[IpBu wiaH AMPEKTHO 3aBUCH OJI KOHCTPYKIMje IpeIuKTopa (pesyarara o0yKe MOJeNa) u

peBUl)eHOr JIOMEHA FheroBe IpuMeHe (BPEHOCTH MEPEHUX BeJMYnHA WK obesiexkja 3a Koje
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ce ovekyje ja he ce mojaB/bUBATH MPUJIMKOM DaJia CUCTEMa KAo yJIa3He BeJIUJHHE), JIOK je
JIDYTU YJIaH He3aBUCAH OJI MOJesla M Kao TaKaB HECBOJJHUB Ha Maiby BPEIHOCT W 3aBUCU

UCJBYYUBO O] ypoheHe MpoMeH/bUBOCTH MTPOOJIEMa WK TI0jaBe KOjy MOJIEJ OIHUCY]e.

Ako ce ca [ o3Haunm KOHCTpynCaHU IpeJukTop y, a ca E[y|x] = E,;[y| 2] ycrosHo ove-
KUBAle BPETHOCTH § Y OXHOCY Ha pactogerny p(y|x), Koje mpejcraBba ONTHMATHE Ba-
JECOB NIPEIMKTOP KaJa e Kao KPUTEPUjyM ONTHMATHOCTH yCBOJU MUHHMAJIHA CPEIhba KBa-
JIpaTHa IPellKe IIPeIuKImje, Taja ce MpocedHa I'pellka IPeJuKIUje y oJHocy Ha cBe Moryhe
peannzanuje y 3a HeKU (DUKCHU PaJHU PEXKUM WM OIICEPBUPAHY BPEIHOCT T, O3HAYCHA
ca E [(y - f(x))2’ x}, MOXKe HCKa3aTh u Kao K [((y — Ely|z]) + (Ely|z] — f(gg)))2 x],
YeMy HaKOH ylpocedaBarba JaTor Keajapara ounoma ca p(y|x) um umajyhu y Bugy ga je

2(Ely|z] — f(z)) -E[y — E[y|z] | 2] = 0, onroBapa uspas:

2

E|(y- f(2)’ (2:3)

7] =E[(y - Elyla)*| 2] + (Blyla] - /()

Youasa ce jia IpBU cabupak y jegHaunHu (2.3) He 3aBUCH OJ] HAIMHA KOHCTPYKIIUjE MO-
neJta, Beh MCK/BYYIMBO O KapaKTEePUCTHKA ITOCMATPAHOT MpobseMa MPEeIUKIje y CIydajy
KOHKPETHOI' MePerba U YCBOjEHOI KPUTEPHUjyMa, ONTHMATHOCTU KOjU JIepUHUIIE OOJIMK OITH-
MaJIHOT IIPEeIUKTOpa. ¥ MMOCMaTPpaHOM IIPUMEPY, IJIe jé YCBOjeHU KPUTEPHUjyM yIIpaBO TaKaB
Ja je YCJIOBHO OYeKHBaibe ONTHMAJIHO pellekhe MpodjieMa MpeInKIlje, pe3yaTaT jecTe Jia
npBu cabupak y (2.3) mpejcraBba Bapujancy y 3a jgaro z. Crora ce y JurTepaTypu MpBU
cabupax y (2.3) Bpsio yecTo o3HavdaBa Kao myMm, |24, 104, koju je HepacKuauBo mMoBe3aH ca
OJIHOCOM Koju 1mocToju u3Mely kopuimheHux IojaTaka U Helo3HaTe BeJIUINHEe U Kao TaKaB
Mpe/ICTaB/ba MUHUMAJIHY IIPOCEYHY TPEIIKY MPEINKITIje 38 HEKY (DUKCHY BPEJIHOCT Meperba, a
KOja je JOCTHMXKHA caMoO Yy CIydajy KaJia je KOHCTPYUCAHU TPeIuKTOp [ onTuMaIaH y paHuje

OIMCAHOM CMUCIY. Y TakBoj (WieasiHoj) curyanuju, apyru cabupak y (2.3) 6u 6uo Hysa.

MebhyTuMm, oBakaB CclieHapuoO je BPJIO Ye€CTO HEM3BO/IJBUB TOIITO je ONTUMAJIHA ITPEIUKTOD
TeIKo 100uTn 6e3 yBoherma J0/IATHUX IIPETIIOCTABKU KOjUMa Ce OJIAKIaBa HheroBa KOHCTPYK-
11ja, KaKo y CMHUCIY (bOpMYyJaIfje y 3aTBOPEHOM OOJIMKY, TaKO M Y CMUCY MOTYNHOCTH Tia-
pamMeTpu3alije KOjoM ce KOPUIINemheM HCTe KOJTMIUHE To/IaTaKa 9eCTO MOCTUXKe e(pUKACHU]a
o0yKa y oJiHOCY Ha HemapameTapcke mojese. OHOCHO, y OIIITEM CIy4ajy er3ucTeHIja OIl-

TUMaJIHOT IIpEJUKTOPa jeCTe OTBOPEHO IIUTalbe.

Ca spyre cTpaHe, aKko JI0/IATHO YBeJIeHE MIPETIIOCTABKE HE BaXKe, IPUMEHa HAU3IJIE/T OTITU-
MaJTHOT MOJIeJIa KOjU IMOYNBa Ha HBUMa, he MpejIcTaB/baTi caMO HajOOoJby allPOKCUMAIIN]Y Tpa-
BOI' ONITUMAJIHOT pellieba YHyTap jare, creruduane dhaMuinje rpanuia oty ansarma, [109)].
Nnak, oBakBa HeONTHMAJIHA pellieiba MOy OUTH KopucHa. Hamme, Majia KOJIUIrHa [ToaTaka
MOXKe 3HAUUTH Belly 0CeT/bUBOCT HellapaMeTapCKOT MoJIeIa Ha KapaKTePUCTHKEe KOPHUIITheHor

cKyma 3a 00yKy, KOjU IpeJICTaB/ba caMoO jeJIHy oj MOTryhmx peajnzalriuja CKyIoBa ca UCTUM
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OpojeM y3opaka, I1a ce y TaKBOj CUTYAIUjU TTapaMeTapCKu MOJEs KOjU TOYMBa Ha HEIOoy3/1a-
HUM TIPETIIOCTaBKaMa MOKe TI0Ka3aTu 1 Kao 6oJbe perrerbe, [109]. Tlopes Tora, nemoryhuoct
JnupexkTHe hopMysIaIje ONTHMAJHOT PeIeha JOBOU 10 HoTpede 38 KOHCTPYKITHjOM aJIrOpu-
TaMCKUX ITOCTyTIaKa OJ KOJUX ce OUeKYyje KOH3UCTEHMHOCT, Y CMUCIY Jla Ce IbUXOBa PeIlemha
nonpassbajy ca nosehamem 6poja y3opaka, [249], a y HajmoxKe/bHIjEM CIy9ajy ¥ ONTHMAJ-
HOCT Y aCUMIITOTCKOM cmucy. [Ipu Tome ce wecTo Kao HEOIIXOIHO MOCTaB/ba TUTahe Op3uHe
KOHBEPTeHIInje, MITO OleT Y CAydajy OrpaHmYeHor Opoja mpuMepa MOXKe 3HAUUTH ITPEIHOCT

MeTO/Ia Ca aCHMITOTCKU TJIEJJAHO CJIaOMjIM KapaKTePUCTUKAMA.

Konuka je ocerspuBocT pernierba Ha W300p TojaTaka KOpUIINEHWX 3a OOYKY MoJjesa je
JIDYTHU JI€0 OJITOBOPA Ha MHUTa€ KOJIUKH je KallalluTeT Mojiena y yxkeM cMmuciay. Kao mro he
OUTH TOKA3aHO, BPEIHOCT JIpyror cabupka y (2.3), Koja TOBOPH KOJIMKO je perreme J001jeHo
KOpHUIThemheM YCBOjEHOT MO/Ie/Ta, JAJIEKO O] OIITUMAJIHOT, jeCTe ITPOMEH/bUBA U 3aBUCU OJT TOTA
KOJIMKO je 00yKa MoJesia Y MPOCEKY OCET/bUBa Ha CAydajHu U300p jeaHe OJ peau3aliija u3
arcambiia Moryhmx ckymoBa 3a 00yKy ca UCTHM OpojeM ejleMeHaTa. ¥YIOoTpeboM cJImdHe HO-
taruje kao y [249], ako ce ca D o3HaUM CKyIl KOjU je KOPHUIITEH IPUINKOM 00yKe MoJIesa, a ca
f(x; D) nasnaunm jja peajnsanuja cKyla 3a 0OOyKy UMa yTHUIaja Ha KAPAKTEPUCTUKE Pelllerba,
IIPOCEYTHA BPETHOCT T'PEIKe KOjy MpeJICTaBsba Ipyru cabupak y (2.3), o CBUM peasTi3arimjam

cKyIa 3a 00yKy, 3a HeKo (PMKCHO T, o3HadeHa ca Ep [ (E[y|z] — f(z; D))Q] , jenHaxa je:

(Elyl 2] - Ep[f(2;D)])* +Ep | (Ep [f(:D)] - f(z:D))"] . (2.4)

[Tpusmkom usBobhema (2.4) kopurhena je cimana ocobuna Kao Kox (2.3), a Ha OCHOBY Koje
HAKOH MHTerpalpje o MoryhuM peajmsanmjaMa CKyIa 3a 00yKy MEIIOBATH 4IaH OIroBapa-

jyher kBajipaTa OMHOMAa HecTaje U3 KOHAYHOT M3pa3a.

[TpBu wian (2.4) roBOPU KOJIMKO je Y MPOCEKY PeIlere JOOUjeHO MPUMEHOM KOHCTPYUCa-
HOI' MOJIeJIa JIAJIEKO OJI OITHMAJIHOr (y OBOM CJIy4ajy perpecuje) u O3HadaBa ce Kao CTEleH
NPUCMPAcHOCMU MOoJiesIa Ka ojipel)eHOj BPCTH pelllema KOja ce He MOyKe CMAaTPATH OINTHUMAJI-
HOM IIpeMa YCBOjeHOM KPUTEPHUjyMY, JOK JIPYTHU YIaH IOKa3yje KOJUKO je HeKa O] peaJiu-
3allija TAKBE BPCTE PEIleha OCeT/bUBa Ha M300p CKyla 3a O0yKy M O3HA4YaBa ce Kao 6apu-
janca. Oba wiaHa 3[PYZKEHO JOIPUHOCE YKYIIHOj e(PUKACHOCTH aJrOPUTMa 34 IIPEIo3HABAHEe
1 yKYITHO]j rperiiy nporiere y jegaradnan (2.3). Ilopes Tora, rpemka y (2.3) jecte yciioB/beHa
n300pOM KOHKPETHOT I, TAKO JIa Ce YKYITHA IIPOCEYHA TPEIIKa 10 CBUM peajin3aliujama & u y
Jobuja TeK HAKOH JIOJATHOT yIpocedaBaba (2.3) 10 cBuM BpejHocTuMa obesexkja. Kao mro
he 6utu ucraknyro y aapejanom llornassby 2.4, Ta uumbeHUIa Moxe ja Oyjie KOpUCHA IIPH-
JINKOM KOHCTPYKIIHje CHCTeMa 33 MPEeNo3HaBamhe U MOXKe Jia oMoryhu Kopuiiheme u Mojesa
3a Koje ce y HEKIM pPeJIaTUBHO PETKNUM CHTYyalljaMa TOKOM paJjia CUCTeMa MoKa3yje Jla NMajy
BEJINKY TDEIKY, aju je Ipu ToMe TakBe curyaruje moryhe edbukacno mnzdehu onpehennm

JAOITYHCKHMM KOHCTPYKTUBHHUM peHICibUMa.
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Ca npyre crpane, Kao 1mTo je mpejgoxeno y [109] u [111], y Mepu y Kojoj cMO y MoO-
ryhHOCTH J1a ce O/lpeKHeMO YHUBEP3aJ/iHe MPUMEH/bUBOCTH OpeheHor Mosiesra u 'y HeKOj Mepu
PUXBATUMO HETOBY IIPUCTPACHOCT, yTOIMKO hie burn Jraxiie ja ce ymamu Bapujanca y (2.4),
a perierbe he npecTaB/baT 00/by aIPOKCUMAIIH]Y ONTUMAJIHOT TIpeinKTopa. Vako je y KoH-
TEKCTY TPETXOJIHOT M3Jlarama IMPo0JeM IMpelo3HaBama pasMaTpaH Kpo3 MpoOJeM ITpeTiK-
uje, U3BEJEHN 3aK/by4lld O 3HAYajy ojiHOca npukasaHux y (2.4) u (2.3) ce cymTuHCKH He
OU IIPOMEHUTN YKOJIUKO OM YMECTO Cpe/iibe KBaIpaTHe TPEelIKe IPeuKIje Ouia Kopurihena
apyradnja dpopmysiaiija Koja Ou pa3MarpaJia BepoBaTHONY I'peIlKe WIn PU3UK Oy INBaiba,

mTo Ou y ciiydajy KaacuduKalumje cBakako OMO MOXKe/bHUjI u300p.

2.3.1 [dumensuja moaeJsa

QaMminja Wik Kjaaca MeToja K0joj IpHUIa a MOJIEJ U CTEIleH CJIOXKEHOCTH MO/Iesia OJIpe-
Dyjy kosmko he n06ujeHo pelerse GUTH yCIenHo u moj, KojuM yciosuma (0byke) hie mohu na
ce nponahe yHyTap ckymna ¢yHKIMja Koje jara damuanja caapxku. Ilpu Tome, cam HaduH
neduHICaba CI0KEHOCTH MoJiesIa yHyTap oapehere (aMuiinje 3aBUCH O YCBOjeHE METOJI0-

Jioruje.

MebhyTum, 6e3 063upa Ha HauuH JlepUHACAHA CJI0YKEHOCTH MOojlesia 1 m300p ojiroBapajyhe
BeJIMYMHE KOJOM C€ OBaKBa CBOJCTBA ONMUCY]Y, KpajibU IUJ/b Je YBEK UCTH U TUYe Ce Kapak-
Tepusalyje JeCKPUITUBHIX CBOjCTaBa MOJie/ia KOju YHHe OjipeheHu MOJICKYIl IIOCMAaTpaHe
davmmmje Merojia wim Kiaacudukaropa. Bejnmudmna Koja ommucyje oBa CBOjCTBa ce OOUYHO
O3HavaBa Kao ,UMeH3Mja’ Mojiejla U NMa 3HadajaH yTUIA] Ha KalaluTeT MoJesa Yy yrKeM
cvmucay. [IlTa Buine, namehy pa3zanduTUX MIPUCTYIIA 38 ONUCUBaIbE JTUMEH3HUje MOoJIesia, yCIeT
Pa3/IMYUTHUX IIPETIIOCTABKNA U MOTHBA Ha KOJUMa IOYMBAjy, HE MOPA Jla TIOCTOJU €KBUBAJIEH-
11ja, 1a ce TaKo 3a HEeKYy Mepy JMMeH31je Koja Ou ojroBapasia Opojy HEIro3HaTHX apaMeTapa
MojIesIa Koje je TOTPeOHO MPOIEHUTH TOKOM IIPolieca 00yKe IoKa3yje Jia He Mopa Jia 0JIroBapa
criocoOHOCTIMa OJIpeheHOr Mojiesia y KOHTEKCTY Ipelo3HaBarmba, OJIHOCHO Jia IPeMa JTaTOM
KPUTEPUjyMy HaW3IJIEe]l jeJIHOCTABHUjU MOJen (ca pelaTHBHO MambiM OpojeM mapamMerapa)
MOT'y TI0CEJIOBATU BEJIMKU JIECKPUIITUBHU KallalluTeT U OOPHYTO, Kao IITO je UJIyCTPOBAHO Ha
HekoJImKo mpuMepa y [56]. Ko npernosHaBarma 0Baj JECKPUNITUBHE KalalUTeT MOJesa ce
KapakTepulie OOraTCTBOM Npocmopa Tunomesa Koje Mojean ojpeheHe quMeH3Uje MOTY J1ia
PeHepHUIIly, TJie XUIoTe3e JeMUHUIITY U3BOJ/HUBE PErHOHE U IDAHUIIE OJ[JIyINBarba Y HEKOM

pocTopy obesiexKja y KOMe ce Hajla3ze MPUKYIJbEHE OICEPBAIIfje.

JesiHa o1 Mepa JIMMEeH3MOHATHOCTH MOJIeIa Y OIUCAHOM CMUCTY je n Bamnuk-YepBonenkuc
(VC) numensuja ckyna xunoresa, |28, 57, 265], koja ce nedunuiie kao makcumasan 6poj, h,
PA3IMIUTUX y30paka U3 MOCMATPAHOI IIPOCTOpa obesexkja KOju MOXKe OUTH MCIPABHO KJla-
cuduxoBan momohy Heke of DYHKIMja JaTe Kjace, 3a ¢cBe Moryhe Bapujaiiuje J10/ie/bUuBaba

KJIacHUX Jabesa Wi o3Haka y3opuuMma. OpHocHo, To 3Ha4u Ja 3a gaty VO aumensujy min
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Opoj pas3amuuTuX y3opaka h yHyTap ojapehene kiace (pyHKIMja TOCTOJU XUIIOTE3a KOja ce
y TOTIYHOCTH CJIazKe Ca MPOM3BOJHHO YBEJIEHUM O3HaKaMa y3opaka, |56, mpu dyemy y or-
IITEeM CJIydajy TO HE 3HAYM Jla je 3a CBAKM CKyl h y3opaka min Tadaka moryhe mnporahu
OBAKBY XWIIOTe3y yHyTap Jare Kiace, [43] (mpumep Mory 6uTH JnHEAPHN KJIACH(PUKATOPH 1
KosimHeapHe Tadke). OBa Mepa IpeJcTaB/ba CBOJCTBO CKyTa (DYHKIHja U OOMYHO ce pa3Ma-
Tpa Ha npobieMy Gunaphe Kiacudukaiuje win jgerekiuje. Tako je y [43| nemoncrpupano
na je VC ammensuja opujentucanux xuneppasnu y RY jenmaxa d + 1, jep je y 6ui1o Kojoj
TadKU MpocTopa Moryhe KoHCTpyucaTu 0a3y ca HajBuile d JIMTHEAPHO HE3ABUCHUX BEKTOPA,
a npema TBphemwy oarosapajyhe Teopeme kKoja je mokazana y [43| To je morpeban u q0BOJbAH
YCJIOB Jia ce TUX d HEKOJMHEApHUX TadaKa MOXKEe Pa3J/IBOjUTU KJAcH(UKATOPUMA Y OOJIUKY

OPHUJEeHTUCAHUX XUIIEPPaBHU.

Cwmucao kBaHTUUKAIT]E JTECKPUTITHBHOT KalallUTeTa MOJIeIa KOPUITNemheM HeKe OJ1 Be-
guanHa Kao mro je VC jnmMensnja jecTe Ja ce HA OCHOBY TaKBe Mepe MPYXKU TEOPUjCKU
OKBUD y KOME je MOryhe IpOIEHUTH KalaluTeT MOojesa 3a IPEelo3HaBambe Yy MOMEHYTOM
yzkeMm cmuciay. Ako je y ompehenoj curyamumju omHoc m3mely mpucTpacHOCTH M BapujaHCce
Mojiesta, jejHadnHa (2.4), paspellieH Ha KBaJUTETHUU HAYWH, TO he 3HauuTH GOJbE Tep-
dopmarnce cucTeMa 3a IPEMO3HABAILE Y PEATHOM PaJLy, a Kao Mocjeauna 00/be CIIoCOOHOCTH
yOIIIIITaBalba WM MeHepau3aliije KOHCTPYUCAHOT IIpaBuia ojjlyduBama. Kopuirheme cy-
BHIIIe OOraTOr IIPOCTOPa XUIIOTE3a 38 TPAXKEHe ITOI0IHOI IIPABUJIa OJJIyINBamba KOjuUM he ce
[IPEJICTABUTUA KOHAYHU CKYII ITOaTaKa MOXKe JIOBECTH JI0 IIPETEPAHOT IpUIarohaBarma CKyIry
3a 00yKy, IIITO ce OOMTIHO HETaTUBHO OJIpazkaBa Ha KBAJMTET MPEIO3HABAHha TOKOM pPaJjia CH-
creMa, Kpo3 JIoMTy crocobHocT reHepasm3anmje. Kako VC nmuMenHsmja ympapo IpejcTaB/ba
Mepy JMMeH3Hje IIpocTopa XUuIoTe3a Koju renepuie ojpehena damuimja meroma y omapehe-
HOM IIPOCTOPY 0b0eIexKja, /b KOHCTPYKIIje MOJIeIa 3a IIPEIo3HaBakhe TP KOHATHOM OPOJjy
y30paka 3a 00yKy jecTe TOCTU3AE MTO O0/ber KBAJUTETA MPEINO3HABAhA KOPHUITNEHheM MO-
Jiesia mTo Matmbe guMensuje. VC nuMeHsnja ce MOXKe TyMaduTH U Kao Mepa OMOBPT/BUBOCTH
ycBojene xunorese, [56]. ITlopeheme kBasmrera Teopuja npema CHPEMHOCTH Ja PU3UKY]Y
oroBprasase je y ocHosu teopuje Kapira Ilonepa koja pazmarpa JIOruky HaydHOT OTKpHha,
MehyTum 1okazyje ce ja 1mojaM JUMEH3Hje Teopuje Koju ce Jie(buHUIle y ToOM KOHTEKCTY HUje
y normysoctu uctu Kao mojam VC aumensuje. Kao cymruncky pasiuky aytopu [56| Buie
pasymeBambe ojiHoca u3Mely MojMOBa jeIHOCTABHOCTH (CJIOZKEHOCTH) T€OPUje U HeHe JUMeH-
suje. Kao mro je Beh mcrakuyTo, Opoj mapamerapa Mojesra He Mopa outu cpaszmepan VO
JIUMEH3UjH, OJHOCHO jeIHOCTAaBHUJU MOJIEJIM y CMUCIY Opoja ImapamMerapa He MOpajy UMaTu
Behy crocobroCT rerepanuzanuje. Ca apyre crpane, npema Ilomepy Beha ommroct Teopuje
n Behu JIOMEH HeHOI' Bazkerba IpyzKa BHIlle MOTYNHOCTH 3a HeHO oloBprapaibe, unnehn je
KBaJINTETHUJOM Y OJHOCY Ha aJTePHATUBE YKOJUKO U3/IpKHU oTpedHe TecToBe, j10K Beha VO
JMMeH3Hja I0/Ipa3yMeBa mobehame jJoMeHa cKyla (GpyHKIMja Mehy KojuMma ce TpaxKih KJla-

cuduKaTop W Ha Taj HAYUH IMpYy:Ka BHUIIE MOIYNHOCTH 3a IpOHAJIaXKeHmhe XHUIoTe3e Koja he
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6e3 rpemke 06jaCHUTU HEKM CKYII O3HAYCHUX y30paka, YuHehu jaTu cKyl (pYyHKIHja Marbe
OTIOBPIVBUBHUM y OJHOCY Ha cKyl dyuknuja mame VO mumensuje. OBo je npyra K/bydHa pa-
3/IMKa Koja je ucrakuyrta y |56 usmehy cxBarama gumensuje teopuje y IlomepoBom cmucity

U JIUMEH31je Mojesia Y KOHTEKCTY IIPelo3HaBabha.

Crarucruuka teopuja yuema, [265], Ha ocroBy VC numensuje mozesna npyzxa oapelere
rapaHiije 0 OYeKHBAHO] CIIOCOOHOCTH YOIIIITaBaba HAKOH O0YKe CHCTeMa, IOJI MPETIIOCTaB-
KoM Jia he Gymyhe orcepBaliuje OMTH HE3aBUCHHU Y30PIM IIOCMATPAHEe II0jaBe ca MCTOM Pac-
nojesioM. TauHuje, jgajy ce rapaniuje y mpobaduINCTUIKOM CMHCTY Jia he ca BepoBaTHOhOM
p kiaacudukarop outu Tadan y 6apem ¢ % Oyayhux oncepsanmja, rje ¢ He 3aBUCH CaMO O]
p, Beh 1 0J1 MOCTUTHYTE TPEITKe Ha TPEHWHT CKYITy IMPUJIMKOM 0OyKe KjacupuKaTropa, BesIi-
quHe ckyna 3a o0yKy u VC ammensuje xkopuinhenor momena. Kako je pusuk ojIydnBarba
OCHOBHA Mepa 1nep@OopMaHCH KOHCTPYHUCAHOT peIlleiha, OBa rapaHIiidja ce OOUYHO M3parkaBa
y 00JIUKY mM3pas3a 3a TOPY TPAHUILy YKYITHOI PU3UKa YCBOJEHOI MPABUJIA OIyINBamba. Y
ommrreM ciy4ajy dyukimje mene C', yKyITHI PU3UK TOjeIMHATHUX MTPEINKIINja U OJTyKa
kopurthemeM npasmwia fy jeqHadnan (2.3) M0 CBUM peajin3alijaMa O3HAYEHIX y30paKa ca

obejiexKjuMa * U 03HAKOM KaTeropuje y mocTaje:

c=|l

R = [ C(f@)) Play) dedy "L B[ (- f0))?] (25)

[Tomrro 3npy2Kena pacrogesa BepopaTHoha y (2.5) yriaBHOM Huje T03HATA, DU3UK Hajderihe
Huje Moryhe o/pe/uTu JUPEKTHO, Ma ce IpuberaBa pasjmduTUM IporeHaMa. AKO CKyIl 3a
06yKy D cauumana n ypehenux maposa (z,y), pU3UK Ce MOYKE allPOKCUMHUPATH eMITUPUI]CKIM
PU3UKOM Repp, oJpehenum HaJi cKylloM 3a 00yKy, Kao Ha pa3MaTpPaHOM IIPHMepy CpPe/lbe

KBaJPaTHE T'PENIKeE:
n

Remp [f] = = 3 (i — (D)), (2.6)

n <
i=1

Ha ocnoBy 3akona BeMkux GpojeBa, yKOJUKO 6poj yzopaka y D Texku 6eCKOHATHOCTH, €M-
UPUjCKU PU3UK lie KOHBeprupaTu crBapHOM pusuky y (2.5). Ajm To He rapantyje ja he
perese [ nobujeHo MuHUME3anujom (2.6) curypHo ojrosapaTu (OYHKIUjH KOja MIHUMU-
syje (2.5). IIpema [155] oo he BazkuTu ykoJuKO TOCTOjU yHUGDOPMHA KOHBEPreHIUja Y

BepoBaTHONM:

n—o0

lim P{Sup IR [f] — Remp [f]| > g} =0, Ve >0. (2.7)
f

YeqioB (2.7) oaroBapa HajropeM ciydajy, u300py mpasujia ojjiyunBama f ca Hajsehom rpe-
KoM m3Mel)y eMImpujcKor m OdYeKmBaHOT pusnka u y3 ocratak VC rmeopuje omoryhasa
JepUHICAae TOPHe I'PAHUIE TPEITKe MPUINKOM YOIINTaBamha KOHCTPYUCAHOT KJIacu(uKa-

Topa (ecTMMaTopa) Ha y30pKe BaH CKyla 3a o0yky. Tako ce josasum jo ciejehe HejeqHaKO-



30 MouesioBame HeospehenocTr y npero3HaBamy 00JIHKA

crn, [265]:
RIf] < Remp [f1 4+ Q(n, b, m) (2:8)

rie apyru cabupak ) mnpejicTaB/ba MHTEPBAJ OBEpea y KoMe ce ca BepoBarHohom 1 — 1),
0 < 1 < 1 maya3m Tpemnika reHepajm3alyje Kjaacudukaropa u3 ckyma ¢yskiuja ca VC
JIIMEH3UjOM h, KOja 3aje/IHO ca eMIINPUjCKUM PU3UKOM YMHU I'PAHUILY PU3UKA YOIIITaBaIba.
[[Tupuna naTepBasa 3aBucu o pamMuanje Mojes a KOjoj KOHKpeTH! KJacuuKaTop MpUajia

U BeJIMYMHE CKYTIa 3a 00YKY, 7, OJIHOCHO MOT'YNHOCTH HeroBe ycIeliHe oOyKe.

YV 3aBHCHOCTH O] YCBOjEHUX IIPETIIOCTABKN aHaJm3e, 0O0INK n3pasa Koju jgedununire ) je
JIOHEKJIE IPOMEHJBUB, aJId je Y CBUM CJIydajeBUMa IIPUCYTaH UCTH WiaH &, 3a KOjU ce y Caydajy
Mojiesia ca Konaunom VC nuMeHs3ujoM, mro je npema [265] goBosban ycsios ja rpanuna (2.8)
He 3aBucH oJ1 pactojese P(x,y), u bunapHe kiacudukaimje ca OJI3UBOM JTUCKPUMIHAHTHUX

dbyukimja orpanndennm Ha omcer [A, Bl = [0,1], moka3syje na je £ AMPEKTHO cpa3MepaH

Q, [155, 265]:
Qo) = B ; A e _ \/h(ln(Zn/h) 4721) — In(n/4) | 2.9)

IIPU YeMY je jeJIHa OJ IPETIIOCTABKU U JIa CKYIl (PYHKIUja, Tj. Pa3JInuIATUX KJIaCUDUKATOPA
ca ucrom VC numensujom h mely Kojuma ce Tpayku HajOosbe pelrebe nuje Konadan. Kaja
6u m3pas (2.9) obyxBaTao u 3aBuCHOCT o1 pactnomese P(x,y) onroBapajyha rpanura 6u 6mia
6o/ba, anm je y [265] xomcraroBaHo Ja Huje mponalien ajekBaTan HauMH Ja ce jobe 10
KOHCTPYKTHBHUX I'DAHUIIa OBOT TUIIA KOoje Ou Omjte 3aCHOBaHE Ha CJIMYHO] BEJIMIUHU KAO IITO
je VC numensnja, koja omoryhasa dbopmynamjy y (2.9).

Ha ocnoBy crpykrype u3pasa y (2.9), ropmwa rpanuia R Koja BayKu ca BEJTUKOM BEPO-
sarHoliom (1 — 7)), uemy ojroBapa IIMPU KHTEPBAJ TIOBEPEba, fie 6UTH BUIA UK JIONIHja O]
rpaHuIle Koja BaxkKil y MameM Opojy ciydajeBa, IITO je Takohe cjaydaj W ca IPAHHUIIOM KOja
oJiroBapa Moje/Iy Behe JMMeH3uje y OJIHOCY Ha MOJIeJI Maibe JUMEH3Hje, IPU UCTOM Opojy
y3opaka 3a 00yky. /la 6mio kakaB KjaacuuKaTop KOHCTPpYUCAH Ha OCHOBY KOHAYHOT CKYIIa
3a 00YKy OapeM y Teopuju MOKe UMaTH IMPOU3BO/bHO BUCOKY MJIM HUCKY TAYHOCT ITOTBPhyje
eKcTpeMHH cirydaj Kaza 11— 0, y Kome ropwa rpanuna y (2.8) rexku 6eckornaunocru. I1to je
onHOC h/n Mamu, pa3inka usMel)y cTBapHOr U eMIMPHjCKOr pu3rKa fie 6uTH Mamba, Tako J1a
Behm cky1r 3a 00yKy yBek 00e30ehyje 60sby criocobHOCT renepasu3aiyje. Tadnuje, ako je CKyI
3a OOYKY ,,/TOBOJHHO" BEJIMKU, MUHUMU3AIINA]a eMIINPUjCKOI' PU3UKa he 3HAYUTH 1 MUHUMUA3A-
1I1jy pU3UKa KOHCTPYHUCAHOT IIPaBUJIa OJIIyYNBamba 1 33/I1aTaK KOjU je Ha aJITOPUTMY KOJUM Cce
yde napaMmeTpu nsabpaHor mMojesa je jeanoctaBHuju. MehyTum, pusuk mjm y CHenujaJHOM
cilydajy BepoBaTHONA I'DEIIKe Ha TPEHUHT CKYILY, Repp, TaKohe 3aBucn oj n300pa KOHKpeTHe
dbyukuumje f, npu yemy uHTEpBaJ OBepema y (2.9) 3aBucu o7 f, anu u o1 JuMeH3nje (CTpyK-
Type) duTaBor cKyma ¢GyHKImja kome npurajia f. Jla 6u ce MUHUMU30BaJIA IPEIIKA Y PaJLy

cucrema, orpebHa je MUHUMU3aIMja 06a cabupka 3a jgatu cKyr D. pyrum peunma, mpasu
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R
A

Toprba rpanmia h=d+1=3
B
L . Q(n,h,n) e o %
OTVMYM  _| ¢
Remp F—yﬁ @ ]
— CTpyKTypHU
Emmmpuijckm pysmK e o @\ ©

JUEIIS o e

> O\ © o /e
O
h VC numensuja 1

Cnuka 2.2: YrTunaj JuMeHsuje Mojesa 3a IMpelo3HaBare Ha MOIYNHOCT reHepaJin3aliyje.
Hecno, wiycrpanuja VC quMensuje OpujeHTUCAHUX [IPABUX Y paBHU, h = 3.

ce KOMITPOMUC n3Mely KBajanuTeTa alrpoKCUMaIlje TPUKYIJBEHUX T10/IaTaKa U JJeCKPUIITUBHOT

KararureTa (CJI0KEHOCTH y CMUCITY JIMMeH3HUje) alpoKcuMupajyhinx dbyHKImja.

Kasa ckyn 3a 00yky HEje JIOBOJbHO BEJIUKH, IIITO Y BEJMKO] MEPU 3aBUCH U O] TEXKUHE
[IOCMAaTPaHOr TPodJIeMa MPENo3HaBamba, Kao MOTPpedaH yCJIOB 3a YCIIEITHO MIPENO3HABALE Ce
namehe MuanME3anuja (2.9), KA0 CTPYKTYPHOT PU3UKA KOjU MOTUYE O JUMEH3Uje MOJIEJIA.
Tpazkeme periema ce cacroju o m3b60pa HEKOr cKyla (yHKIHja, Herope Iojese Ha yrI-
IbeXKJIeHe To/IcKyoBe (yHKimja ca neonaajyhom VC auMeH3ujoM, MPETParoM y CBAKOM
MOJICKYITY KOja MUHHMHU3Yje eMIIMPUjCKH PU3UK U U300P HEKOI' OJI TAaKO JOOUjeHUX pelllerha
Koje mMa HajMamn YKymHu pusuk, Ciauka 2.2. KonadHo permreme He MOpa UMaTH HajMarbu
eMITMPUjCKU PUBUK, &I U He MOpa 0obaBe3Ho 6uTn 60Jbe 0J1 HEKOT JIPYTor perrena ca Behom
YKYITHOM T'DaHUIIOM DHU3HUKA, jep je HUBO moBeperba y rpanuily (2.8) ompeben ca (1 —n) u

rapaHija Oyayher monamama nMa BEPOBATHOCHU KapaKkTep.

Y ciydajy Merojia dmja JUMEH3Mja MOXKe aJallTUBHO Jia ce Ipujaarohapa, Kao MITO Cy
HIID. HelapaMeTapCKu MOJIEH, je/laH O/ HAUNHA 33 MOCTU3ake KOH3UCTEHIIN]e je MTOCTEeHO
VKJIABhambhe [IPeocTase MPUCTPACHOCTH WJTH CUCTEMATCKE T'PeIKe MOJIesIa, KPO3 IOCTEEeHO 10~
Behame cjoxkeHocTn Mojiesia, ain y3 obe3dehuBame jla BapujaHca He JIOBeJie JI0 oBehama
YKYyIIHE I'peIke, Kao IOC/eIuIla IIpeTepaHor npuiarohapama Moje s KOPHUITNEHOM CKYILY
nojaTaka Koju He Mopa y IOTIyHOCTH Jia Oyje pernpeseHtaruBaH. KoHTposy je moryhe mo-
cTuhu ojiroBapajyhom IonpaBKOM WJIM peryJiapusalujoM cTamgap/imne hopMmysialumje MoJiea,
KOJOM ce cIipedaBa IpeTepaHo Ipuaarohapame CKyIy 3a OoOyKy, a J0 Kojer O JIONLIO ca

pebp3uM noehameM JIECKPUIITUBHIX CBOjCTaBa MOJIEIA.

NnycrpatuBau npumMepn ajalTHBHOD IpujiarohaBama JIUMEH3Uje MOJIEIA CYy Pellemha y

06Ky crabajia oIy IrBamba HaMemeHa Kiaacndukanuju u perpecuju (enra. CART), [38].
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Xwujepapxujcka CTPYKTypa cTabja mpyzka 3Hadajuy (HJIeKCHOMIHOCT Y (pOpMyIUcalby U Te-
CTUpAaIby BEJIMKOT Opoja MuTara Koja ce TOKOM IPOIieca U3rpaiibe cTadIa KOHCTPYHIILY TaKO
Ja omoryhe u3aBajarme KOpUCHUX WHMOpMaliija u3 onrosapajyhe crpykrype nogaraka. Kao
ITO je ucrakuyTo y [38|, mpuimkoMm m3rpajme crabia yodaBajy ce JBe Kibydne dase, mro
6o/be mpuIarohaBame CTpyKType cTabjia CKyIy 3a OOYKYy W HAKOH TOra JI0JaTHa IOIIPAaBKAa
cTabja Kpo3 IMpOIeAypy MOTKPECHBAIba O] JINCTOBA Ka KOpeHy. Y MpBOj a3 TexKu ce 3a-
JIOBOJbABAIbY KPUTEPUjyMa OIITUMATHOCTU KOjU Ce He OJIHOCE Ha cTabJIo y 1eocTu, Beh camo
Ha TOje/IMHAYHE ejleMeHTe crabjia U TU4Iy ce Hajoo/be Iojese y30paka U3 CKyla 3a OOyKy
YHyTap CBakKor oJ uBopoBa. IIporec rpanama je TOTpeOHO 3ayCTaBUTH y ITPABOM TPEHYTKY,
MehyTuMm nedunncame 00jeKTUBHIX KPUTEPUjyMa 3a 3ayCcTaB/baibe Jla/ber IpaHara Ce HC-
[oCcTaB/ba Kao TexKak 3ajarak. Crora ce mpuberaBa CTPATEIWju Y KOjOj C€ CBECHO JOIYIITA
IPeIMMEH3UOHNCAbE CTab/Ia, 9iMe Ce TMMOCTUXKE MPETEPEHO MpuIarohaBambe peniema CKyIy
3a 00yKy, a IITO Cce OTJIeJla Y UNIbeHUIIN J1a IPOIleHa IPelTKe KJiacuduKaliije KOpamhemeM

CKYIIa 3a O6yKy Ca CBaKHMM HaCTaBKOM 3all0YeTOI' I'paHailba TE2KW HYJIN.

C o063upom J1a je peasHa I'pelllka TaKBOI cTabjia YBEK 3HATHO Beha o eMIIMpHjcKe Ha
CKyIly 3a 00yKy, moTpebHa je morpaBKa KOjoM he ce CMambUTH 3aBUCHOCT JTIOOUjEHOT pellieha
oJ1 m3b0opa cKyIa 3a 0o0yKy, Ha KOjU YIJIAaBHOM He MOXKe 3HadajHuje ja ce yrude. [Ipore-
JIypa IOTKpecuBarmba cTabja (popMHUpa CEKBEHILy IojcTadasia MpeIuMeH3M0OHNCAHOr CcTadIa
KOja CaJIPXKHU eJeMeHTe ca OIaJajynuM CTeleHOM CJIOXKEHOCTH, OJI KOJUX CBAKHU IIPEJICTaB/ba
HajOo/be 1oacTab/Io o cBUX mojcTabasia oapehenor HuBoa cioxkeHocTu. IIpomemypom ce
yIpaB/ba Ha TaKaB HAYWH Jia Cce MPUOJIMKaBabeM KOPEHY 3aXTEeBaHU HUBO CJIOYKEHOCTH TI0je-
JIMHAYHUAX TTOJIcTabasia MOCTEIEeHO CMalbyje, a y CKJIaJy ca THM U JeCKPUIITUBHU KallaluTeT
W JIUMEeH3HUja TaKBUX Mojiesa. Tako ce popMupa MpoCTOp MOTEHINjATHAX XUIIOTe3a, KOje
y 3aBUCHOCTH O] KOHKPETHE MMILIEMEHTAIje OIUCAaHe MPOIE/Iype U yBeJeHe Mepe CJI0¥Ke-
HOCTU MOTY OMTH Mel)ycoOHO yriberkjieHe WU y HEKOj JApYyroj penarnuju, a Mely Kojuma ce
y HapeJIHOM KOpakKy TpayKW HajIorojHuje pemnieme. ¥ Iu/by u3dbopa mrTo 60sber Mojesa,
Kao KPUTEPHUjyM CeJIeKInje KOPUCTU ce IPOIeHa T'peliKke Jo0ujeHa KopumihemeM CKyIa 3a

IIPOBEPY, TECT CKYIla WMJIM HEKOM O/ CTaATUCTUYIKUX METOJa YHaKPCHE IIPOBEPE.

Nz6opom xumoreza Marmbe CJI0KEHOCTH, JUMEH3HUje, IPUCTPACHOCT MOJIeIa TOCTEIeHO pa-
cre, anau je obudno npahena cMamemeM yKYITHE TPEIKe W PU3NKA, KOJU YCJIE]] CMAbEerha
BapujaHce MOCTENEHO OIaja CBe JI0 oJipeheHor TPpeHyTKa KaJla Ja/be CMarbuBabe JTUMEH31]je
cTabjia JOBOJM JI0 MPEBEJINKOD CMAabeiba JIECKPUIITUBHOI KalalluTeTa MoJjesia U rnoBehama
VKYITHE TpeIKe. 3a OBaKaB IPUCTYI ce He MOxKe pehu ja je onTuMaJiaH, Kao mrTo ou Ousa
nperpara BeJITKOr Opoja Moryhux napruipja ckyma 3a o0yKy Koje Ou ojrosapaJe crabiy ca
UCTOM JIyOMHOM U OpOjeM JINCTOBA, aJIu je 3a pas3JjiuKy oJl IhUX U3BO//bUB. Takohe je yodueHo
Jia u300p KpUTEPHjyMa ONTUMAJHOCTH IIPeMa KOME Ce BPIIH IMojejia U I'DAHAE Y HEKOM

oJ1 uBopoBa cTabiia nznenahyjyhe nma mamu yTuiaj Ha KoHadHe KapaKTEPUCTUKE CTadIa Y
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o/THOCY Ha n300p KPUTEPHjyMa KOjU ce KOPHUCTH 3a FHerOBO MOTKPECUBAILE HAKOH M3TPAJIIHe
IpeJInMeH3noHncanor pemiema, [38|. Jledunucame oBux ejemenara y cymrunu oapebyje
BpPCTY Mojiejia u3 ommcaHe (amuiuje koja he 6uTu KopuiiheHa y KOHKPETHOM IIPODJIeMy

Ipero3HaBamba U Ha Taj HAUWH OOJIMKYje KallalluTeT MOJesa y y2KeM CMUCITY.

Jeman o1 HajcTapujux M HAJIIO3HATUJUX MOJIEJIA, METOJ HajO/IMKer cycea, y acUuMIITOT-
CKOM CJIyYajy BEJUKOT Opoja y30paka y HajropeM cjIydajy uMa JBOCTPYKO Behy BepoBaTHONY
rperike o1 BajecoBor kiacudukaropa 3a MCTe pacrojiesie BepoBaTHOhA BPEIHOCTH yCBOje-
Hux obesexkja, [59]. Camuno, y [38] je mokaszano a ropma rpaHnIia IPEINIKe Koja MOTHIe O
MPUCTPACHOCTH cTabJIa ca MOPACTOM JMMEH3Hje crabjia TeKU HYJIU, a Ja je Y eKCTPEMHOM
caydajy, Tie je 6poj uctoBa ctabia jeHak Opojy y3opaka u3 cKyia 3a 00yKy, 4eMy oJiIroBapa
MeToJT HajbJImKer cycella, WiaH KOjU MMa HMCTO 3Hadelme Kao BapujaHca y (2.4) orpaHuveHn
ca Topmhe CTpaHe Ha TaKaB HAYMH JIa je YKYIIHa BEpOBATHONA T'DENTKe Marba OJI JBOCTPYKE

Bajecose.

AKo ce pasmarpa nuTame KOPUCHOCTH aHasm3e y (2.4), y CMUCTY Jo7azxKema 10 oapele-
HUX TapaHIlija 38 KOHKPETHU MIpobJIeM O] MHTepeca, IOCToje JiBe ocHOBHe norerkohe. [Ipsa
je mTo ce y JaToM m3pa3y I0jaBJbyje yIpocedaBaibe 0 aHCaMOJIy CKyIoBa 3a OOyKY, IITO
je y mpakcum OOMYHO TeIKO M3BOJbUBO. Yak um Taja 0oJbe pelerme je Ja ce CBU CKYIOBHU
KOPHCTE UCTOBPEMEHO 3a O0YKY Kako Ou ce cmamuiaa Moryhuocrt rpemike. /Ipyra Temkoha
ce Tude norojHe dhopMmystaluje Koja 6u oMoryhmia ykbydnBambe JOJATHUX BETUINHA KOje
OIHCYjy CJIOXKEHOCT MoJjiesia U CKyll (BYHKIHMja y KoMe ce TpaxKu perembe. Crora je 3a me-
Tojie Koje ce OaBe aHasm3oM (2.4) KapaKTEePUCTUIHO Ja MPOOJIEM HPUCTPACHOCTH W BapU-
jarce pa3zMaTpajy WHJIUPEKTHO KPO3 IPOOJIEM CeIeKIje MoJjieia, Kao IITO je TO Ha IPUMED
cayuaj y [24, 174, nim Ha OCHOBY acCHMIITOTCKe aHAIM3€e [OHAIIAma TPAHUIIA TPEIIKe Y TIPO-
cropy dyukuuja, [265|. Mako rapanmuje, y CMUCIIy HEOIIXOJHOT Opoja y30paka 3a JIOCTU3Ahe
oJipehenor HUBOA KBaJIMTETa KOjeé TAKBH IIPUCTYIINA MOTY Ja NpYzKe, TOHEKa/ [ jeCy HEPeaJJHO
necumuctuate, [109], a kao mocseauia n3beraBarma JTOJATHAX PETIOCTABKU KojuMa Ou ce
aHaJn3a OrPaHUYMIa CAMO Ha CreludUIHY BPCTY MOJIENA, HUXOBHU 3aKJbYyUIU Cy YHUBEP-

3aJIHOI' KapaKTepa.

2.3.2 Ceaeknuja moaeJia

Cestekniuja Mojiesia WM XUIoTe3a Kpo3 rpumeny bajecoe Teopuje mojpasymeBa yBoheme
pacro/iesia Koje ornucyjy MoryhHOCT Jia je olicepBUpanu CKyl 3a 00yKy D renepucasia jejiHa
oJ1 oTeHNrjaTHnX xurnore3a H;. C 003upoM jia mpocTop xumnoresa Koje gedunurry moryhe
peruone oJIydnBaba YuHe MOJE/IN 38 MPEIO3HABAIbE PA3INIUTUX JINMEH3H]ja, IIaHce Ja je
MOJIATKE MeHEPUCA0 HEKU OJT MMOTEHITNjaTHIX MOJIesIa 3aBrcuiie o/ CJI0YKEeHOCTU U PA3HOBPCHO-
CTHU TIOaTaKa Koje JlaTu MOJes MoxKe Jia renepuiiie. Tako he rogaTke ca Mame pa3HOBPCHOM

CTPYKTYPOM HU3BECHHUje T'€HepUCATH PeJIATUBHO IJIeJIaHO jeJHOCTAaBHUJU MOJIEJI, OJJTHOCHO MO-
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Ciuka 2.3: Cesekimja ontuMaHor Mojena. (a) BepogocrojHocTu Mojiesia pasindure Jiu-
MEeH3Hje, Y 3aBUCHOCTH OJI pA3HOBPCHOCTH Pean3alija CKYIIoBa 3a 00yKY KOje TaKBU MOJIEJIH
(xunorese) mory na rerepurry. ONTHMaIHA CeJeKIMja HoapasyMeBa U300p HajBEPOIOCTO)-
HUjer MoJie/Ia 3a OTICEPBUPAHU CKYII IToJIaTaKa, 110 YCJIOBOM JIa je M0jaB/bIUBAIbe CBUX MOJIETIA
noJijeiHako BeposatHo. (6) Pemykimja veoppelenoctu o koudurypanuju mojiesa (BpeaHocTu
napamerpa) Koja je reHepucalia ImoJIaTKe.

JIeJT Mamer JeCKpUITUBHOr Kananurera mim aumensuje, Cinka 2.3(a), jep mojen Behe ju-
MEeH3H1je MOXKe Jia OIHUIle Behy pa3sHOBPCHOCT OIcepBalldja, IMTO 3HAYU JIa je CEJCKTHUBHOCT
IbErOBe PacIoJIesie p(@|7—[z) Marba y ofocy Ha Morylie peasmsaruje D ckyna 3a o6yKy, [U1aBa
kpuBa Ha Counu 2.3(a). HaBesena yciioBHa pacrojiesa ce join o3HavYaBa U TEPMUHUMA KAO
IITO Cy JOKa3 W 6epodocmojHocm xunomede U (DUTYPHINE Yy W3pa3y HAa OCHOBY KOTra ce
BPIITU 1300P HAJBEPOBATHU]ET MOJIECTIA:

p(DIHi)p(Hi)

p(Hi| D) = Ekjp(Dl”Hk)p(’Hk)' (2.10)

Jlaxse, Bajecosa cesneknuja (paBopusyje Mojesie KOju Cy jeJIHOCTaBUju, Y CMUCIY paHUje
YBEJICHOT TI0jMa JinMen3uje. Pasjior je mTo ¢y TakBU MOJIEIN OTHOPHUJUA HA MPETEPAHO ITPU-
JlarohaBare HEKO] OJ peasim3alidja CKyla 3a OOYKY, jep yHaIpes UMajy IPUCTPACHOCT Ka
oJipeheHoj BpcTH pellierba Koja Huje yHuBep3aJsHa, Beh je y cramy jia reHepuiie caMo orpa-
HUYEH OICer peajim3alidja cKyma 3a o0yky. Hapasno, To He 3Ha4M Jia CJIOKEHHje MOJese, Y
CMUCJIy JJUMEH3Hje, a He Opoja napamerapa, Tpeda m3deraBaru, Beh Jia je lUxoBa 00yKa Haj-

vernhe 3axTeBHuja. Fbuxosa mpegHOCT je mTo MOry Jia 0OyxBaTe BUIIE YTUIAJHIX BEJTMINHA.

YouaBa ce Jia alpuopHe INaHCe NOjaB/bUBaba MojejuHadHux xunoresa, p (H;), takobe
yrudy Ha ojrosapajyhu uzbop y (2.10), upu uemy ce y KoHTekcry bBajecoBe reopuje Tep-
MHUH u300p WM CceJIeKInja MOHeKaJ u3bezasa MMajyhu y BUILY Jda ONTUMAJIHE IPEIUKI]e
y BajecoBom cMmucity, cTporo riegaHo, mojpasyMeBajy yipocedaBarbe aJTepHATHBHUX XHUITO-
Te3a KOPHUIMNEmhEeM allpUOPHUX BepoBATHONA, a He IUXOB U300p. Y TOM CMUCY OIITUMAJTHH
[IPEJINKTOP KOju Ou y 003Up y3e0 CBe XUIoTe3e, a Koju 6u 6mo dopmyaucan y o0JUKY OJIro-

Bapajyher ycjgoBHOT o4YeKuBaiba, 61o 6u onpehen ciemehomM pacrogesioMm Wil CMeuoMm:
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p(yle,D) = p(ylz, D, Hi)p(Hi| D). (2.11)

[TogpazymeBana mpeTiocTaBKa OBaKBOI' IIPHUCTYIIA jecTe Jjia ce Mel)y xumoresama CUTYPHO
HaJ1a31 MoJies1 H* Koju je HajBepoBaTHHUje reHeprcao cKy 3a 00yKy D, Cruka 2.3(a). Takobe,
Hajuerhe HeMa, OCHOBa Jla Ce HEKOj OJI XUIIOTe3a YHAIIPE JIa MPEJHOCT U Y TOM CJIydajy ce

u360p Ha ocHOBY BpeaHocTH (2.10) cBOMM Ha M300P XUIOTE3e MAKCUMAJIHE BEPOIOCTOJHOCTH.

Hoxaz p (D] Hy), 1a je mojesr Hjy reHepucao orcepBaliije, HAjBUIIE 3aBUCH O] TOTA KO-

JINKO YCIIEITHO je Moryhe oapeanTu merose mapamerpe 0y, = 6:
p(DI#0) = [ (D Hs,6)p (6] 20 0. (212

Axo ce uma y Bujy ja (2.12) npejicraBiba HOpMaJIU3auOHN (DAKTOP AlOCTEPHOPHE PaC-
oIe/1e HelO3HATOT IIapaMeTpa MOJIeJIa, WA y OIIITEM CIydajy oaropapajyher ckyia mnapa-

MeTapa, Koja je JiepuHucana ca:

p(D| My, 0) p (0] Hy)
p(D|Hx) ’

p (0] D, Hy) = (2.13)
oHza je mHTerpaHn y (2.12) cpazmepaH BPEJHOCTH HEHOPMAJIM30BaHE allOCTEPUOPHE PaCIIO-
nese. To 3Ha4IM 1a YKOJIMKO je amocrepropHa pactojiena (2.13) TakBa ja HeH HHTerpas
MOXKe Ha HEKM HAYWMH JIa Ce MPOIEHN WJIM alPOKCUMUpA, Ha CJANYaH HAYWH OM MOrJIa Jia ce
AIPOKCUMUPA ¥ HEMO3HATA BPEJIHOCT nHTerpasa y (2.12), mrro 6u omoryhmio cesekimjy Mo-
Jea. YIpaBo Ha OBAKBOM IPUHIIUITY je IO, oJpeheHnM yCJIOBUMA KOjU €€ TUIY KBAJIUTETA
IPOIEHe HEeMO3HATOr MapaMeTpa, OJHOCHO obsmka pacmojere (2.13), moryhe acummrorcku

AIPOKCUMUPATH BEPOJIOCTOJHOCT xumorese, [153].

Haume, 1o mpermocTaBKOM Jia je alocTepHopHa mpoleHa f Beoma 100pa, OJHOCHO Ja
je Ha OCHOBY NpHUKYIULEHHX IojaTaka HeoipeheHocT o BpemnocTu napamerpa ) Koja je re-
Hepucaia nojarke Moryhe cBecTn Ha peIaTUBHO MaJly Mepy, a 9eMy OJroBapa CeJEeKTHBHA
pactionena p (0| D, Hy), ca jeqaum uspaxkennm moiaom, Cowka 2.3(6), unrerpan (2.12) ce

MOZKe aIllpOKCHUMHPaTHU JlammacoBum MEeTOIOM.

OcHoBHa wmjieja OBaKBe AlPOKCHUMAIlUje jecTe Jia WHTerpaJj JOBOJHHO CTPMe pacIioese
3aBHUCH CaMO OJ1 IIOHAIama paclojiesie Y OKOJIMHNA HajBEePOBATHH]E BPEHOCTHU, OJHOCHO J1a
ce TaKBa pacrojessa MoyKe allpOKCUMUpaTH ['aycoBoM QyHKIMjoOM, YNMe ce OJIaKIIaBa HeHa
KacHUja mHTerpanuja. Tadnuje, JlammacoB MeTom ce y ONINITeM CIydajy OJHOCH Ha alPOK-
CUMATUBHO HM3padyHaBambe ojipeDeHor mHTerpasia eKCIOHEHIja HuX (DYHKIHja, Al ce Y3
ojroBapajyhe mpermnocraBke u MaJjio mpuiarohaBarbe MPUMEHOM HPUKJ/IaHe hopMyiaiumje
KOja ce 3aCHUBaA Ha JIorapuTMy BepoBaTHOhe, [251], MOxkKe KOPUCTUTH 1y CIIy9ajy almoKCuMa-

11je paclojiejia U IUXOBUX KapaKTEePUCTHUKA, Kao IITO he OUTH IMOKAa3aHO Y HACTABKY.
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Pa3zBoj siorapurma pacnojesnie y TejjiopoB pes y OKOJUHEM HAjBEepOBATHHUjE€ BPEIHOCTHU je

onpelher u3pazom:

0
p(0) = mp (0] D, Hy) ~ p(0o) + kb - (0 — o)+ (2.14)
+1/2 -¢"(00) - (0 —60)° + ...,

IJle JINHEAPHN WIaH pa3Boja HecTaje Kao MOCJIeINIa MOHOTOHOCTH JIOTapUTaMCKe (DyHKITHje

U YUE-EHUIIE J1a je fy cTalmoHapHa Tavdka cyioxkeHe dbyHkuje ¢(6):

0y = argmax p (0| D, Hy) - (2.15)
o

Pasior 3a yBoleme nomolinor npecimkasarma ¢ jecre mro e y ciryuajy o(0) nedunncamor
Kao y (2.14) oxrosapa moJsia3uoj pacmojiesn p. HaBeieHo BaxKu 1 y ¢cIydajy HEHOPMAJIU30BAHE
aIroCTEPUOPHE PacIojeie, Koja ce Kao WHTerpaH/ IojaBibyje y u3pady (2.12) 3a BepomocToj-

HOCT IIOCMaTpaHe XUIIOTE3E.

Axko pacrojiesia y OKOJIMHE HajBEPOBATHUjE BPEIHOCTH Jiman Ha laycoBy yHKIM]Y, 3a-
KPUBJHEHOCT JIOTAPUTMA PACIIOJIeSIe MOXKE Ce AllPOKCUMHUPATU 3aKPUBJHEHOIINY JIOrapuTMa,
koukaBHe ['aycoBe dynkmumje. Tako ce mokasyje ma je IO JaTOM IIPETIIOCTABKOM dpy2u
u3600 Koju cTOju y3 KBajpaTHu 4iaH y (2.14), a Koju mHaYe OINCYje 3aKPUBJHEHOCT HEKE
dyukImje, y caydajy Kaja je pacrojesia p cTBapHO ['aycoBa 0OpHYTO MPONOPIINOHAIAH BapU-
jarcu. OJHOCHO JIa je y OIINTEM CJIydajy alloCTePUOPHE PACIIOJIe/ie HEIIO3HATOr TapamMeTpa 6,
jemmauamna (2.13), Koja ce camo anpokcumupa [aycoBom hyHKIjOM y OKOIMHE HajBepOBAT-
Huje BpeaHocTH Oy, Apyru u3Box y (2.14) 06pHYTO MPOMOPIMOHAIAH BAPUjAHCH KOja ONHUCYje

KBaJINTeT TPOIeHe Koja nMa MacKUMaJIHy alocrepuopHy Beposarnohy, Cinka 2.3(6):

1 82 —
¢"(00) = 55 np (0] D Hy)| = —0,lp. (2.16)

00? 9=0,

[Iro je pacnomena cananuja [aycoBoj, onncana KBaparHa anpokcuMarmja Ha 6as3u (2.16) he
ouTu TavHUja. Y OMINTEM CJIydajy KaJla je mapaMeTap BEKTOPCKa BeJUYNHA, YMECTO JIPYror
u3BoJIa y pa3Bojy (2.14) 6u durypucara oarosapajyha XecoBa MaTpuiia mapiyjajgHux Jpyrux
n3BOJIa, JIOK OU NP HaBEJIEHO] allpoKcuMalnjn ca ['aycoBoMm pacrioyesioMm MaTpuiia JIpyTrux
M3BOJIa IPUOJINZKHO O/IIOBapaJjia NHBEP3HO] KOBAPUjaHCHO] MATPUIIN KOja OIUCYje TTPEIU3HOCT
IIPOIIEHE Y IIPOCTOPY IapamMeTapa.

Nwmajyhu y Buay naBesieHo u ysohemeM moMohne KoncTanTe 1) Koja he 6utn Kopurnihena 3a

peryjaucarbe Haruba IIoJUHTErpaJIiHe eKCHOHeHLU/Ij aJIHe (byHKILI/Ije, Jlammacosa aHpOKCI/IMaL[I/Ija
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HHTerpaJa anocrepuopte pacroene (2.13) moxe ce gedunncarn Ha ciegelin HaUnH:

b b
/en'sﬁ(f?)d@ — /exp [7] . lnp (‘9| D7 Hk)] do

b

(2.14) . . )
(66| D, M) /exp 125+ 10" (6)] - (6 — 6)?] 46 (2.17)

T (00 D, H) V2 E - | (00)]

(2.16

=

z) p (00| D, Hy)" - V21 ™

*0¢y|D -

[Tpummkom uzsobhema y (2.17), npBa TparcdopMalyja Moaa3HOT U3pasa ce Jo0uja IPUMEHOM
KBajipaTHe anpockuMarje (2.14), rjae je Kpo3 allCOJyTHY BPEJIHOCT M MPOMEHY 3HAKA eK-
CIIOHEHTa y3eTO y 003Up JIa je 3aKPUBJHEHOCT Y OKOJIMHU MOJa paclojiesie HeraTuBHa. 3aTUM
je uckopurrheHo ja ce y rpaHUYHOM CJIy4ajy, KaJa IMoMOhHa KOHCTAHTa 1) — 00, 3aXBa-
Jpyjyhu 6p3om onajamwy BpeaHocTn nojuaTerpasae Gynknuje y (2.17), onpehenn maTerpas
npuOIMKHO TpaHcdopMmuiiie y nuarerpaj [aycoBe pacmojienie ca cpeamoM BpeaHotthy 6y u
BapHjaHCOM n_% " (60)|_% 10 9uTaBoM jiomeny. llomiro je TakaB WHTErpaJ jegHaK jejiu-
HUIU, OJIAT/Ie TPOUCTUIY JOJATHO yBe/IeHe HOpMAa/n3ainoHe Koncranre. Ha Kpajy, yKoJInko
je obiuk yc/ioBHE pacriojiesie candaH [aycoBoj, 3aKpUB/BEHOCT Ce alPOKCUMATUBHO MOXKE

ormcaru ca (2.16), dnme ce jjoya3u J10 KoHaYHE arrpokcumarnuje y (2.17).

Mebyrum ako je mpu nociemno] anpokcumanujun y (2.17) 1o yCcBOjeHO] HpeTnocTaBiu
pacrioziesia ciandHa ['aycoBoj u ako je mpu ToMe TakBa Jia JocTa Op30 oraja, MMTo jecTe UCIy-
IbEHO y CJIy4ajy J00pe MporeHe HelO3HATOr mapamMeTrpa #, oHjia HeMa 1oTpede 3a yBohemeMm
nomMohHe KoHCTaHTe 7) Koja 00e30ehyje m10Bo/pHO OP30 onajiame y ommreM ciaydajy. Kao pe-
gyJsrar, ymecro ominre dopmysnanuje Jlamiacopor mMerosa, npukasane y (2.17), mobuja ce
ALIPOKCUMAIHja KOja Ce OJHOCH Ha CaMy PACIOJENLy, OJHOCHO MHTErpas | e?0)df, a mnpema

KOjoj je:
p (01D, Hi) = p (0o D, Hy) - exp [—(0 — 60)*/(2 05, 1p)] - (2.18)

[Ipukazanu TPUHIKAIT allPOKCUMAIIMje UHTErpasia eKCIoHeHIjaHe PYHKIje jecTe Mpu-
MEHJBUB U Y CJIydajy Kaja 6u py (2.17) npecraB/baio HEeHOPMAJIU30BAHy I'YCTUHY PACIIOJiesie
nedunncane y (2.13), ogHOCHO Gpojual JaTor uspasa, p. Y TOM CJIy4ajy, MOj, HCTUM HPeT-
IocTaBKaMa Kao M y IMPETXOJHOM H3JIaramy, 7 = 1, IpBU 4jIaH allpOKCUMAIje WHTerpaJa p
oMoy pesysrara mpejcraB/beHor y (2.17) 6u oxrorapao BPIIHOj BPEIHOCTH HEHOPMAJIH30-
Bare pacriogese (2.13), koja he 6utn osnauena ca p (6| D, Hy), 10K 61 V21 - 7gop y (2.17)

IpUOJIMKHO OroBapasio eeKTUBHOj MUPUHE UcTe PyHKIH]jE P.

C ob63mpom Ja je moderHu 1usb OMsa arpokcuManyja nspasa (2.12) 3a BepogocTojHOCT
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rmocMaTpaHe XHUIoTese Hjy 3a KOjy ce Bepyje Ja je TeHepucajia olcepBupane mojartke D;
IOJ1, IIPETIIOCTABKOM JIa CY CBE BPEIHOCTHU TapameTapa IOjeTHAKO BEpOBATHE, OJIHOCHO A
je ampumopna BepoBatHoha p (0| Hy) yaudopmua, u umajyhu y Bugy panujy JUCKYCH]Y ¥
K0jOj je yKazaHo Ja cy mojuHTerpasna dyukimja p (D] Hy, ) u amocrepropHa pacrojesa
p (0| D, H) IpONOPIMOHATHN; HA OCHOBY TpHKaszaHOr JlamiacoBor Meroja 3a ampoKCHMa-
ujy MHTErpaJja pactojene, uspas (2.17) u oarosapajyhe Iaycose anpokcumaruje came pac-
nojiesie Koja MpoKMCTUYe U3 mera, u3pas (2.18), mobuja ce ja je ampoKcuMallja WHTErpaJia
y (2.12) cpasmepHa ca BPITHOM BpemHOIINY HEHOPMAJM30BAaHE BapUjaHTe P aloCTePHOpPHE

pacrojene (2.13):

g 0
p(D|Hi) = p(D|Hg,b) - p (6o Hi) - 0650 2 p (D] Hi, bo) - Z;D : (2.19)

rje je ca 0g O3HAYEH OIICer MOTYNMX BpeJIHOCTH HEIIO3HATOr MapaMeTpa, deMy OJIroBapa
yBeJieHa TpeTrnocraBka o yHubOpMHO] pacnogenn p (0| Hy) HaT HEKUM JOMEHOM IIHPUHE
09, & ca Ogyp je O3HaveHa edeKTHBHA IIMPUHA OICEra y KOMe Ce HaJla3W HajBePOBATHI]a

arocTepuopHa mporena fy, 10 Koje ce JI0J1a31 pelliaBambeM ONTUMU3AIMOHOr Tpobiiema (2.15).

Awnanmsa cTpykType usBesieHe anpokcunMaiije (2.19) 3a BepoJ0cTojHOCT XHUIIOTE3E TIPyKa
YBUJI y TIUTakE YTHUIAja JUMEH3Uje MOJIeIa Ha KOMIPOMEC n3Mel)y MPUCTPACHOCTU U BapH-
jaHce perrerma JIOOUjeHUX HeroBOM ITPUMEHOM, OJTHOCHO TIOYETHO ITUTAHE KallaIluTeTa MOJIe/a
y Y2KeM CMECITy. Y TOM CMUCIY, BaKHa IPETTIOCTABKA jeCTe J1a MapaMeTpy UMajy YHU(MOPMHY

AIIPUOPHY PACIIOJIEILY, OJIHOCHO Jla BAayKK MOC/Ie/Iba anpokcuMarmja y (2.19).

Axo je MojiesT IpeIMMeH3MOHNCaH, olicer MOTyhnx BpeHOCTH TapaMeT(a)pa, gy, KOju Jie-
dunumy pasymanre Kouduryparuje mojena u3 ojapehene dpammimje he 6utn BesMKU, TaKO
na he kommanuk y (2.19) 6GuTn peaTHBHO MaJid, a MITO he YTHUIATH HA Make BepOBaTaH
u3bop jare xunorese (Mmojena). Comuan HeratuBHE edekar fie umMaTy U Maja BDPEIHOCT
Opojuolia y MOMEHYTOM KOJUYHUKY Koja he yMamuBaTh IaHce 3a w300p Mojieia WiIn XUIo-
Te3a KOJ KOjuX je MOTPeOHO (PMHO TOJIeNaBahe mapamMerapa, OJJHOCHO BUCOKA IMPEIU3HOCT
nporiene. Ca Jipyre cTpaHe, KOJIMKO peliemna ojipelleHor Mojiesia 100po OIHCY]jy OlicepBUpaHe
nojgarke D 3asucu o npsor dgakropa y (2.19) Koju mnpejcraBba BEPOJIOCTOJHOCT XUIOTE3e
IIPpU BPEJIHOCTHUMA IIapaMeTapa Koje Hajoosbe ojroBapajy ImojaluMa, a rje IoCToju moTpeda
3a mTo moperu3HujuM oapehuBameMm 6y. IllTo je Momesn Beher MecKpPUITHUBHOI KallallnTETa
WK JUMeHn3uje oBaj dpakTop he odbnvano ouTu OJiMKe jeUHUIM, &Ik Ne TPEeOCTa KOJTMIHUK
Koju mpejicTaBiba apyru dakrop y (2.19) 6uru mamu. Jlakie, yKynHa maHca Ja je oape-
Dena xurore3a reHepucaJa IMOJATKe 3aBUCH OJI TOTa KaKaB jeé OJHOC IMOMEHYTHX UYHHUJIAIA
y (2.19), o KOjuX IpPBU Ha HEKH HAYWH OICYje CTEIeH HEIPUCTPACHOCTH DEIeha, & JIPYIu
(y 0bsinKy KOJIMIHUKA) IIeHy Koja ce malia 3a TakaB IPUCTYII, IITO HA HEKU HAYMH OJIrOBapa
yBeJIeHOM TI0jMY BapwujaHce perierma. Vako je pasMarpaH MpuMep ca JeJHUM ITapaMeTpOM,

caMYHa aHa/mM3a Om Owia mMoryha um y ciydajy Mojesia ca BHINE ITapamerapa, deMy Ou oJi-
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roBapaJjio rnosehara CJIOXKEHOCTH MOJIEIa y CTaHJIapIHOM WM yOOMYIajeHOM CMUCTY. Tako
ce T0JT TPETIIOCTABKOM J1a Y MoJiesty moctoju M mapaMerapa ca UCTUM KapaKTePUCTHKAMA,

AIPOKCUMAIIja JlorapuT™Ma Bepojgocrojuoctu (2.12) cBoan Ha:

Inp (D|Hy) ~ Inp(D|Hi,00) + M -In <""—D) , (2.20)

o

IpU 9eMy je nub cesteknuje Kao n 'y (2.19) makcuvuszanuja (2.20) y mpocTopy Xumoresa.

Hpyru cabupak y (2.20) He 3aBucu camo oj; 6poja napamerapa Beh u oy anpuoOpHUX Be-
poBaTHOha& KoOje UM MOJes PUJIPY:KYyje, a Koje he y ciydajy Mojesa Mambe JUMeH3uje OuTu
Behe yceiesr mamer 6poja moryhux koudwurypammja mojesna. KoaudHuk y CyImTuHA OMUCyje
KOJINKO Ce€ HAKOH ODOYKe MOJie/ia JOMEH JIO3BOJHEHUX BPEJIHOCTU MapaMerapa CMambyje y O/i-
HOCY Ha TOJIA3HU JIOMEH, OJIHOCHO KOJIMKO Ce CMambyje Ieroa HeompeheHoCcT Kao mocsenura
nHboOpMaIja IPUCYTHUX Y JOCTYIHO] pean3anujn ckyna 3a o0yKy D, /0K ce HeraTuBHU
JIOTapUTaM MCTOI KOJTMIHUKA MOXKE MHTEPIPETHPATH U KAao KOJMYNHA WHMOpPMAIja O Ia-

paMeTpuMa Mojiesia KOjy IpyzKajy OICEPBUPAHU IOJIAIIN.

Mosenu Behe jmMeH3Hje Koju 1O HpUpon (haBOpuU3yjy HENpPHUCTPacHa pellermha he cBe
nndopmalije IpICcTH U3 MojaTaka, mTo he yTuriarn Ha noBehame HhUXOBE OCET/BUBOCTU HA
n360p cKyma 3a 00yKy, ogHocHO BapujaHce. Ca Jpyre crpane, MOJe/n Maibe JiuMensuje he
IIPU pellaBarby UCTOr pobJieMa okasaTu Belly IpucTpacHoOCT, U Makby BapujaHCy, KPO3 CMa-
heIbe KOIMIHNKa (M360p perema KoJl KOJUX je 3aXTeBaHa MPEIU3HOCT ITapaMerapa Mamba,
Kao moueTHa Heonpehenoct mojena). Tako he nmpu npubsmzkao ucroj Bpeaaoctu p (D| Hy, 0o)
MOJIEJT Mathe JTUMEH3M]e TPE/ICTaB/haTh MoKe/bHuju n300p. OCHOBHU Pa3JIor je Marba OCETIhH-
BOCT Ha KOpHUIITNEHY peasn3allnjy CKyla 3a 0O0yKYy, OJJHOCHO Beha CIIOCOOHOCT YOIIITaBAIba
WIN NeHepaJin3allije Ha IpUMepuMa KOje CUCTeM 3a IIpelo3HaBaibe HHje MMao MPUJINKE J1a

KOPHCTH TOKOM IIpoIieca OOYKe.

Kasa me 6m 6m10 omacHOCTH 0OJ1 TYOMTKA CIHOCOOHOCTH YOIIITaBarba, NpaBu U3060p Ou
yBeK 6uo Ha cTpaHu Mojesa ca BelioM juMensujoM (MpeTHocTaBKa je Jia ocTajla MUTamba
KOja ce TU4y Kopuiihema U UMILIEMEHTAIIje MOoJIesIa Y OBOM KOHTEKCTY HHCY OJI IIPECYTHOT
uHTepeca). MehyTuMm, Kao mTo je mokasaHO, KAlaluTeT MOJea y Y2KeM CMUCITY 3aBUCH W

OJ1 YCHENHOCTH (OCET/BUBOCTH) EHeroBe 00YKe.

2.3.3 IlobGoJspiiame mMomesia

[Topen Beh onmcanor npumepa ooyke CART mozena, Koja moapasymeBa IIOCTEIIEHO II0-
Behaibe JIECKPUIITUBHOT KalaluTeTa WJIN JUMEH3Hje, MMOCTOje U JIPYyraduju MPUCTYINA KOju
KpO3 yBODeIbe pas/iImiIuTuX MOMPAaBKU OPUTHHAJIHE (hOpMyJIAIHje TPeIMMEeH3NOHUCAHNX MO-
Jesia omoryhaBajy mUXOBY ycrielHy mnpuMeny. V3060p perema Koja nMajy CBOjCTBO PETKe

pelpe3eHTalje 1 Koja Cy Ha Taj HaYUH IIPUCTPAcHa je jeJaH oJ1 IpUMepa oJ1 IoceOHOr MH-
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Tepeca 3a HEKe OJ mpobjieMa pa3MaTpaHe y OBOM pajy, a O KOjuMa he BuIlle pednd OUTH Y
HApEeJHUM ToryiaB/buMa. llpuctynu cindHe HaMeHe Koju ce Takole moceOHO MCTUIy Cy ce-
JekIja obesexja, [184], rie ce mokasyje na ce Hajb0BM KOMIIPOMUC u3Mehy IPUCTPACHOCTH
U BapujaHce periemha Koje MoJIesl PeHepHUIle TOCTUKe KopuiithemeM Hajoosber cKyTa obesex)ja
JIO KOTa Ce JI0JIa37 IPOIECOM CeJIEKITHje, Kao U MeTOJIe Koje Cy yCMepeHe Ha UCKOpHUIhaBarbe
MOTEHIUjAJTHAX TPEJHOCTH KOje JIOHOCH JTUBEP3UTET MPEIUKTOPa KOHCTPYUCAHUX BUIIECTPY-
KUM TeprypbanujaMa ckyna 3a o0yKy, [34]. 3a pasmuky oj cesekiuje obesiexkja, Koja Kpo3
oJI0aINBabEe Mahe PEJIEBAHTHUX 00eJIeXKja M TaKO MOCTUTHYTY PEAYKINjy JIUMEH3UOHATHO-
CTH CMarbyje BapHjamHcy, Bojehu mpm ToMe padyHa Jjia oJ0aliBaibe HEKOT OJ1 PEJICBAHTHIX
obeJtekja MOXKe JIOBECTH J10 ToBeharba MPUCTPACHOCTH, METOJIE 3a PEJIYKINjy BapHjaHce Kao
mro ¢y bagging (enrs. bootstrap aggregating), [33|, wiu boosting, [225], Texe ka ajexBat-
HOM KOMOHHOBaIbYy BHINECTPYKHUX pellierha ucror mpobsema, [102], omakie u Hasup arcing
(enrs.  adaptively resample and combine) kmacuduraropu, [37]. Ilpu Tome ce moapasy-
MeBa Jia TakBa TojeauHadHa (Mely)periema, nako 1mo mpasuily caabuja oJf KOHAIHOD UK
3JIPYKEHOT, UMa]jy JuBepcuduKkoBaHe mepdopMaHce, Koje ce MOCTUXKY CAYIajHUM ITOTy30P-
KOBambeM I0JIA3HOT CKYTIa, [33], Wil HeKOM JIPYIOM CTpaTerujoM MoLy30pKoBamba, [101, 103,
1 KOpHIMhemeM TaKO T'eHEpUCAHUX PEIINKA OPUTHHAJIHOT CKyIa 3a 00yKy 3a (opMuparbe
ancamb6ia, [83]. Kpajmu b je permasarbe npobiema nosehama (TadnocTn) Xumorese (€HIL.
hypothesis boosting problem), [225, 226|, kojom ce HaKOH 00yKe oObjalllbaBa OINCEpBUPAHU
cKyIl peasuzaiuja ojapehene nojase. Ilomenyre merojie cy Ha HEKM HAUYMH OJIMCKE ITPUHITA-
IIMa Ha KOjuMa OEKUIHU KOMYHUKAIMOHU CUCTEMH Y YCJOBHMA BUIIECTPYKE IIpOTararmje
CHTHAJIa KOPUCTE TPEJIHOCTH IPOCTOPHOT JIMBEP3UTETa IPUM/BEHUX CUTHAJIA, KOjU CY IO TIPH-
POJIM yCJIe T TPOCTUPAaba 10 PA3IUIUTUM Iy TabaMa M3JI02KEHN PAa3IMIUTUM HIUBOUMA OIIITe-
hema, MTO KOpUINemeM BUIIIEAHTEHCKUX CUCTEMA U aJIallTuBHE 00paJie curHaja omoryhasa

nosehame yKyIlHe ITOy37aHOCTH WM Op3MHE IIPeHOCca Mo/1aTaKa.

VHoIEeme CIy9ajHOCTH y MPOIEC JIOHOIIEHha OJTyKa TOKOM ODYKe MoJjiesia je joIr jejaH
0J1 HAUMHA 3a CTBapame JauBep3uTeTa Mehy nmHcTaHaMa ojapeheHor mMojesna reHepucaHuM Ha
OCHOBY TIOJIA3HOT' CKyTia 3a OOyKY. JeJan oj MPBUX IPUMEPA je MPEJJIOKEH y PAJLy y KOMe
je opurunaman C4.5 asropuram 3a 00yKy crabaja omaydnBama, [209], Koju mounsa Ha KO-
putithemy nHMOPMAITMOHOT pacTojara u3Mely pacrojesa Kao KpuTepujyMa 3a pas/iBajarbe
y30paka yHyTap 4Bopa crabdJia, MoJndUKOBaH yIIpaBo Ha TaKaB HAUNH J1a ce 0] HEKOJIUKO J10-
Opux mojesna Koje je moryhe medunncaTn yHyTap IBopa, CBaKM IIyT, CIydIajHO Ha YHUPOPMAaH
HadnH onabepe jenua, |78|. Mako je mcTakHyTO Ja je OBAKBO YHOIIEHE CIIyYajHOCTH JOCTA
rpyba TexHuka, [78|, nokasyje ce Kao edekTuBHA U MOjjeHAKO 100pa Kao u (33| 3a dopmu-
pame ancambaJia ctadaJjia OJjIyduBaiba, 0K pasjmKe y rnepdopmMaHcama HajBUIIE 3aBUCE O]
HUBOA MPUCYTHOT IIyMa Y CKYIIY 3a O0YKY.

Ob6jeumaBame J0O6pUX 0COOUHA MPETXOHO OIMUCAHUX TexXHUKa (cTabasia oJIyJnBamba,
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aHcaMbaJICKUX MeTOJIa, CIyvajHe quBepcrduKaliije HHCTAHIIN MOJIESIA U CeIeKIje obesrerxja)
IIOCTUTHYTO je y (haMmimjn MeTosa Koje ce o3HadaBajy Kao ciaydajue myme (erria. Random
Forests, RF). ¥V pauny y kome je npeoxken RF, [35], rakohe je usnera n xunoresa na 6u
Hajo3HaTuju boosting asropuram, AdaBoost, [102], Morao na mpemcraBba clenujaiHy Ba-
pHUjaHTy CaydajHe IIyMe U OBO MHUTabe je n jasbe orBopeno. Jlok AdaBoost aaropuram nre-
paTuBHO 1oBehaBa TeXKWHe y30paKa KOju Cy ce Y MPETXOHOM KOPaKy IMOKa3aJi Kao TENIKN
3a MPEJUKIIN]y, P deMy he MMOTrpentHo O3HaYeH Y30pIH y CKYIy 3a O0YKY, KOjU IIPeJICTa-
B/bAjy IIyM, U Y HAPEIHOM KOPaKy BEPOBATHO OUTH IOHOBO IMOI'PENTHO KJIACH(PUKOBAHU, a
aJIropuTaM he u Jajbe HaCTaBUTH JIa UM J10jie/byje cBe Behe Texkune, RF ne konnenTpuie te-
JKUHEe HU Ha jeJlaH MOJCKYII y30paKa M yTUIA] [TyMa IPUCYTHOT Y MPUKYIJEHUM OJIAIIMA,
a Koju ce Manudecryje nmoseharmeM rperke, je 3uadajuo mambu, [35]. Takobe je mokazano na
HIKOj BPEJIHOCTU OYEKHMBaHe TOpibe rpanuiie BepoarHohe rpemke RE kiacudukaropa ne
JIOIIPUHOCE CaMO TI000JbINaba TMOjeIMHAYHIX eleMeHaTa ancamoia, Beh u ImTo Mama Kope-
JicanocT uaMely IbUX, OJIHOCHO IITO Marba IIPocevHa Kopesalnja n3Mehy rpemaka mpaBuia
OJIJTyINBarba KOje He3aBUCHO I'eHEPHUIIly MOjeIMHAYHN eJieMeHTH ancaMbsa. Kparak mperies

HeKnX HoBHjuX BapujanTi RF Mmoxe ce mponahn y [62].

OCHOBHU TIPUHITUIIN U CMEPHHUIIE 32 U3TPAJIbY CIYIajHAX IIyMa Ca JOBOJLHIM JTHBEP3UTE-
ToM crabaJia, npejioxkene y [35], nMajy ucTu sk Kao U paHuje mpecTaB/beHe MeTo/Ie MOy T
cesleKImje obesiexKja MM ONTUMAJIHOT M300pa XHUIIOTe3a, a TO je pelyKInja cabupaka Koju
OIKCY]y pa3/InIUTe BPCTE Ipeliaka MPUJINKOM IpuMeHe ojarosapajyher mojena, uspas (2.4).
Yecra mpaxca je ja ce rojeaunadna crabsa RF npeguMer3nonuiity u ja ce IpuaInkKoM BUXOBe
o0yke m3ocTaB/ba hasa MOTKPeCHuBamba, 9eMy OJIroBapa n3rpajma crabya 6e3 3aycraB/baiba,
cBe JIOK Opoj y30paka 110 JIUCTOBUMAa He Oyje Beoma Maju. V3rpajmomM oBako JIyOOKHX CTa-
bajia ce, Kao IITO je U paHUje UCTAKHYTO, IMOCTUXKE Ja IOjeJUHATHO IVIeJaHo cTabJia uMajy
pesaTHBHO MaJty npuctpacHoct, [104], mpeu cabupaxk y (2.4). HapasHo, nperepano mpuraro-
baBame y ommrem ciaydajy J0Boju 70 noehama BapujaHce, aan koj REF mocroju mexanmsam
Koju uirak omoryhasa ycrenrsHo kopuiiheme mpeauMeH3noHncanux crabasia. Kao mro je
uctakuyTo y [35|, nemoncrpupana taunocr RF ykasyje ja oBakBu MOJE/IH Je/Iyjy TAKO &
PEJIYKYjy IPUCTPACHOCT, aJll MEeXaHU3aM KOjUM Ce OBO MOCTHIKe Huje ounryesnaH, [35]. Crora
je kibyuHa npegHoct RF y onHocy Ha cimane ancambasicke mMetogie, [33], mogaTHo yoarupame

[paBe BPCTe CJIyYajHOCTU KOja UX YUHU TadHuM, [35].

Koncrpyxkimja RF moapasymesa uzbop: MeTojie 3a I0JieJly IBOPOBa, KPUTEPHjyMa 3a
onpehuBame Kjace K0joj NpUIajajy popMupaHHd JIMCTOBU M Kao Haj3HAYAJHU]JU €JIeMEHT Yy
KOHTEKCTY TPEeTXOIHOI W3JjIarama, HAYUH YHOIIEeHma CIYIajHOCTH Y IPOIEC U3TPAIhe CTa-
6a, [74]. Tlox mocseje HaBEJEHUM Ce TPBEHCTBEHO MOJpasyMeBa clydajHu u3bop obe-
JIexKja Ha OCHOBY KOjUX €€ BPIIH ITOJes1a IIPUINKOM CBaKOT I'DaHaiba, ajid Takohe U cIydajHo

IIO/[y30PKOBambe CKyIIa 3a 00yKy, KOPHUIITNEHO U y PAHUjUM MeTojaMa Kao mto je [33]. Hauun
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reHepucama CIyIajHOT TOJICKYIa obeserkja MPUINKOM I'DaHaba YHYyTap CBAKOT YBOPa MOXKe
outu paznosmk. OCHOBHU HPUCTYI je Ja ce Ha cJydaj uzadepe yHarpe] jedunucanun 6poj
obesiexKja, 3a KOju ce OOMYHO y3uMa KBaJIpaTHU KOPEH WU OMHAPHU JIOTApUTaM JUMEH3Uje
nmpocTopa obesexkja, a U3JBOjeHe KapaKTEPUCTUKE Ce 3aTHM KOPHUCTE IOje/IMHAYHO WU Y
KoMOMHAaIIjaMa 3a u300p HajOboJbe Tojeie YBOpa MpeMa yCBOjeHOM KPUTEPUjYMY ONTUMAJI-
noctu. OBakKaB IPHUCTYN Jaje JI0cTa J00pe pe3yjrare YaK U y eKCTPEMHUM CUTYaIldjaMa
KaJla ce Ha CcJlydajaH HaYWH 6upa camo jenHo obesexje, [35]. Takobe cy moryhe u Bapujante
y KOjUMa, ce IIpe Iojesie YHyTap CBaKor YBOpa r'eHepulle yHampe/ JenHIucaHun Opoj Ciytaj-
HUX JIMHEapHUX KOMOMHAIMja 3a/1aTOr Opoja OPUTHHAIHUX o0esieXKja U Mely Tako CIydajHo

n3BCICHUM O6eﬂe}KjI/IMa Bp1inx CeJIeKHI/Ija 3a OIITUMaJIHY IIOAEJIy YBOpPa.

VpaBo oBakBa BpCcTa YHETE CJIydajHOCTH oMoryhasa crabinma ojjiyunBatba yHyTap REF
arcaM0OJ1a j1a He OyIy KopesucaHa, Ioj YuMe ce TadHuje MoJpa3yMeBa Jia I'PEIlKe IbIXOBUX
IpaBujia OJTydnBarha WM IPeJUKINja Y IPOCEKY HUCY Kopesmcane (Kako y ciydajy ¢dop-
MyJIAIje Koja ce OJJHOCH Ha KjacubuKalmjy, Tako u 'y ciydajy perpecuje). Crora je moryhe
Jla YIIPKOC BEJINKO] JyOMHU cTabaJia, OJHOCHO BEJNKOj IpUIaroheHocTu cKyiy 3a o0yKy, RF
MOJIeJIN KPO3 YCIEITHY peIyKIiujy Bapujance, [104], Koja je HeOIX0IHA, MOCTHKY 00Dy Kila-
cudukanujy win perpecujy. OBa peyKimja je MOCTeIUIA yIIpocedaBama M0 aHcamMOITy, ain
Takohe m cMamberba OlucaHe Kopesaluje yHyTap ancambia. Maja Kopesnalnyja He 3HaAYU J1a
cy IpeIuKIiije WiIn OJIyKe ejleMeHaTa ancaMO/ia MeycoOHO He3aBHUCHE, jep pellaBajy HCTU
npobsieM, Beh Ja nsMmely mUX IOCTOjU HeJIMHeApHa 3aBUCHOCT KOja je MOCJIEeIHUIa CIyIajHOT

KapakTepa cradaJia.

Y IpeTxoHOj aHAJU3U je UMILIUIUTHO MPeTIocTaB/bero, [35], ma cy mojenamHadHa cra-
OJsia yHyTap jesHOT aHcamOJia KOjU IpeJICTaB/ba CAydYajHy IIYMY Y IOTIIYHOCTH ojipehenHa
peayimzalyjamMa HEKOI' CJIydajHOr BekTopa O, Koje cy MehycoOHO He3aBHCHE U MMAjy UCTY
pacrojiesty pe, Ijie OOJHK OBE PACIojelie JUPEKTHO 3aBUCH OJ AJITOPUTMa KOJUM C€ YHOCH
CJIYYajHOCT y TPOTieC u3rpajitbe crabsa (peTnocraBka je Jga ce crabia yHyTap aHcaMm0JIa re-
HEPUIITY CJIYYajHUM II0/Iy30PKOBAEM CKYIIa 3a 00YKY U CJIYIajHOM CEJIEKITHjoM obesiexKja 3a
noziesty uBopa). Ilopes Tora, mokasyje ce jia mpocevHa BPEJIHOCT MPEIUKITIja MOjeIMHATHIX
crabaJia y CJaydajHO] IIyMU, Z, ca IopacToM Opoja cradaJja acCUMITOTCKU TEXKU ITPEIUKIT]I
KOjy OM 3a MCTY OICEpBaIlAjy JIAJI0 HEKO IPOCeTHO cTablio 2g, a Koje O Kao OYEeKUBAHO Pe-
Iere TeHeprcalia IpeTxoIHo JedrnHucaHa Pacioieria pe, Kaga ou omra mo3nara. Ilpu Tome,
ykymHa rpemika RF, koja ce o3HavaBa u Kao rpeika remepaJjmsalgje ciydajue myme, Frp,
IIpe/ICTaB/hba KB IPATHY I'PEIIKY IPEeJIUKIIje MojeIMHAYHOr cTadjIa, yIIPOCeUeHy 110 CBUM Pe-
ajm3aljamMa cradasia Koja IMPOUCTUIY U3 P U 10 CBUM peasin3alidjaMa y30paka, JOK je y

cayuajy kiaacudukaruje moryhe nedunncarn ananorny seposaraohy rperke, [35].

[Tokazyje ce ja je rpemka rerepaiusanuje RF ca ropme crpane orpanuvena TIpenikom

reHepaJinzanyje nojejaunadnnx crabana, B = Eg [E xy [Y —2(X, @)]2], aJId ¥ IIPOCEIHOM
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KopeJtalnujoM p u3Melhy rperraka mojeuHavdHuX crabdasa, Ije ce Mol yIpocedaBambeM IMoIpa-

3yMeBa OUeKMBaHa KOpeJallija Ipelaka y oJHOCY Ha pe, |35]:
Err =Exy [Ee[Y — 2(X,0))’] < pE;. (2.21)

Y caydajy dopmynaruje Koja ce oJlHOCH Ha KaacuduKaiujy j1oduja ce HejeTHAKOCT ca
CJIMIHUM 3HaYeheM, Y KOjO] YMECTO I'pelIKe MPeIuKIije (pUrypuiie ropma I'PaHuIa BEpo-
BaTHONe rpelke, a /10 Koje ce Jioja3u Ha OCHOBY HejenHakoctu eburmena, [35]. axie,
CJIYYIajHOCT NPUJIUKOM U3IpaJitbe cTabia Tpeda ja 06e30e/u MTO Mamby KOPEJIUCAHOCT TPe-
Iaka rmapoBa crabaJia YHyTap aHcamO/ia, ajad oIl BaXKHHje IITO Maiby MPOCEYHY BPEIHOCT

OBe KopeJiallyje y oJHOCy Ha Moryhe peajmsaiyje crabaja ojpehene pacroJiesioM pg.

[MIro je 6poj ciryuajuo nzadbpanux obesekja Ha OCHOBY KOjUX ce jebUHUIIIe ToJIeIa YHYTap
yBopa Behu, remepucana crabyia he mMaTu TEHJIEHIHU]Y Jla UMA]y CJAUYHU]Y CTPYKTYPY U
kopeasja hie 6utn Beha, [104]. OmHocHO, ako je Mama ImaHca ja crabja KOpUCTe HCTa
obesiexKja 3a IOJesly YHyTap YBOPOBa, IbUXOBE INpenKIinje he OUTH Marbe KOpeJncaHe U TO
je TyiaBHE MeXaHW3aM KOjUM ce HocTuzKe norpebHu gusep3uter yuytap REF momena, a Tume

n J100pa CIIoCOOHOCT TeHepaJsn3allije.

Ha kpajy, murame dpopMuparba peJieBAaHTHOT CKYTIa 3a 00YKY, OO 110 TTuTarby Opoja y30-
pakKa WM IbUXOBE Pa3HOBPCHOCTU, OYCKMBAHO MMa 3HA4YajaH YTHUIA] Ha KOHAYHU PE3YJITAT.
Tako je y [253] pasmarpano ga jin mely HaMeHCKH KpeupaHuM 6a3zaMa CJIMKA HAMEHEHUM
nopehemy Mojiena 3a JIeTeKIHjy U Ipelo3HaBamba 00jekaTa y cImKaMa, IOCTOJU IIPUCTPACHOCT,
Jla JIM ce MOTY MJIeHTU(MHUKOBATH HEKH OJ MEXaHU3aMa HeHOI HACTAHKA W KOJIUKU je YTHIA]
MPUCTPACHOCTH IPUKYILJHEHUX OTICepBallfja Ha CIIOCOOHOCT TeHepain3alije Mojiesia. Y CBUM
caydajeBuUMa OAroBop je 6uo morBpjan. llocraBibeHo je u nurarme Jia Jin OBaKBU CKYIIOBU
HoJlaTaka 3a 00yKy U TeCTUparhe MeTojla Mepe mpaBy cTBap (mepdopMaHce y PEaTHOM DALy ).
OBo je HAPOYUTO UCTAKHYTO Y KOHTEKCTY KOMIIjyTepPCKe BU3Wje, I/le CKYIIOBU T0aTaKa KOju
TeKe IPUMEHN Y HEKOHTPOJIMCAHUM YCJIOBUMA PaJia 0JIr0Bapajy caMo IpeICTaBu CTBAPHOCTH,
3a pas/IMKy OJ HEKUX JIPYTUX OOJIACTHU IPero3HaBarmba IJe CKYIOBU IOJaTaKa ,,jecy jeauHa
CTBApHOCT O HEKO] nojaBu” (oBo murame he jmoHekse 6utn pasmarpano u y Ilornasssy 2.6).
VY [253] je youen u mpobiiem J1a MOJIEIn TOKOM BpeMeHa MMOCTaHy CYBHIIe IPUIaro)eHn cKyIry
Ha KOMe ce TIope/ie, MeMOPHIITyhu cBe merose creruduIHOCTH U Ha Taj HaYuH Irydehn crocoo-
HOCT reHepaJsm3aliije. Takobe je youeHo ja nako nsmMel)y pasjimanTux MeTo1a Iperno3HaBamba
KOje ce Yy HEKOM TPEHYTKY CMaTpajy TPEHYTHUM CTameM TeXHUKEe MOKe J1a IIOCTOju MaJa pa-
3/IMKa y TepdopMaHcaMa, Ta pas3/inKa BPJIO YeCTO He MOpa OWTH CTaTHUCTUYKKA 3HAYAjHA.
Hexkonuko rojuHa KacHUje OBa MHUTaba Cy U Ja/be aKTye/lHa, ajJli Cy MOMAIU HOCTUTHYTH Y
mehyBpemeny, [227], nokaszajm jia je yuurbeHo J0CTa Ha HPeBa3UIakKely YOUeHUX HeJ0CTa-

taka. CjuvaH TpeHJ je IPUCYTaH U Y JAPYTUM 00JIACTUMA MPEIO3HABAKA 00/IIKA.
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2.4 IlpumHnn MPHUMYyMa ANCKPUMUWHATHUBHE MHMpOpMaNunje nin

MHUHUMYMa Pa3JIMIUTOCTH MHMOpMAaIja

C obsmpoMm fa je 3a Tperno3HaBame OUTAaH TOjaM JUCKPUMHUHATHBHE WH(pOpMAIje, Y
[161, 162| je mpe/iozKeH MPUHIMI MUHUMYMa JUCKPUMUHATHBHE nH(bOpMAaIuje, Kao OlTH-
MaJIHOT HadWHa 3a IpaBuIaH U300p jejHe oJ1 MOTEeHINjaJTHIX Xurore3a. [Ipema pednma ay-
TOpa, mocTaB/beHn b y [161] je 6Guna yHudukammja npucrymna 3a TeCTHPAhe CTATUCTHIKAX

XUIIOTe3a KPO3 KOH3UCTEHTHY IPUMEHY KOHIIeaTa Teopuje NH(MOPMAIIH]ja.

Y TOM cMECITY, IIPEIOZKEHO je Jia ce MPOIEC OJTyInBaiba IocMaTpa Kpo3 MpodJeM JInc-
KPUMHUHAIIje Ha OCHOBY Meperha MUHUMAJIHOT ,,pacTojamba’ WIH ,, iuBeprerie’ m3mely crarm-
CTUYKHUX TIOIyJIalija, a KopuihemeM mocedbre nudopMalone Mepe u3mely JiBe paciojere,
OJIHOCHO BeJIMYMHE KOja ce O3HavYaBa M Kao pejaTuBHA eHTpormja, [60], a Koja je Hakon [162]
nocraJia no3uata 1oj HasusoMm Kullback-Leibler (KL) auseprenua:

oo
Da(PlQ) 2 [ pte) 10g 2 as, (222)
. q(x)
rie cy p(x) u q(x) dyukuuje rycrune pacmojena epoparHohia P u (), y HENPEKUJIHOM J10-
MeHy, a HaBeJeHU u3pa3 IpejicTaBiba ojcTyiame () y omHocy Ha P. Tywmaueme oBe He-
HeraTUBHE, ajll y CJIydajy He3aBUCHHUX CJIydajHux jorahaja Takohe m ajiuTUBHE BEJUUNHE,
[162|, 3aBucH o KOHKpETHOI KOHTEKCTa M HaYMHA WHTepIpeTalnuje oaropapajyhinx pacro-
gena. MehyTuMm 3a cBe mHTeplpeTalyje je 3ajeJHIYKO Jla HaBeJleHa Mepa pasjuke usmelhy
JIBe pacriojiesie Huje CUMeTPpUIHA, OJHOCHO Ja Ce MOXKE NOBOPUTH O T3B. ,IIPBOj” H ,,Apyroj”

pactojiesin (p u ¢, PECIIEKTUBHO).

Taunuje, y opurunamaoMm pajy, [162], KL auBeprenma je osnauasana ca [1.o(F) nmm
I(1 : 2) u uHTEpIpETUPaHA KAO YOIIITEHe JOrapiuTaMcKe Mepe 3a KOJudnHy nHdopmanmja
npejyiozkere y [232], 3a ciiydaj HENPEKWJIHUX PACIOJEIa, IPU YeMy je MO CAMUM I10jMOM
JINBEPIeHIIe M0/[pa3yMeBaHa HheHa CUMEeTPU30BaHa Bep3uja, oaHocHO 36up [1.0(X) + Ir.1(X).
Ha cimuan maunH, 3a osnadaBambe KL guseprente y [161] je kopumhen mojam ,yemepene”

JIMBEpreHIie, Kako Ou ce JIOJAaTHO MCTaKJ/Ia HeCUMETPpUIHA MPUPOJIa Pe/laTUBHE eHTPOIIR]e.

OnTuMaHO OJIydnBaIbe y CIIydajy TeCTHparmha KOMIIO3UTHUX XHUIIOTE3a 3a Pa3JIuKy O/1
OOUYIHUX W ,,jeIHOCTABHUX XHUIIOTe3a 00je/IMibyje: a) IMapaMeTapCcKo MOJIETIOBAE BEPOJIO-
CTOJHOCTH U JIPYTHX BEJMYUHA OJ UHTEPEeca KOje Y4eCcTBY]Y y (bopMyJialiuju pU3UKa OJTy-
YUBakba, OJJHOCHO MPOIEC eCTUMAIMje BPETHOCTH CIydajHUX Iapamerapa U 0) caM Iporec
OJIITyINBarba, a KPO3 KOHCTPYKIH]y ONTHMAJHAX [TPABUJIA OJJIyINBaba y KOjIMa Iope1 ode-

Jie’kja U TecT craTuCThKa (GDUTYPUILY U Paciojese napamerapa, [122].

Y [161] je pasmaTpaHO ympaBo TaKBO OJJIYUHBAGE W IIPU TOME je MOKA3aHO Ja Ce IO

ONITUMAJIHUM MOYKE TI0JIpa3yMeBaTH OHO OJTyYHBaIbe KOje Ce 3aCHUBA Ha M300PYy XUIIOTe3e



2.4 IlpuHrun MEHAMYMAa JUCKPHUMHAHATHBHE HH(DOPMAIHje HIH MHHAMYMA,
Pa3JIMIuTOCTH HH(pOPMAIIH]ja 45

H; momohy TecT cTaTHCTHKe KO0jOj OArOBapa MUHUMGANG BPETHOCT yCMepeHe JUBepPreHIle
I(x : 7;0,), 1j. munumym pasasuvumocmu un@opmayuja: y3opaduke momynaimje O, ca
reHepaIM30BaAHOM PACIIOJESIOM Py (z) (IpBe pacrojese) U TOIyJIaIyje ca TeHepaTn30BaHOM
pacmozenoM p;(z) (apyre pacmonene), [161], rae je ca p;(z) o3HadeHa pacromena Koja of
CBHX MOTyhux pacrojiejia ycBojeHoOr obesiexkja & Hajoosbe OJIC/IMKaBa BPEIHOCTH Obesiex]ja
KOj€ OIHMCYjy HEeKy ImocMaTpaHy XHUIoTe3y mwin Kareropujy j. OJHOCHO, 1a UCIpaBHA OJTyKa
MPOU3WIIA3H U3 HAjOOHE2 NOKAGNAI6A TIPOICHHEHOT 00JIMKA TTapaMeTPU30BaHe PACIoJelie Be-
POJIOCTOJHOCTH Py () ca jemHOM o7 HaydeHuX (,radHux’) pacrojesa BPEeIHOCTH obesexja,
KOje Cy YHAIIpe/I MpuapyzKeHe Moryhnm xumoresama nin Kareropujama H;, Ipu demy ce He-
Ho3HATH NapameTpu pactojesie p,(z) oapelyjy kopumiliemem KOHCTpyHCaHe CTATHCTHKE, a
HA OCHOBY IPUKYIbEHUX oricepnalja (O, MOroIHO u3a0paroe WA y JATOM TPEHYTKY jeUHO

docmynroe BUIIEIMMEH3UOHAIHOT 00e/IeXkKja .

Hakne, kopuithemeM MUHUMYMa JTUCKPUMHUHATUBHE WH(pOpMaluje nin munnmasine KL
JIUBEPreHIle, Kao KPUTEPUjyMa 3a KOHCTPYKIM]Y ONTHUMAJHUX IIPAaBUJa OJJIyUNBamba, I10-
KazaHo je, [161], ma ce mory koHcTpyucaru ojarosapajyhia npasuiia ojjIyduBamba Koja Cy
eKBUBaJICHTHa IIpaBUJINMa KOja IPOU3MIa3e U3 CIEeIUja/IHUX ClIydajeBa MUHHUMU3aluje bBa-
jecoBor mwin Bej3oBor pmsmka y CTaTHCTHYKOM TeCcTHpamby Xumoresa, [122; 275, kao mrro
cy mpaBuia ojiyunBama y hbopME KOJMIHUKA BepojgocTojHocTn, [148, 260, 276], 3acnoBana
Ha KpuTepujyMy Makcumasine sepojgocrojaoctu (98, 99| win Neyman-Pearson kpurepujymy
[186].

Y KOHTEKCTYy paHujer majararma y Be3W ca IIPEeHOCOM WH(OpMaInja, OMMCAHU TTPUHITAI
vuaIMaHe KL quBeprentie 6u ojropapao KOHCTPYKIIU)U KOJIA ¢ Yija OYeKUBaHA JIyKIHA T10-
pyke y 6utnma 1o cuM60JIy, OJJHOCHO BpeaHocT Mehyenrpormje H(p, q), TexKu Uy ujieaasnom
cJIydajy JIOCTUKe BpeJHOCT eHTpornuje u3sopa H (p), jemnaunna (2.23). OHOCHO, NpUKa3aHt
MPUHITAT ONITUMAJTHOT OJITy9YiBarba, n3060pa j, MOYKe ce O3HAYUTH U KAO TPUHITAIT MUHUMAJTHE

MelyerTponuje pacmozesne p,(x) u Heke o1 pacmozena p;(x).
H(p,q) = Ep[—logq] = H(p) + Dxr(pll9)- (2.23)

Hapesienn pesyarar je 3HadajaH jep TEOPUjCKU yKalyje Ha IIpecyaH 3Havaj KOju KOJIH-
YUHa JIUCKPUMUHATHBHE WHQOpMalnje u3dMel)y BpegHocTn obesierkja MpUIpPyKEHNX PasJiv-
YUTUM KaTeropujama (EBUXOBUX PACIOJENa), OJHOCHO MAKCUMU3AUUJE TPUCYTHUX PA3AUKG

n3Mely y3opaka, yBeK UMa y peaJu3alliji YCIEeITHIX CUCTeMa 3a IIPelo3HaBambe 00INKA.

MebhyTum, Takohe ce youaBa Jia 3a yCIENIHO MPENO3HABAILE U TMOCTU3ALE MUHUMAAHOZ
pusuka OJTydnBarba HUje OMTHA caMo miealHa TporeHa (ydeme) oaropapajyhux pacromena
KOje OINCY]y pPa3/IMuuTe KaTeropuje, OJJHOCHO KOHCTPYKIIMja KBAJUTETHUX CTATUCTUKA 3a

o 00Jby HPOIEHY ILUXOBUX IapamMerapa, Beh je oJi K/byJIHOr 3Havaja U HAYWH Ha KOJU ce
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BpIIM U300p BeIUYMHA WK obejiexkja KOjuMa ce Te KaTeropuje OIHCYjy, a IITO JUPEKTHO

yTude Ha IhbUXO0B 00JIHK.

OBo ce HajbO/bE BUJN HA TPUMEPY U3Pa3a 3a MPOCEUHY IeHy (IIOIPEIIHOT) OJTy IHBatba
HEKOT' CHCTEeMa 3a [Pero3HaBame 00/InKa, jeqHadnta (2.24), y KoMe Kpajiba BPEIHOCT PH3UKA
OJUTyIrBamba R JAMPEKTHO 3aBUCH O] 00JIMKa pacrojese (BepoBaTHONE TI0jaB/bUBAbA) BPE/I-
HOCTHU ojiroBapajyhux obejiexkja xr, Kao yCBOjeHUX BEJIUYMHA HA OCHOBY KOjUX C€ IOCTUXKE
JUCKPUMUHAIN]ja U3MeDy pa3InIuTuX KaTeropuja, a KOpHuihemeM KOHCTPYHCAHOT MPaBUJIA
outyunBama JF Koje gedunuiie ojroapajyhe rpanuiie u peruone oJjIyduBamba y MOCMaTpa-

HOM TIPOCTOPY obesiexkja:
R = /R[}"(xﬂx]p(m) dz. (2.24)

[Ipema Tome, Kpajibu 1UJ/b IPOjEeKTOBaba CUCTEMA 3a IPEIO3HaBambe 00JINKa jecTe cMa-
BheEbe yCJIOBHOT pusuka R [ F(x)|z |, anu He obaBe3Ho y caydajy cBakor nojeauHadsor , seh
IIpe cBera y OHUM CHTYyalldjaMa 3a Koje ce oueKyje Jia he ce Hajuernnhe 1mojaB/buBaTu y Oyryhem
paJly cucreMa, JIOK je Y PETKO MPUCYTHUM CIydajeBUMa MPBEHCTBEHO MOTPEeOHO 06e30euTn

Jia ojiroBapajyhu mcxoJ MoHalama CUCTeMa He Oy/ie ca KaTacTPOMATHIM ITOCIeIUIIaAMA.

To 3Haun, j1a je Ha POjeKTAHTY CUCTEMa 3aJlaTak Jia Ha OCHOBY CBUX JIOCTYIHHX MHMOP-
Mallija Py9HO WU ayTOMATU30BAHO HAIPABH IpaBu U300p obesekja Koja he OUTH JTOBOJHHO
JIMCKPUMIHATHBHA, &/ HCTOBPEMEHO U J1a Ha HajOOJbM MOTYhU HAYWH IIPeIBUIN Moryhe ciie-
Hapuje KOpuIihema CUCTeMa U Ha Taj HAYUH JIUPEKTHO yTHYe Ha BePOBATHONY I0OjaB/bUBAIbA
pa3IMIUTUX CUTYyallnja Koje Ou MOTJIe Jia MPEJICTaB/bajy BeJIMKH PU3UK 3a PaJl OCMaTpaHOor

cUCTeMa, KOJU Ce 3aCHUBA Ha KOHCTPYHCAHOM IIPABUJIY OJIJIyUNBAIbA.

To moxke j1a mogpasymeBa obe3dehuBame KOHTPOJMCAHUX YCJI0Ba Pajia CUCTEMa, Kao IITO
je decT mpuMep y IIPOU3BOJIHUM IIPOIECHMa, ajIi U IPOjeKTOBAaIbe MOLYIAPHUX eKCIEePTCKUX
cucreMa Koju he y cebe yKIBYIUTH Pa3/JInauTe HeJInHe WX MOIYJ/Ie KOji BEOMa, YCIIEITHO pellia-

Bajy ojipehene mpobseme mperno3naBarmba, ajl cCaMO Y HEKOM OTPAHUYEHOM JIOMEHY ITPUMEHE.

Ca apyre cTpane, mpobjeM IpaBor m300pa JIUCKPUMIHATUBHUX ODejieXKja He Mopa OnTn
EKCILTUIUTHO (popMyJircaH, Beh MoxKe OUTU UMILTUIUTHO CaJIpyKaH Y KOPUIITNEHOM MOCTYIIKY
3a KOHCTPYKIIA]Y IpaBUIa OJIYINBama U CAMHM THUM YeCTO JUPEKTHO IOBE3aH Ca paHuje
JnedUHICAHIM KallalliTeTOM OJiroBapajyher Mosesia Koju ce y JaToM CIydajy KOPUCTH 32

I[Ipero3HaBabe Ui yICHhe 00IMKaA.

ake, oy pannje JeUHUCAHIM KalalluTEeTOM MOJeNa, Y CMUCTY YCReuHOCmu npeno-
31a6ara, MOXKe Jla ce I0/Ipa3yMeBa YCIIEITHOCT KOHCTPYKIMje ONTUMAJHOI IIPaBUIa OJJIy-
YUBarba 3a JaTH CKyI 00ejiekja KOjuMa Ce OIHCY]y OOJIMIH, &I UCTOBPEMEHO U YCIEITHOCT
IpOHAJIAYKEba JUCKPUMUHATUBHUX MH(MOPMAIja U3 JOCTYIHUX OICEpBaliija Kpo3 nu3dop

(cenexrujy) win TpanchopMaImjy moaasHux obenexkja (Mepema).
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Ha kpajy, 1a je ycmepena quBepreHIa KJbyqHa BeJIMINHA U Y CIydajy IpeHoca mHopMa-
Iuja, Kao OCHOBHOI MpoOJIeMa JIeTeKIje WU Mperno3HaBamba 00InKa, Ha HEIITO Jpyraduju
HAYUH Y OJIHOCY Ha MPETXOHO U3JIararme MOTBphyje U paHuje IOMEHyTU IIPUMep KaraluTeTa
KOMYHUKAIIMOHOT KaHaJla, KOJU 3aBUCH O] eEKCTPEMHE BPETHOCTU Pa3JInKe €HTPOINje U3BOPa

H(X) u ycioBHE eHTpOIUje N3BOpa HAKOH MpPUjeMa TTOpyKe:
R=H(X)-HX|Y)=1(X;Y) = Dk (p(z,y) | px () py (y)) - (2.25)

HemnoBosban ciydaj cTaTHCTUYKYM HE3aBUCHUX PACIIOJIETIA TTOCTATUX U IPUMJbEHUX TTOPYKA,
KOju 6 0J[IrOBapa0 MUHUMAJIHO] BpeHOCTH (2.25), n3beraBa ce KOHCTPYKITMJOM OINTHMATHUX
NpUjeMHUKA KOjU TeyKe MaKCUMU3AIMjU MPOCEYHOr OJICTyIarha CTBapHE pacIiojiesie MopyKa
KOje eMuTyje u3Bop, px (), oj1 pacrojiesie Koja OIKCyje KBaJUTeT IIPOIEHE MocIaTe MOpyKe

Ha TIpUjeMy, a JI0 Koje JI0Ja3u IPUjeMHUK y Buy pacromene p(x|y):

R= / / p(@|y)py (y) log paly) g, dy = Ey{Dkv (p([y) || px (x))}. (2.26)
v JXx px(z)

Nwmajyhu y Buty mpuM/beHY TMOPYKY Y, HEKHM 3aMUIIL/bEHU, UJICATHU IPUjEMHUK 110 J1ehu-
HUIMjU He OM MMAOo TEITKONY Jia y CBaKOj MPUJIUIU Y MOTIYHOCTH YKJIOHU HeoapeheHoCT nin
HECUT'YPHOCT Y B€3U Ca OJIIyKOM KOja IOpYKa T je CTBapHO IOC/aTa, IMTO OU 3HAYUIO Ja Ou
FhEroBa MPOIeHa yCJIOBHE pactogese p(x|y) y CBaKoj ofl CHUTyaluja OJroBapaJa jeIMHIIHO]
UMITYJICHO] (DYHKIIMjU TTO3UITMOHUPAHO] HA MECTY CTBAPHOI T. 3a TaKBY PacCIoeny ce, y
CMUCJY yBeJieHe nHMOPMAIIMOHe JTUBEPreHIie, MOXKe pehn Jia je yBeK 3HAYajHO Pa3JIMInuTa O/l
OUJI0 KOje pacrojiesie M3Bopa, YuMe ce y UIealHOM ciiydajy makcumusyje (2.26). Ca apyre
cTpaHe, paHuje ONUCAHU IPUHITUI OJIJIyYMBabhba HA OCHOBY MUHUMYMAa JTUCKPUMUHATHBHE WH-
dbopmanuje, usmelly nayuene pacrojiesie obesiexKja p; HeKoI 00/IMKa j U paciojese obesiexja
Dy TIPOIIEIbEHE HA OCHOBY BUINECTPYKHUX OICepBalldja MUCTOT OOJIMKa, y MOCMaTPaHOM Hea-
JIN30BAHOM CJIy4ajy O ce Orjie/ia0 y pasjIMauTUM O3UIMjaMa OJIN0Bapajynux UMITYJICHIX

dbyurimja p(x|y) npuapyKeHNX pasIHIuTHM XHUIToTe3aMa, ([OCTATHM TOPYKaMa).

KL nuBeprenra mma 3ua4ajHy yJIory U y TEOPHjU eCTUMAaIlUje, KaO OCHOBa 3a KOHCTPY-
ncame nHGOpMaIMoOHnX Kpurepujyma, [159, 173|. Hajnosnaruju npumep je Akaike-oB kpu-
TepujyM, [2|, Koju mpejcraBiba MPOMIMPEe CTAHIAPHOI HPUCTYIIA HPOIEHN HapaMeTrapa
MojlesIa KopullihemeM KPUTepujyMa MaKCUMaJIHe BepojiocTojHocTu. Tadnwje, mostazehm o1
nedbunnmje (2.22), omxHOCHO o1 M3pasa (2.23), MUHUMHA3aIMja WHOOPMAIOHOT PACTOjarha
n3Mely cTBapHe pacrojesle U HheHe alpOKCUMAIlje TOCTHXKE e MAKCUMUBAIN]OM HM3pa3a

KOjU TIPEJICTaB/ba MPOCEYHN JIOTAPUTAM BEPOJIOCTOJHOCTU YCBOjEHOr TapameTpa O:

/p(x) log q(z|O) dx . (2.27)



48 MouesioBame HeospehenocTr y npero3HaBamy 00JIHKA

Uaxko je crBapHa pacmojesa p y CyIITHHEH HermosHara, y [2] je mokasano ja ce martu
KPUTEPUjyM aCUMIITOTCKH ca MoBehameM Opoja y30paka CBOJM Ha KPUTEPHjYM MaKCHMAaJIHe
BEPOJIOCTOJHOCTH, MakcuMusanuje logq(z|©), moj ycsoBoM Jia BazKé IPETHOCTABKa Ja je
JIaTy pacrojieny Moryhe alpoKCHMUPaTH JJOBOJBO CJI0KEHUM MO/JIEJIOM U3 haMusiuje ¢, rje ce
MIO/Ipa3yMeBa J1a CJOXKEHOCT JUPEKTHO 3aBUCHU OJT JUMEH3Hje IIPOCTOPa HEIO3HATHX apaMe-
tapa ©. Kao nocieauna, npesjoxkena u/bHa (PyHKIINja WA KTHOOPMAIMOHN KPUTEPUjyM
(AIC) yk/pydyje u JOJATHY MOMPABKY, PeryIapu3aTop y BULY JOJATHOT cabupKa KOju je jeji-
HaK Opojy mapamMerapa, a KOju ITOpe/T YCIlelne ecTuMalinje Tpeda 1a 06e30e/ 11 1 uCTOBpEMEny

CEeJIEKITN]y MOJIesa:

~

© = argmin AIC(©), AIC(©) = (—2) logq(z|O) + 2dim(O), (2.28)

10 Y€MYy Ce HaBEJIEHU MPUCTYI Y TPEHYTKY KaJia je MPEe/JIOZKEH U3/IBOjUO Y OJHOCY HA paHuje
metojie. OrpannyaBarbeM Opoja mapamMeTapa HolpaBKa cipedaBa IpeTepaHo Ipuiarohasame
ckyny 3a o0yky. HMudopMarmonun KpuTepujyM ca CJAUIHOM CTPYKTYpoMm he OWTH yCBOjeH
Uy OBOM paJly, NPWINKOM opmysaliuje rnpobjieMa KOju BOJIM K& PETKOj Perpe3eHTalIujn

KOBapHjaHCHUX MaTpHIIA.

2.5 VYiora yuuresba

Monenu Koju puUIaIajy pa3anauTM dpaMuinjama MeTo/ia 3a OluCUBambe HeoapeheHoCcTr
MMajy Jpyraduje IprcTyie obJInKoBamwy oarosapajyhe pacroese obesexja p(z) y jeHadnHmn
(2.24), napasHo y Mepu y K0joj je To Moryhe ysumajyhu y 063up HaYMH aKBU3UIK]E [IOIaTAKA
U KapakTep I0jaBe KOja ce IocMaTpa, aji Takohe mmajy u Jpyraduje HPUCTYIEe HATUHY
KOHCTDYKIIHje OITHUMAJHOT IIPABUJIA OJIydnBama JF(x) 3a martu CKyn obesexja, OJIHOCHO

OHOME IITO OM MOIJIO JIa ce Mo/pa3yMeBa Kao 00yKa y Y2KeM CMUCIY.

VY mieasiHOM ciIydajy OBa JIBa IIPOIleca Ce OJIBHjajy 3PYZKEHO, ITO je OOUYHO IIPUCYTHO
KOJ[ CJIOYKEHHX MOJIEJIa Ca BHCOKUM KAIAIUTETOM 3a YUeHhe, ajld BPJO YeCTO W IMOTIIYHO
0JIBOjEHO, KAa0 y CHUTyalljaMa KaJia Cy U3 HEKOI' Pa3jiora BayKHUjU HEKU JIPYTH ACHEKTU Ka-
MAIUTETA, KAO IITO je CJI0KEHOCT MPOIeca yIemha WIN CJI0KEHOCT NMILIEMEHTAIje, OJTHOCHO
KaJla ce rpuberaBa 0JBOjEHOM pa3MaTpaiby n3dbopa obesexkja u 00yKe MoJjie/ia, a IITo je 4ecT
cJIydaj KOJ| CUCTeMa 3a IIPEI03HaBabe KOjU Ce CacToje OJf BUIIIE NEJNHA KOje HAMEHCKH 00a-
BJ/bAjy CaMO HEKy oJ HaBeJeHuX (yHkiuja (n300p obesexja uin oOYKy) Ha pPa3InIUTUM

HO3UIIjaMa Y CHCTEMY.

Hapagsno, 3a Behuny cucrtema je 6apem J0HEIABHO OUJIO KAPAKTEPUCTUYHO JIa Ce HAKOH
3aBpIeHe 0OyKe IMpoIeC yuerha 3aBpIliaBa, TaKo Ja e Yy TOM CJIydajy HakKOH 0OyKe MOTLJIO
TOBOPUTH CaAMO O CTPYKTYPHU MOjeia Koja je IPOU3aIlLia U3 JaTor Ipolieca, a Koja ce Takohe

MOZKE cacTojaTu o] Bulle reanHa. MelhyTuMm cBe 3acTyI/beHUjU Cy CHUCTEMH KOJI KOJUX CY
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IIpuM€Ha MOJEJa U CaMO OJ/JIydHBalbe HpaheHI/I CTaJTHUM azKypUupalbeM 3Halba O HU3IJICAY
0bJ/I1Ka, KOjI/I Cy IIOXpabeHu y CUCTEMY, KaOo U J0JaBalbeéM HOBUX KaTeroija OJI marTepeca, a

Yy CKJIaJy Ca HOTp€6aMa KOje IIpousnJIa3ec U3 HaM€E€HE CHUCTEMa.

[TocraBba ce muTame KOMe je IOBepeHa U KaKBa je yjora ,yunresba’ KOju Tpeba JIa
00e36e/11 10OPY OOYKY m3abpaHor Mojena. ¥ 3aBUCHOCTH O] PACIIOJIOXKUBUX pecypca Ha
MPOjEKTaHTY je Jia KOHCTpyHUIle Wiu m3abepe HEKHU 0OJ1 MmocTojehux ajropurama 3a OOYKY
MOJIeJIa, TJIe ojiroBapajyhu mocTyIu MOTY Jla IPOU3uiIa3e JIUPEKTHO U3 came hopMysiaruje
MoJIe/Ia U YCBOjEHOI KpUTEpHjyMa OJIyunBarba, ajd MOI'y OUTH U HE3aBUCHO KOHCTPYHUCAHHU
Kao pellemha HEKUX JIPYTuX MMpob/ieMa ca CANIHOM (DOPMYJIAINjOM Y HEKOM JIPYTOM JOMEHY

KOjU TIOCe/lyje 3HadajaH CTelleH aHaJoruje ca JaTUM MIPOOJEMOM IIPENO3HABAbA.

Tako ce moxke pehu ja je y.a02a ywumena Ha aJITOPUTMY KOjU MOKE JIa IPUTIAJIA TPYITH
Ha/JIIJIe/IaHUX, TTOJTyHA IIJIeIaHUX UM HEHa IrJIeIaHnX MeTO/Ia, a Y 3aBUCHOCTHU O] HAauWHa Ha
KOju ce BpIIN BepuuKalifja IoHAIIakha CUCTeMa 3a IIPeIo3HaBamke, OJHOCHO KBAJUTET I10-
crurayTe odbyke mozena. Cama Bepudukainja yriiaBHOM OJpa3yMeBa ydelhe 90BeKa, ajin
y OIIIITEM CJIydajy He Mopa U HaJla3u ce y HaJJIEXKHOCTH €HTUTETa KOji ca BehuM cTereHoOM
CUTYPHOCTHU y OJIHOCY Ha caM CHCTEM MOKe Jla Pa3/IuKyje ImocMaTpaHe KaTeropuje i HeKa
IbUXOBa CBOjCTBa. 1aj eHTuTeT MOXKe OMTH U caM CUCTEM 3a IPelo3HaBamkhe, Kao Ha IIPUMEPY
HEKWX CHCTeMa 3a JIeTeKInjy u Busyesno npahieme objekara y cauim, [149, 150], koju HakoH
yCIIeITHe NHUATIjATu3allije CaMOCTAJIHO HACTaB/ha]y ca JaJbUM YIeHheM KOpUIINemeM OIcep-
Ballrja 3a Koje ca BehoM curypHoIhy MOTy ja TBpJe Ja IpeJcTaB/bajy IIPUMepe UCIPaBHO

nJIi IIOI'p€lIHO JOHETUX OJ/IJIYKA.

Kana ce pasmarpa kakBa je ymora yaurespa, Tpeba UMaTH y BUIY OUPAHUYIEHa KOja Ce
y CTBApHOCTH TOCTaBJhA]y IPEJ IPOIec yuema. Hamme, yciesl KOHATHOT BpeMeHa O0yKe,
OrpaHUYeHNX Pecypca KOju Cy Ha pacrojaraiby, aji U HeJ0CTaTaKa KOjU ce OJHOCE Ha Bepu-
duKanmjy n HaarIeIame Ipoleca yaema, Tpedba nMaT y BUIY Jia oJpehenn ajaropuraM WUiin
MOCTYTIAK 3a 00YKY Mojiesia MoyKe camMo y Behoj uim Mamoj Mepu Jia ce pUuOJIMKI UIeaTHOM
yUIUTEe/By KOju O6u OMo y cTamy Ja YKJIOHHW CBE HaBeJEeHE HEJOCTATKE W MOCTUTHE HAjOOIbU

KBaJIUTeT O0YyKe.

Kipyuna ocobuna koja y majsehoj mepu ojpehyje ma jm je mporec o0yke OHO JTOBOJHHO
yCIIEIIaH jecTe CIIOCOOHOCT Yonuimasara U reHepaan3alyje MoJie/a 3a perno3HaBarbhe Ha-
KoH 3aBpieHe obyke. [loj Tume ce mojpa3ymeBa Jjia je MoJesl TOKOM OOYKe Ha aJleKBaTaH
HAYNH YCIEeO Jia MUCKOPUCTH KOHAYAH WU BPJIO 9eCTO MaJiu Opoj mpuMepa KOju TOKPUBA]y
ojipehen Opoj pesieBaHTHUX CIIEHAPUja U HA OCHOBY FHbUX CTBOPHO IIUPY CJIUKY O TOME KaKO
usrieajy obsmim ojgpehene Kareropuje, a nmomohy koje he KacHuje OUTH y cTamy Jia J0HECEe
HCcIpaBHe OJIyKe 1 y HajBeheM OPojy OHUX clieHapHja Ha KOjUMa HHje MMao IPUJINKY Ja VIn

Ha OCHOBY COIICTBEHOI' MJIM UCKYCTBa y4dUTE/ba.

N paHI/IjeM n3jlaramy, y BE3U Ca HpO6JI€MOM OIITUMaJIHE IIPOIICHE IIapaMeTapa y CUCTEMY
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Cinuka 2.4: Ocer/bUBOCT TOJIA3HOT 1podseMa f u ajropurma f HAMEHEHOT HerOBOM Dera-
Balby Ha IIPOMEHJbUB KapaKTep yiasHux Besmunna . OjHOC m3Mely yC/IOB/EHOCTH IIPO-
OJieMa 1 CTaOMJIHOCTU aJIFOPUTMA je JleTasbHIje Pa3sMOTPEH Y TEKCTY.

3a Ipero3HaBame O0JIMKa KPOo3 MPUMEHY MPUHINIA CMambeha HeoapeheHoCTH, MCTaKHyTO
je Ja maeajHoO oJpehuBame TavyHe BPEIHOCTH IapamMerapa HHUje TJIaBHU IUJb, Beh Kako Jja
yCBOjeHa porieHa oMoryhu JI0Bo/baH KBAJIUTET IIperio3naBarma. OBaKkaB CTaB IPOU3U/IA3Y U3
moTpebe Jia CUCTeM II0ce/lyje JTOBOJBbHY CIIOCOOHOCT TeHepaJsun3aliije, ¢ 003UpoM Jia KOHKpeT-
HUM TIpUMepuMa Huje Moryhe ,ToKpuTn’ cBe pa3HOBPCHE CHUTyaIldje y KOjUMa ce OJf CUCTeMa,
o4eKyje IpaBuIHO ojryduBame. OIHOCHO, y Hay9eHO] CTPYKTYPU CHCTEMa MOPa IOCTOjaTh
JIOBOJBHO ,JIpocTopa’ 3a IpuxBaTame ojapehene Bpcre meprypbalinja mpuMepa Ha KOjEMa je

CUCTEM YYHO U3IJIEJI 0JIrOBapajynux oOJIMKa.

Y 3aBHCHOCTH OJ IPUPOJIE MPOOJIEMa, OJIHOCHO IHeroBe TEXKUHE y CMUCTYy MOryhHOCTH
)
(He)IMHEAPHOT pa3/Bajarba y30paKa KOju IPUIAJIajy PasjinauTuM KaTeropujamMa y IpocTopy

obeJiexKja, OIacHOCT OJf TYOUTKa T'eHepaJjm3alinje MoyKe OUTH BUIIE WA Marhe U3ParKeHa.

Mogienn ca BehuMm KamanuTeToM YIJIAaBHOM MMAjy TEHJCHIUjy Ja ce y Behoj Mepu npu-
JIaroJie CKyIly 3a OOyKy, I1a je 9ecTO HOTPEeOHO yBECTH HEKY BPCTY peryJapusaliuje Wi
nonpaske mnoJiasue dopmynamuje. Ca jipyre crpane, rybuTak reHepasusaliije MPUInKOM
periaBarma IpodsieMa Iperno3naBama MOXKe ¢e IOCMATPATU U KPO3 OIIITU IPUMeDP KOHCTPYK-
[Mje aJropuTaMa U HyMEPUIKUX MIPOIEe/Iypa 3a pellaBambe MaTeMaTHIKuX npodsemMa, rje je
ycrenHocT (TadHocT) perera ogpehena: ocerspuporthy (yciaoBpeHorly) caMor mpobiema
f Ha meprypbanuje dr yrasHuX BeJmuuHa, Kao u oarosapajyhom ocersbuporily (crabuiiHo-
mhly) KOHCTPYHCAHOT HYMEPHUYKOD MOCTYIIKA MU AJIIOPUTMA f KOju ce KOpHCTH 38 HeroBo

pemasame, Ciauka 2.4.

[Toxke/bHUM OKOJTHOCTHMA Ce cMaTpa J0OpO YCJIOB/bEH IIPO0JIeM U MOI'yNHOCT ITpOHAaJIa-
JKeba CTAOMJTHOT aJIrOpuTMa, MeyTuM Yak M y CJIydajy JIole yCJIOB/bEHOT IpobjeMa cra-
OMJIHOCT aJIropuTMa MOXKe J1a 06e30e/i1 UCIIPaBHY IPOIEHY peJaTUBHE I'PEIIKe MTOCTUTHYTOD
pelema, dnja BeJUYnHa JUPEKTHO 3aBHCH O] CTElleHa HeCTaOMIHOCTH IOCMAaTPAHOI IIPO-

oJieMa.

Taunuje, Kopurihemem o3Haka yBegaennx Ha Cauny 2.4, peslaTuBHA TAYHOCT AJITOPUTMA,
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Koja ce jecdunmie nomohy | e||, onpehena je ocersbupomnthiy mosasuor npobiaeMa Koja 3aBuCH
o ||0f]]. Crora je y ciaydajy crabuiHOr ajroputMma, a INTO MOJAPA3yMeBa Ja 3a CBaKO T
OJ, HHTepeca MOCTOju HEKO pejaTuBHO Majio ||0x|| 3a koje je ||0y|| ~ 0, Cauka 2.4, nporeny
peJTaTHBHE IPEIIKe IPEJJIOKEHOr MocTynka uin ansropurma, |[e||/||f(x)||, moryhe oxpennTn
WHMPEKTHO Ha OCHOBY IIPOIEHe DeJIATUBHE I'perike (IMPOMEH/BIBOCTH) YIA3HUX BEIUIHHA
|0z|] u ocersbuBOCTH MOTA3HOT TIpObIIEMa, ofHOCHO pestarusre Bpeanoctu || f|/] f(Z)]], [97,
254|, Ciuka 2.4.

U3 naBejienor pasJora, OlMmcaHo CBOjCTBO CTAOMTHOCTHU Ce CMATPa MOKEJbHUM ITPUIUKOM
KOHCTPYKITje HyMEPUIKNX aJTOpATaMa, jep ce Ha HheMy MOXKe 3aCHUBATH aHaJIN3a HUXOBE

TAYHOCTU U OIEHA MPUXBAT/LUBOCTU JOOMjeHUX perierba, [95].

Tako ce nmpobJieM TIpeno3HaBama, y Caydajy ydema JUPEKTHO HA OCHOBY y30paKa, OJHO-
CHO JlepuHMCAHA ONTUMAJHOL TIPABUJIA OJ/IydnuBarma [ Ha OCHOBY KOHAYHOI Opoja y3opaka
OKapaKTePUCAHNX Ca BPETHOCTUMA o0eseXkKja X, MOXKe IIOCMaTPaTH Kao IpobjieM KOHCTPYK-
II1je HajIIOTOTHU]eT TTOCTYITKA f Koju he 06e36eIMTH AITPOKCUMATHBHO TTPABUJIO OJIJTY YNBAIHA,
BpJio canyno f. IIpu Tome, cTaOMIHOCT TAKBOI' TOCTYIIKA, OJJHOCHO JI0/IATHA PeryJiapu3alinja
U IIpaBUIHA 00YKa Mojesia Tpebda j1a oMoryhe ja aJiropuraM MOCTUTHE KBAJIUTET OJ/Iy IUBaba,

KOjH je y Hajbo/beM ciIydajy BpJIo OJIM3aK OHOM MJIeaJIHOM Koje Om mMao f.

Onnocho, mipema [128], v HajbobeM ciaydajy: ,,0/ HaIer aJropuTMa He MOKEMO OYeKH-
BaTH Ja IIOCTUI'HE BHUIIIE HErO caM IpobjeM’; U ,CTora ¢MO cpehHU akKo je Iheroba I'perika €
yHyTap pa3yMHUX I'paHuIia rpemke 0 f Koja je mocieaurna yiasue rpemke”’; dr. dujarpam Ha
Comr 2.4 y camaHOM OOJIMKY MPBOOUTHO je mpe/yioxken y [125].

[Tpema [254], ctabmiHOCT f MOKE JIa Ce UHTepIPeTupa Ha HAUNH Jia TaKaB aJroOpUTaM TN
MOCTYTIAK TPYKA ,,NPUOAUINCHO TAIHE OJIFOBOPE Ha npubausicro TadHa nutama’. Moxe ce
pehu j1a ce pajiu octusama CTabUITHOCTH oJiroBapajyher mocTyika 4ecTo He TeXKH TaudHOM
pelraBamby OPUTHHAJHOT WU pedepeHTHOr mpodsieMa ¢, KOjUu je BPJIO YecTO TeXKaK WJIn
HeperuB, Beh TavHOM pertaBamby HEKOT TIOTOHUjer TpodJeMa (p KOju BeoMa JI00po OToHaIa

OpUurnHaJIHA HpO6ﬂ€M Yy OKBUDPY HEKOI' /IOBOJbHO IMMUPOKOT' JJOMEHa YJIa3HUX BEJIMYUHA.

2.6 IlIpomec moaesoBama

Ha Coumu 2.5 je ckurnupan mporec MoJIe/ioBamba HeoJpeheHOCTH KOju ce YBEeK OJBhja
y3 TOCTYIHO ycKJalhuBame moJIa3HUX yBeperba U HOBUX ca3Harba (DOPMUPAHUX HA OCHOBY

HACKYCTBEHE IIPOBEPE.

UurepecanTHo nmuTame UCTakHyTO y [29] jecre Kako cy Ha pasHe HadMHEe HeCaBDPIIEHH
MOJIEJIN TAKO YCIIEIHH, a IIITO Ce MOKa3yje TeK IhUXOBUM KopuihemeM. Jeman o oarosopa je
noryhen y [96], rie je MojiesioBambe MIPUKA3aHO U KAO PA3MATPAIbe CTPATErja 38 YIPaB/hathe

nadopmaljama, mnosgaszehu o mpermocraBke Ja y Mojesna Tpeba Jjia Oyay yK/bydeHe caMo
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nHbOpMAaIje 0J1 CyIITUHCKE BayKHOCTU 3a ojpehenu peHoMeH, JOK CyBHITHE HHMOpMaIuje

Tpe6a N30CTaBUTU U3 JaJbel' pasMaTpalba.

Kibyunu mzazoB y pasymeBaiby oBOr Iporieca, (haKTopa KOju JIONPUHOCE YCIIENTHOCTH
MOJIesIa, IIPeICTaB/ba yTBPhUBaIbe yCaoBa Mo/ KOjIMa ce MaTeMAaTUYIKe pelpe3eHTaIje Mory
cMarpatu 100pum, [96].

Mogen ce cmarpa 106pOM PEIpPE3eHTAIMjOM TOCMATPAHOT CHcTeMa (mojaBe) ako je ce-
aexmuero mavar, [29, 96|, a mTo ce HajOOIbE TOCTUIKE ,, EKOHOMUNHUM ONUCOM NPUPOOHOZ
deromena”, [29]. akie, kao u Kox uspasza (2.24), Texku ce KOHCTPYKIIUjU MoJiesia Koju he
ouTn npuiarohen norpedaMa KOPUCHUKA, a YuUMe he OUTH N30ErHyTH HETIOBOJHHU CJIYYajeBU

KOjU HUCY OJ MHTepeca.

Nako maremaTrka mocejyje roroBo HeorpanudeHne MorynHocTH usparkasamba, |96, yere-

Vzapajarme
obetexja

ITojaBa (006sMK)

ITpermocTaBKa
(xumoTe3sa) -~
MozerroBarba, Hj N !
\ Hose orce- HocTynHu
A\ -1l ___ pBatje ropanm
HoBa, msmemena
\ mpeTrocraska Hj+l \'4 \2
TN T T ITpeno3HaBarse 00sMKa
\ (AHaM3a mozraTraka)
N Mupykumja

(curHAI rpemike)

ITocitenuiie ycBojeHe
npeTrioctabke Hj

N ( Henyxupja \

- (ouekmBarba)

N
>

Cmuka 2.5: IIporec KOHCTpyKIMje Mojeaa y KOHTEKCTY Ipero3HaBama 00JIrKa, M0 y30py
Ha [29]. UzaBajame obesexja, OJHOCHO ,IPO30pP” KPO3 KOjU ce TocMaTpa IojaBa, 3aBUCH O
YCBOjeHe XUIIOTe3€e MOJIE/IOBaha 1 110 OTPeOn ce KOPHUI'yje 3ajeHO ca KOPUIINEeHNM MOIEI0M
3a aHa/IN3y (MPEno3HaBaIbe), & Ha OCHOBY MTOBPATHE CIIPEre KOja MOYMBa HA OIEHU KBAJIUTETA
npero3HaBama (pe3yaraTa aHaJIn3e).
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IIHOCT MOJeJIOBalba HE IIoOYHNBa CaMO Ha OBOj YUILEeHUIIN, Beh u ma MOI‘thOCTI/IMa Ja ce

YTBpAU BaJbaHOCT 3aKJ/bydaKa KOjI/I HO‘{I/IBajy Ha HeCaBPHICHMM IIpeTIIOCTaBKaMa.

[Ipema [17|, ycmemHocT ajropuraMa 3a Hpelo3HaBame OOJIMKA 3aBUCH 0O KopulinheHe
perpeseHTalmje mogaraka (HadOpMaIja), aju npe cBera ojf IUmbEHAIE Ja PA3INIATE TIPE/T-
craBe (pempesenTanuje) curHasa y Behoj WM Mamoj MepH MOrY ja 00yXBaTe WJIH CAKPU)Y
paznmauTe (haKTope WM YTHIAjHE BEJIMYHHE KOje JlesKe Y OCHOBH IIPOMEHJBUBOCTH IIPUKY-

IIJbEHUX II0JaTaKa.

YrpaBo 0Baj acrekT je mocebHO UCTHUIAH MPUJIKKOM paHUjer pasmMarpara u3pasa (2.24),
rjle je yKa3umBaHO Ha 3HaYa] KOju m3jBajame obenexja wHa Ciunm 2.5 nma Ha 00JUKOBAME
pacrojiesie obesexja, Ipu deMy, Kao IITO je TakKohe pedeHo, JaTo OOJUKOBAILE Y OIIITEM

clyda]y HHje He3aBHCHO O] IIpolleca IIpelo3HaBamba, OJJHOCHO caMe aHaJIu3e Io1aTaKa.

Y ToM cirydajy MOXKeMO Jla FOBOPUMO O yUerby perpesenrtarje, [17], npu uemy 1iu/b yuema
MOXKE€ UMAaTH BHINECTPYKH KapakTep, Yy 3aBUCHOCTH OJI BPCTe aHAJM3e WU IIPEIIO3HABAbHA.
To mozxke Outu ocTuzame epukacHmje oOyKe, pajia cucreMa, 60ber IPErno3HaBaba KPO3 JIIC-
KPUMUHATHBHE]Y pElpe3eHTalln]y, ajli U oJpehrBambe yYHYTPAIhe CTPYKTYpe IpoIeca Koju
yTHYy Ha U3IJIe]] IPUKYIUBEHUX OlicepBaluja (HIIP. Pacrojejia U CBOjCTaBa CKPUBEHUX PO~
MEH/bUBUX ), IITO TIOHEKAJ CTBApa TEIIKONY MPUJINKOM JiepUHUCAA TIOTOHOT KPUTEPUjyMa

3a yuerbe pelrpe3eHTallije Ha OCHOBY T0JIaTaKa.

Y kwusn [197], HayKa je mpeicTaB/beHa Kao ,, KAGCUGUKauuja u anaiuda cadpatcaja yma’, a
HayYHM METOJ Kao HauuH nopehema W 3aK/byduBaiba Ha OCHOBY IOXPAbEHUX yTHCAKA O
paHUjUM UCKYCTBEHUM KMIIpECHjaMa U KOHIIIaTa 3aCHOBAHUX Ha buMa. lIpBeHcTBeHo je
HarJIalleH 3aJaTak HayKe Kao TyMada KOHIIelaTa, a He CaMO Kao MCTPasKuBada IPUPOIHUAX

3aKOHA KOjU yIpaBJbajy MaTepujaaauM cseroM, [197].

Vdeme pelrpe3eHTallja MMOJA3U O] KOHIEaTa KOjU Cy Pe3yATaT JUPEKTHOT MCKYCTBa U
YCBOjEHUX IMPETIIOCTABKY, & KOjU Cy Ka0 TaKBU yBEK y oJipeheHoj Mepu yIuTHU. Y CKJIaJLy ca
TUM, 32 CaJIPKaj OBOT' pajia OJ] MOCeOHOT MHTEpeca je pa3MaTparme PeTKUX U PeIyHIaHTHUX
pelpeseHTaIja curaaia, [88| u mpermocraBku Ha KOjuMa OHE TOYUBajy. JejHa OJ] mpeT-
IIOCTaBKN jeCcTe Jla Ce CTPYKTYpa CJIOYKEHHX I0jaBa MOXKe OJIPEUTH JIUPEKTHO HA OCHOBY
aHaJmn3e 10JlaTaka, a He CaMO Ha OCHOBY HE3aBHCHO (POPMUPAHOI MATEMATUIKOr oruca. Ha-
PaBHO, TAKaB MPUCTYII HEe UCKJbYydYje YIIOTPEO/bUBOCT U CBPCUCXOTHOCT MHOTOOPOJHUX yCIIe-
ITHUX [IPUMEPA METOJIa KOje Ce 3aCHUBA]Y Ha CKYITY allPUOPHUX aHAJUTUIKUAX IIPETIIOCTABKU
O TPUPOJIM CUTHAJA, & YUjU IUJb Hajuelrhe jecTe 1MOjeTHOCTaB/bUBAILE 3a/IaTKA KOJU CE I0-
cTaBsba IpeJ, oJiroBapajyhy maremarndky dopmysamnujy koja he outn xopwuirhena 3a, 1O/
JIaTUM YCJIOBUMA, ONTHUMAJIHO OlHcuBame oipehene kjace curnaia. CBpxa omnmca He MOpa
yBeK Jia OyJie IITO BepHHja IPeJICTaBa N3MEPEHNX BPEIHOCTH, Beh ITO aJIeKBATHU]U 3AIIHC

nndopmMallja Koje cy oJi HHTepeca 3a ycIlelaH ucxo/i ojpehene ananuse.
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2.7 Moryhe npomene

Y yBOJHOM HM3JIaramy je MmoMeHyTo jia he OUTH yKaszaHO U Ha HEeKe 3aHUMJ/bUBE CTAaBOBE
ojipehennx ayrtopa O TPEHYTHOM CTaiby y Ipero3HaBarmby OOJIMKa U Hayld Kao nejnau. Ha-
nMe, Y HeJaBHO 00jaB/beHOM Muliberby, [108], ayropu cy usHenu cBoje Bubere akTyeaTHUX
JIeIaBaba v IIPYU TOME UCTAKJIN J1a JTAHAIIE [TPEIo3HABAbE 00/INKA, KAO U METO/IE BEIITauKe
WHTEJUTEHINje U3 JlaJbe TMPOILIOCTH KOje Cy HACYIPOT JaHallbUM Oujie JeTepMUHUCTHIKOTD
KapakTepa W 3aCHOBaHEe Ha JIOTUIKUM CHCTEMUMA, HE NPYHcajy aJeKBaTHE OJAroBOpe Ha MH-
Tamba Koja ce TH4y OoTKpuha wmiau dopmy/ialuja MexaHu3aMa Ha KOjuMa ce 3aCHUBa IPero-
3HABaIE 00JIMKA Y CJIy4ajy *KuBux Omha, a 1mITo ,,yIIPKOC CBEMY, HUj€ MCTO IITO U JIETEKIH]ja
obJmKa, JaK Uy CJIydajy HeorpanmdeHe kKommaune nogaraka’, [108|. Taxobe je ykazano ja cy
JIAHAIIBGU ITPUCTYIINA TTPENO3HABAILY YKOPEHEHU Y OPOjHUM MeTojlaMa U3 paHujer mepuo/ia,
3a 4dnje 37pYy:KEHO O3HAYaBambe je yInoTpeb/beH TojaM aHaim3a mojaraka, [81], a o demy je

Beh 6uio peun y nperxoHoM usaramy, [36, 80, 256].

Ucrn ayropu, [108], cmarpajy Ja je npucyTan mapaJioKC Koju ce orjiefa y Tome Ja Op-
3uHa (PYHJAMEHTAJHIX WHOBAIMja YCIIOpaBa Yy OJHOCY Ha pPaHUjU TEPHUOJI, YIPKOC BehuMm
CPeJICTBAMa KOja Ce YJIaxKy y UCTPaKIBamba W Jla je TaKaB TPeH] MPUCYTaH Y MHOTUM 00JIa-
cruma. OBakaB cTaB OM WIAK, YIPKOC IPEJIOYEHNM YUI-EHUIaMa, TPeOAIO MPUXBATUTH Ca
oJipeheHOM pe3epBOM, MaKO je HEOCIOPHO JIa Cy MHOTa OJ] U3HETUX 3allakama TadHa. Pa3Boj
je yBek npahen mpomenama Tekyhe apajurme, Tako Jia OM ce HeKa 0Ji Ha3HaYeHUX Jela-
Bamba y [108] Moxa Moria objacHUTH camMo IpOMeHaMa Koje ¢e TPEHYTHO Ha JIATH HaduH

HCIIO0/baBajy y pasaumauruM objaacruma, [163].

MebhyTum oBaKkBU CTABOBHM HUCY YCAMJbEHU, O Y€MYy Ha CJIMYAH HAYUH T'OBOPHU U HEJABHU
ocpr y [178|, amu cy Ttakohe 6Gum npucyTHu U y nporiocta [118|, npu gemy je eBujeHTaH
HarpeJiaK Koju je y MehyBpemeHy mocturayT Ha TuM nosbuma. Ca npyre crpawe, y [178] je
jacHO mcTakHyTa MoTpeba 3a MPOMEHOM IapaJiurMe, ajii Ha HAYWH J1a Ce ,MCTPaKNBabha He
yJla/baBajy oOJ CTBAPHO M3a30BHUX IpobJieMa’”. ¥ MehyBpeMeHy Cy youeHU 3HAYAJHHU [TOMAIN
y pasHuM objacTuMa Hperno3HaBama, [227], ykibydyjyhu ayToMaTcKo Iperno3HaBame roBopa
[282], ayTorOoMHa Bo3mia [27], amm u mabe HeIOCTAjy aJeKBATHA TyMaderha MOCTUIHYTHX
pesyJsitata y Konrekery ucrakayroMm y [178|. ITokyrmaj jia ce crekHe mOTIYHUja CJIMKa O TPe-
HYTHOM CTaiby y O0JIACTH IIPero3HaBaiba 00JIMKA CBAKAKO IPEBA3U/IA3U OKBHUDE M IIPEIMET
MHTEpecoBatba OBOI' paJia, aju je bapeM beHa Ha3HaKa KOPHUCHA KaKo O ce 1mpobjieMu KOju
he 6uTm pasmarpanu y HACTaBKYy CMECTHJIU Yy ojiroBapajyhu temarcku okBup. Hajsmauaj-
HUjy TEIIKONy y carjie/laBaiby CBHUX IIpaBalla Y KOjuMa ce TPEHYTHO OJ[BHja pa3BOj Ha IOJbY
[pero3HaBama 00JIMKA MPEeJICTaB/ba yOp3aH pacT 3Halba U PA3HOBPCHUX I10Jba IPUMEHE, a

IITO je 6Guo TPEeH]| KOju je MocTojao oJ] caMux moderaka, [151].

Mako HeKH 0OJ1 IPEeTXO0/IHO IIOMEHYTHX CTaBOBa yKa3yjy Ha MHOIa HEHCTParKeHa I10Jba O]
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CYIITUHCKE BaXKHOCTH 3a Oy IyhHOCT, IbUXOB caJip:Kaj UIlaK He yMaibyje YIIoTpeOHy BPeIHOCT
1 3Hava] aKTyeJTHUX TEXHUYKHUX pellerha, Koja Ha IMpaBU HAYWH IPEJICTaB/bajy TPEHYTHO
cTame TeXHHKe y oBoj obsjactu. Takohe je cUIypHO Ja IOCTOje CTaJHH HAIOPU Ka pasy-
MeBakby MeXaHu3aMa IIpelo3HaBamba y OKBUPY IPOIeca MUILbEHa, O YeMy CBejode OpojHa
NCTpaKnBarma Ha MOJby KOTHUTHBHUX HayKa, Kao IMITO Cy NMPUMePH Pa3HOBPCHUX CTY/Hja y
monorpaduju [26], rae cy Ha cBeoOyXBaTaH W XPOHOJIOMIKM HAYMH U3 JITUHOT YIJIa Carje-
JIAHW pe3y/ITaTH PaHUjUX UCTPaKUBarba U YKa3aHO Ha 3aje/IHUYKE Be3e ca pa3BojeM Ha IO0JbY
padyHapCcKUX HayKa M TeXHHKe yorrnTe. Bennku Opoj TaKBUX CTy/auja je OMO OpUjeHTUCAH
Ha pasyMeBaibe dyJia BUJIa U YCIOCTaB/balbe pesalja ca pe3yaTaTuMa Yy JOMeHY BU3yeJTHOT
Ipero3HaBama 00JIMKa, 0 KoMe he J0JaTHO OUTHU pedu y jeJHOM OJI HAPEeTHUX IOr/IaB/ba.
Heku oy npBux mpumepa MOMeHyTUX CTyuja Mory ce mponahn y [145, 166], a muxoBu pe-
3yJITaTH Cy OMJIM MOTHB 3a KacHuje uctpaske [146, 210, 220], aam ncTo Tako 1 HOBE KOHIIEIITe
[117, 205, 283].

N360p u cTpykTynpame Mojeia Koju he outu KopumiheHn 3aBHUce 0] JOMeHa IIpodjeMa,
Kao M O] 3aXTeBa Koje MoCTaB/ba MOTpeda 3a TEXHUIKOM Peasin3allijoM CHCTEMa 3a IIPEIo3Ha-
Bakbe, a IITO 3aBUCH O] 0COOMHA POU3BO/Ia WM IIporeca (CepBUCa) y KOjuMa je IIaHupaHa
IbEroBa UMILJIEMEHTAIja. & CAydajy CJA0XKEHUJUX CUCTeMa HABEJICHO MUTAIbE 3aXTEeBa JIE€T/b-
HIje pa3MaTpaibe W IMPUMeHY HeKe O] MEeTOJO0JIOTHja 3a YIpaB/hbahe Pa3IudIuTAM BpCTaMa
pusnka. Cama jJeduHHUINja pU3UKA YCJIOB/bEHA je oaroBapajyhum KoHTeKCTOM (HIIp. ITPO-
CevHa TIeHa OJJIyKe), ajli Cce y CJIydajy pa3Boja HOBUX, MHOBATMBHUX MIPOU3BOJIA, PU3UKOM
MO2Ke O3Ha4YUTH ,OMJI0 KOju jorahaj Koju m3asmBa HexKeJbeHe edekaTe y mporiecy, a IMTo Ha
Kpajy JIOBOJM JI0 eKOHOMCKHX ryburaka 3a kommanujy”, [240|. Tlpu Tome, , 6uwar neodpe-
henocmu” MoKe TIocTOjaTt 6€3 PU3UKA, JIOK IIOCTOjalbe PU3UKA YBEK MUMILIAIIPA IIPUCYCTBO
ueoznpehenocrn, [240]. V maTom ciaydajy, Kby 3a IPOHATAKEbE IPABUX PEIekha MOy OUTH

HEKe OJ1 OIIITHX TeXHuKa onmcame y [224], [113] wm [111].

Bpno je u3zBecno na he muorm on Oypayhux mpaBaiia pa3Boja OMTH yCMepeHHU Ha JIabe
pelraBarme UCTe BpCTe mpodJieMa, pasyMeBarba yiore nH(oOpMalnja y MalliHaMa U KIUBUM
ouhinma, Koja je joun JaBHO y HAjIIUPEM CMUCTY HasHadeHa y [278], rie je mocebHO ncrurano
Jla HEHCTparkeHe O0JIACTU KOje ce Hajla3e Ha T'PAHUIAMa JIOMEHa Pa3IUdUTUX HAYYHUX JTU-
CIUILJIMHA TTPEJICTaB/bajy Hajoo/be MPUJINKE 33 HheH Ja/bU HaIpeJaK, a 3a ITa je moTpedaH
obje/InEbeH MPUCTYI pa3inauTux crenujaianoctu, [278]. Heke dbyrypuctuuke HazHake Koje
Cy UCTaKHyTe Ha CAaMOM IIOYETKY yYBOJIHOL IIOIJIaB/ba CBOje TIOPEKJIO JIYTY]y JUCKYCHJU O CIIO-
COOHOCTH MAIMHA Jla yUe U cTBapajy cebe, a Koja je m3joxkeHa y jeeroj riasu [278]. Ha
CJIMYaH Ha4WH, CTaB TpejgodeH y [277|, na je ymnpasipare HeojppeheHOIly WM €HTPOIIjOM
(Kpo3 MexaHM3aM MOBpaTHE CIpere) OCHOBA 3a (DYHKIMOHHUCAHE UHTETUIEHTHUX CUCTEMA,
Ouia je OCHOBHA MOTHBAIIUja 32 IIPETXO/IHO Pa3MaTpare MO/JIe/I0Baba HeoIpeheHOCTH y KOH-

TEKCTY IIpEro3HaBakmby O0JIUKA.
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3 KoBapujanca n kjacudukaropu

Kapakrepuszanuja ciaydajuux mporieca IoJia3u 0] ONUCUBamba IVI00ATHUX CBOjCTABA IIO-
jaBe Kao IITO Cy CTAIMOHAPHOCT M €ProJINIHOCT Y HEKOM jioMeHy o uatepeca. Cirydajne
IIPOMEHJbIBE KA0 BPEMEHCKHU WJIM ITPOCTOPHU 3aCely TaKBUX IPOIeca ca coOOOM HOCe KIbYIHe
uHdopMaIrje 0 KapaKTePUCTUKAMa [IpoIieca, a Koje Cy cajpzKaHe Y IbIUXOBUM I0jeTMHATHIM
ocobmHama, ajin U HadnHy mehycobne mHTepakiuje. Kao mro je mOMEHyTO y HPETXOHOM
HOTJIaBJbY, ojipehuBaIbe Toje MHAYHIX U 3/IPY2KEHUX PacCIojiesia MEPEeHUX BEeJIMYNHA je Haj-

ey OKBUD y KOMe Ce OJIBUja OIMCHBaIbe HEIO3HATE M0jaBe ca CAydajHUM KapaKTePOM.

CriekTpaJine KapaKTEepUCTHKE PACIofiese, y 00Ky ojarosapajyhe kapakrepuctudne pyHK-
nuje [195], kKao u y ciydajy cBakor CHUrHaJIa cajipke KOPUCHE HHMOPMAIH]E O HelrOBUM CBOj-
crBuMa u ctpyktypu. Ca jpyre cTpane, MO3HABAKE aHAJTUTUYKOD OOJIMKA PACIOJEsie Huje
YecT CIydaj W MoJpa3dyMeBa yCBajarbe pa3jnduTUX MPETHOCTABKU O IMPUPOU MOCMATPAHOT
denomena TokoMm aHasm3e. [lapamerapcke wim HerapameTapcKe IPOIeHe ojroBapajyhnx
pacrioziesia pejicTaB/bajy Moryha perema, a Kao IITO je paHuje YKa3aHo y C/IydajeBUMa
KaJla Cce Ipero3HaBarmke BPIIN JUPEKTHO HA OCHOBY IOjaTakKa, y Kojuma cy ojrosapajyhe

paciojgesie UMIIJIMOUTHO CaJp>KaHe, IIOMeHyTe IIPOoIleHe HUCY YBEK UM HEOIIXO/HE.

MebhyTum, BpJ1o decTo je KapakTep HEKe 1ojaBe MOTryhe onmcaT caMoO Ha OCHOBY BP€/IHO-
¢t ojipeheHnx cTaTUCTUKa Koje NMPOuCTHIy u3 o0JmKa ojroBapajyhux pacromgesna. Kapax-
TepucTUIHa (PYHKIMja, OJHOCHO T'eHepaTopcka (DyHKIMja MOMeHaTa Kao HheH eKBUBAJIEHT
y dopmu Jlamnacose, a He @ypujeoBe TpaHcdoOpMalije pacioiese, MIpeacTaB/bajy OCHOBY
3a (hOpMyTIaINjy OCHOBHUX CTATUCTUKA IIPBOT, JPYTOr W BUIIEr pela KOjuMa Ce IPOIEHY]Y

BeJIMYMHE KOje O3Had9aBaMO KaO MOMEHTHU pPacCIIoJeJie:

o
n, =E[X"] = / 2" p(x)de. (3.1)
—0o0

SHavaj MOMeHaTa 3a ONMUCUBAILe Paclojiesa Hajéo/be ce MOXKe YOUUTH Ha CHeruUuInuM
[IpUMepruMa pa3Boja pacrojiesia y pell, a y Kojuma KoedHUIHjeHTH Pa3Boja 9ecTO JTUPEKTHO
3aBHCe OJl BPEJHOCTH MOMeHaTa. HajynedaT/buBuju mpumep je cama reneparopcka (Kapak-
repuctuana) Gyukimja $x (s), Koja y CyIITHHA MPeICTaB/ba OUeKUBAHY BPEJIHOCT €KCIIOHEH-
nujasine (pyHKIHje ciaydajHe MPOMEH/bUBE, a Yuju pas3Boj y Mak/opeHoB peji uMma cjejehn

O0JINK:

SE[X?  S$°E X3 s"E [ X"]
+ T

Ox(s) =E [e™*] =1+ sE[X] + 5 30 oy

(3.2)

YouaBa ce Ja MOMEHTHU pacliojieie pa3InduTor peJia MPEeJICTaB/bajy BPEIHOCTH BUMTECTPYKIX

u3Boja (oxroBapajylier peja) KapaKTepuCTHIHE UM TeHepATOpCcKe (byHKIHje y HYJIH.
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Cimannm mpuMepH, a Koju ¢y mocebHo 3aHNM/BUBH Y KOHTEKCTY yJiore Kojy ['aycoBa pacrio-
Jlesia TIpeMa, IIeHTPAJIHOj IPAHUYIHOj TeOPeMU UMa y TeOpHju BepoBaTHONE, YKJ/bYyUyjy Pa3Boj
y Gram-Charlier pen, [61, 86|, kao u BapujanTy ucror paspoja y obsuky Edgeworth-osor
pena, [173, 275].

OcHoBHa n/Ieja HABEIEHNX METO/Ia jeCTe Jla Ce PACIIo/Ie/Ia alTPOKCHMUPA KOHATHIM OpojeM
cabupaka GeckoHauHe cyme, jearaqanna (3.3). Ilpu rome je mpsu cabupak anpokcumaruje L'a-
yCcoBa PACIIOJie/Ia ¢ YUjU IapaMeTpH 3aBHUCe OJ] BPEIHOCTH MOMEHTa IIPBOI' Pejla U BapujaHce
obesiexkja (IEHTPATHOT MOMEHTa, IPYTOr Pejia), 0K IPeoCTan CabupIU MPEICTaBbhajy yM-
HOIIIKe BUINNX n3BOa ncre laycoe dynkimje. TekmHcKN KoedUIUIjeHTN ¢, TPUIAPYKEHN
n3BoMMa ['aycoBe dyHKIMje 3aBUCE O MPEOCTAINX MOMEHATa PACIO/Iesie, OJHOCHO Y Ja-
Toj dopmynamuju (3.3) mpeacTaB/bajy BPEJIHOCTH U3pa3a y KojuMa (DUIYPHIILY KyMyJIaHTH
pacrioziesie (HHBapujaHTe DPACIojieie CJAMYHE MOMEHTHMA KOje ce M3padyHaBajy Ha OCHOBY
BPE/IHOCTH BUINIE MOMEHATa, a Koje ce JeUHHITY Kao BPEIHOCTHU IOjeIMHATHUX BUIIECTPY-

KUX M3BOJIA JIOrapuTMa TeHepaTopcke (DyHKIMje MOMEHATa y HYJIH).

pry =+ [o( ) 4 S B g (T = ety

o o om o
n=3

OBakBe arpokcuMalinje mopeJi IporeHe BPEIHOCTH PacIiojiesie Hajta3e IPUMEeHy Uy CJIy-
JajeBUMa KaJia pa3Boj y PeJi MOXKe Jia OJIAKINa U3padyHaBaibe HEKOI aHAJUTHIKOI U3pasa y
KoMe urypuiie pacrogesia. Mako je npukazanu pa3Boj je HOINMEH3UOHAIAH, TPEJICTABIbA
KJ/bYYHY MOTHUBaIMjy 3a Kopuiiherme ['aycoBe yHKIMje Kao OCHOBE 3a allpOKCUMAIIU]Y CJI0-
JKEeHUX pacrofiesa, a ca JApyre cTpaHe OOJMK MIPBOT cabMpKa NOTBPhYje MeHTPaIHY TPDAaHIIHY
Teopemy. HapaBHo, n3BoI/bUBOCT OBAKBOI' Pa3Boja 3aBUCH OJI TOTA JIa JIK CYy y CIydajy HeKe
pacriojieJie ¢Be Heonxo/IHe Bejnante y (3.3) 106po jgeduHucane, Mro He Mopa OUTH Y OIIITeM
caydajy. Ymecro uspasa (3.3), koju npeacraBba Gram-Charlier peg, erhe ce kopucre dop-
MyJIaryje ca HOPMAaJIIM30BaHOM CJIYYIajHOM ITPOMEHJHbHBOM WM y3aCTOITHUM U3BOAMMa ['aycose
dbyukimje y ob6suky npoussoja ¢(t) u Epmurosux noaunoma ojrosapajylier cremnena, a Koje

[IOCTUXKY TAYHU]Y alpoKcuMmalinjy, kao mro je Edgeworth-os pes.

3.1 KoBapujancHa maTpuiia

Nurepaknujy usmehy cirydajuux mpoMeH/bUBUX Moryhe je omucaru KOpHIThemeM 3/py-
JKeHnX MoMenaTa. Hajmosnaruju mpumep je 3pyKEeHH IeHTPaJHd MOMEHT JIPYTor peja,

OJTHOCHO KOBapwujaHCHa (PYHKIIM]ja:
cov(X,)Y)=0,, =E[(X —E[X]) (Y —E[Y])] = psy 0z 0y. (3.4)

Bpio gecto ce kopucTtu m HOpMaJIM30BaHa KOBapHjaHca, OJIHOCHO KOeUIMjeHT KopeJia-
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mje pxy. Ocobune KoBapmjaHCHe (DYHKIHje, KA0 INITO CYy CUMETPUYIHOCT, HMO3UTHBHA Ce-
MuIebMHUTHOCT, OMJIMHEAPHOCT M YHIbeHUIA Ja Bapujanca, var(X) = 0,2 = cov(X, X),
Ipe/iCTaB/ba CHAI'Y CUTHAJA, YMHE OBY BEJMYHHY BEOMA IIOTOIHOM 3a OINCHBaimhe Mely3aBu-
cuoctu. Tadnuje, KoBapujaHca Kpo3 KoeduInjeHT Kopesaluje jgeduHHUIIe Mepy JUHeapHe
zaBucHOCTH u3Melhy sBa obesiexKja, Kao ITO ce BUJU U3 HAPE/IHE je/IHAINHE:

. cov(X,Y)

Y =E[Y] + 22 (X —E[X]), (3.5)

o8
KOja y CKJIa Iy ca KPUTEPUjYMOM MHUHUMAJIHE CPEJIbe KBaJIpaTHE I'pernike, (hOpMYIUCAHUM
y (3.6), omoryhasa najoony auneapny npeduryujy jesHe caydajHe MPOMEH/bUBE Ha OCHOBY

BpeHOCTH Jipyre. IIpu Tome jennaunna (3.5) jecre jequHa npasa Koja HCTOBPEMEHO 3a10BO-

~

masa yeaos ga je E[Y] = E[Y] u cov(X,Y) = cov(X,Y).

- 2
min E [(Y -Y) } = argmin E [(aX + b — Y)Q} . (3.6)
a,b
Ha (3.5) y npoceky rieaHo jecre Hajbo/ba JIHHEAPHA TPOIEHA, TPOU3IIIA3Y U3 YHEHEHUIIE
Jla ce TIPUJIMKOM yCBajarba JIMHeapHOT MoJiesa 3a Y y (3.6) mom MareMaTHIKUM OYEKUBAHEM

[I0/Ipa3yMeBa Jia je Hello3HaTa BejndnHa Y Takohe MPOMEH/BUBOT KapaKTepa, OJHOCHO Jia je:

// (Y—y)zp(x,y)dxdyz/ U (Y — ) p(yl @) dy| pla) de, (3.7)

IMITO O/roBapa bBajecoBoMm mNpucTymy, HACYNPOT KJIACHYHO] IPOIEHU KOjoj OM 0/roBapaJio
ovekmBame camo y ofuocy Ha p(x). Jpyrum peumma, (3.6) mpejcraB/ba MPOCEUHY Mepy

KBaJINTETA MIPOIEHE TI0 CBUM peaim3allijaMa CAY4ajHur Beandnna X n Y .

Ja i Tie TakBo numeapuo Y 6ury 1 Hajbosbe o1 cBEX Moryhnx pemema npema Kpure-
pujymy (3.7), a mrro 6u 3uaumio aa je Y ono pemerse koje MunuMusyje (3.7), OMHOCHO 1 je
Y = E[Y|X], [154], 3aBucu o1 ycBojeHe MpeTIocTaBKe 0 30pyKeHo] pactomena y (3.7), Koja
JMPEKTHO 3aBUCH OJ allpHOPHUX MPETIHOCTABKH O CTBAPHO] BPEJHOCTH Y, NCKA3aHUX KPO3
pacniogesty p(y), U BpeJIHOCTH NPUKYILJBEHUX OJATAKA KOJU yTUIY Ha OOJIMK BEPOIOCTOJHO-
cru p( x| y), mmajyhn y sumy ga je p(y|x) ~ p(xly) p(y).

Hapagno, ycI0BHO OUeKHBarbe y OIINTEM CJIydajy He MOpa Ja UMa JIMHEAPHY CTPYKTYPY
1 MOKE JIa MIPEACTaB/bha PErpecnony (DyHKIM]y MPOM3BOJbHE CIoxkKeHocTH. Kao mTo ce Buam
u3 jiee crpane jeanakocru (3.7), obmuk E[Y| X] y omnmreM ciydajy 3aBUCH 0] yCBOjeHHX

MIPETTIOCTaBKU O 3/IPYKEHO] PACIIOAE/IM ITOCMaTPaHUX BEJIUINHA.

Tako ce, kao mro he y HacTaBKy OHTH MOKa3aHO, oNTHMYM (3.5), yMECTO pelaBambemM

ONTHMHU3AIMOHOT 1pobsiema (3.6) ca Hemo3HaTHM TapaMerpuma a u b, MoxKe JOOUTH U Jii-
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pPeKTHO, Oe3 yBoherma MPEeTIIoCTaBKe O O0JIUKY 17, YIIPOCEYaBAILEM -
V= [uptulo)dy. (3.8)

Ha OCHOBY TPHUKYIJBEHUX IOJIaTaKa, ako je MCIYHeHO Ja ycJoBHa pacnojena y (3.8) uma

o6k HOpMasHe uau Laycose pactogesne N (p, o) ca mapaMeTpuMa;

x

1 1
VIX ~ N (10 2o ) 021 ) ) N5 e |- | (59

rJe Cy ca [lgy, [y U Oy, 0, O3HAUCHE OYEKHBAHE BPEJIHOCTH U CTAHIADAHA OJCTylama X H
Y, ap=pyy Kaxo je muneapna tpancdopmanuja I'aycose ciydajue mpomensbuse Taxobhe

[aycosa cirydajna nmpoMersbuBa, [122; 195|, Ha ocHOBY:

10 0 0
, AN
0 0

0 1
cJIeJIn JIa Cy TIPU YCBOjEHO] MPETIOCTaBIM MapruHaHe pacuojesie X u Y takohe [aycose.

X
Y

X
Y

: (3.10)

o ycnosre pacroziesne (3.9) Moxe ce johu U JAUPEKTHO, MPOIEHOM BEPOJOCTOJHOCTH
p(x|y) mox MPETIOCTaBKOM Jla Cy NMOjeIMHAYHE y30PIHU CTATUCTUYKY HE3ABHCHU €& UCTOM

: 2
[ayCcoBOM PacIoIe/IOM U Jia je alpUOpHa paciioje/a Hello3HaTe npoMenbuse N (uy, ay).

Yeqora pactojiesia (3.9), mpouctude U3 1ojia3He MPETIOCTaBKe Jia ce Be3a usMmely jBe
BEJIMYMHE MOXKE OIUCATHU 3/PYKEeHOM ['aycoBOM pacrosesioM, a Koja y OIInTeM cay4ajy d -
MEH3HOHAJIHOT [IPOCTOpa obesexja uMa ciegehn o6k (ca T U [ y HACTABKY Cy O3HAUYEHe
BEKTOD KOJIOHE):

Ty—1
1 (@ —p) X7z —p)

—_— — 3.11

p(x) =

rje je ¥ cuMeTpuvHa, HO3UTUBHO JAePUHUTHA MATPHUI YMjU eJEeMEeHTH X;; cy JeduHucaHn

Kao BPEeJHOCTH KOBapujaHCHUX (PyHKIUja IapoBa obesexkja T; 1 Tj, OJHOCHO KOGAPUJAHCHA

MAMPUUQ:
B[z — ) (w1 — )] Bl — m)(@ —pa)] - El(wr — (2 — pa)] |

v _ E[(ze — Mz?(% — )] El(z, — M2?($2 — p2)] E[(ze — Mz?(xd — ftq)] 312)
El(za — pa) (w1 — )] E[(2q — pa) (w2 — p2)] -+ El(za — pa)(xa — pa)] |

Ha ocnoBy (3.4) moryha je mexomnosunuja (3.12) na xopenarmony Marpuiy R = [p;;], koja
. . . . 1
caspzku nHDOpMalje o MehysaBucHocTr obesnexja x;, ¢ = 1..d, mw marpuny I' = (diag(X)) 2,

KOja cajipku nH(oOpMaIje 0 IbUX0BOj pa3MepH, a IITO yYKa3yje Ha KapaKTep KOBapHUjaHCHE
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MaTpHIlEe, KOja y OIIIITEM CIy4ajy OIHUCYje PacHIIaibe y30paKa y IPocTopy obesexja:

o - 0 1 - pug o -+ 0
Y= 0 oy e ey s i =TRAT (3.13)
0 - oy pa - 1 0 --- oy

Taqnuje, comncrsenu BekTopu (3.12) npejcrapibajy riaBae mpasie pacmojere (3.11) y mpo-
cropy obesiexxja, a ojroBapajyhe corcrBeHe BpPeIHOCTH Cy BapHjaHCe y30pakKa JIy:K bUX.
Kao nociieuiia, yorrmreme Eykimackor pactojama Koje jiepuHuIIe reOMeTPHjCKO MECTO Ta-
JaKa ca HCTOM BepoBaTHONOM mojaB/buBama, Maxamanobucoso pacrojame [120], takobe ce

neduHMIIe TPEKo KBaIpaTHe (hopMe KoBapujaHCHe MaTpuile (KoBapujaHce):
lz = ullsm = (@ =) =7 @ — p). (3.14)

UuBepsna koBapujanca y (3.14), rje je mpukasaH KBajpaT pacTojarmba y30pKa O TeXKUIITa
pacroiesie (1, 03HaIaBa Ce jOIIl U Kao Mampuya npeyusnocmu, |24, ¢ 063upom Ja perumnpodna

BPEJTHOCT BapUjaHCe Y KOHTEKCTY Mepembha IPeICTaB/ba PENU3HOCT.

3.1.1 Tpaucdhopmanuje cJIUIHOCTA U IIPOMEHe Daze

Ca apyre crpame, MaTpuia Y ce Tpancdopmarmjom camanocta Q'Y Q, moarpymom
eKBUBaJICHTHUX TpaHcdopMalija MaTpuIle Koja 0qyBaBa KapaKTepUCTHIHe BPeJIHOCTH, [4],
MOZKe TPaHCOPMICATH Y ANjarOHAIHY MATPHUIY comcTBenux speamoctn, A = Q™'Y Q, a

KOja OJIr0OBapa KOBapHUjaHCHOj MATPUIM Y HOBOM IIPOCTOPY JIEKOPEJUCAHUX Obesiexk]ja T:

T Y
Qlk lQl (3.15)
~1
7o Q9T 2Q j

MHOzKeIbe BEKTOpa ¢a OPTOTOHAJIHOM MATpUIoM Q™' IpencTaBiba JHHeapHy Tpamchop-
Malljy Koja oJiroBapa ollepalldju IpoMeHe Oa3e, a UMju pe3y/TaT je IopaBHaBame 0ca KO-
OPJIMHATHOT CHCTEMa Ca TJIABHUM IIPaBIMMa pacHllama Tadaka y mpocTopy obenexja. OBu
IpaBIM ce MOKJAlajy ca IpaBluMa Koje JedUHUITy KOJOHe opToroHajHe marpuie Q, a
KOje Kao pe3yJiTar JIEKOMIIO3UIje Y Ha COICTBeHe BpedHOCTH A cajprKe KapaKTepUCTUYIHE

BEKTOPE MaTpulle X

D=QAQ '=(QA%)-(QA)T=ATA=G, QTQ=1. (3.16)
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A je marpura umja ['pamoBa marpura G mpejcraB/ba KOBaAPUjaHCHY MATPUILY ..
Jluneapna TpancdopMaliija ca KOjoM ce TOCTUXKE UCTOBPEMEHa, JIeKopeialuja odberexKja

n IbUXOBa HOpMaJII/ISaHI/Ija, a KOja ce O3Ha4aBa U Kao HU30e/bUBAILE Y30paKa WJIK IIyMa, J1e-

¢unuie ce ynpaso npeko marpurie A:
B=AT=A2Q", (3.17)

npu deMy ['pamoBa MaTpuiia 3a MaTpuily B mnpejcraBiba panuje moMeHyTYy MaTpPHILY MPEIiy-
3HOCTU:

B'B=(QA™%)-(A:QT) =2"'=G", QTQ=1, (3.18)

Koja y ucrom obsuky durypurre n 'y (3.11) npuaukoMm u3padyHaBamba BUIEINMEH3UMOHATHE
laycose pacnojierte.
[Ipema ToMe, MHOXKeIe ca X'y kBajpaTHoj dopmu (3.11) mmu (3.14) moxe ja ce un-

TeprpeTrpa W Kao: MCTOBPEMeHa IpOjeKInja y30paKa Ha MpaBlle KapaKTePUCTUIHNX BeEK-

TOPpa N CKaJIUpalb€ IbUXOBE pPa3dMeEpe y 3aBHCHOCTU O/ CTEII€Ha pacCUullaiba AY2K ITOMEHYTUX

[JIABHUX IIpaBalia, 4eMy ojroBapa & = Bz, a mTo 3a HOCJAEIUIly MMa JIa KOBapUjaHCHA
maTpuiia TpancdOpMUICaHEX y30paka, gebunncana ca X = E[(Z — E[#]) (2 — E[#))T] =
E[B(x — E[z]) - (B (z — E[x]))T ], jecte jequununa marpuna:
Y =B E[(z — E[z])(z — E[z])"] - BT =BEB”
(o~ Blel) (o — Bla))" 10

=BBBNH'B"=BB'B)'B' =1

)

nvajyhn y Bugy 1a je 'pamosa marpuria (3.18) yeek cumerpuana. Ory/ia KBaJpaTHI KOPEH
m3pasza (3.14) y ommrem ciydajy mpejcTaB/ba HOPMATM30BAHO PACTOjarbe MapoBa Tadaka y
IPOCTOPY 0besIeKja, HAKOH poTallnje ca MaTpuIioM (Q U cKaJnpama ca A_%, YUMe ce TIOCTUKE
IIPOCTOPHO 3aBUCHA MePa PacTOjarba.

Hexommozunuja ['pamMoBe MaTpurie y ommreM ciydajy HUje jeIMHCTBEHa, I1a TAKO MOCTOje
U BapHWjaHTe y KOjUMa je MaTpHUIla MPEIU3HOCTH PacTaB/beHa Ha IIPOU3BOJ TOPHE U JIOHE

TpOyTraoHe MaTpHUIle:

»l=1"L, (3.20)

Kao U BapujaHTa y o0JIMKY Koju ce jobuja mojaszehu ox gekommosunuje (3.13):
»'=(R:)T - (R2D), (3.21)

: _1 . _1 _1 .
rze je ca R™2 o3mavena omepamnuja Koperosatba Marpure, R72 = VD 2VT. Osa oneparuja
ce nedumnite Ha ocHoBy gexommosuimje R = VDV cumerprane marpure R ma comcrsene

BPEJIHOCTH CcajipyKane y mujaronannoj marpuiu D, [254], rae je VIV = 1. 3a (3.20) je moryhe
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1= R
kopuctuTu u %~ 2 Q, r71e je Q mpom3BO/bHA OPTOTOHAJHA MaTPHIIA.

Koje permeme he 6utu kopurrheHo 3a onucany orepalinjy n3debuBarba 3aBUCH O] JT0IAT-
HUX KPUTEPUjyMa KOju ce Tu4dy MelycoOHOTr OJTHOCA OPUTHHAJHUX Mepema & U TpanchopMu-
caHuX y3opaka I, ajil U U 110Tpeba 3a peajn3alujoM CUcTeMa ca ojpeleHnM KapaKTepUCTH-
KaMa, Kao IITO je PaJi y PeaJHOM BPEMeHy KOjU HOojpa3yMeBa IPHUHIINII Kay3aJ HOCTH, a 3a
IITa Ce PEIMO TPOyraoHa CTPYKTypa TpaHcdopMalmone Marpuie B mcnocraB/ba Kao Be-
oMa norojua, [275]. Hymepuuku nocrytim 3a ocTu3ame HeKe 0] HaBeleHnx hakTopusanuja
YIVIABHOM Ce 3aCHHBAjy Ha HEKOj O/l TeXHWKa TpaHcOpMAIUje MaTpPHUIE ONMUCAHUM y [254]
win [4], kao mro ¢y aycoa emmvmnanuja, Cholesky dakropusanuja, cBohere Ha TpoyraoHn

00JINK OPTOTrOHAJIHOM TpaHC(OPMAIIAjOM WJIH JICKOMIIO3UIINja Ha CUHTYJIapHE BPEJIHOCTH.

3.1.2 Perpecuja nu onTUMAaJIHOCT JUHEAPDHUX MoOJeJia

Kao 1o je nmokazano, koBapujanca nMa BayKHY yJIOI'Y y OINUCUBAIGY BUIIEIMMEH3NOHAHE
laycoBe pacnojieste, anu ce Takole uctude u y onucuBammy ['aycoBux cirydajHux mnporeca, Koju
ce y CIydajy KOHAYHOT CKyla uHjekca cBoje Ha (3.11). OcnoBHa ocobuHa TAKBHUX MPOIECA
jecte /1a MpOM3BOJ/bAH KOHAYAH CKYII 3aceka uma ['aycoBy pacmojemry. OHOCHO, 10jeInHATHI
y30pIIK y IPOCTOPY 00esiezKja MOry ce IIOCMATPaTH U Kao CKYIIOBHU 3aceka ['aycoBor mporeca.
JloMeH y KOMe ce BPIIHU y30PKOBambe IIporeca MoxKe OUTH jeTHO/IMMEH3NOHAIaH, aJIi Takohe
U ca BHUIIe CTeNeHN cI1000e, Kajga ce ToBopu o ['aycoBuM ciaydajamm nosbuma. MehyTtnm, cam
nporiec je nedpuHncan pyHKIEjaMa Koje OIHUCYjy CPeJiby BPEJIHOCT W KOBapUjaHCy IPOoIeca

HaJI 0JIrOBapajyhuM JOMEHOM U KOje Cy aHaJorHe PaHuje YBEJICHUM BeJIUInHaMa:

(3.22)
Rx(t1,t2) = E[(X(t1) — E[X(t1)]) (X (t2) — E[X(2)]) ]

Hagenene Benmmunne durypuiny y omnucy mpoiieca 6e3 o03upa Ha HeroBa CBOjCTBa Kao
IITO Cy CTAIMOHAPHOCT WJIM U30TPOITHOCT, KOja MOTY OTEXKATHU WJIM OJIAKIIIATH TOMEHYTH 3a-
JlaTak, U Kao TaKBe I0jaB/byjy C€ Y MOJIeJIUMa KOjU ce KOPUCTE Y PA3JIMIUTUM O0JIacTUMA Y
KOjUMa IOCTOjU MoTpeda 3a perpecujoM mjin KJacuuKaiujom ogpeheHnx BeJndIuHa OJ1 WH-
tepeca. Ca acrekTa yjiore KOBapujaHCHUX MaTPHUIA Y MOJEJIOBaIbY HeoIpeheHOCTH, Kby IHa
KapaKTepPUCTUKa Y OBAKBUM ['aycoBuM Mojie/inMa jecte jia cy cBe undopMaligje o HHTepeca
3a OIHICHUBAaIhE€ UHTEPAKITUje MEPEha Y PA3JIMIUTIM JIeJIOBUMA JIOMEHa CaJIpyKaHe UCK/bYYUBO
y KoBapujaHcHoj mMarpur. Crora ce mopeJ ayTokoBapujarcHe dyHKImje Ry (t1,ts) medu-
rurre u Mehykosapujancua dynknuja Ryy (11,t2), Koja ce KOpUCTH Jia onulie crpery u3mely
cJIydajHUX TIpoIieca 3a Koje ce Bepyje Jla cy MOBe3aHu, Ha CAMYaH HAYMH Kao mTo je (3.4)
KopuiiiheHa 3a IojeJIMHavYHe IpoMeH/buBe. TadHuje, ako ce mocMaTpa KOHAadaH CKYIl 3aceKa
I

nsa laycosa nporieca, z = 27 7|7, tie cy x u y BekTOpH OGENIEK]a, KOBApUjaHCHA MATPUIIA
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Z MOXKe ce 3allucaTh Kao OJIOK MaTpHIla CaduibeHa 0J KOBapUjaHCHUX MATPHUIla KOje UMajy
yJIOTy ayTOKOBapujaHCHUX (PYHKIHja MOjeMHATHUX IIPOIleca U KOBapUjaHCHE MAaTPHUIE KOja

oIMcyje HUXOBY MehyKope/aujy:

RZ:E{

[Tox mpermocTaBKOM Ja je M 3JpyzKeHa paclojiesia © U y laycoBa, MaTpuiia Iperu3HOCTH

o —ER) o7 ~Ely)] } = |- e . (3.23)

3apyzKene pacrozene, R, ™', nspadynasa ce Kao unsepsuja 610K Marpuie (3.23):

-1

_ -1 . _ _
(Rx_nyRy leyT) 1_(Rx_nyRy leyT) nyRy !

Nssobheme (3.24) modumsa Ha IOJIA3HOj HpeTHOCTaBIM ga R, u R, Hucy cunryiaphe u
cBohemy matpuile R, na ropmu u 10U TpOyraoHu OOJIUK KPO3 MeTOoJI OJIOK e/TMMUHAIIH]E.
Tagnuje, mounBa Ha JiBe Aekommno3unuje R, , MpBoj Koja mojipazyMeBa pasJiarambe Ha TPOU3BO/T
JIOIb€ TPOyTaoHe, JijaroHasHe ¥ rOPe TPOyraoHe OJIOK MaTpuUIle, U JIPYroj KOjoj oJroBapa
MIPOU3BO/I TOPIbE TPOYTAOHE, JINjarOHAJIHE U JIOIbe TPOyraoHe 0JIOK MAaTPHUIIE, a YUMe Ce HAKOH
WHBEP3Uje U3BEJICHUX jE/IHAKOCTHU JIOJIa3U JI0 JIBA €KBUBAJICHTHA U3pa3a 3a WHBEp3ujy OJIOK
matpurie R,. U3jeqnauaBamem onropapajyhux eieMenara y M3BeJeHIM €KBUBAJIEHTHUM W3-
pasuMa 3a UHBEP3Ujy OJIOK MATPHIIE JI0Ja3U Ce JI0 MATPUIHOr UJIECHTUTETA KOju JiebUHUIIe
dopmyny 3a mHBep3Ujy 30Mpa MaTpHIla, KOjU je paju I0jeIHOCTAB/bUBAba U3Pa3a KOpH-
mlieH Ha BHIle MecTa y KOHAYHO] Bep3Wju MHBep3uje npukasaHoj y (3.24), a y qaureparypu

je mosuaruju kao Woodbury-Sherman—Morrison dopmy.a, [123]:

(Ry — RryT R, Ray )71 = Ry_l + Ry_l RwyT (Ra — Ray Ry_l ng )71 Ray Ry_l , (3.25)

-1 -1

(R — Ry R, 'Ry, ) =R+ R.'Ryy (R, —Ryy" R 'Ryy) Ry R, (3.26)

®opmyna TBpau na je uasepsuja [llyposor kommiementa o1 R, v R, [70], onpebena jena-
oM (3.25), [45], onHocro na je mrBepsHa marpuia Illyposor kommzementa ox R, v R,
nedununcana jeanadnaoM (3.26).

C obsupom Ja ce y ommrem uspasy (3.11) 3a Bumeaumensuonaany [aycoBy pacrojery

HojaB/byje U JIeTePMUHAHTA KOBapHujaHce, cBohemeM KoBapujaHcHe Marpuiie (3.23) Ha Tpoy-

raoHu OOJINK, IIPUKA3AHOM JITHEAPHOM TpaHCHOPMAIIIjoM:

I 0
R.,”R.™" R, —Ru,” R, 'Ry,

R. R,
R.,” R,

R,”' —R, 'Ry,
0 I

. (3.27)
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nobuja ce 1a je meTepMUHaHTa KoBapujaHce R, jemmaka:
det(R.) = |R:| = [Ra| - |Ry — Ray” Ro™ ' Ruyl (3.28)

OJlaKkJie Ha OCHOBY CTpyKType u3pasa (3.11) mpoucrude na je yciaoua pactojena p(y|x):

o(z (27r)dz/2 ’Rx’1/2 exp |: % »— qu z 1(2’ . Hz>:|
PUIT) = ) = @ 172 e [ i
(2r) Ral” exp [~4 (@ — ) R (@ — )| (3.20)
1

Lorn 12 T -1 ]
= exp|—= (2R, zZ -2 R, 1)/,
(27T)dy/2 ‘Ry - RazyT Rx_l ny‘l/Q { 2 ( )

rje ¢y ca Z u I O3HaueHe IeHTpupane npomensbuse. majyhin y suuy na je (3.24) cume-

TPHUYHA, aKO ce IpBa nojMarpura y (3.24) samenu ca jennakouihy (3.26) u yBese cMmeHa:
C=R, —Ruy’ R ' Ruy, (3.30)

MaTpulla IIPEIHU3HOCTU CE€ MO2KE 3alluCaTh Kao:

R,‘'+R,'R,,C"'R,,”R,”? —R,'R,,C!
R, = - o o : (3.31)
—C7 Ry Ra™ Cc™
OJIHOCHO KAaO IIPOM3BOI;
I -R, 'R, R,™" 0 I 0
R, = Y i B : (3.32)
0 I 0o C- R.,,” R, 1
Opmakiie coeqn Ja ce kBagparHa dopma 27 R, ™! 2 cBoqu Ha:
T 1
T 4| T R, O T
‘R, — T ) 1B T ) . (3.33)
g 3} ?j - ny Rz_ T 0 C_ g - Razy Rx_ z

Kaxo ce y (3.33) u3/Bajajy aBa KBajpaTHa wiaHa o KOjux je jeman cabupak i' R, ' 7,
KOjU ce Takohe Mojassbyje U y u3pasy 3a yCJIOBHY pactojeny (3.29), ciie/in ja ce HAKOH 3aMeHe
kBajipaTHe dopme (3.33) y (3.29), TauHuje eJMMUHAIIMJOM Z U HaKOH cpehuBarba u3pasa y

eKCIIOHEHTY (IJie Cy ca 3HAKOM ~ O3HadeHe IeHTPUpPaHe IPOMeHJbUBe) J00uja ja je:

1

p(ylr) = ——F—75
(y| ) (27T)dy/2 ’C|1/2

o [-5(- Bl ¢ G-BiaD)| . B
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BUIIIeJUMCH3NOHAJIHA PayCOBa paciogersia ca O9eKBaHOM Bpe,ZLHOH_IhyZ
Elyla] = pye = 9 = Ely] + Rey' R~ (x — E[2]) (3.35)

KOja IPEJICTaB/ba PErpecujy BEeKTOpa Yy Ha OCHOBY x y ¢opmu JinneapHor mojena y. llpu
TOME je KOBapHjaHCHA MaTPUIlA CJIYYajHOT BEKTOPa Y HAKOH HEINOY3/IaHNX OIlcepBaIlnja axKy-

pupaHa y OJHOCY Ha IIOJIa3HY Ry 7 jeHaKa:
cov(y | @) =3y, = Epy | (y — Elyl2]) (y — Ely[z]) " | . (3.36)
OJIHOCHO y pa3MaTpaHOM CJIydajy Kaja je 3/IpyzKeHa pacnojena r u y laycosa:
cov(y |r) =3, =C=R, —R,,” R."'Ryy. (3.37)

Jemmauaune (3.35) u (3.37) mpejcraBibajy yonwmerse mapaMerapa jeIHOIMMEH3MOHATHE
yenosre pactiogesne N (p, o) y (3.9) u onmumanroz auneaproz npeduxmopa Y nedburncanor
y (3.5), a koju je 6uo onrumasan y ckjiaiuy ca (3.6), OJHOCHO ONTUMAJIAH U y CKJaJy Ca
ommrujuM Kpurepujymom (3.7): a) ako ce kiaca gyHkimja Melly KojuMa ce TpaxKu pererhe
IPEeJINKTOPa OTPAHNYN CaMO Ha JIMHeapHe Mojiesie, Nn 0) aKo BazKU yBeJeHa IPEeTIIOCTaBKa

o ['aycoBoj pacmozienn, 6e3 morpebde 3a orpaHnvaBarbeM IIPOCTOPa IpeTpare.

Ha Taj mauwn ce morBplyje yiora kosapujarcre mampuue Kao KJbydHE CTPYKType 3a
dbopmupame Mozena Koju ce 3aCHHBAjy Ha IIpeTHocTaBiu o JjuHeapuoctu. Mako y (3.35)
KpO3 KOBapujaHnce (purypuiiy cTaTUCTUKE JIPYTOT PeJia, Be3a n3Mely Hermo3HaTux u MepeHux
BeJIMYMHA Ce 3aCHUBA Ha JIMHEAPHO], OJHOCHO auHoj TpanchopMaliiju, Koja MPpOUCTUIe U3

IpPEeTIIOCTaBKe O ['aycoBoj MpUpon CIydajHuX BeJTUINHA.

Jlakie, moj mpermnoctaBkoM o ['aycoBoj MpUpoan CIydajHuX BEJUIHHA, ONMUMAAHOCT
npuKa3aHor JimHeapHor Mojena (3.35) ce moksarna ca ontumastsoinhy y BajecoBom cmucity
nporere nedunncare y (3.8), a Koja je Hajoosbe pelerhe Mo/l MPETIOCTABKOM [Ia, je YCBOjeHN

KPUTEPHUjyM OINTHMATHOCTH [IPOCETHO KBaJIPATHO OJICTYIIahe 1eduHIcano y jeqaadunu (3.7).

[Tpu rome, mujaronasnuu esementu Cj; KoBapujaHcHe marpuiie (3.37) cajprke TpOIEHY
cpejiibe KBaJIpaTHe TPeIlKe IPeJIUKInja MojeIMHa HIX KOMIIOHEHTH Y[i] Herno3HaTe BeinanHe
y, WTO ce BumM axo ce Yy (3.7) zamennu ca E[y[i]| x] anme ce nobuja Cj;. OmnrocHo, mM0J-
pa3ymMmeBa ce Jia je YCBOjeHU KPHUTEPU]YM ONTUMAJTHOCTH (POPMUPAH HA OCHOBY MUHUMAJIHE
pocevHe KBaJpaTHe HopMe BekTopa rpemike, E[ || — y|/?], mTo ce y cmuciy reomerpujcke
UHTepIpeTalyje y caydajy JUHeapHuX MoJiesIa CBON Ha IPUHITUIT OPTONOHAJTHOCTH BEKTOPA
rpelrke U KOHCTPYHCAHOI BEKTOPCKOI MOTIPOCTOpa Y KOME JIEXKU H3BOJIJBUBO PEIee, a
IITO IOAPa3yMeBa HEKOPEJIMCAHOCT II0jeMHATHIX OIICepBalija, KOMIIOHEHTH T U TPeIraka

IIPOITIEHE, € = — 4.
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[Tpumukom oxpehuBama (3.35) HUje EKCIUTMIIMTHO MOJEJIOBAHA 3aBUCHOCT u3Melly x u
Y, aKO ce M3y3Me yCBOjeHa IPeTIoCTaBKa O 3/IpyxKeHoj ['aycoBoj pacmogenn Koja je JoBesa
J1o smHeapHor obimka (3.37). Mebyrum, mokasyje ce ma ce j1o ucre opMmyianuje perermba
Jo1a3u 1 6e3 morpebe 3a nedbuHICamEM KapakTepa 3/pyzKeHe pactojerne p(x,y), ako ce Kao
MOJIa3Ha IIPETIIOCTAaBKa EKCIIJIUIINTHO YCBOJU Jla Cy IIPOIleHEe IOjeINHATHUX KOMIIOHEHTH Y,

OJIHOCHO {J[i], TMHEAPHO 3aBUCHE Y OJHOCY Ha T0jeMHadHe KoMIoHeHTe x[k| onceppanuje :

da
i => thalk] +t 4, i=1.d,, (3.38)
k=1

. 74 . .
a TIpU TOME Ce HENO3HATH TeKMHCKH Koedunujentn t; oarosapajyhux adbunmx dynkumja

ozipejie Ha TakaB HauuH Ja (3.38) Vi mpeicraBiba periemne ONTHMI3AIMOHOT TTPobieMa;

. AT - 21\ 2
arg min By, [(§[i] — y[i])7] . (3.39)
thth
Koju ojiroBapa yormiresy (3.6), a y Kome ymecro jiBa durypurtie d, + 1 Henoznarux koedu-
mujenara. Ciaobognu wian y (3.38) uMa 3a nusb Ja 00yXBaTH yTUIA] OUEKUBAHUX BPEJIHO-
CTH OICepBalja U Hermo3HaTor napamerpa Ha (3.39), Ha cJUYaH HAYUH KAO CJIOOOHY UJIaH

y (3.5). Pesyarar je nporiena g nedunncana y (3.35), duja mpocedHa TpeIka je:
Ele] = Euoy [ =yl = Eo [§ — Eypa [yl 2]] =0, (3.40)

1 Koja je mpeMa kpurepujymy (3.39) Hajbosba 011 CBUX JMHEAPHUX TporeHa y. 1lox ycioBom
na je 3apyxKeHa pacrnojena p(r,y) ucroBpemeno u laycosa, Baxu na je (3.35) takobe u
HajOOJ/ba OJ1 CBUX MOryNuX IPOIeHa IpeMa YCBOjeHOM KPHUTEpUjyMmy. ¥ TOM CIIydajy U cama
I'PEIKa MPOoIeHe, BEKTOP €, Kao JInHeapHa KoMOuHarmja ['aycoBux ciiydajHux NpoMeH/bUBUX,
je Takohe 'aycoBa cirydajHa IpoMeH/bUBA, Ca KOBapHjaHCHOM MaTpuriioMm K [6 eT} Koja je 1o
nedunumjn jeanaka kosapujaacu (3.37), onakie va ocuoBy (3.40) caemu ma je e ~ N (0,C).

VY curyanmjama y KojuMa HeMO3HATa BeJIMYNHA U OIcepBalnje jecy Melycobno 3aBucHe,
aJIl HUCY KOpeJucaHe, IpuKa3aHa IIPOIEeHa YC/Ie/l OrPaHnIeHOr KallalluTeTa JIMHEAPHOT MO-
Jiesia Huje HajOosbe perierbe. CAMYHO, Y OIMIITEM CIydajy y KOMe He BaXKW yBeJeHa IPeT-
noctaBka o ['aycoBoj pacmnojiesin Takohe je moxkespHo mpoHahm 6osbe, HeMHeapHe MpoIeHe.
Jesman oj1 HaunHa je KopuIheme HeKe MOoTo/He HeTnHeapHe TpaHcdopMaliyje moia3Hux ode-
Jexja, y OYHKIHOHAJHOM WX aJrOPUTAMCKOM CMHUCY, ¥ KOHCTPYKIIAje JUHEAPHUX MO-
Jiesia y HOBOM, TpaHcdopmannoHoM jjomeny. Tume ce moctuzke ma je MmporeHa HeJMHeapHa
dyHKIMja oncepBalinja, Ipu YeMy ce OOMTIHO TOBOPH O CKYITy TpaHcdopMaliija mim 0a3Hux
dbyukimja, [24, 249|, Koje ce HCTOBPEMEHO KODHCTE y YOIIITEHOM JIMHEApHOM Mojey. 1lu-

Tame m300pa Mpec/IMKaBaba U IbUXOBOI' Opoja je OTBOPEHO U 3aBUCH O] TEXKUHE IIPOodIeMa.
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MebhyTum, yKOIHKO je mpodjieM n3pa3uTo HeJnHeapaH Kao 00/ba peliemha ce MoKa3yjy MeTo/ie
KOje Ha JIPyTavuju HAYMH YHOCE HEJIMHEapHOCT y IIPOIEC OJIyUnBaIba, IIPU Y€MYy OJroBapa-
jyha Tpancdopmalmja He MOpa ONTH eKCILIUIIUTHA Beh cajipyKaHa y CTPYKTYPHU MOJesa, Kao
ko1 HeypoHcKuX Mpexka (NN) um Mmerojia 3acHOBaHUX Ha GECKOHAYHO JIMMEH3HUOHATHUM TIPe-
CJIMKABABIMA, OJJHOCHO XMJIOEPTOBUM IPOCTOPUMA ca penpojaykyjuhum kepresnma, [230],
Kao IITO Cy MalmHe ca BekTopmMa Hocaunma (SVM), [73, 246]. VY oba ciayuaja Kapakre-
PHUCTHKE TIPECIuKaBamba ce yue u3 mojaraka. AJITepHATUBHU MPUCTYI MPEJICTaB/bA U YICHe
pemnpeserTaimja, [17], Kojuma ce Kpo3 yHETY CTPYKTYDPY IpeBasua3e OrpaHindeha Koja CTBa-
pajy BECOKOJIMMEH3UOHAJHU IIPOCTOPU 0bejiexk]ja, a y KojuMa IoJally Hajdelrhe He 3ay3uMa]y
YUTAB IPOCTOP Beh ce IPyNUIly Ha KapaKTePUCTUYaH HAYUH Y MOTIIPOCTOPUMA WJIM HA MHO-
rocrpykoctuma, |24, 88|, unja crpyKrypa 3aBHCH OJ] IPUPOJIE Pa3MATPAHOr IpodJeMa.
Juneapuu mozen (3.35) ce BpJIo 9ecTo TojaB/byje W y HEIITO Jpyradnjoj popMysiamnujun
KapaKTePUCTUIHO] 33 00PaJIy CUTHAJIA, & y KOjOj Cce MOJIa3u OJ1 IIPETIIOCTABKE Ja MPUKYII/beHe

OTICepBaIlje CHTHAJIA, BEKTOD S, TeHEpHIINe HEMO3HATH BEKTOD CTama cucrema 0
s=Af0+w, (3.41)

rjie je A omcepBaloHa MaTpHIia, Koja MPEJICTaB/ba OMEPATOpP KOJUM Ce aHAJU3Upa CTarbe
cucrema, a w ajutusau myM. Ono 1o gemy ce (3.41) pasnukyje o KiaacuaHor Mojena (2.2)
jecTe mmocMaTpalhbe BEKTOpa CTarmba Kao cydajHe IPpOMEHJbUBE Yhja HEllO3HATa pPeasm3alln]ja
ce Tporiebyje. Y3 MpeTnocTaBKy Ja je Kapakrep ImyMa takas ja je E [w] = 0, koBapujancHa
matpuia nryma C, U IyM HEKOpEeTUCaH ca TPEHYTHUM CTamheM CHCTeMa, IToKa3yje ce Ja Ccy

KOBapI/IjaHCHa MaTpulla CUI'HAJIA CS n MeByKOBapI/IjaHCHa MaTpuia Cgs oszeljeHe ca.
CS = AC@AT + Cw n Cgs = CQAT, (342)

rie je Cp KoBapujaHCHa MaTpHIla BEKTOpa cramba. llojm ycBojeHHMM IpermocTaBKaMa, 6e3
o63upa Ha KapakTep 3/pyzKene pacrozese p(w, ), upema reopemu [ayc-Mapkosa onrumastta
auneapra tiporiera y Bajecoom emuciy (3.7) je cymruHcekn ucta Kao (3.35) u mosazehn of

dbopmynanuje y (3.41) jennaxa:

1

0 =E[] + CosC;' (s —E[s]) = E[] + CoAT (ACoA" +C,) (s —AE[]) .  (3.43)
['pemika mporiene € = 6—0 je TakBa Jia je (3.43) neHTpupana, a KoBapujaHca € je:

CE = Es,g [Eé‘T} = Cg — CQAT(ACQAT + Cw)_1A09 . (344)

Kopumhemem ngenrurera (3.25) y3 ogrosapajyhe cmene: R, C,' Ry & —Cy, R,y < A,
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uzpas (3.44) Moxe ce 3anmcaTH M Kao:
C.= (C;l+ATC'A) (3.45)

OJIHOCHO, Ha OCHOBY (3.44), (3.45), (3.25) u yBemeHux cMena, mokasyje ce aa je (3.43) exBu-

BaJIEHTHO ca:

6= K] + (C;' + ATC'A) T ATC,! (s — AR[)) . (3.46)
Uspas (3.46) MuHNMU3yje IpoCedHy KBaJpaTHy T'PEIIKY [0 KOMIIOHEHTaMa é, ojipeheny ca
JnjaroHaJInHuM ejleMeHTuMa (3.44), n onTuMaliaH je YKOJIMKO je onTuMaJiHa BajecoBa mmpo-
rieHa jeduHcaHa KpurepujymoM (3.7), u o3nHadena kao E|y| x|, mureapra dynkuuja, a mro

jecte caydaj ako je pacmojera p(w, ) Taycosa.

3.2 KBaapaTHu KjacuduKaTopu n cjioxkeHocT ['aycoBux momgesia

CraTuctudko npernosuasambe 00JuKa, [106], obmaHo mosrasu o gedununuje HyHKIMOHAT-
HOT' 00JIMKa, KJIACHO 3aBUCHUX pacIojiesia Koje he outu kopuirheHe y mporecy cTaTUCTHIKOD
TecTHpama XUIOTe3a U MoJesie TPOCTOpa obesexkja Ha ONTUMAJIHE PErHOHe OJTyInBamba. Y
cIydajy mapaMeTapcKux Mojiesia CTPYKTYpPY pacmojiena je Moryhe jgeduHUCATH Yy ITOTIIYHO-
CTU YHAIPEJ, WK Ca JIpyre CTpaHe IMOCTEIeHo, KPo3 mporec obyke cucreMa. ¥ oba ciydaja
obyKa Tojpa3yMeBa IPOIEHY BPEIHOCTH IapamMerapa U IpujarohaBame MOJEIa OIcepBa-
nmujama. HacynmpoT IUCKpUMWHATHBHUM MJIM F€OMETPHUjCKUM MOJEINMa, KOjU JIMPEKTHO N3
[oJIaTaKa yue I'PAHUIe OJIyIUBalba, NTeHEPATUBHU MO/JIEN JI0 TPAHUIA OJTy YMBAba J10J1a3€e
WHITPEKTHO, MOJIE/IOBAHHEM PACIIO/IesIa TI0jeIMHAYHIX KaTeropuja, Ha OCHOBY KOJUX C€ ITOTOM
N3BO/I€ OIITUMAJIHE I'PaHUIlEe OJJydrBalba. Kao MOTO JUCKPUMHUHATUBHUX MO/IEJIa MOZKE Ce
O3HAYUTH IPENopyKa UCTakHyTa y [265], a mpema K0joj IPUINKOM pelllaBarba HEKOT IIpob/ieMa
HA OCHOBY OI'paHuvene Kojndaune nndopmalyja, Tpedba nzderaBaru periaBarbe OIIITHjer Ipo-
Osiema Kao Mehykopaka Ka KOHAYHOM perierby. Hacympor Tome, reHepaTuBHU CTATUCTUYUKU
MOJIE/IA 3aCHOBAHU Ha BUIIEIMMEH3MOHAJHO] ['aycoBOj pacmojiesm win HUX0OBa YOIIITeHha
Kao IITO Cy Mojenan 3acHoBanu Ha [aycosum cmermama (enrsi. Gaussian Mixture Models,
GMM) rexke MaKCUMU3AIU]U BEPOJOCTOJHOCTH YCBOJEHUX BPEJHOCTU MapaMeTapa Mojesia u
py»Kajy MOryhHOCT ornoHarmama mnporeca Koju je TeHePUCcao MoJIaTKe, MITO UX YUHU OIIITH-
juUM peremuMa, oJ1 YCJIOBOM Jia Cy U3BOj/buBa. HaBejnu mojienn y KojuMa NpeTrocTaBKa
o aycoBoj npupoju obesiexkja 3ay3uMa 3HAYAJHO MECTO Y JIepUHUCAILY HBUXOBE YHYTPAIIhe
CTPYKTYPE CYy OJI HAPOUUTOI MHTEPECa Y KOHTEKCTY OBOI pajia, UMajyhu y By YJIOTY KOjy
y TUM CJIy4uajeBUMa MMajy KOBapHjaHCHE MATPUIE, KAO K/byUHE CTPYKTYpe Y OOJUKOBAIbLY

alrpoKcuMalja ojropapajyhux pacmojena. IIlutame KOMIAKTHOCTU WX BEJIMUNHE U PadyH-
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cke e(UKACHOCTH WU Op3WHEe MOMEHYTHUX Mojiesia je Takohe jeHa o1 TeMa Koja he O6utum

pa3dMaTpaHa Yy HaCTaBKYy pa/ia.

VY neasm3oBaHOM CiIydajy Kareropuja ca HopmaJanoM min [aycBoM pacnogesiom obesrexkja
BajecoBn kimacudukaropn MEHIMA3AIN]Y PU3UKa (2.24) MOCTHKY IPETPAroM MpoCTOpa Xi-
1oTe3a KOjU UrMHe KBaJpaTHe NUCKPUMUHAHTHe (DYHKIMje, a KOje Y YCBOJEHOM BHIIIE/INMEH-
3MOHAJIHOM IIPOCTOPY obesierkja (popMHpajy I'paHUIle O/IydrBama y OOJUKY KPUBUX JIDY-
ror pejia. J3ajeHIYKH Ha3UB 3a OBAaKBY IDYIy MOJIENa je keadpamhuu kiacupuramopu, a
y 3aBUCHOCTH OJ1 CHEIMDUIHOCTH 1IpodsieMa I'PaHuIle OJ[/TyYrBaiba MOTY OUTH XHUIIEPPABHH,

XUIIEPEJIUTICEe WJIM XUTIePIIapaboIon 1.

OnruMmasiia nmpaBuIa O/ITy IMBaiba UMajy OCOOUHY J1a MUHUMU3Y]Y WA MAKCUMU3Y]Y HEKY
mepy. Tako ce y ciyuajy munumusanuje Bajecosor pusnka, (2.24), TpayKu OpaBUIo OJJTy-
quBamba KOje 3a CBaKy olicepBalujy r Oupa akiujy J Koja MUHUMH3Yje YCJIOBHU PU3UK
RI[F(x)|r]. Ako ce ca N ozmaum 6poj anTepHATHBHUX XHUIIOTe3a WM Karteropuja H; koje
cy MOIJIe Jla TeHepHIry omcepsanujy, a ca (j; o3HauM IleHa OjIyKe J; Jia ce olcepBaluja
IpUJIpyzKN xunoTesn H; ako je onceppallujy CTBapHO IeHepucaJsa Xunoresa H;, mpocedna

IIeHa OIJIyKe Fi, VCJIOBJbEHA, C& T jecTe:
A N N
R, S R[F|z] = qu P(Hj|z)~ Zc,-jp<x| H,) P(Hj). (3.47)
j=1 j=1

[Tpema (3.47) TecTupaibe BUIIECTPYKUX XUIIOTE3a [OJIpa3yMeBa 300D XUIIOTE3e Ca HAjMAbIM
YCJIOBHUM PU3MKOM. AKO Cy CBe I'pellike TojjejHako ourHe, MunnMusanuja (2.24) ce cBou
Ha KPUTEPHUjyM MUHUMAJIHE BEPOBATHONE T'PEIKe, a KOJU BOJAU Ka IIPABUJTY OJIJTyUYNBabha KOje
YBEK Jlaje MPEeHOCT XUIoTe3aMa ca MaKCUMAaJTHOM alloCcTeEPHOPHOM BepoBaTHOhoM. Taunuje,

y TOM ciaydajy R; ce MOXKe IpeJICTABUTU Kao:

Ri =Y _p(x|Hy) P(H;) = p(x) — p (x| H) P(H;) = p(z) (1 - P(Hi|x)),Vi. (348

3a Heky orncepBalujy x, u3dop Hp ca MUHUMAaJHUM PUBUKOM R MOJpasyMeBa Jia BaxKu

HejeTHAKOCT:

Ri—Rk>O,Vi,i7é/{,<:>f(l'):fk<:>£L'€Rk, (349)

r7e je ca Ry o3HAUYeH ONTHMAJIHA PETWOH OJTydYnBarma MPUIPYKeH xunoresn Hj, a Kome
oJ/iroBapa ONTHUMAJIHO IIPAaBUJIO OJIydYMBama J 3a Koje BaxKM IpUKa3aHa HejegHakocT. Ha
ocHoBy (3.48) u uumeHuUIlEe jJga 006JIMK MapruHaJHe PACIoJeie orncepBalmja, p (&), He 3aBUCH
ont xunorese Beh caMo o1 HauMHA aHAJM3e TocMaTpaHe mojase (ITo He 3HAYN J1a MOTHBAIINja
3a YCBOjEHU HAUMH U3/Bajarba 00esiek]ja He YKIbydyje KapaKTepPUCTHKE YOUeHUX KaTeropuja),

U3 HaBeJleHe HejeJIHAKOCTH yCJIOBHUX pusuka (3.49) cienn ja je oJIyKa Jia ce HeKa OIlcep-
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Balija T IPUJIPYKU Xumoresn Hj, onTumaliHa ako je anocrepuopha seposaraoha P ( Hy| x)
MaKCHMaJiHa. Y JaTOM CJIydajy oJaTje CJIeIu W aJaTepHAaTHBHA (DOPMYyJIaIfja ONTUMAJIHOL

[paBUJIa OJIJTydunBarmba y 00JIUKY ojrosapajyhe HejeqHaKOCTH:

(3.50)

ca TeCT CTATUCTHUKOM A Koja ce cacToju M3 KOJUIHUKA BEPOJIOCTOjHOCTH XuroTese Hy u aj-
TepHaTUBHE Xunorese H;, osnadenux ca pi(r) u p;(z), pecnekrusno. Komumunuk A(x) ce
osnauaBa u kao ,Radon-Nikodym” uzsoy dPy/dP; peanne mepe P, = pi(z)dz y omHocy Ha
nosuTuBHy Mepy P; = p;(z)dz, [3]|, upu gemy cy u came BepojocTojHOCTH, Kao (yHKIHje
I'YCTHHE paclojiesia BepoBaTHONa obererkja y30paka KOju MPUTaIajy pa3IunIuTiM KaTeropu-
jama, 1o jgedunumju ,Radon-Nikodym” uzBomu ogarosapajyhux BepoBarHoha min mepa. Y
OIIIITEM CJIYYajy JUCKPUMWHAIM]e nu3Mely JiBe KaTeropuje Wi XUIore3e y KoMe (DyHKIje
TieHe HUCY jeIMHUYHE, Kao MTo je 6uo cay4daj y (3.48), BpeIHOCT mpara 1) ca KOjuM ce Mopein

KOJIMYHUK BepojocrojuocTr y (3.50) ompebhena je m3pazom:

_ P(H;)(Cyi — Cy)
= P(Hp)(Cit, — Chr)

(3.51)

JI0 KOT'a, ce J0JIa31 MUHUMU3AIIMjOM YKYITHOT pU3HKa, JIeTEKIje Nin OMHAapHEe K1acuduKaImje:

R:/Z;Rip(x)dx— /chp x| Hy) P(H;)dzx )

- :JcERJO

:(Coo — C'10) (Hy) fpo )dx + ChoP(Hy) + (001 - Cn) (Hy) f]h )dz + C P(Hy) (3.52)

— const. + / {P(Hl)(Cm —Ci)p(x) — P(Ho)(Cho — Coo)po(x)}dx.

Ry

OnruMaHI pernoH oIy drBama Ry ojJropapa Jejy J0MeHa y KOMe je ouHTerpaHa (pyHK-
1ja y TOCJIe IheM U3pa3y HerarusHa, ojakJe ciaenn (3.51) u yommremme nejegnakoctu (3.50).
MebhyTum, He Tpeba n3ryouTn U3 BUJA Jia Cy y CJIydajy BHIIE O] JIB€ KATEropuje ONTUMATHA
PErvoHN OJIIyYnBakba pBeHCTBeHO ojpelenn ckymom uejepnakocru (3.49) y kojuma dury-
puIly nojeiuHadHu ycioBHU pusnny (3.47) m3bopa cBake on noHyhennx xumoresa. Y TOM
CJIy4ajy KOHCTPYKIIMja BUIe OMHAPHUX KJIacH(UKATOPa MOXKE Jia MIPeJICTaBa aJTePHATHBAH
HAYWH 38 JIepUHUCAIE TTPABIIIA OJ[TyINBAbA, AT HE U ONTUMAJIAH. JeJlaH oJ HAYMHA JIa Ce
KOHCTPYUIIY TPaHUIE OJi/IyunBama mojaszehn oy bunapaux KiaacudukaTopa jecre Jia ce 3a
CBaKM IMap KaTeropuja oJpejr 10 jeJaH KIacuuKaTop U Kao pesyarar ¢popMupa CKyIl O
najsuie N (N —1)/2 knacudukaropa. Ipyra moryhuoct jecte jia ce mpobJieM cBejie Ha 0JIpe-

busame N — 1 bunapHux KjacudukaTopa, oJi KOjuxX cBaku jiebUHUIIEe TPAHUILY OJ[Ty IMBAHA
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n3Melhy HeKe oJ1 KaTeropuja i IpocTopa cBuX octanux. llorenmnujasnn Hemoctarak oba HaBe-
JIeHa MIPUCTYTIA jecTe Jla ce MOTY IOjaBUTH JIeJIOBH IIPOCTOPA 3a KOje ce He MOKe jeIHO3HATHO
YTBPJUTU KOM PErHoHY OJIIyunBamba npurajiajy. Crora je morogHuju HauuH Kaja e CBaKO]
KaTeropuju IPUAPY KU 110 jeara on dbyakimja (3.47), a kracudukanuja 3acHuBa Ha u360py
XUIOTe3€e ca HajMamUM YCJIOBHUM PU3UKOM. Kao mTo je mokaszaHo, IMOJI MPETHOCTaBKOM O
I0/Tj€/IHAKO] IIeHU TOTPENTHUX OJIYKa IoMeHnyTe (DYHKIMje MOy IMATH €KBUBAJIEHTHY (hop-
MyJIAIjy, y CMUCTY KPajiher UCX0a OJIyYnBaiba, y 00JUKY alloCTePUOPHUX BepoBaTHOha 1
KPUTEPHjyMa OJTydnBarba KOjU Ce 3aCHUBA Ha HUXOBO] MaKCUMU3AIUjH, jeHaqdnHa (3.48).
Hagesenn npunnun mpesicraB/ba OCHOBY 3a yBoODeme mojMa JuCKPUMUHGHMHUT GYHKUUIG
g:(), Kao mpecsmKaBama MPUJIPYKEHUX MOjeIMHAYHIM XuloTe3ama H;, a dnje no3HaBarbe
omoryhasa Jiepunncame ONTUMAIHAX [TPABUJIA OJJIyYNBaba J y KOjuMa ce HEeIo3HaTH 00JIMK

HPUIPYKYje KaTeropuju ca HajsehoM BpeHOIINY JUCKPUMUHAHTE:
ge(x) > gi(x), Vi, i # k, & Flx)=F, & x € Ry. (3.53)

[IpegnocT AUCKPUMUHAHTHUX (DYHKIIMja jecTe MITO OHEe HUCY jeJIMHCTBEHE U MOT'Y UMATH
MPOU3BOJbaH OOJIUK CBE JIOK 00e30el)yjy JT0BOJBHO J00PO MPaBUJIO OJJTydnBaba. [IpuMenom
TpaHcdOopMaIrja Koje 0uyBaBajy peJalyjy nopetka u3Mehy ITMCKPUMUHAHTH MOTY ce JT00UTH
dyuKInje Koje nMajy jeHOCTaBHUU AHAJUTUYIKN OOJIMK, INTO 3HAYU Jia OOJIUK JINCKPUMU-
HaHTHe (QYHKIMje He MOpa OUTH JUPEKTHO oipehen objimKoM pacrogesie. Tume ce crBapa
MOT'YhHOCT Jla ce JUCKpUMHUHAHTHA (PYHKIHja TapaMeTapCcKu MOJIeyje, a Jia ¢e BPEIHOCTU
napaMeTapa ojpejie Kpo3 00yKy MoJIea.

erekmuja na ocHoBY nopeherma KOJMYHUKA BEPOJOCTOJHOCTH ca JTeUHUCAHOM BPEHO-
mhy npara ojroBapa ojpehuBaiby 3HaKa pasjinke NUCKPUMUHAHTHUX (DYHKIHja [IPUJIPYKe-
HUX OGUHADHIM KaTeropujaMa, rje oOIuK IUCKPUMIHAHTH Kao Uy CIydajy Koamaauka (3.50)
3aBHUCH O] BPCTe JOCTYIMHUX WHPOPMaINWja W Y CKJIAJIYy ca TUM YCBOjEHOT KPUTEPHjyMa OIl-

TUMaJHOCTH, oIy T BajecoBor, MuanMakc nian Neyman-Pearson kpurepujyma.

BaHUMJBUBO je j1a ce 6e3 003upa Ha CI0XKEHOCT IOJIa3HOT MpobyeMa JeTEKIje Kpajimba
OJITyKa yBEK CBOJIM Ha JIETEKIIN]y je/ITHOJIMMEH3MOHAJHOI CUTHAJIA, IITO IIPEJICTaB/ba OCHOBY
3a TeOMETPHUjCKY HHTEPIIPETAIN]y Pa3/JIMInTUX HIpodJeMa OolTHUMaJsHe jdeTeKiuje. Tako ce
MoKa3yje Jla ce KOJUIHUK BEPOJOCTOJHOCTU Kao ONTUMAJIHU TPUjEMHUK 3allyMJ/HEHUX Je-
TEPMUHUCTUYIKNAX CUTHAJA 3aCHUBA Ha IPOJEKINjU MPUMJHEHOT CUTHAJIA HA CKYI MO3HATHX
CUTHAaJIa, OJHOCHO KOHCTPYHUCAHO] MEPH CJAUYHOCTHU ca JIe(PUHUCAHUM ITPOTOTHIIOBUMA, & &
cTa WHTepIIpeTalja BayKu W KOJ MHOTO IMAPE W KOPUCHUje I'PyIle CIydajHuX CATHaJa, Y3
CYIITUHCKY Pa3JIUKY j1a OOJIMK OPUTMHAJIHOT CUTHAJIA OYEKUBAHO HUje YHAIIPE] TO3HAT UJIN
je y Behunu cirydajeBa Io3HAT caMO H-E€rOB ITapaMeTapcKu MOJIE, 11a, je IIPUINKOM JIeTeKITrje
IIpe came IMPOjeKIje WId KCTOBPEMEHO Ca FhOM ITOTPEOHO M3BPIMUTH U IPOIEHY HEITO3HATOT

CUTHAJIA WU OOJIMKA Yy CKJIaJIy Ca YCBOJEHUM KPUTEPUjYMOM ONTUMAJIHOCTH. Y KOHTEKCTY
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Teopuje JIeTEKIje CUTHAJIa OBAKaB CHCTEM 3a MPEMO3HaBahe ce O3HaYaBa M Kao IMPUjeMHIK
€CTUMAaTOP-KOPEJIATOP, & KA0 Mepa CJUIHOCTU y Ty CBPXY Ce BPJIO 4ecTo Jedunuiry nocedme
BpCTEe CKAJApPHUX MPOM3BOJA KOje 3aBUCE OJ CIEKTPAHUX KapaKTepUCTHKa curHasa, [148§],

OJTHOCHO IIIyMa.

3.2.1 JIuHeapHe JUCKPMMWHAHTE M IIPOIINPEHAa

Camdan NPUHIAIT je TPUCYTaH U KOJ JIUCKPUMUHATUBHUX MOJejIa y KOjUMa je OOJIMK

JIMCKPpUMUHAHTHE (PYHKINje Y OCHOBU JINHEAPAH:
g(z) = w'x + b, € R?, (3.54)

kao mTo je SVM, au Koj KOjux y CTPYKTYPH MOJIesa, YCJe/l IPUCYCTBa CKAJapHUX TPOU-
3BO/1a n3Mely y30paka KOju IPHUIIAIajy CKYIIy 3a 00YKYy MJIM IIPeJACTaB/bajy OolicepBaliuje Koje
je morpebno KiacuuKoOBaTH, IOCTOJU MTOTpeda 3a MEPOM CJAMIHOCTU Koja he OuTH mpusiaro-
bhena KapakTepucTuKama Iojaraka y IoCMaTpaHoM IpocTtopy obesexja. Hanme, maxkcumu-
3anuja Maprume, [43], Kao K/pydHe 0ocOOHHE JMHEApHEe TUCKPUMUHAHTE, YuMe ce pema [265]
HMCTOBPEMEHO IIOCTHKE U CMalbehe JTUMEH3Hje Mojiesia, a TUME U HeroBOI' CTPYKTYPHOI PH-
3WKa, KOJI Mojesta Kao mTo je SVM mojpasymeBa perraBame KBaJIpaTHOD ONTUMUABAIMOHOT
npobJieMa ca orpaHndersnuMa, [73]. Y HaBejeHOM ciIydajy, TOJIAa3HU WM IPUMAPHE KOHBEK-
CHU ITPOo0JIEM MUHUMU3AIIje HOpMe TEXKUHCKOT BEKTOPa W, OJJTHOCHO MaKCUMM3aIlje MapruHe
JMHeapHe JTucKpuMmuHaHTe (3.54), ca orpaHmuermuMa y OOJIUKY CKyTla JIMHEAPHUX HejeiHa-
koctH, [73], Tpancdopmupiie ce y JyaaHI KBaJpaTHU ONTUMHU3AIMOHI MTPOOIEM MAKCHMU-
zarje mubHe (PYyHKIHIje v K0joj purypuiiie cKajgapHu IMPOU3BOJL N O3HAYEHUX y30paKa T; U3

CKyIla 3a 00yKy, ca o3Hakama y; € {—1,+1}:

«

n 1 n n
arg max Jgy () = arg max Zai ~ 5 Z Zyi yiaiajzizy, a; > 0Ny a=0, (3.55)
@ i=1

i=1 j=1

[IpU YeMy HaBeJIeHa OrpaHnderba 110 o y (3.55) MponcTudy u3 ycoBa ONTUMATHOCTH IIPHMAP-
HOT ITpobJIeMa, Kao U cama TpaHcdopMaliija w = i Q; Y; T; KOJOM ce JIoJIa3| JI0 TpUKa3aHe
dbopmynanuje gyannor npobiaema (3.55), anu u jzez;llHaKOCT o (yi(W'z; +1p) — 1) = 0 na
oCHOBY Koje ce ogpebyje wy. Hako (3.55) mpemcrasiba ocuoBry dopmystanujy SVM o
IIPETTIOCTAaBKOM O JIMHEAPHO] Pa3/IBOjUBOCTHU ITOCMATPAHUX KaTeropuja, CTPYKTypa IIpuKa3a-

HOT' ONITHUMU3AIMOHOT TIPpobJIeMa je CYMITHHCKU UCTa W KOJI ONIITHjUX (POPMYJIAIja IO3HATAX
ot HaszuBoM SVM Meke maprume.
BameHa CcTaHIAPIHOT CKAJApHOr Mpou3Boja y (3.55) HEKOM aJIeKBATHUjOM MEpPOM CJINY-

HOCTH IIPpYy2Ka MOI‘thOCT 3a noseharse KallalluT€Ta IIOCMaTpaHe JIMHECapHE JUCKPUMHWHaHTE

(3.54). Y ocHOBHI OBaKBOI IPUJIa3a HAJIA3MU Ce HJIeja JIa je y OPUTHHATHOM IIPOCTOPY 0besex]ja
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voryhe mMmumuTHO W pehe excrmunuTHO geduHICATH TpecinKaBame ¢ @ RY — R ko-
jUM ce HeJIMHeapHU KJIacuUKAIMOHN IIPOoOIeM TpaHcOPMUIIe y HOBUA IIPOOJIEM Y IIPOCTOPY
Behe guMmensuje, a KOju je 3a PasjMKy OJ MOJa3HOr Ipobsema Moryhe epukKacHO PeIruTh

JIMTHEAPHOM JIUCKPUMUHAHTHOM (PYHKITUJOM MaKCHUMAJTHE MapruHe.

TaqHuje, BpeJHOCTH CKATAPHOT NPOU3BOMA: (T;, T;) = 2] x;, OM HAKOH Ipec/MKaBamba OJl-
ropapaJia BpeJHOCT gzﬁ(a:i)Tgb(xj), aJIl HeJlocTaTak OBaKo JedpuHucane TpancdopMaliije MoxkKe
6uTHn 3HaYajHO Beha padyHCKa CJIOXKEHOCT JMPEKTHOr U3padyHaBarba CKaJapHOI IIPOU3BOJIA,
¢(xi)T¢(xj) Y OJIHOCY Ha T} ; y TIOJIA3HOM IPOCTOpY obesexkja. MHOro 3HauajHl HeJoCTaTaK
jecre mTO TOTPEOHA TUMEH3MOHATHOCT d, HOBOT TIpocTOpA y KOJH Ce BPIIH MPEeCTUKaBarbe,
Op30 pacTe ca CTEIEHOM CJIOYKEHOCTU KJacupUKaIimoHor mpobJieMa y IM0OJIa3HOM IIPOCTOPY
obestexkja. MehyTum, eKCINIMIMTHO U3padyHaBabe CKaJapHOr IPOU3BO/Ia Y HOBOM IIPOCTOPY
obesexja, 1ma u caMo JiepuHUCAbE TTPECTNKABamha Koje O My IIPeTXo/Inio, Moryhe je n3dehu

yBobemem pernponykyjyhinx kepres dyrkmuja, [6], 3a Koje BaKu je THAKOCT:

K (i, 25) = ($(@i), ¢(x;)) = d(x:) d(x). (3.56)

Honarna mpemuoct (3.56) jecte miro HesmHeapHa KepHed dyHKImja K Moxke Ja oiroBapa
Hpec/anKaBamy y OeCKOHAYHO JIMMEH3UOHAHE ITPOCTOP, KA0 HIP. KOJ, eKcrioHeHIujaHe ['a-
ycoBe (yHKIHje, IMTO OM Kao TaKBO MOTJIO Jia IIPEJCTaB/ba U IIPOOJIEM, Al IOIITO IPU
u3padyHaBamy (3.56) HUje TOTPEOHO EKCILTUIIUTHO MIPECINKABAae Yy30paKka Y HOBU IIPOCTOD,
IpuMeHa OBaKBOI (MMILIUIIUTHO JeUHUCAHOT) cKaJapHOr mponssoaa y (3.55) je moryha u

BPJIO MOKEJbHA 38 KOHCTPYKIIM]y HeJMHeapHux Kiacudukaropa, kao Hup. y [41].

3.2.2 Penpoaykyjyhu kepHesm

[Torpebue u noBOJBbHE yeiI0Be Jla O HEKa HEIIPeKuIHa CUMeTpUYIHa (PYHKIHja ¥ T0JIa3HOM
npocTopy obesexja bura KepHea jaje Mepceposa Teopema, [180], mpema Kojoj dbyHKIm]ja

K(s,t) nosumuene epcme jecre oHa 3a KOjy je:

/b /bK(s,t) 6(s)0(t)dsdt >0, V0 € C([a,b]), (3.57)

OJIHOCHO OHa YKje KapaKTepPUCTUIHE WU COTIICTBEeHE (DYHKIMje 1); UMajy CBE COIICTBEHE BPE/I-
HocTH \; mosutuBHe. [la mosutuBHO medunuTHH oneparopu (3.57) jecy KepHesIH, y CMU-
ciy (3.56), mokasano je y [6]. Ca apyre crpane, KapakTepucTudne (DyHKIje DeaJHOT
CHMETPUIHOT KepHeJsa TpeJcTaBibajy periemba PpexoMoBe WHTErpasiHe jeHadnHe MpBe
Bpcre, [180]:

b
i (s) = )\i/ K (s,t) ¥; (t) dt, (3.58)
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1 HOPMUPAjy CKyIT OPTOrOHATHUX peasHux yHKnuja, [122]. YV Tom cMuciy, CKym Kapakre-
pucTuIHUX PYHKIHja HEKOT KEPHE/Ia je BPJIO CJIMYaH CKYITy COTICTBEHUX BEKTOpPa KOBApPHjaH-
CHE MaTPHUIIe, KAO IITO je HapounTo ucrakuyto y [110], u npejcraB/ba ocHOBY 3a jeduHuCAHE
Karhunen-Loeve pazBoja y pej nenpekuaux (pyHKIMja, & KOJU Ce IMOCTUZKE TTPOJEKITNjOM Ha
oproroHasHy 6a3y kKojy dbopmupajy Kapakrepucrudse dyukiuje, [275]. Taunuje, mo npu-
PO/ OPTOrOHAJIHE KapaKTepucTudHe (pyHKIHje KoBapHujaHCHe (DYHKIMje HEKOI' CJIydajHor
nporeca 06e30ehyjy pasBoj y pen meroBux peajnusanuja, ¢ (t), aaum npuiarohen kapakre-
pUCTHKaMa CaMor MPOIEeca, MPH YeMy TEKUHCKH KOeMPUITHMjEHTH Pa3Boja HUCY CTATUCTHIKU

KOpEJIMCAaH!U, & IbUX0Ba BapujaHca je cpa3sMepHa oJroBapajyhoj cOncTBEHOj BPEIHOCTH:

=Y wni. a=[ v (3.50)

Cama kepHes dyHKIja ce Takohe, Ha ocHOBY v; nedunucanux y (3.58), MoxKe pa3BUTH y
pen:

ZA Wi (s) 1 (8), (3.60)

9rja KOHBepreHimja je nmokaszana y [180], mox yciaoBom (3.57) 1a je KepHes IMO3UTHUBHO Jie-
dbunnran. Takobe, kao mocseauna (3.57), MaTpuria cKajapHUX IPOU3BOJA gzﬁ(xi)Tqﬁ(:z:j) po-
M3BOJBHOI CKyIla y30paKa je yBek HosutusHo jgedunurna I'pamosa marpuiia G = [Gy;] =

[(&(x:), ¢(z;)] (me)Tpancdopmucannx ysopaka U Ha3HBA Ce KEPHEA MAMPUYQ.

YcBojeHn HA3WB KepHeJ Wi je3epo 3a dyHKIm]y (3.56) minm moMeHyTy MaTpuIly Koja
OMNCYyje CAMIHOCT y30paka y TpaHchOpMECAHOM (MOJA3HOM) HPOCTOPY obesexja, MoTude

Ol TOr'a IITO CeE Ca:

A fl(s /Kst () dt, /b|K(s,t)|dt§D,v$e[a,b], (3.61)

y OIIIIITEM CJIy4ajy O3HAYaBa OIPAHUYIEHN JIMHEAPHN onepaTop Ax KOju Mpec/inKaBa MpoCcTop
orpanuyennx GpyHkiumja y camor cebe, ¢ = Ak f, a dynximja K (s,t), MepsprBa Ha KBajipaTy
[a, b], je weroso jesrpo, [3]. Ha neka dyuknuja K ca m103uTUBHO JIebUHUTHOM KBaJIPATHOM
dbopmom (3.57) Ha jenmmucrBen Haunn jedunuiie ogpehenn Xuabepros mpocTop (QyHKIM]jA
H(K) ca upujpyzKeHIM CKATAPHIM HPOMZBOIOM (-, )3 (k) 1 HOPMOM || - |13, ) = (- )au(x)

nokasyje jeduHurja ojMa penpoyKyjyhu kepres, a koja npema [6] mojpasymesa ja:
K(-,t) e H(K), Vt € [a,b], (3.62)

u Jia Kao TakBa, Gyukuuja K;(-) = K(-,t) penpodyxyje enemenre (dyuxuje) H(K) kana ce
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OpUMEHH Ha IhUX y 00JIMKY JMHeapHor oneparopa, Ky f:
VI(C) e HIK) < (f(), K(0))nu = f(t), VE € [a,b]. (3.63)
[Tomrro je mo pedununuju penpoaykyjyher kepuesa:
(K(8), K(,t)nu) = K(t,5) . (3.64)

Ha OCHOBY OCOOMHA CKaJIapHOT Mpou3Bojia cienn Ja je K (t, s) cumerpuuna, K (t,s) = K(s,t),

a oziaryie Ha ocHOBY (3.64) m ocobuHa HOpMe MHJIYKOBaHE ca CKaJapHUM Ipou3BojioM (3.63):

b b
Ve By =L 1, (e 1) = ¢ / K (s1,1) f (1) dsu, / K (52.1) f (52) dsa) =
a a (3.65)

/ab /abK(Sl’%) £ (s1) f (s5) dsydsy

MITO 3HAYM Jia je PENnpoAyKyjyhu KepHes W MO3UTHBHO Jie(bUHUTHA (PYHKIHjA, Y CMUCTY
(3.57). la Bazku n o6pHyTO nOKazaHo je y [6]. Mako je y (3.57) crpukrHo riegano gedumnu-
caHa IMO3UTUBHO ceMU-/iebrHUTHA (DYHKIMja, IPUJINKOM H3JIararma je 3a O3HavYaBarbe UCTOr
KOpHIITheH TePMUH MO3UTUBHO JedUHUTHA, ¢ 003UPOM J1a je IMPETIOCTAaB/bEHO JIa CYy CBE COII-
CTBEHE BPEIHOCTH KepHeJIa CTPUKTHO MO3UTHBHE, T1a ce jeJHAKOCT y (3.57) mocTuzke camo y
TpUBHjaJTHOM cJ1y4ajy. Bosba jedunuimja 6u 6uia ona Koja Ou HejeITHAKOCT OIPAHMIUIA HA
KBajipaTHe hopme HenyITux hbyHKIM]ja, ajli je 3ajp:Kana opuruaaina popmyianuja us [180].
Kopumihemem ucror upenrurera kKao y (3.64) u cBoljereM Ha KOHTPAJIUKIIN]Y, MOYKE Ce IMOKa-
sarw, [230], ma mocmarpanu mpocrop H(K') Ha jeauHCTBEH HaUnH jeduHUIIE PEpoLyKy]jyhn

kepHes K.

XuabepToB mpocTop KBaIPaTHO MHTerpabmianx dbynknmja, L2 : f;Q(S)st <00, y Te-
JIMHU ITOCMaTPaHO HHUje IIPOCTOP Ca PelpoAyKyjyhuM KepHeaoM, MOoImTo uMILy/IcHa uin Jlu-
pakoBa jenTa GyHKIHMja, Koja nMa pernpoaykyjyhe cojerso (3.63), f(t) = fab It —s) f(s)ds,
He 3aJI0BO/baBa YCJIOB KBaJpaTHe MHTErpaOMIHOCTH W Kao TaKBa He HPHIaa IOCMaTPaHOM

npocropy L?. Ca npyre crpane 3a nornpocrop L? Koju uune (pyHKIUje orpaHudeHe y CIeK-

sin(B(t—s))
w(t—s)

cTaB/ba ayTOKOBapHUjaHCHY (pyHKIMjy Oesor ['aycoBor mryma HakoH (BUITPUPAmbA ca UJIealI-

TPY HOCTOjU penpojyKyjyhu kepuesn y obiuky dyukimje Kiz(s,t) = , KOja TIpeJI-
HUM HUCKOTIPOIycHUM dbuarpom mupute B [rad/s|, [122, 255]. Kapakrepuctuane dyHKImje
K12(s,t) u mwuxoBe nmpuMeHe cy JerajbHo onucane y [239] u kacHujoj cepuju daHaka MCTUX
ayTopa, a 3aHUMJbHBa 0COOMHA OBUX (DYHKIIM]a jecTe JIa MaKO jeCy OrPaHUYeHe Y CIIEKTPY, OHe
Cy OPTOTrOHAJIHE Ha YMTABOM BPEMEHCKOM JIOMEHY (00, —00), aJlil HCTOBPEMEHO U HA CBAKOM

FET'OBOM CUMETPUIHOM TMOJIMHTEPBATY KOHAYHOT Tpajamba.

Ako ce pesyarar Tpanchopmalmje obenexja y uspasy (3.56), 0JHOCHO Hpec/UKaBae
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¢o: X — R4 nojemHaIHIX y3opaka r; € X, X = R? mocmarpa xao emement v = ¢(x)
y HEKOM BEKTOpCKOM mpocropy V mmmensuje d, taga je moryhe nedunmcarn anrebapcku
JgyaaHu mpoctop V* Koju ymHe JuHeapHu (PYHKIIMOHAU (O : R? R Ha/l BEKTOPCKUM IIPO-
CTOPOM R”Z, a YUju pe3yJITar je ckayiap y nosby R. YnapubameMm (DyHKIIMOHAIA ¢ U BEKTOPA
v Moxke ce neduHEcaTH OGUIMHEAPHO HpeciuKaBame win dopma: (-, ), @ VF x V. — R,
kojuM ce nocruke: (p,v), = (v, d(z)), = ¢(x). Tlokasyje ce, [230], ga cBaKU MO3UTUBHO
nedburnTHE Kepres K (-, -) Koju npuponHo JieuHAIIE IPECTUKABAIBE U3 IIPOCTOPA y30paKa
Xy npocrop dyukmuja H = {f: X — R}, kao mammpame K, : © — K(-,x), ucrope-
MeHO JiedbUHHUIe U CKaJApHU MPOU3BOJ (-, +)g; y npoctopy dyuknuja H. Kao nociaenuna y
cnenujannom ciydajy f = Ky, u g = K., axu ga je (f,9)n = (Ko, Koj)u = K(2, 7).
Kako ckanapuu npousBo/i IpecTaB/ba CTPUKTHO MO3UTUBHO JiebUHUTHY OusinHeapHy dyHK-
ujy, a mro Moxke outu u dbopma (-, +)p, CBaKW KepHes K uMImnuTHO neduHUIIe paHuje
MPUKA3aHO IPEC/IMKaBambe ¢ IOJIAa3HOT MPOCcTOpa obesieXkja, OJHOCHO BarKU PEIpojiyKyjyhe
cojerBo: (f, K,) = f(x). Ca npyre crpate, Bazku 1 0OOPHYTO, KaJla TOJL TIOCTOJU MPECUKA-
Bambe ¢(r) y Xuabepros mpocrop, ogrosapajyhn nmosurusno gedunntau kepuer K (x;, x;) ce
nobuja mo gedununujn (3.56), [230].

[Ipumena pernpojykyjyhux Kepresa mojipa3ymeBa dopmysiaiujy mnpobjiema y Kojoj ¢du-
rypulie CKaJapHu MPOU3BOJL WM KepHes (yHKImja, Kao y (3.55), [229], wiun y ciyuajy om-
TUMAJHOT npujeMuuka, [148], a ca mumbem sa u360p MOTOJHOr KepHeIa KPO3 aJeKBATHO
nosehame JimMeH3mje Mojiesia oMoryhu 0oJbe Iperno3HaBame. BUTHa KapaKTEepUCTUKA je J1a
npeciaukaBame K, @ x — K(-,x), cBaKOM y30pKYy yMeCTO OpUTHHAJIHE IIPEJICTaBe MPHJIPY-
JKyje Mepy CJIUYHOCTH ca CBUM JIPYTUM Tadkama y nosaszHoM Jjiomeny. Ca japyre crpane, Ha
CJMYaH HAYWH Kao IITO HellapaMeTapcKe MeTo/Ie 3a IPOIEHY pPacIiojiesie BepoBaTHONe 3acHO-
BaHe Ha MPO30PCKUM (QyHKIMjaMa 1 yOIITeny Xucrorpama, [120], 1o ouekuBane BpeaHOCTH
pacmojiesie y HEKOj TadKM JI0J1a3e MPOIEIypPoM Koja Y jeJITHOM OJ1 KOpaKa ToJIpa3yMeBa KOH-
BOJIYIUjy MPUKYIJbEHUX y30paKa M yCBOjeHe Mpo3opcke dyHKImje (Koja ce y Takohe decto
o3HavaBa Kao KepHe, [249]), tako u ysoheme penpojykyjyher kepuesa K omoryhasa anpok-
cuMarujy pyHKIimja y garomMm XujabepToBOM IIPOCTOPY Ha OCHOBY KOHBOJIYIIHjE Y30PaKa U Kep-
nesa. Heky dyuknujy f € H je moryhe npejcraButn Kao JuHeapHy KOMOUHAIN]Y BDYHKIHTja
K,: f(x)= i o, K(z,x;), xoje nedunuiy nojeuHadHu y30pIH, a CKaJapHU TIPOU3BOJ Ha

=1

1=

ocHOBY (3.64) kao:
n n
() =) aia; K(w;,z)), (3.66)
i=1 j=1
[IpyKa3aHy IPUHIIAIL je TIPUCYTAH U Y KOHATHOM Delllerby KIacupUKaTopa MakCHMAaJHe Map-

rune, [229], rje 06/UK AUCKpUMUHAHTHE (DYHKIUje JUPEKTHO 3aBUCH O MOJIOXKaja y30paKa
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U IbUXOBE KOHBOJIYIIHjE Ca YCBOjEHOM KepHeJ (PYyHKITHjOM:
i=1

JIOK TEXKMHCKU KOePUIjeHTH v;, Koje (hopMupajy onTuMaJHe BpeHocTn JlarpankeBux MHO-
JKUTeJba (v; U O3HAKe y30paka y; u3 (3.55), onpebhyjy yruriaj mojemHadHux y30paKa Ha mMoJIo-
’Kaj 1 OOJIMK I'PaHulle O IyunBamba. HapaBHo, Kao mocjeura ONTUMI3alje caMo PeJIaTHBHO
maJt 6poj y3opaka nma yTunaj Ha (3.67), u o3HauaBajy ce Kao Hocehin BEKTOPH, JOK CY BPE/I-
HOCTH TEXKUHCKUX KoeUIMjeHTa MPHUIPYKEHX IpeocTaanM ysopruma Hysaa. axo (3.67)
0JIroBapa OCHOBHO] (hOpMYJIAINjU, UCTU IPUHIIAIIA Cy TPUCYTHUA U KOJ| CJIOKEHUJUX MOJIeIA.
OspehuBarbe rpaHutie /Iy anBamba JUPEKTHO Ha OCHOBY TIOIaTaKa je KApaKTEPUCTUKA 1 JIPY-
rux amMuanja Mojiesia, Kao MITO Cy HEYPOHCKE MPeXKe WJIM BUIIEC/IOjHU MEPIENTPOHH, KO/
KOjuX Takolhe IOCTOju HeJIMHeAPHO Ipec/nKaBambe M0JIa3HOT IIPoCTopa obesexKja u uuje JIuc-
KPUMUHAHTE HAKOH 3aBpIleHe o0yKe, YOIIITEHO IJIeJIaHO, TaKohe mMajy OOJTMK TeXKUHCKUX
cyma keprest dyuknuja, [155]. Tlpumep je uznasuu csioj tpociojue NN Koj KOje CKpUBeHH
CJI0j UMa YJIOry HeJIMHEeApHOI IIpec/inKaBamba 1oJiasHor mpocropa. Ca jpyre crpane, NN ca
BUIIE CJIOjeBa MMAajy XHjepapxujcKy CTPYKTYpy, KOjy MOKe OIOHAIaTH KacKa/ia Kaacudu-
KaTopa MaKCUMaJIHe MapruHe. ¥y CymTuHu obe pamuiiije cy YHUBEP3aJIHU allpOKCUMATOPH,
aJi ce pasyuKyjy y HauuHy yuema. ok NN obnvuno Kopucre nponaraiujy rperike yHa3a/l
U HEKY BapUjaHTy MeTOJla Ol larba IPaJUjeHTa, KIacuPUKaTop MaKCUMaJHe MapruHe y4uu
pelaBameM MOCTaB/bEHOT OIITUMUBAITMOHOT ITPOOJIEMa YHjU IIUJb j€ MUHUMUZAIN]Y CTPYKTYP-
HOT, a He eMIMPUjCKOr pusnka, [155], nmajyhu y Bumy 1a je, kao mro je mokasaxo y [265],
VC nnmvensmja xuneppaBHH ca 33JaTOM MapruHOM, 3a PAJUKY OJ] OOMYHE XHUIEePPaBHU, Ca
ropibe CTpaHe OrpaHMYeHa PElUIPOYHOM BpeHomhy KBaJjpaTa Mmaprune. Hapasuo, Beuko
OoraTcTBO IpPUMepa y CKYIy 3a 00YKY M aJIeKBaTHO YIIpaB/barbe IIPOIECOM OOYKe MOI'Yy Ha-
JIOMECTUTH HeJIocTaTke hopmysialuje Mojiesia duja 00yKa IMPBEHCTBEHO MTOYNBA HA CMaIbeby

eMITUPUJCKOT PU3UKA.

3.2.3 KsBaapaTHe TUCKPUMUHAHTE

3a pasimky oj JuHeapHe auckpumuHante (3.54), KBajpaTHe TUCKPUMHUHAHTE Y CBOJjO]
CTPYKTYPHU IOCEIyjy jOII jejaH JIOJaTHU UiaH y OOJMKY KBajpaTHe (dopme BeKTOpa o0e-
jgexja. Ha raj mauun, 6e3 morpebe 3a JOJATHUM IPOIIUPEIHLUMA KPO3 TpaHchopMalujy
TI0JIA3HOT TIPOCTOpa obestexkja KopuihiemeM perporyKyjyhinx kepuesa (3.56), goHeKIe MOXKe
Jia ce noeha KaranuTeT JITHEApHOT MOjiesia U JUPEKTHO, Y II0JIa3HOM IIPOCTOPY 0besiexkKja,
dopmupajy He/MHeapHe I'DAHUIE OJIyduBarba. |eHepaTUBHU MOJEIN KOjU II0 CBOjOj IpPH-
posu AeddUHUITY KBapaTHe JUCKPUMUHAHTE Y OIIITEM CJIy4dajy MOIY Ja Oy/ly CTATUCTUYUKU

KJIaCHPUKATOPH KOjU TeyKe MUHUMU3AImju pusnka (3.47), a KoJ KOjUX ce BePOJOCTOJHOCTH
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XUIIOTe3a OIKCY]Y YCJIOBHUM BHUINEIUMEH3UOHATHUM [aycoBoM pacmojesnraMa, duja dopma
je nedunncana y (3.11). HesmueapHOCT KOjy y HABEJIEHOM CJIydajy y IPOIEC OJIyUuBaba
yHOCH KBaJipaTHa hopMa JIUKTUPa CTPYKTypa oarosapajyhe kosapujarcue marpuie y (3.11).
Tako, mpu KpuTepujymMy MUHUMaJHE BEPOBATHONE TI'peEIKe OJTydYnBarba, KOjU ITPOUCTUYE
u3 (3.49), nuckpumuHaHTHA DYHKIMja TpUApPYyKeHa oJpeljeHoj Kareropuju mompuma 00K
arrocTepruopHe BepoBaTHOhe ojiropapajyhe xurmorese, 0JJHOCHO HAKOH MOHOTOHE TpaHchopMa-
muje BepoBaruohe P ( H;| x) Kpo3 omepariiujy JiorapuTMoBama, a Koja 3a Ii/b NMa JIMHeapu3a-
1ujy eKkcronenimjasnor obsmka laycose dyukimje (3.11), nobuja ce, [274], na je kBagpaTHa

JIMCKPUMUHAHTA IPUJIPYKEHA Xunore3n H; jeHaka:

1 1
gi(z) = —§(x — /LZ')TEZ'_1<I — i) — 5 In ||+ In P(H;). (3.68)

[Tpumukom usBohema (3.68) ombaduenu cy cabupiy Koju IpPeJICTaB/bajy KOHCTAHTe He3aBUCHEe
0J1, OTICEPBAIIja W BPCTE XUIIOTE3€e, & KOJU KA0 TAKBU HEMA]y YTHIA] HA I0JIOXKa] ONTUMAJIHE
rpanuiie ojryanBama. CaMa rpaHuiia oJjIydyBarmba je TeOMETPU)CKO MECTO TadaKa KOje nMajy
UCTY BPEJIHOCT JUCKPUMHUHAHTHE (DYHKIIN]E, OJITHOCHO Y OIIITEM CJIYyYajy ca BUIIE OJI JIBE XH-
MoTe3€e 3aBUCH O] OOJIMKa ONTHMAJIHOT PErrOHa OJTydInBamba IPUAPYZKEHOr ofroapajyhoj
XUIOTE3H, & KOjU je KOJI CBaKe JuCKpuMuHanTe ojgpehen Taukama y kojuma dbyHkimja (3.68)
HA OCHOBY CBOj€ BPEJIHOCTHU JIMCKPUMUHHUIIE ofroapajyhy xunoresy H; y oHOCY Ha CBe aJi-
TepHaTuBe. Kao MmMTO je MCTAKHYTO HA MOYETKY OBOT TOIVIAB/ba, ONMUCAHA JIMCKPUMUHAIIN]A
OOMYHO MMOYMBaA HA MaKCUMUBAIUjUA JUCKPUMUHAHTE, a KOja Ce Y HAJOIIITHjeM CMUCIIY MOXKe
TYMa4UTU Ka0 NPUHUUN eKcmpemyma Ha KOMe, TpemMa dyBeHoM MareMartnuapy L. Fuler-y,
Kao IITO je auckyToBaHo y [156] y morimasspy noj HasusoMm ,Maremarusanuja Hayke”, mo9n-
Bajy CBe II0jaBe y YHUBEP3yMY. 3aceOHHM IPYIHCAHEM WIaHOBA KOJU Cy JIMHEApHEe U KBa-
nparre GyHKIMje obesexja, KBajpaTHa auckpuMuHaHTa (3.68) ce Moxe TpaHcdopMmucaT
y:

gi(x) = 2" Wiz + w," x + wy,, (3.69)

rje cy ca W; o3HavueHU mapamMeTpu Mojesia y OOJUKY CHUMETPUYHe KBaJpaTHe MATPUIE V-
Mensuje d X d, Koja jecdunuiie onropapajyhy KBajpartHy (GpopMmy, a ca w; U wp; HapaMeTpu
abune dynkmuje R — R. V ciy4ajy 6unapae kiacudukanyje moTpebHa TeCT CTATHCTHKA
ce j06mMja Kao pasjmka ojroapajynux auckpuMuHauTh g1 () u go(x), ca cTpykTypoM jgedu-
HucanoM y (3.69), ogrocHO y (opMu HOBe JUCKpUMUHAHTHE QyHKIHje ¢(x) Koja MMa MCTY

cTpYKTYpY Kao u (3.69), a unju 3uak ojpeljyje nuzbop onrumasiHe Xumorese.

MebhyTum, kakas he 3ampaBo OuTH OOJIMK MOjeIMHAYHAX JTUCKPUMUHAHTHUX (PYHKIUja U
ONTUMAJIHUX PErHOHA OJ[IyUMBarba, KA0 U IIOMEHyTe TeCT craructuke ¢(r) u ojrosapajyhe
IPaHUIE OJIyINBaba Y CAydajy IpobdseMa JIeTeKIrje, ITPBEHCTBEHO 3aBUCH OJ CTPYKTYpe

u BpeJHOCTH Tapamerapa y (3.69), 0HOCHO O/l HAKHAHO YCBOJEHHX HPETIIOCTABKU MOJIe-
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Tabemna 3.1: CrpykTypa JUCKPUMUHAHTHUX (PYHKIIja 3a KaTeropuje MojiesioBane ca layco-
BOM PaCIIOJE/IOM 0besiexKja P yCBOjJeHOM KPUTEPHUjyMy OJIydnuBaba y O0JIUKY MUHUMAJIHE
BepoBaTHONE T'peTIKe.

KOB. MaT. gl(il?) Wz W; Wo;
¥ # Y (3.68), (3.69) =157 S TS =3 |5 + In P(H,)
=2 uiTE’lx — %MZ-TE’IM + In P(HZ> - Zfl,ui —%piTZfl,ui +In P(HZ)
d HigTh Lik? -1 1 ¢ pir®
Yi = Yding D (T - W)—i- In P(H;) - X7 i —5 > B+ In P(H;)
k=1 k k k=1 'k
Y=ol LHple— 55" i+ InP(H)) - i/ o —20 2"y + In P(H;)

JIOBama Koje JepUHUINY CIelyja/iHe BapujaHTe KBaJpaTHuX JuckpuMuHadnTu. OBe mper-
[IOCTaBKE Ce TUIY CTPYKTypPe KOBAPUJAHCHUX MATPUIA Y.; IMPUJIPYKEHUX 0jeIMHATHAM Ka-
TeropujaMa u muxoBux Mehycobrux ojmoca y oaroapajyhiem d(d 4 1)/2 numensnonaHOM
npocTopy mapamerapa. llpm Tome Tpeba obparnTi naxmy Ja 6mio koju ckym d(d + 1)/2
napamMeTrapa He MpeJICTaB/ha KOBAPUjaHCHY MATPHUILy UMAajyNu y BUIY OrpaHUYEHhe J1a CUMe-

TpUIHA MATPUIA > MOpa OUTU ITO3UTUBHO JAedUHUTHA.

[IIro ce Tude yHKIMOHATHE 3aBUCHOCTU KBa/JIpaTHE JUCKPUMUHAHTE O] KOBAPUjaHCHE
MaTpuile obesiexkja y3opaka IpuIpyKeHux oarosapajyhoj kareropuju, youasa ce ga y (3.68)
JIOMMHUPA KBaJipaTHa (hopMa U JIorapuTaM JeTePMUHAHTE, 11a Ce Y 3aBUCHOCTHU O] TOCTYIIKA
IbUXOBOT e(pUKACHOT M3padyHaBama, KOju Hajdenihe YK/bydyje HEKY BPCTY JIEKOMIIO3UIIUje
KOBapMjaHCHe MaTpHUIle, J0/IaTHO U 110 TOM KPUTEPHUjYMY MOTY WU3/IBOJUTH PA3JIMIUTE Ba-
pujaHTe KBaJIpaTHUX jucKkpumuHanTu. llpersies HajsnavajHnjux obJIMKA KBaJPATHUX JUC-
KpuMuHaHTH (3.69) y 3aBHCHOCTH 07 YCBOJEHHUX IPETIIOCTABKU O CTPYKTYPH KOBAPHjaHCHUX
MaTpHIa U MOTyheM JIe/beiby UCTUX MaTpPHUIla u3MeDy pa3/nduTuX KaTeropuja MpukasaH je
y Tabemn 3.1.

Caaka oJ] BpcTa y Tabesu ofropapa obJmKy jauckpuMuHanTe g;(x) Koju ce qobuja Kao 1o-
caeuIa ojarosapajyhe mpermnoctaBke 0 KOBapUjaHCH y IIPBOj KOJIOHH Tabese. Y CaydajeBuMa
KaJa je olpaBjiaHa I10jeIHOCTaB/byjyha IpeTIiocTaBKa Jia ce pacullambe y30paka IpuIpyKe-
HUX PA3JIMIUTUM KaTeropujaMa MOKe OIICaTH UCTOM KOBapUjaHCHUM MAaTPHUIIOM, KBaIpaTHAa
JIUCKPUMUHAHTA Ce CBOJIM Ha JIMHEAPHY, aJIi YUjy CTPYKTYPY KPO3 BPEJIHOCTH IIapamMeTapa w;
U Wo; U Jda/be y 3Ha4YajHO] Mepu ozpelyjy BpegHocTH jate KOBApUjaHCHE MATPHUIIE, OJIHOCHO
IbeHe mHBep3uje. AKO Cy Ipu TOMe W allpuopHe BepoBaTHONEe XUIIOTe3a jeHaKe, JIMHeapHa
JIMCKPUMUHAHTA, CBaKe OJ XUIIOTe3a TocTaje Kiacudukarop Ha 6a3u MuHUMaHOT Maxasia-
HOOMCOBOT' pacTojarba 0J1 TEXKUIITa OJroBapajyher Xurepemiconia Koju Oucyje pacurame
y3opaka ojpehene kareropuje, jeanaunna (3.14). domarHo, 3a KOoBapujaHce Koje Cy y HaBe-

JICHOM CJIy4Yajy MCTU CKaJapHU YMHOXKAK jeJIMHUYHE MaTpHIle JI00unja ce KaacuduKaTop Ha
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6a3m MuHIMaTHOT EyKInICcKOT pacTojama, a KoJl Kora Cy T'DaHnIle O/TyINBamba XATePpPaBHI
HOpMaJIHE Ha IIpaBall KOjU Cliaja TexKUITa xunepcdepa IpuIpyKeHnx JBeMa KJiacaMa.
Knacudukarop koju cBakoj oj KaTeropuja NpuJIpyKyje 1o jeJiHy JUHEeApHY JUCKPUMU-
HAHTY Ce jOII O3HAYaBa M Kao JUHeApHa MalluHa. Y MPUKA3aHOM CJIyYa]y JIMHEAPHUX JIIC-
KpUMUHAHTHY Jepunucannx y Tabemn 3.1, rpanuria ojryunBama u3Mel)y Kiace ¢ 1 j inHeapHe

Marie ojpeheHa je jeTHaAInHOM XUIIePPABHU:
wh(z —10) =0 & wio+wy =0, —wy=wm, (3.70)

qpje rmapameTrpe, y oOJIMKYy ojiroBapajyhe HopmaJje w W Tadke Ty KOja JIEXKU Y pPaBHH, Je-
dbunnmy pemtema cucTeMa JHuHeapHUX jegHaunua ¢;(x) = gj(x), ¥; = X; = X . Tako ce

HoKasyje Jia Cy BPEeJHOCTH IlapaMeTapa XUIleppaBHU JIMHeapHe Maline ojipebhene ca:

In (P(H;)/P(H;))
(i — 1) S (i — )

_ 1
w=3"N = ), wo = S (ptay) - (hi = 15) 5 (3.71)
IITO MTOTBPlhyje yTUIaj KoBaprujaHCHe MaTPHUIlEe Ha OOJNK I'PAHUIE OJJTyInNBama U Y CIydajy

JIMHEapHUX MOJeJIa.

3.2.4 CioxeHnoct I'aycoBux mojesa

[ToTpeba 3a u3padyHaBameM JOrapuTMa BEePOJOCTOJHOCTH XHUIIOTEe3e ollrcaHe ca [ayco-
BOM DACIOJIEJIOM, KA0 CTATHCTHIKUM MOJIEJIOM KOju je y ocHoBH m3pa3a (3.68) 3a muckpu-
MHUHAHTHY (DYHKIIN]Y KBaJIpaTHOI KJacu(UKATOPa, MOCTaB/ba MMHUTalkhe e(PUKACHOCTH TaKBe
orepaliije u meHe NPUMEH/BUBOCTU ca roBehameM JUMEeH3HMOHAJIHOCTH IIPOCTOpa obesiex]ja
n Opoja aJTepHATHUBHUX XUIIOTE3a WU KaTeropuja y CUCTEMY 3a Iperno3HaBambe. [loj Tume
ce ToJIpa3yMeBa padyHCKa ¥ MEeMOPHjCKa CI0KEHOCT OBaKBHUX [aycoBHX Mojeia M HUXOBaA

UMILIMKAIja Ha MOryha yorIiTemna 3acCHOBaHa Ha KOHAYHUM cMeriaMa ['aycoBux pacrojesa.

Y crpykrypu (3.68) ce youasa Jia je jieo u3pasa Koju He o0yxBara KBaJparTHy (HbOpMY
OTPEOHO M3pAYyHATH CaMO jeJIAHIIYT, HAKOH 3aBPIIeHEe O0YKe CHCTeMe Koja I0JIpa3yMeBa
MPOIIEHY KOBApPUjAHCHE MATPUIIE U OYEKUBAHE BPEJIHOCTU y30paKa IoCMaTpaHe KaTeropuje,
JIOK je IPUJIMKOM paJjia CUCTEMAa 3a CBAKHU y30paK MOTPeOHO N3padyHaTH BPEIHOCT KBaJIpaTHE
dopme. MzpadyHnaBaibe JOorapuT™Ma BEPOIOCTOJHOCTH C€ MOXKE IIOCMaTpPaTH U KpPO3 €KBH-
BaJieHTHY hopmysarujy (3.69), riae ce Kao KaHIUIAT 3a U3padyHaBambe YHAIPE, Kao Jeo
HpUIIpeMe CucTeMa, U3/iBaja cjao00HN YIaH duja CTPYKTypa je gedunucana y Tabemn 3.1, a
KOjH TIOpE/]T JIOTAPUTMa, JCTEPMUHAHTE U JIOTAPUTMa allpuopHe BepoBaTHONE CaJIp:KKU 1 KBa-
nparay (GopMy TEXKHUIITa y30pakKa. ¥ TOM CJIyUajy, Mopes CJ000HOT WIaHa wWy;, HPUIIPEMa
cucreMa o0yxBaTa U U3padyHaBambe BeKTopa w;, Tabena 3.1. Mehyrum, 6e3 o63upa ma i ce

3a aHAJU3y MOTPEOHOT Opoja padyHCKUX ollepalldja, Y CMUCIY IOTpeOHOr Opoja MHOXKEma,
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kopuctu dopmyrtangja (3.68) win (3.69), mokasyje ce a CIO0KEHOCT M3padyHABAba JIOTa-
PHUTMa BEPOJOCTOJHOCTH oJrobapajyhe xumorese, 3a HeKy oIcepBaly]y, IOCeLyje KBaIpaTHy

3aBUCHOCT Y OJIHOCY HA JUMEH3UOHAJHOCT YCBOJEHOT IIPOCTOpa 00esIeXkKja.

Kako je nHBep3Ha MaTpuIla CUMETpUIHE MaTpHIle Takohe cumerpudna, [4], ako ce naBep-
3Ha KoBapujaHcHa Marpuiia y (3.68) JIeKOMIOHYje Ha ITPOU3BOJ JIOFe TPOyraoHe MaTpHUIle
L u ropme Tpoyraone marpure LT, taunmje: 2%, = LLT, a 3a mrra npuiankoM mpumpeMe
cucreMa MOXKe Jia ce Kopuctu edukacan mymepudku rnoctynak Cholesky-jese dbakropusa-
muje, [70], nspaaynaBame (3.68) ce cBoiM Ha M3padyHaBaIbE MPOU3BOJA TOPIHE TPOYTAOHEe
marpune LT u menTpmpaHor BeKTOpa T W HAKOH TOTa KBaJpaTa HOPMe TPanchOpPMUCAHOT
BEKTOPA:

gi(x)=v;i—a'a, Ja|=a"a, a2 LTS5, §=0—pu, (3.72)

rje je ca v; O3HadYeHa BPEJIHOCT KOja He 3aBUCH OJ BPEJIHOCTH obeJiexKja TeKyher y3opka, a
Koja je ojpehena ca:
1
vi=n %7 +1In P(H;). (3.73)

Hakie, cioxenoct uspadynasama (3.68) npuimkom paja cucrema je ojgpelena ca d(d +
1) / 2 MHOXKEHha, HEOIIXOJIHUX 3a U3padyHaBambe @ U d JIOJATHUX MHOXKEHa HEOIXOJIHUX 3a
m3padyHaBambe CKaJaapHor mpoussoja y (3.72). Ca npyre crpane, Moxe ce pehu 1a je MeMo-
pHjcKa CJIOXKEHOCT TojeIMHavuHe JTUCKPUMUHAHTe ojipehena ca OpojeM Imapamerapa IpUIPY-
JKeHux xurore3n H; Koje moTpedHO IyBaTh NPUIUKOM pajia CHCTeMa, a YeMy y IOCMaTPaHOM
cayuajy onroapa d(d + 1)/2 enemenara jome Tpoyraone marpure L, d ejemenara meHTpo-
U [; ¥ BPEJIHOCT yHAIPEl M3padyHaTor ckagapa v;. Omarie ciaean jJa cy W padyHCKa U
MeMopHjcKa cioxkenocT (3.68) pena sesmuunne O (d?), a "emy oJropapa HeJMHEapHH PacT
cJioxkenocTH, |7], ca nopehameM JIUMEH3HOHATHOCTH IPOCTOPa obesiexja. Y ciydajy cucreMa
3a Ipero3HaBake KOjU UMajy BeJIUKH OPOj IUCKPUMHUHAHTH WA CE YMECTO IojenHadHnX [a-
YCOBHUX pacIo/ie/ia MpUINKOM U3padyHaBaiba BEPOIOCTOjHOCTH KopucTu Behu 6poj [aycoBux
dyHKIMja WU raycujaHa, HaBe/ICHO OrpaHUuYeIbe MOXKE 3HAYAjHO YTUIATA Ha KOJUYIUHY I10-
Tpebnux pecypca. Crora je youeHo Jia IOCTOjU HOTpeda 3a JOJaTHIM MOJIEIOBAILEM OICa-
HUX U3padyHaBama y NPUKa3aHoj haMuImju Moje/ia 3a CTATUCTIHIKO IIPEIo3HaBambe 00JIKa,
OJIHOCHO JIa Ce JIOJIATHUM pa3MaTpalbeM CTPYKTYPE KOBapUjaHCHUX MaTPHIA, Kao KJbYIHUX
ejeMenaTa, Mory noctuhu ojpebhene yimrrese, a Koje he omoryhutu nosehame edpukacHoCcTH
cUCTeMa y TIOTJIEe/ly IbUXOBE CJI0KeHOCTH. PelaBame Ha3sHaYEHOT MpobJeMa jecTe TeMa jejl-
HOT' O] HAPEJIHUX TIOIJIaB/ba Y KOMe he OUTHU IpeJyIozKeHa HOBa METO/a 3a AIPOKCUMAIIN]Y
OIMMCAHNX M3padyHaBaIba y HEIITO YOIIITEHHjeM KOHTEKCTY, a KOja IpPeJCTaB/ba jeJlaH O/l

OpUI'MHaJIHUX PE3yJ/ITaTa HUCTpazKuBatba CIIPOBEJCHUX Y OKBHUPY OBOI' pa/ia.
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3.3 Monaenu Ha 6a3mu cMmelia

KOH&‘{HQ cCMelIe M MelllaBUHE Ce MOI'y IIoCMaTpaTH U3 JiBa yIVla, KaO Ha4YlH 3a OIIMCHU-
Balbe CUTyalllja y KOjUMa je TIOCMATPaHM y30paK, OKapaKTEPUCAH YCBOJEHUM O0e/IeKjuMa,
ca HEKOM BEpPOBATHONOM reHepHcao jeJaH U3 CKyla MOTEHIUjaTHUX M3BOpa; U U3 yria da-
MUJIFje CTATUCTUYKUX MOJIesIa KOja je y CTalby Jla OIUIIE U IPEJICTaBU I'yCTUHE PACIIOesa
BepoBaTHONA MTPOM3BOJHHE CIIOKEHOCTH. ¥ CKJIAJy ca THM, KOHaYHe CMeIlle IIPOHaja3e CBoje
MECTO y CHCTEMIMa 3a IIPeNo3HaBame 0OJIMKa ca HEHAJIVIeJaHOM U HaJIJIeTaHOM O0yKOM, a
YUjU IUJb MOXKe OMTH KyracuuKalyja min BeKTopcKa kBanTusanuja. Konauna cmerma ca M

€JIeMEHTapHUX d)yHKLlI/Ija NI KOMNOHEHU MOZKE Ce ,ZLGCI)HHI/IC&TI/I Kao:

S(z) = ZWJ‘ pj(z) = Z%’P(ﬂ 0;), (3.74)

rje cy m; TesKMHCKN KOoeUIjeHTn IPHUIPY2KEeHH ojeIMHaYHIM KOMIIOHEHTaMa y CMEIITH:

M

d om=1, mel0,1], (3.75)

J=1

JIOK KOMIIOHEHTe OOMYHO IIPeJCTaB/bajy I'yCTHUHY paclojiesie BepoBaTHohe Heke damuiinje
pacrioziesia, ojnpeheny ca ckymom mapamerapa 6. KomioneHTe ce MOry MHTEpIpPETUPATH U
Kao KapaKTEPUCTUKE WJIN BEPOOCTOJHOCTH PA3IMINTUX N3BOPA KOJU HAN3MEHNTHO TeHEPHTITY
olcepBalije ca yuecTaHOCTHMa 7j. Bpiio decty damminjy KOHaUHUX CMella Ipe/cTaB/bajy

mozienn Laycosuxr emewa (GMM):

M

M
G(x) =) mGi(a) =Y mN(w;p, %), (3.76)
j=1 j=1
KOju ce 300T (pYHKIIMOHAIHOT OOJIMKA KOMIIOHEHTU KOjH I0/Ipa3yMeBa €KCIIOHEHT ITOKa3yjy
Kao BPJIO MOTOJHU 3a aHajau3dy. MehyTtum, jegan oi pasJora je u npuaarojbpuBoct laycose
pacmoziesie (3.11) koja, Kao IITO je U paHUje UCTAKHYTO, KPO3 MapaMeTpe KOBapHjaHCHE Ma-
Tpure X, Upyzka paznmaure Moryhuoct 3a mozesoBame. Vcropujekn riegano, mpema [252],
jenan ox npBux npumMepa [aycoBux cMmera je npemioxked y [198], rie je Hecumerpudna pac-
1oJieJia IPUKYIJBEHUX T0JIaTaKa allpOKCHMUPaHa Ko JIHHeapHa KOMOMHAIIM]a JIBE PA3/IMIUTe
lNaycose kommionente mwim 2aycujara. Konnent ['aycoBux cMera n mpuMene OBaKBUX MOJIE/a
y CTATUCTUYKOM TIpero3HaBamy o0smKa je miryctpoBan Ha Chunm 3.1. YV ciyvajy oy du-
Bakba 3aCHOBAHOI HA KPUTEPUjyMy MUHUMAJIHe BepoBaTHONE rperike, (3.49), oqjyanBarme ce
CBOJIM Ha M300p XUIIOTE3€ ca MAKCUMAJHOM BEPOJIOCTOJHOIINY, YeMy yV IPUKA3aHOM CJIy4ajy,
Ciuka 3.1 (6), ofaroBapa MakCHMaJIHa BPEIHOCT PacHojesie alpoKcuMupaHe [aycoBom me-

masunoM. HapaBHo, Kao BpeJIHOCT JUCKPUMHUHAHTE je MOr'yhe KOpHCTUTH U ojroapajyhy
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MoHOTOHY Tpancdopmanujy (3.76), Koja ce yrIaBHOM CBOJIH HA:

M

M
L(z;0) =1n ij N(z;p,%5)| =In Zexp Li(x;6;)], (3.77)
j=1

j=1

rJIe je JIorapuTaM BepoJIOCTOJHOCT TI0je/IMHAYHIX KOMIOHEHTH cMere jiepuHucaH ca:
Li(x:0;) =Inm; +InN(z;pu,%;) . (3.78)

C ob3upom j1a je jorapuramM MOHOTOHA (pyHKIHja U Takohe mMmajyhu y Buy mIMPOK OIicer
BPETHOCTHU KOje MOKe Jla UMa JIOTaPUTaM BEpPOJIOCTOJHOCTH TOjeIMHATHUX KOMIIOHEHTH, Be-
POJIOCTOJHOCT CMeIIle, OJHOCHO HheH JiorapuTtaM (3.77), MOXKe Jla ce alpOKCHMHUPa CaMo Ca
najsehum wianom cyme y (3.77), a xome oxrosapa max L;. Tume ce nobuja na je uspa-
JyHaBalhe BEPOJIOCTOJHOCTH CMeIe ITPUOJINKHO HajMa}jbe M myTa padyHCKHU 3aXTEBHHjE O]
n3padyHaBama IUCKPUMIHAHTE KOja KOPUCTH caMo jeHy KommnoneHTy. [locToje m npyraumjn
npucTynu 3a anpokcumanujy (3.77) Koju ce 3acHUBaAjy Ha COpPTHpamy BPeIHOCTH |aycoBux
KOMITOHEHTH y Ta4KM OJf UHTepeca U JI0JIaTHUM TpaHchopMalmjamMma moJa3Hor u3pasa, ajan
je onrosapajyhe nosehame 1 ja/be TPUMETHO Y CUCTEMUMA Ca BEJIUKUM OpOjeM KOMIIOHEHTH.
[Ipu Tome ce muTame M3padyHaBarba TojequHadHIX (3.78) MOXKe pasMaTpaT Kao 3aceban

1pobJieM, KOjU je U MOTHUBHUCAO allPOKCHMATUBHU METOJ, IIPEJI0KEH Y OKBUPY OBOT' paJia.

OcnoBHE npo0sieMu KOju ce jaBJbajy TPUINKOM OOYKe KOHAUHUX CMEIIa jecy KaKo Ipolle-
HUTH BPEJIHOCTH IapamMerapa Koju onpelyjy gedunucany cTpykKTypy U ca Jipyre cTpaHe Kako
oJIpeIuTU OPOj KOMIIOHEHTH Y KOHCTPYHUCAHO] CMEITU. Y JIPYTOM CJIy4ajy KPUTEPUJYM MaK-
CUMU3aIje BEPOJIOCTOJHOCTU CMeEIIe ce He MOYKEe KOPUCTHUTHU 3a IPOIEHY Opoja KOMIIOHEHTH
y CMEIHU ¢ 003UPOM JIa je BEePOJIOCTOJHOCT, KOja ¢e KOPUCTH Kao (PYHKIM]a IN/ba TPUITHKOM
porieHe mapamerapa, Heornajajyha dpynknuja 6poja kommnonentu. (Cako nosehara Opoja
KOMIIOHEHTH BOJIM Ka BEPOJOCTOJHUjEM pellersy, aau je 060/ba alpoOKCHUMAIlja OpUTMHAJIHE
pacroziesie Moryha caMo IO yCJIOBOM Ja TPOIeC MPOIeHe MTapaMeTapa CMeIlle TIPU 1aToM
OpOjy KOMIIOHEHTHU MO KE Jia MOCTHUI'HE MOTpebaH KBAJUTET, UMajyhu y BuUy KOHadYaH OpOj
nmpuMepa y ckyiy 3a ooyky. Kako je maBemeno noseharbe KBajinTeTa ampokCHMalidje Kpo3
nosehamme Opoja KOMIIOHeHTH Moryhe caMo 10 ojipeh)eHor TpeHyTKa, IMPUINKOM Jile(DUHUCAA
CTPYKTYpPE CMeIle, OJHOCHO OJiroBapajyher ajaropurMa 3a KOHCTPYKIIA]Y CMella, HEeOITXO/IaH

je Kommpomuc n3Melhy ycBojeHe CJIO2KEHOCTH CMellle 1 MOTYNHOCTH HheHe IPOTIEHE.

[IIro ce tuue Taycose pacrogese (3.11), onrumasHa IPOIEHA KOBAPUjaHCHE MATPUIE U
OYEeKMBaHE BPEJIHOCTH CJIy4YajHOT BEKTOPA, Y CMUCIYy MUHUMAJIHE CPE/IEhe KBaIpaTHE I'PEIlIKe,
CBOJIV Ce Ha KPUTEPHjyM MaKCHMaJHe BEPOJOCTOJHOCTH, jeHaqrnHa (2.1), YeMy Mo mpeTno-

CTABKOM O CTATUCTUYKO] HE3ABUCHOCTU N y30paKa T; y CKYIy 3a 00yKYy O/I'OBapa pellaBarmbe
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Ciuka 3.1: CraTucrnuku Mojesn Ha 6a3u KOHAYHUX cMemta. Vrycerpannmja Kiacudukaropa
ca mojiesmuMa Laycosux cmemna y e gumensuje. (a) TaycoBa cMerra ca HEKOJUKO KOMIIO-
wenTn. (6) Pernonn oryumBarma y mpoctopy obesiexja, NCTH JTOMEH Kao oj (a).
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ofiroBapajyher cucrema JMHEAPHUX jeHAUNHA KOje BOIM Ka MpolleHaMa y OOJNKY:

n

. 1g .1 . .
p=— w, B=—) (w— @) (@A) (3.79)
i=1

L

Uaxko yaopaura kosapujarca (3.79) Kao pelerse jiesryje BpJIo MPUMaM/bUBO, OBAKBA IPOIEHA
je JIolle yCJIOB/beHA Y CIIydajeBUMa KaJla je OJHOC Opoja y30opakKa y CKyIly 3a 00yKY U JINMEeH3!U-
OHAJIHOCTH ITPOCTOpa obesierkja pesaaTuBao MaJn, [126, 248|. Crora ce gecro ocHoBHa GhoOpMY-
Jarnuja mpobiieMa IporieHe eJleMeHaTa KOBaprjaHCHe MaTPHIIE WIN BheHe nHBep3uje (MaTpurie
IPENU3HOCTH ) TPOIINPYje PAa3JInIuTUM [IOIpaBKaMa WK peryiapusanujama, [164, 245, koje
Ha pasHe Hauuue, [136], moKyIaBajy Ja OTKJIOHe OMEeHYTH Hegoctarak. MeTos 3a mporeny
MAaTPUIe PEIU3HOCTH IIPEJICTa/beH y [245] je BeoMa 3aHIMIBHB Ca acleKTa OBOI Pajia, ¢ 00-
3UPOM JIa je y IOCTaBIM IIpobjeMa Kao Iojia3Ha (phopmysialnja KopuirheHa peryiapu3aliija
KOja BOJIM K& PETKOM PeIlleiby ONTUMU3AIMOHOT ITpobieMa. MehyTum y nopehemy ca moctyri-
KOM KOju he OMTH M3JIOYKEH Y jeJIHOM O] HAPEIHUX IOIVIaB/ba, KOHTEKCT U JIETa/bU PeIllerha
npukazasor y [245| cy gocra npyraqdmju. mws [245] je mBoctpyk m obyxBaTa perpecujy mHe-
Jnoctajyhux obesiexkja orceppalja, Kao U IITO KBAJUTETHU]Y IIPOIEHY e/leMeHaTa MaTPUIe
MPENU3HOCTH, IIPU YEeMYy je MPEeTIOCTaBKa aHa/M3e Jia Cy Y PasMaTpPaHOM CJIydajy OJ WHTe-
peca MaTpwuile IPENU3HOCTH TaKBe Jia je BeJIMKU Opoj ejleMeHaTa BaH TJIaBHE JujaroHase u
IbeHe HajO/IMKe OKOJIMHE OJIM3aK HYJIHM, OJIHOCHO Jia Cy MaTPUIle MPEIU3HOCTH 0 HPUPO/IU
pemxe mampuuye, ojlaKkJjie 1 MOTUBAIUja 3a KOPHUIINehe TOMEHYTOT peryjapusaropa. y CJIy-
4Jajy JeKopercannx obesiexkja OBaKBa IPETIIOCTABKA je OlpaB/aHa W Kao TaKBa je becTo
HPUCYTHA Yy Pa3/JIMIUTUM BEPOBATHOCHUM MojeauMa. Mehyrtum, y Metoay Koju he Outn
[IPEJIJIOZKEH Y OKBUPY OBOI' PaJia, MATPUIIE MIPEIU3HOCTH HE MOPAjy OMTU PeTKe MaTpHIle, y
MPETXO/THO OIUCAHOM CMUCITY, Beh pemke y CMUCITY TIPEJICTaBE WU PENPE3EHMAUUIe CULHAND
ca MajuM OpojeM I'paJuBHUX e/leMeHaTa, OJHOCHO MOTHUB 3a (hOpMyJIaIujy mpodjeMa Koju
BOJIM K& PETKOj pelpe3eHTalluji MaTpuIlle IPEeNU3HOCTA WK caMe KOBapHujaHCHe MaTpHIE je
AIPOKCUMATHUBHA MIPEJICTaBa OJroBapajyhnx mporeHa y by CMalbebha PAUyHCKIX 3aXTeBa
MPUIMKOM IHbUXOBE ITPUMEHE Y MOJEIUMa 38 CTATHUCTUYKO Ipero3naBarme obmka. Kao mepa
YCIENTHOCTH MeTOJIa y Topehemy ca Mo3HaTUM OpUTHHAJIOM y 00a ciydaja je kopurihena KL

JquBeprenia (2.22), kao undopmMalmona Mepa candnoctu uaMely ogrosapajyhinx pacrosera.

[IIto ce Tuue nporeHe napaMerapa KOHAYHUX CMeIla, CTAHJIAP/HU MOCTYIAK je UTepa-
TUBHU aJIrOPUTaM IIO3HAT MOJ HA3WBOM OYeKHBame-MakcuMusanuja (eHria. Expectation-
Maximization, EM), [22, 177|. Hasus ce npunucyje |71] u morude ox Bpcre omeparmja y
JIBa KJbyYHA KOpaKa OJI KOjUX Ce CacCTOjU UTepaTUBHA IPOIEIypa, a KOju ce HAN3MEHUIHO
nonassbajy. I[lpe mero mro je mpemioxken EM anropuram, mnporena mapamerapa cMelna je
JecTo Ouita pasMaTrpaHa Kpo3 CHCTEM jelTHAdNHA KOju JeUHUIIEe MeTo/l MoMeHaTa, |25, 147,

aJIM yrJIaBHOM OFpaHMYeHa Ha CMeIlle ca MaJuM OpojeM KoMmoHeHTH, [53].
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[Tocroje nBe ocuoeme mpumene EM, [22]. Kama ycien orpanndermsa nim mpobiema ca
AKBU3UIJOM HEJIOCTA]y HEKa Meperba y IOjeIMHATHIM Y30PIMMa U 3a I0JaTKe KarxKeMo J1a
HuCcy moTiyHu, |71], amu npu Tome msmelly Hemocrajyhux mepema u orcepBanuja moCcTOju
zaBucHocT. /Ipyra mpumena je moBesaHa ca mpob/IeMOM HyMEpPUUKe allPOKCUMAIIAje TPOIeHa
mapamMerapa CTaTHCTHYKUX MoJlesia Ha 6asu cmerna, [216], riae ce mpuberasa ymnpornhabamby
noJsiazie popMysialje yBohemeM IMpeTIocTaBKe O CKPUBEHUM WJIN HejocTajyhum mapame-
TpuMa, ¢ 003UPOM Ja je ONTUMHU3allja OPUTMHAJIHE BEPOIOCTOJHOCTH IIapaMeTapa MoJea,

Kao IusbHe (DYHKINje, aHATUTUIKN TeITKO U3BO//bIBA, [22].

Y Tom cmuciy oapehusame nmapamerapa GMM Ha ocHOBY HenoTmyHux mojaraka (CKyma
3a 00YKy) MOXKe Jia Cce MOCMAaTpa Kao Hau3MeHHYIHA [IPOIeHa MapaMeTapa u3Bopa (raycujaHa
y CMemu u BepoBaTHONA IUXOBUX II0jaBJbHBaiba) KOjU Cy T'€HEpUCAJU ONCepBaIlfje, a KO-
jOj TIpeTxo/iu MPoIleHa CKPUBEHUX TapaMeTapa Wn obesiexkja MPUIPYKEHUX M0je TMHATHIM
y3opuuma (MHIMKATOPCKUX IIPOMEHJBUBUX KOje JTeMUHUIILY KOji 0T U3BOPA je TeHepucao JaTu
y3opak). Kako je ckpuBeHa poMeH/bUBa IPUJPYKEHa CBAKOM Y30PKY JUCKPETHA CIIydajHa
BeJIMUMHA 4YHja BPEJJHOCT O3HA4YaBa HeKy o7 M KOMIIOHEHTU y CMeId, CBAKOM Y30DKY ce
Kao Kpajmbu pesyarar EM mpuipy:kyje pacrojena BepoBaTHoha Jia ra je TeHepucao HeKH O]l
raycujaHa y CMelld, a Ha OCHOBY uera je Mmoryhe ojpeanTu BepoBaTHOLe 7; 1OjaB/bUBaIbA
raycujaHa U yIpPOCTUTH ITOJIA3HU U3Pa3 3a BEPOJOCTOJHOCT IapaMeTapa CMeIle ITpe HapeTHOT

KOpaKa KOJU I0/Ipa3yMeBa HeroBy MaKCUMU3allUjy U IPOIEHY IIPeoCTa/INX I1apaMeTapa.

EM ajropuram Moxke Jia ce mocMaTpa Kao IMOCTYIaK 3a ojpehuBame mapaMerapa pac-
mojiesie obesiekja Ha OCHOBY JEJMMUIHUX OICEPBAINja MOjeJMHATHUX y30paKa, a MoJl IuMe
ce mojipasymeBa, [169]: a) 3amena memoctajyhux Mepema BUXOBUM MpPOIeHaMa; 0) MpPOIeHa
napamerapa Mojiesia y3uMmajyhu y o63up mporieHe HeocTtajyhinx BpeIHOCTH U3 MPETXOIHOT
KOpaka; B) TIOHOBHA ITPOIIEHA HEJ0CTajyhiX Mepema MoJl IPETIIOCTABKOM JIa Cy HOBE MPOIIEHEe
mapamMerapa Mojesia 60/be 0/ IPETXOIHIX; I') TIOHOBHA IPOIEHY HapaMeTapa MOJIEeNa; U TaKO
UTepaTHBHO CBe J10 KoHBepreniwje. Kao mro je ucrakuyro y [183], EM amropuram mozgceha
HA TECTUPAIHLE KOMIIO3UTHUX XUIOTE3a Y TEOPUjH JETEeKINje CUTHAJIA, TJIe ce TIpe JeTeKInje,
OJTHOCHO MaKCHMU3AIUje, y CAydajy MOCTOjama CIyIajHIX apamMerapa KOju yTHIy Ha BPeJI-
HOCT TeCT CTATUCTHKE, CTATUCTHKA Ce YIpocedaBa WM WHTErPAJIN y OJIHOCY Ha PACIOIENTy

CIIyJajHOT TTapaMeTpa, a MTO OJroBapa m3padyHaBamy HheHe O9eKNBaHe BPETHOCTH.

[Mojam HeNOTIyHM MOJAIM Yy OMIITEM CJIydajy mojpasyMesa, |71, asa mpocropa ysopaka
U TIpec/IMKaBambe U3 JeJJHOT y JApyTH, 2 — (z), Koje Huje OUjeKIja u TJe ce BHIIe MOTIYHUX
nojiaTaka 2 € X Ipec/JUKaBa y UCTU HENOTIIYHH 10JIaTaK X, IPU YeMy je IIO3HATO CaMo Ja
ce z HaJA3U y TOJCKYIY Y Koju meduHwuire jepHadnta r = x(z), a KOju 03HAIaABAMO Kao

x(x). OcnoBHa nzeja jecre ja ce mpernocraBu damuinja rycruna f(z| ¢) Koje 3aBuce o

napamerapa ¢ u usseje dbamminja rycruna g( x| ¢), upu demy je g(z|¢) = [ f(z]¢)d=.
x(z)
C o63upom jia je nusb ojipeljuBame mapamerapa ¢, a ja makcumusanuja f(z| ¢) auje moryha
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jep Cy JOCTyIHEe caMO HEeNOTIIYHe OIcepBallije T, TpuberaBa ce MaKCUMU3AIN]U OUYEKNBaHE

speocTu f(z| @) kopuihemem = u TpeHyTHe mnporene ¢, [183].

Heka X o3mavuaBa CKyIl olicepBHpaHUX y30paka (HEMOTIYHHX II0JaTaka), ) CKYyI II0-
JlaTaka KOjHU JIOMYIbY]y HEMOTIIYHE OICEpPBallije, OJHOCHO CKYNI CKPUBEHUX ITPOMEHJbUBUX
IpUJIPYKeHnX ysopruuma y X, a Z CKyl HOTHyHHX mojaraka. I[Ipema [169], sorapmram

BEPOJIOCTOJHOCTH CKyIla IapamMerapa O, Kao OyHKIIMja UCTHX, jecTe:
LO)=L(O;Z2)=L(O;X,Y)=lnp(X,Y|O)=Inp(Y|X,0)+ Inp(X|0). (3.80)

VY CcKJIaly ca paHWjUM HM3JIarambeM, Ha OCHOBY ouekmBaHe BpeiHoctu L(0O; Z) y omHocy Ha
pacnogeny ckpusenux npomenbusux p( Y| X, 01, koja 3aBucu ox oncepsaruja X u Tpe-
mytie nporere OY) mapamerapa O y urepammjn t EM agropura, opuriHaina BepoI0CTO)-

HOCT ITapaMeTapa CMelIe Ce MO2KE€ MCKa3aTHu Kao:

E,(yix.00) [Inp(X|©)] = E,(yix.00) [Inp(X,Y]0) —Inp(Y| X,0)], (3.81)

npu demy je JeBa crpana jemHakoctu (3.81) jemmaka Inp(X|©), a Ha mecHoj crpaHu ce

u3/iBajajy JiBa cabUpKa:
Inp(X|©) = Q(6]0") + H (6]eW) . (3.82)

Hpyru cabupak (3.82) npejcraBba u3pas Koju 1o HyHKIMOHATHOM 00JIUKY oJropapa Meljy-
earponnju (2.23) usmely ycioBre pactojiesie Koja KOPUCTU TPEHYTHY IPOIEHY MapaMeTrapa

O® 1 pacmozese Koja KOPHCTH HOBY IIpOIEHy mapamerapa © = Q¢+

H(0]6) ==>"p(y|x,6") mp(Y|X,06). (3.83)
y

[TpBu cabupak (3.82) mpejcrasiba nomohiny dynrkyujy EM anropurma koja ce Makcumusyje
y Japyrom, M —kopaky ajJropuTMma, HAKOH IITO Ce M3padyHa BPEIHOCT ovdekuBama (3.80) y
omnocy Ha pactogery p( Y| X, 0®), y kojoj durypmmre TpemyTHa mponena mapamerapa O,

a IITo ojrosapa npsoMm mwim F—kopaky EM anropurma, Koju je oapeben ca:
Q (@| G(t)) - ]Ep(yP(,@(t)) |: hlp(X, y’ @) :| - ]E’p(y|X,@(t)) |: E(@ , X, y) :| . (384)

C o63upom ja je nusb HoBe TiporeHe O mro Beha Bpearoct In p( X | ©), nocrasiba ce nuTame

Ja 1 MaKCUMU3aIlja

Ol = argmax Q (6]0W), (3.85)
e

Koja tipejicraBiba M —kopak EM anropurma, 06e36ehyje 60/by porieHy napamerapa y OJIHOCY
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Ha MPETXOJHY WTepalunjy ajgroputMa. llokasyje ce ma ommcana mTepaTwWBHA MIPOIEAypa Y
K0jOj ce Haum3MeHU4IHO cMemyjy (3.84) u (3.85) rapanryje neomnanajyhy cekBeHIly BpeaHOCTH

Inp(X|6O"), kao mTo ce BumH U3:

A=Inp(X|O©) — Inp(x|eW) =

(3.86)
Q (@| @(t)) -Q (@(t)‘ @(t)) + H (@| @(t)) —H (@(t)} @(t)) :

HOIITO HOC/Ie/Iiba JBa cabupka y (3.86) mpencrasibajy Henerarusny KL ausepreniy (2.22):
g (e|e") —H (W eW) = Dy, (p(Y|X,0) | p(Y|X,01)) >0, (3.87)

jep MehyenTpormja (3.83) 3a © = O® nocraje enTpormja ycioBHe pacrofesie CKPUBEHNX
POMEHJBUBUX, Na Kao nociaeauna (3.87) csako pereme (3.85) rapanryje A > 0.

Ba ckyn napamerapa © = (7, ..., Tz, 01, ..., 0r) KOju nedpununy LaycoBy cmerry (3.76),
101, IPETIOCTABKOM Jla Cy N y30paka y CKyIly 3a o0yKy X CTATUCTUYKU HE3aBUCHU, U3Pas3
3a BepogocTojHOCT O je camvan (3.77), y KOMe ce TmojaBibyje joraputam cyme, mro L(0 ;X))
YUHA BEOMa HermoBOJbHUM 3a ontumusanujy. Oryma nmorpebda ja ce kopunihemem EM ajro-
puTMa, yBohemem ckpuBennx npomersbusux y; € {1,..., M}, Y = {y;},, 3a Koje ce Takohe
yCBaja MIPETIIOCTABKA O CTATUCTUYKO] HE3aBUCHUCTU, TOJIA3HU IIPOOJIEeM TpaHchOpMHUIIe y
pobJieM ONTUME3AIje CyMe JorapuraMa ca orpanudemeM (3.75), a anja dopmynarmja ce
nobuja Ha ocHOBY momohue dyukiuje (3.84); ynpocedaBamem kao y (3.84) 10 cBuM peasin-
sarmjama juckperne pactogene: p(y| X, 00) = p(yy, ..., y,| X, 00) = T, p(vi| 2, 00).
Mozxke ce nokazaru, [22|, na ce y cayduajy [aycose pacrojesie KOMIOHEHTH, HOBE IIPOICHE

napameTapa cMmele y cBakoj urepanuju EM ajgropurma j100ujajy Ha OCHOBY BPEIHOCTH:

7rj(-t)./\f<xi;ﬂj(t)7zj(t)> Wj(t)/\/’(l'i ;Mj(t), Ej(t)> 2 88
M ooy ) G(x;)  (3.88)
> b MO N (25 ), By, i

vii = p(yi = j) zi,0Y)

koje onpelyjy BepoBarHohy na je j-ra KommoneHTa cMmerre (3.76) reHepucasa y30pak r; u

4JeMy oJiropapa [/—Kopak ajaropurMa, a ojakiie CIe/id Jia je axKypHupaHa BPeJIHOCT Tj:

1 n
T = E Z ij,’i s (389)
i=1

[IPU YeMy Ce JIAKO MOKe IIPOBEPUTH JIa BaxKu 1oJia3au yeiios (3.76). Omatie ce, HAKOH MAKCHU-
muzanyje (3.85) 1o mpeocTagnM mapaMeTpuMa cMerre, 9emy ojrosapa M —Kopak aJropuTMa,

ONITUMHU30BaHe BPEJTHOCTH IapaMeTapa I0je/IMTHAYHIX TaychujaHa U3padyHaBa]y Kao:

i it _ 1
M» = an ! = '7',1’ xZ; s (390)
T X nm ; ’
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rjie ce yodaBa Be€J/IMKa CJIMYHOCT Ca U3pa3uMa 3a Y30pPadKy CpeArby BPEJIHOCTU U Y30Pa4dKy

Vi Ti T — py (3.91)
1

i=

KoBapujancHy marpuily y (3.79), kao nponenama napamerapa l'aycoBe pacrojesie ca MaKkcu-

MAJTHOM BEPO/IOCTOJHOIIINY.

Moxke ce Takohe youmTu Jia ce y ciydajy IpolleHe mnapamerapa l[aycoBe cmerie, aJim
u nojeaunadie [aycoBe pacrojiesie, KOpUIINEHEeM TOMEHYTOr KPUTEPHUjyMa, OIITHMAJTHOCTH,
dosowne cmamucmuke CBOJIe Ha: a) TeKMHCKY cymy y3opaka y (3.90), 6) TeKUHCKY Cymy
IbIXOBUX CIIOJBAITBIX pon3Boja y (3.91) u B) cymy BepoBarHoha (3.88) y (3.89), a koje onn-
CYJy yBepeme J1a je HeKa 0J1 KOMIIOHEHTH CMellle TeHeprcasa CBaKy o y3opaka. BeposaTHohe
7j; NCTOBPEMEHO IpeJCTaB/bajy u oArosapajyhe rexkuncke dakrope y (3.90) u (3.91), Tau-
HHje 1OoIITo BeposaTHohe 7, ; 1m0 Aedunnnuju (3.88) mpeacraBibajy BEPOJOCTOJHOCTH, Ja O
IbUXOBA CyMa 110 MHJEKCY ¢ Omjia jeJHaka jeMHUIN HEOlXO/Ha je JIo/laTHa HOpMaJsu3aliuja
ca FbUXOBOM YKYITHOM CYMOM, 9uMe ce J00ujajy ommcann TeKuHckn Koedurmjentn y (3.90)
u (3.91). V cayuajy nojenunnaqne [aycose pacriogiese, Moj IPETIIOCTABKOM Ja €y Y30DIH
CTaTHCTUYKHU He3aBUCHU ojrosapajylie Beposarnolie v;;, a TUMe U TexKUHe, Cy jeJHaKe je/u-
aury, duMe ce nzpasu (3.90) u (3.91) coge na (3.79). MehyTum, ako ce Heku y3opmu derhe
10jaBsbyjy Moryhe M je MpuapyKUTH Behy TeKumy, YuMe ce J1001jajy UCTH U3pa3u Kao u y

CIIydajy CMerre.

Beposarnolie (3.88) ce Mory wHTepIpeTHpaTh 1 Kao HAIMH 3a MEKO IPYNHUCAIHE Y30PaKa,
a Koje TojIpa3yMeBa jla CBaK! OJ] y30paKa MCTOBPEMEHO IPUIajia CBUM KOMIIOHEHTaMa, TN
CKYTIOBUMA Y CMEIIHU, ajli Ca Pa3InIuTuM crereHoM npuraanoctu, [157|. Taunuje, EM aj-
ropuTaM ce MOXKe IoCMaTpaTH W Kao yommTeHa BapujanTa K-means amropurwma, [121], 3a
BEKTOPCKY KBaHTH3aIwmjy, [171], y K0joj ce ymecrto TBpAUX OJJIyKa HMPUIUKOM MPHJIPYKU-
Baiba y30pKa oJpeheHoM KJiacTepy WM IPYIIH, a Koje MoJApasyMeBajy cTaHIapaHy jdeduHm-
1]y TPHUIAIHOCTU €JIeMEHTa CKYITy, KOPUCTU peslakcupaHa JeduHuimja mnpeMa Kojoj UCTu
eJIeMeHT MCTOBPEMEHO MOXKe MMATHU YTHUIlla] Ha T0JI0Ka] TEXKUINTa, OJHOCHO IIEHTPOUIa pPa-
3JINYUTHX TPYIIa ¥ MOCMaTpaHOM ITpoCcTopy obesexja. Ouucann aJropuraM je O3HATHJH TTO/T
HasuBoM Fuzzy c-means, |20, 105], u npeacraB/ba caMo jejiHy 07 MHOIOODOJHUX BapujaHTH
opurunaajiHor K-means ajropurma, [137|. MehyTum ono 110 uemy ce renepaJiHO CBU HABEICHU
U HUMa CJIMYHU aJTOPUTMHU Pa3JIUKY]y jecTe Ha9WH MOJIeJIOBaba I'PyIa I KOMIIOHEHTH y
cmernu. [log Tume ce mogpasymena Jia pesyarar K-means ajaropurma 3aBUCH OJ MePe CJIAY-
HOCTHU WJIA pacTojarba u3Mely MeHTPouIa U y30paKa, OJHOCHO KPUTEPHUjyMCKe (PYHKIH]e KOoja
y ONINTEM CJIy4ajy He MOpPa IPEJICTaB/baTh CPE/he KBAJIPATHO OJICTYIAIbe y30paKa OJf Te-
JKUIITA U MOXKE CaJIpyKATU U JI0JIaTHE €JIEMEHTE KOjU TOJICTUYY 00Jbe TPYIHUCAIbE Y30PaKa
yayTap Kjacrepa. Ca npyre crpane, Mojean Ha 0a3m cMmelra oMoryhapajy mapaMeTapcKo

MOJIeJIOBalbe U CTATUCTUYKY KapaKTepHu3allndjy Ipolieca rpymnucama. [Ipu Tome je jacuo you-
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JbUBA CIUIHOCT n3Mely mTepaTuBHE MPHUPOJE CBUX AJTOPUTaMa, Y KOjIMa ce U37IBajajy JiBa
KJby4YHA KOpaKa, M3padyHaBame OYeKNBaHe BPEIHOCTU CKPUBEHOI' IapaMeTpa U ONTHMU3a-
1uja ojiroBapajyhe nubue pyHKIHje y KOjoj Taj mapamerap durypuiie. 3ajeHIIKI 1podeM
3a CBe je KaKO W3BPIIUTH WHUIHjAJU3AIN]y UTEpATUBHE IIPOIEIYPe, OJHOCHO KaKO ITPOIle-
HUTH TIOYETHE BPETHOCTU HEMIO3HATUX MapaMeTapa, a IIpe cBera Opoj Ipyra UiIn KOMIIOHEHTH
y cmemnu. [Ipucrynu ma 6asu EM anropurma decto m36op 6poja KOMIIOHEHTH BpIIE KPO3
u360p Mehy MojiesuMa ca pa3IndIuTuM OpojeM KOMIIOHEHTHU, a Ha OCHOBY HEKe IujbHe (hyHK-
I1je Koja Mope] KBAJIUTeTa allpOKCUMAaIlije YK/bydyje U J0/IaTHU YJaH KOjUM ce OrpaHndIaBa
cioxkenocT cmertte. [Ipu Tome ce j106puM U360pOM YIJIABHOM CMaTpa OHO PeIlemhe Koje ce
MoKa3yje Kao cTabujiHo y OJIHOCY Ha CydajHe mepTypOariyje, y CMUCIY CTPYKType MapTu-
1Uje Ka KO0joj KOHBEPrupa UTEPATUBHU IMOCTYIIAK. 3HAYajaH YTHUIA] HA OOJIUK U KBAJUTET
peremna nMa, JIMCKPpUMUHATHBHOCT KOPUITheHux obesiexkja, Koja yTude Ha MOTyNHOCT IPYIIH-
carba y30paka U M3J/IBajarba Marber Opoja yTHIajHUX KOMIIOHEHTH WJIM U3BOPa Yy CMEITH KOju
rerepuiny mnojarke. Crora cy 1o mnorpebu noxkesbHe u ojpehene Tpancdopmariije obesexja
KaKo Ou ce rocTursa 60/ba pa3IBojuBocT udMehy y3opaka, 0 YeMy TOBOPHU U T€OPeMa, O JIMHE-
apHoj pasnsojuBoctu y [58|, mpema K0joj moehame AMMEH3MOHATHOCTH IPOCTOPA OJIAKIIABA
pas3jBajare y3opaka jep ce noBehasa Opoj dyHKIHja Koje MOTY jia JIe(PUHUITY JTUXOTOMUjE
(moTeHIujaiHa peliemna), a mTo jecTe jejiHa OJ OCHOBHUX MOTHBaIlMja KepHes Meroja. la
Jin he HEKO OJ TAKBUX pellierba OUTU U yrnoTped/bUBO, 3aBUCH 01 IHeIOBUX KAPAKTEPUCTUKA Y

CTBApHOM paJLy, Ha IIPUMEPUMa KOju HUCY OWJIN JIOCTYITHU IPUIUKOM IberoBe KOHCTPYKIIHjeE.

[TocTaBipa ce uTame Jjia JU Cy ONMUCAHA UTEPATHBHA PEIerha ONTUMAJIHA U Y KOM CMU-
ciay. Pemmbe koje npyxka EM anropuram mpejcraB/ba peliemne anpoKCHMAIldje MOJIA3HOT
pobJieMa 1 Ka0 M OCTAJIM aJTOPUTMU 33 IPYIHCAbe MPEJICTaB/ba JIOKAJTHU ONITUMYM Ka KOMe
uTepaTUBHA IIPOIEIyPa CUTYPHO KOoHBeprupa. Hapasuo, moryhe je mocraBuTu u nurarme ja
Jii je 1ojia3Ha hopmysialja MaKCUMHU3aIije BEPOJIOCTOJHOCTH JIOBOJBHO J100ap m3b0p Kpu-
TepujyMa onTUMaJIHOCTH. He rmocToju jeimHCcTBEH OTrOBOp, au cy ce obe Metoje, 1 EM n
K-means, u mHUX0OBe BapujaHTe MOKa3aje Kao BeoMa ycremnn npucrynu, [281]. Owo mro
jecTe CUT'YPHO je Jia Cy NPUHIUIN OIUCAHOT UTEPATUBHOI MOCTYIKA YHUBEP3AJIHU U Jla CY

NIPUMEHJ/bUBU HA PA3JIMUUTE CTPYKTYPE IIOJaTaKa.
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4 KoBapujaHcHI JeCKPUOTOPH

Y 1peTxoJIHOM H3JIaramy je IoKa3aHOo Jla KOoBaphjaHCHa MaTpHIla obesexkja mMa BpPJIO
3HAYAjHY YJIOTY Y KapaKTepW3alllju CIy4YajHuX T0jaBa W IMPeJICTaB/ba IOJIa3HYy OCHOBY 3a
KOHCTPYKIIN]Y Pa3IMIUTUX CTATUCTUYKUX MOJIEa Y CHCTEeMHUMAa 3a IMpPelo3HaBarme O0JINKA.
MebyTtum, cama KoBapujaHca, Kao CTATUCTHKA JPYTOl Pejia, MOXKe ce IOCMaTPaTH Kao BEOMa,
edpukacan HAYMH 3a arperamujy BeKTopa obejiekja y HEKOM JIOMEHY OJI MHTepeca W BPCTa
CTPYKTYHUpPAHOT obejiexkja Koje MIpyzKa 3ApYy:KeHYy KapaKTepus3allidjy OIICEPBUPAHOI CJIydaj-
HOT' IIPOIeca KOJjUM Cce OIUCY]y CydajHe peajim3aliuje oOJIMKa YHyTap HEKe KaTeropuje o/l

HHTEepECa 3a IIPEIIO3HaBabe.

VY ckiany ca tuM, y [257| cy 110/ HA3MBOM: KOBapUjaHCA PErMOHA, IPBU IIyT IIPEJJIOKEHN
KOBAPUJAHCHU Jdeckpunmopu, Kao Op3u JeCKpPUIITOPHU CJINKe HaMeHmeH! IeTeKIHju objekara,
n Kjacudukaluju TeKcTypa y caunu. Vaeja oBaKBUX JIECKPHIITOPa jecTe ja ce HoMmohy
KOBapujaHce U3MEPU KOJMKO Cy HeKa JiBa obeJiexkja cimke, ojipeheHa Ha HUBOY I0jeIMHAY-
HUX [UKCeJIa, CTATUCTUYKHU IVIEJAHO MIOBe3aHa Ha HUBOY HEKOT JIOKAJIHOT peruona, Hajuerhe
MIPaBOYTaOHOT OOJIMKA, OJHOCHO KAaKBa je IhbUXOBa 3/PY2KEeHa IPOMEeHa WU KOopesaruja Ha
HUBOY JIaTOr pernonHa cjuke. [IpermocraBka je Jia mporieHa ocoOeHOCTH MHTepaKInja u3Mehy
napoBa obeJjiexkja, 3a Koje ce Bepyje Jla MOr'y JIOIPUHETH KapaKTepU3aluji TOCMaTPAHOT Pe-
UOHa, MOXKE IIPEJICTAB/LATU U3BEJIEHO 0besiexk]je Koje he npykutu nHdopMaliije 0 lbIXOBUM

MOje/IMHAYHUM CTaTUCTUKaMa, aJii U ITPOCTOPHO] 3aBUCHOCTU HA HUBOY PETHMOHA.

AJrTepHaTUBHU MPUCTYIH Cy paHUje YBeJIeHe MeToje Ha 0a3u Xucrorpama, Tiie ce 3a Jio-
KaJIHM PErvuoH OJ] MHTepeca (pOpMHUPajy XHUCTOrpaMu ojroBapajyhux obejexja, jeJaH Wn
Hajuerhe BUIIIE TPOCTOPHO JIOKAJTU30BAHUX XUCTOrpamMa uctor tumna. MehyTum, Kao mUxoB
HeJIOCTaTaK ce IojaBsbyje IpobJieM JUCKpeTU3allje XUCTorpaMa, Koja y caydajy BeJIndnHa
KOje HeMajy jacHy NeOMEeTPHjCKYy WM (PU3NYKY WHTEpIPeTaIlyjy, a Koja Ou ycJaoBUJIa MaJju
Opoj aKyMyJaTOpPCKUX hejuja, JIOBOJU JIO MOTpede 3a XUCTOrpaMUMa Ca BEJIMKUM Opojem
eJleMeHaTa, IITO je HEelOBOJ/bHA O0COOMHA Ca acleKTa CHUCTEeMa 3a IIpelo3HaBaibe, ¢ 003UpoM
HA BHUCOKY JUMEH3UOHAJHOCT TAKO KOHCTpymcaHux obesexja. Ca Japyre crpane, yKOJUKO
Ha HUBOY PErMOHa 3a HEKO 0beJiexKje MoCcToju JepUHUCAHO BUIIE ITPOCTOPHO JIOKAJTM30BAHUX
XUCTOrpaMa, JO UCTOr MpobJieMa BeUMKe JTUMMEH3UOHAJHOCTH JIOBOJU U MOTpeda 3a HUXO-
BUM O0jeuibaBaibeM, a Koja ce YIJIABHOM CBOJIM Ha Cliajalbe IO0jeMHATHHX XHCTOIPaMa.
Tpeba HarmoMeHyTH Jia y HEKUM CJIydajeBUMa OBO 0O0je/iMibaBaibe MOXKe Outu u euKacHo,
Ka0 KOJ[ METO/Ia MMO3HATUX I110J] Ha3uBoM Bpelie peun, [66], rue ce Kao KoHauHa obeseXkKja He
KOPHCTE OPUTMHAJIHE XUCTOTPaMK, Beh XUCTOrpaMu I0jaB/bUBarba KOJHUX PEdd Koje ce J10-
OMjajy BEKTOPCKOM KBaHTH3AIIMjOM IOJA3HUX ITPOCTOPHO JIOKAJTU30BAHUX XHUCTOI'PaMa Koje
je morpebno objenuHuTU Ha HUBOY permona. Hapasmo, moryhm cy m japyraduju mpucTyu

arperaiyju BeKTopa obeJiexkja MMoje;IMHAIHIX ITHKCesa YHYTap JeUHUCAHOT PernoHa, CJINKE,
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KpO3 KOHCTPYKIIU]jY JPYradujux CTPYKTypa, Kao IITo ou 6mian rpadoBu, ajiu ce KoBapujaH-
CHM JIECKPUIITOPH TOPEJ] CTATUCTUYKE MHTEpeTaIllje U3JIBajajy M 110 jOII jeJHO] KOPUCHO]
ocoOuHH, a TO je Jia JIUMEH3MOHAJHOCT KOBAPUjAHCHOT JECKPUIITOPA HE 3aBUCHU OJ1 Opoja Iu-
cKeJla YHyTap permoHa, Beh MCK/bYUHBO 0J1 Opoja obesiexkja KOjUM ce OIUCYje CBaKU IHUKCe.
Crora ce y KOHTEKCTY KOBapHjaHCHUX JIECKPUIITOPA TeCTO TOBOPU O Mamama obejexja, O/I-
HOCHO CJIMKaMa M3BEJIEHNM U3 OPUTHHAJIHE CJINKE, & YUjUM CIlajarbeM Y TPOJIUMEH3UOHATHY
BUINIEKAHATHY MaTPUILy ce J1001ja TeEH30PCKa CTPYKTYPa Unjy KapaKTepU3allnjy Ha HUBOY OJ1-
rosapajyher perunoHa mjiy 1po3opa BPIU KoBapujaHcHa Marpuiia. Moryhe je oruhu u Kopax
JaJbe, a TO je JIa ce YMeCTO OPUTHHAHUX KOBapPUjaHCHUX JIECKPUTITOPa KOPUCTE XUCTOTPAMU

KOBapI/IjaHCHI/IX JCCKPHUIITOPa, II0 Y30PY Ha IIOMEHYTe MeTO/e Ca PEYHUKOM KOJHHUX PEYU.

JlopaTHe MpeHOCTH KOBAapHUjaHCHUX JAECKPHUIITOPA jecy IITO ce MOTEHIUja HO IPUCYTHH
QJIUTUBHU TIIYM y 00eJIeKjuMa TOjeITMHAYHIX TTUKCeJIa TPUJINKOM M3padyHaBarba JIeCKPUII-
TOpa 3aCHOBAHOM Ha y30PadKoj KOBAPHUjAHCHO] MAaTPHIM MM HEKOM JIPYTOM €CTHMATOPY
Hajuerhe eJTMMUHUAIIE OJI'OBapajyhuM yIpocedaBambeM y30paka, JOK je JUMEH3MOHATHOCT
JIECKPHUIITOpa yCJjel CUMeTpHje KoBapujaHce ojpeheHa ca JIuMeH3UjoM ojroBapajyher mpo-
CTOpa CUMETPUYHUX MaTpuiia. Tako je 3a KapaKTepHU3allljy PeruoHa ca n y3opaka OInca-
HUX ca 110 d obeiexKja, HaCyIpoOT OPUTHHAJIHUX N - d BPEJIHOCTHU, NIPA YEeMy je 4ecTo n > d,
norpebro d(d + 1)/2 BpemnocTu, JOK 6U 3a KOHCTPYKIMjY XHUCTOTpamMa DErHOHa ca 10 a
aKyMyJIaTOPCKHX hesmja 3a cBaKo obesexKje Ha HHBOY MCTOI PEermoHa 6miao morpebro a’
BPEIHOCTH. JeJIHa 0] 0COOEHOCTH KOBapHjaHCe Kao AECKPHUIITOPA jecTe U IITO y CAydajy Ha
obesiekja Toje JMHAYHIX y30paKa He caJip:Ke WH(OPMAIjy O OPUjeHTAIlNjU UBUIIA, OJTHOCHO
rpajiijeHara, Wil CJIUIHUX obesiekja Koja cajipzke MHMOPMAIIH]y O MPOCTOPHOj 3aBUCHOCTU
y30paKa, OBaKBH JECKPUIITOPUA MOT'Y OUTH HHBAPUjaHTHU Y OJHOCY Ha POTAIU]Y U CKAJIAPAIHE
caJIpxKaja.

Kana je pedeno ja cy koBapujance pernona 6p3u JIeCKPUIITOPU CJIUKE, TI0JT TUME je TI0/Ipa-
3yMEBAHO Jla Ce y30padKe KoBapujaHce obejiexkja MOry M3padyHaBaTU KOPUIITNEmEeM MeTojIa
uHTerpasine ciauke. CBakW IMKCeJ WHTerpajiHe ciuke, [266], nmpeacrasiba cymy BpeIHOCTH
CBUX IIMKCEJIa OPUTHHAJIHE CJIMKE KOjU ce HaJla3e YHyTap IpaBOyTraoOHHKa OTPAHUYEHOr Ca
TOPIHUM JIEBUM NOIIIKOM CJIMKE M TTUKCEJIOM OJ1 mHTepeca. 3padyHnaBarbe mHTErpaJjHe CINUKE,
Kao TpHUIIpeMa 3a u3/Bajame obesiexkja, 6uio je mpeokeHo y [266] kao meo jemHor o cBo-
jeBpeMEeHO HAjIO3HATHUJUX ajIropuTama 3a JieTeKiujy objekara y caunu, [267|. Kopumhemem
oBaKBe, ITOMONHE pelpe3eHTalije, CyMa BPeIHOCTH OUJIO KOT' IIPABOYTaOHOT PEIrHOHA OPUTH-
HaJTHE CJIMKE Ce MOYKe N3PavdyHaTH y KOHCTAHTHOM BpEMEHY Ha OCHOBY BPEJIHOCTU MHTErpaJsiHe
C/IMKe y YeTUPHU TPAHUYIHE Tadke Koje JeWHUINY PervoH OJ WHTepeca. 3a Op30 m3pady-
HaBarmbe y30padke KoBapHjaHCe, Kao CTATUCTHKE JPYIror peja y Kojoj (pUrypHIle IPOoCceTHa
BPEHOCT IIPOU3BOa IIapoBa 0besiexKja MUKceaa YHyTap JaTOr PEruoHa W IPOU3BOJ HbIXO-

BHUX IPOCEYHUX BPEJIHOCTH, IMOTPEOHO je yHAIpe u3padyHaTu d CTaHIapIHUX WHTErPaJTHUX
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camka (3a cBako of d obesexja) u gogaTo d(d + 1)/2 uaTerpaannx cimka Ipon3Bojaa obe-
Jexja (3a cBaKH 1ap), HAKOH Jera ce KoBapujaHca OUJIo KOT PeruoHa u3padyHaBa Ha CIMIaH
HAYMH Kao 1 CyMa, €JIeMeHaTa YHyTap IPaBoyraoHOT PErHoHa CIMKe KOPUIITNeheM cTanIap/IHe
nHTerpaJsiHe ciauke. Tume ce mocTuKe J1a je CJI0:KEHOCT U3padyHaBamba KoBapujaHce O1I0 KOr
IIpaBOyTaoHor peruona peja sesmuune O (d?), a onmcano pererse je npema [257]| nacraso 1o
y30py Ha MeToJ] 3a 6p30 u3padyHaBame xucrorpama, [202], Koj Kora ce KOpUCTH HHTErPATHA
cimKa xucrorpama. Hapapno, y ciaydajy KaJa ce KOBapHjaHCHH JIECKPHUIITOP HE H3PadyHaBa

Ha Pa3JIMYUTUM MIPOCTOPHUM ITO3UIMjaMa Y CJUIM ONUCAHO yOp3are Huje ynoTped/bUuBO.

3a KOHCTPYKIN]jy KOBapUjaHCHOT JIECKPUIITOPA HEKOT Jiejla CJINKe, KAao CTaHIap/IHa obe-
JIexKja IKceJa Hajuerlie ce Kopucre HHTeH3uTeT cauke I (z,y), Koju He MOpa Jia IPeJICTaB/ba
OpHUIHHAJIHY CJIUKY, Beh 1 HeKy o7 paHmje mOMUmbaHUX CIuKa (Mara) obesiexkja, IpBU U JIPYTH

U3BO/ MHTEH3UTETa, KaO0 U KOOpJAUHaTE IIMKCe/Ia, T U Y:

ol(x,y)| [01(z,y)| |P*I(z,y)| |0*1(x,y)
or || oy || 0z || Oy? ’

Fla,y) = |z, y, I(2,y), (4.1)
aJll Cy Y 3aBHCHOCTU OJI IIpuMeHe Moryhe m Jpyradnja obejerkja Ha HUBOY I0jeIMHATHUX
nukcesa, ca Bekropuma JF(x,y) Behe numensuje. 3a ucry Kareropujy moryhie je KOHCTpY-
MCATU BWINE CJIMKA WHTEH3UTETa, WU Mara obejiexkja, W JJo0ujeHe BPeTHOCTH O0jeIMHUTU

yuyrap (4.1), kako 6u ce j1o6usa mro 60Jba KapakTrepusaluja.

Baxkan ejieMeHT y TpUMeEHU OBAKBUX JIECKPUTITOPA jecTe KaKo ce JIECKPUIITOPH KOPUCTE y
CUCTEMUMA 33 IIPEIIO3HABAILE, OJIHOCHO KOje Cy Mepe CJIMTHOCTH n3Mel)y KoBapujaHcu perunona
ciuke. HakoH cepwjanusalniije ropme WM J0HkEe TPOyraoHe IoAMaTpHuile, KoBapujaHCe ce
MOT'Yy TIOCMATPATU Ka0 BEKTOPHU y OJIroOBapajyheM eyKJIMJICKOM IIPOCTOPY, IMTO OU 3HAYUIO Ja
ce MOT'Y JITUPEKTHO KOPUCTUTHU y CTaHIAPIHUM Kaacudukaropuma. MehyTum, mokasyje ce ma
TaKaB IIPUCTYI HUje J00ap, MOMITO KOBAPHUjaHCe Kao MO3UTUBHO JeDUHUTHE MATPUIIE HE JICXKE
y eyKJIIJICKOM BEKTOPCKOM IIpocTopy. Pazjor jecte mTo mpocTop KoBapujaHCH HEje 3aTBOPEH
y OJIHOCY Ha OIepallfjy MHOXKEIba Ca HEraTUBHUM CKaJIapoM, Koja Ou JioBesia JO0 IyOUTKa
MO3UTHUBHE JedpuHUTHOCTH MaTpuie. (Crora ce Kao Mepe pacrojama m3Mely KoBapujaHcu
YIJIABHOM YBOJI€ PA3JIUUUTE BPCTE T'€O/IE3UjCKUX WU UHGPOPMAIMOHUX pacTojamba u3Mehy
MaTpHIa WU paclojieia Koje TaKBe MO3UTHBHO JlebuHnTHe MaTpurle gedununty. Hajuenrhn
HeJIOCTaTaK OBUX IPUCTYNA jecTe IMITO TaKBe Mepe pacTojarba 9ecTO YKIBYIY]y PadyHCKH
3aXTEBHE ollepallje HaJl MaTpuilaMa, IITO aKo ce UMa y BUIy HoTpeda 3a (opMmysraiiujoM
UTEPATUBHO PEIUBUX ONTUMU3AIMOHUX TPOOIeMa WU ca Jpyre cTpaHe moTpeda 3a BeJTUKUM
OpojeM m3padyHaBarba KapaKTepUCTUYHUM 38 aHAJIM3Y YUTaBE CJIUKE, MOXKE IMPEJICTaB/haTH
acIleKT KOjU 3axTeBa IoceOHO pa3Mmarparbe. I3 HaBegeHor pasjora ce 4ecTo Ipuberasa
KJIacupUKaTOpUMa KOjU KOPUCTE caMO Mepy pacTojarba, Kao ITo je k-Hajommkmx cycemia

(kNN) ca BesimkuM 6pojeM IITO pA3HOBPCHUJUX IMPUMEpPA Y CKYITY 3a 0OyKY.
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4.1 PwumanHoBa MeTpHKa U HpUMeHe

JeHa o TPBOOMTHO KOPHITNEHNX MeTPHKa 3a KOBapHjaHCHe JecKpuirope jecre Puma-
HOBa MeTpuka mpejyioxkena y [100|, amm y Hemrro apyradujeM KOHTEKCTY H3padyHABaba
reoJie3njcKuxX pacrojama. CymTuHa je j1a CleKTpajHe KapaKTePUCTHKe MaTpHUIla, Koje Je-
pUHUIITY IBUXOBY CTPYKTYPY, YTU4y Ha Meh)ycoOHa pacTojarba, 1a ux je moTpedHo 00yXBaTUTH
ojiroBapajyhoM mMepoMm, ajii IIpu TOMEe caMe COIICTBEHE BPEIHOCTU HUCY JOBOJBHO JI00ap M3-
6op. Tako je y [100], Ha ocHOBY mudepenimjaite reomerprje PuvanoBe MHOIOCTPYKOCTH,
Ka0 METPHUKa Y IPOCTOPY KOBapPUjaHCH IIPEJJIOZKEHA CyMa KBaJIpaTa JorapuTaMa YOIIIITeHUX

COIICTBEHUX BPEIHOCTH CUMETPUIHUX MMO3UTUBHO Jie(pUHUTHUX MaTpuiia A u B:

1

d
d(A, B) = (Zlogz M(A, B)) ’ (4.2)

i=1
riae cy \;i(A,B) pemema yominrene Kapakrepuctudde jegnadune |[AA — B)| = 0, oxnocHo
nokasaHo je ja cy A\;(A, B) concreene Bpennoctu marpuiie vVATIBV AL e je VA~ ome-
panuja KopeHoBama Marpuiie. C 003MpoM ja Cy KOBapujaHCe Kao CHMETPHYHO HO3UTUBHO
nebuHUTHE MaTPUIle eJIeMEeHTH HeJInHeapHe MHOTOCTPYKOCTH, MOXKe ce pehu Jia ce y OCHOBI
merpuke (4.2) vasiasu reopuja Jlujesux rpyma, [204]. Camy muorocrpykoct My HajonmTu-
jeM caydajy HedOpMaJIHO AedUHHUIIEMO Kao TOIOJOMKK IIPOCTOP KOjU Ce JIOKAJHO ITOCMa-
TPaHO MOHAINA UCTO Ka0 U €YKJIMJICKI MM KOHAYHO JUMEH3MOHATHI BEKTOPCKH IIpocTop RY.
To 3na4n ma usmelly oko/imHe HeKe Tadke, KOja 3ajeHO Ca OKOJUHOM IIPUIAIa MHOIOCTPY-
koctn M, u R? nocroju audepennujabuinm msoMopdusaM, OJHOCHO Jla Yy CIydajy IJIaTKe
Pumanose mHorocrpykoctu M, okosiuna cBakor ejementa A € Sym T, A € M, moxe na ce

OIMIIIe TAHPEHTHUM BEKTOPCKUM IPocTOpoM auMensuje d, [204], koju osuadaBamo ca Th (M).

Hagesieno je nociieuna jepununuje PumanoBe MHOTOCTPYKOCTH, KOja T0JIpa3yMeBa, Jia
y CBAKOM TaHI'€HTHOM IIPOCTOPY NMPHJIPYKEHOM HeKoj m3abpanoj marpuru A € M Moxke j1a
ce slebunuIe oArosapajyhu ckajgapHU IPOM3BOJ KOjU HHJIYKyje HOPMY Yy JaTOM TaHI'€HT-
oM npocropy. CKaJapHu IPOU3BOJ IIpeJCTaB/ba PUMAHOBY METPUKY KOja KapaKTepHIIe
nH(MUHATE3NMAIHY OKOJIMHY n3abpane Tauke A € M u y ommreM ciay4dajy ce aedpuHuUIIe Kao
raaTko npeciaukaBambe (-, -)a 1 Ta(M) x Th(M) — R, xoje cBakoj Taukun A € M upumpy-
JKyje CUMeTpHUHY, OUInHeapHy, HO3UTUBHO jlebuHuTHY bOpMY HaJl TAHTCHTHUM BEKTOPCKIM
poctopoM T (M), TakBy 11a je Yoy, vy € Th (M), cKasapHu Mpou3BOJI TAHNEHTHUX BEKTOPA
onpeben ca (vy, va)a. Mako MHOrOCTpyKOCT Hajuernlie jecre HesmHeapHa, npoctop Tx (M) je
YBEK JIMHeapaH U UCTe JuMeHsuje Kao u M, npu yemy M MoxKe OUTH yPOHEH Yy BEKTOPCKH

pocrop Behe numensuje.

Kako je kpuBa najMame JqyKuHe KOja I0Be3yje JIBe TauKe Ha MHOTOCTPYKOCTHU T'€0/Ie31ja

(TEpMUHOJIOIIKY Cce TIOHEeKaJ| MpaBH pas/iKa y OJHOCY Ha MUHHMAJHY Teojie3njy, Koja je
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rI00aTHI MUHUMYM PACTOjarba), Pellerhe 3a KOHCTPYKI]y pacTojamba usMelly KoBapujancu
jecre Ja ce Jy»KUHa OBe KPUBE HEKAKO allPOKCUMUpA. JegaH oJ1 HaunHa, KOJH Y CJIydajy MHO-
rOCTPYKOCTH KOBapHUjaHCHUX MATPUIA BOJIU K& PEIleiby I'e0/Ie3UjCKOT PACTOjarba Y OOJIMKY
PumanoBe merpuke usmely CUMETPUYHUX MO3UTUBHO JebUHUTHUX MaTpuia, uspas (4.2),
jecTe Jia ce MCKOPHUCTH OCOOMHA J1a CBAKOM TaHTeHTHOM BeKTOpy v € Tx (M) Ha jenmHO3HAUAH
HAYMH MOKE JIa Ce IPUJPYZKHU Ie0jIe3UjCKa My Tamba Koja ce UCIpPTaBa o MHOTOCTpyKocT M)
KaJIa Ce y TAHI'€HTHOj paBHU (€YKJIMICKOM IIPOCTOPY) 3aMUIl/beHa Tauka Kpehe mo Hajkpahoj
myTamy u3 A y mpaBily v, jia Ou Ha Kpajy reojesuja Ha M crojusia mojasHy Tadky A u HEKy
IpyTy HajosmKy Tadky Ha M, Bugeru [167, 258).

Mozxke ce pehn J1a ce Ha MPETXOHO ONMUCAHU HAYUH JIeDUHUIIE CIIEIHjaTHO eKCIIOHEHITU-
jasHo mpecsmkaBame, exp, : Th(M) — M, usmely Bekropa Jlujee anrebpe u eremenara
Jlujese rpyme, [204], a Koje HA OCHOBY ojnroBapajyhier HHBEP3HOT MPECIUKABAbA, O3HATEHOT
Ka0 CIIeNUjaJTHO JIOTAPUTAMCKO TpecymKaBame, log, 1 M — Ty (M), omoryhasa ja ce HeKn
esieMenT B € M npeciuka y ofarosapajyhu sektop v/ € Th (M), aume ce orapa moryhuocT
Jia ce reojie3ujcko pacrojame d(A, B) ope/in HHANPEKTHO TPEKO BPEJIHOCTH CKAJTAPHOT IIPOU-
3Bozia y Ta (M), a auju o6/IK, Kao 1 00JIMK [OMEHYTHX [IPEC/INKaBama, onpehyje cTpyKTypa
koBapujamnche marpure A. Taunuje, Bazku na je: d?(A,exp, (v')) = [[V/|[Z = (v/, v/)a.

[Tpema [199], ckamapun mpoussosy jecte: (v, v')a = tr(A_% v’ A‘lv’A_%), OJTHOCHO y
omrmren cayuajy: (V, W)a = (A"2 V A~2, A2 W A~2), onakue naxkon samene v’ ca Bpe-
nomhy log, (B) = Az log (A_%BA_%)A%, [258], cienn ma je:

d?(A, expa(v')) = tr(log? (A"2 BA™7)) = ||log (A"2 BA™2) |, (4.3)

rjie je ca log o3nHaden maTpuynu jjoraputaM Heke HegedekTHe marpuiie H, uemy ogrosapa Jio-
rapuTMOBaIb-€ COIICTBEHNX BPETHOCTH JAujaroHasine marpuie A kKoja je camana ca H u 10 Koje
ce Joy1a3u npumkoM jiekommosuiiuje H wa concrsene Bpennoctn: InH = R InAR™, oxro-
Bapajyhom Tpancdopmarmjom ciamanocrn, R~ HR. Kao jenan o melypesysrara n3inarama
y pwrory 1 nokasaHo je ja je KBajipaTHU KOPEH BpeIHOCTH u3pa3a (4.3) eKBUBaJIeHTaH Ca
nosiasHoM MeTpukoM (4.2). Jlobap m cazkeT mpukas mpobsemMa KOHCTPYKIHje Te0Ie3MjCKuX
pacTojama y caydajy AudepeHInjadunIHuX MHOTOCTPYKOCTH, YK/bY1y]yhu 1 MHOTOCTPYKOCTH
YUjU eJIEMEHTH CY CTPYKTYpe y OOJIMKY KOBapUjaHCHUX MaTpuiia, Moxke ce nponahu y [167],
rjie je Takohe Ha npumepy cdepe M3I0XKeHA U oJiIroBapajyha reoMeTpujcka MHTEPIIPETaIlnja
MIPETXOHO JePUHUCAHNX EKCIIOHEHIINjaJTHUX U JIOTAPUTAMCKUX IPEeC/IMKaBamba n3Mely TaH-
TeHTHe PaBHU KOHCTPYHMCaHe Yy HEeKOj O TadakKa MHOTOCTPYKOCTH W IPEOCTAJNX Tadaka Ha
MCTOj MHOTOCTPYKOCTHU. TakBa IpecnKaBama ce y YOIIITEHOM CMUCIY MOTY O3HAYUTHU Kao

NMPUPOJIHE PeTpakIinje Ha PUManHoBOj MHOTOCTPYKOCTH.

Hauun mepema pacrojama, gedunuimja d(-, ), yTude u Ha HAYUH U3PATyHABAA TEIKI-

mTa rpyre KoBapujancHux marpuiia. Crora 6w CTaHIAPIHO yIpocedaBare y3opaka (KoBa-
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PHjaHCHUX JECKPHUIITOPA ), KAPAKTEPUCTUIHO 3a €YKJINICKH IPOCTOp, 6uito HeagekBaTHO. Ca
Jipyre cTpane, moTpeda 3a n3padyHaBalbeM IeHTPON Ia IPUPOIHO ce HaMmehe y aaropurMuma
y KOjUMa je MOTPEeOHO OJIPE/IUTHU IIPOTOTUIIOBE KOBAPUjAHCHUX JCCKPUIITOPA KOJU MIPUIIAIA]Y
UCTUM KaTeropujama win rpymama. Crora ce mnpuberaBa OMINTO] JeMDUHUNIAN TEKUIITA, a
peMa Kojoj je mentpoui rpyne oj N KoBapujancu ojipeheH Kao pelrere OMTUMH3AIIOHOT
pobJieMa KOju YKJbydyje ojroBapajyhy MeTpuky:

N

[ = argmin d*(A;, A). (4.4)
AeM =

i=

Uspauaynasamse (4.4) na ocuoBy (4.2) je meraspro ommcano y [258], amm u y narenty [203],
y KOMe Cy Kao IpeJIMeT 3allTUTe MPUjaB/beHN MOCTYIIIN 32 JAeTeKIjy o0jekaTa n Kaacudu-
Kallijy TeKCTypa KOju KOPUCTe KOBapHUjaHCHE JEeCKPUIITOPE, KA0 M METO]I 38 KOHCTPYKITU]Y
KOBapHUjaHCHUX MaTpUIla U3 obesexja nojaraka. Ilarent ciudane caapxune jecre u [158], rie

je 1mocebHO MCTaKHyTa IIPUMEHa JIECKPUIITOPA 3a JIETEKIIN]y PErucTapcKux Tad/IuIa BO3UIIA.

[Ipumene KoBapujaHCHUX JIECKPHUIITOPa Yy JOMeHY Ipahiema moKpeTHUX objekara Takohe
3ay3uMajy 3HadajHo Mecto, [204, 219]. Kako je mub mpaliema mpBeHcTBeHO yTBphuBarbe
o3uiiije nocMaTpaHor objekra y Tekyhoj cimiy, NPUJIMKOM KOHCTPYKIIHMje obesiexkja Ha
OCHOBY KOJUX Ce T'e€HEepHIlle KOBAPUJAHCHU JIECKPHUIITOP ITPOCTOPHE KOOP/MHATE IMUCKEa Ce
Takohe y3umajy y 003up. MehyTtum, ¢ ob3upom ja BapujaHca obesexkja Koja cajpzke Bpe/l-
HOCTHU KOODJIMHATA 3aBUCH O/I JUMEH3Hje ITOCMaTPaHOI PernoHa, YKOJINKO je JTUMeH31ja IIPo-
MEH/bUBA HEOIXOJIHA je JIOJIaTHA HOpMAaJM3alija BPeHOCTH KoBapujance, [257]. Tlomro je
meros y [204] npeasuben 3a mpaheme mokpeTHux objekara Koju He MOpajy OuTH KPyTH W
HEIIPOMEHJbUBU, OJIHOCHO Ha Y3aCTOITHUM CJIMKaMa M3 OMJI0 KOI' pa3Jjiora MoyKe JIONu 70 1Ipo-
MeHe 00JIMKa, BeJIMYNHEe U U3IJIe/a [MoCMaTpaHor 00jeKTa, y aJrOpUTMY je yBeJleH mocedaH
KOpak KOojuM ce 0b6e30ehyje pobycTHOCT JieTeKInje, a KOju IojIpasyMeBa Jia ce TOKoM rpahema
Kpenpa ¥ ayKypupa CKyIl KOBapUjaHCHU Koje Cy OuJie IMporJieleHe 3a JeTeKInje Y IPOILIOCTH.
OBaj ckyI MaTpuIia ce 3aTUM KOPUCTH 3a U3padyHaBambe pedpepeHTHE KOBaPUjaAHCHE MATPHUIIE
KOJOM Ce pelpeseHTyje Mojes 06jeKTa Koju ce TpaTu, a 3a ra ce kopuctu (4.4). Mako je
OBO HM3padyHaBarme MOTryhe M3BPIIUTU U JUPEKTHO HA OCHOBY MPUKYIUHEHUX Y30PaKa KOju
ce HaJla3e y PErHoHMMa KOjU 0JIroBapajy o0jeKTy y y3acTomHuM (hpejMoBHMA, OBOME ce He
npuberasa u3 JiBa pasJiora. IIpBu jecre mrTo TakBa dopMmysialuja IoIpa3yMeBa Jia ce BeJH-
YrHAa PErmoHa KOju o/roBapa mpahienoMm 00jeKTy HEje MemaJa U3 CJAUKe Y CIUKY, OJHOCHO T8
je objekaT ocTao Ha MCTO] IMPOCTOPHOj CKaJU M Jia Cy CBU PErMOHU U3 NPONLIUX (HpejMoBa
MIO/Ije/THAKO 3HAYajHU, a JAPYTH Pa3Jjor jecTe IITO je TaKaB IPUCTYII MEMOPU)CKU U PAYYHCKH
CJIOXKEHUjH, 3aXTeBa IyBame BEJIMKOI Opoja BeKTopa obesiekja W BHUIIE Ollepaliija y OIHOCY
Ha arperarujy Beh u3padyHaTUX KOBapUjaHCHUX JCCKPHUIITOPA U3/IBOJCHUX U3 T10jeTUHATHIX

dpejmoBa y 6JIUCKO] MPOIIIOCTH.
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Jla mare obesiexkja U3 KOjUX ce TeHEPHUIIy KOBAPHUjaHCHU JICCKPUIITOPU MOTY OUTH Pa3HO-
BpCHe, Moka3yje u npumep [219|, rue je cranjapiHu JeCKPUIITOP TeKCType y (hopMU JIOKAJ-
nux 6unapuux obiuka (LBP), [190], momudukoBan Tako ja n3padyHaBambe KOBApHjaHCHE
MaTpHIlEe KOJIOBa MPUIPYKEHUX MOjeIMTHAYHUM MUKCEJINMa UMa CMUCJIA, jJep JTUPEKTHO cabu-
parme JIENUMAJTHIX BPEJIHOCTH Koje ojroBapajy ounapuum LBP komoBuma mHema ajieKBaTHy
unTepnperanujy. Haume, y [219] je npesjioxkeno ja ce yMecTo OPUTHHAJHHUX KOJOBA KO-
pucre yrioBu Koje gedbunumy yaudopmun LBP komosu. ImaBHO cBojcTBO yHHGMDOPMHEIX
KOJIOBa jecTe Jia HEMajy BHIIE O]l JiBa Ipesasa u3Mmely HyJle U jeJuHUIEe Y CEeKBEHIU OnTa
Koja siecbunuiiie OMHAPHU KOJI HA HUBOY IUKCe/Ia U Kao TaKBU Yy HajBeho] Mepu KapaKTepPHUIIy
TEKCType Ha MPUPOJHUM CIuKaMa (3a jeraspbHujy JeUHUIM]Y YHUMDOPMHOCTH 10 HOTpeOn
sugieru [190]). Tako ce y [219], ymecro menmmasae BpeaHOCTH YHUMOPMHUX KOJIOBa, 32
KOHCTPYKIIN]Y KOBApUjAHCHUX JIECCKPHUIITOPA KA0 JIEJIOBH BEKTOpa 0obOesiekja KOPUCTE YeTUPU
BPEJIHOCTH Koje JiebUHUITy IMO3UIMje HAJBUINE JO JBa NMPUCYTHA Ipejiasa yHyTap yHUDOP-

MHOI' KO/JIa Y IIOJJapHOM KOOPAMHATHOM CUCTEMY je,ILI/IHI/I‘{He KPY>KHUIIE.

4.2 Log-eykamacka meTrpuka nm cumerpu3soBaHa KL muBeprenma

[Topes momenyre Pumanose merpuke (4.2), log-eykimacka MeTpuka, mpeioxeHa y [8],

Takolhe ce KOPUCTH KAao Mepa CJIUIHOCTH Ha Sym:{*:

1
2

d(A,B) = ||log (A) —log (B)||r = (tr( {log (A) —log (B)}*))=>. (4.5)

Pacrojame (4.5) je u3BeJileHO Ha OCHOBY CBOjcTaBa MOCEOHO KOHCTPyHCAHUX (DYHKIHMja KOje
sepUHUIITY JIOrapUTaMCKO MHOZKEIbe KoBapHjaHcu u3 Sym.) " u mHUX0oBo JIOrapuTaMcKO MHO-
JKEHhe CKAJAPOM, 9MMe Ce HaJl IIPOCTOPOM OBAKBUX MaTpHUIla JePUHUILY cHeruduaHe ore-
palyje MHOKEba eJleMeHaTa i MHOJKEha eJIeMEHTa CKaJIapoM, Tako ja ce Haj Sym.+ dop-
MUpa CTPYKTypa CIEUjaTHOr BEKTOPCKOT ITPOCTOPA, aJIi He KOPHUITNEmeM CTaHIap/IHOT Ca-
Ouparba MaTPUIA 1 MHOXKEha MATPUIA CKajgapoM, Beh KopurrhemeM MOMEHYTHX OIEePAIln]a,
ynja nedunuinmja je nara y [8]. Crora ce moHekas oBaKBa METPUKA WHTEPIIPETHPA U KAO
BeKTOpH3aImja MHOrocTpyKocTu. [Ipakruana npeanoct (4.5) y onHocy Ha (4.2), ornea ce y
pas/iBajamy MaTpUIla IPUJIKKOM padyHama PacTojaiba, TAKO IITO ce n30eraBa n3padyHaBambe
YOIIITEHNUX COIICTBEHUX BPEIHOCTH IIOCMATPAHUX MATPUIA, & IIITO OMOryhaBa n3padyHaBarbe
JIOTAPUTMA, [I0jeIMHATHUX MATPHIIA IIPE CAMOI U3PAadyHaBalba pacTojarma, HacynpotT (4.3) rie
To HUje O6msto moryhe. Hapasno, camo n3padyHaBambe JIOTapUTMa MATPHUIIE je PATyHCKN 3a-
XTeBHA Ollepalfja, IMTO IPeJCTaB/bha je/laH OJ MeHEPAJHUX HeJoCTaTaka OBUX MeToja. Y
TOM CMUCJTY jeJTHO OJ OlpaHMYerba CTAaHIap/AHe (hopMysaliije KOBAPUjaHCHUX JECKPHUITOPaA
jecre morpeba Ja ce JUMEH3Uje MATPHIE, OJHOCHO JIUMEH3MOHAJHOCT BEKTOpa obejiexkja,

HNPUJIATON padyHCKM MoryhHocTuMa ojroapajyhe miardopme, a ycie nmorpebde 3a Crek-
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TPAJIHOM JIEKOMIIO3UITIjOM BEJUKOT Opoja MaTpuria. [lopes Tora, Kopumniheme BEKTOPU30BAHE
MeTprke (4.5) "ecTo JOBOJU JIO Marhe TAYHOCTH MPHJINKOM PadyHama pacTojarba, OJHOCHO

MOZKe ce TokasaTn Ja (4.5) mpejcrasiba Jomy rpanuiy (4.3).

Kako koBapujance mpejicrtaB/bajy KapakTepucTuke ojrosapajyhux l'aycosux pacmojera,
Mepe pacTojarba je Moryhe jgeduHucaT n KopuirhemeM HHGOPMAIMOHIX PacTojarba u3mMely
onrosapajyhux pacnogena. KL auseprenna (2.22), o k0joj je Buiiie pedn GHIJIO Y jeTHOM O]
IIPETXOHUX TIOTJIaB/ba, jeCTe jejIHa 0/l OCHOBHUX Mepa KOjy je Moryhe KOPUCTUTH Y Ty CBPXY.
Henocrarak oBakBe Mepe jecTe acuMeTpuvaHOCT mwin yemepenoct KL nuBeprentie mamely e

pacmioziesie pa(x) u pg(z), y 0BOM KOHKpeTHOM ciiydajy ['aycose:

det ZB
det EA

1
DKL(NA ||NB) = 5 |:1n ( ) - d+ tr (215121;) + ([LB - ,uA)T Egl(,uB — ,MA) . (46)
[Tpunukom uzohemwa (4.6), o medununuju (2.22), a na ocuony (3.11), kopurihen je ma-

TPpUYHU UJICHTUTET:

Eppw [ (#—8)" S5 (@ = pp) ] = (ua — )" S5 (ua — pe) + tr (3'Sa) . (47)

ojiakJie porctuye u cjaoboauu wian dy (4.6), d = tr (EZIE A). MebhyTum, ga 6u ce mocTuria
cumerpuaHOCT dernhe ce kopuctu cumerpuzoBana KL auseprenna, [162], koja je y KOHTEKCTY
pasIMYUTHX IPUMEHA N3HOBA Ipejiarata y aureparypu, [272]. OcHoBHa 0coOUHA CHMETPHU-
soBane Bepsuje (4.6), koja ce mobuja Kao 36up Dy, (NA I NB) u Dk, (NB [ NA), jecre na ne

YKJbydyje U3padyHaBarbe JIorapuT™a JeTepMUHAHTE:
1
J(AB) = Dyt (A,B) = 5 tr (2;12]3 4 YEin, - 21) , (4.8)

Ka0 HU COIICTBEHUX BPEJIHOCTHU WJIH JIOTAPUTMa MaTPHIlE, aJIM 3aXTeBa WHBEP3Ujy OJroBapa-
jyhux KoBapujaHCHUX MaTpPHIlA, KOje MOHeKa | Mory outu Osucke cunrynapaum. Ca jpyre
crpaHe, MOxke ce Tokasaru ja (4.8) npejcraBba ropy rpanumy (4.3). YV (4.8) je mper-
ocTaB/beHO J1a ce ['aycoBe pacmojiesa pa3iuKyjy camo Mo OOJIMKY KOBapHWjaHCH, ajid He U
cpeamux Bpegauoctu. Pacrojame Dkp (A, B) ce Takohe gecro o3nauaBa u kao Jeffreys-osa
MaTPUYIHA IUBEpPreHna, oHocHo Kao J(A, B), momro je y opurunamnom pajy [162]| ykaszano
Jla je UCTy CHMeTPHU30BaHy JuBeprexity mpe ayropa [162], no xojuma je mobua npeduke KL,
y HENITO JIpyradurjeM KOHTEKCTY pasmarpao u rnoMmenytu [ledppuc, koju je cumerpuany KL
JIUBEPTeHILy JleprHIcao Kao jeJny o Moryhux unBapujantu I, Koje OIUCY]jy OJICTYIIame U3~
meby nBa ,3akona mancn” (pacuogena p u q), raanuje: Iy = [ [p(z) — q(x)] In(p(z)/q(x))dz,
3am = 0, J0K je y ocTrajuM cjydajeBuMa MHBapujaHTe JeUHUCAO KAaO BapujallioHO pa-
crojame: I, = [|[p(x)]"/™ — [q(z)]V/™ |"dz, 3a m > 0, [143]. Taxobe, kao crenujasnu

ciaydajesn [ledbpucoBux muBapujantu, 3a m = 1 ce pobuja KBajpar pactojama Kosmoro-
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poBa, a 3a m = 2 KBaJpaT XeJHHrepoBor pacrojama. Mehyrum (4.8) u nabe He 3a/10Bo/baBa

HejeJJHAKOCT TPOoyIJjla, TaKo Jla HUje METPHUKA.

4.3 DBpermaHoBe auBepreHie m mHMoOpMaIja

[Tope/1 peTxo/HO MpUKa3aHUX CUMETPUYHUX Mepa pacTojarba n3Mely KoBapujamcu, 1mo-
CTOje U JIpyraduje CMMEeTpUYIHEe Mepe Koje ce n3BoJie n3 (paMu/inje JUBEPreHiiy Koje ce o3Hada-
Bajy kao Bpermanose jnuseprentie. Haszus norude oy hyHkImje pacrojama Tadaka y BEKTOP-
CKOM IIPOCTOPY KOja je JiepbuHucana Kao Jeo ONTUMI3AINOHE POIe/ype npeioxene y [31].
Y Behunu ciydajeBa HUje MeTpUKa, aJld CE€ MOYKE YOIIITUTHA Ha IPOCTOP CUMETPUIHUX I10-
3UTHBHO JIeUHUTHUX MATPHUIA U Y HEKUM CJIydajeBUMa HAaKOH CUMETpU3AIfje U JTOTaTHUX
MPOIINpeha KOPUCTUTH U KAO METpUKa. Y HAcCTaBKy he OMTH U3BejieHe Haj3HAYAjHUjE BEK-
TOpCKe U MaTpudHe BpermManoBe JMBepremiie, NnpukasaHe mHUXOBE MehycobHe anajoruje u
KpO3 pasMaTpame IpobsieMa BEKTOPCKe KBaHTHU3AIMje YKa3aHO Ha Be3y ca JApyradnjuM da-
MUJTHjaMa JIMBEPreHIN KOoje 0JIroBapajy WH(MOPMAaIMOHUM PacTOjarbuMa.

Axo je ¢ : R? — R, iudepennujabnina dbyHnKImja Ha 1 KOHBEKCHAM CKyTIoM, Bpermanosa
BEKTOPCKA JINBEPreHIia ce JeUHHINe Kao IPEIKa anpokcumarnije ¢ (r) KopuihemeM IpBor

wiana TejjiopoBor pa3soja y pesi pyHKIMje ¢ y TAdKU Y:

Dy(z,y) =p(x) — (¢ly) + (z—y)" Ve(y) ). (4.9)

AKko ce ckasapuu npon3BoJ u3Melly marpura gedunnie kao (A, B) = tr (ATB), a I'PaJIijeHT

ckasapHe dyukimje Mmarpure kao V(A), Bpermanosa MarpudHa JUBepreHia, je:

Dy(A,B) = ¢(A) — p(B) - tr (A~ B) Vip(B)) . (4.10)

oJIaKJjIe ce TIOroTHuM u360poM (BYHKIUjE ¢, Kao CHEIUja Hn CaydajeBu, J00ujajy pas/imanTe
nuBepreniie. Tako n3bop KBaJjpata PpobeHnjycoBe MIN eyKJINJICKe MaTpUYHE HOPME, Kao
konsekche gyuknuje ¢(-) = ||-||%, npuamkoM uzpadynasarmba rpajujenTa ycie JMHeapHOCTH
13BOjIa KBaIpaTHe (byHKIMje JTOBO/IH /10 KOMIUIETHpaba KBaapara ounoma y (4.10), anme ce

Jobmja J1a je oaroBapajyha MaTpuyiHa JUBEPreHIA:
De(A,B) = A — BIJ%. (4.11)

Ha cmyan HaumH ce oKasyje 1 J1a je KBaJapaT eyKJNJICKe MeTpUKe Takohe CIMeTpruYHa, ajin

BEKTOPCKa BperManosa JiuBeprexiia.
Axko ce KonBekcHa (GyHKIHMja ¢ BeKTopa & = (1, ...,24)] y ciydajy BekTOpcke Bperma-
Hose nuseprente (4.9) nedunume xao ¢(z) = >, (z;Inz; — x;), a mro oarosapa uspazy

3a HEHOPMAJIM30BaHY HETaTUBHY EHTPOIN]y JAUCKPETHE pacliojesie, HAKOH M3padyHaBamba
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rpagaujerta Vi (y), oaHoCcHO maprmjanaux ussoga 0p(y)/dy; = Iny; u cpehusama uspasa
y (4.9), nobuja ce na je BekTopcKa nuseprenna: D (z,y) = Z?Zl (xz In % —x; + yz> Yko-
JITKO OM BEKTOP X OMO HOPMAJIM30BaH TakKO Jia eJeMEHTH HOPMAaJ/IM30BaHOT BEKTOpa I Jie-
(UHIITY JHCKPETHY PACIOeNIy, OJAHOCHO Ja I NpUIaja CUMILIeKcy y RY, Zfi_l T = 1,
KOHBeKCHa (yHKIja ¢(Z) 61 nmpecraB/bajia HeraTHBHY €HTPOIIH]Y JUCKPETHe PAcIofiesie .
Tume ce mocTHzKe Jla HAKOH HOpMAJIM3alije BEKTOpa T U ¥y, bperManoBa BEKTOPCKa JUBEP-
renna D, 3anpaso jecre KL nuseprentia usmely auckpernux pacuonena & u §: Dy (Z,7) =
> TiIn(Z;/5;) = Dxi(Z ]| ), 1uMe ce mokasyje na pesaTHBHA eHTpoiHja (2.22) y ocHOBH je-
cTe jesiHa BpcTa BpermaHoBe quBepreniie Kojy remepuiiie HeratuHa [1leHoHOBa eHTPONIMjCKa
dbyukimja, nedunucana y [232].

Maxasanobucoso pacrojame (3.14) takole jecre BekTOpcKa BpermanoBa jumBeprema,
koja ce kopuctehn osnake yeegene y (3.14) uzsomn us ¢(z) = 27371z, ¥V [13] je yrpheno
Jla Cce MTEpPATUBHU AJITOPUTMHU 10 y30py Ha K-means Koju KOpHUCTE Pa3auduTe BPCTE pa-
CTOjarba MOTY TOJIBECTH IO/ OIIIITH MOJE]T BEKTOPCKE KBAHTHU3AIM]e HA OCHOBY BEKTOPCKUX
BpermManoBux JuBepreHiy, OJHOCHO Ja IPEJICTaB/bajy Pelleba OMIITHJEr ONTUMHU3AIMOHOT
npobJieMa Koju MUHUME3Yje MuibHy (DYHIKHA]Y y 00JIMKY OYeKHBaHe BpeIHocTn Bpermanose
nuBeprenie. MuHuMaIHa BPEIHOCT onucane IuibHe (hyHKIMje ce o3HavaBa Kao Bpermanosa
uHOpMaIrja crydajHe TpOMeH/bIBe, KOHIENT jedunucan y [13], u Mepn MUHUMAJHY OUe-
KHUBaHy IIEHY IPEJICTaB/baiba CKyIlla y30pakKa CaydajHe IPOMeH/bIBe N3a0paHuM IIPOTOTHIIOM
WJTA TEZKUINTEM, TI0J1 YCJIOBOM Jia ce IleHa KBaHTU3all|je, OJHOCHO JUCTOP3uja uiu omrrelierne,
MepHu ycBojenoM BpermanoBoM JuBeprerioM. AHAJIOIHO, IEHTPOU, MM TEXKUIITE CKYIIa KO-
BapUjaHCHUX JIECKPUIITOPA Ce TaKohe MOKe TParKUTH Kao Tadka KOjoj oJroBapa MUHUMAJIHA

Bpermanosa nndopmariiuja cKya KOBApUjaHCH.

4.4 WNMuadopmalmonu paamjyc - MoTuBanuja 3a JS AuBepreHiLy

[Tox mpermocTaBKOM J1a cirydajHa poMeH/buBa X ca BepoBaTHONaMa p; y3uMa, JTUCKPETHE
BPEIHOCTU U3 CKyIa KOji YHHH N Tadaka r; € R? Koje npHumaiajy IoMeny HaJj KOjuM je Jie-
cdbunucana oxrosapajyha sexropcka Bpermanosa juseprenna D, mpu deMy U OdeKHBaHa
BPETHOCT TIOCMATPAHUX TadaKa &; Y OJHOCY Ha NMPHUIAPYKEHY JUCKPETHY PACIOJIENTy p MpH-
ma/ia yHY TPAIOCTH UCTOT JIOMeHa, BeJIMINHA KOja ce 03HadYaBa Kao BpermManosa napopMa-
nnja [, (X) npeacrasipa ouekusaiy speanoct E, [Dw (X, c)} [P KOjO] Ce JIOCTUKE MUHUMYM

OITUMU3AIIOHOT IPobJIeMa
I, (X) = mm]E [ Dy (X, 0)] —mm sz (xi,c¢) . (4.12)

UspauynaBamem pasjinke BpeIHOCTH nusbHe dyHukuje u3 (4.12) y mpousBo/bHO] TauKu ¢

U TAaYKN KOja OJIF0Bapa OYEKMBAHO] BPEJTHOCTH X, MOXKe ce IMOKa3aTH Ja TOIMITO TOMEHYTa
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pa3/mKa 10/ YCBOjJEHNM IIPETIIOCTaBKaMa HUKa/la HUje HeraTUBHA, IPOTOTHI WU IEHTPOU/T
ca KOJUM Ce TeOPHjCKU JOCTHKEe BPEJIHOCT bpermanose nndopMariyje ciaydajie MIpoMeH/bUBe
YOIIIIITe HE 3aBUCU OJ KOHKpPETHOr m3bopa BpermManoBe juBepreniie, a Jia je ONTUMAJIHU
[POTOTHUII YIIPABO jeJHAK OYEKUBAHO] BPETHOCTH CJIydajHe IMPOMEHJbIBE, OJHOCHO Ja (4.12)
YBEK HMa peIleibe Koje ce MoCTIzKe 3a jeanucrseno ¢ = E, [X] =" | m x;.

SaHNM/BUBO je Jia yBeJeHU 1ojaM bpermanose mnaboOpMalinje MPUPOIHO OJroBapa pas-
JIUIIA JIEBE U JleCHE cTpane JeHceHOBe HejeTHAKOCTH 3a KOHBEKCHY (DYHKIH]Y ¢ Koja du-
rypute y gebunnmmjun Bpermanose Bekropeke guseprente (4.9). Ilpema maroj mejemaaxko-
CTH, OYEKUBAHA BPEJIHOCT KOHBEKCHE (DYHKIMje CIydajHe IMPOMEH/bUBE HUKAJA HUjE Marba
O/l BPEJHOCTH WCTe KOHBEKCHe (DYHKIHje y TadKN KOja OJroBapa OYEeKHBAHO] BPEIHOCTU
ciydajie npomersbuse, [60], yemy axo je X ciydajHa IPOMEH/BHBA OJIOBapa HEjeTHAKOCT
E [gp (X )} — (E [X ]) > 0. Opmarie, Ha OCHOBY YHILEHUIIE /1A je OUeKUBAIbe JIMHEeAPHH Ollepa-
Top, mro suaxn ga je B [ (X —E [X] , Ve (E[X]))] = 0, cienn 1a ce neBa cTpana IpeTxoiHe

HejeJHAKOCTH MOKe IIPOIIUPUTH U eKBUBAJICHTHO 3allICATU KAo:
Elo(X)] -0 (E[X]) =E[¢(X) - ¢ (E[X]) - (X —E[X], Vo(E[X]))], (413)

IITO jecTe OYEKNMBaHA BPEJIHOCT BEKTOPCKE BpermanoBe JWBepreniie y Tadykh 3a KOjy ce
[IOCTHZKE DEIIehe ONTUMU3aImonor mpobiema (4.12), u kao taksa Bpemnoct (4.13) o3Ha-
YaBa IIPOCEYHO OJICTYTAIbE Peaim3aliija CIydajHoOT BEKTOPa O] IbUXOBE OYEKUBAHE BPEJIHO-
cru. Taunuje, nenerarusna sBesmanna E [D, (X, E [X])], onpebena jemnaunnom (4.13), jecre
yupaso Bpermamnosa nudopmanuja I, (X).

C ob3mpoM 1a 3a oypeheny KoHCTesAIMjy Tadaka y MIPOCTOpPY obesiekja I'perrka KBaH-
TH3allUje HUKaJa Huje Hysna, Bpermanosa mudopmanuja I, (X) je najseha goma rpanuia
OYeKMBaHe BPEIHOCTH oMeHyTe rperike. [Ipu Tome, kao mTo je Beh ncraknyTo, n3dop onTu-
MaJIaHOT TEKUITa WU IMEHTPON I KOji BOAM K& MUHUMAJIHO] TDEIIN He 3aBUCH O] n300pa
nusepreniie. MelyTtum, Kaja oueknBaHa BPETHOCT IIPOMEH/bUBE, KAO ONTUMAJIHO DeIlere
mpobJieMa KBaHTHU3allMje, HITje YHAIIPe| T03HaTa, Beh mpejcTaB/ba CTBAP IPOIEHE, TOCTaB/ba
ce MHUTabe KOjU O] MOCTYIaKa MPU JATUM OTpaHUYehbuMa, Kao MITO ¢y OpOj U pa3HOBPCHOCT
y30paKa, MOCTHUXKE PeIlehe Koje je Hajonmke ontumyMy. Tajia uitak 10 u3pazKkaja JI0Ja3u
u300p JUBEpreniie, dnja CTPyKTypa ojpehyje dbopMmymaiujy n HaduH peniaBarmba 0/IroBapajy-
her onrumuzaruonor mpodsema. Ca Jpyre crpaHe, y HEKOM HJI€aTU30BAHOM aCUMIITOTCKOM

c/Iydajy cpejirba BPEJIHOCT, Kao JI00pa CTaTUCTUKA OUeKHBamba, Ou Oujia JIOBOJHHO PeIlehe.

YupaBo oBakBa popMmyIialiija mpodaeMa Tpazkemha OINTUMAJHOT IEHTPOnIa ¢ KOju BOIHI
Ka BpejHOCcTH Bpermanose nudopmanuje kao pememy (4.12), npukasana je y [188], rue je
Kao IM/bHa (PYHKIUja ONTUMU3AIMOHOr IPOOJIeMa yCBOjeHa CPeliba BPeIHOCT IOje uHaY-
HUX DpermMaHoBHX JUBEpPreHIM TadaKa CKyla y OJHOCY Ha HEIO3HATU IeHTpouj. Tako je,

Ha Beh paHHUje OIMCaHU HAYMH IIPEKO 3HaKa pas3jimKe BPEJHOCTHU Iu/bHe (YyHKIHje Y pa-
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3IMYUTHM Tadkama, y [188] mokazaHo ja ce moj IpeTmocTaBKOM O YHUMDOPMHO] PACTIOeH
HojaB/bUBaba Tavaka y CKymy, MunuMmyM (4.12) mocruzke ynpaBo m3bopoMm Tadke Koja je-
CTe Cpe/itba BPEIHOCT TOjeIMHAYHIX TavaKa, a Koja ce y ciaydajy (popmy/aiuje JuBepreHim
y (4.12) o3HauaBa Kao JlecHU BperMaHoB IEHTPOM/] MOCMATPAHOT CKyIa Tadaka. Hasus je-
CHU W JIEBU IIEHTPOW/I ITOTUYE O] yCMepeHe MPUPOe OAroBapajynux JUBEpPreHIy, a BhUX0Ba
reoMeTpHjCKa MHTepIIpeTanyja u Be3a m3Mel)y orosapajyhux mearponia je Takohe JeTabHO

pa3MaTpaHa y UCTOM PaJLy.

Mebytum, 3aHuM/bHBO je jla 6e3 ob3mpa ja Jum ycBojeHa BpermanoBa JuBepreHIia OJl-
roBapa ycMepeHOj BapHWjaHTH KOja ce O3HadaBa Kao JieBa WJIM JIeCHA, W ce MaK KOPUCTH
oJiroBapajyha cuMmeTpusoBaHa Bep3uja, a IITO jecTe Hajueninu u300p y KOHTEKCTY IIPUMEHe
KOBapUjaHCHUX JIECKPUIITOPA, 38 CBE TPU BAPUjaHTE je KaPaKTEePUCTUIHO Jia je perrerse (4.12)
UCTO ¥ IIPEJICTaB/ba HECBOJJBUBU JI€0 OJiroBapajyhe nu/bHe (pyHKIMje, KOME 0JIroBapa BPejl-
noct Bpermanose nndopmaimje. Moruaruja 3a o3HadaBalbe OMUCAHE IPEITKe KBAHTU3AIII]e
Kao mHMOpMAaIfje MOTuYe 0 WHTepIIpeTalyje MIHIMAJIHOT MTPOCEYHOT PACTOjarba O] IeH-
Tpouia KaJa CKyIl TadakKa IpeJICTaB/ba CKYI paclojiesia Koje ONUCyjy HeKy mojaBy. Kao
TaKBa OBa BeJIMYMHA Ce MOjaBbUBaJa U 1pe 13| 1Mo pasauauTuM nMeHnMa, a y 3aBUCHOCTH
0J1 KOHTEKCTa pa3MaTpaHuX IIpodJeMa U yCBOjJEHUX Mepa pacTojarba.

Tako je y [235] yBesen mojam uHMOPMAIOHOT paJIijyca, Ynje 3HAYeHe Y KOHTEKCTY MTPo-
CTOpa PACIo/ieia y OCHOBH jecTe UCTO Kao u 3Haveme (4.12). Tlomazehu ox yommrewa KL jiu-
Bepreuiie y o0JinKy yeMmepene Pennjese quBeprente pejia «, npejyiokene y [217], y [235] je 3a
nH(MOpMAIMOHN PaJIIjyc pejia o ckyna M pacnojienia ry, ..., 7y Koje ommucyjy orcepsaruje M
pazauuuTux Jiorahaja ca BepoBaTHOhama T0jaB/bUBAGA T1, . .., Ty, JeUHACAHA BPEIIHOCT
KOja IIpeJIcTaB/ba HajBehy M0y IpaHUIly CKyIla KOjU YMHE CPEIhe BPEIHOCTHU MOje IMHATHAX
PenujeBux muBeprennm tux M pacroziesia y OJIHOCY Ha HEIO3HATHU IEeHTpou . ly1aBHa pa-
3JIMKA Y OJTHOCY Ha OlTUMu3anunonn npobsem (4.12) jecre y kopurihersy apyradunje dpamuimje
JIMBEPTEHIH, ajli U HEIlTo omiTujoj dpopmyaanujun oaroapajyher mpobsiema y [235], a koja
je TmoceauIa YUbeHuIIe J1a CPeJiiba BPEJHOCT MOKe Jia ce jieUHUIIe U Ha ONIITHje HAunHe
OJ1 CTAHIAP/HOT HpUcTyIa y GopMu apuTMeTnike cpeaune, [217], mro u jecre ocHoBHA Ujieja
Ha OCHOBY Koje je ¢dopmynucana PenmjeBa enrpornujcka (pyHKIMja n guBeprenia. Hamwme,
y [217] je Kommoropos-Harymo dyuknuja g(x) = exp [(a — 1)z], a # 1, @ > 0 uckopumihena
Ja ce nedUHUIIE YONIIITEHAa apUTMETUYKa CPeJINHA N Tavaka ca BepoBaTHOhaMma IojaBsbU-
Bamba pj, Kao T = ¢ * [Z?:l D g(xi)}, a TOIITO CTaHJAp/iHa eHTpolujcKa (DYHKIMja jecTe
pocevyHa KOJMYnHa WHQOpMaIja, ako ce T; y IMPEeTXOJHOM U3pa3y 3a T 3aMeHu ca In p;
nobuja ce uspas 3a PenujeBy enrpormjy pacrnogene p. Ha cimvan mauwmn, y [235] je mpe-
JIJIOYKEHO JIa Ce y HAJOUIITH]eM CJIydajy Iu/bHa (PYHKIMja ONTUMU3AIIMOHOT IIpobJieMa duje
perieme je nudOpPMAIMOHN PaJInjyc jeUHUIIEe Kao YOIIITeHa Cpe/iba BpeHocT PenujeBux

JIMBEPreHI peja (v IMOjeMHATHIX PacIoiesa r; Y OJHOCY Ha Hemo3HaTu mneHTpoua s. Ope
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JIMBEPreHIle OIMucyjy uH(OpMaInjy peja « Koja ce J100uja ako ce pacrojesa S 3aMeHU pac-
TI07IeJIOM T KOja Gosbe ommcyje neku jgorabaj, [217], u y ciaydajy IHCKpeTHHX DacCIOJeNa T

u s ce AeUHUITY Kao:

d
1 T
I (rjlls) = — In (Z Soj_1> . (4.14)

i=1 i
Oparie u oarosapajyhu cydukc y HaswBy momMeHyTOr wHMOpMaImoHor pajujyca. llomrro
je y ommmreM ciydajy PenujeBe juBepreniie (pyHKIEja g IPEKO Koje ce jgeduHwuiie yor-
IITeHA CPeJhba BPEJHOCT HeJImHeapHa, (hopMyJialja U pellere MOMEHYTOr ONTUMI3aI[no-
HOr 1pobjieMa cy jpyradujer obsimka y ojaocy Ha (4.12). Mebyrum, y crenujaasom, tad-
HHUje 'PaHUYHOM cjydajy « = 1, Kome ojiroBapa PenujeBa JiuBepreHmia mpBor pejia, OJHOCHO
KL nuseprenna, momro je PenujeBa enTporuja mpBor peja eKBUBaJEeHTHA CTaHJIAP/IHO] €H-
Tpornujckoj dbyHkImju, nobuja ce dopmynanuja wientudna (4.12), y K0joj ce MUHUMYM IO~
CTH2Ke 38 OUYEKHBAHY BPEHOCT CKYyIIa TadaKa, YeMy y KOHTEKCTY PACIIOesIa 0/IroBapa CMeIa
st = Zj\il 7 r;. BpeanocT MuHuMyMa WM MHQPOPMAIMOHOT Pajujyca y JaToM ciydajy je
ojipehena jmHeapHOM KOMOMHAIMjOM uaIn odekuBanoMm BpegHomihy KL jguBepreniu mojemm-

Ha9YHUX KOMIIOHEHTU CMelIe y OJHOCY Ha CMelnly, OJHOCHO BEJIMIMHOM KOja C€ OBHadaBa KaoO

Jencen-I1lenonoBa juBeprenia ckyma pacmogena (JS) u o kojoj hie 6uru pedun y HACTABKY.

[Mopes nuadopmanuonor pasmjyca, y [65] je y mcToMm cMuciy mpejjiozkeHa BeJnanHa Mo/
HA3MBOM f—WMHMOPMATUBHOCT OINCEPBAIMOHOT KaHaja KOjJU YMHU KOHAYAH CKYIl pacrojea
BepoBaTHONa ca NMPUIPYKEHUM allpUOPHUM BepoBaTHOhaMa IojaB/bUBaIba pacIojesia, Ipu
YeMy Cy Kao HOjeJIMHAYHE JMBEPTEHIIe Y ONTUMUABAIIMOHOM ITPObJIeMy Koju je uctu Kao u (4.12)

kopuiithere f—uBeprexie:
d
Pi
I (pllg) =D ai f (3) : (4.15)
i=1 ¢

Ba u3bop dyukmuje: f(zr) = xlnz, (4.15) nocraje KL nuBeprenna, a medunucana KL-

nH(MOPMATUBHOCT CKYIIa Paclojiesa je jeJiHaka BpeJJHOCTH ojroapajyhe JS nuBeprenie.

4.5 DBpermaHoBe mMaTpuvHe JUBEepreHlle, CUMeTpu3aluje U MpOoIu-

pema

Ha cimyan HauMH Kao ¥ y BEKTOPCKOj MOCTaBIM, Tojia3ehu oj KOHBEKCHE (DyHKIIUje
¢ Koja JsiepuHMIIe HEHOPMAJIM30BaHy HEraTUBHY €HTPOIU]Y COICTBEHUX BPEIHOCTU CHME-
tpuane marpuie A, p(A) = >, (AiIn); — );), Moxke ce usBectu oxrosapajyha marpudna
Bep3Mja HPETXOAHO IPUKa3aHe BEKTOPCKe Bpermanose musepremnne D, (Z, ) IHCKPETHHX
pacnioziesia T u ¢, Koja je omroapaia KL museprennu. Ilomro je nara dbyukmmja o(A)
takobe jennaka p(A) =tr (Aln A — A); mrro cinean u3 geduHmITje JorapuT™Ma CUMETPUIHE

marpune: InA = QInAQT, rue je ca QAQT osmauena mmjaromanna KpajpaTna ¢dhopMma
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Ha KOJy ce JIeKOMIIOHYyje CUMeTpWYHa MaTpHUIla, a Koja je cacTaB/beHa OJ OPTOTOHAJHE Ma-
rpute Q u aujaronasine Marpuie In A Uuju eJ1eMenTH Cy JIOrapuTMU COICTBEHUX BPEJIHOCTH
marpune A, a umajyhu y Buiy ga je Tpar MaTpHIE jeJHaK CyMH COIICTBEHHX BPEIHOCTH,
OJIHOCHO OCOOWHE JINHEAPHOCTH Tpara W Tpara MPOU3BOJIA, U3 KOjUX Y CIydajy CUMETpUI-
HUX Marpuna caean ga je tr(A) = tr (QAQT) = tr (AQQT) = tr(A) = 3, i, Taxo ma je
tr(AlnA —A) = tr (Q (AInA — A) Q) = ¢(A); nobuja ce na je marpuuna Bpermanosa

JIMBeprenia 3a ycBojeno A oipehena ca:
DN(A,B):tr<A1nA—AlnB—A—|—B>. (4.16)

[Ipukazana ycMepena mepa OJIMCKOCTH KOBapHWjaHCH O3Ha4daBa ce jorl W Kao Neumann-osa
nuBeprenia, [77], ogakie omroapajyha ciosra osnaka y uauekcy Dn(A,B). C o63upom
Ha, CJIUMIHOCT KOHBEKCHE (DYHKIIHjE ¢ ca €HTPOIHjOM, KOja je Y BEKTOPCKOM CJIy4ajy JOBesIa
JI0 ekBUBaJsieHIyje uaMely BeKTopcke BpermanoBse JuBeprefiie u pejaTuBHE eHTPOIINje, Ma-

TpudHa juBeprentia (4.16) jomr ce o3HaYaBA M KA0 KBAHTHA PeJIATHBHA €HTPOIIU]a.

Nmajyhu y Bumy Besy usmehy jgeTepMUHAHTE MATPUIE U MIPOU3BOJIA COICTBEHUX BPE/I-
Hoctu, det A = Hle i, aKo ce ojiroBapajyha GyHKIHja © 3aMEHU CyMOM JIOTAPUTAMa COII-
CTBEHUX BpeJHOCTH Marpure, ¢(A) = —Zle In)\; = —Indet A = —trln A, xoja ce jom
O3HaUaBa M Kao Burg-oa eHTpomnuja concrBenux BpejaHoctu, [160], mobuja ce Bpermanosa
JIMBEPreHIia;

Dg (A,B) = tr(AB™') — Indet (AB™") — d. (4.17)

Koja ce uemnihie o3HauaBa Kao LogDet win Byprosa nuseprenna, [160]. o uspasza (4.17) ce
Joasu 10 jedunuiju, sa ocHoBy (4.10), npu yemy apyru wian y (4.17) oarosapa 36upy
npsa jBa wiana y (4.10), a mpeocrana nBa uiana (4.17) ce n3padyHaBajy Ha OCHOBY OCO-
OmHe cuMeTpuIHEX MaTpuna 1a je AT = A u ocobume ja je maprmjaaHu M3BOJ HETATHBHOT

soraputMa gerepmunanre: Op(A)/OA;; = (A7) .., koja he nerampHuje Gurn pasmarpana

ji>
y jeJHOM OJ1 HapeJIHUX norias/ba. /Jla npukazana LogDet nuBeprenmna kao ycmepena mepa
CJIMYHOCTH YKJby4dyje MH(pOpMaIlje O CTPYKTYPU KOBapHUjaHCHE MaTPHIE U CIIEKTPAJTHUM
KapaKTepUCTHKaMa CJIy9IajHOr Mporeca KOju TaKaB JEeCKPHUITOD OIMHCYje, MOKa3yje HEeNITo
Japyradnja npejcrasa (4.17) Ha OCHOBY CONCTBEHUX BEKTODA IMOjeJIMHAYHUX KOBAPUjAHCHUX
marpuna. Axo ce marpune A u B gekommonyjy Ha concrsene spexnoctn: QAQT u VUVT,

npu uemy Baxku 12 je Q7 = QT u V71 = VT, LogDet nuseprenna ce MoxKe 3aIlICATH U KAO:

DB(A,B):ZZ%(qfvj)2—21n%—d. (4.18)

IITO Y CJIyUajy Jia je MOCTyIaK JeKOMIIO3uInje Takas Ja cy Q u V oproHopMupane 3Ha4n Jia

BPEJIHOCT JUBEPIreHne 3aBUCH O/ YIVIOBa KOjI/I 3aKﬂanajy I1apOBU COIICTBEHUX BEKTOPa JIBE€ Ma-
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TpuIle 1 Mel)ycoOHOT OHOCA HIXOBUX COIICTBEHNX BPEIHOCTU. Y CJIy4ajy JBe NCTe MaTPUIIE,
JIBOCTPYKa CyMa y IIPBOM WJIaHy OU ce cBejia caMo Ha cyMy d jeJJMHUIHUX cabupaka, JOK Ou
BPEJIHOCT JiorapuTamMa y JIpyroj cymu Omjia HyJsa, YuMe Ou pacrojame u3mehy JecKpumnTopa

Takohe OMJIO HyJIa.

Bekropcku nangan marpuane Byprose auseprentie (4.17) jecre Itakura—Saito pacrojame
nam guseprenta, |51], xoje ce mo amasjoruju ca (4.17) 3a BekTope p u ¢ w3 RY, xoju xao
esieMenTH cuMILTerca y RY nedpunumnty aBe IHCKpeTHe PacIofesie ca 1o d Tavaka, H3padyHaBa
kao: Dig(p,q) = Dy(p,q) = Zle (pi/qi - ln(pi/qi)) —d, a MOXKe Jla ce reHepuiile u mojasehu
on dbyskImje p(q) = — Zle In ¢;, ®oja ce o3nauaBa Kao Byprosa enrpomnuja, [77].

Ucra dbynknuja je kopumhena u MNPUJIMKOM KOHCTPYKIMje MaTpuyne Byprose jauBep-
renne, Dg(A,B) y (4.17), a jenuna pasiuka jecre BpcTa cabupaka, JOrapuTaM COICTBEHUX
BpeiHOCTH MaTpuie v ¢(A) Hacymnpor Jjoraputmy BepoBaTHOhe v ¢(q). YrpaBo oBa dumbe-
HUIA, JIa UCTU (DYHKITMOHAJTHE OOJUK KOHBEKCHe (DYHKIHMje (¢ TeHepHIlle BEeKTOPCKE U Ma-
TpuduHe BpermaHoBe JMBEpreHIle UCTE BPCTe, a IITO MOTBPhyje n panuje IpuKazaHu IIpUMep
museprennie Dy (A, B) y (4.16), koja ciien u3 uspasa 3a HeraTUBHY HEHOPMAJIM30BAHY €H-
tpormjy, y [51] je mckopurthena jia ce mpejyioke HOBE JMBEPreHIle KPo3 MOAUPUKAINY U
yoIITaBame apaMeTapu3oBannx Bep3uja Byprose mim LogDet nuBepreniie 1o Ha3zuBom

anda-6era u rama LogDet nusepremnte, [51].

Honarro, y uspasdy 3a LogDet nusepreniy (4.17), y 06a cabupka y KOjuMa ce MojaBibyjy
MaTpHIle IHUXOBO IIPUCYCTBO je ncKasano Kpos npoussog AB™L. Ilomro cy Kosapujance A
u B u muxoBe nHBep3uje MO3UTUBHO JiIe(hUHUTHE MATPUIIE, IbUXOBE COIICTBEHE BPEIHOCTU CY
nosuTuBHe. Ha ocHOBY Tora moxke ce mokasarw, [51], ma cy u COICTBeHE BPEIHOCTH MPOU-
3Bosia MaTpuiia AB™! koju ce nojasmyje y nedunuimjn LogDet auseprenie Takohe mosu-
TUBHE, a IITO 3Ha4M Jjia ce auBepreia (4.17) Moxke y HOTIYHOCTH JAepUHUCATH COTICTBEHUM
BpeHocTUMa Tpoussojia AB™L. OanocHo, ako ce KOMMYHUIM p;/q; y U3pa3y 3a BEKTOPCKY
Bepsujy Byproee nuseprenne, nosHatujy kao Itakura—Saito pacrojame Dis(p, q), 3amere ca
COIICTBEHNM BpeJHocTHMa npoussoga AB™!, no6uja ce ynpaso uspas 3a maTpuuny Byprosy
nuseprenity Dg(A,B). Pazior jecre mro AB™! moxke j1a ce JeKOMIOHYje Ha COICTBEHE
BPEJIHOCTH V;, & 3a Tpar MPOM3BOJa BUIIIE MATPUIA BAXKK Jia je HEIPOMEH/bUB Y OJHOCY Ha
MUKJIMYIKE TTepMyTalldje YMHIIana y IPOn3BoOjLy, J0K je JeTepMUHAHTa IPOM3BOjIa jeTHAKA
MIPOU3BOJLY JleTepPMUHAHTH, YuMe ce jobuja ja je LogDet nuBeprenna takobhe ojpehena u ca
U3Pa30M:

d
B(AB) =) (vi—Inv) —d, (4.19)

i=1
y KOMe JIMBepreHIa 3aBHCH OJ COINCTBEHUX BpeIHOCTH ojarosapajyhe marpune AB™!. Ilpu-
Ka3aHW TPUHINI BayKN W 33 HEKEe OJI PaHUje pa3MaTpPAHUX JIMBEPTeHIIH, Ma Ce TAKO 3a CU-

merpuszosany KL museprenny J(A,B) y (4.8), koja ucroppemeno 3asucu o1 06a npousBojia
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AB~! u BA™!, nobumja ma ce ncta MoKe MCKa3aTH U KAo:

)2 : (4.20)

rie je mckopumheHno 7a cy CONCTBEHEe BPEIHOCTH v; cuMeTpmdHe Marpure AB™! jemmaxe

d
1
J(A,B) = Dy, (A, B) = 3 Z(

= Vo

PEIUITPOUHIM BPEHOCTHMA, COICTBEHUX BpeHOCTH MaTpuie BA™! = (AB_l)_l. Ca jipyre
crpane, Takobhe ce youasa ja ce [ledpucosa museprenna J(A, B), nedunucana y (4.8) kao
cumerpuzoBana KL nquBeprenna BuriemMeH3noHaAHIX ['aycOBUX paciioie/ia ca NCTUM CPe/I-
UM BpeJlHOCTHMA, J00uja 1 cumerpu3arujom Byprose mwin LogDet museprente (4.19), o1

HOCHO KaoO:

d
1 1 1 1
J(A,B)ZEDB(A,B)—FEDB(B,A =3 E (v, lnvl—d—l—v +lnvl—d)

(4.21)

[Topes Tora, nu3meljy yemepene Byprose auseprentie (4.17) u KL nuseprente laycosux paciio-
nena (4.6) mocToju M IUpEeKTHA eKBUBAJICHIIN]jA, IITO je JeTa/bHO padmarpano y [68]. Yeios
je Jla cy cpejitbe BPEIHOCTH DPACIIOJIeSIa KOje ce IOpeJie UCTe, & YCJeJ| Uera je IOCJe/ImhI
wiad (4.6), y obimKy KBajparHe dhopMme, jeHaK HyIH, quMe ce gobuja uspas (4.17).
Hpyraunju nagawn 3a cuMerpusarujy LogDet nuseprenrie, koju he 6utu npukasan y Ha-
craBky, jecre Kopuiihemem Jerncen-Illenonose (JS) nuseprenne, npeaioxkene y [168], koja y
OIIIIITEM CJIy4ajy IpeJICTaB/ba JIMHEAPHY KOMOWHAIIM]Y, TATHHj€ CMEIly BHIIE 0jeIMHATHAX
KL nuseprennu usmel)y Heke o paciioziesia u3 IoCMaTpPAHOr CKYIIa PAcIojesia U CMele Kojy
dopmupajy cBe pacro/iesie U3 JIaTor CKylia KOPHUITNemheM UCTUX TeXKUHCKUX KOoeduIlnjeHaTa
MOMEHYyTe JIMHeapHe KoMOuHaruje. Y HajjeITHOCTaBHHUjEM CJIydajy KOMe OJiroBapa CMella y
0BJIIKY cpejiibe BPeIHOCTH JIBe JUCKPEeTHe Paciiojiele p U ¢ Koje IpUIajajy cuMiuiekcy y RY,

ycMepeHa BeKTopcka JS JimBeprenna je ojpehena m3pasom:

Kys (p.q sz ln + =Dl (p+9)/2). (4.22)
2 1

Kaxko je (4.22) y ocnosu KL nuseprenna, cumerpudna JS quBeprenia ce Mmoxke JeduHucaru

Ha cmdaH HaunH Kao u cumerpudna KL quBeprenna, kao Djs (p, q) = Kis (p, q) + Kis (g, p)-

: : M
Y onmrrem ciydajy cmemte M pacnofiena i, ..., Tar, Tie je s = Y -, T4, a YIelu KOM-
LM
[IOHEHTH y CMEIIN TaKBH Ja je > ;7
M
nuie Kao youmrerse Dys (p, q) y 06muky Dys (r1,...,ma) = D52, ™5 Dxa (r4]]s), u kao taksa

7; = 1, JS nmuBeprentia KOMIOHEHTH y cMeIn ce jiedn-
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Cce MO2Ke IIpeJACTaBUTU U Y O6.HI/IKy2

Dys (r1,...,rar) = H (s) = > w3 H (ry), (4.23)

Jj=1

rie je ca H o3nadena enrpomnujcka dbyHkimja: — » | p; Inp;. Popmynarmja kopuihemem eH-
tponujcke dyukimje y (4.23) ciaemu qupektro us gedununuje KL queprenie u oarosapa
opurunasnoj dopmystanuju youmrene JS guseprenne y [168]. Hcra sequunna je takobe
Outa rpe/ytokena u 'y [42], e je 6usa o3HadeHa Kao yornnTeHa JeHceHoBa pasinka nsmMely
pacnojienia y cmemu. Ha ocHoOBY jedunuimonor uzpasa rakohe ce yoyaBa Jia HAYMH Ha, KOjU
je nedbunucana JS auBeprenna y ciaydajy CJIOKeHe PACIojiesie IMPEJICTAB/bEHE CMENIOM, Kao
OYeKMBAHA BPEJIHOCT JUBEPreHIN I0jeMHATHUX PACIo/ieia Koje (hopMUpajy CMeILy, U Hu-
IbCHUIIA 13 je CMella 110 JIe(PUHUIN]U OUYeKUBaHa BPEIHOCT CKYIla paclojesa, MoKa3yjy Jia je
ycBajarmbeM KL quBeprentie ogrosapajyhm uHdOpManoHn paJinjyc cKyTa pacriojesia, MIHU-
myM (4.12), ekBUBaJIeHTaH ca BpeaHOIINY mbuxoBe JS JUBEPreHIle U MpecTaB/ba IPOCETHO
OJICTyTIAbE PACIO/IesIa MOjeIMHATHUX U3BOPa KOjU MeHEPHIILYy OIcepBaliuje o ojrosapajyhe
pacrojiesie y oOJINKY IbUXOBE CMEIIIE.

Nwmajyhu y Buy 7@ BpeIHOCT eHTpONujcKe (BYHKIUjE MPE/ICTaB/ba OUYEeKUBAHY BPETHOCT
KOJIMYUHE UH(pOpPMaIldja U Jia je HeraTUBHA €HTPOIHNja CTPUKTHO KOHBEKCHA (DYHKIIHja, aKo
ce ymopejie pasiuka (4.13) koja pedunuriie JencenoBy Hejegnakoct u uspas Djs (r1, ..., 7)
3a yormreny JS auBepreniy y (4.23), youaBa ce jia cy HaBeJleHA TBphema €KBUBaJICHTHA,
y CMUCJTy J1a je y oba m3pa3a IPUCYTHA PA3J/IMKa OYEeKHBAHE BPEJTHOCTU CYMe U CyMe Ode-
KUBAHUX BPETHOCTH KOHBEKCHUX (QYHKIHja, MTO ¢y y caydajy (4.23) pasiumka ouekuBaHe
BPEJIHOCTH HEraTHBHUX E€HTPOINNja MOjeUHAYHIX pacrnojeaa —H (r;) u HeraTusHe eHTpPO-
N1je OYeKNBaHe BPETHOCTH MOjeIMHATHUX PACIIOJEIA, OJIHOCHO HETATUBHE €EHTPOIINje CMeEIIIe,
—H (s). Takobe, ako ce mMa y Bujy jia je eHTPOINHja Mepa PA3HOBPCHOCTH MOITyJIallije
ormcane ofaroapajyhom pacmogenom, [214], yornmrena JS nuBeprenna win nabOpMAIMOHNT
paJjimjyc ckyna pacnogesa (Kaja je ycojena Mepa pacrojama KL auseprenia), Moxe ce 03Ha-
YUTHU U KaO BEJIMYMHA KOja IIPeJICTaB/ba Pa3/INKy YKYITHOI JUBEP3UTETa WM PA3HOBPCHOCTU
nomysanuje (cadnieHe o/l MojeIMHATHIX CYOIOIy Ialja Wi H3Bopa Koje Ha 3JIPYKeHU Ha-
YUH OMHUCYje CMellla) U IPOCeYHEe PA3HOBPCHOCTH YHyTap camux cybnomynanuja, [215], mro
je mHTepupeTalyja Koja MPOUCTUYE U3 TyMaderba CTaHJapIHe eHTPOInjcKe (PYHKIHUje Kao
Mepe yHUGbOPMHOCTH pactogese, [214]. Y Tom cMuciy MHIEKC PasHOBPCHOCTH CE MOXKE
nedunucaru Kao Koauwanuk: Djg (ry,...,ma) / H (s), [214, 215] u oxrosapa pesaTuBHOM HH-
dopmanmonoM paamjycy cKyma pacuojiesa y OJHOCY Ha IEHTPOU KOjU MPeICTaB/ba IhUXOBa
cMmernia. JIpyraunje mepe pacrtojama he jgatn Jpyradnje WHIEKCe PA3HOBPCHOCTH.

Axo ce MpUHIUIT ycpeibaBarba, paciojesia Ha oCHOBY Kora je y (4.22) nmpeko KL nusep-

redie AeduHECcaHa ycMepena JS ampeprenna npumenn n Ha LogDet wiam Byproy ausep-
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reniy y (4.17), xoja je Takolje ycmepena, a 3aTuM Kao ¥ Koj cuMeTpu3arnuje JS quBepreniie
y (4.22) cumerpusoBaHa Bep3uja TakBe HpolMpeHe Byprose jnusepreriie jeduHUIIE KAO
Cpe/itha BPEJIHOCT JIeCHE W JIeBe BapHjaHTe yCcMepeHe JIMBEpreHiie, jo0uja ce HOBa JUBEp-
reHIa Koja IpejicraBiba yormremne [ledpucose mam cumerpuzoane Marpuane KL ausep-

rentie (4.8). then nasus je marpuuna Jencen-Bpermanosa LogDet museprenta, Djpy:

1 A+ B 1 A+ B
S(A7B)EDJBL(p>q):§DB (A, 5 )+§DB(B>T)' (4.24)

OBa Mepa je y MaTpuaHOM 00JIMKY TPBOOUTHO IpejioxkeHa y [49], Kao mpoceuna BpeHOCT
Hoje/INHAYHIX Byproeux jmBeprennu KoBapujancu A u B y ogHOCY HA BUXOBY HMPOCETHY
spegrocT (A + B) /2. Mebyrum, moryha je u apyraunja marepnperarmja. Panuje je yka-
3aHO Ja II0J yCJIOBOM Ja Cy CPeIibeé BPeJIHOCTH HopMaJHuX pacrogena Ny m Np jennaxe,
[lA = MB = 4, TIOCTOju ekBHUBaJjieHIja u3Mmehy muxose KL auseprente, Dyki, (NA H./\/'B)
nedbunucane y (4.6), u ycmepene marpudde Byprose JiBepreHiie HBIXOBIX KOBaPUjAHCHUX
marpura, Dg (A, B) nedunucane y (4.17). domatHo, ¢ 063upoM j1a mpema yCBOjEHO] HMPET-
mocTaBid [aycoBe pacrojiesie mMajy HWCTe Cpejiibe BpeaHoCTH, muxoBa [aycoBa cmermra G,
y 06Ky apurmernuke cpeauie Ny m Np, mom gatum ycaoBuma Takohe jecre aycosa
pacrojiesia ca UCTOM CpeJoM BpeaHomhy kao u Ny u Np u KoBapujaHCHOM MATPHIIOM:
(A + B) /2, mrro mapaBHO y ommreM ciydajy 6e3 yBejeHe mperiocraBke He Baxku. Ona-
TJIe CJIeJ TN Jla 3axBasbyjyhu yCcBOjeHO] IpeTHocTaBIiy, Koja obe3behyje ekpuBasennujy KL n
Byprose nuseprentie ca jenne crpane, u ['aycoB oO/IMK cMellie ca JApyre cTpaHe, THBEPreHIia
DjpL, nedunucana y (4.24), nupejacrasiba cpeiby Bpegnoct KL juBeprenmu mojeimHaaHmx
pacmogena Ny u Ny y ognocy na muxoBy cmemy G. To je u ocHoBHa uzaeja JS nuseprene
n Kao TakBa BpegaHocT Djpr, jecTe MHMOPMAIIMOHN PAJUjyC CKYyIa IMOJjeIHAKO BEPOBATHUX
laycosux pacnogena Ny n Np, onpehennx ca kopapujancaum Marpunava A u B. 3a osnava-
Barbe Djpp, je HeKo Bpeme 6uo KopuiifieH 1 Ha3uB cuMeTpudHa Stein-osa juBeprenia, [243],

aJM ce KacHHUje yCcTajmo Has3uB S-JuBepreia, (242, 244|, onakie u ysenena ozHaka S (A, B)
y (4.24).

MotuBanuja 3a HaszuB cuMerpudna I[llTajHoBa JuBepreHiia moTude oJi OOJUKA IUJHHE
dyHKIMje mpobaeMa OITUMaJ/IHe IIPOIeHe KOBapujaHCHe MaTpulle BUIlleInMen3nona e ['a-
yCOBe pactiojiesie Koju je Kao mpuMep pasmarpan y [139], rue cy mopes HaBejeHOr mpuMepa
MPETEKHO pasMaTpaHa OIIITa CBOJCTBA CTATUCTUYKUX IPOIEHA KOoje ce JI00Mjajy MUHUMMU-
3arujoM (pyHKIMja pU3uKa JedUHICAHnX Yy OOJIMKY KBaJIPaTHUX (DOPMU BEKTOPa T'PEIIKE.
Taunuje, y [139] je kao dyHKIMja 1eHe pU3KMKa IPOLEHE KOBAPUjAHCHE MATPUILE IIPEIJIOKEHA
Byprosa museprenna (4.17), xoja je y cymrrunu crnenujannu ciaydaj KL nuseprente (4.6),
asm ce o [1ItajaoBoM ecTuMaTopy KoBapujaHCHe MaTpHuIie, [75], KOju je n3BejieH Kao pelrerhe
nomenyTor npobiaema y [139], monekas osnmauaBa u kao IllTajHoBa I1eHa WM JUBEpreHIA.

Oryna u MotuBanuja na ce (4.24) y [243| npBoburso Hazose cumerpuuna [llrajaoBa nuBep-
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remna, ¢ oosupom na je Jencen-bBpermanosa LogDet muBeprenia (4.24) cumerpusoBaHa Bep-
3uja mpormmupeHe Byprose guBepreniie. 3aHUMJ/BUBO je Jia je Ha UCTOM CKYIIy TJIe je m3JiaraH
paj [139], npencrasiben u pag [217] y kome je npejyiozkena Panujea enrponujcka hyHKImja.
Unawe, cam pag [139] je mosuaTuju o James-Stein ecrumaTopy, OpUTHHATIHO AHAJIU3UPAHOM
Ha MIpobJIeMy IIPOIeHe CPeIibe BPEIHOCTH BUIICIUMEH3noHaHe ['aycoBe pacriojee, 3a Koju
je ToKasaHo Jla aKo ce Kao IleHa IPeJIUKIlje YCBOjU KBaJipaTHa T'PEIIKa IPOIEeHe INTaBOr
BEKTOpa ITapaMeTapa, OJJHOCHO HOpMa BEKTOpa I'PellKe MPEJIUKINje, YBEK ITOCTOJU 3/IPYKEeHA
MPOIEHA CBUX HEMO3HATUX IapaMeTapa Koja MMa Malbl PU3UK WU MPOCEYHY KBaJIPATHY
IPEIIKY IPOIEHe Y OJIHOCY Ha OJIBOjeHe IPOIEeHEe TO0jeIMHATHIX MapaMeTapa, I0JI YCJIOBOM
na je 6poj HenosHatux napamerapa sehu ox iBa, [139]. Tlpu Tome To He 3Haun jga he Taksa
3JIpy KeHa IPoIleHa, Y CMHUCJIY IIPpOceYHe KBaJipaTHE T'PeIlKe, 10 KOMIIOHEHaTaMa YBEK OUTH
60Jba 0J1 OJIBOjEHUX MIPOIIEHA ITapaMeTapa, Beh J1a je yKyIHO TJIe/IaH0 Cpe/iiba KBapaTHa I'Pe-
KA 3JIPY2KeHe IPOIeHe Marba, ITO Jia OM OWJI0 OJ1 KOPUCTH T0JIpa3yMeBa Jia je BeJIUInHa
0/l MHTEpeca PUBUK 3JIpy:KeHe IPoIeHe MapaMerapa, a He PU3UIU IPOIEHe I0jeTMHATHIX

nnapamMeTapa, aju #u Jia cy IapaMeTPH 3/IpYzKeHO IJIeJJAHO IIeJINHA.
Kopumhemem (4.17) u concrBenux BpeJHOCTH IIpousBojia Kopapujancu AB™, oznauennx
ca v;, auBeprenta (4.24) ce MOXKe U3PA3UTH U Kao:

A+B

det (ALB
S (A,B) = Indet (T) - % Indet (AB) = In ——— (5°)

V/det (A) det (B)

(4.25)

:1ndet[(AB_1+I) (AB™) 1/2] Zl (3;71)

Nako Bpermanose guBeprenrie nmokasyjy OpojHa KOpUCHA CBOjCTBa, IbUXOBa aCUMETPUIHA,
PUPO/Ia TIPeJjicTaB/ba ojipeheHn HeocTaTak, MTo je OMI0 OCHOBA 338 KOHCTPYKIIU]Y HPUKa-
3aHUX CUMETPUYHUX JuBepreHim. MehyTtum, cuMmeTpudHOCT He 3HAYM Jia (popMuUpane Mepe
pacrojama IpeJIcTaB/bajy U MeTpuKe. JeJan ol nsyseraka je Jencen-Bpermanosa LogDet nu-
Beprenna y (4.25) u (4.24), 3a kojy je nemasHo y [242, 243, 244| nokazaHo ja KBaJPATHU KO-
pen (4.25) jecre merpuka. Tpeba moMeHyTH /18 je HE3ABUCHO O MaTpu4He juBeprenie (4.24),
npeioxkene y [49], y [187] rakobe nmpeokena n Bekropcka Jencen-Bpermanosa LogDet -
Beprena (mim S-JuBepreHia), Kao CIeNUujaJHu CJIydaj OMIITHX JUBEPTEHIN TPe/JIOKEeHNX
y [187] u o3nauenux kao Burbea-Rao juseprewe, a Koje npomupyjy KoHent JS guBeprenie
(kopurthemeMm 1mupe Kiace BpermanoBux pusepreniy y yiosu kojy numa KL guBeprenna y
opurunasnoj JS nuseprennn). MebhyTtum, nuseprenna (4.24) oaropapa u BeJIMIHHHU KOja je
y [106] y semrro npormuperom 06Ky (ca JoJaTHUM cabUPKOM KOju MOCTOju KaJja Laycose
pacrtofiesie u3Mely KOjux ce peadyHa JIMBEPreHIla HEMAjy UCTY CPEJEbY BPETHOCT) MPEJIo-
»KeHa 11oj1, Ha3uBoM Bhattacharyya pacrojame, o Mepu pacrtojama usmely jBe pacromesre

npeiokeHoj y [21], a koja ce 3acHuBa Ha KocmHycy yrua m3melly tadaka koje jeduHUILY
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pacnogene. Y [106] takobe je mokasamo jga ce omrosapajyhm mspas (4.24) msBomm u Kao
crienujasnu ciaydaj Chernoff-oBor pacrojama, Ha3BaHOr 110 JUBEPreHIN TpeIoxkeHoj y [50].
Uako cy y [187] mpsencTBeno pasmarpana yommrema (4.24) y KOHTEKCTY pacrojarba M3-
MeDy pacrojiesa n yonmTema BEKTOPCKIX BperManoBrX JUBEPreHIH, Kao jeJaH OJ1 IpUMepa
je TmpHKasaHa W OpUMeHa MATPUIHOr pacrojama (4.24), ajum y HpPOIMUPEHOM OOJUKY KOMe
onrosapa Bhattacharyya pacrojame [106], Ha mpobsiem BekTOpCKe KBanTu3anuje [aycoBux
pacnojiesia ynytap l'aycoBe cmerrre, ca M/beM CMalbemha CJI0ZKEHOCTH TIOJIA3HOT MOJIesIa KPo3
cMarbebe YKyImHor 6poja Kommonentu y cMerm. (Crora ce Moxke pehu Jla cy mpBe IpH-
mere (4.24) ommcane y [49] u [187], anm y pasamauTHM KOHTEKCTHMA: KiacHUKALuje H

KBaHTU3aIH]e€.

Kao mro je seh ucrakmyro, Byprosa museprenna (4.17) je mopes koHCTpyKiuje S-
quseprenrie (4.24) kopurheHa 1 IPUIMKOM KOHCTPYKIIUje TOOOJBIIAHOI METOJIA 3a IIPOIEHY
koBapujancHux Marpuna y [139], y ynosu Hltajaose dbynKIumje mieHe rperke npeaukimje, [75].
Takobe je nokazano ja nako je (4.17) no npupoan marpudna BpermanoBa jauBepreHia, wmc-

TOBPEMEHO IIPeJICTaB/ba U clienujasan ciaydaj KL guBepreniie HopMaiHIX pacio/iesa.

YupaBo y Tom cmuciy, (4.17) he 6utn xopumiheHa m Kao Mepa YCIENTHOCTU DeIlerha
KOje MeHepuIlie METOJT IIPEJIJIOYKEH Y OBOM PaJly, HAMEHhEH PETKO] PelPe3eHTAIN] NHBEP3HUX
KOBapHjaHCHUX MaTpuia (MO3HATHjUX Kao MaTpPUIle HPEIU3HOCTH), & y KOHTEKCTY peTKe

arpokcuMaruje ['aycosux cmema y Ilorsasmby 6.

Naxko cy Byprosa jiuBepreniia u meHa YOI Teha YeCTO eKCIUIUITUTHO TPUCYTHA Y (DOPMY-
JlarjaMa pa3inauTuX KJjacuuKaTopa 3aCHOBAHNX HA KOJIOBAY KOBAPHUjAHCHUX JIECKPUII-
TOpa, Kao IMTo he OMTHU MMOKAa3aHO y HACTaBKY M3Jjarama, MPUJIMKOM KOHCTPYKIIHje MEeTO/Ia
3a PeTKY penpeseHTaIyjy Marpuiia npenusnoctu y [loruraspy 6, Byprosa nuseprenma nehe
ouTu KopuriheHa Ha IUPEKTaH HAYUH y (POPMYJIAIN]U ONTHMHU3AINOHOT TTPOOIeMa KOjU BOIN
K& PEKTUM alpoKCHMallijaMa MaTpuiia npernusnoctu, seh uuaupexktro. [log tume ce mos-
pasymeBa ja he ojroBapajyhu onrumMuszaruonu mpodaeM 6utn popMyIucan Kpo3 MaKCUMU-
zarujy 1u/bHe (PYHKIMje Koja MMa OOJIMK CyMe JiorapuTaMa BepOJIOCTOJHOCTH TapamMeTrapa
HopMaJstHuX pacnojiena. C obzupom na je y Ilpuiory 3 mokazano ja mporieHe 3acHOBaHe Ha
MaKCUMU3AIUjU CyMe JiorapuTaMa BepOJIOCTOJHOCTH, WM MUHUMU3AIMJU CyMe HeraTUBHUX
JlorapuTaMa, BepOJIOCTOJHOCTH, Y ACUMITOTCKOM cjiy4ajy Texke munumusanuju KL ausep-
refrie n3Mel)y OpurnHaJIHe pacrojielie U Pacro/iesie 3acCHOBaHe Ha MPOIEHeHNM TapaMeTpUMa,
MaKCHUMaJIHE BEPOJOCTOJHOCTH, & IITO Cy Y HMOCMATPAHOM CJIy4ajy paclo/jiejie ca OPUTMHAJI-
HUM KOBapHWjaHCHUM MAaTpUIlAMa U PaCIojiesie ca KOBapUjaHCHUM MaTpHUIlaMa 3a Yrje WHBEP-
suje (MaTpuUIle MPEIU3HOCTH) Ce TPaskKu ONTHUMAJIHA PeTKa alpOKCHMalija, Moxe ce pehn
na ce Dyprosa JguBeprenna wrnak Ha WHIUPEKTaH HAYWH HAJA3W My OCHOBU (DOpMYyJalnje
[IOMEHYTOI' OIITUMUBAIMOHOT MIPObJIeMa 38 PETKY Pelpe3eHTaIjy MAaTPUIA ITPEIU3HOCTU Y

[Tornasmwy 6.
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4.6 Kiunacudukaropu 3acHOBaHU Ha KO/IOBalky KOBapPHjaHCHHUX Jie-

CKpUITOpa

Kposz nekosnko napeanx rema duhe pasMoTpeHn HEKU CJIOXKEHU)U U e(DUKACHUJU HAYIMHI
3a KOpHIheme KOBAPUJAHCHUX JIECKPUIITOPA Yy KOHCTPYKIMjU CHUCTEMa 3a IPEIO3HABAILE
obnmKa, a mopei Beh panuje MpuKa3zaHnX, CTAaHJIAP/IHAX [IPUCTYIIA, Y KOJIMa Ce Oy YiBabe
CacTojaJsIo oJl JUPEKTHOT N3patdyHaBalba PacTojarmba n3Mehy JTeCKpUITopa, KOpUIhemeM HeKe
0J1 Mepa pacTojarba U METPHUKa IIPEJICTAB/bEHNX y MPETXOTHOM IOIyIaBjby. 1peba mmaru y
BUJIy Jla HECUMETPUYIHA PacTojara Y 3aBUCHOCTH O YCBOjeHe BapHWjaHTe MOTY j1a T€HEPHIITy

pa3janduTe OIITUMHU3aIOHEe HpO6JIeMe n Yy CKJIaJly Ca TUM Pa3/IM4YUTa pelleiba.

[Ipeno3naBame kKopuiihemeM O3HaKe KATeropuje jeJIHOT UJIU BUINle HajOIMKIX cycejia, je-
CcTe OCHOBHU IPUCTYII KJjacuduKaIluju KoBapujaHCHUX Jeckpunropa. O kBajauTera mMepe
pacTojarma 3aBUCH KOJIMKO he mHdOpMaluja o BapujamyjaMa y CTPYKTYPU KOBAPUjaHCHU TTPH-
JIPYKeHNX Pa3INIUTHM KaTeropujaMa OUTH cajpxKaHO Y M3padyHATUM BPETHOCTHMA PACTO-
jama, OJHOCHO KOJIMKa he O6uTH muxosa jucKkpuMmuHaTuBHOCT. Ca JApyre crpaHe, jegHa o
MOKEe/bHUX KapaKTEePHUCTUKA jecTe W OpP3MHa M3padyHaBamba I0je/IMHATHUX PacTojatba, Koja
3HAYAJHO YTUYE Ha MPUMEH/BUBOCT OBAKBUX METO/IA 3aCHOBAHUX Ha OJipehuBarby HajOIMAKIX
cycejla y CKyIly O3HaYEHUX y30paka HaMemeHHX o0yIlm Kiacudukaropa. Tako je Kao jejgHa
OJ1 TJIABHUX MOTUBaIMja 3a npuMeny merpuke (4.24) y [49] uctunana ocreapena ymreua o
PUOJIMZKHO JIBA PEJIa BEJIUYUNHE Y TOTPEOHOM BPEMEHY M3padyHaBabha U3BOA IIPE/JI0ZKEHOT
pacrojama y oJHoCy Ha MeTpuky (4.2). Mehyrum, jeman o vHaunna 3a yopsasame kNN kiia-
cuduKaTopa KOBaprUjaHCHUX JECKPHUIITOPA jecTe U KOHCTPYKIIFja MOMONHUX CTPYKTypa Koje
he ybp3aTu kKareropusaryjy HeosHadeHux yszopaka. lloj Tume mory Jia ce mnojpasymMeBajy
CTPYKType y 00JIuKy cTabajia ca JIBOCTPYKUM I'PaHAbEeM, Y KOjUMa, Ce MOJIa3HU [IPOCTOP y30-
paka I0JIOBU HA OCHOBY CJIMYHOCTH Y30paKa YHYTap IIOCMaTPaHOI YBOPa. Y30pIH Yy CKYILY
3a 00yKy ce IDYHHIINY TaKO Jia je Ha Kpajy CBaKM IOJCKYI KOHAYHE MapTHUINje ONUCAH Te-
JKUIITEM WK IEHTPOUJIOM y30paKa YHyTap IOJCKYIa U HeroBuM pajujycom. Hemnosnarn
y30paK ce Ha OCHOBY CJUYHOCTHU Ca IEHTPOMIMMa YBOPOBa IpOHarupa Kpos3 cradjio cBe JI0
JINCTA KaJla Ce YHyTap JIUCTa TPaxKW HajOJMXKKM y30pakK, a 3aTHUM IIpe JOHOIIEHha KOHATHE
OJIJTyKe TIO MOTpedH, aKo je O/IyKa Heroys3/aHa, pasMaTpa U yJIa/beHOCT Of y30pakKa y Cy-
ceauM JuctouMa. Kibydnu Kopak je m3rpajmba cradjia Koja Mojipa3yMeBa N3padyHaBarbe
HEHTPOU A KOpUIhemeM JUBEPreHIH, JOK JAPYTY TeHKONy MpeIcTaB/ba oJpehuBambe mo3/1a-
HOCTHU OJIJIYKE, IOIITO je Ha eduKacan Ha4YWMH HNOTPEOHO YIOPEIUTU y30paK Ca caJiprKajeM
CyCeJIHUX JINCTOBa, 3a ImTa je y [49] npemoxkena ureparuBHa MpojeKiyja Ha JIONTY KOjy
nedunnie cyceann jguct y crabdiay. Orpanndasajyhn dhakTopum OBAKBUX HPUCTYIA Cy KBa-
JINTET CKyTla 3a OOYKY, IheroBa BeJIMUnHa U u3abpana Jybuna ctabsa, KOju 3ajeHO yTUIy

Ha YIYMHKOBHUTOCT U CJIOZKEHOCT ITIOCTYIIKa.
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Hemrro npyrauuju npucryn kNN kiacudukaimjun KoBapujaHCHUX JICCKPUIITOPA Y OJIHOCY
Ha HaYMH yOp3aBama u3padyHaBama npukasan y [49] jecre mpemyoxken y [167]. Uneja je-
cTe Jla ce HAa KOBapHjaHCe MPUJINKOM Kjacudukaluje y KOMOMHAIUJE ca U3PadyHaBarbEM
pacrojama Ha OCHOBY PumanoBe Merpuke (4.2) IpUMeHHM U NPHWHIMI IpeTpare 3aCHOBaH
Ha CIy4ajHO reHeprcanuM xern (enrs. hash) dyHKImjama, quMe ce Kpo3 Mawmn Opoj U3pa-
gyHaBama (4.2) WM Heke Jpyre MeTpHKe MOCTHKE 3HAYajHA YIITeda Y YKYIIHOM BPEMEHY
OTPeOHOM 3a KJIaCU(pPUKAIN]Yy HEKOI y30pKa. YMeCTO JeTEPMUHHUCTHYKE IIpeTpare CBHUX
KOBapHjaHCH y CKYIly 3a OOyKy, IIpollec Kjacudukalyje 3al09uibe KOPUITNemheM alpoKCH-
MaTHBHE IIpeTpare 3aCHOBaHe Ha CeKBEHIIaMa OMHAPHIX KOJ0Ba UJIN Xelll BPeTHOCTU yHAIIPe]T
IPUJIPYKEHUX KOBapHjaHncama, Koja je Kao TaKBa PAdyHCKH Marbe 3aXTeBHa, Ja Ou ce Ha-
KOH CyzKaBarba n300pa MOTEHIMjAJIHO HAjOIMKUX Cyce/la KOBapUjaHCe KOja ce IIPero3Haje
IPENuUIo Ha U3padyHaBamba I0jeIMHAYHIX pacTojarba naMely marpuiia kopuihemem (4.2).
CiygajHoct y mporiec mperpare YHOCH HAYHH FeHepHcarba, Xell (DYHKINja KOjuMa Ce CBaKN
JIECKPUIITOD IPUJINKOM OOyKe CHUCTeMa MJIM HOBOT yIUTa MPEBOJM Y OJroBapajyhu OuHapuu
KO/l (PUKCHEe Jy2KuHe. Y Ty CBPXY Ha MHOTOCTPYKOCTH C€ TOKOM OOYKe cucrema oipebyje
TI0JT WJTH TIEHTPOW/T, y30paKa U3 CKyIa 3a 00yKy. 3aTuM ce y TAaHI'€HTHO] PaBHU IPUIPYKEHO]
[IOJTy TeHepuIlie yHarpes, jedunncad Opoj caydajHo U3adpaHuX TadaKa MM ITPOTOTHIIOBA.
CBaka 0J1 0BAKO reHepUCAHNX Tadaka JieUHHIIE TI0 je/Iny OnHapHY Xell (DyHKIN]jy ca KOjuMa
ce HeKa KOBapUjaHca IMPeBoju y OMHAPHU CUMOOJI, a YUjUM CliajarbeM ce j1o0uja OunapHa Xerl
Bpenoct. [locTyrak ce rnmonaB/ba HEKOJIMKO ITyTa KAKO OM ce NeHepUcaso HEKOJMKO XeIll Ta-
6esta momohy Kojux he ce MpUINKOM pa/jia CUCTEMa, CBAKH ITyT e(UKACHO TeHEPUCATH TOJICKYII
y30pakKa 13 CKyla 3a 00yKy Koju cy Hajcamdnuuju Tekyhem ynury. Onucane xerr (pyHKIHje
ce 3aCHUBajy Ha CIyYajHUM IPOjeKIrjaMa KOBAPHUjAHCHUX JIECKPUITOPa Ha m3abpaHe IIpo-
TOTHUIIOBE Y paBHU I110J1a, aju Jia OM TaKBa olepalija Oujia U3BOJJbUBA IIPE caMe IIPOjeKIlnje
KOja 3aBHCH O] CKAJIAPHOT ITPOU3BOJIa Y TAHI€HTHOM BEKTOPCKOM ITPOCTOPY T0JIa, HEOIXOTHO
je HeKy KOBapHjaHCy IPEBECTU y TAaHTeHTHY paBaH Jie(UHUCAHOT 10JIa, & 3a IITa ce KOPUCTU
JIOTAPUTAMCKO TIPEC/IMKaBame ornrcano y norsasiby 4.1. Mako padyHcKu 3axTeBaH, OIUCAHU
IporieC KOHCTPYKIMje Xelll Tabesia ce OJBHja TOKOM OOYKe CHCTeMa U He YTU4ie Ha KacHUjy
Op3uHy M3padyHaBama. MehyTuMm, y 3aBUCHOCTH O] YKeJHEHOT KOMIIpoMuca m3mehy Opoja
pPadyHCKUX Olepalldja U TAYHOCTHU Ipero3HaBamba, Opoj Xell Tadesa 1 Jy?KUHa Xelll KOJI0Ba
(6poj ciryuajuo reHepucanux xenr pyHKINja) HHAMPEKTHO yTUIy Ha 6POj oreparyja y Kojuma
ce m3padyHaBajy reojie3njcka pacrojama (4.2) m3mely KoBapujaHCHUX MaTPHIlA TPUIAKOM

KJ1acuduKarmje.

Hacynpor omnumcanum merojama, MPUCTYIU KOjU Ce TOHEKAaJ| MOKa3yjy Kao YCIEITHU)U
(TaYHMjN) HAYMHU 3a MPUMEHY KOBAPUjAHCHUX JIECKPHUIITOPA I10JIa3e O MPETIOCTABKe Ja Ce
KOBapujaHce MOTY IIOCMaTPATH Kao U JIpyre BPCTe CTPYKTYUPAHUX CUTHAJIA U JIa je Y CKJIaLY
ca TUM IIOXKeJbHO IpoHahn ajieKBaTHHUje IIpeJiCTaBe WM Pelipe3eHTallije TaKBUX CUTHAJIA, &

Koje he Outu Gosbe mpuiarohene mpobJieMy IMpero3HaBama y CMHUCIY Behe TUCKPUMIHATUB-
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HOCTHU CUTHaJa HakoH nedunucane tpanchopmarmje. [log Tume ce mojpazymena Jia je mpe
came Kjacudukaluje ToTpedHO MPUKJIIAIHO KOJIOBamhe KOBAPHUjaHCH KOje he 0UyBaTh HUXOB
JUCKPUMWHATUBHU CaJPKaj, aJii UCTOBPEMEHO OMOIYNHUTH U HUXOBO yKJAIAhe Y OKBUPE
nocTojehux Mojiesia 3a mperno3naBambe 00IMKa KOju ¢y BENMHOM KOHCTPYHCAHU 3a IIPUMEHY Y
KOHAYHO JUMEH3MOHAJTHIM BEKTOPCKUM IpocTopuMa. KoBapujaHce Kao CHIMeTPUIHE MO3U-
TUBHO JepuHUTHE MaTpHIe, enxeMentn Sym, . no npupoau onucyjy Pumanose mooroctpy-
KOCTHU, OJTHOCHO MOT'Y Jia JeUHUIITY MO3UTUBHO JePUHUTHE METPUIKE TEH30PE JIPYTror pejia
y OKOJIMHU TadakKa Ha HEKOj JudepeHImjaduaInoj MHOTOCTPYKOCTH, YnHehn Ty MHOrocTpy-
KOCT METPUYKHM IIPOCTOPOM Ca TeOe3MjCKUM pacrojamnMma. MehyTtmm, Kao meckpunropn
0b/IMKa caMe KoBapHjaHce y IpocTopy Sym. ' Koju NmpejcTaB/ba KOHBEKCHH KOHYC (popMu-
pajy Pumanose MHOrocTpyKocTu mocmarpanux obsmka, [199]. Crora je mpuimkoM KoIoBamba
JICCKPHUIITOPA IMTOTPEOHO 0UyBaTH MO3UTUBHY JEMUHUTHOCT PEIieha U NHMOPMAIIje O 00JTUKY

KOje Cy MoXparmeHe y CTPYKTYPH METPUIKOT ITPOCTOPA.

[Ipuposnu curaa/im Kojuma ce OIHUcyje HeKH OOJIMK OOMYHO MMajy CBOjCTBO Ja HE 3a-
Y3UMAajy YUTaB MPOCTOp obesexja, Beh Hajuerhe mpunajajy YHUJH IEFOBUX HMOTIIPOCTOPA
MaJie JIUMEH3Hje, OJIHOCHO OopaBe Ha OjroBapajynNnM MHOTOCTPYKOCTHMAa KOje ce JIOKAJHO
MOT'Y allpOKCUMUPATHA HUCKO JTUMEH3MOHATHUM BEKTOPCKUM IIPOCTOPUMA, KAO IITO je PEIUMO
Ha MpUMepy CJIMKa Jinna nokasano y [165]. Crora moxkesbaH HauWH 3a ONUCHBAME HIXOBE
CTPYKTYPE jecTe KOpHIIhemeM Mojiesia KOjuMa Ce CUTHAJ OIUCYyje KAao JIMHeapHa KOMOWHAa-
1ja Mamer Opoja IPaJIMBHIX KOMIIOHEHTU UJIX ATOMA, OJIHOCHO IIpeJicTaBaMa IpuaaroheHnm
KapakKTepHCTHKaMa CaMUX CHTHaJa, a Koje ce O3HadaBajy Kao PeTKe perpesenrtarje, [89),
1 0 KojuMma he BuIle peun OUTH y HapeJ HOM TOIJIaBby. l[loj peTKoM pernpeseHTAIjoM ce
I0/Ipa3yMeBa JIa je peJIaTUBHO MaJjiu OpOj Te:KMHCKUX Koedullnjenata y JUHeapHOj KOMONHA-
nuju pasjmauT o uyse. [lopesn peaykimje TMMeH3MOHATHOCTY U JIMCKPUMUHATUBHOCTH HOBE
npejicTaBe, [93|, mpesHOCT OBAKBUX MPUCTYIA je U yKJIamame IyMa, [92], Koje ce mocTuzxe
M30CTaB/babeM I'DAJIMBHUX KOMIIOHEHTH UHhje ydelthe y CTPYKTYPH aHAJIU3UPAHOT CUTHAJIA
uuje 3Ha4dajHo. Cimyan edekaT MOCTUKY M HEKe CTaHJap/He TpaHcOpMAaliije CUrHaJa,
aJl ce IOoKa3dyje Ja aHa/m3a Koja je 00/be IpuaaroheHa CTPYKTYPH CUTHAJA, TOXPAIbEHO]
y IPUKYIBEHUM OIllcepBaliijaMa, oMoryhaBa ycIeNTHUje pellaBambe Pa3InduTuX 3a/aTaKa,
yKJBydyjyhin u nmpobsiem npenosnaBama, [279]. Bohen Tom uiejom, suavyajan 6poj merosa 3a
KOJIOBamh€e KOBapUjaHCHUX JIECKPUIITOPA TeXKU PETKO] PEIpPe3eHTAINj KOBAPUjAHCH Y HEKOM
HAY4YEeHOM CKYITY IIPOTOTHIIOBA WJIU PEYHUKY, KPO3 PelllaBaibe ION0IHO KOHCTPYUCAHOT OIITH-
MH3AITIOHOT IIPodJIeMa y KoMe (pUTyPHUIIy Mepe pacTojama n3Mely KoBapujaHcu jiepuHUCAHe
y mperxojHoM mnoryias/by. Ca Japyre crpaHe, MOpe/l PETKUX Pelpe3eHTallnja KOBapUjaHCHUX
JIECKPUIITOPA, KOje ce O3HavaBajy M Kao PEeTKO KojoBame TeH3opa, |236], npeiarane cy u
Jpyradmje MeToje KoJoBamba Koje 3a IUJb UMajy IITO 00J/bY allpOKCUMAIIH]y CTPYKTYpPe MHO-
FOCTPYKOCTH Ha KOjO] Ce Hajla3e KOBapUjaHCHU JIECKPUIITOPU HEKOr' OOJIMKA, MPU YeMy ce

TaKBa allPOKCUMAIIUja, ITOCTUXKE Ca BHUIIE ITOT'0JIHO M3abpaHuX TAHT€HTHUX ITOTIIPOCTOPA, Kao
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y [223], mo y30py Ha TaHreHTHY AlPOCKMMAITA]Y IpeIoxKeny v [258].

3a morpebe kiaacudukalmje, peTko KoJ0Bambe KOBAPUJAHCHUX JECKPUIITOPA CE€ YIJIaB-
HOM KOPHCTH TaKO IITO C€ CBAKOj OJ] KaTeropuja WM Kjaca MPUJIPYZKHU 110 jeJaH PEeUYHUK
cacTaBJ/beH O] CIY4YajHO OJa0paHMX WM HaydYeHHX IIPOTOTUIIOBA Te KJace, & 3aTUM Ce CBU
MOje/IMHAYHU PEYHUIN O0je/IMHE y jeJlaH 3ajeITHMYKH MeHepaTOPHU CKYI Y KOME ce TParxKu
peTKa pelpe3eHTallja KOBapujaHce MPUAPYKeHe HEKOM TeCT Yy30PKY. ¥ TOM CMHUCIY, ped-
HUIM HA HUBOY IOjeMHAYHUX KATeropuja ce Kao IMOJCKYIOBU 00jeINIHEHOT PEYHUKA TE€CTO
O3Ha4YaBajy U TEPMUHOM IIOJIDEYHUIIN, a IIPOIeC O/IyYnBamba ce 3aCHUBa Ha aHAJIU3U OJI3UBa
I'Da/INBIHIX CUTHAJIA KOJUMa je oJpeheHo PeTKo perneme. JeTHo o YeCTUX pellemna jecTe 11a
ce y30paK IpUAPYZKHU KJIacH KOjoj OiroBapa IOJIpeYHNK Y KOMe PeTKO KOJJoBaHa KOBapHjaHca,
3aCceOHO MMOCMATPAHO, UMa HAjMAby I'PENIKY PEKOHCTPYKIIUje, WM KJIACH YUjU IIPOTOTUIIOBU
JIOMHHUPAJy Y KOHCTpYyHUcanoj anpokcumanuju. Mehyrum, moryhu cy u npyravuuju npuctymu
y KOJIMa ce PeTKO KOJIOBame IocMaTpa CaMo Kao MPoIlec HeJlmHeapHe TpaHcdopMalmje ode-

JIeXKja W TpUTIpeMa 3a KacHUje IMPero3HaBarbe.

Axko ce 3a mnpernosnaBarme Kao JECKPHUIITOPH yMeCTO KOBapUjaHCHUX MATPUIA KOPHUCTE
IbUXOBE HMHBEp3Uje, MATpHIlEe IPEINU3HOCTH, [IOCTaB/ba Ce NUTambe Ja JIM he ce pe3ysTar
KJacuduKaIyje KopuihemeM TaKBOI' JECKPUIITOPA PA3IUKOBATH U I10JI KOJUM YCJIOBUMA.
Baxpasbyjyhu ocobunu koja ob6e36ebhyje cumerpmanoct Pumanose merpuke (4.2), 0IHOCHO
d(A,B) = d(B,A), Ha caumuan HaYMH ce Takohe MOXKe MOKA3aTH Jla BaXKU U jeTHAKOCT:
d(A~1,B7') = d(A,B). To 3naun na 3aMena KoBapujaHcu ca MaTpHIlaMa nperusHoctu nehe
YTHUIATU Ha KJIACU(PUKATOPE KOjU Ce TI0 CBOjOj KOHCTPYKIIM]U TPUIUKOM OJIJTyYNBaha Ha -
pPEeKTaH WU WHIMPEKTAH HAYNH OC/Iarhajy Ha M3padyHaBarhe BPeIHOCTH PUMaHOBe METpPHUKE.
Ca sipyre cTpane, KOJ Mo/ieJia KOji KOPUCTE JIpyradnje Mepe pacTojarba IMoCTojamke rapaHiiuja
HCTE BPCTE je y OIIITEM CJIy4ajy OTBOPeHO nuTame. Onncana eKBUBAJIEHINja KOBAPHjaHCHIX

JIECKPHUIITOPA W MATPHIA MPEII3HOCTH Y Caydajy Merpuke (4.2) mokaszana je y [Ipummory 1.

4.6.1 Perko kogoBame KOBAPUjaHCHUX AECKPUNTOPA

Perko komoBame Tenszopa y [236] mompasymesa Jia ce Ka0 PEIHUK KOPUCTH IIOJCKYII CJTy-
JajHo omabpaHuX y30paka (KOBApHjaHCH) U3 CKyNa 3a O0yKy. ¥ OIIITEM CIydajy yriIaBHOM
ce ToJIa3U OJ TOTa Jla je PEeTKO pellerbe jeHOCTaBHHUje NpoHahu yKOJMKO je rocMaTpaHu
CKYII IIPOTOTHUIIOBA I'eHepaTOPaH WK PeJIYHIAHTAH Y OJHOCY Ha JUMEH3UOHAHOCT I10JIa3HOT
mpocropa y3opaka, [88], ma je KapIMHaJIHOCT peYHIKA OOMTHO HEKOJIUKO ITyTa Beha 01 JIMMeH-
3Mje MPOCTOpa CUMETPUIHUX MATPHUIA, aJll TO He Mopa ja Oy/e mpasuao. Camo KoJaoBame
WU perpe3eHTaInja JeCKPUIITOPa M0/Ipa3yMeBa TpaykKemhe BEKTOpa ca MaJiM OpojeM HeHYJI-
THX KOMIIOHEHTH, Ka0 Pellerba ONTHMU3AINOHOT TPO0IeMa KOju MUHIUMU3Yje HEKY ITPOCETHY
IIeHy allPOKCUMATHUBHE IIPeJICTaBe OPUTHHAJIHE KOBapHUjaHce KOPUIThemheM MaJor Opoja mpo-

TOTHUIIOBA WJIU PEYU U3 yHAIPe/ JIe(bUHUCAHOT PEYHUKA, ai Y3 HAMETHYTa OrpaHuvdeba KOja
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[0/Ipa3yMeBajy Jia pelieme Mopa j1a 00e30e/11 MO3UTUBHY JIe(UHUTHOCT allpOCKUMAaIIije, Tpn
YeMy caMU eJIEMEHTU PEeYHUKA y OMIITEM CJIydajy He MOpajy Ja 3a/I0BOJbaBajy UCTU YCJIOB.
I[Tpe [236] cy ce nojaB/puBaau n xubpuaHu npucTynu, kao y [116], rie je ymecro pasiarama
KOBapHjaHcu ojpehuBaHa peTKa pernpe3eHTIiinja BeKTopa (pOpMUPAHUX BEKTOPU3AIMjOM Ma-
TpHIla, KOje Cy M3padyHaBaHe Kao JIOTApUTaM IMOJIA3HUX KOBapUjaHCHUX MaTpHUIla, IITO je
tajia y [116] Ha npumepy npernosHaBama MoHAIAba Y BUJIEY JOBEJIO J0 M0O0JbIIaka, aau he

ce TaKBU MPUCTYIN KaCHUje y HEKUM TopeherMa oKasaTn kao ciaabuja pemema, [119].

dopmaJsiHo, TPodIeM PETKOT KOJA0Bambha KOBAPUjaHCHUX JECKPUIITOPA Ce IIpeMa, IPBOOUT-
HOj bopMyanujn npeioxkeno] y [236] mozxe nckasarn Ha ciegehn vauna. Ao ce ca Sym ™
O3HAYU CKYI MO3UTUBHO JePUHUTHUX MaTPHUIA JUMeH3Huje d X d, mTo he OUTH O3HAYEHO ca
A = 0, ca Sym] ckyn nosurusno cemu-gedunutnux Marpuna, A = 0, ca A > B oznaun
ma je (A —B) > 0 u cimuno 3a A > B na je (A — B) = 0, peunuk koju ce cacroju ox K
CllydajHO n3a0paHuX KOBAPHjaHCH U3 CKYyIa 3a 00yky Kao A = [Ay,... Ag], ca & = {S;}}1,
CKYTI JIECKPUIITOPa KOjU Ce KPO3 KOJOBaIbe AllPOCKIMUPa Ca MaJIUM OpojeM ejleMeHaTa 13
peunuka A, npu wemy A; € SymitViu S; € Sym}*Vj, a anpokcumarnuja neckpunropa
S, O3HaUH ca Sj = Zfil xi; A;, THe ¢y x;; CKaJapHU TEXKUHCKH KOePUIMjeHTH JIHHEapHEe
KOMOMHAIM]e, TAKBH JIa BUXOB BEKTOD X, YBEK CaJIPKH KOMIIOHeHTe T;; € RY, mro e 6urn
o3HavYaBaHo ca X; > 0, n paju IperjeIHocTH HoTaluje yBee IoceOHa 0O3HaKa & 3a JIMHeapHy
KOMOMHAIIN]Y KOjOM ce JedUHUIILY MOojeIMHAYHE allPOKCUMAIITje Sj, TaKo Ja je Sj =x; ® A,

1pobJIeM PETKOr KOJ0Barka KOBAPUjaHCHUX AECKPHUIITOPA 38 HEKO S U X ce JieuHUIIe Kao:

min Dp (x® A, S) + ullx|h
x>0 (4.26)
mo. 0=Xx®A4=<S

rje je p > 0 mapamerap Koju ospelyje yTuiiaj peryiapusaTopa Ha MUbHY DYHKIIN]Y, OHOCHO
KOMITPOMUC U3Mel)y cTereHa peTKOCTH pellleba U OJICTyIarha allPOKCUMAaIIje Koja je Olucana
speuomthy Byprose auseprente (4.17). Moryhe cy u Herro apyraanje dpopmynanuje (4.26)
y KOjUMa Ce PEeryjiapu3aTop He YBOJIU €KCIUIUIIUTHO KAo JIOJIaTHU cabupak y OKBUPY IU/bHE
dyukmmje Beh Kpo3 gogaTHO Orpanuyeie y o0/mKy ogrosapajyhe uejennakocru. O mHTEP-
npertanuju opmysalinje 3acHOBaHe Ha {1 HOPMHM KAa0 KOHBEKCHO] arpokcumarnuju o ouhe
BUIIIE PEYN Y TONJIaB/by ocBeheHoM peTkuM pernpesentarujama. C o03upom Jia cy y npuka-
3aHOM MPUCTYILY KOju je Kopuiihen y [236, 237, 285] eleMeHTH peUHUKA TO3UTUBHO JedHUTHE
MaTpuIle, 6e3 0b63upa Jia I je y MUTay PETHIK CacTaB/beH O] CAMUX y30paKa MM HaydeH!
PEUHUK, TIPBO OrpaHnverbe Koje je yBeneHo y (4.17) jecre yna cy perierma Taksa ja je x > 0,
IOIITO je HeHeraTHBHa JMHeapHa KoMbunaruja marpunia us Sym,+ takobe enement Sym}™*
(mpeTmiocTaBka je Ja CBH TeKMHCKH Koedwunujentn Hehe 6utu myna). ako takap ycsios

00e30ehyje MO3UTUBHY Ae(OUHUTHOCT aITPOKCUMAIIT]e S norpe6un cy u pojgatuu ycaosu. [lo-

mro he rpemka ampokcumarje y obmmky marpuie A = S — S y Hajbo/beM ciIyuajy ouTu
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MIO3UTUBHO CeMU-TedUHUTHA MATPUIA WIA Y UJIEATHOM CIydajy HyJIa MaTpHUIa, y TaKBAM
cuTyalnujaMa moTpebHo je cIpeduTH jJa Ja/be NoBehare HeKOr oJi Koeduliujenara y S 1o-
BeJIe JI0 JIOJIATHOI Oy3uMarba HeKe MO3UTUBHO JleuHnuTHE MaTpuile o rnocrojeher A mro
ou A yuanHII0 nHIe(UHUTHOM, OJHOCHO S XS, Tako Ja je moTpeOHO yBECTH JOJATHH YCJIOB
na je S < S, MITO y3 OCHOBHU YCJIOB JIa je y OIINTEM CJIYYajy almpoKCHMaIlija S = 0, maje
orpannuema y (4.26). V [236] je Takobhe mcrakHyT M jeiaH NMPaKTHYHHU ACIEKT DEIlaBarba
ONITUMUBAIMOHUX MTPObJIeMa KOjU YKJbYUyjy KOBapHjaHce, a TO je ryomrak cumerpuje mehy-

pe3yaTaTa TOKOM UTEPATABHOT ITOCTYIKA yCJIe] HyMEepUYKe I'DEIIKe.

Cam nocrymak pemniaBamba (4.26) je ycsioBiben (byHKIMOHATHUM OOJIMKOM Byprose ju-
seprentie (4.17) y Kojoj JOMHHUpaA HEraTUBHU Jioraputam JerepMmunanTe. Tpeba youwru
Ja je npobsieM peTkor KojoBama (4.26) dbopMmysmcan Ha TaKaB HAUYMH Jla CE ONTUMUIYjE
[IPOMEH/bUBA CaJIPZKaHa Y U3pa3y KOju IpeJCTaB/ba IMPBU apryMeHT HecuMmeTpudHe byprose
nuBeprente Dy (S, S) vy (4.26). Mmajyhin y Buny exusanenuujy Byprose quseprenne (4.17)
ca KL nmuBeprenriom n3melhy HOpMaTHUX pacIojiesia, a Koja BayKu y IOCMATPAHOM CIyYajy y
KOME Ce He pasMaTpajy Cpejlibe BPEeIHOCTH paciojera, [68], youasa ce jia HaBeJEHOM U3PA3y
Dg (S, S) y (4.26) omrosapa KL museprenma Dgp, (S [ S), IITO je JpyTraduju ONTUMUABAINOHN

pobJieM y OJIHOCY Ha ITPo0JIeM KOoju OM Kao Jieo MusbHe (pyHKIUje caapxKao Dk, (S I é)

C obsupom na ce y mspasy (4.17) za Dp (S,S) y oba cabupKa II0jaB/byje IIPOU3BOL
SS™!, a Tpar W JeTepMUHAHTA Cy HENPOMEH/bHBU y OJHOCY Ha TpaHchOpMAIMje CIIITHO-
CTH, apryMeHTe Tpara n jJerepMuHanTe je Moryhe rpancdopmucaru Ha ciaegehm Haumm:
S-1/2 (S S_1> S'/2 rre je KBajpaTHE KOpeH S Kao CHMETPUYHE MaTpHIIE 3a Kojy Baxku (3.16)
onpeben ca S1/? = Q A%Q_l. Taxko ce, yBojehu cmeny A; =S Y2\, 8712 CMarbyje OCeTIhbU-
BOCT Ha Ir'ybuTaK CUMETpHje, a ca JIpyre crpaie oMoryhiasa Jia ce ONTHUMHU3AIMOHE IPOOJIEM U
yBeJieHa orpaHuverba (OPMYJIHUIIY y OOJIMKY HeHeraTuBHe apruHe KOMOMHAINje CUMETPUIHIX
marpuna. Mmajyhu y Buiy ycBojeHO orpaHudYerhe jia Cy TeKUHCKNA KoepUINjeHTH JTHHeapHe
KOMOMHAIIN]e ca KOJOM Ce allpOKCUMY]je KOBAPHUjaHCHH JECKPUIITOP MO3UTUBHE, PEryiapu3a-
roHa (DYHKIMja ce MOYKe 3almcaTu Kao: pul|x||; = quil Z;, TITO 3ajeJHO ca MPETXOIHO

yBeJZIeHOM cMeHoM oMmorylhiaBa Jia ce mosasuu mpobseM (4.26) eKBUBAIEHTHO MPEJICTaBU CAa:

K K
mxin Z x; <tr A+ ,u) — Indet (Z T; AZ>
i=1 i=1

(4.27)
K _ K _
II.0. XZO, Zl’zAziO, I—szAzio

1=1 i=1

Uspas (4.27) ce o3HauaBa u Kao MpobjeM MaKCUMH3AIlUje JeTePMUHAHTE, jep Y OIIITeM
caydajy mpBu cabupak musbHe (DYHKIIHje KOjU OJIroBapa CKaJIapHOM IIPOU3BOJLY YeCTO HUje
npucyTaH, [263]. Ko npukaszanor peTkor KooBamba KOBapUjaHCH, IPBU cabMpak jecTe CKa-

JapHU IPOM3BO/I BeKTopa KoeduimjenaTa X u ekropa ¢ € RE | unje kommonenre cy onpelene
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ca (tr A;+p). YV crammapnoj bopMymammji mpobeMa MaKCHMUA3AImje geTepMunanTe, [263),

JIpYyTH cabupak IubHe DYHKIMje M0/Ipa3yMeBaHo Ce M0jaBJbyje ca MO3UTUBHUM ITPeI3HAKOM:

min ¢’z 4+ Indet G (z) "
. (4.28)
mo. G(z)>=0, F(z)>=0.

Jluneapue mMaTpuydHe HejeIHAKOCTH MPOMEHJ/bUBE X KOje Ce I0jaB/byjy Kao OrpaHUverha y
(4.28) necdunumty ce kao adune byukimje y ooiuky: G (x) = Go+ 211Gy + -+ + 2k Gk, u
ucro Tako 3a F (x), re cy G; u F; cumerpuuane marpurie. TIpukasanu npobsiem je KOHBEKCaH,
KaKo y Toriey IubHe (byHKIuje Hajl JomeHoM x y kome je G (z) = 0, Tako u y moryey

OrpaHUveha U eKBUBaJeHTaH je ca (4.27).

Kibyuna nperriocraBka Koja omoryhasa gpopmysianujy mpob/iemMa peTKor KoJoBama KOBa-
pujaHcu y npukazaHoM obsmKy (4.28) jecTe HaUMH Ha KOjU ce KOHCTPYWIILY allpPOKCHMAIIH]je,
IJle ce MoJIa3u OJl NPETIOCTABKE JIa Cy eJIeMeHTH pednuka u3 Sym} ™', a na cy koedurm-
jeHTH pelpe3eHTallije HeHeraTWBHU, YMMe ce u3beraBa JUPEKTHA ONTUMH3aInja Hemgude-
pernujabuiHor Jesa mmbHe dyHKIwmje v (4.26). Pemabame Kiace mpobsema Kojoj mpu-
nasta (4.28) ommcano je merasbHO y [262]. YV 0CHOBH, MaKCHMI3AIja JETEPMIHAHTE CE MOXKE
[IOCMATPATH Kao IPOIIUPEhe METO/Ia CeMU-IeMUHUTHOT IIporpaMupamha y KOjuMa ce OITH-
MH3Yje BPEIHOCT JimHeapHe (pYHKIHje M0JI OrpaHuYeheM Jia je aduHa KOMOMHAIMja CHUMe-
TPUYHUX MATPUIA [TO3UTUBHO CeMU-IeUHUTHA, [IPU 9eMy Cy KOoeUIUjeHTH KOMOWHAII]je
onpeljeHr KOMITOHEHTaMa HelO3HATe MPOMEH/bUBE. Y TOM CMHCITY, orpaHudema y (4.27)
MOry ce rmnpedopMyrcaTi Ha TakKaB HaduH Jjia ce (popMHpa jeJiHa jeJUHCTBEHA MaTpPHILA

Or'paHu4erba, a IITO Ce€ IIOCTUXKE KOpI/ItheH)eM CBOjCTaBa H_IypOBor KOMILJIEMEHTa IIO3UTHUBHO

ceMu-/1ebUHITHIX MATPHIA U 0COOMHA J1e(DUHUTHOCTH JIHjaroOHATHAX MaTpuia, [261].

Kako 6u ce mojaTHo mcraksia MoTHBaluja 3a Kopuimhewme Byprose museprentie (4.17),
Kao ocHOBe 3a dbopMmynaimjy mpobdsema (4.26) peTkor KoJoBamba KOBAPUjAHCHUX JIECKPHII-
Topa, y [238| je usBesena anpokcumarusHa Besa usmelly Pumanose merpuke (4.2) u LogDet
nuseprenrie (4.17) moj ycioBoM J1a Bazke yCBojeHa orpanndersa gedunncana y (4.26), a koja
06esbelyjy ma je S=<S. Amammsa y [238| ce 3acHuBa Ha TpaHcdoOpManuju Ipyror cabupka
—Inwv; yayrap cyme y muspasy (4.19), y kome je Byprose nueprenna mckasana kopurihe-
IeM COICTBEeHNX BpeHoctu npoussona AB™!. Taunmje, Byprosa museprenia je oapehena
ca uspazoM (4.17) y xome durypumte npousson AB™!, amu 3axpamyjyhu ocobunama Tpara u
Jerepmunante uzpas (4.17) je eksupasentan uspasy y kome 6u ymecro AB™! 6uo npoussos
B~'A. Ca apyre crpamne, 3a comncTsere speanoctn mponssoga B~A y Ilpmiory 1 je moka-
3aH0 Jla Ha eKBUBAJEHTaH HauUH Kao U concTseHe Bpeanoctu A~'B nedunumy Pumanosy
MeTpuKy ¥ (4.2), omHocHO (4.3).

VY [238] je cyrepucano ja je peTka alpoCKuMaImja S KoBapujamce S, KOjy reHepuiie (4.26),

TakBa Jia je PuManoBa MeTpuka m3Mely almpoKcuMaliije U OpuruHaJa ca CBoje JIOIhe CTpaHe
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orpanmyena Bpesomnihy muxose LogDet (Byporee) juseprenre, a ca ropwme crpaHe Bpel-
womthy sipyror cabupka y uspasy (4.17) 3a Byprosy ausepreniyy. [lomenyru apyru cabupax
u3 (4.17) jecre @« = —Indet (AB*I), Koju je Takohe jemnak o = — Indet (B*IA), a Jemy
Yy KOHTEKCTY PeTKe allpOKCHMalldje ojrosapa m3pas a = — Indet (SS_I) = —Indet (S_lg),
pH "Yemy je y ommrreM caydajy: S1S # SS1. Y IIpmiory 1 je mokasano ga npomseog AB™
u B~'A umajy ucre concrsene speanoctu. To 3Haunl 11a ako ce o MCKazKe Ha UCTU HAYUH Kao
onrosapajyhu cabupax y (4.19), kopumrhemem CONCTBEHUX BPEIHOCTH A; MPOU3BOIA S-S,
IHjU BEKTOD je 03HAUEH ca A, KAO MOCJIEIUIA OTPAHNYCHha ONTUMUABAIMOHOT TPObIeMa, peT-
Kor Kozoatba (4.26), Bazku ja je, [238]: a = ||In () |1, mTo npencrasba ¢4 HOpMy BeKTOpa
1

PEIUIIPOYHUX BPEJHOCTH A;, CKpalieHO O3HavYeHor ca y.

Jemmakocr a = |[In (3) ||; npomsunasu m3: o = —Indet (S*1S) = tr(In (Sflg)fl) =
Zle In (/\%), Kao rocsieuia orpanndersa (4.26) koja Hamelly ja 3a colcTBeHe BPEIHOCTH
nponssoga S8 Baxu ga je A; < 1, demy ogrosapa yeaos SIS <1y (4.26), onakie cremu
Jla ¢y cBU cabupIy nprKasaHe cyme (Kao JIOrapurMu BpeaaocT 1/); > 1) nosurusHu, na je
THMe ¥ II0Ka3aHo J1a je: Z?Zl In (/\%) = Z?Zl | In (/\%)| =|In () [l1. VY nperxoxnom ussobemy
Kao KJbyuHa ocobuHa je kopuinhena sesa u3melhy Tpara JiorapuTma MaTpPUIE U JIOTAPUTMA

JeTEpMUHAHTE.

Ca npyre crpate, Pumanosa merprka (4.2) nusmely peTke anpokcumaiije S u opurnnamHe
KoBapujaHce S ojapehena je ca HCTHM COIICTBEHUM BPEJIHOCTHMA, U3PA30M: d(S, S) = || In A2,
Kao IITO je y OIIITeM ciy4ajy mnokazano y IIpusory 1, omakie 3axBa/byjyhu KBaJpaTHO]
HOpMHE HCTOBpeMeno Baxku na je: d(S,S) = || In (5) ll2-

Nurepriperanuja MpuKa3aHoT pe3yJiTara jecTe ja periaBambe ONTHMU3AIMOHOT IPodeMa
PETKOT KOJIOBamba KOBapUjaHCHUX JecKpunTopa, (4.26), Kpo3 MunnMu3anujy Byprose nusep-
rexie u3Mely peTke alpockuMaliije 1 OpurnHajiHe KoBaprjaHce TexKu Ja mro Behu 6poj corr-
CTBEHMX BPEIHOCTH IIPOU3BOIA Ss-! Oysie jesHaK jenuHUIM, Kako ou narta ¢, HopMma || In (i) In
nMaJsia ITo Marby BPEJIHOCT, & 4YeMy ojiroBapa 1mro Beha ciananoct uzmelhy SS'u jeTMHITIHE
matpurie. Jlakie, perko kojoBame (4.26) u camo 1o cebu, Ha OCHOBY orpaHnderba 0 = S =< S,
6e3 JlojlaTHOT peryjapusaropa Koju Hamehe peTko pereme y cMuciay ||x||1, Texku perkom
peley y cMucIy Opoja Hysia y BEKTOpy In (%), KOJU Ce CacTOjU OJI JIOTAPUTMOBAHUX PeIu-
MPOYHUX BPEJHOCTU COIICTBEHUX BPEIHOCTH Ss! (mpom3Bo/Ia AITPOKCHMATIINje KOBAPHUjaHCHE

MaTpUIe U HOj IPUIPYZKeHe OPUTHHAJHE MATPUIE PEIU3HOCTH).

4.6.2 T'eomeTpujcka MHTEpHpeTalnuja MaKCUMU3allije JIeTEpMUHAHTE

Kao 3aceban npobiiem, 6e3 npsor cabupka y (4.28), makcumusaruja gerepymutanre G (1)
y (4.28), ommocHO MEHEME3aIHja JorapuTMa jerepMunante G (x)”', MokKe Ja ce HHTEp-
nperupa n Kao upobseM oapeluBama eamMIcou s MUHAMAJIHE 3allpeMHuHe Kajia (PyHKIMja

G (av)_1 Ipe/ICTaB/hba KOBAPHUjAHCHY MATPUILy T'pelllaka MpOoIeHe IapaMeTrapa JIMHeapHe pe-
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rpecuje, Kao 1mTo he 6uTH 1mokasaHo y HactaBKy. HamMme, KoBapujaHncHa MaTpHIla I'pelraka
MIPOIIEHE BEKTOPA CTarha JUHEAPHOI CUCTEMa KOjU T'€eHepHIlle CUTHAJ Y OMIIITEM CIyYajy aJiu-
TUBHOT Mojiejia curHaja u myMma (3.41), nedbunucana je ca uspazom (3.45) wm (3.44). Tlox
IPETIIOCTABKOM Jla je aquTuBHE 1iyM y (3.41) 6esm [aycos miym ca jeiMHUYIHOM KOBapHjaH-
caom matpuriom C,, v (3.45), 1 I0aTHOM TPETIIOCTABKOM JIa HEITO3HATH [aPAMEeTPH MOJIeJIa
HUCY CJIy9ajHOr KapakTepa, Kao IITo je ycBojeHo y (3.41) u usseenom jimneapHom BajecoBom
ecrumaropy (3.46), Beh JeTepMUHUCTUYIKY, €CTUMAIINja CTAba CHCTEMA, Ce TIOJT JIATUM YCJI0-
BUMa CBOJIM HA KJIACUYIHY IPOIEHY METOJOM HajMalbuX KBaJpara Koja je npukasaHa y (2.2).
To 3ma4M 112 je mporeHa 6 IeHTpupaHa u ofpeheHa mpojeKInoHOM MATPHUIIOM y OOJINKY IIce-
yrounsepsuje Al = (ATA)_IAT7 Kao 0 = ATs, a u3pas 3a KOBapUjaHCHY MATPUILY TPEIIAKa
IIPOIIEHE Ce JIOHEKJIe TIojeTHoCTaBbyje u yMecto (3.45) jennak je C. = Eq [55T] = (ATA)_I,
rje je marpuria A marpuria kKoedwuimjeHaTa mnpeoapeheHor cucrema JTHHEAPHUX jeIHATIHA,

y (3.41) koju medunmIIe TPOGIEM TIPOTIEHE.

Bpcre marpure A y (3.41) mMory ce mocMaTpaTy ¥ Kao MPOOHU MM TECT BEKTOPHU Ca KO-
juMa ce TecTHpa OJ3UB HEIO3HATOr crcTeMa. AKO ce IPeTIOCTaBHU Jia TECT BEKTOPU MOTY J1a
ce Oupajy 3 HeKOr yHaIpe/ jebUHUCAHOT KOHATHOT CKYIIa BEKTOPA, MOYXKE Ce KOHCTPYHCATU
ONITUMUBAIMOHU TTPOOJIEM KOjU 3a IUJb UMa JIa Ce YJIA3HW TeCT CUTHAJIM m3abepy Ha TakaB
HAYIMH Ja BepoBaTHONA IUXOBOTL MOjaB/bUBaba y MaTpuiid A Oy/ie MmojieneHa Tako j1a KOBapu-
jarcua MaTpuiia rperike uporene, C,, Oy/ie ITo Maba, Te e O] II0jMOM Makba I10/Ipa3yMeBa,
Jla je meHa creKTpaana HopMa (Hajseha cormcTBeHa BPEIHOCT) MITO Mabha UM Ja je heHa 3a-
MpeMHHA TIITO Marba, & YeMy OJI'0Bapa MUHUMU3AIINja heHe jjeTepMuHanTe. pyru mpodsem
jecre ympaso onrumusarmonu npobsem (4.28) y ciaydajy Kaja je nmpBu cabupak HyJsa, Ipu
qeMy ce ojropapajyha orpanutiera (popMupajy y o0JuKy CKyIia HejeITHAaKOCTH, Koje Ccy Jedu-
HHUCaHe yIeCTAaHOCTUMA I0jaB/bUBakha JJO3BOJHEHUX TECT BEKTOPA y MATPUIU A, 1 jeTHAKOCTH
Koje 00e30ehyjy ma cy TMOMeHyTe y4IecTaHOCTH HOpMaJin30BaHe Kao BepoBaTHohe. Omucanu
pobJieM ce O3HaUaBa U Kao mpodJsieM D-ONTHMAJHOT IIaHupakba ekcriepumMentTa, [30], a 36or
ob/sinKa 1usbHe (PYHKIMje Koja caJp:Ku jeTepMuHanTy. MehyTum, 3amTo ce nctu o3HadaBa
un Kao mpobjieM ojpehuBama emicona MUHUMAJIHE 3ampeMuHe Ouhe jacHuje y HACTaBKY.
Axko ce BepoBaTHOhe mojaB/bUBamba HeKOr 071 K Moryhmx Tect BeKTOpa v; KOjU YWHE BPCTE
marpune A = [ay...q,], a; € {v;},, A € RP*, oznaue ca &, a muxos BekTop ca £ € RF,

HpO6JIeM OIITUMaJTHOT 1/1360pa TeCT CUI'HaJla CE€ MOZKE (bOpMYJII/ICaTI/I KaoO:

-1

K
min Indet i Vs viT
¢ Z.Zlg (4.29)

mo. &>0,i=1,....,K; ¢ [lg1=1.

Apryment nusbre dyaknmje y (4.29) jecre ampokcuMalyja KoBapujaHCHE MaTPHUIE Tpe-

-1
maka mporene, C, = (ATA) , OCTBapeHa KOPHUIThemheM TEKUHCKE CyMe CUMETPUIHUX Ma-
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TPHUIlA paHra jeJiaH, a Koje (popMupajy CIoJballlibi TPOU3BON JTO03BO/LEHIX TECT CUTHAJIA U3
yHanpes gedunucanor ckymna ca K enemenara. C o63upoM Jia €y 3a OrpaHuderba IIocMa-
TpaHor npobiema uctymwenn Ciareposu yeiosn, [286], u jia je mpobiieM KOHBEKCAH, PEIehe
nyasae dhopmymtanuje mpobsema (4.29), onpehero Karush-Kuhn-Tucker ycmouma onrumad-
HOCTH, TIOKJIaIa ce ca pelemeM npuMapror npobiaema (4.29). Tonasehn ox myanne dopmy-

nanmje ommrujer mpobiema (4.28), myananu mpobsem 3a (4.29) jecre:

max IndetW + p—1n
Wi (4.30)
mo. W=0, v/ Wy; <n, i=1,..., K.

HweHa dysknumja y (4.30) ce u3Boau Kao BpeaHoct Jlarpanxkose dyHKITje TPUMApHOT
npobiema (4.29) Kajia Cy UCIYHEHH YCJIOBH onTuMaaHocTu. Haume, ako ce ymecto (byHK-
muje G (x) y (4.28) yBene cvena X = G (£) u Ha Taj HAUUH KOHCTPYWUIIIE HEIITO JIPYIaduju
npuMaphu 1pobiem y kome ce G (§) mojaBibyje Kao J0OJAQTHO OrpaHuuerhe, a X YBOIU KAo
HOBa MaTpHYHa Hemo3Hata, Jlarpamxosa dyHKImja mpuMapror npobsiema (4.29), Kao cie-

nujaHor cirydaja ommire dpopmynarmje (4.28), oapelena je ca:

L(EW,pn) =Indet X! — (pT¢ + 0 (€7 Lxaa — 1)) + tr (W(X =G (€)))
K (4.31)
=Indet X' +tr (WX) — Zfi (v Wo; +pi —n) —n,

i=1
rie cy W, p u n, ogrosapajyhu Jlarpamxesun muoxurenu. ledunucamwem L (£, W, p,n)
npumapau 11pobsiem (4.29) je TpancdopMucaH y ONTUMU3ANUOHN NPOOIEeM 6e3 OrpaHnverha
y OJIHOCY Ha Hello3HaTe IIPOMEeH/bUBE puMapHor mpobdsema & u X. Crora, Kako 6 ce g00mia
Jorba, rpanuna u3pasa (4.31) u Ha Taj HaunH JeduHnCcaga nubHA (DYHKIMja oxrosapajylier
JIyaJTHOT OTITUMHU3AIMOHOT IIPOoOJIeMa, YUjOM MaKCHMU3AIUjOM he ce TParXKUTH 3ajeTHUIKI
OITUMYM, NOTPeOHO je oapeauru MubuMyM (4.31) y onnocy Ha & u X. Thuxosa perema ce
MOTY JIOOUTHU U3 YCJIOBA ONTUMAJHOCTH MPUMAPHOL MPObJIeMa pellaBabeM CHCTeMa jeTHa-
qrHa KOju ce hopMupa TpaskemheM CTalmoHapHuX Tadaka GyHknuje (4.31), u3jeHadaBameM
BekTOpckor V., L n marpuaror Vx L rpajujenta Jlarpam:kope ¢gpyHKImje ca HysoM. Pereme
IIPBOI CUCTeMa je uenTutTer: p; = n—uvl Wuy, 3ai=1,..., K, 10k ce munumym L y oHOCY
ma X jocrmke 3a: XZ = I, oqrocHo 3a: X! = W, onakiie cienm u jga je marpuiia Jlarpan-
xkepux MHOKUTeHa W = 0. Mmajyhu y Buny qa W € RP*P o 3Haun 1a je tr (W X) = p,
Kao 1 Jia cy JlarpaHKeBu MHOKHUTEbU IPUPYZKEHH [TPEOCTATNM orpanndemnma (4.28) koja
urcy obyxsahena ca dyuknujom G (§) > 0 mo meduHUIM]U HEHEraTHBHU, jep OJroBapajy
JmHeapHuM HejejHakocruma F (&) = 0, a mro 3uaun jga je p; > 0, Vi, OJHOCHO Jla 3a CBAKH
TecT BEKTOp BaxKu Ja je: n — vi Wo; > 0, mosasu ce J0 jyasHe dpopmyJialuje mpuMapHor

npobiema (4.29), koja je 6mra npukazana y (4.30) Ha moverky usBolherba.
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Kaxko 6u ce y (4.31) kao mubHa dyHKIMja ymecto nocrojeher nzpasa gobuia GyHKInja
KOjU 3aBUCH CAMO OJT BPEJHOCTH JIETEPMUHAHTE, &/l He U OJI CKaJlapHe TPOMEHJbUBE 1), TITO Ce
MOXKe TYMAYUTU Kao ojpehena BpcTa HOpMasm3alyje, peduHuiire ce momohuu ckauap t > 0.
Tako ce yBohemem cmene t W ymecro W u ¢ 1 ymecro 1y (4.31) nobuja s1a je BpegaHOCT JI0Ebe
rpanuiie Jlarpamkose dyuknuje (4.31) ogpebena ca: £L(W,n),t) =Indet W +1Int? +p —tn.
Ogaxo jpedunncana dbyHKIMja MAKCUMYM y ojHocy Ha ¢ pocruxe 3a 0L (W, n) ., t)/ot = 0,
"eMmy ojiroBapa t* = p/n, onakije ce, naxkon zamene t* y: (vl (t* W)wv;) < t*n, u ysohema
osmake W = t* W, nobuja na je ymecro (4.30) ekBuBaseHTaH MPOOIEM MAKCHMU3AIILE OIPe-

ben ca:
max Indet W

we - (4.32)

mo. W=0, v] Wo;<p, i=1,..., K.
NzBesenu myasnu mpobsieM ce 03HavaBa Kao Ipod/ieM M3padyHaBamba eJTUICON 1A MITHIMAJIHE
3alpeMuHe, MeHTPUPAHOr Y KOOPJMHATHOM IOYETKY, KOJU Cce CacToju oJ Tadaka Ha Maxa-
JaHOOUCOBOM pactojamby (3.14) MameM Win jeJHAKOM OJ1 JuMensuje mpocropa, & = {x €
RP| 2TWa < p}, a xoju mpu TOoMe OOyxBaTa CBe TauKe U3 yHAIpeJ JeDUHUCAHOT CKyIla,
[263]|. Tlomro ce pemiersa TPUMAPHOT ¥ HPUKA3AHOT JIyAJTHOD Hp016ﬂeMa MTOKJIanajy, OTH-
MaJIHO pelliere mpobJiemMa je TakBO Jia je: W = (Zfil &uivl >_ , IIITO 3HAYM Ja CKYIIY
AKTUBHIX OT'DaHUYEa y ONTUMATHOM pelery £ mpuMapHOr mpobseMa, O/IroBapajy yHa-
npeJi JiebUHICAHN TeCT BEKTOpH (Tavuke) v; KOjU Ce HaJa3e Ha CaMoj IPAHUIM eJIUICOM/IA
MUHUMAJHE 3allpEMUHE U IbUXOBU TEKWHCKU Koedwurujentu cy & > 0, JTOK BEKTOpUMa v;
YHYyTap eJUICOUJIa OJIroBapajy TexkuHcku koedunujentn & = 0 1 Ka0 TaKBU HEMAjy yTHUIIA]

Ha IVIaHUpPabe eKCIIEpuMeHTa.

Pememwe rosopu J1a je 10J1 yCBOjeHUM IIPETIIOCTABKaMa ONTUMAJIHHU €KCIIEPUMEHT, KOjI
ca JaTuM OpojeM TecT CHrHaJja IOCTHXKE HAjBUINE y CMUCJIY MUHUMU3BAIM]E BEJIMIHHE KO-
BapHjaHCHe MaTPHIle I'pellaka IPolleHe, OHaj KOju OMpa eKCTpeMHe TecT CUT'HaJje ca 0001a
eJINIICONJIa MIHUMAJTHE 3allpeMUHe, YuMe ce rmoBehaBa yKyiHa HH(GOPMATHBHOCT y30paKa, a

IITO 3a pe3yJ/iTaT MMa CMalbeihbe YKYIIHE I'DElllKe JIMHeapHe IIPOIEeHE 3aCHOBaHe Ha bUMa.
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5 VYdeme pevyHHUKa W pPeTKa penpe3eHTallidja CUrHaJaa

[Ton yuyemeM pedHmKa y HAJOIIIITUjEM CIyYajy ce Mojpa3dyMeBa IlpujiarohaBame HaUMHA
aHaJIM3e CUT'HaJIa IbUXOBUM CBOjCTBUMA, KOja Ce yUe WM Ca3Hajy Ha OCHOBY JIOBOJHHOT OPoja
peneBaHTHUX orcepparja. OTIITe MeTo/Ie XapMOHIjCKe aHaIN3e MTPE/ICTaB/bajy BeoMa KOpH-
CTaH CKYI ajaTa ca CJIMYHOM HaMEHOM M Kao TaKBe Cy YHUBEP3aJHO IMPUMEH/bUBE Y aHaII3|
cUTHAJA, ajJd Ce 3a 3HadajaH OpPOj NPUPOIHUX CHTHAJIA ITOKa3yje Ja je HHUXOBa CTPYKTYPa
TakBa Jla ce MPUJINKOM aHa/IM3e He MOpajy 00aBe3HO pa3sMaTpaTh Kao CUTHAJIU ONIITEr Ka-
pakTepa, Beh ce MOy aHaJIM3UpPaTH U KOPHUIThemheM ITpUIaroheHnx mpejcraBa nin perpe3eH-
Talja Koje ce yde Ha OCHOBY IojlaTaka. Kao Takse, mpuaaroheHe mpejacraBe MOIy ja MpyzxKe
MoryhHocTH 3a epuKacHuje peraBame Pa3/IMIuTHX BPCTa MIpod/eMa, Kao IITO je YKIAhAe
IyMa, IpoleHa HejpoCcTajyhux JiejioBa CUTHAJIA, WHTEpIOJIallija, NI U3JBajame odesexja
y Ipoliecy mperno3HaBama. [lub mocrymaka Kojuma ce ¢popMupajy npuiarohene npejcrase
ojipehene Kirace curHajia jecte OTKPUBAME bUXOBE YHYTpPAIbe CTPYKTYype U KOPHUIIheme

[IPEJTHOCTY KOMITAKTHUje U epuKacHuje IpejcTaBe Koja Mmocejiyje KebeHe 0CoOnHe.

Jestan o mpucTyna KOoju HUje ONUIITe MPUMEH/bUB, aJIi JeCTe YIYMHKOBUT Y BEJIUKOM OPOJY
ciIydajeBa KaJla CUTHAJIN UMajy PETKY CTPYKTYPY, jeCTe peTKa perpe3eHTalllja Nin KOJIOBAhe
CUTHAJIA Y P€HEPATOPHOM CKYITy 0a3uHux gynkiuja. [loj peTkoM cTpyKTypoM WM CBOjCTBOM
PETKOCTH TIO/IPa3yMeBa Ce MOCTOjarhe IMPeJICTaBe Y KOjOj CBaKa peau3aliija NCTe BPCTe CHUT-
HaJIa MOYKe YCIIEITHO Ja Ce allpOKCHMUpa Kao JMHeapHa CYIepIIO3UIja PeJaTUBHO MaJjor
Opoja rpa/JIMBHUX KOMIIOHEHTH WU 6a3HUX (DYHKIMja U3 yHaIpes J1eUHUCAHOT CKYIIa, TJIe
ce TI0J], MaJINM To/Ipas3yMeBa Jia je Opoj KOMIIOHEHTH 3Ha9ajHO Marbu O] JJMMEH3HUje IIPOCTOPa
y KoMme cy curnayim jedunucanu. lako ce 0OMYHO TeXKU MITO U3PAXKEHU]Oj PETKOj Perpe3eH-
Taluju, y 3aBUCHOCTH O] KPajiber mujba 00paJjie To He MOpa yBeK Jia Oyie nmnepaTtus. Kaja
ce ckyn 6a3HuX (DyHKIMja HE 3HA YHAIIPEJ, HACYIPOT IIPHMepa PeTKOr KojaoBama y (4.26)
KaJla je cKyIl 6a3Hux (pyHKIHMja OMO cauuibeH OJ1 Cy4ajHo n3abpaHux OolcepBallija, OCTOju
norpeba jia ce jiebUHUIIE KPUTEPHUjyM ONTUMAJIHOCTU HA OCHOBY Kora he ce mponahu ckyt
6aznux (yHKIMja KOjU NPUIUKOM aHaJIU3€ CUTHAJIA Ha ONTHMAJIAH HAYUH BOJU Ka PETKOM

peltemy, OTHOCHO PETKO]j TPEJICTABU MJIN PENPE3EHTAIIN]H CUTHAJIA.

Hajnoznaruju npumep Kjace cUrHajia ca HaBEJICHHUM CBOjCTBOM PETKE CTPYKType jecy
JIeJIOBU IIPUPOJTHUX CJIMKA. YCBajameM KPUTepHjyMa ONTUMAJIHOCTH KOJU MaKCUMU3Yje CYyMY
JiBa cabupka, OJ1 KOjUX MPBU OIHUCYje KOJUKO nH(MOpMaInja U3 OPUTHHAHOT CUTHAJIA je Ody-
BAHO Y HETOBOj PETKO] pepe3eHTAlNj! U JPYTOT KOjU OMHUCYje KOJUKO je PETKO TOCTUTHYTO
peremse, y [192] je nokazano Ja ce 3a J1eJ10Be MPUPOJHKUX CIUKA KO PeIlerhe TOCTaB/HEHOT
ONITUMU3AIMOHOT TPobJIeMa J100Mja CKYIl WM PeYHUK 0a3HuX (PYyHKIMja KOje Cy IPUIaro-
Dene IBUXOBOj PETKO] IpejicTaBu U Koje mojcehajy Ha KapakKTepUCTHKE HEKUX OMOJIONIKUX

pernienitopa 4dysia Bujga. MelhyTum, Kako je mpeTmocTaBKa Jia ONTHMAJIHE KOH(MUTyparuje
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[IPUPOJIHAX CUCTEMA Yy PABHOTEXKHOM CTalby OOMYHO TeyKe MUHUMYMY €HeprHje cajprKaHe y
CUCTEMY, MIPETXOJIHO OMUCAHU ITPOOJIEM KOHCTPYKIIHje PEIHIKA HAMEHEHOT TTOCTH3aIby PeTKe
perpe3enTalje Curuasia ce Hajuernine (hpopMmysuine Kao mpobdjieM MUHIMHU3aImje. Y Ty CBPXY,
ONITUMU3AIMOHN TTPOOJIEM TPOHAIAXKEHbA, ONTHUMAJIHE PEeTKe pelpe3eHTallnje CUrHaga MOXKe
na ce bopmymuiie KopunihemeM KOMIIEMEHTAPHUX BEJMYNHA Y OJHOCY Ha ITPETXOIHO OIU-
cane cabupke. AKO ce KOMIIEMEHT UCKa3a O3HAYHU Ca 3HAKOM -1, a ca KoeduiujeHTom j > 0
YTUIIA] JPYTror cabupKa, TPaXKeIbe PETKE Pelpe3eHTalllje ce YOIIITeHO MOYXKe UCKA3ATU Kao

MUHUMHU3aIja YKyIIHEe eHepruje cucTeMa U3pakKeHe ca:
E = { - ouysanu ungopmayuonu cadporcaj} + pu { = jednocmasnocm npedcmase } . (5.1)

[Tomrro perebe munumusayuje (5.1) gecro auje moryhe dhopmysrcaT y 3aTBOPEHOM OOJIHKY,
JI0 OMTHMAJIHOT PeYHUKA W ONTUMaJHE PETKe perpe3eHTalnje MoJa3Hor CKyIla CUTHAJIa ce
JIOJIa3U HA OCHOBY WTepaTuBHE mporeaype, [192; 193], koja ce cacroju o nuk/yca Hau3Me-

HHUYHOTI':

a) mnpuaarobaBarma TeHEPaTOPHOr CKylla 6a3HuX (bYHKIHja MTO 6OJBOj MIPEICTABH
CKYIla CUT'HaJIa, KOpI/IHIheH)eM TPEHYTHUX BPEAHOCTHU IHUXOBUX PETKUX KOJJIOBa

(cuHTE3€ pevYHnKa) U

6) PEeTKOr KOJOBalba OPUTMHAIHUX CHT'HAJIA 38 O0YKY y M€HEPUCAHOM PEUHUKY

(amasmse curxasa).

OcHOBHA MHTepIIpeTaIija OMUCAHOT MOCTYIIKA 38 KOHCTPYKIN]y pedHuKa, npema [193], jecre
Jla ONITUMU3alldja pelpe3eHTalnje CBaKOr CUT'HaJIa Y TeKyheM pedHHKy Ha HejeJHaK HauInH
yMamyje 3Hauaj MOjeJIMHAYHUX T'PAIUBHUX KOMIIOHEHTH Y PEKOHCTPYKIMjU CUrHaia (y moT-
MyHOCTHU YKJIamajyhu yTuilaj KOMIOHEHTH Ca MAJIMM JIOPUHOCOM OYYyBamhy MH(MOPMAIMOHOT
caJip:kaja), IITO PACIo/iey BepoBaTHONa BPEJIHOCTH OAroBapajynux Te;KMHCKIX Koedburije-
HATa IPUJIPYKEHNX I'PAJIMBHIM KOMIIOHEHTaMa 110 OOJIMKY YuHU cjindHoM JlarracoBoj pacmo-
JIeJT ca BeOMa M3PazKeHUM MOJIOM y OKoJmHU Hyse. Jlok ca Japyre cTpanHe, IpoIec CUHTE3E
peYHMKa MMa 3aJIaTaK Jla KPO3 ONTHUMU3AIN]Y eJleMeHaTa YMambU T'PEIIKYy allpPOKCUMaIluje
KOjy IPOM3BOJ/IM HAMETAhe PEeTKe pelpe3eHTallnje Kao peliemha KoJIoBambha CUTHAJIA Y IPEeT-
XOJTHOM KOPaKy, a duMe ce JI0JIa3u JI0 cKyla 6a3Hux (pyHKIMja Koje Y3 YCBOjeHa OrpaHrIerha

Ha HAajOO/HbU HAYMH MOI'Y JIa TOJIEPUIILY 3aXTe€BaHy PETKY CTPYKTYDPY pellemha KOJ0Balba.

Mununmuzanuja eneprujekor dyukimonana (5.1) ce mocruzke u3bopoM ejieMeHaTa ped-
HUKa WIK GMoMa KOju Ha HajepUKACHU]U HAYUH OIHUCY]y CTPYKTypy curtnasia. Ilom mojmom
ecdbrkacHOCTH ce TOApa3yMeBa Jla je JyKWHa OINca IITO Mama, YeMy ojArorapa ITo Behn
Opoj TEXKMHCKUX KoeduIlijeHaTa peTKe pelpe3eHTallije CUIHaIa KOjU CY jeTHAKHU HYJIU, JOK
je ca apyre crpane eUKACHOCT U Y TOME Jia m3abpaHu aTOME Ha HajOO/bU HAYUH JIOTTPUHOCE

odyBamby MH(MOPMAIMOHOT cajipxkaja. Kako 6u ce 06e30emo mTo 60/bu KOMIpOMUC u3Mely
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MPETXOJTHA JIBA 3aXTeBa, PEUHUK ce 0OMIHO (hopMUpa Ha TaKaB HaYWH Jia 6a3He pyHKIHje He
Mopajy ma Oymy opToroHaJine, el je moxke/bHO Ja OyIy peayHIaHTHE, OJHOCHO Ja u3Mehy
eJleMeHaTa PEYHUKA IMOCTOjU ojpeheH cTereH IpeK/Ianama KaKo OM ce TPUINKOM KOJIOBAaba
cTBopusia Beha Moryhuoct m3bopa 3a MpoHajazKemhe KOMIPOMUCHOT Dellerba, IITO Takohe
3HAYN Jla YKyIaH Opoj aToma, Kao ejleMeHaTa MeHepaTOpPHOT CKyIla, MOpa Ja MPeBa3ujIasn

JUMEHSMOHAJIHOCT IIPOCTOPa CHUI'HaJIa.

Ocobenoct omnucanor npodjemMa ONTHMHU3alldje PeYHHKa jecTe W moTpeda Ja ce yBeie
OorpaHUYehe JIa BeJIMIUMHA TI0jeIMHAYHIX aTOMa Y PEYHUKY, V CKJIaJly Ca YCBOJEHOM MEpOM
FbIIXOBE BEJIMIMHE, TOKOM Tiporieca Munnmmzanuje (5.1) He mpesasu Heky yHampen jedu-
HucaHy rpamnuily. Pazjor jecte omeMmoryhapame cHTyalldje Jia ce Kao OITUMaJIHa pelleha
yCcBajajy peTke pelpe3eHTalldje CUTHaJIa y KOjUMa Cy CBH TEXKUHCKU KoedHUIUjeHTH BeoMa
OJIMCKM HYJIM, YKJBYUYjyhU 1 OHE KOju O3HavdYaBajy eJeMeHTe PeYHUKa KOjU JIOIPUHOCE 0UY-
Balby MHMOPMAIIMOHOT cajipyKaja YHyTap KOHCTPYHCAHE PETKE allPOKCHUMAIIje, a Kao MoC/e-
JIATIa Hecpa3MepHO BeINKUX aToMa y oaroapajyhoj smueapHoj cyneprnosuiuju. Crora je y
CBaKOM O] IUKJIyCa ONTHMHU3AIje TOTPEOHO 1a ce TOKOM (hbase CHHTe3e PEUHUKA CMAhEHHEe
eHepruje cucreMa He OCTBapyje Ha padyH cKajmpama rmocrojehe kKoHduryparuje aroma, Beh
KpPO3 CTBapHO TOOOJBINIAILE U MPOHAJaXKehe 60Jbe mpuarohene kouduryparmje. Jeamno o
pelrema jecTe Jia ce MojeITMHAYHN aTOMHU Ha Kpajy CBaKe CHHTe3e HOPMAaJIN3yj]y Ha MOTOTHO
nzabpanu HUBO ojroapajyhe Hopme. To MoxKe j1a Oye HOpMaJIH3alldja Koja oJroBapa Ipo-
jexiuju aroMa Ha jeauHuuHy cdepy, Wil HeKa Jpyradrja BPCTa HOpMa/n3aliije Koja y3uMa

y 003UP CTATUCTHUKE TEXKWHCKUX KOepUITHjeHaTa.

WNnycrpatuBau mpuMep PeTKe MPeJCTaBe CUTHAJIA jecTe TPaHCHOPMAIMOHO KOJIOBAHE
NPUPOHUX CJIMKa KopuIThemeM jekoMrosunuje Ha tajacuhe, Cnuka 5.1. Kao mro je mo-
Ka3aHO, WIyCTpallija MyJITHDEe30/IyInoHe anainse curtana xa Comiu 5.1(6) norephyje na
je Ha IojeIMHAYHUM HUJIycTpalfjaMa Koje IpeAcTaB/bajy TeKNHCKe KoeUInjeHTe XOPU30H-
TaJIHUX, BEPTUKATHAX U JUjarOHAJHUX JeTasba opuruHasne npupogne Couke 5.1(a) Besmkn
Opoj KoedurmjenaTa 1Mo anco/iyTHoj BpeaHocTu oyim3ak Hysu. Ca jipyre cTpaHe, MapruHasiHe
craTucTuKe KoedulrjeHara jjerasba nojeuHadaux uiaycrparuja va Counm 5.1(6) uspasurto
Cy KOHIIEHTPHUCAHE Yy OKOJIMHU HyJIe, KA0 IITO je U MPUKA3aHO Ha IPUMEPY XUCTOrpamMa Koe-
dbunmjenara xopusonrannux jgeraba Ha Comrm 5.1(15). 3a ananusy je kopurrhena dbuarap
banka dpopmupana Ha ocHOBY Daubechies-4 oproronassor ckyna dyuknuja, [212], usegenor
u3 ckampajyhe dyHkiumje npukazate y ropwem Jjieom ety Comke 5.1(B), umja jeJHOIMMEH-
3MOHAJIHA BapHjaHTa je Takohe mpukasana Ha Comru 5.1(r). OBakBa CBOjCTBa HPUPOTHUX
CJIMKa Cy J00po NmoTBpheHa y JuTepaTypu, O 9eMy IOBOPHU U jeIHA OJ1 PBUX CBEOOYXBaTHH-
jux cryauja [269], rye je mokazaHo ja ce pacrojiesie TeXKUHCKUX KoeUIujeHaTa MPUPOIHIX
C/IMKa TPUJINKOM JIEKOMIIO3MITUje Ha CKYI CUTHAJa Y PEeIyHIAHTHOM MYJITHPE30JIYITHOHOM

PEYHUKY MOT'Y aHAJUTUIKU MOJIeJIoBaTH (baMuInjoM (pyHKIMja I'YCTUHE PacIiojie/ie BEpoBaT-
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(a) Cumka ca IPUPOIHOM CIIEHOM. (6) TIpukas on3UBa PA3IMIUTUX O] HYJIE.
7 79
6 6
5 5 1.5
B3
4 4 -
-
3 3 - 1
2 2| ..
1 1 0.5
0 0
0 2 4 6 0 2 4 6 10
7 7
6 6 105
5 5
-
4 . - .
2 - @ 1-1
3 L

3
, ‘I , :
N 1
0 0
0 2 4 6 0 2 4 6

(8) Kopuuilienu 2D duirpu, rope: dyHkuuja ckagupama u GUiITap Xopu-
30HTAJIHUX JIeTa/ba, Jl0Jie: (DUITAP BEPTUKAJIHUX U JINjarOHAJTHUX JeTajba.

12 L5

1
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

(r) @ynknuja ckammparma db4. (n) Tamacuh db4 - 1D. () xmcr. koed. xop. merasba

Cnuka 5.1: Jlexkommosuiimja NpUpoOJHE CJIUKe Ha Tajacuhe y oproronasnoj Daubechies-4
6a3u. Majum Opoj HeHy/JITUX KoeduimjeHata ykasyje Ha peTKy CTPYKTYpPY CHUTHAJIA.
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Hohe koje ce jmeduHMITy yormmraBameM KoHadHNX [aycoBux cmema. CrenujaHa WHCTAHIA
HaBejieHe paMuirje pyHKIHM]a jecTe U yorInTena JlammacoBa pacro/ena, Koja ou ogropapaJia
panuje momenyTom xucrorpamy Ha Comru 5.1(H). Mebhyrum, Takobhe ce nokasyje na usmelhy
KoeuInjeHaTa OBAKBUX PETKUX PEIPE3eHTAIja ITOCTOje U YHYTPAIIhe CTATUCTUYIKe MeDy-
3aBUCHOCTH KOje ce MOTY JIOJIATHO MOJICJIOBATH, YUME Ce OTBapa MOTYNHOCT 3a yOIITemha
PETKUX pelpe3eHTallja Koja ce O3HauYaBajy Kao CTPYKTYHpaHe PeTKe penpesentanuje, [12].
Jeman o npumMepa JIUPEKTHOr MOJIEIOBaba Mehy3aBUCHOCTU KoeduilijeHaTa jecte U Ipo-
6J1eM peTKe PEKOHCTPYKIMje curHasia y [46], Koju crmaja y HEmTo mupy K/aacy WHBEP3HUX

npobiiema onucanux y [14].

5.1 KoHcTpyKImja pevHnKa HaMelheHUX PEeTKOj pernpe3eHTaIlj CUT-

HaJla Y BEKTOPCKOM HPOCTOPY

Ako ce ca z; € R™ o3Haun jejian oJ] CUIHAJIA WK y30paka u3 cKyra 3a ooyky X = {x;}I,,
KOjU Takohe MOXkKe Jla ce 3almIlie U Y MATPUIHOM OOJIMKY Kao X = [x...x,], ca D o3naun
MaTpuna guMensuja R™*P| koja mnpejicTaB/ba pEUHUK HAMEHCH PETKOj PEIPe3eHTAINjU CHUT-
HaJsla 1 4uje KoJioHe d; cy eJIeMeHTH pe/lyHJIaHTHOI' TeHepaTOPHOT CKylla ca YKYIIHO P aToMa,
npu 4emy je p > m, a ca I' € RP*" marpuiia 4dnje KOJIOHE IMPEICTaB/bajy TEXKHHCKE KO-
edunujenTe peTke penpeseHTalje MmojeJIMHaIHIX y30paKa U3 CKyla 3a o0yKy &X', OJHOCHO
I'=[y1...7], npobieM ydema pedHuKa ¥ €yKIHICKOM IIPOCTOPY, KPO3 ojpeluBame onru-
MaJIHe PEeTKe perpe3eHTarje MPUKYIJBEHUX OIcepBalldja U3 CKyla 3a 00yKy, MOXKe Ja ce

necduHIIE KAO:

(D", 1") = arg min » o flwi =Dy |3 + gl vl (5:2)
DeD, T =1

riae je kao u y (5.1), p > 0, npu dyemy ce 300r paHuje omnmcaHe mnorpede Ja ce Bejd-
YUHA ATOMa OI'DaHMYU, Hajuernhe ycBaja J0JIaTHA MPETIIOCTABKA JIa Ce eJIEMEHTH PeYHUKA
TpazKke yHyTap jexmmmdie cdepe, OIHOCHO Ja MOCTOJU JOJATHO Orpammderne ma je: D =
{D € RP*": Vj ||dj|l2 < 1}. Onruvmsanumonu mpobsiem (5.2) mpefcraB/ba CaMo jeIHy Of
moryhux dopmynamuja (5.1). Mako rexke ucrom mumsby, pasauaure dopmysaarmje (5.1) He
MOPajy Jia UMajy UCTa pellerba Kao MOCIeIUIa PA3ININTUX HAUYMHA PeIlaBarba OMTUMU3a-
IIMOHOT ITpo0JIeMa, Ha Yuju U300p yTHde ycBojeHa (hopMyJialifja, Kao U YCJIe Pa3InaIuTIX

mMoTuBa Koju ozapelyjy dyHkimonaman o6k cabupaka y (5.1). Tako ce onTummsanmoHn

pobJieM (5.2), y HEIITO OMIITHjeM CMUCTY, JedbUHUIIE U KAo:

(D*,I') = arg min Z§I|xi—D%H§+uB(%), (5.3)
=1

DeD,T
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MTO o/roBapa (pOpMyJIaIji MOTHBUCAHO] TPODJIEMOM YKJIamama IyMa, riae GyHKnuja 5
Ipe/ICTaB/ba MTOIPABKY UK peryjapusaliyjy Koja obe3behyje 1a peKOHCTPpYUCaHU CUTHAJ UMa,
PETKY pelpe3eHTaIyjy y Koncrpyucanom pednuky D. Kao mro je ucrakuyro y [12], obauk
peryiapuzanuone (hyHkimje B Bapupa y 3aBUCHOCTH O] JOJATHUX KapaKTepUCTHKA KOje je
oTpebHO yHeTH y OOJIMK PeTKOr pereiba. Perymapuszatop ce Takohe bupa y cKaaIy ca aJia-
TOM Koju he OuTu KopuIheH 3a peniaBarmbe ONTHMUBAIMOHOr IIPOOJIeMa, IOIITO OJ1 00JINKA
dyHKIIMje 3aBUCH U KacHUju HAYUH pedopmyanuje mpodsiema. Hajrozunaruju npumepu He-
CTPYKTYUPAHUX Peryiapu3aionnxX (pyHKIHja Cy pa3JuduTe BPpCTe HOPMH KOje Y KOHTEKCTY
MUHUMU3AIMje MU/bHe (DYHKIHje MOJACTUYIY Pellleha ca BeJIUKUM OpojeM ejieMeHaTa OJIMCKUX
HYJIU, Kao IITO cy ¢y BEKTOPCKa HOpMa, Koja (5.3) Tpancdopmuiie y npobjieM KOMOUHATOPHE
ontuMusanmje, win {1 Hopma Kojom ce (5.3) mperBapa y mpobJieM HerJiaTKe KOHBEKCHE OIl-
tumusanmje. Mehyrum, moryhe cy u nonpaske y 00IMKYy HEKOHBEKCHUX (DYHKIIN]a, KAO IITO

je: B(vi) = 30— In(1 +17;), xoja je kopumihena y [193].

5.2 KSVD aaropuram Kao yominreibe K-means BeKTOpcKe KBaHTU-

3almje

Jeman on majmosHaTHjux mpuMepa ycreriHe npuMeHe (5.3) jecTe ykiamame IIyMa W3
ciuke y [91], rae cy npormpeHyu paHUju NPUCTYIH PETKOM KOJOBAEY Y KOjUMa Cy KOPHU-
mhenn ynaupes AedUHACAHE PEYHUIM, KAo IITO Cy BPEMEHCKO-(DPEKBEHIM]CKH PETHULN
l'aboposux dyuknuja y [176], nmm ranacuha, [196]. Popmynammja (5.3) y [91] ce 3acuusa
Ha {y HOpMH, a 3a pemasarmbe Tako JedUHUCAHOT IPOOJIeMa PETKOr KOJAOBalba IIPEIOKEeH
je uctu Meros Kao u 'y [196], koju cnaja y anpokcuMaTHBHE UT€pPATHBHE aJrOPUTME PETKOD
KOJIOBaIba U jeJHOCTaBHUjU je y nopeherby ca HeKUM HAIPEIHUJUM U KACHUje IPejIaranuM
ONTUMU3AIMOHNM METOJ[aMa 3aCHOBaHUM Ha f1 (bOpMyJsaluju, Kao IITO Cy Ha IpUMep Me-
Tojle ca KojuMa je ynopehusan y [48]. Hacympor ommcanom perkom kojoBamy, y [91] je kao
HOBUHA TpHKa3aHa jeHa oj npsux jemoncrparmja KSVD anropurma, npejoxenor y [1],
Kao YCIENIHOI' MEeTOJa 3a CUHTE3y PEAyHIAHTHUX PEUHMKA HAMEHEHUX PETKOM KOIOBAHY

CHUT'HaJIa.

KSVD airopuram mpuinkoM CBaKor IMUKJ/IyCa CUHTE3€ PEYHUKA T0jeIMHATHO aXKypupa
cBaku oJ] aroma. lIporec ce cacroju o1 Meperba JJOIPUHOCA IIOCMATPAHOI aToMa d; Y PeKOH-
CTPYKIIMjU CBAKOT OJI CUTHAJIA 332 0OYKY y KOME JIATH aTOM aKTHUBHO ydecTByje (y Kojuma je
TEXKUHCKH KoedUuujent d; y PeTKOM KOy pasiumduT ox myse). Mepeme jgonpumoca ce 3a
CBaKM O] TAaKBUX K cHUI'Ha/la M3 CKyla 3a OOYKY peaju3yje Ha OCHOBY BPEIHOCTU PE3UJLY-
asa m3mely: 1) opurnHa/iHe BpeJIHOCTH CHI'HAJIA U 2) PEKOHCTPYKIMje CUrHAa Jo01jeHe Ha
OCHOBY I€HEPHUCAHOT PETKOT KOja Yy KOMe He yYecTBYje TIOCMaTPAHN ATOM KOJU Ce ayKypHupa.
Ha ocnoBy m3mepenux jornpunoca 3aTuM ce (hopMupa MATPHUIA HUHje BEKTOP KOJOHE CYy W3-

padyHaTH pesuayann. Ysumajyhn y o63up osmake ysenene y (5.2), maTpuna pesuayana Ry,
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nMensnje p X K, ce aHaIM3Mpa KOPHUIINemeM pasarama Ha COIICTBEHE BPEIHOCTH, YNMe Ce
y caydajy nyne SVD gekomnosunuje, [254], dakropuiie Ha npousBoj yHuTapHe Marpuie U
IEMeHsHje p X p, Marpure nyiaa S € RPXX | ca cunrymapauM BpeIHOCTIMA Ha TJIABHO] JIHjaro-
HaJM, 1 yauTapue marpuie V aumensuje K X K, ognocno Rg, = US VT, Kao HoBa BpegrocT
aToMa d; y3uMa ce Haj3HaIajHuju JICBU CHHTYJIapHH BEKTOP MaTpuie octataka Ry, onpehen
npBoM KoJjioHoM Matpuile U, KOju y reoMeTpujcKoj MHTENPETAIllNji CUHTYJIAPHUX BEKTOPA
MaTpHUIle pe3ujyasa oJroBapa HpaBily HajBeher mcresarma 3aMUIbEHE jeIUHUIHE XUIIEP-
cdepe KOjy MaTpuIla pe3ujiyasa IMpec/imKaBa y XUIEPETUIICOU T, IMPU YeMy je MHTEH3UTET
ucresarma oapehen najBehoM cuHTYIApHOM BpEIHOIINY, CAJPXKAHOM y IIPBOM €JIEMEHTY S.
Ca npyre cTpane, ommMcaHU MOCTYIIAaK MOYKe Ja Ce WHTEPIPETUpa U Kao TpayKkerhe Hajooshe
arnpokcuMarnmje panra-1 marpune pesuiyaia Rg;, y ecMuciy MuHuMaine KBaJpaTHe IPerike
i Ppobennjycose HOpME Tpemike anpokcumanumje marpuie Ry, ca marpunom pamra-1, a
deMy OJIrOBapa IPOM3BOJ IIPBe Kostone Marpure U i mpse Bpere MaTpuiie VY ckagmpan ca
najsehom cunrynapaom speanomiiy Ry, onnocno: Re; ~ ui 01 vl V¥ cknany ca tum, Texkun-
CKI KoeuIMjeHT IPHUIPYKEeH BPeIHOCTH d; y PEeTKHM KojoBHMa K curnaja u3 CKyla 3a
00yKy y KojuMa je aToM d; 01O aKTUBaH, 3aMelbyje ce ca IIPOU3BOJIOM CUHIY/IapHe BPEIHOCTH
o1 1 ojiropapajyhe KoMmIonenTe IIpse KOJIOHE v; MaTpuile V, 0JJHOCHO Ca HOBUM TEXKHHCKHUM
KoedumjenTuMa: Vi = o1 - vig, k € {n;}X,, te cy ca n; osnadenu opurunanuu nagexcn K
CHT'HaJIa U3 CKyIlla 3a 00yKy y KojuMa je d; 6uo aktusad. Ha Taj HaunH ce HAKOH ayKypHparba
OYyBaBa IMOYETHHU PACIIOPE] HyJIa Y PETKOM KOJIy CBAKOr oJ /X aHaIn3upaHux CUTHAJIA, & KOjU
je pe3ysTaT MpeTXOoIHOI PETKOT KOJOBamba Ca CTapoOM BEp3UjoM pedHuka. [IpermocraBka je
Ja he marpuna K pesuyasa IpUAPY?KEeHIX IOCMAaTPAaHOM aToMy d; HAKOH arKypuparba, CBUX
aToMa y HapeJ HOM IUKJIYCY WU IIPUINKOM KOHAYHEe PEKOHCTPYKIUje OUTU Marba, Y CMUCITY
CIIEKTPaJIHE HOpMe S, YnuMe ce KOMIIEH3Yje DaHHUjH HeJIOCTaTaK CTapor d; UCIIO/bEH IPHINKOM
peKoHCTpyKInje curnasa. [lomTo je 3a akypupare cBUX aToMa moTpedbHo K JIeKOMITO3UIIN]ja
Ha COTICTBEHE BPEJIHOCTH, OJIAT/Ie U Ha3uB ajropurMa. ¥ [1] je moceGHO yKazaHO Ha aHATIOTH]Y
KSVD anropurma ca BekTOpckoM KBaHTu3arujom y ooauky K-means ajgropurma, y cMucity
na y cBakoM numkiaycy KSVD, mporec peTrkor kojgoBama 1 CeIeKIlnje CUTHAIa y KojuMa je
oJiroBapajyhu aToM pedHuKa aKTUBAaH OJroBapa MPUIPYKUBAIbY y30paKa TPEHYTHUM TEXKH-
mrTuMa rpyna y K-means, a axKypuparme BPeIHOCTUA aToOMa Yy PEYHUKY U3PadyHaBamhy HOBUX
BPEJIHOCTU TEHTPOUJAa WM KOJHUX peYld BEKTOPCKOr KBaHTH3epa. llpm Tome je K/bydna
ocoOMHA JIa Cy MPUJIUKOM yUelba PEYHUKA IPOIEC PETKOr KOJOBamha U aKypHupamba aToMa
oBe3aHu, JOK Ko K-means rpynucare He yTU4de Ha pEIPe3eHTaI]y y30paKa Y CTaHIap/IHO]
6a3m BEKTOPCKOI MIPOCTOPA, 3a Pa3J/IMKY OJI PETKE Pelpe3eHTalllje KOja 3aBUCH OJ PETHUKA.
Crora oBakBa 3/py2KeHa hopmMyialuja, y KOjoj ce y CBAKOj ureparuju modosbIiama PeaHIKa,
JI03BOJ/baBa M ITPOMEHA PACIIOPEJia HyJIa y PEeTKO] PENpe3eHTaIlnji CUTHAJIA, ITPU YeMy Cy U
PETKO KOJIOBAIhE M CHHTE3a PEYHUKA TAKBHU Jia He TToBehaBajy rpeniky peKOHCTPYKIIM]je, YCIe/T

JIMBEP3UTETa KOjU YHOCE IIPOMEHe PETKHUX KOJO0Ba, Ha ojpeheH HaunH oMoryhaBa m3beraBarbe
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perema Koja 0/IroBapajy JIOKAJTHAM MUHUMYMHUMA TOJA3HOT ONTHMU3AIIOHOT ITPO0JIeMA.

5.3 Perko KOJOBame CHUTHaJia 3aCHOBAHO Ha CaxKHMalby-OJCellalby

BPETHOCTHU TEXKMHCKNX KoedulnjeHaTa penpe3eHTannje

Yriamate 1myMa je u npe [91] y pomeny obpajie curaajia MOTHBUCAJIO IPUMEHe DeTKe
penpesentaruje. [Ipumep cy merose 3acHoBane Ha TpanchOPMAIIMOHOM KOJIOBALY CUI'HAJIA U
CIIeNujasTHOj KBAaHTH3AIMjU TeXKUHCKIX Koeduimjenara y TpancdopMaiuoHoM JToMeny, [79).
Y TakBUM CjydajeBUMa YCIEITHa PEKOHCTPYKIUja CUTHAJIA MOXKE Jla Ce MOCTUTHE W Ha JIU-
PEKTaH HAYMH, AHYJIHPAbeM TEeKMHCKIX KoedUuInjeHaTa MpeJicTaBe CUIHAIa KOju cy OJINCKN
HYJIN Y TPaHCHOPMAIINOHOM JIOMEHY, & KOJU Ce U3PATyHABA]Y IIPUIMKOM JEKOMIIO3UII]e CHUT-
najia Ha Tajacuhe. [lokasyje ce jia mporena curnaja J1o0ujeHa PEKOHCTPYKIIUjOM Ha OCHOBY
OBAKO M3MEHEeHNX BpeJHOCTH KoedulmjeHaTa y oxpeleHom cmuciy, omucanom y [79, 82,
MOzKe J1a OyJle ONTHMAaJIHA aKO ce TPUJINKOM KBaHTU3AIMje, OJIHOCHO HAKHA/IHE ITPOMEHe Te-
JKUHCKUX KoedullnjeHaTa 1mpeJicTaBe CUrnajia y TpancOopMAaIOHOM JOMeHY, KOPUCTH OJ[Ty-

YUBAHE 3ACHOBAHO HA CKaJIapHO] hyHKIuUju 1), (£), ca morogHo nzabpaxum mparom 7 > 0, [82]:

- = sgn (€) - max (|€] — 7, 0) = sgn (§) - ([§] = 7). , (5:4)

rie je ca (z), o3HadYeH IMO3UTHUBHU JICO BPEJIHOCTH z, IIPU 4eMy ce mojpasyMmena 11a ce (5.4
)

n
y HajOCHOBHM]O] BaphjaHTH OBAKBIUX METOJa MPUMeHYje He3aBUCHO Ha IMOjeINHaTHE KOMIIO-
HeHTe curHajia y TpancdopmanuonoM gomeny. Pyukiuja (5.4) ce o3HaAUaBA U KAO ONEPATOD
Mekor ojicenama (enrit. soft-thresholding), a wen edekar jecre na BpeiHOCTH KOehUIInjeHATA
& pelipe3eHTallje CUTHAJIA IIOMepa Ka HYJIU, aJIi Ha HejeJHaK HauYWH. [aKo ce KOMIIOHEHTe
cuUrHAJIA ca BpejHocTuMa Koeduimjenata || < 7 npeciaukapajy y HyJIy, oJak/je U TePMUH
ojiceriarbe, JIOK Ce BPEJIHOCTH TeXKUHCKUX KoedulrjeHaTa 3a Koje je |{| > T caxumajy u
nomepajy ka mynau. Iloj ycimoBom ia je cTpyKTypa aHAJIU3UPAHOT CUTHAJA U3JIOKEHOT JIej-
CTBY TIIyMa II0 CBOjO] IIPUPOJU PETKa, Kao IITO je cIydaj ca JIeJOBUMa NMPUPOJHUX CJIUKA,
ormcanoM Tpancdopmarjom (5.4), Koja ce cacToju o CarCuUMaa-00ceyatba BPEIHOCTH Te-
KUHCKUX KOoedHUIjeHaTa MmpejacTaBe 3allyM/bEHOI CUTHAJIA Y HEKO] IOI0/IHO] OPTOrOHAJIHO)]
6as3u (Kao mTo cy rajacuhin), HCTOBPEMEHO Ce TIOCTUXKY U edeKaT yK/ambarba IIyMa U PETKe
penpesenTalyje curtasia. Omneparop caxKuMarba-ojCceliaiba Y IPOIIMPEHOM 3aIlUCy MOXKe /1
ce M3pa3u Kao CJIOKEHO, 110 JIeJIoBUMa a(WHO ITPECINKABambe M0jeMHATHNX KOMIIOHEHTH
HEKOTI' BEKTOPA, OIHMCAHO Ca!
5 -7, 5 >T
N =140, gl<r (5.5)

E+71, £<-—T
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Hacymnpor mekor ojcenama (5.5), omeparop rpybor wim omrpor ojcernama 6u Takohe
[PeCIMKao y HyJIy BpeJHoCTH KoedulmjeHara Koje ce Hajaze yHyTap Jjomnre |y| < 7, amu 6u
M30CTAJI0 CaXkKuMarbe KoedulnjeHaTa Koju ce HaJjia3e W3BaH HaBeJeHOr orcera, ma ce (5.5)

HoKasyje Kao 6oJsbe peremne, [82].

Moxe ce mokasaru, [11], ga ommcano peTKo KOJOBare KOpUIThemeM MpaBuia, oIy dn-
Barba 3acHOBaHOr Ha dyHKIMju (5.4), oaropapa periaBamy ONTUMHU3AIMOHOT TTpobeMa (5.2),
y JIeJIy KOjU ce OJTHOCH Ha ONTUMUBAIM]Y TeXKUHCKIX Koeduijenara y marpuru I'. Taunuje,
HEKe KJIace UTePATUBHUX IPAJINjeHTHUX METO/[a HAMEICHUX pellaBamby HendepeHinjadbmi-
HUX, KOHBEKCHUX ONTUMU3AIMOHNUX TIpobieMa, y mra crajaa u (5.2), jep rpajaujent ¢, HopMme
Huje JedWHUCAH y HY/IU, NpeBa3uIazKkeme MpodseMa ONTUMHU3aIje HeryIaTKuX (yHKIINja
3acHUBajy Ha jedunucamy onepamopa bauckocmu, |54, 55|, a y Koje Takohe cnajia u npuka-
3aHa cKasjapHa byskimja 7, (§), nedunncana y (5.4) Ha HUBOY MOjeIMHATHUX KOMIIOHEHTH
oaroeapajyher Bekropa. Omeparop OJMCKOCTH Kao IOjaM, CIIY:KA Ja ce O3Ha9IW (PYHKIIHja
KOja, Ha IpUMep, HeKHU BeKTOp x; u3 (5.3) Ha jeJIMHCTBEH HAYMH MPECINKaBa y HEKO 7y; Koje

IIpeacTraB/ba PEIICIHE CJIe,H‘ehel1 OIITUMHU3alIMOHOT HpO6JI€MaZ

g Sl =Dl + nB (). (5.6)
Mebyrum, pemteme npobiema (5.6) He mpejcraB/ba cTaHAAPAHY (DOPMYJIAI]Y OMEpaTopa
OJIMCKOCTH U Kao TakKaB pesyJrar uspasa (5.6) y omimrem ciaydajy He Mopa Jia Oyjie onepaTrop
GJIMCKOCTH, OCHM IO, yCJIOBOM Jia je MaTpulia D opToronajina, mTo Hajdemhe jecTe ciiydaj
KOJI Pa3/IMmuuTuX (haMujinja OpToroHaHuX QyHKIMja, ¢ 063upoM Jia je Taja || x; — D; ||3 =
| DT z; — 7; |12, omakite ce emenom: z; = DY 4, y (5.6) momasm o cranmapane dopmyiamyje

orneparopa 6smckocTu 3a KoHBeKCHY byHKImjy B (7;):

arg min l||zz-—% 13 + 1B (y). (5.7)
"ERP 2
Y HekuM ekBuBajeHTHUM (opmytanujama (5.7), o kojuma he 6uTu pedn KacHUje, MPOM3BOJL
p B (v;) ce monekaj, Kaja HeMa TOTpebe 3a HarJIallaBambeM [PUCYCTBA TTapaAMeTpa [, 3aMe-
Ibyje jeJTHOM jeJIMHCTBEHOM KOHBEKCHOM (yHkiujoM. Kako ce mpuamkoM peTKor KoJoBarba
CcUTHAJIa KOPHUIThemheM OBe KJlace ONTUMU3AIMOHIX METO/Ia Ka0 IMPBU KOPAK Yy CYIITUHHU H3-
padyHaBa z;, Y KOHTEKCTY NpHKasaHe TpaHcdopmanuje mpobsema (5.6) y (5.7), mocraBiba ce
uTambe MTa ce JellaBa Kaja PeYHrK D Huje opToroHajan. ¥ OCHOBHU OJTOBODA je aHaII3a
KapaKTepUCTUKa MoJa3He nubHe Gyukimje (5.3), oaHocHo He3aBucHux morinpobiaema (5.6)

Ha Koje ce (5.3) pasjiazke U yCJIOBa HUXOBE ONTHMAJTHOCTH.

Ako ce omneparop GsmckocTH, Kao perieme (5.6) momx ycimoBoM Ja je D oproronanam,

O3HAYH Ca:
Prox,z (z;) = Prox,s (DT xz) , (5.8)
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BPEJIHOCT ollepaTopa jecte 7y Koje je y cmuciay munuMmyma (5.6) Hajosmzke BEKTOPY DT z;.
Kaga 6u monpaska B (7;) npeacraB/bajia caMo WHAUKATOPCKY (DYHKIH]Y HEKOT KOHBEKCHOT

CKyIla YHyTap KOra ce TPayKi OINTHMAJIHO pellerhe, 0JHOCHO DYHKIU]Y caejaeher obmka:

0 ako y; € C

inde(y;) = (5.9)

+oo ako y; ¢C

pereme (5.6) 6u Guia Heka Tavka Y KOHBEKCHOT cKyla C Koja je y eyKJIMUJICKOM CMUCITY Haj-
6mka BexTopy DY x;. YV TakBoj curyaruju, onepaTop 6/mckocTu, Kao permerse (5.6), 61o 6u
eKBUBaJICHTAH ITPOjeKITNj 1 DT z; na ckyn C, ckpaheno o3navenoj ca Proj (DT xl) . MehyTuwm,
IpUKa3aHa 0coOMHa Jia ce OIepaTop OJIMCKOCTU UHINKATOPCKE (DYHKIN]e 3aTBOPEHOI KOHBEK-
CHOI' CKYTIa CBO/IM Ha OIEPaTOP IIPOjeKIIrje, jeCTe ONIITH]el KapaKTepa U HeHO YOIIITERE Ce
KOPUCTH KAa0 OCHOBA 3a OJIpehuBarbe BPEJIHOCTU OllepaTopa OJIMCKOCTU KOHBEKCHE (DyHKIHje
B na ocHOBy oleparopa OJMCKOCTH HEHOI KOHBEKCHOT KombyraTta B*, [55], Koju mpescra-
BJba OIEPATOP IPOjeKIHje Yy JIYaTHOM MPOCTOPY U KOME OJIrOBapa JIyaJIHH OINTUMH3AIINOHN
npobiieM Makcummzanuje, [11]. Y tom cmuciy, unpnkaropeka dbyukmmja (5.9) npeacrasba

KOHBEKCHU Kombyrar dyHkiuje inde* @ y — sup (y;, y) — 0, vae je (vi, y) =~ y, [30].
vi€C

OmepaTop OJIMCKOCTH y CYIITUHU MIPEJICTaB/ba YOIIITEHE OlepaTopa MPOjeKIje n jeaH
o1 (hopmasim3amMa KOjuMa ce MOKe pa3MaTpaTH ONTUMUBAIMOHU TPOOJIEM PETKOT KOJOBaMbha
curtasia. Kao Ttakas, orepaTop ce yBeK eKCILUIMIIUTHO I0jaBJbyje y TOCIeheM KOPaKy peT-
KOT' KOJIOBaiba TeHePUCAHOr ca f1 HOpMOM, a y o0IuKy ojaroBapajyhe dyHKIMje carkuMarba-

oncenama, ngedunucane y (5.4) nwmm (5.5), 6e3 063upa Ha CTPYKTYpPY PEIHHUKA.

Ca jgpyre crpaHe, y CIIEIMjaJIHOM CIy4ajy: OPTOrOHAJHOI pedHuKa D u uzbopa peryiia-
pusanuone dyukiuje npobiaema (5.6) y obmuky B (v;) = || v |l1, onrumanna perka pempe-
3eHTaIUja ), KOjy Kao moBpaTHy BpeaHocT Bpaha omeparop (5.8), 0JHOCHO €KBUBAJECHTHH
orcepatop (5.4) meduHucaH HaJ| MOjeIMHAYHIM KOMIOHEHTaMa BekTopa z; vy (5.8), yBek je
onpehena ca ocmamkom WM pe3upyanoM npojekuuje BekrTopa z; = D' x; (koju o3nauasa
yJlesie HOjeJMHAYHUX OPTOIOHAJHHUX aToMa d; U3 pedHuKa D y HOJIa3HOM cuUrHAlLy ;) Ha
kousekcHy Jonty L, = {7, || Vil < p}, oapebeny ca peryrapusanugoHuM napamMeTrpoMm
i, [11]. Pasmor je panuje nomenyTa Besa usmel)y oreparopa 6imckocTn KOHBEKCHe (hyHKITH]je
U JIyaJIHOI Olleparopa OJIMCKOCTH Y JIyaJHOM IPOCTOPY H-EHOI' KOHBEKCHOI KObyTaTa, & Ha

OCHOBY KOje y TI0CMaTpaHoM cjiyuajy 1 peryiapusanuje Baxu Ja je, [11, 55]:

PrOXM||"‘1 =7 — PrOj {lloe < p} > (510)

e je oo mi || - ||max HOpMa, jyasina HopMa {1, 1oj auMe ce 1o JedUHUIU]U T0/Ipa3yMeBa

na je: i = sup{a’b | ||b]lc < 1} = >, |ai| = |lall1, 10k je ca T o3sHaveHO MIEHTHIKO
b

Ipec/IMKaBame KOMe OJI'0Bapa jeIMHUIHA MaTPUTIA.
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Hapemenn pesynrar (5.10) Baku u y cuTyaimjama Kaja je TomnpaBKa B3 Mpou3BoJbHA
HOpMa, a IPU TOMe MMa OJiroBapajyhy ayasany Hopmy B*, anm je Takohe m omimrer Kapak-
Tepa, y CMHCJY Jla BaXKid U y ClydajeBUMa KaJjia pedHuk D uuje oproronantan. MehyTum,
Tala ce perrerbe He nobuja Ha OCHOBY ocTaTKa mpojexumje D! z;, Beli ocraTka mpojekimje
oznroBapajylie BeJmunHe KOja ce n3padyHaBa Ha OCHOBY yCJI0Ba ontumaHocT (5.6), Kao mro
he 6uTn MOKa3aHO y HApEIHOM MOrJIaB/by. TakBom ormrmreM (5.6) ca HEOPTOrOHATHUM PEd-
HUKOM, Yy cJIy4ajy {1 monpaBke ubHe OyHKIMje Ou ojiroBapaJsa (hpopMysalinja CTaH apIHor

onepaTopa oyimckocTn y ciaejaehem obIuKy:
.1 2
Prox,, (w) = argmin - lu— w3 + plwl, (5.11)
weRP

oK 6u oxrosapajyhu npojexnmonn orneparop u3 (5.10), meduHncan mo KOMIOHEHTAMA JIy-
aJIHOT BEKTOpA U, O3HAUEHUM ca U;, 610 ojipeheH ca m3pa3oM JjiyasHor orneparopa, [11]:
. o 1
[Proj oo <12} (UZ)L = min ( 1, Tl u; . (5.12)
7
Ha ocnosy (5.10) u (5.12), ciaeam 1a je onrosapajyhe pemerse (5.11), ogrocno w* Koje mpei-
cTaBjba PETKY Pelpe3eHTaIljy M0Ja3HOr CUIHAJA, aJlil He U JIyaJHOI BEKTOPA U KOjH je J1eo

Mehypesyiirarta, oapeheHno ca ormepaTopoM OJUCKOCTH KOHBEKCHE {1 HOpME Y TadKu U, U 110

KOMIIOHEHTaMa BEKTOPa WHJEKCUPAHUM Ca ¢ U3padyHaBa ce Kao:

w; = [Prox, ., (u;)], = 1 —min (1, m) u; = max (0, 1-— m) u;

- (1 - i>+ = (lua] - ), -sen (u) (5.13)

\Uz’|

Uspas (5.13) je mo obamky uctu Kao u GyHKIMja MeKor ojcerama 1), y (5.4) u npeacrabba
IbEHO YOIIIIITEehe KaJla CKYIl Da3HUX CUTHAJIa Yy KOMe Ce TPaxKM PeTKa pelpe3eHTallnja Huje
oproronasian. Yumenuna ja je oneparop (5.13) neduHrcan Ha HUBOY MOjeMHATHUX KOM-
1noHeHTH MelypesyiaTara u, jecTe IOCIEIUIA CBOjCTBa CeNapadU/IHOCTU WJIN Pa3/IBOjUBOCTH
{1 HOpME, KOja Ce MOXKe 3aIMCATH Kao CyMa allCOJyTHUX BPEIHOCTHU IMOjeTUHATHUX KOMITO-
HEHTU BEKTOPA, YMMe Ce OJroBapajyhn onTuMusanonu npodieM Ha OCHOBY Ha ojroBapajyhn
HAYUH JIe(DUHUCAHUX YCJIOBA OIITUMAJHOCTU CBOJU HA j€/IHOJIMMEH3MOHAJIHE ONTUMU3AI[UOHE

npobJieMe 10 KOMIIOHEHTaMa, a Yuje PEIIehe je YIIPaBO OIePaTop CaxKNMarba-0/Ceramha 1), .

HomarHo, y crenujagHoM cirydajy OpTOTOHAJIHOT pedHnKa D, Ha ocHOBY m3pasa (5.13)
1 paHuje ToKa3aHe YNIbEHUIE Jla ce CTaHIap Ha (GpopMyJairja oneparopa OJUCKOCTH 3a {1
Hopwmy, jedunucana y (5.11), 106uja HA OCHOBY CMeHE U = z; = D" z; y u3pasy (5.6), ciaean
Jla ce pobJIeM PETKOr KojioBama 7;, Jedunucan ca (5.2), Hakon usbopa (wim dbukcuparma)

OPTOI'OHaAJIHOI' p€IHHKa, Ha OIITUMaJIaH HAa9YMH pellaBa MEKUM OJICelabeM HO‘].e,Z[‘I/IHa‘IHI/IX me-



136 Moruparmja 3a KOHCTPYKIIU]Y UTEPATUBHUX I'DAJUjJEeHTHUX METOIa

ACUNHCKUL Koeduyujernama TPOjeKIje CUrHAIA T; Ha oJropapajyhe atome peuanunka D, ojHo-
CHO pesy/ITarTa IpojeKImje caapKannx y D x;, a 3a ITa ce KOPHCTH CKaJapHa byHKIW]a 1),
ogt, yesioBoM jia je 1, y (5.4) medununcana tako jga je T = p. 3axBasbyjyhu OpTOrOHAJIHOCTH
PEUYHUKA, JI0 UCTOT pe3ysaTara je ymecto KopuiihiemeM (5.13) 6o moryhe gohn u nupekrro
Ha OCHOBY aJIEKBATHHUX YCJIOBa ONTHUMAJHOCTH PETKOr KojoBama y (5.2), mudepeHnupamem
Hersarkor npobsema (5.2), OIHOCHO N MOjeIMHAYHAX ONTHMHU3AIUNOHKX pobsiema (5.6) Ha
koje ce cou (5.2). Ilpemyciios jecre ja ce yBeje ofroapajyha pesakcanmja mojMa rpaJin-
jeHTa, y OOJIMKY BeJIMYHHE KOja ce O3HadaBa Kao cybzpadujerm {1 HOpME, OTHOCHO cybdudghe-

peyujan QYHKIHjE allcoyTHE BPETHOCTH Y TAUKU HYJIA.

5.4 MornBalja 3a KOHCTPYKIINjy UT€PATUBHUX T'PAANjeHTHUX Me-
TOJa HaMeHmheHNX pelllaBaiby HEerJIaTKuX KOHBEKCHUX ONTUMU3a-

IIAOHUX ITpobJIeMa PeTKOr KOJOBamha CUTHAJIA

[Ipumep uTepaTuBHOr rPAJIMjEHTHOT ONITHMU3AINOHOT AJITOPUTMA 38 PeIlaBaibe MpodieMa
(5.2), perKoOr KOJIOBamha CHIHAJA Y eyKJMJICKOM IIPOCTOPY, & KOji MovrBa Ha oapehuBarby
BpeHOCTH oneparopa (5.10), OHOCHO y cirydajy KOHBEKCHOT {1 pobJieMa PEeTKOT KOJIOBAha
noJpasyMeBa uspadyHasambe pegaoctu (5.13), jecre FISTA asnropuram, [15]. Anropuram
3a TIOCTHU3albe PeTKe pelpe3eHTalnje, Kao IMITO HAroBENMTaBa]y IMOje/IMHavdHa CJIOBA HaBe-
JleHe cKpaheHure, KOpucTu OP30, UTEPATUBHO CANCUMAIE-00CEUAHE TEKUHCKAX KOePUITI-
jeHaTa WM KOMIOHEHTH BeKTOpa o3HadeHor ca u y (5.13). Asjropuram Moxe Jia ce cBpcra
y mupy HaMuInjy CANIHEX UTEPATUBHUX METOJ/a, HAMEHEHHX pelllaBarby JIMHEeAPHUX HH-
BEp3HUX IpobJieMa, Kao 1mTo cy [55] min [67], a y Kojuma ce peraBambe PETKOI KOJIOBaba
y (5.2), omHocHo (5.6) 3acHUBa Ha aJIrOPUTMY KOJU Y CBAKO] UTEPAIUjH [IOjeINHATHE cabupKe

y u3pasy (5.6) KopucTu 0j1BOjeHO y JiBe y3acTolHe (da3e CBAKOI UTePATHBHOI IUKIIYCA.

[Tomenyra apa cabupka (5.6) obuuno cy Taksa ja audepeniujabuaau jaeo (5.6) oaro-
Bapa MpBOM cabUpKY y eHeprujckoM dbyuknnonasy (5.1), a neaudepennujadbuina QyHKIMja
Jpyrom cabupky (5.1). Y ckiay ca TEM, IJIABHU JIEO CBAKe UTEpAIlije CacTOju Ce O U3PAdy-
HaBama rpajujeHTa cabupka (5.6) koju oxrosapa audepeniujaduaHoj QyHKIHUjH, a Mo ce
O3HaYaBa Kao eKCIUIMIIUTHE KOPaK WA Kopak ynanped, 1 HapeHOT KOpaKa KOju ce O3Ha9aBa

Kao UMIIMOUTHA KOPaK WJIN Kopak ynaaa@.

Y UMILIMIUTHOM KOpPaky ce Kopuctu jpyru cabupak (5.6), koju ojrosapa nejudepes-
1ujadbuaHoj (byHKIUju U JaeduHuIne orneparop OJMCKOCTA Ca KOJUM Ce BPIIU CayKUMAalbe-
oJIceTiarbe aykKypUpaHNX BPEHOCTH KoedUIMjeHaTa pelpe3eHTalje, M3padyHaTuX y MIpeT-
xomHOM Kopaky. Kao mro he 6utn nmokasano, UMIUTHIIUTHA KOPAK 3aBUCH O] UMILIAIIUTHO
JnebUHICAHUX YCJIOBA ONMTUMATHOCTH OJ[roBapajyher onTuMu3aiunoHor npob/jemMa, ma oJaTie

U HA3UB, JIOK IIPBU KOPAK OJIN0OBapa eKCIUIUIIUTHO] IPOMEHN TeKyher perema y CMepy ONTH-
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MaJIHOT.

YV ocHOBHU ycCIellTHe NIpUMeHe OICaHe UTepaTHUBHE IeMe jecTe MOTYhHOCT ofpehuBarma
oneparopa byimckocTr 3a ojrosapajyhy Heandepennujabuiny dyuknujy By (5.6), a 3a mra

ce KOPUCTHU paHuje IpUKa3aHa ujeja o JeKOMIO3UIUju onepaTopa bckocTr y u3pasy (5.10).

Hauwme, 36up Prox .|, u Proj . <.}, KOju je jeHaK MJIECHTHIKOM [PEeC/IHKaBaby WX
jemuHIYHOj MaTpuy, jenHadnna (5.10), IpecTaBba yONIITemhe YHHEHNUIIE JIa €HePrija CUr-
HaJIa MOXKe JIa e PA3JIOXKU Ha JiBa cabupKa, 0J1 KOjUX je/laH IPeJICTaB/ba €HEPIU]jy IIPOjeKInje
CUT'HAJIA Ha HEKU n3abpaHu BEKTOPCKHU MOTIPOCTOP, a APYru cabupak ojroBapa €Hepruju ca-
ﬂp}KaHoj Y KOMIIOHCHTH CHUT'HaJIa KOja Ce HaJla3nl y OPTOI'OHa/JIHOM KOMIIJIEMCHTY IIOMEHYTOI'

MOTIIPOCTOPA.

Moryhnoct 1a ce ¢1-onTuMaJHa peTKa pelpe3eHTallja CArHAIA Y CBaKOj UTEPaIju rpa-
JINjEHTHOT ajropuTMa, Kao 1mro je Ha npumep FISTA, oxpean mspadyHaBambeM BPEIHOCTH
oleparopa cakuMmama-ojcenama y ojapehenoj tauku u wa ocuoBy (5.11) mmm (5.13), jecre
pe3YJITAT YCA0BA ONMUMAAHOCTIU, HETJIATKUX KOHBEKCHUX (DYHKIMja, KOjU ce U3parxKapajy

KopuihemeM TojMa cybdudepenyujara HeTTaTKe HelpeKniHe (QyHKIH]e.

loka3 na onmcaHa JIBOCTeNleHA UTepaTHBHA IIeMa, cacTaB/beHa M3 ayKypuparba TPeHYT-
HUX BPEJHOCTU TEXKUHCKUX KoedUIMjeHaTa y IPaBIy HETATUBHOI IPAJIMjeHTa TJIATKOT JeJia
mbHe byukiumje (5.6) 1 HAKHAIHOT carkuMarba-0/ICelaha N3PATyHATUX BPEJHOCTU, CUTYPHO
JIOITPIMHOCU MUHUMU3AIIU U TaJbeM IMOO0BIIAY Pelleha Yy CBAK0] UTEPAI)U I'PaJIAjeHTHOT
anropurMma, nonyhen je y paiy [15], rae je y Ty cBpxy kopuinhen aupekrad mpuctyi. o
THMe Cce Topa3yMeBa Jia je rmojasehu oj] n3pasa Koju JeduHuiie HaduH n3padyHaBarmbha HOBOT
pellieha y CBaKoj UTepaliiji aJl'OpUTMa JI0KA3aHO Jia Iin/bHa PYHKIIM]je HAaKOH 3aMeHe CTapor
pelierba ca HOBUM MMa HeTaTHWBaH IIpUpAITaj, IPU YeMy je y JI0Ka3y oirosapajyhe nejes-
HAKOCTH Ka0 KJbYYHH ajiaT KOpullheHa J0jaTHa, TOMONHA HejeJHAKOCT KOja IMPOM3MUIa3u U3
HenpekuHe gudepeniujabuyinoctu y JIUIMIIMUIIOBOM CMUCTY TJIATKOT JieJia MoJIa3He IU/bHe
dbyukimje (5.6), Kao 1 jeJHAKOCT KOja MPOU3MUIA3U M3 YCJIOBA OINTUMATHOCTH CyOrpa/IijeHTa,
ostHOCHO cyOudepeninjata mubHe GyHKIMje (TadHnje BeHor HeraTkor jena). MehyTm,
MAKO JINPEKTAH OIKMCAHU JIOKA3 HHje KOHCTPYKTUBHOI KapakKTepa, ¢ 003UPOM Jia He YBOJU
1ojaM orepaTopa OJIMCKOCTU U HEe pa3Marpa Ha4YMH HA KOju je Moryhe oJIpe/InTu ONTUMAJIHY
BPE/THOCT OnTuMu3anuoHor npobiema y (5.11), Beh pememe ogrosapajyher onrumusanumoHOr
npobJieMa peTKOr KOJI0Balha KOPHUIITNEHEeM OITMCAHOT JIBOCTEIIEHOI UTEPATUBHOT aJIrOPUTMA
ocMaTpa Kao Mo3HaTo. TuMe je MPUJINKOM JI0Ka3a n3bernyTa morpeda jia ce y pasmMarpare
YBOJIM OJIrOBapajyhu oneparop caxKuMamba-ojicerama, a Koju (hUrypuiie Kao Jpyru Kby IHu
KOPaK YHYTap CBake UTepalije IPpaJiijeHTHOT aJrOpuTMa.

Ca apyre crpane, y [55]| je nmpukazan apyradmju joKa3 ONTHMATHOCTH OICAHE JBOCTE-

IleHe UTepaTUBHE IleMe, KOjU je KOHCTPYKTHUBHOT KapakKTepa M Yy KOMe Ce JI0 Pelenha Koje

nma popmy (5.13) j101a31 JIMPEKTHO Ha OCHOBY yCJIOBa OINTUMAJIHOCTH CyOIpa/iijeHTa Ii/bHe
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dyukimje y (5.6), KopuiihiereM HEKOJIUKO y3aCTOMHUX TpaHcdOopMaliija MoJa3HOr UCKa3a 1
Ha Kpajy IpUMEHOM ITOMONHOT TBphema o qudepeHIupamy CJI0KEHOT IIpec/ImKaBaiba, HacTa-
JIOT' cJlarareM HerJlaTKe KOHBEKCHe (hYHKIIMje U OI'PAHUYEHOr JIMHeapHor oneparopa. Kako
ce TaKO KOHCTPYUCAHO PEIlekhe ONTUMHU3AIMOHOT pobieMa (5.6) IpupojiHO yKIIana y MOTH-
Balljy 3a KOHCTPYKIIN]Y U Kopuiehmbe nTepaTuBHAX IPAJINjeHTHAX aJrOpUTaMa HaMEHEHIX
PETKOM KOJIOBalby CUTHAJIA, a y Koje y ojipehenoj Mepu criajia 1 MeTO/I 3a PETKY pelpe3eHTa-
1]y MaTPUIA MPEINU3HOCTH IIPEJJIOZKEH Y OKBUPY OBOT' PaJia, oBa TemMa he Outw jierapbHuje
aHaJIM3upaHa. ¥ HacTaBKy he Takohe OUTHM pa3MOTPEHO U KaKO Ce y CJIydajy HeOPTOrOHAJI-
HOI' PEYHUKA ITPUMEHOM UTEPATHUBHUX I'PAJIUJEHTHUX METOa JIOJA3M JI0 aJICKBATHOT M3pas3a
3a ONTUMAJIHY perky perpesenrtarmjy (5.13), oqHOCHO BpeaHOCTH OjroBapajyher BekTopa u
y (5.13), a mTo je 6UI0 M30CTAB/LEHO MPUJIKKOM OjroBapajyhier msjmarama y MpeTXOHOM
MIOTJIABJBY.

Hawwme, cy6audepenimjan mwin cybrpaujeHT KOHBEKCHe cKasjapHe dyHKImje ¢(x) me-
dunucane uai XuadepTOBUM BEKTOPCKHM IIPOCTOPOM H, OICKPO/HLEHUM ca, 0JiroBapajyhum
CKaJIapHUM TIPOM3BOJIOM (-, -}, JiepUHUIINE Ce KAO ONEepaTop uuja BPEJHOCT je CKyl J¢(x)

cacTaB/bEH OJ CBUX ejieMeHaTa z u3 H TaKBUX Ja je:

Op(z) ={ze M| (VyeM) (y—ux 2)+pl) < oy} (5.14)

VCJI0B ONTUMATHOCTH 38 KOjU €€ JJOCTUKE eKCTPEMHA BPEIHOCT, OJIHOCHO MUHUMYM (DYHKITH]jE

¢(x), onpeben je crenelium TBphemem Koje yribyuyje medunurmjy (5.14):
Ve eH) ox)=infe(H) < 0 € dp(x). (5.15)

Y reomerpujckoj mHTeprperanuju cybmudepennnjaia, ckymy (5.14) oarosapa Kyl CBHX
,TAHTEHTH  y TAaYKN T KOje 3aJI0BOJhaBajy YCJIOB Jla JIMHeapHa TaHT€HTHA alPOKCUMAIIN]ja
BPEJIHOCTH KOHBEKCHEe (DYHKIHMje ¢ y TauyKd Yy Ha OCHOBY BpemHocTH ¢(r) Huje Beha o
crBapHe BpenHoctu dyuknuje ¢(y). Kako je dyHKIMja ¢ KOHBEKCHA, TAHI€HTa KOja MMa
Haru6 Hysta he 6utn enement cy6mudepeniujara (5.14) caMo O yCJIOBOM J1a je BPEIHOCT
cybnudepeniujaia u3padyHaTa y TauKu Koja 0JroBapa MUHUMYMY (DYHKIHje ¢(T), a mTo u
jecre TBpheme (5.15) nmpema Kome cyOaudepeniujas KOHBeKCHe (DYHKIMjE Y CTAIMOHAPHO]
TaYKU CaIPKU HYJy, a cybrpajmjenT nyaa BekTop. [lojmarno, ako 6u dyHKImja ¢ y Tauku
x € ‘H 6una qudepernujabiita, y CMUCTY Ja MOoCToju rpaanjeHT Vo (x) u yeMepeHn n3Boju
JIy>K TPOU3BOJbHUX TIPaBalia y OKOJUHU MoCMaTpaHe TadkKe, YeMy O/roBapa Ja je (pyHKIja
¢ nedunucana Haj eneMentuma H gudepennujaduana y Gateaux-oBoMm cmmcity, Tajia je
cy6mudepennujasn dbyukuuje ¢ nedunucan kao ckyi: dp(r) = {Ve(z)}.

AKo ce pannje npukazana gpopMmyaanyja mubHe PYHKIIje oepaTopa OJUCKOCTH, IPeI-

craB/bena y (5.11), momaTHO yommTu u mpusaroium osHakama yeegerum y (5.14), mobuja
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ce HOBa HENpeKWHa KOHBEKCHa (byHKIMja 1o HasmBoM Moreau-oBa axeesona undexca o
KoHBekcHe dbyHKImje p(r):

“op: H—=R: z — inf i||113—?J||2 + p1e(y), (5.16)

yeH 2

Kao IIpecnKaBame Koja JepUHHIIe BPEJIHOCTH MUHUMYMa In/bHe (DyHKIHje y 1eduHunmjn
orepaTopa OJIHCKOCTH KOHBEKCHE (DYHKIje ¢(T), Koje ce IOCTHKY IPU BPEJIHOCTHMA, OIle-
paTopa OJIMCKOCTH Y pa3/JUduTUM Tadkama r. Kako panuje yBejeHa Jie(bUHUIM]A Olepa-
Topa OJINCKOCTU HUje IPOMEIbeHa, jep ce TOJI U3PEUEeHUM YOIINTaBabeM Iu/bHe (PYHKIH]je
nosipasyMeBa camo 3amena {1 nopme y (5.11) ca mpomsBo/bHOM J106pO J1eDUHUCAHOM KOH-
BEKCHOM (QYHKIHjOM (), JIOK ce TIOMeHYTO ImpuarohaBarme OJHOCH Ha yBoDeme J0/1aTHOT
KoHCTaHTHOr bakTopa 1/a y3 omrosapajyhu keajgparau wian y (5.16), 0 < a < oo, TO
sHauM Jla BpeaHoctuma dyskimje (5.16), 3a pasjudure BPeJHOCTH T 0JroBapajy BPeIHOCTH

ortepaTopa OJinckocTu ojipehene ca:

Prox a, () = ar;gegzl)in % lz—yl* + pao(y). (5.17)
[Tpu Tome, panuje yeaenu dbaxkrop p npeyser u3 (5.11) moxke na nocraue geo o(z) y (5.17),
qeMy Om ofgrosapasa Horanuja Prox,, (r) riae je ckamap p > 0 meo came dbyukimje ¢, ann
Takolje 1 Jja ocTaHe Kao eKCIUTMIUTHE TeKUHCKH (pakTop. Y HacTaBKy he 10 norpebu 6urn
kopunthene obe BapujaHTe orepaTopa, ca u 6e3 p, o3Hadene ca PToX ,q, () 1 Prox ., (7).

C o63upom na 3a cybrpaaujent (5.14) BaxKu ga je y TadKd y KOjoj HEIIPEKHHA HETIaTKa
KOHBeKCHa (byHKIMja JOCTUZKE MUHUMYM HCIYEeH yCI0B onTuMaarocTu (5.15), a mro suadn
Jla Y TPUBUJAJTHOM CJIy9ajy MOCTOju HeKO T = y*, TakBo na je: p(x) = p(y*) = inf p(H) =
0 € dp(y*), To 3Haum ja u 3a BekTop = — y* = 0, Baxku 1a je: x —y* € dp(y*). Umajyhn
y Bugy (5.17), ako je 3a HEKO HpPOH3BOBHO : Y* = Prox,, (), Ha ciMYaH HaYMH Kao U y

IPETXOJHOM TIpUMepY BaxKu jia je: (x — y*) € adp(y*), omHocHo:
r — Proxa, (x) € adp (Prox,, (z)) . (5.18)

[Ipukazana ocobuna cyorpaijeHTa MOXKe Jia ¢e HCKOPUCTH 3a KOHCTPYKIINA]Y PeIeha, MoJIa-
sHOr mpobseMa (5.6) mwim permema ciejelier onNTUMHU3AIMOHOr TPOOIEMa KOjU MPEJICTAB/ba
IbEroBO yOIIIITEILE!

arg;er?r{lin {F(z) = f(z) +g(z) |z € H} (5.19)

rie cy npecsimkasawa f @ H — Ru g : H — (—oo,+0o0], Taksa ja je f riaTka KOHBEKCHA

dyukinja, HenpekuiHO udepeHnujaduaHa y JINImmumoBuM ¢cMUCTy, Mo/ YuMe ce MoJIpa3y-
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MeBa ja 3a rpajujent V f mocroju Jlunmmnosa koucranta L(f) > 0, Taksa jJa je:
IVf(y) = V@)l < L)y —zll, Ve,yeH, (5.20)

JIOK je dyHKIMja g Takohe KOHBEKCHa HelpekujHa (PyHKIMja, ajJd He 00aBE3HO U TJIaTKa.
Moze na ce mokazxe ja (5.19) mocemyje 6apem jeauo pererse ako je 3oup F(z) = f(z)+g(z)
KOepuuTUBHA (DYHKIMja, ¢ 003UpOM Jia ¢y f M g KOHBEKCHE, & Jia Ce MOJ KOEPIUTUBHOIINY
noapasymena na je:  lim F(z) = +oo. Takobe, ako je 36up F(x) cTporo KOHBEKCHa

llzl|—+o0
dyurmja, (5.19) mocemyje HajBuUIIE jeTHO PEIIECHE.

Ako ce ckyn pemmema mpobsema (5.19) osnaqn ca X, a cybaudepenimjan F ca OF, Ha
ocuoBy (5.15), (5.18) u jomarHe Teopeme o cyOaubEPEHIMjATY CJIOKEHOT MTPECTUKABAA
dyHKIMje ¢ u orpanmyueHor JmHeapHor omeparopa ®, momolly koje ce kao mro he Gurm

HOKa3aHo J10/1a31 10 ofrosapajyher naenrurera y (5.23), Baxe cieaehe ekBuBaseHimje:

reX <= 0¢€ 0F(x) = 0f(x) + 0g(x) = {Vf(z)} + 0g(z)

G139 —Vf(z) € 0g(z) <= —aVf(x)+z—2 € adg(x)
— (zx—aVf(r))—z € adg(z) (5.21)
% r = Prox,, (r —aVf(x)) .

Jaksie, Kao 1o ce Buau Ha ocHoBy (5.21), onrrumasiao pererse npobdsema (5.19), a rume u
OPHUIUHAJIHOT TPO6JIeMa PeTKOr KojioBamba (5.6), Kao 1 peTKe pernpeseHTalije Curuaja TOKOM
nporeca ydema pedruka y (5.2), y cHenujasHoOM ciiydajy Kaja ce Kao HauduH pellaBatba
ONITUMU3AIMOHOT TTpob/ieMa m3abepe nTepaTuBHA MeTOo/a Ollajama I'PaJiijeHTa, 3aCHUBa Ce

Ha JIBa KJbyYHa Kopaka Koju ce Haciayhyjy y mocseamem uspasdy (5.21), a To cy:

1. A}KypI/Ipa}be TPpEHYTHOI' Pellieiba Y IIpaBly Olla/laiba I‘pa,H‘I/IjeHTa IVIaTKOI' JIeJIa KOHBEK-

cue mubHe dyukimje (5.19) - Kopak yHarpej,

2. Ilpojekiuja axKypupane BpeJIHOCTH KOPUIITNEHeM OllepaTopa OJIMCKOCTH HErJIATKOT JIej1a

KOHBEKCHE (DYHKIIHje - KOpaK YHa3a]l.

C ob3mpom ja je y (5.21) momasna mpermocTaBka Ja mocMarpana Tadka r € X Beh jecre
pelerse Koje UCIyhaBa yeaoBe ontuMaanocTn 3a (5.19), mocuemmu n3pas y (5.21) rosopu 1a
OIITUMAJIHO pelIebe oJroBapa (PUKCHOj TauKu olucane pyHKIHje Koja pean3yje IpeTxo Ha
JIBa KOpaKa, OJ[aKJie W MOTHBAIMja Jia ce umepamueno pewasare (5.19) peanmsyje Kpos

urepanuje pukcHe Tavke y popMu:

2 * ) = Prox ,, (:c(k) —aVf (x(k)) ) (5.22)
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rje cy ca nnjekcoM (k) u (k+1) o3nadene crapa u HOBa BPEJHOCT PEIICIba TOKOM HTEPATHB-
HOT' IIpOIleca ONTUMU3AIMje y k-TOj UTeparyju ajaropurma, a ca « > 0, nmorogno nsabpana
BPE/IHOCT KOPaKa ca KOjUM Ce CTapo PeIerhe moMepa Ka MUHIMYMY KOHBEKCHE (DYHKITIje 1y 2K
IpaBlia Koju JeduHHIIe rpaaujenT mudepennujabuine ¢pyHKIuje f, a meroBa Kopekimja ce
BPIIIHM IIPOjEKIMjOM Ha KOHBEKCHU CKYI KOju JjiecpbuHHUINNE HeryiaTKa KOHBEKcHa (DYHKIHja ¢,
KOja y c/Iy4ajy mpobsieMa peTKOT KOJIOBarba MMa YJIOTY peryjiapu3aTropa U WHIYKYje PEeTKY
pelpe3enTaIujy Curuaja y oJroBapajyhemM pedHuky.

Y IpeTXoTHOM H3Jaramy OCTajo je HeJIOPEYeHO KaKO Ce JI0JIa3U JI0 IOCTe/Imhe eKBUBa-
nennuje npukasade y (5.21). Opxroeapajyhin uspas ciean u3 panuje nmpukasaHe ocoOWHe
cybrpagmjenra (5.18) u TBphema cienelie Teopeme. Heka je g konBekcha dyHkimja nedu-
rucana y (5.19) u neka je ¢ orpaHuyueHn JMHEApHU ONEPATOD HAJ| H, Taja 3a KOMIIO3UIIU]Y
bynkmuja U = g o ® Baxu ga je: OV = J(go®) = &' o (dg) o @, omaxse Ha OCHOBY

ocobune (5.18) cybrpajujenta KoHBeKCHe (DyHKIMje CIeIu Ja je:

xr — Proxy (z) € 0V (Proxy (2)) <= x—y" € 0V (y"), y* = Proxy (2)
= vy €2 (g (Dy"))

(5.23)

= Or—dy" € ®d (g (Py"))

5.18

G19 O y* = Prox, (®x) .
Ha ocuosy (5.23), ako ce jiuHeapuu omneparop $ 3aMeHn ca UJIEHTHIKUM [PECITUKaBambeM Z,
JI001ja ce UICHTUTET:

(5~:23>)

o=7 y* = Prox, (z) , (5.24)

u3 Kora, y3 yBoheme Konctante « y gedunuimju ¥ = ago @, 1tupekTHo ciejim ojrosapajyhe
tBpheme y nocseamem uspasy (5.21), tako mro je va ocuoBy (5.24) nocjie/iiba eKBUBAIEHIIN]A

y (5.21) mcre mpupoe Kao u moceama eksuBasennuja y (5.23).

[TpwinkoM peasimzanuje ajropuraMa Koju ce 3acHuBajy Ha ujeju (5.22), obudHo ce yBoan
IPOMEHJ/bUB KOPaK JIMHUjcKe mperpare, ay > (0, Koju ce Mema Kpo3 UTepalyje 3aje/IHO ca
IIPOMEHOM MHJIEKCa k Kako Oum ce moboJblnasia KoHBepreunuja. Mako je ocraB/beHa Kao MO-
ryhrocT n3bopa, BpeHOCT KOopaka UIaK He Ou Tpebdaso jia OyJie Mpou3BoJbHA, jep Kao IINTO
he y HacTaBKy OUTH TTOKA3aHO 10/ YCBOJEHUM IIPETIIOCTaBKaMa aHAJIN3e U IOr0/IHO n3abpaHa
KOHCTAHTHA BPEJHOCT Kopaka obe3belyje mobosbiname perema y (5.22). Takobe, kama je
wersatku jeo (5.19) dbyukiuja g(x) Koja y cebe yKibydyje U JOJATHU HapaMeTap [, Kao y
cay4ajy (5.6), onnocHo (5.17), oarosapajyhu omeparop 6/mckoctn y (5.22) mocraje Prox ag
U 3aBUCH O] BPEJIHOCTH [ KO]Y je TaKohe MOTpeOHO OJIpEe/IUTH, & IO IMOTPeOn M MEmhaTh KPO3

uTepalmje 3ajeJIHo ca IPOMEHOM k.

Kpo3 ananmmsy ocHOBHOT TprMepa peTKOT KOJIOBalba, 3aCHOBAHOT Ha KOPUIITNEmY {1 HOpMe

y dopmynauju (5.19), a yuje permeme je oneparop 6aUCKOCTH 3a £1 HOPMY Y 00JUKY (DyHK-
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mje caxknMama-ojcerama (5.13), jacHo ce youaBa AUPEKTHU yTHIA] U300pa BPEJIHOCTH [ Y
CBaKOj O] UTepalyja rpaJujeHTHOr aJlTOPUTMa, jep i oapehyje 1mosoxKaj rpanniie TPUImKOM
oficeniara TeXKMHCKUX KoeUInjeHaTa ca MaIiM 3HaUajeM 38 PeKOHCTPYKINjy curaaia, (5.5).
Hapesienn yTunaj je joir u3pakeHuju y BapujaHTH aJropuTMa Koja ce 3aCHUBa Ha (DYHKIUjH
OIITPOT OJiceliarba, [Jie HACyTPOT MeKoM ojiceramy v (5.13) mm (5.4), Hema cakumarba Bpe/l-
HOCTH KoeduIlijeHaTa Koje Cy BaH [-OKOJIUHE HyJsie. Y TOM CJIy4ajy Hajdeniha cTpaTeruja 3a
u300p Ipara oJicerama (i jeCTe alCoJyTHA BPEIHOCT TEXKUHCKOI KoeUIMjeHTa IIpeicTaBe
curnajia y oaronapajyhoj 6a3m wjam peyHuKYy KOjH je 1Mo cBojoj Benuumau S-tu Hajsehm y
MIOPETKY IO AIICOIYTHO] BPEIHOCTH, TJe & 00MYIHO O3HAYaBa YKeJHeHY PETKOCT CUTHAJIA, MO/T
quMe ce MojpasyMeBa Opoj KoedwuiimjeHaTa perpe3eHTalje Koju cMejy Jia Oyay pa3induTu
OJ1 HyJle HAKOH KojioBama. Jledbunucamy Bpemnoctn & yHalpesl oJroBapa ajTepHATHBHA
dbopmyranuja mpobiema peTkor KojoBama (5.2), y hopMu ONTHMHU3AIMOHOT TpobieMa ca
orpaHmYemeM y 00JINKYy HejeJHaKOCTH ca fy HOPMOM, a Koja he OuTw nmpukasaHa HEIITO Ka-
cuuje. Ha camanom npunIimumny, 1a 61 ce OCTUTTIO PETKO peIlerhe ca KeJLeHNM OpojeM HyIa,
Yy METOJIy 3a PEeTKY PeIpe3eHTalln]y MaTPUIlA IPEIU3HOCTH MIPEJIOKEHOM Y OBOM paJly, KOju
ce 3aCHUBA Ha CEJICKIINjU TEeKUHCKUX KoedullnjeHara KOpUIhemeM aKTUBHOT CKYyTIa KOJU ce
IOy IhaBa KOeUINjeHTUMa TOKOM ONTHMU3AINje, BPETHOCT Ipara (i o IOTpedn ce MHKpPe-
MEHTAJIHO YMalbyje KPo3 uTepaliije Kako Ou ce aKo je HeOIxoHo 1moBehao yTuiiaj KOMIOHEHTH
ca MarmbUM TEKWHCKUM KOeMUIINjEHTUMA, IIOIITO Ca IOCTEIEHUM IPOIUPUBALEM aKTHUBHOT
ckyma (KOjUM ce HOCTHKe CBe 00Jba PEKOHCTPYKIMja MOJA3HOI CHTHAJIA) MOXKE Jia e JI0-
ro/in Jia ca rmocTojefioM BpemHONINY Ipara y HEKOM TPeHYTKY BHIIle HUje MOryhe M3BPITUTH

CeJIEKIM]Y HOBUX KOMIIOHEHTH 3a NPUJIPYZKUBabe aKTUBHOM CKYILY.

IIITo ce Tnue n3bopa BeJUdIMHE KOpaka oy > 0, yBelIeHa IPETIOCTaBKa O HEIHPEeKUIHO]
mudepennujabuinoctn y Jlummumnosom cmucty dyuknuje f(z) y (5.19) omoryhasa ma ce
BPETHOCT KOpaka Koja 00e30ehyje KoHBepreHimjy y ciaydajy mpobjieMa peTKOr KOJIOBaiba
onpemy xao oy, € (0,1/|D'DJ), rae je ca [|[D"D|| osnauena cnexrpamna Hopma win Hajseha
comncreena Bpeanoct ['pamose Marpune peunuka D. Haume, 3a xousekcny ¢pynkmujy f Koja
ucnymwasa yciaos (5.20), Baxku jga Jlummmnosa koucranta L(f) > 0, 3a oarosapajyhu uz6op
koHcrante L > L(f), omoryhasa na ce y cBakoj Tauku z medunmire nomohina dyHknuja
ca KOJOM Ce BPEIHOCT OpUTIMHAJIHE KOHBEKCHE (yHKIHUje [ y CBUM CYCEIHHM TadKama, 1
orpaHmyaBa ca ropme crpane. Ommcanom ofrosapa cieneha HejeJHAKOCT, KOja ce O3HadaBa

1 Kao KBaJpaTHa alpoKcHMallija f ca Topibe CTpaHe:
T L 2
fly) < flx) + Vf(x) (y—=) + 3 ly—=z[”, Vz,yeH. (5.25)

Ca gpyre crpane, pyHKIHja 3a KOjy OM BaxKWJIO Jia IMOCTOJU U CJAMYIHA KBaJPATHA alpPOK-
cUMaIja, ajr KOHCTPYHCaHa ca JI0he cTpaHe f 1 3a Jpyradujy KOHCTAHTY, MPEICTAB/bAIA

OM MCTOBPEMEHO U M3ParKeHO WJIM CTPOro KOHBEKCHY (PYHKIIHjy, KOja OM Kao TakBa Takole
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Ouia U CTPUKTHO KOHBEKCHa. ['oprba rpanuiia (5.25) MoxKe J1a ce HCKOPUCTH U 38 KOHCTPYK-
1ujy ropre rpanuie Hernarke dyukiuje F(z) y (5.19). Y ToMm cMmuciy, ako ce omnmcaHa
KBa/IpaTHA AIPOKCUMAaIlfja MOCTaBU y KOHTEKCT ajJrOPUTMa 3a UTEPATUBHY ONTHUMUBAIIN]Y
mbHe byukimje: F(z) = f(x)+ pl|z||1, kama je kao vernarka dyukimja g y (5.19) ycBojena
{1 HOpMa ca aKTOPOM i, TJIe je HelMO3HaTa BPeIHOCT Y TPEeHYTHO] mian TeKyhoj nreparuju k

O3Ha4deHa Ca T, a BPEJHOCT pelieiba U3 IIPEeTXOJHE I/ITepaque Ca ZL’(kil)

, ITEPATUBHO pEIIeHe
pobstema (5.19), 10J1 yCBOjeHUM MpETIOCTaBKaMa, ¥ CBAKOj UTEPAIUji eKBUBAJICHTHO MOXKE

Ia ce 3aImille Kao:

L
) — arg min {f(x(k1)> + <Vf(x(k*1))7 €T — x(k*1)> + 5 || r — k1) H2 + g(q;)} . (5.26)

T

Banemapyjyhu KoHCTaHTHE YiaHOBe IibHE hyHKIHje v (5.26), KOju He 3aBUCe 0J] HEIIO3HATE

T, U JIOMyaBambeM 10 oJroBapajyher kBajpara 6uHoma, pererbe (5.26) je eKBUBAJIEHTHO Ca:

xr — (m(k_l) — %Vf(x““‘”))

T

I 2
2® = arg min {5 —I—g(:v)} . (5.27)

Baxpapyjyhu Hejennakoctu (5.25) u ycsoBuMa ONTHMATHOCTH periersa (5.27), v [15] je me-
MOHCTpHUPaHO Jia curypuo nehe Outu noseharma BpejgHocTn Fy OpUTHHAIHOM IIPOOJIEMY
vunnMuzaimje (5.19) Kaja ce Kao HmeroBo pemieme Kopuctu pesyarar (5.27), ca HOTOHO
n3abpaHoOM KOHCTAaHTOM L, a KOju o/roBapa MUHUMHU3AIIUA]H TOPH-E I'DAHUIE MubHe (DYHK-
mje ' nedunncane y (5.19). OBakap mocTynak MUHUMHA3aIMje HeKe (DYHKIje KPO3 MUHNU-
MU3aIjy HheHe TOpIhe TPaHuIle O3HavaBa ce W Kao MPUHINIT MUHUMA3AIAje Majopu3allnje.
[MTomenyTu yeosu onrumasanoctu (5.27) npoucrudy aupekTao u3 (5.15) HaKOH M3padyHa-
Bama cybudepeniiujaia KOHCTpyUCaHe KBaIpaTHe allPOKCUMAIIje U CBOJIe ce Ha TBpherme
na cybmudepenijan KoHBeKcHe (DYHKIMje ¢ MpU ONTUMaJHOj Bpemnoctu (5.27) mMopa ja
CaJIPAKU:

—Vf(* )~ L (x(k) - x(’“_l)) e dg(z™). (5.28)

Kana y (5.27), kome ogrosapa dynknuja f ca ocobunom (5.20), He 6u 6usto dyHKIWE ¢,
OJIHOCHO KaJ1a 01 ce pelraBambe 3aCHUBAJIO Ha UTEPATHUBHOM aJrOPUTMY KOjU y CBAKO] HTEpa-
mwju Kopucru npasuio zF) = -0 —q, V f (2*7) | 6es nakunaane npojekuuje koja nocroju
y (5.22), onrumasaom perersy (5.27) 6u oJroBapasia BpeJHOCT KOPaKa (v KOja IMPEeJICTaB/ba

pereme cieselier onrumusarmonor mpobsema, gobujeror yspinrasameM (5.22) y (5.26):
. _ 2 L _ 2
(= arg min {—oz | Vf(z*) "+ 3 | Vf(z*1) I } : (5.29)

YyeMy HaKOH JinpepeHnuparba Ha OCHOBY YCJI0Ba ONTUMAJIHOCTH OJI'OBapa KOHCTAHTHA BPEJI-

HOCT KOpaka Qj = % Hagejieno ce youaBa m JUpPEKTHO Ha OCHOBY €KBUBAJICHTHE (DOPMY-
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narnumje (5.26) y (5.27), tae je dakrop y3 Vf ympaso xoucranta 1/L. Ako je mpu Tome
dbyukimja f uzabpana kao y npobsemy perkor Kojosma (5.6), ognocuo (5.2), a uyemy ojro-
Bapa: f(7) = 1|z — D~ |3, rue je 3a pasmuky ox mocajalimer H3larama ca T O3HAMCHA
[IO3HATA BPEIHOCT CUTHAJIA, a Ca 7y HEMO3HATA, JOK D IpejicTaB/ba yHANPe I ojpeljer pedHuK,
Taja ce oaropapajyha JInmmumnosa KoucTanTa L MOKe H3BECTH KOHCTPYKIJOM KBaIpaTHe

ropibe TpaHulle ryiaTke KoHBekcHe (dyHkiuje f mo y3opy Ha (5.26), raunuje:

f() = glz=Dy+DF-DBIE = Lllz-DE-D(y- )3
1 1
= 5llz=DB3 - (y=8)" D" (x=DB) + S ID (v B) [I3

1 2 T T T 1 2 (5.30)
< Slle=DBllz = (v=5)" D (z = DB) + Amax (D D)§|M—6Hz

2

L 1 .
= const. + §H’y - (ﬁ—l-EDT(JC—Dﬁ)) . L = Anax (DTD) )

e je ca L o3HaueHa Hajselia COICTBEHA BPEIHOCT MM CIIEKTpasHa HopMa Marpuie D D.

Ha ocnoBy usBejiene ropie rpanute f y (5.30), Koja je 1mo 06Ky mcra Kao W TJIATKH
Jieo nubhe dyukiumje y (5.27), goa3u ce u 10 ONTHUMAJTHOT TIPABUJIA ayKypPHParbha UTepaTHB-
HOT' I'PaJIUjeHTHOr ajiroput™a y obsuky (5.22) 3a crenujaanu ciydaj periaBama M0JIa3Hor

npobjieMa peTKor KojioBamba ca {1 HOpMOM U HeopTOoroHaHUM pednukoM D, uspas (5.6).

(k) (k+1)

Ako ce ymecro osHake 'y (5.30) 3aMeHE TpeHyTHa BPEITHOCT PETKOT KOJIA Y, ~, & Ca 7,

YMECTO O3HAKe 7y HOBa BPEJHOCT, IIPU YeMYy je IpaJiijeHT IJIaTKOr Jieja Iu/bHe (DYHKII]je
y (5.6) ompeben ca: Vf(%(k)) = —D'(z — D%(k)), a 3a ONTUMAJIHY BPEJHOCT KOpaKa Ha
caimgaH HauYuH Kao 'y (5.29) ycBoju BpeHOCT Lus (5.30), ;106uja ce ONTUMUBAIMOHU TIPOHJIEM
ekBUBaJIeHTaH ca (5.27), Ynje nTepaTuBHO perere Ha ocHOBY (5.22) u (5.17), onHocHo (5.13),

jecre:

1
7 = Prox g 1, <%(k) + =D (m - D%‘(k)>) ‘ (5:81)

Tume je mokazano ja Ha OOJIMK pPETKe pelpe3eHTalyje JJ00MjeH UTePpaTUBHUM TI'DaIu-
JEHTHUM aJropuTMOM, Kpo3 mpar omeparopa (5.13), 3ajenHo yTudy u u360p KOHCTAHTE [
I KAPAKTEPUCTHKe KOpUITNeHOr pevHnKa, OIHOCHO I'pamoBe mim kepuesr marpuie D' D. Y
caydajy mpobsieMa PEeKOHCTPYKIUje CUTHAJja, Ha MeCTy PeYHHKa HaJla3W ce MaTpHulla Koja
O3HaYaBa JIMHEAPHU OIIePATOp Ca KOJUM Ce BPIIU aKBU3UIIAja CUTHAJA, & KOJU Y 3aBUCHOCTHU
0J1 BpCTe MHBEP3HOT NpobyieMa MoOyKe OMTHU JIOIIE YCJIOBJbEH, IITO YCIIOPaBa KOHBEPTEHIIH]Y.
Ca npyre cTpane, KaJia cy JUMeH3Wje PEYHUKA [TPEBeJINKe U Hije Moryhe epukacHo onpeuT
najsehly concrseny spexroct DY D, oarosapajyhia koncranTa Koja 0roBapa ONTHMAIHOM KO-
paKky IrpaJIijeHTHOT aJrOPUTMa Ce Y CBAKO] UTEPAIUjU MOYKE OJPEJIUTH JIMHUJCKOM IIpeTpa-
rOM MHTEpBaJia Ha OCHOBY HejeJHaKOCTH Kojy Jdedunuine ropta rparuia (5.25), [15]. FISTA

aJITOpUTaM IIPOIINPY]je OIMCAaHU UTEPATUBHU MOCTYIAK KPO3 KOpHUIINeme HelTo Apyraduje
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IOYeTHe TauKe IIPUJINKOM CBaKe UTepalyje rpaJinjeHTHOT aJITOPUTMa, YNMe ce TIOCTUKE 3Ha-
JajHo ybOp3arhe KOHBepreumuje. Tadnuje, 3a MOJIA3HY BPEIHOCT Koja ce axypupa y (5.22)
y3uMa ce creruduyuna JuHeapHa KOMOUHAIIja IPETX0/IHE JIBE TaYKe KPO3 KOje je ajropuram
nporrao, [15]. Merome camaHor KapakTepa 3a peliaBambe I0JA3HOD ONTHMHU3AIIOHOT TIPO-
6ema (5.6) obyxsarajy [23, 280| u ocTynke Unje ekcrepuMeHTaIHO TIopeljerse je mpuKkaszano
y |94]. Hasesenu npucrynu ce y Beliunu ciydajeBa ojjHoce Ha IPOBIEM DETKe PEKOHCTPYK-
IMje CUrHaja, a Kao JeJUMHUYHA MpernpeKa IUXOBOj IPUMEHH Y JTOMEHY PEeTKOr KOJIOBaiba
y KOHTEKCTY Iperno3HaBarmba UCTHYe ce NoTpeda 3a CTAJHUM IojeliaBabeM OapeM jeHor
napamerpa, [175]. AnrepraruBa Mory ja Gy/y ONTHMU3AIMOHE METOJe 3aCHOBaHE Ha He-
ITO JApyradnjoj popMyIIanuju Moaa3Hor ONTHMU3AIMOHOT TPObIeMa PETKOT KOJIoBaba, [84].
Heka ommtuja pasmarparma rpaJiijeHTHAX METO/Ia 3a pelllaBaibe Tpylie IpodjemMa Kojoj Kao

crerjaann ciaydaj npunaiga u (5.6) mory ce npomahu y [185].

5.5 OcBpT Ha HEKe aclieKTe pPeTKe penpe3eHTallllje CUTHAJIa

YV noMmeHy peTke peKOHCTPYKIIHje CUIHaJIa KA0 M PEeTKOT KOJI0Balba, ojpehene rapaHiuje
YCIIEIIHOCTH pelaBama oarosapajyher mpobsiema perke penpesenraimje (5.6), uspakasajy
ce yciosuMa Koje 6u I'pamosa marpuma D'D TpeGaso ma 3ajgososbasa, kao mup. y [14].
OcHoBHA TIPeTIIOCTABKA, jeCTe Jia je CUTHAJ JIMMEH3Hje M, 4Yhja peTKa peIrpe3eHTaInja ce
Tpaxku y (5.2), 0 IPUPOJM PEJIaKk y HEKOj aJIeKBATHO u3abpaHoj 6a3u JUMeH3uje p, y CMU-
cay Ja je 6poj kKoedullmjeHaTa pa3IudATHX O HyJe, O3HadeH ca O, 3HAYAjHO MambH O/I
Opoja aroma y PevYHHKY, JIOK je JUMEH3UMOHAJHOCT IoJas3Hor curHasa m > &. Ilpu tome
je y ciydajy OpTOrOHaJHOT DeYHWKa M = p, JIOK je MHOro denthe m < p, ITO OJroBa-
pajyhu npobsiem 4uHu HeojpeheHuM U Jiolle YCIOB/bEHUM. Y OOPHYTOM CJydajy, Kaja ou
6poj mMepema 6mo Behu o1 Opoja mapamMerapa CUrHaJa, m > p, y IUTamky OM OMO KjaacudaH
1pobJieM IIpolleHe mapamerapa curnaja. I[lorpeban yciioB 3a 1mTO 00/bUM KBAJIUTET PEICHa
jecTe MITO Mara KOPEJHCAHOCT m3Meljy aroMa y pedHHKY, OJHOCHO KepHes Marpmia DD
IITO CJAMYHMjA JMUJarOHAJIHO], IITO je HUCILYHEHO KOJ OPTOI'OHAJJHUX PEYHUKA, ald je pa3Ho-
BPCHOCT TIOj€IMHAYHUX aTOMa TaKBOI' PEYHUKA Marba, ITO OTeyKaBa KOHCTPYKIHM]Y PETKe
penpesentaruje. OrmmcaHa 0COOMHA PEIHUKA Ce TOHEKA I N3ParkKaBa M Kao HEKOXEPEHTHOCT,
IITO TOJIpasyMeBa Jla HEKHM O]l aToMa He Ou TpebaJsio j1a MOXKe Jla ce IPeJCTaBh Kao PeTKa
penpesenTalja MpeocTaanX. YOIIITemhe OBOI IIPUHIINAIIA Cy PEYHUIN Y KojuMa Mely ato-
MUMa, [IOCTOje TPYIIe aTOMa WJIM HMOJPEIHUIIN KOJU OJI0BAPAjy PA3JIMUIUTUM KJiacaMa 00JIuKa
Koje omucyje mocmarpanu curaad, [213]. HekoxepenTHocT aroMa pedHUKa je MOXKeJbHa 0CO-
ounHa 6e3 00631Mpa Ha BPCTY ONTHUMUBAIMOHOI METO/Ia KOjU ¢ KOPHUCTH 3a peliaBarbe mpobema
peTKe pernpe3eHTalnje, ajau Takohe n 6e3 o03upa Ha IIJb PETKE pelpe3eHTallje: MTOCTU3AMbe
HEHa/IIJIeJaHe BEeKTOPCKE KBAaHTHU3aIlUje WM HAJIIJIe/ane Kiacudukaluje y caydajy peTKor

KO/I0Balba, I PeTKe PEKOHCTPYKIINje CUTHAJIA TPUJINKOM pelllaBaiba JUHEAPHUX NHBEP3HUX
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npobsema. Hekn o ommTux KpuTepnjyMa 3a yCIIENTHO MPpOHAJIaKehe PeTKe pellpe3eHTaInje
Y PasMIUTUM CIEHAPUjUMa U [pUMeHama cymupanu cy y [175], npu demy je ucrakuyTo jia
TEOpUjCKe rapaHIiije N3Be/IeHe 38 HEKOXEPEHTHe, CIydajHe peUHUKe HaMermheHe PETKO] PEeKOH-
CTPYKIIMjU CUTHAJIA OOMYIHO HUCY 3aJI0BOJbEHE Y CJIyYajy HaydeHUX pedHuka. Takobhe, peTku
KOJIOBU M3PadyHATH Ha OCHOBY HAYUYEHUX DEUHUKA Yy OIIITEM CIydajy He MPEeJICTaBbajy je-

AWHCTBEHE IIpEeaCTaBe CUT'HaAJIA.

Dopmynarmja pobsieMa PeTKOr KOJOBarkba Ha OCHOBY H3a0paHOI PEYHUKA y CYIITHHH
HUje jeJIMHCTBEHa W y 3aBUCHOCTHU O] IM/ba U HAYMHA PeIlaBalba ONTHMUBAIMOHOT IIPOdIeMa
MO2Ke Ja IIOIIPHUMHN HEKOJIMKO Pa3/IMYNTUX O6ﬂI/IKa. O6.HI/IK KOjI/I II0OTN4YE U3 CTaTHUCTUKE U
norpebe 3a ceseknujom Mogena, [250], a koju je Beh 6uo npencrasmen y (5.2) u (5.6) ca
peryaapusanuoHoM (DYHKIUjoM y 00JIMKY ¢1 HOpMe BEeKTOpa KOjU OJIrOBapa DPeIlerby OITH-

MH3aITMOHOT IIPo0JIeMa, jecTe:

1
argmin £ ||z~ D[+l (5.32)
YERP
Dopmysanuja Koja uma ucTu cMucao kao u (5.1), 01HOCHO MpeTxo/iHO nprKasanu uckas (5.32),

jeCTe OIITUMU3alIMOHN HpO6JI€M Ca OI'paHUYCHEM:

) 1
argmin |||y mo. 5 |z —D~|5 < ¢, (5.33)
YERP

JIOK Takobhe IOCTOjU U BapujaHTa UCKa3a Ca OIPAHHYCHEM y OOJIUKY:

ar§€£in %H r—D~l3 mo. |y < T, (5.34)
[opex (5.32), (5.33), umum (5.34), mo y3opy Ha (5.1) mocroje u ciaudane GopMysianuje OnTuMu-
3aIMoOHUX IPobJIeMa peTKe pelpe3enTalije 3acuoBane Ha kKopuiihemwy ¢y ymecro 1 HOpMme,
aym ce 300r MPEHOCTH KOje y ojHocy {y HOPMY HpyzKa KOHBEKCHA {1 pejlakcaluja qecTo
Kopucte npukasanu oosmmu. Ca Jpyre crpame, aJfTOPUTMU 33 KOHCTPYKIU]y PETKe perrpe-
3eHTAIMje CUr'HaJa Kao mro cy [176, 196], win opurnaanna dpopmynanuja KSVD anropurva
3a ydermbe pednnka y [1] sacHuBajy ce Ha oCHOBHO] ¢y (bOPMYIAIMjH ONTHMU3AIIOHOT TIPO-

orema (5.33):

) 1
argmin ||vy|lo 1m.o. §||x—D7||§ <e, (5.35)
YERP
OJIHOCHO:
1
arg min §|]1:—D7H§ mo. |vllo £ 6. (5.36)
YERP

Uaxko uspazkasajy ucry uuejy, orucany y (5.1), na 6u nmocrojasia ekpuajeHnuja u3mely mpu-
KazaHuX (popMysalinja HeOXOIHO je Ha MOToaH HAaYMH n3abpaTu BPeIHOCTH oroBap)yhnx

KOHCTaHTH, aJiki OIIIITE IIPEC/INKaBalbe TaKBE BPCTE HE HOCTOjI/I.
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[Iporiec ydema mim oOykKe pedHMKa, Kao INTO je ONUCAHO Ha caMoM modeTky llorra-
BJba D, MOJPa3yMeBa Jla Ce€ PETKO KOJOBarbe y30paka y CKYyIy 3a OOyKy OJBHja Y CBaKOM
IUKJIyCy oboJblama pednnka. [Ipu Tome, okasyje ce ja npukasana dhopmyaarnmja (5.32),
KOja ce I0jaBJbyje Kao Jieo IpobjeMa PeTKOr KOJIOBakha Y OPUTMHAJIHOM IIPOOJIEMY yUeHa
peunnka (5.2), Moxke Ja ce usBele u Kopuiihemem ciegeher BepoBaTHOCHOT Mozera. 1lo

IIPETTIOCTABKOM Jla je pedanuk D ompeljen, Heka je ycJIoBHA pacmojiesia CUTHAJIA:
plz:D|q) ~ e zllz=DPIE (5.37)

AKo ce mpermnocraBu Jia je ampuoOpHa BepoBaTHOha KoedwuIMjeHaTa peTKe pelpe3eHTallnje
curnasia oxpebena ca: p (v) ~ e Il umajyhu y suny naje: p(v;D|z) ~p(2;D]|y)p(v),
clIeu Jla je MaKCHMaJHa alloCTEPUOpHAa IIpoleHa KoedullmjeHara peTKe pelpe3eHTalln]je

ojipehena ca BpeHOCTHMA 3a KOje ce TOCTUXKe MUHUMYM ciiejehe hyHKImje:

—Inp(v;D|z)=—Inp(z;D|y) —lnp(y) , (5.38)

OJIaKJIe Ce Kao pelllerbe JIUPEKTHO 100uja noasna {1 popmyianuja peTkor Kojoama y (5.32).
Nako je y jmarepaTypu JIyro BpeMeHa BJIaJla0 CTaB Ja je yIpaBO IPUKa3aHU BEPOBATHOCHU
MOJIEJI jeIaH O Pa3Jiora 3a YCIeX MeTo/ia PeTKe perpe3eHTaalje 3acCHOBaHuX Ha {1 peryiapu-
3anuju, y HeJaBHO] cryauju, [114], mokazaHo je 1a je mosiasHa MPETIOCTABKA J1a KOMIIOHEHTE
Yy clIydajy yCIeITHe peTKe pelpe3eHTalnje yBek nMmajy JlammacoBy paciojiesny Mmorperrta,
y CMHUC/IY Ja Cy CHHTETUYKU T'€HEPUCAHU CUTHAJIUA Ca TaKBUM KOepUIUjEHTHMa YaK Marbe
MOTOJIHU 3a YCIICNIHO pellaBarbe Mpod/eMa peTKe PEKOHCTPYKIUje, OJHOCHO & YCIEITHOCT
kopuihema {1 HOpMe HHUje IUPEeKTHa IocaIeanIa JlammacoBor Mojena TeKHMHCKIX Koedu-
IMjeHara W IpoIleHe MaKCUMaJIHe arnocrepuopHe BepoarHohe. Ha ocHoBy ekcriepmmenarta
usBesienux y [114], yrepheno je na je y ciaydajy peKOHCTPYKIUje BEKTOpa YHUjU €JIEMEHTH
OJIHOCHO TEXKMHCKU KoeduimjeHTn uMajy JlammacoBy pacrojiesny, a meroBa JIUMEH3Uja P je
U3pa3UTO BUCOKA y OJHOCY Ha OPOj Mepema m, y CMUCIY Ja je m < p U Jia je KOJUIHUK
p/m < 0.15, eroBa mporeHa Ha OCHOBY METOJ/Ia HajMamuX KBajpara, y CMUCILY CPe/Ihe KBa-
JipaTHe T'pelike, yBek 060sba 0J1 OUJIO Koje peTKe IpoIeHe Koja 3aXTeBa MUHUMAJIHY BPEIHOCT
{1 HOpMe PEKOHCTPYHCAHOT BeKTopa. JejaH o 3akjbydaka [114] jecre ma mako dpopmynanuje
ONTHMHU3AIMOHUX (DYHKIMja KOje MPOU3mIa3e U3 yBeJIeHOT BepOBATHOCHOT Mojiea (5.38) jecy
KOPHCHE 3a KOHCTPYKIINA]Y METO/Ia PETKE pelpe3eHTalllje, caMe IIPETIOCTaBKe O O0JIUKY allpy-
OpHE pacro/iesie Ha KojuMa 1mounBa ekBuBasiennuja usmehy (5.38) u (5.32), uam HeKOr cJio-
JKeHUjer CTPYKTYUPaHOr Mojiesia HaMeHheHOT PETKO] PENpe3eHTallnji CUTHAJIA, He MOPajy Ja
Bazke, & YCBOjeHe paclio/ie/ie nako KOPHUCHE 3a (hOPMYJIAIH]y He MOPajy 00aBe3HO Jia IpeJIcTa-
B/bajy peJIeBaHTHE T'€HEPATUBHE MOje/Ie TeXKHHCKUX KoedullnjeHaTa peTKe perpe3eHTaIje

CHUI'HaJla.
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Anreprarusna dbopmynaimja moassor mpobsema (5.2) jecre u:
1
(D*,I'*) = arg min 5 |X=DT|% mo. vl < &Vi, (5.39)
D,T

Ha Kojoj ce nopes anagunze KSVD ajropurma 3acHUBa U KOHCTPYKIHja HEKOJIMKO aJTepHA-
TUBHAX METOJIa 3a yderhe pedHuka ormcanux y [221]. Marpuuna dopmymnamnuja mo y3opy

ma (5.39), cimuanmja (5.2), jecre:

(D) = argmin & || X =D + e Y [ (5.40)

i=1

VY IlorstaBiby 2.4 je Beh 6m10 ykazaHo Ha pobJIeM cesleKIje Mojiesia IPUIUKOM IIPOTIeHe
mapamerapa pacrogena, a kpo3 ananu3y AIC kpurepujyma (2.28) koju daBopusyje Moese
ca MamUM OpojeM MmapameTapa, y CKJIJIy ca PaHuje JTUCKYTOBAHUM MPOOJEMOM KamlaluTeTa
MOJIeJIa 3a Mpero3HaBarbe. HaBeeHn IPUHINIIL je omrer kapakrepa, [218], a ocnoua ujeja
jecte Jia he ce jeJHOCTABHUjU MOJIE/IN Ca NPUXBAT/AUBUM KapaKTePUCTUKaMa ITOKa3aTH Kao
60/ba pelerba y MUHUMA3AIUIjH CTPYKTYPHOT PU3UKA Y OJTHOCY Ha MOJIEJIe KOJU Cy Ce TPUJIH-
KOM OOYKe MOKJa TOoKa3a/d U Kao He3HATHO OOJbH, aJii dhja CJIOYKEHOCT je 3HadajHo Beha.
Y ToM cMuCITy, peTKa pelpe3eHTallja NIl PEKOHCTPYKIINja CUTHAJIA MOXKE Jla ce TIOCMAaTpa u
Kao mpobJieM KOHCTPYKITUje MOojesIa KOjUu TexKU U300py IITO jeJHOCTABHUJUX pellerba HaMe-
IbCHUX AIlIPOKCUMAIIA]U OPUTUHAJIHOT CUTHAJIA. Y JIOMEHY CTATUCTUKE, PETKA PEIpe3eHTaIlN]a
ce TI0jaBIJIa Y KOHTEKCTY CeJIeKIHje TOJICKYIIa TapaMeTapa PerpecCHOHIX MO/JIETIA, a YeMy O/I-
roBapa IMpobJieM cesiekije obesiexkja y JOMEHy Iperno3HaBarmba o0JuKa. JelHa oJ1 IPBUX
CTy/Idja Koja je MoKa3aJla YYMHKOBUTOCT pery/apusaliije JIMHeapHUX MoJiesla 3aCHOBaHe Ha

kopuihemy {1 HOpMe perpecnorux Koedurmjenara jecte [250].

Yeobheme {1 peryrapusaropa Kao JoJaTHOr orpanndea y [250] moBoau 1o paHuje omu-
caHor eheKTa carKuMarma U OJICeliatba BPEJIHOCTU perpecnonunx koedurmjenara, kao y (5.4),
YUME Ce CMAIbeheM CJIOKEHOCTH MOJIeJia, OJHOCHO TMoBehameM IheroBOr KamalureTa, Kpo3
cMambee BapujaHce mocTmke nosehame Tadxoctn npenuknmje, [250], a 3axBamyjyhu 3Ha-
JajHoOM Opojy KoedwuriujeHaTa KOju Cy jeJHAKM HYJIU W HUCY aKTUBHU ITapaMTePu KOHCTPY-
mcaHor Mojiesia Takolje mobuja u moryhuocT merose uarepnperarje. Mehyrum npe [250],
jenHa o1 cryauja Koja je motuBmcasa [250| u y kojoj je omnmcana ujeja peaan3oBaHa Ha HEIITO
Jpyradnju HadrH Omia je [32], Koja je ympkoc Ha3WBY ca JIOMIUM acoldjalljama MmoKa3asa
YCIEITHOCT Yy CeJIEKIUjU TOJICKYIIa HEe3aBUCHUX TPOMEHJBUBHUX, OJIHOCHO PErpecHOHuX o0e-
nexja. Pazmuka [32] y onHocy Ha [250] ce mopen dopmynanuje, Koja mojpasyMeBa yBoherbe
nocebHUX KoedUIMjeHaTa KOJUMa Ce MHOXKE OPUTMHAJHU PErpecroHn KoeUIjeHTH, OrJie-
Jlajia ¥y yCJIOBY Jia YBEJIEHU JIONATHU KoedulmjeHTr (KojiuMa ce cTBapa eeKar caknMarba

U ojficeriarba perpecnoHnx KoedurjeHara) ve Oy1y HeraTuBHH.
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Ba ommcanu mocTynak cejekiuje obesexkja, KOMe OJroBapa ONTUMHU3AIMOHU TPOOJIeM
(5.34), y [250] je 3a pazmauky ox ciamdsor nocrynka y [32| mpeaoxen senmmn nasus, LASSO.
[Tpema [250] u [287], rie je mpemioxkena ajJanTuBHA BapujaHTa OCHOBHOT mocTyika, LASSO
IIpe/icTaB/ba TEXHUKY peryjaapusaliiije 3a HUCTOBPEMEHY IIPOIEHY U CesIeKIn]y IapameTrapa
KOja peasn3yje JABa OCHOBHA ITNJba Y CTATUCTUYKOM YHUEIY, IITO OOJbY TAYHOCT MPEUKITHje

1 OTKPHUBaIbe PEJIEBAHTHUX 00esIekKja.

[IITo ce Tuve HaYMHA pellaBamba ONTUMHU3ANKMOHOT npobsema (5.32), mopes Beh mucky-
TOBAaHUX IIOCTyIaKa y MPETXOJIHUM IoTiaB/buMa, Mehy kojuma ce m3zasaja Ilormasime 5.4,
MPUCTYIIN KOjU Cy OJ] MHTEpeca 3a MOTHUBAIINA]Y ONTHMHU3AIINOHE IPOIE/Lype MPEJIOXKEHe Y
OKBHPY OBOT' pajia, y JOMEHY PETKe PEIPE3eHTAIN]e MATPHUIIA TPEIU3HOCTH, jeCy U MTOCTYIIIN
3aCHOBaHU Ha KOHIIENTY CKyIla aKTUBHUX HMPOMEHJbUBUX, onmcanu y llpuiory 2, koju ce
MOT'Y O3HAYUTHU Kao aJll'OPUTMHU HOTpare Win CejeKInje rnapamMerapa Mojiesa, y Koje craja
U TPOIIE/Iypa MPeJIOXKeHA Y OPUTMHAJHO] cTarucTudkoj dopmymanuju LASSO mpobiema

y [250].

Kao mrro je mokaszano y [Ipusory 2, ycjioB onTumaHOCTH ojipelyje Koje MpOMeH/bUBe WII
TEeXKUHCKU KOeDUIUJEHTH Y CBAKO] UTEPAIM)U ONTUMUBAIMOHE TIPOIIE/LyPe HAJBUIIE HAPYIIIA-
Bajy KBAJIUTET allPOKCHMAaIlje KOja ce MOCTUIKE Ca PETKOM IIPEJICTABOM CHUT'HAJIA Y JTaTOM
PE€9HUKY, ITO HX KaHILHILyJe 3a YJIaHOBE CKYIIa aKTUBHUX IIPOMCHJ/bUBUX, WJIX aKTHUBHOI'
CKylla, y KOMe ce HaJla3e MHJEKCH IPOMEH/bUBUX Yhje BPEIHOCTU Ce ONTUMU3Y]Y Y J1aTOj
UTepanyju ajaropuTMa, J0K Cy BPEJTHOCTU CBUX IPEOCTAINX KoedulimjeHaTta jegHake HyJI.
Tako ce kpos3 urepanuje nmosehapa Opoj eslemeHaTa aKTUBHOI CKYIIa, OJHOCHO TE€XKUHCKHIX
KoeduIjeHaTa peTKe alfpoKCUMaIije MoJIa3HoT CUTHAJIA Yija BPEHOCT HUje HyJla U KOjH CY
y TOM CMHUCJIy aKTUBHH €JIEMEHTU KOHCTPYHCaHe allPOKCUMAIINje, IIPU YeMY CBAKO JI0/1aBabe
HOBUX “JIAHOBA JONPUHOCH JTa/beM CMarbeiby YKYITHE I'pelike arnpokcumaruje. Kamga 6poj
eJleMeHaTa aKTUBHOT CKYyTa JIOCTUTHE YHAIpe/T JepUHUCAHY BPEJIHOCT, WK je TPEITKa Matba

o/t lebUHUCAHOT TIpara, Ipore/ypa ce MpeKuia.

Ca apyre crpane, y ocHoBHOj BapujanTn ureparusae LASSO mporemype onucane y [250],
zaHeMapyjyhu 3HadajHe pasjiuke y HadWHy onTuMusaiuje y ojuocy Ha OMP anropuram,
[196], upencraben y Ilpmiory 2, Takohe mocToju KOHIENT aKTHBHOI CKyNa KOJU Ce II0-
CTETEHO JIONyHhaBa, a KOjU CaJpKN WHJEKCe JIMHEAPHUX HejeTHAKOCTU KOje IOjeTMHaTHA
peliema U3 MPETXOJHUX UTepaliija HUCY 3a/I0BO/baBaJja, Ia je OmIo moTpedHO /1a ce HAKOH
CcBaKe UTepallfje yKJ/byde y Jlajby OINTUMHU3AIN]y Kao CKYI JIOJATHUX OI'PAHUYErHha OINTUMMU-
3aI[MOHOr IIpobJIeMa y 00Ky JIHHeapHUX HejegHakocTu. Kako y TakKBOj HTE€pPATUBHO] IIEMU
Opoj ejleMeHaTa aKTUBHOI CKYIla CTAJTHO pacTe, MOC/e HEKOI' BpEMEHa, ce TM0jaBJbyje pelehe
KOje BUINle He HapyIllaBa YCJIOB ONTHUMAJJIHOCTH, UCKa3aH KPO3 MAKCUMAJIHY J03BOJbEHY BPE/I-
HOCT {1 HOpME pelllera, IITO he y caydajy Jia PeTKO pellehe MOCTOju OUTH IIpe HEro IInTo

AKTHBHU CKYII OyJie caJp:kao cBe Moryhe nejeanaxkoctn, sujgetu [250]. MebhyruMm, kao jenna
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OJ1 BapMjaHTH OCHOBHE mporeaype v [250], mpeioxkeH je n mocTymak y KOMe je OCTaB/beHa
MOTYNHOCT Jla HeKa 0/l HejeJTHAKOCTU HAIlyCTH aKTUBHU CKYIl aKO HAKOH ONTUMU3AIINje Y TO-
CMaTpPaHO] UTEPAIUjU BUIIle HUje OJIN3Y Jia HAPYIIH YCJIOB ONTUMATHOCTH jiechunucan y [250].

UcrakuyTo je ja TakBa XeypUCTHKA JONPHHOCH eDUKACHOCTH JaTe Tporeaype v [250].

LARS anropuram, mpejyioxen y [87], takobhe peraBa LASSO mipobiiem cesiekimje mapame-
Tapa MoJiesia Koju Hajoo/be IOpUHOCe MpeuKInju, aan Ha nadnd ciandad OMP agropurmy,
KPO3 UTEPATUBHY CEJIEKITN]y aTOMa PEYHUKA KOjU CY HAjCIUIHUjU CUTHAJLY, OJIHOCHO Y CTaTU-
CTUYKOj TEPMUHOJIOTHjU, KPO3 U300P IpeIMKTOpa Koju uMajy HajBehy Kopesalujy ca uaMepe-
uuM oyzuBoM. Hekn esementun LARS anropurma cy meramunje quckyroBanu y [pusory 2,
aJM jelaH oJf IVIaBHUX pesysrara [87] jecre ma cy mporeiypa TpejjiokKeHa 3a pPellaBarbe
LASSO y [250] u neoproronanua sapujanra OMP, onucana y [87| kao jegan oy 0CHOBHUX
HAYMHA 32 CEJIEKINjy Mojiesia, caMo crenujaiann ciaydajesu LARS amropurma, [87]. Acmekr
LARS anropurma Koju je HApOYUTO 3aHMMJBUB y KOHTEKCTY OBOT PaJia jecTe KOpUIheme
ujeje aKTUBHOI CKyma, mpu demy 3a pasiauky ox OMP mocroju moryhuoct ma enementn

YKOJIUKO je TOTpebHO HalycTe ckyt, Bujetu [Ipuror 2.
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6 Perka penpesentanuja mMaTpuia NpPeru3HOCTA Y Mo/ie-
JIMMa 3a CTATUCTUYKO MHpero3HaBambe 00JIMKa 3acHOBAa-

HMM Ha FaYCOBI/IM cMeliaMa

VY pajy [40] KoHCTpYHCAH je HOBH METOJI 3a alpOKCUMAIU]y WHBEP3HUX KOBAPHjaHCHUX
MaTpuia obesexja y MoJie/inMa 3a CTAaTUCTUYKO IIPero3HaBambe 00/MKa 3acHoBaHuM Ha ['a-
ycoBuM cmernama (ckpaheno GMM). Ose matpurie ce y JaToM KOHTEKCTY, Kao mTo je Beh
ncrakuyTo y I[lornaspy 3.3 u 3.1.2, o3Ha4YaBajy u Kao MAMPUUE NPEeUUIHOCMU, a HUXOBA
CTPYKTYpa u ¢BojcTBa omucyjy ook LaycoBux dyukiumja (3.11), 0lHOCHO KOMIOHEHTH KOje
qune oarospajyhe laycose cmere (3.76). Cwmernama ce apoOKCHMUpajy yCJIOBHE PaCHOjese
(BEPOJIOCTOJHOCTH) KOje Cy MPHUCYTHE Y CHCTEMY 3a Ipero3HaBarbe, n3pa3 (3.77), a Koje Mo-

JIeNTyjy pa3auyauTe KaTeropuje Wil CTamba O/ MHTEePeca.

[Ipemoxenu meroy y [40] 3acHuBa ce Ha KOHIENTY DETKE pelpe3eHTallije CUTHAIA U
o/ipa3yMeBa Jia ce 3a apIOKCUMATHUBHY IPEJCTaBY IOjeJIMHAYHAX MaTPHUIA ITPEIU3HOCTH
y opuruHa/tHUM [‘aycoBMM cMelllaMa KOPUCTHU HHUXOBA PETKa perpe3eHTalja y HaydIeHOM
MaTPUIHOM PEYHUKY. ¥ KBAJUTATHBHOM CMUCJY IIPeJCTaB/ba IPOIINPEHhe PaHuje yBeleHe
damMurje Mojiesa 3a alpPOKCUMAaIl]y HHBEP3HUX KOBApHUjaHCHUX MaTpuiia ['aycoBux cmera,
a Juja OJJINKa jecTe Jia Ce Yy CBPXY allpoOKCHMallidja MOjeIMTHAYHIX KOMIIOHEHTHU [aycoBmx
CMellla KOHCTPYUIIYy HaMEHCKU BEKTOPCKHU IOTHpocTopu. HacympoT TakKBUM HPUCTYIIHMA,
MPEJIJIOYKEHN MEeTOJI Ce 3aCHUBA Ha MOJEJIY PETKEe pelpe3eHTalllje MaTpHIla IPEIU3HOCTH Y
HAYYEeHOM PEJIYH/IAHTHOM PeYHuKYy. EjieMeHTH pedHuka cy cuMeTpudHe MaTpHIle Koje He MO-
pajy ja Oyiy JedUHUTHE U IPEJICTaB/bhajy NeHEpATOPHU CKYII, ajid He u 0a3y ojroapajyher
BEKTOPCKOI' IIPOCTOpa y KOME Ce HaJjla3e CBe CUMeTpHUIHE MaTpulle ucre jumensuje. Koe-
dunmjeHTn arpoKCUMaTUBHE Pelpe3eHTallnje WK IIpejicTaBe cBake MHBEP3HE KOoBapujaHCce,
OJIHOCHO MATPHUIIE IMPEIU3HOCTH, Kao U Iparehn pedHuK MaTpuIia, OJHOCHO PeIyHIaHTHU
WM TeHepaTOpPHU CKYI MaTpHulla y KOMe ce TpaxKu ONTHMaJsiHa peTKa IpeJjcTaBa I0je -
HAYHUX MATPHUIA IPENU3HOCTH, ONTUMU3Y]y Ce WK ydue KPo3 MUHUMU3AIH]y oJropapajyher
dyuknuonasa. IIpBa KomonenTa ojropapajyhe kpurepujymcke pyHKImje jecre uadopma-
MOHO pacrojarbe u3Mmelhy opurunaannx [aycoBux cmemma (IpUAPYKEHUX PA3THIUTUM KaTe-
ropujama y CHCTeMy 3a IIPElO3HABAILE) M HUXOBUX AIPOKCUMAIIN]A, JOK JIPYra KOMIIOHEHTA
nn/bHEe (DYHKIIMjE [IPEICTaB/ba PeryIapu3aTop Wd HOIPaBKY y 00/IUKY (DYHKIINje KOja IoJI-
cruve MaJji Opoj TEXKUHCKUX KoedulljeHaTa pa3IuauTuX 01 HyJIe IPUIUKOM allPOKCHMAIIN]je
CBaKe O] OPUTMHAJHUX MaTPHIA [IPEIU3HOCTH, OJHOCHO IOJICTUYE PETKY PEIpe3eHTAIN]Y
MHBEP3HUX KOBAPUjAHCHUX MATPHUIA Y HAyIEeHOM PEYHUKY CACTaBJ/HEHOM OJI CUMETPUIHUX
Marpura. Tume ce, Kpo3 KOHCTPYHUCAHU KPUTEPHUjYM ONTUMAJHOCTU, UCTOBPEMEHO TTOCTUXKY

oba nuba jgeduHICaHa MIHIMA3AIKjoM eHeprujckor dyukinunonaaa (5.1).
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VY ominreM ciydajy jeJIlan o TJIABHIX MOTHBa 3a pa3Marpaibe anmpokcnmarmja GMM-osa
jecTe peyKIja CJI0KEHOCTH CUCTEMA 33 CTATUCTUYKO MPENO3HABAIHE 00JIMKA KOJU 38 MOJIe-
JIOBambe Heo/ipe)eHOCTH KOPUCTE CMEIIe, aJiu IUJb AllPOKCUMAIlnje MOXKe J1a OyJie u peayKIimja
Opoja mapamerapa Koje je moTpeOHO OJpeuTH MPUINKOM OD0YKe Mojiesa, OJIHOCHO CMeIlle,
qUMe ce TIPU UCTOj KOJIMIUHU olcepBalija 06e30ehyje 601 KBAJIUTET IUXOBE TIporieHe. bes
0031pa Ha HAYWH alpPOKCHMAIIAje, Ka0 OCHOBHU MOTHB 3a alpokcumalinjy laycoBux cmera
y HACTABKYy u3Jjarama Omhe pazMaTpana peayKIHja CJIOXKEHOCTH, & IO/ IPETIOCTABKOM Jia
je obyka OpUTHHAJIHUX CMeIa y CUCTEMY 3a MPEO3HaBahe YHAIPE/ 3aBPIIEHA, IITO I0/I-
pasymeBa ojpehuBarbe onTuMaHOr O6pOja KOMIIOHEHTH IIPUJIPYKEHUX CBAKOj OJ CMeIa 1

I[IpoleHy IbUXOBUX ITapaMeTapa.

Naxo pedepentau SPAM u npemioxern SPTM mozen mpeictaBibajy Mojese 3a ampok-
CUMaIlnjy KOMIIOHEHTH [‘aycoBUX cMela y cucTeMuMa 3a Iperno3HaBarbhe 00JIMKa 3aCHOBAHOM
Ha GMM, rexamaku riegano oba Mojeaa Kao Pe3ysiTarT TeHEepUIly alpOKCHUMAaIllije HHBep-
3HUX KOBApUjaHCHUX MATPUIA WM MaTPUIA TPEIU3HOCTA KOje OMHCY]y OOJIMK TOjeTrmHad-
nux [aycoBux kommonenTu. Crtora he IpUINKOM M3Jarama IecTo OMTU KOPUIIThEeH TePMUH:
ANPOKCUMAUUJQ WA PENPEIEHMAUUIE MAMPUUL NPEUUSHOCTU, TIOJ, TUME Ce MOIPa3yMeBa
Jla Cy YJIa3HU T0JIalld MOJIesIa 3a allPOKCUMAaIIN]y OpUTMHAJIHE KOoBapujaHncHe marpurie ['ayco-
BUX KOMIIOHEHTH, a KPajibU Pe3yATaT TEXKMHCKN BEKTOPH KOJU TIPEJICTAB/ha]y allPOKCHIMAIIN]je

IbUXOBHUX MHBEP3Uja Y HAYyYeHO] 631 WIN PETHUKY.

Pazsior 3a u36op perke perpeseHTalrje K0 HAUMHA 33 AllPOKCUMAIIH]Y MaTPUILA [IPEIu-
3HocTH [‘aycoBux cMmerna, yMecTo ajJTepHATUBHOL MPUCTYIA KOju OU ce 3aCHUBAO HA aIllPOK-
CI/IMaTI/IBHOj npeacTaBu MaTpUlla NTPEIMU3HOCTH Y Hay4YE€HOM IIOTHPOCTOPY CUMETPHUYIHUX Ma-
TPHIIA, JeCTe MAHG CAOHCEHOCT TIPUJINKOM KOPUIIhema PeTKUX alPOKCUMAIja KOHCTPYH-
CAHUX Y HAyYEHOM DEYHUKY y mnopehemy ca ampokcuMalimjaMa Koje HUCY PeTKe, & KOHCTPY-
nucame cy y HaydeHoM rormpocropy. Kako 6u onmcanm pa3jnyduT HAYUHU allPOKCHMAIII]e
OWIN yIIOPEINBH, MOPAa3yMeBa ce Jia MPUJIUKOM Iopehema 00a MPUCTyIa IMOCTUKY ITPUOJIH-
JKHO uCmu keaaumem arnpokcuMariyje nojenaadanx kommnonentn GMM-oBa koju mocroje y
[IOCMaTPAHOM CHUCTEMY 3a Ipelio3HaBarbe. Takohe, Kako OM Marba CJI0YKEHOCT PETKe perrpe-
3eHTallje JIOIIJIa JI0 m3parkaja, HeOIIX0 Ha, TT0JIa3Ha IPETIIOCTABKA jecTe U JIa je Y CUCTEMY
npucyTaH eeauku Opoj ['aycoBux KOMIIOHEHTH, YeMy Hajuelrhe o/iroBapajy mpobJieMu mpero-

3HABaba Ca BEJIMKUM OpOjeM CTarba.

Y TOM cMUCITy, TIOJ] HaBEJIEHNM IIPEeTIIOCTaBKaMa, MOJIENI 3a PeTKYy anpokcumanujy [ay-
COBUX cMela npe/ioxker y [40] mocruzke 60/pu KOMIpOMHUC 3MeDhy yKyIIHe TeriKe ampok-
cuMarje ['aycoBUX KOMIIOHEHTHU U PAYyHCKE, OJJHOCHO MEMOPHjCKE CJIOXKEHOCTU KOpHUIhema
TaKBUX allpOKCHMallfja yMecTO opurnHa HuX [aycoux cmernta. [lom Tume ce mompasymena
nopebeme ca nocrojehum npucrynuma 3a anpokcumanujy GMM-osa y cucremuma 3a cra-

TUCTUYKO IPENO3HaBahe O0JIMKa, Kao IITO CYy METOJ/e 3aCHOBAHE Ha pPEelpe3eHTAlUjU WJIN
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[IpeJacTaBu MaTpUlla IIPEHU3HOCTH Y OIITUMAJIHO KOHCTPYUCAHOM IIOTIIPOCTOPY CUMETPUIHUX

MaTpHuIia.

[Torpebno je Takohe ncrahu 7a je peTKy alpoOKCHMAIU]y MATPHUILA IPEIU3HOCTH Y CHCTe-
MHMa 3a Iperno3HaBame 3acHoBaHuM Ha GMM moryhe moctuhm camo 1o mpeTmocTaBKOM
Jla je Ipupoja pa3MaTpaHor TpobJieMa Iperno3HaBama TaKBa Ja obesekKja Koja ce KOpH-
cTe 3a KOHCTPYKIIN]Y CHCTEMAa 3a MPENo3HaBabe MOCEey]y PETKY CTPYKTYPYy WU ,,CBOjCTBO
perkoctr’, onmcano y [lormassby 5, a mro oMoryhaBa peTKy pelnpeseHTallnjy MaTpHuiia 1mpe-
[U3HOCTH KOje jiebUHUIITY OOJIMK KOMIIOHEHTH ['aycoBHX CMera, OJIHOCHO MPUMEHY alpOK-
cUMaTHBHOT MoJiesia TipeyiozkeHor y [40]. Onmcana moryliHOCT peTke perpeseHTalnje uim
IpeJICTaBe CBUX MATPUIA MIPEIU3HOCTU KOje (PUTYPHUIITY Y CUCTEMY 3a IIPEIO3HABAIHE TT0Ipa-
3yMeBa ojipeljuBame PeTKUX TeKUHCKUX BEKTOPa (IPUIAPYIKEHUX M0jeMHAYHIM MaTPUIIAMA
[PEIU3HOCTH) HA TAKaB HAYKH Ja Ce yMarb MH(POPMAIMOHN I'YOUTaK KOjUu ca COBOM JIOHOCH
MPOIIEC allPOKCUMAIIHje KOPUITNEheM 3aje/IHTIKOr PeYHUKA, OJIHOCHO Ha TaKaB HAYMH J1a Ce
MUHUMHU3Yje HH(GOPMAIMOHO pacTojalbe allpoKCUMalldja y OJHOCY Ha opuruHajHe laycose
KOMITOHEHTe. PeTKu BeKTOopH ca KOjuMa ce allpOKCUMUPAjy OpUTHMHAJIHE MaTPUIE IPeIu-
3HOCTH IIOCEYyjy 3HAYajHO Maibl Opoj TeKHHCKUX KoedHIldjeHaTa KOJU CY Pa3JInduTH O
HyJie y nopehery ca BEKTOpUMa MO/Ie/1a KOjU IMOCTHKE UCTH KBaJUTET allPOKCUMAaIlnje, aan
je 3acHOBaH Ha alPOKCHUMAIIMjU Y BEKTOPCKOM IOTHpOcTOpy. MehyTum, numensuja peTkux
BeKTOpa Moxke O6uTu Beha o1 AuMeH3Mje TOMEHYTOT IOTIPOCTOPA, a Kao IOC/IeIUIa PeIyH-
JIAHTHE TPUPOJIe PEYHUKA KOjU € KOPUCTHU 3a ONTHUMAJIHY PETKY Pelpe3eHTalln]y MaTpHulla.
Kao mro je Beh mcrumano, jrogatHu npeaycioB Koju obe3dehyje Behy yIMHKOBUTOCT peTKe
perpe3eHTaIje y oJfHOCY Ha MoJIesie 3a allpOKCUMAaIIAjy y MOTITPOCTOPY jecTe MPeTTOCTaBKa
0 BEJIMKOM YKYITHOM 0pojy ['aycoBuX KOMIIOHEHTH KOje II0CTOje Y IOCMaTPaHOM CHCTEMY 3a
[IPEIIO3HABAE, a KOje je TOTPeOHO KOPUCTUTH IIPUINKOM U3padyHaBamba BepoBaTHONA cTamba

[P eBaJIyalllji CBAKOT HOBOT YIIHUTA.

[Ipemozkenn MojienT 3a PETKY DPeNpe3eHTAIjy W O/IroBapajyhm MeTo]l 3a HeroBy KOH-
CTPYKIINjy Cy €KCIEePUMEHTAJIHO yrnopehuBanu ca pemiersnma 3acHoBaHnM Ha SPAM (enrur.
Subspace Precision and Mean) mozeny. SPAM mpejicraBiba pejieBAaHTHY WHCTAHILy TPEHYTHO
aKTyeJIHUX MoJiesta 3a anpokcumarjy GMM zacHoBaHUX Ha ydery HOTIPOCTOPA, OHOCHO
AIPOKCUMATHBHO] pelpe3eHTaIlnji Wn pasjiaramy marpuria npermmsaoctn GMM na mamn
Opoj rpaJMBHUX KOMIIOHEHTH Yy IOTIPOCTOPY UHja JUMEH3Mja je Marba y OJHOCY Ha I10JIa-
3HU MIPOCTOP CUMETPUYHUX MATPHUIA Y KOME ce HaJla3e OPUTMHAJIHE MATPUIE TTPEIU3HOCTH.
JluMensuja OPUTUHAJHOT MIPOCTOPA jé YCJIOBJ/hEHA JIMMEH3MOHAJIHOIINY oJiroBapajyhnx Ko-
BapujaHCHUX MATPUIla, OJHOCHO JIMMEH3UjOM ojroBapajyher mpocropa obesnexja. [lopeheme
nepgopMaHcu MOJIENIAa U YIIOPeIHA aHAJII3a MEeTO/Ia 38 IbUXOBY KOHCTPYKITU]Y je peaJn30BaHa
KopuIihemeM MaTpHIla Mpernu3nocTu koje ¢urypuiry kao napamerpu GMM y cucremy 3a

ayTOMATCKO IpenosHaBatbe roBopa (ASR), Kao 1 rpynoM HyMepHYKIX eKCliepuMeHaTa ca 1o-
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ceOHO KOHCTPYUCAHUM CKYTIOBAMa BEIITAYKH, OJJHOCHO CHHTETHIKIX T'€HePUCAHNX TOoJaTaKa
ca KOHCTPYKTHUBHO 00e30eheHnM KapaKTepucTuKaMma Koje MOTO/Iyjy PEeTKOj perpe3eHTaluju,
KaKo Ou ce y JaToM CJIydajy Kaja pa3MaTpaHu IpodsieM MPEerno3HaBiba CUT'YPHO 33/I0BOJhaBa
paHmje MoMeHyTe MPETHOCTaBKe JI0/IATHO MCTakKja mpeaHocT ampokcumarnje GMM zacho-

BaHe Ha PETKO] Pelpe3eHTaIlnju MaTPUIla Y peayHIaHTHOM PEYHUKY.

6.1 MoTuBaiuja 3a peTKy allpOKCUMAaIIjy MaTpHUIla IIPEernu3HOCTHI

MHuoru cucremMu 3a CTAaTUCTUYKO IIpero3HaBame obmka kopucte GMM kako 6u onucasu
HpUCYTHY HeojpeheHoCcT y HeKOoM Ipob/ieMy Iperno3HaBama. Mako mpakTUYHHE UMILIEMEH-
Talmje TakBUX cucrema decto kKopucre GMM ca amjaroHaJHEM KOBapHjaHCaMa, OJIHOCHO
MaTpHIAMa IIPEIU3HOCTH, Y TOCIEIHEeM IIEPUOJTY TTOCTOje OpojHa MTOOOJbIIAHA Y TTPABILY CJIO-
JKEHHUjer MOJIeIOBakha KOBAPUjaHCH M IbUXOBUX NHBEP3HUja, a Ca IIJHeM Jla Kopesaliije u3mehy
obejiexkja ocTaHy odyBaHe y Behoj Mepu y olHOCY Ha cjIydaj gujaronaanux marpuia. OBo 1mo-
MEeHYTe MPUCTYIIE MOJIEJIOBAILY YNHA e(PUKACHUJUM Y OUYBarhy WH(MOPMAIIMOHOT CaJIpKaja y
OJIHOCY Ha JIujaroHaJ/IHe alTPOKCUMAIIN]je, aJId UCTOBPEMEHO 1 DOJBUM y OJTHOCY Ha CTaHIapIHU
MPUCTYII ca IMyHUM KOBAapHjaHCHUM MaTpHUIlaMa - y CMUCIY Maibhe PAIyHCKe U MeMOPHU]jCKe
CJIOZKEHOCTH y PaJly CUCTeMa, ajid U MOryhHoCcTH poOycHHje MpoIeHe ITapamMeTapa MOJesa

HPUIKKOM O0yKe CUCTEMA.

Behuna nobospinama y mogenoamwy GMM je mpousaria u3 morpede 3a mosehamem edpu-
KACHOCTH CUCTeMa 3a [IPelo3HaBarbe roBopa, |9, 76, 140]. Melyrum, nocroje u apyre obsactu
Iperno3HaBama 00JIMKa Kao IITO Cy TIpero3HaBame mucanor tekera [19, 47, 115], wiu npemno-
sHaBame crena y cannum (131, 134|, y xojuma ce takohe kopucre GMM ca Besmkum 6pojem
KOMIIOHEHTHU Ca IIYHUM KOBapWjaHCHUM MaTpPHUIAMA, IITO MOCTaB/ba NMUTAme epPUKCACHOTU
ojropapajyhux m3padyHaBarma TPUIIKOM FHBUXOBOT Kopulihema. (CTora cy ampoKcHMallmje
KOje MOI'y Jla yTHYe Ha CMalbehe padyHcKe uin MmeMopujcke ciaoxkenoctu GMM cucrema, y3

ouyBamke MH(POPMAIMOHOD CaIprKaja MaTPHUIA IMPEU3HOCTH, KOPUCHE.

Heke ox npeux mnpucrymna cmamemy ciaoxkenoctu GMM mpejcraspajy MLLT momenn
y [112] u mosy-Besane (enrs. semi-tied) koBapujarce y [107], Ko KOjUX je MOCTUTHYTO Jia
CMalberhe CJI0YKEHOCTU 3a Pa3JjIuKy O] JUjaroHAJHUX MOJesia He yTUYe TOJUKO Ha KOHAYHY
rpemky arnpokcumarje m3meh)y GMM ca nmynuMm koBapujancaMa U alpoOKCUMaTUBHOI MO-
Jlesla, a TUME W Ha TadHOCT npenosHaBama. ¥ MLLT momesmwma, [112], npe dopmuparsa
GMM cauumeHor oj1 JujaroHAJTHIX KOBApPUjaHCH, MOJAIM Ce TPAHCHOPMUINY TOMONY He-
cuHryapHe Marpuiie A, Koja ce jobmja Kao IPOIEHa MaKCHMaJiHe BepojocTojHoctu. Ha

camuan Hauue je npeoxked 1 EMLLT mozgen y [191].

Nneja EMLLT jecre na ce marpune npenusnoctu P; cux 'aycoBux KoMmmonenTu y He-

koM GMM curemy 3a mpernosHaBambe HaJla3e y MaTPUIHOM ITOTIIPOCTOPY KOjU Pa3alldibe
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K cumerpuunux matpuna panra 1, mie je d < K << N, upu demy je d JTUMEH3Hja IIPO-
cropa obenexja, a N = d(d + 1)/2 aumensuja mpocropa d-IMMEH3NOHATHUX CHMETPUIHUX
MaTpula, oaHocHo P; = Zle )\i ak af, rie je j wHAEKC oarosapajyhe marpuie. TexkuH-
CKU KoepuimjenTn )\i He Mopajy ga Oyay nosutusau Kao kox MLLT momesnra, [191], a jeauno
OTpaHUIEeHe 38 >\i¢ u 6azy {aka£}§:1 ca eJJeMeHTHMa paHra 1 jecTe j1a cy 3a CBAKO j WHBEP3HE

KoBapujancue Marpuie P; nosutusno nedbunurne, ognocno na je Pj; >~ 0.

[IpBobuTHo mpemmozkenn MLLT mozmen moxke f1a ce mocMarpa U Kao CIIENUjaIaH CIyda]
EMLLT mogena xajia je K = d u Kajia ¢y TeXKUHCKH KOEMUII]EHTHU )\{C UCKJbYIUBO ITO3M-
TUBHHU, OIITO je P; = ATAA, A € RE*? pre je ca aj, osHauena k-ta kosona marpume A7)
IIpU 9eMy BaxKH Jia je KoBapujaHcHa MaTpuila y3opaka Hakon MLLT Tpancdopmariuje ca ma-
tpuriom A ojpehena ca: f]j = AYAT. EMLLT je nasme yormmTasam, d9uMe je J001jeHa rpyma
Mojiesia Koju ce o3HadaBajy ckpahenuriom SPAM (enrs. Subspace Precision and Mean), a
KOja je Halllla MPHMeHY y TpernosHaBamwy rosopa [10, 264|, kao u y on-line npernosxasamy
KUHECKUX [THICAHUX Kapakrepa y [270] (c/ioBHM KapakTepu ce MUIY eJeKTPOHCKOM OJIOBKOM,
TAKO JIa Ce Kao YJIa3HU IOJIaTaK 3a Ipelo3HaBarbe J001ja OMHApHA CJIMKA, & He CKeHUPAHU
TekcT, YeMy Oy oiarosapao pexkum off-line npenosuasama). Uneja SPAM mogena jecre na ce
K numvensmonasHn BeKTOPCKH IIPOCTOP y KOMe JiezKe CBe MaTpulle penusnoctn P; pasamme
ca CHIMEeTPHYHHIM MaTpunama S JuMensuje d, Tako ga je P; = Zszl /\isk, T7Ie je orpaHnvIerhe
KOj€e ce IOCTaB/ba MPUJINKOM OjpehuBamba ONTHMAJIHAX BPEIHOCTH )\i €eRu {Sk}szl, Jia cy
AIPOKCHUMAIINje UHBEP3HUX KOBAPUjaHCHUX MaTPUIlA TMO3UTUBHO JIeUHUTHE, OJHOCHO 1A je
P; = 0, 3a csako j. Taxobe je moryhe yountn na EMLLT npejcrasba cuenujaian ciaydaj
SPAM wmosiena KoJ Kora je Sy, = ay al .

Hwmpaa dynknuja Koja ce dopmupa npuankoM kKoHcrpyknuje SPAM momena je kao u
y caydajy EMLLT monena y ocnosu KL nuBepreniia nuzmehy OpurnHaJHUX WJIM TOJIA3HIX
GMM (6e3 ampokcumanuja mapamMerapa MojeJIMHATHIX KOMIIOHEHTH) W HUXOBHX AIllPOKCH-
Malja Wk IMU/baHIX MOJeIa KOjU yBOJie allpOKCHMATUBHY IpejcTaBy mapamerapa GMM.
C ob63upom jia creapraa KL jqusepreniia usmely cmerna Huje aHATUTUIKY U3BOJbUBA, [124],
3a opMysiaryje OnTUMU3AINOHNX TPOIE/Iypa HAMEHEHUX IPOICHN MapaMeTapa MoJIea 3a
arnpokcumarinjy GMM, kao u ogrosapajyha mopehema pazinauTux MeTOa, KOPHUCTE Ce
arpokcuMaruje m3pasa 3a KL jauBepreniyy msmely pacriojesna Koje ONHUCYjy OPUTHHAIHU
GMM-oBu 1 KoHCTpyucane arnpokcumaruje uctux. Tako he TokoMm m3yarama OUTH TIOKa-
3aHO Jia ce KoJi hopMysialiuja MpoIeaypa 3a IPOIEeHy apaMerapa Mojesa Koje Mmojas3e ol
MaKCUMM3AIje BEPOJIOCTOJHOCTH HEMO3HATUX Iapamerapa, ca mnoehamem Opoja yzopaka
dopmyucanu pobsieMu MPoIeHe ACUMIITOTCKH CBOJIe Ha MUHUMU3aIHjy ojrosapajyhux KL
nuBeprenin usMely mpBe pacrojiesie Koja je jeduHUCAHA ONTHUMAJHAM BPETHOCTHMA ITa-
pameTapa u JIpyre paciojese Kojy jJedunurny mwuxose TpenyThe mporene, [Ipuior 3. Ca

apyre crpane, came KL juBeprenie msmely mnojegunadnux [aycoBux cMmerna W HUXOBUX



156 Perka penpezenranuja maTpuria npenusnocta y IaycoBum cmerrramva

arrpokcuMarja omhe anmpokcumupane Kao cyme nojeaunadaux KL guseprennu uzmely ma-
poBa ojarosapajyhux ['aycoBux KOMIIOHEHTH KOje MPUITAJIA)y OPUTHMHAJIHAM CMeNIaMa U HbH-
XOBUM anpokcumarujama. /lakie, kao mro he jgerasbHuje OUTH AUCKYTOBAHO U Y HACTABKY,
€KBHUBAaJICHTHE MPOIEype 00yKe je Moryhe KoncTpyucatu Ha paziaununte Hadune. [lorazehn
JIUPEKTHO 0J1 (popMyIaliija Koje Texke MUHUMU3AIUjU ojroBapajyhux mHdopMalnonux pa-
crojama (cyme KL muBeprenmu [aycoBux KOMIOHEHTH cMelra Koje (DUTYpPHUILY y CHCTEMY
3a npeno3HaBambe, ofpehennx uspazom (4.6), wim eKBUBaJIeHTHO cyMe ojroBapajyhux Byp-
roBUX MaTpwdIHUX JuBepreniw (4.17)), asm u uHIUpeKTHO Tosasehu oj] KpuTepujyMa Koju
MaKCUMU3Yje BePOJOCTOJHOCT TIPOIeHa, OJHOCHO Kao IITo je ucrakuyTo y [191] momazehu ox

makcumusanuje nomohue dyukiuje (3.84) koja je geo M—kopaka ommrrer EM ajropurma.

VY [10] je mokaszano ga SPAM mozen y nopehemy ca J0TaJaiimbiM IPUCTYTIIMA 38 AlPOK-
cumarjy GMM moctuzke Mamy TPeniky alpoKCUMalije Mpu UCTOj cjiaokenoctu. U3 Ha-
BEJICHOI' pa3zJjiora, Kao u 300T HAYMHA KOHCTPYKTUBHOI peIleiba allPOKCHMAIlMja MaTpPHILA
npermsnoctu y SPAM mogeny, y ¢Bpxy nopeherma ca MOJIeSIOM KOjU je MPEeJJIOKEH Y OKBUPY
oBOr' pajia, ojgnocHo y [40], uzabpana je jenna on nosujux Bapujantu SPAM wmonena, npe-
craB/beHa y [270], a koja mouma ma ocuoBHOj SPAM dopmymnanuju upemioxenoj y [10].
Crora he ce y nacraBky m3yarama ca ckpahenurom SPAM o3navgaBatu BapujanTa Mojena

ornmcana y [270].

Hosu mozien 3a anpokcumanujy GMM koju je npeyioxken y [40] u o3nauen ca ckpahe-
auroM SPTM (enrut. Sparse Precision Tying Model), unme je Kpo3 Ha3uB MOjie1a HCTAKHY'T
HAYMH ,Be3UBamba’ MaTPHUIla TPEeru3HocT npuiankoM amnpokcumarmje GMM, a mo y3opy Ha
onrosapajyhu TepmuH yBenen y [107], 3a b uMa Ja ce OCTUTHE PEMKG Penpe3eHmayuja
nHBep3HNX KoBapujaHcuHux marpuiia y GMM cucremy 3a mperno3naBarme, a Kako 6u ce mc-
KOPUCTUJIE TIPEJIHOCTU KOje HYJ/IM IIPejcTaBa MATPHUIA IIPEIU3HOCTU Ca MambuM OpojeM rpa-
JIMBHUX eJIEeMeHaTa y OJIHOCY Ha MOJIeJie 3a allPOKCUMAIIN]y 3aCHOBaHE HA KOHCTPYKITUjH TIOT-
poctopa, Kao 1mto je SPAM. Perko komoBame nim penpeseHTalinja MaTpuIia IPerm3HOCTH
Koje jiecbuHHUIITY cMellie je Moryhe caMo y ciaydajeBuMa KaJia je UCIyIbeHa IPeTIoCTaBKa J1a
ckyn nnBep3nux kosapujaucu {P; | j = 1,..., M} koje ce xkopucre y GMM cucremy mocemyje
PeTKY CTPYKTYPY HJIU ,,CBOjCTBO PETKOCTU . Y TOM CJIy4ajy, Y nopehemy ca aJTepHATUBHUM
SPAM wmozesiom, a 1o ycaoBoM Ja je 6poj marpuria wim [aycoBux kommoneHtn M Koje
[IOCTOje Y CUCTEeMY 3a IPeNo3HaBalbe PEJIATUBHO BEJIMKH, IPUMEHOM HOBOI' MOjesa Moryhe
je moctuhu 6o/bu KOMIIPOMUC uU3MeDy ITO Malbe I'PEIIKe alpOKCUMAaIlije CMeIla ca jeJHe
CTpaHe, U MTO MarmbUX PAIyHCKUX ¥ MEMOPHjCKUX 3aXTeBa MPUJIMKOM KOpHUIIhemha KOHCTPY-
HNCAHUX allPOKCUMAaIlija, ca JApyTe CTpaHe, IPU YeMy ce oJiroBapajyhe rperrke alpoKCHMAaIije
n3pazkanajy kao KL guBeprenrie namely opuruHaJiHIX Mojiesia ca IIyHUM KOBapHjaHcama 1
IbUXOBUX allPOKCUMAIja. ¥ TOM CMUC/IYy OCHOBHA MOTHBAIIMja 33 PazMaTparhe PeTKe perpe-

3eHTallje MaTPUIa MPENU3HOCTH ['aycoBUX CMella jecTe MOTEHIMjaJTHU JO0OUTAK KOjU NpU
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BeJIMKOM Opojy l'aycoBHX KOMIIOHEHTH y CHUCTEMY 3a Ipelo3HaBambe ca cOOOM HOCH pPETKa
AIPOKCUMAIIH]a, & KOjU Ce y 3aBUCHOCTH O/ ToTpebe oryieia y 60/bM KBAJIUTETY allPOKCHMa-

ILI/Ija 1M HaCylIpoT TOMeE pe,ZLyKLLI/IjI/I CJIOZKECHOCTH.

Moryha unTepuperaliuja mpeTiocTaBke O ,,peTKOCTH CHUTHAJA MOJpa3yMeBa jia CBe Ma-
TpHIle Npenu3HocTH P, npunasajy HeKoj BPCTH MHOI'OCTPYKOCTH JIUMEH3Hje S ypPOmeHe Y
BekTopcku mpoctop RY, rie je ca N = d(d + 1)/2 o3nadena IUMEH3HOHAIHOCT BEKTOPCKOT

IIPOCTOPA OJINOBapajynux CUMETPUYHUX MATPHUIIA, & S je Opoj 3Hadajuo Marmu of V.

Yuopeso ca HoBum MmojesioMm y [40]| je dopmysmcana u ofrosapajyha onruMusanuoHa
IPOIIE/Iypa Koja BOJW Ka PETKO] alpOKCUMAIMjU MaTpuia npenusnoctu. CBpxa ONTHMU-
3alje je Ja ce Hay4IHW PEeJyHJAHTHU reHepaTopHU (eHry. overcomplete) pedHmMK {Sk}szl,
[88, 92|, omHOCHO TpOIEHE BpeHOCTH Tapamerapa Koju JedbUHUILY FHeroBe eJeMeHTe N
aToMe, KaKo Ou ce KOpuihemeM PeYHUKA [TOCTUTIJIA ONTHMAJIHA PETKa Pelpe3eHTallja CBaKe
0J1 MaTpPUIa TPEIU3HOCTA U3 CKYIIa {Pj}jﬂil, a IITO IMOJpa3yMeBa Jia ce OJipejie ONTHUMAJTHE
BPEIHOCTU TEXKMHCKUX KoeduIimjeHara >\i;. Peunuk m u3060p Koedwuimjenara 3a CBaKy O]
maTpuna P; Tpeba na Oyze Takas Ja peTKa perpesenTalija oMoryln MUHUMHU3AIM]Y paHHje
onucaHor emeprujckor ¢yukimonana (5.1). ¥ ciay4ajy kaga je 6poj marpuna P; y GMM
CUCTEMY BEJIUKH, TIOCTUTHYTa PETKA IPeJIcTaBa Hy /i1 ojpeheHe Ipe;IHOCTH Y Torie Ty edpuka-
CHOCTH eBaJjIyallije HOBUX yIUTa IMPUJINKOM Pajia CHCTEMa 3a IPEIo3HaBabe, a MITo je Ouia
n Hajdentha MOTHBaIlUja 3a KOHCTPYKIIN]Y PaHuje MpeylaraHnx Mojiea 3a allpOKCUMAIU]y

GMM.

D
Cxyn {Si},_, IpencTaBba I'eHEPATOPHU PEYHUK AKO HErOBU €JEMEHTH I'eHEPUILy eJle-
N M
menTe R, aym Hucy jmHeapro He3aBucHu. (OCHOBHA MPETHOCTABKA, Ja MATPHUIE {Pj}j:1
II0Ce/1yjy IIOMEHYTO CBOjCTBO PETKOCTH y HEKOM CKYILy {Si},_;, IOApasyMeBa Ja 3a CBAKO j
Meby onrosapajyhum Texxunckum KoedurujeHarnMa Aj, MOCTOJU PEJIATHBHO MaJju OPOj OHIX
Koju Hucy Hysa. Kako Ou ce mocruria edpukacHa peTKa pelpeseHTaluja, Takohe ce mojpa-

3yMeBa Jla je PeUHUK PeJyH/IaHTaH, OJHOCHO jJa je [ u 10 HeKoJmKo 1yTa Behe o N.

Kpurepujym xoju ce ontumMusyje IpuIMKOM KOHCTpYKInje mpepiozkenor SPTM momena
je HacTao NpoIMpuBambeM (popMysaliije Koja je OPUruHaIHO KOpHITheHa Kao Mu/bHa (DyHK-
uja npuaukoMm Konctpykimje SPAM mogena. JlojaBamem wiana y 06JIMKY perysapu3alii-
oHe (DyHKIIMje KOja MHJIYKYyje PETKY CTPYKTYPY TEKUHCKUX KoedUInjeHaTa peliema, Kao 1
3aMeHOM 6a3e BEKTOPCKOI ITPOCTopa (y KOMe e TpayKi ONTHMAJIHA [IPEJICTAaBa) ca HayIeHIM
pPelyHIAaHTHUM PEYHUKOM, J100uja ce HOBa IusbHa DyHKIMja 3a npeyoxenn SPTM mosner.
OBakBa dopwmynanuja dhaBopusyje Majn OpPOj TEKUHCKUX KOoeUIUjeHATa PABTUIUTUX O]T
HyJIe Y PeNpe3eHTaIlnji CBaKe NHBEP3HE KOBapUjaHCHE MATPUIlE, &Il HCTOBPEMEHO 3a/IPrKaBa
1 JIOBOJbHO MaJIo pacTtojabe (y HHGOPMAIMOHOM CMUCITY) u3Mel)y OPUTMHAHUX CMeIa Koje
KODHUCTe OPUTMHAJHE MATPUIE U PE3Y/ITyjyhe alpoKcuMaliije ca MaTpUllaMa U3PaKeHuM y

00JIMKY peTKe JImHeapHe KOMOUHAIMje aToMa HayYeHOI PEUHUKA.
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Kopurhemem ¢1 ymecto £y HOpMe Kao peryiapusaropa TexknHcKux Koedurmjerara (||z|o
npeJicTaB/ba 6poj KoeduimjeHaTa pa3ImIuTuX oj1 HyJie y BekTopy © € R™, nox ||z||; oarosapa
KOHBEKCHO] peJiakcaiuju {g), a moj MpeTnocTaBKoM Jia ojroBapajyhu peunuk seh mocroju,
OJIHOCHO J1a je v ojapeheHoj Mepu HaydeH U Y TOM CMHUCIY Y JAaTOM TPEHYTKY HEIIPOMEH/bUB,
ouhe ob6e36eheno j1a je onTHUMUBAIMOHE MPOOJIEM PETKOI KOJOBaibhba MATPHUIIA ITPEIU3HOCTU
y JaTOM PEeYHHKY, a KOju oarosapa mnpemioxkenom SPTM momeny, KOHBEKcaH y OJHOCY Ha
A; xoje o3HauaBajy TexKMHCKe KoedUIMjeHTe PeTKe pelpe3eHTaluje cBake oix M Marpuia

npermsnoct, A = {Aj| j =1,..., M}, unme ce osa3u 10 OUTUMAJIHOL pernersa A*.

VY crIIaJy ca CTaHIApIHUM MPHUCTYIOM yUery pedHuKa omucanuM y Ilormasimy 5, y [40]
je KoncTpyucana ofarosapajyha mporeaypa 3a 00yky SPTM mogena, koja ce kao u'y (5.1)

CacToju OJ1 JABa Hau3MeHNYHa KOpaKa KOja ce IUKJIMYHO ITOHABJbA]Y:

~ D ~0.D
a) onpebuBame onrumasHor peunuka {Sy},_, Ha ocHOBY moderHOr {S;},_,,

cMmarpajyhn TpeHyTHO A HETPOMEH/BUBUM

6) oupehusame onrumasnor A*) emarpajyhu TpeHyTHY Bep3ujy pedHUKa

HEIIPOMEH/bUBOM.

Nako ce y onmcanoM MOCTYTKY JI0JIa37 JI0 OINTUMAJIHIX BPETHOCTH Y CBAKOM OJ] HAaU3MEHUY-
HUX KOpaKa, II0je/INHAYHA PEIleha 3aje/IHO TOCMAaTPAHO He IPEJCTaAB/ba]y TJIOOAJHI OIITUMYM
MOJIA3HOT TTPOOJIEMa yUerha PeYHUKA U PEeTKe Pelpe3eHTallje MaTPUIla MPEIU3HOCTH, 1a ce
y TOM KOHTEKCTY YHTaBa IIPOIEypPa MOKE OKapaKTepHCATH Kao CyOONTHUMAJHA Y OIIITEM

CMHUCILY.

VY ciyuajy cucrema 3a npenosHasame 3acHoBanor Ha GMM kog kora je kosmanuk M /d,
u3melhy ykymnuor 6poja [aycoBux KoMmIoHeHTH y cuctemy, o3HadeHor ca M, m jgumensuje
pocTopa obesiexkja, BpeHocTn d, J0BOJbHO BesmK, mnpeyioxkern SPTM mozen (mox yeio-
BOM JIa peTKa perpe3eHTalija noctoji) omoryhasa nocrusame edukacHujer Be3uBamba (E€HIL.
tying) napamerapa [aycoBux kommonenTu y ogrocy Ha SPAM moguen, [40], y cmuciy panuje
OIMCAHOT KOMIIpoMIuca m3Mel)y KBajimTeTa allpOKCUMAaTUBHE IIPEJICTABE WM PEIIPE3eHTaIlnje

(KOju IMPEKTHO OJIrOBapa TaIHOCTH IPEIO3HABabha) U CJI0KEHOCTH N3DadyHABAbA.

[Topen ckyma ASR momartaka na kome he y Ilormasmy 6.5.1 6utn ynopehusanun SPTM
u SPAM wmonenn, y [lormaspy 6.5.2 hie Takohe Outn mpeicTaB/beHI U Pe3yaTaTH HYMepUd-
KUX eKCIIepUMeHaTa ca IoCceOHO KOHCTPYUCAHUM BEIITAYKUM UJIM CUHTETUIKUM IIOJAIlMa, Y
KOjuMa je CUMYJIMPaHO IIOMEHYTO ,CBOjCTBO PETKOCTU , KAKO OU ce JI0JIATHO MCTaKJje MOryh-
HOCTH TIPEJJIOYKeHe PeTke arpokcumarmje marpuia npernusnoctu y GMM cucremy. ¥V obe
rpylie eKcrepuMenara Kaja je Koauauuk M /d 61o JoBO/bHO BEJIMKH, IPUMEHA, TIPEJIJIOKEHOT

SPTM wojena je gana 6osbe pesynrare y ognocy na SPAM.

Henasro cy ob6jaBibene jorr Heke crysuje, Bujern [206, 207, 208], [44], y kojuma je pasma-

TpaHa IpuMeHa Mojiesa 3a anpokcumainjy GMM 3acHoBaHUX Ha perpe3eHTaIlnjl WIH TTPe -
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cTaBu IapameTrapa ['aycoBUX KOMIIOHEHTH Yy 3aje/IHUIYKOM WU JIEJbEHOM BEKTOPCKOM ITOT-
npoctopy. MehyTum 1nusb HaBeJIEHUX CTY/IUja je JIeJIOM OO JAPYTaduju U MIUPH OJ aHAIN3e
mMoryher kommpomuca usMely KBajuTeTa perpe3eHTalllje U PadyHCKe CJI02KEHOCTU alpPOK-
cumarnuja [aycoBux cmemra. Hawmme, ocHoBHE 1u/b je Omito mobospimatbe GMM cucrema 3a
IpEo3HaBAHE TOBOPa KPO3 PEIYKIIM]y YKYITHOT Opoja mapamMeTrapa Mojesa Koje je ToTpedHO
HMPOIEHUTH ITPUJIMKOM ITOUETHE 0OYKE CUCTEMa, a pa3MaTpaHu Cy U IpobJIEMH IIPElIo3HaBaba
rOBOPHUKA U aJIallTalllje CUCTeMa 3a IPEeo3HaBaihbe ToBOpa KopuiithemeM Beh obyuenux cu-
creMa 3a Jpyre jesuke. [J1aBHa pa3/jnka y OJHOCY Ha IPETIIOCTABKE YIIOpPEeIHe aHaInu3e Koja
je criposesiena m3mehy SPTM u SPAM mojiesia y oBoM paJty, a Koja MoJIa3u O] IPETIOCTABKE
na cy napamerapu GMM Beh ynarpem oapehern TOKOM Iporieca oOyKe, jecTe IITO je MO-
JIeJIOBAEM WJIU YBODEH-EM allpOKCUMAaIlfja Y HABEJICHUM CTyIujaMa IIOKYIIAHO Ja Ce IIpe
obyke moJiazsor win modetnor GMM y crapry pemykyje 6poj mapamerapa y CHCTEMY 3a
MIPEITO3HABAILE, a TUME Ce Ca UCTOM KOJUIMHOM IojiaTaka 3a 00yKy omoryhasa dopmuparse
cioxkennjux Mozena. Tako je y [206] npenioken SGMM mogzesn y KoMe ce ycJioBHE paciio-
neste (mog)crama Mojieryjy kao GMM ca jesbernm [aycoBum KoMimonenTaMa, a oJropapajyhu
mapaMeTpu Koju jiedbuHHILY CBaKy ojf (IOT)CMeIla IIPEe/ICTAB/bEHN Cy Y 3ajeIHIIKOM BEKTOD-
CKOM ITOTIIPOCTOPY 3HATHO Maibe JuMen3uje. Ha oBaj HaduH, IpUJIMKOM UHUIIAjAJTHE ITPOIeHe
JleJbeHUX TapamMeTapa Moryhe je KopuctuTu u jojartHe 13B. out-of-domain momarake u3 japy-
rux je3uka, MmTo omMoryhasa eUKACHO BUIIEjE3UTHO IPEIO3HABAILE TOBOPA U aJAIlTaIlu]y.
Hagegeno je moryhe normro jepenn mapamerpu y SGMM uucy nperepano 3aBUCHU O/ CIie-
ruduaHOr jesuka, [44], Beh onrosapajy orpanmdemuMa Koje TIPUINKOM U3rOBOPA MOCTABIbA

JbYJACKH BOKaAJIHU TPaKT.

Nneja o peTkoj penpe3eHTAINj MaTPUIA MMPENU3HOCTH Kao HaduHy 3a yOp3aBaibe Cu-
cTeMa 3a Ipero3HaBarmbe 00JIMKa 3aCHOBAaHUX Ha ['aycoBuM cMernaMa HEje Y MOTIIYHOCTH HOBA.
Y HegaBHO] cTyauju, [138], mpeiozkeH je MOmes 3a PETKY AllpOKCUMAIM]Y MaTPUIla IPeriu-
saoctu y GMM cucremnma 3a mpernosHaBambe roBopa. Mehyrtum, 3a pasimky o Mojena
[PEJIJIOKEHOT y OBOM paJLy, MeTo y |138] anpokcumariuje KoHCTpyHIle Ha JApYradnju HAUUH,
KPO3 PETKY Pelpe3eHTaIN]y COIICTBEHUX BEKTOPa MaTPHUIIA IIPEIIU3HOCTH, OJTHOCHO OPUTHHAJI-
HUX KOBapUjaHCHUX MATPHILA KOje Kao MOCJEINIa CUMeTPHje UMajy UCTe COTICTBEHE BEKTOPE.
Y ToMm citydajy alpoKCHMallije IPeIcTaB/bajy PeTKY JUHeapHy KOMOWHAIM]Y MapuIla PaHra
jesraH, a He peTKe JIMTHApHE KOMOWHAIIA]e CUMETPUIHUX MATPHUIA U3 HAYIEeHOI' CKYyIIa, a IITO
o y3opy #Ha SPAM jecre mpuHIUII KOHCTPYKIHje allpoKcuMalija y rnpejoxenom SPTM.
Honarno, nemenu napamerpu y [138] cy Bekropm, a y [40] marpume, agn y oba ciydaja
nH(MOPMAITMOHN KPUTEPHUjyM TOYMBA HA TPUHITUITY MUHUMYMa JIUCKPUMUHATUBHE HHMDOPMAa-

11je, OJIMYEHOT Yy KpuTepujymy kKoju munnMmusyje KL auBepreniy HopmaHuUX pacrojesna.

Ocrarak Ilornasspa 6 opranmzosan je Ha ciejgehn nauun: y [lorsasby 6.2 npejcraBiben

je SPAM wmomen, y Iormapmy 6.3 SPTM momen, a pesyararu eKcliepuMeHaTa W yIOPeIHe
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ananm3e nzsoxkenn cy y llormasmuma 6.4 u 6.5.

[MIto ce Tuve noramuje y macraBky llormas/ba 6, ako gpyradumje HHje HAIJIAINEHO, Ca
3HAKOM ~— WM3HaJ ojrospajyher cumbosia Ouhe o3Havene mporeHe mjid almpoKCUMAIIIje OJIro-
Bapajyhux BesmunHa, a ca 3HAKOM  W3HAJ cHMOoJia (caMo y ciaydajeBuMa KaJa je 3Hak
IPUCYTaH) BUXOBE OPUIMHAIHE BPEIHOCTH (OJHOCHO 3a O3HAYABAHE OPUTMHAJIHUX BDPEJHO-
cru he nonekasr 6urn Kopurthern u cumbosin 6e3 ~ ). omarno, ogroapajyhu 6pojeBu nim
CJIOBHE CUMOOJIN Y MHJIEKCY WM U3JI0KHUOIY (ca nam 6e3 kopurhema MaInx 3arpaja) oO3Ha-
JaBajy WHJEKCEe, a He OIepalujy CTeleHOBalba WM JindepeHnupaa, ako Jipyraduje Huje

[10CeOHO HAaIVIAIIeHO.
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6.2 Pedepentnn SPAM mozmen

Kox SPAM wmogena [10, 264, 270], unsep3ue KoBapujaHce ng ) numensuja d X d 3a CBAKO
Jj = 1,...,Q, caunmanajy oarosapajyhu GMM ca | = 1,..., M; KOMIIOHEHTH U IpPeJCTa-
BJbCHE Cy Ca CKyIoM cumempuywnur mampuua Vi = {Sg|k=1,..., K}, koju pazanute
BEKTOPCKHU ToTmpocTop muMmensuje K mpocropa RY, d x d cumeTpwdHnIX MaTpuia, rie je
N =d(d+1)/2. Bpemuocr () upencrasba 6poj Kiaca WIH Kareropmja y cucreMy, a M;

yKyIaH 0poj KOMIIOHEHTH y oapehenoj ['aycoBoj cMmern nHaeKCupaHoj ca j, riae cy Zl(j ) OJIrO-

Bapajyhie KoBapujaHCHe MaTpHUIE CMeIIIe J, & Pl(j ) = (Zl(j ))_1 IUXOBE HHBEP3Hje, M0jeINHATHO
nujekcupane ca . [Tomazua mpernocraBka SPAM mozena jecte ma cy eementu Sy 6aze Wk
CUMETPUYIHE MATPHUIlE, aJi HIje HEeOIXOIHO U Ja Oy/1y HMO3UTHBHO JehUHUTHE.
Y cBpXy jeTHOCTABHUjEr M3JIararmba, WHIEKCHPambhe MaTPUIa y CKYITY {Pl(j )| j=1,...,0;
l=1,...,M;} 6uhe npomemeno y {P;|j =1,..., M}, rako na Baxku na je M = Z?:l M;.
Hakon mpomene HaunHa HHIEKCUPaba, CBaKa HHBEP3Ha KoBapujaHCcHa Marpurna P; moxke

Jla ce MPeJICTaBu, OJTHOCHO JIa Ce AIlPOKCUMEPA ca eileMeHTrMa ckyna W g kopumhemem SPAM

MoJIes1a Kao:

K
k=1
e ¢y Aj = ()\{, . /\]I‘()T € RY resxumckn KoepuIjenTH TIPHAPYKEHH allpOKCHMAIiji P,

MaTPHIIE MTPEIU3HOCTH f}j_l ca MHJIEKCOM .

Kao mTo je Beh momenyTo y yBomy, 3a MaTpuie f’j je HeomXo/Ho Jia Oy/1y MO3UTUBHO
JneWHUTHE, OTHOCHO Ja 33/I0BOJbaBajy YCJIOB f’j > 0.

Vaumajyhu y 063up ycsojerny SPAM anpoxkcumariujy MaTpurie Ipenu3HocT, ogpeheny n3-
pasom (6.1), Kao u panuje usBeeHn OOJIUK KBajpaTHe JUCKpuMuHaHTHE DyHKIMje v (3.68)
u (3.69), ofHOCHO HpPBH Cjlydaj KBaJpaTHe JUCKpUMUHaHTHE (yHKIHUje pasmarpan y Ta-
6esm 3.1, youaBa ce jia ce IPUJIIMKOM paJjia CUCTEMa 3& CTATHUCTUYKO IIPEMO3HABAIbE 00IUKA
(3aCHOBAHOT Ha ONKCHBaMY KJACHO 3aBUCHUX YCJIOBHUX pacrojesa obesexkja Kopuihemem
Mojiesia Ha Oasu cmerrna y obiimky GMM) kao K/bydHEN KOpak Ipe KJacubuKalyje CBAKOT

HOBOI' y30pKa & U3padyHaBajy BPEIHOCTH ciejiehux m3pas3a y OOJIMKY KBaPATHUX JIMCKPU-

muHaHTH (3.69) 3a cBako j € {1,..., M}, ogrocHO 3a cBaKy ['aycoBy KOMIIOHEHTY y CHCTEMY:
K .
In p(z|0;) =b; + 2"l + > N fi., (6.2)
k=1

IJle cy, Ha OCHOBY OJIrOBapajyhmx m3pasa 3a IojeMHaYHe KOMIIOHEHTe KBaJIpaTHE JMCKPU-

muHaHTe y 1pBOj Bpetu Tabese 3.1, ysenene Benmuanne y (6.2) oapebene ca:

1 . 1 . . 1
bj:lnfrj+§lndetPj—5,&?133-,&]-, lj:Pjﬂj, u fk:—§ngSk$
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Y jennaunuau (6.2) cumboJT éj ce Kopuctn na osHaunm mapamerpe A; m Wy onrosapajyher
SPAM wmogesa Koje je moTpeOGHO HPOLEHUTH (HAYIUTH) TOKOM OOyKe (TpeHHMHra) Kpo3 Oll-
TUMU3alH]y YCBOjeHOI KpUTEPUjyMa ONTUMAJIHOCTH, & fI; U 7T; O3Ha4YaBajy IPOIeHe Cpelibe
BpeHOCTH ojroBapajyhe ['aycoBe KOMIIOHEHTE ca MHJIEKCOM j W ILEHOT YJIe/Ia y OJIroBapajy-
hoj TaycoBoj cmer K0joj KOMIIOHEHTa €KCKJIY3UBHO TIPHUIa/ia Ha HAYuH npukasad y (3.76),
Py YeMy je jaTa CMellla IPUJApPYKeHa HEKOj OJ paHuje MmoMeHyTHX () Kjaca Koje IOocToje
y CHCTeMY 3a Ipelo3HaBare u onucyje Moryhe BpegHocTu obesiexkja y30opaka IIOCMaTpaHe
kareropmje. ako je mzpas (6.2) mamepHo 3amucad y GoOpMH JOrapuTMa BEPOJOCTOJHOCTH
napamerapa ['aycoBe KoMIoHeHTe, OHOCHO Kao In p(x| éj), BPeTHOCT (6.2) CTPUKTHO [JIeIaHO
TO HHUje, jep Ha BPEIHOCT U3pas3a IMOPEJ BEPOJOCTOJHOCTH MapaMeTapa MocMaTpaHe KOMIIO-
HEHTEe yTHUYe U IheH YJIe0 y 0/iroBapajyhoj cmernu, ofak/ie u nmorpeda ja ce NPpUJInKoM 3aIuca
KopucTH 3HaK ~. MehyTum, Tymademe uspasa (6.2) Kao joraputMa BEpoIOCTOjHOCTH he GuTn
0JT KOPUCTH TPUIUKOM (hopMyIalije oaropapajyher onTuMu3annoHor mpodsaeMa 3a IPOTeHy

napamerapa SPAM wmojienra kojum ce anpokcumupajy laycose cmerrre.

Ynanosu b; u [; y (6.2) Mory na ce u3padyHajy yHaIpes U 4yBajy y MEMOPHjU 3a CBAKO
7 Kako OM ce 10 mOoTpedM M3HOBA KOPUCTUJIM, ¢ OO3MPOM Jia He 3aBUCE OJ] BPEIHOCTH HO-
Bor ymuta ¢ € R? Koju je mOTpeGHO mpemo3HaTH, JOK je m3padyHaBarbe WiaaHa fj, TIe je
k =1,..., K, norpebHO camo jeJlaHIIyT 3a CBaKy HOBY OIICepBaIujy y OOJIMKY BEKTOpa &,
HOIITO ce epednocmu fi deae uamehy ceux laycosuxr komnonenmu j 3a HeKO ojpeheHo x,
OJTHOCHO UCTE BPEJIHOCTHU [}, ce KOPHUCTe MPUINKOM U3padyHaBabha BPEJIHOCTU CBaKe OJl JIOTa-
PUTMOBAHUX ,BepoocTojocTr” In p(z| éj), KOj€e 0JIroBapajy pasjmdnTum [aycoBuM cMernama

1 KaTeropujama.

Pauyncka ciiozkeHOCT Tperno3HaBamba KopHIhemeM KBaIPATHIX JUCKPIMUHAHTHUX PYHK-
mmja 1 GMM je kparko guckyrosana y [lornasiy 3.2.4. Caooicerocm anporcumayuje GMM
y obauky pedepentnor SPAM mMomena moorce da ce npoueru Ha 0cHO8Y YyxynHoz bpoja one-

payuja mroocerva y u3pasdy (6.2). Osaj 6poj mpejcraBba 36up 06a He3a46UCHA 0CAG:

1)  cabupra xoju odeosapa mpowky nowemmoz UPAUYHABAIHA fr, CAMO jEJIAHITYT 3a

cBaky HOBH ymuT 2 € RY; u

2)  cabupra Koju onucyje mpowak u3pauyHasarea no ceéakoj laycosoj xomnonenmu, a

KOJU Ce OJIHOCH Ha MPEOCTAI0 M3padyHaBambe y uspasdy (6.2).

Merososioruja Koja ce KOPUCTH 3a MPOIEHY CJIOKEHOCTH je omucaHa y 9] u gesumudHo ce
pasJuKyje o1 MerojoJoruje kopuiihiete y [270]. Hanwme, y cryamju [270], koja je y oBoMm paty
ycBojeHa kao pedepentra 3a kKoHcTpyKinjy SPAM ampokcumariyje, mpaB/beHa je JTUCTUHK-
1uja n3Mehy cKaJiapHor MPOM3BOJIA M CKaJapHOT MHOYXKemha, a Takohe je pazMaTpan u Opoj
CKaJIApHUX M BEKTOPCKUX cabupama. Mehyrum, npuinkom jgedunnucama IpoIeHe CJI0XKEHO-

CTH J1aTa je MpeIHOCT MeTo Iy u3 (9], ¢ 063upom Ja omoryhiasa jenHOCTABHI]E, AJIH TO/IjeTHAKO
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edukacno nopeheme npemoxkernor SPTM monena ca pedepertanm SPAM momenom. Kao
pesyaTar, yKyIHa padyHcKa ciaoxkenoct SPAM anpokcumanmje y GyHKIEjI napamerepa d,

M n K wmspadynaBa ce Kao:
Ngpay = Kd(d+1)/2 + M (d + K) (6.3)
JIOK je TIpoIleHa oJiroBapajyhe MeMopujcke cjIoxKeHocTu oapehena ca:

Mspars = Kd(d+1)/2 + M (d + 1 + K) . (6.4)

6.2.1 ®dopmynanuja npobsieMa NpolieHe mapaMeTrapa MojeJia 3a alpoOKCUMAIjy

Tl'aycoBux cmeriia Kao Impoieca MUHUMHU3aIMje NHMOPMAIIMOHOT PACTOjamha

[Tocrynak obyke wjm TpeHMHIa, KOju ce KopucTHu 3a ojapehuBame nmapamerapa SPAM
MoJie1a, MOXKe Jia ce caxkeTo omuiire Ha cjejgehu nHaynn. DyHKIMja 1U/ba OMTUMU3AIIMOHOT
npobJieMa duje perremne 0u TpedasIo Jia MpeJICTaB/bajy ONTUMAJIHE BPETHOCTH S rmapamMeTapa
SPAM wmognesna 3a anpokcumanujy GMM, o3Hauena ca E(@), JiebuHUIIE ce KAo JIOrapuTaM
BEPOJIOCTOJHOCTH ITapaMeTapa CMellla IPUAPYKEHNX KjacaMa 3a Koje ce 3Ha Ja Cy TeHepH-
caJjie IpUKYI/beHe OlcepBaliije y CKYyIy 3a 00yKy &X', IIPU UeMy BaxKu Jia je E(é) =1L (@] X )
Kopumrhemem pannje yBemeHOT 06jeTMHEHOT THIEKCUPambha MOjeIMHATHIX () Kaca Koje ¢u-
TYPHUIITY Y CUCTEMY 3a Ipero3HaBame, OJIHOCHO 3a M = Z?Zl M;, rne speanocru M; osHa-
yaBajy yKyman o6poj ['aycoBux komronenTu y onpehenoj ['aycoBoj cmern, cyma jgorapurama
BEPO/ICTOJHOCTH TapamMeTapa Koju JeduHUIITY ojeuHadHe ['aycoBe KOMIIOHEHETE y CUCTEMY

3a Ipero3HaBame ojpehena je ca:

M nj
LOIX) = ) Inp(alb)), (6.5)

j=1 i=1
rje cy ca Ij O3HadeHU ysoply u3 X Koju IPHIIaJajy HEKoj KJach KOjoj je IPHJpyzKeHa
laycosa cmema koja cajip:ku ['aycoBy KOMIIOHEHTY ca WHJIEKCOM j, JOK TAKBHX y30paka y
cKymy 3a 00yky X mma n;. Y pedepentnoj nmvmiaementanuju SPAM mozera, mpemioxenoj
y [270], ycBojeno je (kacuuje fie 6utn nokazano Kako) Jia je BpejgHoct u3pasa (6.5) jeqHaka:

M
. . _ . . Cre ~

L®|X)= > n {lndet Py — tr(3P)) — (45 — fy) P (fa; — #j)} ,  (6.6)

Jj=1

rje cy ca P; o3nadene mporene uin alnpoKcuMalifje MaTpHIla IPeNUu3HOCTH JlepuHucane y
(6.1), xoje 3amoBO/baBajy orpanmdeme: P; > 0,Vj, a ca fi; IpoleHe CPEIHUX BPEIHOCTH
oarosapajyhnx ['aycoBux KOMIIOHEHTH, JOK Cy ca ; O3HadeHe OPUTHHAJHE KOBapHjaHCHE

MaTpuiie ['aycoBux KOMIOHEHTH KOjUMa Cy IIPUIPYKEHE OPUTHHATIHE MATPUIE TTPEIU3HOCTH
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2;1 I cpefbe BpeanocTn fi;. Ilom TepMmuHOM opurnHasHe MM CTBapHE BPEIHOCTH MOIPa-
3yMeBajy ce mapamMerpu laycoBux pacrojelia 3a Koje ce Bepyje ja Cy CTBAPHO T'eHepHucaJe
ojroapajyhe y3opke, MehyTuUM MOIITO TaKBe paciojesie OOMYHO HUCY TO3HATE, O] OpPU-
IMHATHUM Wi cTBapHuM (eHrs. ground-truth) BpemHocTHMa mapamerapa MOjeJIMHAYHUX
laycoBux KOMIIOHEHTH y HACTABKY M3jararba e ce cMaTpaTh HhUXOBE KBAJIUTETHE IIPOICHE,
yHaIpes1 J1o0ujerHe KOpUImhemeM PeJeBAHTHOT CKYyIla Mo/aTaka ca HEKOM OJ CTAHIAp/IHUX
MeTOJIa 3a IpoleHy mapamerapa ['aycoBux cmerna, kao mro je aup. EM amaropuram onucan
y Ilormasmy 3.3. Oryma ce 3a oBe BeJMunHe KOPHUCTU YBeJeHA HOTAIMja Ca IIPTOM H3HAT,
cuMOboJ1a, KaKo O ce acormpasio Ha y30padKy CPEIiby BPEIHOCT U y30PAadKy KOBAPUjaHCHY
matpuity. C 063upoM Ja JUpeKTaH mpeaMeT pasMaTparba y OBOM Pajly HUje KBAJIUTET IIPO-
nene GMM cucrema, Beh naunn anpoxkcumaryje seh odbyuenux GMM cucrema kopumhemem
pasIMIUTUX MOJIeIa 3a BUXOBY allPOKCHMAIln]jy, cMaTpahe ce Ja ¢y OpuruHajHe BPEJIHOCTH
napamerapa cucrema ojpehene yHampes, Ha ajeKBaTal HAYNH, U Ja UM OJIFOBapajy MOo3HATe

laycoBe cMmere ca myHnM KOBapUjaHCHUM MaTpHIlaMa 0e3 alpoKCUMaIluja.

Omno mro je 3aHuM/BHBO jecte 06juK u3pasa (6.6), koju je ycsojen y [270], amm u y
onroapajyhem marenty [133] y KoMe je ommcaHo UCTO TEXHUYKO DeIlierse, a Takohe u'y ¢dop-
mysaruju panuje nomenyror EMLLT mozena y [191]. Hanwme, Bpeanoct uspasa (6.6) koja
ce makcumm3syje TokoM obyke SPAM mosena ogarosapa nezamuenoj cymu KL dusepzenuyu
u3Mehy BuieuMeH3uoHaHIX ['aycoBux pacrojesia, OJHOCHO HEraTUBHO] BPEIHOCTU CyMe
nH(MOPMAIMOHUX pacTojama WK juBeprenim jedunncanux y llornasmwy 4.2, uspas (4.6).
Taunuje, nojeuuaune KL museprentie y (6.6) onrosapajy pacmojaruma usmelhy: Taycoux
pacriojiesia Koje IpeJicTaBibajy OpuruHajHe KomimoHeHTe ['aycoBux cMmerra (OpurnHaite y pa-
HITje OIMCAHOM CMUCIY Jia Cy CMellle MHUIIjaIHo oOyJdaBane 6e3 anpokcnmarmja) u ['aycoBux
pacriojiesia ojipeheHrx KOHCTPYUCAHUM aIlPOKCUMAIIjUMa TUX UCTUX ['aycoBUX KOMIIOHEHTH.
Bpenoctu pacrojama Cy J0/JaTHO IIOMHOXKEHE Te>KMHCKUM KoedHIIjeHTuMa n; Kako 01 ce
Jao Belin 3HaUaj KOMIIOHEHTaMa Koje ce Jentlie nojassbyjy y uspasy (6.5), a kao mocieuna se-
her 6poja y3opaka y cKyIly 3a O0yKYy HpUJIPYKEHIX ojiroBapajyhoj Kjacu dmja pacrojera ca
mozenyje ca GMM kome npuinaia mocMmarpana ['aycoBa kommoHeHTa ca nHaekcoM j. [lopexn
Tora, MOojeIMHATHN cabupiu yHyTap 3arpaja y (6.6) HECY y MOTIYHOCTH jeTHAKN HETATHBHO]
speanoctr KL nuseprente y (4.6), ¢ o63upom ja je u3 cBakor oj cabupaka y uspasy (6.6)
M30CTaB/BEH JIOJATHN YIaH KOjU OJ[roBapa JIOTapUTMY JeTepMUHAHTE CTBapHe (OpUTHHAJIHE)
KOBapHjaHCHe MaTpUIle, OJHOCHO WiaH Koju je v (4.6) osHauaBan ca — Indet X5. Pasiior je-
cTe TITO HABeJeHH UJIaH He 3aBUCH O] BPCTe TporieHe, oHoCcHO v KorTekery SPAM u SPTM
MoJlesIa OJ] HauMHa allPOKCHMAallje MaTpHIle MPEeNU3HOCTH, I1a Kao TaKaB HeMa yTHIaja Ha
TOK ONTUMU3AIUje y K0joj 6u ce uzpa3 (6.6) kopucerno kao nusbHa DyHKIMja, a MITO BAyKK
u 3a wiad d u3 (4.6), KOju U UHAYE TPEJICTAaB/ba KOHCTAHTY, ajli je TaKolje KOHCTaHTa Uy

OIIMCAHOM IIUPEM CMUCILY.
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Umajyhu y Buay pedeno, uspas (6.6) yoIiTeHo TieJaHO MOXKE Jia e MOCMAaTpa Kao CyMa
HECUMETPUYHUX pacTojarba obmka Dk, (N Al NB), rie cy opuruHajne pacrogene Ny oape-
Dene ca napamerpuma X u fi;, 10K ce Kopumihemem SPAM Mosie/ia anpokecnMupajy nusepsme

~ ~

KOBapHjaHCHEe MaTPUIIE Z;l, IITO ce O3Ha4aBa ca P; = Y1 a uemy ojirosapajy ampokcu-

J
Mallfje OPUTHHAIHAX pactofena wim Ny ca KoHcTpyrcanuM pacnogenaama mwin N, Koje cy
neduHnCcaHe ca KOBapUjaHCHUM MaTPHUIIAMa ij U cpeJibuM BpeanocTuMa fi;. C o63upoM ga
je nadOpMAaIMOHO pacTojalbe HECUMETPUYIHO, OUTHO je YOUUTHU JIa MOJIE/I 38 allPOKCUMAIIT]y
KoMmmoHeHTH ['aycoBux cmerra Kao mro je SPAM, a n kacamje npeamoxkenn SPTM, oaro-
Bapajyha pelerba KOHCTPYHUIIIE KPO3 AlPOKCUMAIIA]Y MHBEP3HUX KOBApPUjaHCHUX MATPHUIIA,
yeMy OJroBapa alpoKcuMalmja ,,apyre pacnojene’ wim Ny y onrosapajyhem uspasy 3a KL
nuBeprenily. HacympoT Tome, MeToj| 3a pEeTKO KOJOBalbe€ KOBAPUjAHCHUX JIECKPUIITOPA Y
[Tornasmwy 4.6.1 oarosapajyhy ampokcumalinjy KOBapHjaHCHE MATPUIlE TaKohe KOHCTpYHUIIe
MUHUMHU3AIUjOM HECUMETPUIHOT WHMOPMAIIMOHOI pacTojarba Koje MPeJICTaB/ba CIICINjaaH
ciayuaj KL quseprenie, ajm Kpo3 apokcuManujy ,apse pacrnogene” mwa Ny y oarosapajy-
hem mecumerpuunom uspasy (4.6). Ca gpyre crpane, y oba ciiydaja anpoKCHMAIAja TOIpa-
3yMeBa IpesicTaBy jeine o Marpura y (4.6), Y win Egl Kao JIMHeapHe KOMOUHAII]je ejie-
MeHaTa M3 IOr'0JIHO M3adpaHor CKyIla, HapaBHO 3aHeMapyjyhu cBe Jpyre 3HadajHEe Pas3/iuKe.
VIpKoc BEJIMKUM CJIMIHOCTHUMA Ha KOHIENTYAJTHOM HHUBOY, ITOMEHYTH HPUCTYIIH AIPOKCHU-
Maruju Ha 6a3u MUHUMHI3AIUje HHDOPMAIMOHOT PACTOjalba ce ulak (ycsel HeCUMeTPUIHE
npupojie KL nuseprenre) we mory cmarparu (opmysnanujaMa Koje MoYuBajy Ha MOTIIYHO
UCTHM OCHOBaMa.

Hawwme, sa ocHoBy omrrer uspasa 3a KL auBeprenity (2.22), anpoxcumayuja ,ipBe pac-
nozene” wim Na xpos munumusayujy pacmojarea Dy, (NA ||NB) ce MOYXKe TYMaduTU Kao
TpaKeme paclojese Koja 3HAYAJHY ,Macy’ W/ BEPOBATHONY MMa Ha CBUM MECTHUMa Ha KO-
juMa u ,,apyra pacmnogena’ mwim N MMa 3HaUajHy Macy, 9eMy OAroBapa MOKJIAIarbe IJIaB-
HUX MOJIOBa pacriojiesia, a nu3deraBajy ce cuTyalyje Kojuma 6 ojroBapao Heojipehenn uzpas
log% = log & — 00, KaJa Ou 3HaUajaH JIeO Mace alpoKCUMaluje OO PacHoJe/beH Ha
MeCcTHMa Ha KOjuMa je JIpyra pacrojiesa Oymcka Hyau. lIpeocrasie curyanuje y Kojuma cy
HEKHU O] MamUX MOJIOBA OPUTHWHAJHE pacrojesie ¢ Behn o anmpokcuMariyje p HUCY TOJUKO
npobJyiemaTuvHe jep He noBehaBajy pacTojambe, TaKo Jia je y IOCMaTpaHOM CJIydajy IU/b
aITpoOKCUMallnje MoKIallaibe TVIABHIUX MOJOBa allpOKCUMallije u opurutaja. Hacynpor Tome,
alpoKcuManuja ,, ipyre pactogese” wi Ng MoxKe Jia ce TyMadyd WM UHTePIPeTUPa Kao Tpa-
JKembe pacliojiesie Koja Macy pacuopelyje Tako jia cyrie rie ,apsa pacnojena’ wim N Huje
HyJIa, HH FheHa alpokcuManyja uin N He cMe OUTH HyJ1a, a 9eMy OJroBapa MOKJIAllaihe CPe/l-
IbUX BPEJHOCTH OPUTMHAJIHE PACIIOese U HheHe allpPOKCUMalldje, KaKo OU ce Kao U Y IPBO]

pa3MaTpaHo] BapujaHTH IIOHOBO M30erjia BeJIMKa BPEIHOCT KOJIMIHUKA log IL? y (2.22). Ha-

q(z)
PaBHO y CJIydajy CUMETPUYHHUX pacliojielia, Kao ITo je ['aycoBa, MOJI U Cpe/iiba BPEIHOCT Ce

MOKJIAIIA]Y, aJIu je YUIbeHUIIA Ja ce 00e paHuje orrcane popMyaaliije Koje IouInBajy Ha HCTOM
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npuanuny MuanMmusanmje KL nuseprenie (a HaMemeHe Cy anmpoOKCUMAIUjU KOBAPHjaHCHUX
MaTpHIa KOPHUIINEHeM PETKOT KOJIOBarha W AllPOKCUMAIIAjH MATPUIA MPEIU3HOCTH KOPH-
mthemem SPAM mogierna) umak oJf moveTka pas/nKyjy Kao HOCIeIUIA ,,pa3TnInTHX [I1/beBa’
IPUJINKOM MUHUMU3aIUje HeCHMETPUIHOT pacTojaba (6e3 063upa Ha JIpyre pasiuke Koje Cy
pesysraT 0cOGEHOCTH CaMUX MoJieia, MOTHBA FbUXOBE KOHCTPYKIIUje U HAYWHA PellaBarba),
1 Kao TakBe (y CKJIajy ca MPETXOJHOM JIMCKYCUJOM) MMAajy Jpyraduje IyTame Ka PeIiemny,
OJIHOCHO ojiroBapajylinM alpoKcuMaIujamMa MaTpuIa 3; Ui i;l. OjiHocHO, y mocMaTpaHa
JIBa IpUMepa, BpeTa Munumusanuje Dy, (N Al NB) oapehyje na mm hie koncrpyucana anpox-
cuMmaruja [aycoBe pacriojiesie mojipa3yMeBaTi pasJjarame KOBapHjaHCHE MATPUIIEC WU HheHe
uHBep3uje (Ipu YeMy ce MUC/IM Ha Ha4YWH MUHUMU3aluje pacrojama usMelly pacroesna kpo3
AIPOKCUMAIIN]Y ,IIPBE paciojiese’ Win aJTepHaTUBHO ,,Apyre pacrojese’, a He Ha C/Iy4aj
r7e ce HIIp. KOBapHWjaHCHa MaTpPHUIla IIpe pasJiarama 3aMeH! Ca CBOjJOM MHBEP3M)jOM UNME Ce
MOKe JOOWTH alpoOKCUMaIlija WHBEP3Hje, aan He qupeKTHo Kao Kox SPAM monena, eh ma

HoCpeJIaH HavlH Kpo3 ontumusanujy ,npse pacnogese” y KL nguseprenmmn).

MebyTum, najsanumbuBuju jgeo u3pasa (6.6) jecre naumn kako ce nosasehn o (6.5) j1o-
ouja (6.6), jep y uspasy 3a KBaJpaTHy JucKpuMuHaHTY (3.69), onHocHO n3pasy (6.2), nsmelhy
OCTAJIOT HeMa HU 4JIaHa KOju OM 0/IroBapao CKaJapHOM IIPOU3BOLY tr(ijf’j), a Koju ce Toja-
Bibyje y uspasy (4.6) sa KL musepreniy usmeljy [aycoBux pacnogena, na u y uspasy (6.6).
Ca gpyre crpane y uspa3dy (6.6) ce HUTJe eKCIUTMIIUTHO He I0jaBJbyje T KOje je MPUCYTHO
y (6.2) xkpo3 wnan fi, 10K y (6.2) Takohe nurye He bUTYPHITY WIAHOBU KOJU CajpKe 3, I
fij, koju cy mpucyTau y (6.6). Ozxrosop je y unmmenurm ga je uspa3 (6.5) medunncan xao
cyMa BeJIKOr 6poja Jjiorapurama BepojiocTojHoctu ofapehennx ca (6.2).

Y Ilpuory 3 mokazano je jia IpolleHa mapaMeTapa Ha OCHOBY KPUTEPHU)yMa MaKCUMaJTHe
BEPOJIOCTOJHOCTH, YeMy 61 0/IroBapao 1 ONTUMU3AIMOHN TPO6/IeM IporieHe mapamverapa (6.2)
y Kome 61 u3pas (6.5) mpejcraB/bao mu/bHy (DYHKIIN]Y, ACUMITOTCKE KOHBEPIUPA Ka, [IPOIEHH
KOja MUHUMUSYJE UHPOPMAUUOHO pacmojarbe m3Mehy pactojiesie ca CTBAPHUM BPEIHOCTUMA
napamerapa (,,ipBe pacrojiesie”’) u pacrojese Kojoj oJroBapajy HpolleHe napamMerapa n3Be-
JIeHe Ha OCHOBY MaKCHMHU3aIlUje HUXOBE BEPOJIOCTOJHOCTH (,JIpyre pactojese’), a ITo ce
y IOCMaTPHOM CJIy4ajy cBoju MuHmMu3arujy muxoBe KL jnuBeprenre. Y ckiajy ca TuM,
[PU JIOBOJBHO BEJMKOM U KBaJUTETHOM CKYIy 3a 00yKy, uspa3 (6.6) jecre rpaHndHa Bpe-
HocT m3pasa (6.5), npu demy he yrunaj KL muBeprenim oHnx KOMIIOHEHTH Koje ce derihe
nojassbyjy ouru cpasmepuo sehu y xonaunoj spejgaoctu (6.6). ITopen onmcane maTeprpe-
tarmje, Moryhia je ycrocTaBUTH M HemTO JUpeKTHHjy Besy m3mely (6.5) m (6.6). Ako ce
IPETIOCTaBU Jla je HPOoIleHa CpeJibe BPEeJIHOCTH [i; Heke ['aycoBe KOMIIOHeHTe BeoMa, JI0-
Opa u npuUOJIMKHO jeJIHaKa CTBAPHO] BPEIHOCTH, OJHOCHO JIa je Y aCUMIITOTCKOM CJIydajy
BeJINKOT Opoja y3opaka HIPUOJIMZKHO jeJHaKa y30pauKoj CPeiboj BPEIHOCTH [i; KOja ce II0-

Jyziapa ca cTBapHOM BpegHoimhy, fi; & fi;, Tajga ce Ha ocHoBy (6.2), mosmazehn oz 36mpa:
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— % ﬂjT f’j fi; 1 KBaJpaTHe dopme —% T I:’j xr, MOXKe HAIMCaTH Ja je KBaJpaTHa (opMma:
(z — ;)" P, (x — ji;) = (x — ;)T P, (x — [i;), & NOIITO HABEICHN N3Da3 IPE/ICTAB/bA CKAJIAP,
rakobe Baxu 1a je: tr((z — ;)" P, (z— i) = tr((z — ;)" (z — ) lsj), ofakJjie y3umajyhn
y 003up ma y (6.5) mocroju cyma BeIHKOr 6poja OBAKBUX WJIAHOBA, a Jia je Tpar JIMHeapHa
orepalija u Jia ¢ 003UPOM Jia je & BEKTOpP KOJIOHa Koja (popMupa ojroBapajyhu crosbalrmbu
IIPOM3BOJI IIPBH JI€0 IPOM3BOJIA YHYTap IIPETXOJAHOI N3pa3a JUIN Ha JeUHUIMOHN U3Pa3 3a
y30paduKy KOBapHWjaHCHY MATPHUILY, CJCIH Jia je:

nj

2 n; tr <ni] (zij — 115)" (w55 — [15) f’j> ~ n; tr(%; f’]) . (6.7)
i=

To 3naun ja BpeaHoct (6.7) y aCHMITOTCKOM CJIydajy BEJHKOr 6poja y3opaka 0JroBapa ca-
OUpKy Koju ce nojasibyje y uspasy (6.6), nomro y3opauka KoBapujancHa marpura y (6.7) y
TOM CJIy4Yajy TeXKM CTBAapHO] KOBapHjaHcu mocMmarpane ['aycoBe KoMImonente, JIOK ca Jipyre
crpane (6.7) jecre u neo KL nueprenme usmely crBapue [aycose pacrosiesie u mbeHe ampok-
cumanuje y (6.6). Tume ce momarao noreplhyje Beh nuckyToBaHa acHMITOTCKA Be3a W3-

meby (6.5) u (6.6), Koja je Ha HEIITO APYraduju HaYWH pasmarpana u 'y |76, 191].

Kao mTo je Beh 6uiio momenyTo y 3ak/bydHOM KOMEHTapy Ha Kpajy uzjarama y llorma-
BJbY 4.5, TI0JI TPETIIOCTABKOM JIa j€é Y KOHTEKCTY KOHCTPYKIIMje ONTHUMU3AIMOHOT MpobyiemMa
HAMEHeHOT IMPOIEHN IMapamMerapa Mojena 3a amnpokcnmannjy GMM y acummrorckom ciry-
qajy fi; ~ [i;, (meratusua) cyma KL nusepremmu y (6.6) moxe na ce mocMmarpa u Kao (He-
raruBHa) cyma Byprosux mMarpudHux guseprennu Dy <Z_]j, f)j>, nedunncannx y (4.17), rie
je f];l = pj. Y tom cmucty npejoxkeran SPTM mMojen 3a peTKy pernpeseHTaryjy MaTpuiia
nperu3HocTu, kKoju he 6utn npejcrasben y [lormasmy 6.3 u koju mporupyje dopmynanujy
SPAM wmogmena umja obyKa ce 3acHUBA Ha (HEraTHBHO]) BpeIHOCTH n3pasa (6.6), oapeluBame
ONITUMAJTHE PETKe allPOKCUMAIlUje MaTPUIla MPENU3HOCTU TaKohe 3aCHUBa Ha MUHUMU3AI]I
cyme byprosux juBeprennu Dy (Z_]j, f]]> Taxobe, kao 1ToO je Beh AUCKYTOBAHO, PETKO KO-
JIoBame KoBapujaHcHux Jjeckpunropa y [lormasmwy 4.6.1 ce ncro 3acHrBa Ha MUHUMU3AIIA]U
Byproeux juBepreHiy, ajn Kpo3 ONTUMEA3AIIN]Y TIPBOT aprymenta (4.17), gemy 6u ogropapao
n3pa3 Dg <f]j, ij> 7 KOHCTPYKIIHja aITPOKCUMAIIN]e f]j, a He KOHCTPYKITHja alTpoKCUMaIinje
MaTPHILE IMPEIU3HOCTHU, OJTHOCHO f’j = ZAJ;I, kao y SPAM u SPTM wmogmeury.

Meby mapamerpuma SPAM mogesna, o3HadeHuM ca é, KOje je MoTpeOHO OJPEeIUTH Oll-
TUMU3AIUjOM BPEJIHOCTU (PYHKIIN]je E(@), nedunncane ca (6.6), youasajy ce jiBe 3HavajHe
rpylue, 0= (étiecb éuntied)v

[TapameTpu Opica = Vg cy T3B. 6e3anu (eHru. tied) mapameTpu, OJHOCHO Hapame-
TpU Koje jeje cBe [aycoBe KOMIIOHEHTE y CHUCTEMY 3a IIpelo3HaBarbe, 0K Cy Ounticd =
{/lj,f&ﬂj =1,.. .,M}, HEBe3aHU WU T3B. CA0000HU TIapaMeTpH, KOju ce Pa3/InKyjy O/1

KOMIIOHEHTE 0 KOMIIOHeHTe, jedunnmyhn Ha Taj HAYWMH HBUXOBY IIPEJICTaBY y CKYIY 3ajell-



168 @opmysalja npobjeMa IIpoleHe rmapaMeTrapa MoJjesia 3a allpOKCUMAITH]y

HUYKUX WK Be3aHuX napamerapa Wy .

Y HacTaBKy W3jarama he OWTH pasmMaTpaHa IIOCTaBKa Ca YPaBHOTEYKEHUM CKYIIOM y30-
paka 3a o0yKy X, IOy uuMe ce Tojpa3yMeBa Jia je YKylaH Opoj y30paka cBake OJf Kjaca
UM KaTeropuja MCTU, OJHOCHO Ja Cy BPeIHOCTH Opojada n; HpHAPYyZKeHe IojeMHauHIM

KOMIIOHEHTaMa Pa3JIMIYUTUX FayCOBI/IX CMeEIIa ucTe.

Kao mrro je muckyroBano, onTuMHU3alifja mapameTrapa Koja om Oma dhopmy/ncana Kao
MaKCUMU3AIMja BEPOJOCTOJHOCTH, OJHOCHO MakcuMusanuja (6.6), jecre eKBUBAJIEHTHA MU-

HI/IMI/IBaHI/Ij 1 KOMIIJIEMEHTapHOI! KpI/ITepI/ijMaI

£0) =3 Dia(G116)). (6.5)

j=1

rje je ca Dy, (g} I Q]) osnauena Kullback-Leibler nusepreniia namely opurunasne ['aycose
xommonente G; = N(z| fi;, ;) u mwene anpokcumammje G; = N (z| fi;,%;). TIpema tome,
ornrruMu3arnoru mnpodsem obyke SPAM mojena koju ouyBaBa HHMOPMAIIMOHU CaJIP¥Ka] OPU-
runaianx GMM y cucremy 3a cTaTHCTHYKO Tpero3HaBame 00K 38 KOjU e KOHCTPYHIIe

SPAM amnpokcumarinja, MOXKe Jia ce NCKayKe Kao:

O* = arg max [,(é) 1.0. f’j =0,7=1,...,M. (6.9)
e}

Cwmarpajyhu j1a je y pasMaTpaHOM acHUMIITOTCKOM CJIydajy MPOIEHa CPEIbUX BPEIHOCTH
nojejnHadHuX ['aycoBuX KOMIIOHEHTH yBeK BeoMa JloOpa, IITO 3HAYH JIa je [i; ~ [ij, Vj, Ha
OCHOBY CTPYKTYype m3pa3a (6.6) makcummzarmja (6.9) je ekBuBasienTHa caenehem onTuvusa-
nuoHoM 1pobiiemy, [10, 133, 264, 270]:

(A", 0%) = ar(g/;\r\ll})aXE(A, U) mo. P;>=0,j=1,...,M, (6.10)

rJie je

M

L (A, \I/) = Z n; {lndet Pj - tI‘(Z]‘ PJ) } s

j=1

rratka QyHKIuja y ogHocy Ha aprymente (A, W), a A={A;|j=1,..., M}, u ¥ = V.
Kaxko nuje moryhie ncrospemeno onrumuzosatu L (A, W) y oxnocy Ha obe rpyle napa-

Mmerapa cajapxane y (A, V), o3HaueHe kao cjiobojne u Besane mapamerpe SPAM mojena,
nn/bHa PYHKIM]ja ¢ ONTUMMU3Yje He3aBUCHO 110 I'pyliaMa KOOP/IMHATA, OJJHOCHO HAM3MEHUIHO
ce ONTUMU3Y]y TEeKMHCKN KoedunujeHTn A, pernpe3eHTalnje i mpeJcTaBe CBUX |aycoBux
KOMIOHEHTH y 6a3u ¥ BEKTOPCKOT MOTIPOCTOPa JuMeH3uje K, a 3aTuM y HApeTHOM KOPaKy
CBAKOT OITUMU3AIHOHOT IIUKJTyca ce 0DoJbIaBa U KOHCTPYKIja 6ase W, MITo je craHap/iHu

npucryn Kopuiihier u 'y [10, 264, 270], ajm u y omimrem Ipuiady yuery PEIHUKA 38 aHATI3Y
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CUTHAJIa MpUIarohery mUXOBOM caapxkajy, omucanoM y llormassmy 5. Ilpmamkom mmrnte-
merTarje SPAM mojesra kopuihere y 0BOM paJly, IMOCTyIIaK HAN3MEHUYHE OINTUMU3AIIN]E
CJIODOTHIX ¥ BE3aHUX [TapaMerapa Mojesa je HHUIUjaIn30Ba Ha HaduH onucan y [133, 270],

amm cy Takohe moryhn u apyrauuju npucrynu, kao y [10, 264].

Onruvuzanuja eslemenara 6aze U je moryha na TakaB Ha4YWH Jla ce CBU eJieMeHTH Oa3e,
U = {Sk| k=1,..., K}, ucroBpemeno KOpuryjy y mpapily ONTUMAJHOL pelliema Kopwuirhe-
heM HEKOT 07 METOJIa 3a JIMHUjCKy nperpary (enrii. line search), xkao y [133, 270], kaza ce y
CBaKOj UTEPAIUjH JTOCTHIKE JIOKAJIHU onTuMyM nusbhe dyukiumje L (A = const., V) u3 (6.10).
Ca sipyre cTpane, moryhe je yCBOjUTH ¥ IPUCTYI ONTUMU3AINjE IO KOOpIuHATaMa, Kao HIIP.
y [10, 264]. Nmmaemenrtarnuja pedeperntaor SPAM mogesna y oBoM pajy nparuhe mpucry
npejioxken y [133, 270]. Ha kpajy, urepatuBHa mporeiypa Koja ce KOPUCTH 3a IPOIEHY

napamerapa SPAM, amu trakohe u SPTM momena, Moxke caxkKeTo Jia ce OIuIle y JIBa KOpaka:

a) OnruMusanuja TeXKUHCKIX KoedUIrjeHara mpeJcraBe cBake 0Jl MaTpHia y 6asu:

~

AT — argmax £ (A, \I/(t)) mo. P; >0, (6.11)
A

6) Onruvusanuja 6a3e BEKTOPCKOT MOTIPOCTOPA:

P+l — arg max L (A(H_l), \I’) 11.0. f’j = 0. (6«12)
v

6.2.2 OnruMmusanyja TeXKUWHCKUX KoedulmjeHaTa IIpeAcTaBe MaTpuila Hpenu-

3HOCTH Yy Oasu KOHCTPYHUCAHOI' BEKTOPCKOI' ITIOTIIPOCTOPAa

Omnrnmusanuja Texunckux koeduimjenatra A = {A;|j=1,...,M} y oksupy SPAM
arnpokcumaruje M TaycoBux kommnonentn y GMM cucremy 3a mpeno3nasarbe, Jedunucana
y (6.11), mosia3u o1 peTHocTaBKe ja cy rpajuBHU ejleMenTn 6a3e ¥ y 1aToM TPeHyTKY He-
npoMensprBU. 3ajartak (6.11) je ekBuBasenTan pemiaBarmby M HE3aBUCHUX ONTHMU3AIMOHUX
notipobyiema, j = 1,..., M, npuapyxenunx cakoj ox M ['aycoBux KOMIIOHEHTH:

A: = argmax £; (A;) mo. P; >0, (6.13)

J
J

rjie je ook oarosapajyhe SPAM amnpokcnmarimje f’j MaTpHUIle TPENn3HOCTH i;l neduHICAH
ca (6.1). Ha osom mecry he rakolje 6utn ykazano Ha jenan jera/b 3a koju cy ayropu [40]
cMaTpaJu Ja Huje 61o JI0BO/LHO pasMorper y pedepennu [270] koja je uzabpana Kao 0CHOBA

3a uMmIuieMenTaiujy pedepenraor SPAM mojena.

[lomro je dynknuja Indet(-) konkaBHa ¥ tr(-) JuHEapHa olepalja, a y3 yCJIOB Ja je
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lf)j > 0, mokasyje ce na je XecoBa MaTpuia ckaiapre musbHe dyuknuje L; (A;) BeKTOpCKe
npomerbuBe A; (nm Xecujam, Kako ce oIl Ha3MBa, HAKO Ce [0jaM Ca MCTUM HMEHOM KODH-
CTH U 38 JIETEPMUHAHTY X€COBe MATPUIIE) YBEK HEIATUBHO JIeDUHUTHA MATPHUIIA, IIITO TOBOPU
na je mbHa dyskmja y (6.13) konkaBaa. OnHa je Takolje HempeKujHa U KOEPIUTHBHA Y
onHocy Ha Aj, MTO 3HaYM Ja IPU HEIPOMEHJ/BUBO] BpeAHOCTH Oase W y CBaKOj MTepaIljn
nocroju MakcumyM (6.13). Mebyrum, ako je {Isik)} HEKa CEKBEHIa k y3aCTOIHUX AIllPOK-
cumaruja ucre l'aycoBe KOMIIOHEHTe WHJIEKCUpaHe ca j, popMupana mporecoM UTePATUBHE
ornruMmusarje (6.13), Kako CKyI MO3UTHBHO JeUHUTHUX MATPHIA HUje 3aTBOPEH (EHEroBO
3aTBOPEHHE je CKYI TIO3UTUBHO ceMU-/1e(bUHUTHIX MAaTPUIIA), Y TPAHUTHOM CJIydajy MOXKe Jia
ce JIorojin Jia Kajga k — oo, pe3ysTyjyha P’ y TPAHUIHOM CJIy4ajy ,HaIyCTU JI03BOJHEHU
CKYTI IS], >~ 0 nedunucan y (6.13) u nocrane mo3uTUBHO ceMmu-JeduHnTHA. bBe3 063upa Ha
T0, npommupenn npobem: Aj = argmax, L; (A;) mo. f’j = 0, umak wMa jeJIMHCTBEHO
pereibe. Ca Jpyre cTpame, MOIITO je CKYIl MO3UTUBHO JAeUHUTHUX MATPHIA I'YCT Y CKYILY
MO3UTUBHO CeMU-JIe(PUHUTHUX MaTPUIIA, TPUIUKOM IIPAKTUYHE PEAN3allije ONTUMI3AIIOHe
mporie/iype, y Konaduom 6pojy kopaka K moryhe je npuhu npousBo/bHO OJIM3Y jeINHCTBEHOM

- (K
pelliery MPoIrpeHor mpobJema, a Jia Ipu ToOMe U Jajbe Oy/ie UCIYHEH YCI0B P; ) > 0.

[To yzopy na [270], 3a mymepuuko permabatbe (6.13) 6ulie kopumihen HbyraOoB MeTos
JMHUjCcKe Tiperpare (Bujern u [264], rie je takolje kopurihen EbyrHos meron, amu u [10, 76],
rje ce Ha CJIMYaH HAYUH ONTUMU3AIMOHA IPOoIeLypa (hopMupa y KOHTEKCTY yormreHor EM
agropur™a). Kipyarm meo HbyrHoBOr asropmrma jecre oapehuBarbe ONTHMAJHOL IPABIA
nperpare, Koju ce y ciaydajy (6.13) mspauyHasa Kao:

ANy = (AN, .., AN = —H1(A) VL, (A), (6.14)
rje je H; (Aj) Xecosa MaTpura nian Jakobujan rpajujenta ckanapue dynknumje L; (Aj) KOja
je mobpo nedunmcana u orpanmdeHa, a A; je BeKTOpCcKa IPOMeH/bUBA, JOK je ca V.L; (Aj)
osnaven rpagujent £;(A;) y mMeHuIan mwim BeKTOp-KOJIOHa HOTauuju, ogpocto A; € R,
H; (Aj) € REXK VL, (Aj) € RX. Haxon oxpehuBama ONTHMAJIHOT HpaBIa IpeTpare, y
HACTABKY Ce Kao JIe0 JIMHUjCKe nperpare nyxK npasna AA; € RS mesasucro 3a cBaxo 7,

pemraBa IpobsieM onTuMusalyje nomMohne ckasapue yHKIUje ¢, cKaJgapHe IPOMEHIbUBE O

" = argmax ¢; (o) 1.0 f’j =0,

(6.15)
¢j(a) = Lj (N + aAN;) — L5 ()

Makcumusanuja y uzpasy (6.15) npejcrasiba jegan o M ONTUME3AIMOHEX TOTIIPOGIEMA
Ha KOje ce JIeKOMIOHyje mosasuu mpobsem (6.11) ca orpanmuemumMa ISj > 0, Vj. Cwmucao
KOHCTpyKIuje omohue dyuknuje ¢; (a), nedunncane y (6.15), a 3a Kojy ce Hokasyje 1a je

jemnaka (6.17), jecre Tpancdopmarmja moderte dbopmynaimje (6.13), Koja npousuiasu u3
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(6.11), y mpobJiem JIHHIjCKe IIpeTpare MHTepBasa, Y KOMe ce ONTUMAJIHO PeIlehe TPOHaIa3H
[pU ONTHMAJIHO] BpeJHOCTH Kopaka . Osaksa Tpancdopmanuja (6.13) y (6.15) moryha je
3axBaJsbyjylin panuje ncrakHyTuMm ocobnnama nusbte yukmuje y (6.13). Mehyrum, kao mro
je nokazano y [270] (y oxsupy Tepbhema 1/]270], koje npoucrutde u3 TBphema CIMIHOT Ka-
paktepa y [10, 76]), koncrpyucana dbynknuja ¢; (o) Takohe mocemyje HorogHe 0CoOHHE Koje
omoryhasajy Jia ce ONTUMUBAIMOHY NPobAeM ca o2paHuveruma, Tipukasan y (6.15), mparc-
popmuwe y ONTUMHUBAIMOHA NPOOAEM AUHUJCKE npempaze 6e3 02panuyerva, Al Y3 yCJIOB
Jla ce MoTpara 3a ONTUMAJIHUM KOPaKOM o o/iBHja Ha yHAIpes JedUHICAaHOM OTBOPEHOM
uHTepBay. Tako ce, mpema [133, 270], 3a cBako @, KOje 3a HEKO j TpeJicTaB/ba JeJIUHCTBEHO
pememse (6.15), moxke nponahn Heko afﬁix, y HaCTaBKy CKpaheHO .y, 3a KOje BaxKH Ja
je Oz; < Qmax, THE j€ Qmax > 0 medunncano kao Hajseha moryha Bpemgroct o € R, 3a Kojy

BasKH Jla je MaTpulla IPEIU3HOCTU HAKOH axKypupama, P; < P; + aR;, u name nosurusno

JebUHUTHA MaTPHUIA 3a HEKY HPETXO/IHO ojipeherny BpeJIHOCT OCHOBHOI IIPUPAIITAja:

K
Rj =) ANS, (6.16)

k=1

KOjU IIpeJicTaB/ba ,JIpaBal]’ Jy?K Kora ce asKypupa TPeHyTHa aIlpOKCHMAIlW]ja f’j MaTpuIe
nperusnoctu Pj. Hajmama ropma rpanuiia onTUMaJiie BPeJHOCTH KOpaka JMHHUjCKe IIpe-
Tpare y (6.15) ompebena je ca amax = sup Br;, rae je Br, = {a ER| f’j + aR; >~ O}, a
aKo CKyn Bg, HHje OrpaHIdeH ca Iopie CTpane, Topiba IPaHuila KOpaka IIpeTpare, y3 Masy

3JI0ynoTpedy HOTaIMje, MOXKE Ja CE O3HAUM Ca (pax = +00.

To 3naum ja Ipu Tpaxkemy o, 3a OUJIO Koje j, OrpaHuverhe f’j > 0 mehe 6utn HapyIeHo
aKo je IPHU TOMe 3aJI0BOJbeHa ojiroBapajyha nejeJHakoCT a < Qupax, OJJTHOCHO JIa CE 3aXBasby-
jyhiu HaBejenoj HejeqHakocTu nojasnu npobiaem (6.15) rparcdopmuiie y onTUMU3AIMOHN
po0JieM 6e3 orpaHuteba, Yije peliehe je oJpeheHo ONTUMATHOM BPETHOIINY Kopaka J100u-
jEeHOT JIMHUjCKOM IIPeTparoM Ay mpasia oxpebhenor ca AA;, oz yciaoBoM na o € [0, Gpax)-
Ospe hie momarno 6utm momenyTto u ma ce y gokasy Tephema 1/[270] (Bumern Takobe u

[Tpumor A y [270]), kao mosasHa Tauka Kopuctu cieehin ommreazkehn uiaenrurer us [10]:

det (f) + aR>
det P

f(a) =In —atr(ER) = ) Im(l+aw,) — atr(ER), (6.17)

~

rie je R mpousBosbHa cumerpuyuHa Mmatpuria, P > 0 je TpeHyTHa alpoKcHUMalldja OJIroBa-
pajyhe marpurie nperusnocTu, X > (0 je opuruHasna KoBapHUjaHCHA MaTpPHIA ojrosapajyhe
laycoBe komIOHEeHTe, IpU YeMy HAKOH aKypuparba Takohe BaxKu Jia je P+aR = 0, a
W, je p-Ta IO BPEIHOCTH COICTBEHA BPEIHOCT MaTPHIIE: 13‘71/21%1571/2

tera (6.17) 6ulie npukasano y oksupy Ilpmiora 4, amu Tpeba mvaru y Buay na je f(«)

. 3Bobhemwe umentu-
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y (6.17) mcro mro u ¢; (o) y (6.15), camo 3ammcano y Horanuju 6e3 uHuexca j. Mmmuimuran
yCJIOB cajipKan y uienturery (6.17), a koju npouctude u3 jiebuHUII]e JOrapUTMa U TIPEMa
KoMe je: 1+ aw, > 0, Vp = 1..d, 06e30ehyje na he HakoH axKypuparma BPEJHOCTU MaTPHIIC
P> 0ca CUMEeTPUYIHOM MarpuioM R mpu ycBojeHOM Kopaky «, 6e3 o03upa Ha JeUHUTHOCT
R, u nmasme 6uTn ouyBaHa JIe(DUHUTHOCT HOBE MATPHIIC P+ aR = 0. Hagesiena mnejemna-
KOCT, 3aCHOBaHa Ha COIICTBEHHM BPEJHOCTUMA Wy, oMoryhaBa Jla ce oJpen HajMarba I'opIba
IPaHUIla 338 BPEJIHOCT ONTUMAJIHOI KOpaka y mporiecy JimHujcke mperpare y (6.15), a koja

0be30elyje o3uTuBHY J1e(pUHUTHOCT axKypUpPaHOr pellemha y HOBOj TaYKu U ojipeheHa je ca:

+00, R
(6.18)

Qmax =

=0
min {—1/w,| w, <0} , R<0 wiu R umje nedpunnrua.
P

[Ipukazanu u3pas ce JIOHEKJEe pas3JinKyje oJi m3pasa KopHIheHOr 3a ojpehuBame Q. Y
JIOKa3y ersucTeHIyje u jequacreenoctu o y oksupy Tephema 1/(270] u npornexypu mpeio-
xkenoj y [133, 270], rue kaja je 6Gapem jejiHa 0 CONCTBEHUX BPEIHOCTH w),, HEraTUBHA OJIIO-
Bapajyha ropma rpanuna nuje crpuktia Kao y (6.18), Beh je ompebena ca: max —1/w, =
—min {1/w,| w, < 0}. Kao goma rpanuma narepsaja y KoMe ce TparKu OHTHMaJI];{a BPETHOCT
Kop];Ka y [133, 270] je ycBojena Hysia, OJJHOCHO YCBOjEHA j€ MPETIOCTABKa JIa & MACKHMYM
koHKaBHe dyHKIHje y (6.15) Hama3m gecHO o1 HyJie, YeMy OJIrOBapa I0JIa3Ha MPETIOCTaBKa
Tephema 1/[270] na je f'(0) > 0, 10k je 3a seBy rpanudHy BpeHOCT [’ ((pmax) HOKA3aHO 1A
Baxkn Ja je  lim  f'(a) < 0.

O—>Qmax

3a pasznuky o uMmiieMenTanyje y [133, 270], koja crarmonapny Tauky ¢; (o) y (6.15), oa-
HocHo koper o, f' (a*) = 0, onpelhyje ureparusunm Hbyra-ParnconoBum mMeToi0M HA OCHOBY
AHAJUTUYKIX U3pa3a 3a IPBU U JIPYTU U3BOJ ¢; ((v), y OBOM pajy je 3a HyMePHYKO pellla-
BaIbe [OCTaB/LEHOI IIPObJIeMa, JTUHUjCKE IIpeTpare Ha/l MO3UTUBHUM UHTEPBAJIOM oapeheHnm
ca (6.18), kopuiilien urepaTuBHE aJropuTaM GUHADHE [IpeTpare ca MOJOB/bEHEM HHTEPBAJIA
U ayKypHpameM I'DaHulia mperpare Ha OCHOBY Bpeanoctn 3uaka f’(a), m3pasz (6.19). Pa-
3JI0T 3a OBakKaB u300p jecre mTo je mpuinkoMm ooyke SPTM momena, Kox kKora oarosapajyha
dyuknja Huje audepennujadbmiaa kao Ko SPAM, kopunthen mocrymnak JTUHIjCKe TIpeTpare
6e3 m3padyHaBamba JIPYror W3BOJIA, Ma je OJIyUeHO Ja Ce MPUINKOM TParKermha OMTHMATHOT
KOpaka 3a aXKypupame TeKHHCKUX KoedurmjeHara y oba ciaydaja, 1 SPAM uSPTM, kopu-
CTH MCTH HyMEPUYKH IIOCTYIIaK, IITO 3axBasbyjyhin ojrosapajyhinm rapanmujama penierma He
yrude GUTHO Ha KBasuTer pedyararta. llpermocraeka [133, 270, ma je f'(0) > 0, uemy Ha
ocuoBy (6.17) u (6.19) ogrosapa: f'(0) = 22:1 w, — tr (X R) > 0, nako Bpsio BepoBaTHa y
ciydajy Kaja je BehuHa COICTBEHUX BPEIHOCTH W, JI0BOJBHO HO3UTUBHA, 3aHeMapyje Moryh-
HOCT JIa MAaKCUMyM ojiroBapajyhe dyHKImje Mozke GUTH U JIEBO OJ1 HyJIe, OJIHOCHO JIa OCHOBHA

HejenqHakoct 1 + aw, > 0, Vp y ciaydajy mosuTuBHUX w, MOKe ja Oyle 3aJ0BOJbeHa U 3a
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a < 0, weMy 06m y ciIydajy HEKOT IIO3UTHBHOT w, Koje je 3HadajHO Behe of myse cBaKakKo
MOTJIO JIa OJIrOBapa M HEKO HETaTUBHO (v BeOMa OJIMCKO HYJIH. Y TOM CMHUCIIY, J0Ha IPAHUIA
ONTUMAJIHOI KOpaka Koja je ycBojena y [133, 270|, asu u y pedepeHTHO] UMILIEMEHTAIM]H
y OBOM pajiy, a Koja je jeJHaKa HYyJIM, Takohe HHUje CTPUKTHA, ajd je 3a Pa3JuKy OJl TOPHe
rpanute y [133, 270] nomepena ka yuyTpamtsmsHocTH ofroBapajyher narepsaia. Ca npyre
crpane, y oarosapajyhoj nporenypu koja he 6wtm kKoncrpyucana 3a npejioxenn SPTM
MOJIEJI, TOPHha U JI0Fha IPAHUIlA OJIroBapajyhe JIMHUjCKe IpeTpare Koja Boju ka o he outn

CTPUKTHE ¥ M3BeJieHe 1o aHajgoruju ca (6.18), kao dyuknuje nedunnrnoctn marpure R.

Konkasnocr f («) y (6.17) ce moka3syje Kao KjbydHa 0COOMHA y JTOKA3y €r3UCTEHIje U je-

JMHCTBEHOCT perera (6.15), ¢ o63upom Ja je wa ocuoy (6.19): f” () = — Zzzl (Hw;wp)?.
Hanwme, f (o) npunaga ckymny C?(I) mudepennmjabunnux GyHkiuja najl unrepsagoMm I, npu
gemy je f'(a) < 0 3a cBako o € I, Tjie ce y CKJady ca IPeTXOIHOM IHCKYCHjOM IO MH-
TepBajioM [ mompasymeBa JOMeH [0, Quuax) Y KOME Ce TpazKé OINTHMAJHO o, a y KoMe je
3axBasbyjyhu IpaHMYIHO] BPETHOCTU (ina.x YBEK 00e30eheHo a je axKypupaibe y CKajly ca
OT'paHUYIEHEM: P +aR > 0. Onramanne BpeaocTu o'y (6.15), kao o je mokazano y [270]
¥ HPETXOMHOM M3JIaraiby, IPOUCTHYY U3 aHaum3e 3uaxa f (o) Hag uHTepBagoM [0, Omay) ¥

Pa3/IMYIUTHM CIleHAPUjUMa Koje JeduHuIne aepuHuTHOCT cuMmeTpudne marpuiie R, a koja

3aBucu o Bpeanoctu (6.14).

Mebyrum kaja je Ha Huoy (6.14) ucnymwen ycios onrumasnoctu (6.13), a mro moapa-
symeBa 1a je Hopma rpaaujenta V.L;(A;) Gmucka Hymm, morpeba 3a Ja/bUM UTEPATHBHIM
axkKypupameM 1ocrojehie ampokcumalmje f’j MaTpUIle TPEIU3HOCTH ij_l pecraje, OJIHOCHO
UTePATHBHO ayKypHpame TeXKUHCKIX KoeduimjenaTa A; perpeseHTaIje NIl IPpeIcTaBe o7l
rosapajyhe I'aycose KOMIIOHEHTE ca MHJIEKCOM j Y KOHCTPYHCAHOM BEKTOPCKOM IIOTIIPOCTOPY
ca 6azom U kopumihemwem HbyrHoBOr Meronma jonasu o ontumyma (6.13). Sanumibubo je
IPUMETUTH J1a 1opes yeaosa ontumarnnoctd ||AA,|| ~ 0, koju yrude Ha Bpeanoct marpure R,
noTpeba 3a azKypuparmeM A; IpecTaje 1 Kaja je onTuMaJsHu Kopak o ~ (. Hanme, nmajyhn
y BUIY Ja Cy W, COICTBEHe BDPEJHOCTU MaTpUIIE pRp
Tpara KBaJpaTHE MATDPHIIE: tr(pilﬂRpilﬂ) = Zzzl w, = tr(f)ilR), Ha ocuoBy (6.19)

d

yenoBy ontumasnoctn o & 0 oxrosapa: f'(0) = >, w, —tr (X R) ~ 0, onakye ciean

1 Jla je Ha OCHOBY ocoOuHa

na je tr (f’_lR) ~ tr (X R), a mro 3Haun 1a je anmpokcuMaryja MaTPHIE MPEIU3HOCTH TI0-
CTUTHYTa y TPETXO/IHO] UTEPAInju, OJHOCHO HeHa WHBEP3Uja 13‘_1 BeoMa, OJIMCKa CTBApPHO]
KOBapUjaHCHO] MaTpuIiy . AjrrepHaruBHO, ontuMusanuja (6.13) mpecraje HAKOH yHAIpes
neduHICcaHOr MaKCHMaJHOT 6poja ureparuja, koju je y [133, 270] o3nauaBan ca cuM60I0M
Nuntieq- CIIMYIHO, YCIOB 3a KOHBEPTEHIIN]y TadHe JIMHUjCKe rperpare y cBakoM oj M Hesa-
BucHux noripobdiema (6.15) jecre pemykimja anconyTae Bpeamoctn f (), Ia ce Kao yc/IoB
TepMUHAIje UTepaTUBHE IOTpare 3a ONTUMAJHUM KOPAKOM HAaKOH ! uTepalruja KOPUCTU

|f" (ay)| = 0, mmm ynampes gedbunncan Maxkcumasnu 6poj ureparuja. Bpexnocr f (oy) ce y
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cBakoj mrepanuju perraBama (6.15) uspadyHaBa Ha OCHOBY m3pasa Koju cuaean u3 (6.17), a
npeMa KOMe je:
flla)=Y —7— —u(SR). (6.19)
o 1 + aw,

Kao mrro je Beh ucraknyro, rapaniiuje Koje 3axsasbyjyhu cBojcTBuMa orosapajyher onru-
MUBAIMOHOT TTPOOJIeMa, OJIHOCHO YBeJeHe KPUTepujyMcKe (hyHKIHje, OCTOje 38 ONTHMAJIHY
BpeiHOCT Kopaka y (6.15), npuimkom oapehuBarba pernpesentaiiije csake of M marpuia
npenusnoct y 6a3u W, y cBakom o M He3aBHCHHUX ciIydajeBa, oMoryhasajy Tpancdopma-
[1jy MoJa3Hux mnpobjema onrumusaiuje K TexkuHCcKuX KoedUIrjeHaTa ca OrpaHunIebuMa y
1pobJieMe 6e3 orpaHnvera HaJl JeUHICAHIM HHTepBamMa rperpare. Mako y ciydajy mpe-
qutoxkenor SPTM wmogernra, koju he 6utn dhopmysucan HEIITO KACHUje Y HACTABKY M3Jararba,
OJIa3HU 1IPOOJIEM ONITUMU3AINje BPETHOCTH TEKUHCKUX KoeulldjeHaTa PeTKe perpe3eHTa-
1uje MaTpula npernu3Hoctu nehe outu ryiajgaxk win gudepeHimjabuian Haj YUTaBUM JIOMe-
HOM, Ouhe jJJoKa3aHO CJAUIHO TBpheme Kao U y onucaHoM JudepeHInjaduIHOM CIyvajy KOMe
onrosapa (6.15), a mro hie rakohje omoryhuru Tpancdopmarujy noazHux mpobaeMa ca orpa-
HIICHAMa Y 00JINKY JAeUHUTHOCTH TpaykKeHe allpOKCHMAaIije (3acHOBaHE Ha axKypUpaHUM
BpeIHOCTHMA KoebUIljeHaTa) y onTuMu3anuone mpobieme 6e3 orpannvera HaJl geduHuca-
HUM 3aTBOPEHUM HHTepBasioM. MeljyTuMm, mo0Ka3 ersucTeHImje n jeIMHCTBEHOCTH ONTHMAJIHE
BPEJTHOCTH Kopaka, «*, 6uhe u3Be/ieH Ha HEIITO Jpyraduju HaduH y ogHocy Ha (6.15), Kopu-
mhemeM caMO KOHBEKCHOCTH, HEITPEKUIHOCTU M KOEPIUTUBHOCTH HaJT oJiroBapajyhum gome-
HOM TJbHe (bYHKIHje, 6e3 oc/iababa Ha 3HAK MMPBOI M3BOJIA, Kao IITo je 6uo ciaydaj y [270].
lopma u jtoma rpanuiia o 6mhe u3Besene y dyuknuju gedpunurnoctu Marpuie R Koja je-
duHUIIe TTpaBal] aXKypuparba allpoKCUMalinje MaTPUIle IIPEIU3HOCTH, aju he Kao MOC/Ie/IhIa
pasiuke y crpykrypu SPTM u SPAM momena marpuna R outm onpehena na mpyraduju
HauuH y ojuHocy Ha (6.16), Kao mocseauia Kopuiihiema HENJIATKOT {1 Peryaapu3aropa Koju
HHIYKYje PETKO pelllerbe, a MTo ce pediekTyje Ha uspadynasame AA; y (6.14), kao ocHoBHE
kommorenTe R; y (6.16). 113 ucror passora, mpuinkoM JuHAjCKe npeTpare 6uhe kopumhena
jeJIHOCTaBHMja TEXHUKA Y OJIHOCY HA HyMEepUYKH TocTynak y [270], koju nmounBa Ha IPBOM U
npyrom uzsoy (6.17), onHocHo GuHapHa nperpara JeduHICAHOT HHTEPBAJIa KOja He 3aXTeBa

n3padyHaBarbe JIPyror U3Bojia ojrosapajyhe dynkimje.

6.2.3 KoHcTpyKIzja 6a3e BEKTOPCKOT ITOTIIPOCTOPA 3a anpokcumMmanujy I'aycoBux

KOMIIOHEHTN (ManI/IHa HpeHI/I3HOCTI/I)

VY cayuajy ontuMuzanuje 6a3e BEKTOPCKOT MTOTIPOCTOPA KOjH Ce KOPUCTU 3a allPOKCHMa-
nujy Marpuria nperusuoct y SPAM mogieny, a mro nojapasymesa perasaibe (6.12), onrunvu-
3allija ce U3BOU NCTOBPEMEHO HAJl CBUM ejieMeHTuMa Sy 0aze W, mpu dyeMy ce mojipa3yMeBa

Jla Cy BPETHOCTU TEXKWHCKUX KoedurujeHara A\, perpe3eHTaliije nin npecTaBe CBUX HHBep-
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snnx KoBapujancu {P; 111, y Gasu W = {Si}i,, npu Tome dukcnparne u ynampes onpeljere
Ha HauwH ormcan y [lorasmy 6.2.2.

[Tomro je 3amarak ja ce mponahe JIOKAJHM ONTUMYM ITOJIA3HOT ONTUMUBAIMOHOL IIPO-
6ema (6.10), a Koju ce permaBa Kpo3 Ham3MeHHIHO permaBambe (6.11) u (6.12), kao mpsu
KOpakK je KJbYJHO JIa ce y MPBOj TVIODAIHO] UTEepalldju ONTUMUA3AINOHE IIPOoIe/Iype hpopMupa
n06pa noverna Gasa W, mro je mmp. Moryhe moctuhn ma maumn npepioxken y [270]. Tlox
MOjMOM TUIODAJTHA MTEepalldja WK IUKJIYC MMOoJApa3yMeBa ce jeJaH IUKIYC HAau3MEHUJIHe OIl-
tuvusanyje (6.11) u (6.12). YV kacHujuM mrepanujama, KaKoO TOKOM MOYETHOT IIUKJIyCa KOji
je yK/by4umBaO MHHUIMjau3aImnjy 6a3e, TaKO U y OKBHUPY HAPEJIHUX IUK/IyCa HAN3ZMEHUTHE
onrumusarmje (6.11) u (6.12), 3a ontumuszarujy 6ase VU y okBupy (6.12) kopucTH ce nrepa-
TUBHU TPaJMjeHTHH METO/] KOJU Ce 3aCHUBa Ha IPOIE/IYPHU JIMHUjCKE TIpeTpare jie(UHUCAHOT
unrepsaa. [lo yzopy ua [270], y Ty cBpXy je oqabpana BapujaHTa IPaJijeHTHOT METO/Ia KOja
je y smreparypu nosnata 1oj1 HazusoMm Polak-Ribiere nenmueapHu KOmbyroBaHM I'DaJINjeHT,
win ckpaheno PRCG, [189, 234|. Tlpuiukom cakor pemasarba (6.12), Kao Jiesia moMeHy-
TUX [VIODAJIHUX IMKJIyca Koju Boje Ka pememy (6.10), omrosapajyha mreparusna PRCG
HpoIeaypa 3a ONTHMU3AIM]y Oa3e BeKTOpcKor normpocropa y SPAM momeny cacroju ce o
cneneher. ¥V cakoj ureparmju PRCG mnpornenype, Hakon ojpeljuBarma mpasiia mperpare mo-
3UBa Ce MOJYJ 3a JIMHUJCKY MpeTpary, Kako O ce IpOHAIILIa ONTUMAJIHA BeJIMINHA KOPaKa
o y IpeTxo/iHO JiebHHUCAHOM TIPABILY JIy2K KOTa Ce BPIIHU aXKypPUPatbe BPETHOCTH apr'yMeHTa
mmbhe dyuknuje. Vako je 3a o3HavaBame TJI00ATHIX UTEpallija WK [IUK/Iyca HAM3MEHUIHE
onrnvusaije y (6.11) u (6.12) kopurmhen cum6oi1 ¢, y HACTABKY OBOI HOTIIOI/IAB/bA HCTH he
6urn Kopuiihien 3a o3nadaBamwe urepaimja PRCG y (6.12). Onrumasna BpeHOCT Kopaka

nobuja ce peraBameM ciiefieher mpobsema:
a; = argmax L (A, o) 4 aA\Il(t)) —L (A, \I/(t)) 11.0. 15j =0, V7, (6.20)

rie je L onrosapajyha dyuknuja nedunncana y (6.10), a A = const. u onpeheno y (6.11).
Tpeba naryacuTu ga ce CUMETpUYHE MATpUIE Sy, KOje IpeacTaBibajy eaeMente base W,
IPUIMKOM CBaKe ureparmje permaBarba (6.12), axkypupajy 3/1pyKeHO, OJHOCHO Jia Ce OJII0-
Bapajyha PRCG nponenypa, onucana y [133, 270], 3acHuBa Ha BeKTOpU3aIUji MaTpUIa Sy
nomohy oreparopa vec(-), KOjJUM ce TOpEba WIH JIOHa TPOyTraoHa IOJMATPUIIA CBAKE CHMe-
Tpu4He MaTpule S, TpancdopMuile y BeKTOp KoJony oaropapajyhe mumensuje. To 3naum,
1 ce n3pauynasarbe npasia AW® | 1yrx Kora ce Ha OCHOBY OITHMAJIHE BPEIHOCTH KOpPaKa o),
onpebene y (6.20), y urepanuju ¢ iCTOBPEMEHO ayKypHUpajy CBU ejeMeHaTn H6asze T® | ommocno
mspaynasame U + af AU, sacuusa Ha oxpehusamwy rpasujenra dynkuuje £ (A, 1)
y OHOCY Ha IpoMeH/buBe Koje dopmupajy ememente W®  a wemy omrosapa ompelusarbe
BexkTopa g = VgL (A, ¥) £ ((VSIE)T ey (VSKE)T)T, KOJU C€ CaCTOjU OJI MOjeIMHATHUX

rpajmjenata Vg, £, unje ussoheme je npukaszano y Ilpumory 4. Ilpasam mperpare AW®
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y oarosapajyhoj PRCG mporneaypu omucanoj y [133, 270] onpeben je na memrro apyraduju
HAYWH Y OJIHOCY Ha cTaHIapHu HauuH axkypupama PRCG npasna nperpare, onucan y [189,
crp. 122] u (234, crp. 43]. Mebyrum y pedepentroj umiiementanuju SPAM mojena kopu-
mheHoj y OBOM paJly yCBOjeHO je mcTo mpapmio axypupama AW kao m y [189, 234], a
Koje ce y ciydajy mpobiema Makcummsarnmje L (A, \If(t)) y (6.12), sacHuBa Ha TpaBUILY:
AV®) = g, — BAVE 4 e na mpasuny: AVWY = g, — B,g,_1, Kopumhenowm y [133, 270],

rze je By omrosapajyha xoncranrta, onpehena na mcrn HaunH kao u 'y [133, 189, 234, 270].

Ha coimaan magus kao mro je y (6.15) mokasaHo j1a mocToje jeJMHCTBEHN ONTHMAJIHA KO-
paIy o, Koju cy perierba pobiemMa JIMHIjCKe IIPeTpare IPUIMKOM ONTHMU3AIH]E Te2KIHCKIX
kKoeduimjeHara mpejcraBe ceake o j = 1,..., M maTpuia npernu3HocTu y ojroBapajyhoj
basu U = {S;}X | raxo je u y ciyuajy (6.20) nokazano cimuno csojcrso, [270], a Koje omo-
ryhasa jia ce nosasuu mpobiem (6.20) ca orpaHuversuMa y o0JIMKY YCJIOBa J1eUHUTHOCTH
AITPOKCUMAIIN]a f’j, TpancOpMUIIe y ONTUMHU3AIMOHN TPo0JIeM 0e3 orpannyema. Tako ce
dbopmupa npobiieM JMHEjCKe mpeTpare Hal HHTepBAIOM o € [0, (max ), T jé Quax 0fpeleno
ca:

+o00, w) > 0,Vp, j

Omax = . . ) (621)
min {—1/wl| w? < 0}, wunaue
P.J

pu 9eMy cy wg, kKao u y caydajy (6.18), omroeapajyhie corcrBeHe BpemHOCTH MaTpuUIia
A —1/2 0 A —1/2

W=P, R;P; , carnasaom pasimkoM Ja je uspa3s (6.16) 3a R;, samemen ca:
K .
Rj =) M AS, (6.22)
k=1

JIOK Cy )\i, TEXKUHCKU KOeDUIINJEHTH allpOKCUMAIIIje l—:’j, caspzkann y BekTopy Aj, Vj. Kaon
y (6.16), marpura R; Moxke na ce mHTepHpeTHpa Kao ,IpaBall’ Iy’ Kora ce y CBaKOj HTepa-
mnju PRCG nporeiype axxkypupa arrpoKcuMalinja MaTpUIle MPEeu3HOCTH, HAKOH axKypupamba
enemenara 6aze W) npu uemy cy onrosapajyhu npupamraju AS, oapehenn ca Bpepuomhy
U 4+ a* AU® | e je t osraxa TperyTHe nreparmje PRCG mponeaype, Tpn qemy ¢ He MozKe
outu Behu o1 ynanpe gedunucanor 6poja koju je y [133, 270] osnauasan ca cumM6010M Nyjeq.

lopmwa rpanuna naTepBasa nperpare y (6.21) 3aBucu HCTOBPEMEHO O] BPEIHOCTU CBHX
M wmarpuna (6.22), 3a paziuky oj (6.18), rie cy rpanure ojpehuBane HE3aBUCHO 33 CBAKO .
MebhyTum u jaspe je moryhe He3aBUCHO MU3padyHaBambe CONCTBEHUX BPEIHOCTH wg CBaKe Of
MaTpPHUIA f’;l/Qij’;l/Q, IIITO MOYKe 3HAYAJHO JIa OJIaKIa MPAKTHIHY UMILJIEMEHTAIIN]Y OJr0-
Bapajyhe nporemype. Takobe, npuiukom oapehusama spenoctu rpanure (6.21) ycsojen je
ucru npucryn kao n 'y (6.18), a koju nosasu ox HejegHakocTH 1 + qw, > 0, IMIAIUTHO
cajgpxkane y ofrosapajyhem maenturery (6.17). JlomaTrHo, KOHCTaHTa [3;, KOja ce KOPUCTH

npuinkoM ofapehusama mpasna nperpare AW Tokom mTepaTHBHE ONTHMU3AIHM]E 110 TI0-
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Tpebu ce peceryje (3aMerbyje ca HYJIOM), KaKo OM ce MPUIMKOM yJaacka Tekyher periema y
Jleo JJOMeHa y KOMe ce In/bHa (PYHKIINja MOXKe allPOKCUMUPATH KB IPATHOM (DYHKITUjOM aJl-
roputaM peceToBao (3ab0paBHO MPETXOJHE TIPABIE [IpeTpare) 1 MOCTUrao OPKY KOHBEPreH-
mujy. 3a peceToBarme ce KOPUCTU CTpaTernja ja MpaBiin IpajiijeHara u3 TeKyhe u mpeTxoine
urepalnje, OJHOCHO g; U g1, jecy MehycoOHO OPTOroHAJIHE akKo je (PYHKIHja KOja ce OITH-
mu3yje KBajparHa, [189], ma ce y ciaydajy ma je ycjioB HapyllleH mpasaill IpeTpare peceryje
Ha BpeHocT rpajmjenta, AVE) = g, wemy orosapa 3 = 0.

C o63upom ma he u y caydajy SPTM mozena mmbHa DyHKIMja y OKBUPY oaroBapajyhe
JIMHUjCKe TpeTpare MPUIMKOM ONTHMU3aIlfje eJeMeHaTa PedHuKa (yMecTo ejeMenara 6asze
BEKTOPCKOT TOTIpocTopa Kao ko SPAM mozena) 6utn 1BocTpyKo audepeHinjabuina Kao u
mwbHa yuknuja y (6.20), pemasame camor npobsema guaujcke nperpare y (6.20) je peasn-
30BaHO Ha MCTH HadnH Kao u 'y [133, 270], kopurrhemem nreparusaor HFbyta-Parnconosor me-
Tosia (MeTo/la TaHTeHTe) Ha OCHOBY M3pa3a 3a MPBU U JIPYTH U3BOJ IbHe dyHKImje y (6.20),
qeMy OroBapajy m3Boau QyHKIHje ¢y (), Koja je ma ocuoBy (6.10) u (6.17) medummcamna
Kao: v a

= Z Z In (1+aw)) —atr(3;R;) , (6.23)
j=1 p=1
rae je R; onpebheno ca (6.22), mok ce na ocuoBy (6.19) oxrosapajyhu ussBoau uspadynasajy

Kao:

j 2

iZl 7=t (5Ry) ¢y iZ( u ) (6.24)

i ow) pecir N aw;

UreparuBHuM HOCTYIIKOM HpeTpare Ha JedurucanoM uHTepBaiy [0, may), IPOHATIA3U Ce
kopen dynkmmje ¢, (o), opHOCHO cTanuonapHa Tauka mubHe dynkimje (6.23). Yesos 3a
TepMUHaImjy nperpare jecre (¢, () | & 0 nm ynanpesn nedunncan Maxkcumainn 6poj ure-

paryja 3a Tpazerme Kopera ¢y, ().

6.3 Ilpenmoxxkenu SPTM mozmen

Y oBom norsaeby he 6uru npejicrasiben npeioxkenn SPTM (enrs. Sparse Precision
Tying Model) mozes, Koju ce 3acHUBa Ha MPUMEHH KOHIIEIITAa PETKE PEIPE3CHTAIje CUIHAJIA
Yy MO/I€JIOBalby allpOKCUMaIlja NHBEP3HUX KOBAPUjaHCHUX MATPUIlA U MaTPUIlA TPEIU3HO-
cru y GMM cucremuMma, 3a nperno3HaBame 00JIMKa KOji HAKOH OCHOBHE OOYKe WJIN IIPOIEeHe
nmapamMeTrapa CMella cajprKe IyHe KOBapujaHCHe MaTpuile 0e3 ampokcnMarija. Kao mro u
caMo ¥MMe Kayke, y MHUTamy je METOJ ca KOJUM Ce BDIIU Be3uBambe (eHII. tying) mapame-
tapa GMM, Tako mTo ce Kpo3 KOHCTPYKIIN]Y 3ajeIHIIKOI PEIHUKA CAMETPUIHUX MaTPHILA

onpelyje mm y4dum perka perpe3eHTalldja Wd IpejcTaBa oJroBapajyhux Marpuiia Iperu-
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3HOCTU KOje JedUHUILY IojeJInHavHe KOMIIOHeHTe ojroBapajyhux ['aycoBux cmerna Kojuma
ce OINCYjy YCJIOBHe rycTuHe pacrojese BepoBaraohe y GMM cucremuma 3a cTaTHCTUIKO
[Ipero3HaBame 00 IuKa. Y TOM CMHUC/IY, €JIEMEHTH ONTUMAJHOI PEYHUKA 33 IHUXOBY PETKY
perpe3eHTaljy U alPOKCUMAIIN]y 3/IPYKEHO ce 03HavaBajy Kao CKYI JeJbeHUX U Be3a-
HUX mapameTapa Koactpyucanor SPTM, a oaroBapajyhu re:xnackn KoedunjeHTn ca Kojuma
ce 3aMerbyje OPUTHHAJIHA MPEJICTaBa MojeIMHATHIX MATPUIA ITPEIM3HOCTU Koje (DUrypuIry
y CHCTEMY 3a MPENo3HaBahE, KA0 CKYI CJI000HUX WM HEBe3aHUX MapaMeTapa KOHCTPYUCa-
HOT' MOJIeJIa 3a anpokcuMmaryjy [‘aycoBux kommnonenTu. [lojaMm Be3uBambe ce oHOCH HA HAYUH
Kopumihema ¥ MPOIeHe MapaMeTrapa Koju JedWHUITY eJeMeHTe W aToMe oJroapajyher
PEYHHKA CaCTAB/LEHOT OJf CHMETPHIHUX MaTpulla (y HACTABKY MATPUIHOI DEYHUKA), a KOJI
Kora Cy NPUIMKOM TpazKerha ONTUMAJIHE IPEeJICTaBe CBAKe OJ] MATPUIlA MPEIU3HOCTH y Jla-
TOM PEYHHMKY YBEK Ha pacIojiaraimby CBU €JIEMEHTH PEYHUKA, JIOK Ce IbUXOBU apaMeTapH,
OJIHOCHO BPEJTHOCTH OJroBapajylinx aroMa (CHMETpHYHUX MaTpPUIa KOje YHHE PEYHUK) Oll-
TUMU3Y]Y 37PY2KEHO0, KOpUIhemeM 3aje JHuIKor Kpurepujyma. Ca JIpyre cTpane, y ciaydajy
ONITUMU3AIINAje BPEIHOCTU OroBapajynux TeKMHCKUX KoeduipjeHara Koju tpeda ga 0bes-
OeJie PETKY TPEJICTaBY CBAKe OJI MATPUIIA MIPEIU3HOCTH, a IO YMMe Ce IOIpa3yMeBa alpoK-
CUMAaIlja OPUTHHATHUX MATPHUIA MPEMU3HOCTH ca BEKTOPUMAa Ca PEJIATUBHO MaJiM Opojem
KOMITOHEHTH Pa3INIUTUX OJ1 HyJIe, ONTUMU3AINja 0/I'0Bapajynux TeXKMHCKUX KoeHuIjeHara
IIpeJICTaBe CBaKe OJ MATPUIA Y 3ajeJHUYKOM MaTPUYHOM PEYHUKY OJBHja Ce HE3aBHUCHO 3a
CBaKy OJI MaTPHUIla MPEIU3HOCTH MPUCYTHUX Y CUCTEMY 3a IIpENo3HaBaibe U mpoHalena orr-
THUMaJIHA IIPeJICTaBa je/lHe MaTPHIlEe Y 3ajeJHUYKOM DEYHUKY He yTHde Ha AIIPOKCHMAIIN]Y

IIpeocTajanx.

[Toy mpermocTaBKOM Jla MHBEP3HE KOBapHUjaHCHE MATPUIIE TTOCEIY]Y ,,CBOJCTBO PETKOCTU
y HEKOM DPeJIyHIaHTHOM U reHepaTopHoM peunuky W (Koju je Takohe oTpebHO Ha ajieKBaTaH
HAYWH IPOIEHUTH WM HayIUTH Ha OCHOBY JIOCTYITHUX ITOJIaTaKa ), (hopMyIucameM 0roBapa-
jyhe mubHe DYHKIMje MOKe ce TOCTHNH Jja cBaKa MHBEP3HA KOBapUjaHCa WJIM MATPUIA IIpe-
IIU3HOCTU Z_lj_l Oy/1e IpeJicTaB/beHa ca IIITO MAmbUM OpOjeM TeXKMHCKIX KoeduilnjeHaTa pasJii-
IUTHX O] Hyse y onroBapajyhem BekTopy A, a na ncrospemeno ykynna KL nuseprenta cux
AIPOKCUMAIIHja, CJIMIHO KA0 Y paHuje npukasanoM uspasy (6.8), 6y/e mro mama. [Tox yky-
HOM JIMBEPTeHIIOM TTOIpa3yMeBa ce YKyITHO HHMOPMAIMOHO pacTojame n3Mehy OpUrnHaJJTHIX
koMmItoHeHTH [aycoBux cMmerna (Koje cy IpejcTaB/beHe IyHUM, OPUTMHATHAM KOBapHUjaHCHUM
MATPHUIIAMA) M FbUXOBUX DETKUX AlPOKCUMAaIlija (PDEeTKUX Y CMUCIY Ja Cy alpOKCUMAIH]je
MHBEP3HUja OPUTMHATHUX KOBAPHUjaHCHUX MaTpulia (GopMupaHe JTUHEAPHOM KOMOWHAII]jOM
MaJIor Opoja CUMETPUYHUX MAaTPHIA WA aToMa U3 oJroBapajyher MarpudHor pedyHunka W,
Ipu YeMy caMu aTOME He Mopajy ja Oyay u Hajuerrhe Hucy perke marpuie). Kommpomuc
u3Melhy 3aXTeBaHOI CTEIeHA ,,peTKOCTU KOju he OUTHU MOCTUTHYT TAKBOM DETKOM PEIpPe3eH-
TaIUjoM, Tj. TPOCEYHOr Opoja KoeduImjeHaTa PA3JIMIUTHX OJI HyJIe Y CBAKOM OJ] BEKTOPa

A; Koju mpeJicTaB/bajy alpOKCHMaIlje OPUTHHAJHIX HHBEP3HUX KoBapujancu P;, u rpemke
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pernpe3enTalje Kojoj oarosapa ykymHa KL jauBeprenria cBUX KOMIIOHEHTH, Ouhe peryJim-
can kopumihemeM Jlarpam:keBor MHOKHTEBA (4 > (), IO y30py Ha OCHOBHU IPUHITUI YUerba
pEUHIKa HAMEHEHOI PETKO] pelipeseHTanuju curnajia, uckasad y (5.1). Crora je nosazehn
on ocHOBHOT Kpurepujyma (6.10), Koju TexRn ouysarey un@opmauuonoe caopicajo ampoKCh-
marmje onpebere aycose kommonente, y [40] mpemioxkeH HOBH KPUTEPUjyM KOjH JIOJATHO

MOJICTUYE U JedHoCmasHocm npedcmaese, OJIHOCHO ciejiehn ONTUMU3AIMOHN TPODIeM:

(A", U*) = argmin L (A, V) m.o. f)j =0,j=1,..., M, (6.25)
(AY)
rJe je
M o A M
£ 0) = Yy {r(S5P)) — ndet Py b+ 1 3 Il (6.26)
j=1 j=1

D
Pi=> A8k, A= (M. M), U =1S,....Sph A= {A . Ay}, (627)
k=1

JIOK je ca D o3HaveHa BeJIMYMHA T'€HEPATOPHOI U PEJIYHJIAHTHOI MATPUYIHOr pedHuka ¥ y
KOMeE Ce TIOCTHUXKE PeTKa pelpe3eHTallnja WM MPEeJICTaBa alpOKCUMAIIH]e f’j MaTpUIlEe IIpe-
[IA3HOCTH 2;1, onpebena ca Texunncknm koeburmjenarnma A; € R, nok je ¢ nHopma A;
nedbunncana ca [|A;|; = ZkD:1|)\i|. Kao perymapusanuona byHKIMja KOja MHIYKYje PETKO
perierbe n3abpana je 1 Hopma ymecto {y HOpMe, Koja 6u cTBapHO ojiroBapaJsia 6pojy TexKuH-
CKuX KoedunujeHaTa pasjndauTuX O HyJe Yy CBAKOM OJ] DeTKUX BeKTopa /\;, aau 01 BoJuIa
Ka (hopMyIanmju KOMOMHATOPHOT ONTUMHU3AIMOHOT MpobjeMa, oK {1 (pyHKIHMja MOXKe Jia
ce TyMadn Kao KOHBeKcHa anpesiona ¢y nopme. l[Ipmmenom f; mompaBke MocTuzke ce Jia je
dbopmysncann onTUMHU3AIMOHN TIPOOJIEM KOHBEKCaH, MITO (Kao mTo he 6uTu MoKa3aHo) UIitak
omoryhasa mpoHaJIaxKemhe 3aJ10BoJbaBajyher, 0JHOCHO ,,JIOBOJAHO PeTKOI” peliema. Kao mro
je Beh panwuje ucrakuyto y [lornasipy 6.1, morpeba 3a peTKOM alrpoOKCUMAIIA]OM MaTPHUIIA IIpe-
[II3HOCTH [TPOU3UJIA3U U3 MPETHOCTU KOje TaKBa allpoKcuMarimja nma y ognocy na SPAM, y
CMUCJTY JIa KO Cy 33/I0BO/bEHU IIOTPEOHU IIPE/IyCJIOBU TIOCTHKE Malby IPEIIKY allPOKCUMAIIUje

DU UCTO] CJI0ZKeHOCTH. Bpeauoct n; y (6.26) 6uhe cmarpama ucrom Vj.

[locroju m BepoBaTHOCHA MHTEpIIpETAIldja ONTUMHU3AIMOHOr TIpobieMa (opMyTUCaHOr
y (6.25), a mpema kojoj, nonazehu oy Bajecose mwin BejsoBe Teopeme, perrerbe A% npeg-
CTaB/ba IPOIEHY MaKCHMaJIHE alloCTepUOPHE BepoBaTHONEe BpeIHOCTH HapameTapa Aj, 1o
a priori IPETIOCTaBKOM Ja TeKMHCKH kKoeduiujent A;, perke penpesenraruje P; = f]j_l,
nmajy JlarracoBy pacriogesny ca napamerpoMm p. Ha Taj Hauun 371pyKeHa pacrojieia Bpe/i-
nocru (A, V) nedunnme ce Kao IponmsBoj oAroBapajylie ycaoBHe pacIofese U IOMEHyTe
JlanacoBe pacrioziesie, a MITO HAKOH JIOTApUTMOBamba Jaje jiBa cabupKa KOju ce I0jaBibyjy
y (6.26). YupaBo oBakBa unTepiiperaiuja oumia je auckyrosana u 'y Ilornasiby 5.5, y OKBUpY

u3pasa (5.38), aau je mpu ToMe Takohe OMIIO HCTAKHYTO U Jia YCBOjEeHA IIPETIIOCTABKA O [PHU-
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PO/IM allpuoOpHE PAacIojiesie BPEIHOCTU TEKUHCKUX KoedullnjeHaTa, NaKO KOPUCHA Y CBPXY
dbopmynanuje oxrosapajyher onrumusanuonor npobsema, kao mro je u (6.25), ne Mopa Ja
Bazku, [114].

[Ipeu neo nmpae dyukiuje L y (6.26) jecre HeraTWBHA BPEIHOCT IUJbHE (DYHKIIMjE
u3 (6.10), a Koja Ha ocHOBY momeHyTe mHTepnpetanuje (5.38) oaroBapa JOrapuTMy Bepo-
JlocTojHoCTH Nojiaraka, npeu cabupak y (5.38). Kao u y IMormasmy 6.2.1, nmoapasymesa
ce Ja cy oarosapajyhe mporeHe CpeabuX BPEIHOCTH MOjEIMHATHAX 'ayCcOBUX KOMIIOHEHTH
BeoMa 1o0pe, fi; & [ij, Vj, a mro 3ua4n ga ce g0 (6.10), oxmocHo mpsor cabupka (cyme)
y (6.26), nomasu wa ocHoBy m3pasa (6.6). Takobe, kao MmTO je MOKA3aHO y UCTOM IMOIJIABIBY,
npsa cyma y (6.26) onrosapa cymu KL dusepzenyu Dy, (G, || QJ) uzmeljy BuIe quMeH3no-
HasiHuX [aycoBuX pacrojesia Koje IpeJcTaB/bajy OpUrHHAIHE KOMIIOHEHTe ['ayCoBUX CMelna
U pacro/iesia Koje IPeJiCTaB/bajy BUX0OBE PETKe allpOKCUMAIIU]je, ca PETKOM Pelpe3eHTaIllnjoM
MaTpuIia IpenusnocTd, uspas (6.8).

Bpahajyhu ce na uarepnperanujy dbopmymnaimje (6.26) kpo3 uzpas (5.38), eqemenTn npee
cyme y (6.26) mobujajy ce 1moj nmpernocraBkoM Ja oiapehenoj onceppanuju x € X ojrosapa
BEPOJIOCTOJHOCT HTapaMerapa ]5($|éj), u3pas (6.2), rie ce o mapaMeTpuMa éj o/Ipa3yMeBajy
U u Aj, ogHocHo 110 y30py Ha HoTarmjy y (5.37) Bepomocrojroct P (x; V|A;). C ob63upom ga
je HeraTuBHHN jrorapuTaMm amocrepuopre BepoBarHOhe p(A;; WU |z) y (5.38) medunncan xao
cyma: —Inp(x;V|A;) u —Inp(A;), exementu apyre cyme y (6.26) mobujajy ce mos mperro-
CTaBKOM JIa je a priori pacuojesia TexKUHCKUX Koedurmjenara A; oxpehena ca Jlamracosom
pacmogenom p (A;) = exp(—pl|Ajl|,)-

Paznor 3a dopmynanujy (6.25) kao mpobiema MUHUMU3aIUje, OJHOCHO DadyHAe He-
raTUBHE BPEJIHOCTHU JIOTapUTMa arnocrepropHe BepoBatHolie y (5.38), jecre MuHmMm3anuja
eneprujckor dyukimonana y (6.10), a yemy ojarosapa norpeba 3a cMarmbembeM HHMOPMAIIO-
HOI' pacTojarma PeTKUX allpoKCUMallija y OJHOCY Ha OpUTMHAJIHE KOMIIOHEHTE cMere. Y TOM
KOHTEKCTY, OITHMU3AINOHN IIPOOJIEME KOJU BOJIe K& PETKO] PEHPE3CHTAIM] CUTHAJIA, yTIaB-
HOM ce (hOpPMyJIUIITY Kao IIpobJeMu MUHUMHU3AIK]e, Yhja [U/bHa (DYHIKMja Kao JOJaTHH YIaH

caJIpKu TOIIPaBKY Koja Tpeba a 06e30e/1u JonaTHe ocobuHe (jeTHOCTABHOCT) pelea.

Kao u y ciyuajy (6.10) y [lornasssy 6.2, Huje u3Bosybuso ja ce (6.25) mcroBpeMeHO MUHY-
mu3yje 1o obe rpyie aprymenara, (A, V), Tako na ce HOHOBO puberaBa NTEPATHBHO] HAM3ME-
HUIHO] ONTHUMU3AIN]H KOja TmojpasyMeBa MuHuMu3anujy (6.25) y ogHocy Ha BpegHOCTH A,
npu ukcupanuM BpejgHocTuMa W, a 3aTuM onTuMu3alujy ejgeMerata W npu GUKCHPAHIM,

[IPETXO/IHO U3padyHATHM BpeHocTUMa A.

Nako je ontumuzanuonu mnpodsiemM (hOpMyJIICAH TAKO Jia TOCTOje OrpaHrYemha NCKa3aHa
YCJI0BOM Jla Cy KOHCTpyHucaHe aipokcumanuje P; = 0, Vj, y nacrasky he 6utu nokasano ja je,
Kao n 'y ciaydajy pedepertanor SPAM mopesra, moryhe npedopmysrcaTn mosiasan mpobsem ca

OorpaHu4Ye€mnuMa TaKO Jda Ce ,ZLO6I/Ije PeEAYKOBaHU OIITUMHU3AIIUOHN HpO6JIeM oes3 OorpaHu4Yeba.
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BampaBo, y HapeJIHOM IOrJIaB/by he OMTHM TOKa3aHO Ja 3a cBako j = 1,..., M, mocrtoju
jeIMHCTBEHO (F, KOje ce Jo0uja Kao OINTUMYM Y KOPaKy KOju YKJbydyje JIMHHUjCKY IIpeTpary
TOKOM IIPOIEJype 3a onTuMusanujy (yueme) Koeduimjenara cBakor o BeKTopa Aj, a Koje
IIPH TOME 3aJI0BO/baBa YCJIOB JIa j€: Qmin < F < Qunayx. Pajii jeJIHOCTaBHOCTH U3JIaratba y
MIPETXO/THO] Heje THAKOCTU CY M30CTaB/HheH! WHJIEKCH j KOjU O3HAadYaBajy Ja ce aggx, ozr(ﬁi)n e}
oJiHOCe Ha ojiroBapajyhy marpuity, mto he 6utn npakca n y HacTaBKy u3jarama. Ha cinaan
HaunH Kao u 'y [loryaspy 6.2.2 6uhe mokaszaHo J1a je WiaH .y dedunaucan ca (6.18), mok he
38 Qi OUTH MOKA3AHO /13 j€ Opin = —00 ako je R; < 0, win oupin = mgx {—1/w,| w, > 0}
ako je: a) R; = 0; wmm 6) R; menebunnrna marpuna, rae je marpuna R, nedunncana ma

uctu Kao y (6.16):

D
Rj =) ANS;, (6.28)
k=1

aJIn y3 Jpyradnje BPeTHOCTH A/\i, a Kao nocsenia jpyraduje crpykrype SPTM u SPAM
Mojiesta. Kopummhemem HaBejieHe HejeIHAKOCTH Omhe OCHI'ypaHO Jia Cy allpOKCUMallije Ma-
TPHUIA IPEIU3HOCTH HAKOH aKypuparba 15j — ISj + o*R; curypno nosutusHO jneduHUTHE,

IIOJT YCJIOBOM JIa BaXKH Jia je BPEJTHOCT KOpaka & € (Qupin, (max ), 38 CBAaKO j.

[Ipunukom ontumuzanuje peunuka y lloryasmy 6.3.2, ucru aprymentu Kao u y Ilora-
BBy 6.2.3 Ha cImYaH HAaYWMH he MoKa3aTw Jia je Moryhe m3padyHaTH jeMHCTBEHO o Koje he

38JI0BOJbABATHU YCJIOB JIa je & < Qupay, TJIE j€ Qimax Jdedunucano ca (6.21).

6.3.1 OnruMmmsanuja Te2KMHCKNX KoeduiimjeHaTa peTKe pelpe3eHTaliije MaTpuiia

NPEeIu3HOCTHN

[Iparehu nctu Tok m3narama Kao n'y [lormasswy 6.2.2, 3aj1arak ojipehuBama onTuMaTHIX
esemenara ckyma Ay (6.25) mMoxe ce pazioxkuru Ha M He3aBHCHUX MOTIPOOIEMa Y KOjUMa

ce oapelyjy mnojemHaIHA BEKTOPH:

A= argAmin L;(Aj) mo. P;>=0,j=1,...,M, (6.29)
j
rze je £; onpebeno ca (6.30), a reHepaTOpHHE U PeAyHIAHTHI MATPHIHE pedHuK W ce cmMaTpa

IIO3HATUM:

£5(05) = {tr(S5P5) —ndet P} + eIy (6.30)

C obzupom ma nmwenHa dynknuja L£; (A;) y ocHoBr mpexacrasba HeneratusHy KL nusep-
rerity (4.6), onnocno Byprosy uian LogDet marpuany museprenity (4.17), npomupeny ca £;
HOpPMOM, & Ja je L; 3a alpoKCHMaIlije 13j KOje HCIIyIhbaBajy yCJIOB MO3UTHBHE AePUHUTHO-

CTH, Pj - 0, KOHBEKCHa W KOEPHUTHUBHa Yy OIJHOCY Ha apryMeHT A]’ n OrpaHn4v€eHa Ca I0IbE

. ) :
cTpaHe, ako ce 00e30e/m Ja je {Pj } Hexka MuHEME3Yjyha cekBeHna hopMupaHa MPOIECOM
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urepatuBHe ontuMuzaimje (6.29), Kojy YMHH k y3aCTOIHHUX ampoKcuMaruja ucre Laycose
KOMIIOHEHTe HHJIeKcupane ca j, Taja he 3axsapyjyhn ocobunama L; IOCTOjaTH jeMHCTBEHO
peleme TpormpeHor mpodeMa A;f = arg min A, L;(A;) mo. P; > 0. ¥V rpannunom ciaydajy

. . ~ . ~ (k)
OIMCAHOI CIleHapuja, Moryhe je ma Heko P, = limg_,.o P,  HamycTuTu ckyn 103BO/BEHHX

j

perema, ogapeheH ca ycoBOM f’j > 0, u moctaHe ,camMo’ IO3UTUBHO ceMU-J1e(DUHUTHO, aJIi

kao 1mTo je Beh pedeno y Ilormasmy 6.2.2, y komaurnoMm Opojy kKopaka K moryhe je mpuhn
o RENCLY

npousBosbHO Osm3y P, a ma n name Baxu na je Py~ - 0.

Ca mpyre crpane, dyuxnuja L£; (A;) nuje rrarka (qudepennnjabuina) y ciaydajy Kajia
BEKTOD A; caIp:Ki KOMIIOHEHTE HJII Te’KHHCKE KoedUIIjeHTe KOjU Cy jeJHAKH Hy/IH, a Kao
oC/IeTUIA He UG epEeHITNjabUTHOCTH aIllCOJIyTHE BPEJIHOCTUA Y HYJIU, TaKO Jia METOJIe 3a HYy-
MEPUYKY ONTUMUBAIN]Y KOje Cy IMOTOJIHE 3a pellaBarbe INMIATKUX MPodIeMa HHUCY JIUPEKTHO
npuMenspuBe y caydajy (6.29). 13 ror passiora omryueno je ga ce 3a pemasabe (6.29) KoH-
CTPYHIIle UTEPATUBHE ITOCTYIIAK KOJU Ce 3aCHUBA Ha CyOudepeHIjaga mim cyorpainjenTy
(enru. subgradient), Kao HaYWHY 3a yOIIITEHE OjMa U3BOJA Y CJIydajy HEIVIATKUX (DYHK-
mja. Cybaudepennujaa Kao mojaM OMO je TPeJICTaB/bEH Y OKBUPY pa3MaTparba CIMTHE
npupogie y [ormasmy 5.4, uspas (5.14). Taza je nokazano ja y ckiajy ca oarosapajyhom
jedununujoM y hopMu cKyIa, cybrpajmjenty oJrosapa ycjos onrumasnoctu (5.15).

[Tocrymak wreparuBhe ontumMusainuje (6.29) xopurthemem cybrpaaujenta (6.30), Koju
he 6GuTn mpukasaH, NOYMBA Ha WJEjU aKTUBHOD CKyma (eHIJI. active set), Koja je y Hermro
JipyradujeM KOHTEKCTy Takohe Omsa m3jioxkena u 'y okBupy llornasipa 5.5, Kpo3 npukas me-
TOZa 3a PeTKy perpeseHTanujy curnasia y llpumory 2. OcHoBHa ujeja jecte ja ce Kpo3
MPOTIEC ONTUMUBAIIN]E TIOCTEIIeHO OUpajy TPOMEH/bUBE, OJHOCHO KOMIIOHEHTE MJIM TEXKUHCKU
KOeUIIjeHTH BEKTOpa A, IMjOM ONTHMH3AIIjOM ([IOJEIIABAbEM BPEAHOCTH) Ce TPEHYTHO
pelllerbe IMITO BUIIle MPUOINKaBa JePUHUCAHOM yCJIOBY ONTUMAJIHOCTU. BpennocTu mpeocra-
JIMX KOMIIOHEHTH A, Koje Ccy y TOj MTepalyju BaH aKTHUBHOI' CKyIla IIPH TOME Ce He Merbajy
1 OCTajy jeaHaKe IMOYeTHO] BpeaHocTu Hyda. OTyda MOTHYe W HA3SUB AKMUBHU CKYN, jep ce
y CBaKO] UTepalldju ONTUMHU3Yje caMo yHamnpes JeduHuCaH, orpaHudeH Opoj MPOMEH/bUBHUX
KOje y TOM TpPeHyTKY y HajBehoj mMepu HapyiraBajy ycjaoB orntumasnoctu. [lomrro je musb
HOCTU3AIe PETKOL PEIlea, YeMy OJroBapa BeKTOp A; ca pelaTuBHO MaJjuM OPOjeM TerKHH-
CKUX KoeduljenaTa pa3anduTux o HyJIe, TOpeT JI0/IaBaiba HOBUX KOMIIOHEHTH Y aKTUBHU
CKYTI CBe JI0 TPEHYTKa JIOK Cce He TOCTUTHe TPayKeHW HUBO PEeTKOCTH, Ouhe T03BOJbEHO U 114
HEKe O] paHUje YKJ/bYyYeHUX KOMIIOHEHTH, & HYHje BPEJHOCTH TOKOM UTEPATHUBHOI IIPOIECa
[IOHOBO TIOCTaHy OJIMCKE HYJIU, IPUJIUKOM CBAKOT aXKypHUparba cajpzKaja CKyla MOTY Ja Ha-
mycTe 1mocrojeNn akTUBHE CKYIl. YCBOjeHa TEpMUHOJIOTHja 3a O3HAYABAHE AKTUBHOT CKYIIA
JIEJIMMITHO OJICTYTIa O] CTAHIAP/JIHUX KOHBEHIINja Y JUTepaTypu Koja ce 0aBU ONTUMUI3AIU-
joM, y cMHUCJTy J1a TIOJT aKTHBHUM CKYTIOM He Ou TpebaJsio Jia ce MoJIpa3yMeBajy IMPOMEHJbIBE

qnje BPEIHOCTH Ce ONTUMU3Y]y, Bell IpOMeH/bIBE MM KOMIIOHEHTE BEKTOPa KOje Cy je/IHaKe
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HYJIN, OJHOCHO BaH cKymna. KpaTak KoMeHTap y Be3U ca THM IMUTameM JaT je Ha Kpajy [Ipu-
jora 2. MebhyTtum y oBoM pajy ycBojeHa je KOHBEHIIHja Jia Ce TOJ, eJIeMEHTHMa aKTHBHOT
CKYIIa I0JIPa3yMeBajy KOMIIOHEHTE BEKTOpa KOje akmueho Jdonpumoce PETKOj alpOKCHMa-
IIjU WA PEKOHCTPYKIIMJU CUTHAJA, & ITO 3HAYM JIa Cy HUXOBE BPETHOCTU PA3IUIUTE O
uyne. Ca npyre crpane, akTHBHU CKyl he Takohe 6uTw o3nadaBan m Kao padnu CKyn, MITO

jecTe TepMUH KOju OM BHUIIIE OJIr0OBApa0 CTAHIapIHOj KOHBEHIIU)HU.

Omnucana nreparuBHa mporeaypa ouhe dpopmysucana 1o yzopy Ha GRAFTING meros 3a
ceseKnujy obesexja, opurnHaano npemioxker y [200, 201], auju Hasus npejcrasba cKpalie-
Huity oj1 eHrI. .gradient feature testing”. Metos je u3abpan momTo ce MOKa3ao Kao MOToIaH
3a pelaBaibe MpobjreMa MUHUMHA3AIINje eMITNPUjCKOT PU3UKA YOIIITEHNX JIMTHEAPHUX MOJIETa
dopmysncannx y3 Kopuiiheme HerJIaTKOr peryjiapusarapa y o0auky {1 HOpMe BEKTOPa Te-
KUHCKEUX Koedurjenara, [200, 201, 228]. YV [200] moByuena je u napasesa u3mely boosting
ajropuTama, Takohe momumannx u 'y llormasmy 2.3.3, n Bapujante GRAFTING mporeype
KOja [oJ/Ipa3yMeBa ayKypHuparbe BPETHOCTH CaMO IMOC/Ie/Ibe J0/IaTe TPOMEH/bUBE HIH Koedu-
[HjeHTa y PaJHu CKYII, a KOja je MHTepIpeTupaHa Kao jeaHoctaBHa ¢popma boosting-a.

C ob63upom j1a he ureparuBHa Ipoleypa OUTU KOHCTPYHCAHA TaKO Jia 00e30e/u PeTKy
perpe3eHTalnjy MaTpuIia MPern3HoCcTH KPo3 ojipehuBambe peTke perpe3eHTalnje mojemHad-
HIUX BEKTOpa TEXKWHCKUX KoeUIMjeHaTa MPUIPYKEHUX MaTpUIlaMa, MOXKe Jla e youn Jia
MOPE/T CJIMIHOCTH OIIMCaHe HJIeje ca MeTo/laMa aKTUBHOT CKYyTia IpejcTaBbernM y [Ipuiory 2,

MIOCTOjU M 3HAYAJHA CJAUYHOCT Ca IPaJInjeHTHUM MeTomaMa onucaHuM y llorasmwy 5.4.

Metoge y [Morsasiby 5.4 mounsajy Ha JBa KJ/byIHA KOpaKa caykero ormcana y uspasy (5.31),
oftiHOCHO y ommreM caydajy v (5.22): axkypupatmy Tekyher perrera y mpaBily TpajujeHTa
[JIATKOT JieJia IusbHe (DYHKIIje U HAKOH TOTa CayKNMamby-OJICellamy ayKypPUPaHUX BPETHOCTH
TEeXKUHCKUX Koeduimjenata KopuiihemeM ojrosapajyher oneparopa 0JMCKOCTH KOju Jiedu-
uurie {1 Hopma. Hacympor Tome, mopesi kopuiihema aKTHBHOT CKYIIa, Pa3/nKa KOHCTPYU-
caHe IPOIe/lype y OJIHOCY Ha IIOMEeHyTe MeTojie Koje Kapakrepuiie n3pas (5.31) 6uhe u Haunn
Ha KOjU Ce YHyTap KOHCTDYHCaHe TpOIe/Iype mojasibyje oneparop oimckocru (5.17), a kome
y ciaydajy {1 HOpMe OJroBapa OIEpAaTop CaxKuMama-ojcernama jedunncan uspasuma (5.4)
wim (5.5) y [ormaspy 5.3. Ca jpyre crpane, y 0J{HOCY Ha METOJIE 332 PETKY PElpe3eHTAIn]y
Ha 0a3m aKTUBHOT CKyTa, onucane y [Ipusory 2, npejioxkena nporerypa rakohe he ce paszim-
KOBAaTH U 10 HAYUHY U300pa aToMa PeIHUKA, OJHOCHO KOMIIOHEHTe (Te’KHHCKOT BeKTopa A;)
KOja ce MPUJIPYXKYje aKTUBHOM CKYILY, Y CMUCJIY KOPHUIINEHOI KPUTEPUjyMa ONTUMAJJIHOCTU

Koju he Guru jipyraduju y ojHOCY Ha YCJIOB UCKa3aH jegHadnHOM (11.2.3).

Hamwme, npuapyRuBarbe esieMenara (IPOMEH/BIBIX) aKTHBHOM CKyILy HodnBalie Ha cTpa-
TEeruju Jla ce CKYIIy IOCTEeIeHO J0/aje 110 jeJHa IPOMEeH/bIBa KOja HajBHIe HapyIllaBa yCJIOB
onruMaHOCTH cybrpaaujenta dyukiumje (6.30), y onmrem ciaydajy ogpehen yeaosom (5.15).

[Tpu Tome hie panuje momMeHyTH OIIEPATOP CaKMMaba-ojcenama (5.5) burn J1e0 caMmor u3pady-
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HaBamba cyorpajaujenta dyuknuje (6.30) (mprinkom n3padyHasarba cybandepentujaia (6.30)
10 KOMIIOHEHTaMa TE€XKUHCKOTI' BeKTopa A, Yhja BPEIHOCT je y TOM TPEHYTKY HyJla, OZHOCHO
10 KOMIIOHEHTaMa Koje ce HaJjla3e BaH aKTUBHOTL CKyTia). Takolje, Kako y CBAKOj HTepaIuju mo-
cToju norpeda 3a IMOHOBHUM Jie(pUHUCAILEM CaJIp:Kaja aKTUBHOT CKYIIa, CeJIeKInja MOICKYTIa
KOMIIOHEHTH Koje fie OuTu pasimdure Of HyJe U IPEJCTAB/baTH OCHOBY (€HIVI. support)
peTKor perema Huje ucTtopeMena kKao y (5.31), Beh mocremena, ejemeHT 10 UTEpaIuju.
Honaray paszyiuky he mnpejicraB/baTu U TO MTO he BPEJIHOCTU eJieMeHaTa aKTUBHOI CKyIa
(HaKOH M300pa KOMIIOHEHTH ) OUTH ayKypHpaHe KOPUIITNEHhEeM METOJIE IPYTOT pe/ia 3aCHOBaHE
Ha TPETXOJHO M3padyHATUM BPETHOCTHMA CyOrpajnjeHTa Iu/bHe (DYHKIIje 10 TPOMEHJbH-
BaMa (esleMeHaTHMa) aKTHBHOI CKYyIla, a He METOJIOM IIPBOI Pejla 3aCHOBAHOM HA TIDaJIU-
jeHTY TJIATKOT JieJia Iu/bHe (DYHKIHje 110 CBUM IIpoMeH/buBaMa kao y (5.22), ogrocHo (5.31).
MebyTtum, mopaTHy CIMYHOCT ca WTEpATHBHUM MeTojaMa Kao 1mro je (5.31) mpencrasibahe
ocoOMHa TpeIoyKeHe MPOIeype Ja ce TPUINKOM M3padyHaBama BPeIHOCTH CyOrpa/injenTa
KODHCTH OIlepaTop caxkuMama-ojcenama. Jogarno, 3a Meroje kao mro je (5.31), kojuma
y OIIIITeM CJIydajy ojroBapa pemaBame mpobdsema (5.6), y [ormasmy 5.4, takohe je moka-
3aHO Ja ce JI0 oiroBapajylier pemiea y ommmrem o6uKy (5.22) m0s1a3u JUPEKTHO Ha OCHOBY
ycaosa onmumasnocmu cybepadujerma, ussoheme (5.21). Hapemeno y onpehienom cmuciy
IpeJICTaB/ba jOIII jeJIHY CJAMYIHOCT Ca MPOIEyPOM Koja he OUTH Mpe/iozKeHa, MOMTOo he Kao
mro je Beh pedeno ontumasnoct cybrpaaujenta dyukimje (6.30) 6utn kKopumrheHna Kao Kpu-
TepujyM 3a n360p ejieMeHara akTHBHOI cKyma. Crenmjaman ciaydaj (5.21), o mHTEpeca 3a
nopeheme ca mporeaypoM Koja hie 6uru npemioxkena 3a pemaBame (6.29), mobuja ce kaja
ce ymecro dyukuuje g(x) y (5.19) 3amenu ¢; HOpMa, a K0joj 0JroBapa MOMEHYTU OIEPATOD

cazkuMarba-ojicenama (5.5).

JIpyro BazkHO mTake y Be3u ca peraBambeM (6.29) u (6.25), jecte nomazua dpopmysiammja
y 00JIKy mpobsieMa ca orpanndembuma. Kao mro je Beh pedeno, moryha je Tpancdopmariyja
oJTa3HOr MpodseMa y mpobiieM 6e3 orpaHnveha, aju KOji Moapa3yMeBa JUHUjCKY TpeTpary
HaJl MHTEPBAJIOM Ca yHaIpe] jJedHHUCAHIM TpaHMIaMa JIyK Jedunncanor mpasma AA;.

[Tomenyra Tpancdopmarmja (6.29) moapasymesa jgeduHUCAE €KBUBAJEHTHOT IIpobjeMa;

a* = argmin ¢; (a) , 1.0 f’j =0,
o (6.31)
9j (@) = Lj (A + aAN;) = L; (Ay)

YUjUM peliaBambeM ce ojipehyje ontumMasna BpeHocT Kopaka . CTpyKTypa nomohue dpyHK-
muje ¢; (o) nebunncamna je uzpasom (6.30), [Tpusor 4. Onrumusarmja cKaaapHe IPOMEHBUBE
a'y (6.31) onBuja ce HaJ nedUHUCAHUM WHTEPBATIOM (Qimin, Mmax) Koju he 6utm oapehen
Ha CJMYaH HAYMH Kao u 'y ciaydajy (6.15), amu ma ocuoBy Tsphema 1 koje he 6uru nsse-
JICHO y HACTABKY. Y3 yCJIOB j1a & € (Qmin, Omax) @KypPUPaHE Bep3uje PETKUX APOKCH-

Mallfja MHBEP3HUX KOBAPHUjAHCHUX MATpuiia ouhe m jabe MO3UTUBHO jie(bUHUTHE, OJTHOCHO
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15]- +a*R; = 0,Vj, rae je R; = 25:1 AAZ; Sk. ¥V mokazy HapejHor TBphema Ouhe kopurniheHa

caeneha unmennra, nokazana y [129]:
Humenuria 1 Baoice oba: A, B = 0= ABA > 0 u wez06 dyar A,B<0= ABA 50
Nwmajyhu y Buy Hasemeno, TBpauMo ciesehe:

Tephewe 1 Heka je f(a) = —In(det (P + aR)/det (P)) + atr(¥R) + wulla+abdl,,
a € R, 2de je R # 0 cumempuyuna mampuya, R € R a P u ¥ cy maxohe cumempuure
mampuye ucmux Jumenduja, asu cy 3a padsuxy od R u nosumusno depurumme, P = 0,
¥ = 0. Taxohe, nexa cy a,b € RP duxcupanu (ynanped odpeheru napamempu), npu yceo-
jemoj epednocmu D € N, 2de je {1 nopma depunucana xao ||z, = Z,?:l|xk|, sar e RP u
Hexa je > 0 u yauma nexy gurcny epednocm. Tada, arxo je iy HaAJMarea, a4 Qpmayx Hajéeha
epednocm o € R, xoja ocueypasa da je mampuuya: P + aR, nosumusno cemu-depunumma,

mada nocmoju jeduncmeena spedrocm kopaxa *, maksa da je: o = argmin f («).

Oée(Oéminy Oémax)

Jokaz O3nauuMo ca i, = mf {P + aR = 0}, a ca apax = sup {P + aR > 0}. Tazna na
acR
ocHoBY u3Bobhema y Ilpusory 4, jemraqmnna (11.4.2), win [30, 270], Baxku cienehin MaTpuaHI

NACHTUTET:

det (P + aR
In ———— 7 et (P Z In (14 aw,), (6.32)

rjie je ca w, o3HadeHa p-Ta COICTBeHa BpeanocT Marpuie W = P 2RP™'2. Kako je:

P+aR=P/(I+aP '/?RP?)P2,

COIICTBEHE BpeIHOCTH MaTpuile: [+ « p~Y/2RPp1/2

=I+4+aW, ogpehene cy ca 1 + aw, > 0.
a 6u HejeHakocT Koja mpouctude u3 (6.32) ocrasa odyBaHA, BPEIHOCT ( je YCJIOBJbEHA
ciekrpoMm Matpurie W. Oparne ciaenn jga je P+aR /0 akko 1 + aw, < 0 3a nexo
pe€{l,...,d}. Kopucrehu (6.32) u nebununmjy |||, , nonasmm uspas f (o) moxe jga ce
3aluIe Kao:

fla)=g(a) + p Y lax+aby,

k=1
. (6.33)

g(a)= —Zln(1+awp) + atr(XR).

p=1
Homo je apyru mssox g (a) ompeben ca: ¢ (o) = Zzzl(lﬁi—pwp

CTPHKTHO KOHBeKcHa mas cojuM momerom D (g). Kaxo je h(a) = p S, |ax + aby| Ta-

2 .
) > (0, BaxKu J1a je ¢

kKohe medpuHMCAHO M KOHBEKCHO 3a v € R, Baxku 1a je f = g + h ¢TPUKTHO KOHBEKCHA HAa/I

cBojum jomenoMm D (f) = D(g), mTo cieau TUpeKTHO u3 jeduHUNIje KOHBEKCHOCTH. To
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3HAYH I3 aKO je o JIOKAJHU MUHUMYM, a KaO IMOCJIEHUIa CTPUKTHE KOHBEKCHOCTU W TJIO-
Gamnn munuMyM dyukuuje f () wan D (f), Taga je a* u jeduncmeenu rIobGATHA MIHUMY M.

Hberosa ersucrennuja ce pasmMarpa y HaCTABKY.

VBeK BaxKu Jia je jeJlaH oJ] HapeJiHa TPHU yCJI0Ba 3a/I0BOJbEH: WJIN je MaTpulia R mo3uTuBHO
cemu-gedpunutaa, Tj. R > 0, wanm je R meratusno cemu-nedpunurna, tj. R < 0, wam je R
nepedbunutaa, Tj. R % 0u R £ 0.

Heka je y npsom cayuajy R = 0. C o63upom ja je P~1/2

= 0, Tama Ha ocHOBY umbe-
mune 1 Baxxu ga cy w, > 0, Vp € {1,...,d}, nomrro cy w, COUCTBEHE BPEIHOCTH MATPUIIE
W = P~Y/2RP~'2, To 3maum 1a je quayx = 400, a nomro je dbynknuja g (Kao u f) menpe-
knaaa #a RY) na ocroy (6.32) u (6.33) caenu 1a je f (Gmax) = al_i}r&(}f (a) = +o0. Takobe,
10JIa3Ha MPETIoCTaBKa Ja je mMarpuia R # 0 ykasdyje ma moctoju 6apem jegHo p, TaKBO J1a
je w, > 0, mro ouer ykasyje na je A # ), rue je ca A osmaden ckyn A = {—1/w,| w, > 0}.
Oparie ciaeny 1a je Qpin = max . A > —00, a Kako JiorapuTaMcKa (QpyHKIUja JUBEprupa y
HYJIM ca JIeCHEe CTpaHe, BaxKu Hp,ua je OHli)lm N f () = 400. Ulra Bume, f je HenpexkumHa HaJ
D (f) = (Cmin, Qmax)- .

Y apyrom ciaydajy Heka je R < 0. Taga na ocnosy Humenune 1 Baxun na cy w, < 0,
Vp € {1,...,d}, omake cienn 1a je ap, = —00, a Kako je g (kao u f) HenpekuHa QyHKIHja
Hag R™, Ha ocHoBy (6.32) m (6.33) Baxku ja je f(Qmin) = OZl_i>r_noof (o) = +oo. Taxkobe,
moJTa3Ha MPeTIoCcTaBKa a je MaTpuria R # 0 ykazyje mga moctoju bapeM je/IHO p 3a KOje BayKu
naje w, < 0, onakie caean aa je ckyn B # (), rae je ca B osnaden ckyn B = {—1/w,| w, < 0}.
Oparie ciaenu Ja je amax = min B < +00, a Kako JjiorapuTaMcka (pyHKIUja JTUBEprupa y

P
HYyJIN ca JieCHe cTpaHe, Baxku u ja je lim  f («) = +oo. llra Bure, f je Henpekuaa HaI

a—Omax
D (f) = (amina &max)'

Konauno, pazmorpumo u mpeoctasu ciaydaj: R % 0 u R £ 0. Kako je mpema moja3Hoj
npernoctaBiy Matpuiia R # 0, HaBeJeHO UMILTHIMpa Ja noctoje p,q € {1,...,d}, Taku
Jla cy ca MHJIEKCOM D O3HadueHe COICTBEHEe BPEIHOCTH w, > 0, a ca MHIEKCOM ¢ COLCTBEHE
Bpeanoctu w, < 0, omakie ciaean Ja 3a pamuje gedunucane ckynose A u B comcrBeHnx
speanoctn Marpune W Baxku na je: A # ) u B # (). C 063upoM Ja HO3UTUBHE COIICTBEHE

BpesHOCTH O/pelyjy /oy rpaHuIly KOpaka (v, MPOU3WIA3U 1A j& (i, = max A > —oo u
P

lim f(«a) = 400, a HA cIMYaH HAYWH 3a HETATHBHE COICTBEHE BPETHOCTH BaXKU JIa je
a—aminT

Omax = minB < +oo u  lim f () = +o0, 70K je f wenpekmnna Hag D (f) = (Qmin, Cmax)-
p a—Qmax

Ha kpajy, momro y cBuM pasMarpaHuM CaydajeBUMa Baxku ja je: dyHKImja f Hempe-
kugaa Hagl D (f) = (Qumin, Omax), ¥ Ja je TpaHUYHA BpegHOCT QYHKIMje Ha TPaHUIAMA 0~

CMaTPaHOr OTBOpeHOr mHTepBasia oapehena ca lim  f(a) = +oo u  lim [ (a) = 400,
04_>Oémax+ a—>Omax

cienn Ja je f woepuurusHa Has D (f). Jlomarno, kako je f orpaHmdeHa ca ropre CTpaHe

wag D (f), ciequ jga nocroju of = argmin f («), JOK U3 NPETXOJHUX 3aK/bydaka O

Oée(&m'm, amax)



6.3 Ilpemmoxxenn SPTM momen 187

CTPUKTHO] KOHBEKCHOCTH f, MPOM3MIA3M Ja je MIUHUMYM KOjU ce JOCTHzKe ca «F Takohe m

jenuncrsen. [

Tepheme 1 mesaBucHo 3a cBako j = 1,..., M, ocurypaBa €rs3ucTeHIU]y U jeIUHCTBE-
HOCT ojroBapajyher Kopaka o KOjU jecTe ONTHMAJHO perierbe npobiaema (6.31) y xoju ce

Tpancdopmuiiie cBaku o1 modetHux M mpobsema (6.29) ca orpaHmdernma 15]- = 0.

Kaxko 6u ce 10110 10 HyMepHIKOT penierha A} CBAKOT 01 HE3aBUCHUX IOTHPOOIEMa O3Ha~
YeHuX ca uHJeKcoM j y (6.29), a He caMo JI0 BPEJHOCTH ONTUMAJHOT KOpaKa @ y nomohnom
ONTUMU3AIMOHOM IPOOJIeMY KOju ce KoHcrpywuiie y (6.31) npuinkoM cBake uTepaliyje peria-
Bamba (6.29), kao mro je Beh peueno 6uhe xopurthen metos o y3opy GRAFTING mporieypy
3a cesekiujy obesexkja mnpejacrasibeny y [200, 201, u cymupany y [228].

Kao mTo je Beh muckyToBaHo Ha MOYETKY OBOI IOIJIaBJ/ba, MPEJJIOKEHN METOJ| 3a HY-
MepHrdKo pernaBame (6.29) npunaja Kiaacu cyOrpaJijeHTHIX MeTO/a KOje KOPUCTe TEXHUKY
AKTUBHOT CKyIa. 3a aKypupame TeKyher periema MeToj KOPUCTU CyOrpaJiijeHT OpUru-
HaaHe HusbHe dynkimje L; (A;) HOIA3HOr ONTHMU3AIMOHOI IpObJIeMa Ca OrpaHHYEeIbIMA
y (6.29), anu ce cyOrpajiijeHT HAMEHEH aXKypupay pellleiba u3padyHaBa caMo HaJl JIeJIOM
n3abpanux nmpoMeH/buBuX. [loj mpoMen/buBaMa ce Moapa3zyMeBajy MojeIMHATHN apryMeHTH
mwbHe dyuknuje (6.30), Koju mpeJcTaB/bajy MojeMHAYHe KOMIIOHEHTE TPAsKEHOI BEKTOPa
A;. Mehyrnm, y cBakoj uTepanuju cyorpaujeHT ce IpBO N3patdyHaBa 3a CBe KOMIIOHEHTe A,
MPUJINKOM M300pa ejleMeHaTa aKTHBHOI CKyTa, Kako Ou ce mocrojehnm esleMeHTHMa aKTUB-
HOT' CKYIIa 110 TOTPeOn MPUIPYKIIa HOBA ITPOMEH/bUBA KOja €BEHTYAJIHO jOII HUje Y CKYILY,

a Koja y TOj UTepaluju HajBUIIEe HapyIlaBa yCJI0B ONTUMAJIHOCTU CyOrpaJiijeHTa.

[nm dopMupama aKTUBHOT WM PAJHOT CKyIla jecTe Jla ce ONTUMU3AIN]OM OIpaHMde-
HOr 6poja MPOMEHJBUBUX (CBUX eJIeMeHaTa KOju MPUIajajy CKYIY) BPEIHOCT KPUTEpUjyMa
y JIaTOj UTEPAIMjU IIITO BUIIE MTPUOINKI ONTUMYMY, a Jia Ce IIPU TOME BPEIHOCTU MPEOCTa-
JINX TIPOMEHJbUBUX KOje Cy BaH CKyIla 3aJ[pzKe Ha HyJId, KAKO OM ce Ha Kpajy 000 PETKO
pererbe. AKTHBHU CKYII Ce Y TOM CJIy4ajy O3HadaBa M Kao PaJHU CKYII, IOIITO Ce y CBa-
KO] MTepaliji Memajy caMO BPEJIHOCTH KOMIIOHEHTH WJIM IIPOMEHJBUBHUX KOje ce Haja3e y
meMy. Ha Taj HaumH, y cBaKoj uTepalyju TOKOM Ipoleype pemasamma (6.29), 3a 6umio koje
J, Ha OCHOBY CyOI'DaJijeHTa KOMIIOHEHTH U3 aKTHBHOI' CKyIIa Jedunuiie ce BeKTop AA; Koju
IIpeJICTaB/ba HOBU IIPaBall y KOMe ce y TOj UTePalliji ayKyprupa TPeHyTHa BPEIHOCT BEKTOPA
TezKMHCKNX Koedwumumjenata, A;. lebnnncann npasary AA; npesncTaBba OCHOBY 38 TpaHC-
dbopmarmjy nosassor npobiema (6.29) y npobsem smHujcke nperpare (6.31), Kojum ce ure-
PATUBHOM IIPETPArOM MHTEPBAA ((min, (max), Jdedurucanor kopumhemem Tephema 1, myx
npasia AA; jos1a3u 10 onTuMalHe BpeJHOCTH Kopaka «;. Tpeba HarjacuTu jia je HoMeHnyTa
nporierypa GpopMuparma aKTHBHOT WJIH PAaJHON CKYIIA y CBAKO] UTepaluju perasamba (6.29)
(mpe m3padynaBamba AA;), 3aIpaBo Ta Koja OCHI'ypaBa u3bop, OJHOCHO CEJIEKIHjy ITPOMeH-

JPUBUX MJIM KOMIIOHEHTH BeKTopa A; Koje he mMaTu BpeHOCT pa3/InduTy O HyJle y KOHAYHO]
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PETKOj penpe3eHTallji CBaKe OJT MHBEP3HNX KOBAPUjaHCHUX MATPUIIA Ha Kpajy MpeozKeHe

WTepaTUBHE ONTUMHU3AIINOHE TTPOIEype, YUju Pe3YITaT je A;f.

Kputrepujym 3a uszbop enemenara paanor ckymna npomsmiasu u3 GRAFTING merome
KOJOM Ce TeCTHPa]y KOMIIOHEHTE CyOrpajujenTa, a ca IU/beM ITPOHAJIaYKeha IIITO MAFhEer MO/
CKyTIa MPOMEH/bUBUX MJIM KOMIIOHEHTH BEKTOpa Koje he popMupaTu paJiHu CKyIl IIPOMEH/bU-
BHUX KOje CYy y JIaTOM TPEHYTKY HajyTUIAjHUje U KaO TaKBe Ce ONTUMU3Y]jy, 9MMe ce aKo je TO
Kpaj mporeaype oapelyje pactopes Hysta y CTpyKTypH KOHAYHOT (PETKOT) pellerba.

Y nacrasky hie 6uTu onmcaH n300p KOMIIOHEHTH A; IPUINKOM aXKypUparba aKTUBHOTL
ckyna Ha ocHoBy GRAFTING kpurepujyma. Ilorpeban u m10BO/baH YCIOB ONTUMAJHOCTH Y
cIydajy KOHBEKCHe onTuMmusanuje nersarke (nemudepennujadunne) dynkmuje f : RP — R
MozKe Jla ce uckaxke kao: 0 € Of(z), tae je ca df(x) osmauen cybrpajmjent’ dyunxuuje f
y nekoj Tauku x € RP. Ako ckanapna ¢yHKIHja f uMa crenujagan o6k (Koju oJropapa
obmuky muspie dynkmuje y SPTM mozeny): f(x) = L(z) + pllzl|,,, Tana je cybrpaujent f

no Komnoxewmama (KOOpIAMHATAMA) apryMeHTa = jeduHICcaH ciegelinm u3paszom:

01 (x) = V.L(x) + psgn(z;), |z >0 (6.34)
1 VL) +p[-11], z,=0

e je ca [—1, 1] o3Hauena 6usio Koja peasiHa BPEJHOCT U3 JATOr CUMETPUIHOI MHTEPBAJIA, a
cumbost V,; L(x) o3HavgaBa i-Ty KOMIIOHEHTY TpajijenTa riarkor jgena dbyakmmje f. Ipyrum
pedmnma, 3a CBako ¢ = 1,..., D, ako je BpeJHOCT KOMIIOHEHTe uin Koopaunare x; = 0, cy6u-
dbepennjan: 0;f(z) = 0f(x)/0x;, y (6.34), upeiacraspa ckyn 6pednocmu KOjuMa MOXKE Ja
ce 3amenn (yommTn) naprujaaan u3sox byuknuje: f(x) = L(z) + p Zi1|xi|, y OJIHOCY Ha
KOODJIMHATY ;, & KOjI HHAUe He [OCToju y Tavukn x; = 0 nomrro hyHKIW]ja |z;| Huje riaTka y
uyau. To 3Hadm ;1a oBako yBejeH cyOrpajujeHT MyHKIHje f joIn yBeK Huje jednodnawho de-
Punucan. VI3 HaBeaeHOT pasjiora, OCHOBHY JIe(OUHUIN]Y BPEeIHOCTU cyOrpajnjeHTa moTpedHo
je momatHo monyHUTH, 3a 1mTa ce npuankoMm npumene GRAFTING meroe kopuctu yrpaso
OMIITH YCJIOB onTuMasHocT cybrpagmjenra: 0 € Jf(z), momro ce u cam n360p ejgeMeHarTa
akTuBHOT cKyra Ha ocHOBy GRAFTING kputepujyma 3acHuUBa Ha aHAJUM3W UCTOT YCJIOBA.
Vckazan mo KOMIIOHEHTaMa UJIN KOOPAMHATAMA BEKTOPA X, YCJIOB ONTUMATHOCTH CyOrpaiu-

jenra cBoau ce Ha cyezelin CKyIl ye/ioBa MHJIEKCUpAHuX ca i (Bujeru takohe u [228]):

VZL + i) = 0, i1 >0
0€0if(x) < (z) + p sgn(z:) i (6.35)
\V,L(z)| < p, z; =0.

Leybrpaymjent Of(x) xonsexcrne dbynkmuje f : D C RP — R y mexoj Taukn x € D nedunmme ce Kao
ckyn ceux Bpeanoctn a € RP | taksux na saxu 1a je: f(y) — f(z) > (alz — y)po, /e je ca (:|-)pp ozHAUEH
oxrosapajyhu cxamapun nmpousson y R,
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[IpaBar u cmep Hajopsker onagama yukimje f onpeher je HeraTuBHOM BpeHOMNY cyOrpa-
JMjeHTa, KOju je 1mo KoMnoHeHtama jgedunucan ca d;f(x) y (6.34), anu He Ha jeJHO3HAYAH
naunn. MehyTum, ako ce cyOrpajinjeHT 10aTHO Aedunuiine moMohy Kpurepujyma KOju TexKu
[OCTU3atby yCJIoBa onTUMaaHocTh (6.35), mormTo fie cremnen MCIyHBEeHOCTH UCTOT YCI0Ba Ka-
cHUje ONTH KOPUITNEH 1 32 CEeJIEKIIN]Y eJeMeHaTa paJJHoT CKyIla Ha OCHOBY BPEJTHOCTH CyOrpa-
JIMjeHTa, a 3a O3HavYaBarbe Tako JepUHICAHOr cyOrpajujenta ycBoju cumboa VP, e caoBo
S yKa3syje Jla je y IuTamy YOIIITeme TpaaujenTta, taja Bekrop VP f(x) no xomnonenmama

WM KOOpJuHaTaMa MOKe ja ce JeUHHIIe Ha jeJHO3HATAH HAUUH Kao:

(V,-L(x) + posgn(zx;), |z;| >0
VZLLU + W, .leo,sz.% < —
V() = () + p () < —p (6.36)
V.L(x) — u, x;=0,V,L(z) > p
L0, x;=0,|V,L(z)| < pu.

BHaueme NpuKazaHux u3bopa HaunmbeHuX npuinkoM jedunucama (6.36) Moxe ja ce Ty-
Maun Ha ciejiehn HauuMH. Y CiIy4ajy Kaja je oJroBapajyha KOMIIOHEHTa BEKTOpa X je/iHaKa
Hyiu, r; = 0, OJJHOCHO KaJia je MOTPeOHO HAYMHUTHU OJJIyKY KOjy BpeJHOCT ( U3 MHTepBaJja
[—u, 1] Tpeba y3eru na 6u onrosapajyhn cybmudepennujan 0; f(x) y (6.34) 6uo jeaHo3HATHO
necdunucan, nomrro je cyomudepennujan |||, y Tauku z; = 0 neoapehen ymyTap cKyma
[—1, 1], ycaja ce cienehn KpurepujyM KOju TeXKHU MOCTH3aY yCaoBa ontuMaanoctu (6.35).
3a x; = 0, nu3abpaHa BpeIHOCT U3 CKyla [—u, 1] Tpeba 1a Oyiae TakBa ja 00e30eam wimo
Opotce nomepare BpenHoctn O; f(x) Ka Hysm, a deMy oJ[roBapa InTo Gp:Ke TOMepame BpeJi-
woctu V;L(r) ka unrepBany [—u,u]. Kaga ce V;L(z) nabe y unrepBamy [—pu, p], gemy
onrosapa |V;L(x)| < p, m3bopom ogrosapajyhe Bpegaoctu ( € [—p, p], mocruxke ce na je
V.L(xz) + ¢ = 0, anme ce ocurypasa jia KOMIIOHeHTa x; = ( He JONPHHOCH HAPYIIABamby
yCJIOBa ONTUMAJIHOCTH U KaO TAaKBY je He Tpeba MemaTu.

Morytie je yountn na ce y mpasmiy (6.36) Tpu pasmarpana ciydaja Kajga je z; = 0,
nokJanajy ca gedunurujom orneparopa buckoctu (5.17) 3a £1 HOpMy, KOju je jeduHICaH ca
dbyHKIMjoM WK omepaTopoM caxkuMmarba-ojicernama y (5.5). ExBuBasennuja ce npobuja kaja

ce y (5.5) mim komnakTHHje 3anucaHoM u3pasy y (5.4), yeeme cmena: £ = V;L(x) u 7 = p.

Y caydajy cyOrpaJmjeHTHUX MeTojla 3aCHOBAHMX HA TEXHUIN AKTHUBHOD CKYyIIa, CaMO
OHe TIPOMEHJbUBE KOje NMpHUIajajy JAeUHUCAHOM aKTHBHOM WJINA PAJIHOM CKYITy, KOju hemo
y CKJIaJly ca Ha3MBOM O3HAYaBaTH ca CUMOOJIOM VWV, axKypupajy ce y Jaroj ureparuju. bpoj
uTeparje Ipore/ype 3a perapabe moJasHor mpobiaema (6.29) y nacraBy he 6utn o3uada-
BaH ca BpejHoithy umnjekca k. Kao u y npeTxogHoM u3jiaramby y Be3W Ca HAYUHOM jeJHO-
3HAYHOT JeduHucama CyorpajmjenTa, Tako he U y HapeJHOj JUCKYCHjU y INJbY OIMIITOCTU

n3Jarama MpuBpeMeHo OuTH KopuiheHa jeIHOCTaBHIja HOTammja y ogHocy Ha (6.29), a Kojoj
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Takobhe ojrosapa Beh npukazanu 3anuc musbHe PYHKIUjE Yy OOJTUKY:
f@) = L(z) + pllzll,, p>0, (6.37)

rie je ca BekTopoM x € RP osmaden BeKTOp TeKMHCKNX KoeduImjeHaTa peTKe Perpe3eHTa-
nuje, Kome je y (6.29) ogrosapao cumbos A; € RP, ca kojuM je o3HavaBaHa PeTKa perpe-

3eHTalldja MaTpule npernusnoctu P; Koja IpejcTaB/ba PETKY allpOKCUMallUjy OPUIMHAJIHE

MHBEP3HE KOBapHUjaHCHE MATPUIIE Z;l.

IIpomena BpejiHocTn TpenyTHOr pemema rF) € RP ayx nedurncanor mpasna Az
OJIHOCHO TIOJIOXKaja TadKe KOja INPEJICTaB/ba TPEHYTHO PeIllehe ONTUMHU3AIMOHOT ITpob/ieMa,
jecre TakBa J1a ce He Merbajy cBe Kommonente £F) Beh camMo KoMIOHeHTe BEKTOpa 3a Koje je
yTBpheHo 1a HajBUIlle HApyIaBajy paHuje JUCKYTOBAHU YCJIOB ONTHUMAJIHOCTH U KAO TaKBe
MPUTIAJIAjy aKTUBHOM WJIM PajHOM ckKymy VW. ¥ cKJaajy ca TUM, BEKTOP CAYUIHEH OJ KOM-
norenTtn %) koje cy mmmexcupame y ckymy W 6uhe o3HauaBan ca ng,) € RWI. TIpomena
TeKyher pelrema y IpaBIly KOji OCUTypaBa MUHUMUA3AIIN]Y BPEIHOCTH ITOJIA3HOT KPUTEPH]yMa
MOXKe Jia ce JiebuHHINe y CTUIy craHgapaHor Fbyrtaosor meroja, kao u y Ilormasmy 6.2.2,
aJTl OBOTA ITyTa KOPUIITNEeM TpaBIla axKypuparba Koju je JedUHUCAH caMO HaJl TPOMEHbH-
BaMa y aKTUBHOM CKyIly YV, a He HaJ| CBUM KOMIIOHEHTaMa TeXKMHCKOT BeKTopa Kao y (6.14).
Taunuje, MpaBUIO UTEPATUBHOI aXKypHparba BPEIHOCTU TEKUHCKUX KoedUIrjeHaTa peTke
peripe3eHTalje MaTpulla MPern3HocTh Koje obe3belyje munnmvuzanujy (6.29) nedunurie ce
Kao:

oy = 2 — B Vs f () (6.38)

e je ca Vi, f IIpeicTaB/beH BEKTOP CadHIbeH 0/ KOMIIOHEHTH cyOrpainjenTa Koje Ipuiaiajy
paJHOM cKyiy VW, JOK je caM cyOrpajujeHT 110 KOMIIOHEHTaMa Wi KoopuHatama V; [ Beh
nedunucan y (6.36). Ca H;\} O3HaYEeHa je mHBep3uja XecoBe MaTpuriie pyHKIMOHAIa L Koju
IpeJicTaB/ba TJIATKH J1e0 InJbHe dyHIKHje f, 0K je cama XecoBa MaTpuiia JeduHUCAHA Kao
JakobujeBa maTpuiia rpajujerTa ¢gpyuknuje L, ogHocHo Kao: Hy, = V%/\,L(xg/’f,)), rJe je Kao u
KoJI cyOrpaaujenta pyunkuje f, XecoBa MaTpuiia Takohe dpopMupaHa caMo HaJl MOICKYIIOM
IIPOMEH/BUBHX /N KOMIIOHEHTH TeKHHCKOr BekTopa %) koje mpuiajajy aKTHBHOM CKYyITy
W. Ocum HaBejieHe pa3jiike Koja ce Thde m3bopa KOMIIOHEHTH, yodaBa ce Ja je m3pady-
HaBame Xecose marpurie y (6.38) cymrruacku ucro kao u 'y Ilormasssy 6.2.2, ¢ 063upom na
je mpBu miau rrarku jgeo mwbHe dyaknmje (6.30) TOTOBO MCTH KAO M HEraTWBHA BPEHOCT
mubHe hyukuje y (6.13). Oxrosapajyhu uspasu 3a uspadynasame V;L, i € W, npuimkom
ofpehuBama BpeJHOCTH cyOrpaaujenTa Vi, f, Kao 1 u3pasn 3a n3padyHaBibe HojeJnHaTHIX

estemenaTa Marpure Hy, € RWIXWI Guhe natu memro kacuuje y HacTaBKy n3jarama HAKOH

npukaza Ajnropurma 1, a mwuxosa uzBohema mory ce nponahu y [Ipuory 4.

OnrumasnHa BpegHOCT Kopaka [y (6.38) omapeljyje ce permaBamem moceGHOT, TOMONTHOD
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onrrnMu3aronor npobiema (6.31), rae je avy (6.31) camo npyra osnaka 3a 5y (6.38), 70K je

IpaBaill IpoMeHe TeXKUHCKUX KoeduimjenaTa peTke perpe3eHTalije Koju mpuiaiajy paiHoM

w

7,y (6.38) nedunncan ca:

ckymy W, kome 6u y Hotarmju (6.31) oarosapao cum6os AA
Azl = —H;! Vi, f (=) (6.39)

Kao mro je Beh panmje pedeno, onruMasiHa BPEIHOCT KOpaka & € ((min, (max) CBOjOM
BpeHOINY TapaHTyje MUHUMH3AIM]y opuruHasHe ubHe dyaknmje (6.30) mpuamkoM Ko-
purihema npasmia (6.38) 3a axypupame BPeIHOCTH TeXKUHCKUX KoeduIlmjeHaTa peTke pe-
[pe3eHTalje y CBAKO] UTepanuju peiapama (6.29), aau takohe rapanTtyje u ja he ynpkoc
npomvenn (6.38) 6utn ouyBaHa U HOTPeOHA JeUHUTHOCT TaKO (GPOPMUPAHE PETKE allPOKCHU-

Mallije MaTpPUIE MPEIU3HOCTU Y pedaHuKy W.

AxtuBHu nian pagan ckyn VW dopMmupa ce m3HOBa Ha MOYETKY CBaKe HOBE UTEpAIHje
ONITUMU3AIMOHE TPOoIeaype, Tako mTo ce Ha ocHoBy mpasmia GRAFTING merome 3a ce-
Jeknujy obenexja, [200, 201], Ha moueTKy cBake uTeparmje OYeTHOM aKTUBHOM CKy1y Wi,
Joaje win npudpyorcyje xKomnonenma wiu upomensbusa ¢ € {1,..., D} 3a Kojy mocroju
HajBehe HapyIaBame yeaoBa onTUMATHOCTH Jedunucanor y (6.35), jep je mpeTmocTaBKa Jia
ce he ce TakBUM M300POM U KACHUJUM ITOJIENNABALEM BPETHOCTH KOMIIOHEHTU WHIEKCUPAHIX
y aKTUBHOM CKyIy HajOpKe cTuhu 710 HajOo/ber Moryher perrerma ca OrpaHHYeHrM OpojeM
TeXKUHCKUX KoeduInjeHaTa Koju ¢y akTuBHE (pazjmdautu ojf Hyse). Tpeba younTu jia rakas
KpUTEPUjyM H300pa He To/Ipa3yMeBa Jla ce y CBAKO] UTEPAIUjU PaHOM CKYILY MPUIPYKYje
Heka HoBa KommonenTa. Ckyn W, Koju ce JeduWHHIIE Kao MOYeTHN PaHU CKYyI, (hOpMHUpa
ce Ipe MoveTKa CBaKe UTePAIllje TAKO IITO Ce IPey3Me PaJiHu CKYyIl U3 MPeTX0/IHe UuTeparuje
U 3aTUM U3 JIATOT CKYyIIa, KOJU Ce CACTOjU O/ WHJIEKCa CBUX KOMIIOHEHTHU WJIU MPOMEH/HbUBUX
TpenyTtHOr permema ¥ 3a koje Bazk; ma je xl(k) # 0, o0 OTpedU ETUMMUHUIITY BPEJTHOCTH

. k
UHJIEKCa 3a KOje TeKyhe BPeIHOCTH KOMIIOHEHTH xl( ) Hucy Behie o1 HEKOT MaJIOT, yHAIpes
zasiaTor npara tyy. Ha Taj nHaumn ce Ha MOYeTKY cBake uTepalyje oMoryhasa Jjia HEKe O] pa-
HUje IPUJIPYKEHNX KOMIIOHEHTH I10 TIOTPeOu Hanycme padnu ckyn U MPECTaHy Ja aKTUBHO

JIOTIPUHOCE PETKO] PEKOHCTPYKINJU CUTHAJIA.

Ureparusna nporenypa (6.38) 3aBpiiaBa ce y HEKOM TpeHYTKY k = K ako je ucrymwen
YCJIOB OLNTUMAJTHOCTH CyOrpaaujenta jgedunucan y (6.35), wim ako je yMecTo Tora JIOCTHI-
HYT yHarpe] jgedWHUCAH MAaKCUMAJIHU Opoj mrepaiuja ny. AKO ce paju jeJJHOCTaBHOCTU
y 3alucy m30cTaBe MHJAEKCU k KOju o3HadaBajy Opoj mrTepaliyje, IPBHU YCJIOB TEPMUHAII]E
anropurT™a cBoau ce Ha 1o ja je |V;L(z)| < p, 3a cBe Komnonente rpajujenta V L(x) wH-
nekcupane ca i € WY, u 3a Koje caMuM THM BaKé ja je x; = 0, a Ipe CBera Ha IJIaBHI
ycios na je |V f(x)||, = 0. Omucanu ycios TepMmunanuje obe3dehyje na y ommrrem cirydajy
HaKOH K < mp uTepaimja mporeypa MO¥Ke Jia ce NPEeKWHe W Ipe HEro IMTO je JOCTUTHYT

TpaXKeH! HUBO PETKOCTH S, KOjU O3HAYaBa yHAIPEJ 3a/IaTH, XKebeHH OPOj KOMIOHEHTH Te-
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JKUHCKOT BeKTOpa Koje hie 6utn pasiamante ox Hyte. Y TOM cIydajy, Kome ofrosapa |[W| < S,
aKo ce KpBajureT anpockumMaije (y cMuciy odyBaHor uH(OPMAIMOHOT cajiprKaja) He CMa-
Tpa JOBOJHHO J00puM, TakoDe 1mocToju MOryhHOCT 3a HACTABKOM HUTEPATUBHE IIPOIEIYpE,
aJM ca MPOMEIEHOM (CMarmheHOM) BDETHOIINY peryaapu3aliionor mapamerpa (. Hasemeno
he OuTH jacHHWje y HACTaBKy M3jararba Kajla Ha 00je/InibeH HAauYWH Oy1y MPUKa3aHu CBU KO-
paIy aa20pumma TpeJJIozKeHe ONTUMI3aIMoHe MPOIle/Iype, ain Tpeba UMaTh y BUIY Ja je
/b TAKBE CTpaTeruje jga ce u3derny HermoBO/bHU JIOKAJIHA MUHIMYMHI Ka KOjUMa IIPOIEypa
Moxke ga texu. Ilopem Tora, Tpeba younTu Ja mako y cBakoj mrepanuju (6.38) mpuimkom
perraBama MOMONHOr onTuMu3anuonor mpobsema (6.31) mocroje rapatnuje Koje 06e36ehyjy
JEJIMHCTBEHOCT ONTUMAJIHOI KOpaka o, Kao 2ao0bannoe munumyma (6.31), rakse jacHe ra-
paHIlje He IMOCTOoje Y IOIJie/ly KBaJUTeTa Pelieiha J00UjeHOr OMMCAHOM UTEPATUBHOM IIPO-
neypoum (6.38), ocuM Ja mpoMeHa perrerba ca KopakoM [5* = a* uehe goBectn j0 mopacra
BPEJTHOCTH OpUTHHAJIHE KpuTeprjyMcke dhyHKIwmje y (6.29), mro 3Ha9n 1a MOCTUTHYTA PETKA
alpoKCcUMalIlja He Mopa Jia IpeJcTaB/ba IJI00aIHN, Beh caMo A0KAAHU MUHUMYM TTOCTABIbe-
Hor mpobsieMa (6.29). Mebyrum, oBakBo pereme je npuxBaT/buBo uMajyhn y Bumy na ce u
y OCHOBHOM mpobsiemy (6.25) Ham3MeHHYIHA ONTHMHU3aIlKja ejeMeHara pedrnka U u cKyma

TeXKUHCKUX BeKTOpa A 3acHuUBa Ha ojipeluBiby JoKaaHuX MubnMyMa dyakiuje (6.26).

VY cKIIaJIy ca MpeTxo[HOM JIMCKYCHjOM, TOIITO je ayKypupatbe nocrojeher pemiema y (6.38)
caMo JIy’K IMPOMEHJbUBUX KOje Ce Yy TOM TPEHYTKY Hajase y pajHoM cKymy YV, a He 10
CBUM KOMIIOHEHTaMa OJ KOjUX 3aBHUCH BPEIHOCT IuJbHE (DYHKIMje, HE IOCTOjU TapaHIIn]ja
Ja je m3padyHaTH IpaBall TpoMeHe Am%), nedurncan ca (6.39), ynmpaBo u mpasail onajama
1u/bHe (PyHKIIje, TAKO JIa y OIIIITEM CIy4ajy MOXKe YakK ja ce JOTO/H Ja He MOCTOjU HU jeTHA
BPEIHOCT KOopaka (3 Koja Ou Omta TakBa ja je [ > 0, a jia mpu TOMe JIOBOIH JI0 T00O0JbIIAba
nmbHe dyukimje f. Mehyrum, Kao 1mro je rakohe Beh HarameHno, BpeHOCT Kopaka he yBek
6uru oxpehena Ha Taxkap HauMH Ja He jgosese jo nosehama spegnoctn f(x*V) y ommocy
na f(x®)).

Nwmajyhu y Buy cBe IITO je pedeHo, Ha OBOM MecTy he IOHOBO OUTH MCTAKHYTO Jia IO
MOBPATKY Ha OpUIHHAJIHO Kopuriheny notanujy u3 (6.29) ymecro nmpuBpeMeHO KopwuiheHe
noranuje u3 (6.37), Barku ekBuBasenImja u3Mely ciaegehnx osnaka: © <> A, L (A;) < L (z),
u f(x) < L;(Aj), tae je:

L(Aj) = tr(Z;P;) — Indet P, (6.40)

JIOK > 0 o3HaYaBa HCTH MHOXKHTEb Kao y (6.30).

Kaxko Tspbheme 1 rapantyje 1a je (6.29) onrumusanmonn pobaeM 6€3 orpaHnderba, CIen
na 3a oznpeluBare npasna nperpare AA; Moxe Ja ce IPUMeHH Ipe/craB/beHn Metos (6.39)
KOJU Ce ca jeJHe CTpaHe 3aCHUBa Ha jeTHO3HAYHOM JleUHHCAbY CyOrpajijeHTa Ha HAUUH
npukasan y (6.36) (rme cy omrosapajyhn mspasu dbopMmysmcanu ca MubeM TPUOINKABAHA

ycstoBy onrumasiHoctn (6.35), a ca JApyre cTpaHe MOYMBA Ha CTpATEruju u3b0opa ejeMeHaTa
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aktuBHOr cKyta YV no y3opy Ha GRAFTING, uemy ojroBapa anainsa HUCIYHEHOCTH HC-
tux ycioBa (6.35) y cayuajy (6.36). Mako no medummmnuju mpasar mperpare AA;, Kao u
TEXKUHCKU BeKTOp A; mMa D KommoneHTH, ogHocHo AA; = (A)\{, cee A/\Jb)T, [IPUJIUKOM
aKypHuparba perierba Membajy e caMoO TeXKUHCKHN KoeHINjeHTH KOMIIOHEHTH KOje ce HaJase,
OJIHOCHO Koje Cy HHeKCHpaHe y cKyly W, oK HpeocTasie KOMIOHEHTe ca WHaeKcnMa, y WC
Hehe yTUIIATH Ha W3padyHaBarba IOIITO IUXOBA BpeaHOCT ocTaje Hysna. Crora he y mape/-
HOM M3pasdy npuankoM 3amuca AA; OUTH ycBojeHa KOHBEHIIUja Ja 3HAK <— O3HAYaBa J0JEIIY
BpeIHOCTH KoMnoneHTaMa AN; unjekcupanuM y VW, JI0K ce IIpeocTain KoepuImjeHaTn mo-
craB/bajy Ha Hysty. Ogatie ciaean ja je He3aBUCHO 3a cBaKu oj] M mpobsieMa WHICKCHPAHIX
ca jy (6.29):

AN; «— ANY = —H,) V5,L5(A0Y). (6.41)

Kao mrro je Beh ucrakmyTo, y onmmreM cjiydajy He TOCTOJU TapaHIUja Jia je U3padyHaTh
npasai; AA; BCTOBpeMeHO W KeJbeHM ITIpaBall olajarba (GyHKIHMje, ajn ce TaJa H300poM
BDeJIHOCTH Kopaka a; nomolly Tephema 1, taksor na je o < 0 moxe n3behu menososbHa
curyanuja (y HajropeM cirydajy J0J1a3u J0 OCIUIOBaba OKO MOJI0XKAja KOjU 0JIr0Bapa, JIOKaJI-
HOM omnTuMyMmy). Pesysrar je Ja 9ak U y ONUCAHO] CUTYAIUjU U JIA/be MOCTOjU MOryhHOCT
cMamera BpegrocTr (6.29), jep je Beh y mapennoj urepanuju Moryha mpomena mpoMeHIbU-
BUX WHJIEKCUPaHuX y VV dnme ce Kpo3 urepaiyje ¢hopMupa ceKBeHIa pellerha Koja Ha KPajy
Kao IIITO [T0KA3Y]y HYMEPUUIKU €KCIIEPUMEHTH KOHBEPrupa Ka YKeJHeHOM ,,DeTKOM~ Pelllery ca
Siin < S < Spax KoeduimjeHara pa3anauTuX o Hy/Ie. UuTaBa ONTHMI3AINOHA IIPOIELYPa
3a ojpehuBame TeXKMHCKUX KOoeduImjeHaTa peTke perpe3enTaliije MaTpula mperu3HocTa y

KOHCTPYHUCAHOM PEYHUKY CUMETPUYHUX MaTpUIlA CyMUPaHAa je Y HAPEJIHOM AJTOPUTMY.

Anroputam 1 3a ceaxy spednocm undexca j, 00HOCHO 3G CBAKY UHBEP3HY KOBAPUJAHCHY

MAMPULY 2;1, ucmospemeno (y napaseau) ypadu caedehe:

1 1. Axypupame pajHor mian aktuBHOr ckymna VY. @opmupaj nmodetnu pajgau ckym Wi,
TaKo ITO herr n3adpar NHJEKCe CBUX ITPOMEHJbIUBUX )\f , OJTHOCHO TE€XKUHCKUX Koeu-
[MjeHaTa UM KOMIIOHEHTU BeKTopa A; = ()\{, e ,)\%)T, KOjU Cy TPEHYTHO TAKBH JIa
jer M #£0u [N]| > tyy, nue je tyy yranpen gedunncan mpar koju oxpeljyje mra 3naun
a je ,\gf ~ (. 3aTuMm KopuIirhemeM ONTUMATHIX IPABUJIA 38 N3padyHaBambe cyorpa/in-
jenra dyukiuje (6.30), nedunucanux y (6.36), uspadyHaj BpeJHOCTH CyOrpajujeHTa
VeL,; (Aj) [0 CBUM KOMIIOHeHTaMa/poMensbrBaMa (yK/bydyjylin u one 3a Koje Tpe-
HYTHO BaxK! Jia je )\g = 0 m Koje cy WHJEKCUpaHe y Wmc). Hakon Tora, ckymy Wi,
JIOJIATHO MIPUIPYZKU U TIPOMEHJbUBY /KOMIIOHEHTY ca uHjeKcoM ¢ Koja y Hajsehio] mepu
Hapymasa yciaos ontumasnoctn (6.35), ¢ = argmax; [ViL;(A;)|. Axo je A # 0, mrr-
nekc ¢ je Beh y W, 1ITO 3Ha4M Jla ¥ OJHOCY Ha IIPETXO/IHY UTEPAIlnjy HeMa J10/IaBarba

HOBUX ITPOMEH/BbUBUX Y W, aju Takohe IoCToju maHca jia je HeKa cTapa ITPOMEH/bIBa
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13

f 4

Beh mpuimkom dhopvupama W, HaIycTuIa CKym. YCJIOB ONTUMAJIHOCTH Y TOM CIIydajy
je mapymren 3a speanoct: |ViL;(A;)] = [VoL(A;) + psgn(X)| > 0. Y cymporrom, o-
HOCHO aKo je )\é = 0, uagexc £ ce npuapyxyje Wi,, a ycJIOB OITUMAJIHOCTH je HapyIIeH

3a BpeHOCT ojpeleny ca (6.36). Ilpormacu W <— W;,.

OipehuBarme HOBUX BPEIHOCTH TEKUHCKUX KoedwuIHjeHaTa. 3a KoeduimjenTe aumju
MH/ICKCH TIPUTIAJIAJy aKTUBHOM WJIU PAJIHOM CKyIy VY n3padynaj A}/V — A}/V + aj AA}/V,
a mpeocraJie Koedunujente uHekcupane y ckymy WC nocrasn na 0. Kao mpasar mpo-
MeHE KOPUCTU BEKTOD AA}/V = —H,;, VL, (A}/V), nedunucan y (6.41). Onrumasny
BDEJIHOCT KOPaKa (v OJIpeJii pemaBarmeM TOMONHOT onTuMusanioror npobiema (6.31),
KopuihiemheM GUHADHE [TpeTpare ca MOJOB/BEHeM MPAHUIA MHTEPBAIA (Omin, (max ). 110-
YeTHe TpaHUIle MHTepBa/ia nperpare jedunucane cy pesyiararuma Tephema 1 u 3aBuce
on nedbunnraoctn Marpuie R;, uspas (6.28), ca kojoMm ce axKypupa TPEHyTHA AIIPOK-

~

. 0OBO ~ .
cuMalja MaTpulle nperusnoctu, P P; + aR,;. Taunuje, nouerHe rpanuie

J
MHTEPBaJIa OJPEeIN aHAJIU30M COIICTBEHUX BPETHOCTHU wg marpuiie W = lf’j_l/ 2ij’;1/ 2,
rie je ca 15j O3HaYeHa allPOKCHMAIja MaTpHUIE MPEIU3HOCTH U3 IPETXO/IHE UTepa-
muje. Ilomro ce nomohna dyukuuja ¢; (o) y (6.31) cBomu Ha uspas (m.4.3), a pe-
yaratu TBphema 1 rapaHTyjy €rsMcTeHIU]y U jeJIMHCTBEHOCT PEIeha pa3MaTpaHor
pobJieMa MUHIMUI3AIUje KOHBEKCHe QyHKIUje ¢; (o) HAL (Qmin, Omax), IPUIHKOM IIO-
Tpare 3a ONTHMAIHUM KODAKOM (V] y CBAKOj UTEpaIlUju JATOT HyMEPUIKOr HOCTYIIKA:
OJIPeJIA CPEJINHY MOJIA3HOI UHTEPBAIA, (yopo = (min + Omax)/2, U HA OCHOBY 3HAKa
Bpeanoctu cybnudepentmjana 0°¢; («), gedunncanor uspasom (1m.4.4) y Ta4KH Qyopo,
¢ (a) £ 9°¢; (o), askypupaj mocrojelie rpanune unrepsaia. repaTusny mperpary
HACTaBH JI0 TPEHYTKa KaJa |ng; (o*)| = 0 win 10K ce He jocTUTHE yHAUPE jedbuHu-
caH MaKCHMAJHHU OpOj mreparmja ny,. 3a oapehuBarme ycaoBa ONTUMATHOCTH KOPHU-
cru mpar €,. C obsupom na mzpas (m.4.4) muje onpeheH Ha onTHMaIaH HAYMH, Kao
Hip. (6.36), mpuwinkoM mperpare Boau Oesermke o BpegHocTHMa byHKImje (m.4.3) y
TagkKaMa KOje CH IIOCETHO U II0 MOTpedu m3abepu TadKy, BPEJIHOCT KOpaka, Koja je
Hajb6o/ba 0J] cBUX, HaKo cBe MuunMu3yjy (1.4.3). IlpomensbuBe u3 VW HaKOH mpoMeHe
BPEIHOCTH y IIPABILY A}/‘/ MOr'y JIa ocTaHy OJIMCKe HYJIU, IITO 3HAYM Jia fie 101 yCJIOBOM

na je |[N| <ty y Hapemoj uTeparmjn ToKoM Kpenparba Wi, HAIIYCTHTH DA CKYIL.

[Tonasspaj Kopake ff1—#2 cBe JOK ce He JIOCTUTHE HEKW OJ KPUTEPHUjyMa 3a TepMUHA-

nujy, MakcumasiHu 6poj ureparmja ny win |[VEL; (Aj)||, = 0, ca nparom €y, .

[IpoBepn HUBO ,peTKOCTU’ MTOCTUTHYTOT pelllerha, 0O3HadeH ca S, TaKo IMITo herr yTBp-
qutn 6poj TeKMHCKHX Koedurumjenara 3a koje je A # 0,4 = 1,...,D. Axko je:
(a) S < Smin, Wik (b) Spin < S < Spax, aJIK je IPU TOME BPEIHOCT TJIATKOT Jejia

nwbHe bynkimje L£; y (6.30), koju je o3nauasan ca L (A;), uspas (6.40) u oxrosapa
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KL museprenru nsmely opurunasine ['aycoBe KOMIIOHEHTE U KOHCTPYHUCAHE AIPOKCHU-
Margje, u nasbe Beha o1 ty,, , He IpeKn/1aj Ipolec ONTUMHI3aINje, Hero HaCTaBU IJIe CH
cTao u MOHOBM Kopake ff 1—f#3, anu ca HoBoM BpejHomhy Jlarpan:keBor MHOXKUTE/ba
M= 07 KO.]y HBpaquaj KaO fnew = M * Hinitial, TJ€ je Minitial < Ly CynpOTHOM, aKoO je
L (A}) < tay, npebn nHa mHapenmn Kopak. [Ipyrum pedmMa, ako je IOCTUTHYTa 3a/10BO-
/baBajyha ,peTkocT’ pelera, aal je TPelika perpeseHTanuje (peTke anpoKCHMaIje
OpHUIUHAJIHE MATPUIE) U Jajbe MPeBejInKa, Yy CMUCTY WH(MOPMAIMOHOT PacTOjamba 13-
MmeDhy opurunasze ['aycoBe paciojiesie u ieHe apIoKCUMaIlije 3aCHOBAHE HA TPEHYTHUM
BPEJHOCTUMA [\ j, OKyTIIaj IIOHOBO 1 IIPH TOMe JI03BOJIH Ja ce S ako je Moryhe u noseha
TaKo INTO Nelr cMamuTH YTUIA] peryjapusaropa cMamuBaibeM [ HaBemeny crpare-
I'ujy [MOHAB/bA] CBE JIOK Ce He JOCTUIHE MaKCHMaJIaH OpOj MOHAB/bamba N (Iposasaka
Kpo3 Kopak f4) y Tekyhoj, riobaaHoj urepaluji HHIEKCHPAHO] ca t, Wi J0K He Oyie
S > Snax. Ilog mojmom rmobasia nrepariuja, WK TI00AJTHA ONTUMABAIMOHN TTUKIYC,
oJipa3yMeBa ce jeJlaH IUKJIYC Hau3MEHUIHE OINTUMU3allije TeHepaTOPHOr PEUHUKA U
3aTUM ONTHMU3aluje Koeduiujenara pernpesenramuje ceux Marpuma y (6.12) u (6.11),

PECIEKTUBHO.

# 5: Ha xpajy, jom jennom ontmMmsyj S akTHUBHUX KoedurmjeHata y Aj, 9uju MHIEKCH
ce HaJaze y W U IIpu TOMe 3aJ[pXKU TPEHYTHU PACIOpPe] HyJla Y PETKOM perery (He
axypupaj pajHu ckyi). JloJaTHO, MOIITO je HO3HAT PACIIOpE] AKTUBHUX Koedurmje-
HaTa, IIPUIMKOM M3padyHaBarmba YKJIOHN yTuiaj {1 peryiapusaropa y dysximju (6.30)
Taxo mto herm ycsojuru ja je p = 0. Haseneno peamusyj kao AYY « AWV —afAAY,

nonaBsbajyhm camo Kopake f2—f 3, y3 ycBojeHe m3Mene. ©

3a JeTasbe U3pavyHaBambe BeJIMUUHA Koje ce mojasmbyjy y: gedununmin AA; € RP y (6.41)
u gedunurmjn VoL, (Aj) € R? na ocnosy (6.36) u (6.30), Buzern oxrosapajyha nssobema
y Hpwuiory 4. ¥V nacraBky he OuTu HaBe/eHH caMO KPajibu U3PA3H.

Xecosa marpura Hyy € RWIXWEy xopaky 42, Anroprryma 1, m3patdyHaBa ce caMo 3a mpo-
MEHJBUBE KOj€ Ce Y TOM TPEHYTKY HaJiaze y paJiHoM cKyiy W, ajau takohe u caMo Ha OCHOBY
IJIATKOT' Jiejla OpUIHHAaJIHE IbHe ¢ynikuje L;, o3nadeHor ca L, Tako IITO ce U3padyHa
rpajujent VyyL (AJW) € RWI a zarum merosa Jaxkobujesa MaTpmIa HaJL IPOMEH/HHBAMA,
UHJIEKCUpaHUM y ucToM cKyiy VY. OBakaB NMPHUCTYII je YCJIOBJbEH YUELEHUIIOM JIa UAKO 33
L; y (6.30) moxe na ce nedunnie cybrpajnjent, He OCTOje BHIIK U3BOJM, TAKO Ja Ce 3a
UTEePaTUBHO MPABUJIO axKypuparba (6.38), y ¢TIy MeToja JApyror pejia, KOPUCTH MaTPHIA
HapIjaJIHIX U3BOJIA JPYTOr pejia pyukiuje Ly oHocy Ha TpoMensbuBe u3 ckyma VY. Oyuk-

nuja L je nedunucana y (6.40) kao riarku jgeo opurnnanise dyuknuje L;. C ob3upom 1a je
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Ha OoCHOBY (6.27) perka ampoKcHMalnja KOHCTPpyHCaHa KAao:

D
P;=> NS,
i=1

JleTepMUHAHTa Kao Jjieo dbyuknuje Ly (6.40), jecre cioxena dyHkimja KoeduimjeHara )\‘g,
na ce 3a cBaky oj M KOBapuMjaHCHMX MaTpPUIA WHJIEKCUPAHUX Ca j, BPEIHOCT I'pajljeHTa
VL (A;) o mojequHaIHIM KOODAUHATAMA )\f onpelhyje npumenom Jaxkobujese dopmysie 3a

U3BO/1 JeTepMUHaHTEe, Kao:

PN YeMy ce Kao IINTO je Beh HarJialeHo KOMIoHeHTe I'pajjenta Viyy L (A}/V) n3pavyyHaBajy
caMo 3a IIPOMEHJbUBE )\g KOje IPUIaJIajy aKTUBHOM CKYITY, OJIHOCHO 3a Koje je ¢ € W. C 006-
3UpOM Ja ce TpaxkeHa Marpuiia Hyy cacroju o naprmjasnux n3poja uspasa (6.42) mo cBum
IIpOMEH/bUBaMa M3 aKTHUBHOI' CKyIa VV, npuiumkoM jiepuHucama KOHAYHOT u3pasa 3a Hyy
YBOJIU Ce HOBa HOTAIlja Y KOjO] Ce CBAKOM OJI eJleMeHaTa aKTUBHOT CKYIla ITPUIPY2KYyje HOBO
UHJEKCUPambe i)y Koje Baxkm yHyTap ckymna VW. Tako ce HakoH ojipehuBarmba 1oTpeOHIX n3-
BO/Ia UHBEP3HE MaTPUIIE 15;1, nobuja ia je eJeMeHT Ha Ho3unuju (p,q) y XecoBoj MaTpHUIN
Hyy jemnak:

Hw(p,q) = tr(P;'S,P;'S,) = Hw(g,p), (6.43)
npu demy Tpeba mMaTH y BUY Ja uHIekcn p u ¢ y (6.43) omrosapajy MHTEPHUM HUHIIEK-
cuMa, eJieMeHaTa y aKTUBHOM CKyIly VY, a He OpUTMHAJIHUM UHJIEKCUMa KoeduIimjenara )\{ y

TEZKIUHCKOM BEKTOPY A;.

6.3.2 KoHcTpyKIja pedyHHKA 3a peTKy ampokcumarnujy l'aycoBux KOMIIOHEHTH

(MaTpuia mpenu3HOCTH )

OcHoBa 3a peTKy ampokcuMalnjy marpuia mnperusHoctu ca SPTM momenom jecre rere-
paToOpHU U peJyHIaHTHU (eHrJI. overcomplete) cKyIl winm pedHUK MaTpulia, o3HadeH ca W,
KOjU ce Takohe Kao ¥ CKYIl TeXKUHCKIUX Koedunujenara A mobosbiiaBa Kpo3 cBaky (rio0baJiHy )
uTepalujy noJaasHor onrumusanuosor mpobsema (6.25). Kao mro je quckyrosano y ITora-
B/by 5.1, peTKa pernpeseHTalja curuajga OOUYHO MOJIPA3yMeBa U KOHCTPYKIIN)Y HAMEHCKOT
CKyTIa aTOMa UJIU IPOTOTUIIOBA Y1jOM KOMOMHAIMO]M je Moryhe nmoctuhu epukacHujy ampok-
CUMAaINjy THOOPMAIMOHOT Ca/IpyKaja OPUTHHAIHOT CUTHAJA, Y CMUCITY JIa je TIOTpedaH Mambn
Opoj rpa/IMBHUX eJleMeHaTa, ajiu IMTo Takohe Hajuernrthe rmogpa3ymeBa jia KOHCTPYUCAHU CKYII
rpaJIMBHUX CUT'HAJa Tpeba ja Oy/ie TOBOJHLHO PA3HOBPCTAH U JIA MOjEe/INHAYHU €JIEMEHTH Oy 1y

MITO PA3/JIUIUTU)U, OJHOCHO MelyCOOHO HEKOXEPEHTHHU.
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Hakon mro ce 3a cBaky 0J1 OPUIMHAJIHIX MHBEP3HUX KoBapujaHcHUX MaTpuna Pj, Kpos
nporieypy onucany y [lorsrasy 6.3.1, ofpese onTuMaHl TEKUHCKU KOeDUITUjEHTH KOjU
dopmupajy BexkTop A, ca pesaruBHO MajIMM OpojeM KOMIIOHEHTH DPa3/IMYUTHX O HYyJIE,
CcJIe/I HOBA ONTHME3AIMja min mobosbimame nocrojeher peunnka W), Peunnk W) jecre
pe3yJaTaT HpeTxojHe ryobajHe uTepalyje wind Mmukayca (6.25) u y TOM CMHUCIY HU3PAdy-
HaTe BpeJHoCTH A NpeJICTaB/bajy ONTUMAIHY PETKY allpoKcuMalujy Marpuna P, y obmky:
15]- = Zszl )\i Si. Komncrpykiuja HOBOr pednmnKa Koja he OUTH omnmcaHa y HACTaBKY HOJIPa3y-

MeBahe u KacHHU]y 1OTpedy 3a IOHOBHOM IIPOIIEHOM KoeduIlljeHaTa PeTKe perpe3eHTallnje.

Hagpesienn 3as1aTak je roToBO neTn Kao oHaj Koju je Beh onmcan y [lormasiby 6.2.3 (Bumern
rakobe u [270]), ca rmaBHOM pazimkoM ja W cajia mpeJcraB/ba PEIHUK YMeCTO Ha3e BeKTOD-
CKOT' ITOTIIPOCTOPA, U JIOJATHO Ja Ce eJIeMEHTH PEeUHUKA, KOJU Ce Y JTUTepaTypu OOUIHO HA3H-
Bajy amomu, HOpMaJIN3yjy Ha Kpajy cBake nrepamnuje. OBa HOpMau3aldja JOHEKIE MOXKe
Jla ce MHTepIpeTHpa M Kao yCJIOB Ja oaroBapajylia HOpMa CHMETPHYHHX MaTpuiia (aTroma
PEeYHUKA) UMa TPUOIMKHO KOHCTAHTHY BPEJHOCT, OJJHOCHO aKO Ce aTOMH MOCMATPajy Kao
TavKe y IPOCTOPY, Ja IOCTOJU YCJIOB Jla TadKe MOpajy Ja JiexKe Ha IMOBPIIHHU cdepe, MITO
y HEKIM MeTojlaMa jecTe IMpakca. TexXHUYKHU Pas3jor 3a OBaKBY CTpaTerujy jecte ja ce He
JIO3BOJIA Jla aTOMH Kao TI'DJIMBHU €JIEMEHTU Oy/y Hecpa3MepHO BEJUKH, IITO OM ca Jpyre
cTpaHe 3a MOCJIEeIUILY UMAJIO JIa BPEIHOCTU IhUMa IIPUJIPYKEHNX TeXKUHCKUX KoeduimjeHara

Oy/1y Hecpa3zMepHO MaJie U OJINCKe peJly BeJIMYMHEe HyMepUYKe I'DeIlKe.

Aromu dopmupajy reHepaTOpHU CKYIT WK PEYHUK ca [ ejleMeHaTa y BEKTOPCKOM IIPO-
CTOPY Y KOMe HAKOH BEKTOpU3aIije Ha jeIHO3HAYaH HAaUUH MOTY JIa Ce IIPeJICTaBe CUMeTPUYIHe
MaTpuiie quMmensuje d X d. Hacympor omnmcanoj crparerunju, CMMETpUYIHEe MATPUIIE UCTUX JIH-
mensuja y Ilornmasmpy 6.2.3 dpopmupalie cy 6a3y BEKTOPCKOT IpocTopa ca K eneMeHnara, ajan
je numensuja peunnka D nekosinko myTa Beha oJ qumensuje baze K.

3a pasiuky oj HyMepuuke mporeiype (6.29) rje cy TeKUHCKH BEKTOPU KOjU OJINOBapajy
Pa3/IMYIUTHM MaTPHUIIAMa ITPEIU3HOCTA ONTUMU30BAHN HE3aBUCHO jeIaH O JIpDYTOT, a Kao I0-
cJieiuIa CTpyKType Kpureprjyma (6.26), y cirydajy pedHrKa CBU aTOMU PEUYHUKA ONTUMU3Y]Y
ce 30pyoiceno, Kao MOCJIEUIA YUHEHUIIE JIa eJleMeHT pednnka: S, k= 1,.... D,y (6.26)
npejicraBibajy deswene napamerpe SPTM mMozena koju He MOry Jia ce pa3MaTpajy n30JI0BAHO.
[Tompazymena ce jga he BpeIHOCTH CBUX TEKMHCKUX KoeduipjeHara y ckymy A TOKOM onTu-
Mu3alfje pevHKa ONTH cMaTpaHe HEIIPOMEH/bUBUM U 3a TPeHyTaK ontuMmaJHuM. [lomazehn

ox (6.26), oarosapajyhu mpobsiem MoXKe Jla ce UCKarKe y ODJIUKY:

U* =argmin £(V) mo. P;>0,57=1,...,M, (6.44)
v
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ca L (V) koje je nedunncano kKao:
M A A
L(V)=L(A=const.,V) = Z {tr(ij P;) — Indet Pj} . (6.45)

J=1

[Iporiec unHIMjaM3aIMje UTepaTUBHE IPOIEypPe HAU3MEHUYHE ONTUMU3AIMjE CKYIIOBa
napamerapa A u ¥ y (6.25) moapasymeBa ja ce y 1106aJHO] UTEpaIji KOjoj oJroBapa MH-
nexc t = 0 necdunmme nouernn peurnk V(. Ejnementn ununumjaanor peqnuka KOHCTPYHIITY
ce nomazehu o M opurnHasHux MaTpuia nperusHoctu P, xopumhemeM panuje ormca-
Hor KSVD asropurma, opurusaHo mpejiokeHor y [1] u yKparko JucKyTOBaHOT y OKBUDY
Iornasspa 5.2. Hakon mspadynasama U Takolje je moTpebHO MHUIM]AIN30BATH U HOjeI-
HadHe peTKe allPOKCUMAIIIje CBaKe OJ MaTPUIla MPEIU3HOCTHA Y TAKBOM, TI0JIA3HOM PEYHUKY.
Nako 6u y Ty cBpxy Omsio moryhe KOpUCTUTH U HEKY oJi MeTojia Kao 1mro je OMP, onucan
y Ilpusnory 2, ca 3aycraB/bambeM IPOIEIype UTepaTUBHE MOTPare HaAaKOH m300pa HEKOJIUKO
Haj3HAYajHUjUX aToOMa, YMECTO TaKBOI' MPUCTYIa yCBOjeHa je jeJHOCTaBHUja CTpaTeruja Jia
ce CBaKa TMOYeTHa peTKa allpOKCHMaIlija OPUTUHAIHUX MaTpPUIa P_’j CacTOj! OJ CAMO jeJTHOT
aToMa W3 pevyHuKa, Koju he 6utn m3abpaH Ha TaKaB HAYWH J1a TPEJICTaB/ba HAJTIO3UTUBHUU
aroM (y emucity nedunnrnocrn) u3 U, Tume ce ocurypasa na he csaka anpokcumanja ISJ-
Ha CaMOM I0YeTKY CHTYPHO 3aJ0BO/BABATH MOCTaBJbeHA OorpaHmderma n3 (6.44) u y ckiary
ca TUM OUTHU TO3UTUBHO JleUHUTHA. Tpeda HATJIACUTH Jia je OBO BaKaH yCJIOB 3a IIPUMEHY
Tephema 1 npu pemasatby npobiaema (6.31), a ga aromu Sy y ommreM ciiydajy He MOpajy Ja
3aJI0BOJbABA]Y YCJIOB HO3UTHBHE JePUHUTHOCTH KOjU ITOCTOjU 34 15j. Y peTKuMm ciiydajeBumMa
axo 6u ce joromuio ma y WO me mocroju Si, = 0, HEKH O/ ATOMa MOYETHOT PETHHKA MOKE

ce 3aMEeHNTHU JeTMHUTIHOM MaTPHUIIOM.

Munanmuzanuja (6.45), y3 yesios ja cy napaMerpu A HEIPOMEHJ/bUBH, MOXKe JIa Ce Peasii-
3yje Ha ckopo uctu HaunH Kao u y [lormasmy 6.2.3, kopumhememM rpajujeHTHe MPOIEType
zacuoBane Ha PRCG merony nunujcke mperpare. Mako je y npeTxoiHOM u3jiaramy y OKBUPY
OBOT TIOTJIaB/ba UHJIEKC ¢ KOPUITNEH 3a O3HAYaBAIbE IVI00ATHE UTEPAITHje OIITUMU3AINOHOT T10-
CTyTIKa KOjU Ce OJHOCH Ha ToJsiasHu npobsem (6.25), y HactaBKy he ce MHJEKC ¢ KOPHUCTUTH
3a O3HAYABAIE MOjeIMHATHUX (JIOKAJHUX) UTepaluja NpuInkoM pemasamba (6.45). Canuna

KOHBeHIIja Ouiia je ycBojena u y Ilorsiasiby 6.2.3.

[IpaBuo KojuM ce y CBaKoOj WTepaluju Ha 3APYKEH HAYMH WHKPEMEHTAJIHO TOIPaB/ba

cBux D ejleMeHara pedHuka, ojipeheno je ca:
D — w0 L AT (6.46)

rie je AU® onrmmasHE mpaBal] Iy’K KOTa Ce Membajy BPEJIHOCTH CBHX aToMa, 2 Q OITH-

MaJiHa BPeJHOCT Kopaka. lUlaBHe pasjmke y OJIHOCY Ha paHHUje onmcany mporeaypy y Ilo-
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riaaBsby 6.2.3 moTHIy Of Apyradnjux NUJBHUX (BYHKIMja ONTHMHU3AIMOHNX mpobsema (6.44)
u (6.10), Koje ce pas/MKyjy caMO y HEraTUBHOM HPEJ3HaKY. ¥ TOM CMUCJIY CBU PaHUje OIU-
caHu Kopallu U o/iroBapajyhe Bejndnne cy UCTHU, aJIH je TOTPEOHO BOJUTH PadyHa O IPOMEHU
muxoBor 3Haka. Kao n y Ilormasmy 6.2.3, onTuMa nn Kopak «; u3padyHaBa ce pellaBa-
IbeM TTOMONHOT ONTUMU3AIMOHOT TTpobJieMa JuHIjcKe rperpare. C o03UpoM J1a je y IMuTamby
po0JIeM ca orpaHnverbuMa, Takohe BaKM U UCTa JUCKyCHja KOja ce TU4e I'PAHUIA WHTep-
Bajia IpeTpare KOju rapaHTyjy MMO3UTUBHY Je(UHUTHOCT CBUX aIlPOKCHUMAIMja, aKO ce ca
HOBUM BPEJIHOCTHMA aToMa Oyjy KOPHCTHJIe PaHuje ojpeheHe BPEIHOCTU TEXKHHCKUX KOe-
durmjenara, mOMTO ce KOSMUIIMJEHTH TPUIUKOM KOHCTPYKIINje PEIHUKA HE MErbajy. YCI0BU

TepMUHAIje UTepaTuBHe Ipolieaype 3a ontumusarmjy (6.44) cy ucru xao y [ornasimsy 6.2.3

Haxkon 1mro ce oapesu pemierbe (6.44), Ha Kpajy cBake ryiobaJiHe uTeparyje uin IMUKIyca
peraBamba (6.25), Kao MOC/IEHbU KOPAK MPEJJIOZKEHe MPOIeype HAU3MEHUYHE ONTHMU3A-
1je cJa000JHNX W Je/beHuX napamerapa, A n W, egemeHTH HOBOMOPMUPAHOT PEUHUKA J0-
JIATHO C€ HOPMAJIU3Yjy V CKJIaJly Ca PaHUje NCTAKHYTUM MOTHBAMA. ATOME ce HOPMAJU3Y]Y
TAKO IIITO Ce TI0jeIMHATHI eJIEMEHTH CBaKOr aToMa (Marpurie) Sy nogerne ca OpobernjycoBom
HOPMOM ||Sk||F, 0K ce omroBapajyhu TeKnHCKH KOeDHUIMJEHTH ca MCTUM HHJEKCOM Kk, OJT-
HOCHO )\i, NpUIPY2KEHN CBakoj o M arpokcuMmariuja 15]-, MHOKE €& UCTOM BpeHOINY KaKo
OU BpeHOCTU AIpPOKCHMAIlNja YIIPKOC HOPMAJIM3AIjU aToMa OCTaJle HellpoMemeHe. Kopak
ca HOPMAJIM3AIUjOM je JIPYraduju O CJAMYHOL MOCTYIKA 38 ONTUMU3AIUjy y pedepeHTHOM
SPAM wogieny u ycBojen je mo y3opy Ha [88, 221].

YcBojeHn MPUCTYIL Jla Cce ONTUMU3AIja PeIHUKa U KoedulrjeHara BPIH HAN3MEHUTHO
je decT y JmTepaTypH, KaKO OHOj Koja ce GaBu TpernosHaBameM obmnka, |9, 191, 264, 270],
TAKO W y METOJlaMa 3a yudere peTke perpesenrtanuje, [1, 92, 280]. V rom cmmuciy, npe-
JTO’KeHa, Tporieypa 3a ontuMusanujy W, A ojaroBapa cTaHIapHOM IPUCTYITYy peIlaBamby
TakBUX Mpobsema. MelyTtum, nako je 3acHoBana Ha BapujaHTaMa CTaHIAPIHUX I'DAJIMjEHT-
HUX aJropurama, cajp:Ku ojipehene crenududne ejgemMeHTe KOjU ce TUIY OJHOCA uU3Melhy
HAMETHYTUX OTpaHUYerha U 1moTpede ja ce jjohe 10 PETKUX alpPOKCUMAIIAja MATPHUIIA ITPEIy-
suoctu. C o63upom 1a je SPTM anpokcumariyja mo cTpyKTypu 3aXTeBHUja, OIITUMUBAIMOHA
pOIeIypa je 0OYeKUBAHO CIoXKeHnja v ogHocy Ha SPAM ampokcumariije, aau y MOTEHII]aI-
HUM TpUMeHaMa je mpeasuheHo jga obe mporeaype paje ,off-line” tako ma ce He ovekyje ja
MOMEHYTa pa3J/IMKa 3HavdajHuje yTude Ha MOIYNHOCT HUXOBe MPUMEHe, Y JI0 cajia pa3MaTpa-
HOM KOHTEKCTY alpokcumalija mnojepunadanx [aycoBux xkommonentun y GMM cucremuma
3a CTATUCTUYKO IIPENO3HABAIbE O0JIMKA. Y HEKOM JIpyradujeM CIieHApUjy MpUMeHe HaBeIeHU
acrekT O Morao Jia uMa Behu yTuiiaj Ha KOHAYHU U300P BPCTE AllPOKCUMAaIIUje y OJHOCY Ha
KPUTEPUjYM KOjH aHAJIU3UPa OTHOC M3Mel)y CJI0KEHOCTH U O1yBaHOT WH(MOPMAIMOHOT Ca/JIp-
kaja. Bes o03upa Ha T0, 610 OU KOpUCHO Ja ce mporieaypa y ciydajy SPTM mekako yop3a,

3a IITa ce MOXKe KOPHCTUTH TapaJiejn3aluja, Koja JUPEKTHO CJIe/ I U3 TPeHyTHe (hopMyJia-
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ije, WM YKJbYIMBabeM MeToja CTOXacTH4Ke ontumusanuje [241] y Heke o cermenara. Y
TOM CMUCJTY, TAMO TJI€ jeé IPUPOJIHO ITOCTOjasIa MOIYNHOCT 3a IMapaJiesTHO U3BPINaBAHE HMILIe-
MeHTaIuja mporeypa Hamemenux ooy SPTM mozena peajinzoBana je Ha padyHapPCKOM
KJIaCTEpY, a y IJIaHy je U peasn3alija HaMerbeHa U3BPIIaBalby Ha TPaUIKUM ITPOIIECOPUMA

OIIIIITEe HaMeEHe.

6.4 Ilopebeme yunakoButoctTu SPTM m SPAM monena 3a ampo-
kcnmarujy GMM

Kao mrro je auckyrosano y Ilornmasy 6.1, MoTuBaIuja 3a yBoheme ampoKcuMaliija ma-
pamerapa y cucremy 3acunoBanoM Ha GMM mnormve npeeHCTBEHO O] MOTpedE Ja ce y CIIy-
Yajy CUCTEeMa Ca BeJIMKUM OpOjeM cTarba, OJJHOCHO BeJIMKHM OpojeM ['aycoBUX KOMIIOHEHTH,
KPO3 aIllPOKCUMAaIlFje OPUTMHAIHUX [apaMerapa yMambU CJIOXKEHOCT M3padyHaBarba, [PUJIN-
KOM paJia CHCTeMa, TOKOM KOTa je HeOIXO/Ha eBaJiyallija BeJTUKOT Opoja JMUCKPUMUHAHTHIX
dyuKIMja craTucTUIKOr Kiacudukaropa. Crora he ynopeana anammsa ciaoxkenoctu SPTM
u SPAM 6utn y KOHTEKCTY KOpuIhema KOHCTPYUCAHIX AIIPOKCUMAIIja, a He Yy CMUCITY [pe-
JJTOXKEHUX ONTUMHU3AINOHIX MIPOIEIypa 38 00YKY MOjeIa Koje Cy pa3MaTpaHe y MPETXOTHIX
HEKOJINKO ToryiaB/ba. Meromooruja 3a onucuBame cioxkenoctn SPAM monena y nHazHade-
HOM KOHTEKCTY KOjU je OJ] MHTepeca 3a Mopelerbe ca MpeJyiozKeHOM MeTOJIOM 3a PETKY alpPOK-
cuMaIjy, npejcrasibena je y 9], asu takobe u y [ormasmby 6.2, rie je padyHcKa CJIOXKEHOCT
Omia mckazaHa n3pasoM (6.3), a MEeMOpHjCKa CJIOKEHOCT Ha ciamdaH HadnH ca (6.4). Omaro-
Bapajyha cioxkenoct SPTM anpokcumaruje 6uhe u3parkeHa Ha CJIMYIaH HAYWH, y3uMajyhu y
003up canaHy (bOpMyJIaIjy allpOKCUMaIja MaTPUIA MPEIU3HOCTH KOJT TIOMEHYTUX MOJIeJIa.
[Tokazahe ce m1a najsehu yruiaj va cioxkenoct SPTM nma Bemmunna Koja jJedunuiie nubanu
WK 2KeJbeHW OpOj TeKMHCKUX KoeduIlnjeHara Koju he OUTH PasjimauT O HyJle TPUITKOM
peTKe allpoOKCUMAaIlfje CBaKe OJ MaTPUIlA, OJIHOCHO paHuje jJedUHUCAHU CTENEH ,PeTKOCTH
y Anropurmy 1, o3Haden ca S. ANPOKCUMATHBHA IIPEJICTaBa WA PEIpe3eHTaIja CBAKe 01
MaTpPHUIA Tperu3HocT Ouhe peTka y Mepu y K0joj je To JedpuHUCAHO HABEJICHUM yIIPAB/bA-

KNM I1apaMeTPOM.

ITo y3opy Ha m3pa3 (6.2), ysumajyhn y o63up 1a je perka amporcuMmarmja JeduHACAHA
Kao: 15]- = Zszl AL Sy, mTo je y byHKIMOHAIHOM CMUCTY UCTH H3pa3 Kao u (6.1), 3amerom
BeJIMYnHE O3HavdaBaHe ca K, Koja je mpejcTaB/bajia JUMEH3HU]y BEKTOPCKOI IIOTIIPOCTOpa Y
KoMe je KoHcrpyucana SPAM anpokcumaryja, ca BeamduHoM ) Koja O3HadaBa, JUMEH3HU]Y
peYHUKA y KOMe je KOHCTPYHCaHa PeTKa alpoKCHaMII]ja, J100uja ce j1a Cy padyHCKa U MeMO-

pujcka ciaoxenoct SPTM momena oapehene ca:

Ngpry = Dd (d+1)/2 + M (d+S) , (6.47)
Mspry = Dd(d+1)/2 + M (d+1+S8), (6.48)
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pecriektuBno. Cumbost M o3nadasa ykymnan 6poj ['aycoBux KOMIOHEHTH, OJHOCHO MaTPHUIA
HPENU3HOCTH, a d je JUMEH3Hja o/roBapajyher mpocropa oberexja.

Kaxko 6u ce ymopeauna cioxkenoct SPTM u SPAM, moryhe je ananusuparn moHamame
KOJIMYHIKa ojiroBapajyhnx m3pasa: (6.3) u (6.4) ca jeane crpane u (6.47) u (6.48) ca apyre.
3a padyHCKY CJI0KeHOCT 100uja ce ma je MelycoOHU OIHOC BeJIMYNHA KOje OJroBapajy yKyIi-
HOM OpOjy CKaJIapHUX MHOYKeFha IMPUJINKOM KOPHUIThema allpOKCIMAalIja 3aCHOBAHUX Ha IIpe-

JIOZKeHOM U pedbeperTHOM Mojiesty (y 6pOjUoIly U MMEHHOILY, PeCeKTHBHO) ojpelen ca:

Nspryy  D/K -2 + Md/K + M- S/K

_ 6.49
Nspam 1- 45D 4 Md/K + M1 (649

a 3a MeMOpI/IjCKy CJIO?KEHOCT Ha CJIMYaH Ha4YUuH:
Mspryy  D/K -2 4 M (d+1)/K + M- S/K (6.50)

Mspan 1- 2D 4 M (d+ 1)K + M -1

ITO yKazyje maa mehycobrnu 00nocu HEKOJTUKO KJBYIHUX YNpasoayukul napamemaps odba Mo-
nesna, o3Hadenux ca K, D u S, n KapaKTepuCcTUKa CUCTEMA IIPEJICTaB/LEHNX Ca ITapaMeTPIMa
M u d, nmajy najeehu ymuyaj na cremnen y kome npejoxkenn SPTM momen moxe na Oyiie
eduKacHIje periemne 3a anpokcnmalyjy v nopehemy ca pedeperaranm SPAM. ¥V garom KoH-
TEKCTy 110J1 e(pUKACHOIINY ce Toapa3yMeBa Mamba CJI0YKEHOCT MPUJIMKOM MPUMEHEe TaKBOT
MoOJIeJ1a allPOKCUMAaIHje, ajii Y3 33/Ip:KaBaibe NCTOT KBAJUTeTa IOCTUTHY TUX AITPOKCHMAIIN]ja
Kao u y pedepentHoM ciay4ajy. HaBemgeno moxe ja ce o3Ha4n u Kao Beha ebuKacHOCT y TI0-
CTHU3arby KOMIIPOMUCA U3Mehy padyHCKe 1 MEMOPH]CKE CJIOYKEHOCTH IIPUMEHE MOJIe Ia ca jeJIHe
cTpaHe W yKyITHe T'PeIKe MMPeICTaBe WIN Perpe3eHTalje OPUTHHATHOT HH(POPMAIIHOHOT Ca-
npxkaja ['aycoBux cmerrra, Koja Kpo3 CMalbeihe KOJUYNHE JUCKPUMUHATHBHE WHMOpMAIuje
MOZKe JIa yTUU€e Ha TAYHOCTH Ipero3HaBarma. HapaBHO, TAUHOCT IIpeo3HaBaba je Ipe cBera
yCJ0BJ/beHa M300pOM KopuiiheHnx obejiexkja 3a KOHCTPYKIIA]Y CTATUCTHIKUX KJlacuduKa-
TOpa, TaKo Jia KBAJIUTET allpOKCUMAIIHje IapaMeTapa CUCTEMa 3a IIPelo3HaBambe He MOXKe J1a
yTHYe Ha TeOPHUjCKe IPAHUIE PU3UKA OJITyUNBaiba KOje CBOjUM 00JIMKOM o/ipehyjy pacroerte
kopuiithenux obesiexkja. MehyTum, ako 6u ce Mojiesn 3a anpoKCUMAaInjy l'aycoBux KOMIIO-
HETHU KOPUCTUINA U IIPUTHKOM caMe IToYeTHE 0OYKe CUCTeMa, 3a ITPEII03HaBakhe 3aCHOBAHOT Ha,
TaycoBuMm cmerrama, kao y [138], a He camo 3a anpokcumarjy Beh obydennx GMM y numby
CMabermha CJI0YKEHOCTHU HhIUX0BEe NMIIJIEeMeHTallnje, Tajia Ou ocTojasta i J1o/1aTHa MoryhHOCT j1a
CTPYKTYypa n3adpaHor Mojie/ia 3a allpOKCUMATHBHY IpeJicTaBy ['aycoBUX KOMIIOHEHTH yTUYe
Ha KBaJIUTET 06yKe CucreaMa, a THUME M Ha OPUT'HMHAJIHE KapaKTEPUCTHUKE TaKBOI' CUCTEMa
npe came anpokcumarpje. Kao mrro he ekcriepuMmeHTH y HapeHOM TIOTJIAB/bY IOKAa3aTH,
o/t opelhumM mpeTnocraBKkaMa Koje ce Tudy ¥ 0coOMHE pa3MaTpaHOor IpobjeMa Jia MaTpHUIle

nocejlyjy CTpyKTypy KOja ce MOKe OIHCATU PETKOM alPOKCUMAIIjoM, NPEIIOKEHN MOJIes
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nocTuzke Behy epHUKacHOCT y OJHOCY Ha pedepHEHTH MOJE] M y TOM CMHUCIY HPeICTaB/ba

00Jbe pelerhe 3a alpOKCUMAIIH]Y.

WcnpaBHOCT moJ1a3HE MPETIOCTaBKE JIa TOAAIM (MATPUIIE MPEIU3HOCTH) Y JIATOM CJIy-
4ajy MOCeyjy CBOjCTBO ,,pETKOCTH , JUPEKTHO YCJIOB/baBA MOTYNHOCT IPUMEHE IIPeJII0¥kKe-
Hor Mojesna. Mehyrum, moryhHOCT puMene, y ¢cMUC/Ty ONPaBIaHOCTHA 3aMeHe pedepeHTHOr
MOJIeJIa Ca IPEJJIO?KEHOM alTPOKCIMAIIA]OM, MHANPEKTHO YCJIOB/baBajy U Pe3yJITaTl aHAJII3e
m3pasa (6.49) u (6.50). Taxo ce nmokasyje ja ommcana Beha epUKACHOCT MPEJIOKEHOT MO-
Jesia y ogHocy Ha pedepentan SPAM mozesn fnosasu 10 u3pazkaja camMo ako: a) KOJUIHUK
D/K wunje mmoro Behin o 1 n ako je mcroBpemeno 6) xommunuk S/ K 10BosbHO Mabu of 1.
Snademe KpaanduKalmja ,Hije MHOTO U ,, JJOBOJbHO MarbU 3aBUCH O TOTa KOJHUKH je Opoj
KaTeropuja y CUCTEMY 3a IPENo3HaBaIbe U Ca KOJUKOM CJIOXKEHOIINY Cy MOJIe/IOBAHE pac-
nojesie y laycoBum cmernama, ¢ o03MpOM Jla HaBeJleHEe BeJIMYMHE yTHYy Ha YKYyHaH OpPoj
[aycoBnxX KOMIOHEHTH y CHCTeMy, oaHocHo 0poj M ca kojum ce y (6.49) u (6.50) mmoxe
MOMEHYTHU KOJTMIHUATIA. AKO je 10 TI0JIa3HO] MPETIIOCTABIN CUCTEM TaKaB Ja [MOCeIyje BeJINKN
6poj l'aycoBux KOMIIOHEHTH, OJHOCHO Jia je M pesaTUBHO BEJIUKO Yy OJHOCY Ha d, TadHUje
JIIMEH3H]y BEKTOPCKOI IMPOCTOpa cuMeTpuiaHux d X d marpurna koja je jemxaka d(d + 1)/2,
1 AKO Cy IIPU TOME HCITYH-eHI HABEeJIEH! JIOJIATHU YCJIOBU KOjU ce THdy Koamdauka: D/K u
S/K, cneau na npu JOBOJBHO BEMKUM BpejHocTuMa M > d TOTOBO yBeK BaxKu Jia je:

d(d+1)
2

1
D/K - + M-S/K < @ + M, (6.51)

d(d+1
2

HOIIITO je 1o mpetrnoctaBiu M > lu S /K < 1, na nako je D/K > 1 oarosapajyhu

cabupak D/K - @ HeMa [pecyjaH yTHUllaj Ha 3HaK HejeaHakoctu (6.51), mro Ha Kpajy
sHauM j1a cy oxrosapajyhn xommaauim y (6.49) u (6.50) mamu o 1. Jla 6u ce mpeyiokeHn
MOJIEJT Y JATOM CJIydajy MOTao cMaTpaTh e(bUKaCHUjUM y OJHOCY Ha pedepeHTHH, HEOIIXOTHO
je joI ToKa3aTH M Jia je OUyBaHU MH(MOPMAIMOHU CaJIPrKaj PETKUX allPOKCHUMAIIHja ITOCTHT-
HyTHUX ca S aroMa HaydeHOI' PEUYHMKA Y JIATOM CJIy4ajy Y IIPOCEKYy Behu Wi jegHak OHOMeE
koju octBapyje pedepentana SPAM ampokcumaruja Koja kopuctu ¢Bux K KOMIIOHEHTH Oase
KOHCTPYHUCAHOT IOTHpocTopa, Ipu deMy je S < K. YupaBo oBaj ApyIH acleKT yIOpeaHe
aHaJjmn3e JIBa MoJjiesia OO je rmoja3Ha OCHOBa 3a (DOPMYJIAIN]y HYMEPUYKNAX eKCIIEpUMeHaTa Y
HapeIHOM TIOTJIaBJ/bY, Y KOjUMA je Yy Pa3/JUduTUM CIIEHapPUjUMa UCIIUTUBAH KBAJIUTET allPOK-
cuMaruje oba moszena. Kao mro he 6uTn mokazano, yTBpheHo je jia ce NpUMEHOM PETKe
alpoKcuManuje Mame ciaoxkenoctd (y emuciay Bpeanoctu xKommanuka (6.49) u (6.50)) Munn-
MaJTHO WJIM HUMAaJIO He ToBehaBa rperika pernpe3eHTalrje Kojy nHade IoCTHzKe pedepeHTHr
SPAM wmogen. Takobe Baxku u 0OpHYTO, JIa Y CIydajy UCTe CJIOKEHOCTH, IIPeJJIOKeHa PeTKa,
pelnpe3eHTaIja MaTpUIla MMPENU3HOCTH Y IIPOCEKY OCUTypaBa Mame NH(MOPMAIOHO PaCTO-

jame u3Mely OpUrnHaJHAX PACIOJEIa U KOHCTPYUCAHUX AIlPOKCUMAIIH]A.
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6.5 Hymepudykmu ekcriepuMeHTHU U pe3yJTaTu

Mogenu cy nopehenn kpos anajmsy ogHoca m3Mel)y KBajmTera BUXOBUX allPOKCUMAIIT]a
u cioxkenocru Jjepunncane y Ilornasmy 6.4. Kpasnurer anpoxkcumarnuje ['aycoBux xomiio-
HEHTHU KOjy IOCTUXKE MOJIeJI TPOIECHhUBAH je Ha OCHOBY NPUOJIMXKHUX U3Pa3a 3a BPEIHOCTU
KL museprenre usmehy opurunaiaanx [aycoBux cMmerra (Mojiea KOju KOPUCTH IIyHe KOBapU-
jarcHe MaTpuile 6e3 yBohema ampokcuMaluja) u jeHOr 0 pa3MaTPaHUX MOJIENa 38 AlIPOK-
cumarijy: tnpeioxkenor SPTM umn pedepentaor SPAM. Mepa c/10:KeHOCTH CBaKOT O/
MOJIesIa U3parkapa se€ KPo3 PAYyHCKY U MEMOPU]CKY CJIOZKEHOCT IbUXOBE ITPUMEHE y CHCTEMY
3a mpeno3HaBame 3acHoBanoM Ha GMM. Kao mrro je Beh Burre myTta moMumaHo, 1U/b TPeI-
craB/beHUX Mojesia 3a anpokcumarujy GMM jecre na ce nmocrurue mro 006U KOMIIPOMHUC
n3Mely KBajuTera alpoOKCUMATUBHE IIPEJICTABE WM PElpe3eHTalllje OPUTMHATHUX ITapaMe-
Tapa cucreMa, (KOju OroBapa TA4HOCTH IPEMO3HABAbA) U CJOKEHOCTH MTPUINKOM MPUMEHEe
MOJIeJIa 38 alpoKcuMalIijy (Koja ojrosapa 6p3uHu npernosHasama). Takole, Ha kpajy [Torma-
BJba 6.3 OMJIO je MCTAKHYTO Ja MAKO MOCTOjU 3HAYajHA PAa3/IMKa Y T€KUHU ONTUMU3AIUOHIX
npobJsieMa KOju ce pelraBajy MPUINKOM AlpOKCHMallnja Marpuiia mnperussoctu ca SPAM
u SPTM wmomesiom, mpe cBera y CerMeHTy KOjU ce TUIA0 ojpehuBama TEKUHCKUX Koedu-
IujeHara, aHajan3a CJI02KEHOCTH Ce He OJHOCH Ha IPEJJI0ZKEHEe OINTUMU3aINOHE ITPOIE/ype U
MIOCTYIIKE HaMereHe 0OyIN ITapamMeTapa oBa JiBa Mojlesia, Beh Ha oTpebHe pecypce TPUIUKOM
[pUMEHEe TaKO KOHCTPYHCAHUX AlPOKCHMallija, Kao mTo je jguckyroBano y lloriasmwy 6.4,
IITO je MPUXBAT/BUBO ¢ 0O3UPOM JIa je MMoJIa3Ha IIPETIOCTaBKa J1a Ce allpOKCUMAaIlnja MaTpHIa

MPEIU3HOCTH OJIBUja Yy HEPAIHOM pexkumy, TokoMm 00yke GMM cucrema.

[Iporiene HaBeeHUX BeJIUYMHA HAMEHHEHUX Topehemy Mojiesa ojpehuBane Cy eKclepu-
MEHTAJIHO, KOpuIhemeM JIBe Pa3/InduTe BPCTe YJIa3HUX IojaTaka U JIBe Pa3JIuduTe BPCTe
ekcriepuMenara. [IpBu Tuil ekcriepuMeHaTa OJIHOCHO ce Ha CTBapHa Mepema (00esiexkja) Koja
ce KOpHCTe y CHCTeMUMa HaMemeHnM IpernosHasatby ropopa (ASR). Jlpyra sapujanta ek-
criepuMeHaTa OUJIM Cy OTJIe I 3aCHOBAHM Ha CKYIOBHUMA CIEIUjaIHO KOHCTPYUCAHUX CUHTE-
TUYKUX UM BEIMITAaUN N'eHEPUCAHUX T0JIaTaKa Ca YKeJHeHUM CTPYKTYPHUM CBOjCTBUMA KOjUMAa
Cy CUMYJIMPaHE U3PA3UTO ITOBOJbHE OKOJIHOCTHU 3a IPUMEHY IIPEJJI0ZKEHOI MOJIEJIa Y OJHOCY
Ha pedeperTH Mojiesi. 1o TakBUM OKOJTHOCTUMA MOJIpa3yMeBaHU CY YCJIOBU KOjH ITOTOLY]Y
radHocTH u3pasa (6.51), Kao U CKyOBH MaTPHILA 3a KOje ce ca CUTYpPHOIINY 3Ha Jia MOCeyjy
CBOjCTBO ,,pETKOCTH, TIOIITO Cy T€HEPUCaHe MOCEOHUM ITOCTYIIKOM KOjH je 3a rnmorpebe oryesia
HAMEHCKU OCMUIIL/BEH TaKO Jia ITOrojlyje peTko]j ampokcuManuju. OBOM I'PYIIOM OrJIe1a MOKY-
IIAHO je JIa Ce UCINUTa YIYNHKOBUTOCT IIPEJIOXKEHOr MOJiesia Y OIIITEeM CJIydajy, a Takohe u
Jla ce yKaxKe Jia OM MoJie T mopejl mpuMene y ampokcumanuju [aycoBux kommoneatn ASR cu-
cTeMa MOTao Jia OyJie IpUMerbeH Uy JAPYTUM 00JacTUMa, IIPero3HaBambha Y KOjuMa ¢e CHCTEM
sacuuBa Ha npumern GMM, kao y [47, 115, 170], kareropuzaruju criena [131], win anaausu

BuIea [134].
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6.5.1 ASR npumep

Y 1pBoj rpymnm ekcrepuMeHaTa KapakKTepucTuke Mojesa 3a anpokcumarujy GMM wucriu-
THBaHE Cy KOPHUIINemeM MapaMerapa KOMIIOHEHTH ['aycoBux cwmelria M3 cuCTeMa 3a IMPEero-
snaBate ropopa (ASR). [Tapamerpu cucrema kopuinhieHr ¢y Kao yJIa3HU MOJAIN 38 €KCIIe-
pPUMEHTE pean30BaHe y OBOM PaJIy, ajli ayTop HUje yIeCTBOBAO y U3PaJH CaMOT CUCTEMA 32

IIPENo3HABAIbEe T'OBOPA Uhje KapaKTepucTuke he yKpaTKo OMTH OIucaHe Y HACTABKY.

[Tpunmukom obyke ['aycoBux cmera 3a CBAKO 0Ji aKyCTUUIKUX CTarba y CUCTEMY 3a IIpe-
no3naBambe Kopuiithen je EM amropuram, omucan y Ilornmasiby 3.3, npu yemy je Be3uBarbe
napamerapa Bpireno ca enrs. Tree Based Clustering asropurmonm, [152], mro je omoryhuio
JieJberbe mapamerapa usMmehy donerckux Mozesna. Ilogany norudy u3 cucrema Koju KOPUCTH
26 obesiexkja, o KOjux 24 ornmucyjy CHeKTpaJiHy aHpejomny: 12 cratudkux u 12 JuHaAMUIKIX
MFCC koedunmjenara, a mpeocTasia JIBa OIKMCY]y HOPMAIU30BAHY €HEPIUjy U HeH IIPBU H3-
BOJ 110 BpeMmeHy. Kparak mpersies; OCHOBHUX TPHUHIIMIIA HA KOjUMa Ce 3aCHUBA U3/Bajarbe
obesiexKja y mperno3HaBamy ropopa gar je y [Ipwmrory 5. Jlumensuja kopwuithenor mpocropa
obestexkja 6uia je d = 26, a JiuMeH3nja BEKTOPCKOI' IIPOCTOPA CUMETPUIHUX MATPHUIA JIUMEH-
suje d X d, y Koje cuajajy u KoBapHujaHCHe MaTpuIle cBake oj ['aycoBuX KOMIIOHEHTH, OU/Ia
je N = @ = 351. Cucrem 3a CPICKM je3WK KOju KOPUCTH omucaHa obesexja u [aycose
cMerte 6u0 je 3acHosan Ha HMM ca 2712 akycTuukux crama un Kymao M = 11865 ~ 10* Ta-
ycoBux KoMmronenTu. llapamerpu nojeuHauHUX KOMIIOHEHTH M BPEIHOCTU KOje JiehUHUIILY
ILIXOBE yjese y oaroBapajyhmm cmemmama mpejcraBibajy ckyn napamerapa GMM cucrema
KOjU je y JOCaJalllibeM H3Jjaraimby O3HavYaBaH Kao OPUTHHAJIHU MoJies 0e3 yBohema ampok-
cuMmaruja. bpoj ['aycoBux KOMIIOHEHTH 110 CBAKOM O] aKyCTUYKHX CTalba y CUCTeMy Ouo je
onpehen kpo3 ceneknujy mozena, [274]. Tosopua 6a3a koja je xopuiihena 3a 06yky GMM
owra je cunmibeHa na QPaxkynarery Texnmukux Hayka y Hosom Cajy y okBupy rpyre 3a
pa3B0j NOBOPHUX TexHOJOTHja pu Kareapu 3a TejekoMyHHKaIdje U o0paJry curraja. Ko-
purithena 6a3a rOBOpHUX CHT'HAJIA je cajipxKaJa riacoBe oko 1000 pa3induTux roBOPHUKA Ca
IpUOJIMZKHO T10/1je/ITHAKOM 3aCTYILJBEHOIINY 00a IoJia, a CHUMaHa je y KBaJuTeTy TejedOoH-
CcKOr' curHaja ca A-3aKOHOM KoMIpecuje n (ppekBeHnjoM y3opkoBama o 8 kHz. Takobe,
HPUJIKKOM OOyKe OPUTMHAJIHOT MOJIe/ia IPOIeheHe KOBapujaHCHE MATPHUIE Cy 110 MOTpedun
KOpHUT'OBaHe KakKo Ou ce 06e30eaus1o ja He Oy/ly OJIMCKe CHHIYJIapPHUM, OJHOCHO JIOIIIE YCJIO-
BJbEeHE. YCJIOBHU OpPOj CUMETPUYIHE MATPHIIE PEJICTaB/ha KOJUIHUK AIICOIYTHUX BPEIHOCTU
MaKCHMaJIHe ¥ MUHUMAJIHE COIICTBeHe BpeHocTu Marpuiie. Crora cy mo nmorpebu HajMame
COIICTBEHE BPEJHOCTU OPUTMHAJIHUX KOBAPHUjAHCHUX MapTHUIA KOPUI'OBaHe Ha TaKaB HAYUH
Jla, ycJIoBHE 6poj Hu jeiHe Marpune He oyne sehin ox n = 10°.

Nwmrtementupana Bapujanta pedepentanor SPAM wmopena nparu uzsarame u3 [lorra-
B/ba 6.2 KOje ce y 3HAUAjHO] Mepu MOKJarma ca mnpernopykama u3 [270]. Yupas/badku ujiu

ynazuau nmapamerpu SPAM monena koju geduHMIIy CTpyKTYPY MOJeIa W Tpajame 00yKe Y
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eKCIepuMeHTnMa OMIH Cy: JMMEH3Hja BEeKTOPCKOI IOTHpocTopa (o3nadena ca K) u yKy-
naH/MacKuMaJHu 6poj rukiryca (rmobaaHux urepanuja) HansMenndne onrumusarje (6.11)
u (6.12), xoju je oznauaBan ca Tr. Cumbos y unjercy Tz o3Ha4YaBa jia je y NuTamy Hapa-
MeTap pedepeHTHOr Mojiesa, KOJ Kora ce allpOKCHMallije KOHCTPYHUIILY y 043U BEKTOPCKOT

MIOTIPOCTOPA.

VY ciy4dajy npeioxkenor SPTM mojiesa, yipaB/badku WK yIa3HU TapaMeTpu Koju jiedu-
HUIITY CTPYKTYPY MOJIeJIa U Tpajarbe O0YKe Y eKCIepUMEHTUMa jecy: BeJnduHa pedHuka [,
OpOj KOMIIOHEHTH Pa3IUIUTUX O] HyJIe Y Te2KMHCKUM BEKTOpUMa ca KojuMa he OuTu KOHCTPY-
HCaHe peTKe alPOKCHMAIINje MATPHIA IPEIU3HOCTH, O3HaYeH ca S, U YKylnaH (MaKCHMAJIHN)
6poj nukIyca (r06aHIX WTepanuja) Hau3MEeHUIHe ONTUMU3AIMje CKYIa TeXKHUHCKIX KOe-

dunmjenara A u peunuka ¥, oznaden ca 7.

[Tope mpeTxoHO HaBEIEHNX, TVIABHUX YIIPAB/badKUX ITapaMeTapa IIpeII0:KeHe OITUMU-
3aIoHe mporeaype 3a KoHcTpyknujy SPTM ampokcumariija, y ¢cBAKOM O €KCIIepIMeHaTa

KopwuiltheHu cy U TOMONHM yIIpaB/badKh ITapaMeTappu HaBeJICHU Y HACTABKY:

a) IapaMeTpH KOju Ce OJHOCE HAa ONTHMU3AIN]y BEKTOPa TEKMHCKUX KoedulmjeHara
Aoty = 1077, 6, = 10715, ny, = 100, 5, = 107% ny = 2000, tp,, = 1.2,
Hinitial = 087 ns = 107 Srnin =12mn Smax = Sa

6) mapameTpH KOju ce OJHOCe Ha ONTHMHU3aI]y ejemeHara pednnka W: ny, = 80,

Bouxoso 3naveme je panuje onucano y [lormasmy 6.3.1, mperexxkso y okBupy Asropurma 1,
kao n y [lornasmpuma 6.3.2 u 6.2.3, Koja KOMILIEMEHTAPHO ONIHUCY]y HIPOIELYPY 38 yUeHe ped-
nuka. CBe HaBeseHe BPEIHOCTH M3Y3€B Ny, U Ny, KOPUCTE Ce y IapaseTHIM IIPOIe/ypaMa
3a ojipehuBame KoedwuimjenaTa peTke perpe3enTaluje cBake oj NMHBEP3HUX KOBAPHjAHCHUX
Matpuiia, [lormasme 6.3.1, JIOK MoMeHyTa JiBa HapaMeTpa IpeJICTaB/bajy Opoj mrepaluja

YHyTap Jeja KOJU Ce OJIHOCH Ha yUeHe PeYHUKA U IIPEeJICTaB/bajy:

ny - ykynaa opoj nreparmja PRCG mporeaype TOKOM ydema pedHHKa Y jeIHOM
rJI00AJTHOM IMKJIYCY Hau3MEeHWYHe ONTHMEU3alje cJo0OIHIX napamerapa A u je-

JbeHNX napamerapa ¥;

Ny, - MakCHIMaJjaH OpOj WTepalyja TOKOM pelllaBaiba ITOMONHOI ONTHMHU3AIIOHOT
pobsieMa oJipehuBIba ONTUMAJTHOT KOPAKa JIMKUjCKE IIpeTpare y OKBUPY CBaKe UTe-

pamuje PRCG mponemype.

Kao kpurepujym 3a mo3uTUBHY JAeMUHUTHOCT MaTPHUIA y CBUM HMILIEMEHTAIIAjaMa KOpPH-
mheHa je BPEIHOCT €pdef = 107°, KojoM je JeduHmCAHO Jia COICTBEHE BPEIHOCTH MATPHUIIA

KOje ce cMaTpajy IIO3UTHUBHO JeHHUTHUM MOpajy Ja Oyiy Behie of €pger. Takohe, Tpebda
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YOUNTH J1a je mapamerap Spax = S, MITO 3HAYH Jla e ONTUMHU3aIMOHa MIPOIeIypa 3a PEeTKO
KOJOBambe MaTpuila mpenusHoctn y Ajaropurmy 1 6urn KoH(MUIypHCcaHa TaKo Ja TEXKHU JIa
cBe MaTpuiie Oy/ly IpeCTaB/beHe Ca BEKTOPUMA KOjU Y MPOCEKY UMAjy Spax €/I€EMEHATa Pa-

3JINYUTUX O HYJIE.

['pemka pernpesenTanuje, ogHocHO anpokcuMmarmje Kopurrhemem SPTM nin SPAM wmo-
Jena, mporebuBana je kao cyma KL jguBeprennu mamely opurnnaianunx [aycoBux KoMmIto-
HEHTHU U HUXOBHUX AIIPOKCHUMAaIlnja, IOIITO Y cKaaay ca jauckycujom u3 [lornasma 6.1 muje
om0 Moryhe QUpeKTHO m3padyHaBame HHGOPMAIMOHOT pacTojama n3Mehy camux [aycoBux
cMerra. ButeMeHTH cyme TOHJEpHCAHN Cy ca TeKMHaMa KOje OJ[roBapajy y/eanMa KOMIIO-
HEHTH Yy ojroapajyhum ['aycoBum cmerama Koje cy MPUIPYKEHE OjeUHATHIM CTarbuMa,

OJIHOCHO Kao:

~ (w) Alls
P =Y Yjeq. 5 Dxr(G519))
KL z ﬁ'(w) )
UJEQ jegw J
rie je €1 ckym cBux akycrmukux crama y ASR cucremy, G, IaycoBa cmerna npuapyzkeHa

110j Q, a7
JEeAMHATHOM CTakby W € 14, a 7

(6.52)

yneo j-te ['aycoBe kommonenTe y cMemnu G,,, 10K CUMOOJT
Dx1, (gj||gj) osnauasa KL nuseprenity usmehy opurunasme I'aycose kommonenrte G; u mene

alrpoKcuMaliije Qj Koja je KoHcrpyucana Kopumhemsem SPTM nin SPAM monena:
- 1 _ . . _
Di(95195) = 5 {tr(zj P;) — IndetP; + Indet &' — d} (6.53)

Uspas (6.53) gemuMudHO ce pa3jiuKyje y oaHocy Ha opurunasny gedununujy KL quseprenie
HOPMaJIHUX pacrojesa, jejanadnta (4.6), ¢ 003upoM Jia je Kao Imojia3Ha Tadka pa3sMaTpaHuX
apIioKCUMallja yCBOjeHa IPETIIOCTaBKa Jia Cy IPOIeHe CPeJhbUX BPEJHOCTU ['aycoBUX KOM-
IIOHEHTHU JJOBOJbHO KBaJIUTETHE U Yy TOM CMUCILY CE€ ClVIanajy HpI/I6IH/I)KHO je,ZLHaKI/IM CTBapHHUM
CPEJIIbIM BPEJHOCTHMA, IITO 33 MOCAe Uy uMa Ja je Tpelin cabupak y (4.6) jeanax myJiu,

qnme ce (4.6) cBomu Ha npukaszanu nspas (6.53) 3a Dkr, (QZHG'J)

Uspas (6.52) upejcrasba 106py anpokcumarmjy taune KL guseprenme, [124], uzmehy
opurutagor GMM u anpoxcnmanmje cMmerre, momTo crBapay KL amBeprexiry, Kao ITo je
Beh mcraknyTo, Huje MOoryhe mckaszaTw y 3aTBOPEHOM OOJIMKY 3a TaKo Bejuku 0poj [ayco-
Bux KoMmronenTu. Kako speguoct (6.53) omnucyje y K0joj MepH je anpoKCHMAIHja OuyBaJia
opurnHaJHI HH(MOPMAIMOHN CaJIpKaj, JeoBr u3pasa (6.53) Koju 3aBuce 0JI HAYMHA KOH-
CTPYKIIHje allpOKCUMaIija MaTpHIa MPEIU3HOCTH, OJHOCHO CAOUPIIA KOJU CaJIpKe IaH f’j,
kopurthenu cy 3a dopmMysramnyjy onTuMu3annonnx mnpodsaema 3a ooyky SPAM, kao u SPTM
MOJIeIa, KOJI Kora je MUHMMEH30BaH uHbopMmarmonu kpurepujym y dopmu (5.1). Ako je
CKYTI MoJlaTaKa HA OCHOBY KOTa Ce eKCIepUMEHTAHO u3padyHasa (6.52) T0BO/BHO BEJUK U

peJieBaHTaH, JedUHUCAHA MEPa JIMPEKTHO OJIrOBapa TAYHOCTH CUCTEMA 3a MPEo3HABAILE.

Hywmepuuku pesysitaru moje uHAYHIX €KCIIEpUMeHaTa IpejicTaB/bern cy y Tadbemu 6.1 u
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Tabenu 6.2. Pesyarare pasjmauTux eKclepuMeHnaTa Moryhe je mopeauTH Ha OCHOBY Naposaq

6p€aHOch Ca4uIbCcHUX Ol JIBC BEJIMYMHE!:

a) eKCIepUMEHTATHO M3padyHaTe BpegHocTH Dy, Koja TpeacTaBiba npoceuny ou-
6epeenyy CBUX OPUTIMHAJIHUX [‘aycOBHX KOMIIOHEHTH Yy OJIHOCY Ha KOHCTDYHUCAHE
arpokcuMalije, a koja je oapehena: 1) Ha MoueTKy ONTUMHU3AIMOHE IIPOIEILyPe, U
2) HaKOH yHampes geduHuHCAHOT 6pOja ONTUMHU3AIMOHIX IIUK/IYCA U TII00ATHIX

urepalnja Hau3MeHudHe onTuMu3anuje ckyna A u ckyma W;

6) meopujcke BpegHocTu o3HaveHe ca Ngprpy uwin Ngpaps, KOja ONUCYje HyMEPUUKY
CJIOYKEHOCT M3padyHaBama JUCKPUMIHAHTHIX (DYHKIHja y CUCTEMY 3a ITPero3Ha-
Balb€e IIPUJINKOM IIpUMeHe KOHCTPYMCAHUX allPOKCUMallfja MaTPHUIA ITPEIU3HOCTH.
Y 3aBuCcHOCTH OJ U3abPAHOr MOJIEJa 3a AlPOKCHMAaIyjy ['aycoBUX KOMIIOHEHTH,
BpeHocT Ngpras win Ngpay u3padyHaBa ce Ha ocHOBY (6.47) mam (6.3), y3u-
majyhu y 063up: 1) KOHKpeTHe BPEIHOCTH TapamMerapa KOju OMUCY]y CTPYKTYDPY
[aycoBux cMela y IOCMaTPAHOM CHCTEMY 33 [IPENO3HaBabe, 1 2) BPEJIHOCTH yIpa-
Bbaukux napamerapa SPAM uiun SPTM mojesia kojuma ce yrude Ha CTPYKTYPY

KOHCTPYHUCAHE allPOKCUMAII]e.

ITopest KonauHnX BpeaHocTn Dy 7, KOjuMa oarosapa 3asplien mporec ¢popmupama SPAM
wim SPTM anpokcumariuja ceux M maTpuiia Ipernn3HOCTH, Takohe je aHaJIM3upaHa U IPo-
mena mpoceunnx KL puseprenmm, Dy, Kpo3 riobaiHe nrepanuje (IUKIyce) ONTHMHA3AII-
OHUX TIPOTIE/Iypa KOje TeHEPUITy alpOKCUMAIje OPUTHHAJHUX MaTpuia npernusnoctu. OJ1-
roBapajyhu pesysiararu y ciydajy peTKe pelpe3eHTalije y HayYeHOM PEYHUKY ITPUKA3AHU CY
Ha Cymmrm 6.1, JI0K je TOK onTuMusaimje y ciaydajy pasanantux SPAM mojenra niycrpoBan

nujarpamuma Ha Courm 6.2.

Jwjarpamu prkasyjy mporec ONTUMI3alje TOKOM yUaema llapaMeTapa Mojesa, aJji Ho-
CMAaTpaH!d M30JI0BAHO He NPYXKajy aJieKBaTaH YBUJ y KBAJUTATUBHY Pa3/IMKy KOja IOCTOjU
u3mely anporcumalimja mocTUTHYTHX KopuiihemeMm pedepentnor SPAM u mpejjioxenor
SPTM wmojena, a Koja ce Tude panuje JepUHUCAHOT TOjMa ePUKACHOCTU AIPOKCUMAIITjE Y
[Tornasspy 6.4. Y ToM cMmucy, YKYITHA Mepa KBaJuTeTa allpoKcuMalmje tTpeba ja o0yXBaTu
YCIIENITHOCT KOMIIpOMIca u3Mel)y rperike pernpesenTaruje KopurihemeM n3abpaHor MoJIesa ca
jestHe crpate (YeMy ojroBapa MoCJIejba BPEJHOCT Ha cBakoM oj1 nujarpama na Cimkama 6.1

u 6.2), 1 CJI0KEHOCTH MPUJINKOM [IPUMEHE KOHCTPYHUCAHE allpOKCUMAIlHje ca JIPYre CTPaHe,
Tabema 6.1 u Tabena 6.2.

Y ceum SPTM ekcriepumenTuma o0ykKa Mojiesa je Tpajata ykymno Ts = 100 rimobasrmx
urepalnja, npeMa ONTUMHU3AIMOHOM IOCTYNKY onmcHoM y [lormasmuma 6.3.1 n 6.3.2, mok
je v cayuajy cBux SPAM ekcrnepumenara oOyka Mmojesa yKbyunBaia Tp = 20 rmobaaHux

uTepalja onTUMHU3aIMOHe IIporieype onucane y Ilormapmbuma 6.2.2 u 6.2.3.
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Tabemna 6.1: Ilepdopmance SPTM ca pazauuanTum BpeJHOCTHMA MapaMeTapa Ha IIPUMepPY
laycosux kommonenTn u3z ASR. Mogenu ce pasiukyjy 1o Besmunau peunnka, D = |V, u o
opojy S, TexRMHCKUX KoeUIUjeHaTa KOJU Cy PA3JUYUUTH O] HyJe IPUIUKOM PETKE perpe-
senTanuje Marpuna. O6yka cBakor Mozena je Tpajaia Ts = 100 (rmobannnx) ureparmja.

d=26 Peunuk D = 700 Peunuk D = 900
,perkoct” S 30 40 50 60 30 40 20 60

[I0YeTHA ﬁKL 1.3308 1.1901 1.1570 1.1518 1.3126 1.1526 1.0780 1.0620
kpajwa Dgp 09801 0.9332 0.8740 0.8372 0.9405 0.8496 0.8111 0.7563
Ngprar x10° 0.91 1.03 1.15 1.27 0.98 1.10 1.22 1.34

Tabena 6.2: Pedpepentan SPAM ca pasimmauTuM BpeIHOCTHMA TapamMeTapa Ha npumepy [a-
ycoBux KommonenTu u3 ASR. Mojenu ce pasiukyjy 1o JUMeH3Uju BEKTOPCKOT MOTIIPOCTOPA
K = |¥|. Obyka cakor mojiena je tTpajasia T = 20 (ryiobasHux) urepanuja.

JIMMeH3uja morupocropa K 50 100 150 200 300

noverta Dy, 3.6808 3.3163 2.9778 2.6200 1.8377
kpajiba Dxr 1.2669 0.9307 0.7019 0.5029 0.1844
Ngpans x10° 092 153 214 275  3.97

Kao mro moxe ga ce Buau ca gujarpama Ha Commu 6.1 m Coaumu 6.2, obyka SPAM
MojIesIa TToKa3yje OpKy KOHBEPIeHINjy Ka MUHUMYMY I'DEIIKe pelpe3eHTalrje y OJHOCY Ha
06yky SPTM wmojenia (ako ce 3a Mepy y3Mme yKynaH Opoj urepaluja 10 TPEHyTKa KaJa ce
JIOCTHKE caTypalifja 1 HAaKOH KOTa ce JIa/bOM ONTHUMU3AIIjOM He IIOCTHKE 3HaTYajHIje 11000/ b-
marbe). OBa ynmbeHnna je 6usa pasJor 3a u3bop Mamwer 6poja urepalyja IPUIUKOM 0OyKe
SPAM wmogsiena y nopehemy ca ykymaum 6pojem ureparmja y SPTM mogenmmumva. dpyru 6uran
acriekT jecte ja cy ontummusarmonu rnoctyniu SPAM u SPTM mozena cymruncku pasii-
YUTH, a TPHU TOME pellaBajy u mpobsemve pasimante Texkuae. (CTora, MOMITO Cy HA OBOM
MeCTy OJ IpUMapHOI' MHTepeca MoboJblamba padyHcke epukacnoctu GMM cucrema koja
MOry mpoucreln 3 npuMeHe OIMUCAHUX MOJIENa 3a AlPOKCUMAIIA]Y MaTpPHIA ITPEIU3HOCTH,
HaBeJleHa YNHbeHuIa j1a je ooyka SPTM 3axreBnuja y omnocy na SPAM, a koja je n excre-
pumenTaHO oTBphena Ha Ciaukama 6.1 n 6.2, HeMa TPUMAPHY YJIOTY Y EbUXOBO] YIIOPETHO]
anaju3u, momro ce o0yka SPAM u SPTM, oxrocHo ofpehuBambe anpokcuMarimja OpurunHali-
HUX MaTPUIlA IPEIU3HOCTH, HE OJBHja TOKOM PaJIHOI PEXKUMa CHCTeMa 3a IMPEro3HaBaIbe,
Beh off-line. Ca apyre crpane, ako 01 IpejIOKeH METOM 3a PETKY pelpe3eHTaIujy Omo
KOpHUITheH 3a CJIMTHe TPUMEHe Kao U MeTOJle HaMerheHe PEeTKOM KOJIOBamy KOBapPHUjaHCHUX
neckpunropa y Ilornasmy 4.6.1, HaBeieno nurame 6u nmasio Behn 3Ha4a;].

[MITo ce Tuue perkux arnpokcuMmariuja ca SPTM, moxke 1a ce 3ak/by4an ja nmosehame Opoja

ejlieMeHaTa y peIHuKy nosehasa u TEXKUHY OIITUMHU3AIIUOHOT HpO6JI€Ma KOjI/I Ce pelllaBa, IITO

je 1 ouekmBaHO jep ce moBehaBajy m MoryhHocTu 3a m300p aTroMa, duMe ce KOpHuIlhemeMm
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Crmka 6.1: Tok o0yke Moe/ia 3a PeTKy alpoKCUMaIlnjy MaTpuiia nperusnoctu. Jlujarpamu
npukagyjy npomeny npoceune KL nuBeprenne m3mehy M 'aycoBuX KOMIIOHEHTH TPEYy3eTHX
U3 CHCTeMa 3a IIPeNo3HaBambe FOBOPa U HIXOBUX PETKUX AllPOKCHMallja KOHCTPYHCAHUX Ca
pazmmuanTuM Bapujantama SPTM mozena, Kpo3 ureparuje. Mojenn ce pasiukyjy 1O Be-
JuauHu D HaydeHOr peJlyHJaHTHOr pednHnka U Koju 4YMHE CUMETPHYHE MaTpuile, u Opojy
AKTUBHIX aTOMa y KOHCTPYHCAHO] PETKO] allpOKCUMAIIIj! OPUTMHATHIX MaTPHIlA IPEIU3HO-
CTH, YeMy oAroBapa Opoj TEKMHCKUX KoedWIjeHaTa KOJU Cy PA3IUIUTH O] HyJle Y CBAKOM
O] TeKMHCKNX BekTopa A;, osHauen ca S. d = 26, M ~ 10% (a) D = 700. (6) D = 900.

UCTe MPOIe/ype cTBapa norpeba 3a BHUIE UTEPATUBHUX KOPaKa U JIY:KUM YKYITHUM BpeMe-
HoM obOyke. Mebhyrum, nmpu ucrom Opojy mrepanuja u 6pojy KoedwuimjeHaTta Koju Tpeda 1a
Oymy pazimautu of Hyste (BpegaocT S), KopuiihemeM Mojesa ca BeinM peTHIKOM Iperka
arpokcumarmje je mMama. OBo ce Bumam wHa Cymmm 6.1, rae HakoH ucTor Opoja WTeparuja
onrosapajyhu mujarpamu ma Comm 6.1(6) umajy Mame Bpegnoct Dy p, W3rIeajy CTpMuje
U HICY Y MCTOM CTeleHy carypanuje kao aujarpamu Ha Counum 6.1(a).

Tabese 6.1 u 6.2 nokasyjy aa y oauMm ciaydajesuma Kaga SPTM u SPAM monesnn moctuzky
MeljycobHO 61CKe BpeHOCTH Tpelike penpesentaimje, 1j. Dz, SPTM nma 3uauajuo mary
padyHcky caooicenocm y oganocy na SPAM. Ha npumep, y ciaygajy SPTM ca D = 900 u
S = 60, u pedpepentaum SPAM mozenom ca K = 150, npemioxenn SPTM momesnr mocrumke
~ 38 % mamy padyHCKy cioxkeHocT y oxnocy Ha pedepentan SPAM mozmen. Takobe, 3a
SPTM ca mapamerpuma D = 700, S = 40, y nopehemy ca SPAM nedunncannm ca K = 100,
padyHcKa ciaoxkeHocT je ~ 33 % nmxka. Ca npyre crpane, uncranmne SPTM ca padynckom
CJIOXKEHOINY CJAMIHOM OHOj KoJt ojroBapajyhmx SPAM mojena moctuky 60Jby perpe3enTa-
nnjy - Mame Bpeanoctn Dyp. CKOpo mcTa crBap 6H MOIVIA Jla Ce KayKe M 33 MEMOPHUjCKY

CJIOYKEHOCT aHAJU3UPAHUX MOJIesa, IOMITO Cy OBe BPETHOCTH BeoMa OJIMCKe o/roBapajyhmm
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Cmuka 6.2: Tok obyke pedepeHTHOr Mojesia 3a AlPOKCUMAIN]Y MATPHUIA TPEIU3HOCTU Y
BEKTOPCKOM moTrmnpocropy. /Jlujarpamm mpukasyjy npomeny npoceune KL nuBeprenre us-
Mehy ['aycoBUX KOMIIOHEHTH TPEY3€TUX U3 CUCTEMa 3a IPElo3HaBaibe T'OBOpa M HHXOBUX
AIPOKCUMAINja KOHCTPYUCAHNX KOPHUITNEmeM pasjmanTux Bapujantu pedepertanor SPAM
MoJiesia, Kpo3 ureparyje. Iumensuja K BEKTOPCKOT MOTHIPOCTOPA CHMETPUYHUX MaTPHILA
y KOMe ce TpakKu alpoKCHMalldja MaTpulia npernusnoctu ojpehena je ca 6azom U koja je-
bunume numensnjy TexkuHckux BekTopa Aj, j=1,..., M, Kojuma ce IpeJICTaB/ba CBAKa
o M opuruHaJHUX MaTPHUIA IPENU3HOCTH. Pas3uyduTuM BapujaHTaMa MoJieia OJroBapajy
pazimaute Bpenoctn K = |V, d = 26, M ~ 10*.

padyHCKUM ciozkeHocTuMa (Bumern uspase (6.3) - 6.4, u (6.47)- (6.48)) ma cy mHUXOBe Bpe/I-

HOCTHU M30CTaB/beHE U3 MpUKa3a pedynirara y Tabemama 6.1 u 6.2.

Kana je y nuramy Besa mzmehy D, S u K, moxe ce npumerutn ja nosehawme D n K|
U3 OYWIJIEHUX PAa3Jjora, JOBOJU JI0 Mambe Tpelike pernpesentaruje. llosehame &, 6poja
aToMa KOjU Ce KOPHUCTE y PETKO] pelpe3eHTallnji CBaKe MaTpuiia, Takohe MMa UCTU yTUIIA).
Ca mpyre crpane, Kaja je K Beh mosHaTo, M3 IMepCIEKTHBE MTOCTH3amba Behe edukacHOCTH
SPTM y onnocy na SPAM nuckycuja Bpegnocru kommaauka D/K u S/K y Iornasmy 6.4
MOzKe Ja OyJie KopucHa TPUINKOM n3bopa Bpeanoctu D u §. Omnumcanom ofrosapa cuTyalnja
KaJla Tpeba m3abpaTu peTKy alpoKCuMaInjy Koja he nmarn uctu kpaaurer kao u SPAM, am
Mamy cjokeHocT. Hapasro, Tpeba yBek umatu y Buiy ja npumena SPTM nuje yBek moryha
7 3aBUCH O] TOTa Jia JIM paTMaTpaHU IIPOOJIeM IOCce/Iyje OCOOMHE KOoje ra YnHe TOTOTHUM 38

PETKY pelpe3eHTallnjy.

6.5.2 CuHTETUYKHN NpUMeEpP

Kaxko 6u ce JA0JaTHO aHaJIU3UPaJIC KapaKTEPUCTUKE IIPEIJIO2KEHOI' MO/I€/Ia, PeaIM30BaHa

je u rpyma ekcrepuMeHaTa y KojuMa Cy KOPHUIMNEHN CKYTIOBU GeWMayky 2eHepucanur (cum-
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memuywkuz) nogaraka. CBaKu 0J OBUX CKYIIOBA CACTOJU Ce OJ BEIITAYKN MEeHEPUCAHIX Ma-
TPHUIIA KOj& CUMYAUPAJY KOBAPUJAHCHE MAMPUUE Y HEKOM XUITOTETUYKOM CUCTEMY 3a MPEIo-
3HaBarbe 00/IMKa 3aCHOBAHOM Ha [aycoBum cmermama. [J1aBHa o/yiMKa OBUX MaTpPHUIA jecTe
Jla OHe ca CUT'ypHOIINY TOceyjy TPaykKeHO €60jcme0 ,pemkocmuy’ Koje je OCHOBHH IIPEeJLy-
CJI0B 3a (popMUparme PeTKUX allpOKCUMAaIlfja, OJTHOCHO J1a Cy TaKO KOHCTpyucane fa y Behoj
WIN Marb0j Mepu Oy/y TIOroJiHe 3a PETKY pPelpe3eHTalln]y KOja MopasyMeBa allpOKCHMAIIN]y
MaTPUIA TPEIU3HOCTH OPUTHHATHIX ['aycoBUX KOMIIOHETHU KOPHUIThemeM MaJjor Opoja eJie-
MeHaTa HEeKOI Hay4deHOT PEYHUKA. Y HACTaBKY IOrJIaB/ba MPBO he OUTH OMHUCAH MOCTYIaK Ca
KOJUM Cy Te€HEPHCAH! IIOMEHYTH CKYIIOBU CHHTETUYKHX KOBAaPHWjaHCHUX MATPHIlA, & TOTOM

fie 6uTn IIpUKa3aHu PE3YJITAaTU eKCIIepUMeHaTa 3aCHOBaAHUX Ha IbUXOBOM KOpI/IIHheH)y.

Texunuku riiegano 1 SPAM u npeoxkenn SPTM mojiesr Kao pesysarar 2enepuuly anpok-
cuMayuje MHBEP3HUX KOBAPUjaHCHUX MATPUIA WA MAMPULL NPEUUIHOCU KOje OIHUCY]Y
00K TIojeInHATIHUX ['ayCOBUX KOMIIOHEHTH, aJTi KAO yJIa3He MMOaTKe KOPUCTe OPUTHHAJIHE
KoBapHujaHCcHe Marpuile mojequHadaunx [aycosux kommonentn GMM cucrema. Takobe, ms-
pa3 (6.52) 3a npoceuny KL auseprenity usmehy opurunaiannx [aycoBUX KOMIOHEHTH U KOH-
CTPYHUCAHUX allPOKCUMaIinja JeduHICAH je Kao HH(MOPMAIMOHO pacTojambe m3mehy [aycoBux
KOMIIOHEHTH, Al Ce TeXHUYKHU CBOJM Ha m3pa3 (6.53) y kome dburypurry opuruHajiHe Ko-
BapHjaHCHE MaTPUIe U KOHCTPYHCAHe allPOKCHMAIlje HUXOBUX HHBEp3Uja (MaTpuia mpe-
ru3HocTH ). V3 HaBeJeHUX pas3jiora CUHTETHYKH CKYTIOBH fie ONTH reHepucaHd Kao CKYyMOBU
KOBapHUjaHCHUX MATPHIlA, ajli he TPUINKOM HU3/1ararba OUTU KOpHIheHa U mepMuroi02uja
y KOjO] ce OpUTHMHAJIHE MAaTPHUIlE MPENU3HOCTU KOje OJroBapajy MHBep3MjaMa OPUTHHATHUX
KOBapHMjaHCHUX MATPHUIla allPOKCUMUPA]jy MaTpHUIlaMa MPENU3HOCTH Koje Ha Kpajy oOyKe Te-
uwepurty SPAM u SPTM monenu.

[Ipunmmkom reHepucama CKylla KOBapHUjaHCHUX MaTpHUIla 3a KOje ce yHallpeJ 3Ha Jia Cy
no2odHe 3a PETKY PEeNpe3eHTalln]y, PBU KOpPakK jecte (hOpMUpame MeHEepaTOPHOT W PeTyH-
JIAHTHOT WJIM €HIJI. overcomplete pedHuKa CUMETPUIHUX TTO3UTUBHO JePUHUTHUX MaTPHUIIA.
Nreja jecre 1a ce KOHCTPYUIE PEIHHUK, ajld TaKO Ja IpocTop d X d MO3UTUBHO Ae(DUHUTHUX
CUMETPUYHUX MaTpuria Oyjie TOKPUBEH IerOBUM €JIEMEHTUMA Ha MTO YHUMOPMHUJU HAYUH.
Tume he ca Bemmkom u3BecHorrhy 6utn 0b6e30eheno jga cumysMpaHu CKYIOBU KOBApWjaH-
CHUX MATPHUIIA Ca PA3IUIUTUM CTPYKTYPHUM KapaKTepPUCTUKAMAa, KOje je TOTpeOHO BelTauKu
CTBOPHUTH KOMOMHOBAILEM eJIeMEeHATa OIMCAHOI PEIHUKA, He JIeyKe HH Y jeITHOM CIeIn(UIHOM

HUCKOJIMMEH3NOHAIHOM TIOTIIPOCTOPY JiaTor mpoctopa Jumensuje N = d(d + 1) /2.

Marpuiie y cBakoMm 0Ji CHHTETUYKHUX CKYIIOBa T'€HEPUIIY ce Kao JIMHeapHe KOMOWHAII]e
aToOMa M3 IPETXOJIHO OIHMCAHOT, TaKohe BEIITauYKh KOHCTPYHCAHOT, PEJ/IYHIAaHTHOI PEIHUKA.
Hub dbopMuparba pa3mnauTUX BEIITAYKH NeHEPUCAHUX CKYIIOBa MATPHUIIA jeCTe Jia ce Bapupa-

eM Opoja aToMa Koju ce KOPUCTE MPUJINKOM NeHEPUCAha CHHTETHIKIX MATPUIa (eJIeMeHaTa
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pasIMYUTHX CKYyIIOBa) MOCTUTHE Jla HEKU CKYIOBH MMajy M3PasuTo ,perke”’ eqeMeHTe (KOju
Cy TOTOJIHU 3a PETKY Pelpe3eHTaIn]y), & JIa HACYIPOT HUMa HEKHU JIPYTU CKYIIOBU UMAjy
eJIeMeHTe KOjU HUCY TOJIUKO TIOTOJIHU 38 PETKY PEIPE3EHTAIN]Y U Y IUJ/bY [TOCTU3aiba UCTOT
HIBOA T'DEIKe 3aXTeBajy peTKe alnpokcuMarmje ca Behum Opojem wiranoa. OBa ocobuna he
outn ,,yrpahena” y cuMmysaupane KoBapHjaHCHE MaTpPHIE TakKo IITO he mcTe OUTH KpeupaHe
Kao JinHeapHe KoMmOmHammje Beher mim mamer Opoja IpaJMBHUX CUMETPUIHUX ITO3UTHBHO
JNebUHUTHUX MATPUIA WM aTOMa U3 IOMEHYTOI' HAMEHCKN KOHCTPYUCAHOI PEYHUKA 3a Ie-

HEpHCalbe CUMHTCTUYIKUX ITOJaTaKa.

Tako, ako cy cuHTeTUYKe MaTPUIlE FeHepUucane ca MabuM OPojeM aToMa, NPemnocmaska
je ma he nmatu edukacuujy amnporcumanujy ca SPTM ymecro ca SPAM mogenom, Kao u
obpuyTo. OBa npernocraBka he 6utu n ekcriepuMenTtaano norsphena. [la 6u ce ocurypana u
[IO3UTUBHA JIe(ODUHUTHOCT BEIITAYKN N'eHEPUCAHUX MaTPUIla, KOePUIINjeHTH KOjuMa Ce MHOXKE
MO3UTHUBHO JIe(PUHUTHNA ATOMH Y TPETXOIHO ITOMEHYTHM JIMHeapHuM KoMOuHarmjaMa umahe

OorpaHmYerhe Jla MOpajy Ja Oyay HeHeraTUBHU.

Peunuk koju je kopuithen 3a renepucame MaTPUIla y OBOM €KCIIEPUMEHTATHOM IIPUMEPY
CacToju ce U3 CUMETPUIHUX MO3UTHBHO JedunutHux Matpuna P, o1 Kojux je cBaka 2emnepu-

CaHa M CAYUAJAH HAYUMH:

a) ciaydajEuM u360poM d COIICTBEHUX BPEITHOCTH, U

6) caygajanm u360poM jejiHe OpTOroHaJsHe Marpuie () U3 Ha CIydajaH HAYuH DeHepU-

CaHOr IUPKYJIapHOTr opToroHasHOr ancambiia ciaydajaux marpura (COE).

Ha ocnoBy mekommosuriuje Ha COIICTBEHE BPEIHOCTH, OBAKO JleUHUCAHA CUMYJIAIja KOBa-
pujancHe MaTpuie P Moxke Ja ce m3paayna kao P = QA QT re je A mmjaromasma Marpuia
YUjU eJIEMEHTHU Cy COIICTBEHE BPE/IHOCTH, a KojioHe ( concTBenu BeKTopu matpuie P.
[Ipema [181], COE marpuiie KoHCTpyHIILy ce Tako MmTo ce u3padyra QR mexkommnosunuja
MaTpHIla YNjH eJIEMEHTH ce TeHePUIILYy Kao He3aBHUCHE CJIydajHe peasu3alliije CTaH1ap/iHe HOP-
mase pacnogene N (0,1). Cayuajne mampuuye oBaksor tumna, uuja QR mexommosunuja ce
3aTUM padyHa, npunagajy T3B. Ginibre ancam6biy caydajHUX MaTpHUIA U UMY PaAcnodesy
y ckiany ca Haar-oBom mepowm, gedunucanom y [181], koja odzosapa yrugopmrom ysopro-
sary npocropa Marpuria. Kako QR mekommosunuja auje jeaaosnaqna, [254], a 'y numy ouy-
Barba cBojcTBa yHudopMHOCTH Koje nmpouctude n3 Haar-ose mepe, nakon QR nekommosuriuje
YBOJIU C€ JIOJIATHO OTPAHUYEHHE Y TOIJIe/ly BPEIHOCTH JUjarOHAJHAX eJIeMeHaTa Yy TPOYTaoHO]
marpui R Koja npejcrasiba jegan on dakropa Ha Koje ce pasnaxe marpuna ca N (0, 1)
eiqementuma. OrpaHuverbe 3aXTeBa Jia JINjaroHaIHu €JIEMeHTH Oy/Ly CTPOro IMO3UTHBHE, Oe3
ob3mpa Ha BapujanTy umiuieMentanuje QR jekoMmosuiyje Koja je Kopuihena, duMe ce 1o-
CTUZKE jeTHO3HAYMHOCT JICKOMIIO3UInje u 100uja norpedbua marpuiia Q. CorcTBene BpeHOCTH

P renepuiiy ce Kao ancoJjiyTHe BpeIHOCTH peasusanuja wopmasne pacuogeiae N (0,0), npu
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HEKOj yHampe] neduHUcaHoj Bpegroct o > (.

Hakon koHCTpyKIHje TPETXO/IHO OIMUCAHOT ,CHHTETUYKOT PEYHUKA’ , CHHTETUIKHU I'eHe-
pucaHe KoBapHujaHCHE MaTpuile GOpMHUPAjy ce Kao ,peTKe JuHeapHe KoMOMHaIje” MaTpHIla
Yy CHUHTETHYKOM PEYHUKY, & IITO TOoJIpa3yMeBa JIMHeApHy KOMOWHAIM]Y ca MaJjuM OpojeM

cabupaka y OJIHOCY Ha JIUMEH3Hjy ojroBapajyher mpoctopa CUMETPUYIHUX MaTPHIIA.

[Ipunukom renepucarma CHHTETHIKIX KOBAPU)AHCH, UHOEKkCU TEXKIMHCKUX Koehuyujenama
kKoju he umaru epedrnocm pazsuvumy o0 Hyase y PETKUM JIMHEAPHUM KOMOUHAITjaMa Oupajy
ce na cayvajar navur ca yaudgopMHOM pacuojesom. Hbuxose BpemgHocTu Takohe ce bupajy

ca yHIGOPMHOM pacrofiesioM, o3HaderoM ca U(a,b), tae je 0 < a < b.

Ha Taj HavMH, CKYIIOBIU BEIITaYKHN I'eHEPUCaHUX I10JaTaKa HaMCIbCHU Pa3JIMIUTHUM €KCIIe-
PUMEHTHMAa Y OBOM IIPUMEPY, ¥ CBUM pa3MaTpPaHUM CJIydajeBUMa MOTY Jia ce JeUuHUIly u
TEeHEPUIIy 3aJaBabeM BPEIHOCTH HEKOJIUKO cjedeNux BeJudnHa: JUMEH3Hje CUMYIUPAHOr
npocropa obesiexkja, d, unme je ojpehena m aumensuja npocropa d X d CAMETPUIHUX Ma-
TpUIA, O3HaYeHa ca N; BeJITYrHe TeHepaTOPHOT CKYIIa U PEYHUKA TO3UTHBHO JIe(PUHUTHUAX
mMaTpuna, [V,; 6poja TeXKMHCKUX KoedulyjeHaTa PasinIuTHX oJ] Hysle y cJIydajHuM JITHeap-
HIM KOMOMHAIMjaMa aToMa peuHHKa, Sg; HapaMeTapa IPeTX0oAHO JedUHUCAHIX PaCIIoIesia
N (0,0) uU(a,b), osaavennx ca o, a, b; u yKynHor 6poj cuMmynupanux marpura M.

y CBHM CEKCIIEpUMEHTHMa IIPUJINKOM I'€eHepucCalbha CUHTETUIKUX YJ/Ia3HUX IIoJaTaKa KOPH-
mthene cy ucre Bpeanoctu crenehux nmapamerapa: N, = 4N, rue je N =d(d+1)/2,a=0.1
n b = 1. HaBejenu napamerpu yTudy Ha HAYUMH MeHEPUCAha CHHTETUIKOD PETHUKA Ca KOJUM
ce Kpempajy CUMy/IupaHe MaTpPUIIE.

CunreTnyke KOBapHjaHCEe IMOTEHIHjaJIHO MOIY Ja OyIy JIOIIe yCJIOBJ/bE€HE, OJIHOCHO JIa
MMajy BEJINKY allCco/IyTHY BPEIHOCT KOJMIHIKA HajBehe n Hajmambe corcTBeHe BpeacoTu.Crora
jé CJMYHO Kao U y MPETXO/IHOM IIOIJIaBJbY, 110 TOTPedH, Kao Jieo Ipeodpaje YIa3HuX Moa-
Taka, KOPUI'OBaHa HajMarba COIITBEHA BPEIHOCT KaKo OM ce yCJOBHU OPOj MATPHUIlEe OI'DAHM-

guo. Kao ropma rpanuna yciosHor 6poja kopumihena je spegsoct 1 = 10°.

Hekommko pazmuantux wacTanim pedepentaor SPAM mosena, Koje ¢y aHagu3mpane y
€KCIIEPUMEHTHMA Ca CUHTETHIKIM I0/IaIluMa, 1eUHUCAHO je n300POM Pa3JININTHX BPETHO-
cru K juMeHsmuje moTIpocTopa y KOMe ce TpaxKd allpokcuMarija (3a BUIlle jieTajba BUJIETH
[Tornasibe 6.2), a uncranie npejiokeror SPTM wmozena koje cy nopeljene ca wuma, jgedu-
HHUCaHe Cy 3ajaBarmbeM JInMen3uje pedannka D u yKynHor Opoja & TeXKUHCKUX KoeduImjeHara

peTKe alpoKCcuMaliije KOju Cy pasimauTu o Hyse (3a Buile jeraba BujeTu 1loriasibe 6.3).

Bpejinoctn ynpaBspadkux mapamMeTapa Koje ce KOPUCTe Y IpoIleypaMa 3a ojpehuBame
ontumayanx SPTM u SPAM anpoxcumanuja MaTpuiia Ipelu3HOCTH OUIe Cy UCTe Kao U
BpeHOCTH Kopuliihene y ekcriepumentuMa y [lornasipy 6.5.1, ca je THUM U3y3€TKOM y BUJLY

YIPaB/BAIKOr mapaMerpa Spi, Koju ce Kopuctu y okBupy Anropurma 1 SPTM onrnvmusari-
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Tabena 6.3: [Mopeheme nepdopmancu vexkomko SPTM u pedeperntaux SPAM mojena Ha
PA3/IMIUTUM CKYIIOBUMA BEIITAYKU IEHEPUCAHUX YIA3HUX MojaTaka jiebHHUCAHUX Ca Iape-
merpuma: d =10, N =55, M = 10* o u S, cy y Tabesn.

D = 140 S, =5 o=1 S, =10, o =1
K 20 30 40 25 35 45

Dy <107t 1.34 0.76 0.35 0.53 0.28 0.11
Ngpan x10°  3.01 4.02 5.02 3.51 4.52 5.52

S 10 15 20 15 20 25

D x1071 049 0.49 0.49 0.15 0.16 0.13
Ngpray x10° 2.08 2.58 3.08 2.58 3.08 3.58

* * *

D = 140 S,=10, o=10 S,=15 o=1
K 25 35 45 30 40 50

Drp x1071 054 028 0.11 025 0.12 0.03
Nopay x10° 351 452 552  4.02 502 6.03

) 15 20 25 20 25 30

Dy x107t 028 0.21 0.13 0.26 0.26 0.26
Ngpry x10° 258 3.08 3.58 3.08 3.58 4.08

OHe TIPOILIEIyPe, & KOjU je Y eKCIIEPUMEHTHMA Ca CUHTETUIKUM IOJallnMa OMO TOCTaB/beH Ha
BPEIHOCT Spin = 10 y CBUM €KCIEePUMEHTUMa, OCUM Y CJIYUajy eKCIEePUMEHTA Ca MOJIAIiMa
KOj! Cy TeHepucaHu ca Bpeanomhy napamerpa Sy = 9, KaJia je yCBOjeHo J1a je Spin = 0.
ExcriepumenTn cy peajm3oBaHU TAKO IMTO ¢y U300POM BPEJHOCTH OJiroBapajyhux mapa-
MeTapa, Kojuma ce jiedUHUITy ocoOuHe YJIAa3HWX I0JIaTaKa, KPeUpPaHW CKYIOBU BEIITAYKN
reHepUCaHNX KOBAPUjAHCHUX MATPUIA CA PA3JIMYUTUM CBOjCTBUMA, a 3aTUM Cy YIIOPEIHO
aHaJM3UpaHe KapakTepuctuke Hekoymko npeioxkennx SPTM u pedepentanx SPAM wmo-
JleJla Ha CBaKOM O] T€HEPHUCAHUX CKYIIOBA CHHTETHYKHMX IOJaTaka. 3a OIeHy U mopeheme
pasIMYIUTUX MoJiesia KopuriheH je uctu npuctyn kao u y Ilornasmy 6.5.1, a Koju ce 3acHuBa
Ha oleHu e(bUKACHOCTH AIPOKCUMAIIUje, Y CMUCJY OJiHOca u3Mely n3MepeHor HUBOA I'DEIKe

1 TEOPHjCKM M3BEJICHE CJI0XKEHOCTHU KOpHIhemha TaKBe allpOKCUMAIIn]e.

Pezysiraru 3a derupm paziuyuuTa CUHTETUYKA CKYyIla 3JPYKEHO Cy Hpukasanu y Ta-
6emm 6.3. Excrnepumentn y Kojuma Cy KOPHUITNEHU CKYIIOBH MATPHUIA Ca UCTUM KapakTe-
pUCTUKaMa TPYIUCAHN CY Y Pa3JIuIuTUM KOJIOHAMa JePUHUCAHUM Ca BPETHOCTUMA, ITapame-
tapa o u S;, Koju oapebyjy: 1) xomnuka he 6urn Bapujanca pacuogene N (0,0), ca Kojom ce

TEHEPUIITy CJIydajHe CONCTBEHE BPEIHOCTUA TTO3UTUBHO JE(PUHUTHUX aTOMa Y KOHCTPYHUCAHOM
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PEUHUKY KOjU CIy?KU 3a KacHHje HaMellaBare CUHTeTHYKNX KOBAPHjaHCH, U 2) KOJIUKH he
ouTu 6poj S, ciyuajno H3abpaluX aToMa M3 UCTOI PeuHHKa Koju he cirydajHoM JuHeapHOM
KOMOHMHAIIN]OM ca yHU(DOPMHOM PACIIOJIE/IOM TEXKUHCKUX Koedurijenara (hopMUpaTu CUMY-
3 79
mupane Marpure. CBpxa mapamerpa S, jecre Ja jedHUHHINE CTBAPHU CTEIIEH ,PETKOCTH
HojlaTaka y ojipeheHomM cKyiry.
Kao mepa kBasimTera Mojiesia, y CBAKOM O/ CIIeHAPHUja KOPHUIITNEH je UCTU Tap BPEIHOCTH

kao u y Ilornasspy 6.5.1, cactaBiben o

a) mupoceune KL nuseprenre, osnauene ca D, uamelhy opurnuaiaunx ['aycoBux Kom-
[OHEHTH KOJUMa OJ['OBapajy CUHTETHYKEe MapPTHUIlE MPEIU3HOCTH (OJHOCHO CHHTE-
THYKe KoBapujaHcHe Marpuie) u uxoBux SPAM u SPTM anpokcumarmja; Kopu-

mhena nadopmanuona mepa jgedunucana je y (6.52).

6) padyHCKe CJI0KeHOCTH Kopuliilema KOHCTPYHCaHe allpoKcuMariuje, o3nadesre ca Ngpapy

win Ngpryr; Hedununuje nasejenux Besimanna jare cy y [lormasmpy 6.4

Cpaku oJ1 CKyIIOBa CUHTeTHYKUX [0jlaTaKa KopuitheHux y oBoM IpumMepy cajapxku M = 104
Ha cJIydajaH HAuYMH MeHEePUCAHUX KOBapujaHCHUX MaTpuiia n3 d = 10 JuMeH3MOHAJHOT TTPO-
cropa obejiexkja, a Koje ce Hajlaze y HpocTopy d X d CUMETPUYHHX MaTpPUIa JIUMEH3HUje
N = 55. CkynoBu cy KOHCTPYUCAHU TIOMONY TPETXOJHO METOJIe OIHMCAHE Yy IeTXOHOM
m3naramwy. [lapamerpu cBux anaau3mpaHux Mojesia npukazanu cy y Tabemu 6.3, riae npsa
BPCTa CBaKe OJI KOJIOHA CAJIP:KKM BPETHOCTU KOje JIeDUHHUINY BEIITAYKU NeHepucaHe yasHe
IOJIaTKe, JIpyra BPCTa IIPeJICTaB/ba Pe3ysITaTe KOju oarosapajy nepdopmancama pedepeHt-
aux SPAM mogzena ca pasimautuM BpegHocTUMa K| a TOC/e/Iba BPCTa Pe3yITaTuMa Koju

WIyCTPY]jy Kapakrepuctuke npejioxkenor SPTM mozena ca pa3imauTuM BpegHoCcTHMA S.

Ananusupane BapujaHTe peTKe allPOKCUMAII]je Ca pa3andnTuM 6pojeM S mMajy Ha Pacio-
Jlaramy pas3anduT Opoj aToMa pevHNKa Koje MOTY Ja KOMOWHY]Y IPUINKOM allPOKCHMAIITje.
MebyTum, y cBUM eKCllepUMEHTHMa JMMeH3Uja PeayHIaHTHOr peunnka U je Ouia jegHaka,
a 3a mrTa je kopuinhena Bpejanoct D = 140, koja je Hekosmmko myTa Beha oj Jumensuje
MOJIA3HOI IIPOCTOpa CUMETPUYHUX MaTpuIla, duja guMensuja je N = 55. Peunuk ce yum
TokoM ofpehmBama peTke pernpesenTanumje ceux M = 10* marpuna mpermsnocTH, Kpo3 orl-
TUMU3AIUOHY IPOIEYPY KOja je Y CBUM eKCIIePUMEHTHMA KOPUCTHIIA UCTH 6Poj (riobaaHux)
ureparyja. ¥ Be3u ca Tum, umajyhu y suay auckycujy y Ilormasmy 6.5.1, 3a pedepentne

SPAM wogeste kopumtheno je Tz = 20 urepanuja, a y caydajy SPTM momena Ts = 40.

Yaumajyhin y 063up pasinaure HUBOE ,,peTKOCTH yIa3HUX MoJaTaKa (CKyIoBa CUMYJIUpa-
HIX MaTPHIIA KOje Cy IeHePHCAHe Ca PA3/IHIUTHM BPEJIHOCTUMA apaMeTpa S, ), MOCTUIHYTe
Bpenoctu Dy, npukazane y Tabenu 6.3, mokasyjy /a y caydajy CUMYJIUPAHUX MaTpPHILA

ca M3PaykeHO PETKOM CTPYKTYPOM, Tj. MasuM BpenHocTuma S, (cermentu Tabese 6.3 rae cy



216 Perka penpezenranuja maTpuria npenusnocta y IaycoBum cmerrramva

S, =5u S, =10) SPTM nocruke 60/b1 KBAJIUTET pelpe3eHTalje I IPH TOME HCTOBpe-
MEHO MMa U Maiby CJIOXKEHOCT y oJHocy Ha oarosapajyhe pedepentae SPAM momeste, mro
je pesyirar Oosber uckopuiirhapama ypoheHe ,,peTKOCTH CHHTETHIKUX YJIA3HUX MOaTaKa.
Mebytum, Kaja cuMmyjJmpaHe MaTpPHUIle HEMajy TOJUKO HU3PaXKeHY PETKY CTPYKTYPY, OIHO-
cno npn Behnm BpegnocTuMa Sy, HIp. 15, pedepentan SPAM momen mpeysmma BoljcTso,
MOCTUKYNM Malby IpEHIKy pernpe3eHTaruje. ¥ TOj CUTyalldjd, OBaKaB UCXOJ je OYeKUBaH,
jep mHBep3He KoBapHujaHCe BHUIIE HUCY TOJUKO ITOTOJHE 38 PETKY Pelpe3eHTalln]y, a BPeIHo-
ctu napamerpa K Koju ojroBapa JUMEH3UjU BEKTOPCKOI' IOTIPOCTOPa y KOME Ce Y CJIydajy
SPAM tpaxku arnpokcumalinja cy yipaBo Beoma O/IM3y JIUMEH3HMOHATHOCTH ojroBapajyher
npocropa cuMerpudHux Marpuia (Hnp. K = 50, a JuMeH3mja mpocTopa MaTpHIa HPelu-
suoctu je N = 55), ma nomro SPAM merosn 3a nusb nMa yuerme moTnpocTopa jacHo je Ja he
OUTH y cTamy Ja BeoMa JI00po IpecTaBu MaTpHUlle Koje cy pacropeheHe MocByla y HEKOM
MaTPUYIHOM IPOCTOPY, & HE caMO Ha HEKOj BPCTH HUCKOJIUMEH3UOHAJHE MHOTOCTPYKOCTH Y
TOM IIPOCTOPY - HMITO OM OJroBapaJjo reoOMeTPHjCKO] MHTEPIIPETAINjU PACIIOpPe/Ia MOJaTaKa
KOjH je IorojiaH 3a KOpHUIheme peTKe pelpe3eHTaluje, Kajaa MoJams Mory e(uKacHO Ja ce
AITPOKCUMUPAjy Ca PeJJATUBHO MAJIO I'PAJIMBHUX KOMIIOHEHTH KOje OIUCY]Y HBUXOBY JIOKAJTHY
reoMeTpujy.

Nako y mocmarpanoj cutyanujn kKaja je Sy = 15, Tabesna 6.3, SPAM naje 60/by ampok-
CUMaIlUjy y CBUM CJIydajeBUMa IPUIHKOM yropegHe anajauze, SPTM mMojgenn u j1ajbe numajy
Marby ciIoxkeHocT y ogHocy Ha SPAM y 8 ox 9 moryhux ciaydajeBa, IIToO je OCIeIUIA BEJINKe
BpeHOCTH KomaHuKa M /d. OBaj KOJTUIHUK 3aBUCH O CHCTEMa 32 MPENO3HABAE, TAKO J1a
ce MOKe KOHCTATOBATH J1a je 3a ycrnerrHy npuMeny SPTM mojena, HacyipoT ajrepHaTHBaMa,
y Bugy SPAM mogzesna, y crieHapujy HEKOI T€HEpPaJHOI CHCTeMa 3a Ipero3HaBarmbe O00JINKa
3aCHOBAHOI Ha [‘aycoBUM cmelrrama, HCTUHUTOCT IOJIa3He ITPETIOCTaBKE O CBOjCTBY ,,DETKO-
cru” Koje moceIyjy nomaiy (MaTpurie) mo/jje THaKo BaxKHa Kao U PEJTATUBHO BEJIMKA BPETHOCT
YKyIHOT Opoja ['aycoBUX KOMIIOHEHTH Yy CHCTEMY Y Topehemy ca JuMeH3ujoM ojiroBapajyher
mpocTopa obesiexkja, Tj. BeJuka BpegHocT koamannka M /d. Bume nerapa o ogaocy m3melhy

cnoxkenoctu SPTM u SPAM monenra moxe ce nponahu y [lorraspy 6.4.

Taxo ce y KOHKPeTHOM CJIydajy KOju je JMCKyTOBaH, I'pylla eKcliepuMeHaTa ca S; = 15

d(d+1)
2

D/K y tpu pazmmaura SPAM ekcniepumenta ca 6asom aumensuje K <— 30; 40; 50, jeqnake:

y Tabenu 6.3, noduja ma je: M > , omrocHo 10% > 55, 10K Ccy BpeIHOCTH KOMMIHIKA,

D/K <+ 4.6; 3.5; 2.8, pecriektuBno, a kojmuaauin S/ K, 3a S < 20; 25; 30, kpehy ce y omncery
ox 0.4 1o 1. Umajyhu y Buny panuje necdunucan ycsaos noj kojum SPTM anpokcumariuja

MMa 3HAYAjHO Mamby cjoxkeHocT y ogrocy Ha SPAM, uspas (6.51):

d(d+1)
2

d(d+1)

D/K - + M- -S/K <« + M,

cileln Jia je y 1mocMarpaHoM ciyuajy Sy = 15, Neprayr > Ngpan camo kKaga je: § = 30 n
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K = 30, gemy omarosapajy Bpemnoct: Ngpras = 4.08 u Ngpay = 4.02, 10K cy mnpocedne
BpeIHOCTH Tpemaka anpokcuManuje: 0.26 n 0.25, pecnekTuBHO. ¥ TIpeocTanX 8 caydajeBa
Baxu 1a je Nspry < Nspans, &l IPelke anpoKCUMaliije HUCY yBeK OJINCKe, OCUM KaJia je
K ymununmasino, K = 30, a mTo je y CKJIaJIy ca paHUujoM JUCKYCHjOM M OYE€KHUBAHO, TIOIITO je
JIMMEeH31ja BEKTOPCKOT TpocTtopa cuMerpuaanx mMartpuiia N = 55. Ca japyre cTpaHe, MOIITO
je Bpeanoct §; = 15, peTke ampokxcumalmje ca BpegHoctuma S <— 20; 25; 30, remepurry
aIIPOKCUMAIINje ca UCTOM IIPOCEYHOM I'PEIIKOM, IIOIITO je y CBa TPH cjaydaja BpegHocT S
Mamba 01 K < 30; 40; 50, a SPAM je moGoJblaibe arpoKCHManmje, CMamberbe D, TOCTH3a0

Texk 3a K > 30.

WNuTepecanTHO je Ja 3a CBa YeTHUPHU KpempaHa cKyla noehame S y peTkoj ampoKcuMa-
IIMj1 He IOBOIM YBEK JI0 3HAYAjHUjer CMamerba BPeaHoCTH Dy, a MITo 61 GHI0 0YeKHBAHO
Ha OCHOBY pe3ynrara ekcrepumenara ca ASR momarmuma y Iornmasmy 6.5.1, rme mocroju
obpuyTHn Tpen 1, Bujeru Tabery 6.1. OdeKnBaHO MOHAIIAKE MOXKE 8 Ce€ YOUU KOJI TPYIIe eK-
cepumenata ca S, = 10, o = 10, Tabema 6.3, rae perke arpokcuManuje nMajy Belly rpemky
ca cmamemeM S. Onucann peHoMeH O MOTao Jia ce IPUINIle HAUUHY Ha KOjU Cy KpenpaHu
CUHTETUYKM YJIa3HU TOJAIN, U MOCTOjalby HEKE BPCTE IpAHUIHE BPEJIHOCTU Hapamerpa S
HAKOH Koje jajbe moBeharme S BHUIlle HEMa yTHIA] HA CIIOCOOHOCT ampokcuMarije oapehenor
pPeTKOr Mojiesia CBe JI0 HeKe Hape/iHe BPeJHOCTH Koja Ou Omiia 3Ha4uajuo Beha. Hemrro cimano
Takohe MOXKe J1a ce youn U aHajan3oM ekcuepuMmenara ca ASR momaruma, rioe pasmak usmehy
BpeHoCTH Dy PETKHUX allpOKCUMAIITja Koje KopucTe peunnke W HeTux juMensuja D oma/ia
ca moehamem S. OBo je maxie youspnso vHa Comrm 6.1(a), nue y 6u1o Kojoj ureparnuju To-
KOM OOYKe pas/IMIuTHX MOJIe/Ia ca PEUYHUKOM JuMeHsuje [, Kako ce rnmoehaBajy BpeHOCTH
S Kojuma cy JedUHUCAHN PA3IUIUTH MOJIEIN 38 PETKY allPOKCUMAIIN]y TaKO je BepTUKaJIHA

Mapruna u3mel)y cyceHUX jaujarpamMa cBe Marba.
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7 IIpocTopHO-BpeMeHCKU KOBapMjaHCHU JECKPUITOPHU

3a JAJbUHCKY AeTeKIINnjy

Y pamy [39] dopmysucan je m mpejcTaB/beH MeTOJ 3a KiaacubuKanujy 3eMIBHHOL T0-
KpUBada KOjU Ce 3aCHUBA Ha PETKOj PENpPe3eHTAINji CTPYKTYUPAHUX 00esIexKja 1Mo, Ha3NBOM
epemencKy KOBapujaHCHU jJecKpuntopu. Kao mro u camMo nuMe ykasyje, CyIITHHA TPeJI0ZKe-
HOT' METO/Ia 3a KJIacu(pUKaIjy TUKCe/1a Ha MYJITUCIEKTPATHIM CATETUTCKUM CJIUKAMa, jecTe
Kopuiitheme KOBapHjaHCHUX JecKpuiiropa onucanux y Ilornaspy 4 Kao edpukacHOr HAYMHA
3a arperanujy obeJexKja nKce/ia Ha HUBOY BHIIIEIMMEH3UOHAHE BPEMEHCKE cepuje Koja OIu-
cyje u3ryiej| ucTe MPOCTOPHE TO3UIUje TOKOM JIyKel' BDEMEHCKOT MHTePBaJia KOju OJIroBapa
BHUIIIECTPYKUM IIpejieruMa carennTa. Mako ce oarosapajyha BpeMeHCKa cepuja MPUIAPYKeHa
CBaAKOM 0/1 MKcesa (hopMupa Ha OCHOBY HE3ABUCHUX MePeHa CIIEKTPATHUX KapaKTepUCTUKA
IbIIXOBE MTOBPIIIIHE, Takohe je Moryhe pasmMaTpaTi U lBUXOBe TPOCTOPHE 3aBUCHOCTH Ka,J1a MO-
2KEMO Jia TOBOPUMO O NPOCMOPHUM KOBAPUjAHCHUM JECKPUIITOPUMA, KOJH Cy 1O JiebUHUIUjU
caugaHuju opuruHasHoj dgpopmynanuju geckpunropa y llornasmy 4. Ca apyre crpaue, Bpe-
MEHCKa CepHhja CIHeKTPAJTHIX KapaKTePUCTHKa CBAKOI MUKCEJa MPEeJCTaB/ba ITPOMEHY BHUIIE
BeJIMUMHA Y BPEMeEHY, TaKO Ja je y3uMajyhum y oO63uMp M IMPOCTOpHE 3aBUCHOCTH CYCEIHHUX
nukKcesia Moryhe roBOpuTu U O MPOCTOPHO-BPEMEHCKHUM JIECKPUIITOPUMA KOjU OIHCY]y TPO-
JIMMEH3MOHAJIHA KBaJlap y KOMe ce HaJjia3e ojroBapajyha mMepema KOjuMa ce KapaKTepHIle
ojipehenu mporiec oy WHTepeca 3a KOHCTPYKIIM]y CHCTEMa 3a IPENO3HABAILE BPCTE 3eMJbH-
HOI' ITIOKpUBava, HeroBe HaMeHe WM HeKe JIpyre KapaKTepuCcTuKe. Y HacTaBKy he OuTnh
IIpeJICTaB/bEH jejlaH OJ ONUCAHUX HadWHa 3a arperamujy obesekja Ha MYJITUCIEKTPATHUM
CATEJINTCKUM CJINKaMa, ca [MOCEOHIMM OCBPTOM Ha IIPOOJIEM IIPEIo3HaABaba MOJHOIPUBPETHAX

KyJITypa KOpHUIhemeM caTeJuTCKe JTa/bUHCKE JIeTEKIINje.

Metrox y Bpemenckoj dopmyanuju kKoja je ommcana y [39], mogpasymesa kopuiherme

BpeEMEHCKe cepﬂje MYJITUCIIEKTPAJIHUX CATE/IMTCKUX CJIMKa.

Kao ymnazne undopmariuje y cucrteM Koju JOHOCH OJJIYKE O BPCTHU IMOJHOIPUBPE/IHE KYJI-
Type Koja ce HaJIa3W Ha IMO3UIIM]U CBAKOI reo-pedepeHInpaHor MHKCe/Ia Y CATeJIUTCKO]j CJIUIIN,
KOPHUCTE ce MYJITHCIEKTPaJTHA Mepema UCTOT MOApyUja y Pa3JnduTUM BPEMEHCKUM TPEHY-
IIIMa TOKOM IIOCMaTPaHOI' UHTEPBaJa, OJJHOCHO I'PyIle BUIIEINMEH3NOHATHUX BPEJHOCTU Pe-
dtekTance UCTOr MPOCTOPHOL MMHUKCEIA KOje 0/IN0Bapajy Pas3/IMIuTUM CJIUKAMa Y BPEMEHCKO]
cepuju. OBu mozaiy (CKyn BEKTOPa KOjU OJroBapajy MCTOM IHMKCEIy) KOPUCTE Ce 3a KOH-
CTPYKIIM]y OJ/I'OBapajynux y30padkux KOBapHUjaHCHUX MaTpPHIA 10 CBAKOM OJI ITHKCEIa, a
MHTEPIPETUPA]y ce KaO BPEMEHCKH JIeCKPUIITOPH CBAKOI' OJI IPOCTOPHUX IHKCEA y CKYILY
MYJITHACIIEKTPATHUX CATETUTCKUX CJIMKa KOje IMOKPUBAJy MCTO MOAPYUYje TOKOM IMOCMaTpa-
Hor mHTepBasa. llomTo TakBe KoBapujaHcHe MATpPHIE CaJipyke UHGOPMAIje O KOpeIallu-

jaMa Koje 1mocToje nsMely CIeKTpaJHUX Mepera UCTOT MOJpydja Ha Pas3TUIUTUM TaJacHUM
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Jy’KWHaMa TOKOM Tpajara BPEMEHCKe cepuje, MovdeTHa IMPETIOCTaBKa Koja je MOTHBHUCAJIA
n300p OBAKBUX CIIEKTPAJHUX JIECKPUITOPA jecTe Jia Cy OHU y CTamy Jia 00Jbe OIHIIY IMpU-
pojiHe pa3yuKe y (heHOJIONKOM Pa3Bojy Pa3JIMIUTUX MOJbOIPUBPEIHUX KYJATypa y nopehermy
ca JIpyruM MeTojlaMa 3a KOHCTPYKIIN]Y CHEKTPAJTHUX obesiexK]ja Koje MPUIMKOM (hOpMHUpPaba
JIECKPUIITOPa He y3UMajy y 003Up Bese WIN Kopesalnje m3Mel)y pasnamanTux JejoBa ejek-
TPOMArHeTCKOT' CHEKTPAa, Tj. CHEKTPAJHUX IMOTHHCA UCTE MOBPIINHE, TOKOM ITOCMaTpPaHOT

IIepuo/a O mHTEepeECa.

Kako 6u ce y KOHTEKCTY pa3MaTpaHOr IpobJieMa Ha/Jirjie/lane KiacuuKalmje moJb0Ipu-
BPEHUX KYJITYpa MITO 00/be UCKOPUCTHUIIE JI0/IaTHe HH(OpMaIije Koje Cy caJip:KaHe y eje-
MEHTHMa BaH IJIaBHE JIMjaroHasie OMMCaHUX KOBapWjaHCHUX MaTpuila, a Takohe omoryhmio
u Kopuiiherme CTAHIapIHIX KJIaCU(PUKATOPa Ca BEKTOPCKOM (POPMYJIAIIjOM, CBAKH O] KO-
BapUjaHCHUX JECKPUIITOpPa Ce KO/yje Kao BEKTOp, KOPUIINEemeM BapujaHTe IpeJJIOKEHOr
MOCTYIIKA 38 PETKY PEIPE3eHTAIN]y MATPUIla MPeru3HocTu y ['aycoBuM cMeramMa, OmucaHor
y Hornasmy 6. OcHOBHE 1UJb MOCTYIIKA 32 PETKY PEIPE3CHTAIIN]Y MATPUIHUX JIECKPHUIITOPA
jecre na ce mobujy KoeUIMjeHTH PETKE Perpe3eHTalllje CBaKe 0J KOBAPUjaHCHUX MaTpPHIla
y HAY4YE€HOM I'€HEPATOPHOM CKYIY CHUMETPUYHUX MATPHUIlA, U Ha Taj HAYWH, TPUMEHOM TaKO

JIOOMjeHnX , peTKUX  BEKTOPa WJIM KOJHUX pedr, oMoryhu obyka KiacudukaTopa.

[TocToju Tpenn na he BpemeHCKe cepuje MyITHCIEKTPATHUX CATEIUTCKAX CJIUKA OUTH
cBe JIOCTYIHHje, a y O/mKoj OyayhHocTr he TO BEpoOBATHO BasKUTU U 3a XUIEPCIEKTpaJsIHe
0JIaATKe, TaKO Jia he cBe BUIlle OUTH y MHTEPECY Jla ce OBe JojaTHe uHbOpMaIumje, cajp-
JKaHe YHyTap BpPeMeHCKe KOMIIOHeHTe, Oosbe nckopucte. To je, kao mTo je Beh mcrakHyTO,
IJIABHE Pa3J/Ior 3a pa3MaTpaibe KapaKTePUCTHUKa MPEeJJTIOKEeHNX BPEMEHCKNX KOBapPHUjaHCHUX

jgeckpunTopa. Ca TUM MU/beM U3BEIEHU Cy U ojipeleHn eKCIepuMeHTH KaacuuKalmje.

Merto 3a u3padyHaBame KOJ0Ba KOjH OJIr0Bapajy OBaKBUM MaTPUIHUM JECKPUIITOPUMA
[PEJICTaB/ba MPOIIIPEHE ONTUMHU3AIMOHIX TIPoIie/ypa npeoxkernx y [40], koje cy mebhy-
TUM KOpHIITheHe y MOTIIYHO JpyradujeM KOHTEKCTY, CMaberha PadyHCKe U MEeMOPHjCKe CJIO-
JKEHOCTU CHCTEMa, 38 CTATHCTUYKO IPEro3HaBarmbe 00/JUKa KOjU Ce 3aCHUBAjy Ha MOJIETIMAa
laycoBux cmermna, a He JupeKTHOr moBehama TauHOCTH KjacuuKaIdje UIn KOHCTPYKIHje
HOBOI' Kjacudukaropa. Ilopea Tora, perka penpeseHTalja HHBEP3HIX KOBapPUjaHCHUX Ma-
Tpura y [40], oxHOCH ce Ha KOBapHjaHCHE MAaTpHIle KOje IIPEJICTaB/bajy apamMmerpe 00y IeHor
MOJIesIa 3a MPero3HaBame, a He JeCKPUIITOpe, Yhje PETKO KOJIOBambe je Ha MpuMep OUJIO OITH-
cano y [ToryaBiby 4.6.1. Y ToM cMHCITY, ONTUMH3AITMOHA ITPOIIEyPa 38 KOHCTPYKIIN]Y PETKUX
arpokcumarinja mMarpuiia nperusuoctu y [lornaspy 6 6uia je npegsuhena 3a HEpaJHA WK
off-line pexkum, MPUINKOM KOHCTPYKIIHje CIHCTEMa 38 IIPEIIO3HABAbE, Al He U 38 PEXKUM KOjI
ojiroBapa pajiy cucrema. HoBu pajiHu pexkuM 10Jipa3yMeBa Jla paHuje 3aHeMapeHu acleKT
ONITUMU3AIMOHE TIPOIEyPe KOjUu ce Thde OP3UHE jecTe O MHTEpeca y Caydajy ONTHMU3a-

IIMOHMNX Hp06ﬂeMa BEJIMKUX pa3MepPa Ca BUIIIEe MUJIMOHa IIMKCeJIa OIIMCaHNX KOBapI/IjaHCHI/IM
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neckpuntopuMma. HaBesieHO mpeicTaB/ba APYrU 3HAYajaH ACIeKT y KOMe ce IMpOIeaypa 3a
pPEeTKy pemnpeseHTaIyjy Koja he OuTu M3JI02KeHa Y OBOM IOTJIABJ/BY PA3JIMKYje OJI OHE MpPUKa-

zane y [lormasmy 6.

Konmnenr perke pempesenTarnyje mwim peTKOT KOJOBarba, KA0 HaYWHA 33 KOHCTPYKIIH)Y
KJIacupUKaTOpa y mperno3naBamby 00JIMKa, Ka0 U HEroBe OPojHe MPUMEHE Y PA3THIUTHM CH-
CTeMUMa, 3a Ipero3HaBarme O0JNKa, HUCY HOBU W JIETA/HHO CY pPa3MaTpPaHHU y JINTEPaTypPH.
Ouo 1mTo je HOBO y [39] Ha mpBOM MeCTy je NpuMeHa KOBAPUjAHCHUX MATPHIA KAO BPEMEH-
CKHX JIECKPUIITOPA MYJITHCIEKTPAJTHUX Mepema Y BPEMEHCKO] Cepuju, a Ha JPYIOM MeCTy
peJIoyKeHa ONTUMMU3alloHa MIPOTeIypa 3a yUeme oJroBapajyher pednnka m ogpehnBame
ONITAMAJIHE PEIPe3eHTallje CBAKOT 0/ MATPUYHHUX JECKPUIITOPaA Y HeMy, IIpeMa YHAIIPeT, 1e-
dunICAaHOM KpUTEPHUjyMy OonTHUMaJHOCTU. JlomaTHo, mpemMa TajalllibuM Ca3HaIbUMa ayTopa
OBAKaB TUIl MATPUIHUX CIEKTPATHUX JICCKPUIITOPA JI0 TaJa Huje 610 Kopuiihen y obactu

JTaJbUHCKE JIeTEKITH]E.

Came KoBapujaHCcHe MATPHUIIE KAO IIPOCTOPHU JECKPUIITOPU CAJIPIKAjA Y CIIUIM HUCY HOBU
U TIpeJIJIOZKeHN €y pejaTuBHO ckopo y [158, 203, 257|. Takole, HemaBHO je mpejioKeHO 1
PETKO KOJIOBakhe OBaKBUX MATPHIHHUX jeckpunropa [144, 285, koje ce 3acHUBa Ha HEINITO
paHujuM pajoBuMa [236, 237|, a 3a /b nMa J00Hjame BEKTOPCKE MPEJCTaBe MATPUIHUX

JIECKPHUIITOPa Ca MaJiuM OpojeM KoeduIllnjeHaTa Pa3JInduTUX OJ1 HYJIe.

OnrumusanuoHe Tporeype Koje ce kopucre y [144, 285] umajy nansrien canany Gop-
MyJIAIA]y Ko U ONTUMU3anuoHa mporeaypa y [40], anu je KOHTEKCT JApyraduju U mocToje
3HAYAjHE Pa3/IUKe y OrpaHnYIeh-IMa KOja ce yBO/Ie TPUIUKOM (hOpPMyJIaIiije ONTHMU3AINOHIX

npobJiema, IITO 3a TOCJIEIUILY UMa JIa Cy ONTUMU3AIMOHE IIPOIE/Iype 3HAYAjHO JApyTraduje.

Hawnwme, kasia je y nuramy KOHTEKCT, pa3jiMKa je CJIWYHa OHOj Koja je Beh momeHyTa y
JINCKYCHjU HA TIOYETKY OBOTI IIOTJIaBJba, IJle je YKa3aHO Ha pasJnke m3Mel)y MeTosa 3a peTKy
penpesenTalyjy Marpura npenusHoctu y [40] u BpeMeHCKUX KOBaAPUjAHCHUX JECKPHUIITOPA Y
[39]. Comunu 3ak/bydIm Baxke U KaJia Cy y IHATaby IIOMEHYTe METOJIE 33 PETKY Pelpe3eHTa-
I1jy TPOCTOPHUX JecKpunropa y [144, 285|, y oxHocy Ha [40].

[ITo ce Tu4e pazauke y popMyaanuju ojaropapajyhumx onTuMu3anmonnx mpobJema, ycaoB
KOjU Ce TI0CTaBJba NPUJIMKOM yUerha JTUCKPUMUHATUBHOI peunuka y [144, 285] jecre ja ee-
MEHTH PEYHUKA MOPA]y Jia Oy 1y HO3UTUBHO JieUHUTHE MATPHUIIE, & KAO MOCICTUIA U TeKUH-
CKU KOeDUIINjeHTH peTKe perpe3eHTalinje, I0K ca Apyre CTpaHe eJIEMEHTH WM aTOMU PeJTyH-
naHTHOTr pednuka y [40]| mMopajy ja Gyiay caMo CUMETPHYHH, & 3a TeKUHCKe KoeduIlnjeHTe
He [OCTOjU JIO0JaTHU ycsioB. JIpyra 3nadajHa pasjvka je Jia ycJiell pa3InduTor KOHTEKCTa,
riaBHa Kpurepujymcka dyukimja y [144, 285] numa nBa wiaHa, cabupKa KOju He MOCTOje Y
[40], a kojuma ce mpema [144, 285] mocTuke AUCKPUMUHATHBHOCT €JIeMeHATa Y PEIHUKY U
60Jba TIPUIIArOeHOCT U3padyHATHX PETKUX KOJI0BA KACHK]O] npuMeHn (Kopuihemy Kao 0be-

nexja y kiacudukanujn). puimkom dopmyrianuje npobiaema y [40], ayTop Huje uMao yBui
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y [236, 237], Tako ga je onrumusanmonu mpobsem dbopmysucan mox yrunajem [10, 264, 270],
IITO je W Pa3JIor 3alllTO je OJIYYeHO Jia eJIeMEHTH T'eHepaTOPHOI PEYHUKA OYIy CUMEeTpUYHe
MaTpHILE.

Homarno, ontuMusaionn Metos y [285] dbopmynucan je 1mo y30py Ha HPOIELYPY HIpe-
nyoxkeny y [236], koja je ommcana y Ilormasby 4.6.1, a KOJ KOje ce PeTKO KOJOBambe OJi-
HOCH Ha KOBapHjaHCHe MATPHIlE U Pean3yje ce yKJalambeM IaTor TpobjeMa y MeTo/Ie CeMU-
JedbuHITHOT Tporpamupaba onucane y [261]. Takolje, Taksa dbopmynaimja mpobieMa peTkor
KOJIOBarba, KOjoj 0JroBapa MUHIMHU3AIH]ja [10J] OrpaHnYebiMa nckasana y (4.26), KOHCTPYK-
nujy ofarosapajyhe mwbHe dyHKiuje 3acauBa Ha Bapujantun KL auseprenre (4.6), taunuje
Byproeoj marpuunoj auseprennu (4.17), koja Kao mro je auckyroano y Ilorsnasiby 4.5 Huje

cuMeTpuvHa nHMOpPMaInoHa Mepa:
Dg(A,B) =tr(AB™') —Indet (AB™") — d.

To 3naun ja ce y [285] anpokcumariyja KOHCTPyHIIe 3a IPBU apryMeHT [PUKA3aHOI U3pa3a,

gemy kopurthemeM Hotarmje u3 (4.26) oxrosapa mspas: Dp (x ® A, S).

Hpyrum peunma, y caydajy (4.26), perko KoJoBambe 3a /b UMa j1a (OpMUpa JHHEAPHY
KOMOMHAIM]y Koja he y mHMOPMAIMOHOM CMUCTY aIPOKCUMUPATH PACIOJETy OIMUCAHY Ca
matpuiioM A y mspasy Dg (A, B), na ocHOBY pacmojese Kojy ommcyje apyru apryment B.
Hacymnpor Tome, perka penpesenranuja y (6.30) 3a mu/b uma ja dbopMupa JuHEapHY KOM-
6unanujy koja he anpokcumupartu nHBep3Hjy Apyror aprymenta Dg (A, B), ommocno B,
KpPO3 MUHUMHU3AIINA]y pacTojarba y OJHOCY Ha PACIoey KOjy OINWCYyje MPBH aprymeHT A.
Tako, uako 3a LogDet nim Byprosy juseprenmy saxu ja je: Dg (A, B) = Dg(B™1 A1),
ako 61 3a onpeluBame peTKe pellpe3eHTallje MaTpulla Iperusnoctu B~ 6uo xopumihen
ONTHMU3AIMOHN METOJ[ PeTKOr KojmoBama (4.26), pesyiarar 6u 6uo apyraduju 360r Japyra-
qijer HAauYMHA PellaBatba ONTUMHU3AIMOHOT TpobieMa y oxHocy Ha (6.29). Ilopen Tora, kao
ITO je JMucKyToBaHo Ha Kpajy llormasspa 4.5 n y oksupy llornasspa 6.2.1, Haunn Ha Koju ce
dbopmynume (6.30) Huje aupekrtan kao y (236, 285|, Beh mpejcraB/ba ACHMITOTCKH CJIYUa]
dopmysnaluje 3acHOBaHe HA KPUTEPUjYMy MaKCUMaJiHe BepojocTojuoctu, [Ipusor 3.

Mebyrum, mvajyhn y Buay [144, 285|, npuimkom dopmyranuje mporeaype 3a peTko
KOJIOBathe BPEMEHCKUX KOBapUjaHCHUX JeCKPHUIITOpa ca mporeaypoM u3 [40|, opurunaina
dopmynanuja nmubae gynkiuje u3 [lornasmpa 6.3 107aTHO je mpoIUpeHa Mo y30py Ha JIHC-
KPUMUHATHBHU OPUCTYI ¥ [285] ca joIl jeJHUM ©WIaHOM KOjU OIHCYje TAYHOCT IPUBPEMEHOT

Wi TIOMONhHOT KjtacuduKaTopa MPUIUKOM yUelba T'eHEePATOPHOT PEYHUKA.
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7.1 Moges crueKTpaJiHOT KJacudukaTopa

Moesr peiytoXKeHOr CIieKTpaHor Kiacupurkaropa npukasas je wHa Coummum 7.1, Cy-
MITUHA je Ja Ce 3a CBAKMU IPOCTOPHU IHUKCE], KAKO y pedepeHTHOM CKYIy KOjU CIIyKU 3a
00yKy U TecTupambe KiaacudukaTopa (CKyIl CAauubeH OJl Mepera MPUIPYKEHUX CBAKOM O
[MKCesIa 3a Koje ce MOYy3/IaH0 3HA KOjO] KATEeropuju MPUIaiajy), Tako U Y HEO3HAUEHOM JIeJTy
1ojaTaKa 3a Koje je TeK HaKOH oOyke KJiacuuKaTopa HeroBoM IPUMEHOM IOTPEOHO ojIpe-
JINTU O3HAKY KJace, Ko JIECKPUIITOP U3PpadyHa y30padka KOBapHUjaHCHA MaTPHUIlA Ha OCHOBY
BUIIEIMMEH3NOHAHIX Y30paKa MPUKYII/HeHNUX Y IIOCMaTpaHOM BpeMeHCKOM MHTepBayy. /lu-
MeH3Hje MaTpUIle Cy je/IHaKe CIEKTPaJIHO] Pe30/yluju MepHor ypehaja koju ce kKopuctu, a
oTexkaBajyhe OKOJIHOCTH MOTY Jia IIPeJICTaB/bajy HEJI0BO/bHA BPEMEHCKa Pe30JIylidja ca Ko-
joM ce ormicepBupa ojipehenn mporec, 0JIHOCHO peIATHBHO MaJju OpOj BPEMEHCKUX y30paKa y
OJTHOCY Ha CIIEKTPAJHY PE30JIYIH]y Meperma, Kao W MATamke CTAIMOHAPHOCTH IpOoIleca KOju
reHepuiie orncepsaiuje. Hakon ¢popMupama KoBapujaHCHUX JIECKPUIITOPA, HAPEIHU KOPaK
je m3pavuyHaBame HEroBe PeTKe pelpe3eHTallje y HaydeHOM TeHepaTopHoM pedHnkKy. C ob-
3UPOM JIa Ce 3a PETKO KOJIOBAIbe KOPUCTHU IPEJIIOYKEHU TTOCTYIIAK 38 PETKY Pelpe3eHTaIlN]Y
MaTpHIa MPENU3HOCTH, JOOUjeHNn BEKTOpP TEKMHCKHX KoeduimjeHata Hehe IpejicTaB/baTh

PETKY aIllPOKCUMAIIHjy OPUTMHAJIHOT KOBaApPUjAHCHOI' JIECKPUIITOPA, Beh herose mHsepauje.

OBako dopmMupaHu BeKTOpU obejierkja, 3a CBaKU O] IHKceJa Y pPedepeHTHOM CKYILY,
3aTHM Ce KODHCTe 3a: a) OOyKYy U TeCTHparhe IVIABHOT CIIEKTPATHOI KJacuduKaTopa Ha
Counm 7.1, ako cy THKCeJIM O3HAYEHU U MOTHIY U3 PedepeHTHOr CKYIa, WIH Y CIydajy
HMKCe/la Koju Tek Tpeba Jia ce Kiacudukyjy, 6) kao ynasuu nojgaiu y 6j10k Ha Comu 7.1

KOjU O3HAYaBa MPEJIUKIIN]y O3HAKA KJIACA IPUMEHOM ITOMEHYTOT , IJIABHOI KJacuuKaTopa.

Kazna je y nuramy mporec obyke CIieKTpaJHOT KJiacudukaTopa, Kao ITo je Beh jgesu-
MHUYHO U 00jalllib-eHo, IIpeJBUheHo je Jia mocToje JiBe ojBojene dasze. JegHa Koja ce oJHOCH HA
yUerme PeTKe perpe3eHTalrje KOBapujaHCHAX JeCKPHUIITOPa U JpyTa KOja ce OJIHOCH Ha ODYKY
rJIaBHOT KJiacudukaTopa (YKOJIUKO 3a TUM HOCTOju 1oTpeba). JIBe ropme rpaHe (byHKIIN-
oHaJIHOT OJ10K gujarpama Ha Counnm 7.1 miaycrpyjy obe HaBemene daze. llpu Tome yueme
onTHMaJsHe perpeseHTanuje (60K 110/ HA3UBOM ,00yKa MOJeJa 3a PeTKy pelpe3eHTaI]y”)

oJipa3yMeBa yderme ojiroBapajyher renepaTopHor pedHuKa.

MebhyTum, npuakoM ydema pedHrKa IIPUMEeHOM Haun3MeHudHe mporie/ype u3 [lornasiba 6.3,
noTpebHa je u onTUMU3aIuja o/IroBapajynux TeKnHCKuX KoeduiinjeHaTa, Tako Ja HaBeIeH!
OJI0K y cebu CcaJIpyKi UCTY HPOIEYPY 3a PETKO KOJOBame Koja ce KacHuje (HAKOH IITO je
oiroBapajylin reHepaTOpPHU PEYHUK HAy9eH) KOPUCTH Uy GJOKOBUMA II0J] HA3HMBOM ,pETKa
penpesenTtarnuja’. Crora je moueTHW pedepeHTHU CKYyI MOTPeOHO MOJE/JUTH Ha JIBa Jiela,
KaKo OU ce jeJlaH KOPUCTHO 32 yUeme pedHnka (00yKy Mojesa 3a PeTKy pelpe3eHTaIm]y), a

oCcTaTak 3a KacHU]y OOyKY TJVIABHOT KJacuPUKATOPa KOPUIITNEemeM PETKIX BEKTOPA.
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AECKpUNTOPU

Cnuka 7.1: @Oyukiuona Ha 0J0K memMa Moryhe Ja/bUHCKe JIETEKINjy Ha OCHOBY PETKe pe-
Ipe3eHTalrje MpeIoZKeHNX BPEMEHCKUX KOBapUjaHCHUX JIECKPUIITOPA MPUIPYKEHUX I10je-
JIMHAYHUM THKCEJIUMa y cyinru. KoBapujaHCHU JIECKPHUIITOP Ce U3padyHaBa Ha HUBOY CBAKOT
[IMKCeJa, TAKO IITO ¢€ KOPUCTU HEKOJIMKO MYJITHUCIEKTPAJIHUX CATCJIUTCKUAX CJAUKa UCTOI I10-
JApydYja, HAUUILEHUX Y PA3JIUYUTAM TPEHYIUMA.

[To y3opy na [285]|, a y muwby mocrtusama peTKe perpeseHtanuje Koja he mmaru 6osba
CBOjCTBa NMPIJIKKOM KJiacuduKaImje, y KpurepnjyMcky byHKIujy Koja je Kopuihera y [40]
nonar je cabupax ||h; — WAjﬂg KOjU TIPEJICTaB/ba TPEINKY jeJHOCTABHOI JIMHEAPHOT KJIACH-
dukaropa W Koju ce yropejio odydaBa y CBAKOj UTEPAIUj ONTUMUA3AINOHE IPOIEIyPe 3a
yderme remeparopuor peunuka V. Jlpyrum pednma, ONTHMHU3AIMOHEM MPOOJIEM KOjU ce pe-
aBa PUJINKOM ,,00yKe Mojesa 3a PeTKy pernp.” BPEeMEeHCKUX KOBapHUjaHCHUX JECKPHUIITOPa
dopmyncan je Kao MEHEMHU3AIja 110 CBAKOM 071 cKyToBa mapamerapa A, W u W, kpurepn-

jymcke dyukuumje L (A, ¥, W), ogHoCHO Kao:

(A", ¥, W*) = argmin L(A,¥,W) mo. C; >0, (7.1)
(A, ¥, W)
rJe je:
M M
LAT,W)=>" {tr(zjcj) — Indet Cj} + Y ML+ by — WA, (7.2)
j=1 j=1
u Baxku ja je [|h;, = ||hill, = 1, Vj. Peurnux ¥ = (Sy,...,Sp), cactasben je oj1 cumeTpud-

HAX MaTpHUIa S;, TeKMHCKH BEKTOPH CBUX KOBapPUjaHCHUX JIECKPHUIITOPA KOjU Ce KOPHUCTE
3a HaJIeJaHo ydeme peunnka U osmadenu cy ca A = (Ay,...,Ay), A; = (M, ..., )\’b),
j=1,...,M, a ca Cj = sz:l )xi;Sk, O3HavYeHe Cy allPOKCHUMAaIlije WHBEP3Wja OPUTHTHATHUX
KoBapujancuux jeckpunrtopa ;. Ca D je o3nadena BeJnuuHa pednuka, a M 1pejcraBiba
YKyTIaH Opoj y30paka y Je/ly O3HaYeHOT PedepeHTHOT CKYIIa KOjU ¢e KOPUCTHU 3a Ha/IIJIE/IaHO

yUaeme PeYHUKA.
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[ws nomasarma HOBOT cabupka y (7.2) jecte ma ce Kpo3 MHMOPMAI]Y O TDEIIn JIi-
HeapHor kiacudukaropa W Ha gatom jeny pedepentaor ckyma (M ysopaka) yTude Ha
HAYUH Pelpe3eHTalrje KaKo OU ce JaTa Ipellka yMambuia, a THMe 0 TPeTHocTaBuu u3 [285]

IIOCTHUIJIa U PElpe3eHTaIja Koja je 6osbe npuaaroheHa gaToj HameHn (KaacuduKaimjm).

['pemka nuneapnor Kiacudukaropa W nIpujImKoM MOKYIIaja ITPEIUKIIAje CTBapHe O3HAKE
IUAKCeTa j, MPeICTaB/beHOT allPOKCUMOBAHUM MaTPUIHUM JIECKPUTITOPOM C, uspaxasa ce y
BUJIy cabUPKa KOjU IPEJICTaB/ba CYMy KBaJIpaTa I'Delllaka U KOjU je MOHJEPUCaH Ca TEeXKUH-
ckuM pakTopom 7). [lomMenyTn BeKTOp rperike jg00HUja ce TAKO IMITO Ce CTBApPHA HyMePUYKa
O3HaKa KaTeropuje K0jo] Mpuiajia MIKces j 3alullle Y BUIY BEKTOpa ca caMO jJeJITHOM KOMIIO-
HEHTOM Pa3/IMIUTOM OJ HyJle, BEKTOp hj, U Taj BEKTOp ce omy3Me on BekTopa WA, koju 3a

JdaTH ITUKCEJT Ca/IpP2KU Hpe,ZH/IKHI/Ije CTEII€Ha IbEroBe IPUIlaJIHOCTHU CB&KOj O, MOFth/IX KJIacCa.

Taxko ce y TOKy cBake ureparyje OITHMU3AIMOHE POIEIype KojoM ce pemiasa (7.1), Hau-
3MEHUYHO ONTHMU3Y]y PEUHUK, TEXKUHCKA KOSUIINJEHTH PETKE PElpe3eHTallje O3HATCHIX
TPEHWHT y30paka u3 pedepeHTHOr CKyla, 1 moMohHn JuHeapHu Kiacudukarop. Cama mpo-
neaypa je sehunom Beh omnmcana y [lorsasiby 2, riiaBHa pasjuka je jeJuHo y (OyHKIIMOHAJ-
HOM OOJIMKY OJIroBapajyhux m3pasza ¥ JI0JaTHOj ONTUMUBAIM]U JTHHEAPHOT KJIacuuKaTopa.

Crora he HaBe€JCHN U3pa3u OBOM IITPUJIMKOM OUTU M30CTABJ/HEHHU U3 JdaJber n3Jjiaramba.

Hakon yderma Mojienia (pedHrKa), u3padyHaTe PETKE Pelpe3eHTallije HeO3HAUEHUX Y30-
pakKa MOr'y Ja ce KOPHCTe Kao BEKTOPHU o0ejieykja, CAMOCTAJIHO WA Y KOMOMHAIIMU Ca JIPY-
UM BpPCTaMa CIIEKTPAJTHUX JeCKPUIITOpa U3padyHaTUX Ha HUBOY IojenHavIHuX mukcena. Ca
JIpyre cTpaHe, Jieo O3HAYEHUX y30paKa KOju HUje KOPUIITNEeH U KOj! je IIPeoCcTa0 HAaKOH yUeHha
peunuka, Moryhe je KOpUCTUTHU 3a HAJIJIEIaHy OOYKY IVIAaBHOT KjacupukaTopa Koju he Kao
BeKTOpe obesiexkja KOPUCTUTU IMTOMEHYTe PETKe BEKTOpe KOjUMa Cy Y HAaydYeHOM PEYHUKY

peacTaB/b€EHN OPpUT'MHAJIHN KOBapI/IjaHCHI/I JECKPUIITOPU.

Taxobe, moryha je m BapujanTa y Ko0joj Hema rorpede 3a 00yKOM IVIABHOTI KJiacupuKa-
topa. llox Tume ce mogpasymenajy jiBe moryhe curyaruje. /[la cy mobujerun BekTOpHU 00€-
JIezKja JIOBOJHHO JIMCKPUMHUHATHUBHE TAKO JIa Y JAPYroj (has3u HeMa morpede 3a KOpHUIIhemeM
CTIOYKEHMjUX KJIacuduKaTopa, OJHOCHO Jia je Moryhe KOPHCTUTH HEKHU O] KJIacupHuKaTopa
y 00JiuKy mpaBujia Hajosker cyceiya. Vi fa je IPUIMKOM IMPENO3HABAHA JIOBOJHHO KO-
puctuTu caMo gpopmupanu nomohuu Juneapuu Kiacudukarop W, dnja Hajriegana oOyka
je 3aBpIlleHa TOKOM IIPOIeca yderma PedHrKa. ¥ TOM CIydajy Hema MmoTpede 3a MOYeTHOM
IOJIEJIOM OPHUTMHAJHOT pebePEeHTHOr CKYIa M CBH PACIOJIOXKUBU Y30PIH Ca IMPHUIPYZKEHUM
O3HaKaMa KaTeropuja MOry ce KOpUCTUTH IIPUJIMKOM yderma pedHuka. HapasHo, oBakas 1pu-
CTYI HUje MPENoOPYU/bUB y CAyUajy Jia ce IJIaHupa KacHuja 00yKa TVIAaBHOT KJacuuKaTopa,
MIOIIITO MOYKe JIa JIOBEJIe JI0 CMarberha CIIOCOOHOCTU MeHepaJin3aliije Tako J00MjeHOr TJIaBHOT

KJtacupuraTopa.
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7.2 Pe3yaTaTtu ekcliepuMeHaTa

Y nmby mpoBepe MOryNHOCTH TIPEJJIO?KEHUX CIHEKTPAJHUX JIECKPUIITOPA U OJroBapajy-
her kiracudukaropa, u3BeJeHN cy ojipeheHr NHUINjaTHN eKCIIEPUMEHTH, YHjU PEe3YJITaTU CY
npukaszanu y [39]. OBu ekcriepuMeHTH HUCY JOBOJBHO CBOOYXBATHU U TIOTPEGHO j€ CIIPOBECTH
JIOJIATHA UCTPaKMBarbha KaKo OW ce Jlaja KoHadHa OleHa MPeJIOYKEHOT MeTOa. Y CBaKOM

CIydajy, y HaCTaBKy he OUTH NpUKa3aHU PE3YJATATU JIO KOJUX ce JIOIILIO.

Tabena 7.1: Pesynratu kinacudukalyje muKceaa Ha OCHOBY PeTKe pelpe3eHTallije BpeMeH-
CKUX KOBapujaHCHUX jeckpunropa. Kopumihen je juneapun kiacuduxkarop W us (7.2).
Yuopeautu ca pesyiararuma y llpuiory 6.

Kiaca Omsus  Jlaxsan nmosutusn  IIpemusuocr Taunocr F-mepa
Kykypys 0.73 0.36 0.64 0.84 0.68
ITmenuma  0.79 0.23 0.77 0.90 0.77
Coja 0.43 0.46 0.54 0.87 0.46
OcraJo 0.79 0.21 0.79 0.79 0.79

Kaxko 6u ce orenmia quCKpUMUHATUBHA CIIOCOOHOCT IIOCTUTHYTE PETKe pelpe3eHTallnje,
OJIyYeHO je Jla ce Ha Jiesly TojlaTaka ONucaHux y cryauju [64] usBemy ekcrepumenTu y
KojuMa he ce KOpUCTUTH caMoO ITOMONHU JInHeapHU KJjacudUKaTop, OJHOCHO y KojuMa Hehe
ouTH HakKHaJHEe OOyKe IyIaBHOr Kjacuduraropa. IloMeHyTH yaasHHM MMOJAIM OTHOCE Ce Ha
BPEMEHCKY cepujy careuTckux cinka Landsat-8 carenura npocrophe pesosyimje 30 m, ca
YKYITHO b caTeJMTCKUX CHUMAaKa, JIyK IyTame ca peaHuM Gpojem 186 (3a Buine jeraba o
pobJieMy Jla/bHHCKe JleTeKinje u Kopuihenum nojanuma sujeru [64], a mexku oy pesysirara
nJIyCTpOBaHU Cy U Y HpI/I.HOFy 6)

Pezynraru npukazanu y Tabenu 7.1 gobujenu cy yHaAaKpPCHOM ITPOBEPOM HA TAPTUIIMA]U Pe-
depenTHOT cKyTa ca b rnojckynona. Kiacudukarop ce MMILIUIIMTHO 00ydYaBa TOKOM HaJIIie-
JIAHOT' yUema PEeYHMKa Yy CBAKOM IUKJIyCY YHaKpcHe mposepe. lIpenukiuje kiacudukaropa
ce 106ujajy MHOXKEIEM PETKUX BeKTopa A; (KOju IpeicTaB/bajy MaTpU4He JeCKPUIITOPE) ca

MaTpuriom W.

Mozxke ce pehnu j1a pesyirtaru npukazanu y Tadenaun 7.1 Hucy moBoJ/bHO 100pu y mopehermy
ca pesyaTaThMa CIEeKTPATHUX Kiacudukaropa y [64], aau oakas pesysirar je joHekse 6uo
U OYEKHMBAH IIOIITO je 3a KJacudUKalnjy KopuirmheH MoMOhHN Kacu(UKATOP KOjU Ce MM-
IUIMIIATHO 00y YaBa TOKOM yuera peunnka. 1lopes Tora, b je 6o j1a ce ucraura MoryhHoCT
HpUMEHE IIPEJIJIOYKEHUX JICCKPUIITOPA U YTBP/IU J& JIX yCJIe]] CIIeNUMUIHOT HaunHa KOHCTPYK-
IIje OBaKBU JIECKPUIITOPU CaJIpyKe KOMILIeMeHTapHe nH(pOpMaIije y OJHOCY Ha OHE CaJip-
JKaHe y cTangapanumM obesexxjuma. IIpu Tome je mpetioctaB/beHo fga he JUCKPUMUHATHBHOCT
TaKBHUX MHMOpPMaIja, YKOJIUKO IIOCTOje, BHUIIE JTONK 10 m3pakaja YKOJIUKO e KOPUCTH jeI-

HOCTaBHUjU KJacUPUKATOpP. Y TOM CMUCIY OBaj MPOoOJEeM U Jia/be ocTaje oTBOpeH. TokoMm
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aHaJim3e, opeJ HeJ0CTaTakKa pe3ysTara yodueHe cy u ojpehere mame mpejyiozKeHOr METO/IA.
Omne ce ogHOCEe Ha HauWH (HOPMUPAba BPEMEHCKUX KOBapUjaHCHUX Jeckpunropa. OCHOBHU
npobJsieM je morpeba 3a JIOBOJBHUM OpOjeM BPEMEHCKUX y30paKa, IITO je y MOCMATPaHOM
IpuMepy IIpUMeHe Ha [pobJieMe JIa/bUHCKE JIeTeKInje PeJIaTUBHO TEIKO ocTBapuBo. Hamme,
na 6u ce m3beryia cHHTYIApHOCT (opMHUpaHe y30padke KOBapUjaHCHE MATPHUIIE, HEOIXOJIHO
je ma 6poj yzopaka Oyjge Behn o JIUME3MOHAJTHOCTU IHPOCTOPa 0obesIexKja, deMy OjroBapa
CIIeKTpaJIHa PE30JIyInja y caTeJIMTCKuM ciankama. OBaj mpobsieM 61 HapOIUTO OMO U3PaYKEH
y Caydajy TOTeHIjaJiHe IpUMeHe Ha XHIepcrekTpasne cinke. Jlaru mpobsem je yodeH u
panuje y obiacTu Ja/biHCKe Jerekimje, [127], u nonylena cy neka perema [135]. Tlompaska
KOja je KopuiiheHa y MpUKA3aHOM IIpUMEpYy OWJIO je J10/IaBaibe MAJIOT YMHOIIKA, jeINHITHE
JMjaroHaJiHe MaTpHUIle Ha m3padyHare jeckpurnrtope. Ha oBaj HauuH je JOHEKJIe OdyBaHa
TpaykeHa KOpHCHa HHMOpMaInyja cajprKaHa y BaHIMjarOHAJTHUM ejeMeHTHMa. Takohe je
mpobaHa 1 MOMPaBKa JECKPUIITOPA Ca BEIMITAYKUM TOBeNameM COICTBEHUX BPETHOCTH Ma-
TpHUIA Koje cy OJIUCKe HYJIU, aJi e TaKaB MPUCTYII Ha TOCMATPAHOM IPUMEpPY HUje TOKa3a0

0OJbUM.
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8 3akJpydak

Y GMM cucremnma 3a CTATHCTUIKO MPENO3HABAE 00IMKA Ca BEJIMKUM OpPOjeM KOMIIO-
HEHTH TOCTOjH MOTpeda 3a peIyKIjoM Opoja padyHCKUX Olepariija HEeONXOIHUX TPUITKOM
eBaJIyallije CBaKOr HOBOT yIUTa. ¥ TOM CMUCIY, Y pajly je MoHyheHO HOBO pelllerhe 3a alpoK-
CUMaIINjy TOjeIMHAYHNX ['aycoBUX KOMIIOHEHTH, Ca KOjUM Ce Kao IITO je eKCIEePUMEHTAJTHO
noTBpheHo nmocruzke Beha YyIMHKOBUTOCT Y OJIHOCY Ha IocTojehe Mojese 3a alrpoKCHMaIlijy

KOjH CBOja pelerha ba3nupajy Ha UCTOj JUHEAPHO] CTPYKTYPU KOHCTPYUCAHUX AITPOKCUMAIIN]a.

[Ton anpokcumanujama ['aycoBux KOMIIOHETHU MO/IPa3yMeBajy ce alpoKCHMalllje NHBep-
3HUX KOBaPHWjAHCHUX MATPUIA WA MAaTPUIA IIPEIU3HOCTU KOje OIUCYjy ODJIMKE T0jeImHatd-
HuX ['aycoBUX KOMIIOHEHTH y CUCTEMY 3a Ipero3HaBame. AMPOKCHMAIje Cy CTPYKTyUpaHe
Kao JIMHeapHe KOMOWHAIIMje CUMETPUIHUX MATPUIA U3 MOCEOHO KOHCTPYUCAHOT CKYIIa OII-
TUMAaJHUX TporoTunosa. [IpesHocT oBakBor npucryma jecre ja ce Jileo n3padyHaBarba KOju
je morpeban 3a KjaacudUKaIyjy HEKOr' YIIUTa He IMOHAB/ba IMPUJIUKOM eBaJIyallldje CBaKe Off
laycoBux KoMIonenTH Koje jedunuiry ogrosapajyhe juckpuMunanTae pyHkimje, Beh je 3a-
XBaJbyjyhu JIMHeapHOCTU alrpoKcuMalirje Moryhe jia ce jeo mnoTpeOHUX PadyHCKUX OTIEPAIlija
u3pavdyHa yHAIPE/]T IPUJIKKOM yJIACKa CBAKOT HOBOT YIIUTA y CHCTEM, HE3aBUCHO 0OJ1 ['aycoBux

KOMIIOHEHTMH.

[TocTojehe nim pedbepenTHe MeTO/IE 38 AITPOKCUMAIIN]Y, PeIlleihe KOHCTPYUIITY y 0a3u BeK-
TOPCKOT MOTIPOCTOPa YHYTAp OPUTMHAJHOL ITPOCTOPA CUMETPUYHUX MATPUILA KOME ITPUIIa-
J1ajy KoBapujaHcHe Marpulle ['aycoBuX KOMIIOHEHTH, IPU UeMy ce JTOOMTaK AlpOKCHMAIlnje
MOCTUZKE KPO3 PEAYKIH]y JIUMEH3MOHAJTHOCTHU, IOIITO MeHEPUCAHN TEKWHCKU BEKTOPH, Ca
KOjUMa je olmcaHa alpoKCUMallija CBaKe MaTpHIle HPEIU3HOCTH y HaydeHO] 0a3w IOTIPO-
CcTOpa, UMajy Malby JUMEH3Wjy y OJIHOCY Ha opurmHajHu mnpoctop. I[Ipm tome je Behmna

KOMIIOHEHTU I'€eHEPUCAHOI' TE2KMHCKOI' BEKTOPpa pal3/In4duTa OJ] HYJIE.

Hacymnpor Tome, Momes IpeJIoXKEH Yy OBOM paJjly allpOKCHUMAlldje TeHepHIne y OOJUKY
TEXKUHCKUX BEKTOPa Ca PETKOM CTPYKTYPOM, UYeMy OJroBapa pPeJaTHBHO MaJjiu OPoj KOM-
MOHEHTH W/ TEXKUHCKUX KoedullrjeHaTa KOjUu Cy Pa3IUdUTH OJ HyJIe, a IITO y MPETXOIHO
HaBE€JAEHOM KOHTEKCTY 3Ha4iU JJda 6I/I TaKBa PeTKa aHpOKCI/IMaHI/Ija MaTpulla IIPEIU3HOCTHU I10-
TEHITUjaJIHO MOTJIa, Jia 006e30e/11 jor Behu JIo0uTaK y OJIHOCY Ha CTaH ap/iHe allpOKCHMAIIH]e,
a Koje ce ca UCTHM IU/beM KOHCTPYHIIY y HOTHpOCcTOPY. EjaemMeHnTu juHeapHe KoMOUHAIT]E
peTKe allpOKCHUMAIlije jecy aTOMH UJIM CUMETPUIHE MaTPUIE U3 I0CeOHO KOHCTPYUCAHOI Pe-
AYHIaHTHOTI' p€YHUKa, y CKJIa/Jy Ca OCHOBHUM IIPUMHIUIINMa PETKE pere3eHTauI/Ije CUurtaJia,
a IIpeMa KOojuMa jeJJTHOCTaBHOCT MOr'yhe mpejictaBe CUrHaJIa PacTe ca JIUMEH3UjOM CKYyIIa IPo-

TOTHUIIOBa KOjU ce KOPHUCTE 3a allPOKCUMAIIU]y.

Jla Ou 1pejytozKeHn MOJEN 3a alPOKCUMAIjy NpyKuo Behu jodbutak o pedepeHTHux

MOjIesIa, OCHOBHA IIPETIIOCTaBKa jecTe ja je yKymnan 0poj ['aycoBUX KOMIIOHEHTH y CHCTEMY
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3a mperno3HaBaibe BenKu. Ha Taj Haumn maym Opoj aKTUBHHUX TEXKUHCKHX KOoedUIjeHaTa
y KOHCTPYHCAHUM PETKUM allPOKCHMalldjaMa MoKe Jia 00e30e/ il 3HAUajHO CMaiberhe HeOoll-
XOJIHOT Opoja padyHCKHUX ollepalinja, a Jia IIPU ToMe U KoMmileH3yje oapeheno nmosehame Opoja
padyHCKHUX ollepallfja Koje IOCTOjU Kao IOCJIeIUIa YNILEHUIE JIa je PEeIHUK peIyHIaHTaH,
IIOJ1, 9MMe ce To/Ipa3yMeBa Jia je IheroBa JIMMeH3uja U JI0 HEKOJIMKO IyTa Beha of jJuMen3uje
OPUTHHAJHOT IIPOCTOPa CUMETPUYHUX MaTpulla. 3a Buile jetasba Bujeru [lornasmbe 6.4 u
kosmuauk (6.49). Ilopen Tora, mpobsiem mperno3HaBamba Mopa jia Oyje Takas Ja uH(OpMa-
IIMOHU CaJIpPKaj MATPHUIIA ITPEITU3HOCTU MOKE JIa Ce OUyBa Ca PETKUM AITPOKCHUMAIIAjaMa, a
IITO 3HAYH JIa Cy TOTOJHE 3a PeTKy penpeseHtanujy. [log gatum npermnocraBkamMa mpeio-
JKEHU MOJIeJI TEOPUjCKH TJVIEJAaHO IOCe/Iyje TTOBOJbHUjEe KapaKTePUCTUKE, OJHOCHO Jjaje Behn

,D;O6I/ITaK, IITo je Yy paaly O3Had9aBaHO Ca TEPMHHOM Malba CJIOZKEHOCT.

Hageniene teopmjcke mpermoctaBke MOTBpheHe Cy W €KCIIEPUMEHTAJHO, Ha JIBE T'PyIe
orJieJla y KojuMa cy Kopuiithene KoBapujaHCHEe MaTPHUIlE U3 CUCTEMA 3a IIPEo3HaBaibe ToBOpa,
Kao W CKYIOBH BEIITAYKN T'€HEPUCAHNX KOBApPUjaHCHUX MAaTpHIlA ca yrpaheHnM CBOjCTBUMA
KOjuMa OU ce cuMyJIrpaJie IPeJHOCTH ¥ MaHe MIPEJIJIOZKEHOT MOJIeJia y OJHOCY Ha PEJIEBAHTHY

WHCTAHILY pedepeHTHUX MOJIea.

AHnam3a eKCIepuMEeHTATHIX Pe3y/ITara MOTBP/INIIA je OUeKNBaba J1a KaJla Cy UCIYHheHe
TEOPHUjCKe IIPETIIOCTAaBKe Koje (phaBOpu3yjy KOPHUIINEhe PETKOT Pelleba, Y CMUCTY Marbe CJIO-
JKEHOCTH TPUJIMKOM KopHIhema TaKO KOHCTPYUCAHUX PETKUX allPOKCUMAIIH]ja, TTPeII0KeHN
MOJIeJI TeHEPHUIIIe Pellerba Koja MPU MUCTOM KBAJUTETY AIPOKCHMAIlnje WHMOPMAINOHOT Ca-
Jpxkaja ['aycoBUX KOMIOHEHTH UMajy 3HAYAJHO Mamy CJIOXKEHOCT (y IIPETXOIHO OIMMCAHOM
CMUCJIY), JIOK NP WCTOM HUBOY CJIOKEHOCTH, OJJHOCHO MCTOM JIOOUTKY KOjU Ce I'eHepHIIe
IIPUMEHOM allpOKCUMallfje, IPeJIozKeHN MOo/leJl eHepullle KBaJuTeTHU]e allpOKCUMallfje, ca

MarmbUM TYOUTKOM HH(MOPMAIMOHOT CaJIprKaja.

Y pajy je mpeioXKeHa M HaMEHCKH OCMUII/bEHA ONTHUMU3AIMOHA IIPOIE/Iypa 3a PEeTKY
penpe3eHTaInjy MaTpHIla ITPEIN3HOCTH, a KOja Ce CacTOjU OJl yUuelha PedHUKa M PETKOr KO-

JdOoBalba MaTpulla ITPEIIU3HOCTU.

Mame mpesiozKeHOT MOJIeIa jecy IMOMEHYTe IIPETIOCTaBKe, Koje He MOPajy YBeK ja Oyry
3aJioBOoJbeHe. Takobe, Mpe/yIozKeHn ONTUMU3AIMOHN TPOOJIEM 33 PETKY Pelpe3eHTAIN]y Ma-
TPUIA TPEIU3HOCTU jecTe 3aXTEBHUJU 3a PellaBaibe, Mel)yThM y OImmcanoM CIieHapujy IIpu-
MeHe Taj acClleKT HeMa TOJIMKY YJIOr'y IOIITO ce KOHCTPYKIHja alpoKCHUMallija OJBHja BaH

PaJTHOT PEXKUMAa CUCTEMA 33 IPETIO3HABAE.

C obzupom na 3nauaj KL npuBepreniie HopMaHux pacrojesa Kao HHGOPMAIMOHOT KPHU-
Tepujyma 3a dopMmystaiujy mpodsemMa anpokcumaliije ['aycoBux KOMIIOHEHTH, Y PaJIy Cy Ha
BHIIIE MeCTa OUJIN pa3MaTpaHu OJIHOCU U3Mehy TPUHIUIIA MUHUMYMa JTUCKPUMUHATUBHE WH-
dopmanmje, mporeHe mapamMeTapa Ha OCHOBY KPUTEPHjyMa MaKCHMaJHe BEPOJOCTOjHOCTH,

nH(MOPMAIMOHUX PaCcTojarba Y OOJIMKY MaTPUIHUX JIMBEPreHIN, PETKOT KOJ0Bamha KOBapH-
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JaHCHUX JIECKPUIITOPA W MPeJJIOYKEHEe METO/Ie 3a PETKY pelnpe3eHTallnjy MaTpHUIla MTPerm3Ho-

CTH.

Ha kpajy, y paay je npejjozxeHna u HOBa IIPUMeHA KOBapUjaHCHUX JIECKPUTITOPA Y JOMEHY
JIaJbUHCKE JIeTeKInje, IIPU 9eMy je JleTa/pbHuje Onia pazMaTpana caMo IPUMEHA BPEMEHCKUX
KOBapMjaHCHUX JIECKPUIITOPA IOjeIMHAYHUX THKCe/Ia Y BPEMEHCKIM cephjaMa MYJITHCIIEK-
TPaJHUX CATEeJINTCKUX cHuMaka. Onucanm pe3yaratn cy OWIN MpeUMUHAPHOD KapakTepa,
a Kao JIe0 IpUMEHe TaKBUX KOBapUjaHCHUX JIECKPUIITOPA MPEIOKEHa je W ONTUMUA3AINOHA
IpOIIe/Iypa Koja ce 3aCHUBA Ha MMPETXO/IHO JIMCKYTOBAHOM METOJLY 38 PETKY PEelpe3eHTAIN]y
MaTPUIIA TPEINU3HOCTH, IIPH Y€MY je OpUTHHAHA (popMyIalinja Ouia 0 aTHO IPOITHPeHa 10
y30py Ha MeToJe 3a KJIacupUKaImjy Koje ce 3aCHIBA]y Ha JUCKPUMUHATHBHOM PETKOM KOJI0-
Baiby KOBapUjaHCHUX JECKPHUIITOpPa. ¥ TOM KOHTEKCTY, paHuje 3aHeMapeHo IuTambe Op3uHe
IpeJIJIOYKEeHE TIPOIEIyPe 38 PETKY PEIIPE3eHTAIN]y MaTPUIla MPEIU3HOCTH TI0CTaje aKTYeTHO,
IIOIITO C€ y HOBOM KOHTEKCTY PETKN BEKTODHU HE T'€HEPHUINY BaH PAJHOT PEXKAMa CUCTEMa
3a Iperno3HaBaibe, Beh TOKOM pajia cucrteMa. ¥ TOM CMUCIY OJf KOPUCTU OW MOru Jia OyLy
Ha3HAYEHU IPABIN 3a MapaJjeHy UMIIEMEHTAIIN]Y IMOjeIMHAYHUAX IeJI0Ba ONTUMU3AIMOHE

poTie/ype, Kao U pa3Marpare HOBUX HAYNHa 34 IheHy allpOKCAMAaIIH]jy.

[IpeHOCTHN TapaJiesHe UMIIEMEHTAIN]€e TTPeJIOYKeHe ONTUMI3AINOHE IIPOIETyPe 38 PETKY
penpe3eHTaIjy MaTpUIia MPEIU3HOCTH eKCIIEPUMEHTATHO Cy TTOTBpheHe TOKOM peasn3ariuje
paHuje ONMCaHUX eKCIlepUMeHaTa, IJie Cy Ha OCHOBY IOTOJHUX CBOjCTaBa yCBOjeHe (hOpMy-
Jlarje ojipeheHn ejileMeHTH IpoIie/ype OWIM rmapaJie/In30BaHd KOPUITNEHeM pPadyHApPCKOTr

KJIacTepa.

Taxobe, jeman o 3ak/bydaka paja jecTe U Ja CTaHIAPIHE METO/Ie 38 PETKO KOJOBame KO-
BapUjaHCHUX JECKPUITOPA MOYMBA]Y Ha ONTHUMU3AIMOHUM IIPOIETypaMa CeMu-1eUHITHOT
[porpamMupama, a Koje ycjaoB/baBajy Jla aTOMU Y allPOKCUMAIIIU MOPA]y Jia Oy/1y MO3UTUBHO
neUHUTHE MaTPUIIE, JIOK TEXKUHCKUA KOeUITNjeHTH JTUHEAPHUX KOMOUHAII]a aTOMa MOPAjy
na Oymy nosutusnu. Ca JApyre cTpaHe, HAKO IPOIELypa IPeJIozKeHa Y OBOM paJLy BOJN Ka
PETKOj pelpe3eHTallj NHBEP3HNX KOBAPUjaHCHUX MATPUIA Y jeITHOM MOTIYHO JpyradujeM
KOHTEKCTY y OJIHOCY Ha JINCKYTOBAHO PETKO KOJOBaIbe KOBAPHUjAHCHUX JIECKPUIITOPA, allPOK-
CUMallje MaTpHUIla IPEIU3HOCTH KOHCTPYHCAHe ca IPEJJIOZKEeHOM MeTOJIOM Oa3mpajy ce Ha
aTOMUMa, 0] KOjUX Ce 3aXTeBa CAMO CUMETPUYHOCT, & TEXKUHCKU KOeDUIIUjeHTH He MOPajy J1a
Oy/Iy MO3UTHUBHU. Y TOM CMUCIY, IOCTaB/ba Ce MUTae Ja JIM O Ha TaKaB HAYWH I'€HEepPUCAHEe
peTKe alpoKCuMallije HHBEP3Uja KOBAPUjaHCHUX JIECKPUIITOPA, Y HEKUM IIPUMeHaMa Koje Cy
N3BaH aHaJIUSUPAHOI' JOMEHa aHpOKCI/IMaHI/Ije KOMIIOHEHTU FayCOBI/IX CM€Illla y CUCTEMUMa 3a
CTATUCTUYIKO IPETo3HaBambe 00JIMKa, Ha HEKN HAaYWMH Ouje 0oJbe y OJHOCY Ha alpOKCHMa-
Iuje ca CTaHJAP/IHAM MeToJaMa 3a PETKO KOJOBale KOBapUjaHCHUX JECKPHUIITOpa, NMajyhn
y BUy Jia je Opoj orpaHutverha Koja ce IMOCTaB/bajy MPeJl FPAJIMBHE eJIEMEHTE IPE/JIOZKEHOT

METO/Ia 3a AITPOKCUMAIIN]y MaTPUIa TPEU3HOCTA Marby.
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Y cBakoM ciIydajy, KOHCTPYKIIHja PETKAX AIlPOKCHMAIIja MPEeJCTaB/ba MPUPOIAH MCKO-
pax y IpaBily 0oJber MOJEeIOBaiba MaTPUIlA MPENU3HOCTH KOPUIITNEHeM PETKUX pelpe3eH-
raryja, y ognocy Ha SPAM, u cimana je npesacky ca PCA, Koju y OCHOBH jecTe aHaJIn3a
jenne laycoBe (yHKIMje, Ha YHH]Y MOTIPOCTOPA, KAKO OOMYHO 3aMUIL/BAMO MOJIEIOBAHE

KopuihiemheM peTKux perpesertaiuja, [90].
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I1pnio3n

IIpnnor 1 Pacrojame m3Mmehy KoBapnjaHCHUX MaTPHUIIA U PAacTOjambhe
oJroBapajyhmx marpuna NPenu3HOCTU - €KBUBAJIEHIINja

y PumanoBoj merpuriu (Ilornasme 4)

[Monazehu ox nedununuje Pumanose merpuke y (4.3), ogrocuo (4.2), 6uhe mokasaHo ja
je d(A,B) = d(B, A), a zatum ja Baxku u jeanakoct d(A~1, B7!) = d(A, B), xoja o6es6elyje
eKBHBAJICHIIN]Y pacTojarba n3Mely KoBapujaHCHUX MaTpulia (JIeCKPUIITOpa), ca jejiHe CTpaHe,

U pacTojama n3Melly mBUXOBUX HHBEp3Uja (MaTpHIla MPEIU3HOCTH), Ca JIPyTe CTPAHE.

Heka je mexommosurimja koBapujancHux mMaTpuiia A u B Ha comcTBeHe BpeIHOCTH O3HA-
gena ca: A = PAPT uB = QU Q7 pecniekrusmo, rie cy A u ¥ anjaroHaHe MaTpPHILE HBIXO-
BUX COIICTBEHUX BpeHoCTH, a Q u P oproronasmne marpurie duje Kojone (hopMupajy Ky op-
TonopMupannx Bektopa y R?, raummje PTP =11 QT'Q =1, omrocro P =PT u Q7! = Q7.
IToy kBajipaTHNM KKoBapujance A he ce mompaszymesarn onepanmja: A2 = P A2 P, tne
je ca AZ o3Hauena JInjaroHasHa MaTPHUIA CACTAB/LEHA OJ1 KBAJPATHUX KOPEHA COIICTBEHUX
BpeanocTn. Ha cimdan mauwm, jorapuraM KoBapHjance Koja je enement Sym. ™ he 6urn
o3mauasan ca In(A) = In A = P In(A) P”, gemy oxrosapa jorapurmoBaibe COICTBEHEX BPE/I-
HOCTU y JIMjarOHAJIHO] MATPUIM ojrosapajyhe KajparHe (popMe Ha KOy €€ CUMETPUIHA
marpuma Jiekommonyje, In(A) = InA. Ca In*(A) = In”> A he ckpalieno 6utu o3HavaBam
nponssoz In(A) In(A). Taxobhe: A7 = (AT)~!. Onepamuje MaTPUIHOr KOPEHOBaIba 1 JIOTa-
PUTOMOBabA HA CJAUYAH HAYUH MOT'Y Ja ce JiebUHUIITY U 38 MaTPUIE KOje HUCY CUMETPUIHE,
aJll MMajy IMO3UTHBHE COIICTBEHE BPEIHOCTH U MOTY Jl@ Cce TPAHC(HOPMAIUjOM CJIUIHOCTU
CBeJy HA JIMjaroHaJIHy MaTpPHILY.

[Ipema (4.3), d*(A,B) = tr( In? (\/ A-TBvV A—l)), onakJie hie GuTy mokazano J1a BpeHOCT
MeTpPHUKe 3aBHCH O]l COIICTBEHUX BpeanocTu Marpuie A~ B, Kao 1 [1a ce eKBUBAJICHTHO MOYKe
nedpUHICATH U IPEKO COIICTBEHUX BpeaHocTu npoussoga AB™L, unme he ce noburtu norpedua
exsuBasiernuja usmehy d(A, B) u d(B, A).

C 063upoM J1a je y OmIITeM ciydajy 3a cuMerpuday marpuiy A us Sym

tr(In*A) = tr(In® (PAP")) = tr((P InAP") (P InAP")) =

d (m.1.1)
=tr(P'P AP 'P InA) = tr(In®A) =) I\,
1=1

Kao IIocjieJuiia HeOCET/bUBOCTU Tparla IIPOU3BO/Ja MaTpPpUlla Ha MUKJ/IMYIKE HepMYTaL[I/Ije YUHU-

Jlatia, OJTHOCHO OcobuHe: tr (PAP_I) =tr (P_1 P A) = tr A, To 3HauM u ja je BpenHoct (4.3)
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oJipehena corncTBEeHNM BPEIHOCTUMA MATPUIIE:
M(A,B) = VA-IBVA-1, (m.1.2)

e ¢y A u B omrosapajyhe kosapujancue marpurie. [Ipsu passor je To mro je M(A, B)

y (m.1.2) rakohe cumerpuiana marpura:

M(A,B)T = (\/FB \/F)T — A 2BTA 2z = M(A,B), (1.1.3)

nomto je BT = B u AT = A, oxnocno ( A—l)T = VAL

N

ATE = (AT) 2 = ((PAPT)T) T = (PAPT) = AE, (1.1.4)
Hpyru pazsor je nmosurusna jgedunuraoct marpuie M(A, B) y (m.1.2), a koja npousmiasu
3 ocobmHe Jia 3a cBake jBe cuMerpuuHe matpuiie: X = 0 u Y > 0, BaxKu Jia je IPOU3BO/I,
XYX > 0, sugern [129]. Ilomro xopemnosame y (m.1.2) me yrude ma nosurusny Jedu-
HUTHOCT, U3 MPeTXOJHO HaBejeHor cienu ga je M(A, B) makobhe nosurusno nedunurTHa 1
Kao TaKBa MOYKE Jla Ce CBeJle Ha JIMjaroHaJHU 0OJIMK TPaHCHOPMAIIjOM CIUIHOCTH (JIEKOM-

MO3UIIjOM HA COIICTBEHE BPEIHOCTH) KOJy JieDUHUIIE TIONOHO KOHCTPYUCAHA OPTOIOHAJIHA

marpura Q. Tume ce monazehn of (11.1.2) nobuja aujaroHasHa MaTpHIA:
T=0"M(AB)Q, (11.1.5)

KOja ce cacroju o cornicrBenux Bpegaoctu M(A, B), a omakie na ocnoBy jemnakocru (1r.1.1)

cJieau Jia je:
d*(A,B) = tr(In* M(A,B)) = tr(QIn YT Q"Q mTQ") = tr In* Y. (11.1.6)

Nmajyhn y Buy na cy A u B marpune us Sym;; * u na je kopenosarbe 106po nedunncana

orepalja, KapakTepucTuaHa jejHadnna Marpuie (m.1.2) jecre:
det (VATBVAT = 01) =0 & det (VA(VATBVAT)VA-vA) =0,  (n.17)

OJIHOCHO €KBHWBAJICHTHA je ca KapaKTEePUCTUIHOM jejiHaduHoM: det (B — UA) = 0. Takobe

BasKI U JIa je:
det (B—vA) =0 < det (A" (B—vA)) =0 < det (A"'B—vl) =0, (1.1.8)

mro 3Haun jga je Bpegnocr (4.3) wim (1.1.6) meduHHCaHA Ca CONCTBEHHM BPEIHOCTHMA
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M(A, B), cagpxkanum y nujaronaianoj marpuiy (m.1.5), aau Koje ¢y WIEHTHYHe Kao U COIl-
crBene BpegnocTn Marpune AT'B, nedunucame pernemiMa KapaKTePUCTUYHE jeHAYHHE
(.1.8). Taunwmje, BpennocT KBajpara Merpuke y (4.3) ompeljena je cymom KBajipara Jiora-
PUTaMa COICTBEHUX BPEIHOCTH mpon3soaa A™'B, mTo ce monekas, Kao IITO je HIp. CIIyHdaj]

y (4.2) y3uma u Kao OCHOBa 3a JeDUHUIIN]Y METPUKE.

IIpu Tome, pom3sos A~ 'B me Mopa j1a 6y/e cHMeTpuaHa MATPHIIA, HAKO CY M0jeMHATHO
A™!' u B cumerpuune, jep je y ommrenm cayuajy: (AT'B)T = BTA™T = BA™!, a ne A™'B,
amn A™'B jecTe cuMerpuuan ako cy KOBapujaHce KOMyTaTHBHE Y OJHOCY Ha MHOKEHHe, TeMy
6u oxrosapao crermjanan ciaydaj A”'B = BA™!. Mebyrum, nmpomssog A™'B, kao mpoussosn
esemenara u3 Sym ", Takohe UMa CBe NO3UTHBHE CONCTBEHE BPEJHOCTU KAO U IOjeIMHATHE

MaTpHIle Aty B, a mTo ce Bum Ha OCHOBY cjejiehe jeTHAKOCTH:
A"'B=A"'B7B7 =B~z (B2 A"'B?) B, (11.1.9)

Jemnaxocr (11.1.9) gedununme TpancdopMarmjy CIMIHOCTH MATPUIE Bz A!'Bz. Ha OCHOBY
panuje HaBejieHe ocobure, fa je: X = 0,Y = 0 = XY X > 0, [129], crequ na je B: A~'B2
NO3UTUBHO JiebUHUTHA MATpHIA, a MTO 3Hauu ja je u A™'B u3 (m.1.8) nosurusno aedu-
HUTHA, jep TpaHcdopMalyje CJIUIHOCTH, Kao mTo je (1.1.9), ouyBaBajy BpeJIHOCT JieTEpPMU-
nanTe. JlomarHo, mponssog AT'B mMa mcTe cOICTBeHe BpPEIHOCTH Kao n mpom3soq BA™!
jep cy peliierba KapakTepucTuane jeaaqnte (1.1.8) eKBuBaIeHTHA ca PelllehIMa jeIHAunHe:
det (A™'B —vI) = det (B) det (A™'B — v1) det (B™') = det (BA™' —vI) = 0.

Kako 3a jioraputaMm KBajipaTHe MATpuUlle KOja HUje CHHTYJapHA U UMa CaMO MO3UTHUBHE
COIICTBEHE BPEJHOCTH, IITO 3HAYU JIa CUTYPHO MOYXKE Jia Ce CBeJle Ha IMO3UTUBHO Je(PUHUTHY
nmjaronasay dbopmy, Bazku ga je: InZ =V InT' V™!, 1o 3naun na Moxe ja ce pedusnme u

norapuram A~'B, onHocHo 3axBasbyjylin ocobumn jorapurMa: Inz ' = —1In z, ciaemn ma je:
2
n? (A~'B) = (1) (In (A'B))* = (In ((A7'B) ")) = n* (B~'A). (11.1.10)

Ca apyre crpane, yaumajyhu y o03up Jia OCTOjU JEKOMIIO3UIHja: 1n (A_IB) =VInT'V? a
nacy (4.3) u (1m.1.6) neduHECcaAHN Ha OCHOBY COIICTBeHUX BpenHocTH (11.1.2), Koje ¢y Kao IITo
je TOKa3aHo UCTe KAo | COTCTREHe BPeIHOCTH Mpom3Boaa A~ B, oHOCHO eJleMenTH moMenyTe

nujaroHasiHe Marpure ', Baxku ja je:
tr(In® (A™'B)) = tr(VInTV'VInl V') = tr(V'VIn’I') =d*(A,B),  (m1.11)

onakye, Ha ocHoBy jemnakoctu (1m.1.10) xomauno cieaum u ja je d(A,B) = d(B,A). Ha-
nme, uspasy d(B, A), na ocuoBy nedunnnuje (4.3) u (n.1.2), onrosapa marpura M(B,A) =
VB~ A VB~ kojoj o anasoruju ca (11.1.7) oxrosapa jeanauuna det (BflA — UI) =0, a
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IbeHA Pelllerba Cy YIPaBO COICTBEeHe BpeaHocTn MaTpuie B™'A,| Koja ce mojaBibyje ca geche
crpane jennakoctn y (1.1.10) u Koja nma ucre ocobuHe Kao U JUCKYTOBAHU TIPOU3BOJL A'B,
a 1ITO 3HA4YM JIa je cyMa tr(ln2 (A*IB)) ucra kao u d?(A,B), ogakie U CUMETPUYHOCT:
d(A,B) =d(B,A).

[Tonazehin o uzpaza d?(A~1, B™!), y kome ce yMecTo KoBapujaHCHUX MaTPHUIIA [0jaBIbyjy
IUXOBE MHBEP3Uje, OJHOCHO MaTPHUIlEe IIPENM3HOCTH, MOXKE Ce MOKA3aTh JIa BayXKM jeTHAKOCT:
d*(A~1,B™1) = d(A, B). Haume, ako ce no gedunnnuju (4.3), ysumajyhu y o63up HpeTxoHo
MIOKa3aHy CUMEeTPUYHOCT PuManoBor pacrojama U paHuje u3BejeHe WICHTUTETE 38 MATPHUIIE
w3 Sym} ™, y mra cnagajy u MaTpuie NpenusHOCTH, H3padyHa KBaJpaT pacrojama m3mely

marpuna A~™' m B™Y, no6mja ce na je:

(A B ) = d*(B, A7) = | In (BY A BY) | = | In (B2 AB$) 7
= tr ((ln (@A\/ﬁ)_l) (ln (@A@)_I>T)
= 1 e (m(VBTAVE ) (1n (VB IAVET)) )

=d*(B,A) =d*(A,B),

F

(11.1.12)

mTo je u Tpebasio nokazaru [J
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IIpnnor 2 Ilpuwanun aktuBHOT cKynay OMP u LARS meromama 3a

petky pemnpesenTtaiujy curnajia (Ilormassbe 5)

C 0b3upoM J1a ce peTKa perpeseHTaIja MaTpUIa MTPEMU3HOCTH KOPUITNEHheM OITIMU3a-
IIMOHOT METOJa TPEJJIOKEHOT Y OKBUPY OBOI' paJia 3aCHUBA HA U3IPAJIbU CKYIla, aKTUBHUX
TEXKUHCKUX KoeduipjeHaTa peTke mpejacTaBe CBake MaTpHUIle y HAyIeHOM PEIHUKY, OJHOCHO
Ha, ONTHUMU3AIIAjU ITPOMEH/BUBUX KOje YMHE CKYIl aKTUBHUX IlapaMeTrapa peTKe pelrpe3eHTa-
1je cBaKe MaTpUIle, a KOju ce O3HavYaBa M Kao aKTHUBHHU CKYII, Y HAcTaBKy he OWTH mpuka-
3aHa JIBa aJrOPUTMa 3a PETKY Pelpe3eHTall]y CUTHAJIA Y BEKTOPCKOM JIOMEHY Y KOjuMa, Cy
OPHUT'MHAJIHO OWJIe IpUMeEeHe ujeje Koje cy y ojpehenoj Mmepu MOTHBHUCAJIE U KOHCTPYKIU]Y
IIOMEHYTe ONTUMU3AIIMOHE ITPOIIe/ Iy Pe HaMeheHe PETKO] pelpe3eHTaIllji MaTPUIIA TPEIU3HO-
CTH, IIPEJIJIOYKeHe y OKBUPY OBOI' pajia. ¥ IHUTaky Cy IMOCTYIIU PETKOT KOJIOBalha CUTI'HAJIA
II0JT, TIPETIIOCTABKOM JIa je IMO3HAT PEYHUK Y KOME Ce TParKu ONTUMAJIHA PElpe3eHTallnja KOju
ce y sinreparypu o3Hadasajy kao OMP asropram, opurunasno npejioxen y [196], u LARS

asropuTa, ommcan y [87].

OMP mpejicras/ba ajiropuraM mperpare ejieMeHaTa PEIHUKA Ca [U/bEM ITOCTU3AbA IIITO
OoJber MmokJianama u3Mehy cUrHajia U meroBe peTke anpockumaryje. MehyTum, KoHCTpy#-
CaHO pellebe Y JaTOM PeIHUKY Tpebda Jia Oy/ie TaKBO Jia 3a/I0BO/baBa YCJIOB OPTOIOHAJIHOCTH
u3Meljy rperike ampokcuManuje n n3adpaHuX ejeMeHaTa PeYHHKa (AKTUBHUX aTOMa) KOju
yUeCcTBYjy yV alpOKCUMallfjud II0JIa3HOT curHaJsia. Mjeja jecre ja ce y cBakKoj uUTepauju
aJITOPUTMa Ka0 HOBH HJIaH aKTUBHOT CKYyIla M3a0epe aToM KOjU HAajBHINE JIOIMPUHOCU CMa-
Ibeiby TPEHYTHE T'PEIKe allpOKCUMAIIje WK pe3ujiyasia uaMehy crBapHe BpeJHOCTH U PETKE
alfpoOKCUMallnje, a Jia ce HAKOH IPOIIMPUBaiba aKTHBHOI CKyIla, KaKO OM OCTao HUCIYHeH
YCJIOB OPTOTOHAJIHOCTH, HOBE BPEJIHOCTH OJI'OBapajyhux TEXKMHCKUX KoeduIujeHaTa oJjipeie
OPTOTOHAJIHOM IPOjeKIjOM Ha MOTIPOCTOP eleMeHaTa aKTUBHOT cKyma. ONTHMHU3aIruoHn
pobJIeM peTKor KojloBama Koju pemasa OMP asropuram ojaropapa Hekoj oj1 (hopmyiaimja
y (5.35) mm (5.36), a Koj KOjuxX ce peTKa CTPYKTypa pelllerha IIOCTUKE HAMETAEM Orpa-
HUYeha Koje m3pazkaBajy BpegHoctu KoHctantu: € y (5.35), mmn S y (5.36). Y 3aBucHocTn
0JT WMILJIEMEHTaIje MOjeIMHAYHAX KOpaKa aJrOphTMa IOCTOje PA3/IMYdnTe BapujaHTe Koje
HOCTUXKY yOp3are Kpo3 HyMepuiuku edbukacHuje pecdopMysialije OCHOBHOI ajroputma, [88],
MehyTum y HacraBKy he y ¢Bpxy miaycTpaluje OUTH IIpUKa3aHa jeHa O OCHOBHUX (POpPMY-
Jlalja aJropuTMa y Kojoj ce jacHO yodaBa mjeja aKTUBHOI CKYIIA.

Heka je curnan z € R™ y (5.35) wim (5.36), tae je ca D € R™*P o3HaveH pevHuK ca
YKYIIHO p aToMa, m < p, a7y € R™ Hero3HaTu BEKTOP TEXKUHCKUX KoeullnjeHaTa dnja peTKa
perpe3eHTanja ce TpaxKu y pedHuky D, mpu deMmy cy KpUTEpHjyMH 3aycTaB/baiba UTEpa-
tusaor OMP airopurma oapehenn ca KoHCTaHTaMa € y cIydajy mpodjeMa PeTKOT KOI0Bamba

nedunncanor y (5.35), win ca S y (5.36), 1ok he ca VY 6utn 03HAYABAH AKMUSHU UAU PAOHU
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CKYyn WHJIEKCA KOjU 0O3HAYaBajy KOMIIOHEHTe CUTHATA KOje aKTUBHO (Ca TeKUHCKUM KoeduIiy-
JEHTHMa Pa3IMIUTUM OJI HyJIe) YIECTBY]y Y PEKOHCTPYKIIU]H CUTHAJIA, TaJa Ce MOjeINHATHI
koparu ontumusarimone OMP mporeaype koja Bojin Ka PETKOM AIIPOKCUMATHBHOM PEIICH:Y

cacroje oJ1 ciegehnx Kopaxa:

# 1. Naunujasmsanuja cKyma akKTUBHUX UHIEKCA U TOJA3HOT PEIeha, OITUMHU3AI[HOHOT

npobiema: W = (), v < 0, rae je W© = {1,...,p}

£ 2: CBe JI0K je 3aJI0BOJBbEH YCJIOB Jla je KapIMHATHOCT aKTUBHOT ckyma |[W| < &, ako
ce perrasa npobsem (5.36), OJHOCHO Ja je rpellika KOHCTPYUCAHE allPOKCHMAITH]e

sllz =D~ |3 > €, axo ce pemasa npobuem (5.35), paau caenche (kopaum § 3-4):

# 3: [Iponahu arom ca mHjekcoMm ) y pedanuky D Koju HajBuiie JOMPHUHOCH TTOOOIBITAILY
TPEHYTHE allpOCKUMallfje ca aTOMUMa WHJIEKCHPAHUM Yy aKTUBHOM cKyiy W, oj-
HOCHO 1poHahu pereme ciefeher onTuMusanoHor NpodIeMa y pelyKOBAHOM ped-

HUKY Dyyug;y Koju dopyupajy kostone marpure D nnjexcupane ca ckynom WU{j}:

) 1
arg min 3 |z — Dwogy a3 (m.2.1)
jEWC7OéERIWI+1

# 4. Ha ocHoBy onTuMaJ/iHUX BPEIHOCTH M3padyHATUX y § 3: HMHIEKCA ) U TE€KUHCKUX

koedumjenara & € RWIH! axypupaj akrusan ckyn W u TPEHyTHO pelerne :
W~ WU{j}, <+ &, mye <+ 0.

Ha camyan HaduH Kao mITO je KOJ MTEPATHBHUX I'DaJjeHTHUX Meroja, momyT (5.31),
y OKBHPY CBake UTepallije PETKOI KOJOBaiba PeIlaBaH jeJaH Maibd OINTHUMHU3AIMOHU IIPO-
6em Koju je nedunncao omeparop Osuckoctu (5.6), TaKo M KOJ| IPUKa3aHe METO/E Koja
Hy/Ii anpokcuMaTuBHO perretbe (5.35) min (5.36), kao #3 Kopak ce mojaBibyje jejaH Marbu
onTuMusanuonn mpobiem (m.2.1), Koju je moTpebHO PemmuTH 3a cBe HHieKce y cKyiy WO
Kako OM ce oJpeano Hajoo/bU aTOM 3a yK/byduBaibe y aKTUBHHU CKyIl. Vako je JupeKkTHO

ceyI0nHBep3HO pererse (1.2.1) oapeheno m3pazom:

-1

A T

o= (D Wu{j}DWU{J})
n3padyHaBalbe WHBEP3HE MATPUIE IMPUJIMKOM IIOBEPE CBUX IOTEHIMjaJHUX KaH/IUJIATa 3a
YKJbYUHBalbh€e Yy aKTUBHH CKYIl MOXKe OMTH 3aXTEBHO, TAKO Jla ce IpuderaBa ApyradnjuM (op-

MyJlaIjaMa Koje BpeJHocT pesuyasa y (1.2.1) He uspadyHaBajy CBaKU IyT €KCILTUIIUTHO.
W3 ycnoBa onTuMasHOCTH KOHAYHOT peliera ofpehenor ca aromuma D wHjaekcupanum y

ckymy W:
D, (Dy 9w — x) = —DJ, rpy(z) = 0, (1.2.3)
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cJIesn Jia ¢y, Kao TOCe/iIa OPTOroHaHe pojeknnje (1m.2.2), aromu y Dy yBeK opToroHa Hn
Y OJIHOCY Ha TDEINKY arnpoKCuMarmje ry (), OJHOCHO Jia IPUIXKOM pasMaTpaiba HOBUX tJia-
HOBa aKTUBHOT cKyta y (1.2.1) ToKoM cBake ureparyje aaropuTMa, TaKBU ATOMU YaK U KaJla
ou Omn KamuaaTu 3a n3dop y VW, He 6m Morym jia Oy/ly TIOHOBO U3a0PAHU IIOIITO HE MOTY
Jla JIOIIPUHECY JTaJbeM CMambelby I'DENIKe Koja je YBEK Y OPTOIOHAIHOM MOTIIPOCTOPY Y OJTHOCY
na mwux. Ca Jpyre cTpane W3 yrja pasjaramba WIN MPeJicTaBe TeKyhe BPeJIHOCTH BEKTOPa
rpemke 7y (z) y HOTIpOCTOPY Koju dhopMupajy aToMm pednnka D mmpekcupamu ca WO,
4jlaH aKTUBHOI cKyna VYV y Tekyhoj urepanuju ajropurMa mnocraje onaj arom u3 Dyyc Koju
HajOO/be allpOKCUMUPa BEKTOP I'PEIKe, OJTHOCHO OHAj aTOM 3a KOjH MOXKe JIa ce KaxKe Jia Ipu
JATOj AIPOKCUMAIIU]H [OjeIMHAIHO y HajBelio] Mepu Hapywasa yceaos onrumasnocTu (1.2.3)

THMe IIITO HUje JIe0 allpOKCUMAII]e.

Ornucany MPUHIAI je KOPUITNEH W NPUJINKOM KOHCTPYKIIMje aKTUBHOL CKYIIa Y OINTHMU-
3aIlMOHOj MPOTIEyPU KOja je TPEeJJIoZKeHa 3a PETKY pelpe3eHTallnjy MaTpulla Mperu3HOCTH
y OBOM paJiy, aju y3 JPYraduju yCJIOB ONTUMAJTHOCTH U JIOJATHY MOTYNHOCT jia y HAPE/IHO]
uTepalnju aJaropuTMa, HAKOH ayKypuparba BPEIHOCTH KOMIIOHEHTH Pellleba Koje MPHUIaiajy
AKTUBHOM CKyIly W, OIIHOCHO ayKypupara BPEIHOCTH 7y TPAJIUJEHTHOM METOJIOM JIPYyror
pelda, HEKa OJf KOMIIOHEHTHU aKTHUBHOI' CKYIIa MO2KE€ U Ja HallyCTHU YJIaHCTBO y IbEMY YKOJIMKO
BHIIIE He HApPYIaBa YCJIOB ONTUMAJHOCTH OJIpeheH arco/iyTHOM BpeaHoInihy cyoaudepeniim-

jasia HerjaTKe KOHBEKCHe (DYHKIIH]e.

LARS asropuram, [87], Kao mTo u Cyrepuiily pedn u3 KOjUX je u3BejleHa oJroapajyha
ckpahenura, arrpokcuMaliujy CurnaJja 3acCHuBa Ha TParkKemby eJleMeHaTa aKTUBHOT CKYyTla KOju
he 6uTK TakBU JIa je HajMarbU 3ajeITHUYKH yrao oJroBapjyhux BeKTOpa, OJITHOCHO aTOMa, MH-
JIEKCUPAHUX y aKTUBHOM CKYILy, TAKaB Jla IPeJICTaB/ba IIpaBall Jy»K Kora he OUTH KOHCTPYH-
cana ojiroBapajyha anpokcumarnuja, win (y CraTHCTHIKOM KOHTEKCTY ) perpecuja. Y MOYeTKy
je aKTUBHU CKYII Ipa3aH, a 3aTUM Ce IoCTeleHo n3rpahyje /1oaBambeM MojeIMHAYHUX eJleMe-
HaTa (MHJEKCca aToMa WM TeKUHCKUX KoedulnjeHara) Koju uMajy Hajsehy Kopesarmjy ca
TeKyhuM OCTaTKOM WJIU PE3UTYAJIOM n3Mehy TpeHyTHe allpOKCUMAaIlije U CTBApHE BPEJIHOCTU
curtaja. OHO IITO je Haj3HAYAJHUjA PA3JIUKA Yy OJHOCY Ha IperxojHo anajgusupann OMP
aJIrOpUTaM jecTe HAYMH KOHCTPYKIIMje HOBE allpOKCUMAaIlje HAaKOH IPOIMTUPUBaha aKTUBHOT
ckyna. Taunuje, HAKOH mW300pa IpaBIla y KOMe ce MoO0JbIaBa TPEHYTHA AITPOKCUMAIIN]a,
a KOju IpeJicTaB/ba MoceOHO KOHCTPYUCAHY JIMHeApHY KoMOWHAIMjy nocrojehnx ememenara
AKTUBHOI' CKYIIa, KOPAaK Ca KOJUM ce TeKyhe pelere axKypupa y JaToM IpaBily JgeduHuime ce
Ha OCHOBY HajMarbe MO3UTUBHE BPEJIHOCTH Koja ojipehyje Kajia HeK! OJ aTOMa BaH aKTUBHOT
CKYTIa Kao TOCIeTNTIA aXKypPUpamba pellema ca YCBOjeHNM KOPaKOM ITOCTaje MOIje THAKO Kope-
JINCAH Ca T'PEIKOM allpOKCHMallije Kao U aTOMU Koju cy Beh yHyTap akKTUBHOI CKYyIIa, UYnMe
[I0CTaje HeroB HOBH wWiaH. Takohe, ¢ 063UpOM Jia onucana mnporeaypa, Kao IITo je IMOKa3aHo y

[87], moBou 110 cMamera arcoIyTHe BPEJIHOCTH Kopesalyje n3Mehy rperke alpoKcuMariije
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7 aToMa aKTHBHOT CKyIla, Y HEKOM TPEHYTKY ca Ja/bUM IMoBehaBameM BPETHOCTH KOPaKa
MOMeHyTa KopeJanuja he y nojeuauM ciydajeBuMa texxkutu nysn. [lasbe moehame Kopaka
BOJIMJIO OU Ka IMPOMEHHU 3HaKa Kopejarmje, Mehyrum ja 6u ce pereme LARS anropurma 1o
3HAKy TeXKHHCKHX Koedwurnujenarta ciaarano ca permemem LASSO mponemype y [250], v [87]
je TIoKa3aHo Jia je HeoXOJaH YCJIOB Jla ce CIIpedd OmMcaHa IMpoMeHa 3HaKa KOopesalnje, Of-
HOCHO JIa je aToMe aKTUBHOI CKYIIa Uhja Kopesallidja ca I'PEIIKOM allpoKCUMaliije je 0JImcKa
HYJII TOTPEOHO YKJIOHUTHU U3 aKTUBHOI CKymia. ¥Y1paBo oBa ocobmua LARS anropurMma jecre
KJ/byUHA Pas3/nKa y KOHIENINjU aKTUBHOD cKyla y ogHocy Ha OMP amaropuram, jep je eme-
MEHTHMa aKTHBHOI CKYIla KOjU He HAPYIIaBajy YCJIOB ONTUMAIHOCTH (IIITO Matba AllCOJyTHA
BPEJIHOCT KopeJialije oJrosapajyher aroMa y peqHuKy ca IPENIKOM allPOKCUMAIIUje) JI03BO-
JbEHO JIa Y HEKOM TPEHYTKY y CKJIaJy Ca MOOO0JbIaheM allPOKCUMAIje TOKOM UTePATHBHOT

IIOCTYIIKa HallyCT€ aKTHUBHU CKYII.

C ob3upom 1a ce y JimTepaTypu Koja ce DAaBU ONTHUMH3AIjOM I0jaM AKTHUBHOI CKYyIIa
KOPHUCTHU Ha HEMITO JAPYTadyji HauYWH, y CMUCIY /1a Ce 32 HEKO YCBOJEHO DEIeme Ty, OIPAHU-
Jema y 00Ky Hejeanakoctu g;(x) > 0 3a kKoja Baxu 1a je g;(r;) = 0 HasuBajy akTHBHA, &
OHa 3a Koja Baxku jia je g;(r;) > 0 HeaKTWBHA, IPOMEHJbUBE KOje Cy HajMarhe HapyllaBaJje
YCJIOB ONTUMAJIHOCTU U KOje Cy MPUJIUKOM CBaKe UTepalyje Ouie HyJIa W ocTaje HyJia J0
Kpaja oNTUMU3aAIUje je Y CKIaLy ca JaTUM TyMademeM Tpebajio o3HadaBaTH Kao eJIeMeHTe
AKTUBHOI' CKYIIA&, a CKYIl IPOMEH/bUBUX KOJU je IMOCTeneHo (hOpMUPAH TOKOM ONTHMU3AIU]je
Ka0 CKYIl PaJHUX MPOMEHJ/bUBUX WU PAdHU CKYN, TOMITO CY HUXOBE BPEIHOCTH OINTUMIU-
30BaHe, OJIHOCHO TIOJeNaBaHe y OJIHOCY Ha MOYeTHY BPETHOCT Koja je Omia myna. Crora,
MAKO OIMCaHa CTaHap/Ha KOHBEHINja y O3HAaYaBamy HIUje KOPUIIheHa MPUJINKOM U3JIaramba
y oBOM pajy, Beh obOpHyTa TepMuHOJIOTHja TTpeMa KOjoj Cy aKTHBHE OHE IMPOMEHJbUBE KOje
AKTUBHO JIOIPUHOCE PEKOHCTPYKIUjU CUT'HAJIA, OJHOCHO OHE POMEH/bUBE WJIN KOeDUIIHjeHTH
Yrja BPETHOCT HAKOH ONTUMU3aIlje HUje Hy/la, TPUIMKOM 3alica aKTUBHOT CKYTIa je MIaK
kopuiihen cumbosn W, Kako 61 ce WIIAK yKa3aJo Jia ce paju o pajgHoMm (eHryi. working)

CKYILy, Y KOMe ce HaJla3e IIPOMEH/bUBE 4Mje BPEJHOCTH Ce IOJelIaBajy.
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IIpnnor 3 Ilporena mapamerapa 3acHOBaHa Ha KPUTEPUjyMy MakK-
cuMaJIHe BepoIoCcTojHOCTH Kao MmuHNMu3aiuja KL nusep-

reuie - acumnrorcka kouseprennuja (Ilorsmasspe 6)

O kpurepujymy MakCUMaJ/IHe BEPOJIOCTOJHOCTU KA0O HAUMHY 3a CMarberbe HeoJpeheHocT y
Iperno3HaBamby 00/IMKa OUJIO je pevun y moryiaBiby 2.1, r/e je mokas3aHo jia ce y ciaydajy ['aycose
pacro/iesie Helo3HaTe BeJIMIHHE HheHa OIITUMAJIHA IPOTIEHA, Y CMUCIY CMAhEeha, YKYITHOT PH-
3UKa y CJIydajy KBaJpaTHe IeHe I'PEIIKe, OJIHOCHO IpoIieHa y 0OJIMKY perpecuje, moKJama ca
MAaKCUMAaJTHOM aIllOCTEPUOPHOM IIPOIEHOM, aju Takohe U ca MPOIEHOM HapaMeTapa Koja re-
HEPUIIe BPEJIHOCTU ca MaKCUMAJTHOM BEPOJOCTOjJHOIINY, TIOJT IIPETIOCTABKOM JIa je allpuopHa
BepoBaTnoha neroznatux yundopmua. C 003UpoM Jla KPUTEPUjyM MaKCHMAJIHE BEPOJOCTO]-
HOCTHU UMa 3HAYAjHy YJIOTY U Y 10J1a3H0] (bopMyJIaliuju mpodieMa IIpolieHe Unje peniere BoIu
Ka PETKO] pelpe3eHTAllljl MaTPUIla IIPEIU3HOCTUH Y CUCTEMUMa 3a IPero3HaBambe 00JIKa
3acHOBaHMM Ha [‘aycoBUM cmeriama, a KOju je IPeJJIoKeH y OKBUPY OBOI' pa/ia, MOCTOjH I10-
Tpeba Jla ce HABEJEeHU MPUCTYIT KOHCTPYKIMjU IPOoOJIeMa MPOIeHE JIOIATHO PAa3MOTPH U U3
yIJjia HeroBe Bese ca NHMOPMAIIMOHUM KPUTEPU]YMOM IIPEJICTaB/LEHUM Y TOTJIaB/bY 2.4, KOju
ce 3acuuBa Ha KL auBepreniu, a Koju je NPUJINKOM IIPEIO3HABaIba O00JIUKA YECTO y Y031

MUHUMYMa, JJUCKPUMUHATUBHE UHMOPMAIje Ha KOjO] MOYUBA MPOIEC Oy INBAIbA.

Heka je ca © oznaden npoctop mapamMerapa y KOMe ce TPaxKi OITUMAJIHA [IPOIEHA é, npu
yeMy Cy Ha paclojaraimby IPUKYILJbeHe OllCepBallije caydajHe BeJIMUIIHe, & 3 CaMy BeJITUYNHY
ce Bepyje Jla ce IeHe peajim3alinje MOy OIUCcaTU PaclioieIoM BepoBaTHONA pj neduHICAHOM
CTBApHUM BpeJIHOCTHMA Tapamerapa #*. Tadnuje, ako CKyIl cacTaB/beH OJ N MMOjeIMHATHUAX
orncepBaiija X; caydajue permanne X osHaunmo Kao {X;, 7 = 1,...,n}, a cKyn BHHUXOBUX
peamuzanuja ca X = {x;};, npu yemy je mosiazHa MPeTIOCTABKA JIa Cy MOjeIMHATHE OTICep-
Ballfje cIydajHe MPOMEH/bUBE CTATUCTUYKN HE3aBUCHE U JIa UX je TeHepucaJia y HOTIyHOCTH
HCTa PACIIofiea P« (), Tajia ce 37pyzKeHa PACcIo/iesa MPUKYII/HEHIX OICePBAIija MOKe OIi-

caTy Kao MPOU3BO/L PACIIO/IeIa TI0jeIMHAYHIX orcepBarmja X; ~ py (z;) = p(x;|0*), ogrocHo:

po(T1, T, ..., xy) = p(x1|0)p(x2|0) - - - p(2,]60) . (m.3.1)

[Iporena 6 MackuMaHe BEPOIOCTOJHOCTH JeMDUHUIIE Ce KAO PEIIeHhe OMTUMI3AIHOHOT TIPO-

oJieMa;

f = arg max ;) , m.3.2
gm gpe( ) (13.2)

qrja CTPYKTYpa 3aBHCH OJ Mojesia KopuiiheHor 3a onucubame p(r;|f), 10K je HezaBucHa
OlleHa ONTUMAJIHOCTH M3padyHaTe ImpolleHe f y onHocy Ha cTBapHO 0*, 6e3 o63upa Ha KBa-
JIUTET Pelleiba MOCTUIHYTOr onTuMu3anujom y (1.3.2), yCIoB/beHa BPCTOM YCBOJEHOT KPU-

TepujyMa ONTHMAJHOCTH U FerOBUM Tparelinm mpermocraBkama, Bugern (2.1). MehyrTm,
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dbopmynanuja (11.3.2) ce WIAK 9€CTO KOPUCTH U MTOKa3yje Kao HAPOYUTO IMOTOIHA YKOJIIKO
po(x;) mpunaa dbaMUInji eKCIOHEHIM]aJJHAX PACIIOJEIIa, MOIITO Ce y TOM CJIydajy 3axBa-
Jbyjyhu ocobunu MoHOTOHO pactyhe JjioraputaMcke QpyHKIMje, Ja je Joraputam Ipou3Boja
jemHak cymu sorapurama, pobsem (1m.3.1) Ha jeJJHOCTaBaH HAYHH MOYKE 3aMEHUTH €KBHBa-

JIEHTHUM ITPOOJIEMOM:

f = arg max Z Inpy(x;), (11.3.3)

[ ——

OIHOCHO Ca:

§ = argmin L(0; X)

9co
1 (m.3.4)
= arg min — —Inpy(z;) .
pce TN ; 0( )

MuHnMu3amja HeraTUBHOT JIOTAPUTMa BEPOIOCTOJHOCTH, OJHOCHO MIHIUMU3AIM]ja PYHKIH]e
L(0; X) n360opoM onTUMaJHUX BPEIHOCTH apamerapa, y (1.3.4) je 1ojaTHO HpOIIMpeHa
KOHCTAHTHUM (hakTopoM 1/n Kako 6u ce 00/uK 1u/bHe DyHKIMje TPUOIUKIO CTAHIAD/IHO]
CTATUCTHIU, Y OOJIMKY Y30padKe CPe/iihe BPEJIHOCTH, KOja ce KOPUCTH 3a IIPOIEHY OYeKHNBaHe
BPEJIHOCTHU cJiydajHe npomensbuBe. l[Ipema 3akoHy Besimkux OpojeBa Teopuje BepoBaTHOhE,
MIPOCEYHa BPEIHOCT HE3ABUCHUX CJIYUYajHUX ITPOMEHJ/bUBUX X; ca WICHTUIHUM PacCIoje/iaMa,
aedunncana ca: X, = £ 3" Xy acuMITOTCKOM CiIy4ajy rOTOBO CHIypHO (I.C.) KOH-
Beprupa ILUXOBO] OYEKMBAHO] BPEJIHOCTH L, A je BepoBaTHOha 1a je X, = 1, Kaja 6poj
oricepBaliija TexKu OeCKOHATHOCTH:

P(r}ggo)_(":”):l & X, = u=E[X],n— . (1.3.5)
Nako ce onmcana cTpora 3aKOHUTOCT y 3aBUCHOCTH O/ YCBOjJEHUX ITPETIOCTABKU MOJIEI0BAIbA
1ojaBjbyje y pa3anauTuM ob/uinMa, Kao beprayinjesa Teopema, 3akon Hebuiepa uin 3aK0H
XuH4nHa, TBpheme pejicTapiba PyHIaAMEHTATHN PE3yJITAT TeopHuje BepoBaTHOhe y CMUCTY
J1a ce BepoBarHOha Hekor jorahaja Moyke u3padyHaTH ITPOM3BOJ/HHO TAYHO HA OCHOBY peJia-
TUBHE yYECTAHOCTH HHEIOBOI 1I0jaB/bUBAIbA Y JIOBOJBHO BEJIUKOM Opojy orcepBarnuja. C 003u-
pOM Jia je Kao ImbHa GyHKuja y (11.3.4) npucyTHa cpe/iiba BPeIHOCT HETATHBHOL JIOTAPUTMA
BEPO/IOCTOJHOCTH ITapaMeTapa, yIIpocedeHa 110 CBUM OIIcepBallijaMa, O/THOCHO pean3aliijamMma
CJIyYajHUX POMEH/bUBUX X;, Ha OCHOBY 3aKOHA BEJIMKHUX OpojeBa MuHuMuzaimja y (1.3.4)
y aCHUMIITOTCKOM CJIy4ajy KaJia n — OO y OIIITeM CJIy4ajy MOzKe Jia ce IoCMaTpa M Kao
npobJjieM MHUHUMM3AIUje OYeKMBaHE BPEIHOCTU JIOTAPUTMAa BEPOJIOCTOJHOCTH IapaMmeTapa.

[Tpema (11.3.5), ryie je pg« paciojiesia Koja je reHepucalia orceppalije, caeIu jia je:

1 re
- > —Inpy(X;) = By, [~Inps(X)], n— 0. (11.3.6)
=1
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Ca apyre crpate, ako ce (11.3.5) mocMaTpa y eKBHBaJIEHTHOj (hOPMYIIAIIjH KOja 0J[roBapa
MaKCUMU3AIU]U JIOTAPUTMa BEPOJOCTOJHOCTH, Kao y (11.3.3), MakcuMyM Iu/bHe dbyHKIUje 61
TpebaJsio Jia ce JOCTUTHE 3a u300p mapameTapa KoMe 01 ojronapaJsia ujieasHa IPOIeHa, O/I-
HOCHO CTBapHa BPeJIHOCT mapamerapa 0 kKoja je renepucara omncepsarmje. Kako, ysumajyhu
y 063up (11.3.6), onmucaHy MaKCHMyM y aCHMIITOTCKOM CJIy4ajy MpeJcTaB/ba BPEJHOCT OUe-
kuBama [E [In pg«(X)], Moxke ce pehu ja npormec onrtumusanuje €, OJIHOCHO HPOIEHE Tapa-
Merapa, oxropapa muHuMusanuju pasiuke: A = E[lnpy(X)] — E[Inpy(X)], omakie na
OCHOBY JIMHEAPHOCTH OIIEPATOpa OYeKIBambha, 0COOMHA JorapuT™Ma U jeaHaqunne (2.22), ciaean

Jla je OYeKMBaHa BPEIHOCT JiebuHUCAHE Pa3/IUKe:

In po- (X) = In pp- ()
A=E|[Inpyp(X) — Inpg(X :E{— = P () In ————=dx . m.3.7
g (X) = o) =B | g2 | = [ @y m e s
Ha ocuoBy (1.3.4) Buyju ce ma Bpeanoct A mupejcrasiba KL guseprenmy (2.22) usmeby
CTBapHe PacIofie]ie Py« Koja TeHepHIle ojeIMHadTHe OlICepPBaIlije U pacIiojiesie Py KOjoj OAro-
Bapa Heka Tekylhia BpeaHocT mapamerapa  y TOKy Ipolieca ONTHMU3AIMje Yiju pesyarar he

OUTH IIPOIEHA 0.

To 3naun Ja IIpOoII€Ha MaKCHUMaJIHE BepO,HOCTOjHOCTI/I Y aCUMIITOTCKOM Cﬂyqajy TEe2KM1 MU-

anmusarmjun HeneratnsHe KL nueprenne Dii,(pe+||pe), Ka0o nHMDOPMAIMOHOT pacTojarba. 13-
mely crBapre pacnogesie u mene TpenyTHe nporete. OHOCHO, HCTO ¢e eKBUBAJICHTHO MOYKE

IOKa3aTH U rmoJjia3enn o1 y3opadke mpolieHe pasinke A, 3a Kojy he Outn mokasaHo Jia KOHBEp-

rupa BpegaocTu Dk, (o pén)7 KaJ1a je Opoj orcepBarja X;, Koje yIeCTBYjy V U3padyHaBaby

npotiere #,, MakcuMaJiHe BepojocrojaocTu y (11.3.4), 10BOJbHO BeuKd, n — oo. Heka je:

a 1 In pe- (X;
E Inpg-(X;) —Inp; (X;) < 0 — E I po-(X0) + Dxv(pe-llpg,) < Dxu(pe-|Ipg,)
‘ < Inp; (X)
< D . E - D “|Pg
KL (Po pg > lnpe KL (Do pen)
(11.3.8)

pe)

Ka K0jOj 3a n — 00 KOHBEpPIrupa cyMa

onakse, ysuMmajyhu y o63up ja na ocuoBy (1.3.6) m (1.3.7) KL amseprenna Dk (pe-

In po+ (X)
Inpy(X)

, HA OCHOBY 3aKOHa BeJMKHX GpojeBa u3 (11.3.8) ciemn aa je:

npeacTaB/ba O9YCKHBaHy BPEAHOCT KOJIMIHUKA
1 Zn In pg+ (X;)

KOJIMYHUKA.: n i=1 Tnpe(X;)

1np9*(Xi)
et A S VA i
« Inp; (Xi) KL (po

1 T.C.
— pé)‘—>0,n—>oo. (1.3.9)
n n

Ognarne, nvmajyhn y Buny wvejeqnaxocr (1.3.8), cienn mga KL museprenna Dgr,(pe- pén)’
Ka0 HEHEeraTUBHO MH(MOPMAIIMOHO PaCTOjarhe, IMPUINKOM IIPOIeHe TapaMeTapa KOpHUIThemnheM

KpUTEpUjyMa MaKCUMaJIHe BEPOJIOCTOJHOCTU I'OTOBO CUI'YPHO KOBeprupa HyJId Kaja n — o0,
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n—oo .
IITO TaKODe 3HAUM U Ja P — Dp+, & J]a ACUMIITOTCKA NPOIEHa MAKCUMAJIHE BEPOIOCTO)-

A n—00 * .
noctu 6, —— 6%, mTo je u Tpedaso nmokazaTu [

[Ipukazano je ocHOBa 3a OJTyYMBalbe 3aCHOBAHO HA ITPUHIIAIY MUHUMYMa JTUCKPUMU-
HATUBHE MH(MOpPMAIje, KO/ KOra ce NMPUJIUKOM ITPENO3HABHhA OOJMKA ONTHUMAJIHA OJJTyKa
JIOHOCH Ha OCHOBY HajBehe cimaHocTu m3mely: TpOIeHe MOCTUTHYTE Ha OCHOBY TPEHYTHO
MPUKYTJLEHUX OICepBalija TOKOM paJjia CUCTeMa, U HeKe OJ YHaIpes, oJipeheHnx mojemnad-

HUX [POIeHA TPUIPYKEHUX OJIroBapajyhuM Kareropujama TOKOM OOyKe CUCTEMA.
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IIpusor 4 EjemeHTHu npeajiokeHe IIPOIEJAype 3a PEeTKY

anpokcumariujy /penpesentarujy (IlorsiaBibe 6)

[Ipunukom onrumusarmje Texxuackux koedurmjerata SPAM u SPTM anpokcumaryja y
[Toryrasibuma 6.2.2 1 6.3.1, 3a Tpancdopmalyjy nojasnux npodsaema Kopuiihene cy nmomohne
dbyuxnuje o3natasane ca ¢; (o), wume cy popMupann ogrosapajyhu npobiemn uHIjCKe Ipe-
tpare y (6.15) u (6.31), peciekruBHo. Mako ce mubHe dhyHKIMje onropapajyhinx mosasanx
npobiema y (6.13) u (6.29) pasiukyjy, a caMuM THM U U3 BUX U3BejeHe noMohue dyHKImje
¢; (o), 3a oba ciydaja je KapaKT€PUCTUYHO Ja ce Kao Jeo ¢; (o) mojasibyje uspas (6.17),
koju je y ciaydajy SPAM mumentmuan ca ogrosapajyhom dymukimjom ¢; (o), Kao mro je u
ucrakuyto y Ilormasmy 6.2.2, amu ce ucrn uzpa3 (6.17) Takohe mojaBibyje u Kao MpBH Ca-
oupax momohue dyukuuje ¢; () xkoja onrosapa SPTM anpoxkcumanuju y Ilormasmsy 6.3.1,

MeByTI/IM Ca IIpeA3HaKOM MHWHYC, KaO HITO hie u 6uTn okazaHo Y HaCTaBKY.

~ HOBO

Heka je P;  HoBa ampokcumanuja mMarpuiie HPeru3HOCTH ij_l, dopmupana y Tekyhoj
UTepanuju pemasama mpodsema (6.31), HakOH azKypuparba IPeTXoqHe arnpokcumamje Py
npaBIly HOBOI mpupamnraja R;, nedurncanor nspasom (6.28), oxmocHo lf’?OBo — 15]' + aR;.
Ako ce onrosapajylie Bemunne o3HavYe Ha UCTH HaduH Kao y (6.27), npu demy je BpeIHOCT
R, onpebena ca AA; € RP) AA; = (A)\{, . ,A)\jD)T, npema (6.30) u (6.31) coenu na je:

¢j(a) = Lj (Aj + ald;) = L; (Ay)
— tr(ijls;{om) — Indet p?OBO—I—M |A; + AN, — tr(ijlsj) + Indet P, —p 1A,

~ HOBO

detP;
— LAy +adA ], = Il (n41)
det P,

J

~ HOBO

= tr <23 (P] — 13])) — 11’1
det(lsj + OéRj)
n =
det Pj

= atr (5;R;) —1 + p||Aj 4+ aAA||, + const.

Yranosu (11.4.1) Koju He 3aBUCE OJI BPEJHOCTH CKaJapa (v He yTudy Ha MuHumusanujy (6.31)
Uy TOM CMHUCJIY C€ MOT'Y CMaTpaTh KOHCTAHTHUM U U30CTABUTU U3 Ja/bel’ Pa3MaTpamba, IITO
je m HazHadeno. MehyTtum, Takohe ce youaBa u ja wiaH: Indet f’j, Mako He3aBHUCAH O]l (,
HUje O3HaYeH Kao KOHCTaHTa, Beh je MpuapyzkeH ojropapajyhemM pa3jaoMKy KOjH IIPEJICTaB/ba
apryMeHT JIOrapuT™Ma. Pasjior jecre 1mTo Ha Taj HaduH npBa jBa cabupka (1m.4.1) dopmu-
pajy u3pas Koju je jeJ[HaK HeraTUBHO] BpeaHocTy n3pasa (6.17), 3a Koju Bazku ojrosapajyhn
MaTpudHd uhenTuTer npukasan y (6.17). laxie, 3a Bpeanocr nmomohne dbynknuja ¢; () y
cayuajy (6.31) y okupy SPTM mogerna 6uhe ycrojena npsa Tpu cabupka (m.4.1), 10K ce mo-
mohna dyuxnmja ¢; () y (6.15) 3a SPAM mozen gobuja Ha ocHOBY IpBa JBa cabupka (mr.4.1),

6e3 (1 morpaBKe, aJiu ca MPeJI3HAKOM MUHYC, Kao IITO je 1 mpukasano y (6.17).

C ob63upom ja je ugenturer (6.17) o K/bydHOr mHTEpeca 3a JeUHUCAE IPAHUIA HH-

TepBajia y KOMe ce TpaxKu periembe (6.31), 6ulie mpukaszano Kako ce mobuja Besa usmely



246

HOBOTI' IIpupamTaja R;, alrpokcuManuje u3 IIpeTxojHe uTeparmje I:’j U BPEJHOCTH KOpaKa o
Koja 06e30ehyje axkypupaibe nocrojehe anmpoxkcumalyje y npasiy R; Tako jga ycsioB 1103H-
TuBHE JeUHUTHOCTH Oy/ie ouyBan. ¥ Be3u ca TuM Bujetu u Tspheme 1 y [ornasmy 6.3.1.
Pann mojegnocras/puBarba Kopullihene HOTalldje y HACTABKY M3Jiararba Omhe m30CTaB/HEHU

WHJICKCH j U CUMOOJIA U .

Heka je maTpumia W = P~2RP~Y2. Tomro je R nedunucana kao muneapHa KomOuHa-
ja cuMeTpuIHIX Marpuia u3 ckyna W, uspas (6.28), R je cumerpuuna. Ca jpyre crpane
P je TpenyTHa aIrpOKCHMAIAja OpUTHHAJIHE MATPHIE IIPEIU3HOCT Y 1, MITO je YMHU CHUMe-
TPUYIHOM, KO U IEHY WHBEP3Hjy, ¢ 003UPOM Jia je KBaJIpATHU KOPEH CUMETPUIHE MATPHUIIE
nedunncan kao y (3.21) u mojgpasymeBa KOPEHOBame COINCTBEHUX BPEJIHOCTH IMOJIA3He Ma-
TpHIlEe HAKOH JEKOMIIO3HIM]e Ha COICTBeHe BpeqnocTu. Kako je xBaiparma dopma ATBA
cuMmerpuaHuX MaTpuria A u B Takohe cumerpuuna, jep je (AT B A)T =ATBTA =ATBA,
caean jia je Mmarpuna W cnmerprana. To 3Haum 12 3a Marpuiy W € R4 nocroju nexomto-
surmja Ha corcrsere Bpeanoctn Q Aw Q™! Taksa 1a je Q oproronanua marpuma, Q' = Q7
a Aw aujaronajima MaTpuIia ca d CONCTBeHUX BpejaHoctu w, Marpure W. Ilomasehu ox us-
paza: P+ aR = pl/2 (I~|— a P V2RP7Y/? ) PY2, crenn na je:

det (P +aR) _ | det (P (I+a W) P'/?)
det(P) det (P)
= In det(QQT +aQAw QT) = In det(Q (I—i— aAW) QT) (1.4.2)
d d
= Indet(I+ aAw) = In H(l +aw,) = Z In(1+aw,) .
p=1

p=1

= Indet(I+aW)

C 003upoM Jia je BpPeIHOCT JIeTePMUHAHTE MATPUIE jeJlHaKa MIPOU3BOJLY COICTBEHUX BPE]I-
HOCTH, YCJIOB Jla je axKypupana anpokcumaruja P+ aR = 0, cBogu ce Ha ycaoB ja je
14+ aw, > 0, Vp, mro 3ua4n Jja n3d0p Kopaka a 3aBucu o Jedunurnoctu Marpuie W. Vs-
nMajyhn y 063up ga je momohna dynkmmja ¢; () y (6.15) u (6.31) gedunncana Ha 0CHOBY
eaemenata (m.4.1), samenom (m.4.2) y (m.4.1) y cayuajy SPAM monena nobuja ce (6.17),

oxuocHo y ciay4ajy SPTM mozenra momohna dynkiuja:

d
i (a) = atr (5;R;) = > In(T+awl) +p||A; + aAAl, . (1.4.3)

p=1

Uspas (1m.4.3) je monasna ocHoBa TBphema 1, anu ce KOPUCTH ¥ JUPEKTHO MPUIUKOM

muHIME3aImje (6.31), Kao J1eo JIMHUjCKE mpeTpare MHTepBasa (Qumin, Omax), TPUIAKOM M3~
/

padyHaBamba KopeHa ¢ (), oJHOCHO cTanmonapHe Tauke ¢; (a) y (6.31). Mako momohna

bynxmmja (m.4.3) Huje TIaTKa, MTO 3HaUM Ja 6u ymecTo cumbona ¢ () 3a O3HAMABabe

13BOJIa TPebasIo Ja ce KopucTu cuMbos1 0¢; (o) Koju o3HadaBa CKyll, n360p BpegHOCTH CyO-



4 EjemeHTH HpPEJIOXKEHE IPOIEYPE 38 PETKY AllPOKCUMAIIH]Y/PENPEe3eHTAII]Y 247

rpajaujenta yHyTap J¢; (o) HeMa TOIHKY yJIOry Kao Kof oxpehusama mpasia AA; y (6.41),
rje je 3a jejHo3HAYHO jedunucame cybrpajujenra kopuiheno npasuso (6.36), koje npou-
cTuye u3 Kpurepujyma (3a m36op BpeIHOCTH CyOrpajijeHTa) KOju TeKHU MOCTH3abY YCJI0Ba
onruMmasrocT (6.35). Takobe, s3axBabyjyhu KoHBeKcHOCTH (DYHKIIMje ¥ rapaHiujama Ja
MIOCTOjU BPEIHOCT KOpaKa KOja MpeJICTaB/ba jeIMHCTBEHN TVIOOATHI MIUHUMYM HaJl JeUHU-
CaHUM HMHTEPBAJIOM, ONTUMAaJHA BpeJHOCT Kopaka y (6.31) morya 6u ma ce Tpaxku u 6e3
kopurthema usBojga. majyhu y Busy panuje npukasanu uspas (6.19), koju ojrosapa mp-
BoM u3Boy dyukimje (6.17), u HaunH gedunncama cyobrpajnjenta (GyHKIMjE AlCOIyTHE

BPETHOCTH, 13BOJ1 moMoline dyHKimje (11.4.3) Moxke na ce geduHuUIe Kao:

d

¢ (a) £ &¢;(a) = tr (SRy) = Y —"—

p=1

D
Y AN sgn (M +aAN) . (4.4

k=1

w]

1—|—awp

Kao n y (6.36), cumbos s y 0°¢; (o) o3uawaBa Ja je y HUTamby jeHA OJf BPEIHOCTH KOja je
n3abpana u3 nosasHor ckyma 0¢; (). Ozarosapajyhm HyMepmdkn mocrymak 3a MEHHEMH3A-
mujy (6.31) 3acHuBa ce Ha ajropuTMy OHHADHE Iperpare, KOju y CBAKO] UTE€PAIUjU OJOBH
MHTEpBAJI IpeTpare, a 'paHulle MpeTpare ayKypupa y CKIajy ca spejanomhy snaka ¢ (a),

JIOK K0 yCJIOB TepMuHaImje Kopucth |¢ (*) | & 0 i ynanpes gedunucan 6poj nreparuja.

X Hzeolerve uspasa (6.42) ***

ViL(A;) 2 OL(A) /ON = t( (S — P, ) S:), (11.4.5)

Umajyhu y Bugy 1a je dyskimja L nedunncana y (6.40) Kao riaTku J1e0 OpUTHHAJIHE
mbHe dynikuje £; u3 (6.30), n3Boheme koje he 6utn nmpuKasaHo y MOTIYHOCTH BayKn U 3a
u3padyHaBambe KOMIOHEHTH Ipajujerta bHe yuknuje SPAM mozena y (6.13). Jeauna
pas/imKa y OJHOCY Ha Kpajibu m3pas (6.42) 6u OHO HEraTUBHU IPEJ3HAK, KAO IMOCJIE/IHUIA
pasiuke y 3Haky m3mely mspasa (6.13) u (6.40). Ilosmazehn on nedununmje maprwjassor
m3Boa ckanapre dbyHkmmje L BekTopcke npomensbuse A; € RP| npn wemy je perka ampok-
cnvarja ma ocnoBy (6.27) ompebena ca: P; = ST NS, tae cy X € R, S; € R4 a
OpUrMHAJHA KOBApHjaHCHA MATPHUIA ca 3, CJIejH Jia je:

0
oN

7

L(N,....\,) =

Ha ocuoBy ocobune JjinHeapHOCTH W3BOJIa U Tpara MaTPHUIE, KAa0 U UUHCHUIIE A je M3BOJI

KOHCTaHTHe (QYHKIMje jeTHaK HYJIH, CIe[n ja je npeu cabupak y (m.4.6) jeqHax:

9 AN Doy, .
Wtr <2j ZA;Sk> = tr< W(A{CszQ) = tr(%;S;) . (11.4.7)
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Hpyru cabupax y (1.4.6) mpe/icraBiba MapIiujaJHn U3BOJ cJIoxkeHe DyHKIMje y 00Ky J1o-

rapuTMa JeTepMHUHaHTe TE2KMHCKEe CyYMe MaTpHUIla I10 Te2KNHCKOM KOG(bI/IHI/IjeHTy )\z

o (cmank) = - o (aa(3ox0s)). (n43)

=1

N3Bojt jlerepMubanTe 10 CKAJIaPHO) ITPOMEH/BUBO] OJ1 KOj€ 3aBUCH BPEIHOCT MaTPUIE MOXKe
Jla ce M3padyHa KopuithemeMm Jakodujese bopmyrie, mpema Kojoj je:

o det () = er(act (A(0) - SAW). (11.4.9)

rie je ca A(t) osnadeno npeciukaBatbe R — d X d, omHocHO ojroBapajyha marpuia, a ca
ad]j (A(t)) je osHaveHa ajjyHroBaHa Mmarpuia Marpuie A(t), Koja ce g00mja TpaHCIOHOBA-
e Marpuie kodaxropa A(t), onrocro A™! = (det A)~*adj (A). dpyrn unaunan y (11.4.9)
Takohe IpejcTaB/ba MaTPHUILY, KOja Ce cacToju OJI HMaplujaJTHuX HU3BOJA MOjeIUHATHUX eJIe-
MeHaTa Marpure A 1o jaroj npomensbuBoj t. Mehyrum, nomro y ciayuajy (m.4.8) apryment
JleTepMUHAHTE IIpeJICTaB/ba JIMHEAPHY KOMOWHAIU]Y MaTpUIla, a IHaplidjaJHd U3BOJL Ce OJI-

HOCH CaMO Ha TeXKMHCKU KOe(DUIIN]eHT ca UHJIEKCOM %, HA OCHOBY JITHEAPHOCTU M3BO/Ia, CJIEN

Ja je:

tr (adj (Pj)-(0+--- aa (XS + --+0)) , (11.4.10)

0 -
= (—ndet P;) =
ON  det P,
ojlakJjie ce, nMmajyhum y Buy Jia je Tpar JIMHeapHa olepaliuja u JieUuHUANN]y WHBEP3HE Ma-
Tputle, 1o0uja ma je:

0 A L1
e (~mdetP;) = —tx(P;'S,). (n.4.11)

Ha ocnoBy (11.4.6), nobuja ce ga je 36up (11.4.7) u (1m.4.11) jeanak monasuom n3pasy (m.4.5),

mTo je u Tpebasio nokazaru [J

*FE Jz60herwe uspaza (6.43) ***

Hy(p,q) = tr(P;'S,P;'S,) = Hw(q.p), (11.4.12)

[Tpukazanu uspas (11.4.12) neduHuire HaIMH U3padyHaBaba eJleMeHaTa XecoBe MaTpuIle
KoOja ce KopucTH 3a jedunncame npasia (6.41) y KoMe ce TpaxKu HOBO PEIIehe y CBaKOj UTe-
parju munnmusarmje (6.29). Wumekcu (p, ) osnadasajy omrosapajyhy BpcTy m KoJioHY, &

cumbost VW yKazyje Jia ce MaTpuIla MapiujajHux U3Boa JIpyror peaa gopMupa camo Ha, HU-
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BOY IPOMEHJBUBUX KOje Cy MHJIEKCHPaHe y PAJHOM CKYITy YV, 1ITo 3Hauu ja BpeaHoctu (p, q)
He TPEeJICTaB/bajy BPETHOCTH OPUTHHAJIHUX UHIIEKCA )\f y A;, Beh unTepHe MHIEKCE yHYTAD
W. MeDhyrum, KoHCTpYKIHja XecoBe MaTpuIile TEXKUHCKUX KoedumjeHara y ciay4dajy SPTM
mozena, y (6.41), u Xecose marpure y ciydajy SPAM momena, y (6.14), ako ce 3anemape
pasiiiKe y HAUMHY WHIEKCHpama Koje ¢y MocJIenIa yBohema akTUBHOT cKyna VY, jecte moT-
IIyHO MCTa JIO Ha 3HAK, Yy CMUCJIY Jla ce y 0ba cilydaja Kao MMoJa3Ha OCHOBA 3a N3pavdyHaBarbe
XecoBe MaTpuIle KOPUCTHU TPAJIHjeHT ucTe ckajapue dyukuje L, nepunucane y (6.40). Kao
mTo je Beh pedeno, dbyuknuja L mpepcras/ba riaatku jeo mubhae dyuikimje SPTM momena
y (6.29), 10K mcTu O6JIMK CaMO ca HeraTHBHUM MPe3HAKOM nMa U I/bHa dyHKimja SPAM
mogzesia y (6.13). Passior 3amro ce u xox SPTM kao ocHoBa 3a usoheme Xecose marpurie
KODUCTH Yy CYIITUHU UCTa CcKaJiapHa yHKIHja Kao u y cay4dajy SPAM monena, jecre cy6-
rpajmjent Vi, L; (A}/V) dbynxmuje L£; y SPTM wmozneny, a 3a xoju Huje 6mio moryhe ja ce

JI0JIaTHO JiebUHUIIE TIAPIIjATHI U3BOJL 110 CBAKO] O/ IIPOMEH/bUBUX A, i € W.

Ormrrru 00K XecoBe MaTPHIlE TTOYNBA HA KBAIPATHOj allPOKCUMAIA]H CKaIapHe (DyHK-
uje BuIite mpoMeHsbrBuX. AKo ce ca f(x) o3naun npecinkaBame R" — R, u ako je mosnara
BpeIHOCT (DYHKITHjE Y TaUKHU X, TaJia IO YCJI0BOM Ja je [ JIBOCTPYKO nudepeHiyjadbuina,
BpeHOCT (PYHKIIMje Yy HEKOj OJIMCKO] TauKM X MOXKE Jia Ce allpOKCUMUpa Ha OCHOBY Pa3Boja

dyuximje y TejiopoB peJi y OKOJIMHU X, KAO:
f(x) ~ f(x) + (x—x0)" VF(xe) + 172 (x —x)" H(xz) (x — xz) . (m.4.13)

Cpagujent f y Tauku x; o3Haded je ca V f(xx) € R™, a MmaTpura napiujajsnux u3BoJa Jpyror
pera [y raukm x; ca H(xy). AKO ¢y MemoBuTH HapiujajHi W3BOM JIPYTOr peia hyHKIH]je
f u camu HenpekujHe (DYHKIMjE Y OKOJIMHU TIOCMaTpaHe TavKe, Peaocyie]] JudepeHImpama
HEe yTUde Ha Pe3yJTaT M Kao IOC/IeInIa XecoBa MaTpuia je cuMmerpudna. Cranmonapne
TavKe BUIIeINMeH3noHaMHe DYHKIMje f ofpeheHe cy yCJIOBOM ONTHMAJHOCTH T'DAJIMjEHTA,
Vf(x) = 0. Iox npernocraBkoM Jia je NpuKasaHa anpokcuMarmja apyror pega y (i.4.13)
JIOBOJBHO JT00Pa, IIITO CBAKAKO jeCTe UCIYI-EHO y CIydajy KBajparHe (yHKIMje n (DyHKIH]ja
KOje ce JIOKAJTHO MOTY OIHCATH KBaJIPATHOM AaIlPOKCHUMAIII]OM, U3 yCJIOBa ONTHMAJJTHOCTH

cIeTn a je:

VI =0 & VIx) ~ 0+ Vi) + Hix) (x—x) =0

(i.4.14)
& x =x,— Hl(xp) VF(rr) = Ax=-H'Vf,

rJe je IpUInKOM m3padyHnaBama V f Ha ocHoBy (11.4.13) kopumihien uspas 3a rpajinjeHT KBa-
nparae opme, ImpemMa Kome je:
1

Vv (% (x —x3)" H(zy) (x — Xk)) = % H(xg) (x — xx) + 5 HY (xz) (x — xz) (m.4.15)
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oakye nMajyhu y BULy Jia je 1o mpeTnocTaBiiy XecoBa MaTpuila cuMeTpudna ciaenn (m.4.14).
Kpajwu uzpas y (11.4.14) npejcrasba OCHOBY Ha KOjOj IIOUMBa UTEPATUBHO MpaBuio y (6.38)
u MoruBanujy 3a Kopuiiheme XecoBe marpuile npuankoM MuauMmusanuje (6.29). I[Tpuin-
KOM 3allica I'pajijenTa KopuliheHa je BeKTOP-KOJIOHA WJIM MMEHUJIAI] HOTaIuja. ¥ CKJIaJLy
ca tum, XecoBa Marpura y (1m.4.15) Moxe J1a ce MHTepIpeTupa U Kao JakobujeBa MaTpHIA
rpaJiijenTa cKajapHe (pyHKIIMje BUIIE MPOMEH/bUBHUX, OJHOCHO KA0 MaTPUIA MAPIjAJTHIX
MU3BOJIa BEKTOPCKOT mpeciukasama F': R" — R™, mapasno y marom ciaydajy m = n. Tad-
HUje, y OIIITEeM CJIy4dajy 3a BEKTOPCKY (byHnkujy F' BeKTOpcKe mpomMensbuse X € R™, mpm
gemy je F(x) € R™ nedunncano ca mojeiuHadHuM KoMmmoHeHTama fi(x), ¢ = 1,...,m, Koje
peJICTaB/bajy cKajapHe (DYHKIMje BEKTOpCcKe mpoMensbuBe X, f; : R™ — R, Vi, y3 ycojeny

BEKTOP-KOJIOHA HOTAIIN]Y 3a BEKTOP X, JakoOujeBa marpuiia dbyukmnuje F' nedununiie ce Kao:

T
af of
Jr(x) = |+ . |, x=|i]. (11.4.16)
Ofm Ofm
ox1 Oxn Ln

Y (m.4.16) marpuna Jp(x) € R™™ je nedunncana y BeKTOP-BPCTa WM MMEHUJIAI] HOTA-
[IUjU, IITO 3HAYU JIa Cy HMAPIMjaJTHA U3BOIU KOMIIOHEHTH fi, ..., f;, O UCTOj MPOMEH/HUBO]
T; CMEIIITeHN Yy (-Ty BPCTY MATPHIIE, & 110 PA3INIUTHM [IPOMEH/bIBAMA,/ MHICKCUMA Y KOJIOHE
MaTpuile (YOUUTH TPAHCIIOHOBAILE KAo cacraBHU jeo Jedununuje). VmeHmmar HoTamuja
Iojipa3yMeBa Jia BeJIMYUHE KOJU ce I0jaBJbyjy Y OKBUPY HUMeHWJIalla MOjeJINHAYHUX ejeMe-
HaTa Marpuiie (popMupajy BEKTOpP KOJIOHE IO BPEJIHOCTHUMA WHJIEKCA, a Opojusall HOTalll)ja
ou mosipasyMeBaJsia oOpuyTo. [lope i Tora, rpajiujeHT paHuje IpuKa3aHe cKajgapHe pyHKIIje
f BekTOpCKe mpoMeH/bUBE X Takole MOXKe Jla ce MHTepIpPeTupa Kao Clelujaian ciaydaj Ja-
kobujese Marpuie Jp(r) ca nuMensujama n X 1, demy oxarosapa yciaoB m = 1y (m.4.16).
Y TOM CMUC/IY U paHHUje pHKa3aHa KBajpaTHa anpokcumariuja (1m.4.13) kopurnhiemeMm Besn-
anne (1m.4.16) Mozke Ja ce 3amuIne y eKBUBaJIeHTHOM 00Ky ca wianoM: ((x —xx)T Jp(xx))?,
ymecro (x —xx)T V f(xi). Naxo je: (x—xx)T Tp(xx) = ((x—xx)" Tp(xx))?, namepno je kopu-
mheH pUKa3anu 3almc Kako Ou ce yKasaJo Ja J. JT (X)) O3HAYABA TPAJMjEHT y BEKTOP-BPCTA
win 6pojunarn Hotanmju. Ca apyre crpane, Xecoa Mmarpuna H(x) dyakimje f y taukm x

onrosapa Bpegnoctu (1.4.16) 3a m = n:

T

el o S Vif(x)
Jvp(x) = Hx) = |+ o , Vix) =] . (11.4.17)
el e Vo f (x)

Marpuna H(x) y (m.4.17) je 3ammcana y BekTop-KoJOHA HOTanuju. To 3naum ja Xecosa
marpuna dbyukiuje L (A;) uz (6.40), A; € RP, wuju rpajumjent no xommnonenrama je jedu-

mncan ca V;L(A;) £ OL/ON, uzpas (1.4.6), a nzpasymasa ce nomohy u3pasa (11.4.5), y ucroj
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BEKTOP-KOJIOHA HOTAIIMJU MOXKe Ja ce JiepuHUIIEe Kao:

ovie .. ovi]” L ... _9&L_
aN] o, oxl” AN N,
Jvr(Ay) = H(Ay) = | & e T (11.4.18)
OVpL . 9VpL ?L ... %L
Y N, N, ON) ox?
Kaxo je ma ocuoBy (1.4.5):
. _ T
VL(A;) = (tr((zj PS8, e((5 —Pj—l)sD)> , (1.4.19)

un uMmajyhu y BuLy Jia je peTka anpoKCHMallfja KOHCTPYHCaHa Kao: f’j = Zil )\Z Si, a eje-
mentn peunnka W, osmadenn ca S; € R’ me zaBuce on kommomentu A;, cieam ga cy
MEIIOBUTH TAPIUjaTHI U3BOIM JIPYTOr pejia Koju ce nojasibyjy v (1m.4.18), 3a Heku ejieMenT
(p, q) u3 Bpcre p u KosoHe ¢ marpune H(A;) <> HY| oxpelenn ca:

0? 0

e v 9 (s, — b _ .2 (e
M, = Sxan P = 5 (8(&-P08) = (-1 75 ((P'8,))

51 (.4.20)
. opP;
= (=1)-tr (a%@ (P sq)> = (=1)-tr ( a;% Sq> .

a 6u ce (11.4.20) u3padyHao /0 Kpaja HEOIXOIHO je OJIPEUTH U3BOJ| HHBEP3HE MATPHIIE 110

3a/1aTOM CKaJIapHOM IapaMeTpy, a 3a Ira he 6utn nckopuiiheHo Tepheme ciejiehe Teopeme.

Axko je A HecuHrynapra marpuila Koja 3apucu ox t € R, tama je:

dA™? dA
= (=1)-At. Z=.A L1, m.4.21
dt (=1) dt ( )
Tepheme (m.4.21) caemm aupexTHo m3 ocobume ja je: A - A™' = I u jmmeapnocTn us-

Boma. Hexa ce marpuma A € R¥? cacroju ox1 enemenara ag(t), a mena unsepsuja A~ =
[@%(t)]axq on BpeaHOoCTH O3HavenHux ca al(t), rae uHuekcu i,j, k pedpununty oaropapa-
jyhe nosummje y cmucay (Bpcra, Kosoma). Tama ma ocmoy A - A™' = I, ciaemu ma je:
Vt, ZZ=1 agn(t) - @ (t) = 67, tae je ca 67 osmauena Kponekeposa genrra dbyrkimmja, koja medu-
HUTITe TPOU3BO/I BPCTa M KOJIOHA KOje TEHEPHUTITY eJleMeHTe Ha JNjaroHa N jeIMTHNTHE MaTPUTIE.

JndepeHrmpameM IPeTXOHO HaBEIEHOT HICHTUTETa, Ha OCHOBY 0COOMHE N3BO/Ia IIPOU3BO/IA

d

U M3BO/Ia KOHCTAHTE, CJIEJIN JIa je: ZZ:1 Lag(t)-ak(t) = (-1) '2221 ai(t) - £ak (t), semy

Y MaTPpUYIHOM 3alluCy O/roBapa UJICHTUTET:

dA dA™!
A= (=1 A
o (—1)
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onakye morude u (m.4.21). Ako ce HaBeaHO puMenn y ciydajy (m.4.20), mobuja ce na je:

A oP. . . 9 D R

~

LS, PiteS,) = (S, - Py

J

>

~

1 -1 ‘
'SP'PJ‘ ) = H{M?'
(1.4.22)

HaBe,ZLeHI/I n3pa3 BazKM U Ka/Jla CEe U3padyHaBalbe OI'PaHUYIN CaMO Ha IIPOMECHJbHUBE )\g Ca MH-

JekcoM © € W, onakite caeqn (1.4.12), mro je u Tpebaiio mokazaru [

*EE Jseohere uspasa 3a mampuunu epadujenm gynruuje (6.45) FE*

[Tocrymak koju he 6uru npukaszan oguaocu ce Ha SPTM mozern, (6.26), Ko Kora je nubHa
dbyukmja npuaukoM yuerma peunnka W = {S;, ..., Sp} onpehena ca (6.45):
M
L (V)= L(A=const., V) = Z {tr(_j P;) — Indet Pj}

Jj=1

aJIl UCTHU MOCTymak Baxku u 3a SPAM moges, pasinka je caMo y 3HaKy IW/bHE QYHKIHje
n o3uan K ymecto D y m3pazy 3a JuHeapHy KOMOWHAIIM]Y ca KOJUM ce JePUHHIIE alpOK-
cUMaImja; 15j = Zfil /\{ S;, TIE Cy )\z e R A = (A{,...,A%)T, A={A,...,Ay}, n
S; € R™4, Vmajyhn y Busy Ja cy HojemuHadne npoMeHsbuse o Kojux sasucu L (V) aTomu
um ejleMenTH pednnka W, kopucrehn pannje yBeeny HOTAIM]y 3a [10jeIMHATHE KOMIIOHEHTE
rpajmjenTta cKamapie dymrknumje, caemm aa je: VL (V) = 0L/0S;.

[Momro je S; marpura, naprujaaad u3Boj, ckaidaphe dyukmuje £ (V) o marpunm S;
npeJicTaB/ba MaTpuily napiujansaux ussoga L (V) 1o mojeuHaduHuM eJleMeHTuMa S;, OJIHO-
cio VL (¥) € R To snaum ja je npuimxom ojapehuBama HOje/MHAYHUX eJeMeHaTa
marpure V;L (V), kojuma ofrosapajy napuujaaan ussogam 0L/ GS;W € R, dyukuuje L 1o
IPOMEHJBIBOj Ha To3uuuju (p, ) y Marpuum S;, S* = S;, HOTpe6HO IPUMEHHUTH JIAHYAHO TIPa-
BUJI0, TommTo y u3pasy (6.45) 3a L (V) marpuna S; € ¥ He durypuiie eKCImnuTHO, Beh kao
710 aIlPOKCHMAITH]je f’j € R¥x4,

Crora he, Ha KpaTko, OUTH HaIlpaB/heHA AUIPECHja Yy BE3H Ca M3padyHaBameM HapIiuja-
HOT' M3BOJIA CIOKeHe (PyHKIUje BUIIE IIPOMEH/BUBUX y HEKOM OIINTeM Ciydajy. lIpuimkom

ussarama 6ulie kopumifieHa jejHocTaBHUja HOTaIMja 1O y30py Ha (1.4.16).
Heka je cioxkeno npecimkaBame jiecdunucano ca f o g, rie je: z = f(x) = f(xy, ..., x,),
x € R" z € R, upu gemy je z; € R, onpebeno ca z; = g;(t1,...,tm), t € R™. Tana rpagujent

ckastapue byHkKImje f y oJHOCY Ha M IPOMEH/BUBUX y t, jecTe BEKTOP KOJIOHA CacTaB/beHA
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o1 maprujaaHuxX u3soga df /0t;:

9z Oz Oz Oz

ot ot ot ox
0z ! ox 0z ! o -
= : = — = = L N (1.4.23)
ot ot 0Ox

0z dey .. Owa| |0z

Dtm Otm Ot dzn

Marpuna 0x/0t napnmjamanx u3soga y (1.4.23) npencrasba JakobujeBy marpuiy Jg(t)

BekTopcke dyukmnuje G = (g1,...,9,)7.

panujer uzsarama y (1m.4.16), amu cy kopumihiene japyraduje o3Hake y ojmocy Ha Jg(t).

Ommmr w3pa3 3a J Owmo je medpwHUCAH TOKOM

Ha cimuan waunn kao y (1.4.23), ako dyuknuja f He 6u 6uia ckajgapHa QyHKIUja BUlle
IPOMEHJBHBHUX, Bell BEKTOPCKa, K0joj 6u ojroBapasa BpeHocT z = f(x), z € RP, taga 0z/0t
BuIlle He O o3HavYaBao rpajaujent dyukimje f, Beh Jakobujey marpury Jr(t), BeKTOpCcKe
byukmmje F = (f1,..., f,)7, F: R" — RP| weMy y panujoj HOTAIMjU 3a CJ0KeHY dyHKIHI]Y
y Kojoj je f = F, oaroapa npeciukasame f o g : R™ — RP. Opnarie, Ha ocuoBy (11.4.23),

cJieqn Jia je:

Ozy Oz 921 ... 9%
ot1 oty o0z o1
0z 0 ox 0z
o T A\ © = t) = - = : : . : : n.4.24
= (fog) = Tr(t) = S0 = | SN | mazy
Oz .. Ozy 9z .. 9%
Otm Otm Oxn OTn

AKo ce moje/IMHAYHN €JIEMEHTH 7 O3HAYE ca z;, CIeIu Ja je esemeHT Marpure Jrp(t) v (m.4.24),

Ha nosunuju (i, j), onpebhen ca:

0z; "L 0z Oy
_ Lk 4.2
D DE R na25)

Kana 6u BekTop 03HaueH ca ty (m.4.24), ogrocHo (11.4.23), IpecTaB/bao MATPHUILY Ny X 1
ungekcupany ca (k,[), a BeKTOp X MaTpuily n, X n, nigexcupaiy ca (p,q), 10 9ujuM eje-
MeHTnMa 1), ce u3padyHasajy naprmjaann n3soan (1.4.25), taga 6u jeaHocTaBHIEM CIrydajy

rpajjerTa ckagapue ynknuje, oapeherom ca (11.4.23), oaropapao mapIujaJHu U3BOI:

0z Z 0z Ozyy (11.4.26)
kool

8tp7q - axk,l . atp,q

[Tpukazano januano npasuyio (1.4.26) moTpeOHO je TPUMEHUTH U IPUINKOM U3PATyHABAA

OL/0S, ,, koju ce Tpaxu n npescTaBaba enement VL (V) € R

Jaxkie, momazehn oj modernor n3pasa 3a L (V) y (6.45), caenn ma je:

M P o
ViL(T) =) o (5 P5) -

J=1

Indet P; . (11.4.27)

oS,



254

Oba cabupka yuyTap cyme (m.4.27) npejcraBibajy MaTpuiie. Y HacTaBKy e OGuTH mprKaszaHO
YeMy Cy jeJI[HaKU IbUXOBU €JIEMEHTH Ha TMOo3unuju (p,q). Y3 Hotarmjy S; = [S;’q]dxd, JIPYTOM

cabupky y (1.4.27), 3a Heko dukcuo j = 1,..., M, oarosapa:

2 1 fa 1n.4. 1 ~ A~
~ 9 hdetby = ——1 9 gqerp, 49 _ L tr((coij)T-iiPJ)
8Sp,q det P; 8Sp,q det P; aSp,q
D

~—1 . 0 : ~—1 4.28

= tr (PJ 'ZAi'aSz- Sk) = X tr(P; L) (n:4.28)
k}fl p7q
—_N.pt o .pt
i J(g:p) i J

[Tpunmkom usBoljema nperxojHor M3pasa kopurihena je Jakobujesa dopmysta (1.4.9) 3a u3-
BOJI JICTEPMHUHAHTE 10 CKAJApy O KOra 3aBUCH MATPUIA 3 KOjy e padyHa JeTePMUHAHTA,
aJil je YMEeCTO 3aluca ca aJjyHroBaHoM MarpurioM adj (15]) KopuiltheH eKBUBaJCHTAH 3a-
uc y oOJIMKYy TPaHCIOHOBAHE MATPHUIE KO(MaKTOPa CUMETPUIHE MaTPUIE f’j, O3HAYEHE Ca

(cof f’j)T, Kako Ou ce y HapeJHOM KOPaKy Ha OCHOBY YHMILEHHUIIE Jia je:
A1 . N
P, detP; = adj (Pj) = (coij) , (1.4.29)

dbopmmpasna mnsepsuja. Ca cumbonom I, ), O3HaIaBaHa je MaTpuIa oarosapajynux mquMen-
3Mja ca HyJaMa Ha CBUM MeCTHMa OCHM Ha HasHadeHOj nosunuju (p,q), jep ce Ha OCHOBY
IPEeTXOJHOr Kopaka y ussohemy 7, ) U3padyHaBa Kao M3BOJ, MATPUIC IO CKaJlapy Koju je
ejleMeHT ucTe Te Marpune. Ha kpajy, ycien muoxema ca L, q), Pe3y/ITaT je eJleMeHT MaTPUIe

A—1 . . .
P. wna nosurnuju (g, p), IOMHOMKEH ca TEXKMUHCKUM KOehUIUJeHTOM IPUAPYZKEHIM aToOMY § Y

j
aIlPOKCUMAITU]H j.

[Tocrasmpa ce urame rje je y uspobemy (11.4.28) mpuMemneHo paHuje MPUKA3aHO JAHIAHO
npasmwio (11.4.26), Koje je uMaso uHjeKkcupambe rpuiarojeno marpurama. OJroBop JeKu y
usBohemy Jakobujese dopmyse (11.4.9), a y KoMe ce U3BOJ CKajgapHe (ByHKIMje BUIIIE ITPO-
MEHJ/BUBHX (JleTepMHUHanTe MaTpure A) 1o eseMenty t, , cBoan Ha (1.4.28), mpu demy dian
O det A/OAy,; npencrasba KodakTop Marpure A na nosuimju (k,1). Ca apyre crpase o
nckasa y obJIMKy JBOCTpyKe cyme, Kao y (1.4.26), 10 uckasa y obuky tpara, kao y (1.4.28),
JIOJIa3W ce Ha OCHOBY OCOOMHE KOja ce 4ecTOo KOpUCTH U 3a 3anuc PpobenmjycoBe HOpME
marpure, a npema kojoj je: tr(AAT) = tr(ATA) = ||A||%.

3a npBu cabupak yuyrap cyme (1.4.27), y3 UCTy HOTAIUjy Kao U Y MPETXOJHOM CJIydajy,

3a HEKO (bukcHO j = 1,..., M Ha cAuvYaH HAYUH CJETH Jia je:

oS! (S5 P)) = X tr(Z5 Loy ) = N i3]'_(111710) = X5 (11.4.30)
P

[TommTo cy cBe Marpuile CUMeTpUYHE, TPUIMKOM UMILJIEMEHTAIlje Ha padyHapy KOpHUIheHn

Cy BEKTOPU30BAHU U3Pa3U OJIrOBapajynux TPOyraoHuX IMOJIMATPHUIIA.
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ITpusor 5 Cranmapana obesiexxja y ASR (Ilornasibe 6)

CraTucTudake MeToIe 3a ayTOMATCKO TIperno3naBatbe ropopa (ASR) 3acHoBane Ha cKpuBe-
auM MapkosibeBuMm momennma (HMM), [211, 282], yriraBHOM Tos1a3€ 0/ TIPETIIOCTaBKe J1a ce
BPEMEHCKHU ITPOMEHJ/bUBA, CBOjCTBA TOBOPHUX CUTHAJA MOTY J00PO OIMUCATHU IIpesia3uMa, YHY-
Tap MapKOB/bEBOI JHjarpaMa CTarba, a Jla ce CTAaTUCTUIKUM MojeanMa Ha O6a3u [aycoBux
CMeIIa YCIENTHO MOTY OKapaKTepUCaTH HUXOBE CIIEKTpajHe KapaKTepucTuke. TOKOM TIo-
CJIEJIIbUX HEKOJIMKO TOJIMHA OBE TEXHUKE MOJIE/IOBaba Cy U3ryOmie peIHOCT Kao Hajoo/ha 1
HajIIPUXBAT/bUBHja Pelllerha 3a IPero3HaBame roBopa, [282] u yerynuiie cy npuMar Metojama
3aCHOBAHUM Ha HEyPOHCKUM Mpexkama, [72]. Mehyruwm, nomro je y Iornasmwy 6.5 kopuithen
CKYTl KOBapUjaHCHUX MATpUIla 00e/IekKja U3 jeJIHOT TaKBOI CHCTEMa, Y HACTABKY he YKPaTKO
OWTH OIMMCAHU OCHOBHU IPUHITUIINA HA KOjUMa Ce 3aCHUBA M3/IBajaibe CTaHIapIHUX obesiex]ja

HaMeEmhEeHUX IIPEIIO3HaBalby I'OBOPa.

['nac xao dusnuka peanusaiuja oHEMa, OJHOCHO HAjMAHEr KapaKTePUCTUIHOI JIesia
peun KOju HOCH je3WUKO 3Hademe, IpocedHor Tpajama usmehy 50 um 100 ms, MoxKe ce orm-
CaTU PA3/IMTIUTUM BpcTamMa obejiexkja. ¥y 3aBUCHOCTU OJI BPCTE KapaKTepusalnje BpeMEeHCKU
IIPOMEHJ/HUBOI' TOBOPHOI' CUT'HAJIA KOjy obesiexkja Tpeba jia obe306ejie, Tpajarbe BPEeMEHCKOT
HHTepBaJa Wik IPo30pa 3a aHaau3y CUI'HaJa U u3jBajame obesexja ce Kpehe o 20-30, ma

A0 BUIIE JeCeTuHa MUJINCEKYH/IU.

Kparkorpajuna crekrpaJsina obejiexkja OIucyjy OOJMK CIleKTpaJiHe OOBOjHHUIIE TOBOPHOI
CUTHAJIA TOKOM KPaTKOI' BPEMEHCKOT MHTEPBaJa U MOYUBajy Ha IMPETIOCTABIM O JIOKAJIHO]
CTAIMOHAPHOCTU TOBOPHOT curHasa y Tpajamy o 20-30 ms. OOuK aHBesore CaJp:Ki WH-
dopmarnuje o modyhenum pesoHanTHUM (DpEKBEHINjaMa BOKAJIHOI TpaKTa u 00ju 3ByKa, Y
KojuMa je cajip:kKaH HajBehnu jieo nmHdopMalija oj1 HHTepeca 3a KapaKTepu3allujy rjiaca, Ol
HOCHO TIPEIIO3HABAHE PEYH.

Tpajame n0jeIMHATHOT CerMeHTa TOBOPHOT CUTHAJIA KOJU Ce aHAJIU3NPA MPUJIMKOM H3/1Ba-
jama obesiexkja je TmocseuIa KOMIPOMUCA KOjU je HEOlXOJaH KakO O IUPUHA ITPO30PCKE
dyukiuje y BpeMeny Owmjia JIOBO/BHO MaJjia Jia Ce CUTHAJ MOXKE CMATPATH CTAIlMOHAPHUM,
aJll M JIOBOJBHO BEJIMKA Jla ce IMOCTUTHE J100pa (bpekBeHIujcka pesosyimja. [lurame am-
IUTUTY/ICKE PE30JIyIHje ca KOJOM ce JIUTUTAIN3Yje TOBOPHU CUTHAJ je TTOBE3AHO Ca HHeTOBUM
JIMHAMUYIKUM OICErOM M PACIIOesIOM BPEJIHOCTH MHTEH3UTeTa curnasia. BpJio dect uzbop je
KBaHTH3AI[MOHA pe3oJiyiuja o 8 uim 16 6ura 1o y30pky u A-3akon Komipecuje, [255], kojum
ce MOCTHKE PEJIyKIIMja JTUHAMUIKOL OIcera U 00/bU KOMIIPOMEC n3Mehy KBajmreTa curaJia
U KBaHTH3AIMOHUX OllITeherma y mopehemy ca JMHeapHOM JUCKPETU3AIN]OM aMILIATY/IE PN
ucrtom Opojy cumbosia. Kao geo mpumpeme roBopHOr CHrHaja 3a MPENO3HABAHE ITOHEKA]T
[IOCTOjU U JOJATHO MPETIIojavarhe Koje nMa 3a /b Jia KOMIleH3yje ciaadsbebe o1 6 dB mo ok-

TaBU KOje TIOCTOJU Ca MOPacTOM (ppeKBEHIIHje Ha BUITUM (PpEeKBEHINjaMa TOBOPHOT CUTHAJIA.



256

Y 3aBucHOCTH O] Op3UHE U Tpajarba aKBU3UIKjEe, OPOj y30paKa y MOCMaTPAHOM BPEMEHCKOM
HHTEPBaJIy MOXKe 3HAYajHO Jla Bapupa, HIIp. Ipu ppeKBeHInju y3opKoBamba o 8 kHz Tokom
20-30 ms gobuja ce 160-240 yzopaka. [Ipu Tome, mame y3opaka 3uHauu cjiabujy (ppekBeH-
IIjCKY PE30JIYIHjy, aJii OW JIy?KM WHTEPBaJ ca BUIIE y30paKa 3HA9YHO I'YOUTaK BPEMEHCKE
pesosIyIje U KapaKTepusalujy 30MPHOT CIIEKTpa BUINE Yy3aCTOIMHUX TiacoBa. llpuimkom
aHaJim3e Takohe je morpebHO BOAUTH padyHa 0 u300py 0OIMKa BPEMEHCKE IPO30pCKe PyHK-
11je Kako Ou ce yMamuo eeKaT Iypemba CIEeKTPa KOji TOCTOjU YCJIe/] OlPAHNYABAHA AHAJIIT3E
Ha MHTEPBAJI KOHATHOT Tpajamba, a KOju ce MaHudecTyje Kpo3 KOHBOJIYIIN]Y CIEeKTPa CUTHAJIA
U CIeKTpaJiHe KapaKTepPHCTHKe Po30pcke dyHKIwm]e, [182]. V Tom emuciy, BpJso dect uzbop

je Xemunrosa nposopcka ¢yuknuja, [231].

NzpadynaTn aMIIUTyICKA CIIEKTap IOCMAaTPAHOT CerMeHTa CUTHAJIa Hajuerthe ce j1obuja
kopurithemeMm 6p3e umiiementanuje juckperae Oypujeose rpancdopmaimje (FET). Crek-
Tap ce 3aTUM JIeJIM Ha IpeKJarajyhe rmojorcere Koju uMajy yJjory gpuiarap 6aHke cacTaB/beHe
OJT eKBUINCTAaHTHUX (pHUITapa MPOIIYCHUKA OICera IIPOMeH/bUBE IIUPUHE, ai Ce IIPU TOME 33,
IbUXOBO JIeDUHUCAIbLE YMECTO cTaHjap/iHe (ppeKBeHInjCKe CKajle KOPUCTU HeJImHeapHa MeJl-
dbpeksenimjcka (Meoaujcka) ckaia, YeMy eeKTUBHO 0JroBapa IPOMEH/bIBA I'yCTHHA (OUJI-
Tapa JIyK (QppeKBeHIInjcKe oce. Y CYIITUHH, Be3a u3Mely cranjgap/iaHe u Mej-(ppeKBeHInjcKe

ckaJie jecre JimHeapHa ucnoj 1 kHz, a nmpeko oBe ydecTtaHOCTH JIOTapUTaMCKA.

Pazsior 3a yBoheme HeslmHeapHe CKaJie jecTe IITO HeH JIOTAPUTAMCKH KapakTep 00sbe
oJiroBapa ocobnHama ayJUTOPHOI CHCTEMa YOBeKa, KOju Ha BeoMa edUKacaH U yCIIelaH Ha-
YUH U3J[Baja 0besiexKja MPUIIMKOM CBaKOJHEBHE KOHBep3alyje. 1ako ce ca KOHCTPYUCAHOM
O6aHKOM uaTapa 0OBOJHHUIIA CIEKTpa Ha HUXKHUM (ppeKBEHIMjaMa allpOKCUMUpa Ha (pUHUjn
HAYNH, ca IyIhuM pacrnopegaoM duiarapa ca Y»KUM CHEKTPAJTHUM KapaKTePUCTUKAMa, JTOK
je Ha BuUIUM (QpekBeHIjaMa TycTuHa (hUITapa CBe Marba, a HUXOBE CIIEKTPAJIHE Kapak-
repuctuke cse mupe, [69]. CemexrtuBHn GuiaTpu onmcyjy paciojesry eHepruje curHaja Ha
Pa3IMYUTUM yUIeCTAHOCTUMA, aJI Cy YCJIE] IMpeKaliama, M0/I0Tcera IUXOBU OJI3UBHU TaKohe
3HavajHO Kopesncanu. KoJsimko eHepruje je cajip:KaHo y ojpeheHOM IOJIOICery 3aBUCH O
CIIEKTpaJIHe KapaKTepucTuke puyitpa u cruekTpa curuaja. Kao pesyarar, 3a cBaku o1 pui-
Tapa Ji00uja ce creruduuHa BPEIHOCT KOja OIHUCYyje eHEepPrujy CUrHajIa y JIaToM IOOIICETY.
[Iponemena enepruja cUrHaa y CBAKOM OJ1 TIOJIONICETa 3aTUM CE JIOTAPUTMYje, HAKOH Yera ce
u3padyHaBa JUCKpeTHa KocurycHa Tpancdopmanuja (DCT) nobujenux speganoctu. Kao ko-
HaYHA KPATKOTPAajHa ClIEKTPaJsHa 00esiezKja oCMaTPAHOTr CerMEHTa FTOBOPHOT CUT'HAJIA yTJIaB-
HOM ce 3aJip:KaBajy npsux 12-15 mspauynarux tpanchopmanmonux DCT koedurujenara
Koju ce Ha3mBajy Mes-dpekpennujckn kerncrpaian Koedurmjentn (MFCC). Peu kemcrpym
(enru. cepstrum) o3HavYaBa ONMCAHM TOCTYHAK (DPEKBEHIUjCKe aHAJIM3e, TadHUje JIOTaph-
TaMCKy TpaHchopMalujy CleKTpajHe KapaKTePUCTUKE CUT'HAJIA, & caM Ha3WB je KOBaHUIA

[Ipou3alia IeEPMYTAIINjOM HEKOJIMKO MIPBUX CJIOBA €HIJVI. pedu spectrum.
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OcHOBY 3a HEIITO APYTradnji HAUUH U3/[Bajarba CIeKTPATHIX 00€/IeKja TOBOPHOT CUTHAJIA,
[IPEJICTaB/ba MOJIEI Y KOME Ce YTHUIa] BOKAJHOI TpakTa (KOjUM Ce MOCTHZKE yoOJInIaBarbe
TOBOPHOI CHI'HAJIA) aIlPOKCUMUPA IPEHOCHOM (DYHKIIHjOM BPEMEHCKH ITPOMEHBUBOT JINHEAD-
Hor jiuruTtayHor ¢gpuiarpa. [IperrnocraBka je jia ce UMITYJICHA O/I3UB (PUITPA HE MEHha TOKOM
KPATKOT Tpajama aHAJU3UPAHOT CeTMEHTa, OJHOCHO JIa je CUTHAJ CTATUCTHYKH IJIeTaHO JIO-
KaJIHO cTannoHapan y BpeMeny. IIpema ycBojenom mojeny, 3axBasbyjyhu mojiecHo n3adpamnoj
CIEKTPAJIHOj KApPaKTePUCTHIM, (pujiTap HA OCHOBY HHU3a YJIA3HUX HUMITYJICA HA CBOM M3/1a3y
reHEepUIIe TTOCMaTPaly CEeKBEHILy y30paKa I'OBOPHOI' CUTHAJIA, aJeKBaATHO 00uKyjyhu 006Boj-
HUILYy TOBOPHOI' CUT'HAJIA KPO3 MPOIeC KOHBOJIyIHje. AKO je mpenocHa (byHKIHja TOMEHYTOT
durTpa TakBa J1a yCIIENTHO OIMOHAINA CIEKTPaIHe KAPAKTEPUCTHKE aHATM3UPAHOr TOBOPHOT
CerMeHTa, MPOIEH-EHE BPEJHOCTU OOBOJHUIIEC CIIEKTPa je Moryhe KOPUCTUTU 3a NeHEePUCAHe
MOTPeOHNX KPATKOTPAjHUX CIeKTpaJHux obesexkja. (OBakaB NPUCTYII ce O3HAYaBA M Kao
JIMHEeapHO TpeJnKTUBHO KojoBame (LPC) ropopHor curaana, a 10 GpekBeHIjcKe KapaKTe-
pucTtuke pUITPa ce J0Ja3u WHINPEKTHO, PelllaBamheM CUCTeMa JIMHEAPHUX jeTHAYINHA KOJUM
ce osipelyjy koedurmjenTu onrosapajyher JnHeapHor IpeIMKTOpa Uik ay TOPEIPECUBHOT MO-
JieJia TOBOPHOT CHUTHAJIA KOjU AllPOKCUMUPa W3MEpPEeHU TOBOPHH curHas. lIpegukrop mpe-
CTaBJba TAHJIaH HEMO3HATOM (UITPY KOjU MOJIeyje TeHepHcame TOBOPHOI CUTHAJIA TOKOM
Tpajarba aHajm3e (IOJOBH IIPEHOCHE KapaKTepucTuke (GhuiTpa Win MoJesa MpeJCcTaBbajy
HyJIe JIMHEAPHOT MPEIUKTOPA), JIOK y ojroBapajyhieM cucreMmy jeHadMHA YIJIABHOM (DUry-
pHIILy BPEJIHOCTH CTATUCTUKA JIEJIOBA CHTHAJIA Ha HUBOY ITOCMATPAHOT IPO30pa, Kao IINTO je
BpeIHOCT ayTokopesalmone dynkimje. OBaKBa alpoKCHMAIja CIEKTPaJIHe 0OBOjHUIE TO-
BOPHOI' CUTHAJIA TUM je 00Jba IITO je Maka IPOoCeYHa pa3J/IimKa M3Mehy JiorapuTMa CIieKTpa
AHAJIM3UPAHOT CEIMEHTa OBOPHOI CUTHAJIA U JIoTapuTMa (DPEKBEHINjCKE KapPaKTePUCTHKE

dunTpa kKoju npegasuha curna.

MoTuBanujy 3a panuje ornucany JIOrapuTaMCKy WM KEIICTPAJIHY TpaHchOopMaIjy Koja ce
KopucTr npuaukoM n3padyHaBamba MFCC obenexja na ocaoBy FFT, npeacraBba cMmamemne
JIMHAMUYIKOT OTICera BPEJHOCTH Y aMILUIUTYJICKOM criekTpy. MehyTum, nogarau MOTUB je MO-
ryhe nponahu u y ocobunu jia jorapuram mpou3Bojia IpeacTaBiba 30up jsoraputama. Hanme,
y OIIIITEM CJIyYajy Y OCHOBU OMJIO KOT' XOMOMOPQHOT (puITpuparma, Kao HeJITHeapHe TPaHC-
dopmanmje currana ca CrHemu@UIHUM IUJHEM, jecTe J1a Ce HeJIMHEeAPHOM IPecINKaBambeM
CHUTHAJIA KOJU je HACTAO KAO PE3YJITAT KOHBOJIYIINje Y OPUTHHAJIHOM (BPEMEHCKOM ) JIOMEHY J10-
6uje HOBU (TpaHchOPMUCAHN) CUTHAJ YUjU CIIEKTAp je TaKaB Jia MOXKe Ja Ce 3aIuiie Kao 301p
dyHKIM]a crieKTapa CUrHaIa KOju Cy KOHBOJIYIIUjOM JIaTi OPUTHMHAJIHA CUTHAJ Y BPEMEHCKOM
snoMeny. Pesynrat jeqane takse TpaHcdopMaliije je yipaBo CUTHAJ 9UjU JJOTAPUTAM aMILIU-
TYJICKOT CIIEKTPa MPEJICTaB/ba 30Up JorapuTaMa aMILUIUTYIKCUX CIIEKTapa MO0y HOT CUTHAJIA
U 3aMUNLBEHOr (DUJITPA KOJU je Ha CBOM HU3JIa3y T'€HEPUCA0 U3MEPEHW CEerMEHT T'OBOPHOT
curaana. Ca Jpyre cTpaHe, akO Ce MPETIIOCTABU Jia je W3MEPEHU T'OBOPHU CHUTHAJ Pe3yJi-

TaT Hponaramxlje OPpUI'MHaJIHOTI' CUT'HaJIa KPO3 KOMYHHUKaAIIMOHU KaHa.l KOjI/I YHOCH JIMHEapHa
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omrehema, moMeHyTH 30Up JIorapuTamMa ClieKTapa MOKe Jla MpeJICTaB/ba JIOTapuTaM CIIeK-
Tpa CUTHAJIa KOjU je Pe3y/ITaT KOHBOJIYIINje OPUTHHAJHOI NOBOPHOI' CUTHAJIA U WMITYJICHOT
o/[3UBa KaHaJsa. Y 00a ciydaja, onucaHa MOI'yhHOCT pa3jBajarba aMIUIUTY/ICKOT CIIEKTpa Ha
JIBa Jiesia KOJU IIPeJICTaB/bajy TOBOP 1 KaHAJI je TIO3UTUBHA U IIPEHOCH Ce U Ha BPEMEHCKU J10-
MeH. Pa3zJior je mTo ce ympocedaBameM OBUX cabupaka Ha HIBOY BHUIIE Y3aCTOITHUX ITPO30DAa,
MOzKe JIOOUTHU TPOIEHa MIpocevne KelcTpasine KapaKTepUCTHKe KaHnaja Koja Hajuelhe HeMma
JUCKPUMUHATUBHY 3HA4a] 3a MPEo3HaBabe, Ka0 M IIPOCEYHa CIEKTPaJIHa KapaKTepPUCTUKA
TOBOPHOI' CHTHAJIa, KOja Takohe He JONPHUHOCH IPENO3HaBamy, a Koje ce Y CKIaILy ca THUM
MOT'Y OJIy3€TH O] TOBOPHOI' CUTHAJIA IIPe KOHAYHOT U3JiBajarba obesrexkja. Onucann mocrynak

Ce O3Ha4dYaBa U KaO HOpMaJII/ISaHI/Ija CpeaboM Bpe,ILHOHIhy KelicrpaJia.

[Tope TperyTHOT 00/IMKa CIIEKTpaJiHe OOBOjHHIIE K/bYUHa KapaKTePUCTUKA TOBOPHOT CHUT-
HaJa je Takohe M meroBa JMHAMUKA, KOja Cce OIHCYje AuHAMUYIKNM obesexjuma. OCHOBHU
HAYMH je MPOIEeHA ITPBOI U3BOJA CIIEKTPaJIHE OOBOJHUIIE CIIEKTPa WU KEIICTPAJIHUX KOoedu-

[jeHaTa Y BpeMeHY.
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IIpnnor 6 CnekrpaJjiHu KjaacuuKaTopu y Ja/bUHCKO] JAeTeKIUju

(ITorstaBspe 7)

58 176 885 [m]

1 100 800 1000 > 1400

Cmuka 1.6.1: Wiycrpanuja JUruTaJJHOI MOjejia BUCHHE TepeHa HaMeeHOD TOIOrpadCKoj
KODPEKIUj1, KOpuilheHa Meperma IeHeprcaHa Cy MACUBHUM CATEIUTCKAM OCMATPAEM O/I
crpane [141].
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Cnuka 11.6.2: Wnycrpanuja marie 3acejannx ycesa Ha nojpy4djy Bojsomune 3a 2013. roguny
Koja je mapadyHara kopuinhemeM 64| Ha ocroBy Landsat-8 u RapidEye mynrucnekrpaaanx
CaTeJINTCKUX CHUMaKa. Doje Ha cimkama nMajy cienehy mHTepIpeTanmjy: 3eJeH0 - KyKypy3,
HapPaHIIACTO - MIIEHUIA, XKYTO - c0ja, JbybudacTo - mehepHa pera, CBETJIO ILJIABO - CYHIIOKPET.
Kosop koMmo3ut y nosajiuHu 1npeJicTaB/ba KJacy ,,0CTajio’ .
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Tabena n.6.1: /laspuncka geTekIyja yceBa Ha HUBOY IUKCeJa Y CATEJIMTCKO] CJIUIH, I3MepeHe
kapakrepuctuke RF kiacudukaropa ca 30 m Landsat-8 Bpemenckom cepujom, 3a Buiie
Jerasba Bugern [64].

creapun \ kiac. Kykypys Ilmenunna Coja Ieh. pena Cynnokper Ocrano IIpenusaoct

Kykypyz 13583 41 1315 21 310 401 0.87
[Mmenwumna 79 17551 2 0 25 2903 0.85
Coja 199 1 8765 4 40 198 0.95
[leh. pema 7 0 21 8451 49 23 0.99
Cyumoxper 34 1 25 125 5091 75 0.95
Ocrao 221 1211 92 6 85 17204 0.91
Om3uB 0.96 0.93 0.86 0.98 0.91 0.83
Taunoct = 0.90 nytama 186 Kama xoed. = 0.88
* * *

creapun \ kiac. Kykypys Ilmenunna Coja Ieh. pema Cynnokper Ocramo IIpenusaoct

Kykypyz 28304 261 1771 54 1932 1042 0.85
[Mmenwuma 228 18902 64 3 100 8208 0.69
Coja 620 13 14656 499 32 182 0.92
[leh. pema 26 2 207 12692 28 63 0.97
Cymumoxper 329 141 112 118 7376 257 0.89
Ocraso 403 4340 173 52 576 27149 0.83
OmzuB 0.95 0.80 0.86 0.95 0.73 0.74

Tagnoct = 0.83 nyrama 187 Kama xoed. = 0.79
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