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Predgovor

H-mere, ili mikrolokalne mere defekta, su pocetkom devedesetih godina proslog
veka nezavisno uveli Luk Tartar [34] i Patrik Zerar [19]. Posto su se pojavile u vezi
sa problemima iz teorije homogenizacije, Tartar ih je nazvao H-merama. H-mere
su vrsta Radonovih mera koje opisuju limes kvadratnih izraza L? funkcija i mere
odstupanje slabe od jake konvergencije. Mere defekta kao mere koje zavise samo
od promenljive x nisu precizno opisivale efekte koji zavise od odredenog pravca u
prostoru.

Preciznije, neka je Q C RY otvoren skup i neka je (u;)reny ogranicen niz u
(Q) tako da uy, — u slabo u leo .- Zanima nas opis gubitka jake kompaktnosti u
leo (@) skupa {u,u; : k € N}. Prvi odgovor na ovo pitanje nam pruZa pojam mere
defekta. Niz

L2

loc

Vie = [uge —ul?
je ogranicen u Lllo -(Q), pa moZemo pretpostaviti da slabo konvergira ka Radonovoj
meri V, koju zovemo merom defekta za (u;). Nosa¢ od v je skup tacaka u Q gde
ux ne konvergira ka u u jakoj topologiji u L?>. Odnosno, ovako imamo nacin da
klasifikujemo defekt kompaktnosti.

Na primer, ako je u(x) = "% gdeje & € R?\{0}, onda je v Lebegova mera
i do defekta dolazi zbog oscilovanja niza (uy). Kako se oscilacije deSavaju skoro
svuda na Q , onda je defekt prisutan svuda u Q (nedostatak jake konvergencije).
Dalje, ako je uy(x) = (an)d/ze_k‘x_x()'z/z, onda je v Dirakova mera u xq i do de-
fekta dolazi zbog efekta koncentracije niza oko tacke xg. H-mere ili mikrolokalne
mere defekta nam daju detaljnije informacije o gubitku kompaktnosti. U slucaju
prvog niza pridruZena mikrolokalna mera defekta y je u obliku 4 = dx ® J¢, /&l
to jest imamo proizvod Lebegove mere na Q C R? i Dirakove mere na sferi S¢~1.
Njena projekcija na € je mera Vv, ali su nizovi koji osciluju sada bolje opisani.

H-mere su neprekidna, linearna preslikavanja na C,(R?) @ C(S?™1), gde je
C.(R?) prostor neprekidnih funkcija sa kompaktnim nosa¢em u R, a C(S?~!) je
prostor neprekidnih funkcija na jedini¢noj sferi SY~! u RY. Preciznije, za slabo
konvergentan niz u, — 0 u LIZOC(Rd) postoji Radonova mera u tako da za sve



Predgovor

01,02 € Co(RY) i sve yw € C(S?™!) postoji podniz (u,) tako da je

tim [ Foun) F(ouv (3 )dE = ooy, O
n—oo JRd |5‘
gde .# oznacava Furijeovu transformaciju.

H-mere se uglavnom primenjuju u problemima koji se odnose na hiperboli¢ne
parcijalne diferencijalne jednacine. Na primer, u radu [5] je dobijena LllOC prekom-
paktnost za reSenja difuziono-disperzione aproksimacije za skalarni zakon odrZanja.
Takode se H-mere primenjuju i u paraboli¢nim (npr. uradu [10]) i ultraparaboli¢nim
(rad [27]) problemima.

H-distribucije koje su uvedene u radovima [11], odnosno, [7] uopStavaju kon-
cept H-mera sa L? na L”, p # 2 i prostore Soboljeva, redom. U dokazu postojanja
H-distribucija koristi se Hermander-Mihlinova teorema i test funkcije po & imaju
vecu regularnost. Naime, y € C¥(S97!) za k = [d/2] + 1.

Da bismo konstruisali H-distribuciju za par nizova u dualnim prostorima Sobo-
lieva u radu [7] koristimo test funkcije ¢ € . (RY) (na taj nadin nosaé ne mora
da bude kompaktan). U ovom slu¢aju H-distribucije su funkcionele na .7 (RY) ®
CX(S91) i pripadaju prostoru koji oznaavamo sa .7 &’ (R? x S~ 1) i &ija topologi-
jaje opisana u radu [7]. Navedimo teoremu o postojanju H-distribucija (kao u radu
[7]):
ako u, — 0 u WkP(RY) i v, — 0 u Wk4(RY), onda postoje podnizovi (), (vy)
i H-distribucija p € /&' (R? x S tako da je za sve @1, ¢, € .7 (R?) i za sve
yeCr(sh),

nl,iinm<%llf(q)lun’)a (PZVn’> = nl/i_r>noo<(p1 Uy MV((PZVW» = <u, 010 ® l//>7 2)
gde je Hy(u) = F YyFu). Stavise, u [7] moguénost stroge konvergencije
datog slabo konvergentnog niza u,, — 0 u W57 (R¢) se testira preko svih nizova
vy — 0u Whe(R9).
U radu [8] funkcija y nije ograniena. Zato koristimo odgovarajucu klasu
pseudo-diferencijalnih operatora da bismo imali ograni¢enost operatora

Ay WEEA(RD) 5 wha(RT),

pri ¢emu je cilj da pretpostavke za regularnost funkcije ¥ budu minimalne. Sada
se jaka konvergencija niza u, — 0 u W=~» (Rd) testira za sve nizove v, — 0 u
Wktma(R4) i za pozitivne m vazi da je WKH™4(R4) ¢ Whk4(R9).

Disertacija se sastoji iz Cetiri dela. U prvom delu uvodimo potrebne defini-
cije i tvrdenja. U drugom delu je dokazana teorema o postojanju H-mera i nave-
dene su osnovne osobine H-mera. U ovom delu pokazujemo i zasto nam H-mere
daju poboljsanje u teoriji kompenzovane kompaktnosti. Dali smo i kratak opis



Zerarovog pristupa preko klasi¢ne teorije pseudo-diferencijalnih operatora. Treéi
deo predstavlja rezultate dobijene u radu [7]. Uvode se H-distribucije za nizove
u dualnim prostorima Soboljeva, pokazuje se lokalizacijski princip 1 navedena je
primena na slabo konvergentna reSenja odredene klase parcijalnih diferencijalnih
jednacina. Takode dajemo i opis prostora .%’& (]Rd X Sd_l). Na kraju trece glave
pokazujemo da je za slabo konvergentne nizove u 7} , — Zy4 prostorima pridruZena
H-distribucija jednaka nuli. Dalje su predstavljene osobine u vezi sa prostorima
P14, odnosno predstavljeni su rezultati iz rada [6]. U Cetvrtom delu konstruiSemo
H-distribucije sa neograni¢enim simbolom (mnoZiocem) Y (rezultati iz rada [8]).
Klasu pseudo-diferencijalnih operatora posmatramo kao bilinearna preslikavanja
1 dokazujemo neprekidnost u odnosu na odredenu klasu simbola, pri ¢emu pret-
postavljamo da su simboli (mnozioci) konacne regularnosti. Pomocu Teoreme
10.7 u [40] analiziramo klase ovih simbola. Dajemo dokaz navedene teoreme, sa
objasnjenjima detalja, odnosno ocena koje su potrebne za dokaz neprekidnosti u
odnosu na simbole kona¢ne regularnosti. DefiniSemo klase mnoZilaca za koje kas-
nije dajemo teoreme o postojanju H-distribucija. Takode dokazujemo i kompak-
tnost odgovarajuc¢ih komutatora, $to nam je potrebno u konstrukciji H-distribucija.
Rezultati su primenjeni na klasu parcijalnih diferencijalnih jednacdina reda m € N,
sa koeficijentima u .7 (R), pri éemu je za jednadinu dat niz slabo konvergetnih
reSenja.

Zahvaljujem se svim ¢lanovima komisije na detaljnom ¢itanju rukopisa diser-
tacije 1 na komentarima i sugestijama koji su doprineli poboljSanju kvaliteta teksta.

Veoma sam zahvalna profesoru Stevanu Pilipovicu na nesebi¢noj pomoci u
toku doktorskih studija.

Posebno sam zahvalna svom mentoru, dr Jeleni Aleksi¢, na svim savetima,
prenetom znanju. Njene ideje i podr§ka su mi mnogo pomogli u nau¢nom radu.

Veliko hvala i mojim roditeljima, Duri i Radici, koji me u svim prilikama bodre
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Glava 1

Oznake, definicije, tvrdenja

U ovom poglavlju uvodimo oznake koje ¢emo koristiti u disertaciji. Takode
navodimo definicije 1 poznate rezultate u vezi sa prostorima Soboljeva, Furijeovim
mnoZziocima i pseudo-diferencijalnim operatorima.

1.1 Oznake i osnovne definicije

SaR, Ni C ozna¢avamo, redom, skupove realnih, prirodnih i kompleksnih brojeva.
Sa Ny ozna¢avamo skup NU {0}.

Ako x = (x1,...,x;) € R?, onda je norma vektora x definisana sa |x| = (x] +
---+x‘21)1/2. Za x,& € R? i multi-indekse o = (oy,...,04) i B = (B1,...,Bs)
koristimo standardne oznake:

o (x)°=(1+x?)"/% sER,

o [a|=0y+...04,

° a+B:(a1+B1,...,(xd+Bd),
e 0<fB = o; <P, 1<i<d.
Zatim, o = affl...a“d DY :D)‘;‘I‘...Dad gde je Dy, = —id/dy, 1 <i<d.

Xg ° X °
Skalarni proizvod vekiora xi & jedatsax- §d =x1& +...x4&,. Koristimo i oznaku
d& = (2m)~dE.
Navodimo jos i definicije jake, slabe i slabe zvezda konvergencije u Bana-
hovom prostoru. Neka je (E, || - ||g) Banahov prostor i E’ njegov dualan prostor.

Definicija 1.1.1 (Jaka konvergencija) Neka x € E (respektivno f € E') i neka je
(xn) C E (respektivno(f,) C E'). KaZemo da (x,) (respektivno (f,)) jako konver-
gira ka x u E (respektivno f u E') i piSemo x,, — x (respektivno f,, — f) ako

lim ||x, —x||g = 0, (respektivno lim || f, — f||g = 0).
n—>o0 n—oo
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Definicija 1.1.2 (Slaba konvergencija u E) Neka x € E i (x,) C E. KaZemo da
(xn) slabo konvergira ka x u E i piSemo x, — x ako

<f7'xn> — <f7'x>7 n— oo,
zasve f € E'.

Definicija 1.1.3 (Slaba-x konvergencija) Neka f € E' i (f,) C E'. KaZemo da (fy)
slabo-x konvergira ka f u E' i pisemo f, = f ako

<fn>x> — <f7x>
zasvex € E.

Vaze sledeca tvrdenja (za detalje pogledati [17]).

Teorema 1.1.4 Ako je (x,) ogranicen niz u refleksivnom Banahovom prostoru,
onda postoji slabo konvergentan podniz od (xy).

Teorema 1.1.5 (Alaoglu) Ako je (f,) C E' ogranicen u E' i ako je E separabilan
Banahov prostor, onda postoji slabo - x konvergentan podniz datog niza.

Teorema 1.1.6 Pretpostavimo da x, — x (resp. fn — f ) u E (resp. E'). Tada je
(xy) (resp. (fn)) ogranicen niz u E (resp. E’).
1.2 Prostori funkcija i distribucija

Neka je Q C R¢ otvoren skup. Za funkciju f : Q — C definiSemo nosa¢ na sledeéi
nacin

supp f :={x € Q: f(x) #0}.
Navedimo sada prostore funkcija koje ¢emo koristiti.

e Sa C(Q) oznatavamo prostor neprekidnih funkcija na Q.

e Sa CK(Q), k € N oznatavamo prostor k-puta neprekidno diferencijabilnih
funkcija na Q.

e Sa C”(Q) oznacavamo prostor glatkih funkcija na , odnosno

C=(Q) = () Q).
keNy

e C.(Q) je prostor neprekidnih funkcija sa kompaktnim nosacem.
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e SaCr(Q) (ili Z(Q)) oznatavamo prostor C*-funkcija f : Q — C sa kom-
paktnim nosacem.

e Sa Cy(Q) oznaCavamo prostor neprekidnih funkcija koje konvergiraju ka
nuli u beskonac¢nosti.

Sa .7 (RY) oznalavamo prostor brzo opadajuéih funkcija. Dajemo i preciznu
definiciju.

Definicija 1.2.1 Prostor brzo opadajucih funkcija . (R?) definisemo na sledeci
nacin:

F(RY) = {p e C*(RY) : sup x*(9P ) (x)| < oo, Var, B € N}.

xeRd

Na prostoru .#(R?) uvodimo semi-norme za , § € N¢

9]ap := sup [x*(2P)(x)| . (1.1)

xeRd

Sa ovako uvedenim semi-normama .# (R¢) postaje Freseov prostor, odnosno metri-
zabilan i kompletan prostor.

Dalje, sa 2'(R¢) oznatavamo prostor distribucija, to jest linearnih preslika-
vanja u : 2(RY) — C, odnosno u : ¢ — (u, ) tako da za svaki kompaktan skup
K C RY postoji m € NiC > 0 tako da je

[{u, )| < C sup sup [D%¢(x)],

|ot| <mxeRd

za sve ¢ € 2(R?) tako da je suppp C K.

Sa .#'(R%) oznatavamo prostor temperiranih distribucija, odnosno skup lin-
earnih, neprekidnih funkcionela na prostoru brzo opadajuéih funkcija . (R?). Pre-
ciznije,

Definicija 1.2.2 Funkcionela u : . (R?) — C je temperirana distribucija ako vaZe
uslovi:

1. u je linearna;

2. uje neprekidna na .7 (R?), odnosno postoji k € N i postoji ¢ > 0 tako da je

(o) <c Y |9lap, @S RY.
e |Bl <k
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1.2.1 Prostori Soboljeva, Beselovi prostori

Neka je Q C R otvoren skup.
Definicija 1.2.3 Za 1 < p < oo definisemo
(@) ={f: Q€| [ fx)rdx <},
Q

i uvodimo normu

Il = [ Ircoras)”

Definicija 1.2.4 Za p = o definisemo

L”(Q)z{f:ﬂ—%j

f je Lebeg merljiva i postoji konstanta C
tako da je |f(x)| < C za skoro svex € Q [’

sa normom
| flle = inf{C : | f(x)| < C za skoro sve x € Q}.

Furijeovu transformaciju funkcije f € L' (R?) definiS§emo sa
&) = U&= [ e .

Inverzna Furijeova transformacija je data sa
F )0 = uw) = @) [ e Caeyag, x e m.
R

Furijeova transformacija je linearni topoloski izomorfizam, to jest. linearno, bi-
jektivno, neprekidno preslikavanje sa neprekidnim inverzom iz . (R?) (odnosno
7' (R9)) u sebe.

Za sve 1 < p < oo prostori L”(Q) su Banahovi i refleskivni su za 1 < p < oo,
azal < p < e suiseparabilni. Ako je 1 < p < oo, onda je dual prostora L”(Q)
prostor L4(Q), gde je 1/p+ 1/q = 1. Preciznije, vazi sledea teorema (za dokaz
pogledati [15]).

Teorema 1.2.5 (Risova teorema o reprezentaciji) Neka je 1 < g < o, 1/p+
1/q=1ineka f € (Lq(Q))/. Tada postoji jedinstveno g € LP (Q) tako da je

(f, ) :/ngnlxza sve ¢ € LI(Q).

VaZi da je ||g|1r(q) = ||f||(Lq(Q))"
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Iz Definicije 1.1.2 i Teoreme 1.2.5 sledi da niz (f,,) u L?(Q) slabo konvergira ka
feLP(Q), 1 < p<oo,uoznaci f, — f ako

/fn(pdx—>/f(pdxzasve(p€L‘1(Q), 1/p+1/qg=1.
Q Q

Za p = o kazemo da niz (f,,) u L™(Q) slabo -x konvergira ka f € L™(Q) ako

/fn(pdx%/f(pdxzasve(peLl(Q).
Q Q

Kako prostor L!'(Q) nije refleksivan, ograni¢eni nizovi ne moraju da imaju
slabo konvergentne podnizove (Teorema 1.1.4).

Primer 1.2.6 Niz nXo,1) je ogranicen u L' (R), gde je Xo0,1) karakteristicna funkcija

1 1
: 1 . .
intervala (0,—), n € N. Dati niz nema slabo konverentan podniz. U suprotnom,
n

ako je MX(o,1 ) k € N konvergentan podniz datog niza, onda vaZi MX,L ) 0,
nk ‘nk
Sto je u suprotnosti sa /”%(0 1y = I,neN.

Nedostatak slabe kompaktnosti, odnosno nedostatak osobine da ograniceni nizovi
imaju slabo konvergentne podnizove, za prostor L' (Q) se prevazilazi ako se L' (Q)
posmatra kao podskup prostora konacnih Radonovih mera koje menjaju znak.
Podsetimo se prvo pojmova lokalno kompaktnog topoloskog prostora, Hauzdor-
fovog prostora, o-kompaktnog prostora i Radonove mere. Definicije i tvrdenja
dajemo za opste topoloske prostore (X, 7).

Definicija 1.2.7 Topoloski prostor (X,t) je Hauzdorfov ako za svake dve tacke
x,y € X takve da je x # y postoje otvoreni skupovi U i V tako dax € U, y eV i
unv=0.

Definicija 1.2.8 Topoloski prostor (X, 7) je lokalno kompaktan ako svaka tacka u
X ima kompaktnu okolinu.

Definicija 1.2.9 Topoloski prostor (X,7) je o-kompaktan ako moZe da se pred-
stavi kao unija prebrojivo mnogo kompaktnih potprostora.

Sada definiSemo Radonovu meru. Za detalje u vezi sa Radonovim merama i
dokaze narednih teorema preporucujemo knjigu [30].

Definicija 1.2.10 (Radonova mera) Neka je X lokalno kompaktan, Hauzdorfov
prostor, koji je i 6-kompaktan i neka je % Borelova 6-algebra na X. Radonova
mera je mera |1 : 2 — R sa sledeéim osobinama:
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1. (Lokalna konacnost) Za svaki kompaktan podskup K od X je 1 (K) konacan
broj;

2. (Spoljasnja regularnost) Za svaki Borelov skup E u X je w(E) = inf{u(U):
E C U, U otvoren };

3. (Unutrasnja regularnost) Za svaki Borelov skup E u X je i (E) =sup{u(K):
K C E, K kompaktan}.

Linearna funkcionela L na C.(X) — R je pozitivna ako je L(f) > 0 za sve f > 0.

Teorema 1.2.11 Neka je X lokalno kompaktan Hauzdorfov prostor koji je takode i
o-kompaktan. Neka je L : C.(X) — R pozitivna linearna funkcionela. Tada postoji
jedinstvena Radonova mera | na X tako da je

L(f) :/deu, za sve f € C.(X).

Radonovu meru koja menja znak na o-kompaktnom, lokalno kompaktnom Haus-
dorfovom prostoru X definiSemo kao Borelovu meru koja menja znak i ¢iji poziti-
van i negativan deo su takode Radonove mere (detalji se mogu naci u [30]).

Teorema 1.2.12 (Risova teorema o reprezentaciji za mere koje menjaju znak)
Neka je X lokalno kompaktan Hauzdorfov prostor koji je takode i o-kompaktan.
Neka je L : C.(X) — R neprekidna linearna funkcionela. Tada postoji jedinstvena
konacna Radonova mera |l na X, koja menja znak, tako da je

L(f) =/deu, zasve f € Co(X),

Teorema 1.2.13 (Dual prostora Cy(X)) Neka je X lokalno kompaktan, Hauzdor-
fov, o-kompaktan prostor i L neprekidna linearna funkcionela na Co(X). Tada
postoji jedinstvena konacna Radonova mera U, koja menja znak, tako da je

L(f)= /de/,t, za sve f € Co(X).

Neka je .#(X) prostor mera iz Teoreme 1.2.13. Neka je X = Q, gde je Q C
R otvoren skup. Prostor .# () snabdeven normom totalne varijacije, datom sa
1]l 7 () = [1|(L), postaje Banahov prostor. Kako je (Co(Q))" = .# (L), imamo
slabu-+ konvergenciju na .Z (Q):

W = — /fd,uk—>/fdu, zasve [ € Cp(Q).

Kako je || fll.1 = |Ifdx||.z(q). gde je dx Lebegova mera na Q, svaki ograni¢en
L'(Q) niz ima slabo-+ konvergentan podniz u .Z ().

Navodimo dalje Helderovu i Jangovu nejednakost, poSto ¢emo ih koristiti u
nastavku.
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Teorema 1.2.14 (Helderova nejednakost) Neka je 1 < p < oo, f € LP(Q), g €
LI(Q), 1/p+1/q=1. Tada fg € L'(Q) i

|17l < 17l glor (12)

Teorema 1.2.15 (Jangova nejednakost) Neka f € LP(R?), gc LI(RY) i1 < p <
oo, 1 < g < oo %: })4—5—1 > 0. Tada konvolucija fxg € L'(R?) i

18l < 1F1lpllgllg- (1.3)

Dakle, za r = p,q = 1 dobijamo || f*gl|, < || f||pllg[l1, Sto éemo koristiti kasnije u
drugom delu dokaza Teoreme 4.3.4.
Uvodimo dalje distribucije koje se lokalno ponasaju kao elementi od L (Q).

Definicija 1.2.16 Nekaje 1 < p <oo. Sa L () oznacavamo prostor distribucija
u € 7'(Q) tako da u € LP(Q) za sve ¢ € C(Q). Prostor L], (Q) snabdevamo
topologijom definisanom familijom semi-normi u — ||Qu||r, @ € CZ(Q).

Dalje navodimo definiciju 1 osobine prostora Soboljeva (dokazi se mogu naci

u [3]).

Definicija 1.2.17 Za 1 < g < oo, k € Ny, prostor Soboljeva W*4(Q) je definisan
sa

Vo, |al <k, 3gq € L1(Q) tako da je }

Wha(Q) := {uGLq(Q) /QuDa(p:(_nl“'/anrp, Vo € CI(Q)

Zau € W54(Q) definiSemo D%u = go. Na prostoru W*4(Q) definisemo normu

H”HW’W = Z

0< || <k

‘D“u

. (1.4)
L4

Vazi sledeca teorema.

Teorema 1.2.18 Prostor W*P(Q) je Banahov za svako 1 < p < oo. WKP(Q) je
refleksivan za 1 < p < oo i separabilan je za 1 < p < oo,

Na prostoru H*(Q) = W*2(Q) je moguée definisati i skalarni proizvod

U, V) ke = D%u,D*v);» = D%u D%vdx,
H L
0<|a|<k 0<|a| <k’
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odnosno H*(Q) je Hilbertov prostor.

Ako je kq > d, onda je Wh4(RY) € Co(R?). Dual (Wh4(R9))" =: W7 (RY)
je izometri¢no izomorfan sa Banahovim prostorom koji se sastoji od distribu-
cija u € .7'(R?) koje su u obliku u = Z 0%ug, gde ug € LP(RY). Normu na

la|<k
W—kP(R?) definiemo sa

Jul :=inf{(ngkuua|rz)” o= ¥ 2%}

Za vise detalja upucujemo na knjigu [3], Teorema 3.10, str. 50.
Definisemo i Beselove prostore H? (RY).

Definicija 1.2.19 Neka je 1 < p < oo, s € R. Tada je
HP(RY) :={uec /' (RY) : F71(E) Fu) € LP(RY)}.

Prostor H”(RY) je Banahov sa normom ||ul|s , = ||-Z ' ((E)* Fu)| ».
Vazi (HP(RY))' = H (RY), za g = p/(p — 1), videti [3]. Takode je i HY (RY) =
WEP(RY) zak € Ngi 1 < p < oo (pogledati [2]).

Na Hy(RY) = H?(R?), s € R, uvodimo unutrasnji proizvod

() = [ (E)*Fu(&) Fr(E)ag

1 pridruZenu normu
Jul? = [ ()17 (&)1ae, (15)

pri ¢emu su norme (1.4) 1 (1.5) ekvivalentne, kad je s € Ny. Prostor HS(Rd) je
Hilbertov, za sve s € R. Prema Planserelovoj teoremi za u € ./ (R?) vazi da
ucL?>(RY) & ZucL>(RY), pasledi daje H(RY) = L?(RY). Zat < s iz definicije
sledi da je H*(R?) ¢ H'(R?) i injekcija iz H*(RY) u H'(R?) je neprekidna.

Definicija 1.2.20 Neka je F zatvoreni podskup od R? i s € R. Sa H p3 (RY) oznaca-
vamo potprostor od H® Ciji elementi imaju nosac u F. Prostor Hy, (]Rd) Jje zatvoren
potprostor u H® i snabdevamo ga indukovanom strukturom Hilbertovog prostora
H’.

1.3 Kompaktni operatori

Podsetimo se (detalji se mogu naci u [29]), kompaktan operator je linearan op-
erator L iz Banahovog prostora X u Banahov prostor Y, tako da je slika svakog
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ogranienog podskupa u X relativno kompaktan podksup u Y (relativno kom-
paktan podskup je podksup koji ima kompaktno zatvorenje). Ovakav operator je
ogranicen, pa je i neprekidan. MoZe se pokazati da je ovakva definicija kompak-
tnog operatora ekvivalentna sa tvrdenjem da za svaki niz (x,) u jedini¢noj lopti u X
niz (Tx,) ima Kosijev podniz u Y. Sa J#(X,Y) oznaavamo prostor kompaktnih
operatoraiz X uY.

Navodimo Relihovu teoremu, koju éemo Cesto koristiti u nastavku.

Teorema 1.3.1 (Relih) Neka su s,t € R tako da je s >t i neka je K kompaktan
podskup u R". Tada je injekcija Hy (R") — Hi (R") kompaktna.

Ako su X i Y Banahovi prostori, onda sa .Z(X,Y) ozna¢avamo prostor lin-
earnih, neprekidnih preslikavanja iz X u Y. Vazi sledeca teorema.

Teorema 1.3.2 Neka su X i Y Banahovi prostori i neka T € £ (X,Y). Ako su
T,.,n € N kompaktni operatori i ako T,, — T u normi, onda je i T kompaktan oper-
ator.

Neka je 7# Hilbertov prostor.

Definicija 1.3.3 Operator T € £ () je Hilbert-Smitov ako i samo ako je tr T*T <

oo,

Sa tr T*T smo oznacili trag operatora 7*T (definicija traga je data u [29], strana
206). Svaki Hilbert-Smitov operator je kompaktan (Teorema VI.22 u [29]). Sledece
tvrdenje (Teorema VI.23 u [29]) ¢emo korisiti u dokazu komutacijske leme za H-
mere.

Teorema 1.3.4 Neka je (M,.#) merljiv prostor i neka je 7 = L*(M,du). Tada
je A € £ (H) Hilbert-Smitov operator ako i samo ako postoji funkcija K € L*>(M x

M) tako da je (Af)(x) = [ K(x.y)f(y)dp.

1.4 Furijeovi mnozioci

Uvodimo definiciju Furijeovog mnoZioca. Neka f € .7 (RY) i y € /'(R?). Sa
y(f) oznatavamo konvoluciju (Z 'y) * f i ovu oznaku ¢emo koristiti u nas-
tavku.

Definicija 1.4.1 Neka v € f’(Rd) i1 < p <o Tada je v Furijeov mnoZilac na
LP(RY) ako (F~'y) f € LP(RY) za sve f € .7 (RY) i ako je

sup [y fllp < oo.
I fllLp=1
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Sa M,(RY) ozna¢avamo prostor Furijeovih mnoZilaca na LP(R?). Definisemo
1Wllm, = supyry,,=1 I(:F W) * fl|o-

Posto je .7 (R?) gust u LP(RY) (za 1 < p < o) preslikavanje iz . (R?) u LP(RY)
dato sa f — (.Z ~'y) x f moze da se progiri do preslikavanja iz L (R?) u LP(R9)
sa istom normom. Vazi sledece tvrdenje (dokaz se moze naci u [33]).

Teorema 1.4.2 Neka je 1 < p < oo, Tada vaZi:
1. M,(R?) je Banahova algebrai | - |m, je norma na M, (RY);
2. My(RY) = L=(RY);
3 MR =M,(RY) za 1 /p+1/q=1;
4. M (R?) C M,(RY) C Mp(RY).

Primetimo da iz Teoreme 1.4.2 sledi da su Furijeovi mnozioci ogranicene funkcije
idaje [y < Wl

Dovoljan uslov da funkcija y bude u prostoru M,(RY) daje nam Mihlinova
teorema (videti [21] 1 [26]).

Teorema 1.4.3 Nekaje | < p < oo, k>d/2 iy € CK(RIN{0}). Ako v zadovo-
ljava

0%y (&)l < BIE|Y, |a| <k i[E] > & >0,

onda ¥ € M,(R?), to jest. postoji konstanta C = C(d, p) tako da je
1y ()l < CBI|fllr, za sve f € F(RY).

Ako je ¥ € CX(RY\{0}), k = [%] + 1, homogena funkcija reda nula (to jest,
v(AE) = w(&), A >0),onda y € L”(R?) i

0%y (&) < BIE|T1, & e RY\{0}, (1.6)

zasve |or| < k (sa B = max sup ||*|0%y(&)|, $to je detaljno obrazloZeno u [2, str.
A=K g0

120]). Dakle, y zadovoljava uslove Mihlinove teoreme, odnosno || y|[y, < CB.

Ako y € C*(S?~1), onda konstanta B u (1.6) moZe da se zameni sa || Vlex(sa1)-
Mihlinovu teoremu sa konstantom B u takvom obliku éemo koristiti u dokazu Teo-
reme 3.2.2, videti (3.16).
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1.5 Pseudo-diferencijalni operatori

Koriste¢i poznate osobine Furijeove transformacije znamo da za ¢ € .7 (RY) vazi

F(D*9)(8) =8%F¢(E).

Iz formule za inverznu Furijeovu transformaciju sledi

DUg(x) = [ EE8F o (EME,

Za opsti linerani parcij alni diferencijalni operator sa promenljivim koeficijentima,

to jest. a(x,D) Z aq(x)D? iz prethodne formule dobijamo
|a|<m

a(x. D)) = [ ¢4a(x.E) 7 (EME,

pri emu je simbol ovog operatora polinom po &, to jest

xE)= ), au(x)é

ol <m

Cilj je prosiriti prethodnu formulu na vecu klasu simbola, koja sadrzi joS funkcija
pored polinoma. Operatori koji odgovaraju ovim funkcijama ne moraju biti diferen-
cijalni operatori i zovu se pseudo-diferencijalni operatori. Ideja je da se racun
operatora zameni ra¢unom pripadnih simbola. Prvo uvodimo pojam oscilatornog
integrala.

1.5.1 Jednostavan primer oscilatornog integrala

Pojam oscilatornog integrala je sustinski za teoriju pseudo-diferencijalnih ope-
ratora. Furijeova transformacija funkcije (distribucije) temperiranog rasta pred-
stavlja jedan od najjednostavnijih primera oscilatornog integrala. Da bismo obja-
snili ovaj pojam uves¢emo definiciju Furijeove transformacije neprekidnih funkcija
u(x) koje zadovoljavaju sledeci uslov: postoje konstante C,N > 0 tako da je

lu(x)| < C{x)V. (1.7)

Definisemo i(&) € . (RY), to jest. Zelimo da damo zna&enje sledecoj jednakosti

@)= [, [ e up(@)adt, yE) e @), A

pri ¢emu neprekidna funkcija u zadovoljava uslov (1.7). Prikaza¢emo nacin za
regularizaciju integrala (1.8), odnosno, posto u opStem slucaju ovaj integral nije
konvergentan, nacin da od integrala (1.8) dodemo do konvergentnog integrala.
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Regularizacija.

Neka je k € Ni y € .#(R?). Pretpostavimo prvo da je u € .#(R?). Neka je
D= (Dy,...,D,) i (D)= (1+D?+...D2)"/2. Koristicemo (D)¥, gde je k paran
prirodan broj, pa je <D)k diferencijalni operator. Primetimo da je

e = (x) H(Dg ke (1.9)

1 kad ovu jednakost uvrstimo u (1.8) dobijamo

@)= [, [ uw@) @ Hpgte ag.  (L10)

Primenom parcijalne integracije sledi

(8, ) = /R d /R ¢ () Fu) (Dg Py (&) dd (1.11)

Dobijeni integral nije definisan samo za u(x) € ./ (]Rd) ili za apsolutno integrabilnu
funkciju u(x), veé i za funkciju u(x) koja zadovoljava uslov (1.7), kad je k > N +d.
U tom slucaju integral (1.11) konvergira apsolutno i posmatramo ga kao regula-
rizaciju integrala (1.8).

Navedenu tehniku regularizacije ¢emo koristiti u Glavi 4.

1.5.2 Definicija oscilatornog integrala, prostor simbola

Sada se bavimo integralima koji su u opstijem obliku u odnosu na integral dat
formulom (1.8). Neka je Q C R4 otvoren skup 1 posmatrajmo izraz

To(au) = /R d /R L €®0%a(x, & )u(x)dxdg, (1.12)

gdeje & € RY xe Qiu(x) € C°(Q). Funkcije ® i a su, respektivno, fazna funkcija
1 simbol i definisane su na sledeéi nacin.

Definicija 1.5.1 KaZemo da je ®(x,&) fazna funkcija ako su ispunjeni sledeci
uslovi

o O(x,&) € C(Q xRY\{0}) je realna funkcija;
o ®(x,&) je pozitivno homogena stepena 1 po &, to jest.
D(x,16) =19 (x,S)

zasvakox € Q, E cRY it > 0;
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o ®(x,&) nema karakteristicne tacke za & # 0, odnosno,

0# (P, ..., Pryy Py, Pg, ) (%, ), 2a & #O.

Sada definiSemo simbole.

Definicija 1.5.2 Neka su m,p,6 € R, 0 < p <1, 0 <6 < 1. Elemente prostora
> 5(Rd x RY) zovemo simbolima i ro su funkcije a(x,&) € C°(RY x RY) takve da

za proizvoljne multiindekse o € Ng, B e Ng postoji konstanta Cq, g > 0 tako da je

08P alx,&)| < Cop(E)" PP . & e RY. (1.13)

Napomena 1.5.3 Umesto S’l’fo(Rd x RY) pisacemo S™. Ovaj prostor zovemo pros-
torom standardnih simbola. Preciznije, a € S™ ako za proizvoljne multi-indekse
o< Ng,ﬁ € Ng postoji konstanta Cy g > 0 tako da je

0£0P a(x,6)] < Cap(&)™ 1, x,& e RY.
Na primer, iz definicije sledi da za sve m € R, ()™ € S™.

Definicija 1.5.4 Integral (1.12), odnosno integral
lofan) = [ [ D Epulx)dxde,
R4 JRd

zakojivaZidaa(x,§) € Sy s (RYxRYY i ®(x, ) je fazna funkcija zove se oscilatorni
integral.

Primer 1.5.5 Direkino iz definicije sledi da ako a(x, &) € Sy 5, onda 8g Pa(x, &) e

S;igp‘aHS'm. Ako vaZiida b(x,&) € Sg“s, onda je a(x,&) -b(x,&) € S:)"ng‘.

Zaa(x,§) € S 5 definiSimo

la(x,&)lln = sup 089P a(x, &)|(&)—mrPlal =0l
x6CRY al<n.[B|<n

Tada je || - |, m € N rastu¢i niz semi-normi i definiSe topologiju sa kojom Sgi s
postaje FreSeov prostor.
Svakom simbolu a odgovara operator T, na prostoru .#(R¢) dat formulom

Tau(x) = /Rd e™Sa(x, &) Fu(EWE. (1.14)
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Funkciju a, koja je simbol operatora, oznatavacemo i sa 6 (7). Sa W™ ozna¢avamo
prostor svih pseudo-diferencijalnih operatora reda m, to jest. operatora ¢iji su sim-
boli iz klase S 5.

Poznato je da je kompozicija pseudo-diferencijalnih operatora ponovo pseudo-
diferencijalni operator. Preciznije, vazi sledeca teorema.

Teorema 1.5.6 Neka py € S™, py € §™ i neka su Ty, i T,, pridruZeni operatori.
Tada postoji p € S™ "™ tako da je Ty, T,, = T, i vaZi

p(x.&) = [ [ (x4 m)palx-+3.)dutn,

gde p treba posmatrati kao oscilatorni integral.

Pseudo-diferencijalni operatori imaju 1 osobinu neprekidnosti, odnosno, ako a €
S™, onda T, : HY — H”_, neprekidno. Preciznije, vaZi sledece tvrdenje.

Teorema 1.5.7 Neka je T € Y™ pseudo-diferencijalni operator reda m € R, 1 <
p < oo ineka jeac S simbol za T. Tada je T, : HP(RY) — H?_ (RY) linearno,
neprekidno preslikavanje i vaZi ocena

1 Taullgr < Cllul -

U nastavku, za x € R? sa (D,) = v/1 — A oznatavamo pseudo-diferencijalni
operator sa simbolom (£), odnosno (D,) f = [ ™5 (&) f(EWE. Koristi¢emo i Pitri-
jevu nejednakost (videti [2]): za sve s € R vazi

(&) <2blie —m)llin)s, &,ner?. (1.15)

Za vise detalja o pseudo-diferencijalnim operatorima i oscilatnornim integralima
upucujemo na knjige [32] 1 [38].



Glava 2

H-mere, postojanje i osobine

2.1 Motivacija

Prilikom reSavanja parcijalnih diferencijalnih jednacina korisno je posmatrati
slabu konvergenciju niza. Ilustrovaéemo ovo na primeru Kosijevog problema za
kvazi-linearni sistem hiperboli¢nih zakona odrZanja. Preciznije, posmatramo sis-
tem u obliku

uz—f—[f(u)]x:(), (X,l‘) ERXR+7 2.1)
gde je u = (uy,uz,,...,ug) € R4 d > 1 nepoznata vektorska funkcija i f(u) =
(fi(u),...,fs(u)) je data vektorska funkcija. Ove jednacine zovemo zakonima

odrZanja. Pretpostavimo da je u klasi¢no reSenje za (2.1) sa pocetnim uslovom
u(x,0) = uo(x). (2.2)

Sa C!(R x R*) oznadavamo klasu C' (R x R") funkcija ¢ koje imaju kompaktan
nosac. Ako pomnoZimo jednacinu (2.1) sa ¢ nakon parcijalne integracije dobijamo

/ /t (i f)pdxdr+ | uogdr=0. 03

=0

Definicija 2.1.1 Ogranicena funkcijau € LP, 1 < p < oo, gde je u = u(x,t) je slabo
resenje za pocetni problem (2.1) sa LP ogranicenim pocetnim uslovom ug, ako (2.3)
vazi za sve ¢ € CH(R x RT).

Da bi se dobilo globalno slabo reSenje za dati zakon odrZanja uobicajeno je da
se doda parabolicki perturbacioni izraz na desnu stranu jednakosti (2.1), odnosno
posmatramo jednacinu
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ur + [f(u)]x = EUxy, (2.4)

gde je € > 0 konstanta. Prvo moZemo dobiti niz reSenja (u#f) Kosijevog problema
(2.4), (2.2) za svako fiksirano €, koriste¢i opstu teoremu za paraboli¢ne jednacine
(za detalje pogledati [24]). ReSenje koje se tako dobija zove se viskozno reSenje.
Dalje pretpostavljamo da je niz viskoznih reSenja (uf) uniformno ogranicen u
LP(1 < p < o0), §to implicira da postoji podniz (u®) ovog niza (na isti nacin
oznacavamo niz i podniz) tako da

u®(x,t) — u(x,t), slabou L (2.5)
i pod odgovarajuéim pretpostavkama o f postoji i podniz (f(u?)) tako da
f(u(x,t)) = I(x,1), slabo. (2.6)
Ako je
I(x,1) = f(u(x,1)), 2.7)

onda je u slabo reSenje sistema (2.1) sa poCetnim uslovom (2.2) kada pustimo da
€ — 0u (2.4). Postavlja se pitanje kako moze da se dobije slaba neprekidnost (2.7)
nelinearne funkcije f u odnosu na niz viskoznih reSenja (u%). Teorija kompenzo-
vane kompaktnosti je jedan od nacina da se odgovori na ovo pitanje. Motivacija
za naziv kompenzovana kompaktnost moze da se objasni na sledeCem primeru.
Naime, ako niz funkcija zadovoljava

we—w (2.8)
pri cemu vazi bilo koja od sledecih slabih konvergencija
W2+ (W) = w2 b wd ili (W) — (WE)3 — w2 —w? (2.9)
kada € — 0, onda u opstem slucaju {w® : € > 0} nije kompaktan, to jest. za

neprekidnu funkciju f ne mora da postoji podniz ovog niza tako da f(w®) — f(w).
Medutim, ako vaZe obe konvergencije u (2.9), te ih saberemo, dobijamo da

(wF)? = w?, (2.10)
odnosno, ako je f data sa f(x) = x?, onda uslovi (2.9) kompenzuju nedostatak

kompaktnosti niza (w®). U nastavku ¢emo videti na koji na¢in nam H-mere daju
opStiju verziju teoreme o kompenzovanoj kompaktnosti.
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2.2 Postojanje H-mera

Naziv H-mere je uveo Tartar i nastao je zbog problema iz teorije homogenizacije
koji su motivisali njihov nastanak. Zerar ih je nazvao mikrolokalne mere defekta,
zato §to zavise i od prostorne promenljive x i od promenljive & i tako razlikuju
oscilacije slabo konvergentnih nizova sa razlicitim frekvencijama. Prvo izlaZemo
Tartarov pristup, ([34]), a potom Zerarov.

U nastavku sa a ® b oznaCavamo kompleksni tenzorski proizvod dva vektora.
DefiniSemo ga kao linearni operator, to jest preslikavanje a @ b : C" — C” koje je
definisano na sledeci nacin

(a®@b)v:=(v-b)a,

gde je v-b = Y'_, v;b; kompleksni skalarni proizvod, za a,b,v € C". VaZi sledeca
lema.

Lema 2.2.1 Ako je a,b € C" onda je a ® b linearni operator ranga 1, za a,b # 0.
Za normu ovog operatora vazi da je |a @ b| = |a||b|, matricni zapis ovog operatora
je (aibj)ij i za adjungovani operator imamo formulu (a@b)* =b®a.

Dokaz: Linearnost lako sledi iz definicije. Za proizvoljan vektor v € C" iz Kosi-
Svarcove nejednakosti sledi |(a ® b)v| = |(v-b)a| < |v||b||a|. Za jedini¢ni vektor
v =>b/|b| imamo

(@@ b)v| = [bl|al,

pa smo dokazali da je |a @ b| = |a|||. Jasno, ako je bilo koji od vektora a i b jednak
nuli, onda je operator jednak nula operatoru, pa posmatramo slucaj kada je a # 0
i b # 0. Tada jednakost (a @ b)v = (v-b)a = 0 vazi ako i samo ako je v-b =0, to
jest ako i samo ako v € {b}*. Zato je dimenzija jezgra ovog operatora d — 1, pa
je dimenzija ranga 1. Na mestu (i, j) u matri¢cnom zapisu, na osnovu formule za
a® b dobijamo

(a®b)e;-e;=bid, 1<ij<r

Daljeje (a®@b)v-u= (v-b)a-u=v-a-ub=v-(u-a)b =v-(b®a)u, pa iz definicije
adjungovanog operatora sledi tvrdenje. W]

Operator ovog oblika je seskvilinearan (linearan po prvom, antilinearan po dru-
gom vektoru), odnosno

Ya,b,c € L*(R%;R), VA €C, (a+Ab)@c=a®@c+A(b®c),

a®(b+Ac)=a@b+Alac).
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Definicija 2.2.2 Za Q C R? i b € L*(Q) definisemo operator mnoZenja funkcijom
b, u oznaci My, na L*(Q) tako da za v € L*(Q) vaZi Myv = bv, a za a € L”(R?)
definisemo Furijeov operator mnoZenja P, tako da je za w € L? (Rd )

F (Paw) = My Fw,
odnosno, P, = F M, ..

Primetimo da za v € L2(Q) vazi da Myv € L*(Q) i | M}, |22 @)2@) = 1bllL=()-
Sli¢no, Z (Paw) € L*(R?) i ||Pall (12 (may.r2(mey) = llatll = ray-

Operator mnoZenja i Furijeov operator mnoZenja u opStem slu¢aju ne komuti-
raju. Za dokazivanje teoreme o postojanju H-mere vaZzan rezultat je tzv. komutacij-
ska lema, koja nam daje uslove pod kojima ova dva operatora komutiraju do na

kompaktan operator. Da bismo pokazali komutacijsku lemu treba nam naredna
lema (iz [34], [35]).

Lema 2.2.3 Ako za b € Co(R?) i a € L™ (R?) vazi
za svako p > 0,€ > 0, postoji K tako da

&Y > K,18%| > ki [&' = &3 < p implicirala(§") —a(§)| <&, (2.11)
onda je komutator C = [My, P, = My,P, — P,Mj, kompaktan operator na L*(R?).

Dokaz: Na osnovu prethodnih razmatranja sledi da je

1M, Pa] || 222 meyr2metyy < 2l = (may [10]] = (e

odnosno da je komutator neprekidan, linearan operator. Da bismo pokazali da je
C kompaktan dovoljno je pokazati da je C uniformna granica niza kompaktnih
operatora (odakle sledi da 1 C mora biti kompaktan, kao granica niza kompak-
tnih operatora prema Teoremi 1.3.2). Zato ¢emo b uniformno aproksimirati nizom
funkcija (by) € .7 (R?) sa osobinom da .% by, ima kompaktan nosa¢ unutar skupa
|&] < px, tako da odgovarajudi operatori M}, konverigraju ka M), u operatorskoj
topologiji. Dalje joS ostaje da pokaZzemo da je Cy = [M,, , P,| kompaktan.

Da bismo konstruisali (b;) posmatrajmo prvo niz (fi) u prostoru brzo opadaju-
¢ih funkcija .7 (R9) koji uniformno konvergira ka b. Kako je .Z f; € L!'(R?),
postoji niz g, € C°(R?) koji konvergira ka .7 fi u L'(R?) kad n — . Sledi da
F1 8k,n konvergira uniformno ka f;. Dijagonalni postupak nam daje niz by =
7~ g1 koji konvergira ka b i pri tome svaki .% by ima kompaktan nosac.

Neka v € L?(R%). Koristeéi

T (byv)(§) = F (i) * F (v)(§) = /ﬁ(bk)(é —n)Z(v)(n)dn,
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dobijamo

F(C(E) = F (M PAV)(E) = F (Mo, P)(§) = F (Pubyy ) (£)
= [, Fbue—matm)Fv(n)dn —a§) [ Fo(E—mFr(man
R R

= [ (am) ~a(&) Fbi(& ~m)Fv(m)an.

Dakle,
F@)E) = [ K& Fv(n)dn,

gde je
Ki(&,m) = (a(n) —a(5)) Fb(§ —n).

Zbog kompaktnih nosaca za % by posmatramo & i 1 za koje je | — n| < py.
Prema uslovu (2.11) za svako € > 0, paiza e =1/m,m € Ni za p; postoji k tako
da|&| >xi|n|>x«i|E—n| < pimplicira daje |a(n) —a(&)| < 1/m. Uvedimo
oznake

Ne=A{Gm):le—nl<pe} i S={(5,n): 5] <xili[n] <x}.

Tada je

Zew(E) = |

K& m#Fv(mdn+ | K(&m)Fv(mdn.
SkMNNg SkMNN

gde je sa S; oznacen komplement skupa Sy. Neka je dalje

X&) = | K(&Fvmdn i ¥E) = [ K Fv(n)dn.

SiNNg SiNNg

Dakle, ||.Z (Cyv) — X[™|| ;2 = ||¥/"V|| ;2. Kako na skupu Sx NN vazi la(n) —a(§)] <
1/m, sledi da

ZakljuCujemo da je, za fiksirano k, operator .% (Cy) granica niza operatora X;", kad
m — oo u operatorskoj normi.

Jezgro operatora X;", koji je definisan na S; N Ny, je ograniCeno i ima kompak-
tan nosac i definide Hilbert-Smitov operator, prema Teoremi 1.3.4. Prema tome,
operatori X;" su kompaktni, za sve m € N. Dakle, za svako k je operator .7 (Cy)
granica niza kompaktnih opertora X;", kad m — oo, pa je i % (Cy) kompaktan. Sledi
i da su operatori C; kompaktni, §to je i trebalo pokazati. W]
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Da bismo prethodnu lemu mogli da primenimo u nastavku potrebno je da
dokazemo narednu lemu.

forve

(AN

Lema 2.2.4 Ako y € C(S* 1) ia(&) = W( |

2.2.3.

), onda vaZi uslov (2.11) iz Leme

Dokaz: Primetimo da a € L*(R?), zato §to je y neprekidna funkcija na sferi, pa
je ogranitena. Treba pokazati da za svako p > 0,€ > 0, postoji k tako da |E!| >
K, |E2 > K i |EN — E2| < p implicira |a(E') — a(E?)| < e. Zbog neprekidnosti
funkcije v sledi da za svako € > 0 postoji 0 > 0 tako da je |y(n) — w(m)| < &€
zan;,my €S za|n; — M| < 8. Dakle, dovoljnoje za date €, p > 0, nadi k tako

da|f€’1|7|§2|Z1<i|§1_52|Spimplicira)é1 \52"<5 Vazi
o el < el
< + \
I Iézl G Iézl
Dalje sledi da je
ZRE el =1
I Iéll _Iéll_ [&7] Iézl !
Znamo daje [§'| —p < |E?| <[]+ p, paje
2
’1_|5_1|‘§L<B
ST T K
Dakle,
el <2
[
Ako izaberemo Kk > %p, vidimo da je tvrdenje zadovoljeno. W]

Tartar je uveo novu klasu simbola i njima pridruZzene operatore na sledeci
nadin.

Definicija 2.2.5 Funkcija s na R? x S~ je simbol ako je
v (S
x, &)= Zak — ) br(x),
= NG
pri Cemu a;, € C(S71), by € Co(RY) i

Y llalleqsa- 1Bl gy ey < o
k=1
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Standardan operator sa simbolom s je operator koji se moZe prikazati u obliku

Ss =Y PyMy,.
k

Ako se T € L (L*(R?); L?(RY)) moZe zapisati u obliku T = Ss+C, gde je C kom-
paktan operator iz L*(RY) u L*(R?), onda kaZemo da T ima simbol s.

Zav € I2(R?) imamo da je (ZSy) (&) = ¥ o (%) (.F My, v)(E). Poito je
k

(FM)(E) = [ belovlx)e ™ Edx,
sledi da je
(FSv)(E) :/Rds<x,%>v(x)eix-§dx

uRY za sve v € L*(R?), tako da Sy zavisi samo od simbola s. Primer operatora sa
simbolom s je

Ly=)Y MpyP,
k

zato $to su sume normi komutatora [M, , P, | konaCne i posto je svaki komutator
kompaktan i suma je kompaktan operator. 1z

Pov(x) = F N (apFv) = /R ) ak<%> (Fv)(E)eSae

dobija se
Lyv(x) = /Rds<x,|§—’> (Fv)(E)e™dE, (2.12)

Sto znaci da Lg zavisi samo od simbola s. U klasi¢noj teoriji pseudo-diferencijalnih
operatora simbol operatora L; datog sa (2.12) je glatka funkcija. U nastavku radi
jednostavnosti koristimo drugacije oznake, to jest posmatramo operatore A i B na
L*(R4;C") date sa

S
19

Bu(x) := b(x)u(x),x € RY.

1z prethodnih razmatranja zaklju¢ujemo da vaZzi sledeca lema.

F (Au)(&) = a( ;) Fu(€).& € R\{o},

Lema 2.2.6 (Komutacijska lema) Operator C = AB — BA : L*(R?)) — L*(R%))
je kompaktan operator (odnosno C € # (L*(R%))).
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Koristi¢emo 1 sledecu lemu, ¢iji dokaz se moze naéi u [34].

Lema 2.2.7 Neka su X i Y konacno dimenzionalne, lokalno kompaktne, nepreki-
dne mnogostrukosti i neka je B neprekidna bilinearna forma na C(X) x C(Y'). Ako
za f € C(X) i g € C(Y) nenegativne vazi da je B(f,g) > 0, onda postoji Radonova
mera W na X XY tako da za sve f € C(X) i g € C(Y) vaZi sledeca reprezentacija

B(f,8) =c/xxy) (1 f @ g)c(xxy)-

Dokazimo teoremu o postojanju H-mera.

Teorema 2.2.8 (Postojanje H-mera) Neka je (u,) niz u L>(R%;C"), to jest za x €
RY je u,(x) = (u)(x),...,u(x)) i neka u, — 0 (slabo) u (L*(R%))". Tada postoji
podniz (u,) i familija kompleksnih Radonovih mera (U;j)1<; j<, na R? x S4-1
tako da za sve funkcije @y, € Co(R?) i w € C(S?1) vazi

§

lim ﬁ«plu;/)(é)Wuz’o(&)w(@

n'—oo JRA

)

- R xSd—1 ? (X)@(x) W(g)d‘uhl(x?&) = <.uij7 (P1¢2W>

Matricu 1L = (Uij)1<i, j<r zovemo H-merom koja je pridruZena podnizu (u,y). Mera
r

W je Hermitska i pozitivno-definitna, to jest u¢ - = Z [ul'jgja >0zasve { =
ij=1
(Ch...,cr) e C.

Dokaz: Uvedimo oznaku

L (1,92, y) = /Rdﬁ(w@)?(wﬁ)(é)w(%)dé.

Koristec¢i PlanSerelovu formulu dobijamo

57| < 1 @lleol| 92 ol W llo a2 125 -

Kako su (u) slabo konvergentni u L?, oni su i ograni¢eni u L%, odnosno postoji
konstanta C > 0 tako da je ||u||> <Czasven € Nizasvei=1,...,r. Stogaje

127 (01, @2, )| < Cll@1]|oo[| 92| W] (2.13)
odnosno nizovi I}’ su ograni¢eni. Neka je D prebrojiv gust skup u Cp(R9) x

Co(R?) x C(S?~1). Pomoéu Kantorovog dijagonalnog postupka moZemo izdvojiti
podniz (u,) (koristimo istu oznaku za podniz) tako da
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L (01,02, ) = 17 (91,02, ), n— o (2.14)

za sve trojke (@1, @2, ¥) € D.

Iz uslova (2.13) zaklju¢ujemo da su nizovi I,/ (@1, @2, W) uniformno neprekidni
uodnosu na (@r, P2, ¥) € Co(RY) x Co(R?) x C(S?~1), pa posto je D gust u Co(RY) x
Co(RY) x (ST 1) zakljudujemo da (2.14) vaZi za sve @1, @, € Co(RY) i y e
C(S?~1). Pustajuéi da n — oo u (2.13) zakljuéujemo da za sve @1, @», W vazi

101, 02.9)| < Cll1 | @21l [ ] @.15)

Dalje primetimo da je
L (01,02, W) = (@uuaf, A(@a1))) 12, (2.16)

gde je A pseudo-diferencijalni operator na L?(R¢) koji smo ve¢ uveli, sa simbolom

‘I’(éj) a (-,-)2 je skalarni proizvod na L>(R?). Neka je B operator mnoZenja sa

¢2. Na osnovu Leme 2.2.6 znamo da je operator [A, B] = AB — BA kompaktan, pa
iz uj, — 0 sledi da [A, B](u;) — 0 jako u L?(R9), kada n — co. Dalje primetimo da
je

A(Qau}) = AB(uj)) = BA(u)) + [A, B](u)). 2.17)

Kako je niz (@pu!) ograni¢en u L2(RY), sledi da ((¢iul),[A,B](u})) — 0 kada
n — oo, Sada iz (2.16) 1 (2.17) sledi

lim (@1, BA(}))2 = lim L/ (@1, @2, y) =1 (91, 92, ).

n—oo

Posto je

(i, BA)2 = [ 01009200 (A () ()
sledi da je
(01,02, ¥) = IV (0102, ),
gde je I'/ (¢, y) bilinearna funkcionela na Co(R¢) x C(S?~ 1), zasve i, j=1,...,r.

Uzimajudi da je @;(x) = @(x)/+/|@(x)| (pri ¢emu je ¢;(x) = 0, ako je ¢(x) = 0),
@ (x) = /o (x)] za @ € Co(R?) i koristedi (2.15) sledi

77 (@, w)| = 117 (@1, 02, y)| < Cllu o |92 || 9]l

2.18
= Clllel 19
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Dakle, funkcionele 7'/ (¢, y) su neprekidne na Cy (RY) x C(S%~1). Dokazimo da
je za nenegativne @ i ¥ matrica i = (i’f((p l;/))1<, _j<r Hermitska i pozitivno

definitna. Zaista, neka je ¢y (x = /¢(x). Tada je
I”(cv, w) = I”(<p1,<p1, w)
o P N v (2.19)
= lim | F (o) 7 (9 () (77) 46

Za{ = ({1,...,5) € C"imamo

S
1-c= Y Plowal=tim [ 170 @Ry (5 )z >0
i,j=1
gde je V,(x Z ;. Dakle, dokazali smo da je matrica / Hermitska i pozitivno

definitna.

Vidimo da je za svako { € C” bilinearna funkcionela I(@, ) - { neprekidna
na Co(R?) x C(S?~1) i nenegativna, odnosno, I(@,w)¢ - ¢ > 0 kad god je ¢ >0
1 ¥y > 0. Sada mozemo da primenimo Lemu 2.2.7 i da zaklju¢imo da postoji
Radonova mera fl¢ na R? x S9! tako da je

(o, w)C-C= e(x)y(&)dug (x,8),

RY xSd-1

r —
gde je ur = Y w;jG;C; i pij su Radonove mere na RY x §?~!. Dakle, dobijamo

i,j=1
daje
o.w)C-C= Y (), p()w(8)) &
i,j=1
Kakoje I(¢@, w)¢ Z (o, C,Cj,sledl daje (u”, oy) =I"(¢,y). Dakle,

(W, 0 @ay) =1 (91,02, ¥).

r —_—
Primetimo da za proizvoljno { € C” vazi da je Z 1ijGi¢j = p¢ > 0, odakle sledi
i,j=1
da je u Hermitska i pozitivno definitna.
U slucaju proizvoljnih kompleksnih test funkcija @1, ¢, 1 y tvrdenje sledi iz
prethodnog dela dokaza rastavljanjem na realni i imaginarni, odnosno pozitivni i
nenegativni deo i kori§¢enjem bilinearnosti /. ]
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Da smo posmatrali test funkcije @, > € C.(R?) definicija H-mera bi se prosirila
na nizove koji slabo konvergiraju u leo . (R9), ali u tom sluéaju gubimo kona¢nost
pridruZene mere.

Primetimo da za jako konvergentni niz dobijamo trivijalnu meru, to jest u = 0.
Staviée, moze se dokazati da ako je H-mera trivijalna, onda u, — 0 u LZZOC(R‘Z )s
odnosno p = 0 ako i samo ako u, — 0 u L2 (RY).

Primetimo da je (v, @) := (i, (¢ ® @) ) skalarna Radonova mera na S%~!.

Posledica 2.2.9 Ako niz (u, ®u,) slabo - x konvergira ka meri v € .4 (R%;M,(C)),
onda za svako @ € Co(RY) vazi

<V,QD> = <ﬂ7§0 1>'

Dokaz: Ako uzmemo da je y = 1, uz primenu PlanSerelove formule dobijamo

(L, 12+ 1) = lim/ P11ty @ rttydx
n—oo JRd

= lim (1, ® un) P1P2dx = (V, 02P2),

Rd n—o0

paza @) = ¢, = /@ inenegativno i realno @ tvrdenje sledi. Ako je ¢ proizvoljna,
kompleksna funkcija, tvrdenje sledi rastavljanjem na realni i imaginarni i pozitivni
1 negativni deo. a

Kod slabo konvergetnih nizova u L” prostorima vazno je da se analiziraju po-
jave oscilacija i koncentracija. Vazi Vitalijeva teorema koja tvrdi da ako je (f,;) niz
u LP(Q), za |Q| < oo (sa |Q| smo oznacili Lebegovu meru skupa Q)i 1 < p < o
sa slede¢im pretpostavkama:

e Ve > 036 >0takodaje [,|fu|P <€ VniVA C Qmerljivi|A| < (niz
bez oscilacija)

e f, — f skoro svuda ( niz bez koncentracija),

onda f € LP(Q) i f, — f u LP(Q). Dakle, ako nemamo jaku konvergenciju
ogranicenog niza u L?, onda zaklju¢ujemo da se oscilacije i koncentracije uzrok
gubitka kompaktnosti.

Navedimo primere iz [34] slabo konvergentnih nizova u L? za koje se H-mera
moze eksplicitno izraCunati. U prvom primeru oscilacije narusavaju jaku konver-
genciju, a u drugom koncentracije.
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Primer 2.2.10 (Oscilacije) Neka je v € leoc(Rd) periodicna funkcija sa periodom
1 po svakoj promenljivoj i neka je (u,) niz u istom prostoru definisan sa

un(x) :=v(nx).

Posto je v periodicna vaZi

W)= X e
kezd

Da bismo imali da u,, — 0 u leoc

Floven)](§) = Y, wF (& —kn).
keZd\ [0}

(Rd) pretpostavljamo da je vo = 0. Tada je

Neka je ¢ € .7 (R?) funkcija za koju je F @ € CZ(R?). Tada su za dovoljno veliko
n nosaci funkcija 7 @ (& — kn) disjunktni, pa je

Y wrel -k = ¥ mPlFeE k)P
kezd\ {0} kezd\ {0}
Dalje je

lim [ .F(ou,).7 (ou,)w(E/|E|)dE

n—oo Rd

=lim [ (¥ WmPIFeE—mm)?)w(E/E))

e JRE N czdv 0y
k
= X il 170 = (w9’
keZd\ {0} R

Dakle, H-mera pridruzena ovom nizu je kombinacija Dirakovih mera i Lebegove

mere A odnosno
&) =2x) Y vl (&)
kezd\ {0}

Dakle, H-mera . nam daje ne samo informaciju o postojanju oscilacija (Lebegova

mera), vec¢ imamo i informaciju o pravcima prostiranja oscilacija (Dirakove mere).

Primer 2.2.11 (Koncentracije) Za datu funkciju f € L*(R?) definisemo niz

Up(x) := nd/zf(n(x—z)),

gde je 7 € R? dato. Ovaj niz slabo konvergira ka 0 i definise skalarnu H-meru L.
Vazi da je za @ € C.(R?), niz Qu, — @(z)u, — 0 (jako) u L>(R?), pa moZe da se
prede na limes po ¢(z)uy, odnosno

im [ o)1 7u(6) Py (15 ) -

n—soo
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~timlo@)? [ |7 &P )as
:

=10 [, 171 Pv(jg)d = G lol - v).
2.3 Lokalizacijski princip, kompenzovana kompak-
tnost

Prvo navodimo klasi¢nu verziju teoreme o kompenzovanoj kompaktnosti, potom
se bavimo vezom sa H-merama.
Neka je

r d
A={AeR"|FEeRN{0}, ¥ Y A;jiAi&=0,zai=1,...,q4}. (2.20)
j=lk=1

Teorema 2.3.1 Neka je Q C R? otvoren i neka je Q realna kvadratna forma na R”
za koju vaZi
QL) >0,VAEA, (2.21)

gde je A dato sa (2.20).
Dalje, neka je u,, niz za koji vaZi

Uy — Uy U LZZOC(Q;Rr) (slabo) (2.22)
i
Sy 0
Y ) Ak 5 (2.23)
j=lk=1 Yk

pripada kompaktnom skupu u jakoj topologiji u Hl;cl (Q),zai=1,...,q
Tada, ako za neki podniz vazi da

Q(Mm) —uu .//(.Q.) slabo - * (2.24)
za Radonovu meru [, onda je

1= Q(uo) u L. (2.25)



36 H-mere, postojanje i osobine

Primer 2.3.2 Neka je Q C R x R ogranicen otvoren skup i neka je uf : Q — R*
funkcija za koju vaZi
u — u slabo u (L*(Q))*

i funkcije

€ € € €
duj du5  Jdu§ duj

5 + o + e pripadaju kompaktnom skupu u Hl;CI(Q)

Tada postoji podniz (koji oznacavamo isto kao i pocetni niz) tako da

€ €
up U
€ €
u§ uf

up uz
usz Uyg

—\

Zaista, skup A dat sa (2.20) se sastoji od tacaka A € R* za koje vazi
ME+M286 =0, A& +A4& =0
za proizvoljno £ € R x RT\ {0}, odnosno
A={AeR*: LAy —AxA3 = 0}.

Neka je Q(A) = A Ag — 2 A3. Tada je Q(A) =0 za sve A € A, odakle sledi traZeni
zakljucak.

Primer 2.3.3 Neka je u, — 0 u L*>(R*;R?), neka je u, = (u),u?) i neka su nizovi
(Qul) i (u?) ograniceni u L*(R?), sto implicira da su sadriani u kompaktnim
skupovima u Hl;cl (R?) (5t0 je posledica Teoreme 1.3.1). Tada je E\A" = E,A% =0},
paje A= {A € R?: A1A%2 = 0}. Posmatramo kvadratnu formu Q(A) = A'A?, pa
su uslovi teoreme ispunjeni.

Navodimo lokalizacijsku osobinu za H-mere (za detalje preporu¢ujemo [9] 1 [34]).

Teorema 2.3.4 (Lokalizacijsko svojstvo za H-mere) Ako niz (u,) odreduje H-

meru i vazi
loc

d
Y o(Afuy) = 0w H (R,
k=1

gde su A¥ matrice Ciji su elementi neprekidne funkcije na otvorenom skupu Q C R¢,
zak=1,...,d, ondaza P(x,E) :=Y4_ EAX(x) vazi

P(x,E)u=0, (x,&)e QxS
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Dokaz: Za proizvoljno ¢ € C!(Q) vazi
8k((pAkun) = (8k<p)Akun + qoak(Akun)

Kako Afu, — 0 u (L?(Q))", pa zato, prema Teoremi 1.3.1, i jako u (Hl;cl (Q))"
imamo da d(@Afu,) — 0 jako u (H~'(Q))”, odnosno:

(O (@A*u,)) H 1 k
= || —=&Z (pA"u,)|| — 0.
H VIHIEP 2 IIV/1+]ER L

Odavde sledi da é’] Z (pA*u,) — 0 jako u (L*(Q))". Sada moZemo da pomnoZimo
ovaj jako konvergentan niz (formirajuéi tenzorski proizvod) sa slabo konvergent-
nim nizom .7 (Quy,) y/( %) i kad n — oo sledi tvrdenje. W

Primetimo da su ovde matrice A* sa promenljivim koeficijentima, to jest koefi-
cijenti su neprekidne funkcije od x, ne konstante. Prethodni rezultat implicira da
je nosa¢ mere u sadrzan u skupu {(x,&) € Q x S9! : detP(x,&) = 0}.

Primer 2.3.5 Ako upravo navedenu teoremu primenimo na prethodni primer do-
bijamo da je

=l gl ] (B 2]

Preciznije, ogranic¢enost niza (dyu)) implicira da je & u'' = Eu'?> =0, a
ogranicenost niza (yu2) implicira da je &u?' = E;u?? = 0. Posto je u'? = u2!,
a &1 i & ne mogu u isto vreme biti 0 sledi da je u'*> = 0. Primenom Posledice 2.2.9
mogli smo da zakljucimo da je <,LL12, ¢ - 1) =0, a lokalizacijski princip nam daje
dodatnu informaciju.

2.4 Mikrolokalne mere defekta

Uvodimo H-mere preko klasi¢ne teorije pseudo-diferencijalnih operatora, Sto
je bio Zerarov pristup. Za detalje preporuujemo radove [18] 1 [19]. DefiniSimo
klasu simbola koju je Zerar koristio.

Definicija 2.4.1 Neka m € R. Pseudo-diferencijalni operator A € ¥ je esenci-
jalno homogen ako postoje funkcija a,, € C*(RY x R4\ {0}), homogena reda m po
& i funkcija y € C2(RY), x(&) = 1 u okolini & = 0 tako da je

0(A)(x,8) = am(x,6)(1 = x(&)) +am-1(x,8),

gde je a,,_1 € S" .



38 H-mere, postojanje i osobine

Funkciju a,, zovemo glavnim simbolom operatora A i oznafavamo je sa 0;,(A).
Prostor esencijalno homogenih pseudo-diferencijalnih operatora reda m oznatavamo
sa W7, . Primetimo da za A € W7, vaZi

on(A) =0 = Ac¥n . (2.26)
Vazii sledeca teorema.

Teorema 2.4.2 Nekam,p € R. Ako A € V7, onda adjungovani pseudo-diferencijalni
operator A* € ¥, i

on(A¥) = o(A). (2.27)
Ako A € W7 i B €W, onda kompozicija AB € ‘I’fhﬂ) i
Om+p(AB) = 0,,(A)0p(B). (2.28)

Sada navodimo teoremu o postojanju mikrolokalnih mera defekta, odnosno os-
novnu teoremu mikrolokalne analize kompaktnosti slabo konvergentnog niza u
L?*(R4). Dokaz je naveden u [19] i [20].

Teorema 2.4.3 Neka je (u,) ogranicen niz u L*(RY) i neka je supp u, C K za
svako n € N, gde je K fiksiran, kompaktan skup. Pretpostavimo da u, — u u
Lz(Rd). Tada postoji podniz (u,y) i pozitivna Radonova mera 1 na R? x S4=1 &ji
nosac je u K x S, tako da za svaki operator A € ‘Pgh vaZi
lim (A (i — u), ty — 1) — / Go(A) (x, E ) (x,E) = (1, 00(A)).  (2.29)
n'—oo Rd xSd—1
Definicija 2.4.4 Ako vaZe uslovi Teoreme 2.4.3, onda se Radonova mera | data
sa (2.29) zove mikrolokalna mera defekta za niz (u,).

Napomena 2.4.5 Teoremu 2.4.3 moZemo da pokazZemo i uz pretpostavku da u, —
0ul? (Q), QC R? otvoren skup, ali tada treba dodatno da se pretpostavi da

loc
simbol 6y(A) ima kompaktan nosac u Q x S9!,

Napomena 2.4.6 Neka je A € W0, operator za koji je 0p(A) = 6(A) = w(&)(x),
gde je W homogena funkcija reda 0i ¢ € C*(R?). Neka je u, — 0 u L} (RY). Iz
¢ € C2(RY) sledi da je @ = @102 za @; € C2(RY),i = 1,2. Tada je

lim (A(uy ), uy) = nl/ig;((pl (x)dw(un/),@(x)un/)

n'—oo

Lema 2.2.6 implicira da je
Tim (@1 (x)-27y (), Q2(x)it) = Tim (A (@1t ), 92 (x)1t),

pa dobijamo da je H-mera za niz (u,) definisana na isti nacin kao i u Teoremi
2.2.8.



2.4 Mikrolokalne mere defekta 39

Vazi 1 lokalizacijski princip, dokaz je naveden u [19] 1 [18].

Teorema 2.4.7 Neka je P diferencijalni operator reda m sa glatkim koeficijentima
i u,, € L2 . ogranicen niz. Pretpostavimo da Puy pripada kompaktnom skupu u
H ™ Tada je

loc *

on(P)u =0,

za mikrolokalnu meru defekta U koja odgovara nizu u,.

U narednom primeru navodimo niz koji ne konvergira jako ka nuli u L2 (]Rd )
1ako je pridruZzena H-mera jednaka nuli.

Primer 2.4.8 (Za vise detalja pogledati [4]) Data je funkcija v(x) = 5= sin(27x).

27X

Jasno je da v € L>(R)NL*(R) i da v nije integrabilna funkcija. Definisimo niz:

() 1= Sy (5) = 5=sin (z—ﬁzx> . (2.30)

27X n

Tada je Furijeova transformacija ¢lanova ovog niza data sa

in(e) = {2 ol <

0, inace.

Dati niz ne konvergira jako ka nuli u L?, zato §to su L*(R) norme ovih funkcija
jednake 1/2, ali konvergira slabo ka nuli, zato $to za test funkciju ¢ € L'(R) N
L?*(R) vazi:

‘/un(x dx’ </ )—sm%(}) (x)|dx

2mx
2mx
< [ om0l < <ol —o.

Dalje racunamo H-meru pridruZenu nizu (u,). Neka ¢ € C3'(R), yo € C(R) i
neka je Wo(&) = w(&/|E) i operator P € W9, (R) sa glavnim simbolom oo(P) =
OW. Sledi da je:

tim (P, ) = Tim (Yo (@) ) = Tim (i, Yo

n—oo

= Jim | 5in(?) <|&|) ”"Fiﬂgf_%wa"’(%)dg
_ 1oLl

n2

— 0,
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zato sto je
1
n2
[funl (& \/(pé n)a dn)<2/, (S —m)ldn
n2

2 2 (p co — n (p oo .
Dakle,
(W, oy) = lim (Pu, , u,) =0,
n—soo

$to znaci da je H-mera pridruZena nizu (uy) trivijalna.



Glava 3

H-distribucije sa ogranicenim
simbolom

U ovom poglavlju bavimo se H-distribucijama, koje predstavljaju uopStenje
H-mera. Za konstrukciju H-mera posmatrali smo slabo konvergentne nizove u
L*(Q), a sada posmatramo nizove koji su slabo konvergentni u prostorima L? (R%)
i LY(RY), gdeje 1/p+1/g=1,1< p < oco. U poglavlju 3.3 éemo tu konstruk-
ciju prosiriti na nizove koji slabo konvergiraju u dualnom paru prostora Soboljeva,
Whka(RY) — w—kP(R?), 1 < g < o. U radu [11] su uvedene H-distribucije za
L? — L1 nizove. Prvo dajemo teoremu o egzistenciji H-mera u obliku koji je pogo-
dan za uvodenje H-distribucija.

Teorema 3.0.9 Neka nizovi (uy), (va) = 0 u L*(RY). Tada postoje podnizovi (u,)
i (v,) i kompleksna Radonova mera W na RY x S tako da za sve @y, ¢, €
Co(RY) iy € C(S?1) vazi

lim (A (it ), @aviw) = lim | Ay (@it ) () @2V (x)dx = (i1, P1P2¥).

n'—eo n' —eo
3.1)

Meru p zovemo H-merom koja odgovara nizu (uy,v,). Ako stavimo u, = u,i 1

v, = u2, onda mera y iz Teoreme 3.0.9 je jednaka meri fio iz Teoreme 2.2.8.

Primenom PlansSerelove teoreme vidimo da je integral u (3.1) jednak sa

[, 7 (@) (&) F (o) ()W E)dE. 3.2)

Formule u (3.1) su dobro definisane i pod pretpostavkom da u,, =~ O0u L iv, — 0
u L4, sto sledi iz Teoreme 1.4.3. U (3.2) to ne vaZi zato Sto iz Hauzdorf-Jang
nejednakosti znamo da je

|- Fullre < cllul|rr samo akoje 1 < p <2.
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Sada navodimo Teoremu 2.1 iz [11] o postojanju H-distribucija pridruZenih
nizovima funkcija u Lebegovim prostorima.

Teorema 3.0.10 Neka u, — 0 u LP(RY) i v, — 0 u L*(R?) za neko s > max{q,2}.
Tada postoje podnizovi (), (vy) i distribucija u € 2' (R x S¥=1) reda ne veceg
od x = [d/2] +1po &, tako da za sve 1, ¢, € C2(RY) i y € C¥(S4~ 1) vazi:

Tim (Ay (@it ), avy)) = lim (@i, Hy(@2vi))) = (1, Q1Y)
U nastavku ¢emo pokazati Teoremu 3.2.2, koja u odnosu na Teoremu 3.0.10 ima
drugatije pretpostavke, odnosno v, — 0 u L i test funkcije @, ¢, € .7 (R?). Za-
tim ¢emo konstrukciju H-distribucija prosiriti i na nizove koji su u dualnom paru
prostora Soboljeva (Teorema 3.3.1).

3.1 Prostor distribucija .7 & (R¢ x S~ 1)

Da bismo opisali prostor koji oznadavamo sa . & (R? x S?~1) i njegov dual
S E"(RY x 1) koristiéemo klasine rezultate u vezi sa L? i teorijom Soboljeva
za jedini¢nu sferu S~!, detaljno prezentovane u knjigama [29] i [13]. Takode ko-
ristimo i rezultate o C* i L? funkcijama na S9-1 date u [12]. U vezi sa prostorima
Soboljeva i distribucijama na mnogostrukostima preporucujemo knjigu [32], a za
tenzorski proizvod prostora funkcija upu¢ujemo na knjigu [36].

U [12, Sekcija 3.8.] su date osnovne osobine prostora Soboljeva na jedini¢noj
sferi u odnosu na povrsinsku meru dS¢~!. U nastavku podrazumevamo da je d > 2.
Nekaje Q = {x € RY|x| € [I = 1,1 +1]},0 << 1ik € Ny. Tada ¢ € CK(S? 1)
ako za neko, a onda i za svako 0 < [ < 1, vazi da ¢* € C*(Q), gde je ¢*(x) =
¢ (x/|x|). Stavise, [12, strana 9], C¥(S?~1) je prostor koji je snabdeven normom

Psi-11(9) = |Plckgery = sup 0997 (x)], (3.3)

|OC|§/<7 xeQy
i norma ne zavisi od / € (0,1). Tada je C*(S?~!) = ﬂ C*(S9~1). Kompletiranje

keNy
prostora C*(S?~!) u odnosu na normu

P | e

L2(S4-1) ’

gde je
A* = — Z (Xi&xj —Xjaxi)z

1<i<j<d
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Laplas-Beltramijev operator, je prostor Soboljeva H S(Sd_l), s € Np. Slucaj d =
2, kada je sfera S; data sa x = cosf, y =sin6, 6 € [0,27) je jednostavan i
njega neCemo razmatrati. Tada se posmatra operator —A* 4+ 1 umesto —A* +
((d—2)/2)2

Neka je Y, ; sferni harmonik reda n. Tada je {Y,j, 1 < j < Nyg4,n € No}
ortonormirana baza prostora LZ(Sd ~1) (pogledati [12, strana. 121] ili [32, Propozi-
cija 10.2, strana 92]), gde je N, 4 ~ O(n?~2), [12, strana. 16] dimenzija skupa
nezavisnih sfernih harmonika Y, ; reda n. Tada za proizvoljno v € H* (S41),s €Ny
vazi

oo Nua

d—2\2s
gy = | X Y (4 57) Ivns

n=0 j=1

2, (3.4)

: v d—1
gdeJevn7j:/Sd1vYn7de .

Prostor C*(S¢~!) snabdeven nizom normi (3.3), k € Ny, oznat¢avamo sa & (S%~1).
Lema Soboljeva za kompaktne mnogostrukosti M implicira da za proizvoljno p €
N() vaZzi

H (M) CCP(M) zas>d/2+p,
gde je d dimenzija mnogostrukosti. Detalji se mogu naci u [13, Teoreme 2.20, 2.21
(videti takode 2.10)]. Preporucujemo i [32, Teorema 7.6, str. 61]. Stoga imamo

s = (N H(ST. (3.5)

s€Np

Ovako dobijen prostor je FreSeov. Posto svi elementi prostora C*(S?~!) imaju
kompaktan nosa¢, sledi da je &(S91) = 2(S41).

Prema [29, Teorema II.10, strana 52], ako imamo ortonormirane baze (¥ ),eN
i (W) men za L*(R?, dx) sa Lebegovom merom dx i L? (S9!, dS?~1) sa povrsinskom
merom dS?~! , onda je W, (t1) W (2), (t1,t2) € R? x SY~! ortonormirana baza za
L*(RY x §4-1).

Prema [29, Dodatak za V.3, strana 141] (gde se posmatra slu¢aj d = 1 ) imamo
da proizvod jednodimenzionalnih harmonijskih oscilatora

Ne=Ny..Nyg, Nj=x7—(d/dx;))?,i=1,....d,
i Hermitove baze hy,(x) = hy, (x1)...hn, (x4),n € N&, za L*(R?) zadovoljava
N, = (201 + 1)F...(2ng + 1)*h,, n € N&, k € Ny.
Stavige, .7 (R?) je odreden nizom normi

[ollle=IN@ll2 =} (2n1 +1)*...2ng + 1)*|anf?, k€N, (3.6)

d
neNj
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gdeje ¢ =Y, cnaanhy €5 (R4). Ovaj niz normi je ekvivalentan sa uobi¢ajenim
nizom semi-normi za prostor . (R%).
Sada definiSemo prostor glatkih funkcija .7 & (R? x S?~!) preko niza normi

Praysi-1(0) = sup x)M(A5)P 0(x,8), keN.  (3.7)
(x,8)eRI xS |a+B| <k
Prema Lemi Soboljeva za kompaktne mnogostrukosti (3.5) imamo narednu propozi-
ciju.

Propozicija 3.1.1 Familija normi (3.7) je ekvivalentna bilo kojoj od sledece dve
Sfamilije normi:
2

Phaysi14(8) = </Rdx8d1 INE(Ag) 9P e(x,éj)\2dxd§> (3.8)

PRrixsd-1x(0) = sup <x>k|a§aaf9*(x»§)|7 (3.9)
(x,&)ERIx Q| a+B|<k

gde je 6" (x,5) = 0(x,5 /|S

rator po & (sa fiksiranim x). Konkretno, & (R? x S4=1) je Freseov prostor:

Primetimo da .7 & (R x S?~!) indukuje 7-topologiju na .7 (R%) ® & (S 1),
videti [36, Poglavlje 43]. Posto je ./(R?) nuklearan prostor, kompletiranje za
S (RN @& (S jeisto za 7 i € topologije i oznadavamo ga sa . (R?)&& (S 1),
videti [36, Deo III, Poglavlje 50, Teorema 50.1, strana 511].

), ()K= (14 |x|?)k/2 iAE je Laplas-Beltramijev ope-

Propozicija 3.1.2 Vazi

S RHZE(ST) = 7ER xS, (3.10)
Dokaz: Jasno je da je utapanje .7 (R?)Q& (S 1) — .#& (R x S~ 1) neprekidno.
Dakle, za dokaz (3.10) dovoljno je pokazati da je prostor .7 (RY)&& (S?~1) gust
u.7& (R x S9! | Kao u slucaju opitih mnogostrukosti, imamo da je /,,(x) x

Y, j(§), 1 < j < Nypgq, n,me N ortonormirana baza za L>(RY x S?~1). Prema (3.5)
—(3.8) sledi da je

o)

Nya
0.8 =Y Y Y anjmhn(0)¥,;(§) € SER x5 (3.11)

n=0j=1 meNg

ako 1 samo ako za svako r > 0,

o)

Nn,d
Y'Y ¥ Janjml (10?4 |mP) <o (3.12)

n=0j=1 meNg



3.2 H-distribucije za nizove u L” — L? prostorima 45

(videti [37, Poglavlje 9]). Ako uzmemo konacne sume na desnoj strani jednakosti
(3.11) dobijamo da je .7 (R9)&& (S~ gust u .7 & (R x S¢~1), pa smo dokazali
tvrdenje. o

3.2 H-distribucije za nizove u L” — L7 prostorima

3.2.1 Modifikacija prve komutacijske leme

Furijeov operator mnoZenja %7, sa simbolom y € CX(S?~1), k = [d/2] + 1 deluje
na W—%P(R?) preko dualnosti

W—k,p<%ll/u7v>wk7q = W—k,p<u7%]1/v>wk_q7 Za 1 < p < oo,p_l +q_1 = 1, k E NO,

zasveu € WP(RY), v € WE4(RY). Posto je 9% /gy = oy (%) i oty 1 LY(RY) —

LY(R%), onda znamo da /v € W4 (R?). Ako je u € WP (R?) oblika u =
Y 9%uq, onda za sve v € WH4(RY) vazi

|ar|<k

W*k,P<~Q7v/“aV>Wkﬁq = Z W*ksP<aa”a»MV">W’<ﬁq =
|| <k

= Z (—1)|“|Lp<ua,@77(8°‘v)>m = Z (—1)‘“|Lp<%w(ua),8“v)Lq.

|| <k la|<k

Vidimo da je svaki L” operator mnoZenja 2% sa simbolom y € M, (RY) (videti
1.4 za M,(R¥)) ograniten operator iz W 5P (R?) u W %P (R?).

Da bismo pokazali postojanje H-distribucija u Teoremi 3.3.1 treba nam modi-
fikacija Tartarove prve komutacijske leme date u [34] :

Neka y € C(S?71) i b € Co(R?) i definisimo Furijeov operator mnoZenja <y,
i operator mnoZenja B, koji deluju na u € L*>(R?) tako da je

&
4

i Bu(x) = b(x)u(x), x € R%. Tada su operatori </y i B ograniceni na L*(R?) i
komutator C := a/yB — Baly, je kompaktan operator iz L>(RY) u sebe.

Navodimo modifikaciju komutacijske leme, koja je dokazana u [11] 1 koju
¢emo Kkoristiti u nastavku.

F () (&) = v (3 ) F @)(E), & €R\{0}

Lema 3.2.1 Neka je (v,) ogranicen u L>(R?) i L"(R?), za neko r € (2,0| i neka
v, — 0. Tada niz (Cv,) jako konvergira ka nuli u L4(RY), za svako q € [2,r]\{}.
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Dokaz: Podsetimo se interpolacijske nejednakosti. Ako f € LP(Q)NLI(Q) za
1<p<oil <q<oo, gdeje Q C RY otvoren skup, onda f € L'(Q) za svako r
izmedu p i g. Preciznije,

Il < IAIE A1,

gdejel/r=a/p+(1-a)/q,acl0,1].
Prvo razmatramo slucaj kada je r < . Primenom interpolacijske nejednakosti
dobijamo

ICvallze < lICvalllICvall (3.13)

gdejea € (0,1)il/qg=a/2+ (1 —a)/r. 1z prve komutacijske leme sledi da je
C kompaktan operator na L>(R?). Zbog pretpostavke da v, € L' (R?) sledi da je C
ograni¢en na L' (R?). Dakle, iz nejednakosti (3.13) dobijamo tvrdenije.

Pretpostavimo sada da je = oo. Kako v, € L*(RY)NL>(R?), onda v, € L (RY)
zasvako 2 < p <. Tadaza2 < g < p vazidaje

ICvallze < lICvall 2 llCvallr *,

pa Cv, — 0 jako u L4(R%) za svako 2 < g < oo. o

3.2.2 Teorema o postojanju H-distribucija

Teorema 3.2.2 Ako u, — 0 u LP(R?) i v, — 0 u L4(R?), onda postoje podnizovi
(Ul) i (vy) i distribucija p(x,E) € .7 & (R4 x S4=1) reda ne veéeg od x = [d /2] +
1 po &, tako da za svako @1, @, € .7 (RY) i w € C¥(S¥1) vazi

tim [y (1) () (@27a) )

n' —oo

= lim /R (@rit) (x) g (@2v) (x)dx =2 (1, Q1P W),

(3.14)

gde je oty : LP(R?) — LP(RY) Furijeov mnoZilac sa simbolom y € CX(S?1).

Dokaz: Primetimo da je Furijeov operator mnoZenja .7, sa simbolom y € C¥(S?~1)
dobro definisan za @ u, € LP(R?) i gv, € LY(RY) i adjungovani operator za <7,
je g, tako da vaZi prva jednakost u (3.14).

Neka je 1 < p < 2. Posmatrajmo niz seskvilinearnih (linearnih po y € C¥(S?~1)
i anti-linearnih po ¢ € . (R?)) funkcionela

Ln(@, v) = /R n (U} (3.15)
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Zbog neprekidnosti operatora .7, i ograni¢enosti nizova (uy) i (v,) u LP(RY) i
L(R?) sledi da postoji ¢ > 0 tako da za svako n € N,

|t (@, W)| < [lutn|[1r[| g (@va) [ < e[|l cx(sa-1) [l @]l - (3.16)

Fiksirajmo ¢ € .7 (R9) i oznagimo sa (B,¢) niz funkcija definisanih na C¥(S¢~1)
sa
(Bn@,-) = Ln(@,")- (3.17)

Za svako n € N linearnost za B,, ¢ je jasna, a neprekidnost sledi iz (3.16):
[(Bu@, ¥)| < o |W]|cx(ga-1), gdeje co = cf|@] |- (3.18)
Ako fiksiramo w € C¥(S9~1), onda (3.15) implicira da je preslikavanje
SR = C, 0 (Buo, ¥)

anti-linearno i ponovo prema (3.16) neprekidno.

Dalje nastavljamo sa fiksiranom funkcijom ¢ i primenjujemo Banah-Alaoglu
teoremu (Teorema 1.1.5) da bismo dobili slabo-x konvergentan podniz (By¢) u
(CK (Sdfly.

Oznacdimo slabu zvezda granicu niza (By¢@) sa B@, odnosno za svako y €
CK(S4=1) vazi

(B, y) = lim (Byo, ).

Pokazaéemo da B moZe da se definiSe na .7 (RY) tako da preslikavanje
S (RY) 5 @+ Bp € (CX(S* 1Y

bude linearno i neprekidno.

Primenom dijagonalizacije definiSemo B na prebrojivom gustom skupu M =
{@m|m e N} C .#(R?). Prvo izdvajamo podniz (By i) C (By)n tako daje (By x1)
slabo zvezda konvergentan u (C*(S?~!)’ i oznagimo granicu sa Bg;. Dalje mozemo
da izdvojimo podniz (Ba)r C (B1 )k tako da je (Byx@2) slabo zvezda konver-
gentan u (C¥(S 1)) i ozna¢imo granicu sa Bg,. Primetimo da (B, ;¢;) takode
slabo zvezda konvergira ka B¢;. Ponavljanjem ovog postupka (izdvajamo podniz
za svako ¢, € M), dobijamo dijagonalni podniz

/
By (y(Rd)» (CK(Sd_1)> ) :
tako da za sve ¢, € M

(BOm, y) = lim (Bix@m. ¥), W€ Ccr(s.
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Ozna¢imo By =: by i fiksirajmo y € CX(S971). 1z (3.17), ¢ — (byo,y), je
tackasto ograni¢en niz u .7’ (R?), koji konvergira na gustom podskupu M C .7 (R9).
Prema Banah-Stajnhaus teoremi, pogledati npr. [22, str. 169], (b(-), w) konver-
gira ka (B(-), w) na . (R?). Na ovaj nacin smo pokazali da za svako ¢ € .7 (R?)
i svako y € C¥(S41)

Lim (b, y) = (B, y).

Stavise, prema (3.17) je
[(Bo, w)| < cll@|e=[|Wllcxsi-1)- (3.19)

Sada koristimo verziju Svarcove teoreme o jezgru, koja je data u knjizi [36],
Propozicija 50.7 na strani 524.
Propozicija 50.7 tvrdi da, ako su E i F' FreSeovi prostori 1 ako je E nuklearan
prostor, onda je
E'QF =~ B(E,F) = (EQF)'.

Za definiciju i detalje o nuklearnim prostorima preporucujemo takode knjigu [36].
Kako su . (R?) i &£(S?~!) Freseovi prostori i .7 (R%) je nuklearan, moZemo da
primenimo teoremu.

Dakle, postoji distribucija u € .7&"(R? x SY~1) definisana sa

(1 E).0(WV(E) = lim (byo,y) = lim [wglouds,  (3:20)

zasve ¢ € .7 (RY), w € C*(S9 1), gde je (ur) podniz od (uy) i (vi) je podniz od
(vn) koji odgovara nizu (by,).

Sada koristimo osobinu faktorisanja koju imaju funkcije u .7 (R¢), a pokazana
je u [28] i glasi: svaka funkcija @ € .7 (R) moZe da se napise u obliku ¢ = 0,0,
zaneke @, ¢, € .7 (R?). Tada je

{1, oy) = lim / Uy (P P2vi)dx.

Posto je
l@2vicll 2 < [Pvellzall@2ll 20
La2

moZemo da primenimo komutacijsku lemu na @yv; € L*(RY) NLY(R?) i 9, €
S (R?) € Cy(R?) i dobijamo da za svako @, € .7 (R%) i w € C¥(S?1) vazi

(1,8, @2) = lim / 11y g (@2vE) . (321)
k—oo JRA

Na ovaj na¢in smo pokazali teoremu 3.14 za slucaj 1 < p < 2.
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U slucaju p > 2 definiSemo

(@, ) := /Rd%(fpun)?ndx.

Tada na prethodno opisan nacin ali sa zamenjenim ulogama nizova (u,) i (vy)
koristimo faktorizaciju ¢ = ¢ @, i komutacijsku lemu za @yu, € L*(RY) NLP(RY).
U

Napomena 3.2.3 Pretpostavke u prethodnoj teoremi mogu da se neznatno modi-
fikuju u sluc¢aju kada je p € (1,2).

Tada umesto v, — 0 u LY moZemo da pretpostavimo da v, — Qu L", za neko r >
q. Dobija se isti rezultat kao u Teoremi 3.2.2 zato §to tada za svako ¢ € . (R?),
ov, € L1 NL2 i moZemo da primenimo isti dokaz. Ova ideja se koristilau [11], ali
sa @ € C2(RY).

3.3 H-distribucije i prostori Soboljeva

U sledecoj teoremi konstruiSemo H-distribucije za nizove koji slabo konvergiraju
dualnom paru prostora Soboljeva.

Teorema 3.3.1 Neka u, — 0 slabo u WP (R4) i v, — 0 slabo u W*4(R?). Tada
postoje podnizovi (uy),(vy) i distribucija u € /&' (R x S4=1) tako da za sve
Q1,0 € .7 (RY) i za sve y € CF(S41),

nl,ir}}o<’Q{W((p1 un’) ) (PZVn’> = nl,l_f>r}>o<(Pl Uy MV((PZVn’» = <»u7 (P1¢2W> (3.22)

Dokaz: Posto u, — 0 u W—%»(R9), onda postoji podniz u,, — 0 tako da je u,y =
Y 0%, gde je za svako |a| <k, (g4,») podniz LP(R?)-funkcija tako da

loe| <k

gan —0ul? (RY). Dokazimo da takav podniz postoji.

Slabo konvergentan niz u W —%?(R9) je i ograni¢en skup u W —%7(R?). Pri-
menom analiticke forme Han - Banahove teoreme (Teorema 18.1, strana 184 u
[36]) sledi da postoje ograniceni skupovi {Fy , : n € N}, || <k u LP(RY), tako da
je u, = Z 0%Fy ». Posto su skupovi {Fy ,,n € N} ogranieni u Lp(Rd), sledi i

o <k
da su slabo prekompaktni, odnosno {Fy ,,n € N} ima slabo konvergentan podniz.
Dijagonalizacijom dolazimo do podniza za koji vazi da

Fopw — fa € LP(RY),0 — o, || <Kk,
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u LP(R?). Kako Z 0%Fg v — 0, sledi da je Z 0% fo = 0. Tako dolazimo do
|| <k || <k
traZenog podniza

Uy = Z aa(Foc7n/ —fa), odnosno an = Fa,n' — fa.
o <k

U nastavku piSemo u, umesto u,,.
Znamo da je

O | Ay ()] =y, () = 7y (9%w), 72 Y (&) = (2m1) M Ey(E).

Dobijamo da je

Ay (01 0%n) = (0 T (1P ) 2P [ (5n 0% Po)].

0<B<a
pa sledi
(S (@r14n) , Pava) = Ek(—l)“ogga( g ) (Hy (300" P o) , Plpaua])

E 3 (5).5,(8) o) )

|at|<k 0<B<a 0<y<B

Ako fiksiramo o moZemo da primenimo Teoremu 3.2.2 na g¢ , — 0 u LP(RY)
iv, = 0uL9(R) i dobijamo podnizove (g¢.ny)ng» (Ve )ny 1 H-distribuciju ty o €
& (RY x S471), tako da je

<.uoc,07 ¢1¢2W> = lim <%W((P1Fa7no)a §D2V057”0> :
no—roo

Dalje primenom Teoreme 3.2.2 na gg,, — 0 u LP(RY), i 8(1’0""’0)\/0‘7”0 —0u
L4(R4), dobijamo podnizove (8anio...0))n10...00 Va0 )ni...0) 1 H-distribuciju
He(1,0,..0 €LE '(RY x S?~1). Na ovaj na¢in dobijamo konaéno mnogo H-distribu-

cija Ug,y, 0 <y < « tako da je
<.ua,y; (Plazll/> = nygloo <£71// ((Plga,ny) ) (PZayVOC,ny> .

Poslednja distribucija g ¢ pridruZena je podnizovima (ge.ng )ng> (Vang )ng- Dalje
definigemo distribuciju u* na sledeéi naéin: za @, ¢, € .7 (R?), w € C¥(S?71),

(L%, oo, y) =
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5 (52, () oo ).

0<p=<a 0<y<p

Suma na desnoj strani je konaCna i sve H-distribucije ty , mogu da se dobiju
preko (8o ng )ng- $to je podniz od Zany 1 (Va,ng )ng» Sto je podniz od (vam)ny, paje
H-distribucija u* dobro definisana.

Primetimo da smo distribuciju u% dobili za fiksirano «. Ako stavimo o = 0,
primenom prethodne procedure dobijamo distribuciju ° definisanu preko (80,10 )mo
i (Vng)ne- Dalje za (ge;ng)ny 1 (Veymy)n, dobijamo H-distribuciju u¢' definisanu
preko (gel,nel)nel i (Vel,nq)nel’ gdeje e; = (1,0,...,0).

Nastavljamo sa e; = (0, 1,0,...,0) da bismo dobili H-distribuciju ©® i postupak
ponavljamo za sve |o| < k.
Sledi da postoji H-distribucija t definisana sa

(1, ¢ Py) =
o B a— Ly
Io}ék(_l)' |os§'§a( g )os%ﬁ< 4 ) <ua,y,8 Y917 7(p2w>.

1 postoje podnizovi
a . —
Z J an,. ok 1 (V"’ = v(07~-~70,k),n(o....vo,k)> )
lot|<k n,...,0,k)
- n(0,...,0,k)

Sto je 1 trebalo pokazati. W]

Distribuciju u koju smo dobili u Teoremi 3.3.1 zovemo H-distribucija koja
odgovara (pod)nizu (u,,v,y).

Pretpostavimo da su distribucije p koje smo dobili u Teoremi 3.3.1 jednake
nuli. Tada se jednostavno dobija lokalna jaka konvergencijau W —%:» (Rd ). Naredna
teorema nam daje uopStenje.

Teorema 3.3.2 Neka u, — 0 u W=5P(R4). Ako je za svaki niz v, — 0 u W*4(R?)
odgovarajuca H-distribucija jednaka nuli, onda za svaku funkciju 6 € . (]Rd),
Ou, — 0 jako u WP (R?), n — oo,

Dokaz: Da bismo pokazali jaku konvergenciju treba da pokaZemo da za svako
0 c .7 (RY) vazi

sup{(Ou,,9) : ¢ € B}—s0, n — oo, za svaki ogranicen skup B C W54(RY).
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Ako to nije taéno, onda postoje 8 € .7 (R¥), ograni¢en skup By u W*4(R¢), gy > 0
i podniz (Ouy) C (Ouy,), tako da

sup{|(Ouy,9)| : ¢ € By} > €, za svako k € N.

Izaberimo ¢y € By tako da |(Quy, @)| > € /2. Posto ¢x € By i By je ogranicen u
Wkd(R4), (¢) ima slabo konvergentan podniz u W*4(IR9), to jest, do na podniz,
O — 9o u WHI(RY).

Stavise, posto je @y fiksirana funkcija imamo da (i, ¢o) — 0 i

&
[(Bue. o — o) > 7, k> ko, (3.23)

Primenom Teoreme 3.3.1 na niz uy — 0 1 ¢ — ¢9 — 0, dobijamo da za svako

o1, ¢ € 7 (RY)
kh_glo w—kr{ Py (Q11g), 02 (O — P0) ) yeq = 0. (3.24)
Akoje w = 1naS?"!, onda iz (3.24) sledi da je
klij;<(l>1uk7 ©2(9 — 90)) = 0.

Ponovo koristimo faktorizacijsku osobinu prostora .7 (R¢). Dakle, ako 0 € .7 (R¢),
onda je 8 = @12, za neke @1, ¢ € . (R?) i vazi gimw)luk, (P — o)) =0, to
— 00

jest, klim (Ouy, (0 — ¢o)) = 0. Dolazimo do kontradikcije sa (3.23), pa je tvrdenje
—»00

pokazano. ]

3.3.1 Lokalizacijska osobina

Poznato je da je Risov potencijal Iy, 0 < o < d lokalno integrabilne funkcije f
definisan sa

Falf1)(§) = (2n|E])”“.Z[£1(E),

(videti npr. [21]). Koristiéemo potencijal /; sa slede¢im osobinama:

[0 o <Cllfls, za f € LURY,  1<g<d: (3.25)
Iih(f) =—R;(f), [feLIRY), gdejeR;:= g /e (3.26)

Znamo i da je R; : LY(R?) — LY(R?) neprekidno preslikavanje i zove se Risova
transformacija.
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Posmatrajmo niz u, — 0 u W57 (Rd) koji zadovoljava sledeci niz jednacina:
d
Y 9 (A; = fulx), (3.27)
i=1
pri éemu su koeficijenti A; € .7 (R?) i (f,,) je niz distribucija tako da
@ fy — 0uW *1P(RY) za svako ¢ € .7(R?). (3.28)

Teorema 3.3.3 Neka je | < g < d. Ako niz u, — 0 u W=5P(R?) zadovoljava
(3.27) i (3.28), onda za svaki niz v, — 0 u W*4(R?) odgovarajuca H-distribucija
U zadovoljava

d
Z (X)Ep(x,E)=0 u &R xs). (3.29)

Stavise, ako (3.29) implicira U(x,&) =0, onda vazi jaka konvergencija Ou,, — 0
u WkP(RY), za svako 6 € . (R?).

Dokaz: Nekav, —0uWk4(R?), ¢, € 7 (R?), ¢ € ./ (RY) ineka y € CX(S71).
Treba da pokaZemo (3.29), odnosno da je (mnozeéi (3.29) sa (i|E]) !, |E| # 0), do
na podniz,

d

. d
0=y <,u,Aj(p1(p2%y/> - 122321 <unAjg01 : yf@j((pzvn)>, (3.30)
j:

Jj=1

wieje ;= v ()

Primetimo da iz (3.26) sledi da je
sz\pj = —Rjoﬂlp = 8,-11 Oﬂq,.

Dakle, (3.30) je ekvivalentno sa

n—soo

lim <Z dj(unA (Plll(ﬂfw((l’zvn))>

d
+ Y, lim (und;, 0;(@1)11 (g (p2vn))) = 0. (3.31)
i=1
Posto /g (@av,) € WEI(RY) iz (3.25) sledi da je

91y (Hy (@ava)) = I (g (9% (pava))) € L4 (RY), zasve 0 < || < k. (3.32)
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d
Kakojeq<dq , vazi da je za sve ¢ € .7 (RY),

[0 (yp(@2vn))lle < 11 (Fp(@2v))]| 11l (3.33)
1z (3.32) 1 (3.33) imamo da je

%1 (y(Pavn))] € LY(RY), zasve 0 < |a| < k.
Dalje je

O* I (g (92vn))] = —R; (A (9% (p2vn))) € LI(RY),
$to implicira da je za sve @ € .7 (RY),
Q11 (Ay(@avn)) € WHH(RY),
1 dodatno imamo da
Q1 (A (@) = 0 u WHI(RY), (3.34)
Neka je @1 = @11(12 za @11, @12 € . (R?). 1z (3.28) i (3.34) dobijamo da je

(@11 fn, P12 (Ay(@2vn))) — 0.

Posto vazi (3.27) zaklju¢ujemo da prvi izraz u (3.31) konvergira ka nuli.
Sada analiziramo drugi izraz u (3.31). Dokazacemo da

aj((pl)ll (d‘l_f((PZvn)) — O, n— oo

jako u W54(IR9). Neka je 9;@1 = @13P14 u . (R?) i oznacimo sa L, otvorenu loptu
sa centrom u koordinatnom pocetku poluprecnika m € N. Znamo iz Relihove leme
da je W*t14(L,,) kompaktno utopljen u W*4(L,,). Posto Q1411 (g (@avy)) slabo
konvergira ka nuli u WA+1:4(IR9), dijagonalizacijski postupak nam daje podniz tako
dajezasvem e N

Prali (A (@2vy)) — 0u WhA(L,,). (3.35)

Izaberimo glatke funkcije ), tako da je xm(x) =1zax € Ly i Ym(x) =0zax €
RA\Ly 1 ineka je @13 = Xn®13+ (1 — %) P13. Imamo da je

| @13P1411 (g (P2vi)) lwra < sup  [0% i3] ||@rali (g (@2vn))||wea (3.36)

|ot| <k,|x|>m

H|2xm @13 Prali (g (@2vi)) || wra- (3.37)
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Neka je € > 0. Tada je niz @141 (/5 (@2v,)) ograni¢en u W4(R?), odnosno
postoji M > 0 tako da je || @141 (g (@2vn))|lwig < M. Posto @13 € .7 (R?) postoji
mg € N tako da je za sve m > my

£

sup ]8“(;‘)13] < —.
|ot|<k,x|>m M

Dalje, iz (4.32) sledi da (3.37) konvergira ka nuli kad n — oo. Dakle, za dato
€, postoji ng € N tako da je (3.37) manje od €/2 za sve n > ng. Zato je leva strana
u (3.36) manja od € za n > ng, odnosno, d;(@1 )11 (F(P2v,)) konvergira jako u
Wk4(R4) i vazi (3.31), pa je dokaz za (3.29) zavren.

Ako su koeficijenti A; takvi da je Z?:1A i(X)€; #£0, & € S, onda Teorema
3.3.2 implicira jaku konvergenciju Ou, — 0, za svako 0 € .7 (RY).

3.4 LP-distribucije

Navodimo rezultate iz rada [6]. Uvodimo LP-distribucije, dokazujemo njihove
osobine koje su u vezi sa osobinom slabe prekompaktnosti i pokaza¢emo da su
H-distribucije za nizove u prostorima L”— distribucija jednake nuli. Za definiciju
i viSe detalja o osobinama L” — distribucija preporucujemo [14], [31], [39].

Definicija 3.4.1 Neka je 1 < g < . Sa Yyq (Rd) oznacavamo prostor funkcija

¢ € C(RY) tako da d*¢ € LY(RY), za sve multi-indekse o € N3 sa topologijom
definisanom prebrojivom familijom normi

191

1/q
mg = ( Y |!8“¢||ﬁq> , méeN. (3.38)

o <m

Prostori Z14(R?) su Freseovi, prostor 2(R?) je gust u Zp(RY) za 1 < g <
~+oo, Za g = oo, umesto Yy~ (]Rd) posmatraemo potprostor

BRY) C Zp-(RY) = {¢p € C*(RY) | 0% € L”(R?), o € Nd 1.

Definicija 3.4.2 Sa A(RY) oznacavamo zatvorenje prostora 2(R?) u topologiji
definisanoj preko niza normi || - || e

[@llmee = sup [[0%9]l=, m € No. (3.39)

o[ <m
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Prostor #(R?) sadri funkcije iz Zp~(RY) &iji svi izvodi kovergiraju ka nuli
u beskonaénosti. Jasno je da je % (Rd) zatvoren potprostor FreSeovog prostora
Dy (]Rd), pajei % (]Rd ) FreSeov. Detaljnije o navedenim prostorima se moze naci
u knjigama [14, Sekcija 6.1]1[39, V1.§8]. Dalje uvodimo duale prostora Z4 (]Rd).
Definicija 3.4.3 Neka je p= %, g>1(zaqg=1, p=oo). Sa 7;,(RY) oznacavamo
dualan prostor za Dya (Rd), 1 < g < oo. Definisemo i

n(RY) = (2R)
Za Ppa(RY) i 2'1p(RY) vazi

TR = N WHRY) i P'p=J W,
keNy keNy

/

gde su Wk’q(Rd) prostori Soboljeva. Za detalje preporucujemo [14].
Vazi sledeca teorema (Svarc, [39, Teorema VI.25])

Teorema 3.4.4 Neka je p € [1,00]. Tada:
a) za svaku distribuciju T € 2,,(R?) postoji n € Ny tako da T moze da se
predstavi kao konacna suma izvoda funkcija fo € LP (Rd ), odnosno

T=Y 0%, (3.40)

|l <n

gde su fy ogranicene, neprekidne funkcije u LP (]Rd ) i za p # oo svaka funkcija fq
teZi ka nuli u beskonacnosti.
b) Distribucija T € 2},(R?) ako i samo ako

Txy € LP(RY), za sve w € 2(RY), (3.41)
gde je x oznaka za konvoluciju, odnosno
(Txy,0) = (W), (T(x), @(x+y)))
za @ € 2(RY).
Napomena 3.4.5 Primetimo da je (3.41) ekvivalentno sa:
postoji m € N, tako da je za sve y € C™(RY), Ty € LP(R?). (3.42)

Zaista, (3.42) implicira (3.41) zato $to je 2(R?) ¢ C™(R?). Obratno, ako vazi
(3.41), onda znamo da postoji m € N tako da je

T=1Y 0%

|a|<m
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za fo € LP(RY). Dakle, za svako y € C"(R?) vazi T y = Z % faxyi

| <m
0% fo ey = (= 1)1 fo 5 0%y € LP(RY).
Zakljucujemo da je T x y konacna suma LP funkcija i zato T x w € LP(RY).
Napomena 3.4.6 (H-distribucije sa nizovima u prostorima L”-distribucija)

Znamo da slaba konvergencija niza (v,), u W4(R?) implicira jaku konver-
genciju u Wllégl’q(Rd), odnosno za sve @ € D(R?), (@v,), konvergira jako u
Wh=L9(RY). Zaista, v, — v u W(R?) implicira da

0%, — 9%

u LY(RY), za sve |ot| < k. Tada d%v, — 9% u W4(R?) za sve |ot| < k— 1 i takode
u L] (RY), zato sto je utapanje prostora W'4(R?) u L (R?) kompaktno prema
Relihovoj lemi.

Dalje za sve ¢ € 2(R?) i za sve |a| < k— 1 vaZi da
I%(@vn) = 9%(gv)

u LY(RY). Zato (Qvy)a jako konvergira u W*=14(R?). Sledi da slaba konvergen-
cijau Dyq (Rd) implicira jaku u .@Lq,loc(Rd).

Dakle, ako pretpostavimo da u, — 0 u Z},(R?) i da v, — 0 u D14 ,0c(R?),
onda vazi da @v, — 0 jako u Dya10c(R?Y) i za @ € 7 (R?) (5to sledi iz Teoreme
(4.5.1)). Zato je

Tim (@1 , Fg(Pavn)) = (W, 91P2y) =0,

odnosno u ovom slucaju je pridruzena H-distribucija uvek trivijalna.

3.5 Test prostori i njihovi duali

Za L1(RY) prostore znamo da svaki ograni¢en niz u LY(R%), 1 < ¢ < oo ima slabo
konvergentan podniz (Teorema 1.1.4). Ista tvrdnja je tatna za L= (R¢) ako umesto
slabe posmatramo slabu-x konvergenciju. U Primeru 1.2.6 videli smo da L' (R9)
nema ovu osobinu. U nastavku podrazumevamo da je prostor slabo prekompak-
tan ako i samo ako svaki ogranicen niz ima slabo konvergentan podniz (prema
[17]). Cilj je da ispitamo da li ogranieni nizovi u Z;¢(R¢) prostorima imaju
slabo (odnosno slabo - x) konvergentne podnizove.
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Lema3.5.1 a) Y4 (]Rd) je slabo prekompaktan za 1 < q < oo.

b) B(RY) nije slabo prekompaktan.
¢) Dp=(RY) je slabo - * prekompaktan.

d) 9. (]Rd) nije slabo prekompaktan.

Dokaz:  a) Nekaje | < ¢ < ooineka je (u,), ograni¢en niz u Zrq(RY). Treba

da pokazemo da (u,), ima slabo konvergentan podniz. Ako (u,), ima kon-
stantan podniz dokaz je zavrSen, pa pretpostavljamo da to nije slu¢aj. PosSto
je (un), ogranien niz u Z14(RY), to jest u odnosu na norme (3.38), onda su
za svako n € N funkcije u,, i svi njihovi izvodi ograni¢ene u L(RY).

Kako je (u,), ograni¢en u LI(R?) i LI(R?) je slabo prekompaktan, onda
ovaj niz ima slabo konvergentan podniz u L9(R%) koji ozna¢avamo sa

O — ¢p € LI(RY).

Niz (d,0n)n je takode ograni¢en u LY(RY), pa ima konvergentan podniz
(O, ¢(1707m70),n),, i funkcija @1, 0) € L"(Rd) sa osobinama

A, 9(1.0,..00n — 9(1,0,....0)> 1 takode @10 . 0)n — Po-

Stavise, oy, ¢o = 9a1,0....,0)-

Na isti nacin dobijamo nizove ostalih izvoda. Dakle, za svako o € Ng pos-
stoji (@g.n)n Sto je podniz od (¢, ), tako da je

¢Ot,n — ¢0
8xl(])()t,n — (P(I,O,...,O) (3.43)
aa¢a7n — (Poz

19 = d a%.

Neka je A : Ny — Ng bijekcija A(k) = o, k € Ny i izaberimo niz (g, i )ken-
Primetimo da je niz (g, x )« podniz od (¢ )« (pa ne sadrZi nijedan konstantan
podniz), niz (dy, Pg, )i je podniz od (Jx, @10, 0) ) i tako dalje. Posto je
granica slabo konvergentnog niza jedinstvena za & € Ng vazi da

0%k — Po u LI(RY).

Zaklju¢ujemo da je (@, k)« podniz datog niza (uy,), koji slabo konvergira u
Z14(R?). Da bismo to pokazali neka je 8 € Z;,(R?). Posto 8 € 2;,(R?)
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b)

d)

znamo da 6 moZe da se predstavi kao konaCna suma izvoda funkcija fg €
LP(RY),

o=Y . (3.44)
IBI<p
Vazi
<¢O(k,k79> = <¢Otk7k7 Z 8ﬁfﬁ> = Z <_1)‘ﬁ|<aﬁ¢ak,kafﬁ>
IBI<p IBl<p
ikada k —

(Pt 0) = Y. (—1)P(3P gy, £5) = (90, 6).

IBI<p
To impicira da je ¢g, x — @0 U P14 (RY).

Za FreSeove prostore vazi sledeéa teorema:

FreSeov prostor E je refleksivan ako i samo ako je svaki ogranicen skup u E
relativno slabo kompaktan (Sto znaci da ima kompaktno zatvorenje u slaboj
topologiji, dokaz je naveden u [25, Propozicija 23.24, str. 276]).

Ako bi % bio slabo prekompaktan prostor navedeno tvrdenje bi impliciralo
refleksivnost. Posto Z nije refleksivan ( videti Napomene o dualima i re-
fleksivnosti), sledi da nije ni slabo prekompaktan.

Poznato je da je (za detalje pogledati [16])
. /
(B®)Y) = 21-(R).

Posto je Z;~(R?) dual topolosko vektorskog prostora, posmatraéemo slabu-
* topologiju na Z~(RY). Dakle, niz (u,), konvergira slabo - x ka u u
Zp-(R?) ako za svako g € (B(R?)) = g (RY) vazi da (u,g) — (u,g), n—

oo,

Neka je (i), dati niz u Z;-(RY), §to znadi da su sve funkcije u, ogranitene
u odnosu na norme date sa (3.39). Odnosno, funkcije u, i svi njihovi izvodi
su ograniCene u L™ (Rd). Dalje moZemo da primenimo analognu proceduru
kao u a) da bismo pokazali da ovaj niz ima slabo - x konvergentan podniz.

Konstruisacemo ogranicen niz u Z;: (Rd) koji nema slabo konvergentan
podniz.
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Nekaje w € 2(R?) tako da je supp w = B(0; 1) (zatvorena lopta poluprenika
1 sa centrom u 0) 1 neka je

0<y<l,y(x)>0zalx| <1 i/dl//(x)dle.
R

Definiimo niz funkcija f,(x) := nw(nx), n € N. Primetimo da je

€ 2(RY C 7 (RY),n €N, f,>0,suppf, =B(0;1/n)
i || full;r = 1. Niz (fy)n je ogranien u 2;1(R?), to jest u odnosu na sve
norme koje defini§u topologiju prostora Z; (R%).

Pretpostavimo da ( f,, ), ima slabo konvergentan podniz ( f;)x. Kako je supp fr =
B(0;1/k), onda slaba granica niza (fi); mora biti nula.

Iz Svarcove karakterizacije duala date sa (3.40) sledi da 1 € (I (Rd)),, pa
zato /dfn 1dx =0, n—s oo, §t0 je u kontradikeiji sa || fyl],1 = 1.
R

Napomene o dualima i refleksivnosti:

e Prostori Z;4 (Rd ), 1 < g < oo su refleksivni, odnosno,

(2s®R)) = (Fh (R = 2(RY), 1<q<eo, p=g/qg—1.

e Prostor 7, (]Rd) nije refleksivan. Imamo FreSeov prostor i nasli smo ograni-
cenniz u 7, (R4) koji nema slabo konvergentan podniz.

Dakle, [25, Propozicija 23.24, str. 276] implicira da Z;: (R9) nije refleksi-
van.

Primetimo i da (Z;1(R?))' = 2;..(RY) nije refleksivan.

e Kakoje ((B(R?))) = Zp-(RY) sledi da Z;-(R?) nije refleksivan.

Zaista, (R?) je zatvoren u Zp~(R?). Ako bi prostor Z;~(R¢) bio reflek-
sivan, onda bismo dobili da je i Z(R?) refleksivan, §to nije tacno (zatvoren
potprostor refleksivnog FreSeovog prostora je refleksivan, videti [25]).

Primetimo da onda i Z;~(R9) nije slabo prekompaktan.
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3.6 Konvergencija u dualnim prostorima

Karakterizacija ograni¢enih skupova u 2; ,(R%) je data u [1].
Karakterizacija je vazna zato Sto f,, konvergira jako ka nuli u Z;4 (Rd) ako i
samo ako za sve ogranic¢ene skupove B’ C .@i,,(]Rd) vazi,

sup (fn, @) — 0, kad n — oo.
oeB’

Podsetimo se sledece teoreme.

Teorema 3.6.1 [1, Teorema 1] Neka je B' C Z),(RY), 1 < p < co. Sledeci uslovi
su ekvivalentni:

(1) B’ je ogranicen;

(11) Za svaki ogranicen skup B C @Lq(Rd) kada je p # 1 i za svaki ogranicen
skup B C & kada je p = 1 postoji M > 0 tako da je

sup{|(T+9)(x)|: T € B, ¢ €B, x e R} < M;

(1) Za svaki ogranicen otvoren skup Q C RY i za svaku Sfunkciju ¢ € .@Lq(]Rd)
kada je p # 1 i za svaku funkciju ¢ € % kada je p = 1 postoji My > 0 tako da je

sup{|(T*9)(x)|: T € B, x € Q} < M.
Kao posledicu ovih rezultata, dobijamo naredne propozicije.
Propozicija 3.6.2 Ako T, — T u slaboj - x topologiji na 2, ,(R?), onda:
(1) niz T, * 0 je ogranicen u L”(Rd) za svako 6 € .@(Rd),

(11) postoji dovoljno veliko m € N tako da je niz T, * ¢ ograni¢en u LP (]Rd) za
svako ¢ € C"(RY).

Dokaz: (1) Neka je ¢ € [1,0); slu¢aj 4 je sli¢an.
Posto je {T;, : n € N} ograni¢en u 2, ,(R?) prema Teoremi 3.6.1 (11) sledi,

sup |(Tr*¢)(x)| <M,
neN;peB

za svaki ogranien skup B u Z74(R?).
Neka je By = BN 2(R?), gde je B jedini¢na lopta u L(R?). Ozna¢imo ¢ (x) =
¢(0—x). Za bilo koje 8 € Z(RY) vazi

sup [(T,x0,0)| = sup [(T,x§,0)|= sup [(Tx(8%0))(0)] <M,
neN;peB) neN;peB) neN;peB)
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posto je {0 x ¢ : @ € B;} ograniten skup u Z14(R?). Kako je B gust u B, imamo
da je
sup (T, *6,0)| <M.
neN;peB

Dakle, skup {T;,* 0 : n € N} je ograni¢en u L”(R¢).

(11) Pokazimo da je {7, 6 : n € N} ograni¢en skup u L”(R%) za svako 6 €
C™(RY), za dovoljno veliko m.

Neka je ¢ € Zx(RY) = {¢ € 2(R?) : supp @ C K}, za kompaktan skup K C
RY. Posto je {T,* @ : n € N} ograni¢en skup u L”(R?) sledi (gde je B; kao u
prethodnom delu dokaza) da je

sup [(Tuxy, @)= sup [T*P, )| <eco
neN;yeB) neN;yeB

Dakle, {T, «w : n € N, y € B} je ekvineprekidna familija funkcija u Z(R?) i
postoji okolina nule u Zx(RY),

Viu(e) := {h € Zx(RY) : ||h]|km < €},

gde je ||hllkm = sup [[0%h| (k) tako da je

o[ <m

heV,(e) = sup |<Tn*17/,7z)| = sup [T,*xh,y)| <1.
neN;yeB; neN;weB,

Ovo impliciradaje sup |(T;,* W, h)| < 1 kada je h € V,,(€), zato §to je By gust
neN;yeB
u B. Isto vazi za zatvorenje od V,,(€) u

Dk m(RY) = {@ € C"(R?) : supp @ C K} za kompaktan skup K C R?.

U normi |4/, imamo da je Pk ,(RY) Banahov prostor i za svako i € D (R)
vazi da je

sup| (T, )| < | ylles, v € L(RY).

neN

Dakle, za svako i € Dk u(R?), skup {T, %k : n € N} je ograni¢en u LF (RY). W

Propozicija 3.6.3 Nekajel < p <oo. Ako T, — T u slaboj-x topologiji u .@ip(Rd),
onda postoji | € N i postoje nizovi (Sq.n)nen koji slabo konvergiraju ka So, |at| <1
u LP(RY) tako da je

Ti=Y 0%an i T=1Y 0%

la|<I lor|<I
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Dokaz: Neka je m € N tako da je niz T}, * ¢ ograni¢en u L”(R?) za svako ¢ €
C"(RY) (postojanje takvog m je dokazano u Propoziciji 3.6.2).

Prema (VI 6.22) u [39], postoji k € N, tako da je parametriks operatora A*u
C™(RY), odnosno postoji 6 € 2(R?) i y € C™(RY) C W™4(R?) tako da je &§ =
A%y + 6. Dakle,

T, =Ty*8 =A (T xy)+T,+x0, T,cB.

Sa A smo oznacili Laplasov operator, odnosno A, = dy,x, + - - + Iy x,-

Prema Lemi 3.6.2 su {7, xy :n € N} i {7, %0 : n € N} ograni¢eni skupovi u
LP(RY). Stavise, oni konvergiraju slabo u L” (R?), zato §to za ¢ € Z(R?) vazi

(Lixy, @) = (T xy,0),

posto je (T, W+ @) — (T, W) i 2(RY) je gust u LY(RY), 1 < g # . Prema
Banah Stajnhaus teoremi 7},  y konvergira slabo u 2; ,(R). Isto vazi za T}, * 6.
Dakle, svaka funkcija 7,, moZe da se zapiSe u obliku 7;, = Z 8“Sa7n 1 T=
lo| <2k
Z %Sy, pri Cemu Sg , — Sq u LP, pa je tvrdenje pokazano. O
lo| <2k
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Glava 4

H-distribucije sa neogranicenim
simbolom

Primetimo da smo u teoremama o postojanju H-mera i H-distribucija pretpostav-
ljali da je mnozilac y ogranicena funkcija. U oba slucaja y je neprekidna funkcija
definisana na sferi, koja se preko homogenosti reda nula definise na R\ {0}. Cilj
je da dokazemo teoremu o egzistenciji H-distribucija kada mnoZzilac y moze da
bude i neogranicena funkcija. Zato ¢emo koristiti teoriju pseudo-diferencijalnih
operatora da bismo uveli odgovarajuce klase mnoZilaca. Takode ¢emo dokazati i
lokalizacijski princip, kao i odgovarajuce verzije komutacijske leme.

4.1 Prostori simbola

Uvodimo klase simbola koje ¢emo koristiti.

Definicija 4.1.1 Neka sum € R,N € Nyi o € C¥(RY xR?). Tada o pripada klasi
Sy ako za sve a, B € N@ takve da je || < N,|B| < N vazi

0l (x, &)
oy := max sup ——————

4.1
@l |BI<N  gepae  (E)m1e @D

Primetimo da je sa | - |}; definisana norma, pa je Sy Banahov prostor. DefiniSimo
S§" = proj 1\1’1310 Sn- Tada je S FreSeov prostor. Primetimo da je S = S7' stan-
dardna klasa simbola pseudodiferencijalnih operatora, videti i Napomenu 1.5.3.

Analogno kao kod standardne klase simbola §™, ako ¢ € Sy, onda je ¢ sim-
bol pseudo-diferencirjalnog operatora reda m koji deluje na funkcije iz . (Rd )i
definisan je preko formule

To()@) = [ o(xE)a(ENE, ue 7).

R4
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Dalje, simbol ¢ € §” (resp. Sy) je u klasi Sy (resp. Sy ,) ) ako za sve
a,B € Ng (resp. |a|,|B| < N) postoji ograniCena funkcija Cop NA R? tako da
jelimyy e cqp(x) =0zasve a,f € Nd (resp. |al,|B| < N)i

92080 (x,€)] < cap()(E)™ 1, x,& € R, (42)

Jasno je da je Sj zatvoren potprostor od S, a za ostale osobine simbola u ovim
klasama upucujemo na [23], [41]

Napomena 4.1.2 Ako ¢ € §" i lim|y .. cqp(x) =0 za a = =0, onda (4.2)
takode vaZi za sve o, € Ng (detalji se mogu naci u [23]). Sledi da je dovoljno
proveriti (42) za a = 3 = 0.

4.2 Teorema o L” ogranicenosti pseudo-diferencijal-
nog operatora reda nula

Znamo da je operator Ty, definisan u (1.14), ograni&en linearan operator iz HY(R%)
uH? (R%)kadac eS™ seR,1<q< oo, (Teorema 11.9. u [40]). To je uopitenje
Teoreme 10.7., takode iz [40], gde je m = s = 0, odnosno, kada je ¢ € S0 onda
je Ty : LP — LP ogranicen, linearan operator i vaZi ocena ||Tsu||rr < C||u||Lr. De-
taljnom analizom dokaza Teoreme 10.7 dobijamo sledecu teoremu koja nam daje
neprekidnost u odnosu na simbol ¢ € S, kada je N > 2d ceo broj.

Teorema 4.2.1 Neka je N ceo broj, N >2d, 1 < p < oo inekajeT : Sy x LP(R?) —
LP(RY) definisan sa
T(o,u) =Tsu.

Tada je T neprekidan, bilinearan operator i postoji cy > 0 tako da vaZi sledeci
uslov

1 ToullLr < en|o|g [|ullzr- (4.3)

Dokaz: Pratimo dokaz Teoreme 10.7 u [40]. Fokusiraéemo se na konstante koje
se pojavljuju u ocenama u Teoremi 10.7, odakle ¢emo dobiti neprekidnost u odnosu
na . Prostor R moZemo da predstavimo kao uniju kocaka, odnosno R? = U 0,

lez?
gde je Q; kocka sa centrom u /, sa ivicima paralelnim koordinatnim osama i duZine

jedan. Dalje uvodimo funkciju n € CZ(R?), tako da je n(x) =1 za x € Qy i
definiSimo
6(x,§) =n(x—1)o(x,§), x,§ eRY, 1€ 27,
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Tada je T(oy,-) = Ts, = N(x—1)T5 i vazi

| 1Teo)lrds < [ [(Ta@)@)lidx, pe 7. @)
O R

Dalje imamo da je

(Tor9)(x) = (2m) |

R4

eHem [ @ar.6)o@)Eldr, @)
R

gde je
61(4.6) = [ e Foi(x &),

R4
za A,& € RY. Iz Leme 10.9 u [40] sledi da za sve a, B € Nd vazi

(CiA)PagE (&) < cpl&) 1 sup |V E)I(E).
Y<B x,EcRE

Sledi da za svaki multi - indeks o € Ng i za svaki pozitivan ceo broj n postoji
konstanta ¢,, > 0 tako da je

08612, 8) < @)U +RD T sp |o2aPo(nEIE ). @6

|B|<n,x,E€RY
Dakle za svaki ceo broj N > d /2 iz (4.6) sledi da je
0£61(2,&)| < BIE|”¥ za |&| > &, |al <N,
gde je

B=cy(1+[A)™ max sup [9fdPo(x,&)(5)1".
(@l [BI<N ¢ cpa

Iz Teoreme 1.4.3 (Mihlinova teorema) sa
w(€)=6(4,8) i B=cn(1+]A)V|olg

sledi da operator
(Ti20)) = (2w | 61(2.£)p(E)dE, p e 7 (RY)

moZe da se prosiri do neprekidnog operatora na L” (R?) tako da je

1T a0l < cen(1+21) ol ol @ € LP(RY). 4.7
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Tada iz (4.5) sledi da postoji (nova) konstanta ¢ > 0 tako da je

Tl < cenlolg ol [, (1+12])"d2. @8

Prema (4.8) i (4.4) za N > d sledi da postoji konstanta ¢ > 0 tako da je
| (Tsg)0)dx < echlolg)" o1, o € 7 (B (4.9)
1

Lema 10.10 u [40] implicira da za funkciju ¢ € .7 (R¢) koja je jednaka nuli u
okolini fiksiranog x € R? vaZi da je

(Tog)() = @)% || K(xx=2)p()ds,

gde je K(x,z) = (27r)d/2/dei256(x,§)d§, x,z € RY, u smislu distribucija. Iz
R

dokaza Leme 10.10 imamo da za svaki ceo broj k > d postoji konstanta C;, > 0
tako da je
K (x,2)| < Celzl ™o lgp, z#0. (4.10)

Dalje konstruiSemo kocke Q; i O;* kao u dokazu Teoreme 10.7. Preciznije, kocka
Q7™ je dva puta veéaod Q; 1 Qf ima centarulkaoi Q;iQ;"10Q; C Qf C Q;*. Neka
je ¥ € C(RY) funkcija sa nosatem u Q7*, 0 < y(x) < 1i w(x) = 1 u okolini Q}.
Tadaje Ts ¢ = Ts @1 + T5 92, gde je @1 = w@ i ¢ = (1 — w)@. Uvodimo oznake

= [ Te@)@)dx i Ji= [ [(Tag)@)| dx
0 0
Koristeci (4.9) dobijamo
I <2 (|olg )Pl llb+27. @.11)

Tada (4.10) implicira da za svaki ceo broj k > d postoji C > 0 tako da je
(Tog2) ()] < CCil o]0 /Rd\Q* =2 Hga(2)ldz, xe Q) z€RNQ;. (4.12)
!
Neka je r > v/d + 1. Tada postoji konstanta C.x > 0 tako da je

|’7 Z|fk
= <« Cr , 4.13

zasve x € Q;iz€ RI\QF. 1z (4.12) i (4.13) sledi da je
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(Tog2) (9] < CColy [ (b2 Hen(2ldz, xe @ ze RGO}
1

(4.14)
Dalje primetimodazax € Q;,z € ]Rd\Q?‘ vaZzi

rlx—z > rt =g+ =1 > (r=Vd2)+ |l =z > p+]l—z], (4.15)

gde je t = v/d/2 + 1. Dakle, prema (4.13), (4.14) i (4.15), koristeéi da je 1/p +
1/q = 1, dobijamo da postoji konstanta C > 0 tako da je

(T < CGloly [ D ARON,.

BOO] (4 |1—a)2079)

gdejex € Q;, z€ R4 \Qj. 1z nejednakosti Minkovskog u integralnoj formi i ne-
jednakosti Heldera (1.2) sledi

([ weerar) " < ccioly

1 de 1
I— N2, / [92(2)] ’
x(/Rd\Q;K(uH z)) z) ( Rd\Q;—(qu—zy)k/Z)

ZakljuCujemo da postoji konstanta C > 0 tako da za k/2 > d vazi

Pd
JlSCC/f(W‘sg)p/ |p2(2)|Pdz

—_— 4.17
wivg; (1 + [ — 2|2 1D

Prema (4.11) 1 (4.17) postoji C; > 0 tako da je:

02(0)1"dz
Jjmsowrars actiolgr ([, lewprac [ EES)

Sumiranjem po [ € Z? dobijamo ocenu

/]TG x))|Pdx < Cal|o] )" (1+Z e / o(x)[Pdx  (4.18)
lc74d 1+|l| /

Dakle, sa k = N > 2d sledi traZena nejednakost, odnosno za sve ¢ € . (R¢) vazi
(Tal@)()Idx < Cu(lolg)” | lo()I"dsx.
R4 N R4

Kako ¢ € .7 (R?) i.7(R%) je gust u L?(R?), dobijamo (4.3). )
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Posledica 4.2.2 Neka je 1 < p <o, sm € R, N >2d i o € Sy. Tada postoji
cy > 0 tako da vaZi sledeci uslov

I7(0.)lp = [Toullyy < Culolsgluly . w€ HLL (B, @19)
Dokaz: Iz definicije norme na H? (R?) prostorima sledi da je
| Toull ge = 1.7 7 (&) F (Tigy—(Tiey-no(ue) (Tigymestt) || v
= 175, (x.) (Tygymesie) 0,

gdeje o1(x,&) = (£) "o (x,&) € S°. Primenom Teoreme 4.2.1 na (4.20) dobijamo
da za svaki ceo broj N > 2d postoji cy > 0 tako da je

(4.20)

[ Toully < enlon]go 1 Tigymesullr = enlon|go llullgr -

Kako je |0} |S]ov < |<é>|sﬁm‘G’S§G < c|o|sp, sledi uslov (4.19). W

4.3 Mnozioci

U nastavku uvodimo klasu simbola koji zavise isklju¢ivo od & i koji imaju konaénu
regularnost. DefiniSemo ih na slede¢i nacin.

Nekam € R, g € [1,0], N € Ny. Posmatramo prostor svih y € C¥(R9) za koje
je norma

[Wleg, 1= max 9 W(E)E) ™ lus <o (4.21)

Kompletiranje ovog prostora u odnosu na normu datu sa (4.21) oznacavamo
sa (sg s || SZfN)' Kada je ¢ = o0 imamo odmah Banahov prostor, odnosno uvedeni
prostor je jednak svom kompletiranju.

DefiniSemo operator Ty, sa simbolom Y € sgf ~» kao u (1.14). Posto y zavisi
samo od & operator T, zovemo operatorom mnoZenja i u ovom slu¢aju koristimo
oznaku .27y,. Primetimo da je

0% w(&)] <[l 1517, Jaf <N, €] > |&] >0,
ako je y € sg,JV i N > d/2. Dakle, prema Teoremi 1.4.3, vazi sledeci rezultat.

Posledica 4.3.1 Neka je N > d/2, 1 < p < co. Tada je <ty neprekidan bilinearan
operator na 5907 N XLPi

1 (wou)lzr = [l 2y ()llr < Clwlg | lulze. (4.22)

U nastavku sa (s, y)o C sw_y 0znacavamo klasu mnozilaca za koje vazi

2 w(E))

sup

s W:O, zasve |a| <N. (4.23)
—yo0
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4.3.1 Separabilnost klasa simbola

Da bismo konstruisali H-distribucije koristicemo Teoremu 1.1.5, pa dokazujemo
da su klase simbola kojima pripada test funkcija y separabilne.

Teorema 4.3.2 Prostor ((s% 1) | SZ.,N) Je separabilan.

Dokaz: Pokazaéemo da je .7 (R?) gust u ((s” N+1)0s| sz ,,). PoSto je 7 (RY)
separabilan, to implicira separabilnost i za (s y1)o, |- |y, )-

Neka je w € (s v, 1)o i neka je W (&) = (W 0a)x(&/n), gde je x € CZ(RY),
x(E)=1za|E| <1iy(E)=0za|é|>2. Uvodimo i niz molifajera ¢, € C°(RY)
na standardan nacin, odnosno

suppgs < BO,1/n), [ 6= 11 0(&) =9 (n)

gde je supp ¢ C B(O 1).
Tada y, € C2°(RY) i
w(

OZ(Wn(&) ~ VN [EpeadPw(E)* 90 Px(E/n) — ogW(E)]
(1+]E2)"2" (1+]E2)"
[ Epea g P W(E) = 90 Py +0W(E) * 0ux (& /) — IFW(E)]
(1+]E)"2"
< e 9PV 0102l (07 w(E) x 0(E/n) 0" (E) £ 60)
B (L+]E2)" 2" (L+[E)""
+I8“w(5)*¢n—£z‘w(é)l.
(1+]E12)""

Ifl\

Dalje je

(2 (&/n) = D19 W(&) * 9] |9g'a (&)

< sup——>0,n—><>o.

- Ial

(1+Ep)"=" E2n (14 [E[2)"2

Za poslednji sabirak vazi

9Y(E) % 0u— 0 W(E)| _ [J(Q“Y(E ) — A% W(E)n’d (ny)dy|
(1+EP)" “"' (&)m-tel

/\W“ é 0y)lly[n?¢ (ny)ldy
mlel=1(E)

< C/ |y|nd¢(ny)|dy —0,n — oo,
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Za prvu sumu vazi

Epea 7m0 W(E) ¢n||8“*ﬁx|:zﬁ<aﬁ|aﬁw<é> ¥ 0u][0% By (& /)]
(1+|EP) "2 (1+1EP)" 2" (1+(€2) "

By L
(1+]E2)"2" |

Neka je z = & /n. Tada je

< sup

(&/n)l

L |9B (&) |09 By (& /n)|
(1+1E)" 2" (1+ €)=

mraﬁw@nma“—ﬁx@r
nlBl—= |O‘|(1—|—|nz|2) (l/n +122)
B
C% sup 0P y(zn)|
n nzzeRd(1+|nz\2)

zato $to Y € (s v 1)o- 0

= su

1Bl -l
2

H — 0, n— oo,

Teorema 4.3.3 Neka je 1 < g < . Tada je prostor (syy1, |- | S'Z;N) separabilan.

Dokaz: Kao i u Teoremi 4.3.2 dokazaéemo da je . (R?) gust skup u (Sn+10]-

on,). Neka je w € sliy i neka je (&) = (W(E)  6)2(&/n). gde su x i 9y
uvedene kao u dokazu Teoreme 4.3.2. Tada y,, € C; i zasve |a| < N vazi

W& —v @y 9Ev&) =Wl g\
H 1_{_|§| ) H L4 _(/) 1_|_|§|2) ‘a‘ ‘ dé)
Epea zag 0P W(E)* 0u(E)I* Py +9%W(E) + du (& /) -
U (1+16P)" )
* 0,0% P 1
<(/ \ij“; o ;’l f < [lar)
IUY(E)  du é/n) “Y(E) g
(/1= 1+|5|z> | )"

-
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Dalje je
" (/‘_aﬁ (5) nd %" BX(&/")‘ d&)l/q
1+|€|) (1 |§|)|ﬁ\||
1 a— ) 1/
< Comg Sop (1 +IER) T 109 P m /‘Lwa> ag)"
B 1
SC(/nﬂgSz ‘(1 a|;(f) B] ! é)qn|alﬁ|(1—|—4n )l e — 0, n— oo.
Vazi da je e by 5/ (e
n g AL
(J 1+mr )
“Y(E) # gut (/n) — W) ¥y !
(/I u+@mm” )
IUY(E) % 00— AW(E) |4 !
+(/‘ (H'g'z)m;a\ ’ dé) .
Tada je,
" W(E)* 0 (3) —OFW(E)* Py
e )
SCUM f?l‘i“ii ) 0.0
Dakle, vazi

*WY(S) * Pn — I 1//5) !
J(0% 2Y(&E))on()dy g N1
/‘ 1+|€’ ’”H : y‘d€>

/‘f (Vo y (& — Oyllyln"¢(ny)ldy)‘
(1+1€1%)

Sto je i trebalo pokazati. a

ag)" < [y o(my)ldy +0.n s,

U skladu sa oznakama operator mnoZenja sa ¢ = @(x) € .(R?) oznadavamo
sa Tp.
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Teorema 4.3.4 Neka m € R, ¢ € .Z(RY). Tada je Ty, T, kompaktan operator iz
HY(RY) u H? ,(R?), za svako € > 0 ako

1. l[/GSg7N,NZ3d+3,
2. yesy, N>d+3,1<q<2

Napomena 4.3.5 U dokazu Teoreme 4.3.4 u prvom delu ¢emo koristiti operator
(Dn>2k = (1 —A)* i parcijalnu integraciju. Zato nam treba pretpostavka 2k =
d+ 1, kada je d neparan broj i 2k = d + 2, kada je d paran broj. Da bismo
iskoristili Teoremu 4.2.1 u prvom slucaju nam treba pretpostavka N > 3d + 1, a
u drugom N > 3d + 2. Zbog toga pretpostavljamo da je N ceo broj takav da je
N >3d+3. Udrugom delu dokaza primenjujemo operator (1 — A)kpa k mora biti
ceo broj veci od d, odnosno k = (d+1)/2, ako je d neparan broj i k = (d +2)/2,
ako je d paran broj. Ovo u oba slucaja implicira da je N > d + 3.

Dokaz: 1. Pokazacemo da je simbol kompozicije Ty Ty, koji oznacavamo sa
0, u S n_g4—1- @ko je d neparan ili u Sg'y_,_,, ako je d paran broj. Pod-
setimo se, ako o7 € §™ i 0y € §™, onda postoji 6 € S tako da je
16,15, =15 i

6(8) = [[ ¢ 01(xE +m)oaa+y,E)dutn, x.& € R

postoji kao oscilatorni integral. Dakle, treba da pokazemo da za Y € sg; v,
N>3d+3izagc Y(Rd) simbol kompozicije o, dat sa

o(x.8) = [ [ e My(E +mplx-+y)dum, x.& € B
pripada klasi ngN_ J—1 ako je d neparan ili ng N—d—2-> ako je d paran. Pret-

postavimo da je d neparan broj. Dokaz je analogan u slu¢aju kada je d paran.
1z Pitrijeve nejednakosti (1.15) imamo ocenu

o(&)| = [ [ € iz (Do) ((m) 2 w(& + M) (D) lx-+))aurn]

< [ 007 m) & +n)"D,) o+ s

<c [ [ m) 2E) ) ) p(x-+3) ldun < C(E)”,

za 2k > d i2l— |m| > d. Posto je d neparan biramo 2k = d + 1. Dalje, posto
¢ €.7(RY) sledi da za svako M > 0 postoji cp; > 0 tako da je

(D) @(x+y) < emfx+y) ™ < Cu(x) MM,
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Tada je
o(x,&)| < (&)™ (x) ™ (4.24)

ako izaberemo da je 0 < M < 1, zato Sto je tada 2k — M > d. Dalje ocenju-
jemo izvode funkcije o (x, ). Vazi

‘//eiyn&gllf(g—l—n)&f(p(x_{_y)dﬁn‘

= | [[e om0 200 () 0g (& +m) ) (D) plx-+y)dim

<o [ S & D, 0f pla-sy)ldstn < (&)

Dakle, [0 o(x,&)| < ¢(&)"~1* kada je 2k =d +1, 21 > d +|m—|a]].
Kako y € SZW, sledi da je || 42k < N. Tada nam pretpostavka N > 3d + 3,
odnosno, N —d — 1 > 2d, dozvoljava da koristimo Teoremu 4.2.1 u nastavku.
Dakle, pokazali smo da ¢ € Sy_,_; za neparan broj d i (4.24) implicira da
Nastavak dokaza je slican dokazu Teoreme 3.2 u [41] koja tvrdi da ako o €

M onda Ty : HI(R?) — H?,(RY) je kompaktan operator, za m € R, 1 <
q < oo. Pratimo standardnu proceduru iz dokaza Teoreme 3.2, odnosno neka
je ¢ € C2(RY) tako da je ¢(x) =1za |x| <1i¢(x)=07za|x| >2. Za
v € Nneka je oy (x,E) =@ (%) o(x,&). Tada je Ts, = ¢y T5, gde je @y (x) =
] (%) Operator Ty, je kompaktan zato $to je Ty ogranicen iz Hji(RY) u

L1(R?) (Teorema 4.2.1) i operator mnoZenja sa ¢, je kompaktan iz LI(R?)
u H? (RY), za svako € > 0. Ako v € Hij(R%), 1 < g < o, onda Teorema
4.2.1 implicira da postoji konstanta ¢ > 0 tako da je

I(To, = To)vlime, < [T, = To)vliee < clov —olsy , [IVl]ag-

Dalje ocenjujemo

0208 ((0(2) = 1)o(x,&))]

Oy — O|gn = max su

| v ’SN,d,1 |a|,|ﬁ‘§N—d—1x7§€Rd <§>m7|a| =
Ly (8)oF 7 (0(3) —1)0galo(x,&)]

max sup < Cow(V)-

|l |BI<N—d—1 |y >y £ cRd (&)m—lel
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Posto o € S y_,_1> sledi da je cqy(V) = 0(1) kad v — oo. ZakljuCujemo
da
||TGV - TGHX(H,%,HKE) —0kad v — oo,

Sto implicira da je T takode kompaktan operator.

2. Oznaimo yy(§) = ¢ <€>1//(§), gde ¢ € C(RY) uvodimo na isti na¢in

kao u delu (1). Pokazaéemo da Ty, Ty, : HE(RY) — LI(R?). Tada je, kao u
prethodnom delu dokaza, operator Ty, T, kompaktan iz H%(RY) u H? ,(RY).
Dakle, treba da pokazemo da Ty, Tp — Ty Ty u normi kad v — oo. Imamo

da je
ITy—p(o)liee = || (6(5) ~ 1) Tulow)| ,

( ( )—1) e wie) 7 (pn)& e ax)

(.
/ / (L) w(E) 7 (o) (g | 'dx) ",

gde je Ly = (1+|x|? )_ (1—Ag) i Lge™™ = e™. Posle parcijalne integracije
zak=|d/2|+1,tojest. 2k = d + 1 za neparan broj d i 2k = d + 2 za paran
broj d sledi da je || Ty, —y(@V)||rs

Q=

=

- (L ’q\/w z 7 (W(E)F (p0)(E))dE|'dx)

R 1+|XI )k
.X

Xy _ -\ 9 n-la
_ ( (5 2qu Iq‘/Rd ,xgz a (a) d 1V<(§>11<5|l|

|r|=0 a+p=

Q=

q
x9P7 (v)(&)dE|"dx)
Posto je 2k > d, onda je 2k =d + € + &, & > 0,i = 1,2. Dalje vazi

Z((—ix)Pov)(&) (&)1

1
[Ty (@9) s < c sup ’—&‘Wh’g,\,

xeRd L

Ako stavimo hg = xP g sledi da je || Ty, -y (9v)]| 10

0(7)— plnlod) rae)"”
<[22 wlg, ([ (€071 g€ )
O(x)— o) r /p
e P50 ey o)
x€R4 R
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Dalje koristimo Pitrijevu i Jangovu nejednakost, pa je || Ty, —y (@v)|| s

<csup | PE vl | F @000 +R) " @+ 7
xeR4
o(v) 2y"5%
<esup <—]rwrw FuON1+ER
|| 701+ 1)
<csup [P0 v, |7 00)@)0-+ 160" H vl
x€Rd
< 1 sup (Wl [Vl — 0. v = o

lx|>v X < >

Dakle, Ty T, je granica niza kompaktnih operatora Ty, T 1 dokaz takode im-
plicira da je Ty Ty : HL(R?) — LI(RY). Posto je

1Ty —y (@V) e, < T~y (V) l[120,

sledi da je T, T, kompaktan operator iz H% (R?) u H? ,(R?), §to je i trebalo pokazati.
U

4.4 H-distribucije

U nastavku pretpostavljamo da je N ceo broj takav daje N > 3d + 5, kada y € 57 .
Zapravo, zbog primene Teoreme 4.2.1 videli smo da treba da pretpostavimo da
je N > 3d + 3 (videti Napomenu 4.3.5). U narednim tvrdenjima ¢e nam trebati
pretpostavka N —d —3 > 2d, za d neparan broj i N —d —4 > 2d, za d paran
broj, paje zato N > 3d +5. Za y € sgf n Ce biti dovoljno da pretpostavimo da je
N > 2d +4, sto Ce biti jasno iz dokaza Teoreme 4.4.8.

4.4.1 Kompaktnost komutatora C = [Ty, Ty| za y € 57,

Teorema 4.4.1 Neka je y € s\, ¢ €S (RY). Tada je komutator C = [Ty, Ty) =
Ty Ty — TpTy kompaktan operator iz Hy(R?) u LY(RY). Ako sa p oznacimo simbol
operatora C, onda p € ng;,l_d_y ako je d neparan broj i p € Sg’_/;,l_d_zp ako je d
paran broj.

Ly
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Dokaz: Neka je y € 57y, N > 3d +5, d neparan i ¢ € < (R%). Simbol kom-

pozicije Ty Ty je dat sa o(x,&) = [[e My (€ +n)@(x+y)dydn, x,& € RY. 1z
Tejlorovog razvoja funkcije ¥ u okolini tacke & imamo

1

vt =Y Torw@ 2 ¥ T [0 0pa8v(e +omao,

laj<1 ¢ la=2 & /0
odnosno o (x,&) =1 (x, &)+ L(x,&), gde je

hwE = ¥ o [[e P meogu&) o+ y)aum

la|<1

Simbol za Ty Ty je ¢(x)y(&), pa je simbol komutatora C dat sa
1
PeE)= ¥ EVEDEON)ms +hlxE).
la|=1 """
.- 1 . = "m— .
gdeje i (x,&):= Y, =l gty(é)D;‘go(yﬂy:x. Jasnojedal(x,§) € SO7N1_1. Dalje

lor|=1
treba da ocenimo I (x, §). Primetimo da je

B =2 ¥ o [ 007080,

=2

gde je
I(x,8) Z//eiy”&g‘l//(§+6n)D§‘(p(x+y)d)d“n.

Kao u dokazu Teoreme 4.3.4 imamo da je

L)< [ [0 D) () 29gy(E +6m) ) (D) [DEp(r-+ )| dum
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<CE)" 2™,
za2k=d+1,0<M<1,20>d+|m—2|.

Iz dokaza Teoreme 4.3.4 sledi da I, € S?de ;- Posto I1(x,€) € 581]\, , C
Sg“x, i3 il GSON d-3 CS{’led 5 sledi daJepeSON J—3- Sada mozemo
da primenimo dokaz Teoreme 4.3.4, deo 1 i dobijamo da j je C = T, kompaktan
operator iz HY (RY) u L1(RY).

Dokaz je analogan u slucaju kada je d paran broj. ]
Posledica 4.4.2 Neka y € SQ’N, Qe (]Rd), m,s € R. Tada je komutator C =
[Ty, Tp) = Ty Ty — Ty Ty kompaktan operator iz Hy,  (RY) u HI(R?). Ako p oznacava
simbol za C, onda je p € Sgig,lfd%, kada je d neparan broj i p € Sg‘g,lfd%, kada je
d paran broj.

Dokaz: Primetimo da je T, T, kompaktan operator iz HZ. (R?) u H! ,(RY) za
svako € > 0. To jednostavno sledi iz dokaza Teoreme 4.3.4 1 iz Posledice 4.2.2.
Dokaz Teoreme 4.4.1 implicira tvrdenje. W]

4.4.2 Postojanje H-distribucija sa simbolom v € (Sﬁ, N +1)0

Primetimo da je kompletiranje tenzorskog proizvoda . (RY) ® (Sen-1)o isto za

€ i 7 topologije, zato §to je . (Rd) nuklearan prostor([36], Teorema 50.1). Ko-
risti¢emo oznaku .7 (R?)&(s™ . | )o za kompletiranje.

Teorema 4.4.3 Neka u, — 0 u LP(RY) i v, = 0 u H4(R?). Tada, do na podniz,
postoji distribucija p € (.7 (R))&(s™ . )o)' tako da je za sve @y, s € S (RY) i
2asve v e (1o

Jim (g1, g2n)) = (14,0162 2 W),

Dokaz: PoSto ¥ € (s y.1)o, onda je </ (pavy) € LY(R). Simbol y zapisujemo

uobliku y(&) = y1(&)ya(§), wi (&) = (&)™ €52 v, va (&) = (&) " w(§) €52 y-
Tada iz (4.22) sledi

g (@va)lles < e[yl N g (@va)lies < crlylsn, [|@vallpg-
U poslednjoj nejednakosti koristili smo uslov

W2l = (&)™ w(8)lo , < CUE) ™ |iom Wl < CrlWln -

Seo N

Iz Pitrijeve nejednakosti 1 formule za inverznu Furijeovu transformaciju konvolu-
cije sledi
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Q=

@Vl = (/Rd Z (18P 2 pxin)

q
a’x>

- / (18P [, 006 - mau(mam)['ax)”

Q=

F A+ 1EDTOE —mpa(mam)|'ax)

Q=

<e(ful7

/1+|n| (116 =15 9(& ~m)ou(myan)|'ax)

/ (1] )T xp(1+]-7)%) dx)l
([ |7 e[ | e P >!”’X>;
<Csup| 77 (1 4] 2% 0)| [l

< [, QM p g < Y (E)g)
CA+IEP) 2
Na prostoru . (R?) moZemo definisati niz semi-normi,

Fle=" sup  [I(E)FW(E)lle, k € No,

|or|<k,E €R?

koji je ekvivalentan sa nizom semi-normi definisanim u (1.1). Dakle,

‘ / U 2 (pvn dx

Za fiksirano ¢ € .7(RY), preslikavanje v — (@, y) = / Un 2y (Qvy,)dx je
R4

< C|‘l’|s’” W@l tem- (4.25)

linearno i neprekidno i za fiksno W € (s v )o preslikavanje @ — u.(@,y) je
antilinearno 1 neprekidno. Ostatak dokaza je sli¢an dokazu teoreme o postojanju
H-distribucija (Teorema 3.2.2).

Fiksirajmo ¢ € .7 (R?) i posmatrajmo niz preslikavanja

OF :y— (@, ).

Dakle @5 € ((s” +1)0)’ i moZemo da primenimo Teoremu 1.1.5 da bismo dobili

slabo - x konvergentan podniz @ — &, posto je ((s™ +1)0,| |5 ) separabilan.
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Preciznije, za svako fiksno ¢ € .7 (R¢) konstruiSemo linearno preslikavanje
®? tako da je (®Y,y) = (PP, ), v 5 i y € (s y41)o-  Zapravo, preko
dijagonalizacije dolazimo do podniza (<I>$) koji konvergira na gustom prebro-
jivom podskupu od (sﬁ./ N41)0 » pa prema Banah-Stajnhaus teoremi moZemo da
prosirimo preslikavanje na (s, y 1 )o- Tada, za fiksno y € (s, v )o, preslikavanje
@ — (DY v) je tatkasto ograni¢en niz u .7’ (R¥) koji konvergira na gustom pod-
skupu M C .7 (R9); $to se ponovo dobija preko dijagonalizacije. Banah-Stajnahus
teorema implicira da (®7, ) konvergira ka (®?, y) na . (R¢). Pokazali smo da
za svako @ € .7 (R?) i za svako ¥ € (s2 v, 1)o,

lim (@, y) = (¥, y).
§tavi§e, prema (4.25),

(@2, W) < clliml rar Wlez,-

Prema [36][Deo III, Poglavlje 50, Propozicija 50.7, str. 524] sledi da postoji
U e (Y(R%@(sﬁwﬂ)o)' definisano sa

(15,8 @W(E)) = fim (B, ) = lim [ wvFglgwy)dx,
zasve ¢ € S (RY), y € (sen-1)o, gde je uy podniz od u, i vy podniz od v,.
Poito svako ¢ € .7 (RY) moZe da se napise kao ¢ = @, ¢, za neke ¢;, ¢, € ./ (RY)
(128]). imamo da je (1, py) = lim / uy 7(@| 2vy)dx. Teorema 4.4.1 implicira
daje zasve @, € S (RY) iy € (Seen-+1)05

WP 2y) = lim [ o cy{gmvv)d
Time je dokaz zavrSen. a

Napomena 4.4.4 Neka W € s, y. Dati dokaz implicira da je W, (-, yo) ogranicen
niz linearnih preslikavanja na . (R?). Dakle, ima konvergentan podniz U, (-5 W0)
koji konvergira ka (-, W) u /' (R?). Ako izaberemo drugo i € Seo, N MOZemo
nadi podniz od Uy, (-, W) koji oznacavamo sa (-, v ) i koji konvergira u ' (R%).
Na ovaj nacin nemamo isti niz za sve Y € SQ N- Zbog toga uvodimo separabilnu
klasu simbola (s y 1 )o-

Posledica 4.4.5 Pretpostavimo da u, — 0 u H” (R?) i v, — 0 u H? Y
Tada, do na podniz, postoji i € (V(]Rd)@(sﬂ,]vﬂ)o)' tako da je za sve @1, @, €
F(R) i sve w € (" yi1)o

zas,me R.

lim (@11, g (Q2vn)) = (1, P1P2 O Y).

n—yoo
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Dokaz: Kao u dokazu prethodne teoreme posmatramo niz funkcionela
(@, ) = <%§>—“(”n>aﬂm(¢’vn»-
Za yi(£) = (€)1 ya(&) = (£)*W(&) imamo ocenu
|1 (@, W)| < [y, (un) || 2 || gy (@Vn) |20 < clWlsm  [@12a 2 [t -

Primetimo da je limy, e s (@, W) = lim, e (ttn, 5(@vy,)). Primenom Teoreme
4.4.3 1 Posledice 4.4.2 sledi tvrdenje. W]

Teorema 4.4.6 Neka u, — 0 u LP(RY),m € R. Ako za svaki niz v, — 0 u H%(R?),
vazi

lim (uy,, W'@m((pvn)) =0, (4.26)

n—yoo

onda za svako 6 € .7 (RY), Ou,, — 0 jako u LP(R?), n — oo,

Dokaz: Pokazademo da je za svako 0 € .#(RY) i svaki ograni¢en skup B C
LI(RY),
sup{(Ou,,9) : ¢ € B}— 0, n — co.

Pretpostavimo suprotno, odnosno pretpostavimo da postoji € .7 (R?), ograni-
¢en skup By u Lq(]Rd), & > 01 podniz Ouy niza Ou,, tako da je

sup{|[(Ouy,d)| : ¢ € Bo} > &, zasvako v € N.

Izaberimo ¢ € By tako da je |(Ouy, @y )| > € /2. Posto ¢, € By i By je ogranicen u
LY(RY), onda je (¢) slabo prekompaktan u LI(R?),odnosno, do na podniz, ¢, —
¢o in L9(RY). Posto je ¢y fiksirana funkcija imamo da (uy, @g) — 01

€

’<9uw¢v—¢0>’ > 4’

Primenom Teoreme 4.4.3 na uy — 0 u LP(RY) i Aey-n(Pv — o) = 0u HY(RY),
dobijamo da za svako ¢ € .7 (R9) vazi

vlgrgo (uy, =Q17(§>m(¢437<§)*m((¢v —0))) =0. (4.28)

V> V. (4.27)

Biramo ¢ = 6. Teorema 4.4.1 implicira limy_,e (Quy, ¢y — @) = 0, §to je u kon-
tradikciji sa (4.27). a

Iz dokaza Teoreme 4.4.6 1 primenom Posledice 4.4.5 lako se dobija naredna
posledica.

Posledica 4.4.7 Neka u, — 0 u H” (R?). Ako za svaki niz v, — 0 u H,,,(R?)
vazi da je limnﬁm<un,ﬂf<§>m((pvn)> =0, onda Ou, — 0 jako u Hfs(Rd), n— o, za

sve 6 € .7 (RY).
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m

4.4.3 Teorema o postojanju H-distribucija za simbol y € s ZN+1

l<g<?2

Kao i u slu¢aju simbola u klasi s, y treba da pokazemo da C(pavy) = To, iy (Q2vn) —
T, (2v,) — 0u LI(RY), ako v, — 0 u HY(R?). Preciznije, vazi sledeca teo-
rema.

Teorema 4.4.8 Neka ¢, ¢, € .7 (RY), y € stN, 1<¢g<2 N>2d+4. Tada je
(Tp, Sy — Sy Ty, ) Ty, kompaktan operator iz HE(R?) u L(RY).

Dokaz: Oznac¢imo sa p(x, &) simbol za Ty, oy, — o/ Ty, . Tada je

P &)= T AEVEDI )it P (5 E),

lof=1 """

1 ! 2 —iyn Ha o
ZMZ:za/O (1-6) //e Y 85 w(E+6n)Dy @1 (x+y)dydnde.

B
[\
—~

=
e
~—

I

Sli¢no kao i u dokazu Teoreme 4.4.1, cilj nam je da aproksimiramo 7), nizom

kompaktnih operatora 7, (x) = ¢ (x/Vv)T,(x), gde se ¢ uvodi na isti nacin kao i u

prvom delu dokaza Teoreme 4.3.4. PokaZimo prvo da 7, Ty, : H/] (RY) — H I (RY).

Zatim ¢e mnoZenje sa ¢ implicirati da je T, T, : H,} (RY) - H . (R?) kompaktan

operator za svako & > 0, pa je Ty, Ty, : H%(R?) — L7(R?) kompaktan operator.
Neka je

PnE)= ¥ aEWEDI R0

lof=1 """

Posto v € sy, sledi da o (§) := 85‘1[/(6) € sgf;,l_l, zato $to je |¢t| = 1, odnosno

(4.21)vazizam—1. Akov € HL(R?) i ¢, € 7 (RY), sledi da oy, (¢2v) € HY (RY).
Zaista,

[y (P29) | s = 117 ) (e, (P2)) [0 = ([ Fyy ) 8) (P29) [ -

Posto yy (&) := 85‘1//(5) € 3217;,1_1, sledi da W (8)(E) € sy, Sto se lako dobija
iz definicije (4.21). Kako @v € HL(R?)iN—1 > d+3, sledi daje 7, (&) (92v) €
L(R?) (ova osobina je dokazana u Teoremi 4.3.4). Dakle,

| (@20l < oo
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175 (929} las < 1Ty (929) g0 + T2 @29) -
Zato je,
1T, (@29)llge < ) —HTaaw 21020y (y)]y— (P29) || g1

=1

-y %||((D;X(Pl(y)|y—X)T3gW(§)((p2V))HHf'

=1

Oznacimo DY @y (y)|y=x =: ¢ (x) € Z(R?). Tada je
107" (X) oz yie) (@)l g = 01 () ver ()l g
gde je vg (x) = %gl,,@(@v) € H{(RY). Dakle,
1ot Togy(e) (@) ]Iy < 197 |pllvellng,

gde je |@%|, semi-norma funkcije ¥ € . (RY) za neko p € N. Pokazali smo da
je

1T (@2v) e < ) |<P1 [pllvelms <o

jaf=1 %
Dalje Zelimo da pokazemo da T2 (@2v) € H{ (RY).
Prema definiciji je Hsz((pzv)Hqu = || ey Ta(@2v) |4 Vazi

S Talow)) = [ 5] [[e Mg +m)p2 2. E)dxin] 7 (pav) (EME.
Neka je o(x // “NE ) p?(x+ X, E)dx'dn. Sledi da je

e Tatomlly = ( [ | [ #4087 (pm)(Epe|'ax) "

R4

R £

Dalje imamo

/Rd /IRd e M (E+m)pP (x4, &) | axidn

=2y — / 07 [, [, e ME+ o+ E)dxamde,
RY JRY,

Ial 2 &

gde je

To(x+x &) = /Rd /Rde—fy“ﬁagqf(g+eﬁ)Dg<pl(x+x’+y~)dgﬁ.
nooy
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Sledi da je za dovoljno velike [,1' € N,

L L e ME+ (e 8)ddn
Ry Rx,

= [, L, e 0 [n) 26 4 m)| (Do) Io (x4 4 E)axam.
R¢ JRY,
Ponavljanjem iste procedure dobijamo

/R d /R € TOgY(E+0M)(De)*' DY @i (x -+ +5)dyd
ey

o=
= Jog o Gy @0 8 wE 02| * D) D x4 + s,
Posto ¢ € .7 (R?), sledi da za svako M € Ny postoji C > 0 tako da je
(D5)*(Dw)?' D @1 (x+ 4 +7)| < Clx+x' +3) M.
Zatim primenom Pitrijeve nejednakosti dobijamo
Clrta +3) M <)M () M™Y.

Ako izaberemo da je M = d + 1 i k" = d + 1, dobijamo ||/, T2 (@2vs)|| Lo

<a gl [ 0-97 oy G [ e

o8y (E+01)
; ) an [, @ | A e

/Rd<Dn>2l (& -+mym~| dn/ (1-6

T

[47.7 (o) & >d5d9!qu)

X/Rdu)ﬁ)%’ [T)}dndef (@avn)( ‘dé



86 H-distribucije sa neograni¢enim simbolom

i
W OETy(E +6)

a2 [ agwigrom]|<en ™ ¥ g,

(E+om)" >

W 9 Ty(E+67)

calf =2k m—2—|r| |m—2—|r||‘
< 4<Tl> |,,|Z_() <§+9n>m 2—1r] <§> < >
Dakle,
¢ s Rd<Dn>2l [<§+n 2’ dn/ (1-6

g
2L Y(E + em]

o O [P

Y o )‘ 21 gy 2| 7 ;
<es [ 2k/R€MO Eren e E I A () @z

<collo,, IE" T (@) (E)lllLr < colwlom 14E)" " F (920)(E)l1r < o

Pokazali smo daje T, Ty, : H4(R?) — H{ (RY). Treba jo§ pokazati da T),, Ty, —
T,Tp, u normi kad v — oo. Vazi da je

A d0.7 (@) )a'é;

| Tpy—p(@2v) e = H ((P (%) B 1>Tp((p2v)HLq

<[[(o(5) =) Ttom)|| , +[|(¢(5) ~ 1) Tl ,

‘ <¢ (T,) - 1) pi (@2v H primenjujemo isti postupak kao u dokazu

Dalje za

drugog dela Teoreme 4.3.4 i zakljucujemo da

H (¢ <%> - 1)Tm (%V)HM 50,V — .

AO
o () 1)t

Posledica 4.4.9 Neka ¢1,¢2 € S (RY), w € s)'y, 1 <q<2,N>2d+4,mseR.
Tada je (Tp, Sy — oy Ty, )Ty, kompaktan operator iz He,, (R?) u HI(RY).

mozZemo da primenimo prethodni dokaz i dobijamo

s — 0, v — oo takode, Sto je i trebalo pokazati. W]
q
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Dokaz: Drugideo dokaza Teoreme 4.3.4 implicira da je Ty, T;, kompaktan operator
izH, (R uH! (R, zasvako e > 0i ¢ € .7 (RY). Zaista, ako y € siy» onda

m+s
(&)'w €)'y’ Dakle, ako v € H,!, (R?), onda

m+s
1Ty (@v)ll g2 = [ Tyz)s (@V)||Ls < oo

Zaklju¢ujemo da za svaki slabo konvergentan niz v, — 0 u H, ts (RY) vazi da je

1Ty (@va)llgs , < 1Ty (@va)llms = [1Tye)s (@va)lls = 0,1 — oo,

Sto sledi iz drugog dela dokaza Teoreme 4.3.4, odnosno Ty,)sTp je kompaktan
operator iz HY,. (RY) u H?, za (£)y € SHN'-

Primenom Teoreme 4.4.8 dOle amo kompaktnost operatora (T, y — Ty, ) To,
iz H?, (RY)uHI(RY). ]

m-+s

Teorema 4.4.10 Neka u, — 0 u LP(R%), v, = 0 u H1(RY), 1 < ¢ < 2. Tada, do
na podniz, postoji distribucija L € (. (]Rd)@)sq ni1) tako da je za sve @1, @, €

S (RY) i za sve y € SgN-+1
lim (@1uan, g (92vn) = (K 9193 & ¥).

Dokaz: Posmatramo niz seskvilinearnih funkcionela (linearnih po y i anti-linearnih

po ¢)

a0 ) = [ wihy(pr)a (4.29)

koje su dobro definisane. Zaista, kao u dokazu Teoreme 4.3.4, za W € s;’f Nl d
¢ € .7 (RY) vazi

[ w()# (pr)@)ae ')’

Ity@va)les = ( [,

<clvlg, X lal ¥ (2)I0+160)" F (P o) @)l

|r|=0 a+p=r

W\MI

7(1P)(E)(1+E%)

< clylgm, [ <o,

Dakle,
o= [ i <pvndx\<||un||u||% (vl
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|m—|e| \Otll

7 (W) (&)1 +1EP)

< C|W|SZN

< el | () () (1+ [E) 2

za neko ko € N. Dalje je dokaz analogan dokazu Teoreme 4.4.3 i koristimo kom-
paktnost komutatora, to jest Teoremu 4.4.8. ]

4.5 Primene H-distribucija sa neogranicenim simbo-
lom

Pretpostavimo da u,, — 0 u H” S(Rd), s € R, 1 < p < o tako da je zadovoljen
sledeci niz jednaCina

Y Aa(x)0%un(x) = gn(x), (4.30)

la|<k

gde Ay € .7 (R?) i(gn), je niz temperiranih distribucija tako da
¢gn —0uH’ _ (RY), zasvako ¢ € .7 (RY). (4.31)
Vazi sledeca teorema.

Teorema 4.5.1 Neka u, — 0 u HZ(RY),m € R, 1 < p < eo. Tada Qu, — 0 jako u
H? (RY) za svako € > 0, ¢ € ./ (RY).

Dokaz: OznaCimo sa B; otvorenu loptu sa centrom u koordinatnom poéetku polupre-
¢nika / € N. Relihova lema implicira da je HZ (B;) kompaktno utopljen u H, _.(B;),
za svako € > 0. Posto u, — 0 u H? (B,), dijagonalizacijskim postupkom dobijamo
podniz (koji oznacavamo isto kao i pocetni niz) tako da za sve [ € N

Qu, —0in H> . (B)),p € .7 (RY). (4.32)

Biramo glatke funkcije j; tako daje x;(x) = 1 zax € B;i x;(x) =0 zax € R\ B,.
Tadaje @ = 210+ (1—2) @i

< leunllpe_, + (1 = 20) Qunl

m—g

lQuallyy

< X Qun| gr_ +|Sl|lp @k |t g2
x| >1

gde je sa | @]y, oznaCena semi-norma za funkciju ¢ € . (R¢). Primetimo da (4.32)
implicira da H)(l(punHH;l£ — 0, n — oo,
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Posto u, — 0 u H? (R?), postoji konstanta M > 0 tako da je ||u,, |gr <M. Neka
je € > 0 dato. Tada, posto ¢ € .7 (R%), postoji Iy € N tako da je za sve [ > [

€
sup | @k, < =—-
Wl 2M
Dakle, za dato € > 0 postoji ny € N tako da je || @uy||pr < € zan > ny, odnosno
Qou, — 0u HY__(R?), §to je i trebalo pokazati. g
Lema 4.5.2 Neka (4.30) i (4.31) vaZe. Tada postoji niz (f,) u Hfs_k(]Rd) tako da
je
Y 0%(Aa(x)un(x)) = fulx) (4.33)
|a|=k
i
@fy = 0uH" (R?), za svako ¢ € #(RY). (4.34)

Dokaz: JednacCinu (4.30) ¢emo zapisati u divergentnom obliku, odnosno

Y, 9% (Aa(x)un(x))

la|=k
- Y Aa()%u,(x)+ Y Y (a>8aﬁAa8Bun(x).
|| <k |a|=kB<a B
Stavimo
a —
fn(x Z Ag(x)0%u,(x) + Z Z ( )8“ ﬁAaaﬁun(x).
lor| <k lo|=kpB<a
Posto u, — 0 u H” (R?), onda 9%u, = 0u H”_ |a|(]Rd).Dakle, iz Teoreme 4.5.1
sledi da @9%u, —0uH” (R%), za svako € > 0. Ako izaberemo & =k — ||,

—|of—
$to mozemo da uradimo zato Sto je |a| < k, dobijamo da

0%, —0u Hfsfk(]Rd).
Dakle, ¢ f, —>0qus_k(]Rd). ]
Sada mozemo da pokazemo lokalizacijski princip.
Teorema 4.5.3 Neka u, — 0 u H” (Rd), s € R, zadovoljava (4.30) i (4.31) i y €

sy Tada za sve vy — 0 u qu+m(]Rd) odgovarajuca distribucija py, € .7 (RY)
zadovoljava
Y Aq(x <§>ku‘/’ 0 u.”'(RY). (4.35)
lor| <k
Stavise, ako je v = (&Y™ i(4.35) implicira Py =0, onda Ou, — 0, u Hfs(]Rd),
za sve 6 € .7 (RY),
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Dokaz: Neka v, —0u H{ ,(R?), ¢; € #(RY), ¢ € S (RY) i y € s \(RY).

Treba da pokazemo da je, do na podniz,

lim Y, (unda@r, Ay, (92vn))+ lim ¥ (unAa@r, g, (@2vn)), (4.36)

%
"7 af<k o=k

- Z <N»Aa(x>(P1(P2<€a

|| <k §_>k

o

ve) +|a|2_k<u,Aa<pl<pz<§7w<é>> ~o,

[0
m—+|a|—k

gde je ¥y = %y/(é) Posto Wy € s, iz Teoreme 4.3.4 sledi da je o

kompaktan operator iz HY,,,(RY) u quf‘ ol ke
Ay (92vn) — 0 jako u qu_|a|+k_£(]Rd), za svako € > 0.

Dakle, kada je || < kK moZemo da izaberemo € = k — |¢t| i dobijamo jaku
konvergenciju #y_(@2v,) — 0in H{ (RY). Posto u, — 0 u H” (RY) zakljuujemo
da je

(RY), za svako & > 0, odnosno

im Y (upAa@r, g (@2va)) = 0.

—
" Dc)|oc|</7<

Treba joS pokazati da

lim Z <I/tnAa(p1 R M@a((pzvn» =0.
o=

n—oo
k

|
Dovoljno je da pokazemo da je lim Y (upAq, g (@va)) =0, za svako @ €
|ot|=

n—soo
k

7 (RY), zato §to je ¢ = @1 P> za @1, ¢ € .7 (R?) i Teorema 4.4.1 implicira da je

lim Z <”nAO£ ) JZ%;/O‘((PV,I)> = r}gl‘}o Z <”nAOC(P1 ) JZ{\PO{((PZVFL)> .
o

o=k k

Posto je
Jﬁpa = %ﬂ Oﬂfy/ i %ﬂ = aa%@—k,
By @k
sledi da je
r}gr‘}oaz_k<unAa, y%.;,a(govn)> = r}gl;lo|a|z_k(_1>|a| <axa(unAoc) ) %§>—kq/((pvn)> :

Tada gy, (Qvn) € H?_ (R?) i zbog pretpostavke (4.33) sledi da je

s+k

lim Y (unda @i, g (92vn)) =0.

%
" o=k
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Dakle, pokazali smo (4.35).
Ako je tgym = 0, onda Posledica 4.4.7 implicira da Ou, — 0 u H” (RY), za

sve 8 € .7 (RY) o

Teorema 4.5.4 Neka u, — 0 u H” (RY), v, = 0 u H!,,,(RY) i 0 € Sy W E

Swn» S;m,r € R Pretpostavimo da dguy = fn — 0 jako u H? _ (RY). Tada

odgovarajuca distribucija s ) v zadovoljava
&

Hoe), = 0 u .7 (RY). (4.37)

Dokaz: Pretpostavka implicira da f,Qf@)fr(JZqun) = EQ7< §>,r( fp) = 0 u HY, (Rd)'
Sledi da
<'Q{<§>_’<JZ{0MY,),JZ%V<(PV”)> —0,n—0, @ y(Rd).

Iz osobine faktorisanja (¢ = @ ¢,) i Posledice 4.4.2 sledi da je za sve @1, ¢, €
S (RY),
Jim (@ritn, Aoz ErTy (9290)) =0,

odnosno za sve @y, ¢ € . (R?) distribucija e v zadovoljava
(34

(Hoe) ., 9192) =0.

e

Dakle,vazi (4.37), $to je i trebalo pokazati . o
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Zakljucak

U tre¢em poglavlju smo uveli H-distribucije na prostorima Soboljeva, sa
ograni¢enim simbolom y, a u Cetvrtom poglavlju uvodimo H-distribucije kada
je simbol ¥ neogranic¢ena funkcija.

Kada su nizovi u dualnom paru prostora Soboljeva W %7 —W*4, k € N kon-
struiemo H-distribuciju pod pretpostavkom da je v € C¥(S9~!) i y proirujemo
na R%\ {0} preko homogenosti reda nula (x = |d/2] + 1). Dokaz komutacijske
leme se u ovom slucaju jednostavno dobija preko Tartarove komutacijske leme i
interpolacijske nejednakosti (Lema 3.2.1). Dokazujemo i Teoremu 3.3.2 koja nam
daje (lokalno) jaku konvergenciju, ako je odgovaraju¢a H-distribucija jednaka nuli.
Preciznije, ako u, — 0 u W57 i za svaki niz v, — 0 u W4 je H-distribucija jed-
naka nuli, onda Ou, — 0 jako u W57,

Prilikom konstrukcije H-distribucija sa neograni¢enim simbolom pretpostavlja-
mo da su nizovi u, i v, slabo konvergentni u dualnom paru Beselovih prostora,
H? —H{. Simbol y € C"(R?) i pripada nekoj od klasa 57"y za 1 < g < eo. Sim-
boli u ovim klasama ne moraju biti ograniceni. U zavisnosti od toga da li je g = o
ili 1 < g <2 dokazujemo teoremu o postojanju H-distribucija. Dokazi komuta-
cijske leme su dati u Teoremi 4.4.1 za simbol y € s7; i u Teoremi 4.4.8 za sim-
bol v € s’qn’N, 1 < g < 2. Dokazujemo i Teoremu 4.4.6 koja nam sli¢no kao u
treCcem poglavlju daje jaku konvergenciju Ou, — 0 za sve 6 € ./, ako u, — O u
H” izasvev, —0uH, ' J€ odgovarajuca distribucija jednaka nuli. Za m > 0 je
H! m C HY{, $to je razlika u odnosu na analognu teoremu u treéem poglavlju. Kada
je W ograni&ena funkcija moramo da posmatramo v, — 0 u Hy, a sa neograni¢enim
simbolom moZemo da posmatramo nizove u prostoru koji je sadrzan u Hy.

Za sve klase simbola y dokazujemo lokalizacijski princip, odnosno prime-
njujemo H-distribucije na linearnu jednacinu sa koeficijentima u .. Jednacina
je prvog reda kad je simbol ogranicen, a kada je simbol neogranien posmatramo
jednacinu reda k € N.
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