
UNIVERZITET U BEOGRADU

MATEMATIQKI FAKULTET

mr Mirko S. Jovanovi�

PRILOG TEORIJI APSTRAKTNIH

METRIQKIH PROSTORA

doktorska disertaija

Beograd, 2016



UNIVERSITY OF BELGRADE

FACULTY OF MATHEMATICS

mr Mirko S. Jovanović
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PRILOG TEORIJI APSTRAKTNIH METRIQKIH PROSTORA

REZIME

Ova disertaija je prilog Metriqkoj teoriji fiksne taqke, oblasti koja

se u posled�e vreme intenzivno razvija. Sastoji se iz pet poglav	a.

U prvom poglav	u dokazana je jedna poznata lema, koja se prime�uje u

dokazu Banach-ovog prinipa kontrakije, iskazanog za orbitalno kompletne

metriqke prostore.

U drugom poglav	u dokazano je osam teorema koje generalixu neke poz-

nate rezultate o fiksnim taqkama u metriqkim prostorima (Boyd-Wong-ov,

Ćirićev, Pant-ov i druge). Neke od tih teorema su modifikaije poznatih, a

tri su potpuno nove.

U tre�em poglav	u dokazane su tri teoreme koje generalixu rezultat

Nemyki

�

i-a o fiksnim taqkama preslikava�a u kompaktnim metriqkim pros-

torima, kao i jedno uopxte�e teoreme Edelstein-a. Kod nekih teorema su

originalni dokaz i iskazane posledie.

U qetvrtom poglav	u razmatraju se b-metriqki prostori, kao uopxte�a

metriqkih. Izvedena je generalizaija teoreme Zamfirescu-a u b-metriqkom

prostoru i neke �ene primene. Dat je jox jedan novi rezultat koji se odnosi

na slaba skoro kontraktivna preslikava�a.

U petom poglav	u razmatraju se konusni metriqki prostori. Dokazane

su dve teoreme kao analogoni odgovaraju�ih rezultata iz obiqnih metriqkih

prostora. Izvedena je i jedna potpuno nova teorema koja za poslediu ima

Banach-ovu teoremu u konusnim metriqkim prostorima nad konusom koji ne

mora biti normalan. Dokazana je i generalizaija Fisher-ove teoreme u konu-

snim metriqkim prostorima sa regularnim konusom.

Ve�ina rezultata snabdevena je odgovaraju�im primerima koji pokazuju u

qemu se ti rezultati razlikuju od ve� poznatih.

K	uqne reqi: Konusni metriqki prostor, normalan konus, b-kompletan

metriqki prostor, Banach-ova kontrakija, generalisana kontrakija, fik-

sna taqka, slaba kompatibilnost, slaba semikompatibilnost, slaba komuta-

tivnost, niz ograniqene varijaije.

Nauqna oblast: Matematiqka analiza

U�a nauqna oblast: Nelinearna funkionalna analiza

UDK broj: 517.988:515.124(043.3)



CONTRIBUTION TO THE THEORY OF ABSTRACT METRIC SPACES

ABSTRACT

This dissertation is the contribution to the Metric fixed point theory, the area

that has recently been rapidly developing. It contains five chapters.

The first chapter gives the proof of one already known lemma. This lemma is

used in the proof of Banach’s theorem for orbital complete metric spaces.

The second chapter contains the proofs of eight theorems, which generalize

some known results from the theory of fixed points in metric spaces (Boyd-Wong’s,

Ćirić’s, Pant’s, and other). Some of these theorems are modifications of the known

ones, while three are completely new.

Three theorems are proven in the third chapter. They generalize the result of

fixed point of mapping defined in compact metric space given by Nemytzki, as well

as one generalization of Edelstein’s theorem. The proofs and stated corollaries of

some theorems are original.

Chapter four discusses b-metric spaces as a generalization of metric spaces.

The generalization of Zamfirescu’s theorem of b-metric spaces is presented as well

as some of its applications. A new result concerning weakly almost contractive

mappings is also determined.

Chapter five contains some new results in cone metric spaces. Two theorems are

presented as the analogue of the same theorems in the setting of standard metric

spaces. A completely new theorem is established which results in the Banach’s

theorem in cone metric spaces whereby the cone does not need to be normal. A

generalization of Fisher’s theorem in cone metric spaces over a regular cone is also

proven.

Almost all results in this dissertation are confirmed by corresponding examples,

which explain how these results differ from the already known results.

Key Words: Cone metric space, normal cone, b-complete metric space,

Banach’s contraction, generalized contraction, fixed point, weakly compatible,

weakly semi compatible, weakly commutative, the sequence of bounded variation
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PREDGOVOR

Za razvoj Matematike analize u posled�ih sto godina mo�da su tri go-

dine najznaqajnije. 1906. godina kada je franuski matematiqar Frechet

uveo metriqke prostore, definisao osnovne pojmove, kao i kompletnost i kom-

paktnost prostora. 1914. godina kada je nemaqki matematiqar Hausdorff

u svojoj k�izi Teorija skupova definisao topoloxke prostore. 1922. godina

kada je po	ski matematiqar Banach definisao kompletno normirane pro-

store i dokazao svoju quvenu teoremu o fiksnoj taqki. Posle toga se po	e

Matematiqke analize proxirilo u svim pravima kako teorijske tako i pri-

me�ene matematike.

Kao nastavak Banach-ove teoreme o fiksnoj taqki razvila se posled�ih

pedeset godina Nelinearna funkionalna analiza kao i �en ode	ak Teorija

fiksnih taqaka, najpre u metriqkim prostorima, a kasnije u �ihovim raznim

uopxte�ima. Trenutno u svetu u toj oblasti radi vixe od hi	adu matemati-

qara, a postoje i qasopisi koji objav	uju radove isk	uqivo iz te teorije.

Srpski matematiqari su dali izuzetan doprinos ovoj teoriji, svojim ra-

dovima, monografijama i u
beniima. Najznaqajniji meÆu �ima su �. �iri�

(jedna monografija), O. Ha
i�

(1)

(tri monografije), M. Taskovi� (dve mono-

grafije), V. Rakoqevi� (u koautorstvu sa D. Ili�em dva u
benika), S. Rade-

novi�, Z. Kadelburg, I. AranÆelovi�, �. Gaji� i drugi. Neki od navedenih

matematiqara imaju i po vixe od sto radova i vixe od po hi	adu itata.

Autor je do sada objavio 13 radova (videti Biografiju).

Ova disertaija je prilog navedenoj teoriji. Sastoji se iz pet poglav	a.

U prvom poglav	u dokazana je ve� poznata Lema 1.1. Da bi se ilustrovala

metoda �ene primene u kasnijim dokazima (Teoreme 2.2; 2.3; 2.4; 2.5; 2.6; 2.7;

2.8; 4.7), dokazan je Banach-ov prinip kontrakije (Teorema 1.1), ali na

orbitalno kompletnom metriqkom prostoru. Ukazano je na razliku izmeÆu

datog dokaza i klasiqnog dokaza. Dat je takoÆe va�an Primer 1.1.

U drugom poglav	u uopxtava se teorema Boyd-Wong-a ([8℄) u vixe pra-

(1)

Autor prve monografije iz ove teorije ([60℄).
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vaa. Teorema 2.2 je neznatno uopxte�e teoreme iz [26℄. Formulaija Teoreme

2.3 je potpuno nova i sadr�i odgovaraju�i Primer 2.2. Teorema 2.4 je gene-

ralizaija Ćirić-eve teoreme ([51℄, [55℄) i sadr�i odgovaraju�i Primer 2.3.

Teorema 2.5 je generalizaija Pant-ove teoreme ([32℄). Teorema 2.6 je potpuno

nova a �ena posledia je ve� dokazana Teorema 2.3. Teorema 2.7 je neznatno

uopxte�e teoreme (Theorem 3.1 [50℄). Teorema 2.8 je potpuno nova i data je

�ena interesantna Posledia 2.7.

U tre�em poglav	u razmatraju se preslikava�a na kompaktnim metriqkim

prostorima. Teoreme 3.2, 3.3, 3.5 su generalizaije Teoreme 3.1. Teorema

3.4 je generalizaija teoreme Edelstein-a ([13℄). Teorema 3.6 uopxtava ve�

iskazane Teoreme 3.2 i 3.3. Data su dva dokaza Teoreme 3.6, a iskazane su i

�ene posledie teoreme Fisher-a ([59℄, [56℄). Dat je dokaz ve� poznate Teoreme

3.7, ali su date i �ene posledie. Dat je i va�an Primer 3.5.

U qetvrtom poglav	u razmatraju se b-metriqki prostori i parijalno

ureÆeni b-metriqki prostori. U prvom delu daju se definiije, osnovne leme

i teoreme, kao i odgovaraju�i primeri. Originalni su Primeri 4.2 i 4.5, kao

i dokaz da prostor iz Primera 4.4 nije b-kompletan. Teorema 4.3 uopxtava

teoremu Zamfirescu-a ([14℄). Date su primene Teoreme 4.3 na egzisteniju

rexe�a sistema n linearnih algebarskih jednaqina (Teorema 4.4) i egzisten-

iju rexe�a Fredholm-ove linearne i nelinearne jednaqine (Teoreme 4.5 i

4.6). Ukazano je na pobo	xa�e istih rezultata primenom teoreme (Theorem

2.1 [63℄). Teorema 4.7 je neznatno uopxte�e teoreme (Theorem 3 [44℄).

U petom poglav	u razmatraju se konusni metriqki prostori. Na poqetku

se daju definiije konusa i osnovne osobine. Dokazuje se Lema 5.2 koja se kas-

nije koristi za strogu definiiju konvergenije niza u b-konusnom metriqkom

prostoru. Dat je Primer 5.3, kao i dokaz u Primeru 5.6. Posle definiije

konusne metrike data je Lema 5.4 koja se strogo dokazuje. Mnoge osobine obiq-

nih metriqkih prostora se kod konusnih metriqkih prostora sa normalnim

telesnim konusnom prenose. Da bi se to ilustrovalo dokazane su Teoreme

5.4 i 5.5 kod kojih se tehnika dokaza razlikuje od tehnike prime�ene kod

obiqnih metriqkih prostora. Dokazana je Teorema 5.6 koja za poslediu ima
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Banach-ovu teoremu u konusnim metriqkim prostorima. Primetimo da se

u iskazu Teoreme 5.6 ne zahteva normalnost konusa. Teorema 5.7 je analogon

Fisher-ove teoreme ([56℄) za konusne metriqke prostore.

Veliku zahvalnost dugujem prof. dr Zoranu Kadelburgu na ulo�enom

trudu pri qita�u rukopisa u toku pisa�a, kao i na sugestijama za preizne

iskaze teorema i lema. �egovo ukaziva�e na najnoviju literaturu kao i za-

htev za odreÆenim primerima znatno su pobo	xali kvalitet ovog rukopisa.

Neproe�ivu zahvalnost dugujem prof. dr Stojanu Radenovi�u koji me je uveo

u ovu oblast, dao veliki broj qlanaka i preneo svoje ogromno iskustvo. Na

kraju, zahva	ujem se SrÆanu Radovanovi�u na znalaqkoj obradi teksta.

U Beogradu 30.04.2016. Autor
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1. Banach-ov prinip kontrakije

U ovom poglav	u izla�emo Banach-ovu teoremu o fiksnoj taqki koja se

qesto naziva Banach-ov prinip kontrakije. Ova quvena teorema je bila

poqetak Teorije fiksne taqke u metriqkim prostorima.

Definiija 1.1. Neka je X neprazan skup i f : X → X. Preslikava�e f ima

fiksnu (nepokretnu) taqku ako postoji x tako da je fx = x. Element x ∈ X

naziva se fiksna (nepokretna) taqka preslikava�a f.

Po	ski matematiqar Stefan Banach je u svojoj doktorskoj tezi ([6℄)

dokazao:

Teorema 1.1. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i f : X → X

preslikava�e koje zadovo	ava uslov

d(fx, fy) ≤ λ d(x, y) x, y ∈ X, (1)

gde konstanta λ∈ [0, 1)(1). Tada preslikava�e f ima taqno jednu fiksnu taqku.

(2)

Da bismo proxirili Teoremu 1.1 na prostore koji su opxtiji od komplet-

nih metriqkih prostora potrebna nam je slede�a

Definiija 1.2. ([53]) Neka je (X, d) metriqki prostor, f : X → X i x ∈ X.

Skup

O(x; f) =
{
f
n
x : n = 0, 1, 2, . . .

}

naziva se orbita elementa x u odnosu na preslikava�e f. Metriqki prostor

(X, d) je f -orbitalno kompletan ako svaki Cauchy-jev niz u O(x; f) konvergira

u X za svako x ∈ X.

Slede�u lemu �emo koristiti vixe puta u dokazima nekih teorema, pogla-

v	a 2 i 4. Inaqe, ona je ranije korix�ena u raznim svojim varijantama, sa ili

bez dokaza, u mnogim teoremama (videti [26℄, [20℄, [12℄, [38℄, [37℄, [40℄).

(1)

Preslikava�e f koje zadovo	ava uslov (1) nazivamo Banach-ova kontrakija metriqkog

prostora (X, d).
(2)

Teorema je u tezi dokazana za normirane prostore koji su kompletni u odnosu na metriku

indukovanu normom prostora. Kasnije su takvi kompletni normirani prostori nazvani u

�egovu qast Banach-ovi.
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Lema 1.1. Ako niz (xn)n∈N u metriqkom prostoru (X, d) zadovo	ava uslov

lim
n→∞

d(xn, xn+1) = 0 (2)

i nije Cauchy-jev, tada postoje podnizovi (m(i))i∈N i (n(i))i∈N prirodnih

brojeva i ε > 0 tako da va�i

m(i) > n(i) > m(i− 1) > n(i− 1) (i = 2, 3, 4, . . .)

i

lim
i→∞

d(xm(i), xn(i)) = lim
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)+1) = lim
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i))

= lim
i→∞

d(xm(i), xn(i)+1) = ε. (3)

Dokaz. Poxto (xn)n∈N nije Cauchy-jev niz to znaqi da je taqna negaija

¬(∀ε > 0)(∃k ∈ N)(∀m,n ∈ N)(m > n > k ⇒ d(xm, xn) < ε)

odnosno

(∃ε > 0)(∀k ∈ N)(∃m,n ∈ N)(m > n > k ∧ d(xm, xn) ≥ ε). (4)

Za ε > 0, qija je egzistenija utvrÆena iskazom (4), zbog uslova (2), postoji

n0 ∈ N tako da za

n > n0 ⇒ d(xn+1, xn) < ε. (5)

Na osnovu (4) za k = n0 postoje m(1), n(1) ∈ N tako da je

m(1) > n(1) > n0 ∧ d(xm(1), xn(1)) ≥ ε. (6)

Ako smo izabrali n(1) > n0, s obzirom na uslov (5), mo�emo izabrati m(1) kao

najma�i prirodan broj za koji va�i (6), xto znaqi da je

d(xm(1)−1, xn(1)) < ε.

Poxto smo odredili prirodne brojeve m(i), n(i) (i = 1, 2, . . .) tako da va�i

m(i) > n(i) ∧ d(xm(i), xn(i)) ≥ ε ∧ d(xm(i)−1, xn(i)) < ε,
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za k = m(i) + 1, na osnovu (4) postoje m(i+ 1), n(i+ 1) ∈ N tako da je

m(i+ 1) > n(i+ 1) > k ∧ d(xm(i+1), xn(i+1)) ≥ ε. (7)

S obzirom na uslov (5) mo�emo izabrati m(i + 1) kao najma�i prirodni broj

za koji va�i (7), xto znaqi da je

d(xm(i+1)−1, xn(i+1)) < ε.

Na taj naqin smo formirali podnizove (m(i))i∈N i (n(i))i∈N prirodnih brojeva

tako da je

m(i) > n(i) > m(i− 1) > n(i− 1) (i = 2, 3, . . .)

i

d(xm(i), xn(i)) ≥ ε i d(xm(i)−1, xn(i)) < ε (i = 1, 2, . . .). (8)

Doka�imo sada relaije (3). Koriste�i (8) imamo

ε ≤ d(xm(i), xn(i)) ≤ d(xm(i), xm(i)−1) + d(xm(i)−1, xn(i)) < d(xm(i), xm(i)−1) + ε,

a odatle je

ε ≤ lim sup
i→∞

d(xm(i), xn(i)) ≤ lim sup
i→∞

d(xm(i), xm(i)−1) + ε = 0 + ε = ε

pa je

lim sup
i→∞

d(xm(i), xn(i)) = ε. (9)

Iz (8) sledi

ε ≤ lim inf
i→∞

d(xm(i), xn(i)). (10)

Iz relaija (9) i (10) nalazimo

lim
i→∞

d(xm(i), xn(i)) = ε. (11)

Poxto je

d(xm(i)+1, xn(i)) ≤ d(xm(i)+1, xm(i)) + d(xm(i), xn(i))

sledi

lim sup
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)) ≤ lim sup
i→∞

(
d(xm(i)+1, xm(i)) + d(xm(i), xn(i))

)

≤ lim sup
i→∞

d(xm(i)+1, xm(i)) + lim sup
i→∞

d(xm(i), xm(i))

= 0 + ε = ε. (12)

6



Koriste�i nejednakost

d(xm(i), xn(i)) ≤ d(xm(i), xm(i)+1) + d(xm(i)+1, xn(i))

nalazimo

lim inf
i→∞

d(xm(i), xn(i)) ≤ lim inf
i→∞

(
d(xm(i), xm(i)+1) + d(xm(i)+1, xn(i))

)

= lim
i→∞

d(xm(i), xm(i)+1) + lim inf
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i))

= 0 + lim inf
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i))

= lim inf
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)),

a s obzirom na (11) imamo

ε ≤ lim inf
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)). (13)

Iz (12) i (13) sledi

lim
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)) = ε. (14)

Analogno se dokazuje

lim
i→∞

d(xm(i), xn(i)+1) = ε.

Koriste�i dati uslov (2), naÆenu graniqnu vrednost (11) i nejednakost

d(xm(i)+1, xn(i)+1) ≤ d(xm(i)+1, xm(i)) + d(xm(i), xn(i)) + d(xn(i), xn(i)+1)

imamo

lim sup
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)+1) ≤ ε. (15)

Sliqno iz

d(xm(i), xn(i)) ≤ d(xm(i), xm(i)+1) + d(xm(i)+1, xn(i)+1) + d(xn(i)+1, xn(i))

sledi

ε ≤ lim inf
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)+1), (16)

pa iz (15) i (16) nalazimo limi→∞ d(xm(i)+1, xn(i)+1) = ε.

Time smo dokazali relaije (3).
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Napomena. Sliqnim postupkom, koriste�i graniqne vrednosti (3) mo�e se dokazati

lim
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)−1) = lim
i→∞

d(xm(i)+2, xn(i)) = ε itd.

Primedba. Ova lema je taqna u metriqkim prostorima koji nisu ultrametriqki

(3)

,

poxto kod �ih imamo ekvivaleniju

lim
n→∞

d(xn, xn+1) = 0 ⇔ (xn)x∈N je Cauchy-jev niz.

Skup realnih brojeva R sa uobiqajenom metrikom nije ultrametriqki prostor. Za-

ista, ako uoqimo niz

xn = 1 + 1/2 + · · ·+ 1/n, (n = 1, 2, . . .)

tada je lim
n→∞

d(xn, xn+1) = 0, ali (xn)n∈N nije Cauchy-jev niz u R.

Doka�imo Banach-ov prinip kontrakije.

Teorema 1.2. Neka f : X → X, gde je (X, d) f−orbitalno kompletan me-

triqki prostor i neka postoji λ ∈ [0, 1) tako da je

d(fx, fy) ≤ λd(x, y) za svako x, y ∈ X. (17)

Tada preslikava�e f ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Dokaz. Formirajmo Picard-ov niz (xn)n∈N iteraija

x0 ∈ X, x1 = fx0, . . . , xn+1 = fxn, . . . (18)

Ako je xn = xn+1 za neko n ∈ N tada je xn fiksna taqka preslikava�a f i u tom

sluqaju dokaz je zavrxen. Neka je sada xn 6= xn+1 za savko n ∈ N. Tada je

d(xn+1, xn) = d(fxn, fxn−1) < d(xn, xn−1) ≤ λd(xn, xn−1) (19)

tj. imamo strogo opadaju�i niz

(
d(xn, xn−1)

)

n∈N
pozitivnih realnih brojeva pa

postoji

lim
n→∞

d(xn, xn−1) = d
∗ ≥ 0.

Pretpostavimo da je d
∗
> 0, tada ako u (19) pustimo da n → ∞ dobijamo

d
∗ ≤ λd

∗
, a odatle je λ ≥ 1,

(3)

Za definiiju ultrametriqkih prostora i �ihovih osnovnih osobina videti [49℄.
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xto je nemogu�e. Prema tome d
∗ = 0, tj.

lim
n→∞

d(xn, xn−1) = 0. (20)

Pretpostavimo da (xn)n∈N nije Cauchy-jev niz, tada s obzirom na relaiju

(20) mo�emo primeniti Lemu 1.1. Shodno tome, postoje podnizovi

(
m(i)

)

i∈N
i

(
n(i)

)

i∈N
prirodnih brojeva tako da je

m(i+ 1) > n(i+ 1) > m(i) > n(i) i = 1, 2, 3, . . .

i

lim
i→∞

d(xm(i), xn(i)) = lim
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)+1) = ε > 0. (21)

Primenom uslova (17) nalazimo

d(xm(i)+1, xn(i)+1) = d(fxm(i), fxn(i)) ≤ λd(xm(i), xn(i)). (22)

Ako u (22) pustimo da i → ∞ i koriste�i (21) dobijamo

ε ≤ λε, a odatle je λ ≥ 1,

xto je kontradikija. Prema tome, (xn)n∈N je Cauchy-jev niz. Kako je niz

(xn)n∈N orbita elementa x0 ∈ X i poxto je metriqki prostor (X, d) f−orbitalno
kompletan, to postoji

lim
n→∞

xn = u, u ∈ X. (23)

Ako u nejednakosti

d(fu, xn+1) = d(fu, fxn) ≤ λd(u, xn)

pustimo da n → ∞, s obzirom na (23) sledi

d(fu, u) ≤ λd(u, u) = 0,

tj. fu = u.

Kada bi preslikava�e f imalo jox jednu fiksnu taqku v (v 6= u), tada

bismo imali

0 < d(u, v) = d(fu, fv) ≤ λd(u, v), a odatle je λ ≥ 1,

9



xto je kontradikija. Ovim je teorema dokazana. �

Primetimo da je gor�i dokaz egzistenijalne prirode, pa se ne mo�e do-

biti proena grexke ako se fiksna taqka u aproksimira n−tom iteraijom

xn = f
n
x0. Naime, iz Banach-ovog dokaza mo�e da se dobije proena

d(u, xn) ≤
λ
n

1− λ
d(x0, x1),

xto je veoma va�no u numeriqkim primenama Banach-ovog prinipa (videti

[6℄, [53℄).

Orbitalnu kompletnost je uveo Ćirić u qlanku [53℄, tako da mo�emo proxi-

riti Banach-ov prinip na metriqke prostore koji su opxtiji od kompletnih

metriqkih prostora, poxto je svaki kompletan metriqki prostor orbitalno

kompletan ali obrnuto nije taqno. U qlanku [53℄ dat je primer prostora koji

je orbitalno kompletan, a nije kompletan.

Zbog va�nosti uvedenog pojma orbitalne kompletnosti, navodimo drugi

primer takvog prostora.

Primer 1.1. Neka je X skup algebarskih realnih brojeva sa uobiqajenom metrikom

d(x, y) = |x− y|, x, y ∈ X. Uoqimo preslikava�e f : X → X definisano sa

f(x) =
x√

1 + x2
, x ∈ X.

Tada je (X, d) f−orbitalno kompletan ali nije kompletan metriqki prostor.

Dokaz. Ako je x ∈ X algebarski broj, tada je f(x) =
x√

1 + x2
algebarski broj,

pa je preslikava�e f dobro definisano. Kako je

f
n(x) =

(
f ◦ f ◦ · · · ◦ f
︸ ︷︷ ︸

n−puta

)
(x) =

x√
1 + n2x2

i

∣
∣f

n(x)
∣
∣ ≤ 1√

n
za svako x ∈ X, f

n(x) → 0 (n → ∞)

odatle sledi da je X f−orbitalno kompletan. Jasno da (X, d) nije kompletan

metriqki prostor poxto za niz (xn)n∈N iz X imamo

xn =
(

1 +
1

n

)n

→ e /∈ X. �
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Istorijska napomena. Metod iteraije, uveden ovde pod (18), prvi je

publikovao J. Liouville 1838.g. u vezi sa linearnim diferenijalnim jedna-

qinama drugog reda. G. Peano 1888.g. primenio je tu metodu na linearne

diferenijalne jednaqine n-tog reda. E. Picard je proxirio tu metodu na

nelinearne diferenijalne jednaqine 1890.g. S. Banach dao je apstraktnu

formulaiju tog postupka i doxao do poznate teoreme o fiksnoj taqki 1922.g.

u radu [6℄ (Videti [25℄, [48℄).
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2. Uopxte�a nekih teorema o fiksnim taqkama u kompletnom

metriqkom prostoru

Boyd i Wong ([8℄) su 1969. dokazali:

Teorema 2.1. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i neka T : X → X

zadovo	ava uslov

d(Tx, Ty) ≤ φ
(
d(x, y)

)
, x, y ∈ X

gde φ : [0,+∞) → [0,+∞) je odozgo poluneprekidna funkija sa desne strane,

tako da

φ(t) < t, za t > 0.

Tada preslikava�e T ima jedinstvenu fiksnu taqku u ∈ X i T
n
x → u (n → ∞)

za svako x ∈ X.

U ovom poglav	u ovu teoremu uopxtavamo u vixe pravaa.

Teorema 2.2. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i T : X → X tako

da va�i

d(Tx, Ty) ≤ max
{
φ(d(x, y)), φ(d(x, Tx)), φ(d(y, Ty))

}

za svako x, y ∈ X, gde φ : [0,+∞) → [0,+∞) odozgo poluneprekidna funkija sa

desne strane takva da je φ(t) < t za t > 0 i φ(0) = 0. Tada preslikava�e T ima

jedinstvenu fiksnu taqku u ∈ X takvu da je limn→∞ T
n
x = u za svako x ∈ X.

Dokaz. Neka je x ∈ X proizvo	na taqka. Posmatrajmo niz iteraija xn = T
n
x

(n = 0, 1, 2 . . .). Postoje dve mogu�nosti:

(i) (∃n0 ∈ N0) d (T
n0x, T

n0+1
x) = 0 xto je ekvivalentno T

n0x = T (T n0x), pa

je T
n0x = u fiksna taqka preslikava�a T ;

(ii) (∀n ∈ N0) d (T
n
x, T

n+1
x) > 0, tj. d(xn, xn+1) > 0, za n = 0, 1, 2, . . . Tada

je

d(xn+1, xn+2) = d(Txn, Txn+1)

≤ max
{
φ(d(xn, xn+1)), φ(d(xn, Txn)), φ(d(xn+1, Txn+1))

}

= max
{
φ(d(xn, xn+1)), φ(d(xn, xn+1)), φ(d(xn+1, xn+2))

}

≤ φ(d(xn, xn+1)),
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jer je relaija d(xn+1, xn+2) ≤ φ(d(xn+1, xn+2)) nemogu�a zbog uslova φ(t) < t,

gde je t = d(xn+1, xn+2) > 0, n = 0, 1, . . . .

Dakle, imamo

d(xn+1, xn+2) ≤ φ(d(xn, xn+1)) < d(xn, xn+1), n = 0, 1, . . . . (1)

pa je niz (d(xn, xn+1))n=0,1,... strogo opadaju�i i stoga postoji

lim
n→∞

d(xn, xn+1) = d
∗ ≥ 0.

Ako je d
∗
> 0, zbog pretpostavke da je funkija φ neprekidna odozgo sa

desne strane, iz (1) imamo

d
∗ = lim sup

n→∞

d(xn+1, xn+2) ≤ lim sup
n→∞

φ(d(xn, xn+1)) ≤ φ(d∗)

tj. d
∗ ≤ φ(d∗), za d

∗
> 0 xto je nemogu�e. Znaqi

d(xn, xn+1) ↓ 0, n → +∞. (2)

Doka�imo da je (xn) Cauchy-jev niz. Pretpostavimo suprotno, tj. da (xn) nije

Cauchy-jev niz. Tada na osnovu Leme 1.1 postoje podnizovi (xm(i))i∈N, (xn(i))i∈N

niza (xn) tako da je

lim
i→∞

d(xm(i), xn(i)) = lim
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)+1) = ε > 0 (3)

i

d(xm(i), xn(i)) > ε, i = 1, 2, . . . (4)

Sada je

d(xm(i)+1,xn(i)+1) = d(Txm(i), Txn(i))

≤ max
{
φ(d(xm(i), xn(i))), φ(d(xm(i), Txm(i))), φ(d(xn(i), Txn(i)))

}

= max
{
φ(d(xm(i), xn(i))), φ(d(xm(i), xm(i)+1)), φ(d(xn(i), xn(i)+1))

}

pa je

lim sup
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)+1)

≤ max
{
lim sup

i→∞

φ
(
d(xm(i), xn(i))

)
, lim sup

i→∞

φ
(
d(xm(i), xm(i)+1)

)
,

lim sup
i→∞

φ
(
d(xn(i), xn(i)+1)

)}
, (5)
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a poxto je φ poluneprekidna odozgo sa desne strane, to je

lim sup
i→∞

φ
(
d(xm(i), xn(i))

)
≤ φ(ε), zbog (3) i (4)

lim sup
i→∞

φ
(
d(xm(i), xm(i)+1)

)
≤ φ(0) = 0,

lim sup
i→∞

φ
(
d(xn(i), xn(i)+1)

)
≤ φ(0) = 0,

gde smo koristili (2), pa iz (5) nalazimo

ε ≤ φ(ε), za ε > 0

xto je nemogu�e, (xn) je Cauchy-jev niz, a kako je (X, d) kompletan, sledi

limn→∞ xn = u, u ∈ X.

Doka�imo da je u fiksna taqka preslikava�a T.

d(Txn, Tu) ≤ max
{
φ(d(xn, u)), φ(d(xn, Txn)), φ(d(u, Tu))

}

tj.

d(xn+1, Tu) ≤ max
{
φ(d(xn, u)), φ(d(xn, xn+1)), φ(d(u, Tu))

}
. (6)

Poxto je lim sup
n→∞

φ(d(xn, u)) ≤ φ(0) = 0 i lim sup
n→∞

φ(d(xn, xn+1)) ≤ φ(0) = 0, to iz

(6) sledi

lim sup
n→∞

d(xn+1, Tu) ≤ φ(d(u, Tu)), tj. d(u, Tu) ≤ φ(d(u, Tu)),

a odatle Tu = u, jer u suprotnom bismo imali t ≤ φ(t), za = d(u, Tu) > 0, xto

je nemogu�e.

Doka�imo da je u jedinstvena fiksna taqka preslikava�a T.

Neka je Tu = u, Tv = v, u 6= v, odnosno d(u, v) > 0.

Tada je

d(u, v) = d(Tu, Tv) ≤ max
{
φ(d(u, v)), φ(d(u, Tu)), φ(d(v, Tv))

}

= max
{
φ(d(u, v)), φ(0), φ(0)

}
= φ(d(u, v)),

dakle,

d(u, v) ≤ φ(d(u, v)), za d(u, v) > 0

xto je nemogu�e. Prema tome, preslikava�e T ima jedinstvenu fiksnu taqku

u takvu da je limn→∞ T
n
x = u.
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Komentar. Ovo je modifikovan dokaz iz [26℄ gde se zahteva jox dodatni uslov

da funkional F (x) = d(x, Tx) bude odozdo poluneprekidan.

Napomena. U metriqkom prostoru (X, d) ako niz (xn)n∈N zadovo	ava uslove:

1◦ (xn)n∈N je ograniqen

2◦ d(xn+1, xn) < d(xn, xn−1) (n = 1, 2, . . .)

ne sledi da d(xn+1, xn) → 0 (n → ∞).

Zaista, ako u skupu realnih brojeva R uoqimo niz (xn)n∈N definisan pomo�u

xn =







1

4
− 1

82k
, n = 2k, k = 1, 2, . . .

3

4
+

1

82k+1
, n = 2k + 1, k = 0, 1, 2, . . .

tada on zadovo	ava uslove 1◦ i 2◦ ali d(xn+1, xn) →
1

2
(n → ∞).

Primer 2.1. ([26℄) Neka je X = [0, 7] sa uobiqajenom metrikom, T : X → X defini-

sano sa

Tx =







x

2
, 0 ≤ x ≤ 6

−2x+ 14, 6 < x ≤ 7

i φ : [0,+∞) → [0,+∞) odozgo poluneprekidna funkija sa desne strane definisana

sa

φ(t) =







4

5
, 0 ≤ t < 6

3

5
t, t ≥ 6.

Tada je Teorema 2.1 neprimen	iva, dok su uslovi Teoreme 2.2 ispu�eni.

Teorema 2.3. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i S, T : X → X

tako da va�i

d(Sx, Ty) ≤ max
{
φ(d(x, y)), φ(d(x, Sx)), φ(d(y, Ty))

}
,

za sve x, y ∈ X, gde je φ : [0,+∞) → [0,+∞) odozgo poluneprekidna funkija

takva da je φ(t) < t, t > 0 i φ(0) = 0. Tada preslikava�a S i T imaju jedin-

stvenu zajedniqku fiksnu taqku.

Dokaz. Formirajmo niz (xn)n∈N na slede�i naqin

x2k+1 = Sx2k, x2k+2 = Tx2k+1 (k = 0, 1, . . .)
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gde je x0 ∈ X proizvo	na taqka. Tada je

d(x2k+1, x2k+2) = d(Sx2k, Tx2k+1)

≤ max
{
φ(d(x2k, x2k+1)), φ(d(x2k, Sx2k)), φ(d(x2k+1, Tx2k+1))

}

= max
{
φ(d(x2k, x2k+1)), φ(d(x2k, x2k+1)), φ(d(x2k+1, x2k+2))

}

= max
{
φ(d(x2k, x2k+1)), φ(d(x2k+1, x2k+2))

}

= φ(d(x2k, x2k+1)) < d(x2k, x2k+1). (7)

Ako bi postojao k0 ∈ N tako da je d(x2k0, x2k0+1) = 0 tada bi bilo x2k0 = Sx2k0 ,

pa bi x2k0 bila fiksna taqka preslikava�a S.

d(x2k, x2k+1) = d(Tx2k−1, Sx2k) = d(Sx2k, Tx2k−1)

≤ max
{
φ(d(x2k, x2k−1)), φ(d(x2k, Sx2k)), φ(d(x2k−1, Tx2k−1))

}

= max
{
φ(d(x2k, x2k−1)), φ(d(x2k, x2k+1)), φ(d(x2k−1, x2k))

}

= max
{
φ(d(x2k, x2k−1)), φ(d(x2k, x2k+1))

}

= φ(d(x2k−1, x2k)) < d(x2k−1, x2k). (8)

Iz (7) i (8) zak	uqujemo da je niz (d(xn, xn+1))n∈N strogo monotono opadaju�i

i pozitivan, pa postoji

lim
n→∞

d(xn, xn+1) = d
∗ ≥ 0.

Ako pretpostavimo da je d
∗
> 0, koriste�i da je funkija φ odozgo polune-

prekidna iz (7) sledi

d
∗ = lim sup

k→∞

d(x2k+1, x2k+2) ≤ lim sup
k→∞

φ(d(x2k+1, x2k+2)) ≤ φ(d∗),

tj. d
∗ ≤ φ(d∗) za d

∗
> 0, xto je kontradikija, prema tome d

∗ = 0.

Ako pretpostavimo da (xn) nije Cauchy-jev niz na osnovu Leme 1.1 postoje

podnizovi (m(i))i∈N i (n(i))i∈N prirodnih brojeva tako da je

lim
i→∞

d(x2m(i)+1, x2n(i)+2) = lim
i→∞

d(x2m(i)+2, x2n(i)+3) = ε > 0.

Tada iz

d(x2m(i)+2, x2n(i)+3) = d(Tx2m(i)+1, Sx2n(i)+2)

≤ max
{
φ(d(x2m(i)+1, x2n(i)+2)), φ(d(x2m(i)+1, Tx2m(i)+1)), φ(d(x2n(i)+2, Sx2n(i)+2))

}

= max
{
φ(d(x2m(i)+1, x2n(i)+2)), φ(d(x2m(i)+1, x2m(i)+2)), φ(d(x2n(i)+2, x2n(i)+3))

}
.
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Poxto je φ odozgo poluneprekidna funkija, imamo

lim sup
i→∞

φ
(
d(x2m(i)+1, x2m(i)+2)

)
≤ φ

(
lim sup

i→∞

d(x2m(i)+1, x2m(i)+2)
)

= φ(0)

= 0

i sliqno

lim sup
i→∞

φ
(
d(x2n(i)+2, x2n(i)+3)

)
≤ φ(0) = 0

pa sledi da je

lim sup
i→∞

d(x2m(i)+2, x2m(i)+3) ≤ lim sup
i→∞

φ(x2m(i)+1, x2n(i)+2) ≤ φ(ε),

odnosno ε ≤ φ(ε), za ε > 0 xto je kontradikija, znaqi (xn) je Cauchy-jev niz.

Kako je (X, d) kompletan metriqki prostor sledi da je limn→∞ xn = u, u ∈ X.

Doka�imo da je u zajedniqka fiksna taqka preslikava�a S i T.

d(x2k+1, Tu) = d(Sx2k, Tu)

≤ max
{
φ(d(x2k, u)), φ(d(x2k, Sx2k)), φ(d(u, Tu))

}

= max
{
φ(d(x2k, u)), φ(d(x2k, x2k+1)), φ(d(u, Tu))

}

pa je

lim
k→∞

d(x2k+1, Tu) ≤ max
{
lim sup
k→∞

φ(d(x2k, u)), lim sup
k→∞

φ(d(x2k, x2k+1)), φ(d(u, Tu))
}

= max
{
φ(0), φ(0), φ(d(u, Tu))

}

tj.

d(u, Tu) ≤ φ(d(u, Tu)),

a odatle je d(u, Tu) = 0, odnosno Tu = u.

d(Su, x2k+2) = d(Su, Tx2k+1)

≤ max
{
φ(d(u, x2k+1)), φ(d(u, Su)), φ(d(x2k+1, Tx2k+1))

}

= max
{
φ(d(u, x2k+1)), φ(d(u, Su)), φ(d(x2k+1, x2k+2))

}

a odatle imamo

lim
k→∞

d(Su, x2k+2) ≤ φ(d(u, Su))
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tj. d(u, Su) ≤ φ(d(u, Su)), pa je Su = u.

Ako bi postojala jox jedna taqka v ∈ X takva da je u 6= v i Tv = v imali

bismo

d(u, v) = d(Su, Tv)

≤ max
{
φ(d(u, v)), φ(d(u, Su)), φ(d(v, Tv))

}

= max
{
φ(d(u, v)), φ(0), φ(0)

}
= φ(d(u, v))

xto je nemogu�e ako je d(u, v) > 0, prema tome u = v, tj. T ima jedinstvenu

fiksnu taqku u. Analogno se dokazuje da je u jedinstvena fiksna taqka pres-

likava�a S.

Primer 2.2. Neka je X = [0, 1] sa uobiqajenom metrikom, S, T : X → X i Sx =
x

2
,

Tx =
x

4
, φ(t) =

5

6
t. Uslov

d(Sx, Ty) ≤ max
{
φ(d(x, y)), φ(d(x, Sx)), φ(d(y, Sy))

}

je ekvivalentan sa

∣
∣
∣
x

2
− y

4

∣
∣
∣ ≤ 5

6
max

{

|x− y|, x
2
,
3

4
y

}

, x, y ∈ [0, 1]

odnosno

∣
∣
∣x− y

2

∣
∣
∣ ≤ max

{
5

3
|x− y| , 5

6
x,

5

4
y

}

.

Razmotrimo mogu�nosti:

1◦ 0 ≤ x ≤ y

2
, tada je

∣
∣
∣x− y

2

∣
∣
∣ ≤ y

2
<

5

4
y ≤ max

{
5

3
|x− y| , 5

6
x,

5

4
y

}

.

2◦
y

2
< x ≤ y, tada je

∣
∣
∣x− y

2

∣
∣
∣ ≤ y − y

2
=

y

2
<

5

4
y ≤ max

{
5

3
|x− y| , 5

6
x,

5

4
y

}

.

3◦ y < x ≤ 7

4
y, tada je

∣
∣
∣x− y

2

∣
∣
∣ ≤ 7

4
y − y

2
=

5

4
y ≤ max

{
5

3
|x− y| , 5

6
x,

5

4
y

}

.

4◦
7

4
y < x ≤ 1, tada je

∣
∣
∣x− y

2

∣
∣
∣ =

y

2
+ x− y <

5

3
(x− y) ≤ max

{
5

3
|x− y| , 5

6
x,

5

4
y

}

.
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Ako je 1 <
4

7
y, sluqaj 4◦ ne mo�e da nastupi.

Prema tome, uslovi Teoreme 2.3 su ispu�eni. Jedinstvena fiksna taqka pres-

likava�a S i T je x = 0.

Teorema 2.4. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i T : X → X tako

da va�i

d(Tx, Ty) ≤ max

{

φ(d(x, y)), φ(d(x, Tx)), φ(d(y, Ty)), φ
( d(x, Ty) + d(y, Tx)

2

)}

(9)

za sve x, y ∈ X, gde φ : [0,+∞) → [0,+∞) monotono rastu�a odozgo polunepre-

kidna funkija takva da je φ(t) < t, za t > 0 i φ(0) = 0. Tada preslikava�e T

ima jedinstvenu fiksnu taqku u takvu da je limn→∞ T
n
x = u za svako x ∈ X.

Dokaz. Posmatrajmo niz xn = T
n
x (n = 0, 1, 2 . . .) gde je x ∈ X proizvo	na

taqka. Postoje dve mogu�nosti:

(i) (∃n0 ∈ N0) d(T
n0x, T

n0+1
x) = 0 xto je ekvivalentno T

n0x = T (T n0x), pa

je T
n0x = u fiksna taqka preslikava�a T ;

(ii) (∀n ∈ N0) d(T
n
x, T

n+1
x) > 0, tj. d(xn, xn+1) > 0, za n = 0, 1, 2, . . .

Tada je

d(xn+1, xn+2) = d(Txn, Txn+1)

≤ max
{

φ(d(xn, xn+1)), φ(d(xn, Txn)), φ(d(xn+1, Txn+1)),

φ

(
d(xn, Txn+1 + d(xn+1, Txn)

2

)}

= max

{

φ(d(xn, xn+1)), φ(d(xn, xn+1)), φ(d(xn+1, xn+2)), φ
(
d(xn, xn+2)

2

)}

. (10)

Poxto je

d(xn, xn+2) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) ≤ 2max
{
d(xn, xn+1), d(xn+1, xn+2

}

tj.

d(xn, xn+2)

2
≤ max

{
d(xn, xn+1), d(xn+1, xn+2))

}
,

a kako je funkija φ monotono rastu�a, sledi

φ

(
d(xn, xn+2)

2

)

≤ max
{
φ(d(xn, xn+1), φ(d(xn+1, xn+2))

}
. (11)
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Iz (10) i (11) nalazimo

d(xn+1, xn+2) ≤ max
{
φ(d(xn, xn+1)), φ(d(xn+1, xn+2))

}
, (12)

a zbog osobine φ(t) < t, za t > 0 zak	uqujemo da iz (12) sledi

d(xn+1, xn+2) ≤ φ(d(xn, xn+1)) < d(xn, xn+1), n = 0, 1, 2, . . . (13)

pa postoji

lim
n→∞

d(xn, xn+1) = d
∗ ≥ 0.

Ako pretpostavimo da je d
∗
> 0, iz (13) imamo

lim sup
n→∞

d(xn+1, xn+2) ≤ lim sup
n→∞

φ(d(xn, xn+1)) ≤ φ(d∗),

gde smo iskoristili pretpostavku da je φ poluneprekidna odozgo; iz posled�e

relaije nalazimo

d
∗ ≤ φ(d∗), za d

∗
> 0

xto je nemogu�e, dakle d
∗ = 0.

Ako pretpostavimo da (xn) nije Cauchy-jev niz na osnovu Leme 1.1 sledi

da postoje podnizovi (xm(i))i∈N i (xn(i))i∈N tako da je

lim
i→∞

d(xm(i), xn(i)) = lim
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)) = lim
i→∞

d(xm(i), xn(i)+1)

= lim
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)+1) = ε > 0. (14)

Primenom relaije (9) nalazimo

d(xm(i)+1, xn(i)+1) = d(Txm(i), Txn(i))

≤ max

{

φ(d(xm(i), xn(i))), φ(d(xm(i), xm(i)+1)), φ(d(xn(i), xn(i)+1)),

φ

(d(xm(i), xn(i)+1) + d(xm(i)+1, xn(i))

2

)}

, (15)

a odatle koriste�i poluneprekidnost funkije φ sa gor�e strane i jednakosti

(14) imamo

lim sup
i→∞

d(xm(i)+1, xn(i)+1) ≤ max
{
φ(ε), φ(0), φ(0), φ(ε)

}
= φ(ε) (16)
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poxto je

lim sup
i→∞

φ(d(xm(i), xn(i))) ≤ φ(ε)

lim sup
i→∞

φ(d(xm(i), xm(i)+1)) ≤ φ(0) = 0

lim sup
i→∞

φ(d(xn(i), xn(i)+1)) ≤ φ(0) = 0

lim sup
i→∞

φ

(d(xm(i), xn(i)+1) + d(xm(i)+1, xn(i))

2

)

≤ φ(ε)

pa iz (16) sledi

ε ≤ φ(ε), za ε > 0

xto je nemogu�e, stoga je (xn) Cauchy-jev niz u kompletnom metriqkom pro-

storu (X, d) pa postoji

lim
n→∞

xn = u, u ∈ X.

Doka�imo da je ufiksna taqka za preslikava�e T.Pretpostavimo da je u 6= Tu,

tj. da je d(u, Tu) > 0. Tada koriste�i relaiju (9) imamo

d(xn+1, Tu) = d(Txn, Tu)

≤ max

{

φ(d(xn, u)), φ(d(xn, xn+1)), φ(d(u, Tu)),

φ

(
d(xn, Tu) + d(u, xn+1)

2

)}

, (17)

a kako je

lim sup
i→∞

φ(d(xn, u)) ≤ φ(0) = 0

lim sup
i→∞

φ(d(xn, xn+1)) ≤ φ(0) = 0

lim sup
i→∞

φ

(
d(xn, Tu) + d(u, xn+1)

2

)

≤ φ

(
d(u, Tu)

2

)

to iz relaije (17) sledi

lim sup
i→∞

φ(d(xn+1, Tu)) ≤ φ(d(u, Tu)) (18)

gde smo iskoristili monotonost funkije φ, tj.

d(u, Tu)

2
< d(u, Tu) ⇒ φ

(
d(u, Tu)

2

)

≤ φ(d(u, Tu))
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pa iz (18) sledi

d(u, Tu) ≤ φ(d(u, Tu)), za d(u, Tu) > 0

xto je nemogu�e, prema tome Tu = u.

Pretpostavimo da preslikava�e T ima jox jednu fiksnu taqku v, tj. Tv =

v, v 6= u, tada je

d(u, v) = d(Tu, Tv)

≤
{

φ(d(u, v)), φ(d(u, Tu)), φ(d(v, Tv)), φ
(
d(u, Tv) + d(v, Tu)

2

)}

= max
{
φ(d(u, v)), φ(0), φ(0), φ(d(u, v))

}
= φ(d(u, v))

odnosno

d(u, v) ≤ φ(d(u, v)), za d(u, v) > 0

xto je kontradikija.

Time smo dokazali da preslikava�e T ima jedinstvenu fiksnu taqku u ∈
X takvu da je

lim
n→∞

T
n
x = u za svako x ∈ X.

Posledia 2.1. Ako u prethodnoj teoremi stavimo φ(t) = λt, λ ∈ (0, 1) dobi-

jamo Ćirić-evu teoremu (videti [51℄, [55℄).

Primer 2.3. Neka je X = [0, 10] sa uobiqajenom metrikom, T : X → X, definisano

sa Tx =
3

4
x i funkija φ : [0,+∞) → [0,+∞) definisana sa

φ(t) =







19

20
t, 0 ≤ t < 1

191

200
t, t ≥ 1,

tada su ispu�eni uslovi Teoreme 2.4.

Dokaz. Ako iskoristimo primer (Example 2 [51]) imamo da je

d(Tx, Ty) ≤ 19

20
max

{

d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),
d(x, Ty) + d(y, Tx)

2

}

.

MeÆutim, poxto je

19

20
t ≤ φ(t), tada za t ≥ 0 odmah sledi uslov (9) u Teoremi

2.4.
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Teorema 2.5. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i neka S, T, I, J :

X → X tako da SX ⊆ JX, TX ⊆ IX, I i J su neprekidna preslikava�a,

parovi (S, I) i (T, J) su R{slabo komutativni, tj. va�i

d(SIx, ISx) ≤ R1d(Sx, Ix), za neko R1 > 0 i za svako x ∈ X,

d(TJx, ISx) ≤ R2d(Tx, Jx), za neko R2 > 0 i za svako x ∈ X.

Ako je φ : [0,+∞) → [0,+∞) odozgo poluneprekidna funkija takva da je φ(t) <

t, za t > 0, φ(0) = 0 i

d(Sx, Ty) ≤ φ(d(Ix, Jy)), za svako x, y ∈ X, (19)

tada preslikava�a S, T, I i J imaju jedinstvenu zajedniqku fiksnu taqku.

Dokaz. Neka je x0 ∈ X proizvo	na taqka. Poxto Sx0 ∈ JX to postoji x1 tako

da Sx0 = Jx1. Kako Tx1 ∈ IX to postoji x2 ∈ X tako da Tx1 = Ix2. Ako je

odreÆen x2k tada Sx2k ∈ JX, pa postoji x2k+1 ∈ X tako da Sx2k = Jx2k+1. Kako

je Tx2k+1 ∈ IX to postoji x2k+2 ∈ X tako da Tx2k+1 = Ix2k+2 itd. Formirajmo

Jungck-ov niz

y2k = Sx2k = Jx2k+1 (k = 0, 1, 2, . . .)

y2k+1 = Tx2k+1 = Ix2k+2 (k = 0, 1, 2, . . .).

Doka�imo da je (yn) Cauchy-jev niz.

d(y2k, y2k+1) = d(Sx2k, Tx2k+1)

≤ φ(d(Ix2k, Jx2k+1))

= φ(d(y2k−1, y2k))

< d(y2k−1, y2k), jer je φ(t) < t, za t > 0.

d(y2k+1, y2k+2) = d(Sx2k+2, Tx2k+1)

≤ φ(d(Ix2k+2, Jx2k+1))

= φ(d(y2k, y2k+1))

< d(y2k, y2k+1).
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Time smo dokazali d(yn, yn+1) < d(yn−1, yn), n = 1, 2, . . . , a poxto je 0 ≤ d(yn, yn+1)

sledi da postoji

lim
n→∞

d(xn, xn+1) = d
∗ ≥ 0.

Pretpostavimo da je d
∗
> 0, a kako je

d(y2k, y2k+1) ≤ φ
(
d(y2k−1, y2k)

)

i s obzirom da je φ odozgo poluneprekidna funkija puxtaju�i da k → ∞
dobijamo

d
∗ = lim sup

n→∞

d(y2k, y2k+1) ≤ lim sup
k→∞

φ
(
d(y2k−1, y2k)

)

≤ φ
(
lim sup
k→∞

d(y2k−1, y2k)
)

= φ(d∗)

< d
∗

xto je nemogu�e, pa je d
∗ = 0.

Ako pretpostavimo da podniz (y2k)k∈N niza (yn)n∈N nije Cauchy-jev tada

na osnovu Leme 1.1 postoje podnizovi (m(i))i∈N i (n(i))i∈N prirodnih brojeva i

ε > 0 tako da je

lim
i→∞

d(y2m(i), y2n(i)) = lim
i→∞

d(y2m(i), y2n(i)+1) = lim
i→∞

d(y2m(i)+1, y2n(i)+2) = ε, (20)

a kako je

d(y2m(i)+1, y2n(i)+2) ≤ φ(d(y2m(i), y2n(i)+1))

odatle ako i → ∞, s obzirom na (20) i odozgo poluneprekidnost funkije φ

sledi

ε ≤ φ(ε) < ε, za ε > 0

xto je kontradikija. Prema tome (y2k)k∈N jeCauchy-jev niz i stoga konvergen-

tan u kompletnom metriqkom prostoru (X, d). Ako primetimo da smo dokazali

limn→∞ d(yn, yn+1) = 0 sledi da je

lim
n→∞

yn = z, z ∈ X
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tj.

lim
k→∞

Sx2k = lim
k→∞

Jx2k+1 = lim
k→∞

Tx2k+1 = lim
k→∞

Ix2k+2 = z. (21)

Iz neprekidnosti preslikava�a I sledi

lim
k→∞

ISx2k = Iz, lim
k→∞

I
2
x2k = Iz. (22)

Iz uslova da su preslikava�a S i I R{slabo komutativni, nalazimo

d(SIx2k, ISx2k) ≤ R1d(Sx2k, Ix2k).

Ako pustimo da k → ∞ i uzimaju�i u obzir (21) i (22) dobijamo

lim
k→∞

SIx2k = Iz. (23)

Primenom relaije (19) imamo

d(SIx2k, Tx2k+1) ≤ φ(d(I2x2k, Jx2k)).

Ako pustimo da k → ∞ i uzimaju�i u obzir relaije (23), (21) i (22) kao i

odozgo poluneprekidnost funkije φ imamo

d(Iz, z) ≤ φ(d(Iz, z)).

Ako je Iz 6= z, tada je d(Iz, z) > 0, pa je

d(Iz, z) ≤ φ(d(Iz, z)) < d(Iz, z)

xto je kontradikija, znaqi Iz = z.

Poxto je preslikava�e J neprekidno iz (21) nalazimo

lim
k→∞

JTx2k+1 = lim
k→∞

J
2
x2k+1 = Jz. (24)

Iz uslova da su J, T R{slabo komutativni imamo

d(TJx2k+1, JTx2k+1) ≤ R2d(Tx2k+1, Jx2k+1).

Ako u posled�oj relaiji pustimo da k → ∞ i s obzirom na relaije (24) i

(21) sledi

lim
k→∞

TJx2k+1 = Jz. (25)
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Primenom relaije (19) imamo

d(Sx2k, TJx2k+1) ≤ φ(d(Ix2k, J
2
x2k+1)).

Ako u posled�oj relaiji pustimo da k → ∞ i uzimaju�i u obzir relaije (21),

(25) i (24) i zbog odozgo poluneprekidnosti funkije φ sledi

d(z, Jz) ≤ φ(d(z, Jz))

a odatle je Jz = z, analogno zak	uqku Iz = z.

Iz uslova (19) imamo

d(Sz, Tx2k+1) ≤ φ(d(Iz, Jx2k+1)).

Puxtaju�i da k → ∞ nalazimo

d(Sz, z) ≤ φ(d(Iz, z)).

Poxto je Iz = z, a funkija φ takva da je φ(0) = 0, onda sledi Sz = z.

Da	e je

d(Sz, Tz) ≤ φ(d(Iz, Jz)) = φ(d(z, z)) = φ(0) = 0

a odatle je Sz = Tz. Time smo pokazali da je

Sz = Tz = Iz = Jz = z.

Doka�imo jedinost zajedniqke fiksne taqke z. Ako postoji u 6= z i

Su = Tu = Iu = Ju = u

tada je

0 < d(u, z) = d(Su, Tz) ≤ φ(d(Iu, Jz)) = φ(d(u, z)) < d(u, z)

xto je nemogu�e, prema tome u = z.

Komentar. Teorema 2.5 je proxire�e Pant-ove teoreme ([32℄) koja glasi:

(X, d) je kompletan metriqki prostor i neka T, I : X → X tako da TX ⊆
IX, T ili I su neprekidna preslikava�a koja su R-slabo komutativna, tj. va�i

d(ITx, T Ix) ≤ Rd(Ix, Tx), za svako R > 0 i svako x ∈ X.
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Ako je φ : [0,+∞) → [0,+∞) neprekidna funkija tako da je ϕ(t) < t za t > 0 i

d(Tx, Ty) ≤ φ
(
d(Ix, Iy)

)
, x, y ∈ X

onda I i T imaju jedinstvenu zajedniqku fiksnu taqku.

Da bismo iskazali slede�u teoremu potrebna nam je:

Definiija 2.1 ([19℄). Neka je X neprazan skup i neka f, g : X → X. Ka�emo

da je par (f, g) preslikava�a slabo kompatibilan ako

fu = gu ⇒ gfu = fgu, za u ∈ X.

Teorema 2.6. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i neka su data

preslikava�a P,Q, S, T : X → X koja zadovo	avaju uslove :

1◦ S(X) ⊆ Q(X) i T (X) ⊆ P (X);

2◦ Parovi preslikava�a (P, S) i (Q, T ) su slabo kompatibilni;

3◦ Za svako x, y ∈ X va�i

[
1 + µd(Px,Qy)

]
d(Sx, Ty) ≤ µmax

{
d(Px, Sx) · d(Qy, Ty), d(Px, Ty) · d(Sx,Qy)

}

+max
{
φ(d(Px,Qy)), φ(d(Sx, Px)), φ(d(Qy, Ty))

}

gde je φ : [0,+∞) → [0,+∞) takva da je φ odozgo poluneprekidna, φ(t) < t, za

t > 0 i φ(0) = 0; konstanta µ ≥ 0 ne zavisi od x i y.

Tada preslikava�a P,Q, S i T imaju jedinstvenu zajedniqku fiksnu taqku.

Dokaz. Koriste�i 1◦ mo�emo formirati niz (yn)n∈N takav da je

y2n = Sx2n = Qx2n+1

y2n+1 = Tx2n+1 = Px2n+2.

(n = 0, 1, . . .) (26)

Dokaza�emo da je (yn) Cauchy-jev niz.

Stavimo

dn = d(yn, yn+1) (n = 0, 1, . . .) (27)

Postoje dve mogu�nosti koje se meÆusobno isk	uquju:

(i) (∀n ∈ N) dn > 0 ili (ii) (∃n∈ N) dn = 0.
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Razmotrimo (i).

Ako u 3◦ stavimo x = x2n i y = x2n+1 nalazimo

[
1 + µd(Px2n, Qx2n+1)

]
d(Sx2n, Tx2n+1)

≤ µmax
{
d(Px2n, Sx2n) · d(Qx2n+1, Tx2n+1), d(Px2n, Tx2n+1) · d(Sx2n, Qx2n+1)

}

+max
{
φ(d(Px2n, Qx2n+1)), φ(d(Sx2n, Px2n)), φ(d(Qx2n+1, Tx2n+1))

}
.

Uzimaju�i u obzir kako je definisan niz (yn), relaija (26), imamo

[
1 + µd(y2n−1, y2n)

]
d(y2n, y2n+1)

≤ µmax
{
d(y2n−1, y2n) · d(y2n, y2n+1), d(y2n−1, y2n) · d(y2n, y2n)

}

+max
{
φ(d(y2n−1, y2n)), φ(d(y2n−1, y2n)), φ(d(y2n, y2n+1))

}

poxto je d(y2n, y2n) = 0, gor�a relaija se transformixe u

d(y2n, y2n+1) ≤ max
{
φ(d(y2n−1, y2n)), φ(d(y2n, y2n+1))

}
.

Ako je

max
{
φ(d(y2n−1, y2n)), φ(d(y2n, y2n+1))

}
= φ(d(y2n, y2n+1)),

tada bismo imali

d(y2n, y2n+1) ≤ φ(d(y2n, y2n+1))

xto je kontradikija uslovu 3◦, tj. da je φ(t) < t za t > 0 gde je t = d(y2n, y2n+1).

Prema tome, imamo

max
{
φ(d(y2n−1, y2n)), φ(d(y2n, y2n+1))

}
= φ(d(y2n−1, y2n)),

stoga je

d(y2n, y2n+1) ≤ φ(d(y2n−1, y2n)),

odnosno s obzirom na (27) i 3◦ sledi

d2n ≤ φ(d2n−1) < d2n−1. (28)

Ako u 3◦ stavimo x = x2n+2, y = x2n+1, dobijamo

[
1 + µd(Px2n+2, Qx2n+1)

]
d(Sx2n+2, Tx2n+1)

≤ µmax
{
d(Px2n+2, Sx2n+2) · d(Qx2n+1, Tx2n+1),

d(Px2n+2, Tx2n+1) · d(Sx2n+2, Qx2n+1)
}

+max
{
φ(d(Px2n+2, Qx2n+1)), φ(d(Sx2n+2, Px2n+2)), φ(d(Qx2n+1, Tx2n+1))

}
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tj.

[
1 + µd(y2n+1, y2n)

]
d(y2n+2, y2n+1)

≤ µmax
{
d(y2n+1, y2n+2) · d(y2n, y2n+1), d(y2n+1, y2n+1) · d(y2n+2, y2n)

}

+max
{
φ(d(y2n+1, y2n)), φ(d(y2n+2, y2n+1)), φ(d(y2n, y2n+1))

}

poxto je φ(d(y2n+1, y2n+1)) = 0, gor�a relaija se transformixe u

d(y2n+1, y2n+2) ≤ max
{
φ(d(y2n, y2n+1)), φ(d(y2n+1, y2n+2))

}

= φ(d(y2n, y2n+1)),

jer ako je

max
{
φ(d(y2n, y2n+1)), φ(d(y2n+1, y2n+2))

}
= φ(d(y2n+1, y2n+2))

tada bismo imali

d(y2n+1, y2n+2) ≤ φ(d(y2n+1, y2n+2))

xto je kontradikija uslovu 3◦ za funkiju φ ako je t = d(y2n+1, y2n+2) > 0.

Time smo dokazali

d(y2n+1, y2n+2) ≤ φ(d(y2n, y2n+1)),

a tada s obzirom na (27) i 3◦ sledi

d2n+1 ≤ φ(d2n) < d2n. (29)

Iz (28) i (29) dobijamo

dn+1 ≤ φ(dn) < dn (n = 0, 1, . . .). (30)

Iz (30) sledi da je niz realnih brojeva (dn)n∈N strogo monotono opadaju�i, a

poxto je dn > 0 (n = 0, 1, . . .) to postoji

lim
n→∞

dn = d
∗ ≥ 0.

Ako bi bilo d
∗
> 0, tada iz (30) sledi

lim sup
n→∞

dn ≤ lim sup
n→∞

φ(dn) ≤ φ(d∗),
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gde smo iskoristili da je φ odozgo poluneprekidna funkija. Iz posled�e

relaije dobijamo da je

d
∗ ≤ φ(d∗), za d

∗
> 0

xto je kontradikija za funkiju φ (uslov 3◦). Prema tome, imamo da je d∗ = 0,

tj.

lim
n→∞

d(yn, yn+1) = 0, (31)

a odatle je limn→∞ d(y2n, y2n+2) = 0, xto sledi iz (31) primenom nejednakosti

trougla. Ako pretpostavimo da (y2n) nije Cauchy-jev niz, primenom Leme 1.1

postoje podnizovi (y2m(i))i∈N i (y2n(i))i∈N tako da je m(i) > n(i) (i = 1, 2, . . .) i

lim
i→∞

d(y2m(i), y2n(i)) = lim
i→∞

d(y2m(i), y2n(i)+1)

= lim
i→∞

d(y2m(i)−1, y2n(i)+1) = ε > 0 (32)

Ako u 3◦ stavimo x = x2m(i), y = x2n(i)+1 dobijamo

[
1 + µd(Px2m(i), Qx2n(i)+1)

]
d(Sx2m(i), Tx2n(i)+1)

≤ µmax
{
d(Px2m(i), Sx2m(i)) · d(Qx2n(i)+1, Tx2n(i)+1),

d(Px2m(i), Tx2n(i)+1) · d(Sx2m(i), Qx2n(i)+1)
}

+max
{
φ(d(Px2m(i), Qx2n(i)+1)), φ(d(Sx2m(i), Px2m(i))), φ(d(Qx2n(i)+1, Tx2n(i)+1))

}
.

Uzimaju�i u obzir relaije (26), nalazimo

[
1 + µd(y2m(i)−1, y2n(i))

]
d(y2m(i), y2n(i)+1)

≤ µmax
{
d(y2m(i)−1, y2m(i)) · d(y2n(i), y2n(i)+1), d(y2m(i)−1, y2n(i)+1) · d(y2m(i), y2n(i))

}

+max
{
φ(d(y2m(i)−1, y2n(i))), φ(d(y2m(i), y2m(i)−1)), φ(d(y2n(i), y2n(i)+1))

}
.

Ako u posled�oj relaiji pustimo da i → ∞ i koriste�i graniqne vrednosti

(31) i (32) dobijamo

(1 + µε)ε ≤ µε
2 +max

{
lim sup

i→∞

φ(d(y2m(i)−1, y2n(i))),

lim sup
i→∞

φ(d(y2m(i), y2m(i)−1)), lim sup
i→∞

φ(d(y2n(i), y2n(i)+1))
}
. (33)
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Kako je

lim sup
i→∞

φ(d(y2m(i)−1, y2n(i))) ≤ φ(ε),

lim sup
i→∞

φ(d(y2m(i), y2m(i)−1)) ≤ φ(0) = 0,

lim sup
i→∞

φ(d(y2n(i), y2n(i)+1)) ≤ φ(0) = 0,

jer je φ odozgo poluneprekidna funkija, relaija (33) postaje

(1 + µε)ε ≤ µε
2 + φ(ε) ⇒ ε ≤ φ(ε), za ε > 0,

tj. dobili smo kontradikiju. Prema tome, (y2n) je Cauchy-jev niz, a odatle

s obzirom na (31) sledi da je i (yn) takoÆe Cauchy-jev niz. Poxto je (X, d)

kompletan to postoji limn→∞ yn = z, z ∈ X. Koriste�i definiiju niza (yn),

relaije (26), imamo

lim
n→∞

Sx2n = lim
n→∞

Qx2n+1 = lim
n→∞

Tx2n+1 = lim
n→∞

Px2n+2 = z (34)

Poxto je

y2n+1 = Tx2n+1 ∈ T (X) i y2n+1 → z, to z ∈ T (X) ⊆ P (X) (uslov 1◦),

zato postoji u ∈ X tako da je

z = Pu. (35)

Primenom relaije 3◦, nalazimo

[
1 + µd(Pu,Qx2n+1)

]
d(Su, Tx2n+1)

≤ µmax
{
d(Pu, Su) · d(Qx2n+1, Tx2n+1), d(Pu, Tx2n+1) · d(Su,Qx2n+1)

}

+max
{
φ(d(Pu,Qx2n+1)), φ(d(Su, Pu)), φ(d(Qx2n+1, Tx2n+1))

}
.

Uzimaju�i u obzir relaije (26) sledi

[
1 + µd(Pu, y2n)

]
d(Su, y2n+1) ≤ µmax

{
d(Pu, Su) · d(y2n, y2n+1),

d(Pu, y2n+1) · d(Su, y2n)
}

+max
{
φ(d(Pu, y2n)), φ(d(Su, Pu)),

φ(d(y2n, y2n+1))
}
.
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Ako u posled�oj relaiji uzmemo limes superior kada n → ∞, dobijamo

[
1 + µd(Pu, z)

]
d(Su, z) ≤ µd(Pu, z) · d(z, Su) + φ(d(Su, z)) (36)

gde smo koristili

lim
n→∞

yn = z, lim
n→∞

d(yn, yn+1) = 0,

lim sup
n→∞

φ(d(Pu, y2n)) ≤ φ(d(Pu, z)) = φ(d(z, z)) = φ(0) = 0, Pu = z,

lim sup
n→∞

φ(d(y2n, y2n+1)) ≤ φ(0) = 0.

Iz relaije (36) sledi

d(Su, z) ≤ φ(d(Su, z))

a odatle je

z = Su. (37)

Poxto su preslikava�a (P, S) slabo kompatibilna (uslov 2◦) iz (35) i (37)

nalazimo

Pz = P (Su) = S(Pu) = Sz, tj. Pz = Sz. (38)

Kako je S(X) ⊆ Q(X) (uslov 1◦) to iz (37) sledi da postoji v ∈ X tako da je

z = Qv. (39)

Primenom relaije 3◦ imamo

[1 + µd(Pu,Qv)]d(Su, Tv) ≤ µmax
{
d(Pu, Su) · d(Qv, Tv), d(Pu, Tv) · d(Su,Qv)

}

+max
{
φ(d(Pu,Qv)), φ(d(Su, Pu)), φ(d(Qv, Tv))

}
,

odnosno

[
1 + µd(z, z)

]
d(z, Tv) ≤ µmax

{
d(z, z) · d(z, Tv), d(z, Tv) · d(z, z)

}

+max
{
φ(d(z, z)), φ(d(z, z)), φ(d(z, Tv))

}

tj.

d(z, Tv) ≤ φ(d(z, Tv)),

a odatle sledi

z = Tv. (40)
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Iz (39) i (40) imamo

Qv = Tv = z. (41)

Poxto su preslikava�a (Q, T ) slabo kompatibilna (uslov 2◦), sledi

Qz = Q(Tv) = T (Qv) = Tz, tj. Qz = Tz. (42)

Ponovnom primenom relaije 3◦ nalazimo

[
1 + µd(Pz,Qv)

]
d(Sz, Tv) ≤ µmax

{
d(Pz, Sz) · d(Qv, Tv), d(Pz, Tv) · d(Sz,Qv)

}

+max
{
φ(d(Pz,Qv)), φ(d(Sz, Pz)), φ(d(Qv, Tv))

}
.

Koriste�i (38) i (41) iz posled�e relaije dobijamo

[
1 + µd(Sz, z)

]
d(Sz, z) ≤ µmax

{
d(Sz, Sz) · d(z, z), d(Sz, z) · d(Sz, z)

}

+max
{
φ(d(Sz, z)), φ(d(Sz, Sz)), φ(d(z, z))

}

odnosno

[1 + µd(Sz, z)] d(Sz, z) ≤ µd(Sz, z) · d(z, Sz) + max {φ(d(Sz, z)), φ(0), φ(0)} ,

a kako je φ(0) = 0 sledi

d(Sz, z) ≤ φ(d(Sz, z)),

odatle je Sz = z. Koriste�i jednakost (38) imamo

Pz = Sz = z. (43)

Ako ponovo primenimo relaiju 3◦, nalazimo

[
1 + µd(Pz,Qz)

]
d(Sz, Tz) ≤ µmax

{
d(Pz, Sz) · d(Qz, Tz), d(Pz, Tz) · d(Sz,Qz)

}

+max
{
φ(d(Pz,Qz)), φ(d(Pz, Sz)), φ(d(Qz, Tz))

}
.

Uzimaju�i u obzir jednakosti (42) i (43) iz posled�e nejednakosti dobijamo

[
1 + µd(Pz,Qz)

]
d(Sz, Tz) ≤ µmax

{
d(z, z) · d(Qz, Tz), d(Pz,Qz) · d(Sz, Tz)

}

+max
{
φ(d(Sz, Tz)), φ(d(Sz, Sz)), φ(d(Qz,Qz))

}

d(Sz, Tz) ≤ φ(d(Sz, Tz)), poxto je d(z, z) = 0 i φ(0) = 0,
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a odatle sledi

Sz = Tz. (44)

Iz jednakosti (42), (43) i (44) konaqno imamo

Pz = Qz = Sz = Tz = z, (45)

tj. z je zajedniqka fiksna taqka za preslikava�a P,Q, S i T. Doka�imo da je

z jedina takva taqka. Pretpostavimo da postoji taqka w ∈ X,w 6= z takva da

je

Pw = Qw = Sw = Tw = w. (46)

Primenom relaije 3◦ imamo

[
1 + µd(Pz,Qw)

]
d(Sz, Tw) ≤ µmax

{
d(Pz, Sz) · d(Qw, Tw),

d(Pz, Tw) · d(Sz,Qw)
}

+max
{
φ(d(Pz,Qw)), φ(d(Sz, Pz)), φ(d(Qw, Tw))

}
.

Ako iskoristimo jednakosti (45) i (46), dobijamo

[
1 + µd(z, w)

]
d(z, w) ≤ µmax

{
d(z, z) · d(w,w), d(z, w) · d(z, w)

}

+max
{
φ(d(z, w)), φ(d(z, z)), φ(d(w,w))

}

[
1 + µd(z, w)

]
d(z, w) ≤ µmax

{
0, d(z, w) · d(z, w)

}
+max

{
φ(d(z, w)), φ(0), φ(0)

}

odnosno

d(z, w) ≤ φ(d(z, w)), poxto je φ(0) = 0,

xto je kontradikija uslovu φ(t) < t, za t = d(z, w) > 0.

Time smo dokazali jedinost fiksne taqke z.

Razmotrimo (ii). Tada postoji n0 ∈ N tako da je y2n0+1 = y2n0
. Koriste�i

relaiju (26) sledi

Px2n0+2 = Qx2n0+1 = Sx2n0
= Tx2n0+1 = z. (47)

Poxto je T (X) ⊆ P (X) i z = Tx2n0+1 sledi da postoji u ∈ X tako da je z = Pu.
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Primenom relaije 3◦ nalazimo

[
1 + µd(Pu,Qx2n0+1)

]
d(Su, Tx2n0+1)

≤ µmax
{
d(Pu, Su) · d(Qx2n0+1, Tx2n0+1), d(Pu, Tx2n0+1) · d(Su,Qx2n0+1)

}

+max
{
φ(d(Pu,Qx2n0+1)), φ(d(Su, Pu)), φ(d(Qx2n0+1, Tx2n0+1))

}
.

Uzimaju�i u obzir jednakosti (47) i z = Pu dobijamo

[
1 + µd(z, z)

]
d(Su, z) ≤ µmax

{
d(z, Su) · d(z, z), d(z, z) · d(Sz, z)

}

+max
{
φ(d(z, z)), φ(d(Su, z)), φ(d(z, z))

}

odnosno

d(Su, z) ≤ φ(d(Su, z)),

poxto smo iskoristili da je φ(0) = 0, a odatle je Su = z. Dokaz je zatim isti

kao pod (i) od relaije (37).

Time je dokaz zavrxen.

Napomena. Primetimo da u taqki 1◦ gor�e teoreme mo�emo uzeti uslov

S(X) ⊆ Q(X) i T (X) ⊆ P (X),

a dokaz teoreme u tom sluqaju je skoro isti izvedenom.

Posledia 2.2. Ako u Teoremi 2.6 stavimo µ = 0 i φ(t) = λt, λ ∈ [0, 1) dobi-

jamo na neki naqin uopxte�e Fisher-ove teoreme ([58]) kod koje se zahteva da

su parovi preslikava�a (P, S) i (Q, T ) komutativni i da je bar jedno od pre-

slikava�a P,Q, S, T neprekidno. Primetimo da se u Posledii 2.2 zahteva

uslov S(X) ⊆ Q(X) i T (X) ⊆ P (X) koji se ne tra�i u Fisher-ovoj teoremi

ve� samo S(X) ⊆ Q(X) T (X) ⊆ P (X).

Posledia 2.3. Ako u Teoremi 2.6 stavimo µ = 0, P = Q = iX (identiqko

preslikava�e) dobijamo Teoremu 2.3 iz ovog poglav	a.

Teorema 2.7. Neka je (X, d) kompletan metriqki prostor i neka su data

preslikava�a P,Q, S, T : X → X koja zadovo	avaju uslove :

1◦ S(X) ⊆ Q(X) i T (X) ⊆ P (X);
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2◦ Parovi preslikava�a (P, S) i (Q, T ) su slabo kompatibilni;

3◦ Za svako x, y ∈ X va�i

[1 + µd(Px,Qy)]d(Sx, Ty)

≤ µmax {d(Px, Sx) · d(Qy, Ty), d(Px, Ty) · d(Sx,Qy)}+ φ(M(x, y))

gde je

M(x, y) := max

{

d(Px,Qy), d(Px, Sx), d(Qy, Ty),
d(Px, Ty) + d(Sx,Qy)

2

}

i φ : R+ → R+ odozgo poluneprekidna funkija, takva da je φ(t) < t, za t > 0

i φ(0) = 0;µ ≥ 0 konstanta koja ne zavisi od x i y.

Tada preslikava�a P,Q, S i T imaju jedinstvenu zajedniqku fiksnu taqku.

Dokaz. Analogno kao u dokazu prethodne teoreme formiramo niz (yn)n∈N

takav da je

y2n = Sx2n = Qx2n+1

y2n+1 = Tx2n+1 = Px2n+2.

(n = 0, 1, . . .) (48)

Dokaza�emo da je (yn) Cauchy-jev niz. Stavimo

dn = d(yn, yn+1) (n = 0, 1, . . .). (49)

Postoje dve mogu�nosti koje se meÆusobno isk	uquju:

(i) (∀n ∈ N) dn > 0 ili (ii) (∃n∈ N) dn = 0.

(i) Ako u 3◦ stavimo x = x2n i y = x2n+1 nalazimo

[1 + µd(Px2n, Qx2n+1)] d(Sx2n, Tx2n+1)

≤ µmax
{
d(Px2n, Sx2n) · d(Qx2n+1, Tx2n+1),

d(Px2n, Tx2n+1) · d(Sx2n, Qx2n+1)
}
+ φ(M(x2n, x2n+1)),

gde je

M(x2n, x2n+1) = max
{

d(Px2n, Qx2n+1), d(Px2n, Sx2n),

d(Qx2n+1, Tx2n+1),
d(Px2n, Tx2n+1) + d(Sx2n, Qx2n+1)

2

}

.
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S obzirom kako je definisan niz (yn), relaije (48), imamo

[
1 + µd(y2n−1, y2n)

]
d(y2n, y2n+1) ≤ µmax

{
d(y2n−1, y2n) · d(y2n, y2n+1),

d(y2n−1, y2n+1) · d(y2n, y2n)
}
+ φ(M(x2n, x2n+1)) (50)

i

M(x2n, x2n+1) = max
{

d(y2n−1, y2n), d(y2n−1, y2n), d(y2n, y2n+1),

d(y2n−1, y2n+1) + d(y2n, y2n)

2

}

= max
{

d(y2n−1, y2n), d(y2n, y2n+1),
d(y2n−1, y2n+1)

2

}

.

Poxto je

d(y2n−1, y2n+1) ≤ d(y2n−1, y2n) + d(y2n, y2n+1)

≤ 2max
{
d(y2n−1, y2n), d(y2n, y2n+1)

}
,

odnosno

1

2
d(y2n−1, y2n+1) ≤ max

{
d(y2n−1, y2n), d(y2n, y2n+1)

}

stoga je

M(x2n, x2n+1) = max
{
d(y2n−1, y2n), d(y2n, y2n+1)

}
.

Poxto je d(y2n, y2n) = 0 i ako iskoristimo smenu (49), relaiju (50) mo�emo

napisati u obliku

d2n ≤ φ(M(x2n, x2n+1)) (51)

gde je M(x2n, x2n+1) = max {d2n−1, d2n} . Ako bi bilo d2n−1 ≤ d2n, tada imamo da

je max {d2n−1, d2n} = d2n, pa iz (51) sledi

d2n ≤ φ(d2n) < d2n, poxto je d2n > 0,

a to je kontradikija. Dakle imamo d2n < d2n−1. Iz (51) nalazimo

d2n ≤ φ(d2n−1) < d2n−1. (52)

Analognim postupkom, kao u prethodnom, ako u 3◦ stavimo x = x2n+2, y = x2n+1

dobijamo

d2n+1 ≤ φ(d2n) < d2n. (53)
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Iz (52) i (53) imamo

0 < dn+1 ≤ φ(dn) < dn (n = 0, 1, 2, . . .). (54)

Iz (54) sledi da postoji

lim
n→∞

dn = d
∗ ≥ 0.

Ako bi bilo d
∗
> 0, poxto je funkija φ odozgo poluneprekidna iz (54) sledi

lim sup
n→∞

dn+1 ≤ lim sup
n→∞

φ(dn) ≤ φ(d∗)

tj.

d
∗ ≤ φ(d∗), za d

∗
> 0,

xto je kontradikija za funkiju φ (uslov 3◦). Prema tome, imamo da je d∗ = 0,

tj.

lim
n→∞

d(yn, yn+1) = 0, (55)

a odatle je limn→∞ d(y2n, y2n+2) = 0.

Pretpostavimo da (y2n)n∈N nije Cauchy-jev niz. Tada na osnovu Leme 1.1

postoje podnizovi (y2m(i))i∈N i (y2n(i))i∈N tako da je m(i) > n(i) (i = 1, 2, . . .) i

lim
i→∞

d(y2m(i), y2n(i)) = lim
i→∞

d(y2m(i), y2n(i)+1) = lim
i→∞

d(y2m(i)−1, y2n(i))

= lim
i→∞

d(y2m(i)−1, y2n(i)+1) = ε > 0. (56)

Ako u 3◦ stavimo x = x2m(i), y = x2n(i)+1 dobijamo

[
1 + µd(Px2m(i), Qx2n(i)+1)

]
d(Sx2m(i), Tx2n(i)+1)

≤ µmax
{
d(Px2m(i), Sx2m(i)) · d(Qx2n(i)+1, Tx2n(i)+1),

d(Px2m(i), Tx2n(i)+1) · d(Sx2m(i), Qx2n(i)+1)
}
+ φ(M(x2m(i), x2n(i)+1)),

odnosno uzimaju�i u obzir relaije (48), nalazimo

[
1 + µd(y2m(i)−1, y2n(i))

]
d(y2m(i), y2n(i)+1)

≤ µmax
{
d(y2m(i)−1, y2m(i)) · d(y2n(i), y2n(i)+1),

d(y2m(i)−1, y2n(i)+1) · d(y2m(i), y2n(i))
}
+ φ(M(x2m(i), x2n(i)+1)), (57)
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gde je

M(x2m(i), x2n(i)+1) = max
{

d(Px2m(i), Qx2n(i)+1), d(Px2m(i), Sx2m(i)),

d(Qx2n(i)+1, Tx2n(i)+1),

d(Px2m(i), Tx2n(i)+1) + d(Sx2m(i), Qx2n(i)+1)

2

}

= max
{

d(y2m(i)−1, y2n(i)), d(y2m(i)−1, y2m(i)), d(y2n(i), y2n(i)+1),

d(y2m(i)−1, y2n(i)+1) + d(y2m(i), y2n(i))

2

}

. (58)

Uzimaju�i limes superior u (57) kada i → ∞ i s obzirom na graniqne vrednosti

(55) i (56) dobijamo iz (57)

(1 + µε)ε ≤ µε
2 + lim sup

i→∞

φ(M(x2m(i), x2n(i)+1)). (59)

Ako u (58) pustimo da i → ∞ s obzirom na graniqne vrednosti (55) i (56)

dobijamo

lim
i→∞

M(x2m(i), x2n(i)+1) = ε,

pa iz (59) sledi, poxto je funkija φ odozgo poluneprekidna

ε ≤ lim sup
i→∞

φ(M(x2m(i), x2n(i)+1)) ≤ φ(ε), za ε > 0

xto je kontradikija uslovu φ(t) < t, za t > 0. Prema tome, (y2n) je Cauchy-jev

niz, a poxto je limn→∞ d(yn, yn+1) = 0, to znaqi da je (yn) Cauchy-jev niz, u

kompletnom metriqkom prostoru (X, d) pa postoji z ∈ X tako da je limn→∞ yn =

z. Koriste�i definiiju niza (yn), relaije (48), imamo

lim
n→∞

Sx2n = lim
n→∞

Qx2n+1 = lim
n→∞

Tx2n+1 = lim
n→∞

Px2n+1 = z. (60)

Kako

y2n+1 = Tx2n+1 ∈ T (X) i y2n+1 → z, tada z ∈ T (X) ⊆ P (X) (uslov 1◦),

stoga postoji u ∈ X tako da je

z = Pu. (61)

Primenom relaije 3◦, nalazimo

[
1 + µd(Pu,Qx2n+1)

]
d(Su, Tx2n+1)

≤ µmax
{
d(Pu, Su) · d(Qx2n+1, Tx2n+1),

d(Pu, Tx2n+1) · d(Su,Qx2n+1)
}
+ φ(M((u, x2n+1))),
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gde je

M(u, x2n+1) = max
{

d(Pu,Qx2n+1), d(Pu, Su), d(Qx2n+1, Tx2n+1),

d(Pu, Tx2n+1) + d(Su,Qx2n+1)

2

}

.

Koriste�i relaije (48) i (61) dobijamo

[
1 + µd(z, y2n)

]
d(Su, y2n+1)

≤ µmax
{
d(z, Su) · d(y2n, y2n+1), d(z, y2n+1) · d(Su, y2n)

}
+ φ(M(u, x2n+1)) (62)

i

M(u, x2n+1) = max

{

d(z, y2n), d(z, Su), d(y2n, y2n+1),
d(z, y2n+1) + d(Su, y2n)

2

}

.

Iz (62) sledi

lim sup
n→∞

[1 + µd(z, y2n)] d(Su, y2n+1) ≤ lim sup
n→∞

φ(M(u, x2n+1)) (63)

gde smo iskoristili (55) i lim yn = z.

Poxto je

lim
n→∞

M(u, x2n+1) = max

{

0, d(z, Su), 0,
d(z, Su)

2

}

= d(z, Su)

i koriste�i da je funkija φ odozgo poluneprekidna iz (63) nalazimo

d(Su, z) ≤ lim sup
n→∞

φ(M(u, x2n+1)) ≤ φ(d(z, Su))

a odatle je d(z, Su) = 0, tj.

Su = z. (64)

Poxto su preslikava�a (P, S) slabo kompatibilna (uslov 2◦) iz (61) i (64)

imamo

Pz = P (Su) = S(Pu) = Sz, odnosno Pz = Sz. (65)

Kako je S(X) ⊆ Q(X) (uslov 1◦) to iz (64) sledi da postoji v ∈ X tako da je

z = Qv. (66)

Primenom relaije 3◦ imamo

[
1 + µd(Pu,Qv)

]
d(Su, Tv)

≤ µmax
{
d(Pu, Su) · d(Qv, Tv), d(Pu, Tv) · d(Qv, Su)

}
+ φ(M(u, v)),
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gde je

M(u, v) = max

{

d(Pu,Qv), d(Pu, Su), d(Qv, Tv),
d(Pu, Tv) + d(Su,Qv)

2

}

.

Kako je Pu = Su = z (jednakosti (61) i (64)) i Qv = z (jednakost (66)) dobijamo

[
1 + µd(z, z)

]
d(z, Tv) ≤ µmax {d(z, z) · d(z, Tv), d(z, Tv) · d(z, z)}

+ φ(M(u, v)), (67)

i

M(u, v) = max

{

d(z, z), d(z, z), d(z, Tv),
d(z, Tv) + d(z, z)

2

}

= max

{

0, 0, d(z, Tv),
d(z, Tv)

2

}

= d(z, Tv),

pa iz relaije (67) sledi

d(z, Tv) ≤ φ(d(z, Tv)),

a odatle zak	uqujemo da je d(z, Tv) = 0, odnosno

Tv = z. (68)

Iz (66) i (68) sledi Qv = Tv = z, a poxto su preslikava�a (Q, T ) slabo

kompatibilna (uslov 2◦) dobijamo Tz = T (Qv) = Q(Tv) = Qz tj.

Tz = Qz. (69)

Ponovnom primenom relaije 3◦ nalazimo

[
1 + µd(Pz,Qv)

]
d(Sz, Tv) ≤ µmax

{
d(Pz, Sz) · d(Qv, Tv), d(Pz, Tv) · d(Sz,Qv)

}

+ φ(M(z, v)) (70)

gde je

M(z, v) = max

{

d(Pz,Qv), d(Pz, Sz), d(Qv, Tv),
d(Pz, Tv) + d(Sz,Qv)

2

}

. (71)
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Poxto je Pz = Sz, jednakost (65), i Qv = Tv = z, jednakosti (66) i (68) to se

relaije (70) i (71) transformixu u

[
1 + µd(Sz, z)

]
d(Sz, z) ≤ µmax {d(Sz, Sz) · d(z, z), d(Sz, z) · d(z, Sz)} + φ(M(z, v)),

M(z, v) = max

{

d(Sz, z), d(Sz, Sz), d(z, z),
d(Sz, z) + d(z, Sz)

2

}

= d(Sz, z)

odnosno

[1 + µd(Sz, z)] d(Sz, z) ≤ µd(Sz, z)d(z, Sz) + φ(d(Sz, z))

tj.

d(Sz, z) ≤ φ(d(Sz, z)),

a odatle sledi Sz = z, a koriste�i (65) imamo

Sz = Pz = z. (72)

Ako ponovo primenimo relaiju 3◦, nalazimo

[
1 + µd(Pz,Qz)

]
d(Sz, Tz)

≤ µmax {d(Pz, Sz) · d(Qz, Tz), d(Pz, Tz) · d(Sz,Qz)} + φ(M(z, z))

gde je

M(z, z) = max

{

d(Pz,Qz), d(Pz, Sz), d(Qz, Tz),
d(Pz, Tz) + d(Sz,Qz)

2

}

.

Poxto je d(Pz, Sz) = d(z, z) = 0 (jednakost (72)) i Tz = Qz (jednakost (69)),

gor�e relaije mo�emo napisati u obliku

[1 + µd(Pz,Qz)] d(Sz, Tz) ≤ µd(Pz,Qz) · d(Sz, Tz) + φ(d(Sz, Tz)) (73)

jer je

M(z, z) = max

{

d(Sz, Tz), d(Sz, Sz), d(Tz, Tz),
d(Sz, Tz) + d(Sz, Tz)

2

}

= d(Sz, Tz).

Iz relaije (73) sledi

d(Sz, Tz) ≤ φ(d(Sz, Tz)),
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a odatle je Sz = Tz. Koriste�i jednakosti (69) i (72) i Sz = Tz sledi

Pz = Qz = Sz = Tz = z. (74)

Ako bi postojala jox jedna taqka w ∈ X takva da je

Pw = Qw = Sw = Tw = w, w 6= z. (75)

Tada bismo imali

[
1 + µd(Pz,Qw)

]
d(Sz, Tw)

≤ µmax
{
d(Pz, Sz) · d(Qw, Tw), d(Pz, Tw) · d(Sz,Qw)

}
+ φ(M(z, w)),

gde je

M(z, w) = max

{

d(Pz,Qw), d(Pz, Sz), d(Qw, Tw),
d(Pz, Tw) + d(Sz,Qw)

2

}

.

Ako iskoristimo relaije (74) i (75) dobijamo

[1 + µd(z, w)] d(z, w) ≤ µmax {d(z, z) · d(w,w), d(z, w) · d(z, w)}+ φ(d(z, w)),

jer je

M(z, w) = max

{

d(z, w), d(z, z), d(w,w),
d(z, w) + d(z, w)

2

}

= d(z, w),

odnosno nalazimo

d(z, w) ≤ φ(d(z, w)), za d(z, w) > 0, poxto je z 6= w,

a to je kontradikija, prema tome z = w, tj. z je jedinstvena fiksna taqka za

preslikava�a P,Q, S i T.

(ii) Postoji n0 ∈ N tako da je y2n0+1 = y2n0
; koriste�i relaije (48) tada je

Px2n0+2 = Qx2n0+1 = Sx2n0
= Tx2n0+1 = z. (76)

Poxto z = Tx2n0+1 ∈ T (X) i T (X) ⊆ P (X), to postoji u ∈ X tako da je z = Pu.
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Primenom relaije 3◦ nalazimo

[
1 + µd(Pu,Qx2n0+1)

]
d(Su, Tx2n0+1)

≤ µmax {d(Pu, Su) · d(Qx2n0+1, Tx2n0+1), d(Pu, Tx2n0+1) · d(Su,Qx2n0+1)}

+ φ(M(u, x2n0+1))

gde je

M(u, x2n0+1) = max
{

d(Pu,Qx2n0+1), d(Pu, Su), d(Qx2n0+1, Tx2n0+1),

d(Pu, Tx2n0+1) + d(Su,Qx2n0+1)

2

}

.

Uzimaju�i u obzir jednakosti (76) i z = Pu prethodne relaije mo�emo napi-

sati u obliku

[
1 + µd(z, z)

]
d(Su, z) ≤ µmax

{
d(z, Su) · d(z, z), d(z, z) · d(Su, z)

}

+ φ(M(u, x2n0+1)), (77)

M(u, x2n0+1) = max

{

d(z, z), d(z, Su), d(z, z),
d(z, z) + d(z, Su)

2

}

= max

{

0, d(z, Su), 0,
1

2
d(z, Su)

}

= d(z, Su),

a tada je relaija (77)

d(Su, z) ≤ φ(d(Su, z)),

a odatle je Su = z. Dokaz je zatim isti kao pod (i) od relaije (64).

Time je dokaz zavrxen.

Napomena. U taqki 1◦ prethodne teoreme mogli smo uzeti uslov

S(X) ⊆ Q(X) i T (X) ⊆ P (X)

umesto datog.

Komentar. U qlanku [50℄ (Theorem 3.1) iskazana je potpuno ista Teorema

2.7 ali su zahtevi nexto jaqi, tj. zahteva se da je bar jedno od preslikava�a

P,Q, S, T neprekidno i da je φ neopadaju�a funkija ali je uslov 2◦ iz Teoreme

2.7 nexto slabiji, tj. zahteva se samo

S(X) ⊆ Q(X) i T (X) ⊆ P (X).
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U qlanku [28℄ (Theorem 3.1) zahtevi za preslikava�a P,Q, S, T su potpuno isti

kao u Teoremi 2.7, ali je zato uslov

d(Sx, Ty) ≤ φ
(
M(x, y)

)

gde je M(x, y) definisano kao u Teoremi 2.7 jaqi nego uslov 3◦ u Teoremi 2.7.

Posledia 2.4. Ako u Teoremi 2.7. stavimo µ = 0 dobijamo teoremu iz

qlanka [28] (Theorem 3.1).

Posledia 2.5. Ako stavimo µ = 0, φ(t) = λt, λ ∈ (0, 1) i P = Q = iX

(identiqko preslikava�e) dobijamo Ćirić-evu teoremu (Theorem 1 [52]).

Posledia 2.6. Ako stavimo µ = 0, S = T i P = Q = iX (identiqko

preslikava�e) dobijamo pobo	xan rezultat Pant-a ([34], [33]).

Da bismo iskazali slede�u teoremu potrebna nam je slede�a definiija.

Definiija 2.2 ([46℄). Za par (f, g) preslikava�a f, g : X → X, gde je (X, d)

metriqki prostor ka�emo da je slabo semikompatibilan ako je

lim
n→∞

fgxn = gt ili lim
n→∞

gfxn = ft

za svaki niz (xn)n∈N za koji je

lim
n→∞

fxn = lim
n→∞

gxn = t, za neko t ∈ X.

Primer 2.4. ([46℄) Neka je X = [0, 1] sa uobiqajenom metrikom d. Definiximo f, g :

X → X pomo�u

fx = x, x ∈ X i gx =







1, x = 0

0, x ∈ (0, 1].

Tada je (f, g) slabo semikompatibilno preslikava�e.

Dokaz. Neka je xn =
1

n
(n = 1, 2, . . .). Tada je

fxn =
1

n
→ 0(n → ∞), gxn = 0 → 0 (n → ∞),

fgxn = 0 → 0 6= g(0) i gfxn = 0 → 0 = f(0),

pa je taqan iskaz

lim
n→∞

fgxn = g(0) ili lim
n→∞

gfxn = f(0). �
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Teorema 2.8. Neka f, g : X → X, gde je (X, d) kompletan metriqki prostor

tako da je g(X) ⊆ f(X) i

d(fx, fy) ≥ φ
(
d(gx, gy), d(fx, gx), d(fy, gy)

)
za svako x, y ∈ X, (78)

gde je funkija φ : [0,+∞)3 → [0,+∞), monotono neopadaju�a po svakoj prome-

n	ivoj i poluneprekidna odozdo sa osobinom φ(t, 0, 0) > t za svako t > 0. Ako

su preslikava�a f i g neprekidna i slabo semikompatibilna tada ona imaju

jedinstvenu zajedniqku fiksnu taqku.

Dokaz. Iz datih uslova teoreme mo�emo formirati Jungck-ov niz

yn = gxn = fxn+1 (n = 0, 1, 2, . . .).

Razmotrimo:

Sluqaj 1◦. d(yn, yn+1) > 0 za svako n ∈ N ∪ {0}.

d(yn+1,yn) = d(fxn+2, fxn+1) ≥ φ
(
d(gxn+2, gxn+1), d(fxn+2, gxn+2), d(fxn+1, gxn+1)

)

= φ
(
d(yn+2, yn+1), d(yn+1, yn), d(yn, yn+1)

)

≥ φ
(
d(yn+2, yn+1), 0, 0

)
, poxto je φ neopadaju�a po svakoj promen	ivoj

> d(yn+2, yn+1). (79)

Stavimo αn = d(yn, yn+1) (n = 0, 1, 2, . . .). Tada je (αn)n∈N strogo monotono

opadaju�i niz pozitivnih brojeva, pa stoga postoji

lim
n→∞

αn = α ≥ 0.

Ako je α > 0 tada iz (79) imamo

αn ≥ φ(αn+1, αn−1, αn)

a odatle je

α = lim inf
n→∞

αn ≥ lim inf
n→∞

φ(αn, αn−1, αn)

≥ φ(α, α, α)

≥ φ(α, 0, 0)

> α
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xto je kontradikija. Prema tome α = 0, tj. lim
n→∞

d(yn, yn+1) = 0.

Da bismo dokazali da je (yn)n∈N konvergentan niz dovo	no je dokazati da

je (y2n)n∈N Cauchy-jev niz. Pretpostavimo suprotno, tj. da (y2n) nije Cauchy-

jev niz. Tada na osnovu Leme 1.1 postoje podnizovi (y2m(k))k∈N, (y2n(k))k∈N tako

da je

lim
k→∞

d(y2m(k), y2n(k)) = ε+ 0 (ε > 0).

Poxto je

d(y2m(k)+1, y2n(k)+1) = d(fx2m(k), fx2n(k))

≥ φ
(
d(gx2m(k), gx2n(k)), d(fx2m(k), gx2m(k)), d(fx2n(k), gx2n(k))

)

= φ
(
d(y2m(k), y2n(k)), d(y2m(k)−1, y2m(k)), d(y2n(k)−1, y2n(k))

)

odnosno

ε = lim inf
k→∞

d(y2m(k)+1, y2n(k)+1)

≥ lim inf
k→∞

φ
(
d(y2m(k), y2n(k)), d(y2m(k)−1, y2m(k)), d(y2n(k)−1, y2n(k))

)

≥ φ
(
lim
k→∞

d(y2m(k), y2n(k)), lim
k→∞

d(y2m(k)−1, y2m(k)), lim
k→∞

d(y2n(k)−1, y2n(k))
)

= φ(ε, 0, 0)

> ε

xto je kontradikija.

Time smo dokazali da je (y2n) Cauchy-jev niz u kompletnom metriqkom

prostoru (X, d) pa y2n → z (n → ∞), z ∈ X. Kako je (yn) Cauchy-jev niz to je

lim
n→∞

yn = z odnosno

lim
n→∞

fxn = lim
n→∞

gxn = z. (80)

Poxto su (f, g) slabo semikompatibilna preslikava�a, imamo da je

lim
n→∞

fgxn = gz ili lim
n→∞

gfxn = fz.

Ako je lim
n→∞

fgxn = gz, a poxto je f neprekidno preslikava�e to iz (80) sledi

lim
n→∞

fgxn = fz, pa je fz = gz.

Kako je

d(ffxn, fxn) ≥ φ
(
d(gfxn, gxn), d(ffxn, , gfxn), d(fxn, gxn)

)
,
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tj.

d(fz, z) = lim inf
n→∞

d(ffxn, fxn) ≥ lim inf
n→∞

φ
(
d(gfxn, gxn), d(ffxn, , gfxn),

d(fxn, gxn)
)

≥ φ
(
lim
n→∞

d(gfxn, gxn), lim
n→∞

d(ffxn, , gfxn), lim
n→∞

d(fxn, gxn)
)

= φ
(
d(gz, z), d(fz, gz), d(z, z)

)

= φ
(
d(fz, z), 0, 0) (fz = gz). (81)

Stoga, ako je fz 6= z ⇔ d(fz, z) > 0, dobijamo iz (81) da je

d(fz, z) ≥ φ
(
d(fz, z), 0, 0

)
> d(fz, z).

Kontradikija, dakle imamo fz = gz = z.

Ako je lim
n→∞

gfxn = fz, tada poxto je g neprekidna funkija iz (80) imamo

lim
n→∞

gfxn = gz, pa je fz = gz, a zatim iz (81) sledi fz = z, tj. fz = gz = z.

Sluqaj 2◦. d(yn, yn+1) = 0 za neko n ∈ N ∪ {0},
to znaqi da postoji n0 ∈ N tako da je yn0

= yn0+1, odnosno

yn0
= gxn0

= fxn0+1 = yn0+1 = gxn0+1 = fxn0+2

tj.

fxn0+1 = gxn0+1 = yn0
,

pa je

0 = d(yn0
, yn0+1) = d(fxn0+1, fxn0+2)

≥ φ
(
d(gxn0+1, gxn0+2), d(fxn0+1, gxn0+1), d(fxn0+2, gxn0+2)

)

= φ
(
d(yn0+1, yn0+2), 0, d(yn0+1, yn0+2)

)

≥ φ
(
d(yn0+1, yn0+2), 0, 0

)
.

Ako je d(yn0+1, yn0+2) > 0, tada bismo imali

0 ≥ φ
(
d(yn0+1, yn0+2), 0, 0

)
> d(yn0+1, yn0+2).

Kontradikija. Dakle, imamo yn0+1 = yn0+2. Time smo dokazali da je niz (yn)

staionaran, tj.

yn = yn0
, za n ≥ n0,
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pa je lim
n→∞

yn = z, za z = yn0
, sada se dokaz ponav	a kao u sluqaju 1◦.

Doka�imo da je z jedinstvena fiksna taqka.

Pretpostavimo da postoji u ∈ X tako da je fu = gu = u i u 6= z
(
⇔

d(u, z) > 0
)
.

Kako je

d(z, u) = d(fz, fu) ≥ φ
(
d(gz, gu), d(fz, gz), d(fu, gu)

)

= φ
(
d(z, u), d(z, z), d(u, u)

)

= φ
(
d(z, u), 0, 0)

> d(z, u),

dobijamo kontradikiju. �

Posledia 2.7. Ako je f : X → X neprekidna surjekija metriqkog prostora

(X, d) koja zadovo	ava uslov

λmax
{
d(x, y), d(x, fx), d(y, fy)

}
≤ d(fx, fy) za svako x, y ∈ X

gde je konstanta λ > 1, tada preslikava�e f ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Dokaz. U iskazu prethodne teoreme stavimo g = iX (identiqko preslikava�e).

Neka funkija φ : [0,+∞)3 → [0,+∞) bude definisana sa

φ(t1, t2, t3) = λmax{t1, t2, t3},

par (f, iX) je slabo semikompatibilan, pa su ispu�eni uslovi prethodne teo-

reme, prema tome f ima jedinstvenu fiksnu taqku. �
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3. Uopxtena kontraktivna preslikava�a na kompaktnim metriqkim

prostorima

U qlanku [31℄ ruski matematiqarNemyki

�

i iskazao je (bez dokaza) slede�u

teoremu:

Teorema 3.1. Ako je (X, d) kompaktan metriqki prostor, a T : X → X

preslikava�e koje zadovo	ava uslov

d(Tx, Ty) < d(x, y), za svako x 6= y, x, y ∈ X,

tada preslikava�e T ima jedinstvenu fiksnu taqku.

U iskazu teoreme Nemyki

�

i-a ne mo�emo kompaktnost prostora X za-

meniti kompletnox�u.

Primer 3.1. Neka je X = [1,+∞) sa uobiqajenom metrikom, T : X → X i Tx =
1

1 + x
, tada je

d(Tx, Ty) < d(x, y), za svako x 6= y, x, y ∈ X.

MeÆutim, preslikava�e T nema fiksnu taqku, X je kompletan ali nije kompaktan

metriqki prostor.

Teorema Nemyki

�

i-a je opxtija od Banach-ove teoreme ako je (X, d)

kompaktan metriqki prostor.

Primer 3.2. Neka je X = [0, 1] sa uobiqajenom metrikom, T : X → X i Tx =
x

1 + x
.

Tada je

d(Tx, Ty) =

∣
∣
∣
∣

x

1 + x
− y

1 + y

∣
∣
∣
∣
=

1

(1 + x)(1 + y)
|x− y| < |x− y| , za x 6= y, x, y ∈ X,

pa mo�emo primeniti Teoremu 3.1.

Poxto je

sup

{
1

(1 + x)(1 + y)
: x, y ∈ X,x 6= y

}

= 1,

preslikava�e T nije Banach-ova kontrakija.

Mnogi autori su dokazivali sliqne teoreme (videti [41℄, [48℄, [15℄).

Uopxti�emo Teoremu 3.1. u vixe pravaa.
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Teorema 3.2. Neka je (X, d) metriqki prostor, T, I : X → X komutativna

preslikava�a, postoji kompaktan skup K ⊆ X tako da va�i T (K) ⊆ K ⊆
I(K) i

d(Tx, Ty) < d(Ix, Iy), za svako x 6= y, x, y ∈ K. (1)

Ako je I neprekidno preslikava�e na skupu K, tada preslikava�a T i I imaju

jedinstvenu zajedniqku fiksnu taqku u skupu K.

Dokaz. Iz neprekidnosti preslikava�a I na skupu K i uslova (1) sledi da je

preslikava�e T neprekidno na K. Zaista, neka je x ∈ K i uoqimo niz (xn)n∈N

razliqitih taqaka u K tako da xn → x (n → ∞). Iz uslova (1) sledi

d(Txn, Tx) < d(Ixn, Ix) → 0, (n → ∞),

pa Txn → Tx (n → ∞). Kako je x ∈ K proizvo	na taqka, to je T neprekidno

preslikava�e na K.

Posmatrajmo funkiju F (x) = d(Ix, Tx), x ∈ K.Poxto su I i T neprekidna

preslikava�a sledi da je funkija F : K → R neprekidna, pa postoji u ∈ K

tako da je

F (u) = min
{
F (x) : x ∈ K

}
. (2)

Za tako naÆeno u, a poxto je T (K) ⊆ K ⊆ I(K) postoji v ∈ K tako da je Iv = u

i Tv ∈ K.

Pretpostavimo da je Tv 6= Iv, tada je

F (Tv) = d(ITv, TTv) = d(TIv, TTv), jer su T i I komutativni

< d(IIv, ITv), uslov (1) i Iv 6= Tv

= d(IIv, T Iv), jer su T i I komutativni

= d(Iu, Tu)

= F (u),

tj. dobili smo F (Tv) < F (u) xto je nemogu�e zbog uslova (2), stoga je Tv =

Iv = u.

Sada postoje dve mogu�nosti:
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1◦ u = v, tada je Iv = Tv = v, pa je v zajedniqka fiksna taqka za presli-

kava�a T i I.

2◦ u 6= v, tj. Tv = Iv 6= v. Imamo

Tu = T (Iv)

= I(Tv), zbog komutativnosti T i I

= Iu, jer je Tv = u.

Sada je

d(Iu, u) = d(Tu, u), poxto je Tu = Iu

= d(TIv, Tv), poxto je Iv = Tv = u

< d(IIv, Iv), zbog (1) i pretpostavke Iv 6= v

= d(Iu, u) jer je u = Iv.

Dakle, dobili smo kontradikiju, pa mogu�nost 2◦ ne mo�e da nastupi. Prema

tome, pokazali smo da preslikava�a T i I imaju zajedniqku fiksnu taqku

v ∈ K.

Doka�imo jedinost zajedniqke fiksne taqke v.

Pretpostavimo da postoji jox jedna zajedniqka fiksna taqka z ∈ X (z 6=
v), tako da je Tz = Iz = z.

Tada je

0 < d(z, v) = d(Tz, Tv) < d(Iz, Iv), z 6= v

= d(z, v).

Kontradikija.

Primer 3.3. Neka je X = [0, 1) sa uobiqajenom metrikom, T, I : X → X definisani

sa Tx = x2, Ix =
√
x. Tada su na skupu K =

[

0,
1

4

]

⊂ X ispu�eni uslovi Teoreme 3.2.

Dokaz. Jednostavno se dokazuje komutativnost preslikava�a T, I i T (K) ⊆
K ⊆ I(K).
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Uslov

d(Tx, Ty) < d(Ix, Iy).x 6= y, x, y ∈ K

⇔
∣
∣x

2 − y
2
∣
∣ <

∣
∣
√
x−√

y
∣
∣ , x 6= y, x, y ∈

[

0,
1

4

]

⇔ (x+ y)(
√
x+

√
y ) < 1, xto je taqno za x 6= y, x, y ∈

[

0,
1

4

]

.

Posledia 3.1. Ako je u prethodnoj teoremi I = iX (identiqko preslikava�e)

i K = X kompaktan skup dobijamo Teoremu 3.1.

Definiija 3.1 ([10℄,[54℄,[15℄). Neka je (X, d) metriqki prostor i T : X → X.

Preslikava�e T je kontraktivno ako zadovo	ava uslov:

d(Tx, Ty) < d(x, y), x 6= y, x, y ∈ X. (3)

Preslikava�e T je uopxteno kontraktivno ako zadovo	ava uslov (gde x 6=
y, x, y ∈ X)

d(Tx, Ty) < max

{

d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),
d(x, Ty) + d(y, Tx)

2

}

, (4)

Oqigledno da ako je T kontraktivno preslikava�e tada je ono i uopxteno

kontraktivno (tj. (3) ⇒ (4)), ali obrnuto nije taqno.

Primer 3.4. Neka je X = [0, 4] skup realnih brojeva sa uobiqajenom metrikom

d(x, y) = |x− y| i T : X → X preslikava�e definisano pomo�u

Tx =







1

2
, x = 0

x

3
, x ∈ (0, 3]

x

4
, x ∈ (3, 4].

(5)

Tada preslikava�e T zadovo	ava uslov (4) ali ne (3). Da zadovo	ava uslov (4),

videti [54℄. Da ne zadovo	ava uslov (3) mo�emo zak	uqiti tako xto preslikava�e

T definisano pomo�u (5) nije neprekidno naX (prekidi u taqkama x = 0 i x = 3) dok

kontraktivna preslikava�a (tj. koja zadovo	avaju uslov (3)), su nu�no neprekidna.

U delu koji sledi dokazujemo uopxte�e teoreme Nemyki

�

i-a.

Teorema 3.3. Neka je T : X → X neprekidno preslikava�e kompaktnog met-

riqkog prostora (X, d). Ako T zadovo	ava uslov (4) tada ono ima jedinstvenu

fiksnu taqku.
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Dokaz. Stavimo f(x) = d(x, Tx), x ∈ X. Tada je f : X → R neprekidna

funkija, poxto je T neprekidno preslikava�e. Kako je X kompaktan met-

riqki prostor tada postoji u ∈ X tako da je

f(u) = d(u, Tu) = min
{
f(x) : x ∈ X

}
. (6)

Ako pretpostavimo da za svako x ∈ X va�i x 6= Tx, xto je ekvivalentno sa

f(u) > 0 tj. d(u, Tu) > 0 mo�emo da primenimo uslov (4):

d(TuT 2
u) = d(Tu, T (Tu))

< max

{

d(u, Tu), d(u, Tu), d(Tu, T (Tu)),
d(u, T (Tu)) + d(Tu, Tu)

2

}

= max

{

d(u, Tu), d(Tu, T 2
u),

d(u, T 2
u)

2

}

.

Kako je

d(u, T 2
u) ≤ d(u, Tu) + d(Tu, T 2

u) ≤ 2max
{
d(u, Tu), d(Tu, T 2

u)
}

tj.

d(u, T 2
u)

2
≤ max

{
d(u, Tu), d(Tu, T 2

u)
}

pa je

d(Tu, T 2
u) < max

{
d(u, Tu), d(Tu, T 2

u)
}
. (7)

Na osnovu (6) i (7) zak	uqujemo da je

d(Tu, T 2
u) < d(Tu, T 2

u),

xto je kontradikija. Dakle, f(u) = 0, odnosno Tu = u. Time je dokazano pos-

toja�e fiksne taqke. Doka�imo jedinstvenost fiksne taqke. Pretpostavimo

da T ima jox jednu fiksnu taqku v (Tv = v) i v 6= u. Tada je na osnovu (4):

d(u, v) = d(Tu, Tv) < max

{

d(u, v), d(u, Tu), d(v, Tv),
d(u, Tv) + d(v, Tu)

2

}

= max

{

d(u, v), d(u, u), d(v, v),
d(u, v) + d(v, u)

2

}

= d(u, v),

xto je kontradikija. Prema tome, preslikava�e T ima jedinstvenu fiksnu

taqku. �
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Posledia 3.2. Poxto je u teoremi Nemyki

�

i-ja T neprekidno preslika-

va�e i kako je

d(x, y) ≤ max
{

d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),
d(x, Ty) + d(y, Tx)

2

}

odmah dobijamo Teoremu 3.1.

Posledia 3.3 (Fisher). Ako je (X, d) kompaktan metriqki prostor i T :

X → X neprekidno preslikava�e koje zadovo	ava uslov

d(Tx, Ty) <
d(x, Ty) + d(y, Tx)

2
, x 6= y, x, y ∈ X

tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Dokaz. Poxto je

d(x, Ty) + d(y, Tx)

2
≤ max

{

d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),
d(x, Ty) + d(y, Tx)

2

}

to iz Teoreme 3.1 dobijamo Fisher-ovu teoremu ([57℄).

Uslov da T mora biti neprekidno preslikava�e u iskazu Teoreme 3.3 se

ne mo�e odstraniti, xto pokazuje Primer 3.4. Ovde prekidno preslikava�e

T koje preslikava kompaktan metriqki prostor X = [0, 4] nema fiksnu taqku.

U slede�oj teoremi uslov neprekidnosti preslikava�a je oslab	en zahtevom

da je T orbitalno neprekidno, a kompaktnost prostora je zame�ena postoja�em

iteriranog niza koji ima konvergentan podniz uz zahtev da T zadovo	ava uslov

(4), a ne uslov (3) kao u iskazu teoreme Edelstein-a ([13℄).

Definiija 3.2 ([53℄). Preslikava�e T : X → X metriqkog prostora (X, d)

je T -orbitalno neprekidno u taqki x ∈ X ako

T
nix → u (i → ∞) ⇒ T (T nix) → Tu (i → ∞), u ∈ X

za svaki strogo rastu�i niz (ni)i∈N prirodnih brojeva.

Preslikava�e T je T -orbitalno neprekidno na prostoru X ako je T -orbi-

talno neprekidno u svakoj taqki x prostora X.

Teorema 3.4. Neka je (X, d) metriqki prostor i T : X → X preslikava�e koje

zadovo	ava uslov (4). Ako postoji taqka x0 ∈ X tako da niz (T n
x0)n∈N sadr�i

konvergentan podniz (T nix0)i∈N i T je T -orbitalno neprekidno u taqki x0,

onda u = lim
i→∞

T
nix0 je jedinstvena fiksna taqka preslikava�a T.
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Dokaz. Razmotri�emo dva sluqaja koji se meÆusobno isk	uquju:

(i) Postoji n0 ∈ N tako da T
n0+1

x0 = T
n0x0;

(ii) Za svako n ∈ N je T
n+1

x0 6= T
n
x0, tj. d(T

n+1
x0, T

n
x0) > 0.

U sluqaju (i) T n0x0 = u je fiksna taqka, jer je Tu = u. Razmotrimo sluqaj

(ii)

d(T n+1
x0, T

n+2
x0) = d(T (T n

x0), T (T
n+1

x0))

< max

{

d(T n
x0, T

n+1
x0), d(T

n
x0, T (T

n
x0)), d(T

n+1
x0, T (T

n+1
x0)),

d(T n
x0, T (T

n
x0)) + d(T n+1

x0, T (T
n
x0))

2

}

= max

{

d(T n
x0, T

n+1
x0), d(T

n
x0, T

n+1
x0), d(T

n+1
x0, T

n+2
x0),

d(T n
x0, T

n+2
x0) + d(T n+1

x0T
n+1

x0)

2

}

= max

{

d(T n
x0, T

n+1
x0), d(T

n+1
x0, T

n+2
x0),

d(T n
x0, T

n+2
x0)

2

}

.

Poxto je

d(T n
x0, T

n+2
x0) ≤ (T n

x0, T
n+1

x0) + d(T n+1
x0, T

n+2
x0)

≤ 2max
{
d(T n

x0, T
n+1

x0), d(T
n+1

x0, T
n+2

x0)
}
,

odnosno

d(T n
x0, T

n+2
x0)

2
≤ max

{
d(T n

x0, T
n+1

x0), d(T
n+1

x0, T
n+2

x0)
}
,

nalazimo

d(T n+1
x0, T

n+2
x0) < max

{
d(T n

x0, T
n+1

x0), d(T
n+1

x0, T
n+2

x0)
}
,

a odatle je

d(T n+1
x0, T

n+2
x0) < d(T n

x0, T
n+1

x0), (8)

poxto je d(T n+1
x0, T

n+2
x0) < d(T n+1

x0, T
n+2

x0) nemogu�e.

Time smo dokazali da je niz (d(T n
x0, T

n+1
x0))n∈N strogo opadaju�i, a poxto

je nenegativan, postoji

lim
n→∞

d(T n
x0, T

n+1
x0).
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Kako iterirani niz (T n
x0)n∈N ima konvergentan podniz (T nix0)i∈N, tj. va�i

lim
i→∞

T
nix0 = u i poxto je T orbitalno neprekidno preslikava�e, onda sledi

lim
i→∞

T (T nix0) = Tu i lim
i→∞

T (T ni+1
x0) = T (Tu) pa je

lim
i→∞

d(T nix0, T
ni+1

x0) = d(u, Tu) i lim
i→∞

d(T ni+1
x0, T

ni+2
x0) = d(Tu, T 2

u).

S obzirom da su (d(T nix0, T
ni+1

x0))i∈N i (d(T ni+1
x0, T

ni+2
x0))i∈N podnizovi kon-

vergentnog niza (d(T n
x0, T

n+1
x0))n∈N zak	uqujemo da je

d(u, Tu) = d(Tu, T 2
u). (9)

Ako je Tu 6= u istim postupkom kako smo dokazali nejednakost (8) dobijamo

d(Tu, T 2
u) < d(u, Tu)

xto je nemogu�e s obzirom na (9). Prema tome, Tu = u. Jedinstvenost fiksne

taqke u dokazuje se isto kao u Teoremi 3.3.

Komentar. Teorema 3.4. uopxtava Edelstein-ovu teoremu ([13℄) u kojoj se samo

zahteva da preslikava�e T bude kontraktivno, a umesto neprekidnosti pre-

slikava�a T (koje je impliitno sadr�ano u iskazu Edelstein-ove teoreme)

zahteva se T -orbitalna neprekidnost.

Teorema 3.5. Neka je (X, d) kompaktan metriqki prostor i neka su S, T :

X → X neprekidna preslikava�a koja zadovo	avaju uslov

d(Sx, Ty) < max {d(x, y), d(x, Ty), d(y, Sx)} , za svako x, y ∈ X (10)

za koje je desna strana nejednakosti (10) pozitivna, onda preslikava�a S i

T imaju jedinstvenu zajedniqku fiksnu taqku koja je i jedinstvena fiksna

taqka za preslikava�a S i T odvojeno.

Dokaz 1. Prvo �emo pokazati da preslikava�a S i T imaju zajedniqku fiksnu

taqku, a zatim dokazati �enu jedinost.

Neka je

M(x, y) = max {d(x, y), d(x, Ty), d(y, Sx)} , za svako x, y ∈ X.

Razmotrimo mogu�nosti:
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(i) Za neke u0, v0 ∈ X, M(u0, v0) = 0. Tada je

M(u0, v0) = 0 ⇔ d(u0, v0) = 0, d(u0, T v0) = 0, d(v0, Su0) = 0

⇔ u0 = v0, T v0 = u0, Su0 = v0

⇔ Su0 = Tu0 = u0,

tj. preslikava�a S i T imaju zajedniqku fiksnu taqku u0.

(ii) Za svako x, y ∈ X, M(x, y) > 0. Tada je

F (x, y) :=
d(Sx, Ty)

M(x, y)
, F : X2 → [0, 1)

neprekidna funkija, poxto su S i T neprekidna preslikava�a. Kako je X

kompaktan skup, takav je i X
2
, pa je neprekidna funkija F definisana na

kompaktnom skupu X
2
, sledstveno postoji

λ0 = max
{
F (x, y) : (x, y) ∈ X

2
}

= F (x0, y0) < 1, za neko (x0, y0) ∈ X
2
,

tj. imamo da je

d(Sx, Ty) ≤ λ0M(x, y) za svako x, y ∈ X.

Na osnovu teoreme (Theorem 4.19 [54℄) sledi da preslikava�a S i T imaju

zajedniqku fiksnu taqku u, odnosno Su = Tu = u.

Pretpostavimo da preslikava�ae T ima jox jednu fiksnu taqku v (v 6= u)

tako da je v = Tv. Imamo

0 < d(u, v) = d(Su, Tv) < max
{
d(u, v), d(u, Tv), d(v, Su)

}

= max
{
d(u, v), d(u, v), d(u, v)

}

= d(u, v)

xto je kontradikija. Prema tome, preslikava�e T osim fiksne taqke u nema

drugih fiksnih taqaka. Sliqno dokazujemo, da preslikava�e S osim fiksne

taqke u nema drugih fiksnih taqaka.

Time smo dokazali da preslikava�a S i T imaju jedinstvenu fiksnu taqku

i koja je ujedno i jedina fiksna taqka odvojeno za prerslikava�a S i T.
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Dokaz 2. Postoje dve mogu�nosti koje mogu da nastupe i koje isk	uquju jedna

drugu:

(i) Preslikava�a S i T imaju zajedniqku fiksnu taqku;

(ii) Preslikava�a S i T nemaju zajedniqku fiksnu taqku, xto znaqi da je

M(x, y) > 0 za svako x, y ∈ X. (Za ovo videti Dokaz 1 (i))

Ako je zadovo	en uslov (i) dokaz je zavrxen, treba jox samo dokazati jedi-

nost. Ako nastupi (ii) pretpostavimo da preslikava�a S i T zadovo	avaju

uslov

(∃λ ∈ [0, 1))(∀x, y ∈ X) d(Sx, Ty) ≤ λM(x, y), (11)

ali tada preslikava�a S i T na osnovu (Theorem 4.19 [54℄) imaju zajedniqku

fiksnu taqku, xto je pretpostavkom (ii) isk	uqeno. Prema tome taqan je uslov

¬ (11), odnosno

(∀λ ∈ [0, 1))(∃x, y ∈ X) d(Sx, Ty) > λM(x, y) (12)

i tada mo�emo izabrati niz (λn)n∈N tako da λn ∈ [0, 1) i λn → 1 − 0 i nizove

taqaka (xn) i (yn) u X tako da je

d(Sxn, T yn) > λnM(xn, yn).

Poxto je (xn) niz u kompaktnom metriqkom prostoru X to postoji podniz

(xn(k))k∈N takav da xn(k) → x0 (k → ∞). Sada je podniz (yn(k))k∈N niza (yn) niz

u kompaktnom metriqkom prostoru pa on ima podniz koji radi jednostavnosti

raquna ponovo oznaqavamo sa (yn(k))k∈N tako da yn(k) → y0 (k → ∞) i imamo

d(Sxn(k), T yn(k)) > λn(k)M(xn(k), yn(k)), k = 1, 2, . . .).

Ako u posled�oj nejednakosti pustimo da k → ∞ i iskoristimo neprekidnost

preslikava�a S i T dobijamo

d(Sx0, T y0) ≥ M(x0, y0),

xto je kontradikija uslovu (10) s obzirom da je M(x0, y0) > 0.

Sledstveno, mogu�nost (ii) ne mo�e da nastupi, pa preslikava�a S i T

imaju zajedniqku fiksnu taqku.

Jedinost fiksne taqke analogno se dokazuje kao kod Dokaza 1.
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Posledia 3.4. Ako je S = T, tada dobijamo uopxte�e teoreme Nemyki�i-

a poxto je

d(Tx, Ty) < d(x, y) ≤ max {d(x, y), d(x, Ty), d(y, Tx)} za x 6= y.

Posledia 3.5. Ako je S = T dobijamo uopxte�e teoreme Fisher-a (Posle-

dia 3.3), poxto je

d(Tx, Ty) <
d(x, Ty) + d(y, Tx)

2
≤ max {d(x, y), d(x, Ty), d(y, Tx)} , za x 6= y.

Da bismo iskazali slede�u teoremu potreban nam je pojam slabo komuti-

raju�ih (komutativnih) preslikava�a, pojam koji je uveo S. Sessa [47℄.

Definiija 3.3 ([47℄). Neka je (X, d) metriqki prostor. Za dva preslikava�a

g, f : X → X ka�emo da su slabo komutiraju�a (komutativna) ako je

d(fgx, gfx) ≤ d(fx, gx), za svako x ∈ X.

Teorema 3.6. Neka je (X, d) kompaktan metriqki prostor i neka su f, g :

X → X neprekidna preslikava�a koja slabo komutiraju. Ako je g(X) ⊆ f(X)

i

d(gx, gy) < M(x, y) (13)

gde je

(1)

M(x, y) = max
{
d(fx, fy), d(fx, gx), d(fy, gy), d(fx, gy), d(fy, gx)

}

i (13) va�i za svako x, y ∈ X za koje je desna strana nejednakosti (13) pozi-

tivna, tada f i g imaju jedinstvenu zajedniqku fiksnu taqku.

Dokaz 1. Pretpostavimo da f i g nemaju zajedniqku fiksnu taqku, tada je

d(fx, gx) > 0 za svako x ∈ X. U suprotnom, ako postoji x0 ∈ X tako da je

fx0 = gx0 6= x0, tada je

M(gx0, x0) = max
{
d(fgx0, fx0), d(fgx0, ggx0), d(fx0, gx0),

d(fgx0, gx0), d(fx0, ggx0)
}
. (14)

(1)

Ako je M(x, y) = 0 za neke x, y ∈ X, tada je gx = gy, tj. d(gx, gy) = 0, pa imamo jednakost

u (13).
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Poxto f i g slabo komutiraju, tada je

d(fgx0, gfx0) ≤ d(fx0, gx0) = 0 ⇒ fgx0 = gfx0 i fx0 = gx0 (15)

pa iz (15) sledi

fgx0 = ggx0. (16)

Ako (15) i (16) zamenimo u izraz (14) dobijamo

M(gx0, x0) = max
{
d(ggx0, gx0), d(ggx0, ggx0), d(gx0, gx0), d(ggx0, gx0), d(gx0, ggx0)

}

= d(ggx0, gx0).

Ako pretpostavimo da je ggx0 6= gx0, tj. d(ggx0, gx0) > 0 na osnovu (13) nalazimo

d(gx0, ggx0) < M(x0, gx0) = d(ggx0, gx0),

xto je kontradikija. Prema tome imamo

ggx0 = gx0. (17)

Iz (16) i (17) sledi da je

fgx0 = ggx0 = gx0,

tj. gx0 je zajedniqka fiksna taqka za preslikava�a f i g xto je kontradikija

sa pretpostavkom da f i g nemaju zajedniqku fiksnu taqku. Sledstveno imamo

d(fx, gx) > 0, za svako x ∈ X.

Poxto je M(x, y) ≥ d(fx, gx) za svako x, y ∈ X, sledi da je

M(x, y) > 0, za svako x, y ∈ X.

Sada mo�emo definisati funkiju F : X2 → [0, 1) pomo�u

F (x, y) :=
d(gx, gy)

M(x, y)
< 1, za svako x, y ∈ X. (18)

Poxto su f i g neprekidna preslikava�a, funkija F je neprekidna, na kom-

paktnom skupu X
2
pa postoji

max {F (x, y) : x, y ∈ X} = F (x0, y0) < 1, (x0, y0) ∈ X
2
. (19)
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Ako stavimo λ0 = F (x0, y0), iz (18) i (19) imamo

d(gx, gy) ≤ λ0M(x, y), za svako x, y ∈ X.

Tada na osnovu [10℄ (Theorem 2.1) i Remarks [47℄ sledi da preslikava�a f

i g imaju zajedniqku fiksnu taqku, xto je kontradikija sa pretpostavkom

da f i g nemaju zajedniqku fiksnu taqku. Dakle, mo�emo da zak	uqimo da

preslikava�a f i g imaju zajedniqku fiksnu taqku.

Doka�imo jedinost zajedniqke fiksne taqke.

Pretpostavimo da f i g imaju dve razliqite zajedniqke fiksne taqke, na

primer u i v, tj. d(u, v) > 0. Tada iz (13) imamo

d(u, v) = d(gu, gv) < max
{
d(fu, fv), d(fu, gu), d(fv, gv), d(fu, gv), d(fv, gu)

}

= max
{
d(u, v), d(u, u), d(v, v), d(u, v), d(v, u)

}

= d(u, v),

xto je kontradikija.

Napomena. Primetimo, da poxto je X kompaktan metriqki prostor tada diam(X) <

∞, pa je

diam
{
fnx : x ∈ X,n = 0, 1, 2, . . .

}
≤ diam(X) < ∞,

xto se ekspliitno pretpostav	a u iskazu Theorem 4 ([47℄) i koristi u Remarks

([47℄).

Dokaz 2. Za preslikava�a f i g postoje dve mogu�nosti:

(i) da zadovo	avaju uslov

(∃λ ∈ [0, 1))(∀x, y ∈ X) d(gx, gy) ≤ λM(x, y), (20)

tada na osnovu Theorem 2.1 ([10℄) preslikava�a f i g imaju jedinstvenu zajed-

niqku fiksnu taqku.

(ii) ne zadovo	avaju uslov (20), ve� uslov

(∀λ ∈ [0, 1))(∃x, y ∈ X) d(gx, gy) > λM(x, y), (21)

ali tada mo�emo na osnovu (21) da odredimo niz (λn) tako da λn → 1 − 0

(n → ∞) i nizove taqaka (xn) i (yn) u X tako da je

d(gxn, gyn) > λnM(xn, yn).
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Tada, poxto je X kompaktan prostor postoje konvergentni podnizovi (xn(k))k∈N

i (yn(k))k∈N takvi da xn(k) → x0 i yn(k) → y0 (k → ∞) i

d(gxn(k), gyn(k)) > λn(k)M(xn(k), yn(k)), (k = 1, 2, . . .). (22)

Ako u (22) pustimo da k → ∞ i s obzirom na neprekidnost preslikava�a f i

g dobijamo

d(gx0, gy0) ≥ M(x0, y0).

Razmotrimo posled�u nejednakost. Razlikova�emo ove mogu�nosti:

1◦ M(x0, y0) > 0, tada je

d(gx0, gy0) > M(x0, y0) > 0,

xto je nemogu�e s obzirom na uslov (13).

2◦ M(x0, y0) = 0. Tada iz

M(x0, y0) = 0 ⇒ fx0 = fy0 = gx0 = gy0,

i sada se kao u Dokazu 1 pokazuje da je u = fx0 = gx0 zajedniqka fiksna

taqka za preslikava�a f i g. Iz analize mogu�nosti (i) i (ii) zak	uqujemo da

preslikava�a f i g imaju zajedniqku fiksnu taqku.

Jedinost zajedniqke fiksne taqke preslikava�a f i g dokazuje se kao u

Dokazu 1.

Imamo slede�e posledie.

Posledia 3.6. Poxto je

d(fx, fy) ≤ M(x, y),

dobijamo neznatno modifikovanu Teoremu 3.2.

Posledia 3.7. Ako u prethodnoj teoremi stavimo f = iX poxto je

max

{

d(x, y), d(x, gx), d(y, gy),
d(x, gy) + d(y, gx)

2

}

≤ M(x, y)

dobijamo Teoremu 3.3.
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Posledia 3.8. Ako u prethodnoj teoremi stavimo f = iX i poxto je

d(x, gx) + d(y, gy)

2
≤ M(x, y),

dobijamo teoremu Fisher-a [56].

Kako je

d(x, gy) + d(y, gx)

2
≤ M(x, y)

dobijamo drugu teoremu Fisher-a [57] (videti Poslediu 3.3).

Sada �emo dati drugi dokaz teoreme koja je dokazana u qlanku [59℄ kao

Theorem 4.

Teorema 3.7. Neka je (X, d) kompaktan metriqki prostor, p, q ∈ N i T : X →
X neprekidno preslikava�e koje zadovo	ava uslov

d(T p
x, T

q
y) < max

{
d(T r

x, T
s
y), d(T r

x, T
r
′

x),

d(T s
y, T

s
′

y) : 0 ≤ r, r
′ ≤ p, 0 ≤ s, s

′ ≤ q
}

(23)

za svako x, y ∈ X za koje je desna strana nejednakosti (23) pozitivna. Tada T

ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Dokaz. Neka je

M(x, y) := max
{
d(T r

x, T
s
y), d(T r

x, T
r
′

x), d(T s
y, T

s
′

y) : 0 ≤ r, r
′ ≤ p, 0 ≤ s, s

′ ≤ q
}
.

Pretpostavimo da preslikava�e T nema fiksnu taqku, tj. da je

Tx 6= x, za svako x ∈ X,

xto je ekvivalentno uslovu

d(Tx, x) > 0, za svako x ∈ X.

Poxto je M(x, y) ≥ d(Tx, x), to je

M(x, y) > 0, za svako x, y ∈ X. (24)

Koriste�i (24) mo�emo posmatrati funkiju

F (x, y) =
d(T p

x, T
q
y)

M(x, y)
, za x, y ∈ X. (25)
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Tada F : X2 → [0, 1). Funkija F je neprekidna poxto je takvo preslikava�e

T, a F (x, y) < 1 za svako x, y ∈ X, zbog uslova (23).

Dakle, imamo neprekidnu funkiju F definisanu na kompaktnom met-

riqkom prostoru X
2
, pa postoji (x0, y0) ∈ X

2
tako da je

max
{
F (x, y) : x, y ∈ X

}
= F (x0, y0) < 1. (26)

Ako stavimo F (x0, y0) = λ0 iz (25) i (26) nalazimo

d(T p
x, T

q
y) ≤ λ0M(x, y), za svako x, y ∈ X.

Primenom teoreme Fisher-a (Theorem 2 [59℄) sledi da preslikava�e T ima

jedinstvenu fiksnu taqku na X, xto je kontradikija sa pretpostavkom da T

nema fiksnih taqaka. Prema tome, zak	uqujemo da preslikava�e T ima bar

jednu fiksnu taqku.

Doka�imo jedinost fiksne taqke.

Pretpostavimo da prslikava�e T ima dve razliqite fiksne taqke x i y.

Poxto su x i y fiksne taqke preslikava�a T, dobijamo da je T
r
x = x, T

s
y = y

za svako r, s ∈ N ∪ {0} , pa je tada M(x, y) = d(x, y) > 0, a iz (23) dobijamo

d(x, y) < d(x, y),

xto je kontradikija.

Posledia 3.9. Ako je (X, d) kompaktan metriqki prostor, p, q ∈ N i T :

X → X neprekidno preslikava�e koje zadovo	ava uslov

d(T p
x, T

q
y) < d(x, y), za svako x 6= y, x, y ∈ X,

tada preslikava�e T ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Dokaz. Poxto je d(x, y) ≤ M(x, y), za svako x, y ∈ X dokaz neposredno sledi

iz prethodne teoreme.

Ako je p = q u gor�em iskazu Posledie 3.9 ne mora da se zahteva neprekid-

nost preslikava�a T. Dakle va�i:
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Teorema 3.8. Ako je (X, d) kompaktan metriqki prostor i p ∈ N i

d(T p
x, T

p
y) < d(x, y), za svako x 6= y, x, y ∈ X (1)

Tada preslikava�e T ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Dokaz. Primenom teoreme Nemyki

�

i-a preslikava�e T
p
ima jedinstvenu

fiksnu taqku, reimo u ∈ X. Tada iz

T
p
u = u ⇒ T (T p

u) = Tu ⇔ T
p(Tu) = Tu,

sledi da je Tu fiksna taqka za preslikava�e T
p
. Iz jedinstvenosti fiksne

taqke u za preslikava�e T
p
dobijamo da je Tu = u.

Sada �emo dati primer preslikava�a T koje je prekidno kao i sve �egove

iteraije T
r (1 ≤ r ≤ p− 1), ali je T

p
neprekidno preslikava�e.

Primer 3.5. Neka je p ∈ N i X = [0, p] metriqki prostor sa uobiqajenom metrikom.

Definiximo T : X → X na slede�i naqin

T (x) =







0, x ∈ [0, 1]

1, x ∈ (1, 2]
.

.

.

k, x ∈ (k, k + 1]
.

.

.

p− 1, x ∈ (p− 1, p].

Tada je

T r(x) =







0, x ∈ [0, r]

1, x ∈ (r, r + 1]

2, x ∈ (r + 1, r + 2]
.

.

.

p− r, x ∈ (p− 1, p]

i T p(x) = 0, za x ∈ [0, p] .

Preslikava�e T zadovo	ava uslov gor�e teoreme, X je kompaktan metriqki

prostor, pa ima 0 ∈ X kao fiksnu taqku, dok je preslikava�e T prekidno.

Napomena. Za p = 2 i Banach-ovu kontrakiju razmatrano je u [9℄.
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4. Uopxte�a nekih teorema o fiksnim taqkama u b-metriqkim

prostorima i parijalno ureÆenim b-metriqkim prostorima

Aksiomu trougla u definiiji metriqkog prostora oslabio je 1993.g.

Czerwik ([62℄) sa i	em generalizaije Banach-ovog prinipa kontrakije

i uveo pojam b-metriqkog prostora. Pre pojave qlanka [62℄ Bakhtin je u [5℄

koristio ove prostore pod drugim nazivom (videti i [22℄).

Slede�e definiije i rezultati bi�e nam potrebni u nastavku ove glave.

Definiija 4.1. ([43℄) Neka jeX neprazan skup i s ≥ 1 realan broj. Funkija

d : X2 → [0,∞) naziva se b-metrika na skupu X ako za sve x, y, z ∈ X va�e

slede�e relaije:

(b1) d(x, y) = 0 ⇔ x = y

(b2) d(x, y) = d(y, x)

(b3) d(x, z) ≤ s
[
d(x, y) + d(y, z)

]
.

U ovom sluqaju par (X, d) naziva se b-metriqki prostor. Ako je par (X,�)

parijalno ureÆen skup onda se (X, d) naziva parijalno ureÆen b-metriqki

prostor i oznaqava (X,�, d). Konstantu s iz aksiome (b3) nazivamo parametrom
b-metriqkog prostora.

Za s = 1 b-metriqki prostor je upravo metriqki prostor, tako da b-metri-

qki prostori sadr�e metriqke prostore meÆutim, postoje b-metriqki prostori

koji nisu metriqki.

Primer 4.1. ([35℄) Neka je X = {x1, x2, x3, x4} i d : X2 → [0,∞) funkija defini-

sana na slede�i naqin:

d(x1, x2) = t ≥ 2, d(x1, x3) = d(x1, x4) = d(x2, x3) = d(x3, x4) = 1

d(xi, xj) = d(xj , xi) za sve i, j = 1, 2, 3, 4 i d(xi, xi) = 0 za i = 1, 2, 3, 4.

Onda je

d(xi, xj) ≤
t

2

[
d(xi, xk) + d(xk, xj)

]
za i, j, k = 1, 2, 3, 4,

pa za s =
t

2
> 1 oqigledno ne va�i aksioma trougla u definiiji metriqkog pros-

tora, tj. d nije metrika na skupu X ali je d b-metrika na istom.
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Dajemo primer b-metriqkih prostora od kojih neke koristimo u nastavku.

Primer 4.2. U skup ograniqenih nizova X =
{
x = (ξν)ν∈N : sup

ν≥1
|ξν | < +∞, ξν ∈ R

}

uvedimo rastoja�e

d(x, y) = sup
ν≥1

|ξν − ην |p, (p ≥ 1). (1)

Tada je (X, d) b-metriqki prostor sa parametrom s = 2p−1.

Dokaz. Aksiome (b1) i (b2) su oqigledne. Da bismo dokazali (b3) koristimo

nejednakost

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + b
p), a, b ≥ 0 (2)

koja neposredno sledi iz Jensen-ove nejednakosti prime�ene na funkiju t→
t
p
za t ≥ 0 i p ≥ 1.

Neka x = (ξν), y = (ην) i z = (ζν) pripadaju skupu X. Tada imamo redom

|ξν − ην |p ≤
(
|ξν − ζν |+ |ζν − ην |

)p

≤ 2p−1
(
|ξν − ζν |p + |ζν − ην |p

)
(primenom nejednakosti (2))

≤ 2p−1
(
sup
ν≥1

|ξν − ζν |p + sup
ν≥1

|ζν − ην |p
)

= 2p−1
(
d(x, z) + d(z, y)

)
,

a odatle je

sup
ν≥1

|ξν − ην |p ≤ 2p−1
(
d(x, z) + d(z, y)

)

odnosno

d(x, y) ≤ 2p−1
(
d(x, z) + d(z, y)

)
,

tj. (X, d) je b-metriqki prostor sa parametrom s = 2p−1
. �

Napomena. Primetimo da je za 0 < p ≤ 1 sa (1) definisana metrika na skupu X

ograniqenih nizova.

Primer 4.3. U skup C[a, b] svih neprekidnih funkija na segmentu [a, b] mo�emo

uvesti b-metriku sa

d(x, y) = max
a≤x≤b

∣
∣x(t)− y(t)

∣
∣p (p ≥ 1)

sa parametrom s = 2p−1.

Dokaz je sliqan kao dokaz u Primeru 4.2.
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Primer 4.4. ([45℄) U skup C[0, 1] svih neprekidnih funkija na segmentu [0, 1] b-

metriku mo�emo uvesti na slede�i naqin

d(x, y) =

∫ 1

0

∣
∣x(t)− y(t)

∣
∣2dt.

U ovom prostoru je parametar s = 2.

Primer 4.5. U skup N
∗ = N ∪ {+∞} definixemo

1

∞ = 0 i

d(m,n) =







0 ako je m = n
∣
∣
∣
1

m
− 1

n

∣
∣
∣ ako su: m,n parni ili m parno, n = ∞ ili m = ∞, n parno

5 ako su m,n neparni i m 6= n

5

2
ako je: m neparno, n = ∞ ili m = ∞, n neparno

2 ako je: m parno, n neparno ili m neparno, n parno,

tada je (N∗, d) b-metriqki prostor za koji va�i

d(m,n) ≤ 5

4

(
d(m, p) + d(p, n)

)
, za svako m,n, p ∈ N

∗

a parametar je s =
5

4
.

Dokaz. Razmatra�em svih mogu�nosti za m,n, p ∈ N
∗
dokaz se jednostavno

izvodi. �

Napomena. U [21℄ dat je sliqan primer.

Primer 4.6. Neka C
n
oznaqava skup svih ureÆenih n−torki kompleksnih brojeva i

neka je funkija d : Cn ×C
n → [0,+∞) definisana pomo�u

d(x, y) =

{ n∑

i=1

|ξ i − η i|p
}1/p

(0 < p < 1) (3)

gde x = (ξν) ∈ C
n, y = (ην) ∈ C

n. Tada je (Cn, d) b-metriqki prostor sa parametrom

s = 21/p.

Dokaz. Relaije (b1) i (b2) u Definiiji 1 su neposredne posledie relaije

(3). Za 0 < p < 1 imamo
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|ai + bi| ≤ |ai|+ |bi| ⇒ |ai + bi|p ≤
(
|ai|+ |bi|

)p ≤ |ai|p + |bi|p.(1) (4)

Primenom nejednakosti (4) nalazimo

n∑

i=1

|ai + bi|p ≤
n∑

i=1

|ai|p +
n∑

i=1

|bi|p ≤ 2max

{ n∑

i=1

|ai|p,
n∑

i=1

|bi|p
}

,

odnosno

{ n∑

i=1

|ai + bi|p
}1/p

≤ 21/pmax

{{ n∑

i=1

|ai|p
}1/p

,

{ n∑

i=1

|bi|p
}1/p

}

≤ 21/p

({ n∑

i=1

|ai|p
}1/p

+

{ n∑

i=1

|bi|p
}1/p

)

.

Ako u posled�oj nejednakosti stavimo ai = ξi − ζi, bi = ζi − ηi (i = 1, 2, . . . , n)

dobijamo

d(x, y) ≤ 21/p
(
d(x, z) + d(z, y)

)
,

gde je z = (ζi) ∈ C
n
. �

Definiija 4.2. ([7℄) Neka je (X, d) b-metriqki prostor. Niz (xn)n∈N u X je

1◦ b-konvergentan ako postoji x ∈ X tako da d(xn, x) → 0 kad n→ ∞. Tada

pixemo limn→∞ xn = x ili xn → x (n→ ∞);

2◦ b-Cauchy-jev ako d(xn, xm) → 0 kad m,n→ ∞.

Teorema 4.1. (Remark 2.1 [7℄) Ako je (X, d) b-metriqki prostor tada va�e

slede�a tvrÆe�a :

1◦ b-konvergentan niz konvergira jedinstvenoj taqki u X ;

2◦ Svaki b-konvergentan niz je b-Cauchy-jev niz ;

3◦ U opxtem sluqaju b-metrika nije neprekidna funkija.

(1)

Nejednakost (4) ⇔ (1 + t)p ≤ 1 + tp, za t =
∣
∣
∣
bi
ai

∣
∣
∣ ≥ 0. Ako uoqimo funkiju f(t) =

1 + tp − (1 + t)p, t ≥ 0 imamo

f(t)− f(0) = tf ′(ξ), 0 < ξ < t

= t · p
[

1

ξ1−p
− 1

(1 + ξ)1−p

]

> 0,

a poxto je f(0) = 0 dobijamo f(t) ≥ 0, za t ≥ 0 tj. gor�u nejednakost (4).
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Dokaz. TvrÆe�a 1◦ i 2◦ dokazuju se isto kao kod metriqkih prostora.

3◦ Ako uoqimo Primer 4.5 i niz xn = 2n (n = 1, 2, . . .), tada xn → ∞
(n→ ∞), poxto je

d(xn,∞) = d(2n,∞) =
1

2n
→ 0 (n→ ∞).

MeÆutim,

d(xn, 1) = d(2n, 1) = 2 i d(∞, 1) =
5

2

pa je limn→∞ d(xn, 1) 6= d(∞, 1).

b-metrike u ostalim primerima su neprekidne funkije.

Definiija 4.3. ([27℄) b-metriqki prostor je b-kompletan ako svaki b-Cauchy-

jev niz u X konvergira.

b-metriqki prostori navedeni u Primerima 4.1, 4.2, 4.3, 4.5 i 4.6 su b-

kompletni, meÆutim prostor iz Primera 4.4 nije b-kompletan. Zaista, ako

uoqimo niz (xn) neprekidnih funkija definisanih na slede�i naqin

xn(t) =







n, 0 ≤ t ≤ 1/n4

t
−1/4

, 1/n4 ≤ t ≤ 1,

tada za m > n imamo

d(xm, xn) =

∫ 1

0

∣
∣xm(t)− xn(t)

∣
∣
2
dt

≤
∫ 1/n4

0

(
t
−1/4

)2
dt =

2

n2
→ 0 (n→ ∞) ,

a odatle sledi da je uoqeni niz (xn) b-Cauchy-jev. Ako bi prostor

(
C[0, 1], d

)

bio b-kompletan tada bi niz (xn) konvergirao neprekidnoj funkiji t → x(t)

na segmentu [0, 1]. Funkija t → x (t) bila bi ograniqena, tj. postojala bi

konstanta k ∈ N tako da je

∣
∣x(t)

∣
∣ ≤ k, za svako t ∈ [0, 1].

MeÆutim, tada za n ≥ 2k imamo

d(xn, x) =

∫ 1

0

∣
∣xn(t)− x(t)

∣
∣
2
dt

≥
∫ 1

0

∣
∣|xn(t)|2 − |x(t)

∣
∣
2∣
∣dt ≥

∫ 1/(2k)4

0

|2k − k|2dt = 1

16k2
,
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pa zak	uqujemo da xn 9 x, xto je kontradikija.

U b-metriqkom prostoru (X, d) mo�emo uvesti topologiju ako definixemo

zatvorene skupove.

Definiija 4.4. ([7℄) Neka je (X, d) b-metriqki prostor. Ako je Y neprazan

podskup od X onda se adherenija Y skupa Y definixe

Y = {x ∈ X : postoji niz (xn) u Y tako da xn → x}.

Definiija 4.5. ([7℄) Neka je (X, d) b-metriqki prostor. Skup Y ⊂ X (Y 6= ∅)
je zatvoren ako i samo ako je Y = Y .

Definiija 4.6. ([7℄) Neka su (X, d) i (X ′
, d

′) dva b-metriqka prostora, onda je

funkija f : X → X
′
b-neprekidna u taqki x ∈ X ako je f b-nizovno neprekidna

u taqki x, tj. kada

xn → x (n→ ∞) ⇒ f(xn) → f(x) (n→ ∞).

Definiija 4.7. Neka je (X, d) b-metriqki prostor. Funkija f : X → R je

b-poluneprekidna sa do�e (gor�e) strane u taqki x ∈ X ako za svaki niz (xn)

u X va�i

xn → x (n→ ∞) ⇒ lim inf
n→∞

f (xn) ≥ f(x)
(
lim sup
n→∞

f(xn) ≤ f(x)
)
.

Definiija 4.8. Neka je (X, d) je b-metriqki prostor. A ⊂ X je b-kompaktan

skup ako i samo ako svaki niz (xn) u A ima b-konvergentan podniz (xn(k))k∈N

tako da

xn(k) → x (k → ∞) , x ∈ A.

U b-metriqkim prostorima va�e i neke analogne teoreme iz metriqkih

prostora.

Teorema 4.2. Neka je A ⊂ X b-kompaktan skup b-metriqkog prostora (X, d) i

f : X → R je b-poluneprekidna funkija sa do�e strane. Tada postoji x0 ∈ A

tako da je

f(x0) = inf
{
f(x) : x ∈ A

}
.
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Dokaz. Ako se iskoriste Definiije 4.8 i 4.7 i primeti da je b-kompaktan

skup A zatvoren u smislu Definiije 4.5, dokaz se izvodi analogno kao kod

metriqkog prostora (videti [2℄).

Lema 4.1. ([1℄) Neka je (X, d) b-metriqki prostor sa parametrom s ≥ 1 i neka

nizovi (xn) i (yn) b-konvergiraju ka x i y, respektivno. Tada je

1

s2
d(x, y) ≤ lim inf

n→∞

d(xn, yn) ≤ lim sup
n→∞

d(xn, yn) ≤ s
2
d(x, y).

U partikularnom sluqaju ako je x = y, onda lim
n→∞

d(xn, yn) = 0. Osim toga, za

svako z ∈ X imamo

1

s
d(x, z) ≤ lim inf

n→∞

d(xn, z) ≤ lim sup
n→∞

d(xn, z) ≤ sd(x, z).

Lema 4.2. (Lemma 3.1 [18℄) Neka je (xn) niz u b-metriqkom prostoru (X, d) sa

parametrom s ≥ 1. Tako da je

d(xn, xn+1) ≤ λd(xn−1, xn) (n = 1, 2, 3, . . .) (5)

za neko λ ∈ [0, 1/s). Tada je (xn) b-Cauchy-jev niz. Ako je (X, d) b-kompletan

tada xn → u (n→ ∞), u ∈ X i imamo proenu

d(xn, u) ≤
s
2
λ
n

1− λs
d(x1, x0) (n = 1, 2, 3, . . .).

Dokaz. Ako vixe puta primenimo relaiju (b3) (Definiija 4.1) za m > n

dobijamo

d(xm, xn) ≤ s
m−n

d(xm, xm−1) + s
m−n−1

d(xm−1, xm−2) + · · ·+ s
2
d(xn+2, xn+1)

+ sd(xn+1, xn). (6)

Iz uslova (5) nalazimo

d(xn+1, xn) ≤ λd(xn, xn−1) ≤ λ2d(xn−1, xn−2) ≤ · · · ≤ λnd(x1, x0). (n = 0, 1, 2, . . .) (7)

Ako (7) zamenimo u nejednakost (6) imamo

d(xm, xn) ≤ s
m−n

λ
m−1

d(x1, x0) + s
m−n−1

λ
m−2

d(x1, x0) + · · ·+ s
2
λ
n+1

d(x1, x0)

+ sλ
n
d(x1, x0)

= sλ
n
[
1 + (sλ) + (sλ)2 + · · ·+ (sλ)m−n−1

]
d(x1, x0)

= sλ
n
1− (sλ)m−n

1− sλ
d(x1, x0) <

sλ
n

1− λs
d(x1, x0), (8)
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poxto je λs < 1.

MeÆutim, poxto

sλn

1− λs
d(x1, x0) → 0 (n→ ∞), jer je λ < 1/s ≤ 1, zak	uqu-

jemo da je (xn) b-Cauchy-jev niz.

Ako je b-metriqki prostor (X, d) b-kompletan tada xn → u (n→ ∞), u ∈ X

pa iz (8) imamo

lim sup
m→∞

d(xm, xn) ≤
sλ

n

1− λs
d(x1, x0). (9)

Primenom Leme 4.1 nalazimo

1

s
d(xn, u) ≤ lim inf

m→∞

d(xm, xn) ≤ lim sup
m→∞

d(xm, xn). (10)

Iz (9) i (10) zak	uqujemo da je

1

s
d(xn, u) ≤

sλ
n

1− λs
d(x1, x0), tj. d(xn, u) ≤

s
2
λ
n

1− λs
d(x1, x0). �

Teorema 4.3. Neka je (X, d) kompletan b-metriqki prostor sa parametrom

s ≥ 1 i T : X → X preslikava�e za koje postoje pozitivni realni brojevi

a, b, c tako da je za svako x, y ∈ X bar jedan od uslova zadovo	en :

1◦ d(Tx, Ty) ≤ ad(x, y);

2◦ d(Tx, Ty) ≤ b
[
d(x, Tx) + d(y, Ty)

]
;

3◦ d(Tx, Ty) ≤ c
[
d(x, Ty) + d(y, Tx)

]
.

Ako je a < 1/s, b < 1/2s3, c < 1/2s3 tada preslikava�e T ima jedinstvenu

fiksnu taqku.

Dokaz. Neka je zadovo	en uslov 2◦, tada imamo

d(Tx, Ty) ≤ b
(
d(x, Tx) + d(y, Ty)

)

≤ bd(x, Tx) + bs
[
d(y, x) + d(x, Ty)

]

= bd(x, Tx) + bsd(x, y) + bsd(x, Ty)

≤ bd(x, Tx) + bsd(x, y) + bs · s
[
d(x, Tx) + d(Tx, Ty)

]
.

Iz posled�e nejednakosti imamo

(1− bs
2)d(Tx, Ty) ≤ b(1 + s

2)d(x, Tx) + bsd(x, y)
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tj.

d(Tx, Ty) ≤ b(1 + s
2)

1− bs2
d(x, Tx) +

bs

1− bs2
d(x, y). (11)

Isto tako iz uslova 2◦ sledi

d(Tx, Ty) ≤ b
(
d(x, Tx) + d(y, Ty)

)

≤ b
[
s(d(x, Ty) + d(Ty, Tx)) + s(d(y, x) + d(x, Ty))

]

= 2bsd(x, Ty) + bsd(Tx, Ty) + bsd(x, y)

odnosno

(1− bs)d(Tx, Ty) ≤ 2bsd(x, Ty) + bsd(x, y)

tj.

d(Tx, Ty) ≤ 2bs

1− bs
d(x, Ty) +

bs

1− bs
d(x, y). (12)

Primetimo da je

b(1 + s
2)

1− bs2
≤ 2bs2

1− bs2
,

bs

1− bs2
≤ bs

2

1− bs2
,

bs

1− bs
≤ bs

2

1− bs2
. (13)

Nejednakosti u (13) su taqne poxto su sve tri ekvivalentne uslovu s ≥ 1.

Ako iskoristimo nejednakost (13) relaije (11) i (12) mo�emo napisati u

obliku

d(Tx, Ty) ≤ 2
bs

2

1− bs2
d(x, Tx) +

bs
2

1− bs2
d(x, y) (14)

d(Tx, Ty) ≤ 2
bs

2

1− bs2
d(x, Ty) +

bs
2

1− bs2
d(x, y). (15)

Ako je zadovo	en uslov 3◦ imamo

d(Tx, Ty) ≤ c
(
d(x, Ty) + d(y, Tx)

)

≤ cd(x, Ty) + cs
(
d(y, x) + d(x, Tx)

)

= cd(x, Ty) + csd(x, y) + csd(x, Tx)

≤ cd(x, Ty) + csd(x, y) + cs · s
[
d(x, Ty) + d(Ty, Tx)

]
.

Iz posled�e nejednakosti sledi

(1− cs
2)d(Tx, Ty) ≤ c(1 + s

2)d(x, Ty) + csd(x, y)
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tj.

d(Tx, Ty) ≤ c(1 + s
2)

1− cs2
d(x, Ty) +

cs

1− cs2
d(x, y). (16)

Isto tako iz 3◦ nalazimo

d(Tx, Ty) ≤ c
[
s(d(x, Tx) + d(Tx, Ty)) + s(d(y, x) + d(x, Tx))

]

= 2csd(x, Tx) + csd(Tx, Ty) + csd(x, y)

odnosno

(1− cs)d(Tx, Ty) ≤ 2csd(x, Tx) + csd(x, y)

tj.

d(Tx, Ty) ≤ 2
cs

1− cs
d(x, Tx) +

cs

1− cs
d(x, y). (17)

Analogno nejednakostima (13) imamo

c(1 + s
2)

1− cs2
≤ 2cs2

1− cs2
,

cs

1− cs2
≤ cs

2

1− cs2
,

cs

1− cs
≤ cs

2

1− cs2
,

stoga nejednakosti (16) i (17) mo�emo napisati u obliku

d(Tx, Ty) ≤ 2
cs

2

1− cs2
d(x, Ty) +

cs
2

1− cs2
d(x, y) (18)

d(Tx, Ty) ≤ 2
cs

2

1− cs2
d(x, Tx) +

cs
2

1− cs2
d(x, y). (19)

Ako stavimo

λ = max

{

a,
bs

2

1− bs2
,

cs
2

1− cs2

}

relaije (15), (18), (14) i (19) mo�emo predstaviti u formi

d(Tx, Ty) ≤ 2λd(x, Ty) + λd(x, y) (20)

d(Tx, Ty) ≤ 2λd(x, Tx) + λd(x, y). (21)

Jasno, ako je ispu�en uslov 1◦ da su trivijalno zadovo	ene nejednakosti (20)

i (21).

Formirajmo niz (xn):

x0 ∈ X, xn = Txn−1 (n = 1, 2, . . .).
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Primenom nejednakosti (20) nalazimo

d(xn+1, xn) = d(Txn, Txn−1) ≤ 2λd(xn, Txn−1) + λd(xn, xn−1)

= 2λd(xn, xn) + λd(xn, xn−1)

= λd(xn, xn−1). (22)

Da bismo primenili Lemu 4.2 koriste�i (22) dovo	no je dokazati da je λ < 1/s.

Ako je λ = a to je oqigledno zbog uslova a < 1/s. Ako je λ =
bs2

1− bs2
tada imamo

b <
1

2s3
i

1

2s3
≤ 1

s2 (s+ 1)
⇒ b ≤ 1

s2(1 + s)

⇔ bs
2

1− bs2
< 1

⇔ bs
2

1− bs2
<

1

s

⇔ λ <
1

s
.

Analogno se dokazuje za λ =
cs2

1− cs2
.

Primenom Leme 4.2 imamo da xn → u (n → ∞) u ∈ X. Ako iskoristimo

relaiju (21) nalazimo

d(Txn, Tu) ≤ 2λd(xn, Txn) + λd(xn, u)

odnosno

d(xn+1, Tu) ≤ 2λd(xn, xn+1) + λd(xn, u)

a odatle je

lim sup
n→∞

d(xn+1, Tu) ≤ lim sup
n→∞

[
2λd(xn, xn+1) + λd(xn, u)

]
= 0,

odnosno

lim
n→∞

d(xn+1, Tu) = 0.

Primenom Teoreme 4.1 taqka 1◦ sledi da je Tu = u.

Ako preslikava�e T ima jox jednu fiksnu taqku v (v 6= u) koriste�i

relaiju (21) imamo

0 < d(u, v) = d(Tu, Tv) ≤ 2λd(u, Tu) + λd(u, v)

= λd(u, v),

a odavde sledi λ ≥ 1, xo je kontradikija uslovu λ < 1/s ≤ 1. �
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Posledia 4.1. Ako je s = 1 u Teoremi 4.3 dobijamo rezultat Zamfirescu-a

u metriqkim prostorima ([14]).

Primedba. Nedavno je u qlanku [63℄ (Theorem 2.1) oblast za λ u Banach-ovom

prinipu kontrakije (videti Teoremu 1.1) u b-metriqkim prostorima proxiren na

[0, 1).

Primeni�emo Teoremu 4.3 na egzisteniju rexe�a sistema n linearnih

algebarskih jednaqina i egzisteniju rexe�a Fredholm-ove linearne i ne-

linearne integralne jednaqine.

Teorema 4.4. Linearni sistem







a11ξ1 + a12ξ2 + · · ·+ a1nξn = b1

a21ξ1 + a22ξ2 + · · ·+ a2nξn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1ξ1 + an2ξ2 + · · ·+ annξn = bn

(23)

gde aij ∈ C, bi ∈ C, (i, j = 1, 2, . . . , n) ima jedinstveno rexe�e ako je

n∑

i=1

max
1≤j≤n

|cij|p <
1

2
(0 < p < 1) (24)

gde je

cij = δij − aij , δij =







1, i = j

0, i 6= j.

Dokaz. Dati sistem mo�emo predstaviti u obliku

ξ1 = (1− a11)ξ1 − a12ξ2 − · · · − a1nξn + b1

ξ2 = −a21ξ1 + (1− a22)ξ2 − · · · − a2nξn + b2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ξn = −an1ξ1 − an2ξ2 − · · ·+ (1− ann)ξn + bn,

ili ako uvedemo smenu

cij = δij − aij (i, j = 1, 2, . . . , n),

u obliku

ξi =
n∑

j=1

cijξj + bi (i = 1, 2, . . . , n).
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Definiximo preslikava�e T : Cn → C
n
, gde je (Cn

, d) b-metriqki prostor iz

Primera 4.6 tako da taqki x = (ξi) ∈ C
n
odgovara taqka y = Tx = (ηi) ∈ C

n

takva da je

ηi =

n∑

j=1

cijξj + bi (i = 1, 2, . . . , n). (25)

Fiksne taqke preslikava�a T prostora (Cn
, d) u samog sebe su rexe�a sistema

(23).

Neka su taqke x1 =
(
ξ
(1)
i

)
, x2 =

(
ξ
(2)
i

)
dve proizvo	ne taqke iz C

n
i neka je

Tx1 =
(
η
(1)
i

)
i Tx2 =

(
η
(2)
i

)
definisano pomo�u (25), tada je

∣
∣η

(1)
i

− η
(2)
i

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

n∑

j=1

(
ξ
(1)
j

− ξ
(2)
j

)
∣
∣
∣
∣
≤

n∑

j=1

|cij |
∣
∣ξ

(1)
j

− ξ
(2)
j

∣
∣

a odatle je

∣
∣η

(1)
i

− η
(2)
i

∣
∣
p ≤

( n∑

j=1

|cij |
∣
∣ξ

(1)
j

− ξ
(2)
j

∣
∣

)
p

≤
n∑

j=1

|cij |p
∣
∣ξ

(1)
j

− ξ
(2)
j

∣
∣p(2)

≤ max
1≤j≤n

|cij|p
n∑

j=1

∣
∣ξ

(1)
j

− ξ
(2)
j

∣
∣
p

= max
1≤j≤n

|cij|p ·
[
d(x1, x2)

]p
,

odnosno

n∑

i=1

∣
∣η

(1)
i

− η
(2)
i

∣
∣p ≤

{ n∑

i=1

max
1≤j≤n

|cij |p
}
[
d(x1, x2)

]p

tj.

{ n∑

i=1

∣
∣η

(1)
i

− η
(2)
i

∣
∣
p

}1/p

≤
{ n∑

i=1

max
1≤j≤n

|cij|p
}1/p

d(x1, x2)

d(y1, y2) ≤ λd(x1, x2), za svako x1, x2 ∈ C
n
,

gde je

λ =

{ n∑

i=1

max
1≤j≤n

|cij|p
}1/p

,

(2)

Nejednakost

( n∑

i=1

|ai|
)p

≤
n∑

i=1

|ai|p (0 < p < 1) dokazuje se matematiqkom indukijom ko-

riste�i nejednakost (3) iz Primera 4.6.
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Poxto je parametar s = 21/p nalazimo da je

λ <
1

s
⇔
{ n∑

i=1

max
1≤j≤n

|cij |p
}1/p

<
1

21/p
⇔

n∑

i=1

max
1≤j≤n

|cij |p <
1

2
,

pa primenom Teoreme 4.3 zak	uqujemo da preslikava�e T ima jedinstvenu fik-

snu taqku tj. da sistem (23) ima jedinstveno rexe�e ako je ispu�en uslov

(24).

Komentar. Ako bismo primenili teoremu iz [63℄ (videti Primedbu posle

Posledie 4.1), tada je uslov (24)

n∑

i=1

max
1≤j≤n

|cij|p < 1 (0 < p < 1).

Teorema 4.5. Fredholm-ova integralna jednaqina

x(t) = λ

∫
b

a

K(s, t)x(s)ds + g(t), (a < b) (26)

gde je jezgro (s, t) → K(s, t) neprekidna funkija u kvadratu P = [a, b] × [a, b],

data funkija t → g(t) neprekidna na [a, b], t → x(t) nepoznata neprekidna

funkija na [a, b] i λ ∈ R ima jedinstveno rexe�e ako je zadovo	en uslov

|λ| < 2−1/q(b− a)−1/p max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}1/q

(27)

gde je p > 1 i
1

p
+

1

q
= 1.

Dokaz. Neprekidno rexe�e t → x (t) integralne jednaqine (26) mo�emo

shvatiti kao fiksnu taqku preslikava�a

Tx(t) = λ

∫
b

a

K(s, t)x(s)ds + g(t)

b-metriqkog prostora C[a, b] sa uvedenom b-metrikom iz Primera 3. Neka x, y ∈
C[a, b], tada je

∣
∣Tx(t)− Ty(t)

∣
∣ = |λ|

∣
∣
∣
∣

∫
b

a

K(s, t)
(
x(s)− y(s)

)
ds

∣
∣
∣
∣
≤ |λ|

∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣
∣
∣x(s)− y(s)

∣
∣ds

≤ |λ|
{∫

b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣
q

ds

}1/q{∫ b

a

∣
∣x(s)− y(s)

∣
∣
p

ds

}1/p
(3)

odnosno

(3)Höolder-ovu nejednakost mo�emo primeniti poxto je po pretpostavi p > 1 (videti

[29℄).
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∣
∣Tx(t)− Ty(t)

∣
∣p ≤ |λ|p

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}p/q

·
∫

b

a

∣
∣x(s)− y(s)

∣
∣pds

≤ |λ|p max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}
p/q

· (b− a) max
a≤t≤b

∣
∣x(s)− y(s)

∣
∣p

tj.

max
a≤t≤b

∣
∣Tx(t)− Ty(t)

∣
∣
p ≤ |λ|p · (b− a) max

a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣
q

ds

}p/q

d(x, y).

ili

d(Tx, Ty) ≤ qd(x, y) (28)

gde je

q = |λ|p(b− a) max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}p/q

.

Da bismo imali kontrakiju T u (28) u b-metriqkom prostoru

(
C[a, b], d

)
mora

da bude ispu�en uslov

qs < 1, gde je s = 2p−1
.

Zaista,

qs < 1 ⇔ |λ|p(b− a) max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}
p/q

2p−1
< 1

⇔ |λ|(b− a)1/p max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣
q

ds

}1/q

21−1/p
< 1

⇔ |λ| < 2−1/q(b− a)−1/p max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣
q

ds

}
−1/q

,

posled�a nejednakost je uslov (27).

Primenom Teoreme 4.3 dobijamo da jednaqina (26) ima jedinstveno nepre-

kidno rexe�e.

Komentar. Ako iskoristimo teoremu iz [63℄ (Primedba posle Posledie 4.1)

uslov (27) je tada

|λ| < (b− a)−1/p max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}
−1/q (

p > 1,
1

p
+

1

q
= 1
)

.

Posledia 4.2. Neka je M = max
{
|K(s, t)| : (s, t) ∈ P

}
i va�i

max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣
q

ds

}

≤ 1

2
(b− a)M q

. (29)
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Tada imamo

|λ| < 1

M(b− a)
⇒ |λ| < 2−1/q(b− a)−1/p max

a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}
−1/q

. (30)

Dokaz. Iz (29) dobijamo

21/q(b−a)1/p max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣
q

ds

}1/q

< 21/q(b−a)1/p2−1/q(b−a)1/qM = (b−a)M

a odatle je

1

M(b − a)
≤ 2−1/q(b− a)−1/p max

a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}
−1/q

xto ima za poslediu da je taqna implikaija (30). �

Na taj naqin smo proxirili interval za parametar λ za koji integralna

jednaqina (26) iz Teoreme 4.3 ima jedinstveno rexe�e. U vezi integralne

jednaqine (26) iz Teoreme 4.3 i uslova |λ| < 1

M(b− a)
videti [30℄, [2℄, [23℄, [27℄.

Teorema 4.6. Nelinearna integralna jednaqina

x(t) =

∫
b

a

F
(
s, t, x(s)

)
ds+ g(t) (a < b) (31)

gde je funkija (s, t, u) → F (s, t, u) neprekidna na skupu [a, b]× [a, b]×R i zado-

vo	ava uslov

∣
∣F (s, t, u1)− F (s, t, u2)

∣
∣ ≤

∣
∣K(s, t)

∣
∣ |u1 − u2|, (s, t) ∈ P = [a, b]× [a, b], (32)

a funkija (s, t) → K(s, t) je neprekidna u kvadratu P, t → g(t) neprekidna

funkija na [a, b], ima jedinstveno rexe�e ako je

max
a≤t≤b

∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds <

1

2
(b− a)−q/p

(

p > 1,
1

p
+

1

q
= 1
)

. (33)

Dokaz. Posmatrajmo b-metriqki prostor C[a, b] iz Primera 4.3. Tada je

Tx(t) =

∫
b

a

F
(
s, t, x(s)

)
ds+ g(t)

preslikava�e T : C[a, b] → C[a, b]. Rexe�e integralne jednaqine (31) je fiksna
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taqka preslikava�a T. Neka x, y ∈ C[a, b]. Tada

∣
∣Tx(t)− Ty(t)

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

∫
b

a

[
F (s, t, x(s))− F (s, t, y(s))

]
ds

∣
∣
∣
∣

≤
∫

b

a

∣
∣F (s, t, x(s))− F (s, t, y(s))

∣
∣ds

≤
∫

b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣
∣
∣x(s)− y(s)

∣
∣ds (uslov (32))

≤
{∫

b

a

∣
∣x(s)− y(s)

∣
∣pds

}1/p{∫ b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}1/q

,

(

p > 1,
1

p
+

1

q
= 1
)

,

odnosno

∣
∣Tx(t)− Ty(t)

∣
∣p ≤

{∫
b

a

∣
∣x(s)− y(s)

∣
∣pds

}{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}p/q

≤ max
a≤t≤b

∣
∣x(s)− y(s)

∣
∣p · (b− a) max

a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}p/q

≤ (b− a) max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}
p/q

d(x, y)

a odatle je

max
a≤t≤b

∣
∣Tx(t)− Ty(t)

∣
∣p ≤ (b− a) max

a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}p/q

d(x, y),

tj.

d(Tx, Ty) ≤ (b− a) max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}p/q

d(x, y).

Da bi preslikava�e T bila kontrakija treba da bude ispu�en uslov

(b− a) max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣qds

}p/q

2p−1
< 1,

odnosno

max
a≤t≤b

{∫
b

a

∣
∣K(s, t)

∣
∣
q

ds

}

<
1

2
(b− a)−q/p

xto je ustvari uslov (33). Poxto je T kontrakija, primenom Teoreme 3 za-

k	uqujemo da preslikava�e T ima jedinstvenu fiksnu taqku, tj. integralna

jednaqina (31) ima jedinstveno neprekidno rexe�e t→ x(t). �

U nastavku glave razmatramo parijalno ureÆene b-metriqke prostore

Da bismo jednostavnije formulisali uopxte�e teoreme (Theorem 3 [44])

uvodimo slede�e oznake.
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Neka je (X, d) b-metriqki prostor sa parametrom s ≥ 1 i T : X → X.

Stavimo

Ms(x, y) := max

{

d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),
d(x, Ty) + d(y, Tx)

2s

}

,

N(x, y) := min

{

d(x, Tx), d(y, Tx)

}

.

Teorema 4.7. Neka je (X,�, d) parijalno ureÆen kompletan b-metriqki pros-
tor sa parametrom s ≥ 1. Neka je T : X → X neprekidno neoapadaju�e pre-

slikava�e u odnosu na � tako da va�i

ψ
(
sd(Tx, Ty)

)
≤ ψ

(
Ms(x, y)

)
− ϕ

(
d(x, y)

)
+ Lψ

(
N(x, y)

)
(34)

za svaka dva uporediva elementa x, y ∈ X i konstantu L ≥ 0. Funkije

ϕ, ψ : [0,+∞) → [0,+∞) su neopadaju�e, ϕ poluneprekidna sa do�e strane,

a ψ poluneprekidna sa gor�e strane koje imaju osobine da je ϕ(t) = 0 ako i

samo ako je t = 0 i ψ(t) = 0 ako i samo ako je t = 0. Ako postoji x0 ∈ X tako

da je x0 � Tx0, tada preslikava�e T ima fiksnu taqku.

Dokaz. Neka x0 ∈ X. Definiximo niz (xn)n∈N u X tako da je xn+1 = Txn

(n = 0, 1, 2, . . .). Poxto je x0 � Tx0 = x1 i T neopadaju�e preslikava�e imamo

x1 = Tx0 � Tx1 = x2, a odatle poxto je T neopadaju�e preslikava�e x2 =

Tx1 � Tx2 = x3 itd. tj. formiran je niz (xn)n∈N tako da je

x0 � x1 � · · · � xn � · · · .

Ako postoji n0 ∈ N tako da je xn0+1 = xn0
dokaz je zavrxen poxto je xn0

∈ X

fiksna taqka preslikava�a T. Zato pretpostavimo da je za svako n ∈ N

xn 6= xn+1 ⇔ d (xn, xn+1) > 0. (35)

Ako primenimo relaiju (34) dobijamo

ψ
(
sd(xn, xn+1)

)
= ψ

(
s(d(Txn−1, Txn))

)

≤ ψ
(
Ms(xn−1, xn)

)
− ϕ

(
d(xn−1, xn)

)
+ Lψ

(
N(xn−1, xn)

)
(36)
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gde je

Ms(xn−1, xn) = max
{

d(xn−1, xn), d(xn−1, Txn−1), d(xn, Txn),

d(xn−1, Txn) + d(xn, Txn−1)

2s

}

= max
{

d(xn−1, xn), d(xn−1, xn), d(xn, xn+1),
d(xn−1, xn+1) + d(xn, xn)

2s

}

= max
{

d(xn−1, xn), d(xn, xn+1),
d(xn−1, xn+1)

2s

}

. (37)

Poxto je

d(xn−1, xn+1) ≤ s
[
d(xn−1, xn) + d(xn, xn+1)

]
≤ 2smax

{
d(xn−1, xn), d(xn, xn+1)

}

odnosno

d(xn−1, xn+1)

2s
≤ max

{
d(xn−1, xn), d(xn, xn+1)

}
. (38)

Iz (37) i (38) imamo

Ms(xn−1, xn) = max
{
d(xn−1, xn), d(xn, xn+1)

}
(39)

i

N(xn−1, xn) = min
{
d(xn−1, Txn−1), d(xn, Txn−1)

}

= min
{
d(xn−1, xn), d(xn, xn)

}

= min
{
d(xn−1, xn), 0

}

= 0

pa je

ψ
(
N(xn−1, xn)

)
= ψ(0) = 0. (40)

Ako bi bilo d(xn−1, xn) ≤ d(xn, xn+1) tada iz (39) imamo

Ms(xn−1, xn) = d(xn, xn+1). (41)

Koriste�i (36), (40) i (41) dobijamo

ψ
(
sd(xn, xn+1)

)
≤ ψ

(
d(xn, xn+1)

)
− ϕ

(
d(xn−1, xn)

)
. (42)

Kako je funkija ψ neopadaju�a to je

ψ
(
d(xn, xn+1)

)
≤ ψ

(
sd(xn, xn+1)

)
,
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pa iz posled�e dve nejednakosti sledi ϕ
(
d(xn−1, xn)

)
≤ 0, xto je kontradikija

s obzirom na uslove (35) i ϕ(t) = 0 ⇔ t = 0.

Stoga zak	uqujemo da je

0 < d(xn, xn+1) < d(xn−1, xn) (n = 1, 2, . . .)

pa postoji

lim
n→∞

d(xn, xn+1) = α ≥ 0.

Ako bi bilo α > 0 tada iz (42) imamo

ψ(sα) ≤ ψ
(
sd(xn, xn+1)

)
, jer je ψ neopadaju�a funkija

≤ ψ
(
d(xn, xn+1)

)
− ϕ

(
d(xn, xn+1)

)

odnosno

ψ(sα) ≤ lim sup
n→∞

[
ψ(d(xn, xn+1))− ϕ(d(xn, xn+1))

]

≤ lim sup
n→∞

ψ
(
d(xn, xn+1)

)
− lim inf

n→∞

ϕ
(
d(xn, xn+1)

)
. (43)

Poxto je ψ poluneprekidna funkija sa gor�e strane to je

lim sup
n→∞

ψ
(
d(xn, xn+1)

)
≤ ψ

(
lim sup
n→∞

d(xn, xn+1)
)
= ψ(α) (44)

a ϕ poluneprekidna sa do�e strane, to je

ϕ(α) = ϕ
(
lim inf
n→∞

d(xn, xn+1)
)
≤ lim inf

n→∞

ϕ
(
d(xn, xn+1)

)
(45)

pa iz (43), (44) i (45) nalazimo

ψ(sα) ≤ ψ(α)− ϕ(α)

a odavde

ϕ(α) ≤ ψ(α)− ψ(sα)

≤ 0, jer je ψ neopadaju�a funkija,

a to je kontradikija uslovu ϕ(t) > 0 za t > 0. Prema tome α = 0, tj.

lim
n→∞

d(xn, xn+1) = 0. (46)
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Doka�imo da je (xn)n∈N b-Cauchy-jev niz. Pretpostavimo suprotno, tj. da

(xn)n∈N nije b-Cauchy-jev niz, a tada na osnovu Leme 1.1 postoji ε > 0 i pod-

nizovi (xn(i))i∈N i (xm(i))i∈N niza (xn)n∈N tako da je m(i) > n(i) > i i

d(xm(i), xn(i)) ≥ ε i d(xm(i)−1, xn(i)) < ε (i = 1, 2, . . .). (47)

Koriste�i nejednakost trougla u b-metriqkim prostorima imamo

ε ≤ d(xm(i), xn(i)) ≤ s
[
d(xm(i), xm(i)−1) + d(xm(i)−1, xn(i))

]

≤ sd(xm(i), xm(i)−1) + s
2
[
d(xm(i)−1, xn(i)−1) + d(xn(i)−1, xn(i))

]
,

ako pustimo da i→ ∞ i iskoristimo (46) dobijamo

ε ≤ s
2 lim inf

n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)−1), tj.
ε

s2
≤ lim inf

n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)−1).

TakoÆe iz

d(xm(i)−1, xn(i)−1) ≤ s
[
d(xm(i)−1, xn(i)) + d(xn(i), xn(i)−1)

]

< s
(
ε+ d(xn(i), xn(i)−1)

)
(koriste�i (47))

sledi

lim sup
n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)−1) ≤ sε (koristimo (46))

pa je

ε

s2
≤ lim inf

n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)−1) ≤ lim sup
n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)−1) ≤ sε. (48)

Iz nejednakosti (47) imamo

ε ≤ d(xm(i), xn(i)) ≤ s
[
d(xm(i), xm(i)−1) + d(xm(i)−1, xn(i))

]

i

d(xm(i)−1, xn(i)) < ε,

a odavde koriste�i (46) sledi

ε ≤ s · lim inf
n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)) i lim sup
n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)) ≤ ε

tj.

ε

s
≤ lim inf

n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)) ≤ lim sup
n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)) ≤ ε. (49)
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Sliqno nalazimo

ε ≤ d(xm(i), xn(i)) ≤ sd(xm(i), xn(i)−1) + sd(xn(i)−1, xn(i)) (50)

≤ s
2
d(xm(i), xm(i)−1) + s

2
d(xm(i)−1, xn(i)−1) + sd(xn(i)−1, xn(i)). (51)

Iz (50) imamo

ε

s
≤ lim inf

n→∞

d(xm(i), xn(i)−1),

a iz (51)

s lim sup
n→∞

d(xm(i), xn(i)−1) ≤ s
2 lim sup

n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)−1)

pa koriste�i (48) nalazimo

lim sup
n→∞

d(xm(i), xn(i)−1) ≤ s · sε

odnosno dobijamo

ε

s
≤ lim inf

n→∞

d(xm(i), xn(i)−1) ≤ lim sup
n→∞

d(xm(i), xn(i)−1) ≤ s
2
ε. (52)

Koriste�i relaiju (47) imamo

ε ≤ d(xm(i), xn(i)) ≤ s
[
d(xm(i), xm(i)−1) + d(xm(i)−1, xn(i))

]

ε ≤ d(xm(i), xn(i)) ≤ s
[
d(xm(i), xn(i)−1) + d(xn(i)−1, xn(i))

]
.

Sabira�em posled�e dve nejednakosti a zatim de	e�em zbira sa s sledi

2ε

s
≤ d(xm(i), xm(i)−1) +

[
d(xm(i)−1, xn(i)) + d(xm(i), xn(i)−1)

]
+ d(xn(i)−1, xn(i))

a odavde ako iskoristimo (46) nalazimo

ε

s2
≤ lim sup

n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)) + d(xm(i), xn(i)−1)

2s

≤ 1

2s

[
lim sup
n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)) + lim sup
n→∞

d(xm(i), xn(i)−1)
]

≤ 1

2s
[ε+ s

2
ε], (53)

gde smo iskoristili (49) i (52).

Iz uslova (34) iskaza Teoreme imamo

ψ
(
sd(xm(i), xn(i))

)
= ψ

(
sd(Txm(i)−1, Txn(i)−1)

)

≤ ψ
(
Ms(xm(i)−1, xn(i)−1)

)
− ϕ

(
d(xm(i)−1, xn(i)−1)

)

+ Lψ
(
N(xm(i)−1, xn(i)−1)

)
. (54)
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Poxto je

Ms(xm(i)−1, xn(i)−1) = max
{

d(xm(i)−1, xn(i)−1), d(xm(i)−1, Txm(i)−1),

d(xn(i)−1, Txn(i)−1),
d(xm(i)−1, Txn(i)−1) + d(xn(i)−1, Txm(i)−1)

2s

}

= max
{

d(xm(i)−1, xn(i)−1), d(xm(i)−1, xm(i)), d(xn(i)−1, xn(i)),

d(xm(i)−1, xn(i)) + d(xm(i), xn(i)−1)

2s

}

to je

lim sup
n→∞

Ms(xm(i)−1, xn(i)−1)

≤ max
{

lim sup
n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)−1), lim sup
n→∞

d(xm(i)−1, xm(i)),

lim sup
n→∞

d(xn(i)−1, xn(i)), lim sup
n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)) + d(xm(i), xn(i)−1)

2s

}

≤ max
{

sε, 0, 0,
s2 + 1

2s
ε

}

, koristimo (48), (46), (53)

= sε (55)

i

N(xm(i)−1, xn(i)−1) = min
{
d(xm(i)−1, Txm(i)−1), d(xm(i)−1, Txn(i)−1)

}

= min
{
d(xm(i)−1, xm(i)), d(xm(i)−1, xn(i))

}

≤ d(xm(i)−1, xm(i))

to je

lim sup
n→∞

N(xm(i)−1, xn(i)−1) ≤ lim sup
n→∞

d(xm(i)−1, xm(i)) = 0

odnosno

lim sup
n→∞

N(xm(i)−1, xn(i)−1) = 0. (56)

Ako iskoristimo da je ψ neopadaju�a funkija, (47) i (54) imamo

ψ(sε) ≤ lim sup
n→∞

ψ
(
sd(xm(i), xn(i))

)

≤ lim sup
n→∞

ψ
(
Ms(xm(i)−1, xn(i)−1)

)
− lim inf

n→∞

ϕ
(
d(xm(i)−1, xn(i)−1)

)

+ lim sup
n→∞

ψ
(
N(xm(i)−1, xn(i)−1)

)
. (57)
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Poxto je ψ poluneprekidna sa gor�e strane imamo

lim sup
n→∞

ψ
(
Ms(xm(i)−1, xn(i)−1)

)
≤ ψ

(
lim sup
n→∞

Ms(xm(i)−1, xn(i)−1)
)
≤ ψ(sε). (58)

Posled�a nejednakost sledi iz (55) i monotonosti funkije ψ.

Iz istog razloga je

lim sup
n→∞

ψ
(
N(xm(i)−1, xn(i)−1)

)
≤ ψ

(
lim sup
n→∞

N(xm(i)−1, xn(i)−1)
)
= ψ(0) = 0, (59)

gde smo iskoristili (56).

Poxto je ϕ poluneprekidna sa do�e strane, imamo

ϕ
(
lim inf
n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)−1)
)
≤ lim inf

n→∞

ϕ
(
d(xm(i)−1, xn(i)−1)

)
,

a kako je ψ neopadaju�a funkija s obzirom na (48) imamo

ϕ

(
ε

s2

)

≤ ϕ
(
lim inf
n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)−1)
)

pa iz posled�e dve nejednakosti dobijamo

−ϕ
(
lim inf
n→∞

d(xm(i)−1, xn(i)−1)
)
≤ −ϕ

(
ε

s2

)

. (60)

Ako iskoristimo (58), (60) i (59) iz relaije (57) sledi

ψ(sε) ≤ ψ(sε)− ϕ

(
ε

s2

)

,

odnosno dobijamo ϕ(ε/s2) ≤ 0 za ε/s2 > 0, xto je kontradikija.

Prema tome niz (xn)n∈N je b-Cauchy-jev niz u kompletnom b-metriqkom

prostoru (X, d) pa postoji

lim
n→∞

xn = u, u ∈ X.

Poxto je preslikava�e T neprekidno sledi lim
n→∞

Txn = Tu (Definiija 4.6),

odnosno lim
n→∞

xn+1 = Tu. Kako niz u b-metriqkom prostoru ako konvergira ima

jedinstvenu graniqnu vrednost (Teorema 4.1, 1◦) to je Tu = u.

Komentar. U iskazu teoreme (Theorem 3 [44]) zahteva se neprekidnost funkija

ϕ i ψ, kao i uslov

ψ
(
sd(Tx, Ty)

)
≤ ψ

(
Ms(x, y)

)
− ϕ

(
Ms(x, y)

)
+ Lψ

(
N(x, y)

)
,

dok su ostali uslovi isti kao kod Teoreme 4.7, pa je Teorema 4.7 opxtija od

navedene teoreme iz [44℄.

U vezi Teoreme 4.7 videti qlanak ([43℄).
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5. Uopxte�a nekih teorema o fiksnim taqkama u konusnim

metriqkim prostorima

Konusne metriqke prostore pod tim nazivom ponovo su uveli L. G. Huang

i X. Zhang ([61℄) ali je pojam konusa bio poznat kao i primena ureÆenih

normiranih prostora u numeriqkoj analizi ([11, 39℄).

Primetimo da je D- . R. Kurepa ([24℄) prvi koristio ureÆene skupove kao

kodomen za metriku umesto skupa realnih brojeva.

5.1. Pojam konusa i vrste konusa u Banach-ovim prostorima

Definiija 5.1. Neka je

(
E, ‖.‖

)
realan Banach-ov prostor i P ⊂ E. Pod-

skup P nazivamo konus ako su ispu�eni uslovi

(p1) P je zatvoren skup, neprazan i P 6= {θ}(1);

(p2) a, b ∈ R, a, b ≥ 0 i ako x, y ∈ P tada ax+ by ∈ P ;

(p3) P ∩ (−P ) = {θ}.

Primetimo da osobinu (p2) mo�emo napisati u obliku P +P ⊆ P, λP ⊆ P

(λ ≥ 0).

Konus P nazivamo telesnim ako je intP 6= ∅.

Za dat konus P mo�emo definisati parijalno ureÆe�e � u odnosu na

konus P u prostoru

(
E, ‖.‖

)
na slede�i naqin

x � y ⇔ y − x ∈ P. (1)

Ako je x � y i x 6= y oznaqavamo x ≺ y.

Ako je intP 6= ∅ uvedimo oznaku

x ≪ y ⇔ y − x ∈ intP. (2)

Primeri konusa:

1. Ako je R skup realnih brojeva sa uobiqajenom normom konus je skup

P = [0,+∞);

(1)θ je oznaka neutralnog elementa u vektorskom prostoru (E,+)
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2. U skup R
2
sa uobiqajenom normom skup P =

{
(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0

}
jeste

konus;

3. U prostor ℓp (p > 1) sa normom ‖x‖ =
{ ∞∑

ν=1

|ξ ν|p
}1/p

, gde je x = (ξ ν)ν∈N ∈
ℓp konus je skup P =

{
x = (ξ ν) : ξ ν ≥ 0 ν = 1, 2, . . .

}
.

Jednostavno dokazujemo da je kod konusa u Primerima 1 i 2 intP 6= ∅, dok
je u Primeru 3 intP = ∅. Zaista, ako uoqimo x = (ξ ν)ν∈N ∈ P i x 6= θ, tada

postoji ν0 ∈ N tako da je ξν0 > 0. Za tako naÆeno ξν0 i proizvo	no ε > 0 postoji

k ∈ N tako da je 0 < ξν0 −
1

k
i

1

k
< ε. Ako uoqimo x = (ξ ν)ν∈N tako da je

ξ ν =







ξ ν , ν 6= ν0

1

k
− ξ ν , ν = ν0

tada x /∈ P, jer je ξν0 =
1

k
− ξν < 0, meÆutim ‖x− x‖ =

1

k
< ε, pa K(x, ε)  P

(2)

,

tj intP = ∅.

U nastavku zadr�avamo terminologiju koja je u vezi sa relaijom � . Tako

za niz (xn)n∈N u E ka�emo da je monoton ako je rastu�i xn � xn+1 za svako n ∈ N
ili opadaju�i xn+1 � xn za svako n ∈ N. Za neprazan skup M ⊂ E ka�emo da je

ograniqen odozgo ako skup M ima gor�e ograniqe�e u odnosu na �, tj. postoji

y ∈ E tako da za svako x ∈ M va�i x � y. Sa supM oznaqavamo najma�e gor�e

ograniqe�e za skup M u odnosu na � ako ono postoji. Analogno definixemo

do�e ograniqe�e skupa M kao i infM ako postoji.

Kako �emo se u nastavku baviti konvergenijama u konusima P (intP 6= ∅)
potrebne su nam slede�e osobine relaija � i ≪:

Lema 5.1. Slede�a tvrÆe�a va�e :

1◦ Ako je u � v i v ≪ w onda u ≪ w;

2◦ Ako je u ≪ v i v � w onda u ≪ w;

3◦ Ako je u ≪ v i v ≪ w onda u ≪ w;

4◦ Ako je θ � u ≪ c za svako c ∈ intP onda je u = θ;

5◦ Ako je a � b+ c za svako c ∈ intP onda je a � b;

(2)

Sa K(x, ε) oznaqavamo otvorenu kuglu u normiranom prostoru

(
X, ‖.‖

)
, tj. K(x, ε) = {y ∈

x : ‖x− y‖ < ε}.
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6◦ Ako je a � λa, gde a ∈ P i 0 < λ < 1 onda a = θ;

7◦ Ako je θ � x i λ ≤ µ onda je λx � µx;

8◦ Za svako λ > 0 je λ(intP ) ⊆ intP ;

9◦ θ /∈ intP.

Dokaz. Za dokaze 1◦-6◦ videti [39℄.

7◦ µ − λ ≥ 0 i x ∈ P ⇒ (µ − λ)x ∈ P (Definiija 5.1 (p2)) ⇔ µx − λx ∈
P ⇔ λx � µx (relaija (1)).

8◦ Pretpostavimo da iskaz 8◦ nije taqan ve�

¬(∀c)(∀λ)(c ∈ intP ∧ λ > 0 ⇒ λc ∈ intP )

⇔ (∃c0)(∃λ0)(c0 ∈ intP ∧ λ0 > 0 ∧ λ0c0 /∈ intP ).

Poxto c0 ∈ intP i λ0 > 0 sledi λ0c0 ∈ P (Definiija 5.1 (p2)).

Kako je P = P = (intP ) ∪ ∂P i λ0c0 ∈ P, λ0c0 /∈ intP to znaqi da

λ0c0 ∈ ∂P,

a tada za svaki nula niz (εn)n∈N, εn → 0+ (n → ∞) va�i

K(λ0c0, εn) ∩ P
c 6= ∅

xto znaqi da postoji niz (yn)n∈N u E tako da

yn ∈ K(λ0c0, εn) ∩ P
c (n = 1, 2, . . .). (3)

Tada je

yn = λ0c0 + λnxn, gde je |λn| ≤ εn i ‖xn‖ < 1,

a odatle je

1

λ0
yn = c0 +

λn

λ0
xn, odnosno

∥
∥
∥
∥

1

λ0
yn − c0

∥
∥
∥
∥
=

|λn|
λ0

‖xn‖ <
εn

λ0
→ 0 + (n → ∞)

pa

1

λ0

yn → c0 ∈ intP (n → ∞)

xto znaqi da postoji n0 ∈ N tako da

n ≥ n0 ⇒
1

λ0
y0 ∈ intP,
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a poxto je

λ0 intP ⊆ λ0P ⊆ P (Definiija 5.1 (p2))

sledi da

yn ∈ intP ⊆ P za n ≥ n0

xto je u kontradikiji sa relaijom (3).

9◦ Ako θ ∈ intP tada postoji ε > 0 tako da je K(θ, ε) ⊂ P, xto znaqi da

postoji x ∈ E, x 6= θ tako da je x ∈ K(θ, ε) ⊂ P, ali tada i −x ∈ K(θ, ε) ⊂ P

pa x ∈ P ∩ (−P ) = {θ} (Definiija 5.1 (p3)) pa je x = θ, xto je kontradikija

uslovu x 6= θ. �

Napomena. Kao posledie taqke 8◦ prethodne leme dobijamo:

10◦ Ako je x ≪ y i λ > 0 onda je λx ≪ λy

11◦ Ako je x ≫ θ ∧ λ < µ onda je λx ≪ µx.

Da bismo strogo dokazali neka tvrÆe�a u vezi sa konvergenijom u konus-

nom metriqkom prostoru potrebna nam je slede�a lema.

Lema 5.2. Ako je A konveksan skup u normiranom prostoru

(
X, ‖.‖

)
i intA 6= ∅

tada je

A = (intA). (4)

Dokaz. Primetimo da je K(x, r) = x+ rK(θ, 1) i doka�imo tvrÆe�e

A konveksan skup ⇔ tA + sA = (t+ s)A, za svako t, s > 0 (4′)

(⇒:) x ∈ (t+ s)A ⇔ x = (t+ s)y, y ∈ A

⇔ x = ty + sy

⇒ x ∈ tA + sA

tj. dokazali smo

(t+ s)A ⊆ tA + sA.
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Neka

x ∈ tA + sA ⇔ x = ty + sz, y, z ∈ A

⇔ x = (t + s)

(
t

t+ s
y +

s

t+ s
z

)

︸ ︷︷ ︸

∈A

jer je A konveksan skup

⇒ x ∈ (t+ s)A

tj. dokazali smo

tA+ sA ⊆ (t+ s)A

pa imamo da je tA + sA = (t+ s)A.

(⇐:) Neka x, y ∈ A i λ ∈ [0, 1], tada je

λx+ (1− λ)y ∈ λA+ (1− λ)A =
(
λ+ (1− λ)

)
A, na osnovu pretpostavke

= A.

pa je A konveksan skup.

Prelazimo sada na dokaz jednakosti (4).

Neka su x ∈ A i y ∈ intA dve proizvo	ne taqke. Tada poxto y ∈ intA postoji

r > 0 tako da je K(y, r) ⊂ A. Za proizvo	no λ ∈ [0, 1), ali fiksirano i tako

odreÆeno r, za ε =
λr

1− λ
, poxto x ∈ A postoji x0 ∈ A∩K(x, ε). Za tako odreÆeno

x0 stavimo z0 = (1− λ)x0 + λy. Tada imamo

K(z0, λr) = z0 + λrK(θ, 1)

= (1− λ)x0 + λy + λrK(θ, 1)

= (1− λ)x0 + λ
(
y + rK(θ, 1)

)

= (1− λ)x0 + λK(y, r)

⊂ (1− λ)A+ λA, jer (1− λ)x0 ∈ (1− λ)A i K(y, r) ⊂ A

=
(
(1− λ) + λ

)
A (na osnovu (4'))

= A

stoga z0 ∈ intA.

Neka je

z = (1− λ)x+ λy (5)
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tada je

‖z − z0‖ = (1− λ)‖x− x0‖ < (1− λ)ε = λr

xto znaqi da z ∈ K(z0, λr), a kako K(z0, λr) ⊂ A sledi z ∈ intA.

Poxto smo za λ izabrali proizvo	ni element iz [0, 1) i za takvo λ odredili

z pomo�u (5), to za λn =
1

1 + n
(n = 1, 2, . . .) postoji niz (zn)n∈N u intA tako da

zn =

(

1− 1

1 + n

)

x+
1

1 + n
y → x (n → ∞)

a odatle x ∈ (intA). Prema tome, dokazali smo implikaiju

x ∈ A ⇒ x ∈ (intA)

odnosno A ⊂ (intA). Kako je (intA) ⊂ A, time smo dokazali jednakost (4). �

U nastavku ovog ode	ka razmatramo vrste konusa i �ihove meÆusobne

odnose.

Definiija 5.2. ([11℄) P je normalan konus ako postoji konstanta M > 0 tako

da za svako x, y ∈ P va�i

θ � x � y ⇒ ‖x‖ ≤ M‖y‖. (6)

Najma�i pozitivni broj M koji zadovo	ava (6) naziva se normalna konstanta

konusa P. Jednostavno se dokazuje da je normalna konstanta ≥ 1 ([42℄).

Teorema 5.1. ([11]) P je normalan konus ako i samo ako je

inf
{
‖x+ y‖ : x, y ∈ P ∧ ‖x‖ = ‖y‖ = 1

}
> 0. (7)

Dokaz. Pretpostavimo da je P normalan konus i x, y ∈ P, ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Tada

je

θ � x � x+ y ⇒ ‖x‖ ≤ M‖x+ y‖

⇒ 1 ≤ M‖x+ y‖, jer je ‖x‖ = 1

⇔ ‖x+ y‖ ≥ 1

M
, za svako x, y ∈ P, ‖x‖ = ‖y‖ = 1,

a odatle je

inf
{
‖x+ y‖ : x, y ∈ P ∧ ‖x‖ = ‖y‖ = 1

}
≥ 1

M
> 0.
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Doka�imo sada da ako je ispu�en uslov (7) da je tada konus P normalan. Pret-

postavimo suprotno, tada za svako n ∈ N postoje nizovi (xn)n∈N i (yn)n∈N u

konusu P takvi da je

θ � xn � yn i n‖yn‖ ≤ ‖xn‖, (8)

a tada je xn 6= θ i yn 6= θ (n ∈ N), jer u suprotnom sledilo bi xn = θ ili yn = θ

za neko n ∈ N xto je nemogu�e s obzirom na uslove (8).

Posmatrajmo nizove

un =
xn

‖xn‖
, vn =

yn

‖yn‖
, (n = 1, 2, . . .).

Primetimo da je un, vn ∈ P (Definiija 5.1 (p2)) i ‖un‖ = ‖vn‖ = 1.

Poxto iz (8) imamo

‖xn‖
n‖yn‖

> 1, to je yn ≺ ‖xn‖
n‖yn‖

yn, stoga iz prve relaije iz

(8) nalazimo

θ ≺ xn ≺ ‖xn‖
n‖yn‖

yn ⇒ θ ≺ xn

‖xn‖
≺ 1

n

yn

‖yn‖

tj. θ ≺ un ≺ 1

n
vn (n = 1, 2, . . .).

Na osnovu definiije relaije � imamo

1

n
vn − un ∈ P i

1

n
vn − un 6= θ (n = 1, 2, . . .).

Ako uoqimo niz

zn =

1

n
vn − un

∥
∥
∥
1

n
vn − un

∥
∥
∥

∈ P i ‖zn‖ = 1 (n = 1, 2, . . .).

Tada je

‖un + zn‖ =

∥
∥
∥
∥
un +

1

n
vn − un

∥
∥
∥
1

n
vn − un

∥
∥
∥

∥
∥
∥
∥
=

∥
∥
∥
∥

(

1− 1
∥
∥
∥
1

n
vn − un

∥
∥
∥

)

un +

1

n∥
∥
∥
1

n
vn − un

∥
∥
∥

vn

∥
∥
∥
∥

≤
∣
∣
∣
∣
1− 1

∥
∥
∥
1

n
vn − un

∥
∥
∥

∣
∣
∣
∣
‖un‖+

1

n∥
∥
∥
1

n
vn − un

∥
∥
∥

‖vn‖

≤
∣
∣
∣
∣
1− 1

∥
∥
∥
1

n
vn − un

∥
∥
∥

∣
∣
∣
∣
+

1

n∥
∥
∥
1

n
vn − un

∥
∥
∥

, (9)

poxto je ‖un‖ = ‖vn‖ = 1.
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MeÆutim, kako je

−1

n
‖vn‖+ ‖un‖ ≤

∥
∥
∥
∥

1

n
vn − un

∥
∥
∥
∥
≤ 1

n
‖vn‖+ ‖un‖,

tj.

1− 1

n
≤

∥
∥
∥
∥

1

n
vn − un

∥
∥
∥
∥
≤ 1 +

1

n
,

a odatle je lim
n→∞

∥
∥
∥
1

n
vn − un

∥
∥
∥ = 1.

Ako u nejednakosti (9) pustimo da n → ∞ dobijamo

lim sup
n→∞

‖un + zn‖ ≤ 0, tj. lim
n→∞

‖un + zn‖ = 0.

Kako je ‖un‖ = ‖zn‖ = 1 i un, zn ∈ P (n = 1, 2, . . .), dobijamo kontradikiju

uslovu (7). �

Da postoje konusi koji nisu normalni pokazuju slede�i primeri.

Primer 5.4. ([39℄) Neka je E = C
(1)
R

[0, 1] sa normom

‖x‖ = max
0≤t≤1

∣
∣x(t)

∣
∣+ max

0≤t≤1

∣
∣x′(t)

∣
∣

i konus P =
{
x ∈ E : x(t) ≥ 0, t ∈ [0, 1]

}
.

Dokaz. Ako uoqimo nizove

xn(t) =
1− sinnt

n+ 2
, yn(t) =

1 + sinnt

n+ 2
(n = 1, 2, . . .)

tada xn, yn ∈ P (n = 1, 2, . . .) i

‖xn‖ = ‖yn‖ = 1, ‖xn + yn‖ =
1

n+ 2
→ 0 (n → ∞)

pa na osnovu Teoreme 5.1 sledi zak	uqak.

Slede�a teorema ilustrativnije pru�a intuitivnu predstavu o svojstvima

normalnog konusa.

Teorema 5.2. P je normalan konus u Banach-ovom prostoru ako i samo ako

iz xn � zn � yn (n = 1, 2, . . .) i xn → x, yn → x (n → ∞) sledi zn → x (n → ∞),

gde su (xn), (yn) i (zn) proizvo	ni nizovi u E.

Dokaz. Neka je P normalan konus. Tada iz uslova xn � zn � yn (n = 1, 2, . . .)

sledi

θ � zn − xn � yn − xn (n = 1, 2, . . .)
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a odatle

‖zn − xn‖ ≤ M‖yn − xn‖, (10)

poxto je P normalan konus. Sada je

‖zn − x‖ ≤ ‖zn − xn‖+ ‖xn − x‖

≤ M‖yn − xn‖+ ‖xn − x‖ koristimo (10)

≤ M
(
‖yn − x‖ + ‖x− xn‖

)
+ ‖xn − x‖

= (M + 1)‖xn − x‖+M‖yn − x‖ → 0 (n → ∞).

Stoga smo dokazali da zn → x (n → ∞).

Pretpostavimo da konus P nije normalan, tada je na osnovu Teoreme 5.1

inf
{
‖z + u‖ : z, u ∈ P ∧ ‖z‖ = ‖u‖ = 1

}
= 0,

pa za svako n ∈ N postoje taqke zn, un ∈ P tako da je ‖zn‖ = ‖un‖ = 1 i

‖zn + un‖ <
1

n
. MeÆutim, ako stavimo xn = θ, yn = zn + un tada je

xn � zn � yn (n = 1, 2, . . .),

i xn → θ, yn → θ (n → ∞), ali zn 9 θ (n → ∞) poxto je ‖zn‖ = 1 (n = 1, 2, . . .).

Time je Teorema dokazana. �

Iz prethodne teoreme sledi zak	uqak da je normalnost konusa P ekviva-

lentna teoremi ,,dva �andara\ u prostoru E.

Definiija 5.3. Konus P je regularan ako je svaki monotono opadaju�i niz

koji je ograniqen odozgo konvergentan, tj. ako je (xn)n∈N niz u P takav da je

θ � x1 � x2 � · · · � y, y ∈ E

onda postoji x ∈ E tako da je lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0.

Mo�e se dati ekvivalentna definiija da je konus P regularan ako svaki

monotono opadaju�i niz koji je odozdo ograniqen konvergentan.

Teorema 5.3 ([11, 42℄). Svaki regularan konus je normalan.
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Dokaz. Pretpostavimo da postoji regularan konus P koji nije normalan. Tada

za svako n ∈ N postoje taqke xn, yn ∈ P tako da je

θ � xn � yn i n
2‖yn‖ < ‖xn‖, (n = 1, 2, . . .).

U tom sluqaju θ ≺ yn (n = 1, 2, . . .) pa mo�emo posmatrati nizove

un =
xn

‖yn‖
, vn =

yn

‖yn‖
(n = 1, 2 . . .)

pa je onda

un, vn ∈ P, θ ≺ un � vn, ‖un‖ > n
2
, ‖vn‖ = 1. (11)

Poxto je red

+∞∑

n=1

1

n2
vn apsolutno konvergentan u Banach-ovom prostoru E, tada

su konvergentne i �egove parijalne sume

sn =

n∑

k=1

1

k2
vk (n = 1, 2, . . .)

koje pripadaju konusu P. Kako je P zatvoren skup to

sn → s (n → ∞) i s ∈ P.

Sada imamo

θ � s1 � s2 � · · · � s.

MeÆutim, poxto je

θ � u1 � u1 +
1

22
u2 � u1 +

1

22
u2 +

1

32
u3 � · · · ,

i kako je

tn = u1 +
1

22
u2 + · · ·+ 1

n2
un � sn, tn ∈ P (n = 1, 2, . . .)

to je

θ � t1 � t2 � · · · � s.

P je regularan prostor, pa postoji lim
n→∞

tn = t, t ∈ P tj. red

+∞∑

n=1

1

n2
un je kon-

vergentan, xto povlaqi da

1

n2
un → θ (n → ∞) xto je nemogu�e s obzirom da je

‖un‖ > n
2
(relaija (11)). �

Napomena. Primetimo da smo tek u Teoremi 5.3 ekspliitno koristili da je E

Banach-ov prostor tako da sve teoreme i definiije do Teoreme 5.3 va�e ako je E

samo normiran prostor.
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Da postoje normalni konusi koji nisu regularni pokazuje slede�i primer.

Primer 5.5. Neka je E = CR[0, 1] sa normom ‖x‖ = max
0≤t≤1

∣
∣x(t)

∣
∣
i P =

{
x ∈ E : x(t) ≥

0, t ∈ [0, 1]
}
.

Dokaz. Poxto je

θ � x � y ⇒ ‖x‖ ≤ ‖y‖,

dakle P je normalan konus.

Ako uoqimo niz (xn)n∈N u P tako da je

xn(t) = 1− t
n ≥ 0, t ∈ [0, 1], n = 1, 2, . . . ,

tada je

θ � x1 � x2 � · · · � y

gde je y(t) = 1, t ∈ [0, 1].

MeÆutim, ako postoji x ∈ CR[0, 1] tako da ‖xn − x‖ → 0 (n → ∞), tada

lim
n→∞

xn(t) = x(t) =







1, 0 ≤ t < 1

0, t = 1

ali onda x /∈ CR[0, 1], kontradikija. �

Slede�im primerima ispitujemo odnos izmeÆu normalnosti konusa i �e-

gove unutrax�osti.

Da postoje konusi koji su regularni i imaju praznu unutrax�ost pokazuje

slede�i primer.

Primer 5.6. Neka je c0 prostor realnih nula-nizova i

P =
{
x = (ξ ν) ∈ c0 : ξν ≥ 0, ν = 1, 2, . . .

}

Dokaz. Da je P ⊂ c0 konus jednostavno se dokazuje proverava�em aksioma

Definiije 5.1. Posmatrajmo niz (xn)n∈N u c0 gde je xn = (ξn
ν
)ν=1,2,... tako da je

θ � x1 � x2 � · · · � xn � · · · � y = (ην) ∈ P

xto povlaqi

0 ≤ ξ
1
ν
≤ ξ

2
ν
≤ · · · ≤ ξ

n

ν
≤ · · · ≤ η ν , za svako ν = 1, 2, . . . (12)
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pa postoji

lim
n→∞

ξ
n

ν
= ξ ν ≤ η ν , ν = 1, 2, . . . (13)

Neka je x = (ξν)ν=1,2,.... Doka�imo da x ∈ P. Zaista, iz (12) i (13) sledi

ξ ν ≤ η ν (ν = 1, 2, . . .) ⇒ lim sup
ν→∞

ξ ν ≤ lim sup
ν→∞

η ν = 0

a poxto je ξν ≥ 0 ⇒ lim inf
ν→∞

ξν ≥ 0, stoga je lim
ν→∞

ξν = 0, ξν ≥ 0, pa x ∈ P.

Doka�imo da ‖xn − x‖ → 0 (n → ∞).

Neka je ε > 0. Poxto je x = (ξν) ∈ P ⊂ c0 sledi da postoji ν0 ∈ N tako da

ν > ν0 ⇒ ξ ν < ε

odnosno

ν > ν0 ⇒ ξ ν − ξ
n

ν
< ε, za n = 1, 2, . . . . (14)

Poxto

lim
n→∞

ξ
n

ν
= ξ ν za ν = 1, 2, . . . , ν0

to za dato ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za

n > n0 ⇒ ξ ν − ξ
n

ν
< ε, za ν = 1, 2, . . . , ν0 (15)

odnosno

sup
ν≥1

(ξ ν − ξ
n

ν
) < ε, za n > n0

tj. ‖x− xn‖ < ε, za n > n0, a odatle ‖x− xn‖ → 0 (n → ∞).

Doka�imo da je intP = ∅.

Za proizvo	an element x = (ξ ν) ∈ P imamo ξ ν ≥ 0, ν = 1, 2, . . . i ξ ν → 0

(ν → ∞).

Zato za ε > 0 postoji ν0 ∈ N tako da

ν > ν0 ⇒ ξ ν <
ε

2
.

Elementu x = (ξ ν) pridru�imo element

y = (ξ1, ξ2, . . . , ξν0,−ξν0+1,−ξν0+2, . . .)
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tada je

‖x− y‖ = sup
ν>ν0

|2ξ ν| = 2 sup
ν>ν0

|ξ ν| < 2
ε

2
= ε.

MeÆutim, y /∈ P, xto znaqi da je K(x, ε) ∩ P
c 6= ∅, pa je intP = ∅.

Na osnovu Teoreme 5.3 zak	uqujemo da je konus P iz prethodnog primera

normalan koji ima praznu unutrax�ost.

Napomena. Da je konus iz prethodnog primera normalan mo�e se jednostavnije

dokazati. Zaista, ako su x = (ξ ν) i y = (ην) elementi c0, tada je

θ � x � y ⇔ 0 ≤ ξ ν ≤ η ν za ν = 1, 2, . . .

pa iz posled�e nejednakosti sledi

0 ≤ ξ ν ≤ sup
ν≥1

|η ν | za svako ν = 1, 2, . . .

a odatle

sup
ν≥1

|ξ ν | ≤ sup
ν≥1

|η ν | , tj. ‖x‖ ≤ ‖y‖ .

Prime�ujemo da je konstanta normalnosti konusa P jednaka 1.

Konus iz Primera 5.4 nije normalan i ima nepraznu unutrax�ost (videti

[42℄, [3℄).

Konus iz Primera 5.1 je regularan i ima nepraznu unutrax�ost.

5.2. Konusni metriqki prostori

U nastavku svuda pod E podrazumevamo Banach-ov prostor koji sadr�i

konus P i shodno tome parijalno ureÆe�e � u prostoru E.

Definiija 5.4. ([61℄) Neka jeX neprazan skup i neka d : X2 → E zadovo	ava

aksiome

(d1) θ � d(x, y), d(x, y) = θ ⇔ x = y, za svako x, y ∈ X ;

(d2) d(x, y) = d(y, x), za svako x, y ∈ X ;

(d3) d(x, y) � d(x, z) + d(z, y),za svako x, y, z ∈ X.

Tada d nazivamo konusna metrika na skupu X, a (X, d) konusni metriqki

prostor.

103



Primer 5.7. ([61℄) Neka je E = R
2, P =

{
(x, y) ∈ E : x ≥ 0, y ≥ 0

}
,X = R i

d : X2 → E definisano pomo�u d(x, y) =
(
|x − y|, α|x − y|

)
, gde je α > 0 konstanta.

Onda je (X, d) konusni metriqki prostor.

Primer 5.8. ([39℄) Ako je X 6= ∅ i E = R, P = {x ∈ R : x ≥ 0}. Tada je konusni

metriqki prostor (X, d) obiqan metriqki prostor.

Primer 5.9. Neka je E = c0, P =
{
x = (ξ ν) ∈ c0 : ξ ν ≥ 0, ν = 1, 2, . . .

}
i (αν)ν∈N

fiksiran pozitivan nula niz, tj. α ν > 0, α ν → 0(ν → ∞), (X, ρ) metriqki prostor

i d : X2 → R definisano pomo�u d(x, y) =
(
ανρ(x, y)

)

ν∈N
. Onda je (X, d) konusni

metriqki prostor.

Prethodni primer pokazuje da je kategorija konusnih metriqkih prostora

ve�a od kategorije obiqnih metriqkih prostora.

U nastavku pretpostav	amo, ako drugaqije nije reqeno, da je konus P

telesni, tj. intP 6= ∅.

Definiija 5.5. ([61℄) Neka je (X, d) konusni metriqki prostor, x ∈ X, i

(xn)n∈N niz u X. Tada

1◦ (xn)n∈N konvergira ka x ako i samo ako za svako c ≫ θ postoji n0 ∈ N
tako da va�i

n > n0 ⇒ d(xn, x) ≪ c.

Ovo oznaqavamo lim
n→∞

xn = x ili xn → x (n → ∞).

2◦ (xn)n∈N je Cauchy-jev niz ako i samo ako za svako c ≫ θ postoji n0 ∈ N
tako da va�i

m > n > n0 ⇒ d(xm, xn) ≪ c;

3◦ (X, d) je kompletan konusni metriqki prostor ako je svaki Cauchy-jev

niz u �emu konvergentan.

U nastavku ode	ka koristimo slede�e leme.

Lema 5.3. 1◦ Ako c ∈ intP, θ � an i an → θ (n → ∞) onda postoji n0 ∈ N tako

da va�i

n > n0 ⇒ an ≪ c.
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2◦ Ako θ � d(xn, x) � bn i bn → θ (n → ∞), onda d(xn, x) ≪ c, gde su (xn)n∈N

i x niz i data taqka u X respektivno.

3◦ Ako θ � an � bn i an → a, bn → b (n → ∞) onda θ � a � b.

Dokaz. Videti ([39℄).

Lema 5.4. ([61]) Neka je (X, d) konusni metriqki prostor i (xn)n∈N niz u X,

onda ako

d(xn, x) → θ (n → ∞) u E ⇒ xn → x (n → ∞) u (X, d).

Ako je P normalan konus tada imamo obrnutu implikaiju, tj.

xn → x (n → ∞) u (X, d) ⇒ d(xn, x) → θ (n → ∞) u E.

Dokaz. Neka je c ≫ θ proizvo	an element. Tada

c− d(xn, x) → c ∈ intP (n → ∞)

u Banach-ovom prostoru E, pa za okolinu intP taqke c postoji n0 ∈ N tako da

va�i

n > n0 ⇒ c− d(xn, x) ∈ intP

odnosno d(xn, x) ≪ c, za n > n0, a odatle na osnovu Definiije 5.5 (1◦) sledi

xn → x (n → ∞).

Neka je P normalan konus sa normalnom konstantomK (K ≥ 1).Iz Defini-

ije 5.1 (p2) zak	uqujemo da je P zatvoren konveksan skup i intP 6= ∅, to na

osnovu Leme 5.2 imamo

P = (intP ). (16)

Poxto θ ∈ P (Definiija 5.1 (p2)) tada na osnovu (16) za svako ε > 0 je

K(θ, ε) ∩ intP 6= ∅, meÆutim θ /∈ intP (Lema 5.1 (9◦)) pa postoji c tako da je

0 < ‖c‖ < ε i c ∈ intP (17)

Za tako naÆen element c (Definiija 5.5 (1◦)) postoji n0 ∈ N da

n > n0 ⇒ θ � d(xn, x) ≪ c.
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Kako je P normalan konus, to iz prethodne relaije dobijamo da

n > n0 ⇒
∥
∥d(xn, x)

∥
∥ ≤ K‖c‖

< Kε (koristimo (17)),

xto znaqi da d(xn, x) → θ (n → ∞). �

Lema 5.5. Neka je (xn)n∈N niz u konusnom metriqkom prostoru (X, d). Tada

xn → x ∧ xn → y ⇒ x = y.

Dokaz. Neka je c ≫ θ proizvo	an element, tada postoji n0 ∈ N tako da

n > n0 ⇒ d(x, xn) ≪
1

2
c ∧ d(xn, y) ≪

1

2
c,

pa je

d(x, y) � d(x, xn) + d(xn, y)

≪ 1

2
c+

1

2
c = c.

Poxto je c ≫ θ proizvo	an element, to na osnovu Leme 5.1 (4◦) sledi

d(x, y) = θ, a odatle je x = y (Definiija 5.4 (d1)). �

Lema 5.6. ([61]) Neka je (X, d) je konusni metriqki prostor i (xn)n∈N niz u

X, ako

d(xm, xn) → θ (m,n → ∞) u E ⇒ (xn)n∈N je Cauchy-jev niz u (X, d).

Ako je P normalan konus tada imamo obrnutu implikaiju, tj.

(xn)n∈N je Cauchy-jev niz u (X, d) ⇒ d(xm, xn) → θ (m,n → ∞) u E.

Dokaz. Neka je c ≫ θ proizvo	an element. Tada

c− d(xm, xn) → c ∈ intP (m,n → ∞)

u Banach-ovom prostoru E, pa za okolinu intP taqke c postoji n0 ∈ N tako da

va�i

m > n > n0 ⇒ c− d(xm, xn) ∈ intP
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tj. d(xm, xn) ≪ c, za m > n > n0, a prema Definiiji 5.5 (2◦) sledi da je

(xn)n∈N Cauchy-jev niz.

Neka je P normalan konus sa normalnom konstantom K (K ≥ 1) i neka je

(xn)n∈N Cauchy-jev niz u (X, d). Tada za svako ε > 0 postoji c ∈ intP tako

da je 0 < ‖c‖ < ε (videti dokaz Leme 5.4). Za tako naÆeno c, poxto je (xn)n∈N

Cauchy-jev niz u (X, d) postoji n0 ∈ N tako da

m > n > n0 ⇒ θ � d(xm, xn) ≪ c.

Kako je P normalan konus, iz prethodne relaije imamo

m > n > n0 ⇒
∥
∥d(xm, xn)

∥
∥ ≤ K‖c‖

< Kε,

a odatle je d(xm, xn) → θ (m,n → ∞). �

Lema 5.7. Ako Cauchy-jev niz (xn)n∈N u konusnom metriqkom prostoru (X, d)

ima konvergentan podniz (xnk
)k∈N tako da xnk

→ x (k → ∞) tada xn → x

(n → ∞).

Dokaz. Neka je c ≫ θ proizvo	an element. Tada postoji n0 ∈ N tako da

m > n > n0 ⇒ d(xm, xn) ≪
1

2
c,

a poxto xnk
→ x (k → ∞) to postoji nk ∈ N tako da

nk > n0 ⇒ d(xnk
x) ≪ 1

2
c.

Za n > n0, imamo

d(xn, x) � d(xn, xnk
) + d(xnk

, x)

≪ 1

2
c+

1

2
c = c,

a odatle xn → x (n → ∞).

Definiija 5.6. ([1℄) Neka je (X, d) konusni metriqki prostor. Ako je A ⊂ X

(A 6= ∅) onda se sekvenijalna adherenija A skupa A definixe sa

A =
{
x ∈ X : postoji niz (xn) u A tako da xn → x (n → ∞)

}
.
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Definiija 5.7. ([1℄) Neprazan skup A u konusnom metriqkom prostoru je

zatvoren ako i samo ako je A = A.

Lema 5.8. Skup K[x0, c] =
{
x : d(x, x0) � c

}
je zatvoren u konusnom met-

riqkom prostoru (X, d) sa normalnim konusom.

Dokaz. Neka je (xn)n∈N niz u K[x0, c] takav da xn → x (n → ∞). Tada je

d(x, x0) � d(x, xn) + d(xn, x0) � d(x, xn) + c. (18)

Poxto je (X, d) sa normalnim konusom iz Leme 5.4, imamo da

xn → x (n → ∞) ⇒ d(xn, x) → θ (n → ∞) (19)

pa ako u (18) pustimo da n → ∞ i koriste�i (19) i Lemu 5.3 (3◦) dobijamo

d(x, x0) � c, tj. x ∈ K[x0, c]. �

Po analogiji sa metriqkim prostorom skup K[x0, c] je zatvorena kugla sa

entrom u taqki x0 ∈ X i polupreqnika c ∈ E.

Teorema 5.4. Konusni metriqki prostor (X, d) sa normalnim konusom je kom-

pletan ako i samo ako presek svakog monotono opadaju�eg niza zatvorenih

kugli (Kn)n∈N u X qiji niz polupreqnika te�i θ kada n → ∞ sadr�i jednu

taqku prostora X.

Dokaz. Pretpostavimo da je (X, d) kompletan konusni metriqki prostor sa

normalnim konusom P i normalnom konstantom K (K ≥ 1). Neka niz Kn =

K[xn, cn] (n = 1, 2, . . .) zadovo	ava uslove Kn+1 ⊆ Kn (n = 1, 2, . . .) i cn → θ

(n → ∞). Doka�imo da je (xn)n∈N Cauchy-jev niz. Tada za m > n imamo

xm ∈ Km ⊆ Kn ⇒ d(xm, xn) � cn.

Poxto je konus P normalan sledi

∥
∥d(xm, xn)

∥
∥ ≤ K‖cn‖ → 0 (n → ∞),

jer cn → θ (n → ∞), pa imamo da d(xm, xn) → θ (m,n → ∞), a prema Lemi

5.5 sledi da je (xn)n∈N Cauchy-jev niz. Kako je (X, d) kompletan to xn → x
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(n → ∞). S obzirom da xm ∈ Kn (m ≥ n), a Kn je zatvoren skup, primenom

Leme 5.8 sledi

x ∈ Kn (n = 1, 2, . . .),

odnosno x ∈
∞⋂

n=1

Kn.

Ako postoji y ∈
∞⋂

n=1

Kn, y 6= x, tada je

d(x, y) � d(x, xn) + d(xn, y) � 2cn,

a odatle zbog normalnosti konusa P

∥
∥d(x, y)

∥
∥ ≤ 2K‖cn‖ → 0 (n → ∞)

pa je x = y. Kontradikija. Prema tome,

∞⋂

n=1

Kn = {x}.

Ako (X, d) nije kompletan konusni metriqki prostor sa normalnim konu-

som tada je mogu�e konstruisati niz zatvorenih kugli (Ki)i∈N tako da je Ki+1 ⊆
Ki, qiji niz polupreqnika ci → θ (i → ∞) i

+∞⋂

i=1

Ki = ∅.

Zaista, ako (X, d) nije kompletan konusni metriqki prostor u �emu pos-

toji bar jedan Cauchy-jev niz (xn) koji ne konvergira ni jednoj taqki u X.

Polaze�i od tog niza (xn) odredi�emo strogo rastu�i niz (ni)i∈N prirodnih

brojeva na slede�i naqin:

Ako je c1 ≫ θ tada postoji n1 ∈ N tako da

m > n1 ⇒ d(xm, xn1
) ≪ c1.

Sada za c2 =
1

2
c1 postoji n2 > n1 tako da

m > n2 ⇒ d(xm, xn2
) ≪ c2.

Ako je odreÆen broj ni−1 za ci =
1

2
ci−1 postoji ni > ni−1 tako da

m > ni ⇒ d(xm, xni
) ≪ ci.

Posmatrajmo niz

Ki = K[xni
, 2ci], gde ci =

1

2i−1
c1 → θ (i → ∞).

Doka�imo da je Ki+1 ⊆ Ki (i = 1, 2, . . .).
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Ako y ∈ Ki+1 tada d(y, xni+1
) � 2ci+1 pa je

d(y, xni
) � d(y, xni+1

) + d(xni+1
, xni

)

� 2ci+1 + ci = 2 · 1
2
ci + ci = 2ci

pa y ∈ K[xni
, 2ci], tj. y ∈ Ki.

Dokaza�emo da je

+∞⋂

i=1

Ki = ∅. Zaista, ako bi postojala taqka x ∈
+∞⋂

i=1

Ki,

tada imamo

x ∈ Ki ⇒ d(x, xi) � 2ci (i = 1, 2, . . .)

pa za m > ni nalazimo

d(x, xm) � d(x, xni
) + d(xni

, xm)

� 2ci + ci = 3ci,

a odatle

∥
∥d(x, xm)

∥
∥ ≤ 3K‖ci‖ =

3K

2i−1
‖c1‖ → 0 (i → ∞),

pa na osnovu Leme 5.4 sledi da xm → x (m → ∞), a to je u kontradikiji sa

pretpostavkom da Cauchy-jev niz (xn) ne konvergira. �

Definiija 5.8. Niz (xn)n∈N u konusnom metriqkom prostoru (X, d) je ograniq-

ene varijaije ako je red

+∞∑

n=1

d(xn, xn+1)

konvergentan.

Teorema 5.5. Da bi konusni metriqki prostor (X, d) sa normalnim konu-

som bio kompletan potrebno je i dovo	no da svaki niz ograniqene varijaije

konvergira.

Dokaz. Uslov je potreban. Neka je (xn)n∈N niz ograniqene varijaije u konus-

nom metriqkom prostoru (X, d) sa normalnim konusom P i normalnom kon-

stantom K (K ≥ 1). Tada je red

+∞∑

n=1

d(xn, xn+1) konvergentan u Banach-ovom

prostoru, pa za ε > 0 postoji N ∈ N tako da je

∥
∥
∥
∥

m−1∑

k=n

d(xk, xk+1)

∥
∥
∥
∥
< ε, za svako m > n > N.
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Za m > n > N imamo

d(xm, xn) ≤
m−1∑

k=n

d(xk, xk+1) ⇒
∥
∥d(xm, xn)

∥
∥ ≤ K

∥
∥
∥
∥

m−1∑

k=n

d(xk, xk+1)

∥
∥
∥
∥
< Kε,

a odatle d(xm, xn) → θ (m,n → ∞), pa na osnovu Leme 5.6 (xn)n∈N je Cauchy-jev

niz, a kako je (X, d) kompletan to xn → x (n → ∞), x ∈ X.

Uslov je dovo	an. Neka je (xn)n∈N Cauchy-jev niz, prema Lemi 5.6 sledi

da d(xm, xn) → θ (m,n → ∞). Tada postoji n1 ∈ N tako da

m > n1 ⇒
∥
∥d(xm, xn1

)
∥
∥ <

1

2
.

Ako je odreÆen nk−1 ∈ N odaberimo nk ∈ N tako da je nk > nk−1 i

m > nk ⇒
∥
∥d(xm, xnk

)
∥
∥ <

1

2k
.

Dakle, mo�emo izdvojiti podniz (xnk
)k∈N niza (xn)n∈N. Doka�imo da je niz

(xnk
)k∈N ograniqene varijaije. Poxto red

+∞∑

k=1

d(xnk
, xnk+1

) (20)

apsolutno konvergira u Banach-ovom prostoru, jer je

∥
∥d(xnk

, xnk+1
)
∥
∥ <

1

2k
(k = 1, 2, . . .)

to je i red (20) konvergentan, odnosno niz (xnk
) je ograniqene varijaije, pa

postoji x ∈ X tako da xnk
→ x (k → ∞), a prema Lemi 5.7. xn → x (n → ∞). �

4.3. Uopxte�a nekih teorema o fiksnim taqkama u konusnim

metriqkim prostorima

Za iskaze slede�ih teorema potrebna nam je slede�a definiija.

Definiija 5.9. ([16]) Za preslikava�e T : X → X, gde je (X, d) konusni

metriqki prostor, ka�emo da je neprekidno u taqki a ∈ X ako za niz (xn)n∈N

va�i
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xn → a (n → ∞) ⇒ Txn → Ta (n → ∞)(3). (21)

Preslikava�e T je neprekidno na prostoru X ako je neprekidno u svakoj taqki

prostora X.

U sluqaju normalnosti konusa relaija (21) ekvivalentna je sa

d(xn, a) → θ (n → ∞) ⇒ d(Txn, Ta) → θ (n → ∞).

Teorema 5.6. Neka je (X, d) kompletan konusni metriqki prostor i T, S :

X → X neprekidna preslikava�a takva da je

1◦ T (X) ⊆ S(X);

2◦ (S, T ) slabo semikompatibilna preslikava�a ;

3◦ Tu = Su ⇒ STu = TSu, za u ∈ X
(4)

i va�i

ad(Tx, Ty) + bd(Tx, Sx) + cd(Ty, Sy) � d(Sx, Sy) za svako x, y ∈ X (22)

gde a, b, c ∈ R tako da je a > 1, b < 1, a + b + c > 1. Tada preslikava�a S i T

imaju zajedniqku fiksnu taqku.

Dokaz. Neka je x0 ∈ X proizvo	na taqka. Iz uslova 1◦ sledi da postoji taqka

x1 ∈ X tako da je Tx0 = Sx1, pa induktivnim postupkom mo�emo izdvojiti niz

(xn)n∈N tako da je

yn = Txn = Sxn+1 (n = 0, 1, 2, . . .). (23)

Iz relaije (22) stav	aju�i x = xn i y = xn+1 dobijamo

ad(Txn, Txn+1) + bd(Txn, Sxn) + cd(Txn+1, Sxn+1) � d(Sxn, Sxn),

a s obzirom na (23) imamo

ad(yn, yn+1) + bd(yn−1, yn) + cd(yn, yn+1) � d(yn−1, yn),

a odatle je

d(yn, yn+1) �
1− b

a + c
d(yn−1, yn) (n = 1, 2, . . .).

(3)

U stvari ovo je tzv. sekvenijalna neprekidnost preslikava�a T u taqki a ∈ X.
(4)

Par (S, T ) su slabo kompatibilna preslikava�a definisana na prostoru X.
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Ako stavimo λ =
1− b

a+ c
, tada λ ∈ (0, 1) pa je

d(yn, yn+1) � λd(yn−1, yn) (n = 1, 2, . . .),

a odatle je

d(yn, yn+1) � λd(yn−1, yn) � · · · � λ
n
d(y0, y1) (n = 1, 2, . . .). (24)

Ako je m > n vixestrukom primenom relaije trougla (Definiija 5.4 (d3))

nalazimo

d(ym, yn) �
m−1∑

k=n

d(yk, yk+1)

�
m−1∑

k=n

λ
k
d(y0, y1)

= λ
n
1− λ

m−n

1− λ
d(y0, y1)

� λ
n

1− λ
d(y0, y1). (25)

Poxto

λn

1− λ
d(y0, y1) → θ (n → ∞), jer je

∥
∥
∥
∥

λ
n

1− λ
d(y0, y1)

∥
∥
∥
∥
=

λ
n

1− λ

∥
∥d(y0, y1)

∥
∥ → 0 (n → ∞).

Primenom Leme 5.3 (1◦) za c ≫ θ postoji n0 ∈ N tako da

n > n0 ⇒
λ
n

1− λ
d(y0, y1) ≪ c (26)

pa iz (25) i (26) sledi

m > n > n0 ⇒ d(ym, yn) ≪ c,

tj. (yn)n∈N je Cauchy-jev niz u kompletnom konusnom metriqkom prostoru

(X, d), stoga postoji

lim
n→∞

yn = u, u ∈ X,

odnosno

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = u.

Poxto su preslikava�a (S, T ) slabo semikompatibilna, imamo da je

lim
n→∞

STxn = Tu ili lim
n→∞

TSxn = Su.
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Videti Definiiju 2.2.

Pretpostavimo da je lim
n→∞

STxn = Tu.Poxto je preslikava�e S neprekidno

sledi lim
n→∞

STxn = Su, pa prema Lemi 5.5, Su = Tu. Analogno izvodimo dokaz

da je Su = Tu ako je lim
n→∞

TSxn = Su. Koriste�i 3◦ u iskazu Teoreme imamo

TSu = STu, odnosno Tz = Sz, gde je Su = Tu = z. Ako pretpostavimo da je

Sz 6= z, tj. Sz 6= Su primenom relaije (22) sledi

d(Su, Sz) � ad(Tu, Tz) + b d(Su, Tu)
︸ ︷︷ ︸

=θ

+c d(Tz, Sz)
︸ ︷︷ ︸

=θ

= ad(Su, Sz),

a sada primenom Leme 5.1 (6◦) dobijamo Su = Sz. Kontradikija. Dakle, imamo

Tz = Sz = z.

Doka�imo jedinost taqke z.

Ako postoji taqka v ∈ X tako da je Sv = Tv, tada istim postupkom kao gore

dokazujemo da je Sw = Tw = w, gde je w = Sv. Sada, ako je w 6= z imamo

d(z, w) = d(Sz, Sw) � ad(Tz, Tw) + bd(Tz, Sz) + cd(Tw, Sw)

= ad(z, w) + b d(z, z)
︸ ︷︷ ︸

=θ

+c d(w,w)
︸ ︷︷ ︸

=θ

= ad(z, w).

Poxto je a > 1 (⇔ 0 < 1/a < 1) primenom Leme 5.1 (6◦) dobijamo z = w.

Kontradikija.

Posledia 5.1. ([42]) Za b = c = 0 i a > 1, S = iX (identiqko preslikava�e

prostora X) dobijamo Banach-ovu teoremu

d(Tx, Ty) � λd(x, y) (λ = 1/a < 1) (27)

u konusnim metriqkim prostorima.

Dokaz. Ispu�eni su uslovi prethodne teoreme, samo jox treba dokazati da

je preslikava�e T koje zadovo	ava uslov (27) neprekidno. Zaista, ako xn → a

(n → ∞) tada na osnovu Definiije 5.5 (1◦) za svako c ≫ θ postoji n0 ∈ N tako

da

n > n0 ⇒ d(xn, a) ≪
1

λ
c,
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pa zbog uslova (27) imamo

n > n0 ⇒ d(Txn, Ta) � λd(xn, a)

≪ λ · 1
λ
c = c,

tj. Txn → Ta (n → ∞). �

U vezi sa ovom teoremom videti [61℄ (Theorem 1).

Napomena. Primetimo da se u iskazu Teoreme 5.6 ne zahteva normalnost konusa.

Definiija 5.10. ([61℄) Ako svaki niz (xn)n∈N u konusnom metriqkom pros-

toru (X, d) ima konvergentan podniz (xnk
)k∈N u X tada (X, d) nazivamo sekven-

ijalno kompaktnim konusnim metriqkim prostorom.

Lema 5.9. Neka je (X, d) konusni metriqki prostor sa normalnim konusom P

i normalnom konstantom K (K ≥ 1), tada ako su (xn)n∈N i (yn)n∈N nizovi u X

takvi da xn → x (n → ∞) i yn → y (n → ∞) onda d(xn, yn) → d(x, y)(n → ∞).

Za dokaz videti u [61℄.

Teorema 5.7. Neka je (X, d) sekvenijalno kompaktan konusni metriqki pros-

tor sa regularnim konusom P. Ako je preslikava�e T : X → X neprekidno i

zadovo	ava uslov

d(Tx, Ty) ≺ d(x, Ty) + d(y, Tx)

2
za sve x, y ∈ X, x 6= y (28)

tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Dokaz. Potrebno je dokazati egzisteniju i jedinost fiksne taqke.

1. Egzistenija fiksne taqke. Neka je x0 ∈ X proizvo	na taqka. Stavimo

x1 = Tx0, xn = Txn−1 = T
n
x0 (n = 1, 2, . . .).

Ako je za neko n ∈ N xn+1 = xn, tj. Txn = xn, onda je xn fiksna taqka, pa je

egistenija dokazana.
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Ako je za svako n ∈ N xn+1 6= xn, tada imamo

d(xn+1, xn+2) = d(Txn, Txn+1) ≺
d(xn, Txn+1) + d(xn+1, Txn)

2

=
d(xn, xn+2) + d(xn+1, xn+1)

2

=
1

2
d(xn, xn+2)

� 1

2

(
d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2)

)
,

pa odatle sledi

d(xn+1, xn+2) ≺ d(xn, xn+1) (n = 0, 1, . . .).

Neka je dn = d(xn, xn+1) (n = 0, 1, . . .). Onda je (dn) niz taqaka u konusu P tako

da je

d1 ≻ d2 ≻ · · · ≻ dn ≻ · · · � θ,

a poxto je P regularan konus to postoji d
∗ ∈ P tako da je

lim
n→∞

dn = d
∗
.

Zbog sekvenijalne kompaktnosti prostoraX postoji podniz (xni
)i∈N niza (xn)n∈N

i x
∗ ∈ X tako da xni

→ x
∗ (i → ∞). Kako je T neprekidno preslikava�e tada

imao

Txni
→ Tx

∗
, T

2
xni

→ T
2
x
∗ (i → ∞)

a zatim, koriste�i Lemu 5.9, gde smo iskoristili Teoremu 5.3, nalazimo

dni
= d(xni

, xni+1) = d(xni
, Txni

) → d(x∗
, Tx

∗) (i → ∞)

dni+1 = d(xni+1, xni+2) = d(Txni
, T

2
xni

) → d(Tx∗
, T

2
x
∗) (i → ∞).

Kako su (dni
) i (dni+1) podnizovi konvergentnog niza (dn) to je

d(x∗
, Tx

∗) = d(Tx∗
, T

2
x
∗). (29)

Ako pretpostavimo da je Tx
∗ 6= x

∗
nalazimo

d(Tx∗
, T

2
x
∗) = d

(
Tx

∗
, T (Tx∗)

)
≺ d(x∗

, T (Tx∗)) + d(Tx∗
, Tx

∗)

2

=
1

2
d(x∗

, T
2
x
∗)

� 1

2

(
d(x∗

, Tx
∗) + d(Tx∗

, T
2
x
∗)
)
,
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a odatle je

d
(
Tx

∗
, T

2
x
∗
)
≺ d (x∗

, Tx
∗) ,

xto je nemogu�e s obzirom na uslov (29). Prema tome Tx
∗ = x

∗
.

2. Jedinost fiksne taqke.

Ako pretpostavimo da postoje dve fiksne taqke u, v ∈ X, u 6= v, Tu =

u, Tv = v, oda je

d(u, v) = d(Tu, Tv) ≺ d(u, Tv) + d(v, Tu)

2

=
d(u, v) + d(u, v)

2

= d(u, v),

tj. dobijamo kontradikiju.

Primedba. Uslov (28) u prethodnoj teoremi mo�emo zameniti uslovom

d(Tx, Ty) ≺ d(x, Tx) + d(y, Ty)

2
, x, y ∈ X,x 6= y.

Napomena. Ova teorema uopxtava Fisher-ove rezultate u [56℄.
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uopštenja. Univerzitet u Nǐsu, PMF, Nǐs, 2014.
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patible mappings in cone metric spaces. Math. Comput. Modelling, 52 (2010),

1728–1738.
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[52] Lj. B. Ćirić: On a family of contractive maps and fixed point. Publ. Inst.

Math., 17 (1974), No. 31, 45–51.
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