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Rezime

Koristedi ideje i metode koje su prisutne kod definisanja proizvoda tem-
periranih distribucija kod sekvencijalnog pristupa Mikusinskog, dokaza¢emo
neke osobine proizvoda periodi¢nih distribucija i ultradistribucija. Dac¢emo
karakterizaciju talasnog fronta W F'(f) distribucije f € 2’ i dokazacemo da je
nova definicija ekvivalentna sa Hermanderovom definicijom, kao i karakteri-
zaciju Soboljevskog talasnog fronta distribucije W Fs(f). Analogno sekvenci-
jalnom pristupu Mikusinskog za distribucije, definiSemo nove fundamentalne
nizove glatkih funkcija koje delimo u klase ekvivalencije i te klase nazivamo s-
ultradistribucijama ((s)-za sekvencijalne). Prostore ovih klasa ekvivalencije
oznacavamo sa % *, gde je x = (p!*) ili * = {p!'}, t > 1. Sli¢no definisemo
prostore s-temperiranih ultradistribucija T'*, 5- temperiranih ultradistribu-
cija 7*. Pokazademo da postoji izomorfizam izmedu prostora 7*, .7 *
i .77 gde su "M i .7 prostori ultradistribucija tipa Berlinga i Rumi-
jea. Na osnovu izomorfizma prostora 7 *, 7 * 1 ."* dobijamo izomorfizam
prostora Z* i 2'*, gde su 2’ i 2’1} prostori ultradistribucija tipa Ber-
linga i Rumijea. Dokazacemo da su prostori periodi¢nih s-ultradistribucija

U,e,., kao potprostori s-temperiranih ultradistribucija, izomorfni sa prosto-

rima %;‘T, gde su J/p/e(i) i %e{f} Berlingovi i Rumijeovi prostori periodi¢nih
ultradistribucija. Dac¢emo karakterizacije talasnog fronta W EF{(f) distri-
bucije f € 2'1 i Soboljevskog talasnog fronta WFét}( f) ultradistribucije

fe g

Novi Pazar, 2016. Petar Sokoloski
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Abstract

Following the ideas and the methods which are used in the definition of
the product of (tempered) distributions in the Mikusinski’s sequential appro-
ach to the theory of distributions, we prove some properties of the product
of periodic distributions and ultradistributions. We give characterization of
the wave front set WF(f) of a distribution f € 2’ and we prove that the
new definition is equivalent with the Hérmander’s one. Also, we give charac-
terization of the Sobolev wave front set W Fg(f) of a distribution f € 2’. As
in the Mikusinski’s sequential approach to the theory of distributions, we de-
fine new fundamental sequences of smooth functions which form equivalence
classes and we name them as s-ultradistributions (s— for sequential). The
spaces that these equivalence classes form we denote by %™, where * = (p!*)

or * = {p!'}, t > 1. Similarly we define the spaces of s-tempered ultra-
distributions .7*, 3- tempered ultradistributions 7. We show that there
exist isomorphisms between the spaces .7 *, 7 * and .#’*, where .#’®) and
"1 are the spaces of tempered ultradistributions of Beurling and Roumieu
types, respectively. On the basis of the isomorphisms between .7*, .7"* and
" we show that there is an isomorphism between the spaces % * and 2'*,
where 2'® and 2’1"} are the spaces of ultradistributions of Beurling and Ro-
umieu types, respectively. The spaces of periodic s-ultradistributions ?/p/;,
as subspaces of the spaces of s-tempered ultradistributions are isomorphic to
the spaces of periodic ultradistributions %’;. By using the properties of the
product of periodic ultradistributions we give new description of the wave
front set W EF{H(f) of an ultradistribution f € 2t} (R?) in terms of Fourier
series coefficients. Also, we give characterization of the Sobolev wave front

set WFL?(f) of an ultradistribution f € 2/{8(R%).

Novi Pazar, 2016 Petar Sokoloski
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Uvod

Uticaj teorije distribucija na matematicku analizu je mozda najslikovitije
opisan u [93] — ona je jedna od dveju velikih revolucija u matematickoj analizi
u XX-om veku. Druga revolucija je teorija Lebegove integracije. Uopstene
(generalizovane) funkcije ili distribucije su matematicki objekti koji su uve-
deni kako bi se resili neki problemi matematicke analize koji nisu mogli biti
reSeni koris¢enjem neprekidnih funkcija. Pre svega, one su uvedene kao kom-
pletiranje prostora neprekidnih funkcija u odnosu na operaciju diferenciranja.
To je prirodno prosirenje koje je analogno prosirenju skupa racionalnih bro-
jeva Q sa realnim brojevima kako bi neki problemi koji nemaju resenje u
Q mogli biti reseni u R. Na primer, jedna¢ina 22 = 2 nema reSenja u Q,
ali reSenja iste jednacine postoje u R. Sli¢no, ako je jedna funkcija lokalno
integrabilna, ona ne mora da ima izvod, ali sigurno postoji njen izvod u
smislu distribucija (distribucioni izvod). To je naro¢ito vazno u teoriji par-
cijalnih diferencijalnih jedna¢ina (PDJ) koje imaju veliku primenu u fizici i
tehnici. Na taj nacin parcijalne diferencijalne jednacine resavamo u skupu
distribucija, a nakon toga proveravamo svojstva dobijenih resenja.

Uvodenje distribucija pripisuje se Svarcu' nakon njegovih fundamental-
nih radova [82] iz 1950. i [83] iz 1951. Za svoj rad [81] koji je napisao
1944. godine on je 1950. dobio Fildsovu medalju - najvece priznanje za rad
u matematici. Medutim ima dosta diskusija oko toga ko je prvi definisao
distribucije. Interesantan hronoloski prikaz dat je u [96], [46] i [47] gde je na-
vedeno da ruska skola (na primer, Geljfand i Silov u [19]) smatra Soboljeva?
kao autora koji je prvi uveo uopstene funkcije u eksplicitnoj i prihvacenoj
formi u kojoj se koriste u radovima [90, 89], dok sam Soboljev u [91] navodi

ILaurent Schwartz, francuski matematicar, 1915-2002.
2Sergej L'vovié Sobolev, sovjetski matematicar, 1908-1989.
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Uvod

da su pre njega u svojim radovima distribucije koristili i Adamar®, Ris* i
Bohner®. Interesantan je rad Komatsua® [44] gde on navodi da je cak Furije’
u svom radu [17] iz 1822. koristio uopstene funkcije i tako imao uticaj na
Hevisajda® i Diraka® koji su prethodili Svarcu.

Neosporno je da su distribucije dozivele najveéi razvoj nakon sto ih je
Svarc sistematski obradio i insistirao na moguénosti njihove primene u mno-
gim oblastima. Teorija distribucija je dala veoma znacajne rezultate, medu
kojima jedan od najvaznijih je teorema Malgranza'® i Erenprajsa!! koju su
nezavisno jedan od drugog dokazali 1953. i 1954. godine u kojoj je data ek-
splicitna forma opsteg resenja proizvoljne parcijalne diferencijalne jednacine
sa konstantnim koeficijentima.

Neposredno nakon pojave Svarcove teorije distribucija pojavile su se i
druge teorije koje su se bazirale na razli¢itim definicijama koncepta distribu-
cije. Takve su teorije Mikusinskog!? [54], Templa!®[99], Lajthilal® [49], Silve's
[87] itd. Kod pristupa Svarca i Soboljeva uopstene funkcije definisu se kao ne-
prekidni linearni funkcionali na nekom prostoru funkcija (test funkcije), dok
se u teoriji Mikusinskog one definisu kao klase ekvivalencije nizova neprekid-
nih funkcija Sto asocira na definiciju realnih brojeva kao klase ekvivalencije
nizova racionalnih brojeva. Za razliku od prvih teorija kod kojih se trazi
veliko poznavanje teorije vektorsko-topoloskih prostora, kod teorije Mikusin-
skog pristup je mnogo elementarniji i zahteva samo elementarna poznavanja
konvergencije nizova neprekidnih funkcija na kompaktnim skupovima. U te-
oriji Mikusinskog operacije izmedu distribucijama definisu se kao operacije
izmedu elementima fundamentalnih nizova.

Prirodno se postavlja pitanje: da li pored diferenciranja, i za ostale opera-
cije koje su definisane kod ,,obi¢nih” neprekidnih funkcija, kao Sto su sabiranje

3Jacques Salomon Hadamard, francuski matematicar, 1865-1963.
4Marcell Riesz, madarski matematic¢ar, 1886-1969.

5Salomon Bochner, madarski matemati¢ar, 1899-1982.

6Hikosaburd Komatsu, japanski matematicar, 1935

"Jean-Baptiste Joseph Fourier, francuski matematicar, 1886-1969.
80liver Heaviside, engleski matematicar, fizicar i inzener, 1895-1925.
9Paul Adrien Maurice Dirac, §vajcarski i engleski fizicar, 1902-1984.
10Bernard Malgrange, francuski matematicar, 6 July 1928-.

HTeon Ehrenpreis, americki matematicar, 1930-2010.

12J. Mikusinski, poljski matemati¢ar, 1913-1987.

3Dom George Frederick James Temple, engleski matematicar, 1901-1992.
14Gir Michael James Lighthill, engleski matematicar, 1924 — 1998 .
15José Sebastido e Silva, portugalski matematicar, 1914 — 1972.

xii Petar Sokoloski



Uvod

funkcija, mnozenje funkcije sa skalarom, proizvod dve funkcije, konvolucija i
tako dalje, postoje analogne operacije tj. da li je moguce prosiriti ove ope-
racije do odgovarajuc¢ih operacija u prostoru distribucija? Ispostavilo se da
su neke od ovih operacija analogne (kao $to su zbir i proizvod sa skalarom),
medutim postoje i one koje nije moguce prosiriti. Operacije koje se ne mogu
preneti sa prostora neprekidnih funkcija na prostor distribucija zovu se ne-
regularne operacije. Kako je pokazao Svarc u [86] proizvod distribucija se ne
moze definisati u opstem slucaju. Sledece pitanje koje se postavlja je kada
je to prosirenje moguce, tj. da li postoje neki karakteristicni uslovi kada je
proizvod dve distribucije dobro definisan i koje su karakteristike tacaka (ili
skupova) gde je to mogudée uraditi? Jasno je da problem nastaje u tackama u
kojima se nalaze singulariteti distribucije, tj. one tacke koje nemaju okolinu
na kojoj distribucija moze da se posmatra kao glatka funkcija. Skup svih ova-
kvih tacaka ¢ini singularni nosac (sing supp) distribucije. Logi¢an odgovor je
da proizvod dve distribucije postoji ako su njihovi singularni nosaci disjunktni
skupovi. Sledeci korak je ispitivanje postojanja proizvoda dveju distribucija
¢iji singularni nosaci nisu disjunktni skupovi. U tom cilju, za neku tacku
x € sing supp f posmatraju se pravci (frekvencije) Furijeove transformacije
F(f) u kojima F(f) ne opada dovoljno brzo (takozvani singularni pravci).
Ispada da je ova analiza invarijantna i da ima lokalan karakter. Dobila je ime
mikrolokalna analiza. Ponasanje distribucije, u opstem sluc¢aju, nije moguce
ispitivati u konkretnoj tacki, ve¢ moramo posmatrati neku okolinu te tacke.
Iz tog razloga se distribucija mnozi sa nekom funkcijom odsecanja i posmatra
se njeno ponasanje samo na nosac proizvoda. Lars Hermander!®, koriséenjem
koncepta talasnog fronta pokazao je da proizvod dve distribucije postoji ako
su njihovi singularni pravci ,,dobro” postavljeni, tj. ako nisu suprotni.
Postojanje diskretizacije singularnih pravaca omogucuje veliki napredak
u ovom smeru. To je moguce uraditi koristec¢i razlicite pristupe. U disertaciji
koristimo pristup gde umesto distribucije posmatramo periodi¢ne produzetke
njihovih lokalizacija kako bi primenili tehniku Furijeovih redova za resavanje
problema. Na ovaj nacin problem postojanja proizvoda distribucija preba-
cuje se iz prostora distribucija u neki prostor nizova u kome posmatramo
ponasanje Furijeovih koeficijenata periodi¢nih produzetaka posmatranih di-
stribucija. Na taj nacin, na raspolaganje dobijamo mo¢ni aparat Furijeove
analize koga primenjujemo kod resavanja problema mnozenja distribucija. U
novoj okolini nestaje problem regularnosti, jer novi funkcionali na Z? postaju

16 ars Valter Hérmander, §vedski matematicar, 1931 — 2012.
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Uvod

funkcije koje su definisane na diskretnom skupu, tj. u svakoj njegovoj tacki.

Izmedu 1960-1961. Rumije!” u [74] i Berling!® u [4] definisali su dva tipa
prostora ultradistribucija, koji su bili sustinski ve¢i od prostora distribucija.
Kompletna slika ovih prostora i njihova struktura bila je data u popularnim
radovima Komatsua [38, 40, 41] posle kojih je proucavanje ultradistribucija
dobilo novi snazan impuls za dalji razvoj u razli¢citim pravcima. Teorija
ultradistribucija je postala narocito vazno sredstvo u mikrolokalnoj analizi.

Doktorska disertacija ima pet glave i jedan dodatak.

U prvoj glavi disertacije navedeni su osnovni pojmovi i prostori funkcija,
distribucija i nizova, kao i neke njihove osobine koje se cesto koriste.

U drugoj glavi obradene su teme iz mikrolokalne analize. Navedena je
teorema Pejli'?-Viner?'-Svarca za distribucije koja se Gesto koristi u diserta-
ciji. Takode je data Hermanderova definicija skupa talasnog fronta, definicija
talasnog fronta u diskretizovanom obliku i dokaz da su ove dve definicije ekvi-
valentne. UopStenje rezultata je dato posmatranjem Soboljevskog talasnog
fronta.

Treca glava je posvec¢ena sekvencijalnom pristupu teoriji ultradistribucija.
Na pocetku su navedena osnovna svojstva prostora ultradistribucija 2* i .’
i nakon toga radimo sa Zevrejovim?' nizovima. Takode konstruisemo teoriju
analognu sekvencijalnoj teoriji distribucija Mikusinskog sa odgovarajuc¢im
prilagodavanjima karakteristikama ultradistribucija. U ovoj glavi tvrdenja
su navedena bez dokaza.

U cetvrtoj glavi dat je sekvencijalni pristup teoriji periodi¢nih ultradistri-
bucija. Uvodimo prostor %p/e*r kao prostor klasa ekvivalencije s-p-fundamental-
nih nizova, dajemo strukture konvergencije takvih prostora, kao i delovanje
na odgovarajuce funkcije iz prostora ultradiferencijabilnih periodi¢nih funk-
cija &*,. U [24] je dat dokaz da su Kete?*-eselon prostori nizova a* topoloski

per'
izomorini sa %*er. Koristedi ovaj rezultat i odgovarajuce razvoje u Furije-
. .o . - P . ’ .
ove redove, uspostavljamo sekvencijalni topoloski izomorfizam izmedu %, i
!
*
%er.

U petoj glavi je data primena periodi¢nih ultradistribucija u mikrolokal-
noj analizi i karakterizacija talasnog i Soboljevskog talasnog fronta pomocu

17Charles Roumieu, francuski matematicar.

18 Arne Carl-August Beurling, §vedski matematicar, 1905 — 1986.

YRaymond Edward Alan Christopher Paley, engleski matematicar, 1907-1933.
2ONorbert Wiener, americki matematicar, 1894-1964.

2IMaurice-Joseph Gevrey, francuski matematicar, 1884 1957.

22Gottfried Maria Hugo Kthe, austriski matematicar, 1905-1989.
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Uvod

njihovih periodizacija kao i uslovi za egzistenciju multiplikativnog proizvoda
ultradistribucija.

U dodatku, na kraju doktorske disertacije, navedene su najvaznije defi-
nicije i teoreme iz funkcionalne analize koje se koriste u postavljanju teorija
distribucija i ultradistribucija. Ove rezultate se nalaze u svakom naprednom
kursu iz funkcionalne analize. Koristili smo oznake i redosled iz [43].

U ovoj doktorskoj disertaciji dati su originalni rezultati koji su sadrzani u
drugoj, trecoj, cetvrtoj i petoj glavi. U drugoj glavi originalni rezultati su te-
oreme za proizvod distribucija i glavni rezultati - dokaz ekvivalencije izmedu
klasi¢ne definicije Hermandera i talasnog fronta distribucije preko Furijeo-
vih koeficijenata periodi¢nih produzetaka neke lokalizacije distribucije koji je
sadrzan u Teoremi 2.4.1 i karakterizacija Soboljevskog talasnog fronta (Te-
orema 2.5.2). Ovi rezultati su publikovani u radu [51]. Originalni rezutati
navedeni u tre¢oj glavi publikovani su u [50]. U njima je izlozen sekvencijalni
pristup teoriji ultradistribucija. Rezultati koji su izlozeni u cetvrtoj i petoj
glavi publikovani su u radovima [52] i [14] i odnose se na novom sekvencijal-
nom pristupu teoriji periodi¢nih ultradistribucija i sekvencijalnom pristupu
skupu talasnog fronta ultradistribucije.

Primena rezultata predstavljenim u ovoj doktorskoj disertaciji je mnogo-
struka. Sekvencijalni pristup ka proucavanju teorije ultradistribucija omogucuje
jednostavniji pristup shvatanju koncepta ultradistribucija, dok egzistencija
multiplikativnog proizvoda dveju distribucija (ultradistribucija) je sustinski
problem u mnogim oblastima savremene fizike koji ima viSestruke primene.
Neke od njih su navedeni na pocetku drugoj glavi. Koncept talasnog fronta
je nerazdvojivo povezan sa ovim problemom i zato je karakterizacija koja je
data u ovoj disertaciji veoma aktuelna.
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Glava 1

Preliminarni rezultati iz teorije
distribucija

1.1 Definicije i notacija

U ovom odeljku naves¢éemo definicije i oznake koje ¢emo koristiti u diser-
taciji. To su standardizovane oznake koji se koriste u savremenoj literaturi.

1.1.1 Skupovi

e 7 — skup celih brojeva,

N ili Ny — skup nenegativnih celih brojeva,

Z., — skup pozitivnih celih brojeva,

Q — skup racionalnih brojeva,
e R — polje realnih brojeva,

e C — polje kompleksnih brojeva.
Simbol := oznacava da levu stranu definiSemo izrazom na desnoj strani.
Sa {z : P(X)} oznacavamo skup elemenata z koji imaju osobinu P(x).
Zaskupu X #0id € Z,, sa X¢ oznacavamo skup podredenih d-torki iz X,
Xt={(z1,...,29) 2, € X zai=1,...,d}.

1



GLAVA 1. PRELIMINARNI REZULTATI IZ TEORIJE DISTRIBUCIJA

Sa Q, ako nije drugacije naglageno, oznacavamo otvoreni skup u R%.

Simbol X° za dati skup X C R? oznacava unutrasnjost skupa X.

Ako je © C R? fiksni otvoreni skup, oznaka K CC € znaéi da je K
kompaktan podskup sadrzan u €.

Multi-indeksi i oznake u R?

Zax = (11,...,2q9) ERL &= (&,...,&) € RY X\ € R oznacavamo:

e 2bir elemenata = i & sa
r+&=(x1+&,. . ma+ Ea);

e proizvod skalara A i elementa x sa

Ar = Nx1, ..., xq) = (A1, ..., Axg);

o skalarni proizvod elemenata x i & sa
d
r-&=(z,§) = lefifi !
i=1

e norma elementa r € R% sa

/2 _

|z|| = |z| :== (x - 2) o S S

e simbol
(@)= 1+ [lz|)? = (1 + a2 +... +22)V2. (1.1.1)
o Multi-indeks je svaki elemenat iz N¢. Duzina multi-indeksa je broj
= |al =a; + ...+ ag.

Za multi-indekse o = (ay,...,aq) € N& B8 = (B1,...,84) € N, kori-
stimo sledeée oznake

(a<B) e (Vie{l... . d)e<p):

2 Petar Sokoloski



1.1. DEFINICLJE I NOTACIJA

(a<p)e (Vie{l,...,d})(a; < ) ;

al:=a!. . ay!.

Za o € N, 8 € Nd, a < 3, definiemo binomne koeficijente

()-11()

e Eksponenti u R? su dati sa
2t = mfl . -xfld,

ako su svi mnozitelji (eksponenti) na desnoj strani jednacine dobro
definisani. Ako y € R, onda y! := ylt T Fla,

e za x € R? r e Ny? koristi se simbol

= (L4 fal) - (L+ fea) (1.1.2)

e Neka je 0 < n < 1. Radi konciznosti, ¢esto ¢emo koristiti oznaku za
intervale u R?

d
n n
1
]77 = 1pno- (114)

e Ako h € R?1i ¢ je funkcija na R?, definisemo operator translacije T, sa
(@) (@) = () (2) = p(x —h),  ze€R%

e Ako je ¢ funkcija na R?, definiSemo operator refleksije (simetrije) u
odnosu na koordinatni pocetak R sa:

R(p)(x) = (Rp)(z) = @(x) := p(~2),  x€R"

e Za o € N¢, koristiéemo sledeéu oznaku za parcijalne izvode:

fe %1 g a “ a e
T KA EA

Petar Sokoloski 3
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1.1.2 Osnovni funkcionalni prostori

Neka je Q C R? merljiv otvoreni skup u R?. Polje nad kojem su definisani
prostori je & € {R,C}.

o Zam € Z,, €"(Q) je d-vektorski prostor koji sadrzi funkcije koje su
m-puta neprekidno diferencijabilne na 2.

o () = &(Q) je vektorski prostor koji sadrzi sve beskonacno dife-
rencijabilne (glatke) funkcije (funkcije koje se mogu diferencirati pro-
izvoljan broj puta) na 2. Ako (K;)cz, je niz kompaktnih skupova u
Q za koji K; CC Kiy1 i Ujez, K; = Q, tada &(2) postaje konveksan
prostor (razdvojiv i metrizabilan) u odnosu na topologiju opredeljenu
seminormama

Pan(p) = sup |p!(z), €N neZ, .
rzeK,

Topologija ne zavisi od izbora skupova K;.

e (Svarcov) Prostor brzo opadajuéih funkcija na RY, .7 = .7(R?) je pot-
prostor prostora &

S ={pe & (VaecNH(VB NI, sup |2°0°p(x)| < oo}

zeRd

Topologija na . definisana je familijom seminormi
Pas(®) = [@llas = sup{|z®0p(z)| : = € R}
Ekvivalentno, ¢ € . ako i samo ako
(Vo € N&)(VN > 0)(3C,n > 0)(Vz € RY)
|0%p(2)] < Con(z)™.

Mozemo ograniciti N da bude iz Z,.

Konvergenciju u . definiSemo na sledeéi nacin: za niz (¢p)nez, iz &
kazemo da lim ¢, = ¢, ako p € .7 i (Va, 3 € Nd)
n—oo

sup lim [290° (¢, — p)(x)] = 0.

reRd n—o0
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1.1. DEFINICLJE I NOTACIJA

. je metrizabilan konveksan prostor sa topologijom koja je finija nego
one koja je na njemu inducirana kao potprostora od & u odnosu na
topologiju kompaktne konvergencije za svih izvoda. . je kompletan
prostor (F)-prostor (Fresetov! prostor ) i u . neprekidnost je isto §to
i sekvencijalna neprekidnost.

e Za f € €(X), nosac¢ funkcije f je skup

supp(f) =supp f = {z € X : f(x) # 0} .

Nosa¢ je uvek zatvoreni skup. Ako supp(f) CC K CC € tada kazemo
da f ima kompaktan nosac.

Pustimo da K CC €). Skup glatkih funkcija na kompaktnom skupu K,
Pk, postaje metrizabilan konveksan prostor u odnosu na topologiju
definisanu seminormama

pa(f) = sup{|f*(2)| : = € K,a € N} .

6°(Q) = 2(Q) je (Svarcov) prostor funkcija u &(Q) koje imaju kom-
paktne nosace. Neka je (K;);cz, niz kompaktnih skupova u €2 za kojih
K; CC Kip1 i Uiz, K = Q, i neka je 9, vektorski potprostor pro-
stora & koji se sastoji od one funkcije sa nosac¢ima sadrzanim u K,.
Tada je Z,, metrizabilan. Ako uzmemo kao bazu okolina u Z skup svih
apsolutno konveksnih absorbiruju¢ih podskupova koji imaju neprazan
presek sa svakom od Z,, dobija se nemetrizabilna topologija induk-
tivne granice. U odnosu na topologiju kompaktne konvergencije za sve
izvode, Z (isto i .%) je gusti u &.

Niz (6,) oblika
6n = n%p(n-),n € Z, (1.1.5)

za fiksnu p € Z2(R?) naziva se delta niz u 2'*(R?). Radi jednostavnosti
uzimamo da ¢ = 1 u B(0,1) i ¢ = 0 van B(0,1) (B(zo,7) oznacava
zatvorenu loptu sa centrom u zg i radiusom r).

Generalizacija delta-niza je delta mreza. Delta-mreza je mreza test
funkcija (8. ).s0 C Z(R?) tako da za g, < &5 vazi supp(d.,) C supp(d,) i
kada ¢ — 0, supp(d:) — {0}, i (Ve) [ga 0c(x)dx =1, [, ]0-(x)|dx < co.
Primer delta-mreze je dat sa @.(x) = ¢ (%) za fiksnu ¢ € Z(RY).

!'Maurice Fréchet, francuski matematicar, 1878 — 1973.
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e Neka je 1 < p < co. ZP(Q) je prostor svih p—sumabilnih funkcija na

(2. Neka
1/p
Ifllawey = ( [ 17t@pas)
LPQ) ={f:Q—=C: fjemerljivai | f|grq) < oo}

Ovaj prostor je konveksan sa normom ||-|| »(q). Cesto koristimo oznaku
| fll, za normu || f|| #»() ako izbor skupa €2 je jasan iz konteksta. Za
p =1, 21Q) je prostor apsolutno integrabilnih funkcija na Q sa

1fll ) = /Q | f(x)|d.

Lako se moze dokazati da .% je gusti potprostor u .£* za svaki p > 0.

Za p = oo dobijamo prostor esencijalno ogranic¢enih funkcija.

ess sup|f(z)| = inf{m € R: u({z : |f(2)| > m}) =0}

el
je najmanji M tako da |f(x)| < M za skoro svaki x € Q. f je sustinski

ogranicena, ako

| fll.zoo () == ess sﬂup\f(x)| < 0.
re

Znadi, f € £>°(Q) ako f je merljiva i sustinski ogranic¢ena.
e Lokalne verzije prostora £?(f2) su prostori
L) = LP(Q) = {f: (Vo € G°(Q)  of € 27()}.

loc
Kazemo da lim f, = f u Z.(Q), ako f i f, pripadaju u £ (Q) za
n—oo

loc

svaki n, i ako

(Vo € 65°(2)  lim ofy = @f u.27(Q) .
Ako © = R?, onda skup nakon simbola koji opisuje prostor se izostavlja
(na primer, 2(R%) = 2).

CRY) . C(K) . . .. .
e Sa —= i — oznacavamo uniformnu konvergenciju na R? i na K

¢
nizova funkcija iz € (R%) i € (K), respektivno; “8, rmacava konver-
genciju u ¥(K) u odnosu na supremum normu || - || .
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1.1. DEFINICLJE I NOTACIJA

e Oznacavamo niz (o, )nez, brojeva (funkcija, distribucija, ultradistribu-
cija) krace sa (o) ili (o), 1 preslikavanje F': Q — C, x — F(x) prosto
sa Fili F(z). Sa || - |2 oznacavamo normu u .£?(R?) i konvergenciju u

Z?(R?) sa =N

e Hermitouvi polinomi H, i odgovaraju¢e Hermitove funkcije h, definisu
se na R sa

Hy(w) = (<17 (D) (), hae) = @A) e P, )

za x € Rin € Ny. d-dimenzionalne Hermitove funkcije h, date su sa
ho(2) = By (1) By (24), = (21,...,74) € RY n € NL.

One formiraju ortonormalnu bazu za Z?(R?) i one su sopstvene funk-

cije proizvoda
d pe )

jedno-dimenzionalnim Hermitovim harmoniskim oscilatorima, pa prema

tome
d 82 ) ;
H* = ——— +
11 ( oa? " x)
i
d
Hohy(x) = (2k+1)h(x) = [[(2ki+1)%he(z), 2 €RY ok €N
=1

MoZemo primetiti da je H samoadjungiran operator. Za f € .7(R%),
Hermitovi koeficijenti su

= | fhr=(f he)e, za k € Ni .
R4

1.1.3 Nejednacine

U nastavku teze ¢emo koristiti klasi¢ne nejednacine koje radi celovitosti
izlazemo u ovom odeljku.

Petar Sokoloski 7
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Kosijeva nejednakost [77]. Za svako € > 0, ispunjeno je
, b
b < —.
ab <ea” + 1
Zac=v2 dobijamo klasi¢ni oblik Kosijeve nejednakosti

a? b
b< L 4+
ws 5t

Kosijeva nejednakost za funkcije:

[1t@e@lis < 5 [ (5P +1)P) ds

Q
ili
1 2 2
Folzrar < 5 (1 e + 9l -

Kosi -Svarcova nejednakost. Neka z,y € RY. Tada imamo

lz -y < lz]|[lyll-

Jangova nejednakost [77]. Ako p,q € (1,00) su tako izabrani da vazi

1,1 _
]—3 =+ E = 17 onda
a? bl
ab < — + —
p q
za sve a,b > 0. Ako ¢ > 0, onda [77]
p bq
WS g

za sve a,b > 0. Od gornjeg sledi da ako f € ZP(Q)ig € ZQ), onda
fg e ZLY0) sa

1 1
I fgll < ];IIfHZ + EH!JHZ : (1.1.6)

Ako = = 0o za neko x € {p, ¢, r} onda uzimamo da vazi % := 0 i obratno,
za x =0, % 1= 00.
Helderova nejednakost[77] . Neka 1 < p,g < coi 2 +1 = 1. Ako

1fgllzr@) < [fllzr@llgll2a-
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1.1. DEFINICLJE I NOTACIJA

Opsta Helderova nejednakost|77] . Neka 1 < pq,...,pm < 0o su takvi da
je ispunjeno pil +...+ ﬁ = 1. Ako fp € £P*(Q) za svako k = 1,...,m,

onda proizvod fi - f,, € ZYQ) i

Lfr - flle < TT el

k=1

Vrlo su korisne i sledeée nejednacine Pitrea? koje koristimo kod teZinskih
funkcija. Prvi oblik je osnovni dok su ostale forme varijante iste nejednacine.

Propozicija 1.1.1 (Nejednacina Pitrea-osnovni oblik[77]). Za svako s € R
i &,m € RY, vazi

(€ +m)* < 29e) ()P, (1.1.7)
Propozicija 1.1.2 (Nejednacine Pitrea[77]). Za svako s € R i &,n € R,
vazi
(L+ (1€ +nll)* < 251+ [lEl* (L + Inl)"™.
Takode

(€ +n)° < 28 (n)
gde je (§) == max{1, [[][}.

Slede¢i rezultat koristicemo kod dokaza ekvivalencije razlicitih oblika ta-
lasnog fronta.

Definicija 1.1.3. KaZemo da su nenegativne realne funkcije f i g ekviva-
lentne ako postoje konstante C,Cy > 0 tako da

Ci < i < (Cy.
g
Lema 1.1.4. Za svako m > 0 funkcije:
(a) 1+ flf*™

(b) (1 + [lx[*)™

(C) ’I.\2m

su ekvivalentne.

2Jaak Peetre, estonski i §vedski matematicar, 1935
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1.1.4 Konvolucija

Za funkcije f, g € Z1(R?) definisemo njihovu konvoluciju sa

(f % g)(x) = / £z — y)g(y)dy.

Za f,g € S (R?), vazi

O(fxg)=0"fxg=fx0.

Ako f,g,h € LY RY), onda f+xg=gxfi(fxg)*xh=fx(g*h). Ako
iskoristimo Jangovu nejednakost, dobijamo sledeéi koristan rezultat:

Teorema 1.1.5 ([32, 67, 76]). Neka 1 < p,q,r < 00 su takvi da

11 1
e
p g T

Neka f € LP(RY) ige L9RY). Onda f+g€ L (RY) i

1 * gllzr < [1fllellgll2a-

1.2 Prostori nizova

U klasi¢noj analizi su poznati slede¢i prostori nizova.

Definicija 1.2.1. Za p > 1 kaZe se da niz a = (ay)nez, € P(Z) ako

1
lallerzy = (Y lanl?)7 < oo

n€Z+

Sa (P(Z2), p € [1,00), oznacavamo prostor generalizovanih nizova

(Z%) = {a = (an)neze : lalle = (D |anl")? < 00}

nezd

Za p = 00, definise se prostor

€°°(Zd) ={a = (an)neza : ||al|e= = Supd la,| < oo}.
nez
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Za dvaju nizova (a,)nezd i (bn)pezae definisSemo njihovu konvoluciju ¢ = axb
gde clanovi niza (¢,),eze definisani su sa

Cr = Z A bp—m = Z by, = Z ayby. (1.2.1)
meZzd mez? p+q=neZ

U produzetku disertacije kada kazemo prostor ¢7 mislimo na prostor (P(Z4).
U navedenim prostorima su ispunjene odgovarajuce nejednacine ranije nave-
denim:

e Kosi-Svarcova nejednakost. Neka a,b € (2(Z?). Tada imamo

S fabal < [lallib] -

nezd

e Diskretna Helderova nejednakost. Neka 1 < p,q < oo tako da Il)+$ =1
iae€r(2%),be (4(Z). Tada

S lanbal < (3 lan) (3 (bl

nezd nezd nezd

e Diskretna Jangova nejednakost [77]. Neka funkcija h : Z¢ x Z¢ — C

zadovoljava
C} = sup Z |h(m,n)| < oo, Cy := sup Z |[h(m,n)| < oo.
S ——— meL? | cgd

Neka je 1 < p < 0o. Za svaki niz a € (7 defini§imo b : Z¢ — C sa
b(m) =, cza h(m,n)a(n). Tada ako é + % =1 vazi

1 1
18]l < CYPCH|aev -

Za sume, u produzetku disertacije, koristimo slede¢u notaciju:

o0 B1 Ba
é (la = E CLOé ’ E aa = E “ e E aa .
1o1=0 aENg 0<a<lp a1=0 ag=0

Ako je poznato u kom skupu su koeficijeti ¢lanova posmatrane sume, onda
pisSemo samo broja¢ bez skupa. Na primer, ako znamo da su koeficijenti
clanova sume iz Z, onda piSemo

Petar Sokoloski 11
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1.3 Furijeova transformacija

Kako je navedeno u [32], cilj Furijeove analize je razlaganje neke funk-
cije u obliku neprekidne sume karaktera (karakter je sopstvena funkcija za
operatora translacije, tj. funkcija f na R? za koju vazi slede¢i uslov

(Vy e R)(Vz € RY)  f(z +y) = c(y)f(2)
za neko c(y)).

Definicija 1.3.1. [11, 76, 98] Furijeova transformacija od f € Z1(R?) je
F(f(@)(€) = F()) &) = (FAE) = f(§) == /Rd e M) f () de.
U ovom slucaju se koriste diferencijalni operatori:

1 0
D= —— j 1,....d
7 27idx;’ za j €{L,....d},

19 \™ 19 \™ [ 1\N
o ai “ .. Qd — R .. —_— _— _— a
D =Dyt Dy (2m 8x1> (Qmaxd> <2m> o

Primedba 1.3.2. Furijeovu transformaciju razli¢iti autori definisu na razlicite
nacine. Na primer, u [18, 10, 32] ona je definisana sa

FolF)(€) = / e @) f(2)d,

dok u [67] sa

FINE) = gy [ € 9w

Promene u definiciji Furijeove transformacije dovode samo do promene u
konstantama koje se nalaze u formulama. Kod Fy i F; diferencijalni operatori
imaju oblik:

10 0
Dj= =i gaje{l,....d
J 18% laxj,za]€{7 7}7
1 0\ 1 0\™
a_ DY, D% — [ Z_—_ R — (—i\lel g
D* = D§t - DS (i(’)xl) <i@xd> (=)o,
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1.3. FURIJEOVA TRANSFORMACIJA

Lako se moze pokazati ([18]) da je Furijeova transformacija
F: LYRY) — ZL°(RY)
neprekidan ograniceni linearni operator ¢ija je norma jednaka 1:

IF () lloe < [1f]]1-

Slede¢a teorema je poznata kao Lebegova teorema za dominantnu kon-
vergenciju:

Teorema 1.3.3. [67/Neka je (fn)nez, niz merljivih funkcija na Q takav da
fn — [ konvergira po tackama skoro svuda na Q kada n — oo. Ako g €
ZLY(Q) je integrabilna funkcija takva da |f,| < g za svako m, onda je f
integrabilna i

n—o0

/ fdr = lim fndx

Koris¢enjem Teoreme 1.3.3, dobijamo da ako f € ZYRY), tada je njena
Furijeova transformacija F(f) neprekidna skoro svuda. Takode, ako f €
Z1(RY), na bazi Riman-Lebegove leme njena Furijeova transformacija F(f)
je neprekidna funkcija na R i vazi

lim F(f)(&) — 0.

E—o0

Tako, Furijeova transformacija povezuje osobinu lokalne regularnosti i
svojstva rasta u oo.
Ako je F(ip) integrabilna funkcija, onda vazi

o) = / 278 F (1) (€)de

(ili ako se koristi alternativna definicija Furijeove transformacije, tada

() = (2m) / & 79 Fy (o) (€)de
ili
o) = (2m)~ 42 / L9 7 () (€)de )

Ova formula je definicija inverzne Furijeove transformacije koju krace oznac¢avamo
sa

FUF)=F'o=¢=¢.
Furijeovu transformaciju je vrlo zgodno koristiti na prostoru . zbog
slede¢e njene osobine:

Petar Sokoloski 13



GLAVA 1. PRELIMINARNI REZULTATI IZ TEORIJE DISTRIBUCIJA

Teorema 1.3.4. Furijeova transformacija je izomorfizam iz . (R?) u .7 (R?),
tj. za p € .S, vazi

FlFo=FFlo=09p (respektivno Fo(Fo(p)) = (ZW)dR(go)).

Prostor . ima sledeca korisna svojstva povezana sa Furijeovom transfor-
macijom:

Lema 1.3.5. [16, 28, 32, 67, 76, 98] Sledeée relacije su zadovoljene za sve
w0, e S

1. F(mp)(€) = e EM F(p)(€) ili Thp(€) = e7™ &M p(€)
(Alternativno, Fo(the)(€) = e &M Fo(0)(€))

2. () = F(e 09p(¢)

3. F(Djp) = 2mi &F () ili Dyp = 2mi £
(Alternativno, Fo(Djp) = & Fo(p))

4. DiF(p) = —(2mi) F(z;p) ili Djp(§) = —(2m)7;0(S)
(Alternativno, Fo(x;p) = (—1)D;Fo(p))

5. [ FloWdr = [ @oF@)dz ili [ ¢odr = [ pihda

6. [pdr = [ F(o)FW)dx ili [ pipdr = fc,b@[:)dx (Parsevalova formula)
(Alternativno, [ opdr = (2m)~% [ Fo(p)Fo(t))dx)

7. Flp x ) = F(Q)F () ili o = g1
(ali Fi(p x 1) = (2m) "2 F (p) F1 (1) $to je glavni problem kod Fy!)

8. Flow) = F(p) » F(v) ili o = ¢+ ¢
(Alternativno, Fo(py) = (27) "4 Fo(0) * Fo(1h))

Svojstva Furijeove transformacije koje ¢emo najcesée koristiti su 71 8, tj.
veze izmedu konvolucionog i multiplikativnog proizvoda.
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1.4 Prostori distribucija

1.4.1 Prostor temperiranih distribucija .&’
Ako je X (C) vektorski prostor tada prostor

X'={f:X — C: f je linearno i neprekidno}

je dualni prostor prostora X. Dejstvo funkcionala f nad x € X oznacavamo
sa f(x) ili (f,x), a u [43] koristi se oznaka (z, f). Od sada smatramo da

{f,x) = (=, f).
Definicija 1.4.1. f € %" ako za neki niz (pp)nez, iz 7 kada lim @, = ¢
n—oo

u. s, vazi im f(en) = f(@) wC, tj. lim (f,¢n) = (f,¢) uC.
n—oo n—oo
FEkvivalentno, [18]: f € ' je neprekidan ako i samo ako, postoji kon-
stanta C > 0 i N € N tako da

| {(f,e)| <C Z sup |2*0°p(2)|, za svaku p € &

d
lal,|8|<N TER

Definicija 1.4.2. Prostor temperiranih distribucija " je prostor koji se
sastoji od svih neprekidnih linearnih funkcionala na 7 (ili dualni prostor
prostora . ).

Strukturna teorema za temperirane distribucije moze da se nade u [2, 18].
Kazemo da je ¢ neprekidna funkcija polinomnog rasta ako postoje konstante
C > 0,M > 0 za koje vazi

(Vo € RY) [o(a)| < Cla)™.

Propozicija 1.4.3. [2, 18] Svaka temperirana distribucija je konacan izvod
neke neprekidne funkcije polinomnog rasta.

Furijeova transformacija za temperirane distribucije definiSe se na sledec¢i
nacin.

Definicija 1.4.4. Ako f € &', tada Furijeova transformacija od f, F(f) =
f, definisana je sa

<f,¢> = <f,g§>, za svako o € .
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GLAVA 1. PRELIMINARNI REZULTATI IZ TEORIJE DISTRIBUCIJA

Propozicija 1.4.5 ([76]). Neka je X topoloski potprostor iz %" (tj., konver-

gencija u X povlaci konvergenciju u .#"). Ako lim f, = fu." i lim f, = v
n—oo n—oo

uX, onda feXif=nwv.

Propozicija 1.4.6 ([76]). (Princip jedinstvenosti za distribucije). Neka
u,v € . ineka (u, ) = (v,9) za svako p € 7. Tada u = v.

Propozicija 1.4.7 (Hausdorf-Jangova nejednakost). Neka 1 <p <2 g
Lyl =1 Akoue ZP(RY) tada a € LI(R?) i
0]l zaray < ||ull 2r(ra-
Propozicija 1.4.8 ([16]). Za svaki q € [1,00], vazi .7 () — ZL9Q) (inklu-
zija je meprekidna, tj. ako lim ¢, = ¢ u ., tada lim @, = ¢ u Z(Q)).
n—oo n—oo
Za dualne prostore, ispunjena je sledeca

Propozicija 1.4.9 ([16]). Za svako p € [1, 0], vazi ZLP(Q2) — ().

1.4.2 Operacije u prostoru temperiranih distribucija

Definicija 1.4.10. Za f € ', a € N, definisemo a-ti izvod od f (u distri-
bucionom smislu) sa

<ao¢f’ §0> = (_1)|a‘<f7 aagp%
gde je |a] = a1 + ... + ay.
Propozicija 1.4.11. [76] Ako f € ',a € N¢, tada 0°f € %" i operator
0~ " — " je neprekidan.
Definicija 1.4.12. Proizvod glatke funkcije ¢ € & i temperirane distribucije
fes je

Wf, o) = {f,v9)

(ili (Vf)(0) = f(¥p)).

Definicija 1.4.13. Inverzna Furijeova transformacija od f € %’ je unarna
operacija na . definisana sa

(F7H ) @) = (f,F ), za svako ¢ € .7,

(ili drugacije zapisano, (F~*(f))(¢) := f(F1p))
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1.4. PROSTORI DISTRIBUCIJA

Definicija je dobra jer F~!(¢) je dobro definisana za svaku ¢ € ..
Propozicija 1.4.14. Inverzna Furijeova transformacija
F 7=
je neprekidna operacija na .
Propozicija 1.4.15. [76] Operatori F 1 F~' su inverzni jedan drugome na
S
FF1=F ' 'F=idg.
1.4.3 Prostori distribucija 2’

Za otvoreni skup Q C R? ozna¢avamo prostor regularnih funkcija sa kom-
paktnim nosacem sa 65°(Q2) = 2(12).

Definicija 1.4.16. KaZemo da lim @, = ¢ u 65°(Q) ako: v, v € €5°(9),
n—oo

postoji kompaktan skup K CC Q takav da za svako n € Z,, supp(p,) C
K, supp(p) C K isup |0%(¢n — )(z)] = 0 za sve multi-indekse o € Ng.
z€eQ

Tada se 2'(2) definise kao skup svih linearno neprekidnih funkcionala na
%5°(2) 1 naziva se prostor (Svarcovih) distribucija.

Teorema 1.4.17. [67, 76] Linearan operator f : €5°(Q2) — C pripada u
7' (Q) ako i samo ako za svaki K CC Q postoje konstante C' i m takve da

[(f,)] < C max sup [0%p(x)], (1.4.1)

lal<m zeQ
za sve @ € 65°(2) sa suppp C K.

Najmanji prirodni broj m za koji je jednakost (1.4.1) ispunjena zove se red
distribucije f na kompaktnom skupu K. Ako postoji m takav da je (1.4.1)
ispunjena za svih kompaktnih podskupova od €2, i pritom to je najmanji
nenegativan celi broj sa tom osobinom, on se zove red distribucije f.

Teorema 1.4.18. [16, 67, 76] Vazi
DS L ST

za svakip € [1,00]. Za 2 C RY imamo L7

loc

(Q) = Z'(Q), za svakip € [1,0].
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1.4.4 Prostor distribucija sa kompaktnim nosac¢em &”(€2)

Kazemo da lim ¢, = ¢ u &(Q) ako ¢,, p € &(2) i ako
n—oo

sup lim |0% (¢, — ¢)(x)] =0

zeK n—oo
za svakog multi-indeksa o € N¢ i za svakog kompaktnog podskupa K CC €.

Definicija 1.4.19. Prostor distribucija sa kompaktnim nosacem &' (Q) je
skup svih linearnih neprekidnih funkcionala f : &(2) — C.

Lako se vidi da
=S 9
iza Q CR"vazi 8'(Q) — 2'(Q);
Za [ € 9’ kazemo da f = 0 na Q ako (f,p) = 0 za svako ¢ € C§(Q).

Nosac distribucije f se ne moze definisati na isti nacin kao nosac¢ funkcije.
To je zato Sto distribucija se ne moze definisati u svakoj tacki nekog skupa.

Definicija 1.4.20. KazZe se da je f € Z'(QQ) razlicita od nule na skupu
K CQ ako (f,p) =0 za svaku p € €°°(Q), za koju supp(p) N K = (.

Definicija 1.4.21. Nosa¢ distribucije f je komplement skupa tacaka v € R?
za koje f = 0 u mekoj okolini tacke x. Nosac distribucije f je najmanyi
zatvoreni skup na kome je f razli¢ita od nule i oznacava se sa supp(f).

Propozicija 1.4.22. [67, 76] Ako nosaé¢ f € 9'(RY) je kompaktan, tada je
f konacnog reda. Skup svih distribucija sa kompaktnim nosacem je &'(£2).

Definicija 1.4.23. Distribucija f € Z'(2) je regularna u tacki z € Q ako
postoji otvorena okolina U > x i reqularna funkcija o € €°°(U), tako da

(o) = [ fapla)is = [ a@iplo)is = (o)

za svako ¢ € 65°(U).

Definicija 1.4.24. Singularni nosa¢ distribucije f € 2'(2) definise se kao
komplement skupa na kome je [ reqularna: x ¢ singsupp f ako postoji otvo-
rena okolina U tacke x i reqularna funkcija o € €< (U) takva da

{f,9) = {a, p)
za svaku ¢ € 65°(U).

Jasno je iz definicije da ako f € Z'(f2) tada je singsupp(f) zatvoreni
skup.
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1.5. SEKVENCIJALNI PRISTUP TEORIJI DISTRIBUCIJA

1.5 Sekvencijalni pristup teoriji distribucija

Izmedu razli¢itih nacina definisanja distribucije mozda najjednostavniji
i najpristupacniji je takozvani sekvencijalni pristup poljskog matematicara
Mikusinskog uveden prviéno u [54], a koji je detaljnije izlozen u [2]. Ovaj
pristup bazira se na kompletiranje prostora neprekidnih funkcija klasama
ekvivalencije fundamentalnih nizova koji se nazivaju distribucije (ili distri-
bucije Mikusinskog). Tako dobiveni prostor je zatvoren u odnosu na ope-
raciju diferenciranja. Ovaj postupak je analogan postupku kompletiranja
racionalnih brojeva sa realnim brojevima.

Neka je I C R otvoreni (ograniceni ili neograniceni) interval.

Definicija 1.5.1. [2] KaZe se da je niz funkcija (f,)nez, iz € (1) fundamen-
talan ako i samo ako

(1) postoje nenegativan celi broj p € No i niz (F,)nez, v €P(I) takvi da

FW(z) = f.(x) za svako x € I, i za svakin € Z,., (1.5.1)

(2) niz (Fy,)nez, konvergira ravnomerno na svakom K CC I.

Uslov (2) se jos naziva skoro ravnomerna konvergencija na otvorenom

skupu I C R. U [2] oznacava se sa F,, = dok u ovoj disertaciji ¢emo koristiti

€
i oznaku F;, ") .

Definicija 1.5.2. Dva fundamentalna niza (fn)nez,, (Gn)nez, su ekviva-
lentna i pisemo (fy)nez,~(9n)nez, , ako i samo ako postoji p € Ny i nizovi

(FH)HEZ+7 (Gn)nEZ+ 12 %(I) y44) kO]Zh
(1) FP = fs GP = Gn 2a svakin € 7,

(2) oba niza (F,)nez, i@ (Gn)nez, konvergiraju skoro ravnomerno prema
istoj granici F'. Ovo se u [2] oznacava sa F,, == G, dok mi éemo
koristiti 1 izraz

@
F, —ﬁl G,, n — 0.

Teorema 1.5.3. [2] Relacija ~ je ekvivalencija.
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Teorema 1.5.4. [2] Dva fundamentalna niza (fy)nez,, (9n)nez, su ekviva-
lentna, ako i samo ako niz:

flvglv f27927 ce
je fundamentalan.

Definicija 1.5.5. Distribucija (u smislu Mikusinskog) je klasa ekvivalencije
[(fo)nez.] = (fa)nez, /~ fundamentalnih nizova u odnosu na relaciju ekviva-
lencije ~ definisanu u 1.5.2.

Ako posmatramo konstantnog niza (f,)nez, , gde fo(x) = f(x) za svakog
n € Z.,, ocigledno je da je to jedan fundamentalan niz. Svakom elementu f &
% (I) moguce je pridruziti klasu ekvivalencije konstantnog niza [( f,)nez, | i na
taj nacin dobija se inkluzija prostora €’(I) u prostor distribucija Mikusinskog.

Neka je (Ky)nez, rastuéi niz kompaktnih podskupova od I tako da

I =1lim U K,. Na bazi teoreme Vajerstrasa za aproksimaciju neprekidnih
n—oo n€Z

funkcija sledi da za svaku funkciju f € €'(I) postoji niz polinoma (P,)nez,
za koji
1

sup |f(z) — Pu(z)| < —, zasvakin € Z,.

€Ky, n
Dobija se da za proizvoljnu neprekidnu funkciju f € (1) postoji niz poli-
noma (P,)nez, koji konvergira skoro ravnomerno prema f i svaka distribucija
Mikusinskog je predstavljena kao klasa ekvivalencije [(P,)nez, |-

Definisemo distribucioni diferencijalni operator D sa

D[(Po)nez,] = [(Py)nez, ]

Lako je dokazati da je u odnosu na ovom operatoru svaka distribucija Miku-
sinskog beskonac¢no puta diferencijabilna.

Broj p u uslovu (1.5.1) moze da bude ist za svakog od skupova K,,. Naj-
manji od ovih brojeva, ako takav postoji, kaze se da je red distribucije defi-
nisanoj klasom ekvivalencije [(f,)nez, | 1 da je ta distribucija konacnog reda.
Ukoliko takav nenegativan ceo broj ne postoji, kaze se da je red distribucije
beskonacan.

dajeniz (fn)nez, , fo € €(I), fundamentalan ako i samo ako za svaki K’ CC [
postoji p = p(K) € Ny i niz (Fy,)nez, u €7(I), tako da FP = f, na K za
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svakin € Z, i F, ﬂ) Fundamentalni nizovi (f,)nez, 1 (gn)nez, su ekvi-

valentni ako za svaki K CC I postoji neko p = p(K) € Ny i nizovi (F},)nez, i
(Gp)nez, , tako da FP) = f,. G = g, nad K i oba niza (F,)nez, i (Gn)nez,
konvergiraju ravnomerno ka istoj granici na K

F, —%ﬁy(l Gp,mn — 0.
Distribucija u opstem slucaju je tada definisana kao klasa ekvivalencije fun-
damentalnih nizova.

U definiciji distribucija Mikusinskog na nekom otvorenom podskupu €2 C
R?, umesto fundamentalnih nizova neprekidnih funkcija koji se koriste u
slucaju d = 1, teorija se zasniva na fundamentalnim nizovima beskonac¢no
diferencijabilnih (glatkih) funkcija.

Razgledajmo linearni prostor ¢°°([) svih beskona¢no diferencijabilnih
(glatkih) funkcija definisanim na nekom otvorenom (moguée i beskona¢nom)
intervalu I C R%.

Definicija 1.5.6. KaZe se da je niz funkcija (fy)nez, iz €>°(1) fundamen-
talan ako i samo ako

(1) 3p e No)(3(F)nez,, Fo € €°(1)(Vn € Z,) FP = f, nad I,

2) VK cc D) F, 25 0
Definicija 1.5.7. KaZemo da su fundamentalni nizovi (fn)nez,, (9n)nez,
ekvivalentni i pisemo (fn)nez,~(gn)nez, , ako i samo ako postoji p € Ny i
nizovt (Fy)nez, , (Gn)nez, tako da

(1) F£p>(x) = fo(x), G%p)(x) = gn(z) 2a svako x € I i za svako n € Z..,

(2) oba niza (F,)nez, i@ (Gn)nez, konvergiraju skoro ravnomerno prema
istoj granici F'. Ovo se oznacava sa F, S Gp, n — 00.
Definicija 1.5.8. Distribucija u smislu Mikusinskog je definisana kao klasa
ekvivalencije [(fn)nez,] = (fu)nez, /~ fundamentalnih nizova u odnosu na
relaciju ekvivalencije ~ iz Definicije 1.5.7.

Operacije kod distribucija Mikusinskog uvode se kao operacije nad ele-
mentima u klasama ekvivalencije. Neka su f = [(fu)nez.],9 = [(9n)nez, ]
distribucije Mikusinskog, A € C je skalar i w € 65° je neka fiksna glatka
funkcija nad R?. Sledeée operacije su dobro definisane, tj. svi nizovi koji se
nalaze na desnoj strani su fundamentalni.

Petar Sokoloski 21



GLAVA 1. PRELIMINARNI REZULTATI IZ TEORIJE DISTRIBUCIJA

e Proizvod skalara A i distribucije f

Af = M(fa)nez] = [(Afn)nez.] -
e Zbir distribucija f = [f,] i g = [ga] -
f+g=I[fa)nez] + [(gn)nez,] = [(fo + gn)nez. ] -
e Proizvod glatke funkcije w i distribucije f
wf = w[(fo)nez,] = [(Wfn)nez, ]

Medutim problem se javlja ako pomnozimo ¢lanove dvaju niza. Imeno,
ako su nizovi f = [f,] 1 ¢ = [9»] fundamentalni, proizvod-niz

(fngn)n€Z+

u opStem slu¢aju ne mora da bude fundamentalan! Prema tome, proizvod di-

stribucija nije definisan u opstem slucaju. Primer gde proizvod nije definisan
je dat u [2] 12.5, str.275.

1.6 Prostori Soboljeva, J77™(())

Prostori 227 (€2) su za prvi put definisani od Soboljeva sredinom 30-tih
godina proslog veka u [90] i nose njegovo ime. On ih je koristio za reSavanje
PDJ pre svega iz oblasti fizike i kvantne mehanike. Ideja je bila da se iskoriste
funkcije iz £7(Q2), gde je Q otvoreni skup u RY, za kojih se zna da su svi
njihovi parcijalni izvodi do nekog reda iz £?(2) za dobijanje konvencionalnih
reSenja posmatranim PDJ. Jedna¢inu reSsavamo u prostoru distribucija, a
nakon toga proveravamo da li ta resenja imaju neka dobra svojstva. Teorija
Soboljevskih prostora je vrlo primenjivana i razradena u mnogim tekstovima,

kao na primer [1, 53, 67, 98] itd.

Definicija 1.6.1. Neka je Q C R? otvoren skup i u,v € Z£L.(Q). Kazemo
da je v a-ti slabi parcijalni izvod od w ako za svako ¢ € €5°(2) vazi

/u@ago dx = (—1)”'/@@ dzx.
0 0

Koristi se oznaka v = 0%u.
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Definicija 1.6.2. Neka jel < p < oo im € Z,. Prostor Soboljeva ™ ()
je podskup prostora Svarcovih distribucija 9’ za cije elemente vazi:

(Vo € N9 (o] < m) 0%u € LP(Q),
gde je 0“u a-ti slabi izvod distribucije f).
Takode se koriste i oznake W) (€2), £} (€2). Jasno je iz definicije da
HP0(Q) = LP(Q), P C L) C S zam=1. (1.6.1)

Propozicija 1.6.3. Neka je 1 < p < oo i m € Ny. Prostor 7™ (Q) je
normiran prostor sa normom

p

ullpma = | S N0 ullyey | = D2 / e | . (162)

lal<m |a)<m

=

Zap= o0,
||| co.m.0 = max ess sup|0®u|.
Q

|a|l<m

U produzetku, kada kazemo prostor .77 (£2) mislimo na normirani pro-
stor sa normom (1.6.2).

Teorema 1.6.4. [67] Neka je 1 < p < oo, m € Ny. Prostor 77™(Q) je
Banahov prostor. Prostor %™ (Q) je Hilbertov.

Za %™(Q) koristi se oznaka J£™ ().

Teorema 1.6.5. [67] Prostor 77™(Q), za 1 < p < 0o je separabilan, a za
1 < p < oo je refleksivan.

Teorema 1.6.6. [67] Neka je 1 < p < oo, m € Ny. Identicko preslikavanje
iz 7™ (Q) uw D'(Q) je neprekidno u odnosu na jakoj topologiji u 2'(S).

Teorema 1.6.7. [67] Neka je 1 < p < 0o, m € Ny.

(i) Ako ¢ € €™(Q) i ako su svi izvodi do reda m funkcije ¢ ogranicent,
tada je preslikavanje 7™ (Q) > f — pf € FP™(Q) linearno i nepre-
kidno.
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(11) Za |a| < m preslikavangje
9% AP™(Q) — 2P NQ),  fe 0of
je linearno i neprekidno.
Slicno kao kod distribucija, postoje lokalne verzije Soboljevskih prostora.
Definicija 1.6.8. KaZemo da je
we ATQ) = L0(Q)
ako za svako ¢ € €5°(2), vazi pu € FH™P(Q) = L ().

Definicija 1.6.9. Kazemo da lim wu, = u u """, ako za svako n € Z, je
n—o0

up € HG"P(Q), u e HP(Q) i za svaku p € 65°(Q) vazi

lim pu, = ou v ™.

n—oo

Teorema 1.6.10. [67] Neka je 1 < p < 0o, m € Ny.
Prostor "™ (Q) je Banahov, dok %™ (Q) = 7#™(Q) je Hilbertov.

Teorema 1.6.11. [67] Neka je 1 < p < oo, m € Ny.
Prostor €>(Q) N P™(Q) je gusti u FP™ ().

Teorema 1.6.12. [67] Neka je 1 < p < oo, m € Ny.
Prostor 65°(R?) je gusti u P™(RY).
Posledica 1.6.13. [67] Ako je 1 < p < o0, m € Ny, tada je
AT (RY) = AP (RY)
Naveséemo neke teoreme koje se odnose na dualni prostor (7" (Q))".
Direktno iz definicije sledi da je on potprostor prostora 2'(£2) u smislu iden-

tifikacije neprekidnih linearnih funkcionala nad gustom prostoru 77" (Q) i

neprekidnih linearnih funkcionala nad gustom potprostoru 6;5°(€2) prostora
2" ()

Teorema 1.6.14. [67] Distribucija f € 2'(QY) je neprekidan linearni funk-
cional nad ™ (Q), 1 < p < 0o ako i samo ako f ima oblik

f=> 0fa, (1.6.3)

|a|l<m

1 1
gde je izvod u distribucionom smislu, f, € £1(Q)i—-=1——-zap#1, a
q p

zap=1, g =o0.
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Definicija 1.6.15. s#»"(Q), 1 < p < oo, m = 1, je potprostor prostora
2'(Q) ¢iji su elementi distribucije oblika

F=> (1.6.4)

laf<m

gde su fo, € LP(Q).

U prostoru 7~ definisana je norma sa

Hanfm,Q = inf Z HfaHi/ﬂp(Q) y (165)

|a|l<m

gde se infimum uzima po svim reprezentacijama distribucije f oblika (1.6.4).

Teorema 1.6.16. [67] Prostor neprekidnih linearnih funkcionala nad "™ (S2),
1 < p < o0, sa dualnom normom

1 1 lpma = I1fllg—m.0 (1.6.6)
. . 1
je izometrican prostoru HT~™(Q) sa normom (1.6.5) (gde — = 1 — = za
q p
p#l,q=00zap=1)
- _ o1 1
Teorema 1.6.17. [67] Ako f € HP~™ i g € T, gde je — + — > 1;
p g
p,q € [1,00], tada konvolucija f x g postoji i pripada prostoru F""~° gde
je
1 1 1
L
r - p g

Narocito su interesantni prostori J#" = #>™(RY) i A" = A7 (R?)
jer su Hilbertovi prostori i na njih mozemo da koristimo dobra svojstva Hil-
bertovih prostora.

Teorema 1.6.18. [67] Neka je Q otvoreni skup u RY. Prostori H™(8) i
(), za m € Ny su izometricni. Izometrija tih prostora definisana je
relacijom

HMQ) S fer Y (—D* e Q). (1.6.7)

laj<m
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Posledica 1.6.19. [67] Prostor 7~ (2), m € Ny, je Hilbertov.

Prostore 5™ i 7~ mozemo okarakterisati pomoc¢u Furijeove transfor-
macije.
Teorema 1.6.20. [67]
(i) Distribucija f pripada uw ™, m € Ny ako i samo ako f € %" i vazi
fllehm e 2.
(11) Distribucija f pripada uw =™, m € Ny ako i samo ako f € %' i vazi
flleh—m e 22
Na bazi gornje teoreme, definisu se Soboljevski prostori ™ za svaki

m € R koji se takode nazivaju i Beselovi potencijalni prostori (F. Bessel).

Definicija 1.6.21. [67, 98] Za proizvolino m € R sa A™ oznacavamo pro-
stor temperiranih distribucija za koje vazi

[ iermieras < o

tj. fe s flome L2
Teorema 1.6.22. [67] Prostor ™, m € R izomorfan je sa £?. Ispunjeno
je 1

S = . (1.6.8)
Teorema 1.6.23. [67] Ako je f € ™, m € R, tada vazi

(i) aifet%ﬂm—l,z'zl,...,d.

(1) Ako je p € .7, tada je preslikavanje
TS fof e
neprekidno.
(iii) Ako je f € ™ NE g€ A™NS, tada je fxg € H™T™.
Teorema 1.6.24. [67] Dual prostora ™, m € R, je ™.
Teorema 1.6.25. [76, 67] Ispunjene su sledece jednacine
S RY) = Nyer(@)°H°,  NyerHt* CE (1.6.9)

S (RY) = Uyer(w)* & C Uyep . (1.6.10)
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1.7 Periodicne distribucije

Prostor periodi¢nih distribucija je jedan od osnovnih Svarcovih prostora i
on je izu¢avan u mnogim knjigama i radovima tokom druge polovine proslog
stoljeca. Neke vaznije od njih su [3, 82, 83, 2, 100, 88, 36]. Motivacija za
izucavanje ovih distribucija je lokalna analiza i mikrolokalna analiza neke
funkcije ili distribucije. Na taj nac¢in, mnogi problemi i rac¢uni koji se izvode
u R? uprostavaju se i prebacuju se na torusu T¢. Teorija distribucija na to-
rusu T¢ je mnogo jednostavnija nego one na RY. Kada se primeni Furijeova,
transformacija na funkcije definisane nad T¢ one se preslikavaju u funkcije
nad Z?. Na primer, temperirane distribucije postaju funkcije koje su poli-
nomnog rasta u beskonac¢nosti nad mrezom Z?. Kod ovih funkcija nestaju
problemi sa regularnosti jer su definisane na diskretnom skupu i u svakoj
njegovoj tacki sto ¢emo dalje koristiti kod mikrolokalne analize.

Definicija 1.7.1. Funkcija ¢ : R — C je periodiéna sa periodom T' € R?
ako

T = @ (1.7.1)
to znaci da (Vo € R?) (rr¢)(x) = p(x —T) = p(x).
Definicija 1.7.2. Funkcija ¢ : R — C je periodi¢na sa periodom 1 ako
(Vn € Z%) T, = o. (1.7.2)

To znaci da (1,0)(x) = o(x —n), za svaki n € Z%. Kako bi ovo vaZilo,
dovolyno je da
Te,[=f, zat=1,...,d,

gde e; je i—ti koordinatni vektor standardne baze
{(1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}
kod koga 1 je i-ta koordinata, a ostale koordinate su nule.

Postoji i druga notacija za uvodenje periodi¢nih funkcija koris¢enjem d—
dimenzionalnog torusa T?. Pritom identifikujemo 1-periodiéne funkcije sa
njihovim restrikcijama nad [0, 1]¢ ili sa njihovim projekcijama nad T¢. Na
R? uvodi se relacija ekvivalencije: z~y ako i samo ako x —y € Z?. Faktor
prostor koji se dobija je d-dimenzionalni torus,

T! =R?/~ =RY/Z = (R/Z)".
Na primer kaze se da je f € €>°(T%) ako je f periodicnana R?i f € €>(R%).
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Definicija 1.7.3. Prostor m-puta neprekidno diferencijabilnih periodicnih
funkcija oznacavamo sa €™(T?), dok prostor test funkcija su elementi pro-
stora

P = PRY =¢>(T% = N €™(T).

meZy

To su periodicne glatke funkcije u RY. Topologija uw &2 moZe se zadati nizom
norms

lell, = sup [ (z)|,k € Ny .
x€(0,1)%
<k

Prostor &2 je Fresetov ali nije normiran. Vrlo je koristan prostor .#2(T%)
koji sadrzi sve periodi¢ne kvadratno-integrabilne funkcije na [0, 1)<.

Oznaka de ima isto znacenje kao i f[o 1y

Teorema 1.7.4. £*(T?) je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

(fs9)z2ray = (f,9) = g f(z)g(x)dx.

Skup eksponencijala
By ={e: P>z &) ¢ Cy ¢ € 24, x € T}

je ortonormalna baza za £*(T?) [3, 28].
Furijevi koeficijenti funkcije f € £?(T?) su

~

&)= [ fla)e?™&%de,  cez?.
Td

U [2], teorema 9.6.2, str. 234, dokazan je sledeéi rezultat koji ¢emo kori-
stiti:

Teorema 1.7.5. ¢ € & ako i samo ako

o= anen,

nezd

gde n = f[O,l)d So(x)672ﬂi<n’m>dx = <<107 6—n> = (@7%)7 ne AR

Z |an|” (n)*" < 00, Vk e Z%

nezd
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1.7. PERIODICNE DISTRIBUCIJE

Dual prostora & je prostor periodi¢nih distribucija. Njega oznacavamo
standardno sa Z’. To je u sustini prostor 2'(T?).

Teorema 1.7.6. [2, Teorema 9.3.4, str. 225]: Svaka periodicéna distribucija
je temperirana, tj. &' C ..

Za periodi¢ne distribucije vazi rezultat analogan teoremi 1.7.5.
Teorema 1.7.7. f € &', ako i samo ako f =7 ,abpey , i
Z b, % (n) "% < 00, za neko ko € Z...
nezd

Dokaz se moze na¢i na primer u [2, Teorema 9.6.1, str. 232]. Dejstvo
periodic¢ne distribucije f = Z anen, € &' nad p = Z b,e, € &2, moguce

nezad nezd

(f, o) = Z .-

nezd

je izraziti u obliku

Definicija 1.7.8. Sa .#(Z%) oznaéavamo prostor brzo opadajucih funkcija
na Z°.

S (Z%) ={p: 2" = C: (VM < 00)(3Cpum) ()] < Conr(§) ™™} .
Na Z(72) definise se topologija pomoéu seminormama

pe(p) == sup(&)*p(¢)]l, keNy.

gezd

Definicija 1.7.9. Prostor linearnih neprekidnih funkcionala na . (Z%) nazi-
vamo prostor temperiranih distribucija na Z. To su funkcije f : #(Z%) — C
za koje vazi:

(fo) = F(©e(9),

gezd

i koje su najvise polinomnog rasta, tj. postoje konstante M < oo i Cyar koja
zavisi od f i M, tako da za svako & € 7% vaZi

F(E)] < Cra(©™.

Za ovaj prostor koristi se oznaka ' (Z%).
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Koristec¢i gore navedene teoreme i oblik koeficijenata u redovima koji se
u njima nalaze, dobijamo vezu izmedu prostora Z(RY) i .#(Z%) pomocu
takozvane periodi¢ne Furijeove transformacije.

Definicija 1.7.10. Periodi¢na (toroidalna) Furijeova transformacija je pre-
slikavanje Fpa : €°(T?) — S (Z%), definisano sa

Ful0) = [ e s

koja periodicnu glatku funkciju preslikava u niz njenih Furijeovih koeficije-
nata.

Teorema 1.7.11. Fqa je bijekcija.
Inverzno preslikavanje je Fr,' : . (Z?) — €°°(T¢), definisano sa
Frd(g)(x) =) e*@0g(¢),
gez?
za svaki g € . (Z%).

Teorema 1.7.12 (Planserel (Plancherel)). Ako je f € £?(T?) zf(n) je
njeni n-ti Furijeov koeficijenat, za n € Z*. Tada moZemo da f zapisemo u

oblik A |
f — Z f(n)6127r<n,z)
nezd
1 vazi
[ 18@Pds = 1o = 3 1) (173
Td
nezd

Drugacije zapisano,

1 fll2(ay = ||f||z2(zd)- (1.7.4)

Definicija 1.7.13. Za 1 < p < oo sa LP(T?) oznacavamo prostor svih
f e ZLYTY za kojih je

1 Loy = ( [ |f<x>rp)” “ .

Za p =00 sa L>*(T?) oznacavamo prostor svih f € L1 (T?) za kojih

11| o0 (za) := ess sup|f(x)] < oc.
zeTd
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Ovi prostori su Banahovi [76].

1 1

Posledica 1.7.14. [76] Neka je 1 <p <2 i -+ = = 1. Ako je f € £P(T9)
p q

tada je f € (1(Z%) i vazi

| flleaqzay < || fll.zvray-

1.7.1 Soboljevski prostori periodi¢nih funkcija

Definicija 1.7.15. Zau € & i s € R definisemo normu

[wll s (ray == (Z<£>25\ﬁ(€)!2> (1.7.5)

nezd

Prostor Soboljeva 5°(T?) je prostor svih 1-periodiénih distribucija u za kojih
||| s+ (ray < 00. Njihov Furijeov razvoj je

u= Z ,&(5)6271'i(x,£) )
¢ezd
Primer 1.7.16. 1-periodi¢na Dirakova delta 6 je data sa
O(x) =Y M = (5())eens -
ez
Ispunjeno je
d
56%”5(']I‘d)<:)5<—§.

Propozicija 1.7.17. Za svako s € R prostor 5#°(T¢) je Hilbertov sa ska-
larnim proizvodom

(1, 0) ss(pay = ()P U(E)D(E) .

£ezd

Dokaz. Preslikavanje ¢, : S°(T?) — #%(T¢), definisano sa
da(u)(w) = Y _(€) " ul(§)e*m

¢ezd

je kanoni¢ni izomorfizam i izometrija izmedu prostora J#°(T?) i #5(T9).
Radi 5#°(T9) = £%(T%) sledi tacnost propozicije. O
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Propozicija 1.7.18. Za k € Ny uobicajena Soboljevska norma glasi

2

I / 0 u(e)Pde | (17.6)
Td

o<k
Norme (1.7.5) i (1.7.6) su ekvivalentne, tj. postoji konstanta Cs za koju

HUH%’S(W) < J[ullk,stand < CSHUH%’S(W)-

Teorema 1.7.19. Banahov dual prostora 75(T?) je prostor 7 ~%(T%). Dej-
stvo operatora v € (T na u € H%(T%) dato je sa

(u,0) = > a(€)d(—¢) -
&ezd

Prostor ~5(T?) je i Hilbertov dual prostora 5#*(T%). Dejstvo operatora
v e AT nau e H#°(T?) je dato sa

(u, V) 0 (Tay ::/ u(z)v(x).

Td

Propozicija 1.7.20. Za s < t, ulaganje
AT — 5(T?)
je kompaktno.
Propozicija 1.7.21. Neka je m € No, s > m+%. Tada 7°(T%) C €™ (T?).

Posledica 1.7.22. VazZe jednakosti

Neer 5 (T?) = €°(TY) i User #°(TY) = 2(T9). (1.7.7)
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Glava 2

MnozZenje distribucija i talasni
front

Multiplikativni proizvod dveju distribucija je operacija koja je intere-
santna sama po sebe, medutim ona ima i dosta primena. Na primer, propa-
gatori Fejnmana' su distribucije. Stukelberg? u svojim radovima [71, 94, 95]
izmedu 1949. i 1951. primetio je da renormalizacija u sustini je problem koji
se svodi na definisanje proizvoda distribucija. Medutim Svarc je 1954. po-
kazao da nije moguce definisati multiplikativni proizvod nad prostorom ciji
je potprostor Z(R), tj. da nije moguce definisati multiplikativni proizvod
distribucija. Fizicari su produzili da rade na ovu problematiku krajem 50-tih
godina [5, 6] i u ranim 70-tim godinama proslog stolje¢a [15] nakon ¢ega je
usledila velika pauza. Matematicari su u meduvremenu proucavali teorijske
osnove na kojima bi se mogao definisati neki oblik proizvoda distribucija. De-
taljniji pregled razli¢itih definicija proizvoda distribucija je izlozen u [59, 60].
Kasnije ¢emo iskoristiti nekih od rezultata koji se tamo nalaze.

Talasni front (ili skup talasnog fronta) je pojam koji je nastao u periodu
istrazivanja koja su se odnosila na klasifikaciju singulariteta pomocu njihovih
spektara i on se nalazi u osnovi mikrolokalne analize. Mikrolokalna analiza je
deo analize u kome se proucavaju osobine distribucija (i ultradistribucija) ne
samo pomocu osobinama osnovnog prostora nego i koriS¢enjem kovarijable
(frekvencije) preko njene Furijeove transformacije. Istoriski pregled razvoja
mikrolokalne analize dat je na primer u [32, 9].

'Richard Phillips Feynman, americki fizicar, 1918-1988.
2Ernst Stueckelberg, §vajcarski matematicar i fizicar, 1905-1984.
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Koncept slican talasnom frontu za prvi put definisao je Sato®. U radovima
[78, 79] on je uveo koncept singularnog nosaca SS za hiperfunkcije koji od-
govara analitickom talasnom frontu W F); kod distribucija. Talasnog fronta
(ili skup talasnog fronta) kao takvog definisao je Hermander u [31] pomocéu
pseudo-diferencijalnim operatorima. U obliku u kome ¢emo ga mi Kkoristiti
uveden je od Hermandera u [30].

Do 1990-ih talasni front se retko pojavljivao kod resavanja problema iz
fizike. Tokom 1990-ih godina bilo je pokazano da je skup talasnog fronta
kljuéni kod definisanju kvantnih polja u zakrivljenim prostor-vremenima, kod
polja Diraka, kvantizaciju gravitacije itd. nakon cega je pocelo intenzivno
proucavanje razlicitih tipova skupova talasnog fronta.

Poznat je rezultat da je moguce definisati proizvod dveju distribucija ako
su njihovi talasni frontovi ,,dobro” postavljeni u odnosu jedan na drugog. Ovo
nas navodi da mozemo proucavati proizvod i talasne frontove Kkoriste¢i pro-
stor periodi¢nih distribucija. U ovom odeljku koriste¢i proizvod periodiénih
distribucija dajemo novi pristup u opisivanju talasnog fronta i Soboljevskog
talasnog fronta distribucije f € 2'(R?) preko koeficijente njenog razvoja u
Furijeov red. Preciznije, prou¢avamo svojstva distribucije f u 2y € R? preko
razmatranja razvoja neke periodizacije ¢ f u Furijeov red, gde je ¢ funkcija
odsecanja u okolini tacke x.

U [33] posmatrani su skupovi talasnog fronta tezinskog tipa preko upo-
trebe Gaborovih i dualnih Gaborovih frejmova koji zavise od dodatnog ne-
prekidnog parametara ¢ — 0. U [51] dokazano je da se klasi¢na Furijeova
baza moze iskoristiti za mikrolokalnu analizu. Ovaj pristup vodi ka diskre-
tizovanim definicijama talasnog fronta preko Furijeove koeficijente. Ovo je
glavni rezultat ove glave. Pored njega dokazana je i ekvivalencija izmedu ove
diskretizovane definicije i pristupa Hermandera. U dokazu se koriste rezultati
izlozeni u veé citiranim radovima [82, 100, 83, 2, 3, 36].

Ova problematika je dosta aktuelna. U kontekst ovoga vredi napomenuti
da u radu [76] i u knjizi [77] autori Ruzanski? i Turunen® su proucavali ge-
neralizovane funkcije na torusu T?. Medutim, u njihovim radovima glavni
interes su pseudo-diferencijalni operatori i mikrolokalna analiza na T? x Z.
Sa druge strane, Hermanderov koncept (skupa) talasnog fronta privlaci dosta
paznje izmedu matematicarima i postoji ogromna literatura koja je povezana

3Mikio Sato, japanski matematicar, 1928-.
4Michael Ruzhansky, ruski matematicar.
5Ville Turunen, finski matematicar.
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sa ovim baznim pojmom i njegovom vaznom ulogom u kvalitativnoj analizi
parcijalnih diferencijalnih jednacina i pseudo-diferencijalnih operatora. Ovde
¢emo pomenuti osnovne knjige Hermandera [32, 29] kao standardne reference
za talasnog fronta klasi¢nog i Soboljevskog tipa; u radovima [68, 33| su po-
smatrani talasni frontovi tezinskog tipa, dok u [12, 13] su proucavani talasni
frontovi preko lokalnih i globalnih verzija u odnosu na razlicite Banahove i
Fresetove funkcionalne prostore.

U Odeljku 2.3.2 izlozen je elementaran pristup lokalnog mnozenja koji
se bazira na Furijeove redove. Glavni rezultati su izlozeni u 2.4 1 2.5. U
Teoremi 2.4.1 i Teoremi 2.5.2 dajemo karakterizaciju talasnog fronta i Sobo-
ljevskog talasnog fronta distribucije f € 2'(R?) preko ocenjivanja Furijeovih
koeficijenta njenih lokalizacija.

Napominjemo opet da toroidalni talasni frontovi su izucavani u [76, 77]
koristeéi Furijeove redove kao i u [51]. Pristup koji je izlozen u ovoj glavi se
dosta razlikuje i povezan je preciznije sa Hermanderovim talasnim frontom.
Takode, vazno je istaknuti da Soboljevski talasni front nije izucavan u [76, 77].

Najprije ¢emo predstaviti problem mnozenja distribucija, teoremu Pejli-
Vinera koju ¢emo koristiti kod definicije talasnog fronta i naves¢emo definicije
talasnog fronta. Nakon toga ¢emo dati pristup mnozenja distribucija koji se
bazira na njihovim periodizacijama. Na kraju prezentiramo rezultate iz [51].

2.1 Proizvod distribucija

Videli smo da je u prostore distribucija moguée definisati neke operacije
koje su produzenja odgovarajuéih operacija u €°°(R%): zbir dveju distribu-
cija, mnozenje distribucije sa skalarom i mnozenje distribucije sa glatkom
funkcijom. Ove operacije su takozvane regularne operacije. Proizvod dveju
distribucija se ne moze definisati u opstem slucaju kao operacija koja je ek-
stenzija operacije mnozenja neprekidnih funkcija.

Primer 2.1.1. [86] Neka je E vektorski prostor nad poljem realnih brojeva
i €(R) je njegov potprostor. Nije moguce definisati operaciju mnoZenja na
celom E kao bilinearnu asocijativnu operaciju (nije neophodno da bude ko-
mutativna) i:

1. koja se na € (R) poklapa sa obi¢nim mnoZenjem;

2. ima jediniéni (neutralni) elemenat 1;
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3. za koju postoje elementi p.v.(2) € E, § € E za kojih je ispunjeno:

1
p.v.(—)-x: , r-6=0, 0#0.

X

@dw za svako ¢ € .7, tada

(6-2) - p. G) _0, 5. (x-p.v. (i)) )

Direktna posledica ovoga je da me postoji natpostor prostora 2 u kome su
multiplikativni proizvod i diferencirangje istovremeno dobro definisani.

Glavni razlog zbog ¢ega nije moguce prosirenje proizvoda neprekidnih
(regularnih) funkcija do proizvod distribucija je to da, za razliku od funkcija
koje su definisane u svakoj tacki posebno, distribucije se definiSsu na oko-
line, a vrednost distribucije u svakoj tacki nije definisana u opstem slucaju.
Operacija mnozenja distribucija moguce je definisati u nekim specijalnim
slucajevima.

Teorema 2.1.2. [67] Neka f,g € 2'(RY) i

sing supp(f) N sing supp(g) = 0.

Ako z ¢ (sing supp(f) Nsing supp(g)), postoji otvorena okolina U, tacke
x nad kojoj je f ili g glatka funkcija i distribucija h je definisana sa

h<t) = f:c(t>g(t) ili h(t) = g:c<t>f<t)7 x € Uy,

u smislu definicije proizvoda glatke funkcije i distribucije nad U,. (f, (re-
spektivno g, ) je restrikcija distribucije f (respektivno g) nad U, ).

2.1.1 Teoreme tipa Pejli-Vinera

Kako je navedeno u [93], teoreme tipa Pejli-Vinera su rezultati koji karak-
teriSu neku informaciju o nosa¢u distribucije (ili funkcije) f preko uslovima
analiticnosti njene Furijeove transformacije f . Radi se glavno o tome da
se karakteriSu osobine f koriste¢i osobine njene Furijeove transformacije f i
obratno. Najcesce se koriste dva principa [28]:

a) princip glatkosti i opadanja - ako je f glatka, tada f opada brzo; ako
f opada brzo, tada je f glatka i
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b) princip neodredenosti - f i f ne mogu istovremeno imati proizvoljno
male vrednosti.

Originalna teorema Pejli-Vinera dokazana je 1934. godine u [61] i odnosila
se na .Z? funkcije dok Svarc je dokazao njeni analog za distribucije i zbog
toga se ova teorema dosta Cesto naziva imenom teorema Pejli-Viner-Svarca.
Za ¢ = ((1,...,¢y) € C? koristimo oznake

I

C_

¢l =GP+ +1cal)z, (¢ =1 +I¢P)z i Im() ===

Definicija 2.1.3. Ako je f € &'(RY), tada Furije-Laplasova transformacija
distribucije f je

f(O) = /ei @0 f(x)dr, ¢€C? (2.1.1)
Restrikcija distribucije f nad R? je Furijeova transformacija distribucije

f. Furije-Laplasova transformacija ima neka korisna svojstva koja navodimo.

Teorema 2.1.4. [18] Ako je f € &'(RY) tada je njena Furije-Laplasova
transformacija f(C) analiticka funkcija na C2.

Definicija 2.1.5. Ako je K CC RY% kompaktan skup, definisemo njenu
nosecu (na engleskom: supporting) funkciju skupa K sa

Hg(§) = sug(x,@, £ eRY, (2.1.2)

i ako je ch(K) konveksni omotaé skupa K, tada
rech(K) <= (V¢eRY) (x,&) < Hg(8). (2.1.3)
Teorema 2.1.6 (Pejli-Viner-Svarc). [32]

(i) Ako f € &' (RY), supp f C K CC R? i red distribucije f je N, tada
postoji konstanta C' tako da

FO) £ UiV e, ¢ e e, (2.1.4)
Obratno, svaka cela analiticka funkcija F za koju vazi ogranicenje
[F(Q)] £ C{¢phett=O ¢ e, (2.1.5)

je Furije-Laplasova transformacija neke distribucije iz &' sa nosacem
sadrzanim u K.
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(i) Ako f € 65°(K) tada
(VN > 0)3Cy > 0) [f(O] = C{¢)yMe D, cect. (216)
Obratno, ako je F' cela analiticka funkcija za koju vazi
(YN > 0)(3Cx > 0) |F(Q] £ C{¢))y N et (21.7)
tada je F' Furije-Laplasova transformacija neke funkcije f € 65°(K).
Ono $to je karakteristicno je da brzina rasta u imaginarnom delu oprede-

ljuje nosac inverzne Furijeove transformacije.

2.2 Talasni front distribucije
Kod definicije talasnog fronta koristimo konusne okoline nekog pravca.
Definicija 2.2.1. Skup I' C R?\ {0} je konus ako & € T’ povlaci
(VA>0) X el.
Konusna okolina tacke & je otvoren konus koji sadrzi &.

Za f € &'(R?) mozemo odrediti da li pripada u 6 procenom rasta njene
Furijeove transformacije F(f) u beskonacnosti. Ako f € €°(R?), tada

FHEIS Cul+1e)™ il [FHEI = Cuf) ™. (2.2.1)

Definicija 2.2.2. Ako f € &'(R?) tada & ¢ X(f) € R?\ {0} ako i samo
ako postoji konusna okolina ¢, tacke & tako da za svako § € I'¢, 1 za svako
N > 0, postoji konstanta C'y > 0 za koje vazi

~

IFOI < Cn(e)™.

Navodimo Hermanderovu definiciju (skupa) talasnog fronta.

38 Petar Sokoloski



2.3. PERIODICNE EKSTENZIJE DISTRIBUCIJA

2.3 Periodicne ekstenzije distribucija

Od sada pa nadalje u ovom odeljku re¢ periodicna se odnosi na funkcije
ili distribucije nad R? koje su periodi¢ne sa periodom 1 u odnosu na svaku
od promenljivih, tj. f(z +n) = f(z), v € RY n € Z%. Sa e, se oznacava
ey (x) = ¥ WD)y e 74,

Definicija 2.3.1. Ako distribucija g ima nosac sadrzan v intervalu I, 5., gde
0 <n < 1, periodi¢ni produzetak (ekstenzija) distribucije g je

gp(x) =Y gle+n).

nczd

Definicija 2.3.2. Ako ¢ € &(1,4,), 9de 0 < n < 1, tada ¢g € &' (1,4,) je
lokalizacija distribucije g u nekoj okolini tacke xy € R? .

Mi ¢emo koristiti periodiéne ekstenzije nekih lokalizacija distribucije.

2.3.1 Tezinske funkcije

U opstom slucaju, tezinska funkcija je nenegativna funkcija.
Definicija 2.3.3. Neka su w i v dve nenegativne funkcije. Tada

(i) funkcija v je submultiplikativna ako

v(z+y) <v(z)v(y), Vr,yeR?;

(i1) funkcija w je v—ogranicena ako postoji konstanta C' > 0 tako da

w(z+1y) < Cv(z)w(y), VYr,yecRe.

Submultiplikativnost funkcije v povlaci da je ona ograni¢ena nekom eks-
ponencijalnom funkcijom, tj. da postoje konstante C'i k, tako da

Ve e RY w(z) < CeMlel,

Mi ¢emo koristiti samo pozitivne tezinske funkcije nad Z¢. Kazemo da je
funkcija w v-ogranicena tezinska funkcija na Z%, ako postoji C' > 0 tako da

w(m +n) < Cw(m)v(n), Ym,n € Z° (2.3.1)
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Ako je v polinom tada kazemo da je funkcija w polinomno ogranicena.
Skup koji se sastoji od svih polinomno ogranic¢enih tezinskih funkcija na
Z% oznacavamo sa Pol(Z?%). Za w € Pol(Z?), definisemo Banahov prostor

(@lfj = {f € ‘@/ : (W(TL)fn)neZd S gq’ gde fn = <f7 e—n>}

Sa Nnormoi

Q=

o1, = 1(w(n) fa)nezelles = {Z(w(n)lfnl)q}

nezd
Mi ¢emo razmatrati samo slucaj ¢ > 1.
Propozicija 2.3.4. Ako q1 < q2 1wy < Cwy, tada P1L C P12,

Biée razmatrani lokalni prostori ﬂlq . koji sadrzu distribucije f € 2'(R?)
za koje periodicne ekstenzije (¢ f), € ,@lw, za svako 19 € RYi ¢ € D(114,).
Topologija u njima je definisana familijom seminormi || f{|zo.», = [[(.f)pll 212,
gde xg € RY i (NS @([17350).
Propozicija 2.3.5. 2% C 2[?

Joc*®

Dokaz. Neka f € 2191 ¢ € D(l14,). Tada (¢f), = ¢,f. Razvijamo
distribuciju f i periodi¢no produzenje ¢ u njihove Furijeove redove, f =
Yo fnenivp = pne, € Z. Koristedi (2.3.1) i generalizovanu nejednakost
Minkovskog, dobijamo

o fllong < 0(2 <Zu< Dlesl wln = )l fusl) )
<oz Z Dl wlr = D fasgl) )
_cz N (O (win =)l fassl) )

= CH%H%;H]‘

Ovim je pokazano da je prostor 21

21L < OQ.

dobro definisan. ]

Joc

Neka je ws(n) = (n)”, s € R. Radi jednostavnosti, pisemo

21 =20 i Pl

s, loc -

_ g
= 2, Joe-
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Propozicija 2.3.6. Ispunjene su sledece relacije:

y=Noi= ( 2, 2=Jzi= |J 20
)

520 wEPol (24 s<0 wEPol(79)
Stavise,
— q — q I q _ q
& = ﬂ gzls,loc - ﬂ gzlw,loc ) ‘@F - U ’@ls,loc - U ’@lw,loc )
520 wePol(Z9) <0 wePol(79)

gde sa & oznacavamo prostor svih glatkih funkcija dok Py je prostor distri-
bucija konacnog reda na R?.

Dokaz. Direktno sledi iz 1.6.91 1.6.10. ]

2.3.2 MnozZenje u potprostorima distribucija

U ovom odeljku ¢emo izneti neke tvrdnje koje se odnose na mmnozenju
distribucija. Pretpostavljamo da su indeksi ¢, ¢1, g2 € [1, 00| takvi da

1 1 1
— 4+ —=—-+41.
q1 q2 q

Fiksiramo dve tezinske funkcije w, v € Pol(Z%) i pretpostavljamo da je funk-
cija w v—ogranicena (videti (2.3.1)).

Posmatramo proizvode u prostorima tipa Z?12. Definisimo proizvod preko
Furijeovih koeficijenata.

Definicija 2.3.7. Za dve date

fl = Z fl,nen € 3212,17 f2 = Z f2,n€n € yl327

nezd nezd

definisemo njihov proizvod sa f := fifs =", cpa fnen, gde

fn = Z frn—jfaj, n €7

jezd

Primedba 2.3.8. Moramo primetiti da je formula za Furijeove koeficijente f,
isto Sto i formula konvolucije na cjelobrojnoj mrezi.
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U Propoziciju 2.3.10 ¢emo dokazati da za proizvod iz Definicije 2.3.7 vazi
f e 213, Iskoristicemo prethodnu definiciju da definiSemo mnozenje na
lokalnim verzijama ovih prostora.

Definicija 2.3.9. Neka je fi € 21\ i f» € P,
f = fifs definisemo produzavajuci lokalno: za xy € R i 0 < n < 1, neka
¢ € D(114,) je takva da ¢(x) =1 z2a x € I,)4,. Definisemo f1, . € D'(Iya,)

kao restrikciju (¢ f1)p(df2)p na I 4.

Ovde je vazno naglasiti da razlic¢iti izbori funkcije ¢ vode ka razlicitim
Furijeovim koeficijentima u razvoju. Medutim, prema propoziciji 2.3.5, vazi
S1yeg = ffn',zg na Iz, N Iy .7 . Prema tome, od {f7, , } dobija se distribucija

fe 2l

w,loc

Njihov proizvod

i definisSemo proizvod fi fs := f.

Propozicija 2.3.10. Preslikavanja

9[3} X gzng > (fl,f2> — f1f2 € (@l:ﬂ (232)
7
‘@lle,loc X ‘gzll(floc > (fla f2) = f1f2 € <@lz;,loc (233)

su neprekidna.

Dokaz. Neprekidnost preslikavanja (2.3.3) sledi iz neprekidnosti (2.3.2). Za
(2.3.2), koristedi Jangovu nejednakost i (2.3.1) dobijamo

| frfoll g, < Cll fill gy | foll o2 -
O
Mozemo izvesti i sledeéi rezultat:
Posledica 2.3.11. Neka su s, s1,s9 € R takvi da
S1 4 89 >0, s < min{sy, $2}. (2.3.4)
Tada preslikavanja
P x 212 5 (fi, fa) = fifo € 21T, (2.3.5)
PIE e X 92135,10(; S(fi,fa) = fifa € Qzliloc (2.3.6)

su neprekidna.
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Dokaz. Mozemo pretpostaviti da s; > 01 s = s5. Ocigledno je da mora da
vazi s; > |sq| kako bi bilo ispunjeno s; + so > 0. Rezultat onda sledi iz
Propozicije 2.3.10 kada se stavi w(n) = (n)” i v(n) = (n)™ jer (2.3.1) vaz
za njih. [

Sto se tice lokalnih proizvoda u Posljedici 2.3.11, koriséenjem istog me-
toda iz dokaza Teoreme 2.5.2 moze se dokazati da se lokalni prostor 213
savpada sa lokalnim prostorom Soboljeva %2 (R?). Prema tome, multi-
plikativni proizvod za lokalne prostore u posledicu 2.3.11 se slaze sa onim
definisanog od strane Hermandera [29, Sect. 8.2]. Stavise, treba napome-
nuti da nasi rezultati koji su izlozeni u nastavku povlace da se moze i¢i i
dalje od lokalnih proizvoda i u stvari da se definiSe multiplikativni proizvod
koriséenjem mikrolokalizacije kao i u [29, Sect. 8.3].

Teorema 2.5.2 kaze da je mikrolokalna verzija naseg mnozenja saglasna
sa onom kod Hermandera.

2.4 Talasni front distribucije preko periodi¢nih
ekstenzija distribucije

U ovom odeljku nas je cilj da opisemo talasni front distribucije f € 2'(R%)
preko koeficijente Furijeovog razvoja periodicnog prosirenja neke respektivne
lokalizacije f u okolini tacke zo € R%, kao §to smo objasnili u prethodnom
zaglavju. Kao §to smo i ranije rekli, (o, &) & W F(f) ako postoje ¢ € Z(R?)
za koju ¢ = 1 u nekoj okolini zg i otvoreni konus I' C R? koji sadrzi & takav
da

(VN > 0)(3Cx > 0)(VE € T)(|0F(E)] < Cn (&)™), (24.1)

Pomocu sledece teoreme dokazujemo da mozemo diskretizirati (2.4.1) :

Teorema 2.4.1. Neka je f € 2'(R?) i (19,&) € RY x (R4 \ {0}). Slededi
uslovi su ekvivalentni:

(i) Postoji ¢ € D(1.4,), sac € (0,1) i ¢ = 1 u okolini xg, i otvoreni
konus I' koji sadrzi & tako da

(Vn € Z.)(3Cx > 0)(¥n € T NZH(|of(n)| < Cx{n)~Y). (2.4.2)

(#) (wo,&) &€ WE(f).
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Dokaz. Poznato je da stesnjavanjem konusne okoline &, moze se izabrati ¢
u (2.4.1) sa proizvoljno malim nosacem u okolini z(. Zato, (i7) povlaci (7).
Prema tome, dovoljno je da pokazemo da (i) povlaci (ii).
Neka je ispunjen uslov (7). Razdeli¢emo dokaz na dva dela. Prvo éemo
dokazati da postoje €’ i otvoren konus I'; 3 &, takvi da

(VB ogranicen skup u 2(1.4,))(YN > 0)(3Cy > 0)

!

(Vnelin Zd)(ilég |g;}(n)| < <S§VN) (2.4.3)

Biramo ¢’ tako da ¢(x) = 1 za svaki x € [ ,,. Biramo konus I'; da bude
otvoreni konus sa & € T’y i I} € I'U{0}. Pokazademo da (2.4.3) vazi
pod ovim pretpostavkama. Neka je ¢ € (0,1) konstanta koja je manja od
rastojanja izmedu 0T i preseka I'; sa jediniénom sferom. Jasno je da

{yeR: (A eT)(¢ -yl <céh} T

Neka je B C (1. ,,) ogranicen skup. Za svaku ¢ € B je ispunjeno da

dp = . Stavise, vazno je primetiti da su ¢ f(n) taéno Furijeovi koeficijenti
periodi¢ne distribucije (¢),(4f),. Prema tome, za p € Bin € 'y NZY,

eI =S eietm— | < (3 + B! - )

jezd lil<cln]  [j]>cln]

=: [;(n) + Iz(n)

Sada ¢emo ograniciti izraze I;(n) i Ir(n):

Liny= Y 18— efG <C sup o),

In—jl<eln] n=gl<eln|

gde konstanta C zavisi jedino od B. Od |n—j| < ¢|n|sledi da [j| > (1—c¢)|n],
sup _(n)"Ii(n) < C'sup(n)™  sup  [of(j)]
weB, nel’y nel’y |TL—]|§C‘7’L|

< Csup (1— ) NGV of() = C(1 — )Ny

Jj€le,

(2.4.4)

Za ocenu izraza I, koristimo da ako [j| > c|n| tada |n — j| < (1 + ¢ H|j].
Stavise, radi teoreme Pejli-Vienera, postoje konstante M, D > 0 za koje

6f(n — )| < D{n— HM, n,je Zd
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Ako iskoristimo ograni¢enost skupa B C 2(R?), dobijamo

Supz YWMHNIG(5)| = Ky < o0,

¢€B]EZd

Tako, za I3(n), imamo da je za svako ¢ € B ispunjeno

sup (n)" I(n) < D sup (m)™ Y (n — )M 1(j)]

nel nelt li|>eln] (2.4.5)

<DV +cHMKy.

Kombinovanjem rezultata (2.4.4) i (2.4.5), dobijamo (2.4.3).
Sada mozemo da zakljuc¢imo da (x¢, &) ¢ WF(f) pomocu uslova (2.4.3).
Neka je ¢ € Z(1. 4,) jednaka 1 u okolini tacke zy. Tada, skup

B={p :=1e_: tc0,1)%
je ograniceni podskup iz Z(1. ,,). Znaci

Cy

sup [0f(n+1)] = sup [pof(n)] < o, Vnel NZ,
te[0,1)¢ tef0,1)¢ (n)
tj. N
sup ()N f(E)] < (1+4d)N2Cy. (2.4.6)

£e(1NZ4)+[0,1)4

Biramo otvorenu konusnu okolinu I's tacke &, tako da T's C Ty U {0} i biramo
 tako da {y € R?: (3¢ € To)(|¢ —y| < |¢])} C T'y. Zadnji uslov povlaci
daTon{¢eR?: [£]d > 1} C (T NZY) +[0,1)¢ i prema tome

sup (N[ f(€)] < max{C, (1 +4d)M2Ch} = Cy < o0,

£els

gde C} = sup <£>Nhﬁ(£)| Ovo zna¢i da je ispunjeno (xg,&y) ¢
gely, [¢]<1/e
WEF(f), ¢ime je dokaz zavrsen.

Primedba. Teorema 2.4.1 sledi iz relacije izmedu skupova diskretnog i
Hermanderovog talasnog fronta dokazanu u teoremi 7.4 u [76], kada se za-
belezi da je pojam lokalan i prema tome, ne zavisi od parametrizacije.
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2.5 Soboljevski talasni front

U ovom odeljku ¢emo razmatrati talasne frontove Soboljevskog tipa. Malo
¢emo prilagoditi Hermanderovu definiciju [29].

Definicija 2.5.1. Neka je f € 2'(RY), (z0,&) € R? x (RT\ {0}) i s €
R. KaZemo da je f Soboljevski mikrolokalno regularna u (xg,&) reda s, tj.
(w0,&) & WEL(f), ako postoji otvoreni konus T, & € T, i € Z(RY), v =1
u nekoj okolini xq, tako da

/F (€207 (©)dé < 0. 251)

Malo ¢emo prilagoditi teoremu 2.4.1:

Teorema 2.5.2. Neka je f € 2'(R?). Sledeéa dva uslova su ekvivalentna:
(¢) Postoji otvoreni konus I' koji sadrzi &, ¢ € D(1 ), n € (0,1) i =1
u nekoj okolini xqy, tako da

Z (n)**|a,|* < oo, gde (of), Z . (2.5.2)

nel'Nnzd nezd
(#) (x0,%0) ¢ WFs(f).

Dokaz. (i) = (ii). Neka je ispunjen uslov (2.5.2). Biramo otvoreni konus I';
tako da I'y € TU {0} i & € I';. Onda biramo € € (0,7) tako da za svaki
x € I. 4, bude ispunjeno ¢(x) = 1. Prvo ¢emo pokazati slede¢u tvrdnju:

Propozicija 2.5.3. Za svaki ograniceni skup B C D (1. »,) vaZi

sup Z 25|g@f ? < oo. (2.5.3)

nGF Nz

Dokaz propozicije. Fiksiramo ogranic¢eni podskup B C Z(I.,,). Od izbora

konstante €, imamo ¢f = @¢f i prema tome ¢f(n) = Z a;p(n — j), za
jezs

svaku ¢ € B. Fiksirajmo konstantu ¢ € (0, 1)_koja je manja od rastojanja

izmedu ruba konusa OI' i preseka adherencije I'; sa jedinicnom sferom, a u

isto vreme i manja od rastojanja izmedu ruba OI'y i preseka skupa R4\ T" sa
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jedinicnom sferom. Vazi daako { € I'y iy ¢ I, tada | —y| > cmax {|¢], |y}
Ostavljamo da ¢ € B. Koriste¢i nejednacinu Pitrea, dobijamo

2\ 1/2

N

SoomZlefmP | <l Y | DS lal =) @m - )

nerinzd nel1NZd \ jezd
< C(Li(p) + L(9),
gde

2\ 1/2

L) ={ Do | D0 D t)lagltn— )" 130 - j)

nel1NZ¢ \jelrnzd jezd

oy 1/2
Le)y=1{ Y. | > Y @)lalin—0"1gmn - )
nel1NZe¢ \ j¢rnzd jezd

Iz nejednacine Janga i Cinjenice da je B ogranicen skup, dobija se da

1/2
sup I () < ( > <n>23|an!2> Supz () |p(n)] < oo.

peb nel'nzd nEZd

Sada ¢emo ograniciti I5(¢). Imajuéi u vidu da ¢f ima kompaktan nosac,

(neZ) ()Nl = G)lofG) < DG,

za neke D > 0k > 0. Cinjenica da je B ogranicen skup daje egzistenciju
konstante C’ > 0 tako da

B(5)] < C'(j)y~Flsl=3ldn/z,

Nacin na kojeg smo izabrali I'; daje nam
2

sup(L(9))* < (DC)* > | D0 ()f(n — gy~ hddrnre

veB nerinzd \ j¢rnzd
2
< (DC/)2C—2k—3(d+1) Z <n>—d—1 Z <j>—d—l
nelr Nz jernza
¢ime je nejednacina (2.5.3) dokazana. O
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(Produzetak dokaza teoreme 2.5.2) Sada ¢emo dokazati da (i7) sledi iz
(2.5.3). Jos jednom suzavamo konusnu okolinu u pravcu &,. Tako, neka je I'
otvoreni konus ¢ija adherencija je Ty € Ty U {0} i & € I'y. Neka je funkcija
Y € PD(I.4,) jednaka 1 na nekoj okolini tacke zg. Postoji r > 0 tako da

Don{€eR: ¢ >r}c (T1NZY +[0,1)%

Za svaki n € 'y N Z¢, definiSemo okolinu A,, = n + [0, 1]%. Tada iz (2.5.3) i
nejednacine Pitrea, dobija se

/£€F2<5>28|wf<§>|2d§sc S / RZGRE

nel1NZa

:c/w S )0 (n + t) 2t

€=

< C sup Z (n)ﬁti%f(n)\2 < 00.

d
te[0,1] nelriNzd

Prema tome, (zg,&) ¢ WEs(f), ¢cime je dokaz u jednom smeru zavrsen.

(74) = (i). Mozemo primeniti analizu koja je sli¢na onoj koju smo prime-
nili ranije, ali sa integralima umesto sumama kako bi dokazali da (z¢, &) ¢
W Fs(f) povlaci slede¢u osobinu:

Postoje otvoreni konus I', konstanta e € (0, 1), tako da za svakog ogranicenog
skupa B C 2(I.,,) ispunjeno je

sup / (&) [01(€)Pde < . (2.5.4)
YeB JT

Detalje ¢emo izostaviti. Znaci, pretpostavljamo da je ispunjeno (2.5.4). Neka
je T'; otvoreni konus koji sadrzi & tako da I'y € T'U {0}. Tada, postoji neko
r > 0 tako da

Ti+[0,0hNn{EeR: ¢ >r}CT.

Neka je ¢ € (1. ,,) takva da ¢ = 1 u nekoj okolini tacke xy. Razmotri¢emo
merljivu funkciju ¢ : T — [0, 1]¢. Ako u (2.5.4) uzmemo ograniceni skup

B={yj € P(I.4,) : Yji(x)= a:je_zmz't(g)qﬁ(x), cel,j=1,...,d},

dobijamo da postoji konstanta C' > 0 tako da

/F IV (@€ +1()Pde < C. (2.5.5)
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Konstanta C ne zavisi od t. Za svaki n € I'y N Z%, neka je A, jediniéni kub
d

A, =n+10,1]4= H[nj,nj +1].

j=1
Moze se primetiti da ako |n| > r, onda A, C T'. Vazi da

(Z (n)*|67 () ) (Z / (n)>|67 (n) d&) <IF 417,
nel'1NZd nelriNzad

gde

S / (|51 (1) — GF(€) e

nel'1NZe

and

Z/ (|31 (E) P e

nel'1NZa
<Z/ (nIGH )P + €' [ (€157 (€) P < .
In|<r

Ostalo je pokazati da je integral I; konacan. Za dato # > 0 definiSemo
tg: T — [0,1]? kao

to(€) = {Q(H—f) cako £ € A, i |E] >,

0 , inace.

Sada ¢emo iskoristiti (2.5.5). Posto

7€) — Fm) < |n—¢ / V(BRI + 0(n — £)Pdb,

1mamo
<y / (1) (5T (n) — BF(€) e
n;?;%d
L O sup / (€2 IV (BF) (€ + to(€))2dE < .
oc0,1] JT
Ovim je dokaz zavrsSen. ]
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2.6 Razliciti pristupi mnozenju distribucija

U [59] navedeni su glavni pravci za ,resavanje” problema mnozenja di-
stribucija:

1) da se otkazemo od nekog svojstva 1, 2 ili 3 navedenih u Primeru 2.1.1
i da radimo tako Sto ¢emo smestiti prostor distribucija u nekoj algebri ili

2) da definisemo proizvod distribucija na potprostorima prostora 2’(€).

Prvi pristup dovodi do uopstene funkcionalne algebre. Ali termin mnozenje
distribucija odnosi se pre svega na drugom pristupu. Tu se takode dobijaju
razliciti sluajevi:

2)a. teorija mnozitelja (multiplier) (u kojoj mnozenje se posmatra kao
neprekidno bilinearno preslikavanje na linearnim topoloskim potprostorima
iz 7') i

2)b. metodi koji omoguéavaju da se dobiju pojedini distribucioni proi-
zvodi (bez zahtevanja globalne neprekidnosti operacije).

Teoriju mnozitelja mozemo koristiti kod tipi¢nih neprekidnih multiplika-
tivnih preslikavanja na Lebegovim prostorima:

LP(Q) x LY > (f,9)— fge L), gde }9 + é =1,

ili u prostorima Soboljeva #7%(2) koji formiraju algebru za s > 3 i mozemo

definisati proizvod
A(Q) x () 2 (f,9) = fg € ().

Drugi primer dobija se iz konvolucione algebre .7/(RY) temperiranih di-
stribucija sa nosa¢em u konusu I' C R?. Inverzna slika .#(R?) u odnosu na
Furijeovu transformaciju je algebra takozvanih retardiranih distribucija, na
kojoj proizvod definisan formulom fg = F~'(F(f) * F(g)), je sekvencijalno
neprekidno bilinearno preslikavanje.

Individualni distribucioni proizvodi mogu se definisati nad nekim pod-
skupovima .Z(Q2) C 2'(Q2) x 2'(Q). Proizvod ¢e biti bilinearan, komu-
tativan i parcijalno asociativan — ako (u,v) € Z(Q) 1 ¢ € 2(Q), tada
(of,9) € A (), (f,pg9) € #(Q)ipfg= fpg. Ako su ovi uslovi ispunjeni,
moguca je lokalizacija, tj. proizvod je jednozna¢no definisan pomocu nje-
govih restrikcija na otvorenim okolinama tacaka iz €. Takode, dovoljno je
definisati proizvode (¢ f)(pg) za svaku ¢ € 2(Q) kako bi fg bio opredeljen.
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Postoje razlicite definicije za ovakve proizvode. Navodimo neke od njih.

a) M = {(f,9) € 7'(Q) x Z'(Q) : sing supp(f) N sing supp(g) = O}.
Ovo je lokalizovana verzija proizvoda glatke funkcije sa distribucijom. Ovo
je veliko ogranicenje i postavlja se pitanje da li je za postojanje proizvoda
dveju distribucija uvek potrebno da njihovi singularni nosaci budu disjunktni.
Odgovor je negativan, tj. proizvod dveju distribucija postoji i kada njihovi
singularni nosac¢i nisu disjunktni, medutim treba postaviti neka ogranicenja
na takozvanim pravcima singularnosti.

b) Ao ={(f,9) € 2'(N)xD'(Q) : (Vo € 2(Q)) postoji .#'—konvolucija
F(pf) * F(pg)}. Definicija konvolucije u .’ je generalizacija konvolucije u
I u kojoj nije potrebno svojstvo nosaca. Proizvod je lokalno definisan sa
fg = FYF(f) » F(g)). Proizvod retardiranih distribucija je specijalan
slucaj ovog proizvoda kao i kriterium talasnog fronta Hermandera: Ako za
(r,€) € R? x (R?\ {0}), (z,&) € WF(f) povlaci (z,—€) ¢ WF(g), tada
(f> g) € %2'

c) M5 ={(f,g9) € Z'(Y) x Z'(Q) : lglg)(f x 0:)(g * p.) postoji za svakog
para strogih delta-mreza (0.)c>0, (Pe)es0};

A) .4, = {(f,9) € 7'Q) x 7()
model-delta-mrezu (0 )eo};

Ispunjene su stroge inkluzije #; C ;11,1 € {1,2,3,4}.

Mi smo pokazali da je nas pristup ekvivalentan Hermanderovim i zato i
on je sadrzan u ..

: lir%(f % 0z )(g * 0-) postoji za svaku
E—
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Glava 3

Teorija ultradistribucija -
sekvencijalni pristup

3.1 Uvod

Ultradistribucije i distribucije imaju sli¢ne strukture pa prirodno se po-
stavlja pitanje da li je, slicno kao i kod distribucija, moguce da se ultradi-
stribucije posmatraju kao granice regularnih funkcija ili preciznije kao klase
ekvivalencije nizova glatkih funkcija. Medutim, realizacija teorije ultradi-
stribucija koristec¢i sekvencijalni pristup, kojim se pokazuju unutrasnje veze
izmedu odgovarajucih nizova glatkih funkcija do sada nije bila uradena. U
ovom poglavlju nas cilj jeste da damo sekvencijalni pristup teoriji nekvazi-
analitickih ultradistribucija tipa Berlinga i Rumijea [38]. Analogno sekvenci-
jalnoj teoriji distribucija u [2], definisemo sekvencijalne ultadistribucije krace
nazvane s-ultadistribucije, (”s” stoji za sekvencijalne) kao klase ekvivalen-
cije fundamentalnih nizova glatkih funkcija koji u ovom slucaju su defini-
sane, pomocu ultradiferencijalnih operatora umesto pomocu diferencijalnih
operatora kao kod obi¢nih distribucija. Ovo je sustinska razlika i zahteva
drugacije tehnike i teza je za dokazivanje: umesto sa polinomima moramo
koristiti funkcije subeksponencijalnog rasta njhove specificne osobine. Kako
bi dokazali da je sekvencijalni pristup ekvivalentan uobicajenom klasi¢nom
pristupu teoriji ultradistribucija (kao kod Komatsua [38]-[41]), moramo po-
znavati unutrasnje strukturne osobine ultradistribucija, kao i temperiranih
ultradistribucija (videti, [11]-[35], [45]-[65]); ekvivalencija ovih dva pristupa
dokaza¢emo pomoc¢u Hermitovih razvoja i nekih strukturnih osobina tempe-
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riranih ultradistribucija.

Kako bi pojednostavili nase izlaganje, posmatracemo samo Zevrejov niz
oblika (M,) = (p!),p € Zy za t > 1. Ovaj niz zadovoljava svakog od
uslova koji su pretpostavljeni za opsti niz (M,)pen,. Prema tome, kori-
stiéemo uproséenu notaciju 2 (Q) (resp. 21 (Q)) za prostore test funkcija
DM (Q) (resp.21Mr}(Q)) na otvorenom skupu Q C R? i .ZO(R?) (resp.
ZH(RY)) za prostore test funkcija .#Me)(R?) (vesp. .#{Mp}(R%)). Ovo se
odnosi i na njhovim dualima, tj. 2'®(Q), 2{*}(Q)- prostori ultradistribu-
cija tipa Berlinga i Rumijea na skupu Q i &' ®O(R?), .7 {8(R?)- prostori
temperiranih ultradistribucija tipa Berlinga i Rumijea na R?, respektivno.
Indeks * uobic¢ajeno koristimo za oznacavanje odgovarajucih prostora i klase

/

tipa Berlinga i tipa Rumijea, tj. 2*(Q), .7*(R%), 2*(Q), .7*(R?) su za-
jednicki simboli za respektivne parove prostora navedenih ranije u tekstu.
Ovi prostori su istrazivani u [11], [35], [38], [43], [65] kao i u mnogim drugim
radovima.

Naglasavamo da postoji i drugi pristup teoriji ultradistribucija uveden
od Vogta (D. Vogt), Meisea (R. Meise) i njihovih suradnika, za koji postoji
obimna literatura u kojoj su razradene i mnoge primene; navodimo samo
nekih od izvora i njihove reference: [7], [8], [62], [102].

Nas sekvencijalni pristup teoriji ultradistribucija slican je onome koji je
izlozen u [2] za distribucije. Po¢injemo definisanjem specijalnog tipa funda-
mentalnih nizova glatkih funkcija i odgovarajuce klase ekvivalencije nazvane
s-ultradistribucije koje su elementi prostora kojeg oznacavamo sa % *(f2).
Ovo je uradeno u odeljcima 3.2 1 3.3, zajedno sa analizom operacija na s-ultra-
distribucijama, struktura konvergencije u %7*(2) i dejstvo s-ultradistribucija
na test funkcije koji pripadaju u 2*(Q2). U odeljku 3.4 uvodimo i proucavamo
prostore .7* i T kojih nazivamo t- i %v—ultradistribucijama, respektivno.
Opet analiziramo njihovu strukturu, konvergenciju u njima i prouc¢avamo
dejstvo ovih temperiranih ultradistribucija na elemente odgovarajucih pro-
stora test funkcija. Dobro je poznato (videti [27] i dr.) da postoji topoloski
izomorfizam izmedu prostora s* i .7*(R?), gde s* je Keteov (Kothe) eselon
prostor nizova sub-eksponencijalnog rasta. Koristeé¢i ovaj fakt dokazujemo u
odeljku 3.5 da postoji sekvencijalni topologki izomorfizam izmedu .7'* i .7*
i prostora .#"*(R?). Konacno, koristeéi rezultate iz dela 3.5, dokazujemo u
delu 3.6 egzistenciju sekvencijalnog topoloskog izomorfizma izmedu prostora
w*(Q) i D).

Rezultati koji su izlozeni u ovom odeljku su publikovani u radu [50].
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3.1.1 Preliminarni rezultati iz teorije ultradistribucija

U ovom delu koriste se iste oznake koje smo naveli na pocetku. Na-
glasavamo da za operatore diferenciranja vazi

a a a e aj .0 o .

D* = Dg:= D' --- Dy, gde D7 = (—18—%) iza g=1,...,d.

Za Furijeovoj transformaciji od ¢ € .(R?) u ovom odeljku koristimo
oznake:

Flo)=Fo=5i= [ o) de
R4

Navodimo nekoliko osobina iz [38]. Fiksiramo ¢t > 1 i razmatramo aso-
ciranu funkciju, koja odgovara nizu Zevreja (p!'),ez, za dato t, definisanu
formulom

p‘p k.pl/t

M(p)::suplog+7:e za p >0,

PENg p:
gde je k > 0 odgovarajuca konstanta. Sa R oznacavamo skup svih nizova (r,)
pozitivnih brojeva koji strogo rastu ka beskonac¢nosti. Narocito, za (r,) € R

definiSemo niz (N,) sa

p
No:=1; N,:=pl'R,, where R,:= Hrj, za pE L. (3.1.1)

j=1
(rp)-asocirana funkcija, koja odgovara datom nizu (r,) € R, je funkcija:
(Tp)(p> ‘= sup log F? 0< p < 00,
p€Np p

gde niz brojeva (N,),en, je definisan u (3.1.1). Za svaki (r,) € R i za svako
k > 0 postoji py > 0 tako da

Ny (p) < e za p> py,

(videti [38]).
Neka je K cC Qi h > 0. Navesé¢emo definicije nekih od prostora test
funkcija [38]:
DOé
EN(K) = {p € 6% (Q): Paxlp) = sup 20l oy

o Ay |t
wGK,aENg heal
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2 = EMEK)N{p € € (Q): suppp C K};
@I(? = 1'&1@?; 29(Q) = lim @I(?;

h—0 KccQ
7 = lim 7 M) = lim 20
h—o0 KccQ

Kako smo i ranije naveli, koristi¢emo zajednicki simbol 2*(£2) za prostore
20(Q) i 28(Q) , a 2*(Q) za njihove duale. Prostori Geljfanda-Silova
SO(RY) i #1H(RY), definisani su u [11] i oni su invarijantni u odnosu na
Furijeovu transformaciju; dati su sa

anp
FHRY = {f € Z(RY): (3C >0) (Yo, B € N % < O}
FSORY = lm ARY,  FORY = lig H(RY.
h—0 h—o0

Primetimo da je prostor .#®(R%) netrivijalan ako ¢ > 1/2, dok .71} (R%) je
netrivijalan ako ¢ > 1/2. Ozna¢avamo oba prostora .7 (R9) i #{}(R9) sa
*(R%), a njihovih duala sa .%"*(R9).

Vazi

7*(RY) — #*(R?Y) — F(RY) = L%(RY) — . (RY) — S *(RY) — 2 (R?),

gde simbol — oznacava da je identi¢no preslikavanje neprekidno i gusto ula-
ganje.

Generalizacija delta-niza (delta-mreze) iz 1.1.5 dobija se ako uzmemo da
funkcija-model pripada u 2*(R?).

3.1.2 Ultradiferencijalni operatori

Navesc¢emo definicije i neke rezultate koji se odnose na ultradiferencijalne
operatore iz [38]-[43]. Formalni izraz P(D) = Y~ _ a,D* (a, € C), koji
odgovara analitickoj funkciji P(z) = > _ a,2® (z € C?), naziva se ultradi-
ferencijalni operator klase Berlinga (p!') (vesp. klase Rumijea {p!'}), ako on

zadovoljava uslov:

(3h > 0)(resp. (Vh > 0))(3C > 0)(Va € Nj)(Jaa| < C’fi—i).
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U slucaju Rumijea mozemo koristiti sledeé¢i ekvivalentni izraz:

C
d
() €R,3C>0) (Yo €Ny) - Jaa] < p

gde je R, definisana u (3.1.1) it > 1 je fiksiran u nastavku rada. Koristi¢emo
termin wultradiferencijalni operator klase x za oba slucaja - Berlingovog i Ru-

mijeovog.
Ako je P(D) ultradiferencijalni operator klase Berlinga (respektivno, klase

Rumijea), tada funkcija P(z) = Z an2®,z € C% prema [38, Propozicija

1o1=0
4.5], zadovoljava ogranicenja:

(3h > 0) (resp. (Vh > 0)) (3C >0) (Vz € Ch |P(z)| < CeH"";

u slu¢aju Rumijea, ogranicenja mogu da se predstave u slede¢em ekvivalent-
nom obliku: Postoje (r,) € R 1 C' > 0 tako da

(Ve € RY) |P(€)] < CelleD",

gde ¢ je subordinirana funkcija datog niza (r,) € R, tj. rastuca funkcija na
[0,00) za koju ¢(0) =01 ¢(p)/p — 0 kada p — oo i koja je pridruzena nizu
(rp) pomocu identiteta:

M(c(p)) = Ni,)(p), za p >0,

gde je N,y (rp)-asocirana funkcija (videti [38]).
Sa P® (resp. Pi) oznacavamo klasu ultradiferencijalnih operatora P,(D)
tipa Berlinga (resp. P.,)(D), (r,) € R tipa Rumijea) koji imaju oblik:

P.(D) = (1+D§+...+D§)lﬁ NPt 4D iappp) (3.1.2)

202t
r
p=l1 b

(resp.,

= D} ...+ D? >
P(rp>(D)=(1+Df+'..+D§)’H(1+ ¥ d):Zapr (3.1.3)

22t
r
p:l pp
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gde r > 0 (resp. (r,) € R) il > 0. Smenom D; sa & u (3.1.2) i (3.1.3) do-
bijamo ultra-polinome P,(§) tipa Berlinga (resp. F.,)(§) tipa Rumijea) koji
odgovaraju ultradiferencijalnim operatorima P,.(D) (resp. P.,)(D)). Oni se
mogu opisati na slede¢i na¢in (videti [38]):

ultra-polinomi tipa Berlinga su subeksponencijalnog rasta, tj. postoje
konstante C,Cy,C > 01 hq, ho, h > 0 tako da

CreM KT < |P(€)] < Coel", g e RY, (3.1.4)
i
hP
|Clp| S Cﬁ, pE No.

Deskripcija ultra-polinoma u slucaju Rumijea je tezi. Moze se dokazati,
slicno kao u slu¢aju Berlinga, da za dati niz (r,) € R i za njegovu subordi-
niranu funkciju ¢ postoji konstanta C' > 0 tako da

c 1/t
Celt™ <[P, (6)], € eR, (3.1.5)

Kako bi dobili odgovarajuce gornje ogranic¢enje moramo naci niz (rg,) € R i
njegovu subordiniranu funkciju ¢y tako da nejednacina

(14 €2 Py (€)] < Coe®ED ¢ e RY (3.1.6)

vazi za neku konstantu Cy > 0 i za svako { > 0. Na primer, ako r, = p°
(e > 0), tada c(|¢]) = ho|é|*®) za neko pogodno izabrano hy > 0 i za
svako ¢ € R?. U ovom sluéaju ogranic¢enja su ocigledna. U opstem slucaju
¢emo koristiti slede¢u vaznu osobinu subordiniranih funkcija koja je posledica
Leme 3.12 (videti i Lemu 3.10 iz [38]).

Neka je ¢ proizvoljna subordinirana funkcija i neka ¢ := 2¢. Postoji niz
(ry) € R tako da (rp)-asocirana funkcija N9y i subordinirana funkcija ¢

p
koji odgovaraju nizu (rg) zadovoljavaju nejednacinu:

M(c(p)) < Nuoy(p) = M(cop)), p >0,

Prema tome,
co(p) = clp) = 2c(p), p>0.

Gornje primedbe mogu da se formuliraju u slede¢u lemu:

Petar Sokoloski 57



GLAVA 3. TEORIJA ULTRADISTRIBUCIJA - SEKVENCIJALNI
PRISTUP

Lema 3.1.1. Za proizvoljnu subordiniranu funkciju c, koja odgovara nekom
nizu (r,) € R, i h > 0 postoji niz (7“2) € R 1 njegova subordinirana funkcija
co, tako da

co(p) = hc(p), p>0.

Narocito, za datu subordiniranu funkciju ¢ postoji druga subordinirana funk-
cija co (obe su pridruZene odgovarajuéim nizovima iz R) tako da

co(p) = ¢(2p)
za svako p > 0.
U odeljku 3.4.2 ¢éemo koristiti slede¢u lemu.

Lema 3.1.2. (a) Ako je P, € PY (resp. P,y € P), tada postoje ry >0
(resp. (r)) € R), C >0 ie >0 tako da

Cal
|DP,(z)] < - el peRY ae Nd

- 6'0“
Cal ¢ ozt
—e (T'p) ,

(T‘SSp. |Dap(rp)(x)| < clal

< reRY ac Ngl),
gde je cqo)(p), p > 0, subordinirana funkcija odgovarajuéa nizu (r% e

P
R.

(b) Ako Pr € P (resp. Py, € P), tada postoje 7o > 0 (resp. (79) €
R), C>0ie>0 tako da

Cal -

1D* (1) Py (x))] <~ g=Polal/", zeR: aeN
6\0(\

Ca! €_C<F2>(‘x|)l/t

d d
o r € R «aeNj),

(resp. ‘Da (1/P(;p)(x))| <

gde je cy) subordinirana funkcija odgovarajuca nizu (?g)

Koristi¢emo simbol P* kao zajednicku oznaku za klase ultradiferencijalnih
operatora P® tipa Berlinga (resp. P} tipa Rumijea) uvedenih ranije. Sim-
bolom P?* oznacavamo prostor t-ultradistribucija oba tipa. Odgovarajuéih
prostora ultradiferencijabilnih funkcija oznacava¢emo simbolima P (resp.
P2*). Ova notacija olakiava nam da razdvojimo razlicite upotrebe slova
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P: P(D), P(x) ili P(§). U nastavku, kako bi pojednostavili izlaganje, po-
smatrac¢emo ultradiferencijalne operatore oblika (3.1.2) i (3.1.3), ali u nekim
dokazima koristi¢cemo njihov opsti oblik.

Sa g oznacavamo sledeci operator koji deluje na merljivoj funkciji G:

(sG)(€) = (i€)°G(§)  za€eR'ifeNg.
Primetimo da poG = G. U nastavku ¢emo koristiti sledeéu tvrdnju:
Propozicija 3.1.3. Za svako 3 € N, g € [1,00] i P.(D) € P® gde jer >0
(resp. Pu\(D) € P gde je (r,) € R) postoji Px(D) € PO gde je 7 > r

(resp. Pi)y € P gde je (7,) € R, lim 2 0) tako da
p—0 T,

P P,
ﬂﬁﬁ e LYRY i F! (Mﬁp ) € LYRY) (3.1.7)

P, P,
(resp /,Lﬁp( ”z € ZYRY i F ' (s P( ”;) € ﬁq(Rd))

Analogno, ako stavimo P>* umesto P}, vaZe sledeée relacije:

PT(QCY—Fl)) (P(r )(20[‘1‘1))
e u—— A resp. | —%——= elr|, 3.1.8
(P;(Qa +1) aezZd ( g P(Fp)(Q& +1) aezZd ( )

gde

PQ2a+1) ZakHQOzﬁ—l , zaaeNg.

|k|=0 =1
Slede¢e dobro poznate navode ¢emo takode koristiti u nastavku; njihovi
dokazi mogu se naéi na mnogo mesta, na primer u [11, 65].

Lema 3.1.4. (a) Glatka funkcija ¢ na R? pripada u .*(R?) ako i samo
ako za svaki P € P* « P, € P, imamo

[P P(=D)epls < oo
(b) Ako za svakin € Ny, ¢, € *(RY) i ¢, 2% ¢y kada n — oo, tada za
svaki P € P* i P, € P vaZi
P,P(—=D)p, 25 P,P(=D)py  kadan — oo.

(¢) Ako za svakin € Ny, ¢, € L*(RY) i ¢, 2 gy kada n — oo, tada za
svaki P € P* imamo

P(H)p, AN P(H)o kadan — oo.
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3.2 Fundamentalni nizovi s-ultradistribucija

Svarcove distribucije u sekvencijalnom pristupu prikazanom u [2] su de-
finisane kao klase ekvivalencije fundamentalnih nizova glatkih funkcija defi-
nisanih pomoc¢u diferencijalnih operatora (izvoda) konacénog reda. Na slican
nacin uvodimo sekvencijalne ili s-ultradistribucije tipa Berlinga (resp. Rumi-
jea). Razlika je u tome da novi fundamentalni nizovi su definisani upotrebom
ultradiferencijalnih operatora P.(D) (resp. F.,)(D)) umesto diferencijalnih
operatora konacnog reda.

Ako P € P* i F je integrabilna funkcija sa kompaktnim nosacem, tada
je P(2)F(F)(z), 2 € CY cela funkcija subeksponencijalnog rasta na R?. Ako
inverzna Furijeova transformacija F *1(Pﬁ ) je lokalno integrabilna funkcija,
tada definiSemo

P(D)F(z) := F Y(PF)(z), zecR? (3.2.1)

formalno dejstvo ultradiferencijalnog operatora P(D) na glatkoj funkciji sa
kompaktnim nosacem. Ako je F' glatka funkcija sa kompaktnim nosacem za
koju

supp F'C Ky, CC ()
i P € P* ima oblik

P(D) = lim P(D),

k—o0

gde
k
Py(D):= Y anD",

=0

i pretpostavljamo egzistenciju leve strane jednacine (3.2.1) u slede¢em smislu:

P(D)F(x) = lim P(D)F(z), €K, (3.2.2)

tada granica u (3.2.2) postoji i ona je glatka funkcija na K. U ovom slucaju
limes definise f(z) = P(D)F(x) za € K i daje smisla izrazu (3.2.3) dole.

Definicija 3.2.1. Niz glatkih funkcija (f,) definisanim na otvorenom skupu
Q C R naziva se s-fundamentalnim nizom tipa *, (tipa Berlinga ili Rumijea,
respektivno) na ), ako za svako K1 CC Q 1 K CC KY postoje ultradiferen-
cijalni operator P(D) € P*, niz glatkih funkcija (F,) na Q i neprekidna
funkcija Fy na §2, tako da

fn=P(D)F, na K (n€Zy), suppk, C K; (ne€Ny) (3.2.3)
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iFnﬂFo kada n — oo.

Jednakost (3.2.3) podrazumeva se u smislu postojanja granice (3.2.2). U
nastavku, za dati K CC () uvek ¢emo uzimati skup K; CC €2 za koji K CC
K? koji je dovoljno blizak skupu K, bez da se to posebno naglasava (moguce
je pokazati, uzimajuéi prikladnu funkciju odsecanja, da definicija ne zavisi
od izbora skupa Kj).

Primedba 3.2.2. 1° U (3.2.3) moguce je posmatrati svakog ultradiferencijal-
nog operatora klase %, a ne samo onih koji pripadaju P*, sto daje opstiji oblik
definicije. Kako su obe formulacije ekvivalentne, koristi¢emo gore navedenu
radi jednostavnosti.

2° Neka su €y, Q otvoreni skupovi u R? tako da €; C Q. Ako je niz (f,)
s-fundamentalan tipa * u €2, tada je on s-fundamentalan tipa * u 2.

3° Neka je (f,) niz glatkih funkcija u . Ako za svaki otvoreni skup Qy C
Q niz (f,|Q) je s-fundamentalan tipa x u g, tada (f,) je s-fundamentalan
tipa * u €.

Definicija 3.2.3. Neka su (f,,) i (9n) s-fundamentalni nizovi na otvorenom
skupu 2. Pisemo

(fn) ~ (gn)

ako za svaki K3 CC Q 1 K CC K7, postoji ultradiferencijalni operator P &
P* i nizovi (F,), (Gy) glatkih funkcija na  tako da

fn:P(D)Fn nad Ka gn:P(D)Gn nad K (n€Z+)7

supp I, C Ky, suppG, C Ky (n € Zy), (3.2.4)
i B2 G, 2 Fokada n— oo

Koristi¢emo oznaku

F, —Wy& G, kada n — oo

kako bi oznacili da nizovi (F},) i (G,) konvergiraju u ¢ (K) prema istoj ne-
prekidnoj funkciji H na €2 (jasno je da supp F,supp G C K3).
Od Definicije 3.2.3 dobija se da

Primedba 3.2.4. Ako su (f,) i (gn) s-fundamentalni nizovi u €2, tada su

oni u relaciji (f,) ~ (gn) ako i samo ako niz fi, g1, f2, 92, f3, g3, - .. je s-
fundamentalan u €2.
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Jasno je da je relacija ~ refleksivna i simetri¢na. Za dokaz njene tran-
zitivnosti dokazac¢emo nekoliko pomoénih propozicija koje ¢emo koristiti u
nastavku.

Propozicija 3.2.5. Fiksirajmo K1 CC Q i K CC K7. Pretpostavimo da
(fn) zadovoljava Definiciju 3.2.1 u slucaju Rumijea, tj. f, = Py, (D)F,

na K, suppF,, C K; zan € Ny i F, m Fy kada n — oo za niz (F),)

glatkih funkcija i neprekidnu funkciju Fy na §2. Tada postoje P,y € Pt
gde (,) € R sar,/Tp L 0 kada p — oo i F' (P, /P,)) € LN RY), glatke
funkcije F,, (n € Zy) i neprekidna funkcija Fy na Q tako da

fn = P(;p)(D)ﬁn na K (n€Zy), supp F, C K; (n € Ny)
7 fn m ﬁg kadan — oo.

Iskaz je tacan i u sluc¢aju Berlinga (sa odgovarajuéim oznakama).

Propozicija 3.2.6. Ako za proizvoljno K; CC Q 1+ K CC K7 postoje P €
P*, glatke funkcije F,, (n € N) i neprekidna funkcija Fy na Q) sa supp F,, C K,
(n € Ny) tako da

¢(K)

F, — Fy i P(D)F,(z) = 0 za x € K kada n — oo,

tada Fy = 0 na Q.
Narocito, ako je F' glatka funkcija na Q i P(D)F(x) =0 za x € Q, tada
F =0 na.

Propozicija 3.2.7. Fiksirajmo K, K, CC () tako da K CC K7. Pretposta-
vimo da za nizove (ry), (7,) € R, glatkih funkcija F,, F, na Q (n € Z;) i
neprekidnih funkcija Fy, Fy na ), vazi

Jn=Pe)(D)F, na K (n€Zy), supp F,C K, (neNy),

Fn@)FO kada n — oo

fn(z) = P, (D) F, na K (n€Z,), supp F, C K, (neNy),

}NQL m ﬁo kadan — oo.
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Tada postoje niz (7,) € %, za koji ;—z ) % 10 kada p — oo tako da
—y e 2N (RY), (3.2.5)
i nizovi (F,1), (Fnz2) glatkih funkcija i neprekidne funkcije Fy 1, Foo na €,

sa supp F, 1, supp F,,o C Ky (n € Ny), tako da

fo=Pa,)(D)Fnj na K (n€Zy), F,; ﬂ Fy; kada n — oo (3.2.6)

za j =1,2. Stavise Fyq = Foz na Q.
Isto vazi i u slucaj Berlinga (sa odgovarajué¢om notacijom).

Propozicija 3.2.8. Relacija ~ uvedena u Definiciji 3.2.3 je tranzitivna.

3.2.1 Sekvencijalne ultradistribucije

Definicija 3.2.9. Neka je (f,) s-fundamentalan niz (tipa *) u otvorenom
skupu Q C R Klasa ekvivalencije [f,] svih s-fundamentalnih nizova (tipa
x ) ekvivalentnim sa (f,) u odnosu na relaciju ~ naziva se sekvencijalna ul-
tradistribucija (tipa ) ili kratko s-ultradistribucija (tipa %) i oznacava se

f= [fn]»

gde (fn) je neki predstavnik klase ekvivalencije. Skup svih s-ultradistribucija
(tipa x) na datom otvorenom skupu Q u R? oznacava se sa % *(K2).

Primedba 3.2.10. 1° Koriste¢i Propoziciju 3.2.6, dobijamo da
f=1f]=0naQzafew*(Q),

ako za proizvoljno Ky CC Qi K CC K7 postoji niz (F},) glatkih funkcija na
Q) i ultradiferencijalni operator P € P* tako da

fn=P(D)F, naK (n€Z,), suppF, C K; (n € N)

ianO kada n — oc.

2° Neka je f € %*(Q2). Ako f =0 na Q; za svako Q; C , tada f = 0 na Q.
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Definicija 3.2.11. Nosa¢ s-ultradistribucije f = [f,] € Z*(Q) je kom-
plement unije svih otvorenih skupova na kojih je f = 0. KaZemo da s-
ultradistribucija f = [f,] ili s-fundamentalan niz (f,) tipa * je sa kompakt-
nim nosacem ako postoji K CC RY tako da supp f,, C K zan € Z.. Tada
pisemo supp f C K ili supp (f,) C K. U ovom slucaju postoji niz glatkih
funkcija (F,), neprekidna funkcija Fy, ultradiferencijalni operator P € P* i
K, cc Q tako da

fu(z) = P(D)E,(z) naR? (ne€Zy), suppF, C K; (n€Ny)

ianFo kada n — oo.

Primer 3.2.12. Neka je F' neprekidna funkcija sa kompaktnim nosacem u
R?, tj. f = 0 van kompaktnog skupa K, (5,) je delta niz u 2" (R%) i neka
F,:=F %0, zan € Z,. Tada (F,) je s-fundamentalan niz tipa * na R?.

Primer 3.2.13. Neka je (f,) s-fundamentalan niz tipa * na Q C R? i (K,,)
je rastuci niz kompaktnih skupova tako da K, C K | zan € Z,. Stavimo

Q= U K,.

€z
Definisemo otvorene skupove
Q,={reQ: dz,00) >1/n}, Qun:={r€Q,: d(z,00,) > 1/n}
i funkcije K, € €5°(S2) tako da
@ =10 e
zan € Z,. Tada niz (]?n), gde

7oy ) ((Rafn) *60)(@), if v € Qn,

Iul@) = { 0, ifr € QC,
je s-fundamentalan tipa * na Q i (f,) ~ (fn).
Primer 3.2.14. Neka je f € 2'(Q) za neki otvoreni skup Q C RY, neka su
O, Qi Ky kao u primeru 3.2.13 i neka je P,y € Pt} Stavimo

— ‘F_l(ﬁl/P(rp))(x), ako x € (),
Fu(z) = { ; ISy (3.2.7)
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zan € Z,, gde

o= (Fnf) % 0n = P, (D) F,
i P,y oznacava u (3.2.7) funkciju koja odgovara ultradiferencijalnom opera-
toru P.). Kako /;17, za svako n € Z., je ogranicena polinomom, sledi iz
(3.1.6) da je (f,) s-fundamentalan niz tipa Rumijea na Q, tj. [f,] € Z(Q).

Sli¢no je moguée prikazati f kao elemenat iz % ) (Q) pomoéu P,(D) umesto
Py (D).

Primedba 3.2.15. Ako je (f,) s-fundamentalan niz tipa * u smislu Definicije

3.2.1, tada F, ﬂ Iy kada n — oo za svaki kompaktan skup K CC ().

Primeri 3.2.12 i 3.2.14 pokazuju da svakog s-fundamentalanog niza (f,) za
koga vazi (3.2.3) moguce je identifikovati sa formalnom reprezentacijom

[ = P(D)Fo

na K, jer iz opste teorije ultradistribucija znamo da za svaki K; CC i
K CC K7 postoje P € P* i neprekidna funkcija Fy € €(2) i ultradiferenci-
jalni operator P € P*, tako da

f=P(D)Fy, naK i suppF,C K.

Ovo bice potvrdeno sa (3.3.3).

3.2.2 Operacije sa s-ultradistribucijama

Uvodimo operacije sabiranja i mnozenja sa skalarom. Neka su f = [f,] =
[ful, 9 = lgn] € Z*(2) i A € C, za nekih s-fundamentalnih nizova (f,) i (9,)
tipa . Koriste¢i Propoziciju 3.2.7, moguce je dokazati da su (f, +gn) i (Afn)
s-fundamentalni nizovi tipa * na €2, pa mozemo definisati s-ultradistribucije

f+g:=1fn+ gl i A=Al

Radi primedbe 3.2.4 definicije su konzistentne. Prema tome, % *(2) je vek-
torski prostor.

Pokazimo da je diferenciranje operacija. Neka je f = [f.] € ZH(Q), tj.
(fn) je s-fundamentalni niz tipa Rumijea, i 3 € N&. Dokaza¢emo da je niz
(féﬁ))n s-fundamentalni niz tipa Rumijea. Za svaki K1 CC Qi K CC Ky
neka su (F},) i P,,)(D) kao u Definiciju 3.2.1. Kako
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1P =P (D)E na K,

zakljucujemo prema (3.1.7) sli¢no kao kod dokaza Propozicije 3.2.5 za f =0
da postoje Pz, € P niz (F,) glatkih funkcija i neprekidna funkcija F,
nad (2 deﬁmsana sa

7o Blry)

5%) * (/iKFn)]u n € NO7

i sa nosaCem supp F,C K, (n € Nyp), tako da

P(Tp)(D)F,(Lﬁ) = P(;p)(D)ﬁn na K i ﬁn @) ﬁ() kada n — oo.

( )) je s-fundamentalan i definisemo

f7 =112

Na bazi Primedbe 3.2.4, definicija je konzistentna i f¥) € {(Q). Analogna
tvrdnja vazi u slucaju Berlinga.

Razmotri¢emo operacije mnozenja i konvolucije sa funkcijom iz &*(f).
Posmatrac¢emo samo slucaj Rumijea. Berlingov slucaj je slican.

Fiksiramo w € &M(Q) i f = [f,] € Z ¥ (Q). Pokazacemo da je niz (wf,)
s-fundamentalan, pa moze se definisati

Zmadci, (fn

wf :=lwf,] € é(’{t}(Q)

i definicija je konzistentna, radi primedbe 3.2.4. Za svaki K CC () po-
stoje P, € P} niz glatkih funkcija (F),) i neprekidna funkcija Fy u € sa
supp F, C K, (n € Ny) tako da

Why=wP ) (D)F,u K i By, 255 Fyon o 0.

Mozemo pretpostaviti da w ima kompaktan nosac¢ njenim mnozenjem sa funk-
cijom odsecanja koja je 1 na K. Imamo

D(E) < Ce i P (OF,| < Crect g e R

za neke konstante C' > 0, ¢y > 0, h > 0 i subordiniranu funkciju ¢, radi
(3.1.6). Radi (3.1.7), postoji P, € P, gde (7,) € R sa r,/T, | 0 kada
p — 00, tako da -

(@ * (P(Tp)Fn))/P(;p) S fl(Rd).
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Ako uzmemo

o~

@ * (P(rp)Fn)
P

Tp)

Gy = krF ), ne N,

dobijamo da

wfn = Pg,)(D)Gy na K(n € Zy), suppG, C Ki(n € Ny)
i Gn@)GO kada n — oo. ’

Znadi, (wfn) je s-fundamentalan niz na €.
Stavige, ako je f = [f.] i w € 2{(Q), tada

wH = [wx* fl,
jer
wx P(D)F, = P(D)(w* F,)
na svakom kompaktnom skupu K C R? zan € Z,.

Opéstije, tacno je sledeée: ako su (f,) i (¢gn) s-fundamentalni nizovi na R?
i supp(g,) C Ko CC R4, tada je (f, * gn) s-fundamentalan niz na R%.

3.3 Nizovi s-ultradistribucija
Definicija 3.3.1. Neka je f™ € %*(Q2) za m € Ny, tj.
S =10l

gde sa (fI"), oznacavamo s-fundamentalnog niza koji predstavija f™ za m €

No. Kazemo da niz (f™) konvergira elementu f° iz %*(Q) i pisemo

™3 0 kada m — oo (u %*(S2)) ili s-lim fm = f° (uw*(Q))
m—r0o0

ako za svaki K1 CC Q) i K CC K7 postoje P € P*, glatke funkcije F)" na

Q (m € No,n € Z) i neprekidne funkcije F'™ na Q (m € Ny), sa nosacima
sadrzanim u K, tako da

i =P(D)F naK (n€Zy, meNy);

Fm ¢(K)

0 :
. F. kada m — oo ravnomerno pon € Z;

e 28 pm padan — oo (meNy) ¢ 25 B0 padam — oo

n
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Znamo da navedene tvrdnje povlace

lim lim F" = lim lim F)" in ¢(K).
m—00 N—00 n—00 T —00

Teorema 3.3.2. Ako limes s- lim f™ postoji, onda je on jedinstven.
m—00

3.3.1 Dejstvo na test funkcije iz 2*(Q)

Neka je f = [f.] € #*(2), gde (f,) je s-fundamentalan niz koji zadovo-
ljava Definiciju 3.2.1, tj. za svako K, K; CC () tako da K CC K7, i za neko
P(D) € P* postoje glatke funkcije F,, (n € Z,) i neprekidna funkcija Fj na
(2 tako da

fa=P(D)F, naK (n€Zy), suppkF, C K; (n¢€Ny) (3.3.1)
i anFo kada n — oo.
Dejstvo f na test funkciju ¢ iz 2%(2) je preslikavanje

f:2°(Q) = R, flo) = (f,9)w~@ (3.3.2)
gde

Fohuw =l [ fu(pla)ds = [ F@lPD)elle)dn. (333

n—o0

Ako, pored (3.3.1), imamo

fo=P(D)F, on K (n€Z,), suppF, C K; (ne€N)
ﬁn @ ]50 kada n — oo
za neki P(D) € P*, glatke funkcije F,, (n € Z,) i neprekidnu funkciju Fy na
(), tada koristec¢i parcijalnu integraciju imamo

lin [ ful@ola)do = [ Fo(w)lP(-D)el(a) da,
tj. definicija u (3.3.3) je konzistentna.

Jasno, (3.3.2) je linearno preslikavanje. Za dokaz da je (3.3.2) sekvenci-
jalno neprekidno potreban nam je sledeéi rezultat iz [38]: ako niz ¢, — ¢
kada n — co u 2%(12), tada P(D)g, — P(D)po u 2*(2) za svakog ultradi-
ferencijalnog operatora P(D) € P*.
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Teorema 3.3.3. (a) Neka je f € U*(Q) i om — o kada m — 0o u Z*(N2).
Tada
(fsom)a@ = (fr0o)w-) kada m — oo.

(b) Neka f™ — f° kada m — oo u %*(Q). Tada

(f™ @) = (f @) u@  kada m — oo

za svaku ¢ € P*(N2).

3.4 Temperirane sekvencijalne ultradistribu-
cije
Simbol 22%* koji oznacava ili P ili P2},

3.4.1 t-Temperirane sekvencijalne ultradistribucije

Neka je P € £?*. Koristi¢emo ultradiferencijalne operatore oblika

P(H) = i aoH®

=0

klase Berlinga (p'*") (resp. klase Rumijea {p!*'}) tako da

(3R > 0) (3C > 0) (resp. (Vh >0) (3C > 0)) (Va € NI) |a,| <

u slucaju Rumijea dati uslov je ekvivalentan sa

() €R) (3C>0) (Va €M) ol <

gde je R, definisano u (3.1.1).

Definicija 3.4.1. Niz funkcija (f,) iz Z*(R?) N C*°(RY) naziva se t-funda-
mentalni niz (tipa x) u R ako postoji ultradiferencijalni operator P € P,
funkcije F,, € L*(R%) NE>°(R?) oblika

o0

Fn - Z Ca,nha

1a1=0
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sa koeficijentima (Can)aeng € I? zan € Zy i funkcija Fy € L*(R?) tako da

fo=P(H)F, naR* i F,% F, kadan— oo, (3.4.1)
gde za P(H)F, iz (3.4.1) podrazumevamo da je u £*(RY)NC>(R?) ako vazi:

k 9]
lim Py(H)F, = lim Z_OaaHaFn = Z_Oca,np(za + Dha = fo, (ne€Zy).

Kasnije ¢emo iskoristiti sledeéu tvrdnju koju nam omogucava da .£>-
konvergentnog niza u reprezentaciju ¢-fundamentalnih nizova zamenimo ni-
zom koji konvergira i u .Z?(R?) i ravnomerno na R¢.

Lema 3.4.2. Neka F, € Z*(R) N C®RY) zan € Ny i F, > Fy kada
n — 0o. Oznacavamo

gde
Go(&) = (14 |E))"¥2F,(€) za £ € R? in € Ny,

Tada je (ﬁn) ograniceni niz glatkih funkcija tako da F), 2 Fy kada n — 00 i
~ d ~

E, ﬂ Fy kada n — oo.

Definicija 3.4.3. Neka su (f,) i (9,) dva t-fundamentalna niza na otvore-
nom skupu 2. Pisemo (f,) ~1 (gn) ako postoje nizovi (F,), (G,) tako da
funkcije F,,, G,, € L*RY)NE>(RY) (n € Z,. ), koji su konvergentni u £?(R?)
i operator P € 2% tako da

fo=P(H)E,, g,=P(H)G, naR? i Fn—Gnio kada n — oc.

Sledec¢e dve tvrdnje ¢emo koristiti u produzetku.

Propozicija 3.4.4. Ako postoji P € 2%, funkcije F,, € £*(R%) N C®(RY)
zan €Z, i Fy € L*RY) tako da

Fy =3 =0 Canha 8@ (Can)acnt € 12 zan €N
i jos Fy, 2 Fy i P(H)F, 2 0 kada n — oo, tada Fy = 0 na RY.

Posebno, ako je F € Z?(RY)NC®RY) i P(H)F = 0 u L*RY), tada
F =0 na R%.
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Propozicija 3.4.5. Pretpostavimo da

fu = Poy(H)F, = Pg (H)F, naR? (neZy)

FniFO, ﬁniﬁo kada n — o0

za neke ultradiferencijalne operatore P, Pg,) € P funkcije Fn,ﬁn €
LARY)YNE=(RY) i Fy, Fy € L*(RY) koji imaju oblik:

F—ann as Fn—zcana (n€N0)7
1oe1=0 1oe1=0

gde (Can)aend, (Can)aend € I? zan € Ny. Tada postoje ultradiferencijalni
operator P € P gde je (7,) € R sar,/Ty L 0i7,/F, |0 kada p — oo,
tako da

P(?p) (20{ —+ 1) eNd ) P(;p)(QOé —+ 1) eNd )

i funkcije G, G, € L2(RY) NE=(RY) i Gy, Gy € L*(RY) oblika:

y(2a + 1) ~ = Pr)Qa+1)
G anhay Gn_ - e N anha
QZO P(r 2(1/—1- C ’ aZO P(r )(20(‘|—1)C

za n € Ny, koje zadovoljavaju sledecih uslova:

fo = Pu(H)Gy = Pyy(H)G, naR® (necZ,)

Gn 2 Gy, Gn>Go kada n— oo, (3.4.3)

S’tamge, G, = én nad R? zan € Ny.
Isto vazi i u Berlingovom slucaju sa odgovarajucom notacijom.

Jasno je da je relacija ~ refleksivna i simetri¢na. Dokazac¢emo da je ~;
tranzitivna.

Propozicija 3.4.6. Relacija ~; je tranzitivna.
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Definicija 3.4.7. Neka je (f,) t-fundamentalan niz (tipa x) u otvorenom
skupu Q C R, Klasa ekvivalencije [ f,] svih t-fundamentalnih nizova (tipa x)
koji su ekvivalentni sa (f,) u odnosu na relaciju ~1 naziva se t-temperirana
sekvencijalna ultradistribucija (tipa %) ili kratko t-ultradistribucija (tipa *) i
oznacava se sa

fo= )] il f o= [l

Skup svih t-ultradistribucija (tipa *) na otvorenom skupu Q C R? oznacava

se sa T* = T*(RY).

Primedba 3.4.8. Kao i kod prostora %*(£2) (vidi 3.2.2) mogu se posmatrati
odgovarajuée operacije u .7*. Tu neCemo ulaziti u detalje. Samo ¢emo
primetiti da operacije sabiranja i mnozenje sa skalarima su dobro definisane
na ovom skupu, tj. 7 * je vektorski linearan prostor.

Primer 3.4.9. Neka je Fy € ZL*(RY) i neka (5,) je delta-niz u 2*(RY).
Definisemo

F, =Fx*6, zan€Z,.

Tada (F,) je niz glatkih funkcija iz £*(RY) koji je t-fundamentalan niz nad
R? i u Berlingovom i u Rumijeovom slucaju.

Primer 3.4.10. Neka je [ = [f,] € T* oblika
fo=P(H)F,, gde P € 2% i F, € Z?’(RY)NE*(R?) zan € Z,.

Stavise, pretpostavljamo da F, 2 Fy kada n — oo za neku funkciju Fy €
L2(RY). Definisemo

o= P(H)(F, x0,) zan € Z,.
Tada (]?n) je t-fundamentalan niz u R? i (f,) ~; (fn)

Definicija 3.4.11. Neka je f™ € T za m € Ny, tj. f™ = [(f™)],
gde (f")n oznacava t-fundamentalnog niza koji predstavija f™ za m € Ny.

Kazemo da niz (f™) konvergira ka f° u T* i pisemo

5 f0 kadam — oo ili t-lim fm = f°

m—0o0
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ako postoje P € P?**, glatke funkcije F™ € ZL*(RY) (m € No,n € Zy) i
funkcije F™ € £*(R?), (m € Ny), tako da

fm=PH)F™ nad R (n€Z,, meNy);
E" 2 F° kadam — oo, uniformno po n € Z,;
F,’L”AFm kada n— oo (m € Ny) 1 F™ 2 F° kadam — .
Uslovi u definiciji povlace da
lim lim F™ = lim lim F™ u Z*R%).
m—0o00 N—r0o0 n—ro0 Mm—r00

Teorema 3.4.12. Ako postoji limes t- lim f™, tada je on jedinstven.
m—ro0

U nastavku trebace nam sledeéi rezultat:
Lema 3.4.13. Neka je ¢ funkcija iz 2%(R2), tako da
o(x) =1 za x € B(0,1/2)
1 02nacimo
om(T) :=p(x/m) zaz €RimeZ,.
Ako je f = [f,] t-ultradistribucija, tada fpn, L f kada m — .

Posledica 3.4.14. Za svaku t-ultradistribuciju f° postoji niz (f™) sastavljen
od t-ultradistribucijama tako da f™ 5N f° kada m — oo.

Primedba 3.4.15. Kao i u slucaju s-fundamentalnih nizova koga smo razgle-
dali u 3.2.15, svaki t-fundamentalan niz (f,) za koga vazi (3.4.1) moze se
identifikovati sa formalnom reprezentacijom

f = P(H)F,

jer svaka reprezentacija, prema (3.4.10) iz dela 3.4.3, definise istog elementa

iz T* .
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3.4.2 t-Temperirane sekvencijalne ultradistribucije

U ovom delu razvijamo sekvencijalnu teoriju temperiranih ultradistribu-
cija koja je tesno povezana sa sekvencijalnim pristupom kojeg smo razradili
u delovima 3.2 i 3.3.

Definicija 3.4.16. Niz glatkih funkcija (f,) naziva se t-fundamentalan niz
(tipa *) u R, ako postoji ultradiferencijalni operator P € P*, P, € P,
funkcija Fy € L2(RY) i niz (F,) u L?(RY) NE>®(RY) zan € Z, tako da

fo = P(D)(P\F,) nad R* i F, 2 Fy kadan — . (3.4.4)

Dejstvo operatora P(D) na Py F,, podrazumeva se kao u delu 3.2; on je limes
od

> a,D*(PF,)(x)
1o1=0
kada m — oo za x € R% Slede¢a tvrdnja ée nam omoguéiti da prebacimo
fundamentalan niz iz jednog oblika u drugi.
Za dato h > 0 subordiniranu funkciju ¢ oznacavamo radi jednostavnosti
Eip(u) = ettt E*(u) = e ga > 0.

Lema 3.4.17. Neka su Py, F,, i Fy kao u (3.4.4). Za Py pretpostavlijamo da
vaze ogranicenja (3.1.4) u Berlingovom slucaju (resp. (3.1.6) u Rumijeovom
sluc¢agu) u obliku:

|Pi(x)] < CEy,(|2])  (resp. |Pi(a)| < CE(|2])) 20z € R,

gde je hy > 0 podobna konstanta (resp. ¢ je pogodna subordinirana funkcija).
Tada

(a) za dato h > 0 (resp. za datu subordiniranu funkciju c) postoji r > 0
(resp. (rp) € R) tako da

[EnF = (P/P))(2)] <00 (resp. |[ESF(Py/Ppy,)(x)] < o0)

za svako x € RY.
(b) postoji r > 0 (resp.(r,) € R) tako da

2

E_on, [(PLF, — PLRy) x F7H(PL/P)] = 0

(resp. E=°[(PLF, — PLFy) « F ' (P1/P,))] = 0)

kada n — oo, gde je ¢ subordinirana funkcija za koju QCi/t <l
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Definicija 3.4.18. Neka su (f,) i (gn) t-fundamentalni nizovi. Pisemo

(fn) ~2 (gn)

ako postoje nizovi funkcija (F,), (Gy), Fn, G, € L2(RHONEZ(RY) (n € Zy ),
kogi konvergiraju u £*(R?), operator P € P*, P, € P! tako da

fn = P(D)(P\F,), g, = P(D)(P,G,) nadR?

iFn—GniOkadan%oo.

Sledeca propozicija je vazna kao i u prethodnim sluc¢ajevima. Ona se moze
dokazati koris¢enjem Furijeove transformacije slicno kao i kod Propozicije
3.2.7.

Propozicija 3.4.19. Ako su tacne pretpostavke Definicije 3.4.18 za (fy,) 1
ako

P(D)(PF,) %0  kadan — oo,

tada F, 2 0 kada n — co. Naroéito, ako P(D)(PF) =0, tada FF =0.

Glavna tvrdnja u ovom delu odnosi se na smenu predstavnika neke
t-ultradistribucije (vidi Definiciju 3.4.22 dole). Posmatramo slucaj Rumijea.

Pretpostavimo da Py, P,y € P, P} vy Py € P i (F,), (F,) su
nizovi funkcija u Z?(R%) N %"O(Rd) kOJl su i oba konvergentnl u ZL?2(RY), i
zadovoljavaju Definiciju 3.4.16, tj.

fo = Pu(D)(P Fu) = P,y (D)(PE\F,) nad RY (n€Zy),  (3.4.5)

Tp

tako da

max { | Pl (@)1, [P (2)], 1P (@) 1P, (@)} < Ceti)

)1/t

(3.4.6)

za podesno izabranu subordiniranu funkciju ¢ i € R%. MoZemo pretposta-
viti, bez gubljenja opstosti, da P1 D) = P( ) = = Pg,)- Mozemo iskoristiti u

(3.4.5) umesto P \(z)Fu(2) i P(Qrp)( z)F,(z), respektivno, sledece izraze:
7 (1) ()

P
i PFP (ZU)—TP
) P, ()

Pl () Fu(2)

(ry
Py () =5

: e R%,
(7 (%) ’
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gde niza (7,) € R biramo tako da on raste dovoljno sporo kako bi sigurno
imali .#?-konvergenciju nizova

Plrp (2) F() . P2Fp (x) ﬁn(x)
Crom ) Crm

Ove primedbe nam pomazu da dokazemo slede¢u Propoziciju:

> , respektivno.
n

Propozicija 3.4.20. Neka P, P, € Pt P, € i i funkcije F,, F, €
LXRHYNERY) zan € Zy, i Fy, Fy € L*(RY) zadovoljavaju Definiciju
3.4.16, 1j.

fn = Puy(D)(Pi, Fy) = Piy(D)(Py,y F) onRE (n € Zy)

i F, 5 Fy, F, 2, Fy kada n — 00, tako da vazi (3.4.6). Tada postoje
Pooy € P gde (rd) € R i funkcije F,, € L*RY)NC®(R?) zan € Zy i
Fy € £?(R?) tako da

fn = P(Tg)(D)(P(Fp)Fn) nadR? i F, % Fy kada n — .

Kako bi dokazali da je ~s iz Definicije 3.4.18 relacija ekvivalencije, do-
voljno je pokazati da je tranzitivna.

Propozicija 3.4.21. Relacija ~o je tranzitivna.

Definicija 3.4.22. Neka je (f,) t-fundamentalan niz (tipa x) u otvorenom
skupu Q C R Klasa ekvivalencije [f,] svih t-fundamentalnih nizova (tipa
«) ekvivalentnim sa (f,) u odnosu na relaciju ~y naziva se t-temperirana
sekvencijalna ultradistribucija (tipa *) ili kratko t-ultradistribucija (tipa *)
i oznacava se sa f = [fn]. Skup svih t-ultradistribucija (tipa *) u datom
otvorenom skupu Q2 C R? oznacava se sa T* = :?\/*(Rd).

Definisemo konvergenciju u .7 *.

Definicija 3.4.23. Neka f™ € T* zam € No, t7. f™=1[(f")n], gde (fI")n
oznacava t-fundamentalan niz koji predstavlja f™ z2a m € No. KaZemo da
niz (f™) konvergira prema f° v T* i pisemo

L 19 kada m — oo ili T- lim ™ = f°,

m—00
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ako postoje P € P* i P, € P}, glatke funkcije F™ € £*(R?%) (m € Ng,n €
Z.) i funkcije F™ € Z*(R?) (m € Ny) tako da

f™=P(D)(PF™) nadR? (n€Z,, m € Ny);

E" 2 F? kadam — oo, uniformno po n € Z,;

FT’L"AF’” kada n— oo (m € Ny) F™ 2 F° kadam — oo.
Pretpostavke u definiciji povlace da

lim lim ™ = lim lim F™ u Z*R%).

mM—00 N—00 n—00 M—00

Pogodnim modifikacijama u dokazima Propozicije 3.4.19 i Teoreme 3.4.12,
dokazuje se sledeca teorema:

Teorema 3.4.24. Ako granica t-lim f™ postoji, tada je ona jedinstvena.
n—oo
Iz [65] znamo da svakoj f € .#*(RY) odgovara formalna reprezentacija
f = P(D)(PFy), gde je P € P*, P € Pr i Fy € £*R?) je funkcija oblika
Fo =3 m—o Capha € L2(R?) sa (ca0)aeng € I*.

Zapravo, koristi¢emo slede¢u dobro poznatu tvrdnju koju ovde formuliSemo
kao lemu:

Lema 3.4.25. f € .7*(R%) ako i samo ako
f=P(D)(P1Fy) (3.4.7)
za nekih P € P*, P, € P! i Fy € Z*(RY) oblika

Fy = i Caoha  gde (cop) € 12 (3.4.8)
1oe1=0
tj.
(19l = [ Rl P@P-Dlp(a)ds, o€ (R,

Dokaz Leme 3.4.25 je posledica vrlo poznate teoreme za reprezentaciju
koja se bazira na Han-Banahovoj teoremi kao i na tvrdnje (a) i (b) iz Leme
3.14.

Mozemo formulisati gornju tvrdnju u obliku propozicije koju ¢emo kori-
stiti u odeljku 3.5.
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Propozicija 3.4.26. Neka je f € 7 *(R?) oblika (3.4.7)-(5.4.8). Tada je
niz (fn), gde
fn = P(D)(Pan> i B = ZT;IZO Coz,Oha zane Z—i—;

t-fundamentalni i odreduje
f=1fle T

Obratno, ako f = [fa] € T, gde je (fn) t-fundamentalan niz oblika
(3.4.4) dat u Definiciju 3.4.16, tada odgovarajuéa f = P(D)(P\Fy), gde Fy
je limes niza (F,,) u L2, je element iz .7 *(RY).

Gornja korespondencija izmedu . /*(Rd) i T definise linearnu bijekciju
1zmedu ovih prostora.

3.4.3 Temperirane ultradistribucije kao funkcionali

Neka je ¢ € .7*(R?) i neka je f = [f,] elemenat iz .7*, gde funkcije f,
imaju oblik
fon=P(H)F,

nad R sa P € P> i F, € Z*(RY) zan € Z. tako da F, = Fy kada n — 0o
za neku Fy € Z?(R9).
Definisemo dejstvo f = [f,] na .7*(R%) kao preslikavanje:

F*RY) 5 0 flo) = (f,¢)7 ER, (3.4.9)

gde

M@m:gym@:/@wmwmquamm@ﬂ(mm)

Rd

Kao i kod s-ultradistribucija, ako postoji druga reprezentacija f,, oblika
fo=P(H)F, naR%zaneZ, gle PecP*iF, 2 F, kada n — oo,
tada imamo

tin () = [ (FP(Da) dz = [ (FP()e)a)de,

tj. definicija (f,¢)z+ u (3.4.10) je konzistentna. Lema 3.1.4 povlaci da je
preslikavanje (3.4.9) linearno.

Dokazacemo sada isto za f = [f,] € 7+, gde funkcije f, imaju oblik
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fn=P(D)(P\F,) za P P*, P, e P;, F, € Z*(R?) (n € Zy)
i F, 2 F kada n — oo za neko F € L2(RY).

Dejstvo f = [f.] € T* na © € *(R?) definige se preslikavanjem:
S*RY) 39— (f,9)5 €R, (3.4.11)

gde

Rd

Treba primetiti da limes u (3.4.11) postoji, jer PiP(—D)yp € *(R%), kao
posledica dela (b) Leme 3.1.4.
Ako f, je prikazana u drugom obliku

fo = P(D)(P,F,) nad R? za n € Z,, gde P(D) € P*, P, € Py,
F,e Z*RY) zanc€Z,iF, 2 F, kada n — oo za neko Fy € Z?(R%),

tada

lim (F,,, ,P(—D)p) = lim (F,, P,P(—D)yp), za o € (R,

n—oo n—oo

tj. definicija u (3.4.12) je konzistentna. Linearnost preslikavanja (3.4.11)
sledi od Leme 3.1.4.
Neprekidnost preslikavanja (3.4.9) i (3.4.11) sledi zbog sledeée tvrdnje.

Propozicija 3.4.27. Neka f € T* (resp. f € T*) i neka o, € *(R?) za
n € Ny su funkcije za kojih @, EAN wo kada n — co. Tada

(f7 (pn)ﬂ* — (f) @0)7* (Tesp' (f7 @n)ﬁ* — (f7 @0)?*) kada n — oo.
Gornji rezultat moze se generalizovati na slede¢i nacin:

Propozicija 3.4.28. Neka f™ € T* (resp. f™ € .T) i o € .Z*(RY) za
m € Ng. Ako

fm;fo (resp. fmi>f0) i 90m£>g00 kada m — oo,

tada
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(f™ em) s = (% @0) 7+ (resp. (f™, om) 5 — (f%¢0)5.) kada m — occ.

Dokaz. Kao i ranije, navodimo dokaz samo u slucaju 7*. Prema Definiciji
3.4.11, imamo

lm (f™, om)g= = lim lim (F)", P(H)pm).z2

m—r0o0 m—r00 N—r00

gdeFTZ”ikaadan%oozasvakomEZjLiFmiFO kada m — oo.
Prema tome, koriste¢i Svarcovu nejednakost, dobijamo

(™, P(H)pm) 22 — (F°, P(H)po) 22|

Sl( P(H)(pm — ¢0)) 22| + [(F™ — F°, P(H)go) 22|

< !|Fm||2 |P(H)(om — w0)ll2 + | F™ = FOllo - [|P(H) ol

Sada je dovoljno primeniti deo (¢) Leme 3.1.4 da bi dokaz bio kompletan. [

3.5 Relacije izmedu prostorima temperiranih
ultradistribucija

U vezi sa prostorima .#*(R?) i njegovog duala .#*(R?), gde * = () u
Berlingovom slucaju (resp. * = {t} u Rumijeovom slu¢aju) razmotri¢emo
sledec¢ih prostora koji se sastoje od brojnih nizova:

(e 9]

s* = {(aa)aeNgi Vh > 0 (resp. 3h > 0) Z laa|” e Bla /0 oo} (3.5.1)

1a1=0

S = {(ba)acna: 3k >0 (respvk > 0) Y [baf?e ™ <00} (3.5.2)

1oi=0

Prema Keteove (K&the) teorije za eSelon prostora i koeselona prostora (koja
je izlozena u [37]) prostori s* i 8™ sa njihovim prirodnim strukturama kon-
vergencije ¢ine dualni par.

Takode, dobro je poznato da preslikavanje

S* 3 (Aa)aent Y Gaha € (R (3.5.3)

=0
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je bijektivni izomorfizam izmedu prostorima s* i .7*(R?).

Sa druge strane, svakom elementu f € 7* mozemo pridruziti jedinstveni
niz (ba)aend € s'*.

Zapravo, pretpostavimo da f = [f,| € 7* zadovoljava (3.4.1), tj.

fo=PH)F, naR* (n€Z,) i F, > F kada n—o00,  (3.5.4)

gde

o0

Fo=)  conha $a (Camlacng €10 (n €Np). (3.5.5)

1o=0
Stavige, neka ¢ € .#*(R%) ima oblik

o0

@ = Z Tl (3.5.6)

1a1=0

Znamo da (rq)qeng € ™ (vidi 3.5.3).
Na osnovu (3.4.10), (3.5.4), (3.5.5) i (3.5.6), imamo

(f. )7 = lim Y P(2a+ 1)canra = »_ baTa, (3.5.7)
n—oo
1a=0 1a1=0
gde
bo := P(2a + 1)cao, o €N (3.5.8)

Jer Can — Cap u I? kada n — 0o za a € N{.

Pridruzicemo elementu f = [f.] € 7 niz (ba)aena € s™* definisan u
(3.5.8) koji ne zavisi od reprezentacije (f,,) distribucije f, prema Propoziciji
3.4.5.

Opisano preslikavanje je bijektivni izomorfizam izmedu prostora .7 * i s™*.

Sledeca tvrdnja je dobro poznata (videti [11]-[35]):

Propozicija 3.5.1. Bijektivni izomorfizam (3.5.3) povlaci izomorfizam iz s™*
u.S*(RY) dat sa

!/

$* 3 (ba)aewt > Y baho € S (RY).

1ai=0
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PRISTUP

Prema prethodnim pretpostavkama i Propoziciju 3.5.1 svakoj

f:[fn]eg*

mogucée je jednoznaéno pridruziti element iz . *(R?) koji ima oblik > o baha.
Sa druge strane, moguée je pridruziti f = [f,] € Z* linearni funkcional T
na .*(R?) koji je dat formulom

T(e) = (f.9)7+, €S R, (3.5.9)

gde desna strana (f, )z« je definisana u (3.5.7). Jasno, funkcional T' je
linearan i neprekidan na .*(R?), tj. T € ."*(R?).

Obratno, ako 7' € ."*(R?) ima oblik 7' = >°°°_ byha, tada niz (f,) gde
su fn(n € Z,) funkcije date sa (3.5.4), gde

n o0

ba e . ba e
Fo=S 2l ez i B= S el
" ZP(2a+1) (n€Zs) 1 By ZP(Qa—i—l)’

1au=0 1ou=0

je t-fundamentalan i f = [f,] je element iz .7* koji odgovara na T
Zmaci mozemo formulisati slede¢u propoziciju:

Propozicija 3.5.2. Preslikavanje B : 7* — .#"*(R?) dato sa
T*>f = T=DB(f) e S*(RY,
gde
T(p) = (f,9)7- za p € S*(RY),
je linearno sekvencijalno neprekidna bijekcija.
Formulisemo sada zavrsnu teoremu ovog dela.

Teorema 3.5.3. (i) Za svakog neprekidnog linearnog funkcionala T na
*(RY) postoji jedinstvena t-ultradistribucija f € T* tako da

T(p) = (fi9)7+, @€ IR, (3.5.10)
Obratno, za svaku t-ultradistribuciju f, formulom (3.5.10) je definisan
sekvencijalni neprekidni linearni funkcional na .#*(R?).

Korespondencija izmedu neprekidnih linearnih funkcionala na #*(R?)
i t-ultradistribucija iz T*, zadata relacijom (3.5.10), je bijekcija.
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3.6. S-ULTRADISTRIBUCIJE KAO NEPREKIDNI LINEARNI
FUNKCIONALI

(i1) Niz t-ultradistribucija (f™) oblika f™ = [(f")n] € T*, gde (fI")n su
t-fundamentalni nizovi za m € Z,., konvergira ka f° € T* ako i samo
ako

lim lim (f,¢) 7 = (f°, )7+, ¢ €. (RY. (3.5.11)

m—00 N—00

Primedba 3.5.4. Ve¢ smo dokazali u Propozicijama 3.4.26 1 3.4.28 da postoji
linearna neprekidna bijekcija izmedu prostorima .#*(R%) i .7*, tj. prostori
su izomorfni: .#"*(R?) = 7,

Primedba 3.5.4 zajedno sa Teoremom 3.5.3 vodi nas do sledeceg zakljucka:

Teorema 3.5.5. Prostori 7* i T* su izomorfni: T = T*. Ovo oznacava
da svaku f € T* je moguce predstaviti kao klasu ekvivalencije t-fundamentalnih
nizova u smislu Definicije 3.4.16.

Obratno, svaku f € T* moguée je predstaviti kao klasu ekvivalencije
t-fundamentalnih nizova u smislu Definicije 3.4.1. Strukture konvergencija
opisane u Definicijama 3.4.11 1 3.4.23 su ekvivalentne.

3.6 s-ultradistribucije kao neprekidni linearni
funkcionali

Znamo da linearni funkcional f na odgovaraju¢em prostoru test funkcija
je ultradistiribucija ili temperirana ultradistribucija ako je on sekvencijalno
neprekidan.

Koriste¢i nas pristup za %V—ultradistribucije dokazacemo sledece:

Teorema 3.6.1. Ako je f € T* = T*, tada fewu Q).
Sledec¢a tvrdnja sledi od dokaza Teoreme 3.6.1.

Posledica 3.6.2. Neka je f € T* = 9/*, neka je Q otvoreni skup uR? i neka
je 0 € 2*(R?) funkcija za koju supp@ C Q. Tada 0f = [f,] € %*(R?) za
nekog s-fundamentalnog niza (f,) koji ima sledeée osobine: za svaki K CC €2
postoji P € P* i niz funkcija F, tako da

(K(Rd)

fn=P(D)F, naK (neN) i F,—>F, kada n— .

Stavise
supp F,, C 1 za n € N,.
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GLAVA 3. TEORIJA ULTRADISTRIBUCIJA - SEKVENCIJALNI
PRISTUP

Sada mozemo dokazati glavni rezultat ovog dela.

Teorema 3.6.3. (i) Za svakog neprekidnog linearnog funkcionala T na 2*(2)
postoji jedinstvena s-ultradistribucija f € % *(2) tako da

T(p) = (f, ), ¢€Z(Q), (3.6.1)

gde (f,0)u= je definisan sa (3.3.3).

Obratno, za svaku s-ultradistribuciju f € *(Q2), formulom (3.6.1) je
definisan neprekidni linearni funkcional T na 2*().

Korespondencija izmedu neprekidnih linearnih funkcionala na 2*(2) i s-
ultradistribucije u % *(S2), opisana u (3.6.1), je bijektivna.

(11) Niz s-ultradistribucija f™ € U *(Q2) konvergira prema s-ultradistribuciji
e %*(Q) ako i samo ako

Tim (f™, @)ar() = (f°0)u-) 2 svako @€ D*(Q).
Dokaz. Dovoljno je dokazati samo prvi deo tvrdnje ().

Razgledajmo lokalno finitni pokriva¢ skupa (2 koji se sastoji od ogranicenih
otvorenih podskupova €; i Q skupa € tako da Q; CC Q i neka funkcije
w; € 2*(R2) formiraju particiju jedinice za i € Z,, tj. ¢;(x) =1 ako x € Q; i
supp p; C Q; zai € Zy. Ako je T neprekidan linearni funkcional na Z*(1),
tada su T, definisani sa T;(¢)) = T(pit0) za ¢ € *(R?), neprekidni linearni
funkcionali na .%*(R9).

Na osnovu Leme 3.4.25 1 Teoreme 3.5.3, postoji niz f-ultradistribucija
(f1) tako da fi € T* = T* i Ti(v)) = (f',¢) 7+ u smislu (3.4.10) i T;(¢) =
(f1, %) 7. usmislu (3.4.11) za ¢ € S*(RY) i i € Z,. Od Posledice 3.6.2,
svaki f? se moze prikazati u obliku f* = [(f¢),] € Z*(R?), gde

% (R?)

fi=P(D)F' (n€Zy), F!-—-% F"kadan — oo, suppF,iCﬁi (n € Ny)

n

za neko P; € P* i funkcije F! (n € Ny) koji imaju odgovarajuce osobine
Fiksiramo par razlicitih indeksa i, j tako da €; N Q; # (). Tada imamo

T(g&) - (f ,90)02/ (f]’gp)% () za. @ € -@*(Qz N Q])

Posmatramo f'— f/ € % *(Rd) kao s-ultradistribuciju ogranicenu na §2; N ;.
Postoji s-fundamentalan niz koji se sastoji od glatkih funkcija r%/ tako da

fr= 1 = 1(ry7)n] na ;N Q.

84 Petar Sokoloski



3.6. S-ULTRADISTRIBUCIJE KAO NEPREKIDNI LINEARNI
FUNKCIONALI

Ovo znadi da fi—fi = [(r7),], gde ri su glatke funkeije sa supp i < ;NQ;
tako da za svaki K CC Q; N Q; imamo %/ = P, ;(D)R% nad K za neki
P,; € P* i funkcije RY za n € Z,; i stavise R — 0 uniformno na K
kada n — oo. Prema Propoziciji 3.2.6, imamo f* = f7 na Q; N Q;. Kako
posmatrani pokrivac¢ skupa 2 je lokalno finitan, mozemo definisati

F=) focw (Q sa fIU=f (icly) (3.6.2)

1€L4

Prema tome, T(p) = (f, )z~
Ako pretpostavimo da T
L2 e Q) izap € 9°
fundamentalan niz oblika g,
PiG,. Prema (3.3.3), imamo

E 7*(Q) (Vldetl (3.3.3)).
)

L)) ( = (f )
Neka ft=f* = lgu), gde (g ) Je s-
P(D) G,) na K CC Q za odgovarajuce

*
1

—~ =
=252

lim g, = lim P(D)(G,,) =0 na Q.

n—oo n—oo

Znaci, na bazi Propozicije 3.2.6, vazi f'— f? = [g,] = 0, pa s-ultradistribucija
f definisana u (3.6.2) je jedinstvena. O
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Glava 4

Sekvencijalni pristup teoriji
periodi¢nih ultradistribucija

4.1 Uvod

U ovom delu uvodimo koncept s-p-fundamentalnih nizova glatkih peri-
odi¢nih funkcija. Oni formiraju klase ekvivalencije koje nazivamo periodi¢ne
s-ultradistribucije. Prostore koje formiraju ove klase ¢emo oznacavati sa
w7, gde x = (p!) ili * = {p!*}, za neko t > 1. Pokaza¢emo da postoji

per>
izomorfizam izmedu prostora %,:T 1 ,Q/p/;, gde %e(f) i %é{,f} su prostori peri-
odi¢nih ultradistribucija tipa Berlinga i Rumijea.

Periodicne ultradistribucije su obopstenje periodi¢nih distribucija. Pro-
stori periodi¢nih ultradistribucija sz/p,e(f«) i gf’,:é{f} tipa Berlinga i Rumijea su
izucavani zadnjih 30 godina proslog stoljeca. Neki radovi u kojima se raz-
raduje ta problematika su [23, 24, 64, 97|, dok neke knjige su [3, 36, 103]. Mi
¢emo koristiti sekvencijalni pristup teoriji periodi¢nih ultradistribucija tipa
Berlinga i Rumijea koji je uveden u [14].

Definisemo periodi¢ne s-ultadistribucije kao klase ekvivalencije s-p-funda-
mentalnih nizova koji su definisani preko nizova glatkih periodi¢nih funkcija
ali umesto diferencijalne operatore koristimo ultradiferencijalne operatore.

Naveséemo osnovne operacije sa periodicnim s-ultradistribucijama kao sto
su sabiranje, mnozenje skalarom, diferenciranje i mnozenje glatkom funkci-
jom iz £*. Definisa¢emo konvergenciju u ovim prostorima, kao i sekvenci-
jalnu neprekidnost periodi¢nih s-ultradistribucija. Na kraju, u Teoremi 4.6.4
¢emo pokazati da je sekvencijalni pristup periodiénim ultradistribucijama
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4.1. UVOD

ekvivalentan standardnom pristupu. Rezultati izlozeni u ovom odeljku su
publikovani u radu [52].

Radi celovitosti, navodimo neke poznate definicije i oznake koje ¢emo
koristiti. Kada kazemo glatka periodi¢na funkcija u R? u ovom odeljku
zapravo podrazumevamo glatke periodi¢ne funkcije na intervalu Iy = (0, 27)<.
Sa I ¢emo oznacavati [0, 27|, Prostor 47, se sastoji od elemenata iz prostora
Z?(1y) NC>(Iy) za koje je

1/2
(@) = sup [|DFglz < 00, m € Zy, <||¢||2:(/ |¢(f€)|2d$> )
Iy

[k|<n

Koristeéi [64], prisetimo se definicije sledeéih prostora:

™1l
Ay =1{p € Gper + | llnz = Z [AGIAT < oo}
kezd

t_ t,h t_' t,h
) =lm ey @l = lin oy

per per
h—0 h—o00

Oba prostora, koja nazivamo prostorima ultradiferencijabilnih periodi¢nih
funkcija, ¢emo definisati sa 7, gde, kao i ranije, * predstavlja (t) ako je u
pitanju Berlingov slu¢aj, odnosno {¢} u Rumijeovom slu¢aju. Duale ovih pro-

stora, koje nazivamo prostorima periodi¢nih ultradistribucija, ozna¢avamo sa

% Za f € o  njeni Furijeovi koeficijenti su definisani sa

per: per’

f(x)e—n(x)dx = (f7 €n)$2(10),n c Zd7 gde je €n<x) — 6i<n’$>,

U ovoj glavi ¢emo sa 8, = n’p(n-),n € Z,, oznacavati delta niz u .,

gde p € &% i@ =1na B(0,7), p = 0 izvan B(0,27). Sledete tvrdenje

per

navodimo bez dokaza (dokaz sledi iz definicije, videti [23], [24], [64]).

Lema 4.1.1. (a) p € & ako i samo ako za sve P € P* vazi

per

1p(p) = [IP(=D)¢ll2 < oo

eQ{*ET
(b) Ako ¢, ¢ € &% i ako ¢, — ¢, n — 0o, tada

per

P(—=D)ep, SEN P(—=D)p, n — oc.
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GLAVA 4. SEKVENCIJALNI PRISTUP TEORIJI PERIODICNIH
ULTRADISTRIBUCIJA

4.2 Fundamentalni nizovi periodi¢nih s-ultra-
distribucija
Definicija periodi¢nih ultradistribucija je slicna onoj kod periodi¢nih di-

stribucija. Vr§imo analogne promene koje odgovaraju na karakteristike ul-
tradistribucija.

Definicija 4.2.1. Niz (f,)n glatkih periodicnih funkcija je s-p-fundamenta-
lan u R® ako postoji niz (F,), glatkih periodicnih funkcija u R?, periodicna
funkcija F € £*(1y) i ultradiferencijalni operator P € P* tako da vaZi:

fo=PD)F, u R* i F, L F n— oco. (4.2.1)

Delovanje operatora P(D) u (4.2.1) podrazumeva postojanje grani¢ne vred-
nosti

lim Py(D)F,(x) = lim > aaD°F,(z) = fu(z), = €R" (4.2.2)
k—o0 k—o0 <k

Definicija 4.2.2. s-p-fundamentalni nizovi (f,) i (gn) su u relaciji X, i
pisemo
(fa) ~ (gn),

ako postoje nizovi (Fy,) i (Gy) glatkih periodicnih funkcija v RY i ultradife-
rencijalni operator P € P* tako da vazi:

Iz Definicije 4.2.2 direktno sledi:
Propozicija 4.2.3. s-p-fundamentalni nizovi (f,) i (gn) su u relaciji ~ ako
je niz

fla g1, f27 g2, - ..

fundamentalan u RY.

Slede¢a propozicija bi¢e koris¢ena u nastavku. Mi ¢emo formulisati i
dokazati samo Rumijeov sluc¢aj. Berlingov slu¢aj dokazuje se analogno.
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4.2. FUNDAMENTALNI NIZOVI PERIODICNTH
S-ULTRADISTRIBUCIJA

Propozicija 4.2.4. Ako postoje: ultradiferencijalni operator P, € Pt
glatke periodicne funkcije F,, = Zm:_oo biner, n € Zy u R, periodicna
funkcija F'=73"0_ | biey, € L2(Iy), takvi da F, LF i P, (D)F, L0 kada
n — oo, tada je F = 0 u RY. U specijalnom sluc¢aju, ako je F periodicna
glatka funcija i ako je P, (D)F =0, tada je F' =0 u R%.

Dokaz. 1z

P (D)F, = > P, (k)bgaer = 0,1 — oo,

|k|=—00

dobijamo da (bn)peza = 0, kada 1 — 00. Kako (byn)pezd — (bp)pega 1 £2
kada n — oo imamo F' = 0 nad svakim periodom [y. Kako je F' periodi¢na
funkcija, tada je F' = 0 na R%. O]

Osnovna teorema je sledeca:
Teorema 4.2.5. Relacija X je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Ako je niz (f,) glatkih periodi¢nih funkcija s-p-fundamentalan u R,
tada je niz

fl> f17 f27 f2a s
fundamentalan i vazi

(fu) ~ (fu),

tj. relacija £ je refleksivna.
Relacija & je simetri¢na jer ako je fundamentalan niz

f17 g1, f27 g2,.. .,

tada fundamentalan je i niz

g1, f17 92, f27"'-

Dokaz tranzitivnosti je malo komplikovaniji. Svaka glatka periodi¢na funkcija
je £? funkcija na svom periodu i ona se moZe razviti u Furijeov red.

Lema 4.2.6. Neka ultradiferencijalni operator: Py, , ng e P, nizovi (fn)n,

(Fp)n, glatkih periodicnih funkcija u R i periodicne funkcije F,Fe L*(1y)
ispunjavaju uslove Definicije 4.2.1, t.

fn:P?p(D)ﬁn> fn:P?p(D)ﬁHURdv ﬁnéﬁ? F"i>F’ n — 00,
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gde su

o0 ~ e} (e%e] ~ e}
F, = E Ckn €k, F, = E Ck,nekaF: E ckex, = E CrC

|k|:700 ‘k‘zfoo ‘k|=700 ‘k‘Z*OO

(Chn)rezds (Chm)rezds (Ck)pezds (Ck)peze € €2, n € Zy. Tada postoji ultradife-
rencijalni operator P, € P za koga

Pr, (k) P (k) .
(P,,p(k:))kezd’ (P’”P(k)>kem €, (4.2.3)

glatke periodicne funkcije

. G Py, () = Gl ()
Fn = — 9 Fn = —— ) Z )
T R B Tl
i periodicne funkcije
> EkP; (k‘) > %kP? Q(k) 2
1 lkzoo Prp(k;) ek 2 Ikg_:oo Prp(k‘) €k (0)

takve da vazi
fo= P (D)F,1 = P, (D)Fny nad R%, Foy 5 Fy, Fpy - Fy, n— oo,

gtavige, F, = F, u R
Isto tvrdenje vazi © u Berlingovom slucaju, uz odgovarajacu notaciju.

Dokaz. Kako je
D%y, = k%, a € Z4, k € 7%,

tada iz (4.2.3) sledi

> _ P (k) = Crm
F,i= e, = Pr (D B e neZ,.
! k; * Prp(k)ek p( >|k|z_: Prp(k>ek ! i
Dalje,
o g "
P, (D)Fy,y = P, (D)Ps, (D) k’(k)ek
|k|=—co0 = "P
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S-ULTRADISTRIBUCIJA

o0 ~

:P;: (D)Prp<D) Z Pck,” €k

|k|=—00

= P, (D)F, = f, uR%

Na sli¢can nacin se moze pokazati da je f, = P, (D)F} 2.
Iz (4.2.3) sledi da su F),;, n € Z, i = 1,2, glatke periodi¢ne funkcije nad

Rd l E € 32(10), Z - ]., 2 KakO (gkvn)kGZi — (Ek)kezd 1 (gkvn)kGZi — (Ek)kezd

u /% kada n — oo, tada F),; L Fy,n— o0, i = 1,2. Iz Propozicije 4.2.4 sledi
da je Fy = F, nad R?. O

(Nastavak dokaza Teoreme 4.2.5) Tvrdenje ¢emo pokazati samo u Rumi-
jeovom slucaju. Neka je (f,) 2 (gn) i (gn) % (hy). Tada na osnovu Definicije
4.2.2 postoje nizovi (F,), (Gn), (Gy), (H,) glatkih periodi¢nih funkcija u R?
i ultradiferencijalni operatori Pr,, P;p e P takvi da:

fo= Ps,(D)F,, gn = P5,(D)G, nad R?, F, — G, 50, n— oo,
gn = Pz (D)Gy, hy = P= (D)H, nad R’, G, — H, L0, n— .

Iz Leme 4.2.6 sledi da nizove (f,,), (gn) 1 (h,) mozemo zapisati, kori¢enjem
operatora P, (D) umesto Py (D) i P;p(D), u obliku:

fo =P, (D)Fu1, gu = Po,(D)Gn1, gn = P, (D)Go1, by = P, (D)H,, nad R?
1 vazi
Fn,l - Gn,l i> 07 ﬁn,l = Gn,l - én,l + Hn,lu Gn,l - ﬁn,l i> 0

. ~ 7 .. ..
iF,1—H,1 — 0, n—= oo. Ovim je dokazana tranzitivnost. O

Prema tome skup svih s-p-fundamentalnih nizova (f,,), mozemo podeliti
na klase ekvivalencije u odnosu na relaciju ~.

Definicija 4.2.7. Klase ekvivalencije s-p-fundamentalnih nizova, u oznaci

f = 1(fn)] = [fa], nazivaju se periodicnim s-ultradistribucijama. Prostor
periodicnih s-ultradistribucija oznacavamo sa U, = e (R?).

Primedba 4.2.8. Na bazi (4.2.3) i Propoziciji 4.2.4 imamo da je f = [f,] =0
ako je f, = P(D)F, i ako F, R 0, n — oo.
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Primer 4.2.9. Neka je [ = [(f.)] € %, oblika f, = P(D)F, uR? gde

F,LFn — 0. Tada je niz (fn) = (P(D)(F, % 6,)) s-p-fundamentalan u
R* i (fa) % (fa)-

4.3 Operacije sa periodi¢cnim s-ultradistribucijama

U prostoru periodi¢nih s—ultradistribucija mogu se definisati standardne
operacije za vektorske prostore.

Teorema 4.3.1. %; je linearan vektorski prostor.

Neka su f = [fu], 9 = [gn] € %,

er- Suma periodicnih s-ultradistribucija
f=1fa] 1 g =[gn] je periodi¢na s-ultradistribucija

f+g:= [fn+gn]'

Isto se moze uraditi i za proizvod sa skalarom

Af = [)‘fn]

Koriste¢i Lemu 4.2.6, na slican nacin kao kod s-ultradistribucija moze se
proveriti konzistentnost ovih definicija.

Teorema 4.3.2. Za proizvoljnu f = [f,] € %’e{f} i B € Z% operacija dife-
renciranja

je dobro definisana.

Dokaz. Da¢emo dokaz u Rumijeovom slucaju. Dovoljno je da pokazemo da

je niz ( 8 ))n s-p-fundamentalan. Tada na osnovu Definicije 4.2.2 postoji

niz (F,),n € Z, glatkih periodi¢nih funkcija u R¢, periodi¢na funkcija F' €
£?(I) i ultradiferencijalni operator P,, € P takvi da:

fo=P,(D)F, nadR% F, 5 F, n— oo,

Iz uslova j}(ﬁ) = Prp(D)F,Eﬁ) nad R?, gde je F, = Zlo,:l:_oo Chn€ls N € Ly,

E, N F.n—oo0,1F = Z‘C}f‘:_m crer. Na bazi Leme 4.2.6 sledi da postoje:
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niz (F,) glatkih periodiénih funkcija iz R? i periodiéna funkcija F iz £2(I,)
oblika

~ =, (ik)PP, (k)ckn ~ = (ik)? P, (k)ck
Fn — P ’ s Z R F g ~ 7/ PR ,
S mi R TE 2 TRl
kao i ultradiferencijalni operator P, (D) € P tako da vazi
P, (D)F® = P- (D)F,, nadR%, F, 5 F, n— .
Isto tvrdenje vazi i u Berlingovom slucaju. ]

Teorema 4.3.3. Ako je [ = [f.] € %p/;; proizvoljna i w € EW(RY), tada je
proizvod

wf = [wfn]

dobro definisan. Takode on je s-p-fundamentalan.

Dokaz. Da¢emo dokaz u Rumijeovom slucaju. Iz uslova, postoje niz glatkih
periodi¢nih funkcija (F,), gde su F, = Zm:foo Ckn€k, N € Zy, funkcija
F = Z‘f‘zfoo crer € ZL*(I) i ultradiferencijalni operator P, € Pt} takvi
da

wfy =wP, (D)F, nad RY i F, 55 F, n — oc.
Dalje, mozemo pretpostaviti da je w = w7, gde je v funkcija secenja koja ima
vrednost 1 na I iw = Zm:_m brex. Na osnovu Leme 4.2.6 postoje: niz (F),)

glatkih periodi¢nih funkcija iz R? i periodi¢na funkcija F' € .& 2(Iy) oblika

= — Gk d D - Ak d
E, = WZ P@(}{)ek, nad RY, neZ,; F= WZ P;p(k)ek’ nad RY,
gde su
Qk.n = Z Prp (i>ci,nbk—i i ap = Z P'rp (Z)Czbk—z
Ji|=—00 Ji|=—o00

i ultradiferencijalni operator P, € P takvi da vazi

P,

Tp

(D)F,(z) = P (D)F,(z), = € R%.

Kako (Cpn)pezd — (Ck)peze 1 €2 kada n — oo, iz (4.2.3) sledi Fy, & F, n —
oo. Dokaz u Berlingovom slucaju je isti. Dakle, niz (wf,,) je s-p-fundamentalan
u R%. ]
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4.4 Nizovi periodi¢nih s-ultradistribucija

Definicija 4.4.1. Niz periodicnih s-ultradistribucija (f™), = ([f])n konver-
gira ka periodicnoj s-ultradistribuciji f = [fm], n — 00, i koristimo oznaku

25 f n— oo, dli p-lim f*=f,
n—oo

ako postoje nizovi (E™)pm, n € Zy, (Fp)m glatkih periodiénih funkcija u RY,
niz (F™), periodicnih funkcija F* € £*(ly), n € Z,, periodicna funkcija
F € £*(Iy) i ultradiferencijalni operator P € P* takvi da:

f% = P(D)F", fn=P(D)F, uR m,ncZ,,
E" ER F,., n — oo, uniformno pom € Z,, F, ER F, m — oo,
anéF", m — 00, za svakon € Z, 1 F”i>F, n — 00.
Zbog uniformne konvergencije mozemo da promenimo redosled limesa, pa
imamo lim lim F” = lim lim F" € £*(Iy).
n—o0 m—0o0 m—00 N—r0o0

Teorema 4.4.2. Ako postoji p-lim f", tada je on jedinstven.
n—oo

Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati samo u Rumijeovom slucaju. Prepostavimo
da f* =5 fif* =5 g uR% n — oo i pokazimo da je f = g. Iz Definicije
4.4.1 sledi da postoje: nizovi (F?)m, (F2)m, 1 € Zy, (Fp)m, (Fin)m glatkih
periodicnih funkcija u R%, nizovi (F™),,, (F™), periodi¢nih funkcija iz £2(1y),
periodi¢ne funkcije F, Fe¥ 2(Iy) i ultradiferencijalni operatori P,

s P;;p c
Pt takvi da:
f = P (D)E", fn = Ps(D)F,, nad R%,
I:;,’Z EN F,,, n — 0o, uniformno po m € Z, F}, ER F, m — oo,

R = S
EF' = F'" m—o0, zasven€Zy i F"— F, n — oo,

(D)ER, fun = P;p(D)ﬁm nad R,

fi= P

m Fp

I = : I
Fr — F,,, n — oo, uniformno pom € Z, , F,, = F, m — oo,
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=~ , = = o=
Fr— Fr m — o0, zasven € Zy i F,, = F, n— oo.

Pomoc¢u Leme 4.2.6, mozemo konstruisati nizove glatkih periodi¢nih funkcija
nad R? (F )y (F 5)ims 1 € Zyy (Frut)m, (Fi2)m, nizove periodiénih funk-
cija iz ‘,2”2([0) (F )n, (F3")n, perioditne funkcije Fy, Fy € .Z*(1,)i P, € P
tako da:

fn ( )Fnl _Pr ( ) m,2) fm _Prp( )Fm,h 9m :Prp(D)Fm,Q nad Rd;
Fri—Eno ERN Fo1— Fn2, n— 00, uniformno pom € Z,
Fm,l_Fm,QéFl_F% m — 00, FrZ,I_FrrrLLQi)Fln_FQnJ m — 00,

Zasvak0n€Z+iF{‘—F§‘i>F1—F2, n — oo.
Kako je

P,

Tp

(D)(Fpo—Fp1) = lim P, (D)(Fo \—F" y—Fpi+Fr2) = 0 nad R m € Zy,
n— 00 ’ ’

iz Propozicije 4.2.4 dobijamo da I} = F, nad R?. Dakle, f = g nad R?. [

4.5 Periodi¢éne s-ultradistribucije kao funkci-
onali

Neka je ¢ € o7*  ineka zaniz f = [f,] vazi (4.2.1). Definisimo delovanje

o= flo)=(f,0)u:,

per

sa

(f, ‘P)%* hm fopdr = / FP(—D)pdx = (F, P(—D)p) #2(1)
I I
i i (4.5.1)

gde F, &5 F, n — oco. Dakle, na osnovu (4.5.1) mozemo identifikovati
f=1fa] sa f=P(D)F. Pokazimo konzistentnost ove definicije.
Ako

fn = ﬁ(D)ﬁ’n nad R E, ER ﬁ, n — 0o,

= = = 7 =

fo=P(D)F, nadR% F, = F, n— oo,
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tada parcijalnom integracijom dobijamo
lim [ f.pds = / FP(—D)gds = / FP(—D)gduz,
e J 1, Io Io
jer mesSoviti niz integrala
/ B(D)Fizda, / B(D)Fyzda, / B(D)Fyzda, / P(D)Fyzda, . .
Iy Iy I I
konvergira. Iz Leme 4.1.1 preslikavanje ¢ — f(¢) = (f, gp)%; je linearno.
Sekvencijalna neprekidnost je data u sledecoj teoremi.

Teorema 4.5.1. (a) Ako je f = [fn] € %

per?

m € Z,y, 1 ako su ¢, €

*

g,
g n € Ly, o € 4 takvi da @, — ©, n — oo, tada (f,gpn)%gr —

per? per

(f7 @)@/p/é‘rv n — o0.
S—p . Mp*er
(b) Ako (f™ = [fI"])n —> [ = [fm] @ ako ¢, — ¢, kada n — oo, tada
(levggn)%%g; - (fa@Q)@ggT» n — oo.
Dokaz. (a) Na osnovu (4.2.1) i (4.5.1) imamo
(fs en)ays, = (B, P(=D)n) z2(15), 1 € Ly
Tada iz Leme 4.1.1 (b) i

= |(F, P(=D)(¢n — ©)) 22(1)|
< |[[Fl2| P(=D)(en — 9|2
< C|[P(=D)(n — ¢)ll2-

(s on)ag)s, = (s )y,

(b) Iz Definicije 4.4.1 imamo

lim (f",(pn)%; = lim lim (£}, P(—=D)gn) 22(1);

n—oo n—oo m—o0

gde F! ER F*" m — oo, zasven € Z, i F" L F kada n — oo. Dakle,
imamo
[(F™,n) 22 = (F 0) 22| < [(F", P(=D)(n — ¢)).22(1)]

+[(F" = F,P(=D)¢) 2>(10)|

< |F*[l2|P(=D)(en = )l + 1 I = Fll2| P(=D)¢|l2.
I na kraju, iz Leme 4.1.1 (b) sledi tvrdenje. O
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Lema 4.5.2. f € &% ako i samo ako postoji F' € L*(Iy) N €>(Iy) i

per

ultradiferencijalni operator P € P* tako da vazi f = P(D)F, tj.
(f, ‘P)gf;; :/I F(z)P(—D)p(x)dz, € ... (4.5.2)
0

Dokaz Leme 4.5.2 je posledica teoreme o reprezentaciji (videti [64]) i
tvrdenja (a) i (b) Leme 4.1.1.

4.6 Veza izmedu klasi¢nih i periodi¢nih
s-ultradistribucija

Posmatrajmo funkcije oblika > 510 7yex € L2 (1,)N€> (1) i oznacimo
sa u* prostor nizova oblika (ry)eze za koje vazi
Z P%(k)ri < oo zasve P € Pr.
|k|=—00
Jasno je da je ovaj uslov ekvivalentan sa

o0

(Vh > 0)(resp. 3h > 0) Z T,%ehlkll/t < 0. (4.6.1)
k=

U Rumijeovom slucaju imamo jos jednu ekvivalentnu definiciju:

(3(rp)p € Z) Z r2eckD) M < o, (4.6.2)
|k|=
gde je ¢ funkcija koja odgovara nizu (r,), € R.
Pretpostavimo da vazi (4.2.1). Tada, koristenjem (4.5.1) svakom ele-

mentu f € p; odgovara niz (bg)peze sa odgovarajuéim ograni¢enjem. Da-
kle, imamo

(f,@)ays, = lim Z CemP / expda (4.6.3)
|k|=—o00 fo

gde je F,, = ng":_m ChnCr 1 Z‘O,j‘:_oo |ckn]? < 00, n € Zy. Kako

2
(Ck,n)kezd £—> (Ck)gezd,n — 00,
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1= k=_oo Tkek, tada je

o0

(fa (70)%?/; = Z CkP(k)Tkv (464)

|k|=—00

gde znamo da uslovi (4.6.1) i (4.6.2) vrede za sve (7g)peze € u*. Ovim smo
dodelili periodi¢noj s-ultradistribuciji f niz oblika

(br)keze = (P(k)ck)kezd-

Ozna¢imo sa u'’* prostor nizova definisan na sledeé¢i nacin:
u* = {(bp)peza : b, = P(k)cy, zaneko P € PF i (c)pepe € €2}

Propozicija 4.6.1. Postoji linearna bijekcija B : %, * — u'*.

per

Dokaz. Ako je f € %" odredena sa (F,), F i P(D), F, L F n— oo, gde

per

je F'=3"0 - ocker 12 - o lenl® < oo, tada definisimo

B(f) :== (b)reza-

Iz Leme 4.2.6 sledi da razlicite reprezentacije od f opet daju isti niz. Lako
se pokazuje da je B linearno i bijektivno preslikavanje. O]

Slede¢a propozicija direktno sledi iz (3.1.4) i (3.1.6).

Propozicija 4.6.2. (a) Niz (by)peze € w* ako i samo ako D k=00 |y, |26 Rl

< 00 za neko (resp. za svako) h > 0.

b) Niz (bp)reze € w* ako i samo ako za neko h > 0 postoji C > 0 (resp. za
S

sve h > 0 postoji C > 0) tako da |by| < Cehlt"".

Primedba 4.6.3. Primetimo da u Rumijeovom sluc¢aju imamo ekvivalentno
tvrdenje prethodnom: Uslovi Propozicije 4.6.2 vaze i sa procenom (4.6.2).

U [24] je dokazano da prostori nizova

o0
a" = {(ax)peza za sve (resp. postoji) h > 0 : Z ’ak|2eh|k|1/t < oo},
Am—
o
a* = {(by)reze POStoji (resp. za sve) h >0 Z by Ze MY < o0}
|k|=—00
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sa njihovim strukturama konvergencije formiraju dualni par. Kako je a* =
u*, iz Propozicije 4.6.2, imamo a*=u* U [24] je pokazano da se prostori

a* i 7, mogu identifikovati kroz bijektivni izomorfizam

a* 3 (ar)peze = Y arer € A, (4.6.5)

|k|=—00

iz kog sledi izomorfizam

o
a* > (bp)reza = Y brex € A,

|k|=—00

pa, na osnovu Propozicije 4.6.1 sledi da se prostori a* i %; mogu identifi-
kovati pomocu njihovih struktura konvergencije.

Pomocu (4.5.2) je definisan linearan funkcional na o7, koji je na osnovu
Teoreme 4.5.1 sekvencijalno neprekidan. Glavni rezultat u ovoj glavi je

sadrzan u slede¢oj teoremi.

Teorema 4.6.4. (i) Za svaki neprekidan linearan funkcional U u prostoru

.. postogi jedinstvena periodicna s-ultradistibucija f € ?/p':r takva da vazi

Ule) = (f.0)a 2a sve @ € Ay (4.6.6)

gde je (f, gp)%; definisan sa (4.5.1).
Obratno, za sve f € %’e*r izraz (4.6.6) definise linearan i sekvencijalno ne-
prekidan funkcional na <7

(i) Niz ("), € U, ver

N *
er ako i samo ako za sve ¢ € A,

per

lim T (£, 9)us; = () (46.7)

n—o0 mMm—roo per

konvergira ka f € %*

er

Dokaz. (i) Neka je f = 30 brey € <. Koristenjem Leme 4.5.2 za-
klju¢ujemo da

Fn = —~ €k, k Y/ s Z , F = _
|k5|<n P(k) €k S n e sy E P(k) €L

|k|=—00

daju odgovarajuci element iz %;. Jedinstvenost sledi iz Propozicija 4.2.4 i
4.6.1.
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Obratno, neka f € %,*. Tada je sa (4.6.3) definisan sekvencijalno ne-

per:
. . . . * . . 'd*(i”’ .
prekidan i linearan funkcional na 7, jer iz p, — ¢ sledi (f, SOn)%gr —
(f7 @)%p/é‘rv n — oQ.
(ii) Dokazimo samo da iz (4.6.7) sledi f* =% f, n — oo, jer je impli-
[e.9]
kacija ve¢ dokazana u Teoremi 4.5.1 (b). Neka su F; = > af, e,
kl=—
N . |k|=—o0
Fo = > agmer, min € Zy 1 F = > ager (kao u Definiciji 4.4.1).
|k|=—00 |k|=—00
Iz dualnosti prostora a* i a™*, sledi
[e.9] [e.9]
Z Aoy Th = Z Ak mTk, M — 00, uniformno pom € Z,,
|k|=—00 |k|=—00

zasve o = Y. rrep € o . Takode,

per*
|k|=—00

"%

(km)rezd = (ak)peze, m — 00, u a”.

Ako se vratimo na oblike funkcija F', F,, i F', dobijamo tvrdenje. O
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Glava 5

MnozZenje ultradistribucija i
talasni front

5.1 Uvod

Mnozenje dveju ultradistribucija je obopstenje problema postojanja mul-
tiplikativnog proizvoda dveju distribucija. Sli¢no talasnom frontu distribucije
moze se definisati talasni front ultradistribucije. Jedina razlika je u tome sto
umesto ogranicenje nekim polinomom, sada posmatramo funkcionale koji
imaju najvise eksponencijalni rast u beskonacnosti. Takode, umesto glat-
kih funkcija sa kompaktnim nosac¢em koje smo koristili kod mikrolokaliza-
cije distribucija, kod mikrolokalizacije ultradistribucija koristi¢emo tezinske
funkcije koje imaju subeksponencijalni rast u beskonac¢nosti. Imac¢emo u
vidu posledice tog izbora. Tezinske funkcije koje se koriste u proucavanju
periodi¢nih ultradistribucija imaju mnogo slicne karakteristike sa tezinskim
funkcijama koje smo koristili kod periodi¢nih distribucija. Oni zadovoljavaju
i sustinske nejednakosti koje smo koristili kod distribucija.

U ovoj glavi mi ¢emo koristiti osobine proizvoda periodi¢nih ultradistri-
bucija kako bi dali novi opis talasnog fronta ultradistribucije f € 2" (R9)
koristeci koeficijente njenog razvoja u odgovarajué¢em Furijeovom redu. Na-
kon toga ¢emo prosiriti rezultate koji su izlozeni u 2.4 na prostorima nekih
klasa ultradistribucija. Preciznije, analizirane su mikrolokalne osobine ul-
tradistribucije f u o € R? koje su odredene preko razvoja u Furijeov red
periodizacije ultradistribucije ¢ f, gde ¢ je funkcija odsjecanja u okolini tacke
xo. Koristite se rezultati koji su izlozeni u nekih od radova i knjiga koji su
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posveéeni toj problematici: [23, 24, 64]. Glavni rezultati u ovom odeljku
publikovani su u radu [14].

5.2 Teoreme tipa Pejli-Vinera za ultradistri-
bucije

Teoreme tipa Pejli-Vinera za distribucije imaju svoj analog kod ultradi-
stribucija. Furijeova transformacija ultradistribucije f je

A~

fl6) = Fap© = [ e ), (521)

gder € RYi ¢ € RY. Ako je f ultradistribucija sa kompaktnim nosacem, tada,
f se moze produziti analiticki do celu funkciju na C%, koja se naziva Furije-
Laplasova transformacija ultradistribucije f. Teoreme tipa Pejli-Vinera ka-
rakterisu ove cele funkcije. Kompleksnu promnljivu iz C? éemo oznacavati
sa ( =&+, gde £ 1 n su realni i imaginarni deo promenljive (.

Mi ¢emo razgledati uslove pod kojih je nosa¢ f sadrzan u nekom kon-
veksnom kompaktnom skupu K C R?. Funkcija nosaca Hyx na K definise se
kao

Hy(¢) = supIm (x, () = sup (z,n) (5.2.2)
zeK zeK

Propozicija 5.2.1. Ako je f € 2"k, tada Furije-Laplasova transformacija

F(O = (@) (5.2.3)
je cela funkcija.

Teorema 5.2.2 (Pejli-Viner). Neka K C R? je konveksan kompaktan skup.
Potreban i dovoljan uslov da jedna cela funkcija $(¢) na C? bude Furije-
Laplasova transformacija od ¢ € P* je to da ¢(¢) zadovoljava sledeéu ne-
jednakost na C?:

u sluc¢aju Rumijea, x = (t): za svaki L > 0, postoji konstanta C tako da

Q)] < Cexp{—(LICHY" + Hr(O)}; (5.2.4)

U slucaju Berlinga, x = {t}: postoje konstante L i C tako da vazi (5.2.4).
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Kada je neki od ovih uslova zadovoljen, ¢ je jednaka inverznoj Furijeovoj
transformaciji od Q:

Frl(¢(n) = /R ple)e O, (5.25)

gde
d¢ = (2m)~4dg, - - - dE,,. (5.2.6)

Stavise, niz v; € D"k konvergira ka 0 ako i samo ako:
u slucaju Rumijea - za svaki L > 0, niz

exp{(LI¢NY" = Hr(¢)}5(¢) (5.2.7)

konvergira ravnomerno na R? (ili ekvivalentno — na C%);
u slu¢aju Berlinga- za neki L > 0, niz

exp{(LIC)Y" = Hre(¢)}25(¢) (5.2.8)

konvergira ravnomerno na R? (ili ekvivalentno — na C?).

Teorema 5.2.3 (Pejli-Viner). [{3] Neka je K konveksan kompaktan skup u
R?. Tada su sledeca tri uslova ekvivalentna za celu funkciju f(¢) na C4:

a: f(C) je Furije-Laplasova transformacija neke f € 2",

b: (t): postoje konstante L i C' za koje
F(©)] < CeH ¢ e Y. (5.2.9)

{t}: za svaki L > 0 postoji konstanta C' za koju vazi (5.2.9).

U svakom od gorngih slucajeva, za proizvoljan € > 0, postoji konstanta
C. takva da )
F(Q)] < CeefelOteld ¢ e . (5.2.10)

t): ostoje konstante ) C takve da
(t): Postoj L
1£(¢)] < CeHDY +Hx(©) ¢ e ¢, (5.2.11)

{t}: Za svaki L > 0 postoji konstanta C, za koju vazi (5.2.11).
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Preslikavanje koje preslikava f € 9™ i u njenu Furije-Laplasovu transforma-
ciju f je injektivno. Stavise, niz f; € D™k konvergira ka 0 ako i samo ako
u slucaju:
(t) : za neki L > 0
— 1/t £
o~ (LICD HK(C)fj(Q (5.2.12)

konvergira ka 0 ravnomerno na R? ili ekvivalentno na C%;
{t} : za svaki L > 0 (5.2.12) konvergira ka 0 ravnomerno na R® ili ekviva-
lentno na C.

5.3 Prostori periodi¢nih ultradiferencijabilnih
funkcija i ultradistribucija

Koristi¢emo oznake koje smo uveli ranije i koje koristimo u [14]. Za
razliku od Glave 4 gde smo definisali prostore 7, periodicnih ultradife-
rencijalbilnih funkcija Berlingovog i Rumijeovog tipa sa periodom 2w, kao i
njihove duale-prostore periodi¢nih ultradistribucija szfp/;‘r Berlingovog i Ru-
mijeovog tipa, u ovoj glavi ¢emo posmatrati prostore u kojima funkcije i
ultradistribucije su sa periodom 1 i koristiti oznaku & umesto @,,. Kao i
do sada radimo jedino sa vrednostima parametara t > 1. Zan € Z% koristimo
en(1) := e?rifen)

Prostor periodi¢nih test funkcija &2* = 2*(RY) gde * = (t) (resp.
x = {t}), klase Berlinga (resp. Rumijea), sastoji se od svih ultradiferen-
cijabilnih periodi¢nih funkcija ¢ klase Berlinga (resp. Rumijea). U [23, 24|
je dokazano da je ¢ periodi¢na ultradiferencijabilna funkcija reda ¢ tipa Ru-
mijea 24 (R?), (resp. Berlinga 22®(RY)) ako i samo ako

> lenl*exp@a ] ) = 7 | fal* exp(kln]") < oo,

nezd nezd

postoji (resp. za svaki) k > 0, gde p, = [}, o(x)e 22 dy n € 79,

Dual prostora &%, je prostor periodi¢nih ultradistribucija, kojeg ozna¢avamo
sa ™. Koristimo i drugi rezultat iz [23]: f =" .. fnen je periodicna ul-
tradistribucija reda s tipa Rumijea (Berlinga) ako i samo ako

Y Ul exp(=2a 0"y = 3 | ful* exp(—k|n|"/") < oo,
nezd nezd

za svako (za neko) k > 0.
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5.3. PROSTORI PERIODICNIH ULTRADIFERENCIJABILNIH
FUNKCIJA I ULTRADISTRIBUCIJA

Za f = ZneZd fnen € (P*) i p= ZneZd Onen, € P* dejstvo ultradistri-

bucije f nad ¢ je: (f,¢) =", cza fnp-n.
Posmatra¢emo periodi¢ne ekstenzije lokalizacija ultradistribucije u okolini
d

neke tacke. Za f € 2™, supp(f) C Iyu = H(:BOJ- — g,xOJ + g), gde

j=1
0 < n < 1, njena periodi¢na ekstenzija je

fp(x) = Z f(x +n).

nezd

Neka su w, v pozitivne (tezinske) funkcije nad Z?. Pojmovi submultipli-
kativna i r—ogranicena funkcija koji su definisani u 2.4 ¢emo Kkoristiti i u
ovom delu. Za neku submultiplikativnu funkciju v, skup svih v-ogranic¢enih
tezinskih funkcija je .. Koristi¢emo oznake iz [34]:

M(Z0) = {w € M, : (AC > 0)(Vk > 0)(Yn € Z9)(v(n) < Cem")}.

My (2% = {w € M, : (3C > 0)(3k > 0)(Vn € ZY)(v(n) < ekl )y,
Zaw € M, (Zd), definisemo prostore

IS ={f € 7" Awn)fulnezs € 1%, gde fo = (f.e-n)}

na kojima se definisu norme

1 |0z = [{wo(n) fru}llea-

Od sada pa nadalje posmatramo samo slucajeve kada ¢ > 1. Dokaz sledece
tvrdnje je ocigledan.

Propozicija 5.3.1. Ako q1 < ¢ i wy < Cwy, tada LI C P2,

Uzedemo u obzir lokalni prostor Z217" . koji se sastoji od distribucija

f € 2"(R? cije periodicne ekstenzije (pf), € P1%*, za sve 7o € R? i

¢ € 21(1,,,). Njegova topologija je definisana familijom seminormi

£ llzo.e = NI (2.)s

gde 79 € RYi p € D*(I1.4,)-
Sledec¢a propozicija znaci da je definicija prostora A1

213"

q*

wloc konzistentna.
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Propozicija 5.3.2. Z21%* C 2"

w,loc*”

Dokaz. Tvrdenje dokazujemo samo u Rumijeovom slucaju.
Neka [ = anen € ng{t} i = > onen € .@{t}(h@o). Tada je

periodi¢na ekstenzija (¢f), = ¢,f. Iz (2.3.1) i nejednakosti Minkovskog
imamo

Ienfllper < €O (vl ool wln = hesl)')
<cz Z 9 lgil wln = Hlfazg) )
<c Z Nl (3 (wik =5 fisgl))

jezd n€ezZd
< Cllepll pper L f 1l pjater < o0

]

U produzetku, razmatra¢emo samo osnovne prostore tipa Rumijea i nji-
hove duale. Odgovarajuce rezultate u prostorima tipa Berlinga su sli¢ni i
laksi za dokazivanje.

Za fiksni t > 1, stavljamo wg(n) = " ke R. Radi jednostavnosti,
pisemo 21111 .= ﬁlq{t} @lz{;}c = c@lf}i ) Jasno je da
W =Nz = (N 2 2V={JziV= ) 21"

k>0 WGL%{S}(Zd) k<0 we//f{s}(zd)
Stavise,

éa{t} _ ﬂ ‘@lgflto}c _ ﬂ (@l‘I{t} i ’{t} U ‘@lg{lto}c — U {@l‘I{t}

w,loc w,loc?
k>0 UJE//Z{S}(Zd) k<0 UJE//{//{S}(Zd)

gde & {t} Je prostor svih ultradiferencijabilnih funkcija reda ¢ tipa Rumijea i
g € .@ V ako postoji ultradiferencijalni operator P klase {t} i za neko G,
neprekidna na R?, vazi g = P(D)G,[39].

106 Petar Sokoloski



5.4. MNOZENJE U PROSTORIMA PERIODICNIH TEST FUNKCIJA

5.4 MnoZenje u prostorima periodicnih test
funkcija

Uzmimo dve fiksne tezinske funkcije w € A&, v € My (Z%) (uporedi
(2.3.1)).

Definicija 5.4.1. Za fi = >, 1 finen € 2|3 i fo = Y nezd famen €
2121 definisemo njihov proizvod sa

fife =Y fuen, gde fo =" fin-jfoj, n €L

nezd jeza

Ova definicija nam dozvoljava da uvedemo mnozenje u lokalnim verzijama
ovih prostora.

Teorema 5.4.2. Neka f; € L@lffl{(fg i fo € @lﬁiﬁ?. Za rg € R4, 0 <
n < 1, pustimo da ¢ € P (1,,,) bude tako da ¢(x) = 1 za x € I,,,.
Ako fr,, € .@’{t}(ImmO) je restrikcija proizvoda (¢ f1),(df2), nad I, ., tada

proizvod f = f1fa, je dobro definisan.

Dokaz. Razliciti izbori mnozitelja ¢ dovode do razlic¢ite Furijeove koeficijente
ali, prema propoziciji 5.3.2, imamo fr, , = f[n/ , nad I ;o N Iy . Prema
s 73@0 ) )

tome fr,, = [ € 11 je dobro definisana kao i proizvod fifs := f. ]

w,loc
. .. _ 1 1 1
Propozicija 5.4.3. Neka q,q1,q2 € [1,00] su takvi da q——l—q— = 5—1—1. Tada
1 Q@

preslikavanja

P 5 2120 5 (f1, o) = fifs € 218D (5.4.1)
7

Qlilfjg X ﬁl%{i} > (fi, fa) = fife € @liffgc (5.4.2)

su neprekidna.

Dokaz. Jangova nejednakost (1.1.6) i (2.3.1) povlace

[f1foll oty < ClA oo Lf2

'();»l?/Z{t} Y

tj. mneprekidnost preslikavanja (5.4.1). Neprekidnost preslikavanja (5.4.2)
sledi direktno iz neprekidnosti preslikavanja (5.4.1). O
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Analogna Posledici 2.3.11 je sledeca:
Posledica 5.4.4. Ako k,kq, ks € R,
ki+ ko >0, k < min{ky, ko }, (5.4.3)
tada preslikavanja

2 s 21 5 (fi, fo) = fifo € 21

P DI S (fi, o) = fufe € ‘@lzi}c

k1,loc k2,loc

su neprekidna.

Dokaz. Nije nikakvo ogranicenje ako pretpostavimo da k1 > 01k = k. Jasno
je da k; > |ko| mora da vazi kako bi bilo ispunjeno ky + ko > 0. Neprekidnost
tada sledi iz Propozicije 5.4.3 za w(n) = k""" i p(n) = k""" jer (2.3.1)
vazi u ovom slucaju. O]

5.5 Talasni front ultradistribucije

Talasni front ultradistribucije je obopstenje pojma talasnog fronta distri-
bucije. Rezultate koji smo izlozili u Odeljku 2.4 ¢emo obopstiti.

U ovom odeljku éemo opisati talasni front ultradistribucije f € 2'{"(R?)
preko Furijeovih koeficijenata periodi¢nog produzetka neke odgovarajuce lo-
kalizacije ultradistribucije f u okolini 2y € RY. Koristi¢emo sli¢ne ideje kao
i kod odgovarajuceg problema za distribucije. Posmatra¢emo samo ultra-
distribucije tipa Rumijea. Kod ultradistribucija tipa Berlinga, rezultati se
izvode sa odgovaraju¢im promenama.

Definicija 5.5.1. Za t > 1, (x0,&) ¢ WF(f) ako postoje v € 21}H(RY)
sa 1 =1 u okolini xo i otvoreni konus T C R\ {0} koji sadr#i & tako da

(3N > 0)(3Cx > 0)(VE € T) [ F(&)] < Cye N, (5.5.1)

Teorema 5.5.2. Neka je f € P1H(RY) i (z0,&) € RY x (R4 {0}). Sledeéi

uslovi su ekvivalentni:
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5.5. TALASNI FRONT ULTRADISTRIBUCIJE

(i) Postoje ¢ € DY (I.,,), gde ¢ € (0,1) i ¢ = 1 u okolini tacke gy i
otvorent konus I" koji sadrzi & tako da

(3N € Z,.)(3Cx > 0)(Vn e TNZY) | f(n)] < Cye M. (55.2)

(“) (xo,ﬁo) ¢ WF{t}(f)-

Dokaz. Dokaz je slican odgovaraju¢im dokazom kod distribucija koji je izlozen
u delu 2.4 1 [51], ali mi éemo ga detaljno izloziti radi kompletnosti. Suzavanjem
konusne okoline tacke &y, mozemo izabrati ¢ u (5.5.1) sa proizvoljno malim
nosacem u okolini tacke zy. Odavde (ii) povlaci (i).

Neka je ispunjen uslov (7). Dokazacemo da postoje konstanta £’ i otvoreni
konus I'y 2 &, tako da

(VB ogranicen skup u 2 (L, ) (VN > 0)(3CY4 > 0)

(Vn € Ty N2 o lof(n)| < Clye NI, (5.5.3)
%)

Biramo broj ¢’ takav da ¢ = 1 nad I./ ,,. Biramo otvoreni konus I'; tako da
& €T1iT; ¢ TU{0}. Neka ¢ € (0,1) je konstanta manja od rastojanja
izmedu granice OI' konusa I' i preseka zatvaraca I'; sa jediniénom sferom.
Tada {y € R?: (3¢ € T)(|¢ —y| < ¢c¢])} € T. Neka je B ¢ 2 (L ,,)
ograniceni skup. Iz ¢ = ¢, YV € B vidimo da su g;?f (n) Furijeovi koeficijenti
periodi¢ne ultradistribucije (p),(¢f),. Znaci, za p € Bin € 'y NZY,

ef ) =13 @@ efn—NI< (D + Y @G)ef(n—j)

jezd lil<eln]  |j]>cln]

=: I1(n) + Iz(n)

Ocenjujemo I;(n):

Lin)= Y |@n—plef()<C sup [of()l.

In—j|<c|n| In—jl<c|n]|

gde konstanta C' zavisi samo od skupa B. Imajuéi u vidu da od |n—j| < ¢|n|
sledi |j] > (1 — ¢)|n|, dobijamo
sup e M"Y 1 (n) < Csup e M sup (67 ()
peB, nely nel’y In—j|<c|n|

< Csup (1—c) Ne M GF(5) = C(1 — o) NCy.

J€lg,

(5.5.4)
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Sledi ocena izraza I,. Za ovaj cilj koristimo da |n — j| < (1 + ¢71)|j| ako
|7] > ¢|n]. Od teoreme Pejli-Viner—a, postoje M > 0, D > 0 tako da

6f(n — 5)| < De~MIn=i1"" " j e 72,

Ograni¢enost skupa B ¢ 21 (R?), povlaci da

sup Y MM B()] = Ky < 0.
g"EBjeZd

Stavise, Vo € B vazi

sup ¢~ I(n) < D sup e N3 Ml |55
nely nely li|>c|n| (555)
<DC N1+ cHKy.

Od (5.5.4) i (5.5.5), dobijamo (5.5.3).
Sada sledi dokaz da (xo,&) ¢ WE(f) od (5.5.3). Neka ¢ € 21 (1.,,)
je jednaka 1 u okolini tacke xg. Tada, skup B = {¢, = e_, : 7 € [0,1)%}
je ograni¢eni podskup u 21 (1. ,,). Odavde
/

— — C
sup |¢f(n+7)[= sup [p,f(n)| < W]\IQ/“ vn eIy NZY,
T€[0,1)¢ T€[0,1)¢ e

sup MG FO)] < (14 4d)N2CY, (5.5.6)
£e(I1NZ4)+[0,1)4

Neka je I'y otvoreni konus pravea &, tako da 'y C I'; U{0} i neka je konstanta
¢ tako izabrana da {y € R?: (3¢ € I'))(|€ — y| < C[¢])} C T'y. Tada

Dyn{€eR: €]d > 1} c (I, NZY) +[0,1)%
Prema tome

sup eV 1 F(6)] < max{C%, (1 + 4d)N2C%} = On < o0,
N N

gels
gde
Cx=sup  MIAE).
€€y, ||<1/e!
Ovo znaci da (z9,&) € WF(f) i teorema je dokazana. O
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5.6 Soboljevski talasni front ultradistribucije

Sli¢no kao kod distribucija, uvodimo Soboljevski talasni front ultradistri-
bucije Rumijeovog tipa. Kazemo da je f € %;{;}(Rd) ako f € .1 (RY) i za
svako N > 0

eNHl/tJ?E L2

Posmatra¢emo samo par (0, &) umesto (xg, &) jer se rezultati lako prenose
na (2o, o)

Definicija 5.6.1. Neka je f € 2% i & € R4\ {0}. KaZemo da je f mi-
krolokalno regularna u smislu Soboljeva u (0,&y), tj. (0,&) ¢ WFét}(f), ako

1 /
postoji otvorena konusna okolina T tacke &, n € (0, 5) i€ 2 ((—n,n)d),
supp ) C (—=n,n)¢, tako da za svaki N > 0

2 ,
/ 97| eV dg < . (5.6.1)
r
Propozicija 5.6.2. Neka je f € 2(R?). Sledeéa dva uslova su ekviva-

lentna:

(AYYY Postoji otvorena konusna okolina T tacke &, ¥ € 218 ((—n,n)%) gde
1
n € (0, 5) je izabrano tako da za Y f =) aye, vazi

Z |an|262k‘”|l/t < 00, (5.6.2)

nelrnzd

(B (0,&) ¢ WEH (1)

Dokaz. Neka je 'y zatvoreni konus koji je sadrzan u TU{0} gde T je otvoreni
konus. Tada

ST )P < / [OF ()2 de < oo
N

nelrNzd

Prema tome (qut}) povlaci (Ag}).
Dokazimo tvrdnju i u obratnom smeru. Koristimo slede¢u lemu:

Lema 5.6.3. Iskaz (Bg}) je ekvivalentan sledecoj tvrdnyi:
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(WFét}) Postoje otvorena konusna okolina I', ¢ € (0,1) tako da za svakom
ogranicenom skupu B C 21 ((—¢,¢)%)

sup/ ‘ﬁ\p(ﬁ)‘ze%ml/td{ < 0. (5.6.3)
r

peB

Dokaz. Neka (5.6.1) vazi za 1, tako da 1 = 1 nad (—n,n)% Uzmimo ¢ < n i
neka je skup B ogranicen u 2 {1 ((—¢,e)?). Tada ¢f = ot f i

PF ] = lovf(&) = 18+ D ()], €eRY

Biramo otvoreni konus I'; tako da Iy € T'U {0}. U [69] je pokazano da
postoji ¢ € (0,1) za koje £ € T'; in ¢ T' povlaci |€ —n| > cmax{[{],|n|}.
Imamo

([ fervre) e agt < ([ (f 1gmler”

r, JRrd
gde

DF(E —m)| I a2

= ol + Iy),

n=(f ( JCOE
B=(f (], 13

xr je karakteristicna funkcija okoline I'. Tada

D (g —m)| e d)ag) 2,

DF(E —m)| " )

5 kln|1/* w kln]/* <
[ R S ) S
<o kWH ‘ DFD) ()il ,
<[ewmen |, . lloateineme |,
Iz sup H@(n)eklnll/tHiﬂ(Rd) < (11 (5.6.1), dobija se da I} < Cj < 0.
peB

Ostaje jos da se nade ogranicenje integrala I,. Koristimo da ¢ f ima kom-
paktni nosac. Od teoreme Pejli-Vinera, postoje D > 01 M > 0,

[0F ()| < DMy e R
Kako ¢ € B, za svako k > 0, postoji C} > 0 tako da

B(€ — )| < CelF-tlE—nl",
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Od nacina na koji smo izabrali I';, imamo

I, < D( / ( / |B(& — m)|eHEDIE=nl MIE=nl" gy\2 g3,
r; JRAT

Za neku drugu konstantu D; > 0 i dovljno veliko N > 0, dobija se
I, < Dy / ( / o HER o=kl /4 MInl' g2 geyd
B r; JRAT

Prema tome, I < oo. Ovim smo dokazali ekvivalenciju (Bét}) i (WFét}). O

Sada ¢emo zavrsiti dokaz Propozicije 5.6.2, tj.da (Ag}) povlaci (Bg}).
Uzmimo konus T'g, = T tako da (5.6.2) je ispunjeno za ¢ € 2 ((—¢

7€)d)‘
Neka je
B = {gp ve'T T € (—% %) }

Neka je I'y otvoreni konus za koji [y C T'U {0}. 1z (5.6.2) dobija se

2

1/t
sup Nl

_1 1yd
T€(=35:3) nelnzd

[ e ) i

< Z sup |W(n+7‘)|eN|n‘1/t<oo.

_1 1yd
nernzd T€(=3,3)

Kako

[ F (€)M de < > sup [0 f(n+ )N < oo,
To

_ 1 1ya
nernzd T€(=353)

propozicija je dokazana. ]
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Dodatak A

Elementi iz teorije
Lokalno-konveksnih prostora

Sa X,Y, itd. oznacavamo vektorske prostore nad C. Vektorski prostor X
je lokalno konveksan topoloski vektorski prostor ili krace lokalno konveksan
prostor, ako je topoloski prostor i postoji familija & sastavljena od semi-
norme tako da mreza x, u X konvergira ka z ako i samo ako p(z, —z) — 0 za
svaku semi-normu p € &. Proizvoljna familija & semi-normi na vektorskom
prostoru X odreduje jedinstvenu topologiju na X. Ova topologija se naziva
lokalno konveksna topologija definisana familijom &.

Lokalno konveksna topologija definisana familijom semi-normi & je Ha-
usdorfova ako i samo ako & zadovoljava uslov za normu u slede¢em smislu:

[(Vp € S)p(z) =0] =z =0.

Od sada pa nadalje, pretpostavljamo da je svaka lokalno konveksna topologija
Hausdorfova sem ako nije drugacije naglaseno.

Propozicija A.0.1. Topologija lokalno konveksnog prostora X je metriza-
bilna ako i samo ako ona moZe biti definisana sa najvise prebrojivo mnogo
SeMi-normsi.

Ako je topologija prostora X definisana konac¢nim brojem semi-normi,
tada suma ovih semi-normi je norma, koja i sama definiSe topologiju na X.
To znaéi da je X normirani prostor.

Kaze se da je lokalno konveksni prostor X kvazi-kompletan ako je svaki
ogranicen zatvoren skup u njemu kompletan. Kompletan lokalno konveksni
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prostor je kvazi-kompletan, i kvazi-kompletan lokalno konveksan prostor je
sekvencijalno kompletan. Ako je X metrizabilan, tada ova tri koncepta su
ista, ali u opstem slucaju oni su razli¢iti jedan od drugog. Kompletan metri-
zabilan lokalno konveksan prostor naziva se Frésetov prostor, ili (F')-prostor.
Opsta osobina uniformnih prostora je da je podskup lokalno konveksnog
prostora X kompaktan ako i samo ako on je prekompaktan i kompletan.
Ako je X lokalno konveksan prostor, tada mozemo posmatrati, pored ori-
ginalnu topologiju na X, i lokalno konveksnu topologiju definisanu familijom
semi-normi {| (x,z’) | : ' € X'}. Ova topologija prostora X naziva se slaba
topologija i oznacava se sa o(X, X’). Lokalno konveksan prostor X opre-
mljen sa njegovom slabom topologijom oznacava se sa X,. Mreza x, € X
konvergira ka € X u slaboj topologiji ako Vh_)rglo (r,,2") = (x,2') za svaki

2’ € X'. Tada kazemo da x, konvergira slabo ka x.
Propozicija A.0.2. Jaki dual (DF)-prostora je Fresetov prostor.

Teorema A.0.3 (Grotendik!). Jaki dual metrizabilnog lokalno konveksnog
prostora je (DF)- prostor.

Dijagram
xSy Lz (A.0.1)

sastavljen od vektorskih prostora i linearnih preslikavanja medu njima kazemo
da je tacan u'Y ako se slika Im S poklapa sa jezgrom ker T'. Ukoliko su X,
Y i Z lokalno konveksni prostori, a S i T' topoloski homomorfizmi, tada se
kaze da je dijagram topoloski tacan. Ako je X zatvoren linearan potprostor
lokalno konveksnog prostora Y, Z je faktor-prostor Y/ X, i ¢ i 7 su kanoni¢na
preslikavanja, tada je niz

0— XY -7 -—0 (A.0.2)

topoloski tacan, tj. on je topoloski tacan svuda. Ovde 0 oznacava lokalno
konveksni prostor koji se sastoji samo od koordinatnog pocetka. Obrnuto,
ako (A.0.2) je topoloski tacan niz, tada on je izomorfan sa tacnim nizom
povezan sa zatvorenim linearnim potprostorom i faktor-prostorom. Sledeca
teorema je direktna posledica definicije i teoreme Hana-Banaha:

I Alexander Grothendieck, francuski matematicar, 1928 — 2014.
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DODATAK A. ELEMENTI IZ TEORIJE LOKALNO-KONVEKSNIH
PROSTORA

Teorema A.0.4. Ako (A.0.2) je topoloski tacan niz, tada dijagram

’ /

0+— X' +—Y' &7+ 0 (A.0.3)
sastavljen od dualnih prostora i dualnih preslikavanja je tacan niz.

Otuda sledi da (A.0.3) gde su X, Y i Z opremljeni slabim topologijama je
takode topoloski tacan niz. Slicno, (A.0.3) je topoloski tac¢an niz sa slabim*
topologijama u X', Y’ i Z'. Medutim, u odnosu na jake topologije, /' i 7’ su
neprekidna linearna preslikavanja ali ne nuzno homomorfizmi.

A.1 Projektivne granice lokalno konveksnih
prostora

Neka je {u, : X — X, : a € A}, familija linearnih preslikavanja iz
vektorskog prostora X u lokalno konveksnim prostorima X,. Tada postoji
najslabija lokalno konveksna topologija na X u odnosu na koju sva u, su
neprekidna. Ova topologija se naziva (generalizovana) projektivna lokalno
konveksna topologija u odnosu na sistem (X, u,). Ako je &, familija semi-
normi koja definise topologiju na X,, tada

S ={pouy:a€ApesS,}

je familija semi-normi koja definiSe projektivnu lokalno konveksnu topologiju
na X. Ova topologija nije nuzno Hausdorfova.

Ako X = [],c4 Xa je vektorski prostor predstavljen kao direktan pro-
izvod lokalno konveksnih prostora X, i ako u, : X — X, su kanonicne
projekcije, tada projektivnu lokalno konveksnu topologiju nazivamo direktan
proizvod lokalno konveksnih topologija. Dekartov proizvod X opremljen sa
ovom topologijom je direktan proizvod lokalno konveksnih prostora X,.

Dalje, ako je X linearan potprostor lokalno konveksnog prostora Y, i ako
je u : X — Y ulaganje, tada najslabija lokalno konveksna topologija u
odnosu na koju je u neprekidno je tacno relativna topologija prostora X kao
potprostora od Y.

Ako projektivna lokalno konveksna topologija je Hausdorfova, tada ona je
kombinacija gornjih dva specijalnih slucajeva u slede¢em smislu: Definisemo
u: X — [[,ca Xa sau(x) = (ua(x)); tada u je injekcija radi pretpostavke
da je X Hausdorfov. Projektivna lokalno konveksna topologija na X se tada
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savpada sa relativnom topologijom na X posmatran kao linearni potprostor
proizvoda [],.4 Xo u odnosu na u. Obratno, ako preslikavanje u defisano
gore je injekcija, tada projektivna lokalno konveksna topologija na X je Ha-
usdorfova.

Sa druge strane, obi¢ne projektivne granice lokalno konveksnih prostora
definisu se na sledec¢i nacin. Neka je A nasoceni skup i pretpostavimo da je
za svaki a € A dat lokalno konveksni prostor X, zajedno sa neprekidnim
linearnim preslikavanjima u? : X, — X3 definisane za svaki par (o, 3) sa
a>fiug = ufoug kad god a, 3,7 € Aia > 3 > ~. Takav sistem (Xo, u§)
naziva se projektivni sistem lokalno konveksnih prostora. Tada, definiSemo
projektivnu granicu lokalno konveksnih prostora X, da bude projektivna gra-
nica

proj lim X, = {(z,) € H Xo 1 uf(za) = w5} (A.1.1)
acA
vektorskih prostora X, opremljenom sa najslabijom lokalno konveksnom to-
pologijom u odnosu na koju kanonicna preslikavanja

Uq : proj lim X, — X,

koja su definisana sa (z,) — 2, su neprekidna.

Pretpostavimo da su (Xa,u§) i (Ya,u§) projektivni sistemi lokalno kon-
veksnih prostora sa istim nasoc¢enim skupom A kao njihovim indeksnim sku-
pom. Ako je dato neprekidno linearno preslikavanje T, : X, — Y, za svaki
«, i ako ono zadovoljava

ug o Ty =Tpoug, za sve a > f3

tada neprekidno linearno preslikavanje

T : proj lim X, — proj limY,

koje se definise sa T'(z,) = (Taxs), nazivamo projektivnom granicom presli-
kavanja Ty.

Neka (X, : @ € A) je projektivan sistem lokalno konveksnih prostora.
Ako a : A — A je preslikavanje koje zapazava red naso¢enog skupa A sa
kofinalnom slikom «(A) u A, tada projektivni sistem (X, : A € A) definisan
sa Yy = X, naziva se podsistemom originalnog projektivnog sistema. U
ovom slucaju, lako je dokazati da

proj lim, Y, = proj lim, X, (A.1.2)
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kao kanoni¢ni izomorfizam.
Od neprekidnosti uj sledi da proj lim, X, je zatvoreni linearni potprostor
od [],c4 Xa- Narocito, tacna je sledeca propozicija.

Propozicija A.1.1. Ako X, su kompletni (respektivno kvazi-kompletni ili
sekvencijalno kompletni) prostori, tada projektivna granica proj lim X, je
takode kompletan (respektivno kvazi-kompletan ili sekvencijalno kompletan)
prostor.

Kada skup A je skup prirodnih brojeva Z , je potrebno samo da odredimo
neprekidna linearna preslikavanja u?“ : Xjy1 — Xj za svako j € Z;.
Ostala preslikavanja se opredeljuju kao proizvodi ovih preslikavanja. U ovom
slucaju, ¢esto oznacavamo projektivni sistem pomocu dijagramom:

j W

u? us ud u;_
Xy X2 Xz 2 o &2 X ¢4 (A.1.3)

Ako u ovom slucaju svi X; su Banahovi prostori, tada projektivna granica
proj lim X je kompletan i metrizabilan lokalno konveksan prostor ¢ija topo-
logija je definisana prebrojivom familijom semi-normi. Vazi i obratno

Teorema A.1.2. Projektivna granica niza Banahovih prostora X; je Fresetov
prostor. Obrnuto, svaki Fresetov prostor moze biti izraZen kao projektivna
granica niza Banahovih prostora.

Slicno se moze pokazati da svaki lokalno konveksni prostor X je izomorfan
sa gustim linearnim potprostorom projektivne granice proj lim X, Banaho-
vovih prostora. Ako, stavise, mozemo izabrati projektivni sistem tako da za
svaki a > 3, ug : X, — X nisu samo neprekidna nego i slabo kompaktna,
tada se kaze da je X Kdomura prostor. Stavise, ako mozemo napraviti da sva
preslikavanja ug budu kompaktna, tada se kaze da je X Svarcov prostor.

FreSetov prostor koji je takode i Svarcov prostor (respektivno, Kémura
prostor) krace se naziva (FS)-prostor (respektivno, (FK)-prostor). Lokalno
konveksni prostor X je (FS)-prostor (respektivno (FK)-prostor) ako i samo
ako njega mozemo izraziti kao projektivnu granicu niza Banahovih prostora
X; tako da svako u?“ : Xj41 — Xj u (A.1.3) je kompaktno (respek-
tivno slabo kompaktno). Zbog sledeée leme X; mogu biti proizvoljni lo-
kalno konveksni prostori. Naime, (FS)-prostor (respektivno (FK)-prostor)
X je lokalno konveksan prostor koji se moze izraziti kao projektivna granica
proj lim X niza lokalno konveksnih prostora X; tako da svako preslikavanje

u§+1 : Xj11 — X je kompaktno (respektivno slabo kompaktno).

118 Petar Sokoloski



A.1. PROJEKTIVNE GRANICE LOKALNO KONVEKSNIH PROSTORA

Lema A.1.3. Neka su X @Y lokalno konveksni prostori. Linearno preslika-
vanje T : X — Y je kompaktno (respektivno slabo kompaktno) ako i samo
ako postoji Banahov prostor N tako da je T moguce razloZiti kao proizvoda
dva neprekidna linearna preslikavanja

X Ny,

gde slika TQ(B)Vjedz'nicvne lopte B u N je kompaktan (respektivno slabo kom-
paktan) skup. Stavise, ako je T injekcija, tada Ty i Ty mogu da se izaberu da
budu injekcije.

Teorema A.1.4. Neka je X = proj lim X, projektivna granica lokalno kon-
veksnih prostora. Ako za svaki o postoji B > « tako da ub : X5 — X,
preslikava svakog ogranicenog skupa u relativno kompaktnom skupu (respek-
tivno relativno slabo kompaktnom skupu), tada je X semi-Montelov prostor
(respektivno semi-refleksivan prostor).

Narocito, projektivne granice semi-Montelovih prostora (respektivno semi-
refleksivnih prostora) su semi-Montelovi (respektivno semi-refleksivni).

Teorema A.1.5. Neka je'Y proizvoljan zatvoreni linearni potprostor projek-
tivne granice proj lim X, lokalno konveksnih prostora. Postavijamo

Y, = [ua(Y)]x,, (A.1.4)

gde su u, : proj im X, — X, kanonic¢na preslikavanja i | |x, oznacava
zatvarac¢ u X,. Tada, imamo kanoniéni izomorfizam

Y = proj limY,,. (A.1.5)

Narocito, neka je Y = proj lim X,. Tada dobijamo da svaki lokalno
konveksan prostor kojeg je moguce izraziti kao projektivnu granicu uvek se
moze predstaviti kao granica projektivnog sistema X, lokalno konveksnih
prostora u koju slika u,, : proj lim X, — X, je gusti skup za sve a. Ovakav
projektivan sistem se kaze da je reduciran.

Za razliku od slucaja zatvorenih linearnih potprostora, faktor-prostor pro-
jektivne granice, u opstem slucaju, nije projektivna granica faktor-prostora.
Slede¢a teorema daje gotovo jedini poznati dovoljan uslov. Nazvac¢emo je
lemom Mitag-Lefler—a jer argumenti koji se koriste su isti kao i u dokazu
ove poznate teoreme.
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Teorema A.1.6. Neka je

0o — X, X~ v N ooz = o0
T uf T v T w?
0 — X, = v, B oz o0
T uj T 03 T w3
: : : (A.1.6)
) ) T
Tup! toy” T

projektivan niz od kratkih tacnih nizova abelovih grupa, tj. komutativan di-
jagram abelovih grupa v linearnih preslikavanja sa tacnim redicama. Tada je
tacno sledece:

(i) Niz projektivnih granica
0 — proj lim X EEIN proj limY; N proj lim Z; (A.1.7)
je tacan.

(it) Ako su X; kompletne metrizabilne abelove grupe, ugﬂ su neprekidna, i

za svaki j slika u;+2(Xj+2) je qusti skup u skupu uj“(XjH) u odnosu

na topologiju metrike X;, tada niz
0 — proj lim X, L proj limY; L proj imZ; — 0  (A.1.8)
je tacan.

(111) Ako, pored pretpostavke u (ii), svaka redica v (A.1.6) je topoloski tacan
niz lokalno konveksnih prostora, u opstem slucaju, v odnosu na razlicite
topologije od metrickih topologija u (ii), sva preslikavanja su neprekidna
pod tim lokalno konveksnim topologijama, i metricke topologije u (i) su
jace nego lokalno konveksne topologije, tada (A.1.8) je topoloski tacan
niz lokalno konveksnih prostora.

Teorema A.1.7. Zatvoreni linearni potprostori i faktor-prostori nekog (FS)-
prostora (respektivno (FK)-prostora) su (FS)-prostori (respektivno (FK)-prostori).
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Za prebrojiv broj projektivnih granica X; = proj lim, X, nizova Ba-
nahovih prostora (ili lokalno konveksnih prostora), njihov direktan proizvod
[TX; je izomorfan projektivnoj granici niza

X171 — XLQ X Xgﬂl — X173 X XQ’Q X X371 — -
Prema tome dobijamo:

Teorema A.1.8. Direktni proizvodi [[ X; i projektivne granice proj lim X;
prebrojivo mnogo (FS)-prostora (respektivno (FK)-prostora) su takokode (FS)-
prostori (respektivno (FK)-prostori).

A.2 Induktive granice lokalno konveksnih pro-
stora

Promenom smera preslikavanja u prethodnom odeljku, dobijamo induk-
tivne granice lokalno konveksnih prostora.

Neka je X vektorski prostor, i u® : X, — X, a € A, je familija line-
arnih preslikavanja definisanim na lokalno konveksnim prostorima X,. Tada
najjaca lokalno konveksna topologija na X u odnosu na koju svako u® je ne-
prekidno naziva se (generalizovana) induktivna lokalno konveksna topologija
sistema (X, u®). Semi-norma p na X je neprekidna u odnosu na ovu lokalno
konveksnu topologiju ako i samo ako pou® je neprekidna semi-norma na X, za
svaki a. Medutim, ova lokalno konveksna topologija nije nuzno Hausdorfova
cak i ako {u®(X,)} generise X. Naglasavamo da je ova topologija, u opstem
slucaju, razlicita od induktivne topologije kao kod topoloskog prostora, tj.
najjace topologije u odnosu na koju svako u®, o € A, je neprekidno.

Neka je X = &.X, vektorski prostor koji se izrazava kao direktna suma
lokalno konveksnih prostora X, i neka su u, : X, —> X kanonicne injek-
cije. Tada induktivna lokalno konveksna topologija na X naziva se lokalno
konveksna direktna suma topologija i direktna suma X opremljena sa ovom
topologijom naziva se direktna suma lokalno konveksnih prostora X,. Ako
je 6, familija svih neprekidnih semi-normi na X,, tada lokalno konveksna
direktna suma topologija je lokalno konveksna topologija definisana sa svim
semi-normama oblika

P(®Ta) = Y palta), Pa € G (A.2.1)
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Narocito, lokalno konveksna direktna suma topologija je Hausdorfova.

Topologija faktor-prostora na faktor-prostoru X/Y lokalno konveksnog
prostora X je takode induktivna lokalno konveksna topologija relativna ka-
noni¢noj projekciji X — X/Y.

Opsta induktivna lokalno konveksna topologija u odnosu na sistem (z,, u®)
je kombinacija gornjih dva slucajeva ako {u*(X,)} generise X. Naime, u
ovom slucaju, preslikavanje u : X, — X definisano sa u(®z,) = ), u*(za)
je surjektivno, i mozemo posmatrati X kao faktor-prostor direktne sume
®X,. Tada se induktivna lokalno konveksna topologija na X identifikuje sa
topologijom faktor-prostora lokalno konveksne direktne sume topologija.

Slicno, mozemo definisati obi¢ne induktivne granice lokalno konveksnih
prostora. Neka je X, , a € A, familija lokalno konveksnih prostora sa
nasocenim skupom A kao njen skup indeksa, i uf : X, = Xp, a < 3, je
familija neprekidnih linearnih preslikavanja koja zadovoljavaju ug = u?/ o ug
svaki put kada o < 8 < «. Tada induktivna granica vektorskih prostora X,
je faktor-prostor

ind lim X, = &X,/~ (A.2.2)

gde ®X,/~ je linearni potprostor generisan svim elementima ¢ija vrednost
u indeksu a je v, € X, i Cija vrednost u indeksu 8 je ug(w,) za par
a < f, a ostale vrednosti su jenaki 0. DefiniSemo kanoni¢no preslikava-
nje u® : X, — ind lim X, da bude preslikavanje koje preslikava x, € X,
u klasu ekvivalencije koja sadrzi element ¢ija vrednost u indeksu « je x,, i
0 u drugom sluc¢aju. Induktivna granica ind lim X, opremljena najjacom lo-
kalno konveksnom topologijom u odnosu na koju sva kanoni¢na preslikavanja
su neprekidna naziva se induktivna granica lokalno konveksnih prostora X,.
Kako se moze videti iz (A.2.2), ovo je isto §to i faktor-prostor direktne sume
lokalno konveksnih prostora. Medutim, u ovom slucaju neprekidnost ug ne
povlaci, u opstem slucaju, da linearni potprostor je zatvoren, i prema tome
induktivna lokalno konveksna topologija nije nuzno Hausdorfova. Naveséemo
dovoljan uslov da ona postane Hausdorfova.

Propozicija A.2.1. Ako svi lokalno konveksni prostori X, su bacvasti (re-
spektivno, kvazi-bacvasti ili bornoloski), tada induktivna granica ind lim X,
takode je bacvast (respektivno, kvazi-bacvast ili bornoloski) prostor.

Induktivni sistem niza lokalno konveksnih prostora moguce je izraziti
pomocu sledeceg dijagrama

. .
u? J

ul u2 ud ul
X1—2>X2—3>X3—4>]—>XJ]—+> (A23)
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Ako je ugﬂ : X; — X1 izomorfizam nad svojom slikom za svako j, tada
se niz naziva striktno induktivnim nizom. U ovom slucaju, svako X; moze
se posmatrati kao linearnim potprostorom od X, u odnosu na izomorfizam
uj 41, 1 induktivna granica X moze se posmatrati kao unija: X = UXj.
Sledeca teorema dokazuje da ova identifikacija zapazuje topologiju.

Teorema A.2.2. Ako (A.2.3) je striktan induktivan niz lokalno konveksnih
prostora, tada kanonicno preslikavanje v’ : X; — ind lim X je izomorfizam
svoje slike za svako j. Narocito, induktivna granica ind lim X; je Hausdor-
foua.

Ako, pored toga, slika u§+1(Xj) je zatvorent linearni potprostor od X,
za svaki j, tada kanonicna slika v’ (X;) w ind lim X; je zatvoreni linearni
potprostor za svaki j. Stavise, svaki ograniceni skup B u ind lim X, je slika
u! (Bj) ogranicenog skupa B; u X; za neko j.

Lokalno konveksni prostor X se kaze da je (LF)-prostor ako on moze
biti izrazen kao striktna induktivna granica niza FreSetovih prostora X;.
Narocito, ako svi X; su (F'S)-prostori (respektivno, (FK)-prostori), tada se
kaze da je X (LFS)-prostor (respektivno, an (LFK)-prostor). Od propozicije
A.2.1 1 teoreme A.2.2, striktna induktivna granica kompletnih Montelovih
prostora je Montelov prostor. Otuda, (LFS)-prostori su Montelovi prostori.

Sada razmatramo sluc¢aj gde su preslikavanja ug 41 U induktivnom nizu
(A.2.3) kompaktne (respektivno, slabo kompaktne) linearne injekcije. Tada,
prema lemi A.1.3, moguce je na¢i Banahove prostore Y izmedu X; i X, i
injekcije v§+1 1Y, — Y;4, tako da dijagram

1 2
U

X1 — X2 — X3 —
pY S N\ /! N (A.2.4)
vl v2

je komutativan i slika vj-' +1(B;) jedinicne topke B; u Y; je kompaktan (re-
spektivno, slabo kompaktan) skup u Yj4; za svaki j. Jasno je da je

ind lim X; = ind lim Y]
kanoni¢ni izomorfizam ukljucujuéi i topologije.

Teorema A.2.3. Neka je (A.2.3) induktivan niz lokalno konveksnih prostora
X 1 slabo kompaktnih linearnih injekcija uz +1-  Tada induktivna granica
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X = ind lim X; je Hausdorfov bornoloski refleksivan (DF)-prostor. Svaki
ogranicen skup B u X je slika u odnosu kanonicnog preslikavanja v’ : X; —
X relativno slabo kompaktnog skupa B; u neko X;. Ako, stavise, sva preslika-
vanja uj 41 Su kompaktna, tada mozemo izabrati, kao gore Bj, metrizabilanog
relativno kompaktanog skupa, tako da v’ : B; — B postaje homeomorfi-
zam. Posebno, X je Montelov prostor i niz (z;) konvergira uw X ako i samo
ako x; = v (y;) za neki j i (y;) konvergira u X;. Stavise, topoloski prostor
ind lim X; u ovom sluc¢aju savpada se sa induktivnom granicom topoloskih
prostora X;. Drugim rec¢ima, skup S u X je zatvoren (respektivno, otvoren)
ako i samo ako (u?)~Y(S) je zatvoren (respektivno, otvoren) u X; za svaki
j. Narocito, skup S u X je zatvoren ako i samo ako on je sekvencijalno
zatvoren. Za proizvoljnog topoloskog prostora Y, preslikavanje f: X — Y je
neprekidno ako 1 samo ako ono je sekvencijalno neprekidno.

Ako lokalno konveksni prostor X je predstavljen kako je prikazano gore,
kao induktivna granica niza lokalno konveksnih prostora sa kompaktnim (re-
spektivno, slabo kompaktnim) linearnim injekcijama, kazemo da je X (DFS)-
prostor (respektivno, (DFK)-prostor). Prema teoremi, ovi su prostori reflek-
sivni (DF)-prostori.

Teorema A.2.4. Ako je (Xo,u§) reduciran projektivan sistem lokalno kon-
veksnih prostora, tada je dual njegovom projektivnom granicom, kao vektorski
prostor, kanonicno izomorfan induktivnoj granici duala X, prostora X,:

(proj lim X,)" = ind lim(X) (A.2.5)

Stavise, slaba topologija na proj im X, poklapa se sa topologijom projektivne
granice slabih topologija na X, :

(proj lim X, ), = proj lim(X,),- (A.2.6)

Sto se tice jake topologije na X', duali u,’ : X.' — X’ kanoniénih pre-
slikavanja u, : X — X, definisu kao njihovu induktivnu granicu neprekidnu
bijekciju

(ind lim X,)j; — proj lim(X,)s. (A.2.7)
Medutim ovo nije otvoreno preslikavanje u opstem slucaju. Sledec¢a teorema
daje opsti dovoljni uslov da (A.2.7) bude izomorfizam.

Teorema A.2.5. Neka je (Xo,u?) reduciran projektivan sistem lokalno kon-
veksnih prostora. Ako za svaki a postoji 3 > « tako da u? preslikava svakog
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ogranicenog skupa u relativno slabo kompaktnom skupu, tada proj lim X, je
semi-refleksivan, 1 postogi prirodni izomorfizam

(proj lim X, ) = ind lim(X,)} (A.2.8)

Teorema A.2.6. Za duala induktivne granice lokalno konveksnih prostora
postoji kanonicni izomorfizam izmedu vektorskih prostora:

(ind lim X,)" = proj lim X_,. (A.2.9)

Ako svaki ograniceni skup u proj lim X, je slika ogranicenog skupa u neki
X, tada postoji prirodni izomorfizam lokalno konveksnih prostora

(ind lim X, ), = proj lim (X,,)’ (A.2.10)

5

Kada (FS)-prostor (respektivno, (FK)-prostor) X je izrazen kao projek-
tivna granica reduciranog kompaktnog (respektivno, slabo kompaktnog) niza
Banahovih prostora (X;);, X = proj lim X;, onda jaki dual X’ prostora X
je, prema teoremi A.2.5, izomorfan induktivnoj granici ind lim X ]/ Niz Ba-
nahovih prostora X’ zadovoljava uslove teoreme A.2.3.

Teorema A.2.7. Jaki dual (FS)-prostora (respektivno, (FK)-prostora) je
(DFS)-prostor (respektivno, (DFK)-prostor). Jaki dual (DFS)-prostora (re-
spektivno, (DFK)-prostora) je (FS)-prostor (respektivno, (FK)-prostor).

Takode naglasavamo da ako niz neprekidnih linearnih funkcionala z}, na
(FS)-prostoru konvergira jako, tada on konvergira ravnomerno na nekoj oko-
lini koordinatnog pocetka prostora X.

Primenjujuéi teoremu A.2.6 na nekom (LFS)-prostoru (respektivno, (LFK)-
prostoru) X = ind lim X; vidimo da jaki dual X' poklapa se sa projektivnom
granicom proj lim X', gde (U;H)’ : Xj11' — Xj' je neprekidna otvorena
surjekcija izmedu (DFS)-prostora (respektivno, (DFK)-prostora) kao dual
ulaganja ug 411 X — X1, zatvorenog linearnog potprostora u refleksivni.

Teorema A.2.8. Jaki dual (LF'S)-prostora (respektivno, (LFK )-prostora) je
(DLFS)-prostor (respektivno, (DLFK)-prostor), jaki dual (DLFS)-prostora
(respektivno, (DLFK)-prostora) je (LFS)-prostor (respektivno, (LFK)-prostor).
Owi prostori su kompletni, bornoloski i refleksivni. Stavise, (LFS)-prostori i
(DLFS)-prostori su Montelovi prostori.

Sledeca teorema se naziva dualna Mitag-Leflerova lema.
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DODATAK A. ELEMENTI IZ TEORIJE LOKALNO-KONVEKSNIH
PROSTORA

Teorema A.2.9. Neka je

0o — X Ly Bz =0
Jus vy Jw;
0 — X2 i> }/2 i) ZQ — 0
b3 Jv3 Jwj
2 a 2 (A2.11)
Jul ™! Jol ™! Jwl™
0 — X, Sy, 5z  —0
iu;‘Jrl ¢v§+1 ¢w§+1

induktivan niz kratkih tacnih nizova Abelovih groupa. Tada su tacéni sledeci
1skazi:

(i) Niz induktivnih granica
0 — proj lim X BEIN proj limY; N proj imZ; — 0 (A.2.12)
je tacan.

(ii) Ako svaki red u (A.2.11) je topoloski tacan niz Banahovih prostora, i
svako od preslikavanja uj, , vi,, i wj,, je slabo kompaktna injekcija,
tada jaki dual od (A.2.12):

0 +— (ind lim X;)’, ¢~ (ind lim¥;)’, <~ (ind lim Z;)’, X (2) "

je topoloski tacan.

(111) Ako, pored datih uslova w (ii), induktivne granice ind lim X; je Mon-
telov prostor, tada je (A.2.12) topoloski tacan.

Teorema A.2.10. Zatvoreni linearni potprostori i faktor-prostori (DFS)-
prostora su takode (DFS)-prostori. Faktor prostori (DFK)-prostora su (DFK)-
prostori. Prebrojive direktne sume ©X; @ induktivne granice ind lim X; ni-
zova (DFS)-prostora (respektivno, (DFK)-prostora) su (DFS)-prostori (re-
spektivno, (DFK)-prostori).

Zatvoreni linearni potprostor (DFK)-prostora ne mora da bude (DFK)-
prostor.
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