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Rezime

Svakom algoritmu jednoznacno odgovara orijentisani graf, a svakom paralelnom
racunarskom sistemu, takodje, jednozna¢no odgovara usmereni graf. Zbog toga
se reSavanje mnogih problema na relaciji algoritam — paralelni racunarski sistem,
i obrnuto, svodi na resavanje odgovaraju¢ih problema na nivou grafova. U ovoj
disertaciji, bavimo se problemom kako da se na osnovu grafa algoritma, koji odgo-
vara datom problemu, odrede preslikavanja tako da rezultati preslikavanja pred-
stavljaju grafove odgovarajué¢ih paralelnih racunarskih sistema, na kojima bi dati
problem bio efikasno realizovan. Prakti¢no, na osnovu algoritma datog zadatka,
sintetiSemo paralelne racunarske sisteme specijalne namene, pogodne za njegovu

implementaciju.

Glavna tema interesa teze su 3D koordinatni grafovi, kao i moguénosti njihovog
preslikavanja na ravan (2D) i pravu (1D). Geometrijska veza izmedju trodimenzion-
alnih objekata i njihovih dvodimenzionalnih slika, tj. projekcija u odgovarajué¢im
ravnima, veoma je znacajna i ima mnogobrojne primene u raznim oblastima nauke
i tehnike. Prilikom odredjivanja ovih preslikavanja, postuje se princip o¢uvanja
susedstva izmedju ¢vorova polaznog grafa i njegove slike, kao i minimizacija broja

¢vorova u grafu, koji odgovara paralelnom rac¢unarskom sistemu.

Bez smanjenja opstosti, bavimo se grafovima koji se prikazuju u trodimenzion-
alnom koordinatnom sistemu. Ova disertacija daje odgovor na pitanje kako se
preslikava trodimenzionalni resetkasti, tj. koordinatni graf, na ravan i pravu. Naj-
pre se odredjuju, pod odredjenim ogranicenjima, svi moguéi pravci projektovanja.
Za svaki moguci pravac projektovanja definiSe se preslikavanje, koje obezbedjuje da
dobijena slika sadrzi optimalan broj ¢vorova, vodedi rac¢una da princip susedstva

izmedju ¢vorova, nakon projektovanja, bude o¢uvan.

Pored kompilacije ranijih rezultata, glavni rezultati i doprinosi ovog rada su
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prevedeni u formalni matematicki zapis kroz 1 lemu, 7 teorema i 3 posledice.
Najvaznije teoreme, na kojima se zasniva ceo postupak projekcije koordinatnih
grafova, date su sa kompletnim dokazima. Jedan deo tih teorema jos uvek nije

publikovan i predstavlja originalan doprinos ove teze.

U ostatku disertacije, koris¢enjem izvedenih preslikavanja, sprovodi se sinteza
svih mogucih 1D sistolickih polja za reSavanje jednog od osnovnih i najzastupljeni-
jih problema iz linearne algebre, proizvoda matrica. Zatim se, dobijeni rezultati
teze implementiraju za sintezu 1D sistolicka polja za resavanje nekih standardnih
problema iz teorije grafova: nalazenje tranzitivnog zatvaranja usmerenog grafa,
nalazenje svih najkra¢ih puteva izmedju ¢vorova u grafu, nalazenje svih moguéih

spreznih stabala minimalne tezine u datom grafu.

Rezultati viSegodisnjih istrazivanja u ovom podrucju, ukazali su na put za
kompletno resavanje postavljenih zadataka. Najpre na teoretskom nivou, a zatim i
kod svih ovih primena, pokazuje se da upravo postupak projektovanja, koji se uvodi
i koristi u ovoj tezi, zasnovan na projektovanju koordinatnih grafova, omogucéuje
automatsku sintezu polja, putem eksplicitnih formula, a takodje obezbedjuje i

optimalnost dobijenih polja, ili prostorno, ili vremenski ili prostorno-vremenski.



Abstract

Each algorithm uniquely corresponds to a directed graph, and each parallel com-
puter system, also uniquely corresponds to a directed graph. Therefore, solving
many problems regarding algorithms and parallel computer systems, is reduced to
solving problems on the graph level. In this thesis, we deal with the problem how
to determine a mapping of graph of algorithm, which corresponds to a given prob-
lem, so that the result of mapping is a graph of corresponding parallel computer
system, on which the problem is going to be effectively implemented. Practically,
on the basis of the algorithm of problem, we design a parallel computer system of

special purpose, suitable for solving the problem.

The main topic of interest in this thesis are 3D coordinate graphs, as well as
possibilities of their mapping to the plane (2D) and line (1D). The geometrical
relationship between three-dimensional objects and their two-dimensional images,
ie. projections in some planes, is very important and has many applications in
various fields of science and technology. During determination of those mappings,
principle of neighborhoods between nodes in a given graph and in its image has to
be preserved, and also minimal number of nodes in a graph, which corresponds to

a parallel computer system.

Without loss of generality, we deal with graphs that can be presented in a
three-dimensional coordinate system. This thesis gives an answer to the question
how the three-dimensional mesh, ie. coordinate graph, maps to a plane and a line.
First, we determine all possible projection directions for design, with respect to
certain limitations. For each possible projection direction we define the mapping,
which ensures that the resulting image have the optimal number of nodes, taking

into account that principle of neighborhood between nodes is preserved.

Beside compilation of previous results, the main results and contributions of

vii
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this thesis has been provided via formal mathematical forms through 1 lemma, 7
theorems and 3 corollaries. The most important theorems, that are base of whole
process of projection of coordinate graphs are given with complete proofs. These
theorems are still not published and they represents an original contribution of
this thesis.

In other parts of the dissertation, using introduced mapping, we design all
possible 1D systolic arrays for solving one of the basic and most used problems
in linear algebra, matrix product. Then, we implement the same methods for
synthesis of 1D systolic arrays for solving some standard problems in graph theory:
finding the transitive closure of directed graph, finding all shortest paths between

nodes in graph, finding all possible minimum cost spanning trees in a given graph.

Several years of research in this area, showed us the path for solving the com-
plete set of tasks. It is shown, first on the theoretical level, and then through all
those applications, that method of projection of graphs, introduced in this thesis,
is the best, and also enables an automatic synthesis of arrays, through explicit
formulas, and also gives optimality of the obtained arrays, in terms of space, or

time or space-time.
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Glava 1

Uvod

Dobro je poznato da svakom algoritmu jednoznacno odgovara orijentisani graf, tj.
pseudograf. Takodje, svakom paralelnom ra¢unarskom sistemu, jednozna¢no odgo-
vara usmereni graf, tj. pseudograf. Zbog toga se reSavanje mnogih problema na
relaciji algoritam-paralelni racunarski sistem, i obrnuto, svodi na resavanje odgo-

varajucih problema na nivou grafova, shvatajuéi ovaj pojam u Sirem smislu.

U tom domenu, izdvajaju se slede¢a dva osnovna zadatka. Prvi zadatak je u
slucaju da imamo na raspolaganju paralelni racunarski sistem, a da je na njemu
potrebno, na sto efikasniji nacin resiti odredjeni zadatak. Tada na nivou grafova
treba za dati zadatak odrediti algoritam, ¢iji ¢e se graf najbolje prilagoditi grafu
raspolozivog paralelnog racunarskog sistema. Graf, a samim tim i metod za
reSavanje datog zadatka, direktno su uslovljeni osobinama grafa paralelnog ra-

¢unarskog sistema.

Drugi zadatak ima suprotan smer. Na osnovu grafa algoritma, koji odgovara
datom problemu, treba odrediti preslikavanja tako da slike ovog grafa predstavlja-
ju grafove paralelnih racunarskih sistema, na kojima bi se dati problem efikasno
realizovao. Praktitno, na osnovu algoritma datog zadatka, sintetisu se paralelni

racunarski sistemi specijalne namene, pogodni za njegovu implementaciju.

U ovoj disertaciji, bavimo se reSavanjem ovog drugog zadatka. Dakle, analizira-
mo algoritme, formiramo grafove tih algoritama, i proucavamo metode i postupke
za projektovanje tih grafova na grafove nekih paralelnih racunarskih sistema, na

kojima bi ti algoritmi potom bili implementirani.

Ova disertacija, u principu, mogla bi se podeliti na nekoliko celina.



GLAVA 1. UVOD 2

1. Uvod

2. Preslikavanje 3D koordinatnih grafova
3. Sinteza 1DSA za proizvod matrica

4. Sinteza 1DSA za grafovske algoritme
5. Zakljucak

Literatura

Nakon ovog, uvodnog dela, u drugom delu bavi¢emo se osnovama koordinatnih

3D grafova, kao i moguénostima preslikavanja na ravan (2D) i pravu (1D).

Geometrijska veza izmedju trodimenzionalnih objekata i njihovih dvodimen-
zionalnih slika, tj. projekcija u odgovaraju¢im ravnima, veoma je znacajna i ima
mnogobrojne primene u raznim oblastima nauke i tehnike. Posebno su zanimljive
primene u oblasti kompjuterske grafike, kodiranja slika i u procesu animacije. Pri
tome, podjednako vazni su dobro modeliran i kontrolisan proces preslikavanja 3D
objekta u 2D sliku u ravni, kao i mogucnosti za rekonstrukciju 3D objekta, ili ¢ak
rekonstrukciju kretanja 3D objekta, na osnovu nekih njegovih 2D projekcija. U

ovoj disertaciji bavimo se samo preslikavanjima, a ne i rekonstrukcijom.

Prilikom nalaZenja ovih preslikavanja, prisutna su i brojna ogranicenja. Ona
su, najcesce, matematickog, ekonomskog ili tehnicko-tehnoloskog karaktera. U zah-
teve matematickog karaktera spada, na primer, neophodnost o¢uvanja susedstva
izmedju ¢vorova polaznog grafa i njegove slike. Zanemarivanje ovog ogranic¢enja
moze da ugrozi sam smisao sinteze paralelnog racunarskog sistema. U ekonomska
ogranicenja spada, na primer, minimizacija broja ¢vorova u grafu, koji odgovara

paralelnom racunarskom sistemu. To svakako uti¢e na cenu sintetizovanog sistema.

Tehnologija u kojoj treba da se sintetizuje paralelni racunarski sistem, a u
ovoj disertaciji ¢e biti od interesa sistolicka polja, sama po sebi namece odredjena

dodatna ogranicenja. To je, na primer, slozenost procesnog elementa.

Grafovi koji odgovaraju posmatranim problemima, u vecini su regularni i mogu
se prikazivati u nekom koordinatnom sistemu. Bez smanjenja opstosti, bi¢e razma-

trani grafovi koji se prikazuju u trodimenzionalnom koordinatnom sistemu. Svaki
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regularan graf moze se transformisati na resetkast, tj. koordinatni graf. Zbog toga
¢e u drugom delu disertacije biti resavan problem preslikavanja trodimenzional-
nog reSetkastog, tj. koordinatnog grafa, na ravan i pravu. Najpre ¢e se odrediti,
pod odredjenim ogranicenjima, svi moguci pravci projektovanja. Za svaki mogudi
pravac projektovanja bic¢e definisano preslikavanje, koje ¢e obezbedjivati da dobi-
jena slika sadrzi optimalan broj ¢vorova. Vodic¢e se racuna da princip susedstva
izmedju ¢vorova, nakon projektovanja, uvek bude sacuvan. Ovu tematiku smo, u
odredjenoj meri, ranije obradjivali u radovima [2, 36, 40, 41, 42, 48, 49, 50, 52, 59,
62, 63, 74, 75, 76].

U okviru ovog, drugog dela disertacije, unutar kompilacije nasih ranijih rezul-
tata i rezultata drugih autora, nalaze se i glavni rezultati i doprinosi ovog rada. Oni
su kanalisani u formalni matematicki zapis kroz 1 lemu, 7 teorema i 3 posledice.
Najvaznije teoreme, na kojima se zasniva ceo postupak projekcije koordinatnih
grafova, date su sa kompletnim dokazima. Jedan deo tih teorema jo$ uvek nije

publikovan i predstavlja originalan doprinos ove teze.

U trec¢em delu disertacije, bice iskoris¢ena preslikavanja, definisana u drugom
delu disertacije, kako bi se sintetizovala 1D sistolicka polja za resavanje jednog od

osnovnih i najzastupljenijih problema iz linearne algebre, proizvoda matrica.

Zasto bas mnozenje matrica? Odgovor na ovo pitanje je dosta lako dati, s
obzirom na ¢injenicu da je proizvod matrica jedan od najvaznijih zadataka linearne
algebre, a koji je u osnovi resavanja velikog broja problema u nauci i tehnici. Zbog
toga se i sa razvojem VLSI/WSI tehnologije, kao jedan od prioritetnih, pojavio
problem sinteze sistolickih polja (SA), razlicitih topologija, pogodnih za imple-

mentaciju ovog proizvoda.

Mnozenje dve matrice, dalje, spada u zadatke ograniCene izracunavanjima.
Zbog toga je najadekvatniji nac¢in resavanja ovog problema, pri cemu je zadrzan

sitnozrnasti paralelizam, formiranje odgovarajucih sistolickih polja.

Zasto bas sistolicka polja? Sistolicka polja su danas aktuelan i primenljiv ob-
lik paralelnih racunarskih sistema. Sistolicka polja su visokoparalelne racunarske
arhitekture, koje su zapocele svoj razvoj sedamdesetih godina proslog veka. Moze
se reéi da su sistolicka polja VLSI/WSI komponente, koje se realizuju na ¢ipu,

i koje se kao akcelerator pridruzuju glavnom racunaru. Definisana su, najcesce,
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kao jednodimenzionalna (linearna) ili dvodimenzionalna polja procesnih eleme-
nata, jednostavne strukture, medjusobno povezanih po principu najblizeg suseda
(nearest neighbour), koja koriste paralelizam i protocnost u obradi podataka. Cilj
ovakvog povezivanja procesnih elemenata je prevazilazenje U/I uskog grla kod pa-
ralelnih sistema, prilikom resavanja problema ogranic¢enih izracunavanjima. Kod
sistolickih polja se jednom ucitani podatak viSestruko koristi, u svim procesnim
elementima kojima je potreban, Sto je karakteristicno za probleme ogranicene

izracunavanjima. Ovo je u sistolickim poljima ostvareno koris¢enjem protocnosti.

Prva sistolicka polja za mnozenje matrica sintetizovana su intuitivnim postup-
kom, tj. ad-hoc metodom. Vidan napredak u procesu sinteze sistolickih polja
omogucio je razvoj sistematskih procedura sinteze sistolickih polja na bazi odgo-
varajuceg sistolickog algoritma. Te procedure su omogucile da se ustanovi tacan
broj, medjusobno razlicitih polja, ali i postupak njihove sinteze. Dalja istrazivanja
su imala za cilj da se poboljsaju prostorne i vremenske karakteristike sistetizo-
vanih SA, pogotovu oni pristupi, koji ostvaruju poboljsanja zahvaljuju¢i modi-
fikaciji standardne procedure projektovanja, ¢ije teoretske osnove uspostavljamo u
drugoj glavi (videti [3, 34, 42, 48, 50, 59, 62, 63, 74, 75, 76]).

Sva projektovana sistolicka polja u ovoj disertaciji bi¢e prostorno optimalna, tj.
sa minimalno mogué¢im brojem procesnih elemenata u odnosu na obim problema.
Vremena realizacije posmatranog algoritma na sintetizovanim sistolickim poljima
takodje ¢e biti maksimalno minimalizovana u odnosu na ostvareni broj procesnih

elemenata.

Rezultati, do kojih smo dosli tokom visegodisnjih istrazivanja u ovom podrucju,
prikazani i publikovani u radovima [63, 37, 39, 42, 74, 75, 76] ukazali su na put za

kompletno resavanje postavljenih zadataka.

U cetvrtom delu disertacije, bice iskoriséena preslikavanja, definisana u dru-
gom delu disertacije, kako bi se sintetizovala 1D sistolicka polja za resavanje nekih
standardnih problema iz teorije grafova: nalazenje tranzitivnog zatvaranja orijen-
tisanog grafa, nalazenje svih najkracih puteva izmedju ¢vorova u grafu, nalazenje

svih mogucih spreznih stabala minimalne tezine u datom grafu.
Zasto bas primene u teoriji grafova?

Teorija grafova je jedna od najznacajnijih i najSire primenjenih oblasti sa-
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vremene matematike. Ona nalazi svoju primenu u razli¢itim oblastima nauke i
tehnike: u distributivnim mrezama, telekomunikacionim sistemima, elektroener-
getskim postrojenjima, kod analize dostupnosti u distribuiranim i paralelnim sis-
temima, a u novije vreme i prilikom konstrukcije kompajlera, analize baza po-

dataka, itd. Pri tome, posebno je zanimljiva primena raznih grafovskih algoritama.

Grafovima i grafovskim algoritmima, istrazivaci su posebno intenzivno poceli
da se bave sa pojavom rac¢unara, mada ima i rezultata koji datiraju iz perioda pre
toga. Razvoj racunara podsticao je razvoj novih i efikasnih grafovskih algoritama,
koji su bili prikladni za implementaciju na racunarima. Kao ilustracija moze da
posluzi podatak, da je samo za prvih dvadeset godina kompjuterske ere, izaslo
preko 200 radova samo na temu odredjivanja najkra¢eg puta u grafu (shortest

path problem), a to je tek jedan od tih algoritama.

Veoma uska veza izmedju problema iz teorije grafova i iz matriéne algebre
omogucila je koriS¢enje veé¢ poznatih algoritama za matricna izracunavanja pri

reSavanju grafovskih problema i algoritama.

Rezultati, do kojih smo dosli tokom visegodisnjih istrazivanja u ovom podrucju,
prikazani i publikovani u radovima [36, 40, 41, 52, 53], ukazali su na put za resavanje

ovih zadataka.

I kod ovih primena se pokazuje da upravo postupak projektovanja, koji se uvodi
i koristi u ovoj tezi, zasnovan na projektovanju koordinatnih grafova, omogucéuje
automatsku sintezu polja, putem eksplicitnih formula, a takodje i optimalnost

dobijenih polja, ili prostorno, ili vremenski ili prostorno-vremenski.

Na kraju disertacije, sledi zakljucak, a potom i spisak korisé¢ene literature.

Tematika kojom se bavi ova teza, kao i cela oblast, danas je veliki izazov za
istrazivace. Tako ¢e i ovaj rad doprineti resavanju nekih otvorenih problema u

oblasti industrijske i primenjene matematike.

Doktorska disertacija je kompilacija rezultata do kojih smo do sada dosli u
proucavanju koordinatnih grafova i njihovih primena, rezultata do kojih smo dosli
u primenama preslikavanja koordinatnih grafova, zatim rezultata do kojih su dosli

drugi istrazivaci, kao i novih, neobjavljenih, rezultata na tom planu.



Glava 2

Preslikavanje 3D koordinatnih

grafova

Geometrijska veza izmedju trodimenzionalnih objekata i njihovih dvodimenzional-
nih slika, tj. projekcija u odgovarajué¢im ravnima, veoma je znacajna i ima mno-
gobrojne primene u raznim oblastima nauke i tehnike. U novije vreme, posebno
su zanimljive primene u oblasti kompjuterske grafike, kodiranja slika i u procesu
animacije. Pri tome, podjednako vazni su dobro modeliran i kontrolisan proces
preslikavanja 3D objekta u 2D sliku u ravni, kao i moguénosti za rekonstrukeiju
3D objekta, ili ¢ak rekonstrukciju kretanja 3D objekta, na osnovu nekih njegovih

2D projekcija (videti, na primer, [81]).

Generalizovan pristup ovoj problematici veé je obradjen u literaturi (videti,
na primer, [81, 82]). U pomenutim radovima je euklidsko, projektivno i afino
okruzenje objedinjeno u jedinstveno okruzenje, nazvano "relativnim afinim okru-
zenjem”. Dokazano je nekoliko zanimljivih teorema, ali autori se vise bave pri-
menom i rekonstrukcijom 3D objekata na osnovu vise njegovih dvodimenzionalnih

projekcija.

Jedan specijalan slucaj ovih projekcija, koji proizilazi iz rezultata prethodno
pomenutih radova, a koji ¢e nam biti od interesa u ovom radu, je projekcija grafova,

i to koordinatnih 3D grafova, na ravan tj. na 2D slucaj.
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2.1 Definicija problema. Preslikavanje

U ovom delu rada razmatramo projekcije usmerenog reSetkastog, koordinatnog
grafa, razmestenog u trodimenzionalnom (3D) koordinatnom sistemu, na ravan
(2D), koja je razmestena u odgovarajuéem dvodimenzionalnom koordinatnom sis-

temu.

Kako ¢emo se baviti grafovima koji su definisani u nekom koordinatnom sis-

temu, uvedimo neke osnovne pojmove i definicije [61, 62].

Trodimenzionalni koordinatni sistem, R*, i dvodimenzionalni koordinatni sis-

tem, R? definisani su (videti [62]), redom, pomocu jedini¢nih vektora

a=[100], a=[o10] 1t &a=[0o0 1],

T T
a=[10] i&=[01],
Cvorovi orijentisanog grafa, ili srodne strukture, G = (V, E), oznacavaju se

kao uredjene trojke p (x1, o, z3), tj. uredjeni parovi p (z1, ). Cvorovi se mogu

oznacavati i vektor poloZajima tacaka u R i R?, tj.

ﬁ:[xl T2 1’3]T 1 ﬁ:[l'l xz]T

T
Orijentisana grana (p;, p;) iz ¢vora definisanog sa p; = [ r1 To T3 } u ¢vor

—

T
D=y Y2 s } , definisana je vektorom

— — — T
pij:pj—pi:[yl_xl Y2 — To y3—5173] :

Njena duzina je

|l7z‘j’ = \/(y1 - x1)2 + (yz - 962)2 + (y3 - $3)2,

sto je ujedno i rastojanje odgovarajuéih ¢vorova (videti [62]).

Definisa¢emo sada neke klase usmerenih grafova, prikazanih u R3.

Definicija 2.1 Graf ¢iji su svi ¢vorovi definisani pomocu vektora poloZaja sa celo-
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brojnim koordinatama

V={p=[ij k] liikeZz}
naziva se reSetkasti graf.

Definicija 2.2 Neka su

f17 f27 fT
dati vektori sa celobrojnim koordinatama. Resetkasti graf je regularan ako se
svaka njegova usmerena grana poklapa sa nekim od ovih vektora. Vektor: fl, ﬁ

fr se nazivaju bazicnim.

Napomenimo da pod poklapanjem vektora podrazumevamo da su istog pravca,

smera 1 intenziteta.

Definicija 2.3 Usmereni graf naziva se koordinatnim ako mu se svaka usmer-

ena grana poklapa sa nekim od koordinatnih vektora.

Definisane klase usmerenih grafova su veoma znacajne jer algoritmima za re-
Savanje brojnih problema u raznim nauc¢nim i tehnickim disciplinama, kao sto
su na primer linearna algebra, numericka matematika, racunarstvo, molekularna
biologija, hemija i slicno, jednoznacno odgovaraju usmereni grafovi, nekih od

pomenutih klasa.

S druge strane, svaki konacan usmereni resetkast graf se moze transformisati u
regularan koordinatni graf. Imajuci ovo u vidu, mi ¢emo u nasim razmatranjima,
bez umanjenja opstosti, polaziti od konkretnog grafa G = (V| E), koji je definisan

skupom ¢vorova
V={p=1]ij k]"|1<i<N, 1<j<N;, 1<EkE<N;}, (2.1)

gde su Ny, Ny i N3 dati prirodni brojevi. Usmerene grane ovog grafa definisane su

vektor-kolonama matrice E

E = [e_i?’ > 6_3;3] =

o O

oS = O

= o O
—
ro
)
N~—
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Graf G = (V, E) razmesten je u trodimenzionalnom koordinatnom sistemu,

generisanom jedini¢nim vektorima
T T T
a=[100], &@=[0o10] i&=[001]. (23
Definicija 2.4 Neka je G = (V, E) dati orijentisani graf u R> 1
. T
n= [ H1 M2 U3 } )

T
dati vektor. Pod slikom ovog grafa duz vektora [i = [,ul fo i3 } , koji se
jos naziva pravcem projektovanja, podrazumeva se orijentisani graf, ili srodna
orijentisana struktura, I' = (W, A) koji je ortogonalna projekcija ovog grafa na

ravan, ortogonalnu na vektor [i.

Graf I' = (W, A) je jednodimenzionalan ili dvodimenzionalan i razmesten je u
R2.
T
Svakom pravcu projektovanja i = [ 1 o 3 ] , pridruzuje se epimorfizam

S 1 obliku matrice reda 2 x 3

->T
S So1 S92 S

g_ —»1T _ 21 S22 523 ’ (2.4)
S S31 S32  S33

Standardnim,tj. neposrednim projektovanjem, skup ¢vorova strukture I' dobija
se na osnovu preslikavanja
p1=25S"p, (2.5)

za svako p' € V. 3 Usmerene grane strukture I', definisane su vektor kolonama

matrice A, koja se dobija na osnovu proizvoda
A=S-FE. (2.6)

Pre detaljnijeg razmatranja novog, posrednog postupka projektovanja, oba-

vicemo odabir skupa pravaca projektovanja i = [ 1 fo p3 |, iz skupa svih

T
trodimenzionalnih vektora v = | v; vy ws } , a na osnovu odgovarajucih kri-

terijuma (ogranicenja), koji uglavnom proisti¢u iz primena ovakvih projektovanja.
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2.2 Izbor pravaca projektovanja

Neka je dat koordinatni graf G = (V, E), definisan skupom ¢vorova (2.1) i us-
merenim granama, koje su, redom, vektor-kolone matrice £, definisane u (2.2).
Koordinatni graf je razmesten u trodimenzionalnom Euklidovom koodinatnom sis-

temu, koji je definisan jediniénim vektorima, datim u (2.3).
Neka je I' = (W, A) slika grafa G = (V, E), dobijena preslikavanjem duz datog

vektora /i = [ pip i |
tovanja.

, U ravni, ortogonalnu na ovaj vektor, tj. pravac projek-

Kako je graf G = (V, E) koordinatni, prvi uslov koji se nameée elementima
vektora fi, je da su pu;, i = 1,2, 3, celobrojne vrednosti. Takodje, da bi preslikavanje

duz ovog vektora uopste egzistiralo, mora da bude ispunjen uslov

| + || + [ps| > 0. (2.7)

Sledec¢i uslov pri izboru p;, ¢ = 1,2, 3, nametnula je prakti¢na primena ovakvih
projektovanja, a posebno sinteza sistolickih polja na bazi nekog algoritma, o cemu
¢e biti reci u slede¢im poglavljima ovog rada. Naime, neophodno je da ¢vorovi
u strukturi I' o¢uvaju susedstvo koje postoji izmedju ¢vorova u grafu G. Ovo

ogranicenje namece sledece uslove za elemente p; (videti [10, 34, 79, 80, 91]):

e Ako se zahteva da struktura I' bude planarna, mora da vazi (videti [60])

we{—-1,0 1} i=1,23. (2.8)

e Ako se uslov planarnosti izostavi, skup moguéih pravaca projektovanja
— ]T

f= [ po p3
zadovoljavaju uslov (videti [60])

moze se prosiriti i pravcima projektovanja ¢iji elementi p;,

pef{ -2 -1,1,2}, i=1,23, (2.9)

pri ¢emu u pravcu [ ne mogu istovremeno biti dve komponente p; i py sa

osobinom || = || = 2.

Uslov (2.8) nameée da je broj kandidata za moguée pravce projektovanja fi,
3% = 27. Kako moramo, na osnovu uslova (2.7), iskljuciti vektor g =[000]" i
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kako se za pravce projektovanja fi i —ji dobija ista projekcija, broj mogucih pravaca
projektovanja je samo 13. Bez smanjenja opstosti, mozemo uzeti da su to sledeci

pravci projektovanja:

gp=[001", ji=[010", i=[100", i=[110", i=[101]",

p=011", g=p0—-1", g=0 —-10", g=01 —1", (2.10)

i=011, i=1 -1, = -1, =111

Ovim pravcima projektovanja, na osnovu ograni¢enja nametnutih u (2.9), mozemo

pridruziti jos 12 valjanih pravaca projektovanja (videti [10]). To su, na primer,

i=n12", p=nen’, =21y, i=n —12",

i=[2 -1, =21 -, q=2 —11", i=[-112", (211

p=[-121" =0 -21", i=[2 -1 -1", =01 -2".

Konacno, moze da se zakljuci da postoji ukupno 25 valjanih pravaca projektovanja,

od ineteresa za nas rad.

2.3 Izbor valjanih transformacija

Neka je fi = [ p1 po ps ]T dati pravac projektovanja i S transformaciona matrica,
oblika (2.4), pridruzena pravcu projektovanja ji = [ p1 jo ps ]T. Kako je vec
spomenuto, pomo¢u ove matrice, a na osnovu jednacina (2.5) i (2.6) dobija se
graf I = (W, A), koji je projekcija grafa G(V, E), duz vektora i = [ g po ps ]" -
Pozabavimo se sada odredjivanjem elemenata matrice S, tj. uslova, na osnovu

kojih se ovi elementi odredjuju.

Kako je ravan na koju se projektuje graf G = (V, F) ortogonalna na pravac

projektovanja fi = | iy 2 pi3 ]T, moraju da vaze jednakosti (videti [2, 11, 25, 96])

—

Si-f =0 i Sy-fi=0. (2.12)
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.
So1ft1 + Soofta + Segps = 0 1 S3yfq + S3ape +S33u3 = 0. (2.13)

Cesto se uslovi (2.12) i (2.13) zamenjuju strozijim uslovom (videti [3])
i = (S1 x Sy)T. (2.14)
Na osnovu ovog ograni¢enja mozemo zakljuciti da determinante

S22 523 S21 523 S21 S22

(2.15)

I bl I

531 532

532 533 531 533

mogu uzeti samo vrednosti iz skupa {—2,—1,0, 1, 2}.

Da bi se preslikavanje pomoc¢u matrice S obavilo regularno, mora biti zadovoljen
uslov

rangsS = 2. (2.16)

Drugim rec¢ima, vrste matrice S moraju biti linearno nezavisne, tj. da ne postoji

konstanta «, za koju je Si = aS,.

Da bi évorovi grafa I' = (V, E) ocuvali susedstvo iz grafa G = (V, F), elementi

matrice S moraju da zadovoljavaju uslov
Sij € {—1, O7 1} (217)

za svako1=2,3, 5 =1,2,3.

Nije tesko primetiti da uslovi (2.14), (2.16) i (2.17) ne omogucuju da se za dati
pravac projektovanja i = [ 1 po i3 ]T jednoznacno odredi valjana transformacija
S (videti [3]). To je i nemoguée zbog proste ¢injenice da ako je
ST
S
T
Sy

S:

valjana transformacija, tada je valjana i transformacija

- T
Sy
- T
S

S:
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U opstem slucaju, za dati pravac projektovanja ji odredjuje se skup valjanih

transformacija
M (i) ={S | S zadovoljava uslove (2.14) (2.16) i (2.17)}.

Cilj je da se ovaj skup minimizira. To se ostvaruje, kada se resavanje nekog
konkretnog problema svodi na projektovanje grafa G = (V, F), dodavanjem novih
ogranicenja za elemente matrice S. O tome ¢e biti vise rec¢i u ostalim poglavljima

ovog rada.

2.4 Postupak projektovanja grafa G = (V, F)

Ortogonalne projekcije grafa G = (V| E) na koordinatne ravni, ostvaruju se pro-
jektovanjem ovog grafa duz pravaca projektovanja = [100]", 7=[010]"
ig=1[001 ]T. Ovim pravcima projektovanja, na osnovu ograni¢enja datih u

prethodnom odeljku, odgovaraju, na primer, valjane transformacije

010 1 1
S = .S = R g 00 (2.18)
00 1 00 1 01 0

respektivno.

Neka je I'y = (W3, A;) ortogonalna projekcija grafa G = (V, E) duz pravca
projektovanja g = [ 100 ]T. Tada, na osnovu jednakosti (2.5), pozicije ¢vorova
u grafu I'y = (W3, Ay), tj. elemenata skupa Wi, u (Y, Z)-ravni, odredjene su na

osnovu jednakosti

Y
A

o 1o R
_[001 _[k] (2.19)

zasvako j =1,2,..., Ny ik =1,2,..., N3. Usmerene grane grafa I'y = (W7, 4A), na
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osnovu jednakosti (2.6), vektor-kolone matrice A; su:

010 010
AN RS EER

00 1
Sliéno, ortogonalna projekcija grafa G = (V) E) duz pravca projektovanja ji =
[010]7, Ty = (Ws, Ay), odredjena je jednakostima

Alz

o O =
o = O
_ o O

x| [roo]|"] [q 221)
Zz| Joo| |7 k]| '
k
zasvakot1=1,2,...,.Nyik=1,2,...,N31
100 Lo 1 0 0
Ay = o1 0= , (2.22)
0 01 0 01
0 0 1
a ortogonalna projekcija grafa G = (V, E) duz pravca projektovanja i = [00 1",
['s = (W3, A3), odredjena je pomocu jednakosti
7
X 1 00 1
= il=1 1, (2.23)
Y 010 7
zasvakor=1,2,... Nyij=1,2,... Nyi
1 00 Lo 1 0 0
Ay = Jo1o]= . (2.24)
010 010
0 0 1

Na osnovu (2.19), (2.21) i (2.23) sledi (videti [60]) da ortogonalne projekcije
grafa G = (V, E) na koordinatne ravni sadrze |W;| = NyNj, |Wy| = NiNj i
|W5| = N1 N5y évorova, respektivno.

U zavisnosti od odnosa brojeva Ny, Ny i N, bar jedan od brojeva |Wi|, |Ws| i

|W3]| je minimalan, tj. najmanji. To znaéi da uvek mozemo da izaberemo ortogo-
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nalnu projekciju tako da slika grafa G = (V, E) sadrzi minimalan broj ¢vorova, u
odnosu na obim posmatranog problema, tj. medjusobnog odnosa brojeva Ny, N
i N3, sto je dobro.

Medjutim, svaki unutrasnji ¢vor grafa G = (V, E') ima ulazni stepen 3 i izlazni
stepen 3, dok svaki unutrasnji évor grafa I' = (W, A) ima ulazni stepen 2 i izlazni
stepen 2. To nije dobro, jer se ¢esto u konkretnim situacijama, kod primene pro-

jektovanja (videti, na primer [60]), namece ogranic¢enje da stepeni ¢vorova grafova
G=(V,E)il = (W,A) budu isti.

S druge strane, lako je pokazati da za svaki vektor pravca projektovanja i =
(1 po ,ug]T, razli¢it od onih koji daju ortogonalne projekcije, stepeni ¢vorova gra-
fova G = (V,E)il' = (W, A) ostaju isti, ali je broj ¢vorova grafa I', [W|, uvek veci
od broja min{ Ny N3, N1 N3, Ny N>}. Stoga je neophodno naéi neki novi postupak
projektovanja grafa G = (V, E), duz datog pravca projektovanja [i = [ p2 ,ug]T,
koji ¢e obezbediti da broj ¢vorova grafa I' bude jednak jednom od brojeva Ny Nj,
NiNj ili NyN; i da stepeni ¢vorova grafova G = (V, E) i I' = (W, A) budu isti.
Naravno, od interesa je posmatrati pravce projektovanja koji su razliciti od or-
togonalne projekcije, tj. posmatrati preostala 22 pravca projektovanja iz (2.11) i

(2.10).

U daljem tekstu bic¢e definisan novi postupak projektovanja, pod nazivom
posredni postupak projektovanja, koji obezbedjuje sva navedena ogranic¢enja.
On se sastoji od dva koraka (Slika 2.1).

H - == S
Ve———eo V G=(V,E) &——e [=(W A)

Slika 2.1: Posredan nacin projektovanja

U prvom koraku datom pravcu projektovanja fi = [u1 po ,ug]T pridruzujemo
preslikavanje H, H : R®> — R3, u vidu matrice 323, kojim se skup ¢vorova V
preslikava u novi skup évorova V. Preslikavanje H mora biti injektivno, tj. 71-17,
te mora da vazi jednakost |V| = |V|. Skup évorova V mora biti prilagodjen pravcu

. - T
projektovanja fi = |1 g2 ps)
vanja, koja prolazi kroz bar jedan évor iz skupa V, mora se nalaziti maksimalan

, tj. na svakoj pravoj paralelnoj pravcu projekto-

moguci broj ¢vorova ovog skupa.

U drugom koraku pomocu valjane transformacije S, koja je pridruzena pravcu
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projektovanja ji = [y g ,u;;]T, postupkom opisanim u odeljku 2.3, obavlja se pres-
likavanje grafa G = (V, E) u graf I' = (W, A).

U slede¢em primeru ilustrovan je posredan postupak projektovanja.

Primer 2.1 Projektovacemo dati usmereni koordinatni graf G = (V, E), gde je

skup évorova V= {a,b,c,d,e, f,q,h,i},

a=(0,1,00 b=(1,1,0) c¢=(2,1,0)
d=(011) e=(L11) f=11)
g=1(0,1,2) h=(1,1,2) i=(212)

a Skup grana E - {(a/7 b)? (a7 d)7 (b7 c>7 (b7 6)7 <C7 f)7 (d7 6)7 (d7 g)) (67 f)7 (67 h)7
(f,1), (g,h), (h,0)}. Za ovaj graf imamo da je Ny = 3, No = 1, N3 = 3, dakle
min{NgNg, N1N3, NlNQ} = 3.

Za projektovange éemo koristiti pravac projektovanja i =10 1 ]T.
G
i h
T g
T £ ¢

Slika 2.2: Neposredno projektovanje koordinatnog grafa

Ukoliko koristimo neposredan (direktan) postupak projektovanja, duz izabranog
pravea fi, dobicemo graf I' = (W, A), gde je W = {A,B,C,D,E}, tj. |W| = 5,
sto je znatno veée od min{NyNs, NyN3, Ny Ny} = 3 (videti Sliku 2.2). Dakle, ovo

resenje nije prostorno optimalno.

Medjutim, ukoliko iskoristimo posredan postupak projektovanja, gde ce matrica
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Slika 2.3: Posredno projektovanje koordinatnog grafa

preslikavangja biti

100
H={010/,
1 01
dobi¢emo pozicije ¢vorova u novom grafu G = (V,E) na osnovu
u 1 00 1 l
v |=10120 j | = 7 ,
w 1 01 k 1+ k

1 to su -
a=(0,1,0) b=(1,1,1) c=1(2,1,2)

d=(0,1,1) e=(1,1,2) f=(2,1,3)
g=1(0,1,2) h=(L13) i

Sada se projektovanjem duz izabranog pravca ji (videti Sliku 2.3), dobija graf I' =
(W, A), kod koga je W = {A, B,C}, tj. |W| =3, sto jeste prostorno optimalno.
]T

Sve moguce pravce projektovanja fi = [y pe p3] , a njih ima 25, razvrsta¢emo
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u tri skupa (videti [60]):

ap = {fi = [m pa ps]” | 1 # 0}

ay = {ji = [p1 pi pa]’ | pr2 # 0}

a3 = {ji = [ po /~b3]T | 3 # 0}

Mozemo primetiti da ovi skupovi nisu disjunktni. Tako, na primer, pravac projek-
tovanja ;i = [1 1 1]T pripada svakom od navedenih skupova, dok pravac projekto-
. — T . . .
vanja fi = [1 0 — 1]" pripada skupovima oy i ag.
Svakom praveu projektovanja fi = [uq pe pi3]” iz skupa aq pridruzujemo pres-
likavanje, matricu Hy, svakom pravcu iz skupa as matricu Hs, a svakom iz skupa

a3 matricu Hs, koje su, redom, definisane sa

pr 00
Hi=|wlo0|=|ié&é&], (2.25)
L ps 01|
pr 0
Hy=|0  0|=|6 ji &), (2.26)
L Mg 1 -
U
Hy=|01 o |=|6 & fi]. (2.27)
L 0 //l/g -
gdesué =[100", & =[010"1ié =[001]" jediniéni koordinatni vektori

Dekartovog koordinatnog sistema, u koji je smesten orijentisani koordinatni graf
G=(V,E).

Neka pravac projektovanja fi = [p1 2 ,LL3]T pripada skupu «q, dakle p; # 0.

Tada se, na osnovu matrice Hy, skup ¢vorova V = {p=1[ijk ]T}, preslikava u
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skup évorova V; = {p; = [ w v w ]"}, na osnovu jednakosti
U w0 0 )
pi=|v |=H-p=|puw 1 0| -|j], (2.28)
w ps 01 k

zasvakop eV, tj.1=1,2,... Ny, j=1,2,.... Nyik=1,2,..., Ns.
Slicno, ako ji = [u1 po ,u3]T pripada skupu s, ps # 0, tada se skup ¢vorova
V ={p=1[ijk]"}, preslikava u novi skup évorova Vo = {p3 = [u v w]"}, na

osnovu jednakosti

U 1w O 1
w=| v |=Hy-F=1]0 p 0] -], (2.29)
w 0 ps 1 k

zasvakopeV, tj.i=1,2,... Ny, j=1,2,...,. Noi k=1,2,..., Ns.
Najzad, ako fi = [p1 2 /.Lg]T pripada skupu as, puz # 0, tada se skup ¢vorova
V ={p=1[ijk]"}, preslikava u novi skup évorova Vs = {p3 = [u v w]"}, na

osnovu jednakosti

U 1 0 g 1
=|v |=Hy-p=|0 1 po | |7 |, (2.30)
w 0 0 ps k

zasvakopeV, tj.i=1,2,.... Ny, j=1,2,.... Noi k=1,2,..., Ns.

Razmotrimo sada neke osobine preslikavanja (matrica) H;, i = 1,2, 3, i skupova

¢vorova Vi, 1 =1,2,3.

Lema 2.1 Matrice H;, © = 1,2,3 su nesingularne i preslikavanja definisana u
(2.28), (2.29) i (2.50) su injektivna, tj. "1-17.

Dokaz. Prvi deo tvrdjenja direktno sledi na osnovu jednakosti
detHZ = W 7é O, 1= 1,2,3.

Drugi deo tvrdjenja, bez smanjenja opstosti, sproves¢emo na matrici H;. Isko-

risticemo metod kontradikcije.
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Pretpostavimo, suprotno tvrdjenju leme, da u grafu G = (V, E) postoje dva ra-
]T ipy = [ 12 J2 ko ]T, P1 # D2,
a koji se slikaju u isti ¢vor grafa G; = (Vi, E). Tada bi, na osnovu jednakosti
(2.28), vazila jednakost

zli¢ita ¢vora, €iji su vektori polozaja py = [ 41 j1 k1

H, -pi = Hy - ps,

tj. jednakosti
fity = fily,  floly + J1 = fota + Jo, 1 pgin + ki = pgio + koo

Kako je p; # 0, na osnovu prve jednakosti sledi da je i; = i5. Dalje, na osnovu
preostale dve jednakosti, dobijamo da je j; = jo 1 k1 = ko, te je p; = ps, Sto je

suprotno polaznoj pretpostavci. Ovim je Lema 2.1. dokazana.

Na osnovu Leme 2.1 zakljucuje se da grafovi G i G;, i = 1,2,3, imaju iste

¢vorove, samo su drugacije rasporedjeni u posmatranom koordinatnom sistemu.

Za grafove G; = (V;, E) vazi sledeéi fundamentalni rezultat, iskazan u sledecoj

teoremi.

Teorema 2.1 Neka je | proizvoljna prava, paralelna pravcu projektovanja ji =
[papee ps ]T, koji pripada skupu oy, p1 # 0. Ako ova prava prolazi kroz bar jedan

cvor grafa Gy = (V4, E), tada ona prolazi kroz tacno Ny ¢vorova ovog grafa.

Dokaz. Na osnovu jednakosti (2.28) ¢vorovi grafa Gy = (Vi, E) definisani su

vektorima polozaja

n=|v |[=Hi-p=|p 1 0| |j|=]|pit+tj],
w s 0 1 k W3t + k

zasvakot1=1,2,..Ny, 7 =1,2,.Noik=1,2,...N3.

Neka su

oY = (i pgi + 7 psi + k]©

P = (i +1) pali+1) +j poi + 1) + k"
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vektori polozaja ¢vorova grafa Gy = (Vi, E), pri ¢emu su j i k fiksirane indeksne
promenljive, a i = 1,2,..., Ny — 1. Pretpostavimo da je prava [ paralelna datom
I

pravcu projektovanja fi = [y pe ps]’, 1 # 0, 1 da prolazi kroz évor ¢iji je vektor

polozaja pﬁ(l). Kako je

5i® — i = [ o )" = fi

ivazii=1,2,..., Ny — 1, vazi da na ovoj pravoj lezi tacno Ny ¢vorova.

Na osnovu Teoreme 2.1 dolazimo do sledece posledice.

Posledica 2.1 Neka je L = {l} skup svih pravih koje zadovoljavaju uslove Teo-
reme 2.1. Tada u preseku ovih pravih @ proizvoljne ravni, koja je ortogonalna na

ngih, 1ma tacno NoN3 presecnih tacaka.

Sliénim postupkom, dokazuju se i sledeé¢i rezultati.

Teorema 2.2 Neka je | proizvoljna prava, paralelna pravcu projektovanja [i =
[pipee ps ]T, koji pripada skupu aw, ps # 0. Ako ova prava prolazi kroz bar jedan

cvor grafa Go = (Va, F), tada ona prolazi kroz tacno Ny ¢vorova ovog grafa.

Posledica 2.2 Neka je L = {l} skup svih pravih koje zadovoljavaju uslove Teo-
reme 2.2. Tada u preseku ovih pravih i proizvolyne ravni, koja je ortogonalna na

ngih, 1ma tacno N1N3 presecnih tacaka.

Teorema 2.3 Neka je | proizvoljna prava, paralelna pravcu projektovanja [i =
[pipee ps ]T, koji pripada skupu as, ps # 0. Ako ova prava prolazi kroz bar jedan

cvor grafa Gs = (V3, F), tada ona prolazi kroz tacno N3 ¢vorova ovog grafa.

Posledica 2.3 Neka je L = {l} skup svih pravih koje zadovoljavaju uslove Teo-
reme 2.3. Tada u preseku ovih pravih i proizvolyne ravni, koja je ortogonalna na

ngih, 1ma tacno N1Ny presecnih tacaka.

Primedba 2.1 U navedenim posledicama dat je uslov da ravan bude ortogonalna
na posmatrane skupove pravih L = {l}. To je prejak uslov, jer je dovoljno pret-
postaviti da ova ravan nije paralelna sa pravama iz ovog skupa. Medjutim, uslov
ortogonalnosti je namerno uveden, jer je meophodan w primenama projektovanja

usmerenih grafova.
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U drugom koraku projektovanja, za pravac projektovanja [i = [pips pi3 ]T, iz
skupa «;, i = 1,2, 3, odredjuje se valjana transformacija (matrica) S, pomocu koje

se odgovarajudi graf G; = (V;, E) preslikava u trazeni graf I'; = (W;, A).

Elementi skupa ¢vorova W; = {p;* =[x y ]T} dobijaju se na osnovu jednakosti

— 3k €
bi =
Y

a usmerene grane u grafu I'; = (W;, A) definisane su vektor-kolonama matrice A,

T

A=S-E. (2.32)

U odeljku 2.3 uvedena su sledeca ogranicenja za valjanu transformaciju

T
S
g — _}T _ S21 S22 S23 ’ (2.33)
S 531 S32 S33
fi= (S xS, rangS =2, s;e{—-1,0,1} (2.34)

gdeje2<i<3,1<j<3.

Uslov da skup W;, 1 < ¢ < 3 sadrzi broj elemenata koji je jednak jednom od
brojeva NyNy, N1Nj ili NyN3, dovodi nas do dodatnih ogranicenja za elemente

valjane transformacije S, koja su data slede¢im teoremama.

Teorema 2.4 Neka pravac projektovanja ji = [pqpe 113 ]T pripada skupu o, 1 #
0. Potreban i dovoljan uslov da usmereni graf, I'y = (W1, A), sadrzi |[W;| = NaNj
cvorova je da elementi valjane transformacije (matrice) S, pored uslova iz (2.54)

zadovoljavaju jedan i samo jedan od alternativnih uslova
S93 — S32 — 01 599533 7£ 0, (235)

ile
S99 = 833 = 01 593532 % 0. (236)

Dokaz. Neka je
Pi= [pni poi + j psi + KT
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vektor polozaja proizvoljnog ¢vora u grafu G; = (Vi, F) i S valjana transforma-
cija, pridruzena datom pravcu projektovanja i = [pq e 13 ]T, (1 # 0, ¢iji elementi
zadovoljavaju uslove (2.33) i (2.34). Tada, na osnovu (2.31), vektor polozaja odgo-

varajuéeg ¢vora u grafu I'y = (Wi, A) odredjen je jednakoséu

- T
p_,* T Sl - 822j + Sggk
1 pr— p— = T . pr— i 5
Yy S5 S32] + S33k

za svako j = 1,2,..Ny i k = 1,2,...N3. Da bi, na osnovu ove jednakosti, broj
¢vorova u grafu I'y = (W7, A) bio tatno Ny N3 potrebno je i dovoljno da uredjenih
parova

(8227 + Sa3k, 532 + s33k)

bude tacno NoN3. To ¢e biti ostvareno ako i samo ako elementi matrice S zado-

voljavaju jedan i samo jedan od uslova (2.35) ili (2.36).

Slicnim postupkom, dokazuju se slede¢e dve teoreme.

Teorema 2.5 Neka pravac projektovanja ji = [pqpe 113 ]T pripada skupu c, je 7
0. Potreban i dovoljan uslov da usmereni graf, Ty = (W, A), sadrzi |[Ws| = N1Nj
¢vorova je da elementi valjane transformacije (matrice) S, pored uslova iz (2.34)

zadovoljavaju jedan i samo jedan od alternativnih uslova
S93 = S31 = 01 5921533 % O, (237)

ili

S91 = 833 = 0 i 593531 7é 0. (238)
Teorema 2.6 Neka pravac projektovanja [i = [ pio i3 ]T pripada skupu as, pz #
0. Potreban i dovoljan uslov da usmereni graf, I's = (W3, A), sadrzi |W5| = N1 Ny

¢vorova je da elementi valjane transformacije (matrice) S, pored uslova iz (2.34)

zadovoljavaju jedan i samo jedan od alternativnih uslova
S99 = 831 — 01 591532 7é 07 (239)

ile
S91 = S32 = 01 599531 7é 0. (240)
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Naveli smo i zahtev da predlozeni postupak projektovanja mora u grafovima
I'; = (W;, A) da o¢uva princip susedstva izmedju ¢vorova iz grafa G = (V, E). U

sledecoj teoremi dokazac¢emo da je i ovo zadovoljeno.

Teorema 2.7 Ako su dva c¢vora susedna u usmerenom koordinatnom grafu G =
(V, E), tada su njihove slike u grafovima I'; = (W;, A), 1 < i < 3, takodje susedne
ili se poklapaju.

Dokaz. Bez smanjenja opstosti, posmatracemo graf I'y = (W;, A). Neka je p =
[i 7 k]T, vektor polozaja proizvoljnog &évora usmerenog grafa G' = (V, E), koji nije

periferni. Neka su susedni évorovi u grafu G = (V, E) definisani vektorima polozaja
=p+é’ i=1,23
Oznac¢imo sa
pi= (S -H 1)]7

sliku ovog ¢vora tj. vektor polozaja odgovarajuéeg ¢vora u grafu I'y = (W7, A).

Kako vaze jednakosti
(S-H)pY = (S-H)p=pi’,
(8- H)p® = (S- Hi)p + &° = pi" + &,
(S H)PP = (S- H)p+ &’ =pi" + é,
pri ¢cemu je
A=la’a’ e,

zakljuéujemo da se slike évorova, ¢iji su vektori polozaja p'i gt poklapaju u grafu
I'1, a da su slike évorova, ¢ji su vektori polozaja pi® i p® | susedne sa slikom évora,
¢iji je vektor polozaja p.

Primedba 2.2 Obrnuto tuvrdjenje u Teoremi 1.7. ne mora da vazi. To znaci da
slike pojedinih cvorova iz grafa G = (V, E), koji nisu susedni, postaju susedne
u grafu I';, i« = 1,2,3. Owva osobina je veoma znacajna, sa stanovista primene

posrednog postupka projektovanja, i samim tim veoma znacajna za dalji rad.
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Razmotrimo sada jos jednom skupove oy, as i az. U okviru njih, mozemo da
klasifikujemo pravce projektovanja, pa ¢emo imati sledece situacije.

1) Za skup ay = {ii = [pu1 p2 ps]” | p1 # 0}, broj elemenata, tj. broj pravaca

projektovanja je |a;| = 21. To su sledeéi pravei:

=00, =10, g=n01", =00 -1, A=[111",
1 _1O]T7 /j: 11 _1]T7 /j:[l _11}T7 ﬁ:[_lll]Tv

T RRRL R
I
—o T = =
—

)

2) Za skup o = {fi = [y po ps]” | p2 # 0}, broj elemenata, tj. broj pravaca

projektovanja je |as| = 21. To su sledeéi pravei:

p=010", g=n10", =011, =0 —-10", g=[111",
ﬁ:[01 _1]T7 ﬁ:[]-]' _1]T7 ﬁ:[l _1”T7 ﬁ:[_lll]Tu
p=[112", i=n21", =0 -12", i=[12 -1,
p=p211" =21 -1", ji=@2 -11]", i=[-112]",
i=011-2", g=01 -21", g=12 -1 —-1]", g=[-121]"

f fi

3) Za skup as = {f = [p1 po ps]” | ps # 0}, broj elemenata, tj. broj pravaca

projektovanja je |ag| = 21. To su sledeéi pravei:

p=001", g=pno1", g=011", g=n0 -1", g=[111",
i=01-1", g=011-1", g=01 —-11", g=[-111]",

fi fi fi

p=12", p=[n21", i=01 -12", i=[12 -1]",
p=p211" =21 -1", i=@2 -11]", i=[-112]",
=011 -2 =01 -21", ji=2-1-1", i=[-121]"

Mozemo da primetimo da, u opstem slucaju, vazi

’OélﬂOéQ‘:18, |0610063’:18, |042ﬁ043|:18, ‘OélﬂOé2ﬂ043|:16.

S druge strane, kada su u pitanju planarni grafovi p; € { —1, 0, 1 }, tada se
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skupovi a1, ag i ag redukuju i svode na skupove af, o3 i a3, date sa:

of = {i=000", g=n10", gi=no01"
fi=[10 —1} p=01t, =1 —-10",
1 ,

= -1y, =111} .

o3 = {ii=[010", g=[10", =011
p=0 —10", p=n11", ji=[01 -1"
=01 =" =0 11", i=[-111"}
oy = {fi=0oy", g=pon" g=p11"
gp=00 1", i=n11", i=[01 1"
i=01—11" i=[-111"} .
1 vazi
ol N3] =6, |[ajNaj| =6, |azNaz| =6, |ofNa;na;| =4

Na osnovu svega navedenog, mozemo izvesti sledece zakljucke:

e Za pravce projektovanja ji € o, broj évorova u grafu I' je [W| = NoNj, a
moze se dobiti koris¢enjem ukupno 6 pravaca projektovanja, za koje vazi da

je min{NlNQ, NlNg, N2N3} = N2N3.

e Za pravce projektovanja [i € a3, broj ¢vorova u grafu I' je |IW| = N1 N3, a
moze se dobiti koris¢enjem ukupno 6 pravaca projektovanja, za koje vazi da
je min{NlNQ, NlNg, N2N3} = NlNg.

e Za pravce projektovanja ji € af, broj évorova u grafu I' je |IW| = N1 Ny, a
moze se dobiti koriS¢enjem ukupno 6 pravaca projektovanja, za koje vazi da
je min{NlNg, NlNg, NgNg} = NlNQ.

e Konacno, za samo 4 pravca projektovanja, koji pripadaju i af 1 o3 i af,
vazi da je min{/Ny Ny, N1 N3, NoN3} = |W|. To su pravci

p=011", g=n1-10", =0 —-117",ig=[-111]".

Kako je nama u ovom radu od interesa samo preslikavanje koordinatnih grafova
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koji su paralelni koordinatnim ravnima, a pri ¢emu ¢e projekcija biti jednodimen-
zionalna (prava), bilo bi od koristi izdvojiti iz ovih skupova samo one pravce pro-

jektovanja, za koje su ovi uslovi ispunjeni.

Ukoliko za zadatak imamo projekciju koordinatnog grafa koji je paralelan iOk-
ravni, tj. upravan na j-osu, dakle kod koga je j konstantno, tada u obzir dolaze

samo pravci projektovanja koji ¢ine skup (af U of) \ a3, tj.
p=0o00", g=poy", g=poy", g=po —-1".

Ukoliko za zadatak imamo projekciju koordinatnog grafa koji je paralelan jOk-
ravni, tj. upravan na i-osu, dakle kod koga je i konstantno, tada u obzir dolaze

samo pravci projektovanja koji ¢ine skup (ad Uaj) \ of, tj.
p=010", @=[o01", =011, g=[01-1".

Ukoliko za zadatak imamo projekciju koordinatnog grafa koji je paralelan 1O j-
ravni, tj. upravan na k-osu, dakle kod koga je k konstantno, tada u obzir dolaze

samo pravci projektovanja koji ¢ine skup (af U o3) \ of, tj.
gp=[1oo0", g=[010", g=[@10", ji=[1 —10".

[lustrova¢emo sada, na primerima tri pravca projektovanja, kako je moguce

dobiti prostorno optimalne projekcije.

a) pE€an, ¢ as, ¢ as

Ako za projektovanje koristimo pravac projektovanja i = [100 ]T, i€ ay,

S:OIO.
0 01

Sada za bilo koji ¢vor grafa G = (V,E), f=[ij k]" imamo

i ¢ ao, i ¢ ag, imacemo

le

o O =
S = O
—_ O O
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u
n=1\ov | =Hyp=p,
. (2.41)
r 1
v 010 j
P P {0 0 1] ‘; [k]

Dakle, |W| = NyN3. Slicno se pokazuje i za slucaj i ¢ oy, i € as, fi ¢ as, kao i
zaslucaj fi ¢ oy, il & as, [i € as.
b)ﬁeal,ﬁECng, ﬁéag

Ako za projektovanje koristimo pravac projektovanja i = [110 ]T, i E ay,

[ € ag, [I ¢ ag, ima¢emo dva podslucaja:

b.1)
1 00
1 -1 0
Hl = 1 1 0 - .
0 01
0 01
Sada za bilo koji évor grafa G = (V, E), p=[ij k ]T imamo
Cu 1 00 7 7
= o |=Hp=|110|-|j|=]i+j],
w 0 0 1 k k
L _ (2.42)
- i
x 1 -1 0 —J
— = S )y = . —+ =

Dakle, ‘le = N2N3.
b.2)

1 -1 0
0 0 1]

S

|
o o =
e R S
—_ o o

I
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Sada za bilo koji évor grafa G = (V, E), p=[ij k ]T imamo

U 1 10 1 1+
pp=|v |=Hp=|010 il=1 45 |,

w 00 1 k k

- o (2.43)
el L 1 ero] [T T
SR PPN

Dakle, ‘WQ’ = NlNg.

Generalno, za oba podslucaja je
|W‘ = min{NlNg, NQNg} = Ngmin{Nl, NQ}

Slicno se pokazuje i za slucaj i € aq, [l & o, [i € as, kao 1 za slucaj [ ¢ oy,
i€ g, fi € as.
¢) il € ay, fil € ay, [i€az

Ako za projektovanje koristimo pravac projektovanja ji = [ 11 1 ]T, i E ay,

[l € ag, fi € ag, imacemo tri podslucaja:
c.1)

[ 100 i ] i
1 01 k + k
LY I (2.44)
— Z -
x 1 -1 0 —J
b y] ' [1 0 —1] v —k
L Z+l€ L

Dakle, |W1| = NgNg.
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1 -1
s_{ 0].
0 1 -1

Sada za bilo koji évor grafa G = (V,E), p=[i j k]" imamo

c.2)

11
Hy=10 1
01

_ o O

U 110 7 14+
n=|v |=Hp=|010 Jj| = J ,
w 011 k Jj+k

—_

u 1 01 1 1+ k
w=| v |=Hp=|0 11 il=1i+k],
w 001 k k

| o [10 41 Tk
o y]: 3:{01—1]' j;k :[J]

Dakle, |W3| = NlNQ.

30

(2.45)

(2.46)

Dakle, imajué¢i u vidu brojeve |Wy|, |Ws| i |W;3|, dolazimo do zakljucka da

je za bilo koji medjusobni odnos dimenzija Ny, Ny i N3, uvek moguce izabrati

odgovarajuéu matricu H; (i = 1,2,3), za koju bi se dobio minimalan broj W;.

Konkretno, ukoliko je, na primer, max(Ny, Ny, N3) = Ny, tada treba koristiti slucaj

c.1), tj. matricu Hy, pa ¢emo imati |W;| = NoN3. S druge strane, ukoliko je, na

primer, max(Ny, Ny, N3) = Ns, tada treba koristiti slucaj c.2), tj.

matricu Ho,
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pa ¢emo imati W3] = N;N;. Najzad, ukoliko je max(Ni, Ny, N3) = Nj, tada
treba koristiti slucaj c.3), tj. matricu Hs, pa ¢emo imati |W5| = Ny No. Ovako ée
broj ¢vorova u rezultantnom grafu uvek biti minimalan, za dati medjusobni odnos

dimenzija Ny, Ny i Nj.



Glava 3
Sinteza 1DSA za proizvod matrica

Mnozenje matrica je jedna od osnovnih racunskih operacija, sa primenama u ra-
zlicitim oblastima nauke i tehnologije. Ova operacija nalazi svoju primenu u
inzenjerskim disciplinama, kao na primer prilikom obrade signala, obrade slike, za-
tim u teoriji sistema, statistickim izracunavanjima i numerickoj analizi, biomedicin-
skim istrazivanjima, itd. Karakterisu je veliki intenzitet i slozenost izracunavanja,

kao i regularnost.

Danasnji savremeni rac¢unari sa najmoc¢nijim performansama koriste jednu ili
vise formi paralelizma, kako bi postigli maksimalnu brzinu izrac¢unavanja. Da bi
kod problema ogranicenih izracunavanjima postigli zeljeni tok podataka i potrebnu
brzinu, projektovani su veoma brzi racunarski sistemi specijalne namene, za proce-
siranje specifiécnih zadataka. Sistoli¢ka polja (SA) su jedan takav tip ra¢unarskih

sistema, koji se koriste upravo za te zadatke.

3.1 Sistolicka polja, osobine i karakteristike

Sistolicka polja su VLSI/WSI komponente, koje se realizuju na ¢ipu i koje se, kao
akceleratori, pridruzuju glavnom racunaru. Projektuju se kao jednodimenzionalna
(1D) i dvodimenzionalna (2D) polja procesnih elemenata (PE), jednostavne struk-
ture, medjusobno povezanih po principu najblizeg suseda. Koriste paralelizam i
protoc¢nost u obradi podataka. Ritmicno izracunavaju i propustaju podatke kroz
sistem. Kada podatak jednom udje iz memorije u sistolicko polje, isti moze biti

efektno iskoriséen u svakom procesnom elementu (Slika 3.1), dok prolazi i biva

32
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"pumpan” iz ¢elije u ¢eliju (videti [84]), duz polja. Dakle, jednom ucitani podatak

se visestruko koristi, to je karakteristi¢no za probleme ogranicene izracunavanjima.

MEMORIJA

A

Y

PE | PE | PE | PE | PE

Slika 3.1: Protok podataka kroz sistolicko polje

Sistolicka polja su algoritamski orijentisane arhitekture, tj. sintetizuju se na os-
novu sistolickog algoritma, pa njihove osobine direktno zavise od osobina algoritma

i obima posmatranog problema (videti [84]).

Treba napomenuti da SA, za razliku od standardnih ra¢unarskih sistema speci-
jalne namene, koji su projektovani za resavanje jednog i samo jednog problema,
imaju mnogo ve¢e mogucénosti. Naime, kod SA je danas moguée menjati osobine i
funkcinonalna svojstva procesnih elemenata koji ga ¢ine, tako da jednom projekto-
vano polje, neizmenjene strukture, moze da posluzi host-racunaru kao akcelerator

za nekoliko sustinski razli¢itih problema ili zadataka.

Osnovne osobine sistolickih polja su: sinhronizam u radu, modularnost, ho-

mogenost, vremenska i prostorna lokalnost, proto¢nost (videti [84]).

Sinhronizam u radu. Sistolika polja su sinhrona i ritmicna. Aktivnosti
procesnih elemenata odvijaju se sa tacno odredjenim periodom vremena, koji je
definisan globalnim taktom. Globalni takt ¢ini vreme za izvrSenje predvidjenih
operacija nad pristiglim operandima (podacima) u procesnom elementu i vreme
predaje podataka susednim procesnim elementima, po strogo qutvrdjenima kanal-
ima veza. Umesto vremena predaje podataka moze se uzeti vreme prijema po-
dataka, s obzirom da se u toku rada ova dva vremena preklapaju. Ako u sis-
tolickom polju postoje procesni elementi u kojima se obavljaju razlicite operacije
nad podacima, prilikom odredjivanja globalnog takta uzima se vreme operacije
koje najduze traje. Vreme trajanja globalnog takta se uzima za normalizovanu je-

dinicu, prilikom izracunavanja ukupnog vremena realizacije zadatka na sistolickom
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polju.

Modularnost. U principu, sistolicka polja se sastoje od procesnih elemenata
istog tipa, tj. procesni elementi obavljaju paralelno iste operacije nad pristiglim
podacima. Moguce je da sistolicko polje sadrzi i procesne elemente razlicite od
dominantnih. Oni su brojéano u manjini i najéeSée su razmesteni na obodu
(granici) polja. Takodje, veze izmedju susednih procesnih elemenata u svakom
delu sistolickog polja, su iste, u celom polju. Drugim rec¢ima, svaki deo sistolickog
polja je sistolicko polje u malom, identi¢nog izgleda. Ova osobina sistolickog polja
se naziva modularnost. Ona omogucuje da se za najveci broj sistolickih polja,
sintetisu (blokovi) moduli odredjenih dimezija, ¢ijim se spajanjem dobija zeljeno
sistolicko polje, ¢ija veli¢ina zavisi od obima problema. Drugim re¢ima, moguca je

nadogradnja kod sistolickih polja.

Regularnost. Kod najveteg broja sistolickih polja, graf koji ga predstavlja
je regularan, tj. svaki njegov ¢vor je istog stepena. Izuzetak mogu biti grani¢ni
¢vorovi, ali se oni zanemaruju prilikom ocene regularnosti odgovarajuceg sistolickog
polja. Pojam regularnost sistolickog polja, ili homogenost kako se ova osobina jos
naziva, malo je slozeniji od pojma regularnosti njemu pridruzenog grafa, i podlozan
je promenama u zavisnosti od razvoja tehnologije u kojoj se oni sintetisu. Tako,
na primer, $to se tice veza u sistolickom polju, zahteva se da budu po principu "na-
jblizeg suseda” i da su istih duzina. Time se izbegavaju komunikaciona kasnjenja,

koja bi, u protivnom, mogla nadmasiti kasnjenja kroz logicka kola.

Pojam regularnosti i dalje podrazumeva da u sistolickom polju nema globalnih
veza ili zajednickih magistrala. Ali zahtev za planarnoséu veza izmedju susednih
procesnih elemenata je izgubio na snazi. I neplanarna sistolicka polja, recimo

heksagonalna, mogu biti regularna.

Slicna je situacija i kada se posmatra slozenost procesnog elementa. Razvoj teh-
nologije omogucuje da se oni sve vise usloznjavaju. Samim tim su mnoga sistolicka

polja, koja su u literaturi smatrana neregularnim, izgubila ovaj epitet.

Vremenska lokalnost. U sistolickim poljima ostvarena je i prostorna i vre-
menska lokalnost. Prostorna lokalnost, koju obezbedjuju veze u sistolickom polju,
ostvarena po principu ”"najblizeg suseda”, omogucuje i ostvarivanje vremenske
lokalnosti. Ona se ostvaruje u prenosu podataka i signala. Kako su veze istih

duzina, signali izmedju procesnih elemenata koji komuniciraju se uvek prenose za
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isti vremenski interval. Ovo je bitno, jer kod sistolckih polja nije dozvoljeno posto-
janje komutatora, drugih uredjaja za prenos podataka, ili dopunskih kanala veza

izmedju susednih procesnih elemenata.

Protocnost u radu. Podaci stizu u sistolicko polje preko rubnih (iviénih)
procesnih elemenata (nema globalnih veza). Ulazni podaci, medjurezultati, a ne
retko i konaé¢ni rezultati, putuju kroz polje, od jednih do drugih (susednih) pro-
cesnih elemenata, pri ¢emu ucestvuju u odgovaraju¢im izracunavanjima. Podaci
putuju u tokovima po strogo utvrdjenim putevima. Proto¢nost u radu omogucéuje
lokalnost veza, pri ¢emu svaki podatak iz svakog toka podataka mora da se nadje u
svakom taktu bas u onom procesnom elementu u kome ucestvuje u izracunavanju.
Ne sme se dozvoliti pojava bilo kakvog konflikta, u toku realizacije zadataka na sis-
tolickom polju, ili dobijanje ”parazitskih rezultata”. Protocnost u toku realizacije
zadataka ka sistolickom polju, pored ostvarivanja visokog stepena paralelizma, je

njegova najznacajnija karakteristika.

Protoc¢nost u radu mora da omogudi visestruko koriséenje jednom unetog pdatka
u sistolicko polje, ako to zahtevaju izracunavanja. To je uslovljeno ¢injenicom da
se ona sintetisu za realizaciju zadataka ogranic¢enih izracunavanjem. Da bi se ovo
ostvarilo, tj. da se omogudi intenzivnost izracunavanja, broj unutrasnjih veza u
sistolickom polju mora nadmasiti broj veza sa periferijom. Ova osobina sistolickih

polja karakterise se cesto, u literaturi, kao nadlinearnost u toku izracunavanja.

Odnos broja unutrasnjih i spoljasnjih veza u polju ipak ne predstavlja odgo-
varajuéi faktor u proceni da li je ono sistolicko ili ne. To se naroc¢ito odnosi na
jednodimenzionalna 1D, sistolicka polja. Za njih je bitno da broj unutrasnjih veza
bude dovoljan da omogudi intenzivna izracunavanja, tj. protoénost po maksimalno

moguc¢em broju potoka podataka.

Sistolicka polja se projektuju za veoma Sirok spektar problema, od kojih su
najceséi problemi i algoritmi sa matricama i grafovski algoritmi (videti, na primer
[52, 53, 54, 73, 76, 78, 80, 86, 89, 90, 91, 94, 95, 97]).

Mnozenje matrica spada u zadatke ogranic¢ene izracunavanjima. Zbog toga je
najadekvatniji nacin reSavanja ovog problema, uz zadrzanje sitnozrnastog parale-

lizma, formiranje od govarajucih sistolickih polja.

Prva planarna sistolicka polja za mnozenje matrica sintetizovana su intuitivnim

postupkom, tj. ad-hoc metodom. Ovakav nacin realizacije nije mogao da da odgo-
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vore na neka vazna pitanja. Na primer, koliko postoji topoloski razli¢itih planarnih
sistolickih polja za mnozenje dve matrice, ili kakve su minimalne prostorne i vre-

menske karakteristike ovih polja u odnosu na dati obim problema?

Vidan napredak u procesu sinteze sistolickih polja omoguéen je razvojem sis-
tematskih procedura sinteze sistolickih polja, na bazi odgovarajuceg sistolickog
algoritma. Te procedure su omogucile da se ustanovi tacan broj, medjusobno ra-
zlicitih, planarnih sistolickih polja, kao i postupak njihove sinteze. Medjutim, ovim
standardnim procedurama nisu se mogli dobiti korektni odgovori kada su u pitanju
prostorne i vremenske karakteristike sintetizovanih polja, tj. broj procesnih eleme-
nata u njima i aktivno vreme realizacije algoritma. To je uticalo na razvoj novih
istrazivanja sa ciljem da se navedeni nedostaci otklone. Sve pristupe koji su za cilj
imali da se poboljsaju prostorne i vremenske karakteristike sintetizovanih polja,

mozemo podeliti u tri grupe.

U prvu grupu spadaju pristupi koji su nekim vidom narusavanja regularnosti
postizali poboljsanja karakteristika sistolickih polja. Takav pristup neé¢emo pri-

menjivati u ovom radu.

U drugu grupu spadaju oni koji kod kojih se poboljsanje postize razli¢itim
linearnim ili nelinearnim preslikavanjima, npr. ”tehnikom savijanja”. Ovo takodje

nece biti tema ovog rada.

Treca grupa pristupa ostvaruje poboljsanja zahvaljujuc¢i modifikaciji standardne
procedure projektovanja. Modifikacije se uglavnom odnose na poostravanje krite-
rijuma za izbor skupa valjanih transformacija, pomocu kojih se moze sintetizovati
sistolicko polje za dati pravac projektovanja, kao i prilagodjavanje sistolickog al-
goritma ovom pravcu projektovanja pre samog procesa sinteze. To je pristup,
prakticno, koji se oslanja na posredan postupak projektovanja usmerenih koordi-

natnih grafova, koji smo detaljno obradili u drugoj glavi ovog rada.

Sistolicka polja koja budu prezentovana u radu, bi¢e obradjena i uporedjena
na osnovu nekih njihovih karakteristika. Najvaznije karakteristike sistolickih polja
su: prostorne karakteristike (broj procesnih elemenata, broj spoljasnjih veza), vre-
menske karakteristike (vreme iniciacije, vreme izvrsenja, izlazno vreme, ukupno
vreme realizacije, propusnost, period protoc¢nosti, ubrzanje) i prostorno-vremenske
karakteristike (efikasnost, AT-mera, AT?-mera)
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Osnovna prostorna karakteristika je broj procesnih elemenata u sis-
tolickom polju. Najcesce se oznacava sa (). Druga prostorna karakteristika je broj

spoljasnjih veza (pinova, nozica), koju ¢emo oznacacati sa V.

Vremenske karakteristike su vezane za proces realizacije sistolickog algo-
ritma na sistolickom polju. Ukupno vreme realizacije je vreme realizacije datog
algoritma na sintetizovanom sistolickom polju. Oznacava se sa Tj,. Sastoji se od
tri dela: vremena inicijacije (loadovanje) T;,, aktivnog vremena izvrSenja

Teoze, kao i izlaznog vremena T,,;.
Eot = En + Te:ve + Tout~

Vreme inicijacije (inicijalno vreme izracunavanja) obuhvata razmestaj podataka u
sistolickom polju do prvog izracunavanja u algoritmu. Aktivno vreme je vreme
realizacije algoritma, dok je izlazno vreme vreme da rezultati i/ili drugi operandi

napuste sistolicko polje.

Period protocnosti SA, u oznaci A, je interval vremena (broj taktova) izmedju
dve aktivnosti PE. Ubrzanje je koli¢nik vremena realizacije algoritma na jednopro-

cesorskom SA i sintetizovanom SA,

T

S = .
Texe

Period protocnosti sistolickog polja, u oznaci A, je interval vremena, tj.broj
taktova izmedju dve aktivnosti procesnog elementa u resavanju datog algoritma.
Za period protocnosti vazi nejednakost A > 1. Ako je A = 1, realizacija algoritma
na sintetizovanom sistolickom polju je "gusta”, tj.procesni elemenat je ”korisno”
aktivan u svakom taktu. Ako je A > 1, to znaci da izmedju dva "korisna” takta,
prilikom rada sistolickog polja, za svaki procesni elemenat postoji pauza koja traje
A — 1 takt.

Na grafu, koji predstavlja sistolicko polje sa razmestajem elemenata na pocetku
realizacije algoritma, to se oznacava brojem nula, A — 1 izmedju dva susedna ele-

menta istog potoka podataka.

Cesto se, iz odredjenih razloga, umesto ukupnog vremena T,; za ocenu ubrzanja
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koristi samo aktivno vreme T,,.. Ovo ubrzanje se oznacava sa S,

T

Se = .
TEIE

Prostorno-vremenske karakteristike za ocenu sistolickog polja ukljucuju
prostorne karakteristike, najcesc¢e broj procesnih elemenata €2 i vremenske karak-

teristike, najcesée Tior 1 Tope.

Pod efikasnos$éu realizacije algoritma na odgovaraju¢em (sintetizovanom) sis-
tolickom polju, u oznaci E, podrazumeva se koli¢cnik ubrzanja i broja procesnih

elemenata u sistolickom polju.

T
Qthot .

S
E:—:
Q

Slicno kao kod ubrzanja, efikasnost se moze ra¢unati i samo u odnosu na aktivno

vreme 1 .. 5
e Tl
E,=—= )
‘ Q QTeaze

Prostorno-vremenske karakteristike realizacije datog algoritma na sinte-

tizovanom sistolickom polju definisane su pomoéu dve karakteristike, AT i AT?.

AT-mera i AT?-mera, definisane sa
AT = OTy, (AT, = QTo..).

AT? = QT?,  (AT? = QT2).

exre

daju uravnotezeniju ocenu izmedju broja procesnih elemenata u sistolickom polju

i vremena realizacije odgovarajuc¢eg algoritma na njemu.

I ovom prilikom, Sto je naznaceno u zagradama, ¢esto se umesto ukupnog vre-
mena T;., koristi aktivno vreme T,.,.. Napomenimo da se AT-mera koristi kod
2D a AT?-mera za ocenu 1D sistolickih polja. Ove dve mere omoguéuju da se u
procesu sinteze ima uravnotezeniji pristup, i to prilikom sinteze sistolickog polja,

odnosa broja procesnih elemenata i vremena realizacije.

Svakom algoritmu jednoznacno odgovara graf. Takodje, svakom sistolickom
polju jednoznacno odgovara graf. Tako se uzajamno proucavanje algoritma i sis-

tolickih polja svodi na proucavanje dva grafa. U ovom pogledu, uglavnom su
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prisutna dva problema. Imamo na raspolaganju fiksirano sistolicko polje. Kako
preslikati graf posmatranog algoritma, koji je najéesée 3D ili 2D, na graf sistolickog
polja, koji je najcesce 2D ili 1D, tako da se ovaj algoritam efikasno realizuje na

raspolozivom sistolickom polju?

Drugi problem je obrnut. Imamo na raspolaganju algoritam, koji je formiran na
osnovu nekog matematickog metoda, za resavanje posmatranog problema. Njemu
odgovara graf, koji je najcesc¢e 3D ili 2D. Treba naci sva moguca SA, pod unapred
zadatim kriterijumima, koja su najces¢e 2D ili 1D, na kojima bi se posmatrani
algoritam realizovao. To se postize odgovarajuc¢im preslikavanjem grafa posmatra-

nog algoritma u 2D ili 1D ravan. Nas u ovom radu zanima reSavanje tog problema.

3.2 Metodi i algoritmi za proizvod matrica

Postoji veliki broj razli¢itih metoda i algoritama za izracunavanje proizvoda dve
matrice C= A- B, gde su A = (a;;) 1 B = (by;) pravougaone matrice reda Ny X N3

i N3 x N», respektivno.

Najpre ¢emo navesti i analizirati neke osnovne algoritme, dok ¢emo se kasnije
detaljnije baviti samo nekima od njih, i to onima koji su bazirani na trijadama
oblika ¢ + ab.

Kod standardnog metoda za mnozenje matrica, poznatog i pod imenom metod
unutras$njih proizvoda, izracunavanje C' = (¢;;) je dato pomocu sledece reku-

rentne relacije

CZ(]Q) =0,
o =Y pagby,  k=1,2,..., N (3.1)
iy = Cg\fa)

zai=12,... N, j=12 . N,
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Ovaj metod bi se mogao prikazati i na sledeéi nacin:

Ay
A, L .
An,.

Dakle, matrica A je "podeljena” na vektor-vrste, dok je matrica B ”podeljena” na
vektor-kolone, a da bi se izracunao proizvod matrica, neophodno je izvesti Ny N3
unutrasnjih (skalarnih) proizvoda vektor-vrste matrice A i vektor-kolone matrice
B.

Nije tesko zakljuciti da je ukupan broj operacija tipa ¢ + ab jednak NyN;Nj,
a u specijalnom slucaju, kada je Ny = Ny = N3 = n, ukupan broj operacija tipa

¢ + ab, potrebnih za izvodjenje ovog algoritma, iznosi n?.

Rekurentna relacija (3.1), moze da se prevede na algoritamsku formu sa 3

ugnjezdena ciklusa, sledec¢eg oblika:

for i :=1 to N; do

for j:=1to N, do
for k:=1 to N5 do
Cij = Cij + Qirbyy;

Kod ovog algoritma treba uociti izraz koji definise osnovno matematicko iz-
racunavanje, a to je c¢; = ¢;j; + aipbyj, ili upros¢eno ¢ + ab, troclani izraz, u
literaturi poznat pod imenom trijada. Algoritmi bazirani na trijadama ¢e nam biti
od posebnog interesa u ovom radu. Takodje, zanimljiva je forma algoritma, sa tri
ugnjezdena ciklusa, pri cemu ¢emo ovaj algoritam, sa ovakvim redosledom ciklusa,

krace nazivati ”i-j-k”-algoritamskom formom.

Nije tesko primetiti da se ovaj metod unutrasnjih proizvoda moze prevesti i na

algoritam oblika
for j:=1to Ny do
for i :=1 to N; do
for k:=1 to N5 do

Cij = Cij + Qigbyy;
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tj. na ”j-i-k”-formu.

Sledeéi pristup mnozenju matrica, u literaturi poznat kao algoritam sred-
njih proizvoda ili algoritam linearne kombinacije, baziran je na viSestruko

ponovljenom mnozenju matrice i vektora, tj.
C=[C1Csy...Cn)=[A-BiA-By...A By, (3.3)

gde su é.j i (jj vektor-kolone odgovarajué¢ih matrica. Dakle, mi ovde imamo
proizvode matrice A i vektor-kolone matrice B, tj. u ovom slucaju, osnovno
izracunavanje bilo bi 6*.1 =A- g.l, i to je, u stvari, proizvod dve matrice dimenzija
N1 x N3 i N3 x 1, a rezultujuca matrica C' se dobija ponavljanjem izrac¢unavanja

ovog tipa Ny puta, za svaku vektor-kolonu posebno.

Za izracunavanje proizvoda matrica na ovaj nacin, na osnovu izrac¢unavanja
vektor-kolona C'; = AB.; u rezultantnoj matrici, koristimo sledec¢i algoritam sa

ugnjezdenim ciklusima:

for j:=1to Ny do
for k:=1 to N5 do
for i :=1 to N; do
Cij = Cij + Qirbij;
Ovaj algoritam, sa ovakvim redosledom ciklusa, krace ¢emo nazivati ”j-k-i”-

algoritamskom formom.

Slededi algoritam za mnozenje matrica, u literaturi poznat kao dualni algo-
ritam linearne kombinacije, baziran je na proizvodu vektor-vrste matrice A i
matrice B

C=[C.C ...Cxn. T =[A1L.BAB ... Ay, B]", (3.4)

gde su A;. i C;. vektor-vrste odgovarajuc¢ih matrica. U ovom slucaju, osnovno
izracunavanje je C1. = A;. - B, proizvod dve matrice dimenzija 1 X N3 i N3 X Nj.

Rezultuju¢a matrica C' se dobija ponavljanjem izrac¢unavanja ovog tipa N; puta.

Za izracunavanje proizvoda matrica na ovaj nacin, na osnovu izrac¢unavanja
vektor-vrsta C;. = A; B u rezultantnoj matrici, koristimo slede¢i algoritam sa

ugnjezdenim ciklusima:

for i :=1 to N; do
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for k£ :=1 to N3 do
for j:=1to Ny do
Cij = Cij + Qibij;
Za algoritam sa ovakvim redosledom ciklusa, re¢i ¢emo da ima ”"i-k-j”-algori-

tamsku formu.
Mnozenje matrica, na slican nacin, koriS¢enjem algoritma sa ugnjezdenim ci-
klusima, moguce je izvesti i na osnovu proizvoda vektor-kolona matrice A i vektor-

vrsta matrice B (tzv. metod spoljasnjih proizvoda)

N3 N3 .
C=> 0" =% AyB. (3.5)
k=1 k=1

U ovom slucaju, osnovno izra¢unavanje je C(1) = A, - B;. i to je proizvod dve
matrice, reda Ny x111x Ny. Rezultujucéa matrica C' moze da se dobije sukcesivnim

obavljanjem ovakvog izracunavanja N3 puta, pomocu sledeceg algoritma

for k:=1 to N5 do
for j:=1to Ny do
for i :=1 to N; do
Cij = Cij + Qibiy;
sa "k-7-1”-formom, baziranom na trijadama, ali i pomocu sledeceg algoritma

for k:=1 to N5 do
for i :=1 to N; do
for j:=1to Ny do
Cij = Cij + Qirbiy;
sa "k-i-j”-formom.

Do pojave Strasenovog metoda (videti [87]) smatralo se da je najmanji mogudi
broj racunskih operacija potreban za izracunavanje proizvoda matrica (za slucaj
Ny = Ny = N3 = n) reda O(2n3). Tokom slede¢ih decenija, javljaju se novi
algoritmi (videti [87, 70, 7, 8, 85, 93, 26]) u kojima se broj potrebnih operacija za

2.3728639)

mnozenje matrica smanjuje ¢ak do O(cn operacija.

Strasenov metod je uveo novi "blokovski” pristup mnozenju matrica. Ovaj

metod se zasniva na ¢injenici da je mnozenje dve matrice dimenzija 2 x 2 moguce



GLAVA 3. SINTEZA 1DSA ZA PROIZVOD MATRICA 43
izvesti sa samo 7 mnozenja. Posmatrajmo matrice

C111 C(12
C(21 022

A Ap
A21 A22

B Bip
B21 B22

. (3.6)

Neka je

Py = (A + Ag) - (B + Ba)

Py = (Ag1 + Agz) - By

Py = Ay - (B2 — Ba)

Py = Ay - (Ba1 — Bn) (3.7)
Ps = (A1 + Apo) - Bo

Ps = (A21 — A1) - (B + Bi2)

Pr = (A3 — Ag) - (Ba1 + Baa).

Sada imamo da je
Ch=P+P-F+F
Cio=P3+ Fs
Coy =P+ P
Cyp=P+P;— P+ F.

(3.8)

Dakle, 7 mnozenja, umesto uobic¢ajenih 8, alli ¢ak 18 sabiranja, u poredjenju
sa uobicajenih 4. Po ukupnom broju operacija, bez obzira na to da li su brzina
izvrSenja mnozenje i sabiranja jednake ili se razlikuju, namece se zakljucak da ovaj

metod i nije bas adekvatan za matrice 2 x 2.

Pretpostavimo sada da su matrice A, B i C' dimenzije n X n, gde je n paran
broj. Podelimo ove matrice na blokove dimenzija n/2 x n/2, pa primenimo ideju
iz (3.6). Sada mozemo da iskoristimo (3.7) i (3.8), pri ¢emu mnozenja obavljamo

na konvencionalan nacin, pa je ukupan broj operacija
n\?3 n\?2 7 9
7 x 2= 18 (=) = =n’+-n 3.9
(2> - <2> AR (3:9)
Ovaj broj ¢e biti manji od 2n® u sluéaju da je n < 18. Sto je vedi broj n, to su
ustede vidljivije.
Za neko veliko n, mozemo ovu ideju iskoristiti za svako od deljenja na podma-

trice, a zatim na te podmatrice, i tako dalje, sve dok je dimenzija novodobijenih
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matrica n > 18.

Kod bilo kog od algoritama, od velike je vaznosti da se podaci koji se jednom
ucitaju iz memorije u sistem, tj. u kes ili u registre, maksimalno moguce iskoriste,
tj. da se izbegne previse komunikacije sa memorijom i visestruka ucitavanja istih
podataka. Kod nekih od prethodnih algoritama prirodno je bilo ¢uvati u memo-
riji i visestruko koristiti vektor-vrste ili vektor-kolone matrica. Ako prethodnom
zahtevu za maksimalnim moguc¢im koris¢enjem jednom ucitanog podatka dodamo
jos jedan zahtev - da broj podataka koji su prisutni u memoriji bude maksimalno
mogu¢, dolazimo na ideju da ce kompletan deo matrice, ceo jedan njen blok, is-
tovremeno drzi u memoriji. Ova ideja nas dovodi do tzv. blokovskog pristupa

problemu mnozenja matrica.

Ako se matrica A, reda m X n, mrezom horizontalnih i vertikalnih linija podeli
i razlozi na viSe matrica, kazemo da je matrica razbijena na blokove. Pri tome,

blokovi matrice A su podmatrice A;;, reda m; x n;, gde je

P q
Z m; =m, Z n; =n.
i=1 j=1

Sada ¢emo opisati mnozenje matrica, primenom razbijanja matrica na blokove.

Neka su date matrice A i B, koje su podeljene na blokove

Ay A - Alq By Bia -+ By
A — A.21 Agp - A2q . iB= .321 By -+ DBy
Apl Ap2 e qu Bql Bq2 T qu

gde su blokovi takvi da je broj kolona matrica A;; jednak broju vrsta matrica Bjy,

(i=1,...,p;7i=1,...,¢; k=1,...,s). Tada je

Cll 012 e Cls
AB — 021 CY22 T 023
Coi Cpy - O

gde je Czk = Zg:l Aiijk> (Z = 1, ey Py k= 1, ...,S).
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Od svih prethodno pomenutih postupaka i ideja za implementaciju mnoze-
nja matrica, u nastavku ovog rada, od interesa ¢e nam biti iskljuc¢ivo algoritmi
sa trijadama ¢ + ab, kod kojih su grafovi algoritama koordinatni, te su kod njih

primenljivi rezultati iz druge glave ovog rada.

3.3 Sistolizacija algoritama

Globalne zavisnosti medju podacima u algoritmu narusavaju i onemogucuju pro-
tocnost podataka, te u tom slucaju nije moguca sistolicka implementacija algo-
ritma. Sistolizacija algoritma se izvodi uklanjanjem globalnih zavisnosti medju
podacima, tj. lokalizacijom istih (videti, na primer, [3, 79]). Sada ¢emo to pokazati

na primeru mnozenja matrice i vektora.

- T
Neka je data matrica A = (au), reda 3 x 3, i vektor b = [ by by by | .

. T
[zracunavanje rezultujuc¢eg vektora ¢ = A-b, ¢ = { c1 Co 3 } moze da se obavi

na sledeéi nacin

CZ(O) =0
V=Y fapby, k=1,2,3, i=123,
=,

Sada ¢emo u prostoru R3, generisanom jedinié¢nim vektorima

T T T
a=[100], &a=[010] ia&a=[001],

definisati algoritme, sa globalnim i lokalnim zavisnostima po podacima, na osnovu
datih izracunavanja, a zatim ¢emo odrediti usmerene grafove koji odgovaraju ovim

algoritmima.

Razmestimo, najpre, elemente matrice A = (az,), vektora b = [by by bs]” i
¢ = [ c§°) 050) cgo) }T u prostoru R®. Elemente matrice A, a;, razmestamo u
tacke a (i, 0, k), vektora g, b, u tacke b (0, 1, k), i vektora & (© u tacke c (i, 1, 0).
Tada se izrac¢unavanje elemenata vektora é®, k =1, 2, 3, cgk) obavlja u tackama

c(i, 1, k). Odgovarajuéi algoritam je
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Algoritam A
for k:=1to 3 do
for i :=1to 3 do
a(i, 1, k) :==a(i, 0, k)
b(i, 1, k) :=0(0, 1, k)
c(i,,k):=c(i,l,k—=1)4+a(i, 1, k)b(i, 1, k).

To znac¢i da se inicijalna izra¢unavanja, u ovom algoritmu, redom, u odnosu na

elemente matrice A i vektora bi ¢ ) obavljaju u tackama slede¢ih skupova
Pi(a) ={a(i, 0, k)|[1 <i<3,1 <k <3},

P, (b) ={b(0, 1, k)|1 < k < 3},
Pon(c) = {c(i, 1, 0)|1 < i < 3},

pri ¢cemu je P;,, = Pi,(a)U Py, (b)U Py, (c). Aktivna izracunavanja u ovom algoritmu
obavljaju se u tackama skupa Py, = {(i, 1, k)|1 <i <3, 1 <k <3}

Vektori zavisnosti u toku realizacije algoritma, po elementima vektora l;, ma-

trice A i vektora ¢ redom su

=i 1 k] ~[o1 k] =[ioo0],

Na osnovu skupa V' = P, U Py 1 matrice F, formirajmo sada usmereni graf
G = (V, E), koji odgovara Algoritmu A. Kako izracunavanja u ovom algoritmu,
u odnosu na vektor g, zavise od polozaja tacke u prostoru Py, tj. vektor zavisnosti
7y zavisi od indeksne promenljive i, Algoritam A, a samim tim i dobijeni usmereni
graf GG, poseduju globalne veze. On je prikazan na sledec¢oj Slici 3.2.

Definisimo sada vektore zavisnosti po podacima kao razliku vektora poloza-
ja tacke u kojoj se trenutno nalazi odgovarajuéi elemenat i tacke u kojoj je bio

prethodnog vremenskog trenutka. Tako je

m=li1 k] ~[i-1 1 k] =[100].
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G=(V.E)

Slika 3.2: Graf sa globalnim zavisnostima

Fo=[i1 k] =[iow] =[o10],
m=li1 k] —[i1k-1]=[001]"

Nova matrica zavisnosti po podacima je

ey

Il
o O =
o = O
_ O O

a odgovarajuéi usmereni graf je G = (V, E) . Njemu jednoznac¢no odgovara sledeci

algoritam

Algoritam B
for £ :=1to 3 do
for ::=1to 3 do
a(i, 1, k) :==a(i, 0, k)
b(i, 1, k):=0b(i—1,1, k)
c(i, ,k):==c(i, 1, k—=1)4a(i, 1, k)b(3, 1, k).
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Usmereni graf G = (V, E’) , koji je koordinatni i ne sadrzi globalne zavisnosti,

prikazan je na slede¢oj Slici 3.3

G=(V.E)

Slika 3.3: Graf bez globalnih zavisnosti

Dakle, od interesa su nam samo algoritmi, kod kojih mozemo na prethodno
opisani nac¢in ukloniti globalne zavisnosti. Takodje, od interesa su nam algoritmi

koji poseduju tzv. sitnozrnasti paralelizam.

Od prethodno navedenih algoritama, sva potrebna svojstva poseduju i pogodni
su za sistolizaciju, algoritam linearne kombinacije, dualni algoritam linearne kom-
binacije i algoritam spoljasnjeg proizvoda. Na osnovu njih, dobijamo sledece algo-

ritme, koji mogu da budu osnov za sistolizaciju.
Algoritam I

for £ :=1 to N3 do
for i :=1 to N; do
a(i, 1,k) :== a(i,0, k)
b(i, 1,k) :=0(0,1, k)
c(i,1,k) :=c(i, 1,k — 1)+ a(i, 1, k)b(i, 1, k)

gde je a(i,0,k) = ay, b(0,1,k) = bgy, c(i, 1, k) = cgf), c(i, 1,0) = cl(?) = 0, za svako

1=1,2,..., Ny, k =1,2,..., N3. Matrica C ¢e biti dobijena ponavljanjem ovih

izracunavanja ukupno N, puta.
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Algoritam II

for k:=1 to N5 do
for j :=1to N, do
a(l,7,k) :=a(1,0,k)
b(1,7,k) :=b(0,7,k)
c(1,j,k) :==c(1,7,k = 1)+ a(l,7,k)b(1, 7, k)

gdeje a(1,0,k) = ag, b(0, j, k) = by, c(1,7, k) = cgj), c(1,7,0) = cg[])-) = 0, za svako
7=1,2,...,Ny, k=1,2,..., N3. Matrica C' ¢e biti dobijena ponavljanjem ovog

algoritma ukupno N; puta.

Algoritam III
for j:=1to Ny do
for i :=1 to N; do
a(i,j,1) :=a(i,0,1)
b(i,j,1) := b(0,5,1)
c(i,3,1) :=¢(i,5,0) + a(i, j,1)b(3, j, 1)
b(0,7,1) = by, c(i,7,1) = CEJ), (i, 7,0) = C(O) = 0, za svako

1=1,2,...,Ny, j = 1,2,..., No. Matrica C' ¢e biti dobijena ponavljanjem ovog

gde je a(i> Oa 1) = Q41

algoritma ukupno N3 puta.

Oznac¢imo sa 1, 7, i 7. vektore zavisnosti podataka za matrice B, A i C,
respektivno. Za Algoritam I, imamo 7, = [i 00 ]T, za Algoritam II imamo
7 =[040]". Za Algoritam III imamo 7, = [0 0] i# =[700]". Kako
ovi vektori nisu konstantni, ve¢ zavise od indeksne promenljive, gornji algoritmi
poseduju globalne zavisnosti, dakle oni nisu sistolicki (videti [20, 66, 79]). Kako
bi ih nacinili sistolickim, neophodno je da uklonimo globalne zavisnosti izmedju

podataka.

Sistolizacija algoritama se izvodi uklanjanjem globalnih zavisnosti tj. lokaliza-
cijom istih (videti [3, 79]). Ovo se postize zamenom vektora zavisnosti 7, 7 1 7%,
u sva tri algoritma, vektorima & *=[100]", & *=[010]"ie. *=[001]".

Tako ¢e odgovarajuci sistolicki algoritmi biti.

Algoritam 1

for k:=1 to N3 do
for i :=1 to N; do
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a(i,1,k) = a(i,0,k)
b(i, 1, k) = b(i — 1,1, k)
c(i,1,k) :=c(i, 1,k — 1)+ a(i, 1, k)b(i, 1, k)

Mozemo da primetimo da je u pretposlednjoj liniji algoritma, zavisnost b(i, 1, k)
od b(0,1, k) zamenjena zavisnoséu b(i, 1,k) od b(z — 1,1, k), ¢ime se efikasno vrsi

lokalizacija zavisnosti u ovom algoritmu.

Algoritam 2
for k:=1 to N5 do
for j:=1to Ny do
a(l,j, k) :==a(l,j —1,k)
b(1,7,k) :=b(0,7,k)
c(1,5,k) :=c(1,4,k — 1)+ a(l,7,k)b(1, 4, k)

Mozemo da primetimo da je u trecoj liniji algoritma, zavisnost a(1, 7, k) od
a(1,0, k) zamenjena zavisnoséu a(1,j,k) od a(l,7 — 1,k), ¢ime se efikasno vrsi

lokalizacija zavisnosti u ovom algoritmu.

Algoritam 3
for j:=1to Ny do
for i :=1 to N; do
a(i,j, 1) :==a(i,j —1,1)
b(i,7,1) :==b(i — 1,4,1)
c(i,3,1) :=¢(i, 5,0) + a(i, j,1)b(3, j, 1)
Ovde je i u tre¢oj liniji algoritma, zavisnost a(i, 7, 1) od a(i, 0, 1) zamenjena zav-
isnoséu a(i, j,1) od a(i, j—1,1), a u etvrtoj liniji algoritma je b(4, j, 1) od b(0, j, 1)
zamenjena zavisnoséu b(i, j, 1) od b(i — 1,7, 1), ¢ime se efikasno vrsi lokalizacija

zavisnosti u ovom algoritmu.

Svakom od ovih algoritama moze se jednoznacno pridruziti orijentisani koordi-
natni graf G = (P, D), gde je

p:{ﬁzujkf\1§i§Nh1§j§Nzlék§N§

skup ¢vorova, dok je matrica koja definiSe veze u grafu, tj. zavisnost izmedju po-

dataka D = [ 7, 7, T ]T. Skup ¢vorova P odgovara skupu tacaka u kojima se obav-
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ljaju izracunavanja u odgovarajuc¢em algoritmu. Usmerene grane izmedju ¢vorova

. .. . . o o = 1T
su definisane vektor-kolonama u matrici zavisnosti podataka D = [ 7, 7, 7. | .

Ovi grafovi su koordinatni, tako da na njih mozemo da primenimo sve postupke

i metode, koje smo razvili u prethodnoj glavi rada.

3.4 Pravci projektovanja i valjane transformacije

Algoritmu 1 moze se pridruziti usmereni koordinatni graf G’ = (P’, D'), definisan

sa
Pr={p=[i 1 k]" [1<i<Ny, 1<k<Ns}

I
D
w
ol
w
oL
w
~
I
o o =
o~ o
— o o

Na osnovu celokupne analize o dozvoljenim pravcima projektovanja, date u odeljku

2.2 ovog rada, mogudi pravci projektovanja (videti [54, 60, 76]) su
p=[o00", g=po01)", g=pon" i g=[10 —1". (3.10)

Obzirom da se sva izracunavanja Algoritma 1 obavljaju u ravni j = 1, ceo
koordinatni graf algoritma je dvodimenzionalan. Navedeni pravci projektovanja,
kod kojih je ps = 0, obezbedjuju da projekcija tog koordinatnog grafa, u ravni,

bude jednodimenzionalna.

Na osnovu kriterijuma (2.12), (2.13), (2.16) i (2.17) za izbor valjane transfor-
macije, datih u drugoj glavi ovog rada, mozemo odabrati odgovarajuce valjane

transformacije, za svaki od datih pravaca projektovanja.

Za pravac projektovanja i = [1 0 O]T, mozemo odabrati valjanu transformaciju

52010.
0 01
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Za pravac projektovanja fi = [0 0 1]T, jedna valjana transformacija je

1 00
S = .
010
Za vektor pravca projektovanja ji = [1 0 1]T, uze¢emo valjanu transformaciju
10 —1
S = ,
01 0
a za pravac projektovanja i =[1 0 — 1]", valjanu transformaciju
1 01
S = .
010

U sluc¢aju Algoritma 2, na osnovu analize o dozvoljenim pravcima projekto-
vanja, date u odeljku 2.2 ovog rada, moguéi pravci projektovanja (videti [54, 60,
76]) su

g=p010", g=poy", g=p11]" i g=[01 -1". (3.11)

Obzirom da se sva izracunavanja Algoritma 2 obavljaju u ravni ¢ = 1, ceo
koordinatni graf algoritma je dvodimenzionalan. Navedeni pravci projektovanja,
kod kojih je p; = 0, obezbedjuju da projekcija tog koordinatnog grafa, u ravni,

bude jednodimenzionalna.

Odgovarajuéi graf G” = (P”, D") definisan je pomocu

Pr={p=11j k|" [1<j <Ny, 1<k <Ny}

1 0

T
p'=|a*a’tet] =101 0
00 1
Na osnovu kriterijuma (2.12), (2.13), (2.16) i (2.17) za izbor valjane transfor-
macije, datih u drugoj glavi ovog rada, mozemo odabrati odgovarajuce valjane

transformacije, za svaki od datih pravaca projektovanja.



GLAVA 3. SINTEZA 1DSA ZA PROIZVOD MATRICA 53

Za pravac projektovanja i = [0 1 O]T, mozemo odabrati valjanu transformaciju

1 00
S = .
001
Dalje, za pravac projektovanja i = [0 0 1]T mozemo odabrati valjanu transforma-
ciju
1 00
S = .
010

Za pravac projektovanja g = [0 1 1]T izabra¢emo valjanu transformaciju

01 -1
S = :
1 0 O
a za pravac projektovanja ;i =[0 1 — 1]T valjanu transformaciju
011
S = :
1 00
Za Algoritam 3 moguéi pravci projektovanja (videti [54, 60, 76]) su
p=01o00", g=p10", g=n10" i g=[1 —10". (3.12)
Usmereni graf G"” = (P, D") koji odgovara ovom algoritmu, definisan je sa

P ={p=[ij 1]7 [1<i<N, 1<j <Ny}

Obzirom da se sva izracunavanja Algoritma 3 obavljaju u ravni £ = 1, ceo
koordinatni graf algoritma je dvodimenzionalan. Navedeni pravci projektovanja,
kod kojih je pug = 0, obezbedjuju da projekcija tog koordinatnog grafa, u ravni,

bude jednodimenzionalna.

Na osnovu kriterijuma (2.12), (2.13), (2.16) i (2.17) za izbor valjane transfor-
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macije, datih u drugoj glavi ovog rada, mozemo odabrati odgovarajuc¢e valjane
transformacije, za svaki od datih pravaca projektovanja.

Za pravac projektovanja i = [1 0 0]", mozemo da izaberemo valjanu transfor-

maciju
010
S = .
0 01
Za pravac projektovanja g = [0 1 O]T, valjana transformacija je, na primer,
1 00
S = .
0 0 1

Za pravac projektovanja i = [1 1 O]T, mozemo odabrati valjanu transformaciju

521_10,
0 0 1

a za pravac projektovanja i = [I — 1 0]", valjanu transformaciju

. [ 110 ] |
00 1
3.5 Sinteza 1D polja

Algoritmu 1 iz prethodnog odeljka moze se pridruziti usmereni koordinatni graf
G1 = (P, Dy), definisan sa

Po={p=[i 1 k]" [1<i<Ny, 1<k<Nsf

k<
0 0
3.13
10 ( )
01

Moguéi pravei projektovanja su (videti [64]) = [1 00", Z=[001]", g=[101]"
ig=[10 —1".
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3.5.1 Sistolicko polje SA1, pravac i =[10 0]"

U cilju sinteze odgovarajuceg sistolickog polja, na kome bi bio realizovan Algo-
ritam 1, najpre je potrebno za izabrani pravac projektovanja nac¢i jednu valjanu
transformaciju, tj. transformacionu matricu. Konkretno, za ovaj slucaj, pravcu

projektovanja fi = [1 0 O]T odgovara valjana transformacija, oblika

52010.
0 01

Koristeéi ovu transformacionu matricu .S, usmereni graf Gy = (P;, D;) preslikava

se u usmereni graf sa ciklusima I'y = (Qq, Ay).
x
Neka su PE — [ ] pozicije procesnih elemenata u buducéem sistolickom
Y

T
2 5 2 5 2 . . . . .
} matrica kojom su definisane zavisnosti

polju. Dalje, neka je Ay = {é}, e, €.
medju podacima, tj. veze izmedju ¢vorova u novom grafu.

Imajuéi u vidu (3.10), dobijamo

tj.

za svako k =1,2,... Ns.

U skladu sa (3.10), zaklju¢ujemo da se sistolicko polje SA1 sastoji od 2 = N
procesnih elemenata (videti [51]). Kako je & 2 = [0 0]", dobijeno polje je staticno,
tj. elementi jedne od matrica su tokom realizacije algoritma staticni, tj, ne krecu
se kroz sistolicko polje. Tokom realizacije Algoritma 1, elementi vektor-kolone

B, su staticni, dok se elementi vektor-kolone C. krecu protoc¢no kroz polje.

Prostor inicijalnih izracunavanja za Algoritam 1 je P, = P;,(a) U Py, (b) U
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Pin<c)7 gde su

Pu(a) = {(i,0,) [ 1 <i< N, 1<k < Ny}
P; (b> :{<071’k> | 1<k< N3} (315>

Pule) = {(1,1,0) | 1 <i < V.

Pretpostavimo da se izracunavanja u algoritmu, u nekom fiksiranom vremen-
skom trenutku, obavljaju u tacki prostora P, ¢iji je vektor polozaja p = [i j k |T.
Na osnovu 3.13, izracunavanjima u toj tacki, prethodila su izracunavanja u tacka-
ma Gji su vektori polozaja pi = p— &>, py = p— &> 1 p3 = p— €°. Ove tri
tacke aktivne su u istom vremenskom trenutku i u njima se, prilikom realizacije
sistolickog algoritma, obavljaju razlic¢ita izracunavanja. One leze u istoj ravni, ¢iji

je vektor normale paralelan vektoru

7F==20(p2 — p1) x (p3 — p1), (3.16)

gde je konstanta 3 prirodan broj, koji se bira tako da vektor 7 ima celobrojne
koeficijente.
I je celobrojni vektor, paralelan vektoru 7, pri ¢emu se znak bira tako da vazi

samo jedan od sistema nejednakosti:

IIer® > 0, IIey” > 0, Ile3® > 0,
ili

= -3 = -3 = -3

ITe1” < 0, Iley” <0, Ilez” < 0.

Tako je taj vektor jednoznacno odredjen, a mi ¢emo ga iznaciti vektor-vrstom
H == [ tn t12 t13] . (317)

Da bi realizacija algoritma na dobijenom polju uopste bila moguéa, tj. da ne
bi bilo konflikta ili neodgovaraju¢ih ”susreta” podataka u nekim procesnim ele-
mentima polja, neophodno je uskladiti trenutke ulazaka podataka u polje. To,
prakticno, zna¢i da ¢emo uraditi izvesno "razvlacenje” polja, tacnije pozicija po-

dataka na ulasku u polje. To je ilustrovano na slede¢im Slikama 3.4 i 3.5.
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- M

Slika 3.4: P,,, pre ”"razvlacenja” polja

T T !
o~ N Fe s

CSZ

Slika 3.5: P;,; posle ”"razvlacenja” polja
U tu svrhu, definisimo funkciju takta kao
tp) =Tp + a, § € P (3.18)

Funkcija takta odredjuje trenutak aktivnosti u svakoj tacki prostora Pj,;. Kon-
stanta « se odredjuje izborom tacke prostora Pj,, ¢iji je vektor polozaja py =
[ o jo kol”
algoritma, tj. za koju vazi t(py) = 0. Izbor ove tacke je izuzetno bitan, jer mora

, u kojoj se odvijaju prva izracunavanja, prilikom realizacije sistolickog
da se obezbedi uslov

t(p) >0 (3.19)

za svako p € Pj,;, sa osobinom p # py.

Preuredjenje indeksnog prostora P, u P;, obavlja se (videti [64, 60]) na osnovu

5= 5= () + e’ v e {a,b,c} (3.20)
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Kako je u ovom slucaju fi = [1 0 O]T, Il = [111],p=[i1 k]T, funkcija takta

je
t@)=[111]-[i 1k +a=i+l+k+a=i+1+k—-3=it+k—2,

pa je, na osnovu (3.20), preuredjeni prostor inicijalnih izracunavanja, za Algori-
tam 1, Py, = P,(a) U P, (5) U P (c), gde su

Pi(a)={(,—i—k+3,k) | 1<i<N;,1<k< Ns}
Pr(b)={(2-k,1,k) | 1 <k < N3} (3.21)

Br(e) ={(,1,2 i) [ 1 <i < Ni}

Inicijalne (z,y) pozicije podataka u polju, na pocetku izra¢unavanja, dobi¢emo

uskladusa | © | = S - py, gde je v € {a,b, c}, pa imamo
14
2 1 Z [ ik +3
=8 = —i—k+3|=|
Y 0 k
L Jda k L
[ ] (010 2=k 1]
T o5, = ]. 1 :[ (3.22)
v, (001 . k|
X [ 0 i 1
x
b 01 ] ) [2—2]
L7 e : 2—i

Karakteristike ovog polja su

Q:Ng V:4N3+2 Ttot:N2N1+N3—1
(3.23)
N1 N2 N: N1 N2 N:
S = Nz]\}1+2N3371 E= N2]\}1+2N3371 ’R
gde je /Ttot - En + Te:ce + Touta a En - O’ Teme - N2N1 + NS —11 Tout =0.

[lustrovac¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny = 4, Ny = 2
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i N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.20, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.
Naravno, u ovom primeru prikazano je izracunavanje, tj. pozicije podataka u polju,
po taktovima, za izracunavanje kompletnog proizvoda matrica, a ne samo jedne
kolone matrice C'. U ovom sistolickom polju koriséeni su procesni elementi, ¢ija je

struktura i funkcionalno svojstvo prikazano na Slici 3.6.

Cnut
a()ut = ain
a()u S GH s 4-_ ain
t ‘ k bout = in
bm _@ 23 boug Cout = Cin+ain bin
[L]

Slika 3.6: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA1

Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, N, = 21 N3 = 3,

karakteristike su
N=3 V=14, T}, =10, S=2401i E =0.8.

U Tabeli 3.1 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po

taktovima.
3.5.2 Sistolicko polje SA2, pravac i = [0 0 1]"

Za pravac projektovanja fi = [0 0 1]T jedna valjana transformacija je

52100.
010

U skladu sa (3.10), ova transformacija preslikava usmereni graf G; = (P, D;) u
usmereni graf sa ciklusima I's = (@2, Ay), tj. koji nas dovodi do sinteze sistolickog
polja SA2, kod kojeg su pozicije procesnih elemenata i zavisnosti medju podacima

definisani sa
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TABELA 3.1: GANTOGRAM ZA SA1 ZA Ny =4, Ny =21 N3 =3

takt PE1 PE2 PE3

—_
%)

_

—_

). 0)
621) = Cgl) + as1b11 6521) = Cgll) + a12b21
(1) = C:(ﬂ) + az1b11 Cé21) = Céll) + ag9boy ciy = Cgl + a13b31
) )
) (0)

2

3 C31 ). )

4 65111 = 04(11 + a41b11 05,21) = Cgll) + azoboy cg)i) Cgl) + a93b31
) c§12 = c9 +anbio cfl) = cill) + aq2b21 c:(,,?i) = cgl) + assb3y
6 c%) = ch) + ag1b12 0522) = 0512) + a12b22 cﬁ) = Q(u) + a43b3;
7 c§12) = Ci(’>2) + az1bi2 0522) = 0512) + ag2b2o cg) =c ( ) + a13bs2
8 65112) = 022) + aq1b12 c:%) = célz) ~+ aszaboo cg? = céQ) + ag3b3o
9 oy =iy +aubay ) =) + agsby
10 6513) = ) ~+ a43bss

(3.24)

tj.

zasvako 1 =1,2,... Nj.

U skladu sa (3.24), zaklju¢ujemo da se sistolicko polje SA2 sastoji od 2 = N
procesnih elemenata (videti [51]). Kako je & % = [0 0]", dobijeno polje je takodje
staticno. Elementi rezultuju¢e matrice C' su tokom realizacije algoritma staticni, t;.
ne krecu se kroz sistolicko polje, dok se elementi vektor-kolone B, krecu protocno

kroz polje.

—

Kako je u ovom slucaju i = [0 0 1]T, I=[111),p=[i1 k]T, funkcija takta

je
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t)=[111]-[i1k"+a=i+1+k+a=i+1+k—3=i+k—2,

pa je preuredjeni prostor inicijalnih izracunavanja, za Algoritam 4 dat sa P}, =
Pr(a) U P (b) U Py (c), gde su

Ea  [100 ! i
:S'pa: |l —i—k+3 | = .
v, 010 ) —i—k+3
R (1.0 0 2k 2k
T =5 = ]- | :[ ] (3.25)
v |, (010 . 1
[ ] (100 i
X 2
SRR
L7 e 5 92

Karakteristike ovog polja su

Q:Nl V:4N1+2 Ttot:N2N3+N1—1

(3.26)

S = __NiNaNg E = NaN3
NoN3+Np—1 NoN3+Np—1 °

gde je ﬂot - ﬂn + Te:ﬂe + Tout; a En - 07 Teme - N2N3 + Nl —1i Tout =0.

Ilustrova¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny =4, Ny = 2 i
N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.21, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.

I u ovom primeru je prikazano izracunavanje, tj. pozicije podataka u polju, po
taktovima, za kompletan proizvod dve matrice. U ovom sistolickom polju koris¢eni
su procesni elementi, ¢ija je struktura i funkcionalno svojstvo prikazano na Slici
3.7.

Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, N = 21 N3 = 3,

karakteristike su

D=4, V=18 T1n=9, S=2661iFE =0.67.
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Ciﬂ ?out
i"{ aout = in
bout - 0! i‘ @4—— bin bout = in
4 L= in

[If] C,=T+a, b,

out *~

|
Cout am
Slika 3.7: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA2

TABELA 3.2: GANTOGRAM ZA SA2 7zA N1 =4, Ny =21 N3 =3

t PE, PFEy PE; PE,

1 Cgll) = ng) + a11b11

2 cﬁ) = cgll) + a12b21 céll) = 0(2?) + a21b11

3 cﬁ) = 6521) + a13bsy cg) = cgll) + ag2ba1 cgll) = cg) + as1b11

4 c%) = cgg) + ai1bi2 cg) = cézl) + ag3bs; cgzl) = céll) + asaboy 05111) = cfﬁ) + aq1b11
5 cg) = 0512) + aj2bo2 célz) = cgg) + a21b12 c:(ﬁ) = c§21) + assbsy 05121) = 04(111) + aq2b91
6 cg) = 6522) + ai3bse c§22) = 092) + ag2bog c;%) = céOQ) + asz1b12 cﬁ) = 04(121) + a43b31
7 0532) = cg) ~+ ag3bsa cg) = 0512) + asobas 05112) = cg) + aq1b12
8 C:(;;) = Ci())zz) + assbsa 65122) = 04(112) + as2bag
9 cfé) = 04(122) + a43b32

U Tabeli 3.2 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-

tovima.
3.5.3 Sistolicko polje SA3, pravac ji=[1 0 1]"

Jedna od valjanih transformacija za pravac projektovanja fi = [1 0 1]T je

-1 0 1
0 10

Ova transformacija preslikava graf G; = (P;, D;) u usmereni graf sa 0 = Ny +
N3 — 1 ¢vorova. To znaci da odgovarajuce sistolicko polje ne bi imalo optimalan

(najmanji moguéi) broj procesnih elemenata. Kako bi dobili polje sa optimalnim
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brojem procesnih elemenata, moramo da prilagodimo graf Gy = (P;, D;) pravcu
. - T
projektovanja fi = [1 0 1]".

Prilagodjavanje se izvodi preslikavanjem skupa

H:{ﬁ:Hilkfllsinglgngg

u skup P, = {ﬁ* =lu 1l w ]T}, na osnovu (2.28), (2.30) pomocu

u
1| = Hp+f
w
gde je
1 00
H =ié el =1010
1 01

matrica preslikavanja, a f: (00 —1 ]T vektor koji obezbedjuje da se projekcija,

tj. graf Go = (P», D7) nadje u prvom oktantu. Dakle

U 100 . 0 l
1 = 1010 1{+1] 0 = 1 ;
w 1 01 k -1 1+k—-1

za svako 1 =1,2,... Ny ik =1,2,..., N3. Dobijeni usmereni graf G, = (P, D;),
koji je takodje koordinatni, jedinstveno se preslikava na sledeéi sistolicki algoritam,

ekvivalentan Algoritmu 1.

Algoritam 4
for k:=1 to N5 do
for i :=1to N; do

a(i,l,i+k—1):=a(i,0,i+k—1)
b(i,1,i+k—1):=b(i—1,1,i+k—1)
c(i,l,i+k—1)=c(i,1,i+k—2)+a(i,1,i+k—1)b(i,1,i+k—1)

gde je a(i,0,t4+ N3) = a(i, 0,t), b(0,1,t+ N3) = b(0, 1,t), za svakoi = 1,2,..., Ny,
t=1,2,..., N3. Koristedi (3.10), usmereni graf Gy = (P, D1) moze da se preslika u



GLAVA 3. SINTEZA 1DSA ZA PROIZVOD MATRICA 64

usmereni graf I's = (Q3, As), kod kojeg su pozicije procesnih elemenata i zavisnosti

medju podacima definisani sa

-1 1 -1
PE — =5 = ! : 1 = " ’
Y 0 10 k1 1
! (3.27)
1 01 oo 1 0 1
A3=S5-D= -1 0 1 0| = ,
0 10 0 10
0 01
t.
-1 0 1
[gbzgazaczrz
0 10
za svako 1 =1,2,... Ny.

Na osnovu (3.27), zakljucujemo da odgovarajuce sistolicko polje, SA3, sadrzi
Q = Nj procesnih elemenata (videti [51]). Kako je & > = —¢&. 2, polje je bidirek-
ciono. Elementi vektor-kolone é.l i vektor-vrste 51. se kre¢u kroz sistolicko polje,

u suprotnim smerovima.

Prostor inicijalnih izracunavanja za Algoritam 4, posle prilagodjavanja, je

Pn(a) ={(6,0,i+k—1) [ 1 <i < N;,1 <k < N3}
Pn() ={(0,1,i+k—1) | 1<i< Ny, 1<k<Ns} (3.28)

Pin(c) ={(i,1,0) [ 1 < < N}
Primetimo da kod ovog polja parametar A = ﬁ/j, poznat kao period protocnosti,
nije jednak jedinici. Stavise ovde je
A=Tig=[111]-[101] =2
Ovaj parametar definiSe interval izmedju dva izracunavanja u istom procesnom

elementu. Dakle, kada je A > 1, procesni element je "besposlen”, samim tim

gubi se dragoceno vreme i celokupno vreme izvrSenja algoritma je vece nego Sto
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je pozeljno. Preciznije receno, broj uzastopnih neiskorisé¢enih ciklusa u procesnom

elementu, izmedju dva ciklusa u kojima se vrsi izracunavanje, jednak je A — 1.

Kako bi za slucajeve A > 1 dostigli ukupno vreme izvrsenja, jednako onom
u slucaju A = 1, moramo da na neki nacin prilagodimo prostor unutrasnjih
izracunavanja P

nt*

duz pravca paralelnog vektoru fi.

Prilagodjavanje se vrsi (videti [60]) translacijom nekih tacaka

*
prostora P ,,

Pretpostavimo da je taj pomeraj duz praveca /i jednak r Ny, gde je r = r(i), i =
1,2,...,Ny,r €40,1,.... A\—1}. Ovde moramo da vodimo racuna o dva ogranicenja.
Najpre, prilikom translacije dela tacaka ne sme da dodje do preklapanja. Dve
tacke sa istog pravca, paralelnog sa u, koje se pre pomeranja nalaze u tackama
P1 = [d1 j1 k1 |1 D2 = [ia J2 k2 |, preklopice se ako je uspunjen uslov r Ny = A(i9—11).
Na primer, za A = 2 ili A = 4, to ¢e se desiti za parno Ny, a ako je A = 3 to ¢e se
desiti ako je Ny deljivo sa 3 (videti [60, 84]). Zbog toga ¢emo , prilikom odredjivanja

faktora pomeraja, umesto Ny, koristiti

_ Ny —1 ko je N1 =0 d2
N { (=1, akoje Ny =0 (mod2), 52
Ny u suprotnom
akoje A=21ili A =4, a
_ Ny — 1, ako je N1 = 0 (mod3),
M:{ ! je N1 =0 (mod3) (3.30)
Ny u suprotnom
ako je A = 3.
Drugo ogranicenje vezano je za startnu tacku u prostoru py = [ ig jo ko |, u kojoj

treba da pocne izvrSavanje algoritma. Naime, i posle prilagodjavanja prostora,
izracunavanja u tackama p'= [ i j k |, gde su j i k fiksirani na neke vrednosti, ne
bi smela da krenu pre obavljanja izracunavanja u tacki p'= [ i j k |, tj. mora da

bude ispunjen uslov
t(p) — Ny < t(ps).
Iz ovoga proizilazi da je parametar r = r(i) najveéi moguéi ceo broj iz skupa

{0,1,..., A — 1}, za koji vazi

—Ai —ip) +rNy <0, i=iy=1r=0. (3.31)
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Konaé¢no, inicijalni raspored podataka u sistolickom polju, koji daje najkrace
moguce vreme izvrSenja, za dati broj procesnih elemenata, dobija se pomocu jed-

nakosti

=S-p, —rNie;, v €{ab,c} (3.32)

Celokupna analiza sprovedena analiza vazi za pravce projektovanja kod kojih je
i1 # 0. Analogno se izvode uslovi i za pravce kod kojih je g # 0, pa imamo da je

parametar r = r(j) najveéi mogudi ceo broj iz skupa {0, 1, ..., A — 1}, za koji vazi
_)\(j - jO) + TNZ < 07 ] = jO =T = Oa (333>

a parametar Ny dat pomocu

_ Ny —1 ko je Ny =0 d2
N2={ , =1, akoje N =0 (mod2), 530
Ny u suprotnom
akoje A=2ili A =4, a
_ Ny —1 ko je Ny =0 d3
N, = { 2= 1, akoje N =0 (mod3), (3.35)
Ny u suprotnom

ako je A = 3 (videti [60]).

Da se vratimo sada sintezi polja SA3. Inicijalne (z,y) pozicije podataka u

polju, na pocetku izracunavanja dobijamo pomocu,

_w_ k — _ 0
== X +T1N1 5
) 3—92 —k 1
o] [ 2i+2k—3 [
= TN , (3.36)
v, I 1 0
el [1-2 |1
v = ' +T1N1[O]’

zai=1,2,....Niik=12 .. Ny (videti[3, 60]), N} dato u (3.29) i 3.30, dok je
r1 dato sa (3.31).
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Karakteristike ovog polja su

Q=N; V=4dN;3+4 T = No(N; +2N; — 2)

(3.37)

— __NiNs — N1
S - Ni1+2N3—2 E - Ni1+2N3—-2 °

gde je T;fot = En +Texe _'_Toutv a T'zn - N3 - 17 Texe = NQ(Nl +2N3 - 2) - 2N3 +2
i Tout — N3 - 1

aﬂut
L
anut = n
Cout < Q""‘_ Cm b
out *— Uin
b, 5| 1 b = e 8. b
Cout = Cin+ain in
T
ain

Slika 3.8: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA3

[lustrova¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny =4, No =2 i

N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.22, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.

I u ovom primeru je prikazano izracunavanje, tj. pozicije podataka u polju, po
taktovima, za kompletan proizvod dve matrice. U ovom sistolickom polju koriséeni
su procesni elementi, ¢ija je struktura i funkcionalno svojstvo prikazano na Slici
3.8. Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija N; = 4, Ny = 21 N3 = 3,

karakteristike su
0=3, V=16, T;,, =16, S=1501 E = 0.50.

U Tabeli 3.3 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-

tovima.
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TABELA 3.3: GANTOGRAM ZA SA3 ZA Ny =4, Ny =21 N3 =3

t PEs PE, PE,
1 b11

2 b11 b11

3 cgll) = cg(i) + a11b11
4 0521) = cﬁ) + a12b21 céll) = c:(ﬁ) + ag1b11
5 cﬁ) = cﬁ) + a13b31 c§21) = cgll) + asabo1 céll) = cgi) + ag2b21
6 cé?i) = cg) + assbs; ngl) = cgll) + a93b31 cflll) = cfg) + aq2b21
7 cg?i) = cgl) + a91b11 04(121) = 04(111) + a43b31

8 cﬁ) = 05121) + a41b11

) 092) = ng) + a11b12
10 0522) = 6512) + a19b99 CélQ) = Cé%) + a31b12
11 ) =}y +asbs o) =i +ambyn oy = cly) + anb
12 ) =) +assbsn o5y = by +ambsy ey =) + auban
13 Cg) = 0522) + a21b12 04(122) = 04(112) + a43b32

14 05132) = 05122) + a41b12

15 b12 b12

16 bi2

3.5.4 Sistolicko polje SA4, pravac ji=[10 — 1]T

Za pravac projektovanja = [10 — 1]T valjana transformacija moze da bude

1
S = 01.
010

Na osnovu (3.10) usmereni graf G; = (P, D;) se preslikava u usmereni multigraf.

Ovaj graf bi nas doveo do odgovarajuceg sistolickog polja, koje bi sadrzalo
2 = N; + N3 — 1 procesnih elemenata (videti [51]), $to nije optimalno za datu
veli¢inu problema. S druge strane, kako je & ? = &, 2, Algoritam 1 ne bi mogao
da se implementira korektno na ovom polju. Ovaj problem moze da se resi u dva

koraka.
Najpre ¢emo interpolirati skup ¢vorova P; grafa G, skupom ¢vorova

T

] 1
Plz{ﬁ:[i—Q k] |1<i<, 1gng3}.
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Nakon toga, izvrsi¢emo prilagodjavanje skupa P, U P, pravcu projektovanja ji =
10 — I]T. Prilagodjavanje se izvodi preslikavanjem skupa P;U P} na skup P3U Ps,
gde su

Py={p=[u 1l w]} i PSZ{ﬁ:[“_; ! w]T}

definisani pomocu

u
1| =Hp+f
w
gde je
1 00
H = [i & &) = 0 10
-1 0 1

matrica preslikavanja, a f: [00 N ]T vektor koji obezbedjuje da se projekcija,
tj. graf G35 = (P3 U P, D3) nadje u prvom oktantu. Dakle

u 1 00 7 0 1
1 = 0 10 11+] 0 = 1 ;
za svako ¢ = 1,2,..., Ny i k = 1,2,..., N3. Usmerene grane u dobijenom grafu

('3 = (P; U P3, D3) su definisane vektor-kolonama matrice

100

T
D3:[5b35a35c3 =10 10
00 1

Ovaj graf jedinstveno se preslikava u sledeé¢i algoritam, ekvivalentan sistolickom

Algoritmu 1.

Algoritam 5

for k:=1 to N5 do

for i :=1 to N; do
b(i — 5,1, —i+k+ Np):=b(i — 1,1, =i+ k+ Ny)
b(i,1,—i+k+ Np):=b(i — 5,1, —i + k+ Ny)
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a(i, 1, —i+k+ Nl) = a(i,O, —i+ k4 Nl)
c(i,1,—i+k+Ny) :=c(i,1,—i+k+Ny—1)+a(i, 1, —i+k+Np)b(i, 1, —i+k+Ny)

gde su a(i,0,t+ N3) = a(i,0,t), b(0,1,t+ N3) = b(0,1,t), zasvakoi = 1,2,..., Ny,
t=1,2,...,Ns.

Koristeci valjanu transformaciju

1 01
S = ,
010
i (3.10), graf G3 = (P3 U P, D3) se preslikava u usmereni multigraf Ty = (Q4 U

Q41,\4), kod kojeg su pozicije procesnih elemenata i zavisnosti medju podacima
definisani sa

k 4+ Ny

(3.38)

tj.
T 101
{ é'b 2 é'a 2 é; 2 ] = 2 )
010
dok su pozicije leceva, tj. elemenata za kashnjenje (delay-elements) date pomoéu
c_ 1
i— 1
101 2
d— | S-pp = . 1 =
Yy 010

—i+k+ N;
za svako k=1,2,..., N3.

kN . (3.39)
1

Elementi za kasnjenje sluze da "uspore” tok nekih podataka kroz sistolicko
polje, i na taj nacin postignu da podaci putuju razli¢itim brzinama.

Odgovarajuée polje, SA4, sadrzi 0 = N3 procesnih elemenata (videti [51]).

Kako je &, * = %56 2 polje je unidirekciono. Tokom implementacije Algoritma 5
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na SA4 elementi vektor-kolone é.l i vektor-vrste 51. se protocno krec¢u kroz polje

i to u istom pravcu, ali razlicitim brzinama.

Prostor inicijalnih izracunavanja za Algoritam 5 je

Pi(c) ={(,1,0) | 1 <i < Ny}
Nakon prilagodjavanja indeksnog prostora uz pomo¢ funkcije takta, pri ¢emu
jei=[10—-1"T=[211],7=[i1 —i+k-+ Ny|", vremenska funkcija je
1
tp)=[211]- 1 +a=

, (3.41)
—1 + k + N1
pa je preuredjeni prostor inicijalnih izracunavanja
Pin(a) = {(i,2 —i— ky—i+k+Np) | 1<i <Ny, 1< k< Ny}
Pp(b) ={(*=2 1, —i+k+ M) | 1 <i < Np,1 <k < N3} (3.42)
Ppn(c) = {(5, 1,14+ Ny = 2i) | 1 <0 < Ny}
a inicijalne (x,y) pozicije podataka u polju, na pocetku izracunavanja, su
[ ] 101 ' k+N
x
=S.j, = 2—i—k |= o
010 , 2—i—k
- -a —Z‘|—]€+N1
ro- 1+i—k
1 0 1 2 k—i+2N1+1
l—s.p, = : | - 2 (3.43)
Yy 010 , 1
- 40 —Z+k+N1
1 01 14+ Ny —1
010 , 1
- -c ]_ —|— N1 — 22
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Karakteristike ovog polja su

Q= N3 V =4N3+2 Tiot = No + N3(Ny + Ny — 1)

(3.44)

S = N1 NaN3 E = N1 Ny
N2+N3(N1+N2—1) No+N3(N1+N2—1) °

gde je Tyor = Tin + Tege + Tour, @ Tip, = N3, Tege = No+ N3(Ny + Ny — 1) —2N3 +1
iTys = N3 — 1.

[lustrova¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za N; = 4, Ny =
21 N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.23, u odeljku Primeri, na kraju ove

glave. U ovom sistolickom polju koriséeni su procesni elementi, ¢ija je struktura i

a()ut
L :
C a()ut = ain
out 4—4@4—— Cin b b
out <+—j () 1—.4_ bi“ out” "
Cnut = Cin+ain bin
L]
|
a.

Slika 3.9: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA4

funkcionalno svojstvo prikazano na Slici 3.9.
Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, N, = 2 i N3 = 3,

karakteristike su
0N=3, V=10, T\, =17, S=1411 E = 047.

U Tabeli 3.4 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-

tovima.

U slu¢aju Algoritma 2, moguéi pravci projektovanja su i = [0 1 O]T, i =
o1, =011 ig=[01 —1)". Odgovarajuéi graf G5 = (Ps, D5) definisan
je sa

— . T .
Po={p=[1j k]" |1<j<Np, 1<k< Ns}
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TABELA 3.4: GANTOGRAM ZA SA4 ZA Ny =4, Ny =21 N3 =3

t. PE;3 d PE, d PE, d
1 b31
2 b31 b21
3 b31 b21 b11
4 b1 bor Y =D fanbn by
5 bs1 cﬁ) = cgll) + aj2ba1 b1 cgll) = cg? + ag3bz1  bay
6 cﬁ) = cﬁ) + ai3bsr by 0521) = cgll) + ag1b11 bs1 céll) = Cgi) + aszaba; b1y
7 cg?i) = cg) + ageba1 b1y c§21) = cgll) + assbsr  boy 05111) = cg) + aq1bir b2
8 C;(g) = C§21) +az1bi1 b31 64(121) 1= Cflll) + as2b21 b1y b32 bao
9 Cﬁ) = Cﬁ) + aszbs1  boy b11 b32 bao bi2
10 b21 b11 b32 b22 0512) = ng) +aitbiz  b32
11 b11 b3 Cg) = Cglg) + a19b2s  b3o 6512) = Cg%) + ao3bza  bog
12 cg) = c%) 4+ a13b3s  boo cg) = C%) 4+ ao1b12  b3o 05(512) = cég) 4+ agaboy  bio
13 Cg) = C%) + agzba2 b2 CéQZ) = Célz) + assbsa  ba2 04(112) = Cé(l%) + a41b12
14 cg;) = 0522) 4+ az1bi2 b3 cg) = 05112) + aq2b22  bio
15 cg) = 05122) + aq3b32  bao b12
17 b1o

1 0 0

Di=[&*aa’] = o1
0 01

3.5.5 Sistolicko polje SA5, pravac 7= [0 1 0]"

U cilju sinteze odgovarajucéeg sistolickog polja, na kome bi bio realizovan Algo-
ritam 2, najpre je potrebno za izabrani pravac projektovanja nac¢i jednu valjanu
transformaciju, tj. transformacionu matricu, u skladu sa uslovima za transfor-
macione matrice iz druge glave. Konkretno, za ovaj slucaj, pravcu projektovanja

fi=1[010]" odgovara jedna valjana transformacija, oblika

1
S = 00.
0 01
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Koriste¢i ovu transformacionu matricu S, a na osnovu (3.10), usmereni graf G5 =

(Ps, Ds) se preslikava u usmereni graf I's = (Q5, As).

Neka su PE —

x
] pozicije procesnih elemenata u buduc¢em sistolickom
Y

T
polju. Dalje, neka je A5 = [ e e re’? } matrica koja definiSe usmerene grane
grafa, tj. zavisnosti medju podacima, tj. veze izmedju ¢vorova u novom grafu.

Imajuéi u vidu (3.10), dobijamo

t.

za svako k = 1,2, ..., N3. Odgovarajuce sistolicko polje, SA5, ima 2 = N3 (videti
[51]). Kako je €, 2 = [0 0]", dobijeno polje je staticno. Tokom realizacije Algo-
ritma 2, elementi vektor-vrsta Aj. su stalni u polju, dok se elementi vektor-vrste

61. kre¢u kroz polje.

Prostor inicijalnih izracunavanja za Algoritam 2 je P, = P;,(a) U Py, (b) U
Pin(c)a gde su

P; (a):{(1707k) | 1 SkSNii}
P (b) = {(0,4,k) | 1 <j < Ny, 1<k < N3} (3.46)

Medjutim, posle prilagodjavanja inicijalnog indeksnog prostora izracunavanja, po-
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mocu funkcije takta

1
tp)=[111]-|j |+a=14+j+k+a=1+j+k—-3=7+k—2, (3.47)
k

preuredjeni prostor inicijalnih izracunavanja je
Ph(a)={(1,1 -k k)| 1<k< N3}
Pr)={(2—-j—kjk)|1<j< Ny, 1<k< N} (3.48)

Pi(c)={(1,4,1—-4) | 1<j<Ng}

Inicijalne (z,y) pozicije podataka u polju, na pocetku izra¢unavanja, dobi¢emo

uskladusa | © | =8 - Py, gde je v € {a,b, ¢}, pa imamo
Y14
KX 0 ! 1
o= s = e | =
0 01 k
L Ja k
ER (100 2mg-k 2 k
x . . —j—
0 k
L 7 1o L 2
R | 0 ! 1
x
= Sp = ] i | = .]
Y 0 : 1=
L dec L 1 _ j L
Karakteristike ovog polja su
Q:Ng V:4N3+2 ﬂot:N1N2+N3—].
(3.50)
S = Njﬁzjffy;—l E= le\]/\zfl-i\][\%—l ’

gde je ,I‘tot = T%n + Teace + TOut7 a ,I‘m = 07 Teace = NINQ + N3 —11 TOut = 0.

[lustrovaé¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny = 4, Ny = 2 i
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N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.24, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.

Cout
1
a C . aout = dy,
— e Li«— a.
ut 4 - in
’ bout = bin
biﬂ _"'Ig " bout Cou := Ciptay, bm
[L]

Slika 3.10: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA5

U ovom sistolickom polju koriséeni su procesni elementi, Cija je struktura i

funkcionalno svojstvo prikazano na Slici 3.10.

Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, N, = 21 N3 = 3,

karakteristike
N=3 V=14, T;,, =10, S=2401i E = 0.80.

U Tabeli 3.5 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-

tovima.
3.5.6 Sistolicko polje SA6, pravac ji=[0 0 1]T

Za pravac projektovanja fi = [0 0 1]T jedna valjana transformacija je

1
S = 00.
010

Pomocu ove transformacije i na osnovu (3.10), graf G5 = (Ps, D5) se preslikava u

usmereni graf sa ciklusima 'y = (Qg, Ag).
x
Neka su PE — [ ] pozicije procesnih elemenata u buduc¢em sistolickom
Y

T
5 2 o 2 . . . . . .
} matrica koja definiSe zavisnosti medju

polju. Dalje, neka je Ag = [ & 2e e,

podacima, tj. veze izmedju ¢vorova u novom grafu.
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TABELA 3.5: GANTOGRAM ZA SA5 ZA Ny =4, Ny =21 N3 =3

takt PE1 PE2 PE3

W= D 1 ayyy,

0512) = c§%> +anbiz oy = Cgll) + a12bn
cgll) = céﬂ) +aabin ¢y 2
o5 = o) + ambiy )

(0)

0
1 +a31b11 Cog =

—_
%)

—

—_

CgQ + a12b29 Cﬁ) = 0521) + a13b31
2
Cgll + ag9bo1 Cig = 052) + a13b39

)
=Y 0521) + az3b31

© 00 J O Ut = W N
(%)
S
==
|

= cC: Coy + a29b2s Coyy 1=
célg) = cé%) + az1b12 C:(),21) = cgll) + agabay cg;) = 0522) + ao3b3s
05111) = CZ(S) + a41b11 cz(é) = c§12) + az2bo9 cg) = cg) + as3bsy
05112) = cz(l%) + aa1b12 cfl) = cill) + as9bo1 cgg) = c§22) + asz3bsa
cg) = cfllz) + aq2b22 cﬁ) = cfﬁ) + a43b31

Cgé) = 05122) + a43b32

—_
]

Imajudi u vidu (3.10), dobijamo

Il
nn
Dy
Il
| — |
O =
— O
o o
| E—
o~ .
I
| —— |
(SE—
| I— |

tj.

zasvako j = 1,2,..., Ny. Odgovarajuce sistolicko polje, SA6, sastoji se od {2 = N,
procesnih elemenata (videti [51]). Kako je & % = [0 0], polje je stati¢no. Tokom
implementacije Algoritma 2 na ovom polju elementi vektor-vrste C'1. su rezidentni

u polju, dok se elementi vektor-vrste A;. krecu protoc¢no kroz polje.

Imajuéi u vidu prostor inicijalnih izra¢unavanja za Algoritam 2 (3.46), kori-

S¢enjem funkcije takta,

t@)=[111]- 1k " +a=1+j+k+a=1+j+k-3=j+k—2,
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preuredjeni prostor inicijalnih izracunavanja je

Pr(a) ={(1,1 =k k) | 1 <k < Ns}
Br0) ={(2=J = k5, k) [ 1 <j < Npy 1 <k < Ny} (3.52)

Pr(e)={(1,4,1-j) | 1 <j < Ny}
pa ¢emo imati inicijalne (z, y) pozicije podataka u polju, na pocetku izrac¢unavanja,

u skladu sa [ R IS - Py, gde je v € {a,b, c}

Y

o

[ ] 100 1
=S = 1—k | =
| 010 . 1—k
2 ] (1o00] |2TIF 2—j—k
=S-B=, i :[ J } (3.53)
_y_b L _ k’ J
[ ] (10 0] L
i
:S _‘*: y p—
el ]
L de L a 1_]

Karakteristike ovog polja su

Q:NQ V:4N2+2 Eot:N1N3+N2_1
(3.54)

S — _NiNoNg E = N1 N3
N1N3+No—1 Ni{N3+No—1 °

gde je Eot = ﬂn + Teme + Tout; a ﬂn = 07 Texe = N1N3 + NQ —-1i Tout = 0.

[lustrova¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny =4, Ny =2 i
N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.25, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.
U ovom sistolickom polju koriS¢eni su procesni elementi, ¢ija je struktura i

funkcionalno svojstvo prikazano na Slici 3.11.

Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, Ny = 2 i N3 = 3,
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bnut Cin

Y aout - a’m

R

ain_"@ () [* aout bout = bin
] vi L= in
3
cout — r+ain bin

b Cout

Slika 3.11: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA6

karakteristike su
0N=2 V=10, T,y =13, S=1851 E =0.92.

U Tabeli 3.6 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-

tovima.
3.5.7 Sistolicko polje SA7, pravac ji= [0 1 1]T

Slicno kao u slucaju polja SA3, za pravac projektovanja ji = [0 1 1]T raz-

motricemo slede¢i algoritam, ekvivalentan Algoritmu 2.

Algoritam 6

for k:=1 to N5 do

for j:=1to Ny do
a(l,jk+j—1):=a(l,j—1k+j—1)
b(l,5,k+7—1):=0b0,5,k+j—1)
c(lLjk+j—1):=c(l,jk+j—2)+a(l,7,k+7—1)b(1,5,k+j—1)

gde je a(1,0,t + N3) = a(1,0,t), b(0,7,t + N3) = b(0,4,t), za j = 1,2,..., Ny,
k=1,2,... N,

Odgovarajuéi usmereni graf Gg = (FPg, D5) definisan je sa

P6:{ﬁ:[1 jgk+j—1]" [1<j <Ny, 1§k‘§Ns}-
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TABELA 3.6: GANTOGRAM ZA SAG6 ZA Ny =4, Ny =21 N3 =3

takt PE; PR,

1 0511) = Cg(i) + a11bny

2 0521) = Cgll) + a12b21 0512) = Cg%) + a11b12
3 cg‘? = 0521) + a13b31 c%) = C%) + a12b92
4 cgll) = cgol) + a21b11 cg) = cg) ~+ a13b32
) cgl) = cgll) + ag2b21 0512) = 0(2%) + a21b12
6 cg) = 0521) + a923b31 c%) = cglz) + ag9bao
7 C:(sll) = C:(’ﬁ) + azibn CgBQ) = 0522) + ag3bsz
8 cgﬁ) = cgll) + azaboy c§12) = cé%) + a31b12
9 cgi) = ng21) + a33bsy cg) = cg;) + asabag
10 Cz(lll) = cfﬁ) + a41b11 C:(;;) = C:(fz) + a33b32
11 04(121) = 05111) + a42b2; 05112) = cflg) + aq1b12
12 Cz(ﬁ) = 04(121) + a43bs1 05122) = 04(112) + a42b92
13 Cg) = 0421% + as3bs2

Jedna od valjanih transformacija za pravac projektovanja fi = [0 1 1]T je

0 -1 1
S = :
1 0 0
Koristeéi ovu transformaciju, usmereni graf Gg = (P, Ds) se preslikava u multigraf

I'; = (Q7, A7), definisan pomocu

PEHV

1
-1 1
1 0 0 0

tj.

1 0 0

[—»2—»2~2}T (0 -1 1]’

za svako k =1,2,..., N3. Iz (3.55) zaklju¢ujemo da odgovarajuce sistolicko polje,
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SA7, poseduje Q = N3 elemenata (videti [51]). Kako je &, > = —¢€. >, SAT je bidi-

rekciono. Elementi A i C}. proto¢no prolaze kroz polje u suprotnim smerovima.

Prostor inicijalnih izracunavanja za Algoritam 6 je
Pin(a) ={(1,0,k+j—1) | 1 <j <Ny, 1 <k < Ns}
Pin(b) ={(0,j,k+j—1) | 1 <j < N3, 1 <k < Ns} (3.56)

Nakon prilagodjavanja prostora inicijalnih izrac¢unavanja pomocu funkcije takta
t@)=[111]-[1jk+j-1]" +a=1+j+k+j—-1+a=2j+k—3,
preuredjeni prostor inicijalnih izracunavanja je
Pr(a) ={(1,2=k =54,k +j—-1) [1<j < Np,1 <k < Ny}
P:b)={B3—k—25,7,k+7—1) | 1 <j <Ny 1<k<N;} (3.57)

Pr(e) ={(1j,1=j) | 1<j < No}

Polje SAT opisano je slede¢im formulama [63]:

] 2j + 2 —3 [
= J + 19Ny )
) 1 0
el [ k- To
o= 4 4oV, , (3.58)
v, _3—2]—k: _1
el [1-2 1]
= ] J +7”2N2[ )

zaj=1,2...,No, k=1,2,...,N3a Ny irysudatisa (3.32), (3.33) i (3.34).
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Karakteristike ovog polja su

Q=N; V=4N3+2 Ty = Ni(Ny+2N; — 2)

(3.59)

— __ NaNs — No
S - No+2N3—2 E - No+2N3—2 7

gde .je T;fot = En‘*’Texe—i_Touta a ,‘Tm = N3 - L Texe = Nl(NZ +2N3 - 2) - NS_'_ 11
Tout = 0.

[lustrova¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny =4, No =2 i

N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.26, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.

0o
(=1
# |
(@)

Q

g

(@]

Q

=1

1)

0

=

.+.

o

oo

o

o

—5

o

Slika 3.12: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA7

U ovom sistolickom polju koriséeni su procesni elementi, Cija je struktura i

funkcionalno svojstvo prikazano na Slici 3.12.

Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija N; = 4, No = 21 N3 = 3,
karakteristike su

0=3 V=10, Ty =24, S=1iF =0.33.

U Tabeli 3.7 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-
tovima.

3.5.8 Sistolicko polje SA8, pravac ji=[01 — 1]T

Slicno kao kod sistolickog polja SA4, za vektor pravca projektovanja ji =
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TABELA 3.7: GANTOGRAM ZA SAT7 ZA Ny =4, Ny =21 N3 =3

takt PE; PE, PE;3
1 a1
2 an ai
3 0511) = Cg(i) + a11b11 a1 a2
4 6512) = 0(102) + (leblg 6(121) = Cgll) —+ a12b21 ai12
5 12 0522) = 6512) + a12b29 ngi) = (3&21) + a13b31
6 a2 a13 Cg) = ngg) + ay3b32
7 ais a3 as
8 ais as1 a1
9 0511) = Cgi) + as1b11 an as
10 0512) = Cég) + CL21b12 Cg21) = C;ll) + a22b21 a922
11 a9 6(222) = 6512) + aggbgg ng-)i) = ngl) + a23b31
12 22 a23 6532) = Cg22) + ao3b3o
13 a3 a3 aszy
14 azs as asi
15 ey =) +anbn az ass
16 6512) = Cég) + a31b12 Ci(’>21) = Céll) + aszoboy aso
17 asz cé%) = c:ng) + agzba c:(;i) = Cé21) + assbs;
18 asg ass C§32) = C:(é) + a33l)32
19 ass ass aq
20 ass a41 a4
21 CElll) = Cfﬁ) + CL41b11 aql aq2
22 64(112) = cflg) + aq1b12 65121) = 64(111) + ag9b21 42
23 a4 64(122) = 05112) + a43b42 Cﬁ) = 64(121) + a43b31
24 42 a43 05132) = 65113) + (1431)32

01 — 1]T, nakon interpoliranja skupom évorova

_ N ) 1

a zatim i prilagodjavanja pravcu projektovanja ji=1[01 — 1]T, dobijamo

T

P7:{ﬁ:[1 v w]T} i P7:{]5’:[1 v

| 1<j< N, 1gng3}

1)

83
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definisani pomocu

1
v :H~ﬁ+f
w
gde je
1 0 0
H =1[a geél =10 1 0
0 -1 1

matrica preslikavanja, a f = [00 Ny " vektor koji obezbedjuje da se projekcija,
tj. graf Gy = (P; U Pr, D7) nadje u prvom oktantu. Dakle

u 1 0 0 1 0 1
1{ =10 1 0 j |1+ 0 = J ,
w 0 —1 1 k No —7+k+ N,
za svako j = 1,2,...,No i k = 1,2,..., N3. Usmerene grane u dobijenom grafu

G7 = (P; U P;, Dy) su definisane vektor-kolonama matrice

1
T
D7:[eb36a3ec3 =

O v O

Ovaj graf jedinstveno se preslikava u sledeéi algoritam, ekvivalentan sistolickom

Algoritmu 2.

Algoritam 7
for k£ :=1 to N3 do
for j :=1to Ny do
a(lj—3,—j+k+No):=a(l,j—1—j+k+N)
a(1,7,—j +k+ Ny) :=a(0,,—j + k + Ny)
b(1,j,—j +k -+ Ny) :=b(0,5, —j + &k + Ny)
(1,4, =j+k+Na) = c(l,j,—j+k+No= 1) +a(l,j, —j +k+Na)b(L, j, —j +
k + Ns)

gde je a(1,0,t+ N3) = a(1,0,t), b(0, 5,t+ N3) = b(0, j,t), za svako j = 1,2,..., Ny,
t:1,2,...,N3.



GLAVA 3. SINTEZA 1DSA ZA PROIZVOD MATRICA 85
Odgovarajuéi usmereni graf G; = (P, D7) definisan je sa

Pr={p=[1j —j+k+N]" [1<j< N, 1 <k< Ny}

10 0
T
D=[&’e’e’] =01 0
0 0

Jedna valjana transformacija, koja odgovara vektoru pravca projektovanja, i =
01 —1]" je
011
S = .
1 00

Koristeé¢i ovu valjanu transformaciju i (3.10), graf Gy = (P; U P;, D7) se preslikava

u usmereni multigraf I's = (QsUQs, Ag), kod kojeg su pozicije procesnih elemenata

i zavisnosti medju podacima definisani sa

1
01 1 k+ N.
PE—) v :Sﬁ: ] e + 2 s
y 100 |
011 00 0% 1] |
ASZS'D7: %0 — 2 y
100 - 10 0|

.
T 0 11
|: gb 2 e_‘a 2 gc 2 ] = 2 )
1 00
dok su pozicije leceva, tj. elemenata za kasnjenje (delay-element) date pomoéu

1
v 01 1
d :S'_»: . ._l

—j+k+ N,

. (3.61)

k—l—]\b—;]

za svako k=1,2,..., N3.

Elementi za kasnjenje, kao i kod SA4, sluze da ”uspore” tok nekih podataka

kroz sistolicko polje, i na taj nacin postignu da podaci putuju razli¢itim brzinama.
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Na osnovu (3.60), zakljuc¢ujemo da se polje SA8 sastoji od {2 = N3 procesnih

2

clemenata (videti [51]). Kako je &, 2 = %é’c , ovo polje je unidirekciono. Elementi

vektor-vrste A;. i vektor-vrste C). se protocno kreé¢u kroz polje i to u istom pravcu,

ali razli citim brzinama.

Prostor inicijalnih izracunavanja za Algoritam 7 je

P(a) ={(1,0,—j+k+No) [ 1 <j < Np,1 <k < N3}
Pin(b) = {(0,, —j +k+Na) | L <j < Np, 1 <k < N3} (3.62)

Pin(c) ={(1,5,0) | 1 <j < No},
Kako je funkcija takta u ovom slucaju

1
tp)=[121]- j +o=
—j+k+ N
=142 —j4+k+No—3-Ny=j+k—2,

(3.63)

posle postupka prilagodjavanja prostora, dobijamo da je preuredjeni prostor inici-

jalnih izracunavanja

HZ(G)Z{(L”"’;“,—jJrkJer) |1 <5< Ny, 1<k<Ns}

Po®) ={(=j —k+2,j,=j+k+No) [1<j<Np, 1<k <Nsp  (3.64)

Pr(e) ={(1,j,1+ N> = 2j) [ 1< j < Na}

Inicijalne (z,y) pozicije podataka u polju, na pocetku izra¢unavanja dobijamo
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pomocu,
. 11 1 k—j+1+2Ny
Tl o o _ |0 j—k+1 _ 2
=S = . : —
Yy 1 00 1
- Sa -7+ k + N2
Ea 0 1] 2ot Ny +k
x 2
=S-pp = = 3.65
P11 00 ! [ 2—j—k (3:65)
- - b - -7+ k + N2
S - 1 1
x| g5 011 ) 1+ Ny —j
PP 000 A 1
-7 e - S 14+ Ny —2j
Karakteristike ovog polja su
Q=N3 V=4N3+2 Ty = Ny + N3(N; + Ny — 1)
(3.66)
_ N1 NaoN: _ N1 No
S = N1+N3(N1+§V2—1) b= N14+N3(N1+N2—1)

gde je T;fot = T%n + Texe + Touta a T%n = Ng, Te:ce = Nl + NS(Nl + N2 - 1) - NS 1
Tout =0.

bout
il
aout = djy
Ciﬂ ﬁ_*@ Q‘ > C(]u[ b
out *— Yin
@__L > '_—. aout
ai“ cout = Cin-'-ain bm
T
b.

—

n

Slika 3.13: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA8

[lustrova¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny =4, Ny = 2 i

N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.27, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.
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TABELA 3.8: GANTOGRAM ZA SA8 ZA Ny =4, Ny =21 N3 =3

t d PE, d PFEs d PFEs

1 a3

2 ai a3

3 an ao a13

4 ary Y=Y anbn an a3

5  as3 0512) = cgg) + ai13b3zs a1 cﬁ) = cgll) + a12b21 a3

6 asn o3 a3 0(122) = 6512) +ay1bi2  ain cﬁ) = 0(121) + a13b31
7 az a2 a3 a3 a Cg?é) = Cg) + aiz2ba
8 a3 0511) = Cgi) +az1bi1 a2 a3 a1 ai

9  ass 0512) = Cég) + az3bz2 a2 Cé21) = Cgll) +ageba1  as3 ais

10 ase ass as3 0522) = Cglz) +azibi2 a2 Cg?i) = 0521) + az3b3;
11 az a2 ass3 a3 a1 Cg) = Cg) + a22b22
12 ags C;(gll) =) +azibn  az ass as3 a1

13 ags C§12) = cgg) + aszszbss  asi ngl) = cgll) + azobo1  ass ao3

14 ag 43 ass3 C;(»,QQ) = C§,12) +azibiz  asz C;(),:i) = céﬁ) + assbs;
15 au (42 a43 ass3 asi cé‘? = C;(322) + asaba
16 a3 04(111) = Cfﬁ) +anbin  as a43 ass asi

17 cfllz) = cé(é) +aszbza  aq 05121) = Cé(lll) + agebar  as3 ass

18 a43 05122) = 082) + aq1b12  aqo Cfi) = 65121) + a43b31
19 aq cfé) = 05‘22) + ag9b9o

U ovom sistolickom polju koriS¢eni su procesni elementi, ¢ija je struktura i
funkcionalno svojstvo prikazano na Slici 3.13.
Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, Ny = 2 i N3 = 3,

karakteristike su
0=3 V=10, T;,,x, =19, S=1261 F = 0.42.

U Tabeli 3.8 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-
tovima.

Za Algoritam 3, moguéi pravci projektovanja su i = [100]", 7= [010]",
f=1[110"i7g=1[1 —10]". Usmereni graf Gs = (Ps, Ds) koji odgovara ovom

algoritmu, definisan je pomocu

Po={p=[i j 1]" |1<i< N, 1<j< N}
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3.5.9 Sistolicko polje SA9, pravac ji=[1 0 0]"

Jedna valjana transformacija za pravac projektovanja ji = [1 0 O]T je

010
00 1]

Imajuéi u vidu (3.11), usmereni graf Gg = (Fs, Dg) se preslikava u usmereni graf

sa petljama I'g = (Qg, Ag), odredjen sa

)
1 .
PE _ x:S-ﬁ:O 0.],:]7
Y 0 0 1 ) 1

(3.67)
0
010
0= )
0 01
1
t].

L9991 010
|:€ (& (& :|—
b a c 00 1 )

x
za svako j = 1,2,..., N3. Pri tome su PE — [ ] pozicije procesnih eleme-
Y

T
nata u buduéem sistolickom polju, a Ag = { ¢ e 2é.? } matrica koja definise

zavisnosti medju podacima, tj. veze izmedju ¢vorova u novom grafu.

Odgovarajuce sistolicko polje SA9, sastoji se od {2 = N procesnih elemenata
(videti [51]). Kako je & 2 = [0 0]", polje je staticno. Elementi vektor-kolone A

protocno se krec¢u kroz polje.

Prostor inicijalnih izra¢unavanja za Algoritam 3 je P, = Pi,(a) U Py, (b) U
Pin(c)u gde su
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Pin(a) = {(5,0,1) | 1 <@ < Ni}

Pon(e) = {(1.5,0) | 1< i < Ny, 1<j < Mo,

Nakon prilagodjavanja prostora inicijalnih izracunavanja, koriS¢enjem funkcije ta-
kta

i
t@=[111]-|j |+a=itj+l+a=i+j+1-3=i+j-2, (3.69)
1

dobijamo
Prla) ={(,1-41) [ 1 <i< N}
Pr)={(1-75,1) | 1<j<No} (3.70)
Phe) ={(i,j,2—i—j) [ 1<i< N, 1< < Nob

Inicijalne (z,y) pozicije podataka u polju, na pocetku izra¢unavanja, dobi¢emo

uskladusa | © | = S - py, gde je v € {a,b, c}, pa imamo

L
(2] 0 ' |
x —1

pr— S _‘a p— . 1— pr—
L da 1
- _ 1—3j
z 010 j
y b 0 01] J [1] (3.71)
L 7 1y L 1
_ - _ 0 Z
T N } J

0 , 2—1—3

-7 de - 2—1—
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Karakteristike ovog polja su

Q=N, V=4Ny+2 T,y = N;N3s+ Ny —1

(3.72)
S = _NiNoNg E = N1 N3

N1N3+No—1 - NiN3+No—1 ?
gde je 7jtot = Cijn + Teze + Tout; a En - 07 Tewe = N1N3 + N2 —-11 Tout = 0.

[lustrova¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny =4, Ny =2 i

N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.28, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.

“—
out *~ “in

’—
out * in

Cout = Cin+ain bin

out

Slika 3.14: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA9

U ovom sistolickom polju koriséeni su procesni elementi, Cija je struktura i

funkcionalno svojstvo prikazano na Slici 3.14.

Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, N, = 21 N3 = 3,

karakteristike su

N=2 V=10, T}y =13, S=1851 F = 0.92.

U Tabeli 3.9 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-

tovima.
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TABELA 3.9: GANTOGRAM ZA SA9 ZA Ny =4, Ny =21 N3 =3

takt PE, PFE,

1 0511) = Cg(i) +a11bn

2 0511) = Cgi) + a21bn1 0512) = Cg%) + a11b12
3 cgll) = c:(,ﬂ) + a31b11 082) = cé%) + a21b12
4 cz(lll) = 05101) + aq1b11 ch,lQ) = cgg) + az1b12
) cﬁ) = cgll) + a12b91 0312) = cig) ~+ a41b12
6 0521) = cgll) + a29bo1 cg) = cglz) + a12b2o
7 C:(s21) = C:(all) + aszb21 CgQQ) = 0512) + agabao
8 04(121) = 05111) + as9b91 cg) = 0512) + agabog
9 Cﬁ) = 6521) + a13b31 Cg) = 64(112) + CL42[)22
10 Cg? = 6221) + a23b31 Cg) = 0(122) + a13b32
11 Cg) = Cg21) + as3bsy ng) = C%) + ao3b3a
12 Cz(ﬁ) = 04(121) + a43bs1 Ci(’,32) = C:(),22) + a33bsz
13 Cg) = 04(122) + as3bs2

3.5.10 Sistolicko polje SA10, pravac i = [0 1 O]T

Za pravac projektovanja fi = [0 1 O]T, jedna valjana transformacija je

1 00
0 01

Obzirom na (3.11), usmereni graf Gg = (Ps, Dg) se preslikava u usmereni graf
x
sa petljama I'jp = (Q10,A10), kod koga su PE — [ ] pozicije procesnih
Yy
T
elemenata u buducem sistolickom polju, a Ay = [ e e 2e’? } matrica koja

definise zavisnosti medju podacima, tj. veze izmedju ¢vorova u novom grafu. Tada
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imamo da su:

t.

za1=1,2,...,N;. Odgovarajuce sistolicko polje SA10 sastoji se od {2 = N; pro-
cesnih elemenata (videti, [51]). Kako je &, % = [0 0]", polje je staticno. Elementi

vektor-vrste By. se protocno krec¢u kroz polje.

Prostor inicijalnih izra¢unavanja je dat sa (3.68). Medjutim, mi ¢emo ga, kao
i kod svih prethodnih polja, prilagoditi pravcu projektovanja. Funkcija takta, za

ovaj slucaj, je
1
tp)=[111]-|j |+a=i+j+1+a=i+j+1-3=i+j—2, (3.74)
1

Tako dobijamo prilagodjeni prostor inicijalnih izracunavanja:

Pi;(a):{(ivl_ivl)|1§i§Nl}
Pr)={(1-7,j,1) | 1 <j < No} (3.75)

Pi(c)={(,j,2—i—j) | 1 <i< Ny, 1 <5< No}

pa inicijalne (z,y) pozicije podataka u polju, na pocetku izra¢unavanja, dobijamo
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=S, gde je v € {a,b, c}:

u skladu sa [

y Y
- . 0 i .
xT ?
LY, 0 ) 1
- _ 1—j
z 100 1—j
Db 00 1 ] j [ ) ] (3.76)
L db L 1
- - 0 i '
T 2
= S . _)C — ; —
b 00 1 } J [ 2 _i—j ]
-7 e - 2—1—7
ain cout
Dj aout ain
bin_m y > b bOut = Uin
o Cuut = cin+ain bm
|

aout Ci

Slika 3.15: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA10

Karakteristike ovog polja su
Tiot = NoN3 + Ny — 1

Q=N;, V =4N;+2
(3.77)
N1 NaN: _ N3 N:
: E - N2N3+]\?}1—1 )

S = NoN3+Ni—1

gde je CZ-'tot = T'm + Teze + Tout7 a En = 07 Texe = N2N3 + Nl —-11 Tout = 0.

[lustrova¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny =4, Ny =2 i
N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.29, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.
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TABELA 3.10: GANTOGRAM ZA SA10 zA Ny =4, Ny =21 N3 =3

t PE, PEs PE; PE,

1 cgll) = cg(i) + a11b11

2 0512) = cg) + aj1bi2 cgll) = cgi) + a21b11

3 ngl) = cgll) + aj2bo; célz) = céog) + a21b12 cgll) = cng + az1b11

4 cg) = 0512) + a12b22 cg) = 0(211) ~+ ag2b21 cgé) = cf(g) + asg1bi2 cflll) = cfg) + aq1b11
5 cﬁ) = 6521) + a13bsy 6222) = cglz) + az2ban c:(fl) = cgll) + asabay 05112) = cff;) + as1b12
6 iy =) Faisbs o5y =) Fambs el o=y +asban ey = ) + asba
7 cé?i) = cg) + aa3bs; c:(ﬁ) = c§21) + assbsy 05122) = 04(112) + aq2b22
8 cg?;) = cg) + a33bso cﬁ) = 04(121) + ag3b31
9 cfé) = cg) ~+ a43bss

U ovom sistolickom polju koriséeni su procesni elementi, Cija je struktura i

funkcionalno svojstvo prikazano na Slici 3.15.

Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, N, = 21 N3 = 3,

karakteristike su
Q=4 V=18, T}y =9, S=2.661 F =0.67.

U Tabeli 3.10 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-

tovima.
3.5.11 Sistolicka polja SA11 i SA12, pravac i=[11 0]"

Za pravac projektovanja 7 = [110]", razmotri¢emo slede¢a dva algoritma,

ekvivalenta Algoritmu 3, a sve u svrhu smanjenja dimenzije odgovarajucih polja.

Algoritam 8

for j :=1to N, do

for i :=1to N; do
b(i,i+j—1,1):=b(t —1,i+j—1,1)
a(i,i+j—1,1):=a(i,i+75—2,1)
cliyvi+j—1,1):=c(i,i+j—1,0)+a(i,i+j—1,1)b(i,i+j—1,1)
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gde je b(0,t+ N2, 1) = b(0,¢,1), ¢(0,t+ No, 1) = ¢(0,¢,1), zasvakoi = 1,2,..., Ny,
t=1,2,...,Ns.

Algoritam 9
for j:=1to Ny do
for i :=1 to N; do
CL(Z+] - 17j> 1) = CL(Z+] - 17] - 171)
gdeje a(t+N1,0,1) = a(t,0,1), c(t+ Ny, 4, 1) =c(t, j, 1), zasvako t = 1,2,..., Ny,

i=1,2,...,N.

Za Algoritam 8 odgovarajudi usmereni graf Gy = (Py, Dy), odredjen je pomo-
éu

Py={p=[ii+j—1 1 |1<i<N, 1<j< Ny}

S

I
L—
D

w

™

w

L
w

| I
|

I
o O =
o = O
_ O O

Jedna valjana transformacija za pravac projektovanja i = [1 1 O]T je

-1 10
S =

0 01
Imajuéi na umu (3.11), usmereni graf Go = (P, Dy) se preslikava u usmereni
multi-graf I'1; = (Q11, A1), definisan sa

?
-1 10 J—1
:S-_): . +_1 — ,
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tj.

wer-[3 1]

za j =1,2,..., Ny. Na osnovu (3.78) zakljuéujemo da se odgovarajuée polje SA11,
sastoji od Q = N, procesnih elemenata (videti [51]). Kako je &, > = —e, 2, SA11
je bidirekciono, tj. elementi vektor-kolone A i vektor-vrste Bj. protocno prolaze

kroz polje, tokom realizacije algoritma, u suprotnim smerovima.

Prostor inicijalnih izracunavanja za Algoritam 8 je P, = P;,(a) U Py, (b) U
Po(c), e su

Pp(a) ={(z,0,1) | 1 <i < N}
P(b) ={(0,i+j—1,1) [ 1 <i < Ny 1< j < Ny} (3.79)

Nakon prilagodjavanja prostora inicijalnih izracunavanja pravcu projektovanja,

na osnovu funkcije takta, koja je u ovom slucaju,
i
tp)=[111]-|i+j—1|4+a=i+i+j—1+14+a=2i+j—3, (3.80)
1

dobijamo

Pia)={(i,1 —i,1) | 1 <i < Ni}
Prb)={(2—i—ji+j—11)[1<i<N.1<j<No} (3.81)

Pr(e)={Gi+j-1,3-2i—j)[1<i< N, 1<j<No}.

Inicijalne (z,y) pozicije podataka u polju, na pocetku izra¢unavanja, dobi¢emo
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u skladu sa [ R - Py, gde je v € {a,b, ¢}, pa imamo

y ¥
—x_ 1—2 _ 1
= Sp, = [ +7’1N1[ ]
. 0
[z ] B [ 2i4+2j -3 N
= Spb = J —|—T1N1 (382)
v, I 1 0
2] i1 [o
= S.p. = J . + 1NV ;
. 3—21— 1

pri ¢emu su N; i r; veé objagnjeni pomocu (3.29), (3.30) i (3.31).

Karakteristike polja SA11 su

Q:NQ V:4N2+2 ﬂot:N3(N1+2N2—2>
(3.83)

_ NN — Ny
S ~ Nj+2Ny—2 E ~ N1+2No—2

gde je ,-Ttot - ﬂn +Teme +Tout7 a En = N2 - 17 Tere = N3(N1 + 2N2 - 2) - N2 +11i
Tout - O
[lustrova¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny =4, No =2 i

N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.30, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.

Cout
b . . b aoul = ain
ou 4-——-+)4—T~—. Ll4— b.
L in -
bout L bin
ain __"@ : » aout c — C. +a b
out *~  “in in ~in
[L]
T
C.

m

Slika 3.16: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA11
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TABELA 3.11: GANTOGRAM ZA SA11 zA Ny =4, Ny =21 N3 =3

takt PE; PFE,
1 b11
2 Cgll) = 0501) +a11bn b1
3 c:(ﬁ) = cz(,ﬁ) + as1b11 0312) = c(lg) + a11b12
4 0512) = cg;) ~+ a21b12 c§12) = cg%) + a31b12
5 04(112) = cflg) + as1b12 cgll) = cgi) + a21b11
6 b1y iy = + agibyy
7 b1 b21
8 0521) = 0511) + a12b21 ba1
9 ngl) = cgll) + azobay c%) = 6512) + a12b99
10 0522) = cglz) + ag2b22 0522) = 0512) + as2bao
11 cz(é) = cfllz) + aq2b22 0521) = cgll) + ag2boy
12 bo1 cfl) = cfl) + ag2b21
13 ba1 b31
14 Cﬁ) = 0521) + a13b31 b31
15 cz(ﬁ) = ci(%Ql) + aszzbs1 Cg) = 0522) + a13b39
16 0532) = C§22) + ag3b3o Cg32) = C:())ZQ) + aszbsa
17 cg) = 05122) ~+ a43b30 cggi) = cg) ~+ as3bs1
18 bs1 Cfi) = cfl) + a43b31

U ovom sistolickom polju koriSéeni su procesni elementi, ¢ija je struktura i

funkcionalno svojstvo prikazano na Slici 3.16.

Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, N, = 2 i N3 = 3,

karakteristike su
N=2 V=10, T,; =18, S=1331 FE = 0.44.

U Tabeli 3.11 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-

tovima.

Za Algoritam 9, odgovarajuéi usmereni graf je, G19 = (Pig, D19), odredjen sa

Po={p=[i+j—1 3 1]" [1<i< N, 1<j< N}
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T
- 3 > 3 > 3
DlO = { €p €q €E¢ ] -

o O =
o = O
= O O

Koristedi valjanu transformaciju

S_[—l 1 o])
0 0 1

u skladu sa (3.11), usmereni graf G19 = (Pyo, D1o) se preslikava u usmereni multi-
graf I'19 = (Q12, A12), definisan sa

1+7—1
T . -1 1 ) 1—1
Y 0 0 1
! (3.84)
110 00 1 10 |
App=5-D= . 1 0| = ,
0 01 0 01
01
tj.
[ 9 o9, 91T -1 10
€y~ €y " € } =
0 01
zai=1,2,...,N;. Na osnovu (3.84) zaklju¢ujemo da se odgovarajuce sistolicko

polje, SA12, sastoji od Q = N; procesnih elemenata (videti [51]). Kako je &, > =
—eq 2, SA12 je bidirekciono. Elementi vektor-kolona ff.l i ]§1. se protocno krec¢u

kroz polje, u suprotnim smerovima).

Polja SA11 i SA12 su ve¢ projektovana i istrazena u [63].

Prostor inicijalnih izracunavanja za Algoritam 9 je P, = P;,(a) U Py, (b) U
Piu(c), gde su

Pu(a)={(i4+j—1,0,1)]1<i< N}

Pin(e) ={(i+Jj =1,5,0) [1<i <Ny, 1< < No.}
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Naravno, kao i u prethodnim slucajevima, izvrsi¢emo prilagodjavanje prostora

inicijalnih izracunavanja, pravcu projektovanja. Funkcija takta je

i+j—1
tp)=[111]- j t+a=i+j—-1+j+14+a=i+2j—3, (3.86)
1

pa imamo

Prla)={(+j—-12—i—j41) |1 <i< N}

Fo(e) ={(i+j—1,5,3=i=2j) | 1<i <Ny, 1 <5< No}

Inicijalne (x,y) pozicije podataka u polju, na pocetku izracunavanja, dobi¢emo

u skladu sa [ R - Py, gde je v € {a,b,c}, pa imamo
Y

o i+j-1 e
T -1 10 o 3—21—29 - |1
= |l 2—1—7 | = + 19Ny
Y 0 01 1 0

L da 1 .
[z ] 110 1—y 2j — 1 [ 1
x — — -
= j = J + 79 N9
Y 0 O 0
L 7 1y L 1 L
T  +7—1
. 110 t 1—i _To
= ] = . . —|—’I"2N2 .
0 ] ) 3—1—2j 1
- -c 3—1—2j

(3.88)
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Bez ikavih implikacija ove formule mozemo dovesti na pogodniji oblik

[ ] [ 92i+2j—3 |
x _ 1+ 29 1o N,
=y_a L
1—2j [

o= I 41Ny (3.89)
v, I 1 0
x i—1 _lo

= | F Ny
Y, 3—1—2j 1

pri éemu su Ny i ry veé objasnjeni pomocéu (3.33), (3.34) i (3.35).

Karakteristike polja SA12 su

Q=N V=2N+4 T = N3(Ny+2N; —2)

(3.90)

_ N1 No — No
S ~ No+2N;—2 E  No4+2N;—2

gde je Tiot = Tin + Tee +T0ut7 a Ty, = Ny — L, Teze = N3(N2 +2N; — 2) —2N; +2
i1, =N —1.
[lustrova¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny =4, Ny = 2 i

N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.31, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.

& a a'nut = in
am;—— O T “in
t bout = bin
bin __"II! . » b "
‘ Crmt = Cin+ain bin

Slika 3.17: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA12

U ovom sistolickom polju koriséeni su procesni elementi, ¢ija je struktura i

funkcionalno svojstvo prikazano na Slici 3.17.

Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, N, = 21 N3 = 3,
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TABELA 3.12: GANTOGRAM ZA SA12 ZzA Ny =4, Ny =21 N3 =3

t PE; PE, PE; PE,

1 ail

2 aii aii

3 a1 aiy as1

4 o) = +anbn ar az a1

5 0512) = cgg) + a11b12 cgll) = cgi) + a21b11 as asy

6 as 0(212) = cég) + as1b12 cgll) = cgi) + as31b11 as1

7 as1 asy Cg(;lg) = ng) + asibia 64(111) = Cfg) + aq1b11
8 asi asi a1 04(112) = cffé) + as1b12
9 asy a41 aq1 aio

10 a41 a41 a2 a2

11 aq1 a2 a2 as2

12 e} =}y + arnba a2 a2 a2

13 0522) = Cg12) + a12b2o Cg21) = Céll) + a92b2 a292 as2

14 a22 6(222) = Célz) —+ a22b21 Cé21) = Céll) + 11321)21 asg

15 @99 aso Cg22) = Cng) + a3obas 85121) = Cflll) + a42b21
16 aso aso 42 04(122) = 65112) + a42b29
17 asz Q42 a42 a3

18 42 a42 a3 ais

19 42 a3 a3 ass

20 oY = c}) + by a3 as3 as3

21 C% = C§22) + a13b32 CS) = Cé21) + a93b31 a23 ass

22 ass 0(232) = 6522) + (123[732 Cé?i) = C:L())Ql) + 033b31 ass

23 a23 ass Cg32) = C:(é) + azszbszo C[g) = 65121) + a43b31
24 ass ass 43 Cz(é) = 05122) + (l43b32
25 ass a43 a43

26 aq3 a43

27 a43

karakteristike su
=4 V=12 T, =27, S=0.891 E = 0.22.

U Tabeli 3.12 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-

tovima.

3.5.12 Sistolicka polja SA13 i SA14, pravac Z=[1 —1 0]

Za pravac projektovanja i =[1 —1 O]T, umesto sistolickog Algoritma 3, ko-
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risticemo sledeca dva algoritma, izvedena iz njega, ali prilagodjena po promenlji-
vama j i 2, respektivno:
Algoritam 10
for j:=1to Ny do
for i :=1 to N; do
b(i — 3, —i+j+ N, 1) :=b(i — 1,—i+ j+ Ny, 1)
b(i,—i+j+ Ni,1) := b(i—%,—i+j+N1,1)
a(i,—i+j+ Ny,1):=a(i,—i+j5+ N, —1,1)
c(i,—i+j+Ni,1) :==c(i, —i+j+N1,0)+a(i, —i+j+ Ny, 1)b(i, —i+j+ Ny, 1)

gdeje b(i,t+Ny, 1) = b(i, t, 1), c(i,t+Ns, 1) = c(i,t,thel), zasvakoi = 1,2, ..., Ny,
=1,2,..., Ns.

Algoritam 11

for j:=1to Ny do
for i :=1 to N; do

a(i—j—i—NQ,j—%,l) =a(i—j+4+ Nyyj—1,1)

a(i —j+ Ny, j,1):=a(i—j+ Noyj— 3,1)

b(i —j+ Na,j,1):=bli —j+ Ny —1,4,1)

c(i—j+ Nyj, 1) :=c(i—j+ N2, 7,0) +a(i —j+ Na, j, 1)b(i — j + Na, j, 1)

gdeje a(t+Ny,0,1) = a(t,0,1), c(t+ Ny, 4, 1) = ¢(t, j, 1), zasvako t = 1,2,..., Ny,
j=1,2,... Ny

Usmereni graf G1; = (P UP, D11), koji odgovara Algoritmu 10 je definisan
sa

1
Puz{ﬁz{i—Q it j+ N, 1

|

S

=

—

I
O O N
oS = O
= O O
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Za pravac projektovanja = [1 —1 O]T valjana transformacija je
1 10
00 1|

Na osnovu ove transformacije i (3.11), usmereni graf Gy, = (P U Py, Dyy) se

preslikava u usmereni multigraf I'13 = (Q13 U Q13, A13), definisan sa

1
PE — = |l 1—i+7+N, | = ,
1
Z_l
1 2 +N -1
d— | "] = i+ N | =77 72 301
Y 00 1 1
1
100
0 > 110
Az=5-D= 10 1o0|=|" ,
1 0 01
0 01
tj.
T 110
atea et =2 ,
0 01
za j = 1,2,...,Ny. Na osnovu (3.91) zakljuc¢ujemo da se odgovarajuce sistolicko

polje SA13, sastoji od Q = N, procesnih elemenata (videti [51]). Kako je &, > =
%ea 2 polje SA13 je unidirekciono. Elementi vektor-vrsta A, i By protoc¢no se

kre¢u kroz polje u istom smeru.

Funkcija takta za prilagodjavanje prostora inicijalnih izracunavanja, je korisce-

njem funkcije takta

1
tp)=[211]-|1—i+j+ N |+a=
1
=2i+1—i+j+Ni+1+a=i+j—2

(3.92)
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Pi(a) ={(i,2—2i + Ny,1) | 1 <i < Ny}
Pr)={(H 1 —i+j+ N, 1) [1<i< N, 1<j< Ny} (3.93)

Pre)={(,1—i+j+N,2—i—7) | 1<i<N;, 1<j<No}

dobijamo i inicijalne (z,y) pozicije procesnih elemenata, elemenata za kasnjenje

(leceva) i podataka u polju, na pocetku izracunavanja.

T :s-ﬁ;:[l_HNl
. 1
i - T [ —i+j+2N,—3 ]
—S.pr = . (3.94)
L db L J

zai=12... Nij=12... N,

Karakteristike polja SA13 su

Q:N2 V:2N2+4 ﬂot:NQ—FNg(Nl‘i‘NQ—l)
(3.95)

S = N1Na N3 E = N1 N3
N1+N3(N1+N2—1) N1+N3(N1+N2—1)

gde je 71tot - En + Teme + Tout7 a En — N27 Teme - NQ + N3(N1 + N2 - 1) - N2 1
Tout = 0.

[lustrovacemo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny =4, No =2 i

N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.32, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.

U ovom sistolickom polju koriSéeni su procesni elementi, ¢ija je struktura i

funkcionalno svojstvo prikazano na Slici 3.18.

Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, N, = 2 i N3 = 3,

karakteristike su

0=2 V=8 T,y=17, S=142i E=0.71
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TABELA 3.13: GANTOGRAM ZA SA13 ZzA Ny =4, Ny =21 N3 =3

t d PE; d PE,
I bz
2 by b12
3 bip Cgll) = CE(P +a11bin b1
4 bn 6(212) = Cég) +agbiz b 0512) = cgg) + ay1bia
5 b C:(sll) = C:(*ﬁ) +azibin b2 cgll) = céol) + ag1b11
6 b 01(112) = Cff%) +asnbiz b 0512) = c;(),g) + az1bio
7 bn b2 bia o) =) +anbn
8 by o =) +awby by bio
9 bx 0522) = 6512) + aebae  ba 6522) = 0512) + a12b92
10 b2 01(321) = 05,11) + asabar  ba2 0521) = céll) + ao2boy
1L b3 05122) = 64(112) + as2baa b1 61(322) = cgg) + azgbo
12 b3 b32 baa Cﬁ) = 04(111) + ag1b2
13 bsz ey} i=ciy +aisby bs bao
14 ba 6(232) = 0522) + agsbza  bs1 Cg) = 0522) + ay1b30
15 b3 C:(sgi) = C:(a21) +azsbz1  b32 cg?i) = cgﬁ) ~+ as1b31
16 Cz(é) = Cfé) + as3bzz b3 C;(),z) = 02(32) + az1bso
17 b2 bas i) =) +anbs
Cout
I
H aout = Elin
am _"IZ, i > aout b )
out * in
[d=— O—@P
bin > bout Cout = c'm+ain bin

|
Cin
Slika 3.18: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA13

U Tabeli 3.13 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po

taktovima.

Usmereni graf Gy = (P U Py, D15), koji odgovara Algoritmu 11 definisan
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je sa
P12:{]7=[1+i—J+N2 J 1]T},

_ 1 T
P12={ﬁ:[1+@'—j+]\72 i3 1] }

0
Dip=|0 1
0
Koristeéi transformacionu matricu
1 10
S = ,
001
u skladu sa (3.11), ovaj graf se preslikava u usmereni multigraf I'yy = (Q14 U

Q14, A14), definisan jednakostima

1+1—7+ Ny )
o e [y o] ; i |
Y 0 01 1
1
1+1—74+ Ny
1 10 4+ Ny — 2
VI S I O S N XS
Y 0 01 1
1
100
1 2 110
Ay=S-D= 010|=]?2 :
0 0 01
0 01
t.
110
(62a2a2] = |
0 01
za j = 1,2,...,Ny. Na osnovu (3.96) zakljuc¢ujemo da se odgovarajuce sistolicko

polje, SA14, sastoji od Q = N; procesnih elemenata ([51]). Kako je €, > = %eb 2

SA14 je unidirekciono. Elementi vektora-vrsta ffl i é.l protocno se krec¢u kroz

polje u istom smeru.

Nakon prilagodjavanja prostora inicijalnih izracunavanja, vektoru pravca pro-
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jektovanja, koris¢enjem funkcije takta
i
tp)=[211]- | 14+i—j+ Ny | +a=3i—j—2. (3.97)
1

dobijamo

Prla)={(1+i—j+ N, 2 1) [ 1 <i <Ny, 1 <5< No}

Pr(b) ={(2+ N> —24,5,1) | 1 < j < N} (3.98)

Pre)={Gi—j+No+1,j,2—i—j) |1 <i< Ny, 1<j <Ny}

dobijamo i inicijalne (z,y) pozicije podataka u polju, na pocetku izracunavanja.

[ ] 1+i—j+2Ns
I - 2
_y_(l 1
S [ 1—j+ N
=5 = S (3.99)
LY 1 L 1
o o
“l=sm=| T
LY, _2—2—]
Zai:1,2,...,N1ij:1,2,...7N2.
Karakteristike polja SA14 su
Q:Nl V:2N1—|—4
Eot - N1 -+ Ng(Nl -+ NQ - 1) (3100)

S — N1 N2 N3 E = NoNj
N1+N3(N1+N2—1) N1+N3(N1+N2—1)

gde je 71tot - En + Tewe + Tout7 a En - Nla Teme - N2 + N3(N1 + N2 - 2) - N2 i
Tout =0.
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4 ¢
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12gelip + %wb = Awwo Thp  €eqTEp + Am%o = Ammwub [44) Sip €Ip €p €€ e1
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Ilustrova¢emo ovaj slucaj na primeru polja, koje se dobija za Ny =4, Ny =2 i
N3 = 3, a koje je prikazano na Slici 3.33, u odeljku Primeri, na kraju ove glave.
U ovom sistolickom polju koriS¢eni su procesni elementi, ¢ija je struktura i

funkcionalno svojstvo prikazano na Slici 3.19.

Cout
\_‘ Elout = ain
bin _E 1 g bout b o b
out *~ “in
@—a— © _ b
in ” aout Cout = c:m—i_ain in

|
Cin
Slika 3.19: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA14

Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, N, = 21 N3 = 3,

karakteristike su
=4, V=8 T,,=19, S=1.261 F =0.63.

U Tabeli 3.14 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-

tovima.

3.6 Uporedna analiza dobijenih polja

U ovom odeljku ¢emo, kako bi diskutovali dobre ili loSe osobine, najpre dati jedan
uporedni pregled njihovih vaznih osobina, za svih 14 prethodno sintetizovanih polja
(tabela 3.15).

Analizira¢emo, potom, pomenuta sistolicka polja, posebno u pogledu njihovih
ukupnih vremena izvrsenja T}, njihovih ubrzanja S i njihovih efikasnosti £ (tabela

3.16).
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TABELA 3.15: UPOREDNA ANALIZA SINTETIZOVANIH POLJA

Tin Tiot Q S =
SAT 0 NoNj + N3 — 1 N3 i NN T
SA2 0 NaNs + Ny — 1 N AR NN N
SA3 N3—1  No(Ny+2N3—2) N3 NN e
SA4 N3 Ny + N3(N1+Na—1) Ns N2+]§Zl(%ff}-‘v2_1) N2+N3]27]1V]1V—T-N2—1)
SA5 0 NoNi+ Ny =1 Ny e NoR T
SA6 0 NiN3 + Ny — 1 Ny % %
SAT N3—1  Ni(N2+2N3—-2) N3 NrsnTe Nr2kie
SA8 N3 N+ N3s(Ni+N2—1) N3 g idn=D  Mrmvom—T)
SA9 0 NiN3+ Ny — 1 No % WJJ\%—U
SALI0 0 NoNs+Ny—1 Ny ladela N1
SAIL Np—1  Na(Ni+2N;—2) Np  ylale NTToATD
SAI2 Ny —1  Ny(Na+2N;—2) Ny ol o
SA13 Ny Ny + N3(N1+ N2 —1) N N1+1\]f\§1(%ff?v2—1) N1+N3]2[]1VJ1V-¥3-N2—1)
SAI4 Ny N +Ns(N+No—1) N s e

N1+N3(N1+N2—1)

N1+N3(Ni+N2—1)

Na osnovu podataka iz Tabele 3.15 mozemo zakljuciti da ukupno vreme izvr-

Senja, ubrzanje i efikasnost zavise od relacije izmedju dimenzija N7, Ny i N3. Iako

je pomalo neprikladno uporedjivati polja, koja su razli¢ite strukture i izgradjena

od ragzlicitih tipova procesnih elemenata, ipak kvalitetnu analizu mozemo sprovesti

po segmentima.

Posmatrajamo, na primer, samo bidirekciona linearna sistolicka polja (BLSA),
a to su SA3, SA7, SA11 i SA12. Kada je Ny > N3, efikasnost polja SA3 je dobra,
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TABELA 3.16: UPOREDNA ANALIZA ZA N1 =4, Ny =21 N3=3

Tin Tie S E
SA1 0 10 3 240 0.8
SA2 0 9 4 266 0.67
SA3 2 16 3 150 0.50
SA4 3 17 3 141 047
SAb 0 10 3 240 0.80
SA6 0 13 2 1.8 0.92
SAT 2 24 3 1.00 0.33
SAS8 3 19 N3 1.26 0.42
SA9 0 13 2 195 0.92
SA10 0 9 4 266 0.67
SA11 1 18 2 133 044
SA12 3 27 4 089 0.22
SA13 2 17 2 142 0.71
SA14 4 19 4 126 0.63

113

ali ne i u suprotnom slucaju. Stavise, kada je N3 >> N; efikasnost polja SA3 tezi

ka nuli, uprkos ¢injenici da ono ima optimalan broj procesnih elemenata i da je

vreme izvrSenja minimalizovano.

Slicno, polje SA7 ima dobru efikasnost kada je Ny > N3, losu kada je N3 > Ny
i tezi ka nuli kada je N3 >> N,. To znaci da kada je N3 >> max{N;, N2}, za

izra¢unavanje proizvoda matrica treba koristiti polja SA11 ili SA12, jer njihova

efikasnost ne zavisi od N3. Sveukupna analiza performasi za razmatrana bidirek-

ciona linearna sistolicka polja, data u tabeli, dovodi nas do slede¢ih zakljucaka:
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TABELA 3.17: UPOREDNA ANALIZA ZA Ny = Ny = N3 =n

Tin Thot Q S E
SAL 0 nP4+n-1 n ot ot sl
SA2 0 n+n—-1 n n2_fi_1 nQ_fZ_l ~ 1
SA3 n—1 3n2—-2n n 3n§ign 3n§f2n ~ %
SA4 n 2n? n 5 %
SA5 0 n4+n—1 n n3n?+n-1 an:hl ~ 1
SA6 0 n+n—1 n n*n’+n—-1 nzfz_l ~ 1
SA7T n—1 3n2—=2n n 37552” 3n2ni2n ~ %
SAS8 n 2n? n 5 %
SA9 0 n2+n—-1 n n’n’>+n-1 #Z_l ~ 1
SA10 0 n4+n—-1 n n*n?+n-1 #2_1 ~ 1
SAIl n—1 3n2-2n n o T~ ]
SA12 n—1 3n®-2n n o T~
SA13 n 2n?2 n 5 %
SA14 n 2n? n 5 %

Kada je Ny > Ny > Nj, najbolji izbor je polje SA3;

Kada je Ny > N; > N3, najbolji izbor je polje SAT;

Kada je Ny > N3 > N, ili N3 > N; > Ns, najbolji izbor je polje SA11;

Kada je Ny > N3 > Ny ili N3 > N, > Ny, najbolji izbor je polje SA12;

Slicnu analizu mozemo da sprovedemo i samo za unidirekciona linearna sis-
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tolicka polja, a to su ovde SA4, SA8, SA13 i SA14, ali i za staticka polja.

Zanimljiv doprinos celoj ovoj analizi da¢e tabela sa ovim podacima o perfor-
mansama polja, ako uzmemo neki konkretan slucaj, tj. ako izaberemo dimenzije
matrica. Kako smo u prethodnom odeljku sve tipove SA obradjivali na primerima
za Ny =4, Ny =21 N3 = 3, u Tabeli 3.16 imamo numericke podatke za parametre

svih polja, ali samo za ovu kombinaciju parametara.

Posebno je zanimljivo posmatrati iste podatke za ”kvadratni slucaj”, tj. kada
su Ny = Ny = N3 = n. Ti podaci su u Tabeli 3.17. Za "kvadratni slucaj”
se uocava da efikasnost bidirekcionih linearnih sistolickih polja tezi kao vrednosti
E =1/3 =0.33..., dok efikasnost unidirekcionih linearnih sistolickih polja tezi ka
vrednosti £ = 1/2 = 0.50.

3.7 Primeri

U ovom odeljku se nalaze graficki prikazi svih sistolickih polja (SA1 - SA14), sin-

tetizovanih u ovoj glavi rada.
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Glava 4

Sinteza 1DSA za grafovske

algoritme

4.1 Osnovni pojmovi teorije grafova

Neki pojmovi iz teorije grafova su ve¢ pominjani i koris¢eni u prethodnim glavama
ove teze. Ipak, na pocetku ove glave, u kojoj ¢emo se baviti primenama u teoriji

grafova, postoji potreba da se detaljno razjasne i definiSu osnovni pojmovi.

Ukoliko postoji potreba da se na odredjenom slozenom sistemu, sastavljenom
iz vise objekata, resava neki problem, cesto je veoma korisno da izdvojimo objekte
u njemu koji su u neposrednoj vezi sa postavljenim zadatkom, uoc¢imo i grupisemo
znacajne osobine sistema i relevantnih objekata, i na osnovu ovih osobina uvedemo

medjusobnu zavisnost uocenih objekata.

Na taj na¢in smo od posmatranog sistema, tj. njegovog dela, dobili jednu
semu, sliku, koja se sastoji od tacaka i linija, na osnovu koje se moze jednoznacno

prouciti, pa ¢esto i reSavati postavljeni zadatak.

Dobijena sema predstavlja jedan graf.

Definicija 4.1 Neka je V neprazan skup i E skup parova elemenata iz V. Uredjeni

par G = (V, E) naziva se graf. Elementi skupa V' su &vorovi, a skupa E su grane.

Skup V' moze biti prazan, konacan ili beskonacan. F je skup grana, a svaka

grana, u principu, predstavlja par elemanata iz V. Ako je grana data neuredjenim

130
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parom, {a,b}, ona je neusmerena ili neorijentisana. Prikazuje se na grafikonu
linijom (pravom ili krivom) koja spaja tacke a i b. Za takvu granu kazemo da
je incidentna sa ¢vorovima a i b, a za te ¢vorove da su susedni. Primer jednog

neusmerenog grafa je na sledecoj slici.

1 2

Slika 4.1: Neusmereni graf

Ako je grana data uredjenim parom, | = (a,b), ona je usmerena ili orijentisana.
Orijentacija je od ¢vora a ka ¢voru b, i oznacava se strelicom. Kaze se da grana
polazi iz ¢vora a (istice) i zavrsava se (stice) u ¢voru b. Na grafikonu se prikazuje
usmerenom linijom koja spaja ova dva ¢vora. Primer jedog usmerenog grafa je na

sledecoj slici.

Slika 4.2: Usmereni graf

Kada je u pitanju zadavanje i predstavljanje grafova, oni se, najcesce, pred-
stavljaju pomocu tri tipa binarnih matrica, i to:

- matrice incidentnosti,

- matrice susedstva po ¢vorovima i

- matrice susedstva po granama.

Neka je graf G = (V, E), definisan skupovima V = {zy,29,...,2,} 1 F =

{l1,13,...,l,n}. Pomenute matrice se definisu na sledeéi nacin:

Definicija 4.2 Matrica susedstva po ¢vorovima grafa G = (V, E) je binarna ma-
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trica A = (a;j), reda n X n, definisana sa

1, ako {z;,z;} € E,
Q5 =
’ 0, ako {x;,x;} ¢ E,
za svakoi=1,2,....n17=1,2,...,n.

Definicija 4.3 Matrica incidentnosti grafa G = (V, E) je binarna matrica B =

(bij), reda m x n, definisana sa

I 1, ako je grana [; incidentna ¢voru z;,
iy ce .. .

0, ako grana [; nije incidentna ¢voru x;,
za svakoi=1,2,....mi1j=1,2,...,n.

Definicija 4.4 Matrica susedstva po granama grafa G = (V, E) je binarna matrica

C = (¢;5), reda m x m, definisana sa

. 1, akoliﬂleV,
0, ako ;NL=01i ;NI ¢V,

za svako i = 1,2,....,m i j = 1,2,....m, pri ¢emu je i # j, dok je c;; = 0,

1=1,2,....,m.

Kako matrica A ima daleko veéi znacaj od matrice C, kada se kaze matrica sused-

stva misli se na nju.

Primer 4.1 Za graf G = (V,E), definisan sa V = {x1,x9,23, 24,25} iE =
{{z1, 22}, {2, 23}, {2, 24} }, matrice A, B i C iz prethodnih definicija su

01000

1 0110 11000 011
A=1010 0 0 B=|101100 C=1]101

01000 01010 1 10

10000 0

Posebno su interesantni grafovi u kojima su ¢vorovima i/ili granama pridruzene

odgovarajuce tezine. Za takve grafove mozemo definisati tzv. tezinsku matricu.
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Definicija 4.5 Neka je dat graf G = (V, E) definisan skupovima
V= {ZEl,ZﬁQ,...,In} 1 F = {ll,lg,...,lm}.

Svakom paru ¢vorova {x;,x;}, i =1,2,...,n,1j=1,2,...,n, pridrufujemo tezinu
w;;, koja je neki broj ako {z;,x;} € E ili je +00 u protivnom. Kvadratna matrica

T = (tij), reda n x n, definisana sa

o= Wiy, i F ]
! 0,  i=j

za svakoi=1,2,....n, 15 =1,2,...,n, nazva se teZinskom matricom.

Tezine su najcesée realni brojevi, jer u zavisnosti od posmatranog problema
simbolizuju neke realne velicine. Umesto simbola +o0o u upotrebi su i drugi, kao

na primer —oo.

Primer 4.2 TezZinskom grafu sa Slike 4.3 odgovara tezinska matrica

€ X3 ¢

9

T 3 Tg

Slika 4.3: Tezinski graf
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0 1 400 7 +o0 +00 H00
2 400 400 3 +o©
+o00 0 5 1 2 4o
T = 7 4o 5 0 4 400 +o0
+oo +oo 1 4 0 400 4
+oo0 3 2 400 +o0o 0 )
400 400 400 400 4 5) 0

4.2 Grafovski algoritmi

Grafovi mogu imati konacan broj ¢vorova, ali taj broj moze biti i izuzetno veliki. Sa
povecanjem broja ¢vorova, neizostavno se povecava slozenost resavanja problema
na ovim grafovima, pa je prirodna teznja da se za reSavanje problema Kkoriste

savremeni mocéni rac¢unari.

Resavanje grafovskih problema pomoc¢u racunara, s druge strane, dovodi do
potrebe da se problemi nekako algoritmizuju, kako bi mogli biti preslikani na
odgovarajuce racunarske programe. Tako smo prirodno dosli do pojma grafovski
algoritam. Pod pojmom grafovski algoritam danas podrazumevamo svaki al-

goritmizovani postupak, koji dovodi do resavanja nekog problema teorije grafova.

Grafovski algoritmi su mnogobrojni i medjusobno veoma raznovrsni. Sigurno
treba pomenuti najpoznatije i najkoriséenije, a to su: algoritam za odredjivanje
tranzitivnog zatvaranja grafa, algoritam za odredjivanje najkrac¢ih puteva u grafu,
algoritam za nalazenje spreznog stabla najmanje tezine, algoritam za odredji-
vanje zatvorenog Ojlerovog lanca, algoritmi za odredjivanje hromatskog broja i

hromatskog indeksa grafa, algoritmi za uparivanje, i mnogi drugi.

U sledec¢im odeljcima ovog rada, baviéemo se nekim od pomenutih algoritama,
njihovom paralelizacijom i projektovanjem sistolickih polja za implementaciju tih
algoritama, a sve to koris¢éenjem indirektnog postupka projektovanja koordinatnih

grafova, opisanog u drugoj glavi ovog rada.
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4.3 Tranzitivno zatvaranje grafa

U ovom odeljku teze razmotri¢emo problem odredjivanja tranzitivnog zatvaranja
(Transitive cloisure) datog usmerenog grafa, kao i implementaciju tog problema
na sistolickim poljima. U tu vrhu projektova¢emo i jedno polje, koje ¢e imati n
procesnih elemenata, gde je n broj ¢vorova u grafu. Treba pomenuti da je ovo
optimalan broj procesnih elemenata za datu velicinu problema. Prilikom projek-
tovanja i sinteze ovog polja, koristicemo indirektan metod projektovanja koordi-
natnih grafova iz druge glave ovog rada. Ovu tematiku smo obradili u [36, 46, 53],

a vredi pomenuti i znacajne rezultate drugih autora, kao na primer [23].

Definicija 4.6 Tranzitivno zatvaranje datog grafa G = (V, E) je novi graf G* =
(V, E*), koji ima isti skup ¢vorova V' kao i dati graf, ali u kome postoji direktna
grana izmedju dva c¢vora v i w, ako i samo ako postoji put od ¢vora v do ¢vora w

u datom grafu G.

Graf G = (V, E) moze se prikazati pomoéu matrice susedstva A, date Defini-
cijom 4.2. Problem odredjivanja tranzitivnog zatvaranja je u stvari odredjivanje

matrice susedstva A* za G* = (V, E*), na osnovu matrice A.

Ovaj grafovski problem je po prvi put ozbiljnije razmatran 1959. godine od
strane B.Roya [77]. Od tada, tranzitivno zatvaranje je proucavano veoma ¢esto u
literaturi zbog toga sto ono predstavlja svojevrsnu apstrakciju mnogih prakti¢nih
problema, koji se pojavljuju u Sirokom spektru primena u matematici, racunarskoj

tehnici, inzinjerskoj praksi ali i biznisu (videti, na primer, [1, 19]).

Slozenost izracunavanja tranzitivnog zatvaranja, tj. broj racunskih operacija
koje je neophodno izvrsiti da bi se ovaj problem resio, je reda 0(n?), gde n odgovara

broju ¢vorova u grafu.

U cilju ubrzavanja postupka realizacije procesa izra¢unavanja tranzitivnog zat-
varanja grafa za krac¢e vreme, mogu se koristiti razli¢ite paralelne arhitekture i

algoritmi. U ovom odeljku ¢emo koristiti, naravno, sistolicka polja.

U nastavku ¢emo, najpre, definisati odgovarajuci sistolicki algoritam za resa-

vanje ovog problema, a zatim sledi sinteza sistolickog polja.
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4.3.1 Matematicki model i algoritam

Neka je G = (V, E) dat tezinski usmereni ili neusmereni graf, gde je skup ¢vorova
V = {1,2,...,n}. Tranzitivno zatvaranje grafa G, u oznaci G* = (V, E*), jed-
noznacno je definisano svojom matricom susedstva A* = (aj;) reda n x n. Kao sto
smo ve¢ definisali, reSavanje problema tranzitivnog zatvaranja svodi se na odredji-

vanje matrice A* na osnovu matrice A.

Jedan od metoda za nalazenje tranzitivnog zatvaranja, a koji je pogodan za
paralelnu implementaciju, je dobro poznat Vorsalov algoritam. Ovaj algoritam
izracunava (n — 1) "medju-matricu” A®) = (ag?)), 1 <k <n-—1, startujuéi od

A = A i ra¢unajudi svaku sledeéu na osnovu prethodne. Poslednja izra¢unata
R
matrica A*~1 se koristi za izra¢unavanje A%, tj.

matrica u tom nizu, A™ = (a;;”), u stvari je A*. Dakle, u nekoj k-toj iteraciji,

AO = (oY) = 4,

)

Alk) — (al(;?)> — AFD 1 <k<n-—1 (4.1)

A* =AM = (o).

Sledi izgled Vorsalovog algoritma, u formi tri ugnjezdena ciklusa:

Algoritam 15 (Vorsal)
for k:=1ton do
for j:=1 ton do

for i :=1to n do

() =D (g1 p gDy,

Qi = Ay ik kj /)

Ovde su V i A Bulovi logicki operatori konjunkcije i disjunkcije.

Primeé¢ujemo analogiju Algoritma 15 sa algoritmom za mnozenje matrica A
i B, primenom metoda spoljasnjih proizvoda (3.5), iz odeljka 3.2 ove teze, pri
¢emu je jedina raglika u primenjenim racunskim operacijama. Kod mnozenja ma-
trica u pitanju su sabiranje (+) i mnozenje (-), dok su u ovom Algoritmu 15 za
»

tranzitivno zatvaranje u pitanju logicka ”ili” operacija (V) i logicka

(A)-

operacija
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Graf zavisnosti podataka u ovom algoritmu je tesko preslikati u neko regularno
sistolicko polje, jer medjusobne veze izmedju procesnih elemenata ne bi bile iste
u svim delovima polja (videti, na primer [23]). Kako je tranzitivno zatvaranje,
u principu, trodimenzionalan problem, i kako graf zavisnosti podataka nije pot-
puno regularan, Vorsalov algoritam, nazalost, nije prikladan za direktnu sintezu

sistolickog polja.

Da bi prevazisli ovaj problem, slicnim pristupom kao kod mnozenja matrica u
trec¢oj glavi ovog rada, podeli¢emo izracunavanja u Vorsalovom ”trodimenzional-
nom” algoritmu na odgovarajuéi broj ”dvodimenzionalnih” celina/entiteta. Kra-
jnji rezultat ¢e se dobiti ponavljanjem izracunavanja na svakom od entiteta, kori-

S¢enjem dobijenog sintetizovanog polja.

Zahteva¢emo, dalje, kao i kod svih sistolickih polja do sada u ovom radu, da
projektovano polje bude prostorno optimalno za datu veli¢inu problema i da vreme
izvrsenja bude minimalizovano, za datu veli¢inu sistolickog polja (tj. za dobijeni

broj procesnih elemenata).

Kako bi dobili dvodimenzionalne entitete, prikladne za sintezu sistolickog polja
sa zeljenim osobinama, postavi¢emo indeksnu promenljivu & na neku konstantnu
vrednost 1 < k < n. Tako éemo, u stvari, projektovati polje koje racuna A®) za
neko fiksno k. Polazeéi od A©®) = A, konacan rezultat ¢e biti dobijen sukcesivnim
ponavljanjem izracunavanja na dobijenom linearnom polju n puta, tako da se
rezultat iz (k — 1)-ve iteracije koristi kao ulazni podatak u k-toj iteraciji, za k =
2,3,...,n.

4.3.2 Sinteza polja i analiza performansi

Da bi olaksali dalje predstavljanje podataka i iteracija, koristi¢cemo sledece oznake
(i j,k) = afy), d(i,0,k) =ag™" b(0,,k) = ag; " (42)

zasvakot=1,2,....,nij5=1,2,...,n.
Sada, odgovarajuci algoritam za neko fiksno k& moze da bude zapisan na sledeci
nacin:
Algoritam 16

for i :=1 to n do
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for j:=1ton do

Primetimo analogiju izmedju Algoritma 16 i Algoritma III iz odeljka 3.3

ove teze. Jedina razlika je u koriS¢enim racunskim operacijama.

Sad ovo ipak jos uvek nije sistolicki algoritam, na koji bi mogli da primenimo
rezultate iz druge glave ovog rada, i koji bi mogao biti iskoris¢en za sintezu polja,
jer u njemu postoje globalne zavisnosti izmedju podataka, sto je ilustrovano na

slici 4.4 za slucaj n = 3.

(k1) k-1) (1)
ak] k2 k5

(k-1) &-1)
a’31 a32 a‘33

Slika 4.4: Graf zavisnosti podataka za Algoritam 16

Odgovarajuéi sistolicki algoritam dobijamo eliminacijom globalnih zavisnosti,
postupkom opisanim u odeljku 3.3 ove teze. Tada dobijeni algoritam sa lokalnim

zavisnostima ima sledec¢i oblik:

Algoritam 17
for i:=1to n do
for j:=1ton do
d(i, 7, k) :=d(i,j — 1, k);
b(i,j,k) :=b(i —1,7,k);
c(i, 3, k) :==cli,j, k — 1) Vv (d(i,j, k) ANb(i,7,k));
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Naravno, postoji kompletna analogija izmedju dobijenog Algoritma 17 i Al-
goritma 3 iz odeljka 3.3 ove teze, uz koriséenje novih racunskih operacija. Odgo-

varajuci graf zavisnosti podataka je dat na slici 4.5.

(k-1) (-1 (k1)
k1 2 a’k3
(k-1)
alke
(k-1) (k-1) (k-1)
(-1) ap a; 13
2k w
(k-1) (1) (k-1)
A& /;21 /23;: dq;
ik e
f(k-l) 1Ln:k—l) ?r;k-w
a31 3’32 8’33

Slika 4.5: Graf zavisnosti podataka za Algoritam 17
Prostor unutrasnjih izra¢unavanja Algoritma 17, oznacen sa P, je

a odgovarajuca matrica zavisnosti podataka je

D=[& & &= (44)

o O
o = O
= o O

Sistolicki algoritam Algoritam 17 je u potpunosti definisan pomoc¢u uredjenog
para (P, D), tj. pomoéu usmerenog grafa I' = (P, D), gde P,,; predstavlja skup
¢vorova, dok su matricom D, tj. njenim vektor-kolonama, predstavljene zavisnosti,
tj. grane izmedju susednih ¢vorova, u novodobijenom grafu. Sistolicko polje ¢e
biti dobijeno preslikavanjem (P, D) u projekcionu ravan, duz nekog od moguéih
pravaca projektovanja, a moguéi pravci, koji bi se mogli koristiti za dizajn 1DSA
su dati sa (3.12), i tosu i =[100]7, i=1[010]7, i=[1 —10]7iji=[110].

Kako ji = [100]7 i i = [010]" daju ortogonalne projekcije, odgovarajuca polja
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bi bila stati¢na, analogno situaciji kod polja SA9 i SA10, za mnozenje matrica, u

trec¢oj glavi ove teze.

Za pravac projektovanja ji = [I — 1 0] dobija se unidirekciono 1D sistolicko
polje koje zahteva elemente za kasnjenje, a koji bi bili ubaceni izmedju procesnih
elemenata jer bi podaci trebali da putuju kroz polje razli¢itim brzinama. Ovo je
analogno situaciji kod sistolickih polja SA13 i SA14 za mnozenje matrica, u trecoj

glavi ove teze.

Pravac fi = [110]T dovodi nas do bidirekcionog linearnog sistolickog polja
SA15, analogno situaciji kod polja SA11 i SA12 za mnozZenje matrica, iz trece

glave teze.

Kako smo kompletnu analizu svih takvih sistolickih polja veé¢ dali u prethodnoj
glavi, sada nema potrebe ponavljati ceo postupak, i vrsiti sintezu svakog od njih,
za tranzitivno zatvaranje, jer bi parametri svih polja i sada bili isti, bez obzira
sto se radi o tranzitivnom zatvaranju, totalno drugacijem problemu u odnosu na
mnozenje matrica. Naime, to su ista polja, razlikuje se samo procesni element
koji ga sacinjava, tj, njegovo funkcionalno svojstvo. Inace, sva ta tematika je vec¢

obradjena i publikovana u [65].

Ipak, za ovu priliku ¢emo izvrsiti projektovanje i sintezu jednog od tih polja,
kao ilustraciju za primenu indirektnog metoda projekcije koordinatih grafova. Ako
bismo projektovali polje direktnim metodom, na osnovu Algoritma 17 i pravca
@i = [110]7, dobijeno sistolicko polje ne bi bilo optimalno u pogledu broja procesnih
elemenata. Naime, dobijeno BLSA bi imalo 2n — 1 procesnih elemenata, umesto n
koliko je optimalno za datu veli¢inu problema (videti [23, 46, 53]). Graf zavisnosti
podataka za Algoritam 17 i njegova projekcija (tj. odgovarajuée SA) su dati na

Slici 4.6 i to za slucaj n = 3.

Kako bi dobili polje sa optimalnim brojem od n procesnih elemenata, za izra-
¢unavanje tranzitivnog zatvaranja grafa, iskoristi¢emo ¢injenicu da izra¢unavanja
u Algoritmu 17 mogu biti izvedena preko proizvoljne permutacije {iy, is, ..., 4, }
indeksne promenljive i, gde je {1,2,...,n} osnovna permutacija. Isto vazi i za
indeksnu promenljivu j. To znaci da Algoritam 17 spada u klasu prilagodljivih
algoritama i da njegov indeksni prostor P, moze da se prilagodi datom vektoru
pravca projektovanja (videti [2]). Novi algoritam, izveden iz Algoritma 17, pri-

lagodjavanjem P, pravcu ji = [110]7 ima sledeéi oblik:
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- T
m=[110]
\ (1) ey (1) =
\akl B 3 7
A ) 3 N =3
Y me
(5L &1 (3
(1) N ay, 125, 13°,
%K J
(e )
N Anh /oA

‘\ N
(k1) (1)
A CEENS

el

PE,

PE,

Slika 4.6: Graf zavisnosti podataka za Algoritam 17 i projekcija

Algoritam 18
for i :=1 to n do
for j:=1ton do
d(iyi+j—1,k):=d(i,i+j—2k);
b(i,i+j—1,k):=b(i—1,i4+j—1,k);
cliyvi+j—1Lk)=cli,i+j—1Lk—=1)Vv(di,i+75—1,k)Ab(i,i+7—1k));

c(i,j+n,k)=c(i,j k), fori=1,2,...,n1j=12,... n.

Naravno, ovaj algoritam je analogan Algoritmu 8 za mnozenje matrica, koji
je detaljno razradjen u odeljku 3.4 ove teze. Prostor unutrasnjih izracunavanja

Algoritma 18 je dat pomocu
Poe={(isi+j~ LRI <i<n1<)<n} (4.5)

gde je matrica zavisnosti podataka data u (4.4). Graf zavisnosti podataka Al-
goritma 18 i njegova projekcija su ilustrovani na Slici 4.7 i to za slucaj n = 3.
Ocigledno je da je broj tacaka (tj. broj procesnih elemenata) na projekcionoj pravoj
3, §to je optimalan broj za datu velicinu problema n. Da bi dobili ovo sistolicko

polje sa optimalnim brojem procesnih elemenata, iz skupa valjanih transformacija
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- T
u=[110]

\l (-1} &1y (1) (1) (el) 7
By S k3 kL k2
Y »

P,

in

\\ ‘)
@D ) @D
a’22 \\\/aZE N ﬁl N
/ﬁ\ﬁu) ?‘a\s ) ﬂﬁ(ko
> 335, asy s Ay
\\

PE,

Slika 4.7: Graf zavisnosti podataka za Algoritam 18 i projekcija

T, koje odgovaraju praveu fi = [110]7 (videti, na primer [2]), a u skladu sa (2.12,
2.13, 2.15, 2.16) iz druge glave ovog rada, izabra¢emo

o 11
II

T = =1 =11 01. (4.6)
S 0

Polje se dobija preslikavanjem T : (Piy, D) +— (P, A). (2,y) koordinate

procesnih elemenata u projekcionoj ravni definisane su pomocu
: 1 10 ' —1
I‘ J— —_—
[ =S|i+i-1 :[ ] iti—1 :[]k ] (4.7)
Y

001
k k
gde je k neka konstantna vrednost, dok je 7 =1,2,...,n.

Napomenimo da je ovo polje, nazvac¢emo ga SA16, po strukturi, apsolutno isto
kao SA12 iz treée glave ovog rada, samo sa izmenjenim funkcionalnim svojstvom

procesnog elementa, Sto je prikazano na Slici 4.8.

Medjusobne veze izmedju procesnih elemenata u ovom polju su izvedene duz
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C

out

aoul = ain

bout = biu
Com = cinv(ain/\bin)

in out

bout'__q/ o _bin
L]
[L

L]

C.

mn

Slika 4.8: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA16

vektora pravca

-1 1 0
A=|é& & gg]:s-Dzlo . 1] (4.8)

U skladu sa (4.7) nije tesko zakljuciti da je broj elemenata u dobijenom SA16 2 =
n, Sto je optimalan broj za datu veli¢inu problema. Vreme izvrsenja problema na
ovom BLSA moze biti minimizirano koriséenjem dobro poznate procedure (videti
3)-

Inicijalni raspored podataka u ovom polju, na pocetku izracunavanja Algo-
ritma 18, za slucaj n = 3, prikazan je na Slici 4.9. Nakon toga, u Tabeli 4.1.

prikazan je kompletan, korak-po-korak, dijagram za izracunavanje problema tranz-

itivnog zatvaranja na BLSA za slucaj n = 3.

T a(k, b T a:{k_l) T

— = R
k1) (k1) (k1) N
Ay Ay Ay T a(;;l) T a(;;g T
a(;:j-l) a(ltz-l) a(;l)

Slika 4.9: Kretanje podataka kroz SA16, primer n =3
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TABELA 4.1: TOK PODATAKA KROZ SA16 ZA SLUCAJ n =3

] PE; | PE, | PE; \

takt dm bm Cin Cout din bin Cin Cout dzn bzn Cin Cout
S
: o) T )

3 ay af) a ay) ajy ayy af) ay) ay)
T e s s
I A s
I I B
T ol aly o B

8 ap) ay ayy ay) aly ajy af) ay aj)
O I P I I I O
10 afy) ay ay aff oy ay off e af) o) e af)
1 ay) ay) af) ay) ay) a§) g ay) ajy
12 af) ay a§y ay) afy ajy

13 ajy ay) apy ay) ayy) ayy afy ay) ay)

4 af) o ay af) o ay a) o ay off o) af)
15 ay ap ay agy ay ay ay) a4 ey ay ey ay
16 a5y afy) ay) ay afy ajy ajy
17 a%) a%)

Nije tesko zakljuciti da su ostale karakteristke i parametri ovog sistolickog polja
isti kao i kod polja SA12, dakle

Q=n V=2n+4 Ty =n(3n-2)
(4.9)
n2 S n
S=55 =35,
gde je T;fot = ZZ“’m + Te:ce + Touta a T‘zn =n— 17 Texe = n(3n - 2) —2n 1 Tout =
n — 1. Konkretno, za ovo polje, izabranih dimenzija Ny = 4, N, = 2 i N3 = 3,

karakteristike su
=3, V=10, T\, =17, S=1591 E = 0.53.

U Tabeli 4.1 prikazan je gantogram aktivnosti u procesnim elementima, po tak-
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tovima.

4.4 Najkradi putevi u grafu

U ovom odeljku razmotri¢emo algoritam za odredjivanje najkrac¢ih puteva u grafu,
koji je obradjivan u [12, 6, 78, 41]. Problem nalazenja najkraceg puta u grafu
je izabran zbog njegove univerzalnosti. Naime, veliki broj problema iz razlicitih
naucnih i tehnickih disciplina se svodi na ovaj problem (videti, na primer [1, 41,
12]).

Problem nalazenja najkraceg puta u grafu, kao i odgovaraju¢i matematicki
model, sa geometrijskog stanovista je trodimenzionalan. Takav problem je pogodan
za implementaciju na dvodimenzionalnom (2D) sistolickom polju i na linearnom
(1D) sistolickom polju. Takav pristup je u literaturi ve¢ prilicno zastupljen i u

velikoj meri obradjen (videti [23, 78, 6, 30]).

4.4.1 Matematicki model i algoritam

Neka je G = (V,E) dati orijentisani ili neorijentisani graf, definisan skupom
cvorova V' = {z1,x9,...,2,} 1 skupom grana E = {ej,ey,...,e,}. Grafu G
pridruzena je tezinska matrica D) = (dl(-?)), reda n X n, data u Definiciji 4.5.,
pri cemu dg-)) predstavlja duzinu (tezinu) grane koja vodi od ¢vora x; do ¢vora x;,
1=1,2,....,n, 5 =1,2,...,n. Pri tome je dg)) =0, a dg-)) = 400 u slucaju da
ne postoji grana iz skupa E koja vodi iz ¢vora x; u ¢vor x;. NalaZenje najkracih
puteva u datom grafu svodi se na generisanje elemenata matrice D™ = (dl(?)),
pomocu rekurentnog postupka

¥ = min(dly ", diy " +dl ) (4.10)

za svako ¢ = 1,2,....n, 7 = 1,2,...,n1k = 1,2,...,n, pri ¢emu su elementi
matrice D) = (dg?)) inicijalne vrednosti. Element dl(?) u matrici D™ predstavlja
duzinu najkraceg puta koji vodi iz ¢vora x; u ¢vor z;.

Izra¢unavanja u (4.10) su, geometrijski gledano, trodimenzionalna, tj. mogu

da se prikazu u (i, j, k)-ortogonalnom koordinatnom sistemu. Samim tim, nisu
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pogodna za direktan proces sinteze regularnog bidirekcionog linearnog sistolickog

polja.

Ideja za prevazilazenje ovog problema je identi¢na onoj kod projektovanja sis-
tolickog polja za tranzitivno zatvaranje, ili pre toga za mnozenje matrica. Na
osnovu izra¢unavanja (4.10) moramo formirati odredjeni broj celina/entiteta (sku-
pina izra¢unavanja), koje ¢e po obimu i slozenosti izrac¢unavanja biti medjusobno
jednake, a po geometrijskom karakteru dvodimenzionalne. Na osnovu jedne, bilo
koje od njih, bic¢e sintetizovano polje, na kome ¢e se, sukcesivnim realizacijama

dobijenih celina, dobiti trazeni rezultat, tj. elementi matrice D™ = (dg"))

Prirodno se namece ocekivanje da se pomenute celine mogu dobiti fiksiranjem
jedne od indeksnih promenljivih. Medjutim, zavisnost izracunavanja po podacima
u (4.10) onemogucéava da se to obavi fiksiranjem indeksnih promenljivih 7 i j .

Preostaje indeksna promenljiva k.

Na osnovu (4.10) formira¢emo celine D), D@ ... D™ Dovoljno je sintetizo-
vati sistolicko polje za nalazenje elemenata matrice D), a trazeni rezultat ¢emo
dobiti nakon n sukcesivnih izrac¢unavanja, tj. nakon redom nalazenja elemenata
matrica DM, D@ DM U svakom ciklusu izra¢unavanja elementi matrice
D®) su inicijalne vrednosti za izra¢unavanje elemenata matrice D*+Y . za svako
k=0,1,....,n—1.

Razmotri¢emo sada izracunavanje elemenata matrice D) = (dl(-Jl-)), tj. ma-
tematicki model (4.10) za k = 1. Radi bolje preglednosti sistolickog algoritma
uveséemo oznake

dY = a(i,0,1),d") = b(0,4,1),d = (4, 5,0),d}}) = e(i, 4, 1), (4.11)

za svako i = 1,2,...,n1j = 1,2 ..., n. Sada Zeljeni matematicki model (4.10)
dobija formu

(i, , 1) = min(c(i, j,0), a(,0,1) + b(0, j, 1)) (4.12)

za svako i =1,2,...,ni7=1,2,...,n. Ovom modelu mozemo pridruziti slede¢i
sistolicki algoritam:
Algoritam 19
for j :=1ton do

for i :=1ton do
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a(i,7,1) == a(i,j —1,1)
b(i,j,1) :==b(i —1,4,1)
¢(i,7,1) := min(e(4, 7,0), a(i, j, 1) + b(i, 7, 1))
Primetimo sli¢nost izmedju ovog algoritma i ve¢ ranije obradjenog Algoritma
3. Prakti¢no, algoritmi su isti, samo se razlikuju operacije u posednjem koraku.
Kod Algoritma 3, u pitanju su sabiranje i mnozenje, dok su kod Algoritma
19 koris¢ene operacije min i sabiranje. Dakle, postoji kompletna analogija, Sto
nas navodi na zakljucak da ¢emo tokom postupka sinteze dobiti isto polje, kao i

prilikom sinteze polja za mnozenje matrica, na osnovu Algoritma 3.

Algoritmu 19 u (4, j, k)-ortogonalnom koordinatnom sistemu odgovara koor-

dinatni graf, ¢iji su ¢vorovi definisani skupom tacaka

Susedni ¢vorovi u ovom grafu spojeni su usmerenim granama u pravcu vektora
8 _ T: 8 _ T
e=[010"1¢é =[100]".

Za slucaj n = 3 graf je prikazan na Slici 4.10.

Slika 4.10: Graf zavisnosti za Algoritam 19 i projekcija

Dozvoljeni pravci projektovanja za ovaj algoritam su, Sto je ve¢ pokazano u
drugoj glavi ove teze, i =[100]7, i=[010]%, i=[110]",ig=[1-10]T.

Da se ne bi ponavljali, i da ne bih za svaki od njih vrsio sintezu polja koje smo
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veé jednom u ranijim glavama imali (konkretno, SA9, SA10, SA11, SA12, SA13 i
SA14).

Stoga ¢emo sintezu izvesti samo za jedan od ovih pravaca, recimo za pravac
g=[110]".

U cilju minimizacije prostorne komponente, tj. broja procesnih elemenata u
polju, prilagodi¢emo Algoritam 19 po nekoj od indeksnih promenljivih 7 ili 7, jer
ovaj algoritam pruza tu moguénost (videti, na primer, [57]). Izracunavanja u (4.12)
ne zavise od redosleda po kome indeksne promenljive ¢ ili j uzimaju vrednosti iz
skupa {1,2,...,n}, tj. izracunavanja se mogu obaviti po bilo kojoj permutaciji
brojeva iz ovog skupa. To znaci (videti [88]) da se Algoritam 19 moze prilagoditi

po bilo kojoj od ove dve indeksne promenljive.

Zbog ravnopravnosti indeksnih promenljivih, u daljem tekstu ¢emo prilagodja-

vanje algoritma vrsiti samo po jednoj od njih, a to ¢e biti indeksna promenljiva 2.

Sistolicki algoritam, koji se dobija prilagodjavanjem Algoritma 19 pravcu

projektovanja /i = [1 1 0]” po indeksnoj promenljivoj ¢ ima slede¢i oblik:

Algoritam 20
for j:=1ton do

for i := 1 ton do

a(i,i+j—1,1):=a(i,i+j—2,1)

b(i,i+j—1,1):=b(t —1,i+j—1,1)

(t,i+j—1,1) :=min(c(i,i +j —1,0),a(i,i +5—1,1)+ b(i,i +75—1,1))
gde je a(i,j +n,1) = a(i,j,1) = a(i,0,1), b(0,j +n,1) =b(0,4,1), c(i,j +n,0) =
c(i,7,0), c(i,j + n,1) = c(i,j,1) za svako i = 1,2,...,n1j = 1,2,...,n. Na
sledec¢oj Slici 4.11 prikazan je usmeren resetkast graf, koji odgovara Algoritmu
20, za slucaj n = 3.

Na ovoj slici, za razliku od Slike 4.10, jasno se vidi prilagodjenost grafa pravcu
projektovanja i = [1 1 0]Z. To se uocava na osnovu projekcija évorova ovih grafova
u praveu i = [1 1 0]7, jer je broj évorova u projekciji, tj. buduéih procesnih
elemenata u sistolickom polju, smanjen, u ovom primeru sa 5 na 3, a Sto bi u

opstem slucaju bilo n elemenata.
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Slika 4.11: Graf zavisnosti za Algoritam 20 i projekcija

4.4.2 Sinteza polja i analiza performansi

Postupak sinteze ovog polja, koje ¢emo za potrebe ove teze nazvati SA17, vrsimo
na identican nacin, kao i u prethodnih delovima teze, pa stoga ne¢emo ovde izvoditi
sve formule, nego ¢emo dati samo krajnje eksplicitne formule za sintezu sistolickog

polja u odgovaraju¢em ortogonalnom koordinatnom sistemu (videti [88, 3]).

PE T | g—1 ’
Y 1
1—2 1
a(i,0,1) — | —[ "l o)A e
' 2i+2j—3 1 (4.13)
x 1 — —
b(0,2'+j—11 [ J —|-(7“1+7“2)77L ],
Y 1
T ) — 1 0
c(i,i+j—1,0)— J |+ rHryn :
Y 3—2i— 1
za svako i = 1,2,...,ni75 = 1,2,...,n. Kao i u prethodnim delovima, PE —

[z y]T su pozicije procesnih elemenata u polju, a inicijalne pozicije odgovarajucih

- . .s . o . T
elemenata, na pocetku realizacije algoritma, oznacene su sa a(z,0,1) — [z y],,
b(0,i+j—1,1) = [z yly ic(ii+j—1,0) = [zy].

Pri tome, vazi (4.11), kao i periodi¢nost elemenata definisana u Algoritmu_20.
Veze izmedju susednih procesnih elemenata u polju se ostvaruju se u smeru vektora
=[10)Tié& =[-10]", dok se inicijalne vrednosti c(i,i + j — 1,0) kao i izlazne

Vrednostl c(i,i+j —1,1) kre¢u u smeru vektora [0 1]7.
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Parametri r1, 75 1 7 doprinose da se (videti [3]) minimizira vreme realizacije

algoritma, u odnosu na broj procesnih elemenata. Tako je

(4.14)

B n, n=20+1,
n =
n+1, n=2I[

Sa r; oznaci¢emo najvedéi broj iz skupa {0,1}, koji se pridruzuje indeksnoj pro-
menljivoj i, 1 = 1,2,...,n, takav da je
—2(i—1)+mn<0, i=1=r =0. (4.15)

Svakom indeksnom paru (7, j) pridruzuje se par (r1,79), gde je r; odredjeno pomocéu
(4.15), a 7 najvedi broj iz skupa {0, 1}, takav da vazi (videti [3])

20— 1)+ (j — 1) + (r 4+ r2)n < 0. (4.16)

Primer jednog, na ovaj nacin dobijenog polja, za slucaj n = 3, prikazan je na Slici
4.12.

t d” t di” t

) () (0)
do ds dn” ) > |,

. 0 5O 5 O
] ‘d”(()) d”(l)) ‘_dlz()d// ' di”

) 10 0

di"” d"’ ds"”

ds? di” do”

d»” ds” di"”

Slika 4.12: Primer BLSA za slucaj n = 3.

Dobijeno bidirekciono linearno sistolicko polje se sastoji od 2 = n proces-
nih elemenata. Obzirom na obim posmatranog problema n? (i = 1,2,...,n,
j = 1,2,...,n), ovo polje je prostorno optimalno. Ako uzmemo da je normal-
izovana vremenska jedinica, tj. trajanje takta, vreme za koje se u procesnom
elementu obavi operacija sabiranja skalara a + b i jedne operacije komparacije dva
skalara min{c,a}, tada je vreme inicijalizacije, prilikom realizacije algoritma na
predlozenom RBLSA t;,, = n — 1, aktivno vreme realizacije t.,. = n i izlazno

vreme t,,; = n — 1.

Vreme inicijalizacije, prilikom izrac¢unavanja elemenata matrice D® preklapa

se sa izlaznim vremenom izracunavanja matrice D~V za svako k = 2,3,...,n,
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1 (1 (1)
dn” do" ds
dss” di” do”
1 o 1 o 1
W3 M3 Mg 0 g dai dsi
& di di dn din” —) >
© m 5 a Dy M g
diz” 7 7 — > dos” do Vo dos”
T d]] T d13 T
0 0 0
0 0 0
(1 (1) 1
du” d>s "
(1 1) 1
dss"” di "
1 ) 1
d»" dsi i

Slika 4.13: Preklapanje t,,; za elemente DU i t;, za elemente D®

Sto je za sluc¢aj n = 3 prikazano na Slici 4.13. Tako je ukupno vreme za nalazenje

matrice D™ na osnovu (4.10),
ttot = n(n + 'fI,) — 1. (417)

Efikasnost ovog izrac¢unavanja je

3
E = ~

n(n(n +n)—1) (4.18)

I

N | —

Sto se moze smatrati za dobar rezultat. Prilikom sinteze ovog polja, koris¢eni su

procesni elementi strukture, kao na Slici 4.14.

C

out

a

aout = in
bout‘__@_ bin bout = biu
d d

—{L] )
¢, := min(c,a, +b,)

in, “"in

=]

O —

in

Slika 4.14: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA17
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4.5 Sprezno stablo minimalne tezine

U ovom odeljku, obradi¢emo algoritam za odredjivanje spreznog stabla minimalne
tezine (MCST - Minimal Cost Spanning Tree). Algoritam je veé razmatran u
literaturi, sa nase strane, (videti [40, 52, 49]), ali i od strane drugih autora (videti
5, 68, 31, 18])

Grafovi ¢esto sadrze redundantnost, zbog koje mogu postojati visestruki putevi
izmedju dva ¢vora. Ova redundantnost nekada moze biti i pozeljna, na primer
u slucaju da moze da ponudi alternativne putanje. To se moze desiti, recimo,
prilikom sloma ili prebukiranja neke grane u mrezi (put, veza, telefonska linija).
Stavise, mi esto trazimo najjeftiniju podmrezu koja povezuje évorove datog grafa.
Sprezno stablo minimalne tezine grafa definise podskup grana, koje odrzavaju graf
u jednoj najjeftinijoj komponenti povezanosti (komponenti povezanosti ukupne

najmanje tezine).

Problem nalazenja spreznog stabla najmanje tezine pojavljuje se u velikom
broju primena, zatim kao samostalan problem, ali i kao potproblem u nekom
mnogo slozenijem problemu. Na primer, telefonske kompanije ili kompanije koje
se bave kablovskom televizijom, posebno su zainteresovane za sprezna stabla min-
imalne tezine, jer MCST za skup lokacija definiSe mrezu za povezivanje zicama,
koja povezuje lokacije koris¢enjem najmanje moguce kolicine zica. Mozda manje
ocigledna, ali ne manje znacajna, primena algoritma za MCST je za reSavanje
¢uvenog "problema putujuéeg trgovca”. Ovaj problem se, inace, uobicajeno svodi
na nalazenje najkraceg puta tokom koga se posec¢uju sve tacke u mrezi (svi ¢vorovi

u grafu), bar po jednom.

Problem nalazenja MCST moze biti formulisan na slede¢i nacin. Posmatrajmo
povezan neusmeren ili usmeren graf, G = (V, E), gde je V. = {1,2,...,n} skup
¢vorova i E skup grana. Svakoj grani (7,7) iz E' dodeli¢emo tezinu/cenu d;;, gde
tezinska matrica D) = (dg-))) reda n x n, data u Definiciji 4.5, koja odgovara grafu

(G, ima slede¢u formu

dij7 ako Je{lvj} S E7
d) =4 +oo,  ako{i,j} ¢ B, (4.19)
0, akoi = j,
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zasvakot =1,2,...nij = 1,2, ....,n. Problem je nalazenje korenskog spreznog sta-
bla G = (V, E') gde je £’ podskup od E, takav da je suma d;; zai =1,2,...,n,j =
1,2,...,n u E' minimizirana. Sprezno stablo je definisano kao graf koji povezuje,
bez ciklusa, sve ¢vorove sa n — 1 grana, tj. svaki ¢vor osim korena, ima jednu i

samo jednu dolaznu granu.

Primetimo da sprezno stablo minimalne tezine ne mora da bude jedinstveno.
Ovaj problem moze biti reSen pomo¢u mnogo razli¢itih algoritama. Prvi algoritam
za nalazenje MCST razvijen je od strane ¢eskog naucnika Otakara Boruvke jos
1926 (videti, na primer [5, 68]). Sada, postoje dva algoritma koja se uobicajeno
koriste, Primov algoritam (videti [72]) i Kruskalov algoritam (videti [18]). U ovom
odeljku, mi ¢emo koristiti jedan algoritam, nalik algoritmu Vorsala, koris¢enom
u prethodnom odeljku ove teze (videti [92]) i Flojdovom algoritmu (videti [12]).
Prvi od pomenutih algoritama je namenjen izracunavanju tranzitivnog zatvaranja
grafa, a drugi od njih izracunavanju najkraceg puta u datom grafu. Algoritam koji
sada obradjujemo, poznat je kao Mags-Plotkinov algoritam za nalazenje spreznog
stabla minimalne tezine (videti [31]). Podrazumevaéemo, jos, da su ”cene” grana

(tj. tezine) jedinstvene, tj. medjusobno razlicite (videti [31], [28]).

Mags-Plotkinov algoritam za nalazenje MCST polazi od matrice D© = D i
izra¢unava niz matrica D% = (dgc)), k =1,2,...,n. U cilju nalazenja MCST,
(k))

0 .. o , . .
Z(-j)) i izracunavacemo niz matrica D®) = (d;

k=1,2,...,n, na osnovu sledec¢eg algoritma:
Algoritam 21 (Mags-Plotkin)
for k:=1tondo

for i :=1 ton do

startova¢emo od matrice D) = (d

for j :=1ton do

dg?) = min{dz(f_l)7 max{dgl,j_l), dg;_l)}};
U drugom koraku ovo postupka, pocetnu matricu D éemo porediti sa krajnjom
matricom D™, Grana (i, j), grafa G treba da se doda u sprezno stablo minimalne
tezine ako i samo ako je dl(-?) = dl(-?) zat1=1,2,...,n175=1,2,...,n. Interesantno je
primetiti da, ako su tezine d;; u opsegu [0, 1] a min i max operatori se zamene, tada
Mags-Plotkinov algoritam moze da se iskoristi i za nalazenje max-min tranzitivnog

zatvaranja matrice slicnosti u fuzzy smislu (videti, na primer [19]).

Mags i Plotkin (videti [31]) razmatrali su primenu predlozenog algoritma na
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n x n umrezenih racunara u O(n) koraka. U [28] ovaj algoritam je koris¢en za
izracunavanje MCST na linearnim poljima, sa moguénoséu rekonfiguracije magis-
trala za propustanje podataka. Problem je resen za vreme reda O(logn) kori-
S¢éenjem n? procesora u polju. U ovom odeljku mi ¢emo se baviti samo proble-
mom nalazenja matrice D™ . Poredjenje i izrac¢unavanje cene je ostavljeno host
racunaru. Obzirom na strukturu Algoritma 21, primetna je slicnost sa svim
prethodno koriséenim algoritmima sa trijadama, pa je za ocekivati da se na slican
nacin, kao recimo kod mnozenja matrica, ovakav algoritam moze preslikati na neko

sistolicko polje, koris¢enjem nekog od dozvoljenih i moguéih pravaca projektovanja.

Za odredjivanje D™ koristi¢emo najpre unidirekciono linearno sistolicko polje
(ULSA), a zatim i bidirekciono linearno sistolicko polje (BLSA). Na kraju ¢emo

vrsiti analizu i poredjenje performansi ova dva polja.

Zbog dimenzije ovog problema i zavisnosti izmedju podataka u odgovarajuc¢em
grafu zavisnosti podataka, Algoritam 21 nije pogodan za direktnu sintezu ULSA.
Kako bi prevazisli ovaj problem, na slican nacin kao i u prethodnim odeljcima,
delimo izracunavanja u Algoritmu 21 na odgovaraju¢i broj dvodimenzionalnih
delova/entiteta koji se izracunavaju na projektovanom polju. Konacan rezultat se,
zatim, dobija sukcesivnim ponavljanjem izrac¢unavanja n puta na projektovanom
ULSA. Dobijeno sistolicko polje je prostorno-optimalno u odnosu na veli¢inu i obim
problema i vreme izvrsenja je minimano moguée za veli¢inu dobijenog sistolickog

polja.

U nastavku ovog odeljka, mi ¢emo projektovati jedno unidirekciono linearno
sistolicko polje (ULSA) i jedno bidirekciono linearno sistolicko polje (BLSA), sa
po samo n procesnih elemenata, koja izra¢unavaju D™ u O(2n?) koraka. Pri
tome, interesovaée nas samo nalazenje matrice D™ . Modifikovana procedura
projektovanja i indirektni metod preslikavanja, opisan u drugoj glavi ovog rada,
omogucavaju dobijanje sistolickog polja sa optimalnim brojem procesnih elemenata

za zadati obim problema.

4.5.1 Sinteza ULSA za MCST

Kako bismo odredili dvodimenzionalne entitete pogodne za sintezu polja sa zelje-

nim osobinama, ocigledno je da bi jedna od indeksnih promenljivih u Algoritmu
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21 trebala da bude fiksirana na neku konstantnu vrednost. Izracunavanja u Al-
goritmu 21 ne zavise od toga da li su prvo izvedena po indeksnoj promenljivoj ¢
ili po indeksnoj promenljivoj j. Drugim recima, petlja sa indeksnim promenljiva-
ma ¢ i 7 mogu da se permutuju. Zbog toga, bez gubitka opStosti, pretpostavimo
da je indeksna promenljiva i spoljna i fiksirana na neku konstantnu vrednost.
Dvodimenzionalni entiteti dobijeni postavljanjem ¢ na neku konstantnu vrednost
u Algoritmu 21 su M; = (dg-c)), 1=1,2,...,n.

Zavisnosti izmedju razlicitih M;, 1 = 1,2, ...,n su veoma slozene. Naime, nije
moguce izracunati M; samo na osnovu M;,0 <t <i—1. Zbog toga, izracunavanje
razlicitih M; nije prikladno za sistolicku implementaciju. Isti zakljucak bi bio
dobijen i ako je j fiksirano. Zbog svega toga jedina preostala indeksna promenljiva

je k. Primetimo da je indeksna promenljiva k iterativna u Algoritmu 21.

Prilikom projektovanja ovog polja podeli¢emo izracunavanja u Algoritmu 21
na dvodimenzionalne celine/entitete D*) = (dz(f)), za neko fiksno k = 1,2,...,n.
Izracunavanje D®) zavisi samo od D*~Y_ Ovo znaéi da mogu biti izvodjena sukce-
sivno izra¢unavanja DM D@ DM sto je veoma vazno za na pristup resavanju
ovog problema. Dakle, dovoljno je projektovati polje koje izracunava D™ a zatim

ga koristiti za izracunavanje D™, sukcesivnim ponavljanjem izra¢unavanja n puta.

Da bi olaksali dalji rad, slicno kao i u prethodnim odeljcima, uveséemo sledece
oznake:
a(i,0,1) = dY,b(0,5,1) = d'7, (i, 4,0) = ), c(i, j, 1) = d.}, (4.20)
zati=1,2,...ni7=12,..,n. Odgovarajuci sistolicki algoritam ima slede¢i oblik:
Algoritam 22
for 1 :=1ton do
for j:=1ton do
a(i,j,1) == a(i,j —1,1);
b(i,5,1) :=b(i — 1,7,1);
c(i,7,1) := min{c(i, 7,0), max{a(i, 7, 1),b(i, j, 1)} };

Primetimo da je Algoritam 22 skoro identican sa Algoritmom 3 za mnozenje

matrica, koj iobradjujemo detaljno u trecoj glavi ovog rada, samo su promenjene
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racunske operacije: umesto + i -, sada imamo max i min. Prostor unutrasnjih

izracunavanja za Algoritam 22 je
Poe = {5 )1 i <n,1<j <), (4.21)

a odgovarajuca matrica zavisnosti je

(4.22)

o O =
o = O
= o O

Unidirekciono linearno sistolicko polje moze biti dobijeno za vektor pravca pro-

T
jekcije i = |1 —1 0 } (videti, na primer [36, 45]). Ipak, ovaj pravac nije
dozvoljen za Algoritam 22. Naime, ako je iz skupa mogué¢ih transformacionih

matrica za ova] pravac sledeca

—

(4.23)

o = =
o =
=

izabrana na slucajan nacin, onda u skladu sa preslikavanjem S: D — A tj. u

skladu sa

110
A=S-D=|¢& & 53]=[O 0 1],. (4.24)

koji predstavlja pravac toka podataka kroz sistolicko polje, zaklju¢ujemo da
T
G=e=[10], (4.25)

tj. elementi vektora bia "putuju” kroz sistolicko polje u istom pravcu. Ovo bi
izazvalo da se isti parcijalni proizvodi izracunavaju u svim procesnim elementima,
to onemoutacna izracunavanja i onemogucéuje samu realizaciju algoritma.

Jedan nacin da reSimo ovaj problem je da uvedemo elemente za kasnjenje,
izmedju susednih procesnih elemenata u polju. Sa stanovista algoritma, trebalo bi

sada uvesti dodatni indeksni prostor,

1
Pa={(i=5 Wl <i<n1<j<n} (4.26)
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1 novu matricu zavisnosti

100
D=|g & &]=|010 (4.27)
00 1

Sada ¢emo, uzevsi u obzir (4.21), (4.26) i (4.27), konstruisati novi sistolicki algori-
T
tam, ekvivalentan Algoritmu 22, koji ra¢una DV, za pravac i = { 1 -1 0 } )

Taj algoritam ima sledec¢i oblik:

Algoritam 23
for i :=1ton do
for j :=1tondo
b(i — 5,75,1) = b(i — 1,4,1);
a(i,7,1) == a(i,j —1,1);
c(i,7,1) := min(c(s, j,0), max(a(i, j, 1), b(3, j,1)));

Nova matrica zavisnosti D, definisana sa (4.27) zahteva da se transformaciona
matrica T" mora modifikovati da bi se doslo do ULSA, u skladu sa Algoritmom
23. Taénije, vektor II mora da se modifikuje, i on ée sada biti I = [2 1 1], pa nova
transformaciona matrica ima sledeé¢i oblik:

I
S

T —

11
10|, (4.28)
01

ULSA dobijeno primenom Algoritma 23 izracunava Dy, u skladu sa P, defi-
nisanim u (4.21) i transformacijom prostora S, definisanom u (4.28) Ipak, ono ima

) = 2n — 1 procesnih elemenata, Sto je previse za obim datog problema.

Prostorno-optimalno ULSA bi trebalo da ima n procesnih elemenata. Da bismo
odredili ULSA sa optimalnim brojem procesnih elemenata, prostor unutrasnjih
T

izracunavanja Pj,; mora da se prilagodi pravcu projektovanja i = { 1 -1 0 }

(videti, na primer, [2, 38, 45]). Prilagodjavanje se vrsi preslikavanjem indeksnog
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prostora Pj,; u novi, u skladu sa

u 1 00 i 0 i
=l =1 10]|-|jl+|n|=|j-i+n (4.29)
0 01 1 0 1

zasvakoi =1,2,...nij =1,2,...,n. Sada, novi prostor unutrasnjih izracunavanja
je
P ={(,j—i+n 1)1 <i<n1<j<n}, (4.30)

a odgovarajuci prostor elemenata za kaSnjenje je

1
j—i+n1)1<i<n1<j<n} (4.31)

Pd:{(i_?

Sada, uzevsi u obzir (4.27), (4.28), (4.30) i (4.31), mozemo definisati novi sistolicki

algoritam koji je prilagodjen pravcu i = [1 —1 0]7 i ekvivalentan Algoritmu 23.
On ima sledeéi oblik:
Algoritam 24
for i :=1ton do
for j :=1tondo
b(i —3,j—i+n,1):=bl—1,j—i+n,1);
a(i,j—i+n,1):=a(i,j—i+n—11);
c(i,j—i+n,1) := min(c(i, j—i+n,0), max(a(i, j—i+n, 1),b(i,j—i+n,1)));
gde je a(i,j,1) = a(i,0,1), (0,7 + n,1) = b(0,4,1), c(i,j + n,0) = c(i,4,0),
c(i,j+n,1)=c(i,j,1),zat=1,2,...n1j=12, .. n.
ULSA za racunanje matrice D) na osnovu Algoritma 24, zva¢emo ga SA1S,
dobija se preslikavanjem (P, Py, D), koriséenjem transformacije S, definisane u

(4.23). (z,y) koordinate procesnih elemenata u polju se dobijaju preslikavanjem

|-

Pozicije elemenata za kasnjenje u (z, y) ravni su odredjene preslikavanjem skupa

P, definisanim u (4.30), na osnovu

j+n
1

PE — (4.32)

za svako j =1,2,....n.

P, definisanog u (4.31), pomo¢u transformacije S definisane u (4.23), tj. u skladu
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|-

Komunikacijske veze izmedju procesnih elemenata u polju su implementirane

sa

P, (4.33)

1

j+n—s ]
za svako j =1,2,....n.

duz propagacionih vektora

(4.34)

O Nl
o =

A_&D_[@2@2aﬂ—[

= O
| I

gde je D definisano u (4.27) i u (4.23).
Inicijalne (z,y) pozicije ulaznih podataka u ULSA, na pocetku sra¢unavanja,

dobijaju se pomocu

14n—i 1
a(i,0,1) — - T +rn ,
Y 1 0
T j—i+2n+1 1
b(0,j —i+mn,1)— = 2 +rn| 2|, (4.35)
Y 1 0
' 0
c(i,j—1i+4+n,0)— i ‘7+7‘l | +rn ,
Y 2—1—9 1

za svako i = 1,2,...,n 1 j = 1,2,...,n. Parametar r je odredjen za svaki par (i, j)

kao vedi od celih brojeva iz skupa {0, 1} za koji vazi
2 —i—j+rn<0.

Uloga parametra r je da minimizira vreme izvrSenja Algoritma 24.

Primer ULSA koje izracunava DU, za sluc¢aj n = 3, prikazan je na Slici 4.15.

Pri tome, u ovom polju je koris¢en procesni element sa fukcionalnim svojstvom kao
na Slici 4.16.
Uzevsi u obzir (4.32), nije tesko zakljuciti da dobijeno ULSA ima © = n pro-

cesnih elemenata, §to je optimalan broj za datu veli¢inu problema. Matrica D™
se dobija izra¢unavanjem DM D@ DC=1 DM tako da se elementi matrica

D®) = (dg“)) koriséeni kao ulazni elemsenti za izracunavanja D*+1) = (dl(-fﬂ)), za



GLAVA 4. SINTEZA 1DSA ZA GRAFOVSKE ALGORITME 160

© O o 1 42 t 4y t
d; d, d, > = > - > —
[} ©) (U} )
© 4 d d d d, d
dy, d;; 13 H_E 13 13,14 11
() 0 0
dlS d;?,) dgl)
(0) (U] (0)
dz: dn dss
() ) ©)
d;; d; d.

Slika 4.15: Izracunavanje MCST na SA18

aout = ain
boul = bin

C, = Min(c;, max(a,,,b;,))

Slika 4.16: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA18

k=0,1,...,n—1. Tokom izracunavanja, izlazno vreme u k-toj iteraciji se preklapa
sa ulaznim vremenom u (k + 1)-voj iteraciji. Gantogram izraCunavanja na ovom
polju, za slucaj n = 3, dat je u Tabeli 4.5.1, za slucaj n = 3.

Ukupno vreme potrebno za izracunavanje matrice D™, na ULSA je t;,; =
n(3n — 2), a efikasnost ovog polja je

n
E = B33<ELO. 4.
a9 0.33 < E <0.5, (4.36)

Sto se smatra dobrom efikasnoséu.
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4.5.2 Sinteza BLSA za MCST

Kako bi dosli do algoritma koji je prikladan za sintezu bidirekcionog linearnog sis-
tolickog polja (BLSA), postupajudi na isti nac¢in kao i u svim prethodnim situaci-
jama, kod mnozenja matrica i kod prethodnih grafovskih algoritama, podeli¢emo
izracunavanja u Algoritmu 21 na dvodimenzionalne entitete D*) = (dz(f)) za
neko fiksno k = 1,2, ..., n. Izracunavanje D® zavisi samo od D*~Y. Ovo znadi

da izracunavanja

mogu da se izvedu sukcesivno, §to je veoma vazno za nas pristup ovom problemu.
Dovoljno je sintetizovati polje koje odredjuje D) za neko fiksno k, a zatim ga

iskoristiti za izra¢unavanje D™ sukcesivnim ponavljanjem izra¢unavanja n puta.

Bez gubitka opstosti, mozemo da uzmemo k£ = 1. Da bi olaksali dalji rad,
koristi¢emo oznake iz (4.20) zai = 1,2, ...,n1j = 1,2,...,n. Odgovarajuéi sistolicki
algoritam je ponovo Algoritam 22, a njegov indeksni prostor dat pomoc¢u (4.21).
Vektori zavisnosti podataka &2, €2, € promenljivih b(0,7,1), a(i,0,1) i ¢(4, ,0)
u Algoritmu_22 odredjeni su pomocu ¢ = [i j 1] —[i —1 5 1]7 = [1 0 0],
@ =lij —[ij—11T=[010Tie®=[ij1T—[ij0]T =[001]T, respektivno.
Dakle, matrica zavisnosti za Algoritam_22 je data sa (4.22). Od raspolozivih

pravaca projektovanja, za dobijanje ovog bidirekcionog linearnog sistolickog polja

koristicemo p = [1 1 0]T. Iz skupa validnih transformacija biramo (videti, na
primer [2]):
- 11
IT
T= 1 -110 (4.37)
o 0

Koordinate procesnih elemenata (z,y), dobijene su preslikavanjem indeksnog pros-

tora Py, definisanog sa (4.21), koris¢enjem matrice S iz (4.37).

Dobijeno BLSA nije optimalno u pogledu broja procesnih elemenata za dati
obim problema, jer je broj procesnih elemenata u ovom BLSA jednak 2n — 1.
Kako bi dobili SA sa optimalnim brojem procesnih elemenata, tj. €2 = n, za dati
obim problema, moramo da prilagodimo, tj. da prilagodimo indeksni prostor Pj,;
Algoritma 22, pravcu g = [1 1 0]7, primernom postupaka i metoda razvijenih

u drugoj glavi ove teze tako da tacno n indeksnih tacaka prilagodjenog indeksnog
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prostora bude stavljeno na liniju paralelno praveu g = [1 1 0]7.

Kako pravac g = [1 1 0]7, ima oba pu; = 1 # 01 pup = 1 # 0, prilagodjavanje
prostora Pj,; je moguée po obe indeksne promenljive ¢ i j. vrsi po indeksnoj
je dobijen u skladu sa

promenljivoj ¢, prilagodjen prostor, P},

u 10 0] 0 i
—H-p+f=|110 =1 =|i+j—1], (4398
00 1]]1 0 1
zasvakotr=1,2,....,nij5=1,2,...,n.

S druge strane, ukoliko se prilagodjavanje vrsi po indeksnoj promenlivoj 7,

prilagodjen prostor, P, je dobijen u skladu sa

wnt

u 11 0]/ 1 i+j—1
—H-pr+f=|010]|j|+| 0 |= j . (4.39)
0011 0 1
zasvakot1=1,2,...,nij5=1,2,...,n.

Novi indeksni prostori P, = {(u, v, 1)}, odredjeni pomoéu (4.38) i (4.39), su,

]

Pry=A{Gi+j-1L1D[1<i<n,1<j<n}, (4.40)

Pro={(+j—-1Lj)1<i<n,1<j<n]} (4.41)

7

definisu dva nova regularna usmerena grafa, G} = (P}, D) 1 G5 = (P} 5, D), gde
je D dato pomoc¢u (4.22). Sistolicki algoritmi koji odgovaraju ovim grafovima su

ekvivalentni Algoritmu 22 i imaju sledeéi oblik

Algoritam 25
for i :=1ton do
for j:=1tondo
a(i,i+j7—1,1):=a(i,i+j—2,1)
b(i,i+j—1,1):=bli —1,i+75—1,1)
c(iyi+j—1,1) := min{c(i,i + j — 1,0),
max{a(i,i+j—1,1),b(i,i +7—1,1)}}
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gde je b(0,7 +n,1) =b(0,4,1), c(i,j +n,0) = c(i, 4,0), c(i,j +n,1) =c(i, j,1), za
i=1,2,...nij=12 .. n

Algoritam 26
for 7 :=1ton do
for j:=1ton do
a(i+j—1,5,1):=ali+75—-1,7—1,1)
bii+j—1,5,1):=b(i+j—2,4,1)
c(i+7—1,7,1) :=minf{c(i + j — 1, ,0),
max{a(i+j—1,5,1),b(i+j—1,5,1)}}

gde je a(i +n,0,1) = a(i,0,1), c(i +n,7,0) = c(i,4,0), c(i +n,7,1) = c(i, j, 1), za
1=1,2,...n17 =1,2,...,n. Primetno je da su ova dva algoritma ekvivalentna
Algoritmu 8 i Algoritmu 9 za mnozenje matrica, iz tre¢e glave ove teze, pri

¢emu su operacije + i - zamenjene operacijama min i max.

Kako su gornje granice indeksnih promenljivih ¢ i j jednake (1 < ¢ < n i
1 < j < n), bidirekciona linearna sistolicka polja sintetizovana prema Algoritmu
25 i prema Algoritmu 26 imaju iste prostorne i vremenske parametre. Zbog toga
¢emo u nastavku teksta razmatrati samo Algoritam 26.

Bidirekciono linearno sistolicko polje koje implementira Algoritam 25 dobija
se preslikavanjem usmerenog grafa G* = (P;,, D), korid¢enjem matrice preslika-

vanja S. (x,y)-koordinate procesnih elemenata u dobijenom BLSA su

PEH[z]:{jzl}, 1<j<n. (4.42)

Komunikacione veze izmedju procesnih elemenata u polju se prostiru duz pravaca

vektor-kolona matrice
-1 1 0
A=5-Q=le’er el = [ ] (4.43)

Prostor inicijalnih izra¢unavanja Algoritma 25, P, = P;,(a)U P, (b) U Py, (c),
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definisan je indeksnim skupovima

Pin(a):{(iv()»l)llgign}
Pn,(0) ={0,i+j—-1,1)|1<i<n, 1<j<n}
Pp(c)={(,i+757—-1,0)|1<i<n,1<j<n}

Prilagodjavanje prostora Fj, se izvodi u skladu sa:

ﬁ”/* =Py — (t(ﬁ7> + 1)573a v € {a,b,c}. (4.44)

gde je t(p) funkcija takta, pa je prilagodjen prostor inicijalnih izracunavanja P}, =
P (a) U Pg(b) U Pr (c), definisan je skupovima

P {(i,1-4,1)[1<i<n}
Pr)={2-i—ji+j-1L1)[1<i<n 1<j<n} (4.45)
Py, {(i,i+j—1,3=2i—j)[1<i<n,1<j<n}

Kako je period protoc¢nosti tokom implementacije Algoritma 25 na dobijenom
polju A = |7 - ji| = 2, svaki procesni element je aktivan u svakom drugom ciklusu
takta. Zbog toga aktivno vreme izvrSenja nije najmanje moguce. Kako bi mini-
malizovali vreme izvrsenja, iskoristicemo metod dat u [3], uz izvesne modifikacije,
kao i u prethodnoj glavi i prethodnim odeljcima, kod projektovanja bidirekcionih

linearnih polja.

Najpre, pomenimo ponovo parametre koji se koriste u daljem postupku:

1) Parametar 7 je ceo broj, definisan pomocu

_ { n, akojen neparan,
n =

n + 1, akoje n paran.

2) Parametri r1 i o su odredjeni za sve parove (i,7) kao veéi od celih brojeva

iz skupa {0, 1}, takav da vazi sledece

—2(i—-1)+mn<0, i=1 = r =0,
—20@—-1)— (G —1)+ (r+ryn <O0.

Parametar r, je odredjen prvi.
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Sada mozemo odrediti optimalan raspored podataka na pocetku izrac¢unavanja
u polju BLSA, koji zahteva minimalno vreme izvrsenja. (x,y) pozicije ulaznih

podataka na pocetku izracunavanja dobijaju se iz slede¢ih formula

a(,0,1) — [x] :[1_%

Y 1

+(T1+T2)’ﬁ[;],

2 +2j — 3
1

b(o,¢+j_1,1)H[°;]: +(r1+r2)ﬁ[_(1)], (4.46)

) — 1
Y 3—2i—7

+(T1+T2)ﬁ[2]7

zasvakotr=1,2,...ni7=1,2,...,n.

T dl(?) T d1(30 ) T

<« PR (0) (0) (0)
d® 4O 40 PEI |PE2 PE3 d12 dn d13
21 31 B I 7O 70

'I\ 21 T 31 T
(0) (0)
dl] dy; dg(g)
(0) (0)
ds; dy, dz(?)
(0) (0)
dy, d:s] d1(30)

Slika 4.17: SA19 zan =3

Raspored podataka na pocetku izracunavanja na BLSA, za slucaj n = 3, dat je
na Slici 4.17. Struktura iskoriS¢enog procesnog elementa je takodje data, na Slici
4.18. Procesni element se sastoji od dva komparatora (Com) i tri leca.

U nastavku, u tabeli 4.4, dat je gantogram izra¢unavanja na SA19.

Prema (4.42) nije tesko zakljuciti da dobijeno sistolicko polje bidirekciono line-
arno sistolicko polje SA19 ima €2 = n procesnih elemenata. Isto kao i prethodno
projekovano unidirekciono SA18. Ovo je optimalan broj procesnih elemenata za

dat obim problema.

Pretpostavimo da vreme potrebno za izvodjenje operacije tipa max ili min

predstavlja jednu vremensku jedinicu. Oznacimo sa t;, vreme inicijalizacije, .z
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Slika 4.18: Struktura i funkcionalno svojstvo PE u SA19

vreme izvrsenja, t,,; izlazno vreme, a t;,; ukupno vreme izvrsenja Algoritma 25
na SA19. U skladu sa (4.46) imamo da je t;, = n—1, tege = 1ty = n— 1. Kako

je ttot = t’LTL + te:pe + touty 1mamo ttot =2n +n— 2.

Tokom izracunavanja, izlazno vreme u k-toj iteraciji se preklapa sa ulaznim
vremenom u (k+1)-voj iteraciji. Ovo je ilustrovano u gantogramu za SA19, u tabeli
4.4, za slucaj n = 3. U pomenutoj tabeli, prva dva ciklusa takta predstavljaju
vreme incijalizacije za prvu iteraciju. Tokom ciklusa 6 i 7 (11 i 12) vreme izlaza
i vreme inicijalizacije dve sukcesivne iteracije se preklapaju. Imajuéi ovo u vidu,
ukupno vreme potrebno za izra¢unavanje matrice D™ na bidirekcionom linearnom
sistolickom polju je

Tit =n(n+n+1). (4.47)

Efikasnost ovog bidirekcionog linearnog sistolickog polja je

Ez# ~
n+n—1

N | —

4.5.3 Analiza performansi

Uporedimo sada, performanse i karakteristike dobijenih polja bidirekcionog i uni-
direkcionog, za problem nalazenja minimalnog spreznog stabla.

U tabeli 4.5.3 su dati broj procesnih elemenata, ukupno vreme izvrsenja i efikas-
nost, kod projektovanog bidirekcionog linearnog sistolickog polja BLSA i za uni-

direkcino linearno sistolicko polje ULSA iz prethodnog odeljka, oba namenjena
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TABELA 4.3: PERFORMANSE SA19 1 SA18 za MCST

SA Q 7jtot E
BLSA n nn+n+1)
ULSA n n(3n — 2) T

izracunava nju spqreznog stabla minimalne tezine.

Moze se zakljuciti da oba polja imaju isti broj procesnih el emenata, ali vreme

izvrsenja na bidirekcionom polju je manje nego vreme izvrsenja na unidirekcionom.

Za malo n efikasnost oba polja je ista, tj. 0.50. Ipak, za vete vrednosti n,
efikasnost unidirekcionog polja ULSA tezi ka 0.33, dok je efikasnost bidirekcionog
sistolickog polja 0.5.
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Glava 5

Zakljucak

U ovoj tezi bavimo se preslikavanjima koordinatnih 3D grafova na ravan (2D)
i pravu (1D). Kako svakom algoritmu jednoznaéno odgovara orijentisani graf, a
svakom paralelnom ra¢unarskom sistemu takodje jednoznacno odgovara orijenti-
sani graf, mi na osnovu grafa algoritma, koji odgovara datom problemu, odred-
jujemo preslikavanja, tako da slike ovog grafa predstavljaju grafove paralelnih

racunarskih sistema, na kojima ¢e dati problem mod¢i efikasno da se realizuje.

Ogranicenje matematickog karaktera, prilikom nalazenja ovih preslikavanja je,
na primer, neophodnost ocuvanja susedstva izmedju ¢vorova polaznog grafa i nje-
gove slike i zanemarivanjem ovog ogranicenja moglo bi da ugrozi sam smisao sin-
teze paralelnog racunarskog sistema. Minimizacija broja ¢vorova u grafu, koji
odgovara paralelnom racunarskom sistemu, Sto uti¢e na cenu sintetizovanog sis-
tema, spada u ekonomska ogranicenja. Tehnologija u kojoj se sintetizuje paralelni
racunarski sistem, a u ovoj disertaciji to su sistolicka polja, namece odredjena

dodatna ogranicenja, kao na primer, planarnost.

U ovoj disertaciji se najpre bavimo problemom preslikavanja trodimenzionalnog
reSetkastog, tj. koordinatnog grafa, na ravan i pravu. Odredjujemo, pod odredje-
nim ograni¢enjima, sve moguce pravce projektovanja. Zatim, za svaki mogudi
pravac projektovanja definiSemo preslikavanje, koje obezbedjuje da dobijena slika
sadrzi optimalan broj ¢vorova. Pored toga, vodi se racuna da nakon projektovanja,

princip susedstva izmedju ¢vorova, uvek bude ocuvan.

U okviru drugog dela disertacije, pored nasih ranijih rezultata, nalaze se i

glavni rezultati i doprinosi ove teze. Oni su formalizovani kroz 1 lemu, 7 teorema

170
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i 3 posledice. Najvaznije teoreme, na kojima se zasniva ceo postupak projekcije
koordinatnih grafova, date su sa kompletnim dokazima. Ove teorema jos uvek nisu

publikovane i predstavlja originalan doprinos ove teze.

U trecoj glavi disertacije, koristimo preslikavanja definisana u drugom delu di-
sertacije, kako bi sintetizovali 1D sistolicka polja za reSavanje jednog od osnovnih
i najzastupljenijih problema iz linearne algebre, proizvoda matrica. Projektovano
je ukupno 14 jednodimenzionalnih sistolickih polja, za sve dozvoljene pravce pro-

jektovanja, koji daju jednodimenzionalnu sliku.

Sva projektovana sistolicka polja u ovoj disertaciji su prostorno optimalna, tj.
sa minimalno mogué¢im brojem procesnih elemenata u odnosu na obim problema.
Vremena realizacije posmatranog algoritma na sintetizovanim sistolickim poljima
je maksimalno minimalizovana u odnosu na ostvareni broj procesnih elemenata.
Rezultati do kojih smo dosli tokom visegodisnjih istrazivanja u ovom domenu,
prikazani i publikovani u nasim ranijim radovima, koji su prethodili radu na ovoj
tezi, ukazali su na put za kompletno resavanje postavljenih zadataka, te je u ovoj

tezi ovaj problem po prvi put sveobuhvatno i kompletno sagledan i obradjen.

U cetvrtom delu disertacije, bavili smo se sintetizom 1D sistolickih polja za
reSavanje nekih standardnih problema iz teorije grafova: nalazenje tranzitivnog
zatvaranja orijentisanog grafa, nalazenje svih najkrac¢ih puteva izmedju ¢vorova u
grafu i nalazenje svih mogué¢ih spreznih stabala minimalne tezine u datom grafu.

Sve sinteze baziraju se na preslikavanjima, definisanim u drugom delu disertacije.

Veoma uska veza izmedju problema iz teorije grafova i iz matricne algebre
omogucila je koriS¢enje veé¢ poznatih algoritama za matricna izracunavanja pri
reSavanju grafovskih problema i algoritama. Rezultati, prikazani u ovoj tezi, pred-
stavljaju sublimat nasih rezultata iz radova, publikovanih u prethodnom periodu.
I kod ovih primena se pokazuje da upravo postupak projektovanja, koji se uvodi
i koristi u ovoj tezi, zasnovan na projektovanju koordinatnih grafova, omogucuje
automatsku sintezu polja, putem eksplicitnih formula, a takodje i optimalnost do-

bijenih polja, ili prostorno, ili vremenski ili prostorno-vremenski.

Doktorska disertacija je kompilacija rezultata do kojih smo do sada dosli u

proucavanju koordinatnih grafova i njihovih primena, rezultata do kojih smo dosli
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u primenama preslikavanja koordinatnih grafova, zatim rezultata do kojih su dosli

drugi istrazivaci, kao i novih, neobjavljenih, rezultata na tom planu.
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Mpwnor 1.
H3JABA O AYTOPCTBY
Majasmyjes ga j2 AOHTOPCKS QUOERTIUM]S, NOS HICAOSOM

NPOJEKTOBAHKE 30 HOOPAWMHATHMY YCMEPEHME MPAS®OBA HA PABAH M MPABY M
MPMMEHA Y NPOLECY CHHTEIE CUCTONMYKME MO/LA

®  DEeIYATET CONCTESHOT MCTRAXMBIYKOr paaa,

® N3 NpegnOHeHs AWCEDTAUM]E, HK Y WSNWHK, HI4 Y 0EnoBKMME, HHje Ouna npegnosexa
=3 gobujzroe OWAC KOje guNAoMEe, Npema CTYOW|CHMR MPONPEMAME  OPYIrHx
BMCOKOWHOACKIY YCTEHOER,

® 03 Cy pEIYATETH HOPEHTHD HIESOEHN K

® 03 HKYCEM HPWWO 3YTOPCHE NPEES, HWTH N0y noTpetmaBan HHTENSKTYRNHY CEOjHHY
DOYTAK AMLa.

¥ Hiswy, 10.02.2015.

AyTop guceptauuje: bpanwcnase M. Panhenoewh

MorTnuc gokTopaHas:
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Mpwnor 2.

M3JABA O MCTOBETHOCTH LUTAMMAHE M ENEKTPOHCHKE BEP3WIE AOKTOPCKE
[OMCEPTALIMIE

Mme ¥ npeaune ayTopa_ bpaducnae M. Paswhenoauh

CTya=jcks nporpam: _ -

Hzcnoe paga: _MPOJEKTOBANKE 30 KOOPNMHATHMY YCMEPEHMX MAMODBA HA PABAH M
nPABY M NPMMEHA Y MPOLECY CMHTEIE CHCTOMMYEMX MOMbA

fesTop_ Op Wrop #. Menosawoeuh, pengoexsd npofecop

Wzjasmyjen 03 j2 WTEMNEH3 SE3M)E MOJE JDETOPCHE JHOSETEUM|E MCTOESTHE SNSKTROHLKD]
B203MjM, KDY CEM NDELSO0 33 YHOWEHE Y JHIMTAAHK DEN0ZHTORM]YM YHHBEPIMTETE ¥ HMwry.

Dpagomasam 43 ce objags Moje Aw4HM NOGSUM, HOJW CY ¥ BS3M .3 A00jasen aKsasMmonor
ZE3HIE OOKTODE HEYHKE, K30 WTO OY WME W NDS3WME, TOOMHE ¥ MacTo pofjera M gatym caSpase pags,

W TO Y katanory Bufnmorese, JMrdTaAHOM DENCIMTODE)YMY YHHEEDIWTETE ¥ HMLWY, K30 W
mybMEaLMiERE YHHESDEMTETS ¥ Huwy.

¥ Hawy, 10.02.2015,

AyTOp QHCEPTALLH]E: nucnae M. Paufenosuh

MoT¥C AoKTOpaKaa:
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Mpwunor 3.

H2IABA O HOPHIUREHY

Oenawhyjem YHuespzureTcry OubAwoTexy Hewkonz Tecns®™ gz, v OHMHTRAHM
FENOSHETORH]yA YHHMESPIWTETA ¥ HHWY, YHECE MOjY QONTODCKY SHCSPTALUM)Y, MO HECADBOM:

NPOJEKTOBAHKE 30 HOOPOWMHATHHY YCMEPEHMX TPASROBA HA PABAH M MPABY
H NPAMEHA ¥ NPOUECY CHHTEIE CHCTONMYEMX NOMbA

HOj3 j& sMoje 3yTopCED gano.

JAucepTankjy Ca CEMA NEHADSMME NPSSa0 38 Y BASKTPOHCKOM GOpMETY, NorogHas
33 apXMEKXparDS.

Maojy gosTopcky gucepTaumjy, yHETY ¥ JdundaranHe penozHToprjys YHHERpIMTETE ¥
Huwy, siory EOpKCTHTH CEM KOjW NowTy]y ogpesbe cagpfhade v ogabpasom THMY MHUEHLE
KpeaTHEHE 3ajegHuue {Creative Commons), 2a wojy cam ce ognysno.

1. AvTapcTeo
2. ANTODCTED — HEKOMEPUM]ENHD

3. AyTopCTED — HEHOMEpPLMjanHo — Oe3 npapage

4. ANTODCTED — HEKOMEPUHIEAHD — OEAMTH MO MCTHM YCADEMME

5. Aytoporeo — G232 npepaae
& AYTODCTEO — SEMMTH NoG MCTHA YORDEMMA

[FMomWuMo g3 NOAEYHETE CEMO jEAHY 04 WECT NoHSHME NHLBHLY; KEETEK ONHC ANLSHUA 2 ¥
HELCTEERY TEKCTE).

¥ Hawy, 10.02.2015,

AyTop gwceptagnje; Bpanwcnas M. Panfenoeuh

MoTNEC SOKTOPasaa:




