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Предговор

Оваj рад jе настао као део великог међународног проjекта VALIANT (Validation and

Improvement of Airframe Noise prediction Tools) коjи jе под своjим окривљем сакупио

водеће истраживачке центре у области нумеричких метода и прорачунске механике

на тлу Европе и Русиjе. Европска агенциjа за ваздухопловство jе препознала буку

као jедан од већих проблема нормалног живота за људе коjи живе у областима око

аеродрома. Водећи се жељом да се до 2020 године редукуjе бука коjу генерише

авион за 50 %. Десет чланица Европске Униjе и jеданеста Русиjа су у проjекту

VALIANT за циљ имале да се направи наjбоља нумеричка метода за предикциjу

звука генерисаног са узгонских површина и делова авиона у циљу редуковања

буке приликом слетања и полетања посебно у деловима око аеродрома. Нумеричке

методе су препознате као добар алат у дизаjну и предикциjи и као неопходан алат за

постизање задатог циља. Као део екипе коjа jе представљала CIMNE (International

Center for Numerical Methods in Engineering) чиjи jе био задатак да се као финални

продукт понуди наjбоља нумеричка шема и као таква имплеметира у функционални

софтвер. Истраживања коjе jе спроведено на тему аероакустике и напредне методе

стабилизациjе нумеричких метода за потребе симулациjе аероакустие настао jе рад

коjи jе пред вама.

Београд, маj 2016. Владимир М. Jазаревић
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Оптимизациjа аероакустичних феномена код узгонских површина

Апстракт

Бука чиjи jе узрочник авион приликом полетања и слетања jе jедан од главних

проблема за људе коjи живе у околини аеродрома. Jедан део буке генерише мотор

авиона док други део генеришу аеродинамичке површине и остале компоненте

авиона. Прављење веродостоjне симулациjе аероакустичног феномена методом

коначних елемената може да помогне да се сагледа комплексност проблема као и да

се ради на томе да се у будућности проjектуjу аеродинамичке узгонске површине

коjе ће стварати мању буку. Акустичне изворе ствара турбулентно струjање коjе

генеришу аеродинамчке површине, ти извори ствараjу вариjациjу притиска коjе

наше уво препознаjе као звук. Да би тачно одредили локациjу и интезитет звука

прво jе веома битно веродостоjно презентовати турбулентно струjање а затим

пропагациjа акустичних таласа кроз ваздушни домен.

Циљ тезе jе да математичким и нумеричким моделирањем што веродостоjниjе

представи векторско поље брзина турбулентног струjања. Са друге стране исти

математички модели ће бити употребљени и за пропагациjу притиска у средини.

Пошто дато струjање захтева велики броj елемената и чворова коjи се користе за

потребе методе коначних елемената циљ ће бити да се минимизуjе време и мемориjа

компjутера потребна за реализациjу симулациjе.

У првоj фази испитивања прво ће бити разматрани модели турбулентог струjања

коjи се користе углавном за оваj тип проблема (DNS–Direct Numerical Solu-

tion, RANS–Reynolds Averaged Navier-Stokes, LES-Large Eddy Simulation). У

следећоj фази ће бити извршено математичко и нумеричко моделирање Ортогоналне

Сабгри скеjл стабилизационе методе са динамичким праћењем малих величина.

Даље следи имплементациjа у софтвер претходно наведене стабилизационе методе

и њено тестирање као и компарациjа са постоjећим методама. Прорачун

акустичних извора или Лаjтхиловог тензора jе предмет следеће фазе где jе

трансформациjа из временског домена у фреквентни домен извршена директном

Фуриjеовом трансформациjом. Овим приступом jе убрзана трансформациjа као и

смањење компjутерске мемориjе потребне за прорачун. Математичко и нумеричко

моделирање пропагациjе таласа притиска у прорачунскм домену биће извршено

истим стабилизационим методама као и турбулентно струjање. У финалноj фази

истраживања су урађена испитивања на стварним проблемима ради верификациjе

и компарациjе метода коjе су презентоване у докторскоj тези. На краjу jе изведен

закључак са предлозима за даљи рад.



Резултати добиjени истражвањем ће показати да показана методологиjа даjе бољу

алокациjу и jачи интезитет акустичних извора. Различит приступ у моделирању

турбулентног струjања коjа посебну пажњу даjе малим величинама коjе се не могу

решити прорачунском мрежом обезбеђуjу добру дистрибуциjу енергиjе у подручjу

малих вртлога, као и повратни смер дистрибуциjе енергиjе са малих вртлога на оне

велике.
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Optimization of Aeroacoustic phenomena around aerodynamic surfaces

Abstract

Noise which is generated by the aircraft during the take off and landing is one of the

main problems for the people who live in area around airport. One part of the noise is

generated by the turbojet engine and another part is generated by the aerodynamic sur-

faces and other components of airframe. Development and production of good simulation

tool with finite element method can help to understand complexity of the problem and to

develop in the future aerodynamic parts of the aircraft which could produce lower level

of noise. Acoustic sources are generated by the turbulent flow passing aerodynamic parts

of the aircraft and these sources generate fluctuation of the pressure in the domain what

our ear recognize as sound. If it is wanted to accurately predict location and intensity

of the sound it has first to predict very accurately turbulent flow what is one challenge

and than simulate propagation of pressure waves in domain.

The goal of the thesis is to numerically and mathematically model vector field of velocity

for the turbulent flow. From another side also the same approach will be used for pressure

wave propagation. Aeroacustic simulation using finite element method overall need so

many elements and time for simulation it would be also suggested the approach how to

reduce the time and memory usage for simulation.

In first phase it would be investigated numerical approaches to simulate turbulent flows.

It is mainly used DNS-Direct Numerical Simulation, RANS-Reynolds Averaged Navier-

Stokes, LES-Large Eddy Simulation. In next phase it would be developed mathematical

and numerical modeling of stabilized Orthogonal Subgrid scale method with dynami-

cal subscales. Next it would be presented short implementation in software proposed

methodology and then their testing and also comparetion with existed methods.

Calclation of acoustic sources or Lighthill’s tensor will be subject of next phase where

transformation from time domain to frequency domain is done through Direct Fourier

transformation. Mathematical and numerical modeling of pressure waves will be done

with same methods as for turbulent flow. In final stage of investigation it would be done

some real simulation in 2D to verify and compare of proposed methodology with existing

ones. In the end it would be given the conclusion and suggestion for future work.

Result obtained from the investigation will show that proposed methodology will give

better and stronger representation of the acoustic sources. Different approach of turbu-

lent modeling affecting small scales and their filtration in the solution of resolvable scale



captured by the finite element mesh recovering good energy distribution in the area of

small eddies and also give opportunity to model backscatter.

Key words: Aeroacoustics, Direct Fourier transformation, Inhomogeneous Helmholtz

equation, Lighill’s analogy, Noise, Orthogonal Subgrid Scale Stabilization method with

dynamical subscales

Scientific discipline: Machanical engineering

Scientific subdiscipline: Aerospace
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Поглавље 1

Увод

Ваздухопловство jе од свог зачетка и првог лета браће Раjт до данашњих дана

прешао дугачак пут еволуциjе. Од саме спознаjе да човек може да лети па

до лета хиперсоничним брзинама прошло jе "само" 100 година, што сврстава

ваздухопловство у грану индустриjе са наjвећим прогресом али таj исти прогрес

jе гурао и многе друге гране индустриjе коjе су пратили тренд ваздухопловства. Са

сталним човековим хтењем да се иде брже и више инжењери су наилазили на разне

препреке и проблеме коjе су на оваj или онаj начин морали да решаваjу. Jедан од

оваквих проблема jе и бука коjу генерише авион коjи jе наjвише приметан у зонама

око аеродрома или кад авион лети на малим висинама.

До педесетих година прошлог века, постоjало jе веровање да целокупна бука коjу

генерише авион долази од мотора, док познати Енглески научник sir Michael James

Lighthill ниjе утврдио да одређени део буке долази и са узгонских површина и да таj

део уопште ниjе занемарљив, чак шта више што ће се касниjе утврдити дели исти

удео у буци као и она коjа долази са малзног мотора. Лаjтхил тада дефинише своjу

аналогиjу где су jедначине кретања флуида предефинисане у форму коjа подсећа

на таласну jедначину "класичне" акустике са леве стране Хелмхолцове jедначине

док jе изворни члан са десне стране остао не промењен. Његов "eight power" закон

дефинише да акустична снага генерисана са млазног авиона jе пропорционална 8-ом

степену брзине кретања авиона. Џеjмс Лаjтхил се сматра оснивачем аероакустике.

Аероакустика се може дефинисати као део акустике коjа проучава буку генерисану

турбулентним струjањем или интеракциjом аеродинамичких сила са узгонским

1
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површинама. Исто тако бука може да се повеже и са периодично вариjабилним

струjањем где jе "Aeolian tone" коjи се ствара кад ветар дува око фиксног

предмета класичан пример аероакустичног звука. Оваj звук jе jош познат као

и аеродинамички звук. За разлику од класичне акустике у аероакустици силе и

кретања унутар струjања су извори звука а не екстерни извори.

Са развоjем компjутера долази до развоjа и прорачунке аероакустике коjа има

за циљ да симулира и предвиди аеродинамички генерисану буку. Прорачунска

аероакустика се састоjи из Прорачунске механике флуида (CFD-Computational Fluid

Dynamics) турбулентног струjања, алокациjе и предикциjе акустичних иѕзвора и

пропагациjе акустичних таласа у прорачунксом домену тj. решавања класичног

акустичног проблема. Данас прорачунска аероакустика jе активна истраживачка

област пошто има широку примену у аутомобилскоj, железничкоj, авио и подводноj

индустриjи.

Сврха докторске тезе jе да прикаже развоj стратегиjе за предикциjу аероакустичних

феномена коjа jе имплементирана у програмерски код коjи користи метод коначних

елемената за решавање системе парциjалних диферциjалних jедначина. Таква

стратегиjа треба да буде корисна за предикциjу струjања малим брзинама коjу

могу да се класификуjу нестишљива струjања. Због тога jе коришћена Лаjтхилова

аналогиjа коjа показуjе како jе нестишљива Навиjе-Стоксова jедначина приказана

у форми нехомегене акустичне jедначине са изворним чланом коjи jе направљен од

дуплог дивергента Реjнолдсовог тензора. Циљ истраживања jе био да се развиjањем

нових стабилизационих метода изврши предикциjе турбулентног струjања и покуша

да се моделираjу мали вртлози коjи не могу да се ухвате прорачунском мрежом.

Ти исти мали вртлози имаjу битну улогу у расподели енергиjе између великих и

малих вртлога у турбулентном струjању. Исто тако метода коjа ће бити приказана

у тези има за циљ да симулациjом малих вртлога направи бољу предикциjу

акустичних извора као и њихову дипол и квадрипол карактеристику. Самим

тим бољом предикциjом акустичних извора и десни члан акустичне jедначине

добиjа своj другачиjи облик што повећава интезитет таласа притиска што наше

ухо препознаjе као буку. Уобичаjан приступ за моделирање турбулентног струjања

коjе има нестационарно понашање jе Симулациjа великих вртлога (LES-Large

Eddy Simulation). Метода подразумева филтрирање Навиjе-Стоксове jедначине са

ниско пролазним филтером на нивоу континуума. Ово се традиционално ради са
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конволуционим оператером коjи доводи до сепарациjе на решиве велике вртлоге и

на не решиве мале вртлоге. Утицаj малих вртлога на велике се онда моделира

и добиjа се резултуjућа LES jедначина за велике вртлоге коjа се дискретизуjе

и решава. Иако веома коришћена у индустриjи и научноj заjедници метод има

пар математичких проблема, као што jе утицаj и интеракциjа грешке коjа се

добиjа приликом физичког моделирања LES-a са грешкама коjе настаjу нумеричком

дискретизационим шемама.

Са друге стране у последње време постоjе разни правци у приступи моделирања

турбулентног струjања коjи се актуелно истражуjу. Jедан од битних фактора

коjи jе заjеднички за сваки приступ су стабилазиционе методе коjе се користе

да спрече нумеричке нестабиности коjе се добиjаjу од моделирања и решавања

парциjалних диферциjалних jедначина методом коначних елемената. Jедан од

метода стабилизациjе jе Сабгрид Скеjл стабилизациона метода (SGS-Subgrid Scale

Stabilization). Она се базира на сепарациjи величина коjе могу да се ухвате

прорачунском мрежом и на оне коjе то не могу. Утицаj малих величина коjе не могу

да се ухвате прорачунском мрежом на величине коjе то могу, се може моделирати на

више начина што дефинише разне врсте ове методе. Веома битан аспекат код SGS-a

jе да сепарациjа величина урађена као проjекциjа на одговараjући простор методе

коначних елемената a не на ниво континума као код LES методе. Када се аплицира

на Навиjе-Стоксовоj jедначини SGS метода поставља стратегиjу решавања проблема

симулациjе турбулентног струjања као чисто нумерички проблем а не као LES где

предходи физичко моделирање а затим и нумеричка дисктретизациjа.

Други корак при симулациjи аероакустике jе добиjање акустичних извора као

десног члана познате нехомогене Хелмхолцове jедначине коjи се добиjа дуплом

дивергенциjом Реjнолдсовог стрес тензора. Изворни члан у временском домену ће

се добити из анализе прорачунске механике фулида, коjи ће се трансформисати у

фреквентни домен директном Фуриjеовом трансформациjом где се израчунавање

имплементира у временски петљу CFD анализе и самим тим се уштеди велики

мемориjски простор. Могуће jе на краjу изабрати само фреквенце коjе желимо да

прикажемо. Ова процедура има главну предност у томе што омогућава директну

визуализациjу аероакустичног извора, што може бити велика помоћ у процсу

инжењерског дизаjна и развоjа.
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Трећи корак се састоjи у прорачуну акустичног поља решавањем нехомогене

Хелмхолцове jедначине. Опште jе познато да за велике таласне броjеве Галеркиново

решење методом коначних елемената тj. вариаjциона формулациjа ниjе позитивно

дефинитивна што доводи до грешке познате као "pollution" грешка. Због тога се

овде нећемо бавити стабилизациjом таласне jедначине него ћемо се ограничити на

мање таласне броjеве коjи су нам сасвим довољни за практичне проблеме док ћемо

на jеднодимензионом проблему приказати стабилизациjу и хомогене Хелмхолцове

jедначине. Наравно треба напоменути да се за апликациjу аеродинамички

генерисане буке са авиона користи конвектна Хелмхолцова jедначина коjа се са

одеђеним трансформациjама може свести на обичну Хелмхолцову jедначину. На

слици 1.1 jе приказан пример прорачуснке аероакустике иза авиона.

Слика 1.1: Симулациjа аероакустичне буке око авиона [CD-adapco]

1.1 Преглед и критичка анализа претходних

истраживања

Турбулентно струjање jе дуго представљало сметњу за прецизност, примену као

и употребљивост прорачунске механике флуида у индустриjским апликациjама,

а и даље jе уско грло за Прорачунску Аероакустику CAA. Данас Прорачунска

Аероакустика примењуjе све могуће приступе у моделирању турбулентног струjања,
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почевши од конвенционалног статистичког моделирања коjа се базира на

Реjнолдсовом осредњавању Навиjе-Стоксове jедначине, наравно за стационарно

(RANS-Reynolds Averaged Navier Stokes) и нестационарно (URANS-Unsteady

Reynolds Averaged Navier Stokes), преко директне нумеричке симулациjе (DNS-Direct

Numerical Simulation) са завршетком на симулациjи великих вртлога (Large Eddy

Simulation-LES) и хибридним LES-ом.

Међутим примењена на прорачунскоj аероакустици стационарни RANS иако веома

редукуjе прорачунско време ниjе нашао значаjниjу примену осим када jе везиван

за реконструкциjу стахастичког модела турбуленциjе, као што су Стохастичко

генерисање и радиjациjа буке (Stochastic Noise Generationa and Radiation-SNGR)

и (Random Particle Mesh-RPM) [1]. Скоро jе откривен потенциjал предвиђања ове

методологиjе за турбулентна струjања коjа се везуjу за површину и она коjа се не

везуjу. Потенциjал jе велики и представља вредну методу чак и за Реjнолдсове

броjеве при брзинама лета авиона. Генерално се прати иста методологиjа као и за

RANS у CFD-у. Главни разлог за успех ове методе у индустриjским апликациjама jе

приступачност турбулентних метода. Даљи развоj се може очекивати за струjања

са малим Маховим броjевима. Очигледан недостатак постоjеће RPM методе jе

занемаривање великог диjапазона флуктуациjа коjе могу да допринесу стварању

буке. Даљи развоj RPM стахастичког модела захтева више физикалности у

реконструкциjи турбулентног струjања.

Са друге стране директна нумеричка симулациjа (Direct Numerical Simulation-

DNS), се сматра као метод коjи jе веома способан да се ухвати у коштац са

овим захтевним проблемом. Метод омогућава симулациjу свих турбулентних

величина од великих до малих вртлога, као и репродукциjа целокупног спектра

акустичних иѕвора, али са друге стране jош ниjе доступна за практичне високе

Реjнолдсове броjеве. Симулациjа великих вртлога (Large Eddy Simulation-LES) стоjи

концептуално између претхдна два екстрема са jедне стране чисто турбулентне

симулациjе са DNS-ом и чистог моделирања турбуленциjе са RANS-ом, при чему

само наjвећи енергетски део кретања турбулентног струаjња одговран за изазивање

звука на великим величинама или вртлозима коjи се могу решити док се мале

величине или вртлози турбулентног струjања моделираjу. Иако пружа значаjно

смањење прорачнских ресурса упоредивши са DNS-ом, LES jе и даље превише
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захтеван за већину апликациjа. Вероватно ове две методе ће остати главни правац

примене развоjа за прорачунску аероакустику и у овом веку.

Иако jе постигнут запажен успех у развиjању LES методе у последњих пар година,

као на пример jедначина нелинарних поремећаjа (Non Linear Disturbance Equation-

NLDE) коjи решава LES jедначине за флуктуациjе око описаног осредњеног

струjања [2], [3]. Оваj приступ никад ниjе оспораван и може се користити као веома

оправдан. Ипак у последњих пар година правац истраживања научника коjи се

баве турбулентним моделирањем jе прешао на URANS и такозване хибридне RANS-

LES приступе чиjе поjављивање се може окарактеристати као заокрет у погледу

стратегиjе моделирања симулациjе турбуленциjе.

URANS приступ, коjи се обично назива и Симулациjа веома великих вртлога (Very

Large Eddy Simulation-VLES)[4], узима основне постулате из LES-а, тj. сепарациjу

доминатних углавном невискозних вртлога. У принципу прситуп jе веома прост,

само се треба пребацити у временски прецизан мод у RANS солверу резултуjући

са URANS-om. Нека струjања, нарочита она са масивним оцепљењем доводе до

нестационарног решења, у основи другачиjег од оног стационарног. Што се тиче

компjутерских ресурса URANS чак и за 3D симулациjу jе веома приступачан [2].

Зато jе имао запажено интересовање у деведесетим годинама прошлог века [5], [6],

[7], [8], [9]. Међутим, у односу на теориjу и физику ствар jе много више запетљана

[10], [11]. Треба обратити пажњу на истраживања од стране Ментера и Егорова [12].

Премда, говорећи о употребљивости за генерисање буке са авиона, конвенционални

URANS могу да се користе само за водеће тонове тj. за ниже фреквенце на спктруму.

Требало би напоменути да скора истраживања од стране Ментера и Егорова бацаjу

ново светло на потенциjал URANS модела ако се изводе са Фон Кармановим

величинама (први извод брзине jе подељен са другим изводом брзине) као сензором у

jедначинама. Оваj приступ ствара модел више осетљивим на турбулентне структуре

што оправдава дато име прступу симулациjе адаптивних величина (Scale Adaptive

Simulation-SAS). Приступ даjе обећаваjуће резултате за аеродинамичка струjања

укључуjући примере из аероакустике и без сумље заслужуjе даље истраживање као

прорачунски алат за прорачунску аероакустику.

Са друге стране хибридни RANS-LES приступ чиjи jе први представник симулациjа

одваjања вртлога (Detached-Eddy Simulation-DES) обjављен од стане [13] где jе
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RANS-ова и LES-ова функционалност моделирања са истим сетом jедначина.

Генерална идеjа DES-a jе да комбинуjе фино подешавање RANS-a у зони

прилепљеног граничног слоjа, а да са "raw power" методом LES-a у оцепљеним

зонама коjи су испуњени са релативно великим вртлозима чиjа презентациjа jе

иза могућности традиционалног RANS-a. Имплементациjа ове идеjе у оригиналну

формулациjу доноси просту модификациjу дужинске величине нормалне на зид и

захваљуjући импресивним резултатима [14], [15], [16] у првим апликациjама DES-

a у комплексним аеродинамичким апликациjама DES постаjе веома популаран и

у CFD као и у CAA заjедници [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24], [25]. Jедан

проблем приступа коjи jе запажен [13] jе сива зона-"gray area" коjи jош ниjе решен.

Проблем се односи на област недефинисану моделериање RANS мода и тотално

образоване LES зоне. Jош jедан важан извод DES-a jе приступ дефинисан коjи

комбинуjе способности DES-a у оцепљеним деоловима струjања, са моделирањем

неоцепљеног и делимично оцепљеног струjања са LES-ом и моделирање зида са

WMLES-ом. WMLWS jе од круционалне важности за CAA, jел оно омогућава макар

принципиjално, поуздано решавање турбуленциjе у струjањима коjе су ограничене

зидом. Метод омогућава велику уштеду у елементима у зонама близу зида

поредивши са LES методом за таква струjања. Међутим, доступне WMLES су

jедино успешне у простим струjањима и искуство коjе постоjи за ову методологиjу

jе недовољно да би се донео неки закључак за његову примену у прорачунскоj

аероакустици.

Последњи хибридни RANS-LES метод jе можда и наjбитниjи за прорачунску

аероакустику се зове уграђена симулациjа Великих вртлога(Embedded LES) коjи

омогућава пребацивање са RANS-a на LES и обрнуто али не у области близу зида

него у слободноj струjи или глобално говорећи у свакоj обаласти коjу корисник

изабере. Оваj принцип омогућава да се LES аплицира у оним зонама авиона

коjе су одговорне за стварање буке тако обезбедивши редукциjу компjутерских

ресурса. Главни проблем имплементациjе ове методе jе када струjање у RANS зони

пређе RANS-LES интеракциjу, тада jе потребно додати турбулентну флуктуациjу

да би се изазвао LES модел. Слично као што jе урађено са многим методама

симулациjе великих вртлога треба да се поставе нестационарни гранични услови,

док неки уграђени LES модели убацуjу вештачку турбуленциjу у интерференциjу

између RANS-LES [26], [27], [28], [29]. Иако има обећаваjуће резултате у области
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аероакустике, његова способност да се аплицира на релативно комлексне геометриjе,

jош ниjе довољно истражена и даља валидациjа овог приступа са експерименталним

методама jе потребна.

1.2 Увод у аероакустику и прорачунску аероакустику и

опис проблема истраживања

Аероакустика jе део акустике коjи се бави простирањем звука кроз домен коjи jе

генерисан од стране турбулентног струjања или аеродинамичке силе у интеракциjи

са аеродинамичким површинама. Генерисање звука исто тако може бити повезано

са периодично вариjабилним струjањем коjи се ствара када ветар дува око

фиксног обjекта. Модерна аероакустика своjе корене вуче од прве публикациjе

Sir James Lighthill-а у раним педестим годинама прошлог века, где jе прво

разматрано стварање звука од стране турбомлазног мотора на авиону, а касниjе

се истраживањем дошло до закључка да чак и до 50% звука коjи генерише

турбомлазни мотор долази са аеродинамичких површина и турбулентног струjања

коjе оне генеришу. Турбулентно струjање иза формациjе авиона jе представљено на

слици 1.2.

Слика 1.2: Дистрибуциjа вртлога иза авиона

Лаjтхил jе предефинисао Навиjе-Стоксову jедначину коjа решава проблеме струjања

стишљивог и нестишљивог вискозног струjања у нехомогену таласну jедначину и

тако створио конекциjу између механике флуида и акустике. Оваj поступак се зове

Лаjтхилова аналогиjа коjа представља модел за акустично поље. Она ниjе базирана

на физикалности генерисања и простирања звука него на аналогиjи како jе могуће
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представити акустично поље кроз jедначине стишљивог и нестишљивог флуида.

У проучавању аероакустике и теоретски и прорачунски напори су направљени да

се реше акустични извори у Лаjтхиловоj аналогиjи да би се добила веродостоjна

презентациjа генерисања и простирања аеродинамичког звука. Веома jе битно

нагласити да jе Лаjтхилова презентациjа егзактна у смислу да ниjе коришћена

никаква апроксимациjа у њеном развиjању. На слици 1.3 jе приказан ударни талас

на авиону приликом пробиjања звучног зида коjи jе можда наjупечатљивиjи и

засигурно наjвећи звук коjи може да генерише авион.

Слика 1.3: Авион пробиjа звучни зид

Са друге стране прорачунска аероакустика почиње са развиjањем средином

осамдесетих година прошлог века са публикациjама Хардинa и Ламкима [30], када

су прорачунски ресурси тj. компjутери и брзина симулациjе дошли на одређени

ниво. Термин прорачунска аероакустика jе у почетку узиман само за струjања

при малим маховим броjевима. Касниjе почетком деведесетих заjедница коjа се

окупила око ове проблематике jе термин прорачунска аероакустика користио за

нумеричке методе коjе су описивале радиjациjу буке са аероакустичних извора

тj. пропагациjу звучних таласа у нехомогеном прорачунском пољу. Те нумеричке

методе могу бити методе интеграциjе широког поља или директне нумеричке

меотоде коjе су оптимизоване за решавање математичких модела коjи описуjу

аеродинамичко генерисање звука. Током развитка прорачунксе аероакустике

развили су се разни нумерички модели за решавање проблема. Међу њима

су директна нумеричка симулациjа, хибридни модели, интеграциони модели,

Лаjтхилова аналогиjа, Кирхофова интегрална метода, као и Фловкс-Вилиjамсова
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метода. У дисертациjи jе коришћена Лаjтхилова аналогиjа. Са веома брзим

развоjем компjутера област прорачунксе аероакустике jе у последњих 30 година

извршио изврстан напредак и таj тренд и даље траjе. Пример ширења акустичних

таласа коjи се генеришу на крилу авиона прикаѕано jе на слици 1.4.

Слика 1.4: Нумеричка симулациjа аероакустике око крила авиона

1.2.1 Опис проблема истраживања

Повећани броj летова авионом од 1950-те године као и повећана популациjа људи

коjи живе око аеродрома jе наметнула буку коjу генеришу авиони као свакодневни

проблем тих људи. Ова врста буке се данас сматра као наjвећи проблем коjи треба

да се реши од стране авио-транспортне индустриjе.

У извештаjу Европског ваздухопловстава под називом визиjа за 2020 (Еuropean aero-

nautics - vision for 2020) група под називом ACARE (Advicory Council for Aviation Re-

search and Inovations) jе дала своjе виђење блиске и даље будућности ваздухопловног

транспорта. Да би се одржао стални раст, потребно jе превазићи пет главних

изазова, као и спровођење квалитативних и квантитавиних циљева. Визиjа 2020

даjе смернице да би се одговроило захтевима заjеднице. Што се тиче спољне буке,
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циљ jе да се смањи за 50 % или 10 децибела по операциjи авиона до 2020. Европска

авио индустриjа jе прихватила да испуни оваj веома захтеван изазов.

Екстерна бука коjа се шири са комерциjалног авиона близу аеродрома има два

главна извора, турбофенски мотор и конструкциjа летелице. Бука коjа се ствара

на модерним турбофенским моторима долази делом са фена, а делом од млаза

мотрора. Бука коjа долази са конструкциjе летелице (Airframe - AFM) jе углавном

од интеракциjе струjања флуида преко компоненти коjе ствараjу узгон и стаjног

трапа. Jедан део исто долзи од улубљења на конструкциjи, споjлера и делова трупа

авиона.

Све до 1960-их бука од стране мотора jе била доминантна у односу на буку

целокупног авиона, где су контрибуциjа од стране конструкциjе биле занемарљиве.

Премда у раним седамдесетим годинама прошлог века мотори су добили хладни

баjпас на турбофенском мотору што jе довело до значаjне редукциjе буке чак до 10

децибела. За ово снижење jе заслужна додатна контрола буке фена и турбине.

Данас, за модерне авионе, прираштаj буке од стране конструкциjе летелице према

целокупнj буци веома избалансриран што се може видети на слици 1.5, док у

неким случаjевима прираштаj буке од стране конструкциjе приликом полетања

се не може занемарити чак шта више jе веома присутан. При полетању, мотори

раде са наjвећим потиском и у том случаjу доминантна jе бука коjа се генерише

са носа летелице и то траjе све док се потисак не смањи. Пошто се авион веома

брзо пење и могу да се прате разне путање полетања, подручjе узнемирено буком

око аеродрома jе површински лимитирано. Приликом слетања, док мотори раде

на режиму редуковане снаге, стаjни трап jе избачен неколико километара пре

додиривања писте а и компоненте за повећање узгона су тотално отворене тако

да бука од стране конструкциjе летелице доминира целокупноj буци коjу генерише

авион. Пошто jе приступна крива према писти аеродорома веома блага, велика

површина око аеродорма jе изложена буци и што jе горе то се понавља са сваким

спуштањем авиона на аеродром.

Са сталним смањивањем буке на млазном мотору, важност смањивања буке на

конструкцjи авиона ће бити све важниjа и важниjа, посебно за велике авионе. Да

би направили искорак ка тишем авиону, веома jе битно да се направи алат за дизаjн

тиших конструкциjа авиона. Наjвећи извори буке на конструкциjи авиона су стаjни
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Слика 1.5: Процентуална расподела извора буке на авиону [VALIANT извештаj]

трап и компоненте за повећање узгона, предкрилца и закрилца. Како год, прецизан

механизам стварања звука, нарочито она широкопоjасна бука су jош увек недовољно

разумљиви или тешки за идентификациjу. Проблем jе што и нумеричке методе jош

нису довљно сазреле да направе предикциjу генерисања звука на авиону са доста

великом тачношћу.

Стога ће главни проблем истраживања у овоj тези да се направи нумеричка метода

коjа би била у могућности да што веродостоjниjе и што тачниjе ухвати физикланост

генерисања и пропагациjе звука око авиона и летећих обjеката као што су ракете.

1.3 Истраживачки циљеви дисертациjе

и примењена методологиjа

Истраживачки циљ ове дисертациjе jе:

• Унапређење Стабилизационе методе SGS (Subgrid scale stabilization) у виду

дефинисања нове методе коjа има ортогоналну проjекциjу моделирања малих

величина, тj. вртлога на простор коjи jе дефинисан методом коначних елемената и

коjа узима у обзир евалуациjу тих малих величина у времену тj. узима се у обзир

динамика малих вртлога.

• Дефинисању другачиjег приступа моделирања турбулентног струjања коjи jе

чисто нумерички и коjи у себи носи моделирање како великих тако и малих

вртлога, као и дефинисање малих величина коjе се не могу ухватити порачунском
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мрежом у зависности од величина коjе се могу ухватити прорачунском мрежом.

Самим тим jе унапређено глобално нумеричко моделирање количине кретања коjе

се принципиjално губи у другим методама.

• Дефинисана стабилизациона метода омогућава коришћење истих

апроксимативних функциjа за поље притиска и брзине струjања што омогућава

лакшу и бржу имплементациjу у софтвер коjи решава парциjалне диференциjалне

jедначине методом коначних елемената.

• Моделирање Реjнолдсовог стрес тензора коjи jе задужен за ефекте турбулентног

струjања малих вртлога и њен утицаj на велике вртлоге.

• Динамичким праћењем малих величина тj. вртлога и њиховим моделирањем

успешно jе моделирана размена енергиjе између малих и великих вртлога где треба

напоменути да jе са овим новим приступом успешно моделирана енергиjа коjу мали

вртлози предаjу великим што ниjе случаj у великом броjу класичних нумеричких

приступа.

• Посебно треба напоменути да jе са овом унапређеном методологиjом успешно

ухваћен спектрум у фреквентном домену развиjеног турбулентног струjања коjи

jе приказан на конкретним примерима из аероакустичне апликациjе, где се показуjе

да формуалциjа ниjе превише дисипативна као методологиjе коjе се обично користе

у аероакустичноj примени.

• Посебно jе дат акцент на моделирање акустичних извора Лаjтхиловом методом где

наведена метода за моделирање турбуленнтог струjања даjе диполе коjи се jављаjу

не само од величина коjе се могу ухватити прорачуснском мрежом, него и диполе

коjи долазе од малих вртлога.

• Применом директне Фуриjеове трансформациjе унутар временске петље за

решавање Навиjе-Стоксове jедначине чиме се даjе могућност да се уштеди велика

количина мемориjе коjа jе потребна за складиштење времнских корака поља брзине

коjе користи брза Фуриjеова трансформациjа.

• Имплементациjа нове Стабилизационе методе за решавање Хелмхолцове jедначине

ефикасно решава проблеме коjе изазива "polution" грешка коjа се jавља при великим

таласним броjевима.
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Научне методе коjе су примењене у поступку реализациjе научних резултата

могу се поделити на три групе: математичко моделирање, нумеричке методе

и симулациjа аероакустичних феномена. Математичко моделирање подразумева

преглед математичке теориjе као и дефинисање теорема и дефинициjа коjе задати

модели треба да испуне да би задовољавали одређене услове коjи би осигурали

постоjање и jединственост решења. Нумеричко моделирање и презентовање

нове методологиjе даjе могућност да се карактеристике турбулентног струjања

моделираjу чисто нумерички. Самим тим се омогућуjе да симулациjе нису зависне

од проблема коjи се симулира и да се са одређеним нумеричким аргуемнтима покриjе

велики диjапазон практичних проблема. Битно jе напоменути да стабилизациона

метода осим што омогућава да се користе исте апроксимативне функциjе што даjе

стабилизациjу конвектног члана за струjања где jе брзина струjања домианантна а

да се са додатним моделирањем и апроксимирањем малих вртлога приридно описуjу

сложене карактерисике турбулентног струjања.

1.4 Преглед садржаjа дисертациjе

Оваj рад подељен jе у седам поглавља,

• У Поглављу 1 дисертациjе истакнут jе значаj аероакустике авиона и како бука

коjу генеришу аеродинамичке површине авиона приликом полетања и слетања

утичу на људе коjи живе у околини аеродрома. Изнесени су будући правци

како да се редукуjе бука и како jе снижавати са годинама коjе су пред нама.

Изнесен jе преглед релевантне научне литературе у коjем су анализиране

карактеристике поjединачних фаза моделирања прорачуснке аероакустике,

са посебним освртом на моделирање турбулентног струjања при малим

Маховим броjевима. У наставку су приказане карактеристике аероакустике

и прорачунске аероакустике са освртом на физикалност процеса као и

методологиjе прорачуна аероакустичних феномена. Дат jе кратак осврт на

основна полазишта ове области од коjих jе наjзначаjниjи допринос дао Лаjтхил,

коjи jе први формулисао аероакустику коjа долази са аеродинамичких

површина и консттрукциjе летелица. Са друге стране, дат jе кратак

преглед приступа прорачуна аероакустике као и главни проблеми са коjима
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се при томе сусрећу истраживачи и инжењери у пракси. У следећем

делу првог поглавља jе дат преглед коришћених методологиjа у дисертациjи

као и истраживачки циљеви дисертациjе где jе назначен другачиjи приступ

моделирања турбулентног струjања од класичног коjи се обично користи у

пракси. На краjу jе дат кратак преглед дисертациjе.

• У Поглављу 2 дисертациjе су изнесене основне теориjске поставке

физикалне аероакустике и дефинисани су аналитички модели за њено

решавање. Приказане jе пар наjпознатиjих методологиjа од коjих jе

наjбитниjа Лаjтхилова аналоигиjа коjа jе централна за тезу. У овоj

методологиjи Лаjтхил jе презентовао трансформациjу Навиjе-Стоксове

jедначине у таласну jедначину као и њено прилагођавање за моделирање

аероакустичних феномена чиjи jе извор аеродинамичка бука. Поред

тога дефинисани су потребни монополи, диполи као и квадриполови

као и њихов значаj коjи имаjу за генерисање акустичних извора као и

њиховог интезитета. На краjу jе презентована методологиjа симулациjе

аероакустичних феномена изнетих у тези, где jе за први корак дефинисана

симулациjа комплетног турбулентног струjања помоћу прорачунске динамике

флуида (CFD). Добиjено нестационарно поље брзина се затим користи

да се израчуна двострука дивергенциjа Реjнолдсовог стрес тензора коjи

представљаjу акустичне изворе. Прелазак срачунатих акустичних извора из

временског домена у фреквеннти домен jе урађен са Директном Фуриjеовом

трансформациjом. Израчунати акустични извори су десни члан нехомогене

Хелмхолцове jедначине чиjим решавањем Галеркиновим приступом методом

коначних елемената се добиjа расподела акустичног притиска у прорачунском

домену

• У поглављу 3 дисертациjе jе дефинисана ортогонална сабгрид скеjл

стабилизациона метода са динамичким праћењем малих вртлога (Orthogonal

Subgrid Scale stabilization method with dynamical subscale). Превасходно jе

дефинисана нестишљива Навиjе-Стоксова jедначина као и њена вариjациона

формулациjа и укратко jе презентована математичка позадина дефинисања

постоjање jединственог решења задате jедначине. После тога jе дефинсaна

симулациjа великих вртлога LES (Large Eddy Simulation) методологиjа за

моделирање турбулентог струjања где jе приказано пар модела за моделирање
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малих вртлога коjи се добиjаjу после филтрациjе Навиjе-Стоксове jедначине.

Презентован jе између осталог модел Смагоринског коjи ће се користити

у даљим поглављима тезе и као упоредни модел. Укратко су приказане

добре и лоше стране модела као и могућност симулациjе турбуленциjе. У

наредном кораку jе дефинисана Галеркинова метода коначних елемената

за просторну дискретизациjу Навиjе-Стоксове jедначине као и модели за

временску дискретизациjу. Наредни корак jе резервисан за дефинисање

ортогоналне сабгрид скеjл стабилизационе методе где jе представљена њена

формулациjа као и позитивне стране дате формулациjе као што jе глобално

одржање количине кретања и моделирање Реjнолдсовог стрес тензора остатка

коjи моделира турбуленциjу малих вртлога. Дефинисано jе и динамичко

праћење малих вртлога са коjима ћемо успети да моделирамо узаjамну

расподелу енергиjе иземђу малих и великих вртлога. Веома битан аспект

формулациjе jе моделирање кинетичке енргиjе као и њене дисипациjе са

развиjањем вртлога што jе поткрепљено са математичком теориjом за обе

формуалциjе превасходно дефинисане.

• У поглављу 4 jе презентован превасходно прорачун акустичних извора као

дупла дивергенциjа Реjнолдсовог стрес тензора где се добиjа алокациjа и

интезитет акустичних извора у временском домену. Пошто jе Хелмхолцова

jедначина у фреквентном домену а акустични извори су изворни члан

нехомогоне Хелмхолцове jедначине потребно jе дате изворе у временском

домену трансформисати у акустичне изворе у фреквеннтном домену што

jе урађено са директном Фуриjеовом трансформациjом. Превасходно

jе презентована Директна Фуриjеова трансформациjа као и прорачунски

брза Фуриjеова трансформациjа и дата jе кратка анализа карактеристика

обе методе. Из задатих карактеристика обе методе због могућности

не складиштења велике количине података код Директне фуриjеове

трансформациjе се имплементира дирекнто у временску петљу приликом

решавања Навиjе-Стоксове jедначине где се добиjа на времену прорачуна али

се и редукуjе мемориjски простор потребан за алокациjу велике количине

временских инстанци поља брзине струjања.

• У поглављу 5 ове дисертациjе jе презетнованоа конвектна и стационарна

Хелмхолцова jедначина. Приказани су проблеми коjи се jављаjу приликом
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симуалциjе аскустичног поља са великим таласним броjевима као и граничним

условима коjи се jављаjу на ободима прорачунског домена а коjи замењуjу

безгранични домен. Дефинисано jе зашто се jавља "pollution" грешка са

математичке стране гледишта и шта jе потребно да би се оваj проблем

превазишао. Дефинисан jе затворени математички модел коjи jе добро

дефинисан и као такав погодан за решавање. Направљен jе тест проблем

у jедноj и две димензиjе за хомогену Хелмхолцову jедначину као и тест

проблем за нехомогену Хелмхолцову jедначину где jе нумеричко решење

нађено са Галеркиновим приступом методе коначних елемената. Чак

шта више за jеднодимензиону Хелмхолцову jедначину имплеметниран jе

стабилизациони модел дефинисан у трећем поглављу где jе приказано да са

задатом методологиjом jе могуће веома успешно превазићи проблеме "pollu-

tion" грешке, тj. да нумеричка пропагациjа таласа се простире у домену са

истим таласним броjем као и егзактно решење.

• У поглављу 6 дисертациjе приказана jе симулациjа аеропрофила са

закрилцем, упрошћени попречни пресек стаjног трапа, као и дводимензионе

секциjе проjектила "ALAS" (Advanced Light Atack System). Сви наведени

примери симулирани су са уобичаjним индустриjским приступом тj. са

познатом симулациjом великих вртлога LES (Large Eddy Simulation) методом

Смагоринског као и са презентованом методологиjом Ортоганалне сабгрид

скеjл стабилизационе методе са динамичким праћењем малих вртлога.

Презентоване су главне разлике методологиjе као и профили брзина и

притиска у различитим веременским инстанцама. Исто тако приказане

jе и временска еволуциjа у времену поља брзине и притиска за разне

карактеристичне чворове прорачунске мреже. Упоредо са тим резултатима

jе приказан и спектар фреквенци добиjеног поља брзине струjања где се

лако може видети главна разлика у приступу моделирања турбулентног

струjања. Затим jе приказано поље акустичних извора, за обе већ наведене

методологиjе где се лако може уочити већа присутност дипола и квадрипла за

стабилизациону методу што доводи до закључка да бољим моделирањем малих

вртлога се добиjа веродостоjниjа алокациjа и интезитет акустичних извора.

На краjу jе урађена симулациjа акутичног поља за мале таласне броjеве где

jе коришћен Галеркинов приступ методе коначних елемената Ови класични
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примери су показали реалну апликациjу презентоване стабилизационе методе

и њену могућност да моделира турбулентно струjање као и да презентовани

модел jе много мање дисипативан као и да динамичко моделирање малих

величина или вртлога даjе добру дистирбуциjу енергиjе између малих и

великих вртлога тj, у могућнсоти смо да се моделира повратна дистрибуциjа

енргиjе са малих вртлога на велике вртлоге.

• У поглављу 7 дисертациjе изнет jе детаљан закључак са критичком анализом

остварених резултата спроведених нумеричких симулациjа. Такође су дате

могуће смернице за даља истраживања из ове значаjне области коjу обрађуjе

ова дисертациjа. Истакнут jе научни допринос дисертациjе као и могућност

примене добиjених резултата у реалним условима.

Рад садржи и три додатка:

• Додатак А.

• Додатак Б.

• Додатак В.



Поглавље 2

Аероакустика и прорачунска

аероакустика

У оквиру овог поглавља направићемо преглед неких аероакустичних теориjа.

Пошто можемо рећи да се аероакустика налази негде између механике флуида

и акустике. Прво ћемо се осврнути на основе принципе акустике и њене

основне jедначине као и приступ преко Гринове (Green) функциjе, формулисаћемо

Кирхоф-Хелмхолцову (Kirchoff-Helholtz) jедначину, затим ће и мултиполарни

карактер акустичног поља бити презентован. После тога ћемо прећи на

аероакустику и формулисати Лаjтхилову (Lighthill) аналогиjу коjа jе централна за

ово истраживање. Поред Лаjтхилове аналогиjе извршиће се кратак осврт на друге

формулациjе.

2.1 Увод

У оквиру овог поглавља прво ћемо се осврнути укратко на историjски развоj

аероакустике. Као што jе већ напоменуто аеродинамичка бука jе бука генерисана

од стране нестационарног турбулентног струjања и њене интеракциjе са границама

(углавном аеродинамичким површинама). За разлику од аероакуситке, акустика

се концентрише на механизам генерисања буке и пропагирање таласа притиска

у флуиду када екстерна сила деjствуjе на њега (вибрациjа плоче, микрофон,

спикерфон и тд.). Аероакустика се фокусира на буку генерисану струjањем,

19
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унутрашње силе и кретање флуида (ротираjући вртлог, авион, фенска лопатица

и тд.)

Иако су прва истраживања аероакустичних феномена забележена краjем XIX

и почетком XX veka, посебно звук генерисан од стране струjања око цилиндра

[31], [32], [33]. Зачетком аероакустике као истраживачке дисциплине се сматра

издавање познатог Лаjтхиловог рада коjи се бавио генерисањем аеродинамичког

ѕвука [34], [35]. Лаjтхилово истраживање jе инициално мотивисано потребом за

коришћење млазних авиона у комерциjалне сврхе. Бука са воjних авиона у то

време jе била превисока и постоjала jе потреба за "тихим" авионима у насељеним

краjевима. Лаjтхилово откриће концепта акустичне аналогиjе jе jедно од његових

првих резултата. Закон "eight-power ѕа генерисану акустичну снагу jе дозволио

комбинациjу великог повећања пропулзивне снаге авиона са великом редукциjом

генерисане буке. Лаjтхилов рад jе сместио акустику поново у област механике

флуида [36] и означио почетак златног доба за аероакустику [37].

Оригинална Лаjтхилова аналогиjа jе поставила аналогиjу између стишљиве Навие

Стоксове jедначине и звука коjи се простире од стране квадриполних извора у

стационарном флуиду за случаj струjања у неограниченим доменима. Границе су

убрзо узете у обзир у раду аутора Курле-а (Curle) [38] за случаj не покретних

граница коjе су генерализоване у познату jедначину Фовкс-Вилиjамс-Хавкингса

(Fowcs-Wiliams-Hawkings) [39], [40]. Права снага акустичне аналогиjе се ослања

на томе да такозвани Лаjтхилов или Реjнолдсов тензор се може апроксимирати

разним апроксимациjама коjе узимаjу у обзир више ефеката интеракциjе између

хидродинамичког извора и акустичног извора. Неке познате аналогиjе су Лежандре

(Legnedre) [41] , Рибнер (Ribner) [42] , Филипс (Philips) [43] , Лили (Lilley)[44].

Радови коjи су везани за ову тезу су апроксимациjе коjе узимаjу у обзиир струjања

малим Маховим броjевима коjе наглашаваjу важност вртлога као извор звука. Кров

(Crow) [45] jе показао методом упарених асимптотских експанзиjа (Matched Asymp-

totic Expansions) да нестишљива апроксимациjа Реjнолдсовог тензора на Лаjтхилов

тензор са хидродиинамичком брзином коjа jе дата са Био Саваровим законом jе

уствари прва апроксимациjа коjа задовољава мале Махове броjеве. Са друге стране

Ристорћели (Ristorcelli) [46], jе урадио анализу двоструке пертурбациjе проблема
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и предложио стишљиву корекциjу Реjнолдсовог тензора само уводећи соленоидну

брзину струjања и притиска.

Са друге стране интегрално решење Лаjтхилове jеданчине са двоструким

дивергентом нестишљивог Реjнолдсобог тензора као изворног члана jе преуређен

од стране Хуа (Howe-a) како би се демонстрирала зависност звука од вртложног

поља [47]. Предност овог приступа jе да jе потребно само интегралити у региjама

где постоjе вртлози да би се добила пропагациjа таласа притиска. На оваj начин

Хоу (Howe) je добио резултате исте као Повел (Powell)[48], [49] за генерисање звука

од стране вртлога. Од рада коjи jе ирзвршио Лаjтхил до данас аероакустика се

углавном развиjала у пољу аеронаутике. Аеронаутика jе мотивисала први покушаj

аероакустике и то ради и данас. Велики броj струjања коjе укључуjу и генерисање

аеродинамичког звука се може наћи у аеронаутици.

Аероакустика ротираjућих делова као што су пропелери или фенови и ротираjући

склопови у турбомашинериjи су од великог значаjа не само да би се редуковала већ

огромна бука него и због замора материjала коjи jе присутан. Аеродинамичка бука

генерисана од стране млаза, струjања коjе имаjу доминантну смичућу компоненту

као и кохерентна струjања су веома битна у авиjациjи као и бука генерисана

сагоревањем и проблеми са ударним таласима [50], [51]. Проблем коjи jе добио

доста пaжње и са аналитичке стране [52] као и са прорачунске [53] jе бука коjа се

генерише са излазне ивице крила. Због веома просте геометриjе коjа jе погодна за

аналитички приступ као и генерисање веома фине мреже за прорачунски приступ.

Углавном jе симулациjа великих вртлога (Large Eddy simulation-LES) прва опциjа

за симулациjу прорачунске механике флуида коjа се користи као изворни члан или

нехомогени за акустичну аналогиjу [54], [55]

Иако се златно доба аероакустике сматра доба од 1940-1970 године, исто то се

не може рећи за прорачунску аероакустику. Током тих година компjутерски

ресурси су били итекако мали да би се уопште овако комлексан проблем пробао

решити симулациjом на компjутеру. Почетком 1980-их почиње да се развиjа и

прорачунска аероакустика. Пошто се у последњих 35 година компjутери толиком

брзином развиjаjу, као и летелице а упоредо са тим су све ригорозниjе регулативе

за дозвољену буку, може се рећи да 1990-их прорачунска аероакустика улази у своjе

златно доба [56], [57].
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Све до данас неколико стратегиjа jе развиjено за прорачунску аероакутику са

циљем да се суочи са разним проблемима генерисања аеродинамичке буке, коjи

су карактеристични за ваздухопловство, железницу или аутомобилску индустриjу.

Физикланост коjа покреће разне феномене генерисања буке могу бити веома

различите од случаjа до случаjа, где углавном jе зависност у стишљивости струjања,

интеракциjе узмеђу аеродинамичког и аксутичног поља, могућност формираља

ударних таласа, нелинарности приликом пропагациционих ефеката и тд. Теза ће

се фокусирати да нумеричкоj симулациjи аеродинамичке буке генерисане од стране

вискозног струjања малим Маховим брjевима. Прорачункса аероакустика вискозног

субсоничног струjања се суочава са пар проблема [58]

• Велики звучни опсег коjе људско уво може да препозна тj од 0 DB(децибела) до

140 DB коjе карактерише промену притиска од неколико реда вредности интезитета.

• Велики опсег фреквенци коjе човек може да региструjе, тj од 20 Hz до 20000 Hz,

где jе слух веома осетљив у опсезима од 1000 Hz до 4000 Hz.

• Велика различитост између аеродинамичке енергиjе и аероакустичне енергиjе коjу

генерише аеродинамичко струjање. Однос снага иде приближно до 5, где jе М Mахов

броj. Пошто jе акустична енергиjа коjа се генерише из струjања флуида мала, тако

да понекад њене мале вредности могу да се маскираjу распршавањем и дифузиjом

нумеричких алгоритама.

• Следећи пример можда наjбоље осликава слабост акустичног поља [58]. Jачина

звука коjи генерише млазни авион приликом полетања jе исте вредности као и

дерњава свих људи истовремено у неком осредњем градићу. Исто тако та акустична

енергиjа ниjе довољна да испржи jедно jаjе.

• Велика je разлика у величини струjних вртлога и таласном дужином акустичног

таласа коjе они генеришу.

• Веома jе битно да нумеричко решење репродукуjе мултиполарни карактер

акустичног поља. Простом заменом квадрипола са диполима може довести до

великих грешака у одрђивању смера и интезитета акустичног поља.

Као што jе већ речено неколико нумеричких приступа jе развиjено у последњих

30 година за решавање аероакустичних проблема [59], [60], [61]. Ти приступи

укључуjу директну нумеричку симулациjу (Direct Numerical Simulation -DNS) [62],



Поглавље 2. Аероакустка и прорачунска аероакустика 23

[63], употребу Кирхоховог Хелмхолцовог интеграла око површине коjа покрива све

акустичне изворе [64],[65] и неке алтернативе као што су стохастички приступи [66]

или нумеричке технике за прорачунавање поља око извора и њиховоj близини [67].

Међутим, наjадекватниjи начин да се изведу прорачуни аероакустике за струjања

малим Маховим броjевима укључуjу акустичне аналогиjе. Акустичне аналогиjе су

аплициране да решаваjу академске проблеме, као што су проблеми повезани са

генерисањем звука коjе су у интеракциjи са вртлозима [68], [69]. У скориjе време,

проблеми као што су прорачуни звука генерисаног од стране турбуленциjе коjа

пролази излазну ивицу крила jе приказана у [70], [71], [72]. Данас се углавном

индустриjски проблеми аероакустике решаваjу супер компjутерима.

Акустичне аналогиjе у прорачунскоj аероакустици су углавном решене пратећи

интегралну формулациjу. Интегрални облик jедначине Фовкс-Вилиjамса (Ffowcs-

Williams) и Хавкингса (Hawkings) jе уобичаjно коришћена [73] занемариваjући

квадриполарне контрибуциjе и користећи прораунску механику флуида да се одреде

брзине и притисци на површини проблема. Међутим ми нећемо пратити оваj

стандардни приступ, него ћемо развити прситуп из три корака где ће у првом кораку

бити извршена симулациjа прорачунска механика флуид (Computational Fluid

Dynamics-CFD) да се добиjу акустични извори коjи се срачунаваjу у другоj фази и

њихово трансформисање у фреквентни домен, где ће у трећоj фази бити срачуната

нехомогена Хелмхолцова jедначина да би се срачунало акустично поље. Коришћење

методе коначних елемената не прави никакву мрежну рестрикциjу када се бавимо

комплексним геометриjама, што значи да могу да се решаваjу и проблеми за коjе jе

индустриjа заинтересована. Исто тако процедура избегава неке од проблема на коjе

се наилази када се користи интегрални приступ као што jе срачунавање изворног

члана у одређеним временским инстанцама. Исто тако избегава занемаривање било

ког члана и узима у обзир присуство граница на природан начин и омогућава

директну визуализациjу акустичног изворног члана. Коначно резултуjући метод

представља неколико разлика коjе се односе на акустичне изворе, стабилазационе

методе као и пропагациjу таласа са Галилеан и Лоренцовим трансформациjама као

и неки аспетки имплементациjе [74].
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2.2 Гринова функциja, Кирхоф-Хелмхолцова формулациjа

и Фраунхоферова апроксимациjа

Како би решили акустичне проблеме требало би да смо у могућности да нађемо

решење Хелмхолцове jедначине у било ком коначном или бесконачном физичком

домену Ω ⊆ Rd са предефинисаним граничним условима на ∂Ω и са дистрибуциjом

извора s(x, t) или s(x, ω).

Гринова (Green) функциjа се доказала као веома добра опциjа за решавање

Хелмхолцове jедначине зато што jе сама jедначина линарна. Гринова функциjа

G0(x,y, t → τ) jе поље звука генерисано од стране импулсивног тачкастог извора

лоцираног на x = y у времену t = τ . Стога jе обичан проблем наћи решење

диференциjалног проблема нађи: p′ у R3 тако да jе,

(
1

c2
0

−∇2)G0 = δ(x− y)δ(t− τ) t ≥ τ (2.1)

G0 = 0 t ≤ τ (2.2)

Решење jе дато у облику [75], [76],

G0(x,y, t− τ) =
1

4π|x− y|
δ(t− τ − |x− y|

c0
) (2.3)

што на краjу краjева ниjе ништа него импулсивни и сферично симетрични талас

коjи пропагира даље од извора лоцираног у x и чиjа амплитуда се смањуjе са

пређеном дистанцом ка y. Фуриjеова трансформациjа (2.3) jе Гринова функциjа

у фреквентном домену и кореспондира за решавање нехомогене Хелмхолцове

jедначине са извором у тачци.

G0(x,y, ω) =
eik0|x−y|

4π|x− y|
(2.4)

Ако претпоставимо да треба да решимо нехомогену Хелмхолцову jедначину у

неограниченом домену за генералну дистрибуциjу извора s(x, t),
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(
1

c2
0

∂2
tt −∇2)p = s(x, t) (2.5)

можемо да замислимо s(x, t) као да jе изграђен од мноштва распоређених импулса

извора у тачци као оних на десноj страни jедначине (2.1) тако да може да се

представи као,

s(x, t) =

∫
R3

∫ ∞
−∞

s(y, τ)δ(x− y)δ(t− τ)dydτ (2.6)

Узимаjући у обзир (2.1)-(2.3) свaки сачинитељ s(y, τ)δ(x − y)δ(t − τ)dydτ ће

генерисати акустично поље (талас коjи пропагира ка споља) s(y, τ)G0(x,y, t −

τ)dydτ .

Пинцип суперпозициjе омогућава сумациjа свих чланова коjи учествуjу у извору да

би се добило акустично поље генерисано од стране s(x, t).

p(x, t) =

∫
R3

∫ ∞
−∞

s(y, τ)G0(x,y, t− τ)dydτ =
1

4π

∫
R3

s(y, t− |x− y|/c0)

|x− y|
dy =

=
1

4π

∫
R3

[s]

|x− y|
dy

(2.7)

где смо користили jедначину (2.3) у jедначини (2.7). Вредност t − |x − y|/c0

се обично назива ретардно време. Стога jедначина (2.7) репрезентуjе расподелу

акустичног притиска за тачку x у времену t, као суперпозициjа акустичног поља

генерисаног од стране акустичног извора лоцираног y одговараjућем ретардном

времену. Слично тако у фреквентном домен ћемо имати Фуриjеову трансформациjу

акустичног извора s(x, ω).

p(x, ω) =

∫
R3

s(y, ω)G0(x,y, ω)dy =

∫
R3

eik0|x−y|

|x− y|
s(y, ω)dy (2.8)

Стога можемо закључити ако jе позната Гринова функциjа, tada jе лако доћи до

расподеле притиска у домену генерисаног од стране акустичног извора у неком

неограниченом домену.
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Када су присутне површине и/или таласна jедначина треба да се реши у

ограниченом домену, пређашњи приступ треба да се модификуjе да би узео у обзир

присуство граница. За домен Ω ⊆ R3 са границама ∂Ω = Γ = Σ ∪ S тако да jе

Σ∩S = � где Σ представља спољашњост домена, док С представља површину било

ког тела унутар домена. Прво ћемо адресирати Хелмхолцов проблем:

(−∇2 − k2
0)p = s(x, ω) u Ω + granicni uslovi (2.9)

Да би нашли решење за jедначину (2.9) претпоставићемо реципрочни проблем,

(−∇2
y − k2

0)G(x,y, ω) = δ(x− y) u Ω + granicni uslovi (2.10)

где индекс у набла оператеру представља извод по компонентама од y. G jе Гринова

функциjа и она задовољава реципрочну теорему G(x,y, ω) = G(y,x, ω). Сада

можемо да нађемо формално решење p(x, ω) jедначине (2.9) пратећи следеће кораке

[77], прво ћемо заменити x са y у jедначини (2.9) и помножити са G(x,y, ω). Онда

треба одузети резултуjућу jедначину од производа jедначине (2.10) и p(x, ω). На

краjу треба интегралити резултат по y у целом домену и аплицирати дивергентну

теорему да би добили,

p(x, ω) = −
∫

Ω
s(y, ω)G(x,y, ω)dΩ−

∫
Γ

˙[p(y, ω)∇yG(x,y, ω)−∇y(y, ω)G(x,y, ω)]ndΓ

(2.11)

где jе jединични вектор нормале n на Γ коjа jе окренута ка флуиду. Ако jе x ∈ Γ

онда акустични притисак на левоj страни jедначине (2.11) треба да се подели са

2. Са друге стране Ω у jедначини (2.11) може да буде и безграничног радиjуса на

пример Ω = R3. У овом случаjу Сомерфилдov гранични услов омогућава да не

постоjи никаква допринос од стране бесконане површине на акустични притисак

тако да Γ у површинском интегралу jедначине (2.11) се може заменити са S. Ако jе

S = � добиjа се jедначина (2.7).

Jедначина (2.11) jе валидна за било коjу Гринову функциjу коjа решава (2.10) и

што jе битно она омогућава да се користи проста Гринова функциjа. Површински
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интеграл се може одредити ако су p и ∇p познати на Γ. Како год треба напоменути

да ове вредности не могу да се препишу независно.

Исто тако може се узети у обзир модификована Гринова функциjа избегаваjући

потребу да се решава површински интеграл у (2.11) коjа задовољава одговараjуће

услове на површини. Проблем jе наћи те Гринове функциjе пошто оне могу да се

дефинишу само за проста тела као што су сфера, цилиндар и тд. Jедан изузетак коjи

jе вредно поменути jе случаj акустично компактних тела. Дефинициjа тих тела jе да

карактеристична дужина тих тела jе мала у односу на таласну дужину звука коjи jе

генерисан са акустичног извора. За њих jе могуће срачунати апроскимациjу Гринове

функциjе са одговараjућим граничним понашањем за велики распон геометриjских

облика. Такве Гринове функциjе су назване компактне Гринове функциjе [77].

На краjу ћемо дефинисати Кирхоф-Хелмхолцову (Kirchoff-Helmholtz) jедначину.

p(x, ω) = − 1

4π

∫
Ω

eik0|x−y|

|x− y|
s(x,y, ω)dΩ− 1

4π

∫
Γ
p(y, ω)∂n

eik0|x−y|

|x− y|
+
iωρ0

4π

∫
Γ
un
eik0|x−y|

|x− y|
dΓ

(2.12)

где ∂n jе извод по нормали на површину и un jе компонента брзине нормална на

површину. Верзиjа Кирхоф-Хелмхолцове jедначине у временском домену се може

добити Фуриjеовом трансформациjом узимаjући у обзир конволутивну теорему, што

доводи до,

p(x, t) =

∫ ∞
−∞

∫
Ω
s(y, τ)G(x,y, t− τ)dΩdτ +

∫ ∞
−∞

+

∫
Γ

˙[p(y, τ)∇yG(x,y, t− τ)]ndΓdτ

(2.13)

или у облику,

p(x, t) =
1

4π

∫
Ω

[s]

|x− y|
dΩ +

ρ

4π
∂t

∫
Γ

[un]

|x− y|
dΓ− 1

4π
∂i

∫
∂Ω

[p]

|x− y|
nidΓ (2.14)

Последња два члана jедначине (2.14) репрезентуjу монополе и диполе извора на

површини коjи ће бити дефинисани у неким од следећем поглавља.
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У многим акустичним апликациjама ми ћемо углавном бити заинтересовани за

познавање акустичног поља далеко од акустичног извора што jе приказано на слици

2.1. Због разлога jедноставности, нека поставимо координатни почетак унутар

акустичног извора. Када |x| → ∞ и за y у зони акустичног извора, следи да

апрокисмациjа за удаљени део акустичног поља гласи,

p(x, t) =
1

4π

∫
R3

s(y, t− |x− y|/c0)

|x− y|
dy ≈ 1

4π|x|

∫
R3

s(y, t− x
c0

+
xy
c0|x|

)dy (2.15)

Слика 2.1: Апроксимациjа акустичног поља далеко од извора

Апроксимациjа удаљених делова акустичног поља (2.15) се зове Фраухоферова

(Frauhofer) апроксимациjа. Jош jедна апроксимациjа коjа се веома често користи

у акустици и аероакустици jе правило о замени просторног и временског извода.

Ниjе тешко показати да за |x| → ∞ можемо заменити [76]

∂i →
1

c0

xi
|x|
∂t (2.16)

2.3 Монополови, диполови и квадриполови

Неки типови извора су веома важни у акустици и заслужуjу посебну пажњу. То

jе случаj са монополовима, диполовима и квадриполовима типовима акустичних

извора.
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Слика 2.2: Изглед монопола са
позитивним максимумом

Слика 2.3: Изглед монопола са
негативним максимумом

Тачкасти монополарни акустични извор jе волуметриjски извор типа q(t)δ(x) коjи

резултира акустичним извором s(x, t) = ρ0∂iq(t)δx. Из jедначине (2.15) jе очигледно

да у слободном простору тачкасти монополарни извор ће генерисати акустично поље

p(x, t) =
ρ0

4π|x|
∂tq(t−

|x|
c0

) (2.17)

На слици 2.2 и 2.3 jе приказан изглед монопола са позитивним и негативним

максимумом.

Диполарни извори у тачци одговараjу акустичном извору типа s(x, t) = ∂[f(t)δx],

узимаjући у обзир jедначине (2.5-2.7) ниjе тешко показати да акустични притисак

генерисан од стране диполарног извора изгледа,

p(x, t) = ∂ (
f(t− |x|c0 )

4π|x|
) (2.18)

Акустично поље генерисано од стране диполарног извора jе jеднака пољу коjи jе

генерисана од стране два монополарна извора коjи су исте jачине и супротних

знакова и такђе постављени на веома краткоj удаљености. На слици 2.4 и 2.5 jе

приказан изглед дипола као комбинациjа два монопола.

Квадриполарни тачкасти извори укључуjу двоструку довергенциjу уместо jедне као

што jе случаj код диполарних извора. Извор jе дат у облику s(x, t) = (∇ ⊗ ∇) :

(T(t)δ(x)) и генерисано акустично поље jе,
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Слика 2.4: Изглед дипола као
расподела два монопола коjи стоjе
jедан поред другог на малом

растоjању и супротних знакова

Слика 2.5: Изглед дипола као
расподела два монопола коjи
стоjе jедан више другог на малом

растоjању и супротних знакова

Слика 2.6: Лонгитудални
квадрипол Слика 2.7: Латерални квадрипол

p(x, t) = (∇⊗∇) : (
T(t− |x|c0 )

4π|x|
) (2.19)

⊗ jе симбол за производ два тензора и : jе двострука контракциjа. Квадриполарно

акустично поље може jош да се прикаже коришћењем комбинациjом два дипола

на краткоj удаљености jедног од другог. У случаjу када два дипола леже на

истоj оси, тада ћемо говорити о лонгитудалним квадриполима, док ако два дипола

су паралена jедан према другом и антифаѕно су постављени, онда ћемо имати

латералне квадриполе. На слици 2.6 и 2.7 jе приказан шематски приказ квадрипола.

Коначно можемо да приметимо да извор типа s(x, t) = ρ0∂tq(x, t) презентуjе

дистрибуциjу монопола. Извор s(x, t) = ∇· f(x, t), представља дистрибувиjу дипола

и на краjу s(x, t) = (∇⊗∇) : T(x, t) jе дистрибуциjа квадрипола.
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Последњи члан у (2.14) представља дистрибуциjу површинског дипола. Узимаjући

у обзир Фраунхоферову апроксимациjу (2.15) и правило промене временског и

просторног извода (2.10), можемо да апроксимирамо удаљено поље дистрибуциjе

притиска генерисаног од стране дипола као,

p(x, t) =
1

4π
∂i

∫
R3

fi(y− |x− y|/c0)

|x− y|
≈ 1

4π
∂i[

1

|x|

∫
R3

fi(y, t−
|x|
c0

+
x · y
c0|x|

)dy]

≈ 1

4π|x|
∂i[

∫
R3

fi(y, t−
|x|
c0

+
x · y
c0|x|

)dy] ≈ − xi
4π|x|2

∂t[

∫
R3

fi(y, t−
|x|
c0

+
x · y
c0|x|

)dy]

(2.20)

Завршићемо ово подсећање на физикалну акустику представљањем добро познатог

и корисног резултата. Мултиполарна експанзиjа изворне дистрибуциjе [76] [78].

Делеко акустично поље од стране изворне дистрибуциjе s(x, t) карактеристичне

дужине L jе иста као да jе генерисана од бесконачно много тачкастих монопола

∞∑
|α|=0

Sα(t)Dα[δ(x)] (2.21)

где се α = (α1, ..., αn) односи на више индексни у Rn, где ће се у нашем случаjу

углавно користити n = 2 тако да jе |α| = α1 + ... + αn и Dα = ∂|α|/∂α1
1 ....∂αn

n , где jе

Sα дато као,

Sα(t) =
(−1)|α|

|α|!

∫
R3

yα1
1 ...yα1

n ...yαn
n s(y, t)dy (2.22)

може се показати да поље притиска далеко од извора има следећи облик,

p(x, t) ≈
∞∑
|α|

Dα[
Sα(t− |x|/c0)

4π|x|
] (2.23)

За k0L << 1 акустични притисак се може апроксимирати првим чланом низа тj.

монополом. Ако члан нестане због симетриjе, онда би дипол доминирао и његова

амплитуда би била редукована за фактор ∼ (k0L) у односу на монопол. Ако и дипол
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нестане, квадрипол онда доминира са редукциjом амплитуде ∼ (k0L)2 у односу на

монопол.

Последња jедначина (2.23) jе основа за активну контролу буке [79]. Она омогућава

да се апроксимира било коjи извор буке као сет лакших за дефинисање монопола.

2.4 Лаjтхилова (Lighthill) акустична аналогиjа

Основа аероакустике jе концепт акустичне аналогиjе. Покушаj да се дефинише шта

jе дефинисано под поjмом акустичне аналогиjе дат jе у [58].

Акустична аналогиjа се односи на препакивање екзактне jедначине механике

флуида у облик нехомогене таласне jедначине погодне због чињенице да далеко

од извора флуктуациjе притиска пропагираjу кроз миран флуид и са амбиjеталном

брзином звука c0, тако да,

(
1

c2
0

∂2
tt −∇2)h(x, t) = s(x, t) (2.24)

за било коjе h коjе jе jеднако p у пољу деалеко од извора. Десни члан jедначине

се понаша као извор за h и може да садржи сву механику пропагирања као што су

расеjавање турбулентних вртлога и температурне нехомегености, као и преламања

средње брзине и температурног поља, флуидна заштита сваког вртлога од стране

локално помераjућег флуида и нелинарног извртања пропагираjућих таласа.

До сада jе представљено неколико аналогиjа у уводу. У тези ћемо се концентрисати

на Лаjтхилову аналогиjу коjа jе добиjена у пионирском раду [34], [35]. Биће

приказано како се добиjа ова аналогиjа као и њена апроксимациjа у случаjу струjања

малим Маховим броjевима.

Као што jе већ речено акустична аналогиjа се базира на премештању jедначине

механике флуида да би се добила нехомогена таласна jедначина. Лаjтхил jе био

први коjи jе формулисао стишљиву jедначину континуитета и количине кретања

флуида да би добио претходно наведено. Изворни члан резултуjуће нехомогене

таласне jедначине се очекуjе да буде jедино важан у турбулентном или вртложном

делу струjања и у првоj апроксимациjи за генерисани звук се очекуjе да има
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занемарљиво малу повратну реакциjу [35], [80]. Ово jе одговараjућа хипотеза ако се

може занемарити стишљивост што jе случаj за струjање малим Маховим броjевима.

Касниjе ћемо видети да снага Лаjтхиловог приступа, макар за онаj случаj коjи нас

интересуjе прецизно лежи на чињеници да ли стишљивост може да се занемари или

не.

Да би извели jедначину Лаjтхила почећемо од jедначине континуитета или одржања

масе и jедначине количине кретања у Реjнолдсовоj форми за стишљиво струjање,

где ћемо претпоставити да нема извора масе као ни запремиснких сила коjе делуjу

на њу. Jедначине су,

∂tρ+∇ · (ρu) = 0 (2.25)

∂t(ρu) +∇ · Φ = 0 (2.26)

Стога jе узет извод по времену jедначине (2.25) и онда jе одузета од jедначине (2.26)

што доводи до,

∂2
ttρ−∇ · (∇ · Φ) = (∇⊗∇) : Φ (2.27)

Дато jе да само дивергенциjа тензора флукса количине кретања, Φ = ρ(u ⊗ u − σ)

коjа се jавља у jедначини кретања флуида, можемо редефинисати Кошиjев напонски

тензор σ и уjедно преставити константни притисак p0.

σ = −(p− p0)I + µ[∇u+∇uT − 2

3
(∇ · u)I] (2.28)

Са друге стране, у случаjу идеалног линарног акустичног медиjума, тензор флукса

количине кретања се претвара у jедноставниjи облик где трансфер количине

кретања може да се деси само под деjством притиска. У том случаjу тензор постаjе

Φ0 = (p− p0)I = c2
0(ρ− ρ0)I (2.29)
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Узимаjући и обзир да можемо да заменимо ∂2
ttρ са ∂2

tt(ρ− ρ0) у (2.27), стога можемо

узети двоструки дивергент од (2.29), (∇ ⊗ ∇) : Φ = c2
0∇2(ρ − ρ0) и одузимаjући од

обе стране jедначине (2.29) стижемо до,

(∂2
tt − c2

0∇2)(ρ− ρ0) = (∇⊗∇) : T (2.30)

где jе,

T = Φ− Φ0 = ρ(u⊗ u) + [(p− p0)− c2
0(ρ− ρ0)]I− σ (2.31)

Jедначина (2.30) jе прослављена Лаjтхилова jедначина и тензор T jе познат као

Лаjтхилов стрес тензор. Треба напоменути да ниjе усвоjена ниjедна апроксимациjа у

jедначини (2.31). Стога Лаjтхилову аналогиjу можемо посматрати као алтернативну

формулациjу jедначина коjе описуjу стишљиво струjање флуида. Исто тако треба

приметити да jедначина (2.30) представља нехомогену таласну jедначину чиjи jе

изворни члан садржи двоструки дивергент коjи кореспондира дистрибуциjи извора

квадриполарног типа. Због тога, Лаjтхилова преформулациjа jедначине кретања

флуида се испоставља да jе аналогна са проблемом добиjања радиjациjе звука коjа

се генерише из квадриполарног извора коjи су лоцирани у зони извора и простире

се у стационарном домену идеалног флуида. То jе разлог зашто се jедначина (2.30)

односи на акустичну аналогиjу. Jачина извора квадриполарног типа jе дат са Т.

Уствари (2.30) jе била прва акустична аналогиjа коjа jе била добиjена и коjоj ниjе

била потребна никава апроксимациjа, стога се понекад назива и егзактна акустична

аналогиjа.

Чињеница да ниjе узета у обзир ниjедна апроксимациjа да би се добила

jедначина (2.30) уствари чува сву комплексност оригиналне jедначине коjа описуjе

компресибилно струjање флуида. Стога jедначина (2.30) се не односи само на

генерисање аеродинамичке буке, него она у себи носи и друге ефекте као што су

конвекциjа струjања, преламање као последица промене брзине звука, модулациjа

услед акустичних нелинарности или слабљење због термалних и вискозних ефеката

[77]. Први члан тензора у (2.31) jе нелинарни Реjнолдсов напоснки тензор ρ(u⊗u),

коjи се сматра као наjвише битан у вртложном региону струjања. Други члан
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тензора jе вишак количине кретања приликом трансфера од стране притиска у

идеалном линарном флуиду густине ρ0 и брзине звука c0. Вариjациjа средње

вредности густине као и нелинарности амплитуде таласа су одговорне за то.

Коначно вискозни напонски тензор σ игра улогу ослабљивача звука. Практична

корисност Лаjтхилове акустичне аналогиjе лежи на занемаривању неких ефеката

коjе су мало пре описани и при том симплификовани Лаjтхилов тензор. Зато

што ти ефекти углавном зависе од стишљивости струjања, ми ћемо претпоставити

да jе струjање нестишљиво што jе валидна претпоставка за струjања малим

маховим броjевима M << 1 где jе М - Махов броj са дефинициjом M = U
c0

где jе U карактеристична брзина струjања. Узмаjући у обзир да ћемо углавном

бити заинтересовани за струjања великим Реjнолдсовим броjевима типична за

ваздухопловне апликациjе, можемо занемарити вискозни стрес у jедначини (2.30).

На краjу, средња густина као и брзина зваука ће бити униформни тако да ће други

члан у jедначини (2.30) бити нула. Лаjтхилова jедначина jе под овим условима,

(∂2
tt − c2

0∇2)(ρ− ρ0) = ρ0(∇⊗∇) : (u⊗ u) (2.32)

где треба подсетити да u jе соленоидно поље брзине.

Валидност jедначине (2.32) jе без икаквог поговора очигледно. Са друге стране

Кров (Crow) [45] jе истраживао Лаjтхилову jедначину (2.30) у смислу пертурбациjе

редова са флуктуацjом Маховог броjа Mt = |u|
c0
. Узимаjући у обзир флуктуациjе

притиска уместо густине, следи да,

(M2
t ∂

2
tt −∇2)(p− p0) = ρ(∇⊗∇) : (u⊗ u) +M2

t (∇⊗∇) : T1 + ... (2.33)

где T1 представља допринос изворном члану од интеракциjе између нестишљивих

и акустичних модова струjања. Стога изглдеда противречно да се користи

апроксимациjа (2.32) што би довело до таланог заменаривања O(M2
t ) члана са десне

стране jедначине (2.33), док их задржавамо на левоj страни jедначине. Упркос

овом очигледном недостатку, Кров (Crow) [45], jе показао користећи метод Упарене

Асимптотске Експанзиjе (Matched Asymptotic Expansions) да jе (2.32) валидна за

компактна струjања малим маховим броjевима. Ова валидност jе услед чињенице



Поглавље 2. Аероакустка и прорачунска аероакустика 36

да ∂2
ttp занемарљива у зонама струjања где се члан (∇⊗∇) : T1 не може занемарити

и обрнуто. Као последица, задржавање двоструког извода акустичног притиска

на левоj страни jедначине (2.33) и занемариваjући допринос коjи доноси члан са

десне стране T1 резултуjе прихватљивом грешком зато што акустично поље реда

тачности до вреднсоти Маховог броjа. Не тако давно Ристорћели (Ristorcelli)[46] jе

извео затворени модел да би решио горе наведену несагласност за слаба стишљива

струjања коjа се jедино користе за соленоидно поље брзине и притсика.

Сада прихватаjући (2.32) валидном за нашу сврху и ако Реjнолдсов напоснки

тензор (изворни члан) у (2.32) се могу некако одредити, jедначина (2.32) даjе

валидну репрезентациjу аеродинамички генерисаног звука. Углавном ћемо бити

заинтересовани за Фуриjеову трансформациjу jедначине (2.32). У том случаjу

директно можемо добити флуктуациjу густине (стога и флуктуациjу притиска)

што jе и захтевана информациjа за већину инжењерских проблема. Фуриjеова

трансформациjа даjе десни члан нехомогене Хелмхолц jедначине. То ће нам

омогућити да искористимо бенефит неколико нумеричких техника коjе су развиjене

за то као и за генералну конвекционо-дифузиону-реактивну jедначину.

Узимаjући у обзир да p = c2
0ρ jедначина (2.32) у фреквентном домену постаjе

нехомогена Хелмхолцова jедначина.

(−∇2 − k2
0)p = ρ(û⊗ u) (2.34)

Централно за тезу ће бити да се реши физикални проблем коjи описуjе jедначина

(2.34) у датом прорачуснком домену Ω и са преписаним граничним условима на ∂Ω.

Прво jе задатак наћи изворни члан тj. Реjнолдсов тензор а онда решити нехомогену

Хелмхолцову jедначину.

Безгранично решење jедначине (2.32) се традиционално решава са интегралном

формулациjом предтављеном у претходном поглављу. Акустични притисак далеко

од акустичног извора се може добити узимаjући у обзир Лаjтхилов тензор дупле

дивергенциjе са безграничном Гриновом функциjом (2.7), што доводи [78], [81] за

|x| → ∞.
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p(x, t) =
1

4π

∫
R3

1

|x− y|
ρ0∂yi∂yjuiuj(y, t− |x− y|)/c0)dy

≈ 1

4π
∂i∂j

∫
R3

1

|x− y|
ρ0uiuj(y, t− |x− y|)/c0)dy

≈ ρxixj
4πc2

0|x|
∂2
tt

∫
R3

uiuj(y, t−
|x|
c0

+
x · y
c0|x|

)dy

(2.35)

Jедначина (2.35) даjе акустични притисак у тачци x и времену t онда када jе

Реjнолдсов тензор познат (да ли експериментално, да ли прорачунском механиком

флуида или аналитичким решењем). Као што jе већ напоменуто оваj тензор

се очекуjе да ће имати вредности различите од нуле само у вртложном региону

струjања тако да интеграл у (2.35) има коначну вредност. Димензиона анализа

различитих чланова коjи се поjављуjу у jедначини (2.35) доводи до познатог

закона "eight power" [35]. Исто тако може да се покаже да однос између

генерисане акустичне снаге и енергиjе коjа се доводи струjању да би се направила

турбуленциjа jе пропорционалана константи 5. Оваj податак верификуjе чињеницу

да аеродинамички генерисани звук jе споредни ефекат целокупног кретања флуида.

2.5 Присуство граница-jедначина Ffowcs-Williams-

Hawkings-а

До сада смо поставили проблем стварања и пропагациjе аеродинамичког звука у

слободном простору или R3. У већини практичних случаjева присуство граница

игра веома битну улогу. Замислите на пример буку генерисану од стране фена или

хеликоптерске лопатице или у краjњем случаjу од стране турбуленциjе у смичућем

слоjу коjи раздваjа млазњак од ваздушног медиjума. Да би се решили овакви

проблеми може се пратити процедура описана у претходним поглављима где би

се узела одговараjућа Гринова функциjа за задату геометриjу. Оваj приступ ниjе

нарочито лак, посебно у случаjевима комплексне гоеметриjе. Алтернативни метод

jе представио Фовкс-Вилиjамс (Ffowcs-Williams) и Хавкингс (Hawkings)[40] , коjи се

састоjи у преформулациjи изворног члана у jедначини (2.30) да би се узели у обзир

присуство граница. Оваj приступ нам омогућава да и даље користимо Гринову

функциjу када jе интегрална формулациjа избор за решавање проблема.
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Фовкс-Вилиjамсова и Ховкингсова процедура почиње тако што се представи

затворена контролна површина S. Функциjа f(x, t) jе дефинисана тако да,

f(x, t) = 0 ∀x ∈ S

f(x, t) > 0 ∀x unutar strujanja

f(x, t) < 0 ∀x unutar S

(2.36)

Ако се S креће брзином v, следећи израз важи,

∂tf + v · ∇f = 0 (2.37)

Хевисаjдova (Heaviside) функциjа H(f) се дефинише тако да jе jединична вредност

свуда у струjању и нула унутар S. Множењем jедначине континуитетa и количине

кретања са функциjом H(f) и пратећи наложену процедуру коjа jе коришћена

за дефинисање Лаjтхилове jедначине (2.32) долазимо до диференциjалне форме

jедначине Ffowcs-Williams-а и Hawkings-а.

∇2[H(f)c2
0(ρ− ρ0)] = (∇⊗∇) : [TH(f)] +∇ · [sδ(f)] + ∂t[qδ(f)] (2.38)

где jе T Лаjтхилов тензор (2.31), δ jе Диракова делта функциjа у f=0 и

s = −ρu⊗ (u− v)− (p− p0)I + σ (2.39)

q = ρ0v + ρ(u− v) (2.40)

Треба приметити ако не постоjи површина, H(f) = 1 и δ(f) = 0 таква да се добиjе

Лаjтхилова jедначина. Стога разлика између (2.30) и (2.38) jе присуство два нова

изворна члана коjи представљаjу дистрибуциjу дипола и монопола.

Комбиновањем jедначине (2.38) са Гриновом функциjом (2.3) добиjамо интегралну

форму Фовкс-Вилиjамсове и Ховкингсове jедначине коjа узима у обзир границе у

струjању.
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H(f)c2
0(ρ− ρ0) ≈ 1

4π
∂i∂j

∫
Ω(τ)

|Tij |
|x− y|

dΩ

− 1

4π
∂i

∫
S(τ)

|ρui(uj − vj) + (p− p0)δij − σij |
|x− y|

njdS

− 1

4π
∂t

∫
S(τ)

|ρ(ui − vi) + ρ0vi|
|x− y|

nidS

(2.41)

Jедначина (2.41) jе генерализациjа Кирхоф-Хелмхолцове jедначине и састоjи се

од дистрибуциjе дипола и монопола плус квадриполарна контрибуциjа од стране

Реjнолдсовог напонског тензора.

Посебно интересантан случаj Фовкс-Вилиjамсове и Ховкингсове jедначине jе ако

jе контролна површина стационарна. У том случаjу v = 0 и jедначина (2.41) се

редукуjе на Курлову (Curle) jедначину [38]

H(f)c2
0(ρ− ρ0) ≈ 1

4π
∂i∂j

∫
Ω

|Tij |
|x− y|

dΩ

− 1

4π
∂i

∫
S

|ρui(uj − vj) + (p− p0)δij − σij |
|x− y|

njdS

− 1

4π
∂t

∫
S

|ρ(ui|
|x− y|

nidS

(2.42)

Ако jе површина S крута (u = 0 на S) (2.42) даље симплификациjе су,

H(f)c2
0(ρ− ρ0) ≈ 1

4π
∂i∂j

∫
Ω

|Tij |
|x− y|

dΩ

− 1

4π
∂i

∫
S

(p− p0)δij − σij
|x− y|

njdS

(2.43)

Кoристећи горе наведену интегралну jедначину да би израчунали генерисани

аеродинамички звук уопште ниjе лaган задатак и мора да се приступи проблему

веома пажљиво [58], [59]. Треба напоменути да интегрална формулациjа горе

представљена се може исто тако развисти и у фреквентном домену [58], [59]
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2.6 Методологиjа за решавање аероакустичних

проблема

Пошто jе у претходним поглављима презентован физикални проблем генерисања

аеродинамичког звука, као и стандардни начин да се проблем реши. У овом

поглављу представићемо алтернативне методе за решавање. Наш главни циљ jе

да нађемо нумеричко решење за временску Фуриjеову трансформациjу оригиналне

акустичне Лаjтхилове аналогиjе користећи Реjнолдсов тензор за апроксимациjу

Лаjтхиловог тензора (2.34). Предложена методологиjа [82] jе део методе

коначних елемената и концептуално може да се подели у три корака. У првом

кораку прорачунска механика флуида (Computational Fluid Dynamics-CFD) врши

симулациjу нестишљиве Навиjе-Стоксове jедначине да би се добило поље брзина.

У другом кораку, изворни члан на десноj страни jедначине (2.32) коjи представља

двоструку дивергенциjу Реjнолдсовог тензора jе срачунат и преведен у фреквентни

домен помоћу Фуриjеове трансформациjе. Коначно, трећи корак резултира у

убацивању добjеног резултата у другом кораку у нехомогену Хелмхолцову jедначину

(2.34) и њено решавање да би се добило акустично поње притиска. Графичка шема

наведеног приступа за решавање аероакустичних проблема jе приказана на слици

2.8.
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Слика 2.8: Методологиjа прорачуна аероаскустичне симулациjе

2.6.1 Симулациjа прорачунксе механике флуида

Циљ CFD прорачуна jе да се добиjе вектор брзине струjања u временски промељиве

нестишљиве Навиjе-Стоксове jедначине. Математички проблем се састоjи у

решавању jедначине у задатом прорачунском домену Ω ⊂ Rd са границом ∂Ω и
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преписаним почетним и граничним условима. Граница ∂Ω се може поделити на два

раздвоjена сета ∂Ω = ΓD ∪ ΓN узимаjући у обзир преписане Дирихлеове (Dirichlet)и

(Neuman) Ноjманове граничне услове. Проблем коjи треба да се реши гласи:

∂tu + u · ∇u− ν∆u +∇p = f in Ω, t > 0, (2.44)

∇ · u = 0, in Ω, t > 0 (2.45)

u(x, 0) = u0(x) in Ω, t = 0, (2.46)

u(x, t) = uD(x, t) on ΓD, t > 0, (2.47)

n · σ(x, t) = tN (x, t) on ΓN , t > 0, (2.48)

где ν представља кинематску вискозност, f спољашњу силу и tN тензиjу на граници.

У случаjу великих Реjнолдсових броjева можемо се суочити са проблем могућности

симулациjе турбулентног струjања. Принципиjално постоjе четири приступа за

решавање проблема симулациjе турбуленциjе [83], а то су, RANS(Reynolds Avereged

Navier Stokes) приступ, DNS (Direct Numerical Simulation) приступ, LES(Large Eddy

Simulation) и хибридне методе коjе комбинуjу позитивне стране различитих метода

и комбинуjу их у jедну методу. Испоставило се да RANS приступ не може да

ухвати временске флуктуациjе. Са друге стране DNS jе можда наjбољи избор са

стране нумеричких метода пошто решава инициjалну jедначину са веома густом

мрежом и у овом случаjу прорачунско коштање jе реда величине R9/4
e што за веома

високе реjнолдсове броjеве коjи су нормални у ваздухопловним апликациjама оваj

вид приступа ствара просто немогућим са постоjечћим ресурсима. Са друге стране

хибридне методе користе више метода коjе су специjализоване за одређене услове и

тако ствара супериорне приступе али са веома великим недостатком прорачунског

времена коjи jе неколико пута мањи од DNS методе али и даље веома недостижан

за обичне компjутере. На краjу у оваквим ситуациjама се углавном користи LES

методологиjа коjа врши просторно раздваjање u = ũ+u′ , p = p̃+p
′ брзине и притиска

у (2.44)-(2.48) где (ũ, p̃) представљаjу величине коjе се могу прорачунски решити,

док (u′ , p′) представљаjу мале величине коjе се не могу ухватити прорачунском

мрежом а самим тим и срачунати.
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У стандардном LES приступу, раздваjање величина се одрађуjе конволуциjом

jедначина (2.44)-(2.48) са функциjом филтера [83], [84]. Као што jе познато то

дефинише затворени проблем због jедног више члана типа < = u⊗ u − ū ⊗ ū,

коjи се поjављуjе у jедначини и коjи захтева да се моделира. Оваj члан jе познат

као напонски тензор остатка. Када се добиjе модел за <, резултуjући LES модел

може да се дискретизуjе и нумерчки реши. Са друге стране, постоjи и други

приступ решавања проблема а он се састоjи у декомпозициjи величина, где би се

извршила проjекциjа на простор методе коначних елемената [85]. У овом случаjу

велике величине би биле оне коjе могу да се ухвате са прорачунском мрежом и

мале величине би биле оне коjе то не могу. Предност оваквог приступа jе да се

у том случаjу превазилазе неке потешкоће код класичног LES модела као што jе

на пример сакупљање грешака коjе се jављаjу приликом дефинисања затвореног

модела и грешке коjе се jављаjу од стране адаптивне нумеричке стратегиjе.

Ова алтернативна метода jе развиjена у оквиру познате стабилазиционе методе

Сабгрид Скеjл (Subgrid scale stabilization-SGS) стабилизациона метода [86],[87] и

састоjи се у одговорноj алтернативи LES моделирања турбулентног струjања [88],

[89], [90]. У наредним поглављима нови приступ SGS методе [91], [92], [93] коjа jе

централна за ову тезу ће бити презентована у целости као и њене могућнсти за

моделирање турбулентног струjања.

2.6.2 Акустични извори

Други корак методологиjе jе добиjање акустичних извора или изворног члана

нехомогене Хелмхолцове jедначине ρ(∇ ⊗ ∇) : (u ⊗ u) из вектора брзине струjања

прорачунатом у првом кораку методологиjе. Пошто изворни члан садржи двоструку

дивергенциjу он не може директно да се прорачуна користећи метод коначних

елемената класе C0, осим ако се не интеграли у деловима где jедан извод прелази

на тест функциjу . Са друге стране постоjи могућност да се апроксимира изворни

члан са изводом првог реда захваљуjући константи нестишљивости. Следи,
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(∇⊗∇) : T ≈ ρ0(∇⊗∇) : (u⊗ u) = ρ0∇[(∇⊗ u) · u + u(∇ · u)]

= ρ∇ · [(∇⊗ u) · u] = ρu · ∇(∇ · u) + ρ(∇⊗ u) : (∇⊗ u)>

= ρ(∇⊗ u) : (∇⊗ u)> = s(x, t)

(2.49)

где∇·u = 0 jе коршћен два пута и где смо дефинисали s(x, t) у последњем реду. Ова

апроксимациjа омогућава директну визуелизациjу акустичних извора док користи

предност коришћења C0 класе елемената методе коначних елемената.

Други корак методологиjе се завршава када се изврши Фуриjеова трансформациjа

акустичниих извора s(x, t) из временског домена у фреквентни домен s(x, ω). Да би

се добила довољна тачност за s(x, ω) требало би да се складиште велике количине

временски променљивог вектора брзине. Таj корак би захтевао велику количину

компjутерске мемориjе . Да би се превазишао таj проблем коришћен jе следећи

приступ. Фреквенце за коjе постоjи жеља да се одреде акустични извори се одређуjу

на почетку CFD анализе. Током еволуациjе CFD анализе директно се прорачунава

s(x, t) за сваку временску инстанцу као и контрибуциjа фреквентном акустичном

извору s(x, ω) . На краjу симулациjе остаjе само акустични извор у фреквеннтном

домену, без потребе за складиштење акустичних извора у временском домену. Чак

што више, ако постоjе већ дефинисане фреквенце коjе су занимљиве са стране

практичне апликациjе што jе углавном случаj ако постоjе експериментални подаци

прорачуни даље могу бити редуковани. Иако смо овде раздвоjили корак jедан и

корак два, они се у пракси изоде симултано.

2.6.3 Прорачун акустичног поља

У трећем кораку методологиjе нехомогени члан Хелмхолцове jедначине (2.34)

добиjениих из Фуриjеове трансформцаиjе (2.32) акустичних извора (2.49) се користи

као изворни члан. Математички проблем коjи решавамо се састоjи у томе да нађемо

акустични притисак, p(x, ω) : Ωac → R где jе Ωac ⊂ Rd у ограниченом прорачунском

домену са границама ∂Ωac = ΓD ∪ ΓB(ΓD ∩ ΓB = 0) тако да jе,
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−(∇2 + k2
0)p = s unutar Ωac (2.50)

p = pD ΓD (2.51)

∇p · n = M [p] + g na ΓB (2.52)

У (2.50)-(2.52) jе k0 = ω/c0 таласни броj, n jе нормала на спољашњу површину

уперена напоље и M [p] jе интегрални оператор коjи дефинише услов нерефлексиjе.

Ако jе ΓB довољно далеко од акустичних извора, гранични услов коjи jе означен

са M [p] се може заменити са локалним условом ik0p тако да (2.52) постане

Сомерфилдов гранични услов.

∇p · n = ik0p+ g na ΓB (2.53)

У свим нашим симулациjама користићемо довољно велике прорачунске домене тако

да претходна поставка важи. Трећи корак метдологиjе ће детаљно бити описан у

поглављу 5.



Поглавље 3

Нумеричко моделирање

турбулентног струjања и развоj

Ортогоналне Сабгрид скеjл

стабилизационе методе са

динамичким праћењем малих

вртлога (Orthogonal Subgrid scale

stabilization method with dynamical

subscales)

У овом поглављу концентрисаћемо се на први корак већ приказане методологиjе

за симулациjу аероакустике при струjањима малим Маховим броjевима или корак

прорачунске механике флуида. Главна пажња биће усмерена на моделирање

турбуленциjе као и њена симулациjа методом коначних елемената. Прво ћемо се

подсетити теориjе коjа се бави постоjањем jединственог решења за Навиjе-Стоксову

jедначину као и аспекти теориjе Колмогорова за турбулентно струjање. Онда
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ћемо направити кратак осврт на LES методологиjу за симулирање турбулентног

струjања као и њене лоше стране са аспекта симулирања аероакустике. Затим

ћемо предсатвити нову стабилизациону методу коjа jе у могућности да симулира

турбулентно струjање коjа се назива Ортогонална Сабгрид скеjл стабилизациона

метода са динамичким праћењем малих величина (Orthogonal subgrid scale with dy-

namical subscales). На краjу ћемо анализирати енергетски биланс за Галеркинову

методу решавања Навиjе-Стоксове jедначине као и за две напредне методе,

претходно наведене где ћемо показати предности и мане.

3.1 Увод

Као што jе обjашњено у претходном поглављу прорачунска методологиjа за

решавање Аерокаустичних проблема подразумева као први корак буде CFD

симулациjа нестационарног струjања као и турбуленнтог струjања да би нашли

Лаjтхилов тензор. Два паралелна првца су се дефинисала у прошлости за

сумулациjу турублентног струjања коjа имаjу интерес за инжењерску примену.

Ако ставимо са стране лоше аспекте RANS-а (Reynolds Avereged Navier Stokes)

као и немогућност да се изврши DNS(Direct Numerical Simulation) за велике

Реjнолдсове броjеве доводи до развоjа методологиjе коjа jе између претходно

наведене две тj. LES (Large Eddy Simulation) [84]. Са друге стране,

нумерички проблеми коjи настаjу приликом решавања дискренте диференциjалне

jедначине или вариjационе формулациjе Конвектно-дифузионо-реактивне jедначине

мотивисаo jе развоj стабилизационих метода да би се проблеми решили. Репер

у развоjу стабилизационих метода jе била поjава SGS стабилизационог приступа

коjи jе оригинално назван Variational Multicsale Method (VMM) у оквиру методе

коначних елемената [86]. Оба приступа тj. LES и SGS када се примене на динамици

флуида деле исте карактеристике тj. обе су засноване на декомпозициjи величина

континуланог поља брзине и притиска Навиjе Стоксове jедначине. Релациjа између

обе методе за сада ниjе позната као ни када коjа треба да се користи за симулациjу

турбулентног струjања. У овом поглављу ћемо покушати обjаснити зашто не

треба користити LES методологиjу ако се одоговараjућа стабилизациона метода

имплементира.
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Кључна идеjа LES методологиjе jе да изврши експлицитни прорачун великих

величина струjања, коjи зависе од геометриjе струjања као и улазних пармаетара,

док би се утицаj малих величина (за коjе се претпоставља да имаjу унивверзално

понашање [83] на велике величине) додатно меделирао у зависности од великих

величина. Оригинална мотивациjа за LES jе била метеролошка механика флуида

[94], проблеми механике флуида као што jе астрофизика [95] као и разна инжењерске

апликациjе [96], [97], [98].

Стандардни LES приступ се састоjи од четри главна корака [83]:

1. Дефинициjа операциjа филтрациjе, уобичаjно са конволутивним оператором.

2. Филтрациjа Навиjе-Стоксове jедначине, са поjавом дивергенциjе напонског

тензора остатка.

3. Решавање затвореног проблема моделирањем напонског тензора остатка.

4. Проналажење нумеричког решења затворених филтрираних jедначина.

Укратко ћемо обjаснити сваку ставку.

1. Операциjа филтрациjе у првом кораку jе обично извршена тако што се изврши

конволуциjа поља брзине и притиска са филтером ниске пропустљивости (̄·) : v → v̄

тако да после извршене декомпозициjе се добиjе [u, p] = [ū, p̄] + [u′ , p′ ] [83], [99].

[ū, p̄] су велике филтриране величине, док [u′ , p′ ] представљаjу мале величине тj.

остатке. Филтрациjа се може спровести експлицитно (специjално у динамичким

моделима) или имплицитно (стандардни вртложно-вискозни модели као што jе

познати модел Смагоринског [100]). Неколико могућности jе на располагању, као

што jе диференциjални филтер [101], [102] или наjшира примена конволуциjе са

Гаусова функциjом. За филтер се каже да jе хомоген ако не зависи од просторне

позициjе, док нехомогени зависи. Пошто jе ширина филтера у зависности од ширине

елемента прорачунске мреже, филтрирање у неструктурисаноj мрежи се односи на

ове друге опциjе. Под овим условима, диферецнцирање и операциjа филтрирања

нису комутативне. То треба узети у обзир када се филтрира Навиjе-Стоксова

jедначина. Треба напоменути да експлицитна филтрациjа до сада ниjе добила

довољно пажње у заjедници коjа користи метод коначних елемената.
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2. Други корак LES приступа се састоjи у филтрациjи Навиjе-Стоксове jедначине.

Пошто ове jедначине треба да буду решене у ограниченом домену, што jе уобичаjан

случаj и пошто ће се користити неструктурна мрежа нови чланови ће се поjавити

у филтрираним jедначинама. Треба напоменути да филтрациjом се не добиjа

само дивергенциjа стрес тензора остатка већ и два нова члана. Први се jавља

услед некoмутативности диференциjалног и филтрираног оператера и други услед

коначности прорачунског домена. Ови су чланови до сад били игнорисани. За даљу

анализу и за комплетно извођење [103], [104], [105] LES jедначине као и проналажење

комутативног филтера као и анализа комутативне грешке.

3. Затворени проблем као што jе проналажење напонског тензора остаткка

< = u⊗ u − u ⊗ u jе до данашњих дана остао мотив LES истраживања. <

се може преуредити тако да зависи само од филтрираних променљивих [99] и

да успостави неке од инвариjантних карактеристика за не филтрирану jедначину

[106]. Постоjи мноштво затворених модeла за чланове коjи чине < и само кратак

преглед ћемо направити овде. Моделирање затвореног проблема се може поделити

у две главне групе, наиме функционално моделирање и структурално моделирање

[84]. Функционално моделирање се труди да моделира трансфер енергиjе између

малих и великих величина тj. вртлога. То би значило да се више даjе пажња

на утицаj малих величина на велике него само моделирање <. Са друге стране

структурално моделирање наглашава моделирање < углавном са развиjањем редова

или се употребљава хипотеза сличности величина. Комбиновани модели се исто тако

доста користе.

Наjпознатиjи функционални модел jе без икакве сумље модел Смагоринског [100].

Иако jе толико популаран оваj модел има неке недостатке, а између осталих су

његово понашање близу зидова и чињеница да се не допушта енергетски трансфер

од малих величина ка великим величинама. Проблем повретне спреге енергетског

трансфера jе адресиран у развоjу динамичких модела [107], [108], [109]. Ови

модели захтеваjу експлицитно филтрирање и здадатак jе наћи оптималну вредност

константе Смагоринског. Што се тиче структуралних модела, ми ћемо поменути

само оне коjи су базирани на развиjању редова. Добро познати Кларков модел

коjи се базира на развоjу Теjлорових редова за филтриране вреднсоти коjе се могу

убацити у формуалциjу.
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4. Последњи корак LES методологиjе се састоjи у решавању филтриране jедначине

коришћењем нумеричких метода као што jе метод коначних елемената. Симулациjа

и тестирање затвореног проблема наведеног горе се уобичаjно извршава за

проста струjања са простим геометриjама, коjе дозвољаваjу компарациjу са DNS

симулациjом и експерименталним подацима.

Горе описан стандардни приступ за симулациjу извршену помоћу LES методе

садржи пар потешкоћа коjе су мотивисале доста истраживача у претходним

годинама [110], [111], [112]. Jедна од потешкоћа jе да се одреди грешка када

се претпостави комутативност између филтрираног и диференциjалног оператора.

Исто тако jе потешкоћа одредити коjи би био одговараjући избор за LES

граничне услове или коjи би био одговараjући однос између ширине филтера и

карактеристичне величине елемента прорачунске мреже. На краjу што jе и наjвише

битно, требало би знати колика jе разлика између грешки добиjене од стране

физикалног LES модела и од стране процедуре нумеричке дискретизациjе. Неке од

ових тема су обрађене са аналитичке стране [113], [114] и са нумеричке стране [115],

[116]. У [117] jе извршен преглед неколико LES модела и неки веома интереснатни

закључци су изведени као што jе да филтрирање ниjе нужно да би се добио LES

модел, што доводи до закључка да егзактно решавање напонског тензора остатка

jе парадоксалан подухват и да неки од LES модела имаjу супериорно своjство

регуларизациjе Навиjе-Стоксове jедначине, што доводи до доброг постављања

проблема. У том смислу, може се закључити да LES модел треба задовољити

са две карактеристике, наиме, треба регулисати Навиjе-Стоксову jедначину што

доводи до добро постављеног проблема, и треба га довести до одогвараjућег решења

вариаjционе форумалциjе. У покушаjу да се обезбеди први захтев ка математичком

дефинисању LES методе, нотациjа одогвараjуће апроксимациjе Навиjе-Стоксове

jедначине jе изведена у [118]. У том контексту jе вредно споменути да DNS

коjи користи Галеркинов метод са елментима ниског реда чине одговараjућу

апроксимациjу Навиjе-Стоксове jедначине, што може довести до закључка да се

понекад добиjаjу бољи резултати за елементе мањег реда када LES модел ниjе

укључен.

Други главни истраживачки приступ коjи jе у последње време резултирао

веродостоjном опциjом за симулациjу турбуленнтог струjања jе у оквиру

стабилазационе методологиjе методе коначних елемената. Стабилизационе методе
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су потребне да би се превазишле нумеричке потешкоће коjе долазе када се

дискретизуjе диференциjална jедначина или њихове слабa тj. вариjациона

формулациjа. Стабилизационе процедуре jе први увео Фон Ноjман (Von

Neumannn) [119] коjи jе схватио да дискретна верзиjа скаларне конвектно-

дифузионо-реактивне (Convection-Diffusion-Reaction CDR) jедначине jе уствари

инфрадифузиона. Дискретна верзиjа скаларне CDR jедначине коjа користи метод

коначних разлика има мањи коефициjент дифузиjе. Да би решио проблем Фон

Ноjман jе додао додатну вештачку дифузиjу дискретноj jедначини. Понекад оваj

приступ резултуjе са претераном дифузиjом. Процедура jе побољшана почетком

1980 тако што jе додата дифузиjа само дуж струjнице. То се дешава зато што

конвективни члан jе помножен са тест модификованом функциjом, док jе остатак

jедначине помножен са оригиналном тест функциjом. Да би метод био доследан на

краjу су сви чланови помножени са модификованом тест функциjом што jе довело

до SUPG (Stream-Upwind Petrov-Galerkin) методе [120].

Са друге сране пронађено jе у [121] да градиjент притиска у Стоксовом проблему

се може видети као конвективни члан. То jе омогућило SUPG методи да користи

исте интерполационе функциjе за притисак и брзину струjања коjе ће задовољити

инф-суп услов. Инициjално тест функциjа брзине jе модификована са чланом коjи

jе порпорционалан градиjенту тест функциjе приткса, али убрзо jе цео Стоксов

оператор био аплициран на тест функциjи [122], [123]. Оваj приступ jе довео до

Galerkin/Least-Squares-GLS стабилизационе методе.

Концептуално револуционарни приступ за стабилизациjу процедуру jе поjављивање

Субгрид скеjл стабилизациjе (Subgrid Scale Stabilization) или ти Вариjaциони

мултискеjл методологиja (Variational Multiscale Models). SGS приступ [124], [86]

jе заснован на декомпозициjи између величина коjе се могу решити прорачунском

мрежом и величина коjе су не решиве са прорачунском мрежом. Ова декомпозициjа

jе урађена тако што jе извршена проjекциjа на простор методе коначних елемената.

Оригинална вариjациона формулациjа проблема jе онда подељена у две jедначине.

Jедна jедначина уређуjе динамику малих величина и њено решење треба да се

моделуjе некако, док друга jедначина уређуjе динамику решивих величина коjе се

могу срачунати нумерички. Апроскимациjа решења прве jедначине jе убачена у

другу jедначину да би узео у обзир ефекте малих величина на оне коjе су решиве

прорачуснком мрежом.
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Неколико добро познатих стабилизационих су развиjене и оне се углавном разликуjу

у томе како jе апроксимативно решење за мале величине моделирано и решено.

Наjлакше решење за мале величине jе добиjено из алегабарског приступа, коjи

jе прво изведен у [87] и коjи jе корситио апрокисмациjу Гринове функциjе за

jедначине малих величина. Неколико опциjа су могуће као што jе коришћење "bub-

ble" функциjа [125] или ортогоналне декомпозициjе [126], [91],[92] .

Сада ћемо се скоцентриасти на SGS тj. VMM прступ. Када се први пут примени

на Навиjе-Стоксову jедначину, њена инициjална мотивациjа jе била да се реше неки

нумерички проблеми као што jе неопходност да се задовољи инф -суп услов (што jе

имплицирало да се користе различити интерполациони простори за поље притиска

и брзине струjања) или нумеричке нестабилности коjе се jављаjу код конвектно

доминантних струjања. Идеjа да стабилизациони чланови у SGS приступу могу бити

довољни да се симулира турбулентно струjање jе наглашено у оквиру ортогоналног

SGS-а [91],[92]. Вeома добри резултати су добиjени за транзиционо струjање као

и за тотално развиjено турбулентно струjање у каналу даjући могућност да се

тотално нумеричким приступом може симулирати турбулентно струjање. Одлични

резултати се могу наћи jош и у [127].

У овом поглављу ћемо дати jош пар аргумената за моделирање не физикалног

приступа симулациjе турбуленнтог струjања. Веома битна ставка затвореног

проблема LES модела jе да он треба да задовољи промену кинетичке енргиjе

између филтрираних великих величина ка малим нерешивим величинама коjа

треба да jе jеднака физикалноj промени тj. дисипациjи Колмогорев дужинксе

величине. Разматраjући Ортогоналну SGS стабилизациону методу биће показано

да контрибуциjа енергетског баланса коjа долаѕи од стране стабилизационог члана

коjи се добиjа у дискретноj вариjационоj формулациjи Навиjе-Стоксове jедnачине

под тотално нумеричким околностима, jе уствари већ пропорционална физикалноj

промени дисипациjе. На краjу ћемо закључити да jе LES приступ можда сувишан

и непотребан.
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3.2 Навиjе-Стоксова jедначина

3.2.1 Jака или диференциjална формулациjа

Математички проблем са коjим се ми суочавамо jе да се реши нестишљива Навиjе-

Стоксова jедначина за струjање у ограниченом домену, Ω ⊂ Rd, d = 2, 3. Као што jе

опште познато jедначине се добиjаjу из закона о одржању масе и количине кретања

где се претпоставља константна густина ρ и користећи хипотезу о Њутновм флуиду.

Резултуjуће jедначине су,

∂tu + u · ∇u− ν∆u +∇p = f u Ω× (0, T ) (3.1)

∇ · u = 0, u Ω× (0, T ) (3.2)

где u представља вектор брзине, a p jе притисак, ν jе кинематска вискозност

и f представља спољашњу силу коjа делуjе на флуид. Jедначина (3.2) коjа

одговара jедначини континуитета jе уобичаjно позната као нестишљиво ограничење.

Jедначина (3.1) коjа предтавља jедначину одржања количине кретања заjедно са

нестишљивим ограничењем показуjе велику разноврстност замршених решења због

постоjања нелинарног члана u · ∇u. То резултира са веома комплексном физиком

као што jе и турбулентnо струjање. Претходно дефинисане jедначине се допуњаваjу

са одговараjућим граничним и почетним условима. Овде ћемо само предсатвити

Дирихлеове граничне услове због jедноставности,

u(x, t) = 0 Γ = ∂Ω Dirihlet granicni uslovi (3.3)

u(x, 0) = u0(x) na Ω Pocetni uslovi (3.4)

Систм jедначина (3.1)-(3.4) заjедно са граничним условима као и почетним условима

дефинише класичну jаку или диференциjалну формулациjу Навиjе-Стоксовог

проблема.
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3.2.2 Слаба или вариjациона формулациjа

Представићемо слабу или вариаjциону формулациjу Навиjе-Стоксове jедначине коjа

jе направљена у оквиру функционала. Исто тако представићемо функционалне

просторе коjи су потребни за дефинисање математичког проблема. Нека jе H1
0(Ω)

подпростор од H1(Ω) коj задовољава Дирихлеове граничне услове Навиjе-Стоксове

jедначине. Дефинисаћемо функционални простор на следећи начин,

X(Ω) = H1
0(Ω) Dirihlet (3.5)

V(Ω) = u ∈ X(Ω)|∇ · u = 0 (3.6)

H(Ω) = V̄ (Ω)L
2

(3.7)

Исто тако ћемо разматрати математички простор у коме живе вишедимензионе

функциjе коjе су бесконачно диференциjабилне C∞0 (Ω) = (C∞0 (Ω))d. Када смо се

опремили са овим математичким просторима, дефинисаћемо простор у коjоj су тест

функциjе V = v ∈ C∞0 (Ω)|∇ · v = 0.

Слаба формулациjа Навиjе-Стоксове jедначине се може добити тако што ћемо као и

уобичаjно помножити jедначине (3.1)-(3.2) са тест функциjом и интегралити у целом

домену Ω. После парциjалне интеграциjе вискозног члана, слаба формулациjа може

да се дефинише као: пронађи u(x, t) ∈ V(Ω) за свако t>0 тако да jе,

d

dt
(u,v) + b(u,u,v) + ν(∇u,∇v) = 〈f,v〉, ∀v(x) ∈ V (3.8)

у временском домену (0,Т) или (0,∞) и са инициjалним условима u(x, 0) = u0(x)

у jедначини (3.8) b(·, ·, ·) представља трилинарну форму,

b(u,w,v) =

∫
Ω
v · (u · ∇w)dx (3.9)



Поглавље 3. Нумеричко моделирање турбулентног струjања и развоj
Ортогоналне Сабгрид скеjл стабилизационе методе са динамичким праћењем
малих вртлога 55

Треба напоменути да са овом формулациjом притисак више ниjе експлицитна

променљива проблема тако да jе потребно само u(x, t) да би се директно задовољила

ограничење нестишљивости.

Исто тако jе могуће формулисати слабу формулациjу задржаваjући притисак

као експлицитну променљива и задавjући слабу формулациjу за нестишљиво

ограничење. Онда би слаба формулациjа гласила: пронађи [u(x, t), p(x, t)] ∈

L2(0, T ;X(Ω))× L1(0, T ;L2(Ω)/R) тако да jе,

d

dt
(u,v) + b(u,u,v) + ν(∇u,∇v)− (p,∇v) = 〈f,v〉, (3.10)

(q,∇u) = 0 (3.11)

за ∀[v(x), q(x)] ∈ X(Ω)× L2(Ω)/R и задовољава почетне услове.

3.2.3 Теорема постоjања и jединствености решења

Класични резултати о постоjању и jединствености за jаку формулациjу (3.1)(3.2)

и њену вариjациону верзиjу (3.8) у случаjу три димензиjе дат jе са следеће две

теореме.

Теорема постоjања решења слабе формулациjе За било коjи u0 ∈

H(Ω), f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) и T > 0, проблем (3.8) има макар jедно

решење слабе формулациjе тако да u,∇u ∈ L2(Ω× (0, T )) и u jе слабо континуално

на [0,T] у H(Ω), онда jе следећа неjеднакост задовољена (Лераjова неjеднакост)

1

2
‖u(x, t)‖2+ 3

∫ t

0
‖∇u(x, s)‖2ds ≤ 1

2
‖u(x, 0)‖2 +

∫ t

0
〈f(x, s),u(x, s)〉ds (3.12)

из чега следи да jе u ∈ L2(0, T ;V(Ω)) ∪ L∞(0, T,H(Ω)),

Теорема постоjања и jединствености класичног или jаког решења За било

коjи u0 ∈ V(Ω), f ∈ L2(0, T ;H(Ω)) и T > 0, постоjи T∗(0 < T∗ < T ) коjе зависе

од података (Ω, ν, f,u0, T ) такви да постоjи jединствено решење проблема (3.1)-(3.2)
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у временском интервалу коjе задовољава u, ∂tu,∇u,∇· (∇u) ∈ L2(Ωx(0, T )) где jе u

континуална функциjа на интервалу [0,T] у V.

Доказ постоjања и jединсвености класичног решења у коначном времену jе

дефинисан у [128]. Лераj jе иницирао развоj математичке теориjе за Навиjе-

Стоксову jедначину. Уствари Лераj jе био први коjи jе користио слабу

формуалциjу за парциjалну диференциjалну jедначину много пре него што jе

теориjа дистрибуциjе показана. Лераjов доказ jе засниван на конструкциjи

апроксимативног решења модификоване Навиjе-Стоксове jедначине.

Прва теорема дефинише постоjање слабог решења коjи задовољава енергетску

неjеднакост (3.12). Уствари слабо решење коjе незадовољава неjеднакост може

уствари да постоjи и због тога решење коjе jе у складу са (3.12) се обично зове Лераj-

Хопфово слабо решење. Вреди споменути да конвективни члан нестаjе у глобалном

енергетском балансу. Његова главна улога jе да буде одговоран за енергетски

трансфер између вртлога различитих димензиjа.

За струjања у Ω ⊂ R2 ствари су много повољниjе него у тродимензионалном

струjању. Проблем jе добро постављен у смислу постоjања и jединствености

слабог решења и класично решење се може гарантовати за довољно регуларне

податке. Физикално обjашњење jе корен ове резлике између дводимензионог и

тродимензионог струjања. Ако узмемо ротор од jедначине (3.1) и мало векторксе

алгебре можемо добити jедначину за развоj втлога у струjању.

∂tw + u · ∇w− ν4w−w · ∇u = ∇× f Ω× (0, T ) (3.13)

где члан w · ∇u jе одговоран за феномен издуживања вртлога. У две димензиjе

оваj члан нестаjе док у три димензиjе он се понаша као поjачавач вртлога. Може се

доказати да постоjање члана издужења вртлога искључуjе могућност проналажења

регуларног доказа за тродимензионо струjање.

Поред тога постоjе jош два проблема коjи треба да се реше: jединственост слабог

решења као и постоjање класичног решења за сваки инстанцу времена. Важност

ових проблема jе препознао и Клеj математички институт нудивши милион долара

награду за решавање ових проблема.
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3.3 Турбуленциjа, турбулентна транзициjа и зависност

од Реjнолдсовог броjа-Re

Већ смо коментарисали да Навиjе-Стоксова jедначина има велику разноврсност

комплексних решења и као што смо видели да до даншњих дана они имаjу

недостатке да опишу сва чудна понашања флуида, коjи укључуjу и феноменологиjу

турбулентног струjања . Процес у коме динамички систем као што jе (3.1) пролази

из jедноставног решења тj. ламинарног струjања око тела до комплексног решења

као што jе турбулентно струjање jе квалитетно обjашњено са бифуркационом

теориjом. Укратко ћемо обjанисти како оваj процес функционише.

3.3.1 Бездимензиона Навиjе-Стоксова jедначина

Прес свега и због jедноставности представићемо Навиjе-Стоксову jедначину у

бездимензионоj форми. Ако са U и L означимо карактеристичну брзину и дужину

проблема, можемо дефинисати бездимензиону позициjу x′ = x/L и време t′ = U0t/L.

Чак што више можемо дефинисати зависну бездимензиону брзину као u′(x, t) =

u(x, t)/U0 и притисак p′(x, t) = p(x, t)/(ρU2
0 ). Ако заменимо ове чланове у jедначину

(3.1) добићемо,

∂tu
′
+ u

′ · ∇u′ − 1

Re
4u′ +∇p′ = f

′
at Ωx(0, T ) (3.14)

где jе Re = U0L/ν jе Реjнолдсов броj коjи као што jе познато када jе струjање брзо тj.

конвектни члан jе доминантан имамо велике Реjнолдосве броjеве или jе доминатна

вискозност за мале Реjнолдсове броjеве. Реjнолдсов броj даjе релативну зависност

вискозних и инерциjалних чланова. Треба приметити да са горњом процедуром

ми смо само симплификовали параметарску зависност Навиjе-Стоксове jедначине

и свели га само на зависност од jедног параметра Re. Струjања са различитом

комбинациjом U0, L, ν али са jеднаким Re ће се понашати идентично. Ова особина

се назива сличност Реjнолдсовог броjа.

Природа понашања система (3.14) варира у зависности од Re. За вреднсоти

Реjнолдсовог броjа у неком интервалу, решење се не мења значаjно када се

Реjнолдсов броj промени за малу вреднсот. У таквом случаjу за систем се каже
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да jе структурално стабилан. Са друге стране, за неке вреднсоти Реjнолдсовог

броjа то више ниjе тачно и велике промене се дешаваjу са малиом променом Re. У

том случаjу систем постаjе структурално нестабилан. Без икакве дубље анализе,

показаћемо како струjање прави транзициjу од ламинарног ка турбулентном стању

кроз процес узастопне бифуркациjе користећи прост пример.

Користићемо сличаj струjања око цилиндра и за Re ≈ 0 имамо Стоксово струjање

чиjа jе конфигурациjа тотално симетрична. Када jе Re ≈ 10 , симетричност

полако престаjе и два рециркуларна вртлога се поjављуjу на краjвима цилиндра. Са

повећањем Реjнолдсовог броjа и ови вртлози расту. Када jе Re ≈ 45 стурjање постаjе

нестабилно и Хопфова бифуркациjа се дешава (две карактеристичне вреднсоти

линарног система (3.14) прелазе имагинарну осу). У овом тренутку Фуриjеова

трансформациjа приказуjе jедну фреквенцу. Струjање губи своjу стационарност као

и симетричност и траг од наизменичних вртлога се формира иза цилиндра. Оваква

конфигурациjа вртлога jе позната као Фон-Карманови вртлози. Систем остаjе

структурално стабилан са повећањем Реjнолдсовог броjа до вредности Re ≈ 200

онда се дешава друга Хопфова бифуркациjа коjа са собом доноси тродимензиону

нестабилност. Сада после Фуриjеове трансформациjе jављаjу се две фреквенце

у фреквентном домену. За Re ≈ 260 наставља се даља бифуркациjа после

коjе струjање постаjе хаотично и ми га описуjемо као турбулентно. Фреквентни

домен после Фуриjеове трансформациjе има спектар различитих фреквенци. Горе

наведено понашање jе приказано на слици 3.1.

Описано понашање за струjање око цилиндра се може генерализовати за многе друге

случаjеве. Ако разматрамо тачку x ∈ Ω и ако анализирамо вектор брзине u(x, t)

када t→∞ за повећање Реjнолдсовог броjа, следећа стања се могу разлоковати:

1) u(x, t) конвергира ка u(x) (фиксна тачка).

2) u(x, t) конвергира са времном ка периодичном стању, описаном са Фуриjеовом

трансофрмациjом коjа има jедну позитивну фреквенцу (периодично струjање).

3) Фуриjеова трансформациjа од u(x, t) има дискретну вредност фреквенци (квази

периодично струjање).

4) Фуриjеова трансформациjа од u(x, t) има континулани спектрум (хаотично

сутруjање).
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Слика 3.1: Промена карактера турбулентног струjања са повећањем
Реjнолдсовог броjа

Горе наведени опис се односи на jедан од могућих сценариjа за транзициjу ка

хаосу у струjању или турбуленциjи. Бифуркациона теориjа поставља генерални

метематички оквир коjи даjе квалитативно обjашњење транзициjе ка турбуленциjи,

иако детаљи могу варирати од jедног струjања ка другом.

3.3.2 Турбулентна струjања и теориjа Комогорова

У овом поглављу ћемо се сконцентрисати на струjање код кога jе тотално развиjено

турбулентно струjање тj. хаотично струjање коjе jе обjашњено у претходном

поглављу. Без икакве сумље, наjпознатиjа и веома успешна теориjа коjа описуjе

понашање турбулентног струjања jе теориjа Колмогорова коjа jе формулисана 1941

[129]. Ова теориjа jе детаљно приказана у многим књигама [130], [131]. У овом

поглављу ми ћемо представити само основе теориjе и приказати одређене резултате.

Под турбулентним струjањем се сматра струjање коjе jе сачињено од мноштво

вртлога различитих величина узимаjући у обзир да региjа коjу заузима jедан вртлог

може да садржи вртлоге мањих димензиjа. Различити вртлози су окараткерисани
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са дужином l и брзином U . За струjања са Реjнолдсовим броjем Re = U0L/ν наjвећи

вртлог има карактеристичну дужину l ∼ L и караткеристичну брзину U ∼ U0.

Енергиjа се транспортуjе са великих вртлога ка мањим пратећи прцес познат као

енергестка каскада, представљену од стране Ричардсона [132] и коjа jе приказана

на слици 3.2. Према процесу, велики вртлози постаjу нестабилни и разбиjаjу се и

преносећи своjу енергиjу на мање вртлоге. Након тога ови мањи вртлози постаjу

нестабилни са временом и такође се распадаjу преносећи енергиjу на jош мање.

Стога каскадни механизам трансфера енергиjе на све мање и мање вртлоге се

наставља све док вртлози имаjу величину такву да Реjнолдсов броj Re(l) довољно

мали да би био стабилан. На том нивоу вискозност jе способна да дисипуjе

кинетичку енергиjу. Оваj механизам трансфера и дисипациjе кинетичке енергиjе

се континуално храни енергиjом коjа се добиjа од спољашњих сила коjе делуjу

на струjање. Овде ћемо претпоставити због jеднсотавности да ове силе делуjу

само на велике вртлоге . Енергетска каскада се одиграва без губитка енергиjе

тако да дисипациjа прелази у акциjу тек на краjу процеса. Због тога можемо

да претпоставимо да средња временска промена кинетичке енергиjе коjа jе унета

у струjање треба да буде jеднака средњоj временскоj промени дисипациjе εmol на

наjмањим вртлозима.

Из претходног описа, можемо да закључимо да постоjи одређени интервал SI, такав

да вртлози са l ∈ SI нису под утицаjем нити анизотропиjе великих вртлога струjања

нити са дисипациjом коjа се дешава код малих вртлога. Оваj интервал jе познат

као инерциjални подопсег и експерименти показуjу да више или мање jе дато SI ≈

[lDI , lEI ] = [60η, L/6], где jе η представља Колмогоров величину, или Колмогоров

дисипациона дужина. У интерном подопсегу, спектрум енергетске густине у домену

таласних броjева jе дат са,

E(k, t) =
L

2π

∑
|k|infty=k

1

2
|u(k, t)|2 (3.15)

исто тако може да се дефинише да зависи само од εmol и k tako da je E(k, t) ≈ εamolkb.

Из димензионе анализе jе итекако jасно да може да се дефинише a = 2/3 и b = −5/3

тако да се Колмогоров спектрум за локалну изентропску турбуленциjу дефинише

као,
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E(k, t) ≈ Ckε2/3molk
−5/3 (3.16)

Слика 3.2: Енергетска каскада у фунциjи таласних броjева

У jедначини (3.16) CK jе дефинисан као универзална бездимензиона константа коjа

jе валидна за било коjе турбулентно струjање. Користећи бездимензиону анализу

може се такође доказати да се спектрум притиска понаша као [133], [134],

Epp(k, t) ≈ Cpε4/3molk
−7/3 (3.17)

где Cp дефинише опет бездимензиону константу. Следи да jе CP ≈ 1.33C2
K [135].

Са друге стране, Колмогорова дужина дисипациjе η, одговара дужини где jеRe(η) =

1 (конвекциjа jе jеднака дисипациjи). Из ове релациjе и ако узмемо (3.16) долазимо

до,

η = ck(
ν3

ε
)
1
4 (3.18)

Следи да jе cK = 2π(3CK/2)3/4. Узимаjући поново у обзир димензиону анализу

могуће jе довести у везу η са Re, што на краjу доводи до,

η

L
∼ Re−3/4 (3.19)
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Aко означимо са EI и kDI таласни броj коjи jе повезан са екстремним дужинама

lEI и lDI инерционе подгрупе. Онда, спектрум енергетске гуситне у зависности од

таласног броjа представља три различите зоне:

1) За вредности k < kEI , E(k, t) кореспондира за енергиjу струjања у коме

преовлађуjу макроскопски образац вртлога,

2) За kEI ≤ k ≤ kDI следи да E(k, t) ≈ k−5/3,

3) За k > kDI , иако jе Реjнолдсов броj велики (мала вискозност), вискозн ефекти се

манифестуjу и енергиjа се дисипуjе,

После тога Колмогоров jе био у могућности да дефинише следеће хипотезе,

1) Хипотеза локалне изотропиjе. За довољно високе Реjнолдсове броjеве,

турбулентно струjање за мале величине или вртлоге (l < lEI) су статистички

изотропски (они су локално хомогени и нису подложни ротациjи и рефлексиjи

кординатних оса).

2) Хипотеза прве сличности - За било коjе турбуентно струjање на довољно високим

Реjнолдсовим броjем, статистика кретања малих величина тj. вртлога (l < lEI) има

универзалну форму jединствено одређену од стране ν и εmol

3) Хипотеза друге сличности - За било коjе турбуентно струjање са довољно високим

Реjнолдсовим броjевима, статистика кретања малих величина тj. вртлога (lDI < l <

lEI) има универзалну форму jединствено одређену од стране εmol али jе независна

од ν.

У 196-оj години, Колмогоров jе модификовао горе наведену К41 теориjу да би

подесио неке разлике коjе су се jавиле у предикциjи поља брзине под утицаjем

великог мемента. Пошто се у дисетациjи нећемо бавити тим струjањем, овде га

нећемо ни дефинисати

3.3.3 Релациjа између К41 и Навиjе-Стоксове jедначине

Jедна од наjвећих изнанеђења К41 теориjе (иако jе имала и превише

експерименталног успеха) jе да не може да се разматра за све Навиjе-Стоксове

jедначине. Колмогоров jе изградио теориjу из неких основних хипотеза и
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истраживачких разлога и исто тако користећи неке резултате из статистичке

механике флуида и димензионе анализе као алат. Како год, видели смо у

претходним поглављима да jе широко прихваћено да Навиjе-Стоксова jедначина

може да опише понашање турбулентног струjања. Ако jе то случаj, требали би да

добиjемо К41 резултате директно из Навиjе-Стоксове jедначине. Нажалост то ниjе

баш тако лак задатак. Као што jе претходно споменуто, прва потешкоћа jе пошто

класично решење постоjи за веома кратак период времена. Ми се овде бавимо са

тотално развиjеним турбулентним струjањем и због тога морамо да разматрамо

понашања током дужег временског интервала.

Прва апроскицмациjа коjа повезуjе К41 и Навиjе Стоксову jедначину се може добити

из просторне Фуриjеове трансформациjе. Уставри jедначина (3.1)-(3.2) у простору

таласног броjа постаjе за периодичне граничне услове,

∂tu(k, t)− i

L3
(I− kk

k2
) ·

∑
k′+k′′=k

u(k
′
, t) · k′′u(k

′′
, t) + νk2uu(k, t) = f(k) (3.20)

k · u(k, t) = 0 (3.21)

са i =
√
−1 и I коjи представља jединични тензор и I−kk/k2 jе проjекциjа на поље

бездивергентног вектора. Можемо приметити да (3.20) даjе даљи увид у чињеницу

да jе конвектни члан одговоран за повезивање између модова као и трансфера

енргиjе између њих, као у опису енергетске каскаде. Са друге стране, енергетски

баланс (Лераjова неjеднакост) предлаже да се дефинише средња временска промена

енергетске дисипациjе по jединици масе као,

εt2mol =
ν

L3
〈‖∇u‖22〉 (3.22)

Већ jе познато да кинетичла енергиjа струjања ограничена са Лераjовом

неjадноскости коjа гарантуjе да εt2mol у jедначини (3.22) ће исто бити ограничен.

Са друге стране можемо приметити да вискозни члан у jедначини (3.20) садржи k2

фактор, што прави νk2u(k, t) веће за велике таласне броjеве (мале дужине). Ово jе

у корелациjи са идеjом Колмогорова да се дисипациjа одиграва на малим вртлозима

или величинама струjања.
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Навиjе-Стоксова jедначина такође игра значаjну улогу за добиjање неких веома

битних jедначина статистичке механике флуида као што jе Карман-Ховартхове

jедначине, коjа се може посматрати као индиректна валидациjа за њих. Како

год, да би добили К41 резултате, нити последњи резултат нити горе наведена

глобална слика из jедначине (3.20) пате, тj имаjу недостатке и генерално речено нови

приступи решавања проблема су потребни. У том смислу, вредно jе поменути да jе

главни механизам каскаде енергиjе развиjене од стране Ричардсона-Колмогорова jе

скоро доказана на ригорозан начин почевши од Навиjе-Стоксове jедначине.

Са друге стране, централни значаj у К41 има Колмогорова дисипациона дужина

η. Покушано jе да се добиjе вреднсот ове величине из димензиjа глобалне

Навиjе-Стоксове jедначине или из универзалног атрактора. Главна идеjа jе: Из

тродимензионе струjања са карактерстичном дужином величина L, треба нам према

К41,

N ≈ (
L

η
)3 ≈ Re9/4 (3.23)

степени слободе да би jе решили, али да не постоjе активни вртлози за l < η.

Можемо разматрати, на пример да презентуjемо струjање користећи просторну

компоненту Фуриjеове трансформациjе коjа се варира од 1/L до 1/η. Са друге

стране постоjи могућност да одредимо броj степени слободе система са N, са

димензиjама глобалног атрактора. Aко jедначина (3.23) представља димензиjу

атрактора турбулентног струjања према К41, нама jе потребно да нађемо глобални

атрактор Навиjе-Стоксове jедначине и да проверимо да ли jе карактеристична

величина η добиjена.

Први проблем ове процедуре опет jе локалан караткер класичног решења, коjа

не задовољава постоjање глобалног атрактора. До сада (3.23) ниjе достигнута,

али неки веома блиски резултати су добиjени. Наjпрецизниjи су они у [136] где

се показуjе да димензиjа атрактора може бити ограничена са (L/η)4.8. Жељена

вредност 3 за експонент се може добити ако се добиjе више просторне регуларности

тако да ∇u ∈ L1(0, T ;L∞(Ω)) [137].
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3.4 LES-Симулациjа великих вртлога

Све до сада смо прегледали неке аспекте математичке теориjе Навиjе-Стоксове

jедначине и подвукли смо неке конекциjе са физикалним описом турбуленциjе.

Генерално као што jе познат ниjе могуће ове jедначине решити аналитички и због

тога нумеричке методе су постале веома користан алат за разумевање неколико

аспеката турбулентног струjања као што су процес транзициjе ка хаосу или

комплексна физикалност развиjеног турбулентног струjања. Нумеричке методе

су постале не заменљив алат за решавање многих инжењерских проблема коjи

укључуjу турбулентно струjање.

Слика 3.3: Разлагање променљивих на мале и велике величине

Већ смо напоменули у претходним поглављима да постоjе три главне могућности

да се изврши симулациjа турубуленнтног струjања са прорачунском механиком

флуида. То су RANS, DNS и LES методе. Као што jе претходно обjашњено LES даjе

одговарjући приступ решавања проблема и у овом поглављу ћемо се сконцентрисати

на детаљниjе обjаснимо оваj метод. Главна идеjа LES методе jе да се раздвоjи

поље притиска и брзине на континуалном нивоу, тако да [u, p] = [ū, p̄] + [u′ , p′ ] са

[ū, p̄] презентуjу велике величине или вртлоге струjања коjе могу да се срачунаjу

са прорачунском мрежом, док [u′ , p′ ] се односи на не решиве мале вртлоге и мале

величине што jе приказано на слици 3.3. Као што jе већ напоменуто главна замисао

LES-a се састоjи да се прописно моделираjу ефекти не решивих величина на оне

решиве или оне коjе се могу ухватити прорачуснком мрежом.

3.4.1 Филтрирана Навиjе-Стоксова jедначина

Као што jе речено у уводу раздваjање величина између великих и малих jе урађено

традиционално са процесом филтрирања [83]. Овде нећемо детаљисати са могућим

филтрерима ниског пропуста [84] и претпостављаjући да jе филтер дефинисан са
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(̄·) : v → v̄ коjи се са диференциjалним оператером, можемо филтрирати Навиjе-

Стоксову jедначину (3.1)-(3.2) са граничним условом (3.3) и почетним условом (3.4)

да би добили систем,

∂tū + ū · ∇ū− ν4ū +∇p̄ = f−∇ · < unutar Ω× (0, T ) (3.24)

∇ · ū = 0 unutar Ω× (0, T ) (3.25)

ū = 0 na Γ (3.26)

ū(x, 0) = ū0(x) unutar Ω (3.27)

У jедначини (3.24) тензор < = u⊗ u − u ⊗ u je познат као стрес тензор остатка

или тензор величина коjе се не могу ухватити прорачунском мрежом. Да би (3.24)-

(3.27) био затворен систем jедначина за [ū, p̄] потребно jе да се < у потпунсоти

изрази у зависности од ū. Ово питање jе познато као затворени проблем. Различито

моделирање < даjе различите LES моделе. Када се модел одабере, последњи корак

jе дискретизациjа (3.24)-(3.27) и да се нађе нумеричко решење. Неко би се можда

запитао да ли jе могуће наћи егзактни затворен проблем jедначине (3.24)-(3.27)

тако да < може да се изрази у зависности од ū, без икакве апроксимациjе. То jе

уставри могуће ако користимо Хелмхолцов филтер коjим се добиjа ū од решења

Хелмхолцове jедначине, ū − ε24ū = u . Следи да ū = (I − ε24)−1u, са ε > 0 коjе

означава скраћену величину [117]. Узимаjући у обзир да jе u⊗u = (ū−ε24ū)⊗(ū−

ε24ū) и аплицирати филтер на ū⊗ ū добиjамо ū⊗ ū = ū⊗ ū− ε24ū⊗ ū . Ако ове

релациjе убацимо у тензор величина коjе се не могу ухватити прорачунском мрежом

добићемо,

<ij = (ūi − ε24ūi)(ūj − ε24ūj)− ūiūj

= ūiūj − ε2ūi4ūj + ε44ūi4ūj − ūiūj

= ε24(ūiūj)− ε2ūj4ūi − ε2ūi4ūj + ε44ūi4ūj

= 2ε2∇ūi · ∇ūj + ε44ūi4ūj

(3.28)

Претходни израз ефектно дозвољава да се напише < у зависности од ū а при том

се не прави никаква апроксимациjа или се усваjа нека хипотеза. Како год, треба
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напоменути да Хелмхолцов филтер поставља изоморфизам између L∞(0, T ;H(Ω))

и L∞(0, T ;H(Ω) ∪H2(Ω)) и између L2(0, T ;V(Ω)) и L2(0, T ;V(Ω) ∪H3(Ω)).

Због тога егзактно затварање проблема (3.28) служи да се направи изоморфизам

између слабе формулациjе (3.1)-(3.2) и слабог решења (3.24)-(3.28) [117]. Стога броj

степени слободе потребних да се реше оба проблема остаjу исти. Оваj резултат

може да се генерализуjе на сваки затворен проблем jедначина (3.24)-(3.28). На први

поглед ово може да буде парадоксална чињеница да налажење егзактног затвореног

модела, што се чини као разумљиви циљ. Стога за LES jе jедино логичан не егзактни

затворени проблем тако да се информациjе струjања загубе у моделовању величина

испод мреже.

3.4.2 Недостаци LES-а

LES презентуjе неколико проблема и нерешивих питања. Главна тема jе и

даље како наћи добар модел за тензор величина коjи се не могу ухватити

прорачунском мрежом. Као што jе напоменуто у претходном поглављу прављење

истог затвореног проблема jе парадоксално, тако да не може бити правац тражења

модела. Са друге стране многи LES модели су базирани на физичким и нумеричким

апроскимациjама као и истраживачким аргументима, коjи се понашаjу добро или

лоше у зависности од проблема на коjи се примењиjу. Генарални проблем jе

тешко наћи иако се препоручуjе да мале величине испод нивоа мреже треба да

задовоље одређене карактеристике као што jе одржање инвариjантности после

трансформациjа оригиналне Навиjе-Стоксове jедначине. Како год, ниjе баш

наjасниjе шта би требало да буде карактеристика доброг LES модела осим очигледне

чињенице да треба да одогвараjуће репродукуjе експерименталне податке.

Друго битно питање се поставља о релациjи између грешке коjа се jавља између

физикалног LES модела и нумеричких метода коjе се користе да би решиле

дискретизован проблем [115], [138], [116]. Исто тако ниjе jасно шта би требало

да буде ралациjа између филтера ε и карактеристичне величине елемента h [138],

[115]. Као додатак треба напоменути проблем комутациjе грешке филтрирања и

диференциjалног оператора коjи исто тако треба да се реши. Сумарно можемо рећи

да данас задоваљаваjући математички модел не постоjи иако су кораци ка томе

одавно већ направљени [105], [139].
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3.4.3 Одговараjућа апроксимациjа Навиjе-Стоксове jедначине

Не тако давно jе спроведена детаљна анализа неколико LES мдодела са идеjом

да се рашчисте недостатци и лоше стране модела [117]. Из ове анализе неколико

занимљивих закључака jе изведено.

Лераjов конволуциони модел Без узимања у обзир граничних и почетних услова

због скраћиваља простора и времена за обjашњење.

∂tu + u · ∇u− ν4u +∇p = (ψepsilon ∗ f)−∇ · <Le (3.29)

<Le = u⊗ (ψε ∗ u)− u⊗ u (3.30)

Оваj модел ниjе инвариjантан услед трансформациjа координатних оса иако може

да се преуреди да би се добила ова карактеристика [140]. Оваj модел jе познат као

Навиjе-Стоксов алфа модел(НС - α)[140].

Лионов хипервискозни модел у овом случаjу имамо,

∂t + u · ∇u− ν4u +∇p = f−∇ · <Li (3.31)

<Li = ε2α(−∇)2α−1u (3.32)

Ладиженскаjев и Каниелов нелинарни вискозни модел За оваj модел

имамо,

∂t + u · ∇u− ν4u +∇p = f−∇ · <L (3.33)

<La = −ε2ν+1β|∇u|2∇u (3.34)
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Потребно jе напоменути да наjпознатиjи LES модел тj, модел Смагоринског [100]

има исту структуру као и (3.33) узимаjући µ = 1/2, β(τ) = τµ, ψ = S , са S =

1/2(∇u + ∇uT ). Следи <Sm = −ε2|S|S. Стога, можемо закључити да jе могуће

добити LES моделе са изварендним атрибутима што доводи до добро постављеног

математичког проблема. Чак шта више, можемо приметити да филтрирање ниjе

jедини начин да се добиjе LES модел као што jе приказано у трећем моделу. Чак

и познати модел Смагоринксог се може добити без филтрирања у контраст ономе

што се може наћи у литератури. Jош неки модели су разматрани у [117] као што jе

спeктрални вискозни модел, вискозни модел за величине коjе се не могу ухватити

са прорачуснком мрежом, вариjациони модели, модели сличности. Иако се чини

да се не може наћи генерални математички оквир за све моделе, закључено jе да

LES модел треба да задовољи два главна захтева: прво треба да се обезбеди добро

постављање система или jедначина. Друго, треба да изабере релевантно физикално

решење.

Под утиском ових захтева нотациjа одогвараjуће апроскимациjе Навиjе-Стоксове

jедначине jе приказано у [118] као први корак ка математичком дефинисању LES

модела.

Дефинициjа Секвенца [uγ , pγ ], са γ > 0 и uγ ∈ L2(0, T ;X(Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)) и

pγ ∈ D
′
(]0, T [, L2(Ω)/R), се каже да jе одговараjућа апроксимациjа Навиjе-Стоксове

jедначине ако jе:

1) Постоjе два коначно димензиона векотра простора Xγ(Ω) ⊂ X(Ω) и Mγ(Ω) ⊂

L2(Ω)/R такви да jе uγ ∈ C0([0, T ];Xγ(Ω)) и pγ ∈ L2(]0, T [,Mγ(Ω)).

2) Секвенца uγ , pγ или подсеквенца конвергира да слабом решењу (3.1)-(3.5) нпр.

uγ → u слаба конвергенциjа у L2(0, T ;X(Ω)) и pγ → p in D
′
(]0, T [, L2(Ω)/R).

3) Слабо решење [u, p] jе одговараjуће.

Треба приметити да два параметра су умешана у дефинициjи, параметра h коjи jе

повезан са наjмањим величинама у Xγ(Ω). Ове величине су повезане са величином

наjмањег активног вртлога у струjању. Параметар γ у дефинициjи jе комбинациjа

h и ε коjи треба да се одреде у сваком случаjу. Треба разумети да γ → 0 за ε→ 0 и

h→ 0.
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Следећа три корака стратегиjе су прзентовани у [118] за проактичну конструкциjу

одговараjуће апроксимациjе:

1) Елаборациjа пре-LES модела. Оваj корак се састоjи у регурализациjи Навиjе-

Стоксове jедначине да би се добио добро постављени проблем и презентовао

параметар ε. За ε→ 0 пре-LES модел треба да конвергира ка одговараjућем решењу

Навиjе-Стоксове jедначине. Стога пре-LES модел одговара процесу добиjања

филтриране jедначине (3.24) у стандрардном LES моделу , али са додатним

потребама да би био затворен проблем и да би jедначине биле добро постављене.

Проблем треба да има jединствено решење коjе конвергира ка одогвараjућем слабом

решењу Навиjе-Стоксове jедначине.

2) Дикретизацjа пре-LES модела. У овом кораку ћемо увести апроксимативне

функциjе за пољe брзине и притиска, као и просторе методе коначних елемената

Xγ(Ω) и Mγ(Ω) и параметар h.

3) Одредити релациjу између ε и h. Релациjа између ε и h не може бити произвољно

одређена тако да кад, ε→ 0 и h→ 0, решење треба да конвергира ка одговараjућем

решењу Навиjе-Стоксове jдначине.

Иако одговараjућа апроксимациjа прави први значаjан корак ка математичком

дефинисању LES модела неки проблеми и даље постоjе. Постоjи непозната релациjа

између грешака коjе настаjу у пре-LES моделу и грешака настале дискретизациjом.

Другим речима или ако хоћемо да будемо прецизни, за задато Xγ(Ω) ⊂ X(Ω) и

Mγ(Ω) ⊂ L2(Ω)/R, за ∀t ∈ [0, T ] Галеркиновом апрокисмациjом,

(∂tuh, v) + b(uh,uh, ṽ) + ν(∇uh,∇v)− (ph,∇v) = 〈f, ṽ〉 ∀v ∈ Xγ(Ω) (3.35)

(q,∇uh) = 0 ∀q ∈Mγ(Ω) (3.36)

(uh(x, 0),v) = (u0,v) ∀v ∈ Xγ(Ω) (3.37)

где jе uh(·, t) ∈ Xγ(Ω) и ph(·, t) ∈ Mγ(Ω) je одговараjући. Доказано jе да

да jе то случаj за решење (3.35) са периодичним граничним условима и када

су коришћени простори мањег реда методе коначних елемената и коjи имаjу

дискретну комутативну карактеристику и задовољаваjу инф-суп услове [141]. Ови
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резултати могу да оправдаjу чињеницу да за простори мањег реда методе коначних

елемената, понекад се добуjаjу бољи резултати када физикално LES моделирање

ниjе коришћено.

3.5 Дефинициjа вариjационог проблема

Да би дефинисали вариjациону или слабу формулациjу проблема (3.1)-(3.5),

представићемо генералну теориjу функционала коjи ће бити коришћен у овоj

тези. Означићемо са Lp(Ω) простор функциjа чиjи jе p експонент (1 ≤ p < ∞)

интеграбилан у домену Ω (према Лабезге мери). Простор Lp(Ω) jе Банах простор

са нормом

‖u‖p = (

∫
Ω
|u(x)|pdx)

1
p p <∞ (3.38)

Случаj када jе p = ∞ се односи на простор ограничених функциjа у домену Ω.

Приказани норм jе дат са основним максимумом свих функциjа ограничених у Ω

тако да jе ‖u‖∞ = esssup|u(x)|. За 1 < p <∞, Lp(Ω) су рефлексивни простори са

дуалним простором Lq(Ω), где jе 1
p + 1

q = 1 Случаj од посбног интересовања jе L2(Ω)

коjи jе Хилберт простор са скаларним производом

(u,v) =

∫
Ω
u(x)v(x)dΩ (3.39)

са нормом ‖u‖L2(Ω) = ‖x‖ = (u,u)1/2. Са физикалне тачке гледишта L2(Ω) се може

идентификовати са простором поља брзина са ограниченом кинетичком енергиjом

тако да jе ‖u‖2 = 2E(u), где E(u) означава кинетичку енергиjу по jединици масе.

Соболев простор Wm,p(Ω) jе простор функциjа у Lp(Ω) такви да се њихови изводи

све од реда m ∈ N исто припадаjу Lp(Ω). Wm,p(Ω) jе Банах простор са нормом

коjи се означава са ‖ · ‖m,p. За p=2, Wm,2(Ω) je Хилберт простор и нотациjа Hm =

Wm,2(Ω) ће се користити. Чак што више Hm
0 (Ω) ће се односити на под простор

функциjа у Hm(Ω) коjи нестаjе на граници домена заjедно са његовим изводом

по нормали све до реда m-1. Треба приметити да када jе m=1 jе од специjалног

интереса H1(Ω) повезан скаларни производ
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(u,v)H1 =
1

L2
(u,v) + (∇u,∇v) (3.40)

норм ‖u‖H1 = (u,u)
1/2
H1 . У jедначини (3.40) L презентуjе карактеристичну дужину.

Са друге стране H−1(Ω) je топологиjски дуал H1
0 . У случаjу f и g су дистрибуциjе

тако да jе њихов продукт интеграбилан у домену Ω

〈f, g〉 =

∫
Ω
fgdΩ (3.41)

За f, g ∈ L2(Ω), 〈·, ·〉 корелира унутрашњем производу.

За u jе поље брзина, видимо да кад jе u = v први члан у (3.40) одговара двострукоj

кинетичкоj енергиjи. Други члан кореспондира за енстропиjу. Енстропиjа ε(u) jе

битна величина коjа одређуjе промену дисипациjе кинетичке енергиjе у струjању. У

Rd, ε(u) се може представити у зависности вртложног поља ω = ∇u, као ε(u) =

‖ω‖22. Стога, са физикалне стране гледишта просторH1(Ω) се може идентификовати

са простором поља брзина и вртлога коjе имаjу ограничену кинетичку енергиjу и

енстропиjу [130].

Коначно да би се бавили временском еволуциjом поља притиска и брзине треба да

уведемо просторе Lp(0, T ;Z(Ω)) коjи за 1 ≤ p <∞ jе дефинисан као

Lp(0, T ;Z(Ω)) = f : (0, T )→ Z(Ω)|
∫ T

0
‖f(x)‖pZdt <∞ (3.42)

У случаjу да jе p =∞ имали би

L∞(0, T ;Z(Ω)) = f : (0, T )→ Z(Ω)|esssupt∈(0,T )‖f(x)‖pZdt <∞ (3.43)

Функционални простори представљени горе су генерални функционални оквир у

ком се наjвећи део проблема коjи се поjављуjу у тези.
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3.5.1 Вариjациона или слаба формулациjа Навиjе-Стоксове

jедначине

Када смо се упознали са одговарjућим функционалом, сада смо у позициjи да

презентуjемо вариjациону или слабу формулациjу Навиjе-Стоксове jедначине (3.1)-

(3.2). Разматраћемо случаj са Дирихлеовим граничним условима и ако узмемо V d
0

и Q0 за функционалне просторе

V d
0 = H1

0(Ω) = u(x) ∈ H1(Ω)d|u = 0 na ΓD (3.44)

Q0 = q(x) ∈ L2(Ω)|
∫

Ω
qdΩ = 0 ako ΓN = 0 (3.45)

Вариjациона или слаба форумалциjа jедначина (3.1)(3.2) се онда уобичаjно налази

тако што наведене jедначине помножимо са тест функциjом v ∈ V d
0 , q ∈ Q0 и

интегралимо преко целог домена. Стога вариjациони проблем се састоjи од тага да

се нађе [u, p] ∈ L2(0, T ;V d
0 )× L1(0, T ;Q0) тако да jе,

∫
Ω
v · [∂tu + (u · ∇u)]dΩ + ν

∫
Ω
∇u : ∇vdΩ−

∫
Ω
p∇ · vdΩ =

∫
Ω
v · fdΩ (3.46)

∫
Ω
q∇ · udΩ = 0 (3.47)

за све [v, q] ∈ V d
0 xQ0. Да би скратили нотациjу у (3.46),(3.47) и следећим

jедначинама,

l(v) = 〈v, f〉 (3.48)

где заграде у jедначини предсатвљаjу дуални пар између H1/2(ΓN ) и H−1/2(ΓN ).

Слаба формулациjа се може написати у облику,

(∂tu,v) + 〈u · ∇u,v〉+ ν(∇u,∇v)− (p,∇ · v) = l(v) (3.49)
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(q,∇ · u) = 0 (3.50)

3.6 Галеркинова апроксимациjа методом коначних

елемената

3.6.1 Временска дискретизациjа Навиjе-Стоксове jедначине

Да би решили Навиje-Стоксову jедначину (3.1)-(3.2) морамо прво да jе

дискретизуjемо у простору и времену. Временска дискретизациjа коjа ће се

користити у овоj тези jе генерално трапезиодно правило. Ако узмемо део интервала

прорачунског времена 0 < t0 < ... < tN = T са константним временским кораком

δt = tn+1− tn и ако уведемо нотациjу за генерално зависну временску функциjу φ(t)

δφn = φn+1 − φn (3.51)

φn+α = αφn+1 + (1− α)φn (3.52)

δtφ
n = δφn/δt (3.53)

где jе α ∈ [0, 1] и φn jе фредност функциjе φ у времену tn. Према (3.51)-(3.53),

временски дискретизована верзиjа Навиjе-Стоксове jедначине са Дирихлеовим

граничним условима се може записати у следећоj форми,

∂tun − ν4un+α +Nn(u) +∇pn+1 = fn+α u Ω (3.54)

∇ · un+α = 0 u Ω (3.55)

u0 = u0 u Ω (3.56)

un+α = 0 na ΓD (3.57)

n · σn+α = tn+α
N na ΓN (3.58)
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где Nn(u) представља апроксимациjу конвектног члана. У зависности од вреднсоти

параметра α у (3.54)-(3.58) имаћемо апроксимациjе тачне до првог или другог реда.

Наjвише коришћене шеме су:

Шеме првог реда

1) α = 0 - Forward Euler шема. Зависно стабилна, што би значило да δt треба да

буде довољно мало. У овом случаjу конвектни члан jе дат експлицитно са Nn(u) =

(un · ∇)un.

2) α = 1 - Backward Euler шема. Независно стабилна. У овом случаjу конвектни

члан jе дат имплицитно Nn(u) = (un+1 · ∇)un+1. Линеаризациjа jе потребна у

сваком временском кораку.

Шеме другог реда

1) α = 1/2 - Cranck Nicolson шема. Независно стабилна. Конвектни члан jе

дат имплицитно N(u) = (un+1/2 · ∇)un+1/2. Линеаризациjа jе потребна у сваком

временском кораку. Углавном ћемо користити оваj метод кроз целу тезу.

2) α = 1/2 - Adams - Bashforth/ Crank-Nicolson шема. Зависно стабилна, што би

значило да δt треба да буде довољно мало. Уместо да се користи α = 1/2 за

конвектни члан, оваj члан jе експлицитно добиjен из Nn(u) = 1
2 [3(un ·∇)un− (un−1 ·

∇)un−1].

Пошто нам jе задатак да са методом коначних елемената решимо Навиjе-Стоскову

jедначину, ми ћемо бити заинтересовани за временску дискретизациjу слабе

формулациjе (3.49)-(3.50). Временски дискретизована слаба формулациjа Навиjе-

Стоксовог проблема може онда да гласи. Од познатог un нађи un+α ∈ V d
0 , pn+1 ∈

Q0 тако да,

(δtun,v) + 〈un+α · ∇un+α,v〉+ ν(∇un+α,∇v)− (pn+1,∇ · v) = l(v) (3.59)

(q,∇ · un+1) = 0 (3.60)
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3.6.2 Дискретна Галеркинova апроксимациjа вариjационе

формулациjе

Сада ћемо прситупити просторноj диксретизациjи jедначина (3.59)-(3.60). Ако

домен Ω изделимо са прорачунском мрежом где jе ne броj елемената, nu чворови

за поље вектора брзине, np чворови за поље притиска и ако су дати подпростори

коначних димензиjа V d
h,0 ⊂ V d

0 иQh,0 ⊂ Q0 коjе ће апроксимирати притисак и брзину.

Галеркинова метода коначних елемената онда може да гласи. Од познатог unh нађи

un+α
h ∈ V d

h,0, pn+1
h ∈ Qh,0 тако да jе,

(δtunh,vh) + ν(∇un+α
h ,∇vh) + 〈un+α

h · ∇un+α
h ,vh〉

−(pn+1
h ,∇ · vh) + (qh,∇ · un+1

h ) = l(vh)
(3.61)

за све vh ∈ V d
h,0, qh ∈ Qh,0.

Са друге стране uh и ph су типа,

uh = (

nu∑
a=1

Na
uU

a
x ,

nu∑
a=1

Na
uU

a
y ,

nu∑
a=1

Na
uU

a
z ) (3.62)

ph =

np∑
b=1

N b
pP

b (3.63)

где смо са Na
u дефинисали апроксимативну функциjу облика за вектор брзине.

(Uax , U
a
y , U

a
z ) jе вредност брзине у чвору за сваку координату. Док смо са N b

p

дефинисали апроксимативну функциjу облика за притисак и са P b вредности

притиска у чвору. Заменом jедначина (3.62)(3.63) у jедначину (3.61) добиjамо

алгебарски ситем jедначина за притисак и брзину коjи треба да се линеаризуjу

и онда реше за сваки временски корак. Притисак и брзина се онда на краjу могу

добити за било коjу тачку у домену простом интерполациjом вреднсоти добиjених

у чворовима.

Добро jе познато да Галеркинова апроксимациjа пати од неколико нумеричких

проблема. На пример, jавља се нестабилност за проблеме коjи решаваjу струjања са
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великим Реjнолдсовим броjевима тj. када нелинарни конвектни члан jе доминантан

над вискозним чланом. Исто тако треба да се задовољи и компатибилни услов

да би се контролисао члан коjи садржи притисак. Оваj услов не дозвољава

да се користе апроксимативне функциjе истог реда коjе би апроксимирале поље

брзине и притиска. Ово jе наравно проблем пошто ако користимо полиноме истог

реда симплификуjе се имплементациjа нумеричке методе а исто тако се штеди и

прорачунско време. Исто тако могу да се jаве нумеричке нестабилности ако се

користе мали временски кораци, посебно на почетку еволутивног процеса. Због

ових недостатака Галеркинова метода jе неупотребљива у пракси и због тога

стабилизационе меотде су потребне. Jедна од веома моћних стабилизационих

метода jе метода Сабгрид скеjл стабилизациjа коjи ћемо презентовати у следећим

поглављима.

3.7 SGS стабилизационa методa

У претходне две децениjе, неколико стабилизационих метода су развиjене у

циљу превазилажења нумеричких нестабилности коjе се jављаjу код парциjалних

диференциjалних jедначина коjе су решаване Галеркиновим методом коначних

елемената. У тези ћемо се сконцентрисати на сабгрид скеjл стабилизационе (Subgrid

Scale Stabilization-SGS) методе коjе се исто називаjу и Variational Multiscale модели

или методе засниване на остатку коjе су оригинално развиjене од стране Хjуза [86] за

конвектно- дифузионо-реактивну jедначину а касниjе проширене на друге jедначине

од стране многих аутора.

Ако разматрамо абстрактни вариjационо континуални проблем где треба пронаћи

y ∈ Y тако да,

m(y, z) = n(z) (3.64)

за све z ∈ Z, m и n представљаjу билинарну и линарну континуалну слабу

формулациjу, док су Y и Z су безгранично димензиони простори. Сабгрид скеjл

приступ за добиjање нумеричког решења (3.64) се састоjи у томе да прво треба

раздвоjити Y и Z на Y = Yh ⊕ Ỹ и Z = Zh ⊕ Z̃, где су Yh и Zh коначно
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димензиони простори где и нумеричко решење припада, док Ỹ и Z̃ представљаjу

безгранично димензионе просторе (континуалне просторе) коjи попуњаваjу Yh, Zh до

Y,Z. Променљиве y и z се могу раздвоjити као y = yh + ỹ, z = zh + z̃ и заменити

у (3.64) да би добили,

m(yh, zh) +m(ỹ, zh) = n(zh) ∀zh ∈ Zh (3.65)

m(yh, z̃) +m(ỹ, z̃) = n(z̃) z̃ ∈ Z̃ (3.66)

Jедначина (3.64) jе трансформисана у две jедначине, где прва jедначина решава

динамику великих или решивих величина док друга jедначина решава динамику

малих или величина испод наjмање величине прорачунске мреже. Главна замисао

се састоjи у томе да се пронађе апроксимативно решење модела за jедначину коjа

моделира мале величине или оне испод величине мреже, а онда да се замени у

jедначину великих величина и онда као такве реше. Другим речима Сабгрид

скеjл приступ покушава са симулира утицаj ових малих величина континуалног

проблема коjе се не могу ухватити нумеричком дискретизациjом на нумеричко

решење. Утицаj ових малих величина jе оно што ниjе узето у обзир код Галеркиновог

нумеричког приступа проблема. Треба напоменути да раздваjање величина коjе jе

извршено у Сабгрид скеjл приступу се базира на проjекциjама на просторе Zh и Z̃

и моделирање малих величина се обавља када се проблем дискретизуjе.

3.7.1 SGS стабилизациона метода за Навиjе-Стоксову jедначину

Имплементациjа SGS стабилизационе методе на jедначинама (3.59)(3.60) се врши

тако што се раздвоjе функциjа брзине и тест функциjа на un = unh + ũn,un+α =

un+α
h + ũn+α и v = vh + ṽ коjе се повезуjе са раздваjањем простора V d

0 = V d
h,0 ⊕

Ṽ d
0 и V d,n+α = V d,n+α

h ⊕ Ṽ d,n+α. Због jедноставности претпоставићемо да су мале

величине вектора брзине на граници елемента jеднаке нули као и на граници домена.

Оваj приступ омогућава да схватимо мале величине вектора брзине као функциjе

облика мехура коjе нестаjу на границама између елемената. Такође ћемо раздвоjити

притисак као и тест функциjу пристиска као pn+1 = pn+1
h + p̃n+1, q = qh + q̃ коjе

се односи на раздваjање математичког простора Q0 = Qh,0 + Q̃0.
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Ако убацимо ову декомпозициjу у (3.59)(3.60) доћићемо до система jедначина коjи jе

аналоган са (3.65)(3.66). Jедначине коjе се односе на велике величине или величине

коjе се могу ухватити прорачунском мрежом постаjу (ако се изоставе чланови коjи

се односе на интеграле на граници између елемената),

(δtunh,vh) + ν(∇un+α
h ,∇vh) + (un+α

h · ∇un+α
h ,vh) (3.67)

−(pn+1
h ,∇ · vh) + (qh,∇ · un+α

h )−
∑
Ωe

〈ũn+α, ν4vh + un+α
h · ∇vh +∇qh〉Ωe (3.68)

+(δtũn,vh) + 〈ũn+α · ∇un+α
h ,vh〉 (3.69)

−〈ũn+α, ũn+α · ∇vh〉 (3.70)

−(p̃n+1,∇ · vh) = l(vh) (3.71)

Jедначине (3.67)(3.68) су добиjене jедначине већ у Галеркиновоj методи

док jедначина (3.68) представља чланове коjи су добиjени у стабилизациjи

линеаризоване стационарне Навиjе-Стоксове jедначине. Опште jе познато да

употребом ових чланова у формулациjи се обезбеђуjе стабилнсот конвектног члана,

као и коришћење интерполационих функциjа истог реда за поље притиска и

брзине. У jедначинама (3.69)(3.70) се поjављуjу чланови коjи су ту због ефекта

малих величина вектoра брзине на матаериjални извод jедначине. Први члан у

jедначини (3.69) се односи на извод по времену малих величина, док други члан

одржава глобалну количину кретања [93] што ниjе задовољено у Галеркиновоj

методи. Jедначина (3.70) представља Реjнолдсов стрес тензор малих величина

(ũ, ũ · ∇vh) = −(ũ ⊗ ũ,∇vh)). Ова jедначина (3.70) се може идентификовати као

директан ефекат турбуленциjе малих величина на струjање великих величина. На

краjу последња jедначина (3.71) представља ефекат малих величина на притисак.

Кључни аспект формулациjе коjи раздваjа од стандардног SGS приступа су

jедначине (3.69)(3.70) тj. у аспекту да су сачувани сви чланови малих величина

вектора брзине у материjалном изводу егзактног поља брзине.
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D

Dt
u =

D

Dt
(uh + ũ)

= ∂tuh + ∂tũ + ũ · ∇uh + uh · ∇uh + ũ · ∇ũ + uh · ∇ũ
(3.72)

Треба приметити да чланови ∂tuh и uh·∇uh кад се дискретизуjу у времену поjављуjу

у Галеркиновоj формулациjи и да последњи члан jедначине (3.73) представља

стандардну SGS стабилизациjу. Остали чланови ∂tũ, ũ·∇uh и ũ·∇ũ су нови чланови

коjи редом означацаjу временску зависност малих величина, одржање количине

кретања као и Реjнолдсов стрес тензор.

Наш циљ jе да нађемо решење un+α
h , ũn+α и pn+1

h , p̃n+1 за задато unh, ũ
n за све vh ∈

V d
h,0, qh ∈ Qh,0. Очигледно jе да би то урадили требаjу нам вреднсоти за мале

величине ũn+α, p̃n+1 коjе ће бити добиjене из jедначине за мале величине. Jедначина

може да се напише у диференциjалном облику,

δtũn + (un+α
h + ũn+α) · ∇ũn+α − ν4ũn+α +∇p̃n+1 = rn+α

u,h (3.73)

∇ · ũn+α = rn+α
p,h (3.74)

где rn+α
u,h и rn+α

p,h представљаjу остатке компоненти добиjених методом коначних

елемената uh и ph дати као,

rn+α
u,h = −P [δtun + (un+α

h + un+α) · ∇un+α − ν4un+α +∇p̃n+1 − f] (3.75)

rn+α
p,h = −P [∇ · un+α] (3.76)

где jе P = I − Πh, а са Πh jе означена L2 проjекциjа на одоговараjући

простор апроксимациjе брзине и притиска методом коначних елемената, што

доводи до приступа познатиjег као Ортогорнална сабскеjл стабилизациjа. Проста

визуализациjа проjекциjе на простор решења методом коначних елемената и

дефинисање остатка jе приказан на слици 3.3.
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Слика 3.4: Ортогонална проjекциjа на простор решења добиjен методом коначних
елемената

Ако узмемо у обзир аргументе базиране на Фуриjеовоj анализи за мале величине

[92], систем jедначина (3.73)(3.74), се може апроксимирати са,

δtũn +
1

τn+α
1

ũn+α = rn+α
u,h (3.77)

1

τn+1
2

p̃n+1 = rn+α
p,h + τ1δtr

n
p,h (3.78)

где стабилизациони параметри τ1 и τ2 имаjу вреднсот,

τn+α
1 = (c1

ν

h2
+ c2
|un+α
h + ũn+α|

h
)−1 (3.79)

τn+1
2 =

h2

c1τ
n+1
1

(3.80)

где су c1 и c2 алгоритамски параметри са препорученим вредностима c1 = 4 и c2 = 2

за линарне елементе [126], док h jе карактеристична величине елемента мреже.

Са физикалне тачке гледишта, апроксимациjа (3.77)(3.78) проблема (3.73)(3.74)

осигурава да ће кинетичка енергиjа моделираних малих величина или вртлога бити

приближна кинетичкоj енергиjи егзактних малих вртлога [91].

Са друге стране, приметили смо да вреднсот параметра α за временску

дикретизациjу коjи се поjављуjе у jедначини (3.78)-(3.79) не треба неопходно да

буде исти као и апроксимациjи за велике величине. Чак, напротив, препоручуjе се
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да се узимаjу методе првог реда за мале величине док jе потребно узимати методе

другог и вишег реда за велике величине. То jе зато што ће мале величине бити

веома дисконтинуитетне функциjе и дисипативне функциjе су онда препоручљиве

за то. Ипак на краjу целокупна апрокисмациjа ће имати исти ред тачности.

3.7.2 Физиклане карактеристике формулациjе

У овом одељку ћемо се сконцентрисати на физикaлно значење додатних чланова

у jедначини (3.67)-(3.71). Већ jе напоменуто да ови чланови играjу битну улогу

у одржању количине кретања као и турбуленциjе малих величина. Да би видели

ове карактеристике и да би поjедноставили нотациjу сматраћемо да су функциjе

брзине и притиска континуалне функциjе и да вереме ниjе дискретизовано. У овоj

формулациjи просторна и временска дискретизациjу су комутативне па због тога

нећемо имати никаквих проблема.

Одржање количине кретања

Почећемо са анализом ефекта члана 〈ũ · ∇uh,vh〉. Сврха оног што следи jе да

презентуjе резултате из [139], коjи ће бити симплификовани и адаптирани за ову

формулациjу. Ако посматрамо следећи проблем уместо проблема у jедначини (3.67)-

(3.71),

(∂tuh,vh) + ν(∇uh,∇vh) + 〈uh · ∇uh,vh〉

−(ph,∇ · vh) + (qh,∇ · uh)− 〈vh, f〉 − 〈vh, t〉Γ

+(∂tũ,vh) + 〈ũ · ∇uh,vh〉 − 〈ũ, ũ · ∇vh〉

−
∑
K

〈ũ, ν4vh + uh · ∇vh +∇qh〉K = 0

(3.81)

Ако разматрамо случаj d=3 и ако узмемо на пример vh = (1, 0, 0) и qh = 0 претходна

jедначина се своди на,
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∫
Ω

[∂t(uh,1 + ũ1)− uh,1∇ · uh]dΩ +

∫
Ω
ũ · ∇uh,1dΩ

∫
Γ
uh,1un · ndΓ

=

∫
Ω
f1dΩ +

∫
Γ
t1dΓ

(3.82)

Горе наведено осигурава глобално одржање количине кретања ако,

−
∫

Ω
uh,1∇ · uhdΩ +

∫
Ω
ũ · ∇uh,1dΩ = 0 (3.83)

Ово jе имплицирано jедначином континуитета коjа jе добиjена са vh = 0,

(qh,∇ · uh)−
∑
K

〈ũ,∇qh〉K = 0 (3.84)

где jе Vh/R ⊂ Qh,0 или другим речима uh,1 припада простору притиска. Ово jе

одрживо, нарочито за jеднаке интерполационе фунцкиjе за притисак и брзину. За

стандарну Галеркинову методу оваj захтев jе немогуће испунити, пошто jеднаке

интерполационе функциjе не испуњуjу инф-суп услов. Као закључак, члан 〈ũ ·

∇uh,vh〉 задовољава глобално одржање количине кретања, пошто без тог члана у

дискретноj jедначини количине кретања добили би да jе
∫

Ω uh,1∇ · uhdΩ = 0 уместо

(3.83), што не имплицира (3.84).

Моделирање турбуленциjе

У наредних неколико реченица ћемо покушати да обjаснимо могућност моделирања

турбуленциjе са описаном формулациjом (3.67)-(3.71) и каква jе улога члана 〈ũ, ũ ·

∇vh〉 у свему томе. У стандардном LES приступу да би се симулирало турбулентно

струjање добиjе се jедна jедначина за велике величине коjа jе обично означена са

цртом изнад променљиве. Овоj jедначини се додаjе jедан екстра члан на стандардну

Навиjе-Стоксову jедначину. Таj члан се зове напонски тензор остатка или тензор

величина испод величине мреже < = u⊗ u−u⊗u. Тензор < треба да се моделуjе у

зависности од ū да би се добила независна jедначина, проблем познат као затворени

проблем и кад jе то урађено, резултуjућа LES jедначина може да се реши нумерички.
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Стрес тензор остатка < jе обично растављен у такозване Реjнолдсов, Кросов и

Леонардов напонске тензоре да би сачувао Галилеан непроменљивост оригиналне

Навиjе-Стоксове jедначине у LES формулациjи. Непроменљивост jе аутоматски

сачувана у презентованоj формулациjи и приметићемо да су аналогни чланови овим

напоснким тензорима сачувани на природан начин са нашим тотално нумеричким

приступом. Прво ћемо разматрати последња четри члана у материjалном изводу

(3.72) пошто се они jављаjу у вариjационоj jедначини (3.67)-(3.71). Члан −〈ũ, ũ ·

∇vh〉 = −〈ũ⊗ ũ,∇vh〉 означава Реjнолдсов напоснки тензор.

Док додавањем три остала члана постаjе,

〈uh · ∇uh,vh〉 − 〈ũ,uh · ∇vh〉+ 〈ũ · ∇uh,vh〉 = (3.85)

−〈uh ⊗ uh,∇vh〉 (3.86)

−〈uh ⊗ ũ + ũ⊗ uh,∇vh (3.87)

Ако сада обратимо пажњу на конвктни члан остатка у jедначини величина испод

могућности апроксимациjе прорачунске мреже (3.77) и ако се узме да jе P = I због

jедноставности, приметићемо да

〈(uh + ũ) · ∇uh, ṽ〉 = (3.88)

−〈uh ⊗ uh,∇ṽ〉 (3.89)

−〈uh ⊗ ũ,∇ṽ〉 (3.90)

Стога, можемо закључити да модификациjе укључене у садашњи < у LES jедначини

су некако аутомтски укључен у нашу стабилизациону формулациjу. До сада смо

дали интерпрентациjу за (3.85)-(3.90) као контрибуциjа од стране Галеркинове

формуалциjе, стабилизациjа и одржање количине кретања и такође jедначине

коjе управљаjу динамичку еволуциjу малих величина. У садашњоj формулациjи,

преостали Реjнолдсов напонски члан (3.77) се побринуо за утицаj турбулентне

ефекте малих величина на оне велике.
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Колико ће добро наша формулациjа радити као турбулентни модел зависиће

од валидности апроксимациjе коjа jе направљена за еволутивну jедначину за

мале величине. Требало би узети неки проблем коjи има аналитичко решење

и коjи jе карактеристичан за валидациjу резултата. Модел би требао да

репродукуjе расподелу енергиjе на Колмогоровоj каскади у функциjи таласног броjа

у Фуриjеовом простору где E(k, t) ≈ CKε
2/3
molk

−5/3. Модел би исто тако треба

да ухвати одговарjући пад кинетичке енергиjе у времену, енстропиjу као и друге

статистичке величине. Други стандарни тестови за турбуленциjу jе турбулентно

струjање у каналу. У том случаjу модел би требао да апроксимира понашање

у граничном слоjу, коjи према Прандтлу има лог понашање после ламинарног

подслоjа. Оваква верификациjа jе већ урађена па се са њом нећемо бавити у тези.

Закључићемо да члан −〈ũ, ũ · ∇vh〉 jе идентификован као директни допринос

ефеката турблентног струjања малих величина на оне велике. Како год, сви чланови

коjи у себи имаjу мале величине су индиректно под деjством турбулентних ефеката

зато што су мале величине добиjене из нелинеарне jедначине (3.77) коjа садржи

(3.89)-(3.90).

3.8 Jедначина енергетског баланса

3.8.1 Jедначина енергетског баланса за Навиjе-Стоксову jедначину

Диференциjална формулациjа Навиjе-Стоксове jедначине за домен Ω ⊂ R3 jе

дефинисана у jедначини (3.1)-(3.2) са граничним условом (3.3) и почетним условима

дефинисаним у (3.4). Оваj проблем се може написати у конзервативном облику за

случаj Дирихлеових граничних услова

∂tu− 2∇ · [νS(u)] +∇ · (u⊗ u) +∇p = f unutar Ω× (0, T ) (3.91)

∇ · u = 0 unutar Ω× (0, T ) (3.92)

u(x, 0) = u0(x) unutar Ω t = 0 (3.93)

u(x, t) = 0 na ΓD × (0, T ) (3.94)
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где u представља као и обично брзину струjања, p jе притисак, ν jе кинематска

вискозност флуида, S(u) = 1
2(∇u+∇u>) представља промeну тeнзора издужења, f

представља спољашњу силу и (0,Т) jе временски интервал анализе.

Ако искористимо функционалне просторе коjе смо дефинисали у претходним

поглављиима можемо формулисати вариjациону формулациjу проблема као: нађи

[u, p] =∈ L2(0, T ;H1
0Ω)× L1(0, T ;L2(Ω)/R) тако да,

(∂tu,v) + 2ν(S(u), S(v)) + (∇ · (u⊗ u),v)− (p,∇ · v) = 〈f,v〉 (3.95)

(q,∇ · u) = 0 (3.96)

за све [v, q] ∈ H1
0(Ω) × L2(Ω)/R и коjе задовољаваjу почетне услове. У даљем току

текста претпоставићемо да jе решење класично, што дозвољава да напишемо v =

u, q = ct где jе c константа у (3.91)-(3.94) за свако t ∈ (0, T ). На краjу добиjамо

jедначину енергетског баланса коjа гласи,

d

dt
(
1

2
‖u‖2) = −2ν‖S(u)‖2 + 〈f,u〉 (3.97)

Jедначина (3.97) саопштава да временска вариjациjа кинетичке енергиjе зависи од

два фактора, наиме од мелекуларне дисипациjе због вискозности флуида коjа jе

очигледно негативна и снаге коjу врши спољна сила коjа може да буде и позитивна

и негативна. Ако препознамо кинетичку енергиjу у тачци као k = u · u/2, као и

дисипациjу као εmol = 2ν[S(u) : S(u)] и снагу у тачци коjу генерише спољашња сила

као Pf = f · u можемо написати jедначину (3.97) као,

∫
Ω

dk

dt
dΩ = −

∫
Ω
εmoldΩ +

∫
Ω
PfdΩ (3.98)

Према опису енергетске каскаде коjу jе презентовао Колмогоров за турбулентно

струjање, струjање се може посматрати као да jе вођено спољашњом силом коjа

делуjе на велике вртлоге (мале таласне броjеве) и самим тим ствара кинетичку

енергиjу коjа се преноси на мале вртлоге (велике таласне броjеве) нелинарним

процесима. Када се постигне Колмогорова дужина, вискозна дисипациjа енергиjе
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εmol коjи се налази са десне стране у jедnачини (3.98) преузима део преноса

кинетичке енергиjе у унутрашњу тj. топлоту.

3.8.2 Jедначина енергетског баланса за LES модел

У претходним поглављима показали смо да у стандардним LES моделима,

сепарациjа величина на мале и велике за притисак и брзину у Навиjе-Стоксовоj

jедначини се изводи тако што [u, p] = [ū, p̄] + [u′ , p′ ], где [ū, p̄] представљаjу велике

филтриране величине и [u′ , p′ ] представља мале величине. Ако претпоставимо исто

као у jедначинама (3.24)-(3.27) добићемо филтирану нестишљиву Навиjе-Стоксову

jедначину у конзервативноj форми:

∂tū− 2∇ · [νS(ū)] +∇ · (ū⊗ ū) +∇p̄ = f−∇ · < unutar Ω× (0, T ) (3.99)

∇ · ū = 0 unutar Ω× (0, T ) (3.100)

ū(x, 0) = ū0(x) unutar Ω, t = 0 (3.101)

ū(x, t) = 0 na ΓD × (0, T ) (3.102)

што jе аналогно jедначинама (3.91)-(3.94) осим дивергенциjе напонског тензора

остатка < = u⊗ u − u ⊗ u коjи се налази са десне стране jедначине

(3.99). Вариjациона формулациjа проблема (3.99)-(3.102) гласи: нађи [ū, p̄] ∈

L2(0, T ;H1
0(Ω))× L1(0, T ;L2/R) тако да,

(∂tū,v) + 2ν(S(ū), S(v)) + 〈∇ · (ū⊗ ū),v〉 − (p̄,∇ · v) = 〈̄f,v〉+ 〈<,∇v〉 (3.103)

(q,∇ · ū) = 0 (3.104)

за све [v, q] ∈ H1
0(Ω) × L2(Ω)/R и коjе задовољаваjу почетне услове. Пошто jе <

симeтричан, можемо написати други члан са десне стране у jедначини (3.103) као

〈<,∇v〉 = 〈<, S(v)〉. Додатно и без икаквог губитка уопштености сматраћемо да jе

волуметриjски део < абсорбован у члану са притиском. Ако поставимо v = ū, q =
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ct, за свако t ∈ (0, T ) у jедначини (3.103)-(3.104), добићемо jедначину енергетског

баланса за филтрирану Навиjе-Стоксову jедnачину.

d

dt
(
1

2
‖ū2) = −2ν‖S(ū)‖2 + 〈<, S(ū)〉+ 〈̄f, ū〉 (3.105)

Сада можемо да дефинишемо филтрирану кинетичку енергиjу као k̄ = ū · ū/2

филтрирану молекуларну дисипациjу као ε̄mol = 2ν[S(ū) : S(ū)], промену стварања

кинетичке енергиjе остатка као P̄r = −< : S(ū) и снагу од спољашње силе као

P̄f = f̄ · ū тако да преформулишемо jедначину (3.105) као,

d

dt

∫
Ω
k̄dΩ = −

∫
Ω
ε̄moldΩ−

∫
Ω
P̄rdΩ +

∫
Ω
P̄fdΩ (3.106)

За тотално развиjено турбулентно струjање са дебљином филтера у инерциjалном

подопсегу, филтрирано поље се рачуна за скоро целокупну кинетичку енергиjу

струjања. Стога
∫

Ω k̄dΩ ≈
∫

Ω kdΩ и први члан у jедначини (3.98) и (3.106) постаjу

скоро jеднаки. Ако спољашња сила углавном делуjе на велике величине или вртлоге

струjања, исто ће се десити да
∫

Ω P̄fdΩ ≈
∫

Ω PfdΩ. Са друге стране, дисипациjа

енергиjе у филтрираном пољу ε̄mol jе релативно мала и може се занемарити. Ако

упоредимо jедначину (3.98) са jедначином (3.106) примећуjемо да би LES модел

понашао коректно треба да се успостави да jе
∫

Ω P̄rdΩ ≈
∫

Ω εmoldΩ . Што би значило

да промена стварања кинетичке енергиjе малих величина или остатака треба да буде

jеднака усредњеноj енергиjи вискозне дисипациjе за мале величине што jе показано у

публикациjи од стране Лилиjа [94]. У случjу многих познатих LES модела као што jе

и модел Смагоринског [100], P̄r jе увек позитивно и самим тим не може се остварити

повратни трансфер енергиjе са малих вртлога на велике вртлоге, што значи да се

трансфер енргиjе увек одвиjа од великих вртлога ка оним малим вртлозима, али не

и обрнуто.

3.8.3 Jедначина енергетског баланса за Ортогонални сабгрид скеjл

стабилиациони модел

Стабилизациону методу смо представили у претходним поглављима а овде ћемо

подсетити да се она састоjи у раздваjању континуалног простора где се решење
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Навиjе-Стоксове jедначине може пронаћи као H1
0(Ω) = V d

h,0 ⊕ Ṽ d
0 и L2(Ω)/R =

Qh,0⊕Q̃0 где су Ṽ d
0 и Q̃0 безгранично димензиони простори коjи попуњаваjу коначно

димензионе просторе V d
h,0 и Qh,0 у H1

0(Ω) и L2(Ω)/R. Поља притиска и брзине се

могу раздвоjити као u = uh + ũ и p = ph + p̃ (исто важи и за тест функциjе).

Вариjациона формулациjа Навиjе-Стоксове jдначине jе сада раздвоjена у два

система jедначина. Када заменимо раздвоjене функциjе и после интеграљења

по деловима и ако занемаримо неке чланове коjи носе интеграциjу по граници

између елемената, jедначина за велике вртлоге или величине када jе проjектуjемо

на простор методе коначних елемената постаjе [92] [93].

(∂tuh,vh) + 2ν(S(uh), S(vh)) + 〈∇ · (uh ⊗ uh),vh〉

−(ph,∇ · vh) + (qh,∇ · uh)∑
e

〈ũ, 2ν∇ · S(vh) +∇ · (uh ⊗ vh) +∇qh〉Ωe

+(∂tũ,vh) + 〈∇ · (ũ⊗ uh),vh〉

+〈ũ · ∇ũ,vh〉

−(p̃,∇ · vh) = 〈f,vh〉

(3.107)

Да би решили jедначину (3.107) потребни су нам изрази за функциjе малих величина

притиска и брзине [ũ, p̃]. Ови изрази се могу пронаћи из решења jедначине за мале

величине. Иако jе дато да се дате jедначине не могу решити егзактно, треба прибећи

апроксимациjи да би се добило решење. Ми овде користимо ортогонални сабгрид

скеjл приступ, коjи jе базиран на избору простора коjи jе ортогоналан на простор

методе коначних елемената. У овом случаjу ћемо користити квази статичке мале

величине што значи да нећемо користити извод по времену у jедначини (3.77)-(3.78),

што на краjу доводи до апроксимациjе [91],

ũ ≈ τ1ru,h (3.108)

p̃ ≈ τ2rp,h (3.109)
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где ru,h и rp,h представљаjу отогоналну проjекциjу остатка компоненти uh и ph на

простор методе коначних елемената,

ru,h = Π>h [∂tuh − 2ν∇ · S(uh) +∇ · (uh ⊗ uh) +∇ph − f]

= −Π>h [−2ν∇ · S(uh) +∇ · (uh ⊗ uh) +∇ph]
(3.110)

rp,h = −Π>h [∇ · uh] (3.111)

где jе Π>h ортогонална проjекциjа, са Π>h = I − Πh, где jе I jединични вектор

и Πh je L2 проjекциjа на одговараjући простор методе коначних елемената.

Уствари, нумеричка анализа стационарног линеаризованог проблема jе увелико

симплификована ако jе ова проjекциjа помножена са коефициjентом стабилизациjе,

што jе показано у [142].

У другом реду jедначине (3.110) претпостављамо да спољашња сила припада

V d
h,0 и она делуjе на велике вртлоге. Исто тако смо претпоставили jош jедну

симплификациjу за остатак брзине у конвективном члану, тj да ћемо само

искористиити брзину добиjену методом коначних елемената.

Стабилизациони параметри коjи се поjављуjу у jедначини (3.108)(3.109) се могу

добити из Фуриjеове анализе базиране на аргументима за мале величине [92]

τ1 = [(c1
ν

h2
)2 + (c2

|uh|
h

)2]−
1
2 (3.112)

τ2 =
h2

c1τ1
(3.113)

c1 и c2 у jедначини (3.112)(3.113) су алгоритамски параметри са препорученим

вредностима c1 = 4 и c2 = 2 за линеарне елементе [126], док h представља

карактеристичну величину елемента мреже. Избор стабилизационих параметара

у jедначини (3.112)(3.113) гарантуjе да кинетичка енеригjа моделираних малих

величина апроксимира кинетичку енеригиjу егзактних малих величина или вртлога.

Претпоставићемо да су параметри из jедначине (3.112)(3.113) константе у сваком
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елементу. Jедначина (3.107) заjедно са апроксимациjом (3.108)(3.109) за мале

величине чине нумерички приступ проблему решавања Навиjе-Стоксове jедначине.

Да би нашли jедначину енергтског баланса за ортогонални сабгрид скеjл приступ

решавања Навиjе-Стоксове jедначине можемо написати да jе vh = uh и qh = ct у

jедначини (3.107). Ово доводи до jедначине,

1

2

d

dt
‖uh‖2 = −2ν‖S(uh)‖2 −

∑
e

〈ũ, 2νS(uh) +∇ · (uh ⊗ uh)〉Ωe+

+
∑
e

(p̃,∇ · uh)Ωe + 〈f,uh〉
(3.114)

где Ωe представља прорачунски домен сачињен од е-тог елемента мреже. Сумациjа

са индексом е претпоставља да се врши сумациjа по свим елементима. Ако узмемо у

обзир апроксимациjу за мале величиене (3.108)(3.111) у jедначини (3.114) добићемо,

1

2

d

dt
‖uh‖2 = −2ν‖S(uh)‖2 + 〈fh,uh〉

−
∑
e

τ1(Π>h [−2ν∇ · S(uh) +∇ · (uh ⊗ uh) +∇ph],

2ν∇ · S(uh) +∇ · (uh ⊗ uh))Ωe −
∑
e

τ2(Π>h (∇ · uh),∇ · uh)Ωe

(3.115)

Пошто смо ми овде заинтересовани за велике Реjнолдсове броjеве, сви

стабилизациони чланови коjи се множе са вискозношћу треба да се занемаре, после

чега добиjамо следећу jедначину енергетског баланса,

1

2

d

dt
‖uh‖2 = −2ν‖S(uh)‖2 + 〈fh,uh〉

−
∑
e

τ1(Π>h [∇ · (uh ⊗ uh) +∇ph],∇ · (uh ⊗ uh))Ωe

−
∑
e

τ2(Π>h (∇ · uh),∇ · uh)Ωe

(3.116)
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Ако дефинишемо нумеричку кинетичку енергиjу струjања са kh = 1
2 |uh|

2,

нумеричку дисипациjу за велике величине као εhmol = 2νS(uh) : S(uh) и нумеричку

снагу спољашње силе као P hf = fh · uh. Препознаћемо на сваком елементу P hτr као,

P hτr = τ1P
hτ1
r + τ2P

hτ2
r (3.117)

где jе,

P hτ1r = Π>h [∇ · (uh ⊗ uh) +∇ph] · [∇ · (uh ⊗ uh)] (3.118)

P hτ2r = Π>h (∇ · uh)(∇ · uh) (3.119)

Када смо све дефинисали jедначину (3.116) можемо написати као,

d

dt

∫
Ω
khdΩ = −

∫
Ω
εhmoldΩ−

∑
e

∫
Ωe

P hτr dΩe +

∫
Ω
P hf dΩ (3.120)

Jасно jе да kh се односи на целокупну кинетичку енеригjу струjања тако да jе∫
Ω k

hdΩ ≈
∫

Ω kdΩ. Са друге стране, исто ће се десити да jе
∫

Ω P
h
f dΩ ≈

∫
Ω PfdΩ тако

да спољашња сила делуjе само на велике вртлоге. Додатна молекуларна дисипациjа

великих вртлога биће занемарљиво мала тако да jе
∫

Ω ε
h
moldΩ ≈ 0.

Следеће круциjално питање jе да ли ће се задовољити следећа релациjа∑
e

∫
Ωe
P hτr dΩ ≈

∫
Ω εmoldΩ за ортогоналну сабгрид скеjл формулациjу да би

био добар нумерички приступ за решење Навиjе-Стоксове jедначине за тотално

формирано турбулентно струjање. Уставари, то неће бити случаj за све чланове

у P hτr сходно томе да су сви чланови настали као потреба за нумеричком

стабилизациjом. Jасно jе да неки од тих чланова треба да апроксимираjу

средњу молекуларну дисипациjу у jедначини (3.98). Касниjе ћемо показату због

истрживачких разлога да сви чланови у P hτr задовољаваjу ову претпоставку.
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3.9 Енергетски трансфер малих величина у

Ортогоналноj сабгрид скеjл стабилизационоj методи

коначних елемената

3.9.1 Стабилизациони параметри за велике Реjнолдсове броjеве

У jедначини (3.112) дат jе израз за стабилизациони параметар τ1. За случаj великих

Реjнолдсових броеjва, вискозни члан се може изоставити зато што jе конвектни члан

доминантан, што доводи до

τ1 ≈
h

c2|uh|
(3.121)

Са друге стране, користећи jедначину (3.121) у изразу за параметар τ2 у jедначини

(3.113) добићемо

τ2 ≈
c2

c1
h|uh| (3.122)

Када се користе горе наведени стабилизациони параметри у имплементациjи методе

коначних елемената, h репрезентуjе карактеристичну дужину елемента у Ωac, док uh

представља карактеристични брзину дефинисану на сваком елементу прорачунске

мреже. На пример, може се узети да jе средња вредност брзине на елементу. Шта

год да се узме за брзину битно jе да τ1 треба да зависи инверзно у односу на

ту карактеристичну брзину док τ2 треба да буде пропорционалан са τ2. Овакво

понашање ће нам омогућити да направимо релациjу између P hτr и молекуларне

промене дисипациjе εmol. Kao што jе напоменуто у уводу, за задату прорачуснку

мрежу ми ћемо размотрити случаj када jе карактеристична величина елемента h

довољно фина тако да лежи у инерциjалном подопсегу. Инерциjални подопсег

може да има лимитираjућу вредност [lDI , lEI ] где jе lDI ≈ 60η и lEI ≈ L/6, где η

представља Колмогорову дужину у зони где се дешава дисипациjа и L представља

величину струjања карактеристичну за велике вртлоге. Ако са U означимо средњу

вредност изабране карактеристичне брзине за задати елемент прорачунске мреже

коjи ће бити коришћен у изразима за стабилизациjу. Друга хипотеза Колмогорова
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сличности онда гарантуjе да за вртлог величине l, тако да jе l ∈ [lDI , lEI ] и U може

само да зависи од εmol и l, уствари U ∼ (εmoll)
1/3. Тада следи да елементарни

стабилизациони параметри постаjу,

τ1,ac ∼
h

U
∼ h

(εmoll)1/3
(3.123)

τ2,ac ∼ hU ∼ h(εmoll)
1/3 (3.124)

Као што jе претходно напоменуто симбол ∼ се користи да би означио понаша се

као, тj. чланови коjи су повезани овим симболом су апроксимативно jеднаки све до

константе. Како год, ми ћемо у даљем тексту користити jеднакост за чланове коjи

су апроксимативни као у jедначини (3.123)(3.124).

Елементарна средња вредност члана P hτ1r

Ако са Πh
i [∇·(uh⊗uh)+∇ph] и-ту компоненту проjекциjе у дефинициjи нумеричког

трансфера кинетичке енергиjе малих величина P hτ1r у jедначини (3.117) и ако са uhi

означимо и-ту компоненту брзине.

Разматраћемо дискретизовани домен коjи има np чворова за притисак, nu чворова

за брзину и ne елемената прорачунске мреже. Дефинисаћемо средњу вредност P hτ1r

у елементу мреже Ωe као,

P hτ1r,e =
1

Ve

∫
Ωe

(P hτ1r )dΩe =
1

Ve

∫
Ωe

Πh,>
i [∇· (uh⊗uh)+∇ph] · [∇· (uh⊗uh)]dΩe (3.125)

Следеће ћемо да дефинишемо чланове 〈P hτ1r,e 〉U и 〈P hτ1r,e 〉P у jедначини (3.125) коjи ће

се независно третирати у анализи. Где смо дефинисали,

〈P hτ1r,e 〉U =
1

Ve
〈
∫

Ωe

Πh,τ
i [∇ · (uh ⊗ uh)] · [∇(uh ⊗ uh)]dΩe〉

=
1

Ve
〈
∫

Ωe

∂i(u
h
i u

h
j )∂k(u

h
ku

h
j )dΩe〉

− 1

Ve
〈
∫

Ωe

Πh
i [∇ · (uh ⊗ uh)]∂j(u

h
j u

h
i )dΩe〉

(3.126)
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и такође,

〈P hτ1r,e 〉P =
1

Ve
〈
∫

Ωe

Πh,>
i (∇ph) · [∇ · [∇ · (uh ⊗ uh)]dΩe〉

=
1

Ve
〉
∫

Ωe

∂iph∂j(u
h
j u

h
i )dΩe〉

− 1

Ve
〈
∫

Ωe

Πh
i (∇ph)∂j(u

h
j u

h
i )dΩe〉

(3.127)

Очигледно jе да на краjу имамо,

〈P hτ1r,e 〉 = 〈P hτ1r,e 〉U + 〈P hτ1r,e 〉P (3.128)

Ако наставимо аналогно са претходном анализом можемо да дефинишемо и P hτ2r

коjи jе дефинисан у jедначини (3.119).

〈P hτ2r,e 〉 =
1

Ve
〈
∫

Ωe

Πh,>(∇ · uh)(∇ · uh)dΩe〉

=
1

Ve
〈
∫

Ωe

(∂iu
h
i )2dΩe〉 −

1

Ve
〈
∫

ΩeΠ
h(∇ · uh)(∂iu

h
i )dΩe〉

(3.129)

Из jедначине (3.117) и ако узмемо стабилизационе параметре (3.123)(3.124) као

и (3.125) (3.129), можемо да дефинишемо средњу вреднсот стварања кинетичке

енергиjе P hτr за велике Реjнолдсове броjеве као

〈P hτr,e 〉 = τ1〈P hτ1r,e 〉+ τ2〈P hτ2r,e 〉 (3.130)

3.9.2 Решење добиjено методом коначних елемената за поље

притиска и брзине и L2 проjекциjа

Компоненте дискретног поља брзине uh се могу написати као уобичаjно за

прорачунску мрежу коjа има nu чворова као,
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uhi (x) =

nu∑
a=1

Na
u (x)Uai (3.131)

где jе апроксимативна функциjа Na
u (x), a = 1, ...., nu jе база за V d

0,h и Uai jе вредност

брзине у чвору прорачунске мреже xb, b = 1, ..., nu тако да jе,

uhi (xb) = U bi (3.132)

У случаjу да jе uh да jе интерполациjа методом коначних елемената, вредности у

чворовима су егзактне и онда се може написати,

uhi (xb) = U bi = ui(xb) = ubi (3.133)

Ако сада претпоставимо следећу интерполациjу за Реjнолдсове напоне,

uhi u
h
j (x)

nu∑
b=1

N b
u(x)U bi U

b
j (3.134)

Ако дефинишемо дискретно поље притиска ph можемо га написати као,

ph(x) =

np∑
a=1

Na
p (x)P a (3.135)

где jе интерполациона функциjа за притисак Na
p (x), a = 1, ...., np jе база за Qh,0 и P a

je вредност притска у чвору xa прорачунске мреже. Већ смо напоменули да jе jедна

од предности коришћења стабилизационе методе као што jе Ортогонална сабгрид

скеjл да можемо да користимо исте интерполационе функциjе за брзину и притисак.

Са друге стране, биће потребно да дамо експлицтни израз за проjектоване чланове

Πh
i [∇ · (uh ⊗ uh)] и Πh

i (∇ph) коjи се jављаjу у jедначинама (3.126)(3.127)(3.129).

Ако узмемо у обзир функциjу ψ срачунате из апроксимациjе методом коначних

елемената, тj. ниjе потребно да буде континуална. Њена проjекциjа на V d
h,0 се може

написати као,
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Π(ψh) =

nu∑
a=1

Na(x)Πa (3.136)

са коефициjентом Πa коjи jе добиjен из решења линарног система,

nu∑
a=1

M baΠa =

∫
Ω
N bψhdΩ b = 1, ..., nu (3.137)

M ba =

∫
Ω
N bNadΩ (3.138)

Матрица масе у jедначини (3.138) се може апроксимирати са диагоналном матрицом

diag(M11, ...,Mnunu) користећи стандардно правило Гаусове квадратуре. У том

случаjу можемо писати,

Πb = M−1
bb

∫
Ω
N bψhdΩ (3.139)

тако да jедначина (3.138) постаjе,

Π(ψh) =

nu∑
a=1

M−1
aa N

a

∫
Ω
NaψhdΩ (3.140)

Следће што треба да урадимо jе да заменимо горе наведене изразе за дискретну

брзину и притисак у изразе за 〈P hτ1r,e 〉U , 〈P hτ1r,e 〉P и 〈P hτ2r,e 〉 коjе су дате са jедначинама

(3.126)(3.127)(3.129).

Конвективни члан 〈P hτ1r,e 〉 коjи jе задужен за мале величине брзине (3.126). Прво

ћемо адресирати члан у другом реду jедначине (3.126), коjи ћемо означити са

〈P hτ1r,e 〉U,1. Ако заменимо jедначину (3.134) у оваj члан добићемо,

〈P hτ1r,e 〉U,1 =
1

Ve
〈
∫

Ωe

[
∑
a

∂iN
aUai U

a
j

∑
b

∂kN
bU bkU

b
j ]dΩe〉 (3.141)

=
1

Ve
[
∑
a,b

〈Uai Uaj U bkU bj 〉
∫

Ωe

∂iN
a∂kN

bdΩe] (3.142)
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Члан у трећем реду jедначине (3.126) ћемо означити са 〈P hτ1r,e 〉U,2. Ако заменимо

jедначине (3.134)(3.140) добићемо,

〈P hτ1r,e 〉U,2 = − 1

Ve
〈
∫

Ωe

[
∑
a,c

M−1
cc N

c

∫
Ωe

N c∂iN
aUai U

a
j dΩ

∑
b

∂kN
bU bkU

b
j ]dΩe〉

= − 1

Ve
{
∑
a,b

〈Uai Uaj U bkU bj 〉
∫

Ωe

[∂kN
b
∑
c

M−1
cc N

c

∫
Ω
N c∂iN

adΩ]dΩe}
(3.143)

У наредноj jедначини ћемо дефинисати геометриjске факторе,

Iabij =

∫
Ωe

∂jN
b∂iN

adΩe (3.144)

Gabij =

∫
Ωe

[∂jN
b
∑
c

M−1
cc N

c

∫
Ω
N c∂iN

adΩ]dΩe (3.145)

Оба фактора зависе од елемената прорачунске мреже. Док Iabij имаjу локални

карактер у смислу да зависи само од интерпоалционе функциjе и типом елемента

коjи се користи, са друге стране Gabij има глобални карактер зато што садржи

интеграциjу целог прорачуснког домена Ω. Оваj глобални карактер jе услед

последице да jе проjекциjа унутар 〈P hτ1r,e 〉U,2

Користећи нотациjу статистичке механике за корелациону функциjу брзине,

Bab
ij = 〈Uai U bj 〉 (3.146)

док можемо да напишемо и

Bab
ij,kl = 〈Uai Uaj U bkU bl 〉 (3.147)

Можемо да убацимо jедначине (3.144)-(3.147) у jедначину (3.142)(3.143), да би

добили следећи израз за конвектни члан 〈P hτ1r,e 〉U .
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〈P hτ1r,e 〉U = 〈P hτ1r,e 〉U,1 + 〈P hτ1r,e 〉U,2 =
1

Ve

∑
a,b

Bab
ij,kj(I

ab
ik −Gabik ) (3.148)

Сумирање просторних димензиjа индекса i, j, k се претпоставља у jедначини (3.148).

Следеће ћемо дефинисати израз за члан притиска 〈P hτ1r,e 〉P . Ако узмемо у обзир

jедначину (3.134)(3.135) у (3.127), добиjамо за члан у дугом реду jедначине (3.127),

коjи смо означили са 〈P hτ1r,e 〉P,1.

〈P hτ1r,e 〉P,1 =
1

Ve
〈
∫

Ωe

[
∑
a

∂iN
aP a

∑
b

∂jN
bU bjU

b
i ]dΩe〉 (3.149)

=
1

Ve
[
∑
a,b

〈P aU bjU bi 〉
∫

Ωe

∂iN
a∂jN

bdΩe] (3.150)

Ако сада узмемо (3.134)(3.135)(3.140) у трећем реду jедначине (3.127) добићемо,

〈P hτ1r,e 〉P,2 = − 1

Ve
〈
∫

Ωe

[
∑
a,c

M−1
cc N

c

∫
Ω
N c∂iN

aP adΩ
∑
b

∂jN
bU bjU

b
i ]dΩe〉

= − 1

Ve
{
∑
a,b

〈P aU bjU bi 〉
∫

Ωe

[∂jN
b
∑
c

M−1
cc N

c

∫
Ω
N c∂iN

adΩ]dΩe}
(3.151)

За задане геометриjске факторе (3.144)(3.145) и ако узмемо нотациjу статистичке

механике за корелациjу између притска и брзине,

Bab
p,ij = 〈P aU bi U bj 〉 (3.152)

можемо написати 〈P hτ1r,e 〉P као,

〈P hτ1r,e 〉P = 〈P hτr,e 〉P,1 + 〈P hτr,e 〉P,2 =
1

Ve

∑
a,b

Bab
p,ij(I

ab
ij −Gabij ) (3.153)

где се сумациjа врши са индексима i,j.

Дивергентни члан 〈P hτ2r,e 〉 коjи jе задужен за мале величине притиска (3.129), тако

да га можемо дефинисати као,
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〈P hτ2r,e 〉P =
1

Ve

∑
a,b

Bab
ij (Iabij −Gabij ) (3.154)

где jе Bab
ij корелациjа брзине другог реда.

Ако узмемо jедначине (3.148)(3.153) и (3.154) у jедначини (3.128) (3.130) добићемо

израз за средњу вредност промене кинетичке енергиjе малих величина.

〈P hτr,e 〉 = τ1,ac〈P hτ1r,e 〉+ τ2,ac〈P hτ2r,e 〉

=
1

Ve

∑
a,b

[τ1,ac(B
ab
ij,kj +Bab

p,ik) + τ2,acB
ab
ik ](Iabik −Gabik )

(3.155)

3.10 Ортогонална сабгрид скеjл метода са динамичким

праћењем малих величина

До сада смо дефинисали шта значи ортогоналност у методологиjи и како се

понашаjу мале величине када их посматрамо као квази статичке, а сада ћемо

се сконцентрисати на то шта нам доноси динамичко праћење малих величина тj.

временски извод апроксимациjе малих величина. Тако да се временски извод брзине

може написати као,

∂tu = ∂tuh + ∂tũ (3.156)

Први члан са десне стране треба оставити ако jе временска промена малих величина

занемарена што jе био случаj до сада. А ако узмемо у обзир оваj извод малих

величина добићемо такозвано динамичко праћење малих величина. Као што jе

показано у [93] други члан у jедначини (3.156) доводи до коректног понашања шема

за времнску диксретизациjу и већу тачност саме формулациjе. Ако узмемо домен

коjи jе дискретизован са прорачунском мрежом. Као што jе и претхдно обjашњено

стартна тачка формуалциjе ће бити раздваjање променљивих. Овде нећемо узети у

обзир мале величине притиска. Тако да ако jе ũ jе одређена апроксимациjа егзактне

брзине малих величина, раздваjањем добићемо u ≈= uh + ũ, p = ph. Када убацимо

у jедначине (3.49)(3.50) добићемо,
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(∂tuh,vh) + 〈u∗ · ∇uh,vh〉+ ν(∇uh,∇vh)− (ph,∇ · vh) + (qh,∇ · uh)

(∂tũ,vh)−
∑
K

〈ũ, νn · ∇vh + ν4vh +∇qh〉K

+
∑
K

〈ũ, νn · ∇vh + qhn〉∂K = 〈f,vh〉

(3.157)

(∂ũ, ṽ) +
∑
K

〈u∗ · ∇ũ− ν4ũ, ṽ〉K +
∑
K

〈νn · ∇ũ, ṽ〉∂K

+
∑
K

〈∂tuh + u∗ · ∇uh − ν4uh +∇ph, ṽ〉K

+
∑
K

〈νn · ∇uh − phn, ṽ〉∂K = 〈f, ṽ〉

(3.158)

Ове дискретне вариjационе jедначине мораjу да буду задовољене за сваку тест

функциjу [vh, qh] ∈ Vh × Qh и ṽ ∈ Ṽ где jе Ṽ jе простор у ком се налазе мале

величине.

Осим што смо узели да су мале величине притиска jеднаке нули нисмо начинили

никакву другу апроксимациjу. Пре него што начинимо било какву апроксимациjу

прво ћемо дефинисати простор за мале величине, тj простор где припада ũ за

фиксно t. Као што смо већ обjаснили наш простор у ком ће се налазизити мале

величине jе ортогоналан на простор дефинисан методом коначних елемената тj. Ṽ

jе подпростор од V >h .

Прва апроксимациjа коjу ћемо начинити jе да jе ũ ≈ 0 на ∂K за сваки елемент

у прорачунском домену коjи jе дискретизован прорачунском мрежом. Овакву

апроксимациjу можемо замислити као да су функциуjе малих величина као

функциjе мехура коjе су нула на границама елемента. Са друге стране битна

апроксимациjа jе

∑
K

〈u∗ · ∇ũ− ν4ũ, ṽ〉K ≈
∑
K

τ−1
K 〈ũ, ṽ〉K (3.159)

где jе τK jе сет алгоритамских параметара коjи су срачунати на сваком елементу,
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τ−1
K =

c1ν

h2
k

+
c2‖u∗‖L∞(K)

hK
(3.160)

где jе hk карактеристична дужина елемента и c1 и c2 су алгоритамске константе

коjе зависе од апроксимациjе методом коначних елемента. Хтели би да напоменемо

да параметар τK долази од апроксимациjе просторног оператера, што jе показано

у jедначини (3.159). Стога, никад нећемо укључити зависност τK од временске

дискретизациjе. Ова апроксимациjа ће нам дозволити да формулишемо метод

коjи се може имплементирати у код. Он се састоjи у томе да треба пронаћи

uh ∈ L2(0, T ;Vh) и ph ∈ D
′
(0, T ;Qh) тако да,

(∂tuh,vh) + 〈u∗ · ∇uh,vh〉+ ν(∇uh,∇vh)− (ph,∇ · vh) + (qh,∇ · uh)

−
∑
K

〈ũ,u∗ · ∇vh + ν4vh +∇qh〉K = 〈f,vh〉
(3.161)

(∂tũ, ṽ) +
∑
K

τ−1
K 〈ũ, ṽ〉K

+
∑
K

〈u∗ · ∇uh − ν4uh +∇ph, ṽ〉K = 〈f, ṽ〉
(3.162)

Претходне jедначине мораjу да су задовољене за све [vh, qh] ∈ Vh × Qh и ṽ ∈ Ṽ.

У контексту стабилизационе методе коначних елемената анализа стабилности би

требало да се спроведе да би се доказало да методе неће дивергирати када ν → 0 и

да се омогући за било коjу комбинациjу интерполационих функциjа за притисак и

брзину. Други захтев можда ниjе много битан ако се узме у обзир инф-суп услов за

стабилне интерполационе функциjе, док jе први услов нешто што мора да се испуни.

Са нумеричке тачке гледишта, методе коjе дивергираjу када ν → 0 су тотално

бескорисне за велике Реjнолдсове броjеве, тако и за моделирање турбуленциjе.
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3.10.1 Дисипативна структура и могућност моделирања повратне

енергиjе малих величина

Прво ћемо дефинисати локални баланс енергиjе што ће нам омогућити да видимо

какав jе проток енергиjе између великих вртлога и малих вртлога. Исто тако

дефинисаћемо повратни проток енергиjе са мелих величина на велике и видети како

се енергиjа са малих величина преноси на велике величине.

Jедначина баланса локалне кинетичке енергиjе

Ако узмемо прорачунски регион R формиран од суседних елемената прорачунске

мреже и ако дефинишемо флукс tR на ∂R коjи садржи и флукс коjи долази од напона

на површини тако и конвективни флукс. Због jеднсоставности, претпоставићемо

да τ jе константа срачуната са карактеристичном брзином и дужином елемента.

Ако jе Luv = u∗ · ∇v − ν4v и ако усвоjимо да jе vh = uh, qh = ph и ṽ = ũ

у jедначини (3.157)(3.158), користећи (3.159) и ако занемаримо мале величине на

границама елемената, добићемо,

1

2

d

dt
‖uh‖2R + ν‖∇uh‖2R + (∂tũ, P̃ (uh))R

+
∑
K⊂R
〈ũ, P̃ (L∗uuh −∇ph)〉K = 〈f,uh〉R + 〈tR,uh〉∂R

(3.163)

1

2

d

dt
‖ũ‖2R + τ−1‖ũ‖2R + (P̃ (∂tuh), ũ)R

+
∑
K⊂R
〈ũ, P̃ (Luuh +∇ph)〉K = 〈f, ũ〉R

(3.164)

где jе L∗uv = −u∗ · ∇v − ν4v. У jедначини (3.163) занемарили смо члан 〈u∗ ·

∇uh,uh〉. Последњи члан у изразу jе сачуван да би показао да се флукс tR мења ако

jе интеграл срачунат у домену R коjи jе део Ω. Из jедначине (3.163)(3.164) можемо

донети битан закључак. Ако претпоставимо да jе ν4uh занемарљиво (могућност

да jе uh линарно на елементима прорачунске мреже или ν jе веома мало или ако jе

P̃ (4uh) ≈ 0), можемо дефинисати
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Kh =
1

2
‖uh‖2R, K̃ =

1

2
‖ũ‖2R (3.165)

Mh = ν‖∇uh‖2R, M̃ = τ−1‖ũ‖2R (3.166)

Ph = 〈f,uh〉R + 〈tR,uh〉∂R, P̃ = 〈f, ũ〉R (3.167)

T =
∑
K⊂R
〈ũ, P̃ (L∗uuh −∇ph)〉K (3.168)

где jе са Kh, K̃ дефинисана кинетичка енергиjа великих и малих величина, док jе

са Mh, M̃ дефинисана дисипациjа великих и малих величина, а са Ph, P̃ екстерна

снага коjа делуjе на велике и мале величине, на краjу са T jе дефинисан транспорт

енергиjе. Из jедначине (3.163)(3.164) видимо ако jе Ṽ потпростор од V >h баланс

енергиjе у домену R се може написати као,

d

dt
Kh +Mh + T = Ph (3.169)

d

dt
K̃ + M̃ − T = P̃ (3.170)

Стога може се закључити да долази до раздваjања величина у jедначини баланса

енергиjе само ако су мале величине ортогоналне на простор у коме се налази решење

методом коначних елемената.

3.10.2 Моделирање узаjамне енергетске интеракциjе између малих

и великих величина - Backscatter

У овом поглављу ћемо се позабавити могућности моделирања повратне енергиjе са

малих величина на велике познатиjе као backscatter. Ако узмемо нотациjу коjа jе

претходно дефинисана, backscatter се може дефинисати са условом да jе T < 0, где

jе са T дефинисан члан коjи дефинише енергетски трансфер. То би значило да се

енергиjа са малих величина прноси на велике величине. Физички, познато jе да то

може да се деси у изолованим просторним тачкама и временским инстанцама. Што

се тиче нумерике, модел треба да jе такав да jе T негативан само у области R коjа

jе довољно мала (по могућству jедан елемент) у пар временских корака временске
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дискретизациjе. Као и до сада претпоставићемо да мале величине ортогоналне на

простор решења проблема методом коначних елемената и да jе f ∈ Vh. Из jедначине

(3.162) имамо да

ũ = −τ [∂tũ + P̃ (Luuh +∇ph)] (3.171)

коjа када се замени у израз за T води до,

T =
∑
K⊂R

τ〈P̃ (Luuh +∇ph), P̃ (−L∗uuh +∇ph)〉K (3.172)

+
∑
K⊂R

τ〈∂tũ, P̃ (−L∗uuh +∇ph)〉K (3.173)

Ако jе вискозни члан занемарљив што jе наш случаj и ако jе r = −P>h (u∗ ·∇uh+∇ph)

имаћемо,

T =

∫
R
εnum +

∫
R
βnum =

∑
K

τ(〈r, r〉K − 〈∂tũ, r〉K) (3.174)

Из претходне jедначине се одмах може закључити ако се узимаjу ортогоналне мале

величине, backscatter jе могућ само ако су мале величине динамичке, jел у супротном

други члан у jедначини (3.174) нестаjе и први jе онда очигледно позитиван. Ако jе

временски извод укључен у jедначини (3.174) ништа се не може рећи у вези знака

T , стога могућност да се моделуjе backscatter jе и даље отворена.

Са друге стране, нумерички модел ће бити физички коректан и ако jе T у смислу

осредњене вреднсоти позитиван. Ако претпоставимо да jе r периодичан у времену,

за период T0, тако да jе и ũ. Ако jе,

r(x, t) =

∞∑
n=0

(Ancos(ωnt) +Bn(x)sin(ωnt)), ωn =
2πn

T0
(3.175)

ũ(x, t) =

∞∑
n=0

(Ãncos(ωnt) + B̃n(x)sin(ωnt)) (3.176)
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ако ставимо да jе,

∂tũ + τ−1ũ = r(t) (3.177)

Добићемо да jе,

Ãn(x) =
Anτ

−1 −Bnωn
τ−2 + ω2

n

, B̃n(x) =
Anωn +Bnτ

−1

τ−2 + ω2
n

(3.178)

Ако интегралимо око целог периода и ако претпоставимо да jе τ константан у домену

R добићемо,

1

T0

∫ T0

0
T dt =

1

T0

∫ T0

0

∫
R

(εnum + βnum)dt

=
τ

T

∫ T

0

∑
K

(〈r, r〉K − (∂tũ, r〉K)dt

= τ

∫
R

∞∑
n=0

1

1 + (ωnτ)−2
(A2

n +B2
n)

(3.179)

Ако jе βnum = 0 што jе случаj за квази статичке мале величине резултат би био

исти само без члана (ωnτ)−2, из чега можемо да закључимо да
∫
R βnum може

бити негативно. Иако jе средњи енергетски трансфер мањи са динамичким малим

величинама он jе на средњем нивоу позитиван.



Поглавље 4

Прорачун акустичних извора и

Директна Фуриjеова

Трансформациjа

У овом поглављу ћемо се укратко осврнути на процес прорачуна акустичних извора

и извршити кратак преглед Лаjтхилове аналогиjе коjа jе централна за добиjање

локациjе и дистрибуциjе акустичних извора тj, монопола, дипола и квадрипола.

Затим ћемо се осврнути каjе су могућности за трансформациjу добиjених акустичних

извора из временског домена. Превасходно ћемо извршити упоредну анализу директне

и брзе Фуриjеове трансформациjе и дати разлоге зашто jе изабрана директна Фуриjеова

трансформациjа као коначни избор имплемнтациjе у прорачунски код. У додатку

Б ће бити презентована имплементациjа процедуре у Фортран код.

4.1 Увод

Као што смо већ рекли у претходним поглављима централна за ову тезу

jе Лаjтхилова аналогиjа. Лаjтхил jе са преформулациjом стишљиве Навиjе-

Стоксове jедначине добио таласну jедначину где са десне стране jедначине су

аксутични извори. Лаjтхилова аналогиjа jе егзактна тj. не користи никакву

апроксимациjу сходно томе неки jе зову и егзактна аналогиjа. Пошто jе

Хелмхолцова jедначина за пропагациjу акустичних таласа у домену дефинисана

107
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у фреквентном домену потребно jе да акустичне изворе трансформишемо из

временског домена у фреквентни домен. Иако сваки вид литературе предлаже

брзу Фуриjеову трансформациjу као прорачунски супериорну методологиjу али са

jедним недостатком да jе потребно складиштити велике количине података пре него

што се изврши трансформациjа. Ми ћемо у тези представити имплементациjу

директне Фуриjеове трансформациjе у временску петљу за решавање Навиjе-

Стоксове jедначине и тим поступком редуковати потребан мемориjски простор за

алокациjу велике количине временских вектора брзине струjања. Постоjи неколико

начина да се израчуна Дискретна Фуриерова Трансформациjа (Direct Fourier Trans-

formation - DFT), као што су истовремено решавање линеарних jедначина или

корелациони метод. Брзе Фуриерове Трансформациjе (Fast Fourier Transformation

- FFT) су други метод за израчунавање DFT-а. Ова метода даjе исти резултат као

и остале, али jе знатно ефикасниjа у смислу уштеде времена рачунања и до више

стотина пута. Оваj напредак jе исти као када би поредили лет млазним авионом

и ходање. Иако FFT захтева само неколико десетина линиjа кода, то jе jедан од

наjкомпликованиjих алгоритама. Са друге стране иако jе веома брз метод захтева

преуређење података коjи треба да се трансформишу у целокупноj своjоj величини

што га за веома велике прорачунске домене, ставља у позициjу методологиjе коjа

захтева велике мемориjксе просторе, што jе понекад од битниjег значаjа.

4.2 Прорачун акустичних извора

Као што jе већ речено акустична аналогиjа се базира на преформулациjи jедначине

механике флуида да би се добила нехомогена таласна jедначина. Изворни члан

резултуjуће нехомогене таласне jедначине се очекуjе да буде jедино важан у

турбулентном или вртложном делу струjања и у првоj апроксимациjи за генерисани

звук се очекуjе да има занемарљиво малу повратну реакциjу [35], [80]. Ово

jе одговараjућа хипотеза ако се може занемарити стишљивост што jе случаj за

струjање малим Маховим броjевима.

Да би извели jедначину Лаjтхила почећемо од jедначине континуитета и jедначине

количине кретања у Реjнолдсовоj форми за стишљиво струjање, где ћемо

претпоставити да нема извора масе као ни запреминских сила коjе делуjу на њу.
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Када смо дефинисали познате jедначине извршићемо извод по времену jедначине

континуитетра и одузети од jедначине количине кретања и на краjу ћемо добити,

∂2
ttρ−∇ · (∇ · Φ) = (∇⊗∇) : Φ (4.1)

Дато jе да само дивергенциjа тензора флукса количине кретања, Φ = ρ(u ⊗ u − σ)

коjа се jавља у jедначини кретања флуида, можемо редефинисати Кошиjев напонски

тензор σ и уjедно представљаjући константни притисак p0.

σ = −(p− p0)I + µ[∇u+∇uT − 2

3
(∇ · u)I] (4.2)

Са друге стране, у случаjу идеалног линарног акустичног медиjума, тензор флукса

количине кретања се претвара у jедноставниjи облик где трансфер количине

кретања може да се деси само под деjством притиска. У том случаjу тензор постаjе,

Φ0 = (p− p0)I = c2
0(ρ− ρ0)I (4.3)

на краjу стижемо до,

(∂2
tt − c2

0∇2)(ρ− ρ0) = (∇⊗∇) : T (4.4)

где jе,

T = Φ− Φ0 = ρ(u⊗ u) + [(p− p0)− c2
0(ρ− ρ0)]I− σ (4.5)

Jедначина (4.4) jе прослављена Лаjтхилова jедначина и тензор T jе познат као

Лаjтхилов стрес тензор. Треба напоменути да ниjе усвоjена ниjедна апроксимациjа у

jедначини (4.4). Стога Лаjтхилову аналогиjу можемо посматрати као алтернативну

формулациjу jедначина коjе описуjу стишљиво струjање флуида. Исто тако

треба приметити да jедначина (4.4) представља нехомогену таласну jедначину чиjи

изворни члан садржи двоструки дивергент коjи кореспондира дистрибуциjи извора
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квадриполарног типа коjи прелазе у таласе и пропагираjу кроз прорачунски домен

што jе приказано на слици 4.1.

Слика 4.1: Шематски приказ расподеле акустичних извора и њихова пропагациjа
са акустичним таласима

Пошто члан коjи репрезентуjе акустичне изворе садржи двоструку дивергенциjу он

се не може директно прорачунати методом коначних елемената класе C0, осим ако

се не интеграли у деловима где jедан извод прелази на тест функциjу. Са друге

стране постоjи могућност да се апроксимира изворни члан са изводом првог реда

захваљуjући константи нестишљивости. Следи,

(∇⊗∇) : T ≈ ρ0(∇⊗∇) : (u⊗ u) = ρ0∇[(∇⊗ u) · u + u(∇ · u)]

= ρ∇ · [(∇⊗ u) · u] = ρu · ∇(∇ · u) + ρ(∇⊗ u) : (∇⊗ u)>

= ρ(∇⊗ u) : (∇⊗ u)> = s(x, t)

(4.6)

где∇·u = 0 jе коршћен два пута и где смо дефинисали s(x, t) у последњем реду. Ова

апроксимациjа омогућава директну визуелизациjу акустичних извора док користи

предност коришћења C0 класе елемената методе коначних елемената.

Сада када смо дефинисали двоструки дивергент Лаjтхиловог тензора потребно jе

добиjени тензор пребацити у фреквентни домен. Трансформациjу ћемо извршити

директном Фуриjеовом трансформациjом али пре тога ћемо у наредних пар

поглавља предочити предности и мане брзе и директне Фуриjеове трансформациjе

на задату апликациjу.
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4.3 Реални DFT користећи комплексни DFT

J.W. Cooley и J.W. Tukey су дали велики допринос развоjу FFT-а у њиховом раду

[143], [144]. Ако се вратимо у прошлост, други су открили ову технику много

година раниjе. На пример, велики Немачки математичар Карл Фридрих Гаус

(Karl Friedrich Gauss) jе користио ову методу више од jедног века пре. Ови почеци

развоjа су у великоj мери заборављени jер ниjе постоjао алат да се метода практично

примени тj. компjутери. Cooley и Tukey су преузели сву славу зато што су открили

FFT у право време, на почетку компjутерске револуциjе.

FFT се базира на комплексном DFT-у, много напредниjоj верзиjи реалног DFT-

а. Ове трансформациjе су овако назване због начина на коjи свака репрезентуjе

податке, тj. да ли користи комплексне броjеве или реалне броjеве.

12-1.jpg 12-1.jpg

Слика 4.2: Поређење реалног и комплексног ДФТ-а.

Имаjући у виду да jе FFT алгоритам за рачунање комплексног DFT-а, jако jе важно

разумети како пребацити податке реалног DFT-а у и из формата комплексног DFT-

а. Слика 4.1 пореди како реални DFT и комплексни DFT чуваjу податке. Реални

DFT трансформише функциjу у временском домену са N-тачака у две функциjе у
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фреквентном домену са по N/2 + 1-тачака. Две функциjе фреквентног домена се

зову реални део и имагинарни део, држећи се косинусоиде и синусоиде, респективно.

За разлику од реалног DFT-а, комплексни DFT трансформише две функциjе у

временском домену са по N-тачака у две функциjе у фреквентном домену са по

N-тачака. Две функциjе у временском домену се зову реални део и имагинарни део,

а исто важи и за функциjу у фреквентном домену. Упркос њиховим именима, све

вредности ових низова су обични броjеви. Ишрафиране коцкице показуjу вредности

заjедничке за обе трансформациjе.

Претпоставимо да имамо две функциjе са по N-тачака и потребно jе да израчунамо

реални DFT уз помоћ комплексног DFT-а (као што користи FFT алгоритам). Прво

померимо сигнал са N-тачака у реални део временског домена комплексног DFT-а, а

затим подесимо све узорке имагинарног дела у нулу. Рачунање комплексног DFT-а

даjе jедну реалну и jедну имагинарну функциjу фреквентног домена, сваки са по

N-тачака. Тачке од 0 до N/2 ових функциjа одговараjу реалном спектру DFT-а.

Фреквентни домен DFT-а jе периодичан ако су укључене и негативне фреквенциjе.

Избор периода функциjе jе произвољан, може бити између -1.0 и 0, -0.5 и 0.5, 0 и

1.0, или било коjи други jединични интервал повезан са брзином семпловања. Опсег

фреквенциjа комплексног DFT-а укључуjе негативне фреквенциjе поређане од 0 до

1.0. Другим речима, jедан цео период се протеже од тачке 0 до тачке N − 1, што

одговара времену од 0 до 1.0 брзине семпловања. Позитивне фреквенциjе постоjе

између тачака 0 и N/2, што одговара времену од 0 до 0.5. Остале тачке између

N/2+1 и N−1 садрже негативне вредности фреквенциjа (коjе се обично игноришу).

Рачунање реалног инверзног DFT-а користећи комплексни Инверзни DFT jе нешто

теже. Разлог томе jе што морате бити сигурни да су негативне фреквенциjе записане

у одговараjућем формату. Не заборавимо, тачке од 0 до N/2 комплексног DFT-а

су исте као и у реалном DFT-у, и за реални и за имагинарни део. За реални део,

тачка N/2 + 1 jе иста као тачка N/2 − 1, тачка N/2 + 2 jе иста као тачка N/2 − 2,

итд. све до тачке N − 1 коjа jе иста као тачка 1. Исти основни образац jе коришћен

за имагинарни део, осим што се променио знак. То значи да jе тачка N/2 + 1 иста

као тачка N/2− 1 само са предзнаком минус. Приметимо да тачке 0 и N/2 немаjу

парне тачке у овоj дуплираноj шеми.
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4.4 Како FFT функционише

FFT jе компликовани алгоритам и његови детаљи су обично остављени стручњацима

из ове области. Ово поглавље описуjе генералне операциjе FFT-а, али сакрива

кључну ствар: употребу комплексних броjева.

У сложеном означавању, и временски и фреквентни домен садрже jедну функциjу

направљену од N комплексних тачака. Свака од ових комплексних тачака jе

састављена од два броjа, реалног и имагинарног дела. На пример, ако говоримо

о комплексноj тачки X[42], мислимо на комбинациjу ReX[42] и ImX[42]. Другим

речима, свака комлексна променљива се састоjи од два броjа. Када се множе две

комплексне променљиве, четири индивидуалне компоненте се мораjу комбиновати

како би формирали две компоненте производа. У наставку ћемо користити изразе

за комплексно означавање.

FFT ради на принципу разлагања функциjе временског домена коjи се састоjи од N

тачака у N функциjа временског домена за сваку поjединачну тачку. Други корак jе

рачунање N опсега фреквенциjа коjе одговараjу N функциjама временског домена.

Последње, N опсези се спаjаjу у jедан опсег фреквенциjа.

На слици 4.2 jе приказан пример разлагања временског домена коjи се користи у

FFT-у. У овом примеру, функциjа од 16 тачака се разлаже кроз 4 одвоjене етапе. У

првоj етапи се сигнал од 16 тачака пребацуjе у две функциjе са по 8 тачака. У другоj

етапи се подаци пребацуjу у 4 функциjе са по 4 тачке. Оваj поступак се примењуjе

све док се не формира N сигнала са по jедном тачком. Испреплетано разлагање се

користи сваки пут када се сигнал раздвоjи на два, односно када се сигнал подели на

његове парне и непарне позициjе узорака. Наjбољи начин да се оваj образац разуме

jесте студирање слике 4.2. За овакво разлагање потребно jе Log2N фаза, што би

значило да jе за сигнал од 16 тачака (24) потребно 4 фазе, за сигнал од 512 тачака

(27) 7 фаза итд.

Сада, када разумемо структуру разлагања, она може бити значаjно упрошћена.

Разлагање ниjе ништа друго него преслагање тачака у функциjи. Слика 4.3 показуjе

потербни образац преуређивања.

На левоj страни, броjеви узорака оригиналне функциjе су поређани заjедно са

њиховим бинарним парњацима. На десноj страни су преуређени броjеви узорака,
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Слика 4.3: Слагање ФФТ-а
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Слика 4.4: ФФТ алгоритам "bit reversal sorting"
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такође са њиховим бинарним парњацима. Важно jе приметити да су бинарни

броjеви преокренути за сваки узорак. На пример, узорак 3 (0011) jе замењен са

узорком броj 12 (1100). Исто тако, узорак броj 14 (1110) jе замењен са узорком

броj 7 (0111), итд. Разлагање временског домена FFT-а се обично спроводи по "bit

reversal sorting" алгоритму. Ово подразумева преуређивање редоследа N узорака

времеског домена пребаченим у бинарни запис са битовима чиjи су броjеви замењени

на предходно описан начин.

Следећи корак у FFT алгоритму jе налажење опсега фреквенциjа за jедну тачку

функциjе у временском домену. Ништа лакше, фреквентни опсег функциjе за 1

тачку jеднак jе самом себи. То значи да ништа ниjе потребно да би се урадио оваj

корак. Иако никакав рад ниjе укључен, не заборавимо да jе свака од функциjа са

по jеном тачком сада фреквентни опсег, а не функциjа у временском домену.

Последњи корак у FFT-у jе комбиновање N опсега фреквенциjа у тачно обрнути

редослед у односу на позициjе коjе су имале у временском домену. У овом кораку

алгоритам постаjе збуњуjући. Нажалост, пречица "bit reversal" ниjе применљива,

и морамо се вратити jедан корак уназад. У првом кораку, 16 фреквентних опсега

(jедна тачка за сваки) jе сjедињено у 8 фреквентних опсега (две тачке за сваки). У

другом кораку, 8 фреквентних опсега jе сjедињено у 4 фреквентна опсега (4 тачке за

сваки) итд. Последњи корак резултуjе FFT излазом, 16 тачака фреквентног опсега.

Слика 4.4 показуjе како се два фреквентна опсега, сваки састављен од 4 тачке,

комбинуjу у jедан фреквентни опсег са 8 тачака. Ово сjедињење мора поништити

испреплетано разлагање урађено у временском домену. Другим речима, операциjа у

фреквентном домену мора одговарати процедури у временском домену комбинуjући

два сигнала са по 4 тачке. Посматраjмо два сигнала у временском домену, abcd и

efgh. Сигнал у временском домену од 8 тачака може бити формиран у два корака:

"разредимо" сваки сигнал са 4 тачке нулама да би формирали сигнал са 8 тачака,

и онда споjимо сигнале. Тако, abcd постаjе a0b0c0d0, а efgh постаjе 0e0f0g0h. Као

што jе приказано на слици 4.4, разређивање временског домена нулама резултуjе

дуплирању фреквентног опсега. Стога, фреквентни опсег jе формиран у FFT-у

његовим дуплирањем, а затим спаjањем тако дуплираних опсега.

У циљу усклађивања приликом додавања, две функциjе у временском домену су

разређене нулама на два различита начина. У jедноj функциjи, непарне тачке су



Поглавље 4. Прорачун акустичних извора и Директна Фуриjеова Трансф... 116

нуле, док су у другоj функциjи парне тачке нуле. Другим речима, Jедан од сигнала

у временском домену (0e0f0g0h приказан на слици 4.4) jе померен у десно за jедно

место. Ово померање временског домена одговара множењу опсега синусоидом.

12-4.jpg 12-4.jpg

Слика 4.5: Сjедињење ФФТ-а

Слика 4.5 показуjе диjаграм комбиновања два опсега са 4 тачке у jедан са 8 тачака.

Да би jош више упростили, слика 4.5 jе формирана по основном обрасцу са слике 4.6

коjи се изнова и изнова понавља. Оваj упрошћени диjаграм се назива "лептир" jер

обликом подсећа на крила лептира и представља основни елемент рачунања FFT-а,

трансформишући две комплексне тачке у две друге комплексне тачке.

Слика 4.7 показуjе структуру целог FFT. Разлагање временског домена се постиже

"bit reversal sorting" алгоритмом. Трансформациjа разложених података у фреквентни

домен не укључуjе ништа и због тога на слици ниjе приказан.

Сjедињавање фреквентног домена захтева три петље. Спољна петља ради кроз

Log2N фазу (односно сваки ниво са слике 4.2, почевши од дна и помераjући се

ка врху). Средња петља се креће кроз сваки индивидуални фреквентни опсег

у активноj фази (одностно свака од коцкица на било ком нивоу са слике 4.2).
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Слика 4.6: Диjаграм комбиновања FFT-а; оператор S значи да се сигнал множи
синусоидом за одговараjућу фреквенциjу
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Слика 4.7: ФФТ лептир
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Слика 4.8: ФФТ диjаграм [Numerical schemes for Fortran-књига]

Унутрашња петља користи "лептир" за рачунање тачака за сваки фреквентни опсег

(односно кружећи кроз узорке унутар било коjе коцкице са слике 4.2). "Overhead"

поља са слике 4.7 дефинишу почетне и краjње индексе петљe, као и рачунање

неопходне синусоиде у лептирима.

4.5 Брзина и прецизност поређења

Када jе DFT израчунат корелациjом (као што jе приказано на слици 4.2), програм

користи две сакривене петље, свака пролази кроз N тачака. Ово значи да jе укупан

броj операциjа пропорционалан NxN . Време да се комплетира програм дато jе

релациjом:
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= kDFT ∗N2

где N представља броj тачака DFT-а а kDTF представља константу пропорционалности.

Ако су вредности синуса и косинуса израчунате сакривеном петљом, kDTF jе jеднак

приближно 25 микросекунди на Пентиум рачунару на 100MHz. Ако предходно

израчунамо вредности синуса и косинуса и ставимо га у "look-up" табелу, kDTF

пада на приближно 7 микросекунди. На пример, 1024 тачке DFT-а захтеваjу око 25

секунди, или приближно 25 милисекунди по тачки.

Користећи ову исту стратегиjу можемо извући време егзекуциjе FFT-а. Неопходно

време за "bit reversal" jе занемарљиво. У свакоj од Log2N фази постоjе N/2 лептир

израчунавања. Ово значи да jе време егзекуциjе програма приближно:

ExecutionT ime = kDFTNLog2N

Вредност kDTF jе око 10 микросекунди Пентиум рачунару са 100MHz. 1024 тачке

FFT-а захтеваjу око 70 милисекунди за извршење или 70 микросекунди по тачки.

Ово jе више од 300 пута брже од DFT-а рачунат корелациjама.

Не само да jе NLog2N мање од N2, повећава се много спориjе како N расте. На

пример, FFT са 32 тачке jе око 10 пута бржи од корелационог метода. Међутим,

ФФТ са 4096 тачака jе 1000 пута бржи. За мале вредности N (од 32 до 128), FFT jе

важан. За веће вредности N (1024 и преко), FFT jе апсолутно круциjалан. Слика

4.9 пореди време егзекуциjе два алгоритма у форми диjаграма.

FFT има jош jедну предност осим саме брзине. FFT jе рачунат прецизниjе зато што

мањи броj рачунања резултира мањом грешком приликом заокруживања. Ово може

бити показано узимањем произвољног FFT сигнала и покретањем фреквентног

опсега кроз инверзни FFT. Овим реконструишемо оригиналну функциjу у временском

домену, осим додатно заокруженог шума из рачунања. Jедан броj коjи карактерише

оваj шум можемо добити рачунањем стандардног одступања између два сигнала.

За поређење, иста ова процедура може бити поновљена користећи рачунање DFT-а

корелациjама, и одговараjући инверзни DFT. На слици 4.10 приказано jе поређење

заокруженог шума FFT-а и DFT-а корелациjама.
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Слика 4.9: Време егзекуциjе за рачунање ДФТ-а. Време jе приказано за Пентиум
процесор на 100MHz.[Numerical schemes for Fortran-књига]
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Слика 4.10: Прецизност ДФТ-а. Поред ФФТ-овог бржег рачунања ДФТ-а
од корелационог метода, рачуна га и са мањом грешком [Numerical cshemes for

Fortran-књига]
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4.6 Имплементациjа Директне Фуриjеове трансформациjе

у други корак методологиjе

Када смо извршили кратак преглед брзе Фуриjеове трансформациjе и директне

Фуриjеове трансформациjе, лако jе закључити да jе брза трансформациjа супериорна

по свим прорачунским аспектима али као што jе већ обjашњено у претхoдним

поглављима. Да би извршили брзу трансфомациjу потребно jе имати све податке на

jедном месту и извршити преуређење података по дефинисаном алгоритму. Пошто

се ми овде бавимо веома великим прорачунским доменима коjи чак и у дводимензионалноj

симулациjи нису занемарљиви а у тродимензионалноj симулациjи су веома велики,

потреба за редуковањем мемориjског простора за складиштење вектора брзине jе за

персоналне рачунаре од битног значаjа. Сходно томе да не би складиштили велике

количине података презентоваћемо укратко алгоритам имплементациjе Директне

фуриjеове трансформациjе за прелазак акустичних извора из временксог домена у

фреквентни домен као и срачунавање акустичних извора коjи су директно инкорпорирани

у временку петљу за решавање Навиjе- Стоксове jедначине за нестишљиво стуjање.

Пошто смо у jедначини (4.6) дефинисали како се рачунаjу акустични извори, тj у

свакоj временскоj петљи добићемо решење jедначине Навиjе-Стокса у форми un и

ако убацимо у jедначину (4.6) добићемо,

s(x, t(n)) = ρ(∇⊗ un) : (∇⊗ un)> (4.7)

Сходно претходном изразу после сваког временског корака биће израчунат и акустични

извор коjи jе скаларна величина у сваком чвору прорачунског домена.

Да би трансформисали аксутични извор у фреквентни домен користићемо следећу

jедначину,

H(fn) =

∫ ∞
∞

h(t)e−2πifntdt ≈
k=N−1∑
k=0

hke
−2πifntk4 ≈ 4

k=N−1∑
k=0

hke
−2πikn/N (4.8)

где jе H(fn) - добиjена функциjа у фреквентном домену, h(t) - функциjа коjа се

трансформише из временског домена у фреквентни, fn - вектор фреквенци за коjе
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се ради трансформациjа, tk временске инстанце у временском домену, 4 - време

протекло између две инстанце, N - броj тачака у домену, hk - вредност функциjе у

временским инстанцама.

Пошто у сваком временском кораку решавања нестационарне Навиjе-Стоксове jедначине

добиjамо поље брзине струjања флуида први корак jе израчунати градиjент добиjеног

поља а затим срачунати двоструку дивергенциjу дата два тензора из jедначине

(4.6). Добиjена функциjа се онда за сваки временски корак срачунава прираст суме

трансформациjе у фреквентни домен показаном у jедначини (4.8), што jе приказано

у додатку Б. Самим тим се у сваком времнском кораку добиjа прираштаj за одабране

фреквенце и самим тим не долази се до потребе за складиштењем велике количине

временских инстанци коjи се добиjаjу решавањем Навиjе-Стоксове jедначине. На

краjу приказан jе резултат трансформациjе на сликама 4.11-4.13
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Слика 4.11: Дистрибуциjа акустичних извора абсолутно решење

Слика 4.12: Дистирбуциjа акустичних извора имагинарни део решења

Слика 4.13: Дистрибуциjа акустичних извора реални део решења



Поглавље 5

Прорачун и симулациjа

акустичног поља притиска

У овом поглављу ћемо се позабавити са прорачунском акустиком коjе се генерише

од стране већ познатог кретања флуида. То би значило да треба да решимо

нехомогену Хелмхолцову jедначину као и модфиковану верзиjу коjа укључуjе

конвектну Хелмхолцову jедначину. Ова jедначина ће бити решена стандардном

Галеркиновом методом, што може да доведе до потешкоћа за валике талансе броjеве

где би се jављала такозвана "pollution" грешка. Иста грешка се jавља и у случаjу

конвектне Хелмхолцове jедначине. Пошто ова проблематика ниjе централна тема

ове дисертациjе, jел стандрадна Галеркинова метода може да реши таласне броjеве

коjи су за нас интересантни. Биће презентована прорачунска акустика и њена

апликациjа како нехомогене тако и хомогене Хелмхолцове jедначине. На краjу ћемо

имплементорати стабилизациону методу презентовану у поглављу 3. да би решили

проблеме коjе изазива "pollution" грешка.

5.1 Увод

Пропагациjа акустичних таласа у стационарном медиjу jе решење веома познате

таласне jедначине. Акустични таласи се генеришу из акустичних извора, коjи се

могу сматрати као региjе простора коjе су у контакту са флуидом (или делови

региjе самог флуида у кретању) где се енергиjа било ког извора преноси у

124
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акустичну енергиjу коjа даље пропагира као звучни талас. Таласна jедначина се

може лако добити из jедначине континуитета и Оjлерове jедначине за изентропско

струjање, наравно занемариваjући нелинеарне чланове. За случаj пропагациjе

таласа у струjању константном средњом брзином конвектна таласна jедначина се

може написати коjа би била валидна за било коjе вредности Маховог броjа до

трансоничних брзина [75], [77]. Значаj конвектне таласне jедначине постаjе битан

у многим практичним проблемима у аероакустици као што су аеродинамички звук

генерисан од стране мотора авиона, фенови и компресори [75], [77].

Хелмхолцова jедначина даjе просторну рапсоделу акустичног поља за задати

таласни броj. Аналогно, временска Фуриjеова трансформациjа конвектне таласне

jедначине представља просторну расподелу акустичних таласа коjи пропагираjу

у позадини униформног струjања, коjу ћемо у даљем току излагања називати

конвектна Хелмхолцова jедначина.

Када се суочавамо са проблемом коjи у себи садрже комплексне геометриjе,

аналитичко решење горе наведене jедначине jе веома тешко наћи и због тога

преостаjе нам да се окренемо нумеричким методама као што су између осталог

методе коначних елемената. Налажење решења Хелмхолцове и конвектне

Хелмхолцове jедначине са методом коначних елемената уопште ниjе тривиjалан

задатак и две главне потешкоће jе потребно превазићи [145],[146]. Први проблем

коjи се поjављуjе jе када се решава неограничени акустични проблем у прорачунском

домену коначних димензиjа. Неки тип абсорбираjућих граничних услова теба да

се постави на границама прорачунског домена да би се узели у обзир радиjациjа

одлазећег таласа. Други проблем се jавља када се бавимо проблемима код коjих се

jављаjу велики таланси броjеви. Тада се jавља такозвана "pollution" грешка коjа

jе присутна чак и када таласна дискретизациjа има довољно тачака да се ухвати

фреквенца поjаве.

Када се разматра први проблем постоjе три стратегиjе за његово решење, наиме

прва jе DtN (Dirichlet to Neumann) оператор, имплементациjа безграничног елемента

на граници као и имплементациjа PML (Perfectly Matched Layer) методе на

граници домена. DtN приступ [147], [148] се састоjи у повезивању непознатог

решења и његовог извода на граници прорачунског домена са DtN оператером

направљеним од аналитичког егзактног решења Дирихлеовог проблема пропагациеj



Поглавље 5. Прорачун и симулациjа акустичног поља притиска 126

таласа. Егзактно решење коришћено у DtN оператору може се представити као

интегрални или развиjено у редове коjе се може скратити кад се имплементира

нумерички. Броj чланова низа одређуjе тачност решења. Други приступ се састоjи

у коришћењу безграничних елемената [149],[150]. У овом случаjу прорачунски

домен Ωac се дискретузуjе стадндардним елементима методе коначних елемената

док се спољашњи безгранични домен дискретизуjе безграничним елементима.

Ови елементи су полу аналитички коjи су добиjени тензорским множењем

интерполационе функциjе и радиjалне аналитичке функциjе типа φn(r) = eikr/rn у

случаjу да jе ΓR сфера. Jош увек постоjи пар питања коjе треба одговорити имаjући

у виду перформансе методе, нарочито ако говоримо о конвергенциjи различитих

формулациjа и лошим условљавањем проблема [145]. Трећи приступ у решавању

проблема [151], [152] jе оригинално развиjен за прорачуне временски зависних

електромагнетних таласа и састоjи се у томе да се дода спољни абсорбциони леjер

на прораунску границу тако да се сваки талас може апсорбовати. То се постиже

реформулациjом оригиналне Хелмхолцове jедначине што уводи абсорбтни члан коjи

jе различит од нуле само изван граница ΓR. PML приступ jе веома популаран и

нашироко примењиван иако његова имплементациjа захтева подешавање неколико

нумеричких параметара и иако неки проблеми стабилности jош нису решени [153],

[154]. У дисертациjи се нећемо бавити претходно дефинсаном проблематиком. Сви

прорачунски доемни ће бити довољно велики да омогућаваjу преписивање глобалног

граничног оператора са Сомерфилдовим граничним условoм.

Велика количина посла jе урађена да се нађе не "pollution" нумеричко решење

Хелмхолцове jедначине користећи метод коначних елемената. "Pollution" грешка

долази због чињенице да вариjационо решење Хелмхолцове jедначине ниjе

позитивно дефинисано за велике таласне броjеве, иако задовољава Гардингову

неjедначину што дозвољава да се примени Галеркинова метода [146]. Како год,

инф суп константа има инверзну зависност са таласним броjем к коjи доводи до

поремећаjа стабилности и до настанка "pollution" грешке за велике таласне броjеве.

Дисперзиона анализа слабог решења Галеркинове методе доводи до закључка да се

прорпагациjа таласа изводи са дискретним таласним броjем kh а не са континуалним

[155], [156]. Разлика између ова два броjа се повећава са повећавањем таласног

броjа. Пошто централна тематика ове тезе ниjе повезана са акустиком и решавањем

нумеричких проблема приликом симулациjе, ми се нећемо бавити овим пробелмима
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него ћемо имплементирати нехомогену и хомогену Хелмхолцову jедначину и решити

jе путем Галеркинове методе. На краjу ћемо само укратко презентовати решење овог

проблема кроз методологиjу презентовану у поглављу 3.

5.2 Стационарна и конвектна Хелмхолцова jедначина

5.2.1 Таласна jедначина и конвектна таласна jедначина

Нехомогена таласна jедначина за пропагациjу притисних таласа у стационарном

идеалном медиjуму дата jе таласно акустичном jедначином.

(c−2
0 ∂2

tt −∇2)p(x, t) = s(x, t) (5.1)

где p(x, t) представља акустични притисак, а где jе s(x, t) акустични извор, c0

jе брзина звука у медиjуму кретања таласа и ∇2 Лапласов оператор (кроз цело

поглавље користићемо оваj оператор уместо 4 за Лапласиан оператор, што jе

уобичаjна пракса у акустици).

За акустичне пропагационе таласе у хометропичном невртложном струjању

претходно дефинсана jедначина (5.1) више ниjе валидна и треба да се замени са

линарном jедначином за временски извод потенциjала брзине тj. за потенциjал

брзине поремећаjа [77]. Како год, у специjалном случаjу струjања када jе средња

брзинаU0(x) при малим Маховим броjевима (M2 << 1,M = ‖M‖,M(x) = U(x)/c0)

вариjациjе средње густине као и брзине звука се могу занемарити и пропагациjа

аксутичних таласа се може описати са релативно jедноставном jедначином, наиме

конвектна таласна jедначина има облик

[c−2
0 (∂t + U0(x) · ∇)2 −∇2]p(x, t) = s(x, t) (5.2)

Следи да ако jе U0 константно (униформно струjање) претходна jедначина

постаjе валидна за Махове броjеве све до броjа 0.8 (трансонично струjање).

Тако да jедначине (5.1)-(5.2) постаjу евкивалентне зато што су повезане простом

Галилеановом трансформациjом кординатног сиситема.
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x
′

= x + U0t (5.3)

За наше потребе претпоставићемо да jе струjање униформно кроз цело поглавље.

Уобичаjно jе да се користи материjални извод Dt = ∂t+U0 ·∇ да би преформулисали

jедначину (5.2) као,

(c−2
0 D2

tt −∇2)p(x, t) = s(x, t) (5.4)

показуjући велику сличност са jедначином (5.1).

5.2.2 Хелмхолцова jедначина и конвектна Хелмхолцова jедначина

Временски редукована верзиjа jедначина (5.1)-(5.2) се добиjа тако што се уради

њихова Фуриjеова трансформациjа. Претпостављаjући временски периодично

кретање и заменивши ∂t са −iω у jедначини (5.1) доводи до Хелмхолцове jедначине,

(−∇2 − k2
0)p(x, ω) = s(x, ω) (5.5)

где jе k0 = ω/c0 таласни броj и ω jе фреквенца. Аналогно, заменивши ∂t са −iω у

jедначини (5.2) доводи до конвектне таласне jедначине.

− [∇2 + (k0 + iM · ∇)2]p(x, ω) = s(x, ω) (5.6)

где jе i =
√
−1, а за даља излагања дефинисаћемо Хелмхолцов и конвектни

Хелмхолцов оператор,

LH = (−∇2 − k2
0) (5.7)

LCH = −[∇2 + (k0 + iM · ∇)2] (5.8)
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Треба напоменути да ако се изузму гранични услови што jе уобичаjна пракса у овом

нумеричком контексту, оба оператора су само транспонована.

L>H = LH L>CH = LCH (5.9)

Као и за jеданчине (5.1)(5.2) тако и jедначине (5.5)(5.6) се могу повезати али сада са

пуном Лоренцовом трансформациjом коjа jе у ваздухопловним круговима позната

као Прандтл-Глауретова трансформациjа. Она омогућава да се реши конвектна

Хелмхолцова jедначина тако што се прво реши простиjа Хелмхолцова jедначина па

се онда на краjу врати у првобитне променљиве. Пуна Лоренцова трансформациjа

садржи ротациjу плус издужење у x смеру. Идеjа jе да прво ротира координате

тако да Махов вектор M има само x компоненту у новом координатном сиситему

x′ и онда изврши дилатациjу заjедно са одговараjућом променом променљивих да

би се добила Хелмхолцова jедначина у другом кординатном систему x′′ . Ове две

трансформациjе ће бити укратко престављене у следећим редовима.

Ако са R означимо ротациону матрицу коjа трансформише Махов броj вектор M

тако да има само x компоненту у новом координатном систему x′ где jе M
′

= RM

са M′ = (M, 0, 0)> или са компонентама,


M

0

0

 =


Rxx Rxy Rxz

Ryx Ryy Ryz

Rzx Rzy Rzz



Mx

My

Mz


ако спроведемо промену координатног система,

x′ = Rx↔ x
′
i = Rijxj ∀i, j = 1÷ d (5.10)

за конвектну Хелмхолцову jедначину (5.6) и узимаjући у обзир да jе R ортогонална

матрица таква да jе,

RR> = I↔ RijRik = δjk (5.11)

Следи да се просторни изводи трансформишу као,
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∂i = ∂ix
′
k∂
′
k = Rki∂

′
k (5.12)

Узимаjући у обзир добиjене резултате, веома jе jедноставно да се добиjе (5.6) у

новим координатама.

−[∇′2 + (k0 + iM∂
′
x)2]p(x, ω)

= −(∇′2 + k2
0 + 2iMk0∂

′
x −M2∂2

xx)p(x, ω) = s(R>x
′
, ω)

(5.13)

Сада ћемо извршити издужење у x правцу jедначине тако што ћемо узети x′′ = Dx′

тако што jе D диjагонална матрица D = diag(β−1, 1, 1) где jе β дефинисано

као β =
√

1−M2. Такође ћемо дефинсиати k
′′
0 = β−1k0 и p

′′
(x′′ , k′′0 ) =

p(x′ , k0)exp(ik
′′
0Mx

′′
). Опет после примене jедноставне алгебре добићемо израз за

(5.13) у новим координатама.

(∇′′2 + k
′′2
0 )p

′′
(x
′′
, ω) = e(ik

′′
0Mx

′′
)s(R>D−1x

′′
, βk

′′
0 ) (5.14)

Из прошлих резултата треба приметити да jедначина (5.14) jе Хелмхолцова

jедначина са акустичним извором коjи jе модификован са експоненциjалним

фактором. Пошто jе изворни члан позната улазна вредност за проблем, он би

требало да се изрази у новим координатама да би се решила jедначина (5.14). На

краjу цела Лоренцова трансформациjа се може написати у компактноj форми.

x
′′

= DRx k
′′
0 = β−1k0 (5.15)

p
′′
(x
′′
, k
′′
0ω) = p(Rx, ω)exp[iβ−1k0(RM) · (DRx)] (5.16)
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5.2.3 Гранични услови за конвектну Хелмхолцову jедначину и jака

диференциjална формулациjа

Да би се решила Хелмхолцова и конвектна Хелмхолцова jедначина у задатом домену

треба да се препишу одговараjући гранични услови. Аjде прво да дефинишемо

проблем где треба наћи притисак p : Ωac → C за Хелмхолцову jедначину (5.5) у

домену Ωac ⊂ Rd са дефинисаним граничним условима ∂Ωac = ΓD ∪ ΓN ∪ Γ∞ тако

да jе,

−(∇2 + k2
0)p(x, ω) = s(x, ω) unutar Ωac (5.17)

p(x, ω) = pD(x, ω) na ΓD (5.18)

∇p(x, ω) · n = g(x, ω) na ΓN (5.19)

∇p(x, ω) · n = ik0p na Γ∞ (5.20)

У jедначини (5.19)(5.20) n представља нормалу коjа иде ка споља на границама ΓN

и Γ∞, уjедно g : ΓN → C представља податке преписани на граници ΓN док (5.20)

представља Сомерфилдов гранични услов.

Сада ћемо наћи одговараjуће граничне услове за конвектну Хелмхолцову jедначину.

Пратећи jедначине (5.17)(5.20) сматрамо да се конвектни проблем представља

у x′′ координатном сиситему што би значило да покушавамо решити jедначину

(5.14) у прорачунском домену Ωac. Узимаjући у обзир Дирихлеова, Ноjманове

и Сомерфилдове граничне услове можемо да дефинишемо jаку формулациjу или

диференциjални облик Хелмхолцовог проблема коjи би гласио: Наћи аксутични

притисак p
′′

: Ω
′′
ac → C, где jе Ω

′′
ac ⊂ Rd ограничен домен са глатким граничним

условима ∂Ω
′′
ac = Γ

′′
D ∪ Γ

′′
N ∪ Γ

′′
∞ тако да jе,
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−(∇′′2 + k
′′2
0 )p

′′
(x
′′
, ω) = eik

′′
0Mx

′′
s(R>D−1x

′′
, βk

′′
0 ) unutar Ωac (5.21)

p
′′
(x
′′
, ω) = p

′′
D(R>D−1x

′′
, βk

′′
0 ) na ΓD (5.22)

∇′′p′′(x, ω) · n = g(R>D−1x
′′
, βk

′′
0 ) na ΓN (5.23)

∇′′p′′(x, ω) · n = ik0p
′′
(x, ω) na Γ∞ (5.24)

Као што jе већ речено, решавањем jедначине (5.21) и враћањем у оригинални

координатни систем jе одговараjући метод за решавање конвектне Хелмхолцове

jедначине. Ако смо заинтересовани за директно решавање били би нам потребни

одговараjући гранични услови за то. Ови услови се могу пронаћи враћањем

Хелмхолцових граничних услова у (5.22)(5.23)(5.24) оригиналне променљиве и

координатни систем са Лоренцовом трансформациjом у jедначини (5.16).

У следећих пар редова ћемо дефинисати граничне услове и почећемо са

Сомерфилдовим граничним условима у x′′ координатном систему (5.24) и враћањем

x-елонгациjе замењуjући,

x
′′

= Dx
′

(5.25)

k
′′
0 = β−1k0 (5.26)

p
′′
(x
′′
, k
′′
0 ) = p(x

′
, k0)exp(ik

′′
0Mx

′′
) (5.27)

што доводи до,

(β−1n
′
xβ∂

′
x + n

′
y∂
′
y + n

′
z∂
′
z)(p(x

′
, k0)eik0Mβ−2x

′
)

= (n
′ · ∇′)(p(x′ , k0)eik0Mβ(−2)x

′
) = iβ−1k0p(x

′
, k0)eik0Mβ−2x

′ (5.28)

из чега следи да,

n
′ · [∇′p+ (ik0Mβ−2p, 0, 0)] = iβ−1p (5.29)
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и онда следи да jе,

n
′ · ∇′p = ik0β

−1[1−Mβ−1(n
′ ·M

′
)] (5.30)

са M коjи jе нормализован вектор Маховог броjа, M = (1/M)M за случаj x′

координатног сиситема.

Можемо да вратимо ротациjу да би коначно добили Сомерфилдов гранични услов

за конвектну Хелмхолцову jедначину у x координатном систему. Урадивши то у

(5.30) и ако се искористи ортогоналност ротационе матрице доводи до,

RjlnlRjm∂mp = ik0β
−1[1−Mβ−1(RklnlRkmMm)] (5.31)

што доводи до,

∇p(x, ω) · n = ik0αsp(x, ω) (5.32)

αs = β−1[1−Mβ−1(n ·M)] (5.33)

Jош ћемо дефинисати Ноjманов гранични услов за конвектну Хелмхолцову

jедначину. Она се добиjа пратећи исту процедуру као и за Сомерфилдов гранични

услов, тако да нећемо поново репродуковати кораке него ћемо само написати краjњи

резултат.

∇p(x, ω) · n = −ik0αNp(x, ω) + g(x, k0) (5.34)

αN = β−2(n ·M) = β−1 − αs (5.35)

Треба напоменути да као што jе очекивано αS = 1, αN = 0 за M = 0

Узимаjући у обзир (5.32)(5.33) диференциjална формулациjа за конвектну

Хелмхолцову jедначину се може написати као, нађи акустични притисак, p : Ωac →

C где jе Ωac ⊂ Rd ограничен домен са границама ∂Ωac = ΓD ∪ ΓN ∪ Γ∞ тако да jе,
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−(∇2 + (k0 + iM · ∇)2p(x, ω) = s(x, ω) unutar Ωac (5.36)

p(x, ω) = pD(x, ω) na ΓD (5.37)

∇p(x, ω) · n = g(x, ω)− ik0αSp na ΓN (5.38)

∇p(x, ω) · n = ik0αSp na Γ∞ (5.39)

5.3 Нумеричка апроксимациjа коршћењем Галеркинове

методе

5.3.1 Континуална вариjациона формулациjа

Да би решили диференциjалну Хелмхолцovu и конвектну Хелмхолцovu jедnачину

са методом коначних елемената прво треба да добиjемо њену континуалну слабу или

вариjациону формулациjу. То jе уобичаjно урађено тако што се помножи jедnачина

(5.17) са тест функциjом и интеграли преко целог прорачунског домена Ωac.

Вариjациона фомулациjа нехомогене Хелмхолцove jедnачине у (5.17) са граничним

условима коjи су дати са (5.18)-(5.20) гласе: нађи p ∈W тако да,

(∇p,∇w)− k2
0(p, w)− ik0(p, w)Γ∞ = 〈s, w〉+ (g, w)ΓN

(5.40)

за све w ∈ W0, можда би требали да се подсетимо да заграде без доњег натписа

у (5.40) значе скаларни производ у L2(Ωac) и оваj скаларни произво у jедначини

обухватаjу коњуговано комплексне тест функциjе, пошто jе притисак комплексна

функциjа. Угласте заграде ознчаваjу дуални пар између H1
0 (Ωac) и H−1(Ωac).

Слично, слабу или вариjациону формулациjу конвектне Хелмхолцове jедначине

(5.36) са граничним условима датим са (5.37)-(5.39) се може формулисати као: нађи

p ∈W тако да,

−2ik0(M · ∇p,∇w) + ([I−M⊗M]∇p,∇w)− k2
0(p, w)− ik0αs(p, w)Γ∞

+ik0αN (p, w)ΓN
= 〈s, w〉+ (g, w)ΓN

(5.41)
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за све w ∈Wh.

5.3.2 Дискретна вариjациона формулациjа

Дискретна вариjациона формулациjа коjа одговара Галеркиновоj методологиjи

апроксимациjе методом коначних елемената (5.40) може да гласи: ако дамо

просторну дискретизациjу прорачунског домена Ωac са прорачунским елементима

и чворовима и са математичким просторима коначних диманзиjа Wh,Wh,0 ⊂ W ,

треба пронаћи ph ∈Wh тако да,

(∇ph,∇wh)− k2
0(ph, wh)− ik0(ph, wh)Γ∞ = 〈sh, wh〉+ (g, wh)ΓN

(5.42)

за све wh ∈Wh,0. У jедначини (5.41) ph je типа:

ph(x) =

np∑
a=1

Na
P (x)P a (5.43)

где jе Na
P (x) jе апроксимативна функциjа притиска и P a jе вредност у чвору.

Ако са ‖ · ‖ означимо норм у L2(Ωac). Ако са ph заменимо wh у jедначини (5.41) и

ако занемаримо граничне услове у секвилинарноj форми, остаjе нам неjеднакост.

‖∇ph‖2 − k2
0‖ph‖2 ≤ ‖ph‖‖sh‖ (5.44)

Претходна jедначина исказуjе да дискретна вариjациона формулациjа може постати

позитивно недефинисана за велике таласне броjеве. Ова каратекристика може

довести до проблема са стабилношћу, што даље имплицира да би било потребно

користити стабилизационе методе да би решили проблем.

Са друге стране Галеркин апроксимациjа методом коначних елемената конвектне

Хелмхолцове jедначине се може изразити као, пронађи ph ∈Wh тако да,
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−2ik0(M · ∇ph,∇wh) + ([I−M⊗M]∇ph,∇wh)− k2
0(ph, wh)−

−ik0αs(ph, wh)Γ∞ + ik0αN (ph, wh)ΓN
= 〈sh, wh〉+ (g, wh)ΓN

(5.45)

за све wh ∈ Wh,0. Ако изjедначимо wh = ph и ако занемаримо граничне услове

добићемо неjедначину,

‖∇ph‖2 − ‖M · ∇ph‖2 − k2
0‖ph‖2 ≤ ‖ph‖‖sh‖ (5.46)

што изражава да не постоjи контрола над конвектним чланом тако да се и

ова jедначина понаша као (5.44) тj. вариjациона формулациjа jе позитивно

недефинисана за велике таласне броjеве.

5.3.3 Добро постављање математичког проблема и теорема

конвергенциjе

У претходним поглављима презентовали смо генерални математички оквир за

Хелмхолцову и конвектну Хелмхолцову jедначину, као што знамо оне су само

посебан случаj Конвектно-дифузиооно-реакционог система. Показали смо како

се ове jедначине могу повезати са трансформациjом променљивих и нашли

смо одговарjуће граничне услове за њих. Да би решили jедначине методом

коначних елемената, представили смо његову вариjациону или слабу континуарну

формулациjу у последњем поглављу.

У овом и следећим поглављима ћемо покушати да обjаснимо природу нумеричког

проблема коjи се jављаjу у Галеркиновоj методи коначних елемената за Хелмхолцову

и конвектну Хелмхолцову jедначину. Да би то урадили прво ћемо бацити осврт на

поjедине генералне теореме коjе дефинишу под коjим условима jе слаба формулациjа

добро постављена математички или не. Исто тако ћемо прегледати и пар теорема

за конвергенциjу коjа успостављаjу проверу грешке за апроксимациjу методом

коначних елелмената слабе формулациjе. Детаљно обjашњење ће бити дато зашто

се поjављуjу нестабилности за Хелмхолцову и конвектну Хелмхолцову jедачину.
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5.3.4 Добро постављање позитивно дефинисаног математичког

проблема

Форма где jе a : V xV → C где jе V Хилбертов математички простор се каже да jе

V-елиптична или позитивно дефинсиана ако постоjи К>0 тако да jе,

K‖u‖2V ≤ a(u,u) (5.47)

за све u ∈ V .

Добро постављање математичког проблема или да jе дефинисано постоjање,

jединсвеност и стабилност решења за позитивно дефинисану слабу формулациjу

jе дефинисана са Лакс-Милиграмовом теоремом.

Lax - Miligram теорема Аjмо да претпсотавимо абстрактни вариjациони проблем

како наћи u ∈ V тако да jе,

a(u,w) = l(w) w ∈ V (5.48)

где jе V Хилбертов математички простор, док jе a : V × V → C jе секвилинеарна

форма и l : V → C jе антилинеаран функционал. Решење проблема (5.48) постоjи и

jединствено jе ако су следећи услови испуњени:

1) (u,w) jе континуално.

∃Na|a(u,w) ≤ Na‖u‖V ‖w‖V ∀u,w ∈ V (5.49)

2) l(w) jе континуално.

∃Nl > 0|l(w) ≤ Nl‖w‖V ∀w ∈ V (5.50)

3) a(u,w) jе V-елиптично.

∃K > 0|K‖u‖2 ≤ a(u,u) ∀u ∈ V (5.51)
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Стабилност се добиjа одмах из услова 2) и 3). Можемо видети да jе,

‖u‖V ≤
Nl

K
(5.52)

и алтернативно када jе за l(w) = 〈s,w〉,

‖u‖V ≤
1

K
‖s‖V ′ (5.53)

где jе V ′ дуални простор простора V. Стога Лакс-Милиграмова теорема гарантуjе

добру поставку вариjационог проблема (5.48).

Jедна веома битна карактеристика позитивно дефинисане форме jе V-елиптичност

коjа jе нарушена са слабом формулациjом дискретне Галеркинове методе. Ако

би континуална слаба формулациjа Хелмхолцове и конвекттивне Хелмхолцове

jедначине била H1 елиптична, онда би и дискретизациjа ѕа Галеркиновом методом

била H1 елиптична. Нажалост, H1 елиптичност слабе формулациjе (5.40)-(5.41) jе

jедино достижна за мале таласне броjеве. Стога, не постоjи могућност да се са Лакс-

Милиграмовом теоремом осигура добра формуалциjа за велике таласне броjеве и

због тога у оваквим случаjевима jе потребна нова теорема коjа се формулише за

недефинисане слабе формулациjе. Са друге стране, треба напоменути да Лакс-

Милиграмова теорема jе само применљива на форме где оба аргумента припадаjу

истом математичком простору.

5.3.5 Добра формуалциjа нодређених форми

Генерална форма Лакс-Милиграмове теореме коjа успоставља под коjим условима

вариjациони проблем са неодређеном формом jе добро математички постављен jе

дат са теоремом Бабушке.

Теорема Бабушке Ако разматрамо абстрактни вариjациони проблем, где треба

пронаћи u ∈ V tako da je,

a(u,w) = l(w) ∀w ∈W (5.54)
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где су V,W Хилбертови простори, a : V ×W → C jе секвилинарна форма и l : W → C

jе антилинарни функционал. Решење проблема (5.51) постоjи оно jе jединствено ако

су следећи услови испуњени:

1) a(u,w) jе континуално.

∃Na > 0|a(u,w) ≤ Na‖u‖V ‖w‖V ∀u ∈ V,w ∈W. (5.55)

2) l(w) jе континуално.

∃Nl > 0|l(w) ≤ Nl‖w‖W ∀w ∈W (5.56)

3) инф - суп услов.

∃β > 0|β ≤ infu∈V supw∈W
a(u,w)

‖u‖V ‖w‖W
u,w 6= 0 (5.57)

Исто као и пре стабилност директно произилази из горе наведених услова 2) и 3).

‖u‖V ≤
Nl

β
(5.58)

и за l(w) = 〈s,w〉,

‖u‖V ≤
1

β
‖s‖W ′ (5.59)

где W
′ припада дуалном простору од простора W . Стога теорема Бабушке

осигруава добру формуалциjу вариjационог проблема (5.40).

Треба напоменути да за разлику од елиптичности, инф-суп услов се не преноси са

континуалног на дискретни простор Vh ⊂ V . То jе зато што инфимум у инф-суп

услову не може да се смањуjе ако jе узет у подпростору Vh. Последично, вреднсот

константе β за инф-суп услов можда може да буде одгвараjућа за континуалну

слабу формулациjу (5.40)-(5.41) али да не буде одговараjућа за дискретну слабу
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формулациjу(5.42)-(5.45). Стога за сваку дискретизациjу потребно jе наћи одређени

βh.

Сада можемо упоредити V-елиптичну константу К са инф-суп условом β узимаjући

V = W у Бабушкиновоj теореми [146]. Узимаjући у обзир да jе К дато са,

K = infu∈V
a(u,u)

‖u‖2
(5.60)

из претходне jедначине видимо да jе инфинум узет такође на другом аргументу,

док у инф-суп услову супремум jе узет на другом аргументу. Стога, може се

показати да jе K ≤ β и може да се деси да К=0 али да jе и даље β > 0. То jе

уствари ситуациjа са Хелмхолцовом jедначином за велике таласне броjеве. Слаба

формулациjа ниjе позитивно дефинисана али задовољава инф-суп услов. Уствари,

може се показати за jеднодимензионе Хелмхолцове проблеме да инф-суп константа

зависи од к тако да β = O(k−1). То гарантуjе постоjање и jединственост али са

стабилносним ограничењима следи да ‖u‖V ≤ NlO(k). За велике вредности к

стабилност jе очигледно поремећена и то jе корен такозване "pollution" грешке.

Са друге стране, задатак стбилизационих метода као што jе SGS jе да модификуjе

дискретну слабу формуалциjу(5.42)(5.45) тако да резултуjућа постане безусловно

стабилна.

Сада ћемо се упознати са концептом V-коерсивности. За задати ограничени домен Ω

и Хилбертов простор H1(Ω) може се рећи да сесквилинарна форма a : H1×H1 → C

je H1 коерсиван ако задовољава Гардингову неjеднакост.

KG‖u‖2H1(Ω) ≤ |a(u,u) + C‖u‖2L2(Ω)| ∀u ∈ H1(Ω) (5.61)

Са KG, C су позитивне константе. Треба напоменути да претходни услов се

може видети и као H1-елиптичност модификоване секвилинарне форме am(u,v) =

a(u,v) + C(u,v). У основи Хелмхолцова jедначина задовољава Гардингову

неjеднаксот [146]. Задовољаваjући H1 - коерсивност jе веома важна са аспкета

теориjе конвергенциjе кojа ће бити презентована у наредним редовима, коjа грубо

говерећи обезбеђуjе ковергенциjу Галеркиновог решења, макар засигурно за домене

коjи су дискретизовани довољно фином мрежом.
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5.3.6 Конвергенциjа позитивно дефинисане форме

Конвергенциjа Галеркинове форме методе коначних елемената за позитивно

дефинсане проблеме jе успостављена са Cea-ом лемом коjа гласи

Cea lemma Ако узмемо у обзир апстрактни дискретни вариjациони проблем коjи

гласи нађи uh ∈ Vh ⊂ V тако да jе,

a(uh,wh) = l(wh) ∀wh ∈ Vh (5.62)

Ако претпоставимо да слаба формулациjа задовољава претпоставке Лакс-

Милиграмove теореме и ако заменимо u са uh тj. егзактно са апроксимираним

решењем. Онда грешка u− uh задовољава,

‖u− uh‖V ≤
Na

K
infwh∈Vh‖u−wh‖V (5.63)

где су Na и K континуалне и V-елиптичне константе.

5.3.7 Конвергенциjа недефинисаних форми

Cea-ova лема се може генерализовати за недефинисане форме са следећом теоремом,

Ако узмемо у обзир апстрактни дискретни вариjациони проблем у коме треба

пронаћи uh ∈ Vh ⊂ V тако да jе,

a(uh,wh) = l(wh) ∀wh ∈Wh (5.64)

Ако претпоставимо да слаба формулациjа задовољава претпоставке Бабушкине

теореме и ако са u и uh означимо егзактно и апроксимативно решење. Онда грешка

u− uh задовољава,

‖u− uh‖V ≤ (1 +
Na

βh
)infwh∈Vh‖u−wh‖V (5.65)

где су Na и βh су константе континуитета и дискретног инф-суп-а.
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Из одређивања грешке из горе наведених теорема (5.63)(5.65) следи да

конвергенциjа било ког решења добиjених методом коначних елемената за проблем

(5.62)(5.64) се рачуна за два фактора, наиме:

Апроксимативност: Фактор infwh∈Vh‖u − wh‖V карактерише апроксимабилност

егзактног решења у дискретном простору Vh премошћена са интерполационом

функциjом методе коначних елемената. Можемо да дефинишемо наjбољу

апроксимациjу или оптималну апроксимациjу егзактног решења u у Vh [156].

uhba = uhopt = arg infwh∈Vh‖u−wh‖V (5.66)

и грешку наjбоље апроксимациjе као,

ehba = ehopt = ‖u− uhopt‖V (5.67)

Са геометриjске тачке гледишта, ehopt представља минималну дистанцу између

егзактног решења и подпростора Vh. Оптимална грешка се може повезати

са нађеном интерполационом грешком када апроксимираjући егзактно решење

са полиномима реда p. За дати p-ти ред интерполациjе функциjе u,uI и

караткеристичне мере елемента прорачунске мреже величине h, следи да

‖u− uI‖H∗(Ω) ≤ Chm−s‖u‖Hm(Ω) 0 ≤ s ≤ m (5.68)

са m = p + 1, по дефинициjи, оптимална грешка jе мања или jеднака

интерполационоj грешци тако да ће и она задовољити неjеднакост (5.68).

Stabilnost : Фактори Na/K и 1 + Na/βh у (5.63)(5.65) карактерише проблем

стабилности. За позитивно дефинисане проблеме Na/K jе обично мала и

апроксимативност игра доминантну улогу у конвергенциjи решења. Супротнот

томе, оно што обухвата Хелмхолцов проблем за велике таласне броjеве

(недефинисане проблеме) дискретни инф-суп константа βh има грешку реда O(k−1)

koja зависи од континуалне инф-суп константе β. Консеквентно, 1 + Na/βh ће

имети велику вредност и естимациjа грешке ће постати веома лоша. У овом случаjу

стабилност ће одредити понашање конвергенциjе.
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На краjу ћемо представити теорему конвергенциjе за слабу формулациjу коjа

задовољава Гардингову неjеднакост.

Ако резматрамо вариjациони проблем (5.54) са секвилинарном формом : H1xH1 →

C коjа jе H1 коерсивна. Узимаjући у обзир додатну секвенцу подпростора коjа

задовољава

V 1
h ⊂ V 2

h ... ⊂ V N
h ⊂ V (5.69)

као и следеће,

infwh∈V N
h
‖uwh‖ → 0, N →∞ ∀u ∈ V (5.70)

где jе ‖ · ‖ енергетска норма ‖u‖ = aM (u,u)1/2, aM (u,v) = a(u,v) + C(u,v). онда

постоjи броj N0 такав да jе дискретни вариjациони проблем (5.64) има jединствено

решење uNh ∈ V N
h за све N ≥ N0 и ‖uNh ‖H1 → 0 као N →∞.

Следи из теореме да ако се да секвенца мреже величине h и решења uh ∈ Vh постоjи

гранична величина елемента мреже h0 , тако да jе h ≤ h0 следећа процена грешке

гласи:

‖u− uh‖V ≤ Cinfwh∈Vh‖uwh‖V , ∀h0 (5.71)

где jе C константа независна од h. У оваквим ситуациjама се каже да грешка има

квази оптималну конвергенциjу. Претходна неjедначина може да се напише и у

следећем облику ‖eh‖V ≤ C‖ehopt‖V .

5.3.8 Добро постављање и конвергенциjа Хелмхолцове и конвектне

Хелмхолцове jедначине

На краjу ћемо сумирати ситуациjу за Хелмхолцову jедначину са горе наведеним

већ дефинисаним добрим постављањем математичког проблема као и његову

конвергенциjу. За мале Махове броjеве Хелмхолцов вариjациони проблем (5.40)

jе добро постављен и задовољава услове прописане Лакс-Милиграмовом теоремом.
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Са друге стране конвергенциjа Галеркинове методе ће бити оптимална за h-верзиjу

методе коначних елемената, тj. све док се резолуциjа држи константном тj. броj

чворова по таласноj дужини jе довољан да се добиjе фреквенца и облик таласа.

Конвергенциjа ће бити контролисана са апроксимативним фактором у Cea-воj леми.

За велике таласне броjеве ситуациjа jе комплетно другачиjа. Слаба формулациjа

(5.40) ниjе више позитивно дефинисана иако инф-суп константа β се може пронаћи

тако да постоjање и jединственост jе загарантовано са теоремом Бабушке. Како

год, ова константа има O(k−1) понашање што имплицира да граница стабилности

ће зависити од (), коjи jе веома слаб за велике таласне броjеве (5.59). Дискретни

βh исто варира као O(k − 1) тако да ће естимациjа грешке конвергенциjе (5.65)

бити углавном доминантна са некорисним великим фактором стабилности. За

велике таласне броjеве, конвергенциjа ће бити управљана од стране стабилнсоти

уместо од стране апроксимабилнсоти. У овоj ситуациjи, грешка добиjена методом

коначних елемената ће бити већа него оптимална грешка и разлика се назива

"pollution" грешка. Ипак, слаба формулациjа Хелмхолцове jедначине задовољава

Гардингову неjднакост(5.61). Теорема гарантуjе да већа финоћа мреже гарантуjе

да ћемо достићи граничну вредност h0, преко коjе ће решење добиjено методом

коначних елемената бити квази оптимално. Онда се може видети да за h-

верзиjу методе коначних елемената ће се успоставити запетљану конвергенциjу

коjа зависи од величине елемента прорачунске мреже. За грубу мрежу решење

ће бити предоминантно са "pollution" грешком, док за довољно фине мреже квази

оптимално конвергенциjа ће бити постигнута.

Као што се очекуjе конвектна Хелмхолцова jедначина ће имати слично

понашање као и Хелмхолцова jедначне. То jе због чињенице да можемо

транформисати конвектну Хелмхолцову jедначину у Хелмхолцову jедначину

са потпуном Лоренцовом трансформациjом (5.15). Конвективна Хелмхолцова

jедначина презентуjе исти модел понашања као и Хелмхолцова jедначина што jе

нумерички испитано у [157] за jеднодиманзиони случаj. Дводимензиони случаj jе

мало више замршен због ефекта средњег струjања али исто садржи "pollution"

грешку.
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5.3.9 Вариjациона или слаба формулациjа нехомогене

Хелмхолцове jедначине

Процедура да би се нашла вариjациона формулациjа нехомогоне Хелмхолцове

jедначине jе иста као и за Навиjе-Стоксову jедначину. Претпоставићемо опет

хомогене Дирихлеове граничне услове и укратко представити функционални

простор,

W0 = {q(x) ∈ H1(Ωac); q = 0 na ΓD} (5.72)

Онда ћемо помножити диференциjалну jедначину са тест функциjом w и ако

интегралимо преко целог акустичног прорачунског домена Ωac. Ако користимо

нотациjу из претходних поглавља вариjациона формулациjа се може формулисати

као: пронађи p ∈W0 тако да,

(∇p,∇w)− k2
0(p, w)− ik0〈p, w〉ΓB

= 〈s, w〉+ 〈g, w〉ΓB
(5.73)

за све w ∈ W0. Треба напоменути да jе акустични притисак комплексни броj тако

да интеграли у jедначини (5.73) садрже комплексне коњуговане тест функциjе.

5.4 Jеднодимензиона хомогена Хелмхолцова jедначина

У овом поглављу ћемо искористити нумеричку симулациjу да би аналлизирали

понашање jеднодимензионе Хелмхлцове jедначине решене методом коначних

елемената. Посматраћмо случаj слободне пропагациjе jеднодимензионог таласа коjа

може да се изрази као: пронађи акустични притсак p : Ωac → C, са Ωac = (0, 1) тако

да,

−d2
xxp− k2

0 = 0 unutar Ωac (5.74)

p(0) = pex(0) = 1 (5.75)

dxp(1)− ik0p(1) = g = dxpex(1)− ik0pex(1) (5.76)
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Слика 5.1: Реално део егзактног, интерполационог и Галеркиновог решења
Хелмхолцове jедначине за 0 = 10

Слика 5.2: Имагинарни део егзактног, интерполационог и Галеркиновог решења
Хелмхолцове jедначине за 0 = 10

У уводу смо споменули чињеницу да за велике таласне броjеве, дискретни талас

добиjен методом коначних елемената пропагира са дискретним таласним броjем kh

коjи jе другачиjи од континуалног к. Ово фазно кашњење jе због дисперзионог

карактера kh што jе корен "pollution" грешке. Представићемо реално и имагинарно

решење егзактног, интерполационог и решења добиjеног Галеркиновом методом

за случаj када jе k0 = 10 што jе приказано на слици 5.1 и 5.2 где се jасно

види фазно кашњење решења добиjеног методом коначних елемената. Ако са
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Слика 5.3: Реално део егзактног, интерполационог и Галеркиновог решења
Хелмхолцове jедначине за 0 = 20

Слика 5.4: Имагинарни део егзактног, интерполационог и Галеркиновог решења
Хелмхолцове jедначине за 0 = 20
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pI означимо интерполант од егзактног акустичног притиска p, онда можемо да

дефинишемо интерполациону грешку као eint = ‖p − pI‖V , што jе горња граница

наjбоље могуће апроксимациjе или оптимална грешка. Ова грешка има локални

карактер и зато се због тога понекад назива локална грешка. Са друге стране због

дисперзиjе, Галеркиново решење има грешку etot = ‖p − ph‖V коjа jе много већа

од интерполационе грешке. Разлика између грешке добиjене методом коначних

елемената и интерполационе грешке се назива "pollution" грешка epol = etot − eint

коjа jе веома повезана са дисперзиjом. Што jе већа дисперзиjа, биће и већа "pol-

lution" грешка. У сагалсности са резултатима коjи су дефинисани у теореми о

добром постављању математичког проблема дефинисане у претходним поглављима,

можемо приметити да ако таласни броj расте тако и "pollution" грешка расте. Ово

може да се примети на слици 5.3 и 5.4 где jе представљено реално и имагнарно

решење егзактног, интерполационог и решење добиjено методом коначних елемената

за таласни броj k0 = 20. Очигледно jе да фазно кашњење jе веће него за случаj када

jе k0 = 10 и стога ће "pollution" грешка бити већа. Са друге стране, битно jе

напоменути да "pollution" грешка има глобални карактер.

На слици 5.5 смо представили зависност тоталне и оптималне грешке у H1 норму са

повећањем финоће мреже тj броjем елемената. Разлика између ове две вредности

се дефинише као "pollution" грешка. Резултат jе добиjен за случаj када jе k0 = 50.

Слика 5.5: Log-Log график тоталне и оптималне реалтивне грешке у H1 норми
са k0 = 50
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5.4.1 Дефинициjа "pollution" грешке

Генерална дефинициjа "pollution" грешке се може дефинисати као:

Ако разматрамо Хелмхолцов проблем у нормираном простору V, са таласним броjем

0, егзактно решење p 6= 0 ∈ V и решење коjе jе добиjено методом коначних елемената

ph 6= Vh ⊂ V . Ако претпоставимо процену типа,

‖p− ph‖V
‖p‖V

≤ C(k0)infwh∈Vh
‖p− wh‖V
‖p‖V

(5.77)

стоjи и ако можемо да напишемо,

er,h ≤ C(k0)er, opt (5.78)

и ако константа C(k0) има вредност

C(k0) = C1 + C2k
β
0 (kα0 h) (5.79)

са β > 0, α ≥ 0 и C1, C2 су констатнте независне од k0 и h, кажемо да решење

добиjено методом коначних елемената има "pollution" грешку и да члан C2k
β
0 (kα0 h)

се зове "pollution" члан.

5.4.2 Jеднодимензиона дисперзиона анализа

Као што смо већ нагласили решење Хелмхолцове jедначине коjе jе добиjено методом

коначних елемената jе дисперзионо услед "pollution" грешке. Да би комплетирали

анализу, на веома jедноставном примеру показаћемо да решење Хелмхолцове

jедначине методом коначних елемената пропагира са дискретним таласним броjем

kh0 коjи се разликуjе од континуалног таласног броjа k0.

Ако узмемо jедан ред тридиагоналног ситема после дискретизациjе методом

коначних елемената добили би,

− P a−1 + 2P a − P a+1 − 2αh(P a−1 + 4P a + P a+1) = 0, α =
(k0h)2

12
(5.80)
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где jе P a = ph(xa) jе вредност притска у тачци xa = ha и претпоставили смо линеарне

интерполационе функциjе. Из jедначине (5.80) ћемо добити,

(2αh + 1)P a−1 + 2(4αh − 1)P a − (2αh + 1)P a+1 = 0 (5.81)

Ако претпоставимо да решење има облик Ua = ρa у jедначини (5.81) и ако поделимо

са ρa добићемо,

(2αh + 1)ρ2 + 2(4αh − 1)ρ− (2αh + 1) = 0 (5.82)

где пропагациони талас има решење,

ρ =
1− 4αh +

√
12αh(αh − 1)

2αh + 1
(5.83)

за αh > 1 имамо опадаjући талас, док за αh < 1↔ k0h <
√

12 (две тачке по таласноj

дужини) имамо осцилаторно решење, што нас овде интересуjе [155].

Ако захтевамо да дискретно решење ph постане егзактно у чворовима следи да

ph(xa) = P a = p(xa)→ ρa = exp(ik0xa) = exp(ik0ha) = [exp(ik0a)]a (5.84)

→ ρ = exp(ik0h) = cos(k0h) + isin(k0h) (5.85)

Претпостављаjући дискретни таласни броj тако да jе ρ = cos(kh0h) + isin(kh0h),

требало би да jе Re[(1− 4αh)/(2αh + 1)] = cos(kh0h), што последично доводи до

kh0h = arccos(
1− 4αh

2αh + 1
) ≈ k0h−

(k0h)3

24
+ 3

(k0h)5

640
+ .... ≤ k0h (5.86)

што даље имплицира,

kh − k0 ≈
k3

0h
2

24
+O(k5

0h
4) (5.87)
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стога jе jасно да у супротнсоти од оптималног и егзактног решења, решење добиjено

методом коначних елемената jе дисперзионо. Стога фазно кашњење настаjе између

егзактног таласног решења и дискретног. Слична дисперзиона анализа коjа jе овде

изведена за Хелмхолцову jедначину се може извести и за дводимензиону као и за

тродимензиону Хелмхолцову jедначину [158] [159]. Подсећамо да се веома слични

резултати добиjаjу и за конвектну Хелмхолцову jедначину [160].

5.5 Дводимензиона хомогена Хелмхолц jедначина

У овом поглављу ћемо се осврнути на проблематику дводимензионалне Хелмхолцове

jедначине. Као што ћемо видети иста правила важе као и за jеднодимензиону

Хелмхолцову jедначину. Ако претпоставимо следећи модел коjи подразумева

пропагациjу слободног таласа у дводимензионалноj равни коjа може да се обjасни

као: пронађи акустични притисак p : Ωac → C са Ωac = (0, 1)x(0, 1) тако да

−∇2p− k2
0p = 0 unutar Ωac (5.88)

∇p · n = ik0p+ g na ∂Ωac (5.89)

Таласни броj jе дат као k0 = (k0x, k0y) = k0(cosθ, sinθ) и граница jе ∂Ωac = Γ1 ∪Γ2 ∪

Γ3 ∪ Γ4 где jе:

Γ1 = [x, 0], x ∈ [0, 1] (5.90)

Γ2 = [1, y], y ∈ [0, 1] (5.91)

Γ3 = [x, 1], x ∈ [0, 1] (5.92)

Γ4 = [0, y], y ∈ [0, 1] (5.93)

(5.94)

подаци за g имаjу вредности,
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g(x, y) = i(k0 − k0y)exp(ik0xx) na Γ1 (5.95)

g(x, y) = i(k0 + k0x)exp(ik0x + ik0yy) na Γ2 (5.96)

g(x, y) = i(k0 + k0y)exp(ik0xx+ ik0y) na Γ3 (5.97)

g(x, y) = i(k0 − k0x)exp(ik0yy) na Γ4 (5.98)

Егзактно решење проблема (5.86)(5.87) jе равански талас коjи пропагира у смеру

вектора талсног броjа k0

p = exp(ik0xx+ ik0yy) (5.99)

Слика 5.6: Реални део егзактног и решења добиjеног методом коначних елемената
за k0 = 10 и θ = 45◦ у изометриjском погледу

Слика 5.7: Реални део егзактног и решења добиjеног методом коначних елемената
за k0 = 10 и θ = 45◦ у погледу одозгоре
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Слика 5.8: Реални део егзактног и решења добиjеног методом коначних елемената
за k0 = 50 и θ = 45◦ у изометриjском погледу

Слика 5.9: Реални део егзактног и решења добиjеног методом коначних елемената
за k0 = 50 и θ = 45◦ у погледу одозгоре

Слика 5.10: Реални део егзактног и решења добиjеног методом коначних
елемената за k0 = 100 и θ = 45◦ у изометриjском погледу
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Слика 5.11: Реални део егзактног и решења добиjеног методом коначних
елемената за k0 = 50 и θ = 45◦ у погледу одозгоре

На сликама 5.6-5.11 jе представљено аналитичко решење као и решење добиjено

методом коначних елемената за таласне броjеве k0 = 10, 50, 100 и θ = 45◦ и мрежом

од 2500 елемената. Упечатљив jе развоj "pollution" грешке са порастом талсног

броjа k0.

5.6 Дводимензиона нехомогена Хелмхолцова jедначина

У овом делу се нећемо бавити никаквом анализом "pollution" грешке, него ћемо

решити просту нехомогену Хелмхолцову jедначину Галеркиновим методом коначних

елемената и упоредити резултате са аналитичким решењем. Оваj приступ нам

jе користио као тест проблем за имплементациjу решења нехомогене Хелмхолцове

jедначине. На слици 5.12 jе приказан изворни члан са два монопола, а поред тога

jе приказано и аналитичко решење за нехомогену Хелмхолцову jедначину на слици

5.13.

Пошто jе искоришћен прорачунски домен дефинисан у претходном поглављу

искористили смо домен и граничне улсове и направили акустични извор са jедним

монополом коjи jе приказан на слици 5.14. Jедначина коjа дефинише акустични

извор написана као Матлаб код jе:

S(x,y) = max(0.52 −X2 − (Y − 2)2, 0) +max(0.52 −X2 − (Y + 2)2, 0) (5.100)
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Слика 5.12: Акустични извори у
прорачунском домену

Слика 5.13: Аналитичко решење за
нехомогону Хелмхолцову jедначину

док jе аналитичко решење написано као матлаб код дато са,

p(x) = (i/4)besselh(0, 1, k0 ∗ sqrt(X − x0)2+ + (Y − y0)2 + eps)S(x, y)hxhy (5.101)

где jе besselh дефинисан као Yv(z) = Jvcos(vπ)−J−v(z)
sin(vπ) , док jе релациjа између

Хенкелове и Беселове функциjе дат са H(1)
v (z) = Jv(z) + iYv(z), H

(2)
v (z) = Jv(z) −

iYv(z).

Имагинарно и релано решење нехомогене Хелмхолцове jедначине jе приказан

на сликама 5.16 и 5.18 и оне су упоређене са решењем добиjени аналитичким

путем приказан на сликама 5.15 и 5.17. Имплементациjа нехомогене и хомогене

jеднодимензионе као и дводимензионе Хелмхолц jедначине приказан jе у додатку

В.
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Слика 5.14: Акустични извор типа монопол у прорачунском домену

Слика 5.15: Имагинарни део
аналитичког решења нехомогене

Хелмхолцове jедначине

Слика 5.16: Имагинарни део
решења методом коначних елемената
нехомогене Хелмхолцове jедначине

Слика 5.17: Реални део
аналитичког решења нехомогене

Хелмхолцове jедначине

Слика 5.18: Реални део решења
методом коначних елемената
нехомогене Хелмхолцове jедначине
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5.7 SGS стабилизациона метода за нехомогену Хелмхолцову

jедначину

У овом поглављу применићемо исту стабилизациону методу коjу смо користили за

решавање Навиjе-Стоксове jедначине у трећем поглављу да би решили "pollution"

грешку коjа се jавља приликом решавања Хелмхолцове jедначине Галеркиновом

методом. Као што смо већ обjаснили направићемо раздваjање променљивих на p =

ph+ p̃ и тест функциjе w = wh+w̃ коjе долазе из раздваjања математичких простора

на W = Wh ⊕ W̃ , W0 = Wh,0 + W̃0. Ако заменимо ове променљиве у jедначину

(5.73) добићемо jедначину за велике величине и jедначину за мале величине, што jе

дефинисано у следећоj jедначини:

(∇ph,∇wh)− k2(ph, wh)− ik(ph, wh)ΓB

+
∑
Ωe

〈p̃,∇2wh + k2wh〉Ωe

= 〈sh, wh〉+ (g, wh)ΓB

(5.102)

где први ред претходне jедначине дефинише резултат добиjен Галеркиновом методом

а док други ред дефинише стабилизационе чланове коjи узимаjу у обзир утицаj

малих величина на велике. Мале величине се могу апроксимирати,

p̃ = τacrp,h = τac(−∇2ph − k2ph − sh) (5.103)

Стабилизациони параметар τac се добиjа из дисперзионе анализе што ћемо обjаснити

у следећем поглављу. Jедначина (5.102), заjедно са дефинисаним малим величинама

дефинисаним у jедначини (5.103) и са стабилизационим параметром коjи ћемо накнадно

дефинисати отклања "pollution" грешку коjа се jавља у Галеркиновоj методологиjи.

5.7.1 Дефинисање стабилизационог параметра

У овом поглављу дефинисаћемо стабилизациони параметар за конвектну дводимензиону

Хелмхолцову jедначину. Дисперзиона анализа ће бити урађена на униформноj
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мрежи коjа има елементе h × h коjи су билинарног типа [155] [161]. Прво ћемо

написати стабилизациону форму без граничних услова пошто ћемо бити заинтересовани

за резултат добиjен унутар прорачунске мреже. Ова форма jе дата са,

Слика 5.19: Део прорачунске мреже са дефинисаном нотациjом за прарачун
стабилизационог параметра

asgs(ph, wh) = −2ik0Mx(∂xph, wh)− 2ik0My(∂yph, wh)

+[1 +M2
x ](∂xph, ∂xwh) + [1−M2

y ](∂yph, ∂ywh)

−2MxMy(∂xph, ∂ywh)− k2
0(ph, wh)

+τSGS4k2
0M

2
x

∑
nel

(∂xph, ∂xwh)Ωel
+ τSGS4k2

0M
2
y

∑
nel

(∂yph, ∂ywh)Ωel

+τSGS8k2
0MxMy

∑
nel

(∂xph, ∂ywh)Ωel
− τSGSk4

0

∑
nel

(ph, wh)Ωel

(5.104)

Дефинисали смо Cx = (∂xph, wh), Cy = (∂yph, wh), Dxx = (∂xph, ∂xwh), Dyy =

(∂yph, ∂ywh),Dxy = (∂xph, ∂ywh), S = (ph, wh) да би поjедноставили нотациjу. Непознате

у тачкама дела прорачунске мреже на слици 5.19 се могу представити као,

[P intab ] =


P a−1,b+1 P a,b+1 P a+1,b+1

P a−1,b P a,b P a+1,b

P a−1,b−1 P a,b−1 P a+1,b−1
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Аналогно када користимо билинарну апроксимативну функциjу, коефициjенти коjи

се добиjаjу за претходно дефинисане параметре су:

[Cintx,ab] =
h

12


−1 0 1

−4 0 4

−1 0 1



[Dint
xx,ab] =

1

6


−1 2 −1

−4 8 −4

−1 2 −1



[Dint
xy,ab] =

1

4


1 0 −1

0 0 0

−1 0 1



[Sintab ] =
h2

36


1 4 1

4 16 4

1 4 1


Алгебарски систем линарних jедначина SGS вариjационог проблема се онда може

написати као,

asgs(ph, wh) = −2ik0Mx[Cintx,ab] : [P intab ]− 2ik0My[C
int
y,ab] : [P intab ]

+[1 +M2
x ][Dint

xx,ab] : [P intab ] + (1−M2
y )[Dint

yy,ab] : [P intab ]

−2MxMy[D
int
xy,ab] : [P intab ]− k2

0[Sintab ] : [P intab ]

+τSGS4k2
0M

2
x [Dint

xx,ab] : [P intab ] + τSGS4k2
0M

2
y [Dint

yy,ab] : [P intab ]

+τSGS8k2
0MxMy[D

int
xy,ab] : [P intab ]− τSGSk4

0[Sintab ] : [P intab ]

(5.105)

где : представља двоструку контракциjу. Ако сада претпоставимо решење за равански

талас са таласним броjем keff0 = (keff0x , keff0y ) у тачци mn,

pmn = exp[i(keff0x hm+ keff0y hn)] (5.106)
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ако заменимо ову jедначину у jедначину (5.105), дисперзиона релациjа jе добиjена

из коjе стабилизациони параметар τSGS се може дефинисати ако jе задовољена

дискретна jедначина.

τSGS =
Anum +BnumMx + CnumMy +DnumM

2
x + EnumM

2
yFnumMxMy

Aden +BdenMx + CdenMy +DdenM2
x + EdenM2

y + FdenMxMy
(5.107)

Anum = −2

3
[4− cos((keff0x h)− cos((keff0y h)− 2cos((keff0x h)cos(keff0y )]

+
k2

0h
2

9
{[2 + cos((keff0x h)][2 + cos((keff0y h)]}

(5.108)

Bnum = −2

3
k0h[sin((keff0x h)cos((keff0y h) + 2sin((keff0x h)] (5.109)

Cnum = −2

3
k0h[sin((keff0y h)cos((keff0x h) + 2sin((keff0y h)] (5.110)

Dnum =
2

3
{2− cos(keff0x h)[2 + cos(keff0y h)] + cos(keff0y h)} (5.111)

Enum =
2

3
{2− cos(keff0y h)[2 + cos(keff0x h)] + cos(keff0y h)} (5.112)

Fnum = 2sin(keff0x h)sin(keff0y h) (5.113)

Aden = −k
4
0h

2

3
[2 + cos(keff0x h)][2 + cos(keff0y h)] (5.114)

Bden = 0 (5.115)

Cden = 0 (5.116)

Dden = 4k2
0DnumEden = 4k2

0EnumFden = 4k2
0Fnum (5.117)

Наш циљ jе да нађемо ефектни таласни броj за равански талас коjи пропагира у

произвољном правцу. Све што треба да урадимо jе да вратимо пуну Лоренцову

трансформациjу за равански талас.

p
′′
(x
′′
,k
′′
0) = exp(ik

′′
0 · x

′′
) (5.118)

Пошто равански талас путуjе у униформном медиjуму,
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‘p
′′
(x,k0) = exp{iβ−1[Rk0 − k0RM] · (DRx)} = exp(ikeff0 · x) (5.119)

Ако убацимо ротациону матрицу,

R =

cosφ −sinφ

sinφ cosφ


Долазимо до следећих вредности за компоненте ефективног вектора таласног броjа

коjи jе дефинисан у последњоj jедначини (5.119).

keff0x = k0β
−2[cos(θ − φ)cosφ−Mx]− k0β

−1sin(θ − φ)sinφ (5.120)

keff0y = k0β
−2[cos(θ − φ)sinφ−My]− k0β

−1sin(θ − φ)cosφ (5.121)

Изрази (5.120)(5.121) се коначно убаце у jедначину (5.108)-(5.117) да би се пронашла

одговараjућа вредност за параметар τSGS .

Ако не постоjи конвекциjа M = (0, 0), следи из jедначине (5.120)(5.121) да jе,

keff0x = k0x, keff0y = k0y (5.122)

када се убаци у jедначину (5.107).

τSGS =
Anum
Aden

= − 1

k2
0

+
6

k4
0h

2

[4− cos(keff0x h)− cos(keff0y )− 2cos(keff0x )cos(keff0y )]

[2 + cos(keff0x h)][2 + cos(keff0y )]

(5.123)

Као што се и очекивало, претходно дефинисана jедначина (5.123) jе ништа него

стабилизациони параметар дефинисан у GLS стабилизациjи Хелмхолцове jедначине

[159].

Jеднодимензиона верзиjа се добиjа ако поставимо да jе My = 0 и k0y = 0, тада ће

ефективне компоненте таласног броjа постати,
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keff0x =
k0x

1 +M
= keff (5.124)

док jе стабилизациони параметар дефинисан као,

τSGS =
Anum +BnumM +DnumM

2

Aden +BdenM +DdenM2
(5.125)

где jе,

Anum = 2[cos(keff0x h)− 1] +
k2

0h
2

3
[2 + cos(keff0x h)] (5.126)

Bnum = −2k0hsin(keff0x h) (5.127)

Dnum = 2[1− cos(keff0x h)] (5.128)

Aden −
k4

0h
2

3
[2 + cos(keff0x h)] (5.129)

Bden = 0 (5.130)

Dden = 4k2
0Dnum (5.131)

Стационарни jеднодимензиони случаj jе дефинисан са М=0 у jедначини (5.125) и ако

уведемо нотациjу keff0 = k0. Онда можемо да дефинишео стабилизациони параметар

као,

τSGS =
Anum
Aden

= − 1

k2
0

+
6[1− cos(k0h)]

k4
0h

2[2 + cos(k0h)]
(5.132)

На краjу смо имплементирали презентовану методологиjу у jедноставан jеднодимензиони

проблем коjи jе приказан у претходном поглављу. Први случаj jе био за таласни

броj k0 = 10 где jе домен дискретизован са 10 линарних елемената. Реални и

имагинарни део решења хомогене Хелмхолцове jедначине jе приказан на слици

5.20 и 5.21 где се jасно види да jе проблем са "pollution" грешком нестао и да

се дискретни таласни броj поклапа са континуалним. Ово jе jош више изражено

на слици 5.22 и 5.23 где jе презентовано реално и имагинарно решење хомогене

Хелмхолцове jедначине за таласни броj k0 = 20. Jасно се види да не постоjи никакво
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фазно кашњење између егзактног и решења методе коначних елемената код кога jе

коришћена ортогонална сабгрид скеjл стабилизациона метода. Пошто се решења

у чворовима не поклапаjу имали смо недоумицу да ли jе то због стабилизационе

методе или jе недовољан броj чворова да се обезбеди таласна репрезентациjа. Због

тога jе на слици 5.24 и 5.25 домен диксретизован са параболичним елементима где

се jасно види да jе недостатак био у броjу чворова. Из горе наведеног jасно jе да

презентована стабилизациона метода итекако може да се користи да се превазиђе

"pollution" грешка код Хелмхолцове jедначине.

Слика 5.20: Реални део решења хомогене Хелмхолцове jедначине са
Ортогоналном SGS методом и таласним броjем k0 = 10 и линарним елементима
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Слика 5.21: Имагинарни део решења хомогене Хелмхолцове jедначине са
Ортогоналном SGS методом и таласним броjем k0 = 10 и линарним елементима

Слика 5.22: Реални део решења хомогене Хелмхолцове jедначине са
Ортогоналном SGS методом и таласним броjем k0 = 20 и линарним елементима
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Слика 5.23: Имагинарни део решења хомогене Хелмхолцове jедначине са
Ортогоналном SGS методом и таласним броjем k0 = 20 и линарним елементима

Слика 5.24: Реални део решења хомогене Хелмхолцове jедначине са
Ортогоналном SGS методом и таласним броjем k0 = 20 и параболичним

елементима
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Слика 5.25: Имагинарни део решења хомогене Хелмхолцове jедначине са
Ортогоналном SGS методом и таласним броjем k0 = 20 и параболичним

елементима



Поглавље 6

Симулациjа Аероакустике на

узгонским површинама и

компарациjа нумеричких модела

У овом поглављу размотрићемо и испитати могућности за апликациjу неких

од стратегиjа презентоване у претходним поглављима на реалним аплиакциjама.

Пошто компjутерски ресурси нису били веома моћни, узети су примери коjи до

неког нивоа тачнсоти могу да се апроксимираjу као дводимензиони обjекти и

самим тим редуковати прорачунско време као и мемориjске ресурсе компjутера.

Сходно томе у овом поглављу представићемо аероакустичну симулациjу проjектила

"ALAS" (Advanced Light Attack System) коjи jе апроскимиран са проjекциjама

на XY и XZ раван где jе оса Z оса обртања проjектила. Исто тако спроведена

jе аероакустична симулациjа дела стаjног трапа код кога су метални профили

доминантни. Узета jе раван коjа сече стаjни трап на месту металних профила

и добиjени су дводимензионална проjекциjа профила. Истим принципом jе

симулиран и аеропрофил са отклоном закрилца од 20◦. Имплементрирана jе

презентована методологиjа за моделирање турбуленциjе унутар прорачунског кода

у програму FORTRAN95 и нова методологиjа jе упоређена са класичним приступом

моделирања трубуленциjе tj. LES-Смагорински моделом. Затим jе извршен

прорачун акустичних извора као и директна Фуриjеова трансформациjа за прелазак

167
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из временског домена у фреквентни. На краjу jе извршена акустична симулациjа

за мале таласне броjеве простирања таласа.

6.1 Увод

Бука коjа долази од стране аеродинамичких површина на летелицама (AFN

- Airframe Noise) се ствара на оцепљењима струjања и у тотално развиjеном

турбулентном струjању и њиховом интеракциjом са аеродинамичким површинама.

Фреквенца и интезитет буке су веома под утицаjем природе струjања тако и близине

чврстих површина као и других извора буке. Ово резултира да се веома тешко

препозна и редукуjе бука коjе ствараjу аеродинамичке површине, чак шта више

теже jе пошто целокупна енергиjе буке jе само мали део енергиjе струjања и веома

често редукциjа буке се коси са аеродинамичким потребама. Наjважниjи допринос

стварању буке на аеродинамичким површинама имаjу компоненте за повећавање

узгона тj. прекрилца и закрилца као и стаjни трап приликом полетња и слетања.

Локациjе генерисања буке на авиону можете видети на слици 6.1.

Слика 6.1: Локациjа буке на авиону

Прва истраживања буке генерисане од стране компоненти авиона су урађена током

седамдесетих и осамдесетих година прошлог века. Летна испитивања као и тестови

у аеротунелу су извршени на компонентама за повећање узгона тако и на стаjном

трапу, што jе донело дубоко сагледавање проблематике механизма стварања извора

звука као и релативну важност одређених извора буке. Базирано на резултатима

експеримента и аналитичкоj анализи успостављени су формуле за полуемпирисjке
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моделе претпсотавке стварања извора звука на стаjном трапу као и елементима

за повећање узгона. Током свих ових година интензивно се истраживало како

експериметнално тако и аналитички турбулентно струjање коjе се ствара на излазноj

ивици аеропрофила. Иако, веома корисни ови полу емпириjски модели нису били у

могућности да процене акустичну могућност новог дизаjна и развоj нових концепата

тиших конструкциjа.

Током деведсетих година прошлог века развоjем нових техника мерења

даjе нови импулс развоjу експериметналних истраживања буке генерисане на

аеродинамичким површинама. У неколико развоjних програма као што jе између

осталог и RAIN (Reduction of Airframe and Instalation Noise) експериментална

истраживања су изведена у аеротунелима као и тест летовима. Карактеристике и

рангирање разних врста извора буке на различитим врстама авиона су забележене

и извршен jе концепт редуковања буке емпириjски. Из ових истраживања jасно

су се издвоjили стаjни трап, као и елементи на крилима за повећање узгона као

што су прекрилце и закрилце. Сходно томе у даљем току поглавља позабавићемо

се конкретно овим деловима авиона коjи изазиваjу наjвећи степен буке на авиону.

Спровешћемо методологиjу презентовану у тези за симулациjу аероакустике на

стаjном трапу, аеропрофилу са закрилцем као и на проjектилу ALAS. Због

смањених компjутерских ресурса, све симулациjе су изведене у дводимензионалном

прорачунском домену са претпоставком да се круциjално не губи физикалност

поjаве коjа се жели презентовти.

6.2 Аероакустична симулациjа проjектила ALAS

У овом поглављу ћемо се позабавити симулациjом аероакустике користећи методолигиjу

презентовану у претходним поглављима примењену на реалним примерима коjи

могу да се апроксимираjу као равански проблеми и коjа jе презентована у [162].

Ракетни систем "ALAS" (Advanced Light Attack System) коjи jе приказан на слици

6.2 се развиjа у фирми Едепро. Због ограничености компjутерских ресурса урађена

jе дводимензионална апроксимациjа геометриjе ракете АЛАС тj. направљена jе

проjекциjа ракете на раван XZ и XY што jе приказано на слици 6.3 и 6.4. Опште jе

познато да jе за овакав случаj потребно тродимензионално струjање да би репрезентовало

право струjање и турбуленциjу око проjектила, али овде jе узет дводимензионални
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приступ да би се добила геометриjа коjа веома лако може да генерише развиjено

турбулентно струjање. Овакав приступ jе оправдан са тачке гледишта компарациjе

две презентоване методологиjе за симулациjу турбулентног струjања.

Слика 6.2: 3D модел ALAS-a

Када смо добили геометриjу направили смо прорачунски домен коjи приказан на

слици 6.5 и 6.6, чиjе су димензиjе 80м × 60м за обе симулациjе. Домен jе испарчан

из великог броjа површина и њега смо дискретизовали са прорачунском мрежом

приказаном на слици 6.7-6.10 коjа има 134494 троугластих линарних елемената и

67681 прорачунских чворова за случаj симулациjе у XZ и XY равни. Мрежа jе

направљена тако да jе наjфиниjа у зони граничног слоjа а да се величина елемената

повећава како се удаљавамо од ракете. Треба напоменути да jе усвоjен довољно

велики домен коjи се касниjе може искористити и за симулациjу акустике, тj усвоjен

jе jедан прорачунски домен за симулациjу турбуленциjе и исти домен jе коришћен

Слика 6.3: 3D модел Аласа са
пресеком XY равни

Слика 6.4: 3D модел Аласа са
пресеком XZ равни
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Табела 6.1: Сетовање Нумеричких модела за симулациjу турбуленциjе ALAS-а

Тип модела LES-Смагорински Ортогонална SGS са динамичким
праћењем малих величина

Временски интервал [s] 0.35 0.35
Временски корак [s] 0.0005 0.0005
Густина ваздуха [kg/m3] 1.225 1.225
Кинематска вискозност [m2/s] 0.0000178 0.0000178
Броj чворова мреже 67681 67681
Броj елемената мреже 134494 134494
Смагорински параметар ε 0.004
Стабилизационе константе 4.0, 2.0, 1.0, 1.0
Временска дискретизациjа Адамс Адамс
Почетни услови Стокс Стокс
Метод линеаризациjе Њутн-Рапсон Њутн-Рапсон
Толеранциjа конвергенциjе 1.0−5 1.0−5

Алгебарски солвер Pardiso Pardiso
Брзина ракете [m/s] 120 120
Реjнолдсов броj 4.46105 4.46105

Слика 6.5: Дводимензиони
прорачунски домен око Аласа

са проjекциjом у XY равни

Слика 6.6: Дводимензиони
прорачунски домен око Аласа

са проjекциjом у XZ равни

за пропагациjу аксутичних таласа. Са таквим приступом jе избегнута сепарациjа

домена и мапирање акустичних извора из jедног домена у други [163].

Гранични услови коjи су приказани на сликама 6.11 и 6.12 су Дирихлеови гранични

услови на ободу ракете тj. преписано jе да jе брзина jеднака нули. Са друге стране

на слици 6.13 и 6.14 приказани гранични услови далеко од ракете, тj усвоjено jе

Дирихлеов гранични услов за брзину струjања од 120 m/s, што одговара Маховом

броjу од 0.35 приказани плавом боjом. Са остале три стране jе преписан Ноjманов

гранични услов да не би имали проблема са вртлозима коjи одлазе изван домена и

као такви враћеjу енергиjу у систем коjи онда пати од нумеричке нестабилности. На

краjу у табели 6.1 jе прзентовани нумерички параметри и за LES модел Смагоринског
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Слика 6.7: Прорачунска мрежа
домена око ракете у XZ равни

Слика 6.8: Чворови за временско
праћење брзине у времену за случаj

ракете у XZ равни

Слика 6.9: Прорачунска мрежа
домена око ракете у XY равни

Слика 6.10: Чворови за временско
праћење брзине у времену за случаj

ракете у XY равни

Слика 6.11: Гранични услови да jе
брзина jеднака нули на ободу ракете
за симулациjу Аласа са проjекциjом

у XY равни

Слика 6.12: Гранични услови да jе
брзина jеднака нули на ободу ракете
за симулациjу Аласа са проjекциjом

у XZ равни
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Слика 6.13: Гранични услви
на ободу прорачунског домена за
симулациjу Аласа са проjекциjом у

XY равни

Слика 6.14: Гранични услви
на ободу прорачунског домена за
симулациjу Аласа са проjекциjом у

XZ равни

тако и за Ортоганлани SGS модел са динамичким праћењем малих величина. Треба

напоменути да jе приступ компарациjе модела такав да jе коришћен идентичан

домен са идентичном прорачуснком мрежом и свим осталим физикалним параметрима.

Jедино што jе другачиjе jе турбулентно моделирање коjи има за циљ да прикаже

како другачиjе моделирање турбуленциjе даjе тотално другачиjе резултате док се

сви параметри држе идентичним.
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6.2.1 Симулациjа поља брзине, турбуленциjе као и притиска добиjени

LES-Смагоринским моделом за проjекциjу проjектила у XZ

равни за различите инстанце времена

Слика 6.15: Поље брзина око
проjектила у XZ равни после
0.02 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.16: Поље брзина око
проjектила у XZ равни после
0.09 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.17: Поље брзина око
проjектила у XZ равни после
0.2 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.18: Поље брзина око
проjектила у XZ равни после
0.35 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.19: Поље брзина око
проjектила у XZ равни после
0,5 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.20: Поље брзина око
проjектила у XZ равни после
0.7 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом
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Слика 6.21: Поље притиска око
проjектила у XZ равни после
0.02 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.22: Поље притиска око
проjектила у XZ равни после
0.09 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.23: Поље притиска
око проjектила у XZ равни
после 0.2 секунде добиjени LES

- Смагоринским моделом

Слика 6.24: Поље притиска око
проjектила у XZ равни после
0.35 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.25: Поље притиска
око проjектила у XZ равни
после 0.5 секунде добиjени LES

- Смагоринским моделом

Слика 6.26: Поље притиска
око проjектила у XZ равни
после 0.7 секунде добиjени LES

- Смагоринским моделом
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6.2.2 Временско праћење брзине у одређеним тачкама прорачунксе

мреже добиjени LES-Смагоринским моделом за проjекциjу

проjектила у XZ равни

Слика 6.27: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

21100) прорачунске мреже

Слика 6.28: Спектар фреквенци за
проjекциjу брзине на X осу у чвору

21100 добиjени ФФТ-ом

Слика 6.29: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

14309 прорачунске мреже

Слика 6.30: Спектар фреквенци за
проjекциjу брзине на X осу у чвору

14309 добиjени ФФТ-ом

Прво што се може приметити на сликама 6.15-6.20 коjе репрезентуjу различите

инстанце поља брзине око проjектила проjектованог на XZ раван jе да развиjено

турбулентно струjање после крмила имаjу одређени патерн коjи се спроводи до краjа

симулациjе. Исти утисак jе и на сликама 6.21-6.25 за поље притиска. Упечатљиви

су на симулациjи велики вртлози као и њихово развиjање у простору и интеракциjа

са осталим великим вртлозима. Добиjа се утисак да jе симулациjа дисипативна

и да се моделирањем модела LES моделом Смагоринског изгубио флуктуативни

карактер брзине а посебно малих вртлога коjи нису ни значаjно репродуковани.

Овакав карактер jе jош очигледниjи на сликама 6.26-6.34 где jе приказана проjекциjа

брзине на X и Y осу коjа су праћене у целокупном временском интервалу симулациjе
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Слика 6.31: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

21100 прорачунске мреже

Слика 6.32: Спектар фреквенци за
проjекциjу брзине на Y осу у чвору

14309 добиjени ФФТ-ом

Слика 6.33: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

14309 прорачунске мреже

Слика 6.34: Спектар фреквенци за
проjекциjу брзине на Y осу у чвору

14309 добиjени ФФТ-ом

за тачке приказане на слици 6.8. Временксо праћење брзине jе приказано у тачци

21100 коjа се налази изнад крмила, док се друга тачка 14309 налази иза крмила

при краjу тела ракете. Jасно jе са спектар фреквенци коjи се добиjе из временске

функциjе брзине има само пар фреквецни коjе су доминантне и коjе репрезентуjу

велике вртлоге.

6.2.3 Поље акустичних извора добиjени LES-Смагоринским моделом

за проjекциjу проjектила у XZ равни

У овом одељку смо приказали акустичне изворе око проjектила где jе приказано

имагинарно, реално као и абсолутно решење. Као што jе и претпостављено наjвећи

интезитет акустичних извора jе око крмила, где jе и приказна наjвећа флуктуациjа

брзине. Jасно се види дистрибуциjа квадрипола и дипола. Интезитет се понаша као

Диракова делта функциjа што обjашњава велике вреднсоти.
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Слика 6.35: Поље акустичних
извора дбиjени LES-Смагоринским

методом

Слика 6.36: Поље акустичних
извора дбиjени LES-Смагоринским

методом

Слика 6.37: Поље акустичних
извора дбиjени LES-Смагоринским

методом

Слика 6.38: Поље акустичних
извора дбиjени LES-Смагоринским

методом

Слика 6.39: Поље акустичних
извора дбиjени LES-Смагоринским

методом

Слика 6.40: Поље акустичних
извора дбиjени LES-Смагоринским

методом
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6.2.4 Симулациjа поља брзине, турбуленциjе као и притиска добиjени

LES-Смагоринским моделом за проjекциjу проjектила на XY

раван

Слика 6.41: Поље брзина око
проjектила у XY равни после
0.02 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.42: Поље брзина око
проjектила у XY равни после
0.09 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.43: Поље брзина око
проjектила у XY равни после
0.2 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.44: Поље брзина око
проjектила у XY равни после
0.35 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.45: Поље брзина око
проjектила у XY равни после
0.5 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.46: Поље брзина око
проjектила у XY равни после
0.7 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом
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Слика 6.47: Поље притиска око
проjектила у XY равни после
0.02 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.48: Поље притиска око
проjектила у XY равни после
0.09 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.49: Поље притиска
око проjектила у XY равни
после 0.2 секунде добиjени LES

- Смагоринским моделом

Слика 6.50: Поље притиска око
проjектила у XY равни после
0.35 секунде добиjени LES -

Смагоринским моделом

Слика 6.51: Поље притиска
око проjектила у XY равни
после 0.5 секунде добиjени LES

- Смагоринским моделом

Слика 6.52: Поље притиска
око проjектила у XY равни
после 0.7 секунде добиjени LES

- Смагоринским моделом
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6.2.5 Временско праћење брзине у одређеним тачкама прорачунксе

мреже добиjени LES-Смагоринским моделом за проjекциjу

проjектила у XY равни

Слика 6.53: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

41567 прорачунске мреже

Слика 6.54: Спектар фреквенци за
проjекциjу брзине на X осу добиjени

ФФТ-ом за чвор 41567

Слика 6.55: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

21246 прорачунске мреже

Слика 6.56: Спектар фреквенци за
проjекциjу брзине на X осу добиjени

ФФТ-ом у чвору 21246

Посматраjући поље притиска и брзине показан на сликама 6.41-6.52 поново се може

препознати устаљени патерн понашања турбулентног струjања, где jе сад мало

хаотичниjи због интеракциjе предњег крмила и задњег стабилизатора. Устаљени

патерн jе jош више препознатљивиjи на сликама 6.53-6.58. Jасно се види устаљено

понашање великих вртлога у целом временском оспегу што резултира малим боjем

фреквенци у фреквентном домену добиеjни брзом Фуриjеовом трансфорамциjом

временског сигнала. Чворови коjи су плотовани се налазе иза крмила и то jе тачка

41567, а други чвор jе иза стабилизатора и то jе чвор 21246. Jасно jе да jе метода на

неки начин дисипативна или превише вискозна филтрираjући само велике вртлоге.

Велики вртлози су успешно презентовани као и њихово развиjање у домену. Утицаj
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Слика 6.57: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

41567 прорачунске мреже

Слика 6.58: Спектар фреквенци за
проjекциjу брзине на Y осу добиjени

ФФТ-ом у чвору 41567

Слика 6.59: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

21246 прорачунске мреже

Слика 6.60: Спектар фреквенци за
проjекциjу брзине на Y осу добиjени

ФФТ-ом у чвору 21246

малих вртлога ниjе успешно ухваћен што jе и више него очигледно или jе ухваћен

само мали део.

6.2.6 Поље акустичних извора добиjени LES-Смагоринским моделом

за проjекциjу проjектила у XY равни

Презентовали смо на сликама 6.61-6.66 абслоутно, имагинарно и реално решење

за акустичне изворе. Jасно се види да jе наjвећа концентрациjа квадрипола и

дипола после стабилизатора што jе и нормално пошто у тоj области долази до

наjвеће интерацкиjе вртлога генерисане од стране крмила и стабилизатора. Веома

jе приметно да су извори разливени, тj. да немаjу jасну дефинициjу квадрипола и

дипола. Исто тако jе приметна разлика у интезитету полова. Полови коjи су jедни

поред других немаjу исти интезитет.
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Слика 6.61: Поље акустичних
извора добиjени LES-Смагоринским

методом-абсолутно решење

Слика 6.62: Поље акустичних
извора добиjени LES-Смагоринским

методом-абсолутно решење

Слика 6.63: Поље акустичних
извора добиjени LES-Смагоринским

методом-имагинарно решење

Слика 6.64: Поље акустичних
извора добиjени LES-Смагоринским

методом-имагинарно решење

Слика 6.65: Поље акустичних
извора добиjени LES-Смагоринским

методом-реално решење

Слика 6.66: Поље акустичних
извора добиjени LES-Смагоринским

методом-реално решење
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6.2.7 Симулациjа поља брзине, турбуленциjе и притиска добиjени

методом Ортогоналне SGS са динамичким праћењем малих

величина за проjекциjу проjектила у XZ равни

Слика 6.67: Поље брзина око
проjектила у XZ равни после 0.02
секунде добиjени Ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.68: Поље брзина око
проjектила у XZ равни после 0.09
секунде добиjени Ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.69: Поље брзина око
проjектила у XZ равни после 0.2
секунде добиjени Ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.70: Поље брзина око
проjектила у XZ равни после 0.35
секунде добиjени Ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.71: Поље брзина око
проjектила у XZ равни после 0.5
секунде добиjени Ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.72: Поље брзина око
проjектила у XZ равни после 0.7
секунде добиjени Ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина
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Слика 6.73: Поље притиска око
проjектила у XZ равни после 0.02
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.74: Поље притиска око
проjектила у XZ равни после 0.09
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.75: Поље притиска око
проjектила у XZ равни после 0.2
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.76: Поље притиска око
проjектила у XZ равни после 0.35
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.77: Поље притиска око
проjектила у XZ равни после 0.5
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.78: Поље притиска око
проjектила у XZ равни после 0.7
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина



Поглавље 6. Симулациjа Аероакустике на узгонским површинама и компарациjа
нумеричких модела 186

6.2.8 Временско праћење брзине у одређеним тачкама прорачунксе

мреже добиjени методом Ортогонална SGS са динамичким

праћењем малих величина за проjекциjу проjектила у XZ

равни

Слика 6.79: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

21100 прорачунске мреже

Слика 6.80: Спектар фреквенци за
проjекциjу брзине на X осу добиjени

ФФТ-ом у чвору 21100

Слика 6.81: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

14309 прорачунске мреже

Слика 6.82: Спектар фреквенци за
проjекциjу брзине на X осу добиjени

ФФТ-ом у чвору 14309

Слика 6.83: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

21100 прорачунске мреже

Слика 6.84: Спектар фреквенци за
проjекциjу брзине на Y осу добиjени

ФФТ-ом у чвору 21100
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Слика 6.85: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

14309 прорачунске мреже

Слика 6.86: Спектар фреквенци за
проjекциjу брзине на Y осу добиjени

ФФТ-ом у чвору 14309

Као што смо рекли у уводу урађене су две симулациjе код коjих jе jедина разлика

моделирање турбуленциjе и физикалних поjава коjе турбуленциjа доноси. Сходно

томе jасно jе на први поглед са слика поља бзине 6.67-6.72 и са слика поља притиска

6.73-6.78 да презентована ортогонална SGS метода са динамичким праћењем малих

величина даjе тотално развиjено турбулненто струjање са образовењем и великих и

малих вртлога са акцентом на веома флуктутативно кретање у области развиjене

турбуленциjе. Оваj тренд се наставља и на сликама временског праћења брзине у

тачкама прорачунске мреже где су изабране тачке идентичне као и за моделирање

LES методом. Са слика се види да jе много већи броj фреквенци добиjен и да jе

спектар за временску функциjу много богатиjи него што jе случаj за LES. Треба

приметити да jе поред хватања великих вртлога ухваћено и велики броj малих

вртлога коjи су одговорни за мале локалне флуктуациjе.

6.2.9 Поље акустичних извора добиjени методом Ортогонална SGS

са динамичким праћењем малих величина за проjекциjу проjектила

у XZ раван

Добиjање много више фреквенци на спектралном диjаграму се директно одразило

и на аксутичне изворе коjих сад има много више и њихов интезитет jе већи. Jасно

се распознаjу квадриполи и диполи за реално и имагинарно решење као и дуални

интезитет ирвора чиjи jе интезитет приближних вредности. Поjавили су се извори

на местима на коjима и не постоjе у LES методи. Jасно jе да боље презентовање

турбуленциjе ће дати бољи алокациjу и jачи интезитет акустичних извора.
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Слика 6.87: Поље акустичних
извора добиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем
малих величина-абсолутно решење

Слика 6.88: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем
малих величина-абсолутно решење

Слика 6.89: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем
малих величина-имагинарно решење

Слика 6.90: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем
малих величина-имагинарно решење

Слика 6.91: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина-реално решење

Слика 6.92: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина-реално решење
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6.2.10 Симулациjа поља брзине, турбуленциjе и притиска добиjени

методом Ортогонална SGS са динамичким праћењем малих

величина за проjекциjу проjектила на XY раван

Слика 6.93: Поље брзина око
проjектила у XY равни после 0.02
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.94: Поље брзина око
проjектила у XY равни после 0.09
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.95: Поље брзина око
проjектила у XY равни после 0.2
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.96: Поље брзина око
проjектила у XY равни после 0.35
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.97: Поље брзина око
проjектила у XY равни после 0.5
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.98: Поље брзина око
проjектила у XY равни после 0.7
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина
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Слика 6.99: Поље притиска око
проjектила у XY равни после 0.02
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.100: Поље притиска око
проjектила у XY равни после 0.09
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.101: Поље притиска око
проjектила у XY равни после 0.2
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.102: Поље притиска око
проjектила у XY равни после 0.35
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.103: Поље притиска око
проjектила у XY равни после 0.5
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.104: Поље притиска око
проjектила у XY равни после 0.7
секунде добиjени Ортогоналним SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина
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6.2.11 Временско праћење брзине у одређеним тачкама прорачунксе

мреже добиjени методом Ортогонална SGS са динамичким

праћењем малих величина за проjекциjу проjектила на XY

раван

Слика 6.105: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

41567 прорачунске мреже

Слика 6.106: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на X осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 41567

Слика 6.107: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

21246 прорачунске мреже

Слика 6.108: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на X осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 21246

Слика 6.109: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

41567 прорачунске мреже

Слика 6.110: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на Y осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 41567
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Слика 6.111: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

21246 прорачунске мреже

Слика 6.112: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на Y осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 21246

Као и претходном примеру и овде додатна комплексност геометриjе jе изазвала

jош веће флуктуациjе поља брзина и притска коjе се jасно виде на сликама 6.93-

6.94. Оваj тренд се jош боље види на спектралним диjаграмима коjи су извучени из

временског праћења брзине у одређеним чворовима прорачунске мреже. Ортогоналном

SGS методом смо успели да репродукуjемо велики броj фреквенци унутар временске

функциjе што jе карактерисика развиjеног турубуленнтог струjања за Реjнолдсове

броjеве датог у проблему. Самим тим овим чисто нумеричким приступом смо

показали да развиjено турбуленнто струjање може ефектно да се ухвати за геометриjе

коjе уопште нису jедноставне.

6.2.12 Поље акустичних извора добиjени методом Ортогонална SGS

са динамичким праћењем малих величина за проjекциjу проjектила

на XY раван

Као и у претхдоном примеру и овде акустични извори се налазе чак и тамо где их

нисмо добили LES методологиjом. Много већи броj квадрипола и дипола jе присутан

са већим интезитетом што може довести само да jачих акустичних таласа касниjе

у акустичноj симулациjи. Мали вртлози и њихова интеракциjа са великим дала

jе допринос великом броjу акустичних извора. На краjу jе спроведен а акустична

симулациjа за оба случаjа акустичних извора тj. акустичних извора добиjени LES

и SGS методом где се види да jе интезитет таласа коjи пропагира у прорачунском

домену доста мањи за LES модел него за SGS модел турбуленциjе. Имагинарна

и реана решења Хелмхолцове jедначине за k0 = 0.5 су презентована на сликама

6.119-6.122.
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Слика 6.113: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.114: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.115: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.116: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.117: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.118: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина
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6.2.13 Aкустична симулациjа са акустичним изворима добиjени LES-

Смагорински методом и изворима добиjеним Ортогоналном

SGS методом са динамичким праћењем малих величина

Слика 6.119: Реално решење
нехомогене Хелмхолцове jендачине
за k0 = 0.5 за акустичне изворе
добиjени LES-Смагорисни методом

Слика 6.120: Реално решење
нехомогене Хелмхолцове jендачине
за k0 = 0.5 за акустичне изворе
добиjени Ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.121: Реално решење
нехомогене Хелмхолцове jендачине
за k0 = 0.5 за акустичне изворе
добиjени LES-Смагорисни методом

Слика 6.122: Реално решење
нехомогене Хелмхолцове jендачине
за k0 = 0.5 за акустичне изворе
добиjени Ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина
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6.3 Аероакустична симулациjа стаjног трапа приликом

слетања и полетања

За велике комерциjалне авионе стаjни трап представља доминантни извор буке коjа

долази од конструкциjе авиона. Бука се ствара у области локално одваjања струjања

и сударања вртлога са многоброjним компоенентама стаjног трапа. Изглед стаjног

трапа jе представљен на слици 6.123 и 6.124.

Слика 6.123: Изглед стаjног трапа
Слика 6.124: Шематски приказ
стаjног трапа са компонентама

[Valiant извештаj]

Тестови у аеротунелу су искришћени да се створи база података карактеристике

стварања буке на стаjном трапу. Фаринзи за редукциjу буке су направљени и

стављени на авион где jе истраживан њихов потенциjал редуковања буке. Истраживање

jе показало да се добиjе и до 2 децибела редукциjе.

У програму SILENCER, jош детаљниjи приступ jе коришћен. Да би направили

оперативни стаjни трап направљена jе студиjа развоjа "тихог" стаjног трапа коjи jе

од почетка узимао у обзир аероакустичне рестрикциjе. RANS прорачун jе извршен и

еваулациjа могућности прорачунске механике флуида да изврши предикциjу аеродинамичке

буке са компарациjом на експерименталне податке из аеротунела као и са полуемпириjским

моделима. Урађени дизаjн jе донео редукциjу буке за 4 децибела. На слици 6.125

jе представљена компарациjа резултата за бездимензионо 1/3 октаве простирање

звука.
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Слика 6.125: Редукциjа буке у проjекту SILENCER [VALIANT-извштаj]

У TIMPMAN програму коjи jе стартовао 2006 године, иновативна контрола струjања

jе спроведена за редуковање буке на стаjном трапу. Jенда од метода jе PLAZMA

метода чиjи jе циљ да се редукуjе нестационарно одваjање струjања око компоненти

стаjног трапа. Сви програми овог типа су се ослањали на експерименте спроведене

у аеро тунелу коjи су принципиjално веома скупи. Треба напоменути да се ниjедан

програм до поjаве VALIANT-a [164], [165] ниjе бавио побољшањем нумеричких техника

за предицкиjу буке коjу генерише стаjни трап.

Овде ћемо се позабавити проблемом коjи jе био презентован у оквиру проjекта

VALIANT. Сваки од института jе имао исти проблем шематски приказан на слици

6.126 и 6.127.

Слика 6.126: Шематски приказ
проблема Слика 6.127: 3Д модел два

квадратна профила
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Идеjа овог задатка jе била да се за jедноставну геометриjу коjа може да се апроксимира

са две димензиjе тj. да се проблем замисли као два бесконачно дугачка профила

коjа су убачена у струjање брзином од 70 m/s што jе брзина при слетању авиона.

Требало jе показати на овом простом задатку све предности и мане презентованих

методологиjа. Сходно томе као и у претхдоном примеру за ракету и овде jе направљен

прорачуснки домен димензиjа 80m × 60m. Прорачуснки домен jе приказан на

слици 6.132 као прорачунска мрежа на слици 6.131. Приказ чворова означених

за временско праћење поља брзине приказна jе на слици 6.128. Гранични услови

усвоjени су као у претходном примеру где jе на границама профила преписани

Дирихлеови гранични услови да jе брзина jеднака нули, што jе приказано на слици

6.129, док су гранични услови са леве стране доемна преписани као да се стаjни

трап креће брзином од 70 m/s што jе репрезентовано са плавом линиjом на слици

6.130. На осталим деловима граница су преписани Ноjманови гранични услови да

не би дошло до проблема са вртлозима на граници.

Слика 6.128: Прорачунска мрежа са означеним чворовима прорачунске мреже
за временско праћење вектора брзине

Слика 6.129: Гранични услов да
jе брзина jеднака нули на границама

профила

Слика 6.130: Гранични услов за
брзину на ободима прорачунског

домена
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Слика 6.131: Домен дискретизован
са линарним троугластим

елементима
Слика 6.132: Прорачуснки домен

Табела 6.2: Сетовање Нумеричких модела за симулациjу турбуленциjе стаjног трапа

Тип модела LES-Смагорински Ортогонална SGS са динамичким
праћењем малих величина

Временски интервал [s] 0.35 0.35
Временски корак [s] 0.0005 0.0005
Густина ваздуха [kg/m3] 1.225 1.225
Кинематска вискозност [m2/s] 0.0000178 0.0000178
Броj чворова мреже 45282 45282
Броj елемената мреже 90046 90046
Смагорински параметар ε 0.004
Стабилизационе константе 4.0, 2.0, 1.0, 1.0
Временска дискретизациjа Адамс Адамс
Почетни услови Стокс Стокс
Метод линеаризациjе Њутн-Рапсон Њутн-Рапсон
Толеранциjа конвергенциjе 1.0−5 1.0−5

Алгебарски солвер Pardiso Pardiso
Брзина стаjног трапа [m/s] 70 70
Реjнолдсов броj 77.9932 105 77.9932 105
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6.3.1 Симулациjа поља брзине,турбуленциjе и притиска добиjени

LES - Смагоринским моделом

Слика 6.133: Поље брзина око
квадратних профила стаjног трапа
после 0.02 секунде добиjени LES-

Смагорински моделом

Слика 6.134: Поље брзина око
квадратних профила стаjног трапа
после 0.05 секунде добиjени LES-

Смагорински моделом

Слика 6.135: Поље брзина око
квадратних профила стаjног трапа
после 0.1 секунде добиjени LES-

Смагорински моделом

Слика 6.136: Поље брзина око
квадратних профила стаjног трапа
после 0.13 секунде добиjени LES-

Смагорински моделом

Слика 6.137: Поље брзина око
квадратних профила стаjног трапа
после 0.17 секунде добиjени LES-

Смагорински моделом

Слика 6.138: Поље брзина око
квадратних профила стаjног трапа
после 0.2 секунде добиjени LES-

Смагорински моделом
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Слика 6.139: Поље притиска око
квадратних профила стаjног трапа
после 0.02 секунде добиjени LES-

Смагорински моделом

Слика 6.140: Поље притиска око
квадратних профила стаjног трапа
после 0.05 секунде добиjени LES-

Смагорински моделом

Слика 6.141: Поље притиска око
квадратних профила стаjног трапа
после 0.1 секунде добиjени LES-

Смагорински моделом

Слика 6.142: Поље притиска око
квадратних профила стаjног трапа
после 0.13 секунде добиjени LES-

Смагорински моделом

Слика 6.143: Поље притиска око
квадратних профила стаjног трапа
после 0.17 секунде добиjени LES-

Смагорински моделом

Слика 6.144: Поље притиска око
квадратних профила стаjног трапа
после 0.2 секунде добиjени LES-

Смагорински моделом
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6.3.2 Временско праћење брзине у одређеним тачкама прорачунксе

мреже добиjени LES-Смагорински моделом

Слика 6.145: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

27419 прорачунске мреже

Слика 6.146: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на X осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 27419

Слика 6.147: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

22609 прорачунске мреже

Слика 6.148: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на X осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 22609

Слика 6.149: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

27419 прорачунске мреже

Слика 6.150: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на Y осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 27419

За добиjени модел презентован на почетку поглавља прво су приказани резултати

за LES модел. Праћен jе исти принцип где jе прво приказана промена брзине и

притиска у времену где се поново може уочити устаљени режим коjи се формира
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Слика 6.151: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

22609 прорачунске мреже

Слика 6.152: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на Y осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 22609

и коjи генерише вртлоге одређене величине као и њихове фликтуациjе. Иако jе

у овом случаjу први квадратни профил испред другог он не утиче претрано на

опструjавање другог квадратног профила. ПОново су добиjене само главне фреквенце

на спектру коjе су одговорне за моделирање великих вртлога док су се поново мали

вртлози загубили представљаjући модел као предисипативан. Сходно томе треба

проверити да ли постоjи утицаj величине мреже са карактеристичном дужином h

утиче на параметар ε коjи служи за дефинисање филтера пропустљивости. У сваком

случаjу презентовани модел даjе добар опис и понашање великих вртлога.

6.3.3 Поље акустичних извора добиjени методом LES - Smagorinsky

За акустичне изворе изабрали смо веће фрквенце реда величине око 250Hz,jасно jе

да у овом диjапазону добиjамо веома слабу презентациjу акустичних извора. Веома

jе приметно да jе концентрациjа акустичних извора око квадратнх профила а да

се некако губи унутар међу простора два цилиндра. То jе jесан индикатор да тамо

где смо очекивали наjвећу концентрациjу акустичних извора, презентовани модел

jе заказао.



Поглавље 6. Симулациjа Аероакустике на узгонским површинама и компарациjа
нумеричких модела 203

Слика 6.153: Поље акустичних
извора добиjени LES-Смагоринским

методом-абсолутно решење

Слика 6.154: Поље акустичних
извора добиjени LES-Смагоринским

методом-абсолутно решење

Слика 6.155: Поље акустичних
извора добиjени LES-Смагоринским

методом-имагинарни део решења

Слика 6.156: Поље акустичних
извора добиjени LES-Смагоринским

методом-имагинарни део решења

Слика 6.157: Поље акустичних
извора добиjени LES-Смагоринским

методом-реални део решења

Слика 6.158: Поље акустичних
извора добиjени LES-Смагоринским

методом-реални део решења
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6.3.4 Симулациjа поља брзине, турбуленциjе и притиска добиjени

Ортогоналном SGS методом са динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.159: Поље брзина
око квадратног профила стаjног
трапа после 0.02 секунде добиjени
Ортогоналним SGS моделом са
динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.160: Поље брзина
око квадратног профила стаjног
трапа после 0.05 секунде добиjени
Ортогоналним SGS моделом са
динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.161: Поље брзина
око квадратног профила стаjног
трапа после 0.1 секунде добиjени
Ортогоналним SGS моделом са
динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.162: Поље брзина
око квадратног профила стаjног
трапа после 0.13 секунде добиjени
Ортогоналним SGS моделом са
динамичким праћењем малих

величина
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Слика 6.163: Поље брзина
око квадратног профила стаjног
трапа после 0.17 секунде добиjени
Ортогоналним SGS моделом са
динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.164: Поље брзина
око квадратног профила стаjног
трапа после 0.2 секунде добиjени
Ортогоналним SGS моделом са
динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.165: Поље притиска
око квадратног профила стаjног
трапа после 0.02 секунде добиjени
Ортогоналним SGS моделом са
динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.166: Поље притиска
око квадратног профила стаjног
трапа после 0.05 секунде добиjени
Ортогоналним SGS моделом са
динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.167: Поље притиска
око квадратног профила стаjног
трапа после 0.1 секунде добиjени
Ортогоналним SGS моделом са
динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.168: Поље притиска
око квадратног профила стаjног
трапа после 0.13 секунде добиjени
Ортогоналним SGS моделом са
динамичким праћењем малих

величина
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Слика 6.169: Поље притиска
око квадратног профила стаjног
трапа после 0.17 секунде добиjени
Ортогоналним SGS моделом са
динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.170: Поље притиска
око квадратног профила стаjног
трапа после 0.2 секунде добиjени
Ортогоналним SGS моделом са
динамичким праћењем малих

величина
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6.3.5 Временско праћење брзине у одређеним тачкама прорачунксе

мреже добиjени Ортогонална SGS методом са динамичким

праћењем малих величина

Слика 6.171: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

27419 прорачунске мреже

Слика 6.172: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на X осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 27419

Слика 6.173: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

22609 прорачунске мреже

Слика 6.174: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на X осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 22609

Слика 6.175: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

27419 прорачунске мреже

Слика 6.176: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на Y осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 27419

После LES модела за исте параметре али само са различитим моделирањем турбуленциjе

приказани су резултати добиjени са ортогоналном SGS методом са динамичким

праћењем малих величина. Одмах се види да модел узима у обзир све величине

вртлога и као такав даjе веома флуктуативно понашање за развиjено турбулентно
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Слика 6.177: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

22609 прорачунске мреже

Слика 6.178: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на Y осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 22609

стураjње што ниjе био случаj за LES модел. Велика разлика у изглдеду временске

еволуациjе брзине за исте чворове прорачунске мреже, даjе могућност да се закључи

да за исте параметре сетовања и прорачуснке мреже добиjаjу се тотално другачиjи

резултати. Утицаj малих вртлога као и њихово целокупно моделирање даjе подстред

за презентовану методологиjу да иде у правом смеру. Спектрални графици добиjени

брзом Фуриjеовом трансформациjом су пуни различитих фреквенци што jе карактеристика

турбуленнтог струjања за задате Реjнолдсове броjеве.

6.3.6 Поље акустичних извора добиjени методом Ортогонална SGS

са динамичким праћењем малих величина

Акустични извори за исте су пирказани за исте фркевенце као и у LES моделу.

Карактеристичн jе да и овде се добиjа богатиjа презентациjа акустичних извора као

богатиjа расподела дипола и квадрипола.

Слика 6.179: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.180: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина
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Слика 6.181: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.182: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.183: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.184: Поље акустичних
извора дбиjени Ортогоналном SGS
моделом са динамичким праћењем

малих величина
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6.4 Аероакустична симулациjа аеропрофила са отклонаом

закрилца

Два главна извора буке на компонентама за повећање узгона су турбулентно струjање

коjе стварjу прекрилца и закрилца што jе приказано на слици 6.185. Треба напоменути

да приликом слетања кад су отклоњени закрилца и предкрилца авион има за 10

децибела већу буку него приликом уобичаjног лета или крузинга. Оштра излазна

ивица генерише буку, али jаку компоненту тона генерише тупа излазна ивица, коjа

доводи до стварња одлазећег вртлога са доминантном фреквенциjом. Бука коjу

генерише излазна ивица jе присутна и код крила и код закрилца и код прекрилца

али нису све од исте важности за генерисање буке зато што интезитет и фреквенца

су веома различите.

Слика 6.185: Генерисање буке на крилу авиона [VALIANT извештаj]

Када jе прекрилце отклоњено ствара се jак вртлог у процепу коjи jе углавном

дводимензионалан али коjи може да добиjе трећу компоненту ако се крило накриви

[166]. Оваj вртлог се одваjа од брзе струjе код предкрилца у граничном слоjу.

Касниjи развоj подразумева jаку нестабилност коjа резултира са мноштвом вртлога

коjи се одваjаjу код излазне ивице прекрилца. Цео оваj мехнаизам заjедно са

ударима о аеродинамичке површине ствара буку коjу генерише предкрилце. Редукциjа

буке од 10 децибела jе постигнута тако што jе редукован прорез између предкрилца

и централног дела крила, али са тим смањењем дошло jе и до смањења максималног

узгона. Редукциjа буке на предкрицу jе приказана на слици 6.186.
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Слика 6.186: Генерисање буке на крилу авиона [VALIANT извештаj]

Закрилца су исто тако велики генератори буке на авиону. Бука се генерише и са

излазне ивице крила тако и са излазне ивице као резултат удара вртлога коjи су се

створили у процепу између предкрилца и крила. Додатни тродимензионални ефекат

долази са стране закрилца где се jавља jак скок притска коjи ствара осцилаторни

механизам погодан за вртлоге коjи на краjу генеришу буку.

У оба случаjа и за предкрилца и за закрилца звук се генерише у присуству других

површина. Сходно томе добар алат за предикциjу генерисаљња и пропагациjе

звука мора да узме у обзир поред турбулентног струjања и интеракциjу са чвртим

површинама, као и близину тих чврстих површина.

Претходни истраживачки програми као што су RAIN, SILENCER и AWIATOR су

се позабавили буком коjу генеришу компоненте за повећање узгона и предложили су

стратегиjе за минимизациjу звука. Као што jе већ речено, већина тих истраживачких

подухвата су базирана на експерименталним студиjама у ареотунелу или тест летовима

. Ниjедан од ових програма до поjаве VALIANT-a се ниjе бавио нумеричком приступу

за тачну предикциjу генерисања и пропагациjе звука на компонентама на авиону

коjе су задужене за повећање узгона.

Направљен jе домен око аеропрофила 23012 коjи jе отклоњен за 20◦, док су димензиjе

прорачунског домена 300×300m коjи jе приказан на слици 6.188. Домен jе дискретизован

са линарним троугластим елементима, тако што jе наjфиниjи део мреже око аеропрофила

и процепу између тела аеропрофила и закрилца и финоћа се смањуjе како се одаљавамо

од аеропрофила, што jе приказано на слици 6.189. Чворови у коме смо пратили

времеске инстанце брзине су приказане на слици 6.187, где смо ставили и пар тачака

у процеп. Из литературе jе познато да наjвећи удео у генерисању звука чини излазна

ивица аеропрофила и процеп између закрилца и тела аеропрофила. На краjу смо
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преписали граничне услове где jе преписан Дирихлеов гранични услов за v = 0

на граници аеропрофила, што jе приказано на слици 6.190. Исто тако jе преписан

Дирихлеов гранични услов означен плавом боjом где jе преписана брзина од v =

100m/s коjа jе помножена са косинусом и синусом од 10◦ пошто jе претпостављено

да jе нападни угао аеропрофила αn = 10◦. На осталим границама су преписани

Ноjманови гранични услови, што jе приказано на слици 6.191, да не би имали

проблема са вртлозима на граници коjи могу да изазову нестабилност и дивергенциjу

нумеричке шеме услед убацивања додатне енергиjе преко вртлога у прорачунски

домен.

Слика 6.187: Мрежа око аеропрофила 23012 са чворовима за праћење временске
еволуациjе брзине око аеропрофила

Слика 6.188: Прорачунски домен Слика 6.189: Прорачунска мрежа
целог домена
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Слика 6.190: Дирихлеови
гранични услови на граници

аеропрофила

Слика 6.191: Дирихлеови и
Ноjманови гранични услови на

ободима прорачунског домена

Табела 6.3: Сетовање Нумеричких модела за симулациjу турбуленциjе аеропрофила
са отклоном закрилца

Тип модела LES-Смагорински Ортогонална SGS са динамичким
праћењем малих величина

Временски интервал [s] 0.35 0.35
Временски корак [s] 0.0005 0.0005
Густина ваздуха [kg/m3] 1.225 1.225
Кинематска вискозност [m2/s] 0.0000178 0.0000178
Броj чворова мреже 64680 64680
Броj елемената мреже 128307 128307
Смагорински параметар ε 0.004
Стабилизационе константе 4.0, 2.0, 1.0, 1.0
Временска дискретизациjа Адамс Адамс
Почетни услови Стокс Стокс
Метод линеаризациjе Њутн-Рапсон Њутн-Рапсон
Толеранциjа конвергенциjе 1.0−5 1.0−5

Алгебарски солвер Pardiso Pardiso
Брзина стаjног трапа [m/s] 70 70
Реjнолдсов броj 46.6945 105 46.6945 105



Поглавље 6. Симулациjа Аероакустике на узгонским површинама и компарациjа
нумеричких модела 214

6.4.1 Симулациjа поља брзине, турбуленциjе и притиска добиjени

методом LES-Смагориснки

Слика 6.192: Векторско поље
брзина око аеропрофила после 0.01

секунде LES-Смагориснки

Слика 6.193: Векторско поље
брзина око аеропрофила после 0.09

секунде LES-Смагориснки

Слика 6.194: Векторско поље
брзина око аеропрофила после 0.15

секунде LES-Смагориснки

Слика 6.195: Векторско поље
брзина око аеропрофила после 0.2

секунде LES-Смагориснки

Слика 6.196: Векторско поље
брзина око аеропрофила после 0.25

секунде LES-Смагориснки

Слика 6.197: Векторско поље
брзина око аеропрофила после 0.35

секунде LES-Смагориснки
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Слика 6.198: Поље притиска
око аеропрофила после 0.01 секунде

LES-Смагориснки

Слика 6.199: Поље притиска
око аеропрофила после 0.09 секунде

LES-Смагориснки

Слика 6.200: Поље притиска
око аеропрофила после 0.15 секунде

LES-Смагориснки

Слика 6.201: Поље притиска око
аеропрофила после 0.2 секунде LES-

Смагориснки

Слика 6.202: Поље притиска око
аеропрофила после 0.25 секунде LES

-Смагориснки

Слика 6.203: Поље притиска око
аеропрофила после 0.35 секунде LES

-Смагориснки
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6.4.2 Временско праћење брзине у одређеним тачкама прорачунксе

мреже добиjени методом LES - Smagorinsky

Слика 6.204: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору
17641 прорачунске мреже за LES-

Смагориснки модел

Слика 6.205: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на X осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 17641

Слика 6.206: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору
22540 прорачунске мреже за LES-

Смагориснки модел

Слика 6.207: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на X осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 22540

На сликама 6.192-6.203 приказана jе симуалциjа брзине и притиска око аеропрофила

са отколоном закрилца где jе нападни угао од 10◦. Приметан jе вртлог коjи се

ствара на излазноj ивици закрилца али jе исто тако приметан и устаљено струjање са

уjедначеним вртлозима иза аеропрофила. Из литературе jе познато да принципиjално

наjвећи звук генерише процеп између закрилца и тела аеропрофила и да интезитет

звука зависи колики jе процеп. Што се тиче LES модела Смагориснког флуктуациjе

коjе се jављаjу у процепу и коjе касниjе утичу на струjање око горњаке аеропрофила

нису баш наjуспешниjе репродуковане. Процеп jе симулиран као да jе устаљени

режим добиjен унутра процепа што се коси са физикалношћу поjаве. Оваj тренд jе

настављен и на временском праћењу у одређеним чворовима прорачунске мреже где

су презентовани подаци за чвор коjи се налази у прцоцепу, иза аеропрофила и иза
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Слика 6.208: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору
26989 прорачунске мреже за LES-

Смагориснки модел

Слика 6.209: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на X осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 26989

Слика 6.210: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору
17641 прорачунске мреже за LES-

Смагориснки модел

Слика 6.211: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на Y осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 17641

Слика 6.212: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору
22540 прорачунске мреже за LES-

Смагориснки модел

Слика 6.213: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на Y осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 22540

излазне ивице аеропрофила. Итекако jе jасан флуктуативан процес са добиjањем

само пар фреквенци унутар спектралног диjаграма за временске функциjе.
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Слика 6.214: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору
26989 прорачунске мреже за LES-

Смагориснки модел

Слика 6.215: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на Y осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 26989

6.4.3 Поље акустичних извора добиjени методом LES-Смагорински

Као што смо коментарисали у претходном поглављу добиjена jе jасна флуктуациjа

притиска и брзине на излазноj ивици закрилца што jе репродуковало акустичне

изворе коjи су се груписали око излазне ивице. Приметно jе да се унутар процеа не

jављаjу или у малом броjу акустични извори што се коси са теориjом. Исто тако

акустични извори су разливени и добиjаjу се чак и монополи унутар процепа што

jе приказано на слици 6.208. Сходно горе наведеном LES-Смагорински модел са

задатим параметрима ниjе успео да репродукуjе физикално понашање акустичних

извора.

Слика 6.216: Абсолутно поље
акустичних извора око аеропрофила

LES-Смагорински

Слика 6.217: Абсолутно поље
акустичних извора око аеропрофила

LES-Смагорински
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Слика 6.218: Имагинарно поље
акустичних извора око аеропрофила

LES-Смагорински

Слика 6.219: Имагинарно поље
акустичних извора око аеропрофила

LES-Смагорински

Слика 6.220: Реално поље
акустичних извора око аеропрофила

LES-Смагорински

Слика 6.221: Реално поље
акустичних извора око аеропрофила

LES-Смагорински
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6.4.4 Aкустична симулациjа са акустичним изворима добиjени LES-

Смагорински методом

Слика 6.222: Имагинарно решење
нехомогене Хелмхолцове jендачине

за k0 = 0.5

Слика 6.223: Realno решење
нехомогене Хелмхолцове jендачине

за k0 = 0.5

Слика 6.224: Подужни пресек
реалног решења нехомогене
Хелмхолцове jендачине за k0 = 0.5

Слика 6.225: Подужни пресек
имагинарног решења нехомогене
Хелмхолцове jендачине за k0 = 0.5
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6.4.5 Симулациjа поља брзине, турбуленциjе и притиска добиjени

Ортогоналном SGS методом са динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.226: Векторско поље
брзина око аеропрофила после 0.01
секунде добиjени ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.227: Векторско поље
брзина око аеропрофила после 0.09
секунде добиjени ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.228: Векторско поље
брзина око аеропрофила после 0.15
секунде добиjени ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.229: Векторско поље
брзина око аеропрофила после 0.2
секунде добиjени ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.230: Векторско поље
брзина око аеропрофила после 0.25
секунде добиjени ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина

Слика 6.231: Векторско поље
брзина око аеропрофила после 0.35
секунде добиjени ортогоналном SGS
методом са динамичким праћењем

малих величина
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Слика 6.232: Поље притиска
око аеропрофила после 0.01 секунде
добиjени ортогоналном SGS методом
са динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.233: Поље притиска
око аеропрофила после 0.09 секунде
добиjени ортогоналном SGS методом
са динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.234: Поље притиска
око аеропрофила после 0.15 секунде
добиjени ортогоналном SGS методом
са динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.235: Поље притиска
око аеропрофила после 0.2 секунде
добиjени ортогоналном SGS методом
са динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.236: Поље притиска
око аеропрофила после 0.25 секунде
добиjени ортогоналном SGS методом
са динамичким праћењем малих

величина

Слика 6.237: Поље притиска
око аеропрофила после 0.35 секунде
добиjени ортогоналном SGS методом
са динамичким праћењем малих

величина
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6.4.6 Временско праћење брзине у одређеним тачкама прорачунксе

мреже добиjени Ортогоналном SGS методом са динамичким

праћењем малих величина

Слика 6.238: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

17641-ОSGS

Слика 6.239: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на X осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 17641

Слика 6.240: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

22540-OSGS

Слика 6.241: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на X осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 22540

Слика 6.242: Временско праћење
проjекциjе брзине на X осу у чвору

26989-OSGS

Слика 6.243: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на X осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 26989

Са слика за поље притиска и брзине 6.226-6.237 око аеропрофила са отклоном

закрилца се види да турбуленциjа има хаотичан патерн после излазне ивице закрилца

што jе у складу са физчким понашањем али са друге стране видимо да и унутар

процепа долази до флуктуациjа коjе утичу на струjање око аеропрофила што нисмо
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Слика 6.244: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

17641-OSGS

Слика 6.245: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на Y осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 17641

Слика 6.246: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

22540-OSGS

Слика 6.247: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на Y осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 22540

Слика 6.248: Временско праћење
проjекциjе брзине на Y осу у чвору

26989-OSGS

Слика 6.249: Спектар фреквенци
за проjекциjу брзине на Y осу

добиjени ФФТ-ом у чвору 26989

добили са LES моделом. Оваj процес jе можда наjочигледниjи на функциjама

временског праћења брзине у временском интервалу. Jасно jе да унутар ове функциjе

улазе и мали и велики вртлози као и да се добиjа изглед временске криве карактеристичне

за Реjнолдсове броjеве струjања. Исто тако на спектралном анализом добили смо

неупоредиво већи броj фреквенци коjе су равномерно распоређени дуж фреквентне

осе. Самим тим jасно jе да смо са тотално нумеричким моделирањем турбуленциjе

успели да добиjемо физикално понашање за тотално развиjену турбуленциjу као и
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за струjање унутар процепа између закрилца и тела аеропрофила.

6.4.7 Поље акустичних извора добиjени методом Ортогонална SGS

са динамичким праћењем малих величина

На сликама 6.250-6.255 презентовани су абсолутни, иамгинарни и реални део решења

акустичних извора за одређене фреквенце. Поред акустичних извора коjи су добиjени

на излазноj ивици закрилца итекако су приметни извори коjи су добиjени унутар

процепа између закрилца и тела аеропрофила, тако и акустични извори коjи су

добиjени у интеракциjи стурjања флуида на излазу из процепа и струjања флуида

око аеропрофила што ниjе био случаj са LES моделом. Интезитет акустичних извора

jе већи као и велики броj дипола и квадрипола коjи су густо груписани. Самим

тим се jасно види да са презентованом методологиjом коjа моделира турбулентно

струjање добиjаjу се jачи интезитетом, и богатиjу акустични извори.

На краjу jе урађена акустична симулациjа за аксутичне изворе добиjене отогоналном

SGS методом са динамичким праћењем малих величина и плотовано jе имагинарно

и реално решење нехомогене Хелмхолцове jедначине на сликама 6.256-6.257 као и

попречни пресек на сликама 6.258 и 6.259. Ове резултате можемо да упоредимо са

резултатима добиjени за LES Смагорински моделом где слике 6.222-6.225 представљаjу

решење нехомогене Хелмхолцове jендачине за исти таласни броj k0 = 0.5. Са

графика jе jасно да су добиjени таласи мањег интезитета што представља редукциjу

звука коjи ће се простирати у домену.

Слика 6.250: Абсолутно поље
акустичних извора око аеропрофила

добиjени OSGS

Слика 6.251: Абсолутно поље
акустичних извора око аеропрофила

добиjени OSGS
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Слика 6.252: Имагинарно поље
акустичних извора око аеропрофила

добиjени OSGS

Слика 6.253: Имагинарно поље
акустичних извора око аеропрофила

добиjени OSGS

Слика 6.254: Реално поље
акустичних извора око аеропрофила

добиjени OSGS

Слика 6.255: Реално поље
акустичних извора око аеропрофила

добиjени OSGS
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6.4.8 Aкустична симулациjа за акустичне изворе добиjене са акустичним

изворима добиjеним Ортогоналном SGS методом са динамичким

праћењем малих величина

Слика 6.256: Имагинарно решење
нехомогене Хелмхолцове jендачине

за k0 = 0.5

Слика 6.257: Realno решење
нехомогене Хелмхолцове jендачине

за k0 = 0.5

Слика 6.258: Подужни пресек
реалног решења нехомогене
Хелмхолцове jендачине за k0 = 0.5

Слика 6.259: Подужни пресек
имагинарног решења нехомогене
Хелмхолцове jендачине за k0 = 0.5



Поглавље 7

Закључак

У овом поглављу ћемо се сконцентрисати на преглед научних доприноса тезе

као и побољшања извршена током истраживачког рада. Поред тога ће бити

предочени и могући будући правци истрживања и потребна истраживања ради

даљег побољшавања методологиjе стабилизационе методе.

Превасходно докторска теза jе изнела тотално нови правац размишљања

нумеричког моделирања турбулентног струjања. Пошто већ постоjећа сабгрид скеjл

стабилизациона метода постоjи и служи да се стабилизуjу нестабилности коjе долазе

приликом симулациjе турбулентног струjања при великим Реjнолдсовим броjевима

или у случаjу када jе конвектни члан Навиjе-Стоксове jедначине доминантан.

Додатним моделирањем малих величина или величина коjе се не могу ухватити

прорачунском мрежом и проналажењем ових малих величина у ортогоналном

простору решења добиjени методом коначних елемената се добиjа целокупно

моделирање тj. свих чланова коjи улазе у jедначину количине кретања коjа jе онда

тотално задовољена. Поред тога самим тим што користимо SGS стабилизациону

методу испуњен jе инф-суп услов и добиjа се могућност да интерполационе функциjе

за притисак и брзину буду истог реда што доводи до лакше имплементациjе и

бржег рачинања презентоване методе. Моделирање Реjнолдсовог стрес тензора

долази природно при раздваjању величина на оне коjе се могу решити прорачунском

мрежом и на оне коjи то не могу. Додатно моделирање малих величина jе

дошло из Фуриjеове анализе аргумената где jе усвоjен параметар апроксимациjе

за поље притиска и брзине. Битно jе напоменути да ови параметри могу бити

228
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константни у сваком елементу или се могу рачунати за сваки елемент понаособ

што убацуjе елементе адаптивних метода. Из енергиjе баланса се jасно показало

да jе коефициjент са коjим се множе остатци пропорционална дисипациjи енергиjе

на нивоу малих вртлога коjа jе jедна од битних карактеристика енергетксе каскаде

презентоване од стране Колмогорова.

Оваквим приступом моделирања малих величина коjи су дефинисани у правом

математичком простору где се они и налазе даjе могућност овоj методи да прописно

моделира мале величине а самим тим и вртлоге. Поред тога jе узет у обзир и

временски извод малих величина коjим сама метода може да моделира повратну

енергиjу са малих вртлога ка великим вртлозима а не обрнуто што jе карактеристика

многих метода. Све предности презентоване методологиjе затим су тестиране на

класичним примерима коjи се могу апрксимирати као равански проблеми. Ту

превасходно мислимо на стаjни трап и аеропрофил са закрилцима док ракета jе

узета као комплексна геометриjа коjа лагано може да изазове комплексно развиjено

турбулентно струjање. За принцип упоређивања две методе презентоване у тези

узета jе иста прорачунска мрежа са истим нумеричким параметрима потребни за

симулациjу док jе jедино различит принцип нумеричког моделирања турбуленциjе.

На примеру аеропрофилу са отколоном закрилца jе ухваћена физикалност процепа

коjи утиче на струjање око аеропрофила што ниjе био случаj за LES модел исто

тако jе добиjен прави богат спектар фреквенци коjи jасно приказуjу да се ради о

развиjеном хаотичном турбулентном струjању коjи jе карактеристичан за задате

Реjнолдсове броjеве струаjња. Сходно томе правилном репрезентациjом и малих

и великих вртлога утиче на расподелу и интезитет акустичних извора коjих има

много више него за LES модел и праве jасну структуру квадрипола и дипола.

Аеропрофил са процепом jе исто тако добра пример да модел може да ухвати

понашање турбулентног струjања у присуству површина што jе понекад веома

тешко за класичне LES моделе, па се због тога родила целокупна заjедница коjа

моделира позитивне стране LES-а и RANS-а свртаваjући их у такозване хибридне

моделе. Пошто jе нас превасходно интересовало тотално развиjено турбулентно

стураjње коjе jе извор акустичних извора направљене су две додате симулациjе коjе

лагано своjом геометриjом могу да изазови развиjено турбулентно струjање. У ова

случаjа jе приказана много боља презентациjа турбулентног струjања што jе после

рефлектовано на алокациjу и интезитет акустичних извора. Бољиом репродукциjом
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акустичних извора добиjали смо jаче аксутичне таласе у домену што значи jачи

интезитет звука што jе био и инициjални подстрек за VALIANT проjекат пошто

jе примећено да постоjеће методе даjу мањи интезитет акустичних извора. На

краjу jе приказано да презентована стабилизациона метода успешно може да реши и

проблеме коjи се jављаjу код других парциjалних jендачина отклањаjући "pollution"

грешку код Хелмхолцове jедначине за велике таласне броjеве.

На краjу са апекта аероакустике показано jе да jе веома битно правилно ухватити

не само велике вртлоге стураjња него и оне мале коjи локално даjу флуктуациjе коjе

природно онда репродукуjу већи броj акустичних извора што даjе jачи акустични

талас као решење Хелмхолцове jедначине.

На краjу ћемо по тачкама наброjати две доприносе и научне доприносе докторске

тезе:

•Методологиjа коришћена за симуалциjу прорачуснке аероакустике jе презентована

у оквиру стабилизационе методе коначних елемената. Методологиjа се базирана на

три корака код коjег jе први корак нестационарна симулациjа прорачунске механике

флуида за некомпресибилно струjање у просторном домену. Ова симулациjа

служи да се добиjу акустични извори (двострука дивергенциjа Реjнолдсовог

тензора) коjи су одговорни за генерисање аеродинамичке буке. У другом

кораку метдолофиjе израчунати акустични извори су са директном Фуриjеовом

трансформациjом трансформисани у фреквеннти домен. На краjу у трећем кораку

jе решена Хелмхолцова jедначина узимаjући у обзир аксутичне изворе срачунате у

другом кораку као нехомогени члан jедначине(Лаjтхилова акустична аналогиjа у

фреквентном домену)

• Унапређењу Стабилизационе методе Сабгрид Скеjл стабилизациjе-"Subgrid Scale

stabilization" у виду дефинисања нове методе коjа има ортогоналну проjекциjу

моделирања малих величина, тj. вртлога на простор коjи jе дефинисан методом

коначних елемената и коjа узима у обзир евалуациjу тих малих величина у времену

тj. узима се у обзир динамика малих вртлога.

• Дефинисању другачиjег приступа моделирања турбулентног струjања коjи jе

чисто нумерички и коjи у себи носи моделирање како великих тако и малих

вртлога, као и дефинисање малих величина коjе се не могу ухватити порачуснком



Поглавље 7. Закључак 231

мрежом у зависнсти од величина коjе се могу ухватити прорачунском мрежом.

Самим тим jе унапређено глобално нумеричко моделирање количине кретања коjе

се принципиjално губи у другим методама.

• Дефинисана стабилизациона метода омогућава коришћење истих

апроксимативних функциjа за поље притиска и брзине струjања што омогућава

лакшу и бржу имплементациjу у софтвер коjи решава парциjалне диференциjалне

jедначине методом коначних елемената.

• Моделирање Реjнолдсовог стрес тензора коjи jе задужен за ефекте турбулентног

струjања малих вртлога и њен утицаj на велике вртлоге.

• Динамичким праћењем малих величина тj. вртлога и њиховим моделирањем

успешно jе моделирана размена енергиjе између малих и великих вртлога где треба

напоменути да jе са овим новим приступом успешно моделирана енергиjа коjу мали

вртлози предаjу великим што ниjе случаj у великом броjу класичних нумеричких

приступа.

• Посебно треба напоменути да jе са овом унапређеном методологиjом успешно

ухваћен спектрум у фреквеннтом домену развиjеног турбулентног струjања коjи

jе приказан на конкретним примерима из аероакустичне апликациjе, где се показуjе

да формуалциjа ниjе превише дисипативна као методологиjе коjе се обично користе

у аероакустичноj примени.

• Посебно jе дат акцент на моделирање акустичних извора Лаjтхиловом методом где

наведена метода за моделирање турбуленнтог струjања даjе диполе коjи се jављаjу

не само од величина коjе се могу ухватити прорачуснском мрежом, него и диполе

коjи долазе од малих вртлога.

• Применом Директне Фуриjеове трансформациjе унутар временске петље за

решавање Навие-Стоксове jедначине чиме се даjе могућност да се уштеди велика

количина мемориjе коjа jе потребна за складиштење времнских корака поља брзине

коjе користи брза Фуриjеова трансформациjа.

• Имплементациjа нове Стабилизационе методе за решавање Хелмхолцове jендачине

ефикасно решава проблеме коjе изазива "polution" грешка коjа се jавља при великим

таласним броjевима.
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7.1 Будући рад и даљи правци истраживања

У овом делу ћемо се сконцентрисати на могућа будућа истраживања коjа могу да се

спроведу да би побољшали презентовани рад. Биће разматрани будући правци за

презентовану стратегиjу прорачунске аероакустике, као и прорачуна и моделирања

турбулентног струjања и на краjу правци за развоj прорачуна акустичног поља.

• Неки вид анализе треба да се спроведе на прецизности прорачунатог акустичног

поља. Иако jе валидност Лаjтхилове аналогиjе нашироко анализирана за

континуални случаj од стране многих аутора, даљи рад jе потребан за анализу

презентованог приступа прорачунскоj аероакустици.

• Надовезуjући се на претходну тачку било би веома корисно да се имплементира

Ристорћелиjова аналогиjа и да се упореди тачност добиjених резултата са

Лаjтхиловом акустичном аналогиjом за неке тест или основне проблеме.

• Када би се презентована методологиjа кориситла на проблемима од индустриjске

важности (као што су брзи возови или ти тродимензионална конфигурациjа авиона

и његових компоненти) са сигурношћу би био потребан приступ супер компjутерима

да би се покрио цео спектар фреквенци коjи су интересантне.

• Потребно jе имлементирати стабилизациону методу за тродимензиону Навиjе-

Стоксову jедначину и видети како се презентована стабилизациона методологиjа

понаша на реалним геометриjским телима као што су реалне компоненте авиона.

• Вредело би проверити да ли различите сабгрид скеил методе граде одговараjућу

апроксимациjу Навиjе-Стоксове jедначине. Пошто jе у тези доказано да само

Галеркинов приступ методе коначних елемената са периодичним и Дирихлеовим

граничним условима задовољава наведену претпоставку.

• Даља нумеричка испитивања треба да се ураде да би се даље провериле

перформансе презентоване стабилизационе методе као алтернатива уобичаjном

приступу тj. симулациjи великих вртлога LES(Large Eddy Simulation) за

турбулентна струjања. Видели смо да убацувањем временког праћења малих

вртлога прописно репродукуjе дводимензиони турбулентни спектрум.

• Нумеричко испитивање нестационарне Хелмхолцове jендачине jе тек од скоро

добило одговараjућу пажњу као и стабилизационе технике коjе су потребне да
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би с превазишли проблеми "pollution" грешке за велике таласне броjеве. У тези

jе презентовано само имплементациjа стабилизационе методе за jеднодимензиони

случаj Хелмхолцове jедначине. Потребно jе имлементирати и решење за

дводимензионо као и за тродимензиону Хелмхолцову jедначину и видети како се

стабилизациона метода понаша.



Прилог A

Matlab код имплементациjе

Ортогоналне сабгрид скеjл метода

са динамичким праћењем малих

величина

function [velL2,pL2,h,uex,vex,pex,u,v,p,x,y,elements,noe,nlnu] = navierstokestrans(elements,vertices,...

boundaries,fem,method,bcflagD,solver,options, verticesp, elementsp,...

boundariesp,

varargin,stabtype,sigma,mu,iexact,discu,discp,stabmethod,uDirDoffile,vDirDoffile,Defaultbc,time,texact,solty)

!Some values

intim = time(1); ! Initial time

fitim = time(2); ! Final time

dtime = time(3); ! Time step size

times = (fitim - intim)/dtime; ! Time step sizes to be computed

! Some values

[n,nov] = size(vertices);

234
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[n,noe] = size(elements);

[nlnu] = select(fem);

! Number of pressure d.o.f.’s

if(discp == 0) ! n. of p d.o.f.’s = n. of elements

novp = noe;

nlnp = 1;

elseif(discp == -1) ! n. of p d.o.f.’s = n. of vertices

novp = max(max(elements(1:3,:)));

nlnp = 3;

elseif(discp == 1) ! n. of p d.o.f.’s = n. of elements * n. of nodes

novp = nlnu*noe;

nlnp = 3;

end

! Number of velocity d.o.f.’s per space component

if discu == -1

novv = nov;

else

novv = nlnu*noe;

end

! Coordinates

[x,y,xel,yel]=coordinates(vertices,noe,nlnu,elements);

! Boundary conditions

if(discu == -1)
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[uDirDof,vDirDof]=findDirichletDof(bcflagD,boundaries,fem);

if mu>0

uDirDof = [uDirDof vDirDof];

vDirDof = uDirDof;

end

end

pDirDof(1) = 1;

! Exact solution values

ax = 0*ones(novv,1); ! Navier-Stokes adv = u ; Oseen adv = a

ay = 0*ones(novv,1); ! IMPORTANT:Oseen problem call exactvalues with stk instead

of ns

if texact == 1 ! RESTART option

load RESTART;

else

if(discp == 0) !piecewise contant pressure case

[ut,vt,pt,F,Fu] = exactvaluesdisc(x,y,xel,yel,nov,novv,...

noe,nlnu,discu,discp,elements,sigma,mu,iexact,texact-2,’ns’,intim,1,ax,ay);

else

[ut,vt,pt,F,Fu] = exactvalues(x,y,nov,novv,noe,nlnu,discu,discp,elements,sigma,mu,0,0,iexact,texact-

2,’ns’,intim,1,ax,ay);

end

end

! Gauss quadrature

if strcmp(fem,’P1’) == 1
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elem = 1; ! Triangular elements

ngaus = 3; ! Number of Gauss points

nen = 3; ! Number of nodes for velocity

nenP = 3; ! Number of nodes for pressure

nsd = 2; ! 2D problem

nenb = 2;

nenPb = 2;

quadt = ’open’; ! Quadrature type (open or closed)

if(discp == 0)

nenP = 1;

nenPb = 1; end end

[posgp,wgp,pogpb,wgpb] = Gaussquadrature(elem,ngaus,nsd,quadt);

[N,Ndref] = ShapeFunc(elem,nen,posgp,nsd);

[NP,NdrefP] = ShapeFunc(elem,nenP,posgp,nsd);

[Nb,Ndrefb] = ShapeFunc(elem,nenb,pogpb,nsd-1);

[NPb,NPdrefb] = ShapeFunc(elem,nenPb,pogpb,nsd-1);

! Basic matrices

[A,Kq,Mq,MLpq,aree] = ...

basicmatrices(vertices,noe,elements,nlnu,nlnp,novv,novp,varargin,discu,discp,wgp,N,Ndref(:,:,1),Ndref(:,:,2),NP,sigma,mu,dtime);

! Lumped mass matrix (velocity)

MLq = sparse(novv,novv);

for i=1:size(Mq,1)

rowsum = sum(Mq(i,:));
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MLq(i,i) = rowsum;

end

! Characteristic length L0

L0sq = 0.1 * (ones(1,size(Mq,1))*Mq*ones(size(Mq,1),1))∧(2/nsd);

c1 = 4;

c2 = 2;

c3 = 2;

! Stabilization parameters

hsq = (aree(1));

[taup,tauu,tauf,taug] = stabparameter(hsq,stabtype,sigma,mu,c1,c3);

clear tauu

Jpp = sparse(novp,novp);

! Loop on time

u = zeros(novv,times);

v = zeros(novv,times);

p = zeros(novp,times);

uexact = zeros(novv,times);

vexact = zeros(novv,times);

pexact = zeros(novp,times);

ktime = 0;

for itime = 1:times

ctime = intim + dtime*itime; ! Current time value

ktime = ktime + 1;
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if(discp == 0)

[uex,vex,ex,F,Fu] = exactvaluesdisc(x,y,xel,yel,nov,novv,...

noe,nlnu,discu,discp,elements,sigma,mu,iexact,texact-2,’ns’,ctime,1,ax,ay);

else

[uex,vex,pex,F,Fu] = exactvalues(x,y,nov,novv,noe,nlnu,discu,discp,elements,sigma,mu,0,0,iexact,texact-

2,’ns’,ctime,1,ax,ay);

end

! Basic force terms

b = sparse(2*novv+novp,1);

b(1:novv) = Mq*Fu(1:novv);

b(novv+1:2*novv) = Mq*Fu(novv+1:2*novv);

Compute force term

if (discu == 1 || discp >= 0)

solex = [uex; vex];

[bu,bp] = boundaryforce(noe,elements,nlnu,nlnp,ledge,lbedg,norme,lenge,...

normb,lengb,novv,novp,0,1,varargin,discu,discp,wgpb,Nb,Ndrefb,NPb,solex,pex);

end

if (discu == 1 || discp >= 0)

b(2*novv+1:2*novv+novp) = MLpq*F + bp;

else

b(2*novv+1:2*novv+novp) = MLpq*F;

end

! Force terms associated to taug

if(discu == 1 || discp >= 0)
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b(1:2*novv) = b(1:2*novv) + taug*bu;

end

!Transient force term

b(1:novv) = b(1:novv) + (1/dtime)*Mq*ut(1:novv);

b((novv+1):2*novv) = b((novv+1):2*novv) + (1/dtime)*Mq*vt(1:novv);

! Non-linear iterations

maxiter = 25;

tol = 1e-4;

iter = 0;

un = zeros(novv,1);

vn = zeros(novv,1);

pn = zeros(novp,1);

normite = sqrt(un’*Mq*un + vn’*Mq*vn + pn’*MLpq*pn);

normref = -1;

while iter ← maxiter && normite > tol*normref ! IMPORTANT : For Oseen

problem comment next 2 lines !!!

ax = un;

ay = vn;

! Convective basic matrix

[An] = basicmatrixconv(A,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,discu,wgp,N,Ndref(:,:,

1),Ndref(:,:,2),ax,ay);

! Stab. matrices associated to tauu

[An,A2t] =
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stabmatricestauu(An,vertices,noe,elements,nlnu,nlnp,novv,novp,varargin,discu,discp,wgp,...

N,NP,NdrefP(:,:,1),NdrefP(:,:,2),stabtype,sigma,mu,

0,L0sq,c1,c2,c3,0,stabmethod,dtime,ax,ay);

! Stab. matrices associated to taup

[An] = stabmatricestaup(An,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,discu,wgp,...

N,Ndref(:,:,1),Ndref(:,:,2),stabtype,sigma,mu,0,L0sq,c1,c2,c3,0,ax,ay);

if(stabmethod == 0)

! Stab. convective matrices associated to tauu

[An,A3t] =

stabmatricesconv(An,vertices,noe,elements,nlnu,nlnp,novv,novp,varargin,discu,discp,wgp,...

N,Ndref(:,:,1),Ndref(:,:,2),NdrefP(:,:,1),NdrefP(:,:

,2),stabtype,sigma,mu,L0sq,c1,c2,c3,ax,ay,dtime);

! Force terms associated to tauu

[bn] = stabforcestauu(b,vertices,noe,elements,nlnu,nlnp,novv,novp,varargin,...

discu,discp,wgp,N,NdrefP(:,:,1),NdrefP(:,:,2),stabtype,sigma,mu,

0,L0sq,c1,c2,c3,0,ax,ay,Fu);

! Force terms associated to taup

[bn] = stabforcestaup(bn,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,...

discu,discp,wgp,N,Ndref(:,:,1),Ndref(:,:,2),NP,stabtype,sigma,mu,

0,L0sq,c1,c2,c3,0,ax,ay,F);

! Convective force terms associated to tauu

[bn] = stabforcesconv(bn,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,...

discu,wgp,N,Ndref(:,:,1),Ndref(:,:,2),stabtype,sigma,mu,L0sq,c1,c2,c3,Fu,ax,ay);
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end

! Transient terms

bn = bn + (A2t+A3t)*[ut; vt; pt];

! Dirichlet boundary conditions

if(discu == -1)

if Defaultbc == 1

[An,bn] = boundaryconditions(An,bn,uDirDof,vDirDof,pDirDof,novv,uex,vex,pex,’ns’);

elseif Defaultbc == 2 ! BC from GiD file

[An,bn] = boundaryconditionsGiD(An,bn,uDirDoffile,vDirDoffile,pDirDof,novv,’ns’);

end

end

sol = An\bn; ! Monolythic solver

else

unew = sol(1:novv);

vnew = sol(novv+1:2*novv);

pnew = sol(2*novv+1:end);

normite = sqrt((unew-un)’*Mq*(unew-un) + (vnew-vn)’*Mq*(vnew-vn) + (pnew-pn)’*MLpq*(pnew-

pn));

normref = sqrt((un)’*Mq*(un) + (vn)’*Mq*(vn) + (pn)’*MLpq*(pn));

un = unew;

vn = vnew;

pn = pnew;

iter = iter + 1; end

! Exact solution
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solex = [uex; vex; pex];

Extract velocities and pressures

ut = sol(1:novv);

vt = sol(novv+1:2*novv);

pt = sol(2*novv+1:end);

u(:,itime) = ut;

v(:,itime) = vt;

p(:,itime) = pt;

uexact(:,itime) = uex;

vexact(:,itime) = vex;

pexact(:,itime) = pex;

end

un = u(:,end);

vn = v(:,end);

pn = p(:,end);

save(’RESTART’,’un’,’vn’,’pn’);

clear un vn pn

! Mesh size h = sqrt(hsq);

! Compute some errors

if(discu == 1)

A5 = [Juu sparse(2*novv,novp);

sparse(novp,2*novv), sparse(novp,novp)]; else A5 = [sparse(2*novv,2*novv) sparse(2*novv,novp);

sparse(novp,2*novv), sparse(novp,novp)]; end
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! Stab. matrices associated to taup

A3 = sparse(2*novv+novp,2*novv+novp);

[A3] = stabmatricestaup(A3,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,discu,wgp,...

N,Ndref(:,:,1),Ndref(:,:,2),stabtype,sigma,mu,0,L0sq,c1,c2,c3,0,ax,ay);

velL2(1) = log10(sqrt((u(:,end) - uexact(:,end))’*Mq*(u(:,end) - uexact(:,end))...

+(v(:,end) - vexact(:,end))’*Mq*(v(:,end) - vexact(:,end)))); !velL2

pL2(1) = log10(sqrt((p(:,end) - pexact(:,end))’*MLpq*(p(:,end) - pexact(:,end)))); !pL2

velL2(2) = log10(sqrt((sol-solex)’*A3*(sol-solex)...

+ (1/h)*(sol-solex)’*A5*(sol-solex))); !velL2

pL2(2) = 0; !log10(sqrt((p - pex)’*Kq*(p - pex)));

if(discu == discp)

pL2(2) = log10(sqrt((p(:,end) - pexact(:,end))’*Kq*(p(:,end) - pexact(:,end)) +...

(1/h)*((p(:,end) - pexact(:,end))’*Jpp*(p(:,end) - pexact(:,end)))));

else

[Kp]= pgradmatrix(1,sigma,nov,vertices,verticesp,noe,elements,...

elementsp,nlnu,novv,novp,fem,0,1,varargin,discu,discp);

pL2(2) = log10(sqrt((p(:,end) - pexact(:,end))’*Kp*(p(:,end) - pexact(:,end)) +...

(1/sqrt(hsq))*((p(:,end) - pexact(:,end))’*Jpp*(p(:,end) - pexact(:,end)))));

end

!————————————————————————————————-

! basic convection matrix

!————————————————————————————————-

function [An] = basicmatrixconv(A,vertices,noe,elements,nlu,novv,novp,varargin,discu,wgp,N,Nxi,Neta,uprev,vprev)
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! Transformation from reference to real domains values

[detjac,dcdx,dcdy,dedx,dedy]=geotrasf2D(vertices,elements);

! Global matrices

! Initialization

C = sparse(novv,novv);

! Inverse of the Jacobian of element E: phi(E,index(i,j))

phi = [dcdx’, dcdy’, dedx’, dedy’];

index = [[1, 2];[3, 4]];

! Loop over elements

ngaus = size(wgp,2);

for kelem=1:noe

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = Nvprev(iglobalu);

! Convective Matrix C = Cxx = Cyy, Cxy = Cyx = 0

Clocal = zeros(nlnu,nlnu);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnu
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for igaus = 1:ngaus

Clocal(ilocal,jlocal) = Clocal(ilocal,jlocal) + wgp(igaus)*N(igaus,ilocal)* ...

(uigaus(igaus)*(phi(kelem,index(1,1))*Nxi(igaus,jlocal) +

phi(kelem,index(2,1))*Neta(igaus,jlocal)) + ...

vigaus(igaus)*(phi(kelem,index(1,2))*Nxi(igaus,jlocal) +

phi(kelem,index(2,2))*Neta(igaus,jlocal)));

end

end

end

C(iglobalu,iglobalu) = C(iglobalu,iglobalu) + Clocal*detjac(kelem);

end

An = A + [C, sparse(novv,novv), sparse(novv,novp);

sparse(novv,novv), C, sparse(novv,novp);

sparse(novp,novv), sparse(novp,novv), sparse(novp,novp)];

!———————————————————————————————————–

! Stabilization matrix tauu

!———————————————————————————————————–

function [A,A2t] =

stabmatricestauu(A,vertices,noe,elements,nlnu,nlnp,novv,novp,varargin,discu,discp,wgp,...

N,NP,NPxi,NPeta,stabtype,sigma,mu,magpe,L0sq,c1,c2,c3,c4,stabmethod,dtime,uprev,vprev)

! ATENTION : Matrices for quadratic (or higher) elements not implemented.

! Only valid for linear (or constant) elements

! Transformation from reference to real domains values
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[detjac,dcdx,dcdy,dedx,dedy]=geotrasf2D(vertices,elements);

! Stabilization parameter

hsq = detjac/2;

! stab. case

switch stabtype

case 1

lusq = hsq;

case 2

lusq = hsq; case 3

lusq = (L0sq * hsq).∧0.5;

case 4

lusq = L0sq*ones(1,noe);

case 5

lusq = hsq;

end

! Global matrices

! Stabilization matrices

!novv = nlnu*noe

Su = sparse(novv,novv);

Sp = sparse(novp,novp);

Sxp = sparse(novv,novp);

Syp = sparse(novv,novp);

! Inverse of the Jacobian of element E: phi(E,index(i,j))
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phi = [dcdx’, dcdy’, dedx’, dedy’];

index = [[1, 2];[3 ,4]];

! Loop over elements

ngaus = size(wgp,2);

for kelem=1:noe

!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

!local to global mapping for pressure

if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];

elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);
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! stabilization parameter

tauu = stabparu(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));

! Su

Mlocal = zeros(nlnu,nlnu);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Mlocal(ilocal,jlocal) = Mlocal(ilocal,jlocal) +

wgp(igaus)*N(igaus,ilocal)*N(igaus,jlocal)*tauu(igaus);

end

end

end

Su(iglobalu,iglobalu) = Su(iglobalu,iglobalu) - Mlocal*detjac(kelem);

end

if discp = 0 ! Linear elements for pressure

for kelem=1:noe

local to global mapping for pressure

if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];

elseif(discp == -1)
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iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;

end

uigaus = NP*uprev(iglobalp);

vigaus = NP*vprev(iglobalp);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

! stabilization parameter

tauu = stabparu(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));

! Stab. pressure Sp

Klocal = zeros(nlnp,nlnp);

for ilocal = 1:nlnp

for jlocal = 1:nlnp

for igaus = 1:ngaus

Klocal(ilocal,jlocal) = Klocal(ilocal,jlocal) + wgp(igaus)*tauu(igaus)* ...

(phi(kelem,index(1,1))*phi(kelem,index(1,1))*NPxi(igaus,ilocal)*NPxi(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(1,1))*phi(kelem,index(2,1))*NPxi(igaus,ilocal)*NPeta(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(2,1))*phi(kelem,index(1,1))*NPeta(igaus,ilocal)*NPxi(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(2,1))*phi(kelem,index(2,1))*NPeta(igaus,ilocal)*NPeta(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(1,2))*phi(kelem,index(1,2))*NPxi(igaus,ilocal)*NPxi(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(1,2))*phi(kelem,index(2,2))*NPxi(igaus,ilocal)*NPeta(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(2,2))*phi(kelem,index(1,2))*NPeta(igaus,ilocal)*NPxi(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(2,2))*phi(kelem,index(2,2))*NPeta(igaus,ilocal)*NPeta(igaus,jlocal));

end

end
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end

Sp(iglobalp,iglobalp) = Sp(iglobalp,iglobalp) + Klocal*detjac(kelem);

end

for kelem=1:noe

!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’; else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

!local to global mapping for pressure

if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];

elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

! stabilization parameter
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tauu = stabparu(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));

! Stab. pressure Sup

Glocal = zeros(nlnu,nlnp);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnp

for igaus = 1:ngaus

Glocal(ilocal,jlocal) = Glocal(ilocal,jlocal) - wgp(igaus)*tauu(igaus)* ...

(N(igaus,ilocal)*phi(kelem,index(1,1))*NPxi(igaus,jlocal) + ...

N(igaus,ilocal)*phi(kelem,index(2,1))*NPeta(igaus,jlocal)); end

end

end

Sxp(iglobalu,iglobalp) = Sxp(iglobalu,iglobalp) + Glocal*detjac(kelem);

end

for kelem=1:noe

!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

!local to global mapping for pressure

if(discp == 0)
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iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];

elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

! stabilization parameter

tauu = stabparu(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));

! Syp

Glocal = zeros(nlnu,nlnp);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnp

for igaus = 1:ngaus

Glocal(ilocal,jlocal) = Glocal(ilocal,jlocal) - wgp(igaus)*tauu(igaus)* ...

(N(igaus,ilocal)*phi(kelem,index(1,2))*NPxi(igaus,jlocal) + ...

N(igaus,ilocal)*phi(kelem,index(2,2))*NPeta(igaus,jlocal)); end

end

end

Syp(iglobalu,iglobalp) = Syp(iglobalu,iglobalp) + Glocal*detjac(kelem);
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! Stab. pressure Spu = - Sup

end

end

A2t = 0;

if(stabmethod==0)

if (abs(dtime)>1e-8)

A2t = sparse([(1/dtime)*sigma*Su, sparse(novv,novv), sparse(novv,novp);

sparse(novv,novv), (1/dtime)*sigma*Su, sparse(novv,novp);

(1/dtime)*(-Sxp’), (1/dtime)*(-Syp’), sparse(novp,novp)]);

A = A + sparse([(sigma+1/dtime)*sigma*Su, sparse(novv,novv), sigma*Sxp;

sparse(novv,novv), (sigma+1/dtime)*sigma*Su, sigma*Syp;

(sigma+1/dtime)*(-Sxp’), (sigma+1/dtime)*(-Syp’), Sp]);

else

A = A + sparse([sigma*sigma*Su, sparse(novv,novv), sigma*Sxp;

sparse(novv,novv), sigma*sigma*Su, sigma*Syp;

sigma*(-Sxp’), sigma*(-Syp’), Sp]);

end

else

A = A + sparse([sparse(novv,novv), sparse(novv,novv), sparse(novv,novp);

sparse(novv,novv), sparse(novv,novv), sparse(novv,novp);

sparse(novp,novv), sparse(novp,novv), Sp]);

end

!———————————————————————————————–
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! stabilization matrix taup

!———————————————————————————————–

function [A] = stabmatricestaup(A,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,discu,wgp,N,Nxi,Neta,stabtype,...

sigma,mu,magpe,L0sq,c1,c2,c3,c4,uprev,vprev)

! Transformation from reference to real domains values

[detjac,dcdx,dcdy,dedx,dedy]=geotrasf2D(vertices,elements);

! Stabilization parameter

gamma = 1;

beta = 1; ! for switching off taup term

hsq = detjac/2;

! stab. case

switch stabtype

case 1

lpsq = hsq; ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, c2 = 2

case 2

lpsq = L0sq*ones(1,noe); ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, c2 = 2

gamma = 0.1;

case 3

lpsq = (L0sq * hsq).∧0.5; ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, c2 = 2

case 4

lpsq = L0sq*ones(1,noe); ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, c2 = 2

gamma = 0.1;

case 5

lpsq = hsq;
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beta = 0; ! c1*mu;

end

! Integrals of useful values in the reference domain

! Stabilization matrices

!novv = nlnu*noe

Sdxx = sparse(novv,novv);

Sdxy = sparse(novv,novv);

Sdyx = sparse(novv,novv);

Sdyy = sparse(novv,novv);

! Inverse of the Jacobian of element E: phi(E,index(i,j))

phi = [dcdx’, dcdy’, dedx’, dedy’];

index = [[1, 2];[3 ,4]];

! Loop over elements

ngaus = size(wgp,2);

for kelem=1:noe

!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);
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vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

! stabilization parameter

taup = stabparp(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L0sq,lpsq(kelem));

! Stab. divergence S = [[Sxx Sxy];[Syx Syy]]

!Sdxx

Sdlocal = zeros(nlnu,nlnu);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Sdlocal(ilocal,jlocal) = Sdlocal(ilocal,jlocal) + wgp(igaus)*taup(igaus)* ...

(phi(kelem,index(1,1))*phi(kelem,index(1,1))*Nxi(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(1,1))*phi(kelem,index(2,1))*Nxi(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(2,1))*phi(kelem,index(1,1))*Neta(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(2,1))*phi(kelem,index(2,1))*Neta(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal));

end

end

end

Sdxx(iglobalu,iglobalu) = Sdxx(iglobalu,iglobalu) + Sdlocal*detjac(kelem);

end

for kelem=1:noe

!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)
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iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

! stabilization parameter

taup = stabparp(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L0sq,lpsq(kelem));

! Sdxy

Sdlocal = zeros(nlnu,nlnu);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Sdlocal(ilocal,jlocal) = Sdlocal(ilocal,jlocal) + wgp(igaus)*taup(igaus)* ...

(phi(kelem,index(1,1))*phi(kelem,index(1,2))*Nxi(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(1,1))*phi(kelem,index(2,2))*Nxi(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(2,1))*phi(kelem,index(1,2))*Neta(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(2,1))*phi(kelem,index(2,2))*Neta(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal));

end

end

end
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Sdxy(iglobalu,iglobalu) = Sdxy(iglobalu,iglobalu) + Sdlocal*detjac(kelem);

end

for kelem=1:noe

!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

! stabilization parameter

taup = stabparp(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L0sq,lpsq(kelem));

! Sdyx

Sdlocal = zeros(nlnu,nlnu);

for ilocal = 1:nlnu

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Sdlocal(ilocal,jlocal) = Sdlocal(ilocal,jlocal) + wgp(igaus)*taup(igaus)* ...

(phi(kelem,index(1,2))*phi(kelem,index(1,1))*Nxi(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(1,2))*phi(kelem,index(2,1))*Nxi(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal) + ...
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phi(kelem,index(2,2))*phi(kelem,index(1,1))*Neta(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(2,2))*phi(kelem,index(2,1))*Neta(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal));

end

end

end

Sdyx(iglobalu,iglobalu) = Sdyx(iglobalu,iglobalu) + Sdlocal*detjac(kelem);

end

for kelem=1:noe

!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

! stabilization parameter

taup = stabparp(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L0sq,lpsq(kelem));

! Sdyy

Sdlocal = zeros(nlnu,nlnu);

for ilocal = 1:nlnu



Прилог A. Matlab код имплементациjе Ортогоналне сабгрид скеjл методе са
динамичким праћењем малих величина 261

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Sdlocal(ilocal,jlocal) = Sdlocal(ilocal,jlocal) + wgp(igaus)*taup(igaus)* ...

(phi(kelem,index(1,2))*phi(kelem,index(1,2))*Nxi(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...

phi(elem,index(1,2))*phi(kelem,index(2,2))*Nxi(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(2,2))*phi(kelem,index(1,2))*Neta(igaus,ilocal)*Nxi(igaus,jlocal) + ...

phi(kelem,index(2,2))*phi(kelem,index(2,2))*Neta(igaus,ilocal)*Neta(igaus,jlocal));

end

end

end

Sdyy(iglobalu,iglobalu) = Sdyy(iglobalu,iglobalu) + Sdlocal*detjac(kelem);

end

A = A + sparse([Sdxx, Sdxy, sparse(novv,novp);

Sdyx, Sdyy, sparse(novv,novp);

sparse(novp,novv), sparse(novp,novv), sparse(novp,novp)]);

!———————————————————————————————————–

! Stabilization vector tauu

!———————————————————————————————————-

function [b] = stabforcestauu(b,vertices,noe,elements,nlnu,nlnp,novv,novp,varargin,discu,discp,wgp,...

N,NPxi,NPeta,stabtype,sigma,mu,magpe,L0sq,c1,c2,c3,c4,uprev,vprev,Fu)

[detjac,dcdx,dcdy,dedx,dedy]=geotrasf2D(vertices,elements);

! Stabilization parameter

hsq = detjac/2;
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! stab. case

switch stabtype

case 1

lusq = hsq;

case 2

lusq = hsq;

case 3

lusq = (L0sq * hsq).∧0.5;

case 4

lusq = L0sq*ones(1,noe);

case 5

lusq = hsq;

end

!

! Stabilization matrices

Fuqx = sparse(novv,1);

Fuqy = sparse(novv,1);

Fxpx = sparse(novp,1);

Fypy = sparse(novp,1);

! Inverse of the Jacobian of element E: phi(E,index(i,j))

phi = [dcdx’, dcdy’, dedx’, dedy’];

index = [[1, 2];[3 ,4]];

! Loop over elements
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ngaus = size(wgp,2);

for kelem=1:noe

!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

! stabilization parameter

tauu = stabparu(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));

Figaus = N*Fu(iglobalu);

Fxlocal = zeros(nlnu,1);

for ilocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Fxlocal(ilocal) = Fxlocal(ilocal) - tauu(igaus)*wgp(igaus)*N(igaus,ilocal)*Figaus(igaus);

end

end

Fuqx(iglobalu) = Fuqx(iglobalu) + sigma*Fxlocal*detjac(kelem);

end
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for kelem=1:noe

!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

! stabilization parameter

tauu = stabparu(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));

Figaus = N*Fu(novv + iglobalu);

Fylocal = zeros(nlnu,1);

for ilocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Fylocal(ilocal) = Fylocal(ilocal) - tauu(igaus)*wgp(igaus)*N(igaus,ilocal)*Figaus(igaus);

end

end

Fuqy(iglobalu) = Fuqy(iglobalu) + sigma*Fylocal*detjac(kelem);

end

if discp = 0 ! Linear elements for pressure
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for kelem=1:noe

!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

!local to global mapping for pressure

if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];

elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

! stabilization parameter

tauu = stabparu(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));

! Stab. pressure Sup
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Figaus = N*Fu(iglobalu);

Fxplocal = zeros(nlnp,1);

for jlocal = 1:nlnp

for igaus = 1:ngaus

Fxplocal(jlocal) = Fxplocal(jlocal) + wgp(igaus)*tauu(igaus)*Figaus(igaus)* ...

(phi(kelem,index(1,1))*NPxi(igaus,jlocal) + phi(kelem,index(2,1))*NPeta(igaus,jlocal));

end

end

Fxpx(iglobalp) = Fxpx(iglobalp) + Fxplocal*detjac(kelem);

end

for kelem=1:noe

!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];
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elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

! stabilization parameter

tauu = stabparu(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq(kelem));

! Syp

Figaus = N*Fu(novv + iglobalu);

Fyplocal = zeros(nlnp,1);

for jlocal = 1:nlnp

for igaus = 1:ngaus

Fyplocal(jlocal) = Fyplocal(jlocal) + wgp(igaus)*tauu(igaus)*Figaus(igaus)* ...

(phi(kelem,index(1,2))*NPxi(igaus,jlocal) +

phi(kelem,index(2,2))*NPeta(igaus,jlocal));

end

end

Fypy(iglobalp) = Fypy(iglobalp) + Fyplocal*detjac(kelem);

end

end

b = b + [Fuqx; Fuqy; Fxpx+Fypy];

!—————————————————————————————————————
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! Stabilization vector p

!—————————————————————————————————————-

function [b]=stabforcestaup(b,vertices,noe,elements,nlnu,...

novv,novp,varargin,discu,discp,wgp,N,Nxi,Neta,...

NP,stabtype,sigma,mu,magpe,L0sq,c1,c2,c3,c4,uprev,vprev,F)

[detjac,dcdx,dcdy,dedx,dedy]=geotrasf2D(vertices,elements);

! Stabilization parameter

gamma = 1;

beta = 1; ! for switching off taup term

hsq = detjac/2;

!stab. case

switch stabtype

case 1

lpsq = hsq; ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, c2 = 2

case 2

lpsq = L0sq*ones(1,noe); ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, c2 = 2

gamma = 0.1;

case 3

lpsq = (L0sq * hsq).∧0.5; ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, c2 = 2

case 4

lpsq = L0sq*ones(1,noe); ! h = sqrt(area) = sqrt(detjac/2), c1 = 1, c2 = 2

gamma = 0.1;

case 5
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lpsq = hsq;

beta = 0; !c1*mu;

end

! Global matrices

! Initialization

Fx = sparse(novv,1);

Fy = sparse(novv,1);

! Inverse of the Jacobian of element E: phi(E,index(i,j))

phi = [dcdx’, dcdy’, dedx’, dedy’];

index = [[1, 2];[3, 4]];

! Loop over elements

ngaus = size(wgp,2);

for kelem=1:noe

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

!local to global mapping for pressure

if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)
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inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];

elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

!stabilization parameter

taup = stabparp(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L0sq,lpsq(kelem));

! Gradient matrix

! Gx

Figaus = NP*F(iglobalp);

Fxlocal = zeros(nlnu,1);

for ilocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Fxlocal(ilocal) = Fxlocal(ilocal) + wgp(igaus)*Figaus(igaus)*taup(igaus)* ...

(phi(kelem,index(1,1))*Nxi(igaus,ilocal) + phi(kelem,index(2,1))*Neta(igaus,ilocal));

end

end

Fx(iglobalu) = Fx(iglobalu) + Fxlocal*detjac(kelem);

end

for kelem=1:noe
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!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

!local to global mapping for pressure

if(discp == 0)

iglobalp = kelem;

elseif(discp == 1)

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalp = inielu + [1,2,3];

elseif(discp == -1)

iglobalp = (elements(1:nlnu,kelem))’;

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

! stabilization parameter

taup = stabparp(c1,c2,c3,c4,hsq(kelem),normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L0sq,lpsq(kelem));

! Gy

Figaus = NP*F(iglobalp);
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Fylocal = zeros(nlnu,1);

for ilocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Fylocal(ilocal) = Fylocal(ilocal) + wgp(igaus)*Figaus(igaus)*taup(igaus)* ...

(phi(kelem,index(1,2))*Nxi(igaus,ilocal) + phi(kelem,index(2,2))*Neta(igaus,ilocal));

end

end

Fy(iglobalu) = Fy(iglobalu) + Fylocal*detjac(kelem);

end

!—————————————————————————————-

! Convective stabilization vector

!—————————————————————————————–

function [bn] = stabforcesconv(b,vertices,noe,elements,nlnu,novv,novp,varargin,discu,wgp,...

N,Nxi,Neta,stabtype,sigma,mu,L0sq,c1,c2,c3,Fu,uprev,vprev)

[detjac,dcdx,dcdy,dedx,dedy]=geotrasf2D(vertices,elements);

! Stabilization parameter

hsq = detjac/2; ! stab. case

switch stabtype

case 1

lusq = hsq;

case 2

lusq = hsq;

case 3
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lusq = (L0sq * hsq).∧0.5;

case 4

lusq = L0sq*ones(1,noe);

case 5

lusq = hsq;

end

! Global matrices

! Stabilization matrices

Fx = sparse(novv,1);

Fy = sparse(novv,1);

! Inverse of the Jacobian of element E: phi(E,index(i,j))

phi = [dcdx’, dcdy’, dedx’, dedy’];

index = [[1, 2];[3 ,4]];

! Loop over elements

ngaus = size(wgp,2);

for kelem=1:noe

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;

iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);
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vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

Figaus = N*Fu(iglobalu);

! stabilization parameter

tauu = hsq(kelem)./(c1*mu + c2*sqrt(hsq(kelem))*normu + sigma*c3*lusq(kelem));

Fxlocal = zeros(nlnu,1);

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Fxlocal(jlocal) = Fxlocal(jlocal) + tauu(igaus)*wgp(igaus)*Figaus(igaus)*...

(uigaus(igaus)*(phi(kelem,index(1,1))*Nxi(igaus,jlocal) +

phi(kelem,index(2,1))*Neta(igaus,jlocal)) + ...

vigaus(igaus)*(phi(kelem,index(1,2))*Nxi(igaus,jlocal) +

phi(kelem,index(2,2))*Neta(igaus,jlocal)));

end

end

Fx(iglobalu) = Fx(iglobalu) + Fxlocal*detjac(kelem);

end

for kelem=1:noe

!local to global mapping for velocity

if(discu == -1)

iglobalu = (elements(1:nlnu,kelem))’;

else

inielu = (kelem-1)*nlnu;
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iglobalu = inielu + [1,2,3];

end

uigaus = N*uprev(iglobalu);

vigaus = N*vprev(iglobalu);

normu = sqrt(uigaus.∧2+vigaus.∧2);

Figaus = N*Fu(novv + iglobalu);

! stabilization parameter

tauu = hsq(kelem)./(c1*mu + c2*sqrt(hsq(kelem))*normu + sigma*c3*lusq(kelem));

Fylocal = zeros(nlnu,1);

for jlocal = 1:nlnu

for igaus = 1:ngaus

Fylocal(jlocal) = Fylocal(jlocal) + tauu(igaus)*wgp(igaus)*Figaus(igaus)*...

(uigaus(igaus)*(phi(kelem,index(1,1))*Nxi(igaus,jlocal) +

phi(kelem,index(2,1))*Neta(igaus,jlocal)) + ...

vigaus(igaus)*(phi(kelem,index(1,2))*Nxi(igaus,jlocal) +

phi(kelem,index(2,2))*Neta(igaus,jlocal)));

end

end

Fy(iglobalu) = Fy(iglobalu) + Fylocal*detjac(kelem);

end

bn = b + [Fx; Fy; sparse(novp,1)];

!———————————————————————————————————

! Stabilization parameter p
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!——————————————————————————————————–

function [taup] = stabparp(c1,c2,c3,c4,hsq,normu,sigma,mu,magpe,gamma,beta,L0sq,lpsq)

taup = (c1*mu + c2*sqrt(hsq)*normu + sigma*gamma*c3*lpsq + c4*magpe*(hsq/L0sq))*beta;

taup = 0*taup;

end

!———————————————————————————————————

! Stabilization parameter u

!——————————————————————————————————–

function [tauu] = stabparu(c1,c2,c3,c4,hsq,normu,sigma,mu,magpe,L0sq,lusq)

tauu = hsq./(c1*mu + c2*sqrt(hsq)*normu + sigma*c3*lusq + c4*magpe*(hsq/L0sq));

end



Прилог B

Фортран код имплементациjе

прорачуна акустичних извора

Ово jе додатак за прорачун акустичних извора и њена Директна Фуриjеова трансформациjа

коjа jе инкорпорирана у временску петљу нумеричког решења Навие Стоксове jедначине.

Код jе написан у фортран 95

subroutine caaresten

!————————————————————

! This subroutine calculate Reynolds stress tensor in

! space in time for computational Aeroacoustics

!————————————————————-

use defkintyp

use defmaster

use defdomain

use defaeroac

! Defining variables

real(rp) :: derux,deruy,dervx,dervy
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real(rp), dimension(nmat,nmat) :: Rmat

real(rp) :: resten

integer(ip) :: idem,jdem

!Initializing variable rexti

rexti(1:npoin)=0.0rp

! Loop over elements

elements: do ielem=1,nelem

! Element properties and dimensions

pelty = 1

ispos = nnode(1)*(ielem-1)

!write(*,*)"ielem",ielem

!write(*,*)"nnode",nnode

!write(*,*)"ispos",ispos

pnode=nnode(pelty)

! write(*,*)"pnode",pnode

pgaus=ngaus(pelty)

call caagather(pnode,ndime,npoin,lnods(ielem)

! write(*,*)"elvel",elveл

call caagather(pnode,ndime,npoin,lnods(ielem)

! write(*,*)"elcood",elcod

! Gathering operations

! call gather(pnodecaa,ndime,npoin,lnods(ielem)

!write(*,*)"elvel",elvel
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! call gather(ndime,npoin,pnode,lnods(ispos+1),elcod(:,:),coord(:,:))

! Cartesian derivatives and Jacobian for linear elements

call elmdel(pnode,ndime,elcod,cartd,detjm,linea,xjacm,xjaci)

! write(*,*)"cartd",cartd

! Cartesian derivatives of velocities

derux= dotproduct(cartd(1,:),elvel(1,:,1))

deruy= dotproduct(cartd(2,:),elvel(1,:,1))

dervx= dotproduct(cartd(1,:),elvel(2,:,1))

dervy= dotproduct(cartd(2,:),elvel(2,:,1))

! Components of the R matrix

Rmat(1,1)=derux

Rmat(1,2)=deruy

Rmat(2,1)=dervx

Rmat(2,2)=dervy

resten=0.0rp

! Double contraction of matrix grad(u):grad(v)

do idem=1,nmat

do jdem=1,nmat

resten= resten + Rmat(idem,jdem)*Rmat(jdem,idem)

end do

end do

! write(*,*)"resten",resten

! Storing components of reynolds stress tensor in vector rexti(npoin)
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call caasterxt(resten,npoin,pnode,rexti,lnods(ielem)

end do elements

rexti = rexti * 1.225

! write(*,*)"rexti",rexti

! Calculation of the Fourier transform

call caaftrete

end subroutine caaresten

subroutine caaftrete

!———————————————————–

! This subroutine calculates

! fourier transform of reynolds stress tensor

!————————————————————– use defparame

use defkintyp

use defmaster

use defdomain

use defaeroac

N=times

frequencies: do fr=1,freqs

points: do jpoin=1,npoin

soure(jpoin,fr)=soure(jpoin,fr)+(rexti(jpoin)*cos(twopi*(fr-1)*(istep-1)/N)/N)

souim(jpoin,fr)=souim(jpoin,fr)+(rexti(jpoin)*sin(twopi*(fr-1)*(istep-1)/N)/N)

souabs(jpoin,fr)=sqrt(soure(jpoin,fr)**2.+souim(jpoin,fr)**2.)

end do points
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end do frequencies

end subroutine caaftrete



Прилог C

Matlab код имплементациjе

акустичних симулациjа

Jеднодимензиона Хелмхолц jедначина са имплеметнираном стабилизационом техником

!——————————————————————-

! main program

!——————————————————————-

! Main program for calculating the 1D homogeneous Helmholtz equation

! domain is [0,1]

close all

clear all

clc

numelem = input(’Number of elements n = ’); ! Number of elements in domain

p = input(’ Elements (1-linear, 2-parabolic)’);

if p == 1

numpoint = numelem + 1; ! Number of points

domstart = 0; ! First point of domain

282
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domend = 1; ! Last point of domain

dh = (domend - domstart)/numelem; ! Size of the element

elseif p == 2

numpoint = 2 * numelem + 1;

domstart = 0;

domend = 1;

dh = (domend - domstart) / (2 * numelem); end

xnode = domstart : dh : domend; ! Vector of numerationes

k0 = input(’Wave number k0 = ’); ! Wave number

disp(’ ’)

disp(’The problem can be solved using one of the following methods’);

disp(’ [1] Galerkin’);

disp(’ [2] SGS with linear elements’);

disp(’ [3] SGS with quadratic elements’);

stab = input (’Method = ’);

disp(’ ’)

! Galerkin FEM approximation

if stab == 1

disp(’ Galerkin formulation’)

if p == 1

[K,M] = Helmholtz1D(numelem,numpoint,dh); ! mass and stiffness matrix

else

[K,M] = Helmholtz1Dquad(numelem,numpoint,xnode);
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end

elseif stab == 2

[K,M,S] = Helmholtz1DSGSlin(numelem,numpoint,dh,k0);

else

[K,M,S] = Helmholtz1DSGSquad(numelem,numpoint,dh,k0,xnode);

end

A = zeros(2*numpoint,2*numpoint);

f = zeros(2*numpoint,1);

if stab == 1

A(1:numpoint,1:numpoint) = K - k0 ∧2 * M;

A(numpoint+1:2*numpoint, numpoint+1 :2*numpoint) = K - k0 ∧2 * M;

elseif stab == 2

A(1:numpoint,1:numpoint) = K - k0 ∧2 * M + S;

A(numpoint+1:2*numpoint, numpoint+1 :2*numpoint) = K - k0 ∧2 * M + S;

else

A(1:numpoint,1:numpoint) = K - k0 ∧2 * M + S;

A(numpoint+1:2*numpoint, numpoint+1 :2*numpoint) = K - k0 ∧2 * M + S;

end

! Boundary conditiones

! Dirichlet boundary condition

A(1,1) = 1;

A(1,2:2*numpoint) = 0;

A(numpoint+1,1:2*numpoint) = 0;
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A(numpoint+1,numpoint+1) = 1;

f(1)=1;

!Robin boundary conditiones

A(numpoint,2*numpoint) = k0;

A(2*numpoint,numpoint) = -k0;

! SOLUTION

press = A;

! EXACT SOLUTION

i = sqrt(-1);

pexact = exp(i*k0*xnode);

! INTERPOLANT SOLUTION

xq = xnode;

vq1 = interp1(xnode,real(pexact),xq);

vq2 = interp1(xnode,imag(pexact),xq);

! ERRORS

pexactre = real(pexact);

pexactim = imag(pexact);

errorre = abs(pexactre’ - press(1:numpoint));

errorim = abs(pexactim’ - press(numpoint+1:2*numpoint));

n = norm(errorre);

disp(’errore’)

disp(n);

! L2 error norm
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e2 = l2errorlinear(numpoint, xnode, press,k0);

disp(’L2 norm error’)

disp(e2);

! H1 seminorm error norm

h1s = h1serrorlinear ( numpoint, xnode, press,k0);

disp(’H1 seminorm error’)

disp(h1s);

!postprocessing

xnodeex = 0:0.01:1;

pexactsol = exp(i*k0*xnodeex);

figure(1)

plot(xnodeex,pexactsol,’-og’)

hold on

plot(xq,vq1,’-*r’)

hold on

plot(xnode,press(1:numpoint),’–b’)

title(’Real part of solution’)

xlabel(’x’)

ylabel(’Rep’)

legend(’Exact’,’Interp’,’FEM Sol’)

hold off

xnodeex = 0:0.01:1;

pexactim = imag(exp(i*k0*xnodeex));
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figure(2)

plot(xnodeex,pexactim,’-og’)

hold on

plot(xq,vq2,’-*r’)

hold on

plot(xnode,press(numpoint+1:2*numpoint),’–b’)

xlabel(’x’)

ylabel(’Imp’)

title(’Imaginary part of solution’)

legend(’Exact’,’Interp’,’FEM Sol’)

hold off

!—————————————————————————-

! Helmholtz 1D

!—————————————————————————-

function [K,M] = Helmholtz1D(numelem,numpoint,dh)

! function calculate stiffness matrix K and mass matrix M for solving

! inhomogeneous equation

xigauss = [-1/sqrt(3) 1/sqrt(3)];

wigauss = [1 1];

[nigauss migauss] = size(xigauss);

Nksi = zeros(migauss,migauss);

for i = 1:migauss

Nksi (1,i) = (1 - xigauss(1,i))/2;
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Nksi (2,i) = (1 + xigauss(1,i))/2;

end

Nksider = [-1/2 1/2;-1/2 1/2];

K = zeros(numpoint,numpoint);

M = zeros(numpoint,numpoint);

jacob = dh/2;

invjacob = 2/dh;

for j = 1:numelem

isp = [j j+1];

weight = wigauss * jacob;

for igauss = 1:migauss

N = Nksi(igauss,:);

Nx = Nksider(igauss,:) * invjacob;

wig = weight(igauss);

K(isp,isp) = K(isp,isp) + wig * (Nx’ * Nx);

M(isp,isp) = M(isp,isp) + wig * (N’ * N);

end

end

!——————————————————————–

! Helmholtz SGS stabilization

!——————————————————————–

function [K,M,S] = Helmholtz1DSGSlin(numelem,numpoint,dh,k0)

! function for calculating Helmholtz equation applying
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! SGS stabilization with linear elements

tausgslin = -(1/k0∧2) + (6/(k0∧4 * dh∧2)) * ((1-cos(k0 * dh))/(2 + cos(k0 * dh)));

xigauss = [-1/sqrt(3) 1/sqrt(3)];

wigauss = [1 1];

[nigauss migauss] = size(xigauss);

Nksi = zeros(migauss,migauss);

for i = 1:migauss

Nksi (1,i) = (1 - xigauss(1,i))/2;

Nksi (2,i) = (1 + xigauss(1,i))/2;

end

Nksider = [-1/2 1/2;-1/2 1/2];

K = zeros(numpoint,numpoint);

M = zeros(numpoint,numpoint);

S = zeros(numpoint,numpoint);

jacob = dh/2;

invjacob = 2/dh;

for j = 1:numelem

isp = [j j+1];

weight = wigauss * jacob;

for igauss = 1:migauss

N = Nksi(igauss,:);

Nx = Nksider(igauss,:) * invjacob;

wig = weight(igauss);
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K(isp,isp) = K(isp,isp) + wig * (Nx’ * Nx);

M(isp,isp) = M(isp,isp) + wig * (N’ * N);

S(isp,isp) = S(isp,isp) + wig * tausgslin * (k0 ∧2 * N’) * (-k0 ∧2 * N );

end

end

!—————————————————————- ! L2 - error !——————————————————

———-

function e2 = l2errorlinear ( n, x, u, k0 )

! L2ERRORLINEAR estimates the L2 error norm of a finite element solution.

! Discussion:

! We assume the finite element method has been used, over an interval [A,B]

! involving N nodes, with piecewise linear elements used for the basis.

! The coefficients U(1:N) have been computed, and a formula for the

! exact solution is known.

! This function estimates the L2 norm of the error:

! L2NORM = Integral ( A ← X ← B ) ( U(X) - EXACT(X) )∧2 dX

! Parameters:

! Input, integer N, the number of nodes.

! Input, real X(N), the mesh points.

! Input, real U(N), the finite element coefficients.

! Input, function EQ = EXACT ( X ), returns the value of the exact

! solution at the point X.

! Output, real E2, the estimated L2 norm of the error.

e2 = 0.0;
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j = sqrt(-1);

! Quadrature definitions.

quadnum = 2;

abscissa(1) = -0.577350269189625764509148780502;

abscissa(2) = +0.577350269189625764509148780502;

weight(1) = 1.0;

weight(2) = 1.0;

! Integrate over each interval.

for i = 1 : n - 1

xl = x(i);

xr = x(i+1);

ul = u(i);

ur = u(i+1);

for q = 1 : quadnum

xq = ( ( 1.0 - abscissa(q) ) * xl ...

+ ( 1.0 + abscissa(q) ) * xr ) ...

/ 2.0;

wq = weight(q) * ( xr - xl ) / 2.0;

! Use the fact that U is a linear combination of piecewise linears.

uq = ( ( xr - xq ) * ul ...

+ ( xq - xl ) * ur ) ...

/ ( xr - xl );

eq = ( ( xr - xq ) * exact(i) ...
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+ ( xq - xl ) * exact(i+1) ) ...

/ ( xr - xl );

eq = exact ( xq );

eq = real(exp(j*k0*xq));

e2 = e2 + wq * ( uq - eq )∧2;

end

end

e2 = sqrt ( e2 );

return

end

!————————————————————-

! H1 - seminorm

!———————————————————–

function h1s = h1serrorlinear ( n, x, u, k0 )

!! H1SERRORLINEAR: seminorm error of a finite element solution.

! Discussion:

! We assume the finite element method has been used, over an interval [A,B]

! involving N nodes, with piecewise linear elements used for the basis.

! The finite element solution U(x) has been computed, and a formula for the

! exact derivative V’(x) is known.

! This function estimates the H1 seminorm of the error:

!

! H1S = sqrt ( integral ( A ← x ← B ) ( U’(x) - V’(x) )∧2 dx
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! Parameters:

! Input, integer N, the number of nodes.

! Input, real X(N), the mesh points.

! Input, real U(N), the finite element coefficients.

! Input, function EQ = EXACTUX ( X ), returns the value of the exact

! derivative at the point X.

! Output, real H1S, the estimated seminorm of the error.

h1s = 0.0;

j = sqrt(-1);

! Quadrature definitions.

quadnum = 2;

abscissa(1) = -0.577350269189625764509148780502;

abscissa(2) = +0.577350269189625764509148780502;

weight(1) = 1.0;

weight(2) = 1.0;

! Integrate over each interval.

for i = 1 : n - 1

xl = x(i);

xr = x(i+1);

ul = u(i);

ur = u(i+1);

for q = 1 : quadnum

xq = ( ( 1.0 - abscissa(q) ) * xl ...
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+ ( 1.0 + abscissa(q) ) * xr ) ...

/ 2.0;

wq = weight(q) * ( xr - xl ) / 2.0;

! The piecewise linear derivative is a constant in the interval.

uxq = ( ur - ul ) / ( xr - xl );

exq = real(j*k0*exp(j*k0*xq));

h1s = h1s + wq * ( uxq - exq )∧2;

end

end

h1s = sqrt ( h1s );

return

end

Дводимензиона хомогена Хелмхолц jеднаћина

! FILE: helmholtz.m

! AUTHOR: V. Jazarevic function [velL2,h,uex,u,x,y,elements,noe,nlnu]=helmholtz(elements,vertices,...

boundaries,fem,bcflagD,Wavenumberk0,Wavedirectionteta,iexact,discu,discp,uDirDoffile,Defaultbc)

[n,nov] = size(vertices);

[n,noe] = size(elements);

[nlnu] = select(fem);

! Number of velocity d.o.f.’s per space component

if discu == -1

novv = nov;

else
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novv = nlnu*noe;

end

! Coordinates

[x,y,xel,yel]=coordinates(vertices,noe,nlnu,elements);

! Exact solution values

ax = 0;

ay = 0;

if(discp == 0) !piecewise contant pressure case

[uex,vex,pex,F,Fu] = exactvaluesdisc(x,y,xel,yel,nov,novv,...

noe,nlnu,discu,discp,elements,0,mu,iexact,0,’helmh’,0,0,ax,ay);

else

[uex,vex,pex,F,Fu] = exactvalues(x,y,nov,novv,noe,nlnu,discu,discp,elements,

0,0,Wavenumberk0,Wavedirectionteta,iexact,0,’helmh’,0,0,ax,ay);

end

clear pex

!Gauss quadrature

if strcmp(fem,’P1’) == 1

elem = 1; ! Triangular elements

ngaus = 3; ! Number of Gauss points

quadt = ’open’; ! Quadrature type (open or closed)

nen = 3; ! Number of nodes for velocity

nsd = 2; ! Number of nodes for pressure

nenb = 2; ! 2D problem
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end

[posgp,wgp,pogpb,wgpb] = Gaussquadrature(elem,ngaus,nsd,quadt);

[N,Ndref] = ShapeFunc(elem,nen,posgp,nsd);

[Nb,Ndrefb] = ShapeFunc(elem,nenb,pogpb,nsd-1);

! Basic matrices

[Kq,Mq,MLq,aree] = basicmatriceslaplacian(vertices,noe,elements,nlnu,novv,discu,wgp,N,Ndref(:,:,1),Ndref(:,:,2));

1Build global matrices

! Boundary Edge info for implementation of Robin B.C

[ledge,lbedg,rdom,cdom,lenge,norme,lengb,normb] = mesharrays(nov,noe,nlnu,elements,vertices);

clear ledge lenge norme

[g]=gfunction(lbedg,wgpb,elements,vertices,Wavenumberk0,Wavedirectionteta,pogpb);

[Juu,gu] = Robinbcforu(noe,elements,nlnu,lbedg,normb,lengb,novv,1,discu,wgpb,Nb,g,Wavenumberk0);

! System matrix

A =Kq+i*Wavenumberk0*Juu-Wavenumberk0∧2*Mq;

hsq = (aree(1));

!Compute force term

b = zeros(novv,1);

! Basic force terms

b(1:novv,1) =gu(1:novv);

sol = A;
¯

clear A b

! Extract pressures

u = sol(1:novv);
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!—————————————————————- ! g-functioon !—————————————————

————–

function [g]=gfunction(lbedg,wgpb,elements,vertices,Wavenumberk0,Wavedirectionteta,pogpb)

! Loop over edges

permb = [1 2; 2 3; 3 1];

sigij = [1 -1;-1 1];

sgpui = [1 -1];

ngaus = size(wgpb,2);

nbedg = size(lbedg,1);

wgpb = wgpb*0.5;

! Initialization

g = sparse(size(lbedg,1),ngaus); !complex to real gr

for iedgb = 1:nbedg

elem1 = lbedg(iedgb,1);

face1 = lbedg(iedgb,2);

iglobalu(:,1,1) = elements(permb(face1,:),elem1);

xpoint1=vertices(1,iglobalu(1));

ypoint1=vertices(2,iglobalu(1));

xpoint2=vertices(1,iglobalu(2));

ypoint2=vertices(2,iglobalu(2));

hx=abs(xpoint1-xpoint2);

hy=abs(ypoint1-ypoint2);

xm=(xpoint1+xpoint2)/2;

ym=(ypoint1+ypoint2)/2;
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for igaus = 1:ngaus

x = xm + (hx/2)*pogpb(igaus); ! x-coordinate of the gauss point

y = ym + (hy/2)*pogpb(igaus); ! y-coordinate of the gauss point

if ypoint1==0 && ypoint2==0

g(iedgb,igaus)=g(iedgb,igaus)+i*(Wavenumberk0

-(Wavenumberk0*sind(Wavedirectionteta)))*exp(i*Wavenumberk0*cosd(Wavedirectionteta)*x);

elseif xpoint1==1 && xpoint2==1

g(iedgb,igaus)=g(iedgb,igaus)

+i*(Wavenumberk0+Wavenumberk0*cosd(Wavedirectionteta))*exp(i*Wavenumberk0*cosd(Wavedirectionteta)

+i*Wavenumberk0*sind(Wavedirectionteta)*y);

elseif ypoint1==1 && ypoint2==1

g(iedgb,igaus)=g(iedgb,igaus)

+i*(Wavenumberk0+Wavenumberk0*sind(Wavedirectionteta))*exp(i*Wavenumberk0*cosd(Wavedirectionteta)*x

+i*Wavenumberk0*sind(Wavedirectionteta));

elseif xpoint1==0 && xpoint2==0

g(iedgb,igaus)=g(iedgb,igaus)+i*(Wavenumberk0-

Wavenumberk0*cosd(Wavedirectionteta))*exp(i*Wavenumberk0*sind(Wavedirectionteta)*y);

end end end

function [Juu,gu]=Robinbcforu(noe,elements,nlnu,lbedg,...

normb,lengb,novv,coeffBDF,discu,wgpb,Nb,g,Wavenumberk0)

nnodb = 2; !number of vertices per edge

! Initialization

Juu = sparse(novv,novv);
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gu = sparse(2*novv,1);

! Loop over edges

permb = [1 2; 2 3; 3 1];

sigij = [1 -1;-1 1];

sgpui = [1 -1];

ngaus = size(wgpb,2);

nbedg = size(lbedg,1);

wgpb = wgpb*0.5;

! Boundary edges

for iedgb = 1:nbedg

elem1 = lbedg(iedgb,1);

face1 = lbedg(iedgb,2);

iglobalu(:,1,1) = elements(permb(face1,:),elem1);

! Compute local matrices

Juulo = zeros(nnodb,nnodb);

guulo = zeros(nnodb,1);

for igaus = 1:ngaus

for inodb = 1:nnodb

for jnodb = 1:nnodb

Juulo(inodb,jnodb) = Juulo(inodb,jnodb) + wgpb(igaus)*lengb(iedgb)*...

Nb(igaus,inodb)*Nb(igaus,jnodb);

end

end
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end

for igaus = 1:ngaus

for inodb = 1:nnodb

guulo(inodb)= guulo(inodb)+wgpb(igaus)*lengb(iedgb)*Nb(igaus,inodb)*g(iedgb,igaus);

end end

! Assembling

Juu(iglobalu(:,1,1),iglobalu(:,1,1))=...

Juu(iglobalu(:,1,1),iglobalu(:,1,1))+Juulo;

gu(iglobalu(:,1,1))=gu(iglobalu(:,1,1))+guulo;

end
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[156] I. M. Babuška S. A. Sauter. Is the pollution effect of the fem avoidable for the

helmholtz equation considering high wave numbers. SIAM J. Numer. Anal, Vol.

34:2392–2423, 1997.

[157] G. Gabard R. Astley and M. Tahar. Stability and accuracy of finite element meth-

ods for flow acoustics i: general theory and application to one-dimensional prop-

agation. International Journal Numerical Methods Engineering, Vol. 63:974–987,

2005.

[158] K. Gerdes and F. Ihlenburg. On the pollution effect in fe solutions of the

3dhelmholtz equation. Computational Methods Applied Mechanical Engineering,

Vol. 170:155–172, 1999.

[159] L. Thompson P. Pinsky. A galerkin least-squares finite element method for the

two-dimensional helmholtz equation. International Journal Numerical Methods

Engineering, Vol. 38:371–397, 1995.



Литература 314

[160] G. Gabard R. Astley and M. Tahar. Stability and accuracy of finite element

methods for flow acoustics i: general theory and application to one-dimensional

propagation. International Journal Numerical Methods Engineering, Vol. 63:947–

973, 2005.

[161] I. Harari T. Hughes. Galerkin/least-squares finite element methods for the reduced

wave equation with non-reflecting boundary conditions in unbounded domains.

Computation Methods Appllied Mechanical Engineering, Vol. 98:411–454, 1992.
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npunor 3.

Majaea o Kopmufieiby

OBJiaiiinyjeM YHMBepanTeTCKy 6n6nnoTeKy ..Cseiosap MapKOBufi" fla y
penosnTOpujyM YHUBepsureTa y Beorpafly ynece Mojy floicropcKy flucepiaunjy nofl

HacnoBowi:

Koja je wioje ayiopcKo fleno.

jy ca CBMM npunosnivia npeflao/na caM y eneiapOHCKOM (JJOpMary noroflHOM
33 rpaJHO apxuBupahbe.

Mojy AOKTOpcKy flucepraunjy noxpafceHy y flurnjanHM penoamopujyivi
y Beorpafly Mory fla Kopucie CBM KOJM noujiyjy oflpeflSe caflpxane y Ofla6paHOM ii/my

KpeaiMBHe sajeflHuue (Creative Commons) sa Kojy caw ce oflnynno/na.

1 . AyropcTBO

2. AyropcTBO -

(^y\yjopcTBO - HeKOMepqujanHO - 6es npepafle

4. AyropCTBO - HeKOMepMMjanHO - flenmn nofl MCTMM ycnosmvia

5. AyropcTBO - 6es npepafle

6. AyropCTBO - flenmn nofl MCTHM ycnoBUMa

fla saoKpy>KMTe caMO jeflHy ofl tueci noHyFjeHnx nuMeHMH, KpaiaK oni/ic
flai je Ha noneT]MHM nucra).

norniic

Y Beorpafly,



1 . AyiopciBo - flosBorbaBaie yMHOxasai-be, flncTpn6yu.njy M jasno caonLUTasahbe
flena, n npepafle, BKO ce nasefle MMe ayiopa na HBMMH oflpePjen Ofl crpane ayiopa

flasaoMa nMu,eHu,e, HBK M y KOMepuujanne cspxe. OBO je najcnoSoflHMja Ofl CBMX

2. AyropcTso - HeKOMepunjanno. flosso/basaie yMHOxasatoe, flncTpn6yi4njy n jasno
caoniuTaBaHae flena, n npepafle, aKO ce nasefle MMe ayiopa na HBHUH oflpefjen Ofl
cipane ayiopa nnn flasaoua nnuenue. Osa nuMeHi^a ne floaBOJbasa
ynoipe6y flena.

3. AyiopciBo - HeKOMepuMJanno - 6es npepafle. flosBoibaBare
flucipuSyunjy n jasno caonLUTasafce flena, 6es npoiviena, npeoGnnKOBafca
ynoipe6e flena y CBOM fleny, aKO ce nasefle MMe ayiopa na nanun oflpeFjeH Ofl
cipane ayiopa nnn flaBaoi4a nnqeHLie. Osa nnu,eHu,a He flosBonaasa KOMepqujanny
ynoipeSy flena. V oflnocy na cse ociane nnuenue, OBOM nimeHMOM ce orpaHUMasa
Hajsenn o6nM npasa Kopniunefca flena.

4. AyiopciBo - HeKOMepunjariHO - flennrn nofl MCTHM ycnosuMa.
, flMCTpn6yu,njy n jasHO caonLuiaBafce flena, n npepafle, aKO ce

ayiopa Ha Hanun oflpefjen Ofl cipane ayiopa nnn flasaoLia nnL4eHL(e n aKO ce
npepafla flucrpuSyupa nofl HCTOM nnn cnnnnoM nnu,eHMOM. Osa nnuenua ne

KOMepiinjanHy ynoipe6y flena n npepafla.

5. AyropciBo - 6es npepafle. flosBonsasaie yMHOxasahbe, flncTpn6yMnjy n jaBHO
caonLUTasaHje flena, 6ea npOMena, npeo6nnKOBaH>a nnn ynoipe6e flena y CBOM fleny,
aKO ce Hasefle nMe ayiopa Ha naMMH oflpefjen ofl cipane ayiopa nnn flasaoua
nnu,eHu,e. Osa nni46HL4a flOSBorbasa KOMepMnjanny ynoipe6y flena.

6. AyiopciBO - fleni/iTM nofl MCTMM ycnosuMa. flosso/basaie
flMCTpn6yL4njy n jaBHO caonLUTasahte flena, n npepafle, BKO ce Hasefle UMB ayropa Ha
HaMMH oflpefien ofl crpane ayiopa nnn flasaoqa nuMenue n BKO ce npepafla
flncTpn6ynpa nofl HCTOM nnn cnnnnoM nnu,eHL40M. Osa nnMeHL4a flosso/basa
KOMepunjanny ynoipeSy flena n npepafla. Cnnnna je cocpisepCKUM nnu,eHu,aMa,
oflHOCHO nnMeHu,aMa oiBOpenor KOfla.
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