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Rezime

U ovoj tezi se razmatraju razliqite osobine obiqnih harmonijskih

preslikavaǌa, kvazikonformnih preslikavaǌa i harmonijskih preslika-

vaǌa u odnosu na zadatu konformnu metriku u slici. Dobijeni su odgo-

vori na mnoga pitaǌa koja se odnose na odre�ivaǌe onih osobina tih

klasa funkcija, koje su od esencijalnog znaqaja za validnost rezultata

poput onih koji uopxtavaju quvene nejednakosti Xvarc-Pikovog tipa.

Prednost je data geometrijskom pristupu, analiziraǌem osobina Gauso-

ve krivine konformnih metrika sa kojima operixemo.

Kǉuqne reqi: Kvazikonformno preslikavaǌe, Harmonijsko preslika-

vaǌe, Rimanova povrx, Univerzalno natkrivaǌe, Konformna metrika,

Gausova krivina, Gustina hiperboliqke metrike, Hiperboliqka duжina,

Hiperboliqko rastojaǌe, Hiperboliqki izvod, Kvadratni diferencijal,

Kvazi-izometrija, Lipxicovo i ko-Lipxicovo preslikavaǌe.

Nauqna oblast: Matematika

Uжa nauqna oblast: Kompleksna analiza
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Abstract (English)

This thesis considers various properties of Euclidean harmonic mappings, quasi-

conformal mappings and generalized harmonic mappings, which are harmonic with

respect to the conformal metric on the image surface. In particular, we obtained the

answers to many questions concerning these classes of functions and that are related

to the determination of different properties that are of essential importance for validi-

ty of the results such as those that generalize famous inequalities of the Schwarz-Pick

type. The approach used was geometrical in nature, via analyzing the properties of

the Gaussian curvature of the conformal metrics we are dealing with.

Key words: Quasiconformal mapping, Harmonic mapping, Riemann surface, Uni-

versal covering, Conformal metric, Gaussian curvature, Hyperbolic density, Hyperbo-

lic length, Hyperbolic distance, Hyperbolic derivative, Quadratic differential, Quasi-

isometry, Lipschitz i co-Lipschitz mapping.
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Uvod

U klasiqnoj teoriji funkcija kompleksne promenǉive oduvek su mnogi

problemi, qijim rexavaǌem bi se opisala pojedina geometrijska svo-

jstva analitiqkih funkcija, preokupirali paжǌu velikog broja istaknu-

tih matematiqara. Me�utim, veoma malo osobina te klase funkcija, qak

i ako se modifikuju, se mogu direktno preneti na neke druge veoma vaжne

klase preslikavaǌa, kao xto su harmonijska, odnosno kvazikonformna

preslikavaǌa.

Predmet ove doktorske disertacije je prouqavaǌe razliqitih osobina

obiqnih harmonijskih preslikavaǌa, kvazikonformnih i harmonijskih

preslikavaǌa u odnosu na zadatu konformnu metriku u slici, dok je

glavni ciǉ izdvajaǌe onih osobina tih klasa funkcija koje su od ese-

ncijalnog znaqaja za validnost nekih vaжnih rezultata, poput onih koji

uopxtavaju quvene teoreme Xvarc-Pikovog tipa. Potencirano je na tome

da se uvedu nove metode prilikom istraжivaǌa, xto je dovelo do toga da

je akcenat stavǉen na geometrijski pristup analiziraǌem razliqitih

osobina Gausove krivine konformnih metrika koje su razmatrane.
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Teza se sastoji iz pet poglavǉa, sa spiskom literature od 60 bibli-

ografskih jedinica. U prvom delu je izloжen pregled osnovnih pojmo-

va i rezultata iz teorije kvazikonformnih preslikavaǌa. Uveden je

neophodni analitiqki aparat, koji �e kasnije biti od velike koristi.

U potpunosti je izloжen poznati Greqov problem, a zatim su opisana

sva druga vaжna svojstva tih preslikavaǌa koja ih qine prirodnim uo-

pxteǌem konformnih.

U drugom delu su paжǉivo obra�ene teme iz teorije harmonijskih

funkcija. Dokazano je nekoliko pomo�nih tvr�eǌa, a zatim su pokazane

teorema Levija, odgovaraju�a verzija Xvarcove leme za harmonijska

preslikavaǌa, kao i nejednakost Hajnca sa svim ǌenim posledicama.

Tre�i deo sadrжi mnoge pojedinosti koje se odnose na pojam Rimanove

povrxi i na konformne metrike na istoj. Pokazano je nekoliko vaжnih

rezultata koji se tiqu teorije uopxtenih harmonijskih preslikavaǌa,

uopxtenih u smislu prisustva konformne metrike u slici. Dat je i

analogon quvene Rimanove teoreme, tj. teorema uniformizacije, koja nam

obezbe�uje da izvrximo klasifikaciju Rimanovih povrxi u odnosu na

univerzalnu natkrivaju�u povrx. Zatim je dokazana i mogu�nost uvo�e-

ǌa (videti teoremu 3.4.1) hiperboliqke metrike na povrxima hiperboli-

qkog tipa, tj. onima koje se natkrivaju jediniqnim diskom D. Dokazana

je i Bohnerova formula, tj. formula (3.5.6), uz pomo� koje je u narednoj

glavi predstavǉen novi pristup i metod u dokazu Vanove teoreme (videti

teoremu 4.4.4, kao i [58]).
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U qetvrtom poglavǉu predstavǉen je kratak pregled geometrijske te-

orije funkcija kao i razne verzije nejednakosti Xvarc-Pikovog tipa

(Teorema 4.2.4), specijalno, Alfors-Xvarcova lema (videti lemu 4.3.1).

Date su ocene za hiperboliqki izvod preslikavaǌa, pod odre�enim uslo-

vima, kao i mnogi rezultati koji se odnose na upore�ivaǌe metrika

(Teorema 4.3.2), ali i ǌihove posledice. Dokazana je na potpuno drugi

naqin Vanova teorema, koja je mnogim matematiqarima posluжila kao

inspiracija za daǉe istraжivaǌe u ovoj oblasti. Xtavixe, po prvi

put su odre�ene konstante bilipxicovosti hiperboliqkog harmonijskog

i kvazikonformnog difeomorfizma jediniqnog diska na sebe, u odnosu na

hiperboliqku metriku.

Teorema 0.0.1. (Van [58])Svaki harmonijski, u odnosu na hiperboliqku me-
triku, k-kvazikonformni difeomorfizam jediniqnog diska D na sebe je kvazi-
izometrija tog diska u odnosu na hiperboliqku metriku. Osim toga, pre-
slikavaǌe f je ujedno i

(1− k,

√

1 + k

1− k
)

bi-Lipxicovo u odnosu na tu metriku.

Tako�e, predstavǉeno je nekoliko zanimǉivih rezultata koji opisuju

ponaxaǌe realnih harmonijskih preslikavaǌa jediniqnog diska D u inte-

rval (−1, 1), kao i nekoliko posledica istih.

Na kraju, u petom delu su posmatrani euklidski harmonijski difeo-

morfizmi raznih domena, koji su jox i kvazikonformna preslikavaǌa, i

dobijeni su mnogi znaqajni rezultati koji unapre�uju ovu teoriju. Mnogi

od tih rezultata su autorski (Teorema 5.1.10, Teorema 5.4.3, Posledica

5.4.4, Posledica 5.4.5, Teorema 5.4.6), dok je nekoliko ǌih dobijeno u



4

saradǌi sa mentorom (Teorema 5.1.2, Teorema 5.1.4, Teorema 5.3.4, Teo-

rema 5.3.5). Tako�e, date su smernice koje vode ka daǉim istraжivaǌima

u oblasti harmonijskih i kvazikonformnih preslikavaǌa.

Inaqe, prvu nekompletnu karakterizaciju harmonijskog kvazikonfo-

rmnog difeomorfizma f jediniqnog diska D = {z ∈ C : |z| < 1} na sebe u

svom qlanku [39] dao je O. Martio. On je, uz pomo� Hajncove nejednakosti

(Teorema 2.4.1), tj. nejednakosti

|fz(z)|2 + |fz̄(z)|2 >
1

π2
, z ∈ D,

primetio da je svaki harmonijski kvazikonformni difeomorfizam je-

diniqnog diska D na sebe preslikavaǌe koje je ko-Lipxicovo. Me�u-

tim, u radu iz 2002. godine M. Pavlovi� (videti [51]), koriste�i Mori-

jevu nejednakost za kvazikonformna preslikavaǌa, je u potpunosti oka-

rakterisao pomenute difeomorfizme u terminima graniqne funkcije, jer

se svako kvazikonformno preslikavaǌe jediniqnog diska na sebe moжe

proxiriti do homeomorfizma odgovaraju�ih zatvoreǌa. Preciznije, po-

kazao je da su za proizvoǉan harmonijski difeomorfizam f jediniqnog

diska na sebe slede�a tvr�eǌa ekvivalentna: (a) f je kvazikonformno, (b)

f je bi-Lipxicovo u odnosu na euklidsku metriku, (c) graniqna funkcija

je tako�e bi-Lipxicovo preslikavaǌe i Hilbertova transformacija ǌe-

nog izvoda pripada prostoru L∞(R). Sa druge strane, u zajedniqkom radu

autora ove teze sa mentorom iz 2007. godine (videti [34]), pokazano je,

koriste�i potpuno novi pristup, da je svako jedno takvo preslikavaǌe

ujedno i kvazi-izometrija u odnosu na hiperboliqku metriku. Xtavixe,

dobijene su konkretne konstante bilipxicovosti.
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Teorema: (videti [34])Neka je f preslikavaǌe koje je k-kvazikonformni ha-

rmonijski difeomorfizam jediniqnog diska D na sebe. Tada je preslikava-

ǌe f kvazi-izometrija jediniqnog diska u odnosu na hiperboliqku metriku.

Specijalno, preslikavaǌe f je (K−1, K) bi-Lipxicovo u odnosu na tu me-

triku, gde je K =
1 + k

1− k
.

U istom radu dato je nekoliko tvr�eǌa koja su generalizacija pre-

thodnog i tiqu se uopxtenih harmonijskih preslikavaǌa, sa krivinom

konformne metrike u slici ne ve�om od unapred zadatog negativnog broja,

koja u ovoj tezi ne�emo navoditi.

Motivisan pitaǌima sa Seminara, autor teze, kao posledicu pretho-

dnog rezultata (videti teoremu 5.1.10), uz dodatni uslov da pomenuto

preslikavaǌe f fiksira taqku nula, dobija ocenu modula takvog jednog

preslikavaǌa, a zatim i konkretne konstante euklidske bilipxicovosti

preslikavaǌa f u taqki z = 0, tj. pokazano je da vaжi

1

K
|z| 6 |f(z)| 6 K|z|,

kad god je z ∈ D. Inaqe, od ranije je bilo poznato da ako je m(K) najboǉa

mogu�a konstanta za koju vaжi m(K)|z| 6 |f(z)|, za svako z ∈ D, da je tada

lim
K→1+

m(K) = 1, xto je tehniqki bilo zahtevno (pogledati qlanak [49]),

dok je sada oqigledno da vaжi isto, jer
1

K
6 m(K) 6 1. Kako je kompozi-

cija harmonijskog i analitiqkog preslikavaǌa harmonijsko, ispostavilo

se da se svi prethodni rezultati mogu generalizovati ukoliko se domen

zameni proizvoǉnim Жordanovim domenom sa C1,α granicom. Me�utim,

,,post-komponovaǌe” harmonijskog preslikavaǌa analitiqkim gubi svo-

jstvo harmoniqnosti, pa su oqekivane neke druge tehnike koje �e dovesti
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do sliqnih tvr�eǌa u sluqaju proizvoǉnog kodomena kompleksne ravni.

U radu iz 2005. godine, M. Pavlovi� i D. Kalaj su opisali harmoni-

jske kvazikonformne difeomorfizme gorǌe poluravni H na sebe. Poka-

zali su da ako je ψ homeomorfizam realne ose na sebe, koji quva ori-

jentaciju, da se tada isti moжe produжiti do harmonijskog kvazikonfo-

rmnog difeomorfizma gorǌe poluravni na sebe ako i samo ako je pre-

slikavaǌe ψ bi-Lipxicovo i ako Hilbertova transformacija ǌegovog

izvoda pripada prostoru L∞(R). Sliqnu takvu karakterizaciju, u zaje-

dniqkom radu, dobijaju i M. Mateǉevi�, V. Boжin i autor teze (videti

[40]). Me�utim, pre toga, M. Mateǉevi� i autor dobijaju i konkretne

konstante bilipxicovosti, kako u euklidskom, tako i u hiperboliqkom

sluqaju. Xtavixe, pokazano je da je svaki k-kvazikonformni harmoni-

jski difeomorfizam gorǌe poluravni na sebe (K−1, K) kvazi-izometrija

gorǌe poluravni u odnosu na hiperboliqku, ali i u odnosu na euklidsku

metriku, kao i da se dobijene nejednakosti dostiжu.

Teorema: (videti [34])Pretpostavimo da preslikavaǌe f zadovoǉava gore

pomenute uslove. Tada je isto (K−1, K) kvazi-izometrija u odnosu na eu-

klidsku metriku, a samim tim i (K−1, K) bi-Lipxicovo preslikavaǌe, tj.

vaжi

1

K
|z1 − z2| 6 |f(z1)− f(z2)| 6 K|z1 − z2|,

za svako z1, z2 ∈ H, gde je K =
1 + k

1− k
. Pri tome se obe nejednakosti postiжu.

Kasnije je D. Kalaj uopxtio prethodne rezultate na sluqaj kvaziko-

nformnog harmonijskog difeomorfizma jediniqnog diska na proizvoǉnu

konveksnu oblast sa glatkom C1,α granicom i dobio je da je svako takvo
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preslikavaǌe bi-Lipxicovo u odnosu na hiperboliqku metriku, dok su

Qen i Feng (videti [11]), primeǌuju�i potpuno isti metod kao onaj pre-

dstavǉen u radu autora teze sa mentorom (videti [34]), potvrdili dobi-

jene konstante bilipxicovosti i u sluqaj proizvoǉnog prosto povezanog

konveksnog kodomena razliqitog od C. Tu je dokazan i analogon Kebeove

teoreme distorzije. Me�utim, M. Mateǉevi� i V. Boжin (videti [7]),

novom tehnikom i idejama, dobijaju da u sluqaju Жordanovih oblasti sa

C1,α granicom svaki harmonijski kvazikonformni difeomorfizam izme�u

ǌih je tako�e bi-Lipxicovo preslikavaǌe, ali u odnosu na euklidsku

metriku.

Prethodni rezultati su posluжili kao motivacija za daǉe istraжiva-

ǌe, pa su dobijeni rezultati koji potvr�uju da je svaki kvazikonformni

harmonijski difeomorfizam f jediniqnog diska na proizvoǉni prosto

povezani hiperboliqki domen G kompleksne ravni, koriste�i samo svo-

jstva hiperboliqke metrike i uopxteǌe verzije Xvarcove leme za Kele-

rove mnogostrukosti (videti [60] i [57]), koju je dao Jau, pod uslovom da je

konformna metrika ds2 = λG(f(z))|fz(z)|2, z ∈ D, kompletna (λG je gustina

hiperboliqke metrike na G), ko-Lipxicovo preslikavaǌe u odnosu na

odgovaraju�e hiperboliqke metrike.

Teorema: Neka je f jedno k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe je-

diniqnog diska D na G, gde je G ⊂ C proizvoǉna prosto povezana oblast

razliqita od C. Ukoliko je konformna metrika ds2 = λG(f(z))|fz(z)|2|dz|2

kompletna na D, tada vaжi

dG(f(z1), f(z2)) > m(k) dD(z1, z2),
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za svako z ∈ D, odnosno preslikavaǌe f je m(k) ko-Lipxicovo u odnosu na

hiperboliqku metriku, gde je m(k) =
1− k

√

1 + k2 +
16 + 9

√
3

2
k

.

U obrnutoj situaciji, takav naqin istraжivaǌa je dao samo parci-

jalni rezultat. Naime, odre�ena je konstanta lipxicovosti samo za male

k, tj. za ona preslikavaǌa koja su suvixe bliska konformnim. Tako�e,

dat je i rezultat koji se odnosi na gustinu kvazihiperboliqke merike i

moжe posluжiti kao motivacija da se pojedini rezultati prenesu i na

taj sluqaj.

Teorema: Neka je f : D → G preslikavaǌe koje je k-kvazikonformno i harmo-

nijsko, gde je G ⊂ C proizvoǉna prosto povezana oblast razliqita od C.

Tada, za sve 0 6 k < k0 =
2

16 + 9
√
3
, vaжi

dG(f(z1), f(z2)) 6M(k) dD(z1, z2),

za svako z ∈ D, odnosno preslikavaǌe f je M(k) Lipxicovo u odnosu na hi-

perboliqku metriku, gde je M(k) =
1 + k

√

1− 16 + 9
√
3

2
k

.



Glava 1

Kvazikonformna preslikava�a

domena kompleksne ravni

Teorija kvazikonformnih preslikavaǌa poqela je da se razvija jox po-

qetkom XX veka. Danas predstavǉa jednu modernu i veoma vaжnu oblast

kompleksne analize. Nemaqki matematiqar Greq, motivisan jednim lepim

i prirodnim pitaǌem, prvi je potraжio primer preslikavaǌa koje je, na

neki naqin ,,blisko” konformnom, jer je bilo poznato da ne postoji ko-

nformno preslikavaǌe kvadrata S na pravougaonik R, koji nije kvadrat,

koje �e temena tog kvadrata preslikavati u temena datog pravougaonika.

1.1 Uvod

Neka su Ω ⊂ C i Ω′ ⊂ C date oblasti u ravni i f : z 7→ w = f(z) =

u(z) + iv(z) ∈ Ω′, u(z) = Re(f(z)), v(z) = Im(f(z)), z = x + iy ∈ Ω, pre-

slikavaǌe klase C1, koje oblast Ω preslikava na oblast Ω′. Tada, u

proizvoǉnoj taqki z0 ∈ Ω odgovaraju�i diferencijal df(z0) preslikavaǌa

9
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f je R-linearno preslikavaǌe oblika

df(z0)(h) = fz(z0)h+ fz̄(z0)h̄,

gde su fz(z0) =
1

2
(fx(z0) − ify(z0)) i fz̄(z0) =

1

2
(fx(z0) + ify(z0)), pri qemu je

svakako fx(z0) =
∂u

∂x
(z0) + i

∂v

∂x
(z0) i fy(z0) =

∂u

∂y
(z0) + i

∂v

∂y
(z0).

Neka je α ∈ [0, 2π) proizvoǉno. Tada je izvod preslikavaǌa f u pravcu

vektora eiα u taqki z0 jednak

(∂αf)(z0) = lim
r→0

f(z0 + reiα)− f(z0)

reiα

= fz(z0) + fz̄(z0)e
−2iα.

Oqigledno je sada

Λf(z0) = max
α∈[0,2π)

|(∂αf)(z0)| = |fz(z0)|+ |fz̄(z0)|

i

λf(z0) = min
α∈[0,2π)

|(∂αf)(z0)| = |fz(z0)| − |fz̄(z0)|.

U ovoj glavi �emo uglavnom razmatrati difeomorfizme klase C1 koji

quvaju orijentaciju, tj. ona preslikavaǌa f : Ω → Ω′ za koja je Jf(z) > 0,

odnosno, za koja je |fz(z)| > |fz̄(z)|, za svako z ∈ Ω, gde je Jf(z) = Λf(z)λf (z) =

|fz(z)|2 − |fz̄(z)|2, z ∈ Ω, jakobijan preslikavaǌa f . Konformnu dilataciju,

tj. distorziju, preslikavaǌa f definixemo kao koliqnik

Df(z) =
Λf(z)

λf (z)
=

|fz(z)| + |fz̄(z)|
|fz(z)| − |fz̄(z)|

, z ∈ Ω.

Kompleksna dilatacija preslikavaǌa f u taqki z definixe se, na uo-

biqajeni naqin, sa µf(z) =
fz̄(z)

fz(z)
, z ∈ Ω. Oqigledno je Df(z) =

1 + |µf(z)|
1− |µf(z)|

,

odakle, ukoliko je f konformno preslikavaǌe, trivijalno sledi da je

Df(z) = 1, za svako z ∈ Ω.
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Definiija 1.1.1. Neka su Ω i Ω′ date oblasti i f : Ω → Ω′, difeomorfi-

zam klase C1, koji quva orijentaciju, jedne oblasti na drugu. Kaza�emo

da je preslikavaǌe f regularno kvazikonformno, ukoliko je konformna

dilatacija istog, tj. realna funkcija Df , ograniqena u Ω. Tako�e, za

preslikavaǌe f kaжemo da je regularno K-kvazikonformno, ako postoji

realan broj K > 1, takav da vaжi Df(z) 6 K, za svako z ∈ Ω.

Na osnovu prethodne definicije, ako uvedemo oznaku

Kf = sup{Df(z) : z ∈ Ω},

zakǉuqujemo da je preslikavaǌe f regularno kvazikonformno u oblasti

Ω, ukoliko je Kf konaqno. Pri tome je Kf najmaǌa od svih konstanti

K > 1 za koju je preslikavaǌe f regularno K-kvazikonformno.

Definiija 1.1.2. Za regularno K- kvazikonformno preslikavaǌe f obla-

sti Ω na oblast Ω′, broj Kf > 1 nazivamo maksimalnom konformnom, ili

samo maksimalnom, dilatacijom preslikavaǌa f .

Sada �emo izvesti neke formule koje �emo koristiti kasnije.

Neka su Ω, Ω′ i Ω′′ oblasti u kompleksnoj ravni. Pretpostavimo da su

f : z 7→ w = f(z) ∈ Ω′, z = x + iy ∈ Ω i g : w 7→ ζ = g(w) ∈ Ω′′, w = u + iv ∈ Ω′,

preslikavaǌa klase C1, redom, u oblastima Ω i Ω′. Tada, znaju�i da je

(f̄)z(z) = fz̄(z), kao i (f̄)z̄(z) = fz(z), za svako z ∈ Ω, jednostavno dobijamo

da je za svako z ∈ Ω

(g ◦ f)z(z) = gw(f(z))fz(z) + gw̄(f(z))fz̄(z), (1.1.1)

(g ◦ f)z̄(z) = gw(f(z))fz̄(z) + gw̄(f(z))fz(z). (1.1.2)
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Stoga, ako je preslikavaǌe f konformno, tj. fz̄(z) = 0, kao i fz(z) = f ′(z),

za svako z ∈ Ω, dobijamo da je

µg◦f(z) =
(g ◦ f)z̄(z)
(g ◦ f)z(z)

=
gw̄(f(z))fz(z)

gw(f(z))fz(z)
(1.1.3)

= (µg ◦ f)(z)
f ′(z)

f ′(z)
, (1.1.4)

pa je

Dg◦f(z) =
1 + |µg◦f(z)|
1− |µg◦f(z)|

= Dg(f(z)).

Tako�e, ukoliko je preslikavaǌe g konformno, dobijamo da je

µg◦f (z) =
(g ◦ f)z̄(z)
(g ◦ f)z(z)

=
fz̄(z)

fz(z)
= µf(z),

pa je

Dg◦f (z) =
1 + |µg◦f(z)|
1− |µg◦f(z)|

= Df(z).

Specijalno, ako je f difeomorfizam oblasti Ω na oblast Ω′, Ω′′ = Ω i

g = f−1, tada je

1 = (g ◦ f)z(z) = (f−1)w(f(z))fz(z) + (f−1)w̄(f(z))fz̄(z),

0 = (g ◦ f)z̄(z) = (f−1)w(f(z))fz̄(z) + (f−1)w̄(f(z))fz(z),

odakle proizilazi da je

(f−1)w(f(z)) =
1

Jf(z)
fz(z),

kao i

(f−1)w̄(f(z)) = − 1

Jf (z)
fz̄(z).

Tako�e, trivijalno se dobija da je (µf−1 ◦ f)(z) = −fz̄(z)
fz(z)

, odnosno

|(µf−1 ◦ f)(z)| = |µf(z)|.
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Sa druge strane, ukoliko pretpostavimo da preslikavaǌa f i g u odgo-

varaju�im domenima imaju definisane sve parcijalne izvode drugog reda

koji su neprekidne funkcije, tada, diferenciraju�i jednakost (1.1.1) po

promenǉivoj z̄, dobijamo

(g ◦ f)zz̄(z) = (gww ◦ f)(z)fz(z)fz̄(z)

+(gww̄ ◦ f)(z)(|fz(z)|2 + |fz̄(z)|2)

+(gw̄w̄ ◦ f)(z)fz(z)fz̄(z)

+(gw ◦ f)(z)fzz̄(z) + (gw̄ ◦ f)(z)fzz̄(z),

odakle, ako je preslikavaǌe f analitiqko, nalazimo da je

(g ◦ f)zz̄(z) = (gww̄ ◦ f)(z)|fz(z)|2, (1.1.5)

za svako z ∈ Ω. Specijalno, ukoliko je g harmonijsko preslikavaǌe

(videti naredno poglavǉe), tj. ako je (△g)(w) = 4gww̄(w) = 0, za svako

w ∈ Ω′, tu osobinu �e zadrжati i kompozicija g ◦ f .

Slika 1.

z0 w0 = f(z0)

Λf

λf
df(z0)
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1.2 Greqov problem

Neka su a, b, a′ i b′ pozitivni realni brojevi. Oznaqi�emo sa

R = {z = x+ iy ∈ C : 0 < x < a, 0 < y < b},

kao i sa

R′ = {w = u+ iv ∈ C : 0 < u < a′, 0 < v < b′},

dva, na trenutak, izdvojena pravougaonika u ravni. Poznato je da, ko-

riste�i princip simetrije, recimo, ne moжemo na�i konformno presli-

kavaǌe f jednog pravougaonika na drugi, koje �e, nakon proxireǌa do

homeomorfizma ǌihovih zatvoreǌa, temena prvog pravougaonika presli-

kavati u odgovaraju�a temena drugog pravougaonika, osim u sluqaju kada

su ti pravougaonici sliqni. Dakle, ako je sa f̃ : R → R′ oznaqen pomenuti

homeomorfizam koji proxiruje preslikavaǌe f na R, uz zahtev da vaжi

f̃(0) = 0, f̃(a) = a′, f̃(a + ib) = a′ + ib′ i f̃(ib) = ib′, mora biti ispuǌeno i
a

b
=
a′

b′
. Primetimo da �e se tada, svakako, stranice prvog pravougaonika

preslikavati na stranice drugog.

Sa druge strane, afino preslikavaǌe definisano sa

A(z) =
1

2

(

a′

a
+
b′

b

)

z +
1

2

(

a′

a
− b′

b

)

z̄, z ∈ C, (1.2.1)

je jedan difeomorfizam klase C∞ pravougaonika R na pravougaonik R′,

koji oqigledno quva orijentaciju, homeomorfizam je ǌihovih zatvoreǌa

i temena prvog preslikava u odgovaraju�a temena drugog pravougaonika.

Pri tome je Az(z) =
1

2

(

a′

a
+
b′

b

)

, z ∈ R, kao i Az̄(z) =
1

2

(

a′

a
− b′

b

)

, z ∈ R, pa
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je DA(z) =
a′b

ab′
, za svako z ∈ R, ako je

a

b
6
a′

b′
, dok je DA(z) =

ab′

a′b
, za svako

z ∈ R, ukoliko je
a

b
>
a′

b′
.

Posmatrajmo sada familiju F svih difeomorfizama, koji quvaju ori-

jentaciju, pravougaonika R na pravougaonik R′, koji se mogu neprekidno

proxiriti da homeomorfizama ǌihovih zatvoreǌa i koji temena prvog

pravougaonika preslikavaju u odgovaraju�a temena drugog. S obzirom na

prethodno razmatraǌe, familija F je svakako neprazna. Pretpostavimo,

jox, da je
a

b
6
a′

b′
. Prirodno pitaǌe se name�e sada. Da li me�u ǌima

postoji onaj sa najmaǌom maksimalnom dilatacijom, tj. da li postoji

f0 ∈ F, tako da je Kf0 6 Kf , za svako f ∈ F? Potvrdan odgovor na ovo

pitaǌe obezbe�uje nam naredno tvr�eǌe.

Propoziija 1.2.1. Neka je f ∈ F proizvoǉan difeomorfizam. Tada vaжi

a′b2

b′
6

∫∫

R

Df(z)dxdy. (1.2.2)

Xtavixe, afino preslikavaǌe, definisano izrazom (1.2.1), je ekstremalno

preslikavaǌe. Specijalno, ukoliko je f regularno K-kvazikonformno, tada

je i
a′

b′
6 K

a

b
.

Dokaz: Neka je y ∈ (0, b) proizvoǉno i γy : x 7→ γy(x) = x + iy, 0 6 x 6 a,

horizontalna kriva koja spaja ,,b-stranice” pravougaonika R. Oznaqimo

sa Γy = f ◦ γy krivu koja predstavǉa sliku krive γy pri preslikavaǌu f .

S obzirom da sada kriva Γy mora spajati ,,b-stranice” pravougaonika R′,
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dobijamo da je euklidska duжina iste ne maǌa od a′, tj.

a′ 6

∫

Γy

|dw| =
∫ a

0

|fz(x+ iy) + fz̄(x+ iy)|dx

=

∫ a

0

|fz(x+ iy)||1 + µf(x+ iy)|dx, y ∈ [0, b],

odakle, integrale�i obe strane nejednakosti po y na segmentu [0, b], dobi-

jamo da je

a′b 6

∫∫

R

|fz(x+ iy)||1 + µf(x+ iy)|dxdy

=

∫∫

R

|fz(z)||1 + µf(z)|
√

|fz(z)|2 − |fz̄(z)|2
√

Jf(z)dxdy

=

∫∫

R

|1 + µf(z)|
√

1− |µf(z)|2
√

Jf(z)dxdy

6

∫∫

R

(1 + |µf(z)|)
√

1− |µf(z)|2
√

Jf(z)dxdy

=

∫∫

R

√

1 + |µf(z)|
1− |µf(z)|

√

Jf(z)dxdy

6

√

∫∫

R

1 + |µf(z)|
1− |µf(z)|

dxdy

√

∫∫

R

Jf(z)dxdy,

odnosno

(a′b)2 6 a′b′
∫∫

R

Df (z)dxdy.

✷
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Slika 2.

0 a

a+ ibib

0 a′

a′ + ib′ib

R

R′

iy γy

Γy

f

Kvadrilateral Q = Q(z1, z2, z3, z4) ⊂ C, ili uopxteni pravougaonik, je

Жordanova oblast u ravni, odnosno, ona oblast qija je granica ∂Q ⊂ C,

kao skup, u skladu sa nasle�enom topologijom iz C, homeomorfna jedi-

niqnoj kruжnici T = {w ∈ C : |w| = 1}, zajedno sa ure�enom qetvorkom

(z1, z2, z3, z4) razliqitih istaknutih taqaka koje pripadaju granici ∂Q te

oblasti. Taqke zi, 1 6 i 6 4, naziva�emo temenima kvadrilaterala Q

i, ukoliko je ϕ : ∂Q → T preslikavaǌe koja uspostavǉa homeomorfizam

granice istog i jediniqne kruжnice, zahteva�emo da je [0, 2π) ∋ ϕ1 =

arg(ϕ(z1)) < ψ(ϕ(z2)) < ψ(ϕ(z3)) < ψ(ϕ(z4)) < ϕ1 + 2π, gde je sa ψ oznaqena

neprekidna grana argumenta izdvojena u oblasti {w ∈ C : w 6= ρeiϕ1 , ρ > 0}.

Dakle, qetvorka istaknutih taqaka je ure�ena u skladu sa pozitivnom

orijentacijom granice ∂Q u odnosu na kvadrilateral Q.

Na osnovu Rimanove teoreme, sledi da je svaki kvadrilateral Q =

Q(z1, z2, z3, z4) konformno ekvivalentan sa odgovaraju�im pravougaonikom
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R = {w ∈ C : 0 < u < a, 0 < v < b}, za neke pozitivne realne brojeve a

i b, te da se svaki drugi pravougaonik, pripadnik iste klase konformno

ekvivalentnih, moжe dobiti od pravougaonika R, jednostavno, transfo-

rmacijom sliqnosti, koja quva orijentaciju. Stoga, opravdano je uvo�eǌe

pojma konformnog modula kvadrilaterala Q.

Definiija 1.2.1. Konformni modul, ili kra�e, modul, datog kvadri-

laterala Q = Q(z1, z2, z3, z4) je broj M(Q) =
a

b
, gde su a i b euklidske

duжine stranica odgovaraju�eg kanonskog pravougaonika.

1.3 Ekstremalne du�ine

Da bismo dali geometrijsku definiciju kvazikonformnog preslika-

vaǌa, uvex�emo pojam ekstremalne duжine, koja �e predstavǉati inva-

rijantu u odnosu na konformna preslikavaǌa, odnosno kvaziinvarijantu

u odnosu na kvazikonformna preslikavaǌa. U tom ciǉu, neka je Γ pro-

izvoǉna familija lokalno rektificijabilnih krivih u oblasti Ω ⊂ C,

koje su zadate neprekidnim preslikavaǌima otvorenih, poluotvorenih,

odnosno zatvorenih, intervala realne prave, kao i najvixe prebrojivih

disjunktnih unija istih (osim u ovoj glavi, kriva u nekoj oblasti Ω ⊂ C

�e biti definisana na uobiqajeni naqin, tj. kao neprekidno presli-

kavaǌe zatvorenog intervala [0, 1] u Ω). Nenegativnu Borel merǉivu

funkciju ρ, koja je definisana u Ω, �emo zvati dopustivom metrikom na

Ω, ako vaжi

A(Ω, ρ) =

∫∫

Ω

ρ2(z)dxdy ∈ (0,+∞),
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z = x + iy ∈ Ω, dok �emo za krivu γ ∈ Γ definisati duжinu iste u

odnosu na dopustivu metriku ρ kao L(γ, ρ) =

∫

γ

ρ(z)|dz|, koja moжe biti

i beskonaqna. Osim toga, za celu familiju krivih γ definixemo duжinu

iste kao L(Γ, ρ) = inf
γ∈Γ

L(γ, ρ).

Definiija 1.3.1. Ekstremalna duжina familije krivih Γ u oblasti Ω

je broj λ(Γ) = λ(Ω,Γ) = sup
ρ

L2(Γ, ρ)

A(Ω, ρ)
, gde se supremum uzima po svim dopu-

stivim metrikama ρ na Ω.

Dakle, ekstremalnu duжinu familije krivih Γ �emo shvatiti kao

proseqnu minimalnu duжinu krivih iz te familije. Odmah prime�ujemo

da ona zavisi iskǉuqivo od same te familije, a ne od oblasti u kojoj

se nalaze tragovi krivih iz te familije. Zaista, ukoliko je Ω ⊂ Ω′ i

Γ proizvoǉna familija lokalno rektificijabilnih krivih u Ω, izdvaja-

ǌem proizvoǉne dopustive metrike ρ na Ω, moжemo formirati dopustivu

metriku ρ′ na Ω′, zahtevom ρ′(z) = ρ(z), z ∈ Ω, odnosno ρ′(z) = 0, z ∈ Ω′ − Ω.

Otuda je L(Γ, ρ) = L(Γ, ρ′), kao i A(Ω, ρ) = A(Ω′, ρ′). pa je i λ(Ω,Γ) 6 λ(Ω′,Γ).

Sa druge strane, uzimaju�i proizvoǉnu dopustivu metriku na Ω′, re-

strikcija iste na Ω definixe dopustivu metriku na Ω, pa je ispuǌena i

obrnuta nejednakost.

Posmatrajmo sada dve familije krivih Γ1 i Γ2 u Ω. Kaza�emo da

Γ1 < Γ2, ako za svako γ2 ∈ Γ2 postoji γ1 ∈ Γ1, tako da je preslikavaǌe

γ1 restrikcija preslikavaǌa γ2. Pri tome je γ∗1 ⊂ γ∗2, ali i Γ1 < Γ2,

ukoliko je Γ2 ⊂ Γ1, gde je sa γ∗ oznaqen trag neke krive γ. Stoga, kao

neposrednu posledicu definicije, dobijamo da ako je Γ1 < Γ2, to je i

λ(Ω,Γ1) 6 λ(Ω,Γ2).
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Primer 1.3.1. (a) Neka je R = {z = x + iy ∈ C : 0 < x < a, 0 < y < b}

pravougaonik u ravni i Γ familija lokalno rektificijabilnih krivih

koje spajaju ,,b-stranice” tog pravougaonika i iz ǌega ne izlaze. Iza-

berimo jednu dopustivu metriku ρ na R. Tada je, za fiksirano y ∈ (0, b),

L(Γ, ρ) 6

∫ a

0

ρ(x + iy)dx, odakle je, nakon integracije, koriste�i nejedna-

kost Koxi-Xvarca,

b2L2(Γ, ρ) 6

(
∫∫

R

ρ(z)dxdy

)2

6 ab

∫∫

R

ρ2(z)dxdy

= abA(R, ρ), z = x+ iy,

odnosno
L2(Γ, ρ)

A(R, ρ)
6
a

b
. Dakle, λ(R,Γ) 6

a

b
. Uzimaju�i ρ0(z) = 1, za svako

z ∈ R, dobijamo da je
L2(Γ, ρ0)

A(R, ρ0)
=
a

b
, pa je λ(R,Γ) =

a

b
.

(b) Posmatrajmo sada kruжni prsten P = {z = x + iy ∈ C : r1 < |z| <

r2}, gde su r1 i r2 dati pozitivni brojevi, r1 < r2, i familiju lokalno

rektificijabilnih krivih Γ koje spajaju taqke sa graniqnih kruжnica

prstena P i koje ne izlaze iz tog prstena. Tada, za proizvoǉnu dopustivu

metriku ρ na prstenu P i fiksirano θ ∈ [0, 2π), imamo L(Γ, ρ) 6
∫

γθ

ρ(z)|dz|,

gde je γθ(r) = reiθ, r1 < r < r2, odakle se integracijom i primenom Koxi-

Xvarcove nejednakosti dobija

(2πL(Γ, ρ))2 6

(
∫∫

(r1,r2)×[0,2π)

ρ(reiθ)drdθ

)2

6

∫∫

(r1,r2)×[0,2π)

1

r
drdθ

∫∫

(r1,r2)×[0,2π)

rρ2(reiθ)drdθ

= 2π log
r2

r1

∫∫

P

ρ2(z)dxdy = 2π log
r2

r1
A(P, ρ), z = reiθ,

odnosno,
L2(Γ, ρ)

A(P, ρ)
6

1

2π
log

r2

r1
, tj. λ(P,Γ) 6

1

2π
log

r2

r1
. Stavǉaju�i ρ0(z) =

1

r
,
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z = reiθ ∈ P , nalazimo da je
L2(Γ, ρ0)

A(P, ρ0)
=

1

2π
log

r2

r1
, odnosno, λ(P,Γ) =

1

2π
log

r2

r1
.

Napomena 1.3.1. Da smo u prethodnom primeru posmatrali familiju

lokalno rektificijabilnih krivih Γ′, koje ostaju u prstenu P i ra-

zdvajaju komponente povezanosti granice tog prstena, dobili bismo da

je λ(P,Γ′) = 2π

(

log
r2

r1

)−1

.

Kao xto je najavǉeno, ekstremalna duжina familije krivih predsta-

vǉa konformnu invarijantu, odnosno, kvaziinvarijantu u odnosu na re-

gularna kvazikonformna preslikavaǌa. Tu qiǌenicu nam obezbe�uje na-

redno tvr�eǌe.

Teorema 1.3.1. Neka je f : Ω → Ω′ = f(Ω) regularno K-kvazikonformno

preslikavaǌe i neka je Γ proizvoǉna familija lokalno rektificijabilnih

krivih qiji tragovi pripadaju Ω. Oznaqimo sa Γ1 = {f ◦ γ : γ ∈ Γ} odgo-

varaju�u familiju krivih u Ω′. Tada je

λ(Ω,Γ)

K
6 λ(Ω′,Γ1) 6 Kλ(Ω,Γ).

Dokaz: Neka je ρ proizvoǉna dopustiva metrika na Ω. Definiximo do-

pustivu metriku ρ1 na Ω′ sa ρ1(w) =
ρ(f−1(w))

λf (f−1(w))
, w = f(z) = u+ iv ∈ Ω′, gde je

λf(z) = |fz(z)| − |fz̄(z)|, z ∈ Ω (λf(z) > 0, za svako z ∈ Ω, jer je preslikavaǌe

f kvazikonformno). Tada je

A(Ω′, ρ1) =

∫∫

Ω′

ρ21(w)dudv

=

∫∫

Ω

ρ21(f(z))Jf(z)dxdy =

∫∫

Ω

ρ2(z)

λf
2(z)

Jf(z)dxdy

=

∫∫

Ω

|fz(z)|+ |fz̄(z)|
|fz(z)| − |fz̄(z)|

ρ2(z)dxdy 6 KA(Ω, ρ).
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Analogno, kad god je γ ∈ Γ vaжi

L(γ1, ρ1) =

∫

γ1

ρ1(w)|dw| >
∫

γ

ρ(z)

λf (z)
||fz(z)| − |fz̄(z)|| |dz|

=

∫

γ

ρ(z)

λf(z)
(|fz(z)| − |fz̄(z)|) |dz| =

∫

γ

ρ(z)|dz| = L(γ, ρ),

gde je γ1 = f ◦ γ. Stoga je L(Γ1, ρ1) > L(Γ, ρ), pa je i

L2(Γ1, ρ1)

A(Ω′, ρ1)
>

1

K

L2(Γ, ρ)

A(Ω, ρ)
,

odakle, zbog proizvoǉnosti dopustive metrike ρ dobijamo levu stranu

nejednakosti. Desnu stranu nejednakosti trivijalno dobijamo kao po-

sledicu prethodno dokazane i qiǌenice da je f−1 tako�e jedno K-kvazi-

konformno preslikavaǌe. ✷

U prilog prethodnom tvr�eǌu, ukoliko je f konformno preslikavaǌe

oblasti Ω na oblast Ω′, shodno prethodnim oznakama, lako dobijamo da

je λ(Ω′,Γ1) = λ(Ω,Γ), jer je u tom sluqaju K = 1, xto je reqeno ranije.

Dakle, ekstremalna duжina zaista jeste konformna invarijanta.

Lema 1.3.2. Neka su Γ1 i Γ2 dve familije lokalno rektificijabilnih krivih

koje pripadaju, redom, disjunktnim oblastima Ω1 i Ω2 u ravni. Tada, ako

je Γ = Γ1 + Γ2 = {γ = γ1 + γ2 : γ1 ∈ Γ1, γ2 ∈ Γ2}, familija krivih nastala

nadovezivaǌem krivih iz datih familija (qak i kada za to nema smisla,

tj. ne zahteva se da kriva γ1 ima krajǌu taqku istu kao xto je inicijalna

taqka krive γ2) vaжi

λ(Ω1,Γ1) + λ(Ω2,Γ2) 6 λ(Γ).

Dokaz: Neka je Ω proizvǉana oblast koja sadrжi Ω1 ∪ Ω2. Oqigledno

je (videti komentar nakon definicije 1.3.1), najpre, λ(Γi) = λ(Ωi,Γi) =



23

λ(Ω,Γi), i ∈ {1, 2}, odakle, ako obe familije tretiramo kao familije

krivih u Ω, sledi Γ1, Γ2 < Γ = Γ1 + Γ2, pa je 0 6 max{λ(Γ1), λ(Γ2)} 6 λ(Γ).

To zapravo znaqi da ukoliko je neka od pomenutih ekstremalnih duжina 0

ili +∞, dokaz je zavrxen. Stoga, pretpostavimo da vaжi λ(Γi) ∈ (0,+∞),

i ∈ {1, 2}.

Uoqimo sada dve proizvoǉne dopustive metrike ρ1 i ρ2 , redom, na Ω1 i

Ω2 i bez umaǌeǌa opxtosti pretpostavimo (tj. izvrximo normalizaciju)

da je L1 = L(Ω1, ρ1) = A(Ω1, ρ1), kao i L2 = L(Ω2, ρ2) = A(Ω2, ρ2). Definiximo

dopustivu metriku ρ na Ω sa ρ(z) = ρ1(z), z ∈ Ω1, ρ(z) = ρ2(z), z ∈ Ω2,

odnosno ρ(z) = 0, z ∈ Ω− (Ω1 ∪Ω2). Tada vaжi L(Ω, ρ) > L1 +L2 = A(Ω1, ρ1) +

A(Ω1, ρ2). Sa druge strane, oqigledno je A(Ω, ρ) = A(Ω1, ρ1) + A(Ω2, ρ2), pa

je stoga i

λ(Γ) = λ(Γ1 + Γ2) >
L2(Ω, ρ)

A(Ω, ρ)

>
(A(Ω1, ρ1) + A(Ω2, ρ2))

2

A(Ω1, ρ1) + A(Ω2, ρ2)
= A(Ω1, ρ1) + A(Ω2, ρ2)

=
L2
1

A(Ω1, ρ1)
+

L2
2

A(Ω2, ρ2)
,

odakle sledi tvr�eǌe. ✷

Primetimo da smo mogli da izvrximo prethodnu normalizaciju, jer je

pretpostavǉeno da vaжi λ(Γi) ∈ (0,+∞), i ∈ {1, 2}, pa se moжemo osloniti

na qiǌenicu da izrazi koji definixu odgovaraju�e ekstremalne duжine

ostaju isti kada se izabrane dopustive metrike pomnoжe pogodno oda-

branim pozitivnim konstantama.
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1.4 Geometrijska definiija kvazikonformnog

preslikava�a

Sada �emo pokuxati da se oslobodimo zahteva da su preslikavaǌa sa

kojima radimo klase C1. S tim u vezi uvodimo slede�i pojam.

Definiija 1.4.1. Neka je f : Ω → Ω′ homeomorfizam koji quva ori-

jentaciju. Za preslikavaǌe f �emo re�i da je K-kvazikonformno, u geo-

metrijskom smislu, ako za svaki kvadrilateral Q, za koji je ispuǌeno

Q ⊂ Ω, vaжi
M(Q)

K
6M(f(Q)) 6 KM(Q).

Primetimo da prethodna definicija ima smisla, jer je i slika pro-

izvoǉnog kvadrilaterala Q, koji kompaktno leжi u Ω, tako�e jedan kva-

drilateral koji kompaktno pripada oblasti Ω′, s obzirom na svojstva

preslikavaǌa f . Osim toga, ukoliko je preslikavaǌe f K-kvazikonfo-

rmno, tada je, svakako, K > 1. Tako�e, s obzirom na vezu izme�u modula

proizvoǉnog kvadrilaterala Q = Q(z1, z2, z3, z4) i ǌemu konjugovanog

kvadrilaterala Q̃ = Q(z2, z3, z4, z1), dovoǉno je bilo zahtevati

da je M(f(Q)) 6 KM(Q), za svaki kvadrilateral Q, Q ⊂ Ω.

Pre nego xto dokaжemo nekoliko korisnih tvr�eǌa koja �e nam biti

od znaqaja kasnije, uvedimo slede�u oznaku. Za dati kvadrilateral Q =

Q(z1, z2, z3, z4), Q ⊂ C, sa sa(Q), odnosno sa sb(Q), �emo oznaqavati eukli-

dsko rastojaǌe izme�u ǌegovih ,,a-stranica”, odnosno ,,b-stranica”, re-

dom. Svakako je sa(Q), sb(Q) ∈ (0,+∞).
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Propoziija 1.4.1. Neka su Ω, Ω′, Ω′′ ⊂ C date oblasti. Petpostavimo da

je f : Ω → f(Ω) = Ω′ K1-kvazikonformno preslikavaǌe, a g : Ω′ → g(Ω′) = Ω′′

K2-kvazikonformno preslikavaǌe. Tada je kompozicija g ◦ f K1K2-kvaziko-

nformno preslikavaǌe.

Dokaz: Kako je jakobijan kompozicije preslikavaǌa proizvod odgovara-

ju�ih jakobijana, tvr�eǌe se svodi na elementarnu ocenu odozgo konfo-

rmne dilatacije kompozicije. ✷

Propoziija 1.4.2. (Rengelova nejednakost, [37]) Neka je dat proizvoǉan

kvadrilateral Q = Q(z1, z2, z3, z4) u ravni. Tada za ǌegov modul vaжi

s2b(Q)

m(Q)
6M(Q) 6

m(Q)

s2a(Q)
, (1.4.1)

gde je m oznaka za dvodimenzionalnu Lebegovu meru. Jednakost u obe neje-

dnakosti vaжi ako i samo ako je Q pravougaonik.

Propoziija 1.4.3. Neka su Ω, Ω′ ⊂ C date oblasti i f : Ω → f(Ω) = Ω′

difeomorfizam klase C1 istih. Tada vaжi, preslikavane f je K-kvaziko-

nformno, u geometrijskom smislu, ako i samo ako je regularno K-kvaziko-

nformno, tj. ako i samo ako je Df(z) 6 K, za svako z ∈ Ω.

Dokaz: Pretpostavimo najpre da je Df (z) 6 K, za svako z ∈ Ω. Oznaqimo

sa Q proizvoǉan kvadrilateral u Ω, Q ⊂ Ω, kao i sa Q′ = f(Q) ⊂ Ω′ sliku

istog pri f . Neka su, daǉe f1 i f2 konformna preslikavaǌa kvadri-

laterala Q i Q′, redom, na odgovaraju�e kanonske pravougaonike R =

R(0,M,M + i, i) i R′ = R′(0,M ′,M ′+ i, i), gde su M =M(Q) i M ′ =M(Q′) mo-

duli kvadrilaterala Q i Q′. Tada je, na osnovu tvr�eǌa 1.4.1, kompono-

vano preslikavaǌe g = f2 ◦ f ◦ (f1)−1 : R→ R′ regularno K-kvazikonformno
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preslikavaǌe pravougaonika R na pravougaonik R′, koje se, s obzirom da

se preslikavaǌa f1 i f2 mogu proxiriti do homeomorfizama izme�u Q i

R, odnosno Q′ i R′, koja quvaju istaknuta temena odgovaraju�ih kvadri-

laterala, moжe proxiriti do homeomorfizma izme�u R i R′ koje quva

odgovaraju�a temena. Stoga je, na osnovu tvr�eǌa 1.2.1, M ′ = M(Q′) 6

KM(Q) = KM , odakle zakǉuqujemo, zbog proizvoǉnosti kvadrilaterala

Q, da je preslikavaǌe f K-kvazikonformno preslikavaǌe, u smislu geo-

metrijske definicije.

Obrnuto, pretpostavimo da je preslikavaǌe f K-kvazikonformno u ge-

ometrijskom smislu i da 0 ∈ Ω, kao i da je f(0) = 0, ali i fz(0) = |fz(0)| i

fz̄(0) = |fz̄(0)|. Tada je

f(z) = fz(0)z + fz̄(0)z̄ + o(z)

= (|fz(0)|+ |fz̄(0)|)x+ i(|fz(0)| − |fz̄(0)|)y + o(z)

= Λf(0)x+ iλf(0)y + o(z),

z = x + iy ∈ Bρ = {z ∈ C : |z| < ρ}, Bρ ⊂ Ω. Kako preslikavaǌe f quva

orijentaciju, tj. Jf(z) > 0, z ∈ Ω, to je i Λf (0) > λf(0) > 0. Sa druge

strane, izaberimo r > 0 tako da pravougaonik R = {z = x + iy ∈ C : −r <

x < r,−r < y < r} kompaktno pripada disku Bρ. Neka je R′ = f(R). Tada, za

z = −r + iy, |y| 6 r, vaжi da je Re(f(z)) = −Λf (0)r + o(r), kao i za z = r + iy,

|y| 6 r, vaжi da je Re(f(z)) = Λf(0)r + o(r), odakle sledi da je sb(R
′) =

2Λf(0)r+o(r). Me�utim, kako jeM(R) = 1, to jeM(R′) 6 K, dok je na osnovu

nejednakosti (1.4.1) ispuǌeno
s2b(R

′)

m(R′)
6 M(R′), tj. s2b(R

′) 6 Km(R′), gde je

m, kao i ranije, oznaka za dvodimenzionalnu Lebegovu meru. Tako�e,

kako je m(R′) = 4Λf(0)λf(0)r
2 + o(r2), to je i s2b(R

′) = (2Λf(0)r + o(r))2 =
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4Λf(0)
2r2 + o(r2) 6 4KΛf(0)λf(0)r

2 + o(r2), odakle, deǉeǌem leve i desne

strane nejednakosti sa 4Λf(0)λf(0)r
2, te prelaskom na graniqnu vrednost,

kad r → 0+, dobijamo da je Df(0) =
Λf(0)

λf (0)
6 K. ✷

Ostalo nam je da dokaжemo najvaжnije tvr�eǌe u ovom delu rada, a

odnosi se na karakterizaciju 1-kvazikonformnih, u geometrijskom smislu,

preslikavaǌa. S tim u vezi �emo imati nekoliko pomo�nih tvr�eǌa, kao

i jedno zapaжaǌe.

Lema 1.4.4. Neka je γ proizvoǉna kriva koja spaja ,,a-stranice” pravougao-

nika R = R(0, m̃, m̃+ i, i), m̃ > 1, i koja deli taj pravougaonik na dva kvadri-

laterala Q1 i Q2. Tada je

M(Q1) +M(Q2) 6M(R), (1.4.2)

pri qemu jednakost vaжi ako i samo ako je γ vertikalni segment.

Dokaz: Primetmo da jednakost u prethodnoj nejednakosti trivijalno vaжi

ukoliko je kriva γ vertikalni segment koji spaja ,,a-stranice” pravougao-

nika R. Stoga, da bismo, prvo, pokazali nejednakost (1.4.2), oznaqimo sa

Γ1, odnosno sa Γ2, familije krivih koje spajaju, redom, levu ,,b-stranicu”

pravougaonika R sa krivom γ, odnosno krivu γ sa desnom ,,b-stranicom”

istog. Ako je Γ = Γ1 + Γ2, to je, na osnovu leme 1.3.2, λ(Γ1) + λ(Γ2) 6 λ(Γ),

te nejednakost trivijalno sledi.

Pretpostavimo da je sada M(Q1) + M(Q2) = M(R) i dokaжimo da je

γ vertikalni segment koji spaja ,,a-stranice” pravougaonika R. Tome

u prilog, oznaqimo sa f1, odnosno sa f2, kanonska preslikavaǌa koja

kvadrilaterale Q1 i Q2, preslikavaju, redom, na pravougaonike R1 =
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R1(0, m1, m1+i, i) i R2 = R2(0, m2, m2+i, i). Tada je m̃ = m1+m2. Definiximo

sada metriku ρ na pravougaoniku R sa ρ(z) = |f ′
1(z)|, z ∈ Q1, ρ(z) = |f ′

2(z)|,

z ∈ Q2 i ρ(z) = 0, inaqe. Tada vaжi
∫∫

R

(ρ2(z)− 1)dxdy =

∫∫

Q1

(|f ′
1(z)|2 − 1)dxdy +

∫∫

Q2

(|f ′
2(z)|2 − 1)dxdy

=

∫∫

Q1

|f ′
1(z)|2dxdy +

∫∫

Q2

|f ′
2(z)|2dxdy −

∫∫

R

dxdy

= m(R1) +m(R2)−m(R) = m1 +m2 − m̃ = 0,

tj.
∫∫

R

ρ2(z)dxdy = m̃, gde je m oznaka za dvodimenzionalnu Lebegovu meru.

Sa druge strane, bilo koja horizontalna linija l, koja spaja ,,b-stranice”

pravougaonika R, je krivom γ podeǉena na dve krive γ1 i γ2, qije slike γ̃1

i γ̃2, pri f1, odnosno pri f2, u zbiru imaju euklidsku duжinu ne maǌu od

m̃. Stoga je
∫∫

R

ρ(z)dxdy > m̃, pa je, na osnovu nejednakosti Koxi-Xvarca

m̃2
6

(
∫∫

R

ρ(z)dxdy

)2

6 m̃

∫∫

R

ρ2(z)dxdy = m̃2,

odakle zakǉuqujemo da je ρ(z) = 1 skoro svuda, tj. da su preslikavaǌa f1

i f2 identiteta. ✷

Dakle vaжi slede�e tvr�eǌe.

Teorema 1.4.5. Svako 1-kvazikonformno preslikavaǌe je ujedno i konformno.

Dokaz: Neka je f : Ω → f(Ω) = Ω′ 1-kvazikonformno preslikavaǌe. Kako

svaka taqka oblasti Ω leжi unutar nekog kvadrilaterala Q, Q ⊂ Ω, to

je dovoǉno pokazati da tvr�eǌe vaжi u sluqaju preslikavaǌa izme�u

kvadrilaterala.

Stoga, neka je Q = Q(z1, z2, z3, z4) proizvoǉan kvadrilateral u Ω. Ozna-

qimo sa Q′ = Q′(f(z1), f(z2), f(z3), f(z4)) = f(Q) indukovani kvadrilateral.
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Tako�e, neka su R = R(0,M,M + i, i) i R′ = R′(0,M ′,M ′ + i, i) kanonski

pravougaonici koji odgovaraju, redom, kvadrilateralima Q i Q′. Kako je

f preslikavaǌe koje je 1-kvazikonformno, prema definiciji istog, vaжi

da jeM(Q) =M(Q′), pa su i odgovaraju�i kanonski pravougaonici sliqni,

te stoga, moжemo pretpostaviti da su isti. Oznaqimo sa f1 : Q → R i

f2 : Q′ → R′ odgovaraju�a kanonska preslikavaǌa. Tada je i kompozicija

g = f2 ◦ f ◦ (f1)
−1 : R → R′ tako�e 1-kvazikonformno preslikavaǌe, ali

pravougaonika R na sebe. Dokaжimo da se prethodna kompozicija svodi

na identiteta preslikavaǌe. Zaista, neka je z0 = x0 + iy0 ∈ R proizvoǉna

taqka. Sada moжemo podeliti pravougaonik R na dva pravougaonika R1 =

R1(0, x0, x0 + i, i) i R2 = R1(x0,M,M + i, x0 + i), a samim tim i pravougaonik

R′ na dva kvadrilaterala R′
1 = f(R1) i R′

2 = f(R2). Me�utim, kako je pre-

slikavaǌe f 1-kvazikonformno, tada je M(R) = M(R1) +M(R2) = M(R′
1) +

M(R′
2) 6 M(R′) = M(R), tj. M(R′

1) +M(R′
2) = M(R′), pa je, na osnovu leme

1.4.4, kvadrilateral R′
1 zapravo pravougaonik. Stoga je i Re(f(z0)) = x0.

Sliqno je i Im(f(z0)) = y0, pa je f(z0) = z0. ✷

Napomena 1.4.1. Mnogi autori u svojim kǌigama za definiciju kvazi-

konformnog preslikavaǌa uzimaju analitiqku definiciju, koju �emo na-

vesti (videti [37] i [1]). Napomenimo da je ona ekvivalentna sa odgo-

varaju�om geometrijskom definicijom. Takav pristup prilikom opisi-

vaǌa kvazikonformnih preslikavaǌa je pogodan u vixim dimenzijama.

Definiija 1.4.2. Neka je f : Ω → Ω′ homeomorfizam koji quva ori-

jentaciju. Za preslikavaǌe f �emo re�i da je K-kvazikonformno, u

analitiqkom smislu, ako vaжi:
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(a) f je apsolutno neprekidna na linijama u Ω, tj. f ∈ ACL(Ω),

(b) |fz̄(z)| 6 k|fz(z)|, skoro svuda u Ω, gde je k =
K − 1

K + 1
.

Napomenimo da pod apsolutnom neprekidnox�u na linijama za datu

funkciju f = u + iv : Ω → C, u = Re f i v = Im f , na Ω, podrazumevamo to

da su realne funkcije u i v takve, tj. da su apsolutno neprekidne na skoro

svim horizontalnim i skoro svim vertikalnim linijama u Ω. Preciznije,

za obe funkcije vaжi da za svaki pravougaonik R = [a, b]×[c, d] koji pripada

Ω, funkcije x 7→ u(x+ iy) i x 7→ v(x+ iy), su apsolutno neprekidne na [a, b],

za skoro sve y ∈ [c, d], odnosno funkcije y 7→ u(x + iy) i y 7→ v(x + iy), su

apsolutno neprekidne na [c, d], za skoro sve x ∈ [a, b],

Teorema 1.4.6. Geometrijska i analitiqka definicija kvazikonformnosti

su ekvivalentne.



Glava 2

Harmonijska preslikava�a

Harmonijska preslikavaǌa su nastala kao prirodna uopxteǌa analiti-

qkih, odnosno, konformnih preslikavaǌa. Mi �emo se uglavnom konce-

ntrisati na svojstva jednolisnih harmonijskih preslikavaǌa. U odnosu

na analitiqka preslikavaǌa, harmonijska ne qine qak ni algebru, jer

kompozicija dva takva preslikavaǌa ne mora biti harmonijsko. Me�u-

tim, ista su bila predmet interesovaǌa velikog broja istaknutih mate-

matiqara i naxla su primene u mnogim oblastima matematike i fizike.

Mnogi klasiqni rezultati iz geometrijske teorije funkcija preneti su

i u sluqaju harmonijskih preslikavaǌa.

2.1 Uvod

U ovoj sekciji �emo ponoviti neka od osnovnih tvr�eǌa na koja �emo

se qesto pozivati. Jedno od ǌih je i ravanska verzija teoreme uni-

formizacije, tj. Rimanova teorema. Me�utim, pre toga, podsetimo se

31
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nekih vaжnih svojstava analitiqkih preslikavaǌa, vode�i pri tome ra-

quna o osobinama domena ravni izme�u kojih ista deluju.

Za datu oblast Ω ⊂ C oznaqi�emo sa H(Ω) skup svih onih funkcija

f : Ω → C koje su analitiqke u Ω. Osobine tog prostora �emo grupisati

u nekoliko poznatih tvr�eǌa. Prvo od ǌih je Vajerxtrasova teorema.

Teorema 2.1.1. (Vajerxtrasova teorema, [55]) Ako niz (fn), fn ∈ H(Ω), n ∈

N, ravnomerno, kad n→ +∞, na kompaktnim podskupovima u Ω konvergira ka

funkciji f , tada je funkcija f analitiqka u Ω. Pri tome, i niz (f ′
n), n ∈ N,

ravnomerno, kad n → +∞, na kompaktnim podskupovima u Ω konvergira ka

funkciji f ′.

Definiija 2.1.1. Za familiju funkcija F ⊂ H(Ω) kaжemo da je normalna

u Ω, odnosno kompaktna u Ω, ako se iz svakog niza (fn), fn ∈ F, n ∈ N, moжe

izdvojiti podniz (fnk
), k ∈ N, koji konvergira ravnomerno na kompaktnim

podskupovima u Ω, kad k → +∞. Ista je ravnomerno ograniqena, ako

za svaki kompaktan skup K ⊂ Ω postoji konstanta M(K) > 0, tako da je

|f(z)| 6 M(K), za svako z ∈ K i svako f ∈ F.

Teorema 2.1.2. (Montelova teorema, [55]) Svaka ravnomerno ograniqena

familija funkcija F ⊂ H(Ω) je normalna.

Dve oblasti kompleksne ravni su konformno ekvivalentne, ukoliko

postoji 1 − 1, tj. jednolisno, analitiqko preslikavaǌe jedne oblasti

na drugu. Na osnovu teoreme o inverznoj funkciji i qiǌenice da su

nekonstantna analitiqka preslikavaǌa otvorena, zakǉuqujemo da je i

inverzno preslikavaǌe istog, tako�e, analitiqko preslikavaǌe. Inaqe,
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jedna od najvaжnijih teorema u osnovnom kursu kompleksne analize je qu-

vena Rimanova teorema, koja nam obezbe�uje konformnu ekvivalentnost

pravih, u smislu inkluzije, prosto povezanih domena kompleksne ravni.

Teorema 2.1.3. ([55]) Neka je G ⊂ C data prosto povezana oblast u ravni.

Tada su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

(a) G je prosto povezana oblast.

(b) Skup C−G je povezan.

(c) Svaka analitiqka funkcija u oblasti G ima u toj oblasti primitivnu

funkciju.

(d) Za svaku analitiqku funkciju f : G → C, f(z) 6= 0, z ∈ G, postoji

analitiqka funkcija g : G→ C, sa osobinom da je f(z) = eg(z), za svako z ∈ G.

(e) Svaka realna harmonijska funkcija u u oblasti G je realni deo neke

analitiqke funkcije u toj oblasti.

Napomena 2.1.1. Ukoliko se za datu realnu harmonijsku funkciju u u

nekoj oblasti Ω ⊂ C, moжe na�i realna harmonijska funkcija v u toj

oblasti, takva da je funkcija f = u + iv analitiqka u Ω, kaza�emo da

je tada funkcija v harmonijski konjugovana funkciji u. Oqigledno je

funkcija −u harmonijski konjugovana funkciji v u pomenutoj oblasti, kao

i da u prosto povezanoj oblsti G ⊂ C svaka realna harmonijska funkcija

ima odgovaraju�u harmonijski konjugovanu (detaǉi se mogu na�i u nare-

dnom poglavǉu).

Teorema 2.1.4. (Rimanova teorema, [55]) Neka je D ⊂ C prosto povezana

oblast razliqita od cele ravni, tj. ona qija granica u C sadrжi barem dve

taqke, i z0 ∈ D proizvoǉna taqka te oblasti. Tada postoji i jedinstveno
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je odre�eno konformno preslikavaǌe ϕ oblasti D na jediniqni disk D, za

koje je ϕ(z0) = 0 i ϕ′(z0) > 0.

Definiija 2.1.2. Neka je Ω ⊂ C data oblast. Kaжemo da oblast Ω ima

regularnu granicu klase C∞, ako za svaku taqku p ∈ ∂Ω postoji okolina

Up te taqke, kao i difeomorfizam ϕ : Up → Vp ⊂ C, klase C∞, koji istu

preslikava na okolinu Vp taqke ϕ(p) = 0, za koji je ϕ(Up ∩ Ω) = Vp ∩ {w ∈

C : Rew 6 0} i Jϕ(z) > 0, z ∈ Up.

Teorema 2.1.5. ([5]) Neka je D ograniqen prosto povezani domen kompleksne

ravni sa regularnom granicom klase C∞. Ako je f jednolisno analitiqko

preslikavaǌe jediniqnog diska D na D, tada se preslikavaǌe f , ali i odgova-

raju�i pacijalni izvodi istog, mogu neprekidno proxiriti na D. Xtavixe,

inverzno preslikavaǌe f−1, zajedno sa svojim parcijalnim izvodima, dopu-

xtaju neprekidno proxireǌe na D.

2.2 Harmonijska preslikava�a

Za kompleksnu funkciju f : z 7→ f(z) = u(z) + iv(z), u(z) = Re(f(z)),

v(z) = Im(f(z)), z = x + iy ∈ Ω, definisanu i klase C2 u datoj oblasti

Ω ⊂ C, kaжemo da je harmonijska u toj oblasti ako su funkcije u i v

realne harmonijske funkcije oblasti Ω, odnosno, ako vaжi

(△u)(z) = ∂2u

∂x2
(z) +

∂2u

∂y2
(z) = 0

kao i

(△v)(z) = ∂2v

∂x2
(z) +

∂2v

∂y2
(z) = 0,
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za svako z ∈ Ω.

Blagodare�i Koxi-Rimanovim uslovima, svaka analitiqka funkcija

u oblasti Ω ujedno je i harmonijska u toj oblasti. Obrnuto svakako ne

vaжi.

Mnoge poznate osobine analitiqkih funkcija mogu bite prenete i u

sluqaju harmonijskih funkcija.

Propoziija 2.2.1. Neka je f harmonijska funkcija u prosto povezanoj obla-

sti Ω ⊂ C i neka je z0 ∈ Ω proizvoǉna taqka. Tada se f na jedinstven naqin

moжe prikazati u obliku f = h + ḡ, gde su h i g funkcije koje su anali-

tiqke u oblasti Ω i g(z0) = 0. Takvu reprezentaciju nazivamo kanonskom

reprezentacijom funkcije f u oblasti Ω odnosu na taqku z0.

Dokaz: Kako je funkcija f harmonijska u oblasti Ω, to je funkcija fz

analitiqka u toj oblasti. Sa druge strane, oblast Ω je prosto povezana,

te u istoj postoji primitivna funkcija h funkcije fz, tj. ona funkcija za

koju je h′(z) = fz(z), z ∈ Ω, koja je odre�ena uslovom h(z0) = f(z0). Otuda,

za funkciju g(z) = f(z)− h(z), z ∈ Ω, vaжi da je gz̄(z) = fz(z)− h′(z) = 0, za

svako z ∈ Ω, odakle zakǉuqujemo da je funkcija g analitiqka u Ω. Pri

tome je, svakako, f(z) = h(z) + g(z), z ∈ Ω, kao i g(z0) = f(z0)− h(z0) = 0. ✷

Funkcija h se qesto naziva analitiqki deo funkcije f , dok se za fu-

nkciju g kaжe da je ǌen antianalitiqki deo.

Neka je u realna harmonijska funkcija u oblasti Ω ⊂ C. Za taqku

z0 ∈ Ω kaжemo da je kritiqna taqka funkcije u ako je
∂u

∂x
(z0) =

∂u

∂y
(z0) = 0.

Ukoliko taqka z0 ∈ Ω nije kritiqna, naziva�emo je regularnom taqkom

funkcije u.
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Lema 2.2.2. Neka je u nekonstantna realna harmonijska funkcija u oblasti

Ω ⊂ C. Tada su sve kritiqne taqke funkcije u izolovane.

Dokaz: Funkcija uz : z 7→ uz(z) =
1

2

(

∂u

∂x
(z)− i

∂u

∂y
(z)

)

, z = x + iy ∈ Ω, je

analitiqka u Ω, jer je u harmonijska. Dakle, ako je z0 kritiqna taqka

funkcije u, tada �e taqka z0 biti nula analitiqke funkcije uz, qije su

nule svakako izolovane, osim u sluqaju uz(z) = 0, za svako z ∈ Ω, tj. kada

je funkcija u konstantna u Ω. ✷

Lema 2.2.3. Neka je u nekonstantna realna harmonijska funkcija u obla-

sti Ω ⊂ C. Pretpostavimo da je z0 kritiqna taqka funkcije u i da je

u(z0) = a ∈ R. Tada, se skup {z ∈ Ω : u(z) = a}, lokalno, tj. u okolini taqke

z0, sastoji od tragova dve ili vixe analitiqkih krivih, koje se pod jednakim

uglovima seku u taqki z0.

Dokaz: Ne meǌaju�i opxtost tvr�eǌa, pretpostavimo da je Ω ∋ z0 = 0,

kao i da je a = u(0) = 0. Ako sa f oznaqimo analitiqku funkciju u

pogodno odabranoj prosto povezanoj okolini V ⊂ Ω taqke 0, za koju je

u(z) = Re(f(z)), z ∈ V , tada je f ′(0) = 0, jer je taqka 0 kritiqna taqka

funkcije u.

Pretpostavimo, daǉe, da je f(0) = u(0) = 0, xto jednostavno posti-

жemo izborom funkcije koja je harmonijski konjugovana funkciji u u

okolini V . Tada, postoji r > 0 takvo da je f(z) = znψ(z), za svako

z ∈ Dr = {z ∈ C : |z| < r} ⊂ V , N ∋ n > 2, gde je ψ analitiqka funkcija

u disku Dr koja je razliqita od nule. Neka je ϕ bilo koja regularna

grana vixeznaqne funkcije z 7→ n
√

ψ(z) u Dr. Tada vaжi f(z) = (zϕ(z))n,

z ∈ Dr′ = {z ∈ C : |z| < r′}, za 0 < r′ < r, odakle, jednostavnim argumentom,
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tj. prelaskom na odgovaraju�a inverzna preslikavaǌa, dobijamo жeǉeni

rezultat. ✷

Na narednu teoremu �emo se vrlo qesto pozivati u tekstu.

Teorema 2.2.4. (Levi, [38]) Neka je f harmonijska funkcija u oblasti Ω ⊂ C

koja je lokalno jednolisna, tj. lokalno 1−1, u toj oblasti. Tada je Jf(z) 6= 0,

za svako z ∈ Ω.

Dokaz: Neka je f(z) = u(z) + iv(z), z ∈ Ω. Pretpostavimo da postoji neka

taqka z0 ∈ Ω za koju je Jf(z0) = 0 i da je, bez umaǌeǌa opxtosti, u(z0) =

v(z0) = 0, tj. f(z0) = 0. Tada homogen sistem linearnih jednaqina, sa

nepoznatim promenǉivama a i b,

0 =
∂u

∂x
(z0) · a+

∂v

∂x
(z0) · b

0 =
∂u

∂y
(z0) · a+

∂v

∂y
(z0) · b

ima netrivijalno rexeǌe (a, b) 6= (0, 0), pa je za nekonstantnu realnu ha-

rmonijsku funkciju w(z) = au(z) + bv(z), z ∈ Ω, taqka z0 kritiqna. Posma-

trajmo sada skup {z ∈ Ω : w(z) = w(z0) = 0}. Lokalno, tj. u okolini taqke

z0, taj skup se sastoji, na osnovu leme 2.2.3, od tragova najmaǌe dve

analitiqke krive koje se seku u taqki z0. Sa druge strane, slika tog

skupa funkcijom f pripada pravoj au + bv = 0. Me�utim, funkcija f je

lokalno jednolisna, pa postoji okolina taqke z0 u kojoj je f 1− 1, odakle

dobijamo kontradikciju. ✷

Prema tome, taqno je i slede�e tvr�eǌe.

Teorema 2.2.5. Jedina 1 − 1 harmonijska preslikavaǌa kompleksne ravni C
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na sebe su afina, tj. ona koja su oblika f(z) = αz + βz̄ + γ, α, β, γ ∈ C,

|α| 6= |β|.

Dokaz: Primenom leme 2.2.1, funkciju f moжemo zapisati u obliku f(z) =

h(z) + g(z), g(0) = 0, z ∈ C, gde su f i g cele funkcije, tj. analitiqke u

C. Lema 2.2.4 nam obezbe�uje da je jakobijan preslikavaǌa f razliqit

od nule u C, pa moжemo pretpostaviti da je Jf (z) = |h′(z)|2 − |g′(z)|2 > 0,

za svako z ∈ C, tj. da preslikavaǌe f quva orijentaciju. Specijalno,

h′(z) 6= 0, za svako z ∈ C, odakle dobijamo da je funkcija ν(z) =
g′(z)

h′(z)

analitiqka u C i |ν(z)| < 1, z ∈ C, pa je ν(z) = a, |a| < 1, za svako z ∈ C.

Otuda, g(z) = ah(z) + b, gde je b ∈ C, pa je f(z) = h(z) + ah(z) + b = (H ◦ h)(z),

gde je H(w) = w + aw + b̄, z ∈ C. Preslikavaǌe H je jednolisno afino

preslikavaǌe kompleksne ravni na sebe, jer je |a| < 1, qiji je inverz H−1

tako�e afino, odakle dobijamo da je preslikavaǌe h(z) = (H−1◦f)(z) jedno

1 − 1 analitiqko preslikavaǌe kompleksne ravni na sebe, pa je oblika

h(z) = αz + β, z ∈ C, α 6= 0, xto povlaqi da je tvr�eǌe ispuǌeno. ✷

Podseti�emo se sada nekih vaжnih rezultata iz klasiqne teorije ana-

litiqkih funkcija.

Definiija 2.2.1. Neka su f i g analitiqke funkcije na D. Kaжemo

da je f kvazi-subordinirana funkciji g i pixemo f ≪ g, ako postoji

analitiqka funkcija ϕ : D → C za koju je |f(z)| 6 |g(ϕ(z))|, za svako z ∈ D,

ali i |ϕ(z)| 6 |z| < 1, z ∈ D.

Oqigledno je da vaжi f ≪ g ako i samo ako postoje funkcije w i ϕ,

koje su analitiqke na jediniqnom disku D, za koje je |w(z)| 6 1, |ϕ(z)| 6 |z|

i f(z) = w(z)g(ϕ(z)), za svako z ∈ D.
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Za funkcije sa navedenom osobinom vaжe slede�a tvr�aǌa.

Teorema 2.2.6. Neka su f i g analitiqke funkcije u jediniqnom disku D i

neka je f ≪ g. Tada, za svako 0 6 r < 1 vaжi
∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ 6
∫ 2π

0

|g(reiθ)|2dθ.

Dokaz: Za r = 0 nema xta da se dokazuje. Fiksirajmo zato r, 0 < r < 1, i

izaberimo proizvoǉno ρ, 0 < ρ < r. Neka je ζ = reiθ, θ ∈ [0, 2π). Tada je

g2(z) =
1

2π

∫ 2π

0

g2(ζ) Re

(

ζ + z

ζ − z

)

dθ,

za svako z ∈ Dr = {z ∈ C : |z| < r}. Zato je i

|f(z)|2 6 |g(ϕ(z))|2 6 1

2π

∫ 2π

0

|g(ζ)|2Re
(

ζ + ϕ(z)

ζ − ϕ(z)

)

dθ,

jer funkcija ϕ zadovoǉava |ϕ(z)| 6 |z| < r = |ζ |. Integrale�i posledǌu

nejednakost po kruжnici γρ : [0, 2π] ∋ t 7→ z = ρeit, 0 < ρ < r, dobijamo
∫ 2π

0

|f(ρeit)|2dt 6
∫ 2π

0

|g(reiθ)|2dθ,

za svako 0 < ρ < r < 1, jer je

1

2π

∫ 2π

0

Re

(

ζ + ϕ(ρeit)

ζ − ϕ(ρeit)

)

dt = Re

(

ζ + ϕ(0)

ζ − ϕ(0)

)

= 1.

Nejednakost sada trivijalno sledi prelaskom na graniqnu vrednost kad

ρ→ r−. ✷

Teorema 2.2.7. Neka su f, g : D → C analitiqke funkcije i neka je f ≪ g.

Tada vaжi
n
∑

k=0

|ak|2 6
n
∑

k=0

|bk|2,

za svako n ∈ N ∪ {0}, gde su f(z) =

+∞
∑

n=0

anz
n i g(z) =

+∞
∑

n=0

bnz
n, redom, odgo-

varaju�i Tejlorovi razvoji funkcija f i g u disku D.
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Dokaz: Neka je f(z) = w(z)g(ϕ(z)), z ∈ D. Tada je

n
∑

k=0

akz
k +

+∞
∑

k=n+1

akz
k − w(z)

+∞
∑

k=n+1

bkϕ(z)
k

= w(z)
n
∑

k=0

bkϕ(z)
k = H(z),

za svako z ∈ D. Kako je sada funkcija H kvazi-subordinirana funkciji
n
∑

k=0

bkz
k, z ∈ D, to je na osnovu Parsevalove formule i prethodne teoreme,

za svako 0 6 r < 1, ispuǌeno

n
∑

k=0

|ak|2r2k 6
1

2π

∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

∣

w(reiθ)

n
∑

k=0

bkϕ
k(reiθ)

∣

∣

∣

∣

∣

2

dθ

6
1

2π

∫ 2π

0

n
∑

k=0

|rkbkeikθ|2dθ =
n
∑

k=0

|bk|2r2k,

kad god je n ∈ N ∪ {0}. Rezultat sada trivijalno sledi prelaskom na

graniqnu vrednost, kad r → 1−. ✷

Posledia 2.2.8. Neka je f = h + ḡ : D → D lokalno 1 − 1 harmonijsko pre-

slikavaǌe koje quva orijentaciju, pri qemu funkcije h i g definixu kanonsku

reprezentaciju preslikavaǌa f u jediniqnom disku D u odnosu na taqku z = 0,

i neka je f(0) = 0. Tada je

n
∑

k=1

k2|bk|2 6
n
∑

k=1

k2|ak|2,

za svako n ∈ N, gde su h(z) =
+∞
∑

n=1

anz
n i g(z) =

+∞
∑

n=1

bnz
n, redom, odgovaraju�i

Tejlorovi razvoji funkcija h i g u tom disku.

Dokaz: Oqigledno je h(0) = 0, jer je g(0) = 0, pa su opravdane formule

za razvoj analitiqkog i antianalitiqkog dela preslikavaǌa f . Kako je
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Jf(z) = |h′(z)|2 − |g′(z)|2 > 0, za svako z ∈ D, to je funkcija w(z) =
g′(z)

h′(z)

analitiqka u D i vaжi |w(z)| < 1, z ∈ D. Me�utim, kako je g′ ≪ h′ i

h′(z) =
+∞
∑

n=0

(n+ 1)an+1z
n,

odnosno,

g′(z) =
+∞
∑

n=0

(n + 1)bn+1z
n,

za svako z ∈ D, zakǉuqujemo da tvr�eǌe postaje neposredna posledica

prethodnog. ✷

2.3 Xvarova lema za obiqna harmonijska pre-

slikava�a

U жeǉi da dokaжemo tvr�eǌe koje �e nam opisati ponaxaǌe parcija-

lnih izvoda datog harmonijskog preslikavaǌa, prvo �emo dokazati sle-

de�u lemu, a nakon toga i Xvarcovu lemu za harmonijska preslikavaǌa.

Lema 2.3.1. Neka je |x| < π

4
, tada je | tan z| > tan |x|, z = x+ iy.

Dokaz: Dokaz tvr�eǌa trivijalno sledi iz svojstva elementarnih fu-

nkcija. Zaista, vaжi,

| tan z|2 − tan2 |x| = | tan z|2 − | tanx|2

=
sin2 x+ sinh2 y

cos2 x+ sinh2 y
− sin2 x

cos2 x

=
cos 2x sinh2 y

(cos2 x+ sinh2 y) cos2 x
> 0,

za svako z = x+ iy, |x| < π

4
. ✷
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Lema 2.3.2. (Xvarcova lema, [13]) Neka je f : D → D harmonijsko presli-

kavaǌe i neka je f(0) = 0. Tada vaжi

|f(z)| 6 4

π
arctan |z|, (2.3.1)

za svako z ∈ D, koja se dostiжe.

Dokaz: Neka je α ∈ R proizvoǉno. Funkcija f̃(z) = e−iαf(z) = ũ(z) + iṽ(z)

je tako�e harmonijska u D, te je realni deo iste, tj. funkcija ũ, realna

harmonijska funkcija u D. Oznaqimo sa g analitiqku funkciju u D, za

koju je Re(g(z)) = ũ(z), z ∈ D, i g(0) = 0. Oqigledno je |f̃(z)| < 1, z ∈ D,

pa je |Re(g(z))| < 1, za svako z ∈ D. Sa druge strane, funkcija w 7→ tanw,

|Rew| < π

4
, konformno preslikava vertikalni pojas

{

w ∈ C : |Rew| < π

4

}

na jediniqni disk D, odakle zakǉuqujemo da �e za funkciju

G(z) = tan(
π

4
g(z)), z ∈ D,

vaжiti da je analitiqka u D, G(0) = 0 i |G(z)| < 1, z ∈ D. Primenom

Xvarcove leme dobijamo da je za svako z ∈ D ispuǌeno

|G(z)| = | tan(π
4
g(z))| 6 |z|.

Me�utim, lema 2.3.1 nam obezbe�uje da je i

|G(z)| = | tan(π
4
g(z))| > tan |Re(π

4
g(z))| = tan(

π

4
|Re(g(z))|),

za svako z ∈ D, tj.

|Re(g(z))| 6 4

π
arctan |z|, z ∈ D. (2.3.2)

Neka je sada z0 ∈ D proizvoǉno. Oznaqimo sa α0 = arg(f(z0)) ∈ [0, 2π).

Tada je |f(z0)| = e−iα0f(z0), pa je, na osnovu prethodne nejednakosti, ispu-

ǌeno |f(z0)| 6
4

π
arctan |z0|. ✷
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2.4 Hajnova nejednakost i �ene posledie

Harmonijska preslikavaǌa imaju mnogo znaqajnih geometrijskih svo-

jstava. Ovde �emo navesti neka, koja su mnogim matematiqarima poslu-

жila kao polazna osnova za daǉa istraжivaǌa.

Teorema 2.4.1. (Hajnc, [18]) Neka je f jednolisno harmonijsko preslikavaǌe

jediniqnog diska D na sebe i neka je f(0) = 0. Tada vaжi

|fx(z)|2 + |fy(z)|2 >
2

π2
, (2.4.1)

za svako z ∈ D. Specijalno, |fz(z)|2 + |fz̄(z)|2 >
1

π2
, z ∈ D.

Dokaz: Pretpostavimo, najpre, da je funkcija f , zajedno sa svojim pa-

rcijalnim izvodima fx : z 7→ fx(z) i fy : z 7→ fy(z), z ∈ D, neprekidna na

D. Tada su i odgovaraju�i parcijalni izvodi funkcije f , u odnosu na

z i z̄ tako�e neprekidne funkcije na D. Na osnovu leme 2.2.4, jakobijan

Jf : z 7→ Jf (z) = |fz(z)|2−|fz̄(z)|2, z ∈ D, preslikavaǌa f se ne anulira u D, pa

moжemo pretpostaviti da je pozitivan na D, tj. da je |fz(z)| > |fz̄(z)|, z ∈ D,

odnosno, da preslikavaǌe f quva orijentaciju. Tako�e, kako je f harmoni-

jsko preslikavaǌe, to je funkcija fz analitiqka u D i vaжi |fz(z)| > 0, za

svako z ∈ D, jer je ispuǌeno 0 < Jf(z) = |fz(z)|2 − |fz̄(z)|2 6 |fz(z)|2, z ∈ D.

Daǉe je, na osnovu principa minimuma modula za analitiqke funkcije,

tako�e ispuǌeno

|fz(z)| > min{|fz(eiθ)| : 0 6 θ < 2π}, (2.4.2)

kad god je z ∈ D.
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Neka je, sada, z = reiθ, 0 < r < 1, θ ∈ [0, 2π). Tada, na osnovu leme 2.3.2,

vaжi

∣

∣

∣

∣

f(eiθ)− f(reiθ)

1− r

∣

∣

∣

∣

>
||f(eiθ)| − |f(reiθ)||

1− r

=
1− |f(reiθ)|

1− r

>

1− 4

π
arctan r

1− r
, (2.4.3)

jer je, prema polaznoj pretpostavci, |f(eiθ)| = 1, za svako 0 6 θ < 2π.

Tako�e, na osnovu neprekidnosti odgovaraju�ih parcijalnih izvoda fu-

nkcije f na D i oqigledne jednakosti

∂f

∂r
(reiθ) = fz(re

iθ)eiθ + fz̄(re
iθ)e−iθ, z = reiθ ∈ D− {0},

zakǉuqujemo da postoji konaqan lim
r→1−

∂f

∂r
(reiθ) =

∂f

∂r
(eiθ), za svako 0 6 θ < 2π,

koji je jednak
∂f

∂r
(eiθ) = fz(e

iθ)eiθ + fz̄(e
iθ)e−iθ, 0 6 θ < 2π, odakle, koriste�i

nejednakost (2.4.3), te prelaskom na graniqnu vrednost, kad r → 1−, do-

bijamo da je

2

π
6

∣

∣

∣

∣

∂f

∂r
(eiθ)

∣

∣

∣

∣

= |fz(eiθ)eiθ + fz̄(e
iθ)e−iθ|

6 |fz(eiθ)|+ |fz̄(eiθ)| 6 2|fz(eiθ)|,

tj. |fz(eiθ)| >
1

π
, za svako 0 6 θ < 2π, jer je |fz(z)| > |fz̄(z)|, z ∈ D, pa je i

|fz(eiθ)| > |fz̄(eiθ)|, 0 6 θ < 2π. Dakle, kad god je 0 6 θ < 2π, imamo da je

|fz(eiθ)| >
1

π
, odakle, primenom nejednakosti (2.4.2), vaжi

|fz(z)| > min{|fz(eiθ)| : 0 6 θ < 2π} >
1

π
, z ∈ D,
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a samim tim i

1

π
6 |fz(z)| =

1

2
|fx(z)− ify(z)|

6
|fx(z)|+ |fy(z)|

2

6

√

|fx(z)|2 + |fy(z)|2
2

,

tj.

|fx(z)|2 + |fy(z)|2 >
2

π2
, z = x+ iy ∈ D. (2.4.4)

Najzad, posmatrajmo preslikavaǌe f koje zadovoǉava zadate uslove

teoreme. Kako je f jednolisno i harmonijsko preslikavaǌe jediniqnog

diska D na sebe, ono je i difeomorfizam istog, xto proizilazi iz teoreme

2.2.4, odnosno, invertibilnosti Jakobijeve matrice tog preslikavaǌa.

Stoga, jasno je da postoji monotono rastu�i niz (rn), 0 < rn < 1, n > 2,

takav da je lim
n→+∞

rn = 1, sa svojstvom da se disk {w ∈ C : |w| < rn}, za fi-

ksirano n, inverznim preslikavaǌem datog preslikavaǌa f preslikava

na prosto povezani Жordanov domen Dn, za koji vaжi

{

z ∈ C : |z| 6 1− 1

n

}

⊂ Dn ⊂ D, n > 2. (2.4.5)

Otuda, primenom Rimanove teoreme postoji i jedinstveno je odre�en niz

(gn) funkcija, gn : D → Dn, n > 2, koje konformno preslikavaju jediniqni

disk D na Dn, za koje je gn(0) = 0 i g′n(0) > 0, n > 2. Tako�e, na osnovu

teoreme 2.1.5, imamo da se svaka od funkcija gn, n > 2, ali i svi ǌeni

parcijalni izvodi, mogu proxiriti do neprekidnih preslikavaǌa na D.

Stoga, funkcija g̃n : ζ 7→ f(gn(ζ))

rn
, ζ = ξ + iη ∈ D, harmonijski i jednolisno
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preslikava disk D na sebe, gn(0) = 0 i ima, zajedno sa svojim parci-

jalnim izvodima, neprekidno proxireǌe na D, odakle, na osnovu prvog

dela dokaza, nalazimo da je

|g′n(ζ)|2
r2n

(|fx(gn(ζ))|2 + |fy(gn(ζ))|2)

= |(g̃n)ξ(ζ)|2 + |(g̃n)η(ζ)|2 >
2

π2
,

odnosno,

|fx(gn(ζ))|2 + |fy(gn(ζ))|2 >
2r2n

π2|g′n(ζ)|2
, (2.4.6)

za svako ζ ∈ D, n > 2.

Daǉe, kako je |gn(ζ)| < 1, |ζ | < 1, n > 2, to je niz funkcija (gn) uniformno

ograniqen na D, te stoga, na osnovu Montelove teoreme, moжemo izdvojiti

podniz (gnk
), k ∈ N, tog niza koji uniformno na kompaktim podskupo-

vima unutar D konvergira ka analitiqkoj funkciji g : D → C. Pri

tome, niz (gnk
) uniformno na kompaktima konvergira ka g′. Oqigledno

je g(0) = 0, odakle sledi, koriste�i uniformnu ograniqenost niza (gn) i

princip maksimuma modula analitiqke funkcije, da je i g(D) ⊂ D. Me�u-

tim, na osnovu relacije (2.4.5), primenom principa maksimuma modula na

analitiqku funkciju F : ζ 7→ (1− 1

nk

)
ζ

gnk
(ζ)

, ζ ∈ D−{0}, F (0) = (1− 1

nk

)
1

g′nk
(0)

,

te primenom Xvarcove leme na preslikavaǌe gnk
, dobijamo da je

(

1− 1

nk

)

|ζ | 6 |gnk
(ζ)| 6 |ζ |, ζ ∈ D, (2.4.7)

kao i |g′nk
(0)| > (1− 1

nk

), za svako k ∈ N. Specijalno, g′(0) = lim
k→+∞

g′nk
(0) = 1,

odakle, na osnovu Xvarcove leme, dobijamo da je g(z) = z, z ∈ D. Dakle,

niz (g′nk
) uniformno na kompaktima u D konvergira ka funkciji koja je

identiqki jednaka 1 u D.
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Konaqno, ako je z ∈ D proizvoǉna taqka. Tada postoje k0 ∈ N i 0 < ρ < 1

takvi da je
|z|

1− 1

nk

6 ρ < 1, k > k0, pa vaжi z ∈ Dnk
, k > k0. Neka je (ζk),

k > k0, niz taqaka u D za koji je gnk
(ζk) = z, k > k0. Na osnovu nejednakosti

(2.4.7) dobijamo da vaжi |ζk| 6
|gnk

(ζk)|
1− 1

nk

=
|z|

1− 1

nk

6 ρ < 1, k > k0.

Koriste�i ranije dobijenu nejednakost (2.4.6) i qiǌenicu da niz (g′nk
)

uniformno na kompaktu {ζ ∈ C : |ζ | 6 ρ} teжi ka g′(ζ) = 1, ζ ∈ D, prelaskom

na graniqnu vrednost, kada k → ∞, dobijamo tvr�eǌe. ✷

Kao posledicu izdvajamo jedno bitno tvr�eǌe.

Teorema 2.4.2. (Rado, [13]) Ne postoji jednolisno harmonijsko preslika-

vaǌe jediniqnog diska D na C.

Dokaz: Neka je R > 0 proizvoǉno i DR = {w ∈ C : |w| < R}. Pretpostavimo,

sada, da postoji jednolisno harmonijsko preslikavaǌe f jediniqnog diska

D na C i bez umaǌeǌa opxtosti neka je f(0) = 0. Oznaqimo sa ΩR =

f−1(DR) ⊂ D odgovaraju�u prosto povezanu oblast koja se preslikavaǌem

f preslikava na DR. Na osnovu Rimanove teoreme, postoji konformno

preslikavaǌe ϕ : ζ 7→ ϕ(z) ∈ ΩR, ζ ∈ D, tj. 1 − 1 analitiqko, jediniqnog

diska D na ΩR, za koje je ϕ(0) = 0. Stoga, kompozicija F , zadata sa

F (ζ) =
f(ϕ(ζ))

R
, ζ ∈ D, definixe jedno 1 − 1 harmonijsko preslikavaǌe

jediniqnog diska D na sebe, za koje vaжi F (0) = 0, te primenom teoreme
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2.4.1, tj. nejednakosti (2.4.1), dobijamo da je

|Fζ(0)|2 + |Fζ̄(0)|2

=
1

R2
(|fz(0)ϕ′(0)|2 + |fz̄(0)ϕ′(0)|2)

=
|ϕ′(0)|2
R2

(|fz(0)|2 + |fz̄(0)|2) >
1

π2
,

odnosno, |fz(0)|2 + |fz̄(0)|2 >
R2

|ϕ′(0)|2π2
>

R2

π2
, jer je, na osnovu Xvarcove

leme, |ϕ′(0)| 6 1. Me�utim, kako je R > 0 proizvoǉno, za dovoǉno veliko

R dolazimo do kontradikcije. ✷

Posledia 2.4.3. Neka je D ⊂ C prosto povezana oblast razliqita od C.

Tada ne postoji 1− 1 harmonijsko preslikavaǌe oblasti D na C.



Glava 3

Rimanove povrxi

U matematici, a posebno u teoriji funkcija jedne kompleksne promenǉive,

Rimanove povrxi zauzimaju znaqajno mesto. One predstavǉaju jednodi-

menzionalne kompleksne mnogostrukosti i predstavǉaju prirodni ambi-

jent za prouqavaǌe osobina analitiqkih funkcija. Iako se taj pojam

pojavǉuje jox u radovima Rimana, formalnu definiciju pojma Rimanove

povrxi je prvi formulisao Vejl (videti [59]).

3.1 Osnovni pojmovi i definiije

Definiija 3.1.1. Rimanova povrx je povezan Hausdorfov topoloxki

prostor R, zajedno sa otvorenim pokrivaqem {Uν} i sistemom homeomo-

rfizama {hν}, hν : Uν → hν(Uν) = Vν, koji otvorene skupove Uν preslikavaju

na otvorene skupove Vν ⊂ C, pri qemu, kad god je Uµ∩Uν 6= ∅, preslikavaǌe

definisano sa

hν ◦ h−1
µ : hµ(Uµ ∩ Uν) → hν(Uµ ∩ Uν), (3.1.1)

je analitiqko.

49
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Iz definicije se jasno vidi da su Rimanove povrxi jednodimenzi-

onalne kompleksne mnogostrukosti, odnosno, orijentabilne dvodimenzi-

onalne realne mnogostrukosti. Za kolekciju parova {(Uν , hν)}, koje �emo

nazivati lokalnim kartama na povrxi R, kaжemo da definixu kompleksnu

strukturu na toj povrxi i, ukoliko ne bude od presudnog znaqaja o kojoj

strukturi je req, Rimanovu povrx �emo oznaqavati sa R, odnosno, sa

(R, {(Uν , hν)}). Tako�e, kolekciju lokalnih karata {(Uν , hν)} �emo qesto

nazivati atlasom na Rimanovoj povrxi R.

Neka je (Uν , hν), hν(Uν) = Vν ⊂ C, lokalna karta na povrxi R. Pa-

rametar zν ∈ Vν �emo nazivati lokalnim parametrom taqaka na povrxi

R. Na osnovu relacije (3.1.1) zakǉuqujemo da se prelazak iz jednog

lokalnog parametra na drugi, pod uslovom da to ima smisla, ostvaruje

preko 1 − 1 analitiqkih preslikavaǌa. Preslikavaǌe koje ostvaruje

taj prelazak �emo nazivati tranzicionim preslikavaǌem izme�u odgo-

varaju�ih parametara.

Oznaqimo sa U proizvoǉan otvoren skup na povrxi R, odnosno, sa h

homeomorfizam tog skupa na neki otvoren skup V ⊂ C. Re�i �emo da je

par (U, h) kompatibilan sa zadatom kompleksnom strukturom {(Uν , hν)} na

povrxi R, ako dodavaǌem tog para kolekciji {(Uν , hν)}, proxirena kole-

kcija i daǉe qini kompleksnu strukturu na R. Dve kompleksne strukture

na Rimanovoj povrxi R nazivaju se ekvivalentnim, ukoliko ǌihova unija

qini kompleksnu strukturu na povrxi R, tj. ukoliko je svaki par iz prve

kolekcije kompatibilan sa svakim parom iz druge kolekcije i obrnuto.

Takve kompleksne strukture smatra�emo istim.
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Na osnovu prethodnog, zadatu kompleksnu strukturu {(Uν , hν)} moжemo

obogatiti svim mogu�im kompatibilnim parovima (U, h). Ovako proxire-

na struktura je oqigledno ekvivalentna sa polaznom. Oznaqimo dobijenu

proxirenu strukturu, ponovo, sa {(Uν , hν)} i nazovimo je maksimalnom

kompleksnom strukturom na povrxi R, odnosno, maksimalnim atlasom.

Tada, dve Rimanove povrxi (R1, {(Uν , hν)}) i (R2, {(Wµ, gµ)}) smatramo ese-

ncijalno istim, ukoliko su im odgovaraju�i maksimalni atlasi identi-

qni.

Primer 3.1.1. (a) Neka je zadata proizvoǉna oblast D ⊂ C. Par (D, h),

gde je h : z 7→ z, z ∈ D, identiqko preslikavaǌe, definixe jednu komple-

ksnu strukturu na D, xto nam omogu�ava da oblast D tretiramo kao

Rimanovu povrx.

(b) Neka je R = C. Kolekcija {(Ui, hi)}, i = 1, 2, gde je U1 = C, U2 = C−{0},

h1(z) = z i h2(w) =
1

w
oqigledno definixe kompleksnu strukturu na C.

Pri tome vaжi (h2◦h−1
1 )(z) =

1

z
, z ∈ h1(U1∩U2) = C−{0}. Ovako definisanu

povrx �emo zvati Rimanova sfera.

(c) Svaki otvoreni podskup Rimanove povrxi je Rimanova povrx sa, na

uobiqajeni naqin, nasle�enom konformnom strukturom.

(d) Neka su w1 i w2 kompleksni brojevi razliqiti od nule za koje je

Im
w1

w2
6= 0. Definiximo relaciju u skupu C: z1 ∼ z2 ako i samo ako je z2 =

z1 +mw1 + nw2, za neke m, n ∈ Z. Oqigledno je ovim zahtevom definisana

jedna relacija ekvivalencije u skupu C. Oznaqimo sa T = τ(C), gde je

τ : z 7→ [z], z ∈ C, odgovaraju�a projekcija. Posmatrajmo proizvoǉan

otvoren skup Wα ⊂ C koji ne sadrжi niti jedan par ekvivalentnih taqaka.
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Oznaqimo sa Uα = τ(Wα), odnosno, sa hα = (τ |Wα
)−1, z ∈ Uα. Kolekcija

{(Uα, hα)} definixe jednu kompleksnu strukturu na T . Ubudu�e, takvu

Rimanovu povrx �emo nazivati torusom koji je generisan kompleksnim

brojevima w1 i w2.

Pretpostavimo da su R i S dve unapred zadate Rimanove povrxi i da

je f : R → S jedno neprekidno preslikavaǌe. Neka je P proizvoǉna taqka

povrxi R. Za preslikavaǌe f kaжemo da je analitiqko u taqki P ako po-

stoje lokalne karte (U, h) oko taqke P i (W, g) oko taqke f(P ), f(U) ⊂W , sa

lokalnim parametrima z ∈ V = h(U) ⊂ C i w ∈ V ′ = g(W ) ⊂ C, respektivno,

takve da je funkcija w = F (z) = (g ◦ f ◦ h−1)(z), z ∈ V , analitiqka u taqki

h(P ). Jasno je, s obzirom na relaciju (3.1.1), da prethodna definicija ne

zavisi od izbora lokalnih parametara oko taqa P i f(P ). Ako je presli-

kavaǌe f analitiqko u svakoj taqki povrxi R, zva�emo ga analitiqkim

preslikavaǌem, odnosno, konformnim preslikavaǌem, ukoliko je jedno-

lisno. Tako�e, na potpuno isti naqin se definixu preslikavaǌa klase

Ck, k ∈ N, koja deluju izme�u Rimanovih povrxi.

Definiija 3.1.2. Za dve Rimanove povrxi kaжemo da su konformno ekvi-

valentne, ako postoji konformno preslikavaǌe jedne na drugu povrx.

3.2 Univerzalno natkriva�e

U definiciji Rimanove povrxi zahtevano je da prelasci izme�u lo-

kalnih parametara budu ostvareni uz pomo� 1− 1 analitiqkih preslika-

vaǌa. Me�utim, ukoliko je peslikavaǌe hν ◦ h−1
µ : hµ(Uµ ∩Uν) → hν(Uµ ∩Uν)
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neprekidno, govori�emo o topoloxkoj povrxi, odnosno, kra�e, o povrxi.

Pod natkrivaju�om povrxi date povrxi R podrazumevamo par (R̃, τ),

gde je R̃ povrx i τ : R̃ → R surjektivno preslikavaǌe koje je lokalni

homeomorfizam. Preslikavaǌe τ �emo zvati projekcijom i kad god je

P ∈ R proizvoǉno, za taqku P̃ ∈ τ−1(P ) kaжemo da leжi iznad taqke

P . Ukoliko isticaǌe odgovaraju�e projekcije nije od presudnog znaqaja,

natkrivaju�u povrx �emo oznaqavati samo sa R̃ i naziva�emo je natkri-

vaǌem povrxi R.

Posmatrajmo, daǉe, krivu γ : [0, 1] → R na povrxi R. Kaжemo da je

kriva γ̃ : [0, 1] → R̃ natkriva krivu γ, odnosno da je γ̃ lifting krive γ na

povrxi R̃, ako je τ ◦ γ̃ = γ. Ako je γ(0) = P ∈ R i γ̃(0) = P̃ ∈ R̃, tada je

taqka P̃ iznad taqke P i za krivu γ̃ kaжemo, jox, da je lifting krive γ

iz taqke P̃ .

Definiija 3.2.1. Natkrivaju�a povrx (R̃, τ) date povrxi R se naziva

regularna natkrivaju�a povrx, ako svaka kriva γ na povrxi R ima li-

fting iz bilo koje taqke koja leжi iznad inicijalne taqke te krive. U

tom sluqaju, preslikavaǌe τ : R̃ → R je surjekcija i kardinalnost skupa

τ−1(P ), P ∈ R, ostaje ista promenom taqke P .

Teorema 3.2.1. (Teorema o monodromiji, [2]) Neka je R̃ regularno natkri-

vaǌe date povrxi R. Pretpostavimo da su γ1 i γ2 dve homotopne krive na

povrxi R. Tada liftinzi krivih γ1 i γ2 na povrxi R̃, iz iste taqke, imaju

istu krajǌu taqku i tako�e su homotopni.

Primetimo da je u sluqaju regularnog natkrivaǌa prosto povezane

povrxi R projekcija τ homeomorfizam.
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U daǉem tekstu �emo razmatrati iskǉuqivo regularne natkrivaju�e

povrxi. Za dve natkrivaju�e povrxi (R̃1, τ1) i (R̃2, τ2) date povrxi R

kaжemo da je (R̃2, τ2) snaжnija od (R̃1, τ1), ako postoji preslikavaǌe τ21 :

R̃2 → R̃1, takvo da je τ2 = τ1 ◦ τ21, a par (R̃2, τ21) je natkrivaju�a povrx

povrxi R̃1. Ovako uvedena relacija izme�u natkrivaju�ih povrxi je

oqigledno tranzitivna i ista definixe jedno parcijalno ure�eǌe na

skupu svih mogu�ih natkrivaju�ih povrxi zadate povrxi R. Tako�e,

ukoliko su dve natkrivaju�e povrxi zadate povrxi R uzajamno snaжnije

jedna od druge, smatra�emo ih ekvivalentnim.

Neka je (R̃, τ) natkrivaju�a povrxi date povrxi R i P0 ∈ R proizvoǉna

taqka. Fiksirajmo taqku P̃0 ∈ τ−1(P0) i oznaqimo sa G(P̃0) skup svih homo-

topskih klasa zatvorenih krivih γ na povrxi R sa inicijalnom taqkom

P0, qiji je lifting iz taqke P̃0 zatvorena kriva na povrxi R̃. Na osnovu

teoreme 3.2.1, skup G(P̃0) obrazuje podgrupu fundamentalne grupe π1(R)

povrxi R. Ukoliko je Q̃0 ∈ τ−1(P0) taqka razliqita od taqke P̃0 i G(Q̃0)

odgovaraju�a indukovana podgrupa grupe π1(R), tada �e grupe G(P̃0) i

G(Q̃0) biti me�usobno konjugovane. Tako�e, izbor taqke P0 nije od fun-

damentalnog zqaja.

Dakle, svako natkrivaǌe povrxi R odre�uje klasu konjugovanih po-

dgrupa grupe π1(R), pri qemu ekvivalentnim natkrivaju�im povrxima

odgovara ista klasa. Obrnuto, polaze�i od proizvoǉne podgrupe G fu-

ndamentalne grupe povrxi R, jednostavno je konstruisati odgovaraju�u

natkrivaju�u povrx (R̃, τ), ili ǌoj ekvivalentnu, koja �e odre�ivati

klasu konjugovanih podgrupa grupe π1(R), u odnosu na podgrupu G. Pri
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tome �e grupa π1(R̃) biti izomorfna sa G (videti [2]).

Najsnaжnije natkrivaju�e povrxi date povrxi R (sve su naravno me�u-

sobno ekvivalentne) su one koje su odre�ene trivijalnom podgrupom fu-

ndamentalne grupe povrxi R. Iste �emo nazivati univerzalnim natkri-

vaju�im povrxima povrxi R. Dakle, univerzalna natkrivaǌa su prosto

povezane povrxi.

Uvedimo sada jedan vaжan pojam koji se odnosi na natkrivaju�e po-

vrxi, tj. pojam natkrivaju�e transformacije.

Definiija 3.2.2. Neka je (R̃, τ) natkrivaju�a povrx date povrxi R i

neka je ϕ homeomorfizam povrxi R̃ na sebe. Za preslikavaǌe ϕ kaжemo

da je natkrivaju�a transformacija povrxi R̃ ako vaжi τ ◦ ϕ = τ , tj. ako

taqke P̃ i ϕ(P̃ ) imaju istu projekciju, za svako P̃ ∈ R̃.

Oqigledno je da skup svih natkrivaju�ih transformacija natkrivaǌa

R̃ povrxi R qini grupu u odnosu na kompoziciju preslikavaǌa. Tako�e,

nije texko pokazati da bilo koja natkrivaju�a transformacija povrxi R̃,

razliqita od identiqkog preslikavaǌa, nema fiksnih taqaka. Ta info-

rmacija �e nam biti od koristi prilikom klasifikacije Rimanovih po-

vrxi.

U daǉem tekstu �emo natkrivaǌa posmatrati iskǉuqivo u sluqaju

Rimanovih povrxi i uqini�emo ih Rimanovim povrxima snabdevaǌem

istih sa odgovaraju�om ,,podignutom” kompleksnom strukturom. U tom

sluqaju �e odgovaraju�e projekcije biti analitiqka preslikavaǌa.

Teorema 3.2.2. Neka je R data Rimanova povrx i (R̃, τ) natkrivaju�a povrx

iste. Tada se R̃ moжe snabdeti jedinstvenom kompleksnom strukturom,
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koja �e uqiniti preslikavaǌe τ analitiqkim. Takvu strukturu �emo nazi-

vati podignutom kompleksnom strukturom, odnosno, liftingom komple-

ksne strukture koja je zadata na R na povrx R̃.

Dokaz: Neka kolekcija {(Uν , hν)} definixe kompleksnu strukturu na po-

vrxi R. Za svaku taqku P̃ ∈ R̃ izaberimo okolinu ŨP̃ iste, takvu da je pre-

slikavaǌe τ |Ũ
P̃
jednolisno i qija je slika, pri τ , sadrжana u otvorenom

skupu Uν, za neko ν. Tada, kolekcija {(ŨP̃ , hν ◦ τ |Ũ
P̃
)} definixe kompleksnu

strukturu na povrxi R̃ i preslikavaǌe τ je analitiqko. Jedinstvenost

trivijalno sledi. ✷

Primetimo da, ukoliko su R i R̃ Rimanove povrxi, natkrivaju�e

transformacije su konformni automorfizmi povrxi R̃. Specijalno, ako

je R̃ ∈ {D, C, C}, gde je D = {z ∈ C : |z| < 1}, tada su odgovaraju�e natkri-

vaju�e transformacije bilinearna preslikavaǌa.

3.3 Teorema uniformizaije

Formulisa�emo sada jedno od najvaжnijih tvr�eǌa u teoriji funkcija

jedne kompleksne promenǉive. U literaturi se isto najqex�e pojavǉuje

pod nazivom teorema uniformizacije i predstavǉa analogon Rimanove

teoreme koja se odnosi na domene u kompleksnoj ravni.

Teorema 3.3.1. Svaka prosto povezana Rimanova povrx R je konformno

ekvivalentna sa taqno jednom od povrxi D = {z ∈ C : |z| < 1}, C ili sa

C.
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Dakle, na osnovu prethodne teoreme, svaka Rimanova povrx kao uni-

verzalno natkrivaǌe ima povrx R̃ koja je konformno ekvivalentna sa

taqno jednom od povrxi D, C ili sa C. Za povrx R qije je univerzalno

natkrivaǌe konformno ekvivalentno sa D kaжemo da je hiperboliqkog

tipa. U sluqaju da je univerzalno natkrivaǌe povrxi R konformno

ekvivalentno sa C re�i �emo da je tada povrx R paraboliqkog tipa.

Eliptiqkog tipa su povrxi qije je univerzalno natkrivaǌe konformno

ekvivalentno sa C. Poznato je da su skoro sve Rimanove povrxi hiperbo-

liqkog tipa (videti [2]). Ako je C univerzalno natkrivaǌe date Rimanove

povrxi, tada je odgovaraju�a grupa natkrivaju�ih transformacija tri-

vijalna, te je stoga i R konformno ekvivalentno sa C. Tako�e, povrxi

konformno ekvivalentne sa C, C∗ = C − {0} i torusom su jedine povrxi

paraboliqkog tipa.

3.4 Konformna metrika i Gausova krivina

Neka je R proizvoǉna Rimanova povrx qija je kompleksna struktura

definisana atlasom {(Uν , hν)}. Oznaqimo sa zν ∈ Vν = hν(Uν) ⊂ C lokalni

parametar na povrxi R koji je asociran karti (Uν , hν). Pretpostavimo da

je na povrxi R definisana Rimanova metrika, koja u terminima lokalnih

parametara ima reprezentaciju ds2 = ρν(zν)|dzν |2, gde je ρν pozitivna fu-

nkcija klase C2 u Vν, kompatibilna sa kompleksnom strukturom na povrxi

R, tj. sa svojstvom da kad god su zµ ∈ Vµ = hµ(Uµ) ⊂ C i zν ∈ Vν = hν(Uν) ⊂

C lokalni parametri na povrxi R, za koje je Uµ ∩ Uν 6= ∅, da je tada

ρµ(zµ) = ρν(A(zµ))|A′(zµ)|2, zµ ∈ Uµ ∩ Uν, gde je sa zν = A(zµ) = (hν ◦ h−1
µ )(zµ)
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oznaqeno preslikavaǌe koje opisuje konformni prelazak izme�u lokalnih

parametara zµ i zν.

Primetimo da je u okolini svake taqke Rimanove povrxi R metrika

reprezentovana kao pozitivni umnoжak euklidske metrike. U prilog ko-

nformnoj invarijantnosti odgovaraju�ih reprezenata prilikom promene

lokalnih parametara, definisanu metriku na povrxi R �emo zvati ko-

nformnom metrikom i kad god je to mogu�e, bez gubitka opxtosti, oznaqa-

vati sa ds2 = ρ(z)|dz|2. Tako�e, odgovaraju�eg reprezenta z 7→ ρ(z) �emo

zvati gustinom konformne metrike u terminima lokalnog parametra z.

Oznaqimo sa γ : [0, 1] → R proizvoǉnu rektificijabilnu krivu na po-

vrxi R. Duжina krive γ u odnosu na zadatu metriku ds2 = ρ(z)|dz|2 na po-

vrxi R je nenegativan broj, u oznaci |γ|ρ, definisan sa |γ|ρ =
∫

γ

√

ρ(z)|dz|.

S obzirom na invarijantnost linijskog elementa ds =
√

ρ(z)|dz| na povrxi

R, nije texko proveriti da je duжina rektificijabilne krive korektno

definisana. Tako�e, poznato je da ukoliko proizvoǉno izaberemo dve

taqke P1 i P2 na povrxi R i oznaqimo sa dρ(P1, P2) = inf |γ|ρ, gde se infimum

uzima duж svih rektificijabilnih krivih γ na povrxi R koje spajaju

taqke P1 i P2, da je time definisano jedno rastojaǌe na povrxi R, xto

znaqi da povrx R moжemo tretirati i kao metriqki prostor. Funkciju

dρ �emo zvati rastojaǌem na Rimanovoj povrxi R koje je indukovano ko-

nformnom metrikom ds2 = ρ(z)|dz|2.

Definiija 3.4.1. Neka je ds2 = ρ(z)|dz|2 konformna metrika definisana

na Rimanovoj povrxi R. Uoqimo lokalni parametar z ∈ V = h(U) ⊂ C oko
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proizvoǉne taqke P0, h(P0) = z0 ∈ V , na povrxi R i pretpostavimo da za-

data metrika, u terminima parametra z ima isto oznaqenu reprezentaciju.

Realan broj

Kρ(z0) = −1

2

(△ log ρ)(z0)

ρ(z0)
(3.4.1)

nazivamo Gausovom krivinom, odnosno, krivinom konformne metrike ds2 =

ρ(z)|dz|2 u taqki P0 povrxi R.

Nije texko pokazati da prethodna definicija ne zavisi od izbora

lokalnog paramera u okolini taqke P0 na povrxi R. Zaista, ukoliko je

z̃ ∈ Ṽ = h̃(Ũ) ⊂ C neki drugi lokalni parametar oko taqke P0, h̃(P0) =

z̃0, odnosno, ds2 = ρ̃(z̃)|dz̃|2 odgovaraju�a reprezentacija date konformne

metrike u terminima tog parametra, tada je ispuǌeno

(△ log ρ)(z) = (△ log((ρ̃ ◦ A)|A′(z)|2))(z)

= (△ log(ρ̃ ◦ A))(z) + 2(△ log |A′|)(z)

= (△ log ρ̃)(A(z))|A′(z)|2,

u nekoj, pogodno odabranoj, okolini V ′ ⊂ V taqke z0, jer je funkcija z 7→

log |A′(z)|, z ∈ V ′, harmonijska, gde je z̃ = A(z) preslikavaǌe koje uspo-

stavǉa konformni prelazak izme�u odgovaraju�ih parametara. Me�utim,

kako je z̃0 = A(z0) i ρ(z0) = ρ̃(A(z0))|A′(z0)|2, to je Kρ(z0) = Kρ̃(z̃0).

Ubudu�e, nezavisno od izbora lokalnog parametra sa kojim operixemo,

govori�emo o Gausovoj krivini konformne metrike ds2 = ρ(z)|dz|2 kao o

funkciji definisanoj na datoj Rimanovoj povrxi koja je zadata formu-

lom (3.4.1), xto je u potpunosti opravdano s obzirom na prethodno ra-

zmatraǌe.
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Primer 3.4.1. Oznaqimo sa D = {z ∈ C : |z| < 1} jediniqni disk u C.

Posmatrajmo konformnu metriku ds2 = λ(z)|dz|2 na disku D, qija je gustina

z 7→ λ(z) definisana sa

λ(z) =

(

2

1− |z|2
)2

, z ∈ D. (3.4.2)

Kako je

(△ log λ)(z) = 4(log λ)zz̄(z) = −8(log(1− |z|2))zz̄(z)

= 8

(

z̄

1− |z|2
)

z̄

(z) =
8

(1− |z|2)2 , z ∈ D,

tj. (△ log λ)(z) = 2λ(z), z ∈ D, to je Kλ(z) = −1, za svako z ∈ D. Dakle, ko-

nformna metrika ds2 = λ(z)|dz|2 je konstantne Gausove krivine jednake −1

na D. Osim toga (videti poglavǉe 4.1), nije texko pokazati da je odgo-

varaju�e rastojaǌe na disku D indukovano tom metrikom dato formulom

dλ(z1, z2) = log
1 + | z1−z2

1−z̄2z1
|

1 − | z1−z2
1−z̄2z1|

, z1, z2 ∈ D. (3.4.3)

Definiija 3.4.2. Konformnu metriku ds2 = λ(z)|dz|2 definisanu na je-

diniqnom disku D, qija je gustina definisana relacijom (3.4.2) nazivamo

hiperboliqkom metrikom na jediniqnom disku D. ǋenu gustinu nazivamo

hiperboliqkom gustinom, a odgovaraju�e indukovano rastojaǌe dλ hipe-

rboliqkim rastojaǌem na jediniqnom disku D.

Posmatrajmo, ponovo, proizvoǉnu Rimanovu povrx R. Pretpostavimo

da je povrx R hiperboliqkog tipa, tj. da je univerzalno natkrivaǌe

povrxi R konformno ekvivalentno sa jediniqnim diskom D. Oznaqimo sa
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τ : D → R odgovaraju�u projekciju. Izaberimo proizvoǉnu taqku P0 ∈ R

i oznaqimo sa w0 ∈ D proizvoǉnu taqku iz skupa τ−1(P0). Neka su w ∈ W i

z ∈ V = h(U) ⊂ C, U = τ(W ), lokalni parametri oko taqaka w0 i P0, respe-

ktivno, sa svojstvom da je preslikavaǌe τ jednolisno u W . Oznaqimo, bez

gubitka opxtosti, sa τ indukovano preslikavaǌe w 7→ (h◦τ)(w) = z, w ∈ W .

Definiximo funkciju λR(z) = |(τ−1)′(z)|2λ(τ−1(z)), z ∈ V . Oqigledno je λR

pozitivna funkcija klase C2 u V , pa je, zbog proizvoǉnosti taqke P0, na

ovaj naqin definisana jedna kolekcija funkcija u terminima lokalnih

parametara taqaka na povrxi R. Jednostavno je pokazati da ta kolekci-

ja ima svojstvo konformne invarijantnosti prilikom promene lokalnog

parametra, te da definixe jednu konformnu metriku na povrxi R, koju

�emo, bez umaǌeǌa opxtosti, oznaqavati sa ds2 = λR(z)|dz|2. Pri tome,

kao u sluqaju dokaza korektnosti definicije Gausove krivine, koja osta-

je ista prilikom promene lokalnog parametra, pokazujemo da je na ovaj

naqin definisana konformna metrika konstantne Gausove krivine jednake

−1 na povrxi R, koja ne zavisi ni od izbora projekcije τ . Time smo

praktiqno dokazali slede�e tvr�eǌe.

Teorema 3.4.1. Neka je R proizvoǉna Rimanova povrx hiperboliqkog tipa.

Tada se povrx R na jednistven naqin moжe snabdeti konformnom metrikom

konstantne Gausove krivine jednake −1, koju �emo nazivati hiperboliqkom

metrikom na povrxi R. Tako�e, ako je τ : D → R projekcija uz pomo� koje

je ostvareno natkrivaǌe povrxi R jediniqnim diskom D, tada je preslika-

vaǌe τ lokalna izometrija u odnosu na rastojaǌa indukovana odgovaraju�im

hiperboliqkim metrikama.
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Interesantno je primetiti da, koriste�i funkciju τ : w 7→ rw, w ∈

D, r > 0, kojom se ostvaruje natkrivaǌe diska Dr = {z ∈ C : |z| < r}

jediniqnim diskom D, hiperboliqka metrika, qiju �emo gustinu, umesto

sa λDr
, u daǉem tekstu oznaqavati sa λr, koja je definisana na disku

Dr, ima jednostavan oblik ds2 = λr(z)|dz|2, gde je λr(z) =
4r2

(r2 − |z|2)2 , z ∈ Dr.

Lako se proverava da je Kλr
(z) = −1, za svako z ∈ Dr. Tako�e, prime�ujemo

da je λ1 = λ, kao i D1 = D.

Primer 3.4.2. Oznaqimo sa H = {z ∈ C : Im z > 0} gorǌu poluravan u C

i neka je ds2 = λH(z)|dz|2 hiperboliqka metrika definisana na H. Tada,

kako je g(z) =
z − i

z + i
, z ∈ H, konformni izomorfizam gorǌe poluravni H na

jediniqni disk D, dobijamo da za gustinu λH vaжi λH(z) = λ(g(z))|g′(z)|2 =
1

y2
, za svako z = x+ iy ∈ H.

U daǉem tekstu �emo sa S = {z ∈ C : −1 < Re z < 1} oznaqavati ve-

rtikalni pojas u komleksnoj ravni. Gustinu hiperboliqke metrike λS na

pojasu S �emo odrediti u narednom primeru.

Primer 3.4.3. Posmatrajmo preslikavaǌe s(z) =
ei

π
2
z − 1

ei
π
2
z + 1

= i tan(π
4
z), z ∈ S,

koje uspostavǉa konformni izomorfizam pojasa S i jediniqnog diska D.

Sada, lako nalazimo da je

λS(z) =
4|s′(z)|2

(1− |s(z)|2)2

=

(

π

2(| cos(π
4
z)|2 − | sin(π

4
z)|2)

)2

= (
π

2
)2

1

cos2(π
2
Re z)

,

za svako z ∈ S.
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3.5 Uopxtena harmonijska preslikava�a

Neka su R i S dve unapred zadate Rimanove povrxi. Posmatrajmo sada

preslikavaǌe f : R → S, klase C2, povrxi R u povrx S. Oznaqimo sa (U, h)

lokalnu kartu sa parametrom z = x+ iy ∈ V = h(U) ⊂ C na povrxi R, kao

i sa (W, g) lokalnu kartu sa parametrom w = u + iv ∈ V ′ = g(W ) ⊂ C na

povrxi S, sa svojstvom da je f(U) ⊂W . Tada je preslikavaǌe F : V → V ′,

koje je definisano sa w = F (z) = u(z) + iv(z) = (g ◦ f ◦ h−1)(z), z ∈ V , klase

C2. Uvedimo slede�e oznake:

Fz(z) =
1

2

(

∂F

∂x
(z)− i

∂F

∂y
(z)

)

,

Fz̄(z) =
1

2

(

∂F

∂x
(z) + i

∂F

∂y
(z)

)

,

JF (z) = |Fz(z)|2 − |Fz̄(z)|2,

pri qemu je
∂F

∂x
(z) =

∂u

∂x
(z) + i

∂v

∂x
(z), kao i

∂F

∂y
(z) =

∂u

∂y
(z) + i

∂v

∂y
(z), z ∈ V .

Broj JF (z) �emo nazivati jakobijanom preslikavaǌa F u taqki z ∈ V .

Tako�e, ukoliko je za neko z ∈ V , broj |Fz(z)| > 0, od posebnog interesa je

definisati kompleksnu dilataciju, µF (z), preslikavaǌa F u taqki z kao

µF (z) =
Fz̄(z)

Fz(z)
. Prirodno se name�e slede�e razmatraǌe.

Neka je P proizvoǉna taqka povrxi R i neka je Q = f(P ) odgovaraju�a

taqka povrxi S. Uoqimo lokalne parametre z ∈ V = h(U) ⊂ C i z̃ ∈ Ṽ =

h̃(U) ⊂ C, gde su (U, h) i (U, h̃) lokalne karte oko taqke P na povrxi R,

takve da je h(P ) = h̃(P ) = 0, odnosno, lokalne parametre w ∈ V ′ = g(W ) ⊂ C

i w̃ ∈ Ṽ ′ = g̃(W ) ⊂ C, gde su (W, g) i (W, g̃) lokalne karte oko taqke Q na

povrxi S, takve da je g(Q) = g̃(Q) = 0 i f(U) ⊂ W . Oznaqi�emo sa F (z) =

(g◦f ◦h−1)(z), z ∈ V , i F̃ (z̃) = (g̃◦f ◦h̃−1)(z̃), z̃ ∈ Ṽ , odgovaraju�a indukovana
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preslikavaǌa. Tako�e, oznaqimo sa z̃ = A(z) = (h̃ ◦ h−1)(z), z ∈ V , odnosno,

sa w̃ = Ã(w) = (g̃ ◦ g−1)(w), w ∈ V ′, tranziciona preslikavaǌa koja opisuju

konformne prelaske izme�u lokalnih parametara na povrxi R, odnosno,

na povrxi S. Tada je F̃ (z̃) = (Ã ◦ F ◦ A−1)(z̃), z̃ ∈ Ṽ , odakle primenom

uobiqajenih pravila diferenciraǌa nalazimo da je

F̃z̃(0) =
Ã′(0)

A′(0)
Fz(0) i F̃¯̃z(0) =

Ã′(0)

A′(0)
Fz̄(0), (3.5.1)

kao i JF̃ (0) =
|Ã′(0)|2
|A′(0)|2JF (0). Tako�e, ako je Fz(0) 6= 0, tada je i F̃z̃(0) 6= 0, kao

i |µF̃ (0)| = |µF (0)|.

Ubudu�e �emo, kad god je to mogu�e, odgovaraju�e indukovano pre-

slikavaǌe oznaqavati isto sa f , odgovaraju�e parcijalne izvode sa fz i

fz̄, Jakobijan sa Jf i, konaqno, kompleksnu dilataciju sa µf , odnosno, sa

µ, ukoliko je jasno o kojoj funkciji je req. Napomenimo da niti jedan

od prethodno definisanih objekata ne definixe funkciju na Rimanovoj

povrxi R. Me�utim, iz prethodnog razmatraǌa jasno je da moжemo, glo-

balno, govoriti o nulama izraza fz, odnosno fz̄, a samim tim i re�i da je

|µf | funkcija definisana na povrxi R, osim u onim taqkama u kojima je

fz = 0.

Definiija 3.5.1. Za preslikavaǌe f : R → S klase C2 kaжemo da je

harmonijsko u odnosu na zadatu konformnu metriku ds2 = ρ(w)|dw|2 na

povrxi S, ukoliko je za svaki par lokalnih parametara z ∈ V = h(U) ⊂ C

i w ∈ V ′ = g(W ) ⊂ C, gde su (U, h) i (W, g) lokalne karte na povrxi R i

povrxi S, respektivno, za koje vaжi f(U) ⊂W , ispuǌeno

(fz)z̄(z) +
ρw(f(z))

ρ(f(z))
fz(z)fz̄(z) = 0, (3.5.2)
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za svako z ∈ V , gde je ρ odgovaraju�a reprezentacija konformne metrike

u terminima lokalnog parametra w na povrxi S.

U sluqaju preslikavaǌa f koje deluje izme�u domena kompleksne ravni

i prisustva euklidske metrike u slici, relacija (3.5.2) definixe obiqno

harmonijsko preslikavaǌe. Neki autori isto nazivaju i euklidsko ha-

rmonijsko preslikavaǌe. Primetimo da u tom sluqaju za f : Ω → Ω′,

gde su Ω i Ω′ oblasti u C, vaжi (△f)(z) = 4fzz̄(z) = 0, z ∈ Ω, xto nam

karakterixe harmonijsko preslikavaǌe u oblasti Ω.

Teorija uopxtenih harmonijskih preslikavaǌa, odnosno, preslika-

vaǌa koja su harmonijska u odnosu na konformnu metriku u slici, je tesno

povezana sa teorijom holomorfnih kvadratnih diferencijala (videti [56]).

Preciznije, ukoliko je f : R → S, gde su R i S dve proizvoǉne Ri-

manove povrxi, harmonijsko preslikavaǌe u odnosu na zadatu konformnu

metriku ds2 = ρ(w)|dz|2 na povrxi S, tada preslikavaǌe f definixe jednu

kolekciju analitiqkih funkcija, u terminima lokalnih parametara na

povrxi R, i samim tim jedan holomorfni kvadratni diferencijal na toj

povrxi.

Posmatrajmo, stoga, kompleksnu strukturu na povrxi R, koju defi-

nixe atlas ({(Uν , hν)}), sa lokalnim parametrima zν ∈ Vν = hν(Uν) ⊂ C.

Definiija 3.5.2. Holomorfni kvadratni diferencijal ϕ na Rimanovoj

povrxi R je definisan kolekcijom {ϕν}, ϕν : Vν → C, analitiqkih funkcija

za koje, kad god je Uµ ∩ Uν 6= ∅, vaжi

ϕµ(zµ) = ϕν(A(zµ))(A
′(zµ))

2, (3.5.3)
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gde je zν = A(zµ) = (hν ◦ hµ−1)(zµ), zµ ∈ h(Uµ ∩ Uν), preslikavaǌe koje uspo-

stavǉa konformni prelazak izme�u lokalnih parametara zµ i zν.

Funkciju ϕν nazivamo reprezentacijom holomorfnog kvadratnog dife-

rencijala ϕ u lokalnoj karti sa parametrom zν, dok �emo za relaciju

(3.5.3) re�i da opisuje svojstvo invarijantnosti odgovaraju�ih repreze-

nata istog.

Jasno je da se o kvadratnom diferencijalu ne moжe govoriti kao o

funkciji na Rimanovoj povrxi. Me�utim, koriste�i relaciju (3.5.3),

moжemo raspravǉati o ǌegovim nulama. One �e biti, svakako, izolovane

i dobro definisanog reda, osim u sluqaju trivijalnog kvadratnog dife-

rencijala, tj. onog qije su sve odgovaraju�e reprezentacije identiqki

jednake nuli. Stoga, u sluqaju netrivijalnog holomorfnog kvadratnog

diferencijala, skup nula istog �e biti diskretan na povrxi R, dok �e

biti konaqan na kompaktnim Rimanovim povrxima.

Primer 3.5.1. (a) Oqigledno je da se kvadratni diferencijal moжe za-

dati na svakoj Rimanovoj povrxi. U sluqaju domena kompleksne ravni,

bilo kaja analitiqka funkcija definisana u toj oblasti definixe jedan

holomorfni kvadratni diferencijal.

(b) Na Rimanovoj sferi C se ne moжe zadati holomorfni kvadratni dife-

rencijal osim trivijalnog. Zaista, ukoliko je ϕ jedan netrivijalan

holomorfni kvadratni diferencijal na C, qija je kompleksna struktura

definisana u primeru 3.1.1, tada vaжi

ϕ1(z) = ϕ2(
1

z
)((

1

z
)′)2 = ϕ2(

1

z
)
1

z4
, z ∈ C− {0}, (3.5.4)
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tj. z4ϕ1(z) = ϕ2(
1

z
), z ∈ C − {0}, gde su sa ϕ1 : C = h1(U1) → C i ϕ2 :

C = h2(U2) → C oznaqene reprezentacije tog kvadratnog diferencijala u

terminima lokalnih parametara z i w. Me�utim, kako je funkcija ϕ1

analitiqka u okolini taqke z = 0, to �e funkcija ϕ2 biti ograniqena

u okolini taqke z = ∞, pa �e biti konstantna funkcija na celom C,

razliqita od nule. Tada, na osnovu relacije (3.5.4), zakǉuqujemo da �e

funkcija ϕ1 imati pol qetvrtog reda u taqki z = 0, xto je nemogu�e. ✷

Teorema 3.5.1. Neka su R i S Rimanove povrxi i f : R→ S harmonijsko pre-

slikavaǌe u odnosu na zadatu konformnu metriku ds2 = ρ(w)|dw|2 na povrxi

S. Tada, za svaki par lokalnih parametara z ∈ V = h(U) ⊂ C, na povrxi R,

i w ∈ V ′ = g(W ) ⊂ C, na povrxi S, za koje je f(U) ⊂ W , vaжi da je funkcija

ψ(z) = (ρ ◦ f)(z)fz(z)fz̄(z), z ∈ V, (3.5.5)

analitiqka u V , gde je sa ρ oznaqena odgovaraju�a reprezentacija date me-

trike u terminima lokalnog parametra w.

Dokaz: Koriste�i definiciju uopxtenog harmonijskog preslikavaǌa do-

bijamo

ψz̄(z) = (ρ ◦ f)z̄(z)fz(z)fz̄(z) + ρ(f(z))(fzfz̄)z̄(z)

= ρw(f(z))fz(z)|fz̄(z)|2 + ρw̄(f(z))|fz(z)|2fz̄(z)

+ρ(f(z))fzz̄(z)fz̄(z) + ρ(f(z))fzz̄(z)fz(z)

= ρ(f(z))fz̄(z)

(

fzz̄(z) +
ρw(f(z))

ρ(f(z))
fz(z)fz̄(z)

)

+ρ(f(z))fz(z)

(

fzz̄(z) +
ρw̄(f(z))

ρ(f(z))
fz(z)fz̄(z)

)

,



68

za svako z ∈ V , jer je
ρw(f(z))

ρ(f(z))
= (log)w(f(z)), odnosno,

ρw̄(f(z))

ρ(f(z))
= (log)w̄(f(z)),

z ∈ V . Dakle, funkcija z 7→ ψ(z) je analitiqka u V . ✷

Koriste�i ponaxaǌe konformne metrike prilikom promene lokalnog

parametra, tj. vaжno svojstvo invarijantnosti iste, jednostavno je po-

kazati da je relacijom (3.5.2) definisana jedna kolekcija analitiqkih

funkcija, u terminima odgovaraju�ih lokalnih parametara, koja defini-

xe jedan holomorfni kvadratni diferencijal na datoj Rimanovoj povrxi

R. Na taj naqin odre�en kvadratni diferencijal zauzima znaqajno mesto

u teoriji uopxtenih harmonijskih preslikavaǌa i u daǉem tekstu �emo

ga zvati Hopfov diferencijal koji je generisan harmonijskim preslika-

vaǌem f .

Teorema 3.5.2. Neka su R i S Rimanove povrxi i f : R→ S harmonijsko pre-

slikavaǌe u odnosu na zadatu konformnu metriku ds2 = ρ(w)|dw|2 na povrxi

S. Tada, za svaki par lokalnih parametara z ∈ V = h(U) ⊂ C, na povrxi R,

i w ∈ V ′ = g(W ) ⊂ C, na povrxi S, za koje je f(U) ⊂ W , vaжi da funkcije

z 7→ fz(z) i z 7→ fz̄(z), z ∈ V imaju izolovane nule u V , dobro definisanog

reda, ili su iste identiqki jednake nuli.

Dokaz: Dokaza�emo tvr�eǌe za funkciju z 7→ fz(z), z ∈ V . Dokaz je analo-

gan za funkciju z 7→ fz̄(z), z ∈ V . Neka je g(z) = −ρw(f(z))
ρ(f(z))

fz̄(z), z ∈ V .

Pretpostavimo, jox, da je V okolina taqke nula u C i da je fz(0) = 0. Ozna-

qimo sa δ : C → R funkciju klase C∞, sa kompaktnim nosaqem u C, koja je

jednaka jedinici u V . Posmatrajmo funkciju χ(z) =
1

π

∫∫

C

δ(ζ)g(ζ)

z − ζ
dξdη, z ∈

V , gde je ζ = ξ + iη ∈ C. Tada je χz̄(z) = δ(z)g(z) = g(z), z ∈ V . Kako je f ha-

rmonijsko preslikavaǌe, to je fzz̄(z) = −ρw(f(z))
ρ(f(z))

fz(z)fz̄(z), z ∈ V , odnosno,
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(fze
χ)z̄(z) = −g(z)fz(z)eχ(z) + fz(z)(e

χ)z̄(z) = −g(z)fz(z)eχ(z) + g(z)fz(z)e
χ(z) = 0,

z ∈ V . Dakle, funkcija z 7→ fz(z)e
χ(z) je analitiqka u V , te postoji okolina

taqke z = 0, koja pripada V , u kojoj je fz(z)eχ(z) = znψ(z), ψ(z) 6= 0, za neko

n ∈ N. Time smo dokazali tvr�eǌe. ✷

Teorema 3.5.3. (Bohnerova formula, [56]) Neka su R i S Rimanove po-

vrxi i f : R → S harmonijsko preslikavaǌe u odnosu na zadatu konformnu

metriku ds2 = ρ(w)|dw|2 na povrxi S, koje quva orijentaciju. Oznaqimo

sa ds2 = σ(z)|dz|2 konformnu metriku na povrxi R qija je reprezentacija u

terminima lokalnog parametra z, na povrxi R, data sa σ(z) = ρ(f(z))|fz(z)|2.

Tada je

Kσ(z) = Kρ(f(z))(1− |µf(z)
2|), (3.5.6)

nezavisno od izbora lokalnog parametra z.

Dokaz: Kako preslikavaǌe f quva orijentaciju, to �e jakobijan tog pre-

slikavaǌa biti pozitivan, a samim tim i fz(z) 6= 0, nezavisno od izbora

lokalnog parametra z. Tako�e, funkcija |µf(z)| =
|fz̄(z)|
|fz(z)|

je dobro defini-

sana na povrxi R i vaжi da je |µ(z)| < 1. Osim toga, izborom lokalnog

parametra z ∈ V = h(U) ⊂ C, gde je sa (U, h) oznaqena lokalna karta na

povrxi R, nije texko proveriti da je sa σ(z) = ρ(f(z))|fz(z)|2, z ∈ V , zadata

jedna konformna metrika na R.

Tada je

(△ log σ)(z) = 4(log σ)zz̄(z)

= 4(log(ρ ◦ f) + log fz + log(fz))zz̄(z), z ∈ V.
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Diferenciraǌem svakog qlana prethodne sume dobijamo:

(log(ρ ◦ f))zz̄ = (((log ρ)w ◦ f)fz + ((log ρ)w̄ ◦ f)(f̄)z)z̄

= ((log ρ)ww ◦ f)fzfz̄ + ((log ρ)ww̄ ◦ f)fz(f̄)z̄

+((log ρ)w ◦ f)fzz̄ + (((log ρ)w̄ ◦ f)fz̄)z̄,

(log fz)zz̄ = (
fzz̄

fz
)z = −(((log ρ)w ◦ f)fz̄)z

= −((log ρ)ww ◦ f)fzfz̄ − ((log ρ)ww̄ ◦ f)(f̄)zfz̄ − ((log ρ)w ◦ f)fzz̄,

(log fz)zz̄ = (
(f̄)z̄z

fz
)z̄ = (

fzz̄

fz
)z̄ = −(((log ρ)w̄ ◦ f)fz̄)z̄,

odakle, sabiraǌem, nalazimo da je

△ log σ = 4((log ρ)ww̄ ◦ f)(fz(f̄)z̄ − (f̄)zfz̄)

= 4((log ρ)ww̄ ◦ f)(fzfz − fz̄fz̄)

= ((△ log ρ) ◦ f)(|fz|2 − |fz̄|2)

= ((△ log ρ) ◦ f)|fz|2(1− |µf |2).

Konaqno, koriste�i formule za Gausove krivine datih metrika dobijamo

da je Kσ(z) = Kρ(f(z))(1− |µf(z)|2), za svako z ∈ V . ✷

Primetimo da smo u prethodnoj teoremi zahtevali da preslikavaǌe

f quva orijentaciju. Me�utim, tvr�eǌe teoreme �e ostati na snazi u

svakoj taqki z za koju je fz(z) 6= 0, tj. u onim taqkama na povrxi R u

kojima je funkcija |µf | definisana.

Definiija 3.5.3. Za lokalno jednolisno preslikavaǌe f : R → S klase

C2, koje quva orijentaciju, gde su R i S dve unapred zadate Rimanove

povrxi, kaжemo da je k-kvaziregularno, postoji neko k ∈ [0, 1), za koje je

|µf(z)| 6 k, (3.5.7)
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nezavisno od izbora lokalnog parametra na povrxi R. Ukoliko je, jox,

preslikavaǌe f homeomorfizam, isto �emo nazivati k-kvazikonformnim.

Obiqno se, videti [37], za broj k uzima najmaǌi od svih onih brojeva

iz intervala [0, 1) za koji vaжi relacija (3.5.7), jer, ukoliko je preslika-

vaǌe f k-kvaziregularno, onda je i k1-kvaziregularno, za k 6 k1 < 1. Taj

broj �emo nazivati kvaziregularnom, odnosno, kvazikonformnom konsta-

ntom. Inaqe, mnogi autori za kvazikonformnu konstantu uzimaju broj

K =
1 + k

1− k
> 1. Osim toga, ukoliko je k = 0, tj. K = 1, preslikavaǌe

je oqigledno analitiqko. Tako�e, zbog pretpostavke da preslikavaǌe f

quva orijentaciju, prethodna definicija ima smisla.



Glava 4

Alfors-Xvarova lema i

primene

Kao xto je opisano u glavi koja je prethodila ovoj, prisustvo hiperbliqke

metrike vixe nije privilegija, ve� realnost, jer je skoro svaki domen sa

kojim operixemo hiperboliqkog tipa, pa je opravdano u opxtem sluqaju

dodatno ispitivati geometrijska svojstva pomenute metrike. Jedno od

tih svojstava, na koje �emo se najqex�e pozivati, jeste svojstvo maksi-

malnosti hiperboliqke metrike u odnosu na sve druge konformne metrike

qija je Gausova krivina ne ve�a −1, kao i ǌemu sliqna.

4.1 Hiperboliqko rastoja�e

Neka je D = {z ∈ C : |z| < 1} jediniqni disk u C i ϕ proizvoǉan konfo-

rmni automorfizam diska D, tj. 1 − 1 analitiqko preslikavaǌe diska D

na sebe. Tada postoje a ∈ D i α ∈ [0, 2π) takvi da je ϕ(z) = eiα
z − a

1− āz
, za

72
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svako z ∈ D. Stoga, za proizvoǉne dve taqke z1, z2 ∈ D dobijamo da vaжi

ϕ(z1)− ϕ(z2) = eiα
(1− |a|2)(z1 − z2)

(1− āz1)(1− āz2)
,

1− ϕ(z1)ϕ(z2) =
(1− |a|2)(1− z1z2)

(1− āz1)(1− āz2)
,

odnosno, deǉeǌem prethodnih jednakosti, te prelaskom na module, dobi-

jamo da je
∣

∣

∣

∣

∣

ϕ(z1)− ϕ(z2)

1− ϕ(z1)ϕ(z2)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

z1 − z2

1− z1z2

∣

∣

∣

∣

, (4.1.1)

tj. δh(ϕ(z1), ϕ(z2)) = δh(z1, z2), gde je δh(z, w) =
∣

∣

∣

∣

z − w

1− zw

∣

∣

∣

∣

, z, w ∈ D.

U daǉem tekstu �emo sa ϕa oznaqavati konformni automorfizam jedini-

qnog diska D koji je zadat sa ϕa : z 7→ ϕa(z) =
z − a

1− āz
, z ∈ D, a ∈ D.

Tako�e, broj δh(z, w), z, w ∈ D, �emo ubudu�e nazivati pseudo-

hiperboliqkim rastojaǌem izme�u taqaka z i w. Hiperboliqko rastojaǌe

izme�u tih taqaka na jediniqnom disku D definixemo kao

dh(z, w) = log
1 + δh(z, w)

1− δh(z, w)
. Jednostavno se da proveriti da je funkcijom

dh : D×D → [0,∞) definisana jedna metrika na disku D, koju �emo tako�e

zvati hiperboliqkom (videti primer 3.4.1). Osim toga, koriste�i rela-

ciju (4.1.1), neposredno proizilazi da su konformni automorfizmi je-

diniqnog diska ujedno i izometrije u odnosu na pseudo-hiperboliqko, a

samim tim i u odnosu na hiperboliqko rastojaǌe dh. Sa druge strane

(videti primer 3.4.1), sa dλ smo oznaqili hiperboliqko rastojaǌe indu-

kovano hiperboliqkom metrikom ds2 = λ(z)|dz|2 na disku D, gde je odgo-

varaju�a gustina λ definisana relacijom (3.4.2). Me�utim, prelaskom

na graniqnu vrednost, kad z2 teжi z1, u relaciji (4.1.1), dobijamo da i

hiperboliqko rastojaǌe dλ ostaje invarijantno u odnosu na konformne
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automorfizme jediniqnog diska, odnosno, dobijamo da je za proizvoǉan

konformni automorfizam ϕ jediniqnog diska D ispuǌeno
|ϕ′(z)|

1− |ϕ(z)|2 =

1

1− |z|2 , z ∈ D. Tako�e, kako je dλ(0, r) = log
1 + r

1− r
, 0 6 r < 1, xto je trivi-

jalno pokazati, to se rastojaǌe dλ u potpunosti poklapa sa rastojaǌem

dh na jediniqnom disku D, te da su geodezijske linije, tj. lokalno na-

jkra�e krive u odnosu na hiperboliqku metriku, delovi kruжnica, unutar

diska D, koje su ortogonalne na jediniqnu kruжnicu T = {z ∈ C : |z| = 1},

odnosno, delovi pravih, unutar istog, koje sadrжe taqku z = 0.

4.2 Osnovna tvrÆe�a Xvar-Pikovog tipa

Formulisa�emo sada i dokazati dva veoma vaжna tvr�eǌa iz klasiqne

teorije funkcija kompleksne promenǉive. Drugo od ǌih je geometrijska

interpretacija prvog u prisustvu hiperboliqke metrike.

Lema 4.2.1. (Xvarcova lema, [2]) Neka je f : D → D analitiqka funkcija.

Ako je f(0) = 0, tada je |f(z)| 6 |z|, za svako z ∈ D, odnosno, |f ′(0)| 6 1.

Ukoliko je |f(z)| = |z|, za neko z 6= 0, ili |f ′(0)| = 1, tada je f(z) = eiαz, za

neko α ∈ [0, 2π), tj. f je rotacija.

Dokaz: Neka je z ∈ D proizvoǉno i |z| < r < 1. Definiximo funkciju

g(ζ) =
f(ζ)

ζ
, 0 < |ζ | < 1, g(0) = f ′(0). Oqigledno je funkcija g analitiqka u

okolini zatvoreǌa diska Dr = {ζ ∈ C : |ζ | < r}, odakle, na osnovu principa

maksimuma modula, postoji neko ζ0, |ζ0| = r, za koje je |g(ζ)| 6 |g(ζ0)| =
∣

∣

∣

∣

f(ζ0)

ζ0

∣

∣

∣

∣

<
1

r
, |ζ | 6 r. Specijalno, |g(z)| < 1

r
, te prelaskom na graniqnu

vrednost, kada r → 1−, dobijamo da je |g(z)| 6 1. Me�utim, ukoliko je
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|g(z)| = 1, za neko z ∈ D, tada je g konstantna funkcija, tj. f(z) = eiαz, za

neko α ∈ [0, 2π), odnosno, f je rotacija. ✷

Lema 4.2.2. (Xvarc-Pikova lema, [2])Neka je f : D → D analitiqka

funkcija. Tada f ne pove�ava odgovaraju�e pseudo-hiperboliqko, odnosno,

hiperboliqko rastojaǌe na disku D. Dakle vaжi, δh(f(z1), f(z2)) 6 δh(z1, z2),

odnosno, dh(f(z1), f(z2)) 6 dh(z1, z2), za svako z1, z2 ∈ D. Jednakost u pretho-

dnim nejednakostima vaжi ako i samo ako je f konformni automorfizam

diska D.

Dokaz: Oznaqimo sa z1 i z2 dve proizvoǉno izabrane taqke u D. Posma-

trajmo funkciju F : D → D definisanu sa F : ζ 7→ F (ζ) = (ϕf(z1) ◦f ◦ϕ−z1)(ζ).

Svakako je F analitiqka funkcija i vaжi da je F (0) = 0, pa su za istu

zadovoǉeni uslovi Xvarcove leme. Dakle, vaжi |F (ζ)| 6 |ζ |, za svako

ζ ∈ D, odnosno

|(ϕf(z1) ◦ f ◦ ϕ−z1)(ζ)| 6 |ζ |,

za svako ζ ∈ D. Stoga, ako u prethodnoj nejednakosti uvrstimo ζ = ϕz1(z2),

jer je (ϕz1)
−1 = ϕ−z1, dobijamo da je

∣

∣

∣

∣

∣

f(z1)− f(z2)

1− f(z1)f(z2)

∣

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

z1 − z2

1− z1z2

∣

∣

∣

∣

, (4.2.1)

tj. δh(f(z1), f(z2)) 6 δh(z1, z2). Osim toga, ukoliko se desi da u nejednakosti

(4.2.1) vaжi znak jednakosti, jednostavno se zakǉuquje da je preslikavaǌe

F rotacija, odnosno da je f konformni automorfizam jediniqnog diska.

Drugi deo tvr�eǌa, tj. osobina analitiqkih preslikavaǌa jediniqnog

diska u sebe da ne pove�avaju ni odgovaraju�e hiperboliqko rastojaǌe
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definisano na D, je jednostavna posledica qiǌenice da je funkcija x 7→

log 1+x
1−x

rastu�a na intervalu [0, 1). ✷

Naglasimo jox da postoje mnoge verzije i generalizacije prethodne ne-

jednakosti. Mnogi autori je predstavǉaju u ekvivalentnom obliku koji

navodimo u narednom tvr�eǌu, na osnovu koga se vidi invarijantnost

gustine hiperboliqke metrike u odnosu na konformne automorfizme je-

diniqnog diska. Tako�e, nama �e biti od interesa da izdvojimo onu koja

se tiqe analitiqkih preslikavaǌa koja deluju izme�u Rimanovih povrxi

hiperboliqkog tipa (videti teoremu 4.2.4).

Posledia 4.2.3. Neka je f : D → D analitiqka funkcija. Tada vaжi

|f ′(z)|
1− |f(z)|2 6

1

1− |z|2 , (4.2.2)

za svako z ∈ D. Pri tome, jednakost vaжi ako i samo ako je f konformni

automorfizam diska D.

Dokaz: Tvr�eǌe dobijamo ukoliko izvrximo prelazak na graniqnu vre-

dnost u nejednakosti (4.2.1), kada z2 → z1 = z ∈ D. ✷

Teorema 4.2.4. Neka su R i S dve Rimanove povrxi hiperboliqkog tipa i

neka je f : R → S analitiqko preslikavaǌe. Oznaqimo sa ds2 = λR(z)|dz|2

i ds2 = λS(w)|dw|2 nasle�ene, koriste�i univerzalno natkrivaǌe, hiperbo-

liqke metrike na povrxi R i S, redom. Tada vaжi

λS(f(z))|f ′(z)|2 6 λR(z), (4.2.3)

za svako z ∈ R. Tako�e vaжi dλS
(f(z1), f(z2)) 6 dλR

(z1, z2), za bilo koje dve

taqke z1 i z2 sa povrxi R, tj. vaжi da preslikavaǌe f ne pove�ava odgo-

varaju�e hiperboliqko rastojaǌe.
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Dokaz: Neka je z0 ∈ R proizvoǉno i w0 = f(z0) ∈ S. Pokaжimo da je neje-

dnakost (4.2.3) zadovoǉena u taqki z0. Stoga, prelaskom na univerzalna

natkrivaǌa datih povrxi, uoqavamo odgovaraju�e projekcije τ1 : D → R i

τ2 : D → S, za koje, bez umaǌeǌa opxtosti, moжemo pretpostaviti da vaжi

τ1(0) = z0, kao i τ2(0) = w0. Posmatrajmo sada ,,podignuto” preslikavaǌe

f , tj. preslikavaǌe analitiqko preslikavaǌe F : D → D, za koje vaжi

τ2 ◦ F = f ◦ τ1, ali i F (0) = 0. Kako je, na osnovu Xvarcove leme

|F ′(0)| 6 1, to je |f ′(z0)|
∣

∣

∣

∣

τ ′1(0)

τ ′2(0)

∣

∣

∣

∣

6 1, odnosno |(τ−1
2 )′(w0)||f ′(z0)| 6 |(τ−1

1 )′(z0)|,

odakle dobijamo tvr�eǌe teoreme, jer je (λ ◦ τ−1
1 )(z0) = (λ ◦ τ−1

2 )(w0) = 1.

Drugi deo tvr�eǌa je nixta drugo nego ,,integralna” verzija prvog,

te je stoga i ta nejednakost zadovoǉena. ✷

4.3 Alfors-Xvarova lema

Neka je, daǉe, Ω ⊂ C proizvoǉan domen u kompleksnoj ravni. Defini-

ximo sada pojam ultra-hiperboliqke metrike na Ω.

Definiija 4.3.1. Metriku ds2 = ρ(z)|dz|2, ρ : Ω → R+ ∪ {0}, nazivamo

ultra-hiperboliqkom metrikom na Ω, ako je ρ odozgo poluneprekidna

funkcija na Ω i ako za svaku taqku z0 ∈ Ω, za koju je ρ(z0) > 0, postoji

funkcija ρ0, pozitivna i klase C2 u nekoj okolini V taqke z0, takva da je

ρ(z) > ρ0(z), Kρ0(z) 6 −1, za svako z ∈ V , i ρ0(z0) = ρ(z0).

Trivijalno je pokazati da ako je ρ ultra-hiperboliqka metrika na

Ω i f : D → Ω analitiqka funkcija, tada je metrika definisana sa

ds2 = σ(z)|dz|2, gde je σ(z) = ρ(f(z))|f ′(z)|2, z ∈ D, ultra-hiperboliqka na
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jediniqnom disku D.

Lema 4.3.1. (Alfors-Xvarcova lema, [2]) Neka je ds2 = ρ(w)|dw|2 ultra-

hiperboliqka metrika definisana na nekoj oblasti Ω ⊂ C i neka je f : D → Ω

analitiqka funkcija. Tada je ρ(f(z))|f ′(z)|2 6 λ(z), za svako z ∈ D.

Dakle, hiperboliqka metrika je maksimalna ultra-hiperboliqka me-

trika na jediniqnom disku D. Slede�e tvr�eǌe, koje navodimo, je od

esencijalnog znaqaja u naxem pristupu.

Teorema 4.3.2. Neka su ds2 = σ(z)|dz|2 i ds2 = ρ(z)|dz|2 dve konformne metrike

definisane na jediniqnom disku D. Ako vaжi σ(z) → +∞, kada |z| → 1−, i

ako je Kρ(z) 6 Kσ(z) < 0, za svako z ∈ D, tada je ρ(z) 6 σ(z), za svako z ∈ D.

Posebno, ako je Kρ(z) 6 −1, tada je

ρ(z) 6 λ(z) =

(

2

1− |z|2
)2

, z ∈ D. (4.3.1)

Dokaz: Neka je 0 < r < 1 i σr(z) =
1

r2
σ
(z

r

)

, z ∈ Dr, gde je, ponovimo, Dr =

{z ∈ C : |z| < r}. Definiximo funkciju fr(z) = log

(

ρ(z)

σr(z)

)

, z ∈ Dr. Kako

σr(z) → +∞, kad |z| → r−, to funkcija fr dostiжe maksimum na Dr u nekoj

taqki z0. Me�utim, tada je (△fr)(z0) 6 0, tj. (△ log ρ)(z0)− (△ log σr)(z0) 6 0,

xto je ekvivalentno sa

σr(z0)Kσr
(z0) 6 ρ(z0)Kρ(z0). (4.3.2)

Iz prethodne nejednakosti trivijalno dobijamo da je
ρ(z0)

σr(z0)
6

∣

∣

∣

∣

Kσr
(z0)

Kρ(z0)

∣

∣

∣

∣

6 1, xto povlaqi da je fr(z) 6 fr(z0) = log

(

ρ(z0)

σr(z0)

)

6 0, z ∈ Dr, tj.
ρ(z)

σr(z)
6 1,

z ∈ Dr. Konaqno, prelaskom na graniqnu vrednost, kad r → 1−, dobijamo

tvr�eǌe. ✷
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Primetimo da tvr�eǌe prethodne teoreme ostaje na snazi ako pretpo-

stavimo da gustina σ konformne metrike ds2 = σ(z)|dz|2 zadovoǉava σ(z) →

+∞, kad |z| → 1−, −1 6 Kσ(z) < 0, z ∈ D, i da je metrika ds2 = ρ(z)|dz|2

ultra-hiperboliqka na jediniqnom disku D.

4.4 Hiperboliqki izvod i Vanova teorema

Neka je G ⊂ C proizvoǉna prosto povezana oblast u C, razliqita od C,

tj. ona qija granica u C sadrжi najmaǌe dve taqke. Na osnovu Rimanove

teoreme, oblast G je konformno ekvivalentna sa jediniqnim diskom D.

Oznaqimo sa g : G→ D preslikavaǌe koje uspostavǉa pomenuti konformni

izomorfizam. Tada, videti komentar neposredno iznad teoreme 3.4.1, na

oblasti G se moжe definisati hiperbliqka metrika ds2 = λG(w)|dw|2, gde

je λG(w) =
4|g′(w)|2

(1− |g(w)|2)2 , w ∈ G. Primetimo da, ukoliko je g̃ : G → D neko

drugo preslikavaǌe koje uspostavǉa konformni izomorfizam oblasti G

i diska D, tada je
|g̃′(w)|

1− |g̃(w)|2 =
|g′(w)|

1− |g(w)|2 , jer je g̃ ◦ g−1 konformni auto-

morfizam diska D. Dakle, ovako definisana hiperboliqka metrika ne

zavisi od izbora preslikavana g. U daǉem tekstu sa G �emo uvek oznaqa-

vati takvu jednu oblast.

Definiija 4.4.1. Neka su G, G′ ⊂ C prosto povezane oblasti razliqite

od C i neka je f : G → G′ preslikavaǌe klase C1. Hiperboliqki parci-

jalni izvodi preslikavaǌa f , u odnosu na z i z̄, u oblasti G su, redom,
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dati sa

||∂f ||(z) =
√

λG′(f(z))

λG(z)
|fz(z)|, (4.4.1)

||∂̄f ||(z) =
√

λG′(f(z))

λG(z)
|fz̄(z)|. (4.4.2)

Oqigledno je da za G = G′ = D i analitiqko preslikavaǌe f vaжi

||∂f ||(z) = 1, z ∈ D. Tako�e, ako je f : G → G′ klase C1 i h : D → G

Rimanovo preslikavaǌe, tj. 1 − 1 analitiqko preslikavaǌe jediniqnog

diska D na oblast G, tada

||∂(f ◦ h)||(ζ) =
√

λG′((f ◦ h)(ζ))
λD(ζ)

|(f ◦ h)ζ(ζ)|

=

√

λG′(f(z))

λG(z)

√

λG(z)

λD(ζ)
|fz(z)||h′(ζ)|

=

√

λG′(f(z))

λG(z)
|fz(z)|

|(h−1)′(z)|(1− |ζ |2)
1− |h−1(z)|2 |h′(ζ)| = ||∂f ||(z),

jer je h konformni izomorfizam. Sliqno je i ||∂̄(f ◦ h)||(ζ) = ||∂̄f ||(z).

Dakle, dovoǉno je ograniqiti se na preslikavaǌa f : D → G, gde je G 6= C

prosto povezani domen u C.

Ponovimo da ako su Ω i Ω′ proizvoǉne oblasti u C i f : Ω → Ω′ pre-

slikavaǌe klase C1, tada vaжi

Lf (z) = |fz(z)| + |fz̄(z)|, z ∈ Ω

lf(z) = |fz(z)| − |fz̄(z)|, z ∈ Ω.

Sada nam je ciǉ da koriste�i procene za hiperboliqki izvod date

funkcije, pod odre�enim uslovima, opixemo ponaxaǌe harmonijskih kva-

zikonformnih difeomorfizama jediniqnog diska, kao i nekih drugih zna-

qajnih oblasti.
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Lema 4.4.1. Neka je f : D → G, gde je G prosto povezana hiperboliqka oblast

u C, preslikavaǌe klase C1 koje quva orijentaciju. Ako postoji neko M > 0

takvo da je ||∂f ||(z)(1 + |µf(z)|) 6M , za svako z ∈ D, tada je

dG(f(z1), f(z2)) 6M dD(z1, z2), (4.4.3)

za svako z1, z2 ∈ D.

Dokaz: Neka su z1 i z2 proizvoǉne taqke u disku D i γ : [0, 1] → D geodezi-

jska linija u odnosu na hiperboliqku metriku u disku D, koja spaja taqke

z1 i z2. Tada je

dG(f(z1), f(z2)) 6

∫

f◦γ

√

λG(w)|dw|

6

∫

γ

√

λG(f(z))

λ(z)

√

λ(z)(|fz(z)| + |fz̄(z)|)|dz|

=

∫

γ

||∂f ||(z)
√

λ(z)(1 + |µf(z)|)|dz|

6M

∫

γ

√

λ(z)|dz| =M dD(z1, z2),

xto se i tvrdilo. ✷

Lema 4.4.2. Neka je f : D → G, gde je G prosto povezana hiperboliqka oblast

u C, homeomorfizam klase C1 koji quva orijentaciju. Ako postoji neko m > 0

takvo da je ||∂f ||(z)(1− |µf(z)|) > m, za svako z ∈ D, tada je

dG(f(z1), f(z2)) > mdD(z1, z2), (4.4.4)

za svako z1, z2 ∈ D.

Dokaz: Neka su z1 i z2 proizvoǉne taqke u disku D i Γ : [0, 1] → G geode-

zijska linija u odnosu na hiperboliqku metriku u oblasti G, koja spaja
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taqke f(z1) i f(z2). Ako je γ = f−1 ◦ Γ, tada je

dG(f(z1), f(z2)) =

∫

Γ

√

λG(w)|dw|

>

∫

γ

√

λG(f(z))

λ(z)

√

λ(z)(|fz(z)| − |fz̄(z)|)|dz|

=

∫

γ

||∂f ||(z)
√

λ(z)(1− |µf(z)|)|dz|

> m

∫

γ

√

λ(z)|dz| > mdD(z1, z2),

xto je trebalo dokazati. ✷

Posledia 4.4.3. Neka su G i G′ prosto povezane oblasti u C, razliqite

od C, i neka je g : G → G′ homeomorfizam klase C1 koji quva orijentaciju.

Ako postoje pozitivne konstante M i m, za koje je

m

1− |µg(z)|
6 ||∂g||(z) 6 M

1 + |µg(z)|
,

za svako z ∈ G, tada je

mdG(z1, z2) 6 dG′(g(z1), g(z2)) 6M dG(z1, z2), (4.4.5)

za svako z1, z2 ∈ G.

Dokaz: Oznaqimo sa h : ζ 7→ z = h(ζ), ζ ∈ D, konformni izomorfizam

jediniqnog diska D i oblasti G i neka je F = g ◦ h. Koriste�i jednako-

sti (1.1.3) i (1.1.4), za proizvoǉno ζ ∈ D nalazimo, prvo, da je µF (ζ) =

µg(h(ζ))
h′(ζ)

h′(ζ)
, tj. |µF (ζ)| = |µg(z)|, gde je z = h(ζ), a zatim i

m

1− |µF (ζ)|
6 ||∂F ||(ζ) 6 M

1 + |µF (ζ)|
,
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jer je ||∂F ||(ζ) = ||∂g||(h(ζ)). Stoga, na osnovu lema 4.4.1 i 4.4.2, dobijamo

da je

mdD(ζ1, ζ2) 6 dG′(F (ζ1), F (ζ2)) 6M dD(ζ1, ζ2), (4.4.6)

za svako ζ1, ζ2 ∈ D.

Konaqno, da bismo dokaz tvr�eǌa priveli kraju, izabra�emo proi-

zvoǉne taqke z1 i z2 u oblasti G. Tada, ako je ζ1 = h−1(z1), odnosno

ζ2 = h−1(z2), na osnovu nejednakosti (4.4.6) jednostavno dobijamo da tvr�e-

ǌe vaжi, jer je preslikavaǌe h, osim xto je konformni izomorfizam

oblasti D i G, ujedno i izometrija u odnosu na odgovaraju�e hiperbo-

liqke metrike definisane na tim domenima. ✷

Definiija 4.4.2. Neka su Ω i Ω′ proizvoǉne oblasti u ravni sa ko-

nformnim metrikama ds2 = ρ(z)|dz|2 i ds2 = ρ̃(w)|dw|2, redom. Za pre-

slikavaǌe f : Ω → Ω′ kaжemo da je kvazi-izometrija u odnosu na pomenute

metrike, ako postoji konstanta c > 1 takva da je

1

c
dρ(z1, z2) 6 dρ̃(f(z1), f(z2)) 6 c dρ(z1, z2),

za bilo koje dve taqke z1 i z2 iz Ω. Dakle, preslikavaǌe f je bi-Lipxicovo

u odnosu na te metrike.

Kao xto je najavǉeno (videti [34], [58]), uzimaju�i u obzir da za

gustinu vaжi σ(z) → +∞, kad |z| → 1−, konformne metrike ds2 = σ(z)|dz|2,

gde je σ(z) = λ(f(z))|fz(z)|2, z ∈ D, koriste�i Bohnerovu formulu (videti

3.5.6) i lemu 4.3.1, moжemo jednostavno pokazati da je svaki harmoni-

jski defeomorfizam diska D na sebe, ujedno i kvazi-izometrija istog, u

odnosu na hiperboliqku metriku (videti 4.4.4). Zaista, da σ(z) → +∞,
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kad |z| → 1−, sledi iz qiǌenice da se svaki harmonijski difeomorfizam

diska neprekidno proxiruje do homeomorfizma zatvoreǌa istog (videti

[19]) i bitnog svojstva koje kaжe da je |fz(z)| > c, kad god je z ∈ D (videti

[42]). Stoga, vaжi slede�e tvr�eǌe u qijem dokazu je predstavǉen po-

tpuno novi pristup.

Teorema 4.4.4. (Van [58])Svaki harmonijski, u odnosu na hiperboliqku me-

triku, kvazikonformni difeomorfizam jediniqnog diska D na sebe je kvazi-

izometrija tog diska u odnosu na hiperboliqku metriku. Osim toga, pre-

slikavaǌe f je ujedno i

(1− k,

√

1 + k

1− k
)

bi-Lipxicovo u odnosu na tu metriku.

Dokaz: Pretpostavimo da je f k-kvazikonformno preslikavaǌe. Posma-

trajmo konformnu metriku ds2 = σ(z)|dz|2 na jediniqnom disku D, gde je

σ(z) = λ(f(z))|fz(z)|2, z ∈ D. Koriste�i Bohnerovu formulu dobijamo
1

2
(△ logσ)(z) = σ(z)(1 − |µf(z)|2), z ∈ D, tj. Kσ(z) = (|µf(z)|2 − 1), za svako

z ∈ D. Me�utim, kako je f kvazikonformno preslikavaǌe, to postoji neko

0 6 k < 1 tako da je |µf(z)| 6 k, z ∈ D. Otuda, 0 > Kσ(z) = (|µf(z)|2−1) > −1,

z ∈ D. Sa druge strane, kako vaжi σ(z) → +∞, kad |z| → 1−, to se pri-

menom teoreme 4.3.2, dobija λ(z) 6 λ(f(z))|fz(z)|2, z ∈ D, a samim tim i

||∂f ||(z)(1 − |µf(z)|) > (1 − k), za svako z ∈ D. Dakle, na osnovu leme 4.4.2,

dobijamo da je

dh(f(z1), f(z2)) > (1− k)dh(z1, z2). (4.4.7)



85

Sa druge strane, ako posmatrajmo konformnu metriku

ds2 = σ̃(z) = (1− k2)σ(z)|dz|2, z ∈ D,

dobijamo

Kσ̃(z) =
Kσ(z)

1− k2
=

|µf(z)|2 − 1

1− k2
6
k2 − 1

1− k2
= −1,

z ∈ D, kao i σ̃(z) = (1 − k2)λ(f(z))|fz(z)|2 6 λ(z), z ∈ D. Me�utim tada

je i ||∂f ||(z)(1 + |µf(z)|) 6
1 + |µf(z)|√

1− k2
6

1 + k√
1− k2

=

√

1 + k

1− k
6

1

1− k
, z ∈ D.

Konaqno, na osnovu leme 4.4.1, dobijamo da je

dh(f(z1), f(z2)) 6
1

1− k
dh(z1, z2), (4.4.8)

a time i tvr�eǌe teoreme. ✷

Primetimo da smo na desnoj strani nejednakosti (4.4.8) dobili, prvo,

konstantu

√

1 + k

1− k
, koja oqigledno nije ve�a od

1

1− k
, 0 6 k < 1.

4.5 Xvarova lema za realna harmonijska pre-

slikava�a

Posmatrajmo sada realno harmonijsko preslikavaǌe u definisano na

jediniqnom disku D i pokuxajmo da prenesemo neka od prethodnih za-

paжaǌa i u ovom sluqaju.

Lema 4.5.1. Neka je |x| 6 π

2
. Tada je cosx 6 1− 4

π2
x2.

Dokaz: Oqigledno je za −π
4
6 t 6

π

4
ispuǌeno | sin t| > 4

π
√
2
|t|, odakle je

1− cos 2t

2
= sin2 t >

(

4

π
√
2

)2

t2,
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odnosno cos 2t 6 1 −
(

4

π

)2

t2, pa otuda, smenom x = 2t, dobijamo traжenu

nejednakost. ✷

U radu [29] dobijena je slede�a ocena norme gradijenta harmonijske

funkcije.

Teorema 4.5.2. Neka je u : D → (−1, 1) realna harmonijska funkcija. Tada

vaжi

|(∇u)(z)| 6 4

π

1− |u(z)|2
1− |z|2 , (4.5.1)

za svako z ∈ D. Prethodna nejednakost se dostiжe.

Dokaz: Neka je v funkcija koja je harmonijski konjugovana funkciji u

u jediniqnom disku D, tj. ona za koju je funkcija f(z) = u(z) + iv(z),

z ∈ D, analitiqka u D. Tada, funkcija f preslikava jediniqni disk D

u vertikalni pojas Ω = {w ∈ C : −1 < Rew < 1}. Oznaqimo sa g regu-

larnu granu vixeznaqne funkcije G : ζ 7→ 2i

π
log

1 + ζ

1− ζ
= w, ζ ∈ D, odre�ene

uslovom g(0) = 0, koja 1 − 1 analitiqki preslikava jediniqni disk D na

pojas Ω. Otuda, na osnovu posledice Xvarcove leme, tj. leme 4.2.2, koju

primeǌujemo na funkciju h = g−1 ◦ f : D → D, jednostavno dobijamo da je
|dζ |

1− |ζ |2 6
|dz|

1− |z|2 , odnosno |h′(z)| 6 1− |h(z)|2
1− |z|2 , za svako z ∈ D. Trivijalno

je f ′(z) =
4i

π

h′(z)

1− h2(z)
, kad god je z ∈ D, pa je

(∇u)(z)| = |f ′(z)| =
∣

∣

∣

∣

4i

π

h′(z)

1− h2(z)

∣

∣

∣

∣

=
4

π

|h′(z)|
|1− h2(z)| 6

4

π

1− |h(z)|2
|1− h2(z)|(1− |z|2) , (4.5.2)

za svako z ∈ D.
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Neka je sada z ∈ D fiksirano. Kako vaжi
1 + h(z)

1− h(z)
∈ {w ∈ C : Rew > 0},

jer je |h(z)| < 1, sledi da postoje i jednoznaqno su odre�eni r > 0 i

t ∈
(

−π
2
,
π

2

)

, takvi da je
1 + h(z)

1− h(z)
= reit. Stoga je h(z) =

reit − 1

reit + 1
, odakle je

1− |h(z)|2 = 1− h(z)h(z)

= 1− reit − 1

reit + 1

re−it − 1

re−it + 1
=

4r cos t

r2 + 2r cos t + 1
.

Sliqno je i |1 − h2(z)| =
4r

r2 + 2r cos t+ 1
, odakle, koriste�i lemu 4.5.1,

dobijamo
1− |h(z)|2
|1− h2(z)| = cos t 6 1− 4

π2
t2. (4.5.3)

Me�utim, kako je u(z) = Re(f(z)) i f(z) = (g ◦ h)(z), to je u(z) = −2

π
t, te je

stoga i 1− 4

π2
t2 = 1− u2(z) = 1− |u(z)|2.

Najzad, tvr�eǌe sada neposredno sledi na osnovu posledǌeg zapaжaǌa,

nejednakosti (4.5.3) i (4.5.2), kao i proizvoǉnosti taqke z ∈ D. ✷

Primetimo da u dokazu prethodne teoreme nismo morali da prime-

ǌujemo tvr�eǌe leme 4.5.1, ve� smo mogli samo da konstatujemo da je,

prema prethodnim oznakama, u(z) = Re(f(z)) = −2

π
t, tj. da je cos t =

cos (−π
2
u(z)) = cos (

π

2
u(z)). Stoga, tvr�eǌe koje je iskazano u posledici

ispod je neznatno poboǉxaǌe prethodnog (videti [10]). Osim toga, ana-

liziraju�i dokaz teoreme 4.5.2, tj. sluqaj kada u nejednakosti (4.5.2),

koja je posledica Xvarcove leme, moжe vaжiti znak jednakosti, dola-

zimo do zakǉuqka da moжemo veoma jednostavno odrediti funkciju u za

koju u svakoj taqki z ∈ D vaжi jednakost u nejednakosti 4.5.4. Oqigledno,

zbog prirode procene u lemi 4.5.1, jednakost u nejednakosti (4.5.1), za tu

funkciju u, moжe vaжiti samo u taqki z = 0 (videti primer 4.5.1).
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Posledia 4.5.3. Neka je u : D → R harmonijska funkcija takva da je

|u(z)| < 1, za svako z ∈ D. Tada vaжi

|(∇u)(z)| 6 4

π

cos(π
2
u(z))

1− |z|2 , (4.5.4)

za svako z ∈ D.

Primer 4.5.1. Posmatrajmo funkciju

u(z) =
2

π
arctan

2y

1− x2 − y2
, z = x+ iy ∈ D.

Jednostavno se proverava da je funkcija u harmonijska u jediniqnom

disku D, kao i da je |u(z)| < 1, z ∈ D. Tako�e, trivijalno vaжi

cos(
π

2
u(z)) =

1− |z|2
√

x4 + 2x2(y2 − 1) + (y2 + 1)2
,

za svako z = x+ iy ∈ D, ali i

|(∇u)(z)| = 4

π

√

1

x4 + 2x2(y2 − 1) + (y2 + 1)2
,

za svako z = x + iy ∈ D. Dakle, iz prethodnog, za funkciju u, jednakost

u nejednakosti (4.5.4) vaжi u svakoj taqki z ∈ D. Me�utim, oqigledno je

|(∇u)(0)| = 4

π
, odakle sledi da se jednakost u nejednakosti (4.5.1) dostiжe.

Dokaжimo, na sliqan naqin prezentovan u dokazu leme 4.4.1, slede�e

korisno tvr�eǌe.

Lema 4.5.4. Neka je Ω ⊂ C proizvoǉna oblast i u : Ω → (−1, 1) funkcija klase

C1(Ω). Pretpostavimo da je na Ω zadata konformna metrika ds2 = ρ(z)|dz|2.

Ako postoji a > 0 za koje vaжi,

|(∇u)(z)| 6 a ·
√

ρ(z)

λ(u(z))
=
a

2

√

ρ(z)(1− |u(z)|2),
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za svako z ∈ Ω, tada je

dh(u(z1), u(z2)) 6 adρ(z1, z2), (4.5.5)

za svako z1, z2 ∈ Ω.

Dokaz: Pretpostavimo da su z1 i z2 razliqite taqke u Ω, jer je u pro-

tivnom tvr�eǌe trivijalno. Tako�e, pretpostavimo da je jox i u(z1) <

u(z2). Oznaqimo sa γ : [0, 1] ∋ t 7→ γ(t) ∈ Ω, γ′(t) 6= 0, 0 < t < 1, pri

qemu je γ(0) = z1, γ(1) = z2, regularnu krivu u Ω, tj. klase C1 na inte-

rvalu (0, 1), koja spaja pomenute istaknute taqke. Neka je, daǉe, S =

{t ∈ (0, 1) : (u ◦ γ)(t) ∈ (u(z1), u(z2)), (u ◦ γ)′(t) = ((∇u)(γ(t)), γ′(t)) > 0}.

Tada je, iz prethodnog, skup S neprazan otvoren podskup skupa (0, 1), pa

se moжe zapisati kao najvixe prebrojiva unija disjunktnih otvorenih

intervala In, n ∈ N (ukoliko je u pitaǌu konaqna unija, uze�emo da je

In = ∅, poqevxi od nekog n > 2). Definiximo sada, induktivno, kolekciju

skupova Jn, n ∈ N, koji su merǉivi u smislu Lebegove mere na realnoj

pravoj: J1 = I1, odnosno, Jn = {t ∈ In : (u ◦ γ)(t) 6∈ (u ◦ γ)(⋃n−1
k=1 Jk)}, n > 2.

Stoga, ako definixemo skup J =
⋃+∞

n=1 Jn, tada, na osnovu konstrukcije,

vaжi da je isti nixta drugo nego najvixe prebrojiva unija otvorenih,

odnosno, poluotvorenih intervala, pa je merǉiv, kao i da je Lebegova

mera skupa (u ◦ γ)(J) jednaka Lebegovoj meri segmenta [u(z1), u(z2)], tj.

u(z2) − u(z1) = |u(z2) − u(z1)| = m((u ◦ γ)(J)), gde je m uobiqajena oznaka

za Lebegovu meru na R. Xtavixe, funkcija u ◦ γ je 1 − 1 na J, a samim

tim i γ, odakle, na osnovu uslova tvr�eǌa i nejednakosti Koxi-Xvarca
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dobijamo da je

dh(u(z1), u(z2))

a
=

1

a

∫

[u(z1),u(z2)]

2

1− ξ2
dξ

=
1

a

∫

(u◦γ)(J)

2

1− |ξ|2dξ 6
1

a

∫

J

2|(∇u)(z)||γ′(t)|
1− |(u ◦ γ)(t)|2 dt

=
1

a

∫

γ(J)

2

1− |u(z)|2 |(∇u)(z)||dz|

6

∫

γ(J)

√

ρ(z)|dz| 6
∫

γ

√

ρ(z)|dz|,

jer je dξ = ((∇u)(γ(t)), γ′(t))dt. Me�utim, kako se za dρ(z1, z2) uzima infimum

desne strane prethodne nejednakosti po svim mogu�im rektificijabilnim

krivim koje spajaju taqke z1 i z2, zakǉuqujemo da imamo dokazano komple-

tno tvr�eǌe leme. ✷

Me�utim, vaжi i vixe.

Posledia 4.5.5. Neka je u harmonijska funkcija koja preslikava jediniqni

disk D u interval (−1, 1). Tada vaжi

dh(u(z), u(w)) 6
4

π
dh(z, w),

za svako z, w ∈ D.

Dokaz: Posmatrajmo na disku D hiperboliqku metriku datu sa ds2 =

λ(z)|dz|2 =
4

(1− |z|2)2 |dz|
2. Tada, na osnovu teoreme 4.5.2, kao i tvr�eǌa

leme 4.5.4, za a =
4

π
, dobijamo жeǉeni rezultat. ✷

Kao motivaciju radi generalizacije prethodnog tvr�eǌa, u situaciji

koja je opxtija, razmotri�emo proizvoǉno harmonijsko preslikavaǌe u :

G → (−1, 1), gde je G proizvoǉan prosto povezani hiperboliqki domen

kompleksne ravni. Na osnovu Rimanove teoreme znamo da postoji 1 − 1
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analitiqko preslikavaǌe g te oblasti na jediniqni disk D, pa je presli-

kavaǌe f = u ◦ g−1 : D → (−1, 1) tako�e jedno realno harmonijsko (videti

komentar neposredno nakon jednakosti 1.1.5). Ako sada primenimo teo-

remu 4.5.5 na funkciju f , odmah dobijamo da vaжi

dD(f(ζ1), f(ζ2)) 6
4

π
dD(ζ1, ζ2),

za svako ζ1, ζ2 ∈ D, te stoga, koriste�i invarijantnost hiperboliqke

metrike u odnosu na konformni izomorfizam g odgovaraju�ih oblasti,

ako izaberemo proizvoǉne taqke z1 i z2 koje pripadaju oblasti G, dobi-

jamo da vaжi

4

π
dG(z1, z2) ≡

4

π
dD(g(z1), g(z2)) > dD(u(z1), u(z2)),

gde je ζ1 = g(z1) i ζ2 = g(z2). Dakle, pokazali smo da vaжi i slede�e

tvr�eǌe.

Posledia 4.5.6. Neka je u harmonijska funkcija koja preslikava prosto

povezani domen G ⊂ C, G 6= C, u interval (−1, 1). Tada vaжi

dD(u(z), u(w)) 6
4

π
dG(z, w),

za svako z, w ∈ G.



Glava 5

Harmonijske kvazikonformne

kvazi-izometrije

U ovoj glavi �emo se baviti obiqnim harmonijskim difeomorfizmima

koja deluju izme�u razliqitih hiperboliqkih domena u ravni, koja su jox

i kvazikonformna preslakavaǌa. Ponovimo da je prva nekompletna ka-

rakterizacija harmonijskog kvazikonformnog difeomorfizma jediniqnog

diska na sebe predstavǉena u radu [39], gde je dobijeno da je svako jedno

takvo preslikavaǌe ko-Lipxicovo. Tako�e, u radu [51], uz pomo� Mori-

jeve nejednakosti za kvazikonformna preslikavaǌa, su u potpunosti oka-

rakterisani pomenuti difeomorfizmi u terminima graniqne funkcije,

jer se svako kvazikonformno preslikavaǌe jediniqnog diska na sebe moжe

proxiriti do homeomorfizma odgovaraju�ih zatvoreǌa. Pokazano je

da su ta preslikavaǌa bi-Lipxicova u odnosu na euklidsku metriku.

Tako�e, ista su i kvazi-izometrije u odnosu na hiperboliqku metriku

(videti [34]).

92
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5.1 Sluqaj jediniqnog diska D

Neka je f proizvoǉno k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe je-

diniqnog diska D u sebe, sa kompleksnom dilatacijom µf i neka je σ(z)|dz|2

konformna metrika na disku D, gde je σ(z) = λ(f(z))|fz(z)|2, z ∈ D. Pokazano

je da je (videti [34]) vaжi

Kσ(z) = −
(

1 + |µf(z)|2 + 2Re

(

(f(z))2 fz̄(z)

fz(z)

))

, (5.1.1)

a samim tim i da je

−(1 + |µf(z)|)2 6 Kσ(z) 6 −(1 − |µf(z)|)2, (5.1.2)

za svako z ∈ D, xto nam daje mogu�nost da se pozovemo na tvr�eǌe leme

4.3.1, ali i tvr�eǌe teoreme 4.3.2.

Propoziija 5.1.1. Neka je f proizvoǉno k-kvazikonformno harmonijsko

preslikavaǌe jediniqnog diska D u sebe. Tada za svako z ∈ D vaжi

|fz(z)| 6
1

1− k

1− |f(z)|2
1− |z|2 ,

odnosno ||∂f ||(z) 6 1

1− k
.

Dokaz: Definiximo metriqku gustinu σ(z) = (1 − k)2λ(f(z))|fz(z)|2, z ∈

D. Kako je f harmonijska funkcija u D, tj. (fz)z̄(z) = 0, z ∈ D, tada

je funkcija fz analitiqka u D, odakle zakǉuqujemo da je funkcija z 7→

log |fz(z)| harmonijska u D. Otuda je (△ log σ)(z) = (△ log (λ ◦ f))(z), za svako

z ∈ D. Tako�e,

(△ log (λ ◦ f))(z) = 4(log (λ ◦ f))zz̄(z)
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=
8|fz(z)|2

(1− |f(z)|2)2

(

1 + |µf(z)|2 + 2Re

(

(f(z))2 fz(z) fz̄(z)

|fz(z)|2

))

=
2σ(z)

(1− k)2

(

1 + |µf(z)|2 + 2Re

(

(f(z))2 fz(z) fz̄(z)

|fz(z)|2

))

.

Dakle,

Kσ(z) = − 1

(1 − k)2

(

1 + |µf(z)|2 + 2Re

(

(f(z))2 fz(z) fz̄(z)

|fz(z)|2

))

, (5.1.3)

za svako z ∈ D. Me�utim, kako je
∣

∣

∣

∣

∣

Re

(

(f(z))2 fz(z) fz̄(z)

|fz(z)|2

)
∣

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∣

(f(z))2 fz(z) fz̄(z)

|fz(z)|2

∣

∣

∣

∣

∣

6 |µf(z)|, (5.1.4)

dobijamo

Re

(

(f(z))2 fz(z) fz̄(z)

|fz(z)|2

)

> −|µf(z)|,

i otuda

Kσ(z) 6 − 1

(1− k)2
(

1 + |µf(z)|2 − 2|µf(z)|
)

= −(1− |µf(z)|)2
(1− k)2

6 −1.

Na kraju, na osnovu leme 4.3.1, sledi

(1− k)2λ(f(z))|fz(z)|2 6 λ(z), (5.1.5)

za svako z ∈ D, a samim tim i tvr�eǌe. ✷

Sada smo u prilici da dokaжemo da proizvoǉno harmonijsko k-kva-

zikonformno preslikavaǌe f jediniqnog dislka D u sebe ne pove�ava

odgovaraju�e hiperboliqko rastojaǌe, do na izvesnu multiplikativnu

konstantu koja zavisi od konstante kvazikonformnosti k (videti [34]).

Teorema 5.1.2. Neka je f k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe je-

diniqnog diska D u sebe. Tada za svake dve taqke z1 i z2 u disku D vaжi

dh(f(z1), f(z2)) 6
1 + k

1− k
dh(z1, z2).
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Dokaz: Na osnovu propozicije 5.1.1 imamo da je ||∂f ||(z) 6 1

1− k
, za svako

z ∈ D, odnosno, ||∂f ||(z)(1 + |µf(z)|) 6
1 + k

1− k
, za svako z ∈ D, odakle, ko-

riste�i lemu 4.4.1, dobijamo tvr�eǌe. ✷

Da bismo dobili suprotnu nejednakost u odnosu na dobijenu u propozi-

ciji 5.1.1, moramo pretpostaviti da je preslikavaǌe f surjektivno.

Propoziija 5.1.3. Neka je f k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe

jediniqnog diska D na sebe. Tada, za svako z ∈ D vaжi

|fz(z)| >
1

1 + k

1− |f(z)|2
1− |z|2 ,

kao i ||∂f ||(z) > 1

1 + k
.

Dokaz: Kao u dokazu propozicije 5.1.1, za metriqku gustinu

σ(z) = (1− k)2λ(f(z))|fz(z)|2, z ∈ D,

na osnovu relacija (5.1.3) i (5.1.4), dobijamo da tako�e vaжi

−1 > Kσ(z) > − 1

(1− k)2
(

1 + |µf(z)|2 + 2|µf(z)|
)

(5.1.6)

= −(1 + |µf(z)|)2
(1− k)2

> −(
1 + k

1− k
)2, (5.1.7)

za svako z ∈ D, jer je

Re

(

(f(z))2 fz(z) fz̄(z)

|fz(z)|2

)

6 |µf(z)|, z ∈ D.

Sa druge strane, ako je σ̃(z) = (
1 + k

1− k
)2σ(z), z ∈ D, tada je

Kσ̃(z) = (
1− k

1 + k
)2Kσ(z), z ∈ D,
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pa je

−1 6 Kσ̃(z) 6 −(
1− k

1 + k
)2 < 0, z ∈ D.

Me�utim, kako vaжi σ̃(z) = (1 + k)2λ(f(z))|fz(z)|2 → +∞, kad |z| → 1−,

primenom teoreme 4.3.2, dobijamo da je λ(z) 6 σ̃(z), za svako z ∈ D, xto

nam daje prvi deo tvr�eǌa, a zatim i

||∂f ||(z) =
√

λ((f(z))

λ(z)
|fz(z)| >

1

1 + k
,

za svako z ∈ D. ✷

Teorema 5.1.4. Neka je f preslikavaǌe koje je k-kvazikonformno i harmoni-

jsko preslikavaǌe jediniqnog diska D na sebe. Tada za svake dve taqke z1 i

z2 u disku D vaжi

dh(f(z1), f(z2)) >
1− k

1 + k
dh(z1, z2).

Dokaz: Na osnovu propozicije 5.1.3 imamo da je ||∂f ||(z) > 1

1 + k
, za svako

z ∈ D, tj. ||∂f ||(z)(1 − |µf(z)|) >
1− k

1 + k
, za svako z ∈ D, odakle, koriste�i

lemu 4.4.2, dobijamo tvr�eǌe. ✷

Ponovimo da mnogi autori kao konstantu kvazikonformnosti najqex�e

podrazumevaju broj K =
1 + k

1− k
, 0 6 k < 1. S tim u vezi navodimo slede�e

tvr�eǌe.

Posledia 5.1.5. Neka je f k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe je-

diniqnog diska D na sebe. Ako je K =
1 + k

1− k
, tada je preslikavaǌe f kvazi-

izometrija jediniqnog diska u odnosu na hiperboliqku metriku. Specijalno,

preslikavaǌe f je (K−1, K) bi-Lipxicovo u odnosu na hiperboliqku metriku

na D.
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Razmotrimo situaciju u kojoj je jox i f(0) = 0. Tada je

dh(f(z), 0) 6 Kdh(z, 0) i dh(f(z), 0) >
1

K
dh(z, 0),

gde je K =
1 + k

1− k
. Me�utim, kako je dh(r, 0) = ln

1 + r

1− r
, 0 6 r < 1, dobijamo

da je i

|f(z)| 6 (1 + |z|)K − (1− |z|)K
(1 + |z|)K + (1− |z|)K , (5.1.8)

kao i

|f(z)| > (1 + |z|) 1

K − (1− |z|) 1

K

(1 + |z|) 1

K + (1− |z|) 1

K

. (5.1.9)

Primetimo da za K = 1, xto je ekvivalentno sluqaju k = 0, tj. da

je f konformno preslikavaǌe, dobijamo da je f(z) = eiαz, za neko α ∈

[0, 2π). Xtavixe, bilo koji harmonijski difeomorfizam diska D, koji

zadovoǉava prethodne nejednakosti za K = 1, je rotacija.

Dokaжimo sada nekoliko pomo�nih tvr�eǌa.

Lema 5.1.6. Za a > 1 funkcija s(x) = (1+x)a(x−a)+(1−x)a(a+x) je negativna,

za svako 0 < x < 1, dok je za 0 < a < 1 ista pozitivna, za svako 0 < x < 1.

Dokaz: Oqigledno je za a > 1 ispuǌeno
a− x

a+ x
>

1− x

1 + x
>

(

1− x

1 + x

)a

, za svako

0 < x < 1. Sa druge strane, ukoliko je 0 < a < 1, tada vaжi
a− x

a+ x
<

1− x

1 + x
<

(

1− x

1 + x

)a

, kad god je 0 < x < 1, odakle u potpunosti dobijamo tvr�eǌe. ✷

Lema 5.1.7. Neka je a > 1 proizvoǉno. Tada je funkcija

s : x 7→ (1 + x)a − (1− x)a

(1 + x)a + (1− x)a
, 0 < x < 1,

konkavna i strogo monotono rastu�a na intervalu (0, 1). Pri tome za

desni izvod te funkcije u taqki x = 0 vaжi s′+(0) = a, pa je otuda i
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(1 + x)a − (1− x)a

(1 + x)a + (1− x)a
< ax, za svako 0 < x < 1. Tako�e, ispuǌeno je i s′−(1) = 0,

gde je sa s′−(1) oznaqen levi izvod te funkcije u taqki x = 1.

Dokaz: Na osnovu osnovnih pravila diferenciraǌa nalazimo da je

s′(x) =
4a(1− x2)a−1

[(1− x)a + (1 + x)a]2
, 0 < x < 1,

kao i

s′′(x) =
8a(1− x2)a−2[(1 + x)a(x− a) + (1− x)a(a+ x)]

[(1− x)a + (1 + x)a]3
, 0 < x < 1.

Sada je jasno, koriste�i lemu 5.1.6, da funkcija s ima navedena

svojstva. ✷

Me�utim, vaжi i vixe.

Lema 5.1.8. Neka je 0 < a < 1 proizvoǉno. Tada je funkcija

s : x 7→ (1 + x)a − (1− x)a

(1 + x)a + (1− x)a
, 0 < x < 1,

konveksna i strogo monotono rastu�a na intervalu (0, 1). Pri tome za

desni izvod te funkcije u taqki x = 0 vaжi s′+(0) = a, pa je otuda i

(1 + x)a − (1− x)a

(1 + x)a + (1− x)a
> ax, za svako 0 < x < 1.

Teorema 5.1.9. Neka je f k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe je-

diniqnog diska D na sebe i neka je jox i f(0) = 0. Tada je za svako z ∈ D

ispuǌeno

1

K
|z| 6 |f(z)| 6 K|z|,

gde je K =
1 + k

1− k
.
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Dokaz: Na osnovu dobijenih nejednakosti (5.1.8) i (5.1.9), dokaz teoreme

neposredno sledi primenom leme 5.1.8. ✷

U radu [49] autori su dobili vaжnu nejednakost iskazanu u narednoj

teoremi, koja odre�uje doǌu granicu za konstantu kolipxicovosti, za

preslikavaǌe koje je harmonijski k-kvazikonformni difeomorfizam je-

diniqnog diska na sebe i koje fiksira taqku z = 0.

Teorema 5.1.10. Neka je f k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe je-

diniqnog diska D na sebe i neka je f(0) = 0. Tada, za svako z1, z2 ∈ D vaжi

|f(z1)− f(z2)| > m(K)|z1 − z2|,

gde je K =
1 + k

1− k
i m(K) =

2
5

2
(1−K2)(3+ 1

K
)

K3K+1(K2 +K + 1)3K
.

U radu [28] autori, Kalaj i Pavlovi�, su koriste�i poznatu Morijevu

konstantu dobili jox boǉu konstantu kolipxicovosti, dok su u qlanku [9]

autori naveli nekoliko interesantnih problema iz teorije harmonijskih

preslikavaǌa, od kojih je jedan upravo pronalaжeǌe najboǉe konstante

c(K), za koju je |f(z)| > c(K)|z|, kad god je z ∈ D. Oqigledno je 1 > c(K) >

1

K
, te je otuda i lim

K→1+
c(K) = 1.

Napomena 5.1.1. Dobijena nejednakost (5.1.8) svakako nije boǉa od pozna-

te nejednakosti (2.3.1) iskazane u Xvarcovoj lemi 2.3.2 za harmonijske

funkcije. Me�utim, stavǉaju�i z2 = 0 u nejednakosti teoreme 5.1.10,

dobijamo da je |f(z)| > 1

K
|z| > m(K)|z| = 2

5

2
(1−K2)(3+ 1

K
)

K3K+1(K2 +K + 1)3K
|z|.
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5.2 Sluqaj konveksnih kodomena

Neka je Ω ⊂ C prosto povezana konveksna oblast u kompleksnoj ravni,

razliqita od C. Poznato je da se prethodna tvr�eǌa mogu preneti u

sluqaju konveksnog prosto povezanog domena u slici (videti [11]).

Razmotrimo, najpre, slede�i primer.

Primer 5.2.1. (a) Neka je, kao i do sada, 0 6 k < 1 proizvoǉno i K =
1 + k

1− k
.

Preslikavaǌe h : w 7→ ζ = h(w) = Ku + iv, w = u + iv ∈ H, je harmoni-

jski k-kvazikonformni difeomorfizam gorǌe poluravni na sebe, pa otuda

(videti primer 3.4.2), uzimaju�i proizvoǉan konformni izomorfizam g

jedniniqnog diska D i gorǌe poluravni H, g : D → H, dobijamo da za

preslikavaǌe f : z 7→ f(z) = h(g(z)), z ∈ D, vaжi

||∂f ||(z) = ||∂h||(w) =
√

λH(h(w))

λH(w)
|(hw(w)| = |hw(w)| =

K + 1

2
,

za svako z ∈ D.

(b) Ako bismo umesto funkcije h koju smo definisali u prethodnom delu

ovog primera, posmatrali ǌenu inverznu funkciju, tj. funkciju w =

H(ζ) =
1

K
ξ+iη, ζ = ξ+iη ∈ H, koja je tako�e harmonijski k-kvazikonformni

difeomorfizam gorǌe poluravni na sebe, istim rezonovaǌem dobili bi-

smo da je

||∂F ||(z) = ||∂H||(ζ) =
√

λH(H(ζ))

λH(ζ)
|(Hζ(ζ)| = |hζ(ζ)| =

K + 1

2K
,

za svako z ∈ D, gde je F : z 7→ F (z) = H(g(z)), z ∈ D.

U radu [17] je dokazano slede�e bitno tvr�eǌe, koje �e nam omogu�iti

da primenimo metod upore�ivaǌa konformnih metrika i u ovom sluqaju.
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Lema 5.2.1. Neka je Ω ⊂ C data prosto povezana oblast razliqita od C.

Tada, Ω je konveksna obalst ako i samo ako za gustinu hiperboliqke metrike

λΩ, koja je definisana na Ω, vaжi

|(log λΩ)z(z)| 6
√

λΩ(z), (5.2.1)

za svako z ∈ Ω. Tako�e, ukoliko vaжi prethodna nejednakost, tada je i

|(log λΩ)zz(z)| 6
1

2
λΩ(z), (5.2.2)

za svako z ∈ Ω.

Ovakvo jedno tvr�eǌe ne vaжi u sluqaju proizvoǉne prosto povezane

oblasti.

Teorema 5.2.2. Neka je f k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe je-

diniqnog diska D na Ω, gde je Ω ⊂ C prosto povezana konveksna oblast

razliqita od C. Tada vaжi

K + 1

2K
6 ||∂f ||(z) 6 K + 1

2
, (5.2.3)

za svako z ∈ D, gde je K =
1 + k

1− k
> 1. Pri tome, obe nejednakosti se dostiжu.

Dokaz: Postupaju�i, sliqno, kao ranije, definiximo konformnu metri-

qku gustinu σ(z) = (1− k)2λΩ(f(z))|fz(z)|2, z ∈ D. Raqunaju�i odgovaraju�e

parcijalne izvode, jednostavno dobijamo da je

(△ logσ)(z) = (△ log (λΩ ◦ f))(z),
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za svako z ∈ D, jer je funkcija fz analitiqka u D, pa je otuda funkcija

z 7→ log |fz(z)| harmonijska u D. Tako�e vaжi,

(△ log (λΩ ◦ f))(z) = 4(log (λΩ ◦ f))zz̄(z)

= 4
(

(log λΩ)ww̄(f(z))(|fz(z)|2 + |fz̄(z)|2) + 2Re((log λΩ)ww(f(z))fz(z)fz̄(z))
)

= (△ log λΩ)(f(z))(|fz(z)|2 + |fz̄(z)|2) + 8Re((log λΩ)ww(f(z))fz(z)fz̄(z))

= 2λΩ(f(z))(|fz(z)|2 + |fz̄(z)|2) + 8Re((log λΩ)ww(f(z))fz(z)fz̄(z)),

za svako z ∈ D, jer je KλΩ
(w) = −1, w = f(z) ∈ Ω. Stoga je i

Kσ(z) = − 1

(1 − k)2

(

1 + |µf(z)|2 + 4Re

(

(log λΩ)ww(f(z))

λΩ(f(z))

fz̄(z)

fz(z)

))

, (5.2.4)

za svako z ∈ D. Daǉe, primenom nejednakosti (5.2.2), iskazane u lemi

5.2.1, dobijamo da vaжi
∣

∣

∣

∣

∣

Re

(

(log λΩ)ww(f(z))

λΩ(f(z))

fz̄(z)

fz(z)

)
∣

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∣

(log λΩ)ww(f(z))

λΩ(f(z))

fz̄(z)

fz(z)

∣

∣

∣

∣

∣

6
1

2
|µf(z)|, (5.2.5)

za svako z ∈ D, a samim tim, koriste�i (5.2.4), i da je ispuǌeno

Kσ(z) 6 −1 + |µf(z)|2 − 2|µf(z)|
(1− k)2

= −(1− |µf(z)|)2
(1− k)2

6 −1, (5.2.6)

odnosno,

Kσ(z) > −1 + |µf(z)|2 + 2|µf(z)|
(1− k)2

= −(1 + |µf(z)|)2
(1− k)2

> −(
1 + k

1− k
)2, (5.2.7)

za svako z ∈ D.

Najzad, na osnovu nejednakosti (5.2.6), primenom leme 4.3.1, dobijamo

da je σ(z) 6 λ(z), z ∈ D, xto je ekvivalentno sa

||∂f ||(z) =
√

λΩ(f(z))

λ(z)
|fz(z)| 6

1

1− k
=
K + 1

2
,
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za svako z ∈ D.

Sa druge strane, za Gausovu krivinu konformne metrike ds2 = σ̃(z)|dz|2

na D, gde je σ̃(z) = (
1 + k

1− k
)2σ(z), z ∈ D, primenom procene (5.2.7), trivijalno

vaжi

0 > Kσ̃(z) = (
1− k

1 + k
)2Kσ(z) > −1, z ∈ D,

xto nam, primenom teoreme 4.3.2, obezbe�uje da je λ(z) 6 σ̃(z), za svako

z ∈ D, jer σ̃(z) → +∞, kad |z| → 1−, odnosno,

||∂f ||(z) =
√

λΩ(f(z))

λ(z)
|fz(z)| >

1

1 + k
=
K + 1

2K
,

za svako z ∈ D.

Da se nejednakosti dostiжu, pokazuju primeri na poqetku poglavǉa.

Tako�e, prime�ujemo da desna strana nejednakosti ostaje i daǉe na snazi

u sluqaju da preslikavaǌe f nije surjetivno. ✷

Posledia 5.2.3. Neka je f k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe je-

diniqnog diska D na Ω, gde je Ω ⊂ C prosto povezana konveksna oblast ra-

zliqita od C. Tada vaжi

1

K
dD(z1, z2) 6 dΩ(f(z1), f(z2)) 6 KdD(z1, z2), (5.2.8)

za svako z ∈ D, gde je K =
1 + k

1− k
> 1.

Posledia 5.2.4. Neka je f k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe je-

diniqnog diska D na Ω, gde je Ω ⊂ C prosto povezana konveksna oblast ra-

zliqita od C. Ako je K =
1 + k

1− k
, tada je preslikavaǌe f kvazi-izometrija

jediniqnog diska na oblast Ω u odnosu na odgovaraju�a hiperboliqka rastoja-

ǌa. Specijalno, preslikavaǌe f je (K−1, K) bi-Lipxicovo u odnosu na ista.
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5.3 Poluravan H i vertikalni pojas S

U ovom odeǉku nam je ciǉ da opixemo, pod odre�enim uslovima, ha-

rmonijske difeomorfizme izme�u pojedinih bitnih domena kompleksne

ravni. Specijalno, interesantni �e nam biti domeni H i S, odnosno

gorǌa poluravan i vertikalni pojas (videti primere 3.4.2 i 3.4.3).

Poznato da za pozitivne harmonijske funkcije (videti [4] i [34]) de-

finisane na gorǌoj poluravni H vaжi slede�a vaжna teorema repreze-

ntacije. To tvr�eǌe se u literaturi qesto naziva teoremom Risa i He-

rgloca.

Teorema 5.3.1. Ako je u : H → R pozitivna harmonijska funkcija u defini-

sana u gorǌoj poluravni. Tada postoji neopadaju�a realna funkcija µ, defin-

isana na R, kao i nenegativna konstanta c, tako da vaжi

u(z) = cy +
1

π

∫ +∞

−∞

P (z, t)dµ(t),

za svako z = x + iy ∈ H, gde je sa P (z, t) =
y

|z − t|2 , z ∈ H, t ∈ R, oznaqeno

Puasonovo jezgro za gorǌu poluravan.

Tako�e, u daǉem, od znaqaja �e nam biti i posledica prethodne teo-

reme (videti [34] i [28]).

Posledia 5.3.2. Neka je preslikavaǌe f harmonijski difeomorfizam gorǌe

poluravni H na sebe i neka je homeomorfizam odgovaraju�ih zatvoreǌa u

smislu metrike u C. Ako vaжi f(∞) = ∞, tada je v(z) = Im(f(z)) = cy,

c > 0, za svako z ∈ H.
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Dokaz: Na osnovu uslova teoreme v = Im f je strogo pozitivna harmoni-

jska funkcija definisana u gorǌoj poluravni H, za koju je jox i lim
y→0+

v(z) =

v(x) = 0, za svako fiksirano x ∈ R, z = x + iy. Sa druge strane, postoji

neopadaju�a funkcija µ : R → R, ali i konstanta c > 0, tako da vaжi

v(z) = cy +
1

π

∫ +∞

−∞

P (z, t)dµ(t),

za svako z ∈ H. Imaju�i to u vidu, na osnovu procene |z−t|2 = y2+|x−t|2 6

2y2, x 6 t 6 x + y, za fiksirano x = Re z, z ∈ H, dobijamo v(z) > cy +

1

π

∫ x+y

x

P (z, t)dµ(t) > cy +
1

2πy

∫ x+y

x

dµ(t) = cy +
µ(x+ y)− µ(x)

2πy
> 0, odakle,

prelaskom na graniqnu vrednost kad y → 0+, dobijamo da je µ′
+(x) = 0.

Analogno, primeǌuju�i istu procenu za imenilac Puasonovog jezgra, te

prelaskom na integral na segmentu [x− y, x], dobijamo da je i levi izvod

funkcije µ u taqki x jednak 0, tj. µ′
−(x) = 0. Dakle, zbog proizvoǉnosti

x ∈ R, funkcija µ je konstantna funkcija na R, pa je stoga v(z) = cy, za

svako z ∈ H. Me�utim, sada je jasno da mora biti c > 0, te otuda sledi i

tvr�eǌe. ✷

U daǉem tekstu, radi jednostavnosti, sa QC(H) �emo oznaqavati skup

svih kvazikonformnih preslikavaǌa f gorǌe poluravni na sebe, koja

se neprekidno mogu proxiriti do homeomorfizma zatvorene, u smislu

topologije u C, gorǌe poluravni na sebe i koja fiksiraju taqku ∞. Uko-

liko je preslikavaǌe f ∈ QC(H) jox i harmonijsko u H, re�i �emo da pri-

pada prostoru QCH(H). Poznato je (videti [1]) da ako vaжi f ∈ QC(H),

da je tada preslikavaǌe ϕ = f |R, tj. restrikcija preslikavaǌa f na

R, preslikavaǌe koje je kvazisimetriqno, tj. strogo rastu�i homeomo-

rfizam realne ose na sebe za koji postoji konstanta c > 1 takva da je
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1

c
6
ϕ(x+ t)− ϕ(x)

ϕ(x)− ϕ(x− t)
6 c, za svako x ∈ R i svako t > 0. Tako�e, ukoliko je

ϕ nastalo kao restrikcija preslikavaǌa f ∈ HQC(H) na R, tada �e isto

biti bi-Lipxicovo na R, samim tim i apsolutno neprekidno na R, te da

�e vaжiti
1

c
6 ϕ′(x) 6 c, za skoro svako x ∈ R, gde je c neka pozitivna

konstanta.

Navex�emo sada jednu od prvih karakterizacija prostora HQC(H) (vi-

deti [27]), qiji je dokaz neposredna posledica prethodnih razmatraǌa.

Propoziija 5.3.3. Neka je f : H → H harmonijsko k-kvazikonformno pre-

slikavaǌe. Tada su slede�a tvr�eǌa ekvivalentna:

(a) f ∈ QC(H).

(b) Postoje pozitivne konstante c i M , takve da vaжi

v(z) = Im(f(z)) = cy,
1

M
6
∂u

∂x
(z) 6M,

∣

∣

∣

∣

∂u

∂y
(z)

∣

∣

∣

∣

6M,

za svako z = x+ iy ∈ H.

(c) f je bi-Lipxicovo preslikavaǌe gorǌe poluravni na sebe.

Me�utim, vaжi i vixe.

Teorema 5.3.4. Neka je f preslikavaǌe koje je k-kvazikonformni harmoni-

jski difeomorfizam gorǌe poluravni H na sebe. Tada je f ujedno i (K−1, K)

kvazi-izometrija u odnosu na hiperboliqku metriku na H, tj. (K−1, K) bi-

Lipxicovo preslikavaǌe u odnosu na tu metriku, gde je K =
1 + k

1− k
.

Dokaz: Kako je f kvazikonformni harmonijski difeomorfizam gorǌe polu-

ravni H na sebe, to se f moжe proxiriti do homeomorfizma zatvorene

gorǌe poluravni H, u smislu topologije u C, na sebe (videti [1]). Ozna-

qi�emo to proxireǌe sa f , tako�e. Stoga, ukoliko f(∞) 6= ∞, moжemo
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na�i taqno jedno a ∈ R za koje je f(a) = ∞. Oznaqimo sada sa g konformni

automorfizam poluravni H na sebe, za koji je g(∞) = a. S obzirom da

je preslikavaǌe g ujedno i izometrija gorǌe poluravni H, u odnosu na

hiperboliqku metriku, te kako je kompozicija f ◦g, na osnovu propozicije

1.4.1, tako�e k-kvazikonformno preslikavaǌe, ali na osnovu jednakosti

(1.1.5) i harmonijsko preslikavaǌe, moжemo pretpostaviti da polazno

preslikavane f zadovoǉava da je f(∞) = ∞. Daǉe, koriste�i lemu 5.3.2,

postoji konstanta c > 0 takva da je v(z) = Im(f(z)) = cy, za svako z ∈ H. Uz

pomo� transformacije sliqnosti h : ζ 7→ h(ζ) =
ζ

c
, ζ ∈ H, na potpuno isti

naqin kao xto je gore opisano, moжemo pretpostaviti, radi jednostavno-

sti, da je c = 1.

Stoga, neka je f(z) = u(z) + iy, u(z) = Re(f(z)), z = x + iy ∈ H. Kako je

funkcija u harmonijska, postoji analitiqka funkcija F : H → C takva

da je u(z) = Re(F (z)), z ∈ H, a otuda je i f(z) =
F (z) + z

2
+
F (z)− z

2
, za

svako z ∈ H. Sa druge strane, vaжi da je fz(z) =
1

2
(F ′(z) + 1), kao i

fz̄(z) =
1

2
(F ′(z)−1), za svako z ∈ H, odakle nalazimo da je µf(z) =

F ′(z)− 1

F ′(z) + 1
,

z ∈ H, odnosno, F ′(z) =
1 + µf(z)

1− µf(z)
, za svako z ∈ H, gde smo sa µf oznaqili

kompleksnu dilataciju preslikavaǌa f . Koriste�i osnovna svojstva bi-

linearnog preslikavaǌa B : w 7→ 1 + w

1− w
, w ∈ D, koje konformno preslikava

jediniqni disk D na desnu poluravan Π+ = {ζ ∈ C : Re ζ > 0}, jednostavno

dobijamo da za disk Dk = {w ∈ C : |w| < k} vaжi B(Dk) = B(ck, rk), gde je

B(ck, rk) = {ζ ∈ C : |ζ − ck| < rk} disk u C sa centrom u taqki ck =
1 + k2

1− k2
,

polupreqnika rk =
2k

1− k2
. Stoga, kako je µf(z) ∈ Dk, za svako z ∈ H, do-

bijamo da je F ′(z) = B(µf(z)) ∈ B(ck, rk), kad god je z ∈ H. Kako je, za
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K =
1 + k

1− k
, ispuǌeno ck =

1

2
(K +

1

K
), odnosno, rk =

1

2
(K − 1

K
), dobijamo da

je K + 1 > |F ′(z) + 1| > 1 +
1

K
, kao i K − 1 > |F ′(z) − 1| > 1 − 1

K
. Konaqno,

kako je Λf(z) = |fz(z)| + |fz̄| =
1

2
(|(F ′(z) + 1)|+ |(F ′(z)− 1)|), z ∈ H, to je

1 6 Λf(z) 6 K, za svako z ∈ H. Me�utim, vaжi i Df (z) =
Λf(z)

λf(z)
6 K, za

svako z ∈ H.

Dakle,
1

K
6 λf (z) 6 Λf(z) 6 K, za svako z ∈ H. Me�utim, kada izraqu-

namo hiperboliqki izvod preslikavaǌa f (videti i primer 3.4.2), dobi-

jamo

||∂f ||(z) =
√

λH(f(z))

λH(z)
|fz(z)| =

y

Im(f(z))
|fz(z)| = |fz(z)|,

pa je stoga i ||∂f ||(z)(1 − |µf(z)|) = λf(z) >
1

K
, dok je ||∂f ||(z)(1 + |µf(z)|) =

Λf(z) 6 K, za svako z ∈ H, odakle, na osnovu posledice 4.4.3 sledi tvr�e-

ǌe. ✷

Teorema 5.3.5. Pretpostavimo da preslikavaǌe f zadovoǉava uslove pre-

thodne teoreme. Tada za peslikavaǌe f vaжi da je (K−1, K) kvazi-izometrija

i u odnosu na euklidsku metriku, a samim tim i (K−1, K) bi-Lipxicovo

preslikavaǌe, tj. vaжi

1

K
|z1 − z2| 6 |f(z1)− f(z2)| 6 K|z1 − z2|,

za svako z1, z2 ∈ H, gde je K =
1 + k

1− k
.

Dokaz: Postupaju�i na isti naqin koji je predstavǉen u dokazu leme

4.4.1, odnosno u dokazu leme 4.4.2, uzimaju�i geodezijske linije u odnosu

na euklidsku metriku, tj. pravolinijske segmente, tvr�eǌe postaje nepo-

sredna posledica qiǌenice
1

K
6 λf (z) 6 Λf(z) 6 K, koja vaжi za svako

z ∈ H. ✷
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Opisa�emo sada harmonijske difeomorfizme pojasa S na sebe. Po

ugledu na [44] dokaza�emo slede�u propoziciju.

Propoziija 5.3.6. Neka je homeomorfizam f : S → S harmonijsko preslika-

vaǌe pojasa S na sebe i neka fiksira taqku ∞. Oznaqimo sa g, odnosno sa h,

analitiqki, odnosno antianalitiqki deo tog preslikavaǌa, redom. Tada

vaжi g(z) + h(z) = z, za svako z ∈ S. Pri tome je f(z) = z − 2i Im(h(z)) i

Re(h′(z)) < 1
2
, za svako z ∈ S, kao i lim

z→∞
(y − 2 Im(h(z))) = ∞, z = x+ iy ∈ S.

Dokaz: Neka je u(z) = Re(f(z)), z ∈ S. Primeǌuju�i prvo princip si-

metrije, a zatim i rasu�ivaǌe potpuno analogno onom koje je prikazano

u dokazu propozicije 5.3.2, jednostavno dobijamo da je u(z) = x, za svako

z = x+iy ∈ S, ili je u(z) = −x, za svako z = x+iy ∈ S. Pretpostavimo stoga

da je f(z) = x + iv(z), z ∈ S. Tada postoji analitiqka funkcija F : S → C

takva da je v(z) = Im(F (z)), kad god je z ∈ S. Otuda je, za fiksirano z ∈ S,

f(z) = x+
F (z)− F (z)

2
=
F (z) + z

2
+
z − F (z)

2
,

odnosno, ako su g i h, redom, analitiqki i antianalitiqki deo pre-

slikavaǌa f , tj. f = g + h̄, dobijamo da je g(z) + h(z) = z, odnosno

f(z) = z − 2i Im(h(z)). Sa druge strane vaжi |F ′(z) + 1| > |1 − F ′(z)|, jer

preslikavaǌe f quva orijentaciju, xto je ekvivalentno sa Re(F ′(z)) > 0,

odakle dobijamo da je Re(h′(z)) <
1

2
. Osim toga, kako je f(∞) = ∞, sledi

da je i lim
z→∞

(y − 2 Im(h(z))) = ∞. ✷

Koriste�i ovu karakterizaciju, moжemo na potpuno isti naqin, kao

xto je ura�eno u drugom delu dokaza teoreme 5.3.4, pokazati da za pre-

slikavaǌe f koje zadovǉava uslove prethodne propozicije tako�e vaжi
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1

K
6 λf (z) 6 Λf(z) 6 K, za svako z ∈ S. Otuda, kada izraqunamo hipe-

rboliqki izvod preslikavaǌa f (videti primer 3.4.3), nalazimo da je

||∂f ||(z) = |fz(z)|, jer je Re(f(z)) = x, za svako z = x+ iy ∈ S, te pozivaju�i

se na propoziciju 4.4.3, dobijamo slede�e tvr�eǌe.

Teorema 5.3.7. Neka je homeomorfizam f : S → S harmonijsko k-kvaziko-

nformno preslikavaǌe pojasa S na sebe i neka fiksira taqku ∞. Tada f

ima osobinu da je (K−1, K) kvazi-izometrija u odnosu na hiperboliqku i eu-

klidsku metriku, K =
1 + k

1− k
, pa je isto ujedno i (K−1, K) bi-Lipxicovo

preslikavaǌe u odnosu na obe metrike.

5.4 Sluqaj prosto povezanih kodomena hiperbo-

liqkog tipa

Od mnogih generalizacija Xvarc-Pikove leme izdvoji�emo sada jox

jednu koja se tiqe analitiqkih preslikavaǌa koja deluju izme�u Rima-

novih povrxi (videti teoremu 4.2.4), odnosno onu koja je direktna posle-

dica generalizacije Xvarcove leme za Kelerove mnogostrukosti, koju je

dao Jau (videti [60]). Ista predstavǉa i uopxteǌe teoreme 4.3.2 (videti

prelep qlanak [57]).

Teorema 5.4.1. Neka su R i S dve Rimanove povrxi bez granice sa konfo-

rmnim metrikama ds2 = ρ(z)|dz|2 i ds2 = σ(w)|dw|2, redom. Ako je metrika

ds2 = ρ(z)|dz|2 na povrxi R jox i kompletna i ako za odgovaraju�e Gausove

krivine istih vaжi Kρ(z) > −a1 i Kσ(w) 6 −a2, za neke realne konstante
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a1 > 0 i a2 > 0, tada za bilo koje analitiqko preslikavaǌe F : R → S izme�u

tih povrxi vaжi

σ(F (z))|F ′(z)|2 6 a1

a2
ρ(z),

za svako z ∈ R. Specijalno, ako je a1 = 0 tada je F konstantno preslika-

vaǌe.

Primer 5.4.1. Neka je Ω = C − [0,+∞). Oznaqimo sa s regularnu granu

vixeznaqne funkcije S : z 7→ √
z u oblasti Ω, koja je odre�ena uslovom

s(−1) = i. Tada, je preslikavaǌem g(z) =
s(z)− i

s(z) + i
, z ∈ Ω, koje je konformni

izomorfizam oblasti Ω na jedniniqni disk D, odre�ena hiperboliqka

metrika na Ω. Pri tome je λΩ(z)|dz|2 =
|dz|2

4|z| Im(s(z))
, z ∈ Ω.

Posmatrajmo preslikavaǌa f(z) = Kx+iy i f̃(z) =
1

K
x+iy, z = x+iy ∈ Ω.

Oqigledno su preslikavaǌa f i f̃ k-kvazikonformna, k =
K − 1

K + 1
, i harmo-

nijska u Ω. Pri tome je f(Ω) = f̃(Ω) = Ω. Tako�e, nije texko prove-

riti da vaжi fz(z) =
K + 1

2
, kao i f̃z(z) =

K + 1

K
, za svako z ∈ Ω. Me-

�utim, jednostavnim ispitivaǌem (videti [11]) dobijamo da je ispuǌeno

||∂f ||(z) > K + 1

2
, kao i ||∂f̃ ||(z) < K + 1

2K
, kad god je z = x + iy ∈ Ω, x > 0,

y > 0.

Prethodni primer nam govori da u sluqaju prosto povezanih domena

kompleksne ravni, koji su hiperboliqkog tipa, tj. qija se granica u C

sastoji od najmaǌe dve taqke, i koji nisu konveksni, oqekujemo drugaqije

rezultate. Zato, neka je G ⊂ C prosto povezana oblast razliqita od C.

Pokuxajmo da ispitamo, dodatno, svojstva hiperboliqke metrike na G, da

bismo pokazali da prethodna tvr�eǌa, samo sa drugaqijim konstantama,
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vaжe i u sluqaju proizvoǉnog hiperboliqkog domena u C. U tom ciǉu

izdvajamo jedan rezltat koji o tome govori (videti [17]).

Lema 5.4.2. Neka je G ⊂ C data prosto povezana oblast razliqita od C.

Tada za gustinu hiperboliqke metrike λG, koja je definisana na G, vaжi

|(log λG)z(z)| 6 2
√

λG(z), (5.4.1)

za svako z ∈ G. Me�utim, u tom sluqaju je i

|(log λG)zz(z)| 6
p(2)

2
λG(z), (5.4.2)

kad god je z ∈ G, gde je p(η) = η2 + (η + 1
2η
)
√

η2 − 1, η > 1. Dakle,

|(log λG)zz(z)| 6
16 + 9

√
3

8
λG(z), z ∈ G. (5.4.3)

Teorema 5.4.3. Neka je f k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe je-

diniqnog diska D na G, gde je G ⊂ C proizvoǉna prosto povezana oblast

razliqita od C. Ukoliko je konformna metrika ds2 = λG(f(z))|fz(z)|2|dz|2

kompletna na D, tada vaжi

||∂f ||(z) > 1
√

1 + k2 +
16 + 9

√
3

2
k

, (5.4.4)

za svako z ∈ D.

Dokaz: Za gustinu konformne metrike σ(z) = λG(f(z))|fz(z)|2, z ∈ D, kao i

u ranijim situacijama, dobijamo da je

Kσ(z) = −
(

1 + |µf(z)|2 + 4Re

(

(log λG)ww(f(z))

λG(f(z))

fz̄(z)

fz(z)

))

, (5.4.5)
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za svako z ∈ D. Stoga, primenom nejednakosti (5.4.3), zakǉuqujemo da je
∣

∣

∣

∣

∣

Re

(

(log λG)ww(f(z))

λG(f(z))

fz̄(z)

fz(z)

)
∣

∣

∣

∣

∣

6
16 + 9

√
3

8
|µf(z)|, (5.4.6)

za svako z ∈ D, pa je, koriste�i (5.4.5), ispuǌeno

Kσ(z) > −
(

1 + |µf(z)|2 +
16 + 9

√
3

2
|µf(z)|

)

> −
(

1 + k2 +
16 + 9

√
3

2
k

)

, (5.4.7)

za svako z ∈ D. Najzad, kako gustina σ(z) = λG(f(z))|fz(z)|2, z ∈ D, indukuje

kompletnu metriku na D, primenom teoreme 5.4.1 na preslikavaǌe koje je

identiteta i odgovaraju�e metriqke gustine, dobijamo da je

λ(z) 6 (1 + k2 +
16 + 9

√
3

2
k)λG(f(z))|fz(z)|2, z ∈ D.

Otuda je, kada izraqunamo odgovaraju�i hiperboliqki izvod,

||∂f ||(z) =
√

λG(f(z))

λ(z)
|fz(z)| >

1
√

1 + k2 +
16 + 9

√
3

2
k

,

za svako z ∈ D. ✷

Napomena 5.4.1. Napomenimo da nije jednostavno utvrditi kada i pod

kojim uslovima vaжi znak jednakosti u nejednakosti (5.4.7). Xtavixe, u

prvom trenutku moжe biti i nejasno da li je najboǉa doǌa granica za

krivinu Kσ uopxte negativna. Me�utim, ipak krivina Kσ ne moжe biti

nenegativna. Zaista, ukoliko bi to bilo taqno, tada, na osnovu teoreme

5.4.1, za preslikavaǌe F : D ∋ z 7→ w = F (z) = z ∈ D, koje je identiteta,
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ukoliko izaberemo konformne metrike ds2 = σ(z)|dz|2 = λG(f(z))|fz(z)|2|dz|2

i ds2 = λ(w)|dw|2, bi vaжilo da je isto i konstantno, xto nikako nije

taqno. Dakle, ipak je inf{Kσ(z) : z ∈ D} < 0.

Posledia 5.4.4. Neka je f k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe je-

diniqnog diska D na G, gde je G ⊂ C proizvoǉna prosto povezana oblast

razliqita od C. Ukoliko za konformnu metriku ds2 = λG(f(z))|fz(z)|2|dz|2

vaжi da je kompletna na D, tada je

δG(f(z)) 6 (1− |z|2)

√

1 + k2 +
16 + 9

√
3

2
k

1− k
(|fz(z)| − |fz̄(z)|) ,

za svako z ∈ D, gde je δG(w) rastojaǌe taqke w ∈ G do granice te oblasti.

Dokaz: Fiksirajmo z ∈ D. Kako je f preslikavaǌe koje je k-kvazikonfo-

rmno, to je |fz̄(z)| 6 k|fz(z)|, odakle je λf(z) = |fz(z)| − |fz̄(z)| > (1− k)|fz(z)|,

pa je zato i
√

λG(f(z))

λ(z)
(|fz(z)| − |fz̄(z)|) > (1− k)||∂f ||(z)

>
1− k

√

1 + k2 +
16 + 9

√
3

2
k

.

Sa druge strane, za proizvoǉan hiperboliqki domen kompleksne ravni

(za detaǉe videti [2]), a samim tim i za oblast G, vaжi δG(w))
√

λG(w) 6 2,

w = f(z), odakle dobijamo tvr�eǌe. ✷

Posledia 5.4.5. Neka je f k-kvazikonformno harmonijsko preslikavaǌe je-

diniqnog diska D na G, gde je G ⊂ C proizvoǉna prosto povezana oblast

razliqita od C. Ukoliko je konformna metrika ds2 = λG(f(z))|fz(z)|2|dz|2
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kompletna na D, tada vaжi

dG(f(z1), f(z2)) > m(k) dD(z1, z2), (5.4.8)

za svako z ∈ D, odnosno preslikavaǌe f je m(k) ko-Lipxicovo u odnosu na

hiperboliqku metriku, gde je m(k) =
1− k

√

1 + k2 +
16 + 9

√
3

2
k

.

Dokaz: Tvr�eǌe je neposredna posledica prethodne teoreme, nejednakosti

||∂f ||(z)(1− |µf(z)|) >
1− k

√

1 + k2 +
16 + 9

√
3

2
k

, z ∈ D,

kao i tvr�eǌa leme 4.4.2. ✷

U opxtem sluqaju, koriste�i metod upore�ivaǌa pogodno odabranih

konformnih metrika, ne moжemo na�i ocenu odozgo za hiperboliqki izvod

k-kvazikonformnog harmonijskog preslikavaǌa f : D → G. Zaista, iz

jednakosti 5.4.5, dobijamo da je

Kσ(z) 6 −
(

1− 16 + 9
√
3

2
k

)

, (5.4.9)

za svako z ∈ D, odakle analiziraǌem linearne funkcije [0, 1) ∋ k 7→ a(k) =

1− 16 + 9
√
3

2
k, dobijamo da je za sve 0 6 k < k0, gde je k0 rexeǌe jednaqine

a(k) = 0, koje svakako pripada (0, 1), ispuǌeno

Kσ(z) 6 −
(

1− 16 + 9
√
3

2
k

)

< 0, (5.4.10)

kad god je z ∈ D. U tom sluqaju, tj. za svako 0 6 k < k0, na osnovu Alfors-

Xvarcove leme, odnosno, leme 4.3.1, sledi da je
(

1− 16 + 9
√
3

2
k

)

σ(z) 6 λ(z),
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za svako z ∈ D, a otuda i

||∂f ||(z) =
√

λG(f(z))

λ(z)
|fz(z)| 6

1
√

1− 16 + 9
√
3

2
k

, (5.4.11)

za svako z ∈ D, 0 6 k < k0.

Primetimo da je k0 ≈ 0.06331, te kako smo odozgo procenili hiperboli-

qki izvod preslikavaǌa f , za 0 6 k < k0 ≈ 0.06331, dokazali smo i slede�e

tvr�eǌe, jer je isto posledica te procene i leme 4.4.1.

Teorema 5.4.6. Neka je f : D → G preslikavaǌe koje je k-kvazikonformno i

harmonijsko, gde je G ⊂ C proizvoǉna prosto povezana oblast razliqita od

C. Tada, za sve 0 6 k < k0 =
2

16 + 9
√
3
, vaжi

dG(f(z1), f(z2)) 6M(k) dD(z1, z2), (5.4.12)

za svako z ∈ D, odnosno preslikavaǌe f je M(k) Lipxicovo u odnosu na hi-

perboliqku metriku, gde je M(k) =
1 + k

√

1− 16 + 9
√
3

2
k

.

Bilo bi interesantno da se, pod istim uslovima, prona�e odgovaraju-

�a konstanta lipxicovosti, u sluqaju hiperboliqke metrike, ali uz

pomo� nekog drugog metoda. Uglavnom, su sve verzije teorema Xvarc-

Pikovog tipa prilago�ene povrxima na kojima imamo prisustvo konfo-

rmne metrike nepozitivne Gausove krivine. Tako�e, xto je i mnogo za-

htevnije, treba usmeriti paжǌu ka pronalaжeǌu odgovaraju�ih konsta-

nti bilipxicovosti i u euklidskom sluqaju. Euklidska metrika ima

Gausovu krivinu jednaku nula, te ne moжe biti objekat razmatraǌa pri-

kazanih u ovom poglavǉu.
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tor M. Mateljević), ISSN 0350-1302, 2004.
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[44] M. Mateljević, Quasiconformality of harmonic mappings between Jordan do-

mains, Filomat, 26:3, 479–510, 2012.
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• M. Knežević,Some models of economic growth and capital accumulation, Procee-

dings of XXXIX Symposium in Operations Research, (SYMOPIS 2012).
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