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APSTRAKT

U ovom radu predmet razmatraƬa se odnosi na odre�ivaƬe norme
izvjesnih integralnih operatora, u prvom redu Bergmanovog tipa pro-
jekcije i odre�enih integralnih operatora koji su indukovani Gri-
novom funkcijom. Prostori na kojima razmatramo dejstvo Bergmanove
projekcije su teжinski Lebegovi prostori sa kodomenom u prostorima
analitiqkih funkcija, konkretno Blohovim prostorima Besova. Dobi-
jena je ocjena norme za Bergmanovu projekciju u sluqaju prostora Besova
Bp kada 1 < p < +∞ koja je asimptotski taqna za p → +∞. Odre�ena je
taqna norma za Hilbertov sluqaj p = 2. U graniqnom sluqaju za pros-
tor Besova B1 razmatrali smo odre�ene slabe ocjene norme Bergmanove
projekcije. Razmatran je sluqaj adjungovane Bergmanove projekcije u
sluqaju pomenutog prostora Besova B1. Preciznije, u tom sluqaju dobi-
jena je ocjena norme sa doƬe i gorƬe strane za adjungovani operator.
Prezentovan je metod za odre�ivaƬe norme Bergmanovog tipa projekcije
sa domenom u teжinskim Lebegovim prostorima i slikom u Blohovom
prostoru na jediniqnoj lopti B u C

n.
Posebno je razmatrana norma integralnog operatora indukovanog Gri-
novom funkcijom u kontekstu slabih rjexeƬa Poasonove jednaqine sa
homogenim graniqnim uslovom na jediniqnoj lopti za sluqaj vixe di-
menzija. Norma datog operatora je odre�ena u Hilbertovom sluqaju i u
sluqaju kad je operator definisan na L∞ ( i sluqaj L1 kao dualan). Fi-
nalni rezultati vezani su za procjenu norme gradijenata slabih rjex-
eƬa Poasonove jednaqine.
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ABSTRACT

Estimates for the norm of integral operators onto

the Bloch and Besov spaces

In this work we investigate the various norms of known integral operators such
as Bergman projection and certain integral operators induced with Green function.
We have observed acting of the Bergman projection on the weighted Lebesgue spaces
with image in spaces of analytic functions, Bloch and Besov spaces. We obtained
the estimate for the norm of the Bergman projection onto the Besov spaces, when
1 < p < ∞, and this estimate is asimptoticaly sharp for p → +∞. We have found
norm for the special Hilbert case p = 2. We have also considered some weak type
inequalities for the norm of the Bergman projection onto Besov space B1 .We ob-
served the adjoint operator for the Bergman projection fot the mentioned case B1.
Precisely, in this case we obtained two-sided bounds of norm for the adjoint oper-
ator. It was represented a method for determinig the norm of the Bergman type
projection defined in weighted Lebesgue spaces and with image in Bloch space in
the unit ball B in C

n.
Specially, we have considered the norm of the integral operator induced with Green
function in a context of the weak solutions for the Poisson’s equation with ho-
mogenuous condition in the unit ball in higher dimensions. The norm for the men-
tioned operator was determined for the Hilbert case and when operator is defined on
L∞−spaces (and also L1−case, which is dual).Final results are related to estimating
the norm of gradient for the weak solutions of Poisson’s equation.
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PREDGOVOR

Rane sedamdesete godine dvadesetog vijeka oznaqene su kao poqetak in-
tezivnih funkciono-teorijskih studija u Bergmanovim prostorima ana–
litiqkih funkcija. Glavni doprinos je napravƩen u oblastima kao xto
su invarijantni prostori, cikliqni vektori i nula skupovi.

Deceniju kasnije razvoj pomenute teorije obiƩeжen je teorijsko-ope–
ratorskim istraжivaƬima povezanim sa Bergmanovim prostorima. Do-
prinosi ovog perioda su brojni i prezentovani su u Жuovoj kƬizi ”Op-
erator theory in Function spaces” iz 1990-te godine. Kasniji razvoj teorije
Bergmanovih prostora naqelno nastavƩa se u vixe pravaca i teorijisko-
funkcionom i u vezi sa teorijom operatora.

Centralni operator koji se pojavƩuje u istraжivaƬu Bergmanovih
prostora predstavƩa Bergmanov tip projekcije.Sadrжaj ove disertacije
odnosi se na prezentovaƬe metoda za odre�ivaƬe i ocjenu norme Ber–
gmanovog tipa projekcije u sluqaju prostora Besova i Blohovih pros-
tora. PosƩedƬi dio rada u teorijskom smislu predstavƩa odstupaƬe
od pomenutog glavnog pravca izlagaƬa. Naime, u tre�oj glavi razma-
trani su metodi za odre�ivaƬe norme integralnih operata indukovanih
Grinovim jezgrom u kontekstu slabih rjexeƬa Dirihleovog problema.

Koristim ovu priliku da se zahvalim mentoru prof.dr Miloxu Ar-
senovi�u, koji je svojim dugogodixƬim iskustvom i pedagoxkom istan-
qanox�u odredio poƩe mog teorijskog interesovaƬa i pravac istra–
жivaqkog rada.

Posebnu zahvalnost dugujem komentoru prof.dr Davidu KaƩaju. ƫe-
gova plemenita жeƩa da ukƩuqi xto ve�i broj postdiplomaca u nauqno-
istraжivaqki rad otvorila je i meni put u formiraƬu kao istraжivaqu.
Tri zajedniqka rada napisana u saradƬi sa profesorom KaƩajem qine
u najve�oj mjeri osnov ove disertacije.
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Tako�e, zahvalio bih se prof.dr Miroslavu Pavlovi�u, profesoru
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GLAVA 1

PROSTORI ANALITIQKIH

FUNKCIJA

U ovoj glavi uvodimo osnovnu notaciju i terminologiju koju �emo
koristiti kroz qitav rad. U Glavi 1 i Sekciji 1.1 definixemo osnovne
pojmove, a u Sekcijama (1.3) i (1.4) glavne objekte naxih posmatraƬa.
Uvodno izlagaƬe vezano je za uvo�eƬe pojmova kao xto je Bergmanova
projekcija u velikoj mjeri je standardizovano. Naime, pored osnovnih
pojmova koji se tiqu analitiqkih funkcija vixe promjenƩivih u C

n,
nezaobilazan dio uvoda odnosi se i na grupe automorfizama Aut(B) na
jediniqnoj lopti B. U tom smislu, u Sekciji (1.2) prezentovane su os-
novne osobine i identiteti grupe Aut(B), ali i posebno Mebijusovih
transformacija. Sa druge strane, vidje�emo da u rezultatima Glave
2 i Glave 3 vaжnu ulogu u odre�enim tehniqkim momentima zauzimaju
smjene promjenƩivih Mebijusovim transformacijama i biholomorfnim
preslikavaƬima iz grupe Aut(B). Sekcija (1.3) odnosi se na osnovne
osobine teжinskih Bergmanovih prostora i Bergmanovog tipa projek-
cije. Sekcija (1.4) predstavƩa prirodan nastavak Sekcije (1.3). Jedan od
kƩuqnih teorijskih momenata u izlagaƬu ove Sekcije(1.4) su teoreme o
reprezentaciji Blohovih i Besovih prostora u terminima vixih izvoda
funkcija i Bergmanovog tipa projekcije. Na temeƩima ovih teorema
izvodimo glavna tvr�eƬa Glave 2.

Prve tri sekcije u tematskom smislu qine cjelinu. Posebna sek-
cija ove glave su Integralni operatori (Sekcija (1.5)). U poglavƩu
(1.5) prezentovane su osobine Integralnih operatora koje �e biti kor-
ix�ene u ovom radu. U istom poglavƩu naznaqili smo odre�ena svojstva
konvolucionih operatora bez intencije da ulazimo u daƩe izlagaƬe ma-
terijala iz klasiqne Teorije Singularnih integrala jer to izlazi iz-
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van okvira ovog rada. Navedena je klasiqna interpolaciona teorema
Ris-Torina koju �emo koristiti u Glavi 3, a kao posƩedicu teoreme
Ris-Torina izveli smo slabu varijantu Xurovog testa.

Posebno poglavƩe ove glave qini Sekcija (1.6). U ovoj sekciji uveli
smo pojmove hipergeometrijskog reda i hipergeometrijske funkcije. Pri–
mjena transformacionih identiteta hipergeometrijskih funkcija u tvrd-
jeƬima Glave 2 i Glave 3 pokazuje se znaqajnom. U skladu sa tim, ak-
cenat Sekcije (1.6) je stavƩen na formulisaƬe poznatih identiteta i
transformacija koje zadovoƩavaju hipergeometrijske funkcije.

1.1 Osnovni pojmovi

Uvodni dio i oznake ovog rada (Glava 1 i Glava 2) su uglavnom zas-
novane po standardnoj terminologiji koja se tiqe kompleksnih funkcija
vixe promjenƩivih i odgovaraju�ih analitiqkih prostora funkcija na
jediniqnoj lopti. KƬige Rudina [34],Kranca [26], Жua [40] i [39] (za
sluqaj kompleksne ravni) predstavƩaju glavni izvor termina i notacije
prisutne u radu.

Kroz tekst poglavƩa sa C �emo oznaqavati poƩe kompleksnih bro-
jeva, a sa C

n Dekartov proizvod od C n puta, pri qemu je n pozitivan
cijeli broj.Taqke C

n su ure�ene n-torke z = (z1, ..., zn), zi ∈ C. Topol-
xki C

n je euklidski R2n realne dimenzije 2n. U algebarskom smislu C
n

tretiramo kao n-dimenzionalni vektorski prostor nad poƩem skalara
C. Standardna baza u C

n sastoji se od vektora:

e1 = (1, 0, 0..., 0), e2 = (0, 1, ..., 0), ..., en = (0, ..., 1).

Za vektore z = (z1, z2, ..., zn) i w = (w1, w2, ..., wn) u C
n definixemo skalarni

proizvod na naqin

〈z, w〉 = z1w̄1 + z2w̄2 + ...+ znw̄n,

i odgovaraju�u normu |z| = 〈z, z〉 12 = (|z1|2 + |z2|2 + ...+ |zn|2)
1
2 .

Otvorena jediniqna lopta u C
n je skup B = {z : |z| < 1}. U sluqaju da

razmatramo kompleksnu ravan C oznaka za jediniqnu loptu je D, tj. je-
diniqni disk. Granica od B je jediniqna sfera u C

n u oznaci S. Sliqno
definixemo i zatvorenu jediniqnu loptu B̄ = {z : |z| ≤ 1} = B ∪ S.
Postoji nekoliko ekvivalentnih definicija holomorfne (kompleksno ana–
litiqke) funkcije u C

n (vidjeti [26]).
Navodimo klasiqnu definiciju za holomorfnost funkcije f : B→ C

n.

Definicija 1.1 Funkcija f : B→ C
n je holomorfna u B ako za svako z ∈ B

i svako k ∈ {1, 2, .., n} postoji

lim
λ→0

f(z + λek)− f(z)

λ
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postoji, gdje je λ ∈ C. Tada je f holomorfna (analitiqka) u B.

Koristimo oznaku ∂f
∂zk

(z) = limλ→0
f(z+λek)−f(z)

λ
da oznaqimo parcijalni izvod

funkcije f po zk.
Kompleksan gradijent funkcije f se definixe

∇f(z) =
(

∂f

∂z1
(z), ...,

∂f

∂zn
(z)

)

.

Ekvivalentna definicija za analitiqnost funkcije f u B odnosi se na
reprezen–taciju funkcije f u obliku lokalno uniformnog konvergentnog
stepenog reda. Naime, funkcija f : B→ C je holomorfna ako je

f(z) =
∑

m

amz
m, z ∈ B.

Ovdje se sumacija odnosi na multi-indekse m = (m1,m2, ...,mn), gdje su
mk nenegativni cijeli brojevi i zm = zm1

1 ...zmn
n . Kao i u obiqnom sluqaju

za analitiqke funkcije jedne promjenƩive u kompleksnoj ravni; gorƬi
red se naziva Tejlorov red funkcije f u koordinatnom poqetku i kon-
vergira uniformno na svakom skupu rB̄ = {z : |z| ≤ r}, 0 < r < 1.

Tejlorov razvoj holomorfne funkcije f u B tako�e moжemo da pred-
stavimo u obliku homogene ekspanzije

f(z) =
∞
∑

k=0

fk(z),

gdje je fk(z) =
∑

|m|=k amz
m, k ≥ 0, pri qemu je |m| = m1 +m2 + ...+mn. Sa

fk oznaqavamo homogeni polinom stepena k. Tejlorov razvoj i homogena
ekspanzija su jedinstveno odre�ene sa analitiqkom funkcijom f.
Kao i u sluqaju kompleksne funkcije jedne promjenƩive, holomorfnost
funkcije f u B povlaqi da su i parcijalni izvodi vixeg reda tako�e
holomorfne funkcije. Za fiksiran multi-indeks m = (m1,m2, ...,mn)
uvodimo oznaku

∂mf

∂zm
=

∂|m|f

∂zm1
1 ...∂zmn

n

za vixi parcijalni izvod . Napomenimo da za multi-indeks m odgo-
varaju�i faktorijel m! = m1!...mn!.

Prostori u ovom radu bi�e definisani u terminima Lp integrala
funkcija ili Ƭihovih izvoda. Mjere koje koristimo u ovim integral-
ima su bazirane na tzv. zapreminskoj mjeri jediniqne lopte ili povr-
xinskoj mjeri jediniqne sfere.
Sa dA(z) oznaqavamo povrxinsku mjeru diska D koja je normalizovana
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tako da mjera jediniqnog diska D iznosi 1. Taqnije u ”pravougaonim”
i polarnim koordinatama dA(z) = 1

π
dxdy = 1

π
rdrdθ.

Ukoliko razmatramo jediniqnu loptu B u C
n odgovaraju�u zapreminsku

mjeru na B oznaqava�emo sa dv. Mjera dv je tako�e normalizovana, tj.
v(B) = 1. Povrxinska mjera na S bi�e oznaqena sa dσ. Tako�e, podrazumi-
jevamo da je u pitaƬu normalizovana mjera, tj. σ(S) = 1. Normalizuju�e
konstante su zapravo zapremina jediniqne lopte B i povrxinska mjera
sfere S. Napomenimo da zapremina jediniqne lopte B iznosi πn

n!
, dok

povrxina jediniqne sfere S je 2πn

(n−1)!
.

Relacija izme�u mjera dv i ds data je sa dv = 2nr2n−1drdσ, tj. za svaku
lokalnu integrabilnu funkciju f u B vaжi

∫

B

f(z)dv(z) = 2n

∫ 1

0

r2n−1dr

∫

S

f(rξ)dσ(ξ).

GorƬi identitet oznaqavamo i kao integraciju u polarnim koordinatama.
Znaqajno je pomenuti i tzv. formulu za integraciju po slojevima, tj.

”slice-integration.” Naime, ako je f ∈ L1(S, dσ) vaжi
∫

S

f(ξ)dσ =

∫

S

dσ(ξ)
1

2π

∫ 2π

0

f(eiθξ)dθ. (1.1)

Svaka od mjera dvα −∞ < α <∞ je unitarno invarijantna, tj.
∫

B

f(Uz)dvα(z) =

∫

B

f(z)dvα(z),

gdje je f ∈ L1(B, dvα) i U je proizvoƩna unitarna transformacija pros-
tora C

n.
Kao posƩedicu rotacione invarijantnosti, Uz = eiθz imamo sƩede�e

indentitete
∫

S

ξmξ̄
ldσξ = 0,

∫

B

zmz̄ldvα(z) = 0,

gdje je α > −1 i m, l su multi-indeksi nenegativnih cijelih brojeva takvi
da m 6= l.

Posebno navodimo sƩede�i rezultat koji �e biti od znaqaja u daƩem
radu

Lema 1.1 Pretpostavimo da je m = (m1, ...,mn) multi-indeks od nenega-
tivnih cijelih brojeva i α > −1. Tada

∫

S

|ξm|2dσ =
(n− 1)!m!

(n− 1 + |m|)! , (1.2)

i
∫

B

|zm|2dvα(z) =
Γ(n+ |α|+ 1)m!

Γ(n+ |m|+ α + 1)
. (1.3)
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Subharmonijske funkcije. Neka je Ω otvoren skup u C
n i neka je u

funkcija poluneprekidna odozgo na Ω, −∞ ≤ u < ∞. Tada kaжemo da je
u subharmonijska ako je

u(a) ≤
∫

S

u(a+ rξ)dσ(ξ) (1.4)

za svako r > 0, tako da a+rB̄ ⊂ Ω. Ako u jednaqini (1.4) zamijenimo r sa tr,
gdje je 0 ≤ t ≤ 1, i pomnoжimo sa 2nt2n−1, zatim integralimo u granicama
od 0 ≤ t ≤ 1, koriste�i polarne koordinate dobijamo

u(a) ≤
∫

B

u(a+ rw)dv(w) (1.5)

ako je u subharmonijska i a+ rB̄ ⊂ Ω.
Poznato je da za analitqku funkciju f jedna kompleksne promjenƩive,

funkcije |f |p (p > 0), log |f | jesu subharmonijske.Analogan rezultat vaжi
i za sluqaj funkcija vixe promjenƩivih.
Naime, ukoliko je f analitiqka funkcija na oblasti Ω ⊂ C

n. Tada za
fiksirano a ∈ Ω i ξ ∈ S moжemo da posmatramo funkciju λ→ log |f(a+ λξ)|
koja je subharmonijska u okolini nule u C. Tako, prema predhodnom ko-
mentaru

log |f(a)| ≤ 1

2π

∫ π

−π

log |f(a+ reitξ)|dt

za svako r > 0 dovoƩno malo. Ukoliko na posledƬu nejednakost primjen-
imo formulu za integraciju po dijelovima (1.1) dobijamo (1.4). Prema
tome, log |f | je subharmonijska funkcija. Sliqno, ϕ(x) = exp (px), x ∈
R je rastu�a konveksna funkcija, pa subharmoniqnost funkcije log |f |
povlaqi da je i funkcija |f |p subharmonijska.

1.2 Grupa automorfizama, Mebijusova transformacija

Poznato je da konformna bijektivna preslikavaƬa ϕa(z), jediniqnog diska
D ⊂ C na sebe koja preslikavaju a ∈ D u nulu imaju formu ϕa(z) =
λ a−z

1−zā
, z ∈ D(|λ| = 1). PreslikavaƬe ϕa nazivamo i automorfizmom, tj.

biholomorfnim preslikavaƬem.
Prirodno je postaviti pitaƬe postojaƬa analognih preslikavaƬa u

jediniqnoj lopti B u C
n. Grupu svih automorfizama na B oznaqavamo sa

Aut(B). Primijetimo da je svako unitarno preslikavaƬe prostora C
n

tako�e jedan automorfizam od B.
U opxtem vaжi da je automorfizam ϕ na B unitarna transformacija

od C
n ako i samo ako je ϕ(0) = 0, za dokaz tvr�eƬa vidjeti [40] (Lema

1.1).
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Posebna klasa automorfizama na B qine involutivni automorfizmi
ili involucije.Naime, neka je Pa ortogonalna projekcija iz C

n na pot-
prostor [a] generisan vektorom a (P0 = 0), i neka je Qa = I − Pa projek-

cija na ortogonalni komplement od [a] . Preciznije Pa(z) =
〈z,a〉
〈a,a〉a, Qa(z) =

z − 〈z,a〉
〈a,a〉a, a 6= 0. Stavimo da je sa = (1− |a|2) 1

2 i definixemo

ϕa(z) =
a− Pa(z)− saQa(z)

1− 〈z, a〉 , z ∈ B. (1.6)

Za a = 0 prosto dobijamo ϕ0(z) = −z. Oqigledno je da je svako ϕa holo-
morfno preslikavaƬe iz B u C

n.

Narednom teoremom (za dokaz vidjeti [34]) sublimiramo najvaжnija
svojstva preslikavaƬa ϕa.

Teorema 1.1 Za svako a ∈ B, ϕa ima sƩede�a svojstva:
(1)ϕa(0) = a i ϕa(a) = 0.
(2)ϕ′

a(0) = −s2aPa − saQa i ϕa(a)
′ = −Pas

2
a −Qasa.

(3) Identitet

1− 〈ϕa(z), ϕa(w)〉 =
(1− |a|2)(1− 〈z, w〉)
(1− 〈z, a〉)(1− 〈a, w〉) ,

vaжi za sve z, w ∈ B̄.
(4) Identitet

1− |ϕa(z)|2 =
(1− |a|2)(1− |z|2)
|1− 〈z, w〉 |2

vaжi za svako z ∈ B.
(5) ϕa je involucija: ϕa(ϕa(z)) = z.
(6) ϕa je homeomorfizam od B̄ na B̄, i ϕa ∈ Aut(B).

Svaki automorfizam ϕ ∈ Aut(B) je oblika ϕ = Uϕa = ϕbV, gdje su U, V
su unitarne transformacije od C

n i ϕa, ϕb su involucije. Tako�e, iz
Teoreme 1.1 i predhodnog komentara lako se pokazuje da svaki automor-
fizam ϕ ∈ Aut(B) moжe da se produжi na homeomorfizam jediniqne sfere
S.

Za dati automorfizam ϕ ∈ Aut(B) koristimo oznaku JCϕ(z) da oz-
naqimo determinantu kompleksne matrice ϕ′(z) i nazivamo je kompleksni
Jakobijan preslikavaƬa ϕ u taqki z. Sa druge strane, ako loptu B tre-
tiramo na prirodan naqin kao loptu u 2n−dimenzionalnom euklidskom
realnom prostoru R2n, onda za preslikavaƬe ϕ na isti naqin posmatramo
i odgovaraju�u determinantu realnog Jakobijana za preslikavaƬe ϕ i
oznaqavamo je sa JRϕ(z). Veza izme�u realnog i kompleksnog Jakobijana
izraжena je formulom

JRϕ(z) = |JCϕ(z)|2.
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Teorema 1.2 Za svaki automorfizam ϕ ∈ Aut(B) imamo

JRϕ(z) =

(

(1− |a|2)
|1− 〈z, a〉 |2

)n+1

,

gdje je a = ϕ−1(0).

Dokaz. Za fiksiranu taqku a i z u B sa a 6= 0, stavimo da je w = ϕa(z)
posmatramo automorfizam U = ϕw ◦ ϕa ◦ ϕz. Kako je U(0) = 0, to je na
osnovu predhodnog U unitaran. Napiximo ϕa = ϕw ◦ U ◦ ϕz i primjenimo
formulu za izvod kompozicije. Dobijamo

ϕ′
a(z) = ϕ′

w(0)Uϕ
′
z(z),

i zato je
JCϕa(z) = det(ϕ′

w(0))det(ϕ
′
z(z)).

Prema identitetu (2) iz Teoreme 1.1 linearna transformacija ϕ′
w(0) ima

jednodimenzionalan sopstveni potprostor sa sopstvenom vrijednox�u
−(1 − |w|2) i (n − 1)− dimenzionalan potprostor sa sopstvenom vrijed-
nox�u −

√

1− |w|2. Prema tome odgovaraju�a determinanta je proizvod

sopstvenih vrijednosti i iznosi (−1)n(1− |w|2)n+1
2 . Sliqnim raqunom za

za determinantu ϕ′
z(z) koriste�i identitet (3) iz Teoreme 1.1 dobijamo

JRϕa(z) = |JCϕa(z)|2 =
(

1− |w|2
1− |z|2

)n+1

.

Primjena identiteta (4) iz Teoremз.1 daje

JRϕa(z) =

(

1− |a|2
|1− 〈z, a〉 |

)n+1

.

Svaki ϕ ∈ Aut(B) moжemo da zapixemo kao ϕ = Uϕa, gdje je a = ϕ−1(0).
Tako opxti sluqaj slijedi iz predhodnog specijalnog sluqaja. �

Mebijusova transformacija jediniqne lopte U ovom dijelu navodi–
mo osnovne osobine i identitete vezane za Mebijusove transformacije
jedinqne lopte B ⊂ Rn na sebe koje �e biti od znaqaja u Glavi 3.
Upu�ujemo na kƬigu Alforsa [6] za detaƩni pristup ovoj vaжnoj klasi
preslikavaƬa.
Kao xto je ve� reqeno konformna preslikavaƬa jediniqnog diska D
u sebe koje taqku a preslikava u 0 imaju oblik ϕa(z) = eiα z−a

1−āz
, α ∈ R.

Predhodno preslikavaƬe mogu�e je konstruisati koriste�i inverziju,
tj. preslikavaƬe ”∗, ” x → x∗, x = x

|x|2 (0 → ∞). PonavƩaju�i pomenuti

postupak za sluqaj jediniqne lopte B u Rn (vidjeti [6]) dolazimo do
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kanonske formule Mebijusovog preslikavaƬa.
U opxtem Mebijusova transformacija jediniqne lopte B u B koja pre-
vodi taqku x u 0, u oznaci Tx : Bn → Bn, data je formulom

z = Txy =
(1− |x|2)(y − x)− |y − x|2x

[x, y]2
, (1.7)

pri qemu je [x, y] = |x|y| − y
|y| | = |y|x| − x

|x| |. Vaжi sƩede�i identitet

|Txy| =
∣

∣

∣

∣

x− y

[x, y]

∣

∣

∣

∣

(1.8)

Ako sa dy oznaqimo zapreminsku mjeru na B, tada iz qiƬenice da je
y = T−xz konformno preslikavaƬe i iz relacije (1.8) imamo

dy =

(

1− |x|2
[z,−x]2

)n

dz. (1.9)

1.3 Bergmanov prostor, Bergmanova projekcija

Prostor analitiqkih funkcija na B oznaqava�emo kroz rad sa H(B), a
prostor ograniqenih analitiqkih funkcija na B sa H∞(B).

Teжinska Lebegova mjera dvα, za α > −1 definisana je dvα(z) = cα(1−
|z|2)αdv(z), gdje je cα normalizuju�a konstanta takva da je dvα vjerovat-
nosna mjera na B. Koriste�i polarne koordinate prosto se dobija da je
cα = Γ(n+α+1)

n!Γ(α+1)
.

Prostor Lp(B, dvα) ∩ H(B) se sastoji od analitiqkih funkcija f koje
pripadaju Lp(B, dvα), p > 0. Dakle, norma funkcije f u prostoru Lp(B, dvα)
je konaqna, xto oznaqavamo

‖f‖p,α =

(∫

B

|f(z)|pdvα(z)
) 1

p

<∞.

Za α > −1 i p > 0 sa Ap
α = Lp(B, dvα)∩H(B) oznaqavamo teжinski Bergmanov

prostor, koji qini linearni potprostor od Lp(B, dvα). Kada je α = 0, Ap
α

oznaqavamo sa Ap i nazivamo Bergmanov prostor (u smislu neteжinski).
Primijetimo da su za 1 ≤ p ≤ ∞ prostori Ap

α Banahovi. Naime, ako niz
{fn} iz Ap

α konvergira u normi prostora Ap
α ka funkciji f, onda jasno

f ∈ Lp(B, dvα). Sa druge strane, za fiksirano z ∈ B, subharmoniqnost
funkcije |fn − fm| povlaqi

|fn(z)− fm(z)| ≤
1

δ

∫

|z−w|<1−|z|
|fn(w)− fm(w)|pdvα(w)

≤ 1

δ

∫

B

|fn(w)− fm(w)|pdvα(w)

=
1

δ
‖fn − fm‖pp,α,

(1.10)
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pri qemu je δ =
∫

|z−w|<1−|z| dvα(w). Iz (1.10) slijedi na osnovu Koxijevog

kriterijuma da niz fn uniformno konvergira ka f na svakom kompaktnom
podskupu od B, zato je f tako�e analitiqka funkcija na B. Prema tome
Ap

α su zatvoreni Banahovi potprostori od Lp(B, dvα), 1 ≤ p ≤ ∞.
Ukoliko je 0 < p < 1, kao xto je poznato prostori Lp(B, dvα) su kom-

pletni metriqki prostori sa metrikom ρ(f, g) = ‖f − g‖pp,α. PonavƩeƬem
predhodnog postupka koriste�i argument subharmoniqnosti za |fn− fm|p
funkciju, dobijamo da je Ap

α zatvorni potprostor od Lp(B, dvα).
Specijalno za p = 2, Ap

α je zatvoren potprostor Hilbertovog prostora
L2(B, dvα) sa odgovaraju�im indukovanim skalarnim proizvodom 〈f, g〉α =
∫

B
fḡdvα, f, g ∈ A2

α. Ako je f ∈ A2
α, onda je Tejlorov razvoj funkcije f dat

sa f(z) =
∑

m amz
m; koriste�i formulu (1.3) iz Leme (1.1) imamo

‖f‖22,α =

∫

B

|f(z)|2dvα(z) =
∑

m≥0

m!Γ(n+ α + 1)

Γ(n+ |m|+ α + 1)
|am|2.

Zapravo, funkcije em(z) =
√

Γ(n+|m|+α+1)
m!Γ(n+α+1)

zm formiraju ortonormiranu bazu

za A2
α, gdje su m = (m1,m2, ...,mn) multi-indeksi nenegativnih cijelih

brojeva.
Znaqajno je pomenuti rezultat koji se odnosi na ocjenu brzine rasta

funkcija iz Ap
α u blizini granice jediniqne lopte B. Bez dokaza navodimo

sƩede�u teoremu

Teorema 1.3 Pretpostavimo da je 0 < p <∞ i α > 0. Tada

|f(z)| ≤ ‖f‖p,α
(1− |z|2)n+1+α

p

za sve f ∈ Ap
α i z ∈ B.

Bergmanovo jezgro. Predhodno navedena teorema povlaqi da je za
fiksirano w ∈ B funkcional Λw : A2

α → C, zadat sa Λwf = f(w) nepreki-
dan. Tada na osnovu Risove teoreme o reprezentaciji funkcionala na
Hilberotovm prostoru slijedi da za svako w ∈ B postoji jedinstvena
funkcija Kα

w iz A2
α takva da

f(w) = 〈f,Kα
w〉α =

∫

B

f(z)Kα
w(z)dvα(z), f ∈ A2

α.

GorƬa formula se naziva reprodukuju�om ili generatornom formulom
za funkciju f u A2

α. Sa druge strane, funkcija Kα(z, w) = Kα
w naziva se re-

produkuju�im (generatornim) jezgrom za A2
α. Kada je α = 0, K(z, w) = K0

w

se tako�e naziva Bergmanovim jezgrom.
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Prirodan nastavak predhodnih izvo�eƬa jeste nalaжeƬe eksplic-
itne forme generatornog jezgra za A2

α. Posebno je interesantan sluqaj
Bergmanovog jezgra za A2(D, dA(z)).

Naime, ako je {en(z)} baza prostora A2, tada

K(z, w) =
+∞
∑

n=1

en(z)en(w). (1.11)

Praktiqno Bergmanovo jezgro K(z, w) je nezavisno od od izbora ortonor–
mirane baze {en(z)}. U ciƩu da dokaжemo identitet (1.11) pokaze�emo da
red

∑+∞
n=1 en(z)en(w) konvergira uniformno po promjenƩivim z i w koje

pripadaju kompaktnom nekom skupu K ⊂ D. DovoƩno je u tom smislu da
dokaжemo uniformnu konvergenciju na K za red

∑+∞
n=1 |en(z)|2. Primije-

timo da vaжi sƩede�i niz identiteta

sup







(

+∞
∑

n=1

|en(z)|2
)

1
2

: z ∈ K







= sup







∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

n=1

anen(z)

∣

∣

∣

∣

∣

: z ∈ K,
(

+∞
∑

n=1

|an|2
)

1
2

= 1







= sup {|f(z)| : z ∈ K, ‖f‖2 = 1} ≤ CK .

(1.12)

Slijedi da red
∑+∞

n=1 en(z)en(w) konvergira uniformno ako su z, w u
nekom kompaktnom podskupu od D.

Ukoliko je f ∈ A2, tada f =
∑∞

n=1 〈f, en〉 en. Red konvergira u A2.
Imaju�i u vidu predhodni komentar zakƩuqujemo da red konvergira uni-
formno na kompaktnim podskupovima od D. Specijalno za z ∈ D imamo

f(z) =
+∞
∑

n=1

〈f, en〉 en(z) =
〈

f,

∞
∑

n=1

en(z)en

〉

=

〈

f(·),
∞
∑

n=1

en(z)en(·)
〉

.

Jedinstvenost Risove reprezentacije i qiƬenica da
∑+∞

n=1 en(z)en(·) ∈ A2

povlaqi

K(z, w) =
+∞
∑

n=1

en(z)en(w).

Kako K(z, w) ne zavisi od izbora ortonormirane baze, to uzimaju�i
niz {en(z)}, en(z) =

√
n+ 1zn, n ≥ 0, koji qini ortonormiranu bazu pros-

tora A2, na osnovu formule (1.11) dobijamo u sluqaju jediniqnog diska

K(z, w) =
∞
∑

n=0

(n+ 1)znw̄n =
1

(1− zw̄)2
.
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Generalno, za α > −1 generatorno jezgro za A2
α je dato formulom

Kα(z, w) =
1

(1− 〈z, w〉)n+α+1
, z, w ∈ B. (1.13)

Predhodna formula je direktna posƩedica sƩede�e teoreme.

Teorema 1.4 Ako je α > −1 i f ∈ A1
α, tada

f(z) =

∫

B

f(w)dvα(w)

(1− 〈z, w〉)n+α+1
(1.14)

za svako z ∈ B.

Dokaz: Neka je f ∈ A1
α. Koriste�i svojstvo sredƬe vrijednosti za

analitiqke funkcije imamo

f(0) =

∫

S

f(rξ)dσ(ξ), 0 ≤ r < 1. (1.15)

Integracijom u polarnim koordinatama relacije (1.15) imamo

f(0) =

∫

B

f(w)dvα(w). (1.16)

Neka je z ∈ B i zamijenimo f sa f ◦ ϕz u (1.16). Tada dobijamo

f(z) =

∫

B

f ◦ ϕz(w)dvα(w). (1.17)

Prave�i prirodnu smjenu promjenƩivih u integralu (1.17) prema Teo-
remi 1.2 imamo

f(z) =

∫

B

(1− |z|2)n+1+α

|1− 〈z, w〉 |2(n+1+α)
f(w)dvα(w). (1.18)

Sada za fiksirano z ∈ B mijeƬamo funkciju f sa f(w)(1 − 〈z, w〉)n+1+α i
tako dolazimo do traжene formule. �

Primijetimo da zbog qiƬenice da je Ap
α ⊂ A1

α, reprezentacija iz Teo-
reme 1.4 vaжi za sve funkcije iz Ap

α, 1 ≤ p ≤ ∞. Tako�e, Teoreme 1.4 je
validna i za funkcije f ∈ H∞. Dakle, iz Teoreme 1.4 i jedinstvenosti
Risove reprezentacije slijedi formula (1.13).
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Bergmanov tip projekcije. Budu�i da je funkcija Kα ograniqena
po w za fiksirano z, to ima smisla posmatrati integralne operatore
definisane sa

Pα(f)(z) =

∫

B

f(w)Kα(z, w)dvα(w), f ∈ L1(B, dvα).

Kako je A2
α zatvoren potprostor Hilbertovog prostora L2(B, dvα), to povla–

qi da postoji ortogonalna projekcija P iz L2(B, dvα) na A2
α. U narednoj

lemi vidje�emo da ortogonalna projekcija P predstavƩa restrikciju
operatora Pα na prostor L2(B, dvα).

Lema 1.2 Pretpostavimo da je α > −1. Tada restrikcija operatora Pα na
L2(B, dvα) predstavƩa ortogonalnu projekciju iz L2(B, dvα) na A

2
α.

Dokaz. Neka je f ∈ L2(B, dvα) i z ∈ B generatorno jezgro Kα i samoadjungo–
vanost ortogonalne projekcije P daje

Pf(z) = 〈Pf,Kα
z 〉α = 〈f, PKα

z 〉α .

Kako Kα
z ∈ A2

α, to PKα
z = Kα

z . Prema tome,

Pf(z) = 〈f,Kα
z 〉α =

∫

B

f(w)Kα(z, w)dvα.

Time je dokazano da P predstavƩa restrikciju operatora Pα na L2(B, dvα).
�

Predhodna lema pokazuje da operator Pα ograniqeno slika prostor
L2(B, dvα) na Bergmanov prostor A2

α. Ukoliko je α = 0, tada se operator
P0 = P naziva Bergmanova projekcija.

U kontekstu reqenog, postavƩa se pitaƬe ograniqenosti operatora
Pα na prostorima Lp(B, dvt). Znaqajno sredstvo u razmatraƬu datog prob-
lema predstavƩa Xurov test koji �emo posebno navesti u Glavi 2 (Teo-
rema 2.3). Narednu teoremu (Teorema 2.11 u [40]) navodimo bez dokaza,
Ƭeno tvr�eƬe daje odgovor na postavƩeno pitaƬe.

Teorema 1.5 Pretpostavimo da je −1 < α <∞, −1 < t <∞, i 1 ≤ p <∞.
Tada operator Pα je ograniqeno preslikavaƬe iz Lp(B, dvt) na A

p
t ako i samo

ako
p(1 + α) > 1 + t.

Praktiqno, Pα je ograniqen operator iz Lp(B, dvα) na Ap
t ako i samo ako je

p > 1, i Pα je ograniqen operator iz L1(B, dvt) na A
1
t ako i samo ako je α > t.

Predhodni rezultat sadrжan je u poznatom radu Foreli-Rudin[14], a
ekstenzija predhodnog rezultata data je u radu M.Pavlovi�a (vidjeti
[28]).
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1.4 Blohov i Besov prostor

U ovom poglavƩu navex�emo osnovne osobine Blohovih i Besovih pros-
tora koje su relevantne za daƩe izlagaƬe.
U jednodimenzionalnom sluqaju kompleksne ravni C, analitiqka funkcija
f na disku D pripada Blohovom prostoru, u oznaci B, ako je

‖f‖B = sup
z∈D

|(1− |z|2)||f ′(z)| <∞.

Mali Blohov prostor, u oznaci B0 je potprostor od B i sastoji se od
analitiqkih funkcija f iz B, takvih da

lim
z→0

|(1− |z|2)||f ′(z)|.

Lako se pokazuje da je ‖·‖B polu-norma i Mebijus invarijantna. Ukoliko
na B definixemo normu na naqin

‖f‖B = |f(0)|+ ‖f‖B,

tada je B Banahov prostor.
Treba re�i da je Mali Blohov prostor B0 zatvoren potprostor Blohov
prostora B i skup polinoma je gust u Malom Blohovom prostoru B0.

Predhodnu definiciju je mogu�e generalizovati za sluqaj vixe di-
menzija na nekoliko naqina. SƩede�e dvije definicije predstavƩaju
prirodna i ekvivalentna uopxteƬa polu-norme na Blohovom prostoru:

sup
z∈B

(1− |z|2)|∇f(z)| <∞,

i
sup
z∈B

(1− |z|2)|Rf(z)| <∞,

pri qemu je R diferencijalni operator definisan na naqin

Rf(z) =
n
∑

k=1

zk
∂f

∂zk
(z).

Prema tome Blohov prostor B funkcija definisanih na jediniqnoj lopti
B u C

n se sastoji od analitiqkih funkcija f na B za koje je

‖f‖B = sup
z∈B

(1− |z|2)|∇f(z)| <∞.

Blohov prostor postaje Banahov prostor sa normom ‖f‖ = ‖f‖B + |f(0)|.
Sliqno, Mali Blohov prostor se karakterixe uslovom

lim
z→0

(1− |z|2)|∇f(z)| = 0.
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Tvr�eƬe sƩede�e teoremi daje vaжnu karakterizaciju Blohovih pros-
tora u terminima radijalnih operatora i teжinske Bergmanove projek-
cije.

Teorema 1.6 Pretpostavimo da je α > −1 i f je analitiqka funkcija na
B. Tada su sƩede�i uslovi ekvivalentni:
(1) f ∈ B.
(2)(1− |z|2)|∇f(z)| je ograniqena funkcija u B.
(3)(1− |z|2)|Rf(z)| je ograniqena funkcija u B.
(4)f = Pαg za neku funkciju g ∈ L∞(B).

Prije formulacije naredne teoreme uvex�emo pojam frakcionih radi-
jalnih diferencijalnih operatora. Naime, koriste�i homogenu ekspanz-
iju analitiqke funkcije f(z) i realan parametar t definixemo operator
Rt na naqin

Rt : H(B)→ H(B),

Rtf(z) =
∞
∑

k=1

ktfk(z), f(z) =
∞
∑

k=0

fk(z). (1.19)

Uopxte, za proizvoƩne realne parametre α i t uz uslov da nijedan od
brojeva α+t i α+n+t nije negativan cijeli broj definixemo frakcioni
diferencijalni radijalni operator

Rα,t : H(B)→ H(B),

Rα,tf(z) =
∞
∑

k=0

Γ(n+ 1 + α)Γ(n+ 1 + k + α + t)

Γ(n+ 1 + α + t)Γ(n+ 1 + k + α)
fk(z).

Blohovi prostori mogu biti opisani koriste�i vixe izvode i pred-
hodno opisane frakcione radijalne operatore.

Teorema 1.7 Pretpostavimo da je N pozitivan cijeli broj, t > 0, i f je
analitiqka funkcija na B. Neka je α realan parametar takav da nijedan od
brojeva n+ α i n+ α+ t nije negativan cijeli broj.Tada su sƩede�i uslovi
ekvivalentni:
(1) f ∈ B.
(2)(1− |z|2)tRα,tf(z) je ograniqena funkcija u B.
(3)Funkcije

(1− |z|2)N ∂
Nf

∂zm
, |m| = N

su ograniqene u B.

Vaжi analogna karakterizacija Malih Blohovih prostora B0 koja je
izraжena sƩede�om teoremom:
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Teorema 1.8 Pretpostavimo da je α > −1 i f je analitiqka funkcija na
B. Tada su sƩede�i uslovi ekvivalentni:
(1) f ∈ B0.
(2) Funkcija (1− |z|2)|∇f(z)| pripada C0(B).
(3) Funkcija (1− |z|2)|Rf(z)| pripada C0(B).
(4) Postoji funkcija g ∈ C0(B) tako da je f = Pαg.

Prostor C0(B) se sastoji od neprekidnih funkcija f na B takvih da
f jednako nuli na ∂B = S, tj. f |S = 0.

Prostori Besova. Za 1 < p < +∞ Besov prostor na disku D defin-
isan je kao prostor analitiqkih funkcija f na D za koje

‖f‖Bp =

[∫

D

(1− |z|2)p|f ′(z)|pdλ(z)
] 1

p

<∞, (1.20)

gdje je dλ(z) = dA(z)
(1−|z|2)2 Mebijus invarijantna mjera na D. Pokazuje se

da je ‖ · ‖Bp je kompletna polu-norma na Bp. Tako�e, ‖ · ‖Bp je Mebijus
invarijantna, tj. vaжi ‖f ◦ ϕ‖Bp = ‖f‖Bp , pri qemu je ϕ ∈ Aut(D). Na Bp

je mogu�e definisati taqnu normu ‖ · ‖ na naqin

‖f‖ = |f(0)|+ ‖f‖Bp

koja Besov prostor Bp qini Banahovim prostorom.
Za graniqni Besov prostor B∞ uzimamo Blohov prostor B. Sa druge

strane, B2 = D nazivamo Dirihleov prostor.
Besov prostor B1 definixemo na drugi naqin iz razloga xto (1 −

|z|2)|f ′(z)| pripada L1(D, dλ) ako i samo ako je f konstanta. B1 je prostor
analitiqkih funkcija na D koje mogu da se zapixu

f(z) =
+∞
∑

n=1

anϕλn(z)

za neki niz {an} u l1 i niz {λn} u D. Definixemo normu u B1 sa

‖f‖B1 = inf

{

+∞
∑

n=1

|an| : f(z) =
∞
∑

n=1

anϕλn(z)

}

.

Prostor (B1, ‖ · ‖B1) je Banahov prostor (za razliku od ‖ · ‖Bp , ‖ · ‖B1 je
norma). Tako�e, B1 ⊂ H∞. Besov prostor B1 predstavƩa minimalan
Mebijus invarijantan Banahov prostor analitiqkih funkcija na disku.
Sliqno kao za Blohove prostore i Besove prostore moжemo da opixemo
u korelaciji sa Bergmanovom projekcijom i vixim izvodima funkcije.
Naime, vaжi sƩede�e tvr�eƬe
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Teorema 1.9 Pretpostavimo da je f analitiqka na disku D, 1 ≤ p ≤ +∞,
i n je prirodan broj n ≥ 2. Tada su sƩede�i uslovi ekvivalentni:
(1)f ∈ Bp;
(2)(1− |z|2)nf (n)(z) ∈ Lp(D, dλ);
(3)f ∈ PLp(D, dλ), gdje je P Bergmanova projekcija.

U vixedimenzionalnom sluqaju, Besov prostor Bp, 0 < p < ∞ na lopti
B ⊂ Cn se sastoji od analitiqkih funkcija f na B, za koje je norma ‖ · ‖Bp

konaqna, tj.

‖f‖pBp
=

∑

|m|≤N−1

∣

∣

∣

∣

∂mf

∂zm
(0)

∣

∣

∣

∣

p

+
∑

|m|=N

∫

B

∣

∣

∣

∣

(1− |z|2)N ∂
mf

∂zm
(z)

∣

∣

∣

∣

p

dτ(z) <∞,

pri qemu je N prirodan broj koji zadovoƩava nejednakost N > n
p
, a

dτ(z) = dv(z)
(1−|z|2)n+1 .

PostavƩa se prirodno pitaƬe da li sama definicija Besovog pros-
tora u vixim dimenzijama zavisi od izbora broja N. U tom smislu
navodimo sƩede�u teoremu (Teorema 6.1 u [40]).

Teorema 1.10 Pretpostavimo da je 0 < p <∞ i f je analitiqka funkcija
na B. Tada su sƩede�a tvr�eƬa ekvivalentna
a)Funkcije

(1− |z|2)N ∂
mf

∂zm
(z) ∈ Lp(B, dτ(z)), za neki prirodan broj N >

n

p
, (|m| = N),

b) Funkcije

(1− |z|2)N ∂
mf

∂zm
(z), |m| = N,

pripadaju prostoru Lp(B, dτ) za svaki prirodan broj N > n
p
, |m| = N.

Dakle, definicija Besov prostora Bp je nezavisna od izbora broja N.
Na kraju ovog poglavƩa, navodimo rezultat koji daje integralnu

reprezentaciju za Besov prostor Bp, p ≥ 1 na lopti B preko Bergmanovog
tipa projekcije Pα (za dokaz pogledati [40]).

Teorema 1.11 Pretpostavimo da je 1 ≤ p < ∞ i α > −1. Tada je Bp =
PαL

p(B, dτ).

1.5 Integralni operatori

Neka je (X,µ) mjerƩiv prostor i K je mjerƩiva funkcija na X×X. Tada
K formalno indukuje linearan operator T na Hilbertovom prostoru
L2(X, dµ) formulom

Tf(x) =

∫

X

K(x, y)f(y)dµ(y), f ∈ L2(X, dµ).
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Operator T nazivamo integralnim operatorom sa jezgrom K. Tekst ovog
poglavƩa se odnosi na ograniqene integralne operatore T. Tako�e, za
domen operatora T uzimamo pored pomenutog Hilbertovog sluqaja L2(X, dµ)
i sve Lp(X, dµ), 1 ≤ p ≤ ∞.

IspitivaƬe ograniqenosti integralnog operatora u opxtem nije lak
zadatak. CiƩ ove sekcije je da razmotrimo neke aspekte kriterijuma koji
daju dovoƩne uslove na K tako da operator T bude ograniqen.
Napomenimo da ako K ∈ L2(X ×X, dµ), onda je odgovaraju�i integralni
operator T ograniqen i kompaktan na L2(X, dµ), tj. pripada Xatenovoj
klasi S2, tzv. Hilbert-Xmitovi operatori. Zapravo, postoji izomet-
riqna korespondencija izme�u prostora L2(X ×X) i S2 (vidjeti [15]) na
naqin

L2(X ×X) ∋ K(x, y)←→ T ∈ S2.

Integralni operatori koji su u objektu izuqavaƬa ovog rada su inte-
gralni operatori sa singularnim jezgrom. Tako u nastavku, navodimo
poznata tvr�eƬa koja se odnose na odre�ene klase singularnih inte-
gralnih operatora.

Integralni operatori sa slabo polarnim jezgrom. Neka je Ω
ograniqen mjerƩiv skup u n−dimenzionalnom euklidskom prostoru Rn,
zatim taqke x, ξ ∈ Ω, i r = |x − ξ| rastojaƬe izme�u Ƭih. Neka je daƩe
A(x, ξ) funkcija definisana na Ω, i ograniqena, tj.

|A(x, ξ)| ≤ C = const, x, ξ ∈ Ω. (1.21)

Funkcija

K(x, ξ) =
A(x, ξ)

rα
, α = const, 0 ≤ α < n,

se naziva jezgrom sa slabim singularitetom, a integralni operator T
indukovan jezgrom K,

Tf(x) =

∫

Ω

K(x, ξ)f(ξ)dξ

naziva se integralni operator sa slabo polarnim jezgrom.

Teorema 1.12 Integralni operator T sa slabo polarnim jezgrom odre�en
je na cijelom prostoru L2(Ω) i ograniqen je na Ƭemu.Taqnije, vaжi ocjena

‖T‖ ≤ C|S|Hm−α

m− α
,

pri qemu je C konstanta iz (1.21), H je diametar skupa Ω i |S| povrxina
sfere u Rn.
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Dokaz predhodne teoreme je dat u [27]. Pored ograniqenosti, dokazano je
da je operator T i kompaktan na L2(Ω). Analogni rezultati su dokazani
da vaжe za operator T i na prostoru neprekidnih funkcija C(Ω).

Pokazuje se na sliqan naqin da je operator T ograniqen i na pros-
torima Lp(Ω), 1 ≤ p <∞ (podrazumijevamo Lebegovu mjeru u Rn).

Singularni integralni operatori. U kontekstu ve� reqenog, rekli
bi smo da je integralni operator T singularan ako je red singulariteta
Ƭegovog jezgra α jednak n, tj. dimenziji prostora Rn. Jedan od najvaж-
nijih primjera singularnih integralnih operatora jeste Hilbertova
transformacija, Hf(x) = 1

π

∫ 1

0
f(x−y)

y
dy, x, y ∈ R.

U ovom dijelu navodimo Teoremu 2.2 iz [36] koja daje dovoƩne uslove za
ogra–niqenost odre�enih specijalnih klasa konvolucionih operatora.

Teorema 1.13 Neka je K ∈ L2(Rn). Pretpostavimo da:
a) Furijeova transformacija funkcije K je esencijalno ograniqena,

|K̂(x)| ≤ B.

b)Funkcija K je klase C1 van koordinatnog poqetka i zadovoƩava nejed-
nakost

|∇K(x)| ≤ B

|x|n+1
.

Za f ∈ L1 ∩ Lp definixemo

Tf(x) =

∫

Rn

K(x− y)f(y)dy.

Tada postoji konstanta Ap, takva da vaжi

‖Tf‖Lp ≤ Ap‖f‖Lp , 1 < p <∞.

Operator T je mogu�e neprekidno proxiriti na qitav prostor Lp. Kon-
stanta Ap zavisi samo od p,B i dimenzije n. Praktiqno Ap ne zavisi od
L2 norme funkcije K.

Glavna ideja dokaza Teoreme 1.13 temeƩi se na Kalderon-Zigmundovoj
dekompoziciji funkcije f ∈ Lp. Pomenuti metod i ideja bi�e iskor-
ix�eni u Glavi 2 u dijelu koji se odnosi na dobijaƬe izvjesnih slabih
ocjena norme operatora.

Ris-Torinova interpolaciona teorema. Ris-Torinova interpola-
ciona teorema predstavƩa klasiqan rezultat koji u najkra�em pret-
postavƩa ocjene ”graniqne” norme operatora, a daje prirodno ograniqeƬe
norme operatora na me�uprostorima (za dokaz vidjeti [16]).
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Teorema 1.14 Neka su (X,µ) i (Y, ν) mjerƩivi prostori. Neka je T lin-
earan operator definisan na skupu prostih funkcija na X i sa kodomenom
u skupu mjerƩivih funkcija na Y. Neka je daƩe 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ i pret-
postavimo da vaжe sƩede�e nejednakosti

‖Tf‖Lq0 ≤M0‖f‖Lp0 ,

‖Tf‖Lq1 ≤M0‖f‖Lp1

(1.22)

za sve proste funkcije f na X. Tada za sve 0 < θ < 1 imamo

‖Tf‖Lq ≤M1−θ
0 M θ

1‖f‖Lp

za sve proste funkcije f na X, gdje

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
,

1

q
=

1− θ

q0
+
θ

q1
. (1.23)

T je mogu�e jedinstveno proxiriti do ograniqenog operatora iz Lp(X,µ)
na Lq(Y, ν) za sve p i q za koje vaжi relacija (1.23).

Ve� smo napomenuli da jako sredstvo u dokazivaƬu ograniqenosti inte-
gralnih operatora qini primjena Xurovog testa. Budu�i da smo defin-
isali interpolacionu teoremu Ris-Torina, u poziciji smo da direktno
dokaжemo jednu slabiji varijantu Xurovog testa. Naime, vaжi

Lema 1.3 Pretpostavimo da je K(x, y) lokalno-integrabilna funkcija na
proizvodu dva σ− konaqna mjerƩiva prostora (X,µ) i (Y, ν) i T je linearan
operator indukovan sa K. Ako K zadovoƩava sƩede�e identitete

sup
x∈X

∫

Y

|K(x, y)|dν(y) = A <∞,

i

sup
x∈Y

∫

X

|K(x, y)|dµ(x) = B <∞.

Tada je mogu�e operator T proxiriti na ograniqen operator iz Lp(Y ) u

Lp(X), pri qemu je ograniqeƬe norme dato sa A1− 1
pB

1
p za 1 ≤ p ≤ ∞.

Dokaz: Drugi uslov daje da T slika L1 u L1 sa normom ograniqenom sa
B, dok prvi uslov povlaqi da T ograniqeno slika L∞ u L∞ sa normom
ograniqenom sa A. Na osnovu Teoreme 1.14 slijedi da T slika Lp u Lp

sa ograniqeƬem A1− 1
pB

1
p . �
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1.6 Hipergeometrijske funkcije

U ovom poglavƩu uvodimo pojam hipergeometrijskih redova i izvodimo
Ƭihove najvaжnije osobine koje �e igrati bitnu ulogu u rezultatima
Glave 2. Sve elementarne funkcije u matematici su hipergeometrijske
ili koliqnik hipergeometrijskih funkcija. Tako�e, mnoge neelemen-
tarne funkcije koje se pojavƩuju u matematici imaju reprezentaciju u
obliku hipergeometrijskih redova.

Postoji nekoliko pristupa u izuqavaƬu hipergeometrijskih funkcija.
Metod koji koji �emo koristiti odnosi se na Ojlerovu frakcionu in-
tegralnu reprezentaciju. Pomenuta Ojlerova transformacija daje lak
put u izvo�eƬu fundamentalnih identiteta i transformacija vezanih
za hipergeometrijske funkcije.

Hipergeometrijski redovi. Na samom poqetku napomiƬemo da sa
(a)n oznaqava�emo pomjereni faktorijel (”shifted factorial”) ili jox Po-
hamarov simbol, koji definixemo na naqin

(a)n = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1), (a)0 = 1,

za n ∈ N i a je proizvoƩan realan ili kompleksan broj.
Hipergeometrijski red je red

∑

cn, takav da cn+1

cn
predstavƩa racionalnu

funkciju od n. Faktorixu�i odgovaraju�e polinome po n imamo

cn+1

cn
=

(n+ a1)(n+ a2) · · · (n+ ap)x

(n+ b1)(n+ b2) · · · (n+ bq)(n+ 1)
. (1.24)

PojavƩivaƬe promjenƩive x je uslovƩeno qiƬenicom da odgovaraju�i
polinomi ne moraju da budu moniqni. Faktor (n + 1) moжe da bude,
ali nije obavezan rezultat fatorizacije. Ukoliko nije, dodajemo isti
faktor (n + 1) i u brojiocu. Motiv za prisustvo ovog faktora jeste
uvo�eƬe n! u hipergeometrijskom redu

∑

cn. PojavƩivaƬe faktora n!
pokazuje se korisnim jer se qesto na prirodan naqin pojavƩuje u mnogim
znaqajnim sluqajevima.
Tako iz (1.24) dobijamo

∞
∑

n=0

cn = c0

∞
∑

n=0

(a1)n · · · (ap)nxn
(b1)n · · · (bq)nn!

= c0pFq(a1, ..., ap; b1, ..., bq; x). (1.25)

U formuli (1.25) bi nisu negativni cijeli brojevi ili nula, xto qini
izraz dobro definisanim. Oznaka sa desne strane u (1.25) se ponekad
i skra�eno oznaqava sa pFq. Prirodan naredni korak jeste odre�ivaƬe
radijusa konvergencije reda iz (1.25). Naime, primijetimo da vaжi

∣

∣

∣

∣

cn+1

cn

∣

∣

∣

∣

≤ |x|n
p−q−1(1 + |a1|/n) · · · (1 + |ap|/n)

|(1 + 1/n)(1 + b1/n) · · · (1 + bq/n)|
,
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xto povlaqi sƩede�e tvr�eƬe:

Teorema 1.15 Red pFq(a1, ..., ap; b1, ..., bq; x) apsolutno konvergira za sve x ako
je p ≤ q, za sluqaj da je p = q + 1, red konvergira za |x| < 1, a divergira za
sve x 6= 0 ako je p > q + 1.

Dokaz: Jasno je da |cn+1/cn| → 0 za n→∞ ako je p < q. Sa druge strane,
ako je p = q + 1, limn→∞ |cn+1/cn| = |x|, i ako je p > q + 1, |cn+1/cn| → ∞, za
n→∞. Time je teorema dokazana. �

Sluqaj |x| = 1 kada je p = q + 1 je od posebnog interesa. U tom smislu
navodimo sƩede�u teoremu bez dokaza (vidjeti [2]).

Teorema 1.16 Red q+1Fq(a1, ..., aq+1; b1, ..., bq; x) za |x| = 1 konvergira apso-
lutno ako Re(

∑

bi −
∑

ai) > 0. Red konvergira uslovno ako je x = eiθ 6= 1
i 0 ≥ Re(

∑

bi −
∑

ai) > −1, i red divergira ako Re(
∑

bi −
∑

ai) ≤ −1.

Kroz ovo poglavƩe glavni akcenat je na hipergeometrijskim redovima
specijalnog sluqaja 2F1(a, b; c; x). Red 2F1 je izuqavan od strane brojnih
matematiqara kao xto su Ojler, Pfaf, Gaus, Kumer i Riman i svi rezul-
tati koje �emo da navedemo temeƩe se na Ƭihovim fundamentalnim ide-
jama.
Vidjeli smo da 2F1(a, b; c; x) divergira u opxtem sluqaju za x = 1 i za
Re(c − a − b) ≤ 0. SƩede�a teorema opisuje asimptotsko ponaxaƬe reda
za x→ 1−.

Teorema 1.17 Ako je Re(c− a− b) < 0, tada

lim
x→1−

2F1(a, b, ; c; x)

(1− x)c−a−b
=

Γ(c)Γ(a+ b− c)

Γ(a)Γ(b)
;

i za c = a+ b,

lim
x→1−

2F1(a, b, ; a+ b; x)

log (1/(1− x))
=

Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
.

Primijetimo da elementarne funkcije moжemo da predstavimo u ob-
liku hipergeometrijskih redova. Na primjer, log (1 + x) = x2F1(1, 1; 2;−x).

Hipergeometrijske funkcije. U poziciji smo da damo definiciju
hipergeometrijske funkcije oblika 2F1.

Definicija 1.2 Hipergeometrijska funkcija 2F1(a, b; c; x) je definisana re-
dom ∞

∑

n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

xn

za |x| < 1, i analitiqkim produжeƬem drugdje.
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Na primjer, za funkciju log (1− x) = −x2F1(1, 1; 2; x) vidimo da red kon-
vergira za |x| < 1, i da postoji produжeƬe na jednoznaqnu funkciju u
kompleksnoj ravni bez realne prave koja spaja taqke 1 i ∞.

Tvr�eƬe sƩede�e teoreme (Ojler, 1769) daje vaжnu integralnu repre–
zentaciju funkcije 2F1.

Teorema 1.18 Ako je Re(c) > Re(b) > 0, tada

2F1(a, b; c; x) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− xt)−adt

u x−ravni bez realne ose od 1 do∞. Podrazumijevamo da je arg t = arg (1− t) =
0 i uzimamo glavnu vrijednost za (1− xt)−a.

Dokaz: Pretpostavimo da je |x| < 1. Razvijaju�i funkciju (1−xt)−a prema
binomnom obrascu dobijamo da desna strana formule postaje

Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∞
∑

n=0

(a)n
n!

xn
∫ 1

0

tn+b−1(1− t)c−b−1dt.

PosƩedƬi integral je zapravo beta-integral, xto u terminima Gama
funkcije daje vrijednost Γ(n+b)Γ(c−b)

Γ(n+c)
. ZamijeƬuju�i u posƩedƬi izraz do-

bijamo

Γ(c)

Γ(b)

∞
∑

n=0

(a)nΓ(n+ b)

Γ(n+ c)n!
xn = 2F1(a, b; c; x).

Time je formula dokazana za |x| < 1. Kako je gorƬa integralna formula
analitiqka u x−ravni bez realne ose od 1 do ∞, to teorema vaжi i u
ovoj oblasti. �

Vaжno je napomenuti da funkciju 2F1(a, b; c; x) posmatramo kao funkciju
od qetiri kompleksne promjenƩive a, b, c i x umjesto samo od x. Lako
je uoqiti da je tada funkcija 1

Γ2(c) 2
F1(a, b; c; x) cijela funkcija od prom-

jenƩivih a, b, c ako je x fiksirano i |x| < 1. Tada red konvergira uni-
formno po a, b, c u svakom kompaktnom podskupu od a, b, c.

SƩede�a teorema je rezultat Gausa iz 1812 godine (za dokaz vidjeti
[2]).

Teorema 1.19 Za Re(c− a− b) > 0, imamo

∞
∑

n=0

(a)n(b)n
n!(c)n

= 2F1(a, b, c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
.
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U sƩede�oj teoremi date su dvije znaqajne formule za transformaciju
hipergeometrijskih funkcija.Glavni momenat u izvo�eƬu ovih formula
predstavƩa primjena Ojlerove integralne reprezentacije.

Teorema 1.20

2F1(a, b; c; x) = (1− x)−a
2F1(a, c− b; c;

x

x− 1
), (1.26)

(Pfafofa transformacija)

2F1(a, b; c; x) = (1− x)c−a−b
2F1(c− a, c− b; c; x) (1.27)

(Ojlerova transformacija)

Dokaz. Zamijenimo t sa 1 − s u Ojlerovom integralu (1.18) u ciƩu da
dobijemo

2F1(a, b; c; x) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

(1− x+ xs)−a(1− s)b−1sc−b−1ds

=
(1− x)−aΓ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

(1− xs

x− 1
)−a(1− s)b−1sc−b−1ds.

(1.28)

Time je dokazana Pfafofa transformacija za Re(c) > Re(b) > 0. Komple-
tan rezultat slijedi iz produжeƬa za c i b.

Kako je hipergeometrijska funkcija simetriqna po parametrima a i
b, tako da primjenom Pfafofe transformacije dobijamo:

2F1(a, b; c; x) = (1− x)−a

(

1− x

x− 1

)−c+b

2F1(c− a, c− b; c; x),

xto predstavƩa Ojlerovu transformaciju i ujedno dokaz teoreme. �

Vaжan identitet za izvod hipergeometrijske funkcije dat je formulom

∂

∂x
2F1(a, b; c; x) =

ab

c
2F1(a+ 1, b+ 1; c+ 1; x). (1.29)

Na kraju navex�emo jox jednu bitnu transformaciju za hiperge-
ometrijske funkcije koja �e biti od koristi

2F1

(

a, b; 2b;
4x

(1 + x)2

)

= (1 + x)2a2F1

(

a, a+
1

2
− b; b+

1

2
; x2
)

, (1.30)

za svako x za koje redovi u (1.30) konvergiraju.



GLAVA 2

NORMA BERGMANOVE

PROJEKCIJE

Odre�ivaƬe taqne norme Bergmanove projekcije predstavƩa i daƩe u
dobroj mjeri otvoren problem i qest motiv u istraжivaƬima. Foreli-
Rudinovi tipovi ocjena za odre�ene integralne operatore na jediniqnoj
lopti i Xurov test za ograniqenost integralnih operatora na Lp pros-
torima su klasiqni rezultati i poqetna polazixta na kojima se temeƩi
najve�i dio pomenutih rezultata. Na samom poqetku navodimo rezultat
K.Жua koji daje ocjenu norme Bergmanovog tipa projekcije sa doƬe i
gorƬe strane za sluqaj teжinskih Bergmanovih prostora (vidjeti [38]).

Teorema 2.1 Za svako α,−1 < α < ∞, postoji konstanta C koja zavisi
samo od α i n takva da norma operatora

Pα : Lp(B, dvα)→ Ap
α

zadovoƩava sƩede�e ocjene

C−1 1

sin(π
p
)
≤ ‖Pα‖ ≤ C

1

sin(π
p
)
,

za sve 1 < p <∞.

Primijetimo da je vrijednost (sin(π
p
))−1 uporediva sa p za p → ∞, a

sa p
p−1

za p→ 1+.
Preciznije odre�ivaƬe konstante C za specijalan sluqaj kada je n = 1 i
α = 0 prezentovan je u radu M.Dostani�a (vidjeti [10]), gdje je dokazano
da

Kp ≤ ‖P‖ ≤
π

sin(π
p
)
, 2 ≤ p ≤ +∞,

24
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i
K p

p−1
≤ ‖P‖ ≤ π

sin(π
p
)
, 1 < p ≤ 2,

pri qemu je konstanta Kp odre�ena sa

Kp = max
α>−1

Γ(1 + α
p
)Γ(2

p
)

Γ(α+2
p
)

p

√

Γ2(1 + α
2
)

Γ(1 + α)
.

U radu Perale [31] odre�ena je norma Bergmanove projekcije za sluqaj
Blohovog prostora na disku (α = 0). Naime, razmatran je Blohov pros-
tor na disku sa polu-normom ‖f‖B = supz∈D(1 − |z|2)|f ′(z)|, f ∈ B i za
P : L∞(D)→ B je dobijeno

‖P‖ = 8

π
.

Gore pomenuti rezultat je uopxten u radu D.Kalaja i M. Markovi�a
[19], a kasnije je odre�ena operatorska norma za sluqaj kad se tretira
taqna norma na B (vidjeti [30]).

Centralno razmatraƬe ovog poglavƩa odnosi se na problem odred-
jivaƬa norme Bergmanove projekcije u kontekstu Besovih prostora Bp

i Blohovog prostora B. U graniqnom sluqaju p = 1 bi�e razmotrene i
odre�ene slabe ocjene norme kao i norma adjungovanog operatora za P.
Posebno je obra�en sluqaj Blohovog prostora B na lopti u C

n, gdje je
norma na B zadata kao graniqna norma Besovog prostora Bp za p→ +∞.

2.1 Bergmanova projekcija i Besov prostor

U uvodnoj glavi navedeno je da Bergmanova projekcija je ograniqeno
preslikavaƬe iz Lp(D, dλ) na Besov prostor Bp. PonavƩamo tvr�eƬe Teo-
reme 1.9 u skra�enoj verziji.

Teorema 2.2 Pretpostavimo da je f ∈ H(D), 1 ≤ p ≤ +∞. Tada

f ∈ Bp ⇔ f ∈ PLp(D, dλ), gdje P je Bergmanova projekcija.

U dokazu predhodne Teoreme koja je data u [39] glavni momenat dokaza
je primjena Xurovog testa i Leme 4.2.2 iz [39]. Navodimo klasiqnu
verziju Xurovog testa, koja �e biti od znaqaja u nastavku.

Teorema 2.3 Pretpostavimo da je K nenegativna mjerƩiva funkcija na
X × X, gdje je (X,µ) mjerƩiv prostor. Neka je T integralni operator
indukovan jezgrom K, tj.

Tf(x) =

∫

X

K(x, y)f(y)dµ(y),
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gdje 1 < p < +∞, 1
p
+ 1

q
= 1. Neka postoje konstante C1, C2 > 0 i pozitivna

mjerƩiva funkcija h na X takva da vaжi

∫

X

K(x, y)h(y)qdµ(y) ≤ C1h(x)
q

za x ∈ X, µ-skoro svuda, i
∫

X

K(x, y)h(x)pdµ(x) ≤ C2h(y)
p

za y ∈ X,µ-skoro svuda. Tada je T je ograniqen na Lp(X, dµ) sa normom

maƬom ili jednakom C
1
q

1 C
1
p

2 .

U narednoj teoremi nalazimo ocjenu norme Bergmanove projekcije u pomenu-
tom sluqaju BesovƩevih prostora za opxti sluqaj, tj. 1 < p < +∞.

Teorema 2.4 Neka je P Bergmanova projekcija, P : Lp(D, dλ)→ Bp, 1 < p <
+∞, 1

p
+ 1

q
= 1. Tada

‖P‖ ≤ Cp, gdje Cp =

(

8

p sin π
p

) 1
q
(

8

p sin π
q

) 1
p

Dokaz. Neka je T operator definisan na Lp(D, dλ) i indukovan jezgrom

K(z, w) = 2
(1− |w|2)2(1− |z|2)

|1− zw̄|3 z, w ∈ D,

tj.

Tf(z) = 2(1− |z|2)
∫

D

(1− |w|2)2
|1− z̄w|3 f(w)dλ(w), f ∈ Lp(D, dλ), z ∈ D.

Tada jasno
‖Pf‖Bp ≤ ‖T |f |‖Lp(D,dλ), f ∈ Lp(D, dλ).

U ciƩu da primjenimo Xurov test, posmatramo test funkciju h(z) =

(1 − |z|2) 1
pq . Lema 4.2.2.iz [39] povlaqi da postoje minimalne konstante

C1, C2 > 0 takve da

∫

D

K(z, w)h(w)qdλ(w) ≤ C1h(z)
q, z ∈ D,

∫

D

K(z, w)h(z)pdλ(z) ≤ C2h(w)
p, w ∈ D.

(2.1)
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Sada iz prve nejednakosti u (2.1) slijedi

2(1− |z|2)1− 1
p

∫

D

(1− |w|2) 1
p

|1− zw̄|3 dA(w) ≤ C1,

tj.
2Γ(1

p
+ 1)

Γ2(3
2
)

(1− |z|2)1− 1
p

∞
∑

n=0

Γ2(3
2
+ n)

n!Γ(n+ 2 + 1
p
)
|z|2n ≤ C1, z ∈ D.

PosƩedƬa nejednakost moжe da se zapixe u obliku:

2p

(p+ 1)
(1− |z|2)1− 1

p
2F1

(

3

2
,
3

2
;
1

p
+ 2; |z|2

)

≤ C1 z ∈ D. (2.2)

Koriste�i Ojlerov identitet (1.27) iz Glave 1 (poglavƩe 1.6) za hiper-
geometrijske funkcije dobijamo sƩede�u nejednakost

2p

(p+ 1)
2F1

(

1

p
+

1

2
,
1

p
+

1

2
;
1

p
+ 2; |z|2

)

≤ C1. (2.3)

Znaju�i qiƬenicu da je

d

dx
2F1(a, b; c; x) =

ab

c
2F1(a+ 1, b+ 1; c+ 1; x),

te da je posƩediqno funkcija sa lijeve strane u (2.3) rastu�a, zakƩuqu-
jemo da je maksimum lijeve strane izraza u (2.3)

2p

(p+ 1)
2F1

(

1

p
+

1

2
,
1

p
+

1

2
;
1

p
+ 2; 1

)

=
2p

(p+ 1)

Γ(1
p
+ 2)Γ(1− 1

p
)

Γ2(3
2
)

=
8

p sin π
p

.

Analogno, iz druge nejednakosti u (2.1) dobijamo

2(1− |w|2)2− 1
q

∫

D

(1− |w|2) 1
q
−1

|1− zw̄|3 dA(z) ≤ C2,

tj.
2Γ(1

q
)

Γ2(3
2
)
(1− |w|2)1− 1

p

∞
∑

n=0

Γ2(3
2
+ n)

n!Γ(n+ 1 + 1
q
)
|w|2n ≤ C2, w ∈ D.

Koriste�i prezentaciju u obliku hipergeometrijskog reda dobijamo da
je predhodna nejednakost ekvivalentna sa

2Γ(1
q
)

Γ(1 + 1
q
)
(1− |w|2)2− 1

q
2F1

(

3

2
,
3

2
; 1 +

1

q
; |w|2

)

≤ C2, w ∈ D.
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Koriste�i opet Ojlerov identitet (1.27) dobijamo da je gorƬa nejed-
nakost ekvivalentna sa

2Γ(1
q
)

Γ(1 + 1
q
)
2F1

(

1

q
− 1

2
,
1

q
− 1

2
; 1 +

1

q
; |w|2

)

≤ C2, w ∈ D. (2.4)

Sliqno kao u predhodnom rasu�ivaƬu zakƩuqujemo da je funkcija

2F1

(

1

q
− 1

2
,
1

q
− 1

2
; 1 +

1

q
; x2
)

, x ∈ [0, 1]

rastu�a po x i da je maksimum izraza na lijevoj strani u (2.4)

2Γ(1
q
)

Γ(1 + 1
q
)
2F1

(

1

q
− 1

2
,
1

q
− 1

2
; 1 +

1

q
; 1

)

=
2Γ(1

q
)Γ(1 + 1

q
)Γ(2− 1

q
)

Γ(1 + 1
q
)Γ2(3

2
)

=
8

p sin π
q

.

�

Primijetimo da je gorƬa ocjena asimptotski taqna za p→ +∞. Naime,

lim
p→+∞

Cp =
8

π
,

xto je upravo vrijednost dobijena za normu kada P : L∞(D)→ B.
Norma Bergmanove projekcije u Hilbertovom sluqaju Besovih pros-

tora je odre�ena u radu H. Kaptanoglua [25], pri qemu je norma data
preko radijalnih diferencijalnih operatora.U pomenutom dokazu ko-
rix�ene su odre�ene asimptotske ocjene iz rada Foreli-Rudin. Za
normu zadatu u uvodnom dijelu (1.20) i zbog kasnije upotrebe u sƩede�oj
teoremi odre�ujemo normu Bergmanove projekcije za Hilbertov sluqaj
Besovih prostora B2, tzv. Dirihleov prostor.

Teorema 2.5 Neka je P Bergmanova projekcija definisana na prostoru L2(D, dλ),
P : L2(D, dλ)→ B2. Tada

‖P‖ =
√
2.

Dokaz. Prostor B2 je Dirihleov prostor i tretira�emo ga kao Hilber-
tov prostor sa skalarnim proizvodom 〈f, g〉 =

∫

D
f ′ḡ′dA. Neka je ϕ ∈

L2(D, dλ) i f = Pϕ. Tada

f(z) = Pϕ(z) =
∞
∑

n=0

anz
n, ‖f‖2B2

= 〈f, f〉 =
∞
∑

n=1

n|an|2.

Jasno da ϕ(w) = (1− |w|2)ψ(w), w ∈ D, ovdje ψ ∈ L2(D, dA), i

‖ϕ‖2L2(D,dλ) = ‖ψ‖2L2(D,dA).



Ocjene norme integralnih operatora na prostorima Besova i Bloha 29

Ako ψ(w) =
∑∞

n,m=0 bn,mw
nw̄m, (samo za konaqno mnogo koeficijenata bn,m 6=

0 ) tada za n−m = d, imamo

ψ(w) =
∞
∑

d=−∞
ψd(w) =

∞
∑

d=−∞
gd(w)e

idt ⇒ ‖ψ‖2L2(D,dA) =
∞
∑

d=−∞
‖ψd‖2L2 , (2.5)

gdje je

ψd(w) =
∑

k,l k−l=d

bk,lw
kw̄l = gd(w)e

idt, w = reit,

i funkcija gd je odgovaraju�a radijalna funkcija. PosƩedƬa jednakost
(2.5) je direktna posledica ortogonalnosti funkcija ψd.

Tada,

∞
∑

d=0

adz
d =

∫

D

ψ(w)(1− |w|2)
(1− zw̄)2

dA(w)

=
∞
∑

d=0

(d+ 1)zd
∫

D

gd(|w|)(1− |w|2)|w|ddA(w)

= 2
∞
∑

d=0

(d+ 1)zd
∫ 1

0

∞
∑

l=0

bd+l,lr
2l+2d+1(1− r2)dr

=
∞
∑

d=0

(d+ 1)zd
∫ 1

0

td(1− t)
∞
∑

l=0

blt
ldt,

(2.6)

tj. imamo

|ad|2 = (d+ 1)2

∣

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

td(1− t)
∞
∑

l=0

blt
ldt

∣

∣

∣

∣

∣

2

, (2.7)

gdje bl = bd+l,l.
Sa druge strane,

‖ψd‖2L2 =
∑

k,l≥0

blbk
d+ k + l + 1

.

Жelimo da na�emo minimalnu konstantu Ad takvu da vaжi nejed-
nakost

d|ad|2 ≤ Ad‖ψd‖2L2 . (2.8)

Ako oznaqimo sa φ(t) =
∑∞

n=0 bnt
n, t ∈ [0, 1], tada

∑

k,l≥0

blbk
d+ k + l + 1

=

∫ 1

0

rd|φ(r)|2dr.
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Relacija u (2.8) moжe da se izrazi kao

d(d+ 1)2
∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

td(1− t)φ(t)dt

∣

∣

∣

∣

2

≤ Ad

∫ 1

0

rd|φ(r)|2dr,
∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

td(1− t)φ(t)dt

∣

∣

∣

∣

2

≤ Bd

∫ 1

0

rd|φ(r)|2dr, Bd =
Ad

d(d+ 1)2
.

(2.9)

Posmatramo Hilbertov prostor L2(dµ), gdje je dµ = tddt mjera na [0, 1].
Naxa nejednakost povlaqi

| 〈φ, 1− t〉 |2 ≤ Bd‖φ‖2L2(dµ). (2.10)

Koxi-Xvarcova nejednakost tvrdi da je to taqno za svako φ ∈ L2(dµ)
i

Bd = ‖1− t‖2L2(dµ) =

∫ 1

0

td(1− t)2dt =
2

(d+ 1)(d+ 2)(d+ 3)
,

i ova konstanta je taqna jer moжemo da uzmemo φ(t) = 1 − t, t ∈ [0, 1] za
koju se dostiжe jednakost.

ZakƩuqujemo da

Ad =
2d(d+ 1)

(d+ 2)(d+ 3)
< 2 (2.11)

i konaqno
sup
d≥1

Ad = 2.

. �

2.2 Slabe ocjene

Kao xto je poznato Bergmanova projekcija je neograniqeno linearno
preslikavaƬe iz L1(D, dA) prostora u Bergmanov prostor A1. U pred-
hodnoj situaciji prirodno je postaviti pitaƬe odre�ivaƬa tzv. slabih
ocjena norme. Preciznije u radu [8] je pokazano da je Bergmanova projek-
cija slabog tipa (1,1) . U ovoj glavi razmotri�emo analognu situaciju
u graniqnom sluqaju p = 1 u kontekstu Besovog prostora B1, tj. P :
L1(D, dλ)→ B1.

Na poqetku navodimo osnovne definicije koje se tiqu slabih Lp pros-
tora.

Definicija 2.1 Za mjerƩivu funkciju f na mjerƩivom prostoru (X,µ),
funkcija distribucije za f je funkcija df definisana na [0,∞] na naqin

df (α) = µ({x ∈ X : |f(x)| > α}).
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Definicija 2.2 Za 0 < p < ∞, slabi Lp(X,µ) prostor je definisan za sve
µ− mjerƩie funkcije f takve da je

‖f‖Lp,∞ = inf {C > 0 : df (α) ≤
Cp

αp
, α > 0}

konaqan. Slabi L∞(X,µ) prostor je prema definiciji L∞(X,µ).

Na poqetku, treba da uoqimo da ne postoji konstanta C > 0 takva da

‖Pf‖L1,∞ ≤ C‖f‖L1(D,dλ) za sve f ∈ L1(D, dλ).

Naime, ako razmotrimo funkciju ψ(z) =
z− 1

2

1− z
2
, z ∈ D, tada prema Teo-

remi 2.2 iz Glave 2.1 postoji funkcija ϕ ∈ L1(D, dλ) takva da je Pϕ(z) =
ψ(z), z ∈ D. Sada lako slijedi da

λ

({

z ∈ D : |Pϕ(z)| > 1

2

})

= +∞.

U kontekstu reqenog dokazujemo sƩede�i rezultat.

Teorema 2.6 Neka je P Bergmanova projekcija, P : L1(D, dλ) → B1. Tada
postoji konstanta C > 0 takva

m({z ∈ D : |Pf | > t}) ≤ C

t
‖f‖L1(D,dλ), t > 0, za sve f ∈ L1(D, dλ).

Prije dokazivaƬa Teoreme 2.6 navodimo sƩede�e leme.

Lema 2.1 (Vitalijev tip pokrivaƬa) Za familiju Π otvorenih skupova
Q ⊂ D postoji disjunktna podfamilija Π0 ⊂ Π takva da

m

(

⋃

Q∈Π
Q

)

≤ 25
∑

Q∈Π0

m(Q).

Lema 2.2 (Vitnijeva dekompozicija) Za dati zatvoren skup X ⊂ R2 i Ω =
R2 \X postoji familija kubova Π takva da
(a) Ω =

⋃

Q∈ΠQ, Int(Qi) ∩ Int(Qj) = ∅, i 6= j.
(b) Postoje konstante c1, c2 takve

c1diam(Q) ≤ dist(Q,X) ≤ c2diam(Q), Q ∈ Π(moжemo da uzmemo c1 = 1, c2 = 4).

Maksimalna funkcija Mf za funkciju f ∈ L1(D, dA) na D definisana
je sa

Mf(z) = sup

{

1

m(Q)

∫

Q

|f |dA : z ∈ Q ⊂ D

}

.
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Lema 2.3 Za svako fiksirano t > 0, moжemo da napravimo particiju D =
Ω ∪ F, gdje Ω je otvoren skup, Ω = {z ∈ D : Mf(z) > t} i F = D̄ \ Ω je
zatvoren skup, i vaжi

m(Ω) ≤ 25

t
‖f‖1.

Dokaz. Ako je (Mf)(z) > t, tada postoji kub Qz takav da 1
m(Qz)

∫

Qz
|f |dA > t.

Tako, m(Qz) <
1
t

∫

Qz
|f |dA. Koriste�i Lemu (2.1) i predstavƩaju�i Ω kao

disjunktnu kolekciju, dobijamo

m(Ω) = m(
⋃

z∈D
Qz) ≤ 25

∑

Qz∈Π0

m(Qz) ≤
25

t

∑

Qz∈Π0

∫

Qz

|f |dA ≤ 25

t

∫

D

|f |dA.

�

Dokaz koji predstoji suxtinski je baziran na poznatoj konstruk-
ciji Kalderon-Zigmunda iz teorije singularnih integralnih operatora
(vidjeti [36]). Grubo govore�i, ciƩ je da svaku funkciju f ∈ L1(D, dλ)
predstavimo kao sumu dvije funkcije, f = f1+f2, gdje je f1 ∈ L2(D, dλ), f2 ∈
L1(D, dλ) i onda da na�emo odgovaraju�e slabe ocjene za Pf1 i Pf2 u
odnosu na mjeru m.

Dokaz Teoreme 2.6: Na samom poqetku primijetimo da je nejednakost
trivijalna za sluqaj t ≤ ‖f‖L1(dλ), jer tada

m({z ∈ D : |Pf(z)| > t}) ≤ m(D) = 1 ≤ ‖f‖L1(dλ)

t
.

Zato pretpostavƩamo da je t > ‖f‖L1(dλ).
PonavƩamo jox jedan put oqigledan fakt

f ∈ L1(D, dλ)⇔ f(z) = h(z)(1− |z|2)2, z ∈ D, h ∈ L1(D, dA).

Tako�e, uoqimo dekompoziciju od D datu sa, D = D1 ∪ D2 gdje D1 =
{z ∈ D : |z| ≤ 1 − π

2k
} i D2 = {z ∈ D : 1 − 2π

k
< |z| < 1}, gdje k je fiksiran

prirodan broj, takav da π
2k
< 1

2
.

Bergmanovo reprodukuju�e jezgro K(z, w) je ograniqeno na D1 × D.
Sada je jasno da postoji konstanta C > 0, takva da

m({z ∈ D1 : |Pf(z)| > t}) ≤ C

t
‖f‖L1(dλ).
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Naime, koriste�i QebixevƩevu nejednakost i Fubinijevu teoremu, prosto
dobijamo

m({z ∈ D1 : |Pf(z)| > t}) ≤ 1

t

∫

D1

|Pf(z)|dA(z)

≤ 1

t

∫

D1

∫

D

|f(w)|
|1− zw̄|2dA(w)dA(z)

≤ 1

t

∫

D1

1

|1− zw̄|2dA(z)
∫

D

|f(w)|dA(w)

≤ C

t
‖f‖L1(dλ).

(2.12)

Sa f̄ oznaqi�emo restrikciju funkcije f na D2. U nastavku nax ciƩ
je da pokaжemo da postoji konstanta C > 0 takva da vaжi

m({z ∈ D2 : |P f̄(z)| > t}) ≤ C

t
‖f‖L1(dλ).

Moжemo da predstavimo D2 kao D2 =
⋃k

j=1D
j, gde Dj = {reiθ : 1− 2π

k
< r <

1, 2(j−1)π
k

≤ θ < 2jπ
k
}.

Oznaqimo sa Ω = {z ∈ D2 : |Mh(z)| > t}, i X = D2 \ Ω (X
′

= X \ ({z :
|z| = 1}∪{z : |z| = 1− 2π

k
)})). Sada, jasno da moжemo da primjenimo Lemu3.6

za Ω i X. Taqnije, moжemo da predstavimo Ω kao uniju kubova Qj ∈ Π,
qije su unutraxƬosti me�usobno disjunktne i qiji dijametri su propor-
cionalni Ƭihovom rastojaƬu od X. Treba napomenuti da u procesu kon-
struisaƬa pomenutih kubova, opisanom u i [36], moжemo da formiramo
kubove Q ∈ Π iz Leme (2.2) tako da oni budu naznaqeni krivolinijski
kvadrati u oznaci Dj.

2.2.1 Dobar i lox dio za h

Definixemo dvije funkcije

g(z) =

{

h(z), z ∈ X ′

1
m(Q)

∫

Q
hdA, z ∈ Q ∈ Π

i

b(z) =

{

0, z ∈ X ′

h(z)− 1
m(Q)

∫

Q
hdA, z ∈ Q ∈ Π.

DaƩe, neka je

f1(z) =

{

(1− |z|2)2g(z), z ∈ D2

0, z ∈ D1,



Ocjene norme integralnih operatora na prostorima Besova i Bloha 34

i

f2(z) =

{

(1− |z|2)2b(z), z ∈ D2

0, z ∈ D1.

Tako, f̄ = f1 + f2,tj. P f̄(z) = Pf1(z) + Pf2(z) xto povlaqi

{z ∈ D2 : |P f̄(z)| > t} ⊂ A ∪ B, gdje A = {z ∈ D2 : |Pf1(z)| >
t

2
},

i B = {z ∈ D2 : |Pf2(z)| > t
2
}.

2.2.2 Dobar dio ocjene

Ovdje nam je potrebna trivijalna nejednakost,

ako f ∈ L2(D, dλ), tada |Pf(0)|2 ≤
∫

D

|f |2dλ.

Koriste�i Pf1 ∈ B2, Pf1(z) =
∑∞

n=0 anz
n, z ∈ D, i rezultat Teoreme 2.5

daje

m(A) ≤ 4

t2

∫

D2

|Pf1(z)|2dA(z) ≤
4

t2

∫

D

|Pf1|2dA(z)

≤ 4

t2

∞
∑

n=0

|an|2
n+ 1

=
4

t2

(

|Pf1(0)|2 +
∞
∑

n=1

|an|2
n+ 1

)

≤ 4

t2

(∫

D

|f1|2dλ+ ‖Pf1‖2B2

)

≤ 20

t2

∫

D

|f1|2dλ.

(2.13)

Lako je da se provjeri da je |g(z)| ≤ Mh(z) ≤ t za z ∈ X
′

. Xtavixe,
za z ∈ Q ∈ Π definixemo Q∗ = 4Q i iz Leme (2.2) imamo Q∗ ∩ X ′ 6= ∅.
Predhodne relacije povlaqe

|g(z)| ≤ 1

m(Q)

∫

Q

|h|dA ≤ 16

m(Q∗)

∫

Q∗

|h|dA ≤ 16max
X′

Mh ≤ 16t, z ∈ Q.
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Kako |h(z)| = |g(z)| ≤ t, z ∈ X ′

, imamo

∫

D2

|f1|2dλ =

∫

X
′

|f1|2dλ+

∫

Ω

|f1|2dλ

≤ Ct

k4

∫

X
′

|f |dλ+ 16
Ct

k4

∑

Q∈Π

∫

Q

|f1|dλ

=
Ct

k4

∫

X′

|f |dλ+ 16
Ct

k4

∑

Q∈Π

∫

Q

|h|dA

=
Ct

k4

∫

X′

|f |dλ+ 16
Ct

k4

∑

Q∈Π

∫

Q

|f |dλ

≤ 16
Ct

k4

∫

D2

|f |dλ ≤ 16
Ct

k4

∫

D

|f |dλ,

(2.14)

xto povlaqi da je

m(A) ≤ C

t
‖f‖L1(D,dλ).

U nizu nejednakosti (2.14), a i u nastavku ovog paragrafa, konstanta C
je data bez taqne vrijednosti i moжe da se mijeƬa od sluqaja do sluqaja.

2.2.3 Loxi dio ocjena

PoqiƬemo sa dekompozicijom funkcije b, b =
∑

Q∈Π bQ, gdje

bQ(z) =

{

0, z ∈ D \Q
h(z)− 1

m(Q)

∫

Q
hdA, z ∈ Q (2.15)

f2 =
∑

Q

fQ, (fQ(z) = (1− |z|2)2bQ(z), z ∈ D).

Koriste�i Lemu (3.6) i konstrukciju imamo,

m({z ∈ Ω : |Pf2(z)| >
t

2
}) ≤ m(Ω) ≤ 25

t
‖h‖L1(D,dA) ≤

25

t
‖f‖L1(D,dλ).

DaƩe, za z ∈ X ′

,

PfQ(z) =

∫

Q

(1− |w|2)2bQ(w)
(1− zw̄)2

dA(w),

|PfQ(z)| ≤ 4

∫

Q

|bQ|dA(w) = 4

∫

Q

|fQ(w)|dλ(w).
(2.16)
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Tada,
∫

X
′

|Pf2(w)|dA(w) ≤ 4
∑

Q

∫

Q

|bQ|dA

≤ 8
∑

Q

∫

Q

|h|dA ≤ 8

∫

D

|f |dλ.
(2.17)

primjeƬuju�i QebixevƩevu nejednakost dobijamo

m({z ∈ X ′ : |Pf2(z)| >
t

2
}) ≤ 2

t

∫

X
′

|Pf2|dA ≤
16

t

∫

D

|f |dλ. (2.18)

Konaqno, (2.17) i (2.18) povlaqe

m({z ∈ D2 : |Pf(z)| > t}) < C

t
‖f‖L1(D,dλ).

�

2.3 Adjungovana Bergmanova projekcija i Besov pros-

tor B1

U ovoj glavi u fokusu razmatraƬa je adjungovana Bergmanova projek-
cija i Besov prostor B1, tj. operator P ∗ : (B1)

∗ → (L1(D, dλ))∗. Kao xto
smo ve� vidjeli Bergmanova projekcija P surjektivno slika L1(D, dλ)
prostor na B1. Teoreme o Zatvorenom grafiku povlaqi da je u tom sluqaju
P ograniqeno preslikavaƬe, pa prema tome i P ∗. KƩuqni rezultat ove
glave odnosi se na ocjenu norme od P ∗ sa dvije strane, tj. pokazano je
da je 2 ≤ ‖P ∗‖ ≤ 4.

SƩede�a teorema odnosi se na klasifikciju dualnih prostora za
BesovƩev prostor Bp, 1 ≤ p ≤ +∞. Treba napomenuti da se kontekst
dualnosti odnosi na dejstvo funkcionala f na naqin:

〈f, g〉 =
∫

D

f ′(z)g′(z)dA(z).

Teorema 2.7 (1)B∗
p
∼= Bq ako 1 ≤ p < +∞ i 1

p
+ 1

q
= 1;

(2) B0
∗ ∼= B1.

Prije dokaza pomenutog rezultata (Teorema 2.9), dokaza�emo da je
Bergmanova projekcija P neograniqeno preslikavaƬe iz posebno defi–
nisanog prostora L1

α(D, dλ) u B1.
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Naime, pretpostavimo da je −2 < α ≤ −1 i definixemo dλα = (1 −
|z|2)αdA(z). Kako je dλα ≤ dλ, slijedi da L1(D, dλ) ⊂ L1(D, dλα). U nastavku
posmatra�emo L1(D, dλ) kao vektorski potprostor normiranog prostora
L1(D, dλα), u oznaci L1

α(D, dλ), sa normom iz xireg prostora L1(D, dλα).
SƩede�i jednostavan rezultat odnosi se na dual prostora L1

α(D, dλ).

Lema 2.4 Dualan prostor (L1
α(D, dλ))

∗je izometriqno izomorfan sa L∞(D, dλα).

Dokaz Prema Han-Banahovoj teoremi svakom ograniqenom funkcionalu
ϕ ∈ (L1

α(D, dλ))
∗ moжemo da pridruжimo Ƭegovu ekstenziju ψ on L1(D, dλα),

tj. ψ ∈ (L1(D, dλα))
∗ = L∞(D, dλα), gdje

‖ψ‖ ≤ ‖ϕ‖.

Sa druge strane, qiƬenica da je L1
α(D, dλ) gust u L1(D, dλα) povlaqi

‖ψ‖ = ‖ϕ‖,

i da je ψ jedinstveno.
Sliqno, svakom ψ ∈ (L1(D, dλα))

∗ moжemo da pridruжimo odgovaraju�u
ograniqenu restrikciju na L1

α(D, dλ) sa istim gore pomenutim osobi-
nama. Prema tome, zakƩuqujemo da je opisana korespondencija izomet-
riqni izomorfizam. �

Teorema 2.8 Neka je dλα = (1−|z|2)αdA(z), −2 < α ≤ −1 i P je Bergmanova
projekcija P : L1

α(D, dλ)→ B1. Tada je P neograniqen operator.

Dokaz.
Prema Lemi 2.4, identifikova�emo dualan prostor (L1

α(D, dλ))
∗ sa

L∞(D, dλα). Sada, posmatramo adjungovan operator P ∗ : B → L∞(D, dλα).
Potrebno je da predhodno odredimo formu operatora P ∗.
Na poqetku tretira�emo funkciju g kao polinom ili proizvoƩnu funkciju
iz Blohovog prostora sa ograniqenim izvodom. Koriste�i klasiqnu
definiciju za adjungovan operator

P ∗g(f) = g(Pf), gdje g ∈ B, f ∈ L1(D, dλ). (2.19)

Identitet u (2.19) je ekvivalentan sa

∫

D

f(z)P ∗g(z)dλα(z) =

∫

D

(Pf)′(z)g′(z)dA(z)

=

∫

D

∫

D

2f(w)w̄

(1− zw̄)3
dA(w)g′(z)dA(z).

(2.20)
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U ciƩu da primjenimo Fubinijevu teoremu na desnu stranu od (2.20),
pretpostavi�emo da je f neprekidna funkcija sa kompaktnim nosaqem u
D, tj. f ∈ C0(D).Sada smo u poziciji da primjenimo Fubinijevu teoremu,
i dobijamo

∫

D

f(w)P ∗g(w)dλα(w) = 2

∫

D

f(w)(1− |w|2)−αw̄

∫

D

g′(z)

(1− zw̄)3
dA(z)dλα(w).

(2.21)
Na lijevoj i desnoj strani od (2.21) imamo dva ograniqena funkcionala
na L1(D, dλ), koja su identiqna na C0(D), prema tome zakƩuqujemo da su
isti.
Drugim rijeqima, imamo

P ∗g(z) = 2(1− |z|2)−αz

∫

D

g′(w)

(1− zw̄)3
dA(w), z ∈ D. (2.22)

Do sada odredili smo formu za P ∗ na potprostoru ograniqenih funkcija
u B i u nastavku dokazujemo da P ∗ nije ograniqen na navedenom potpros-
toru u odnosu na normu prostora B .

Posmatramo funkcije

gnz (w) =
1

Cn

n
∑

k=0

z̄kwk+1, w ∈ D, za fiksirano z ∈ D, n ∈ N

i Cn = 1 +
∑n

k=1

(

k
k+1

)
k
2 . Lako je da se pokaжe da gnz ∈ B0 i ‖gnz ‖B ≤

1.Tako�e, vaжi Cn = O(n), n→ +∞.
Sa druge strane, imamo

P ∗gnz (z) = 2(1− |z|2)−αz

∫

D

(gnz (w))
′

(1− zw̄)3
dA(w). (2.23)

Tada za fiksirano z ∈ D, koriste�i Tejlorov razvoj za funkciju 1
(1−zw̄)3

,

formulu (gnz (w))
′ = 1

Cn

∑n
k=0(k+1)z̄kwk i ortogonalnost, dobijamo sƩede�i

niz jednakosti

P ∗gnz (z) =
2

Cn

(1− |z|2)−αz

∫

D

n
∑

k=0

(k + 1)z̄kwk

∞
∑

l=0

Γ(3 + l)

l!Γ(3)
zlw̄ldA(w)

=
1

Cn

(1− |z|2)−αz
n
∑

k=0

(k + 1)
Γ(k + 3)

k!
|z|2k

∫

D

|w|2kdA(w)

=
1

Cn

(1− |z|2)−αz

n
∑

k=0

(k + 1)(k + 2)|z|2k.

(2.24)
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Sada, primijetimo da limn→+∞
∑n

k=0(k+1)(k+2)|z|2k = 2
(1−|z|2)3 , z ∈ D,tj.

n
∑

k=0

(k + 1)(k + 2)|z|2k

=
−2 + |z|2+2n (6 + 5n+ n2 − 2(1 + n)(3 + n)|z|2 + (1 + n)(2 + n)|z|4)

(|z|2 − 1)3
.

(2.25)

Biraju�i niz zn = 1− 1
n
, prema relaciji (2.25), dobijamo

|P ∗gnzn(zn)| ≍ n2+α, n→ +∞.

�

Napomenimo da an ≍ bn, n→∞ oznaqava

0 < C1 ≤ lim
n→∞

an
bn
≤ C2 <∞,

gdje su C1, C2 konstante nezavisne od n.
SƩede�a tehniqka lema bi�e od znaqaja za dokaz najavƩenog rezultata
sa poqetka ove sekcije formulisanog u Teoremi 2.9.

Lema 2.5 Neka je B Blohov prostor. Ako je f ∈ B tada

sup
z∈D

(1− |z|2)2|(z2f ′(z))′| ≤ 4‖f‖B.

Dokaz. Koriste�i Koxijevu integralnu formulu za analitiqku funkciju
f, za fiksirano z ∈ D i |z| < r < 1 imamo

(1− |z|2)2|(z2f ′(z))′| = (1− |z|2)2
∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫

|ξ|=r

ξ2f ′(ξ)

(ξ − z)2
dξ

∣

∣

∣

∣

= (1− |z|2)2
∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫ 2π

0

r3e3itif ′(reit)

(reit − z)2
dt

∣

∣

∣

∣

≤ r3‖f‖B
2π(1− r2)

(1− |z|2)2
∫ 2π

0

dt

|reit − z|2dt

=
r3‖f‖B

2π(1− r2)
(1− |z|2)2 1

r2

∫ 2π

0

1

1− z
r
e−it

1

1− z̄
r
eit
dt

=
r‖f‖B
(1− r2)

(1− |z|2)2
∞
∑

n=0

|z|2nr−2n

= r3‖f‖B
(1− |z|2)2

(1− r2)(r2 − |z|2)

≤ ‖f‖B
(1− |z|2)2

(1− r2)(r2 − |z|2) .

(2.26)
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Sa druge strane, za fiksirano z moжemo da izaberemo r tako da vri-

jednost funkcije ϕ(r) = (1−r2)(r2−|z|2) bude maksimalna,tj. za r =
√

1+|z|2
2

dostiжe se maksimalna vrijednost ϕmax = (1−|z|2)2
4

. Konaqno,

sup
z∈D

(1− |z|2)2|(z2f ′(z))′)| ≤ 4‖f‖B.

�

Teorema 2.9 Neka je P Bergmanova projekcija, P : L1(D, dλ) → B1. Tada je
P ∗ ograniqen operator i

2 ≤ ‖P ∗‖ ≤ 4.

Dokaz.
Kao xto smo ve� vidjeli u dokazu Teoreme 2.11, adjungovan operator

P ∗ : B → L∞ djeluje na sƩede�i naqin

∫

D

f(z)P ∗g(z)dλ(z) =

∫

D

(Pf)′(z)g′(z)dA(z)

= 2

∫

D

∫

D

f(w)w̄

(1− zw̄)3
dA(w)g′(z)dA(z),

(2.27)

gdje je f ∈ L1(D, dλ) i g je Blohova funkcija.
Koriste�i elementarnu formulu za normu funkcionala x∗ na Banahovom
prostoru X,
‖x∗‖ = sup {| 〈x, x∗〉 | : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}, zakƩuqujemo

‖P ∗g‖ = 2 sup
‖f‖≤1

∣

∣

∣

∣

∫

D

∫

D

f(w)w̄

(1− zw̄)3
dA(w)g′(z)dA(z)

∣

∣

∣

∣

. (2.28)

Jasno, u posledƬoj relaciji moжemo da uzmemo da je f neprekidna
funkcija sa kompaktnim nosaqem, tj. f ∈ C0(D). Tako, za fiksirano
f ∈ C0(D), ‖f‖L1(D,dλ) = 1, imamo

∣

∣

∣

∣

∫

D

∫

D

f(w)w̄

(1− zw̄)3
dA(w)g′(z)dA(z)

∣

∣

∣

∣

= lim
r→1−

∣

∣

∣

∣

∫

rD

∫

D

f(w)w̄

(1− zw̄)3
dA(w)g′(z)dA(z)

∣

∣

∣

∣

= lim
r→1−

∣

∣

∣

∣

∣

∫

D

f(w)w̄(1− |w|2)2
∫

rD

g′(z)

(1− zw̄)3
dA(z)dλ(w)

∣

∣

∣

∣

∣

.

(2.29)
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Dualnost prostora (L1(D, dλ))∗ = L∞(D, dλ) povlaqi

lim
r→1−

∣

∣

∣

∣

∣

∫

D

f(w)w̄(1− |w|2)2
∫

rD

g′(z)

(1− zw̄)3
dA(z)dAdλ(w)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ lim
r→1−

sup
z∈D

(1− |z|2)2
∣

∣

∣

∣

z

∫

rD

g′(w)

(1− zw̄)3
dA(w)

∣

∣

∣

∣

= lim
r→1−

sup
z∈D

(1− |z|2)2
∣

∣

∣

∣

z

∫

D

g′(rw)

(1− rzw̄)3
rdA(w)

∣

∣

∣

∣

≤ lim
r→1−

sup
z∈D

(1− |z|2)2|z||ϕ(rz)|,

(2.30)

gdje je ϕ(z) =
∫

D
g′(rw)

(1−zw̄)3
dA(w) analitiqka funkcija od z. Xtavixe,

lim
r→1−

sup
z∈D

(1− |z|2)2|z||ϕ(rz)| = sup
z∈D

(1− |z|2)2|z||ϕ(z)|. (2.31)

Dokaжimo (2.31).Za ω = reit, t ∈ [0, 2π), r ∈ [0, 1), koriste�i fakt da je
|ϕ(ωz)| subharmonijska za fiksirano z, zakƩuqujemo da je funkcija

sup
z∈D

(1− |z|2)2|ωzϕ(ωz)|

tako�e subharmonijska po ω.Prema principu maksimuma za subharmoni-
jske funkcije imamo

lim
r→1−

sup
z∈D

(1− |z|2)2|rz||ϕ(rz)| ≤ sup
ω∈D

sup
z∈D

(1− |z|2)2|ωz||ϕ(ωz)|

≤ sup
t∈[0,2π)

sup
z∈D

(1− |z|2)2|eitz||ϕ(eitz)|

= sup
z∈D

(1− |z|2)2|z||ϕ(z)|.
(2.32)

DaƩe, ako je zn niz u D takav da

sup
z∈D

(1− |z|2)2|z||ϕ(z)| = lim
n→∞

(1− |zn|2)2|zn||ϕ(zn)|,

onda za rn = 1− (1− |zn|)/n, imamo

lim
r→1−

sup
z∈D

(1−|z|2)2|z||ϕ(rz)| ≥ (1−|zn/rn|2)2|zn||ϕ(zn)| = (1−|yn|2)2|rnyn||ϕ(rnyn)|,

pri qemu |yn| = |zn|/(1− (1− |zn|)/n) < 1 za n > 1. Kako je

lim
n→∞

1− |zn|2
1− |zn/rn|2

= 1,
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slijedi
lim
r→1−

sup
z∈D

(1− |z|2)2|rz||ϕ(rz)| ≥ sup
z∈D

(1− |z|2)2|z||ϕ(z)|.

Konaqno, imamo

‖P ∗g‖ ≤ 2 sup
z∈D

(1− |z|2)2
∣

∣

∣

∣

z

∫

D

g′(w)

(1− zw̄)3
dA(w)

∣

∣

∣

∣

, (2.33)

za g ∈ B.
Nax ciƩ je da odredimo konstantu C takvu da

2 sup
z∈D

(1− |z|2)2
∣

∣

∣

∣

z

∫

D

g′(w)

(1− zw̄)3
dA(w)

∣

∣

∣

∣

≤ C‖g‖B. (2.34)

Zapiximo w u polarnim koordinatama, w = reit , tada

z

∫

D

g′(w)

(1− zw̄)3
dA(w) = z

1

π

∫ 1

0

rdr

∫ 2π

0

g′(reit)

(1− zre−it)3
dt

= z
1

π

∫ 1

0

rdr

∫

|ξ|=r

g′(ξ)ξ2

(ξ − zr2)3
dξ.

(2.35)

Koxijeva integralna formula primjeƬena na posledƬi integral u (2.35)
daje

z
1

π

∫ 1

0

rdr

∫

|ξ|=r

g′(ξ)ξ2

(ξ − zr2)3
dξ = z

∫ 1

0

(g′(ξ)ξ2)
′′

|ξ=zr2rdr

=
1

2

∫ z

0

(g′(ξ)ξ2)
′′

dξ

=
1

2
(z2g′(z))

′

.

(2.36)

Prema Lemi 5, imamo

2 sup
z∈D

(1− |z|2)2
∣

∣

∣

∣

z

∫

D

g′(w)

(1− zw̄)3
dA(w)

∣

∣

∣

∣

≤ sup
z∈D

(1− |z|2)2|(z2g′(z))′|

≤ 4‖g‖B.

(2.37)

Na kraju, dajemo i ocjenu sa doƬe strane za ‖P ∗‖.
Neka je g = 1

2
log[(1+z)/(1−z)]. Tada g′ = 1/(1−z2). Iz (2.29), dobijamo

〈P ∗g, f〉 = 2 lim
r→1−

∣

∣

∣

∣

∣

∫

D

f(w)w̄(1− |w|2)2
∫

rD

g′(z)

(1− zw̄)3
dA(z)dλ(w)

∣

∣

∣

∣

∣

.



Ocjene norme integralnih operatora na prostorima Besova i Bloha 43

Odredimo

Ir =

∫

rD

g′(z)

(1− zw̄)3
dA(z).

Imamo

Ir =

∫

rD

1

1− z̄2
1

(1− zw̄)3
dA(z).

DaƩe,
1

1− z̄2
1

(1− zw̄)3
=

1

2

∞
∑

k=0

z̄2k
∞
∑

j=2

j(j − 1)zj−2w̄j−2

i iz z = ρeit, dobijamo

1

1− z̄2
1

(1− zw̄)3
=

1

2

∞
∑

k=0

(2k + 2)(2k + 1)ρ4kw̄2k +
∑

l∈Z\{0}
eiltAl(ρ, w),

gdje funkcije Al(ρ, w),l ∈ Z \ {0} ne zavise od t. Tako je

Ir =
1

2π

∞
∑

k=0

∫ 2π

0

dt

∫ r

0

(2k + 2)(2k + 1)ρ4k+1w̄2kdρ

=
∞
∑

k=0

(k + 1)r4k+2w̄2k

=
r2

(1− r4w̄2)2
.

Prema tome,

〈P ∗g, f〉 = 2 lim
r→1−

∣

∣

∣

∣

∫

D

f(w)w̄(1− |w|2)2 r2

(1− r4w̄2)2
dλ(w)

∣

∣

∣

∣

= 2

∫

D

f(w)
w̄(1− |w|2)2
(1− w̄2)2

dλ(w).

Xto povlaqi da je

‖P ∗g‖ = sup
‖f‖≤1

| 〈P ∗g, f〉 | = 2 sup
|w|<1

∣

∣

∣

∣

w̄(1− |w|2)2
(1− w̄2)2

∣

∣

∣

∣

= 2.

Kako je Blohova norma od g jednaka 1, to povlaqi ‖P ∗‖ ≥ 2 , xto je i
traжeno.

�

U kontekstu dokazanog ostaje otvoren problem odre�ivaƬa taqne norme
adjungovane Bergmanove projekcije. Vjerujemo da je dati problem u vezi
sa narednom hipotezom.
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Hipoteza 2.1 Za dati funkcional

P (f) := sup
|z|<1

(1− |z|2)2|(z2f ′(z))|

odrediti supremum pod uslovom da f ∈ B, ‖f‖ = 1.

2.4 Bergmanova projekcija i Blohov prostor, vixe–

dimenzionalni sluqaj

Postoji vixe naqina da se definixe norma na Blohovom prostoru B
koja ga qini Banahovim (vidjeti [40]). U ovoj glavi Blohov prostor tre-
tira�emo kao graniqi sluqaj Besovog prostora za p =∞. Odgovaraju�u
normu na B definisa�emo kao graniqnu normu Besovih prostora Bp za
p → ∞. Za tako dobijenu normu odredi�emo normu Bergmanove projek-
cije na Blohovom prostoru.

Na poqetku podvucimo da Besov prostor Bp na jediniqnoj lopti B ⊂
C

n tretiramo kao prostor koji sadrжi sve analitiqke funkcije f u B

takve da je norma

‖f‖pBp
=

∑

|m|≤N−1

∣

∣

∣

∣

∂|m|f

∂zm
(0)

∣

∣

∣

∣

p

+
∑

|m|=N

∫

B

∣

∣

∣

∣

(1− |z|2)N ∂
Nf

∂zm
(z)

∣

∣

∣

∣

p

dτ(z), (2.38)

konaqna, pri qemu je N prirodan broj takav da vaжi pN > n. Mjera dτ
je data sa

dτ(z) =
dv(z)

(1− |z|2)n+1
, z ∈ B

a multi-indeks m, predstavƩa n-torku nenegativnih cijelih brojeva,
m = (m1, ...,mn), gdje |m| =

∑n
i=1mi.

Pod polu-normom ‖ · ‖βp u prostoru Besova Bp (0 < p < ∞) podrazumije-
vamo

‖f‖pβp
=
∑

|m|=N

∫

B

∣

∣

∣

∣

(1− |z|2)N ∂
Nf

∂zm
(z)

∣

∣

∣

∣

p

dτ(z).

Kada je p =∞, Besov prostor Bp je Blohov prostor, B∞ = B. Жelimo da
definixemo normu (polu-normu) na Blohovom prostoru B∞ indukovanu
sa Besovog prosotora Bp za p→∞.
Prije nego izvedemo eksplicitnu formulu za traжenu normu, navodimo
skra�enu varijantu Teoreme 1.9 (Teorema 3.5 iz [40]).
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Teorema 2.10 Predpostavimo da je N pozitivan cijeli broj i f je analitiqka
funkcija u B, tada su slede�i uslovi ekvivalenti :
(1) f ∈ B
(2) funkcije

(1− |z|2)N ∂
Nf

∂zm
(z), |m| = N,

su ograniqene u B.

U narednoj lemi izvodimo fromulu za polu-normu na Blohovom pros-
toru kada p→ +∞.

Lema 2.6 Neka je Bp, 1 < p <∞, Besov prostor i ‖·‖Bp Besova norma defin-
isana sa (2.38), tada

‖f‖βp → ‖f‖B̃, p→∞ za f ∈ Br ∩ B za neko r ∈ (1,∞),

gdje je

‖f‖B̃ = max
|m|=N

sup
z∈B

(1− |z|2)N
∣

∣

∣

∣

∂Nf

∂zm
(z)

∣

∣

∣

∣

. (1)

Dokaz. Dokaza�emo teoremu u opxtem sluqaju. Naime, ako je {fk}Nk=1 niz
mjerƩivih funkcija na mjerƩivom prostoru (Ω, µ) takav da

fk ∈ Lr(Ω, µ) ∩ L∞(Ω, µ), k = 1, ..., N, za neko r ∈ (1,∞),

tada
(

N
∑

k=1

‖fk‖pp

)
1
p

→ max
1≤k≤N

‖fk‖∞.

PosledƬa relacija je laka posƩedica poznate relacije limp→∞ ‖fk‖p →
‖fk‖∞ (vidjeti [33]) i sƩede�ih oqiglednih nejednakosti

(

N
∑

k=1

‖fk‖pp

)1/p

≤ N1/p max
k
{‖fk‖p},

i
(

N
∑

k=1

‖fk‖pp

)1/p

≥ max
k
{‖fk‖p}.

Ako f ∈ Br ∩ B za neko r > 1, onda

‖f‖B̃ = lim
p→∞

‖f‖βp = max
|m|=N

sup
z∈B

∣

∣

∣

∣

(1− |z|2)N ∂
Nf

∂zm
(z)

∣

∣

∣

∣

.
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�

Primijetimo da na isti naqin vaжi




∑

|m|≤N−1

∣

∣

∣

∣

∂|m|f

∂zm
(0)

∣

∣

∣

∣

p




1
p

→ max
|m|≤N−1

∣

∣

∣

∣

∂|m|f

∂zm
(0)

∣

∣

∣

∣

, za p→∞.

U skladu sa Lemom (2.6) definisa�emo taqnu normu ‖ · ‖B na Blohovom
prostoru na naqin

‖f‖B = max
|m|≤N−1

∣

∣

∣

∣

∂|m|f

∂zm
(0)

∣

∣

∣

∣

+ max
|m|=N

sup
z∈B

∣

∣

∣

∣

(1− |z|2)N ∂
Nf

∂zm
(z)

∣

∣

∣

∣

, f ∈ B, N ∈ N,

(2.39)
i odgovaraju�u polu-normu ‖ · ‖B̃ sa

‖f‖B̃ = max
|m|=N

sup
z∈B

∣

∣

∣

∣

(1− |z|2)N ∂
Nf

∂zm
(z)

∣

∣

∣

∣

, f,∈ B N ∈ N. (2.40)

Iako u definiciji (2.38) norme ‖ · ‖Bp za Besov prostor Bp imamo
uslov pN > n, prema formuli (2.39) moжemo da definixemo ‖ · ‖B na B za
svako N. Predhodno svojstvo nije iznena�uju�e imaju�i u vidu da vaжi
∞ ·N > n. Dokaz sƩede�e leme predstavƩa rutinsku provjeru i zato
ga izostavƩamo.

Lema 2.7 Blohov prostor B je Banahov prostor u normi (2.39).

U nastavku sa B̃-normom i B-normom Bergmanove projekcije Pα : L∞ →
B podrazumijevamo

‖Pα‖B̃ = sup
‖g‖∞≤1

‖Pαg‖B̃, (2.41)

i
‖Pα‖B = sup

‖g‖∞≤1

‖Pαg‖B, (2.42)

respektivno.

Predstoje�a tehniqka lema bi�e od znaqaja u dokazu glavne Teoreme
2.11 (za dokaz vidjeti [19]).

Lema 2.8 Za multi-indeks m = (m1, ...,mn) ∈ Nn
0 imamo

∫

S

|ζm|dσ(ζ) = (n− 1)!
∏n

i=1 Γ(1 +
mi

2
)

Γ(n+ |m|
2
)

(2.43)

i
∫

B

|zm|dvα(z) =
Γ(1 + α + n)

Γ(1 + α + n+ |m|
2
)

n
∏

i=1

Γ(1 +
mi

2
), (2.44)

pri qemu wm :=
∏n

i=1w
mi
i , i |m| =∑n

i=1mi.
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Sada slijedi glavni rezultat ovog poglavƩa.

Teorema 2.11 Neka je Pα Bergmanova projekcija Pα : L∞(B) → B, gdje je B
Blohov prostor sa polu-normom (2.40). Tada je

‖Pα‖B̃ =
Γ(n+N + α + 1)Γ(N)

Γ2(N
2
+ n+α+1

2
)

.

Dokaz. Neka je P Bergmanova projekcija, P : L∞(B) → B. Kako je P
surjektivno preslikavaƬe, za svako f ∈ B postoji g ∈ L∞(B) takvo da
f = Pg, tj.

f(z) =

∫

B

g(w)

(1− 〈z, w〉)n+1+α
dvα(w), z ∈ B. (2.45)

Diferenciraju�i ispod znaka integrala u (2.45) dobijamo

‖Pαg‖B̃ = max
|m|=N

sup
z∈B

(1− |z|2)N
∣

∣

∣

∣

∂Nf(z)

∂zm

∣

∣

∣

∣

≤ ‖g‖∞
Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

sup
z∈Bn

(1− |z|2)N
∫

Bn

|hm(w)|
|1− 〈z, w〉 |n+1+N+α

dvα(w).

(2.46)

Tako dobijamo

‖Pα‖B̃ ≤
Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

sup
z∈B

(1− |z|2)N
∫

Bn

|hm(w)|
|1− 〈z, w〉 |n+1+N+α

dvα(w),

(2.47)
gdje hm(w̄) = w̄m = (w̄1)

m1 ...(w̄n)
mn ,
∑

mn = N.
Za fiksirano z ∈ B uvodimo smjenu promjenƩivih w = ϕz(ω). Ko-

riste�i formulu za realan Jakobijan

(JRϕz)(ω) =

(

1− |z|2
|1− 〈z, ω〉 |2

)n+1

,

i identitet (4) Teorema 1.1 imamo

dvα(w) = cα(1− |w|2)αdv(w) = cα

(

1− |z|2
|1− 〈z, ω〉 |2

)n+1
(1− |z|2)α(1− |ω|2)α

|1− 〈z, ω〉 |2α dv(ω)

(2.48)

PrimjeƬuji�i (2.48) u (2.47) imamo

‖Pα‖B̃ ≤
Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

sup
z∈B

(1− |z|2)N
∫

B

|hm(w)|
|1− 〈z, w〉 |n+N+α+1

dvα(w)

=
Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

sup
z∈B

∫

B

|hm(ϕz(ω))|
|1− 〈z, ω〉 |n−N+α+1

dvα(ω).

(2.49)
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DaƩe,

‖Pα‖B̃ ≤
Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

sup
z∈B

∫

B

|hm(ϕz(ω))|
|1− 〈z, ω〉 |n−N+α+1

dvα(ω)

≤ Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

(

sup
ω∈B

|hm(ω)|
)

sup
z∈B

∫

B

1

|1− 〈z, ω〉 |n−N+α+1
dvα(ω).

(2.50)

U nastavku, primjetimo da za svaki polinom hm, |hm(ω)| ≤ 1. Maksimalna
vrijednost se dostiжe, na primjer za h(N,0,...,0)(ω) = h1(ω) = ωN

1 i ω = e1.
Prema tome, zakƩuqujemo

‖Pα‖B̃ ≤
Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)
sup
z∈B

∫

B

1

|1− 〈z, ω〉 |n−N+α+1
dvα(ω). (2.51)

Nax naredni ciƩ je da odredimo maksimum funkcije m(z), gdje je

m(z) =
Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)

∫

B

dvα(ω)

|1− 〈z, ω〉 |n−N+α+1
, z ∈ B.

Koriste�i uniformnu konvergenciju i qiƬenicu da su 〈z, ω〉k1 i 〈z, ω〉k2,
(k1, k2 ∈ N, k1 6= k2) ortogonalni u L2(B, dvα(ω)), i polarne koordinate, do-
bijamo niz slede�ih jednakosti

m(z) =
Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)

∫

B

dvα(ω)

|1− 〈ζ, ω〉 |n−N+α+1
dvα(ω)

=
Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)

∞
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

Γ(k + λ)

k!Γ(λ)

∣

∣

∣

∣

2 ∫

B

| 〈z, ω〉 |2kdvα(ω)

=
2nΓ(n+N + α + 1)

n!Γ(α + 1)

∞
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

Γ(k + λ)

k!Γ(λ)

∣

∣

∣

∣

2 ∫ 1

0

r2n+2k−1(1− r2)αdr

∫

S

| 〈z, ξ〉 |2kdσ(ξ)

(2.52)

gdje je λ = n−N+α+1
2

i ω = rξ, |ξ| = 1.

Unitarna matrica U, Uξ = ξ′(ξ′ = (ξ′1, ..., ξ
′
n), ξ

′
1 = 〈ξ,z〉

|z| ) (vidjeti [40])
primjeƬena na posledƬi povrxinski integral daje

m(z) =
Γ(n+N + α + 1)

n!Γ(α + 1)

∞
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

Γ(k + λ)

k!Γ(λ)

∣

∣

∣

∣

2
nΓ(n+ k)Γ(α + 1)

Γ(n+ k + α + 1)

∫

S

|ξ′1|2kdσ(ξ′)|z|2k.

(2.53)
Konaqno, prema Lemi (2.8) imamo
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m(z) =
Γ(n+N + α + 1)

Γ2(λ)

∞
∑

k=0

Γ2(k + λ)

k!Γ(n+ k + α + 1)
|z|2k

=
Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)
2F1(λ;λ;n+ α + 1, |z|2),

(2.54)

gdje je 2F1(λ;λ;n + α + 1, |z|2) hipergeometrijska funkcija. Koriste�i
formulu

d

dx
2F1(a, b; c; x) =

ab

c
2F1(a+ 1, b+ 1; c+ 1; x),

zakƩuqujemo da je maksimum od 2F1(λ;λ;n+α+1, |z|2) je 2F1(λ;λ;n+α+1, 1).
Tako

sup
z∈B

m(z) =
Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)
2F1(λ;λ;n+ α + 1, 1)

=
Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)

Γ(n+ α + 1)Γ(N)

Γ2(N
2
+ n+α+1

2
)
,

(2.55)

tj.

‖Pα‖B̃ ≤
Γ(n+N + α + 1)Γ(N)

Γ2(N
2
+ n+α+1

2
)

, N ∈ N (2.56)

U relaciji (2.55) koristili smo Gausov identitet za hipergeometrijske
funkcije, taqnije Teoremu 1.19. Naime, za Re(c− a− b) > 0, imamo

2F1(a; b; c, 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
.

Dokaжimo obratnu nejednakost. Kako je funkcija |hm(ω)| subharmonijska
u B, to postoji ζ0 ∈ S tako da

max
|ζ|=1

|hm(ζ)| = |hm(ζ0)|.

Kao xto je ve� naglaxeno ako je hk(ω) = ωN
k i ζ0 = ek, (hk(ω) = h(0,..,N,..,0)(w)),

onda |hk(ζ0)| = 1. Fiksiramo zr = rζ0, i funkciju gzr(w) =
(1−〈zr,w〉)n+N+α+1

|1−〈zr,w〉|n+N+α+1 .

Jasno da vaжi ‖gzr‖∞ = 1. Tada je

‖Pαgzr‖B̃ =
Γ(N + n+ α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

sup
z∈B

(1− |z|2)N
∣

∣

∣

∣

∫

B

gzr(w)hm(w)dvα(w)

(1− 〈z, w〉)n+N+α+1

∣

∣

∣

∣

≥ Γ(N + n+ α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

(1− |zr|2)N
∣

∣

∣

∣

∫

B

hm(w)dvα(w)

|1− 〈zr, w〉 |n+N+α+1

∣

∣

∣

∣

.

(2.57)



Ocjene norme integralnih operatora na prostorima Besova i Bloha 50

Koriste�i zamjenu promjenƩivih, w → ϕzr(ω), kao u proxlom sluqaju
imamo

‖Pαgzr‖B̃ ≥
Γ(N + n+ α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

∣

∣

∣

∣

∫

B

hm(ϕzr(w))dvα(w)

|1− 〈zr, w〉 |n−N+α+1

∣

∣

∣

∣

. (2.58)

Kako je

∣

∣

∣

∣

∫

B

hm(ϕzr(ω))dvα(ω)

|1− 〈zr, w〉 |n−N+α+1

∣

∣

∣

∣

≤
∫

B

dvα(ω)

|1− 〈zr, ω〉 |n−N+α+1
<∞,

moжemo da primjenimo Lebegovu teoremu o dominantnoj konvergenciji

‖Pα‖B̃ ≥ lim
r→1−

Γ(N + n+ α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

∣

∣

∣

∣

∫

B

hm(ϕzr(w))dvα(w)

|1− 〈zr, w〉 |n−N+α+1

∣

∣

∣

∣

=
Γ(N + n+ α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

∣

∣

∣

∣

∫

B

hm(ζ0)dvα(w)

|1− 〈ζr, w〉 |n−N+α+1

∣

∣

∣

∣

.

(2.59)

Koristili smo u (2.59) da je ϕζ0(w) = ζ0 za |ζ0| = 1. Konaqno, iz (2.59)
dobijamo

‖Pα‖B̃ ≥
Γ(N + n+ α + 1)

Γ(n+ α + 1)
|hm(ζ0)|

∣

∣

∣

∣

∫

B

dvα(w)

|1− 〈ξ, w〉 |n−N+α+1

∣

∣

∣

∣

=
Γ(n+N + α + 1)Γ(N)

Γ2(N
2
+ n+α+1

2
)

.

(2.60)

�

Teorema 2.12 Neka je Pα Bergmanova projekcija Pα : L∞(B) → B, gdje je B
Blohov prostor u normi (2.39). Tada je

‖Pα‖B =
Γ(n+N + α + 1)Γ(1+N

2
)

Γ(1+N
2

+ α + n)
+

Γ(n+N + α + 1)Γ(N)

Γ2(N
2
+ n+α+1

2
)

, N ∈ N.

Dokaz. Koristi�emo istu notaciju kao i u teoremi 2.11. Neka je f(z) =
Pα(g)(z), z ∈ B, gdje g ∈ L∞(B), f ∈ B.
Tada

‖Pαg‖B = max
|m|≤N−1

∣

∣

∣

∣

∂|m|f

∂zm
(0)

∣

∣

∣

∣

+ max
|m|=N

sup
z∈B

(1− |z|2)N
∣

∣

∣

∣

∂Nf

∂zm
(z)

∣

∣

∣

∣

≤ ‖g‖∞ max
|m|≤N−1

∫

B

|hm(w)|dvα(w) + ‖g‖∞‖P‖B̃,
(2.61)
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tj.

‖P‖B ≤ max
|m|≤N−1

∫

B

|hm(w)|dvα(w) + ‖P‖B̃.

Koriste�i Lemu (2.8) i polarne koordinate dobijamo

‖P‖B ≤ max
|m|≤N−1

Γ(|m|+ n+ α + 1)

Γ( |m|
2

+ α + n+ 1)

n
∏

j=1

Γ(1 +
mj

2
) + ‖P‖B̃

=
Γ(n+N + α + 1)Γ(1+N

2
)

Γ(1+N
2

+ α + n)
+

Γ(n+N + α + 1)Γ(N)

Γ2(N
2
+ n+α+1

2
)

.

(2.62)

U ciƩu da dobijemo suprotnu nejednakost koristimo funkcije

gzr(w) =
(1− 〈zr, w〉)n+N+α+1

|1− 〈zr, w〉 |n+N+α+1
, w ∈ B

koje smo koristili u dokazu Teoreme 2.11 sa ciƩem da odredimo maksi-
mum ‖Pαf‖B̃. Definixemo nove test funkcije gδzr uz uslov ‖gδzr‖∞ ≤ 1, na
naqin:

gǫzr(w) =

{

gzr(w), |w| ≥ δ
wN−1

1

|w1|N−1 , |w| ≤ δ2

i definixemo gδzr na {δ2 < |w| < δ} tako da je gδzr neprekidno na B.
Tvrdimo da

(1− |zr|2)N max
|m|=N

∣

∣

∣

∣

∂NPgδzr
zm

(zr)

∣

∣

∣

∣

→ ‖P‖B̃, kada r → 1−.

Naime, jasno je prema definiciji polu-norme ‖ · ‖B̃ da

lim sup
r→1−

(1− |zr|2)N max
|m|=N

∣

∣

∣

∣

∂NPgδzr
zm

(zr)

∣

∣

∣

∣

≤ ‖P‖B̃.

Tako�e, dokazano je u Teoremi 2.11 da

lim
r→1−

(1− |zr|2)N
∣

∣

∣

∣

∂NPαgzr
zm

(zr)

∣

∣

∣

∣

= ‖Pα‖B̃.

Prema tome, imamo

(1− |zr|2)N max
|m|=N

∣

∣

∣

∣

∂NPαgzr
zm

(zr)−
∂NPαg

δ
zr

zm
(zr)

∣

∣

∣

∣

= (1− |zr|2)N max
|m|=N

∣

∣

∣

∣

∂NPα(gzr − gδzr)

zm
(zr)

∣

∣

∣

∣

≤ Γ(n+N + α + 1)

Γ(n+ α + 1)

∫

|w|<δ

2(1− |zr|2)Ndvα(w)
|1− 〈zr, w〉 |n+N+α+1

.

(2.63)
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Desna strana od (2.63) konvergira ka 0 za r → 1−.
Tako

lim
r→1−

(1− |zr|2)N max
|m|=N

∣

∣

∣

∣

∂NPαg
δ
zr

zm
(zr)

∣

∣

∣

∣

= lim
r→1−

(1− |zr|2)N max
|m|=N

∣

∣

∣

∣

∂NPαgzr
zm

(zr)

∣

∣

∣

∣

= ‖Pα‖B̃.

(2.64)

DaƩe, za svako r ∈ (0, 1), imamo
∣

∣

∣

∣

∂N−1P (gδzr)

zN−1
1

(0)

∣

∣

∣

∣

≥
∫

|w|≤δ2
|w1|N−1dvα(w)−

∫

|w|>δ2
dvα

→
∫

B

|w1|N−1dvα(w) =
Γ(n+N + α + 1)Γ(1+N

2
)

Γ(1+N
2

+ α + n)

(2.65)

za δ → 1−. Jasno je da u (2.65) moжemo da tretiramo proizvoƩan parci-

jalan izvod
∂N−1P (gδzr )

zN−1
k

(0), gdje k = 1, ..., n.

Za dato ǫ > 0, moжemo da izaberemo δ > 0 takvo
∣

∣

∣

∣

∂N−1Pgδzr
zN−1
1

(0)

∣

∣

∣

∣

>
Γ(n+N + α + 1)Γ(1+N

2
)

Γ(1+N
2

+ α + n)
− ǫ

2
,

za svako r ∈ (0, 1). Fiksiramo takvo δ. Prema relaciji (2.64), moжemo da
izaberemo r ∈ (0, 1) takvo da

(1− |zr|2)N max
|m|=N

∣

∣

∣

∣

∂NPαg
δ
zr

zm
(zr)

∣

∣

∣

∣

> ‖Pα‖B̃ −
ǫ

2
.

Tada, za datu funkciju gδzr imamo

‖Pα‖B ≥ ‖Pαg
δ
zr‖B

≥
∣

∣

∣

∣

∂N−1P (gδzr)

zN−1
1

(0)

∣

∣

∣

∣

+ (1− |zr|2)N max
|m|=N

∣

∣

∣

∣

∂NPαg
δ
zr

zm
(zr)

∣

∣

∣

∣

>
Γ(n+N + α + 1)Γ(1+N

2
)

Γ(1+N
2

+ α + n)
+ ‖Pα‖B̃ − ǫ.

(2.66)

Tako, ‖Pα‖B ≥ Γ(n+N+α+1)Γ( 1+N
2

)

Γ( 1+N
2

+α+n)
+ ‖Pα‖B̃, i kombinuju�i sa relacijom (2.62)

zavrxavamo dokaz. �

Ako je Pα Bergmanova projekcija, Pα : L∞(B) → B, gdje B je Blohov
prostor u polu-normi (2.40), tada je lako da se na�e doƬa ocjena za
B̃−polu-normu od Pα tj.

‖Pα‖B̃ ≥
Γ(N + n+ α + 1)

Γ(n+ α + 1)
.



Ocjene norme integralnih operatora na prostorima Besova i Bloha 53

Naime, fiksiramo z0 ∈ B i koristimo funkciju gz0(w) = (1−〈z0,w〉)N
(1−〈w,z0〉)N .

Jasno da gz0 ∈ L∞, ‖gz0‖ = 1.
Tako

‖Pαgz0‖B̃ =
Γ(N + n+ α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

sup
z∈B

(1− |z|2)N
∣

∣

∣

∣

∫

B

gz0(w)hm(w)

(1− 〈z, w〉)n+N+α+1
dvα(w)

∣

∣

∣

∣

≥ Γ(N + n+ α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

(1− |z0|2)N
∣

∣

∣

∣

∣

∫

B

hm(w)
(1−〈w,z0〉)N

(1− 〈z0, w〉)n+α+1
dvα(w)

∣

∣

∣

∣

∣

.

(2.67)

Sa druge strane, kako vaжi da hm(w)
(1−〈w,z0〉)N ∈ H∞(B), to daƩe povlaqi ne-

jednakost

‖Pα‖B ≥
Γ(N + n+ α + 1)

Γ(n+ α + 1)
max
|m|=N

sup
z∈B
|hm(z)|

=
Γ(N + n+ α + 1)

Γ(n+ α + 1)
.

(2.68)

Жelimo da naglasimo da na prostoru B moжemo da razmatramo i
norme oblika

‖f‖Bp =
∑

|m|≤N−1

∣

∣

∣

∣

∂|m|f

∂zm
(0)

∣

∣

∣

∣

+ sup
z∈B

(1− |z|2)N




∑

|m|=N

∣

∣

∣

∣

∂Nf

∂zm
(z)

∣

∣

∣

∣

p




1
p

, (2.69)

i odgovaraju�e polu-norme

‖f‖βp = sup
z∈B

(1− |z|2)N




∑

|m|=N

∣

∣

∣

∣

∂Nf

∂zm
(z)

∣

∣

∣

∣

p




1
p

(2.70)

gdje f ∈ B, N ∈ N, 1 ≤ p <∞.
Primijetimo da je za N = 1, B̃− norma Bergmanove projekcije iznosi
‖Pα‖B̃ = Γ(n+α+2)

Γ2(n+α+2
2

)
i to je jedan od glavnih rezultata u radu D. Kalaja i

M.Markovi�a [19]. Za specijalan sluqaj kada je n = 1, dobijamo ‖P‖B̃ =
8
π
, xto je glavni rezultat u Perale u [31].
U ciƩu da izvedemo glani rezultat iz [19] kao specijalan sluqaj

Teoreme 2.11, postupi�emo na sƩede�i naqin. Prije svega, jasno je
prema definiciji da

‖g‖B̃ ≤ ‖g‖β2 , (2.71)

i zato stavƩaju�i da je g = Pα[f ] u predhodnoj relaciji imamo,

‖Pαf‖B̃ ≤ ‖Pαf‖β2 (2.72)
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i
‖Pα‖B̃ ≤ ‖Pα‖β2 . (2.73)

U ciƩu da dokaжemo obratnu nejednakost u (2.73) uzmimo prozvoƩno
f ∈ L∞(B). Koriste�i isti argument kao u dokazu Teoreme 2.11 dobijamo

‖Pαf‖β2 = sup
z∈B

(1− |z|2)
(

n
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∂g

∂zi

∣

∣

∣

∣

2
) 1

2

≤ (n+ α + 1)‖f‖∞ sup
z∈B

(1− |z|2)
(

n
∑

i=1

(∫

B

|wi|dvα(w)
|1− 〈z, w〉 |n+α

)2
) 1

2

≤ (n+ α + 1)‖f‖∞ sup
z∈B

(

n
∑

i=1

(∫

B

|hi(ϕz(ω))|dvα(ω)
|1− 〈z, ω〉 |n+α

)2
) 1

2

= (n+ α + 1)‖f‖∞ sup
z∈B

(

n
∑

i=1

(

ψ(z)

∫

B

|hi(φz(ω))|dvα(ω)
ψ(z)|1− 〈z, ω〉 |n+α

)2
) 1

2

,

(2.74)

gdje je

ψ(z) =

∫

B

dvα(ω)
|1− 〈z, ω〉 |n+α

.

Primjena Jensenove nejednakosti daje

‖Pαf‖β2 ≤ (n+ α + 1)‖f‖∞ sup
z∈B

(ψ(z))
1
2

(

(∫

B

∑n
i=1 |hi(φz(ω))|2dvα(ω)
|1− 〈z, ω〉 |n+α

)2
) 1

2

≤ (n+ α + 1)‖f‖∞ sup
z∈B

(ψ(z)) = ‖f‖∞ sup
z∈B

m(z) = ‖f‖∞‖Pα‖B̄,
(2.75)

gdje je funkcija m(z) definisana predhodno u dokazu Teoreme 2.11. Tako
u relaciji (2.73) dobijamo jednakost.

Kako za vektor a = (a1, ..., an) imamo poznate nejednakosti za ekviva-
lentne norme, ‖a‖∞ ≤ ‖a‖p ≤ ‖a‖2 za p > 2. Tako predhodna nejednakost
povlaqi da za N = 1 i p ≥ 2 imamo

‖Pα‖βp = ‖Pα‖β2 = ‖Pα‖B.



GLAVA 3

GRINOVA FUNKCIJA I

NEHOMOGENI DIRIHLEOV

PROBLEM

3.1 Uvod

Tematika ove glave predstavƩa poseban dio rada. U centru razma-
traƬa ove glave nalazi se Poasonova jednaqina sa nehomogenim Dirih-
leovim graniqnim uslovom na jediniqnoj lopti i odgovaraju�e slabo
rjexeƬe u smislu distribucija. Slabo rjexeƬe pomenutog problema
u smislu distribucija dato je formulom u kojoj se pojavƩuje inte-
gralni operator indukovan Grinovom funkcijom. Odre�ivaƬe norme
operatora indukovanog Grinovom funkcijom u kontekstu razliqtih Lp

normi za sluqaj vixe dimenzija predstavƩa glavni ciƩ i sadrжaj ove
glave.Uvodni teorijski dio je u najve�oj mjeri zasnovan na kƬigama
Gilbrad-Trudinger[17] , Evansa[13] i Akslera[5]. Rezultati glave su
bazirani na radu [24].

3.2 Laplasova jednaqina

Neka je Ω oblast u Rn a u ∈ C2(Ω). Laplasijan funkcije u uobiqajeno
oznaqavamo sa △u, i definixemo

△u =
n
∑

n=1

∂2u

∂x2i
= div(∇u).

55
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Funkcija u je harmonijska na Ω ako je △u|Ω = 0.
U ovoj sekciji izloжi�emo osnovne pojmove i svojstva koja se tiqu

rjexeƬa klasiqnog Dirihleovog zadatka za jednaqinu Laplasa △u = 0.
Poqetna taqka izlagaƬa svakako se odnosi na poznatu teoremu o diver-
genciji u Rn. Naime, ako je Ω ograniqena oblast u Rn sa granicom ∂Ω
koja je klase C1 sa spoƩaxƬom normalom n za ∂Ω. Tada za prizvoƩno
vektorsko poƩe w klase C1(Ω) vaжi identitet

∫

Ω

div(w)dx =

∫

∂Ω

w · nds, (3.1)

gdje je ds povrxinska mjera na ∂Ω i ” · ” standardni skalarni proizvod
u Rn.
Ukoliko su funkcije u, v ∈ C2(Ω̄), tada uzimaju�i da je w = v · Du iz
predhodnog identiteta (3.1) dobijamo prvu formulu Grina

∫

Ω

v · △udx+
∫

Ω

∇u · ∇vdx =

∫

∂Ω

v · ∂u
∂n
ds. (3.2)

MjeƬaju�i mjesta za u i v u (3.2) dolazimo da drugog Grinovog iden-
titeta

∫

Ω

(v · △u− u · △v)dx =

∫

∂Ω

(v · ∂u
∂n
− u · ∂v

∂n
)ds. (3.3)

Jednaqina Laplasa ima radijalno-simetriqno rjexeƬe rn−2 za n > 2 i
log r za n = 2, pri qemu je r rastojaƬe od fiksirane taqke. Ako fiksiramo
taqku y ∈ Ω definixemo fundamentalno rjexeƬe Laplasove jednaqine

Γ(x− y) = Γ(|x− y|) =
{ 1

n(2−n)ωn−1
|x− y|2−n, n > 2

1
2π

log |x− y| n = 2.

Funkcija Γ je harmonijska kad-god je x 6= y. Tako�e, svaku funkciju
u ∈ C2(Ω̄) moжemo da prezentujemo formulom

u(y) =

∫

∂Ω

(

u
∂Γ

∂n
(x− y)− Γ(x− y)

∂u

∂n

)

ds+

∫

Ω

Γ(x− y)△udx, y ∈ Ω. (3.4)

Formulu (3.4) nazivamo prezentacijom Grina.Za integrabilnu funkciju
f integral

∫

Ω
Γ(x− y)f(x)dx nazivamo ƫutnovim potencijalom sa gusti-

nom f. Specijalno za harmonijsku funkciju u vaжi

u(y) =

∫

∂Ω

(

u
∂Γ

∂n
(x− y)− Γ(x− y)

∂u

∂n

)

ds, y ∈ Ω. (3.5)
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Predpostavimo sada da funkcija h ∈ C1(Ω)∩C2(Ω) zadovoƩava Laplasovu
jednaqinu △u = 0 na Ω. Tada koriste�i drugi identitet Grina (3.3)
dobijamo

−
∫

∂Ω

(

u
∂h

∂n
− h

∂u

∂n

)

ds =

∫

Ω

h△udx. (3.6)

StavƩaju�i da je G = Γ + h iz (3.6) i (3.4) dobijamo formulu

u(y) =

∫

∂Ω

(

u
∂G

∂n
−G

∂u

∂n

)

ds+

∫

Ω

G△udx. (3.7)

Ukoliko kao dopunski uslov dodamo da je G = 0 na ∂Ω, onda

u(y) =

∫

∂Ω

u
∂G

∂n
ds+

∫

Ω

G△udx, (3.8)

pri qemu ∂G
∂n

(x, y) = ∇yG(x, y) · n(y) je standardna oznaka za izvod po nor-
mali funkcije G po promjenƩivoj y. Funkciju G(x, y) nazivamo funkci-
jom Grina za (Dirihleov zadatak) oblast Ω. Ponekad funkciju G(x, y)
nazivamo i funkcijom Grina prvog roda za oblast Ω. Prema reqenom, u
mogu�nosti smo da odredimo rjexeƬe u ∈ C2(Ω̄) graniqnog problema

{

△u(x) = f(x), x ∈ Ω
u = g, na ∂Ω

gdje su f, g date neprekidne funkcije. Naime, koriste�i formulu (3.8)
dobijamo (reprezentacionu formulu koriste�i Grinovu funkciju)

u(x) =

∫

∂Ω

g(y)
∂G

∂n
(x, y)ds(y)−

∫

Ω

G(x, y)f(y)dy, x ∈ Ω. (3.9)

Grinova funkcija za jediniqnu loptu. Grinova funkcija za je-
diniqnu loptu data je formulom

G(x, y) =

{

Γ(|x− y|)− Γ(|y||x− y∗|), y 6= 0
0, y = 0

za sve x, y ∈ B, x 6= y, pri qemu ponavƩamo da x∗ = x
|x|2 , za x 6= 0 i

za x = 0, x∗ = ∞. Preciznije Grinova funkcija za jediniqnu loptu u Rn

data je formulom

G(x, y) = cn

(

1

|x− y|n−2
− 1

[x, y]n−2

)

,
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gdje je

cn =
1

(n− 2)ωn−1

,

ωn−1 Hauzdorfova mjera jediniqne sfere S i

[x, y] := |x|y| − y/|y|| = |y|x| − x/|x||.

Napomenimo da je ∂G(x,y)
∂n

= ∂G
∂|y| = 1−|x|2

|x−y|nnωn−1
i time je data formula za

Poasonov jezgro P (x, ξ) = cn
1−|x|2
|x−ξ|n .

Pretpostavimo da u funkcija koja zadovƩava graniqni problem

{

△u = 0, u lopti B

u = g, na S

Tada na osnovu predhodnog dijela vaжi formula

u(x) =

∫

S

g(y)
∂G(x, y)

∂n
(x, y)ds(y) =

1

nωn−1

∫

S

(1− |x|2)g(y)
|x− y|n ds(y) x ∈ B,

poznata kao integralna Poasonova formula. Specijalno ako je u ∈
C1(B̄) ∩ C2(B), imamo

u(x) =
1

nωn−1

∫

S

(1− |x|2)u(y)
|x− y|n ds(y), x ∈ B.

3.3 Prostori distribucija

Sadrжaj ove sekcije odnosi se na osnovne koncepte prostora distribu-
cija i slabih (uopxtenih) rjexeƬa i SoboƩevskih prostora koji �e
biti korix�eni u nastavku rada. Kao glavni izvor literature za pomenutu
tematiku navodimo kƬige [32],[17],[35] i [1].

Prostor osnovnih funkcija. Sa C∞
0 (Ω) oznaqavamo skup beskonaqno

diferencijabilnih funkcija na Ω koje imaju kompaktan nosaq, tj.f ∈
C∞(Ω) i supp(f) ⊂ Ω je kompaktan. Za niz funkcija {fi} koje pripadaju
prostoru C∞

0 (Ω) kaжemo da konvergiraju ka funkciji f ∈ C∞
0 (Ω) u smislu

prostora D(Ω) ako su zadovoƩeni sƩede�i uslovi:
a) postoji kompaktan skup K ⊂ Ω, takav da supp(fi − f) ⊂ K za svako i,
b)limi→∞Dαfi(x) = Dαf(x) uniformno na K za svaki multi-indeks α,
gdje oznaka Dα standardno oznaqava difencijalni operator

Dαf(x) =
∂|α|f(x)

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

, x ∈ Ω α = (α1, .., αn), |α| =
n
∑

i=1

αi.
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Postoji lokalno konveksna topologija na vektorskom prostoru C∞
0 (Ω)

u odnosu na koju linearni funkcional T je neprekidan ako i samo ako
Tfi → Tf u C kad god fi → f u smislu prostora D(Ω). Sa ovom topologi-
jom prostor C∞

0 (Ω) postaje vektorsko topoloxki prostor koji nazivamo
prostorom osnovnih funkcija, u oznaci D(Ω), a Ƭegove elemente nazi-
vamo test funkcijama. Napomenimo da prostor D(Ω) nije metrizabilan.

Prostor distribucija. Dualan prostor D′(Ω) za D(Ω) naziva se
prostorom distribucija na Ω. Prostor D′(Ω) je dat u slaboj-zvijezda
topologiji kao dualan prostor od D i sa istom topologijom qini lokalno-
konveksan vektorsko topoloxki prostor.

Regularne distribucije. Svakoj lokalno integrabilnoj funkciji
u ∈ L1

loc(Ω) odgovara distribucija Tu ∈ D′(Ω) definisana sa

Tu(ϕ) =

∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ D(Ω).

Distribucije oblika Tu nazivaju se regularne distribucije. Naravno,
postoje distribucije iz D′(Ω) koje nisu regularne (na primjer δ−distri–
bucija).
Postoji izomorfizam izme�u prostora L1

loc(Ω) i prostora regularnih
distribucija, pa regularnu distribuciju Tu poistovje�ujemo sa funkci-
jom u. Iz izloжenog slijedi da je D(Ω) podskup od D′(Ω).

Izvodi Distribucija. Neka je T ∈ D′(Ω). Tada izvod DαT distribu-
cije T ∈ D′ definixemo

(DαT )(ϕ) = (−1)|α|T (Dαϕ) ϕ ∈ D(Ω). (3.10)

Jasno, da Dαϕ ∈ D(Ω) i DαT je linearan funkcional na D(Ω) za koji se
lako pokazuje da je neprekidan, tj. DαT ∈ D′(Ω). Svaka distribucija iz
D′(Ω) ima izvode svih redova u D′(Ω) u smislu definicije (3.10). Taq-
nije, preslikavaƬe Dα iz D′(Ω) u D′(Ω) je neprekidno.

Slabi izvod. Neka je u ∈ L1
loc(Ω). Tada moжda postoji ili ne, funkcija

vα ∈ L1
loc(Ω), takva da je Tvα = DαTu u D′(Ω). Ukoliko postoji takva

funkcija, ona je jednistvena do na skup mjere nula i nazivamo je slabi
ili distribucionalni parcijalni izvod funkcije u i oznaqavamo sa
Dαu. Tako Dαu = vα u smislu distribucija za vα ∈ L1

loc(Ω) zadovoƩava
∫

Ω

u(x)Dαϕ(x)dx = (−1)α
∫

Ω

vα(x)ϕ(x)dx,

za svaku ϕ ∈ D(Ω).
Ako je funkcija u dovoƩno glatka da ima neprekidan parcijalni izvod
Dαu (u klasiqnom smislu), tada je Dαu je tako�e i slabi parcijalni
izvod za u. Naravno, Dαu moжe da postoji, a da klasiqni izvod ne pos-
toji.
Navodimo znaqajnu teoremu koja se tiqe aproksimacije slabih izvoda.
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Teorema 3.1 Lokalno integrabilna funkcija vα je slabi parcijalni izvod
lokalno integrabilne funkcije u, vα = Dαu, ako i samo ako postoji niz
funkcija {um} iz C∞(Ω) koji konvergira ka funkciji u ∈ L1

loc(Ω), tako da
izvodi Dαum konvergiraju ka v u L1

loc(Ω).

Teorema 3.1 pokazuje na koji naqin se poklapaju slabi i jaki izvodi
i zahvaƩuju�i Ƭoj mnogi rezultati klasiqnog diferencijalnog raquna
mogu da se prenesu i u sluqaju slabih izvoda.

SoboƩevski prostori. Definixemo funkcional ‖ · ‖m,p, gdje je m
pozitivan cijeli broj i 1 ≤ p ≤ ∞, na naqin

‖u‖m,p =





∑

0≤|α|≤m

‖Dαu‖pp





1
p

, 1 ≤ p <∞, (3.11)

‖u‖m,∞ = max
0≤|α|≤m

‖Dαu‖∞, (3.12)

za svaku funkciju u za koju desna strana ima smisla, ‖ · ‖p je norma u
Lp(Ω).
Za proizvoƩan pozitivan cijeli broj m i 1 ≤ p ≤ ∞ definixemo vek-
torski prostor Wm,p(Ω) sa normom ‖ · ‖m,p

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dα ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m}, (3.13)

gdje se za Dαu podrazumijeva da je slabi (distribucionalni) parcijalni
izvod.
Sa normama (3.11) i (3.12) prostor (3.13) nazivamo SoboƩevskim pros-
torom nad Ω.
Pokazuje se da je Wm,p(Ω) Banahov prostor koji je separabilan za 1 ≤
p <∞. Praktiqno, Wm,2 je separabilni Hilbertov prostor sa skalarnim
proizvodom

〈u, v〉m =
∑

0≤|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉 ,

gdje je 〈·, ·〉 standardni skalarni prozvod u L2(Ω).
Uopxtena rjexeƬa. Neka je L eliptiqki operator zadat u diver-

gentnoj formi

Lu = Di(aij(x)D
ju+ bi(x)u) + ciD

iu(x)u+ d(x)u, (3.14)

gdje su koeficijenti aij, bi, ci i d mjerƩive funkcije u oblasti Ω.
Opxti eliptiqki operator L̃ koji je oblika

L̃u = aijD
(i,j)u+ bi(x)D

iu+ c(x)u, u ∈ C2(Ω), aij = aji (3.15)
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(u taqki x ∈ Ω matrica Ƭegovih najstarijih koeficijentana [aij(x)] je
pozitivna) mogu�e je zapisati u obliku (3.14) ako su koeficijenti aij
diferencijabilni. Obratno, ako su (3.14) koeficijenti aij, bi diferen-
cijabilni i u ∈ C2(Ω) tada je operator L je mogu�e zapisati u obliku
(3.15). Divergentna forma zapisa ima odre�enu prednost jer mogu�e je
operator L definisati na xirem skupu funkcija od C2(Ω).
Kaжemo da funkcija u u slabom ili uopxtenom smislu zadovoƩava jed-
naqinu Lu = 0 i nejednakosti Lu ≥ 0, Lu ≤ 0 u Ω ako

L(u, v) =
∫

Ω

{(aijDju+ biu)D
iu− (ciD

iu+ du)v}dx = 0

L(u, v) ≥ 0,L(u, v) ≤ 0

za svaku nenegativnu funkciju v ∈ C1
0(Ω).

Neka su fi, g, i = 1, 2, ..., n lokalno integrabilne funkcije na Ω. Tada se
slabo diferencijalna funkcija u naziva slabim ili uopxtenim rjexe–
Ƭem nehomogene jednaqine

Lu = g +Difi (3.16)

u Ω, ako vaжi relacija

L(u, v) =
∫

Ω

(fiD
iv − gv)dx, v ∈ C1

0(Ω). (3.17)

Lako se provjerava da je svako klasiqno rjexeƬe jednaqine (3.16) tako�e
i uopxteno rjexeƬe, kao i da uopxteƬa rjexeƬa koja pripadaju klasi
C2(Ω) su tako�e i klasiqna rjexeƬa, pod uslovom da su koeficijenti
operatora L i funkcije u desnoj strani relacije (3.17) glatke.

3.4 Grinova funkcija i Poasonova jednaqina

Neka je f : S → R L1 integrabilna funkcija na jediniqnoj sferi S i
neka je g : B → R L1 integrabilna funkcija na jediniqnoj lopti. Tada
slabo rjexeƬe Poasonove jednaqine △u = g (u smislu distribucija) u
jediniqnoj lopti i sa graniqnim uslovom u|S = f je dato formulom

u(x) = P [f ](x)− G[g](x) :=
∫

S

P (x, ξ)f(ξ)dσ(ξ)−
∫

B

G(x, y)g(y)dy, (3.18)

gdje |x| < 1.
Razmatra�emo Poasonovu jednaqinu sa homogenim graniqnim Dirih-

leovim uslovom
{

△u(x) = g(x), x ∈ B

u = 0, na S
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gdje je g ∈ Lp(B), p ≥ 1. Tada je slabo rjexeƬe dato formulom

u(x) = −G[g](x) = −
∫

B

G(x, y)g(y)dy, |x| < 1. (3.19)

Kao xto smo naglasili u uvodu ove glave, glavni ciƩ predstavƩa prona–
laжeƬe norme operatora G za sluqaj razliqitih Lp prostora i normi.
Smatramo da je n > 2. Sluqaj n = 2 je razmotren u radu [22]. Za neke
povezane rezultate koji se tiqu tako�e planarnog sluqaja upu�ujemo na
radove [3],[7] i [9]. U radu [4] autori su razmatrali L2 normu operatora

N [f ](x) =
1

(n− 2)ωn−1

∫

B

1

|x− y|n−2
f(y)dy.

Rezultati ovog poglavƩa uopxtavaju odgovoraju�e rezultate iz [22] i
[4].
Sopstvene vrijednosti Laplasijana za Dirihleov problem. Poznato
je da postoji ortonormirana baza za L2(B) koja se sastoji od sopstvenih
funkcija (ϕn) Dirihleovog problema za Laplasijan

{

−△u(x) = λu(x), x ∈ B

u = 0, na S
(3.20)

sa odgovaraju�im sopstvenim vrijednostima λ1 < λ2 ≤ ... ≤ λn... Funkcije
ϕn su realno vrijednosne.
Poznato je da λ1(B) predstavƩa kvadrat prve pozitivne nule Beselove
funkcije Jα prvog reda za α = n−1

2
:

Jα(t) =
∞
∑

m=0

(−1)m
m!Γ(m+ α + 1)

(

t

2

)2m+α

. (3.21)

Predstoje nam pomo�ni rezultati koji su tehniqkog karaktera a igraju
vaжnu ulogu u dokazu glavnog rezultata ove glave, Teoreme 3.2. Prven-
stveno se to odnosi na Lemu 3.2. Predhodno navodimo rezultat iz rada
[12] koji se tiqe nejednakosti vezanih za Gama funkciju.

Lema 3.1 Neka su m, p i k realni brojevi m, p > 0 i p > k > −m : Ako vaжi

k(p−m− k) ≤ 0(≥ 0)

tada imamo
Γ(p)Γ(m) ≥ (≤)Γ(p− k)Γ(m+ k).
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Lema 3.2 Neka je

I(t) = (1− t2)n−q(n−2)

∫ 1

0

(1− rn−2)qrn−q(n−2)−1

(1− r2t2)n−q(n−2)+1
dr, 0 ≤ t < 1,

gdje je n ≥ 3 prirodan broj i 1 < q < n
n−2

. Tada se maksimalna vrijednost
funkcije I(t) dostiжe za t = 0, tj.

max
0≤t<1

I(t) =

∫ 1

0

(1− rn−2)qrn−q(n−2)−1dr

=
Γ(1 + q)Γ

(

n−q(n−2)
n−2

)

(n− 2)Γ
(

1 + q + n−q(n−2)
n−2

)

(3.22)

Dokaz. Na poqetku razmatramo sluqaj n > 3. Za a = n − q(n − 2) imamo
0 < a < 2 i sƩede�i razvoj

I(t) = (1− t2)a
∫ 1

0

(1− rn−2)
n−a
n−2 ra−1

(1− r2t2)a+1
dr =

= (1− t2)a
∞
∑

k=0

Γ(k + a+ 1)

Γ(a+ 1)k!
t2k
∫ 1

0

(1− rn−2)
n−a
n−2 r2k+a−1dr

=
Γ(2 + 2−a

n−2
)(1− t2)a

(n− 2)Γ(a+ 1)

∞
∑

k=0

Γ(k + a+ 1)Γ(a+2k
n−2

)

Γ
(

2(k+n−1)
n−2

)

k!
t2k.

(3.23)

Ako je n ≥ 3 i k ≥ 0 imamo

Γ
(

a+2k
n−2

)

Γ
(

2(k+n−1)
n−2

) =
Γ(2 + a+2k

n−2
)

Γ(2 + 2+2k
n−2

)

1
(

a+2k
n−2

) (

a+2k
n−2

+ 1
)

≤
Γ(2 + a

n−2
)

Γ(2 + 2
n−2

)

1
(

a+2k
n−2

) (

a+2k
n−2

+ 1
) .

PosƩedƬa nejednakost slijedi iz poznatog identiteta Γ(x+ 1) = xΓ(x) i
Leme (3.1). Preciznije, ukoliko nejednakost

Γ(M)Γ(P ) ≤ Γ(M −K)Γ(P +K), za K(P −M −K) ≤ 0

primjenimo na

K =
2k

n− 2
, M = 2 +

2k + a

n− 2
, P = 2 +

2

n− 2
.
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DaƩe, za a ∈ (0, 2) imamo

I(t)
Γ(2+ 2−a

n−2)
n−2

:
Γ(2 + a

n−2
)

Γ(2 + 2
n−2

)
≤ (1− t2)

a

Γ(a+ 1)

∞
∑

k=0

Γ(a+ k + 1)

Γ(1 + k)

t2k
(

a+2k
n−2

) (

a+2k
n−2

+ 1
)

=
(n− 2)(1− t2)a

a
F

(

a

2
, 1 + a,

2 + a

2
, t2
)

− (n− 2)(1− t2)a

(n+ a− 2)
F

(

1 + a,
1

2
(n+ a− 2),

a+ n

2
, t2
)

=
(n− 2)

a
F
(

1,−a
2
, 1 +

a

2
, t2
)

− (n− 2)a

a(n+ a− 2)
F

(

1,
1

2
(n− a− 2),

a+ n

2
, t2
)

:= J(t).

PosƩedƬi izraz za funkciju J(t) smo dobili koriste�i identitet (1.27)
iz Sekcije (1.6). Primijetimo da je

∂J(t)

∂t
=
−2t(n− 2)

a+ 2
F

(

2,
2− a

2
, 2 +

a

2
, t2
)

− 2t(n− 2)(n− a− 2)

(n+ a− 2)(a+ n)
F

(

2, 1 +
1

2
(n− a− 2), 1 +

a+ n

2
, t2
)

< 0,

(3.24)

tj. zakƩuqujemo da se maksimalna vrijednost funkcije I(t) postiжe za
t = 0.

U ciƩu da dokaжemo tvr�eƬe leme i za sluqaj n = 3, 1 < q < 3,
primijetimo da

max
0≤t<1

I(t) = max
0≤t<1

(1− t2)3−q

∫ 1

0

(1− r)qr2−q

(1− r2t2)4−q
dr

≤ max
0≤t<1

(1− t2)3−q

∫ 1

0

(1− r)qr2−q

(1− rt2)4−q
dr.

(3.25)

Stavimo da je

J(t) := (1− t2)3−q

∫ 1

0

(1− r)qr2−q

(1− rt2)4−q
dr, 0 ≤ t < 1.

Koriste�i uniformnu ekspanziju dobijamo

J(t) =
Γ(1 + q)Γ(3− q)

6
(1− t2)3−qF

(

4− q, 3− q, 4; t2
)

, 0 ≤ t < 1. (3.26)
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PrimjeƬuju�i transformacione identitete (1.27) i (1.26) respektivno
na funkciju J(t) imamo

J(t) =
Γ(1 + q)Γ(3− q)

6
F

(

q, 3− q, 4;
t2

t2 − 1

)

, 0 ≤ t < 1. (3.27)

Tako dolazimo do izraza

max
0≤t<1

J(t) =
Γ(1 + q)Γ(3− q)

6
max
0≤t<1

F

(

q, 3− q, 4;
t2

t2 − 1

)

=
Γ(1 + q)Γ(3− q)

6
max
0≤t<1

F (q, 3− q, 4; 0) .

(3.28)

PosƩedƬa jednakost je posƩedica qiƬenice da je t2

t2−1
< 0 i da koefici-

jenti
(q)k(3− q)k
(1)k(4)k

hipergeometrijske funkcije

F

(

q, 3− q, 4;
t2

t2 − 1

)

su opadaju�i u odnosu na k ≥ 1.
Dakle,

max
0≤t<1

I(t) = I(0) =

∫ 1

0

(1− r)qr2−qdr =
πq(1− q)(2− q)

6 sin πq
. (3.29)

�

Lema 3.3 Neka je ‖G‖ := ‖G : Lp(B)→ L∞(B)‖ za p > n
2
. Tada je

‖G‖ = sup
x∈B

(∫

B

|G(x, y)|q dy
) 1

q

,
1

p
+

1

q
= 1.

Dokaz. Neka je u(x) = G[g](x), g ∈ Lp(B). Holderova nejednakost povlaqi

‖u‖∞ ≤ sup
x∈B

(∫

B

|G(x, y)|q dy
) 1

q
(∫

B

|g(y)|pdy
) 1

p

,

tj.

‖G‖ ≤ sup
x∈B

(∫

B

|G(x, y)|q dy
) 1

q

.



Ocjene norme integralnih operatora na prostorima Besova i Bloha 66

Sa druge strane, postoji x0 ∈ B tako da

(∫

B

|G(x0, y)|q dy
) 1

q

> sup
x∈B

(∫

B

|G(x, y)|q dy
) 1

q

− ǫ.

Fiksiramo x0 ∈ B. Razmotrimo test funkciju

g(y) =
(G(x0, y))

q−1

‖(G(x0, y))q−1‖p
.

Tada

‖G‖ ≥ |G[g](x0)|

=

(∫

Bn

|G(x0, y)|q dy
)− 1

p
∫

Bn

|G(x0, y)|qdy

=

(∫

Bn

|G(x0, y)|q dy
) 1

q

> sup
x∈Bn

(∫

Bn

|G(x, y)|q dy
) 1

q

− ǫ,

(3.30)

tj.

‖G‖ = sup
x∈B

(∫

B

|G(x, y)|q dy
) 1

q

.

�

Teorema 3.2 Neka je G : Lp(B)→ L∞(B), gdje p > n/2. Tada

‖G‖ = cn





πn/2Γ(1 + q)Γ
(

n−q(−2+n)
−2+n

)

Γ
(

1 + n
2

)

Γ
(

n
−2+n

)





1
q

, 1 < q <
n

n− 2

gdje n ≥ 3 i 1/p+ 1/q = 1. Specijalno za p =∞

‖G‖∞ =
1

2n
(n ≥ 3).

Dokaz. Podijeli�emo dokaz u dva dijela.
a) U prvom sluqaju razmatamo parove (n, q): n > 3, pri qemu je 1 < q <

n
n−2

i n = 3 za q ∈ (2, 3). Prema Lemi 3.3,

‖G‖ = sup
x∈B

(∫

B

|G(x, y)|q dy
) 1

q

, q > 1.
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DaƩe imamo

‖G‖q = cqn sup
x∈B

∫

B

1

|x− y|q(n−2)

∣

∣

∣

∣

∣

1−
∣

∣

∣

∣

x− y

[x, y]

∣

∣

∣

∣

n−2
∣

∣

∣

∣

∣

q

dy, (3.31)

gdje je cn definisano u uvodnom dijelu. Koristimo smjenu promjenƩivih
z = Txy tj. T−xz = y, u predhodnom integralu, gdje je Txy Mebijusova
transformacija definisana u Sekciji (1.2). Prema identitetu (1.9) iz
Sekcije (1.6), oznaqavaju�i t = |x|, dobijamo sƩede�i niz jednakosti

sup
x∈B

∫

B

|G(x, y)|q dy

= sup
x∈B

cqn

∫

B

1

|x− T−xz|q(n−2)
|1− |z|n−2|q (1− t2)n

[z,−x]2n dz

= cqn sup
x∈B

(1− t2)n
∫

B

(1− |z|n−2)q
∣

∣

∣

x[z,−x]2−(1−t2)(x+z)−|x+z|2x
[z,−x]2

∣

∣

∣

q(n−2)

dz

[z,−x]2n

= cqn sup
x∈B

(1− t2)n
∫

B

(1− |z|n−2)q

|z|q(n−2)

∣

∣

∣

1−t2

[z,−x]

∣

∣

∣

q(n−2)

dz

[z,−x]2n

= cqn sup
x∈B

(1− t2)n−q(n−2)

∫

B

(

1− |z|n−2

|z|n−2

)q

[z,−x]q(n−2)−2ndz

= cqn sup
x∈B

(1− t2)n−q(n−2)

∫ 1

0

(1− rn−2)q

rq(n−2)+1−n
dr

∫

S

dξ

|rx+ ξ|2n−q(n−2)

= cqn sup
x∈B

(1− t2)a
∫ 1

0

(1− rn−2)q

r1−a
dr

∫

S

dξ

(r2t2 + 2rtξ1 + 1)
n+a
2

= cqnCn sup
x∈B

(1− t2)a
∫ 1

0

(1− rn−2)q

r1−a
dr

∫ 1

−1

(1− s2)
n−3
2

(r2t2 + 2rts+ 1)
n+a
2

ds,

(3.32)

gdje je

a = n− q(n− 2), Cn =
ωn−1Γ(n− 1)

2n−2Γ2(n−2
2
)

u posƩedƬe dvije jednakosti uzimali smo bez umaƬeƬa opxtosti da je
x = te1, ξ = (ξ1, ..., ξn). Ukoliko napravimo smjenu promjenƩivih

τ =
1− s

2
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u predhodnom integralu dobijamo

‖G‖q : cqn = Cn sup
x∈Bn

(1− t2)a
∫ 1

0

(1− rn−2)q

r1−a
dr

∫ 1

−1

(1− s2)
n−3
2

(r2t2 + 2rts+ 1)
n+a
2

ds

= 2n−2Cn sup
x∈Bn

(1− t2)a
∫ 1

0

(1− rn−2)qra−1

(1 + rt)n+a
dr

∫ 1

0

τ
n−3
2 (1− τ)

n−3
2

(1− 4rtτ
(1+rt)2

)
n+a
2

dτ.

(3.33)

Sa druge strane, za fiksirano r imamo 4rt
(1+rt)2

< 1 i

∫ 1

0

τ
n−3
2 (1− τ)

n−3
2

(1− 4rtτ
(1+rt)2

)
a+n
2

dτ

=
∞
∑

k=0

Γ(λ+ k)

k!Γ(λ)

(

4rt

(1 + rt)2

)k ∫ 1

0

τ k+
n−3
2 (1− τ)

n−3
2 dτ

= Γ

(

n− 1

2

) ∞
∑

k=0

Γ(λ+ k)Γ(k + n−3
2

+ 1)

k!Γ(λ)Γ(n− 1 + k)

(

4rt

(1 + rt)2

)k

=
Γ2(n−1

2
)

Γ(n− 1)
F

(

λ,
n− 1

2
;n− 1;

4rt

(1 + rt)2

)

,

(3.34)

gdje λ = n+a
2
.

Koriste�i transformacioni identit (1.30) i Ojlerovu transformaciju
za hipergeometrijske funkcije za t = |x|, dobijamo

sup
x∈Bn

(1− t2)a
∫ 1

0

(1− rn−2)qra−1

(1 + rt)n+a
F

(

λ,
n− 1

2
;n− 1;

4rt

(1 + rt)2

)

dr

= sup
x∈Bn

(1− t2)a
∫ 1

0

(1− rn−2)qra−1F

(

n+ a

2
,
a+ 2

2
;
n

2
; r2t2

)

dr

= sup
x∈Bn

(1− t2)a
∫ 1

0

(1− rn−2)qra−1(1− r2t2)−a−1F(rt)dr

≤ sup
x∈Bn

(1− t2)a
∫ 1

0

(1− rn−2)qra−1(1− r2t2)−a−1 max
t≤1

F(rt)dr,

(3.35)

gdje je

F(s) = F

(

−a
2
,
q(n− 2)− 2

2
;
n

2
; s2
)

.

PrimjeƬuju�i identitet za izvod hipergeometrijske funkcije imamo

∂

∂t
F

(

−a
2
,
q(n− 2)− 2

2
;
n

2
; r2t2

)

= −2r2t 2
n

a

2

q(n− 2)− 2

2
F

(

q(n− 2)− n+ 2

2
,
q(n− 2)

2
;
n+ 2

2
; r2t2

)

< 0,

(3.36)
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za svako t ∈ [0, 1], xto implicira da

max
|x|≤1

F

(

−a
2
,
q(n− 2)− 2

2
;
n

2
; r2|x|2

)

= F

(

−a
2
,
q(n− 2)− 2

2
;
n

2
; 0

)

. (3.37)

Konaqno, prema Lemi (3.2), za n > 3 maksimalna vrijednost funkcije

I(x) =
∫

B

|G(x, y)|q dy

= cqn(1− |x|2)a
∫ 1

0

(1− rn−2)qra−1dr

∫

S

dξ

|rx+ ξ|2n−q(n−2)

se dostiжe u taqki x = 0. Prema tome,

‖G‖q : cqn =sup
x∈B

(1− |x|2)a
∫ 1

0

(1− rn−2)qra−1dr

∫

S

dξ

|rx+ ξ|n+a

= ωn−1 sup(1− |x|2)a
∫ 1

0

(1− rn−2)qra−1

(1− r2|x|2)a+1
F(r|x|)dr

= ωn−1

∫ 1

0

(1− rn−2)qrn−q(n−2)−1drF

(

n+ a

2
,
q(n− 2)− 2

2
;
n

2
; 0

)

= ωn−1

∫ 1

0

(1− rn−2)qra−1dr =
ωn−1Γ(1 + q)Γ(n−q(n−2)

n−2
)

(n− 2)Γ(1 + q + n−q(n−2)
n−2

)
.

(3.38)

b) Sluqaj n = 3 za 1 < q ≤ 2. Jasno je da

I(x) =
∫

B3

|G(x, y)|q dy =
1

(2π)q

∫

B3

(

1

|x− y| −
1

[x, y]

)q

dy,

i da iste transformacije za I(x) kao u predhodnom sluqaju daju

I(x) = c3(1− x2)3−q

∫ 1

0

(1− r)qr2−qF [(6− q)/2, (5− q)/2, 3/2, r2x2]dr,

gdje je c3 odgovaraju�a konstanta kao u opxtem sluqaju. Neka je t = |x|.
Moжemo da predstavimo I(x) na naqin

I(x) = c3

∫ 1

0

(1− r)qr1−q (1− t2)
3−q

((1− rt)−4+q − (1 + rt)−4+q)

2(4− q)t
dr.

Dakle,

I(x) = c3
(1− t2)

3−q

2(4− q)t

∞
∑

n=0

tn
∫ 1

0

(1− r)qr1−q(rn − (−r)n)
(−4 + q

n

)

dr,
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i to povlaqi

I(x) = c3
(1− t2)

3−q

2(4− q)t

∞
∑

n=0

(−1 + einπ)
(−4+q

n

)

Γ(2 + n− q)Γ(1 + q)

Γ(3 + n)
tn.

Tako

I(x) = c3
π(−1 + q)q (1− t2)

3−q
(F (2− q, 4− q; 3; t)− F (2− q, 4− q; 3;−t))

4 sin(πq)(4− q)t
.

Neka je

c′(q) := c3
2−qπ2−q(−1 + q)q

(4− q) sin(πq)
.

Tada

I(x)/|c′| ≤ I1(x) =
(1− t2)

t
(F (2− q, 4− q; 3; t)− F (2− q, 4− q; 3;−t))

za 1 < q < 2 i

I1(x) = a0 +
∞
∑

n=1

ant
n

gdje je a0 > 0 i

an =
2 (1 + (−1)n) Γ(3 + n− q)(−(n− q)!Γ(4 + n) + Γ(n)Γ(5 + n− q))

Γ(n)Γ(2 + n)Γ(4 + n)Γ(2− q)Γ(4− q)
.

DaƩe, an ≤ 0 jer

(1 + n− q)(2 + n− q)(3 + n− q)(4 + n− q)

n(1 + n)(2 + n)(3 + n)
≤ 1,

xto opet povlaqi da se maksimalna vrijednost funkcije I(x) dostiжe za
x = 0.

Na kraju ostaje da razmotrimo i najlakxi sluqaj teoreme za p = ∞.
Dokaz ovog sluqaja slijedi iz sƩede�ih jednostavnih opservacija. Kako
funkcija u(x) = − 1

2n
(1− |x|2) predstavƩa jedinstveno rjexeƬe Poasonove

jednaqine
{

△u(x) = 1, x ∈ Ω
u|∂Ω = 0

,

slijedi da za svaki prirodan broj n, n ≥ 3 imamo

‖G‖∞ = sup
x∈B

∣

∣

∣

∣

∫

Bn

G(x, y)dy

∣

∣

∣

∣

=
1

2n
sup
x∈Bn

(1− |x|2) = 1

2n
. (3.39)

Time je zavrxen dokaz Teoreme 3.2. �
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Prirodno se postavƩa pitaƬe proxireƬa Teoreme 3.2 za sluqaj kada
operator G slika iz Lp−prostora u isti Lp−prostor. U tom smislu
navex�emo bitan rezultat sadrжan u Lemi (3.4) uz predhodno objaxƬeƬe
oznaka.
Neka je Ω oblast u Rn i neka je sa |Ω| oznaqen volumen date oblasti. Za
µ ∈ (0, 1] definixemo operator Vµ na prostoru L1(Ω)

(Vµf)(x) =

∫

Ω

|x− y|n(µ−1)f(y)dy.

Operator Vµ je definisan za svako f ∈ L1(Ω) i Vµ je ograniqen na pros-
toru L1(Ω). Generalno, vaжi sƩede�i rezultat (vidjeti [17],156-159)

Lema 3.4 Neka je Vµ definisan na Lp(Ω) za p > 0. Tada Vµ je neprekidno
preslikavaƬe Vµ : Lp(Ω)→ Lq(Ω), gdje je 1 ≤ q ≤ ∞, i

0 ≤ δ = δ(p, q) =
1

p
− 1

q
< µ.

Xtavixe, za svako f ∈ Lp(Ω) vaжi

‖Vµ‖q ≤
(

1− δ

µ− δ

)1−δ
(ωn−1

n

)1−µ

|Ω|µ−δ‖f‖p

Naredna teorema je posƩedica Teoreme 3.2 i predhodne Leme (3.4).

Teorema 3.3 Neka je ‖G‖1 := ‖G : L1(B)→ L1(B)‖, tada

‖G‖1 =
1

2n
.

Dokaz. Prema Teoremi 3.2 imamo

‖G‖L∞→L∞ =
1

2n
.

Sa druge strane, Lema 3.4 tvrdi da G : L1 → L1 je ograniqen. Tada

‖G‖L1→L1 = ‖G∗‖L∞→L∞ ,

gdje je G∗ odgovaraju�i adjungovan operator. Kako je

G∗f(x) =

∫

B

G(y, x)f(y)dy =

∫

B

G(x, y)f(y)dy, f ∈ L∞(B),

imamo
‖G‖L1→L1 = ‖G‖L∞→L∞ .

�

U nastavku posmatra�emo Hilbertov sluqaj p = 2,G : L2(B)→ L2(B).
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Teorema 3.4 Neka je ‖G‖2 := ‖G : L2(B)→ L2(B)‖, tada

‖G‖2 =
1

λ1
.

Vaжi

‖Gg‖2 ≤
1

λ1
‖g‖2, g ∈ L2(B). (3.40)

Jednakost se dostiжe u (3.49) za g(x) = cϕ1(x), c.c. x ∈ B gdje je c realna
konstanta.

Dokaz. Ako je f ∈ L2(B), tada koriste�i predhodnu notaciju imamo

f(x) =
∞
∑

k=1

〈f, ϕk〉ϕk(x),

gdje je (ϕn) ortonormirani niz za Laplasov operator i odgovaraju�i
Dirihleov problem (3.20). Kako je G ograniqen,to

G[f ] =
∞
∑

k=1

〈f, ϕk〉 G[ϕk].

Tako�e,

G[ϕk] =
1

λk
G[△ϕk] = −

1

λk
ϕk.

QiƬenica da je (ϕk) ortonormiran niz povlaqi

‖Gf‖22 =
∞
∑

k=1

| 〈f, ϕk〉 |2
λ2k

.

Kako je λ1 prosta sopstvena vrijednost i 0 < λ1 < λ2 ≤ ..., imamo

‖Gf‖2 ≤
1

λ1
‖f‖2.

Konaqno,

‖G‖2 =
1

λ1
.

�

Direktnom primjenom interpolacione teoreme Ris-Torina 1.14, do-
bijamo sƩede�i rezultat za ocjenu norme operatora G : Lp → Lp, p ≥ 1.
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Teorema 3.5 Oznaqimo sa ‖G‖L1→L1 = ‖G‖L∞→L∞ = ‖G‖1 i ‖G‖L2→L2 = ‖G‖2.
Tada

‖G‖p ≤ ‖G‖
2−p
p

1 ‖G‖
2(p−1)

p

2 = (2n)
p−2
p λ

2(1−p)
p

1 ,

gdje ‖G‖p predstavƩa normu operatora G : Lp(B) → Lp(Bn), 1 < p < 2.
Tako�e,

‖G‖p ≤ ‖G‖
2
p

2 ‖G‖
p−2
p

1 = λ
− 2

p

1 (2n)
p−2
p ,

gdje G : Lp(B)→ Lp(Bn), 2 < p <∞.

3.5 L∞− norma gradijenta

U ovoj sekciji posmatra�emo opet graniqni problem
{

△u(x) = g, x ∈ Ω
u|∂Ω = 0

Ovdje, g ∈ Lp(B) i p > n. Kao u predhodnoj sekciji slabo rjexeƬe u
smislu distribucija dato je sa

u(x) = −G[g](x) = −
∫

B

G(x, y)g(y)dy, |x| < 1. (3.41)

Glavni ciƩ ove sekcije sastoji se u procjeƬivaƬu norme gradijenta
rjexeƬa u. Oqekivano, pokazuje se da je problem odre�ivaƬa taqne norme
gradijenta rjexeƬa znatno teжi zadatak od pronalaжeƬa norme rjexeƬa
iz predhodne sekcije. Uzimamo u obzir operator

∇u = D[g] =
∫

B

∇xG(x, y)g(y)dy

i bavi�emo se ocjenom L∞−norme za D. Vaжi sƩede�a teorema.

Teorema 3.6 Neka je D : L∞(B)→ L∞(B). Tada

‖D‖L∞→L∞ ≤ 2nπn/2

(n+ 1)Γ(n/2)

Dokaz. Na poqetku, oznaqimo sa

∇G(x, y) = cn(2− n)

(

x− y

|x− y|n −
|y|2x− y

[x, y]n

)

.

Naglasimo da �emo u dokazu ove teoreme razmatrati nexto opxtiju
situaciju za domen operatora D, tj. uzima�emo u obzir dejstvo opera-
tora D na xirem prostoru Lp(B) (p ≤ ∞, ) dok �e tehniqki dio dokaza
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koji se tiqe odre�ivaƬa ocjene norme biti sproveden za specijalan
sluqaj p =∞.

Naime, kako je
∣

∣

∣

x−y
|x−y|n

∣

∣

∣
≤ 1

|x−y|n−1 , i za q(n − 1) < n (1
q
+ 1

p
= 1), za x ∈ B

imamo

‖∇u(x)‖ = sup
|ξ|=1

∣

∣

∣

∣

〈∫

B

∇G(x, y)g(y)dy, ξ
〉∣

∣

∣

∣

= sup
|ξ|=1

∣

∣

∣

∣

∫

B

〈∇G(x, y), ξ〉 g(y)dy
∣

∣

∣

∣

= (n− 2)cn sup
|ξ|=1

∣

∣

∣

∣

∫

B

〈

x− y

|x− y|n −
|y|2x− y

[x, y]n
, ξ

〉

g(y)dy

∣

∣

∣

∣

≤ (n− 2)cn

∫

B

sup
|ξ|=1

∣

∣

∣

∣

〈

x− y

|x− y|n −
|y|2x− y

[x, y]n
, ξ

〉∣

∣

∣

∣

|g(y)|dy

≤ (n− 2)cn

∫

Bn

∣

∣

∣

∣

x− y

|x− y|n −
|y|2x− y

[x, y]n

∣

∣

∣

∣

|g(y)|dy

≤ (n− 2)cn

(∫

B

∣

∣

∣

∣

x− y

|x− y|n −
|y|2x− y

[x, y]n

∣

∣

∣

∣

q

dy

)
1
q

‖g‖p.

(3.42)

Treba da izraqunamo

max
x∈B

∫

B

∣

∣

∣

∣

x− y

|x− y|n −
|y|2x− y

[x, y]n

∣

∣

∣

∣

q

dy.

Kao i u dokazu Teoreme 3.2 koristi�emo smjenu promjenƩivih y = T−xz(Txy =
z), gdje je T−x : B→ B je Mebijusova transformacija definisana sa

T−x(z) =
(1− |x|2)(y + x) + x|z + x|2

[z,−x]2 .

Kako je |Tx(y)| =
∣

∣

∣

x−y
[x,y]

∣

∣

∣ i

x− T−x(z) =
(1− |x|2)(−x|z|2 − z)

[z,−x]2 , |x− T−x(z)| = |z|
1− |x|2
[z,−x] ,
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to lako dobijamo sƩede�i identitet

∣

∣

∣

∣

x− y

|x− y|n −
|y|2x− y

[x, y]n

∣

∣

∣

∣

q

=
1

|x− y|qn
∣

∣

∣

∣

(x− y)− (|y|2x− y)

∣

∣

∣

∣

x− y

[x, y]

∣

∣

∣

∣

n∣
∣

∣

∣

q

=
1

|x− y|qn
∣

∣(x− y)− (|y|2x− y)|z|n
∣

∣

q

=
1

|x− T−xz|qn
∣

∣(x− T−xz)− (|T−xz|2x− T−xz)|z|n
∣

∣

q

=
[z,−x]qn

(1− |x|2)qn|z|qn
∣

∣

∣

∣

(1− |x|2)(−x|z|2 − z)

[z,−x]2 +
(1− |x|2)(z + x)

[z,−x]2 |z|n
∣

∣

∣

∣

q

=
[z,−x]qn

(1− |x|2)qn|z|qn
(1− |x|2)q
[z,−x]2q |z|

q|(−x|z| − z‖z|) + |z|n−1(z + x)|q

=
[z,−x]q(n−2)

(1− |x|2)q(n−1)|z|q(n−1)
|(−x|z| − z/|z|) + |z|n−1(z + x)|q.

(3.43)

Prema identitetu (3.43), imamo

max
x∈B

∫

B

∣

∣

∣

∣

x− y

|x− y|n −
|y|2x− y

[x, y]n

∣

∣

∣

∣

q

dy

= max
x∈B

∫

B

1

|x− y|qn
∣

∣

∣

∣

(x− y)− (|y|2x− y)
|x− y|n
[x, y]n

∣

∣

∣

∣

q

dy

= max
x∈B

∫

B

1

|x− T−xz|qn
∣

∣(x− T−xz)− (|T−xz|2x− T−xz)|z|n
∣

∣

q (1− |x|2)n
[z,−x]2n dz

= max
x∈B

(1− |x|2)n+q−qn

∫

B

|(−x|z| − z/|z|) + |z|n−1(z + x)|q
|z|q(n−1)[z,−x]2(n+q)−qn

dz

= max
x∈B

(1− |x|2)n+q(1−n)

∫ 1

0

rn+q(1−n)−1dr

∫

S

|rx(rn−2 − 1) + ξ(rn − 1)|q
|rx+ ξ|2(n+q)−qn

dξ

(3.44)

Sada, specijalno za q = 1 koristimo prostu nejednakost

|rx(rn−2 − 1) + ξ(rn − 1)| ≤ (1− rn−2)|rx+ ξ|+ (rn−2 − rn)

i tako dobijamo

|rx(rn−2 − 1) + ξ(rn − 1)|
|rx+ ξ|2(n+1)−n

≤ 1− rn−2

|rx+ ξ|n+1
+

rn−2 − rn

|rx+ ξ|n+2
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Prema tome,

max
x∈B

∫

B

∣

∣

∣

∣

x− y

|x− y|n −
|y|2x− y

[x, y]n

∣

∣

∣

∣

q

dy

≤ max
x∈B

(1− |x|2)n+q(1−n)

∫ 1

0

rn+q(1−n)−1dr

∫

S

((1− rn−2)|rx+ ξ|+ (rn−2 − rn))
q

|rx+ ξ|2(n+q)−qn
dξ.

(3.45)

Vaжi
∫

S

dξ

|rx+ ξ|a =
Ωn−1

∫ π

0
sinn−2 tdt

∫ π

0

sinn−2 tdt

(1 + r2|x|2 + 2r|x| cos t)a/2 .

Kako
∫ π

0

sinn−2 tdt

(1 + r2|x|2 + 2r|x| cos t)a/2 =

√
πΓ
[

1
2
(−1 + n)

]

Γ
[

n
2

] 2F1

[

a/2, 1− n

2
+ a/2,

n

2
, r2x2

]

i

Ωn−1
∫ π

0
sinn−2 tdt

=

2πn/2

Γ[n/2]
√
πΓ[1/2(−1+n)]

Γ[n/2]

=
2πn/2

√
πΓ[1/2(−1 + n)]

,

dobijamo
∫

S

dξ

|rx+ ξ|a = 2
πn/2

Γ
[

n
2

] 2F1

[

a/2, 1− n

2
+ a/2,

n

2
, r2x2

]

Kako je
‖∇u(x)‖ ≤ Cn max

x∈B
J(x)

gdje

J(x) = (1− |x|2)
∫ 1

0

(1− rn−2)2F1

[

3

2
,
1 + n

2
,
n

2
, r2x2

]

dr

+ (1− |x|2)
∫ 1

0

(rn−2 − rn)
n− (n− 4)r2x2

n (1− r2x2)3
dr =

∫ 1

0

Kr(x)dr.

ovdje je

Kr(x) =
∞
∑

p=0

Ap(r)x
2p

i A0(r) = 1− rn i za p ≥ 1

Ap(r) =
1

2
r−4+2p

(

rn (1− r2) (−2p(−2 + n+ 2p) + 2(1 + p)(n+ 2p)r2)

n

+
(rn − r2) ((n− 1)r2 + 4p2(r2 − 1) + 2p(2 + n(r2 − 1))) Γ[n

2
]Γ[1+2p

2
]Γ[n+2p−1

2
]√

πp!Γ
[

1+n
2

]

Γ
[

n
2
+ p
]

)

.
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Tada

‖∇u(x)‖ ≤ a0 +
∞
∑

p=1

apx
2p

pri qemu je

a0 =
2nπn/2

(n+ 1)Γ(n/2)

i

ap =
2(−3 + n)n+ 4(−2 + n)p

n(−3 + n+ 2p)(−1 + n+ 2p)(1 + n+ 2p)

− (−2 + n)(−3 + n+ 4p)Γ
[

n
2

]

Γ
[

−1
2
+ p
]

Γ
[

1
2
(−3 + n) + p

]

8
√
πΓ
[

1+n
2

]

Γ[1 + p]Γ
[

n
2
+ p
]

Primijetimo da je ap < 0 ako i samo ako

bp :=
2((−3 + n)n+ 2(−2 + n)p)

√
πp!Γ

[

1+n
2

]

Γ
[

n
2
+ p
]

(−2 + n)n(−3 + n+ 4p)Γ
[

n
2

]

Γ
[

−1
2
+ p
]

Γ
[

3+n
2

+ p
] < 1

Prema Teoremi [12] imamo

Γ

[

−1

2
+ p

]

Γ

[

3 + n

2
+ p

]

≥ Γ [p] Γ

[

2 + n

2
+ p

]

i zato

bp ≤ c(p) :=
2p((n− 3)n+ 2(n− 2)p)

√
πΓ
[

1+n
2

]

(−2 + n)(n+ 2p)(−3 + n+ 4p)Γ
[

1 + n
2

] ,

kako posƩedƬi izraz raste po p jer

c′(p) =
2 ((n− 3)2n2 + 4(n− 3)(n− 2)np+ 4(6 + (n− 3)n)p2)

√
πΓ
[

1+n
2

]

(n− 2)(n+ 2p)2(n+ 4p− 3)2Γ
[

1 + n
2

]

i −(−3 + n)2n2(2 + n) ≤ 0,imamo

bp ≤
√
πΓ
[

1+n
2

]

2Γ
[

1 + n
2

] < 1

xto je trebalo da se dokaжe. �

Navodimo hipotezu koja se na prirodan naqin nadovezuje na predhodnu
teoremu.

Hipoteza 3.1 Neka je G : Lp(B)→ L∞(B), p > n i u = G[g]. Poznato je da

‖∇u‖∞ ≤ Cp‖g‖p,
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gdje je

Cp = max
x∈B

(

1

ωn−1

∫

B

∣

∣

∣

∣

x− y

|x− y|n −
|y|2x− y

[x, y]n

∣

∣

∣

∣

q

dy

)1/q

.

Tada je

Cp =

(

1

ωn−1

∫

B

(

1

|y|n−1
− |y|

)q

dy

)1/q

=

(

Γ
(

1− nq
n+1

)

Γ[1 + q]

(n+ 1)Γ
(

2 + q
n+1

)

)1/q

.

Teorema 3.7 Neka je D : L1(B)→ L1(B). Tada

‖D‖L1→L1 ≤ 1

n− 2

U ciƩu da dokaжemo Teoremu3.7 potrebna nam je sƩede�a lema.

Lema 3.5 Neka je H(x, y) =
∣

∣

∣

y−x
|y−x|n −

|x|2y−x
[y,x]n

∣

∣

∣
, i neka je

H[f ] =
1

(n− 2)cn

∫

B

H(x, y)g(y)dy

tada

‖H‖L∞→L∞ =
1

(n− 2)cn

∫

B

H(0, y)dy =
1

n− 2
.

Dokaz. Na poqetku imamo

H(x, y) ≤ K(x, y) + L(x, y) = |x− y|
(

1

|x− y|n −
1

[x, y]n

)

+
|y|(1− |x|2)

[x, y]n
.

DaƩe,

sup
x∈B

∫

B

|K(x, y)| dy = sup
x∈B

∫

B

1

|x− y|n−1

∣

∣

∣

∣

1−
∣

∣

∣

∣

x− y

[x, y]

∣

∣

∣

∣

n∣
∣

∣

∣

dy. (3.46)

Koristi�emo smjenu promjenƩivih z = Txy, tj. T−xz = y, gdje je Txy
Mebijusova transformacija

Txy =
(1− |x|2)(y − x)− |y − x|2x

[x, y]2
, |Txy| =

∣

∣

∣

∣

x− y

[x, y]

∣

∣

∣

∣

.

Dobijamo

dy =

(

1− |x|2
[z,−x]2

)n

dz.
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sup
x∈B

∫

B

|H(x, y)| dy = sup
x∈B

∫

B

1

|x− T−xz|n−1
|1− |z|n|(1− |x|

2)n

[z,−x]2n dz

= sup
x∈B

(1− |x|2)n
∫

B

(1− |z|n−2)
∣

∣

∣

x[z,−x]2−(1−|x|2)(x+z)−|x+z|2x
[z,−x]2

∣

∣

∣

n−1

dz

[z,−x]2n

= sup
x∈B

(1− |x|2)n
∫

B

(1− |z|n)
|z|n−1

∣

∣

∣

1−|x|2
[z,−x]

∣

∣

∣

n−1

dz

[z,−x]2n

= sup
x∈B

(1− |x|2)n−(n−1)

∫

B

(

1− |z|n
|z|n−1

)

[z,−x](n−1)−2ndz

= sup
x∈B

(1− |x|2)n−(n−1)

∫ 1

0

(1− rn)rn−(n−1)−1dr

∫

S

dξ

|rx+ ξ|2n−(n−1)

= sup
x∈B

(1− |x|2)
∫ 1

0

(1− rn)dr

∫

S

dξ

(r2|x|2 + 2r|x|ξ1 + 1)
n+1
2

= Cn sup
x∈B

(1− |x|2)
∫ 1

0

(1− rn)dr

∫ 1

−1

(1− t2)
n−3
2

(r2|x|2 + 2r|x|t+ 1)
n+1
2

dt,

= Cn

√
πΓ
[

−1
2
+ n

2

]

Γ
[

n
2

] sup
x∈B

(1− |x|2)
∫ 1

0

(1− rn)2F1

[

3

2
,
1 + n

2
,
n

2
, r2x2

]

dr

= Cn

√
πΓ
[

−1
2
+ n

2

]

Γ
[

n
2

] sup
x∈B

J(x)

(3.47)

gdje je

J(x) =
n

1 + n

−
∞
∑

m=1

n (8m2 + (n− 1)2 + 2m(3n− 5)) Γ
[

m− 1
2

]

Γ
[

3
2
+m+ n

2

]

Γ
[

n
2

]

(−1 + 2m+ n)2(1 + 2m+ n)2
√
πΓ[1 +m]Γ

[

m+ n
2

]

Γ
[

1+n
2

] x2m

≤ J(0).

(3.48)

U posƩedƬe dvije jednakosti smo bez umaƬeƬa opxtosti pretpostavili
da je x = |x|e1, ξ = (ξ1, ..., ξn).
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Sa druge strane,

L(x) =

∫

B

L(x, y)dy

= C ′
n

√
π (1− x2) Γ

[

1
2
(−1 + n)

]

2F1

[

1, 1+n
2
, 3+n

2
, x2
]

(1 + n)Γ
[

n
2

]

= C ′
n

√
πΓ
[

1
2
(−1 + n)

]

(1 + n)Γ
[

n
2

] − C ′
n

∞
∑

m=1

2
√
πΓ
[

1
2
(−1 + n)

]

(−1 + 2m+ n)(1 + 2m+ n)Γ
[

n
2

]x2m

≤ L(0).

�

Dokaz.(Dokaz Teoreme 3.7)
Lema 3.4 tvrdi da je D : L1 → L1 ograniqen. Tada

‖D‖L1→L1 = ‖D∗‖L∞→L∞ ,

gdje je D∗ odgovaraju�i adjungovani operator. Kako je

D∗f(x) =

∫

B

D(y, x)f(y)dy =

∫

B

H(x, y)f(y)dy, f ∈ L∞(B),

to imamo
‖D‖L1→L1 = ‖D‖L∞→L∞ .

�

Sliqno kao u predhodnoj sekciji razmotri�emo i odgovaraju�i Hilber-
tov sluqaj. Vaжi sƩede�a teorema

Teorema 3.8 Neka je D : L2(B)→ L2(B), tada

‖D‖ = 1√
λ1
.

‖Dg‖2 ≤
1√
λ1
‖g‖2, g ∈ L2(B). (3.49)

Jednakost se postiжe u (3.49) za g(x) = cϕ1(x), c.c. x ∈ B gdje je c realna
konstanta.

Lema 3.6 [22]Koriste�i notaciju iz uvodnog dijela ove sekcije, za n,m ∈ N,
∫

B

∇ϕn(z) • ∇ϕm(z)dA(z) = λnδmn.

Ovdje • oznaqava skalarni proizvod.
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Dokaz. Ako je f ∈ L2(B), tada na osnovu predhodnog imamo

f(x) =
∞
∑

k=1

〈f, ϕk〉ϕk(x).

Kako je D ograniqen, imamo

D[f ] =
∞
∑

k=1

〈f, ϕk〉D[ϕk].

Tako�e,

D[ϕk] =
1

λk
D[△ϕk] = −

1

λk
∇ϕk.

QiƬenica da (∇ϕk) je ortogonalan sistem vektora povlaqi

‖Df‖22 =
∞
∑

k=1

| 〈f, ϕk〉 |2|∇ϕk|2
λ2k

.

Kako je λ1 prosta sopstvena vrijednost i 0 < λ1 < λ2 ≤ ..., imamo

‖Df‖2 ≤
1√
λ1
‖f‖2.

Konaqno,

‖D‖2 =
1√
λ1
.

�

Primjenom Ris-Torinove interpolacione teoreme dobijamo sƩede�e
ocjene za normu operatora D,

Posledica 3.1 Oznaqimo sa ‖D‖i := ‖D‖Li→Li, i ∈ {1, 2,∞}. Tada

‖D‖p ≤ ‖D‖
2−p
p

1 ‖D‖
2(p−1)

p

2 ,

gdje ‖D‖p reprezentuje normu operatora D : Lp(B) → Lp(B), 1 < p < 2.
Sliqno,

‖D‖p ≤ ‖D‖
2
p

2 ‖D‖
p−2
p

∞ ,

gdje je D : Lp(B)→ Lp(B), 2 < p <∞.
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[21] D. Kalaj, Dj. Vujadinović: Adjoint operator of Bergman Projection and Besov
space B1,Mathematical Reports (ISSN:1582-3067), Volume 15, Issue 04, Dec.
2013, Page(s) [12185].

[22] D. Kalaj: On Some Integral Operators Related to the Poisson Equation, Inte-
gral Equation and Operator Theory 72 (2012), 563-575.
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[28] M.Pavlović:An extension of the Forelli-Rudin projection theorem,
Proc.Edinburgh Math.Soc. 36 (1993), 375–389.
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